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Yorwort.

Dieses Buch ist entstanden aus Vorlesungen, die der Verlasser
an der Technischen Hochschule Danzig und an der Universitdt Halle
wiederholt gehalten hat. Jene Vorlesungen mufiten, der verschieden-
artigen Zuhorerschaft sich anpassend, an beiden Orten ein verschiedenes
Geprage tragen: der Mathematiker und Physiker wird hauptséchlich
vom abstrakten Erkenntnistrieb geleitet, der Ingenieur sieht mehr auf
die konkrete Nitzlichkeit. Der grofle Reiz des Gegenstandes aber
liegt beim Kreisel unzweifelhaft in der Verbindung von Theorie und
Praxis; und diese Verkniipfung, welche auch immer den gemeinsamen
Leitgedanken jener Vorlesungen bildete, will das vorliegende Buch
so harmonisch, als es nur mdglich war, ausdriicken und darstellen.

Ein solches Programm umfafit zwei Aufgaben: erstens die theoreti-
schen Entwickelungen unmittelbar anschaulich und begrifflich einfach
zu formen; zweitens alle praktischen Anwendungen auf eine sichere
Grundlage zu stellen, also stets anzugeben, an welcher Stelle der
allgemeinen Theorie sie abzweigen. Die zweite Aufgabe ist leicht,
die erste dagegen schwer und nur dadurch zu lésen, dafl man jeden
undurchsichtigen Formalismus zu vermeiden trachtet. Auf mich hat
stets einen tiefen Eindruck die kristallklare Darstellungsweise gemacht,
deren sich W.Thomson und P. G. Tait in ihrem Treatise on Natural
Philesophy bedienen, um nahezu ohne Rechnung und doch ohne Weit-
schweifigkeit auf die schwierigsten dynamischen Fragen quantitativ
genaue Antworten zu geben. Die Formel kann in der reinen Mathematik
einen hohen Selbstzweck haben; in der Mechanik ist sie lediglich ein
scharfgeschliffenes Werkzeug, und sie soll nie zum Automaten werden,
der, taktméaflig ablaufend, am Schluff ein zwar vielleicht richtiges,
aber schemenhaftes Ergebnis zum Vorschein bringt, welches dann erst
wieder mit Fleisch und Blut gefiillt werden muf. Ganz abgesehen
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davon, daB die meisten Denkfehler in der Mechanik durch solchen
Formalismus entstehen, ist der Erkenntnistrieb nur dann einigermafien
befriedigt, wenn jede Formel selber sagt, was sie bedeutet und warum
sie da ist, wenn also in keinem Augenblick der Zusammenhang der
Formel mit dem mechanischen Geschehen verloren geht. Wer ein
feines Gefiihl fiir die Okonomie der Gedanken hat, verlangt allerdings
noch weit mehr, als dal von der Wurzel bis zum Gipfel Begriff an
Begriff sich lickenlos reihe; er fordert, daBl der Aufwand das Ergebnis
lohne, dafl der Weg entweder der kiirzeste oder der schonste séi.
Die blinde Formel verfithrt manchmal zu bequemen Umwegen. Ein-
fache Tatsachen aber miissen sich auch auf einfache Weise erkldren
lassen, sonst ist die Erklarung noch nicht richtig im strengsten Sinne.

Es liefle sich die Behauptung wagen, dal die Lehre vom Kreisel
in fast allen ihren Teilen etwas Einfaches ist; und so habe ich ver-
sucht, sie auch in moglichst einfacher Form darzustellen, ohne irgend-
wo an Strenge nachzugeben. Dafl zur Erreichung dieses Zieles die
Vektoren als die klarsten Symbole der Mechanik beizuziehen waren,
versteht sich von selbst fiir jeden, der die soeben ausgesprochenen
Grundsitze billigt. Er wird vielleicht nur das tadeln, dafi ich nach
langem Schwanken schliefllich doch darauf verzichtet habe, auch die
Affinoren (Tensoren) zu verwenden. Sie héitten in der Tat an ein-
zelnen Punkten die begriffliche Klarheit der Entwickelungen erhoht,
aber doch, wie der Kenner bemerkt, nur an so wenigen Stellen des
Buches, daf} es sich kaum gelohnt hatte, die Lehre von den Affinoren
deswegen aufzurollen. Denn daf§ man sie heute nur bei recht wenigen
Lesern voraussetzen darf, ist leider unbestreitbar. Zur Vorsicht werden
darum in der Einleitung auch die einfachen vektoriellen Rechenregeln
abgeleitet, die spaterhin zu benutzen sind, so dafl selbst der Leser,
der den Vektoren bis jetzt noch fremd oder ablehnend gegeniibersteht,
sich in dem Buche zurechtfinden kann. Diese Ableitung lief sich
leicht verbinden mit einem kurzen Gang durch die elementare Kine-
matik und Dynamik, deren Grundgesetze dann weiterhin als bekannt
angesehen werden. In der Bezeichnung der Vektoren bin ich nur
sehr ungerne von der meistgebrauchlichen Schreibweise (Fraktur) ab-
gewichen. Weil jedoch die in der Lehre vom Kreisel wichtigsten
Vekioren die axiale Natur von Winkelgeschwindigkeiten besitzen und
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mian fiir diese an die griechischen Buchstaben sich gewdhnt hat, und
weil eine scharfe Unterscheidung zwischen den polaren und axialen
Vektoren auch schon fiir das Auge nétig ist, so schien es zweckmifBig,
die ersteren durch lateinische, die letzteren durch griechische Buchstaben
darzustellen, wobei der Fettdruck den Vektorcharakter anzeigen soll.

Die Fachausdriicke der Mechanik sind einer Reform stark bediirftig.
So hiufige Worter wie Winkelgeschwindigkeit, Impulsmoment, kineti-
sche Energie usw. sind zu lang fiir die einfachen Begriffe, die sie be-
nennen. Drehschnelle zu sagen (nach dem Vorgange von R. Mehmke
und A. Stodola) habe ich nicht gewagt; doch scheint sich Wucht
statt kinetische Energie mehr und mehr durchzusetzen. Statt Impuls-
moment mége Schwung vorgeschlagen sein, insofern dieser Begriff
genau das bedeutet, was man im taglichen Leben immer schon so
bezeichnet hat [das Wort Drall méchte lieber dem Ergebnis einer
Drillung (Torsion) vorbehalten bleiben]. Auch fir Trigheitsmoment -
miifite man ein kiirzeres Wort erfinden.

Es wird nicht nétig sein, ausfithrlich aufzuzihlen, wo die Ent-
wickelungen dieses Buches neu sind. Die schénen Poinsotschen Er-
kenntnisse diirften in §1 wobl auf ihre durchsichtigste Form gebracht
sein, wozu auch der synthetische Beweis fiir die ellipsoidische Gestalt
der Poinsotfliche gehort an Stelle des gebriuchlichen, doch etwas um-
stindlichen analytischen. Das Programm des Buches verbot, solche
Untersuchungen aufzunehmen, die, obwohl sie sich an den Kreisel
angeschlossen haben, doch einen mehr mathematischen Charakfer tragen
(man findet sie untbertrefflich klar in dem Buche von F. Klein und
A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels, dargestellt), so z. B.
die Theorie der konjugierten Poinsotbewegungen, die Diskussion der
auftretenden elliptischen und hyperelliptischen Integrale und Funktionen,
die analytischen Ansitze der Bewegung des unsymmetrischen schweren
Kreisels. Solche Ausfithrungen hétten den Umfang des ersten Teiles
zu stark belastet und so das Gleichgewicht zwischen beiden Teilen
gestort; und sie hitten sicherlich gerade den Leser ermiidet oder ab-
geschreckt, fiir den das Buch bestimmt ist. Dem gleichen Grundsatze
mufiten auch im zweiten Teile einige analytische Schoflinge ge-
opfert werden, deren Wert in keinem Verhiltnis zu ihrer Uppigkeit
steht; daftir sind aber gerade die modernsten Anwendungen des
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Kreisels gebiihrend zu Wort gekommen. Der Leser tbrigens, der
von vornherein hauptsichlich die Anwendungen kennen zu lerner
wiinscht, mag sich mit den Rechnungen von §5 und §§9 bis 13
zunichst nicht allzulange aufhalten, sondern sie erst spiter, wenn
er das Bediirfnis dazu hat, genauer durchgehen. Im zweiten Teile
stehen §14, §17 und §21 fir sich, die tibrigen sind untereinander
ziemlich stark verkettet.

Der literarische Anbang will weder die geschichtliche Ent-
wickelung schildern noch irgendwelche Vollstandigkeit erstreben,
sondern nur diejenigen Schriften angeben, die der Leser zuerst zu
Rate ziehen sollte, wenn er in irgendein Sonderproblem tiefer ein-
dringen will; deswegen sind einerseits die neuesten Arbeiten auf-
gezihlt, andererseits von den é&lteren diejenigen, von denen auch
heute noch eine starke Wirkung ausstrahlt.

Bei der Herstellung der Abbildungen bin ich in dankenswerter
Weise von Friulein cand. math. E. Rother unterstiitzt worden, welche
auch eine Korrektur mitgelesen hat. Das Namen- und Sach-
verzeichnis ist von meiner Frau zusammengestellt. Dem Verlagshause
schulde ich Dank fiir das grofie Entgegenkommen bei allen meinen
Wiinschen.

Stuttgart, im Mai 1920.

R. Grammel.
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Erster Teil

Die Theorie des Kreisels

Grammel, Der Kreisel. 1



Einleitung.

1. Der Begriff des Kreisels. Die ausgezeichneten Merkmale
aller stofflichen Massen sind Anziehungsvermdégen und Trigheit, zwei
Eigenschaften, die, wie man mit Grund vermutet, auf das engste mit-
einander zusammenhéngen. Die erste duflert sich auf der Erde als das
Gewicht jedes Korpers, die zweite als sein Bestreben, in dem jeweiligen
Zustande der Bewegung (die Ruhe mit eingeschlossen) zu beharren,
sowohl was die Grofle, wie auch was die Richtung der Geschwindigkeit
jedes seiner Teile betrifft. Das an sich untitige Beharrungsvermégen
kann scheinbar titige Formen annehmen, sobald es sich bei der Be-
wegung um eine Drehung handelt, und tritt dann teils in der Flieh-
kraft zutage, teils in den uns ungewohnteren und darum fast wunderbar
vorkommenden Wirkungen an sogenannten Kreiseln. Der eigenartige
Reiz des tanzenden Kinderkreisels besteht geradezu in dem fort-
wahrenden Kampfe zwischen den beiden Grundeigenschaften des
Stoffes, namlich der Schwere, die den Kreisel umzuwerfen trachtet,
und dem Beharrungsverméogen, das sich dem Umfallen in eigenttim-
licher Weise widersetzt. Besonders deutlich kann man den schwanken-
den Verlauf des Kampfes bei dem nur méafig stark angetriebenen
Kreisel verfolgen.

Neben den sonderbaren Bewegungserscheinungen, die wir an krei-
selnden Koérpern wahrnehmen, treten uns nicht minder verbliiffende
KraftauBlerungen entgegen, sobald wir versuchen, die Drehachse eines
solchen Korpers gewaltsam in eine neue Lage zu bringen; wir bemerken
einen Widerstand, der iiber das beim ruhenden Kérper gewchnliche Mafl
auflerordentlich weit hinausgehen kann und dem Kreisel oft den Ver-
gleich mit einem storrischen Tiere, aber auch das nicht ganz berechtigte
Lob vollkommener Unnachgiebigkeit gegeniiber stérenden Einfliissen
eingetragen hat.

Fiir eine allgemeine Untersuchung dieser nicht nur theoretisch be-
merkenswerten, sondern auch praktisch ungemein fruchtbaren Tragheits-
wirkungen erscheint es unerldBlich, zuerst den Begriff des Kreisels klar
abzugrenzen. Wir verstehen kinftighin unter einem Kreisel
einen beliebig gestalteten starren Kérper, der in irgendeinem

1%
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seiner Punkte, dem Stiitzpunkte, so festgehalten wird, dafl er
sich um diesen Punkt noch irgendwie drehen kann. Ob sich
der Korper rasch dreht, wie bei den iiblichen Kreiselversuchen, oder
nur langsam, ist fiir unsere Begriffsbestimmung gleichgiiltig. Ebenso
schliefit das Festhalten des Stiitzpunktes die Moglichkeit nicht aus, dafl
dieser Punkt geradlinig mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt
wird. Denn nach den Grundgesetzen der Mechanik ist in einem so
gefiihrten System der Ablauf der Bewegungserscheinungen derselbe wie
in einem ruhenden. Tatsdchlich nehmen die Stiitzpunkte aller irdischen
Kreisel an der Bewegung der Erde teil und durchschreiten dabei in erster
Anndherung gleichférmig geradlinige Bahnen. Die &uflerst schwache
Kriimmung, die diese Bahnen in Wirklichkeit doch besitzen, kann
freilich schon hinreichen, die Bewegung besonders fein gearbeiteter
Kreisel merklich zu beeinflussen; es gelingt aber auch in diesem
Falle leicht, den Stlitzpunkt nachtriglich wieder auf Ruhe zu trans-
formieren.

Von den adufleren Kriften, die auf einen Kreisel einwirken, ist die
bei weitem wichtigste die Schwerkraft. Man nennt deswegen den
Kreisel schlechtweg kraftefrei oder schwer, je nachdem sein Schwer-
punkt in den Stiitzpunkt fillt oder nicht, je nachdem also die Schwer-
kraft durch den Sttitzdruck ausgeglichen wird oder nicht, wobei man
von weiteren Kréften absieht, soweit nicht ausdriicklich das Gegenteil
gesagt ist. Wir werden die Kreisel spaterhin nach dynamischen Merk-
malen weiter einteilen und brauchen hier nur noch hinzuzuftigen, dafl
(im Unterschied zu dem nunmehr begrifflich bestimmten Kreisel) der
eingangs erwihnte, auf wagerechter Unterlage tanzende Korper Spiel-
kreisel genannt werden soll; seine praktische Bedeutung ist {ibrigens
nur gering.

Zur Vorbereitung unserer eigentlichen Entwickelungen bediirfen
wir zundchst einiger Satze aus der elementaren Mechanik.

2. Kinematische Grundlagen. Die Bewegung eines kleinen stoff-
lichen Teilchens, eines sogenannten Massenpunktes, beurteilt man
haufig mit Vorteil von einem Bezugspunkt O aus (Abb. 1), indem man
von O aus nach der augenblicklichen Lage P des Massenpunktes eine
gerichtete und darum mit einem Pfeil versehene Strecke 9 zieht. Man
nennt den Fahrstrahl (Radiusvektor) # einen polaren Vektor, und
wir wollen ihn (wie kiinftig alle gerichteten Groflen) durch Fettdruck
hervorheben und seinen absoluten Betrag, d. h. seine Lange ohne
Riicksicht auf Richtung und Lage, mit » bezeichnen. Der zeitliche
Verlauf der Bewegung ist bestimmt, sobald der zugehorige Vektor #
in jedem Augenblicke bekannt ist.
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Gleichfalls ein Vektor ist die Geschwindigkeit v unseres Massen-
punktes. Insofern Geschwindigkeit die Strecke bedeutet, die der Punkt
in der Zeiteinheit zurlcklegen wiirde, wenn er seinen augenblicklichen
Bewegungszustand geradlinig und gleichférmig fortsetzte, so wird der
Vektor v als eine Pfeilstrecke von der Linge » in der Richtung der
augenblicklichen Bahntangente aufzutragen sein (Abb.1).

Wird unserem Massenpunkte auler der Geschwindigkeit @ noch
eine zweite Geschwindigkeit e auferlegt, indem Deispielsweise das
ganze System mit dieser Geschwindigkeit w ADD, 1.
fortbewegt wird, so erhdlt man seine resul-
tierende Geschwindigkeit 2¢ als geo-
metrische Summe von @ und w (Abb. 2), und
man driickt dies in der Formel

U=v+w

aus. In derselben Weise addieren sich alle
gleichartigen Vektoren, und da man die Kon-
struktion auch auffassen kann als Diagonalen-
bildung in einem aus den Vektoren ¥ und e
aufgebauten Parallelogramm, so heifit man diese
geometrische Addition auch die Parallelo-
grammregel.

Um den Zusammenhang zwischen den
beiden Vektoren 7° und v festzustellen, beob-
achten wir zwei aufeinanderfolgende Lagen
von #. Liegt zwischen beiden das Zeit-
element dt, so werden sie sich auch nur um ein vektorielles Element d»
unterscheiden konnen, und dieses ist zufolge der soeben ausgesprochenen
Additionsregel wesensgleich mit dem in der Zeit dt zuriickgelegten
Linienelement der Bahn unserés Massenpunktes (Abb. 1), hat also die
Richtung der Geschwindigkeit ¥ und den Betrag

dr = vdt.

Diesen Sachverhalt pflegt man durch die Vektorgleichung
ar
(1) V=7

darzustellen. Wir werden allgemein bei einem beliebigen Vektor @
den Ausdruck dea/dt die Geschwindigkeit von @ heiflen; sie ist
ebenfalls ein Vektor, dessen Richtung aber mit derjenigen von ¢ nicht
{ibereinzustimmen braucht. Insbesondere heifit die Geschwindigkeit
dv/dt des Geschwindigkeitsvektors selbst die Beschleunigung des
Punktes P.



6 Einleitung I.

Es gibt noch eine zweite, fiir uns sehr wichtige Art von ge-
richteten Groflen. Ein starrer Korper moge sich mit der Winkel-
geschwindigkeit @ um eine Achse drehen. Man stellt diese Drehung
ebenfalls durch eine gerichtete Strecke dar, namlich eine solche, die
in der Drehachse liegt, die Linge w hat, und deren Pfeil zusammen
mit dem Drehsinn eine Rechtsschraube bildet; Pfeil und Drehsinn
hangen also miteinander’ zusammen wie die schiebende und die
drehende Bewegung, die das rechte Handgelenk dessen austibt, der
den Korkzieher in eine Flasche treibt. Der so definierte Drehvektor e
(als Vektor wieder durch fetteren Druck vor seinem absoluten Betrag
ausgezeichnet) heifit ein axialer. Axiale Vektoren von mannigfacher
Bedeutung beherrschen die Lehre vom Kreisel vollstindig; sie sollen
kiinftig immer durch kleine oder grofie griechische Buchstaben dar-
gestellt sein. 'Wir werden alsbald beweisen, dafi auch fiir diese
Vektoren dieselbe grundlegende Additionsregel gilt, wie bei den
polaren Vektoren.

Von welchem Punkte der Achse aus wir den Vektor e ziechen,
ist gleichgiltig; es moge von dem Bezugspunkt O aus geschehen.
Ein beliebiger Punkt P des sich drehenden Kérpers soll den Achsen-
abstand 7, haben und seiner augenblicklichen
Lage nach wieder durch den Fahrstrahl #
von O nach P gekennzeichnet sein, der mit
der Achse, genauer mit dem Vektor w den
‘Winkel o bildet (Abb. 3). Dann hingt die
Umfangsgeschwindigkeit v des Punktes P mit
der Winkelgeschwindigkeit w des starren
Korpers zusammen durch die Beziehung

Abb. 3.

V=" = wrsina.

Hier steht auf der rechten Seite der doppelte
Inhalt des aus den Vektoren @ und 7 ge-
bildeten Dreiecks, und es ist tiblich geworden, dieses durch @ und »
seiner Grofe und Lage nach vollstindig bestimmte Dreieck als das
vektorielle Produkt von @ und 7 zu bezeichnen und durch eine
gerichtete Strecke (namlich eben v) darzustellen, deren Betrag gleich
dem doppelten Dreiecksinhalt ist, und deren Richtung auf der Dreiecks-
ebene in solchem Sinne senkrecht steht, daBl der Richtungspfeil und
diejenige Drehung a, welche den Vektor w auf kiirzestem Wege in
die Richtung des Vektors » bringt, zusammen wieder eine Rechts-
schraube bilden. In welchem Punkte des Dreiecks der Produktvektor,
den man [w?] zu schreiben pflegt, aufgetragen wird, ist meistens
ohne Belang, jedenfalls aber stimmt er der Richtung und Gréfle
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nach mit ¥ tberein, und sonach driickt sich die gesuchte Beziehung
zwischen ¥ und @ in der Vektorgleichung

(2) v =[wr]
aus, wobei
(3) |[@?]| = wrsina

der absolute Betrag des Vektorproduktes ist.

Wird unserem starren Korper auflerdem gleichzeitig noch eine
zweite Drehung o, aulerlegt, deren Drehachse ebenfalls durch O gehen
mag, so setzen sich die beiden Drehungen @ und @, zu einer ein-
zigen ' zusammen, deren Vektor durch geometrische Addition von
o und e, nach der Parallelogrammregel erhalten wird (Abb.4). Um
dies einzusehen, zeigen wir erstens, dafl unter dem Einflul der beiden
Drehungen @ und o, irgendein Punkt der Achse o’ Abb. 4.
und also diese Achse selbst in Ruhe bleibt. In der
Tat besitzt beispielsweise der Endpunkt des Vektors o’
nach (2) die beiden Geschwindigkeiten [w '] und
[, @] von entgegengesetzter Richtung und gleichen

Betrigen (ndmlich gleich dem Parallelogramminhalt); (Y
der Endpunkt von @’ bleibt also in Ruhe. Die Achse
desVektors w' ist demnach die resultierende Drehachse. “

Um zu zeigen, dafl auch der Betrag von o' die

richtige Grofle hat, geniigt es, wenn wir zweitens 0
nachweisen, dafl irgendein Punkt auflerhalb der

Achse @' durch die Drehung o' dieselbe Geschwindigkeit erlangt,
wie durch die beiden Drehungen w und @, zusammen. Wir wéhlen
beispielsweise den Endpunkt des Vektors w selbst. Seine Geschwindig-
keit, herriihrend von @, ist Null, von @, dagegen gleich [w, @], anderer-
seits von o' gleich [w'w]; und diese Vektorprodukte sind wieder sowohl
der Richtung wie dem Betrage nach gleich.

Ein beliebiger anderer Punkt des starren Kérpers mit dem Fahr-
strahl » hat die Geschwindigkeit [ew'?], die sich aber auch aus den
von @ und o, herrithrenden Teilgeschwindigkeiten [ew?] und [e, 7]
geometrisch zusammensetzt. Infolgedessen ist

[@'r] = [(0 + @)7] = [@7] + [0, 7],

eine Beziehung, die man als das distributive Gesetz bezeichnet.

Damit ist einerseits gezeigt, wie die gleichzeitige Drehung eines
starren Kérpers um zwei verschiedene, aber sich schneidende Achsen
durch eine einzige resultierende Drehung ersetzt werden kann. Anderer-
seits ist jetzt bewiesen, dafl sich auch axiale Vektoren nach der
Parallelogrammregel addieren, und daf fiir vektorielle Produkte das
distributive Gesetz gilt.
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Veranlassen wir unseren starren Korper auler seiner Drehung w
zu einer fortschreitenden Bewegung v,, an der alle seine Punkte und
auch der Bezugspunkt O gleichmiflig teilnehmen, so ist die resultierende
Geschwindigkeit irgendeines seiner Punkte offenbar

(4) v =1+ [0r]

Diese anschauliche Formel ist noch einer anderen Deutung fihig.
Ersetzen wir ndmlich den starren Korper durch ein starres, aber allent-
halben durchdringliches Gertist, das sich mit der Winkelgeschwindig-
keit e dreht, und bewegt sich in diesem Geriist ein Massenpunkt mit
der Geschwindigkeit v, relativ zum Gerist, so setzt sich seine resul-
tierende Geschwindigkeit ¥ offensichtlich aus der Relativgeschwindig-
keit v, und der Geriistgeschwindigkeit [w#] zusammen, und es
gilt wiederum die Formel (4).

Nun ist klar, daB diese Uberlegung keineswegs auf den Vektor »
und seine Geschwindigkeit © = d7'/d¢ beschrinkt ist. Denn wir
kénnen doch jeden beliebigen anderen (polaren oder axialen) Vektor ¢
fiir einen Augenblick als Fahrstrahl von einem Bezugspunkt O nach
einem gedachten Massenpunkt P deuten, dessen Geschwindigkeit
da/dt ist. Wenn dann d'«/dt seine Geschwindigkeit relativ zu dem
sich drehenden Geriist vorstellt, so gilt

d d

Diese Formel mag so in Worte gefaBt werden: Die Anderungs-
geschwindigkeit eines Vektors @ ist die geometrische Summe
aus der relativen Anderungsgeschwindigkeit, beurteilt von
einem sich mit der Winkelgeschwindigkeit w drehenden Ge-
riist, und aus der ,Gerlistgeschwindigkeit* [ma] desVektors a.

Es kommt hiufig vor, dafl man einen
Vektor @ auf die Richtung eines vom gleichen

2 N Anfangspunkt ausgehenden zweiten Vektors b

O/(‘g, \‘\\ projizieren und dann noch mit dessen Be-

L b »u  trag b multiplizieren soll. Das Ergebnis

dieser doppelten Operation ist eine Zahlen-

grofle, ein Skalar, und wird als das skalare Produkt der Vektoren
@ und b bezeichnet und in der Form geschrieben

Abb. 5.

©) ab = abcosy,
wo y den Projektionswinkel mifit (Abb. 5).
Es ist wichtig, das vektorielle und das skalare Produkt hinsichtlich

der Vertauschbarkeit der beiden Faktoren miteinander zu vergleichen.
Der Definition zufolge haben die beiden Vektoren [@b] und [ba]
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zwar denselben Betrag absiny, aber entgegengesetzte Richtung. Man
pflegt eine solche Richtungsumkehr durch ein negatives. Vorzeichen
auszudriicken und schreibt also

(7) [ba]l = —[ab].
Im Gegensatz hierzu folgt aus (6)
8) ba = ab.

Ferner: das vektorielle Produkt zweier Vektoren ver-
schwindet, wenn diese gleich oder entgegengesetzt gerichtet
sind; das skalare Produkt zweier Vektoren verschwindet,
wenn diese aufeinander senkrecht stehen. Denn im ersten Fall
ist siny = 0, im zweiten cosy = 0. Insbesondere ist
©) [@a] =0,

(10) aa = a?* = q2

Wir wollen jetzt das vektorielle Produkt [« d] auf die Richtung
eines Vektors ¢ projizieren, d. h. die Komponente [@d]. von [a )] auf
die Richtung ¢ bilden. Um uns bequem ausdriicken zu kénnen, ziehen
wir ein rechtwinkliges Gerlist @, y, # (Abb.6) zu Hilfe und lassen die
Richtung ¢ in die positive Abb. 6.
x-Achse fallen. Dann be-
deutet der Ausdruck [«b],
einerseits die Projektion
des Vektors [ad] auf die
z-Achse, d. h. die z-Kom-
ponente [a@b], von [wb];
andererseits wird er durch
den doppelten Inhalt der
Projektion des Dreiecks
(@ b) auf die yz-Ebene ge-
messen, da doch der Projektionswinkel, d. h. der Winkel zwischen
der Ebene des Dreiecks («0) und der yz-Ebene ebenso grofi ist
wie der Winkel, den die Normalen dieser beiden Ebenen miteinander
einschlieflen, d. h. wie der Projektionswinkel zwischen den Vektoren [@ D]
und e. Die Projektionen der Vektoren @ und b auf die yz-Ebene
seien mit 7, und 7, bezeichnet, diejenigen auf die y- bzw. z-Achse,
d. h. die y- bzw. z-Komponenten von @ und b, mit ay, b, bzw. a,, b,
Endlich seien a und g die Winkel der y-Achse mit 7, und 7.
Dann ist

ay = r,Ccosa, by = rycos f,
ay; = r,8ina, b, = rysin g,
und mithin der doppelte Inhalt des projizierten Dreiecks
2 = 7,1 8in (B —a) = ayb.—a., by,
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Dies ist der gesuchte Ausdruck fiir die z-Komponente des vektoriellen
Produktes [@b]. Indem wir zwei durch zyklische Vertauschung der
Koordinaten #, y, # zu erhaltende weitere Formeln hinzufiigen, haben

wir insgesamt
[@D), = ayb, — a,by,

(11) [ably = a,b;— asb,

[ab], = a.b, — ayb..
Es ist nétig, zu betonen, daf die Vorzeichen der rechten Seiten davon
abhédngen, dafl wir ein sogenanntes rechtshandiges Koordinatensystem
zugrunde gelegt haben.

‘Wir wollen auch das skalare Produkt @ d durch die Komponenten
von @ und b ausdriicken. Zu dem Zwecke betrachten wir fiir einen
Augenblick die Komponenten von & als Vektoren in der Richtung
der drei Koordinatenachsen und bezeichnen sie als solche mit b, b,
und b, Eine zweimalige Anwendung der Parallelogrammregel ergibt

b=0b,+0,+0,

ab=ab,+ab,+ ab,
Dies ist einfach der Ausdruck des disiributiven Gesetzes fiir das skalare
Produkt. Die Giiltigkeit dieses Gesetzes ist hier unmittelbar ein-
leuchtend, insofern doch die Summe der Projektionen (der Vektoren
b., by, b, aul a) gleich der Projektion der geometrischen Summe (b
auf @) ist.

Nun sind aber die Projektionen des Vektors @ auf die Vektoren
b., b, b, d. h. auf die Koordinatenachsen, gleich «,, ay, a,, und daher
formen sich die drei rechtsseitigen skalaren Produkte wie folgt um:
(12) ab = ayb,+ ayb, + as b,

Ferner bilden wir das skalare Produkt aus [a@ &] und dem Vektor ¢,
namlich [@b]e. Dieses hat eine einfache geometrische Bedeutung.
Erginzen wir namlich die drei Vektoren @, b, ¢ als Kanten zu einem
Parallelflach (Abb.6), so stellt [@b] einen Vektor dar, dessen Grofie
gleich dem Inhalt des aus @ und b gebildeten Basisparallelogramms
ist, und dessen Richtung in die Hohe des Parallelflaches fallt. Die
Projektion der dritten Kante ¢ auf den Vektor [« ] ist mithin lingen-
gleich mit dieser Hohe, und das Produkt [@b]c¢ bedeutet den
Inhalt des Parallelflaches. Da dessen Kanten alle gleichberechtigt
sind, so diirfen wir in dem Produkt die Faktoren @, b, ¢ zyklisch
vertauschen und haben die niitzliche Formel
(13) [@able = [bc]la = [ca]b.

3. Dynamische Grundlagen. Der erste Grundbegriff der Dynamik
ist die Kraft. Auch sie wird dargestellt durch einen polaren Vektor k,
der in der Angriffslinie der Kraft liegt und bei einem starren Korper

und somit
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in dieser Linie beliebig verschoben werden kann. Die Zusammen-
setzung mehrerer Krafte erfolgt nach der Parallelogrammregel.

Als (statisches) Moment einer Kraft k beziiglich eines
Punkies O definieren wir den axialen Vektor
(14) = [rk]
wobei 7 der Fahrstrahl von O nach dem Angriffspunkt A der Kraft
ist (Abb.7). Der Vektor g mége im Punkte O auf der Ebene
von 7 und k errichtet sein und bildet eine Rechtsschraube
zusammen mit dem Sinne derjenigen Dre-
hung, die die Kraft £ an einem in O be-
festigten K6rper einzuleiten Dbestrebt ist.
Der absolute Betrag wird

(15) u = krsine = ka,

d. h. gleich dem Produkt aus der Kraft ¥ und
dem Lot @ vom Bezugspunkt O auf die Angriffs-
linie. Dieses Lot heifit der Hebelarm der
Kraft beziiglich O.

Das Moment eines Kriftepaares, d. h.
des Inbegriffs zweier entgegengesetzt gleicher
Krafte £ und — & mit parallelen, aber ver-
schiedenen Angriffslinien, ist beziiglich eines
beliebigen Punktes O (Abb. 8)

p=[r k] —[ry k] = [(r — 1) K]
oder kurz
(16) u=lak],
wobei 7,, , und a die Fahrstrahlen von O nach
den Angriffspunkten A; und A4, der Krifte k&
und — k&, sowie von A4, nach A4, bedeuten. Das Moment eines
Kriaftepaares ist mithin unabhingig vom Bezugspunkt und
seinem Betrag nach gleich dem Inhalt des aus den Kraften &
und — /% als Basisstrecken gebildeten Parallelogramms.

Der zweite Grundbegriff der Dynamik ist der Impuls eines
Massenpunktes; man versteht darunter den polaren Vektor
(17) 1= muv,
wo m die Mafizahl der Masse, ¥ aber der Vektor der Geschwindigkeit
ist, mit welchem der Impuls richtungsgleich erscheint. Der Betrag

T = mv
heifit die Bewegungsgrofie des Massenpunktes.

Und nun hingen die Kraft, die auf einen Massenpunkt wirkt,
und der Impuls dieser Masse nach dem zuerst von J. Newton aus-

Abb. 8.
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gesprochenen Grundgesetze der Dynamik in der Weise zusammen,
da die Kraft der GréBe und Richtung nach gleich der
Anderungsgeschwindigkeit des Impulses ist:

dé

dt’

Trigt man die zu aufeinanderfolgenden Bahnpunkten gehdrigen
Impulse ¢ und ¢ d¢ des Vergleiches wegen von einem und dem-
selben Punkte O aus auf (Abb.9), so erkennt man, daBl der Zuwachs d¢
des Impulses sich in einen in die Richtung der Bahntangente fallenden
Bestandteil d7, und in einen zum Kriimmungsmittelpunkt M der Bahn
weisenden Bestandteil d4, zerlegen 1afit. Der erste bedeutet einen
Zuwachs der Bewegungsgrofie mdv, der sich in einer tangentialen
Bahnbeschleunigung dv/d¢ dulert. Der zweite, der offenbar die
Richtung von ¢ umlegt, bedeutet einen
— zentripetalen Zuwachs, der sich in
! itdi einer zentripetalen Beschleunigung

" kundgibt. Der Betrag der zentripetalen
Impulsgeschwindigkeit wird nach Abb.9

Abb. 0.

. di .de
r ; AL RS A
M o dp L dlzd’. di = Car = m o,
dy i+di 7Y “"“[.l falls w die Winkelgeschwindigkeit ist,

mit der sich der von M nach der Bahn
hin gezogene Fahrstrahl 23 dreht. Dem
zugehorigen zentripetalen Bestandteil
I, = dd,/dt der Kraft setzt die Masse nach dem Grundgesetze der
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung einen zentrifugalen Trag-
heitswiderstand f entgegen, der gewdhnlich als Fliehkraft (Zentri-
fugalkraft) bezeichnet wird und wegen v = ryw durch den Vektor
(19) = mw2ry

darzustellen sein wird.

Multiplizieren wir dic Definitionsgleichung (17) des Impulses vek-
toriell mit dem von einem beliebigen Bezugspunkt nach der Masse m
hin gezogenen Fahrstrahl 7 (vgl. Abb. 1, S.5), so erscheint ein axialer
Vektor, den man fiiglich als Impulsmoment bezeichnen wird, nimlich
(20) P = [ri] =m[rv]

Bildet man die Geschwindigkeit dieses Vektors, indem man nach der
Zeit differentiiert und dabei beachtet, daB die Produktregel der Differen-
tialrechnung unveréndert auch fiir Vektoren gilt, so kommt wegen (1),

(9) und (17)
A %’?_—_m[uv]—{—m [’r%it}]:[r%%]

M
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Dafiir darf man aber zufolge der Newtonschen Grundgleichung (18)
und vermittelst des Momentes (14) auch schreiben

(21) k=g

Beziliglich irgend eines Punktes ist also das Moment der
Kraft der Grofie und Richtung nach gleich der Anderungs-
geschwindigkeit des Impulsmomentes.

Multiplizieren wir ferner die Grundgleichung (18) skalar mit der
Geschwindigkeit, so finden wir zufolge (17) leicht

(22) kv = (_lo_li(% m ).

Hier steht links das Produkt aus der Geschwindigkeit in die Projektion
der Kraft auf die Bahntangente; man nennt diesen Ausdruck die
Leistung » der Kraft:

(23) n=Fkv.
Rechts tritt die sogenannte Bewegungsenergie
(24) e = tmo?
der Masse m auf, und die Gleichung (22) driickt dann in der Form
(25) L
dt

das Energiegesetz aus: die Leistung der Kraft (von der natiirlich
etwaige Bewegungswiderstinde abzurechnen sind) ist gleich der
Anderungsgeschwindigkeit der Bewegungsenergie.

Wir gehen nunmehr von einem einzelnen Massenpunkt m zu
einem aus beliebig vielen Massenpunkten Am bestehenden System
tiber, das wir kurz als einen Korper bezeichnen; der Korper braucht
zundchst noch nicht starr zu sein.

Addieren wir die fiir die einzelnen Massenpunkte giiltigen Grund-
gleichungen (18), so erscheint links die geometrische Summe

K=73F
aller 4uleren Krafte; denn die inneren Krifte, die moglicherweise
zwischen den einzelnen Massen wirken, kommen nach dem Grundsatz
der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung in der Summe immer
paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen vor. Rechts tritt die
ebenfalls geometrisch zu nehmende Summe der Impulse auf:

Wir wollen den Vektor J den Trieb des Kérpers nennen. Hiernach
lautet dessen erste Bewegungsgleichung

dJ
(27) K—EZT
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Wir behandeln in gleicher Weise die Momentengleichung (21),
fithren das Gesamtmoment

M=3u
aller duleren Krifte sowie das gesamte Impulsmoment
(28) 0=33%

ein, welches der Schwung des Kérpers heiflen soll, und haben als
zweite Bewegungsgleichung 10
(29) M=_-

Mithin sind die duflere Gesamtkraft bzw.deren Momentder
GréBe und Richtung nach gleich der Anderungsgeschwindig-
keit des Triebes bzw. des Schwunges des Kérpers.

Fir die Theorie des Kreisels, dessen Bewegungsformen in der Glei-
chung (29) enthalten sind, ist der Schwung der bei weitem wichtigste
Begriff (haufig auch Drall, Drehimpuls oder einfach Impuls genannt).

Die wichtigste auflere Kraft ist die Schwere. Ist g der nach
abwirts gerichtete Vektor der Fallbeschleunigung vom Betrag ¢
= 9,81 m/sek?, so ist die Schwere des Massenpunktes Am

ko= Amg
und das Gesamtmoment aller auf den Korper wirkenden Schwerkrifte
M, =3[r, Ang] = [X Amr, g],
wo das Komma als Trennungszeichen zwischen den beiden Vektoren
gilt. Ist .
m =2 Am

die Gesamtmasse des Kérpers, so bilden wir den geometrischen Mittel-
wert

S Amr
(30) P = o,
der Fahrstrahlen # aller Massen Am und haben
(31) M, = m[r,g]

Man nennt den Endpunkt des Vektors #, den Schwerpunkt oder
Massenmittelpunkt?) des Korpers. Legt man nachtriglich den
Bezugspunkt in den Schwerpunkt, so verschwindet mit #, auch M.
Beziiglich des Schwerpunktes haben die Schwerkréafte kein
Moment.

Der Massenmittelpunkt ist aber auch ein dynamisch ausgezeichneter
Punkt des Korpers. Setzen wir diesen von jetzt ab als starr

1) Genau genommen, fillt der Schwerpunkt und der Massenmittelpunkt niemals
streng zusammen, da doch die einzelnen Massenpunkte des Korpers verschiedene Abstinde
vom Erdmittelpunkte haben, also unter dem Einfluf verschieden grofer Schwere-
beschleunigungen g stehen. Doch ist der Abstand beider Punkte bei allen irdischen
Korpern ganz unmerklich,
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voraus, so diirffen wir seine Gesamtbewegung offenbar zerlegen in
eine Bewegung v, des Massenmittelpunktes und eine Drehung o um
eine durch diesen Punkt gehende (moéglicherweise von Augenblick
zu Augenblick verschiedene) Achse. Alsdann ist nach (4)
(32) v =+ [wr]
die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes mit dem Fahrstrahl o,
und daraus berechnet sich der Trieb des starren Korpers zu
J=v,24m+ [0 dmr]
oder nach (30)
J = mv, + m[wr).

Da wir aber den Massenmittelpunkt wieder als Bezugspunkt ge-
nommen haben, so verschwindet mit 7, das zweite Glied m{w 7], und
es wird einfach
(33) J = muv,.

Der Trieb eines starren Korpers berechnet sich so, wie
wenn die ganze Masse im Massenmittelpunkt vereinigt wére;
die Drehung um den Massenmittelpunkt ist eine triebfreie Be-
wegung. Man pflegt diese Aussage den Schwerpunktssatz zu nennen
und kann dann die erste Bewegungsgleichung auch in die Form bringen
(34) K = md—d%;
sie beschreibt die Bewegung v, des Massenmittelpunktes so, als ob in ihm
die ganze Masse und alle Krafte vereinigt waren, wogegen dann die Dre-
hung um diesen Punkt von der Schwunggleichung (29) beherrscht wird.

Summieren wir die Leistungen n aller dufleren Krifte zur Ge-
samtleistung N, so kommt zufolge (23) und (32)

N=3kv=1v3k+3[wr)k.
Den letzien Ausdruck formen wir nach (13) um in Y[k]ew und
fithren die Gesamtkraft und das Gesamtmoment ein:
(35) N=vK+oM
Die Gesamtleistung aller Krafte setzt sich also aus zwei Teilen zu-
sammen; der erste Teil heifit die Fortschreitleistung und ist so
zu berechnen, als ob alle Krifte im Massenmittelpunkt angriffen; der
zweite Teil heiBt die Drehleistung. Ziehen wir die beiden Haupt-
gleichungen (34) und (29) bei, so formt sich die Leistung um in

(36) N= %@mvg)+m%?-
Man heifit den Ausdruck
(37) = %mvg"

die Energie der fortschreitenden Bewegung, kurz die Fort-
schreitwucht (auch Schwerpunktsenergie genannt). Gesetzt, daf§
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es gelingt, auch das zweite Glied der rechten Seite von (36) als
Differentialquotienten d T/d¢ eines Ausdruckes T' darzustellen, so werden
wir T als die Energie der Drehbewegung, kurz also die Dreh-
wucht des starren Korpers bezeichnen und haben dann

d
(38) N= 5 (E+1)

Die Leistung derKrafte ist gleich der Anderungsgeschwindig-
keit der Fortschreit- und der Drehwucht.

Eine unserer wichtigsten Aufgaben wird sein, den expliziten Aus-
druck far die Drehwucht T’ aufzusuchen.

Die Begriffe des Triebes und Schwunges, die wir hier tberall
in den Vordergrund gestellt haben, sind {brigens einer unmittelbar
anschaulichen Deutung fahig. Schreibt man statt (18)

kdt = dzi

und integriert dies tiber die kleine Zeit v, die nétig sein mag, um
die Masse m durch einen kurzen Stof von der Ruhe auf die Ge-
schwindigkeit ¥ zu bringen, so wird die Gréfle des StoBes iiblicher-
weise durch das sogenannte Zeitintegral der Kralt, also durch

T

jkdt =

0
gemessen. Der Impuls ist daher derjenige Stof}, der die Masse m
augenblicklich von der Ruhe auf ihren jetzigen Bewegungszustand
bringt. Ihm gleich ist aber auch derjenige StoB, den die Masse infolge
ihrer Tragheit auf uns ausiibt, wenn wir sie augenblicklich wieder
zur Ruhe bringen.

Diese doppelte Deutung tiibertragt sich sofort auf Trieb und
Schwung: Trieb und Schwung sind derjenige Schiebe- und
Drehstof, den man entweder auf den starren Korper ausiiben
muf}, um ihn von der Ruhe augenblicklich auf seinen jetzigen
Bewegungszustand zu bringen, oder den man von ihm erhélt,
wenn man seine Bewegung augenblicklich vernichten will

Trieb und Schwung stellen hiernach einerseits den Bewegungs-
inhalt, andererseits ein anschauliches Mafl der Trégheit eines starren
Kérpers hinsichtlich Fortschreit- und Drehbewegung dar. Die nun-
mehr im einzelnen zu untersuchende Bewegung eines solchen Kérpers
aber ist das Ergebnis des fortwdhrenden, durch die Grundgleichungen
(27) und (29) geregelten Kampfes zwischen dem &ufleren Zwang
(K, M) und der inneren Tragheit (J, @) der Korpermasse.




Erster Abschnitt.

Der krdaftefreie Kreisel.

§ 1. Der unsymmetrische Kreisel.

1. Drehachse und Schwungachse. Ein kriftefreier Kreisel,
d. h. ein in seinem Schwerpunkt drehbar gestiitzter starrer Korper,
auf den aufler der Schwerkraft und dem Stitzdruck keinerlei Krifte
wirken, ist dadurch ausgezeichnet, dafl sein Schwung @ der Gréfe
und Richtung nach unveridnderlich ist. Denn die Anderungs-
geschwindigkeit von @, nimlich nach Einl (29) das Moment der
einzigen dufleren Krafte, der Schwere und des Stiitzdrucks, verschwindet
beziiglich des Schwerpunkts. Damit wird der Schwung @ zugleich
auch unabhingig vom Trieb oJ, und es ist deswegen gleichgiiltig, ob
der Stiitzdruck unverdnderlich (und dann entgegengesetzt dem Kreisel-
gewicht) oder veranderlich ist, ob also der Schwerpunkt ruht oder
beliebig bewegt wird: beim kraftefreien Kreisel sind die Schwer-
punktsbewegung und die durch den Schwung bestimmte
Drehung um den Schwerpunkt vollkommen unabhéngig von-
einander.

Diese Drehbewegung, die wir nunmehr zu beschreiben uns vor-
setzen, besteht in jedem Augenblick aus einer Winkelgeschwindig-
keit w um eine durch den Vektor @ veranschaulichte Dreliachse durch
den Schwerpunkt. Es liegt nahe, zu fragen, ob auch w der Gréfle
und Richtung nach unverdnderlich bleibt. Zur Beantwortung suchen
wir die Beziehung auf, die zwischen @ und @ bestehen mufl. Ist 7
der vom Schwerpunkt aus gezogene Fahrstrahl des Massenpunktes Am
des Kreisels, so gilt nach Einl (28) und (20)

0 = 3 Am[rv]

Wir zerlegen # in die Summe #*; 4 7, zweier Fahrstrahlen (Abb.3,
S.6), von denen 7 auf der Drehachse e senkrecht steht, wihrend 7,
in diese Achse fillt. So kommt fiir den Schwung

O =3 dm[rv] + X Adm[r,v].
Nun fithren wir vermége v = r,w die Winkelgeschwindigkeit ein.

Der Vektor [#%] hat nach der Definition des vektoriellen Produktes,
Grammel, Der Kreisel. 2
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wie ein Blick auf Abb.3 zeigt, die Richtung @ und den Betrag
r,v = rlw, kann also durch w.r? bezeichnet werden. Ebenso hat
der Vektor [ryv] die Richtung — 7, und den Betrag r, 7w, kann also
als — 1.7, geschrieben werden. Hiernach kommt die gesuchte
Beziehung zwischen @ und @ in der Form

(1) O =ow -Sdnr}—3 dmr, . or,

Das erste Glied der rechten Seite ist ein Vektor in der Richtung w;
der skalare Faktor ¥ Agmr? ist lediglich von der Massenverteilung
abhingig. Das zweite Glied setzt sich aus lauter Vektoren zusammen,
die wie 7, auf w senkrecht stehen, und dieses Glied verschwindet
im allgemeinen nicht. Um das einzusehen, nehmen wir einen
Kreisel von besonders einfacher Bauart, nimlich einen solchen, der
nur aus zwei in den Endpunkten der beiden Fahrstrahlen # und —
gelegenen Massenpunkten Am besteht. Man findet dann leicht, dafl)
hier das zweite Glied gleich —24m»,.007r, wird, und dies stellt
einen Vektor von der Richtung — #, vor, der nicht verschwindet, so-
lange @ und # einen schiefen Winkel miteinander bilden; denn so lange
ist weder 7, noch r, noch das Produkt w?, Null. Aber dieser Vektor
ist, im Gegensatz zu @, im allgemeinen auch nicht zeitlich un-
verinderlich. Denn in dem soeben berechneten Sonderfalle dreht
sich der Vektor 7, mit der Winkelgeschwindigkeit o, veréndert also
seine Richtung fortwihrend. Damit die Differenz der beiden rechts-
seitigen Glieder in (1) dennoch einen unverinderlichen Vektor @ ergibt,
mufl notwendig im allgemeinen auch das erste Glied, d. h. @ sich
zeitlich #ndern. Unsere erste Erkenntnis besteht also darin: Die
Drehachse eines kriftefreien Kreisels fallt im allgemeinen
weder mit der Schwungachse zusammen, noch liegt sie still.

2. Drehwucht und Poinsotfliche. Wir [ragen jetzt vor allem
danach, wie die Drehachse im Korper und im Raume wandert.
Die Antwort auf diese Frage wird sich leicht gewinnen lassen, sobald
wir ein geeignetes Maf} fiir die Drehwucht und fir die Massentrigheit
unseres Kreisels gefunden haben.

Der Ausdruck T fur die Drehwucht war frither unberechnet ge-
blieben; wir wollen ihn jetzt in @ und e ausdriicken. Die Dreh-
wucht wird dem Kreisel durch den anfinglichen Drehstol mitgegeben,
und zwar durch die Gesamtleistung der am Stoff beteiligten Krifte,
falls wir von einem Schiebestol auf den Schwerpunkt absehen. Dann
aber gilt nach Einl. (38), (36), (35), (25) und (24)

ar a0 d /1
(2) W:md—t:wM_—:sz’n:Et‘(é—zAm@n).
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Aus dieser Gleichungskette, die ganz allgemein sowohl wéhrend des
Stofles wie auch nachher, wenn der Kreisel sich selbst iiberlassen
bleibt, giiltig ist, ziehen wir zwei Schliisse.

Nach dem Stofle ist das Moment der dufleren Krifte M = 0
und somit T unverinderlich. Bei der Bewegung des kraftefreien
Kreisels dndert sich die Drehwucht nicht.

Da zu Beginn des Stofiles mit v auch T verschwindet, so ist in
jedem Augenblicke

T - %E Am v2?
oder wegen v = w'r,
3) T=1w2-3dmr}.
(Genau denselben Ausdruck erhalten wir aber auch, wenn wir das
skalare Produkt } w @ nach (1) bilden; denn das Produkt von @ in
den zweiten rechtsseitigen Vektor von (1) verschwindet, da dieser als
auf @ senkrecht stehend erkannt worden ist. Hiernach besteht zwischen
Drehwucht, Schwung und Drehgeschwindigkeit fiir dén kraftefreien
Kreisel die grundlegende Beziehung
(4) w0 =2T.
Wegen einer spiteren Anwendung betonen wir, daBl diese Formel
auch dann noch gilt, wenn nach dem Stofle das Moment M der
Aufleren Krafte nicht verschwindet und also der Schwung O sich
dauernd &ndert.

Wir greifen jetzt irgend eine Schwerpunktsachse heraus, halten
sie fest und erteilen dem Kreisel um diese Achse einen Drehsto8, der
ihm eine Drehwucht von bestimmtem Betrage T' zufiihrt. (Es wird
niitzlich sein, zu bemerken, dafl die Achse des Drehstoles, d. h. des
Schwunges im allgemeinen, auch jetzt nicht mit der festgehaltenen
Drehachse zusammenfillt, da zu dem Drehsto um diese Achse noch
der Stof hinzuzurechnen ist, den die beiden Lager, in welchen die
Achse festgehalten wird, ihrerseits ausiiben.) FEin anschauliches Maf
[ir die Tragheit des Kreisels um diese Achse wird dann
die Winkelgeschwindigkeit o bilden, die dem Kreisel durch den
Stoff erteilt worden ist. Denn je kleiner diese Trigheit ist, um so
groffer wird der durch einen Stoff von bestimmtem Energieinhalt T
erzeugte Wert von w sein und umgekehrt. Wir tragen den Vektor e
und ebenso den zum entgegengesetzt gleichen Stofi gehérenden — @
vom Schwerpunkt aus nach beiden Richtungen auf der Drehachse ab
und wiederholen den Versuch fiir alle méglichen Schwerpunktsachsen
immer von der Ruhe aus und mit Stéfen vom gleichen Energieinhalt 7,
indem wir die jedesmal erreichte Winkelgeschwindigkeit + @ in gleicher
Weise zur Darstellung bringen. Alsdann sind die Endpunkte aller
Vektoren + @ auf einer Flache, die offenbar ganz im Endlichen liegt,

P
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.geschlossen ist und den Schwerpunkt zum Symmetriemittelpunkte
hat. Diese mit dem Kreisel fest verbundene, von A. L. Cauchy
entdeckte Fliche mag nach L. Poinsot, der zuerst ihre dynamische Be-
deutung voll erkannte, die zur Drehwucht T gehdrende Poinsot-
flaiche heiflen. Sie kennzeichnet die Massentrigheit und die Dreh-
wucht des Kreisels vollstindig.

Nunmehr suchen wir AufschluB zu gewinnen {iber die genauere
Gestalt der Poinsotfliche. Dabei spielt der in der Formel (3) fiir die
‘Wucht auftretende Faktor
(5) D =34Am ’}’12
eine wichtige Rolle; man nennt ihn nach L. Euler das Triagheits-
moment beziiglich der Achse w. Die Drehwucht schreibt sich jetzt

©6) T=1Dow?

ein Ausdruck, der von gleicher Bauart wie die Fortschreitwucht E
in Einl. (37), S. 15, ist. Wie dort m die Tragheit des Korpers gegen-
tiber fortschreitender Bewegung war, so ist hier D ein Maf} fiir die
Tragheit gegeniiber der Drehbewegung. Die Linge der Fahr-

strahlen @ der Poinsotfliche bestimmt sich nach (6) zu

?) 0= V?

ist also umgekehrt proportional mit der Wurzel aus dem
zugehorigen Tragheitsmoment. Zu einem kleinen Fahrstrahl der
Poinsotflache gehort ein grofles Tragheitsmoment und wumgekehrt.

Unter diesen Fahrstrahlen muf} es minde-
stens einen kleinsten @' geben, der zum
groBiten Triagheitsmoment, welches A4 heiflen
mag, gehdrt. Wir legen durch diesen Fahr-
strahl @' eine Ebene und wollen die Schnitt-
kurve dieser Ebene mit der Poinsotflache
untersuchen. Innerhalb der Schnittebene
sei w"” der zu o' senkrechte, @ aber ein
beliebiger, nicht notwendig zwischen @’ und
" gelegener Fahrstrahl der Kurve (Abb. 10),
und D und E seien die zu den Achsen w
und @” gehorigen Tragheitsmomente. Die Drehung @ kénnen wir nach
der Additionsregel der axialen Vektoren auch dadurch erzeugt denken,
daBl wir dem Kireisel gleichzeitig um die Achsen @' und @' Winkel-
geschwindigkeiten & und o erteilen, deren geometrische Summe e ist.
Die in & und ¢ dem Kreisel mitgeteilten Einzeldrehwuchte sind nach
(6) gleich %Aé"’ und 1 FE o? und miissen zusammen wieder die urspriing-
liche in @ steckende Drehwucht } D w? ergeben. Denn die Drehwucht

Abb. 10.




§ 1. Der unsymmetrische Kreisel. 21

ist nur abhingig vom augenblicklichen Bewegungszustand, nicht aber
davon, wie dieser hervorgerufen worden ist. Hiernach gilt einerseits

8) A2+ Eot =Dw? = 21T,
andererseits rein geometrisch
£2+ 02 = w

Zieht man die mit D multiplizierte zweite Gleichung von der ersten

ab, so folgt
A—D)é2 4 (E— D)ot = 0.

Diese Gleichung wird befriedigt durch 4 = D = F; dann ist
auch @' = w = " und, da der Fahrstrahl w beliebig sein durfte,
die Kurve ein Kreis. Sind aber die Tragheitsmomente 4, D und E
verschieden grof}, so verlangt die Gleichung, dafl die Ausdriicke 4 —D
und F — D verschiedene Vorzeichen haben; denn nur dann koénnen
sie, mit positiven Zahlen £2 und ¢2? multipliziert, die Summe Null be-
sitzen. Da von vornherein 4 das grofite Tragheitsmoment sein sollte,

so folgt hieraus
A>D>E,

und dies besagt, dafl in unserer Ebene E das kleinste Trigheits-
moment und " der grofite Fahrstrahl ist. Dasselbe Ergebnis gilt
fiir alle anderen’ durch @' gelegten Ebenen, deren grofite Fahrstrahlen
somit die zu ' senkrechte Schwerpunktsebene erfiillen. Auch inner-
halb dieser Normalebene wird, wie auf dieselbe Weise bewiesen
wiirde, der Fahrstrahl des grofiten Triagheitsmomentes B auf dem-
jenigen des kleinsten C senkrecht stehen, oder aber es miissen alle
Fahrstrahlen dieser Ebene und alle Tragheitsmomente unter sich
gleich sein.

Wir haben so drei ausgezeichnete Durchmesser der Poinsotfliche
gefunden, die aufeinander senkrecht stehen; der eine von ihnen ist
der kleinste, sein Tragheitsmoment das groéfite; der andere ist der
groBte, sein Tragheitsmoment das kleinste; der dritte und sein Tragheits-
moment stehen dazwischien. Man nennt diese drei von J. A. Segner
entdeckten Achsen die Haupttrdgheitsachsen oder kurz Haupt-
achsen und die zugehorigen Trdgheitsmomente

AzB=C

die Haupttrigheitsmomente beziiglich des Stiitzpunktes. Die durch
je zwei Hauptachsen gelegten Ebenen heiflen die Hauptebenen.

Ist die in der zuerst betrachteten Schnittebene gelegene Kurve
nicht von vornherein ein Kreis, so schlagen wir einen solchen vom
Halbmesser " (Abb. 10) um den Schwerpunkt, fillen vom Endpunkte P
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des Fahrstrahls @ das Lot P @ auf den Fahrstrahl @” und verlingern
das Lot riickwirts bis zum Schnitt B mit dem Kreise. Dann ist

QP QP &

QR* BSRi—S¢ o"—¢
Gemaf (7) wird, wenn wir die verdnderten Bezeichnungen berlick-

sichtigen, , o
w2 = .
E’ ,
da w" ein Fahrstrahl der zur Wucht I’ gehérenden Poinsotfliache ist;
aus (8) folgt oT A
02 = & — &%
E E
und somit kommt schlieBlich
QP _1/E.
QR Y A

Dies besagt aber, daBl die Schnittkurve der Poinsotfliche mit unserer
Ebene aus einem Kreis entsteht, wenn man dessen zu @’ parallele
Sehnen alle in einem und demselben Verhiltnis verkiirzt: die Kurve
ist also eine Ellipse, deren kleinster Durchmesser 2 @’ wird. Eine
gleiche Uberlegung ergibt, daB auch alle Schnittkurven mit den anderen
durch e’ gelegten Ebenen ebensolche Ellipsen sind und nicht minder
die Schnittkurve mit der auf @’ senkrechten Schwerpunktsebenc.
Damit ist die Poinsotfliche erkannt als ein Ellipsoid, dessen
Hauptachsen die drei Haupttrigheitsachsen sind; die Halb-
achsen besitzen die Langen

2T 2T 2T

Vg VT

Das zur Wucht T'=1 gehérende Poinsotellipsoid wird das Trég-
heitsellipsoid des Schwerpunktes genannt; seine Fahrstrahlen
sind die reziproken Wurzeln der zugehorigen Tragheits-
momente.

Auf die Ausartungen dieses Ellipsoids, deren besonderste die
Kugel sein wird, kommen wir spiter zu sprechen.

Der soeben entwickelte Beweis fiir die Ellipsoidgestalt ist ibrigens
unabhingig davon, dafl der Mittelpunkt der Schwerpunkt sein sollte.

3. Das Poinsotsche Bild der Bewegung. Wir sind nun in-
stand gesetzt, die Bewegung, wie sie der mit der Wucht T’ begabte
Kreisel vollfithren wird, in anschaulicher Weise zu schildern. Aus
der Beziehung (4), die wir auch in der Form
©) wBOcosep = 2T
schreiben mdgen, schlieBen wir erstens, dal der Winkel ¢ zwischen
den Vektoren @ und @ immer ein spitzer ist; denn sowohl die
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Wucht T als auch die absoluten Betrige w und @ sind wesentlich
positive Zahlen. Zweitens schlieflen wir, dafl die Projektion von @
auf die Richtung @, nimlich w cos ¢, wihrend der ganzen Bewegung
den unveradnderlichen Betrag

_2T

Il

besitzt. Der Endpunkt des Drehvektors @ bewegt sich also
einerseits dauernd in einer zum Schwungvektor @ senk-
rechten Ebene, welche den Vektor @ im Abstand » vom
Schwerpunkt schneidet. Weil @ raumfest ist, so ist auch diese
Ebene raumfest; man pflegt sie die invariable Ebene zu nennen.

Andererseits wandert der Endpunkt von w immer auf
dem im Kreisel festen Poinsotellipsoid. Denn dieses ist der
Ort aller Endpunkte von e, die zu der (unverdnderlichen) Drehwucht 7'
gehdren.

Und drittens wollen wir zeigen, daff das.Poinsotellipsoid die
invariable Ebene stets im Endpunkt von w beriihrt. Dazu
ist offenbar der Nachweis erforderlich, dal das Ellipsoidflichenelement,
das die Umgebung des Endpunktes von e bildet, auf dem Schwung-
vektor @ senkrecht steht. Dieses Flachenelement ist der Inbegriif
aller Linienelemente d w, die vom Endpunkt von @ nach den End-
punkten der benachbarten und zur selben Drehwucht T gehdoren-
den Drehvektoren hinfiihren. Auf einem dieser Linienelemente wird
der Endpunkt von e im ndchsten Augenblicke vermutlich weiter-
wandern, die anderen Linienelemente wiirde er nur dann durch-
schreiten kénnen, wenn der Schwung @ ein wenig geindert wiirde
— doch nicht beliebig geandert, sondern so, daBl nach wie vor die
Drehwucht gleich T bliebe. Der dazu erforderliche kleine Dreh-
stof d® muB nach (2) die Bedingung
(11) wd@ =dl=o0
erfilllen, also entweder Null sein oder auf w senkrecht stehen. Halt
man daneben die aus (4) durch Differentiation folgende Bedingung

wdO® 4+ Odeow = 2d7T,
so schlieft man auf die ganz allgemein giiltige Formel
(12) Odw = wd0O,
die fiir eine Bewegung mit unverdnderlicher Drehwucht nach
(11) tbergeht in
(13) Odw — 0;
und weil das Verschwinden eines skalaren Produkts anzeigt, dafl seine

Faktoren aufeinander senkrecht stehen, so ist damit bewiesen, was zu
beweisen war, namlich daf§ alle Linienelemente d e, die auf dem Ellip-

(10) %
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soid vom Endpunkt von @ ausgehen, auf @ senkrecht stehen. Da dies
auch die invariable Ebene tut, so bertihrt sie in der Tat das Ellipsoid
in diesem Endpunkte, welcher der Pol der Bewegung genannt wird.

Weil die Drehachse e, wie wir friither erkannt haben, im all-
gemeinen wandert, so mufl auch das Ellipsoid die invariable Ebene
im allgemeinen in immer neuen Punkten berlihren, also auf dieser
Ebene abrollen. ILige die Drehachse in der invariablen Ebene, so
wiirde das Ellipsoid eine reine Rollbewegung auf dieser Ebene voll-
ziehen; stiinde die Drehachse dagegen auf der invariablen Ebene
senkrecht, so wiirde das Ellipsoid auf ihr im Beriihrungspunkt eine
reine Tanzbewegung ausfiihren. Da die Drehachse im allgemeinen
schief auf der Ebene steht, so ist die wirkliche Bewegung im all-
gemeinen eine Verbindung von Rollen und Tanzen, die wir der
Kiirze halber ein Abrollen heilen mogen.

Irgend ein Gleiten kann dabei nicht stattfinden; denn weil die Be-
wegung des Kreisels in .einer blofien Drehung besteht, so ist derjenige
Massenpunkt, der augenblicklich den Pol, d. h. den Beriihrungspunkt
bildet, auch augenblicklich in Ruhe, gleichwie der Punkt, in welchem

Abb. 11 ein rollendes, aber nicht glei-
tendes Rad seine Unterlage
beriihrt.

Nunmehr sind wir in der
Lage, die Bewegung ihrem
ganzen Verlaufe nach fol-
gendermaflen zu beschreiben:
Ein kréaftefreier Kreisel
1 bewegt sich so, dafl sein
I

Poinsot-
Ellipsoid

(zur Drehwucht T ge-

horiges, im Kreisel festes)

Poinsotellipsoid bei fest-
gehaltenem Mittelpunkt(Schwerpunkt) auf der (zum Schwung-
vektor @ senkrechten, im Raume festen) invariablen Ebene
(mit dem Schwerpunktsabstand » = 2 7/@) ohne Gleiten abrollt,
wobei die Drehgeschwindigkeit ihrer Achse, ihrer Gré8e und
ihrem Sinne nach in jedem Augenblicke durch den vom
Mittelpunkt zum Berithrungspunkt gezogenen axialen Vek-
tor @ bestimmt ist. (Abb.11)

Man nennt diese ohne weiteres ihrem radumlichen Verlauf nach
vorstellbare Bewegung nach ihrem Entdecker die Poinsotbewegung.
Das einzige, was an ihr vielleicht der vollen Anschaulichkeit er-
mangelt, ist der zeitliche Verlauf, also sagen wir die Geschwindigkeit,
mit der beispielsweise der Pol auf der invariablen Ebene wandert.
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Poinsot selbst und nach ihm andere haben Vorrichtungen ersonnen,
die auch die Geschwindigkeit veranschaulichen. Diese Vorrichtungen
sind aber, verglichen mit der soeben geschilderten Poinsotbewegung,
begrifflich so verwickelt, dafl wir darauf verzichten, sie zu beschreiben.
Wir werden sowieso den zeitlichen Ablauf der Bewegung spéter noch
rechnerisch untersuchen und begniigen uns hier mit dem Hinweis
darauf, dafi es unrichtig wére, anzunehmen, dafl der Fahrstrahl, den
man in der invariablen Ebene vom Schwungvektor nach dem Pole
ziehen kann, der Polstrahl (4P in Abb.11), sich mit der Winkel-
geschwindigkeit » um die Schwungachse drehen wiirde; denn der Pol
wandert doch auf dem Ellipsoid, seine Lage gibt also kein Maf fiir
die Drehkomponente » des Kreisels. Vielmehr ist die Wanderungs-
geschwindigkeit des Polstrahles im allgemeinen ungleichférmig mit
immer sich wiederholenden gleichen Perioden.

Als wichtiges Ergebnis buchen wir noch die Erkenntnis, dafl
zwel Kreisel mit gleichen Tréagheitsellipsoiden der Schwer-
punkte bei gleichen Anfangsstéfien dieselbe Bewegung voll-
ziehen, wie verschieden auch ihre Massenverteilung im ein-
zelnen sein mag. Mit diesen Ellipsoiden haben wir uns zunichst
zu beschiftigen.

§ 2. Die Trigheitsmomente.

1. Rechnerische Ermittelung des Tragheitsellipsoids. Das Trig-
heitsellipsoid eines Korpers beziiglich eines beliebigen Punktes, der
nicht notwendig der Schwerpunkt zu sein braucht, ist nach seiner
Grofle, Gestalt und Lage im Korper bekannt, wenn man die Lingen
und Lagen seiner drei Halbachsen kennt; deren Langen sind gleich
den reziproken Wurzeln aus den drei Haupttragheitsmomenten 4, B, C,
und sie fallen der Lage nach mit den drei Hauptachsen des Korpers
zusammen, d. h. mit der Achse des gréfiten und des kleinsten Tréigheits-
momentes und mit der auf beiden senkrechten Achse. Haufig lassen
sich die Richtungen der Hauptachsen erraten. So sind bei allen
irgendwie symmetrischen homogenen Korpern die Symmetrieachsen,
soweit sie aufeinander senkrecht stehen, Hauptachsen. Auch bei
Korpern von beliebiger Massenverteilung gibt es rechnerische Ver-
fahren fiir die Bestimmung der Ri¢htungen der Hauptachsen; sie sind
aber recht verwickelt und zudem ohne praktischen Wert. Wir werden
nachher angeben, wie man in manchen Fillen durch einen Dreh-
versuch zum Ziele kommen kann. Inzwischen aber setzen wir die
Richtungen der Hauptachsen als bekannt voraus.

Wir legen ein rechtwinkliges zyz-System in die Hauptachsen,
bezeichnen die Abstinde des Punktes «, y, # von den drei Achsen
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mit r,, ry und 7, seinen Abstand vom Nullpunkt mit r und merken
die Beziehungen an
(1) ra =yr+e2, rj=22+2x2 r}=atty
2 r2 =z y2 | 22

Man nennt Binetsche Triagheitsmomente die von J.P.M.Binet
eingefiihrten Tragheitsmomente beziiglich der drei Hauptebenen, ndmlich
die Ausdriicke
(3) A, =Y Admz?, B, =Y Amy?, C, =X Am2?;
diese sind bei einfachen Ké6rpern oft leicht zu berechnen. Die (axialen)
Haupttragheitsmomente andererseits sind nach § 1, (5), S.20, dar-
gestellt durch

4 A=3Xdmri, B=3Ydmrl, C=Xdmr?

und ermitteln sich aus den Binetschen durch die nach (1) geltenden
Gleichungen

(5) A=DB,+C, B=C+4, C=4,+DB,

die noch zu den drei Beziehungen
6) B—C=0,—B, C—A4=4,—C, A—B=DB,—A,
Veranlassung geben. Endlich nennt man den Ausdruck

@) R =2 Amyr2

das polare Tragheitsmoment, wofiir nach (1) und (2) die Gleichung
®) R=4,+B,+C, =34+ B+0)

gilt.

Von den Beziehungen (5) und (8) macht man hiufigen Gebrauch,
wenn man die axialen Haupttrigheitsmomente berechnen will.

So findet man beispielsweise fiir einen homogenen Quader mit
den Kantenlingen «, b und ¢, dessen Mittelpunkt im Nullpunkte liegt
und dessen Seitenflichen parallel den Koordinatenebenen gerichtet
sein miissen, mit der Massendichte ¢ und dem scheibenférmigen
Massenelement (das alle Punkte gleichen Abstandes z von der yz-Ebene
enthilt und die Dicke dz besitzt)

dm = gbecdx
das erste Binetsche Trigheitsmoment
+ a/2
A = | a2dm = LQ(Jr"bc —nZ
! 12 12’
- a2
wo m = gabc die ganze Masse bedeutet; ebenso
b2 _ c?
Bl-—mﬁ, O,_mﬁ,
und daher nach (5)
ahlis
2

c? a2 a? b2
, B=m + , C=m +o
12 12

9) A =mn
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Fiir einen homogenen Zylinder vom Halbmesser ¢ und der Lange,
dessen Achse in der z-Achse und dessen Achsenmitte im Nullpunkt
liegt, findet man zunichst mit einem zylinderschalenformigen Massen-
element (das alle Punkte gleichen Abstandes r, von der z-Achse ent-
halt und die Dicke dr, besitzt)

dm = 2xmglr,dr,

das axiale Haupttrigheitsmoment
“ 9
(10) A:Jrid;n:ﬁga4l=m&'
2 2
0

und daraus nach (5), da aus Symmetriegriinden B, = (] ist,

A a?
Bl == 01 = —2— = mz .
Andererseits ist, genau wie beim Quader berechnet,
12
A = m—,
12
und mithin nach (5)
(11) B = 0:m3“%1;rrlf-

In entsprechender Weise findet man fiir eine um den Nullpunkt
gelegte homogene Kugel vom Halbmesser a¢ unter Verwendung eines
kugelschalenf6rmigen Massenelementes zunichst das polare Tragheits-
moment

3a?
B=m>=—,
™S
und daher nach (8)
2 2a?
12 A=B=C=>R=m""
(12) 3 5
und nach (5)
a?
Al_BlzCl_gzm*s—-

Man kann hieraus ohne jede Rechnung nach dem Vorschlage von
Hearn die Trigheitsmomente eines Ellipsoides von den Halbachsen
@, b und ¢ finden, wenn man diese in die Koordinatenachsen legt.
Beachtet man ndmlich, dafl irgend eine Verschiebung der Massen-
teilchen parallel einer Hauptebene das Binetsche Trigheitsmoment
beziiglich dieser Hauptebene ungedndert 148t, so stellt man fest, dafl
das homogene Ellipsoid, welches aus der homogenen Kugel durch
gleichmaflige Zusammenziehung in der Richtung der y-Achse bis auf
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den Halbmesser b, in der Richtung der z- Achse bis auf den Halb-

messer ¢ entstanden ist, die Binetschen Trigheitsmomente
a? b2 c2
Alzmg, Bl:mg’ C’lzm_5~

und mithin die axialen Haupttrigheitsmomente

(13) A:mm:cz, B:mﬁ—s}—a?’ szﬁjbz

haben wird.

Es ist zur Verhiitung eines naheliegenden Mifiverstindnisses niitz-
lich, zu bemerken, dafi das zugehorige Tragheitsellipsoid zum
gegebenen Massenellipsoid keineswegs dhnlich, wenn auch
dhnlich gelegen, ist. Denn die Halbachsen des Tragheitsellipsoids
verhalten sich nach §1, 2., S.22, wie

-
[~
s

1 1 1

VCVBYVA Votv jeta o te
Bringt man diese Proportion durch Multiplikation mit b Ye2 + a2
auf die Gestalt

(14) ep:b:aq,
so wird
a? c?
1+ 1+ 5
p2 = q2 —
a? 02,
14+ 3 1+ 5;
Setzt man etwa voraus, dafl
a<b<ec
sei, so wird
a? a? c? c2
aSw @Bk
und daher
(15) p<1, ¢>1

Durch geeignete Wahl der Masseneinheit kann man es sicherlich

erreichen, daB die mittleren Halbachsen 1/}YB und b des Trégheits-
ellipsoids und des Massenellipsoids sich auch der Linge nach decken.
Dann ist nach (14) und (15) die grofSte Halbachse des Tragheits-
ellipsoids kleiner, die kleinste aber grofler als die entsprechende des
Massenellipsoids. Das Triagheitsellipsoid liegt hinsichtlich der
Schlankheit zwischen dem Massenellipsoid und einer Kugel.

Wihrend das Massenellipsoid jedes beliebige Achsenverhdltnis
haben kann, so sind die Haupttrigheitsmomente, welche das Achsen-
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verhiltnis des Trégheitsellipsoids irgend eines Korpers bestimmen,
nach (5) an die Bedingungen gebunden

B+C—A4A=24,, C+A—B=2B, A+B—-(C=2(,,
wofiir wir, da 4,, B; und C; positiv sind, auch die Ungleichungen
(16) B+C>4, C+A>B, A+B>C
schreiben koénnen. Dieselben Ungleichungen miissen auch die Seiten-
lingen eines Dreiecks erfiillen, und daher kdénnen nur solche
Ellipsoide Triagheitsellipsoide sein, deren reziproke Halb-
achsenquadrate man zu Seitenldngen eines Dreiecks
nehmen darf.

In allen Féllen erscheint das Triagheitsmoment als Produkt der
Gesamtmasse in das Quadrat einer Linge [vgl. die Formeln (9) bis (13)].
Diese Lange wird der Tragheitshalbmesser (Euler) oder Trag-
heitsarm (Poinsot) genannt. Die Haupttragheitshalbmesser ver-
halten sich wie die reziproken Langen der Halbachsen des Trégheits-
ellipsoids.

2. Der Steinersche Satz. Ist D das Tragheitsmoment um irgend-
eine Schwerpunktsachse, D' aber dasjenige um eine dazu parallele
Achse im Abstand @, wo @ der von irgendeinem Punkte der D'-
Achse zum néchstliegenden Punkt der D-Achse Abb. 12.
gezogene Fahrstrahl sein mag (Abb. 12), und hat
der Punkt P mit der Masse Am die Abstinde 7,
und 7 von der D- und D'-Achse, soistri =17, + a
und mithin
D=Sdmr2 =3YAmr} + a2 Am + 2a ¥ Amr, a
oder mit der Gesamtmasse #:

D=D4tmar+2aAmr,.

Im letzten Glied ist die geometrische Summe
YAmr, jedenfalls ein zur D-Achse senkrechter
Vektor, und zwar (da #, die zur D-Achse senkrechte S
Komponente des vom Schwerpunkt nach P ge-
zogenen Fahrstrahles » bedeutet) die zur D-Achse
senkrechte Komponente des fiir den Schwerpunkt
als Bezugspunkt verschwindenden Vektors #, von Einl. (30), S.14.
Diese Komponente verschwindet natiirlich, und es bleibt die von
J. Steiner aufgefundene Beziehung

)] D =D+ ma2,
die ohne weiteres gestattet, vom Trigheitsmoment um eine Schwer-

punktsachse zu demjenigen um eine parallele Achse iiberzugehen und
umgekehrt. 'Weil ma? eine wesentlich positive Grofle ist, so erkennt

D

DY
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man, dal die Tragheitsmomente um die Schwerpunktsachsen
immer kleiner sind als um die dazu parallelen Achsen; und
folglich ist das Tragheitsellipsoid eines beliebigen Punktes O
stets kleiner als das Tragheitsellipsoid des Schwerpunktes S,
mit dem es lediglich die Lidnge des Durchmessers OS ge-
meinsam hat.

Man macht von der Steinerschen Beziehung (17) namentlich dann
mit Vorteil Gebrauch, wenn der Korper sich aus einzelnen Teilen
zusammensetzt, deren Schwerpunkte samt den Trigheitsmomenten {iir

- diese Schwerpunkte bekannt sind.

3. Versuchsmifige Ermittelung des Tragheitsellipsoids. Bei
Korpern, wie sie in Wirklichkeit als Kreisel vorgelegt sind, ist
eine rechnerische Ermittelung der Trigheitsmomente nur selten genau
genug moglich. Setzen wir voraus, dafl der Schwerpunkt, vielleicht
durch Auswiegen, schon bestimmt und die Hauptachsen bekannt
seien, so geniigt es, den Kérper um drei zu den Hauptachsen parallele
Achsen etwa in den Abstinden @, b und ¢ schwingen zu lassen und
die Schwingungsdauern festzustellen, um die Haupttragheitsmomente
zu finden. Ist ndmlich ¢ die Elongation der Schwingung um die
zur ersten Hauptachse 4 parallele Achse mit dem Tragheitsmoment 4’,
so ist der in die Richtung der Schwingungsachse fallende Schwung
wegen w = dg/dt gleich

de de
(2R - r
A 7 _.(A—}-nza?)dt,

wenn wir den Steinerschen Satz (17) zu Hilfe nehmen. Andererseits
ist das riickdrehende Moment der Schwere nach Einl.({15), S.11,
gleich —mgasing, so dal der Impulssatz Einl. (20), S. 14, fiir diese
Achse die Form g

4 —|—ma2)a~tif +mgasing = 0

annimmt, falls man von démpfenden Kriaften absehen darf. Vergleicht
man damit die Schwingungsformel eines mathematischen Pendels von
der Linge 1

d
(18) dt2+gs1n<p—-0
so erkennt man, dafl der Kreisel synchron mit einem solchen Pendel
von der Linge
] 4+ mal
ma

schwingt und also fiir kleine Ausschlige die Schwingungsdauer

a_ZnV—z ‘/A—i—maz2
mag
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besitzt, woraus die erste der drei folgenden Formeln zur Bestimmung
der Haupttragheitsmomente entspringt:

2
A= m4a32t., —ma2,
(1 B — M s
9) =i — m b2,
2
m4a é}:c e

4. Ausartungen des Tragheitsellipsoids. Infolge ihrer haufigen
Verwendung sind homogene achsensymmetrische Kreisel (Rotations-
korper) von besonderer Wichtigkeit. Ihre Tragheitsellipsoide be-
zliglich aller Punkte der Symmetrieachse, die in diesem Falle die
Figurenachse genannt wird, sind Rotationsellipsoide um die
Figurenachse; sie schneiden aus dieser gleiche Stiicke aus, und das
wenigst schlanke von ihnen ist dasjenige des Schwerpunktes. Alle
Aquatorachsen dieser Ellipsoide konnen als Hauptachsen angesehen
werden und besitzen bei jedem Ellipsoid unter sich gleiche sogenannte
dquatoriale Tragheitsmomente. Der Kreisel heifit ein symmetri-
scher fiir jeden auf der Figurenachse gelegenen Stiitzpunkt; das
Tragheitsmoment um die Figurenachse nennen wir sein axiales.

Je weiter man sich auf der Figurenachse vom Schwerpunkt ent-
fernt, um so schlanker wird nach dem Steinerschen Satze das zu-
gehorige Tragheitsellipsoid. Ist dasjenige des Schwerpunktes ein
abgeplattetes Rotationsellipsoid, so mufl es demnach auf der Figuren-
achse zu beiden Seiten des Schwerpunktes je einen Punkt geben,
dessen Tragheitsellipsoid eine Kugel ist. Der in diesem Punkte ge-
stiitzte Kreisel heifit nach F.Klein und A. Sommerfeld ein Kugel-
kreisel, obwohl seine Gestalt keineswegs eine Kugel zu sein braucht.
Seine siamtlichen Stiitzpunktsachsen haben dasselbe Trigheitsmoment,
Ist 4 das Trigheitsmoment um die Figurenachse, B aber das #qua-
toriale Trigheitsmoment bezliglich des Schwerpunktes, so ist, unter
der soeben gemachten Voraussetzung A > B, der Abstand s des
Schwerpunktes von den Stitzpunkten der beiden Kugelkreisel durch
die aus (17) flieBende Bedingung

Bims2=A
zu
t m
bestimmt.

Es ist moglich, dafl auch bei unregelmiBiger Form und Massen-
verteilung des Kreisels das Trigheitsellipsoid beziiglich einzelner
Punkte ein Rotationsellipsoid oder sogar eine Kugel wird. Auch in
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diesem Falle heifit der Kreisel, wenn er in jenem Punkte gestiitzt ist,
ein symmetrischer oder ein Kugelkreisel. Der symmetrische
wird auflerdem abgeplattet oder gestreckt genannt, je nach der
Gestalt des Tragheitsellipsoids. Die Symmetrieachse heifit auch hier
Figurenachse, und man spricht jetzt von einer dynamischen
Symmetrie.

Kiinftighin werden wir das Trigheitsellipsoid des Stiitzpunktes,
also vorlaufig immer noch des Schwerpunktes, als bekannt ansehen
und brauchen uns dann um die Gestalt des Kreisels nicht mehr zu
kiimmern.

§ 3. Die Poinsotbewegung.

1. Der Beginn der Bewegung. Aufler der Gestalt und Anfangs-
lage des Tragheitsellipsoids des Schwerpunktes mag entweder die
Grofe und Achse der Anfangsgeschwindigkeit w, oder des urspriing-
lichen Drehstofles @ gegeben sein. Wir wollen die zugehérige Poinsot-
bewegung aufsuchen.

Ist w, gegeben, so konstruieren wir vor allem dasjenige Poinsot-
ellipsoid, das durch den Endpunkt von @,, den Pol, hindurchgeht
und zum Trigheitsellipsoid dhnlich und dhnlich gelegen ist. Sodann
legen wir daran im Pol die Tangentialebene. Diese stellt die invariable
Ebene vor, und das auf sie vom Schwerpunkt aus gefallte Lot gibt
die Richtung des Schwungvektors @ an, dessen Grofie wir spiter be-
stimmen werden. Damit aber sind alle Elemente der zugehorigen
Poinsotbewegung ermittelt.

Weniger einfach ist das Verfahren, wenn statt e, der Drehstofl @
gegeben ist. Liegt zunichst @ in einer der drei Hauptachsen
des Kreisels, so beriihrt offenbar die auf @ senkrechte invariable
Ebene das (seiner Grofle nach noch unbekannte) Poinsotellipsoid in
dem einen Endpunkte dieser Achse, und der Drehvektor e liegt jetzt
gleichfalls in dieser Achse: Drehachse und Schwungachse fallen
dann und nur dann zusammen, wenn die eine von beiden in
einer Hauptachse liegt. Die Bewegung als Ellipsoid ist nun ein
reines Tanzen auf der Ebene.

Unter diesen Umstinden verschwindet das zweite Glied der rechten
Seite von § 1 (1), S.18, welches ja einen zu @ senkrechten Vektor be-
deutet, und es bleibt fiir jede Hauptachse mit dem Haupttragheits-
moment D die Beziehung

0 =JDDo
ibrig.

Wir werden kiinftighin hiufig mit Vorteil ein im Kreisel festes
rechtshiindiges Koordinatensystem z, y, # benutzen, dessen Achsen in
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die Haupttragheitsachsen fallen. Sind Z, H, Z die Komponenten des
Schwunges @ in diesem System und &, 5, I diejenigen des Dreh-
vektors o, so ist also

1) 5 = AE, H = By, Z = C¢L.

In diese drei Komponenten denken wir uns @ zerspalten, wenn
der Schwung in keine Hauptachse fillt. Dann schneidet die durch
den Endpunkt von @ senkrecht zur z-Achse gelegte (in Abb. 13
schraffierte) Ebene aus dem Drehvektor @ einen Vektor von der
Linge Aw aus; denn die gemeinsame z-Komponente der Vektoren @
und Aw ist £ = A& Fiigt man dieselbe Uberlegung fiir die y- und
z-Achse hinzu, so gewinnt man die Erkenntnis, daf Abb. 13.
die durch den Endpunkt von @ parallel zu w
gezogene Gerade die drei Hauptebenen in
drei Punkten trifft, die von jenem Endpunkt
die Abstinde Aw, Bw und Cw haben.

Hieraus folgt die Konstruktion des Dreh-
vektors @ aus dem Schwungvektor @. Man
legt durch den Endpunkt von @ eine Gerade derart,
daBl, von diesem Punkt aus gerechnet, die drei
Hauptebenen auf ihr Stiicke abschnéiden, die sich
wie die drei Haupttragheitsmomente verhalten, und
zieht durch den Nullpunkt (Schwerpunkt) die Parallele zu dieser Geraden.
Dann gibt derjenige Halbstrahl dieser Parallelen, welcher mit @ einen
spitzen Winkel bildet (§ 1, 3., S. 22), die Richtung des Drehvektors w an.
Dessen Grofle ist gleich einem jener Abschnitte geteilt durch das zu-
gehorige Haupttrigheitsmoment. Ist auf diese Weise der Anfangswert e,
aus der Anfangslage des Tragheitsellipsoids gefunden, so sind das
Poinsotellipsoid und die invariable Ebene und damit wieder alle noch
fehlenden Elemente der Poinsotbewegung bestimmt.

Ebenso lafit sich jetzt auch, falls w, gegeben ist, zu der bereits
oben bestimmten Richtung von @ noch dessen Gréfie ermitteln. Multi-
pliziert man e, mit einem der drei Haupttrigheitsmomente und legt
durch den Endpunkt des so erhaltenen Vektors parallel zu der ent-
sprechenden Hauptebene eine Ebene, so schneidet diese die Schwung-
achse im Endpunkte von .

Als zusammengehérig sind hier, wie sich das von selbst versteht,
allemal eine Hauptachse und die zu ihr senkrechte Hauptebene be-
zeichnet.

X

Aw

2. Schwungellipsoid und Polkurven. Bei der Abrollung des
Poinsotellipsoids auf der invariablen Ebene wandert der Pol, d. h.
der Beriihrungspunkt, der zugleich Endpunkt des Drehvektors o ist,

Grammel, Der Kreisel. 3
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auf dem Ellipsoid, indem er darauf eine Kurve beschreibt, welche
Polhodie (Polbahn) genannt wird. Fir die Einteilung der ver-
schiedenen Arten mdglicher Poinsotbewegungen ist es nétig, die Ge-
stalt dieser Kurve zu kennen.

Das Poinsotellipsoid war der geometrische Ort der Endpunkte
aller Drehvektoren @, die zu derselben Drehwucht 7 und allen még-
lichen Vektoren @ gehéren. Wir denken uns andererseits ohne Riick-
sicht auf die Drehwucht dem Kreisel nacheinander alle moglichen
Drehstofie @ von festem Betrage ©, aber um alle moglichen Schwer-
punktsachsen erteilt und jedesmal den zugehérigen Drehvektor @ ent-
weder durch einen Versuch oder durch das vorhin angegebene Ver-
fabren ermittelt. Die Endpunkte der so erhaltenen Vektoren w liegen
auf einer zweiten Flache, und diese moge die Schwungfldche
heiflen. Nun sind die Komponenten von e beziiglich der drei Haupt-
achsen nach (1) allemal im Verhiltnis der Haupttragheitsmomente
kleiner als die Komponenten des zugehérigen Schwunges @. Dessen
Endpunkt aber liegt auf einer Kugel vom Halbmesser & um den
Schwerpunkt, und die gesuchte Schwungfliche geht daher aus dieser
Kugel hervor, indem man sie in den Richtungen der Hauptachsen im
Verhiltnis der Haupttragheitsmomente zusammenzieht. Die Schwung-
flache ist ein Ellipsoid mit den Halbachsen

& 6 06

4 B ¢
sie liegt zum Poinsotellipsoid (also auch zum Trégheitsellipsoid)
koaxial und ist natirlich im Kreisel fest.

Irgendeine bestimmte Poinsotbewegung geschieht mit unver-
anderlicher Drehwucht 7' und unverdnderlichem Schwung @. Die
zugehorigen Drehvektoren w miissen also sowohl auf dem Poinsot-
ellipsoid wie auch auf dem Schwungellipsoid liegen. Mithin ist die
Polhodie der zu den Parametern 7' und © geh6renden Kreisel-
bewegung die Schnittkurve des Poinsotellipsoids T und des
Schwungellipsoids 6.

Die weitere Untersuchung dieser Kurven ist nun eine geometrische
Aufgabe geworden, fir deren Losung wir
(2) A>B>C
voraussetzen wollen. Da sich die grofite zur kleinsten Halbachse
beim Poinsotellipsoid nach §1, 2. (S.22) wie 1/YC:1/Y4, d. h. wie
YA :YC, beim Schwungellipsoid aber wie 1/C:1/4, d. h. wie 4:C
verhalten, und ebenso die gréfite zur mittleren beim Poinsotellipsoid
wie YB:YC, beim Schwungellipsoid aber wie B:C, so ist das
Schwungellipsoid allemal in jeder Hinsicht schlanker als
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das Poinsotellipsoid. Damit beide Ellipsoide sich schneiden, muf}
folglich die grofite Achse des Schwungellipsoids mindestens so grof§
wie die gréfite des Poinsotellipsoids sein, und dessen kleinste mindestens
ebenso grof wie die kleinste des Schwungellipsoids; d. h. es muf}
) 2T 6 2T
cZlec 4= VI
sein, zwei Ungleichungen, die man, indem man sie mit C bzw. 4
multipliziert, in die Form
(3) 2AT > 62 = 20T
zusammenfassen kann. Nur solche Bewegungsparameter 7' und @ sind
zuldssig, die diese Bedingung erfillen, fiir die man ebensogut
62 &2
(4) co=T>54
schreiben mag.

Um die verschiedenen Gestalten dieser Schnittkurven zu finden,
nehmen wir etwa das Poinsotellipsoid unverdnderlich an und lassen das
Schwungellipsoid stetig wachsen, wobei es sich dhnlich bleibt. Das
kleinste Schwungellipsoid beriihrt das Abb. 14.
Poinsotellipsoid in den Endpunkten
der grofilen Achse, und diese beiden
Punkte bilden jetzt die ausgeartete
Polhodie. Sobald das Schwungellip-
soid grofler wird, schneidet es aus
dem Poinsotellipsoid eine Polhodie-
kurve aus, die aus zwei jene End-
punkte umschlingenden ovalartigen
Raumkurven besteht, die wir die
Polhodien erster Art nennen wollen [Abb. 14, wo der Deutlichkeit
halber nur das Poinsotellipsoid gezeichnet ist; in Abb.11 (5.24) war
das Abrollen des Poinsotellipsoids auf einer Polhodie erster Art
angedeutet]. Die beiden Ovale nihern sich mehr und mehr und
stoflen in den Endpunkten der mittleren Achsen in dem Augen-
blicke zusammen, da die mittleren Achsen beider Ellipsoide gleich
grof geworden sind. Die Schnittkurve kann jetzt auch angesehen
werden als aus zwei sich kreuzenden Ovalen bestehend und soll
die trennende Polhodie heiflen. Bei weiterer Vergréflerung des
Schwungellipsoids erscheinen die Polhodien zweiter Art, die
in zwei die Endpunkte der kleinsten Achse umschlingende rdumliche
Ovale zerfallen und schliefilich auf diese Endpunkte selbst zusammen-
schrumpfen, wenn das Schwungellipsoid so groff als mdoglich geworden
ist. Natiirlich kann man, anstatt bei unveranderter Wucht die Grofie

3*
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des Schwunges zu 4dndern, ebensogut bei festem Schwung die Wucht
ihren ganzen Bereich durchschreiten lassen, indem man das Schwung-
ellipsoid festhdlt und dafiir das Poinsotellipsoid allmahlich vergroBert.
Es ist klar, dal man dabei dieselben Kurvenformen erhilt. (In Abb. 14
vermag man sich ebensogut vorzustellen, dafl das gezeichnete Ellipsoid
das feste Schwungellipsoid sei, welches von einem weniger schlanken
verdnderlichen Poinsotellipsoid geschnitten wird.)

Die Polhodien sind geschlossene Raumkurven, die sich
an jeder der drei Hauptebenen spiegeln. Die Linge des Fahr-
strahls @ schwankt daher bei jeder Poinsotbewegung zwischen zwei

Abb. 15. bestimmten Grenzen und ebenso auch die

Lange des Polstrahls (4P in Abb.11), da ja

SN die ©@-Komponente von e als unverdnderlich
erwiesen worden ist [§ 1 (10), S. 23].

Man nennt nun die Kurve, die der Pol in
der invariablen Ebene beschreibt, die Her-
polhodie (= Schlangelweg des Poles) und
kann vorlaufig iber sie das Folgende aussagen:
Die Herpolhodie schwankt mit immer

Abb. 16. sich wiederholenden Ziigen zwischen

zwei konzentrischen Kreisen der in-

A variablen Ebene hin und her. (Abb. 15

zeigt eine Herpolhodie erster, Abb. 16 eine

solche zweiter Art.) Diese Kurven sind ini

allgemeinen nicht geschlossen, wonach der

Kreisel nicht mehr in seine Anfangslage

zuriickzukehren braucht. Im {ibrigen besitzen

sie, im Gegensatz zu Poinsots urspriinglicher

Meinung, auf die noch der Name Schlingel-

weg hinweist, keine Wendepunkte, sondern haben ihren Kriimmungs-

mittelpunkt immer auf der Seite des Vektors @. Einen einfachen

Beweis hierfiir stellen wir auf spiter zuriick.

Die Polhodie ist von der ersten oder zweiten Art, je nachdem

die mittlere Achse des Poinsotellipsoids gréfler oder kleiner als die
mittlere des Schwungellipsoids ist, d. h. je nachdem

2T 5]
VB‘ <3
oder

(5) 2BT = 6

ist. Man spricht im ersten Falle nach dem Vorschlage von F. Klein
und A. Sommerfeld von einer epizykloidischen, im zweiten Falle
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von einer perizykloidischen Bewegung. Der Grund fiir diese Be-
nennungen wird spéter ersichtlich werden.

Denkt man sich den Schwerpunkt durch Fahrstrahlen mit der
Polhodie- und Herpolhodiekurve verbunden, so entstehen der Polhodie-
und Herpolhodiekegel, und die Bewegung kann nachtriglich auch
aufgefalt werden als das Abrollen des im Korper festen Polhodie-
kegels auf dem raumfesten Herpolhodiekegel.

3. Freie Achsen. Die Polhodie zieht sich auf den einen Durch-
stofungspunkt der gréfiten bzw. der kleinsten Hauptachse zusammen,
d. h. der Kreisel dreht sich unabldssig um die eine dieser Achsen,
wenn sein urspriinglicher Drehvektor in sie fiel. Aber auch wenn er
in der mittleren Hauptachse lag, so braucht man sich nur die Tangential-
ebene im Endpunkt der Achse errichtet zu denken, um einzusehen,
daf} keinerlei Grund vorhanden ist, weshalb das Ellipsoid nicht beliebig
lange um diese Achse auf der Ebene sollte tanzen koénnen. Zwar
ist die Polhodie jetzt nicht punktférmig, aber sie besitzt dort einen
Doppelpunkt, und der Pol wird schon darum beliebig lange daselbst
liegen bleiben, weil er ohne einen -neuen Anstol keinen der vier von
dort ausgehenden Kurvenzweige bevorzugen koénnte.

Die drei Hauptachsen sind mithin permanente Dreh-
achsen, und zwar offenbar die einzigen, die der Kreisel be-
sitzt. Man nennt sie nach L. Euler auch freie Achsen, da sie
zugleich die einzigen sind, um die der Kreisel frei sich drehen kann,
ohne dafl die Drehachse festgehalten wird.

Was allerdings die Stabilitit der Drehung betrifft, so wunter-
scheiden sich die drei Hauptachsen wesentlich. Dreht sich der Kreisel
um die grofite Achse und wird ein kleiner Stoff auf ihn ausgeiibt, so
andert sich sowohl die Gréfle des Poinsotellipsoids wie des Schwung-
ellipsoids ein wenig, so dafi die bisher punktférmige Polhodie sich in
eine Kurve auflost, die den bisherigen Pol um so enger umschliefit,
je kleiner der zusatzliche Stof war. Der neue Drehvektor w bleibt
dann wenigstens in unmittelbarer N&he seiner urspriinglichen Lage,
und dasselbe gilt offenbar auch von der gréfiten Hauptachse selber:
der kleine StoBl ruft ein kleines Erzittern des Kreisels hervor, ohne
aber dessen Bewegung nennenswert zur verindern. Dieselbe Erscheinung
zeigt sich bei der Drehung um die kleinste Hauptachse. Dreht sich
der Kreisel dagegen um die mittlere Achse, so bringt der kleinste
Stofi den Pol entweder in den epi- oder in den perizykloidischen
Bereich, also auf Kurven, die zwar ganz nahe am urspriinglichen
Pol vorbeigehen, hernach aber den Pol erheblich von seiner Anfangs-
lage wegfithren, so daf} selbst der allerkleinste, in Wirklichkeit nie zu
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vermeidende Stofi die urspriingliche Bewegung wesentlich abédndert.
Die Drehung um die grofite und um die kleinste Haupt-
achse ist stabil, diejenige um die mittlere aber labil

Diese Aussage ist jedoch nicht so aufzufassen, als giibe es zwischen
der Stabilitat der groBten und kleinsten und der Labilitdt der mittleren
Achse keinen stetigen Ubergang. Um den Grad der Stabilitit abzu-
schitzen, ist es notwendig, die Gestalt der Polhodiekurven etwas ge-
nauer zu untersuchen. In dem schon frither benutzten korperfesten
xyz-System lauten die Gleichungen des Poinsot- und des Schwung-
ellipsoids im Hinblick auf die Langen ihrer Halbachsen
(6) Ax? + By - Cz2 =21,

(7) A2x2 4+ Baya 4+ C222 =— @2,

In diesen beiden Gleichungen kann man nach Belieben #, 9, z durch
& n, { ersetzen; denn der Ellipsoidpunkt z, y, # ist ja ebensogut der
Endpunkt eines Drehvektors @ mit den Komponenten &, %, {. Dann
aber stellen die Gleichungen einerseits die allgemeinen Ausdriicke der
Drehwucht und des Schwunges vor, andererseits driicken sie einfach
die zeitliche Unverdnderlichkeit dieser Groflen aus.

Um festzustellen, in welcher Gestalt sich die Polhodiekurven auf
die drei Hauptebenen projizieren, oder (was dasselbe bedeutet) wie
sie, je von einem sehr weit entfernten Punkte der drei Achsen be-
trachtet, aussehen, braucht man aus den beiden Gleichungen lediglich
der Reihe nach z, y oder # zu entfernen, indem man etwa die erste
der Reihe nach mit A, B oder € multipliziert und von der zweiten
abzieht. So findet man

8) BA—By*+ C(A— )22 =2 AT — 6,
) C(B— C)e2— A(A—B)2? = 2 BT — O,
(10) A(A— Cyx24+ BB— O)yr = 02—2CT.

Die erste und dritte dieser Gleichungen haben wegen (2) und (3)
lauter positive Koeffizienten und stellen daher zwei Ellipsen von den
Achsenverhiltnissen
(11) V 0d—0)  _1/BB—C)

= B(A— B) 2= Y 44— C)
dar. Als diese Ellipsen, oder wenigstens als Stiicke von ihnen, er-
scheinen die Polhodiekurven, wenn man sie in der Richtung der -
oder z-Achse betrachtet. Man wird nun die Drehung um diese Haupt-
achsen nur dann noch als praktisch stabil bezeichnen, wenn die der
punktférmigen Polhodie benachbarten ellipsenartigen Polhodien von
nicht zu grofler Exzentrizitit sind, da sich sonst der wurspriinglich
ruhende Pol bei kleinen Stéflen recht betrdchtlich von seiner alten



§ 4. Der symmetrische Kreisel. 39

Lage entfernen kann. Wir sehen darum das Verhédltnis s, bzw. s,
als Maf fiur die Stabilitdt der Drehung um die kleinste bzw.
gr6Bte Hauptachse an. Die Stabilitdt nimmt ab, je weiter
sich s; bzw. s, von der Einheit entfernen, und sie wird am
groBten, wenn der Kreisel symmetrisch beziiglich der Dreh-
achse ist; denn dann wird s, = 1 bzw. s, = 1. Bei allen praktischen
Anwendungen des Kreisels ist diese Tatsache von grofler Wichtigkeit.

Schliefllich zeigt die Gleichung (9), daBl im Falle der trennenden
Polhodie, d. h. nach (5) mit 2 BT = 62, die Kurve, in der y-Richtung
betrachtet, als Streckenpaar

(12) tYA(A—B) =+2YC(B—0)

erscheint: die trennende Polhodie besteht aus zwei ebenen Kurven, die
als Ellipsenschnitte Ellipsen sein miissen. Die Ebenen dieser Ellipsen

gehen durch die y-Achse und bilden mit Abb.17.
der x-Achse die Winkel 4, fiir die nach (12)

z A A—B
(13) tgé—‘;—f{f CB—=0

gilt. Diese Ebenen trennen die epi-
und die perizykloidischen Bereiche
voneinander.

Man iberlegt leicht, daf im Falle der
trennenden Polhodie die zugehorige Her-
polhodie eine Spirale sein wird, die den
Durchstoungspunkt der Schwungachse und der invariablen Ebene
zum asymptotischen Punkte hat (Abb. 17). Wir wollen uns mit diesem
Falle hier nicht langer aufhalten, beabsichtigen aber, spater noch einmal
darauf zurlickzukommen.

Wir merken nur noch an, daf man bei einem unregelmifig
gestalteten Korper, wenn er allseitig drehbar im Schwerpunkt gestiitzt
ist, die groBite und kleinste Hauptachse versuchsmiflig als diejenigen
Drehachsen ermitteln kann, um welche der Korper, in Drehung ver-
setzt, stabil weiterlauft.

§ 4. Der symmetrische Kreisel.

1. Die reguldre Prizession. Wenn das Trigheitsellipsoid des
Schwerpunktes und mit ihm auch das Poinsot- und das Schwung:
ellipsoid Umdrehungskoérper, der Kreisel also ein (dynamisch) sym-
metrischer ist, so sind die Elemente der Poinsotbewegung besonders
einfach. Da sich zwei koaxiale Rotationsellipsoide allemal in zwei
zur gemeinsamen Achse normalen Kreisen schneiden, so ist die Polhodie
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jetzt ein Kreis und der Polhodiekegel ein Kreiskegel geworden. Der
Betrag w der Drehgeschwindigkeit bleibt unverdndert und ebenso der
Abstand des Pols von der Schwungachse; hiernach ist die Herpolhodie
ebenfalls ein Kreis und auch der Herpolhodiekegel ein Kreiskegel.
Die Achse des Polhodiekegels ist die Figurenachse, diejenige des
Herpolhodiekegels die Schwungachse. Rollt der Polhodiekegel auf
dem Herpolhodiekegel ab, so be-
schreibt auch die Figurenachse
einen Kegel, den Prizessions-
kegel, dessen Achse ebenfalls der
Schwungvektor ist (Abb.18 u. 19).
Dieallgemeinste Bewegungdes
kriftefreien symmetrischen
Kreisels besteht in einer
gleichférmigen Drehung um
die Figurenachse, welche mit
unverdnderlicher Geschwindig-
keit einen Kreiskegel um die
Schwungachse mit dem Dreh-
sinn des Schwunges beschreibt.
Man nennt diese Bewegung
eine reguldre Prézession, die
‘Winkelgeschwindigkeit, mit der der
Prazessionskegel beschrieben wird,
die Prazessionsgeschwindig-
keit u, diejenige der Drebung um
die Figurenachse die Eigendreh-
geschwindigkeitl ».
Dafi p dieselbe Richtung wie
O hat und nicht etwa die ent-
gegengesetzte, folgt aus der in
§1, 3 (S 22) festgestellten Tat-
sache, dafl @ und @ immer einen
© spitzen Winkel bilden. Von den
ye beiden Halbstrahlen der Symmetrie-
achse wollen wir der Eindeutigkeit halber kiinftig denjenigen als
Figurenachse bezeichnen, der die Richtung des Vektors » hat.
Ferner liegen beim symmetrischen Kreisel die Schwungachse, die
Drehachse und die Figurenachse in einer Ebene, der Prézessions-
ebene, die sich mit der Winkelgeschwindigkeit g um die Schwung-
achse, die sogenannte Prizessionsachse, dreht und das Poinsot-
ellipsoid in einer Ellipse, die invariable Ebene aber nach deren

SLONnS-
{4

Achs

Prizes.
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Poltangente (dem Polstrahl) schneidet, welche senkrecht auf dem
Schwungvektor steht (Abb.20 und 21).

Auch hier haben wir wieder die epizykloidische und die peri-
zykloidische Bewegung zu unterscheiden, je nachdem der Polhodie-
kreis die gréfite oder kleinste Hauptachse umschlieBt, je nachdem
also das Ellipsoid ein gestrecktes oder abgeplattetes ist. Wahrend
beim unsymmetrischen Kreisel das Abb. 20.
epi- oder perizykloidische Geprage
der Bewegung vom Anfangsstof
abhiangt, so kann der symmetrische
gestreckte Kreisel nur eine epi-
zykloidische, der symmetrische ab-
geplattetenureine perizykloidische
regulare Prdzession vollziehen. Epi-
oder perizykloidisch aber ist die Be-
wegung, je nachdem (Abb. 20 u. 21) die
Figurenachse mit dem Drehvektor einen
spitzen oder stumpfen Winkel bildet. In
beiden Fillen rollt (Abb. 18 u. 19) der
Polhodiekegel auf dem Herpolhodiekegel
von auBen ab, aber bei der epizyklo-
idischen Bewegung liegen beide Kegel
nebeneinander, bei der perizykloidischen
umschlieft der Polhodiekegel den Heg-
polhodiekegel.

Denkt man sich den Polhodiekreis
in die invariable Ebene hineingeklappt,
so erklaren sich die Benennungen daraus,
daf} irgendein mit dem Polhodiekreis ver-
bundener Punkt beim Abrollen dieses
Kreises auf dem Herpolhodiekreis eine “

Kurve beschreibt, die man Epi- bzw.

Perizykloide heiBt, je nachdem die e

Kreise nebeneinander liegen oder sich

umschliefien. Liegt der rollende Kreis innerhalb des festen, so spricht
man von einer Hypozykloide, und demgemafl mifite man die Bewegung
des Kreisels eine hypozykloidische nennen, wenn der Polhodiekegel
auf dem Herpolhodiekegel von innen abrollen wiirde; der Polhodiekreis
befande sich dann nicht auf derselben Seite der invariablen Ebene wie
der Schwerpunkt. Da der Kreis zugleich auf dem Poinsotellipsoid
liegt, so kann dieser Fall unméglich vorkommen: die Bewegung des
kraftefreien Kreisels ist niemals hypozykloidisch.
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In der Richtung des Schwungvektors besehen, erfolgen die Pra-
zessionsdrehung g und die Eigendrehung » bei der epizykloidischen
Bewegung im selben Sinne, bei der perizykloidischen im entgegen-
gesetzten. Man spricht im ersten Falle von einer vorschreitenden, im
zweiten von einer riicklaufigen Prizession; der gestreckte Kreisel
bewegt sich vorschreitend, der abgeplattete riicklaufig.

Die reguldare Prazession ist kinematisch durch die Dreb-
geschwindigkeiten 4 und » und durch den Winkel ¢ zwischen den
Vektoren @ und » bestimmt. Auch abgesehen von den hypozyklo-
idischen Fillen ist nicht jede beliebige regulire Prizession eine
mogliche Bewegungsart des symmetrischen Kreisels. Vielmehr mufl
zwischen den Parametern 4, u und » eine gewisse Beziehung erfillt
sein, die wir jetzt aufsuchen werden.

Die Komponenten des Drehvektors @ in der Figurenachse und in
der Aquatorebene des Kreisels sind (Abb.20 und 21)

(1) &= pucosd 4,
(2) n = wsin g,
und daher nach § 3 (1), S.33, die Schwungkomponenten
3 5= Af = A(ucos 9+ »),
(4) H — By = Busin.
Da andererseits
H —= Osino
st, so schlieBen wir zunichst auf die wichtige Tatsache
(3) 0 = Bu,

die fiir den symmetrischen Kreisel bezeichnend ist: Der Schwung-
vektorist gleichdem im VerhdltnisdesdquatorialenTriagheits-
momentes vergroflerten Priazessionsdrehvektor.
Weil ferner
E = @cosH
ist, so folgt aus (3) und (5)
A(ucosd + v) = Bucos
oder
(6) Av = (B — A)ucos ¥,

und dies ist die gesuchte Beziehung zwischen ¢, u und ». Es ist
keineswegs erstaunlich, daBl diejenige Prézession, die fiir einen sym-
metrischen Kreisel dynamisch méglich erscheint, von seiner Massen-
verteilung (4, B) abhingt. Sehen wir etwa die Eigendrehung » als
fest gegeben an, so gehort zu jedem Wert der Prazessionsgeschwindig-
keit u eine bestimmte Neigung ¢ der Figurenachse. Insofern u und »
positiv sind, schlieBt man aus (6), daB beim gestreckten (B> A)
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Kreisel 4 ein spitzer, beim abgeplatteten (4 > B) ein stumpfer Winkel
ist, woraus dann wieder der epi- bzw. perizykloidische Charakter der
Bewegung folgt.

2. Freie Achsen. Im Grenzfalle kénnen die Polhodiekreise auch
hier auf Punkte, die Polhodiekegel also auf die Figurenachse zu-
sammenschrumpfen, und man folgert dann ebenso wie frither, da8
die Figurenachse sowohl beim gestreckten wie bheim ab-
geplatteten Kreisel eine permanente stabile Drehachse ist.

Die trennende Polhodie bildet jetzt offenbar der Aquator, insofern
sich das Poinsot- und das Schwungellipsoid bei gleichen ,mittleren«
Achsen als Rotationskorper im Aquator beriihren. Daher ist jede
dquatoriale Achse eine permanente Drebachse des Kreisels. Zwar
schreitet der Pol auf der Aquatorpolhodie nur unendlich langsam fort,
aber der geringste Stof8 kann ihn auf einen benachbarten Polhodiekreis
bringen, auf dem er dann mit endlicher Geschwindigkeit weiterlauft.
Die Aquatorachsen sind instabile Drehachsen.

Nimmt der Kreisel Kugelsymmetrie an, so wird mit 4 = B
nach (6) v = 0, wonach die Vektoren @ und u unter sich und also
nach (5) auch mit @ der Richtung nach zusammenfallen. Die all-
gemeinste Bewegung eines kriaftefreien Kugelkreisels besteht
in einer gleichférmigen Drehung um die raumfeste Schwung-
achse, und jede Schwerpunktsachse ist offenbar eine stabile
permanente Achse.

3. Dynamische Isotropie. Das Verhalten des kriftefreien sym-
metrischen Kreisels zeigt eine bemerkenswerte Ahnlichkeit mit dem
optischen Verhalten der einachsigen Kristalle. Ersetzt man das
Tragheitsellipsoid durch das sogenannte optische Elastizititsellipsoid
von A.J. Fresnel, so stimmen bei senkrechtem FEinfall des Lichtes
auf die Kristallfliche die Richtung des ordentlichen und des aufler-
ordentlichen Strahles {iberein mit dem Schwung- und dem Drehvektor,
und daraus wiirde man leicht weitere Vergleiche zwischen den Ge-
setzen der Doppelbrechung und der Dynamik des symmetrischen
Kreisels ziehen kénnen, was die Konstruktion des auBerordentlichen
aus dem ordentlichen Strahl, das Zusammenfallen beider Strahlen in
der optischen Achse, die der Figurenachse zugeordnet ist, anbetrifft usw.
Dem unsymmetrischen Kreisel entspricht der zweiachsige Kristall
allerdings nicht in so einfacher Weise. Dennoch werden wir als
dynamische Isotropie das Zusammenfallen jeder Schwungachse mit
ithrer Drehachse bezeichnen und dann sagen: Der unsymmetrische
Kreisel ist doppelt anisotrop, der symmetrische einfach an-
isotrop, der Kugelkreisel allein ist isotrop.



44 Der kriftefreie Kreisel.

§ 5. Analytische Behandlung des kriftefreien Kreisels.

1. Die Eulerschen Gleichungen und ihre Integrale. Die
Poinsotsche Beschreibung der Bewegung eines krédftefreien Kreisels
lafit zwar an Anschaulichkeit nichts zu wiinschen tbrig. Unsere
Erkenntnis wire aber unvollstindig, wenn es nicht auch gelidnge,
diese Bewegung formelmiflig darzustellen, d.h. anzugeben, was fiir
Funktionen der Zeit irgendein System von Parametern ist, welches
die Lage des Kreisels im Raume eindeutig angibt. Diese Aufgabe
erledigen wir in drei Schritten.

Zuerst suchen wir die Differentialgleichung auf, welche zwei auf-
einanderfolgende Bewegungszustinde des Kreisels miteinander ver-
kniipft. Wir werden dabei einfach die Tatsache zum Ausdruck bringen
miissen, daBl der Schwungvektor @ weder seine GréBe noch seine
Richtung im Raume &ndert. Nach Einl (5), S.8, wiirde sich die
Anderungsgeschwindigkeit dieses Vektors zusammensetzen aus seiner
Anderungsgeschwindigkeit d’'@/dt, beurteilt vom bewegten Kreisel,
und aus der Gertistgeschwindigkeit [w @], wo wieder @ der Drehvektor
des Kreisels ist. Daher lautet die dynamische Grundgleichung
Einl. (29), S.14, fir die Drehung des Kreisels, wenn wir sie gleich
fiir den allgemeinen Fall anschreiben, daff seine Bewegung durch
irgendwelche duflere Momente M gestort wiirde,

) T2 4 [wO] = M

Diese Gleichung, die von Euler aufgefunden worden ist, stellt
schon die gesuchte Differentialbeziehung dar. lhre einfache Bedeutung
wurde zuerst von P. Saint-Guilhem erkannt: die Gleichung driickt
aus, daff das auBere Moment vektorgleich der Anderungsgeschwindig-
keit des Schwunges ist, welch letztere kinematisch aus zwei mit der
Drehung unmittelbar zusammenhéngenden Teilen aufgebaut wird.

Nun stellen die Ausdriicke § 3 (1), S. 33, die Komponenten des
Schwunges, beurteilt von dem im Kreisel festen xyz-System, dar.
wonach dE _ ,dé¢ dH _ dy dZ _ .dt

dt = Tdt’ dt T Tdt’ dt T Tdt

die Komponenten von d'@/dt bedeuten. Ebenso sind nach Einl. (11),
S.10, die Ausdriicke nZ—tH=— (C— B)qt,

{E—¢Z=(4—0) (¢,

EH—nE= (B—A)én
die Komponenten der Gertistgeschwindigkeit [w @] in dem System z,y,2.
Wir stellen noch die fiir spiter wichtige Tatsache fest, dafi die
Komponente der Geristgeschwindigkeit beziiglich einer

B c
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dynamischen Symmetrieachse verschwindet; denn in der Tat
ist fir B = O, d. h. [ir eine dynamisch-symmetrische z-Achse, die
z-Komponente [ 0], gleich Null.

Die Eulerschen Gleichungen lauten hiernach explizit

4% —(B— Oyt = M.,
@) BY _(0—ayts =,
048 —(4—B)gy = .

Fiir den kréftefreien Kreisel zunachst haben wir M, = M, = M, =0
zu setzen.

Unser zweiter Schritt besteht darin, diese drei Gleichungen zu
integrieren, d. h. drei hinreichend allgemeine Funktionen &, #,{ der
Zeit zu suchen, die, in die Gleichungen eingesetzt, diese befriedigen.
Die Gleichungen verlangen, dafi jede dieser drei Funktionen beim
Differentiieren bis auf einen vorgeschriebenen Faktor in das Produkt
der beiden anderen iibergeht. Derartige Funktionen sind wohlbekannt,
namlich die von C. G. J. Jacobi untersuchten elliptischen Funktionen.
Man erhilt diese, wenn man die Abhingigkeit zwischen zwei Ver-
anderlichen # und v, die durch das sogenannte elliptische Integral

; dv
©) = le—— k2sin2vp

0
ausgedriickt ist, umkehrt, indem man die obere Grenze v als
Funktion von u betrachtet (diese Umkehrung besagt einfach, dafl
man in den Tafeln, welche den zu jedem Argument v nach (3) zu
berechnenden Zahlenwert w angeben, nachtriglich « als das Argument
ansehen soll). Damit das Integral stets einen reellen Betrag habe, muf}
die reelle konstante Zahl k, der sogenannte Modul, ein echter Bruch
(mit Einschlufl der Zahl 1) sein. Man pflegt zur Abkiirzung zu setzen

4 Y1—lk2sin2v = 4o
(gelesen delta v) und hat dann nach (3) du = dv/dv oder
v _ 4,
du )
Man nennt » die Amplitude von u
v = amu,

und die Jacobischen Funktionen werden folgendermafien definiert und

bezeichnet: [ COsv = cnu,

) sinv = snu,
1 Adv =dnu
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(gelesen cosinus amplitudinis, sinus amplitudinis und delta amplitudinis
von u). Sie sind offenbar Verallgemeinerungen der trigonometrischen
Funktionen (in die sie mit k¥ = O ibergehen) und ergeben beim
Differentiieren

M—— sinv@——snudnu

du ~— du ’
6) d;r;u:dnucnu,

d;zu::—k%nusnu.

Diese Funktionen haben also in der Tat schon nahezu die durch
die Eulerschen Gleichungen (2) geforderten Eigenschaften. Um noch
den dort auftretenden Beiwerten gerecht zu werden, wird man erstens
w nicht der Zeit ¢ selbst gleichsetzen, sondern mit einer noch
unbekannten Konstanten o
@ u=o(t—1,)
nehmen, wobei man den Anfangswert #, der Zeit noch beliebig zur
Verfigung hat. Zweitens fligt man zu den drei Jacobischen Funk-
tionen drei multiplikative Konstanten a, §, y von den Dimensionen
einer Winkelgeschwindigkeit und versucht somit den Ansatz

§ = adno(t—t,),
8) n = Bsno(t—t,),

{ =ycno(t—t,),
wobei die Reihenfolge der Funktionen mit Riicksicht auf die spateren
Realititsverhdltnisse gewdhlt ist. Beachtet man, dafl beispielsweise
nach (6) und (7)

% [dno(t—t,)] = — ok2eno(t—t))sno(t— &)

wird, so findet man aus (2) die folgenden Bedingungsgleichungen fiir
die Konstanten a, 8, y, ¢ und k:

B—C ac
Y = pe
©) 4 5y
4—cC o
(10 B T T ya
A—B yo
(11) T T

zu denen noch die Vorschrift tiber die Anfangswerte der Drehkompo-
nenten &, %, { hinzutritt.

Zur Zeit t = t, verschwindet nach (5), (7) und (8) mit 4 und v
auch #, und & und ¢ werden gleich a und y; die Zeit {, ist also einer
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der Augenblicke, in denen der Drehvektor @ in die Hauptebene zz
fallt. Sehen wir fir diesen Zeitpunkt iiberdies

(12) Sb=ua, [=1y
als gegeben an, so finden.wir, indem wir die Gleichungen (10) und (11)
miteinander multiplizieren und dividieren,

A—CA—B
(13) ¢? = a? B (‘/r—_ ’
C A C’
und ebenso, indem wir (9) durch (10) dividieren und dabei (14) beachten,
F2 y2 0O B—-C
(15) = GA A

Hierdurch sind die noch iibrigbleibenden Konstanten o, § und % bestimmt.
Damit o2, 2 und k3 positiv, ¢, § und k also reell seien, mufl bei
vorldufig verschiedenen Haupttrigheitsmomenten entweder

(16) A>B>C
oder
(17) A<B<C

sein. Wihrend % iiberhaupt nur in der Form %2 auftritt, richten sich
die noch unbestimmten Vorzeichen von ¢ und g nach denjenigen der
gegebenen Drehkomponenten ¢ und y. Und zwar ist nach (9) bis (11)
das Produkt fo¢ vom gleichen oder entgegengesetzten Vor-
zeichen wie das Produkt ay, je nachdem die Rangordnung (17)
oder (16) gilt. Eine Mehrdeutigkeit fiir die allgemeinen Integrale (8)
liegt aber keineswegs darin, dafl nur das Vorzeichen des Produktes §o,
nicht aber seiner einzelnen Faktoren bestimmt ist; denn nach (4) und
(53) sind cn und dn gerade Funktionen, also vom Vorzeichen von o
unabhéngig, dagegen sn eine ungerade Funktion, und mithin ist fiir 4
nur das Vorzeichen des Produktes go wesentlich.

Damit schliellich k2 ein echter Bruch werde, mufl nach (15) der
absolute Betrag
(18)

a A A—B

y C B—-C

sein. Hier steht nach §3 (13), S.39, rechts die Tangensfunktion des halben
Winkels der Ebenen, welche die epi- und perizykloidischen Bereiche
des Poinsotellipsoids voneinander scheiden. Da fiir die Rangordnung (16)
die z-Achse als die kiirzeste Hauptachse dem perizykloidischen Bereich
angehort, so verlangt in diesem Falle die Bedingung (18) offenbar,
dal die durch die Komponenten a, 0, y bestimmte Anfangslage des
Drehvektors @ im perizykloidischen Bereich liegt, fiir die Rang-
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ordnung (17) aber im epizykloidischen. Mit anderen Worten: man
muf} die Bezeichnungen 2 und # fir die groBte oder kleinste
Hauptachse so wéahlen, dafl fiir den Bewegungsbeginn (a, y)
die Bedingung (18) erfiillt wird; alsdann ist die eingeleitete
Bewegung epi- oder perizykloidisch, je nachdem die Rang-
ordnung (17) oder (16) gilt, und die Funktionen (8) in Ver-
bindung mit (12) bis (15) stellen die allgemeinen Integrale fir
die Komponenten & 9, der Drehgeschwindigkeit @ dar. Ihre
zahlenmafiige Berechnung ist dank den fertig vorliegenden Tafeln fir
die elliptischen Funktionen ohne weiteres moglich.

Unser dritter Schritt besteht vollends darin, daBl wir aus der
Drehgeschwindigkeit auf die Lage des Kreisels im Raume schlieflen.
Man beschreibt diese Lage
am sachgemaflesten durch
drei Winkelgrofien, die
sogenannten Eulerschen
Winkel 4, ¢ und vy, die
wir wie folgt definieren
(Abb. 22). Es sei E, die
im Raum feste, auf dem
Schwungvektor @  senk-
rechte Ebene durch den
Schwerpunkt S, und SR
ein in dieser Ebene fester
Fahrstrahl. Ferner sei E
eine der drei Hauptebenen
des Kreisels, und zwar
wollen wir die erste bevor-
zugen; wir konnten aber ebensogut die zweite oder die dritte nehmen.
Dann verstehen wir unter ¢ den Winkel zwischen dem Schwung-
vektor @ und der positiven z-Achse, die auf £ senkrecht steht; wir
diirfen ¢ auf den Bereich zwischen 0 und 180° beschranken. Die Schnitt-
gerade der raumfesten Ebene E, mit der korperfesten £ heifit Knoten-
linie, eine Bezeichnung, die der Astronomie entlehnt ist, wo sie
benutzt wird, wenn E, die Ebene der Erdbahn, E die der Mondbahn
bedeutet. In die Knotenlinie fillt der Vektor d9/d{, wenn wir ihn in
der Pfeilrichtung einer zum Drehsinn ¢ gehorigen Rechtsschraube auf-
tragen. Wir wollen dann Knotenachse insbesondere denjenigen
Halbstrahl der Knotenlinie heiflen, der den Vektor d&/dt tragt, und
verstehen unter ¢ und vy die beiden Winkel, welche die Knotenachse
einerseits mit der in E liegenden y-Achse und andererseits mit dem
in E, festen Fahrstrahl SR bildet, und zwar soll der positive Sinn

Abb. 22,
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von ¢ und y so festgelegt sein, daB die Vektoren d ¢/dt und dy/dt in
die positive z-Achse und in- die Richtung des Schwungvektors @ fallen.
Dieser Vektor wirft auf die z-Achse die Komponente

(19) AE — Bcos 9,

auf die Ebene E, und zwar senkrecht zur Knotenachse, die Kom-
ponente @ = @sin9d, und von da aus in die y- und z-Achse die
Komponenten

(20) By = Osin¥dsing,

(21) Cf{ = O sin ¥ cos ¢.

Aus (19) ergibt sich in Verbindung mit (8) fir den zeitlichen Verlauf
des Winkels ¢

(22) cos & = %adn o(t—1y),

und ebenso, indem man (20) durch (21) dividiert, fir den Winkel ¢
__ B sno(t—t,).

(23) tgp = Cy cnot—t,)’

dabei driickt sich noch der Schwung in seinen belden Anfangskom-

ponenten 4e und Cy durch

(24) @2 = A2q 4 C2p

aus, so daB jetzt 9 und ¢ vollstindig ermittelt sind.

Um auch v zu finden, projizieren wir den Drehvektor @ auf
die Richtung von @g. Diese Projektion hat einerseits den Wert
nsin g + £ cos ¢, da die z-Komponente &, weil senkrecht auf @, keinen
Beitrag liefert; andererseits ist sie einfach gleich der Projektion des
Vektors dy/dt auf die Ebene E, da die Vektoren d@/dt und de/dt,
weil senkrecht auf @z, keine Beitrige liefern kénnen. Also ist

(f;fsmﬂ = ysing + { cos @

oder

e3 =g T

Man bildet nun leicht aus (19) bis (21) die Ausdriicke
§i_nﬂsinqg singpg OBy
1—cos?d  sin ¢ O — 42§£2°
sin & cosp __ cosg __ OCL

1—cos2d  sin§ @2 A2E2
und hat damit statt (25)
d By Cr2
26 Y _ M T YT
(20) dt_@@i’——A?E2

Grammel, Der Kreisel. 4
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Die doppelte Drehwucht des Kreisels setzt sich nach §3 (6), S. 38,
einerseits aus den Anfangsgeschwindigkeiten a und y, andererseits aus
den allgemeinen Komponenten &, %, { in der Form

(27) 27 = Ao+ Cy2 = A82+ Bn2 4 C(2

zusammen, so daf man (26) etwas symmetrischer schreiben kann.
Fiihrt man gleich noch eine Integration {iber die Zeit aus, so kommt
ftir den Winkel v, falls der Fahrstrahl SR die Lage der Knotenachse
zur Zeit t = t, bildet,
t
—_ 2

(28) w:@j%ﬁ%dt.

to
Hierdurch ist auch der zeitliche Verlauf des Winkels y bestimmt. Auf
die nicht ganz elementare Auswertung dieses Integrals, in dessen
Integranden fiir £ sein expliziter Ausdruck adn ¢(f —1,) einzufiihren
wiére, gehen wir nicht ein, da es sich um eine rein mathematische
Angelegenheit handelt.

Die Untersuchung der Bewegungsform auf Grund der Glei-
chungen (22), (23) und (28) eriibrigt sich, da das Ergebnis in der an-
schaulichen Beschreibung der Poinsotbewegung in § 1, 3., S. 24, bereits
vorweggenommen worden ist.

Dagegen liefert es eine erwiinschte Bestitigung der Formeln,
wenn man sie noch auf den symmetrischen Kreisel anwendet, indem
man B = C setzt und die z-Achse zur Figurenachse wihlt. Dann
ist nach (15) k = 0, also nach (3) « = v und nach (4) und (5)

cnu — cosu, snu = sin#, dnw — 1;
statt der elliptischen kommen also die trigonometrischen Funktionen.
Ferner ist nach (14) f2 = y? und mithin nach (8)
£ =ua,
n == ysinae (I —t,),
£ = ycosa(t—ty),

62 — a? <il___§>2

wird. Wir beschrinken uns nicht im geringsten, wenn wir a
und y als positiv voraussetzen, da doch die Richtung der &qua-
torialen Hauptachse in der Aquatorebene E ganz beliebig sein
kann. Dann aber ist nach der oben angegebenen Vorzeichen-

wobei nach (13)



§ 5. Analytische Bebandlung des kriftefreien Kreisels. 51

regel o positiv beim gestreckten Kreisel (4 < B), negativ beim
abgeplatteten (4 > B), also in beiden Féallen

__ Bb—4
G — Q B .
Ferner wird nach (22)
(29) cos & = 4@(1’
nach (23)

tgp =tgo(t—1),
also die Eigendrehgeschwindigkeit

_de¢ __ B—4
Y=4at T °=°% B

(30)

endlich nach (26) die Prazessionsgeschwindigkeit

dy __@v_._B_?’L
dt — T @r— 422’

woftir man mit Hilfe von (24) kiirzer

@31) h= g
schreiben darf.

Man ist in (31) wieder auf die wichtige Beziehung §4 (5), S.42,
gelangt und bestitigt leicht, dafi zufolge (29), (30) und (31) auch die
Bedingung

Av = (B— A)pcos 9

gilt, auf die wir schon in §4 (6) gekommen waren. Die Bewegung
selbst ist infolge der Unverdnderlichkeit der Werte von cos®, » und p
als reguldre Prézession anzusprechen.

2. Die Bewegung im Falle der trennenden Polhodie. Wir
wollen die gefundenen Formeln dazu verwenden, iber den in §3 noch
nicht vollstindig geklarten Verlauf der Bewegung im Falle der tren-
nenden Polhodie Aufschlufl zu gewinnen. Da wir dabei unser Augen-
merk namentlich auf die mittlere Hauptachse richten, so wird es
zweckméfig sein, die Ebene E mit der z#-Ebene zusammenfallen zu
lassen und unter ¢ den Winkel zwischen dem Schwung © und der
y-Achse zu verstehen. Wir haben dann lediglich in allen bisherigen
Formeln die Ausdriicke 4, a, §, dn gegen B, B, 5, sn zu vertauschen
und umgekehrt.
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Tun wir dies in (28) und beachten, daB die Bewegung nach
§3(5), S.36, der Bedingung ©2 — 2 BT gehorcht, so hebt sich der
Integrand fort und es bleibt

32) y=p 1),

wonach sich die mittlere Achse gleichférmig mit der Geschwindigkeit

(]
H:‘g

um die Schwungachse dreht; der Schwung ist
O — By,

eine Formel, die sich mit der beim symmetrischen Kreisel gefundenen,
§4 (5), S. 42, vollstindig deckt.
In (18) gilt jetzt das Gleichheitszeichen, und dann wird nach (15)
k? = 1 und mithin nach (3) und (5)
" = fﬂzilnl tsine 1, 1+ snu
cos v 2 1 —sinv 2 1—snu

0
oder durch Umkehrung
U __g—u

SNY = o
ey +8_“

Man pflegt die rechtsstehende Funktion, fir die es ebenfalls Tafeln
gibt, mit Tgu (tangens hyperbolicus von ) zu bezeichnen und hat
statt (22), wenn man der oben erwdhnten Vertauschungen gedenkt,

Bp
e
Nehmen wir an, die Bewegung sei durch einen Drehstol um die
mittlere Achse eingeleitet worden, so miissen wir

cos ¢ — Tgu.

O =B
setzen und haben mit Riicksicht auf (7)
(33) cos & = Tga(t —ty).

Die Funktion ¥g wichst von — 1 bis + 1, wenn das Argument von
— oo bis 4+ oo wandert (Abb.23); und falls wir bei positivem g
o negativ wahlen (positives ¢ entspriche dem umgekehrten Verlaufe),
so nimmt der Winkel & von { = — oo bis { = - oc unablissig zu:
die mittlere Achse senkt sich bis in die Richtung — @.

Verbinden wir zuletzt (32) mit (33), so zeigt sich, daB jeder
Punkt der mittleren Achse auf einer Kugel um den Schwerpunkt (deren
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Pole durch die Durchstolungspunkte der Schwungachse gebildet werden)
eine spiralige Kurve beschreibt, die sich um beide Pole unendlich oft
herumwindet (Abb.24). Eine kleine Rechnung, auf die wir aber ver-
zichten, wiirde dartun, daB diese Spirale alle Meridiankreise der Kugel

Abb. 23. Abb 24.

Aigu

L .
: ==

unter demselben Winkel trifft, der nur von den Haupttragheitsmomenten
abhiangt: sie ist demnach eine sogenannte Loxodrome, eine Kurve
also, wie sie auch in der Schiffahrt verwendet wird, wo es tiblich ist,
die Kurse aus lauter Stiicken von Loxodromen zusammenzusetzen.

3. Die Herpolhodiekurven. Schliellich wollen wir zur Stitze
einer fritheren Behauptung (S.36) einen einfachen Beweis dafiir nach-
tragen, da8 die Herpolhodiekurven niemals Spitzen oder Wendepunkte
besitzen koénnen.

Der Pol der Bewegung, d. h. der Endpunkt des Drehvektors @,
beschreibt diese Kurven in der invariablen Ebene. Er hat dabei eine
Geschwindigkeit v und moéglicherweise eine Beschleunigung @ = dv/dt,
fir die wir nach Einl (5) und (9), S.8 und 9, setzen dirfen

d'co d'w
(34) v = at + [ww] = ar’
dv
(35) @= 4 tlovl

An solchen Stellen nun, wo der Pol eine Spitze beschriebe, miifite
seine Geschwindigkeit fir einen Augenblick verschwinden; an den
Wendepunkten aber miifite seine Beschleunigung entweder in Rich-
tung der Bahn, d. h. der Geschwindigkeit fallen oder ebenfalls ver-
schwinden. Wir zeigen leicht, dafl beides unméglich ist. Natirlich
schlieBen wir hierbei den Fall des symmetrischen Kreisels sowie die
Drehung um eine freie Achse aus.

Von den drei Komponenten von e sollen also nie zwei zugleich
verschwinden, und es sei

(36) A>B>C.
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Die Komponenten von ¥ sind nach (34) d&/dt, dy/dt und d¢/dt, also
nach den Eulerschen Gleichungen (2) der Reihe nach gleich

B-C C— A A B
(37) vx:T"]:, vy——'——‘CE v, — E"],

und somit in der Tat nie alle zugleich Null.

Weiter folgt aus (35) nach Einl. (11), S. 10, und mit Hilfe von (37)

Y

w=L70 (0 )+ A e 1 A2 %
Setzt man hier noch einmal die Werte von d#'dt und d{/d¢ aus den
Eulerschen Gleichungen ein, so kommt nach einer kleinen Zwischen-
rechnung die erste der drei folgenden Formeln, aus der die beiden
anderen durch zyklische Vertauschungen hervorgehen,
ABCa, =¢([B(A—DB)(A+B—-C)n24+ C(4A—C)(A+ C—B)(2,
ABCay = q[C(B—-C)(B+ C— A2+ AB—A4)(B+ A—C0)¢,
ABCa, =([A(C—A4)(C +A—DB)&2+ B(C— B)(C+ B— A)»?|.
Nehmen wir noch die Bedingungen §2, (16), S.29, hinzu, wonach
(38) Bl(C—-A>0, C+A—B>0, A+B—-C>0
ist, so erweist sich die eckige Klammer in a, als wesentlich positiv,
in a, aber als wesentlich negativ, und da von den drei Komponenten &,
n und { nie zwei zugleich sollten verschwinden diirffen, so kénnen
auch a, und a, nicht gleichzeitig verschwinden: die Beschleunigung a
ist also von Null verschieden. Sie kann aber auch niemals die gleiche
Richtung wie die Geschwindigkeit ¥ haben. Denn gesetzt, daf} &, 4, {
simtlich ungleich Null seien, so verhilt sich dem Vorzeichen nach
0,10, Wie nl:En oder bei positivem Wert des Produkts &5{ wie &:,
bei negativem wie —&:—{. Hingegen verhalten sich die Vorzeichen
von d, und a, wie diejenigen von & und —{, und eine Proportion
¥y, = ay:a,, wie sie fiir gleichgerichtete Vektoren @ und v bestehen
miifite, ist daher unmdglich. Aber sie ist auch dann ausgeschlossen,
wenn eine Komponente & oder # oder { verschwindet. Denn dann
verschwindet auch die gleiche Komponente von @, aber nur die beiden
anderen Komponenten von v.

‘Wihrend also Spitzen der Beriihrungskurve ganz allgemein un-
moglich sind, wenn ein Ellipsoid bei festgehaltenem Mittelpunkte auf
einer festen Ebene ohne Gleiten abrollt, so ist, worauf zuerst W. Hef
aufmerksam gemacht hat, das Nichtvorhandensein von Wendepunkten
an die Bedingungen (38) gebunden, die fiir die Achsenverhiltnisse
derjenigen Ellipsoide kennzeichnend sind, welche tiberhaupt Trigheits-
ellipsoide vorstellen koénnen.




Zweiter Abschnitt.

Der Kreisel unter Zwang.

§ 6. Bewegung durch duflere Krafte.

1. Die Verallgemeinerung der Poinsotbewegung. Nachdem
die natirliche Bewegung eines kraftefreien Kreisels als Poinsot-
bewegung erkannt ist, schreiten wir dazu, festzustellen, wie sich diese
Bewegung gegentiber dufleren Einwirkungen verhédlt. Solcher Ein-
wirkungen gibt es zwei Arten. Entweder es werden von auflen her
bestimmte Kréfte auf den Kreisel ausgeiibt, dann wird nach seiner
neuen Bewegungsform gefragt sein, oder aber der Kreisel wird in
vorgeschriebener Weise gefithrt, dann mochte man die Gegenwirkung
seiner Massentragheit kennen lernen. Zunichst haben wir es mit dem
ersten Falle zu tun.

Da wir nach wie vor von einer Bewegung des Stitzpunktes, der
immer noch im Schwerpunkt liegt, absehen wollen, so brauchen wir
nur von solchen Kiriften zu reden, die als Kriftepaare von be-
stimmtem Moment M vorgelegt sind. Dann aber liefert uns die
Grundgleichung aller Kreiselbewegungen Einl. (29), S. 14, ndmlich

do
(1) at M,
in jedem Augenblick die Anderungsgeschwindigkeit des Schwung-
vektors @, vorausgesetzt, dafi der zeitliche Verlauf des Momentvektors
schon bekannt ist. Unter denselben Umstinden kennen wir auch die

Anderung der Drehwucht in jedem Augenblick, namlich [vgl. § 1 (2),
S.18]:

aT
() a = oM,

sobald die Drehgeschwindigkeit @ gefunden ist. Stellen wir uns vor,
die stetige Einwirkung des Momentes M sei durch lauter unendlich
kleine Einzelstéfe ersetzt, so vollzieht der Kreisel in der unendlich
kleinen Zwischenzeit dt zwischen zwei aufeinanderfolgenden StéBen
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das Element einer Poinsotbewegung, die zu den augenblicklichen
Parametern @, T und o gehdrt. IDer nidchste Stoff veridndert die
Lage und Gréfle des Schwunges @ und die Grofle der Wucht 7' um
je einen unendlich kleinen Betrag Mdt? bzw. wMdt und damit auch
einerseits die Stellung der invariablen Ebene und ihre Entfernung
x = 2 T/® vom Schwerpunkt, andererseits die Grofie des Poinsot-
ellipsoids mit den Halbachsen ¥2 T/4 usw. Das neue Poinsotellipsoid
rollt dann auf der neuen invariablen Ebene weiter, bis nach einem
weiteren Zeitteilchen d¢ der nichste Stoff Mdt erfolgt, und so ent-
steht schliefflich das Gesamtbild einer Bewegung, die wir uns wieder
stetig vorzustellen haben, und die man als die Verallgemeinerung
der Poinsotbewegung ansprechen wird.

Die Bewegung des Kreisels ist damit wieder anschaulich ge-
schildert, wenigstens wird man sie sich Schritt fiir Schritt klar vor-
stellen koénnen. In Wirklichkeit ist nun freilich in der Regel das
Moment M nicht von vornherein gegeben, sondern seinerseits erst
durch die augenblickliche Lage des Kreisels bestimmt, insofern die
auBeren Kréifte meistens nicht an der im Kreisel wandernden Schwung-
achse, sondern an einer im Kreisel festen Stelle anzugreifen pflegen.
Es ist ersichtlich, daff dies die rechnerische Behandlung der Bewegung
sehr verwickelt gestalten mufl. Eine formelméfige Darstellung, die
den Ablauf der Bewegung beherrscht, ist bisher tberhaupt nur in
wenigen Fallen gelungen, deren wichtigste wir weiterhin erdrtern
wollen.

2. Antrieb um die Schwungachse. Verhdltnismaflig einfach
kann die verallgemeinerte Poinsotbewegung ermittelt werden, wenn
das #duBere Moment M um die Schwungachse wirkt. Dann &ndert
sich nach (1) nur die Lange des Schwunges @, seine Richtung im
Raum aber und ebenso die Stellung der invariablen Ebene bleiben
unverdndert. Wie nun der den Schwung erzeugende Anfangsstof3
eine Drehung des Kreisels um die Achse @ hervorgerufen hat, so
wird auch jeder unendlich kleine Drehstof Mdt, falls er um die
Schwungachse wirkt, eine unendlich kleine Drehung um dieselbe
Achse @ zur Folge haben; und daraus geht hervor, dafl das Moment M,
weil es in die Schwungachse fallen soll, immer nur eine Anderung
des Drehvektors @ in dessen eigener Richtung verursachen kann, ohne
also die Lage des (sich ahnlich vergréflernden oder verkleinernden)
Poinsotellipsoids gegentiber der Schwungachse zu verschieben. Mit-
hin 4ndert ein Moment M um die Schwungachse die natiir-
liche Poinsotbewegung ihrem rdumlichen Ablaufe nach
iberhaupt nicht.
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Ihr zeitlicher Verlauf ist durch den Abstand » der invariablen
Ebene vom Schwerpunkte bedingt. Wir wollen » ausrechnen, indem
wir auf die allgemein giiltige Formel §1 (12), S.23,

Odw = w0,

zuriickgreifen, die wir zundchst auf andere Gestalt bringen. Da % die
O-Komponente des Drehvektors @ darstellt, so ist nach der Bedeutung
der skalaren Produkte (vgl. Einl. S.8) einerseits @dw — Odx. Weil
ferner O sich nur in seiner eigenen Richtung &ndert, so hat d @ die-
selbe Richtung wie @ selbst, und daher ist andererseits wd @ = »d ©.
Hiernach kommt

Odx = »xd 6O
oder d0 _ dx
O x’
und diese Differentialgleichung bat das allgemeine Integral
3 O =ax

mit der Integrationskonstanten @; man tberzeugt sich davon leicht,
indem man die Gleichung (3) zuerst logarithmiert und dann diffe-
rentiiert. Da nun aber die Linge des Schwungvektors ® nach (1)
mit der Geschwindigkeit M wichst, so besagt die soeben gefundene
Formel, dal auch die invariable Ebene mit einer zu M pro-
portionalen Geschwindigkeit M/a sich in der Richtung der
Schwungachse verschiebt. Damit ist auch der zeitliche Ablauf
der verallgemeinerten Poinsotbewegung klargelegt, falls es noch ge-
lingt, iiber den Proportionalititsbeiwert a Aufschlufl zu gewinnen.
Um a zu berechnen, ziehen wir die Gleichungen §1 (4) und (6),
S. 19 und 20, zu, die wir in
@) 00 = Dw?
zusammenfassen kénnen. Um anzudeuten, dafi diese Gleichung fiir
den Bewegungsbeginn gelten soll, wollen wir w, und @, statt w und
© schreiben; D ist dann das Tragheitsmoment um die Achse @,,
mit welcher die Drehung beginnt und die den Winkel ¢, mit der
Schwungachse bilden mag. Mit %, = w, cos ¢, kommt statt (4)

D
#60 = cos? @,
oder D,
@0 = ,
cos2 g,
so dafl der Vergleich mit (3)
D
() “= Cos? ®o

ergibt. Legt man aber an das Trigheitsellipsoid in seiner Anfangs-
lage eine Bertihrungsebene senkrecht zur Schwungachse, also parallel
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zur invariablen Ebene, so hat der vom Schwerpunkt nach dem Be-
rithrungspunkt gezogene Fahrstrahl zufolge der Definition des Trég-
heitsellipsoids (§ 1, 2., S. 27) die Lange 1/{D, und folglich ist cos @,/{D
der Abstand der Beriithrungsebene vom Schwerpunkt. Somit ist der
Proportionalitdtsbeiwert a gleich dem reziprokenQuadrat des
Abstandes des Stitzpunktes von der raumfesten Berihrungs-
ebene, die senkrecht zur Schwungachse an das Trédgheits-
ellipsoid gelegt werden kann.

Die nunmehr vollstindig geschilderte Bewegung wird besonders
einfach im Falle des symmetrischen Kreisels. Wir hatten in § 4,
(5), S. 42, die wichtige Formel
(6) O = Bu
fiir einen solchen Kreisel gefunden und verbinden sie mit den schon
gewonnenen Ergebnissen zu der Erkenntnis: Wirkt das Moment M
um die Schwungachse (Prdzessionsachse) eines symmetri-
schen Kreisels, so bleibt der Erzeugungswinkel ¢ des Pra-
zessionskegels unverdndert, die Prézessionsgeschwindig-
keit w aber und die Eigendrehgeschwindigkeit » erleiden
die Beschleunigungen

du M
@ at = B’

dy MB— A N
® =B 4

Die Beziehung (7) flieBt aus (1) und (6), die Beziehung (8) aus (7)
und der Prizessionsbedingung §4 (6), S. 42.

Im bisherigen ist auch der Fall enthalten, dafl der Schwung in
einer Hauptachse liegt, dafl der Kreisel also um eine freie Achse
angetrieben wird, wie dies doch in der Regel zu geschehen pflegt.
Ist D jetzt das zugehérige Haupttragheitsmoment, so gehorcht die
Drehgeschwindigkeit @ wegen ® — Dw nach (1) der Gleichung

do

©) D'y =m,

die mit (7) gleichlautend ist und beispielsweise bei unverdnderlichem
Antrieb M eine gleichméafig beschleunigte Drehbewegung ausdriickt,
wie sie aus der elementaren Dynamik wohlbekannt ist.

Die dynamische Isotropie des Kugelkreisels (§4, 3.) zeigt sich
hier in ihrer ganzen Bedeutung, insofern jetzt jede Achse als freie
Achse zahlt. Man braucht beim Kugelkreisel lediglich die Wande-
rung des Endpunktes des Schwungvektors @ mit der Geschwindig-
keit M zu verfolgen (eine Aufgabe, die der Kinematik des Punktes
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zugehort). Die Drehachse fallt dann in jedem Augenblick in die so
gefundene Schwungachse, und die Winkelgeschwindigkeit ist bei
einem Tragheitsmoment A

W =

@

3. Stob auf eine freie Achse. Wir haben schon in § 3, 3.
sowie in §4, 2. darauf hingewiesen, daB die gr68te und kleinste Haupt-
achse eines unsymmetrischen sowie die Figurenachse eines symme-
trischen Kreisels als stabile Achsen gegeniiber schwachen Stéfilen auch
nur wenig ihre Lage verdndern. Wir wollen die Vorgénge bei einem
solchen Stofle naher verfolgen, Abb. 25.
indem wir annehmen, dafl aul die
Hauptachse im Abstande ¢ vom
Stiitzpunkt (Abb. 25) ein Schlag
von der Stofistirke (vgl. Einl. S.16)
¢ ausgefiihrt werde. Dadurch wird
dem Kreisel nach Einl. (20), S. 14,
ein zusidtzlicher Schwung [¢4] er-
teilt, der als Vektor auf der bis-
herigen Drehachse senkrecht steht
und zu dem schon vorhandenen, in
diese Achse fallenden Schwung @ geometrisch zu addieren ist. Der
StoB verlegt mithin die Schwungachse abseits von der alten Dreh-
achse in die neue Lage @', und von jetzt ab ist der Kreisel gezwungen,
um den Schwung @ eine Poinsotbewegung zu vollziehen. Ist er ins
besondere ein symmetrischer, so beschreibt also die Figurenachse
nach dem Stofle einen Prazessionskegel mit dem Erzeugungswinkel

— Led]]
(10) 9§ == arctg 9
der mit der Starke ¢ des Stofles wichst, und zwar beschreibt sie ihn
gerade mit dem Drehsinn, der dem Stofl entspricht (Abb. 25).

Entgegen der weit verbreiteten Meinung, daB die Figurenachse
dem Stofle senkrecht ausweiche, ist festzustellen, daf sie ihm zunichst
durchaus nachgibt, dann freilich alsbald im Sinne der eingeleiteten
Prazessionsbewegung umbiegt. Ihre Lage, die man namentlich bei
schwachen Stoflen, also engem Prizessionskegel, und bei ungenauer
Beobachtung mit der Schwungachse gleichzusetzen in Versuchung
kommt, erscheint allerdings im Mittel senkrecht gegen den Stofi ver-
schoben. Diese Erscheinung wird gelegentlich als unnatiirlich emp-
funden, offenbar lediglich deswegen, weil man gewohnt ist, den Stofl
als Kraft von bestimmter Richtung anzusehen, wihrend er doch,
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mit Einschlu der Gegenwirkung im Stitzpunkt, ein Kriftepaar
von bestimmtem Drehsinne darstellt. Beachtet man dies von vorn-
herein, so verschwindet auch fiir das Gefiihl sofort alles Ungereimte
an dem Vorgang: der Drehstof sucht dem Kreisel eine Zusatzdrehung
um die Stoflachse [¢4] zu erteilen, und der Kreisel verhilt sich
durchaus verniinftig, indem er seine Bewegung dem anzupassen strebt.

Noch deutlicher wird dies, wenn man gleichzeitig iiberlegt, dafl
der Offnungswinkel des Herpolhodiekegels immer kleiner ist als der-
jenige des Prazessionskegels (vgl Abb. 18 u. 19, S. 40). Da der Dreh-
vektor @ auf dem Herpolhodiekegel (in Abb. 25 durch die Schraffur
angedeutet) liegt, so ist die Drehachse aus ihrer urspriinglichen Lage im
Vektor @ in die neue Lage @ genau in dem Sinne ausgewichen, wie es der
zusitzlichen Drehung um die Achse des Stofles entspricht; L. Foucault
hat dafiir den geeigneten Ausdruck gefunden, indem er von einem Be-
streben des Kreisels spricht, seine Drehung in gleichstimmigen
Parallelismus mit dem Drehsinn des Stofles zu bringen.

Von praktischer Wichtigkeit ist namentlich noch die Erkenntnis,
daB nach (10) der Prizessionskegel bei gleich starken Stoflen [¢4] um
so-enger bleibt, je grofler der Betrag des urspriinglichen Schwunges @

Abb. 26. war, d. h. je rascher der Kreisel anfanglich
e’ ) um seine Figurenachse umlief (vgl. Abb. 26,
jﬁ——ez wo O, und O, zwei verschieden grofie
s é ﬁ l Schwiinge bedeuten, die durch denselben
) g, Drehstof nach O; und @; verlegt werden).
! Daher kommt es, daB die so stark wie
moéglich angetriebenen Kreisel, mit denen man es gewohnlich zu tun
hat, selbst auf ziemlich heftige St6Be, die den Kreisel im Ruhezustande
ganz erheblich auslenken wiirden, nur mit kleinen Erzitterungen
antworten, die eben jene geschilderten Priazessionsumldufe sind. Man
spricht dann von einer Art Steifigkeit der Figurenachse oder
auch, da sie ihre Lage gegen alle dufleren Stérungen in ungemein
viel entschiedenerer Weise behauptet als im Ruhezustande, von einer
Art Richtungssinn, und davon wird, wie wir sehen werden, bei
zahlreichen Anwendungen des Kreisels Gebrauch gemacht.

Es muf aber gleich hier betont werden, daf§ es sich dabei gegen-
iiber andauernden Stérungen nur um eine zeitlich begrenzte Eigen-
schaft handeln kann. Selbst verhiltnismaflig schwache Stéfle von
gleicher Beschaffenheit verlegen den Schwungvektor mit der Zeit so
weit, da weder er noch die um ihn umlaufende Figurenachse auch
nur angendhert die alte Richtung anzugeben vermdgen. Durch Steige-
rung des Schwunges wird der Zeitpunkt, bis zu dem eine merkliche
Richtungsinderung eingetreten ist, lediglich hinausgeschoben.
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4. Schneller Kreisel und pseudoregulidre Prizession. Wir
behalten die Annahme bei, dafl der Schwung des als symmetrisch
vorausgesetzten Kreisels groff gegeniiber den &ufleren Stérungen, der
Prizessionskegel aber sehr eng sei. Dies hat zur Bedingung, daf}
der Kreisel urspriinglich stark und sehr angendhert um seine Figuren-
achse angetrieben wurde, und zur Folge, dafl jedesmal eine grofle
Zahl von Prazessionsumldufen erfolgt ist, ehe die Richtungsinderung
der Schwungachse merklich geworden ist. Man spricht dann von
einem schnellen Kreisel. Solche Kreisel sind es, die in den An-
wendungen fast ausschliefllich vorkommen und an die man tiberhaupt
bei dem Worte Kreisel gemeinhin zuerst zu denken pflegt. Offenbar
muf}, damit der Kreisel als ein schneller anzusprechen ist, die Eigen-
drehgeschwindigkeit um so grofler sein, je gestreckter das Trigheits-
ellipsoid aussieht. Denn bei einem sehr langgestreckten Ellipsoid
weicht das Lot @ auf eine nicht genau im Endpunkt der Figurenachse
angelegte Tangentialebene (vgl. Abb. 20 u. 21, S. 41) schon erheblich
von der Figurenachse ab, so dafl der Prizessionskegel nicht mehr
eng ware.

Wir wollen uns vorstellen, da der stetige Zwang, der die Um-
lagerung der Schwungachse zur Folge hat, wieder in lauter kleine
Einzelstofle ¢d¢ zerlegt wiirde, wenn dies nicht schon von vornherein
der Fall war. Diese Einzelstofe sollen ihre Gréfie und Richtung nur
allmahlich &ndern. Geben wir von dem vorhin betrachteten Stofie
als erstem aus, so wird viel davon abhingen, ob der nichstfolgende
Stofl die Figurenachse gerade dann trifft, wenn sie auf ihrem Pri-
zessionsumlauf wieder durch ihre alte Lage @ (vgl. Abb. 25) hindurch-
geht, oder dann, wenn sie in den gegeniiberliegenden Fahrstrahl des
Prazessionskegels fallt. Im ersten Falle wird der zweite, dem ersten
annahernd gleiche Stof die Offnung des Prizessionskegels annihernd
verdoppeln, im zweiten Falle aber ziemlich auf Null zusammen-
schrumpfen lassen, insofern jetzt der Vektor @' plstzlich nahezu in
die augenblickliche Lage der Figurenachse hineingezogen wird. Un-
mittelbar nach dem zweiten Stofi ist also der Winkel der Figuren-
achse mit der Schwungachse @” im ersten Falle nahezu gleich 29,
im zweiten Falle nahezu gleich Null. Geschehen auch im weiteren
Verlauf die Stéfe — entsprechend dem ersten Falle — genau im
Takte des Prazessionsumlaufs, so erweitert sich der Priizessionskegel
mehr und mehr. Erfolgen die Sté8e aber — dem zweiten Falle ent-
sprechend — immer je nach einem halben Umlauf, so wird sich der
Kegel abwechselnd erweitern und zusammenzielien; und dhnlich, wenn
auch verwickelter, liegen die Verhaltnisse, wenn die StéBe nach je
einem Viertel- oder Achtelumlauf usw. eintreten. Und so wird man
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zugeben, dafl auch bei einem ganz stetigen Zwang die erweiternden
und die verengernden Elementarstéfie sich wenigstens im allgemeinen
so ausgleichen, dafl der Prazessionskegel im Mittel seine kleine Oft-
nung dauernd beibehdlt. Wir wollen kiinftighin nur von einem
solchen Zwang handeln, der diese Eigenschaft besitzt, also jedenfalls
nicht im Takte der natiirlichen Prézession des Kreisels pulsiert oder,
wie man auch sagen kénnte, nicht mit der Kreiselprizession in Re-
sonanz ist.

Unter dieser Voraussetzung bleiben die Schwungachse,
die Figurenachse und auch die Drehachse des schnellen
Kreisels dauernd ganz nahe beisammen, in vielen Féllen so
nahe, dafl man sie miteinander verwechseln darf, ohne einen erheb-
lichen Fehler zu begehen. Ein Stol, der in Wirklichkeit zumeist
auf die Figurenachse ausgeiibt wird, kann derart gerechnet werden,
als treffe er die Schwungachse; und so ist ersichtlich, dal man, um
die Bewegung des Kreisels in der ersten Anndherung zu er-
forschen, lediglich die Wanderung des Schwungvektors unter dem
Einflu von wohlbekannten Momenten zu verfolgen braucht.

Nach der Gleichung (2), S.55, wird der Energieinhalt des Kreisels
durch einen Zwang M, der auf der Drehachse senkrecht steht,
nicht gedndert. Das Moment M aber steht auf o senkrecht, wenn
die Kraft des Zwanges oder des Stoles an der Drehachse selbst
angreift, da dieses Moment nach Einl. S.11 senkrecht steht auf dem
Fahrstrahl vom Stiitzpunkt nach dem Angriffspunkt. Insofern wir
die Figurenachse mit der Drebachse verwechseln diirfen, finden wir
die merkwiirdige Tatsache, dafl Krafte, die an der Figurenachse
eines schnellen Kreisels angreifen, seine Drehwucht im all-
gemeinen nicht merklich zu &ndern vermdégen.

Damit muff aber die dem Energiezuwachs nach Einl. S.15 gleiche
Leistung der Kraft verschwinden, und da man nach Einl (22) die
Leistung erhilt, indem man die Kraft mit der Projektion der Ge-
schwindigkeit auf die Angriffslinie der Kraft multipliziert, so muf
diese Geschwindigkeit auf der Richtung der Zwangskraft senkrecht
stehen. Die Figurenachse eines schnellen Kreisels weicht
mithin dem Zwang in erster Anndherung senkrecht aus.

Das scheinbar Ungereimte, das dieser Erscheinung anhaftet, 16st
sich wieder durch die Bemerkung auf, daBl die Figurenachse bei
genauerem Zusehen wenigstens im allgemeinen dem Stofle durchaus,
wenn auch kaum merklich, nachgibt, und dafi die Umlagerung der
Schwungachse ganz verstindlich wird, sobald man statt der Zwangs-
kraft das Zwangsmoment als Urheber der Zusatzdrehung ansieht.
Uberhaupt wird man immer finden, dafi die mannigfachen Schwierig-
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keiten, auf die man durch einseitige Bevorzugung der Figurenachse
stoBt, sich alsbald in ungezwungener Weise beheben, wenn man den
Schwung als den fiir die Kreiselbewegung wichtigsten Begriff folge-
richtig voranstelit.

Von besonderer Bedeutung ist hier der Fall, dafi der Zwang, der
auf einen schnellen Kreisel einwirkt, in einer Kraft von festem Betrage
besteht, die immer am gleichen Punkte der Figurenachse angreift
und diesen nach einem raumfesten Punkte O hinzieht, den wir uns
etwa senkrecht unter dem Stiitzpunkt vorstellen mégen (Abb.27). Die
Bewegung des Kreisels 1afit sich hier
in erster Anndherung sehr einfach
beschreiben. Ist ¢ der Fahrstrahl vom
Stiitzpunkt S nach dem Angriffspunkt
der Kraft £ und machen wir keinen
Unterschied zwischen Figuren- und
Schwungachse, so besteht der Zwang
in einem Moment

M =|[ck]

von festem Betrag und senkrecht auf

der durch ¢ und k gelegten Ebene,

also auch senkrecht auf der jeweiligen

Lage des Vektors @ und zudem

wagerecht gerichtet. Das Moment M

andert demnach die Grofle des Vek-

tors @ nicht. Fallt man vom Endpunkte P des Schwungvektors auf
die Achse OS das Lot P@Q und legt durch P die zu OS senk-
rechte Ebene, so liegt der Vekior M in dieser Ebene und steht
auf dem Lot P@ senkrecht. Folgiich fiihrt er den Endpunkt P auf
einem Kreise mit dem Halbmesser P und also den Schwungvektor
selbst auf einem Kreiskegel mit gleichbleibender Geschwindigkeit um
die Achse OS herum. Da sich die Figurenachse von der Schwung-
achse nicht merklich entfernen soll, so hat die Bewegung eine grofe
Ahnlichkeit mit einer reguldren Prizession, von der sie sich aber
dynamisch scharf unterscheidet.

Bei genauerem Zusehen bewegt sich nimlich die Figurenachse
tiberhaupt nicht auf einem Kreiskegel um die Achse 0S8, sondern sie
umtanZt in raschen Prizessionsumldufen mit sehr engem Prizessions-
kegel die jeweilige Lage der Schwungachse; und auch diese wird
sich keineswegs genau auf einem Kreiskegel und gleichférmig um
die Achse O S drehen, da mit der schwankenden Figurenachse auch
der Fahrstrahl ¢ und folglich der Vektor M kleine, rasche Schwin-

Abb. 27.
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gungen macht. Man nennt diese Kreiselbewegung, die trotz ihres
einfachen Aussehens recht verwickelt sein kann, nach dem Vorschlage
von F. Klein und A. Sommerfeld eine pseudoreguldre Pri-
zession, sobald man andeuten will, dal die kleinen Erzitterungen
der Figurenachse in erster Anndherung unbeachtet bleiben sollen.
Man konnte diese Erzitterungen als Prdzessionen zweiter Ord-
nung bezeichnen und heifit sie gewohnlich mit einem der Astronomie
entlehnten Worte Nutationen; den Prizessionskegel zweiter Ordnung
nennt man dann Nutationskegel. Sein Erzeugungswinkel ¢ ist nach
unserer Voraussetzung sehr klein.

Erwigt man, dafl M die Geschwindigkeit, @ aber der Fahrstrahl
des Punktes P ist, so gehorcht die Winkelgeschwindigkeit g der
pseudoreguldren Prizession nach Einl (2), S.7, der Vektorgleichung

(11) M= [u0],
woflir wir nach Einl. (3) mit dem Winkel é zwischen der Prizessions-
achse 08¢ und der Schwungachse auch schreiben dirfen

M = u0Osin,
so daB die Prazessionsgeschwindigkeit
M
(12) = Bsiné

wird. Wir wollen die Nutationsgeschwindigkeit, d. h. die Winkel-
geschwindigkeit, mit der sich die Figurenachse um die Schwungachse
bewegt, mit u' bezeichnen und haben dann nach (6), S.58,

(13) u = B

Die Préazessionsgeschwindigkeit wichst also mit dem
Moment M und ist um so kleiner, je gréoBer der Schwung ge-
wihlt wird. Die Nutationsgeschwindigkeit ist vom &dufleren
Moment unabhingig und wéchst mit dem Schwung. Der
Quotient Orsin s

__u' __ G2sin
(4 "E LT MB
gibt offenbar die Anzahl der Nutationen an, die auf einen
Prizessionsumlauf entfallen. Diese Zahl wachst mit dem
Quadrat des Schwunges und ist um so kleiner, je stirker das
duflere Moment ist. Wir koénnen nachtriglich den Begriff des
schnellen Kreisels geradezu dahin verschirfen, daB »n eine grofie Zahl,
also @2 grof§ gegen M B/sind sein muf.

Da die Figurenachse um die gleichmafiig wandernde Schwung-
achse einen Kreiskegel beschreibt, so wird irgendeiner ihrer Punkte F,
sagen wir etwa in der Entfernung eins vom Stiitzpunkt, auf der um
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den Stutzpunkt gelegten Einheitskugel eine Kurve erzeugen, die man
als spharische Zykloide bezeichnen darf (Abb.28). Man kann sich
diese Kurve auch so entstanden denken, daB ein mit F fest ver-
bundener kleiner Kreis K vom sphérischen Halbmesser ¢ (dies ist der
‘Winkel, unter dem der Halbmesser vom Kugelmittelpunkt S aus
erscheint) auf einem wagerechten Kugelkreise K' vom Halbmesser
sind ohne Gleiten abrollt, wobei sein Mittelpunkt 4 natiirlich stets
auf der Schwungachse liegt. Der Bertihrungspunkt beider Kreise hat
die Winkelgeschwindigkeit u, bewegt sich also mit der Geschwindig-
keit usind auf dem Kreise K’ weiter. Andererseits rollt der sphé-
rische Mittelpunkt des Kreises K
mit der Geschwindigkeit gu', und
da die beiden Geschwindigkeiten
bei kleinem ¢ angendhert als
gleich zu gelten haben, so muf

w .
= ", sind
¢ u

Abb. 28.

sein, woflir man nach (14) auch
schreiben mag

MB
15 o= gy

Die spharische Zykloide ist
verschlungen, gespitzt oder ge-
streckt, je nachdem der spha-
rische Abstand 4 F, d. h. der Offnungswinkel 4 des Nutationskegels
grofler, gleich oder kleiner als der soeben ermittelte Halbmesser ¢ ist.

Man tberzeugt sich leicht davon, daB der Kreis K’ oberhalb der
Schwungachse liegt, wenn sich der Mittelpunkt O der anziehenden
Kraft & unterhalb des Stiitzpunktes S befindet. Demnach sind auch
die Schleifen oder Spitzen der spharischen Zykloide nach aufwirts
gerichtet, d. h. soweit als moglich in der entgegengesetzten Richtung
der Kraft, welche die pseudoregulidre Prazession erzeugt und unterhalt.

Wir wollen schliefllich, um den grundsétzlichen Unterschied
zwischen der reguliaren und der pseudoregularen Prazession noch
heller zu beleuchten, die Voraussetzung fallen lassen, -dafl der Kreisel
ein schneller sei. Dann kann der sphérische Halbmesser ¢ des rollen-
den Kreises auch groflere Werte annehmen, fiir welche unsere Formeln
allerdings nicht mehr gelten. Insbesondere ist es denkbar, dafi ¢
genau gleich ¢ wird, wonach der Kreis K’ auf einen Punkt zusammen-
geschrumpft ist, den oberen DurchstoBungspunkt der Prizessions-
achse OS durch die Kugel. Die sphirische Zykloide geht in einen

Grammel, Der Kreisel. 5
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wagerechten Kugelkreis {iber, der jedenfalls parallel ist zu demjenigen
Kreis, den der Durchstoflungspunkt 4 der Schwungachse beschreibt:
die Bewegung ist nunmehr eine regulire Prizession geworden, aber
eine ganz andere als es die natiirliche Bewegung des ungestorten
symmetrischen. Kreisels war. Die jetzige regulire Prazession ist ein
besonderer Fall der unendlichen Mannigfaltigkeit von Bewegungen
des einem Zwang unterworfenen symmetrischen Kreisels und erfordert
eine eigene Untersuchung, zu der wir alsbald schreiten.

§ 7. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn.

1. Die erzwungene regulire Prizession. Es liegt sehr nahe,
die Fragestellung umzukehren und nicht nach der Bewegung zu
suchen, die durch ein gegebenes &uBleres Moment M erzeugt wird,
sondern nach demjenigen Moment zu fragen, welches aufgewendet
werden mufl, um den Kreisel zu einer irgendwie vorgeschriebenen
Bewegung zu veranlassen, die von seiner natiirlichen Poinsotbewegung
abweicht. Der einfachste und
zugleich wichtigste Fall ist
offenbar der, daffi ein sym-
metrischer Kreisel zu einer
reguldren Prdzession der
vorhin erwdhnten Art ge-
zwungen wird.

Diese Bewegung setzt sich
zusammen aus einer gleich-
{6rmigen Drehung der Figuren-
achse mit der Prazessions-
geschwindigkeit g. um eine
raumfeste Achse und aus der
Eigendrehung » des Kreisels um die Figurenachse, wobei diese einen
Prazessionskegel mit dem Erzeugungswinkel d beschreibt (Abb. 29).
Die durch die Prizessionsachse und die Figurenachse, also durch die
beiden Vektoren g und » gelegte Ebene heifit auch hier die Prazessions-
ebene. In ihr liegt die Drehachse e als Resultante aus g und ». Der
Vektor @ wirft nach der Figurenachse und nach der darauf senkrechten
Aquatorebene des Kreisels die Drehkomponenten (vgl. § 4, S.42)

Abb. 29.

& — pcosd+ v,

n = wusind,
und die zugehdrigen Schwungkomponenten sind
(1) E = A(ucosd+ ),

2) H = Businé.
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Die hieraus gebildete Resultante @ stellt bereits den ganzen
Schwung dar, weil senkrecht zur Prézessionsebene keine Drehkompo-
nente { und also auch keine dritte Schwungkomponente Z = B{
vorhanden ist. Folglich liegen auch bei der erzwungenen
reguliren Prizession die Figurenachse, die Drehachse, die
Prizessionsachse und die Schwungachse in einer Ebene, der
Prazessionsebene; nur fallt jetzt die Schwungachse nicht mehr, wie
bei der kriltefreien reguldren Prizession, mit der Prézessionsachse
zusammen.

Um das zur Unterhaltung dieser Bewegung erforderliche duflere
Moment M zu berechnen, vergleichen wir unseren Kreisel mit einem
Kugelkreisel. Der Kugelkreisel mdge denselben Schwung @ besitzen,
und sein Tragheilsmoment sei gleich dem &quatorialen B des vor-
gelegten symmetrischen Kreisels. Wir nennen dann beide Kreisel
homolog. Das Trégheitsellipsoid des homologen Kugelkreisels ist
offensichtlich die groite bzw. kleinste ein- bzw. umbeschriebene Kugel
des Trégheitsellipsoids des anderen Kreisels, je nachdem dieser ein
gestreckter oder abgeplatleter ist.

Die Drehachse des homologen Kugelkieisels ist wegen dessen

dynamischer Isotropie die Schwungachse, und sein Drehvektor o’
gehorcht der Gleichung
(3) 0 = Bow'
Er 148t sich ebensogut wie beim symmetrischen Kreisel in zwei
Komponenten g’ und %' von derselben Richtung wie g und » zerlegen
(Abb. 29), aber irgendwelchef|kinematische Bedeutung kommt dieser
Zerlegung nicht zu. Da beide Kreisel unablassig denselben Schwung @
haben sollen, so ist auch bei.beiden dasselbe Moment M aufzuwenden,
um den Schwungvektor mit der Prazessionsgeschwindigkeit g umzu-
fihren. Fiir den Kugelkreisel kann dieses Moment leicht berechnet
werden; es ist ndmlich gleich der Geschwindigkeit, mit welcher der
Endpunkt des Schwungvektors um die Préizessionsachse gedreht wird,
oder nach (3) gleich der mit B multiplizierten Geschwindigkeit des
Endpunktes von @', die iibereinstimmt mit der Geschwindigkeit des
Endpunktes von #'. Dieser Punkt aber besitzt den Fahrstrahl ' und
die Winkelgeschwindigkeit g/, so daf nach Einl. (2), S.7, seine Ge-
schwindigkeit durch das vektorielle Prcdukt [g'+'] der Gréfle und
Richtung nach ausgedriickt wird. Hiernach ist

(4) M= Bluv)
Um diesen Ausdruck schlieflich noch auf den homologen symme-
trischen Kreisel umzuschreiben, haben wir nur noch g’ und + in u

und » auszudriicken.
B*
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Da die beiden homologen Kreisel in @ selbst ibereinstimmen,
so miissen sie auch dieselben Schwungkomponenten (+) und (2) be-
sitzen, d. h. es muf} fir sie gelten

A(ucosd+v) = B(u cosd+ '),
Busind = By'siné,
und daraus folgt zunédchst
(5) wo=p
(was wir beim Entwurf von Abb.29 noch nicht wissen konnten) und
dann
By = Ay 4 (4 — B)ucosé,
oder in Vektorform

(6) Bv’:v{AJr(A_B)‘—:cosa}.

Mithin wird nach (4) das gesuchte Moment fiir den symmetrischerr
Kreisel

(7) M:[I‘V]{A’F(A—B)gcosé}-

Seine Richtung ist senkrecht auf der Prézessionsebene, sein Dreh-
sinn stimmt {berein mit dem Sinne der Drehung, durch welche die
Priazessionsachse p auf kiirzestem Wege in die Figurenachse » ge-
bracht wurde, und sein Betrag ist nach Einl (3), S.7,

8) M = usind A + (A — B)ucosé},

hingt also von den Parametern u, » und ¢ der reguldren Prézession ab.

Stimmt im besonderen die vom Kreisel geforderte Bewegung mit
einer seiner natiirlichen reguliren Prizessionen iiberein, so bedarf es
eines Momentes M iiberhaupt nicht, und in der Tat geht mit M = 0
die Formel (8), abgesehen von dem sich heraushebenden Faktor usind,
in die Prazessionsbedingung § 4 (6), S.42, iiber, wenn man beriick-
sichtigt, daB nun & dieselbe Bedeutung hat wie dort der ‘Winkel 9.

Es ist zweckmiflig, auch hier den Begriff der Knotenachse
(§ 5, S.48) einzufithren und darunter den auf der Prézessionsachse u
und der Figurenachse » senkrecht stehenden, also in der Aquatorebene
des Kreisels liegenden Fahrstrahl zu verstehen, und zwar genauer
denjenigen, der zusammen mit dem wachsenden ‘Winkel 4 eine Rechts-
schraube darstellt. Das Moment M hat die Richtung der
Knotenachse, es sucht mithin den Erzeugungswinkel  der Prazession
zu vergroBern.

Das scheinbar Unnatiirliche besteht nun wieder darin, dafl der
Kreisel diesem Drang nicht einfach nachgibt, wie er es im Ruhe-
zustande tite, sondern senkrecht dazu ausweicht. In Wirklichkeit
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aber zeigt sich sein durchaus verniinftiges Verhalten in dem Bestreben,
seine Eigendrehung » in gleichstimmigen Parallelismus mit dem Mo-
ment M zu bringen, indem sich seine Figurenachse alsbald gegen
die Knotenachse zu neigen beginnt. Sie kommt ihr nur deswegen
nicht niher, weil sich das Moment M selbst inzwischen im gleichen
Sinne weitergedreht haben mu8.

Die ganze Erscheinung erinnert an die Dynamik eines auf einem
Kreise bewegten Massenpunktes. Eine solche Bewegung kann nur
unterhalten werden durch eine nach dem Kreismittelpunkt gerichtete
Kraft von ganz bestimmtem Betrag, den wir in Einl. (19), S.12, aus-
gerechnet haben zu mw?r, wo r der Halbmesser des Kreises ist.
Dieser Kraft scheint der Punkt senkrecht auszuweichen; in Wirklich-
keit aber fingt er, ihr folgend, alsbald an, aus seiner natiirlichen
geraden, also tangentialen Bahn heraus nach dem Mittelpunkte zu
fallen, dem er nur deswegen nicht ndher kommt, weil sich die Kraft
selbst inzwischen im gleichen Sinne weitergedreht haben muB.

Die Ahnlichkeit dieser erzwungenen Kreisbewegung mit der
erzwungenen reguliren Prizession geht aber noch viel weiter. Ebenso
wie die nach dem Kreismittelpunkt gerichtete sogenannte Zentripetal-
kraft immer auf dem tangentialen Geschwindigkeitsvektor senkrecht
steht und folglich nach Einl. (22) keine Leistung besitzt, so steht
auch der Vektor M unablassig auf der in der Prizessionsebene liegen-
den Drehachse @ senkrecbt und ist also nach Einl. (35), S.15, leistungs-
frei: Das Moment M unterhdlt die reguldre Prézession, ohne
den Energieinhalt des Kreisels zu 4ndern.

Ferner: die Zentripetalkraft mw?r reicht zwar hin, die Kreis-
bewegung zu unterhalten; sie ist aber keineswegs allein imstande,
diese Bewegung einzuleiten. Vielmehr mufl der zunichst ruhende
Massenpunkt zuerst einen tangentialen Stof von genau der Grofie
mwr (= mv) erhalten haben, um unter dem EinfluB der Zentripetal-
kraft mit seiner Kreisbewegung zu beginnen. Ebenso mufi auf den
zunichst um seine Figurenachse mit der Winkelgeschwindigkeit »
umlaufenden Kireisel zuerst ein solcher Drehstoffi ausgeiibt werden,
daf der anfinglich in die Figurenachse fallende Schwungvektor @,
= Awv in seine richtige Lage kommt. Der dazu erforderliche Dreh-
stof wirft nach (1) und (2) in die Figurenachse und auf den Aquator
die Komponenten Aucosd und Busind; er liegt in der Préazessions-
ebene, seine Achse steht mithin senkrecht auf dem Moment M, und
ebenso verhalten sich ja auch die Richtungen der Zentripetalkraft und
des Anfangsstofies beim Massenpunkt. Es miissen also in beiden Fallen
ganz bestimmte Vorbedingungen erfiillt sein, wenn die Zentralbewegung
eine Kreishewegung und die Kreiselbewegung eine regulire Prazession
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werden soll. Und wie nach Aufh6éren der Zentripetalkraft der Massen-
punkt keineswegs zur Ruhe kommt, sondern geradlinig weitereilt, so
bleibt auch die Figurenachse des Kreisels keineswegs stehen, wenn
das Moment M verschwindet, sondern vollzieht von da an eine natiir-
liche reguldre Prizession um die jetzt ruhende Schwungachse.

Nach dem Grundgesetz der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung duflert sich die Trigheit des Massenpunktes wihrend seiner
Bewegung in der Fliehkraft, die mit der Zentripetalkraft gleichen
Betrag, aber entgegengesetzte Richtung hat. Ebenso wird durch das
auflere Moment M im Kreisel ein genau entgegengesetztes K geweckt,
welches wir das Kreiselmoment heiflen wollen (auch andere Be-
zeichnungen sind dafiir im Gebrauch, so z. B. Deviationsmoment,
Kreiselwirkung, Gyralkraft). Dieses Moment ist es, welches man
als jene eigenttimliche Storrigkeit des Kreisels fiihlt, wenn man ihn
willktirlich bewegt. Dafl man diese Widerspenstigkeit beim Kreisel
als ungewohnt empfindet, im Gegensatz zu der Fliehkraft, die doch
aus derselben Quelle fliefit, das hat einen doppelten Grund: einerseits
sind unserem mechanischen Gefithl die verhédltnismafBig selten vor-
kommenden Kreiselwirkungen t{iberhaupt nicht so vertraut, wie die
an sich ebenso merkwiirdige Fliehkraft, die ja noch auf das Kind
einen sehr eigenartigen Reiz auszuiiben scheint; andererseits besitzen
wir physiologisch lediglich ein Gefiihl fiir die in Zug oder Druck
sich duBernden Krifte, keineswegs aber fir die axiale Natur der
Kraftepaare, in welchen der Kreisel seine Massentragheit duflert.

2. Das Kreiselmoment des symmetrischen Kreisels. In fast
allen Anwendungen des Kreisels spielt das Kreiselmoment K eine

ausschlaggebende Rolle, und somit ist die mit K = — M aus (7)
folgende Formel
9 K:[vy]{A—{—(A—B)‘:-COSd}

die praktisch wichtigste der ganzen Kreiseltheorie.

Was zunachst die Richtung dieses Moments betrifft, so hilt man
sich am besten an die Regel vom gleichstimmigen Parallelismus:
Wiahrend das Moment M die Figurenachse in seine eigene Richtung
zu ziehen strebt, so sucht das Gegenmoment K die Figuren-
achse mit der Prazessionsachse, d. h. die Achse der Eigen-
drehung v mit der Achse der erzwungenen Drehung u gleich-
stimmig zur Deckung zu bringen.

Unterwirft man also die Figurenachse zwangsmafiig der
Drehung u, ohne fiir ein ausgleichendes Moment M zu sorgen,
so gibt der um die Figurenachse umlaufende Kreisel dem
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Kreiselmoment K hemmungslos nach und stellt sich mehr oder
weniger rasch mit seiner Figurenachse in die Achse der
Zwangsdrehung g ein. Das Gegenstiick hierzu bildet wieder der
Massenpunkt, der mit der Winkelgeschwindigkeit w um einen festen
Punkt herumgefiihrt wird, ohne dafl fiir die zugehdrige Zentripetal-
kraft gesorgt wire (man stelle sich etwa vor, er liege in einer engen
Réhre, die um den festen Punkt gedreht werde); dann gibt der
Massenpunkt der Fliehkraft mw?s ohne Hemmung nach.

Das Kreiselmoment K setzt sich aus zwei Teilen zusammen.
Der erste

(10) K, — A[vu]
vom Betrage
(11) K, = Auwrsind

heifit das Kreiselmoment im engeren Sinne; der zweite
(12) K2=(A—B)[vy]%cosé

moge das Schleudermoment genannt werden und hat den Betrag
(13) K, = (A— B)u?sindcos d

und die gleiche oder entgegengesetzte Richtung wie der erste.

Der erste Bestandteil wachst gleichmaBig mit g und » und er-
reicht seinen Ho6chstwert
(14) K, = Auv,

wenn mit 6 = 90° die Prizessionsachse auf der Figurenachse senk-
recht steht. Der zweite, von der Eigendrehung » unabhingige Be-
standteil verschwindet dann gerade; er wird aber auch gleich Null, wenn
mit 4 = B der Kreisel ein Kugelkreisel ist. Hiernach ist K, das
fir den Kugelkreisel kennzeichnende Kreiselmoment, wogegen K, den
Zusatz fiir den symmetrischen (rotationsellipsoidischen) Kreisel be-
deutet. Man nennt darum (nach einem Vorschlage von F. Klein
und A. Sommerfeld) K; auch wohl den sphirischen, K, den
ellipsoidischen Teil des Kreiselmoments.

Der ellipsoidische Bestandteil verschwindet also dann und nur
dann, wenn die Prézessionsachse mit einer Hauptachse des Koérpers
zusammenfallt; er ist aber auch schon vorhanden, wenn die Eigen-
drehung » des Kreisels und damit auch K; noch Null ist, und stellt
dann -einfach das Moment der Fliehkrafte dar, welches den der
Drehung g unterworfenen Koérper um die Knotenachse umzukippen
sucht, und zwar im Falle des gestreckten Kreisels mit 4 <B in
solchem Sinne, daBl die Figurenachse quer zur Drehachse u gestellt
wiirde, im Falle des abgeplatteten Kreisels mit 4> B, dafl sie in die



72 Der Kreisel unter Zwang.

Drehachse p hereingezogen wiirde. Wir verzichten auf die ziemlich
einfache Herleitung dieses Moments unmittelbar aus den Fliehkriften
Einl. (19) der einzelnen Massenteilchen des Kreisels.

Ist der Kreisel insbesondere ein schneller, d. h. ist die Eigen-
drehung » rasch gegentiiber der Prazession u, so dafi man pu? als klein
gegen das Produkt u» ansehen darf, so ist der ellipsoidische Teil des
Kreiselmoments gegeniiber dem sphérischen nach (11) und (13) zu
vernachlissigen, und man hat einfach
(15) K= Afvp)

Diese Formel weist mit @ = Awv wieder auf die Beziehung
§ 6 (11), S. 64, zuriick, deren einfache dynamische Bedeutung schon

Abb. 30. frither erdrtert worden ist. In diesem Falle sind auch
» die zur Einleitung der regulidren Prizession nétigen
" M Drehstofle Aucosd und Busind vernachlassigbar klein
T / v gegeniiber dem Eigenschwung ©® — A». Fehlen sie,
* © wie dies die Regel ist, ganz, so ist statt der regularen
eine pseudoregulare Prézession zu erwarten (§ 6, 4.).
/ N Die eigenartige Verkoppelung der vier Achsen 0, u,
K und M kann dann kurz so ausgesprochen werden
(Abb. 30): Auf ein Moment M antwortet der sehnelle Kreisel
durch eine Drehung p; eine Drehung g weckt in ihm ein
Moment K.

3. Der Kurvenkreisel. Es may nitzlich sein, die erzwungene
regulire Prizession vom Standpunkt der verallgemeinerten Poinsot-
bewegung aus zu betrachten. Da der Energieinhalt, d. h. die Dreh-
wucht des Kreisels, unverandert bleibt, wie vorhin festgestellt worden
ist, so behalt das rotationsymmetrische
Poinsotellipsoid bei der ganzen Be-
wegung seine Grofle bei. Legt man
um die Prézessionsachse einen Kreis-
kegel, der das Poinsotellipsoid beriihrt,
und 14fit man dieses dann auf dem
Kegel gleichmaflig und ohne Gleiten
abrollen, so beschreibt der Kreisel
eine erzwungene regulire Prizession
(Abb. 31, wo wir, um den Vergleich
mit Abb. 20 zu erleichtern, die an sich wilikiirliche Richtung des
Prazessionsvektors p gegen Abb. 28 bis 30 umgekehrt haben). Die
Prazession geht in die krilftefreie iiber, wenn der Kegel in eine Ebene
ausartet. Da diese die frithere invariable Ebene ist, so wollen wir
den Kegel als invariablen Kegel bezeichnen. Indem man den

[N

Abb. 31.
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Erzeugungswinkel des invariablen Kegels dndert oder, was auf das-
selbe hinauslauft, die Lage seiner Spitze auf der Prizessionsachse
verschiebt, kann man offenbar alle Abb. 32.

moglichen reguldren Préizessionen

um diese Achse wiedergeben. Das

Kreiselmoment erscheint nun als

Moment der Druckkraft, die das im

Kreisel feste Poinsotellipsoid auf

den invariablen Kegel ausfibt.

Bezeichnet man auf dem Ellip-

soid und ebenso auf dem in-
variablen Kegel die Kreisbahnen,
welche der Berithrungspunkt, der
Pol, durchlauft, so erhilt man die Abb. 33.
Polhodie und Herpolhodie und
daraus den Polhodie- und den Her-
polhodiekegel, zwei Kreiskegel mit
den Spitzen im Stitzpunkt. Das
Kreiselmoment kann dann auch
angesehen werden als das Moment
der Druckkraft, die der Polhodie-
kegel auf den Herpolhodiekegel
oder die Polhodie auf die Her-
polhodiekurve ausiibt. Je nachdem
der Polhodiekegel K, neben dem
Herpolhodiekegel K, liegt(Abb.32)
oder ihn umschliefit (Abb. 33), ist
die reguldre Prizession als epi-
oder perizykloidisch anzusehen.
Aber auch der hypozykloidische
Fall, bei welchem der Polhodie-
kegel K, im Innern des Her-
polhodiekegels K, rollt (Abb. 34),
kann hier verwirklicht werden;
diese Bewegung ist als krafte-
freie regulare Prazession nach §4,
S. 41, nicht moglich.

Ein derartiges erzwungenes
Abrollen des Polhodiekegels auf
dem Herpolhodiekegel wird, wie wir spiter sehen werden, technisch
zur Erzielung grofler Pressungen verwendet und kann auch sehr schén
gezeigt werden an dem von G. Sire erfundenen sogenannten Kurven-

Abb. 34.
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kreisel oder perimetrischen Kreisel. Hierunter versteht man
einen Kreisel, dessen Figurenachse stofflich ausgestaltet ist, etwa als
enger Kreiskegel oder gelegentlich auch einfach als kreiszylindrische
Stange. Bringt man diese Figurenachse, wiahrend der Kreisel um sie
umlduft, in Bertthrung mit einer ebenfalls stofflichen Kurve, so beob-
achtet man, daf sie sofort an dieser Kurve abzurollen beginnt und
unter gewissen Umstinden nicht nur allen Windungen und selbst
Ecken der Kurve willig folgt, sondern sich sogar unerwartet heftig
gegen die Kurve anprefit. Dabei erhebt sich vor allem die Frage,
welche Bedingungen die Kurve erfiillen muf}, damit die Figurenachse
sie nicht freiwillig verlafit.

Verbindet man die Kurve mit dem Stiitzpunkte des Kreisels durch
lauter Fahrstrahlen, so entsteht ein Herpolhodiekegel allgemeinster
Art, und auf diesem rollt die als Polhodiekegel angesehene Figuren-
achse ab. Nehmen wir an, die beiden Kegel seien vollkommen rauh,
so dafl kein Gleiten statthaben kann, so missen wir lediglich unter-
suchen, unter welchen Umstéinden die Pressung zwischen den beiden
Kegeln positiv bleibt. Solange dies der Fall ist, rollt die Figuren-
achse ordnungsgemif auf der Kurve ab.

Besonders einfach liegen die Verhaltnisse, wenn der Herpolhodie-
kegel ein Kreiskegel, die Kurve also ein (ebener oder riumlicher) Kreis-
kegelschnitt ist. Das Abrollen kann dann entweder epi- oder hypo-
zykloidisch sein, wogegen die perizykloidische Bewegung hier offenbar
nicht moglich ist, solange man sich die Figurenachse als massiv vorstellt.
Das Kreiselmoment K war positiv gezahlt in der entgegengesetzten
Richtung der Knotenachse, also entgegen dem positiven Drehsinn des
Winkels § zwischen der u- und »-Achse. Infolgedessen mufl sowohl im
epi- wie im hypozykloidischen Falle K positiv sein, damit die Pressung
positiv bleibt, d. h. es muB8 nach (9) — vgl. auch (11) und (13) —
(16) K= usiné{4dv+4 (A — B)ucosdy>0
werden.

Nun haben in dem aus g und ¥ gebildeten Parallelogramm die
Endpunkte von g und ¥ dieselbe Entfernung von der Diagonalen w;
hiernach ist mit den Erzeugungswinkeln a und § des Polhodie- und
Herpolhodiekegels (Abb.32 bis 34, S.73)

(17) usin f = »sina,

eine Gleichung, die lediglich ausdriickt, dal das Abrollen ohne Gleiten
geschehen soll. Ersetzen wir in (16) vermittelst (17) @ durch », so
kommt als Bedingung

(18) = ‘?E]S_%l%?a{Asinﬂ-}—(A—B) sin & cos 8} > 0.
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Da o, p und 6 jedenfalls zwischen 0° und 180° liegen, so ist der vor
der geschweiften Klammer stehende Ausdruck stets positiv, und die
Bedingung lautet kiirzer

(19) Asinf + (A — B)sinacosd>0.
Im hypozykloidischen Falle zundchst ist (Abb. 34)

f = 180— (0 —a)
und somit statt (19)

Asindcosa— Bsinacosd > 0.

Diese Ungleichung aber ist von [selbst -erfiillt, da ¢ ein stumplfer,
a aber natiirlich ein spitzer Winkel ist und also sindcosa positiv,
sinacosd aber negativ wird.
Im epizykloidischen Falle dagegen ist (Abb. 32)
s=a+p
und so kommt statt (19), wenn wir é durch a und 8 ersetzen und

mit den positiven Grofen cos?a und cosd (4 ist jetzt ein spitzer
Winkel) dividieren,

gﬂ{COSQ (A—B)tg20}+(A—B)tga>0

oder wegen 1 4 tg2a = 1/cos?a

(B—A)tga
(20) St
eine Bedingung, die fiir B < 4 von selbst erfiillt ist, weil dann die
rechte Seite negativ, die linke aber positiv bleibt. Die Ungleichung (20)
kann also nur von einem gestreckten Kreisel verletzt werden.

Ist eine ganz beliebige Kurve, also ein allgemeiner Herpolhodie-
kegel vorgelegt, auf dem die Figurenachse abrollen kann, so ersetzen
wir diesen an jeder Stelle durch einen oskulierenden Kreiskegel, der
daselbst die gleiche Kriimmung hat wie der allgemeine Herpolhodie-
kegel. Alsdann liegt der epi- oder der hypozykloidische Fall vor,
je nachdem die Figurenachse auf der konvexen oder konkaven Seite
des Herpolhodiekegels abrollt, und wir kénnen das Ergebnis unserer
Uberlegungen so aussprechen: Der Kurvenkreisel verlaft (Ealls
er nicht gleitet) seine Fiithrung auf der konkaven Seite nie,
auf der konvexen Seite nur dann, wenn er ein gestreckter
und die Bedingung (20) fiir den Erzeugungswinkel des Osku-
lationskegels nicht erfdllt ist.

Die GroBe der Pressung folgt aus (18), sobald die Eigendreh-
geschwindigkeit » bekannt ist. Diese ist bei einer Kreiskegelherpolhodie
unverdnderlich. Bei allgemein gestaltetem Herpolhodiekegel hingegen
l6sen sich fortwihrend Prizessionen mit verschiedenen Parametern 8
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und u ab, insofern wir uns den Kegel durch seine oskulierenden
Kreiskegel ersetzt denken diirfen. Jede dieser Prizessionen geht in
die folgende nur dann {iber, wenn dem Kreisel ein unendlich kleiner
Drehstof erteilt wird, dessen Vektor in der jeweiligen Prizessions-
ebene liegt und nach S. 69 die Komponenten Ad (u cosé) und Bd (usin d)
in die Figurenachse und in die Aquatorebene des Kreisels wirft. Dieser
DrehstoB mufl natiirlich von der Kurve bzw. dem Herpolhodiekegel
in Form einer Tangentialkraft ausgeiibt werden, die gleichzeitig be-
schleunigend oder verzogernd auf die Eigendrehgeschwindigkeit »
des Kreisels wirkt. Wir wollen dies nicht niher verfolgen und nur
noch feststellen, dal, wenn die Kurve geschlossen ist, der Kreisel
nach einem ganzen Umlauf, falls er dabei nicht von der Fiihrung
abspringt, jedenfalls wieder mit derselben Eigendrehgeschwindigkeit
an der alten Stelle eintrifft, soweit nicht Reibungskrifte einen Teil
seines Energiegehaltes aufgezehrt haben.

4. Das Kreiselmoment des unsymmetrischen Kreisels. Es ist
nicht schwierig, das Moment M auszurechnen, welches nétig ist,
um einen im Schwerpunkt gestiitzten, unsymmetrischen Kreisel
zu einer vorgeschriebenen erzwungenen Bewegung zu veranlassen,
die von seiner natiirlichen Poinsotbewegung abweicht. Um das
Moment M und das ihm entgegengesetzte Kreiselmoment K — — M
aufzufinden, greifen wir am besten auf die EKulersche Gleichung
§5 (1), S.44,

de

dt
zuriick und schreiben ihre drei Komponentengleichungen fiir das im
Kreisel feste zyez-System an [vgl. § 5, (2)]

—l—[w@]:M:———K

_ dé
K., = (B— C)WC—A‘(’E,
(21) K, — (()——A)(E—Bili?,

dg

K. = (4—B)n—C5

Wir wollen diese Komponenten K, K, und K, im Hinblick auf
die wichtigsten Anwendungen nur fir den Fall ermitteln, da der
Kreisel gezwungen werde, um eine seiner Hauptachsen, etwa die
A-Achse, die wir dann seine Figurenachse heiflen mogen, mit un-
verinderter Winkelgeschwindigkeit » umzulaufen, wihrend diese Achse
gleichzeitig eine reguldre Prdzession um eine raumfeste Achse
mit der Winkelgeschwindigkeit p vollzieht.
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Um den Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen Kompo-
nenten &, %, { von e in den drei Koordinatenachsen und den ,natiir-
lichen“ Komponenten ¢ und » von e in der Prizessions- und Figuren-
achse festzustellen, fithren wir wieder die FEulerschen Winkel ein
(Abb. 35), und zwar soll é wie bisher definiert sein und ¢ den Drehwinkel
der y-Achse gegen die Knoten-
achse bedeuten; die letztere steht
auf @ und ¥ senkrecht und
bildet mit dem Drehsinn 4 eine
Rechtsschraube. Da nun e in
die Figurenachse und auf die
erste Hauptebene (die Aquator-
ebene E in Abb. 35) die Kom-
ponenten wcosd 4 » und psind
wirft, die wir schon wiederholt
benutzt haben, so ist

]E = pcosd + v,

(22) 7 = psindsin g,
l{ = wsin d cos .

Abb. 35.

Wir differentiieren diese Glei-

chungen nach.der Zeit, indem

wir beachten, daB &, 4, v unverinderlich sind, und dafi die Dreh-
geschwindigkeit d@/dt gleichbedeutend mit » ist; so kommt

¢
T =
dn .
(23) Var = MY sin d cos ¢,
af _
at
Sodann setzen wir die gefundenen Werte aus (22) und (23) in (21)
ein und finden

O

— uwvsin d sin ¢.

K, = (B — C)u?sin2sin g cos ¢,
(24) {K, = (C—A)p2sindcosdcosp — (4 + B— C)ursindcose,
K, = (A— B)u?sindcosdsingp + (4 + C — B)uwvsin dsin .

Nun projizieren wir, um iibersichtlichere Ausdriicke zu bekommen,
die Komponenten K, und K, aus der y- und z-Achse in die Knoten-
achse und erhalten so die in die Knotenachse Tallende Komponente K’
von K, nimlich

(25) K' = K, cos ¢ — K, sin ¢,
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Ii der Aquatorebene gibt es eine Achse, die das Azimut ¢ = 90°
gegen die Knotenachse besitzt; wir wollen sie die Querachse nennen.
Projizieren wir K, und K, auch auf diese, so kommt die in die Quer-
achse fallende Komponente K” von K, namlich

(26) K" = K;sin ¢ + K, cos .

Ebenso wie wir den Vektor K aus K., K, und K, zusammensetzen
konnten, so dirfen wir ihn auch aus den rechtwinkligen ,natiirlichen*
Komponenten K,, K’ und K" aufbauen, fiir die wir nach (24) bis (26)
erhalten

K, = (B —|C)u?sin?é.sin 2 g,

K = — Apsind(ucosd+v»)—(B— C)ursind.cos2 ¢
+ p?sindcos 6(Bsin? g + Ccos? ),
K = —;(B— C)usind(ucosd+ 2»).sin 2 ¢.

Wir formen das letzte Glied von K' vermitielst der trigonometrischen
Formeln

sin? ¢ = §(1— cos 2 ¢),
cos?ep = (1 4 cos 2 @)
um und finden
K = —ysiné{Av +< ——-%—Q)ycos 6}

— 1B —C)usind(ucosd+ 27).cos 2 ¢.
Und nun ist es naheliegend, die folgenden Abkiirzungen einzufiihren,
die sich bei der ganzen Bewegung nicht dndern:

M
K, = Msina{Av+<A—B+ C)ycosé},

2
(27) K, = ! (B— C)usind(ucosd + 29)
K, = (B — C)u?sin2é.
Die natiirlichen Komponenten des Kreiselmomentes lassen sich jetzt
in der tbersichtlichen ‘Form schreiben

(28) K' = — K, — K, cos2 g,
(29) K" = — K,sin 2 ¢,
(30) K, = K;sin2 ¢.

Wir stellen schnell fest, daBl fiir den symmetrischen Kreisel
mit B = C die Ausdriicke K, und K, verschwinden, wihrend K, auf
den Ausdruck (8), S. 68, zurtickkommt.

Ist jedoch B von C verschieden, so treten zu dem unveridnder-
lichen Kreiselmoment K;, das in die negative Knotenachse fallt und
sich auch im Ausdruck nur wenig von dem Kreiselmoment des sym-
metrischen Falles unterscheidet, noch andere, zeitlich veranderliche
Teile hinzu, die sich am einfachsten {olgendermafilen veranschaulichen
Jassen.
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Man drehe die Aquatorebene im entgegengesetzten Sinne von &
um die Knotenachse um einen Winkel , der durch

K

(31) gy = g =clgdt+ o 51116
bestimmt ist. Die gedrehte Ebene FE, he1ﬁe die Zwischenebene
(Abb.35). Sodann trage man vom Stiitzpunkt aus in der Knotenachse
den Ausdruck — K, als Vektor auf, also mit der Richtung der nega-
tiven Knotenachse, wenn der Betrag von K, positiv ist, sonst um-
gekehrt. Ebenso lege man an den Endpunkt B dieses Vektors den
Ausdruck — K, in derselben Weise auf der Knotenachse als Vektor
hin und beschreibe um R mit dem Halbmesser K, einen Kreis in
der Aquatorebene. Mit dem Augenblicke, da die y-Achse durch die
positive Knotenachse geht, beginnend, lasse man den Vektor — K,
sich als Fahrstrahl des Kreises mit der Winkelgeschwindigkeit 2 »
drehen, so dafl sein Azimut gegen die negative Knotenachse 2 ¢ wird,
wenn ¢ das Azimut der y-Achse geworden ist. Der Fahrstrahl wirft
dann nach der Knotenachse die Projektion — K,cos2 ¢, nach der
Querachse die Projektion — K,sin2 ¢, so dafi der vom Stiitzpunkte
nach dem Endpunkte 7 des Fahrstrahls gezogene Vektor in der Knoten-
achse nach (28) die Komponente K’, in der Querachse nach (29) die
Komponente K" besitzt. Man errichte schliefilich im"Punkte I' das Lot
auf der Aquatorebene und bringe dieses mit der Zwischenebene zum
Schnitt in P, so ist die in der Richtung der Figurenachse positiv ge-
rechnete Lange des Lotes gleich K,sin2¢.tgy oder nach (31) gleich
K, sin 2 @, also gerade gleich der Komponente K, von K. Der Punkt P
beschreibt in der Zwischenebene eine Ellipse, deren in der Knotenachse
liegende Halbachse gletch K, ist, wiahrend ihre andere Halbachse die
Linge YKZ+ K¢ besitzt. Nunmehr stellt der in der Zwischen-
ebene vom Stiitzpunkt nach dem Ellipsenpunkt P gezogene
Vektor derGréfie und Richtung nach dasKreiselmoment K vor.

Das Kreiselmoment pulsiert demnach mit der doppelten
Frequenz der Eigendrehung des Kreisels. Da die Zwischen-
ebene sich mit der Knotenachse gleichmafig dreht, so beschreibt der
Endpunkt P des Vektors K eine Spirale, die auf einem elliptischen
‘Wulst schrig aufgewickelt ist. Jedesmal, wenn eine der Hauptachsen
durch die Knotenachse geht, also nach jeder Vierteldrehung des Kreisels,
fallt auch K in die Knotenachse.

Beim schnellen Kreisel dirfen wir u gegen » vernachldssigen
und also statt (27) angendhert setzen
K, = Apwvsiné,
+ Ky = (B—C)pvsind,
lK3 = 0,

(32)
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womit nach (31) auch y = 0 wird: die Zwischenebene deckt sich
jetzt mit der Aquatorebene nahezu, und K besitzt in der Figuren-
achse keine merkliche pulsierende Komponente mehr.

Eine solche Komponente K, ist im allgemeinen Falle vorhanden.
Unsere Voraussetzung, dafl die Eigendrehgeschwindigkeit des Kreisels
unverdnderlich sein soll, kann mithin nur dann erfillt werden, wenn
in der Figurenachse ein zu K, entgegengesetzt gleich pulsierendes
Antriebsmoment M, vorhanden ist. Andernfalls unterliegt die Eigen-
drehgeschwindigkeit » Schwankungen, die sich ohne weiteres berechnen

lassen. Wir brauchen lediglich M, = — K, — 0 zu setzen. Dann
liefert die erste Gleichung (21)

dé 1) C
(33) qt nt = o.

Nehmen wir nach wie vor die Prazess1onsgeschwindigkeit p als un-
veranderlich an, so wird nach (22)
d dv __d2p

dt — dt — d2’
und man hat statt (33) mit Berucksichtigung von (22)
(34) E_+ ! OABmsin?d.sinz(p:O.

Wir vergleichen diese Differentialgleichung fiir ¢ mit der Schwingungs-
gleichung eines mathematischen Pendels von der Lange I; diese lautet
[vgl. §2 (18), S. 30]

2 '
(35) (flt?; + g sing' = 0.
Wir diirfen ohne jede Beschrinkung C> B voraussetzen und bringen
dann die Gleichungen (34) und (35) zur Deckung durch die Vorschrift, daf

g4
(30) t= (C— B)u2sinz$’
(37) ¢ =29,
) de' _ _de !
(38) qf =2 gf =

sein soll. Daraus ziehen wir den Schluf:

Der unsymmetrische Kreisel schwingt um die antrieb-
freie Figurenachse bei einer erzwungenen reguldren Pré-
zession wie ein mathematisches Pendel von der Linge I (36),
jedoch immer mit halb so groflem Ausschlag und halb so
grofler Geschwindigkeit, aber mit gleicher Schwingungsdauer.
Die Geschwindigkeit ist allemal dann ein Hochstwert, wenn das Pendel
durch die Nullage ¢’ = 0 geht; in diesem Augenblicke fallt die
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B-Achse in die Knotenachse. Die Eigendrehgeschwindigkeit des
Kreisels ist also immer dann ein Hochstwert, wenn die groflere
der d4quatorialen Hauptachsen durch die Knotenachse geht.

Weil die Nullage eine stabile Ruhelage, die Hochstlage eine labile
Ruhelage des Pendels darstellt, so folgern wir weiter: die gréflere
der Aquatorialen Hauptachsen ist in der Knotenlinie stabil,
in der Querachse labil

Hat der Kreisel einen geniigend starken Anfangsstof um die
Figurenachse bekommen, so gehen die Schwingungen in ganze Dre-
hungen {iber entsprechend dem Falle des sich iiberschlagenden Pendels.
Die Geschwindigkeit » ist auch jetzt immer dann ein Hochstwert,
wenn die grofere Hauptachse durch die Knotenlinie geht, ein Mindest-
wert aber, wenn dies die kleinere Hauptachse tut.

SchlieBlich verdient noch der Fall erwidhnt zu werden, dafl der
Kreisel gezwungen wird, um eine in ihm feste Achse umzulaufen.
Dann ist die Eigendrehung » gleich Null, und somit kommt statt (27)

[ K, = ( — Bi;g) @2 sin d cos 4,

| Ky = (B — C)usind cos d,
| K, = 1(B— C)p2sin2s.

Jetzt pulsiert das Kreiselmoment K nicht mehr, sondern lauft
gleichmafig in der Zwischenebene um die Prézessionsachse, und die
Zwischenebene steht nach (31) auf der Prézessionsachse senkrecht.

Ftr den symmetrischen Kreisel (B = C) verschwinden K, und K,
und die dann allein tbrigbleibende Komponente K = — K, in der
Knotenlinie stimmt der GréBle und dem Vorzeichen nach mit dem
Schleudermoment des symmetrischen Kreisels [vgl. (12) und (13), S.71]
iiberein. Infolgedessen wollen wir die Ausdriicke (39) auch hier die
Komponenten des Schleudermomentes heiflen, das sich aus ihnen
nach Mafigabe der Gleichungen (28) bis (30) zusammensetzt. Dieses
Schleudermoment ist auch hier nichts anderes als das Moment der
Fliehkrafte, und wir wollen zeigen, dafi diese das Bestreben
haben, die Achse des grofiten Trigheitsmomentes, also die
kleinste Hauptachse in die Drehachse hineinzuziehen.

Wiahlen wir namlich diese Achse zur Figurenachse, setzen also
(40) A>B>C
voraus, so wird auch
A>§—_;-Q und desgleichen A —

(39)

B4+C_B—C
2~ 3

und folglich ist
41) K >K,>o0,

Grammel, Der Kreisel. 6
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da wir doch 8 auf einen spitzen Winkel beschrinken dirfen. Die
einzige Komponente des Schleudermomentes, die den Winkel é zwischen
der Drehachse und der kleinsten Hauptachse zu verdndern strebt, ist
die in der Knotenlinie liegende K' (28). Zufolge (41) hat sie immer
einen negativen Betrag und liegt folglich in der negativen Knoten-
achse, sucht also den Winkel é zu verkleinern und die Figurenachse
tatsichlich in die Drehachse hineinzuziehen.

Beildufig stellen wir fest, dafl das Schleudermoment nach (39)
verschwindet, wenn 6 = O ist, d. h. wenn die erzwungene Drehung
um die Figurenachse geschieht. Weil jede der drei Hauptachsen
zur Figurenachse erwihlt werden kann, so sind diese nachtriglich
noch einmal als schleuderkraftfreie, d.h. permanente Drehachsen er-

wiesen.

§ 8. Der EinfluB der Reibung.

1. Die Lagerreibung. Der kriftefreie Kreisel, wie wir ihn im
ersten Abschnitt untersucht haben, ist eine Begrilfsbildung, die sich
niemals streng verwirklichen 148t, und zwar auch dann noch nicht,
wenn es schon gelungen ist, den Schwerpunkt merklich genau in den
Stiitzpunkt zu legen. Weder kann die durch Lager irgendwelcher
Art vermittelte stoffliche Verbindung des Kreisels mit seiner Umgebung
vollkommen reibungsfrei gestaltet werden, noch vermag man es ganz
zu verhindern, dafl der Kreisel bei seiner Bewegung die benachbarten
Luftteilchen mit sich reifit. Es ist durchaus notig, die Riickwirkung
dieser beiden stérenden Einfliisse auf die Bewegung kennen zu lernen,
ehe man die bisherigen Ergebnisse mit dem tatsichlichen Verhalten
des Kreisels vergleicht. Wir werden ndmlich finden, daff selbst ganz
schwache Widerstinde unter Umstinden das Aussehen der Bewegung
im Laufe der Zeit erheblich verindern konnen.

Zunichst haben wir es mit der Lagerreibung allein zu tun. Bei
unserer noch ziemlich dirftigen Kenntnis der Reibungsgesetze und
deren starker Abhingigkeit von zufilligen kleinen Mangeln des Lagers
verzichten wir von vornherein darauf, den Einflufl dieses Widerstandes
streng formelmaBig darzustellen, und werden unsere Aufgabe als gelost
betrachten, sobald es uns gelingt, die Art dieses Einflusses richtig zu
beschreiben. Dadurch ist fiir die Erkenntnis mehr gewonnen, als
durch eine Formel, die uniibersichtlich verwickelt lauten mufite und
zudem Beiwerte enthalten wiirde, die von der Formgebung des Lagers
abhingig und uns ihrer Grofie nach doch nicht mit Sicherheit bekannt
wiren. Auferdem wollen wir uns auf den symmetrischen Kreisel

beschranken.
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Solche Kreisel sind haufig in einem sogenannten cardanischen
Gehange gelagert (Abb. 36). Die Figurenachse wird von einem
inneren Ringe als Durchmesser getragen. Der innere Ring kann sich
um den dazu senkrechten Durchmesser, also um die Knotenachse im
aufleren Ringe drehen, und dieser wiederum gegen die feste Umgebung
um einen zur Knotenachse senkrechten Durchmesser, also um die
Prazessionsachse. Die Reibung in den Lagern der Figurenachse wird
die Eigendrehgeschwindigkeit ¥ allmédhlich vermindern, die Reibung

in den Lagern der Prazessionsachse Abb. 36.
ebenso die Prazessionsgeschwindig- Au
keit w, wogegen bei der reguldren ! Av

Prazession eine Anderung des Win-
kels ¢ zwischen g und », also eine
Reibung in den Lagern der Knoten-
achse gar nicht vorkommt. Nun
besteht aber zwischen den Para-
metern p, » und 4 die Beziehung
§4 (6), S. 42, wonach sich von selbst
der Winkel ¢ allemal dann dndern
muf}, wenn die Verminderungen der j
Geschwindigkeiten p und » nicht
unter sich proportional bleiben.
Doch ist klar, dafl bei gut gebauten Lagern die Abnahme dieser
in der Regel nicht gerade sehr kleinen Geschwindigkeiten iiber-
haupt nur langsam erfolgt, und da infolgedessen auch die Dreh-
geschwindigkeit d #/d¢ um die Knotenachse, wenn sie nicht Null ist,
sicherlich nur sehr kleine Betrige annehmen kaon, die wir gegen-
uber ¢ und » ohne weiteres vernachldssigen diirfen. Dann aber spielt
auch die in die Knotenachse fallende Komponente Bd&/dt des
Schwunges gegentiber den in der Figurenachse und Querachse liegenden
Komponenten A4 (ucos® +») und Busin 4 [vgl § 4 (3), (4), S.42]
keine Rolle; und dies besagt, dafl wahrend der ganzen Bewegung
weder die Drehachse @ noch der Schwungvektor @ aus der Pri-
zessionsebene merklich heraustreten, falls die Reibung gering ist.
Dies wollen wir voraussetzen.

Unsere Uberlegung wird darauf hinauskommen, die Anderungs-
geschwindigkeit des Schwungvektors unter dem Einflul der in den
Lagern geweckten Reibungsmomente zu verfolgen. Beurteilen wir
diese Anderungsgeschwindigkeit vom Kreisel aus, so missen wir ihr
noch die Geriistgeschwindigkeit [ @] [Einl. (5), S.8] hinzufiigen.
Da @ und @ ziemlich genau in der Prizessionsebene liegen, so tritt
der Vektor [w @] aus der darauf senkrechten Knotenlinie nur ganz

6*
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wenig heraus; er wirft also keine merkliche Komponente in die
Figurenachse und in die Querachse, so daff die zeitlichen Ableitungen
der vorhin angeschriebenen Komponenten schon die Komponenten
der Anderungsgeschwindigkeit des Schwungvektors darstellen. Wir
haben sie also einfach den entsprechenden Komponenten des R eibungs-
momentes gleichzusetzen.

Das Reibungsmoment fiigt sich zusammen aus einem von den
Lagern der Prézessionsachse herriihrenden Bestandteil P, der jedenfalls
die umgekehrte Richtung von g hat, ebenso aus einem zweiten P’
von den Lagern der Figurenachse mit der Richtung von —» und
endlich einem dritten P”, welcher in der Knotenlinie liegt und der
Drehung d&/dt entgegenwirkt. Diese Einzelmomente werfen in die
Figurenachse und in die Querachse die Komponenten — Pcos & — P’
und — Psin$, und demnach gelten die Gleichungen

(1) Adit(ycosﬂ—l—v) = — Pcos 9 — P,
(2) Bad—t(y sin9) = — Psin 9.

Die erste Gleichung kann man, da sie doch fiir jeden Winkel 9 giiltig
sein muf}, in die zwei Gleichungen zerspalten

3) A%(,ucos{}) = — Pcos 9,
dv ,
(4) Am,_—«P.

Man pflegt, in ziemlicher Ubereinstimmung mit der Erfahrung,
die Reibungsmomente in Lagern, die nicht besondere Schmiervor-
richtungen besitzen, als unabhingig von der Geschwindigkeit an-
zusetzen, so dafl P, P’ und P” als unverdnderlich gelten diirfen.
Dann zeigt zunichst die Gleichung (4), daB die Eigendrehgeschwindig-
keit » gleichmifBig abnimmt, und zwar mit der Verzégerung P'/4.

Ferner liefern (2) und (3) die Abnahme der Komponenten von w
auf der Querachse und auf der Figurenachse im Zeitteilchen dt

A

Bezeichnen wir also mit d& den (positiven oder negativen) Zuwachs
des Winkels ¢ in diesem Zeitteilchen, so ist der Quotient aus den
angewachsenen Komponenten

d(ysin&):-gsinﬂdt, d(ycos«‘})z—fcosﬂdt.

si {}—f inddit I—E(ﬁ
(o dﬂ_ysinagrd(ysina)_’im B " Bu,
(5) g( + )ﬁycosﬁ:{;—Tl(MCOSﬂ)_ - __P_dt &

. P
ycosﬂ-zcos&dt 1 An
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Der vor tg9 stehende Bruch ist grofler oder kleiner als die Zahl 1,
je nachdem A< B, d.h. je nachdem der Kreisel gestreckt oder ab-
geplattet ist. Folglich nimmt unter dem Einfluf§ der Lager-
reibung der Offnungswinkel ¢ der Pridzession langsam zu
oder ab, je nachdem der Kreisel gestreckt oder abgeplattet
ist. Wenn der Kreisel also tiberhaupt gentigend lange lauft, so stellt
er sich schliefilich mit der Figurenachse oder mit einer Aquatorialen
Achse merklich in die Prazessionsachse ein, je nachdem er abgeplattet
oder gestreckt ist. Uberdies sind wir jetzt gezwungen, unsere Aus-
sage Uber die Stabilitit der Figurenachse des symmetrischen Kreisels
(§ 4, 2., S.43) dahin einzuschrdnken: die Figurenachse des ab-
geplatteten Kreisels ist nach wie vor eine stabile, diejenige
des gestreckten Kreisels dagegen infolge der Lagerreibung
eine labile permanente Drehachse.

Wir ftigen noch zwei Bemerkungen bei. Erstens koénnen wir
nachtraglich die Voraussetzung fallen lassen, daB die Drehachse des
Aufleren Cardanringes in die Prédzessionsachse falle. Wird der Kreisel
irgendwie anders angestofien, so treten merkliche Drehbewegungen
in allen sechs Lagern des Cardangehdnges auf. Die Reibung in den
Lagern der Figurenachse duflert sich wie bisher, die Reibung in den
anderen vier Lagern mufl ebenso wieder ein die Drehung u be-
hinderndes Moment ergeben, das die Richtung von — g hat, und
dann koénnen die ndmlichen Schliisse gezogen werden wie vorhin.

Zweitens haben wir die trdge Masse der beiden Ringe still-
schweigend vernachldssigt, die zwar nicht die Eigendrehung », aber
die Prizessionsdrehung g mitmachen und demnach einen bestimmten
Betrag an Schwung mit sich fithren, dessen Vektor, solange einer der
beiden Ringe schrig gegen die Priazessionsachse steht, im allgemeinen
nicht ganz in die Richtung g fallt und zu dem Schwung des Kreisels
O = By [vgl. § 4 (5). S.42] geometrisch zu addieren ist. Uberwiegt
das axiale Tragheitsmoment des Kreisels die Trigheitsmomente der
Ringe erheblich, so ist auch jener Zusatz klein gegeniiber @, und der
gesamte Schwung kann dann in erster Anndherung durch einen Vektor
dargestellt werden, der nach wie vor merklich in die u-Achse fallt
und den Betrag B’y hat, wo B’ ein wenig grofer als B ist und
das gesamte dquatoriale Trégheitsmoment von Kreisel und Gehinge
bedeutet. Dies hat zur Folge, daB auch in (5) B durch B’ zu er-
setzen ist. Die daraus erschlossenen Aussagen bediirfen einer ent-
sprechenden Anderung; diese ist aber nur geringfiigig und bei
solchen Kreiseln ohne Belang, die nicht anndhernd Kugelsymmetrie
besitzen, sondern ausgepragt abgeplattete oder gestreckte Tragheits-
ellipsoide haben.
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2. Die Luftreibung. Bei seiner Bewegung reiit der Kreisel,
wie schon erwéhnt, die ihn umgebenden Luftteilchen mit sich, diese
tibertragen ihre Bewegung auf weiter entfernte, und so entsteht um
den Kreisel ein wirbelndes Luftgebilde, das unablassig an der Dreh-
wucht des Kreisels zehrt und sich demnach in einem widerstehenden
Moment auf den Kreisel dufiert. Die Berechnung dieses Momentes
ist eine bis jetzt nicht geldste aerodynamische Aufgabe, so daBl wir
uns mit einem Awusdruck dafiir begniigen miissen, der zwar nicht
streng richtig ist, aber wenigstens die wesentlichen Merkmale dieser
Luftreibung wiedergibt.

Es ist nun sehr glaubhaft, dafl das widerstehende Moment mit
der Drehgeschwindigkeit des Kreisels wachst und im groBlen ganzen
die entgegengesetzte Richtung des Drehvektors e hat. Sein einfachster
Ausdruck wird demnach — ew sein, wo die sogenannte Dampfungs-
zahl € von der Gestalt des Kreisels und von der Luftdichte abhéngt.
‘Wir lassen es dahingestellt, ob es nicht richtiger wére, das Reibungs-
moment mit dem Quadrat der Drehgeschwindigkeit @ proportional zu
setzen (wofiir manche aerodynamischen Griinde sprechen wiirden),
und behalten den Momentvektor — e mit seinen Komponenten — ¢&,
—&n und — ¢{ in der korperfesten z-, y- und #2-Achse bei. Beschranken
wir uns auch hier auf den symmetrischen Kreisel, so lauten demnach
die Eulerschen Bewegungsgleichungen § 5 (2), S.45, mit B — C

e
(6) AW = —&é,
(7) B%Z = (B—A)lE—en,
d : ]
®) BE% — (A— B)Ey— .

Wir multiplizieren (7) mit 5, (8) mit { und addieren sodann beide
Gleichungen; dann kommt

©) B(n 2110 ) = —con o)

Bilden wir aus den beiden adquatorialen Drehkomponenten % und §
die Resultante o, so liegt diese sehr angendhert in der Querachse;
denn die durch die Reibung gestorte Kreiselbewegung unterscheidet
sich auch hier sicherlich nur wenig von der reguldren Prézession, so
daB der Drehvektor eo- kaum merklich aus der Prazessionsebene heraus-
tritt; und folglich fallt seine dquatoriale Komponente o (frither auch
mit usin$ bezeichnet) nahezu in die Querachse. Aus der Beziehung

7?42 = ¢*
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folgt durch Differentiation
d d do
v+ =0
so dafl Gleichung (9) {ibergeht in
| do _ _
dt
Die Integrale der beiden gleichgebatten Differentialgleichungen (6)
und (10) lauten

€0.

(10) B

et et

(11) E=f&e 4 o=qge *
(man stellt dies durch nachtrdgliches Einsetzen leicht fest), und zwar
bedeuten £, und o, die zur Zeit ¢ — O giiltigen Anfangswerte von &
und o.

Fiir den Winkel a zwischen der Drehachse @ und der Figuren-
achse gilt mithin

0 _ 0y (;*'115 e

(12) tga_s_éoe =
unter a, wieder den Anfangswert verstanden. Die Exponentialfunktion
nimmt mit der Zeit zu oder ab, je nachdem der Exponent positiv
oder negativ ist, also je nachdem A< B. Im ersten Falle nihert
sich a asymptotisch dem Wert 90°, im zweiten asymptotisch dem
Wert 00, Unter dem Einflusse der Luftreibung wandert
demnach die Drehachse beim gestreckten Kreisel nach dem
Aquator, beim abgeplatteten nach der Figurenachse hin. Sie
erreicht diese Endlage freilich in keinem Falle, und auch die Dreh-
geschwindigkeit selbst nimmt nach (11) in gleicher Weise asymptotisch
ab. Auf die Stabilitit der Figurenachse hat die Luftreibung denselben
EinfluB wie die Lagerreibung: diese Achse ist nur noch beim
abgeplatteten Kreisel eine stabile permanente Drehachse.




Dritter Abschnitt.

Der schwere Kreisel.

§9.

Die Prizessionsbewegungen des symmetrischen Kreisels.

1. Die reguldre Prizession. Eine besonders wichtige Art des
Zwanges wird durch die Schwerkraft in dem Falle ausgeiibt, daf}
der Stiitzpunkt und der Drehpunkt eines Kreisels nicht mehr, wie
bisher, zusammenfallen. Dann verschwindet auch das Moment der
Schwerkraft beziiglich des Stiitzpunktes nicht mehr, und sein Wert
ist nach Einl. (31), S. 14,

(1) M= m[r.g],

wo m die Kreiselmasse, 7, den vom Stitzpunkt nach dem Schwer-
punkt gezogenen Fahrstrahl und ¢ den Vektor der Erdbeschleunigung
bedeutet.

‘Wenn- das Tragheitsellipsoid des Stiitzpunktes Rotationssymmetrie
besitzt, so kann der Schwerpunkt an sich noch ganz beliebig gelegen
sein; aber offenbar befindet er sich, wenn der Kreisel selbst homogen
rotationssymmetrisch gestaltet ist, auf der Figurenachse. Es sind je-
doch auch unsymmetrische Massenverteilungen denkbar, deren Schwer-
punkt bei rotationssymmetrischem Tragheitsellipsoid des Stiitzpunktes
auf der Figurenachse liegt. Man spricht jetzt von einem schweren
symmetrischen Kreisel, und mit einem solchen haben wir es bis
auf weiteres zu tun. Indem wir die Begriffsbestimmung der Figuren-
achse ein wenig gegen frither abidndern, wollen wir fortan darunter
im besonderen denjenigen Halbstrahl verstehen, der den Vektor »,
also den Schwerpunkt trigt.

Das Schweremoment M, steht auf der Figurenachse und auf der
Lotlinie senkrecht; es hat mithin dieselbe Richtung wie die Knoten-
achse einer regularen Prazession, die um die Lotlinie erfolgen wiirde.



§9. Die Prizessionsbewegungen des symmetrischen Kreisels. 89

Nun erinnern wir uns daran, dafl zur Erhaltung einer solchen regu-
laren Prizession nach §7 (7), S.68, ein Zwangsmoment

@) M= [‘uv]{A-l—(A—-B)%Cosa}

notig war, welches ebenfalls in die Knotenachse fiel. Wird demnach
der Kreisel um die Figurenachse in Drehung versetzt und ihm als-
dann ein geeigneter Zusatzstol gegeben (vgl. 5.60), so kann man es
erreichen, dafl er unter dem Einflul der Schwere eine reguldre Pra-
zession mit den Parametern é, y, » um die Lotlinie vollzieht. Dazu
ist nur erforderlich, daB die beiden Momente (1) und (2) auch noch
ihrem Betrage nach bereinstimmen.

Da wir unter 6 den Winkel zwischen der nach oben gerichteten
Lotlinie —¢g und der Figurenachse #, zu verstehen haben, so ist
nach Einl. (3)

3 My, = mgr,sind.

Das rechtsstehende wesentlich positive Produkt aus dem Gewichte
G = myg des Kreisels in den Abstand des Schwerpunktes vom Stiitz-
punkt wollen wir zur Abkiirzung kiinftig stets mit

(4) Q@ = mgr,
bezeichnen und das Stiitzpunktmoment heiflen. So wird statt (3)
5) M, = @sind.
Andererseits ist der Betrag von (2)
6) M = {Auv+ (A — B)u2cosd}sind.
Beide Momente stimmen {iberein, wenn entweder sind — 0O ist, also
der Kreisel aufrecht steht, oder wenn & = 1809, also der Kreisel lot-
recht abwérts héngt — diese Fille stellen wir auf spiter zuriick —,
oder wenn
@) @ = Auv+ (A— B)u2cosd
wird. Dies ist die notwendige Bedingung fir die regulidre Pra-
zession des schweren symmetrischen Kreisels. Hinreichend
ist sie erst in Verbindung mit dem richtig abgemessenen AnfangsstoB.
Mit ¢ = 0 geht sie natiirlich in die Prazessionsbedingung des krafte-
freien symmetrischen Kreisels [§4 (6), S.42] iber.

Die Prazessionsgeschwindigkeit u zéhlen wir positiv oder negativ,
je nachdem der Vektor g nach oben oder nach unten weist. Im
ersten Falle sprechen wir von einer Rechts-, im zweiten von einer
Linksprdzession. Desgleichen nennen wir den Kreisel rechts- oder
linksdrehend, je nachdem die Vektoren » und 7, gleiche oder ent-
gegengesetzte Richtung haben; beim rechtsdrehenden Kreisel ist v
positiv, bei linksdrehendem negativ zu zihlen.



90 Der schwere Kreisel.

Sieht man die Massenverteilung, d. h. 4, B und ¢ als gegeben,
die Eigendrehung » und den Offnungswinkel 8 der Prizession aber
als vorgeschrieben an, so berechnet sich die zugehorige Prizessions-
geschwindigkeit p zu

_ Av YA —4(B—A)Qcosd

®) w= 2(B— A4)cosé
Je nachdem
©) 4202 Z 4(B— A) Qcosd

ist, gibt es also jedesmal zwei verschiedene regulire Prazessionen
oder nur eine einzige oder iberhaupt keine. Falls zwei vorhanden
sind, so erfolgen sie im gleichen oder entgegengesetzten Drehsinne,
je nachdem das Produkt der beiden aus (8) folgenden u-Werte positiv
oder negativ ist, d. h. je nachdem

e -

(B— A)cosd = ©
oder kiirzer, weil ¢ positiv bleibt, je nachdem
(10) (B—A4)cosd & 0

wird.

Im Falle zweier Prizessionen unterscheiden wir beide vonein-
ander als langsame und als schnelle, je nach dem Betrage von u.
Endlich heiflen wir den Kreisel gehoben oder gesenkt, je nachdem
die Figurenachse mit 8<90° schrig nach oben oder mit & > Q0°
schrig nach unten weist.

In der Prizessionsbedingung (7) und den daraus abgeleiteten
Beziehungen (8) bis (10) kommen die Ausdriicke 4— B und cosd
nur in der Verbindung des Produktes (4— B)coséd vor. Infolgedessen
verhdlt sich einerseits der abgeplattete gehobene Kreisel ebenso wie
der gestreckte gesenkte [(4 — B)cosd>>0], und zwar gibt es fiir jedes
‘Wertepaar 6, » bei ihm nach (8) und (10) zwei ungleichstimmige
regulire Prizessionen. Andererseits verhalt sich der gestreckte ge-
hobene Kreisel ebenso wie der abgeplattete gesenkte [(4 — B)cosd < 0],
und zwar gibt es hier nach (9) nur dann zwei reguldre Prazessionen,
die beim rechtsdrehenden Kreisel Rechts-, beim linksdrehenden Links-
prizessionen sind, wenn das Wertepaar 8, » die Ungleichung

(11) A2v2>4(B— A)Qcosd
erfiillt; es gibt bloB eine einzige reguldre Prazession, falls
(12) A?y? = 4(B— A)Qcosd

ist, und diese gehorcht nach (8) und (12) der Bedingung
(13) Auy = 20.
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Die reguliaren Prazessionen des gestreckten gehobenen
Kreisels erfolgen also von oben gesehen im gleichen Sinne
wie die Kreiseldrehung, diejenigen des abgeplatteten ge-
senkten im entgegengesetzten Sinne, und sie sind bei beiden
Kreiseln iiberhaupt nur dann méglich, wenn die Eigendreh-
geschwindigkeit » hinreichend grofl ist.

Beim gestreckten gesenkten Kreisel geschieht die
schnellere der beiden reguldren Prizessionen von oben ge-
sehen im Sinne der Kreiseldrehung, die langsamere im ent-
gegengesetzten, und beim abgeplatteten gehobenen ist es
gerade umgekehrt, doch ist bei beiden Kreiseln kein Mindest-
wert der Eigendrehgeschwindigkeit » erforderlich.

Sodann zihlen wir noch einige Sonderfille auf. Ist erstens v = 0,
so spricht man iiberhaupt nicht von einem Kreisel, sondern von einem
spharischen Pendel, und die Bedingung (7), die sich jetzt

. Q
(14) M= (A= B)cosd

schreibt, gibt die Winkelgeschwindigkeit u an, mit welcher die Figuren-
achse des Pendels einen Kreiskegel von dem Erzeugungswinkel 6 um
die Lotlinie beschreiben kann, falls sie den richtigen seitlichen Anstof}
bekommen hat. In (14) tritt nur das Quadrat von p auf, und damit
dieses positiv, p also reell wird, mufl

(15) (A — B)cosd>0

sein. Das spharische Pendel vermag mithin zwei Kegel-
bewegungen von beliebigem, aber entgegengesetzt gleichem
Umlaufssinne zu vollziehen, wenn seine Figurenachse ent-
weder gesenkt ist und ein kleineres Tragheitsmoment als
irgendeine andere Stiitzpunktsachse besitzt, oder aber wenn
sie gehoben ist und das grofite Trigheitsmoment hat. Dieser
letzte Fall ist aufBlerordentlich- bemerkenswert, da hier der Schwer-
punkt hoher liegt als der Stiitzpunkt.

Ist zweitens & = 90 oder aber 4 = B, so wird (8) unbrauchbar
und wir missen auf die Gleichung (7) zuriickgreifen. In dieser ver-
schwindet jetzt der Beiwert des Gliedes u2, und das bedeutet, dafl
die eine Wurzel dieser Gleichung unendlich groff geworden ist, also
keine kinematische Bedeutung mehr besitzt. Die andere Wurzel
gehorcht der Bedingung

(16) Auv = @.
Im Falle A = B sprechen wir wieder von einem Kugelkreisel. Nach
§ 2, 4., S.31, ist dies ein Kreisel, dessen Tragheitsellipsoid des Schwer-



92 Der schwere Kreisel.

punkts abgeplattet ist und der in bestimmter Entfernung s [§ 2 (20)]
vom Schwerpunkt auf der Figurenachse gestiitzt wird. Nach (16)
gibt es beim Kugelkreisel und ebenso beim wagerecht pra-
zessierenden symmetrischen Kreisel zu jeder Eigendrehung
eine einzige, gleichstimmige reguldre Prizession, die um
so rascher erfolgt, je gréBler das Stiitzpunktsmoment ¢ und
je kleiner die Komponente A» des Schwunges in der Figuren-
achse ist.

Nun bleibt nur noch drittens zu untersuchen der Fall 6 = 0
des sogenannten aufrechten Kreisels und der Fall § = 180° des
in der Ruhelage hidngenden Kreiselpendels. Der letztere ist ohne
weiteres erledigt: dieser Kreisel 14uft stabil um seine Figurenachse
um. Von besonderer Bedeutung ist dagegen der auifrechte Kreisel.
Seine Bewegung ist ein Grenzfall der reguliren Prizessionen, wobei
sowohl das Moment M, der Schwere (5) wie auch das zur Erhaltung
der Bewegung erforderliche Zwangsmoment M (6) verschwinden. Weil
hier demnach die Bedingung M, = M von selbst erfiillt ist, so wird
der aufrechte Kreisel von selbst aufrecht stehen bleiben. Es fragt
sich nur, ob diese seine Lage stabil ist oder nicht. Setzen wir —
vorbehaltlich kiinftig nachzuholender Begriindung — voraus, was glaub-
haft erscheint, namlich da88 die bisher behandelten, durch die Bedin-
gung (7) beherrschten regularen Prizessionen stabile Bewegungen
des Kreisels vorstellen, so werden wir den (spiter noch strenger
zu bestitigenden) Schluff ziehen diirfen, daB der aufrechte Kreisel
stabil umlduft, solange seine Bewegung als Grenzfall der zur Be-
dingung (7) gehérenden reguldren Prizessionen betrachtet werden
kann. ‘Wir wollen zeigen, dal dies nur bei ganz bestimmten Dreh-
geschwindigkeiten zutrifft.

Die Bedingung (7) lautet im Grenzfall fir d = 0

(17) Q = Aur + (A— B)e

Da die Vektoren g und » hier dieselbe Richtung haben, so besitzt
lediglich ihre Summe

(18) ©=ptv

kinematische Bedeutung. Es ist nun klar, daf die Gleichung (17)
nur erfiillt werden kann, wenn die Drehgeschwindigkeit w des Kreisels
um die Figurenachse nicht unter einen gewissen Mindestwert sinkt;
denn fiir @ = 0 k#ime mit 4 = — » statt (17) die dem Vorzeichen
nach unmégliche Bedingung ¢ = — L u2. Wir wollen diesen Mindest-
wert aufsuchen.
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Entnehmen wir der Gleichung (17) den Wert von » und setzen
ihn in (18) ein, so kommt

_ Q+B—-4p* __Q+Bw

Um den kleinsten Wert dieses mit x4 sich dndernden Ausdruckes zu

erhalten, bilden wir

do _ Bu—¢,

dp—  Ap?
Der Mindestwert wird da erreicht, wo dw/du=0 ist, also fir u="1@Q/B
und betrigt dann nach (19)

0 =15
Fir diesen und alle grofleren Werte 148t sich w so in die
Summanden u und » spalten, dafl die Bedingung (17) erfillt wird.

Folglich ist der aufrechte Kreisel stabil, solange seine Dreh-
geschwindigkeit

(20) 02z 2YBg

bleibt. Der zulassige Mindestwert Aw seines Schwunges
wichst mit dem &dquatorialen Trigheitsmoment B und mit
dem Stitzpunktsmoment .

2. Die pseudoreguldre Prizession. Die regulire Prézession
ist offenbar nur eine ganz besondere Bewegungsform des schweren
symmetrischen Kreisels, keineswegs aber die allgemein moégliche.
Denn sie war an die Bedingung (7) und zudem an einen Anfangssto
von ganz bestimmter Gréfle und Richtung gebunden. Ehe wir die
allgemeinste Bewegung eines solchen Kreisels untersuchen, liegt es
nahe, danach zu fragen, ob nicht prizessionsihnliche Bewegungen
vorkommen koénnen, die wir friher als pseudoreguldr bezeichnet
haben. Wir fanden eine solche in § 6, 4., wo ein schneller Kreisel
von einer an seiner Figurenachse angreifenden Kraft von unverénder-
licher Grofle nach einem festen Punkte hingezogen wurde. Verlegen
wir diesen festen Punkt nach dem Erdmittelpunkt, also lotrecht unter
den Stitzpunkt, und betrachten wir jene Kraft als die Schwerkrait,
so sind alle Voraussetzungen dafiir gegeben, daff wir die dortigen Er-
gebnisse hierher iibertragen.

Zunichst konnen wir feststellen: die Bewegung des schnellen
schweren symmetrischen Kreisels ist allemal eine pseudo-
reguliare Prézession um die Lotlinie. Und man findet auch
leicht, daff der rechtsdrehende Kreisel eine Rechtspriazession,
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der linksdrehende eine Linksprizession beschreibt. Denn
im ersten Falle stimmen Figurenachse und Vektor » ihrer Richtung
nach tiberein, im zweiten Falle liegen sie entgegengesetzt. Fiihren
wir in die Formel § 6 (12), S.64, den Wert des &ufleren Momentes
als des Schweremomentes M, aus (5) ein, so finden wir, indem wir
den Faktor sind im Zihler und Nenner fortheben, die Prizessions-
geschwindigkeit
(21) u= %;
sie ist um so kleiner, je schwédcher das Stiitzpunktsmoment
und je grofler der Schwung @ des Kreisels ist; sie ist ferner
unabhingig vom Offnungswinkel d des Prizessionskegels.

Es mufl aber ausdriicklich betont werden, dafl die Formel (21)
im Falle des aufrechten Kreisels, also fir die in der Nachbarschaft
der Lotlinie verlaufenden Bewegungen der Figurenachse keinerlei An-
spruch auf Giiltigkeit besitzt, da wir sie mit sind gekiirzt haben.
Ubrigens folgt sie auch aus (7), wenn wir dort beachten, dafi beim
schnellen Kreisel u klein gegen » und sehr angendhert @ — Ay ist.

Nach § 6 (13), S. 64, ist die Geschwindigkeit der hinzu-
tretenden kleinen Nutationen
(22) w="9
unabhingig vom Stitzpunktsmoment ¢ und um so gréfer, je
stirker der Kreisel angetrieben und je kleiner sein dquato-
riales Tragheitsmoment ist.

Die Anzahl der auf einen Pridzessionsumlauf entfallen-
den Nutationen ist

_M_ @

(23) n = w = B’
also ebenfalls unabhingig vom Erzeugungswinkel § des Pré-
zessionskegels und um so grofier, je grofer der Schwung
und je kleiner das Stiitzpunktsmoment und das d4quatoriale
Tragheitsmoment sind.

Endlich vergleichen wir noch die Nutationsgeschwindigkeit u’
mit der Eigendrehgeschwindigkeit ». Indem wir in (22) @ = Av
setzen, haben wir

(24) S =3B

DieNutationen erfolgen beim gestreckten Kreisel langsamer,
beim abgeplatteten schneller als die Eigendrehungen.
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Die spharische Zykloide, die von irgend einem Punkte der Figuren-
achse beschrieben wird, kann wieder verschlungen, gespitzt oder ge-
streckt sein; auf alle Fille aber sind die Schleifen oder Spitzen
nach oben gerichtet.

Die bisher ausgeschlossenen pseudoregularen Prizessionen, die
mit § = 0 dem aufrechten Kreisel benachbart sind, behandeln wir
zusammen mit den allgemeinsten Bewegungen des schweren symme-
trischen Kreisels, zu deren Untersuchung wir jetzt tibergehen.

§ 10.
Die allgemeine Bewegung des symmetrischen Kreisels.

1. Die verallgemeinerte Poinsotbewegung. Wir wollen ver-
suchen, ob es nicht ohne jede ausfihrliche Rechnung méglich ist,
Aufschluf zu gewinnen dariiber, wie sich das Bild der Bewegungen
des schweren symmetrischen Kreisels im grofien ganzen gestalten
wird. Wie beim kraftefreien Kreisel, so gehen wir auch hier von
dem Grundbegriff des Schwunges aus. Die Geschwindigkeit, mit
welcher sich dieser vom Stiitzpunkt aus gezogene Vektor bewegt, ist
nach Einl. (29), S.14, der Grofle und Richtung nach gleich dem Vektor
des Schweremomentes
(1) M, = m[r,g].

Dieser Vektor steht auf der Richtung g der Lotlinie senkrecht. Er
ist mithin wagerecht gerichtet. Infolgedessen bleibt auch der
Endpunkt des Schwunges wahrend der ganzen Bewegung in
einer wagerechten festen Ebene /), und daher ist die Schwung-
komponente 4 in der Lotlinie von unverdnderlicher Grofle.
(Diese Erkenntnis ist durchaus #hnlich dem in § 1, 3., S.13, ge-
wonnenen Satze, wonach der Endpunkt des Drehvektors beim krifte-
freien Kreisel in der invariablen Ebene gleitet.)

Der Vektor M, steht aber auch senkrecht auf der Richtung 7,
der Figurenachse. Mithin mufl die Geschwindigkeit des Schwung-
endpunktes, vom festen Raum aus beurteilt, zur augenblicklichen
Lage der Figurenachse senkrecht stehen. Da die Geriistgeschwindigkeit
des Schwunges beim symmetrischen Kreisel nach § 5, 1., S.44, keine
Komponente in der Figurenachse besitzt, so ist die Geschwindigkeit
des Schwungendpunktes auch vom Kreisel aus beurteilt senkrecht
zur Figurenachse gerichtet. Der Endpunkt des Schwunges bleibt
also wihrend der ganzen Bewegung auch in einer im Kreisel
festen und zur Figurenachse senkrechten Ebene E,, und da-
her ist auch die Schwungkomponente £ in der Figurenachse
von unveridnderlicher Grofe.
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Die Schnittlinie der beiden Ebepen E, und E, ist parallel mit
der Knotenlinie, in welcher ja auch der Vektor M, liegt. Der Schwung-
endpunkt bewegt sich auf der Schnittlinie mit der Geschwindigkeit M,,
die nach (1) von der augenblicklichen Lage der Figurenachse gegen
die Lotlinie abhangt. Da nun die Figurenachse des symmetrischen
Kreisels allemal um die jeweilige Lage des Schwungvektors ihre
reguldre Préazession (§ 4) auszufiihren bestrebt ist, so wird sie den
Schwungvektor unablissig im selben Sinne umwandern. Die Ge-
schwindigkeit des Schwungendpunktes wird daher im allgemeinen
nicht unverinderlich sein, sondern der Gréfle und Richtung nach mit
der Periode schwanken, die den einzelnen Umldufen der Figurenachse
um die Schwungachse entspricht.

Hiernach koénnen wir uns das Geprage der allgemeinen Bewegung
des schweren symmetrischen Kreisels leicht im Anschlufl an die
pseudoreguldre Prizession vorstellen: wir missen uns lediglich den
Nutationskegel beliebig vergrofert denken, so daB er moglicherweise
sogar Uber die Lotlinie hinausgreift; auflerdem bewegt sich der
Schwungvektor als Achse des Nutationskegels im allgemeinen ungleich-
méafig, aber mit immer sich wiederholenden Perioden um die Lot
linie herum. Nennen wir den Punkt auf der Figurenachse, der vom
Stitzpunkte die Entfernung 1 hat, die Kreiselspitze, so wird es
sich vor allem darum handeln, die Kurven aufzufinden, welche diese
Kreiselspitze beschreibt und die jedenfalls wieder das Aussehen von
sphirischen Zykloiden haben werden. Sobald wir auflerdem die
Eigendrehung » um die jeweilige Lage der Figurenachse kennen, ist
uns die Kreiselbewegung vollstindig bekannt.

2. Die Integrale der Bewegung. Es wire das Nichstliegénde, die
soeben gestellte Aufgabe durch ein Zuriickgreifen auf die Eulerschen
Bewegungsgleichungen § 5 (2), S.45, zu 16sen. Wir ziehen statt dessen
einen anschaulicheren Weg vor, der iberdies rascher zum Ziele fiihrt.

Der erste Schritt auf diesem Wege besteht darin, daff wir die
Bewegung des Schwungvektors @ genauer verfolgen. Da wir seine
unveridnderlichen Komponentert 4 und Z in der Lotlinie und in der
Figurenachse als durch den Anfangssto bestimmt und daher als
gegeben ansehen diirfen, so haben wir offenbar nur noch die Kenntnis
einer von A und & unabhdngigen dritten Komponente nétig. Hierzu
eignet sich besonders die in die Knotenachse fallende.

Es sei wieder (Abb.37) , 9, # das im Kreisel feste System fiir den
Stitzpunkt S,. Auf der als 2-Achse gewéhlten Figurenachse liegt der
Schwerpunkt S und die Kreiselspitze S;,. Mit Hilfe der Aquatorebene E,
der wagerechten Stiitzpunktsebene E, und der Knotenachse sollen die
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Eulerschen Winkel 8, ¢ und v in derselben Weise definiert sein, wie
dies in § 5 (vgl. Abb.22, S.48) geschah, nur dafl an die Stelle des Schwung-
vektors jetzt die Lotlinie tritt, weshalb wir den fritheren Winkel &
jetzt lieber mit & bezeichnet haben. In der Aquatorebene sei auch
noch die Querachse senkrecht zur Knotenachse eingetragen, und zwar
derart, daB die Figurenachse, die Knotenachse und die Querachse ein
mit z, y, z gleichstimmiges, also rechtshindiges System bilden.
Abb. 37.

Wagerechte
Ebene E,

Die Komponenten des Schwunges in der Knotenachse und in der
Querachse wollen wir mit 4 und 2 bezeichnen. Legen wir dann
schlieBlich noch die Ebenen E, und £, senkrecht zur Lotlinie im
Abstand 4 und senkrecht zur Figurenachse im Abstand = vom Stiitz-
punkt, so kénnen wir den Schwungvektor @ leicht aus seinen Kom-
ponenten £, 4, X und A4 aufbauen und auch die Beziehung angeben,
die zwischen diesen vier Gréfen notwendig noch bestehen mufl, da
doch @ schon durch drei Komponenten vollig bestimmt ist. Weil die
Komponenten 4 und A aufeinander senkrecht stehen, sind sie von-
einander unabhingig; dagegen mufi die Summe der Projektionen von
E und I auf die Lotlinie gerade die Komponente A ergeben:

(2) A = Ecosd+ Zsind.

Sodann bringen wir zum Ausdruck, da die Anderungsgeschwindig-

keit des Schwunges gleich dem Schweremoment M, ist:
a0
9 = M,.

Grammel, Der Kreisel. 7
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Die Knotenachse ist eine Hauptachse des symmetrischen Kreisels; die
einzige Drehkomponente um diese Achse ist dd/d¢, und somit wird
die zugehérige Schwungkomponente

dé
Q) 4= B -
Der Vektor dO@;dt fallt in die Knotenachse; infolgedessen ist das

skalare Produkt
de

dt
gleich dem Produkt aus der Knotenachsenkomponente 4 von @ in
den Betrag M, von d@/dt, also nach (3) und §9 (5), S.89,

de aé . dé
GW — MO'BE‘t— == BQSlné-d—t"

Man kann dafiir auch schreiben

1 dO?2 d cos o
PN T T

e

oder nach einer Integration
4) 6* = h—2B@cosé,
wo h eine von den Anfangsbedingungen abhéngige Zahl ist, die wir
erst spiter berechnen wollen. Wir nehmen die Gleichung

@2 — E2 L A2} 32
hinzu und setzen in sie die Werte von 4 und @2 aus (3) und (4),
sowie den aus (2) entnommenen Wert von

) =S
ein. So finden wir

- ddé\e /A4— Ecosd\?
h—2B@cosd = 52+ B2 m)-{—( sin6“_>

oder

©) Brsin2é (@ i

dt) — (h— E2— 2 B Qcos E)sin?d — (4 — & cos d).

Um dieser Gleichung eine einfachere Gestalt zu geben, fassen
wir erstens die beiden Konstanten 2 und Z2 zu einer einzigen

(7) k=h—522
zusammen. Zweitens f{ihren wir in
€)] % = Ccosd

den Abstand der Kreiselspitze von der wagerechten Stiitzpunktsebene £,
ein, sowie dessen zeitliche Ableitung

du . dd
()] .ﬁf——smdd_t'
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Und endlich setzen wir zur Abkiirzung
(10) U(w) = (k—2 BQu)(1 —u?) — (A}— Zu)?;
dieser Ausdruck stellt eine Funktion dritten Grades in # vor. Nunmehr
kommt statt (6) einfach [
du

(11) Bfﬁ——VU

wo spiter iiber das Vorzeichen der Quadratwurzel noch eine ge-
eignete Bestimmung zu treffen sein wird. Diese Differentialgleichung
gibt schon an, wie die Kreiselspitze auf und ab schwankt, und zu-
gleich, wie sich der Winkel é und nach (3) die noch fehlende Kom-
ponente 4 des Schwunges andert.

Ehe wir die Gleichung (11) weiter behandeln, suchen wir auch
fiir die beiden anderen Eulerschen Winkel ¢ und vy brauchbare Be-
ziehungen zu gewinnen. Zu dem Zweck iiberlegen wir, dafl die
‘Winkelgeschwindigkeiten d ¢/dt und dy/dt, als Vektoren angesehen,
in der Figurenachse und in der Lotlinie liegen; es sind dieselben, die
wir im Falle der reguliren Prazession mit » und u bezeichnet haben.
Hiernach sind die Komponenten, welche die Drehgeschwindigkeit des
Kreisels nach der Querachse und nach der Figurenachse wirft, gleich

__dy
= g sm6

—de Ay s
§=de Tat os%
und da beide Achsen Hauptachsen sind, so gilt

dy
(12) =B ar ¥ sin 8,
5=a(% v .
(13) H_A<dt+dtcosé>
Aus (12) folgt in Verbindung mit (5) und-(8)
dy Ad—Eu
(14 BaE = T—w

und, mit Benutzung dieses Wertes, aus (13)
Bd ¢ B — A—Eu

—_— T e T u T e
dt 1— u?
Addiert man rechter Hand den verschwindenden Ausdruck

= =
T bt

1—u2’
so kommt statt dessen etwas bequemer

dp E—Au ~(1 1
(15) B =" t (5~ p)
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Endlich dividieren wir die Gleichungen (14) und (15) noch durch (11)
und haben dann in

{ A—Eu
16 (‘—1p — -—u_—7
(1) du (1 —w)YU

dp  E—Au >dt
1 - =T o8
(17) du (l—uﬂ)‘/U (A B

die beiden gesuchten Beziehungen.

Um die drei Differentialgleichungen (11), (16) und (17) zu inte-
grieren, bedarf es'lediglich dreier Quadraturen, und wir finden sofort
mit den zusammengehérigen Anfangswerten t,, %y, @o. ¥,

“udu
18 t—t, = B|—,
(18) =)y
'uA—-Eu du
(19) Y — Y = .717177’
Uo
"E— Au du
(20) P—n= | a VU+“<A B)(t bo)-

g

Das erste dieser drei Integrale stellt den Zusammenhang zwischen
der Zeit ¢ und dem Abstand w der Kreiselspitze von der Ebene E,
dar; denken wir uns die Quadratur ausgefiihrt, so ist zwar zunichst
nur ¢ als Funktion von # aufgefunden, aber es steht nichts dagegen
im Wege, daBl wir uns diese Funktion umgekehrt denken ké&nnen,
und dann ist uns # als Funktion der Zeit bekannt. Das zweite und
dritte Bewegungsintegral liefern nach Ausfithrung der Quadraturen die
Winkel v und ¢ zunichst als Funktionen von % und also mittelbar
auch in ihrer Abhangigkeit von der Zeit.

In Anlehnung an §7, 1., S.67, wollen wir zwei schwere sym-
metrische Kreisel als homolog bezeichnen, wenn sie gleiches Stiitz-
punktsmoment ¢, gleichen Schwung @, gleiches dquatoriales Tragheits-
moment B haben und natiirlich in den Anfangswerten &y, %,, @, ¥,
tibereinstimmen. Homologe Kreisel kénnen .also lediglich noch ver-
schiedene axiale Tragheitsmomente A und A4’ besitzen. Infolge des
gleichen Schwunges und der gleichen Anfangsbedingungen stimmen
sie auch in den Komponenten 4 und & und nach (4) in - und mithin
auch in k berein und besitzen nach (10) die gleiche Funktion U von w.
Mithin unterscheiden sie sich in den Integralen (18) und (19) {iber-
haupt nicht, im Integral (20) als dem einzigen, welches 4 enthilt,
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nur durch den letzten Ausdruck rechts. Greift man auf (15) zuriick,
so ergibt sich fiir die Differenz der Eigendrehgeschwindigkeiten dg/dt
und d¢'/dt zweier homologer Kreisel
de d¢ (1 1

(21) m*‘*di:“(A“z')'

Die Figurenachsen zweler homologer Kreisel bewegen sich
vollig gleich, und auch die FEigendrehgeschwindigkeiten
unterscheiden sich nur um einen unverdnderlichen Betrag.

Dieser merkwiirdige Zusammenhang zwischen zwei homologen
Kreiseln wurde von G. Darboux entdeckt; er versteht sich fast ganz
von selbst, wenn man auf den Schwung als Urbegriff der Kreisel-
bewegung zuriickgreift. Da die beiden Kreisel gleichen Schwung
haben sollen, so stimmen sie dauernd in den Komponenten 4, X und &
tiberein, folglich nach (3) in 0 und nach (12) in ¢, wahrend nach (13)

E E  de d¢
AT A T dt T dt
sein muf}, im Einklang mit (21).

Wir machen vom Darbouxschen Satze weiterhin ausgiebig Ge-
brauch, indem wir uns von jetzt ab bei allen unseren Rechnungen
auf den einfachsten homologen Kreisel, nimlich den Kugelkreisel
vom Tragheitsmoment B, beschrinken. Fiir diesen verschwindet
das zweite Glied in (20), so daf} die Integrale (19) und (20) fiir y und ¢
ganz gleichartig aufgebaut sind.

Es kann nun nicht unsere Absicht sein, uns mit der rein mathe-
matischen Aufgabe zu befassen, wie man diese Integrale, die der
elliptischen Gattung angehéren, am bequemsten auswertet; auch auf
die Hilfsmittel, welche die Theorie der elliptischen Funktionen an die
Hand gibt, um den funktionellen Zusammenhang zwischen # und ¢
umzukehren, kénnen wir nicht ndher eingehen.

3. Die Bewegung der Kreiselspitze. Wenn wir trotzdem die
drei Bewegungsintegrale (18) bis (20) auf ihren kinematischen Inhalt
hin priifen wollen, so miissen wir uns vor allem mit der Funktion U (10)
beschéftigen, von der diese Integrale wesentlich abhdngen. Wir denken
uns die Bewegung zur Zeit {, durch einen bestimmten Anfangsstof 6,
eingeleitet, nachdem die Figurenachse unter der zu wu, gehérenden
Neigung 9, festgehalten war. Der Vektor @, moge mit der Lotlinie
und mit der Figurenachse in einer Ebene liegen, so dafi seine Kom-
ponente in der Knotenachse verschwindet:

(22) 4, = o.
Es wird sich zeigen, dafi die Integrale einer verschiedenen Be-
handlung bediirfen, je nachdem die Komponenten 4 und £ von 6, in
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der Lotlinie und Figurenachse ihrem absoluten Betrage nach gleich
oder ungleich sind. Wir setzen flirs erste

(23) AF+E
voraus, womit nach Abb.37, S.97, zugleich verboten wird, daff die

Figurenachse irgendwann wéhrend der Bewegung lotrecht auf- oder
abwirts weist; insbesondere muf also auch

(24) up F +1
sein.

Zunéchst folgt aus (3), dafl dann der Anfangswert der Geschwindig-
keit dd/dt verschwindet. Da sind, == 0 ist, so mufl nach (9) anfangs
du/dt und also nach (11) auch U gleich Null sein, oder ausfithrlich
nach (10)

0= Uuy) = (k—2 B Quy) (1 —ud) — (A4 — Eu,).

Hieraus berechnen wir
(A ..,uo)

k=2BQu,+ “— o
und fithren diesen Wert in (10) ein. So finden wir nach einer kurzen
Zwischenrechnung
(25) U=2BQ(u—u)(u2—2au—0>),
wo zur Abkiirzung
Ait Er—24Eu,
2B —ul)
A%+ E)uy—24F
b=+ Rl
gesetzt worden ist. Indem wir die zweite Klammer in (25) in ihre
Linearfaktoren zerspalten, gewinnen wir endgiiltig die fiir die weitere
Behandlung viel bequemere Form

2a =
(26)

(27) U= 2B u—up)(u—mu)u—u)
mit ‘/

u, = a —YVa2+ b,
(28) {u2 = a+1/a2+b.

In unseren Integralen kommt tiberall die Quadratwurzel von U vor;
diese. ist nur so lange reell, als U positiv bleibt. Wir miissen daher
den Verlauf der Funktion U etwas genauer verfolgen. Sie verhilt
sich fiir positiv oder negativ sehr grofie u-Werte wie 2 B Qus, ist also
positiv fiur grofle positive w, negativ fir grofie negative w. Ferner
wird sie flir ¥ = 41 nach (10)

{ UH 1) = —(4—E),

(29) U(—1) = —(4d+Ep
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also beidemal negativ, und zwar wegen (23) mit Ausschlufl des Wertes
Null. Auflerdem verschwindet U nach (27) fir das Argument u,, das
ein positiver oder negativer echter Bruch ist, und ebenso fur die
Argumente u, und u,, falls diese reell sind, sonst aber nirgends. Weil
U(+ 1) als negativ, U(+ oo) aber als positiv nachgewiesen ist, so
mufl aus Griinden der Stetigkeit U fiir ein positives Argument u>1
verschwinden; dies kann nur w, oder u, sein, sagen wir etwa u,,
welches damit als reell erwiesen ist; damit muf dann’ nach (28) auch
u, reell-sein. Diese noch {ibrigbleibende Nullstelle «, von U ist jetzt
notwendig ebenso wie u, ein
echter Bruch. Denn zwischen
den zwei negativen Funktions-
werten (29) kann U nur eine
gerade Anzahl von Malen ver-
schwinden.

Abb. 38.

Tragen wir die Werte
von U als Ordinaten tber der
Abszisse w auf, so entsteht
eine Kurve, und {iiber deren
Verlauf wird nach dem Gesagten kein Zweifel mehr bestehen (Abb. 38).
Man kann sie auf Grund von (27) in jedem Falle zahlenmaBig so
genau berechnen, als man nur will. Fiir die Kreiselbewegung kommt
lediglich der Bereich zwischen u, und u, in Frage, wobei wir es dahin-
gestellt sein lassen, ob u, 2 u, ist.

Nunmehr kann man die Bewegung, die die Kreiselspitze auf
einer Kugel vom Halbmesser 1 um den Stiitzpunkt aufzeichnet, ganz
anschaulich beschreiben. Diese sphéarische - Kurve liegt zwischen
den beiden Parallelkreisen w, und wu,, die wir vorlaufig als nicht
zusammenfallend voraussetzen mogen. Ist beispielsweise u,>#,;, so
mufl ftir die mit «, beginnende Bewegung w zunichst abnehmen,
du/dt also negativ sein, und demnach missen wir der Quadrat-
wurzel in unseren Integralen das negative Vorzeichen geben. Wire
uy < #,, so wiirde das Vorzeichen positiv zu wiahlen sein. Der
Abstand w der Kreiselspitze von der wagerechten Stiitzpunkts-
ebene F, (nach oben positiv, nach unten negativ gerechnet) nimmt
nun immerzu ab, bis schliefilich U bei u, wieder zu Null geworden
und das Integral an die andere Grenze der Realitit gekommen ist.
Bis dahin vergeht nach (18) die Zeit

(30) t, = Bj:l

Uo

_au



104 Der schwere Kreisel.

Von jetzt an wird du/dt¢ positiv; die Wurzel erhilt das positive
Zeichen, und die Kreiselspitze hebt sich wieder bis zur Héhe wu,,
wozu sie wegen

[_d__ j du
J+VU o —yu

dieselbe Zeit gebraucht, so daff 2¢, die Periode der u- und d-Werte
darstellt. Nennt man #(w' — ') die Zeit, in welcher der Bogen
' — u” von der Kreiselspitze gerade einmal durchlaufen wird, und
gibt man ¢ (' — u") und vy (' -> ") entsprechende Deutung, so
gilt fiir jeden Wert von # in dem Bereiche zwischen #, und u,

w U,

du ’ dw
t(uy, — u :Bj.,ffﬁ—Bj — t(u "
(o ) ) i VU (0 —> uy)
und ebenso
@ (U —> u) = @ (u —> u),

v (U —> u) =y (u —> %)
Die Bahn der Kreiselspitze besteht demnach aus lauter

zwischen den Parallelkreisen #, und %, hin und her laufen-
den Kurvenstiicken, die sich mit der Periode 2¢, wieder-

Abb. 39. Abb. 40. Abb. 41.

holen und zeitlich und rdumlich sowie beziiglich der Eigen-
drehgeschwindigkeit dep/dt des Kreisels symmetrisch sind
zu jeder Meridianebene, welche in einem obersten oder
untersten Punkt dieser Bahn durch die Einheitskugel gelegt
werden kann.

Man wird sich diese Kurven als Erweiterungen der sphirischen
Zykloiden der pseudoreguliren Priizession leicht vorstellen kénnen
{Abb. 30 bis 41); sie schlieBen sich im allgemeinen nicht, so daB
die Kreiselspitze dann nie wieder in ihre Anfangslage zurtickkehrt.

Da jeder Punkt der Kurve der Kreiselspitze durch Angabe der
Werte d (bzw. u) und v, d. h. sozusagen der ,geographischen Breite«
und ,Lange“ auf der Einheitskugel bestimmt ist, so stellt (16) die
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eigentliche Differentialgleichung dieser Kurve dar. Insbesondere ver-
schwindet im allgemeinen du/dy an jedem der beiden Parallel-
kreise #, und #,, weil dort auch U verschwindet, und zwar nach (27)
ebenso wie Yu —u, oder Yu —u,, also von der Ordnung 1/2. Dies
wird lediglich dann anders, wenn gleichzeitig
(31) A= FEFu, oder A= Fu
ist; denn jetzt verschwindet in

du _ (1—uw) YU

dy = A—ZEu

fir w = u, oder fr # == u, der Zahler nur von der Ordnung 1/2,
der Nenner aber von der Ordnung 1, und demnach driicken die Be-
dingungen (31) aus, dafl dort die Kurve den Meridiankreis beriihrt.

DieKurvenderKreiselspitzeberiihrenalso imallgemeinen
ihrebeidenbegrenzendenParallelkreise; lediglichdannsetzen
sie auf dem einen, und zwar auf dem oberen (vgl S.63) mit
lauter Spitzen auf, wenn die eine der Bedingungen (31) far
den Anfangsstof erfillt ist.

Es kann insbesondere der Fall vorkommen, daBl die beiden be-
grenzenden Parallelkreise #, und w; zusammenriicken: dann ist die
Bewegung wieder eine regulire Prizession geworden. Die Bedingung
daftir lautet nach (28)

u,,:a——}/(ﬁ-}—b

ul—2auy—b =0

oder

oder vermdge (20)
- A—Fuy E— Au,
e = Ba—u BG—w
Der erste Bruch rechter Hand ist nach (14) gleich dy/dt oder in

fritherer Bezeichnung gleich der Prizessionsgeschwindigkeit g, der
zweite Bruch nach (15) gleich

do (1 _ 1

dt “<Z*B>’

und dies ist mit dg/dt = » und E = A4 (v 4+ ucosd) soviel als
v+A_

5 B(v -+ wucos 9).

Damit aber geht (32) gerade wieder iiber in die uns schon aus §9
(7), S.89, bekannte Prizessionsbedingung

@ = Auv + (4 — B)u2cosd.
Die Gleichung (32) gibt zugleich an, wie sich die Komponenten
4 und £ des Anfangsstofles zu verhalten haben, damit die Bewegung
eine regulére Prizession werde. Wihlt man den Anfangsstofl ein klein
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wenig davon verschieden oder gibt man, was auf dasselbe hinausliuft,
dem schon regular prizessierenden Kreisel einen kleinen Zusatzstof,
so ist die Bedingung (32) fir das Zusammenriicken der beiden Parallel-
kreise u, und #, nicht mehr genau erfillt, und dann treten diese Kreise
ein klein wenig auseinander, aber jedenfalls um so weniger, je kleiner
der Zusatzstof§ gewihlt war. Dies besagt, daf die regulire Prizession
bei kleinen Stérungen in eine Bewegung tbergeht, die sich um so
weniger von der urspriinglichen Bewegung unterscheidet, je geringer
die Stérung war: die reguldre Pridzession des schweren sym-
metrischen Kreisels ist mithin eine stabile Bewegung.

Es bleibt nun noch einiges zu den beiden bisher ausgeschlossenen
Fallen nachzutragen, dafl 4 = + £ ist. Dies bedeutet nach (29), dafl
entweder U(4 1) oder U(— 1) verschwindet, d. h. dal eine der Null-
stellen u, und u, entweder nach 4 1 oder nach — 1 hin geriickt ist.
Es sei fiirs erste 4 = + Z und u, = + 1; der Kreisel wird also mit
lotrecht aufwéirts gerichteter Figurenachse angetrieben. Die
Achse des Anfangsstofies @, kann moglicherweise noch schrig ge-
richtet sein, so dafi @, auBler der lotrechten Komponente 4 = Z eine
wagerechte 4, besitzt, die nach (3) eine Anfangsgeschwindigkeit dd/d¢
zur Folge hat. Wir greifen am zweckmaBigsten auf die Gleichung (4)
fir den Schwung zurlick und schreiben dafiir mit (7)

@2 =1FLk4+ EZ2—2B@cosd.
Fir den Bewegungsbeginn gibt dies mit d, =0 und mit O = =2 4 4
(33) k= 42 +2B¢Q.
Wir missen nun zwei Unterfalle unterscheiden, je nachdem A4,
verschwindet oder nicht. Besitzt also erstens mit 4) = 0 der Anfangs-

stofl eine lotrechte Achse, so ist nach (33) k = 2 B¢, und damit
nimmt (10) die einfache Gestalt an

30 U(w) = 2 BQ(1 — w2 (u—o),
wo o
(35) ¢ = bﬁ —1

gesetzt ist.

Solange ¢ = 1 oder also
(36) O; = 4B¢
bleibt, ist fiir 4 < 1 sicherlich U negativ, d. h. dann kann die Figuren-
achse aus der lotrechten Lage gar nicht heraustreten, da die Bewegung
nur fiir positive U als reell erkannt worden ist; die Upgleichung (36)
aber stimmt {iberein mit der schon in §9 (20), S.93, gefundenen
Stabilititsbedingung des aufrechten Kreisels.
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Ist jedoch ¢ <1, so bleibt U positiv in dem Bereiche
1=u=c¢,
und dort verlauft auch die Bewegung. Um zunichst die Gestalt der
Bahnkurve der Kreiselspitze zu finden, gehen wir auf das Integral (19)
zuriick, beginnen aber mit wo = 0 im untersten Punkte ¥ = ¢ und
haben zufolge (34) mit 4 = & = 6,

O, J du
VZBQC (1 —u2)Yu—c

Dieses Integral kann ausgewertet werden. Wir entnehmen einer
Integraltafel die Formeln

(37) Y =

1 du 1 e U—c

1
L L arct
.‘.1+u\/u—~c ‘/1+Ca1cg 14+¢

l—ufu—c 2yi—¢ VYi—ec—VYu—c
(Man stellt durch nachtragliches Differentiieren die Richtigkeit dieser
Formeln fest und iberzeugt sich leicht, dafl fiir u = ¢ beide Seiten
verschwinden.) Addiert man beide, so kommt linker Hand das Integral
von (37). Indem man nach (35) noch @0/ V2 BQ durch Vl + ¢ ersetzt,
hat man demnach
(38) = arctg V + ‘/1 T 1/11—_0 + Vﬂ;j
14¢ 1—e¢ }/1—0—1/@4—0

Wenn man die Bahnkurve der Kreiselspitze auf Grund dieser
Gleichung entwirft, so bekommt man eine Art sphérischer logarith-
mischer Spirale, die den Parallelkreis # = ¢ beriihrt und den oberen
Kugelpol erst fiir 9 = oo, d. h. nach unzihligen Abb. 42.
Umlaufen erreicht, aber ihn auch erst wieder
nach unzahligen Umldufen zu verlassen vermag
(Abb. 42).

Die lotrecht nach oben weisende Figuren-
achse ist mithin ohne seitlichen Anstoff 4, eine
permanente Drehachse, aber, solange die Be-
dingung (36) nicht erfiillt ist, eine labile in
demselben Sinne wie die mittlere Hauptachse
eines kriftefreien Kreisels (§3, 3., S.38; vgl
namentlich die Abb.24, S.53, mit Abb.42). Wir vermuteten frither
(§9, 1., 5.92), daBl die Ungleichung (36) mit grofier Wahrscheinlichkeit
die Stabilititsbedingung des aufrechten Kreisels darstellt. Um jene
Vermutung vollends ganz zu bestitigen, miissen wir zusehen, wie sich
der aufrechte Kreisel gegeniiber seitlichen Stéflen verhilt.

*J. du 1 ! Vl——c-}—Vu—c
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Ist also zweitens 4, 3= 0, d. h. erhdlt der aufrechte Kreisel
eine seitlichen Stof, so ist es nicht mehr moglich, die Bewegungs-
integrale elementar auszuwerten; aber wir gewinnen auch hier leicht
hinreichenden Aufschlul tber das Aussehen der Bahnkurven. Fir
den Kugelkreisel, auf den wir uns nach wie vor beschrinken diirfen,
ist jetzt nach (16) und (17) fir alle Zeit

dy _dg
(39 at = dt
Fihren wir den Wert von % aus (33) in (10) ein und nehmen gleich-
zeitig A = X, so kommt

(40) Uw) = 2BQ(u—1)u2—2uyu—b,),
wo Al
200 =3B

(41) A2 2

bo =1+ __fl

0 2B¢
gesetzt ist. Man zerspaltet mit
(42) [ = ao—Vai+ by,

\ Uy = ao+VEoT+bo
die quadratische Klammer von (40) in ihre Linearfaktoren und hat
(43) Uw) =2B¢ (1 —u)(u—u)(uy—u).
Und hieraus folgert man ebenso wie frither, dafi die Kreiselspitze in
dem Bereiche 1> 0>

hin und her schwankt, also zwischen dem obersten Kugelpunkte und
dem jetzt bekannten Parallelkreise w,. Greift man schlieBlich auf die

Abb. 43. Differentialgleichung (16) der Bahnkurve der
Kreiselspitze zurtick, die sich mit 4 = & zu
du

A@:@+mﬁ7

vereinfacht, so stellt man fest, dafl mit w == u,

wegen U(u,) = 0 auch du/dy verschwindet.

Wir fassen die gewonnenen Erkenntnisse

dahin zusammen: Bekommt der aufrechte

Kreisel einen seitlichen Stofi 4y, so

schwankt die Kreiselspitze zwischen dem obersten Kugel-

punkte und dem Parallelkreise u,, den sie stets beriihrt

(Abb.43); und zwar dreht sich der Kreisel, wenn er ein Kugel-

kzeisel ist, zufolge (39) ebenso rasch gegen die Knotenlinie,
wie die Knotenlinie sich um die Lotlinie dreht.
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Liegt der Parallelkreis u, sehr nahe am obersten Kugelpunkte,
so bilden diese Bewegungen, bei denen die Figurenachse die Lotlinie
eng umtanzt, das genaue Gegenstiick zu den pseudoreguliren Pri-
zessionen von §9, 2.

Jetzt endlich sind wir auch in der Lage, die Stabilitdtsbedingung
des aufrechten Kreisels §9 (20), S.93, vollends streng zu bestétigen.
Dieser Kreisel ist dann als stabil anzusehen, wenn er so rasch umlauft,
da Stérungen 4,, die klein sind gegen seinen Eigenschwung 0, = 4,
ihn auch nur wenig aus seiner aufrechten Lage herauswerfen kénnen.
Wir wollen zeigen, daB ein Schwung von der Grofe

(44) A4 =2YB¢
hinreicht, um zu verhindern, daf§ sich «, wesentlich von 1 entfernt,
solange 4, klein gegen A bleibt.
Streichen wir ndmlich 4} gegen A2, so haben wir statt (41) an-
gendhert
A2
4BQ’
A2
2BQ
und mithin fiir die in (42) auftretende Quadratwurzel
— 2
h =+ ()
Je nachdem A2 gréBer oder kleiner als 4 B @) ist, haben wir der rechten
Seite das obere oder das untere Vorzeichen zu geben, damit die
Quadratwurzel positiv ist. Ziehen wir diese sodann, wie es (42) fiir

u, verlangt, von q, ab, so bekommen wir im ersten Falle angenéhert
u; = 1, im zweiten angendhert

(,Zo:

by =1 —

(45) W= T —1<1

und, falls 42 gerade gleich 4 B ist, ebenfalls %, = 1.

Ist also die Bedingung (44) erfiillt, so liegt der Parallelkreis u,
bei kleinen Stérungen A4, ganz eng um den obersten Kugelpunkt:
der Kreisel ist stabil. Andernfalls fillt die Kreiselspitze sofort zum
Parallelkreis u;: der Kreisel ist labil; und dieser Kreis liegt um so
tiefer, je kleiner der Eigenschwung A wird; fiir 4 = 0 riickt er sogar
in den untersten Kugelpunkt hinein. Damit ist die mit §9 (20) wesens-
gleiche Stabilititsbedingung (44) des aufrechten Kreisels wirklich be-
statigt; es ist damit zugleich aber auch gezeigt, dafi der labile aufrechte
Kreisel nach der Stérung mit der Zeit immer wieder periodisch in die
aufrechte Stellung zuriickkehrt, sofern nicht anderweitige Einflisse ibm
daran verhindern.
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Der schliefllich noch {ibrigbleibende Fall 4 = — &, also u, = — 1,
in welchem der Kreisel mit lotrecht abwértshdngender Figuren-
achse angetrieben wird, erledigt sich rasch. Da jetzt cosdy = — 1
ist, so kommt statt (33)

(46) k= 4:—2BQ.

Im ersten Unterfall 4, = 0 eines Anfangsstoes mit lotrechter
Achse wird statt (34)

Uw) = —2BQ(1+u)2<§%+1——u>-

Dieser Ausdruck ist, da beide Klammern wesentlich positiv bleiben,
immer negativ, ausgenommen fiir 4 = — 1, wo er verschwindet. Die
Figurenachse tritt also ohne seitlichen Anstof niemals aus der
Lotlinie heraus, gleichgiiltig wie schnell der Kreisel umlauft.

Im zweiten Unterfalle 4, = 0, wo der lotrecht hingende Kreisel
aufler seinem Eigenschwung noch einen Seitenstol mitbekommen hat,
findet man statt (40)

Uw)=2BQO + u)(u2— 2 agu — )

mit
, Ad -+ A2
20 = SHq
, A2— A2
by = 1——:;280—-

Die Kreiselspitze schwankt nunmehr zwischen dem untersten Kugel-
punkte und dem Parallelkreise

uy = do— Vag? + by,
welchen sie stets beriihrt, hin und her, wobei wegen (16) und (17)
fir den Kugelkreisel

dy de

dt — 7 dt
wird: Eigendrehung und Drehung der Knotenachse erfolgen auch hier
gleich rasch. Die Bewegung des Jotrecht hdngenden, seitlich
angestofienen Kreisels ist im wesentlichen von derselben Art,
wie diejenige des aufrechten, seitlich gestoflenen Kreisels.

Ein Unterschied besteht lediglich in den Stabilititsverhiltnissen

bei lotrechter Figurenachse. Wiahrend beim aufrechten Kreisel nur
unter der Bedingung (44) einer sehr kleinen Stérung auch eine nur
kleine Ausweichung der Figurenachse aus der Lotlinie entsprach, so
findet man jetzt ohne jede Einschrinkung angenidhert u, — 1, wenn
man in ay und b, das Quadrat des Stérungsstofles 4, gegen A2 ver-
nachlassigt. Der lotrecht herabhdngende Kreisel 1duft mit jeder
beliebigen Eigendrehgeschwindigkeit stabil.
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Dieses Ergebnis scheint im Widerspruch zu stehen mit der be-
kannten Erscheinung, daff ein um eine lotrechte Symmetrieachse an-
getriebener langlicher Ko6rper, wenn die Drehgeschwindigkeit tber
ein gewisses Mafl hinaus gesteigert wird, anfingt, als Fliehkraftpendel
auszuschlagen. Man hat es hier jedoch, im Gegensatz zu dem sich
selbst iiberlassenen Kreisel, mit einer erzwungenen Bewegung zu
tun (im Sinne von §6, 2., S.56), bei welcher die Geschwindigkeit
dy/dt unverandert gehalten wird. Indem der Korper dann ausschlagt,
mufl ithm unablidssig neuer Schwung durch das Moment des Zwanges
zugefiihrt werden, bis schliefllich der stationire Zustand erreicht ist,
wo das Moment der Schwere dem Moment der Fliehkrifte das Gleich-
gewicht halt. Ubrigens wissen wir von friiher (S.81), daB nur ein
Korper mit gestrecktem Tragheitsellipsoid in solcher Weise aus-
schlagt.

§ 1. Der Spielkreisel.

1. Die Prédzession. Zufolge unserer Begriffsbestimmung des Wortes
Kreisel (Einl., 1.) mufite bisher immer ein bestimmter Punkt des starren
Korpers festgehalten sein, der Stiitzpunkt. Diese Forderung wird nun
gerade von dem Korper keineswegs erfiillt, welchem man urspriinglich
den Namen Kreisel gab, also einem in der Regel symmetrischen
Korper, der in Drehung versetzt und mit seiner untersten Spitze auf
eine Ebene gestellt wird, der sogenannte Spielkreisel. Wir wollen
den Begriff des Kreisels jetzt auf einen solchen Korper erweitern. In
diesem neuen Sinne wére dann jeder irgendwie gestaltete, auf einer
Ebene rollende oder tanzende Ké6rper als Kreisel zu bezeichnen. Doch
haben wir keineswegs die Absicht, die Bewegung derartiger Kérper
hier allgemein zu untersuchen; denn sie haben fiir die praktischen
Anwendungen, die wir nie aus den Augen verlieren méchten, so gut
wie gar keine Bedeutung. Wir beschrinken uns vielmehr auf den
einzigen Fall, daBl der Kreisel symmetrisch ist und immer mit einem
und demselben Punkte, seiner unteren Spitze, die Unterlage bertihrt,
welche wagerecht sei; und auch diesen Fall behandeln wir lediglich
des eigentiimlichen Reizes wegen, den er auf unseren Erkenntnistrieb
ausiibt. Von der Reibung sehen wir vorliufig ab, indem wir eine
moglichst glatte und harte Ebene als Unterlage voraussetzen.

Nunmehr besteht die Wirkung zwischen Kreisel und Unterlage
lediglich noch in einem lotrecht gerichteten Stiitzdruck N von mdog-
licherweise schwankendem Betrage. Da auch die Schwerkraft lotrecht
weist, so kann sich die Geschwindigkeit v, des Schwerpunktes nach
dem Schwerpunktssatze Einl. (34), S.15, nur noch in lotrechter Rich-
tung 4ndern, in wagerechter Richtung dagegen nicht. Die Projektion
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des Schwerpunktes auf die Unterlage beschreibt mithin eine Gerade
mit unverdnderlicher Geschwindigkeit, die auch Null sein kann. Sehen
wir von dieser Geschwindigkeit, die ohne jede Bedeutung ist, ganz
ab, so bewegt sich der Schwerpunkt nur noch auf einer festen
Lotlinie. Blicken wir also von oben auf den Schwerpunkt, so bleibt
er scheinbar in Ruhe, und es ist mithin sehr naheliegend, zu fragen,
ob er nicht vielleicht unter gewissen Bedingungen die frithere Rolle
des festen Stiitzpunktes iibernehmen kann. In der Tat gibt es einen
solchen Fall, ndmlich die reguldre Prazession der Figurenachse.
In diesem einzigen Falle bewegt sich der Schwerpunkt gar nicht,
wahrend die untere Kreiselspitze auf der Unterlage einen Kreis be-
schreibt. Daf} eine solche Bewegung als Sonderfall auch hier moglich
ist, kann leicht eingesehen werden. Man braucht sich nur daran zu
Abb. 44. erinnern, dafl, wenn der Schwerpunkt in Ruhe
sein soll, der Trieb des Kérpers nach Einl. (33),
S. 15, gleich Null bleiben und somit nach
Einl. (34) auch die duflere Kraft verschwinden
muB. Dies erfordert einen Stiitzdruck N, der
entgegengesetzt gleich dem Gewicht &' und
daher unveranderlich ist. Wir haben hiernach
scheinbar einen Kreisel, der im Schwerpunkt S
gestiitzt ist (Abb.44) und in dessen Stiitz-
punkt S, die Schwerkraft lotrecht nach oben
angreift. Es dndert sich also gegeniiber der reguléren Prézession unseres
fritherenr schweren symmetrischen Kreisels nur dies eine, dal oben und
unten vertauscht ist, und daB das dquatoriale Trigheitsmoment B’ nun
nicht mehr auf den Stiitzpunkt, sondern auf den Schwerpunkt bezogen
ist. Dagegen ist das Stitzpunktsmoment @ [§9 (4), S.89] das alte.
Indem wir die Figurenachse jetzt vom Schwerpunkt nach dem Stiitz-
punkt hin ziehen und unter ¢ natirlich den Winkel zwischen der
abwirts weisenden Lotlinie und der Figurenachse verstehen, haben
wir neben dem gehorigen Anfangssto als Bedingung fiir die regulire
Prizession des Spielkreisels nach §9 (7), .89,

(1) Q = Auv + (A — B')u2cosd
und fir den aufrechten Kreisel nach §9 (20), S.93,

@) o= 2 VB Q.

1

Das auf den Schwerpunkt bezogene dquatoriale Triagheitsmoment B’
ist nach dem Steinerschen Satze (§2, 2., S.20) allemal kleiner als
das frithere B, und demnach gehért nach (1) zu vorgeschriebenen
Werten von u und ¢ ein kleinerer Wert » der Eigendrehgeschwindig-
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keit als frither. Ebenso ist der aufrechte Spielkreisel schon
bei kleinerer Drehgeschwindigkeit w stabil als der friihere
schwere Kreisel.

Gehen wir zu einem schnellen Spielkreisel iiber, dessen Schwung-
vektor @ also merklich in die Figurenachse fallt, so k6énnen wir auf
den zur Einleitung der reguldren Prizession gehorigen Anfangsstof
verzichten und stellen dann fest: Die Bewegung des schnellen
Spielkreisels ist eine Art pseudoregularer Prazession um die
Lotlinie mit der Prézessionsgeschwindigkeit

) w= %
also ebenso groff wie frither §9 (21).

Allerdings eine pseudoreguldre Prizession im strengen Wortsinne
haben wir jetzt sicherlich nicht mehr; sowohl der Schwerpunkt wie
der Stitzpunkt werden nun feine Schwankungen vollziehen, so daf}
von einem Nutationskegel nicht mehr die Rede sein kann.

2. Die allgemeine Bewegung. Wir werden uns jetzt berechtigt
fiihlen, zu vermuten, daBl die Bewegung des Spielkreisels auch im
allgemeinen Falle mancherlei Ahnlichkeit mit derjenigen des gewéhn-
lichen schweren symmetrischen Kreisels besitzt. Denn da der Stiitz-
druck N jedenfalls immer lotrecht weist, so liegt auch sein Moment M,
beziiglich des Schwerpunktes wagerecht, genau wie das frither in
Betracht kommende Moment M, der Schwere; und demnach kénnen
wir auch das in § 10, 2. angewandte Verfahren der Integration Schritt
fiir Schritt auf den Spielkreisel tibertragen.

Zunichst schlieflen wir, wie dort, daff die Komponenten 4
und & des Schwunges in der Lotlinie und in der Figuren-
achse durch das Moment M, nicht geindert werden kénnen.
Sodann verbinden wir die Grundgleichung

a0
o= M,
mit der Gleichung fiir die wagerechte Schwungkomponente
dé
— i

indem wir die Lage des Kreisels durch die entsprechend definierten
Winkel d, @, y messen. So erhalten wir wie S.98

do , 40

(5) o ar = M, B at’
Jetzt miissen wir allerdings noch den Schwerpunktssatz zu Hilfe
nehmen. Ist 7%, der Fahrstrahl vom Schwerpunkt nach dem Stiitz-

punkt und wieder 4 == cosd, so ist r,u die Hbhe des Schwerpunkts
Grammel, Der Kreisel. 8



114 Der schwere Kreisel.

tiber der Unterlage und mithin (da der Betrag 1, unveranderlich ist)
die lotrechte Geschwindigkeit des Schwerpunkts gleich r,d w/dt, positiv
nach oben gezihlt. Weil als duflere Kraft nach oben die Differenz
von Stiitzdruck N und Schwere G = mg wirkt,, so lautet die Be-
wegungsgleichung Einl. (34), S.15, fiir den Schwerpunkt
N—mg = mr, dru

a2’
woraus

d2

N=mg+ ‘"”"omg

folgt; und also ist der Betrag des Stiitzdrucksmomentes
2
M, = r,Nsind = mrygsind + mrsin d ‘iligil .
Setzen wir diesen Ausdruck in (5) ein, so folgt unter Beachtung
von §9 (4), S.89, und §10 (9), S.98,

1dO2 du 1 s @ fdu\?
3 = PGB g (@)
oder nach einer Integration
5 du\?
©6) 0 = h— zB'Qu_mr;B(%)

mit der Konstanten 4. Wir nehmen hinzu
@2 = 524 42 X2
wo X wieder die dritte Komponente von @ in der Richtung der Quer-
achse ist; diese gehorcht offenbar der aus § 10 (2) abgeleiteten Glei-
chung §10 (5), ndmlich
2 — (4— ‘E’,@g
1 —u?

=z

’

so daf wir, indem wir auch noch (4) zuziehen, statt (5) als Ver-
allgemeinerung von § 10 (6), S.98, bekommen

' mre NV
@) v[B [1+7(1_“)] —d—%>
l =(h—52—2B Qu)(1—u2) — (4 — Eu)2

Fiihren wir schliefllich die neue Konstante k£ durch § 10 (7), die
Funktion U(u) durch §10 (10) und endlich die Abkiirzung

mr?

®) E= p
ein, so haben wir statt (7)

Jdu U(u)
©) Bm*Vﬂimnw
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und diese Differentialgleichung fur  ist ganz gleich gebaut wie die
entsprechende §10 (11) beim gewohnlichen Kreisel. Es ist lediglich

die Funktion

N U
(10) V(u)y = Alr—kvsf(T :uT)
Abb. 45. Abb. 46.
Abb. 47. Abb. 48,

Q) &

an die Stelle von U getreten. Die drei Bewegungsintegrale lauten
[vgl. §10 (18) bis (20)]

udu
11 t—t, = B'| =,
(11) ; jw

UO

uA——Eu du
12 — — — —_—,
(12) LS jl-—@ﬂ 1224

uE——Au du ~/1 1
(13) P— Qo = j‘T;wué W+'5<Z—“B',> (t —to).

o
Der kinematische Inhalt aber dieser Gleichungen, die von der
hyperelliptischen Gattung sind, ist der Art nach der gleiche wie
8*
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derjenige der fritheren Integrale. Insbesondere gilt auch fir den
Spielkreisel der Satz von G. Darboux {iber homologe Kreisel
und desgleichen die mannigfachen, in §10, 3. unabhingig von U ge-
zogenen Folgerungen. Man wird hier natiirlich die Bewegung durch
die untere Kreiselspitze auf der Unterlage aufzeichnen lassen und
erhdlt dann ebene Bahnkurven, die den sphirischen der fritheren
Kreiselspitze in jeder Hinsicht entsprechen (Abb. 45 bis 48). Auf eine
genauere und ins einzelne gehende Untersuchung verzichten wir um
so eher, als der wirkliche Verlauf der Bewegung durch die unvermeid-
lichen Reibungseinfliisse gerade beim Spielkreisel nicht unerheblich
abgeindert erscheint.

§ 12. Der Einflufi der Reibung.

1. Der schwere symmetrische Kreisel. Vergleicht man die in
den letzten drei Paragraphen geschilderten Bewegungen mit der tat-
sachlichen Bewegung, welche man an Kreiselmodellen verfolgen kann,
so bemerkt man mannigfache Unterschiede, die einer Erklarung
dringend bediirfen, wenn wir unseren theoretischen Ergebnissen volles
Vertrauen entgegenbringen sollen.

Erstens beobachtet man, daBl das Kreiselmodell im Laufe der Zeit
zum Stillstand kommt. Ein solches Abklingen der Bewegung konnte
in unseren Formeln lediglich deswegen keinen Ausdruck finden, weil
wir die unvermeidlichen Reibungswiderstinde, denen das Modell
unterworfen ist, aufler acht gelassen haben. Damit hingt es auch
zusammen, dafl der in der Regel stark angetriebene Kreisel nur eine
Zeitlang die Eigenschaften eines schnellen Kreisels besitzt, schlief}-
lich aber kurz vor seinem Umfallen jene eigenartig wippenden und
zuckenden Bewegungen zeigt, in denen man ohne weiteres unsere
Kurven der Kreiselspitze (Abb.39 bis 41, S.104) wiedererkennt.

Zweitens beobachtet man, dai das Modell, auch solange es noch
als schneller Kreisel anzusprechen ist, zwar eine pseudoregulire Pri-
zession mit allerdings immer mehr erléschenden Nutationen vollzieht,
dafl sich jedoch der Offnungswinkel 6 des Prazessionskegels allméhlich
andert: der Kreisel senkt sich oder richtet sich auf, je nachdem der
Stiitzpunkt gelagert ist. Man wird von vornherein vermuten, daf
auch davon die Reibung die Ursache darstellt.

Wir wollen die Untersuchung dieser Verhiltnisse wieder mit Ver-
zicht auf streng giiltige Formeln durchweg auf den schnellen Kreisel
beschranken und missen dann zwei Arten der Lagerung unterscheiden,
die beide gebriuchlich sind. Der erste Fall betrifft die cardanische
Aufhdngung des Stlitzpunktes, wie wir sie schon in §8 (vgl
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Abb. 36, S.83) kennen gelernt haben. Die Reibung in den Lagern der
Knotenachse wird auch hier von untergeordneter Bedeutung sein, da
jedenfalls die Anderungsgeschwindigkeit d ;dt, wo nicht Null, so doch
recht klein bleibt.

Die Reibung in den Lagern der Figurenachse duBlert sich in einem
widerstehenden Moment P’, welches die Eigendrehgeschwindigkeit »
dauernd vermindert nach Mafigabe
der Gleichung [vgl. §8 (4), S.84]
dv
o=
Da der Schwung des schnellen
Kreisels sehr angendhert gleich

A v gesetzt werden darf, so kann
man daftir auch schreiben

de ,
@  G=-f
oder nach einer Integration mit
dem Anfangswert 6,

) O = 6,— P't.

(1) 4 —P

Die Reibung in den Lagern der Prizessionsachse schlieflich tritt
als ein Moment P” auf, dessen Achse lotrecht liegt und die entgegen-
gesetzte Richtung der Prézessionsgeschwindigkeit g hat. Beildufig
bemerkt ist dieses Moment ungefihr proportional mit dem Gewicht,
welches die Lager zu tragen haben. Beim rechtsdrehenden Kreisel
weist g aufwérts (vgl. §9, 2., 5.93), und der Schwungvektor @ fallt
sehr nahezu in die positive Figurenachse; eim linksdrehenden weist
p abwarts, und @ liegt jetzt merklich in der negativen Figurenachse
(Abb. 49). In beiden Fallen sucht demnach P" den Winkel 6 zu ver-
groflern.  Der Endpunkt des Schwungvektors hat dabei in der Rich-
tung der Querachse die Geschwindigkeit T @dd/dt, und diese ist
gleichzusetzen der in diese Achse fallenden Komponente F P"sin
von P”, da die Querachse eine Hauptachse ist, und da die Geriist-
geschwindigkeit von @ bei der Prdzession in die Knotenachse fillt,
wie wir wiederholt festgestelit haben. Hiernach ist

(4) @Z? = P"siné
oder wegen (3)
dé P'at

§nd = B, — Pt
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oder nach einer Integration mit dem Anfangswert 4,

te S
6 P O,—Pt
g2

oder endlich durch Ubergang zum Numerus
s 6, pypr %
) wy=(g,0p1) ‘e

Da die rechte Seite unabléssig zunimmt, so wichst mit der Tangens-
funktion auch der Winkel § selbst, wie wir bereits festgestellt haben.
Bei cardanischer Lagerung senkt sich die Figurenachse unter
Abb. s0. dem Einfluf der Lagerreibung;
| die Kreiselspitze beschreibt an
S Stelle eines Kreises eine Spirale

um den untersten Kugelpunkt.
¢ Zufolge (1) nimmt gleichzeitig
die Eigendrehgeschwindigkeit »
fortwahrend ab; die Priazessions-
geschwindigkeit aber wichst,
\ \ denn sie ist nach §9 (21), S.94, um-
gekehrt proportional mit dem Schwung.
Abb. 51. Ubrigens geschieht die Senkung
' der Figurenachse nach (5) um so
langsamer, je kleiner der Quotient
P"/P' ist. Hat aber der Schwung
schon so betrachtlich abgenommen,
daBl der Kreisel aufhort, ein schneller
zu sein, noch ehe seine Figurenachse
merklich lotrecht abwirts weist, so wird
die Wirkung der Reibung viel ver-
wickelter. Wir gehen hierauf jedoch

nicht ein.

Ganz anders duBlert sich der Einfluf der Reibung, wenn nun
zweitens der Kreisel so gelagertjist, daf das eine Ende seiner
Figurenachse in einer Pfanne liegt. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dafl dieses Ende halbkugelartig auslaufe und daf} die
Pfanne ein hohler Kegel mit lotrechter Achse sei. Je nachdem der
Schwerpunkt S hoher (Abb.50) oder tiefer (Abb.51) als der Stiitz-
punkt S, liegt und- je nachdem der schnelle Kreisel rechts- oder links-
drehend vorausgesetzt wird, haben wir offensichtlich vier Fille zu
unterscheiden (Abb.32).

et

it

£/]
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Allen diesen ist gemeinsam, dafi der Mittelpunkt der Halbkugel
als eigentlicher Stiitzpunkt in Ruhe bleibt, so dal die (auf einem
Kreise liegenden) Beriihrungspunkte der Halbkugel mit dem Kegel
Geschwindigkeiten besitzen, deren Mittelwert um so genauer wage-
recht und auf der Prazessionsebene senkrecht steht, je kleiner jener
Beriihrungskreis gegeniiber dem Umfange der Halbkugel ist. Die
Erfahrung zeigt, daB die Reibungskrifte, die beimn Gleiten eines festen
Korpers gegen einen anderen an den einzelnen Berithrungspunkten
auftreten, den Vektoren der Geschwindigkeiten der Beriihrungspunkte
-entgegengesetzt gerichtet und von der Grofle der Geschwindigkeit
ziemlich unabhingig sind. Infolgedessen werden wir mit der Ge-
nauigkeit, die uns hier geniigt, an- Abb. 52.
nehmen diirfen, daBl die Resultante
aller Reibungskrifte zwischen der
Halbkugel und dem Lagerkegel wage-
recht gerichtet ist, auf der Préazessions-
ebene senkrecht steht und gerade unter
dem Stlitzpunkt liegt. Sie erzeugt
demnach beziiglich des Stiitzpunktes
ein Moment P, dessen Achse in der
Préazessionsebene liegt, wagerecht weist
und dberdies mit der Schwungachse
des schnellen Kreisels immer einen
stumpfen Winkel bildet. Zerlegt man
diesen Momentvektor P in seine Kom-
ponenten P, und P, nach der Figuren-
achse und nach der Querachse, so stellt
man das folgende fest:

Die Komponente P, vermindert den
Schwung unablissig; infolgedessen
sinkt die Eigendrehgeschwindig-
keit », wogegen dann wieder die Prizessionsgeschwindig-
keit w zunimmt; der Grund dafiir ist derselbe wie bei der car-
danischen Lagerung.

Die Komponente P, ist, wenn man jetzt von P, absieht, wieder
gleich der Anderungsgeschwindigkeit des Endpunktes des Schwung-
vektors in der Prézessionsebene und bewegt daher diesen Punkt (vgl.
Abb.52) nach oben oder nach unten, je nachdem der Schwungvektor
selbst schrdg nach oben oder nach unten weist; und das namliche
gilt dann auch von der Figurenachse. Die Pfannenreibung richtet
die Figurenachse auf oder senkt sie, je nachdem der Schwer-
punkt hoher oder tiefer als der Stiitzpunkt liegt.
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Damit ist die bekannte und oft mifideutete Erscheinung, daf} der
in einer Pfanne tanzende Kreisel sich nach und nach aufrichtet, vollig
erklirt; wir wollen die Erklarung noch durch eine angendherte Rech-
nung erganzen.

Die Reibungskraft, und mit ithr auch das Moment P, ist dem
Stutzdruck proportional, und dieser ist sehr angendbert gleich dem
Kreiselgewicht mg, also unverdnderlich (da eine merkliche lotrechte
Beschleunigung des Schwerpunktes ja nicht vorhanden sein wird). Wir
konnen daher mit dem Hebelarm ¢ der Reibungskraft beziiglich des
Stiitzpunktes (Abb. 50) setzen

©6) P = ofmy,

wo [ den Beiwert der Reibung bedeutet. Die Komponenten von P sind
P, = Psin,
P, = Pcos?,

und es gilt wie in (2) und (4)
a6

(7 = Psiné,
®) @%f = — Pcosé,

gleichgtiltig, ob 6 spitz oder stumpf ist.
Um hieraus & als Funktion der Zeit zu berechnen, differentiieren
wir (8) nach ¢ und haben
ae do azd . .déd

Setzen wir den Wert von d®/dt aus (7) und den Wert von ©
selbst aus (8) ein, so kommt alsbald

d26 dd\2
© = —2t0(5y)

als Differentialgleichung fiir ¢ allein. lhre Integration ist eine mathe-
matische Angelegenheit; das Ergebnis dieser Integration

(10) 6 = arctg(a + b?)

bestidtigt man nachtraglich mit geringer Mithe durch Einsetzen in die
Differentialgleichung (9). Hier sind @ und & zwei Integrationskonstanten,
die wir aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen haben. Fiir { =0
sei 8 = &, und zufolge (8)

aé P
<;jt' )0 =g, cos dy.
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Schreiben wir also statt (10)

und daraus durch Differentiieren

_1 ds_,

cos2d dt —
so liefern die” Anfangswerte sofort

) P

so dafl endgiiltig
11 tod — to d __i)_t_
(11 57T BT @,cosd,

kommt.

Hieraus bestatigt sich wieder, dal é ab- oder zunimmt, je nachdem
d, ein spitzer oder ein stumpfer Winkel war. Die Zeit ¢,, welche ver-
geht, bis die Figurenachse lotrecht steht, berechnet sich mit ¢ = 0
oder 4 = 180° zu

(12) t = % sin d,.

Diese Zeit ist endlich und um so kleiner, je stirker die Rei-
bung ist.

Um auch noch die Kurve aufzufinden, welche die Kreiselspitze
bei dieser Bewegung beschreibt, miissen wir wieder dem Zusammen-
hang zwischen der ,geographischen Linge“ y und ,Breite“ § nach-
gehen. Zu dem Zwecke schreiben wir die Prizessionsgleichung des
schnellen Kreisels, §9 (21), S.94, in der Form A

dy
— =
© at v
und dividieren diese Gleichung in (8):
o __ P cos 0
dy ¢
oder
dé P

oder durch eine Integration, bei welcher wir die Werte 4 = 0 und
w = O sich entsprechen lassen,

1 14sind. P

2 I 1—sind Qw
oder durch Auflésen nach sind
(14) sind = _ig£

Qw,
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indem wir wieder die schon in §35, 2., S.52, benutzte hyperbolische
Tangensfunktion einfithren. Durch diese Gleichung wird eine spha-
rische Spirale dargestellt, die sich um den obersten Kugelpunkt
herumwindet.

In der Nahe dieses Punktes ist cosd nicht mehr merklich von 1
verschieden, so daff dort statt (13) gilt

P
dd = — —dvy,
Q k%
also nach der Integration
P
1 8= —" u
(15) oY

was auch aus (14) zu folgern war, da sich die Tg-Funktion fiir kleine
Werte des Argumentes wie dieses selbst verhilt. Die Gleichung (15)
aber zeigt, dal die Kurve der Kreiselspitze in der Ndhe des
obersten Punktes wie eine archimedische Spirale aussieht,
daf sie also nach einer endlichen Anzahl von Windungen
den oberen Kugelpol erreicht. Entsprechendes gilt bei der Be-
wegung gegen den unteren Pol hin.

Als wesentliche Bemerkung ist hier erstens hinzuzufiigen, daf§ die
ganze Rechnung nur dann Anspruch auf einige Genauigkeit erheben
kann, wenn wahrend der ganzen Bewegung die Grofle © des Schwunges
hinreicht, den Kreisel als einen schnellen zu kennzeichnen. Andern-
falls geht nach einiger Zeit, noch ehe sich der Kreisel ganz auf-
gerichtet oder gesenkt hat, die pseudoreguldre Prédzession in eine
verwickeltere Bewegung {ber, und ein voélliges Aufrichten der Figuren-
achse braucht dann nicht mehr unter allen Umstdnden einzutreten.
Vor allem darf der Anfangswert d, nicht in der Nahe von 900 liegen,
der Kreisel also nicht mit nahezu wagerechter Figurenachse auf-
gesetzt werden. Denn da das Reibungsmoment P den Endpunkt des
Schwunges in wagerechter Richtung gegen die Lotlinie heranzieht,
so wiirde dieser Punkt ganz in der Nédhe des Stiitzpunktes die Lot-
linie erreichen und der Schwungvektor ware damit moglicherweise
zu kurz geworden.

Zweitens ist bis jetzt eine andere Art der Reibung unberiick-
sichtigt geblieben, welche um so mehr in die Erscheinung tritt, je
ndher die Figurenachse der Lotlinie riickt, wir meinen die bohrende
Reibung des unteren Endes der Figurenachse in dem ILagerkegel.
Das Moment dieser Reibung hat eine lotrechte, dem Vektor u ent-
gegengesetzte Achse und wird den aufgerichteten Kreisel mehr oder
weniger schnell abbremsen und zuim Umfallen bringen. Es kann
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aber sogar vorkommen, dal die bohrende Reibung das vollige Aulf-
richten des Kireisels iiberhaupt verhindert. Denn ihr Moment {ibt
doch offenbar dieselbe Wirkung aus, wie das Moment P” in den
Lagern der Prizessionsachse (S.117): d.h. es sucht den Kreisel auf
alle Falle zu senken. Je nach dem Krafteverhiltnis in dem Kampfe
zwischen der gleitenden und bohrenden Reibung kann man denn
auch in der Tat eine grofie Mannigfaltigkeit der Erscheinungen beob-
achten.

‘Wir erwdhnen hier schliellich noch das merkwiirdige Verhalten
zweier Kreisel, von denen der eine mit dem unteren Knde seiner
Figurenachse auf das pfannenférmige obere Ende des anderen aufgesetzt
ist (Abb.53). Beide Kreisel mégen schnell sein. Ohne uns auf die
Dynamik dieses gekoppelten Systems
niher einzulassen, koénnen wir doch so
viel von vornherein feststellen, daB die
gleitende Reibung beide Kreisel auf-
zurichten sucht. Doch wird diese Wir-
kung durch eine zweite zumeist stark
tibertont. Von der sich drehenden oberen
Pianne des unteren Kreisels wird durch
Vermittelung der Reibung eine zusitz-
liche Zwangsdrehung auf den oberen
Kreisel iibertragen und dadurch in ihm
ein Kreiselmoment von solchem Sinne
geweckt, daff sich seine Drehachse in
gleichstimmigen Parallelismus mit derjenigen des unteren Kreisels
einzustellen sucht. Und in &hnlicher Weise wirkt der obere Kreisel
auf den unteren zurlick, so daf§ die beiden Figurenachsen, falls die
urspriinglich schief aufeinandergesetzten Kreisel gleichsinnig umlaufen,
sich in tberraschend schneller Weise in eine einzige Gerade einstellen
und lotrecht aufrichten und dann wie ein einziger starrer Korper
weiterlaufen. Bei ungleichem Umlaufssinn dagegen springt der obere
Kreisel, indem er seine Drehachse umzukehren versucht, alsbald vom
unteren ab.

Der Versuch gelingt nur dann einwandfrei, wenn der Schwung
des unteren Kreisels erheblich grofler ist als der des oberen; die Be-
griindung dafiir kann aber ohne weitlaufigere Rechnungen nicht wieder-
gegeben werden.

2. Der Spielkreisel. Wir haben bei der Untersuchung der Be-
wegung des Spielkreisels (§ 11) darauf hingewiesen, dafi die dort ge-
fundenen Ergebnisse durch die Reibung der unteren Spitze auf der
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Stiitzebene nicht unerheblich beeinfluit werden miissen. Diesen Ein-
flul wollen wir jetzt unter der Bedingung abschitzen, daff die untere
Spitze wieder in eine kleine halbkugelférmige Flache ausliuft und
daff die Bewegung, wenn man von der Reibung absehen wiirde, von
einer reguliren Prizession nicht zu unterscheiden wire. Der Kreisel
soll also ein schneller sein. Ohne Reibung wiirde der nahezu unver-
anderliche Stiitzdruck — & die Schwungachse und die mit ihr ziemlich
zusammenfallende Figurenachse angendhert auf einem Kreiskegel be-
wegen, der seine Spitze im Schwerpunkte S hat, so daBl der Stiitz-
punkt S, einen Kreis um die Projektion des
Schwerpunktes auf die Stiitzebene beschreibt,
und zwar entgegen dem Uhrzeigersinne, falls
der Schwungvektor nach oben gerichtet ist,
sonst umgekehrt. Infolge der Eigendrehung
des Kreisels gleitet der Berithrungspunkt
der halbkugeligen Kreiselspitze auf der
Stiitzebene mit einer praktisch recht groflen
Geschwindigkeit ¥ senkrecht zur Figuren-
achse (vgl. Abb. 54, die einen Grund- und
Aufrif} darstellt). Durch dieses Gleiten wird
eine Reibungskraft R geweckt, die jeden-
falls in der Stiitzebene liegt und auf der
Figurenachse senkrecht steht; und zwar hat
der Vektor R dieselbe Richtung, wie die
Geschwindigkeit der unteren Spitze bei der
bisher reibungsfreien Bewegung. Der Be-
trag von R ist gleich fG, wo f den
Reibungsbeiwert bedeutet, der im wesentlichen vom Stoff und der
Rauhigkeit der Stiitzebene und der unteren Kreiselspitze abhingt.
Die Reibungskraft R wirkt nun in doppelter Weise.

Erstens erteilt sie nach dem Schwerpunktssatze, Einl. (34), S. 15,
dem Schwerpunkt S eine wagerechte und auf der Figurenachse senk-
rechte Beschleunigung von unverdnderlichem Betrage R/m = fg, wo ¢
die Schwerebeschleunigung bedeutet. Betrachtet man die Figurenachse
von oben, so mufl ihr Grundriff sich also einerseits mit der Winkel-
geschwindigkeit u der reguliren Prizession im Kreise drehen; anderer-
seits wird der auf ihr liegende Schwerpunkt immer senkrecht zu ihrer
augenblicklichen Lage beschleunigt. Und folglich kann die Bewegung
gar nicht anders erfolgen, als dafi der Schwerpunkt ganz gleichférmig
einen wagerechten Kreis beschreibt, dessen Grundriff vom Grundrif} der
Figurenachse Dberiihrt wird. Denn in der Tat dreht sich dann die
Figurenachse gleichférmig, und nach Einl. (19), S.12, ist die gleich-

Abb. 54.
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formige Kreisbewegung gerade an das Vorhandensein einer nach dem
Mittelpunkt gerichteten Beschleunigung vom festen Betrage u?r ge-
kniipft, woraus sich mit

wr =fyg

der Kreishalbmesser zu
L1y
=

berechnet. Erinnern wir uns, dafl nach § 11 (3), 5.113, die Prazessions-
geschwindigkeit ¢ = @/© ist, so finden wir

(16) r="fog

Infolge der Reibung bleibt der Schwerpunkt des Spiel-
kreisels nicht mehr fest, sondern beschreibt mit der Pri-
zessionsgeschwindigkeit u einen Kreis, dessen Halbmesser
dem Quadrat des Schwunges proportional ist. Dasselbe tut
dieuntere Spitze, und zwar eilt sie der Projektion des Schwer-
punktesaufeinemkonzentrischenKreise voraus. Die Figuren-
achse dreht sich windschief und beschreibt um die Lotrechte
ein einschaliges Rotationshyperboloid, dessen Kehlkreis die
Bahn des Schwerpunktes bildet.

Von einer etwaigen zusitzlichen seitlichen Verschiebung des
Kreisels, die dbrigens unter dem EinfluB der Reibung weder der
Grofle noch der Richtung nach unverinderlich wire, sehen wir hier
natlirlich ab.

Die Reibungskraft R gibt zweitens Veranlassung zu einem Mo-
ment P, das, auf den Schwerpunkt bezogen, den Betrag
(17) P=S88§,.fmy
besitzt und dessen Vektor auf der Figurenachse und zugleich auf dem
Vektor B senkrecht steht. Je nachdem @ schrig auf- oder abwirts
gerichtet ist, weist auch P schrig auf- oder abwirts, und folglich
sucht die Reibung auf alle Fille den Schwungvektor @ lot-
recht zu stellen, die Figurenachse also aufzurichten.

Diese aufrichtende Bewegung gehorcht nach Einl. (29), S.14, der
Gleichung i0

(18) =P

Nennen wir wieder 4 den Winkel zwischen der Lotrechten und der
Schwungachse, so ist die Geschwindigkeit des Endpunktes des Schwung-
vektors — natiirlich abgesehen von der Prizessionsdrehung — gleich
— ©dd/dt, so daBl wir statt (18) haben

dé P

dt — 0
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oder nach einer Integration, bei der wir @ als unverdndert ansehen
diirfen, mit dem Anfangswert §, fiir t = 0,

&)
wonach die fiir das Aufrichten des Spielkreisels erforderliche Zeit gleich
o
(19) ty = 'Péo

wird.

Wir sind damit zu einem Ausdruck gelangt, der mit der Zeit ¢,
in (12) fir das Aufrichten des gewohnlichen Kreisels fast gleichlautend
ist. Indessen zeigt der Vergleich von (6) mit (17), daBl die Reibungs-
momente P in beiden Fallen wesentlich verschieden sind. Bildet man
fiir gleichen Anfangsschwung @ — @, den Quotienten aus den beiden
Zeiten, so kommt offensichtlich

b % sin &
ty Q dy

ein Ausdruck, welcher trotz des Bruches sin d,/d, in der Regel erheblich
gréfer als 1 wird, insofern der Hebelarm ¢ der Reibungskraft (Abb. 51)
von der GroBenordnung des Halbmessers der kleinen Halbkugel der
unteren Spiize ist, wogegen, S S, ein Vielfaches davon zu sein pflegt.
Damit ist die vom Versuch wohlbestatigte Tatsache bewiesen,
dafl sich der Spielkreisel erheblich rascher aufrichtet als
ein ithm gleichartiger und in gleicher Weise angetriebener
gewohnlicher Kreisel

Eine Abnahme des Schwunges seinem Beirage nach tritt nach
dem Aufrichten infolge der bohrenden Reibung der Kreiselspitze ein;
eine solche Abnahme ist nur dann schon wahrend des Aufrichtens
festzustellen, falls die Halbkugel der Stiitze von so betrichtlicher Gréfie
ist, daBf die Verbindungslinie des Beriihrungspunktes und des Schwer-
punktes von der Figurenachse merklich abweicht. Denn dann besitzt
der auf dieser Verbindungslinie senkrechte Vektor P eine kleine Kom-
ponente in der Figurenachse, und zwar, wie man leicht einsieht, ent-
gegen der Richtung des Schwungvektors. Hatte man es mit einer
vollkommen scharfen Spitze zu tun, so wiirde sich die Figurenachse
aufrichten, ohne dafl sich der Halbmesser (16) des Schwerpunktskreises
dnderte, und der Schwerpunkt wiirde mit dem Augenblick, da die
Figurenachse senkrecht geworden ist, stehen bleiben. In Wirklichkeit
verengert sich jener Kreis schon wahrend des Aufrichtens, und zwar
hauptsichlich infolge der bohrenden Reibung, die natiirlich schon an
dem noch schief liegenden Kreisel zu wirken beginnt.
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Die bisherigen Uberlegungen bediirfen einer Verbesserung, die
dadurch bedingt ist, daB der Bertihrungspunkt S, aufler der grofien
Gleitgeschwindigkeit ¢, die wir bisher allein berticksichtigt haben,
noch eine zweite ¢’ besitzt, mil welcher er lings seinem Kreise
auf der Stiitzebene wandert (Abb. 55). Die Reibungskraft, die der
Resultante @' aus v und v’ entgegengesetzt gerichtet ist, steht bei
genauerer Betrachtung nicht mehr senkrecht zur Figurenachse. Da sie
mit dieser aber nach wie vor einen unverdnderlichen Winkel bildet
und nach wie vor von unverdnderlichem Betrage ist, so beschreibt
der Schwerpunkt S immer noch einen Kreis vom Halbmesser (16),
nur wird dieser Kreis nicht mehr von der Figurenachse, von oben

v Abb.ss. Abb. 56. Abb. 57.

gesehen, beriihrt, sondern geschnitten: der Abstand der Figurenachse
vom Mittelpunkt dieses Kreises ist also etwas kleiner als », und in-
folgedessen liegt der Kehlkreis des Rotationshyperboloids ein wenig
tiber dem Bahnkreise des Schwerpunktes. Der Fahrstrahl » ist natiir-
lich immer parallel zur Reibungskraft I¥; denn er gibt die Richtung
der Zentripetalbeschleunigung des Schwerpunktes an.

Die Geschwindigkeit v ist mit dem Halbmesser der Halbkugel
der unteren Spitze proportional. Wenn dieser klein genug ist, so
kann es wohl vorkommen, dafl ¥ = — v wird. Alsdann verschwindet
mit der Resultanten e auch die Reibungskraft R (Abb.56), und die
Halbkugel rollt?dann ohne zu gleiten auf der Stltzebene ab, wobei
der Schwerpunkt in Ruhe bleibt, gleich als ob die Stiitzebene voll-
kommen glatt wire. Ein Grund, weshalb sich der Kreisel aufrichten
sollte, entfallt damit von selbst.

Dagegen wird durch die rollende Reibung die Eigendrehgeschwindig-
keit des Spielkreisels und mit ihr alsbald auch v weiter verringert, so
dafl von nun an sogar v <v' wird. Jetzt eilt der Schwerpunkt S dem
Stutzpunkt S, voraus (Abb. 57), der Kehlkreis liegt unterhalb des
Bahnkreises des Schwerpunktes, und man stellt leicht fest, daff das
MomentPdie Figurenachse nun nicht mehr aufrichtet,sondern
tiefer neigt. Dasselbe gilt schliefilich auch noch in dem Falle, daf3
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die untere Spitze mathematisch scharf geworden ware, wonach v ver-
schwindet und der Schwerpunkt dem Stiitzpunkt allemal um 90° vor-
auseilt (Abb. 58).

Man kann sich andererseits die Halbkugel der unteren Spitze
mehr und mehr vergroBert denken und bekommt so schliefilich einen
eiartigen Korper, der in Drehung versetzt und sich dann selbst iiber-
lassen wird. Wir koénnen auf die Theorie der Bewegung solcher

Abb. 58. Korper hier nicht ndher eingehen, werden es
aber begreiflich finden, daB auch sie sich unter
dem entscheidenden EinfluB der gleitenden
Reibung ebenso aufrichten wie der gewohnliche
Spielkreisel: das tanzende Ei stellt sich, wenn es
seinem Inhalt nach als starrer Korper betrachtet
werden darf, und wenn es hinreichend stark
angetrieben worden ist, alsbald auf seine Spitze.
Es fallt dagegen, auf die Spitze gestellt und als
aufrechter Kreisel angetrieben, augenblicklich um, wenn sein Inhalt
fliissig ist. Zur Erklarung wird man bei kurz dauerndem Antrieb
vermuten, dal der fliissige Inhalt noch nicht in Drehung gekommen
ist, so dafl das kleine Tragheitsmoment der Schale keineswegs zu
einer Kreiselwirkung ausreicht, welche die Gesamtmasse aufrecht
erhalten konnte. Indessen zeigt der Versuch, dafl das Umfallen,
wenigstens bei einem Kreisel mit gestrecktem Tragheitsellipsoid, immer
noch eintritt, auch wenn man dafiir sorgt, dafl der Kérper erst dann
sich selbst tiberlassen wird, nachdem auch die Fliissigkeit die volle
Drehgeschwindigkeit angenommen hat. Eine ganz einwandireie Er-
klarung dieser eigentiimlichen Erscheinung ist bisher nicht gefunden
worden.

§ 13. Der unsymmetrische Kreisel.

1. Permanente Drehachsen des schweren Kreisels. Wir haben
den schweren Kreisel bisher nur dann als einen symmetrischen be-
zeichnet, wenn nicht nur erstens seine Tragheitsfliche beziiglich des
Stiitzpunktes ein Rotationsellipsoid ist, sondern zugleich auch zweitens
der Schwerpunkt auf dessen Symmetrieachse liegt, was bei beliebiger
Massenverteilung durchaus nicht der Fall zu sein braucht. Verliert
der Kreisel eine dieser beiden Eigenschaften oder beide zusammen,
so heifit er unsymmetrisch, und es ist bis heute nicht gelungen, seine
Bewegung in voller Allgemeinheit, sei es formelméaflig, sei es auch
blofi anschaulich, erschépfend zu beschreiben.

Bewaltigt worden sind bisher nur einige Sonderfille, von denen
zudem die meisten nur analytische Bedeutung beanspruchen kénnen.
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Man hat ndmlich versucht, durch Einschrankungen mannigfacher Art
zu Sonderergebnissen zu gelangen. Diese Einschrinkungen konnen
einerseits die Massenverteilung des Kreisels, also die Lage des Schwer-
punktes, sowie die Gestalt des Trigheitsellipsoids des Stitzpunktes
betreffen. Beispiele hierfiir stellen die von uns behandelten Félle
des kraftefreien unsymmetrischen sowie des schweren symmetrischen
Kreisels vor; die Behandlung des ersten ist zuerst L. Euler, die des
zweiten zuerst J. L. Lagrange gelungen. Neuerdings hat Sonja
Kowalewski noch einen dritten Fall erledigt, bei welchem der
Schwerpunkt in der Aquatorebene des ebenfalls rotationssymmetri-
schen Tragheitsellipsoids liegt; das dquatoriale Tragheitsmoment ist
dabei auflerdem noch an die Vorschrift gebunden, doppelt so groB als
das axiale zu sein. Wir gehen auf diesen Fall, der gegen die beiden
ersten an Wichtigkeit zuriicksteht, nicht niher ein.

Die Einschrankungen koénnen andererseits auch die Art der Be-
wegung, genauer gesagt, den Anfangsstofi betreffen. Hierher gehoren
die von W.Hef und Mlodzjejowsky gefundenen Verallgemeinerungen
des spharischen Pendels: der Schwerpunkt wird aus irgendeiner Anfangs-
lage mit oder ohne Stofi losgelassen; seine Lage im Kreisel aber ist bei
beliebigen Haupttragheitsmomenten noch an Bedingungen gebunden.
Auch diese Falle, von denen der Heflsche sich iibrigens auf den
Spielkreisel hat {ibertragen lassen, behandeln wir nicht. Vielmehr
lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf einen von O.Staude entdeckten;
dieser Fall ist vor den bisher genannten dadurch ausgezeichnet, daf} tiber
die Massenverteilung keinerlei einschrinkende Verabredung getroffen
wird, lediglich iiber den Anfangsstol, der um eine geeignete und zu-
gleich lotrecht gerichtete Achse zu erfolgen hat. Trotzdem in neuester
Zeit noch mehrere weitere Falle besonderer Bewegungsarten des unsym-
metrischen schweren Kreisels aufgefunden worden sind, so ist doch der
Staudesche vorlaufig der einzige geblieben, der bei beliebiger Massen-
verteilung einer anschaulichen Deutung unmittelbar zuginglich wird.

Er ist merkwiirdigerweise schon in unseren Untersuchungen iiber
das Kreiselmoment des unsymmetrischen Kreisels (§7, 4.) vollig ent-
haltén und braucht nur noch herausgeschilt zu werden. Man wird
namlich sofort zur Staudeschen Bewegung gefiihrt, sobald man sich
die Frage vorlegt, unter welchen Bedingungen das Kreiselmoment K,
welches der unsymmetrische Kreisel bei einer erzwungenen Bewegung
auflert, gerade durch die Schwerkraft aufgenommen werden kann, so
daf} also die Bewegung als eine natiirliche erscheint. Wie man sieht,
handelt es sich genau um die Ubertragung der in §9, 1., S.88, an-
gestellten Erwigungen vom symmetrischen auf den unsymmetrischen

Kreisel.
Grammel, Der Kreisel, 9
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Wir fanden fiir den Fall einer erzwungenen reguldren Prizession
(S.79 sowie Abb.35, S.77), dafi der Vektor K in der Zwischenebene
liegt und mit der doppelten Frequenz der Eigendrehung » des Kreisels
pulsiert. Weil bei irgendwelcher Lage des Schwerpunktes das Mo-
ment M, der Schwere nur mit der Frequenz der Eigendrehung selbst
schwankt, so leuchtet der von E. ]J. Routh gefundene Satz ein, daf
die Schwerkraft eine reguldare Prézession des unsymmetri-
schen Kreisels nur dann zu unterhalten vermag, wenn keine
Eigendrehgeschwindigkeit vorhanden ist.

Nachdem wir unsere Bewegung jetzt auf eine reine Drehung u
eingeschrankt haben, wird das Kreiselmoment K durch die Ausdriicke
§ 7 (39), S.81, in Verbindung mit § 7 (28) bis (30), S.78, angegeben,
und zwar steht der Vektor K, wie erinnerlich, auf der Prizessions-
achse u senkrecht und dreht sich um diese mit der Geschwindigkeit p.
Der Vektor M, andererseits zeigt stets wagerecht; er lauft, wenn wir
die Prazessionsachse lotrecht stellen, ebenfalls mit der Geschwindig-
keit u um, und so mufl es sicherlich gelingen, die beiden Vektoren M,
und K mit entgegengesetzten Richtungen zur Deckung zu bringen.
Dann aber halten sich das Schleudermoment K (wie wir in diesem
Falle sagen wollten; vgl. S.81) und das Schweremoment M, das Gleich-
gewicht, und die lotrechte Prézessionsachse ist jetzt eine permanente
Drehachse geworden. Diese Bewegung eben ist es, die O. Staude,
allerdings von anderen Erwdgungen ausgehend, entdeckt hat.

Aber nicht jede beliebige Achse kann eine permanente Dreh-
achse sein, und nicht jede beliebige Geschwindigkeit w ist zuldssig.
Wir wollen den Zusammenhang zwischen der Massenverteilung des
Kreisels einerseits und den erlaubten permanenten Drehachsen und
Drehgeschwindigkeiten andererseits jetzt feststellen. Zu dem Zwecke
gehen wir von irgendeiner lotrecht gestellten Drehachse aus, deren
Lage gegen die drei Hauptachsen etwa durch die Eulerschen Winkel 8
und @ (Abb.35, S.77) bezeichnet sei. Wir suchen sofort die Lage
des Vektors K auf, der also wagerecht zeigt, und errichten aul
ihm im Stiitzpunkt eine Ebene. Diese Ebene steht im Raume senk-
recht, sie enthdlt die permanente Drehachse und soll die Schwer-
punktsebene genannt werden. In ihr mufl nadmlich offenbar der
Schwerpunkt liegen, wenn anders das Schweremoment M, = — K
werden soll.

Die Schwerpunktsebene wird durch die lotrecht gestellte perma-
nente Drehachse in zwei Halbebenen geteilt, die wir, vom Endpunkte
des Vektors K aus besehen, als rechte und linke bezeichnen. Wir
konnen dann genauer sagen: Der Schwerpunkt mufl in der rechten
Schwerpunktshalbebene liegen.
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Das Schweremoment M, ist seinem Betrage nach gleich dem Pro-
dukt aus dem Kreiselgewicht G in den Abstand ! des Stitzpunktes
von der Projektion des Schwerpunktes auf die wagerechte Zwischen-

ebene: M, =16
Daher sind alle Schwerpunkte gleichwertig, welche auf einer lotrechten
Geraden der rechten Schwerpunktshalbebene liegen; mafigebend ist
nur der Abstand ! dieser Geraden vom Stiitzpunkt, und zwar mufl 1
so gewihlt werden, daf§ schlieBlich auch die Betrdge von K und M,
vollends iibereinstimmen. Der Betrag von K, d. h. die Léange des
Vektors K folgt ohne weiteres aus den Gleichungen § 7 (28) bis (30)
sowie (39), S.78 und 81, zu K = YK'? 4+ K"?4 K2. Dabei sind die
drei Komponenten K’, K" und K, proportional mit u2, und daher muf
das Ergebnis der Rechnung die Form

K—= Lp?
besitzen, wo L eine Funktion der drei Haupttrigheitsmomente 4, B, C
sowie der unverdnderlichen Winkel 6 und ¢ vorstellt; wir brauchen
diese Funktion nicht auszurechnen. Aus dem Vergleich der Betrige
M, = K ergibt sich der Abstand der Schwerpunktsgeraden vom Stiitz-
punkt zu I

=%
und damit ist auch umgekehrt bei gegebener Schwerpunktslage (in
der rechten Schwerpunktshalbebene) die Drehgeschwindigkeit u be-
stimmt. Der Drehsinn ist gleichgiiltig.

Es empliehlt sich, diese durchaus anschaulichen Uberlegungen
auch vom Schwungvektor selbst aus nachzupriifen. Weil die Dreh-
geschwindigkeit g samt ihren Komponenten &, #, { nach den Haupt-
achsen unverinderlich ist, so besitzen auch die Schwungkomponenten
A&, By, O feste Betrage, und also liegt der Schwungvektor @
bei der Staudeschen Bewegung im Kreisel fest. Man findet
bei gegebener Drehachse u seine Lage und Lange nach der in § 3, 1,
S. 33, entwickelten Konstruktion.

Weil die Anderung d'@/dt¢ des Schwunges, beurteilt vom Kreisel
aus, Null ist, so lautet die zugehorige Eulersche Bewegungsgleichung
§ 5 (1), S.44, wenn wir dort w statt @ schreiben,

(1) (v O] = M,.

Wir machen jetzt Gebrauch von der Tatsache, dafl der Vektor M, des
Schweremoments auf dem Fahrstrahl 7, vom Stiitzpunkt zum Schwer-
punkt senkrecht steht, und stellen fest, dal das skalare Produkt r.M,
nach Einl. S. 9 verschwindet. Zufolge (1) mufl also auch

7, [p O] =0

u?,
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sein. Wir bilden den Wert dieses skalaren Produktes, indem wir
nach Einl. (12), S. 10, die Komponenten von #, (hinsichtlich der Haupt-
achsen) mit den entsprechenden Komponenten des Vektors [p @] multi-
plizieren und die Produkte addieren. Die Komponenten von 7, seien
x, ¥,, 2, diejenigen von [p O] sind [vgl. §5 (2), S.45] (C— B)y{ und
zyklisch weiter, so dal das Ergebnis lautet

2) (B—Cyntx+(C— A)Léy + (A —B)énz =o.

Sehen wir wieder die Lage der Drehachse im Kreisel.sowie die
Drehgeschwindigkeit, d. h. also die Komponenten &, %, { als gegeben
an, so stellt die Gleichung (2) in den laufenden Koordinaten z, y, 2
eine Ebene dar, eben die schon vorhin gefundene Schwerpunktsebene.
Aber es ist jetzt auch ohne weiteres moglich, die Fragestellung um-
zukehren. In Wirklichkeit wird doch mit der Massenverteilung auch
die Lage des Schwerpunktes im Kreisel gegeben sein und dann nach
den zulassigen permanenten Drehachsen geforscht werden. Die Losung
ist nach wie vor in der Gleichung (2) enthalten, indem diese bei vor-
geschriebener Massenverteilung (4, B, C, z, ¥y, #2) in den laufenden
Koordinaten &, 5, { einen Kegel zweiter Ordnung vorstellt, den wir,
da er von O. Staude genau untersucht worden ist, den Staudeschen
Kegel heiflen moégen. Alle permanenten Drehachsen sind Er-
zeugende des Staudeschen Kegels.

Man kann sich von diesem Kegel, der im Kreisel festliegt und
nur von der Massenverteilung abhéngt, ziemlich rasch ein Bild ent-
werfen. Seine Spitze ruht im Stiitzpunkt. Zu seinen Erzeugenden
gehéren vor allem die drei Hauptachsen; denn fiir jede Hauptachse
verschwinden je zwei der drei Koordinaten &, #, £, und damit wird
die Kegelgleichung (2) erftillt. Aber auch der Fahrstrahl 7, nach
dem Schwerpunkt ist eine Erzeugende des Kegels; denn mit 2z = &,
y = n, 2 = { wird die Gleichung (2) ebenfalls befriedigt: der Schwer-
punkt selbst liegt auf dem Kegel

Die Lénge des Vektors w auf irgend einer Erzeugenden des
Kegels ist allemal so einzurichten, dafl g zusammen mit dem nach
der Regel von § 3, 1., S.33, aus p konstruierten Schwungvektor @ der
Gleichung (1) gentigt. Zugleich gibt dann @ den Drehsto an, den
man dem Kreisel erteilen mufl, ehe man ihn der Schwere {iberlaft.

Es ist ersichtlich, daB man den Vektor g jedesmal vom Stiitz-
punkt aus auf jeder Erzeugenden nach beiden Richtungen abtragen
darf. Denn mit g kehrt sich auch der Vektor @ um, und der Vektor
des Produktes [u @] behdlt seine Richtung und Gréf8e bei. Wenn da-
gegen der eine der beiden Halbstrahlen der Drehachse aufwirts ge-
richtet die Gleichung (1) erfiillt, so kann er, abwirts gerichtet, dies
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unméglich tun, weil sich inzwischen die Richtung des Schwere-
vektors M, umgekehrt haben wiirde. Wihrend also der Drehsinn
frei wahlbar bleibt, so darf doch nur der eine der beiden
Halbstrahlen der Drehachse lotrecht aufwirts gestellt werden.

Eine Ausnahme hiervon machen lediglich die vier ausgezeichneten
Erzeugenden, die wir in den drei Hauptachsen sowie in dem Fahr-
strahl #, gefunden haben, und zwar sind diese Ausnahmen durch
besondere Werte der zugehdrigen Drehgeschwindigkeit u bedingt.
Ist namlich erstens der lotrecht gestellte Vektor #, zur Drehachse
gewihlt, so verschwindet das Schweremoment M,, und demnach muf}
nach (1) auch g verschwinden — es sei denn, dal diese Achse zu-
gleich eine Hauptachse ist, in welchem Falle das Produkt [u @] wegen
der gleichen Richtung von u und Abb. 50.

O (5.32) von selbst verschwindet

(Einl. S.9). Die Staudesche ,Be-

wegung“ ist hier also einfach die

stabile bzw. labile Ruhestellung des

Kreisels, wobei der, Schwerpunkt

seine tiefste bzw. hochste Lage ein-

nimmt. Wird zweitens eine der

drei Hauptachsen lotrecht gestellt

zur Drehachse gewahlt, so ver-

schwindet das mit u? proportionale

Produkt [ @]. Wofern der Schwer-

‘punkt ebenfalls auf dieser Haupt-

achse liegt, ist auch M, = 0, und

die Drehgeschwindigkeit ~ ¢ darf

nun ganz beliebig gewahlt werden.

Wofern jedoch der Schwerpunkt

nicht auf der Hauptachse liegt, mufi der Schwung @, und mit ihm
auch u, tiber alle Grenzen grofi gewidhlt werden, damit das von Null
verschiedene Schweremoment M, den Vektor @ nicht bewegt.

Tragt man die Lange des Drehvektors g auf den Erzeugenden
des Kegels jedesmal vom Stiitzpunkt aus nach derjenigen von den
beiden Richtungen an, welche senkrecht aufwirts gerichtet werden
darf, so erhdlt man Abb. 59, und diese kann als Bild der Gesamtheit
der zu dem upsymmetrischen Kreisel gehdrigen Staudeschen Be-
wegungen gelten. (Die erzeugenden Halbstrahlen sind, soweit sie
aufwirts gerichtete permanente Drehachsen vorstellen kénnen, dichter
ausgezogen; die beiden Méantel des Kegels sind der besseren Sicht
halber getrennt gezeichnet.) Auf die Vereinfachungen, die dieses Bild
bei besonderen Massenverteilungen erfahren kann, gehen wir hier
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nicht naher ein. Ebensowenig untersuchen wir die nicht ganz ein-
fache Frage nach der Stabilitit der so gefundenen permanenten Dreh-
achsen des unsymmetrischen schweren Kreisels. Diese Frage, die im
Hinblick auf § 3, 3. sehr nahe liegt, ist erst neuerdings beantwortet
worden, und zwar hat sich gezeigt, daBl die permanenten Drehungen
nur zu einem Teil als stabil anzusprechen sind.

2. Pseudoreguldre Prazessionen. Die Klasse der reguliren Pri-
zessionen des unsymmetrischen schweren Kreisels ist mit den Staude-
schen Bewegungen erschopft. Man wird aber nicht behaupten kénnen,
dafl damit fiir die Kenntnis der allgemeinen Bewegung eines solchen
Kreisels sehr viel gewonnen ist. Deswegen hat man in das unbekannte
Gebiet weitere Vorstofie teils auf rein analytischem, teils auf mehr
anschaulichem Wege gemacht.

Wer den anschaulichen Weg zu gehen wiinscht, der wird auf
den Begriff der Poinsotbewegung (§1, 3.) zuriickgreifen miissen.
Eine solche Bewegung vollzieht ndmlich der Kreisel unabldssig um
seine Schwungachse; nur steht diese Achse jetzt im allgemeinen
weder im Kreisel noch im Raume still, sondern ihr Endpunkt besitzt
eine Geschwindigkeit, die der Grofle und Richtung nach mit dem
Moment M, der Schwere beziiglich des Stiutzpunktes {ibereinstimmt.
Es ist ungemein schwierig, den Weg des Schwungvektors zu ver-
folgen, weil seine Geschwindigkeit M, selbst wieder von der jeweiligen
Lage des Kreisels abhingt. Nahezu das einzige Ergebnis, das man
auf diesem Wege leicht gewinnen kann, ist das folgende, dessen
Richtigkeit man im Hinblick auf die Uberlegungen von § 9, 2., S.93.
sofort einsieht:

Tragt eine Hauptachse eines unsymmetrischen Kreisels
den Schwerpunkt und dreht sich der Kreisel sehr rasch um
diese Hauptachse, so beschreibt diese eine pseudoregulére
Priazession um die Lotlinie mit der vom Erzeugungswinkel
des Prédzessionskegels unabhangigen Pridzessionsgeschwin-
digkeit

)

vorausgesetzt, daB sie nicht die Achse des mittleren Trag-
heitsmoments ist.

Die letzte Einschrankung dieser Aussage ist nattirlich dadurch
veranlafit, dafl die mittlere Hauptachse nicht einmal bei stillstehendem
Schwungvektor eine stabile Drehachse sein kann (§3, 3, S.38). Ist
hiernach die Prizessionsgeschwindigkeit die alte, schon vom symme-
trischen Kreisel her bekannte [§ 9 (21), S.94] geblieben, so vermag
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man doch {iber die Nutationen vorldufig gar nichts auszusagen. Uber
sie kann erst eine ins einzelne gehende Rechnung Einsicht gewahren.

Wir fihren fiir den besonderen Fall, dafl der Erzeugungswinkel
des Prézessionskegels Q0° betrdagt, diese Rechnung hier aus zwei
Griinden durch. Einmal handelt es sich um eine Bewegung, die sich
an den Kreiselinstrumenten iblicher Bauart sehr leicht beobachten
1aBt. Und sodann werden wir dabei ein Verfahren kennen lernen,
das fiir die Theorie sehr vieler technisch verwendeter Kreisel auch
spiterhin von grofler Wichtigkeit bleiben wird, wir meinen die so-
genannte Methode der kleinen Schwingungen.

Indem wir also den Schwerpunkt unseres im tibrigen unsymme-
trischen Kreisels auf eine der drei Hauptachsen, sagen wir auf die
z-Achse, legen und mit & #, { die Komponenten des Drehvektors e
bezeichnen, wollen wir versuchen, Aufschlufl {iber die Stellung des
Kreisels zu jeder Zeit zu gewinnen. Es empfiehlt sich, senkrecht
iiber dem Stiitzpunkt in der Entfernung 1 eine im Raum feste Marke
sich angebracht zu denken. Diese Marke mége in dem mit dem
Kreisel fest verbundenen Hauptachsensystem die Koordinaten , y, =
besitzen, zwischen denen dann stets die Gleichung
©) wt oyt =1
besteht. Der Fahrstrahl vom Stiitzpunkt nach der Marke, der Ein-
heitsvektor » mit den Komponenten =, y, ¢, scheint sich, vom Kreisel
aus beurteilt, mit der Geschwindigkeit — @ zu drehen. Sein End-
punkt, die Marke, hat daher nach Einl (2), S.7, im 2yz-System die

Geschwindigkeit dr
U= o= — [ 7]
mit den Komponenten [vgl. Einl. (11), S.10]
d
I d_:: =Ly—nez,
dy _
4) af — §e L=,
dz
df v £y.

Aus diesen Gleichungen konnten wir den gesuchten zeitlichen
Verlauf der Koordinaten «, y, # der Marke berechnen, wenn die Dreh-
komponenten &, #, { schon bekannt wiren. Diese ermitteln wir aus
der Eulerschen Gleichung § 5 (1) oder (2), S.44, nachdem wir dort
fir das Schweremoment den Ausdruck M, aus §9 (1), S.88, oder

wegen ¢ = — g7 M, = —mg[ryr]
eingesetzt haben. Der Fahrstrahl 2, vom Stitzpunkt nach dem
Schwerpunkt liegt auf der z-Achse, hat also die Komponenten 7y, 0, 0;



136 Der schwere Kreisel.

und folglich werden die Komponenten von M, nach Einl (11) der
Reihe nach gleich

0, mgr,e, —mgr,y.
Ziehen wir wieder die Abkiirzung @ — mgr, fir das Stitzpunkts-
moment hinzu, so lautet die Eulersche Gleichung, in Komponenten
zerlegt, dE

Aa—t-—(B—C)nC = 0,
) BE_(0—)tE = ¢e
d
c%_(4—Bjen=—qy

Das simultane System (4), (5) allgemein aufzulésen, ist bisher
nicht gelungen. Aber unsere Aufgabe macht eine solche allgemeine
Losung gliicklicherweise auch nicht erforderlich. Wir wollten doch
lediglich die Bewegung des schnellen Kreisels finden, eines Kreisels
also, dessen Eigendrehgeschwindigkeit & sehr groff gegen die iibrigen
Komponenten # und { sein sollte. Wir halten uns demgemif fiir
berechtigt, in der ersten Gleichung (5) das Produkt #{ als eine sehr
kleine Gréfle ganz zu vernachldssigen und also einfach zu schreiben:
aé¢
=

Dies besagt aber, dafl in der Anniherung, mit der wir rechnen
wollen, die Eigendrehgeschwindigkeit & des Kreisels zeitlich sich nicht
andert. Weil fiir den schnellen Kreisel angenihert @ = A4¢ ist, so
bedeutet (6) auch so viel, als dafi die Lénge des Schwungvektors
sich nicht merklich #dndert; und dies war vorauszusehen, da wir
doch die Schwungachse mit der z-Achse (frither die Figurenachse
geheiflen) zu verwechseln uns erlaubten, wonach der auf der z-Achse
senkrechte Vektor M, den Schwungvektor mit fester Lange einfach
auf dem Prazessionskegel herumfiihrt.

Des weiteren werden wir in den beiden letzten Gleichungen (4)
die Produkte {z und nz der kleinen Zahlen n und { mit der bei
-anndhernd wagerechter Drehachse ebenfalls kleinen Koordinate z
gegen die Glieder mit & fortlassen, so dafi dafir kommt

dy dz
Diese beiden Gleichungen verlangen als Losung zwei Funktionen der
Zeit, von denen jede bis auf eine Konstante + & bzw. — ¢ die Ab-

leitung der anderen ist. Solche Funktionen sind bekanntlich

(0) A 0.

8 y == sin £t, 2 — cosé&t.



§ 13. Der unsymmetrische Kreisel. 137

Wir lassen also die Zeitrechnung mit dem Augenblick beginnen, da
die y-Achse durch die Wagerechte geht (d. h. in fritherer Bezeich-
nungsweise mit der Knotenachse zusammenféllt), und stellen noch
fest, daff mit (8) auch die Bedingung (3) erfillt wird, wenn wir, was
bei merklich wagerechter z-Achse statthaft ist, die Koordinate x der
Marke als einen ganz oder wenigstens nahezu verschwindenden Bruch
vernachléssigen.
Die beiden letzten Gleichungen (5), geschrieben in der Form

dy C— 4 Q

at— B ‘tm
©) ¢ _A—B,

a— o "7

cos&t,
sin&¢,

driicken eine &dhnliche Forderung aus wie (7), und diese Forderung
1afit sich erftllen, indem man, was naheliegt, den Ansatz versucht:

{ n = bsingt + hsint,

(10) { = ccosgt + kcosét;

dabei sind b, ¢, b, k und ¢ finf noch geeignet zu bestimmende Kon-
stanten. Dieser Ansatz ist schon so gewidhlt, dafl zu Beginn der
Zeitrechnung auch n verschwindet, der Drehvektor also die (lotrechte)
Prézessionsebene passiert.

Um die Richtigkeit des Ansatzes (10) zu erweisen, setzen wir
ibn in (9) ein und erhalten, gehérig geordnet,

[Bbo— (C— A)cé&]cosot = [ — Bhé + (C— A)kE]cos &t,
[Cco — (B — A)bE]singt = [ — Cké + (B — A)hE]sin £t

und diese beiden Beziehungen kénnen nur dann fiir alle Zeiten richtig
sein, wenn entweder ¢ = & .ist und die eckigen Klammern rechts
gleich den eckigen Klammern links sind, oder wenn ¢ == & ist und
dafiir alle vier eckigen Klammern verschwinden. Im ersten Falle
(0 = &) konnten wir einfach & = ¢ = 0 setzen, ohne daff dies dem
Ansatz (10) schaden wiirde, so dafl dann die eckigen Klammern links
verschwanden, womit auch diejenigen rechts Null sein miifiten. Ob
also o und & gleich oder verschieden sind, es miissen jedenfalls alle
vier Klammern verschwinden:

Bbo = (0 — A)¢é,
(11) {chg:(B—A)ZS,

Bhé + (A — O)ké = @,
(12) { CkE + (A—B)hé = Q.



138 Der schwere Kreisel.

Indem wir die Gleichungen (11) miteinander multiplizieren,
finden wir

(13) o= [E=AO=A)

BC
indem wir sie ineinander dividieren,
b CC—4
(14) = VBB=2

und indem wir schlieBlich (12) nach A und £ auflésen,
B — Q 20—4

EAB+C—A
(13) L_ Q@ 2B—4
T EAB+C—4

Die Konstanten & und & sind bei rascher Eigendrehgeschwindigkeit &
kleine Zahlen.

Der Ansatz (10) ist also in der Tat richtig, wenn wir den Zahlen
o, h und k die Werte (13) und (15) geben, und b und ¢ zwar will-
kiirlich, aber doch hinreichend klein uncd so wihlen, dafi ihr Quotient
den Wert (14) besitzt. Die Vorzeichen der Quadratwurzeln in (13)
und (14) setzen wir als positiv fest, die Radikanden sind positiv oder
negativ, die Wurzeln also reell oder imagindr, je nachdem A nicht
das mittlere oder doch das mittlere Tragheitsmoment bedeutet.

Wenn ¢ sowie b/c reell sind, so pulsieren die Komponenten #
und ¢ dauernd um ihre Nullwerte hin und her, und eben diese kleinen
Schwingungen haben die Nutationen des Kreisels zur Folge. Wenn
aber o sowie b/c imaginir sind, so wollen wir o = i@’ setzen, wo
o' reell ist und ¢ die imagindre Einheit bedeutet, und haben dann,
indem wir zufolge einer bekannten Formel die hyperbolischen Funk-
tionen einfithren:

. . 1 .
sinpt = sintg't = E(e—&”‘—e@'t) = —%@mg't,

(16)

cos ot = costg't = % (6= 2"t + e@'t) = Gojo't.

Wihlen wir also ¢ reell, dagegen b = — ¢/’ imaginir, so lautet jetzt
unser Ansatz (10)

n = b'Ging't + hsinét,

{ = ¢ €oj o't + kcosét.
Wie aus der Definition (16) der Hyperbelfunktionen hervorgeht,
wachsen sie mit der Zeit {iber alle Grenzen. Ein solches Anwachsen
der Drehkomponenten 4 und { steht aber im Widerspruch mit unserer
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Voraussetzung und bedeutet, daf neben der Eigendrehung & die
Nutationen mehr und mehr an Gréfle zunehmen wiirden, so dafl von
einer pseudoreguliren Prizession nicht mehr die Rede sein konnte.
Und somit miissen wir den Fall, dal A4 das mittlere Haupttragheits-
moment ist, ausschlieBen und sind zu unserer urspriingliched Be-
hauptung zuriickgekommen.

Bringen wir ¢ nach (13) in die Form

A ,
QZEVl—]TU(B‘F(J—A),
so erkennen wir auf Grund von § 2 (16), S. 29, dafi immer

o] < |£]

bleibt, falls ¢ tberhaupt reell ist, was wir weiterhin voraussetzen
missen.

Wir erreichen nun vollends rasch unser Ziel, das darin besteht,
die Bahn der Kreiselspitze zu beschreiben. Die Kreiselspitze soll
auch hier derjenige Punkt auf der z-Achse sein, welcher vom Stiitz-
punkt die Entfernung 1 hat, und zwar in der Richtung des Vektors #,
gemessen. Da man die Bewegung der Kreiselspitze am bequemsten
mit Hilfe der Kugelkoordinaten & und y verfolgt, so fiihren wir jetzt
die Eulerschen Winkel 4§, ¢, v (vgl. Abb.37, S.97) ein. Und zwar
ist offenbar zunichst mit der Anniherung, mit der wir uns in dieser
ganzen Rechnung begniigen,

(17) Q= Et.

Die Drehkomponente in der Knotenachse ist dé/dt und setzt
sich als Summe der Projektionen von # und { zusammen zu

(18) %-——“nCOS(p——CSin(p
k

= bsingtcosét — ccosgtsinét 4 - sin 2 &t,

h—
2
wenn wir noch (10) und (17) beachten. Diese Geschwindigkeit ist
eine periodische Funktion der Zeit, der Winkel d schwankt also um
einen Mittelwert d,, eben den Erzeugungswinkel des Prazessionskegels,
der nach unserer Voraussetzung in der Nahe von 90° liegen soll.
Die Drehkomponente in der Querachse ist mit ebenfalls gentigend
guter Annaherung gleich dy/dt und setzt sich aus % und { zu-
sammen zu
(19) %:nsin(p—FCcosw

= bsinptsin&t 4 ccosgtcos &t 4

h4+k h—Ek
T2

—_— 2 &t.
5 cos2&
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Um die beiden Gleichungen (18) und (19) bequem weiterbehandeln
zu konnen, zerspalten wir die Konstanten & und ¢ mit Hilfe zweier
neuer Konstanten &, und ¢, in

b= —¢E+0b +E—0)er,
c= (E+o0b +E—0)a,

woraus durch Auflésen, nach &, und ¢, folgt

_ le—b
1 — 2 E+Q,
_le4b
28—
mit dem Quotienten
b, E—pl—o
2 2 =2_= d
(20) 51 Et+ol+to
und der aus (14) entnommenen Abkiirzung
C C—4
(21) o — _B _B—A
Ferner beachten wir, dal aus (15) folgt:
htk @
2 T EA
h—k @ C—B
(22) 4E T e2pABTO—4T M

wo a, ebenfalls eine Abkiirzung sein soll, und haben dann statt (18)
und (19) nach einer leicht auszufiihrenden Integration, indem wir die
Zahlung der y-Werte mit  — 0 beginnen lassen,

(23) 0= 6 +acos2&t+ b cos(&E+ o)t + ¢ cos(E— )i,
(24) Yy = -fét—}- a, sin 28t 4 b, sin (§ 4 o)t + ¢, sin (£ — p)t.

Dabei ist d, eine (von d, = Q0° etwas, aber nur wenig verschiedene)
Konstante, die von der Lage der Kreiselspitze zur Zeit ¢ = 0 abhangt.

Die Gleichungen (23) und (24) lassen sich sehr leicht deuten,
wenn man immer untereinanderstehende Glieder zusammenfafit. Be-
achten wir zunichst nur die ersten Glieder rechts, so haben wir in

[6_61’\/601

|”’ AE
die Gleichungen der Prédzession mit der schon oben {estgestellten
Prazessionsgeschwindigkeit /6.

Die tibrigen Glieder rechts stellen die Nutationen vor. Sehen
wir fiir einen Augenblick von der Prézéssion (25) ab, denken wir

5) ¢ Qt
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uns also, dafl die Einheitskugel, auf welcher die Kreiselspitze ihre
Bahn aufzeichnen soll, sich um die Lotlinie als ihre Polarachse mit
der Prazessionsgeschwindigkeit drehe, so bedeuten

B =a,cos2&t+ b, cos (& + @)t + ¢, cos (£ — o)t
| 4 = a;sin 2t 4+ b, sin (6 4+ )t + ¢, sin (£ — o) ¢

die geographische Breite und Linge eines Punktes der Nutations-
kurve, gerechnet von dem Mittelpunkte dieser Kurve aus. Von diesem
Punkte aus geht die f-Achse, geographisch gesprochen, nach Siiden,
die A-Achse nach Osten.

Man macht sich nun leicht klar, dafi- die drei Paare untereinander-
stehender Glieder der Reihe nach vorstellen: je eine Kreisbewegung,
und zwar mit den kleinen sphirischen Halbmessern

(26)

a, b, 51
und den Winkelgeschwindigkeiten
2 51 E + Qa 6 - Q

im Sinne der Eigendrehung £ Es liegt hier also der merkwiirdige
Fall einer zusammengesetzten epizyklischen Bewegung vor, die auch
bei der Erklirung der Planetenbahnen im Ptolemiischen Weltsystem
eine so grofie Rolle gespielt hat: Die Kreiselspitze bewegt sich auf
einem Kreise a; mit der Winkelgeschwindigkeit 2 &; der Mittelpunkt
dieses Kreises bewegt sich auf einem zweiten Kreise b, mit der
‘Winkelgeschwindigkeit &4 ¢, und dessen Mittelpunkt ebenso auf
einem dritten Kreise ¢; mit der Winkelgeschwindigkeit £-—p9. Man
kann die Bahn der Kreiselspitze mithin als eine Epizykloide
zweiter Ordnung bezeichnen, falls man von der Prizessionsdrehung
absieht. Die Rollen der drei Kreise sind {ibrigens unter sich ver-
tauschbar.

Sind zwei Haupttragheitsmomente gleich, so vereinfacht sich
dieses Bild der Bewegung. Ist zunachst A = C %= B, so soll der
Kreisel halbsymmetrisch heiflen. Er dreht sich dann rasch um
eine den Schwerpunkt tragende Aquatoriale Achse seines rotations-
symmetrischen Tragheitsellipsoids, und diese Achse beschreibt eine
wagerechte Prazession um die Lotlinie. Jetzt wird gemaf (13), (20), (21)

o = 0, 6 =0, b, = ¢,

so daf} sich die beiden letzten Glieder der rechten Seiten von (26)
je in eines zusammenfassen lassen. Die Kreiselspitze beschreibt nun
eine Epizykloide erster Ordnung, indem sie sich mit der Winkel-
geschwindigkeit 2£ auf einem Kreise a; bewegt, dessen Mittelpunkt
sich auf einem Kreise 24, mit der Winkélgeschwindigkeit & dreht.
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Aber man beachte, dafl mit ¢ = O zugleich die Stabilitit ge-
fahrdet ist, insofern jetzt durch eine unerwiinschte Stérung ¢ offenbar
veranlaBt werden konnte, von Null zu imagindren Werten tiberzugehen,
so daf} dann mit » und ¢ (vgl. S.138) auch 6 mehr und mehr wachsen
miifite. Die Bewegung ist demnach instabil in demselben Sinne, wie
die Drehung eines symmetrischen kraftefreien Kreisels um eine
dquatoriale Achse (§4, 2., S.42); freilich ist die Labilitit, wenn A
und C nicht zu stark verschieden sind, praktisch so schwach, daf
man die nachher noch genauer zu schildernde Bewegung recht wohl
langere Zeit hindurch beobachten kann. Die folgenden Aussagen,
soweit sie sich auf diesen Fall beziehen, gelten also nur mit ent-
sprechendem Vorbehalt.

Wenn dagegen B = C == A ist, so sind wir zum symmetrischen
schweren Kreisel zurtickgekebrt. Jetzt verschwindet gemidfl (22)
zunichst a,, aber wegen ¢ = 1 muf} auch b, = 0 genommen werden.
Aus & — o aber wird nach (13)

_ 48 6
fTe=gF Ay
Die Bahn der Kreiselspitze ist nun ein einfacher Kreis ¢;, der mit der
Winkelgeschwindigkeit ©/B durchlaufen wird; diese ist nattirlich die
uns schon aus §9 (22), S.94, bekannte Nutationsgeschwindigkeit.

Nennen wir den Kreis eine Epizykloide nullter Ordnung,
so kénnen wir unsere Ergebnisse dahin aussprechen:

Trigt eine Hauptachse den Schwerpunkt und dreht sich
der Kreisel sehr rasch um diese merklich wagerecht ge-
stellte Hauptachse, so bilden bei der entstandenen pseudo-
reguliren Pridzession die Nutationen, beurteilt von einem
sich mit der Pridzessionsgeschwindigkeit mitdrehenden Be-
obachter, eine Epizykloide zweiter, erster
oder nullter Ordnung, je nachdem der
Kreisel ein unsymmetrischer, halbsym-
metrischer oder symmetrischer ist.

Es ist aber zu bemerken, dafl nicht jede
beliebige Epizykloide erster oder zweiter Ord-
nung als Bahn der Kreiselspitze moglich ist.
Vielmehr ist beim halbsymmetrischen Kreisel
die Drehgeschwindigkeit auf dem Kreise a,
doppelt so grof} als diejenige auf dem Kreise 24, ; beim unsymmetrischen
Kreisel ist die Summe der Drehgeschwindigkeiten auf den beiden
Kreisen b, und ¢ gleich derjenigen auf dem Kreise a,. Dies hat
zur Folge, daB die Epizykloide erster Ordnung immer eine der drei
in Abb.60 gezeichneten Formen hat; ob die Kurve verschlungen,

Abb. 60.
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gespitzt oder gestreckt ist, das hdngt lediglich von @, und &, ab, ist
aber ziemlich nebensichlich. Nimmt man nimlich die Prizessions-
geschwindigkeit hinzu, so beschreibt die Kreiselspitze entlang dem
Aquator der Einheitskugel offenbar eine bandférmige Kurve, wie sie
Abb.61 zeigt. Je nach der Prizessionsgeschwindigkeit konnen sich
deren Schleifen auch spitzen oder strecken. Im Unterschied von der
entsprechenden Kurve des symmetrischen Kreisels, die wir des Ver-

Abb. 61.

Abb. 62.

gleiches wegen in Abb. 62 zufiigen, folgen beim halbsymmetrischen
Kreisel immer eine starke und eine schwache Nutationsschwingung
aufeinander, und jede davon gehort gerade zu einer halben Eigen-
umdrehung des Kreisels.

Die Epizykloiden zweiter Ordnung des unsymmetrischen Kreisels
sind, solange & und ¢ kommensurabel bleiben, ebenfalls geschlossene
Kurven, deren Mannigfaltigkeit aber unbeschrinkt grof ist, je nach
den Werten von ¢ und & Ist » die kleinste ganze positive Zahl
derart, daf & —p sowohl in n (£ 4 ¢) wie in 2 ganzzahlig aufgeht,
so kommen auf n volle Drehungen des Kreises ¢, gerade 2n /(& — o)
bzw. n(§ + @)/(§ — o) Drehungen der Kreise a; und &,, und weil dies
volle Drehungen sind, so beginnt nun die Kurve von vorn. Inzwischen
hat der Kreisel nf/(§ — ) Eigendrehungen gemacht. Wenn & und ¢
inkommensurabel sind, so schliefit sich die Kurve nicht. Nimmt man
wieder die Prdzessionsdrehung hinzu, so entstehen aus den vorhin
genannten geschlossenen Epizykloiden die Kurven Abb.63 bis 65
entlang dem Aquator der Einheitskugel. Die Kurven setzen sich aus
unter sich kongruenten und in sich symmetrischen Stiicken zusammen,
und auf jede solche ,Schwebung“ kommen n£/(§ — g) Eigendrehungen.
(In Abb.61 bis 66 liegt zwischen je zwei aufeinanderfolgenden, mit
kleinen Ringen versehenen Punkten eine volle Eigendrehung.) Zu
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jeder Eigendrehung aber gehdren jedesmal zwei Schleifen, die sich
nattirlich auch spitzen oder sogar strecken koénnen. Im Falle in-
kommensurabler Werte & und ¢ ist die Schwebung unendlich lang,
und der Anfangszustand der Bewegung wiederholt sich nie wieder
(Abb. 66).

Man darf vermuten, dafl auch die bis jetzt noch ganz un-
bekannten allgemeinsten Bewegungen eines unsymmetrischen Kreisels

Abb. 63.
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Abb. 66.

wenigstens der Art nach dasselbe Geprige tragen, wenn der Schwer-
punkt auf einer Hauptachse liegt, die Nutationsamplituden aber nicht
mehr klein sind. '

Und endlich mdge hier noch die Bemerkung Platz finden, dafl
sich die gefundenen Ergebnisse mit einer ganz kleinen Anderung
auch auf den Fall {ibertragen lassen, daBl der Stiitzpunkt nicht mehr
auf der Drehachse liegt. Nach dem Wortlaut unserer Begriffs-
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bestimmung (Einl, 1.) haben wir es dann freilich nicht mehr mit
einem Kreisel im engeren Sinne zu tun. Man kann sich die Dreh-
achse in zwei Punkten gelagert und diese Lager mit Hilfe eines
Bigels am Stiitzpunkt allseitig drehbar befestigt denken. Von be-
sonderem Reiz ist hier natiirlich wieder der Sonderfall, daf der
Schwerpunkt tiber dem Stiitzpunkt liegt, so dafi ohne geniigend starke
Eigendrehung das Gleichgewicht labil wire. In der durch Abb.67

Abb. 67.

dargestellten Form nennt man den Korper nach Lord Kelvin
(W. Thomson) einen Gyrostaten; er steht auf einer glatten wage-
rechten Unterlage mittelst einer scharfen sektorférmigen Schneide,
deren geometrischer Mittelpunkt etwas tiber dem Schwerpunkt liegt.
Um die bei rascher Eigendrehung vorhandene Stabilitit noch ver-
bliffender erscheinen zu lassen, schlieBt man das Schwungrad ge-
wohnlich in ein Gehduse ein, so dafi die stabilisierende Drehung ver-
borgen bleibt.

Auf die physikalischen, die kinetische Theorie der Materie be-
treffenden Ziele, welche Lord Kelvin bei seinen Gyrostaten gehabt
hat, gehen wir hier nicht ein, sondern beschrinken uns darauf, zu
zeigen, von welcher Art bei rascher Eigendrehung die Bewegung
der Drehachse ist. Diese Achse moge eine Hauptachse des Schwung-
rades sein, dessen Trigheitsellipsoid, bezogen auf den nahezu senk-
recht iber der Bogenmitte der Schneide gelegenen Schwerpunkt, be-
liebig unsymmetrisch sein darf. Der Gyrostat mdge im iibrigen so
aufgesetzt worden sein, dafl seine Drehachse mit der Wagerechten
einen kleinen Winkel & bilde und daff Schwankungen langs der
Schneide, bei denen die Drehachse, sich parallel bleibend, einfach
hin und her pendeln wirde, nicht eintreten. Vielmehr fassen wir

nur Schwankungen um die Schneide ins Auge, gemessen durch die
Grammel, Der Kreisel. 10
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Neigung ¢ der Drehachse, und Azimutdnderungen der Schneide, ge-
messen durch den Winkel v der Tangente der Schneide im Be-
rithrungspunkte (Stiitzpunkt) gegen eine feste wagerechte Richtung.

Behalten wir im tbrigen die alten Bezeichnungen bei, indem
wir lediglich den neuien Stitzpunkt an die Stelle der friiheren Marke
treten lassen und also durch die Koordinaten z,y, # (Vektor 7°) be-
zliglich des korperfesten Hauptachsensystems bezeichnen, so bleiben
offenbar die Gleichungen (4) und (5), S.135, in Geltung, falls wir
folgende kleinen Anderungen an ihnen anbringen. Erstens hat der
Punkt z,y, # gegeniiber seinem Koordinatensystem neben der schein-
baren Drehung — [ 7] noch eine scheinbare Geschwindigkeit — d¢/dt
(seine Entfernung vom Schwerpunkt r = 1 gesetzt); diese Ge-
schwindigkeit fallt nahezu in die z-Richtung und ist der rechten
Seite der ersten Gleichung (4) zuzufiigen. Zweitens tritt an die Stelle
des fritheren Schweremoments M, das Moment M, des Stiitzdruckes
bezogen auf den Schwerpunkt. Dieser Drlick, von der Unterlage
auf die Schneide ausgelibt, ist in erster Anndherung gleich dem
Gewicht G = mg des Gyrostaten. Das Moment M, ist genau wie
M, ein wagerechter Vektor, jedoch gegen diesen verkleinert im Ver-
héltnis &,:7,, insofern der Hebelarm jetzt nicht mehr r,, sondern im
Mittel rsine, A & ist. Infolgedessen miissen wir in den rechten
Seiten von (5) fortan ¢ & statt @ schreiben.

Auf die Integration der Gleichungen sind diese Anderungen ohne
EinfluB, da wir die erste (4) tiberhaupt nicht weiter verwendet haben.
Und weil offenbar v dieselbe Bedeutung hat wie frither, wogegen ¢
die Stelle von 90°— é vertritt, so gelten mit (18) und (19) auch
deren Integrale (23) und (24), ndmlich

& = & + ajcos 28t 4 by cos (& + @)t + ¢, cos(§— )8,
(27) qp—_—i"igtﬁ—a’lsin 2&t 4 bysin (6 4 0)t + ¢, sin (§ — )1,
mit
., _ &G C—B
(28) G = AR BLO— A

Der Gyrostat vollzieht bei rascher Eigendrehung eine
stabile Prizession um die Lotlinie mit der Geschwindigkeit
& G/6, wenn die Drehachse, welche nicht die mittlere Haupt-
achse sein darf, unter dem kleinen Winkel ¢ gegen die
Wagerechte geneigt ist. IThre Nutationsbewegungen sind
von der gleichen Art wie beim wagerecht prédzessierenden
unsymmetrischen schweren Kreisel.
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Ein Unlerschied besteht lediglich insofern, als die Prézessions-
geschwindigkeit jetzt von der mittleren Achsenneigung & abhéngt,
also verschwindet, wenn der Gyrostat genau aufrecht auf seine Unter-
lage gestellt worden ist. Dann allerdings verschwindet mit a; auch
der Halbmesser des einen Kreises, und der Endpunkt der Drehachse
beschreibt nun, von einem ruhenden Beobachter gesehen, eine Epi-
zykloide erster Ordnung, welche jedoch bei beliebigen Werten von
& und ¢ im Gegensatz zu Abb.60 ganz allgemein gestaltet sein kann
und sowohl beim halbsymmetrischen (4 = C) wie beim symmetri-
schen (B = C) Gyrostaten in einen Kreis {ibergeht. Der halbsymme-
trische Kreisel, der sich also um eine Aquatorachse dreht, durchlauft
diesen Kreis mit der Eigendrehgeschwindigkeit § (so daB er dem
Kreismittelpunkt stets dieselbe Seite zukehrt), der symmetrische Kreisel
mit der im Verhidltnis 4/B vergroflerten bzw. verkleinerten Ge-
schwindigkeit der Eigendrehung.

Die trige Masse des Biigels (Gehduses) ist bei alledem aufler
acht geblieben, und es ist vorausgesetzt, dafl die Unterlage die
Drehungen v der Schneide nicht hemmt. Andernfalls fallt der
Gyrostat, genau wie ein in seiner Prazession behinderter gewdhnlicher
schwerer Kreisel, sofort um.

3. Der aufrechte Kreisel. Kehren wir wieder zu einem un-
symmetrischen Kreisel im engeren Sinne zuriick, so verdienen neben
der wagerechten Prizession diejenigen Bewegungen Beachtung, bei
welchen die den Schwerpunkt tragende Hauptachse dauernd genau
oder wenigstens angenihert lotrecht steht. Eine Untersuchung dieser
Bewegungen mufl zugleich Aufschlufl dariiber geben, unter welchen
Bedingungen der aufrechte unsymmetrische Kreisel stabil
stehen bleibt. Denken wir uns namlich den Kreisel durch eine
kleine Stérung ein wenig aus seiner aufrechten Stellung ausgelenkt,
so wird er, je nachdem ob stabil oder labil, die urspriingliche
Lage weiterhin eng umtanzen oder sich mehr und mehr von ihr
entfernen.

Ob das eine oder das andere eintritt, beurteilen wir wieder am
bequemsten von der Marke , y, # aus senkrecht iber dem Stiitzpunkt,
indem wir wieder auf die Gleichungen (4) und (5), S.135, zuriick-
greifen. Solange die den Schwerpunkt tragende «-Achse nahezu
senkrecht steht und positiv nach oben weist, unterscheidet sich die
Koordinate # nicht merklich von 1, die Koordinaten y und # aber
bleiben sehr kleine Briiche, und ebenso die Komponenten 5 und ¢,
gleichviel ob die Drehgeschwindigkeit & grof8 oder klein ist. Der Kreisel
braucht also von jetzt ab kein schneller mehr zu sein. Indem wir

10*
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dann die Produkte der kleinen Briiche unter sich ganz streichen, wird
aus der ersten Gleichung (4) und der ersten (5)

e _, dE_

dt =~ 7 dt — 7
so dafl jedenfalls eine Zeitlang die Koordinate # — 1 der Marke und
die Eigendrehgeschwindigkeit £ als unverdnderlich zu gelten haben.
Und zwar behalten sie dann und nur dann ihre Anfangswerte dauernd
nahezu bei, wenn auch y, 2, # und  im weiteren Verlauf der Bewegung
immer klein bleiben. Die Bedingungen, unter denen dies ein-
tritt, sind zugleich die gesuchten Stabilitdtsbedingungen.

Wir wollen nun die Komponenten » und { aus unseren noch

ibrig gebliebenen zweiten und dritten Gleichungen (4) und (5) ganz
entfernen. Zu diesem Zwecke schreiben wir diejenigen (4) mit 2 = 1

— dy
C—"Ez_%’
dz
’72374"5!/,

differentiieren diese Gleichungen nach der Zeit, indem wir £ als un-
verinderlich behandeln,

dt . dz dy

mzfm—dﬁa'
dn d2z
dﬂ+§ """

und setzen diese Werte von %, £, dy/dt und d{/dt in die beiden
letzten Gleichungen (5) ein. So kommt

B L B4 0— )8+ (A—0)pre = Qe
@
¢ _Byo— Y4 (A—Byey =y

‘Wir lésen diese Gleichungen dhnlich wie seinerzeit die beiden (9)
auf, indem wir mit acht Konstanten y,, y,, 2;, 2,5, 01, 05, 0;, 05 den
Ansatz versuchen

Yy = yysin (g t — 6;) + Yy sin(gat — ),
2 = 2z, cos(o,t — 6,) + 25 cos(ggt — 0,).
Um die Richtigkeit des Ansatzes (30) zu erweisen, fiihren wir ihn
in (29) ein und erhalten dann zwei Gleichungen von der Form
M, cos (o, t — 6,) + M, cos (g3t — gy) = O,
N, sin (o,t — 0,) + Nysin (g3t —0,) = O.

(30)
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Damit diese zu allen Zeiten gelten, mussen [nach dem gleichen Schluf}-
verfahren wie anlafilich des Ansatzes (10), S.137] die vier Konstanten
M,, M,, N,, N, alle verschwinden, und das gibt, wenn man sie wirklich
ausrechnet, die zwei Gleichungen

(B+C—A)oz —[Col + Q@ —(A—B)&y, =0
und zwei genau ebenso lautende fiir y,, 2,, 05, 0, statt y,, 2, 01, 0.

Berechnet man aus jeder der beiden Gleichungen den Quotienten
¥1/2, und ebenso y,/2, aus dem anderen Gleichungspaar, so erhilt man

() W= T @F0—AEe, —CaTe—(A—B)
wobei der Zeiger ¢ sowohl 1 als 2 bedeuten kann. Hier missen die

beiden Briiche iibereinstimmen, es muf} folglich nach Wegschaffung
der Nenner gelten

(33) [Beoi +@—(4-0)&][Co} + ¢ - (4-B)&2] = (B + O-A4)p&%¢;.

Wenn wir jetzt drei Abkiirzungen

_ (B C—4ps
“="2BC
_A4=B)F—¢
(34) b="——0c—""
o (4=0)—¢
o 2B
einftihren, so koénnen wir (33) in der zugénglicheren Form schreiben
(35) of—2(a+b4c)e?4 4bc =o.

Unser bisheriges Ergebnis besteht also darin, dafl der Ansatz (30)
richtig ist, falls wir die Konstanten y,, y,, 2,, 25, 6;, 6, willkiirlich, doch
unter Beachtung der Quotientenvorschriften (32), wiahlen und die
Frequenzen g, und g, die Gleichung (35) erfiillen lassen. Diese
Gleichung, quadratisch in @2, 148t sich leicht auflésen, und zwar hat
sie die Wurzeln

(36) o=+Vat+b+ctyYlat+b+cr—4be

Damit die Koordinaten y und #, wie vorausgesetzt, dauernd klein
bleiben, missen die Konstanten y,, y,, #,, 2, kleine Briiche sein und alle
Wurzelwerte ¢ reell werden; dies folgt wieder nach dem anldflich (16),
S.38, benutzten Schlufiverfahren. Wie (36) zeigt, sind die vier
Waurzeln ¢ paarweise von entgegengesetztem Vorzeichen.. Wir miissen
¢, dem einen Paar, g, dem anderen Paar entnehmen; denn wenn g,
und g, sich nur im Vorzeichen unterscheiden wiirden, so diirften wir,
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wie eine kurze Uberlegung zeigt, im Ansatz (30) die zweiten Glieder

rechts einfach mit den ersten zu je einem Gliede mit anderen Werten

Y1, #, 0, vereinigen und hitten also nur eine Sonderldsung (die auch

schon durch Nullsetzen von y, und 2, erreicht worden wire). Ebenso

ist ersichtlich, dafl die Hinzufiigung weiterer Glieder in (30) nichts

Neues ergeben wiirde; denn es stehen uns eben nur zwei wesentlich

verschiedene Werte ¢ als Frequenzen zur Verfligung, weil ein blofler

Vorzeichenwechsel von g, oder g, sich sofort durch einen Vorzeichen-

wechsel von y; und ¢, oder von y,

und o, aufheben lieBe. '

Der Ansatz (30) stellt in Verbin-

dung mit z = 1 eine scheinbare Be-

wegung unserer Marke gegeniiber dem

korperfesten 2yz-System dar. Diese

Bewegung spielt sich sehr nahezu in

einer Ebene ab, welche parallel zu der

nahezu wagerechten yz-Ebene im Ab-

stand 1 dariiber liegt. Setzen wir fortan

0, und p, als reell voraus, so wiirde

sich diese Bewegung, wenn y, — 2z,

und ¥y, = 2, wire, aus zwei Kreis-

z bewegungen mit den Halbmessern y,

und y, und den Drehgeschwindigkeiten

0, und g, zu einer gewohnlichen Epi-

zykloidenbahn zusammensetzen. Weil

aber nach (32) im allgemeinen y, und

y, von 2z, und 2, verschieden sind, so

4 ist jeder dieser beiden Kreise in der

z-Richtung im Verhdltnis y:¢, zu-

sammengedrickt oder auseinander-

gezogen, je nachdem der Quotient (32)

ein unechter oder ein echter Bruch ist.

Aus den Kreisen werden so Ellipsen

mit den Halbachsen y, und 2. Und

zwar werden diese Ellipsen so durchlaufen, daf der zum Punkt P

gehérende Kreishalbmesser 0§ (Abb.68) sich mit gleichférmiger

Winkelgeschwindigkeit g, dreht. Wir wollen ¢, kurz die zugehorige

Kreisgeschwindigkeit nennen und werden die Bahn figlich als Epi-

ellipsoide bezeichnen. Von einer solchen Kurve, deren Mannig-

faltigkeiten unerschépflich grof sind, gibt Abb.69 eine Vorstellung;

sie schlieft sich nur dann, wenn die Zahlen ¢, und g, kommen-
surabel sind.

Abb. 68.
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Sehen wir fiir einen Augenblick von der Eigendrehung & des
Kreisels ab, so beschreibt also unsere Marke, betrachtet von dem
Punkt 1 auf der positiven x-Achse, den wir die Kreiselspitze heifien,
eine Epiellipsoidenbahn; gerade entgegengesetzt bewegt sich in Wirklich-
keit die Kreiselspitze, beobachtet von der raumfesten Marke aus.
Nehmen wir nachtraglich noch die Eigendrehung hinzu, so koénnen
wir unsere Ergebnisse dahin zusammenfassen (Abb.70):

Ist die den Schwerpunkt tragende Hauptachse stabil und
merklich lotrecht gestellt, so beschreibt nach einer kleinen
Stérung die Kreiselspitze um die Lotlinie des Stiitzpunktes
mit unverdnderlichen Kreisgeschwindigkeiten eine Epiellip-
soide in einer merklich wagerechten Abb. 70.

Ebene, welche sich mit der Ge-
schwindigkeit & dreht.

‘Was die Sonderfille anlangt, so stellen
wir nur noch fest, dafl mit B = C fiir den
symmetrischen Kreisel die beiden rechten
Seiten von (32) zueinander reziprok werden,
wonach ihr gemeinsamer Wert gleich 1
sein mufl: damit geht aber die Epiellip-
soide wieder in eine Epizykloide iber.

Schlieilich bleibt uns nur noch {ibrig,
anzugeben, unter welchen Bedingungen die bisher nur vorausgesetzte
Stabilitat wirklich auch eintritt. Wir haben also zu untersuchen, wann
die Zahlen ¢ (36) alle reell sind. Dies tritt ein, sobald der Radikand
der duBeren Quadratwurzel positiv ist; und dazu ist erforderlich und
hinreichend, daf} erstens a + b 4 ¢ ein positiver Ausdruck und zweitens
die innere Quadratwurzel reell und kleiner als a + b 4 ¢ bleibt. Beides
ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn 4 b¢ positiv und wenn
zugleich a-+ b+ ¢ grofer als die reelle positive Zahl 2Vbe ist.
Infolgedessen lauten die Stabilititsbedingungen fiir den aufrechten
unsymmetrischen schweren Kreisel

(37) be>o0,
(398) a+b4+c—2Vbe>o.

Bei gegebener Massenverteilung 4, B, C, @ sind dies zufolge (34)
zwei Forderungen an die Eigendrehgeschwindigkeit & Die erste
verlangt lediglich, daB & und ¢ entweder beide positiv oder beide
negativ sein miissen. Sind & und ¢ beide positiv, so kann man statt
(38) auch schreiben

(39) a+ (Vb —1ve)’ > o,
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und diese Bedingung ist von selbst erfullt, weil nach (34) das erste
Glied @ immer positiv bleibt. Wir brauchen demnach die zweite
Bedingung (38) nur noch fiir negative Werte von b und ¢ niher zu
untersuchen.

Auf die nicht ganz einfache Erérterung der Grenzfille mit Gleich-
heitszeichen statt der Ungleichheitszeichen in (37) und (38) verzichten
wir von vornherein, weil eine etwaige Stabilitit auf der Grenze
zwischen dem stabilen und labilen Bereiche jedenfalls nur sehr schlecht
sein kann.

Um den Inhalt der Bedingungen (37) und (38) der Anschauung
naher zu bringen, wollen wir die drei Falle unterscheiden, dafl der
Schwerpunkt entweder auf der Achse des grofiten oder des mittleren
oder des kleinsten Trigheitsmomentes liegt; wir wollen den Kreisel
dann der Reihe nach als verkiirzt oder ausgeglichen oder ver-
langert bezeichnen. Uberdies werden wir ihn, je nachdem der Schwer-
punkt {iber oder unter dem Stiitzpunkte liegt, einen stehenden oder
hangenden Kreisel nennen; da die z-Achse positiv nach oben weist,
so sind beide Unterfille durch ¢ >0 und @ <0 unterschieden.

Indem wir zur Untersuchung der einzelnen Félle schreiten, be-
merken wir nur noch vorab, dal, weil £ in (34) nur im Quadrat vor-
kommt, der Umlaufsinn des Kreisels auf die Stabilitit ohne
jeden Einflufl ist.

Erster Fall: der Kreisel ist ein verkiirzter, und zwar gelte
(40) A>B>C.

Bleiben wir vorerst beim hingenden Kreisel ¢ <0, so sind nach (34)
und (40) die Ausdriicke b und ¢ immer positiv; dann ist, wie gezeigt
wurde, die Bedingung (38) = (39) von selbst erfiillt.

Der verkiirzte hdngende Kreisel ist bei jeder Dreh-
geschwindigkeit stabil. Dasselbe hatten wir schon in §10, 3,
S.110, fiir den symmetrischen Kreisel festgestellt.

Sodann gehen wir zum stehenden Kreisel ¢ >0 {iber. Solange
der durch &2 gegebene absolute Betrag der Eigendrehgeschwindigkeit
iber der Grenze 0

(41) R

liegt, sind & und ¢ beide positiv, und die Stabilitat ist gewdhrleistet.
Sinkt jedoch &2 unter &2, so wird b negativ, wihrend ¢ zunichst positiv
bleibt, bis schliefflich &2 auf den Wert
Q
gefallen ist. In dem Bereich
£2> 82> &2
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ist der Kreisel also auf alle Fialle labil. Sinkt £2 noch unter den
Wert &2, so sind b und ¢ beide negativ, und es kommt jetzt nur
darauf an, ob die Bedingung (38) erfiillt ist oder nicht.

Um dies zu entscheiden, fibren wir den Wert £ = &, in (38)
durch Vermittelung von (34) ein und bekommen fiir diesen besonderen
Wert von & statt (38)

Q
(43) 1—0C > 0,
wo zur Abkiirzung
(44) R=A4*4024+3BC—24(B+ ()

gesetzt worden ist. Der Ausdruck R ist fir die Stabilitit des ver-
kiirzten stehenden Kreisels entscheidend, und zwar kann er ebensogut
positiv wie negativ sein. Er ist beispielsweise negativ, falls 4: B:(
= 4:3:2, aber positiv, falls 4:B:C =.4:3:2,5 genommen wird
[diese Verhiltnisse sind beidemal im Einklang mit der Bedingung
§2 (16), S.29, fiir die Tragheitsmomente]. Im ersten Falle ist das
Tragheitsellipsoid offenbar schlanker als im letzten, und wir heiflen
den Kreisel demnach schlank oder dick, je nachdem R<0 wird.

Die Ungleichung (43) kann wegen ¢ >0 und A4 >C nur fiir
R>o erfillt sein. Folglich ist beim schlanken Kreisel (R <0) die
Bedingung (38) jedenfalls fiir £ = &, nicht moglich. Bilden wir aber
nach (34) den Ausdruck

(45) 2BC(a+b+0) =[(A—B)(A—0)+ BUI&—(B+0)Q,

so ist der Koeffizient von &2 zufolge (40) positiv; der Ausdruck
a+ b+ ¢ nimmt also mit &2 gleichmédfiig ab. Die Bedingung (38)
fordert, dal er zu allermindest positiv bleibe. Aber gerade fiir &£ = &,
verschwindet ¢ und stimmt also a + b 4 ¢ mit der linken Seite von
(38), d. h. mit der linken Seite von (43) tiberein, die wir beim schlanken
Kreisel soeben negativ fanden. Es wird also a 4 b + ¢ fiir &2 < &2
immer negativ, und dies besagt: beim schlanken Kreisel gibt es keinen
zweiten Stabilititsbereich mehr unterhalb &,.

Fir den dicken dagegen ist noch ein solcher vorhanden, und
zwar erstreckt er sich von &2 abwirts bis zu demjenigen Wert £2
von &3, der die linke Seite von (38) zum Verschwinden bringt. Um
diesen Wert zu finden, miissen wir die Gleichung

a+b+c=2Vbe
auflosen. Quadrieren wir beide Seiten und l6sen also die Gleichung

(46) (a+bd+c)2=4bc
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auf, die in &2 quadratisch ist, so bekommen wir zwei Wurzeln £2.
Dieselben Wurzeln wiirden wir auch erhalten, falls wir die Gleichung

a+b4c=—2Vbe

auflésen wollten. Infolgedessen macht die eine von den beiden Wurzeln &2
den Ausdruck a + b+ ¢ positiv, die andere negativ. Wir konnen
nur den ersten brauchen, und zwar ist dies der gréBere von beiden,
weil ja zufolge (45) @+ b + ¢ mit &2 abnimmt. Schreiben wir die
Gleichung (46) ausfiihrlich an

(47) aft—2p81 4y =0,

wo
a = A3(B 40— Ap,

(48) f=(B+C—A4)(4BC—CA—AB)YQ,
y =(B—-Cpe

ist, so wird mithin
. 1 e
1= (F+ VP —ay)

oder ausgerechnet
(49) £ =4¢5
wobei der Koeffizient

ABO— CA—AB+2VBC(2B— A)(20— A)
4B+ C—4)

(30) S=

nur noch von den Haupttridgheitsmomenten abhingt.

‘Wir fassen die Ergebnisse zusammen: Der verkiirzte stehende
Kreisel ist stabil, solange seine Eigendrehgeschwindigkeit
schneller als & Dbleibt; nur wenn er dick ist, so besitzt er
noch einen zweiten Stabilitdtsbereich zwischen &, und &,

Der symmetrische Kreisel B = (' << A, dessen Schwerpunkt auf
der Symmetrieachse des abgeplattet rotationssymmetrischen Trigheits-
ellipsoids liegt, ist wegen R = (4 — 2 B)2>0.in unserer Bezeichnungs-
weise immer ein dicker, aber es stoflen wegen £ = &, seine beiden
Stabilitatsbereiche unmittelbar aneinander, und &2 stimmt dann von
selbst mit dem in §9 (20), S.93, gefundenen Wert von w? iiberein.

Zweiter Fall: der Kreisel ist ein ausgeglichener, und zwar
gelte

(51) B>A>C

Bleiben wir vorerst beim hingenden Kreisel @ < 0, so ist wegen
(51) der Ausdruck ¢ immer positiv; folglich mufi es auch b sein,
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wonach, wie gezeigt, die Bedingung (38) = (39) von selbst erfallt
ist. Damit aber b positiv sei, mufl &2 unterhalb der oberen Grenze &2
(41) liegen.

Der ausgeglichene hangende Kreisel ist stabil, solange
seine Eigendrehgeschwindigkeit langsamer als £, bleibt.

Sodann gehen wir zum stehenden Kreisel @ > 0 tber. Fir ihn
ist wegen (51) der Ausdruck & immer negativ, folglich muf8 auch ¢
negativ bleiben. Dies ist der Fall, solange &2 unterhalb der oberen
Grenze &2 (42) liegt. Um zu entscheiden, ob diese Grenze £2 grofler
oder kleiner als die durch die Bedingung (38) vorgeschriebene Grenze &2
ist, ob also ein Stabilitatsbereich iiberhaupt vorhanden ist oder nicht,
setzen wir wiederum den Wert § = &, in (38) ein und erhalten wieder
die Ungleichung (43) mit dem Ausdruck R (44), der auch hier eben-
sogut positiv wie negativ werden kann. Er ist beispielsweise positiv,
falls 4: B:C = 2:3:1,5, aber negativ, falls 4: B:C=2:3:1,1 gewahlt
wird. Awuch hier sprechen wir von einem schlanken oder dicken
Kreisel, je nachdem R < 0 wird.

Die Bedingung (43) kann auch jetzt nur fur R > 0 erfillt sein.
Dann aber kénnen wir die fiir den verkiirzten Kreisel gezogenen
Schliisse wiederholen, wenn wir nur beachten, dafl der Koeffizient []
von &2 in (45) in der Form

(32) [4(4+C—B)+2C(B— 4)]

geschrieben werden kann und also auch fiir die Ordnung (51) wegen
§ 2 (16), S.29, positiv bleibt.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen: Der ausgeglichene
stehende Kreisel kann tberhaupt nur dann stabil sein, wenn
er ein dicker ist, und zwar muf} seine Eigendrehgeschwindig-
keit schneller als &, aber langsamer als &, bleiben.

Stellt man noch fest, daff fiir @ = 0 die Grenzen & = &, = &,
= 0 werden, so kehrt man zu der in §3, 3., S.38, ausgesprochenen
Erkenntnis' zuriick, dafl die mittlere Hauptachse des kriftefreien un-
symmetrischen Kreisels keine stabile Drehachse darstellt.

Dritter Fall: der Kreisel ist ein verlidngerter, und zwar gelte
(53) A<C<B.

Bleiben wir vorerst beim hingenden Kreisel ¢ <0, so sind b und ¢
von verschiedenem Vorzeichen in dem Bereich &2 bis £2. Stabilitat
ist also in diesem Bereiche unmoglich. Fiur £2 < &2 sind dagegen b
und ¢ beide positiv, und die Stabilitat ist dort gesichert. Nun fragt
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sich nur, ob auch oberhalb &2 noch ein Stabilititsbereich vorhanden
sein kann. Um dies zu entscheiden, kehren wir zu der Gleichung (47)
fur &2 zurtck. Hier ist zufolge (50) der Koeffizient f zugleich mit ¢
stets negativ. Dagegen sind a und y stets positiv. Sind also £2 und &2
die beiden Wurzeln der Gleichung (47), so ist ihre Summe

5§+5f:?f<o,

ihr Produkt

P

und infolgedessen sind beide negativ, die Grenzgeschwindigkeit &; des
Stabilitdtsbereiches ist imagindr. Die Stabilitit ist also auch fir
&8 > £2 verblirgt.

Abb, 71.
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Der verlingerte hiangende Kreisel ist stabil, solange
seine Eigendrehgeschwindigkeit entweder langsamer als &,
oder schneller als & bleibt.

Beim symmetrischen Kreisel schrumpft der Instabilitdtsbereich
wegen & — &, auf nichts zusammen: dieser Kreisel ist, wie schon
in §10, 3, S.110, festgestellt, unbeschrinkt stabil.

Schlieflich gehen wir zum stehenden Kreisel ¢ > 0 iber. Jetzt
sind & und ¢ zufolge (53) beide stets negativ. Wir haben also ledig-
lich die Grenze &2 als grofite Wurzel von (43) aufzusuchen.

Der verlangerte stehende Kreisel ist stabil, solange seine
Eigendrehgeschwindigkeit schneller als & bleibt.
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Der Ubersicht halber stellen wir die Ergebnisse noch einmal zu-
sammen, indem wir jedem Fall seinen Stabilitdtsbereich beifiigen:

I. Verkiirzt

IL. Ausgeglichen

[I. Verlingert

1. hingend
2. stehend

1. hingend
2. stebend

1. hingend
2. stehend

.......

a) dick. . . .
b) schlank . .
a) dick

b) schlank . .

0 bis oo
& . & und & bis oo
§ . o
0. &
55 » &
0 , & und & bis oo
§3 n OO

Indem man dem Kreisel mit den Haupttrigheitsmomenten 4, B
und C in einer Koordinatenebene den Punkt mit der Abszisse B/A
und der Ordinate C/A zuordnet, kann man die Stabilititsverhiltnisse
noch deutlicher veranschaulichen. Dies ist in Abb.71 fiir den hin-

Abb. 72.
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genden, in Abb. 72 fiir den stehenden Kreisel geschehen; die Stabilitats-
bereiche sind dort umrahmt eingetragen, wobei nach § 2 (16), S. 29,
nur solche Punkte zu beachten sind, fiir welche

B ¢ B C C_ D
1+z>z, Z+Z> 1, 1+Z>Z
ist; und auch in der von uns gemachten Voraussetzung
B C
A=4

liegt natiirlich keinerlei Beschrankung.
Aus (41) und (42) sowie (49) und (50) zieht man noch den fiir
alle Falle gtltigen Schlufi:



158 Der schwere Kreisel.

Die Grenzen &2 &2 und &2 der Stabilitatsbereiche wachsen
proportional mit dem statischen Moment ¢ des Kreisels.

Bemerkenswert sind tibrigens die Liicken von & bis &; in den
Stabilitatsbereichen des verkiirzten stehenden dicken und des ver-
laingerten hidngenden Kreisels: die Drehgeschwindigkeiten zwischen &,
und £, kénnen geradezu als kritische bezeichnet werden. Dafi die
Eigendrehgeschwindigkeit des ausgeglichenen stabilen Kreisels nach
obenhin begrenzt ist, kann uns nicht verwundern; denn je grofler
der Schwung ist, um so mehr tritt der Einflu der Schwere zuriick
und der Kreisel ndhert sich dann einem kriftefreien, um die mittlere
Hauptachse umlaufenden, der schon in § 3, 3., S.38, als instabil er-
kannt worden ist. Der ausgeglichene schlanke Kreisel insbesondere
ist unter allen anderen dadurch ausgezeichnet, dafl er tiberhaupt nicht
dazu gebracht werden kann, stabil aufrechtstehend zu tanzen.




Zweiter Teil

Die Anwendungen des Kreisels




Einleitung.

1. Einteilung der technischen Kreisel. Seit den &ltesten Zeiten
dient die Drehbewegung als hiaufigster Vermittler bei Schiebe-
bewegungen iiberall, wo Fahrzeuge auf Ridern laufen. Die Drehung
ist aber unter allen Bewegungsarten insbesondere dadurch ausgezeichnet,
daf ein Korper sie auch ausfihren kann, ohne seinen Ort als Ganzes
zu verlassen; sie wird deswegen dazu verwendet, bedeutende Energie-
mengen auf beschrinktem Raum als Wucht in der Gestalt von Schwung-
ridern anzuhidufen. Insofern die Drehung die einzelnen Teile eines
Korpers auf die einfachste Weise und vollig stationdr immer wieder
in ihre urspriingliche Lage zuriickzubringen vermag, wird sie fort-
wihrend zu Energieumwandlungen benutzt, so bei den elektro-
dynamischen Maschinen (Dynamos und Elektromotoren), ebenso bei
vielen hydro- und aerodynamischen Triebwerken (Turbinen, Wasser-
und Luftschrauben) und dergleichen mehr.

In allen diesen Fillen haben wir es mit Kreiseln zu tun, und so
oft die Achsen der an der Drehung beteiligten Radsédtze geschwenkt
werden, d. h. ihre Richtung im Raum &dndern, treten Kreiselwirkungen
auf, die zumeist unerwiinscht, zuweilen sogar gefahrlich sind, mit-
unter aber auch eine an sich gewollte Wirkung unterstiitzen.

Andererseits liegt es natiirlich nahe, die merkwiirdigen Trigheits-
eigenschaften des Kreisels auszuniitzen, um labile Systeme im Gleich-
gewicht zu halten, oder um das Gleichgewicht stabiler Systeme zu
verbessern. Je nachdem dabei der Kreisel selbst einen wesentlichen
Bestandteil der Masse des Systems ausmacht oder zur Stabilisierung
nur dadurch beitragt, dal er die Lage des Systems anzeigt und allen-
falls ein geeignetes Steuerwerk zum Eingreifen veranlafit, wird man
ihn als einen unmittelbaren oder als einen mittelbaren Stabili-
sator zu bezeichnen haben.

Einen Koérper mittelbar stabilisieren, heifit, im weitesten Sinne
verstanden, seine Lage zu irgend einer vorgeschriebenen Richtung in
Beziehung setzen. Diese Richtung kann entweder unabhingig von
Erdbewegung und Schwere einfach im Raum festliegen derart, daf}
in bezug auf sie das Gesetz der Trigheit streng gilt; oder sie kann
durch die Erdachse bedingt sein, etwa mit dieser einen festen Winkel

bilden; oder endlich sie kann an die Schwere gekniipit sein, also
Grammel, Der Kreisel. 11
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beispielsweise in die Lotlinie fallen. Haufig ist sie durch Erddrehung
und Schwere zusammen erst bestimmt: so einerseits als Azimut der
‘Windrose, gemessen in der zur Schwerebeschleunigung senkrechten
Ebene von der durch die 1 .dachse gegebenen Nordsiidrichtung aus;
so andererseits aber auch sc 1 als Lotlinie selbst, das heifit doch
als Richtung der Resultante aus der Schwerebeschleunigung und der
Fliehbeschleunigung der Erddrehung.

Diesen verschiedenen Moglichkeiten, eine Richtung vorzuschreiben,
entsprechen ungefdhr auch die drei Formen des Kreisels, die sich als
Richtungsweiser verwenden lassen. Ist erstens der Kreisel durch
Stiitzung in seinem Schwerpunkt dem unmittelbaren Einfluf} der
Schwere entzogen, so soll er ein astatischer Kreisel gena{nnt werden
(kriftefrei mégen wir jetzt im Gegensatz zu frither nicht gerne sagen,
wéil gerade die Storung dieses Kreisels durch duflere Kréifte uns vor-
zugsweise beschiftigen soll). Von einem Kompafikreisel zweitens
wollen wir reden, wenn seine Figurenachse durch die Schwere mehr
oder weniger nachgiebig an die wagerechte Ebene der Windrose ge-
bunden ist; es wird sich ndmlich zeigen, dafi der Kreisel dann die
nordweisenden Eigenschaften eines Kompasses hat. Ist endlich drittens
der Kreisel so aufgehingt, dafl im Rubezustand seine Figurenachse
nach Art eines Pendels lotrecht steht, so sprechen wir von einem
Pendelkreisel. Dafl es sich hierbei vorzugsweise um symmetrische
Kreisel handeln wird, ist mit dem Wort Figurenachse bereits angedeutet.

Die nichstliegende Art der unmittelbaren Stabilisierung eines
Korpers besteht offenbar darin, da man diesen einfach als Kreisel
hinreichend rasch antreibt; wir mégen dann von einem Richtkreisel
sprechen. Man kann aber, wie sich herausstellen wird, ein an sich
labiles System auch durch einen fest oder beweglich in ihn ein-
gebauten Kreisel stiitzen; wir heiflen diesen einen Stiitzkreisel
Endlich vermag ein solcher Kreisel die Schwingungen eines schon im
voraus stabilen Systems wirksam zu ddmpfen und so dessen Stabilitat zu
verbessern; jetzt ist es angebracht, von einem Dampfkreisel zu reden.

Es ist oft zweckmiBig, die Kreisel des weiteren nach der Anzahl
threr Freiheitsgrade einzuteilen, und stets notwendig, diese Anzahl
genau zu beachten. Man versteht unter der Zahl der Freiheits-
grade eines Korpers oder eines Systems von Kérpern die
Zahl der unter sich unabhingigen Bewegungen, welche der
Korper oder das System gleichzeitig ausfithren kann. Ein
unbehinderter starrer Kérper hat beispielsweise sechs Grade der Frei-
heit: irgend einer seiner Punkte kann sich nach den drei Ausdeh-
nungen des Raumes verschieben, und um diesen Punkt vermag der
Korper sich noch in dreifacher Weise zu drehen, wie die Eulerschen
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Winkel (Abb. 22, S.48) dies etwa andeuten. Die Schiebebewegungen
sind uns kinftighin zumeist gleichgiiltig, und so wollen wir deren
Freiheitsgrade iiberhaupt nicht mitzab’®n und dem freien starren
Korper ebenso wie dem fest gestiitzten dur drei Grade der Bewegungs-
freiheit zuschreiben. Er hat nur noc* &wei Freiheitsgrade, wenn der
auBere von den cardanischen Ringen (Abb. 36, S.83), in welchen er
aufgehingt sein mag, entweder gegen die festen Biigel oder gegen
den inneren Ring festgeklemmt ist, — nur noch einen Freiheitsgrad,
wenn beide Ringe festgehalten sind.

Ein System von zwei Kreiseln hat, wenn beide ganz frei sind,
eigentlich zwo6lf Freiheitsgrade, und wenn die beiden Stiitzpunkte
unter sich starr verbunden sind, elf oder, ohne Riicksicht auf eine
einfache Verschiebung der starren Verbindung, acht, ndmlich je drei
Drehungen der beiden Kreisel und zwei Drehungen der Verbindungs-
strecke. Das System hat nur sieben Freiheitsgrade, wenn diese Strecke
sich beispielsweise nur in einer Ebene drehen kann, — sechs, wenn
sie ganz festliegt, — fiinf, wenn die beiden Figurenachsen in einer
Ebene (also nicht windschief zueinander) liegen miissen, — vier, wenn
ihre Drehungen in dieser Ebene irgendwie aneinandergekoppelt sind
oder wenn sich die Ebene nicht drehen darf, — drei, wenn beides
eintritt, — zwei, wenn die beiden Kreisel nur noch Eigendrehungen
vollziehen kénnen, — und einen Grad der Freiheit, wenn auch ihre
Eigendrehungen voneinander abhéngen.

Es ist durchaus nicht nétig, daf alle Freiheitsgrade auch aus-
genutzt werden. Der sich selbst tiberlassene kraftefreie symmetrische
Kreisel beispielsweise tut dies héchstens mit zweien, desgleichen der
schwere symmetrische Kreisel, wenn er eine regulare Prazession be-
schreibt. Sobald jedoch Nutationen hinzukommen, und seien sie auch
mikroskopisch klein, wird auch der dritte Grad der Freiheit beansprucht.
Der stabil aufrecht umlaufende schwere Kreisel nutzt nur einen Grad
aus, behilt sich aber fir etwaige Storungen die beiden anderen vor,
und er hort sofort auf, stabil zu sein, und fallt bei dem geringsten
Stofle um, wenn man ihm auch nur einen Freiheitsgrad nimmt.

2. Die Tragheitskrifte. Fir unsere weiteren Untersuchungen wird
haufig von groflem Vorteil ein Begriff sein, der wohl auf 1. Newton
zurtickgeht und dessen Bedeutung von J.le Rond d’Alembert zuerst
klar erkannt worden ist, der Begriff der Tragheitskraft. Wir dirfen
als bekannt voraussetzen (vgl. auch S.12), da man darunter die
Gegenwirkung versteht, die jede trige Masse einer beschleunigenden
Kraft entgegensetzt. Diese Trigheitskrifte sind natiirlich nur gedachte
Krafte. Indem man sie aber wie wirkliche Kréfte den beschleuni-
genden Kriften gleichberechtigt hinzufiigt, erreicht man es, dafi die

11*
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samtlichen Krafte, die wirklichen und die gedachten, sich nun das
Gleichgewicht halten, so daff die Bewegung sich im giinstigsten Falle
fortan mit den Regeln der Statik behandeln 148t. In vielen Fillen
vereinfacht sich dadurch die Fragestellung ganz ungemein, und zwar
insbesondere dann, wenn sich mehrere Bewegungen tiberlagern. Man
kann dann haufig die eine oder andere Bewegung durch ihre Trig-
heitskraft vollstindig ersetzen und ist, wenn auch nicht zu einer
statischen, so doch zu einer einfacheren dynamischen Aufgabe gelangt.
‘Wenn beispielsweise ein Massenpunkt sich frei bewegen kann in einer
Ebene, die sich mit vorgeschriebener Geschwindigkeit um eine feste
Achse dreht, so figt man die durch diese Drehung geweckte Flieh-
kraft dem Massenpunkt als duflere Kraft bei und braucht sich dann
um die Bewegung der Ebene nicht weiter zu kiimmern. Ganz all-
gemein lassen sich rdumliche Bewegungen als ebene behandeln, falls
sich die Trigheitskraft, welche von der Bewegungskomponente senk-
recht zur Ebene herriihrt, in der Ebene befindet.

Die fir uns wichtigsten Trigheitskrifte sowie deren Momente
sind die folgenden:

a) Die Fliehkrafte, welche bei der Drehung u eines starren Korpers
um eine feste Achse in dessen einzelnen Massenelementen Am geweckt
werden [Einl. I (19), S.12]

Af = w2r,Am,
wo 7, der senkrecht zur Achse von dieser zum Massenelement ge-
zogene Fahrstrahl ist, setzen sich zu einer Resultante
) F=mupa
zusammen, wobei m die Gesamtmasse und « den entsprechenden
Fahrstrahl senkrecht zur Achse ynd von dieser zum Schwerpunkt hin
bedeutet. Denn weil (vgl. Abb.3, S.6) 9, die zur Achse senkrechte
Komponente eines von einem beliebigen Achsenpunkt O nach 4
gezogenen Fahrstrahles vorstellt, so ist nach Einl I (30), S.14, die
Summe ¥ 7, dm gleich dem Produkt aus der Gesamtmasse m in die
entsprechende Komponente ¢ des Fahrstrahles 9, von O nach dem
Schwerpunkt. Die resultierende Fliehkraft F ist also allemal von der
Drehachse lotrecht nach dem Schwerpunkt hin gerichtet.

b) Fallt der Schwerpunkt in die Drehachse, so verschwindet die
Fliehkraft F, aber es kann dann immer noch ein Schleudermoment
ibrigbleiben. Dieses ist allgemein und unabhingig von der Lage
des Schwerpunktes fiir einen beliebigen Punkt O der Drehachse in
§7, 4. berechnet worden und folgt aus den dortigen Formeln (27) bis
(30), .78, mit » = 0. Beschriankt man sich auf den Fall, daBl eine
Hauptachse, etwa die C-Achse, senkrecht zur Drehachse ist, so erhilt
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man mit ¢ = ;2 dasselbe Ergebnis wie fiir den besonderen Fall,
daBl der Korper eine (mindestens dynamische) Symmetrieachse durch
O besitzt, naimlich nach §7 (13), S.71,

2 K, = (A — B)u?sind cos d.

Dabei ist A das Trigheitsmoment der Symmetrieachse, B dasjenige
einer dquatorialen Achse durch O, é der Winkel zwischen Symmetrie-
und Drehachse, und das Schleudermoment sucht die Achse des
groBeren der beiden Tragheitsmomente A und B in die Dreh-
achse hineinzuziehen (S.81).

Fiir das Moment K, ist folgende Bemerkung sehr wichtig. Falls
der auf der Drehachse u liegende Bezugspunkt O nicht mit
dem Schwerpunkt zusammenfillt, so enthdlt K, als Bestandteil
insich natiirlich auch das Moment der Fliehkrafte beziiglich O.
Falls jedoch der Bezugspunkt O mit dem Schwerpunkt zusammenfallt,
so verschwindet mit der Resultante auch das Moment der Fliehkrafte,
und die Schleuderwirkung kann dann nicht durch eine Einzelkralt,
sondern nur durch ein Kriftepaar ausgeglichen werden. Da ein solches
nach Einl. I, S.11, ein vom Bezugspunkt unabhdngiges Moment hat, so
stellen wir fest: Wenn man die Haupttragheitsmomente auf den
Schwerpunkt bezieht, so ist das Schleudermoment (2) vom
Bezugspunkt unabhingig; aber das Moment der Fliehkrafte
ist in diesem unabhidngigen Schleudermoment nicht mehr ent-
halten, sobald der Bezugspunkt des Momentes nachtriglich
verschieden gewdhlt wird vom Schwerpunkt, auf den sich
nach wie vor die Tragheitsmomente beziehen.

¢) Kommt zu der Drehung g eine zweite » um die 4-Achse
hinzu, so tritt neben das Schleudermoment das eigentliche Kreisel-
momerit im engeren Sinne, das fir den symmetrischen Kreisel in
§7 (10), S.71, zu
(3) K, = Ajvy], K, — Auwsinéd
berechnet worden ist, und dessen Drehsinn sich immer sehr rasch aus
der Regel vom gleichstimmigen Parallelismus (v — u) ermittelt (S.72).

Sobdld der Kreisel als ein schneller gelten kann, d. h. wenn »
gro} gegen p ist, iberwiegt dieses Kreiselmoment so stark, dafi man
das Schleudermoment dagegen vernachldssigen darf, und man
kann dann {berdies die Achse des Schwunges @ mit der Figuren-
achse (v) verwechseln und hat statt (3) in guter Anndherung, auch fiir
einen unsymmetrischen Kreisel,
(4) K, = [Ou].

Das Kreiselmoment K; ist von vornherein ein unab-
hiangiges Moment.




Erster Abschnitt.

Die Kreiselwirkungen bei Radsétzen.

§ 14. Kollermiihlen.

1. Der gewohnliche Kollergang. Wir beginnen mit einer sehr
merkwiirdigen, jedoch wenig bekannten und deswegen auch zumeist
nicht voll ausgenutzten Kreiselwirkung, indem wir uns zu den so-
genannten Kollermithlen wenden, die entweder als Kollerginge oder
als Pendelmiiblen gebaut werden.

Der Kollergang zundchst, hdufig zweildulig (Abb.73 und 74),
seltener einldufig (Abb.75 und 76), besteht im wesentlichen aus ein

Abb. 73. oder zwei zylindrischen Abb. 75.
oder schwach kegeligen I
Walzen, den Laufern (J), at |
die, um die Mittelachse s rél —~
(m) drehbar, von der w |

K

Triebwelle (t) auf der A

als Teller ausgebildeten J——w— —f‘*—l . &
Mahlplatte (p) im Kreise
herumgefithrt  werden,
wobei sie das unterge-
schobene Mahlgut durch
Zerreibung und Zermal-
mung zerkleinern. Da-
mit die Laufer harten
Brocken des Mahlgutes
ausweichen konnen, mis-
sen die Mittelachsen auf
der Triebwelle beweglich
aufsitzen. Dies wird erreicht entweder durch den Mitnehmer (» in
Abb.73 u.75) oder durch eine Schleppkurbel (s in Abb. 74) oder endlich
durch ein Gelenk (g in Abb.76). Von solchen Ausfihrungen, wo die
Mittelachse feststeht und daftr die Mahlplatte unter den Laufern gedreht
wird, sehen wir ab, weil sie zu Kreiselwirkungen keinerlei Anlafl geben.
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Der Kollergang kann geradezu als das Muster eines Kreisels an-
gesehen werden, der eine erzwungene regulire Prizession um die
lotrechte Triebachse ausfithren mufl: Es ist leicht ersichtlich, welche
Wirkung das hierbei geweckte Kreiselmoment K als Ausdruck der
Massentriagheit bei den verschiedenen Ausfiihrungen haben wird. Es
sucht bei den zweildufigen Kollergdngen mit Mitnehmer oder Schlepp-
kurbeln die Mittelachse zu biegen und sollte als Biegungsmoment bei
deren Entwurf in Rechnung gestellt werden; es macht sich besonders
beim einldufigen Kollergang mit Mitnehmer auflerdem als stérende
Beanspruchung des Mitnehmerlagers geltend; und lediglich in der
gelenkigen Ausfithrung (Abb.76) gewinnt es die Bedeutung, die ihm
eigentlich zukommen soll, insofern es als Kriftepaar (P P) zwar die
Triebwelle und deren Lager anstrengt, zugleich aber die Pressung des
Liufers gegen die Mahlplatte erhdht, unter Umstdnden auf ein Mehr-
faches des Ruhebetrages. In der Tat werden Kollerginge mit ge-
lenkiger Achsenverbindung, mit denen wir uns weiterhin allein
befassen, als besonders wirksam geschildert, ohne dafl der eigentliche
Grund dafiir, das Kreiselmoment K, immer klar erkannt wird.

Zunichst fragt sich, ob der fast allgemein tbliche Achsenwinkel
0 — 00° der glnstigste ist. Diese Frage ist zu verneinen.

Wird nidmlich mit ¢ das Produkt aus Abb. 77.
Liufergewicht - und Abstand O S zwischen
Drehpunkt O und Lauferschwerpunkt S be-
zeichnet, und ist die Mittelachse unter dem
beliebigen Winkel & gegen die Triebachse
geneigt (Abb.77), so ist

M, = @sind
das Moment der Schwere des Laufers be-
ziiglich O. Ist ferner A das Tragheitsmoment des Liufers um die
Mittelachse (Figurenachse), B dasjenige um eine in O darauf senkrecht
stehende (dquatoriale) Achse, so hat beziiglich O das Kreiselmoment
(einschlieBlich des Schleudermomentes) den Betrag [Einl. II (2) u. (3)]

K=1[A4v+4 (A— B)ucosd]usind.

Erscheint der Liuferhalbmesser, von O aus betrachtet, unter dem
Winkel @ (wobei man in Ermangelung einer genaueren Bestimmung
den Liufer etwa durch seine mittelste Kreisscheibe ersetzt denken
mag), so hingen die Prazessionsgeschwindigkeit ¢ um die Triebachse
und die Eigendrehung » um die Mittelachse vermdge

(1) vsina = usin (6 — a)
zusammen, vorausgesetzt, dafl der Laufer auf der Mahlplatte abrolit,
ohne zu gleiten [vgl. §7 (17), S.74].
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Das Kreiselmoment K, positiv im gleichen Sinne wirkend wie
das Schweremoment M,, vereinigt sich mit diesem zum gesamten
Pressungsmoment

M= M, + K,
wofiir man, indem man » vermittelst (1) entfernt, bekommt
M = @sind +u? (A ctg asind — B cos d)sin 4.
Es ist zweckméafig, zwel neue Groflen g und H so einzufiihren, dafl
ut Actga = 2 Hsin g,
uB = 2 Hcosf
wird. Man 16st diese Gleichungen leicht nach g und H auf:

tgﬂ:%ctga,

) .
H= 7‘72—\/./12ctg2a+B2;

fiir das Pressungsmoment aber erhdlt man jetzt
(3) M = @siné— 2 Hsin dcos(f + 9)
und wandelt dies noch mit Hilfe der goniometrischen Beziehung

_ 2sindcos(f+ 0) = sin(26+ f) —sin
um in
(4) M= @sinéd— Hsin(26+ 8)+ Hsin p.

In dieser Form 1afit sich die Abhéngigkeit des Pressungsmomentes
vom Achsenwinkel ¢ ganz leicht graphisch iiberblicken (Abb. 78).
Man hat lediglich den Ordinaten der Uber den Abszissen ¢ auf-

Abb. 78. getragenen Sinuslinie
¢sind diejenigen der
umgekehrten Sinus-
linie —Hsin(26+ B)
zuzufligen und her-
nach die Abszissen-
achse nach der Rich-
tung der negativen
Ordinaten um den
Betrag Hsin f, d. h. soweit zu verschieben, daf die aus der Ordinaten-
addition entstehende Kurve gerade durch den neuen Ursprung des
Koordinatensystems hindurchgeht. Dann stellen die neuen Ordinaten
die Grole des Pressungsmomentes M fiir jede Achsenneigung 8 vor.

Der Hochstwert von M gehort zu einem Winkel §,, welcher
jedenfalls grofler als 90° und kleiner als 135°— 8,2 ist, insofern wir
doch H als positiv und g als spitzen Winkel voraussetzen dirfen.
Der gtinstigste Neigungswinkel 6, entspricht einer epizykloidischen
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(vorschreitenden) Prazession mit gehobener Mittelachse (wie dies
in Abb.76 wenigstens angedeutet ist) und kann unmittelbar der
graphischen Darstellung (Abb.78) entnommen werden; natirlich ge-
horcht er auch der Gleichung ¢ M/éd = O oder
(3) (cosd = 2 Hcos (23 + B).

Ist beispielsweise ein Laufer von folgenden Mafien (Abb.79) vorgelegt:

a = 0,30m, b = 0,70 m, ¢ = 0,45m, d = 0,35 m,
so ist bei einer Gewichtsdichte » = 7200 kg/m3 das Gewicht des Hohlzylinders gleich
725 kg, so dafl wir mit einem Zuschlag von 275kg fiir Nabe und Speichen
G = 1000 kg, @ = 500 mkg

annehmen kénnen. Der Trigheitsarm (§ 2, 1., S.29) beziiglich der Mittelachse mag
etwa 0,4 m sein, womit?1)
1600
= YT - 0,42 = 16,3 mkgsek?
kommt. Da das Trdgheitsmoment um eine zur Mittelachse senkrechte Achse durch
den Schwerpunkt des Liufers in guter Anndherung balb so grof ist (§ 2, 1., S.27),
so wird nach dem Steinerschen Satze (§ 2, 2.)
Abb. 79.
16,3 , 1000
= =4 —=.0,52 = 33,6 mkgsek?.
B p +9,81 5 33,6 mkgse
Daraus berechnet sich mit @ = 42° bei einer Prizessionsdauer
von 1sek, also 4 = 2 sek™ ",

=

B = 289, H = 753 mkg o
und nach (5) ein giinstiger Winkel :
4, = 1179, —a—

<>

also cine Erhebung der Mittelachse unter 279, zu welcher nach

(4) ein Pressungsmoment ‘

M = 1550 mkg

gehdrt, so daB die Pressung, das dreifache Gewicht iibersteigend, 3100 kg betrigt.
Derselbe Liufer wiirde mit wagerechter Mittelachse ein Moment von nur
M = 1120 mkg

hervorbringen und damit eine Pressung von 2240 kg erzeugen, wovon 1240 kg, also
immerhin noch mehr als das Gewicht, auf die Kreiselwirkung allein entfillt. Natiirlich
miissen diese 1240kg als Gegenzug von der Triebwelle ausgehalten werden. Beim
Kollergang mit Mitnehmer (Abb.75) wiirde diese Zusatzpressung von 1240kg nicht
nur ganz wegfallen, sondern sogar durch ein héchst schidliches Biegungsmoment von
1120 — 500 == 620 mkg auf die Mittelachse ersetzt sein.

Unsere Rechnung bediirfte eigentlich einer kleinen Verbesserung,
die das Gewicht und die trige Masse der Mittelachse betrifft. Die
Pressung wird um etwa die Hilfte dieses Gewichtes vergrofert. In-
sofern die Mittelachse gewohnlich die Eigendrehung » des Laufers
nicht mitmacht, ist sie einem Schleudermoment (Einl.II (2), S.165)

K; = — (B'— A")u?sindcos &

') Wir rechnen hier und im folgenden stets mit den Einheiten des technischen
Mafsystems.
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unterworfen, das von ihren Trégheitsmomenten 4’ und B’ (> A') be-
ziiglich des Drehpunktes O abhdngt, positiv, Null odd¢ negativ ist,
je nachdem die Mittelachse gehoben, wagerecht oder gesenkt steht und
natiirlich dem Pressungsmoment hinzuzufiigen ist. Dessen Héchst-
wert wird aber offenbar dadurch wenig beeinfluit, weil K, verhiltnis-
mafBig klein ist; und es wiirde sich nicht lohnen, ihn aus einer
leicht aufzustellenden genaueren, aber umstindlicheren Formel zu
berechnen.

Es bedarf wohl kaum eines Hinweises darauf (Einl II, S.165),
dafl in dem Kreiselmoment K zugleich auch schon das Moment der
Fliehkraft des Liufers beziglich des Drehpunktes O beriicksichtigt
ist. Die Fliehkraft selbst mufl lediglich dann gesondert ermittelt
werden, wenn man die Beanspruchung der Triebachse kennen
ernen will.

2. Die Pendelmiihle. Solange ¢ wesentlich kleiner als H bleibt,
gibt es einen zweiten glnstigsten Winkel d, von é in der Ndhe von
—45° mit einem allerdings kleineren Héchstwert des Pressungs-
momentes M, dem hypozykloidischen (riickldufigen) Bereich (S. 73) an-
gehorend und verwirklicht in der sogenannten Pendelmihle (Abb.80).
Der kléppelformig herabhingende Laufer (I) legt sich nach Uber-

Abb. 80. schreitung einer gewissen Mindestgeschwin-
digkeit von selbst an die Mahlschale (p)
an (vgl. S.75) und dann prefit ihn die
Kreiselwirkung, von welcher die Fliehkraft
nur einen Teil ausmacht, heftig dagegen,
vorausgesetzt, dai M > 0 ist, d. h. nach (3)
und wegen sind << 0, solange

2Hcos(f+d) > @
oder nach (2) 0

2

© W= cos (B + 0) Y A2ctg?a + B2
bleibt, welcher Betrag wihrend des Be-
triebes nicht unterschritten werden darf.

Nun wird allerdings bei der Pendelmiihle die Drehung von der
Triebwelle (f) auf die Mittelachse (m) in der Regel durch ein
Hookesches Gelenk (k) tibertragen; man denke sich fiir einen Augen-
blick das Gelenk durch ein biegsames Achsenstiick ersetzt, so sieht
man schnell, daf} jetzt nicht die Prazessionsdrehung u, sondern die
Summe w = u + » sich auf die Triebachse {ibertragt und demnach
als vorgeschrieben zu betrachten ist. Solange d ein spitzer Winkel,
haben u und » iiberdies verschiedene Vorzeichen. Vernachlissigt
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man die durch das Gelenk bedingte Ungleichférmigkeit und be-
rechnet aus (1)
sina sin (6 — a)
= O Giatsn@—a) = “sinatsn(d—a)
so schreibt sich das Pressungsmoment M in der Form
sinasind (4 cosasin d — B sina cos )
[sina +sin(6—a)p
ein Ausdruck, der erheblich umstindlicher zu behandeln wire als (4).
Man vermeidet aber die Schwierigkeit nahezu ganz, wenn man
von einem beliebigen (jedoch moglichst gut abgeschitzten) Werte u
ausgeht, sodann graphisch (Abb.78) den zugehdrigen giinstigsten
Winkel d, ermittelt und nachtriaglich die Betriebsgeschwindigkeit

®) o = y[l __sin(a —52)]

sin a
berechnet. Stellt dieser Wert w schon die betriebstechnisch erlaubte
schnellste Drehung der Triebwelle (¢) dar, so ist man am Ziel. An-
dernfalls mufl die Rechnung so lange wiederholt werden, bis man den
Hochstwert von e trifft; denn dort ist nach (7) das grofite Pressungs-
moment zu erwarten.

) M = @sind + w?

Es sei z. B. bei einer minutlichen Drehzahl » = 210 der Triebwelle ein Liufer
von 500kg mit einem mittleren Halbmesser » = 0,15 m, einem Tridgheitsarm von
0,10m und einer Kloppellinge OS — 1 m gegeben, so daf a = 8,5° wird. Man
wihlt geeignet

# = —35,5sek "
und hat
@ = 500 mkg, A = 0,51 mkgsek?,

Schitzt man, was angebracht erscheint,

B = 100 4 = 51 mkgsek?,
s0 berechnet sich
p = 3,89, H = 798 mkg

und damit der giinstigste Achsenwinkel
0y = — 400
und nachtriglich
o = 22sek*
in ﬁbereinstimmung mit # = 30 /&, sowie der Hochstwert
M = 506 mkg
des Pressungsmomentes. Der Liufer legt sich nur so lange an die Mahlschale an,

als |uf > 3,5sek™ " oder |@| > 14sek " ist, was einer Betriebsgeschwindigkeit von
mindestens 134 Umdrehungen der Triebwelle in der Minute entspricht,

3. Zwei Verbesserungen. Wihrend neben den beiden soeben
behandelten Ausfiihrungsformen die perizykloidische als wenig wirksam
von vornherein ausscheidet (der Laufer miite glockenférmig ge-
staltet sein; vgl. Abb.33, S.73), so weist die gebriuchlichste Bauart
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mit wagerechter Mittelachse so erhebliche betriebstechnische und
konstruktive Vorteile auf, dafi man sie, unter mehr oder minder be-
wufitem Verzicht auf die volle Ausnutzung der Kreiselwirkung, nur
ungern verlafit. Es ist darum von Wichtigkeit, zu untersuchen, wie
auch bei festgehaltenem Achsenwinkel § = 90° die Pressung verstirkt
werden kann.

Das Kreiselmoment wird jetzt durch den Ausdruck
© K= Apuv = Ap2ctga
gegeben, wachst also mit dem Tragheitsmoment A4 um die Mittelachse
sowie mit dem Quadrat der Prédzessionsgeschwindigkeit x und mit
abnehmendem Winkel a. Diesem Winkel sowie der Geschwindig-

Abb. 81. keit p sind durch die zuldssige Aus-
A b dehnung der Maschine und durch die
mit p? steigende Fliehkraft des Liufers

Grenzen gesetzt.

Hier erhebt sich sofort die Frage,
wie der Laufer zu gestalten ist, damit
bei einem vorgeschriebenen Hochstwert
der Fliehkraft F' das axiale Trigheits-
moment 4 und mit ihm auch das Kreisel-
moment einen Hochstwert besitzt. In
Abb. 81 ist ein Meridianschnitt des Lau-
fers durch die Mittelachse, sowie ein
dazu senkrechter Querschnitt gezeichnet;
Mittel- und Triebachse sind als z- und
y-Achse gewidhlt, und es ist voraus-
gesetzt, daBl der Laufer durch zwei
Ebenen des Abstandes @ und b von der
Triebachse und durch einen Kreiszylinder vom Halbmesser ¢ um die
Mittelachse begrenzt sei, so dal nur noch seine innere Berandung B C
freisteht. Die Beantwortung unserer Frage verlangt, die Meridian-
kurve BC als solche Funktion y von # zu bestimmen, dafl bei vor-
geschriebenem Wert F' die Zahl A so groff wie moéglich werde.

Ist df der Querschnitt eines ringférmigen Massenelementes von
der Dichte /g und vom Halbmesser y, so ist

_2L7 3df.
(10) 4= g Jydﬁ

Ein Massenelement vom Inhalt dv dieses Ringes liefert in der Ent-
fernung # von der zy-Ebene zur Fliehkraft den Beitrag

dF = H—;l}/x?—kzﬂdv
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mit der von ¢ unabhéngigen Komponente
2
aF, = “7 zdy
Y
in der Mittelachse, so daB die Resultante den Wert
2
(11) F:z%f ijydf

annimmt.
Die Integrale (10) und (11) sind tiber den halben Meridianschnitt
des Laufers zu erstrecken und ergeben
b ¢ b

(12) A= gfg—yj‘dx (y?»dy = %[(b—u)c*—jy*dx—l,
y ' a ‘

«@

b [4 b -
13 F:m xadx ’l/dy — ﬂﬂ _1_(b2_a2 2 — xy2dx .
) g g 2
a y a

‘Wir haben also nach einer bekannten Regel zu fordern, dafi mit
einem noch unbekannten Parameter 4 der Ausdruck w24 —1J und
folglich das Integral

(14) J:J(y4———2}.xy2)dx
moglichst klein werde. Wire dies schon erreicht, so dirfte ein un-
beschrankt kleiner Zuwachs Ay der Funktion y dessen Wert nicht

merklich 4ndern, so daffi dann auch noch
b

(15) J= j[<y+Ay>4~zzx<y+Ay>2de

sein muB; oder, wenn man hdhere Potenzen von Ay unterdriickt und
(14) von (15) abzieht,
b

(16) [(ys—zxy)Aydx —o,

wie auch der Zuwachs Ay iber die Meridiankurve B C verteilt sein
mag. Das ist nur méglich, falls der Integrand von (16) verschwindet,
d. h. falls, unter Weglassung der im allgemeinen unbrauchbaren
Losung y = o,

(17) yr=Aix

gewdhlt wird. Dies besagt, daf, abgesehen natiirlich von der Nabe
und den Speichen, aus dem Liufer eine Aussparung in Gestalt
eines die Triebwelle mit seinem Scheitel beriihrenden Rota-
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tionsparaboloids zu entfernen ist, dessen Parameter 4 sich da-
durch bestimmt, dafl die zuladssige Fliehkraft ' gerade erreicht wird.
Weil nach (13) nunmehr
, n;ﬂy[ 1 1 ’
F="""1-@02—a?¢?—-2(b3—a3
T G — e — La g —ar)
wird, so findet man

(18) - ;zyﬂy(?)3—a3)’
wenn

2
(19) Fo=" (0 —aye

die Fliehkraft einer massiven Scheibe von den Abmessungen q, b, ¢ be-
deutet. Das axiale Tragheitsmoment schlieflich ist nach (12)

(20) A= “_V_(é’:-g—f‘) [3ct — A2(a2 + ab + b2)],

und es bedarf keiner weiteren Begriindung dafiir, dafi dies tatsachlich
einen Hochstwerl darstellt.

Bis jetzt handelte es sich um eine moglichst gute Ausnutzung
des ersten Faktors 4 des Kreiselmomentes (9). Es liegt aber nahe,
dieses Moment noch weit mehr dadurch zu erhohen, dal man die
Eigendrehgeschwindigkeil » vergréfert,
ohne jedoch mit u die Fliehkraft zu
steigern. Man erreicht dies offenbar,
indem man an Stelle der Mahlplatte eine
besondere Fiihrung des Lauferkreisels
verwendet. Eine leicht auch auf die
Pendelmiible {ibertragbare Ausfiihrung ist

Y in Abb.82 angedeutet, wo die Mahl-

| platte (p) drehbar gedacht und dafiir auf

d die Mittelachse ein Kegelrad (k) auf-

M gesetzt ist, das in eine feststehende
wagerechte Scheibe (k') mit gentigendem

Spielraum eingreift, so dafi diese Scheibe als Fiihrung dient, ohne jedoch
lotrechten Druck vom Kegelrad aufzunehmen. Sind @ und a; die Winkel,
unter denen vom Gelenk (g) aus die Halbmesser des Kegelrades (k)
und des Laufers (I) erscheinen, so wird die Eigendrehgeschwindigkeit »
und also auch die von der Kreiselwirkung herriihrende Pressung bei
festgebliebenem Werte u im Verhéltnis sin e, :sina vergrofiert. Eine
solche VergroBerung war in der urspriinglichen Ausfithrung nur auf
Kosten einer entsprechenden Erhoéhung der gefdhrlichen Fliehkraft
zu erreichen. Bei der neuen Ausfiihrung, die {ibrigens bis jetzt noch
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nicht angewandt worden zu sein scheint, ist die Fliehkraft nicht der
Triebwelle aufgebtirdet, sondern in weniger gefahrlicher Weise auf
Laufer und Mahlplatte verteilt. Man wird dies besonders dann fiir
zweckmaBig halten, wenn der Kollergang einldufig gebaut werden
muf, also beispielsweise wenn auf der Gegenseite Mischvorrichtungen
unterzubringen sind.

§15. Fahrzeuge.

1. Kreiselmomente auf Eisenbahnen. Wir wenden uns nunmehr
den Kreiselwirkungen zu, die unbeabsichtigt iiberall da auftreten, wo
Radsitze durch Schwenkung ihrer Achse eine Prézession auszufiihren
gezwungen werden. Es handelt sich in diesen Féllen stets darum,
festzustellen, ob die geweckten Kreiselmomente niitzlich oder schadlich
sind, und im letzteren Falle, ob sie wenigstens ungeféhrlich bleiben.
Hierher gehoren einerseits die Radsdtze, auf welchen Fahrzeuge
aller Art laufen, andererseits Radsitze, welche in solchen Fahrzeugen
untergebracht sind, beispielsweise Schiffsmaschinen.

Betrachten wir zuerst Fahrzeuge, die an genau vorgeschriebene
Bahnen gebunden sind, so wird es auch nétig sein, die Einwirkung
der Kreiselmomente der Radsitze auf die Fiihrungen dieser Bahnen
zu untersuchen, die man die Schienen nennt. Je nach der Zahl der
Schienen teilt man die Bahnen in ein- oder mehrschienige ein, je nach
der Schwerpunktslage der Fahrzeuge in stabile, indifferente oder labile.

Wir stellen zunichst die moglichen Kreiselwirkungen in all-
gemeinster Form zusammen. Die Schwenkungen der Radsatzachsen,
die solche Kreiselwirkungen erzeugen, koénnen verursacht sein ent-
weder durch eine Kriimmung der Bahn oder durch Drehungen (so-
genanntes Wanken) des Fahrzeuges um eine zur Bewegungsrichtung
parallele Achse, die Fahrachse, wogegen Drehungen um eine Quer-
achse des Fahrzeuges keine Kreiselwirkung in den dazu parallel-
achsigen Radsédtzen veranlassen.

Es moge sich um ein voéllig symmetrisch gebautes Fahrzeug
vom Gesamtgewicht G = myg handeln, das zwei starr mit ihm ver-
bundene Radsédtze besitzt, deren Réder alle gleich grof§ sind und die
Laufkreishalbmesser r haben. Es sei 4 die Summe der axialen Trig-
heitsmomente der Radsétze; C, D, E, mogen die Haupttragheitsmomente
des Fahrzeuges (einschliefilich der Radsitze) um die Langs-, Quer-
und Hochachse durch den Schwerpunkt bezeichnen. Wir fiithren
sofort die Trigheitsarme ¢, d, e ein:

(1) C = me, D = mds, E = me,
und setzen tberdies
(2) A = w'ry
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wo m' die auf den Laufkreisumfang umgerechnete Masse der Radsitze
genannt werden kann.

Die durch die Berithrungspunkte zwischen den Laufkreisen und
den Schienen parallel zur Radachse gelegte Ebene heifle die Fahr-
ebene, und es seien s und p die Abstinde des Schwerpunktes und
des Angriffspunktes der am Fahrzeug angreifenden Zugkraft von der
Fahrebene, die fiir gewohnlich wagerecht liegt; s und p seien positiv,
wenn die entsprechenden Punkte {iber der Fahrebene sind. Der
Achsenabstand, der sogenannte Radstand, soll im Vergleich mit dem
Kriimmungshalbmesser der Bahnkurven so klein vorausgesetzt werden,
dafl wir so rechnen kénnen, als wenn die beiden Radachsen sich im
Kriimmungsmittelpunkte der Bahnkurve schnitten. Unter dieser Vor-
aussetzung diirfen wir statt der zwei auch drei Radsdtze oder sogar
zwel Drehgestelle mit je zwei Achsen usw. zulassen.

Der Wagen durchfahre mit der Geschwindigkeit v eine Kreis-
bahn vom Halbmesser ¢. Fafit man die Radsitze als Kreisel auf, so

vollziehen sie dabei eine reguldre

ADD. 83. Prazession mit der Prézessions-
geschwindigkeit und FEigendreh-
geschwindigkeit

v v
3 =g V=

und offenbar ist der Offnungswinkel &
der Prazession grofier als 90°, wenn
der Wagen seine natiirliche Schrag-
lage einnimmt. Es empfiehlt sich,
(4) 8 =00"+¢

zu setzen, unter ¢ den Winkel der Fahrebene mit der Wagerechten
verstanden. (Abb.83 gilt beispielsweise fiir die Zweischienenbahn
mit positiven Werten von s und p.)

Wir wollen alle Momente, soweit nichts anderes bemerkt, be-
ziehen auf den Schnittpunkt O der Hochachse und der Fahrebene
und positiv zdhlen, wenn ihr Drehsinn mit dem Vektor @ eine Rechts-
schraube bildet.

Alsdann ist das Moment der Schwere

5) M, = mgssin p;

das Moment der Zugkraft, wenn diese die Komponente Z nach dem
Mittelpunkt der Kreisbahn hin besitzt,

) M, = Zpcos ¢.
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Das Moment der Fliehkraft [Einl. II (1), S. 164]

2
F=mup = m2-

ist

)] M, = —mzﬁ%cosqg;

das Moment der Kreiselwirkung (im engeren Sinn) der Radsitze nach
Einl.II (3), sowie wegen (2), (3) und (4)

®) K, = —m'v? ; oS @,

und zwar unabhingig vom Bezugspunkte (Einl II, S.165). Dazu
kommt noch das Schleudermoment des Wagens [Einl.II (2)]

a2 — e2

9 Ky = mo?

e Cos @ sin @,
ebenfalls unabhéngig vom Bezugspunkt. Da wir die Radsétze als
schnelle Kreisel ansehen diirfen, so sind wir berechtigt, ein ent-
sprechendes Glied, welches die Schleuderwirkung der Radsétze allein
ausdriickt, gegen K, zu vernachlassigen (Einl.Il, S.165).

Es mochte aber niitzlich sein, zu bemerken, daBl das Fliehkraft-
moment M, hier keineswegs im Schleudermoment K, enthalten ist,
insofern wir den Bezugspunkt O vom Schwerpunkt verschieden ge-
wihlt haben (S.165).

Drehungen um die Langs-(Fahr-) Achse des Wagens messen wir
durch die Winkelgeschwindigkeit d ¢/dt; sie rufen in den Radsitzen
ein vom Bezugspunkt unabhangiges Kreiselmoment
(10) K, = m’vr.g%
hervor, welches um die Hochachse in solchem Sinne zu drehen strebt,
daB der Vektor » auf kiirzestem Wege mit dem Vektor de/dt zur
Deckung gebracht wiirde.

Von den aufgezdhlten Momenten sind nun ohne Zweifel der Grofie
nach zumeist am wichtigsten M, undAMg; deren Vorzeichen aber hingt
von der Schwerpunktshohe s ab.

2. Die Zweischienenbahn. Der Fall s > 0, dem wir uns zuerst
zuwenden, ist verwirklicht in allen stabilen Zweischienenbahnen, aber
auch in der labilen, kiinstlich stabilisierten Einschienenbahn. Die
letztere miissen wir einer gesonderten spiteren Untersuchung vor-
behalten, so dafl wir es jetzt nur mit der gewohnlichen Eisenbahn zu

turr haben, die sich ziemlich rasch erledigt.
Grammel, Der Kreisel. 12
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Das Fliehkraftmoment (7) wird erhoht durch das Kreiselmoment (8)
der Radsitze, aber verringert durch das Schleudermoment (9) des
Wagens, insofern der Tragheitsarm d um die Querachse grofler zu
sein pflegt als derjenige e um die Hochachse. Als umkippendes, durch
die Erhohung der dufleren Schiene sowie durch das Schweremoment (5)
und namentlich auch durch das Zugkraftmoment (6) ausgeglichenes
Moment kommt die Summe

mv2< m' a2 — e?
m

(1) M= M,+ K, + K, = —~9— s+ —r—T sin<p>cos<p,
und dies bedeutet: Der Angriffspunkt der Fliehkraft wird
scheinbar um die Strecke

12 s =" B0

(12) =2,y

gehoben. Der erste Teil dieser Strecke betrdgt praktisch in der
Regel nur wenige Hundertstel, der zweite hochstens wenige Zehn-
tausendstel von der Schwerpunktshohe s; der erste Teil ist iiberdies
unabhingig von der Bahnkriimmung ¢ und vom Uberhhungswinkel ¢.

Man bat beispielsweise fiir einen D-Zugwagen ven 44000 kg Gewicht bei einem

axialen Gesimttrigheitsmoment 4 = 4.11,84 mkgsek? der vier Radsitze von je
927 kg Gewicht und r — 0,485 m Halbmesser
m = 4480 kgsek?m™1, m! = 202 kgsek?m1,

und schitzt
d = 5,0m, e = 4,5m.

Dies gibt fiir eine Kurve, die in voller Geschwindigkeit durchfahrbar einen Kriim-
mungshalbmesser von mindestens @ = 1000m mit einer vorgeschriebenen Uber-
héhung der dufieren Schieme von 55 mm bei 1435 mm Spurweite haben mus,

As = 21,8—0,2 = 21,6 mm,
was gegeniiber einer Schwerpunktshéhe von mindestens 1000 mm allerdings kaum in
Betracht kommt.

Die scheinbare Hebung A4s des Schwerpunktes ist wesentlich
groffer bei Dampflokomotiven und bei elektrischen Lokomotiven,
wenn deren Motore sich im gleichen Sinne wie die Laufrader drehen;
sie kann zu Gefahren aber auf keinen Fall Veranlassung geben.

Wesentlich bedeutsamer ist das Kreiselmoment K,, welches bei
jeder Drehung des Wagens um die Lingsachse geweckt wird. Mit
einer solchen Drehung ist insbesondere jedesmal das Einfahren in
und das Ausfahren aus einer Kurve mit berhdhter Auflenschiene
verbunden. Das Moment K; dreht um die Hochachse, und zwar
derart, dal es den Wagen zu Beginn der Kurvenfahrt in die
Kurve, am Schluff wieder in die gerade Bahn einzustellen
strebt. Soweit es nicht zu grofl wird, ist dieses Moment also durch-
aus willkommen.



§ 15. Fahrzeuge. 179

Man vergleicht die beiden Kreiselmomente K; und K; leicht mit-
einander, indem man bei einer Uberhdhungsrampe von der Lénge 1
statt d/dt im Mittel « ¢;1 setzt:

(13) K, = m"‘ﬂ‘l’%
und dann den Quotienten bildet
K| _ 9 o
K| cosepl’

wonach beide Momente von gleicher Gréflenordnung bleiben, wie
groB auch die Fahrgeschwindigkeit sein mag.

Man hat bei der vorigen Kurve mit ¢ = 55/1435 und einer vorgeschriebenen
Rampe von ! = 6om | K.
Ay

x

Es darf allerdings nicht verschwiegen bleiben, dafi die giinstige
Wirkung des Momentes K, mit dem Uberschreiten einer gliicklicher-
weise sehr hohen Fahrgeschwindigkeit wegen des quadratischen
Faktors »2 in (13) sich rasch in ihr Gegenteil verkehrt, und dann
ist das Moment als Stol zu fiihlen, der den Wagen beim Einfahren
in die Kurve zu stark nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin, beim
Ausfahren zu stark von ihm weg zu drehen sucht. Diese Stofle sind
bei Wagen ohne Drehgestelle, wo ihnen das grofie Tragheitsmoment K
entgegensteht, viel ungefdhrlicher als bei Radsitzen, die in Dreh-
gestellen gefafit sind. Im Hinblick auf den Spielraum, den die Rader
zwischen den Schienen haben, kann das viel geringere Trigheits-
moment der Drehgestelle nicht verhindern, daf diese dann stark
ecken. In der Tat soll sich diese Erscheinung bei elektrischen Schoell-
bahnen bemerklich gemacht haben und sofort verschwunden sein,
nachdem die Uberhohungsrampe verlingert worden war.

Schlieflich ist noch zu erwdhnen, dafl Kreiselmomente K, nicht
nur in Kurven, sondern auch durch UnregelméaBigkeiten in der Gerad-
fiilhrung der Schienen erzeugt werden, Kreiselmomente K, nicht nur
durch natiirliche Uberht')hungsrampen, sondern auch durch Gleisbuckel
und unrunde Réader. Die ersten bringen den Wagen zum Wanken,
die zweiten zum Schlingern, wobei der Federung zwischen Wagen
und Radsatz eine wesentliche, rechnerisch aber schwer zu fassende
Bedeutung zukommt. Man macht sich leicht klar, dafl so jede Un-
geradheit des Gleises bald einen Buckel, jeder Buckel bald eine Un-
geradheit zur Folge haben mufl: diese Kreiselmomente arbeiten,
worauf F. Klein und A. Sommerfeld hingewiesen haben, systema-
tisch auf eine Verschlechterung der Schienen hin; sie diirften auch
bei der so lastigen Riffelbildung auf den Schienen eine wesentliche
Rolle spielen.

= 0,65.

12%
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3. Die Hingebahn. Wir wenden uns sodann zu dem Fall s <0,
der, mit einer Schiene, in den Hangebahnen verwirklicht ist, deren
bekannteste die nach dem System Langen gebaute zwischen Elber-
feld und Barmen darstellt. Es handelt sich hier um Fahrzeuge, die
nach Art der Abb. 84 vermittelst zweier Drehgestellrahmen d, die je
zwel Rader r tragen, an einer vom
Tréger ¢t gehaltenen Schiene hingen.
Jedes Drehgestell wird durch einen
eigenen Elektromotor m angetrieben,
so dafl eine nennenswerte Zugkralt
zwischen den Wagen fiir gew6hnlich
nicht auftritt. Diesen Bahnen wird
nachgeriihmt, dafl sie selbst enge
Kurven mit hoher Geschwindigkeit
ruhig und gefahflos durchlaufen, in-
sofern sich die Hochachse aa des
‘Wagens von selbst so schrig legt,
dafl die Momente der Fliehkraft, der
Schleuderwirkung und der Schwere
sich ausgleichen.

Es ist zunidchst klar, dafi die
Kreiselwirkung der Radsitze ein-
schlieBlich der Schleuderwirkung des
Wagens den Angriffspunkt S der Fliehkraft jetzt ebenfalls scheinbar
um die Strecke A4s (12) hebt. Dies hat zur Folge, dafl die Schrig-
lage @, welche das Fliehkraftmoment zum Ausgleich des Schwere-
moments dem Wagen erteilt, etwas verringert wird. Diese Schraglage
berechnet sich ohne Kreiselwirkung aus

Abb. 84.

Mo + M2 =0
zu
v2
(14) tgpo = 70’
mit Kreiselwirkung aus
Mo + M =0

[vgl (11)] zu y
v2 S
(15) gp =, (1+5)
worin § negativ ist, und wobei in dem vom Schleudermoment her-
rithrenden kleinen zweiten Glied von As unbedenklich fiir ¢ der
Wert ¢, eingesetzt werden dark.
Zu den Radsitzen sind die Motoren hinzuzurechnen, und zwar

geschieht dies am einfachsten, indem man deren Schwiinge den
Schwiingen der Radsétze positiv oder negativ hinzuftigt, je nachdem
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die Motoren im gleichen oder entgegengesetzten Sinne wie die Réder
umlaufen. Ist 1:n das Ubersetzungsverhdltnis zwischen Rad und
Motor, so wird man also das =-fache axiale Trigheitsmoment der
Rotoren der Motoren zu A positiv oder negativ hinzuzuzéhlen haben.
Auf diese Weise kann sich die Kreiselwirkung nach auflen hin ganz
aufheben; sie bleibt dann freilich als Spannung zwischen Rad und
Motor zu beriicksichtigen.

Es sei, ungefihr den Verhiltnissen der Elberfeld-Barmener Bahn entsprechend,

G = 15000kg, v = 36km/Std = 10 m/sek,
r = 0,45 m, § — —1m.
Der kleinste Kriimmungshalbmesser ist ¢ = 30m. Das axiale Trigheitsmoment
eines Rades von 500 kg Gewicht mag 7,5 mkgsek? betragen, so daf man fiir die vier
Réder des Wagens, die auf zwei Drehgestellen von 8 m Drehzapfenabstand verteilt
sind, die umgerechnete Masse
n' = 148 kgsek?m™1
hat. Man findet aus (14) und (15) ohne und mit Kreiselwirkung je eine Schriglage
@, = 18,80, @ = 18,00,
Beriicksichtigt man die Motoren, deren jedes Drehgestell einen besitzt, so findet man
bei der ﬂbersetzung 1:4 und einem Trigheitsmoment des Rotors von 1,875 mkgsek?
statt @, die Werte
o = 17,7% @y = 183,

je nachdem der Rolor mit den Riddern gleichlaufend ist oder nicht. Das Schleuder-
moment durfte hierbei ohne Bedenken vernachldssigt werden.

Das Kreiselmoment K; hat bei der Hingebahn die gleichen Wir-

3 g g

kungen wie bei der zweischienigen Kisenbahn.

4. Die Schwebebahn. Wenn mit s = 0 der Schwerpunkt des
Wagens auf die Schiene gertickt ist, so méchten wir nicht mehr von
einer Hange-, sondern von einer Schwebebahn sprechen. Diesen Fall
hat man oft zu verwirklichen versucht; es erhoben sich aber stets
Schwierigkeiten, deren tiefere dynamische Griinde meistens nicht
richtig erkannt worden sind. Wir wollen sie jetzt klarlegen.

Man begegnet vielfach der irrtiimlichen Meinung, daff ein im
Schwerpunkt gestiitzter Korper, und so auch der Wagen der ein-
schienigen Schwebebahn, unter allen Umstinden im indifferenten
Gleichgewicht sei, da auch in Bahnkriimmungen die Fliehkraft durch
den Schwerpunkt geht, also durch den Gegendruck der Schiene auf-
gehoben wird. Der Wagen kénnte dann durch eine Fiihrungsschiene,
ohne daf} diese nennenswert beansprucht wiirde, in der gewiinschten
aufrechten Stellung gehalten werden. Diese Meinung bedarf einer
doppelten Berichtigung.

Erstens sucht das noch nicht beriicksichtigte Kreiselmoment K, (8)
den Wagen in der Kurve stets nach auBlen umzuwerfen; dieses Moment,
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das zudem mit dem Quadrat der Fahrgeschwindigkeit wachst, muf}
also durch den Druck seitlicher Fithrungsschienen aufgehoben werden
und dieser kann recht betrichtlich sein.
Es moge beispielsweise, entsprechend einer nach den Plinen von F. B. Behr
1897 in Tervueren bei Briissel gebauten Versuchsstrecke, fiir einen Einschienen-
Abb. 8. wagen mit acht Ridern von je 750kg Gewicht
und einem axialen Trigheitsmoment von je
22,5 mkgsek? sowie r = 0,68 m Laufkreishalb-
messer
v = 136km/Std = 38 m/sek,
0 = 495m
sein, so findet man das Kreiselmoment
K, = 775 mkg.

Dieses Moment mufte von zwei Fihrungs-
schienen (Abb.85) aufgenommen werden, die
0,70 m vom Kopf der Hauptschiene abstanden,
so daB also ein Druck von 1100kg erzeugt
wurde, der auf 8 bis 16 kleine Fiihrungsridder
zu verteilen war.

Zweitens aber kénnte der Wagen, auch wenn die Kreiselwirkung
der Réder durch die entgegengesetzt umlaufenden Motoren aufgehoben
wiirde, wegen seines eigenen Schleudermoments K, (9) im allgemeinen
doch nicht im stabilen Gleichgewicht sein. Dieses Moment verschwindet
zwar fiir ¢ = 0 beim aufrechten Wagen; es erscheint aber bei der
geringsten Auslenkung wieder, wie sie ohne Fiithrungsschienen sicherlich
einmal vorkommen konnte, und sucht dann diese Auslenkung zu ver-
groBern oder zu verkleinern, je nachdem d? = €2, d. h. je nachdem das
Triagheitsmoment I um die Querachse oder dasjenige £ um die Hoch-
achse das groBere ist. Der Wagen ist mithin nur dann als stabil
anzusehen, falls fiir ihn D < E wird; dies setzt eine sehr breite
Bauart voraus, wie es die ausgefiihrten Wagen denn in der Tat zeigen.
Es mufl indessen bei der stabilen Anordnung als recht unbequem
fir die Fahrgiste bezeichnet werden, dafl sich der Wagen in den
Kurven nicht schrig legt. Erzwingt man die Schraglage aber durch
eine Fithrungsschiene, so geht der Vorteil der Bahn als einer ein-
schienigen wieder verloren.

Bei den wirklich ausgefiihrten Wagen hat man es schlieBlich
vorgezogen, den Schwerpunkt entgegen den urspriinglichen Absichten
ein klein wenig unter die Oberkante der Tragschiene zu legen; man
ist so zur Hangebahn zuriickgekehrt, ohne jedoch deren Vorziige
hinreichend auszunutzen.

Setzen wir namlich voraus, daB die Kreiselwirkung durch die
Motoren vernichtet sei, so haben wir es mit einem Korper zu tun, der
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sehr nahe tber dem Schwerpunkt gestiitzt im Kreise herumgefiihrt
wird. Das Verhalten eines solchen Korpers wird in den Schriften
haufig falsch dargestellt, insofern lediglich die. Momente der Schwere
und der Fliehkraft beachtet werden, die zu einer Schraglage ¢, (14)
Veranlassung geben, welche unabhéngig von s sein soll. Dies ist nur
fir solche Korper richtig, deren Tragheitsmomente D und I gleich
groB sind, fiir Korper also, die in der Richtung einer (dynamischen)
Symmetrieachse bewegt werden. Man iiberzeugt sich davon auch
schon durch einen hochst einfachen Versuch (Abb.86): ein nahezu
in seinem Schwerpunkt drehbar gefafiter und im Kreise herum-
gefithrter Stab legt sich augenblicklich nahezu wagerecht, wahrend
er, weit {iber dem Schwerpunkt gefafit, bei derselben Abb. 86.
Drehgeschwindigkeit nur wenig ausschligt.

Die richtige Erklarung wird natiirlich von der
Schleuderwirkung sofort gegeben. Schreibt man
(15) ausfiihrlich an, indem man den Wert (12) von
As einsetzt, jedoch von der Kreiselwirkung ab-
sehend m' = 0 nimmt, so kommt fir den richtigen
Winkel ¢ der Gleichgewichtslage

v? d2 —e2 .
16 t :——(1— sin >,
(16) g9 =5 o5 ¢

was allerdings fiir grofle Absolutwerte von s merk-
lich in (14) tibergeht. Man sieht aber zugleich, daf§
das zweite Glied der rechtsseitigen Klammer in (15)
um so mehr an Wichtigkeit zunimmt, je néher s an
Null heranriickt.

Tragt man ¢ als Funktion der s-Werte in
Polarkoordinaten (s, ¢) auf, so erhdlt man eine
Kurve (Abb. 87), die verschieden aussieht, je nachdem D = FE ist,
und nur fir D = E in die Gerade ¢ — ¢, libergeht. Es zeigt sich
also, dafi zwar fir grofile Absolutwerte von s die tibliche Anniherung
@ == @, statthaft ist (wir durften in der Tat bei der Hangebahn das
Schleudermoment unbeachtet lassen), dal aber fiir kleine Absolutwerte
von s der Ausschlag ¢ sich an 0° oder Q0° anndhert, je nachdem
D < Eist. Ein hoch gebauter Wagen wiirde sich also in der Kurve
unnatiirlich schriag legen, ein breit gebauter wiirde in der Kurve un-
natiirlich steif stehen bleiben, wenn der Schwerpunkt nur um ein
weniges unter der Oberkante der Tragschiene liegt.

5. Das Zweirad. Im Gegensatz zu den Eisenbahnen, wo die
Kreiselmomente eigentlich in keinem Falle als wirklich niitzlich an-
zusprechen waren, wird man vermuten, dafl bei der Stabilisierung
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des Zweirades wesentlich die Kreiselwirkungen beteiligt sind. Es

steht zu erértern, in welchem Umifange diese Vermutung berechtigt

ist. Wir haben dabei, die Wahl, diese Erorterung entweder durch

Zuriickgreifen auf die dynamischen Grundgleichungen ausfithrlich ana-

lytisch durchzufithren (wie dies F. J. W. Whipple und E. Carvallo

getan haben), oder die wichtigsten Ergebnisse unter Verzicht auf formel-

mafige Darstellung in anschaulicher Weise zu gewinnen. Wir geben

dem zweiten. Wege hier bei weitem den Vorzug, weil er sehr viel

rascher zu dem allerdings etwas bescheideneren Ziele fiihrt, und weil

Abb. 88. uns die Rechnung {iberdies

nur AufschluB geben konnte

iber die Bewegung des Zwei-

rades ohne Fahrer oder mit

vollkommen ruhig und starr

sitzendem Fahrer, wihrend

doch ohne jeden Zweifel

dessen mehr oder weniger

unbewufite Mithilfe (durch

Schwerpunktsverlagerung und

Drehen der Lenkstange) die

Stabilisation vervollstindigt

und den Charakter der Fahrt

tatséchlich iberhaupt erst be-

stimmt. Was die Rechnung

ergibe, namlich das Verhalten

des sich selbst {iberlassenen

Rades auf wagerechter Ebene,

gerade das ist uns praktisch ganz gleichgiiltig (womit wir natiirlich
jenen Entwickelungen ihren Wert keineswegs absprechen wollen).

Das Zweirad in der heute gebriuchlichen Form besteht aus zwei .
Teilen, dem Radgestinge mit Tretkurbel und Hinterrad, und der
Lenkstange mit dem Vorderrad (Abb.88). Fiir die moderne Bauart
ist wesentlich die Tatsache, dafl die Lenkstangenachse, geometrisch
verlingert, unter dem Mittelpunkt O, des Vorderrades vorbeigeht
und vor dessen tiefstem Punkt A4, den Boden in B trifft. Dies hat
zweierlei Folgen.

Erstens fingt bei einer beginnenden Querneigung des ganzen
Zweirades die in O, angreifende Schwere des Vorderrades offenbar
alsbald an, dieses Rad um die Lenkstangenachse in solchem Sinne zu
drehen, dafl das Zweirad eine. Kurve nach der richtigen Seite be-
schreibt. Dabei wird dann ein Fliehkraftmoment geweckt, welches
das weitere Umfallen aufzuhalten strebt; oder anders ausgedriickt, es
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kommt so giinstigstenfalls ganz von selbst ein Fahrtcharakter zu-
stande, welchem die vorhandene Querneigung als natiirliche Rad-
stellung angemessen ist. In Wirklichkeit greift freilich der ge-
schickte Fahrer sofort ein, die Unterstlitzung seitens des Vorderrades
deutlich als angenehm empfindend (wofern er gemau zu beobachten
versteht).

Zweitens weckt eine beginnende Querneigung Kreiselwirkungen,
und zwar sowohl im Hinter- wie im Vorderrad. Das Kreiselmoment K
des Hinterrades sucht das ganze Gestell in die natiirliche Kurve zu
drehen und zeigt sich nach auflen in einem Kriftepaar, dessen eine
Kraft — P, vom untersten Punkt 4, des Hinterrades auf die (rauh zu
denkende) Fahrbahn ausgeiibt wird, wahrend die andere, P;, an der
Lenkstangenachse angreift, und zwar in deren tiefstem Punkt B.
‘Wenigstens duflert sich die Wirkung des Hinterrades durch Vermitte-
lung des Gestinges auf das Vorderrad so wie eine Kraft P, in jenem
mit der Lenkstange verbunden zu denkenden Angriffspunkt B. Ist C
der Schnittpunkt der Lenkstangenachse und der Verbindungsgeraden
des Punktes 4; mit dem Mittelpunkt O, des Hinterrades, und zieht
man noch die Gerade 4, C, so leuchtet unmittelbar ein, dafl das Vorder-
rad unter der Wirkung der Kraft P, sich im ersten Augenblick ge-
rade um die Achse A,C zu drehen beginnt, und zwar, da B vor A,
liegt, im richtigen, das Umfallen auffangenden Sinne.

Das Kreiselmoment K, des Vorderrades, ebenfalls lotrecht ge-
richtet und bei gleichen Abmessungen der beiden Réder so grofi wie
K,, kann als unabhéangiges Moment (S.165) ersetzt werden durch ein
Kraftepaar P,, = P,, wo P, in B und — P, in 4, angreift. Das
Moment K, hat demnach die gleiche niitzliche Wirkung wie das
Moment K;,. Man darf als MaB fir diese Wirkung die Krifte P,
und P, ansehen. Mit dem Radstand 4, A, = a und 4, B = b wird
aber nach Einl. 1. (16), S. 11,

K = P (a+b)., K,—= P

und also wegen K, — K,
a
p= Ty

'Die rechte Seite hat praktisch etwa den Wert 10 bis 12, und ebenso
vielach ist mithin die Kreiselwirkung des Vorderrades stirker als
die des Hinterrades.

Indem sich nun das Zweirad in die Kurve legt, sei es infolge
der Momente K, und K, oder infolge des Eingreifens des Fahrers,
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werden weitere Kreiselmomente K, und K, im Hinter- und Vorderrade
erzeugt, welche beide gleiche Richtung und die nahezu gleichen
Betriage
K; = Owcosp,, K, = Owcosep,

haben, wo o die Wendegeschwindigkeit des Zweirades, ¢, und ¢,
aber die nur wenig verschiedenen Neigungen der Ebenen des Hinter-
und Vorderrades mit den Schwiingen @ messen soll. Die Momente K;
und K, unterstiitzen das Fliehkraftmoment, bleiben jedoch gegeniiber
diesem, wie eine zahlenméflige Abschiatzung zeigt, immer geringfligig.

‘Wir stellen zusammenfassend fest, daff die Kreiselwirkungen,
und zwar zufolge der Form der Lenkstange namentlich die-
jenige des Vorderrades, dem Fahrer bei der Stabilisierung
seines Zweirades in erwinschter Weise helfen, dafl dabei
aber weniger die aufrichtende Wirkung der Kreiselmomente
als vielmehr ihr Einflu8 auf die zweckméafiige Fithrung der
Lenkstange in Betracht kommt.

Die stabilisierende Tafigkeit des Fahrers besteht neben Schwer-
punktsverschiebungen darin, die richtigen Fliehkraftmomente zu wecken;
die Kreiselmomente unterstiitzen ihn darin; man mag ihnen sogar so
viel Bedeutung zuerkennen, daf sie ihm in unwachsamen Augenblicken
damit zuvorkommen. Aber im ganzen wird man sie doch nur als
eine gliicklicherweise recht vorteilhafte Nebenerscheinung bewerten
diirfen, welche vom Erbauer um so weniger beabsichtigt sein kann,
als dieser doch aus Griinden der Gewichtsersparnis den Rddern méglichst
geringe trige Massen und also auch kleine Tragheitsmomente zu
geben sucht. Bei Motorrddern, welche ein im Sinne der Laufrdder
drehendes Schwungrad besitzen, dirften sich die Kreiselbewegungen
schon eher bemerklich machen.

6. Kreiselmomente auf Schiffen. In grofien Schiffen sind Rad-
sitze mannigfacher Art untergebracht: Antriebsmaschinen, Schrauben,
Schraubenwellen, Ventilatoren, Dynamos, Schaufelrider bei Rad-
dampfern usw. Die Achsen dieser Radsitze konnen langsschiffs,
querschiffs oder lotrecht liegen, und so rufen die Schiffsbewegungen
in ihnen die verschiedenartigsten Kreiselwirkungen hervor. Man
beschreibt die Schiffsbewegungen am einfachsten an Hand eines
Kreuzes rechtwinkliger Achsen, die etwa durch den Schiffsschwer-
punkt gelegt als Lingsachse, Querachse und Hochachse bezeichnet
sein mogen. Abgesehen von der Schwerpunktsbewegung des Schiffes,
die uns hier gleichgiiltig sein kann, treten Drehungen um diese drei
Achsen auf, die man der Reihe nach Rollen, Stampfen und Gieren
heifit. 'Wir legen die positive Richtung der drei Achsen nach vorn,
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nach rechts und nach unten, messen die drei Drehungen um diese
Achse durch die Winkel @, y und y und zdhlen diese Winkel positiv,
wenn sie zusammen mit der positiven Richtung ihrer Achse eine
Rechtsschraube bilden. Die Schwiinge von Radsédtzen, deren Achsen
parallel zu den drei Schiffsachsen weisen, bezeichnen wir der Reihe
nach mit 6,, 6, und O, und zdhlen natiirlich auch diese im selben
Sinne positiv wie die Winkel @, y und . Betrachten wir nur solche
Radsitze, die als schnelle Kreisel gelten koénnen, so dirfen wir ihre
Schleuderwirkungen aufler acht lassen und erhalten Kreiselmomente,
die wir je nach ihrer Drehachse mit K, K, und K,, bezeichnen. Gréfie
und Drehsinn dieser Momente ist in der folgenden Tafel zusammen-
gestellt, von deren Richtigkeit man sich leicht iiberzeugt:

Radsatzachse. Rollen Stampfen ' Gieren
o _ dy | dy
lingsschiffs . . . . . — Kw =+ @‘P—d—t “ Kl — @{p Ir

{
querschiffs . . . . . Kw _ @Z (d—q: —_ ; K{p =+ 6}( %Lf
J
— dg — dy
lotrecht . . . . . . . Kl = + me K, = — Qw Jt % —

Insofern die Roll-, Stampf- und Gierbewegungen des Schiffes
periodisch verlaufen, duflern sich auch die geweckten Kreiselmomente
in einer periodischen Beanspruchung der Lager und Wellen der Rad-
satze. Die Gefadhrlichkeit dieser fiir gewdhnlich meist nicht sehr
bedeutenden Trigheitskrafte besteht also darin, daf sie bei plétzlichen,
stofweise eintretenden Schiffsschwankungen fiir einen Augenblick gro8§
genug werden koénnen, um, namentlich bei rasch laufenden Turbinen,
wie sie auf Torpedobooten und auch sonst vorhanden sind, Achsen-
und Lagerbriche zu verursachen; man hat so den ritselhaften Unter-
gang der beiden ersten Hochseetorpedoboote ,Viper¢ und ,Cobra“
erkldren wollen, welche mit Parsons-Turbinen ausgestattet waren. Bei
querschiffs liegenden Turboaggregaten, wie sie zu Beleuchtungs-
zwecken usw. oft verwendet werden, wird die Kreiselwirkung infolge
der hohen Drehzahlen gelegentlich so groB, dal man zu Léingsschiffs-
lagerung {bergehen mufl, in der Erwartung, daf die Stampf- und
Gierbewegungen in der Regel viel weniger heftig verlaufen als die
Rollungen.

Ubrigens begegnet man derlei Kreiselwirkungen auch sonst oft
genug auf Fahrzeugen. Es sei nur an die lingsseits liegenden Trieb-
achsen der Automobile erinnert, deren Kreiselmomente namentlich bei
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Stampfbewegungen infolge von Unebenheiten der Strafle zu Achsen-
briichen fiihren koénnen.

Es moge sich beispielsweise um einen Turbinendampfer handeln,
welcher Stampfbewegungen von der Amplitude y, und der Schwingungs-
dauer T, macht, so dafl man in erster Anndherung

. 2mt
X = XoSIN 55—

TI
setzen darf, woraus als Hochstwert der Prazessionsgeschwindigkeit
@9) — 27k
dt/),—=o T,

folgt. Ist A das axiale Tragheitsmoment des Rotors der lingsschiffs
gelagerten Turbine, bei einem Lagerabstand 21, dem Rotorgewicht G
und n Umdrehungen in der Minute, so wird der Héchstwert des
Kreiselmomentes

und daraus folgt der Hochstwert des davon herriihrenden abwechslungs-
weise nach links und rechts gerichteten Lagerdruckes

2 Any
18 p,— " Ann,
Ebenso kommt fiir Gierschwingungen von der Amplitude v, und der
Dauer 7,
L 772 Anwo . n? Aﬂ!/)o
(19) Kz—ig_ﬂf’ v =15 1T,

und fir Steuerbewegungen von solcher Geschwindigkeit, dafi eine
volle Wendung die Zeit T, erfordern wiirde,
w2 An w2 An
(20) KE=29" P=21n
15 T, 15 1T,
Fiir eine 4o00pferdige Turbine vom Trigheitsarm k = 0,9 m sei
G = 2600 kg, ! = 1,85m, n = 800 Uml./min,
=06 =01 T, =6sek bzw. T = 60 sek.
Man findet mit 4 — %2 G/g in beiden Fillen
Pl’ = Pw — rund 1000 kg,
was fast den gewdhnlichen Lagerdruck von durchschnittlich 1300kg erreicht. Rechnet

man die Schraubenwellen und die Schrauben hinzu, so vergrdfert sich die Kreisel-
wirkung noch erheblich.



§16. Flugzeuge. 189

Fiir querschiffs liegende Maschinen kommt bei Rollschwingungen
von der Amplitude ¢, und der Schwingungsdauer T, als Hochstwert

a2 Ang, o A%
(21) K, = 5 I, ' t*T i3 UT,
bei Gierschwingungen mit den entsprechenden Werten vy, und T,
@ Any, @2 Any,
(22) K, = 15 T, ' “*T 15171,
und bei Steuerbewegungen
w2 An w2 An
3 b=%r HTum

Es sei beispielsweise das axiale Trigheitsmoment der Schaufelrdder eines Rad-
dampfers 4 = 41300 mkgsek? (entsprechend einem Gesamtgewicht von 60000 kg bei
einem Trigheitsarm von 2,60 m), so findet man bei # = 55 Umldufen in der Minute
fir eine in 7, = 60sek ausgefiihrte Vollwendung

K(p = 25000 mkg,
wodurch je ndch der Bauart des Schiffes eine Rollung von mehreren Graden Amplitude
ausgeldst werden kann. Derselbe Radsatz gibt bei Rollschwingungen von ¢, = 15°

Amplitude und einer Dauer T, = 4 sek ein Kreiselmoment von sogar
Kw = 98000 mkg,

eine fiir schweren Seegang gefdhrlich hohe Zahl.

Die Kreiselwirkungen beeintrachtigen die Steuerfihigkeit eines
Raddampfers besonders deswegen in so auBerordentlich unangenehmer
Weise, weil offenbar eine Steuerbewegung nach Backbord ein Roll-
moment nach Steuérbord und umgekehrt erzeugt; diese Momente aber
arbeiten der natiirlichen Schraglage des Schiffes gerade entgegen.

Uberhaupt wird man bemerkt haben, daB die Kreiselmomente
eine Verkoppelung zwischen den einzelnen Roll-, Stampf- und Gier-
bewegungen des Schiffes herstellen. Welcher Art diese Verkoppelung
ist und welche Wirkungen sie im einzelnen hat, das kénnte nur durch
eine eingehende dynamische Untersuchung zutage geférdert werden.
Wir verzichten hier zwar auf eine solche Untersuchung, weisen aber
darauf hin, daB sie ganz nach dem Muster der Rechnungen zu ge-
stalten wére, die wir nun gleich fiir die entsprechenden Wirkungen bei
Flugzeugen durchzufithren uns anschicken.

§16. Flugzeuge.

1. Die aerodynamischen Grundlagen. Jedes Flugzeug fiihrt in
seiner Triebschraube einen kraftigen Kreisel mit, dessen Schwung
infolge der hohén Umdrehungszahlen sehr bedeutend ist und namentlich
bei Umlaufmotoren, deren Schwung dann noch hinzugerechnet werden
mufl, zu Kreiselwirkungen Veranlassung gibt, welche die Flugzeug-
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wendungen ernstlich beeinflussen konnen. Besitzt das Flugzeug zwei
oder tberhaupt eine gerade Anzahl von paarweise gegenldufigen
Schrauben, so duflern sich die Kreiselmomente allerdings im wesent-
lichen nur in inneren Spannungen des Flugzeuges. In allen anderen
Fallen, wo die Summe der Schwiinge nicht Null ist, wirkt das von
den Schwenkungen des Flugzeuges geweckte Kreiselmoment auf diese
Schwenkungen zurtick. Die Regel vom gleichstimmigen Parallelismus
gibt zwar den Drehsinn dieser Kreiselwirkungen ohne weiteres an,

Abb. 89.

ihre Stirke kann aber zuverlissig nur auf Grund sorgféltiger dyna-
mischer Untersuichungen ermittell werden, die sich auch deswegen
nicht umgehen lassen, weil die Mannigfaltigkeit dieser Wirkungen,
wie sich herausstellt, erheblich grofer ist, als elementare Uberlegungen
ahnen lassen.

Wir sind gezwungen, die Stabilititstheorie des Flugzeuges in
ihrem ganzen Umfange aufzurollen, wollen aber versuchen, diese ver-
wickelte Aufgabe durch iibersichtliche Gliederung der Losung so ein-
fach wie moglich zu gestalten. Die Miithe wird sich lohnen, weil uns
die hier benutzten Ansitze auch spiter dienlich sein werden, wenn
wir die kiinstliche Stabilisierung der Flugzeuge durch Kreisel behandeln.

Wir beziehen die Lage des Flugzeuges auf ein im Raume festes
rechtwinkliges Achsenkreuz X Y Z; die X-Achse liege in der urspriing-
lichen Flugrichtung, die Y-Achse weise wagerecht nach rechts, die
Z-Achse lotrecht abwirts. Da es uns nur auf die Richtungen dieser
Achsen ankommt, so bezeichnen wir ebenso auch die dazu parallelen
Achsen durch den Schwerpunkt des Flugzeuges (Abb.89). Weiter
brauchen wir ein im Flugzeug festes, ebenfalls rechtwinkliges Achsen-
kreuz xy¢; dieses moge iibereinstimmen mit den Haupttragheitsachsen
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des Flugzeuges durch den Schwerpunkt, und wir dirfen annehmen, dafi
diese Achsen beim normalen Geradflug wagerecht nach vorn, wage-
recht nach der Seite und lotrecht weisen, also bereinstimmen mit der
Langs-, Quer- und Hochachse des Flugzeuges. Wir rechnen z positiv
nach vorn, y positiv nach rechts und #z positiv abwéarts. Die Dre-
hungen um die L&ngs-, Quer- und Hochachse messen wir, wie beim
Schiffe, durch die Winkel ¢, % und v, und nennen solche Drehungen
der Reihe nach Rollen, Kippen und Wenden.

Da wir weiterhin die Methode der kleinen Schwingungen (S. 135)
verwenden wollen, so werden wir voraussetzen, dafl die Winkel ¢
und y sowie die Drehgeschwindigkeiten d @/dt, d x/d¢ und d/dt kleine
Groflen sind, so dafl wir also insbesondere die Produkte der Dreh-
geschwindigkeiten untereinander als klein von hoéherer Ordnung be-
handeln, die Kosinusfunktionen der Winkel mit 1, ihre Sinusfunktionen
dagegen mit dem analytischen Mafl der Winkel seibst vertauschen
dirfen. Hochachse und Querachse sollen sich also immer nur lang-
sam und nur wenig aus der Lotrechten und Wagerechten entfernen,
die Lingsachse soll nur langsame Wendungen vollziehen, wihrend
ihre Richtung gegen die urspriingliche Flugrichtung allerdings ohne
Beschrankung wechseln darf.

Die Schraube soll einschliefilich der mitumlaufenden Motorteile
vorlaufig als ein symmetrischer Kreisel angesehen werden; diese An-
nahme trifft nur bei mehr als zweifliigeligen Schrauben zu. Wir
kommen aber spiter auf die zweifliigelige Schraube zurtick. Lediglich
der Einfachheit halber wollen wir auflerdem noch voraussetzen, dafi die
Figurenachse dieses Kreisels durch den Schwerpunkt gehe und mit der
Léngsachse zusammenfalle. Je nachdem der Kreisel im Drehsinne von ¢
umlauft oder umgekehrt, mége sein Schwung O positiv oder negativ
gezdhlt werden und die Schraube rechts- oder linksldufig heifien.

Die normale Fluggeschwindigkeit @ darf weder der GréBe noch
der Richtung nach als vollig unverinderlich vorausgesetzt werden.
Wir bezeichnen mit & ihren Zuwachs, ausgedriickt in Bruchteilen
von v, so daf} die augenblickliche Geschwindigkeit gleich v (1 + &) ist.
Ihre Richtung, die im ungestérten Flug mit der z-Richtung zusammen-
fallt, moége augenblicklich mit der Lingsachse einen Winkel bilden,
dessen Projektion auf die xz-Ebene wir 5 nennen, diejenige auf die
xzy-Ebene # (Abb.89). Auch &, # und ¢ behandeln wir als kleine
Grofen.

Wenn das Flugzeug in seinem ruhigen, geraden Flug gestort
wird, sei es durch Bden, sei es durch Ruderausschlige, so vollzieht
es, falls gut stabil, kleine Schwingungen um irgend eine Mittellage,
moglicherweise begleitet von einer Wendebewegung. Wir mochten
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erfahren, wie die Mittellage; die Frequenzen und die Amplituden
dieser Schwingungen, sowie die Geschwindigkeit der Wendung vom
Schraubenkreisel beeinfluit werden, ob erwiinscht, ob schiadlich. Es
wird hierzu notig sein, die Differentialgleichungen der Stérung an-
zuschreiben, und zwar ist klar, daBl wir mit diesen Gleichungen die
Bewegungssitze Einl. I (29) und (34), S.14, zum Ausdruck bringen
miissen, ndmlich einerseits die Drehung um den Schwerpunkt, anderer-
seits die Bewegung des Schwerpunktes selbst. Falls wir dabei die
Kreiselmomente (die tbrigens durch die erste Zeile der Tafel, S. 187,
gegeben werden) den sonstigen Bewegungsmomenten des Flugzeuges
hinzufiigen, so brauchen wir uns fiirder um den Schraubenkreisel nicht
weiter zu kimmern. Wir schicken diesen Gleichungen noch folgende
Bemerkung voraus.

Der Schwungsatz Einl. I (29), zerlegt nach drei selber beweg-
lichen Achsen, fihrt auf Gleichungen von der Form der Eulerschen,
§5 (2), S.45. Den dortigen Winkelgeschwindigkeiten entsprechen
hier die Ausdriicke de/dt, dy/dt, dy/dit, falls wir die drei Haupt-
achsen des Flugzeuges als Bezugsachsen wihlen. Da wir die Pro-
dukte dieser Geschwindigkeiten vérnachldssigen wollten, so diirfen
wir die mittleren Glieder der Eulerschen Gleichungen weglassen
(dies bedeutet die Vernachlassigung der Schleudermomente des Flug-
zeuges) und haben demnach mit leicht verstdndlichen Bezeichnungen
als erstes Tripel der Stérungsgleichungen

[2 2
(1) ASE = M,, Bg_tlj = M,, (7‘37’2’": M,,
unter 4, B, C die Haupttrigheitsmomente des Flugzeuges verstanden;
M,, M,, M, sind die Stérungsmomente um die drei Hauptachsen, ein-
schliefllich der Kreiselmomente.

Der Schwerpunktssatz Einl. I (34) erfordert, die Beschleunigung fest-
zustellen. Deren Komponente in der Flugrichtung ist vdé/d¢- Neben
diese Beschleunigung in der Bahntangente tritt, wie schon in Einl. I,
S.12, eine Beschleunigung in der Bahnnormalen, und zwar nach
dem Kriimmungsmittelpunkt hin. Die Fliehkraft, die sich dieser Be-
schleunigung entgegenstellt, hat nach Einl. I (19) den Betrag mw?ry
oder mvw, wo w die Winkelgeschwindigkeit ist, mit welcher sich
die Bahntangente dreht. Diese Winkelgeschwindigkeit wird in der
z2-Ebene durch den Winkel y —#n gemessen, in der zy-Ebene durch
den Winkel ¢ — ¢, und demgemafl lautet das zweite Tripel der
Stérungsgleichungen

A& dy dng\ __ dy do\ __
(2) mo—c—l—t—._Pt, WW(W-W)_P"’ mv(ﬁt_——dt>_‘P"“

d2e



§16. Flugzeuge. 193

unter P;, P, und P, die Komponenten der Stérungskrifte in der
Bahntangente und in den Projektionen der Bahnnormalen auf die
x#- und zy-Ebene verstanden.

Die Ermittelung der Gré8en M und P ist eine letzten Endes nur
durch den Versuch zu 16sende Aufgabe; wir deuten sie nur in den
Umrissen an, indem wir die wichtigsten Glieder, aus denen sich M
und P aufbauen, angeben.

Da sind zuerst die Dampfungsmomente

r Q%P o a2y — ¥
(3) M"’__EW’ M, = ‘,Dldt, MI,,__—‘RW,
die sich den Drehungen widersetzen und die entstehenden Schwin-
gungen zum Erloschen bringen. Um die Beiwerte £ IR, N zu er-
mitteln, gehen wir davon aus, dafl ein kurzes Stiick df der Tragfliigel
des Flugzeuges erfahrungsgeméiﬂ einen Auftrieb von der Gréfle

4) ﬁ Cadf
erfahrt, wo p die Gewichtsdichte der Luft und ¢, den sogenannten
Auftriebsbeiwert bedeutet, der eine vom Fliigelquerschnitt abhéngige
Funktion des Anstellwinkels a darstellt, d. h. des Winkels zwischen
einer willktrlich festgelegten Sehne dieses Abb. 9.
Profils und der Flugrichtung ® (Abb. 90);
diese Funktion ist durch Versuche, mit leid- ;%u
licher Genauigkeit auch theoretisch fiir zahl-
reiche Querschnittsformen bestimmt worden. (Man beachte, daf8 der
erste Faktor v2y/2g in (4) den Staudruck bedeutet, der die Geschwindig-
keit manometrisch mifit.)
In der Entfernung y vom Schwerpunkt wird durch die Rollung

d @/dt der Anstellwinkel des Elementes d f scheinbar um den (kleinen)
Betrag

yde

v dt

vergréfert, der Auftrieb daselbst nach (4) um

vy do 0¢,
2g dt oa af.

Uber den ganzen Fliigel liefert dies ein Moment

+!Ioa
’ ca
My = 2—7 at J

— %o

yrdf,

wo y, die halbe Spannweite ist.
Grammel, Der Kreisel. 18
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Der Vergleich mit (3) ergibt
+ yé c
&:%IaﬁMﬁ
)
Allerdings ddmpfen auch die anderen Teile des Flugzeuges die Roll-
bewegungen etwas ab; ihr Anteil an  ist aber im Vergleich mit dem
der Flugel gering. Nimmt man fiir 9¢,/¢a einen Mittelwert (wie er
sich schon aus den Messungen ohne weiteres ergibt), so kommt mit
der ganzen Flugelfliche F
Q — UVyo?Faca_
6g 0u
Es ist zweckmifig, in diesen Ausdruck das mit dem Gesamt-
auftrieb der Fligel tbereinstimmende Flugzeuggewicht

v
(5) G = 39 Fe,
einzufithren (die anderen Flugzeugteile nehmen wir als nicht tragend
an), so daf 'G ¢
©) p=0"
3V Ca

wird, wobei der Strich die Ableitung nach a bedeutet.
In derselben Weise kommt

2l G Fy, cun
@ R="0F u
als Hauptbestandteil, herriihrend vom Héhenleitwerk (Hohenflosse und
Hohenruder) mit der Flache Fj und dem Auftriebsbeiwert ¢, sowie
der mittleren Entfernung x, vom Schwerpunkt (die wir, obwohl auf der
negativen x-Achse gemessen, positiv zidhlen wollen). Und desgleichen
_ x3G F, ey
® hW="0TF
vom Seitenleitwerk mit der Fliche F, und dem Seitentriebsbeiwert c,s,
wozu noch ein etwas kleinerer Beitrag vom Rumpf und von den
Fligeln hinzuzuftigen ist; der letzte wird

: _ 2 %G
©) W= B,

wo ¢, den Widerstandsbeiwert -des Flugels bedeutet, der ebenso wie
der Auftriebsbeiwert ¢, (4) definiert und ermittelt wird. Die Summe
stellt it in guter Anndherung dar.

Des weiteren ist jede Wendung dwy/dt von einem Moment

v o 0¥
(11) Mw——%m
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begleitet, welches dem Flugzeug in der Kurve seine Schriglage erteilt
bzw. diese zu vergréfern strebt; und zwar findet man

(12) p=28Z.

v
Ebenso erzeugt jede Rollung de¢/dt ein Moment

(13) My = Q ar t ;

dabei riihrt der eine Teil des Beiwertes Q
_ %G

(14) D= 3v ¢

her von der Widerstandsverminderung des linken und der Widerstands-
vermehrung des rechten Fliigels, wozu bei hochgestelltem Seitenleit-
werk ein zweiter Teil

(15) 0, — Zo2, G Fy ¢y

v F ¢

tritt; 2z, ist natiirlich die mittlere Hohe der Seitenleitwerksfliche {iber
der Langsachse, positiv nach oben gerechnet. Die Summe

(16) Q=9,+9,

ist in der Regel recht klein gegeniiber den anderen Beiwerten,

Mit den Winkeln # und &, welche die Abweichung der Léngs-
achse von der Flugrichtung messen, hingen ferner zusammen die
Momente

(17) My =99, M)=—37, M;=—8a
In den Beiwerten
(18) =59+ 9.,
(19) =8 +8,
rithren die ersten Bestandteile
F as
@) b= nal o
F, ¢4
(2 1) .@1 =z, GF Za_

vom Seitenleitwerk her; wenn die Fligel V-Stellung aufweisen, so
tritt je ein zweiter Teil

(22) D: = o g g:
(23) R =1 g i‘:

13*
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hinzu, wo g der Winkel ist, den jeder Fligel mit der Querachse
bildet. In gleicher Weise enthalt

(24) I=x+3Js
in P
& Ca
(25) 1 — xoGFh c_ah
den EinfluB des Hohenleitwerkes, in
oe c2
(26) Jg=—G 0 14 @

den Einflufl der sogenannten Druckpunktswanderung, die darin besteht,
dal die Entfernung e der Resultante aus Flugelauftrieb und Fligel-
widerstand (Abb.89, S.190) mit zunehmendem Anstellwinkel abzu-
nehmen pflegt.

Endlich werden wir noch zwei Kreiselmomente

v dy w_ 9%
27 M, :—@Ei' v —@Eﬁ
haben.

Sodann wenden wir uns den Kriften P;, P, und P, zu. Das
Gewicht G des Flugzeuges wirft in die Flugrichtung die negative
Komponente
(28) P = —G(r—n),
insofern wir sin(y—#) durch y—% zu ersetzen verabredet hatten.
Der Winkel 5 als Zuwachs der Anstellwinkel von Tragfliigel und
Hohenleitwerk ruft einerseits eine Vergroflerung des Widerstandes

(Beiwert ¢y)

(29) W= %Z Feg

des ganzen Flugzeuges (Fligel, Leitwerke, Rumpf usw.) hervor, nidmlich
(39) Pi = —Dny

mit

31) D= Gﬁg;

andererseits gibt dieser Winkel zu einer Vermehrung des Auftriebs um

(32) P, = Dn
mit
(33) O=6%

Veranlassung.
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Ebenso hat die Schriglage zur Folge erstens eine Komponente
des Gewichts

(34) P, = Go,
zweitens eine Seitenkraft
(35) Py =%R9
mit

R =R+ R,
die teils ein Seitentrieb

F, cs

(36) R =G T ¢
ist, teils eine Komponente des Schraubenzuges
(37) 2R2 = 87

von dem sogleich noch die Rede sein soll.

Einige weitere Krafte, die von der Widerstands- und Auftriebs-
erhhung der Leitwerke bei Drehungen de/di, dx/dt und dvy/dt her-
rithren, dtrfen wir als unbedeutend hier unterdriicken. Hingegen
miissen wir noch abschitzen, welche Wirkung eine Anderung £ der
Fluggeschwindigkeit hervorbringt. Der Gesamtauftrieb wichst wegen
0v/0f = v um

o _vyFov . )
(38) P == g 5g of = 2GE;
ebenso wichst der Widerstand W um
(39) 2 WE.

Aber auch der Schraubenzug S, der mit zwei Konstanten 8, und f
erfahrungsgemaf in der Form

— vly
(40) S=8—32f
dargestellt werden darf, andert sich um
2
(41) —"77;‘5 — 2(S— S,)é.

Das Gleichgewicht im ungestérten Flug erfordert aber, daf
(42) W=S8

sel, und infolgedessen gibt die Differenz der beiden Zusatzkrifte (39)
und (41)
(43) = —2 86

Dabei ist S, offenbar der extrapolierte Schraubenzug am Stand.
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Als letzte Krafte und Momente miissen wir nun bloB noch die
Wirkungen der drei Ruder in Betracht ziehen, nimlich des Héhen-
ruders, des Seitenruders und der beiden Querruder (frither Verwindung
genannt). Wir wollen den Ausschlag des Hohenruders mit o be-
zeichnen, positiv abwirts gerechnet, denjenigen des Seitenruders mit
as, positiv nach links gerechnet, und denjenigen des Querruders mit
a4, positiv am rechten Fliigel abwérts, am linken aufwérts gerechnet.
Solche Ruderausschlige haben neben einer VergroBlerung des Leitwerks-
widerstandes, der unbedenklich aufler acht gelassen werden kann, Auf-
triebs- bzw. Seitentriebskrifte zur Folge, die innerhalb weiter Grenzen
proportional mit den Ausschlagen selbst sind. Demzufolge haben wir
zunichst noch zwei Krafte

(44-) P =, a, P = U a,
und sodann noch vier Momente

[ M; = _xouhah,
(45) M:pv — 2’0 usas,

l My = —z,Usa,,
sowie
(46) My = —yoUgay,

wo der Beiwert I, der Querruder so gewihlt sein soll, dafl die halbe
Spannweite y, als Hebelarm des Momentes gelten kann,

Zum Schlufl setzen wir die gefundenen Momente und Kirifte
simtlich in die Stérungsgleichungen (1) und (2) ein und haben

d? d
452 = g% ‘p+%B T 99+ ala —y g
dzy d dy
B = =R g —In—0 gy —mha,
C('f;tz __%dW+D Q{}-‘-@%—?—xousas;
(47) it
«;Wz—G(x—n)—@’?—wof’
d d
mv(d_;l_d_?>=gn+zc4§+uhah,
dy do\ _
m”(m‘_w = G+ R+ Uaq.

Dieses System linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten muB, soweit unsere Voraussetzungen zutreffen, die voll-
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standige Losung unserer Aufgabe enthalten. Um uns von den an
sich willkiirlichen Mafeinheiten, mit welchen die Koeffizienten zu
messen sind, mdglichst unabhdngig zu machen, wollen wir zuerst
dafiir sorgen, daB diese Koeffizienten lauter unbenannte Zahlen
werden, und also die erste Gleichung (47) mit dem Produkt y, G, die
zweite und dritte mit x, &, und die drei letzten mit G- dividieren.
Dadurch werden aus den mit Winkeln multiplizierten Koeffizienten
in der Tat unbenannte Zahlen; aus den mit Winkelgeschwindigkeiten
bzw. Winkelbeschleunigungen multiplizierten werden Zahlen von der
Dimension einer Zeit bzw. des Quadrates einer Zeit (& z&hlt dabei
wie ein Winkel). Es wird also zweckmafig sein, aus den letzteren
irgend einen Zeitfaktor ¢, bzw. dessen Quadrat herauszuspalten.

Wir bringen dies alles dadurch zum Ausdruck dafi wir statt der
Koeffizienten 4, B, C,® usw. der Reihe nach a, b, ¢, d usw. schreiben.
Setzen wir dann vollends alle Glieder unserer Gleichungen (47) je
auf eine Seite, so kommt nach gehérigem Ordnen:

d2g dy

(48)  at? - Tp +lto — pty - It ha—y s+ g = O,
d N

CORR S RRLL A R YR =0
e d

(50)  ot? dt’f+ to —qt, d‘f oto +kr3+u, =0,

, aé
(6Dt gzt 28+ 2+ (d— 17 = 0,
(5 26—t 4t Y poytu —=o,
d do
(53) ¢P”—toa}§+tom+rﬂ+“s =0,

Der Wert der neuen Koeffizienten hingt natiirlich von ¢, ab;
wir wollen

(54) by = —

setzen. Dies ist die Zeit, welche das Flugzeug gebrauchen wiirde,
um im luftleeren Raum fallend seine normale Fluggeschwindigkeit zu
erlangen. Wir mogen aulerdem mit ry, 7,, r, die Trigheitsarme des
Flugzeuges um die drei Achsen bezeichnen. Dann aber stellt man
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auf Grund der Ausdricke (6) bis (46) leicht fest, dal die neuen
Koeffizienten die folgenden unbenannten Zahlen sind:

o — o9 p— 29 ¢ "9
i 3 h— 9 i b
2y, V22, 27,
or
¢
d:c—w,
a
p—F s B
Yo I e ' 2 ¢’
. B, ¢ 4 ¢t
F ¢, ca
k——FEC"”_*_ﬁ_yiﬁ”
F ¢, 2 2 Co’
] — Y9 G
302 ¢’
m — o9 Th can
v F ¢’
(55) n—= 9 Fs i | 2 439 Co
. v F ¢ 3 Zov? ¢’
o—c:‘
=
— 2 %9
p_s 027
g— o9 G %9 Fy cas
3,02 ¢, v F ¢’
/r——c_?‘"_l_E‘g_c:l_s
¢  F ¢’
S
30:‘@‘)
]
o:-———y,
Ty G
W U U,
u;,_.—G-ah, us—ﬁam uq_?aq.

Da die Auftriebsbeiwerte mit dem Anstellwinkel immer zunehmen,
so sind ¢, €, Cis €benso wie ¢, selbst positiv, und daher sind auch
die Koeffizienten

a, b, ¢, l, m n o0 p, 7 S

wesentlich positive Zahlen; die Koeffizienten d und ¢ sind wenigstens
praktisch meist positiv; die Koeffizienten

h’y j’ /i:’ G, Un, Us, “q
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koénnen positiv oder negativ werden, und zwar o je nach dem Sinne
der Schraubendrehung, die # je nach dem Vorzeichen der Ruderaus-
schlige, mit welchen sie ja proportional sind; von den A, j, k wird
sogleich noch die Rede sein.

Zur Erleichterung zahlenméaBiger Abschitzungen diene die Be-
merkung, daf fir die heute tblichen Flugelprofile der GréBenordnung
nach ungefahr

ca = 0,4, Cq == 5,
(56) Cwe = 0,04, cw = 0,3,
¢ = 0,07, ¢y = 04

ist, wogegen €' in weiten, zumeist positiven Grenzen schwanken kann,
ungefdhr in der Ndhe der zwei- bis fiinffachen Fliigeltiefe.

2. Die drei Kreiselwirkungen. Es ist moglich, aus den Stérungs-
gleichungen ohne viel Rechnung einige wichtige Ergebnisse heraus-
zulesen, von denen sich ein Teil freilich auch hitte durch unmittel-
bare Uberlegungen gewinnen lassen.

Die Groflen &, x und % kennzeichnen die Lingsstabilitat des
Flugzeuges insofern, als dieses weder durch Vorn- noch durch Riick-
wirtsabkippen gefdhrdet ist, solange &, y und 7 bei allen Stérungen
klein genug bleiben. Die Gréflen ¢, v und 9 kennzeichnen die
Seiten- oder Querstabilitdt insofern, als ihr Kleinbleiben verbiirgt,
dal das Flugzeug weder aus seiner Flugrichtung gerit noch durch
seitlichen Absturz bedroht ist. Sehen wir von der Kreiselwirkung
der Schraube ab, setzen wir also 6 = 0, so bestimmen die Gleichungen
(49), (51), (52) fiir sich die Langsstabilitat, die Gleichungen (48), (50),
(53) fiir sich die Seitenstabilitit, und zwar beide unabhingig vonein-
ander. In Wirklichkeit verkniipft der Schraubenkreisel die
Langsstabilitait mit der Seitenstabilitit. Denn in (49) geht
jetzt die Groe vy, in (50) die GroBe x ein. Solchen Verkoppelungs-
gliedern werden wir weiterhin noch hiufig begegnen. Sie treten
immer paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen auf und werden
Kreiselglieder (gyroskopische Terme) genannt. '

In den Stérungsgleichungen kommt v nur in der Form seiner zeit-
lichen Ableitungen vor: diese Gleichungen sind von der Himmels-
richtung des Fluges unabhidngig, ein Ergebnis, das sich von selbst
versteht. Solange die Ruder in ihrer Nullage stehen, solange also alle u
verschwinden, werden die Gleichungen offensichtlich befriedigt durch

{ §£=0, 2=0, 7n=0,
(P == 01 w - QPI’ ﬂ = 07
wo vy, die beliebige, aber feste Himmelsrichtung des Fluges angibt.
Durch (57) ist die ungestoérte Normallage des Flugzeuges dargestellt.

(57)
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Um sie als Mittellage vollzieht das Flugzeug nach jeder stoflartigen
Stérung mehr oder weniger geddmpfte Schwingungen, falls es iiber-
haupt stabil ist.

Werden dagegen die Ruder um feste Betrdge ausgelenkt — und auf
solche feste Ausschlige wollen wir die Untersuchung beschrinken —,
so sind einige oder alle # von Null verschiedene feste Zahlen, und
im Gegensatz zu (57) ist nunmehr die Mittellage der Schwingungen
durch die sechs Gleichungen bestimmt, die man aus (48) bis (53)
erhélt, indem man dort alle zeitlichen Ableitungen gleich Null setzt,
ausgenommen natiirlich die durch das Seiten- oder Querruder ein-
geleitete Wendebewegung dw/dt, deren Geschwindigkeit wir kurz
mit w bezeichnen:

(58) plow + ho = _§us+uq,
0

(59) 0't0(0+]17 = — Up,

(60) ntyw + k9 = — uy,

(61) 286+ 2+(d—1)n =0,

(62) 28+ o = —wy,

(63) e—to+rd = —u,.

Von den zahlreichen, fiir die Steuerfdhigkeit des Flugzeuges
wichtigen Schliissen, die sich aus diesen sechs Gleichungen ziehen
lassen, heben wir blof diejenigen heraus, die die Kreiselwirkung der
Schraube betreffen. Bezeichnen wir die Losungen dieser Gleichungen,
also die neue Mittellage, durch den Zeiger Null, so folgt zun&chst

aus (58) und (60
( o) (h—_zlk)uerkuq
0

(64) to(Do: ’nh—pk )
<p—— ?n)u,—l—nuq

_ 0
(65) Fo = nh—pk ’

vorbehaltlich, daB der Nenner rechterhand ungleich Null ist; wir
setzen ihn als positiv voraus, desgleichen h und k:

nh—pk > 0,
(©0) {h>o, k > o.
Dann sind auch die folgenden Ausdriicke bei allen verniinftig ge-
bauten Flugzeugen positiv

c'—-ﬁc
zO ﬁ xow
h'——kzﬁ—_—>o’
(67) Yo 2 Ca
_ % —-3?_10_9< __i%%ﬂ@_ﬂc_,,)
b ?/on——?) 2 2 y2 F e ¢ >0
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Das Flugzeug folgt den Steuerbewegungen im Mittel nach Mafligabe
der Gleichungen (64) und (65) ohne jede Einwirkung von seiten des
Kreisels; die Lingsachse hinkt der Wendung etwas nach.

Mit dieser Wendung ist verbunden eine Schriglage g,, die sich
leicht aus (63) ermitteln wiirde, jedenfalls aber vom Kreisel auch un-
abhingig bleibt.

Nachdem etwaige Schwingungen abgeklungen sind, voll-
zieht sich die durch feste Ausschlige des Seiten- oder Quer-
ruders eingeleitete Wendebewegung sowohl nach ihrer
Geschwindigkeit wy, wie nach der damit verbundenen Schrag-
lage @, des Flugzeuges und dem Nachhinken &, der Langs-
achse ganz unabhingig vom Schraubenkreisel

Ferner ermitteln wir den Winkel #, aus (59) unter der Voraus-
setzung

(68) j>o.
Wir finden
(69) "70:_%—;‘%@0,

sodann aus (62)
0—J o
(70) 28 = ; uh+07t0wo,

und endlich aus (61)

_s(0—f)—(@—1)
J

worin man nachtriglich nach Belieben den Wert von £, w, aus (64)
einsetzen mag.

Die ersten Glieder rechter Hand geben an, wie ein Ausschlag
des Hohenruders das Flugzeug abwirts oder aufwéirts kippt, wie sich
dabei seine Fluggeschwindigkeit vermehrt oder vermindert, und wie
die Langsachse dieser Kippbewegung voraneilt oder nachhinkt. Hier
fesseln uns aber nur die zweiten Glieder; denn diese geben nun die
Wirkung des Schraubenkreisels wieder. Wir beachten, dafl os, immer
wesentlich grofler als d ist und finden das Ergebnis:

Ein rechtsdrehender Schraubenkreisel veranlafit das
Flugzeug bei einer Rechts- bzw. Linkswendung zu einer
Kippung y abwirts bzw. aufwirts; diese ist verbunden mit
einem Ab- bzw. Anstieg der Flugbahn unter dem Winkel
yo = % — 7 gegen die Wagerechte, sowie mit einer Ver-
mehrung bzw. Verminderung & der Fluggeschwindigkeit.
Bei einem linksdrehenden Schraubenkreisel kehrt sich der
Sinn dieser Kippwirkungen um.

(71) Yo —

up— (08— d + 1)—;7.—t0w0,
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Die Winkel y und y, sowie die Verdnderung & der Flug-
geschwindigkeit nehmen zu mit der Geschwindigkeit w, der
Wendung, mit dem Schwung O des Schraubenkreisels und
mit abnehmender Lingsstabilitat (j).

Denn es ist
2 oty — —@—
(7 ) 0 — Zo G_,

J aber stellt ein unmittelbares Maf8 fiir die Langsstabilitit vor. Wie
namlich aus der zweiten Gleichung (47) mit ® =0 und @, =0
hervorgeht, bedeutet J# das rlickdrehende Moment, welches bei einer
Kippung y das Flugzeug wieder in die wagerechte Lage zu bringen
strebt.

Jedenfalls ist also bei rechtsdrehender Schraube eine
Rechts- bzw. Linkswendung ohne Kippung nur moglich,
wenn das Hohenruder auf- bzw. abkippend ausgelegt wird;
bei linksdrehender Schraube umgekehrt.

Weil erfahrungsgemifl ein ungewolltes Abkippen des Flugzeuges
immer bedenklicher ist als ein unvorhergesehenes Abkippen, so folgt
die Regel: Das Wenden nach der Drehseite der Schraube hin
ist gefahrlicher als nach der anderen Seite.

Um uns ein Bild von der GréSenordnung dieser Wirkungen machen zu kénnen,
wihlen wir beispielsweise ein Flugzeug mit den Zahlen

G = 960 kg, F = 20m?2, Fy, = 2m?,
Xy = 3m, ¢ = 1,5m, 8 = 0,3,
¢ =cy =04 =5 Con = 4

eine Schraube samt Umlaufmotor mit einem axialen Trigheitsmoment von 2 mkgsek?
und 1200 Umdrehungen in der Minute. Dies gibt in runden Zahlen

d=1 j=o05 o0=125 0of = 0,088.
Ist T'sek die Dauer einer vollen Wendung, so ist

27
Q=T
und also
4 3
ZOZ——T’ yoz——T’

mithin zieht eine Wendung von T’ = 20sek Dauer nach sich eine Kippung von 12°
und eine Flugbahnneigung von 89, falls micht durch das Hohenruder ein Ausgleich
geschaffen wird.

Aus dem bisherigen war weder eine durch das Hoéhenruder aus-
geloste Kreiselwirkung ersichtlich noch irgendwelche Abhingigkeit der
im Kurvenflug erreichten Wendegeschwindigkeit w, vom Schrauben-
kreisel. Daf} auler der errechneten Kippwirkung noch weitere Kreisel-
wirkungen vorhanden sein miissen, lehrt aber schon die einfache
Uberlegung. Um solche aufzufinden, wollen wir aus den beiden
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Gleichungen (48) und (50) den Winkel ¢ entfernen, indem wir (48)
mit %, (50) mit A multiplizieren und beide addieren:

4 d d
aktg o P yeht? dt‘f+(lk qh)tod—;”+(nh_pk)tod—;”

dy 2 .
-—Ohtom + (h— y—0k>us + ku, = 0.
Die beiden letzten Glieder ersetzt man vermdge (64) durch die Kon-

stante —(nh —pk)tow,; dann kirzt man die ganze Gleichung mit &,
integriert sie einmal Glied fiir Glied nach der Zeit und hat

akty 42 4 ety ¥ 4 @k —gh)g + (nh—ph)y
-—ohx—(nh——pk)wot = 0.

(73)

Dabei haben wir eine Integrationskonstante gleich fortgelassen, weil
wir davon ausgehen, dafl zu Beginn der Zeitrechnung der Flug noch
ganz ungestort sei und sich in der urspriinglichen Richtung v, = 0
vollziehe, d. h. wir setzen fest, dafl zur Zeit ¢ = 0 auch noch ¢, v,
2, de/dt und dy/dt verschwinden.

Jetzt setze die Stérung ein, hervorgerufen durch irgendwelche
Ruderausschlage. Nach einiger Zeit hat sich die Stérung durch Ab-
dampfen der entstandenen Schwingungen auf den Zustand beruhigt,
der durch die schon ermittelten Gréflen ¢, ¥ und w, gekennzeichnet
ist. Wir erhalten den zugehérigen Wert von v, indem wir in (73)
den Groflen @, x und dy/dt = w den Zeiger 0 anhingen und zu-
gleich die Ableitung d gy/dt des festen Winkels g, gleich Null setzen,
namlich

. Cht0w0+(lk—~qh)(po Gh/xo

Die beiden ersten Glieder der rechten Seite kiimmern uns hier
wenig: sie zeigen nur genauer, wie das Flugzeug — immer ab-
gesehen von den gedampften Schwingungen — eine Kurve durchmift,
ndmlich indem es ein wenig hinter dem Azimut zuriickbleibt, welches
einer von Anfang an gleichmifigen Wendegeschwindigkeit w, ent-
sprache. Das dritte Glied allein ist von der Kreiselwirkung abhéngig.
Der ausfiihrliche Wert der darin vorkommenden Kippung y, ist in
(71) angegeben und kann teils von einem Ausschlag des Hohenruders,
teils von einer Wendebewegung w, herriihren (der letzte Anteil ist
seinerseits wieder durch den Kreisel hervorgerufen). Dies bedingt
nun offenbar zwei weitere Kreiselwirkungen, die sich in zwei Wende-
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bewegungen Ay, und Ay, kundgeben. Wir behaupten (und werden
dies sogleich beweisen):

Ein rechtsdrehender Schraubenkreisel veranlafit das
Flugzeug bei einer vom Hohenruder hervorgerufenen Auf-
bzw. Abkippung % zu einer damit proportionalen Wen-
dung A4y, nach rechts bzw. links. Bei einem linksdrehenden
Schraubenkreisel kehrt sich der Sinn dieser Wende-
wirkung um.

Wenn sich die Schraube dreht, gleichgiiltig in welchem
Sinne, so wird die Wendebewegung w, eines eingeleiteten
Kurvenfluges um einen zu w, proportionalen Betrag A4y,
gehemmt: Hemmwirkung des Schraubenkreisels.

Die Wendewirkung 4y, nimmt zu mit dem Schwung des
Kreisels sowie mit abnehmendem Wendewiderstand (») und
abnehmender Seitenstabilitdt (1 —pk/h). Die Hemmwirkung
Ay, nimmt zu mit dem Quadrat des Kreiselschwunges sowie
mit abnehmendem Wendewiderstand und abnehmender
Langs- und Seitenstabilitit.

Es ist namlich

O'to
YARNAY
und nach (50) mifit nf, in der Tat den Widerstand, der sich jeder
Wendung v entgegenstellt. Ebenso ist nach (71)

(75) Ay, = %

o3t2

(76) Ay, = — (05— d + 1)y s

Dafl der zufolge (66) als positiv vorausgesetzte Faktor 1 — pk/h in
der Tat ein Maf fiir die Seitenstabilitit darstellt, ist schon aus (65)
ersichtlich: ein Ausschlag des Querruders ruft eine Schrigstellung &,
des Flugzeuges gegen die Flugrichtung hervor, welche um so kleiner
ist, je groBer der Faktor 1 — pk/h bleibt.

Jedenfalls ist also bei rechtsdrehender Schraube ein Auf-
bzw. Abkippen ohne Wendung hur méglich, wenn das Seiten-
oder Querruder links- bzw. rechtswendig ausgelegt wird; bei
linksdrehender Schraube umgekehrt.

Die Hemmwirkung, zwar mit @2 wachsend, ist gliicklicherweise
die wenigst gefdhrliche der drei Kreiselwirkungen; sie beeintrachtigt
lediglich die Wendigkeit des Flugzeuges etwas.
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Figen wir beispielsweise den schon vorhin benutzten Zahlen noch hinzu

F, = 1m? Yo = 4m, 2, = O0,5m, v = 50m/sek,
€, = 004, Cpy =4, B=o
so kommt A
nty, = 0,04, 1—1’7 = 0,915,
und mithin 10
Ay, = 2.4 7, dyy = 55

Die entstandene Wendebewegung Ay, iibertrifft also die Kippung yj; eine volle
Wendung aber wird durch den Kreisel um

T
;a—idwg = 1,6sek

verzogert, was immerhin bei sehr raschen Wendungen ein wenig als stérend
empfunden werden mag.

3. Die Eigenschwingungen des Flugzeuges. Mit den drei von
uns aufgezihlten Kreiselwirkungen — Kipp-, Wende- und Hemm-
wirkung — ist der Einflul des Schraubenkreisels auf den Verlauf des
Fluges freilich noch bei weitem nicht erschopft. Das Aussehen der
kleinen Schwingungen, die bei jedem Ubergang aus einem Flugzustand
in einen anderen unweigerlich auftreten, kann ein ganz verschiedenes
sein, je nachdem ein Schraubenkreisel vorhanden ist oder nicht. Aus-
kunft hieriiber geben natiirlich die Stérungsgleichungen (48) bis (53),
die sich restlos integrieren lassen. Die Integration bis zur zahlen-
mafligen Auswertung durchzufiihren, ist allerdings eine etwas um-
stindliche Aufgabe, die wir uns lieber durch einige nicht wesentlich
einschrinkende Voraussetzungen vereinfachen wollen.

Die Zahlen A, j und k (55) sind bei allen verniinftigen Flug-
zeugen kleine Briiche, gelegentlich von Null kaum zu unterscheiden.
Denn die Leitwerksflichen Fj und F, sind immer klein gegeniiber
der tragenden Fliche F'; der V-Winkel g der Fliigel ist auch klein,
wo nicht Null oder sogar etwas negativ. Wir wollen nun einfach

(77) h =0, j=o0, k=o0

setzen. Was dies bedeutet, geht aus den Gleichungen (48) bis (50)
klar hervor. Nimmt man ndmlich gleichzeitig, auf jeden Ruderausschlag
verzichtend, auch die w gleich Null, so treten die Winkel  und &
in den Drehungsgleichungen (48) bis (50) iiberhaupt nicht mehr, die
Drehwinkel @, x und v aber nur noch in zeitlicher Ableitung auf:
das Flugzeug ist jetzt in jeder Lage ¢, x, v im Gleichgewicht, es
ist, wie man sagt, statiseh indifferent. Tatsichlich baut man die
Flugzeuge zwecks leichter Lenkbarkeit (Wendigkeit) gerne so, daB

sie innerhalb gewisser Grenzen von ¢, x und v diese Indifferenz auf-
weisen.
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Durch die Annahme (77) sind die drei Drehungsgleichungen (48)
bis (50) von den drei Bewegungsgleichungen (51) bis (53) des Schwer-
punktes ganz unabhingig geworden. Die ersteren sind natiirlich viel
belangreicher als die letzteren und mdégen daber allein weiterbehandelt
werden. Die Ruderglieder  konnen jetzt nicht mehr als feste Zahlen
vorausgesetzt bleiben, weil feste Ruderausschlige das indifferente Flug-
zeug ja doch in kurzer Zeit umwerfen wiirden. Sie mdgen also irgend-
welche willkiirlichen Funktionen der Zeit sein und kénnen dann zu-
gleich auch als Ausdruck der Bben angesehen werden, die den ruhigen
Flug etwas storen; kurzum, die » sollen irgendwelchen Zwang vor-
stellen, der auf das Flugzeug ausgeiibt wird. Erfolgt dieser Zwang
beispielsweise rhythmisch, so vollzieht das Flugzeug erzwungene
Schwingungen vom gleichen Rhythmus und natiirlich von um so
groflerer Amplitude, je stirker der Zwang und je schlechter die durch
die Zahlen I, m und n gemessene Dimpfung ist. AuBer diesen er-
zwungenen Bewegungen werden aber in dem fliegenden System sofort
eine Reihe sogenannter Eigenschwingungen geweckt, die man am
besten erforscht, indem man den Zwang auf einen irgendwie ge-
richteten, aber nur ganz kurzen Sto einschrankt und dann das Flug-
zeug ohne weitere Stérung sich selbst tberlafit. Von nun an sind
alle w gleich Null, und so ergeben die Gleichungen (48) bis (50), in-
dem man sie je einmal gliedweise integriert und die fiir uns gleich-
giiltigen Integrationskonstanten weglaft:

d
aty 7 +1lg—py =0,

(78) bto%+71zx+awzo,

d
cto—d%-knw—q«p—*ox =0.

Derartigen Gleichungssystemen sind wir schon frither begegnet
(§13, 2. u. 3, S.134 u. 147). Wiirden wir, wie damals, versuchen, sie
durch trigonometrische Funktionen zu integrieren, so wiirde sich
schnell herausstellen, daBl das Argument dieser Funktionen komplex
sein kann. Wir versuchen deswegen lieber den allgemeinen Ansatz

¢

@ = Aleeg,

t

(79) X = Bl 69'_0’
t

ly=0 '

mit den Integrationskonstanten 4,, B; und C; sowie der Kennziffer g
der Partialbewegung (79), unter e jetzt die Basis der natiirlichen
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Logarithmen verstanden. Wenn es sich zeigt, da mehrere Kenn-
ziffern ¢ vorhanden sind, welche unseren Ansatz als richtig erweisen,
so ist die vollstandige Losung natiirlich die Summe der entsprechenden
Partiallosungen (79).

Wir setzen (79) in (78) ein und erhalten, nachdem die allen
Gliedern gemeinsame Exponentialfunktion fortgehoben ist,

{ (a0 +1D) 4, —pC, =0,
(bo+m) B, +0¢C, =0,
(81) —qA,—oB, 4+ (co+mn) C, =0.

Da diese Gleichungen homogen in 4,, B;, C; sind, so bestimmen
sie nur deren Verhaltnisse, etwa 4,/C; und B,/C, (womit auch 4,/B,
gefunden ist); weil uns aber drei Gleichungen zur Verfligung stehen,

so ist als dritte Unbekannte auch die Kennziffer ¢ durch sie bestimm-
bar. Wir finden aus (80)

(80)

%
bo +m’

4,  p
62) G " aet+l’

und damit gibt (81)
®3) (@e+HGe+m)(cotn)+o*(@e+)—pgle+m =0
als Bestimmungsgleichung fir die Kennziffern g.
‘Wir fragen hier nur danach, wie die Wurzeln ¢ der Gleichung (83)
durch das Hinzutreten des Kreiselgliedes gedndert werden. Diese

algebraische Frage entscheidet man am raschesten auf graphischem
Wege. Man schreibt ndmlich statt (83) zunichst

(84) o?(ae+ 1)+ (be+m[@e+U(ce+n—pg=0
und zerlegt dann den letzten Klammerfaktor in seine Linearfaktoren

(85) [(eae+D(ce+mn) —pg] = acle + ) (e +¢")

mit

1

9,,} = 5 [(@n+cl) + {{an + )P — dacln—pg)]
(86)

— ZLM [(an + cl) + Y(@an—cly2+ 4acpq).

Aus der zweiten Form von @' und @” geht hervor, daB ¢' und ¢"
reell sind, aus der ersten, daf} sie {iberdies positiv bleiben. Denn es
ist nach (55) der unter der Quadratwurzel stehende Ausdruck

xoyog2Fac;s<c; %> 2y3g2cw<c; cw>

In— =
rq vt F ., \c, 2 O Zovt ¢, \Ca  Cy
Grammel, Der Kreisel. 14
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zufolge (56) bei allen verniinftig gebauten Flugzeugen. Man hat also
statt (84)

(87 o2<@+a1>+bc<e+%")(9+9’)(@+@”)=0-

Diese Gleichung deuten wir in einem cartesischen Koordinaten-
system mit den Abszissen ¢ und den Ordinaten o2; sie stellt dort eine
Kurve dritter Ordnung vor (Abb.91), die sich miihelos entwerfen 14ft.
Namlich sie schneidet die Abszissenachse (62 = 0) in den Punkten

. ’ ‘ m
(89) e=—¢, e=—¢" e=—y
und hat offenbar die Asymptote (mit ¢2 = o)

l
(89) e =—_

Sie verhalt sich auflerdem fiir sehr grofie Absolutwerte von ¢ und o2
wie die Parabel
(90) (0%) +bce* =0,
strebt also mit zwei parabelartigen Armen auf der Seite negativer
Ordinaten in das Unendliche. Je nach der Reihenfolge der vier
Abb. 1. Zahlen (88), (80) kann die Kurve ihr
Aussehen etwas dndern, aber man tiber-
zeugt sich leicht davon, dafl sie immer
einen Dreizack darstellt, der bogenférmig
in den Bereich der positiven Ordinaten
eintritt.

Ist 6 =0, so sind die drei Kenn-
ziffern ¢ in (88) angegeben. Die zwei
ersten, —o’ und —p", gehdren zu den
Koordinaten ¢ und v der Seitenstabilitat,
die letzte, —m/b, gehort zur Kipp-
koordinate %, und alle drei bedeuten gemiB (79), daf nach der
Stérung das Flugzeug aperiodisch geddmpft in seine neue Gleich-
gewichtslage {ibergeht.

Ist aber o == 0, so fillt zunichst auf, daff die neuen Kennziffern
nur von o2, aber nicht vom Vorzeichen von ¢ abhingen. Der Dreh-
sinn des Schraubenkreisels ist ohne Einflu auf die Eigen-
schwingungen des Flugzeuges.

Die neuen Kennziffern sind die Abszissen der Schnittpunkte der
Kurve (87) mit der zur Ordinate ¢2 gehdrenden Parallelen zur Ab-
szissenachse. Solange o2 klein genug bleibt, gibt es drei reelle Schnitte
mit negativen Abszissen; wird o2 grofler, so konnen zwel davon
imaginir werden, ihre Abszissen @ sind komplex, und zwar natiirlich
konjugiert komplex und natiirlich zunachst noch mit negativem Real-
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teil. Die zu ihnen passenden Integrationskonstanten sind dann zu-
folge (82) ebenfalls konjugiert komplex. Verstehen wir wieder unter ¢
die imaginare Einheit, und sind demgemaf

= —e+} T,
1) { o -
0 — —&—1t1
diese komplexen Kennziffern, so sind die entsprechenden Partial-
bewegungen nach (79)

. +:'r)~t— . (—a—'r)i

@ = (A;—i4,)e" T 7% + (4, +1i4d,)e D,
t

= 26_€E<A1 cosri + A,sinr£>

tO tO

(indem wir einen bekannten Satz zu Hilfe nehmen), und &hnlich fir
x und .

Der Klammerfaktor bedeutet eine harmonische Schwingung von
der Frequenz 7/t, (Anzahl der Schwingungen in 2z sek), der Vorfaktor
eine Dampfung dieser Schwingung von solcher Stirke, dafl die Am-
plitude nach der Zeit

(92) t, = i—"log nat 2

auf die Hilfte gesunken ist. Man nennt ¢, die Halbwertszeit dieser
gedimpften Schwingung und definiert auch die Halbwertszeiten der
vorhin genannten aperiodischen Partialbewegungen ganz entsprechend.

Das bisher aperiodisch gedampfte Flugzeug kann unter
dem EinfluBl des Schraubenkreisels zu geddmpften Lings-
und Querschwingungen iibergehen.

Wenn o2 weiter und weiter wéchst, so nimmt die Dimpfung e
mehr und mehr ab, die Frequenz z/f, aber mehr und mehr zu, und
im Grenzfall 62 = oo wird zufolge (90)

Q1 = Qo = foo;
und dies bedeutet, daBl sich das Flugzeug einem Kreisel von unbe-
grenzt starkem Schwung ndhert, der durch &duflere Krifte zwar nur
unbegrenzt wenig gestért werden kann, aber als ein sehr steifes
System dann in auBerordentlich rasche Schwingungen gerdt, die nur
sehr langsam wieder erléschen.

Aus dem bisherigen geht zugleich hervor, dafi der Schrauben-
kreisel die Stabilitdt des Flugzeuges zwar nicht gefahrdet
(wenn er auch zu gefdhrlichen, weil unerwarteten Nebenbewegungen
beim Steuern Veranlassung gibt und unerwiinschte Schwingungen im
Gefolge hat); aber es wire andererseits auch verkehrt, von ihm zu
verlangen, dafl er ein instabiles Flugzeug stabilisieren sollte. Er ist
dazu — wie man ohne jede Rechnung, rein aus Griinden der Stetig-
keit feststellen kann. — um so weniger imstande, als er ja nicht einmal

14*
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das indifferente Flugzeug zu stabilisieren vermag (dessen Lage ist
und bleibt indifferent, wie vorhin gezeigt wurde). Der tiefere Grund
fiir dieses Unvermogen des Kreisels liegt natiirlich darin, daff er auf
die Drehungen ¢ um die Langsachse ohne unmittelbaren Einflufl ist;
er kann nicht verhindern, dafl das Flugzeug um diese Achse langsam
umfillt. Und weil er die Langs- und Seitenstabilitit miteinander ver-
koppelt, so ist er auch nicht befahigt, wenigstens die eine von beiden,
etwa die erste zu sichern.

4. Der unsymmetrische Schraubenkreisel. Die gebrauchlichen
Flugzeugschrauben sind zumeist zweifliigelig und mithin nicht als
symmetrische Kreisel im bisherigen Wortsinne anzusprechen. Unsere
Ergebnisse bediirfen dann noch einer kleinen Abadnderung, die sich
aus den Untersuchungen von § 7, 4. ergibt. Wir wissen namlich,
daB beim unsymmetrischen Kreisel das Kreiselmoment gegentiber einer
Zwangsdrehung nicht, wie wir doch in (27) angenommen haben, in
der Knotenachse, die zu dieser Zwangsdrehung und der Eigendrehung
gehort, festliegt, sondern mit der doppelten Frequenz der Eigen-
drehungen pulsiert.

Erstens wirft dieses Kreiselmoment eine solche pulsierende Kompo-
nente in die Eigendrehachse; sie ist in § 7 (30), S. 78, ermittelt
worden, darf aber, weil mit dem Quadrat der Zwangsdrehung y, d. h.
dy/dt oder dvy/dt proportional, um so eher aufler acht bleiben, als sie
neben der Ungleichférmigkeit des antreibenden Explosionsmotors keine
Rolle spielt, wenn sie auch dessen Gang ein wenig beeinflussen mag.

Zweitens ist die bisher allein berticksichtigte Komponente in der
Knotenachse nicht mehr von festem Betrag, sondern sie schwankt
nach §7 (28), wo 6 = 90® und 4» = O zu setzen ist, zwischen den
beiden Werten B_ C) ’

(93) Ou (

mit der doppelten Frequenz der-Eigendrehung hin und her, zwar
noch um den alten Mittelwert @u, aber doch unter Umstinden bis
fast zum doppelten Betrag nach oben und fast bis Null nach unten
[vgl §2 (16), S. 29]. Dabei sind B und C die beiden aquatorlalen
Haupttragheitsmomente beziiglich des Schwerpunktes des Schrauben-
kreisels. Ebenso pulsiert drittens nach §7 (29) eine Komponente in
der Achse der Zwangsdrehung u zwischen den beiden Werten
(94) +o, 520 N ¢

Weil nun aber die Drehung der Schraube jedenfalls sehr rasch
ist gegentiber allen Flugzeugdrehungen und auch gegeniiber allen
Flugzeugschwingungen, so dirfen wir unsere bisherigen Ergebmsse
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auch fiir zweifliigelige Schrauben mit gréBiter Anndherung als Mittel-
werte gelten lassen. Diese Mittelwerte werden dann sozusagen
noch von Hochfrequenzschwingungen dberlagert, deren Am-
plituden ungemein klein bleiben, weil doch die trige Masse des Flug-
zeuges ihnen kaum merklich zu folgen vermag. Sie werden sich
lediglich in raschen Erzitterungen des Flugzeuges um Quer- und
Hochachse duflern; sie sind neben den Erschiitterungen des Motors
nicht fiihlbar, wirken aber natiirlich auf die Beanspruchung der Lager
ungilinstig ein und koénnen die Schraubenfliigel zu moglicherweise
gefdhrlichen elastischen Schwingungen veranlassen.

Viertens ist zu bemerken, daf§ die Ausdriicke (93) und (94) ihrer-
seits streng genommen noch einer Verbesserung bediirfen. Bei ihrer
Herleitung in § 7, 4. ist die Geschwindigkeit u der Zwangsdrehung
als feste Zahl vorausgesetzt worden. Diese Voraussetzung trifft nun
beim Flugzeug nicht zu, und infolgedessen schwanken auch die Aus-
driicke (93) und (94), freilich um so weniger, je rascher die Eigen-
drehung der Schraube gegeniiber den Anderungen der durch den
Kreisel selbst wieder beeinfluten Zwangsdrehungen sich vollzieht.
Diese mehr grundsitzlich als praktisch wichtigen Feinheiten weiter
zu verfolgen, lohnt jedoch nicht.

Verwendet man eine gerade Anzahl gegenlaufiger Schrauben, so
verschwindet die Kreiselwirkung nach auflen hin nur dann, wenn bei
mehr als zweiflligeligen Schrauben diese paarweise ganz synchron
laufen, bei zweifliigeligen dagegen, wenn auflerdem jedes Paar auch
die gleiche Phase besitzt, so dafi also die Fliigel stets symmetrisch zur
Mittelebene der Verbindungsstrecke ihrer Schwerpunkte stehen. Das
ist nur durch Antrieb vom gleichen Motor zu erreichen.

Wichtig ist ferner, in jedem Falle auch die durch die Kreisel-
momente geweckten inneren Spannungen sowohl in den Schrauben-
fliigeln als auch in den Stielen und Holmen des Flugzeuges zu unter-
suchen. Diese Bemerkung trifft auch auf Luftschiffe zu, bei denen
im ibrigen die Riickwirkung der Kreiselmomente auf die Steuerfihig-
keit ebenso gering sein diirfte wie (abgesehen von den Raddampfern)
bei den Seeschiffen.

§ 17. Schleudernde Scheiben.

1. Die elastostatischen Grundlagen. Die letzte unbeabsichtigte
Kreiselwirkung, die wir behandeln, betrifft runde Scheiben, die auf
eine biegsame Welle aufgekeilt sind und mit dieser umlaufen. Solche
Scheiben kénnen in gefihrliches Schleudern geraten. Die Erschei-
nung trat namentlich an Dampfturbinen, die in gewissem Sinne als
ein Aggregat von Scheiben aufgefafit werden kénnen, peinlich zutage,
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als man, um deren Wirkungsgrad zu vergréflern, zu hohen Um-
drehungszahlen tiberging. Beheben lieflen sich die Schwierigkeiten erst,
als man nach dem Vorschlage von G. de Laval moglichst diinne, bieg-
same Wellen verwandte. Man beobachtet dann nach Uberschreiten
einer sogenannten kritischen Umlaufszahl eine merkwiirdige Selbst-
beruhigung der Scheibe. Wir miissen diese Erscheinungen hier schon
deswegen besprechen, weil sie bei vielen der spiter aufzufithrenden
Kreisel auftritt.

Das Schleudern #uflert sich in einer Durchbiegung der Welle,
die keineswegs gerade am Ort der Scheibe am gréfiten sein mufl.
Wire dies dennoch zufillig der Fall und wire die Scheibe genau
senkrecht auf die Welle aufgekeilt, so wiirde sie beim ganzen Vor-
gang die Richtung ihres Schwungvektors nicht &ndern, von Kreisel-
wirkung wire nicht die Rede, und die Sache ginge uns hier nichts
an: sie wire eine blofle Folge der Fliehkraft.

Sobald die Scheibe jedoch beim Schleudern aus ihrer urspriing-
lichen Ebene heraustritt, sobald also ihre Figurenachse nicht mehr die
Richtung der Verbindungsgeraden der Lagermitten beibehilt, sondern
um diese in erzwungener Prizession geschwenkt wird, haben wir es
mit einer regelrechten Kreiselerscheinung zu tun, und an der Biegung
der Welle ist jetzt auBler der Fliehkraft wesentlich auch das Schleuder-
moment der Scheibe beteiligt. Indem wir zur genaueren Untersuchung
der erwarteten Erscheinung schreiten, setzen wir dreierlei voraus:
Erstens soll die Masse der Welle vernachlassigbar klein gegeniiber
der Masse der Scheibe sein. Zweitens soll die Schwerkraft keine
Rolle spielen; sie soll entweder, wie bei einer aufrecht gestellten
Welle, unwirksam gemacht sein oder zum mindesten infolge der
Steifigkeit der Welle ohne merklichen EinfluB auf die Durchbiegung
bleiben. Und drittens nehmen wir an, dafl bei einer bestimmten
Umlaufsgeschwindigkeit sich schlieflich ein Gleichgewichtszustand ein-
gestellt habe; ob dies iiberhaupt moglich ist, bedeutet eine Frage fur
sich, die wir nachher noch einmal streifen werden. Jedenfalls kimmern
wir uns um die Schwingungen nicht, die dem Gleichgewichtszustand
vorausgehen, sondern nur um diesen selbst.

Vor allem miissen wir einige Tatsachen aus der Biegungslehre
iibernehmen. Wir werden namlich finden, daBi die Welle, von einem
mitumlaufenden Beobachter besehen, sich genau ebenso biegt, wie
wenn sie in Ruhe wire, aber durch eine Kraft P und durch ein
Kraftepaar vom Moment M belastet wiirde. P und M héngen auf
das engste mit der Fliehkraft und mit dem Schleudermoment der
Scheibe zusammen, und ihre Vektoren stehen, wie sich zeigen wird,
aufeinander und auf der urspriinglich geraden Wellenachse senkrecht.
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Unter dem Einfluf von P und M biegt sich die Wellenachse zu einer
ebenen Kurve. Soldnge die Durchbiegung allenthalben klein gegen-
tber der Wellenlange ! bleibt, ist sie nach aller Erfahrung pro-
portional mit P und mit M; insbesondere besitzt sie am Angriffs-
punkt von P den Betrag

() Yo = P+ fo M,
wo a, und B, feste, nur von den 'Abmessungen und dem Stoff der
Welle abhingige Zahlen sind. Aber auch die Richtungsinderung,

Abb. 92.

die irgend ein Element der Wellenachse bei der Biegung erlitten hat,
ist proportional mit P und mit M; insbesondere wieder am Angriffs-
punkte der Kraft P ist diese Richtungsinderung
©) wo =y, P + &M
mit zwei weiteren Wellenbeiwerten y, und d,. P und M moégen dabei
positiv gezdhlt sein, wenn sie die Biegung beide zu vergréBern streben.
Die Zahlen ay, B, 70 d0 hdngen wesentlich davon ab, wie die
Welle gelagert ist. Die vier einfachsten Arten solcher Lagerung sind
in Abb. 92 angedeutet: man hat entweder eine frei herausragende
Welle (I) oder eine zweiseitig gelagerte, wobei dann die Lager ent-
weder beide allseitig drehbar (II) oder beide fest (III) oder endlich
teils drehbar, teils fest sein konnen (IV). Wenn E den Youngschen
Elastizitdtsmodul des Stoffes und

nd4

(3) J = T 0,05 d*
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das sogenannte Flachentragheitsmoment des kreisférmigen Wellen-
querschnitts mit dem Durchmesser d bedeutet, und wenn zur Ab-

kirzung die Steifigkeitszahl
1
4 A= g7

gesetzt wird, so findet man in den vier Féllen mit den Bezeichnungen
der Abb.g2 die folgenden Wellenbeiwerte:

I8
' \ :lg I2 l
4
() :30:70:15 Ay 8y — Poye = ;.2,1_5
60 :11
azb?
IL a, _}.37
b(b— 3 b8
©)] Bo =170 =14 (Lgs—l—a—) a8 — Boyo = 12a9l2
ad - b3
b = 3
as b3
. a, :}.W
262(b — 1he
™ Bo=1o =1 LB s — oy — 2 B0
ab(as+ b3)
S :1—141
__ ,a3b2(3a+ 4b)
Iv. ao_.}._w__
a2b (262 — a2 4p3
® Bo=ro =14 (413 ) aoéo—ﬂon:%
a (463 4 as3)
S = 4 Y

Wir koénnen die Herleitung dieser Beiwerte nur eben kurz an-
deuten. Bei der Biegung eines Stabes werden seine Langsfasern teil-
weise gezogen, teilweise gedriickt. Die auf diese Weise in ihm ent-
stehenden Spannungen setzen sich in jedem Querschnitt zu einem
Kriftepaar zusammen, dessen Moment man das Biegungsmoment
heifit. Sein Vektor liegt senkrecht zur Ebene der gebogenen Mittel-
achse und sein Betrag ist, wie in der Biegungslehre gezeigt wird und
wie auch ohne weiteres einleuchtet, proportional mit der Kriimmung
der gebogenen Mittelachse. Bezeichnet x die Abszisse jenes Quer-
schnittes, y die dort erreichte Durchbiegung, so mifit unter der Vor-
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aussetzung kleiner Biegungspfeile der Differentialquotient dy/dx an-
gendhert die Neigung v der Tangente der gebogenen Mittelachse
gegen ihre urspriinglich gerade Lage (die 2-Achse), und ebenso d2y/dx?
angendhert die Kriimmung dieser Kurve; und es ist dann

d2
©) =M.,

wo M, das Biegungsmoment, der Proportionalititsfaktor 4 aber die
Zahl (4) bedeutet. Im Gleichgewichtszustand muf M, nun gleich der
Summe der Momente aller Krafte und Kréftepaare sein, die auf der
einen (oder, was auf das gleiche hinauskommt, auf der anderen) Seite
des Querschnittes z sich befinden.
So wird im Falle 1

PY M, = A[P(— )+ M]

dx2 x — s
und darau§ folgt durch zweimalige Integration und unter Beachtung
der Tatsache, daf fiir = 0, d.h. am Lager, auch y = 0 und dy/dzx =0

sein soll,
_dy zr
Y=g = }.[Px<l—2>+Mx],

x? x x2?
v=a[25(=5) )
Hieraus ergeben sich fir 2 = I, d. h. am Angriffspunkte der Kraft,
sofort die Beiwerte (5).
Sind im Falle II P, und P, die Gegenkrifte der Lager, so erfordert

das Gleichgewicht, dafl die Momente um die Lagermitten # = 1 und
x = 0 verschwinden, und dies gibt

(10) P l=Pb—M, P,l-—=Pa+ M.
Kennzeichnen wir die beiden Wellenteile @ und b durch die Zeiger 1

und 2, so wird
d?y,

dx? =AM, = — APz,
d2
dxy; = AM,, = APy,

und daraus mit zwei noch offenen Konstanten 4 und B

x2 ‘2,
) w=1(4-P%),  y=1(B+R%)

4 3
(12) y1:A<A11_P1%l>, y2#1<Bx2+P2%>-



218 Die Kreiselwirkungen bei Radsitzen.

Man mufl die Zahlen 4 und B so bestimmen, dafi fiir 2; = a und

xy = b sowohl y; = y,, wie auch y, = —y, wird. Dies gibt ins-
besondere

1 a  3b
(13) 4= |Be(G+3) + 2]

Berechnet man dann schliefilich die beiden Wellenteilen a und &
gemeinsamen Werte y, =y, und vy, =y, fiir ¥, = a aus (12) und (11),
so findet man zufolge (10) und (13) nach leichter Zwischenrechnung
genau die Beiwerte (0).

Ganz ebenso bestitigt man fir die Falle III und IV die Bei-
werte (7) und (8), indem man die zunichst noch unbekannten Ein-
spannmomente M; und M, beriicksichtigt, die ganz (III) oder teilweise
(IV) an die Stelle der vorigen Integrationskonstanten 4 und B treten.
Die Rechnungen sind ein wenig umsténdlicher, ohne jedoch zu irgend-
welchen begrifflichen Schwierigkeiten zu fithren. Auf den sehr ein-
fachen Grund dafiir, daB8 in allen Fillen g, = y, wird, gehen wir hier
nicht ein.

2. Eine einzelne Scheibe. Eine genau kreisrunde und genau
senkrecht auf eine Welle von der Lange ! aufgekeilte Scheibe, die
wir uns durch ihre Miftelebene vorstellen, kann aus zwei Griinden
anfangen, zu schleudern. Erstens 148t es sich nie erreichen, dafi ihr
geometrischer Mittelpunkt ganz auf der geometrischen Wellenachse
liegt, und zweitens wird infolge kleiner UngleichméBigkeiten des Stoffes
auch der Scheiben-
schwerpunkt niemals
vollig mit dem geome-
trischen Mittelpunkte
zusammenfallen. Beide
Fehler haben je eine
besondere Art des
Schleuderns zur Folge,
die wir beide fir sich
untersuchen.

Erster Fall. Die Scheibe ist zwar homogen, aber ihr Mittel-
punkt (Schwerpunkt) S hat vom DurchstoBungspunkt W der urspriing-
lich geraden Wellenachse die kleine Entfernung e (Abb.93). Bei der
Umlaufsgeschwindigkeit @ moge sich schliefilich ein Gleichgewichts-
zustand ausgebildet haben, der durch die im friheren Sinne gebrauchten
Zahlen y, und vy, fir die Auslenkung des Punktes W und die dortige
Tangentenrichtung der gebogenen Wellenachse gekennzeichnet sein
mag. Wir nennen O den Durchstofungspunkt der urspriinglichen

Abb. 93.
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Achse mit der Scheibe, so dafl also OW = y, ist. Ferner setzen wir
08 =7rund AW 08 =g, positiv von O W aus gerechnet im Drehsinn
der Scheibe. Die Zahlen y,/l sowie y, sind als klein angenommen;
insbesondere wollen wir stets siny, mit 1, und cosy, mit 1 vers
wechseln und Glieder mit y? ganz streichen.

Auf die Scheibe wirkt erstens die Fliehkraft [Einl. I (1), S. 164]

(14) F = mo?r,
zweitens das Schleudermoment K vom Betrage [Einl. II (2)]
(15) K = (4 — B)o*y,;

dessen Achse steht senkrecht zu y, und zur Wellenachse und sucht
die Auslenkung v, auf Null zurtickzubringen. 4 ist das axiale, B das
dquatoriale Triagheitsmoment der Scheibe. (Es mag hier eingeschaltet
sein, daB das Kreiselmoment (15) allgemein bei allen Radsitzen als
‘Wellen- und Lagerbeanspruchung in Rechnung zu setzen ist, wenn
absichtlich oder zufallig die Figurenachse des Radsatzes mit der
Wellenachse einen kleinen Winkel y, bildet, wenn der Radsatz also
schief aufgekeilt ist.)

Solange auf die Scheibe keine weitere Kraft wirkt, mufi der
Winkel ¢ offenbar verschwinden, und die Fliehkraft zusammen mit
dem Schleudermoment sind die alleinigen Ursachen der Ausbiegung y,.
In Wirklichkeit sind aber stets noch weitere Krifte vorhanden, seien
es antreibende (wenn die Scheibe beispielsweise am Umfange an-
geblasene Schaufeln trégt), seien es bremsende (wenn die Scheibe in
einem widerstehenden Mittel 1duft). Der erste Fall trifft auf Turbinen-
rader zu, der zweite auf Schiffsschrauben (die geometrische Symmetrie
der Scheibe ist dann durch eine dynamische ersetzt). Mangels ge-
nauerer Kenntnis dieser Zusatzkréafte machen wir die einleuchtende
Annahme, dafl ihre Gesamtwirkung, abgesehen von einem Drehmoment
um die Wellenachse, in einer Einzelkraft @ sich duflere, die durch
den Scheibenschwerpunkt S geht und auf OS senkrecht steht. Wir
rechnen @ positiv, wenn es eine bremsende, negativ, wenn es eine
antreibende Kraft ist. Das Drehmoment um die Wellenachse aber soll
irgendwie ausgeglichen sein, so daf} jedenfalls die Umlaufsgeschwindig-
keit w sich nicht &dndert. Die Grofle von @ setzen wir an zu

(16) Q = xmaw?r,

wo % einen Beiwert der Reibung (positiv), bzw. des Antriebes (negativ)
bedeutet. Dieser Ansatz stimmt beispielsweise fir den Umlauf in
einem widerstehenden Mittel ganz gut mit der Erfahrung tiberein,
wobei die Masse m der Scheibe nur aus Dimensionsgriinden hinzu-
gefiigt ist.
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Damit die auf O W senkrechten Komponenten von F und Q, weil
sie ja keine Biegung hervorrufen, sich ausgleichen, muf}

Fsine = Qcose

sein, und daraus bestimmt sich zufolge (14) und (16) der Winkel &
als von Null verschieden und von ® unabhingig
17 tge = .

Die in die Richtung OW fallenden Komponenten fiigen sich zu-
sammen zu einer Kraft P vom Betrage

P = mw?r(cos¢ + xsine),

woflir man nach (17) kiirzer hat

mar
(19 P= cose

Diese Kraft, zusammen mit dem Moment K (15), ruft die Biegung in

solcher Weise hervor, daf§ zufolge (1) und (2) mit M = — K
Yo =ay P—p K,
Yo = yo P— 36, K

wird. Setzen wir die Werte von P und K aus (18) und (15) ein, so kommt
Yo = (ar — fy,) @2,

1
(19) {Wo=(7r—5wo)w2
mit den neuen Wellenbeiwerten

m
= % sose’ b= Fb(4—B),
(20)
Y =00 oe g 6 = §,(4 — B),
und daraus berechnet sich durch Entfernen von v,
_ By w?
Yo= raﬂ(a— 1+ 6a)2>
oder einfach
(21) Yo = r&
mit der Abkiirzung
22) E__w2<a__ /37602 ).
( o 14 dw?
Fiihrt man schliefllich noch die Exzentrizitidt e vermoge
(23) e = y2+r2—2y,rcose
ein, so berechnen sich aus (21) und (23)
2
(24) r = ° :
1+462—2&cose
e2
(25) ¥ = T Jooss’
11 1 2cose

g€
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und dann aus der ersten Gleichung (19)

oder endlich nach (22)

— 4
(26) wo—y0a+(aa_ﬂ7)w2

als die dem Beharrungszustand entsprechenden Werte.

‘Wir schreiten zur Besprechung der gefundenen Formeln. Zu-
nichst geht aus (17) hervor: Je nachdem die Kraft @ hemmt
oder antreibt, eilt der Schwerpunktsfahrstrahl O0S dem Fahr-
strahl OW voraus oder nach.

Wiirden wir auf die Kreiselwirkungen nicht achten, so wire
ferner mit § = 0, § = 0 zufolge (22) einfach § = aw?; und deshalb
wollen wir die Grofle & vorlaufig als Maf} fir die Umlaufsschnelligkeit
gelten lassen und r sowie y, als Funktionen von £ untersuchen. Wir
stellen leicht fest, dafl die Nenner in (24) und (25) fiir keinen reellen
Wert von £ verschwinden, solange ¢ nicht gleich Null ist, solange also
eine Zusatzkraft Q vorhanden ist. Demgemafl wichst weder r noch y,
jemals iber alle Grenzen, und unsere Annahme, dafl beide endlich,
ja sogar klein bleiben sollten, muf8 fir ¢ = 0 auf keinerlei Wider-
spruch stoflen. Die Hochstwerte von » und y, treten ein fir 0#2/0&

— 0 und 9y?/0& = 0, also fiir
Abb. 94.

1
E — COS &, bzw. 5 = E)'S*E e/sine.\

34
3
Man berechnet sich schnell
noch die folgende Tafel:
§ r \ Yo - 2 ,
o e fe) yo
5

5
%
6
1 e
cos & e/sin & ectge T4
. & . &
1 e/2sin = e/2sin —
2 2 { . ¢

. 5
1/cos e ectg e ‘ e/sin & !

0 oS € Lr"—i/cos 3 2 3 4 >
[ee] [¢] e

und trigt dann die Funktionen r und y, miihelos iiber den Ab-
szissen & auf (Abb.94) und macht sich auch iber die gegenseitige
Lage der drei Punkte O, S, W leicht ein klares Bild (Abb.95, wo die
einzelnen Lagen mit den gleichen Ziffern bezeichnet sind wie in
Abb.94). Es gibt also in der Umgebung von & = 1 einen Bereich
starksten Schleuderns; wir wollen ihn den kritischen nennen.
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Jetzt gilt es noch, den Zusammenhang zwischen & und w? fest-

zustellen. Schreibt man statt (22)

(14 dw)é—w[a+ (ad—fy)w?] =0
und multipliziert dieses Glied fiir Glied mit 82, so 148t es sich schnell
umformen in
(27) [1 + 8w?][626 — b (ad— fy)w?— fy]+ fy =0
Man deutet diese Gleichung in einem Koordinatensystem mit den
Abszissen & und den Ordinaten w? und erhilt offenbar eine Hyperbel
mit den beiden Asym-
ptoten, deren Gleichun-
gen durch Nullsetzen der
beiden Klammern [] in
(27) gewonnen werden
(Abb.g6, wo die zweite
Asymptote strichpunk-
tiert eingezeichnet ist).
Die Hyperbel geht tiberdies durch den Ursprung und
hat dort die Tangente & — aw?, die ja den Zu-
sammenhang zwischen ¥ und w? ohne Beriicksichti-
gung der Kreiselwirkung darstellen wiirde (in Abb.96
gestrichelt). Beim Entwurf der Hyperbel ist zu be-
achten, dafl nach (5) bis (8), S. 216, die Grélen a,, 0y, @y — o7
und foy,, und folglich nach (20) wegen A>DB und cos >0 auch
a, 6, ad— fy und By stets positiv bleiben.

Wir kénnen jetzt den Sachverhalt so aussprechen: Sehen wir
zunidchst von der Kreiselwirkung ganz ab, so schwingt mit
wachsender Umlaufsgeschwindigkeit w die Scheibe stdrker
und stirker aus, bis fiir w, = cose/}a,m ihre Schwerpunkts-
amplitude 7, fiir wy = 2/Ya,m die Amplitude y, ihres Wellen-
durchstoBungspunktes einen Hochstwert erreicht hat, wo-
nach die Ausschlige weiter und weiter abnehmen, bis fiir
@ = o der Schwerpunkt sich in die Verbindungsgerade der
Lagermitten eingestellt hat (Selbsteinstellung des Schwer-
punktes).

Durch den Hinzutritt der Kreiselwirkung der Scheibe
wird diese Erscheinung derart abgedndert,dafi der betreffende
Zustand jedesmal erst bei einer h6heren Umlaufsgeschwindig-
keit @ eintritt.

Die Kreiselwirkung ist hiernach giinstig, solange man
mit der Geschwindigkeit unterhalb des kritischen Bereiches
bleibt; oberhalb desselben hingegen verschlechtert sie die
Selbsteinstellung des Schwerpunktes.

Abb. 95.
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Der Einflu§ der Kreiselwirkung ist an sich um so gréfier, je hoher
w schon liegt (Abb.g6). Nach (26) wird mit @ = co zugleich y. = O:

Die Mittelebene der Scheibe stellt sich fiir unbegrenzt
grofie Umlaufsgeschwindigkeit w infolge der Kreiselwirkung
senkrecht zur Verbindungsgeraden der Lagermitten ein.

Fir das Verstindnis spiter zu nennender Kreiselbauarten scheint
hier noch die Bemerkung wichtig, da} der kritische Bereich w; bis w,
um so niedriger liegt, je gréBer a,, d.h. nach (4) bis (8) je geringer die
Steifigkeit der Welle, insbesondere also je diinner die Welle ist. Man
benutzt daher bei rasch laufenden Kreiseln mit Vorliebe nadeldiinne
Wellen, um zu erreichen, daf erstens der kritische Bereich schon tief
bei ungefahrlichen Drehzahlen tiberschritten ist, und dafl zweitens die
Selbsteinstellung dann weiterhin um so vollstindiger wird.

Zweiter Fall. Die Scheibe ist nicht genau homogen; zwar fallt
ihr geometrischer Mittelpunkt in den Durchstoungspunkt W der ur-
spriinglich geraden Wellenachse, aber der Schwerpunkt S hat davon
die kleine Entfernung e. Stellt man dann die fritheren Uberlegungen
an, so wird man darauf gefiihrt, die Kraft Q senkrecht zu OW (statt
0 8) anzusetzen mit dem Betrag
(16a) @ — xmaw?y,

(Abb.g7). Der Gang der Rechnung ist dann ganz
dhnlich. Man hat als Gleichgewichtsbedingung

Abb.97.

¢ — Fsine
oder
(17a) sine — ”Ty",

und als biegende Kraft
P = Fcose = mw?rcose.
Die Gleichungen (19) bleiben also bestehen, falls man dort statt @ und y
L
(20a) {a’ = @,MCOS &,
y' = yomcose
setzt, so daff sich mit

(222) ¢ = o0~ L1575
ergibt
(21a) Yo = 1&,
(17Db) sine = x &,
e2
(24a) 72 = 1+§’2—25lCOS£’
e2
(252) Y5 = 7 oose

1
e
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Hier ist nun geméf (17a) freilich ¢ nicht mehr unabhingig von e,
und auch & ist jetzt nicht ohne weiteres ein geeignetes Maf} fiir die
Umlaufsschnelligkeit, weil ¢ gemaf} (20a) auch in &' und y' eingegangen
ist. Wir wéhlen dafir lieber

& , gy w?
([ — R 2 Vo
(22b) = cose  © (a 1+ 6w2>
mit
"o
(20b) {" = am,
"o
Y=Y

und haben dann zunichst
(17¢) tge = x&"
und weiter durch Einsetzen von & und Entfernen von ¢
1 + N2 5112
2 — p2
(24b) 7 "81+(1+x2)£”2—25”'
‘E"2

1—{—(1—}—%2)5”2—-25".

Da die Nenner auch jetzt fiir keinen reellen Wert von & ver-
schwinden, so tritt nach wie vor keine unendliche, unseren Annahmen
widersprechende Auslenkung ein. Der Hochstwert von y, (und nur

Abb. 98, Abb. 09. d%eser .ersc'heint uns
hier wichtig) gehort

(25b) Yy =e

4

% J Je zu & =1 und hat
’ den Betrag e/x, wo-

gegen fir £’ —= oo
WT Yoo == V_e£_2,

4 1 X

% ! . (28) '
: - Yoo =T
» 5

e/vivm beide von Null ver-
Vi e £" schieden  ausfallen.
0 2 3 i ) Man stellt den Ver-

lauf von y, (Abb.98)
sowie den Zusammenhang zwischen r und y, (Abb.99) leicht graphisch
dar, und desgleichen denjenigen zwischen &” und w2, der sich einfach
in der fritheren Hyperbel (Abb.96) wiederfindet, wenn man dort a
und y gegen " und p” vertauscht. Die Gleichung (26) fiir vy, aber
geht Uber in

"

— 4
(26&) Yo = Yo a”+(a”6—ﬂy")w2

mit dem Grenzwert e = 0 fiir unendlich grofle Umlaufsgeschwindigkeit.
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Wir ziehen aus (17¢) und (28) folgende Schliisse:

Mit zunehmender Geschwindigkeit stellt sich der Schwer-
punktsfahrstrahl mehr und mehr senkrecht zu OW, und zwar
vorauseilend oder nachhinkend, je nachdem die Kraft Q
hemmt oder antreibt.

Es gibt eine kritische Geschwindigkeit w, mit starker
Auslenkung der Welle. Bei rascherem Umlauf sinkt diese
Auslenkung; aber es tritt bei unbegrenzt grofien Geschwin-
digkeiten keine véllige Selbsteinstellung des Schwerpunktes
ein, sondern nur eine Selbsteinstellung der Mittelebene der
Scheibe senkrecht zur Verbindungsgerade der Lagermitten.

Der Einflufl der Kreiselwirkung duflert sich dabei in der
gleichen Weise wie beim ersten Falle.

Die kritische Geschwindigkeit folgt mit &’ = 1 aus (22b) zu

_ 6—a”+ V((S——a")2+4(a"6——ﬂy").
2((1"6—/3}’”)

Das negative Vorzeichen vor der Quadratwurzel ist auszuschliefen,
weil es auf einen negativen Wert ? fithren wiirde, zu welchem keine
reelle Zahl w, gehéren kann.

Es sind hier noch einige Bemerkungen zuzufiigen, welche beide
Fille angehen. Die wirklichen Verhaltnisse liegen, wie schon eingangs
erwihnt, in der Mitte zwischen beiden, und es ist daher angebracht,
das Gemeinsame der beiden Félle kurz hervorzuheben. Es besteht
darin, daBl ohne Zusatzkraft Q die Auslenkung bei der kritischen Ge-
schwindigkeit mit » = 0, ¢ = 0 theoretisch tiber alle Grenzen wéchst,
sofort aber endlich und bei kleiner Exzentrizitit e sogar klein bleibt,
wenn eine merkliche Kraft Q vorhanden ist; und dies ist ja stets der Fall.

Oberhalb der kritischen Geschwindigkeit ist die Kreiselwirkung
schadlich, und es ist dort erwiinscht, sie soweit als mdglich auszu-
schalten. Dies kann in den Féllen II, III und IV von Abb.92, S.215,
leicht erreicht werden. Es gentigt ndmlich nach (20), (22) und (22b), dal
Bo verschwinde, und dies geschieht nach (6) und (7) in den Féllen II
und I, wenn man mit @ = b die Scheibe auf die Mitte der Welle
aufkeilt, im Falle IV aber nach (8), wenn man die Welle im Ver-
hiltnis a:b = V2:1 unterteilt, die Scheibe also niher am drehbaren
Lager aufsetzt. Lediglich im Falle I ist die Ausschaltung der schad-
lichen Kreiselwirkung nicht méglich. Er kommt indessen fast nur
bei herausragenden Wellen von Schiffsschrauben vor, und eben da ist
die Reibungskraft Q so bedeutend, dafl gefahrliche Auslenkungen kaum

zu befiirchten sind.
Grammel, Der Kreisel. 15

(29) o}
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Wir wollen den Einfluf der Kreiselwirkung im Falle I (Abb.92), wo er am
stirksten ist, zahlenmifiig abschitzen. Es moge sich beispielsweise um eine Scheibe
von G = 10kg Gewicht und @ = 0,1 m Halbmesser handeln, die auf einer Welle von
0,2m Linge und d = 3,8 mm Durchmesser am freien Ende aufsitzt. Der Elasti-
zitdtsmodul sei B = 2,10kgm—2, ungefihr Stahl entsprechend. Man hat, alles in
runden Zahlen, m = 1 kgsek?m—! und nach §2 (10), S. 27, mit angendhert B — A/2

m a?

A—B= e = 2,5.10—3 mkgsek?,

sowie nach (4) und (3)
A = 4,8 m—2kg—1,

Ferner wird nach (5)
ay = 12,8.10—3 mkg—1, 0y = 0,96 m—1kg—1.
@98 — fo¥o = 3,2.10~8 kg2,
also nach (20) und (20b)
a’ = 12,8.10~3 sek?, 0 = 2,4.108 sek?,
a’d— By = 1,7.10—6 sek.
Wir wollen uns auf den zweiten Fall (Scheibenmitte in W) beschrinken und finden
dann die kritische Geschwindigkeit aus (29) zu
@y = 9,35 sek—1,

das sind
7y = 91 Umldufe in der Minute.

Ohne Beriicksichtigung der Kreiselwirkung finde man

r 1
Wy, — —_—
0 Va" ?

ng = 84 Umldufe in der Minute.

also

Infolge der Kreiselwirkung liegt die kritische Geschwindigkeit um 7 Umldufe héher.

Endlich miissen wir noch daran erinnern, dafi, sobald die Scheibe
ungleiche dquatoriale Haupttragheitsmomente B und C hat, wie z. B.
im Falle einer zweifliigeligen Schraube, ein Beharrungszustand tber-
haupt nicht eintreten kann, weil das Schleudermoment jetzt pulsiert.
Die ganze Erscheinung ist dann auf das engste mit den Eigen-
schwingungen der Welle verkniipft, die wir jetzt wenigstens noch
streifen miissen.

Denken wir uns ndmlich zur Ausschaltung der Kreiselwirkung
die Masse der Scheibe kugelférmig im Schwerpunkt S vereinigt, der
tiberdies genau auf der Wellenachse sitze, so kann diese Masse infolge
der Elastizitait der Welle Schwingungen mannigfacher Art ausfiihren,
auch ohne dafl die Welle sich zu drehen braucht. Diese Schwin-
gungen, durch irgendeine Stérung angeregt, klingen infolge der stets
vorhandenen Déampfung im Laufe der Zeit ab, es sei denn, dafl
sie in Resonanz mit der Wellendrehung w geraten. Vollzieht aber
der Schwerpunkt eine Schwingung auf einer Kreisbahn vom Halb-
messer y, mit der Winkelgeschwindigkeit w,, so miissen sich die
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Fliehkraft muly, und die elastische Gegenkraft der Welle das Gleich-
gewicht halten. Diese Gegenkraft folgt aus (1), indem man dort M
streicht, zu ¥/, so dafl

Yo

2, __
™My Yo = a

wird, woraus sich die Frequenz der kreisférmigen Eigenschwingungen
der Masse m zu
1

Ho = Vaow

berechnet. Wir stellten aber schon oben fest, dafl in den beiden be-
handelten Fillen die kritische Geschwindigkeit des grofiten Aus-
schlages y, ohne Kreiselwirkung ebenfalls den Wert

. 1
o—‘/m

besitzt. Ohne Kreiselwirkung liegt die kritische Geschwindig-
keit bei der Eigenfrequenz der Welle, mit Kreiselwirkung
liegt sie etwas hoher. Die Erhéhung ist in Abb. 96 an der Ab-
szisse £ = 1 abzulesen.

Wenn die Wellendrehung o und die Kreisschwingung u nicht
nur dem Betrage nach, sondern auch im Umlaufssinn {ibereinstimmen,
so handelt es sich um diejenige Resonanz, die Veranlassung gibt zu
den jetzt erledigten kritischen Geschwindigkeiten mit stationirem
Bewegungscharakter. A. Stodola entdeckte nun durch Versuche, daf}
— was von vornherein einleuchtet — Resonanz auch dann eintritt,
wenn o und p zwar von gleichem Betrage, aber von entgegen-
gesetztem Vorzeichen sind. Bei dieser Resonanz zweiter Art gibt es
offenbar, solange eine Kraft @ vorhanden ist, tberhaupt keinen
Gleichgewichtszustand. Ein solcher ist nur moglich, wenn mit ge-
nauester Zentrierung des Schwerpunktes auf der Wellenachse @ und
also auch & verschwinden. Beschrinken wir uns, um die weitere
Rechnung ansetzen zu koénnen, auf diese Voraussetzung, so verwischen
wir allerdings sozusagen die Feinstruktur der ganzen Erscheinung;
aber es kommt uns hier nur darauf an, zu entscheiden, in welcher
Weise die kritische Geschwindigkeit w; bei Resonanz zweiter Art
durch die Kreiselwirkung geandert wird.

Die Scheibe ist jetzt zu behandeln als Kreisel, der aufler seiner
Prazessionsdrehung 4 = — @ noch eine Eigendrehung » = 2w voll-
zieht, insofern die Summe u + » = o eben die Umlaufsgeschwindig-
keit der Welle darstellen mufl (frither war u = w, » = 0). Und

15*

.,
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demnach tritt zu dem bisherigen Schleudermoment K (15) noch ein
Kreiselmoment im engeren Sinne K’ mit dem Betrage [Einl II (3),

S. 165] K — —2 A(DQQPO,

so daf} jetzt als Biegungsmoment die Summe

M= —(K—K') = (4+ B)w?y,
anzusetzen ist. Indem wir dann noch r = y,Jund ¢ = 0 wihlen,
kommt an Stelle von (19) und (20) bzw. (20a)

Yo = (a1 Yo + Bryo) 02,
19c
(19¢) {wo = (2 Yo Hby ) 0®
mit den neuen Wellenbeiwerten

J a = G, B = Bo(4 + B),
L 71 = yom, 6, = 6y(4 + B).

Die Gleichungen (19c), homogen in ¥y, und v,, werden im all-
gemeinen nur durch y, = y, = O erfiillt, d. h. im allgemeinen erfolgt
tiberhaupt keine Auslenkung. Eine solche ist nur dann mdglich (und
tritt bei der geringsten Stérung auch wirklich ein), wenn-die zweite
Gléichung (19c¢) eine Folge der ersten ist, so dal in der allein noch
iibrigbleibenden ersten Gleichung die eine Unbekannte, etwa y,, noch
ganz willktirlich gew#hlt werden kann. Damit dies der Fall sei, muf}
der Quotient 1,/ys, aus beiden Gleichungen berechnet, denselben
Wert haben:

(20¢)

Y  l—aqow?  po?
Y%  po* T 1—60?

woraus fir die Geschwindigkeiten w, bei welchen die Auslenkung
moglich ist, und die wir die kritischen Geschwindigkeiten zweiter
Art heiflen, die Gleichung folgt

(30) (1 —aq0)(1 — 6,02 = f,y, w*

mit den beiden positiven Wurzelquadraten

(29¢) wfz — (& +0) + V(‘h +6,)—4(a,0, — 71),
’ 2(,6, — B1m)
wo die Radikanden offenbar stets positiv bleiben. Es sind also
zweil neue kritische Geschwindigkeiten zu erwarten.
Ist zunichst mit f, = 8, = 0 keine Kreiselwirkung vorhanden,
so liefert (30) unmittelbar

W, = 1 W, = o

1 al * 2 ’
also neben einer ungefihrlichen, unendlich grofien kritischen Ge-
schwindigkeit w, wieder den schon bei der Resonanz erster Art

gefundenen Wert 1/{a,m. Infolge der Kreiselwirkung, deren Moment
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die entgegengesetzt gerichteten Vektoren g und » zur Deckung zu
bringen, die Welle folglich (im Gegensatz zu frither) umzubiegen
strebt, miissen die kritischen Zustdnde schon bei geringeren Umlaufs-
geschwindigkeiten eintreten. Die Kreiselwirkung setzt die beiden
kritischen Geschwindigkeiten zweiter Art herab.

Fiir die frei herausragende Welle findet man mit den friitheren Zahlen

P)
A4+ B = :ﬁ:i = 7,5.10~ % mkgsek?,
also
a; = 12,8.10- 8 sek?, 0, = 7,2.10—8 sek?,
a8 — iy = 23,1. 10— 6 sekt
und somit
W = 74 sek—1, Wy — 28,5 sek—l’
das heifit
7y = 70, ng = 272

Umldufe in der Minute, Zu der frither ermittelten kritischen Zahl ny = 91 tritt
mithin eine etwas niedrigere 7#; und aufierdem noch eine sehr hohe, aber erfahrungs-
gemif gliicklicherweise ziemlich ungefdhrliche kritische Zahl n,.

Lafit man die Welle langsam anlaufen, so beobachtet man in der
Tat, dal sie zuerst mit riicklaufiger Prézession (S.42) zu schleudern
beginnt (w,), sich dann beruhigt, bald darauf mit vorschreitender Pri-
zession von neuem und zwar sehr heftig schleudert (w,) und schlieBlich
sich der Selbsteinstellung nihert, welche nur noch einmal voriibergehend
bei ganz hoher Umlaufsgeschwindigkeit (w,) durch ein kurzes Schleu-
dern mit ricklaufiger Prazession unterbrochen wird.

3. Viele Scheiben. Sitzen auf der Welle mehrere Scheiben, so
wird die Rechnung nattirlich viel umstdndlicher; sie vereinfacht sich
aber wieder ganz erheblich, wenn die Zahl der Scheiben so grof ge-
worden ist, daB man unbedenklich so rechnen darf, als siflen die
unendlich diinn gedachten Scheiben, ohne sich jedoch gegenseitig zu
berithren, unendlich dicht auf der Welle. Im Mittel ist ihre Ex-
zentrizitdt ¢ dann als verschwindend-anzusehen, da die Vektoren e
in den einzelnen Scheiben die verschiedensten Richtungen und Gré8en
haben werden. Es soll unter m jetzt die auf die Lingeneinheit der
Welle entfallende Masse der Scheiben verstanden sein. Wir setzen
m sowie den Scheibenhalbmesser R als iiberall gleich voraus. Dann
ist fir jede Scheibe streng B = A/2 und demnach fiir die Lingen-
einheit der Welle nach §2 (10), S.27,

(31) A—B:m%-

Sind wieder x und y die Koordinaten eines Punktes der gebogenen
Wellenachse und y ihre dortige Tangentenrichtung (vgl. Abb.g2, I,
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S. 215), so tritt als biegende Kraft und biegendes Moment fiir die
Langeneinheit der Welle die entsprechende Fliehkraft und das Schieuder-
moment auf, ndmlich

(32) F, = mw?y,
__ mo*R?  mw?Ridy

wenn wir zundchst nur die Resonanz erster Art berticksichtigen und
unter der Voraussetzung kleiner Durchbiegungen den Winkel o mit
seiner trigonometrischen Tangensfunktion dy/dz verwechseln. Die
Reibungs- bzw. Antriebskrifte ergeben hier im Mittel nur ein Dreh-
moment um die Wellenachse, dirfen also aufler Betracht bleiben.

Der zu erwartende Gleichgewichtszustand ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB das Biegungsmoment M, (vgl. S.216) in jedem beliebigen
Wellenquerschnitte # gleich ist der Summe der Momente, welche in
bezug auf diesen Querschnitt herrithren von den Auflagerkraften, den
Fliehkriften und den Kreiselwirkungen oberhalb oder unterhalb dieses
Querschnittes. Und demnach mufi auch die auf die Lingeneinbeit
gerechnete Zunahme d M,/dx des Biegungsmomentes, wenn man langs
der Welle fortschreitet, gleich sein der Summe der Zunahmen der
genannten drei Momente. Das Schleudermoment (als das dritte) ist
dabei aber seiner Definition gemafi gerade um den Betrag K. ge-
wachsen; ebenso das Moment der am Querschnitt x = 0 angreifenden
Auflagerkraft P, gerade um P; selbst (da der Hebelarm beim Vor-
riicken des Bezugspunktes # um die Einheit zugenommen haben soll),
und ganz entsprechend das Moment der zwischen den Querschnitten 0
und z angreifenden Fliehkrafte um den Betrag ihrer Summe

ijdx
0

(da der Hebelarm jedes Summanden F,dx um 1 gewachsen ist). Es
gilt somit im Beharrungszustande

am, ¢ '
(34) - =K,+P1+jfwdx
(4]

oder nach nochmaliger Ableitung nach z und in Verbindung mit (9),
(32) und (33)
R2 d?y

(33) Tk —Ama (G g t) = o

Dies ist die Differentialgleichung der gebogenen Wellenachse.
Ihre Partialintegrale sind wieder von der Form

Y = aeer,
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Fir die Kennziffern ¢ kommt sofort die Bestimmungsgleichung

Rz
6 t— 2(—p?+ 1) = 0.
(30) 4 lmw(49+) 0
Setzt man zwei reelle Zahlen
o? Amw? R2 /A mw? B2\2
37) _Tz} =g % V< g ) Himar

so sind die vier Kennziffern mit 4 = y—1
@ =0 Q= —06 @=Ii1 @ =—I1

also das allgemeine Integral (mit komplexem dritten und vierten
Gliede)

y=a, e+ ae %"+ 1(ug —ia,)e™ + ;(ag +ia,)e"
oder kiirzer
(38) Y = a,€°® 4 a,e~°% | azcostx + a,sintx
mit vier reellen Integrationskonstanten a,, a,, a;, a@,.

‘Wir bemerken, daf dann und nur dann
(39) 02 =12 = wvm
ist, wenn mit B = 0 die Kreiselwirkung verschwindet. Fiirderhin
soll aber B 3= 0 vorausgesetzt werden.

Es handelt sich jetzt hauptsichlich darum, das Vorhandensein
von kritischen Geschwindigkeiten festzustellen. Zu dem Zweck haben
wir die Bestimmung der Integrationskonstanten @; in Angriff zu
nehmen und mifiten von hier ab wieder die vier verschiedenen Unter-
falle L, II, III, IV voneinander trennen (vgl. Abb:92). Wir beschrinken
uns indessen auf einen davon, namlich auf den der Rechnung am
leichtesten zugénglichen Fall IIL

Die Welle besitze also beiderseits drehbare Lager. Wir haben
zum Ausdruck zu bringen, dafi an beiden Enden die Durchbiegung,
aber auch das Biegungsmoment (9) verschwindet, da kein Einspann-
moment vorhanden ist:

y=0 fir 2=0 und z=1,

%:O fir =0 und z=1.
Dies ergibt ausfithrlich nach (38)
(40) a, + a;, + az = 0,
(41) a, €5+ aye0' + agcostl + a,sintl =0,
(42) a4y 62 + 0502 — ag 72 =0,
(43) a, 62¢°! - ay02e 9t —qazr2costl — a,12sintl = 0.

Diese vier-Gleichungen, homogen in den Unbekannten a;, werden
im allgemeinen nur durch a; = ay = a; = a, = 0 erfilllt, d. h. im
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allgemeinen erfolgt iiberhaupt keine Auslenkung. Wenn aber die
Zahlen ¢ und v so beschaffen sind, daBl eine der vier Gleichungen
eine Folge der drei iibrigen ist, so bestimmen diese drei auch drei
der vier Unbekannten als Funktion der vierten, die noch ganz beliebig
gewihlt werden kann. Die vierte Gleichung muf8 dann identisch er-
fullt sein.

Um zu sehen, ob etwas Derartiges in unserem Falle eintreten
kann, wihlen wir etwa a, willkiirlich und sehen (43) als eine Folge
von (40) bis (42) an. Zunichst folgt aus (40) und (42)

(44) az; = O, ay = — Q.

Alsdann gibt (41)

45) { a, (o' — e_“’) = — a,4s1'n1l
ag(es'—e %) =  q,sintl,

und jetzt wird aus (43)

(46) ay (0?4 %) sintl = 0.

Damit diese Gleichung fir jeden Wert von a, erfiillt ist, damit also
wenigstens @, ungleich Null werde, mufl der Beiwert 4 von a, in
(46) verschwinden
47) 4 = (62 + 7% sinzl = 0.
[Die GroBle 4 ist der Wert der vierreihigen Determinante aus den
Beiwerten der a; in (40) bis (43), und es wird in der Algebra gezeigt,
dafi unsere vier homogenen linearen Gleichungen gerade nur daon
von Null verschiedene Losungen haben kénnen, wenn ihre Deter-
minante A verschwindet; unsere Rechnung ist nur eine verkappte
Auswertung dieser Determinante.]

Der Ausdruck (47) verschwindet, abgesehen von dem gleich-
giiltigen Falle ® = 0, dann und nur dann, wenn sinzl! Null ist, d. h.
wenn 7l ein ganzzahliges Vielfaches von & wird, oder ausfiihrlicher

nach (37), wenn
nt ot

(48) w2 = * ne n2 R2

m Al < 1— W_>
ist, wo #n jede beliebige ganze Zahl sein darf. Setzt man der Reihe
nach n =1, 2, 3..., so heiflen die aus (48) sich ergebenden Ge-
schwindigkeiten ®,, @y, @, ... die kritischen Geschwindigkeiten
erster, zweiter, dritter Ordnung usw., weil bei ihnen eine Aus-
lenkung der Welle stattfinden kann — und auch wirklich stattfindet,
sobald eine wenn auch noch so kleine Stérung den Anstofl dazu ge-
geben hat. Die Welle ist bei den kritischen Geschwindigkeiten cw,,
®,, @s, ... labil, fingt augenblicklich an zu schleudern und biegt sich.
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Weil nachtriglich mit sinzl = 0 nach (45) auch a; = a3 =0
sein muf}, so wird die Gestalt der gebogenen Welle nach (38) durch

. . x
y = a,sinTz = g sinnay

dargestellt (Abb.100); die Amplituden a, dieser Sinuslinien vermdégen
wir freilich nicht anzugeben, ohne auf die fiir groflere Auslenkungen
giltigen Gesetze der Biegungslehre einzu- Abb. 100.
gehen. Es geniigt aber, zu verbieten, dafl

die Welle iiberhaupt mit einer kritischen . n=t
Geschwindigkeit umlaufe.

Die kritische Geschwindigkeit erster n=?
Ordnung (n = 1) ist nattirlich die wich- s
tigste. Sie liegt um so hoher, je kiirzer die ~——

Welle und je steifer ihr Stoff ist (1/4 ist

ein Mafl der Festigkeit) und je grofler mit E die Kreiselwirkung
wird. Die Kreiselwirkung vergréBert also auch hier schein-
bar die Steifheit der Welle.

Ohne Kreiselwirkung (R = 0) gibt es unendlich viele kritische
Geschwindigkeiten, die sich dann wie 1:4:9... verhalten. Mit Kreisel-
wirkung gibt es nur eine endliche Anzahl kritischer Geschwindig-
keiten, weil man » nur soweit steigern darf, daB der Nenner in (48)
gerade noch positiv bleibt; d. h. » darf nicht gréBler sein als die Zahl

41 vierfache Wellenldnge
(49) P = 3Ra ™ ~ Scheibenumfang

und daraus schlieBen wir, soweit es sich um Resonanz erster Art handelt:

Wenn die Ladnge der Welle kleiner als der vierte Teil
des Scheibenumfanges ist, so verhindert die Kreiselwirkung
jedes Schleudern.

Dies ist das bemerkenswerteste Ergebnis, auf das es uns hier an-
kommt. Dagegen verzichten wir, wie gesagt, darauf, nun auch die
drei anderen Unterfalle der verschiedenen Lagerungsarten zu behandeln,
wiewohl sie sich bis zu der Gleichung, welche (47) entsprechen wiirde,
jedesmal ganz ebenso leicht durchrechnen lieflen. Aber die Weiter-
behandlung jener Gleichung wird bei ihnen, sobald man die Kreisel-
wirkung berticksichtigt, eine zahlenmiflig so umstindliche Aufgabe,
daBl wir hier auf die Wiedergabe der Losung verzichten mégen. Es
wirde sich dabei natiirlich wieder zeigen, dafl die Kreiselwirkung der
Scheiben die Steifigkeit der Welle erhoht und die kritischen Ge-
schwindigkeiten hinaufsetzt. Und auch der vorhin ausgesprochene
Satz, wonach bei einem Scheibenumfange von mindestens der vier-
fachen Wellenlinge das Schleudern tiberhaupt verhindert wird, 148t
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sich auf die Falle III und IV tbertragen. Es sei aber ausdriicklich
daran erinnert, dafl uns unsere Voraussetzungen durchaus an das
Gebiet der stationdren Bewegung binden. Inwieweit in der Welle
Schwingungen auftreten, inwiefern periodischer Antrieb oder, bei
schiefer oder wagerechter Lagerung, das Gewicht den Lauf der Welle
beeinfluBit, dies wire Aufgabe einer besonderen Untersuchung.

Hier merken wir nur noch an, daf kritische Geschwindigkeiten
auch durch die Resonanz zweiter Art (riicklaufige Prézession) erzeugt
werden. Um sie zu erhalten, haben wir zufolge unserer friitheren
Uberlegungen [vgl. (19) und (20) mit (19¢) und (20c)] den Ausdruck
A — B iberall durch — (4 4 B) und also wegen B = A/2 durchweg
[vgl. (31)] R? durch — 3 K2 zu ersetzen. So kommen wir auf
(483) w? = ot

3n2a? 12

m}.l4(1 + T >

als Bestimmungsgleichung fiir die kritischen Geschwindigkeiten zweiter

Art, welche mit zunehmendem R sinken. Die Kreiselwirkung ver-
kleinert jetzt scheinbar die Steifigkeit der Welle.

Im Gegensatz zu den kritischen Geschwindigkeiten erster Art gibt
es kritische Geschwindigkeiten zweiter Art (48a) in unbeschrankter
Menge, und man stellt auf Grund von (48a) nach bekannter Rechen-
regel leicht fest, dafl mit steigender Ordnungszahl » auch die kritischen
Zahlen w, zweiter Art unablassig grofler und gréfler werden.

Weil erfahrungsgemédf die Resonanz zweiter Art weit weniger
gefahrlich ist als diejenige erster Art, so wird man nach wie vor bei
solchen Wellen, die kiirzer sind als der vierte Teil des Scheiben-
umfanges, nichts zu befirchten haben.

Man kénnte jetzt noch weiterschreiten einerseits in der Rich-
tung, dafl man die GroBen m, R und 4, also Scheibengréfie und Wellen-
dicke, sich lings der Achse &ndern liefle, wie dies bei Dampfturbinen
tatsichlich der Fall ist. Andererseits kann man auch die Masse der
Welle beriicksichtigen, und dann wird die Mannigfaltigkeit der kri-
tischen Werte von @ noch erheblich gréfler. Wir miissen uns ver-
sagen, auf diese Untersuchungen naher einzugehen, da sie einwandirei
nur mit den Hilfsmitteln der Lehre von den sogenannten Integral-
gleichungen gefiihrt werden konnen, deren Kenntnis wir hier nicht
vorauszusetzen wagen.




Zweiter Abschnitt.
Mittelbare Stabilisatoren.

§18. Astatische Kreisel.

1. Das Foucaultsche Gyroskop. Indem wir von den Radsitzen
zu den Stabilisatoren iibergehen, betreten wir sogleich das eigenste
Gebiet des Kreisels, auf welchem er als wissenschaftliches wie als
technisches Werkzeug seine bestechendsten Erfolge aufzuweisen hat.
Zur Stabilisation ist, neben und wohl auch in Verbindung mit der
durch ihre Richtung ausgezeichneten Schwerkraft, vor allem der
schnelle, mit groflem Schwung begabte Kreisel zufolge seiner scharf
ausgepragten Tragheitseigenschaften vorziiglich geeignet. Fur die
mittelbare Stabilisation, mit der wir es zunichst zu tun haben,
gentigt es allemal, daBl der Kreisel eine Richtung oder Richtungs-
dnderung anzeige und gegebenenfalls einer Hilfsmaschine, welche die
eigentliche Stabilisierung zu besorgen hitte, geeignete Anweisungen
erteile. Insofern der Kreisel hier also hochstens einen Zeiger zu steuern
oder vielleicht einen elektrischen Strom zu schlielen oder einen Druck
anzuzeigen hat, kann er fast beliebig klein und leicht gestaltet sein,
so klein und so leicht, als es eben mit den technischen Moglichkeiten
seines Antriebs, seiner Lagerung und namentlich seines Schutzes vor
unvermeidlichen Stérungen zu vereinbaren ist. Der Theorie seiner
Storungsfehler werden wir unsere besondere Aufmerksamkeit zu-
wenden miissen.

Schon seit langem und immer wieder hat man versucht, den
astatischen, d. h. im Schwerpunkt méglichst reibungsfrei gestiitzten
Kreisel, dem wir fiirs erste seine drei Freiheitsgrade voll belassen, zu
stabilisierenden Zwecken zu verwenden. Wir sprachen schon frither
(§6, 3., S.60) von einer Art Richtungssinn seiner Figurenachse, wenn
diese den Schwungvektor tragt. L. Foucault und nahezu gleich-
zeitig Person sowie G. Sire hatten den sehr geistreichen Gedanken,
diesen Richtungssinn des Kreisels zum Nachweise der Erddrehung
zu verwenden, und L. Foucault verwirklichte den Gedanken im
Jahre 1852, also ein Jahr nach seinem berithmten Pendelversuche, aller-
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dings mit zweifelhaftem Erfolge. Von einem Stabilisator zu sprechen,
ist hier wenigstens im weitesten Sinne erlaubt, insofern der Kreisel
die uns sonst nur mittelbar ersichtliche Drehbewegung unserer Erde
unmittelbar anzeigen soll; Foucault nennt seinen Kreisel treffend
ein Gyroskop.

Hitte man einen astatischen, reibungsirei in einem masselosen
Gehinge gelagerten symmetrischen Kreisel zur Verfiigung, so miifite
dieser, gleichgtltig mit welchem Schwung begabt, eine regulidre Pra-
zession um seine ruhende Schwungachse vollziehen (§ 4, 1., S. 40).
‘Wahlte man zur Schwungachse die Figurenachse selbst, so stiinde diese
vollig still in dem Raum, in welchem unsere Mechanik gilt, und auf
welchen bezogen das System der uns umgebenden Fixsterne mit grofiler
Genauigkeit als ruhend angesehen werden darf. Die tagliche Drehung
der Erde gegen diesen Raum miifite sich bekunden in einer schein-
baren entgegengesetzten Drehung jener Schwungachse gegen die
irdische Umgebung des Beobachters, vorausgesetzt, dai die Schwung-
achse nicht zufallig die Richtung der Erdachse besitzt. Die Moglich-
keit, diesen Versuch auszuftihren, hat ihre Grenzen lediglich in tech-
nischen Schwierigkeiten, weil der Kreisel duflerst storungsfrei arbeiten
mufl, wenn die scheinbare Drehung seiner Schwungachse zuverlassig
sichtbar sein soll. Aus der Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung

2

(1) w = 86 164 sek—1

(der Nenner gibt die Zahl der Zeitsekunden eines Sternentages an)
folgt namlich, daB jene scheinbare Drehung in der Zeitminute nur
etwa 15 Bogenminuten ausmacht, ein Betrag, der ohne besondere Vor-
sichtsmafiregeln natiirlich innerhalb der Fehlergrenzen des Versuches
liegen wird. Solche Fehler verschuldet einerseits die Schwere, anderer-
seits die Reibung.

Es ist nimlich unméglich, einen Kreisel vollig astatisch zu bauen.
Das geringste Herausriicken des Schwerpunktes aus dem Stitzpunkt
hat aber eine pseudoregulire Prizession der Figurenachse um die
Lotlinie des Beobachtungsortes zur Folge, und diese kann jene
scheinbare Drehung dann vollstindig tiberténen. Da die Prizessions-
geschwindigkeit des schweren Kreisels nach §9 (21), S.94, um so
kleiner bleibt, je gréfler der Schwung ist, so wird man den Kreisel
so stark wie moglich antreiben.

Und man wird auflerdem dafiir zu sorgen haben, dafi der Kreisel
moglichst reibungsfrei gelagert ist. Foucault hingte den &ufleren
Ring seines Cardangehinges an einem langen, torsionsfreien Faden
auf und vermied so wenigstens die Reibung in dem druckfreien unteren
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Zapfen (Abb.101). Als stérend blieb indessen immer noch die Rei-
bung in den Lagern des inneren Ringes, und diese war trotz aller
Vorsichtsmafiregeln doch noch so grofl, dal Foucault auch nur mit
Miihe gerade noch wenigstens den Sinn der zu erwartenden schein-
baren Drehung, keineswegs aber ihren Betrag (1) festzustellen ver-
mochte.

Es sind gegen den Foucaultschen Versuch zwei grundsitzliche
Einwinde erhoben worden, die wir noch zu entkriften haben. Der
erste betrifft die Stérung, die durch die trage Masse der Ringe be-
dingt ist. Der &duflere Ring wird von der Erde Abb. 101.
mitgedreht, den inneren hat der Kreisel entsprechend
zu steuern. Ist A das Tragheitsmoment des letzteren
um einen Durchmesser, so empfingt demnach der
Ring vom Kreisel einen Schwung, der den Betrag
Aw niemals iibersteigen kann. Dieser Schwung ist
gegen den Eigenschwung des Kreisels vollkommen
zu vernachldssigen, wenn man bedenkt, dafi selbst
bei nur einem Eigenumlauf in der Sekunde und nur
gleich groflem Tragheitsmoment um die Figuren-
achse der Eigenschwung doch schon mindestens
86164 mal grofier als jener zusitzliche Schwung wird.

Und damit erledigt sich auch der zweite Ein-
wand, namlich daBl es nicht méglich sei, die Figuren-
achse genau genug mit der Schwungachse zur
Deckung zu bringen, wie dies doch streng voraus-
gesetzt wurde. Dazu ist ndmlich zu bemerken,
daf}, wenn man die Figurenachse des Kreisels gegen-

{iber der Erde wihrend des Antriebs festhilt, der

Kreisel zwar offenbar noch einen von der Erddrehung w herriihrenden
Zusatzschwung mitbekommt, dessen Vektor im ungiinstigsten Falle
auf der Figurenachse senkrecht steht, aber eben nur wieder den
86 164sten Teil der Linge des Eigenschwungvektors mifit, falls wir bei
den vorigen Zahlen und etwa einem Kugelkreisel bleiben. Die Figuren-
achse steht jetzt freilich im Raum nicht still, sondern beschreibt eine
reguldre Prizession um die resultierende raumfeste Schwungachse;
der Erzeugungswinkel des Prézessionskegels, in unserem Falle gleich
w/2 7, betrdgt aber weniger als 21/, Bogensekunden, und das ist ver-
nachlassigbar klein gegeniber dem bereits in einer Zeitminute zu
erwartenden Winkel von 15’ der scheinbaren Drehung.

2. Geradlaufer. Der Foucaultsche Gedanke ist viel spiter zu
einem sehr brauchbaren Instrument durchgebildet worden, welches
freilich einem ganz anderen Zwecke dient: wir meinen die technisch
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wichtigste Anwendung des astatischen Kreisels von drei Freiheits-
graden, nimlich den von Obry im Jahre 1898 erfundenen Geradliufer,
einen wesentlichen Bestandteil der Steuereinrichtung des Whitehead-
Torpedos. Der astatisch gebaute Geradlaufkreisel ist im Heck des
fischférmigen Torpedokdrpers vermittelst eines Cardangehénges gelagert
(Abb.102). Die Figurenachse (a) des Kreiselkérpers (k) weist in die
Schufirichtung. Von den beiden Cardanringen (r; und r,) trigt der
duflere einen Stift (s), der in eine
Gabel (g) eingreift, und diese ist
ebenso wie der duflere Cardan-
ring (r,) drehbar an einem mit
dem Torpedokérper verbundenen
Bigel (b) befestigt. Der Stift (s)
sowie die Drehachse des dufleren
Cardanringes weisen fir ge-
wohnlich lotrecht. Der Eigen-
schwung wird dem Kreisel mit-
geteilt durch einen von einer
Feder gespannten Zahnradsektor
(¢), der, in eine Verzahnung
der Figurenachse eingreifend und beim AbschuB des Torpedos los-
schnellend, den leicht und fein gearbeiteten Kreisel auf eine Ge-
schwindigkeit von 2400 bis 10000 minutlichen Umdrehungen antreibt,
die er mehrere Minuten lang nahezu beibehélt. Es sind neuerdings
eine ganze Reihe anderer Geradliufer bekannt geworden, die auf den
gleichen Grundsitzen beruhen und sich nur durch die Art des An-
triebes unterscheiden; so wird beim Kaselowskischen Geradlaufer der
Kreisel sehr sinnreich als Luftturbine bis auf 18000 Umdrehungen
in der Minute angeblasen. - Doch dies ist fiir uns nebensachlich.

Nachdem der bis dahin gehemmte Kreisel zugleich mit dem Ein-
tauchen des Torpedos in das Wasser angetrieben und freigegeben ist
bildet seine Figurenachse die ideale Schufirichtung. Eine besondere
Tiefensteuereinrichtung regelt die Eintauchtiefe des Torpedos; die
Geradsteuerung dagegen besorgt von nun ab der Kreisel, und zwar
dadurch, dafl er den wagerechten Durchmesser des duBeren Cardan-
ringes, wenn wir von den Roll- und Stampfbewegungen des Torpedos
(vgl. S.186) absehen, dauernd zur idealen Schufirichtung senkrecht
halt. Jede Kursabweichung des Torpedos, d. h. jede Verdrehung des
Biigels (b) gegen jenen Durchmesser hat dann auch eine Verdrehung
der Gabel (g) gegen den Biigel (b) zur Folge (Abb.103). Indem die
Gabel jetzt eine kleine Seitenrudermaschine steuert, wird die fehler-
hafte Kursdnderung des Torpedos riickgédngig gemacht.

Abb. 102.
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Der Obrysche Kreisel mufi auf das sorgfaltigste gearbeitet sein;
er bewidhrt sich dann vorziiglich und ermdglicht recht grofie Schuf-
weiten. Seine Zielsicherheit ist durch eine Reihe von Fehlerquellen
begrenzt, die wir kurz aufzuzdhlen und zu priifen haben.

Eine erste Stérung wird von der Gabel ausgeiibt, deren Bewegung
eine in Wirklichkeit allerdings selir kleine Kraft zwischen Stift und
Gabel voraussetzt. Als Rickwirkung entsteht ein Stérungsmoment M,
dessen Vektor in die lotrechte Dreh- Abb. 103.
achse des dufleren Cardanringes fallt. :
Wir wollen den EinfluB8 dieses Mo-
ments abschatzen.

Ist das Moment beispielsweise eine
Zeitlang wenigstens dem Sinne nach
unveranderlich, ein Fall, der dann
eintreten mag, wenn der Torpedo aus
irgendwelchen Grinden dauernd zu
einer Kursabweichung nach derselben
Seite neigt, so wird die Figurenachse
sich nach der Regel vom gleich-
stimmigen Parallelismus (S. 60) auf-
richten und in die Achse vqn M einzustellen streben. Sie beginnt
diese prazessionsartige Bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit

) M:%,

wie aus Einl. IT (4), S. 165 oder §6 (11), S.64, folgt. Gleichzeitig sinkt
die Steuerfihigkeit des Kreisels, um schlieBlich zu erléschen, sobald
die Figurenachse sich ganz aufgerichtet hat.

Mit der Verlagerung der Schwungachse sind notwendig Nutationen
verbunden, deren Amplituden bei hinreichend starkem Schwung gewifl
vollig unmerklich bleiben, solange nicht besondere Resonanzerschei-
nungen Platz greifen (wir haben dies frither ausfithrlich untersucht;
vgl. S.61). Resonanz aber tritt dann und nur dann ein, wenn das
Stérungsmoment M gerade im Takte der Nutationen pulsiert, fiir deren
Frequenz wir in §6 (13), S.64, die Zahl

(3) W=7z

gefunden haben, unter B das 4dquatoriale Tragheitsmoment des Kreisels
verstanden. (Inwieweit dabei das Trigheitsmoment der mitbewegten
Cardanringe mitzuzahlen ist, bleibt ohne genauere Rechnung unent-
schieden; die Gréflenordnung von u/, auf die es hier allein ankommt,
wird davon jedoch nicht beriihrt.)
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Nun ist allerdings ein pulsierendes Stérungsmoment von vorn-
herein zu erwarten. Denn der Torpedokérper, nach einer kleinen
Kursinderung vom Kreisel in die Schufirichtung zuriickgesteuert,
schwingt infolge seiner Tragheit {iber diese seine Nullage nach der
anderen Seite etwas hinaus, und das Spiel wiederholt sich, so dafl
seine Bahn in Wirklichkeit keine Gerade, sondern eine sanfte Wellen-
linie bilden wird. Aber eben infolge der Trégheit des Torpedokérpers
ist auch die Gefahr der Resonanz dieser Wellenbewegung mit den
Kreiselnutationen ganz und gar ausgeschlossen. Auf eine Sekunde
mogen hochstens wenige solcher Schwingungen entfallen (wahrschein-
lich nicht einmal eine einzige volle Schwingung); die Zahl der Nuta-
tionen aber ist nach (3) wegen ® — A von der Gréfenordnung der
Zahl der sekundlichen Eigendrehungen, also ungefdhr 40 bis 300.

‘Wihrend das durch die Steuergabel (g) verursachte Stérungs-
moment also lediglich die Steuerfihigkeit des Kreisels durch Heben
oder Senken seiner Figurenachse vermindert, so ist eine zweite, viel
bedenklichere Stérung von der Reibung in den wagerechten Lagern
des inneren Cardanringes zu befiirchten. Die unvermeidlichen Stampf-
bewegungen des Torpedokdrpers tibertragen so kleine Stérungs-
momente M’ mit wagerechter Achse auf den Kreisel, dessen Figuren-
achse sich ihnen zu gleichstimmigem Parallelismus anzupassen sucht,
indem sie nun wagerecht zu prizessieren beginnt. Naturgemifl pul-
siert das Moment M, und so pulsiert auch der Drehsinn dieser Pri-
zession und die von ihr eingeleitete fehlerhafte Seitensteuerung: die
Folge ist eine Schuflbahn, die, von oben gesehen wellenférmig, in
Wirklichkeit als eine Art lang gestreckter Schraubenlinie sich durch
das Wasser zieht. Der hiedurch bedingte Zielfehler {ibersteigt die
zuerst erwihnte Stérung so stark, dafi wir dort auf eine ausfiihrliche
Rechnung (wie sie wohl hin und wieder angestellt worden ist) als
zwecklos verzichten durften.

Ein dritter, wieder belangloser Fehler riibrt von der Erddrehung
her. Wir k6nnen ihn abtun mit der Bemerkung, dafi die Figurenachse
zwar nicht gegen die Erdoberflache, sondern gegen den Weltraum
stille zu stehen trachtet, dal aber ihre scheinbare Drehung gegen die
Erdoberfliche selbst am Pol nur die Geschwindigkeit w (1) besafle,
die dort in vier Zeitminuten (wohl der langsten Schufidauer bei 20
bis 30m/sek Schuligeschwindigkeit) eine Miflweisung von erst einem
Bogengrad hervorriefe. Am Aquator fallt jede MiBweisung fort, wie
man bei nordlicher oder stdlicher Schufirichtung ohne weiteres sieht;
aber auch bei Ostlicher oder westlicher Schufibahn wiirde sich die
Figurenachse nur eben um jenen kleinen Betrag langsam heben. In
beliebiger geographischer Breite ¢ ist die Miiweisung des Seitensteuers
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nach vier Minuten offenbar gleich 1°.sin ¢; dieser Betrag liegt gerade
an der Grenze der Empfindlichkeit des Geradldufers, der auf eine Kurs-
dnderung von 1/, eben noch anspricht. Bei gesteigerten Schulweiten
freilich miifite man die Erddrehung ebenso beriicksichtigen, wie dies
in der Ballistik schon langst tblich ist.

Ein vierter Fehler des Geradlaufers ist, wie beim Gyroskop, darin
zu suchen, daff der Kreisel nicht vollkommen astatisch gebaut werden
kann. Nehmen wir der Einfachheit halber an, daf der Schwerpunkt
nahe am Stiitzpunkt wenigstens auf der Figurenachse lige, und ist in
unserer alten Bezeichnung (§9, S.89) ¢ das hier- Abb. 104.
von herrithrende kleine Stitzpunktsmoment, so x
beschreibt die Figurenachse eine wagerechte
Prézession mit der Geschwindigkeit a R

@ =25

Der Instinkt des Torpedos, wie man seinen Geradliufer wohl auch
treffend genannt hat, erscheint gefdlscht, und aus der geraden Schuf-
bahn wird bei der Schufigeschwindigkeit v ein Kreis vom Halbmesser

v v0O
© ==
der bei einer Zielentfernung a eine Seitenabweichung x erzeugt, die
sich aus
a®=x2R—x)x 2Ry

(Abb.104) zu angendhert

_ @ _ @@
© "= 3R 200
ergibt. Die Lagerreibung des inneren Ringes gegen den &ufleren
setzt diesen Fehler nicht unerheblich herab.

Man hat dbrigens gelegentlich versucht, durch ein absichtlich
auf der Figurenachse angebrachtes Ubergewicht eine Bahn von vor-
geschriebener Kriimmung zu erzwingen; doch ist iiber die Erfolge
dieser sogenannten Winkeltorpedos genaueres nicht bekannt geworden.

Der zablenmifligen Abschitzung der aufgefiihrten Fehler legen wir einen Gerad-
laufer zugrunde, dessen bronzener Schwungring bei 795 g Gewicht und 7,5 cm Durch-
messer die Trigheitsmomente

A = 7 cmgsek?, B = 4 cmgsek?

besitzen moége. Wir haben bei 10000 minutlichen Umdrebungen mit einem Schwung
von rund

6 = 7000 cmgsek
zu rechnen. Wir finden zunichst g’ = 1750, also 280 Nutationsschwingungen in

jeder Sekunde, so daB von irgendwelcher Resonanz mit den Torpedoschwankungen
Grammel, Der Kreisel. 16
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keine Rede sein kann, Schitzen wir den gréften Widerstand der Gabel auf 2 g, so
ist mit einem Hebelarm von 1,5cm
M = 3cmg

der Hochstwert des Stérungsmomentes. Dieses gibt, falls unverdnderlich, Veranlassung
zu einer Geschwindigkeit # (2), mit der sich die Figurenachse hebt; die Hebung
betrdgt in der Minute 1,5%. Bei einer SchuBweite von 3000 m, einer Schugeschwindig-
keit von 20 m/sek und also einer Schufidauer von 2,5 Minuten ist die Figurenachse
mithin am Ziel um 3,75° gehoben, ohne von ihrer Steuersicherheit etwas Wesentliches
verloren zu haben.

Liegt indessen der Schwerpunkt auch nur um 0,01 mm exzentrisch auf der
Figurenachse, so wird mit einem Gesamtgewicht des Kreisels und Gehinges von 1000 g,
also mit ¢ = 1cmg die Seitenabweichung

T = 32m,
ein auflerordentlich listiger Betrag, der, obwohl durch die Reibung etwas verringert,
doch deutlich genug die Forderung unterstreicht, den Kreisel mit jeder erdenklichen
Sorgfalt auszugleichen.

Es ist hiermit der innere Grund dafiir vollig aufgedeckt, daB
astatische Kreiselstabilisatoren fiir lingere Dauerwirkung, wie sie viel-
fach beispielsweise bei Flugzeugen vorgeschlagen worden sind, niemals
zu irgendwelchen befriedigenden Erfolgen fiithren konnten: ihr Rich-
tungssinn wird mehr und mehr und unwiderruflich gestért durch Erd-
drehung und Schwere. Nicht im fruchtlosen Kampfe gegen diese
beiden, vielmehr erst durch ihre bewufite Ausnutzung sind, wie wir
sehen werden, wichtige Fortschritte weiterhin errungen worden.

3. Elastische Bindung eines Freiheitsgrades. Dem astatischen
Kreisel moge jetzt einer seiner drei Freiheitsgrade genommen werden,
etwa dadurch, daB der innere Cardanring gegen den AuBeren fest-
geklemmt wird. Wir wissen im voraus, dafi der Kreisel damit seinen
Richtungssinn verloren hat und einem Moment M um die Drehachse
des &aufleren Ringes hemmungslos nachgibt, als besafie er berhaupt
keinen Eigenschwung. Versucht man indessen diese Behauptung
schirfer zu begriinden, so ist man alsbald gezwungen, ihr einige nicht
unwichtige Beschrinkungen aufzuerlegen. Wie der starre Korper
nur ein angendhert richtiges Gedankenbild der Wirklichkeit ist, so
auch der Kreisel von zwei Freiheitsgraden. Weder die Festklemmung
der Ringe gegeneinander, noch ihre stoffliche Natur vermag zu ver-
hindern, daff der Kreisel wenigstens in kleinem Umfang auch noch
den dritten Grad seiner alten Freiheit besitzt. Dies kann aber bei
hohem Eigenschwung recht bedeutsam werden, und es ist auch tiir
kiinftige Félle durchaus né6tig, dafl wir uns an dieser Stelle hierliber
genauere Rechenschaft geben.

Wir nehmen beispielsweise an, daf das Stérungsmoment M sich
nicht dndere und auf der Figurenachse des schnellen Kreisels merklich
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senkrecht stehe (Abb. 105), dafl aber die Elastizitiat der Festklemmung
(der nicht gezeichneten Ringe) sowie des Stoffes jeder Anniherung
des Schwungvektors @ an den Stérungsvektor M um den kleinen
Winkel ¢ ein widerstehendes Moment — A& entgegenstelle, wie es
den Gesetzen der Elastizititslehre entspricht. Die positive Zahl A
ist ein MafB fir die innere Nachgiebigkeit des Systems, und zwar
bedeutet h = oo Starrheit (zwei Freiheitsgrade), h = 0 vollsténdige
Nachgiebigkeit (drei Freiheitsgrade). Es sei auflerdem vy der Winkel,
um welchen die Figurenachse dem Moment M Abb. 105.
gefalgt ist, und es bedeuten B und C die unter
sich jedenfalls nur wenig verschiedenen Haupt-
trigheitsmomente des ganzen Systems um die
Achsen der Drehungen 4 und w.
‘Wir brauchen auf die Eigendrehung des
Kreisels gar nicht weiter zu achten, falls wir
die Kreiselmomente, die er kraft seiner Trgheit
jeder Zwangsdrehung entgegenstellt, wie duflere
Momente in Rechnung setzen. Nach Einl II (4), S.165, ruft die
Drehung v ein Moment @dy/dt im positiven Drehsinn von & hervor,
die Drehung ¢ ein solches ©d9/dt im negativen Drehsinn von .
Zufolge der schon friiher (§ 16, 1., S. 192) benutzten Form des Dreh-
gesetzes [Einl. I (29), S.14], wonach unter Vernachldssigung der nur
geringen Schleuderwirkungen fiir jede Hauptachse eines starren Systems,
auch wenn sie selbst bewegt ist, das &duflere Moment gleich dem
Tragheitsmoment multipliziert mit der Winkelbeschleunigung sein muf,
diirfen wir die beiden folgenden Gleichungen jetzt ohne weiteres an-
schreiben

ae o dy

@ B =9q; —"*
Aty ao

® Cop = —O g tM

Ihre Giiltigkeit ist durchaus an kleine Werte von & gebunden. Ihre
Form ist uns nicht fremd [vgl. z. B. § 16 (48) bis (50), S.199]: es sind
lineare Differentialgleichungen, die durch die Kreiselglieder mit dem
Beiwert ©® gekoppelt sind.

Solche Gleichungen stellen, wie wir von frither wissen, allemal
eine von Eigenschwingungen begleitete Bewegung der Figurenachse
dar. Die Eigenschwingungen sind hier die Nutationen, und auf diese
kommt es uns jetzt nicht an. Der wesentliche Teil der Bewegung
aber ist dargestellt durch die leicht zu erratenden partikuldren Integrale

(9) 4 = ut, P %bt%
16*
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wo die Zahlen ¢ und b nur noch so zu bestimmen sind, daff die
Gleichungen (7) und (8) befriedigt werden. Durch Einsetzen kommt

Ob = ah, Cb=—0Oa+M
und hieraus durch Auflésen nach @ und & und Einfiithren dieser Werte

in (9)

]
(10) ¥ = gironMh
N _ Ch Mn
(1) V=Gip Oh 20

Ohne die (natiirlich leicht aufzufindenden) allgemeinen Integrale
von (7) und (8) auszurechnen, kénnen wir alle wesentlichen Schliisse
schon aus (10) und (11) ziehen. Wir differentiieren (11) noch einmal
nach der Zeit und bekommen durch Vergleich mit (10)

Ody
hodt’

Indem wir b = oo setzen, bestitigen wir aus (11) nur wieder, dafl
der Kreisel von streng zwei Freiheitsgraden dem Moment M
so nachgibt, wie wenn keine Eigendrehung vorhanden wire.
Ist aber, wie bei allen wirklichen Stoffen, % endlich, wenn auch
vielleicht sehr groB, so geniigt es, wie aus (11) hervorgeht, den
Schwung hinreichend stark zu machen, um die Nachgiebigkeit v der
Figurenachse gegentiber dem Moment M beliebig herabzudriicken.
Infolge der Elastizitat des Stoffes besitzt der Kreisel von
zwel Freiheitsgraden um so mehr die Eigenschaften eines
Kreisels vondrei Freiheitsgraden, je grofier sein Schwung ist.

Einen noch wichtigeren Schlul aber ziehen wir aus (12). Die
von dem Moment M unterhaltene Bewegung dy/dt hat nach (12)
unweigerlich ein Anwachsen des Winkels ¢ zur Folge, und zwar
auch dann, wenn das Moment M an sich klein ist. Da die Nach-
giebigkeit des Stoffes nur bis zu einer gewissen Grenze geht, so muf}
das Anwachsen des Winkels 9, der ja ein Maf fiir diese Nachgiebig-
keit ist, frither oder spiter eine Zerstérung des Systems herbeifiihren,
und zwar, wie (12) zeigt, bei vorgeschriebener Drehgeschwindigkeit
dy/dt um so rascher, je grofler @ ist. Es ist gefdhrlich, einen
Kreisel von zwei Freiheitsgraden und groflem Schwung zu
einer Drehung zu zwingen, deren Achse von seiner Figuren-
achse verschieden ist.

Um uns von der erstaunlichen Grofe dieser Gefahr ein klares Bild zu ver-
schaffen, nehmen wir beispielsweise die Zahlenwerte des Obryschen Geradliufers
und denken uns dessen €Cardanringe gegeneinander festgeklemmt. Es moge also
etwa sein

(12) § =

© = 7000 cmgsek, C = 4 cmgsek?.
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Die Festigkeit des Stoffes moge so grof sein, daf ein am Ende der Figurenachse,
sagen wir 5cm vom Cardanmittelpunkt entfernt angehidngtes Ubergewicht von 10 kg
eine elastische Auslenkung der Figurenachse abwirts um 10 erzeugt. Daraus folgt

180
h = 50000+ — cmg,
T
also rund
Ch = 11.10% cm? g2 sek?.
Der 4uflere Ring werde von einer Kraft gleich 100 g ebenfalls mit einem Hebelarm

von 5cm gedreht, so da M = 500cmg

anzusetzen ist. Dies gibt bereits nach einer Sekunde einen Verdrehungswinkel
4= 0’06 == 3)507
wodurch jedenfalls die Koppelung der beiden Ringe schon stark gefdhrdet ist.

Die Gefahr steigt erheblich, wenn man aus den frither (S.223) besprochenen
Griinden die Figurenachse des Kreisels sehr diinn zu wihlen gezwungen ist. Bei
den iiblichen Bauarten wiirde ein Biegungsmoment vom fiinfzigsten Teil des obigen
Betrages von 50000 cmg schon eine merkliche Auslenkung des rubenden Schwung-
ringes um mindestens 10 erzeugen, so daf wir also mit

180
h = 1000+ — cmg
7

zu rechnen haben. Wir diirfen jetzt das Glied Ch gegen ©? geradezu vernach-
lissigen, wonach (10) und (11) im wesentlichen dasselbe besagen wie die fiir den
Kreisel von drei Freibeitsgraden giiltige Beziehung (2). Aus (12) aber wird rund

0:1d1p

8 dt.
Wenn der Schwungring ohne Beschidigung eine Auslenkung seiner Aquatorebene
um hochstens ¢ = 80 ertrégt, so mub also eine Zwangsdrehung dy/dt von iiber
240 in der Sekunde, was doch noch keineswegs tibermaBig rasch ist, ganz unweiger-
lich die Zerstérung des Kreisels nach sich ziehen.

4. Inklinations- und Deklinationskreisel. Der astatische Kreisel
von zwei Freiheitsgraden kann, wie ebenfalls L. Foucault zuerst
klar erkannt hat, dazu verwendet
werden, den Meridian und die
geographische Breite eines Ortes
ohne jede astronomische Beob-
achtung aufzufinden. Man denke
sich namlich den dufleren Cardan-
ring gegeniiber der Erde starr fest-
gehalten (von der elastischen Nach- < £
giebigkeit sehen wir fiirderhin ab);
dann kann sich die Figurenachse nur
noch in einer Ebene E (Abb. 106)
frei bewegen, welche gegeniiber der
Erde fest ist und mithin deren tagliche Drehung @ mitzumachen ge-
zwungen wird. Wenn man die Lotlinie des Ortes auf die Ebene E
projiziert — der Projektionswinkel heifle @ —, so erhilt man die

Abb. 106.
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Linie 7 des stirksten Anstiegs der Ebene E. Zerlegt man den Vektor @
der Erddrehung in eine Komponente w, in der Ebene F und eine
Komponente w, senkrecht zu F, nennt man ferner § und y die Winkel,
welche w; mit @ und mit ¢ bildet, und v den Winkel zwischen 7
und dem Schwungvektor @ des schnellen Kreisels, so werden durch
die beiden Zwangsdrehungen @, und w, zwei Kreiselmomente geweckt,
die nach Einl II (4), S.165, die Grofe

(13) K, = Ow,sin(y + y) = Owecos fsin(y + ),
(14) K, = Ow, = OQwsinf

besitzen, falls wir die Winkel y und v im gleichen Sinne positiv
zahlen, von @, aus gerechnet etwa im entgegengesetzten Drehsinne
von @,.

Der Vektor K, liegt in der Ebene E; er sucht die Figurenachse
lediglich aus dieser Ebene herauszudrehen; deren Gegenwirkung
macht das Moment K, von selbst unschidlich; es wire blofi bei der
Abschiatzung der Reibung weiter zu beachten. Das Moment K,
dessen Vektor, soweit positiv, die Richtung von w, hat, gibt dagegen
Veranlassung zu einer Drehung der Figurenachse in der Ebene E.

Wir wollen hier die Mdéglichkeit zulassen, dafi die Figurenachse
des Kreisels ein kleines Ubergewicht G trage, und zwar im Ab-
stand s vom Schwerpunkt (Gehdngemittelpunkt) auf der positiven
Schwungachse. Zerlegen wir auch G' in eine unwirksame Kompo-
nente G, senkrecht zur Ebene E und eine Komponente G; vom
Betrag

I G cosa
in E, so besitzt das Ubergewicht ein mit K, entgegengesetzt ge-
richtetes Moment M, vom Betrage

(15) M; = sG cosasiny.

Die beiden Momente K, und M, veranlassen die Figurenachse
innerhalb der Ebene zu Schwingungen, die ohne Beriicksichtiguug
dampfender Widerstinde der Differentialgleichung. gehorchen

de
(16) BEY = —K +M,;
B soll dabei das dquatoriale Tragheitsmoment des Kreisels nebst der
etwa mitbewegten sonstigen Massen sein.

Die Ruhelage vy, der Figurenachse folgt mit K; = M, nach (13)
und (15) aus ‘
(17) tgy, = — O w cos fsiny ‘

0 Owcos fcosy —sGcosa
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Bildet man hieraus durch eine kleine Zwischenrechnung

sin y — cosy tg y,
V1 +tg?y,
K, — M,

- R

sin (y — y,) =

mit der Abkiirzung
(18) R2 — (Owcos fcosy — sG cosa)? + (Owcos fsiny)?,
so lautet die Bewegungsgleichung (16) kurz

2
(19) BYEY | Rein(y—y) =o.
In dieser Form 1afit sie sich unmittelbar mit der Gleichung
§ 2 (18), S.30, eines mathematischen Pendels vergleichen, in welche
sie mit ¢ = yp— y, und
By
(20) l= =

tibergeht.

Die Figurenachse vollzieht um die Ruhelage y° Schwin-
gungen, die synchron sind mit denen eines mathematischen
Pendels von der Liange I. Die volle Schwingungsdauer (Hin- und
Hergang) ist demzufolge fiir méfiige Ausschlage

(21) t0:2ﬂV§:27t‘/%'

Es liegt auf der Hand, da man aus der Beobachtung der
Schwingungsdauer £, und der Ruhelage v, gewisse Schlisse ziehen
kann in bezug auf die Drehgeschwindigkeit w der Abb. 107.
Erde und auf die Winkel § und y, welche die Stellung ®
der Ebene gegen die Richtung e der Erdachse angeben.
Nach dem Vorschlage von L. Foucault wahlt man
dabei die Ebene E entweder lotrecht oder wagerecht.

Erster Fall: Die Ebene E liegt lotrecht, die
Lotlinie rtickt mit @ = 0 in die Linie 7 des stirksten
Anstiegs. Bildet man aus ¢ und den Vektoren w und
o, ein Dreikant, so ist dieses bei @, rechtwinklig
(Abb. 107), der Winkel zwischen ¢ und e ist das Komplement der
geographischen Breite ¢, der bei ¢ zu messende Keilwinkel 6 gibt
das Azimut der Beobachtungsebene E = (!, w,) an, und zwar ge-
messen am Horizont vom Nordpunkt aus positiv nach Osten.

~

ARG
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In diesem rechtwinkligen Dreikant gelten die Formeln der sphéri-
schen Trigonometrie
cos fcosy = sing,
cos fsiny = cos ¢ cos 4,
so dafl jetzt statt (17) und (18)

O w cos g cos d

(22) % = —gg sing —sG’
(23) R = (Pwsinp — s G)2 + (O w cos ¢ cos 9)?
kommt.

Mit ® = 0 wire auch vy, = 0, die Figurenachse also lotrecht;
wird der Kreisel jetzt angetrieben, so zieht die Kreiselwirkung der
Erddrehung die Figurenachse aus der Lotlinie heraus und stellt sie,
nachdem ihre Schwingungen zum Abklingen gebracht sind, gegen
die Lotlinie unter dem Winkel v, ein. Dieser verschwindet nur dann,
wenn die Beobachtungsebene E entweder am Pol (¢ = 90°) oder in
der Ostwestlage (6 = 90°) aufgestellt ist; er ist dagegen am grofiten
in der Stidnordlage (6 = 0) und wichst mit der Anndherung an den
Aquator (¢ —> 0).

Man hat es im letzteren Falle, d.h. bei Einstellung der Versuchs-
ebene in den Meridian, mit einem nichtmagnetischen Inklinatorium
zu tun; der Winkel v ist positiv von der Lotlinie nach Stden zu
zdhlen, wobei ohne Ubergewicht einfach

Yo = — (90° — @),

B
tO == Zﬂl/‘@—w

wiirde : die Figurenachse vollzége in der Meridianebene um die Richtung
der Erdachse Schwingungen, aus deren Dauer f, die Geschwindig-
keit @ der Erddrehung zu berechnen wire. Diesen Versuch hat
L. Foucault in der Tat durchzufiihren gestrebt; ein einwandfreies
Ergebnis konnte er jedoch infolge uniiberwindlicher Stérungen nicht
erzielen.

Die Hauptschwierigkeit liegt auch hier in der vélligen Astasie-
rung des Kreisels: gegeniiber der auflerordentlichen Kleinheit der
Kreiselwirkung K, ist selbst die kleinste, aber der Messung sich ent-
ziehende Ungenauigkeit der Schwerpunktslage nicht vernachldssigbar.
Man umgeht die Schwierigkeit, indem man an die Figurenachse ein
I"Jbergewicht G hingt, das zwar ebenfalls klein, aber doch im Ver-
gleich mit der moglichen Ungenauigkeit der Schwerpunktslage als
grof anzusehen ist. Die Figurenachse dieses Kreisels, der von
Ph. Gilbert vorgeschlagen und Barygyroskop genannt worden ist
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(Abb.108), stellt sich freilich nicht in die Erdachsenrichtung ein,
aber sie neigt sich doch bei hinreichend grofler Eigendrehung merk-
lich aus der Lotlinie gegen die Erdachse.

Und zwar ist bemerkenswert, daf} die Auslenkung y, der Figuren-
achse aus der Lotlinie nach (22) bei positivem s gréfier als bei nega-
tivem s wird (wenigstens auf der nérdlichen Erdhilfte, wo ¢ positiv
ist). Das Barygyroskop ist empfindlicher, wenn das Uber-
gewicht auf der positiven Schwungachse angebracht wird.
Allerdings sind dann aber auch die
mit abnehmendem R wachsenden
Schwingungsdauern  entsprechend
langer, was die Beobachtung er-
schweren kann. Mit

Abb. 108.

__ Oosing

-G

wiirde vy, = — 90°, die Ruhelage

der Figurenachse also wagerecht;

bei dem von Hand durch Schnur-

abzug angetriebenen Gilbertschen.

Kreisel 138t sich diese Lage aber nicht erreichen, weil s die fiir jede
zuverlassige Beobachtung vorgeschriebene untere Grenze weit unter-
schreiten mifite.

Es mag hier angemerkt werden, dafl dasselbe Kreiselmoment,
welches im Inklinatorium die Figurenachse in die Richtung der Erd-
achse hineinzuziehen sucht, wohl auch bei den sogenannten Zyklonen
eine wichtige Rolle. zu spielen scheint. Die Zyklonen sind Wirbel-
stirme, die stets im Sinne der Erddrehung verlaufen, deren Dreh-
vektor also mit dem Vektor @ den Winkel 90°® — ¢ bildet. Diirfte
man die Zyklone als einen starren Ko6rper vom Schwung @ ansehen,
der langs der Erdoberfliche dahingleiten kann, so wiirde das durch
die Erddrehung in ihm geweckte Kreiselmoment -

S

K= 6Buwcosp

(vom Schleudermoment darf man unbedenklich absehen) die Zyklone
in gleichstimmigen Parallelismus mit der Erddrehung zu bringen,
also unter Uberwindung der entgegenstehenden Reibungskrifte in
den Nord- oder Siidpol hineinzuziehen streben, je nachdem sie sich
auf der nérdlichen oder siidlichen Halbkugel befindet. Man beob-
achtet nun tatsichlich ein solches Wandern der Zyklone polwirts,
und sicherlich ist die Vermutung berechtigt, dafl daran die Kreisel-
wirkung wesentlich beteiligt ist, obwohl es sich um einen starren
Kreisel eigentlich nicht handelt. W. Koenig hat an Hand einer ge-
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nauer beobachteten Zyklone abgeschitzt, dafl das Kreiselmoment K
wenigstens der Grofenordnung nach eben diejenige Kraft liefert, die
zur Erklirung der polwirts gerichteten Komponente der Wanderungs-
geschwindigkeit der Zyklone vorhanden sein mufl. Solange es eine
einwandfreie hydrodynamische Theorie der Zyklonen nicht gibt, miissen
wir jedoch auf die rechnerische Verfolgung
dieser eigenartigen Kreiselwirkung verzichten.

Zweiter Fall: Die Ebene E ist wage-
recht. Jetzt verliert die Linie ¢ zunichst ihren
Sinn. Es steht uns indessen frei, uns vorzu-
stellen, dal die Ebene E aus einer nicht
wagerechten, aber zur Meridianebene senk-
rechten Stellung durch eine Drehung um die
Ostwestlinie in ihre wagerechte Lage gebracht
worden sei. Dann ist von vornherein y = 0
und zuletzt a = 90°, f = ¢, da B jetzt
einfach die Polhdhe des Beobachtungsortes
mifit. Nunmehr wird, ohne daf das Uber-
gewicht ¢ noch von Einflufl. wire, zufolge

(17), (18), (21) .

B
= 0, fo — 2 - .
o 0 i V@w cos @
Abb. 110, Man hat es also jetzt mit einem Dekli-

natorium zu tun: die Figurenachse voll-
zieht um die Nordstidlinie Schwin-
gungen, indem sie sich mdglichst weit
mit der Achse der Erddrehung in gleich-
stimmigen Parallelismus zu bringen
strebt. Dieses ebenfalls von Foucault ver-
suchte Deklinatorium stellt die urspriinglichste
Art aller Kreiselkompasse vor.
‘Will man vermittelst eines solchen Kreisels
die Nordrichtung oder gar die Geschwindig-
keit w der Erddrehung feststellen, so mufl man alle Reibungswider-
stinde so sorgfaltig wie mdglich ausschalten. Dies hat in muster-
giiltiger Versuchsanordnung A. Féppl dadurch erreicht, daB er den
Kreisel trifilar aufhingte (Abb. 109). Die Figurenachse trug zwei
Schwungringe von je 30kg Gewicht; diese wurden elektrisch bis auf
2400 minutliche Umdrehungen angetrieben. Die Aufhingefiden ver-
mittelten die Stromzufiihrung. Zur Verminderung der Luftreibung war
der ganze, 100kg schwere Kreisel in ein Gehiuse eingekapselt; durch
Oldampfung wurden die auftretenden Schwingungen ausgelscht.

Abb. 100.
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Verstehen wir nach wie vor unter ¢ das von Norden nach Osten
gezihlte Azimut des Schwungvektors @ (Abb. 110), so kommt zu dem
Kreiselmoment K, das riickdrehende Moment der trifilaren Aufhangung
an Stelle des Momentes M, der Schwere hinzu. Dieses ist, wie
schon von der bifilaren Aufhingung her bekannt, proportional mit
der Sinusfunktion des Verdrehungswinkels. Wir haben also anstatt
(13) und (15) mit g = ¢, y =0
(24) K, — Gwcosgsiny,

(25) M, = —hsin(y — ),

wo 1y, das Azimut der Ruhelage des nichtlaufenden Kreisels und h
eine von Fadenlinge und Fadenabstand abhéngige positive Zahl be-
deutet.

Die Mittellage der Schwingungen des laufenden Kreisels besitzt
das Azimut v, das sich aus K, = M, bestimmt und durch
. h sin v,

8% = gy cos @ + hcosy,
gegeben ist. Man bildet daraus durch eine kleine Rechnung fiir den
von Osten nach Norden positiv gezdhlten Winkel § zwischen der
Ruhelage , und der Mittellage vy, der Schwingungen

O w cos @siny,

(260) tgd =tg (yi —yo) = Gw cos g cosy, +h

Diese Auslenkung ¢ ist der Beobachtung leicht zugénglich, sie
wachst gegen den Erdiquator hin und ist am grofiten fiir y, = 90°,
d.h. wenn die Figurenachse urspriinglich in die Ostwestlinie fiel.
Aus (26) konnte A. Foppl die Drehgeschwindigkeit der Erde bis
auf 2 Proz. genau ibereinstimmend mit den astronomischen Beob-
achtungen berechnen.

Um so auffallender mufite es sein, daB die Dauern der azimu-
talen Schwingungen nicht entfernt in Einklang mit dem aus (21)
fliefenden Werte zu bringen war. A. Foppl erkannte alsbald, daf§
hieran die elastische Nachgiebigkeit der Féden schuld ist. Die lot-
rechte Komponente der Erddrehung erzeugt namlich ein zweites Kreisel-
moment (14) vom Betrag
27) K, = Owsin g;
dieses will die Figurenachse aus der wagerechten Ebene um einen
kleinen Winkel y herausheben, den wir bei einer Erhebung der posi-
tiven Schwungachse positiv zihlen mogen und fiir so klein halten,
daf} seine Cosinusfunktion durchweg mit 1 verwechselt werden darf.
Dabei wird erstens ein elastisches Gegenmoment
(28) M,=1#kyg
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geweckt — unter k eine vom Stoffe der Faden abhingige ebenfalls
positive Zahl verstanden — und zweitens ein Kreiselmoment vom
Betrage

dy
(29) K; = i

und positiv in entgegengesetzter Richtung wie K,. Endlich aber tritt
zu dem Moment K, noch ein letztes Kreiselmoment

_ o4
(30) K, = @W

positiv in entgegengesetzter Richtung.

Sind B und C die Haupttragheitsmomente des ganzen Systems
(vgl. Abb.109) um die Achsen der Drehungen y und x, so haben
wir also fiir diese Drehungen statt der einen Gleichung (16) die
beiden anzusetzen

a2

(31) BoE = — K+ K+ M,
a2

(32) C dtf = +K2_K4—M21

worin noch die Werte der Momente aus (24) bis (30) einzufithren
wiaren. Die Diampfungsglieder sind auch jetzt als belanglos weg-
geblieben.

‘Wir konnen die zweite dieser Gleichungen ganz wesentlich ver-
einfachen durch die Erwigung, dafl w vernachlassigbar klein gegen
dy/dt ist; folglich streichen wir K, gegen K, fort. Mit nahezu dem
gleichen Recht diirffen wir aber zweifellos das Beschleunigungsglied
Cd2y/dt? weglassen; denn die Schwingungen um die x-Achse haben
doch auf alle Fille duflerst kleine Amplituden, also auch fast un-
merkliche Beschleunigung, und wir dirfen fiir y einfach seine durch

K, = — M, gegebene, mit vy sich stetig dndernde Mittellage nehmen.
Auf diese Weise ist aus (31) und (32) geworden
2
(33) de:g-I—@wcos<psinw—@%+hsin(w—wl)—_~O,
_ _ol¥
(34) b= —6-—~.

Die Mittellage y schwankt also synchron mit v, und wir finden
fur die azimutalen Schwingungen, indem wir den Wert dieser Mittel-
lage aus (34) in (33) einsetzen und zugleich dieselbe Umformung mit
(33) vornehmen, die von (16) zu (19) fiihrte,

62\ d2 .
(35) <B + 7> ~d~;f— + Rsin (yp —1y,) = O.
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Daraus geht hervor, dafi das Trégheitsmoment B infolge der ela-
stischen Nachgiebigkeit der Fiaden scheinbar um den ganz erheb-
lichen Betrag Ok vergroflert ist; dies hat ein entsprechendes An-
wachsen der Schwingungsdauer von dem Wert (21) auf den Wert

2
(36) h=2a B+
zur Folge, und diese gréflere Zeit ist denn auch von dem Versuche
Foéppls wohl bestatigt worden.

Wir sind mit den letzten Uberlegungen, die der Figurenachse
aus der wagerechten Ebene ein wenig herauszutreten erlaubten, bereits
sehr nahe herangetreten an die Theorie des Kompafikreisels (Einl. II,
S.162), die sich in der Tat hier vollends ganz ungezwungen anschliefit
und alsbald in Angriff genommen werden soll. Es ist indessen zuvor
noch eine letzte Anwendung des astatischen Kreisels zu erwihnen.

5. Der Steuerzeiger. Der astatische Kreisel von zwei Freiheits-
graden hat neuerdings auch als wirklicher Stabilisator, namentlich
bei Flugzeugen, eine wichtige Bedeutung gewonnen. Es scheint,
dafl ibn zu diesem Zwecke zuerst Delaporte vorgeschlagen und
versucht hat, ohne jedoch Erfolg damit zu haben. Soviel bekannt
geworden ist, soll die Figurenachse dieses Kreisels in der Querebene
des Flugzeuges drehbar gewesen sein und im ungest6rten Flug lot-
recht gestanden haben. Der Antrieb des Kreisels geschah durch einen
Elektromotor, dessen Strom ein kleiner, von einem Windrad ge-
triebener Generator lieferte. Die durch jede Kippbewegung des Flug-
zeuges veranlaBite Prizession der Figurenachse wurde auf einen
ebenfalls elektrischen Steuermotor ibertragen, der das Ho6henruder
bediente und so die Lé#ngsstabilitidt sichern sollte.

Die Figurenachse muf) in ihre Nullage durch eine Feder oder, was
allerdings bedenklicher wire, durch die Schwere zuriickgezogen worden
sein. Dem Entstehen von Schwingungen war durch starke hydraulisch
wirkende Dampfung vorgebeugt. Man {iberlegt rasch, dafl die Dreh-
ebene der Figurenachse allgemeiner jede beliebige, durch die Querachse
des -Flugzeuges gehende Ebene sein durfte, wobei die Nullage zweck-
méafigerweise nach wie vor auf der Querachse senkrecht zu stehen hétte.

In entsprechender Weise miifite die Querstabilisierung durch einen
zweiten Kreisel besorgt werden; dessen Figurenachse diirfte sich ent-
weder bei wagerechter Nullage in einer senkrechten Ebene bewegen
— sie spriche dann auf alle Wendungen des Flugzeuges an — oder
aber in einer durch die Lingsachse des Flugzeuges gehenden Ebene
bei einer Nullage senkrecht zu dieser Achse — der Kreisel antwortete
dann auf alle Rollbewegungen des Flugzeuges.
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Dafl der Delaportesche Stabilisator sich nicht bewédhrte, mag
neben den Méngeln seiner Ausfithrung namentlich daran gelegen
haben, daf die fir die geweckten Ruderausschlige mafigebende Aus-
lenkung der Figurenachse bei elastischer Gegenwirkung proportional
war mit dem Kreiselmoment und folglich mit der Geschwindigkeit
der zu verhindernden Flugzeugdrehung, nicht aber mit dem Betrag
des Drehwinkels. Das hat zur Folge, dafl beispielsweise ein Kipp-
winkel, soweit er von einer nicht vollstindig riickgédngig gemachten
Kippbewegung tbrig blieb, dauernd weiterbestehen konnte, ohne
daB der Kreisel dies bemerken mufite. Ahnliches gilt auch fiir die
anderen Flugzeugdrehungen.

Verzichtete man hingegen von vornherein darauf, dem Kreisel
die selbstindige Steuerung des Flugzeuges zu iberlassen, so koénnte
er doch ein wertvoller Helfer insofern werden, als er dem Flieger bei
Nacht oder unsichtigem Wetter jene Drehungen wenigstens anzeigt.
In der Tat ist er in solcher Gestalt als sogenannter Steuerzeiger von
F. Drexler zu einem brauchbaren und technisch vorztglich durch-
gebildeten Instrument aus-
gebaut worden, welches sich
gut bew&hren soll.

Eine Ubersicht iiber die ur-

spriingliche Anordnung seiner

Teile gibt Abb. 111. Zwei

Federn suchen die Figuren-

achse des in einem als

Kapsel ausgebildeten Cardan-

ring hdngenden (in der Abbildung unsichtbaren) Kreisels parallel zur
Querachse des Flugzeuges zu halten. Aus dieser Parallellage tritt die
Figurenachse lediglich bei Wendebewegungen des Flugzeuges heraus,
und zwar, wie gesagt, um einen Winkel a, dessen Ruhelage nach Ab-
klingen etwaiger Schwingungen durch die Gleichung bestimmt ist:

Abb. 111,

(37) ac = Oucos(p —a).

Dabei bedeutet ¢ eine Federzahl, ndmlich das Moment, welches nétig
ware, um bei ruhendem Kreisel die Figurenachse um den Winkel
a =1 zu verdrehen; u ist die Wendegeschwindigkeit und ¢ die
Querneigung des Flugzeuges, und zwar miissen wir u und ¢ positiv
zahlen bei einer Rechtswendung mit Rechtsneigung, falls der Schwung-
vektor @ von rechts nach links weist; der Vektor u soll lotrecht
stehen, wie es einem wagerechten Flug entspricht. Der Winkel a ist
dann im entgegengesetzten Sinne von ¢ positiv zu zdhlen.
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Die Querneigung ¢ des Flugzeuges hingt von der Wende-
geschwindigkeit u und von der Bauart und Gréfle des Flugzeuges ab
und soll sich wohl auch nach dem persénlichen Wunsche des Fliegers
richten. In der Regel durchmifit das Flugzeug die Kurve dann am
ruhigsten und sichersten, wenn seine Neigung ¢ etwas geringer ist
als die Neigung der aus Schwere- und Fliehbeschleunigung zusammen-
gesetzten scheinbaren Lotlinie gegen die wahre Lotlinie.

Daraus geht jedenfalls hervor, daff die durch (37) gegebene Ab-
héngigkeit des Kreiselausschlages @ von der Wendegeschwindigkeit u
rechnerisch recht verwickelt sein wird. Ubertragt man a auf einen
tiber einer Gradeinteilung spielenden Zeiger, so miiite diese fiir
jeden einzelnen Fall gesondert berechnet werden, und sie wire iber-
dies nur dann richtig, wenn die Kurve mit der vorschriftsméBigen
Querneigung ¢ geflogen wiirde. Drexler umgeht diese Schwierig-
keit, indem er von dem Kreisel gar nicht die Anzeigung der Wende-
geschwindigkeit u selbst verlangt, sondern lediglich der Komponente

W = pcos(p—a)
senkrecht zur Figurenachse des Kreisels. Die Kenntnis dieser Kom-
ponente reicht fiir das Bediirfnis des Fliegers um so eher aus, je kleiner
der Spielraum fiir den Winkel a belassen wird, je genauer sie also
tibereinstimmt mit der Komponente ucos¢ in der Flugzeughochachse.
Der Zeigerausschlag aber ist jetzt genau proportional mit y' geworden.

In den spiteren Formen des Drexlerschen Steuerzeigers hat es
sich als zweckmiBig erwiesen, die Figurenachse in die Langsachse
des Flugzeuges zu legen und sie mdglichst wagerecht zu halten.
Sie ist in dieser Lage offenbar geringeren Stérungen ausgesetzt; die
Wirkungsweise ist im wesentlichen die alte, nur die Ubertragung der
Ausschldge auf den Zeiger hat anders zu geschehen.

Bei den verschiedenen Ausfihrungen des Steuerzeigers, die
neuerdings in einem fiir alle Flugzeugarten passenden Einheitsmodell
zusammengefaBt worden sind, wird durch Libellen, Pendel u. dgl.
auch die Quer- und Langsneigung der scheinbaren Lotlinie angezeigt,
so daB der Flieger nicht nur die Drehgeschwindigkeit des Kurven-
fluges, sondern auch die richtige Lage des Flugzeuges in der Kurve
tberpriifen kann. Er ist so einer fortlaufenden Beobachtung des
Horizontes enthoben. Dies mufl bei Tag und guter Sicht die Er-
miidung seiner Augen verringern, bei Nacht und im Nebel das Gefiihl
der Sicherheit erhshen und so jedenfalls seine Nerven wesentlich ent-
lasten.

Der Kireiselkérper bildet (vgl. Abb. 112, S. 257) den KurzschluB-
anker eines Drehstrommotors, dessen Stator ganz in das Innere des
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Kreisels eingebettet ist und die Achse kelchartig umgibt. Diese ist
infolge der hohen Umlaufszahl von 20000 Drehungen in der Minute
nadelartig diinn gebaut (vgl § 17, S.223). Den zugehdrigen Strom
liefert ein von einer Luftschraube angetriebener Generator. Auflerdem
ist fir gute Abdampfung aller Schwingungen des Systems Sorge ge-
tragen.

Es ist von dem Drexlerschen Steuerzeiger nur ein kleiner Schritt
vollends zu dem Kreisel von einem Grad der Freiheit, dessen Figuren-
achse also ganz festgehalten wird. Auch er besitzt stabilisierende
Fahigkeiten in hohem Mafle. Ist er in ein Flugzeug eingebaut, so
antwortet er auf alle Drehungen, soweit diese nicht gerade um eine
zur Figurenachse parallele Achse erfolgen, mit Kreiselmomenten, die
sich in Drtcken auf die Lager seiner Figurenachse dufilern. Man hat
nur notig, diese Driicke in geeigneter Weise, sei es elektrisch oder
hydraulisch, zu messen, um die mit ihnen proportionalen Dreh-
geschwindigkeiten des Flugzeuges ablesen zu kénnen. So wiirde bei-
spielsweise ein Kreisel, dessen Figurenachse in die Querachse eines
Flugzeuges gelegt ist, in den lotrechten Lagerdriicken die Kursinde-
rungen, in den wagerechten die Rollbewegungen des Flugzeuges an-
zeigen. Eine auf diesem Gedanken beruhende Ausfihrung ist bis
jetzt nicht bekannt geworden.

Es miissen sich tbrigens Kreiselwirkungen gleicher Art infolge
der Erddrehung bei allen auf der Erde festen Radsitzen in kleinen
Zusatzdriicken auf deren Lager dulern. Diese Driicke sind im Ver-
gleich mit den gewohnlichen Lagerbeanspruchungen freilich selbst bei
raschlaufenden Maschinen so gering, dafl sie die Grenze der Mefbar-
keit kaum je erreichen diirften.

§ 19. KompafBkreisel.

1. Der EinkreiselkompaB8. Die Figurenachse eines Kreisels, die
gentigerd reibungsfrei an eine wagerechte Ebene gebunden ist, stellt
sich in die Nordstidlinie ein (§ 18, 3.). Schon L. Foucault hat vor-
geschlagen, diese nordweisende Eigenschaft-zum Bau eines von magne-
tischen Stérungen unbeeinflufiten Kreiselkompasses auszunutzen. Einen
ersten Schritt zu diesem Ziele machte 1865 G. Trouvé, indem er einer-
seits zu elektromotorischem Antrieb des Kreisels iberging und anderer-
seits die starre Bindung der Figurenachse an die wagerechte Ebene
dadurch aufhob, daBl er diese Achse cardanisch mit voller Freiheit
lagerte und sie nur durch ein angehingtes Gewicht wagerecht stabili-
sierte. Lord Kelvin versuchte 1884, die Reibung durch Verwenden
einer torsionsfreien Fadenaufhingung statt der cardanischen Lagerung
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zu verringern, und schlug schliellich vor, das ganze System auf einer
Flussigkeit schwimmen zu lassen. Damit war nun in der Tat auch
der richtige Weg gegeben. Um das Ziel in Gestalt eines brauchbaren
Kompasses wirklich zu erreichen, bedurfte es allerdings jahrzehnte-
langer miihseliger Versuche, die von M. G. van den Bos begonnen,
von Werner von Siemens weitergefithrt und von H. Anschiitz-
Kampfe zum entscheidenden Abschlufl gebracht worden sind, wobei
auch die theoretischen Untersuchungen von O. Martienssen und
M. Schuler neue Anregungen gegeben zu haben scheinen.

Das Ergebnis dieser Versuche bildete der Einkreiselkompall von
Anschiitz-Kampfe, den wir als Grundlage weiterer Entwickelungs-
stufen hier zundchst zu besprechen haben (Abb.112). Der Kreisel
ruht in einer Kapsel (k) und ist in Abb. 112.
gleicher Weise wie der Drexlersche
Steuerzeiger als Drehstrommotor auf
20000 minutliche Umdrehungen an-
getrieben. Die Kapsel (k) ist an einem
Schwimmer (s) befestigt, der die Wind-
rose (r) tragt und in einem mit
Quecksilber gefillten, cardanisch und
elastisch aufgehidngten Becken (4) ruht.

Der Schwerpunkt des schwimmenden

Systems liegt etwas tiefer als der

Schwerpunkt der verdringten Queck-

silbermasse, so daf} die Figurenachse (f) im Ruhezustande wagerecht
liegt. Die Zentrierung und zugleich die Zuftthrung des elektrischen
Stromes besorgt ein am Becken (b) befestigter Stift (¢).

Die Theorie dieses Kreisels gliedert sich von selbst in zwei Teile,
wovon der erste die Einstellung des Kreisels in die Nordrichtung,
der zweite die Stérungen dieser Lage durch die Bewegungen des
durch die Stiftspitze dargestellten Stiitzpunktes behandelt.

Was zunichst die Einstellung betrifft, so kénnen wir ganz un-
mittelbar an die Theorie des Fopplschen Kreiselversuchs (§18, 4., S.250)
ankniipfen; es geniigt, dort an den Bewegungsgleichungen (31) und
(32), S. 252, zwei Anderungen anzubringen. Einmal fillt jetzt das
Glied M, fort, welches die Torsionssteifigkeit der trifilaren Aufhidngung
bedeutete, und zweitens riihrt das rickdrehende Moment M, [vgl
§ 18 (28)] jetzt nicht von der Fadensteifigkeit, sondern von der Schwer-
kraft her; es besitzt also die Form
(1) M, =s5Gy,
falls wir die Erhebung y der Figurenachse von vornherein wieder als

einen nur kleinen Winkel ansehen und mit s die sogenannte Meta-
Grammel, Der Kreisel. 17



258 Mittelbare Stabilisatoren.

zenterhohe, d. h. die Entfernung des Verdringungsschwerpunktes vom
Schwerpunkt des schwimmenden Systems, mit G dessen Gewicht be-
zeichnen.

Demnach sind das von Norden nach Osten gezdhlte Azimut vy
und die Erhebung x des Nordendes der Figurenachse dargestellt durch
die beiden Differentialgleichungen [§ 18 (31), (32) mit (24), (27), (29),-
(30) und § 19 (1)]

(2) Bl(fitz) + Owcos psiny — 6) =0,
3 C‘dtﬂ @wsmcp-}—@ —|—sz::0.

‘Wir erinnern daran, dafi B; und C; die Trigheitsmomente des
schwimmenden Systems um die Lotachse und um die wagerechte
Querachse (senkrecht zur Figurenachse durch den Stitzpunkt), ¢ aber
die geographische Breite bedeuten.

Anstatt, was moglich wére, die allgemeinen Integrale dieser Glei-
chungen anzuschreiben, suchen wir lieber iiber ihren Inhalt schritt-
weise Aufklirung zu bekommen. Die Gleichungen stellen, wie so-
gleich noch ndher auszufithren ist, Schwingungen dar, und zwar, wie
durch Nullsetzen aller zeitlichen Ableitungen folgt, um die Ruhelage

. Owsing
(4) Yo=0  l= g

Die positive Schwungachse (Figurenachse) zeigt also
nach Abklingen etwaiger Schwingungen nordwéirts und ist
dabei um den Winkel y, iber die Wagerechte gehoben oder
gesenkt, je nachdem die geographische Breite ¢ positiv oder
negativ ist.

Der Winkel g, wichst mit dem Schwung ©. Wir werden sehen,
daBl.man diesen so hoch wie moglich steigert; man mufi dann durch
VergroBlern der Metazenterhohe s dafiir sorgen, daf trotzdem die Er-
hebung y, der ‘Figurenachse klein genug bleibt.

Es liegt nahe, die Schwingungen um die Ruhelage (4) weiter zu
verfolgen unter der Voraussetzung, dafl zwar das anfingliche Azimut y
beliebig, die Erhebung x aber unmerklich klein war, und zu ver-
muten, dafl dann dauernd die Schwingung yx auch klein bleibt. Streichen
wir also, wie schon in § 18, 4., die beiden ersten Glieder von (3) und
fihren den verbliebenen Wert von x in (2) ein, so kommt

() < 1t 5 >6;t1f+@w008¢sintp_—_.—0.
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Dies ist eine Schwingung der Figurenachse um die Nordstdlinie
unter der Wirkung des Kreiselmoments (Richtmoments) ©w cos¢;
das Bemerkenswerteste dabei ist wieder, daB8 das Tragheitsmoment B,
um den dynamischen Betrag ©%/s G vergréfiert erscheint. Dieser Be-
trag {iberwiegt praktisch den urspriinglichen Wert B; so erheblich,
dafl man diesen dagegen ganz aufler acht lassen kann: Die Tragheit
des schwimmenden Systems um die Lotachse ist wesentlich
dynamischer Natur.

Fiir maBige Ausschlage vy ist die Schwingungsdauer mithin an-
genihert

)
(6) fo = 2x ‘/S_‘*G(D CAEA(;),
und dies ist infolge des aulerordentlich groflen Quotienten @/w immer
eine sehr lange Zeit.

Neben dieser Hauptschwingung sind alle sonstigen Nebenschwin-
gungen von ganz geringer Bedeutung. Vor allem brauchen wir uns
um die unmerklichen Nutationen, deren Frequenz von der Gréfien-
ordnung O/B, ist, gar nicht zu kiimmern. Es bleibt also nur noch
zu bestitigen, daB auch die Erhebungsschwingungen y zugleich mit
%o selbst klein bleiben. Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, die
Figurenachse sei unter dem nicht zu groBen Azimut vy, zur Zeit
t — 0 losgelassen worden. Ihre Azimutschwingungen werden dann

angendhert durch
2a

(7) Y=Y cos t
0

dargestellt. Verkiirzt man Gleichung (3) um das erste (sicherlich nach
wie vor bedeutungslose) Glied und fihrt p, aus (4) ein, so kommt

0 d
(®) (Z—Xo):—m%a

und es folgt dann durch Einsetzen von (7) in Riicksicht auf (6) und (4)
— . 27t
©) t=2%+wv V% Ctgtpsm—t—?-

Daraus ergibt sich zweierlei: einmal, dafi in der Tat x unter der
gleichen Voraussetzung klein bleibt, unter welcher dies auch y, tut,
und sodann in Verbindung mit (7), daBl die Kreiselspitze, d. h. das
Nordende der Figurenachse angenidhert eine Ellipse beschreibt, deren
wagerechter und senkrechter Durchmesser sich wie 1:Vy,ctg ¢ ver-
halten. Die Ellipse ist infolge der Kleinheit von x, so schmal, daf§
bei ungenauer Beobachtung die y-Schwingung, welche tbrigens der

17*
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w-Schwingung immer um etwa die Zeit ¢,/4 vorauseilt, véllig tiber-
sehen wird.

Von irgend einer Dampfung dieser Schwingungen ist bis jetzt
noch nicht die Rede gewesen. Es ist aber klar, dafl der Kreisel als
Kompafl nur dann wirklich brauchbar sein kann, wenn alle seine
Schwingungen so rasch wie moglich zum Erlgschen gebracht werden,
da doch die Beobachtung von Umkehrpunkten wegen der langen
Schwingungsdauer f, viel zu umstindlich wire. In der Tat haben die
Erbauer ihre besondere Aufmerksamkeit stets auch gerade der Schaffung
cuter Dampfungseinrichtungen zugewandt. Es sind zahlreiche Aus-
fihrungen versucht worden, die darauf hinzielen, die Energie jener
ellipsenférmigen Schwingung durch Umwandlung in Warme zu ver-
nichten, sei es durch hydraulische, sei es durch Wirbelstrombremsung.
Beim Anschiitzschen Einkreiselkompafl ist ein anderes, sehr geist-
reiches Verfahren angewendet, das wir seiner Eigenart wegen be-
sprechen mogen.

Die in der Kreiselkapsel (k in Abb.112, S.257) eingeschlossene
Luft wird von dem auferordentlich rasch umlaufenden Kreisel mit-
gerissen und von der Fliebkraft gegen die duflere Wand der Kapsel
gepreBt. Besitzt die Kapsel nahe der Achse des Kreisels eine erste
Offnung und am Rande eine zweite, so wird bestindig Luft durch die
erste eingesogen und durch die zweite ausgeblasen. Der ausgeschleu-
derte Strahl moge beispielsweise (es gibt auch andere Ausfiihrungs-
arten) durch eine Dise (d) wagerecht nach der Westseite austreten,
die Disendffnung aber durch ein quer zur Figurenachse schwingendes
Pendel (p) teilweise, aber symmetrisch gedeckt sein, so entsteht eine
riickwirkende Kraft des Strahles, die zu einem durch Gegengewicht
auszugleichenden Drehmoment um die Figurenachse Veranlassung
gibt. Sobald jedoch eine Erhebung y eintritt, o6ffnet sich die Nord-
seite der Diise weiter, die Siidseite schliefit sich mehr, und die Folge
ist offenbar ein um die Lotrechte wirkendes Drehmoment Mj;, das bei
positiver Erhebung y von Norden nach Osten dreht, und dessen Betrag
mit y proportional gesetzt werden kann:

M3 == Dx,

wo D eine von Fall zu Fall leicht zu berechnende Konstante bedeutet.
Fiigt man dieses Moment der rechten Seite von (5) zu, so kommt,
indem wir vollends B; gegen @%/sG als belanglos weglassen,

02 d2y

(10) ma—ﬁ«—D1+@wCOS¢Sintp:0;

und diese Gleichung haben wir mit (8) zu verbinden.
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Zunachst fallt auf, daB die Nullage (4) sich jetzt etwas geandert
hat; sie ist angegeben durch den alten Wert x, und durch

. Dy, D
(1) Sln%_()wcos«p_ sG 89
und betragt in Wirklichkeit héchstens ganz wenige Bogengrade ost-
licher oder westlicher Auslenkung, je nachdem ¢ wieder positiv oder
negativ ist. Natiirlich kénnte man v, zum Verschwinden bringen,
indem man das Pendel (p) mit einem verschieblichen Gewichtchen (g)
versieht und die urspriingliche Lotachse des Pendels damit so regelt,
daB sie unter der allerdings von der geographischen Breite abhingigen
Neigung y, einspielt. Man verzichtet jedoch auf diese Verbesserung,
indem man sich die Miiweisung y, ein fiir allemal als Funktion der
geographischen Breite berechnet. Bei neueren Einkreiselkompassen
bleibt dann auch vollends das Pendel (p) ganz weg, und man iber-
zeugt sich leicht davon, dafi bei einer Erhebung der Figurenachse das
Moment der riickwirkenden Kraft des Luftstrahles immer noch eine
Komponente um die Lotlinie von der Form M; besitzt.

Entfernt man yx-aus (10) vermittelst (8), so kommt zufolge (11)

dw
dt2+0 + wCOS(p(Slny}—Slnlpo)—O

also die Gleichung einer proportional zur Geschwindigkeit gedimpften
Schwingung. Beschranken wir uns auf kleine Ausschlige, ersetzen
also siny —siny, durch y —1y,, so lautet die Losung (die wir als
bekannt voraussetzen diirfen, die man aber auch durch nachtrigliches

Einsetzen bestitigen kann)
Dt
¢

2
(12) Y=y, +ype wcos—tn—-
0
Sie gehort zum Anfangswert , + 9, und stellt eine harmonische
Schwingung mit abnehmenden Amplituden und der vollen Schwin-
gungsdauer (Hin- und Hergang)

©]

(13) t:) —=2n

2
sGwcosp— =

46
vor, welche immer gréfler als die Dauer ¢, (6) der ungedimpften
Schwingung bleibt. Der Nenner in (13) ist in Wirklichkeit immer
reell, die Bewegung also nicht aperiodisch. Das logarithmische Dekre-
ment (d. h. der natirliche Logarithmus des Quotienten zweier aufein-
ander folgender Ausschlage) wird

(14) A=
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Schliefllich folgt die Erhebung x aus (8) und (12) nach einigen
Umformungen zu

2z O o 27t
— °en Y 5600 7"
(15) E=tht g cos< y s>,
wo zur Abkiirzung ein Hilfswinkel ¢ eingefiihrt ist, der durch
D2
(16) cose = V4 OsGwcos @

bestimmt sein soll. Und nun ist der gesamte Verlauf der Schwingung
nach (12) und (15) nicht mehr durch eine Ellipse, sondern durch eine

:ALX Abb. 113.
30-

elliptische Spirale darzustellen, von deren Aussehen die in der Rich-
tung der y-Werte etwa zehnfach vergréflerte Abb. 113 eine Vor-
stellung gibt.

Wir fiigen noch einige Zahlenwerte bei, die den ausgefiihrten Kreiselkompassen
ungefihr entsprechen. Der 5kg schwere Schwungring soll bei einem axialen Trag-
heitsarm von 5,3 cm auf 20000 minutliche Umdrehungen gebracht sein. Das stabili-
sierende Schweremoment soll herriihren von einem Gewicht von G = 7,5kg des
schwimmenden Systems bei einem Abstande s = 2,7 cm zwischen Schwerpunkt und
Verdringungsmittelpunkt. Die geographische Breite sei ¢ = 54,3° (Kiel). Wir finden

6 — 29,4.10% cmgsek,
sG = 2.10*cmg,

und daraus fiir das ungedimpfte System
Yo = 3, t, = 61,3 min.
Beim gedidmpften System moge die Schwingungsdauer auf fj, = 68,5 min angestiegen

sein. Dann berechnet sich

D = 433 cmg, A = 3,05,
und dies entspricht einer Abnahme des Ausschlages nach einer vollen Schwingung
auf den einundzwanzigsten Teil; so viel 148t sich in der Tat mit Luftdimpfung gut
erreichen. Die Mifweisung betrigt

W’oi = 1170'
Das dynamische Trigheitsmoment um die Ostwestachse wird
e ] 2
S0 — 4,3 . 10% cmgsek

und ist ungefihr 20000 mal gréfer als das statische B, welches etwa gleich 200 cngsek?
sein mag.
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2. Die Fahrtfehler. Bis jetzt ist nur klargelegt, wie der Kompaf}
auf ruhiger Unterlage aus einem beliebigen Azimut in die Nord-
richtung einschwingt. Es kann ein bis zwei Stunden dauern, bis
diese Einstellung merklich beendet ist. Dann aber fragt sich, wie
die Bewegungen des Schiffes auf den Kreisel einwirken, welche Sto-
rungen sie an ihm hervorrufen. ,

Wir wenden uns zuerst den Fehlern zu, die durch die Schiffs-
geschwindigkeit bedingt sind. Das Schiff fahre unter dem Azimut ¢’
mit der Geschwindigkeit », die wir in Seemeilen messen wollen. (Es
sei daran erinnert, daB eine Seemeile soviel wie eine in der Stunde
durchfahrene Bogenminute des Meridians, also 1852 m/Std bedeutet,
und da8 dieselbe Strecke, auf einem Breitenkreise gemessen, soviel
wie 1/cos @ Bogenminuten der geographischen Breite ausmacht.) Die
ostliche (westliche) Komponente vsiny' dieser Geschwindigkeit wirkt
ebenso wie eine VergroBerung (Verkleinerung) der Erddrehgeschwindig-
keit @ um den Betrag
£ vsiny’

—_— . - —1
" 180.60.3600 cos ¢ :

A H

(17) '

der in unseren Breiten hochstens einige Hundertstel von @ ausmacht,
so daff das nordweisende Richtmoment wenig beeinfluit” wird. Die
nordliche (stidliche) Komponente vcosy' der Schiffsgeschwindigkeit,
als Drehvektor vom Betrag

T
1 ’ —_ o ! s—1
(18) @ = 185.60.3600 " S ¥ Sk
senkrecht auf der Meridianebene nach Westen (Osten) errichtet und
zur wagerechten Komponente w cos¢g geometrisch addiert, verlagert
diese scheinbar nach Westen (Osten) um das kleine Azimut

" n 1 cos g

(19) Ve = T cose — T 180.60.3600 @cos g’

Dieser Winkel gibt [zuziiglich des Winkels v, aus (11)] zugleich
die Mifiweisung des Kreiselkompasses an; sie betrigt beispielsweise
bei 25 Seemeilen Fahrt im Meridian am Aquator 1,6°, unter der Breite
@ = 54,3° schon 2,7% und steigt gegen die Pole hin rasch bis auf goe.

Sodann fragen wir nach den Stérungen des Kreisels, die durch
die Schiffsbeschleunigungen hervorgerufen werden. Was zunichst
solche Beschleunigungen & in der Nord-(Std-)Richtung betrifft, so
erzeugen sie zufolge der Gegenwirkung der tragen Masse des schwim-
menden Systems ein Drehmoment vom Betrag

M:[!SG,
9
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dessen Vektor westwirts (ostwirts) zeigt und nach dem Grundgesetz
Einl. 1(29), S. 14, den Schwungvektor und mit ihm die Figurenachse
unseres schnellen Kreisels verlagert mit der aus

dy ’
folgenden Geschwindigkeit
dy _ bsG __ b 4a?
(20) At =T g6 T T gRwcoy

Diese Geschwindigkeit und mithin auch der Betrag der ganzen Mif-
weisung ist dem Quadrat der Schwingungsdauer ¢, umgekehrt pro-
portional, und daraus geht sehr klar hervor, wie ungemein wichtig
die Erreichung einer moglichst hohen Schwingungsdauer, also eines
moglichst grofilen Schwunges @ ist, wiewohl hierdurch andererseits
die Anlafizeit des Kreisels bis zu seiner Gebrauchsfertigkeit unliebsam
gesteigert wird.

Insgesamt ergibt (20) schlieflich einen sogenannten ballistischen
Ausschlag von der Gréfle :

sG
Y3 — — g6 }. bdt,
wo das Integral einfach den Geschwindigkeitszuwachs » cosy' in nord-
licher (siidlicher) Richtung bedeutet. Indem wir ihn wieder in See-
meilen ausdriicken, wird mit dem Halbmesser B der Erde
. 7 sGRvcosy'
¥s = 7 180.60.3600 960

Damit dieser {ibrigens immer sehr kleine Ausschlag iiberein-
stimme mit dem zu der erhohten Fahrtgeschwindigkeit gehdrigen
Ausschlag v, (19), mufl der Kompafl so gebaut sein, daB

C] B

sGwcosp g
oder nach (6)

R
(21) fh=2m Vy

wird.

Der Kreisel stellt sich nach jeder Anderung der Fahrt-
geschwindigkeit ohne Schwingungen in seine neue Ruhe-
lage v, ein, wenn seine ungedampfte Schwingung synchron
mit einem mathematischen Pendel von der Linge des Erd-
halbmessers ist.

Die Schwingungsdauer eines solchen Pendels betragt 84 Minuten,
und so ist man denn auch bei spiteren Ausfiihrungsformen auf diesen
Betrag gegangen.
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Gegeniiber den nordlichen oder siidlichen Beschleunigungen haben
die westlich. oder 0stlich gerichteten offenbar nichts zu besagen, da
sie im wesentlichen nur ein Verkanten des schwimmenden Systems
um die Figurenachse des Kreisels erzeugen. Etwas bedenklicher, aber
auch noch ziemlich gering sind endlich die Storungen, welche die
nérdliche oder stidliche Beschleunigung auflerdem durch Vermittelung
der oben geschilderten Dampfungseinrichtung auf den Kreisel tber-
tragen. Die- Auslenkung des Pendels (p) ruft falschlicherweise ein
Drehmoment um die- Lotachse hervor und dieses unmittelbar eine
Erhebung y, mittelbar dann eine Mifiweisung v, auf deren Berechnung
wir jedoch verzichten.

3. Der Schlingerfehler. Dem bis dahin gediehenen Kreisel-
kompa$, welcher befriedigend genau zu sein schien, ist in den Schlinger-
bewegungen des Schiffes ein Widersacher erwachsen, dessen Entlarvung
und Uberwindung einen der schonsten Erfolge der Theorie darstellt.
Es ist das Verdienst von M. Schuler, diesen sogenannten Schlinger-
fehler entdeckt und beseitigt zu haben.

Das schwimmende System verhalt sich hinsichtlich seiner Schwin-
gungen um die zur Figurenachse parallele (oder nahezu parallele)
Nordstidachse durch den Stiitzpunkt wie ein physikalisches Pendel.
Diese Achse ist eine Haupttragheitsachse des Systems, das zugehérige
Tragheitsmoment A4; ist von der gleichen Gréflenordnung wie das
axiale A4 des Kreisels selbst. Nennen wir & den Ausschlag, positiv
etwa bei einer Erhebung des Schwerpunktes nach Westen, so gehorchen
die Schwingungen, falls wir uns auf kleine Amplituden beschrinken,
der Gleichung

dz g
(22) ,dt2+s(n}

Die zweite Hauptachse des schwimmenden Systems ist die Ostwest-
achse. Fir die x-Schwingungen um diese Achse leitet man schnell
eine ganz dhnliche Gleichung aus (9), S.259, her. Wenn man sich
nimlich etwa die Erhebung x, durch ein kleines Ubergewicht aus-
geglichen denkt, bestitigt man ohne weiteres, dafl mit y, = 0 aus (9)
durch zweimaliges Ableiten nach der Zeit folgt

a2 ¥y 4 72

diz — _—t‘g*'ly
und dafiir werden wir mit Riicksicht auf (6) und fast gleichlautend
mit (22) schreiben
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indem wir bei der Eigendrehgeschwindigkeit » des Kreisels unter

(24) =9 —4

wCcosp  wCoSg@

das scheinbare, dynamische Trigheitsmoment um die Ostwest-
achse verstehen, welches, gegen A gehalten, ersichtlich ungeheuer
grof} ist.

Die Gleichungen (22) und (23) zeigen, dafl das schwimmende
System sich ganz ebenso wie ein Raumpendel verhilt, das in der
Meridianebene eine viel groflere Tragheit als in der Ostwestebene
besitzt. Wir haben festzustellen, wie dieses Pendel auf die Schiffs-
schwingungen antwortet. Bedeutungslos, weil in der Richtung der
Pendelachse, sind die lotrechten Schwankungen des Aufhdngepunktes;
gefahrlicher sind schon die um die Querachse erfolgenden Stampf-
bewegungen des Schiffes, die allerdings infolge der groflen Tragheit des
Schiffes um diese Achse langsam und also nicht mit sehr grofen Beschleu-
nigungen verkniipft sind; ferner die Erzitterungen des Schiffes, welche
durch die Maschinenst6fe hervorgerufen werden. Wichtig und ver-
hangnisvoll erweisen sich aber vor allem die Rollbewegungen um die
Lingsachse; sie sind der Hauptbestandteil der Schlingerbewegungen,
mit heftigen Beschleunigungen in der Richtung der Schiffsquerachse
verbunden und durch Aufhingen des Kreisels in der Schwingungs-
achse deswegen nicht unschadlich zu machen, weil diese Achse
eigentlich fortwidhrend wechselt.

Ist b, der Hochstwert dieser Beschleunigungen und « ihre Frequenz
(Zahl der Schlingerschwingungen in 2 # Sekunden), so mag, wenigstens
eine Zeit lang und im Mittel, ihr zeitlicher Verlauf durch

(25) b = bysinat

dargestellt sein. Wir diirffen uns auf den Standpunkt eines mit dem
Aufhidngepunkt in dieser Weise bewegten Beobachters stellen, wenn
wir uns die Beschleunigung (25) im Schwerpunkte des Pendels mit
entgegengesetzter Richtung angebracht denken. Da s der Abstand
des Schwerpunkts vom Aufhdngepunkt ist, so bedeutet dies ein um
die Lingsachse des Schiffes durch den Aufhdngepunkt wirkendes
Moment (etwa positiv nach vorn gerechnet) vom Betrag

(26) M= 38 G.

Ist B das Azimut des Schiffskurses gegen die Nordrichtung, so
miissen wir die rechten Seiten der Gleichungen (22) und (23) durch
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die Glieder M cos 8 bzw. M sin§ ergdnzen und haben zufolge (25)
und (26)

lcjlt2+ G&_Z;Ochosﬂsinat,
(27) d X b,
dt2 +sGy = —sGsmﬂsmat

Diese Gleichungen stellen erzwungene Schwingungen vor; ihre
partikuldren, den Zwang fiir sich berticksichtigenden Integrale lauten

]fr Z;OSGG_C(EF - sin at,
(28) l by sGsing
gsG—Cya

wovon man sich durch nachtrigliches Einsetzen leicht iiberzeugt.
Dazu kidmen dann noch die Eigenschwingungen; diese sind aber fir
uns bedeutungslos, weil die eine, die ¢-Schwingung, gegeniiber der
Schlingerbewegung sehr rasch, die andere, die x-Schwingung sehr
langsam erfolgt, wie wir wissen, und weil beide in Wirklichkeit gut
gedampft sind. Wiirden wir die zugehdrigen Dampfungsglieder in
Riicksicht ziehen, so wiirden sich allerdings auch die partikuldren
Integrale (28) etwas anders darstellen; auf die Art der Schliisse, die
wir nun ziehen werden, ist dies aber ohne merklichen EinfluB.

Aus (28) geht ndmlich hervor, dafl das Pendel nicht, wie man
vermuten mochte, in der Ebene der Beschleunigung, also um eine
Achse mit dem Azimut g schwingt, sondern um eine solche mit dem
Azimut y, das sich aus

(29) gy =% =200 %y

ergibt. Weil (f, wesentlich grofler als 4, ist, stimmen g und y nur
dann tiberein, wenn das Schiff auf einem Kardinalkurse (N, W, S, O)
fahrt. Bei allen anderen Kursen hat die Schwingungsebene gegen
die Beschleunigungsebene das von Null verschiedene Azimut y — g,
und die Beschleunigung besitzt demnach neben ihrer in die Schwingungs-
ebene fallenden und die Schwingung (28) unterhaltenden Komponente
auch noch eine Komponente bsin(y —pf) senkrecht zu dieser Ebene.
Da der Schwerpunkt in der Nord- bzw. Westrichtung zur Zeit ¢ um
die Betriage sy bzw. s9 ausgelenkt ist, so hat er von seiner Ruhelage
den Abstand sVx2+ 92 und mithin erzeugt die letztere Komponente
der Beschleunigung ein Drehmoment um die Lotachse vom Betrag

M, = b5Gsin(y—p) Y+ o
g
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oder ausflibrlicher nach (25) und (28) und zufolge einer kleinen
Zwischenrechnung zur Entfernung von y

M= b2 Gsi 2t
(30) °“§g_23 sin2 f.sin?a

mit der dimensionslosen Zahl

) 1 1 \
(31) czs{j(sG—an?_sG—Alaﬂ)‘

Beachten wir, daf}, {iber die Dauer 2a/a einer Schlingerschwingung
integriert, die Funktion sinzat den Wert n/a ergibt, so folgt der
Mittelwert

2n/a
2
32) i, = %jMo — %gsGsin 2 8.
0

Dieses um die Lotachse wirkende Schlingermoment
behdlt, im Gegensatz zu der Beschleunigung &, sein Vor-
zeichen unabldssig bei, solange das Schiff zwischen den
gleichen Kardinalkursen bleibt; es ist am grofiten fir die
Interkardinalkurse NW, SW, SO, NO, und verschwindet nur
auf den Kardinalkursen selbst.

Mit anderen Worten: das Schlingermoment sucht entweder die
Figurenachse oder die Querachse des Kreisels querschiffs zu stellen.
Der Kreisel strebt so einer Gleichgewichtslage zu, welche von der
Nordrichtung wesentlich verschieden sein kann und sich im {brigen
ebenso berechnen liee wie beim Fépplschen Kreiselversuch (§ 18, 4.),
wo das nordweisende Richtmoment der Erddrehung mit dem Torsions-

moment der trifilaren Aufhingung zum Ausgleich zu bringen war.

4. Der MehrkreiselkompaB. Aus den vorigen Uberlegungen
geht sofort hervor, auf welche Weise der Schlingerfehler zu beseitigen
sein wird. Er verschwindet nach (32) fiir jedes Kursazimut g dann
und nur dann, wenn ¢ = O wird, d. h. nach (31), wenn man dafiir
sorgt, daBi das Tragheitsmoment 4; um die Nordsiidachse so grof§
wird wie das scheinbare Tragheitsmoment €, um die Ostwestachse
des schwimmenden Systems. Diese ungeheure Vergréflerung von 4,
ist natiirlich statisch, d. h. durch Hinzufiigung von Massen, unmoglich
und auch wieder nur auf dynamischem Wege zu erreichen, also durch
Einfiigung weiterer Kreisel in das schwimmende System. Man kommt
grundsatzlich aus mit zwei Kreiseln, deren wagerechte Figurenachsen
mit der Nordachse des Systems gleiche Winkel bilden miissen, falls
die beiden Kreisel gleich grofien Schwung besitzen. Es hat sich aber
als vorteilhaft herausgestellt, lieber drei Kreisel zu verwenden, wie
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dies beim Anschiitzschen Dreikreiselkompafl (Abb. 114 zeigt die
Anordnung der Kreisel im Grundriff) geschehen ist.

Neben einem nordweisenden Hauptkreisel (k,) sind zwei Neben-
kreisel (k, und k;) an den Schwimmer gehdngt. Den Hauptkreisel
denken wir uns starr mit dem Schwimmer verbunden (daff er in der
Regel eine kleine, durch starke Federn
beschrinkte Drehbarkeit gegen den
Schwimmer besitzt, 1st fir unsere
Zwecke belanglos); die Nebenkreisel
sind durch ein Gestinge (g) zwangs-
weise so gefiihrt, dafi ihre Figuren-
achsen mit der Nordachse des Schwim-
mers stets dieselben Azimutwinkel
nach Westen und Osten bilden, und
zwar sucht eine Feder (f)) diesen Winkel
auf einem festen Betrag & zu halten.

Hinsichtlich dem nordweisenden
Richtmoment verhilt sich das System
wie ein einziger Kreisel vom Schwung © (1 4 2cose), vorausgesetzt,
daB die Schwiinge aller drei Kreisel gleich groff sind. Demnach
ist das dynamische Trigheitsmoment (24) um die Ostwestachse

Abb. 114.

O 142cose

(33) Cy ® COSQ

Andererseits gilt fiir die Schwingungen des Systems um die Nord-
stidachse in den alten Bezeichnungen bei kleinen Ausschlagen

d29 as ,
(34) A1W+8Ga+203751n8—0,

das letzte Glied stellt dabei das Kreiselmoment vor, welches die
beiden Nebenkreisel auf das schwimmende System um die 9-Achse
ausiiben, wenn sie aus ihrem Ruheazimut & gegen die Nordsiidachse
zu um den Winkel 8 ausschwingen. Nennen wir D; die Summe der
iquatorialen Tragheitsmomente der beiden Nebenkreisel, so folgt in
gleicher Weise fiir deren Drehungen ¢

2 D) . .
(35) Dl%g—-i—hé—~2@%;sms—2@wcosgosme:0,

und zwar bedeutet hier das zweite Glied das rickdrehende Moment
der Feder (f), das dritte das Kreiselmoment einer #-Schwingung, das
vierte endlich die Kreiselwirkung der Erddrehung.
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Fir die Ruhelage finden wir aus (34) und (35) die Winkel

(36) 8, =0, & — 2 @a)C(;',sqosinf.
Die Federzahl h muff so grof sein, dal d, ein kleiner Winkel bleibt.
Um jetzt aus (34) und (35) das scheinbare dynamische Tragheits-
moment um die Nordsiidachse zu berechnen, streichen wir vor allem
wieder die Beschleunigungsglieder mit 4, und D,, und zwar aus
gleichen Griinden und mit gleichem Rechte wie schon in (3) und
spater auch in (2). Den verbliebenen Wert von ¢ setzen wir aus (35)
in (34) ein und erhalten

4 @2sin? e d? 9 L
(37). —,  gp T3G% =0,
so dafl das gesuchte dynamische Tragheitsmoment
38) 4, — 4 @:s;nis

wird.
Die vollige Beseitigung des Schlingerfehlers wiirde verlangen,
dafl Cy = A,, also nach (33) und (38), dafl die Federzahl
. 4sin2£_
h=0w cosg T 2coss
gewdhlt wirde. Dieser Wert ist praktisch wegen der Kleinheit von @
so niedrig, dafl von einer elastischen Koppelung so gut wie nichts
mehr zu merken wire; er ist auch schon deswegen unzuldssig, weil
der aus (36) damit folgende Winkel
5, — L1 2cose
7 2sine
viel zu grof§ wiirde. i
Aus dieser Schwierigkeit rettet die folgende Uberlegung. Das
Schlingermoment (32) ist wesentlich durch die Gréfle ¢ (31) bestimmt,
die wir gerne zu Null gemacht hitten. Schreibt man sie in der Form
1 1
T 1—-0C 1—4,

c

mit den Abkiirzungen
Vo 000‘2 r Al 02
(39) G=%6 »=%a
so ist C; eine ungemein grofie Zahl wegen des groflen Faktors @/ w,
der nach (33) in C, steckt. Umgekehrt war 4{ beim Einkreiselkompa8

ein recht kleiner Bruch (etwa von der Groflenordnung 1/4,, insofern
die Frequenz a der Schlingerbewegungen in der Regel in der Néhe
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von 1/, liegt). Fir den Einkreiselkompaf war also angenédhert ¢ = — 1,
fur einen moglichst vom Schlingerfehler freien Kompafl mufi auch
Aj eine grofie Zahl und mithin angenéhert

1 1
c=—+ 5
Co Ay
sein, oder
Cr
Ay = % .
1 —I’- C(JO

Anstatt nun zu verlangen, dal ¢ streng verschwinde, werden wir
uns auch damit begntigen diirfen zu fordern, dafi der absolute Betrag
von ¢, sagen wir, von 1 auf 1/5, herabgedriickt werde. Dann ist
immer noch ¢C; groff gegen 1 und also in neuer Anndherung einfach

, 1
AO = E
oder ausfithrlicher nach (38) und (39)

__4ca?B?%sin?e

h— -
sG
und diese Federzahl gibt schon eine recht wirksame elastische
Koppelung.
Beispielsweise wihlen wir
1 1
— — ! — 200
¢ = o’ a = 2’ & 309,

ferner entprechend 30000 minutlichen Umléufen (die beim Dreikreiselkompa$ dadurch
erreicht werden, dafl die Kreiselkapseln zur Verminderung der Reibung mit Wasser-
stoff gefiillt sind)
© = 45.10*cmgsek?, sG = 5.10*cmg
und finden rund
h = 2.10*cmg.

Dies bedeutet, daB zu einer Verdrebung um & = 69 eine Kraft von 200¢ an einem
Hebelarm von 10cm ndtig ist. Der Ausschlag O, aber erreicht jetzt mach (36) in
unseren Breiten nur 3,3'.

Die Storungen des Kreiselkompasses werden bei modernen Bau-
arten namentlich auch noch dadurch herabgemindert, daf man ihn
an moglichst geschiitzter Stelle des Schiffes unterbringt. Man iiber-
tragt dann die Anzeige dieses Mutterkompasses durch elektrische
Koppelung auf beliebig viele Tochterrosen, die {iber das ganze Schiff
verteilt sein kdénnen.

Es mag schlieBlich erwihnt werden, daBl aufler dem Anschiitz-
schen, soweit uns bekannt geworden, noch zwei andere, in wesentlichen
Teilen davon verschiedene Kreiselkompasse bis zum praktischen
Gebrauch durchgebildet worden sind, ndmlich derjenige von Ach fiir
Riesenflugzeuge und ein von E. A. Sperry fiir nautische Zwecke er-
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sonnener und sehr fein durchgearbeiteter. Wir verzichten darauf, diese
zu besprechen; der Sperrysche ist trotz einiger vorziiglichen Eigen-
schaften dem Anschiitzschen unterlegen, wie die von der deutschen
Marine angestellten Versuche ergeben haben; iiber die Bewahrung des
Achschen vermégen wir nichts auszusagen.

Beim Dreikreiselkompal wird der Schlingerfehler also dadurch
auf ein ertragliches Mafl herabgedriickt, dafi das schwimmende System
an Stelle volliger (dynamischer) Tragheitssymmetrie um die Lotachse
wenigstens eine auflerordentlich hohe Steifigkeit gegen Stérungen um
alle wagerechten Achsen bekommen hat. Um dies zu erreichen, gibt
es noch ein zweites, ganz anderes Mittel, namlich die Koppelung des
KompaBkreisels mit einem Pendelkreisel, dessen Theorie wir uns
nunmehr zuwenden.

§ 20. Pendelkreisel.

1. Stérungstheorie der Pendelkreisel. Vom KompaBkreisel, dessen
Schwerpunkt, ohne mit umzulaufen, in der Aquatorebene liegt, fihrt
eine stetige Linie zum Pendelkreisel, dessen Schwerpunkt auf der
Figurenachse, aber auflerhalb des Stiitzpunktes sich befindet. Allen
diesen Kreiseln einschlieBlich der Zwischenstufen beliebiger Schwer-
punktslage bei entsprechender Schragstellung der Figurenachse ist
gemeinsam, daff sie durch die Schwerkraft gezwungen sind, an der
Erddrehung o teilzunehmen, und sich demnach in gleichstimmigen
Parallelismus mit dem Vektor @ so weit zu bringen streben, als die
Schwerkraft im Ausgleich mit dem diesbeziiglichen Richtmoment das
zulaBt. So kam die Nordweisung der Kreiselkompasse zustande;
so miifite die Figurenachse eines Kreisels, dessen Schwerpunkt, wieder
ohne umzulaufen, vom Kreiseliquator den gleichen Winkelabstand ¢
hitte wie der Beobachtungspunkt vom Erdaquator, viel sicherer nach
dem Himmelspole zeigen, als der astatische Kreisel Foucaults (§18, 1.);
so muf aber auch der Pendelkreisel infolge der Erddrehung eine
kleine Abweichung vom Lote nach der Richtung der Erdachse hin
erleiden, wie bereits Foucault bemerkt hat. Es geniigt hier, an den
Betrag dieser Ablenkung zu erinnern, der in § 18 (22), S. 248, berechnet
worden ist; das dortige Azimut & der Auslenkungsebene ist Null, und
wir schreiben dann besser

(1) tgd, =

indem wir unter ¢ = sG wieder unser altes Stiitzpunktsmoment und
unter &, den Winkel verstehen, den die Figurenachse mit der wahren
Lotlinie bildet. Als wahre Lotlinie bezeichnen wir dabei die Richtung

Owcosgp
Owsing —Q’
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<

des Vektors g der Schwerbeschleunigung (einschliefllich der Flieh-
beschleunigung der Erddrehung, vgl. Einl II, S.162). Das Wort
Figurenachse aber bedeute den vom Stiitzpunkt nach dem Schwer-
punkt hin gezogenen Halbstrahl; wir bleiben damit im Einklang mit
dem dritten Abschnitt des ersten Teiles, und in der Tat ist ja die
Theorie des Kreiselpendels einfach wieder die Theorie des dort be-
handelten schweren Kreisels. Aber von den dort gewonnenen Ei-
gebnissen brauchen wir hier nur die, welche sich auf den schnellen
Kreisel beziehen. Je nachdem der Schwungvektor @ die Richtung
der Figurenachse oder die entgegengesetzte hat, sprechen wir von
einem rechts- oder linksdrehenden Kreisel und zéhlen dann @
positiv oder negativ; ¢ rechnen wir immer positiv.

Hiernach schlieflen wir von vornherein aus (1): Bei gleich-
groffem Schwung stellt sich der linksdrehende Pendelkreisel
auf der nordlichen Halbkugel der Erde genauer in die Lot-
linie ein als der rechtsdrehende. Wir werden von der "Aus-
lenkung (1) kiinftig ganz absehen, weil sie bei allen wirklich ver-
wendeten Pendelkreiseln recht klein, wenn auch gerade noch merklich
ist. Mit anderen Worten, wir beziehen uns kiinftig nicht genau auf
die wahre Lotlinie ¢ selbst, sondern auf eine um den kleinen
Winkel 4, nach Norden bzw. Siiden geneigte Linie, die wir das
Kreisellot nennen mégen, und in deren Richtung wir uns von nun
ab auch die Schwere wirkend denken. Befindet sich unser Pendel-
kreisel auf einem bewegten Fahrzeug, so sind ibrigens an diesem
Kreisellote alle die kleinen Richtungsinderungen anzubringen, die
von der Geschwindigkeit des Fahrzeuges herrithren und ebenso leicht
zu berechnen sind wie die entsprechenden Fahrtfehler des Kreisel-
kompasses (§19,.2.): eine 6stliche (westliche) Fahrtkomponente wirkt
wie eine Vergroflerung (Verkleinerung) von w, eine nérdliche (stidliche)
Fahrtkomponente wie eine Polverlagerung nach Westen (Osten), also
wie eine entsprechende Verlagerung der Meridianebene, in welcher 9,
zu messen ist.

Viel wichtiger aber als die kleine Auslenkung ¢, ist fir uns die
Frage, ob der Pendelkreisel auch dann noch die Lotlinie merklich
genau anzugeben imstande sein kann, wenn er auf einem irgendwie
schwankenden oder beliebig beschleunigten Fahrzeug aufgehingt ist.
Ein gewohnliches Pendel wire dazu offenbar nur dann fihig, wenn
es eine ganz auflerordentliche Linge besifie. Um die Frage fiir das
Kreiselpendel zu beantworten, ist es am zweckmiBigsten, wieder so
zu rechnen, als ob sich der Aufhingepunkt in Ruhe befinde und
seine tatsichliche Beschleunigung & am Schwerpunkt des Kreisels

mit entgegengesetzter Richtung (als Tragheitswirkung) angriffe. Die
Grammel, Der Kreisel. 18
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Kreiselspitze (nach §10, 5.96, der Punkt auf der Figurenachse im
Abstand 1 vom Stiitzpunkt) bewegt sich dann, solange die Figuren-
achse nur kleine Ausschlidge 4 aus der Lotlinie macht, angenéhert in
einer wagerechten Ebene des Abstandes 1 unter dem Aufhdngepunkt;
dessen lotrechte Projektion sehen wir als Nullpunkt O dieser Bezugs-
ebene an (Abb.115) und setzen die Aus-
lenkungen ¢ weiterhin als klein voraus.
Der Fahrstrahl  von O nach der Kreisel-
spitze P moge das von Norden ostwirts
geziéhlte Azimut vy besitzen; sein Betrag
mifit die Neigung ¢ der Figurenachse
(2) r—=—=9.

Lotrechte Beschleunigungskomponenten
konnen aufler Betracht bleiben, weil sie
bei kleinen Auslenkungen & im wesent-
lichen nur den Stitzdruck beeinflussen. Der Vektor & der wage-
rechten Beschleunigung des Stiitzpunktes soll das Azimut g besitzen.
Das Schweremoment M, vom Betrag
(3) My, = @9
beziiglich des Stlitzpunktes hat das Azimut p —90°% Die negative
Beschleunigung — b erzeugt, im Schwerpunkt S angreifend, mit einem
Hebelarm von sehr nahezu der Lange s ein sehr nahezu wagerechtes
Moment M, vom Betrag

Abb. 115.

-0

}rNord

G b
4) M, = bs g g

und Azimut f—90% Die lotrechte Komponente von M, diirfen wir
offenbar vernachlissigen.

Wir haben jetzt auszudriicken, dafl die Geschwindigkeit des End-
punktes des Schwungvektors @ geometrisch gleich der Summe der
Momente M, und M, ist. Da beide wagerecht liegen, so bewegt sich
auch jener Endpunkt wagerecht, und zwar véllig gleich wie seine
Projektion P, auf unsere Bezugsebene (Abb. 115). Der Fahrstrahl O P,
aber fallt auf den Fahrstrahl # und besitzt die Linge @4 — @r. Und
folglich muff die radiale Geschwindigkeit von P,, nimlich @dr/dt,
gleich der radialen Komponente M, sin(f —v) sein, die tangentiale
Ordy/dt gleich der tangentialen — M, cos(f — ) zuziiglich — M,:

@g—: = M, sin (8 — v),

1
@rfait” = — M, cos (8 — ) — M,.
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Daliir schreiben wir mit den Abkiirzungen

_ ¢ _t
() =g r=
und in Ricksicht auf (2) bis (4)
dr .
© or = upsin(B—y),
d |
) ro¥ = —ulr+peos(B—w)l;

und dies sind die Bewegungsgleichungen der Kreiselspitze P. Die
Zahl u aber ist einfach unsere wohlbekannte Prazessionsgeschwindig-
keit der Figurenachse um die Lotlinie [§9 (21), S.94], wie sich sofort
zeigt, wenn wir p = O setzen. Es wird dann aus (6) und (7)
dr dy
aa=%  at—

zwei Gleichungen, die beim rechtsdrehenden Kreisel (u > 0) eine Links-
prazession, beim linksdrehenden (u < 0) eine Rechtsprézession bedeuten.
Andererseits ist p nach (5) gleich der Tangensfunktion des Neigungs-
winkels y der scheinbaren Lotlinie 2 (Abb.116) gegen  App. 116,
die wahre Lotlinie g. Die scheinbare Lotlinie zeigt als -b
Resultante der Erdbeschleunigung ¢ und der negativen |
Bahnbeschleunigung — & die Richtung an, in welcher
sich ein augenblicklich gedampftes, der Luftreibung ent-
zogenes Pendel einstellen wiirde.

Im allgemeinen ist p nicht Null, sondern ebenso wie
das Azimut 8 eine gegebene Funktion der Zeit. Um die g
Gleichungen (6) und (7) dann rasch zu integrieren, beschreiten wir am
besten einen komplexen Weg, multiplizieren die erste mit e, die
zweite mit 7e'¥, addieren beide und haben

% (re’v) = — ui(rev 4 peb).

Diese in re'¥ lineare Differentialgleichung hat als Losung, die der
Anfangsbedingung r = 0 fir ¢{ = 0 geniigt, das Integral
t

®) reiv — —ipe int “pei(ﬁ+ut)dt,

wie man durch Einsetzen bestatigt. '

Als Stérungsquellen des Pendelkreisels kommen in Betracht:
gleichférmige Beschleunigungen (Anfahrt und Abbremsung des Fahr-
zeuges), periodische Beschleunigungen (Schlingern des Fahrzeuges
oder Erschiitterungen durch die Motoren), Fliehbeschleunigungen
(Kurvenfahrt). Wir erledigen diese drei Falle der Reihe nach.

18%*
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Erster Fall: Der Aufhdngepunkt wird gleichférmig beschleunigt,
beispielsweise in der Nordrichtung. Es ist also 8 = 0 und p unver-
anderlich. Hiernach wird aus (8)

rew = p(ein— 1)

oder, indem wir zwei neue Koordinaten ' und v’ durch

©) rev 4 p=rev
einfiihren,
(10) rev = pe-irt,

Die Koordinatentransformation (9) hat eine einfache Bedeutung:
r" und o' sind Fahrstrahl und Azimut der Kreiselspitze, gerechnet
von dem um das Stiick p in der Sudrichtung verschobenen neuen
Nullpunkt O’ aus (Abb.117); denn der reelle bzw. imagindre Teil
von (9) stellt ja gerade fest, daf} die Projektion des Linienzuges 0’ O P

Abb. 117, auf die Nordsiid- bzw. Ostwestrichtung mit der Pro-
jektion des Fahrstrahls (/ P iibereinstimmt. O’ aber ist
offenkundig der Durchstofungspunkt der scheinbaren
Lotlinie 2 durch unsere Bezugsebene.

Wir folgern jetzt aus (10)

(11) r'=p, Y = —ut

und deuten dies so: Die Figurenachse beschreibt
ihre natiirliche Pridzession um die scheinbare
Lotlinie, indem sie in der wahren Lotlinie
(genauer im Kreisellot) beginnt.

Dieses Ergebnis war ziemlich ohne jede Rechnung vorauszusehen.
Seine praktische Folge ist die, dafi die Auslenkung der Figurenachse
aus der wahren Lotlinie trotz starker Beschleunigung unmerklich
bleibt, wenn die Prézessionsgeschwindigkeit u hinreichend klein ist.
Denn naturgemidB kann die Beschleunigung des Fahrzeugs nur eine
beschrinkte Zeit lang dieselbe Richtung behalten, und es wird dann
in dieser Zeit auch nur ein unmerklich kleiner Teil des Prdzessions-
kegels durchlaufen sein.

Zweiter Fall: Der Aufhdngepunkt macht eine Schwingungs-
bewegung von der Frequenz a, beispielsweise in der Nordsiidlinie.
Es sei also g == 0 und
(12) P = pysinat.

Wir finden aus (8), falls zunichst a2 > u? vorausgesetzt wird,

13 reiv — PP (6in at + iacosat —iae—iul),
t

a? — ‘1L2
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Bezeichnen wir mit # und y (Abb.117) die nérdliche und 6stliche
cartesische Koordinate der Kreiselspitze, so wird

(14) rev = r(cosy+isiny) = x+ iy
und also, indem wir in (13) den Realteil vom Imaginarteil spalten,

I z = P (usinat — asinpt),

a? — u?
(3) aup‘
I Y = dT;W;ﬁ (cos at — cos ).

Einer Bewegung der Kreiselspitze von dieser Art waren wir schon
beim aufrechten unsymmetrischen Kreisel [§ 13 (30), S.148] begegnet;
wir nannten sie eine Epiellipsoide (vgl. Abb.69, S.150). Fir uns ist
von Wichtigkeit nur der grofite Ausschlag, der iiberhaupt vorkommen
kann. Es wird

. lul(@+u)
xmaz—po 7(1?—#2 3
2alu
Ymaz = Po (—12—_?,

und von diesen beiden ist wegen a?> u? wieder Ym. der grofere
Wert. In der Regel dauert der Prizessionsumlauf mehrere Minuten,
wogegen die Dauer einer Stdrungsschwingung nur nach Sekunden
zihlen wird. Dann ist angendhert

2lu]

(16) Pmaz == Ymaz = Po a

und der grofite Ausschlag der Figurenachse ist gegen den
grofiten Ausschlag p, (genauer arctgp,) der scheinbaren Lot-
linie im Verhdltnis 2|u|:a verkleinert; er bleibt also um so
unmerklicher, je gréer die Stérungsfrequenz a und je kleiner
die Prazessionsgeschwindigkeit |u| ist.

Jetzt muBl noch der bislang ausgeschlossene Fall der Resonanz
zwischen Storungsfrequenz und Prézessionsgeschwindigkeit erledigt
werden. Man erhdlt mit @ = + u aus den alsdann die Form 0/0 an-
nehmenden Ausdriicken (15) durch Anwendung bekannter Rechen-
regeln

I x =+ %(utcosyt — sinpt),
(17)

ly =F 2(;—"ytsin‘ut,

also eine Art elliptischer Spirale (Abb.118) als Bahn der Kreisel-
spitze.
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Die unbeschrinkte Zunahme des Ausschlages der Figurenachse
steht mit unserer Voraussetzung kleiner Winkel ¢ im Widerspruch,
und auch die Ausdriicke (17) gelten daher nur fiir einen geringen
Zeitraum und sind dann besser zu ersetzen durch die Anfangsglieder

Abb. 118. der nach Potenzen von ¢ aufsteigenden
¥ Reihenentwicklung:

(18) 2=+ %gﬁts, Y=+ %q(ﬁt%

aus welcher hervorgeht, daB fiir kleine
Priazessionsgeschwindigkeiten u der Aus-
schlag der Figurenachse nur langsam an-
wichst. Das Zustandekommen merklicher
Resonanz setzt also voraus, dafl eine grofie
Zahl synchroner Schwingungen & auf-
einander folgt; dies wird um so unwahr-
scheinlicher, je kleiner deren Frequenz a
ist, und somit geniigt es zur Verhiitung gefdhrlicher Resonanz in
‘Wirklichkeit vollstaindig, daBl man |u| wesentlich kleiner als solche
Frequenzen o« wahlt, bei denen noch eine ldngere harmonische
Schwingung & {berhaupt zu erwarten ist.

Dritter Fall: Der Aufhingepunkt wird mit der Bahngeschwin-
digkeit v und der Winkelgeschwindigkeit ¢ auf einem wagerechten
Kreise bewegt. Wir bleiben im Einklang mit unseren bisherigen Be-
zeichnungen, wenn wir dem Vektor ¥ das Azimut §— 90° beilegen,
den Kreis also in der Richtung nach Westen beginnen lassen. Wir
wihlen v und ¢ unverdnderlich und setzen
(19) p = et, b — ev.

Positive Werte von ¢ entsprechen einer Rechtskurve, negative einer
Linkskurve.
Hiernach wertet sich (8) unter der Bedingung e —pu aus zu

R T R— tup ret —tut
rev — — L (eiet — g—int),
i ( )
Man formt die Klammer rechter Hand um in
(T, jEEey gt
e 2 (e 2 —e 2 )
und hat also _ e
rev — .._z_”_m sin ?—}:ﬁtgl 2 t
et u 2
iz

oder wegen —i = ¢€

(M4 T
reév — 2up sin ?ifft,e'( it 2)'
et u 2
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Der Vergleich beider Seiten liefert

r— j_tp sin —; Ht,
(20) #
_E—p,
- 2 2

Die Deutung dieser Gleichungen ist einfach: Eine Azimut-
gerade dreht sich, von der Ostwestlage beginnend, mit der
Winkelgeschwindigkeit (¢ —u) um den Nullpunkt; auf ihr
vallzieht die Kreiselspitze harmonische Schwingungen von
der Amplitude

| 2pp
(21) K P ’
und der Frequenz §(¢+pu). Der grofite Ausschlag #me der
Figurenachse ist bei einer im Sinne der Kreiseldrehung
durchfahrenen Kurve geringer als bei einer entsprechenden,
aber umgekehrt durchlaufenen. Denn Rechtskurve und rechts-
drehender Kreisel gehdren zu positiven Werten von ¢ und u, Links-
kurve und linksdrehender
Kreisel zu negativen.

Bei allen nicht tber-
mafig weiten Kurven ist
le| groB gegen u! und
also nach (20) angenihert

[ r = 2p'% sin gt,

(22) l

& 14
v=atTy
und diese Gleichungen stellen einfach einen mit der Winkelgeschwin-
digkeit ¢ durchschrittenen Kreis dar, der die Ostwestlinie im Null-
punkte berihrt und nach Norden oder Stiden liegt, je nachdem e und
p gleiches oder ungleiches Zeichen haben.

Dies, mit gehoriger Uberlegung vom Fahrzeug auf den Raum
tibertragen, besagt (Abb.119): Die Figurenachse beschreibt im
Raume einen Kegel und ist dabei nach dem Aufleren oder
Inneren des Bahnkreises geneigt, je nachdem dieser im Sinne
der Kreiseldrehung oder umgekehrt durchlaufen wird. Das
Erstaunliche bleibt hier nur, dafl sich die Figurenachse also unter Um-
stdnden entgegen der Fliehkraft nach innen zu neigen vermag. Auch
hier ist ihr groBter Ausschlag gegen die Neigung der schein-
baren Lotlinie im Verhédltnis 2|u|:|¢| verkleinert.
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Schlieilich holen wir noch den Fall ¢ = — i nach, der offenbar
der Resonanz entspricht und nur dann eintreten kann, falls Bahn und
Kreisel von entgegengesetztem Drehsinne sind. Indem wir auf (8)
zuriickgreifen, finden wir jetzt ‘

oo — —ippte-in — ¢
oder

Die Bahn der Kreiselspitze ist eine archimedische Spirale und
vom Standpunkt eines immer in die Richtung des Geschwindigkeits-
vektors © blickenden Beobachters eine Gerade von entgegengesetzter
Richtung: die Figurenachse scheint sich ihm mehr und mehr
nach hinten zu heben. Diese Auslenkung erfolgt aber wieder sehr
langsam, falls nur || hinreichend grof§ ist, und wir werden merkliche
Resonanz auch hier fir um so unwahrscheinlicher ansehen dirfen, je
grofer die Prazessionsdauer an sich ist.

Wir sind jetzt hinreichend dartiber aufgeklirt, wie groff die Ab-
weichungen der Figurenachse von der wahren Lotlinie, genauer vom
Kreisellote sein koénnen, und wollen sie bei wirklich ausgeftihrten
Pendelkreiseln nun auch noch zahlenméafiig abschitzen.

2. Kiinstliche Horizonte und Lotlinien. Der Gedanke, den Pendel-
kreisel zur Schaffung eines kiinstlichen Horizontes oder eines kiinst-
lichen Lotes auf schwankendem Fahrzeug, namentlich auf Schiffen
zu verwenden, ist auflerordentlich alt; er geht wohl auf Serson (1751)
zuriick und wurde von Troughton spater (1819) wieder aufgenommen.
Die von diesen beiden gebauten Kreisel (Serson setzte einfach eine
Scheibe senkrecht auf die Figurenachse auf) vermochten infolge mangel-
haften Antriebes ihre Aufgabe nur hochst unvollkommen zu lésen,
nimlich dem Seemanne die bei seinen Ortsbestimmungen wichtige,
bei Nebel oder Nacht unsichtbare Horizontlinie anzuzeigen. Die ganz
dhnlich gebauten Kreisel von Piazzi Smith (1863) und Paris (Vater
und Sohn, 1867), ebenfalls noch von Hand angetrieben, waren dazu
bestimmt, die Schiffsschwankungen aufzuzeichnen, desgleichen der
schon elektrisch bewegte Oszillograph von Frahm. Befriedigen konnten
diese Apparate jedoch ebensowenig wie ein Versuch B. Towers, auf
diese Weise ein Podium zur ruhigen Aufstellung von Scheinwerfern
und leichten Geschiitzen auf Schiffen wagerecht zu halten, wobei der
stabilisierende Kreisel als Turbine angetrieben wird.

Der erste, wirklich gut brauchbare Pendelkreisel scheint der
kiinstliche Horizont ven G. Fleuriais gewesen zu sein (Abb. 120).
Der in einer feinen Spitze nur wenig, etwa 1 mm, iiber seinem Schwer-
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punkt gestiitzte Kreisel (k) von 175g Gewicht wird hier vor der Be-

nutzung gleichfalls als Turbine (besser gesagt als Fligelrad) durch

Prefiluft angetrieben, welche durch die Handhabe (k) zustromt, so daB

er wihrend der Beobachtung mit mindestens 50 sekundlichen Um-

drehungen lauft und eine Prizessionsdauer von etwa 2 Minuten be-

sitzt. Er trdgt zwei Plankonvexlinsen (I), deren Brennweite ihrem

Abstande gleich ist, derart, daB ein feiner, die optische Achse schneiden-

der und zur Figurenachse genau senkrechter Strich auf der ebenen

Flache jeder Linse im Fernrohr

eines Sextanten (s) scharf ab-

gebildet wird, so oft die optischen

Achsen sich decken. Wenn die

Figurenachse ungestort lotrecht

steht, so verschmelzen die auf-

einanderfolgenden Bilder dieser

Striche im Auge des Beob-

achters zu einer Linie, die den

Horizont darstellt. Wenn der

Kreisel jedoch infolge schiefer

Lage der Figurenachse eine Pré-

zession um die Lotlinie beschreibt, so miissen die Striche wihrend

eines Prazessionsumlaufes offenbar einmal auf und ab schwanken,

wobei sie in der Mitte schridg, in den Umkehrlagen aber wagerecht

weisen. Der Beobachter hat die Mittellage zu bestimmen und ver-

wendet sie dann in bekannter Weise zur Ablesung der Hohe eines

Sternes am Sextanten. Die Handhabung des Apparates soll ziemliche

Ubung erfordern, dann aber auch recht gute Ergebnisse zeitigen.
Statt der Linsen ist von den Zeisswerken eine elektromagnetische

Ablesevorrichtung versucht worden, wahrend Anschitz vorgeschlagen

hat, ohne Erhchung der die Beobachtung langwierig machenden Pri-

zessionsdauer die Genauigkeit des Horizontes in der Beobachtungs-

richtung dadurch zu vergréBern, dal der Kreisel in eigenartiger Weise

cardanisch aufgehdngt wird. Die Drehachse des inneren Ringes liegt

in der Beobachtungsrichtung und geht nur sehr wenig {iber dem

Schwerpunkt vorbei, diejenige des dueren ist wesentlich héher und

wird tunlich wagerecht gehalten. Die Prazessionsdauer ist-dann um-

gekehrt proportional zum geometrischen Mittel der beiden Achsen-

abstinde des Schwerpunktes, wie eine kurze, hier unterdriickte

Uberschlagsrechnung zeigt. Dagegen sind die Ausschlige, die von

Beschleunigungen parallel zur dufleren Ringachse herriihren und in

kleinen Drehungen um eben diese Achse sich kundtun, offenbar

nur mit dem kleinen Abstand der inneren Achse vom Schwerpunkte
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proportional. Die entsprechenden Ausschlige um die innere Achse
bei Beschleunigungen in der Beobachtungsrichtung sind daftir zwar
wesentlich grofler, aber fir die Beobachtungsgenauigkeit ohne Belang.
Die Ablesung ist dann im wesentlichen nur noch um den von der
Erddrehung herriihrenden Ausschlag &, (1) zu berichtigen.

Neuerdings ist dann der Pendelkreisel in einer technisch sehr
sorgfaltig durchgebildeten Form von Anschiitz zum Bau eines
Fliegerhorizontes verwendet worden (Abb. 121). Der linksdrehende

Abb. 121 Kreisel (k) ist hier als Dreh-

strommotor in gleicher Weise wie

der Kompafikreisel (§ 19) auf 20000

minutliche Umléufe angetrieben.

Er rubt in einem Cardangehdnge

(ry, ry), dessen Innenring (r,) als

Kapsel gestaltet ist, und dessen

AuBlenring (r,) auf einem am Flug-

zeug festen Biigel (b) sitzt. Die

Achse des Auflenringes weist in

die Langsrichtung des Flugzeuges

und tragt, dem Flieger zugewandt, eine mit einem Horizontbild

versehene Scheibe (s), welche die Querneigungen des Flugzeuges-

ohne weiteres abzulesen gestattet. Es sind dann noch geeignete

Dampfungsvorrichtungen vorgesehen, ndmlich eine mit der Horizont-

scheibe verbundene kreisférmige, mit Verengungen versehene und

mit Ol gefiillte Rohre (r) zur Dampfung der Querneigungen, sowie

eine nach Art des Kreiselkompasses wirkende Pendelddmpfung mit

Pendel (p) und lotrechter Luftdiise (d). Andere Bauarten sind von

F. Drexler und von der Gesellschaft flir nautische Instrumente

ausgefithrt worden. Auch hat man mit Erfolg versucht, den Kreisel-
horizont mit Zielfernrohren zu verbinden (E. A. Sperry u. a.).

Wir wollen die mutmafBlichen Fehler eines solchen Fliegerhorizontes zahlen-
miBig abschiizen. Bei 20000 minutlichen Umdrehungen, einem Kreiselgewicht
G = 5000g, einer Entfernung s — 0,25cm des Schwerpunktes vom Stitzpunkt,
sowie einem axialen Trigheitsarm von 4cm haben wir mit

© = —17. 10t cmgsek, @ = 1250cmg
zu rechnen und finden zunichst
s
= — -1 A — sek—1,
u 0,0073 sek—1 130 se
also eine Prizessionsdauer von 860sek oder 14,3 min. Die Erddrehung bedingt eine
Neigung der Figurenachse gegen Norden um 2¢/. Die im Vergleich mit der Pré-

zessionsdauer sehr kurze Anfahr- und Auslaufzeit des Flugzeuges kann keinen merk-
lichen Fehler verursachen.
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Wenn die mittlere Fluggeschwindigkeit vy = 50m/sek um 1/, ihres Betrages
periodisch in jeder Minute dreimal schwankt, so ist die Geschwindigkeit des Auf-
hingepunktes in cm/sek

wt
¥ = 5000 — 500 cos -16—,
mithin die Beschleunigung

. wt
b = 50 n’smﬁcmsek—%

durch Vergleich mit (12) kommt also

50T 7
by = o081’ =15
und demnach ist ein groBter Ausschlag (16)
OImar = 25,6/

zu erwarten, der ebenfalls ohne Bedeutung sein wird.
Bei einem kreisférmigen Kurvenflug mit der vorigen Geschwindigkeit v,, wo
in Minuten die Dauer eines vollen Bahnkreises ist, erhilt man mit

= T _ my,
T 30T p= 3og T
den groften Ausschlag (21) in Bogengraden
61,2
Ymaw = +————5;
T T3 =T

dieser Ausschlag nimmt mit 7 nach einem hyperbolischen Gesetze zu (Abb. 122), um
bei Resonanz von T' mit der Prizessionsdauer fiber alle Grenzen zu wachsen. Negative
Werte von T gehdren dabei zu einer im Sinne der Kreiseldrehung durchlaufenen
Bahn. Der zeitliche Anstieg dieses
groften Ausschlages geschieht in-
dessen so langsam, daB auch jetzt
nur dann unbequemere Mifiwei-
sungen zu befiirchten sind, wenn
eine ganz auflerordentlich groSe
Zahl von Bahnkreisen hinterein-
ander durchflogen wird. Man stellt
leicht fest, daB selbst im Falle der
Resonanz die Figurenachse in der
Zeitminute erst um nicht ganz eine Bogenminute sich erhoben hat. Doch soll nicht
verschwiegen werden, daff sich so bei verwickelteren Kurvenfligen die Ausschlige
infolge ungliicklicher Zufille schlieflich zu recht bedeutenden Betrigen summieren
konnen, die dann in einem darauffolgenden geraden Flug durch die Didmpfungs-
einrichtungen nur langsam wieder vernichtet werden.

Abb. 122,
7}max

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25min

3. Flugzeugstabilisatoren. Wahrend der Anschitzsche Flieger-
horizont wie auch der schon friiher besprochene Drexlersche Steuer-
zeiger sich damit begniigen, dem Flieger Anhaltspunkte fiir die Lage
des Flugzeuges im Raume zu geben, so ist doch der Gedanke, die
Absturzgefahr durch einen selbsttatig eingreifenden Stabilisator zu
beseitigen, so alt wie das Flugzeug selber. Und es ist sehr natiirlich,
daB man hierbei immer wieder an die Verwendung von Pendel-
kreiseln dachte, da die Sicherheit des Flugzeuges hauptsichlich, wenn
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auch keineswegs ausschlieflich durch seine richtige wagerechte Stellung
im Fluge gewahrleistet ist.

Den ersten Versuch in dieser Richtung machte H. S. Maxim
(1889), damals freilich noch mit untauglichen Mitteln. Sein Versuch
mufite aber auch schon deswegen erfolglos bleiben, weil der Kreisel
ein grofies Stitzpunktsmoment @ besafi, und vor allem, weil sein
dritter Freiheitsgrad nur verkiimmert vorhanden war. Der mit Pref}-
luft (urspringlich war an Dampf gedacht) betriebene Kreisel sollte
ebenfalls mit Preflluft arbeitende Steuermotoren regeln.

Demgegentiber stellt der Stabilisator von P. Regnard (1910)
einen wesentlichen Fortschritt dar. Der cardanisch aufgehingte, von
einem Akkumulatorenstrom auf 10000 minutliche Umldufe angetriebene
Kreisel betatigt hier mit dem unteren Ende seiner Figurenachse
elektrische Kontakte, die bei jeder Schriglage der Flugzeughochachse
gegen die Figurenachse Relaisstréme schlieBen, welche auf geeignete
Steuermotoren einwirken. Der Stabilisator soll sich an Modellen einiger-
maflen bewdhrt haben, in gréfleren Flugzeugen scheint er aber doch
nicht verwendet worden zu sein.

Dies hat, soweit uns bekannt geworden ist, zuerst F. Drexler
gewagt, der nach Verlassen des astatischen Kreisels (§ 18, 2., S. 242)
zunichst einen mit Prefluft angeblasenen Pendelkreisel verwandte,
dessen Figurenachse einen die Ruderausschlige beaufsichtigenden Ol-
servomotor steuerte. Von seinem sogenannten Fluglagenregler kehrte
Drexler dann wieder zu dem nach Art des Fliegerhorizontes elek-
trisch angetriebenen Kreisel zurlick und gestaltete namentlich den
Olservomotor und dessen Steuerung zu einer technisch vorziiglich
durchgebildeten und verhiltnismafiig leichten Maschine aus, die denn
auch wirklich geflogen ist.

Man kann vorlaufig gegen diese Stabilisatoren, auch wenn sie
noch so gut gebaut sind, doch das Bedenken nicht unterdriicken, daf}
die unvermeidlichen kleinen Fehlweisungen des Kreisels sich auf das
Flugzeug tibertragen miissen und so unter gewissen Umstdnden geradezu
destabilisierend wirken kénnen. Wéhrend man frither in der Schaffung
geeigneter Stabilisatoren das beste Schutzmittel gegen Abstiirze sehen
wollte, so geht neuerdings das Bestreben des Flugzeugbauers unver-
kennbar dahin, die Sicherheit des Fluges lieber dadurch zu erhohen,
dafl das Flugzeug dem Steuer moglichst rasch und leicht gehorcht und
zudem eine gewisse nattirliche Stabilitat in der Weise besitzt, daf} es sich
aus jeder beliebigen Lage beim Absturze von selbst wieder ,fangt«. So
ist wenigstens bei kleineren Flugzeugen die Stabilisierung dem Muskel
des Fliegers in derjenigen Weise anvertraut, die sich doch schon bei
Vogel und Insekt, aber auch beim Radfahrer wohl bewihrt hat.
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Anders liegen die Dinge bei sehr groflen Flugzeugen. Hier fiihlt
der Flieger die Lage des Flugzeuges keineswegs mehr ganz so
unmittelbar, und er wird sich bei seinen Steuerbewegungen mehr von
bewuBten Uberlegungen als von der unbewufiten Eingebung seines
Rauminstinktes leiten lassen miissen. Iier scheint deswegen auch
kiinftig ein guter Stabilisator am rechten Orte zu sein. Bleibt man
beim Pendelkreisel, so wire die Aufgabe des Erbauers die, dessen
Mifiweisungen noch wesentlich weiter herabzusetzen. Verfiigt man
dann wirklich iiber eine einwandfreie Lotlinie, so 148t sich auch die
Frage beantworten, unter welchen Umstanden und mit welcher Sicher-
heit die Stabilisierung eines bestimmten Flugzeuges moglich ist. Wir
haben diese Antwort bereits in § 16, 1. so weit vorbereitet, dafl wir
sie jetzt vollends ohne Schwierigkeit geben konnen.

4. Theorie der kiinstlichen Flugzeugstabilisierung. Wir gehen
also aus von einer durch den Pendelkreisel gesicherten Lotlinie und,
der Vollstandigkeit halber, von einer (etwa durch einen KompaB-
kreisel gehaltenen) festen Azimutrichtung und setzen einen Steuer-
motor voraus, der auf jede Auslenkung der Hochachse aus der
Lotlinie sowie der Lingsachse aus dem festen Azimut mit Ruderaus-
schligen antwortet, welche eben jenen Auslenkungen proportional
sind. Greifen wir auf die Bewegungsgleichungen § 16 (47), S. 198,
des Flugzeuges zuriick, so haben wir demnach die dortigen Ruder-
ausschlage a;, a, und a, des Hohen-, Quer- und Seitenruders nicht
mehr als willkiirlich anzusehen, sondern mit drei Ub ersetzungs-
zahlen ux;, =y,

(24) Q=Y O =X, O = XY

zu wéhlen, indem wir den Ausgleich der Lingsneigung yx, der Quer-
neigung @ und der Kursabweichung » (vgl. Abb.89, S.190) der Reihe
nach dem Hohen-, Quer- und Seitenruder aufbiirden. Wir schreiben
dann zweckméfligerweise statt der in § 16 (55), S.200, eingefiithrten
Ruderzahlen uy, ug, u, die Produkte x,%, o und x,9 an, mit den
Stabilisatorzahlen

U, u, u, |
(25) Hp — 7}}1%}‘, uq ot —G”q—xq’ us —_— ___(;”3,

wo die Bedeutung der W, U, und U, aus § 16 (44) bis (46) hervor-
geht und G das Flugzeuggewicht sein soll. Endlich streichen wir
jetzt in den dimensionslos gemachten Bewegungsgleichungen § 16 (48)
bis (53) die mit o behafteten Glieder, sehen also von den Kreisel-
wirkungen der Schrauben ab, die ja bei groflen Flugzeugen in der
Regel paarweise und sich ausgleichend vorhanden sind. Dann diirfen
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wir die Gleichungen der Langsstabilitait § 16 (49), (51), (52) fiir sich
behandeln und ebenso die der Querstabilitat (48), (50), (53), und diese
Trennung fithren wir jetzt auch vollstindig durch.

a) Die Langsstabilitdt. Die Differentialgleichungen

d2 .
(26) %dthrmtod%—l—M +ux =0,
(27) toa—i+2305+l+(d—1)’7:0,
d
(28) 2§—t0%+t0%+on+m1:o

(fir die Bezeichnungen vgl. Abb. 89, S. 190) stellen das Verhalten des
Flugzeuges nach einer Storung seiner Langslage und Fluggeschwin-
digkeit dar. Wir suchen {iber das Aussehen der gestdrten Bewegung
dadurch Aufschluf zu bekommen, dafl wir zuerst den Fall j = 0 des
statisch indifferenten (S. 207) Flugzeuges untersuchen.
Hier spaltet sich (26) fiir sich ab mit Teilintegralen von der Form
¢

(29) 2= Ae’h,
wo die Kennziffern ¢ die Gleichung
(30) bo2+mo +#, =0

befriedigen miissen. Ohne Stabilisator, d. h. mit », = 0 ist p = 0
eine Wurzel von (30), und dies gibt nach (29) einen von Null ver-
schiedenen Ausschlag x, worin sich eben die Indifferenz ausspricht:
das Flugzeug kann (innerhalb gewisser Grenzen) in jeder Lage x
fliegen. Mit Stabilisator dagegen, d. h. mit », > 0, werden die

Wurzeln von (30)
m?2 Hp

(31) 01,2 = th 4B

Liegt zunachst die Stablhsatorzahl xn in dem Bereich
(32) 0< < 4b,
so sind beide Kennziffern g, , reell negativ, und das vollstindige
Integral , .
Z: A1691%+A2692t'0
driickt dann die Tatsache aus, dafl der Stabilisator das Flugzeug
nach der Stérung wieder aperiodisch in die alte Lingslage
2 = 0 zurlickfihrt.

Uberschreitet », den Bereich (32) nach oben hin, so werden die
Kennziffern g,,, komplex mit negativem Realteil, und wir wissen von
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frither (vgl. S. 211), dafl die Bewegung alsdann eine gegen ¥ = O hin
gedimpfte Schwingung ist. Stabilisierung ist also auch jetzt noch
vorhanden (und fiir den Grenzfall », == m?/4b gilt dhnliches); aber
man will Schwingungen doch in der Regel vermeiden, und somit ist
vorzuschlagen, die Stabilisatorzahl », im Bereiche (32) zu
wihlen, wenn gute Stabilitdt verbiirgt sein soll

Gehen wir zweitens zu dem Fall j 5= 0 des nicht indifferenten
Flugzeuges iiber, so miissen wir notwendigerweise auch die Glei-
chungen (27) und (28) noch zuziehen. Die entscheidende Frage ist
dann die, ob es moglich sein mag, x, so zu bestimmen, daf} die
Kennziffern ¢ aller Teilintegrale

t t t

(33) 1= Ae‘t,  p=Be‘n, &= (ch
negative Realteile besitzen; denn dann und nur dann kehrt das
Flugzeug nach der Stérung in seinen alten Flugzustand 0 =y =5 =1¢
zuriick : es ist nach unserer Auffassung entweder kiinstlich stabilisiert
oder schon von vornherein dynamisch stabil.

Um diese Frage zu beantworten, setzen wir (33) in (26) bis (28)
ein und erhalten

] (bo2+ mo + x)A+jB =0,
A+ (d—1)B+ (o+2s,) C =0,
(Gn—e)A+(@+o)B+20=0

als Bestimmungsgleichungen einerseits fiir das Verhaltnis 4: B:C der
Integrationskonstanten und andererseits fiir die Kennziffern o. Ent-
nehmen wir aber die Werle der Quotienten [3/4 und C/A den beiden
ersten Gleichungen und setzen sie in die dritte ein, so kommt, ge-
hérig nach Potenzen von ¢ geordnet,

(35) Ug0* + 4,0% + ¢4y0* + a30 +a4, =0

[dies ist wieder die Determinante der Beiwerte von A4, B und C
in (34)] mit den folgenden Abkiirzungen

(34)

a, = b,
ay = b(o+ 25,)+ m,
(36) g =2y, + 26(1 —d +05,) + m(o+ 28) +4,

as = mp(0+ 28, —J)+2m(1 —d 4 058)) + 258,
ay = 2x,(1 —d + 08, — 8,) + 2J.
Und nun lautet unsere Frage einfach so: Wie missen die Koeffi-
zienten (30) beschaffen sein, damit die Wurzeln ¢ der Gleichung (35)

lauter negative Realteile besitzen? Und ist es moglich, den Koeffi.
zienten durch geeignete Wahl von s, diese Beschaffenheit zu geben?
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Diese rein algebraischen Fragen entscheiden wir rasch, indem
wir uns die Koeffizienten (36) beliebig verindert denken, beispiels-
weise, indem wir der Zahl x, alle moglichen Werte beilegen. Die
Stabilititsgrenze ist dadurch gekennzeichnet, dafi eine oder mehrere
‘Wurzeln ¢ entweder Null oder rein imaginir werden; denn nur dort
konnen Wurzeln mit positivem Realteile (instabilen Teilbewegungen
zugehorend) in solche mit negativem Realteile iibergehen. Das erstere
tritt eip, falls
37 a, = 0
ist, das letztere mit 9 = ¢g (wo ¢ reell), wenn

@, 0* — 1a,0° — 02+ 1030 +a, = 0
oder wenn gleichzeitig
(38) a, 02 —uz = 0O,
(39) A Q* — a0+, =0
wird. Nun sind nach unseren Feststellungen iiber die Vorzeichen
der aerodynamischen Beiwerte b, d, j, m, o, s, (S. 200) sicherlich a,
und @, positiv, und folglich mufl es nach (38) auch a; bleiben, da
doch g reell sein sollte:
(40) as > 0.
Setzen wir den hiernach positiven Wert g2 = a,/a; aus (38) in (39)
ein, so folgt
(41) 4= a,a,a5— a,0a2 —ata, = 0.

Durch (37) und (41) in Verbindung mit (40) ist die Grenze des
Stabilitatsbereiches dargestellt.

Es ist aber vollends ganz leicht einzusehen, daf# im Inneren
dieses Bereiches sowohl a, als auch 4 positiv sein miissen. Denn
wire a, negativ, so wiirde die linke Seite von (35) fiir 0 = + oo
positiv, fiir ¢ = 0 aber negativ, und somit wire eine reelle positive
‘Wurzel ¢ vorhanden, was doch nicht sein darf. Machen wir aber
andererseits die Koelffizienten a,, @, und a; zu ganz kleinen, dagegen
a, und a, zu sehr groflen positiven Zahlen, so wird 4 sicher negativ,
die Gleichung (35) aber geht tiber in angenédhert die folgende

to* +a, =0,

und diese hat zwei Wurzeln mit positiven Realteilen, was wieder
verboten war. '

Es ist fiir einige spdtere Anwendungen niitzlich, schon jetzt gleich
zu betonen, dafi, was vorlaufig allerdings von selbst eintritt, mit «,
auch '@, unbedingt positiv sein mufi. Denn wenn ¢ keinen positiven
Realteil besitzen soll, so darf dies offenbar auch 1/o nicht tun. Die
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Gleichung fiir 1/ aber entsteht aus (35) einfach dadurch, daB man
die Reihenfolge der Koeffizienten gerade umkehrt; und dann gilt
fiir die letzten Koeffizienten @, und a, dasselbe, was soeben fiir a,
und @, bewiesen worden ist, nimlich daB sie gleiches Zeichen haben
miissen.

Wir stellen hiernach zusammenfassend fest: Das Flugzeug ist
dynamisch stabil dann und nur dann, wenn unter der Vor-
aussetzung a, > 0 gleichzeitig

(42) a >0 a3>0, a,>0, 4>0

wird. Die zweite und dritte dieser Bedingungen sind nach (36) in
linear, die vierte quadratisch und in jedem einzelnen Falle zahlen-
mafBig auf das leichteste zu tiberblicken. Sie geben die untere
Grenze fiir die Stabilisatorzahl », an. Auf die Ermittelung einer
oberen Grenze fiir », etwa nach der Forderung, daff die Riickfihrung
des Flugzeuges in die Nullage aperiodisch erfolgen soll, kénnen wir
hier nicht eingehen.

Dagegen miissen wir noch klarlegen, wann kiinstliche Stabilisa-
tion tiberhaupt notwendig und ob sie dann auch immer mdéglich ist.

Wie j = 0 das indifferente Flugzeug kennzeichnet, so j == 0 das
nicht indifferente, und.zwar bedeutet j < 0 Labilitat und folg-
lich j >0 Stabilitdt. Zum Beweise setzen wir in (36) %, = 0; dann
wird zugleich mit j auch a, negativ, das Flugzeug also nach (42) in
der Tat labil. Und umgekehrt stellt man mit %, = 0O fest, da8 bei
positivem j auch alle Bedingungen (42) erfiillt sind, sobald der Aus-
druck 1 —d + os, positiv bleibt. Das ist aber bei allen verniinftig
gebauten Flugzeugen der Fall, wie man rasch einsieht, wenn man
die Bedeutung der Zahlen d, o und s, in Betracht zieht (S.200).

Ist aber j < 0, so kann, behaupten wir, Stabilitit doch wenigstens
kiinstlich erreicht werden, indem man die Stabilisatorzahl %, hin-
reichend grof wiahlt. Denn in der Tat wird dann sicher a, positiv,
desgleichen a,, weil auch noch der Ausdruck 1 —d 4 0s,—s, prak-
tisch immer positiv bleibt. Der Koeffizient der hochsten Potenz s}
von 4 aber ist

O+ 25 =1 —b(o+25%—3)] > 0,
weil die Zabl b allemal einen sehr kleinen Bruch vorstellt. Und dem-
nach wird auch 4 positiv, wenn nur », gentigend grof} ist.

Die kiinstliche Stabilisation kann héchstens daran scheitern, dafl
der erforderliche Wert », aerodynamisch von den vorgesehenen Ruder-
flichen gar nicht mehr geleistet werden kann; und dies kommt bei
sehr labilen Flugzeugen, die sich auch von Hand nur noch schwer

stabilisieren lassen, tatsichlich gelegentlich vor.
Grammel, Der Kreisel. 19
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b) Die Querstabilitdt. Von den Bewegungsgleichungen § 16
(48) bis (53) bleiben jetzt noch diejenigen (48), (50) und (53) iibrig,
welche die Querstabilitit betreffen, namlich

| a2 d '
43) atg dt(f+ lfo e Pto "l’ h“’—}/ %y + %9 =0,
_ oy
(44) ct? di +n to qto +k0+%s"#’ =0,
. d
(45) p— ”’+todt+w+nsw—o

(fur die Bezeichnungen vgl. Abb. 89, S. 190). Es versteht sich, daf
die Entscheidung dariiber, ob die Querstabilitit gesichert ist oder sich
wenigstens kinstlich sichern 1a8t, auf dieselbe Weise und schliefilich
nach denselben Bedingungen (42) zu fillen ist, wie vorhin bei der
Liangsstabilitit. Aus diesem Grunde diirfen wir uns damit begniigen,
einige Bemerkungen beizuftigen, die das indifferente Flugzeug be-
treffen.
Mit h = 0, k = 0" werden die beiden ersten Gleichungen ein in
sich geschlossenes System, das den Integrationsansitzen
11 i
= AeQTO, w:BeQE
die zwei Bedingungen auferlegt
(a@‘2+le+xq)A—(p9+%xs)B =0,

—qed+(ce*+ne+x) B =0, ,
aus welchen durch Entfernen des Quotienten A4/B als Bestimmungs-
gleichung fiir ¢ folgt

(46) (a02+le+xq)(0'@2+n9+%s)—qe(p9+-Z—‘;xs> = 0.

Die Zahl g driickt aus, wie eine Rollbewegung ¢ des Flugzeuges
auf dessen Kursrichtung y einwirkt. Zweifellos ist diese Einwirkung
sehr gering, wenn auch merkbar. In erster Anndherung diirfen wir
also schlechthin ¢ = 0 setzen. Dann aber zerfallt (46) in zwei qua-
dratische Gleichungen von derselben Form wie (30), und wir ziehen,
wie dort, so auch hier die Schliisse: Wahlt man die Stabilisator-

zahlen », und %, in den Bereichen
l2 2

n
47) o<nq<4—a, O<xs<ﬂ,

so ist gute Stabilititin dem Sinne verbiirgt, daB das Flugzeug
nach jeder Stérung aperiodisch, also ohne Schwingungen in_
die alte Nullage zurtickkehrt.
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In Wirklichkeit ist ¢ ein kleiner positiver Bruch, und dann sind
die oberen Grenzen der Bereiche (47) ein wenig, indessen praktisch
kaum merklich zu verschieben.

Wir verdeutlichen die gefundenen Ergebnisse an einem Zahlenbeispiel, welches
ein sehr grofes Flugzeug betrifft. Es mdge in den Bezeichnungen von §16, 1. ge-

eben sein:
g F = 400 m?, F, = 20m?, F, = 10m?,
G = 15000kg, Sy = 3000kg, v = 40 m/sek,
rw: 5m, 'rlz 3m, rwz 5m,
Xy = 20m, Yo = 20m, ¢ — 20m.

Die letzte Zahl ist die vierfache Fliigeltiefe; die Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte
wihlen wir wie in § 16 (56), S. 201, und nehmen einfach auch

C:Lh = :1' CZw = C:r
Hieraus berechnen wir die Zahlen § 16 (55)
a = 0,0077, b = 0,0028, ¢ = 0,0077,
!l = o,51, m = 0,071, 7 = 0,046,
d =1, J = —o037s, 0 = 12,5, 8 = 0,2
und dann die Koeffizienten (36)
ay = 0,0028, a; == 0,113,

ay = % + 0,639,
az = 12,5 ¥, — 1,12,
ay = 4,6¥; —0,75,
sowie 4 = 0,97 %3 + 0,80 %; —0,071.
Die Bedingungen (42) verlangen also der Reihe nach
¥, > 0,09, ¥, > 0,16, ¥, > 0,081,
so daB zur Stabilisierung des an sich lingslabilen (j <C 0) Flugzeuges eine Stabili-
satorzahl
¥, = 0,16
erforderlich ist.
Desgleichen finden wir nach (47) die Bereiche von %
zeug mit & = %k — 0 querindifferent ist,

0 < ¥, < 845, 0 < g < 0,069.

Anschauliche Bedeutung besitzen indessen nicht die Stabilisatorzahlen, sondern
die Ubersetzungszahlen

4 und %, falls das Flug-

G G

";::fh“h’ u'q:unq, “’s:fs“s
[vgl. (25)]. Die hier auftretenden Grofen U stellen nach §16 (44) und (46), S.198,
diejenigen Krifte vor, die beim Ausschlag 1 des Hohen-, Quer- und Seitenruders
entstiinden, falls lineare Extrapolation soweit erlaubt wire. Man darf nun bei der
iiblichen Gestalt der genannten Ruder annehmen, da8 fiir die Flugzeuggeschwindig-
keit » = 4om/sek bei einem Ruderausschlag von der Gréfle Y/, (RS 6%) auf jedes
Quadratmeter der zugehdrigen Leitwerksflichen F}, F, und F je 7,5kg, 5kg und

q
10 kg ausgeiibt werden. Dies gibt mit ¥, = 100 m?

U, = 1300kg, 1lq = 10000 kg, U, = s00kg,
und somit haben wir vorzuschreiben:
¥, > 1,6, 0 < #y < 12,5, o < ¥, < 2.

19%*
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Es muf also zur Erreichung der Lingsstabilitit jeder Kippung y ein mindestens
1,6 mal so grofler Ausschlag des Hohenruders zugeordnet werden. Ferner darf zur
Sicherung schwingungsfreier Querstabilitit jede Kursinderung v einen hochstens doppelt
so grofen Ausschlag des Seitenruders wecken, jede Rollung ¢ einen héchstens 12,5mal
so grofien Ausschlag des Querruders. Die letate Zahl ist natiirlich aerodynamisch nie
zu erreichen und besagt lediglich, da8 infolge der starken Querdimpfung das Flug-
zeug stets ohne Rollschwingungen in die Nullage zuriickgefiihrt werden kann,

Es versteht sich, dafl hiermit die Theorie der kiinstlichen Stabili-
sierung keineswegs erledigt ist. Einerseits mifite, auch wenn die
Stabilitait des geraden, wagerechten Fluges verbiirgt erscheint, nun
noch weiterhin untersucht werden, wo bei nicht indifferenten Flug-
zeugen die oberen Grenzen der Ubersetzungszahlen zu wiahlen sind,
und ob der Stabilisator beim Versagen der Flugzeugmotoren selbst-
titig einen stabilen Gleitflug veranlaBt oder mindestens unterhilt.
Die zweite Frage kniipft an die Variation der Zahl s, an und ist in
der Regel rasch zu bejahen. Zur Beantwortung der ersten Frage
bedarf es der Kenntnis der freien und erzwungenen Schwingungen
des Flugzeuges, zu deren Erforschung geeignete Methoden in der Tat
entwickelt worden sind. Endlich wiirde man den Kreiselstabilisator
zweckmafig mit anderen Stabilisatoren zu verbinden haben, beispiels-
weise mit einem Geschwindigkeitsmesser, und schlieBlich noch erwigen
miissen, ob es sich nicht vielleicht empliehlt, von der stillschweigend
vorausgesetzten starren zu einer -nachgiebigen Rickfithrung der
Steuermaschine {iberzugehen, so dafl die Ruderausschlage nicht blof
von den Neigungen der Flugzeugachsen abhingen, sondern auch von
den Drehgeschwindigkeiten, oder dafl die Ruderausschlige den Flug-
zeugneigungen verzdgert oder beschleunigt folgen. Man kann alle
diese Fragen mit den in § 16, 1. entwickelten Ansdtzen ohne allzu
groBle Miithe entscheiden, auf die Rechnungen selbst mégen wir in-
dessen hier nicht eingehen.




Dritter Abschnitt.

Unmittelbare Stabilisatoren.

§ 21. Richtkreisel.

1. Die Erde. Bereits beim Fahrrad (§15, 5.), aber auch bei den
schleudernden Scheiben (§ 17) konnten wir darauf hinweisen, da8 dem
Kreiselmoment eine gewisse stabilisierende Wirkung innewohnt, die
dort allerdings nur als Nebenerscheinung zu bewerten war. Wo der
Kreisel indessen diese Wirkung voll entfalten kann, da wird er zum
unmittelbaren Stabilisator; und er wird dies auf die unmittelbarste
Weise in der Gestalt des Richtkreisels (Einl.II, 1., S.162), also eines
Korpers, dessen Raumlage dadurch gesichert erscheint, daff er mit
einem geniigend starken Schwung um eine stabile permanente Dreh-
achse (§ 3, 3. S.37) ausgestattet ist. Meistens wird es sich um einen
schnellen symmetrischen Kreisel handeln, dessen ausgezeichnetste
Merkmale in dem ausgepridgten Richtungssinn seiner Figurenachse
und in ihrer Unempfindlichkeit gegen duflere Stérungen bestehen.

Die bei weitem groBartigsten Richtkreisel sind die Himmelskérper
und unter ihnen als fiir uns wichtigster die Erde selbst. Die Erde,
ziemlich genau von der Gestalt eines ganz schwach abgeplatteten
Rotationsellipsoids, besitzt ein ebenfalls rotationssymmetrisches, etwas
weniger (§ 2, S.28) abgeplattetes Tragheitsellipsoid und trotz ihrer
kleinen Drehgeschwindigkeit w einen Schwung, der auflerordentlich
grof} ist gegeniiber den geringen dufleren Einflissen, welchen sie, als
Kreisel, ausgesetzt ist. Sehen wir zunichst einmal von diesen Ein-
fliissen génzlich ab, so haben wir es zu tun mit einem kréaftefreien
symmetrischen Kreisel, der um seine Figurenachse umlauft. Aus
dem Zusammenfallen der Drehachse und der Figurenachse (und mit-
hin auch der Schwungachse) schlielen wir, dafl die Gestalt der Erde
sich eben infolge dieser Drehung so ausgebildet hat, wie sie heute
ist, ndmlich im Ausgleich der allgemeinen Massenanziehung mit den
Fliehkraften der Erddrehung, wie dies zuerst A. C. Clairaut néher
untersucht hat.
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Setzen wir indessen den Fall, daB irgend eine Ursache die Achsen
des Schwunges und der Drehung von der Figurenachse nachtriglich
wieder getrennt hitte, so wiirde die Erde an Stelle ihrer einfachen
Drehung eine Poinsotbewegung vollziehen, wie sie in § 4, 1. unter
dem Bilde der reguliren Prizession geschildert worden ist. Sie be-
stiinde darin (vgl. Abb. 19, S.40), da ein um die Figurenachse
gelegter Polhodiekegel auf einem um die Schwungachse gelegten
Herpolhodiekegel perizykloidisch, d. h. ihn umschlieend, abrollte.
Bezeichnen wir mit 4 und B das axiale und das davon nur wenig
verschiedene, etwas kleinere &quatoriale Trigheitsmoment der Erde,
ferner mit ¢ den Winkel zwischen den Vektoren g und » der Pri-
zessions- und der Eigendrehung, und beachten wir, dafl die Vek-
toren g und ¥ sicherlich nahezu gepau entgegengesetzt gerichtet sein
miissen (da doch eine etwaige Abweichung der Schwungachse von
der Figurenachse nur ganz gering sein kann und da die perizykloi-
dische Prazession ricklaufig ist, vgl. S.42 sowie Abb.21, S.41), so

so werden wir uns berechtigt halten, cos% — — 1 zu setzen und
haben dann zufolge § 4 (6), S. 42,
v A—B
(L w4
oder
w—v B
y - Z '

Hierbei ist nun offenbar y —» — w die siderische Umlaufs-
geschwindigkeit der Erde, so daB sich also die Prizessionsdauer f,
zum siderischen Tag f, verhalt wie

t, B

@) 6T A

Die sehr kleinen Erzeugungswinkel a und g des Polhodie- und
des Herpolhodiekegels (vgl. Abb. 33, S.73) besitzen, wie wir aus
§7(17), S. 74, wissen, den Quotienten

a_e__4

Schliefllich iberlegen wir, daf die Eigendrehgeschwindigkeit »
zugleich angibt, wie rasch der Drehvektor @ auf dem Polhodiekegel,
also in der Erde um die Figurenachse wandert. Seine volle Umlaufs-
dauer ¢, 148t sich also ohne weiteres mit dem siderischen Tag ¢ ver-
gleichen; man findet nach (1)

2 — B
@ a=5
0

y A—B’
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Es lohnt, die drei Quotienten (2), (3) und (4) auch zahlenméiflig
anzusetzen. Wenn die Erde ein zwar nicht homogener, aber aus
homogenen Ellipsoidschichten bestehender Korper vom axialen und
dquatorialen Halbmesser ¢ und b ist, so wird nach §2 (13), S.28

(mit b = ¢), gelten
2k 2

BT urfbr 1+¢
wo ¢, das Quadrat des Achsenverhiltnisses, nach F. W. Bessel den Wert

a2
& = —i)? = 0»9933
besitzt. Man findet so in runden Zahlen
t, = ! jsto = 0,997 Sterntagen,
ty = iiito = 300 Sterntagen,
a 2
F =T 300.

Die Priizessionsdauer wiirde demnach etwas weniger als einen Tag
betragen, der Umlauf der Drehachse um die Figurenachse in der Erde
etwa zehn Monate, eine von L. Euler theoretisch, wenn auch noch
nicht ihrem Zahlenwert nach entdeckte Periode; der Erzeugungswinkel
des Herpolhodiekegels wire ungefahr 1/3, von demjenigen des Polhodie-
kegels, welcher auf der Erdoberfliche um den Nordpol herum einen
Kreis ausschneiden wiirde. Die Wanderung des eigentlichen Dreh-
poles auf diesem Kreise, im Sinne der Erddrehung, also von Westen
nach Osten erfolgend, miifite sich in Schwankungen der geographi-
schen Breite aller Punkte der Erde mit etwa zehnmonatiger Periode
auBern.

Solche Schwankungen werden nun in der Tat beobachtet; ihre
mittlere Amplitude ist etwa 1", woraus der Halbmesser des Bahn-
kreises der Drehpole zu rund 4m folgt. Aber in Wirklichkeit ist die
Bahn weder ein genauer Kreis, noch wird sie in zehn Monaten ganz
durchlaufen. Es scheint sich vielmehr um die Uberlagerung mehrerer
Bewegungen zu handeln, unter welchen zwei von S. C. Chandler
entdeckte mit Perioden von 14 und 12 Monaten die wichtigsten sind.
Die erste 148t sich, wie F. Klein und A. Sommerfeld gezeigt haben,
ansehen als diejenige Prizession, welche der Erdkreisel vollzége, wenn
er nicht die von uns stillschweigend vorausgesetzte Starrheit besafe,
sondern elastisch nachgiebig wire, und zwar geniigt es, der Erde einen
Youngschen Elastizititsmodul gleich dem 1,24fachen von Stahl bei-
zulegen, um von der 10- zur 14monatigen Periode zu kommen.
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Die zweite: Chandlersche Bewegung diirfte wohl mit den durch
die Jahreszeiten bedingten Massenverlagerungen auf der Erdoberfliche
zu erkliren sein, wobei man namentlich an die periodisch ab- und
zunehmenden polaren Eiskappen zu denken hat.

Wichtig ist hier nur noch die Erkenntnis, daB der Offnungs-
winkel des raumfesten Herpolhodiekegels, namlich /3o, von der vorhin
genannten Amplitude Y/,", so auflerordentlich klein ist, dafl die Dreh-
achse auch bei den duflersten Anforderungen an die astro-
nomische Beobachtungsgenauigkeit als vollkommen raum-
fest gelten kann, soweit die Bewegung des Erdkreisels als
kriftefrei anzusehen ist.

Aber auch von dem kleinen Richtungsunterschied zwischen
Schwung-, Dreh- und Figurenachse diirfen wir ganz absehen, wenn
wir weiterhin danach fragen, inwiefern die natiirliche Poinsotbewegung
der Erde gestért wird durch die im wesentlichen auf Anziehungs-
krifte beschrinkte Einwirkung der {ibrigen Himmelskorper, von denen
natiirlich nur der kleine, aber nahe Mond und die entfernte, aber dafiir
sehr grofie Sonne in Betracht kommen.

Die Aquatorebene der Erde bildet mit der Ekliptik, d. h. mit der
Ebene der Erdbahn, einen Winkel von rund 23,5°. In der Ekliptik
befindet sich die Sonne und, wenigstens nahezu, auch der Mond; und
zwar umlaufen sie scheinbar die Erde von Westen nach Osten in
einem siderischen Jahre bzw. Monat je einmal. Wir werden alsbald
finden, daB die Stérungen, welche Sonne und Mond an der Richtung
der Erdachse verursachen, im groflen ganzen sich erst nach sehr
vielen scheinbaren Umldufen, sozusagen erst in Jabrhunderten, zu
merklichen Betrigen anhiufen. Zur Ermittelung dieser sogenannten
sikularen Storung wird es aber geniigen, mit einem Mittelwert der
jahrlichen bzw. monatlichen Einwirkung von Sonne bzw. Mond zu
rechnen, indem man deren scheinbare Bahnen als Kreise ansieht und
sich ihre Masse auf diesen Bahnkreisen symmetrisch verteilt denkt.

Wir fithren zunédchst einige Bezeichnungen ein. In der Astro-
nomie heiBt die Schnittgerade der Ekliptik mit der Aquatorebene der
Erde die Knotenlinie (erst von hier aus ist dieses Wort auch in
die Kreiseltheorie eingegangen). Die in die Knotenlinie fallenden
Durchmesser des Erddquators sowie der scheinbaren Bahnkreise der
stérenden Kérper (Sonne und Mond) mégen die Knotendurchmesser
genannt werden, die jedesmal darauf senkrechten die Querdurch-
messer. Die letzteren liegen in der zur Knotenachse senkrechten
Querebene durch den Erdmittelpunkt. Und nun denken wir uns
die Sonnenmasse m, und die Mondmasse m, in je vier gleichen Teilen
auf die Endpunkte der Knoten- und Querdurchmesser verteilt.
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Die Erde besteht infolge ihrer Abplattung sozusagen aus einer als
homogen anzusehenden Kugel, welche einen vom Aquator nach den
Polen abnehmenden Ringwulst tragt. Die Anziehung der stérenden
Korper m; und m, auf den Kugelteil ist ganz gleichméfig und hebt
sich im Mittel wenigstens scheinbar auf. Die Anziehung auf den
Wulst dagegen bildet eben die Ursache fiir die Umlagerung des
Erdschwunges, die wir zu kennen wiinschen. Und zwar sieht
man schon im voraus ohne jede Rechnung, dafi die stérenden
Korper den Wulst und mit ihm den Erddquator in die Ekliptik
hineinzuziehen streben, indem sie ein Drehmoment um die Knoten-
linie wecken.

Um den Mittelwert dieses Drehmomentes zu berechnen, diirfen
wir offenbar auch die Masse m des Wulstes irgendwie symmetrisch
tiber den Erdiquator verteilen. Denn die grofie Entfernung der
storenden Korper verwischt sozusagen die Feinstruktur der Massen-
anordnung in der Erde. Wir denken uns auch hier wieder je ein
Viertel von m auf die Endpunkte des Knoten- und Querdurchmessers
des Erddquators gesetzt. Wenn wir hinsichtlich der Berechnung der
Massenanziehung diese Viertel stille stehen, genauer gesagt, nur die
zu berechnende, sehr langsame Drehung der Knotenlinie mitmachen
lassen, so missen wir natlirlich ihren Schwung zuvor dem Kugel-
bestandteil der Erde beigezahlt denken.

Die in die Knotenlinie verteilten Massen diirfen wir weiterhin
ganz aufler acht lassen. Denn soweit sie dem Erdwulste zugehoren,
erfahren sie aus Grinden der Symmetrie von allen stérenden Massen
zusammen die Kraft Null. Aus gleichen Griinden aber iiben die in
der Knotenlinie liegenden storenden Massen auf den ganzen Erdwulst
ebenfalls die Kraft Null aus. Es bleiben weiterhin also nur die Massen
in der Querebene ibrig.

Wir betrachten zundchst als storenden Korper die Sonne allein.
Die Entfernungen der Massen m,/4 vom Erdmittelpunkte O und von
den Wulstmassen m/4 seien Abb. 123.
der Reihe nach mit #,, 7}
und r; bezeichnet (Abb.123,
wo die Bezeichnungen nur fiir
die linke Sonnenmasse ein-
getragen sind). Der #qua-
toriale Erdhalbmesser sei &, die Ekliptikschiefe 8, die Hebelarme vom
Erdmittelpunkte O auf die mit den Fahrstrahlen 7] und #{ zusammen-
fallenden Kraftrichtungen seien b und 4. Da die Anziehungskrifte
mit dem Produkt der Massen sowie mit dem umgekehrten Quadrat
ihrer Entfernungen proportional sind, so wird das gesuchte Moment M,




208 Unmittelbare Stabilisatoren.

um die Knotenachse mit einem als Gravitationskonstarite bezeichneten
Beiwert [ insgesamt gleich
mm, /b b
— 2 — = — — —— ).
» wo=ary ()

‘Wir haben dieses Moment in dreifacher Weise umzuformen. Erstens
beachten wir, daff in sehr guter Anndherung die MaBibeziehungen

ry =1, — bcosé, r{ =1, +bcosd
und ebenso die Proportionen

v bsind  b" _  bsind

r, r,—bcoséd’ r, ~ r,+bcosd
gelten. Daraus folgt

bf’—g»,»—r bsind ! !
2! [(rl —bcosd)s  (r,+ bcos 6)3]

e

. 6r2 -+ 2b2cos?d
— 2 il L b
= 7, b2sindcos d (7 — brcost o)
oder, indem wir das Quadrat von bcosd gegen das auflerordentlich
viel groflere Quadrat von r, folgerichtig streichen,
oy b2 .
©) 7 = —;;;smdcosé.
Zweitens bringen wir zum Ausdruck, daff die Summe der An-
ziehungsbeschleunigungen der Sonnenmasse m, auf die Erdmasse m,

und ebenso der Erdmasse auf die Sonnenmasse, nimlich

f

in Wirklichkeit gerade durch die Fliehbeschleunigung der nahezu in
einem Kreise um die Sonne laufenden Erde ausgeglichen werden muf.
Dies gibt mit der Umlaufsdauer 7, von einem siderischen Jahre nach
Einl. T (19), S.12,

my m,
rl‘z + f ,,.1:’ ?

fml + mO 4752

== 7
2 1 2
7 T;
ode
) wy m, 4n?
3= T T
7 m, + my 12

nebenbei bemerkt die formelmiBige Aussage des dritten Kepplerschen
Gesetzes.

Drittens endlich miissen wir noch ausdriicken, daffi die Wulst-
massen m/4 gerade in solcher Grofle verteilt sein sollen, dafl die tat-
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sachlichen Tragheitsmomente 4 und B der Erde heiauskommen. Ist C
das Tragheitsmoment des Kugelteiles, so mufl mithin

A= C+mb?
B—=C+1imb2
oder
8) mb2 — 2(4— B)

gewdhlt werden.
Setzen wir endlich (6), (7) und (8) in (5) ein, so kommt

9) M, = R, sindcosd
mit der Abkiirzung

g M A—D
(10) R, = 62 mtm, T2

Die Erde ist gegeniiber diesem kleinen Drehmoment als ein
schneller Kreisel vom Schwung © = Aw anzusehen, dessen Figuren-
achse, wie wir schon feststellten, dauernd in grofiter Nahe der Schwung-
achse bleibt. Genau wie beim schweren Kreisel das um die Knoten-
achse wirkende Moment M, [§9 (3), S.89] eine pseudoreguldre Préazession
um die Lotlinie, d. h. um die Senkrechte des geometrischen Ortes
aller Knotenachsen erzeugte und unterhielt, so ruft unser jetziges
Moment M, eine pseudoregulare Priazession der Erdachse um die-Lot-
linie der Ekliptik hervor. Vergleicht man die Momente M, und M,,
so zeigt sich, dafl lediglich das ehemalige Stiitzpunktsmoment € durch
R, cosd zu ersetzen ist; und die gesuchte Prizessionsgeschwindigkeit
wird so nach §9 (21), S. 04,

B,cosé 622 m A—B
() M= "4 T olim t+m A

Auch der Sinn dieser Prizession ist leicht festzustellen. Sie
erfolgt von der Nordseite der Ekliptik aus gesehen wie die Drehung
des Uhrzeigers, also umgekehrt wie die Eigendrehung der Erde und
ihr Umlauf um die Sonne. Dies hat offenbar zur Folge, da der auf
der Knotenlinie liegende Friihlingspunkt mit der Geschwindigkeit u;
vorriickt derart, dal das tropische Jahr sich gegen das siderische ver-
kiirzt. Das Vorriicken betragt im Jahre

_6m2 m A—
T olym +m, A

Hier diirfen wir nun zunichst die Erdmasse m, gegen die Sonnen-
masse ginzlich streichen. Beachten wir weiter, daf

o A—B 1
6020——-— 27[.366,2, T——‘é‘o—o

cos 0.

cos 9.

(12) Al'l’:!‘lTo
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ist — die zweité Zahl ist schon oben berechnet worden, die erste
bedeutet den in einem Jahre gleich 366,2 Sterntagen von der Eigen-
drehung der Erde zuriickgelegten Winkel —, so finden wir

Ay = 16",

Einen zweiten, ganz ebenso zu berechnenden Beitrag liefert der
Mond. Ist T, seine siderische Umlaufszeit um die Erde und m, seine
Masse, so bewirkt er ein Vorriicken des Friihlingspunktes mit der
Geschwindigkeit
(13) "y = 6x2 my, A—

2T wTimy+m, A

Bildet man aus (11) und (13) den Quotienten u,/u, und vernachlassigt
dabei wieder die Erdmasse m, gegen die Sonnenmasse m,;, so kommt

Ha __ <To 21
1 2 (0

my

cos é.

oder in Zahlen mit Ty = 365,2 und T, — 27,3 Sonnentagen und dem
Massenverhiltnis m,/m, — 82 von Erde und Mond

2 — 213,
251
so daf} also entsprechend
dyy = 34"

wird. Die Wirkung des Mondes ist also iiber doppelt so
stark wie die der Sonne, ein Tatbestand, der auch schon von
Ebbe und Flut her bekannt ist.

Insgesamt rickt der Frithlingspunkt jahrlich um den Winkel

Ay = 4y + 43y = 50"

vor, und dies bedeutet, da die Erdachse in rund 26000 Jahren
ihren Prdzessionskegel um die Lotlinie der Ekliptik mit
einem Erzeugungswinkel von 23,5° beschreibt.

An diesem Ergebnis mufl die genauere Astronomie allerdings
eine ganze Reihe kleiner Verbesserungen anbringen, deren wesent-
lichste wir wenigstens aufzdhlen wollen.

Die Momente M; und M, der Wirkung von Sonne und Mond
waren als Mittelwerte {iber ein siderisches Jahr bzw. einen siderischen
Monat angesetzt. In Wirklichkeit schwanken sie offenkundig zwischen
Null und dem doppelten Betrag jener Mittelwerte hin und her mit
der doppelten Umlaufsfrequenz der Erde um die Sonne und des
Mondes um die Erde. Synchrone Schwankungen muf also auch die
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Prizession der Erdachse zeigen. Ferner wiren die Exzentrizitit der
Erd- und Mondbahn sowie das Vorriicken des Perihels und Perigdums
zu beriicksichtigen. Die Amplitude aller so geweckten Schwankungen
macht beim jahrlichen Vorrticken des Friihlingspunktes nur ungefahr
1" aus.

Wichtiger ist der EinfluB der Schiefe der Mondbahn gegen die
Ekliptik; er betrigt etwa 5°. Denkt man sich aber die Mondmasse
gleichmaflig auf die Mondbahn verteilt und sieht den so entstandenen
Ring als Kreisel an, so leuchtet ein, dafl die Sonne diesen Ring in
die Ekliptik, der Erdwulst ihn dagegen in die Ebene des Erdaquators
hereinzuziehen strebt. Die Folge ist, dal, genau wie vorhin bei der
Erde selbst, die Mondknotenachse, d. h. die Schnittlinie der Mond-
und Erdbahn, langsam vorriickt. Wir kénnten dieses Vorrticken mit
unseren friiheren Formeln ohnes weiteres berechnen und wiirden rasch
fir die jahrlichen, von Sonne und Erde herriihrenden Betrdge finden

Ay = 200, A,y = —8".

Hier ist 4,4' gegen A,v' unbedenklich zu vernachlassigen. Ein voller
Umlauf der Mondknotenlinie dauert also 18 siderische Jahre, eine
Zahl, die sich mit Beriicksichtigung der Exzentrizitdt der Mondbahn
auf 182/, Jahre, genauer 6793 Tage erhdht,

Dieselbe Periode von fast 19 Jahren mufl sich natiirlich infolge
der Riickwirkung des Mondes- auf die Erde in deren Préizession wieder
4uflern. Sie wurde von J. Bradley entdeckt, und zwar zeigen Rech-
nung wie Beobachtung, dafi die Erdachse aufler ihrem Prizessionskegel
von 23,5° eben in 182/; Jahren einen viel kleineren elliptischen Kegel
von 7" bis 9” Erzeugungswinkel beschreibt. Die Grofle dieses Betrages
ist nicht verwunderlich in Anbetracht der starken Einwirkung des
Mondes; auf die Berechnung dieser sogenannten ,Nutation“ der Erd-
achse konnen wir nicht eingehen. Es wird aber niitzlich sein zu
betonen, dafl diese ,Nutation“, wiewohl ihr Name von hier aus in
die Kreiseltheorie iibernommen worden ist, mit unserem bisherigen
Begriffe der Nutation eines pseudoregulir prézessierenden Kreisels
nicht das mindeste zu tun hat, vielmehr eine erzwungene prizessions-
artige Bewegung darstellt, die sich von den eigentlichen Nutationen
schon durch ihre Periode gewaltig unterscheidet. Die letzteren
miifiten ja doch, wie wir von §9 (22), S.94, her wissen, ungefihr
die Dauer eines Tages haben; man kann sie iibrigens nicht im ge-
ringsten nachweisen.

2. Geworfene Kérper. Wir wenden uns zu Richtkreiseln von
viel bescheidenerer Bedeutung, indem wir geworfene Korper betrachten,
welche beim Abschleudern eine mehr oder minder heftige Eigen-
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drehung mitbekommen haben. Naheliegende Beispiele hierfiir sind
Diskus und Bumerang. Wir wollen uns hier jeder Rechnung ent-
halten und nur ganz allgemein folgendes feststellen.

Der Luftwiderstand sucht geworfene, nicht kugelférmige, sondern
lingliche oder scheibenartige Kérper quer zur Flugbahntangente zu
stellen. Die mit solcher Querlage verbundene Erhéhung der Wider-
standskraft vermeidet man, wo es auf méglichst groBe Wurfweite
ankommt, dadurch, dafl man eine geeignete Achse des Korpers mit
hinreichendem Schwung und also hinreichender Richtungssteifigkeit
begabt, welche die Querkippung verhindert. So werden Diskus und
Bumerang in ihrer eigenen Scheibenebene geschleudert, wobei der
Schwungvektor in die zur Scheibe senkrechte Hauptachse fallt und
so das Heraustreten dieser Ebene aus der Flugbahn nach Kraften
verhindert. Die Eigendrehung, welche dem leicht schraubenférmig
gewundenen Bumerang mitgegeben wird, hat allerdings noch einen
zweiten Zweck: sie soll den Bumerang nach Art einer Hubschraube
in die Héhe winden.

Hierher gehért auch das unter dem Namen Diabolo bekannte
Spielzeug, welches seine Richtungssteifigkeit der hohen Eigendreh-
geschwindigkeit verdankt, die ihm durch die Spielleine erteilt wird.
In die Hohe geschleudert, kehrt es ohne Richtungsidnderung seiner
Figurenachse zurtick und kann so miihelos zu neuem Antrieb mit
der Leine aufgefangen werden.

In einem anderen, wesentlich wichtigeren Falle legt man die
Schwungachse in die Wurfrichtung selbst, namlich bei den Lang-
geschossen unserer Feuerwaffen. Auch hier 1afit sich die Kreisel-
wirkung im groBlen ganzen sehr einfach {iberblicken. Nachdem das
GeschoB durch die spiraligen Ziige des Geschiitzrohres bzw. des Gewehr-
laufes eine rasche Eigendrehung von einigen hundert sekundlichen
Umliufen erhalten hat, den sogenannten Drall, fliegt es gut stabilisiert
zunichst mit seiner Figurenachse in der Bahntangente fort. Diese
Tangente fingt aber alsbald an, sich nach einem recht verwickelten
ballistischen Gesetze mehr und mehr abwarts zu neigen, wihrend die
Figurenachse ihre Richtung beizubehalten sucht. Der Luftwiderstand
dufert sich in einer Einzelkraft, die wir im Geschofischwerpunkt an-
greifen lassen konnen, und in einem Moment M, welches die Geschof-
achse zunichst au{zurichten trachtet, mit dem Neigungswinkel zwischen
Bahntangente und Geschofachse wichst und als Vektor auf der Ebene
dieses Winkels senkrecht steht. Unter dem Einflufl dieses Momentes
beschreibt die Figurenachse eine pseudoregulire Prizession um die
Bahntangente im gleichen Sinne wie die Eigendrehung und iiberbaupt
ungefahr in derselben Weise, wie dies ein schneller schwerer Kreisel
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um die Lotlinie tut, nur dafl jetzt die Prizessionsachse nicht still
steht, sondern, von einem mitbewegten Beobachter beurteilt, selber
sozusagen eine Prizessionsdrehung abwarts ausfiihrt.

Das Ergebnis wird sein, daff die Geschofispitze, die Bahntangente
umtanzend, fiir jenen Beobachter, abgesehen von den winzigen Nuta-
tionen, eine zykloidenartige Kurve zu beschreiben scheint, deren
Bogen bei Rechtsdrall nach links, bei Linksdrall nach rechts offen
sind und sich im Verlauf des Fluges vermutlich mehr und mehr er-
weitern, bei flachen Bahnkurven aber doch dauernd sehr nahe der
Bahntangente bleiben. Eine kurze Rechnung wird uns dies bestétigen.

Die Bewegung des Geschosses um seinen Schwerpunkt gehorcht
der Eulerscheén Gleichung § 5 (1), S. 44, namlich

/
(15) dd?+ [00] = M.

Hierin bedeutet w die Drehgeschwindigkeit des Bezugssystems.
Ist dieses mit dem vorhin genannten Beobachter fest verbunden, so
mifit w einfach die Drehung der Bahntangente oder des Vektors v
der Geschofigeschwindigkeit. Wir legen der Rechnung ein rechts-
héndiges cartesisches Ko- Abb. 124.
ordinatensystem durch den
Geschoflschwerpunkt  zu-
grunde, dessen 2-Achse in
der Bahntangente vorwirts
weist, wihrend die y-Achse
senkrecht zur Schuflebene
wagerecht mnach rechts
zeigt und die #2-Achse in
die Hauptnormale der Bahn
abwarts fallt (Abb. 124).
Der Vektor w liegt hier in der negativen y-Achse. Ist aber ¢ die
Neigung der Bahntangente gegen die Wagerechie, so stellt gcose
die Komponente der Erdbeschleunigung in der Hauptnormale dar;
und diese mufl mit der Zentripetalbeschleunigung vew (vgl. Einl I,
S.12) tbereinstimmen, weshalb e die Komponenten

(16) w = (0, — 19, o>
besitzt.

Das Widerstandsmoment gibt der Versuch in der Form an
(17) M= % [v @],

wo x ein von der Geschofiform abhingiger Beiwert und n eine Zahl
bedeutet, die gleich 1 ist, solange v stark unter der Schallgeschwindig-
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keit bleibt; fiir hohere Geschwindigkeiten ist n gréfler. Die Formel (17)
besagt nach Einl. I (3), S.7, daB das Widerstandsmoment mit der
Sinusfunktion des Winkels 4 zwischen Bahntangente und Figuren-
achse (d. h. Schwungachse des schnellen Kreisels) wéachst, was freilich
nur bei nicht zu grofilen Winkeln & (etwa <45°%, ‘wie wir sie hier
voraussetzen, richtig sein mag.

Benennen wir die Komponenten des Schwunges mit =, H und Z
und beachten, daB diejenigen von @ gleich (», 0, 0) sind, so erhalten
wir fiir (15) ausfithrlicher nach (16), (17) und Einl. I (11), S. 10,

15 _ geose
dt ~— v ’
aH xont+1

(18) W:—*—‘@“‘ ’
dZ _ _gcosg :'+’”’"+1
dt v = 6

als Gleichungen fiir die sogenannte GeschoBpendelung. Hier fiihren
wir zwei Abkiirzungen

v ©

(19) b = geose’ 1T xontl
ein und haben statt (18)

i£_2z

at = 1,

dH Z
(20) ar = —t—l‘,

dzZ g H

at = Tty

Die Ausdriicke ¢, und ¢, besitzen ganz einfache Bedeutungen.
Es ist namlich ¢, die€ Zeit, welche das GeschoB brauchen wiirde, um
auf der Bahnnormalen fallend seine augenblickliche Geschwindigkeit v
zu erlangen; 1/f, stellt nach (16) zugleich die Drehgeschwindigkeit w
der Bahntangente vor. Schreibt man ferner

P O sin ¢

1 — M )
so erkennt man nach §6 (12), S.64, rasch, daB 2m¢, die Zeit ist, in
welcher das Geschofi gerade einen Prizessionsumlauf vollzége, wenn
die Prizessionsachse v still lage.

Die Zeiten t, und ¢, dndern sich lings der Schufibahn, weil die
Geschwindigkeit » und die Neigung ¢ der Tangente stetig andere
Werte annehmen; aber sie dndern sich — wenigstens wollen wir dies
hier voraussetzen — nur langsam gegeniiber der Geschwindigkeit
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der GeschoBpendelungen, die wir eben ermitteln wollen. Demnach
halten wir uns fir berechtigt, dié Gleichungen (20) in der Weise zu
integrieren, dafl wir die Schufibahn in hinreichend viele Bereiche ein-
teilen und in jedem Bereich mit festen Mittelwerten fiir ¢ und ¢,
rechnen. Dieses Verfahren ist um so genauer, je flacher die Schufl-
bahn verlauft.

Gleichungen von der Form (20) sind uns schon frither (S.137)
begegnet; wir integrieren sie mit Hilfe von trigonometrischen Funk-
tionen in der uns bereits bekannten Weise, und zwar lauten die Inte-
grale, wie man durch nachtrigliches Einsetzen bestatigt,

o Sintwg+t,2_
Vii+a Wh

Die Integrationskonstanten sind hierbei so gewdhlt, dafl zur Zeit
t = 0, d. h. beim Beginn des Bereiches, die Figurenachse mit & = 6,
H — Z = 0 in die Bahntangente fiel. Dies setzt beim ersten Bereich
glatten AbschuB8 ohne seitlichen Stol voraus (wie er bei nicht ab-
genutzten Rohren die Regel ist). Weil aber die Loésungen (21)
periodisch sind, so fallt dann die Figurenachse jedesmal nach Ablauf
der Zeit

E t2 t2  tyi 42

i t2+t2<1+ C0S =3 1. )

H tVt2+t2
(21) ) tg‘i*_lt12<1—cos >

4

2]

22) | 27bt _ 2at
0

wiederum in die Tangente; diese Zeit ist etwas geringer als die
JPrizessionsdauer 2xt,, und demnach wiederholt sie sich im ersten
Bahnbereich viele Male. Infolgedessen koénnen wir diesen Bereich
gerade nach einem Vielfachen der Zeit ¢; in den zweiten Bereich so
iibergehen lassen, daff in diesem Augenblicke die Bahntangente gerade
in der Figurenachse liegt. Die Integrale (21) gelten also mit anderen
Zahlen t,, t; auch fiir den zweiten Bereich, usw.

Richten wir unsere Aufmerksamkeit nur auf die Komponenten H
und Z, so besagt die Losung (21), daB8 die Figurenachse bei Rechts-
drall (@ positiv) im Mittel unter einem Winkel 9, nach rechts, bei
Linksdrall (@ negativ) nach links aus der Schufiebene herausweist,
welcher sich aus

. oty
(23) tgﬂO - tg +t12

Grammel, Der Kreisel. 20
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berechnet. Um die Mittellage beschreibt die Geschoflachse im xzyz-
System einen elliptischen Kegel mit Her Umlaufsdauer t,; die Offnungs-
winkel 28, und 29, dieses Kegels in der z2- und zy-Ebene sind
bestimmt durch
_ bt _h

(24) tg 9, = T tg &, = Wg——}—:tf

Denkt man sich diese Pendelung von der Geschofispitze auf einer
ohne Drehung mitbewegten Kugel um den Schwerpunkt aufgezeichnet,
so entsteht also — was wir ohne Rechnung voraussagten — eine
spharische Zykloide, welche elliptisch verzerrt ist. Weil
anfangs und dann immer wieder nach Ablauf der Zeit ¢, die lotrechte
Relativgeschwindigkeit des Vektors @ nach (16), (18) und (19)

i(? —_1_
di g)"”?f—“’

wird, so ist infolge unserer Voraussetzungen jene Zykloide gespitzt,
und ihre Spitzen liegen allemal auf der Bahntangente. Indessen ist
dies nicht wesentlich, indem die Kurven bei seitlichem Anfangsstoff
durch die Pulvergase ebensogut verschlungen oder gestreckt sein
kénnen.

Die elliptische Verzerrung ist tbrigens nur gering, falls der
Schwung © nicht zu groff gewihlt wird, falls also die Prazessions-
dauer 2nt, klein gegen die Zeit ¢, bleibt, welche etwa zwischen 20
und 100 Sekunden liegen mag. Dann aber darf man ¢? gegen {2 ver-
nachldssigen und hat statt (21) die weiteren Naherungen

H ¢
!6: %<1—COSE>,
|Z byt

0 Thoh
eine sphirische Zykloide ohne Verzerrung darstellend. Damit das
Gescho ,folgsam* sei, d. h. dauernd seine Achse nihe der Bahn-
tangente halte, muf} also ¢, klein gegen {#, sein, oder nach (19)

x P" +2
(26) 0L goosg’

Der Schwung ist mithin die fiir die Folgsamkeit des Geschosses
mafigebende Gréfle. Man wahlt ihn fiiglich so klein, als es mit der
Stabilit4t des Geschosses tiberhaupt vertraglich ist. Damit das Geschofl
niamlich beim Verlassen des Rohres, wo Geschwindigkeit und Wider-
stand in der Regel am grofiten sind, nicht sofort.umkippe und sich
quer gegen die Bahn lege, muf} es offenbar dieselbe Stabilitatsbedingung
erfilllen wie ein aufrechter schwerer symmetrischer Kreisel, dessen
Schweremoment M, mit dem jetzigen Widerstandsmoment M {iberein-

(23)
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stimmt. Dies fihrt nach §9 (20), S.93, mit dem dquatorialen Trégheits-
moment B des Geschosses, der Anfangsgeschwindigkeit v, und mit
¢ = =v2t1 auf die Forderung

27) 6 > 2 YBxvi+1.

Mit dem axialen Tragheitsmoment 4, der lichten Rohrweite 27
und dem Drallwinkel 4 der Ziuge wird

und man hat statt (26) und (27) die Bedingungen

rov"t2 1=» 27 5
(28) Uotg6<m, Vo 2 1g6>2“/BM

fir Folgsamkeit und Stabilitit.

Diese beiden Bedingungen lassen sich bei Flachbahnen stets ohne
weiteres erfiillen; man geht aus Sicherheitsgriinden mit dem Schwung @
tiber die untere Grenze (27) sogar erheblich hinaus, ohne die Folgsam-
keit ernstlich zu gefdhrden. Bei Steilbahnen kénnen die Forderungen (28)
dagegen in Widerspruch zueinander geraten, insofern im Bahnscheitel
die Geschwindigkeit » recht klein werden mag.

Fiir solche sogenannnte , Bombenschiisse“ gelten unsere Losungen
iberhaupt nicht mehr. Wir verzichten darauf, sie auf solche Falle
zu erweitern, und erwédhnen nur, dafl diese Rechnungen neuerdings
von A. Sommerfeld und F. Noether erfolgreich in Angriff ge-
nommen worden sind.

Da die Geschofipendelungen bei Rechtsdrall rechts von der Schuf}-
ebene erfolgen, so ist ersichtlich, dafi das Geschofl im Sinne der Aero-
dynamik dem Widerstande durchschnittlich einen nach rechts positiven
Anstellwinkel (S.193) darbietet und also eine Abtrift nach rechts
erfahren mufl, — bei Linksdrall nach links. Die Berechnung dieser
Seitenabweichung des Geschosses ist dann vollends ziemlich einfach,
soweit man von gewissen schwer zu erklirenden Unregelmafiigkeiten
dabei absieht, wie gelegentliche Linksabweichung bei Minen mit
Rechtsdrall.

Ubrigens wirken die Geschofpendelungen ihrerseits wieder auf
den Widerstand zurtick und damit auch auf die ballistische Kurve,
deren Elemente v, ¢ wir bei unseren Pendelungsformeln als.bekannt
angenommen haben. Dadurch aber wird die genauere Theorie der
soeben erdrterten Erscheinungen so ungemein verwickelt, daffl wir an
ihre bis jetzt noch keineswegs restlos gelungene Berechnung gar nicht
herantreten konnten, ohne die Grundlagen der Ballistik in weitem
Umfange aufzurollen. Das aber kann hier unsere Aufgabe nicht sein.

20%*
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3. Die Atome. Indemn wir aus der Welt der sichtbaren Erschei-
nungen zu den mikrokosmischen Vorgingen hinabsteigen, stoflen wir
in den Atomen auf winzige Kreisel, die das eigenartige Gegenstiick zu
den ungeheuren planetarischen Kreiseln bilden, und deren Erforschung
mit Recht als die wichtigste Aufgabe der gegenwértigen Physik
gilt. Wir stellen uns heute vor, dafl die Bausteine aller trdgen Massen,
die Atome, aus einem elektropositiven Kern bestehen, um welchen
elektronegative Teilchen, die Elektronen, kreisen. Obwohl iiber den
Bau der Atome im einzelnen bis jetzt nur.wenig Zuverlissiges bekannt
ist, so weil man doch, daB die umlaufenden Elektronen eine schein-
bare (elektromagnetisch begriindete) trige Masse besitzen. Jedes Atom
verhdlt sich also wie ein Kreisel, und zwar liefert jedes einzelne
Elektron mit seiner Masse m zu dem Schwung dieses Kreisels den
Beitrag
(29) P = mrlo,

falls @ seine Umlaufsgeschwindigkeit und r seine Entfernung vom
positiven Kern ist, und falls seine Bahn kreisférmig vorausgesetzt wird.

Man hat Grund zu der Vermutung, dafl die umlaufenden Elek-
tronen zugleich die elektrischen ,Molekularstrdme“ bilden, welche
A. M. Ampere zur Erklirung der magnetischen Eigenschaften der
para- und ferromagnetischen Stoffe benutzt hat. Nach den Grund-
gesetzen des Elektromagnetismus erzeugt der ,Strom* des mit der
Geschwindigkeit » = wr wandernden Elektrons von der elektro-
magnetisch gemessenen (negativen) Ladung e ein magnetisches
Moment @ vom Betrage ewF/2n, wo F die umflossene Kreis-
fliche @r? ist; und zwar hat der Vektor

u = Lerieo,

abgesehen von dem in e steckenden negativen Vorzeichen, die gleiche

Richtung wie &, so dafBl

2m
(30) P=—"-p
wird.

In einem unmagnetischen Ko6rper haben die Vektoren u der ein-
zelnen Elementarstrome die verschiedensten Richtungen; sie heben
sich also in ihrer Gesamtwirkung nach auflen hin auf. Wird der
Korper aber magnetisiert, so stellen sich die magnetischen Vektoren u
der Elementarstrome in die magnetische Achse ein, und diese Ein-
stellung ist bei allen beendet, sobald die Sattigungsmagnetisierung

erreicht ist. Setzen wir



§ 21. Richtkreisel. 309

und beachten, dafi nach unseren heutigen Kenntnissen das Verhéltnis m/e
als eine universelle Konstante angesehen werden muf, so folgt aus (30)
der durch die ,Molekularstrome“ bedingte innere Schwung

(31) 0 — Z_}LM

des Magneten vom magnetischen Gesamtmomente M.

Das auf die Raumeinheil bezogene magnetische Moment kann
hochstens etwa bis zu 1700 CGS-Einheiten gesteigert werden, wogegen
zufolge zuverldssiger Beobachtungen an den in Kathodenstrahlen
wandernden Elektronen der Quotient

m

(32) . = —0,56.10~7 CGS-Einheiten

betragt, so dafl der innere Schwung @ eines Magneten immer nur
eine ganz auflerordentlich kleine Grofle darstellt. Sie mufl sich, so
oft man den Magneten um eine andere als die magnetische Achse
schwenkt, in einem als ,magnetomotorische Kraft« anzusprechenden
Kreiselmoment aduflern, welches sich jedoch inf'olge seiner Kleinheit
der unmittelbaren Wahrnehmung entzieht. Schon J. C. Maxwell hat
vergeblich versucht, dasselbe zu beobachten, und erst ganz neuerdings
ist es S.J. Barnett gelungen, sein Vorhandensein einwandfrei fest-
zustellen.

Unabhdngig von Barnett kamen A. Einstein und W. J. de Haas
auf den geistreichen Gedanken, die Kreiseleigenschaften der Atome
dadurch nachzuweisen, daff sie nicht den Magneten als Ganzen um-
drehten, sondern — durch plétzliches Ummagnetisieren — lediglich
seine Bausteine, die um den positiven Kern kreisenden Elektronen.
Damit kehrt sich auch der Vektor @ des inneren Schwunges plétzlich
um und die Folge ist ein Kreiselmoment

do
(33) r=-%2,
welches den Magneten stoflartig in Bewegung versetzt. Um die durch
das Ummagnetisieren selbst bedingten Stérungen unschidlich zu machen,
und um gleichzeitig die zu erwartende Stoflwirkung des Momentes K
zu verstirken, haben Einstein und de Haas als Magneten einen
weichen Eisenstab genommen und diesen mit lotrechter Achse in einer
koaxialen, mit Wechselstrom beschickten Spule an einem Faden so
aufgehingt, daB die Torsionsschwingungen des Stabes um die lot-
rechte Achse in Resonanz mit den Stromwechseln geriet.

Nimmt man ndmlich an, daB das Ummagnetisieren des Stabes
durch den Wechselstrom nach dem Gesetze

(34) M = M,sin at
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erfolgt, wo a die Wechselzahl in 2 # Sekunden und M, die Sattigungs-
magnetisierung bedeutet, so schwankt der Vektor K ohne Richtungs-
dnderung in der magnetischen, also sehr nahezu lotrechten Achse hin
und her nach der Vorschrift

2m
K= —E—aMs Cosat,

ist also durchaus in der Lage, die Torsionsschwingungen des Stabes
zur Resonanz zu erregen.

Wenn A4 das axiale Tragheitsmoment des Stabes, ¢ die Ddmpfung
und h, wie schon dhnlich in §18, S.251, die elastische Gegenwirkung
des tordierten Aufhidngefadens messen, so gehorcht der Ausschlag y des
Stabes um die Lotachse der Gleichung
(35) A%%—{—Qe%—%—{—hw:l(: %eLnaMscosat.

Hier stellt die linke Seite fiir sich, gleich Null gesetzt, die bald ab-
klingenden Eigenschwingungen des tordierten Systems vor. Wenn,
wie dies bei den Versuchen tatsichlich der Fall war, die Dampfung
nur ganz schwach ist, so berechnet sich die Eigenschwingungsdauer

angendhert aus

d2y
zu ty = 2aYA/h und also die Zahl der Eigenschwingungen in
2 nn Sekunden, welche mit der Wechselzahl a iibereinstimmen sollte, zu

_1/h,
o=V

Man stellt dann durch FEinsetzen leicht fest, dafl unter dieser
Bedingung das von K abhéngige Integral der Resonanzschwingung
von (35) die Form hat

mM, .
—= sinat
ee
mit der Amplitude
m M,
(36) Yo = — >

welche der Messung ohne weiteres zuginglich war und bei bekannter
Sattigungsmagnetisierung M, und Dampfung ¢ fiir den Quotienten m/e
einen Wert ergab, der recht gut mit dem schon anderweitig bekannten
(32) tbereinstimmte.

Diese zahlenméBige Ubereinstimmung ist allerdings durch neuere
sorgfaltige Versuche von E.Beck nicht ganz bestatigt worden. Indessen
wird man sich hieriiber kaum wundern, wenn man erwigt, dafi die
intraatomistischen Vorgdnge doch wohl erheblich verwickelter sein
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werden, als unsere einfachen Ansidtze (29) und (34) annehmen. Ins-
besondere verlauft die Magnetisierung, wie man weifl, nicht nach dem
einfachen Sinusgesetz (34), sondern nach einer wesentlich umstind-
licheren Fourierreihe; wir wollen dies hier aber nicht genauer ver-
folgen. Daf Kreiselwirkungen der geschilderten Art vorhanden sind,
kann sicherlich nicht mehr bezweifelt werden.

Ubrigens machen Einstein und de Haas noch die wichtige
kosmologische Bemerkung, dai das magnetomotorische Moment K
moglicherweise die Ursache dafiir darstellt, daf§ die Drehachse der
Erde nahezu mit der magnetischen Achse zusammenfillt. Wire die
Abweichung zwischen beiden Achsen grof, so wiirde die Erddrehung
(als Zwangsdrehung ausgeiibt auf den Erdkreisel mit der magnetischen
Achse als Achse des inneren Schwunges) ein Kreiselmoment von
solchem Sinne wecken, dafi die magnetische Achse in die Drehachse
mehr und mehr hineingezogen wiirde.

§ 22. Stiitzkreisel.

1. Der Howell-Torpedo. Man wird vom Langgeschof8 (§21, 2.)
ohne weiteres zum Torpedo als dem Unterwassergeschofl gefiihrt.
Auch bei ihm handelt es sich darum, die Léngsachse in die Bahn-
richtung zu stabilisieren, und man kénnte wohl daran denken, dies
dadurch zu erreichen, dafl dem Torpedo eine grofie Eigendrehung um
jene Achse erteilt wiirde. In Wirklichkeit hat man hier wesentlich
andere Wege eingeschlagen, von denen der eine zu dem bereits be-
besprochenen, mittelbar stabilisierten Abb. 125.
‘Whitehead-Torpedo gefiihrt hat (§ 18, 2.),
wahrend der zweite den Howell-Torpedo
entstehen lieff, bei welchem die Stabili-
sierung unmittelbar versucht wird. Wie
und mit welchem Erfolge, soll jetzt er6rtert
werden.

Der fischférmige Korper des Howell-

Torpedos enthdlt ein um die Querachse

drehbares Schwungrad, welches etwa den

dritten Teil der Gesamtmasse ausmacht, beim Abschufi des Torpedos
auf 10000 minutliche Umldufe angetrieben wird und in seiner Drehwucht
zugleich einen Energievorrat mitbekommt, aus welchem die Vortriebs-
maschinen, zwei kleine Schrauben am Heck, gespeist werden (Abb. 125
zeigt in einem Querschnitt des Torpedos den um die Querachse aa
drehbaren Schwungring s, der vermittelst zweier Kegelradsitze kk,
die um die Achsen w umlaufenden Schraubenwellen treibt). Wie
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beim Whitehead-Torpedo, so sorgt auch hier ein Tiefenapparat fiir
die wagerechte Haltung der Langsachse. Ein Seitenruder ist dagegen
nicht vorhanden. Gelegentlich ist dem einen Schwungrad noch ein
zweites mit paralleler Achse beigegeben, dessen Schwung wir dann
einfach zum Schwung @ des ersten hinzuzuzihlen haben. Der
Vektor @ mége nach rechts zeigen.

‘Wir wollen beweisen, daff, entgegen der Meinung seines Erbauers
J. A. Howell, der Kreisel den Torpedo nicht zu stabilisieren
vermag, falls dessen Langsachse in der Schufirichtung labil
ist, dafl er aber eine schon vorhandene Stabilitit wesentlich
erhoht.

Um dies zu zeigen, benutzen wir genau die Uberlegungen, die
wir schon beim Flugzeug (§16 und §20, 4) mit Erfolg angestellt
haben, insbesondere die damaligen Lagekoordinaten ¢, y und &
(Abb.89, S.190) fiir die Drehungen um die Lings- und Hochachse
und ftr die Abweichung der Fahrtrichtung von der Lingsachse. Die
Rotationssymmetrie des Torpedokérpers bringt es mit sich, dafi wir
uns um die Langsstabilitit, d. h. die Bewegungen um die Querachse,
gar nicht zu kimmern brauchen, weil sie vom Tiefenapparat gesichert
wird und weil der Kreisel :ie in keiner Weise mit der zu unter-
suchenden Querstabilitit verkoppelt. So bleiben von den damaligen
Bewegungsgleichungen §16 (47), S.198, fiir uns nur noch die erste,
die dritte und die letzte iibrig, und hierbei sind tiberdies starke Ver-
einfachungen zuldssig. Die neuen Gleichungen lauten niAmlich, wenn
wir allentbalben nur kleine Ausschlage zulassen und die Beiwerte zur
Vermeidung von Verwechslungen mit den fritheren aerodynamischen
Zahlen jetzt etwas anders bezeichnen,

d2p do . dy
1) Age =—Lgg —sGe+ 05,
Py dy dg
(2) (J-;t-tf?_——-NW—{—K&—@dt,
dy do\
3) mv<m-—»ﬁ> = R¢.

Und zwar stellt die erste die Rollbewegungen ¢ um die Langs-
achse vor, mit dem Tragheitsmoment 4, der Dampfungszahl L und
dem riickdrehenden Moment s G @, wo G das Torpedogewicht und s
die Tiefe des Schwerpunktes unter dem geometrischen Mittelpunkt
(die Metazenterhdhe) bedeutet. Die zweite Gleichung stellt ebenso
die Kursinderungen w vor, mit dem Tragheitsmoment C und der
Déampfungszahl N, sowie dem destabilisierenden Moment K&, welches
den Torpedokérper um so rascher querzulegen sucht, je gréfler der
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Ausschlag ¢ der Lingsachse aus der Fahrtrichtung ist. Uber Sinn
und Herkunft der uns geliufigen Kreiselmomente braucht nichts mehr
gesagt zu werden. Die letzte Gleichung endlich stellt mit der Masse m
und der Fahrtgeschwindigkeit v des Torpedos den Ausgleich der Flieh-
kraft (links) gegen den Seitentrieb B9 vor, welcher sich aus einemn
schon in K9 steckenden Seitentrieb des Wassers und aus der ent-
sprechenden Komponente des Schraubenschubes zusammensetzt.

Da es uns hier nur auf allgemeine Erwigungen ankommt, so ist
es nicht nétig, die Groflen K, L, N und R hydrodynamisch nidher zu
untersuchen; sie sind praktisch immer positiv.

Wir wollen vor allem die Koordinate ¢ aus unseren (ileichungen
entfernen. Zu dem Zwecke fithren wir zundchst die Abkiirzung

(4) Ry, = R

mo
ein und addieren dann zu der aus (3) folgenden Gleichung

do  dy\
K(a—t— %> — —KRyo
erstens die mit R, multiplizierte Gleichung (2) und zweitens auflerdem
die nach der Zeit abgeleitete Gleichung (2); so erhalten wir, gehorig
geordnet

'R d2y dy
d*ig+(N+(J O)dt2 + (N R, K) +@<dt2+R° >:O'

Indem wir diese Gleichung nachtrdglich wieder nach der Zeit inte-
grieren und dabei durch vy, eine additive Integrationskonstante aus-
driicken, so erscheint unter Vorantritt von (1) das folgende System:

(7(p dy
(S)Adtz +L + (’(P @W—O;

12 d | d
6) C b+ (N + CR)JY + (N lto— K) (p—yo) + @<£+Ro¢> —o.

Beide Gleichungen sind ganz &hnlich gebaut; und so werden wir
auch (6) dahin deuten miissen, dafl infolge der Seitenausweichung &
die Dampfungszahl um die Hochachse von N scheinbar auf (N -+ CR,)
gestiegen ist, wihrend die Riickdrehung in das Azimut y, von dem
Moment (NR, — K) besorgt wird, welches sehr wohl positiv aus-
fallen kann.

Die Gleichungen (5) und (6) stellen, zunichst ohne Kreisel, also
mit & = 0, gedampfte Schwingungen dar, solange

Q) NRE,—K=>0
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ist. Wir wollen diesen Zustand in naheliegender Weise vorlaufig als
stabil bezeichnen. Wenn dagegen
8) NR,—K <o
ist, so bedeutet (6) mit ©® = 0 eine divergente Bewegung, etwa in
der Art, wie sie ein aus seiner hochsten Lage losgelassenes Pendel
im widerstehenden Mittel zu beschreiben anfingt. Jetzt ist der Torpedo
sicher als labil anzusprechen.
Mit Kreisel erweisen sich (5) und (6) als ein gekoppeltes System,
dessen Integration mit den Ansitzen
@ = ae, p—yy = be?
zu den beiden Bedingungen
(Ao2+ Lo+ sG)a—Bpb =0,
O+ Ry)a+[Co2+(N+CR)o+ (NR,— K)]b =0
fiihrt, aus welchen durch Entfernen der Integrationskonstanten @ und &
die Bestimmungsgleichung fiir die Kennziffern ¢ folgt:
© | (de*+ Lo +sG)[Cor+ (N + CRo) o + (N R, — K)]
| + @20 (0 + Ry) = 0.
Und nun handelt es sich einfach darum, auf Grund der in § 20, 4,
S. 289, ermittelten Kriterien festzustellen, ob der Kreisel imstande ist,
zu verhindern, daB8 die Wurzeln ¢ der Gleichung (9) positiv reelle
Teile erhalten.
Zu dem Zweck ordnen wir (9) nach Potenzen von g in der Form
A@* + 4, 0%+ 4y0° - as0 +- 4, =0
mit den Koeffizienten
a, = AC,
l a, = AN+ CR))+ CL,
ag = ANR,—K)+ L(N+ CRy)) + Cs G 4 67,
' a3 = L(NRy— K)+ s (N+ CR,) + R, 02,
a4, = sG(NRy— K).
Fir die Stabilitit ist gemaB §20 (42), S.289, notwendig, daff a,
positiv. werde. Das aber trifft nach (7) ganz unabhingig von @
dann und nur dann zu, wenn die Fahrt schon ohne Kreisel stabil
war, und damit ist der erste Teil unserer eingangs aufgestellten Be-
hauptung erwiesen: der Kreisel vermag Labilitit nicht aufzuheben.
Daf er eine schon vorhandene Stabilitit verbessert, ist ohne weiteres
klar auf Grund der ihm innewohnenden Richtungssteifigkeit.
Der Howell-Torpedo scheint nun in der Tat eine, wenn auch kleine,
natiirliche Stabilitit zu besitzen, die der Kreisel wirksam unterstiitzt,
so dafl Vergleichsversuche, die 1891 zwischen dem damals noch nicht

(10)
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mit einem Geradliufer ausgestatteten Whitehead- und dem Howell-
Torpedo angestellt worden sind, durchaus zugunsten des letzten aus-
fielen. Es handelte sich dabei allerdings nur um kurze Schufiweiten,
bei welchen ein grundsatzlicher Nachteil des Howell-Torpedos noch
nicht so sehr bemerklich sein mufite, namlich seine Unfahigkeit, eine
einmal verlorene Schufirichtung wiederzufinden. Was wir nimlich
soeben Stabilitdit nannten, verdient diese Bezeichnung nur bedingt.
In den Bewegungsgleichungen (1) bis (3) kommt das Richtungs-
azimut  nur in seinen Ableitungen dy/dt und d2y/d2 vor, in (6)
driickte sich das Fehlen dieses Richtungssinnes durch die Kon-
stante vy, aus: der ,stabiler Torpedo vollzieht zwar gedampfte
Schwingungen um eine feste Nullage vy,, aber diese kann mit jeder
neuen Stérung sich ein wenig dndern, um so weniger freilich, je
starker der Kreisel ist.

Dazu tritt als &uflerst bedenklich hinzu die Verkoppelung, welche
der Kreisel zwischen den ¢- und y-Bewegungen herstellt: selbst jede
Stérung um die Langsachse, also jeder AnstoB zu einer Rollbewe-
gung, durch den Wellenschlag auf das leichteste hervorgerufen, mufl
zu einer Azimutstérung des Howell-Torpedos fiithren. So wurde dieser
denn spiter rasch vom Whitehead-Torpedo tiberfliigelt, als diesem
mit dem Obryschen Geradlaufer ein zuverldssiger Richtungsweiser
beigegeben war; und er vermochte dessen Vorsprung auch nicht da-
durch einzuholen, daBl die Kreiselachse bei gleichzeitiger VergroBe-
rung des Schwunges in die Langsachse gelegt wurde, wonach der
Howell-Torpedo ungefahr die Stabilitat eines Langgeschosses fiir sich
beanspruchen konnte. Heute jedenfalls kommt ihm nur noch ge-
schichtliche Bedeutung zu.

Wir haben uns bis jetzt nur mit der notwendigen Stabilitits-
bedingung @, > O befaBt; es wire dber ganz leicht zu zeigen, daB
diese unter der Voraussetzung (7) auch schon hinreicht, d.h. daB
dann aufler a; > 0 von selbst auch die beiden letzten Bedingungen
§ 20 (42), S.289, erfullt sind, ndmlich a; > 0 und

(11) 4= a,ay0; —aya—aa, > O.

Fiir das Folgende ist nun von Belang die Bemerkung, dafi mangelnde
Stabilitat durch den Kreisel doch noch ausgeglichen werden kann,
wenn auflfer dem y-Freiheitsgrad auch der ¢-Freiheitsgrad labil ist;
d.h. wenn die riickdrehenden Momente (NR,— K) und sG beide
negativ sind und der Torpedo sich auch hinsichtlich der Drehungen
um die @-Achse wie ein Pendel in hochster Lage verhilt.

In der Tat werden nach (10) jetzt a; und a, wieder von selbst
positiv; aber auch a;, wenn nur mit dem Kreiselschwung auch @2
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hinreichend groff ist. Was schliefllich A anbetrifft, so berechnet man
nach (11) rasch, dafl dieser Ausdruck nach Potenzen von @ geordnet
in der Form

4—=(AN+ CL)R,04+ o' 02+ o

erscheint, wobei wir die Koeffizienten &' und a” gar nicht zu beachten
brauchen. Der Koeffizient von ©* ist nimlich wesentlich positiv,
und so kann man es durch die Wahl eines gentigend starken Schwunges
auf alle Falle erzwingen, daf§ auch A positiv bleibt.

Zwei labile Freiheitsgrade lassen sich mithin durch den
Kreisel stabilisieren, einer allein nicht. Dieser Satz, dessen
sehr allgemeine Giiltigkeit zuerst Lord Kelvin klar erkannt hat, ist
zwar von minderer Wichtigkeit fiir die Stabilisierung des Torpedos,
bei welchem man sich lieber an die Forderung (7) einer von vorn-
herein sicheren Stabilitdt halten wird; er ist aber von grundlegender
Bedeutung fiir die Stabilisierung der sogenannten Einschienenbahn,
welcher wir uns jetzt zizuwenden haben.

2. Stabilisierung der Einschienenbahnen. Im Gegensatz zu den
bereits in § 15, 3. und 4. behandelten Hange- und Schwebebahnen
der Systeme Langen und Behr, bei welchen im wesentlichen auch
nur eine Schiene verwendet wird, hat man sich, nicht ganz folge-
richtig, darah gewohnt, von einer Einschienenbahn im engeren Sinne
zu sprechen, wenn es sich um Fahrzeuge handelt, deren Schwerpunkt
hoher als der Schienenkopf liegt, welche also ohne geeignete Stiitze
labil wiren und bei der geringsten Stérung umfielen.

Eine solche Stitze hat man im Kreisel gesucht und gefunden;
und zwar sind Fahrzeuge, die auf derartige Weise stabilisiert waren,
nahezu gleichzeitig um das Jahr 1909 von L. Brennan, von A. Scherl
und von P. Schilowsky der Offentlichkeit vorgefithrt worden. Die
technischen Einzelheiten dieser drei unter sich ziemlich verschiedenen
Systeme sind nur in beschrinktem Umfange bekannt geworden; auch
ist bis jetzt der praktische Beweis dafiir, daf} sie sich bewéahren, nicht
einwandfrei geliefert worden. Die Stabilisierungstheorie solcher Bahnen
ist, wenn wir von der geringen Kreiselwirkung der Laufrader (§15, 1.)
absehen, ganz einfach.

Wir kénnen dabei unmittelbar an die Schlubemerkungen zum
Howell-Torpedo ankntipfen, welchem wir soeben in Gedanken zwei
instabile Grade der Freiheit gegeben haben. Der Instabilitit des
Torpedos um seine Léngsachse entspricht die Instabilitit des Wagens
um die Schiene, besser um die Verbindungsgerade der untersten Rad-
punkte, der sogenannten Fahrachse. (Die Schiene selbst ist nur
eine zufillige Beigabe, von welcher Schilowskys automobilartiger
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Wagen auch ganz frei ist) Der Kursinstabilitdit des Torpedos um
die Hochachse entspricht beim Fahrzeug zunichst tiberhaupt gar kein
zweiter Grad der Drehfreiheit. Ein solcher ist aber, wie wir ein-
gesehen haben, durchaus erforderlich, und daraus folgt zwingend die
Notwendigkeit, den Kreisel selbst im Wagen so anzuordnen,
dafl seine Figurenachse sich um eine nicht mit der Fahr-
achse parallele, sondern am besten zu ihr senkrechte Achse
labil drehen kann, also entweder, wie beim Torpedo, um die Hoch-
achse (System Brennan) oder um die Querachse (Systeme Scherl

Abb. 126. Abb. 127.

und Schilowsky). Weil die Kreiselmomente allemal dann am
groBiten sind, wenn die Figurenachse auf den Achsen den Zwangs-
drehungen senkrecht steht, so wird man im ersten Falle (Brennan)
den Schwungvektor in die Querachse legen (Abb.126), im zweiten
Falle (Scherl und Schilowsky) in die Hochachse (Abb.127) und
im zweiten Falle die erforderliche Instabilitit durch ein Ubergewicht (g),
im ersten Falle durch eine Feder (f) oder sonst eine leicht aus-
zudenkende Einrichtung erzeugen.

Es bietet keinerlei Schwierigkeit, diese Verhiltnisse auch analy-
tisch auszudriicken, wenn wir uns von vornherein wieder auf kleine
Ausschlage aus der Ruhelage beschrinken. Messen wir, genau wie
beim Flugzeug und beim Torpedo, die Drehungen des Wagens um
die Fahrachse mit dem Winkel ¢, diejenigen des Kreiselrahmens
um die Hoch- bzw. Querachse mit y bzw. g; bezeichnen wir ferner
mit 4 das Trigheitsmoment des Wagens um die Fahrachse, mit B
und C diejenigen des Kreisels samt seinem Rahmen um die Quer- bzw.
Hochachse, mit I, M und N die zugehorigen Dampfungszahlen und mit
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H (statt —sG), J und K die destabilisierenden Momente von Wagen
und Kreisel, so gelten im zweiten Falle (Scherl und Schilowsky)
die Ansitze [vgl. (5)]

] dq>+L(Z¢p H—@dl o,

dt? dt
(12) hy
X dep __ .
I di +M JZ‘*‘@W—O,

im ersten Falle (Brennan) dagegen

i;quLd"’ Hp—0"% =0
" ¢ LN Kyt 09% —o
Cqn YO =0

Beide Gleichungspaare sind gleich gebaut, fiihren also zu ganz
denselben Ergebnissen. Aus beiden fliefit die Bestimmungsgleichung
fir die Kennziffern ¢ der Teilbewegungen

(14) a0Q* + a,0% + a4, 0* + a0 +a, = 0
mit den Koeffizienten — wir schreiben sie nur fiir (12) an —
Ay — AB,
a, = AM+ BL,
(15) 4= LM—AJ— BH + 62,
as = —HM-—JL,
| a, = HJ.

Diese Koeffizienten unterscheiden sich nun freilich ein wenig in
ihrem Bau von den Ausdricken (10), und eben dies wird sogleich
zu eigenartigen Folgerungen fithren. An Hand der Stabilitatsbedin-
gungen § 20 (42), S.289, bestatigen wir zunichst, dafl «, in der Tat
positiv wird, wenn neben dem notwendig positiven Destabilisierungs-
moment H des Wagens mit J > 0 auch der Kreiselrahmen fiir sich
labil ist. Nun aber erfordern die weiteren Bedingungen @, > 0 und
ag > 0, daf§ gleichzeitig

(16) AM+ BL >0, HM+4+JL <o

werde. Weil 4 und B, aber ebenso jetzt auch H und J wesentlich
positiv sind, so mufl von den Dimpfungszahlen L und M unter allen
Umsténden die eine positiv, die andere negativ. sein, d.h. es muf
entweder das Umfallen (@) des Wagens oder die Prizession (x bzw. )
des Kreisels beschleunigt werden — eine Forderung, die auflerordent-
lich iiberrascht, aber sofort verstindlich wird, wenn man folgendes
bedenkt: Durch Erhéhung des Schwunges @ allein vermag an sich
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die Stabilitat nicht erzwungen zu werden, weil @ weder in @, noch
in a; eingegangen ist; das stabilisierende Kreiselmoment aber wird
bei unverdndert gehaltenem Schwung offenbar sowohl dadurch ver-
groBert, dafl die Prazession des Kreiselrahmens beschleunigt wird, als
auch dadurch, daff das um die p-Achse umkippende Moment auf den
Kreiselrahmen gesteigert wird.

Jedenfalls haben wir zwei Moglichkeiten zur Auswahl, n&mlich

erstens: L < 0, M > 0 mit der aus (16) folgenden Bedingung

die nur dann einen Sinn hat, wenn von vornherein
: A B
(18) > 7

ist. Da die beiden Quotienten in (18) bis auf einen Faktor 2z [vgl.
etwa §18 (21) S.247] die Schwingungsdauern zweier ungedampften
Systeme mit den Tragheitsmomenten 4 und B und den riickdrehenden
Momenten H und J darstellen, so bedeutet diese Ungleichung: Wenn
bei fehlender Dampfung und umgedrehter Richtung der Schwere (bzw.
im Falle von Abb.126 der Federspannung) der Wagen langsamer
schwingen wiirde als der Kreiselrahmen, so ist Stabilisierung nur da-
durch moglich, dafi der Wagen ein Moment im Sinne beschleunigten
Umfallens erfahrt, wihrend die Prizession des Kreisels verzogert wird.
Diese Moglichkeit begegnet praktisch neben ihrer etwas unheimlichen
Gewagtheit dem wesentlichen Bedenken, daB zufolge (17) der positive
Quotient — L/M noch gréfler bleiben soll, als die sicherlich ziemlich
grofie Zahl H/J, so dafl das umwerfende Moment weit kraftiger als
das verzogernde sein mifite. Man wird also jedenfalls seine Hoffnung
weit mehr auf die andere Moglichkeit setzen, ndmlich

zweitens: L > 0, M < 0 mit der Bedingung

A L H
(19) P < _]TI << 7 ,
welche verlangt, dafl von vornherein
A B
(20) Jih < 7

sei. Wir deuten dies so: Wenn (unter den gleichen Umstanden wie
vorhin) der Wagen schneller schwingen wiirde als der Kreisel-
rahmen, so ist Stabilisierung des gedampft umfallenden
‘Wagens dadurch méglich, dal die Priazession des Kreisels
im Verh#ltnis der Bedingung (19) beschleunigt wird.
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Die erforderliche Gréle des Schwunges @ liefert schlieBlich die
letzte Stabilitatsbedingung 4 > 0, fir welche man [vgl (11)] nach
kurzer Zwischenrechnung findet

LM(AJ—BHye— (02 + LM)(AM+ BLYHM+JL) > 0
oder kiirzer
(21) 62> L|M| [1 + f**J.

Nattirlich gelten die zunéchst fiir ‘die Systeme Scherl und Schi-
lowsky angesetzten Formeln (15) bis (21) nebst den daraus ge-
zogenen Schlissen ohne weiteres auch fiir das System Brennan,
wofern*man nur B und J gegen C und K vertauscht.

Auf die zahlreichen Vorrichtungen, welche dazu ersonnen worden
sind, die kiinstliche Beschleunigung der Prizession zu besorgen,
gehen wir, da sie nur durch Patentschriften bekannt gegeben wurden,
jetzt nicht ndher ein; doch kommen wir auf eine der geistreichsten
spater noch zu sprechen.

Einen vielleicht noch tieferen Einblick in das Kraftespiel ge-
winnen wir, indem wir die Kennziffern o selbst berechnen. Wir
tun dies unter der praktisch immer erfiillten Voraussetzung, daf der
Schwung so stark ist, daf alle additiv zu @2 tretenden Gré8en neben
62 vernachlissigt werden konnen. Je mehr dies der Fall ist, um so
genauer darf man, wie nachtrdgliches Ausrechnen sofort dartut, die
Gleichung (14) ersetzen durch die bequemere

(@002 + a0 + 0%)(0%0* + a50 + a,) = 0,
welche sich sofort in zwei quadratische mit angendhert den Wurzeln
a, i 2
2a,— Ya,

(22) 91,s=—7a(fﬁiiv—”*—, Q3,4 = —

spaltet.

Diese Wurzelpaare gehdren zu zwei {iibereinandergelagerten
Teilbewegungen; und zwar handelt es sich um zwei Schwingungen,
deren Frequenzen durch die rein imaginidren Teile ausgedriickt
werden (vgl. S.212), wogegen die reellen Teile, [alls negativ, ein un-
mittelbares Maf fiir das Abklingen der Schwingungen darstellen. Die
Kennziffern g, und g, bedeuten eine Bewegung mit niederer Frequenz,
die Kennziffern g; und g, eine solche mit hoher Frequenz. Die
erstere werden wir beim Kreisel als die eigentliche Prézession, die
letztere als die Nutation anzusprechen haben; beim Wagen reden wir
von einer langsamen und einer dariibergelagerten raschen Schwingung.
Und nun sieht man wieder ganz deutlich, daB, falls L und M beide
positiv wiren, zwar mit @, >0 die Nutation und die kurze Schwingung
noch immer gedimpft wiren, dafB aber dann mit a; < 0 die Ampli-
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tuden der Prazession und der langsamen Schwingung anwachsen
wirden, anstatt abzunehmen: der Wagen sowie der Kreisel wiren
labil. Umgekehrt wiirde die Nutation und die kurze Schwingung
sich immer mehr vergréBern, falls von den beiden Zablen L und M
zwar die eine negativ, die andere aber Null wire, so dafl zwar a4
positiv, aber a, negativ bliebe. Mithin ist neben wirksamer Be-
schleunigung der Prézession fiir gute Dampfung des Wagens
zu sorgen. Und endlich ist es iiberhaupt unerlafllich, einen gut
durchdachten Ausgleich zu schaffen zwischen den beiden einander
offenbar widerstrebenden Forderungen, dafl @; und @, mdoglichst stark
positiv werden; denn nur dann klingen beide Teilbewegungen geméif
(22) rasch genug ab. Auch wird man aus gleichem Grunde einerseits
mit «, die Tragheitsmomente 4 und B tunlichst klein halten und
andererseits mit dem Schwung @ nicht allzuweit tiber die von (21)
verlangte untere Grenze hinaufsteigen.

3. Fahrtfehler der Einschienenbahnen. Scheint sonach die Stabi-
litat der geraden, gleichméafligen Fahrt gesichert, so ist es doch un-
umgénglich notwendig, das Verhalten des Wagens in der Kurve, bei
Geschwindigkeitsinderungen und bei Schienenstéfen ndher zu unter-
suchen. Es moge sich zunichst um die Systeme Scherl und Schi-
lowsky handeln (aufrechte Figurenachse). Wir stellen das Moment
der Fliehkrafte, welches den Wagen im Sinne wachsender Winkel ¢
umzuwerfen suchen mag, durch ein der rechten Seite der ersten
Gleichung (12) anzuhingendes Glied p dar; desgleichen die Fahrt-
beschleunigungen und Schienenstffe in der Fahrtrichtung durch ein
Glied q auf der rechten Seite der zweiten Gleichung (12) und haben also

d2<p l _H 5 dy
5 dt2 i dt P
l a1z + —dJx+ dt q.

Die rechten Seiten bedeuten den Zwang, der von auflen her auf
Wagen und Kreisel ausgetibt wird. Wir diirfen als bekannt vor-
aussetzen, dafl die durch einen solchen Zwang eingeleitete Bewegung
sich zusammensetzt aus den Eigenschwingungen des Systems, deren
Frequenzen und Abddmpfungen durch (22) ermittelt sind, und einer
erzwungenen Bewegung im engeren Sinne, die sich aus (23) als parti-
kuldres, die Zwangsglieder p und ¢ enthaltendes Integral ergibt. Auf
dies letztere miissen wir weiterhin unsere Aufmerksamkeit allein
richten, wenn wir es als gesichert ansehen, daf§ die Eigenschwingungen

bei jeder Storung rasch abklingen.
Grammel, Der Kreisel. 21
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Wir wenden uns erstens der Kurvenfahrt zu, und zwar wahlen
wir eine gleichférmig durchfahrene Kreiskurve, nehmen also p un-
verdnderlich und setzen q = 0. Ein partikuldres Integral von (23)
ist offensichtlich

—_ b —
(24) (p'— H7 Z—O’

und dieses hat einen ganz einfachen Sinn. Es verhalten sich namlich
— zufolge ihrer eigentlichen Bedeutung — die Zahlen p und H wie
die Fliehkraftbeschleunigung zur Schwerebeschleunigung, und somit
stellt der Ausschlag ¢ (24) die natiirliche Schriglage eines Pendels
in der Kurve vor, und wir kénnen sagen:

Der Wagen geht bei der Kurvenfahrt geddmpft schwin-
gend in seine natiirliche Schriaglage; der Kreisel schwingt
nach einem anfinglichen Awusschlage gedampft in seine
Ruhestellung zurtck.

Diese Einstellung erfolgt nach (22) allerdings um so langsamer,
je grofler der Schwung @ gewahlt worden ist; denn gerade die Ab-
dampfung der hierbei mafigebenden langsamen Schwingung (g,,.) ver-
ringert sich mit wachsendem Schwung. Daraus folgt einerseits wieder,
dafl man die Stabilititsgrenze (21) nicht zu weit iiberschreiten soll,
andererseits, dafl die Kurvenkrimmung von Null an nur ganz
allmahlich steigen darf und nachher ganz langsam auf Null
zurticksinken mufl, wofern man vermeiden will, dafl die Kurven-
fahrt fir die Insassen, die doch physiologisch auf die natiisliche
Schraglage eingestellt sind, unbequem werde.

Was zweitens den Einflu8} einer Anderung der Fahrtgeschwindig-
keit betrifft, so finden wir mit p — 0 und ¢ als fester Zahl die parti-
kuldren Integrale

— - _ 1

entsprechend einer gleichférmig beschleunigten (p > 0) oder gleich-
formig verzogerten (p < 0) Fahrt. 'Wir deuten dies so:

Beim Anfahren sowie beim Bremsen schwingt der Wagen
nach einem kurzen Seitenausschlag gedampft in die Ruhe-
lage zurtck; die Figurenachse des Kreisels geht gedampft
schwingend in eine schrige, einem mitgefiihrten Pendel zu-
kommende Lage iber.

Wenn die Fahrt wieder gleichférmig geworden ist, so
geht der Kreisel gediampft in seine Ruhestellung zuriick; der
Wagen erleidet dabei wieder einen voribergehenden, ge-
dampft abklingenden Seitenausschlag.
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Endlich betrachten wir drittens die Einwirkung von Schienen-
stofen in der Fahrtrichtung (Stéfle in Richtung der Hoch- oder Quer-
achse sind offenbar ohne Belang). Wihlen wir etwa neben p = 0

(26) q = ¢osinat,

unter g, den Hochstwert und unter o die Frequenz dieser Stofie
(= StoBzahl in 2z Sekunden) verstanden, so werden auch die dem
Zwang folgenden partikuldren Integrale Funktionen von der Frequenz
a sein. Insofern es uns nur auf thren Wert fiir sehr groflen Schwung
ankommt, diirfen wir die zweite
Gleichung (23) in erster Annéhe-
rung ersetzen durch

Abb. 128.

“u @ - . .
@Ef == q = q,sinat
und haben also angenihert das
Integral
—
27 = 20 cos at,

und dies bedeutet eine mit den

Stoflen  synchrone, ihnen der

Phase nach um eine Viertel-

welle nachhinkende Rollschwingung von der Amplitude ¢,/a®. Der
Wagen gerdt infolge periodischer Schienenstéfie in Roll-
schwankungen.

Man kann diese héchst unerwiinschte Nebenerscheinung, die
namentlich auf Schiene und Unterbau stark abniitzend zuriickwirken
wiirde, sehr einfach dadurch beseitigen, dafi man, wie dies die Er-
bauer denn auch wirklich getan haben, zwei entgegengesetzt um-
laufende Kreisel verwendet, welche so miteinander gekoppelt sind,
dafl ihre Schwungvektoren immer nur entgegengesetzt gleiche Winkel
mit der Hochachse bilden kénnen (Abb.128). Der zweite Kreisel
sucht dann einen Ausschlag
(28) @ ——:—}—O%cosat
zu erzeugen, durch welchen (27) gerade aufgehoben wird. Die Schienen-
stoBle duflern sich jetzt nur noch in inneren Spannungen des Rahmens
der beiden Kreisel.

Wiirden wir von den ersten Annidherungen (27) und (28) zur
genaueren Losung iibergehen, so blieben noch kleine Wirkungen nach
auflen {brig, die jedoch in der kleinen Gréfle 1/0 quadratisch werden,
also praktisch jedenfalls ohne Belang sind.

91+
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Sodann wenden wir uns zu dem System Brennan (querliegende
Figurenachse). Vor Stérungen durch Anderung der Fahrtgeschwin-
digkeit und durch Schienenstdfile sind diese Wagen von vornherein
gefeit. Um so stirkeren Gefahren aber sind sie vermutlich in der
Kurve ausgesetzt. Rechnen wir die unverdnderliche Winkelgeschwin-
digkeit w, mit welcher die Kurve durchfahren wird, positiv im Sinne
der positiven Prézessionsdrehungen vy, so miissen wir in den Glei-
‘chungen (13) offenbar ¢ nun durch y + wt ersetzen, wofern wir die
Azimute v des Kreiselrahmens nach wie vor vom Wagen aus be-
urteilen wollen. Fiigen wir noch das Moment p der Fliehkraft hinzu,
so treten also an die Stelle von (13) die folgenden Gleichungen:

d d
AR+ L —Hy—0( +o) =0
2
0N+ V(P o)~ K@y + 0t + 65 =

und diese haben offensichtlich die partikuldren Losungen

(29)

R —_
(30) ¢ = — g y = —ot,

von welchen die erste nur eben wieder besagt, dafi sich auch der
Brennansche Wagen ganz natiirlich in die Kurve legt.

Der zweite Teil der Losung (30) hingegen driickt aus, daff die
Mittellage, um welche die Figurenachse geddmpft schwingt, sich gegen
die Querachse des Wagens mit der Geschwindigkeit — w dreht, so dafl
also nach kurzer Zeit, praktisch schon nach weniger als einer halben
‘Wendung der Kreisel als Stabilisator nicht mehr zu gebrauchen wire.

Die Verwendung eines zweiten gegenlaufigen Kreisels
ist also unbedingt notig, und zwar mufl er mit dem ersten zwangs-
mafBig so gekoppelt sein, dafl die Schwungachsen immer nur entgegen-
gesetzt gleiche Winkel mit der Querachse bilden kénnen. Dann kann
die Kurve ohne weiteres befahren werden.

Wirklich hat nun auch Brennan zwei Kreisel benutzt und fir
deren Anordnung und Koppelung eine grofie Zahl von Vorschligen
gemacht, von welchen wir wenigstens einen, der tatsichlichen Aus-
fihrung im wesentlichen zugrunde gelegten erwihnen (Abb. 129).
Die beiden elektrisch auf 3000 minutliche Umldufe angetriebenen
Kreisel (k, und k,) von je 750kg Gewicht befinden sich in luftleeren
Biichsen (b; und b,), welche um lotrechte Achsen drehbar an einem
um die Querachse (a) stabil schwingenden Rahmen (r) aufgehdngt
sind. Ein konisches Zahnradgetriebe (g) sorgt dafiir, daff die Figuren-
achsen stets entgegengesetzte Winkel y mit der Querachse (g) bilden.
Ein zweites Getriebepaar (¢; und g,) Ubertrigt die Eigendrehung der
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Kreisel verlangsamt auf zwei Zapfen (2, und 2,), welche auf einseitig
von der Querachse ausgehenden, am Wagengestell festen Sektoren
(s, und s,) nach Art des Kurvenkreisels (§7, 3.) abrollen kénnen. Auf
anderen, ebenfalls einseitigen Sektoren (s; und s,) gleiten zwei mit
den Biichsen (b) verbundene Rollen (r, und r,). Zwischen den Zapfen,
den Rollen und den Sektoren sind kleine Spielrdume.

Wenn die Schwungvektoren etwa nach auflen zeigen, so ist die
Wirkungsweise der Kreisel die folgende. Der Wagen moége damit

Abb. 129.

beginnen, sich nach rechts zu neigen. Dann kommt alsbald der
Zapfen #z, mit dem Sektor s, in Berithrung und die Figurenachse des
Kreisels k, prézessiert beschleunigt nach vorn und zieht durch Ver-
mittelung des Getriebes ¢ auch die Figurenachse des Kreisels k, in die
gleiche Richtung. Dabei entstehen heftige linkskippende Kreisel-
momente, welche sich {iber den Sektor s, auf den Wagen tbertragen
und dessen Rechtsneigung nicht nur aufhalten, sondern zur Umkehr
bringen. In diesem Augenblick hért die Bertihrung des Zapfens #;
mit dem Sektor s; und damit auch die beschleunigte Prézession im
Drehsinne v auf. Alsbald aber prefit sich die Rolle r, auf den
Sektor s,, und dadurch werden einesteils die Kreisel im Sinne — v
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in unbeschleunigter, eher durch die Reibung etwas verzigerter Pra-
zession in ihre Nullage zuriickgefiihrt, andernteils wird so das Auf-
richten des Wagens verzogert, so daf§ er im giinstigsten Falle in seiner
Nullage zur Ruhe kommt. Schwingt er dariiber hinaus, so beginnt
das Kriftespiel von neuem, jetzt mit den Sektoren s, und s;, sowie
dem Zapfen #, und der Rolle r,.

Wie man sieht, ist hier die Beschleunigung der Prazession untrenn-
bar verkniipft mit der Instabilitit der Kreisel tberhaupt. Inwieweit
unsere Gleichungen (13) dann noch gelten, mége dahingestellt bleiben.

Wir begniigen uns mit einer Bemerkung, welche den Energie-
ausgleich des ganzen Systems betrifft. Waren die Dampfungs-
glieder L, M, N nicht vorhanden, so kénnten die einmal eingeleiteten
Schwingungen des Wagens sowohl wie des Kreisels unbegrenzt lange
weiter bestehen, ganz in der gleichen Weise wie bei einem reibungs-
los um seine obere Ruhelage schwingenden aufrechten Kreisel (§13, 3.).
Nachdem aber zumindest die Bewegung des Wagens ohne Dampfung
nicht méglich ist, wird dem System fortwahrend durch die Reibung
der Luft und namentlich der Schiene bei allen Rollbewegungen Energie
entzogen. Sein Energieinhalt setzt sich aber (abgesehen von der
Fortschreitwucht der Fahrt) im wesentlichen zusammen aus der un-
veranderlichen Drehwucht der Kreisel und aus dem Vorrat der Arbeit,
welche gegen die Schwere beim urspriinglichen Aufrichten des Wagens
geleistet worden ist. Nur diesem Arbeitsvorrat, der sogenannten Energie
der Lage, kann die durch Reibung verlorene Energie entnommen
werden; und der Schwerpunkt des Wagens miiite unweigerlich sinken,
wenn neue Vorrite nicht von auBen zugefithrt wiirden. Bei der
Brennanschen Anordnung wird nun in der Tat anlafilich der Be-
schleunigung der Prizession und durch Vermittelung der Zapfen (2,
und #,) auf den Wagen Energie tbertragen, und zwar von den
Schwungridern und auf Kosten ihres Eigenschwunges, der dann immer
wieder vom Antriebsmotor aufzufiillen ist. Energetisch betrachtet,
handelt es sich also bei der Einschienenbahn einfach darum, durch
Reibung vernichtete Energie stets sofort von auflen her zu ersetzen,
damit der Vorrat an Energie der Lage unangetastet bleibe.

§ 23. Déampfkreisel.

1. Der Schiffskreisel im Wellengange. Behalten wir den energe-
tischen Standpunkt noch einen Augenblick lang bei, so 1afit der Ge-
danke der Einschienenbahn eine unmittelbare Umkehrung zu. Der
Kreisel ist nicht nur dazu geeignet, den Energieinhalt eines an sich
labilen Systems immer so unversehrt zu bewahren, daff das System
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seine labile Lage nicht aufzugeben Veranlassung findet; er ist auch
in hohem Mafile dazu befdhigt, unerwiinschte Bewegungsenergie eines
an sich stabilen Systems aufzuschlucken, um sie dann zu vernichten,
Man kann dies rasch einsehen, wenn man sich bei der Einschienen-
bahn sowohl den Kreisel wie den Wagen stabil gelagert denkt, den
letzteren also etwa nach Art der Hangebahn (§ 15,3.). Jede dem Wagen
von auflen mitgeteilte Schwingung tbertragt sich dann vermoge der
Verkoppelung durch die Kreiselwirkung auch auf den Kreisel, so da8
dieser seinerseits gegen den Wagen zu schwingen anfiangt. Indem

Abb. 130.

man vom Wagen aus diese Kreiselschwingung abdampft, vernichtet
man also zugleich einen Teil der dem Wagen urspriinglich mit-
geteilten Schwingungsenergie und bringt so mit der Zeit auch dessen
Bewegung zum Abklingen.

In der Tat ist schon oft vorgeschlagen worden, auf diese Weise
Schwingungen durch einen Hilfskreisel zu verhindern oder zu ver-
nichten, beispielsweise bei den Kreiselkompassen. Als Kreiselanwen-
dung grofiten Stiles ist hier aber vor allem das Verfahren zu nennen,
welches O. Schlick zur Abddmpfung der unangenehmen Rollbewe-
gungen der Schiffe im Seegang ausgedacht und mit groem Erfolg
erprobt hat.

Der Schlicksche Schiffskreisel, mit dessen Theorie wir uns hier
schliefilich noch zu befassen haben, 148t sich eng an die Einschienen-
bahn angliedern, von deren Untersuchung wir soeben kommen. Ana-
lytisch haben wir offenbar nichts weiter zu tun, als die Vorzeichen
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der destabilisierenden Momente H, J bzw. K des Fahrzeuges und
des Kreisels umzukehren; denn weil jedes verniinftig gebaute Schiff
stabil ist, so mufl, wie wir schon wissen, auch der Kreisel stabil ge-
lagert sein. Es bieten sich dann zwei Moglichkeiten dar, die den
Systemen Scherl und Schilowsky einerseits; dem System Brennan
andererseits entsprechen, n&mlich Anordnung der Figurenachse ent-
weder lotrecht oder querschiffs, jedesmal mit der Freiheit, in einer
durch die Langsachse gelegten Ebene stabil zu schwingen.

O. Schlick hat der ersten Anordnung den Vorzug gegeben
(Abb. 130). Der etwa mittschiffs liegende, als Dampfturbine an-
getriebene Kreisel (k) ruht in einem durch ein Ubergewicht (g) be-
schwerten Rahmen (r), der sich um querschiffs gerichtete Zapfen (z)
drehen kann, und dessen Schwingungen gegen den Schiffskérper (s)
sich entweder durch eine Bandbremse (b) oder auf hydraulischem
Wege abddmpfen lassen.

Wir diirfen die Bewegungsgleichungen des Systems ohne weiteres
aus §22 (12), S. 318, heriibernehmen und haben fiir kleine Ausschlige
aus der Ruhelage anzusetzen

e

(1) Adtf-lrL + Ho— @ = p,
g l l

(2) B+ My gy +9“”

Und zwar bedeutet dabei ¢ den Rollwinkel des Schiffes um die
Liangsachse, x die Neigung der Figurenachse gegen die Hochachse
des Schiffes; 4 und B sind das Tragheitsmoment des Schiffes um
die Langsachse und des Kreisels samt Rahmen um die Querachse
durch die Zapfen (2). Ferner sind L und M die Dampfungszahlen
des Schiffes (infolge des Wasserwiderstandes) und des Kreiselrahmens
(infolge der Bremsen und der Zapfenreibung); H ist das Produkt des
Schiffsgewichtes in die Metazenterhdhe, J ebenso das Produkt des
Gewichts von Kreisel und Rahmen in den Abstand ihres Schwer-
punktes von der Querachse, unser fritheres Stiitzpunktsmoment. End-
lich bedeutet p das vom Wellengang auf das Schiff ausgeiibte Moment
des Zwanges, welches wir uns als Funktion der Zeit gegeben denken.
Hinsichtlich der Vorzeichen wollen wir den Schwungvektor @ positiv
nach oben, die Kringung ¢ positiv nach Steuerbord (rechts), dié¢ Er-
hebung % des Kreiselrahmens positiv so rechnen, daf das Uber-
gewicht (g) dabei nach dem Schiffsbug (vorn) ausschwingt.

Wir werden uns nun am besten an den schon bei der Einschienen-
bahn erprobten Rechnungsgang halten und also zunichst durchweg
den Schwung O als sehr groB voraussetzen.
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Als fest vorgegeben haben wir die Schiffskonstanten 4, H und
L anzusehen, wogegen die Kreiselkonstanten J und M noch zu unserer
Verfigung stehen. Geeignete Regeln fiir ihre giinstigste Grofle auf-
zufinden, wird gerade eine unserer Hauptaufgaben sein, wobei wir
librigens dahingestellt sein lassen, inwieweit der Ansatz Mdy,/d¢ die
wirklichen Bremsvorrichtungen trifft. Die ganze Bewegung sowoh!
von Schiff wie von Kreisel setzt sich wieder zusammen aus Eigen-
schwingungen und aus erzwungenen Schwingungen; die ersteren er-
halten wir, indem wir in (1) die rechte Seite streichen, die letzteren,
indem wir partikuldre Integrale suchen, welche das Zwangsglied p
enthalten.

Wir beginnen mit den Eigenschwingungen. Ist der Schwung
hinreichend grofl, so sind beim Kreisel deutlich eine Prizessions-
schwingung und eine Nutationsschwingung, beim Schilf eine langsame
und eine rasche Schwingung zu unterscheiden. Setzen wir ent-
sprechend mit § 22 (15), S.318,

3) [a,= AB, a, = HJ,
3 \a, = AM+ BL, ~ a, = HM +JL,
so sind die Kennziffern dieser Schwingungen gemif §22 (22), S.320,
ay . Vs 4 ;0
9112:_2@32 +Z‘F@‘£’ @374~ 2a0+ Va—o

Indem wir iiberlegen, dafl die Dampfungszahl L des Schiffes
— Versuche haben dies gezeigt — immer eine recht unbedeutende
Grofle ist, welche zudem in «, und @; nur multipliziert mit den
gegeniiber A und H ebenfalls kleinen Zahlen B und J vorkommt, so
werden wir unbedenklich statt (3)
a, =AM, - uy=HM

schreiben. Es ist zweckmaflig, die sogleich noch zu erliuternden
Abkiirzungen

@ =i =y =% =%

einzufiihren, wonach die Kennziffern die Form annehmen

azm .a m .
(5) 01,2 = '—'2’;2'4‘ i"&é, Q3,4 = —5‘*‘“7-

Die Groflen (4) sind simtlich von. der Dimension einer Winkel-
geschwindigkeit, und zwar stellen m und o ein unmittelbares MaB
fir die Bremsung und fiir den Schwung dar; @ und g aber bedeuten
offensichtlich die Frequenzen der ungedimpften Eigenschwingungen
des Schiffes und des Kreiselrahmens, wenn der Kreisel nicht lauft



330 Unmittelbare Stabilisatoren.

und nicht gebremst ist. Wir wollen diese Schwingungen, um einen
kurzen Ausdruck dafiir zu haben, die Pendelschwingungen des
Schiffes und des Kreisels heifien.

Die reellen Teile der Kennziffern (5) messen die Dampfung der
Schwingungen, die recht groB sein soll; die imaginiren sind ihre
Frequenzen, die man moglichst klein haben will. Obwohl wir die
Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Ausdriicke (5), daf namlich der
Schwung alle anderen Gréflen stark tiberwiegen soll, spiter aus prak-
tisc_hen Grinden ganz erheblich werden einschrinken miissen, so
halten wir uns doch fiir berechtigt, zu schlieBen: Allzu grofler
Schwung des Kreisels ist der Dampfung der Schiffsschwin-
gungen nicht eben férderlich, wohl aber kridftige Abbremsung
des Kreiselrahmens. Die Frequenzen der Schiffsschwin-
gungen sind bei laufendem Kreisel um so kleiner, je kleiner
die Frequenzen der Pendelschwingungen von Schiff und
Kreisel sind.

Diese Ergebnisse sind zum Teil selbstverstindlich: daff mit
wachsendem Schwung' das System immer ,steifer wird, ist ebenso
klar, wie dafl die Bremsung am Erléschen der Schwingungen wesent-
lich beteiligt ist, — unsere vorangestellte energetische Abschitzung
zeigte dies bereits. Auf der anderen Seite mufi man freilich mit der
Extrapolation dieser Ergebnisse auflerhalb ihres stillschweigend von
uns umgrenzten Gililtigkeitsbereichs &duflerst vorsichtig sein. Weder
darf man schlieflen, dafl die Dampfung mit abnehmendem Schwung,
noch dafl sie mit wachsender Stirke der Bremsung immer besser
wiirde. Denn die Formeln (5) haben weder bei kleinem Schwung
Anspruch auf Giiltigkeit, noch dann, wenn die Bremsziffer die Grofien-
ordnung des Schwungs erreicht. Wir kommen darauf spéter zuriick.

Sodann fragen wir nach den erzwungenen Schwingungen,
welche durch den Seegang hervorgerufen werden, und deren Entstehen
der Kreisel womoéglich von vornherein verhindern soll. Das Moment,
welches die periodisch anlaufenden Wellen auf den Schiffskérper aus-
tben, wird jedenfalls eine periodische Funktion der Zeit sein und
ebenso seine Komponente p um die Langsachse des Schiffes. Ganz
allgemein haben wir uns p etwa durch eine Fouriersche Reihe dar-
gestellt zu denken, d. h. durch eine Summe aus Gliedern von der Form

© P = pysinyt,

wo p, und y den Hochstwert und die Frequenz des Moments be-
deuten. In der Regel tiberwiegt ein einziges Glied von dieser Form
alle anderen zusammen so erheblich, daB schon (6) allein die Wirkung
des Seeganges befriedigend wiedergibt. Es wiirde uns aber nichts
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daran hindern, beliebige Glieder mit anderen Werten p, und y zu (6)
hinzuzunehmen; ihre Wirkung wiirde sich derjenigen von (6) ganz
glatt additiv iiberlagern.

Fiir die durch den Zwang (6) geweckten Schwingungen, die nun
zu den geddmpften Eigenschwingungen (5) des Systems hinzutreten,
versuchen wir mit je einer Phasenverschiebung ¢, und g, die Ansitze

@ { @ = @ysin(yt 4 o),

2= 1 sin(yt+ %),
unter @, und y, die Amplituden verstanden, deren sofortige Berech-

nung natiirlich unsere wichtigste Aufgabe ist.
Setzen wir vortibergehend

@, COSQ, = a, @ singy = b,
7, COS %o = @', xisin o = ¥,

so werden die Amplituden

(8) e R A (R
und (7) ist dann gleichbedeutend mit

©) [ @ = asinyt+ b cosyt,
9 | x = d&'sinyt 4 b cosyt.

Fithren wir dies zusammen mit (6) in die Bewegungsgleichungen (1)
und (2) ein und streichen wir dort weiterhin die Schiffsdimpfung I,
so erhalten wir zwei Gleichungen, die, wenn unser Ansatz (7) richtig
sein soll, identisch gelten miissen. Dies ist der Fall, wenn rechts und
links je die Koeffizienten von sinyt und von cosyt {ibereinstimmen;
und daraus flieflen die vier Gleichungen

a(H— Ady2) + ¥ Oy = p,,
0
(10) {b(HwAyQ)——a'@y:O,
(1) (0ot B —vity =0
aOy+aMy+b(J— By) =0
Aus (10) berechnet man
e H——AyQ A ) H——A}l2
(12) @ =b oy bH,@j}_a 5y

und fiihrt dies in (11) ein:

(13) {aM}'(H——AW) + b[(H— Ap*)(J — By?) — 02y2] = p, My,
a[(H— Ayd)(J— By*) —O02p2] —6b My (H — Ay*) = p,(J — By?).
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Quadriert und addiert man diese beiden Gleichungen (wobei sich
linkerhand die doppelten Produkte sofort wegheben), so kommt mit
(8) das Quadrat der Amptitude

— (J— By + M2y
Y1 = P — 457 (J— By) — 603 + May2(H— Ay
oder mit den Abkiirzungen (4)

2 ( — 72)2 + 7n2
2 [
0 o= @ v )~
Beschranken wir uns vorldufig immer noch auf grofle Werte des
Schwunges, also auf grofie Zahlen o, und lassen den offenbar ganz
ungefahrlichen Fall sehr kleiner oder sehr grofier Zwangsfrequenzen y
beiseite, so kommt statt (14) wesentlich kiirzer

(13) P AO-272 V(ﬂ2—?’2)2 + m?y?

Weil zufolge (13) @ und & von der Groflenordnung p,/@? sind,
so dirfen wir folgerichtig in (12) sowohl &/, wie das zweite Glied
von &' als von der Ordnung p,/@3 weglassen und also fir die Ampli-
tude der Kreiselschwingungen setzen

_ b
(16) n=g,

Wir mdgen aus (15) und (16) schliefen: Die Wirkung des
Seeganges auf das Schiff (und auf den Kreisel) ist um so ge-
ringer, je groBer der Schwung des Kreisels und je schwiacher
seine Bremsung gewidhlt wird, und auflerdem je genauer
seine ungebremste Pendelschwingung mit den Wellen in
Resonanz wire.

Das alles. sind Forderungen, welche den vorhin (S.330) anlaflich
der Diampfung der Eigenschwingungen aufgestellten Leitsitzen voll-
kommen widersprechen, aber ebenso verstindlich sind wie jene: den
duferen Storungen gegeniiber sollte das System gerade recht ,steif*
sein und seine (durch die Bremsung beeintrachtigte) Freiheit moglichst
vollkommen besitzen.

Der Kreisel soll mithin zwei Aufgaben erfilllen — einerseits
Dampfung der Schiffsschwingungen, andererseits Verhinderung solcher
Schwingungen —, zwei Aufgaben, denen er zwar einzeln gewachsen
ist, die er aber sozusagen nur in verschiedenen Kamplistellungen be-
wiltigen kann: die erste namlich — die Didmpfung — nur mit maffigem
Schwung und starker Bremsung, die zweite — die Verhinderung von
Schwingungen — nur mit grofem Schwung und schwacher Bremsung-
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In Wirklichkeit wird hier ein sorgfaltic abgewogener Ausgleich am
Platze sein, und wir missen vor allem entscheiden, inwieweit ein
solcher Mittelweg Aussicht auf Erfolg haben mag.

2, Giinstigste Wahl von Schwung und Bremsung. Man kann
den erstrebten Ausgleich entweder dadurch versuchen, dafl man
Schwung sowohl wie Bremsung auf ein gewisses Mittelmafl beschrinkt,
oder dadurch, dafl man dem einen mehr die Verhinderung, dem
anderen mehr die Abdampfung der Schiffsschwingungen {ibertragt.
Der zuletzt genannte Weg ist entschieden vorzuziehen, und wir ver-
folgen ihn jetzt.

Indem wir dem mdglichst grofl gewahlten Schwung die Aufgabe
zuweisen, erzwungene Schiffsschwingungen moglichst zu verhindern,
haben wir zweierlei nachzupriifen: erstens wie stark die Bremsung
sein mufl, damit die Eigenschwingungen immer noch hinreichend gut
abgedampft werden, und zweitens, ob bei so starker Bremsung der
Schwung immer noch dem Zwang der Wellen gewachsen ist. Hier-
bei wird es nétig sein, dafl wir auf die (abgesehen von der vernach-
lassigbaren Schiffsddmpfung L) streng giiltigen Formeln (1), (2) und
(14) zurtickgreifen.

Was zundchst die Eigenschwingungen von Schiff und Kreisel
betrifft, so folgt aus (1) und (2) mit p = 0 (und L = 0) auf wieder-
holt beschrittenem Wege (vgl. S.314) die Gleichung fir die Kenn-
Allem e (dgr 4 H)(Be*+ Mo +J) + 6202 = 0
oder mit den Abkiirzungen (4)

(17) (e* 4+ o) (% + mo + B?) + 0202 = O;

und daraus wiirden sich die Kennziffern ¢ in jedem Falle genauer
als durch die Formeln (5) berechnen lassen.

Diese Berechnung durchzufithren, kann hier nicht unsere Absicht
sein; wir wollen lediglich wissen, unter welchen Umstinden, d. h. bei
welchen Parameterwerten m, § und ¢ diese Kennziffern ihre vorteil-
haftesten Werte annehmen.

Vor allem werden wir danach fragen, ob es nicht moglich ist, die
samtlichen Eigenschwingungen in aperiodisch gedimpite Bewegungen
umzuwandeln. Dazu ist nétig, dafi die Kennziffern ¢ alle reell negativ
werden. Wir hiitten dann, den vier Wurzeln ¢ von (17) entsprechend,
vier iibereinander gelagerte partikulire Losungen von aperiodischem
Geprage, und die Dampfung der Gesamtbewegung wiirde sich dabei
im allgemeinen offensichtlich nach der am schwichsten. geddmpften
von den vier Partikularbewegungen richten. Infolgedessen ist es sicher
am vorteilhaftesten, daftir zu sorgen, dafi alle vier Kennziffern o gleich
stark negativ reell werden.
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Die Bedingungen, bei welchen dies eintritt, werden wir unter
der alle folgenden Rechnungen auflerordentlich erleichternden Voraus-
setzung aufsuchen, dafl
(18) f2 = af,
also die Frequenz der Pendelschwingung des Kreisels gleich derjenigen
des Schiffes sei. Begriindet ist diese Voraussetzung einerseits dadurch,
dafl man, wie wir bereits erkannt haben, g2 mdglichst klein wéahlt,
daB man aber andererseits nicht wesentlich unter den Wert a2 hinab-
kommt, insofern der Kreisel gegeniiber der immer sehr erheblichen
Zapfenreibung seines Rahmens doch mit einem hinreichend starken,
die lotrechte Ruhelage der Figurenachse verbiirgenden Ubergewicht
versehen sein muf.

Jetzt sind die gesuchten Bedingungen die folgenden

(19) m = 4a, 02 = 4 q>
In der Tat, wenn wir diese Werte zusammen mit (18) in (17) ein-
fiigen, so kommt dort kurz

(e+a)p=0
mit den vier gleichen, negativen Wurzeln
(20) 91197374 = —a.

Da die Frequenz a der Schiffspendelungen (also die Zahl dieser
Schwingungen in 2z Sekunden) in der Regel mindestens etwa gleich 1
ist, so wird also die Partialbewegung

@ = ae
schon nach héchstens
t = lognat2 &y 0,7sek

auf die Halfte ihres Ausschlages herabgedampit.

Der Wert 62 = 402 von (19) kann praktisch bei sorgfaltiger
Bauart und gutem Antrieb des Kreisels nicht nur erreicht, sondern
sogar wesentlich tberschritten werden — man vermag ¢? zu steigern
bis zu etwa 10sek—? —; und da wir nun ibereingekommen waren,
zur Behinderung der nachher zu besprechenden erzwungenen Schwin-
gungen o2 so grof} als irgend technisch méglich zu nehmen, so méchten
wir gerne wissen, welchen Wert der Bremsziffer m wir diesem ge-
steigerten o2 zuordnen sollen.

Erstens wollen wir die Kennziffern ¢ nach wie vor reell negativ
haben; zweitens suchen wir es zu erreichen, dafl die vier Wurzeln g,
nachdem sie jetzt allerdings nicht mehr alle gleich sein kénnen, doch
wenigstens paarweise zusammenfallen. Dies beides trifft ein unter
der Bedingung

(21) m = 2|o|,
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die schon durch (19) erfllt war, und (17) tGberfiithrt in
(22) (@ +elo[+a?r=0

mit den paarweise gleichen Wurzeln

EQI,@:—* ‘/"—4*(1%’
193,4*: —Jg" 1+V1“‘a

Diese sind nur so lange reell negativ, als
(24) o2 > 4a?
bleibt. Je hoher freilich o2 iiber 4a2? hinaussteigt, um so mebr sinkt
der absolute Betrag des absolut genommen kleineren Wurzelpaares g2
unter seinen besten Wert, namlich a von (20). Und gerade die zu
den Kennziffern g, , gehérenden Partialbewegungen sind die wich-
tigeren; die Kennziffern g, , gehen namlich fiir viel kleinere m-Werte,
als sie (21) vorschreibt, in die Kennziffern g, , (5) der langsamen
Schiffsschwingung tber.

Es ist jetzt vollends leicht einzusehen, daB die Vorschrift (21)
fiir m unter der Bedingung (24) auch zugleich den giinstigsten
Wert von m ergibt. Ersetzen wir sie namlich durch

m=2|o|+r,

(23)

unter z einen sehr kleinen positiven oder negativen echten Bruch
verstanden, so kommt statt (22)

(> +elol+ a2+ ze(e*+ a®) =0
Ist hier  negativ, so kann g nicht mehr negativ reell sein, weil
sonst die linke Seite aus zwei positiven Gliedern bestiinde, deren
Summe niemals verschwindet. Ist jedoch z positiv, so bleibt aller-
dings ¢ zunichst noch negativ reell; das zweite Glied stellt eine nega-
tive Zahl — ¢2 dar, die so nahe an Null liegt, wie wir nur wollen, und
die Gleichung zerspaltet sich in

(@ +elol+ar—o (et +elo|+at+ e =0,

wo wir ¢ positiv ansehen diirfen. Die Wurzeln sind in erster Naherung

91,2,3,4:—|i21<1+]/1 (a2+6))

und liegen offensichtlich je ein wenig {iber und ein wenig unter den
Wurzelwerten (23); diese Doppelwurzeln werden durch einen kleinen
positiven Bruch z# mithin zerspalten: je zwei riicken von der Null
etwas ab, je zwei ndhern sich der Null etwas und verringern so die
Dampfung.
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Wir fassen zusammen: Steigert man den Schwung so weit
als moglich [jedenfalls {iber die Grenze (24)], so ist die
ginstigste Bremszahl m immer doppelt so grof als die
Schwungzahl (6).

Mit dem so gewonnenen Werte m priifen wir sodann noch die
erzwungenen Schwingungen nach, indem wir auf den Ausdruck (14)
fiir deren Amplitudenquadrat zuriickgehen. Wir erhalten mit (18)

und (21)

Ag, _ Y(@2—p)2 4 402p?

o (@) tety
Man gewinnt am raschesten einen Uuverblick, wenn man den Aus-

druck A ¢, /p, als Ordinate iiber den Abszissen y? auftrdgt oder noch

besser die Koordinaten
Abb. 131.

2 Ag
7 — g2 T
, | (o) =g Y=
.': '. wiahlt und also die Kurve
i e
n V(l—x)2+4xf;
N e y=t

v
¥
v
v

aufzeichnet. Dies ist in Abb. 131 fir drei
Parameterwerte o2 geschehen, namlich fir
den technisch in der
Regel noch zu er-
reichenden  hohen
Wert 62 = 20a2, so-
dann fir den unteren
Grenzwert o2 = 4a?
> [vgl (24)], und end-
lich fiir den Fall
62 = 0 des stillstehenden Kreisels. Hierbei entspricht der Abszisse
2 =1 die Resonanz der Schiffspendelung mit dem Wellengang. Ohne
Kreisel steigt dort die Amplitude zu sehr hohen Betrigen an, die
allerdings, nicht wie in unserer Kurve unbegrenzt groff sind, sondern
infolge der doch vorhandenen natiirlichen Dampfung (L) etwa den
gestrichelt angedeuteten Verlauf haben werden. Und nun sieht man
ganz klar, daB der Kreisel zwar bei den an sich ungefihrlichen
Wellen mit sehr kleiner und mit sehr grofler Frequenz ohne Vorteil
ist, ja sogar mitunter leicht schddlich sein kann, dafl er aber

@

\ﬁh

4 5
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gerade im gefdhrlichen Gebiet der Resonanz zwischen Schiffs-
pendelung und Wellenschwingung seine giinstige Wirkung
voll entfaltet.

Es gelingt in Wirklichkeit, die Amplituden durch den Kreisel
im Falle der Resonanz, auch bei heftigem Seegange, etwa auf den
dreifligsten Teil herabzudriicken, ohne daff’ dabei der Ausschlag (16)
des Kreiselrahmens einen zuldssigen Betrag {iberschreitet.

Beispielsweise bei den Versuchen, welche O. Schlick selbst mit dem Dampier
SSilvana“ angestellt hat, lagen die folgenden Zahlen vor. Aus der Wasserverdringung
von 900000kg und der Metazenterhdhe 0,4 m ergibt sich zunichst

H = 360000 mkg.
Aus der beobachteten Schiffspendelung von
ty = 8,6 sek
Dauer folgt weiter die Pendelungsfrequenz

a=-" = 0735k}
tO

und dann das Tridgheitsm:  at des Schiffes
H
4 = ~5 = 680000 mkgsek®.
a

Fiir den Kreisel war bei einem Gewicht des Schwungrades von etwa 4200kg das
axiale Trigheitsmoment zu 175 mkgsek? zu schitzen, woraus bei 1800 minutlichen
Umldufen und mit dem Trdgheitsmoment um'die Zapfenachse
B = 150 mkgsek?
die Schwungzahl sich zu
62 = 10,7sek 2 = 2ca?

ermittelt (vgl. Abb. 131).
Demzufolge war es geboten,
m = 6,5 sek™!

zu wihlen; und dem entspricht eine Bremsziffer

M = m B = 980 mkgsek,
welche leicht zu erreichen war und in der Tat die erwartete gute Wirkung augen-
blicklich erzielte.

Wir kénnten hier endlich noch verschiedene Bemerkungen an-
fiigen, welche gelegentlich schon bei frither besprochenen Kreiseln
ausftihrlicher von uns durchgedacht worden sind und sich ohne jede
Schwierigkeit ganz von selbst hierher {ibertragen.

Vor allem wire es angebracht, bei einem so schweren Kreisel,
wie er zur Erreichung eines hohen Schwunges nun einmal notig ist,
auch die elastische Nachgiebigkeit der Aufhdngung zu berticksichtigen,
etwa in der Weise, wie in §18, 4., S.250, anlaBllich des Fopplschen
Kreisels entwickelt worden ist. Das Ergebnis wiirde sein, dafl die
Wirkung des Kreisels dadurch ein wenig herabgesetzt wird.

Ferner hat man zu beachten, daB — #hnlich wie bei der Ein-

schienenbahn — die bislang nicht weiter berficksichtigten Stampf-
Grammel, Der Kreisel. 29
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bewegungen des Schiffes um die Querachse durch die Vermittelung
des Kreisels entsprechende Rollbewegungen hervorrufen miissen und
umgekehrt die Abbremsung des Rahmens auch wieder auf die Stampf-
schwingungen zuriickwirken mufl. Berechnet man diese Verkoppelung,
so zeigt sich jedoch gliicklicherweise, dafi die Stérungen nahezu un-
merklich klein sind, — was ja bei der niederen Frequenz der Stampf-
schwingungen und- dem auBerordentlich grofien Trigheitsmoment des
Schiffes um seine Querachse von vornherein eigentlich zu vermuten
stand. 'Wie bei der Einschienenbahn des Systems Scherl ausein-
andergesetzt worden ist, kénnte man, soweit dies {berhaupt noch
noétig wére, auch hier vollige Abhilfe durch Verwendung zweier gegen-
laufiger Kreisel mit zwanglaufiger Verbindung schaffen. Ebenso kénnte
man natiirlich daran denken, auch die dem System Brennan ent-
sprechende Anordnung mit wagerechten Figurenachsen zu versuchen.
‘Wesentliche Verbesserungen werden aber so doch wohl kaum mehr
Zu erzwingen sein.

3. Zwang auf den Kreiselrahmen. Indessen mdéchten wir zum
Schlufl noch die wiederholt aufgeworfenen Frage nachprifen, ob es
zweckmifig wire, die Bremsung zu ersetzen durch eine den Kreisel-
rahmen willkiirlich steuernde Hilfsmaschine. Die teilweise unerwiinschte
Wirkung der Bremse riihrt ja offenbar nur davon her, dafl die Brem-
sung starr schematisch, sozusagen ohne Uberlegung arbeitet. Eine
Hilfsmaschine dagegen miifite aus dem Kreisel doch wohl einen viel
schmiegsameren Stabilisator machen, der sich den mannigfaltig ver-
anderlichen dufleren Einfliissen besser anpassen kénnte.

Das Moment des Zwanges, welcher solchermafien auf den Kreisel-
rahmen ausgelibt wiirde, driickt sich durch ein Glied ¢ auf der rechten
Seite der Gleichung (2), S.328, aus. Und nun behaupten wir, daf
die Wirkung eines Wellenzuges mit dem Rollmoment (6), ndmlich

(27) p = p;sinyt
vollstandig vernichtet werden kann, wenn man
(28) q == g, cosyt

wahlt und die Zahl ¢, noch geeignet bestimmt.

In der Tat, wiederholen wir die Rechnung, welche uns von (8)
tiber (9) bis (13) zu der Amplitude @, in (14), S.332, flihrte, so ist
lediglich in der zweiten Gleichung (11) rechter Hand die Zahl g,
zuzufiigen und gleichzeitig iiberall M fortzustreichen (die Zapfen-
reibung wird von der Hilfsmaschine leicht ttberwunden). Dann &ndern
sich die Gleichungen (13) um in

b=o0,
a[(H—Ay))(J — By?) — 02yl = p; (I — By ) — 0, Oy,
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so daBl mit a auch die Amplitude ¢, selbst verschwindet, wenn
__J—By?
. = P1— @}’7
genommen worden ist.
Nachdem der Kreiselrahmen zwangsmiflig gesteuert ist, entfalit
{ibrigens jeder Grund dafiir, ihn auch noch durch ein Ubergewicht
zu belasten, und so wollen wir J = 0 setzen und haben dann

B
(29) q= ——plﬁycosyt.

Es handelt sich mithin um ein Zwangsmoment auf den
Kreiselrahmen, das mit dem Moment des Seeganges synchron
schwingt, jedoch um eine Viertelswelle nachhinkend, und
zwar mit einem Ho6chstwerte, der sich zum Héchstwert des
Wellenmomentes ungefdhr wie die Frequenz y der Wellen
zur Eigendrehgeschwindigkeit » des Kreisels verhidlt. Es
wird namlich das axiale Tragheitsmoment des Kreisels etwa so groB
wie B sein, also ©® & Bv. Bei hinreichend rascher Eigendrehung »
ist ein solches Moment ganz leicht zu erzeugen.

Der Ausschlag des Kreiselrahmens berechnet sich dann aus (9)
und (12), S.331, mit a = b = 0 zu

H .
(30) X @ycosyt,
er besitzt also die frithere Amplitude (16), wie sie durch Bremsung
auch entstehen konnte.

Im allgemeinen Falle

(31) Cop= Epnsinnyt
1

einer nicht rein harmonischen Welle folgt natiirlich statt (29) und (30)
auf gleichem Wege

_ By ____Bdp
(32) §=—"5 : np, cos nyt = —odi
1 <P, 1 v

Hier ist y die Frequenz der Hauptwelle, welcher schwichere
Nebenwellen tiberlagert sind.

Man hat vorgeschlagen, die durch (32) geforderte Steuerung der
Hilfsmaschine dadurch einzuleiten, daf an der Schiffswand tastende
Membranen den Wellendruck aufnehmen. Durch ein selbsttitiges
Integrationsverfahren miifite das resultierende Moment p bestimmt
werden und daraus, wieder selbsttitig, die zeitliche Ableitung dp/d+.

22%*
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DaB eine Vorrichtung, wie wir sie hier ins Auge gefafit haben, die
Schiffsschwingungen auf die vollkommenste Weise verhiilen wiirde,
unterliegt keinem Zweifel; leider scheinen die Schwierigkeiten, die
sich der Durchfithrung dieses Gedankens entgegenstellen, auBerordent-
lich grof.

Uberhaupt darf nicht verschwiegen werden, daB nach anfinglich
glanzenden Erfolgen die Weiterentwickelung des Schiffskreisels vor
einem unerwarteten Hemmnis stehen blieb, begriindet in der gefihr-
lichen Beanspruchung des Schiffsverbandes eben durch die grofien
Kreiselwirkungen. So mufite bei dem eigens mit einem Kreisel aus-
gestatteten Danziger Dampfer ,Hela“ die Einrichtung bei schwerem
Seegang ausgeschaltet und spater ganz entfernt werden; und von
weiteren Versuchen ist uns hinfort nichts mehr bekannt geworden.
Man koénnte daran denken, den Kreisel wenigstens in sehr stark
gebauten Schiffen zur Losung von Sonderaufgaben heranzuziehen,
namentlich in der zuletzt vorgeschlagenen Form, welche natiirlich
erlaubt, Schiffsschwingungen durch rhythmische Bewegung des Kreisel-
rahmens auch kiinstlich zu erzeugen. So hat E. A. Sperry gelegent-
lich angeregt, auf diese Weise das Einfrieren von Schiffen hintan-
zuhalten oder eingefrorene Schiffe aus dem Eise zu befreien.

Auf alle Fille aber, und unabhingig von dem weiteren Erfolg,
wird der Schiffskreisel in der Geschichte der Technik immer bewertet
werden missen als einer der geistreichsten Versuche, gewaltige Natur-
krafte mit den Gesetzen der Mechanik zu bemeistern.




Anhang.

Literarische Anmerkungen.

Die vier grundlegenden Werke der Kreiselliteratur sind:

L. Euler, Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum, Rostock und
Greifswald 1765 (auch deutsch von J. Ph. Wolfers, Greifswald 1853).

J. L. Lagrange, Mécanique analytique, Paris 1788, 4. Aufl. 1888/89 (auch
deutsch von F. W. A, Murhard, Goéttingen 1797, sowie von H. Servus, Berlin 1887).

L. Poinsot, Théorie nouvelle de la rotation des corps, Paris 1834 (auch deutsch
von K. H. Schellbach, Berlin 1851).._

F.Klein und A.Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels, Leipzig 1897/1910.

Eine vollstindige Bibliographie der elementaren Kreiseltheorie bis Ende 1905
findet man im 4. Band der Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften, 1. Teil-
band, Art.6: P. Stidckel, Elementare Dynamik der Punktsysteme und starren Kérper;
sowie bis 1912 fortgesetzt in dem Buche von E. W. Bogaert; L'effet gyrostatique ‘et
ses applications, Briissel-Paris 1912. Uber die verwickelteren Teile der Kreiseltheorie
soll kiinftig Art. 13 des 4. Bandes der Encyklopiddie der mathematischen Wissenschaften
(P.Stédckel) berichten. In besonderen Fillen wird man auch noch die seit 1868
jdhrlich erscheinenden Jahrbiicher iiber die Fortschritte der Mathematik, Berlin, zu
Rate ziehen, in welchen alle einschligigen Verdffentlichungen (abgesehen etwa von
den in technischen Zeitschriften erschienenen) mit Inhaltsangabe aufgezihlt sind.

Die Theorie des Kreisels wird in den meisten Lehrbiichern der analytischen
und der technischen Mechanik behandelt. Auch an elementaren Darstellungen ist
kein Mangel. Aufler einer Reihe von Aufsditzen von M. Koppe in den Binden 4
bis 9 (18900—96) der Zeitschr. f. d. phys. u. chem. Unterricht erwihnen wir nur
das eigenartige Buch von H. Crabtree, An elementary treatment of the theory of
spinning tops and gyroscopic motion, London 1909; sowie das allerdings nicht allent-
halben einwandfreie Biichlein von J. Perry, deutsch von A. Walzel, Drehkreisel,
Leipzig 1904.

Zu § 1. Die hier entwickelten Gedankengiinge rithren zum Teil her von
A.Foppl, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 48, 272 (1903). Das Poinsotsche Bild der
Bewegung findet sich in Poinsots oben angefithrter Schrift [abgedruckt in Liouvilles
Journ. de math. (1) 16, 9 u. 280 (1851)]. Ein anderes, ebenfalls anschauliches und
zum Poinsotschen duales Bild hat J. Mac Cullagh (vgl. Collected works, Dublin
1880, S.239) erdacht. Vorrichtungen zur Verfolgung auch des zeitlichen Verlaufs
finden sich schon bei Poinsot, dann bei J. Sylvester, London math. soc. Proc. 1866,
Nr.6, S.3; man sehe auch L. Boltzmann, Vorlesungen iiber die Prinzipe der
Mechanik, Teil II, Leipzig 1904, S. 74.

Zu §2. FEine ausfilhrliche Formelsammlung fir die Trigheitsmomente vieler
Kérper findet man beispielsweise in dem auch sonst sehr empfehlenswerten Buche von
E. J. Routh, Dynamics of a system of rigid bodies, London 1905 (auch deutsch von
A. Schepp, Leipzig 1898), 1. Band, Art. 5ff. Die elegante Methode fiir das Massen—
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ellipsoid geht zuriick auf Hearn, Cambridge and Dublin math. journ. 8, 37 (1853).
Uber anderweitige Untersuchung der Trigheitsmomente vgl. R. Mayr, Zeitschr. f.
Math. u. Phys. 47, 479 (1902).

Zu § 3. Die Konstruktion des Drehvektors aus dem Schwungvektor hat
E. Stiibler, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 54, 225 (1907) angegeben. Von den zahl-
reichen Modellen, die das Abrollen der Polhodie auf der Herpolhodie veranschaulichen
(vgl. Encykl. d. math. Wiss., IV, S.6121.), seien nur diejenigen von H. Gramann d. ],
Zcitschr. f. Math. u. Phys. 48, 329 (1903) genannt. Die Bewegung selbst ldBt sich
am besten entweder beim Kreisel von J. C. Maxwell (vgl. A. G. Webster, The
dynamics of particles etc., Leipzig 1912, S. 268, oder M. Winkelmann, Zur Theorie
des Maxwellschen Kreisels, Diss. Gottingen 1904) oder beim Kreisel von L. Prandtl
[vgl. ¥. Pfeiffer, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 60, 337 (1912)] verfolgen.

Zu §5. L.Euler bat die nach ihm benannten duferst wichtigen Gleichungen
im Jahre 1758 vertffentlicht (Berlin Mém. année 1758, S.154), aber erst P, Saint-
Guilbhem [Liouvilles Journ. de math. (1) 16, 347 (1851); sowie ebenda 19, 346 (1854)]
und unabhingig von ibm auch H. B. Hayward [Cambridge phil. soc. transactions
101, 1 (1858)] baben die auflerordentlich einfache kinematische Bedeutung dieser
Gleichungen erkannt. Unser Integrationsverfabren folgt G. Kirchhoff, Vorlesungen
iiber math. Physik, 1.Band: Mechanik, 4. Aufl., Leipzig 1897, 7. Vorlesung. Andere
mathematisch elegantere Darstellungen der Integrale durch sogenannte ¥-Funktionen
erfordern sehr viel weiter gehende Vorkenntnisse aus der Theorie der elliptischen
Funktionen, als wir sie hier voraussetzen; eine vorziigliche Einfithrung in diese
Theorie findet man bei F. Klein und A. Sommerfeld, a.a.O., Kap. VI. Die ele-
mentarsten FEigenschaften der Jacobischen und der Hyperbelfunktionen sowie die
zugehorigen Tafeln sind zusammengestellt bei E. Jahnke und F. Emde, Funktionen-
tafeln mit Formeln und Kurven, Leipzig und Berlin 1909.

Dafi die Herpolhodiekurven ibren Namen eigentlich nicht verdienen, d. h. sich
nicht ,schlingeln®, hat zuerst W. Hess, Math. Annalen 27, 465 u. 568 (1880), erkannt;
der von uns gegebene kinematische Beweis riihrt her von G. Manoury, Bull. des
sciences math. (2) 191, 282 (1895); dhnliche Beweise gaben L. Lecornu, Bull. math.
de France 34, 40 (1906), und viele andere.

Zu § 6. Der von L. Foucault, Comptes rendus 35, 602 (1852) geprigte
Ausdruck ,tendance des rotations au parallélisme“ geht der Sache nach schon auf
J. G. F. Bohnenberger, Gilb. Ann. 60, 60 (1817), zuriick.

Zu §7. Die Berechnung des Kreiselmomentes wird von den Autoren in der
Regel nur fiir den symmetrischen Kreisel und auf wesentlich weitldufigere Weise
durchgefiihrt; man vgl. z. B. H. Scheffler, Imaginidre Arbeit usw., Leipzig 1866.
Uber das Kreiselmoment des unsymmetrischen Kreisels sehe man R. Grammel,
Mathem. Zeitschr. 6, 124 (1920).

Der Kurvenkreisel (vgl. G. Sire, Mém. de la soc. d’émulation du Doubs, 1861)
ist besondets ausfihrlich von D. Bobylew, Zeitschr. f, Math. u. Phys. 47, 354 (1902),
behandelt worden. Man sehe aber auch M. Koppe, Zeitschr. {f. phys. u. chem. Unterr.
4, 80 (1890), sowie R. Grammel, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 1917, S.572.

Zu §8. Wir folgen hier teilweise den Entwickelungen von F. Klein und
A. Sommerfeld, a. a. O. S.584; merkwiirdigerweise ist der Einfluf der bei den
meisten Kieiselapparaten ausschlaggebenden Lagerreibung bis jetzt moch nie genauer
erdrtert worden.

Zu §9. Die regulire Prizession des schweren symmetrischen Kreisels ist zuerst
von L. Poinsot, Liouvilles Journ. de math. (1) 18, 41 (1853), untersucht worden.

Zu §10. Unsere Entwickelungen iiber die allgemeine Bewegung des schweren sym-
metrischen Kreisels gehen vorbehaltlich gewisser Vereinfachungen [vgl. R. Grammel,
Zeitschr. {. Math. u. Phys. 64, 129 (1917)] auf J. L. Lagrange, a.a. O., 2.Band,
S. 233, zuriick. Die genaue Berechnung der Bahn der Kreiselspitze auf Grund einer
mathematisch viel eleganteren Darstellung mittels J-Funktionen ist von F. Klein und
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A.Sommerfeld, a.a. O. Kap. VI, ausgefithrt worden. Am deutlichsten sind die
stereoskopischen Bilder von A. G. Greenhill und J. Dewar, London math. soc. proc.
27, 587 (1896).

Der Satz iiber homologe Kreisel findet sich bei G. Darboux, Liouvilles Journ.
de math. (4) 1, 403 (1885).

Zu §11. Die allgemeine Untersuchung des auf wagerechter Ebene tanzenden
Spielkreisels bat zuerst S. D. Poisson, Traité de mécanique, Paris 1811, 2. Band,
S. 198, gegeben; nach der mathematischen Seite hin sind diese Untersuchungen weiter-
gefithrt worden von F.Klein, The mathematical theory of the top, Princeton Lectures,
London 1897.

Zu §12. Der EinfluB der Reibung auf die Bewegung des Kreisels ist sehr
eingehend behandelt von F.Klein und A. Sommerfeld, a. a. O. Kap. VII. Was
den Spielkreisel betrifft, so sei verwiesen auf A. Smith, Cambridge math. journ. 1,
47 (1848). Beziiglich des tanzenden Eies (des sogenannten Eies des Columbus) vgl.
man H. W.Chapman, Philos. magaz. (6) 5, 458 (1903), sowie L. Féppl, Rotierendes
Ei auf horizontaler Unterlage, Habilitationsschrift Wiirzburg, Géttingen 1914.

Zu §13. Mit dem Fall von S. Kowalewski, Acta math. 12, 177 (1889), hat
sich seither eine grofle Zahl wciterer, Untersuchungen befat (vgl. dariiber die Jahr-
biicher iiber die Fortschr. d. Math.); desgleichen mit dem Fall von W. Hess, Math.
Annalen 37, 153 (1890) [vgl. dariiber Math. Annalen 47, 445 (1896)]. Der Fall von
O. Staude wird mitgeteilt in Crelles Journ. f. Math. 113, 318 (1894); die Stabilitit
der Staudeschen Drehungen behandelt R. Grammel, Math. Zeitschr. 6, 124 (1920).
Uber weitere Fille sehe man die Encyklopéddie d. math. Wiss. IV!, S, 645 nach, sowie
P.Stédckel, Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 18, 120 (1909), iiber die wagerechten
pseudoreguliren Prdzessionen R. Grammel, Phys. Zeitschr. 20, 308 (1919), iiber den
Gyrostaten W. Thomson und P. G. Tait, Treatise on natural philosophy, 2. Aufl,
Cambridge 1879/83, I, art. 345x., iiber die Schwingungen des aufrechten Kreisels
M.Winkelmann, Zur Theorie des Maxwellschen Kreisels, Diss. Géttingen 1904, S. 69,
sowie schon L. Lecornu, Bull. de la.soc. math. de France 30, 71 (1902).

Zu § 14. Die Theorie der Kollermiihlen ist entwickelt worden von R. Grammel,
Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 1917, S. 372,

Zu §15. Die Kreiselwirkungen bei Eisenbahnen hat zuerst F. Kotter, Sitzungs-
ber. d. Berliner Math. Ges. 3, 36 (1904), behandelt; man vgl auch F. Klein und
A. Sommerfeld, a.a. O. S. 771. Uber die Hingebahn des Systems Langen (D.R.-P.
Nr. 83047) sehe man das Buch Einschienige Schwebebahnen, hrsgeg. v. d. Continentalen
Ges. f. elektr. Unternehmungen, Niirnberg, Elberfeld 1899; iiber andere Schwebe-
bahnen einen anonymen Aufsatz im Zentralblatt der Bauverwaltang 19, 553 (1899).

Die Theorie des sich selbst iiberlassenen Fahrrades hat im AnschluB an zwei
Arbeiten von F. J.W. Whipple [Quart. journ. of math. 30, 312 (1899)] und E. Carvallo
[Journ. de Pécale polyt. (2) 5, 119 (1900) und ebenda 6, 1 (1901)] F. Noether aus-
fiihrlich erledigt in dem Buche von F. Klein und A. Scmmerfeld, a. a. O. S. 863.
Weitere Literatur iiber die Theorie des Fahrrades findet man in der Encyklopidie d.
math, Wiss. IV, Artikel Spiel und Sport von G.T. Walker.

Auf die Kreiselwirkungen bei Schiffsturbinen hat zuerst A. Stod ola (Die Dampf-
turbinen, 4. Aufl,, Berlin 1910, N. 104) hingewiesen.

Zu §16. Die fiir die aerodynamischen Grundlagen wichtigen Zahlengrofien der
Beiwerte ca, ¢* usw. findet man in zahlreichen Mittcilungen der Gottinger Modell-
versuchsanstalt, verdffentlicht in den Techn. Berichten hrsgeg. v. d. Flugzeugmeisterei
der Inspektion der Fliegertruppen, Charlottenburg, Bd.I bis IIl (1917—1919). Die
Ansitze iiber die Stabilititstheorie gehen im wesentlichen schon auf G.H.Bryan, Proc.
royal society London 1904, S.100, zuriick; an neueren Arbeiten seien nur genannt:
fir die Lingsstabilitit die Aufsitze von V. Quittner, sowie Th. v. Karméan und
E. Trefftz, Jahrbuch d. Wiss. Ges. f. Luftfahrt Il (1914/15), S.144 u. 116; fiir die
Querstabilitit die Dissertation von XK. Gehlen, Querstabilitit und Seitensteuerung
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von Flugmaschinen, Aachen 1912, auch auszugsweise in Zeitschr. f. Flugt. u. Motor-
luftsch. 4 (1913).

Zum Propellerkreisel vgl. L. Prandtl, ebenda 1, 25f. (1910), A. Betz, ebenda
2, 229 (1911); sowic R. Grammel, ebenda 7, Heft 9 u. 10 (1916).

Zu §17. Wir biegen von der alten Theorie der sogenannten Selbsteinstellung
sich drehender Wellen [A. Foppl, Civilingenieur, S. 333 (1895), sowie S. Dunkerley,
Philos trans. of the royal soc. London 1894, Bd.I, S.279; weitere Literatur bei
R. v. Mises, Monatsh. f. Math. u. Phys. 22, 33 (1911), sowie Encyklopidie d. math.
Wiss., Band 4, Teilband 4, S. 380] in der Richtung ab, die durch A. Stodola, Schweiz.
Bauztg. 68, 197 (1916) nahegelegt ist. Die Welle mit unendlich vielen Scheiben be-
handelte A. Stodola in secinem schon genannten Buche Die Dampfturbinen, 4. Aufl,,
S.208 u. 634. Neuerdings hat wieder eine lebhafte Aussprache iiber kritische Umlauf-
zahlen, namentlich tber deren Abhdngigkeit von der Schwerkraft eingesetzt, jedoch
ohne Beriicksichtigung der Kreiselwirkungen; man vgl, die abschliefenden Arbeiten
von H. Lorenz, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 63, 240 u. 888 (1919), wo auch die ein-
schldgige Literatur zusammengestellt ist. Die kritischen Geschwindigkeiten zweiter
Art sind aufgefunden worden von A. Stodola, Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 15,
253 (1918), wo auch die Nutationsschwingungen beriicksichtigt werden. Die Theorie
der Welle mit unendlich vielen Scheiben wird weitergefiihrt von R. Grammel in
einem demnichst erscheinenden Aufsatze in der Zeitschr. d. Ver. d. Ing.

Zu §18. Uber die Versuche L. Foucaulls sehe man am besten nach in dem von
C. M. Gariel und J. Bertrand herausgegebenen Recueil des travaux scicntifiques de
Léon Foucault, Paris 1878; ferner Person, Comptes rendus 35, 417 u. 549 (1852)
und G. Trouvé, ebenda 101, 357 (1890); weitere Literatur bei F. Klein und
A. Sommerfeld, a. a. O. S.731ff.

Eine genauc Beschreibung der Torpedos und ihrer Geradldufer findet man in dem
Buche von H. Noalhat, Les torpilles et les mines sousmarines, Paris 1905, namentlich
S. 223—238; vgl. auch W. J. Sears, Engineering 66, 89 (1898), W.S. Franklin,
Phys. rev. 34, 48 (1912), sowie D. R.-P. Nr. 273 561.

Einen astatischen Kreisel mit elektromotorischem Antrieb hat F. Drexler, Der
Motorwagen 16, 69 u. 184 (1913), fiir die kiinstliche Stabilisierung von Flugzeugen
vorgeschlagen.

Uber den Foucaultschen Inklinationskreisel vergleiche man die Aufsitze von
A. Denizot, Jahresber. d. deutsch. Math. Ver. 23, 445 (1914), sowie Wiener Berichte
123, Maiheft, 1914. Auf die Kreiselwirkung von Zyklonen hat hingewiesen W. Koenig,
Meteorol. Zeitschr. 32, 484 w. 560 (1915). Der Fopplsche Kreiselversuch zum Nach-
weis der Erddrehung wird mitgeteilt von A. Foppl, Miinchener Berichte 34, 5 (1904),
sowie Phys. Zeitschr. 5, 416 (1004).

Der Delaportesche Flugzeugstabilisator wird, allerdings nicht ganz klar, be-
schrieben von L. Girardville, Comptes rendus 152, 127 (1911) = Aérophile 19, 84
(1911), der Drexlersche Steuerzeiger von A.Neuburger, Motor, Mirz-Aprilheft, 1919.

Zu §19. Zur Geschichte des Kreiselkompasses lese man nach: G. Trouvé,
Comptes rendus 101, 359, 463 u. 913 (1890); M. E. Dubois, ebenda 98, 227 (1887);
W. Thomson, Nature 30, 524 (1884); sowie die deutschen Patentschriften Klasse 42c,
namentlich die Nummern 34513, 167262, 182855, 236200, 236215, 241006, 241 637;
ferner O. Martienssen, Phys. Zeitschr. 7, 535 (1906); sodann H. Anschiitz-Kimpfe
und M. Schuler, Jahrb. d. Schiffbautechn. Ges. 10, 352 u. 561 (1909); endlich
H. Usener, Der Kreisel als Richtungsweiser, Miinchen 1017, sowie die Besprechung
des Usenerschen Buches durch A. Sommerfeld und die daran angeschlossene Aus-
sprache, Phys. Zeitschr. 19, 343 u. 487 (1918), ebenda 20, 21 u. 192 (1919). Uber
den Sperryschen KompaB sehe man Engineering 91, 427 (1911), sowie 93, 722
(1912), ferner D. R.-P. Nr. 258718, 288818, 205099, 304614, 305'769; iiber einen
Kreiselkompal der Firma Hartmann & Braun Zeitschr. f. Flugt. u. Motorluftsch.
4, 51 (1913), ferner D. R.-P. Nr. 227212, 237413, 240360, 261053, 269266; iiber
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einen solchen der Gesellschaft fiir nautische Instrumente D.R.-P. Nr. 263 798,
276 214, 281307, 201651, 307847, 308721, 308722; iiber den Anschiitzschen Drei-
kreiselkompaB das auf Veranlassung des Reichsmarineamts herausgegebene Lehrbuch
fiir den Unterricht in der Navigation an der Kaiserl. Marineschule, Berlin 1917
(E. S. Mittler & Sohn), Teil V, Abschnitt 4, S. 481, sowie D. R.-P. Nr. 241 637.

Zu § 20. Die Storungstheorie des Pendelkreisels behandelt R. Grammel,
Zeitschr. f. Flugt. u. Motorluftsch. 10, 1 (1919). Der sogenannte Horizontal Top von
Serson ist beschrieben von J.Short, Philos. transact. London 47, 352 (1751/52);
vgl. anch J. A. Segner, Specimen theoriae turbinum (turbo = Kreisel), Halae 1755,
sowie in der Encyclopaedia Britannica, Bd. 29, den Artikel Gyroscop and Gyrostat von
A. G. Greenhill, S. 195, wo auch der Nautical Top von Troughton erwdhnt wird.
Uber den Kreisel von Piazzi Smith vgl. Transact. naval architects (1863); iiber
den Trace-roulis von PAaris: Revue marit. et coloniale 20, 273 (1867), auch Comptes
rendus 64, 731 (1867); iiber den Oszillographen von Frahm: E.W. Bogaert, a. a. O.
S.107; iiber das Towersche Podium: F. W. Lanchester, Aerodynamik (deutsch von
C. und A. Runge) Bd. lI, Leipzig 1911, Anhang, S. 322, sowie D. R.-P. Nr. 277753
(Krupp); iiber den Fleuriaisschen Horizont: F. Klein und A. Sommerfeld,
a. a. 0. S.919, sowie L. Favé, Revue marit. et coloniale 84, 5 (1910), ferner D, R.-P.
Nr. 286498 (Zeiss), 281052 (Anschiitz) und 235477; tber den Anschiitzschen
Fliegerhorizont die zugehorige Druckschrift von Anschiitz & Co., Kiel-Neumiihlen,
sowie D. R.-P. Nr. 301 738 und 299615 ; iiber den Stabilisator von H. S, Maxim dessen
Buch Le vol naturel et le vol artificiel, Paris 1909, S. 124, sowie das britische Patent
19228 vom Jahre 1891 ; iiber den Stabilisator von P.Regnard die Note von Carpentier,
Comptes rendus 150, 829 (1910) = Aérophile 18, 204 (1910).

Zu § 21. Man findet die Prizessionsbewegungen der Erdachse, sowie alle
Literatur dazu, mustergiiltig klar dargestellt bei F. Klein und A. Sommerfeld,
a. a. 0. S.633—731. Wir haben die dortigen Entwickelungen, vielfach verkiirzt und
an einigen Stellen vereinfacht, wiedergegeben.

Uber den Bumerang sehe man in der Encyklopidie d. math. Wiss., Band 1V,
den Artikel von G. T. Walker, Spiel und Sport. Uber die Geschofprizession gibt
Auskunft das Werk von C. Cranz, Lehrbuch der Ballistik, Band I, 10. Abschnitt,
Leipzig u. Berlin 1910. Die analytische Theorie der GeschofSpendelungen hat kiirzlich
(im AnschluB an ein unverdffentlichtes Manuskript von A. Sommerfeld) F. Noether,
Artill. Monatsh. 1919, Mai-Juniheft (auch auszugsweise in den Gottinger Nachr. 1919,
math,-phys. Klasse), behandelt.

Zu §22. Der Howell-Torpedo ist ausfiihrlich beschrieben bei H. Noalhat,
a.a. O. S.283ff.,, und zwar werden hier die stabilisierenden Eigenschaften seines
Schwungrades stark gerithmt. Die gegensitzliche Auffassung wird im Anschluf an
einen Aufsatz von Diegel, Marine-Rundschau 1899, 5. Heft, von F, Klein und
A.Sommerfeld, a.a. O. S.791ff,, vertreten; diese Auffassung wollen auch unsere
Rechnungen stiitzen.

Die Kelvinschen Stabilititssitze findet man bei W. Thomson und P. G. Tait,
Treatise on Natural Philosophy, Cambridge 1879/83, I, art. 345 x.

Uber die Einschienenbahn von A. Scherl sehe man den Bericht iiber einen Vortrag
von Barkhausen, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 54, 1738 (1910), sowie D. R.-P. Nr. 219780,
220368, 253005, 253000, 258073, 264190, 267812 ; iiber diejenige von P.Schilowsky:
Engineering 1910, I, S. 609, sowie D. R.-P. Nr. 237 702; iiber diejenige von L. Brennan
den vorgenannten Vortrag von Barkhausen, ferner Engineering 1907, I, S.623 u. 749,
und ebenda 1910, 1, S. 289, sowie D. R.-P. N1.174 402 und 259791, schlieflich den
Bericht bei H. Crabtree, An elementary treatise etc., S.70, und cinen Aufsatz von
J. Perry, Nature 77, 447 (1908); endlich Drucker, De Ingenieur 1910, S. 959, sowie
Th. Rosenbaum, D. R.-P. Nr. 244182, und die zusammenfassende Darstellung von
A. Foppl, Elektrotechn. Zeitschr. 31, 83 (1910).

Auf die Kreiseleigenschaften eines Magneten hat zuerst J. C. Maxwell, Treatise
on electricity and magnetism 1873, deutsch von B. Weinstein, Berlin 1883, Bd.II,
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S. 265, hingewiesen. Man findet die weitere Literatur zusammengestellt bei F. Kriiger,
Ann. d. Phys. (4) 50, 346 (1916) und 51, 450 (1916), wozu neuerdings noch die Auf-
sitze von S. J. Barnett, Phys. rev. (2) 10, 7 (1917), J. Q. Stewart, Phys. rev. (2)
11, 100 (1918), E. Beck, Ann. d. Phys. (4) 60, 109 (1919) und A. Arvidsson, Phys.
Zeitschr. 21, 88 (1920) getreten sind. F. Kriiger, a. a. O, behandelte auch den
Einflu der Kreiselwirkung der mehratomigen Molekiile auf die spezifische Wirme,
auP die Elektrodynamik, auf die ultraroten Spektren und auf die Theorie des Para-,
Meta- und Diamagnetismus.

Zu §23. Uber die Dimpfung der Schwingungen beim KreiselkompaB vermittelst
eines Hilfskreisels vgl. D. R.-P. Nr. 281307. Uber den Schlickschen Schiffskreisel
sehe man O. Schlick, Trans. naval architects 46, Mirzheft (1904), sowie Zeitschr:
d. Ver. d. Ing. 50, 1466 u. 1929 (1906), und Jahrb. d. Schiffbautechn. Ges. 10, 111,
(1909); ferner H. Lorenz, Phys. Zeitschr. 5, 27 (1904); A. Foppl, Zeitschr. d. Ver.
d. Ing. 48, 478 u. 983 (1904); F. Berger, ebenda 50, 982 (1906); A. Féppl, ebenda
50, 983 (1906); R. Skutsch, ebenda 52, 464 (1908); und dann mnoch insbesondere
die analytisch sehr weit durchgefiithrte Theorie von F. Noether, in dem Buche von
F. Klein und A. Sommerfeld, a. a. O. S. 7904—844. Auch ist hier noch die Patent-
schrift D. R.-P. Nr. 258718 von E. A. Sperry zu erwihnen.

SchlieBlich sei hingewiesen auf eine soeben erschienene, auch als erweiterter
Sonderabdruck herausgegebene Aufsatzreihe von H. Lorenz, Technische Anwendungen
der Kreiselbewegung, Zeitschr. d. Ver.d.Ing. 1919, S. 1224, wo die praktisch wichtigsten
Kreisel ausfiibrlich behandelt werden.




Namenverzeichnis.

Ach 271.

Alembert, J.le Rond d’ 163.

Ampére, A. M. 308.

Anschiitz-Kampfe, H. 257,
269, 281, 282, 344.

Arvidsson, A. 346.

Barghausen 345.
Barnett, S. . 300, 346.
Beck, E. 346.

Behr, F. B. 182, 316.
Berger, F. 346.
Bertrand, J. 344.

Bessel, F. W. 205.

Betz, A. 344.

Binet, J. P. M. 26.
Bobylew, D. 342.
Bogaert, E. W. 341, 345.
Bohnenberger, J. G.F. 342.
Boltzmann, L. 341.

Bos, M. G. van den 257.
Bradley, J. 301.
Brennan, 1. 316, 345.
Bryan, G. H. 343.

Carpentier 345.
Carvallo, E. 184, 343.
Cauchy, A.L. 20.
Chandler, S. C. 205.
Chapman, H. W. 343.
Clairaut, A.C. 203.
Crabtree, H. 341, 345.
Cranz, C. 345.
Cullagh, J. Mac 341.

Darboux, G. 101, 116, 343.

Delaparte 253.

Denizot, A. 344.

Dewar, J. 343.

Diegel 345.

Drexler, F. 254, 255, 282,
284, 344.

Drucker 345.

Dubois, M. E. 344.

Dunkerley, S. 344.

Einstein, A. 300, 311.

Emde, F. 342.

Euler, L. 20, 29, 37, 44, 129,
295, 341, 342.

Favé, L. 345.
Fleuriais, G. 280.

Foppl, A. 250, 251, 253, !

341, 343, 344, 345, 346.
Foucault, 1.. 60, 235, 236,

237, 245, 247, 248, 250,

236, 272, 342, 344.
Frahm, 280, 345.
Franklin, W.S. 344.
Fresnel, A.]. 43.

Gariel, C. M. 344.

Gehlen, K. 343.

Gilbert, Ph. 248.

Girardville, L. 344.

Grammel, R: 342, 343, 344,
345.

GraBmann, H., 342.

Greenhill, A. G. 343, 345.

Haas, W. J.de 309, 311.
Hayward, H. B. 342.
Hearn 27, 342.

Hess, W. 54, 120, 342, 343.
Howell, J. A. 312.

Jacobi, C.G.]J. 45.
Jabnke, E. 342.

Karmén, Th.v. 343.

Kaselowski 238.

Kelvin, Lord 145, 256, 316.

Kirchhoff, G. 342.

Klein, F. 31, 36, 64, 71,
179, 205, 341, 342, 343,
344, 345, 346.

Koenig, W. 249, 344.

Koppe, M. 341, 342.

Katter, F. 343.

Kowalewski, S. 129, 343.

Kriiger, F. 346.

| Lagrange,J.1..129,341,342.
Lanchester, F. W. 345.
Langen 180, 316, 343.
Laval, G.de 214.
Lecornu, 1. 342, 343.
Lorenz, H. 344, 346.

Manoury, G. 342.
Martienssen, O. 257, 344.
Maxim, H.S. 284, 345.
Maxwell, J.C. 309, 342, 345.
Mayr, R. 342.

Mises, R.v. 344.
Mlodzjejowsky 129.
Murhard, F. W. H. 341.

Neuburger, A. 344.

Newton, J. 11, 163.

Noalhat, H. 344, 345.

Nogther, F. 307, 343, 345,
346.

Obry 238.

Piris 280, 345.

Perry, J. 341, 345.

Person 235, 344.

Pfeiffer, F. 342.

Poinsot, L. 20, 25, 29, 36,
341, 342.

Poisson, S.D. 343.

Prandtl, L. 342, 344.

Quittner, V. 343.

Regnard, P. 284, 345.
Rosenbaum, Th. 345.
Routh, E. J. 130, 347.
Runge, C. und A. 345.

Saint-Guilhem, P. 44, 342.
Scheffler, H. 342.
Schellbach, K. H. 341.
Schepp, A. 341.

Scherl, A. 316, 345.




348
Schilowsky, P. 316, 345.

Schlick, O. 327, 328, 337, |

346.
Schuler, M. 257, 265, 344.
Sears, J. 344.
Segner, J. A. 21, 345.
Serson, 280, 345.
Servus, H. 341.
Short, J. 345.
Siemens, W.v. 257.
Sire, G. 73; 235, 342.
Skutsch, R. 346.
Smith, A. 343.
Smith, P. 280, 345.
Sommerfeld, A. 31, 36, 64,

Sachverzeichnis.

Abrollen 24.

Achse, freie 37, 43, 82.

—, permanente 37, 82, 130.

—, stabile 38, 85, 87.

Anderungsgeschwindig-
keit 8.

Anstellwinkel 193.

Astatischer Kreisel 162, 235.

Atome 308.

Auftriebsbeiwert 193.

Automobile 187.

Axialer Vektor 6.

Barygyroskop 248.

Beschleunigung 5.

—, tangentiale 12.

—, zentripetale 12.

Bewegung, epizykloidische
36, 41, 73.

—, hypozykloidische 41, 73.

—, perizykloidische 37, 41,
73.

Bewegungsenergie 13.

Bewegungsgrofie 11.

Biegungsmoment 216.

Binetsches Trigheitsmo-
ment 26.

Bombenschuf 307.

Bumerang 302.

Cardangehdnge 83, 116.

Dimpfkreisel 162, 326.
Dampfturbinen 213, 234.

|

Sachverzeichnis.

71, 179, 295, 307, 341,
342, 343,. 344, 345, 346.
Sperry, E. A. 271, 282, 340,
346.
Stickel, P. 341, 343.
Staude, O. 129, 130, 132, 343.
Steiner, J. 29.
Stewart, J. Q. 346.
Stodola, A. 227, 343, 344.
Stiibler, E. 342.
Sylvester, J. 341.

Tait, P. G. 343, 345.

Thomson, W. 145, 343, 344, |

345.

Deklinationskreisel 245.

Deklinatorium 250.

Deviationsmoment 70.

Diabolo 302.

Diskus 302.

Distributives Gesetz 7, 10.

Drall 14, 302.

Drehachse 17, 32, 62.

—, freie 37, 43, 82.

—, permanente 37, 82, 130.

—, stabile 38, 85, 87.

Drehgeschwindigkeit, kri-
tische 158, 221, 228,
232.

Drehimpuls 14.

Drehleistung 15.

Drehstofl 16.

Drehvektor 6, 33.

Drehwucht 16, 18, 62.

Dreikreiselkompafl 269.

Dynamische Isotropie 43.

— Symmetrie 32.

Ebene, invariable 23.

Eigendrehgeschwindigkeit
40, 66.

Einkreiselkompaf 256.

Einschienenbahnen 316.

Eisepbahnen 175.

Ekliptik 296

Elliptische Funktionen 45.

Energiegesetz 13, 15.

Epiellipsoide 150.

i
t

Tower, B. 280.
Trefftz, E. 343.
Troughton 280, 345.
Trouvé, G. 256, 344.

Usener, H. 344.

Walker, G.T. 343, 345.
Walzel, A. 341.

Webster, A. G. 342.
Weinstein, B. 345.
Whipple, F. J. W. 184, 343.
‘Whitehead 238.
‘Winkelmann, M. 342, 343.
Wolfers, J.Ph. 341.

Epizykloidische Bewegung
36, 41, 73.

Erddrehung 236.

Erde 293.

Eulersche Gleichungen 45.

— Winkel 48, 97.

Fahrachse 316.

Fahrebene 176.

Fahrrad 183.

Figurenachse 31, 32, 40,
62, 88.

Flichentrigheitsmoment
216.

Fliegerhorizont 282.

Fliehkraft 12, 164.

Fluglagenregler 284.

Flugzeuge 189, 253.

Flugzeugschraube 190, 212.

Flugzeungstabilisatoren 283.

Fortschreitleistung 15.

Fortschreitwucht 15.

Freie Achsen 37, 43, 82.

Freiheitsgrad 162.

Friihlingspunkt 299.

Geradldaufer 237.

Gerlistgeschwindigkeit
44.

Geschosse 302.

Geschwindigkeit 5.

—, kritische 158, 221, 228,
232.

8,



Gieren 186.
Grundgesetz der Dynamik ‘
12. |
Gyralkraft 70. 1
Gyroskop 235. ‘
Gyroskopische Glieder 201. !
Gyrostat 145. |
Halbwertszeit 211.
Hiéngebahn 180.
Hauptachsen 21.
Hauptebenen 21.
Haupttragheitsachsen 21.
Haupttrdgheitsmomente 21.
Hebelarm 11.
Herpolhodie 36, 53.
Herpolhodickegel 37, 40.
Herpolhodiekurve 36, 53.
Homolog 67, 100, 116.
Horizont, kiinstlicher 280.
Howell-Torpedo 311.
Hyperbelfunktionen 52.
Hypozykloidische  Bewe-
gung 41, 73.

Impuls 11, 14.
Impulsmoment 12.
Indiffercntes Flugzeug 207.
Inklinationskreisel 245.
Inklinatorium 248.
Invariable Ebene 23.
Invariabler Kegel 72.
Isotropie, dynamische 43.

Kegel, invariabler 72.

Kippen 191.

Knotenachse 48, 68.

Knotenlinie 48, 296.

Kollergang 166.

Kollermiihle 166.

Kompagkreisel 162, 256.

Kraft 10.

Kriftepaar 11.

Kreisel 3.

—, astatischer 162, 23s.

—, aufrechter 92, 147.

—, ausgeglichener
154.

—, dicker 153.

—, gehobener 9o.

—, gesenkter 90.

—, halbsymmetrischer 141.

—, hdngender 152.

—, homologer 67, 100, 116.

—, kréftefreier 4, 17.

—, linksdrehender 89.

—, perimetrischer 74.

152, |

Sachverzeichnis.

Kreisel, rechtsdrehender 89.

—, schlanker 153.

—, schneller 61,
93, 116, 136.

—, schwerer 4.

—, — symmetrischer 88,
116.

128.
—, stehender 152.
—, symmetrischer 31, 32,
39, 58, 82.
—, verkiirzter 152.
—, verldngerter 152, 155.
Kreiselglieder 201.
Kreiselkompa$ 250, 256, 327.
Kreisellot 273.
Kreiselmoment 70, 71, 76,
165.
Kreiselpendel 272.
Kreiselspitze 96.
Kreiselwirkung 70.
Kristalle 43.
Kritische Geschwindigkeit
158, 221, 228, 232.
Kritischer Bereich 221.
Kugelkreisel 31, 32,91, 101.
Kurvenkreisel 72.

72, 79,

unsymmetrischer

Lagerreibung 82.
Langgeschosse 302.
Langsstabilitit 201, 286.
Leistung 13.

Lotlinie 162, 272.

—, kiinstliche 280.
Loxodrome 53.
Luftreibung 86.
Luftschiffe 213.

Massenmittelpunkt 14.
Mittelbare  Stabilisatoren

161, 235.
Molekularstréme 308.
Moment einer Kraft 11.
Motorrad 186.

Nutation 64, 140, 301.

Nutationsgeschwindigkeit
64, 94.

Nutationskegel 64.

Parallelismus, Bestreben
zum gleichstimmigen 60,
69, 70.

Parallelogrammregel 5, 7,
11.

Pendel, sphirisches 91.

349

Pendelkreisel 162, 272.

Pendelmiihle 170.

Perizykloidische Bewegung
37, 41, 73

Permanente Achse 37, 82,
130.

Pfannenreibung 118.

Poinsotbewegung 24, 32, 39.

—, Verallgemeinerung der
55, 72, 95.

Poinsotellipsoid 22.

Poinsotfliche 18, 20.

Pol 24.

Polarer Vektor 4.

Polbahn 34.

Polhodie 34, 38.

—, trennende 35, 39, 43, 51.

Polhodiekegel 37, 40.

Polkurven 33.

Polstrahl 2s.

Priizession, erzwungene 66,
76.

—, langsame 9Qo.

—, Links- 89.

—, pseudoreguldre 64, 72,
93, 113, 134.

—, Rechts- 80.

—, reguldre 39, 88, 105,
112.

—, riickldufige 42.

—, schnelle 9o.

—, vorschreitende 42.

— zweiter Ordnung 64.

Prizessionsachse 40.

Prézessionsebene 40, 66.

Préizessionsgeschwindigkeit
40, 64, 606, 90, 04.

Prizessionskegel 40.

Produkt, skalares 8, 10.

—, vektorielles 6, 10.

Querachse 78.
Querstabilitdt 201, 290.

Raddampfer 189.

Rechtsschraube 6.

Reibung 82, 116.

Richtkreisel 162, 203.

Richtmoment 259.

Richtungssinn der Figuren-
achse 60.

Riffelbildung 179.

Rollen 186, 191.

Schiffe 186.
Schiffskreisel 326.
Schiffsschraube 219, 225.



350

Schlendermoment
164.
Schleudernde Scheiben 213.
Schnellbahnen 179.
Schraubenkreisel 212.
Schraubenzug 197.
Schwebebahn 181.
Schwerpunkt 14.
Schwerpunktsebene 130.
Schwerpunktsenergie 15.
Schwerpunktssatz 15,
Schwung 14, 16.
Schwungachse 17, 32, 62.
Schwungellipsoid 33.
Schwungvektor 33.
Seitenstabilitit 201, 290.
Selbsteinstellung 222.
Skalar 8.
Skalares Produkt 8, 10.
Spielkreisel 4, 111, 123.
Stabile Achsen 38.
Stabilisator, mittelbarer
161, 235.
—, unmittelbarer 161, 293.
Stabilisatorzahl 28s.
Stabilisierung, kiinstliche
285.
Stampfen 186.

71, 81,

Sachverzeichnis.

Staudescher Kegel 132.

Staudruck 193.

Steifigkeit der Figurenachse
60.

Steinerscher Satz 29.

Steuerzeiger 253, 257, 283.

StoB 16, s9.

Stiitzkreisel 162, 311.

Stiitzpunkt 4.

Stiitzpunktsmoment 89.

Symmetrie, dynamische 32.

Torpedo, Howell- 311.

~—, Whitehead- 238, 311,
315.

Torpedoboote 187.

Tragheit 19.

Trigheitsarm 29.

Tragheitsellipsoid 22, 25, 31.

Tragheitshalbmesser 29.

Tragheitskraft 163.

Trigheitsmoment 20, 25.

—, dquatoriales 31.

—, axiales 26, 31.

—, Binetsches 26.

—, polares 26.

Trennende Polhodie 33, 39,
43, 51.

Trieb 13; 15, 16.
Turbinen 219.
Turbinendampfer 188.

‘ Ubersetzungszahl 285.

Unmittelbare Stabjlisatoren
161, 293.

Vektor, axialer 6.
—, polarer 4.
Vektorielles Produkt 6, 10,

Wenden 191.
Whitehead - Torpedo

311, 315.
‘Widerstandsbeiwert 194.
Winkel, Eulersche 48, 97.
Winkelgeschwindigkeit 6.
Winkeltorpedo 241.
Wucht 15.

238,

Youngscher Modul 215.

Zentrifugalkraft 12.
Zweirad 183.
Zweischienenbahn 177.
Zwischenebene 79.
Zykloide, sphirische 65, 95.
Zyklone 249.





