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V orwort zur ersten .Auflage. 
Meine Absicht bei Herausgabe dieses Buches ist, einige Friichte 

meiner Beschaftigung mit der modernen mathematischen Literatur 
dem Leser zugute kommen zu lassen. Die Auswahl geschah nach 
folgenden Gesichtspunkten. Der Sache nach handelt es sich im 
wesentlichen um diejenigen Problemstellungen aus der Theorie der 
analytischen Funktionen einer komplexen Variabeln, welche an 
das Konvergenzverhalten von Potenzreihen auf dem Rande und an 
die analytische Fortsetzbarkeit der betreffenden Funktionen an
kniipfen. Dariiber gab es von jeher eine groBe Literatur; manches 
ist klassisch und steht in jedem Lehrbuch. In den letzten J ahren 
sind nun in diesem Gebiete bestimmte Satze von hoher Eleganz 
entdeckt worden; Satze, welche vordem kaum vermutet waren, 
zum Teil erstmalig auf sehr komplizierte Weise bewiesen und in
zwischen auf viel kiirzerem Wege erreicht wurden. Die Literatur 
iiber solche Fragen ist groB; die einzelnen Abhandlungen sind zum 
Teil lang, so daB man Miihe hat, das schonste Resultat heraus
zufinden und den zugehorigen Beweis herauszupraparieren; oft tritt 
der wesentliche Kern eines Satzes dadurch nicht deutlich hervor, 
daB dieser gleich in unwichtiger Weise verallgemeinert und mit 
Parametern belastet erscheint. lch glaube und wiinsche nun, daB 
die vorliegende Mitteilung von etwa siebenundzwanzig sorgsam 
ausgewahlten, in letzter Zeit gefundenen Satzen mit vollstandigen, 
einheitlich dargestellten Beweisen die Aufnahme dieser Ergebnisse 
- welche zum Teil von klassischer Schonheit sind - in Vor
lesungen und Lehrbiicher zum Nutzen der Anfanger beschleunigen 
wird; und daB die Forscher zu genauerem Studium der Original
abhandlungen und damit zur Weiterfiihrung jener fruchtbaren 
Untersuchungen angeregt werden. Oft ist meine vereinfachte Dar
stellung langer als das Original; das liegt daran, daB ich es dem 
Leser moglichst leicht mach en will und ihm keine Zwischenrech
nung iiberlasse. DaB mein Anteil an diesen Dingen kein rein 
kompilatorischer ist, wird der Leser sich auch ohne besondere Er-

1* 
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wfihnung eImger Vereinfachungen denken konnen, und wenn er 
Lust bekommt, auf die Originalabhandlungen zuruckzugreifen, so 
wird er sehen, daB auch die eine oder andere Fragestellung von 
mir herriihrte. Als bekannt werden nur die Elemente der Funk
tionentheorie vorausgesetzt. 

Fur freundliche Hilfe bei der Korrektur danke ich bestens den 
Herren Privatdozent Dr. Bernays in Zurich, Prof. Dr. Har
togs in Munchen, Prof. Dr. Knopp in Berlin, Privatdozent 
Dr. Polya in Zurich, Dr. Wiarda in Marburg und Direktor 
Dr. Ziegel in Berlin. 

Gottingen, den 17. Mai 1916. 

Edmund Landau. 

V orwort zur zweiten Auflage. 
Mit Absicht habe ich den behandelten Stoff kaum vermehrt, 

wohl aber mehrere Paragraphen grundlich erweitert bzw. um
gearbeitet. I~sbesondere erwfihne ich: § 5 (F atou) ist neu, § 10 
(fruher §§ 9-10) umgearbeitet und der Satz des alten § 9 nur als 
Nebenresultat in die Einleitung ubernommen. § 19 ist zum vollen 
Beweise des Fa b r y schen Luckensatzes und anderer Fa b r y s~her 
Sfitze erweitert. §§ 24-25 sind auf ganz neue (Blochsche) Grund
lage gestellt. Der alte § 27 ist zum Beweise der definitiven 
(Bieberbachschen) Schranken erweitert (jetzt §§ 27-28) und 
vom alten siebenten Kapitel abgetrennt, da die Beziehung zum 
Pic a r d schen Ideenkreis wegfiel. 

Alles Nfihere erlfiutert die Einleitung. 
"Neuere Ergebnisse der Funktionentheorie" sind es immer noch, 

zumal der vierte Teil meiner Zitate sich auf Schriften bezieht, die 
erst nach meiner ersten Auflage erschienen sind, und manches zum 
ersten Male in der vorliegenden Fassung dargestellt wird. 

Diesmal habe ich fur freundliche Korrekturhilfe den folgenden 
Herren herzlichst zu danken: Dr. Fenchel in Gottingen, Dr.Wal
fisz in Warschau und Dr. Weber in Gottingen. 

Gottingen, den 19. September 1929. 

Edmund Landau. 



Bezeichnungen. 
1m folgenden verstehe ich, wenn fur aIle hinreichend groBen 

positiven x eine komplexe Funktion {(x) und eine positive Funktion 
g (x) definiert sind, unter 

daB der Quotient 
((x) = O(g(x), 

1{(x)1 
g(x) 

von einer Stelle an beschrankt ist. Unter 

((x) = o (g(x), 
daB 

lim ((X) = 0 
x=+oog(x) 

ist. Dieselben Zeichen 0 und 0 werden aber auch gebraucht, 
wenn es sich nicht um Annaherung an x = 00, sondern urn beider
seitige oder einseitige Annaherung an einen endlichen Wert x = ~ 

oder urn eine bestimmte Annaherung an x = ~ in der komplexen 
Ebene handelt. Auch, wenn die Variable - sie heiBt dann meist 
nicht x oder dergl., sondern n, m oder dergl. - nur durch ganz
zahlige Werte ins Unendliche geht. Der Zusammenhang schlieBt 
jedes MiBverstandnis bei Anwendung dieses Zeichens aus, da stets 
ersichtlich sein wird, urn welche unabhangige Variable und welchen 
Weg derselben es sich handelt. 

Ubrigens wird es sich oft als zweckmaBig erweisen, statt einer 
Gleichung wie 

. x2 _1 
hm - -- = 2 

x=l x - 1 

(x sei komplex gedacht) ohne Limeszeichen zu schreiben: FUr 
x 2 _1 

x ~ 1 ist - - ~ 2 Wenn die unabhangige Variable an den bex-l . 
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trefl'enden endlichen Punkt nicht auf beliebiger Bahn riicken soll, 
wird es stets besonders gesagt. 

SchlieBlich wird gelegentlich 

((x) rv g(x) 
als Abkiirzung fUr 

verwendet werden. 
Die Titel der benutzten Abhandlungen sind zum SchluB zu

sammengestellt. 1m Text zitiere ich daher nur kurz den N amen 
des Autors, eine Seitenzahl und (wenn mehr als eine Arbeit des
selben Autors im Verzeichnis vorkommt) die Nummer der Ab
handlung. 



Einleitung. 
1m folgenden will ich zunachst iiber die Ziele der einzelnen 

acht Kapitel und die V orgeschichte jener Fragestellungen berichten. 
Absichtlich ist im spateren Text durchweg vom Einheitskreis die 
Rede, in dieser Einleitung vom Kreise I x I -< r mit einem Wort-

laut, in den der des Textes durch die blo.Be Substitution !!!.- statt 
r 

x iibergeht. . iller von einem beliebigen Punkt des Kreises, dod 
von dem positiven (triviale Substitution e- rpi x statt x). iller 
von lim f (x) = l, dod von lim f(x) = 0 (triviale Substitution 
f(x) -l statt f(x)). iller von I f(x) I -< H, dod von I f(x) I -< 1 
(triviale Substitution M-1 f(x) statt f(x). 

Erstes Kapitel. 
(Uber beschrankte Potenzreihen.) 

Es sei 
00 

f(x) = ~ On x" 
n=O 

fiir Ixl -< r regular. Dann braucht I f(x) I dort nicht beschrankt zu 
sein, wie die geometrische Reihe 

mit r = 1 lehd. Wenn aber fiir I x I -< r 

If(x) I -<H 

ist, so ist bekanntlich infolge der fur 0 -< ~ -< r giltigen Iden
titatl) 

1) it bezeichnet die zu a kQJljugierte Zahl. 
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deren linke Seite -< 2 n M S ist, notwendig die Reihe 

00 

~ la"I'r'" 
n=O 

konvergent (und -< M2). Es war aber nicht leicht festzustellen, 
ob aus der Voraussetzung die Beschriinktheit von 

(n = 0, 1, 2, ..• ) 

oder gar die gleichmiiBige Beschranktheit von s" fUr alle zu festem 
r und festem M gehorigen (x) folgt. F ej er 1) hat entdeckt, da£ 
nicht einma! bei einem einzelnen (x) diese Funktion von n be
schrankt zu sein braucht. 1m § 3 gebe ich aber dafiir nicht Fe j e r s 
urspriingIiches Beispiel, sondern ein anderes, das er mir briefIich 
in Anwendung einer zu anderem Zweck von mir angestellten 
Untersuchung mitgeteilt hat. 

DaB bei festem M und festem n der Ausdruck s" gleichmaBig 
(in Bezug auf r und die Auswahl des (x» beschrankt ist, folgt 
schon daraus, daB nach Cauchy 

also 

ist. (Dbrigens folgt aus 
00 

~ la,,12 r2"-< M2 
n=O 

(v = 0, 1, 2, ... ), 

Die Bestimmung der oberen Grenze von Is,,1 fUr aIle (x) bei 
festen r, M, n bot eigentumIiche Schwierigkeiten, die ich 2) mit 
dem Ergebnis 

1) Fej er 1, S. 15. 
2) Landau 4, zweite Abhandlung, S.255. 
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M i (- t)2 = M (1 + (!)2+ (~)2+ ... + (1. 3 ... (2n _1))2) 
'/I = 0 V 2 2 .4 2.4 ... 2n 

uberwunden habe; dies stelle ieh in § 2 dar; del' Faktor von M 

ist I"V! log n. 
n 

Obgleieh Sn nicht besehrankt zu sein braueht, sind, wie S t e f
fen sen 1) bemerkt hat, die arithmetisehen :Mittel 

so+ S, + ... +sn 
---n+l 

besebrankt, sogar bei festem M gleichmaBig besehrankt fur alle '1' 

und ((x). Die (gleiehmaBige) obere Grenze ergibt sieh naeh 
Fe j e r 2) gleieh M; siehe den folgenden § 1, der auch eine - nieht 
viel tiefer liegende - notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir entwiekelt, daB ein bestimmtes ((x) fur Ixl -< r regular und 
besehrankt ist. Namlieh, 

gesetzt, 

n 
sn(x) = ~ apx· 

'/1=0 

I i: s.(x)I-«n+l).M·fur Ixl-<r,n>-O. 
'/1=0 

I. S e h u r 3) hat diese Bedingung als gleichwertig mit 

n 
~ IS. (x) I -< (n + 1) 1I-I fiir Ixl -< r, n >- 0 

.'/1=0 
und mit 

n 
~ [s.(x)['-«n+1)M 2 filr Ixl-<r, n>-O 

'/1=0 

erwiesen. Dies reproduziere ich aueh in § 1; an des sen SchluB 
beweise ieh 4) den Satz von Rogosinski 5): 

Aus 
[((x)[ -< M fur Ixl -< r 

folgt 

ISn(x)1 -< M £iir Ixl -< ; , n >- O. 
-------

1) Steffensen, S.382. 
2) Fejer 3, S.95. 
3) Schur 2, S.227. Vergl. Szasz 1, S.176. 
4) Nach Landau 6, S.22. 
5) Rogosinski, S.271. 
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Nach obigem ist insbesondere bei jedem festen fur Ixl <: r be
schrankten f (x) 

Sn = 0 (log n). 
Die Frage, ob 

Sn = 0 (logn) 

ist, ist von Bohr l ) gelost und dann von Bohr 2) und Neder S) 

weiter verfolgt worden; doch ist schon der zur Antwort auf obige 
Frage vorliegende Beweis zu kompliziert fur Aufnahme in dies 
Buch. 

1m § 4 beweise ich nach Hardy;!,), daB fiir jedes im Kreise 
Ixl <: r regulare und beschrankte {(x) die Majorante 

bei zu l' wachsendem Q als 0 ( \If' ~ Q) abgeschatzt werden kann. 

Ferner beweise ich dort nach Bohr - M. Riesz - 1. Schur 
- F. Wiener D), daB fiir jede ganze Funktion ((x) und aIle Q>O 

IDl(Q) <: Max. 1{(x)1 = M(3Q) 
Ixl=3(1 

ist; dasselbe gilt fiir Potenzreihen ((x) mit endlichem Konvergenz
radius, wenn 3 Q kleiner als dieser Radius ist. 

1m § 5 beweise ich zunachst auf einem von F abe r 6) ange
gebenen Wege den Satz von L e b e s g u e 7), daB eine reeIle Funk
tion mit beschranktem Differenzenquotienten in einem IntervaIl 
dort "fast uberaIl" differentiierbar ist; d. h. bis auf eine Null
menge; d. h. bis auf eine Menge, die durch abzahlbar viele Inter
valle beliebig kleiner Gesamtlange zugedeckt werden kann. Mit 
Hilfe dieses L e b e s g u e schen Satzes beweise ich dann nach Car a
theod ory 8) den Satz von Fatou 9): 1st 1{(x)1 <: M fUr Ixl <: r, 

1) Bohr 2, erste Abhandlung, S.276. 
2) B 0 h r 2, zweite Abhandlung, S. 119. 
3) Neder, S.115. 
4) Hardy 1, S.149. 
5) Bohr 1, S.4. 
6) Faber S, S.381. Der Fabersche Beweis muBte in vielen Punkten be

richtigt werden und konnte verkiirzt werden. 
7) Lebesgue, S.123. 
8) Caratheodory, S.307. Dies ist z. Z. der einzige vom Lebesgue

schen Integralbegriff freie Beweis. 
9) Fatou, S.337. 
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so existiert lim f (Q e rp i) fUr fast aIle fJJ auf 0 < fJJ < 2 n. Von 
Q=r 

selbst ergibt sich noch eine kleine Verscharfung dieses Satzes. 

Zweites Kapitel. 
(Surnmabilitat hoherer Ordnung.) 

1m § 6 handelt es sich urn folgendes. K n 0 p p 1) und S c h nee 2) 
haben entdeckt, daB bei jeder Reihe 

aO+a1 +as + ... 
die Begriffe der Summabilitat k ter Ordnung im C e s a r 0 schen und 
Holderschen Sinn (Erklarung siehe in meinem spateren Text) 
sich decken. Der Beweis war auBerordentlich kompliziert, und 
erst ein neuerer Beweis von 1. S c h u r 3) gestattet mir, diesen 
wichtigen Satz in meine Schrift aufzunehmen. 

Bekanntlich folgi aus der Summabilitat irgendwelcher Ord
nung bei der Reihe 

00 

~ a .. x~, 
n=O 

daB bei radialer Annaherung 
00 

lim ~ a .. x" 
x=xo n=O 

existiert; im § 7 gebe ich nun ein von B 0 h r herruhrendes, mlr 
fur die erste Auflage mitgeteiltes Beispiel fur die zuerst von 
Lit t lew 0 0 d 4) konstatierte Tatsache: dieser Limes kann vor
handen seiD, ohDe daB die Reihe im Punkte x = Xo von irgend
welcher Ordnung surnmabel ist. 

Drittes Kapitel. 
(Umkehrungen des A b elschen Stetigkeitssatzes.) 

Der Abe lsche Stetigkeitssatz: »Aus 

00 

~ a"x~ = l 
n=O 

folgt bei radialer Annaherung 

1) Knopp, S.19. 
2) Schnee, S.112. 
3) Schur 1, S.448. 
4) Littlewood, S.448. Ubrigens leistet Littlewoods Beispiel gleich

zeitig roehr. 
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00 

lim ~ anx" = l" 
X=Xo n=O 

ist bekanntlich nicht umkehrbar ( ~ xn bei x = - 1). DaB er 
n=O 

unter Hinzufiigung gewisser Annahmen (a,;x~ > 0 und dergl.) uro-
kehrbar ist, war trivial. N eueren Datums ist aber die Kette von 
Siitzen meines dritten Kapitels, welche noch mit einem 32 Jahre 
alten, leicht beweisbaren Satz von Tau b e r 1) (wo die Annahme 

a"x~ = 0 ( !) gemacht wird) beginnt (§ 8) und in dem tiefliegenden 

Satz von Hardy und Littlewood:?) (§ 10) gipfelt, der nur vor
aussetzt: Der reelle Teil von n an x~ ist einseitig beschrankt, des
gleichen der imaginare Teil. Eine wichtige Stiitze dabei war in 
der ersten Auflage der gleichfalls von Hardy und Little
woo d 3) entdeckte Satz, daB fltr jede Potenzreihe mit an > 0 aus 

folgt'): 
n 

8n = ~ a. rv '11/. 
v=O 

bei x-l 

In dieser zweiten Auflage beweise ich den Satz des § 10 ohne 
diese Zwischenstation (deren direkter Zugang sich iibrigens durch 
Abschatzung von Integralen statt Reihen genau so verkiirzen lieBe 
wie der Gesamtbeweis jenes Satzes). Damit aber der zweite, an 
sich wichtige Satz jetzt nicht unter den Tisch fallt, zeige ich gleich 
hier, daB er aus dem ersten leicht gefolgert werden kann. Er 
liegt aber weniger tief; z. B. ist die Beschranktheit der Partial-

summen von 8"_2 - 8 n_ 1 (n > 2) an Stelle von an (vergl. Be-
n-1 n 

hauptung 1 des Hilfssatzes 3) wegen 

trivial. 
Der fibergang lautet: Bei x -+ 1 ist 

1) Tauber, S.274. 
2) Hardy und Littlewood 3, S.188. 
3) Hardy und Littlewood 2, S. 141; 3,8.180. 
4) Die Umkehrung hiervon ist auch ohne an > 0 trivial. 
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Fur n > 2 ist 

8"_2 8 .. _, < 8n_1 8 .. - 1 8 .. _ 1 1 
n-l -n-=n~T--n = n-l n = 

also nach dem ersten Satz 

o = 1 - So + ~ (Sn_~ - - S"_1 - -) = 1 - lim ~. 
n=2 n-1 n m=oom+1 

Der zwischenliegende § 9 behandelt einige interessante Aus
dehnungen des Tau be r schen Satzes auf nicht radiale Annaherung. 

1m § 11 beweise ich zwei einfachere Satze aus dies em Ideen
kreise, von denen der eine in § 12 fiir den Beweis eines Satzes 
von M. R i e s z 1) verwel'tet wird, der andere erst im nachsten Ka
pitel (§ 14) zur Anwendung kommen wird. 1m § 13 beweise und 
verallgemeinere ich mit ahnlichen Mitteln einEm Satz von F ej er 2): 

Wenn ((x) fiir Ixl < r stetig, filr Ixl <: r regular und schlicht3) 
ist, so konvergiert die zugehorige Potenzreihe auf dem Rande 
Ixl = r und zwar gleichmaBig. 

Viertes Kapitel. 
(Uber einige Merkwiirdigkeiten des Verhaltens von Potenzreihen 

auf dem Rande.) 
Einige Kleinigkeiten von H a r d y 4), L u sin 5) und S i e r

piliski 6). § 14 (Hardy): Es kann vorkommen, daB eine Potenz
reihe auf dem Rande gleichmaBig, aber nicht absolut konvergiert. 
§ 15 (Lusin): Und daB eine Potenzreihe mit a .. rn---+O auf dem 
ganzen Rand divergiert. § 16 (Sierpiflski): Und daB eine Potenz
reihe in genau einem Punkte des Randes konvergiert. 

DaB nicht jede beliebige Menge auf dem Rande als Menge der 
Konvergenzpunkte vorgeschrieben werden kann, folgi daraus, daB 

1) Riesz 1, S. 339; der Beweis meines Textes steht bei Mittag-Leffler, 
S. 161, unter Bezugnahme auf eine private Mitteilung Hardys. 

2) Fejer 2, S. 49; 4, S.51. 
3) D. h. {(Xl) =1= ((X2) fiir I Xl I <: r, I x21 <: 1', X, =1= X2' 
4) Hardy 1, S.158. 
5) LUBin, S.388. 
6) SierpiiLski, S.155. 



14 -

die Menge jener JHengen hohere Maehtigkeit (2C) hat als das Kon
tinuum (c), wahrend die Menge aller Potenzreihen die Maehtigkeit 
des Kontinuums hat (namlieh c~o = c). 

Fiinftes Kapitel. 
(Beziehungen der Koeffizienten einer Potenzreihe zu Singularitaten 

der Funktion auf dem Rande.) 

§ 17: Wie wohl zuerst V i v an ti 1) ohne Formulierung des 
W ortlauts und ohne Beweisangabe benutzt hat und wie zuerst 
Pringsheim 2) formuliert und bewiesen hat, ist bei einer Potenz
reihe, deren Koeffizienten > 0 sind (oder auf einer anderen Halb
geraden von 0 naeh 00 liegen), der positive Punkt des Konvergenz
kreises ein singularer Punkt del' Funktion. Trivial war dies nur, 
wenn die Reihe odeI' eine ihrer Ableitungen in dem betrefl'enden 
Punkte divergiert,. reh gebe (in Teil 1 des Beweises von § 17) 
nieht den alteren Beweis von P r i n g she i m, sondern einen spateren 
von mir 3); beide sind gleich einfach, aber der meinige machte keinen 
Gebraueh von der Existenz eines singularen Punktes auf dem Rande 
und fiihrte dadureh bei einer Klasse allgemeinerer (nicht in dieser 
Sehrift behandelter) Reihen zuerst zum Ziel. Dbrigens la.Bt sich 
diese Beweismethode auch auf gewisse Falle komplexer Koeffizienten 
ausdehnen und kann dann (wie Fe k e t e 4) bemerkt hat) zum Be
weise del' von P. Die n e s 5) herriihrenden Ubertragung des 0 bigen 
Satzes auf den Fall benutzt werden, daB die Koeffizienten, statt 
auf einer Halbgeraden durch 0 zu liegen, einem Winkelraum -< Tt 

mit dem Seheitel 0 angehoren; vordem hatte V i van t i 6) dies nm 

noch (und zwar weniger einfach) fill' einen Winkelraum -< ~ be

wiesen. Des weiteren hat S z as z 7) den Satz von Die n e s als 
unmittelbare Folgerung aus einem sehr einfachen Satze allge
meineren Charakters hergeleitet, und in ahnlicher Weise, jedoch 
unabhangig davon, hat neuerdings Pring s h eim 8) gezeigt, daB 
del' Satz von Die n e s als ein blo.Bes Korollar des allgemeinen 
Satzes (Beweis in § 17 unter Benutzung des Spezialfalles an > 0) 

1) Vi vanti 1, S.112. 
2) Pringsheim 1, S.42. 
3) Lan d au 2, S. 535. 
4) Feke te, S. 1035. 
5) Dienes, S.338. 
6) Vivanti 2, S.401. 
7) Szasz 2, S.101. 
8) Pringsheim 3, S.355. 
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erscheint (dessen Kernpunkt in der Tatsache besteht, daB die vom 
ree11en Teil gewisser Potenzreihen erzeugte Singularitat durch den 
rein imaginaren Teil niemals zerstort werden kann): 

Raben die Reihen 

00 00 

((x) = ~ a"xn und ~ ffi(a,.)x" 
n=O n=O 

denselben endlichen Konvergenzradius und ist ffi (au) :> 0, so ist 
del' positive Punkt des Konvergenzkreises singulare Stelle von ((x). 

Hieraus folgt in der Tat del' Dienessche Wortlaut; denn 
unter dessen ",-\.nnahmen ist bei passenden p :> 0, lJio ~ ° 

la"j:> ffi (a"e-<J>oi) :> p la,.I, 

lim Vi-ffiT~-~--<p~iIT = 11m VlaJ = Hill Vla"e~<J>oil. 
n=oo n=oo n=oo 

1m § 18 beweise ich den folgenclen hochst bemel'kenswerten 
Satz von Fat 0 u 1): Eine Potenzreihe 

mit dem Konvergenzradius r und an r" --+ ° konvergiert in jedem 
regularen Randpunkte. ]rI. R i e s z 2) bewies dariiber hinaus, daB 
die Konyergenz auf jedem (abgeschlossenen) Regulal'itatsbogen 
gleichma,Big ist. Ich gebe alsbald flir diese scharfere Fassung einen 
sehr kurzen von ]rI. Riesz 3) herrilhrenden Beweis. Del' Fatou
sche Satz ist sehr merkwiirdig; hat doch bekanntlich bei einer 
beliebigen Potenzreihe (ohne die Annahme an rn --+ 0) Konvergenz 
odeI' Divergenz auf dem Rande gar nichts mit Regularitat odeI' 
Singularitat in dem betrefl'enden Punkte zu tun, so daB alle 

vier Falle moglich sind ( ~ x" und x = 1, ~ ~- und x = 1, 
n=O n=1 n 

00 00 xn ) 
~ xn unO. x = - 1, ~ - und x = - 1 . 

n=O n=1 n 
In § 19 del' ersten Auflage hatte ich nur einen Hadamard

schen Spezialfall c1el' Fa b r y schen 4) Siitze bewiesen, die ich jetzt 
vollstanc1ig bringe. Hilfssatz 1 und 2 beweise ich etwa nach 

1) Fatou, 8.389. 
2) Riesz 2, 8.89. 
3) Riesz 3, 8.62. 
4) Fabry, S.375, 379, 382. 
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Pringsheim 1), Hilfssatz 3 bis 5, etwas vereinfacht, nach Faber2), 
der den hier betretenen Zugang zu den Fa b ry schen Siitzen ent
deckt hat. Von den drei Fa b r y schen Siitzen will ich in dieser 
Einleitung nur den zweiten und den in der V orbemerkung 1 zu 
Satz 3 genannten Spezialfall nennen: 

1) Es wachse das ganze Ph > 0, mid es sei h = 0 (Ph)' Es 
habe 

= 
~ a xPh 

h=l Ph 

endlichen (positiven) Konvergenzradius. Dann ist die Fuuktion 
ilber den Konvergenzkreis nicht fortsetzbar. 

2) Es habe 
co 
",' a x" 
~ n 

n=O 

endlichen (positiven) Konvergenzradius r; es sei 

Dann ist r singuliire Stelle der Funktion. 
1m § 20 wird dies angewendet auf' den Beweis, den Hurwitz 3) 

filr eine zuerst von P 61 Y a 4) bewiesene Fat 0 u sche 5) Vermutung 
angegeben hat: Der Konvergenzkreis laBt sich fiir eine beliebige 
Potenzreihe bloB durch geeignete Anderung der V orzeichen der 
Koeffizienten zur natiirlichen Grenze machen. 

Sechstes Kapitel. 
(Maximum und MiUelwert des absoluten Betrages emer analyti

schen Funktion auf Kreisen.) 

Dies Kapitel handelt von 

M(r) = Max. If (x) I 
'xl =1' 

und Verwandtem. DaB bei einer nicht konstanten Funktion M (1') 
mit t· (wo im FaIle eines endlichen Konvergenzradius das positive 
r kleiner als dieser Radius ist) wachst, ist einer der altesten 
klassischen Siitze der Funktionentheorie. Hadamard 6) fiigte 

1) Pringsheim 2, S. 15 und 78. 
2) Fab er 1, S.63. 
3) Hu rwitz und P 6Iy a, S. 182. 
4) Hurwitz und P6Iya, S. 179. 
5) Fatou, S.400. 
6) Hadamard 1, S.186. 
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hinzu (es warde unabhangig von B I u men t h a 11) und Fa b e r 2) 
wiedergefunden): log M(r) ist eine konvexe Funktion von logr. 
leb gebe dafiir in § 21 einen Beweis, der nur wenig einfacher ist 
als der von Hadamard 3) spater mitgeteilte Originalbeweis. 

Im § 22 verwende ich mesen Satz" (an Stelle eines anderen 
Vi t a Ii schen 4), der bier nicht vorkommt), urn nach J e n tz s c h 5) 
zu beweisen: Hat 

einen endlichen Konvergenzradius, so ist jeder Randpunkt Hau
fungspunkt der Menge der Wurzeln der Polynome 

Dieser Satz ist eine hiibsche Erganzung Zll dem alteren von Hur
wit z 6), nach dem die Haufungspunkte im lnnern des Kreises mit 
den dort gelegenen Nnllstellen der Funktion iibereinstimmenj vor 
J e n t z s c h hatte L u k Ii. c S 7) nur binzllgefiigt, daB mindestens ein 
Haufungspunkt auf dem Rande liegt. 

1m § 23 beweise ich (und zwar nach P6Iya-Szeg( 8» einen 
Satz von Hard y 9): Der Mittelwert 

von 1(x)1 auf dem Kreise Ixl = r besitzt auch die beiden oben 
genannten C au c h y -Had a mar d schen Eigenschaften von M (r). 

1) Blumenthal, S.108. 
2) Fa be r 2, S. 549. 
3) Hadamard 2, S.50. 
4) Der V it a Ii sche Satz hei.6t: Es seien die analytischen Fun~tionen fl (11:), 

f2(1I:), ••• , r.,(x), .•• fur Ixl <: 1 regular und gleichmaBig beschrankt. Es exi
stiere lim fn (x) fur unendlich viele x, die mindestens einen- Haufungspunkt im 

n=OO 
Innern des Einheitskreises haben. Dann existiert lim f.,(x) = f(x) fiir I x 1<: 1 

n=oo 
und zwar gleichmii.6ig fUr Ixl <.& bei jedem positiven .&<: 1; so daB f(x) fur 
I x I <: 1 regular ist. 

5) Jentzsch, S. 13. 
6) Hurwitz 1, S.247. 
7) L u k a c s, S. 34. 
8) P6lya und Szego, S.329. 
9) Hardy 2, S.270. 

Landau, Punktionentheorie. 2. Aufl. 2 
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Siebentes Kapitel. 
(Der Picardsche Ideenkreis.) 

Nachdem Picard 1) schon 1879 mit Modulfunktionen bewiesen 
hatte, daB jede nicht konstante ganze Funktion hOchstens einen 
Wert ausHifit, und B 0 r e 12) 1896 bierfiir zuerst einen Beweis mit 
elementaren funktionentheoretischen Mitteln gegeben hatte, habe 
ich 8), von der B 0 reI schen Methode ausgehend, die unerwartete 
Tatsache hinzugefiigt: Jede ganze Funktion 

00 

(x) = ~ anxn 
n=O 

mit a1 =1= 0 nimmt einen der Werte a, b (wo b =1= a ist) in einem 
nm von a, b, a., at (nicht von a2 , aBl ••• ) abhangenden festen Kreis 
an; desgl. bereits jede solche in dies em Kreise konvergente Potenz
reihe. Dies beweise ich bier im § 25. 

S c hot t k y 4) hat, an mich ankniipfend, durch Weiterfiihrung 
der Borelschen Methode bewiesen: Jedes fiir Ixl -< R regulare 
und a,b auslassende (x) ist fiir lxl<~R (wo O-<~-<l ist) 
absolut unterhalb einer nur von ~,a, b, ao (nicht von ai, a2 , as, .•. ) 
abhangigen Schranke ,Q W, a, b, ao) gelegen; sein Beweis ergab so-

gar fiir laol -< OJ, lao - al > !, lao - bl > ~ eine nur von~, a, b, OJ 

abhangige Schranke. Ich 5) strich lao - a I > ~, lao - b I > ~. All 

dies beweise ich in § 25. 
In derselben Arbeit hat S c hot t k y 6) zuerst elementar den 

von Pic a r d 7) mit Modulfunktionen entdeckten Satz bewiesen: In 
jeder Umgebung eines isolierten wesentlich singularen Punktes 
nimmt eine dod eindeutig-regulare Funktion aIle Werte mit hoch
stens einer Ausnahme an. S c h 0 tt k y stiitzt sich auf die spezielle 
N atm seines ,Q (~, a, b, ao). Spater hat aber E. Lin del 0 f 8), wie ich 
in § 26 auseinandersetzen werde, einen kiirzeren elementaren Be
weis dieses "grofien Picardschen Satzes" angegeben, wobei er 

1) Picard 1, S.1024. 
2) Borel, S. 1045. 
3) Landa u 1, S. 1118. 
4) Schottky, S.1255. 
5) Bohr und Landau, S.309. 
6) S c hot t k y, S. 1258. 
7) Picard 2, S.745. 
8) Lin del 0 f, S. 135. 
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uberdies von jenem R (t, 0, 1, 0 0) nur Beschriinktheit etwa fUr 
lao -21-<t benutzt. 

Aber diese ganze Behandlung des Pic a rd schen Ideenkreises 
fuflt auf anderer Grundlage als in der ersten Auflage. Man ver
dankt Bloch l ) den Satz: 

Es sei (x) fur Ixl -< 1 reguHir, 1(,(0)1 > 1. Dann nimmt (x) 
in Ixl -< 1 aIle Werte eines gewissen Kreisinnern an, dessen Radius 
eine Weltkonstante ist. 

Val i ron 2) kurzte den Beweis S) sehr ab und ich 4) noch 
weiter 3). 1m Text wird der Leser den Satz alsbald mit dem 

Radius ;6 lernen. 

Aus diesem in § 24 bewiesenen B lo c h schen Satz folgt alles, 
wie ich in § 25 im AnschluB an B 1 0 c h zeigen werde. 

Achtes Kapitel. 
(Schlichte Funktionen.) 

Der § 27 ist dem K 0 e be schen 5) Verzerrungssatz gewidmet 
(der bei K 0 e b e ein wichtiges Hilfsmittel beim Beweise seiner 
nicht in den Rahmen dieses Buches gehorigen Uniformisierungs
theoreme geworden ist): Es gibt ein nur von r (wo 0 -< r -< 1 ist) 
abhangendes ,Q (1-), so daB fiir jede im Kreise Ixl -< R reguliire 
und schlichte Funktion (x), wenn xl' x2 zwei Punkte des Kreises 
Ixl -< r R sind, 

~ < I (' (XI) I < R 
R = I (,(x,) = 

ist. Es gibt namlich zwei positive 6), nur von r abhangige Funk
tionen PI (r), P, (r), so daB fur jedes in Ixl -< 1 regular-schlichte 
(x) mit (' (0) = 1 auf Ixl = 1-

PI (r) < If' (x) I < Pier) 

ist; woraus durch die Substitution (x) = R (' (0) F (~) die Be

hauptung ohne weiteres folgt. 

1) Bloch 1, S. 2051; 2, S.9. 
2) Valiron, S.728. 
3) Zugleich fiir einen noch scharferen B 1 0 c h schen Satz, den ich hier nicht 

brauche. Vgl. Landau 7, S.608. 
4) Landau 6, S.471. Beweis dort 3 Zeilen im Telegrammstil. 
5) Koebe 2, S.73. 
6) Uberhaupt sollen die mit P bezeichneten Zahlen bzw. Funktionen stets 

positiv sein. 
2* 
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Bei dieser Gelegenheit 1) ergab sich auch die Existenz zweier 
nur von r abhangiger Funktionen Pa (r), P4 (r), so daB, wenn li.ber
dies t(O) = 0, fiir Ixl = r 

Ps(r) < [t(x)l < P4(r) 

ist; die linke Halfte dieses Satzes war allerdings schon durch 
H urwi tz 2) bekannt; und hieraus folgt (vergl. z. B. § 27 der ersten 
Auflage) leicht die Existenz von P4 (r), PI (r), P 2 (r). 

Schon im Jahre des Erscheinens meiner ersten Auflage wurden 
die groBtmoglichen PI (r), Pa(r) und die kleinstmoglichen Pier), P4(r) 
durch B i e b e r b a c h 3) bestimmt. Ich halte mich daher diesmal 
nicht erst bei dem (natiirlich entsprechend leichteren) Nachweis 
der qualitativen Ungleichungen auf, sondern beweise alsbald (in 
§ 27 fiir It' (x) I, in § 28 fiir It(x)!) das quantitativ beste. Am 
unbequemsten ist dies bei Pa (r); hier kommt mir eine hiibsche 
Wendung von Lowner 4) zustatien. 1m iibrigen folge ich der 
Beweisanordnung von R. N e van lin n a 5). Die entscheidenden 
Zwischenstationen sind Satz 1 von Gron waIl 6), die Fa b ersche 7) 
Einfiihrung des Hilfssatzes 1, Satz 2 von B i e be r b a c h 8), Satz 3 
von Bieberbach 9) und Satz 6 von Faber10). 

Es werden sich als beste Schranken 

1-r l+r r r 
PI(r) =~1+r)3' P2(r) = (l-r?' Ps(r) = f1+rr P4(r) = (1-r)2 

ergeben. Alsbald sei begriindet, daB diese Schranken und (~~ ~ r 
als kleinstes ,Q (1') unverscharfbar sind. Die Funktion 

= 
k (x) = ~ n x" = (1 ~ -)2 

n=1 x 

ist mr Ixl < 1 schlicht; denn der Wert 0 wird nill' in x = 0 an
genommen, und aus 

Xl =1= x2 • 0 < IXII < 1, 0 < IX21 < 1 

1) Koebe 1, S.204. 
2) H u r wit z 2, S. 249. 
3) Bieberbach 1, S.946. 
4) Lowner, S.75. 
5) Nevanlinna, S.2. 
6) Gronwall, S. 75 und 138. 
7) Fa be r 4, S. 41. 
8) B i e b e r b a chi, S. 945. 
9) B i e be r b a c h 2, S. 296. 

10) Fa b e r 40, S. 39. 
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folgt 

Aus 
1+x, 1-r 

k'(x) = (1-x)S' k (-r) = (1+rt' 

r r 
k(-r) = - (1+r)9' k(r) = (1-r?' 

folgen die obigen Behauptungen. 

1+r 
k'(r) = (1- r)S , 

k'(r) _ (1 +r)4 
k'(-r) - 1-r 



Erstes Kapitel. 

fiber beschrankte Potenzreihen. 
§ 1. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fur die 
Beschranktheit. 

Satz 1. 
Es sei 

= 
f(x) = ~ anx" 

n=O 

fur Ixl <: 1 konvergent. 
Es 'toerde fur jedes x und jedes ganze n > 0 

n 
( ) _ ~ . 

Sn X - ."'-I a.x, 
v=o 

gesetzt. 
Damit fiir Ixl <: 1 

If(x)1 <: 1 

ist, ist notwendig und hinreichencl, claB fur jecles n uncl fur alle x 
cler Peripherie Ixl = 1 

ist. 
Beweis: 1) Es sei flIT Ixl = 1 und jedes n > 0 

Itn(x)1 <: 1. 

Dann gilt diese Ungleichung flIT Ix] <: 1 und jedes n > O. FlIT 
Ixl <: 1 ist 

lim sn(x) = f(x), 
n== 
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also 
lim tn (x) = ((x), 

n=oc 

1{(x)1 < 1. 
2) Fiir Ixl <: 1 ist 

-~-2 {(x) = ~ x"· ~ xn. ~ anx" = ~ x"· ~ sn(l)xn 

(1-x) n=O n=On=O n=O n=O 

oc 
= ~ (n + 1) tn (1) x". 

n=O 

Es sei nun filr Ixl <: 1 
I{(x)] < 1. 

Dann ist bei Integration iiber den Kreis Ixl = r, 0 <: r <: 1 III 

positivem Sinne 
1 f {(x) 

(n+1)t,,(1) = 2ni (l-x)2xn+1 dx; 

wenn nun zum Integranden die filr x = 0, also filr Ixl < r re
guliire Funktion 

{(x) (l-xn+1y_l 
(l-xY: xn+1 . 

addiert wird, ergibt sich 

1 f {(x)(1_xnH)2 
(n+1)t,,(1) = ~2' - (1 r n+1 dx n't -x-x 

= ~ flex) (1+x+ ... +xn)2dx 2n t xn+1 , 

(n+1)\t,,(1)] < 21n 1211: -;';+1 \1+x+ ..• +x"12rdIP (x=re'Pt) 
o 

= _~:-127& 11 + x + '" + xUI' clIP' 
2n~ , o 

diesel' Ausdruck ist nach einer schon zu Beginn del' Einleitung 
vorgekommenen bekannten Identitiit 

_ -.1_. 2n (P+ 12 r2 + ... + Pren) = -~ (1 +'r2 + ... +r2n). 2nrn r'll 

Aus 

folgt, da die linke Seite von r frei ist, 
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(n+1)lt,,(1)1 <,.lim! ;. (1+r2+ ... +r2") = n+ 1, 

ItR (1)1 < 1. 

Wenn dies bei beliebigem reellem qJ auf die gleichfalls fiir 
Ixl < 1 reguHire und absolut 1 nicht iibersteigende Funktion 

{(ecpi x) = f1 (x) 

angewendet wird, erhalt man 

I tn (eCPi) I < 1. 

Zusatz: Ich schreibe kurz ttl statt tn (1), 8n statt 8n (1). FUr 
die Menge aller {(x), die im Kreise Ixl < 1 regular und absolut 
< 1 sind: ist natiirlich nicht nur bei jedem n 

sondern 1 ist auch bei jedem einzelnen n die obere Grenze von 
Itnl fiir jene Menge. Denn die Funktion {(x) = 1 liefert bei 
jedem n 

Satz 2. 
Es sei fiir Ixl <: 1 

(Xl 

{(x) = ~ a"x" 
n=O 

konvergent ~md 
1{(x)1 < 1. 

Dann ist fur Ixl = 1, n:> 0 

Iso(x)1 + IS1 (x) I + ••. + ISn(x)1 < 12 + 1; 

sogar (was wegen lsi < ~ + 1~2 das vorige enthalt) 

Iso(xW+ IS1(x)12+ ... + ISn(x)12 < n+ 1. 

Vorbemerkung: In Verbindung mit Satz 1 ergibt sich also: 
Die drei Relationen 

n n 
~ I s. (x) I <: n + 1, 

v=O 
~ Is.(xW<n+1 

v=O 
fUr Ixl = 1, n:> 0 
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besagen genau dasselbe. In der Tat folgt aus der dritten die 
zweite, aus der zweiten die erste, aus der ersten nach Satz 1 

1(x)1 -< 1 fUr Ixl -< 1 

und hieraus nach Satz 2 die dritte. 

Bewels: Es geniigt, die Behauptung fur x = 1 zu beweisen 
(da sonst nur (ex) mit lei = 1 zu betrachten ist). 

Wird s" statt sn (1) geschrieben, so ist fiir Ixl -< 1 

(x)(1 +x+ ... +x") = so+ SIX + ... + s"x"+ C~~IX"+1 + C!:'';2Xn+2+ .... 

Fiir 0 -< (J -< 1 ist, x = (J e rp i gesetzt, 

18012+ ... + Is,,12 (J2n -< ISol2 + ... + IsS (J2n+ IC~112(J2(n+1)+ .,. 

1 rh = 2~ Jo 1(x)(l+x+ ... +xn)I'dIP 

1 r2n 
-< 2~ J" 11 + x + ... + xn l2 dIP = 1 + (J2 + ... + (J2n, 

o 
und (J - 1 gibt die Behauptung 

I So 12 + ... + I Sn 12 -< n + 1. 

Satz 3. 
Es sei (ur Ixl -< 1 

= 
(x) = ~ anxn 

n=O 
konvergent und 

If(x)l-< 1. 
Dann ist 

Is,,(x)I-<1 (ur Ixl-<t, n:>O. 

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir x = t zu zeigen. 
Dann ist, 

S = I :i: s~(1) fiir n:> 0, 
n '11=0 

o fiir n -< 0 1) 

gesetzt, fiir n:> 0 nach Satz 1 

1) Ubrigens ein fur allemal: Eine leere Summe bedeute 0, ein leeres 
Produkt 1. 
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I
S'll (!) I = I ~ a~ 1 = 1 ~ S" - 2 8"-;:1 + S"_21 

2 v=02 v=o 2 

1 
~ (S" 8"_1) + ~ S"_'I = ~ W- 2"-1 ~--w-v=o v=o 

1 
8" ~ S"_21 <: n + 1 ~ v -1 - 1 
-2"+ ~ -2" =~2n + ~ -2" - . 

v=1 I v=1 

§ 2. 

Die Lan d a u sche obere Grenze von I s" I. 
Hilfssatz (von Enestrom 1). 

Voraussetzung: n > 1, Co > c1 > ... > Cn > O. 
Behauptung: Alle Wurzeln des Polynoms 

K(x) = co+ c1 x+ ... + c"x" 

sind absolut > 1. 

Beweis: Es ist fUr aIle x 

(l-x)K(x) = CO -I (co - c1) x + (c1 - c.)x' + ... + (C"_I- c .. ) xn + cn xn+1!, 
l(l-x)K(x)1 > Co - !(co- c1) Ixl + ... + (C"_1 - cn) Ixl" + Cn Ixl"+! I, 

wo das Gleichheitszeichen nur dann eintreten kann, wenn x >0 
ist. Fur Ixl <: 1 exkl. x = 1 ist daher 

l(l-x)K(x)l>co-!(co-cl)+",+(cn_l-cn)+cn\ = 0, 

K(x) =F O. 

1m Punkte x = 1 ist aber gewiS 

K(x) = co+",+c,,>O. 

Satz (von Landau). 

Fur die Menge aller ((x), die im Kreise Ixl <: 1 regular und 
absolut <: 1 sind, hat bei (estem n die obere Grenze von I Sn I = 
lao + ... + an I den Wert 

1+(;)·+(~)·+ ... +(!·~~---=-(2n=-1»)2 = G". 2) 
'" 2.4 . 2.4 .. ,2n 

Mit anderen Worten: 8tets ist 

ISnl <: Gn, 

1) Enestrom, S.409. 
2) Go bedeutet 1. 
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und zu n:> 0, 8:> 0 gibt es ein f(x) der Menge, so daB 

Is"I:>G,.-8 
ist. 

Vorbemerkung: Was den zweiten Teil der Bebauptung (mit 8) 
betrifft, so wird ubrigens ein (fur aile 8 brauebbares) f(x) mit 

s" = Gn 

angegeben werden. 
Beweis: 1) Es sei f(x) fi:i.r I x 1-< 1 regular und 0 -< r -< 1. 

Dann ist bei Integration tiber den Kreis um 0 mit dem Radius r 
in positivem Sinne 

2~is = Jf(x)(~+~+ ... +_1_)dX 
n X xB x n+1 • 

= f :~:l (1+x+···+xn)dx = f :~:~ Q(x)dx, 

wo Q (x) irgend ein mit 1 + x + ... + xn beginnendes Polynom 

ist. 
Q(x) = 1 +x + '" + x"+ bn+i xn+1 + ... + bn+kxn+k 

Nun ist fiir Ixl -< 1 

(,,~o(-})(-xYr = (C1 - x)-ty = r~x = 1+x+x2 + ... , 

also, 

gesetzt, 
(Knex»B = 1+x+···+xn+b"HxnH+· .. +b2nx2" 

ein Polynom von der Gestalt Q (x) und daher 

2~isn = J :~~~ (Kn(x))2dx. 

Wenn nun 
If(x)l-<l 

flir Ixl -< 1 vorausgesetzt wird, liefert diese Identitiit weiter 

_ ~ ~ (-t)2 2. - ,,~ r , 
r v=o v 

also, da die linke Seite von r frei ist, 
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,s.1 <.~J~!Y '''.~o (H)(-i)~!-(- 2V2-1))' 
= ~ (1. 3 ... (2 v-I) )2 = G. 

v=o 2.4 ... 2v n 

2) Es sei n > 0 gegeben. Die Funktion 

K ( ) ~ (-t)( )V 1 1 1.3 2 1.3 ... (2n-1) n 
n X = ~ -x = +-2 x+-2 4 x + ... + 2 4 2 x v=o v . . .. , n 

verschwindet nach dem Enestromschen Satz fi:i.r Ixl < 1 nicht; 
daher ist 

x" K (l) 
fn(x) = n X 

K,,(x) 

1. 3 ... (2n -1) 1 "-1 n 

2.4 ... 2n +"'+2 X +x 
= -1- 1 ... -1. 3 ... (2n-l) ;, 

+-x+ .. ·+--x 2 2.4 ... 2n 

fi:i.r I x I <1 regular. Ferner ist fi:i.r x = efPi, fJJ:; 0 

Ifn (x) I = 1, 

also fi:i.r I x I < 1 

Die obige Identitat 

2nisn = f ~~:~ (K" (x)Y dx 

kann daher bei der Funktion f (x) = fn (x) alsbald auf den Ein
heitskreis bezogen werden und liefert 

Sn = Gn• 

Zusatz: Es ist filr das folgende ni:i.tzlich, Gn fi:i.r wachsendes 
n asymptotisch zu studieren. Bekanntlich (Wall i s sche Formel) 
ist bei n ->- 00 
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also 

( 1. 3 ... (2 n - 1))2 = IT 2 v - 1 2 v - 1: 1 
2.4 ... 2n v=l 2v 2v rv :n:n ' 

G" = 1+ ~ (1.3 ... (2v-l))2 = 1+~ ~ ~+o i ~ 
v=l 2.4 ... 2v :n: v=l v v=l v 

1 
rv-logn. 

x 

§ 3. 

Fej ars Satz, daB s" bei festern f(oo) nicht beschrankt 
zu sein braucht. 

Hilfssatz. 
Voraussetzung: Es sei m:> 0, bo:> 0, bl :> 0, ... , bm :> 0, 

n:>O, CO:>CI :>",:>c,,:>O. 
Behauptung: A.lle Partialsummen im Punkte x = 1 

Sk = go + gl + ... + gk 

der (nach dem Ene s t rom schen Sats fur I x I <1 konvergenten) Po
tensreihe 

b +··.+b xm 
R(x) = 0 .n = g +g x+"'+gkxk+ ... Co + ... + c" xn 0 I 

sind positiv. 
Bewels: Es ist in einem gewissen Kreise 

R~ m 1 
-1-x = (bo + ... + bmx ) Co - Hco - cl)x + ... + (cn~~-= cn) xn + c .. xn+t} 

(~1 = (bo + ... + bmx''') Co + 
(CO-CI)x + ... + cnx"+t + iiCO-CI)X+'''+C"X''+1!2 + ... ) 

~ ~ 
= SO+SI X+ ... + Sk~+ "', 

und hierin sind oft'enbar alle Sk:> 0. 

Satz. 
Es gibt eine rut· I x I < 1 regulare und absolut 1 nicht Uberstei

gende Funktion 
00 

{(x) = ~ an x", 
n=O 
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fur welche 

nicht beschriinkt ist. 
Vorbemerkung: Das spezielle ((x) wird sogar noch mehr 

leisten. Fiir jedes reelle qJ wird namlich bei wachsendem r 

lim ({refPi) = g(tp) 
r=l 

vorhanden sein (eo ipso ist Ig (qJ) I <: 1); der Limes wird sogar 
gleichm1i.Big fur alle jene qJ vorhanden sein. Mit anderen Worten 1) : 
Die Funktion {(x) lafit sich auf dem Rande so definieren, dafi {(x) 
fur I x I <: 1 stetig ist. 

Beweis: Wenn {n (x) die spezielle rationale Funktion aus § 2 
bezeichnet, setze ich 

((x) = ~ ~ f27aJX) = ~ f (x) + ~ f256 (x) + ~ f2,,(x) + .. " 
n" '11= 1 y' n2 2 n2 4 n2 9 

Da diese unendliche Reihe fiir I x I <: 1 wegen 

I !2V'(X) I <:~ 
y' = y' 

gleichm1i.Big konvergiert, stellt sie eine fur I x I <: 1 stetige, fiir 
Ixl <: 1 nach dem Weierstrafischen Doppelreihensatz regulare 
Funktion dar. Fiir Ixl <: 1 ist 

6 00 1 
If(x)1 <: -. ~ -. = 1. 

n '11= 1 y 

In der fUr Ixl <: 1 giiltigen Potenzreihenentwicklung 

1) Denn zunachst ist g (fP) als gleichmaBiger Limes eine stetige Funktion 

von fP. Ferner ist das am Rande durch g(fP) definierte rex) im Punkte x = efPoi 

stetig; denn zu gegebenem 8::> 0 gibt es ein E = E (8) ::> 0, so da13 fur 

fPo - E <: fP <: fPo + E 

8 
I g(fP) - g(fPo) 1<: 2 

ist; dann ein Q = Q (8), so daB 0 <: Q <: 1 und ffir Q <: r <: 1, f/'o - E <: fP <: CPo + E 

ist, also 
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00 

f(x) = ~ anxn 
n=O 

ist femer nach dem Wei e r s t r a 6 schen Doppelreihensatz an die 
Summe der Koeffizienten von xn in den einzelnen Teilreihen 

~~~.(x). Da bei dies en nach dem Hilfssatz aUe Partialsummen 
nv 
im Punkte x = 1 positiv sind und da in (n(x) die Summe der 
n + 1 ersten Koeffizienten G n ist, so sieht man, daB fiir v = 1, 2, 3, ... 

6 6 1 ._ 610g2 
82.,:> ~ G2•• rv -2 -2' -log (2 ) = 'Jil v nv nv n 

ist. Daher wacbst 82,- mit v tiber aUe Grenzen, und es ist, wie 
bebauptet, 

8n =l= 0(1). 

§ 4. 

Uber die Majorante einer beschrankten Funktion. 

Satz 1 (von Hardy). 

Voraussetzung: Es 8ei filr Ixl -< 1 

00 

fex) = ~ anxn, 
n=O 

If(x)1 < 1, 

und es werde fur 0 < 'I' -< 1 
00 

IDl(r) = ~ lanlrn 
n=O 

gesetzt. 

Bebauptung: Bei 'I' --+ 1 ist 

IDl ('I') = 0 ( 1 ). 
'11-'1' 

Beweis: Es konvergiert (vergl. den Beginn der Einleitung) 

Nach der Cauchyschen Ungleichung ist also ftir jedes m:> 0 
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m 00 

IDl(r) - ~ lanlr"+ l: lanlr" 
n=O n=m+l 

m I 00 00 

-< l: lanl +V l: \a,J2 • l: r2n 
n=O n=m+l n=m+l 

111 V 00 00 m V ~ I an 12 
-< l: lanl+ l: lan l2 • l: rn = l: la"I+- n=vm+ 1 , 

n=O n=m+ 1 n=O n=O 1- r 

lim V1=r IDl(r) -< l / ~ lanl" , 
r=l V n=m+l 

also, da die linke Seite von m frei ist, 

lim V1- r IDl (1') = 0. 
r=l 

Satz 2 (von Bohr 1)). 

Voraussetzung: Wie bei Satz 1. 

Behauptung: Es gibt eine positive absolute Konstante -It, so daR 
fiir alle jene ((x) 

ist. 

Ubrigens wird -It = ! und lwine groRere Zahl dies leisten. 

Vorbemerkung: Der Satz liefert speziell fur jede ganze trans
zendente Funktion bei allen r::> 0, wenn 

M(r) = Max. I((x)\ 
Ixl =r 

gesetzt wird, die U ngleichung 

00 

IDl(r) = l: lan lrn -<M(3r); 
n=O 

denn, wenn 
00 

((x) = ~ anx" 
n=O 

ganz und nicht identisch ° ist, wende man auf 

1) Die Existenz eines ,a. ist von B 0 h r, die genauere Konstantenbestimmung 

-} von den ebenda zitierten M. Riesz, 1. Schur, F. Wiener. 
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f(Srx) = ~ a,,3"rn XU = f (X) 
M(Sr) n= 0 M(Sr) 1 

den obigen Satz an: 

1:> ~ lanlSnr" (l)n = 1 = n ffiC(r) 
- n=O M(Sr) S M(3r) n~o /anlr = M(Sr)" 

Es ist sehr bemerkenswert, daB iiberhaupt eine absolute Kon
stante K mit 

ffiC(r) < M(Kr) 

existiert ; denn flIT jedes K:> 1 (andere kommen ohnehin nicht in 
Betracht) liefert die Cauchysche Koeffizientenabschatzung 

bloB 

I 1< M(Kr) 
a" = (Krt 

ffi'J( ) < ~ M(Kr) n _ M(K) ~ 1 
~J~ r = ~ (K)n r - r ~ Kn' 

n=O r n=O 

wo der Faktor von M(Kr) groBer als 1 ist; auch die scharfere 
Abschiitzung 

= 
~ /a,,12(Krt' < (M(Kr)2 

n=O 

fiihrt nicht zum Ziel, sondern ergibt nur 

<M(Kr)" / ~ K\'" V 12=0 

was zwar besser ist als das obige, aber doch stets einen Faktor 
:> 1 liefert. 

Beweis: 1) DerSpezialfall n = 1 des Satzes 1 aus § 1 besagt 

Itl(X)1 = ISO(X);Sl(X) I = 12ao~alxl<1 

fiIT Ixi = 1; also, wenn dies X so gewiihlt wird, daB ao und, alx 
auf demselben von 0 ausgehenden Halbstrahl liegen, 

21 ao 1 + I all < 1 
2 -, 

I all < 2 (1 - I ao I). 
Landau, Funklionentheorie. 2. Aufl. 3 
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2~i 

FUr jedes n > 1 ist, e n = '11 und X' = '!I gesetzt, 

{(x) + {(1jx) + ... + {(1jn-1 x) 00 1" + '111' + '11'/:11 + ... + '11(11-1)1' 
~-'--'-'--'-'--'----C.._---'-~'-----'- = ~ av ., ., XV 

n ~=O n 

= ao+ a"xn + asn xl" + ... = ao+a"Y+ a2n y2+ ... 

eine fiir Iyl < 1 regulare, ebenda absolut 1 nicht iibersteigende 
Funktion von y; folglich ist 

lanl < 2(1-luoD. 1) 
Daher ist 

9Jl (!) = laol + ~ la~1 < laol + ~ 2(1-:,laoD 
3 n=l 3 n=l 3 

1 = laol+2(1-laoD2 = 1. 

2) Die Funktion 
a-X 

{(x) = 1 ,0< a<1, -ax 

bildet den Einheitskreis auf sich ab, erfiillt also die Voraussetzung. 

Wegen der fiir Ixl <!, also gewiB fiir Ix] < 1 giiltigen Reihen-
IX 

entwicklung 

{(x) = (a - x) (1 + ax + a2 x 2 + ... ) = a - (1- ( 2)x_ (a_a 3) Xl_ ••• 

ist bei 0 < 3- < 1 
(1- ( 2).f) 

9Jl(3-) = a+(1-a')3-+(a-a8)3-2 + ... = a+ 1-a3-' 

Es ist daher 

fiir 

d. h. fur 

9Jl(3-) > 1 

(1- ( 2) 3-
a+ 1-a3- >1, 

1 
.f}>1+2a· 

Zu jedem .f} > ~ gibt es demnach ein a mit 0 < a < 1, so daB 

9Jl(.f}) > 1 
ist. 

1) Diese Betrachtung lehrt auch: Jede Relation zwischen ao und aI, die 
ffir die Menge unserer f(:z:) gilt, besteht auch zwischen ao und an. 
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§ 5. 

Satz von Fatou. 
Satz (von Lebesgue). 

VOl'aussetzung: Es sei ((x) (ur 0 <x< 1 reell, 

LI (x x') - ((x) - ((x') I 
' - x-x' t'" 0< <1 0< '<1 ur =x=, =x = , 
ILI(x, x')1 < 1 

x =/= x'. 

Bebauptung: ((x) ist (ur 0 < x < 1 bis auf eine NUllmenge 
d itferentiierbar. 

Vorbemerkung: Fiir p >- 0, a < (j lehrt die triviale Trans
formation 

((x) = __ -.E __ F(a + ((j - a) x) 
(j-a 

den entsprechenden W ortlaut fli.r das Intervall a < x <(j bei der 
Annahme ILII < p. 

Beweis: 1. Es sei 0 < Ii < 2. Man wahle lund die Xl' (l = l (Ii), 
Xv = X,,(Ii)) mit 

0, = Xu < x, < ... < Xl = 1, 

so daB, wenn der Punkt 

(xV) ((x,,)) = P" 

gesetzt wird und AB die Lange der Strecke von A nach B be
zeichnet, 

1-1 

~ P"PV+1 
v=o 

hochstens urn c' unter der oberen Grenze aller solchen Summen 
bei allen Wahlen von Zwischenpunkten liegt. Dann ist bei jeder 
Einschiebung weiterer (endlich vieler) Teilpunkte der mogliche Zu
wachs der Summe < Ii\ 

Wir betrachten irgend ein festes Intervall 

I = Iv = (x" ... XV+I ). 

Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von I gibt es entweder 
kein Paar x, x' mit 

cp(x, x') = ILI(x, x') - LI(x", Xv+l) I >- c 

oder ein solches mit maximalem Ix - xii. Denn gibt es eines und 
ist g die obere Grenze von Ix - xii flIT aIle solchen, so wahle man 
xCAl, x,a,l(l = 1,2, ... ) mit 

X CAl ~ ~, X'CAl ~ ~', I X(Al - X'CAI I ~ g, cp (x(A) , x' CAl) > Ii ; 
3* 
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dann ist 
I~-~'I=g; 

~ und ~' gehOren zum gegebenen Teilintervall, und wegen der Stetig
keit von L1 (x, x') fii.r x = ~, x' = ~' ist 

rp(~, n > c. 

Wir machen nun folgende Konstruktion, die entweder gar 
nicht erst anfangt (wenn namlich rp > c nicht vorkommt) oder nach 
endlich vielen Schritten abbricht oder ad info fortsetzbar ist. Hier
bei sei bei jedem Intervall J sein Inneres mit (J), seine Lange mit 
J bezeichnet. 

~,,~~ sei ein Paar auf 1 mit rp > c und maximalem 1~1 - ~:I; 

KI das von ~l' ~: begrenzte Intervall. 
1- (KI) besteht, abgesehen von 10sen Punkten, aus hochstens 

zwei abgeschlossenen Intervallen. Mit jedem. diesel' Intervalle ver
fahren wir (bei del' alten Bedeutung von rp) ebenso wie vorhin mit 
I und wahlen von den etwaigen darauf liegenden ein bis zwei 
Punktepaaren eines mit groBtem Abstand. Dann haben wir also 
ein Paar ~21 ~~ mit rp > c auf einem der Intervalle von 1- (KI ), so 
daB es auf keinem diesel' Intt)rvalle zwei von einander entferntere 
Punkte mit rp > c gibt. K2 sei das von ~2' ~~ begrenzte Intervall. 

Allgemein: Hat manKll ... ,Km_l und enthalt I -(KI)-···-(Km_J 
noch ein Restintervall, so wahle man auf jedem der endlich vielen 
Restintervalle, auf denen es ein Punktepaar mit rp > c gibt, eines 
mit moglichst gl'oBem Abstand; und aus ihnen eines, wo diesel' 
Abstand am gl'oBten ist. Es heiBe ~"" ~;n' und Km sei das von dies en 
Punkten begrenzte Intervall. 

Gibt es unendlich viele K m , so ist ofI'enbal' (da keine zwei K", 
innere Punkte gemeinsam haben) 

00 

~ Kill 
m=l 

konvergent, also 

lim Km = O. 
m=oo 

J edenfalls haben die Intel'valle Km folgende zwei Eigen
schaften: 

1) Bei festem mr liege x auf I, x' auf 1; es sei x =[= x' und x 
zu keinem del' Intervalle Xl' ... , Km gehorig, x' zu keinem del' 
Inneren (KI ), ••• , (Km) gehol'ig; (.x ..• x') enthalte eines der Intel'
valle K I , ••• , Km. Dann ist 

(p <:::: c. 
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Dies ist nach Konstruktion kIar: Ware rp > E, so ware das 
fruheste in (x ... x') enthaltene Intervall Kn zu klein gewahlt. 

2) Es liege x auf 1, x' auf 1; es sei x =1= x'. x gehore zu keinem 
K m, x' zu keinem (Km). Dann ist 

rp< E. 

Denn enthalt (x ... x') ein K m , so folgt es aus 1). Anderen
falls gehOren x und x' fiir jedes m einem der zu 1-(~) - ... - (Km) 
gehOrigen RestintervaJIe an. 1m FaIle endlich vieler Km (m = 1, ... , M) 
wurde, wenn rp > E ware, das Verfahren nicht bei m = M abbrechen; 
im FaIle unendlich vieler Km wahle man m mit KmH < Ix-x'l, und 
KmH ware falsch konstruiert. 

2. Es entstand fur jedes v = 0, ... , l-l eine leere oder end
liche oder konvergente Reihe 

Ich behaupte 
l-l 
~ ~K:)<8E2. 

v=Om 

Es genugt, fiir jede endliche Teilsumme 
l-l 

E = ~ ~' K~)<8E2 
v=Om 

zu zmgen. 
In der Tat ist fur jedes feste v, wenn die Endpunkte der etwa 

auf 1~ gelegenen, zu unserem endlichen Vorrat gehorigen K~) inter
poliert werden und die Abszissen Ul mit 

die Ordinaten 

entstehen, 
(Ul' Vi.) = Q}. fur O<l<h, 

LI(u)., U).H) = t). fur O<l<h, 

LI(x~, x,,+!) = t 
gesetzt wird (man beachte Itl l<l, !tl<l und fiir diejenigen l, 
bei denen (u}. .•• U1H ) eines der ausgewahlten K~) ist, It). - tl > E), 

p P = Q Q =h "" 1 Ul +1 - UJ. + t (Vl+l - Va) 

"~H 0" a ~ 0 y1 + tB 

h-l__ l+tt). 
= a ~ 0 QJ. QJ.+I y1 + tB y1 + t~ 
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h - 1 __ ( 1 (1 + t t;./ ) 
<:: 1 ~o Q). Q;'+1 2'+ 2(1 + t2)(1 + tD 

h-l __ ( (t;.-iY) 
= 1~0 Q.QJ.+1 1- 2(1+t2)(1+tD 

h-l __ 1 h-l h-l __ 8 2 _ 

<:: ~ Q). QJ.+1 - -8 ~ (tt}.+! - u}.) (tl - ty <:: ~ Qi. Q;'+I - -8 ~' K<;'). 
1=0 1=0 1=0 m 

Wird dies fiir alle v gemacht, so iibertrifft das neue "Sehnen-
2 

polygon" das alte urn mindestens ~ E; diese Zahl ist also <:: 84• 

3. J edes Intervall XC:,) werde von seiner Mitte aus auf das 

~ fache zu L~~) gestreckt. Dann ist 
8 

l-l 
~ ~ L:~) <:: 1615. 

v=O m 

Die Punkte x,., 0 <:: v <:: l, seien mit abgeschlossenen Intervallen 
del' GesamtHinge 8 bedeckt. Dann haben diese und die L<;;; zu
sammen eine Lange <:: 17 c. 

Es sei 0 <:: x <:: 1, und x gehore zu keinem all diesel' Inter
valle. Es sei x' Punkt des Iv, zu dem x gehol't, und x' =1= x. 

I) Gehori x' zu keinem (K';;:/), so ist nach 2) 

!.d(x, x') - .d(xv' XH1 ) I <:: 8. 

II) Gehort x' zu (K~)), so sei x" das von x entferntere Ende 
von K~). Dann ist 

.d(x, x')(X-X') = .d(x, x")(x-x")+.d(x", x')(X"-X'), 

I 
I "1 ILl (x, x') - L1(x, x") I = (LI(x, X') - .d(x", X'») ~~, I x-x 

Ix' - x"l K(V) 
<::2···----<::2--~ = 215. 
= Ix-x"l l·L(V) 

2 on 

Nach 1) ist 
l.d (x, x") -.d (xv, xv+!) 1<:: 8, 

also 
ILl (x, x') -.d (xv, Xv+1)1 <:: 3 c. 

4. N ach 3 ist fiir jedes genannte x und alle x' ~ x in hin
l'eichender Nahe von x 

!LI(x, x') - LI (xv, xH,)1 <:: 315, 
also, wenn 
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(I(X) = lim {(x + h) - {(x) 
h=O h 

('(x) = lim (Cx + h) - ((x) 
-- h= 0 h 

gesetzt wird, 
rex) - j'(x) <: 68. 

Daher sind die etwaigen x mit 

o <: x <: 1, (' (x) - [' (x) >- 68 

durch abzahlbar viele Intervalle der Gesamtlange < 178 zugedeckt. 

Wird dies auf 8, ~, :' • •• angewendet, so sind die etwaigen x auf 

0<: x <: 1, fUr die {'(x) nicht existiert, durch abzahlbar viele Inter-

valle der Gesamtlange <: 17 (8 + ~ + ... ) = 348 zugedeckt. Dies 

gilt fUr jedes 8 mit 0 <: 8 <: 2. J ene x bilden also eine N ullmenge. 

Hilfssatz l. 
Fur 0 <: Q <: r und ganzes n >- 0 ist 

_ ~ r r - Q encpi _ sm rp __ d = n "-1 • n+1 ( 2 2) f 7t . 

n (r2 - 2 r Q cos rp + Q2? rp Q. 
-7t 

Vorbemerkung: 1st 
00 

g (x) ~ bnx" 
n=l 

fiir Ixl = r gleichmaBig konvergent, so ist also 

ir (r2 - (12) f7t i sin rp 
- g (r eCP ) --- - d rp 

11: (r2 - 21'Q cos rp + Q2Y 
-7t 

'(22)00 7t • 

= - ~r r n- Q n~lbnrn[7tencpi (r2=-lrr~~0~cP+~~2 drp 

00 

= ~ nbnQn-1 = g' (Q). 
n=l 

Beweis: 1 + 2 ~ ( ~ r cos m rp = 
m= 1 1/ 

m 
1 + (I erpi 

-r 

1- R. ecpi 

" 
= m (r + QeCP~)(r __ "e-CP~) = r2 _ Q' 

(,. _ QeCP~)(r _ Q e -cp~) r2-.=-2'r Q cosrp + (12 • 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz der durch gliedweise Diffe
rentiation nach rp entstehenden Reihe ist 
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00 (~)m. »2 -2rpsin'P 
- 2 ~ m - sm m'P = (r - ~ ) (» 2 ? . m = 1 r r - r ~ cos 'P + p 

Durch Multiplikation mit encpi und gliedweise Integration er
gibt sich 

Hilfssatz 2. 
Fur 0<~<1 ist 

f n 'P sin'P d = 2n «~) 
-n (1-2~cos'P+(J2? 'P (1+~)2(1-(J) 1-~· 

B • (1 2) 'P sm 'P f n . 

ewelS: (J - (J (1 2 2)2 d 'P 
-n - ~ cos 'P + ~ 

= fn ~ m(J"''P sin m'Pd<p = ~ m(Jmfn <p sin m<pd'P 
_n1n=1 m=l_n 

00 2n(J = -2n ~ (_(J)m = 1+ 0 • 

m= 1 '" 

Satz. 
Voraussetzung: Es sei f(x) fur Ixl < 1 reguliir. 

Es existiere II Max. If(x)ldR (was z. B. stets der Fall ist, 
o /x/<R 

wenn f(x) fiir Ixl < 1 beschrankt oder auch nur, gleichmafiig in x, 

O«(l-lxltJJ) mit 0 <p< 1 bei Ixl-1 ist) oder auch nur I 1t{Recpt)dR 
o 

gleichmiiRig in <p. 
Es sei - n < a < P < ']I; und f(x) im Sektor (fur IX = - n, p = n 

ist dies das volle Kreisinnere) x = r e cp i, 0 < r < 1, ex -< 'P -< P 
beschriinkt. 

Behauptun g : lim f ((J e cp t) existiert fur alle 'P auf a < 'P < {j bis 
(1=1 

auf hOchstens eine Nullrnenge. 
Beweis: Wird fur Ixl < 1 

00 

f(x) = ~ an x"', 
n=O 
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gesetzt, so ist ffir 0 -< ~ -< r -< 1 nach der V orbemerkung zu Hilfs
satz 1 

f( ) ir(r2 - (>2) In ( cpt! sin qJ d 
~ = - " -n g re ) (r2-2r~cosrp+~? qJ. 

Wegen " 

g{recpt) = ecpi i"f(Recpt)dR 
o 

existiert nach V oraussetzung ffir -" -< qJ -< " 

lim 9 (re91 t) = G(cp) 
1'=1 

gleichmaBig in qJ, ist also stetig, und fiir 0 -< Q -< 1 ist daher 

f( ) = - i (1 - ~2) In G ( ) sin qJ d 1) 
~ "-n qJ (1- 2(> cos qJ + ,l)! rp, 

Fiir 0 -< r -< 1, a -< qJ -< P ist nach V oraussetzung 

If(re91 i) I -< P. 

G(qJ) hat daher fiir a -< qJ -< P beschrankten Differenzenquotienten; 
denn fiir a -< qJl -< qJa -< p, 0 -< r -< 1 ist 

Ig (re91a t) - 9 (re911 t) I = r I ~~a f{re91t) e91 i d qJ I -< P(qJ2 - qJl)' 

al f ,· -< -<R so ur a = qJl -< qJ2 = P 

I G(qJa) - G(qJl)1 = lim Ig{recpsi) - 9 (r e911i) I -< P(qJ2 - qJJ 
r=l 

N ach dem (auf ~ G (qJ) und ~ G (qJ) anzuwendenden) L e be s g u e
schen Satz existiert also G' (qJ) ffir a -< qJ -< P bis auf eine Null
menge, und es geniigt, ffir jedes qJo, fiir das G' (qJo) existiert, die 

Existenz von lim f(Qe91oi) zu zeigen. Ohne Beschrankung der All-
(1=1 

gemeinheit sei qJo = 0 (sonst betrachte man f(ecpoi y)). 
Dann ist ffir -" -< qJ -< 1t 

G (qJ) - G (0) - G' (0) qJ = qJ h (qJ) , 

wo h (0) = 0 und h (qJ) stetig ist. 

00 
1) 1m Spezialfall, daB (x) fur Ixl -< 1 beschrankt ist, ist ~ lanls, also 

n=O 

~ E~ konvergent und somit die obige Gleichung nach der Vorbemerkung 
n=O n+1 
zu Hilfssatz 1 mit r = 1 sofort klar. 
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Nach Hilfssatz 2 und der obigen Darstellung von f(Q) ist fi:i.r 
O<Q<l 

f() 2i G' (0) 
(J + 1+(J 

__ i(l- (J2) f'lt G( ) _ sin ffJ ___ cl 
- n; -'It cP (1-2Qcoscp+Q2)2 cP 

i(l- (2) f'lt G(O) sin cP cl 
+ n; -'It (1-2(Jcoscp+1;'2y cP 

i(l- (J2) fn G' (0) sin cp cl 
+ -%- cp (1 - 2 (J cos cP + Q? cP 

-'It 

= _ i(l +~L (1 _ ) f'lt h ( ) cP sin cp cl 
n; Q -'It cp (1 - 2 (J cos cP + 1;'2)2 cP, 

und es geniigt, bei Q ->- 1 

f 'lt cp sin cP 
(1 - n) h (m) - cl m -~ 0 

.. T (1 - 2 (J cos cP + (2)2 T 
-'It 

zu zeigen. Bei jedem emit 0 < c < n; ist fiir - n; < cp < - c und 
fUr c < cp < n; 

1 - 21? cos cP + 1;'2 :> 1 - 21? cos c + (J2 = (Q - cos 8 y + sin2 c :> sin2 8, 

also der Integrand filr 0 < Q < 1 als Funktion von Q, cp beschrankt. 
Daher ist 

~- [If'lt cp sin cP I 
(llim/1- Q) I _}(cp) (1~-=-1rQcos cp-+Qi)" clcp, 

_ -. IfE <p sin cp II 

- hm (1-1;')1 h(cp)-(l 2 2)2 clcp 
(I = 1 -E - Q cos cp + I;' I 

~--- fli cP sin cP 1 
< Max. I h(cp)1 hm (1-1?) (1- 2Q cos cP + Q7 (i cp 

ICP<E (1=1 -E 

< Max. I h (<<p) I lim (1 - I?) f'lt (1 ') cp sin cp 2)2 cl cp 
I cP I <:: E (I = 1 -'It - '" (J cos cp + I? 

< 2n; Max. Ih(cp)1 
Icpl<E 

nach Hilfssatz 2, und c ->- 0 gibt die Behauptung. 
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Zweites Kapitel. 

Summabilitat hoherer Ordnung. 
§ 6. 

Der Knopp-Schneesche Satz. 

Hilfssatz 1. 
Voraussetzung: Es sei Xu X 2 , ••• , Xnl ... eine Folge komplexer 

GraBen, q:> 0 ganz ~~nd bei n __ 00 

X +···+X Xn + q __ 1 ____ n -~ O. 
n 

Behauptung: Xn -- O. 
Beweis: Wenn zur A bkurzung 

Yn = q(xt+···+xn)+nxn = q(x1 +···+xn_.)+(n+q)xn 
gesetzt wird, ist identisch 1) 

n n 
~ y,,(v+1) •.. (v+q-1) = (n+1)(n+2) ... (n+q) ~ Xv' 

v=1 v=1 

Denn diese Identita:t ist fur n = 1 wahr: 

Yl.2 ... q = 2.3 ... (q + 1) Xl) 

und aus der Richtigkeit fUr n - 1 folgt sie fiir n, da der Zuwachs 
der linken Seite bei diesem Ubergang 

n-l 
=Yn(n+1) ... (n+q-1) = q(n+1) ... (n+q-1) ~ xv+(n+1) ... (n+q)xm 

v=1 
der rechts 

n n-l 
= (n+ 1) ... (n+q) ~ x,,- n ... (n+q-1) ~ x. 

v=1 v=1 
n-l 

= (n+ 1) ... (n+ q-1)«(n + q) -n) ~ x.+ (n+ 1) ... (n+q) Xn 
'v= 1 

ist. 

1) Fur q = 1 bedeutet (v + 1) •.. (v + q-l) als leeres Produkt die Zahl 1. 
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Wegen der Voraussetzung Yn = o(n) ist 

Yv(v+ 1) ... (v+q-1) = o (vq), 

n n 
~ Yv(v+1) ... (v+q-l) = 0 ~ vq = o (n gH), 

v=l v=l 

also nach der obigen Identitiit 

~ Xv = ( 1) 1 ( ) o(nQH) = o (n), 
11 =1 n+ ... n+q 

n 
nXn=Y,,-q ~ Xv = o(n)+o(n) = o (n), 

v=l 

Xn = 0(1). 

Hilfssatz 2. 
V oraussetzung: k >- 1 sei ganz und 

1 k - 1 X, + ... + Xn 
1 X" + --k- -+ 1'. 

IC n 

Bebauptung: Xn -+ 1'. 

Vorbemerkung: Fur k = 1 ist dies auch wahr, aber trivial. 

Beweis: Xn - r = z" genugt nach V oraussetzung der Bedingung 

1 k-l (Zl+"'+Zn ) 
k (zn+1') + k- n + l' -+1', 

1 lc-l Z +···+z 
kZn+-k- -~-n--"--+O, 

Zn + (k - 1) z, + ... + Z" -+ 0. 
n 

N ach Hilfssatz 1 ist daher 

Z" -+ 0, 

X" -+ 1'. 

Definition. 
Es sei ao, au ... , an, .. , eine Folge komplexer Zahlen, und es 

werde gesetzt: 
sr:) = ao + ... + an, 
s~ = s~O) + ... + Sr:l , 

S;; = S~ + .. : + S~, 
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Man sagt: die Reihe 
ao + a, + ... + an + ... 

sei summabel kter Ordnung im Gesclroschenl) Sinne, oder: der kte 
Gesctrosche Limes der Folge sn = ao + ... + an = 8;) sei vorhanden 
und = s, wenn bei n _ 00 

ist. 
Damit ist natiirlich, wenn 

kin' C(k) = __ . _. _ S(k) 

n (n+7c)! n 

gesetzt wird, 

gleichbedeutend. 
1st dies bei einem 7c:> 0 del' Fall, so ist, wie leicht zu sehen, 

der (7c + 1) te C e s it r 0 sche Limes (also auch aile folgenden) vor
handen und = S; denn aus 

k 

S (k) 12 ( k) 
n = skr+o n 

folgt 

1st ferner bei einem 7c:> 0 der k te C e s a r 0 sche Limes vor
handen, so folgt daraus sukzessive 

S:;) = 0 (12k), 
S~:-1) = S~) - S~~, _ 0 (12k) + 0 (12k) = 0 (nk), 

bis zu 

so daB 

S~~) = 0 (nk) , 
an = o (12k), 

((x) 

1) Cesaro, S.119. 

00 
_ ~ a Xn 

n=O n 
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flir Ixl -< 1 konvergiert und ebenda 
00 00 

(x) = (l-x) ~ S~)xn = (l-x? ~ S~x" = ... 
n=O n=O 

00 
= (1- X)k+l ~ S~) x" 

n=O 
ist. 

Aus dieser Identitiit 
00 

(l-xtk-l(X) = ~ S~)x" 
n=O 

ist alsdann leicht bei gegen 1 wachsendem x 

(x) ~s 

zu folgern. Denn nach V oraussetzung ist 

nach Annahme eines 8 > 0 ist also fi:ir n > no (8) 

folglich, wenn 0 -< x -< 1 ist, 

I ~ S~)x"-s ~ (n)xnl 
lim n="O n=O k -< 8. 

00 - , 
X= 1 ~ (n)xn 

n=O k 

da die linke Seite von 8 frei ist, ist bei x ~ 1 

00 00 (n) ~ S/:)xn-s ~ x" 
n=O n=Ok 0 

--~ . 
~ (n) n ' 

n=O k x 
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wegen 

00 (n) fJf' 00 :d' dk 00 ~ k xn = -kl ~ n(n-l) ... (n-k+l)xn-k = -kl d-k ~ xn 
n=O . n=k . ;J; n=O 

tif dk ( 1 ) fJf' 
= kT dxk i-x = (l_x)k+1 

ist daher 

(1- X)-I<-1 ((x) - sfJf'(l-x)-k-l 
fJf' (1- xtk- 1 -+ 0, 

x-k (Cx) - s -+ 0, 

(Cx) -+S. 

Definition. 
Es sei ao, all ... , an, '" eine Folge komplexer Zahlen, und es 

werde gesetzt: 

Man sagt: die Reihe 

h~) = ao + ... + an, 

h" -n -

h~O)+ ... +h~) 
n+l 

h~+ ···+h~ 
n+l 

ao + a1 + ... + an + ... 
sei summabel kter Ordnung im Holderschen 1) Sinne, odet': der kte 
H (j 1 d e r sche Limes der Folge Sn = ao + ... + an = h!~) sei vorhanden 
1/,nd = s, wenn bei n -+ 00 

ist. 
1st dies bei einem k der Fall, so folgt fiir die arithmetischen 

Mittel ohne weiteres 

1) HoI d e r, S. 536, 

h!~+J) -+ s, 
h~+2) -+ S, 
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Ferner folgt aus h~) -+ s sukzessive 

h~) = 0(1), 
h~-l) = (n+ 1) h~) - nh~k~l = O(n) + O(n) = O(n), 
h<;:2) = (n+1) h::-l ) - nh~l) = o (nS) + o (n') = o (n2), 

bis zu 

h~) = O(nk), 

an = h~) - h~~l = 0 (nk), 

also die Konvergenz von 
00 

((x) = ~ anx" 
n=O 

fUr Ixl <: 1. 
Hoi d e r 1) hatte aus 

h~) -+ s 
auf 

{(x) -+ s 

geschlossen; die Reproduktion dieses Beweises eriibrigt sich hier 
schon aus dem Grunde, weil dieser Satz enthalten ist in dem 

Knopp-Schneeschen Satz: 
Wenn fur ein bestimmtes k 

c~) -+ s 

ist, so ist 

und umgekehrt. 
Beweis: Wenn eine Zahlenfolge 

gegeben ist, so bezeichne M (xn) die Folge der arithmetischen Mittel 

XO+XI + ... +xn 
n+1 ' .... 

Falls a und b Konstanten bezeichnen, hat demnach aM (x,,) + b x .. 
die Bedeutung der Folge 

b Xo + Xl b Xo + ... + Xn b 
a xo + xo , a 2 + Xl' ••• , a n + 1 + X n ,··· 

1) Holder, S.536. 
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Diese Operaiion Yn = aM.(xn) + bxn, welche der Folge ex) die 
Folge (y) durch die linearen Gleichungen 

Yn = n: 1 xo+'" + n:l Xn- 1 + (n:l +b)Xn 

zuordnei, gehol'i zu dem allgemeinel'en Typus 

Yo Coo X O , 

Yl CIO Xo + ell Xl , 

Die Zusammenseizung zweiel' solchel' Operaiionen gibi wieder eine 
solche; denn wenn bei drei Variabelnreihen (x), (y), (z) ersi (y) nach 
einem solchen Schema aus (x) und dann (z) aus (y) entsiehi, so ist 
Zn eine homogene lineare Funkiion von X O , "', x". Ferner gilt fiir 
solche Opera iionen offenbar das assoziaiive Gesetz. Soweii ohne 
Einschr1inkung iiber die c,,).. Fiir zwei unserer Opel'ationen 

aM(xnJ+bxn , a'M(xn)+b'xn 

gilt abel' auch das kommuiaiive Gesetz, da 

a' M(aM(xn) +hx,,) + h' (a M(x,,) + bxn } 

= a' a MM(x,,) + (a'b +b'a) M(xn) + b'bxn, 
a M(a'M(xn) + b'xn)+b (a' 1YI(xn) + b' xn) 

= aa'MM(xn) + (ab' +ba')M(xn) + bb'xn , 

also gleich dem vorigen ist. 
Speziell werde bei ganzem k >- 0 

k-l 1 
T~ (x,,) = ------,:-- M (x,,) + k x" 

geseizt; dann ist M mit jedem Tk vel'tauschbal', desgleichen Je 
zwei 1~" T't,;. 

Aus x" -.. s folgi offenbal' 

k-l 1 
Tk(X")-)o-k~s+ k s = s; 

und aus Tk (xn) -)0- s folgt nach Hilfssatz 2 umgekehri xn -)0- s. 
Das folgende beruhi auf der zun1ichsi zu vel'ifiziel'enden Iden

iii1ii (in der ao, ai' ... beliebig sind) 

(k >- 1), 

Landau, Funktionentheorie. 2. Auf!. 
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k - 1 elk) + ... + eI") 1 
o " +_e(k) 

k n+l k n' 

Diese Identitat sieht man so ein. Es ist (wobei 81}:/ und e~~ Null 
bedeuten) 

Sc;:) = 8~~I + S~-J), 
(n+ k)! elk) _ n(n+ k-l)! elk) + (n+ le-1)! e(k-II 

nIle! n - nIle! n-I n!(k-l)! n , 

7ce~-l) = (n + le) c~) - n e!.1 = (k -1) e~) + «n + 1) e~") - n e~~l)' 
m m 

k ~ e~-I) = (k -1) ~ e~) + (m + 1) e~>, 
n=O n=O 

d. i. obige Identitiit. Sie moge kurz 

geschrieben werden. 
Nun ist 

kurz 

also 

M (elk-I» = T" ( ctk» 

h' = .. 
8~) = er:>, 
8' 

n - c' n+1 - n, 

h' = e', 

h" = M(h') = M(e') = T:(e"), 
h'" = JJl(h") = MT2(e") = T2M(e") = T2Ta(e"'), 

Mk) = M(hrJ..-I» = MT2 Ta •.. Tk_ I (e(k-ll) = T2 Ts. ,. Tk-IM(crJ..-ll) 
- :I2 Ts ... TH Tk (e(k». 

W enn also 1) fiir ein k >- 2 bei n -+ 00 

vorausgesetzt wird, so ergibt sich sukzessive 

T" (e(k» -+ s, 
T k-l T" (e(k» -+ s, 

(Satz von Schnee). 

1) Fur k = 0 und k = 1 sind die Behauptungen trivial. 
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Wenn umgekehrt bei n - 00 

h~l~S 

vorausgesetzt wird, so ergibt sieh sukzessive naeh der oben er
wahnten Folgerung aus Hilfssatz 2 (ffir die T-Operation) 

Ts T4 ••• Tk (CrJ<l) ~ S, 
T, ... Tk(CCkl)_S, 

(Satz von Knopp). 

§ 7. 

Beispiel einer nicht summabeln Reihe mit vorhandenem 
limj(x). 

leh betrachte die fUr I x I < 1 konvergente Potenzreihe 

1 
-- 00 

(x) = e 1 +x = ~ anx". 
n=O 

1 

Bei Annaherung von links existiert lim (x) = e-2 • Ware 
x=l 

ao+a, +a,+··· 
von k ter Ordnung summabel, so ware 

an = o (nk) , 

also fiir n >- 0 mit von n freiem P 

also ffir 0 < r < 1 
1 

e1- r = (-r) < ~ la,.lrn<p ~ (n+k)rn = P(l-rt(k+n, 
n=O n=O k 

was fiir nahe an 1 gelegene r nicht richtig ist. 

4* 
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Drittes KapiteL 

Umkehrungen des Abelschen Stetigkeits
satzes. 

§ 8. 

Der Taubersche Satz. 

V oraussetzung: Es sei 

also 
00 

f(x) = ~ an xn 
n=O 

fiir Ixl -< 1 konvergent. Ferner sei fur x -'>- 1 bei Annaherung von 
links 

Behauptung: 

Beweis: Wenn 

f(x) -+ O. 
00 

2: an = 0. 
n=O 

In 

8 m = ~ an 
n=O 

gesetzt wird, ist fUr m >- 0, ° -< x -< 1 

'II! 00 

s'" - f (x) = ~ an (1 - xn) - ~ an xn, 

n=l n=rn+l 

also, wegen 1- xn = (1- x) (1 + x + ... + xn - 1) -< (1 - x) n, 

1n 00 

Is",-f(x)I-«l-x) 2: nlanl+ ~ la"lx". 
n=l n=rn+l 
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Falls Em die obere Grenze von n la,,1 fiir n >- m bezeichnet, 
ist nach V oraussetzung Em - O. Die letzte Summe wird so ab
geschatzt: 

00 
<~ ~ x" = Em 
- m n=O m(l-x) . 

Andererseits folgt aus n I an I - 0 fur das arithmetische Mittel 

1 m 
- ~ n la"l- 0 bei m - 00. 
m n =l 

Wird also x = 1 - ~ gesetzt, so folgt bei m - 00 m 

woraus wegen 

r(l- ~)-+O m 
die Behauptung 

8",-0 
folgt. 

Zusatz: Scheinbar ist die Annahme r (x) - 0 nicht voll aus-

genutzt worden; aber in Wahrheit folgt sie aus r (1 - !) - 0 

nebst na" - 0; denn wegen 

Inanl < c, 

If' (x) I = ~ na"x"-l < c ~ X"-l = -~ I 00 I 00 c 
n=l n=l 1-x 

(0 <x< 1) 

·t foo 1 1 1 1 IS ur --<x< ---
m m+l 

(1 1) c 
=c(m+l) m - m+1 = m' 

was von x frei ist und fur m - 00 gegen 0 strebt. 
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§ 9. 

Ausdehnung auf schrage und krummlinige Anniherung. 

Verallgemeinerung von Lan d a u 1). 

Voraussetzung: Es sei 

Ferner sei 
f(x) --. 0 

fur x --. 1 bei Anniiherung aus dem lnnern 
des Einheitskreises auf irgend einem Strahl 
oder auch bloB fur irgend eine Punktfolge 
Xm(m = 1,2, ... ), fur die (rm>O, CPm~O) 

IXml <: 1, Xm = l-rm eCPm i --.l 

ist, die einem Winkelraum 

cos rpm > 8>0 

angehlJrt und bei welcher 

aUe hinreichend groBen gan~zahligen 

Werte annimmt. 

00 

Bebauptung: ~ an = O. 
n=O 

Beweis: Fur aIle urn weniger als 8 von 1 entfernten Punkte 
des Kreises Ixi <: 1, die auBerdem (r >- 0, rp~ 0) dem Winkelraum 

x = 1- r e cP i, cos rp > 8 > 0 angehoren, ist 

II-xl 
l-Ixl <: c = c(8),. 

wie aus der fiir r <: 8 giiltigen Abschatzung 

Ixi = 1-2r cos rp+r2<: 1-2r8+r8 = l_r8<:I_r8+r~2 = (l-~r, 

1) Landau 3, S.15. 
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r~ ~ 
/xl<l- T = 1- 2 /1-xl, 

11- xl 2 --<-1-lxl ~ 
hervorgeht. 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann ich daher an
nehmen, daB die gegebene Folge Xm fi:i.r m > 1 den Bedingungen 
geniigt: 

I ] 1 11 - X". I [1] 
xm<, 1-1xml<c, 11 - xml=m. 

Dann ist (wei! namlich fur n > 1 im Einheitskreis 11- x"] 
-1(1-x)(1+x+ ... +x'H)I<11-xln ist) 

I (( )] I ~ (1 n) ~ n : SIn - Xm - i ~ an - Xm - ~ an X", I 
I n=l n=m+1 i 

In 00 

< ~ lan I11-xmln+ ~ ~ IXml" 
n=l n=O m 

n! C 

- 11 -x",] ~ n lanl + -(-1 "'1_1) __ 
n=l tn -x", 

m 

Wegen 1'1 11 - x",]- 1 strebt die rechte Seite fiir In - 00 gegen 0; 
aus 

folgt schlieBlich 

Verallgemeinerung von Hardy-Li ttlewood 1). 

Voraussetzung: Es sei 

an=O(~). 
Ferner sei 

((x) _ 0 

f'iir x - 1 bei Annaherung langs irgend 
eines Kreisbogens, der den Einkeits7creis 
von innen beruhrt; oder attch bloB langs 
irgend eines aus dem Einheitskreise kom-

1) Hardy und Littlewood 1, S.476. 



- 56 -

menden, in 1 miindenden Kur'IJenbogens, bei dem die Ordinate eine 
eindeutige, stetige, monotone Funktion der Abszisse ist (wie steil er 
auch miinde). 

00 

Behanptnng : ~ an = O. 
n=O 

Beweis: X sei ein fester Punkt des Kurvenbogens, y ein 

denn 

konvergiert, so daB 

variabler Punkt auf dem Bogen zwi
schen x und 1. Bei Integration Hings 
des Bogens strebt 

f y 00 ( yn+l x n+1 ) 
f(z)dz = ~ an n+l - n+' 1 ' 

x n-O 

falls y (auf dem Bogen) nach 1 riickt, 
gegen den Grenzwert 

f l 00 1_xn+! 
f(z)dz = ~ an +1; 

x n=O n 

00 a y,.+! 
~ -"---

n=on+l 
fiir Iyl < 1 gleichmaBig konvergiert. 

Die Funktion flf (z) dz ist, wenn x auf dem Bogen nach 1 lauft, 
x 

011- xl; denn, wenn x (auf dem Bogen) hinreichend nahe an 1 
liegt, ist unterwegs [f(z)1 < It und die Weglange < 11- xl \/2. 
Also ist, immer bei Annaherung auf dem Kurvenbogen, 

00 1- xn+1 

~ an 1 = oil-xi-
n=O n+ 

Wenn 

gesetzt wird, was bei x -+ 1 aUe hinreichend groBen ganzen Zahlen 
durchlauft, ist 

I ~ an 1 - x7l
+1 I < ~ 2 1 at! I <~ 2 E", 

n = m + 1 n + 1 - n = 1n + 1 n + 1 - n = 1n + 1 n (n + 1) 

= 2 Eml = 0 11 - x I, 
m+ 
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also 
'In 1-:xJ'+1 
~ an 1 = 011- xl, 

n=O n+ 
'In l+x+ ... +xn 
~ a.. 1 -0. 

n=O n+ 
Nun ist fiir Ixl <: 1, n > 1 

1
1+x + ... + xn 11 = lex-1)+(xl-1)+.··+(xn-1)1 

n+1 n+1 
_ Ix-1\·11+(x+1)+ ... +(xn-1 + ... +x+1)\ 
- n+1 

< Ix-11(1+2+···+n) = 11-xln <: 11- xln 
- n+1 2 ' 

also fiir x -+ 1 langs des Bogens 

1 'In l+x+···+xn I 1'In (l+x+ ... +xn )\ 
n~= oan n + 1 - 8m = ~ an . 1 -1 

n=l n+ I 

< 11-xln:i:1 nlanl = 0(11-Xlll~XI) = 0(1)-0, 

folglieh bei m -+ 00 

§ 10. 

Die Hardy-Littlewoodsche Umkehrung 
des A belschen Stetigkeitssatzes. 

Ieh kehre zu dem aIten, pragnantesten W ortlaut des § 8 mit 
Annaherung langs der positiven Aehse zuriiek. Lit tl e woo d 1) 
hatte die wiehtige Entdeekung gemaeht, daB die V oraussetzung 

an = 0 ( !) dureh die sehwachere an = 0 ( ! ) ersetzt werden kann. 

Offenbar wiirde es geniigen, dies fiir reelle an zu b eweis en. Die 
Wiedergabe des Beweises eriibrigt sieh, wei! Hardy und Little
woo d spater gefunden haben, daB, die Konvergenz der Potenzreihe 
fiir Ixl <: 1 vorausgesetzt, statt dieser Beschranktheit von nan ein
seitige Besehranktheit ausreieht; es lautet also der 

1) Littlewood, S.438. 
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Hardy-Littlewoodsche Satz: 
Voranssetznng: Es sei fur n:> 1 

c 
a<-

n n 
Es sei ferner 

<Xl 

f(x) = ~ anxn 
n=O 

fiir I x I < 1 konvergent und bei reeller Annahentng x -+ 1 

f(x) ~ o. 
<Xl 

Behanptnng: ~ an = O. 
n=O 

(c:> 0). 

Dieser Satz liegt sehr tief. Dem Beweise schicke ich VIer 
Hilfssatze voraus, in denen aIle Zahlen reell sind. 

Hilfssatz 1. 
V oranssetznng: Es sei a:> 0 und bei t -+ + 0 

f (t) = 0 (t-a), 

f" (t) < 0 (ra- 2). 

Behanptnng: . f' (t) = 0 (ra-t). 

Beweis: f" (t) < Pra- 2 fur 0 < t < Pt' 
Es sei 0<8<t. Fur O<t<T.= T(li)<Pt ist 

Ir(t)1 < lira. 
Fur 0 < t < iT ist 

t ,r 3 
2<t±vct < 2 t<T, 

also nach dem Taylorschen Satz, mit 0 < olt < 1, 

( t )-a t2 
-2c 2 <fCt±Vst)-fCt) = ±Vst{"Ct) + 82 f"(t±oltVst) 

ct' ( t )-a-2 
< ± Vc t f' (t) + 2 p 2· , 

+ {" (t) < P, Vst-a-t, 

If' (t)1 < ]>2 Vira-t. 

Hilfssatz 2. 
Voranssetzung: Bei t -+ + 0 sei 

cp (t) = 0 (rt), 

cp(V) (t) = 0 (t-V- 1 ) fur jedes ganze v > o. 
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Bebauptung: rp(P) (t) = 0 (r'-l ) fur jedes ganze v:> O. 

Beweis: Fiir v = 0 ist dies vorausgesetzt. Es sei fiir ein 
v :> 0 wahr; nach V oraussetzung ist 

rp(P+2) (t) = 0 (e-1'-3), 

also nach Hilfssatz 1 (mit f (t) = rp(P) (t), IX = v + 1) 
rp{Pt 1)(t) = o (rH). 

Hilfssatz 3. 
Voraussetzung: Es sei 

00 

f(t) = ~ a"e-nt 
n=l 

fur t:> 0 konvergent, 
f(t) = 0(1) bei t-+O, 

1 f:" :> 1 an <- ur n_ . n -
Es werde 

s (u) = ~ an fiir u:> 0 
n<u 

gesetzt (auch wenn u nicht ganz ist). 
Bebauptung: 1) sCm) ist fur ganzes m:> 0 beschriinkt, also 

s (u) fur u:> 0 beschriinkt, also mit von x, it freiem p 

[s(it)-s(x)l<p fur ,,>0, it:>O. 

2) Fur jedes ganze v:> 0 ist bei t - + 0 

~oo s(nype-Ydy = 0(1). 

00 00 

Beweis: 1) (" (t) = ~ n2 an e-nt < ~ n e-nt = 0 (t-2), 

n=l n=l 

also nach Hilfssatz 1 (mit IX = 0) 
00 

(' (t) = - ~ nan e-nt = 0 crl). 

Wird 

gesetzt, so ist fUr m:> 0 

n=l 

II! 

Wm = ~ nan 
n=l 

II! m 
0< ~ (l-nan) = m-Wm < e ~ (1-nan)e 

n=l n=l 

00 

< e ~ (1 - nan) e 
n=l 

n 

o (m), 
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( n) 'In -- = 
= ~ W" 1 _ e m _ ~ ton e 

n=ln(n+1) n=m+1 n (n+1) 

n 
m 

n 
= W + ~ n e m + 0(1) 

n= 1 n(n+1) 

m 1 12 = 1 
= 0 ~ --+0 ~ -e 

n=l nm n=m+1'1n 
n 

= -- 1 1 
= ~ wne 'In (----1)+0(1) 

n= 1 12 n+ 

n 

1Il+ ~ ~-e 
n = 1 12(n+1) 

n 

m + 0(1) 

n (1) n = 1 -Tn -Tn = to" -111 = ~ (W - W _ ) - e - 1- e ~---- e + 0 (1) 
n=l n n In n=l n + 1 

= f(~) +o(~ ~ e- :) + 0(1) = 0(1). 
'In m n=l 

= 100 s(tl)e-ntdu, 
o 

cp(t) = 1000 s(u)e-utdtt = o (t- I ), 

rp(V)(t) = (-1r 100 s(u)u" e-UidH = 0 100 u"e-utdtt = ° (r'-l), 
o 0 
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N ach Hilfssatz 2 ist also 

Aus 

cp") (t) = (- 1yr·-1 Iaoo s (n y' e-Y dy 

folgt nunmehr die Behauptlmg. 

Hilfssatz 4. 
V oraussetzung: Fur ganzes v:::> 0 sei 

_1. 

S = V ", 

p:::>O, 

p. = f= y' e-Y dy, 
o 

Beweis des Hard y-Li ttlew 00 d schen Satzes. 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei aD = 0 (sonst be

trachtemanl(x)-ao(l-x» und c= 1 (sonstbetrachte man l~)). 
Fill' 

8 -c~ 0 1 _v(lt- s) < 't < , < v(lt+ s) ganzes v:::> , S = v " < t < , " '" 

ist 
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1 l-n+1 A.-n 1 
s(l)-s(,,) < ~ -<---<--+ v(l-E) 

1t<n<ln n n 

< 2E ES 3E 
--1--+-1--<-1-<6E. - -E -E -E 

_1 

Daher ist fur ganzes v >- 8, E = V 11", 0 < t < 1 

und 

da die Klammern in beiden Integralen nach Hilfssatz 3, 1) stets 
<p und ferner < 6E fur v (1- E) < Y < v(l + E) sind. Nach 
Hilfssatz 3, 2) ist bei t -+ 0 das erste Integral 

_ s ( v (1 t- E») p ... + 0 (1), 

das zweite 

s ( v (\+ E») p ... + 0 (1). 

Daher ist bei t ->- + 0 

S(V(\-E»)>-_ ~: +0(1), S(V(\+E))< ~: +0(1). 

Folglich ist (fUr v >- 8) 

lim s(u)>-- Q ... , lim s(u) < 9-,,-. 
u=oo p ... u=oo p ... 

v -+ 00 gibt nach Hilfssatz 4 

s(u)-+O, 
00 

~ an = O. 
n=1 

§ 11. 

Einige Nachtrage. 

Ich kehre zu einfacheren Dingen zuruck und beweise, ledig
lich, well sie nachher angewendet werden, noch zwei 8iitze aus 
diesem Ideenkreis. 
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Satz A. 
V oraussetzung : 

Es sei ferner bei wachsendem r 

lim r{re<Pi) = g(cp) 
1'= 1 

gleichmailig fut' alle reellen cp vM'handen, 

Behauptung: Es ist die Reihe 
00 ' 
" n<pt 
~ ane 

n=O 

gleichmailig konvergent und = 9 (cp), 

Satz B. 
V oraussetzung : 

Es sei ferne1' cp reell und f (x) fur I x I <: 1 beschriinkt: 

If(.x)l <:M. 
Behauptung: 

I m n<pi I 
I ~ ane I'<:N, 
n=O 

wo N von cp und m unabhangig ist. 

Beweis von Satz A und Satz B: Fur ° <: r <: 1 und m:> 1 ist 

~ n<pi f( <pi) ~ n<pi(l n) ~ n n<pi .:... an e - r e =.LJ an e - r - ~ an r e , 
n=O n=O n=m+l 

I in . ( . I In 00 
I ~ ((nen<pt_fre<Pt)I'<:(l_r) ~ nlanl+ ~. lanlrn, 
In=O n=l n=m+l 

1) 1m Fane an = 0 (~) strebt, r = 1- ! gesetzt, wie beim 

Beweise des Satzes aus § 8 gezeigt, die (von cp freie) rechte Seite 
mit m ~ 00 gegen 0, womit o:ffenbar Satz A bewiesen ist, 

2) 1m Fane Ina,,1 <: c ist fur t' = 1-~ die rechte Seite 
111, 

1 111 C 00 C 00 
<:- ~ c+- ~ rn<:c+- ~ r" = 2c, 

m n=l m n =m+l mn=o 



- 64 

also, wegen If((l- ;z)eIPi ) 1 -< M, 

I ~ anenIPil -< M + 2c; 
In=o 

also gibt es ein N verlangter Art. 

§ 12. 

Ein Satz von M. Riesz. 

V oranssetzung: Es bezeichne S den Sektor 

\ Ixl -< R (R::> 1), 

l-lt-<arc(x-l)<2:n:--It (O-<-It-< ;} 

Es sei f (x) im Sektor S einschlieRlich des 
Randes stetig und ebenda exkl. x = 1 re
gular. 

Behanptnng: Die fur Ixl -< 1 gultige 
Potenzreihe 

00 

lex) = ~ an xn 
n=O 

konvergiert fur Ixl = 1 und zwar gleichmaRig. 

Beweis: Nach Satz A des § 11 ist es hinreichend, 

( 1\ 
an = 0 n) 

zu beweisen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f(l) = 0. 
Es bezeichne M das Maximum von I f(x) I fUr den Sektor S. 

0::> ° sei gegeben. r = r(ll) werde so gewiihlt, daB 1 -< r -< R 
ist und daB auf dem geradlinigen Randteile des Sektors €5 

Ixl -< r, -It -< arc (x -1) -< 2:n: --It 

die Ungleichung 
If(x)1 -< a 

besteht. 
Nach dem (wegen der Stetigkeit von rex) auf den Rand von 

€5 ausdehnbaren) Cauchyschen Satz ist 

an = 21 . ( r[(h f~~! dx+l x2 f~~-dx+l1 f~~: dX). 
:n:z )'1 x x X 

Xl X 2 



- 65 -

ebenso 

I (1 f(x) d I h 
J ~ Xn+1 X < 12 COS -3' ' 

X2 

endlich 

also 
h 1 M 

lal< .-+-n :n; cos -3' 12 rn , 

-1' 1 1< h 1m 12 an = <>. 
n= 00 :n; cos v 

fur aIle h > 0, folglich 

lim n1an l = O. 
n=oo 

§ 13. 

Ein Satz von Fej ere 
00 

Voraussetzllng : ~ 12 I an 12 konvergiere. 
n=O 

Behauptllng: 

konvergiert in allen Punkten auf dem Rande des Einheitskreises, fur 
welche bei radialer Annaherun.q die Funktion einen Limes hat. Und 
swar gleichmaBig in jeder Menge, fur welche der Limes gleichmaBig 
vorhanden ist. 

Vorbemerkungen : 1) Die V oraussetzung ist sicher erfi.illt, 
wenn 

00 

f(x) = ~ anxn 

n=O 

fiir Ixl < 1 regular, beschdinkt und schlicht ist. Denn dann ist 
Landau, Punktionentheorie. 2. Auf!. 5 
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die Flaehe des Bildes des Kreises Ixl = F; 0 < r < 1, welehe 

ist, fii.r 0 < l' < 1 beschrankt, woraus die Konvergenz von 

= 
~ n lanl" 

n=O 

folgt. 
In Verbindung mit dem Fat 0 u sehen Satz des § 5 ergibt sieh 

00 . 

dann also, daB ~ an enrp~ fiir aIle q; mit 0 < q; < 2 n bis auf eine 
n=O 

Nullmenge konvergiert. 
00 

2) Wenn ~ nlanl2 konvergiert und liberdies lim f{rerpi) 
n=O r=l 

gleiehmaBig filr alle reellen q; vorhanden ist, m. a. W. liberdies f (x) 
eine fi.iT I x i < 1 stetige, fiir I x I < 1 regulare Funktion ist, so 
besagt die Behauptung gleichmaBige Konvergenz auf dem ganzen 
Rande. 

Beweis: Ieh setze 

= 
~ n la,,12 = c, .. 

n=v 

Dann ist, den trivialen Fall eines ganzen rationalen f (x) beiseite 
gelassen, c,:> 0 und Cv - O. Ieh nehme v gleich so groB, daB 

rv = 1 - V~:> 0 ist. Dann ist fUr aIle reellen q; 
v 

v = 
< (1- rv) ~ n ianl + ~ lanl r:. 

n=O n=v+l 

Die rechte Seite ist von q; frei; die Behauptung wll'd also be
wiesen sein, wenn gezeigt wird, daB sie - 0 fi.i.r v - 00 ist. Nun 
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ist sie aber unter Anwendung der Cauchyschen Ungleichung 

v __ 1 = -
-< (1- r~) ~ 'In. 'In lanl + '1- ~ 'In lanl ?-: 

n=O v n=v+l 

5* 
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Viertes Kapitel. 

fiber elnlge Merkwiirdigkeiten des Ver
haltens von Potenzreihen auf dem Rande. 

§ 14. 

H a r d y sches Beispiel. 
Es gibt eine Potenzreihe, die {iir I x I = 1 gleichrnafiig, aber nicht 

absolut konvergiert. 
Beweis: Die Funktion 

g(x) = (l-xti = ~ (_1)n(-i)xn = ~ bnx" 
n=O n n=O 

ist fur i x I -< 1 regular und beschrankt, weil ja dort 

( ) - i log (1 - x) 
9 X = e 

mit -.~ -< S' log (1- x) -<; ist. Es ist 

!nbnl = nll!(i±J)-.:_ .. (i+n~1) l\ 
1 ... (n - 1) n 

= V(l+ f2-)'" (1 + (n ~ 1)2 )~V )11 (1 + ~2)' 
also einerseits 

andererseits 

~ ~L 
n =2 logn 

divergent. Nach dem Satz B des § 11 ist wegen b" = 0 (~) und 
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der Beschranktheit von g(x), wenn fiir m:> 1, fP~ ° 
m . 

BmCfP) = ~ b"enCPt 
n=2 

gesetzt wird, 

wo C von m und fP frei ist. 
Wird nun fur n :> 2 

bn 
an = 10D'n' 

'" 
00 00 b 

((x) = ~ a x" = 2.: __ n -x" 
n = 2 11 n = 2 log n 

gesetzt, so ist erstens 
00 

~ lanl 
n=2 

di vergent; zweitens 

gleichmaBig konvergel1t, wie aus der fUr ganze u, v mit v:> u :> 2 
giiltigen Abschiitzung 

I 
± a encpi I = I ± Bn (tp) ~ B'l-l (fPl! 

n=u n I ',n='u logn I 
I 

= I ~ B (fP) (--~- - _1 ___ ) _ B U_ 1 (tp) + _1!_v(fP)_1 
n=tt n logn 10g(n+1) 10g1-f 10g(v+1) I 

V(1 1) c c 
<cn~u logn --iog(n+1) +Togu+Tog(v-+f) -

hervorgeht. 

§ 15. 

L u sin sches Beispiel. 
Es gibt eine Potenzreihe 

00 

((x) - 2.: anx" 
n=O 

2c 
log u 

mit an -->- 0, welche an( clem ganzen Rande des Einheitskreises diver
giert. 
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Beweis: Fur ganzes m >- 0 setze ich 

gm(x) = l+x+···+x"'-t 

Dann ist fur rp ~ 0, ~ = erpi =1= 1 

Igm(~)1 -
1 mrpi -e 
1 rpi -e _ .5£. i J!.. i 

2 2 e -e 

• mrp 
Slll~ 

sin~ 
2 

Auf dem KreisboO'en - ~ < rp < ~ e.."!Ckl. rp - 0 ist also (wegen 
6 m- m 

1 11;rp 1< ;) 
~ii~1 
]I; 2 2 

Igm(~)1 >- 1 ~ 1 -]I; m, 

und diese Abschatzung ~ m gilt auch fiir rp = O. Fur jedes ~ = erpi, 
]I; 

rp ~ 0, gibt es also (da jener Bogen die Lange :: hat) ein ganzes 

k des Intervalls 0 < k < m, so daB 

ist; wir merken uns 
! 27t k. I 

lYlax. I gm (e- ---m- ~~) I >- ~ 1n. 

O<k<m ]I; 

Nun werde fur jedes m >- 0 das Polynom 

'" (- ~17 i ) mk (- 2:k i ) 
h",(x)=g",(x)+xg",e X+···+.:c g",e x+··· 

( 
27t(m-l)o) 

+ m(m-l) - m! 
X gm e x 

betrachtet; dies ist, da in jedem del' m Terme die Exponenten 
groBer sind als in den vorangehenden, ein Polynom (m -1) (m + 1) ten 
Grades, in dem aIle Koeffizienten den absoluten Betrag 1 haben. 

SchlieBlich werde 
00 

_ "'" a x" 
~ n 

n=O 
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gesetzt. Dies ist, da links jeder Term wegen P + ... + (m - W 
+ (m -1) (m + 1) -< P + ... + (m - W + m2 ausschlieBlich hohere Ex
ponenten liefert als die vorhergehenden, eine Potenzreihe mit an -)0- o. 

Ware diese Potenzreihe fur irgend ein ~ auf dem Einheits
kreise konvergent, so muBte a fortiori 

I 2nk. I 
lim 1 1 ~I2 + ... + (In _1)21 Max. [~lnk gJe- ---m ~~) = 0 

In = 00 \/m 0 -< k -< In 

sern, wahrend nach dem obigen der Ausdruck unter dem Limes
zeichen 

1 2 
>-==- --m - \/m n 

ist. 

§ 16. 

Sierpinskisches Beispiel. 
Es gibt eine Potenzreihe 

00 

g(x) - 2; bnxn, 

n=O 

welche irn Punkte x = 1, aber in keinem anderen Punkte des Randes 
des Einheitskreises konvergiert. 

Beweis: Dnter Benutzung des Lusinschen Beispiels werde 
gesetzt: 

9 (x) = ao - ao x + at x 2 - at x3 + a2 x' - a2 x 5 + .... 
Diese Reihe ist im Punkte x = 1 wegen an -)0- 0 konvergent. 
Ware sie fur ein ~ =1= 1 mit ! ~ i = 1 konvergent, so wiirde a 

fortiori 

ao (1- ~) + at ~2 (1 - ~) + a. ~4 (1 - ~) + ... 
konvergieren, also 

ao + at ~2 + a2 ~4 + ... 
gleichfalls) was we,gen [~21 = 1 nach L u sin ausgeschlossen ist. 
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Fiinftes Kapitel. 

Beziehungen der Koeffizienten einer 
Potenzreihe zu Singularitaten der Funktion 

auf dem Rande. 
§ 17. 

Satz von Pringsheim. 

Satz. 
Voranssetznng: Die beiden Potenzreihen 

= 00 

((x) = ~ anxn , g(x) = ~ ffi(an)x" 
n=O n=O 

haben den Konvergenzradius 1. Es sei ffi (an) >- O. 
Bebanptnng: 1 ist singularer Punkt der Funktion ((x). 

Beweis: 1) Es seien alle an >- O. Wegen 

n _ ~ (n) 1 ( 1)' 
X - v~O l' 2"-' x-"2" 

divergieren fur x>- 1 die Reihen (mit Gliedern >- 0) 

00 n (n)l 
~ ~ an v 2n-.(x-tY, 

n=O v=O 

00 00 (n) 1 
~ ~ ann:". (x - tY, 

v=On=v v2 
00 (V) (1) 
~ __ ,2_ (x-tr; 

v=O v. 

daher ist ((x) in x = 1 singular. 
2) 1m allgemeinen Fall liefert die Anwendung des Spezial

falls 1) auf 9 (x) die Divergenz von 
00 (v) (1) 
~ !L-f--(X-iY 

v=O v. 
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fiir x:> 1. Wegen 

divergiert 1) also 
00 «Vl(l) 
~ _,_2 (X-t)'· 

v=O 'II. 

fiir x:> 1; daher ist (x) in x = 1 singular. 

Voranssetznng : 

Behanptnng : 

§ 18. 

Satz von M. Riesz. 

00 

'" a x" ~ ',. 
n=O 

konvergiert in jedem reguliiren Punkte des Einheitskreises tmd zwar 
gleichmiiBig auf jedem Regularitiitsbogen (d. i. Bogen, dessen siimtliche 
Punkte einschlieBlich der Enden ~'eguliir sind). 

Vorbemerknng: Falls der Konvergenzradius r:> 1 ist, ist die 
Behauptung trivial. 1m Falle r = 1 braucht natiirlich kein regu
Hirer Punkt auf dem Rande zu liegen. Auf Grund des Satzes ist 
z. B. die Lusinsche Reihe aus § 15 nicht fortsetzbar. 

Beweis: Es sei Xl'" X 2 ein gegebener Regularitatsbogen 
(arc X, -< arc X -< arc x g). lch kann ihn 
beiderseits so verlangern, daB Y1 •• , Y2 
auch noch ein Regularitatsbogen ist 
(arc Y, -< arc x,, arc x2 -< arc Y2) , und Z. 
kann R:> 1 so wahlen, daB die fiir 
Ixi -< 1 durch die Potenzreihe darge
stellte Funktion f (x) im ganzen Sektor 
(einschlieBlich Rand) ° -< I x I -< R, 
arc Y1 -< arc x -< arc Y2 regular ist; Zl 

und Z2 mogen die Ecken des Sektors 
auBerhalb des Einheitskreises bezeich-
nen. Die Behauptung wird bewiesen 
sein, wenn es gelingt, fUr die eo ipso im Sektor regularen Funk
tionen von X 

(n = 0, 1, 2, ... ) 

00 "'-«V) (') 
1) Gleichgiiltig, ob ~ .v ,~ (x - t)V konvergiert oder divergiert. 

v=o v. 
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zu zeigen, daB auf dem Rande des Sektors gleichmaBig 

lim gn(x) = 0 
n=oo 

ist. Denn, wei! I gn(x) I im rnnern des Sektors nicht groBer als 
das Maximum auf dem Rande ist, ist alsdann auf dem Bo~en 
x, ... x2 gleichmaBig 

lim gn(x) = 0, 
n=oo 

und auf dies em Bogen ist 

If(x)-(ao+ .. ·+anxn)l< Ig,~;)I, 

wo L der kleinste Abstand des Bogens vom Rande des Sektors 
ist, so daB auf dem Bogen gleichmaBig 

lim (f(x)-(ao+ .. ·+anxn)) = 0 
n=oo 

folgen wird. 
Offenbar bl'aucht 

lim gn(x) = 0 
n=oo 

nul' gezeigt zu werden: 
1) gleichmaBig auf der Strecke 0 (exkl.) bis y, (exkl.), 
2) gleichmaBig auf der Strecke y, (exkl.) bis $, (exkl.), 
3) gleichmiiBig auf dem Bogen $, (ink!.) bis $2 (ink!.); 

denn im Punkte 0 ist g,,(x) = anH Y,Y2 --+ 0, im Punkte y, ist 
jedes g,. (x) = 0, und fur die Strecke 0 bis $2 folgt es aus Sym
metriegriinden. 

M bezeichne das Maximum von I f (x) I £'tir die SektorfHiche. 
1) Auf der Strecke 0 (exkl.) bis y, (exkl.) ist 

! f (x) - (ao + ... + an X n) I = I a"H xnH + an+2 xn+2 + · .. 1 
< !anHllxln+t+ lan+21Ixln+2+ "', 

also, wenn 8n die obel'e Grenze von I a.1 fii.r v :> n ist, 

8 ixln+, < 8 (I x 1"+' + I x In+2 + ... ) - ---7-n -,---' -;-,-
= " - 1-lxl 

Wird x = r y, gesetzt, wo also I x I = r und 0 < r < 1 ist, so ist 

Ix-y,1 = 1-1", IX-Y21<2, 
folglich 
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wo die rechte Seite von x frei ist und nach V oraussetzung gegen 
o strebt. 

2) Wenn fur jedes m:> 0 

M + I ao I + I a" I R + ... + I am I Rm = Am 

gesetzt wird, ergibt sich auf der Strecke Yl (exkl.) bis Zl (exkI.), 
die mit x = r y" 1 < r < R bezeichnet werden kann, fur n:> m 

If(x) - (ao + ... +anxn) I 
< M + laol + lall R+···+ lamIRm+om(rm+t+ ... +rn) 

t·n+1 _ 1 r n+1 

< Am + Om (1 + r + ... + rn) = Am + 0'11' r _ 1 <Am + Om r _ 1 ' 

ferner 

also 

( rn+') 1 r-l I.qn(x) I <: Am+omr _ 1 rn+1 (r-l)2R = A m --rn+, 2R+om·2R. 

Nun ist 
1 1 

n 1 <-, r + ... + n 

also 

IUn(x)1 < 2 A;: R + 2 ROm. 

Zu jedem 0:> 0 gibt es ein m = m(8), so daB 2Rom <: ist. 

Alsdann ist (bei allen x der Strecke) flir alle n, welche sowohl m 

als auch 4 Aom R ii.bertreffen, 

o 0 
l.tln(x)1 <2 +2 = o. 

3) Wenn Am die obige Bedeutung hat, ist auf dem Bogen z, 
(inkl.) bis Z2 (inkl.) fur n:> m 

ferner 

If(x) - «(to + ... + anxn) I 
< M + : ao I + I a,1 R + ... + I am I Rm + Om (Rm+t + ... + Rn) 

Rn+l 
<Am+om(l+R+···+Rn)<Am+cm R-1' 
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Zu jedem 0>- 0 gibt es ein m = m(o), so daB 8m i!!: < ~ ist, 

und alsdann ein N = N(o) >- 1n, SO daB fiir n >- N 

4 0 
A", Iif'=! < 2 

ist, also (bei allen x des Bogens) 

o 0 
l.qn(X) I <2+2 o. 

§ 19. 

Fabrysche Satze. 

Hilfssatz l. 
Voraussetzung: Es habe 

00 

((x) = ~ an x" 
n=O 

den Konvergenm'aclius 1, und es sei 

Bebauptung: 1 ist singuliireT P~tn7ct. 

Beweis: Die Funktion 

g(y) = __ l_l(~_) 
1-y 1-y 

ist fliT ffi: (y) < ~ regular, da dort 1-1 y I < 1 ist. 1hre (minde-
;::; I -Y 

stens fiir Iyl < ~ konvergente) Entwicklung bei y = 0 lautet 

() ~ yn ~ n ~ (n+1) ... (n+p,) u 
g y = .<:..l an -(-l- - )"+1 = .<:..l anY .<:..l ,--Y' 

n=O -Y n=O f.L=0 /1. 

00 i. ~ 11 00 
= ~ y ~ -,(--, -~an = ~ b).yl .• 

1.=0 n=O n. ",-n). ~=O 

Da nach V oraussetzung 

lim \lIb}. I >- 2 
~=OO 

ist, so ist t der wahre Konvel'gellzl'adius diesel' Potellzl'eihe. Da 
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alle von l verschiedenen Punkte des Kreises I y I = ! reguHire 
Stellen von 9 (y) sind, ist also 9 (y) singular in y = t i ware aber 
(x) in x = 1 regular, so ware 9 (y) in '!J = lauch regular. 

Hilfssatz 2. 
Voraussetzung: Es habe 

00 

~ anxn 

n=O 

den Konvergenzradius 1, und es sei (ur irgend ein & der Strecke 
0<&<1 

~ .-----------------~~--~ 

Ii \"/1 ~ lUI 1>1 
! ~ V (l-.&)!<n«l+.&)! nl(2l-n)1 an = . 

Behauptung: 1 ist singuliirer Punkt. 
Beweis: FiIT & A < v <I ist 

llAI _ v A-V+tt < (_A_)V<::( A )fJ.]' 
(l-v)l(l+v)l - "III l+11 = l+v, = A+&A 

= (1 + &)-fJ.]'. 
fJ. 

Daher ist .wegen der Voraussetzung bei jedem '1] mit (1+&f2 
<:: '1] <:: 1 fiir unendlich viele A 

I 2! AlII 'I 

In~o nl(21~n)1 ani 

= ~ -a + ~ -----------(a], +a], ) I lUI lUI I 
(1_.&)!<n«I+.&)!n!(2A-n)1 n .&!<v<! (l-v)! (A+V) I -v +v 

Wegen 

ist zuletzt 

also 

'1]-1 gibt 

>-'1]n_(1+&)-fJ.12l lVlax.lanl. 
n<2! 

lim Viani = 1 
n=oo 

(1+&)-fJ. l 21 Max·lan l<::t'1]22, 
n<2! 

lim "" J\,.J\,. >-- Vl I 2! 1 , 1 , --I 
~ --I ,an ='1]; 

! =00 n= 0 n. (2l-n). 

- VOl I 2! 1'1' ---I 
lim I ~ -r-(2: ~ )' an >- 1. !=oo ,n=O n. J\, n. 
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Wegen 

1 

21 (2l) 1 (2l)! 1 21 A! A! 1 ~ a" =-,-, ~, ,a .. n=O n A.A.. n=on.(2A-n). 

nebst 

ist also 

lim ,21/
1 

~ (21.) an 'I > 2, 
1=00 V n=O n 

also 1 nach Hilfssatz 1 singuHir. 

Hilfssatz 3. 
Voraussetzung: Es sei 

00 

g(y) = ~ ck'l 
k=O 

ganz. Bei Iyl = R -- 00 sei fur jedes h > 0 gleichmaBig in y 

g(y) = o (lR). 
00 

Behauptung: 1) ~ Icd Rk = 0 (/R) fur jedes h > O. 
k=O 

2) 

konvergiert fur jedes p > O. 
Beweis: 1) Aus 

folgt 

2) Aus 

I cd < --(2 ~»). l\'Iax. Ig (y) I fur k > 0, R > 0 
lyl=2R' 

( Ii) 00 -2R 
~ Ic~IRk<2 Max. Ig(y)1 = 0 e 2 • 

k=O IYI=2R 

2ek folgt fUr k > 0, wenn R = -- und das h der V oraussetzung 
p 

= :e genommen wird, bei passendem P (p) 
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Hilfssatz 4. 
00 

Voraussetzung: f(x) = ~ anx" 
n=O 

ha"be den Konvergenzradius 1 und sei in x = 1 regular. g(y) erfulle 
die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3, so daR 

00 

F(x) = ~ ang(n)xn 
n=O 

fur I x I -< 1 konvergiert. 
Behauptung: F(x) ist in 1 regular. 

Beweis: 
00 

cp(s) = ferrO) = ~ ane-'1lS 
n=O 

ist fur ffi(s) > 0 und fiir s = 0 regular. Bei passenden p > 0 
und P ist also cp (s) fiir I s I -< 2 p regular und hier 

Icp(s)\ -< P. 

Fur lsi -< p ist also mit jedem ganzen k > 0 

I cp(kl (s) I -< 7k! -< p(;y, 
Ic,"(-llcp(k)(s)1 -< Plckl (;r 

N ach Hilfssatz 3, 2) ist 

konvergent, also 
00 

~ ck(-lt cp(kl(S) 
k=O 

fur lsi -<p gleichmaBig konvergent, also in s = 0 regular. 
N ach Hilfssatz 3, l) konvergiert 

00 00 

~ la"xnl ~ Icdn~ 
n=O k=O 
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fiir I x I -< 1. Hier ist also 
c:xJ c:xJ c:xJ c:xJ 

F(x) = ~ a.,xn ~ cknk = ~ Ck ~ nkanxn. 
n=O k=O k=O n=O 

Fiir at (8) > 0 ist also 

regular und 
c:xJ c:xJ c:xJ 

w(s) = ~ cll ~ nka",e-1's = ~ ck(-1)k«p<kl(S). 
k=O n=O k=O 

Daher ist w(s) in 8 = 0 regular, also F(x) in x = 1. 

Hilfssatz 5. 
Voraussetzung : 

rm>O, 

1 (1) --0-
rm m 

8ebauptung: Die ganze Funktion 

c:xJ ( • 
g(y) = II 1- ;.) 

»1=1 m 

erfiillt die VoraUs8etZttng des Hilfssatzes 3. 
Beweis: ~ > 0 sei gegeben. Man wahle ein ganzes EL = EL (~) 

>0 mit 
1 ~ - -< -- ------- fiir m > EL. 

r'1l' 2:n:m 

Dann ist fiir Iyl = R 

!L ( R2 ) c:xJ ( ~. R2 ) Ig(y)l-< II 1+-. II 1+--2--2 • 
»1= 1 rm m=!L+ 1 4:n: m 

Hierin ist das Polynom 

»lIT 1 (1 + ~) = 0 (e: R) 
und 

c:xJ ( ~2 R' ) c:xJ ( 82 R2 ) II 1+ 2 2 -< II 1+ 2 2 = 
m=!L+ 1 4:n:m -m=1 4:n:m 

. i8R 8 
slll-2 (-R) 

i8R = 0 e2 , 
-2-

also, gleichmaBig in y, 

g(y) = 0 (e8R). 
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Satz 1. 
Voraussetzung: Es habe 

= 
'" a xn .£..J -n 

n=O 

den Konvergenzradi2ts 1. Es gebe ein -& mit 0 <:: -& <:: 1 una zu 
jeaem ganzen h >- 0 ein ganzes Ph >- 0 una ein reelles 7'71" so daR 

die Ph wachsen undo m (an e-'l'h i ) fur (l--&)Ph <::n<::(l+-&)Ph nur 
o (Ph) Zeichenwechsel (von + zu - oder - zu +; Nullen werden 
weggelassen) hat una 

(also = 1). 

lim ~h/lm(aphe-'l'hi)l>-l 
h== V 

Behauptung: 1 ist singularer Punkt. 
Beweis: Da man sukzessive eine solche Teilfolge auswahlen 

kann, sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit PI >- 0 und filr 
h >- 0 erstens 

so daB die Intervalle 

(II<) 

getrennt liegen; zweitens 

Ph+l >- 2 (1 + -&) Ph ; 
drittens 

( P~) ( l)PI< II 1-( 1 2 >1--h · 
(.£>(l-4T)p!t+i ~+2) 

Diejenigen Werte 12 mit m (an e - 'l'h i) =1= 0 in allen Intervallen 
lh' auf die in dem betreffenden 1" ein Zeichenwechsel folgt, seien, 
der GroBe nach geOl'dnet und urn je t vermehrt, mit r1 , r2 , ••• be
zeichnet. Es sei g (y) die ganze Funktion 

g(y) = IT (1- Y22) 
m = 1 rm 

bzw. das entsprechende endliche odeI' gar leere Produkt. 
Die Anzahl del' Zeichenwechsel von m (an e - 'l'h i) in ~, hei13e 

qh' Falls es unendlich viele rm gibt, werde h = hem) dadurch 
bestimmt, daB r m in I" liegt; dann ist 

'In <:: qt + ... + q" = o(Pt + ... + Ph) = o(Ph ~ i,.) = OCPII) = o (rra), 
\ (.£=0 . 

Lan d au, Funktionentheorie. 2. Auf!. 6 
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also nach Hilfssatz 5 bei jedem d:> 0 fill' Iyl - R ->- 00 gleich-
maBig 

g(y) = o (e liR). 

Falls es nicht unendlich viele r m gibt, ist dies trivial. 
Es ist 

wo sich TIl auf 11) ''', Ih-1; TI2 auf I h ; ITs auf 17tH"" bezieht. 
In ITI ist 

also ist 

Ferner ist 

IT :> IT (1 - -P~ _) :> (1 _ !)Ph 
3 = ~ > (1 _ ,3') PMl (ll + t)" h' 

Sind th bzw. Uh unter den qh Zahlen r m in 1" kleiner bzw. 
groBer als Ph' so ist, da ihre sukzessiven Abstande von Ph bzw. 
:> t, j}, ... , th -! bzw. ~~h -! sind und fill' ganzes w:> 0 

w 1 w+1 1 wI 
IT (ll -~) = --1- IT (ll -~) :> - -i-! wI = ··2- 'v +-1 
~=1 w+ 2 ~=l w+ 2 • 

ist, 
IT = ITE!.+1'm l£7,-=.rml :> IT ll',,-1'ml :> __ thlUhl __ ~ 

2 h rm rm - h 2Ph - (2th+l) (2uk +l) (2Ph)q" 

ttlt - t" ~th - ~t" (t th Uk 
:> he 1,{" e = (2e3)-qh _h) (.!!.n-..) , 
- 2t" 2U"2Qh tit Uh P, P, e e Ph Ph " 

til ~lh 
Q" - - .. -

-- ()Ph Ph P\iIT2 :> (2 e3) P,,!n:_ (Uh ) . 

Ph Ph 
Wegen qh = 0 (Ph) ist th = 0 (Ph), 1,{h = 0 (Ph), also 

lim P\iI9(Ph) I :> li~ P,I'IT2:> 1. 
h=oo h=oo 

Die sicher fiir Ixl -< 1 konvergente Potenzreihe 

00 

F(x) = ~ an g(n) x" 
n=O 



- 83 

hat den Konvergenzradius 1; denn 

lim Vlanllg(n)1 > lim PV1 aphI lim PV1g(Ph)1 
n=oo h=oo h=oo 

> -li ~h/I ( -rhi)l> = h moo V ffi: aph e = 1. 

Auf jede~ 1h hat nach Konstruktion von g (y) die Folge 
g(n)ffi:(ane-rh~) keinen Zeichenwechsel. Daher ist 

1 
~ Ph!Ph! a g(n) 1 

(l-.f}')Ph<n«l+oIt)Pk n!(2Ph-n)! n 

>1 ~ Ph!Ph! g(n)ffi:(ane- rhi )I 
- (l-oIt)Ph<n«l +oIt)Ph n! (2Ph -n)! 

> 1 g (Ph) ffi: (aph e- rh i) I, 

lim //1 ~ il!T! ang(n) 1 
1.=00 V (l-oIt)1.<n«l+oIt)l. n!(2il-n)! 

> h limoo PV1g (Ph) I h limCXJ vi ffi: (aph e - rh i) I > 1. 

Nach Hilfssatz 2 ist also 1 singulare Stelle von F(x), also 
nach Hilfssatz 4 von {(x). 

Satz 2. 
Voraussetzung: Es wachse das ganze Ph > 0 (h = 1, 2, ... ), 

und es sei 

Es habe 

den Konvergenzradius 1. 
Behauptung: Die Funktion ist in 1 singular. 
Vorbemel'kungen: 1) Bezeichnet N(t) die Anzahl der Ph -< t, 

so ist die Annahme h = O(Ph) mit N(t) = oCt) identisch. Denn 
aus h = O(Ph) folgt N(t) = O(PN<i) = o (t), und aus N(t) = oCt) 
folgt h = N(Ph) = o (Ph)' 

2) 1st Ph+! - Ph -+ 00 (z. B. lim PM. > 1) , so ist sicher die 
h=oo Ph 

Annahme It = 0 (Ph) erfullt; denn fur jedes ro > 0 ist bei pas-
sendem ganzem fL = fL (ro) 

PMl - Ph > 2 ro fur It > fL, 
6* 
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also fur h >- 2p, 

Ph >- P,,-PI' 2(h-p,)ro 
71:= h >- h 

2p,ro = 2ro--h->-ro. 

Beweis: Satz 1 ist mit den gegebenen Ph und .()o = t anwend
bar, wenn das reelle rh so bestimmt wird, daB 

-rh i 
aph e = laphl 

ist. Auf ~h < n < ~ Ph gibt es namlich hochstens N(; Ph) = 0 (Ph) 

Zahlen PI" also nur 0 (Ph) Werte n, denen ein Koeffizient an =1= 0 

von xn entspricht. Daher hat at (an e - rio i) dort nur 0 (Ph) Zeichen
wechsel; auJ3erdem ist 

Satz 3. 
Voraussetzung: Es habe 

00 

((x) - ~ anx" 
n=O 

den Konvergenzradius 1. 
Es sei 

I I rpn~ >- 0 an = an e ,fP .. < . 

Es gebe ein .{)o mit 0 < .{)o < 1 und wachsende ganze Ph >- 0 
(h = 1,2, ... ) von t'olgender Eigenschaft: Liittft n durch die wachsend 
geordneten ganzzahligen Werte, fur die mit passendem h 

(l--&)Ph<n, n+1«1+-&)Ph 

lI;t, so ist 

Es 8ei 

Beblluptung: list singuliire Stelle von f(x). 

Vorbemerkungen: 1) Hierin steckt (.{)o = t, Ph - h) insbe
sondere der Satz: Es habe 

f'(x) 
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den Konvergenzradius 1; es sei 

I I rp"i an = a" e , CPn~O, 
CPn+! - CPn -+ O. 

Dann ist 1 singuliire Stelle von (x). 
2) 1m Spezialfall 1) steckt insbesondere der Satz: Es sei 

(so daB 
00 

(x) = ~ anx" 
n=O 

den Konvergenzradius 1 hat und die CPn mit 

- I I rp"i >- 0 an - an e , CPn <:: , 

CPn+. - CPn ~ 0 

wahlbar sind). Dann ist 1 singuliire Stelle von (x). 
Beweis: Es genugt, zu & und den Ph fur groBe h reelle 'J'h an

zugeben, so daB die V oraussetzungen des Satzes 1 erfiUlt sind. 
Man wahle zu jedem hinreichend groBen h ein ganzes fL = fL (II) 

mit 
1 

Max. ICPn+! - CPnl <::_, 
(l-,ft)Ph <n«l + ,ft)Ph-1 fL 

fL -+ 00 bei h -+ 00. 

Man teile die Peripherie des Einheitskreises III 4 fL gleiche 

Teile, so daB kein e rpn i fur die n aus 

T ·l kt . d D· L·· . d T ·lb . t 2 % 1 J d el pun wir. Ie ange .le es eI ogens IS 4fL >-iL. e er 

der hochstens 2 & Ph Bogen (e rp"i .•. e rpn+. i) mit 

(l-&)ph <:: 12 <:: (1 +&)Ph-1 

(wobei der kleinere Bogen, der < 1 <:It ist, gemeint ist) enthalt 
also (und zwar innen) hochstens einen Teilpunkt. Unter den 
fL Quadrupeln von Teilpunkten, die ein Quadrat E, iE, - E, - i E 

bilden, wahle man eines, dessen vier Punkte zusammen zu weniger 

als 2 Ph jener Bogen gehoren; das geht wegen fL.2 Ph >- 2&Ph. Aus 
fL fL 

diesem Quadrupel kann man eine Zahl e"lh i mit 
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wahlen. Dann ist 

Auf 111. hat 

mke- Yhi) = Ian] cos (fJJn-l'h) 

nicht mehr Zeichenwechsel als die (samtlich von 0 verschiedenen) 

Zahlen cos (fJJn - 1'11.), also weniger als 2 ~ = 0 (Ph) Zeichenwechsel; 
iL 

denn bei jedem Zeichenwechsel von cos (fJJn - I'h), etwa beim Dber-

gang von n = m zu n = m + 1, enthalt der Bogen (erp",i ••. erpmH~) 
einen Punkt unseres Quadrupels. 

Nach Satz 1 ist also 1 singulare Stelle von ((x). 

§ 20. 

Satz von P6lya. 
Es habe 

((x) = aO+a1x+ .. ·+a'nx"+ ... 

den Konvergenzradius 1. Dann gibt es eine Folge 

u'o jedes en - ± 1 ist, derart, daB die Reihe 

Co ao + C1 a1 x + ... + Cn an xn + ... 
nicht uber den Einheitskreis fortsetzbar ist. 

Beweis: Nach dem Spezialfall PMl:> 2Ph des Satzes 2 aus § 19 
ist jede Reihe 

Q (x) = b xPl + ... + b ;,t;Ph + ... PI Ph 

mit dem Konvergenzrac1ius 1, bei c1er stets PM!:> 2Ph ist, nicht 
fortsetz bar. 

Aus ((x) kann ich wegen 

lim \Ira:! = 1 
n=oo 
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solche Glieder anhxnh (h = 1,2, ... ) herausgreifen, daB 

lim ~h/lanhl = 1, nh+1:> 2nh 
h== V 

ist. Es werde 

und 
f(x) - R(x) = fo(x) 

gesetzt. (Sollte fo(x) identisch 0 sein, so ist die Behauptung tri
vial; die En dlirften dann sogar beliebig ± 1 sein.) 

R(x) werde irgendwie in unendlich viele Potenzreihen mit je 
unendlich vielen Gliedern gespalten: 

R(x) = fl (x) + f2(X) + ... + f~(x) + .... 
(Jedes Glied anhxnh gehort also genau einem f,,(x) mit v:> 1 an, 
jedes Glied anx" genau einem f~(x) mit v:> 0.) 

J etzt betrachte ich samtliche Potenzreihen 

F(x) = fo(x) + 8J, (x) + ... + 8"f,,(x) +"', 8" = ± 1, 

jede nach waehsenden Potenzen geordnet gedaeht. Jedes F(x) ist 
eine Potenzreihe der Gestalt 

leh behaupte, daB mindestens eines jener F(x) nicht fortsetzbar 
ist. Anderenfalls - da die F(x) die Machtigkeit des Kontinuums 
haben und jede irgendwo liber den Einheitskreis fortsetzbare Funk
tion in einer Einheitswurzel regular ist, es aber nul' abzahlbar 
viele Einheitswurzeln gibt - gabe es zwei F(x), die in einem und 
demselben Randpunkte ~ reguHir waren. Ihre Differenz ware also 
auch in ~ regular. Sie hat aber die Gestalt 

1]Jl (x) + ... + YJJ,,(x) +"', 
wo alle YJ" = 0, + 2, - 2, abel' nieht aIle = 0 sind. Dies ist aber 
eine Potenzreihe vom oben genannten Typus Q(x), da jeder fol
gende Exponent gro13er als das Doppelte des vorangehenden ist 

und die Reihe (wegen lim 1:h/lanh i = 1) den Konvergenzradius 1 
h==V 

hat. Diese Funktion ware also doch in ~ singular. 
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Sechstes Kapitel. 

Maximum und Mittelwert des absoluten 
Betrages einer analytischen Funktion 

auf Kreisen. 
§ 21. 

H adam ardscher Dreikreisesatz. 
Voraussetzung: Es sei 0 < r , < r2 < r a, Es sei f(.x) fii)' 

r , < Ixl < ra eindeutig und reg7tliir, Es bezeichnen M" lY12 , Ma die 
Maxima von If(x)1 auf den Kreisen Ixl = r" r 2 , )'a' 

Behauptung : 
Vorbemerkung: 

ra 1'3 1'2 log -'- log - log -
lYlJ r, < kl, 1'2 Ma 1', 

Die Behauptung lii£t sich auch so schreiben: 

log M, log )', 1 

log M2 log r2 1 <0 

log Ma log ra 1 

unc1 besagt: Bei jec1er in einem Ring Q < T < P einc1eutig - re
guliiren, nicht ic1el1tisch verschwinc1enc1en Funktion ist log}lll (r) = 
log Max, If (x) I fUr Q < r < Peine konvexe 1) Funktion von log 1" 

Ixl =1' 

1) Hierbei heiBt eine im Intervall T < t < T, definierte reelle Funktion get) 
konvex, wenn fur zwei beliebige Punkte t" t3 des Intervalls mit t, < ta allen da
zwiscl,lenliegenden t ein g (tl entspricht, welches nicht oberhalb der Sehne von 
(t" get,)) zu (t3' g(ts» liegt, D, h, fur T<t, <t2<t3<T, solI sein: 

t2 - t, ) g (t2) < g (til + -t -t- (g (ta -·6 (t,», 
3 - 1 

(t2 - ta) g (t,) + (t3 - t , ) g (t2) + (t, - t2) g (ta) < 0, 

I g (t ,) t, 1 I 
g(t2) t2 1 <0, 

I g (ta) 'l; 1 I 
Hinreichend fur Konvexitiit ist bekanntlich g" (t) > 0; doch wird dies Kriterium 
im obigen Text nicht brauchbar sein, 
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Fiir ganzes f (x) ist dies also bei allen r:> 0 giiltig; fiiT Potenz
reihen, die im Kreis I x 1 < P k01wergieren, bei allen positi ven r < P. 

Beweis: f (x) darf als nieht identiseh 0 angenommen werden, 
so daB M" M 2 , Ma:> 0 sind. 

Es sei a irgend eine reelle Zahl. x"f(x) ist fiir r, < Ixl < 1·a 
regular, aber nicht notwendig eindeutig; I x" f (x) I ist dart eindeutig 
und stetig. Auf Ixl = r, ist 

Ix"f(x)1 < r~ M" 

auf Ixl - ra 

Auf dem Rande des Ringes r, < Ixl < ra ist daher 

Ix"f(x)1 < l\fax. (r~ M" r: Ma). 

Dies mnS aueh im lnnern des Ringes gelten (weil jeder Zweig 
von x" f (x) an jeder Stelle des Ringes regular ist). Also, wenn 
es auf Ixl = r 2 angewendet wird, 

Hierin setze ieh speziell 

M r a = log_a: log~· 
M, ra' 

dann ergibt sieh, da beide Zahlen hinter Max. gleieh werden, 

1'a ra r2 1·3 log - - : log - log -- : log -
M 1'2 1', M 1', 1', 

- , a 

Zusatz: x = Y - Xo transformiert den Satz in den entspre
ehenden Wortlaut filr drei Kreise mit dem Mittelpunkt XO' 
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§ 22. 

Satz von Jentzsch. 

Ein aIterer H u r wi t z scher Satz. 
Voraussetzung: Eine nicht konstante Potenzreihe 

00 

f(x) = ~ anx" 
n=O 

konvergiere iiberall oder habe einen endlichen positiven Konvergenz
radius. 

Behauptung: Die Menge der Nullstellen von f(x) im Innern des 
Konvergenzgebietes ist identisch mit den diesem lnnern angehorigen 
Punkten der Menge Q der Haufungspunkte der Nullstellen 1) der Ab
schnitte 

n 
f .. (x) = ~ a" xv, 

'11=0 

u'enn hierbei jede Nullstelle so oft gezahlt wird, als sie auftritt (also 
eventuell unendlich oft). 

Vorbemerkung: Q ist so el'kHirt, daB ein Punkt dann und 
nur dann dazu gebort, wenn es zu jeder Umgebung unendlich viele 
n gibt, so daB t~ (x) dorl eine N ullstelle hat. 

Erster Bewels: 1) Es sei 

f(;) = 0 

und iiberdies im Falle eines endlichen 
Radius r del' Punkt ~ dem Kreise 
Ixl <: r angehorig. Es sei (}:> 0 ge
geben und gleich so klein angenommen, 
daB der Kreis I x - ~ I <: (} (Kreis K) 
erstens im rnnern des Konvergenzge
bietes liegt und zweitens einschlieBlich 
seines Randes keine weitere N ullstelle 
von f (x) als den ]},Iittelpnnkt ~ enthalt. 
Dann ist auf dem Rande von K 

If(x)1 :> E 

1) Es sind aHe f" (x) von einem no:> 0 an (wo zuerst ano =1= 0 ist) nicht 
konstant, haben also eine Wurzel. Es ist fur £1 unerheblich, ob eine kfache 
NuHstelle eines fn (x) einmal oder k mal gezlthlt wird. 
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bei passender Wahl eines Ii = Ii (0) :> O. Wegen der gleichmaBigen 
Konvergenz der Potenzreihe auf der Kreisflache Kist bei passender 
Wahl eines v = v (0) fiir n:> v und die Flache K 

also auf dem Rande von K 

irn Mittelpunkt ~ von K 

t~(x) hat also in K eine Wurzel. Da dies ftir jedes hinreichend 
kleine 0:> 0 gilt, ist ~ ein Punkt von O. 

2) Es sei ~ irn Innern des Konvergenzgebietes gelegen und 

I'm =l= O. 

Dann ist ein Kreis K urn ~ mit dem Radius a so wahlbar, daB er 
im Innern des Konvergenzgebietes liegt und iibel'haupt keine Null
stelle von I' (x) entbalt. Auf der Kreisflache Kist also 

II'(x)l:> Ii:> O. 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz auf Kist dol't bei passender 
Wahl von v fiir n:> v 

If,,(x) - l'(x)1 < Ii, 

also 
I'n (x) =l= O. 

~ ist also kein Punkt von O. 
Zwelter Reweis: Es sei ~ ein Punkt im Innern des Konver

genzgebietes und 00 so gewahlt, daB der Kreis Ix - ~I < 00 dem 
Innern des Konvergenzgebietes angehOrt und abgesehen von der 
etwaigen N ullstelle ~ keine Wurzel von f' (x) enthalt. Fiir jedes 
a del' Strecke 0 < a <00 ist alsdann bei Integration tiber die 
Kreisperipherie K urn ~ mit dern Radius a der Ausdruck 

1 r t" (x) 
2:d Jx f'(x) dx 

gleich del' Vielfachheit V del' Nullstelle ~ (also eme ganze Zahl 
:> 0). Da nun 1' .. (x) langs K gleichrnaBig gegen I' (x) strebt (und 
infolgedessen fiir hinreichend groBes n:> no = no (0) langs K absolut 
obel'halb einer von x und n freien positiven Schranke liegt) und 
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da {,; (x) 1angs K gleiehma13ig gegen f' (x) konvergiert, so konver-

. t f~ (x) I" K l' h "Q' f" (x) D' TXT 1 hI gler (,,(x) angs g me ma.wlg gegen ('(if' Ie n urze za 

_1_ r 1~ (x) ax 
2ni JKt~(x) 

von fn (x) innerhalb K strebt also fiir 1'1, --+ = gegen V, isi also 
= V fii.r aUe n >- n, = n, (0). Wenn also V = 0 ist, so gibt es 
urn ~ einen Kreis, in dero fiir n>- n, kein fn(x) verschwindet; 
wenn 17>- 0 ist, so haben in jedem hinreiehend Heinen Kreise urn 
~ unendlieh viele t~ (x) (sogar aile von einer Stelle an) V W urzeln 
(mehrfaehe immer mehrfaeh gezahlt), so da13 ~ zu Q gehort, 

Satz von Jentzsch. 
Voraussetzung: Es habe 

y = f(x) 

den Konvergenzrlldius l. 

Behauptung: x = 1 ist Punkt von Q. 

Vorbemerkung': Daraus folgt natli.rlieh (x = z xo), daB bei 
jeder Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius jeder Punkt 
des Randes zu Q gehort. 

Bewcis: Anderenfalls gabe es ein E der Strecke 0 -< E -< 1 
und ein no, so da13 fur n >- no im Kreise Ix -11 -< E die Funktion 

, , , , , 
" 

, 
" 

, 
/ , 

I 
, 

\ , 
\ 

\ \ 
\ \ 

0 
1 IE 

1+,-, 2 , , I I , I 

" 
, 

'" , ... 
/ 

" , 
'" 
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E 
t:.(X) nicht verschwindet. Ich setze ~ = 1-S ' Nach dem Hur-

witzschen Satz ist eo ipso f"(~) =1= O. 

o 

In der y-Ebene ziehe ich urn y = (m die zwei Kreise K I , K2 
mit den Radien Jt: i~) I , Jt: ~~)l. Beide Kreise gehoren einer Halb

ebene in Bezug auf die senkrecht zu 0 ... {m durch 0 gezogene 
Gerade an. Diese Halbebene kann mit 

IX -< arc y -< IX + 1C 

bezeichnet werden. Urn ~ ziehe ich einen Kreis C mit so kleinem 

Radius Q, daB erstens Q -< ~ ist (also C dem Innern des Einheits

kreises und des Kreises Ix -11 -< E angehort) und daB zweitens 
{(x) im K reise KI liegt, wenn x in C liegt. Wegen der gleich
maBigen Konvergenz von (n (x) in C gibt es ein n l :> no, so daB 
t~(x) fiir C und alle n:> n, in K2 liegt. In 0 kann also gesetzt 
werden 

((x) = lex), 
(.(x) = InCx) 

wo g(x), gn(x) regular sind und 

IX -< ;Jy(x) -< a + 1C, IX <: ;Jgn(x) -< IX + 1C 

ist. g,,(x) ist sogar fiir Ix - 11 -< E regular. In C ist gleichmaBig 

lim {" (x) = {(x), 
n=oo 
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also (wegen der obigen Ungleichungen fiir die imaginaren Teile) 
gleichmaBig 

lim gn(x) = g(x), 
n=oo 

folglich (wegen der Beschranktheit von g (x) in 0) gleichmaBig 

lim l gn(x) = o. 
n=oo n 

rch setze nun filr Ix -11 < 13, n >- n l 

1 
ngn(x) 

e -1 = h,,(x). 

(Das ist ein dort regularer Zweig von Vfn(x) -1.) Und ich wende 
den Hadamardschen Dreikreisesatz auf die Funktion hn(x) und 
die (in der Figur punktierten) Kreise mit dem J\Iittelpunkt ~ und 

den Radien Q, ~ 8, ~ 8 an. Auf dem zweiten Kreis liegt der 

Punkt 1 + ~; der dritte gehort auch noch ganz der Kreisflache 

Ix-11 < 8 an. Wenn M;n) und Min) die Maxima von Ih,,(x)1 fiir 

Ix-~I = Q und Ix-~I = ~ 8 bezeichnen, ist nach del' Hada

mar d schen U ngleichung 

I. h (1 + ~) I. < (M(n»)l-~ (lYI'n»),,~ 
In 2;- I 3' 

wo 0 < .& < 1 und .& von n frei ist (namlich nul' von Q und 13 ab
bangt). Nun ist wegen 

lim \f[(t",l = 1 
111=00 

fiir aIle m >- 0 

I a", I < A"', 

wo A >- 1 von m frei ist, also fiir n >- 0, Ix - 11 < 8 

If~(x)1 < lao! + !all (1 +13) + ... + lu"I(1 + Et < laol +nAn(1 + 8)" < A';, 
wo A, >- 0 nicht von x und n abhangt. Fiir n >- n l ist also auf 
del' Kreisflache Ix - 11 < 8 

Ih,,(x)1 < Vlf;, (x)1 + 1 < A, + 1, 
folglich 

(JJ1~n»)~ < (AI + 1)~ < A, + 1. 

Andererseits ist fUr I x - ~ I = Q nach dem obigen gleichmaBig 
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lim h .. (x) = 0, 
n=oo 

lim M~") = 0, 
n=oo 

n=oo 

Die Had a mar d sche U ngleichung liefert also 

n limoo h .. (1 + ~) = 0, 

1 ( E) -g 1+-
lim en n 2 = 1, 

n=oo 

FUr n > n 2 ist also 

folglich flir n > n2 

I {"-l (1 + ~) I <: ( 1 + ~ r-1 
<: (1 + ~ y, 

I an (1 + ~) nl = I fn (1 + ~~--) - {"-l (1 + ~) I <: 2 (1 + ~) n: 

entgegen der Annahme, daB f (x) den Konvergenzradius 1 hat. 

§ 23. 

H a r d y scher Mittelwertsatz. 

Es sei eine nicht konstante Funktion 
00 

f(x) = ~ anxn 
n=O 

flir I x I <: R regular. Dann wachst 

M (r) = Max. If ex) I 
Ixl =r 

(O<r<:R) 
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bekanntlich mit '1', und log M (1') ist (nach dem Hadamardschen 
Dreikreisesatz) fur 0 -< 'I' -< Reine konvexe Funktion von log r. 

Beide Eigenschaften kommen auch dem Mittelwert 

von Il(xW fur Ixl = r zu, wie aus der Identitiit 

= 
H(r) = ~ lan l2 r21t 

n=O 

hervorgeht. Die rechte Seite wiichst ja offenbar mit '1', und Sle 
ist die M-Funktion, bezogen auf 

= 
F(x) = ~ lan l2 x 2", 

n=O 

so daB log H ('I') fUr 0 -< 'I' -< Reine konvexe Funktion von log r ist. 
Hardy hat nun bewiesen, daB beide Eigenschaften von M(r) 

und H(r) auch dem ]'\I[ittelwert des absoluten Betrages von lex) 
selbst zukommen, oder, was dasselbe besagt, seinem 211: fachen 

Also laut,et die 
Behauptung: 1 ('I') wachst mit r fur 0 -< r -< R, und log 1 (r) 

ist eine 7convexe Fun7ction von log 'I' fur 0 -< 'I' -< R. 

Vorbemerkung: Bei einer ganzen Funktion l (x) gilt dies also 
fiir aIle '1':::> 0 bzw. fliT aIle '1':::> O. 

Beweis: Ich zeige zunachst 1 (0) -< I (r.) fiir 0 -< r 2 -< R. Da 
lex) nicht konstant ist, ist es fiir Ixl = '1'2 auf keinem Halbstrahl 
von 0 nach = gelegen, also 

Es bezeichne F(x) die fUr Ixl -< R reguHire Funktion 

12% I ( rpi) I 
r(xerptjJL 1",_e_._1 dcp. 

o f'( rpt) r"e 
Dann ist fur Ixl = (! -< R 

IF(x)1 -<12%idxerpi)ldCP = 1((1). 
o 
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1) Wegen 
IF(O)I -< 1(0) -< l(rs) = F(rz) 

ist also F(x) nicht konstant. Fur 0 -< rz -< rs -< R ist daher 

1(r2) = F(rs) -< Max. IF(x)1 -< l(rg). 

Ixl =rg 

2) Fur 0 -< r1 -< r 2 -< t·s -< R ist nach dem Hadamardschen 
Dreikreisesatz 

Landau, Funktionentheorie. 2. Auf!. 7 
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Siebentes Kapitel. 

Der Picardsche Ideenkreis. 
§ 24. 

Der B I 0 C h sche Satz. 

Hilfssatz. 
Voraussetzung: Es sei R:> 0, ((x) (iir Ixl -< R regular, 

Es sei 

Behauptullg: 

reO) = 0, 

If' (0)1 > a:> 0, 

If' (x) I -< M {Ur Ixl -< R. 

((x) =1= r fur Ix) -< R. 

a2 R 
Irl > 4111' 

Vorbemel'kung: In I x I < R wird also die ganze Kreisflache 

a2 R 
11')< 4M 

angenommen. 

Beweis: Zunachst folgt 

[((x) [ < R M fUr [x) -< R. 

Da r =1= ° und 1- ((x) fur [xl < R regular ist IDld nicht ver
r 

schwindet, gibt es eine fUr I x) < R regulare Funktion 

It (x) = 1 - f'_(0) x + ... 
21' 

mit 



- 99 

Fur Ixl < R ist 

W(x)l<l+~%. 
Daher ist 

l aS R2 < 1 If' (0)]' H2 < 1 RM 
+ 411'12 = + 41r]1 = +lrI' 

a2 R 
11'1> 4M' 

Satz 1. 
Voraussetznng: Es sei f(x) fur Ix] < 1 regula/I", If' (0)1 > l. 
Bebauptnng: f(x) nimmt in Ix] < 1 alle We)"te eines gewissen 

TT. •• 't R d' 1 .n..reZSlnnern m~ a tUS 16 an. 

Beweis: Wird 

M(r) = Max. If' (x) I fiir 0 <r< 1 
Ixl<" 

gesetzt, so beginnen die Zablen 

;k M (1 - ~k)' k > 0 ganz, 

mit M(O»l und streb en (wegen M(l- ~ .. )<M(l») beik~= 
gegen O. leh nehme qie letzte jener Zahlen, die > 1 ist, babe 

also, ~.. = 1" gesetzt, ein r mit 

O<r<l, rM(1-r»1>; M(l- ;). 
Man wahle ~ mit 

I~I < 1- r, If' (~)I = M (1 - r). 
Die Funktion 

g(x) = f(x+~)-fm 

ist fiir I x I <r regular; es ist 

g(O) = 0, 

Ig' (0)] = If" m] > ; 

und fiir Ixl < ; (wegen Ix + ~I < 1- {) 

Ig'(x)1 = If'(x+~)I<M(l- ;)< ;. 
7* 
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Nach dem Hilfssatz bedeckt also das g-Bild von Ix] -< ~ den Kreis .., 
1 r 
72 1 

11'1 -< --2- = 16' 
4--

r 

also das (-Bild von Ix -;1 -< ;, also das von Ixl -< 1 den Kreis 

II' - (m I -< 116' 

§ 25. 

Satze von Picard, Landau und Schottky. 
Satz 2. 

Voraussetzung: Es sei sr entweder ein Kreis I x I -< R, R:> 0, 
oder die ganze x-Ebene. Es sei F(x) in st ".egular und dat·t 

F(x) =1= 0, F(x) =1= 1. 

Behauptung: Es gild ein in sr ".eguliires ((x) und eine n~tr von 
F (0) abhiingige Zahl {3 mit (olgenden Eigenschaften: 

_n_~(e2(x) +e-2f(X)) 

1) F(x) = -e 2 ; 

2) ((0) = (3; 
3) (ex) nimmt in sr !cein K".eisinneres des Radius 1 an. 

Beweis: 1) Es gibt in Si reguliire Funktionen hex), u(x), v (x)~ 
((x) mit folgenden Eigenschaften: 

F(x) = e2nih (x) 

hex) = 1,12 (x) 

hex) -1 = v2 (x) 

u(x) - V (x) = /(x) 

Nunmehr ist 

(wegen F(x) =1= 0), 

(wegen F (tc) =1= 1, h (x) =1= 0), 

(weg('n F(x) =1= 1, hex) =1= 1), 

(wegen u' (x) - v2 (x) = 1, u (x) - v (x) =1= 0). 

1 - f'(x) 
u(x) + v (x) = -C-)- -- (-) = e , 'Ux-vx 

2 tt (x) = leX) + e - (X), 

. ni ni ( 2f(X) - 2 (X)) . 2nzh(x) = -(2U(X)2 = --- e +e +nl, 
2 2 

ni ( 2f(x) - 2(X)) 
2 e +e 

F(x) = -e 
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2) Klar. 
3) Die Zahlen 

(.c::: --) mti 
l' = ±log vm+ym-1 +-2-' m > 1 ganz, n ganz, 

liegen so, daB kein Kreisinneres des Radius 1 von ihnen frei ist. 

Denn die Differenz zweier sukzessiver Ordinaten ist ; -< y3, und 

die Differenz zweier sukzessiver Abszissen ist -< 1 wegen 

l = log( V2 + 1) -< 1 ffir m = 1, 
log(Vm+1 +ym) -log(Vm+ym -1) ,Im+l 

,-< log V m-1 -< 10g\j3 -< 1 fur m >1; 

zu jedem a giht es also ein r mit 

Iffiy-ffitxl -< t, I~r-~txl -< V23, 

Ir-al -< W+! = 1. 

((x) Ui,Bt in ~ aile Zahlen l' aus'; denn sonst ware dorl einmal 

lex) = (Vm+ym-I)±l i" = i"(ym±Vm 1), 

e-f(x) = i-n(ym+ y'm--i), 

e2f(X)+e- 2f(x) = (-It(2m+2(m-l)) = 2(-1)n(2m-1), 

F(x) = _eoti (-1)"(2m-l) = 1. 

Picardscher Satz 3. 
Voraussetzung: F(x) sei ganz und nirgends 0 oder 1. 

Behauptung: F (x) 'ist konstant. 
Vorbemerkung: J ede gauze, nicht konstante Funktion F (x) 

laBt also hOchstens einen Wert aus. Denn ist a =1= b und ware 

F(x) nie a und nie b, so lieBe die ganze Funktion Fix) - a die 
-a 

Werte 0 und 1 aus, ware also konstant, und somit ware auch F(x) 
konstant. 

Beweis: Das {(x) des Satzes 2 (wo ffir ~ die ganze x-Ebene 
zu setzen ist) ist ganz. Ware F(x) nicht konstant, so ware {(x) 
nicht konstant. Man wahle ~ mit f' m =1= O. Dann nahme die 
ganze Funktion 

{(7m-x+~) 
16 

16 
((~) + 7(f) f' (~) x + ... 

16 = ao+x+· .. 
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nach Satz 2 kein Kreisinneres des Radius 1~ an, gegen Satz 1. 

Landauscher Satz 4. 
Es gibt ein cp (IX) > 0, so daB 

F(x) = IX+X+'" 

nicht fur I x I <:: cp (IX) reguliir, =1= 0 und =1= 1 sein leann. 
Vorbemerkung: Satz 4 enthalt den Satz 3. Denn ist G (x) 

ganz und nicht konstant, so wahle man 'YJ mit G' (1) =/= O. Dann ist 

F(x) = G(G~1/) +1)) = G(1/)+x+", 

ganz, also flir I x I <:: cp (G (1)) regular und kann bereits hier nicht 
durchweg von 0 und von 1 verschieden sein. 

Beweis: 1st filr Ixl <:: R, wo R > 0, 

F(x) = IX+X+'" regular, =/=0 und =/=1, 

so ist das {(x) des Satzes 2 filr IXI <:: R regular, bedeckt kein 
Kreisinneres des Radius 1, und ((O) hangt nur von IX ab; ferner ist 

F' (x) = F(x) 1Ci (e2j'Cx)_ e- 2fCx)) l' (x), 

1 = lX1Ci(e2fCO)_e-2f{O))l'(0), 

also l' (0) =/= 0 und nur von IX abhiingig. 
Fill' Ixl <:: 1 ist 

((Rx) 
Rf'(O) = ao+x+··· 

1 
regular und bedeckt kein Kreisinneres des Radius R! l' (0) i' N ach 

Satz 1 ist also 
1 1 

R f'(O)1 > 16' 
also, 

16 
cp (a) = If'(05T 

gesetzt, 
R <:: cp(IX). 

Filr R = cp (IX) ist dies nicht wahr. 
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Schottkyscher Satz 5. 
Zu jedem a ttnd jedem -IT mit 0 -< -IT -< 1 gwt es ein W (a, &), so 

daR aus 

F(x) = a +." re.guliir, =1= 0 und =F 1 fur Ixl <: 1 

folgt 

IF(x)1 -< W (a, -IT) fur Ixl -<-IT. 

Vorbemerknng: Satz 5 enthiilt Satz 4; denn aus 

R>O, G(x) = a+x+,,· regular, =FO und =F1 fUr Ixl-<R 

folgt 

F(x) = G(Rx) = a + Rx + ... regular, =F 0 und =1= 1 fUr Ixl -< 1, 

R -< 2 Max. I F(x) 1-< 2 W(a, t). 
Ixl =-} 

Beweis: Fi:i.r I ~ I -< -IT ist in der Bezeichnung des Satzes 2, 
falls f' m =1= 0, die Funktion 

{(~+(l--IT)x) 
(1- -IT) 1" (~) = a,o + x + ". 

im Kreis I x I -< 1 regular uncl bedeckt fliT I x I -< 1 kein Kreisinneres 

des Radius (l--IT~I1"(~)I' Nach Satz 1 ist also 

1 1 
(I-.&):1"m'! >16' 

I f' (~) i -< 1 ~ -IT . 

Falls f' m = 0, gi.lt dies auch, 
J edenfalls "ist also fUr I X' I -< -IT 

Ifex) -{(O) I -< 1~6& -IT -< T~&' 

If'(x)I-<lfeO)I+T~-IT = W,(a,-IT), 

n ( 2 <P, (Ct, iT) 2 <P, (Ct, iT)) 
- e +e 

IF(x)1 -< e 2 = W(a, -IT). 

Verscharfter S c hot t k y scher Satz 6. 
Zu jedem (iJ 'und jedem -IT mit ° -< -IT -< 1 gibt es e'in ¥(w, -IT), 

so daR aus 

F(x) = a + ... reguliit·, =1= ° und =1= 1 fur Ixl -< 1 
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nebst 

(olgt 
I F(x) 1<: W(w, &) (ur Ixl <: &. 

Vorbemerkung: Satz 6 enthalt naturlich Satz 5; denn man 
setze w = I "I· 

Beweis: Ohne Beschranknng der Allgemeinheit sei 

w>2. 
1) Es sei 

In 
F(x) = e2'11;ih(x) 

legen wir hex) dnrch 
-! < ffilt(O) <: t 

fest; dann ist 

IhfO)1 <: 1 + Ilogl"ll <: 1 + logw = P (w) 
\ -"2 2% -"2 2% l' 

also in den Bezeichnnngen yom Beweise des Satzes 2 

In 

I tt(O) I = Vlh(O)T< P2 (w), 

Iv(O)1 = Vl/t(0)-=--11-< Palm), 
l.u(O) - v (0) 1< P,(w), 

1 
IU(O)-V(o)T = lu(O)+v(O)1 <P5 (w). 

u(x) - v (x) = leX) 
legen wir (x) dnrch 

- 7r <: 3 (0) < % 

fest; dann ist 

1(0)1 <: Ilogi u(O)-v(O)11 +:n; < P6 (w), 

also fur Ixl <:.{} 

16 
1(x)1 < 1(0)1 + r~& < W1(w, .{}), 

'11; ( 2¥1 (co,-B,) 2¥1 (co, .&)) 
- e +e 

IF(x)i<e 2 = W2 (m,&). 

2) Es sei 
1 

1"1< -. w 
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Dann ist 
lal<~, 

~<: 11-al <2. 

Nach 1), auf 1-P(x) statt P(x) und 2 statt OJ angewendet, ist 
also fUr Ixl < <& 

!l-P(x)1 <: 1Ji'2(2, <&) = 1p's(<&), 

IP(x)1 < 1 + 1Ji's(<&) = 1Ji',(<&). 

§ 26. 

Der grofie Picardsche Satz. 

Voraussetznng: {(x) sei {iir 0 < Ix - xol < Q eindeutig-reguliir, 
=1= a und =1= b (u:o a =\= b ist). 

Bebauptung: Xo ist keine wesentlich singuliire Stelle (sondern 
regular oder ein Pol). 

Vorbemerlmngell: Mit auderen Worten: In jeder Nahe jeder 
isolierten wesentlich singular en Stelle HiBt eine (in der Umgebung 
dieser Stelle eindeutige) Funktion hochstens einen Wert aus. 

Dieser Satz enthalt den (kleinen) Picardschen Satz, wie die 

Substitution x - Xo = L lehrt. Uberhaupt ist der groBe Picard-
y 

sche Satz vollig gleichwertig mit del' Aussage: Jede fiir Ixl >- P ein-
deutig-regulare Funktion, die fUr x = 00 weder regular ist noch 
dort einen Pol hat, laBt fUr [xl >- P hOchstens einen Wert aus. 

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei Xo = 0, 
Q = 1, a = 0, b = 1. (Denn sonst betrachte man 

f(.'Co + QY) - a ) -- b-a- --. 
Es sei also {(x) flir 0 < [xl < 1 eindeutig, regular, =1= 0 und 

=\= 1. Ich nehme an, 0 sei doch eine wesentlich singulare Stelle, 
und werde einen vVidersprnch herleiten. 

Nach WeierstraB kann ich eine Punktfolge Xu x., ... , x"' 
. .. so wahlen, daB 

und 

ist. 

-411' ! e >-IXl >-lx2 1>-",>-!x"I>-···, xn~O 

Ich bestimme fill' jedes n die Zahl tn durch 

etn = Xn, -n < ~tn < n 
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und beirachie die fiir ffi t < 0 eindeuiig-regulare, von 0 und 1 
verschiedene Funkiion 

f(x) = feet) = g (t). 

Sie hai die Periode 2 n i. Es isi 

- 4n >- ffit1 >- ffit2 >- ... >- ffit" >-"', ffit" ~- 00. 

Das Bild der im Sireifen - n < ~ t < n dureh t" gelegien Ver
iikalsireeke isi der Kreis Ixi = Ix,,1 der x-Ebene. leh wende 
Saiz 6 des § 25 auf die Funkiion 

g(t" + 4ny) = hey) 
an; wegen 

h (0) = g (t,,) = f(xn) 
ist 

Ih(O) - 21 < i, 
also, da hey) fUr Iyl < 1 weder 0 noch 1 isi, fiir Iyl < t 

Ih(y)1 < P, 

wo P (bereiis auf Grund des Sehotikysehen Teils des Saizes 6 
in § 25) eine absolute Konstante ist. 

Auf der Veriikalstrecke durch t", die dem Kreise It-t,,] < 2n 
angebOrt, ist also 

Ig(t)1 < P; 

daher ist fiir jedes n auf dero Krelse Ixi = Ix,,1 

1((x)1 < P. 

Diese Ungleichung muE also aueh in dem Ring zwischen zweien 
dieser Kreise gelten. Fur 0 < Ixl < IXII ist also, da jedes der
artige x einem Ringe IX"+11 < Ixl < Ix,,1 angehort, 

It'(x)1 < P, 

im Gegensatz zu der Annabme, daB 0 eine wesentlich singulare 
Sielle isi. 



- 107 -

Achtes Kapitel. 

Schlichte Funktionen. 
§ 27. 

K 0 e be scher Verzerrungssatz. 

Satz 1. 

VOl'aussetzung: Es sei 

fur 0 -< I x I -< 1 regular-schlicht. 

Bebauptuug: 
= 
~ nlan I2 -<1, 

n=O 

also insbesondere 

la,1 -< 1. 

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ao = 0 
(sonst betrachte man ((x) - ao) und a, :> 0 (sonst betrachte man 
e((eX) bei passendem e mit lei = 1). 

Es sei 0 -< 0 -< 8. Man wahle JI = 17 (0), so daB 

O-<J)-<l, 1jV2a,-<1, In~2anxn-'I-< :0 fUr !xl-<1j· 

FUr jeden Bildpunkt U + Vi (U, V reell) von x = u + vi 
(u, v reell) mit 0 -< Ixl = Q -< 1) gilt 

IU+Vi---}-atx[ = IU-; (~ +a1Q)+i(V+: G -a,Q))I-< 10 Q, 

I u-~(!+a n)I-<~Q I v+~(!-a Q)I-<~n I Q Q 1". 10' I Q Q 1 10 '" 
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also (wegen 2a1Q' -< 2a1 r/ -< 1, ~ -a1Q:> 21Q) 

lUI -< lui + h 2 I VI -<M+!n2 
1 ----0 10 Q, 1 Q 5 I\" , 

-+aQ --an Q 1 Q 1 I\" 

( 
U )2 ( V )2 u2 ~ ~2 v2 2h h2 

1 + 1 -< ~ + "5 Q2 + 100 Q4 + QI + 5 Q2 + 25 Q4 
-+a n --a n Q 11\" Q 11\" 

3h ~2 3h 8h . = 1 + 5 Q2 + 20 Q4 -< 1 + 5 Q2 + 20 Q2 = 1 + ~ Q2. 

U + Vi gehOrt also einer Ellipse mit dem Mittelpunkt 0 und den 

Halbachsen G ± a1 Q) V1 + d'Q2 an. 

1st P mit O-<P-<l fest und 0-<Q-<'Y/1(~)' wo 'h(o):>O, 
-< P und -< 1J (~) gewahlt werden kann, so gehorl auch das Bild 
von I xl = P jener Ellipse an, da ihre Halbachsen bei Q ~ 0 ins 
U nendliche wachsen. 

FUr 0 -< Q -< 1J1 (0) gehort also das ganze Bild von Q -< Ixl -< P 
jener Ellipse an (denn sonst miiBte der Bildpunkt eines Rand
punktes des Kreisringes auBerhalb der Ellipse liegen). 

Fiir 0 -< Q -< P -< 1 hat das {-Bild von Q -< Ixl -< P (was sich 
unter Benutzung der Schlichtheit fast wortlich wie in § 13 ergibt) 
den Inhalt 

Da die Ellipse den Inhalt 

n(~-a~Q2)(1+0Q2)-<~(1+oQ2) = n2-+no Q Q Q 

hat, ist also fiir 0 -< Q -< 1J1 (0) 

n (- ~2 + ~ n [as (p2n_ Q2n)) -< no. 
n=l 

Q ~O gibt 

P -+ 1 gibt 
00 

~ n [an 12 -< 1 + O. 
n=l 
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J -+ 0 gibt 
00 

~ nla,,12 < 1. 
n=l 

Hilfssatz 1. 
1st 

f(x) = x+a2 x2 + ... 

fiir Ixl < 1 regular-schlicht, so gibt es ein fur Ixl < 1 'regular-schlicht
ungerades 

mit 

Beweis : 1) In 
f(x2) = x 2 (1 + a,x2 + ... ) 

ist die Klammer rechts flir Ixl < 1 regular, gerade und =1= 0, alS() 

das Quadrat einer reguUiren, geraden Funktion 

Die Funktion 

h (x) = 1 + i x2 + .... 

g(x) = xh(x) = x+ ~ x 3 + ... 
2 

ist flir I x I < 1 regular-ungerade und geni:igt der Gleichung 

f (X2) = g2 (x). 

2) Dies g(x) ist in Ixl < 1 schlicht; denn der Wert 0 wird 
nur in 0 angenommen, und aus 

g(xl ) = g(x2), 0< IXII < 1, 0 < IX21 < 1 
folgi 

und hier gilt das obere Zeichen wegen 

g(-x,) = -g(xl ), 

9 (- Xl) =1= 9 (Xl)· 

Satz 2. 
Voraussetzung : Es sei 

f(x) = x+a2 x 2 + ... 

fur I X 1 < 1 regular-schlicht. 
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Behauptung: 
la21 <: 2. 

Beweis: Nach Hilfssatz 1 ist 

1 1 1 a2 = ---x+··· x 2 g(.'c) = a2 , x+ 2 x + ... 

fiir 0 <: Ixl <: 1 regular-schlicht. Nach Satz 1 ist also 

1_ ~21 <: 1, 

la2 i <: 2. 

Gemeinsnme Voraussetzung der Siitze 3 bis 8: Es sei ((x) 
fiir I x I <: 1 regulat'-schlicht, ((0) = 0, (' (0) = 1. 

Satz 3. 
F'ur 0 <: x <: 1 ist 

If.~(x)- 1~x21<:1~X2' 
Beweis: Es sei x mit 0 <: x <: 1 fest, Die Funktion 

z+x 
l+xz 

ist filr Izl <: 1 schlicht und absolut <: 1. Daher ist 

g(z) = (( z+x_) = A + A z+A, Z2+ ... l+xz 0 1 2 

fiir Izi <: 1 regular-schlicht. Es ist 

( z + X) 1- x 2 

g' (z) = (' 1 + xz(1+x z)" , 

g"(z) = f'(itxXz) g;:~;-('(i::z)2X(;;:;y' 
A, = g' (0) = (' ex) (1 - X2), 
A2 = tg" (0) = t (f' (x) (1- x"y- 2(' (x) X (1-x2). 

Da 
g(z)-Ao A2 2 ------- = z+-z + ... 

.A, A, 

ftIT Izi <: 1 regular-schlicht ist, ist nach Satz 2 

, 1 (f' ' ) (1 .2) 2) 1 1 A2 <: 2 '2 rlx -x - x = ~ = . 
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Satz 4. 

1 - r <: If' ( )] <: 1 + r (1 + r)3 = x = (1 _ r)" fur Ix] = r <: 1. 

Vorbemerkungen: 1) Beide Ungleichungen geHen also fiir 

Ixl <: r <: 1; denn f' (x) und f' ~X) sind flIT I x 1<: 1 reguHir. 

2) Fiir Ix1 1<:1'<:I, [x 2 1<:1' ist also 

('~)4 <: t f' (.x,) t <: (~)4 
1 + r - f" (x2) - 1- r . 

Beweis: Es genii.gt, die Behauptung fii.r x = l' zu beweisen 

(sonst betrachte man [(;x) mit! li I = 1). 

Nach Satz 3 ist fiir 0 <: r <: 1 

I r f" I Ilog if' (r) I +log (1-1'") I = ~ J .. 7' ex) dx + log (1-1.2) I 
o 

li r f'" i 1' 2x I i~' 4 1+1' <: -(x)dx- ---dx <: ~---dx = 2Iog---. - f' 1 - x' - 1 - x2 1 - r ' o 0 I 0 

! ., 1+1' l+r 
, <: -log (1- r") + 2log -1- l' = log -(1- 1')"' 

log If' (1') I 
I 2 l+r l-r 
>-log(I-1')-2Iog--- = log--. 

\ 1- r (1 + r)" 

§ 28. 

Schranken fur If(x)l. 
Satz 5. 

If ('x)1 <: (1 ~rY fiir Ix! <: l' <: 1. 

Beweis: Es geniigt, die Behanptung fiir x = l' Zl1 beweisen. 
Nach Satz 4 ist 

(1' (1' 1 + x r 
If (1')1 <: Jo If' (x) I dx <: Jo Cr =- xl dx = (T=-ry' 

Satz 6. 
f (x) nimmt fiir 'x 1<: 1 alte r mit 11'1 <:.~ an. 
Beweis: Aus 

f(x) = X+U 2 X2 + ... , 

f(x) =/= r fiir Ix! <: 1 
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folgt, da l' =1= 0, daB 

f(x) 
g (x) = (x) 

1-
l' 

= 2 = X + a + _ x 2 + ... x+a x i +... (1) 
X 2 l' 1--+· .. 
l' 

fiir Ixl < 1 reguHir-schlicht ist. Zweimalige Anwendung des Satzes 2 
ergibt 

las l<2, la2 + ~ 1<2, 

1 ~ 1<4, 
11'1 :>t· 

Satz 7. 

I f (x) J:> ~ fur 0 < I xl = r < 1. 

Vorbemerkung: Fiir jedes r wird Satz 8 scharfer sein. 
f(rx) Beweis: -- = x+ .. · 

r 

nimmt nach Satz 6 fiir Ix j < 1 aHe l' mit 11'1 < -! an; f(x) also 

fiir I x I < r aIle l' mit I l' I < ~. Wegen der Schlichtheit kann also 

kein solches l' auf Ix] = r angenommen werden. 

Hilfssatz 2. 
x 

k(x) = (1-x)2 nimmt fur Ixl < 1 genau alle l' an, die nicht 

< -t sind. 
Vorbemerkung: In Satz 6 kann also i durch keine groBere 

Weltkonstante ersetzt werden. 

mit 

Beweis: l' = 0 wird fiir x = 0 angenommen. 
Fiir l' =1= 0 ist 

X2-(2+!)X+l = 0 1'. 
identisch. Das Produkt beider W urzeln dieser Gleichung ist 1. 
Dann und nur dann liegt keine Wurzel in Ix] < 1, wenn beide 
Wurzeln auf dem Rande des Einheitskreises Hegen und konjugierl 
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komplex sind. Das bedeutet genau 

d. h. 

d. h. 

- 2-<2+!<: 2, 
r 

r-<-t· 

Hilfssatz 3. 
Es sei x = K(y) die zu y = k(x), [xl -< 1, inverse Funktion 

(die nach Hilfssatz 2 die von - i nach - 00 aufgeschlitzte y-Ebene 
schlicht auf Ixl -< 1 abbildet). Es sei 

4r 
O-<r-< 1, p = (l+r)" 

(also 0 -< p -< 1). Dann ist 

x = F(z) = K (pk(z) 

t~ir Izl -< 1 regular-schlicht und bildet Izl -< 1 a~tf den von - r nach 
- 1 aUfgeschlitzten Kreis I x I -< 1 abo Fiir x ->- - 1" von rechts strebt 
die inverse Funktion von rechts gegen - 1. 

Beweis: 1) Fill' Izi -< 1 ist pk(z) reguHir-schlicht und nimmt 

dort genau die Werte an, die nicht <: - f sind; aIle diese sind 

nicht -< - i. F(z) ist also fiir I z 1-< 1 regular-schlicht und ab
solut -< 1. 

1 1 
-- = x+--2 
k(x) x 2) 

£aIlt flir - 1 -< x -< 0; k(x) steigt also dort. Bei x ->- -1 (von 
rechts) ist 

k(x) --+ - i; 
ferner ist 

r p 
k(-r) = - (l+r)2 = - 4· 

F (z) nimmt also ftir I z I -< 1 genau die Werte x mit I x I -< 1 
auBer denen auf - 1 -< x -< - ran. Und wenn x von rechts gegen 

-r strebt, so strebt von rechts pk(z) = k(x) gegen - ~, also k(z) 

gegen - i, also z gegen -1. 

Lan d au, Funktionentheorie. 2. Auf!. 8 
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Satz 8. 

1{(x)1 > (l:rY (Ut' Ixl = r< 1. 

Beweis: Es genugt, die Behauptlmg fur - 1 < x = - r < 0 
zu zeigen. Mit dem F(z) aus Hilfssatz 3 ist 

h(z) = ((F(z)) = z + ... 
p 

fur I z I < 1 reguUir-schlicht. Es sei 0 < Q < 1. N ach Satz 7 ist 
fiir -l<z<-Q 

Ih(z)[ > 1:1 > :; 

bei passendem ?) = 1) (Q) > 0 ist nach Hilfssatz 3 fiir - r < x 
<-r+n 

also 

Daher ist 

und Q ->-1 gibi 

-l<z<-Q, 

1{(-r)1 > Q 

P =4' 

p r 
1{(-r)1 >4 = (1+r)2' 
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