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Vorwort zur ersten Auflage.

Meine Absicht bei Herausgabe dieses Buches ist, einige Friichte
meiner Beschiftigung mit der modernen mathematischen Literatur
dem Leser zugute kommen zu lassen. Die Auswahl geschah nach
folgenden Gesichtspunkten. Der Sache nach handelt es sich im
wesentlichen um diejenigen Problemstellungen aus der Theorie der
analytischen Funktionen einer komplexen Variabeln, welche an
das Konvergenzverhalten von Potenzreihen auf dem Rande und an
die analytische Fortsetzbarkeit der betreffenden Funktionen an-
kniipfen. Dariiber gab es von jeher eine grofie Literatur; manches
ist klassisch und steht in jedem Lehrbuch. In den letzten Jahren
sind nun in diesem Gebiete bestimmte Sdtze von hoher Eleganz
entdeckt worden; Sdtze, welche vordem kaum vermutet waren,
zum Teil erstmalig auf sehr komplizierte Weise bewiesen und in-
zwischen auf viel kiirzerem Wege erreicht wurden. Die Literatur
iiber solche Fragen ist grof; die einzelnen Abhandlungen sind zum
Teil lang, so daB man Miithe hat, das schonste Resultat heraus-
zufinden und den zugehdrigen Beweis herauszuprdparieren; oft tritt
der wesentliche Kern eines Satzes dadurch nicht deutlich hervor,
dafl dieser gleich in unwichtiger Weise verallgemeinert und mit
Parametern belastet erscheint. Ich glaube und wiinsche nun, daf8
die vorliegende Mitteilung von etwa siebenundzwanzig sorgsam
ausgewdhlten, in letzter Zeit gefundenen Sdtzen mit vollstidndigen,
einheitlich dargestellten Beweisen die Aufnahme dieser Ergebnisse
— welche zum Teil von klassischer Schonheit sind — in Vor-
lesungen und Lehrbiicher zum Nutzen der Anfinger beschleunigen
wird; und da8 die Forscher zu genauerem Studium der Original-
abhandlungen und damit zur Weiterfilhrung jener fruchtbaren
Untersuchungen angeregt werden. Oft ist meine vereinfachte Dar-
stellung ldnger als das Original; das liegt daran, daf ich es dem
Leser moglichst leicht machen will und ihm keine Zwischenrech-
nung tiberlasse. DaB mein Anteil an diesen Dingen kein rein

kompilatorischer ist, wird der Leser sich auch ohne besondere Er-
]*
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wihnung einiger Vereinfachungen denken kionnen, und wenn er
Lust bekommt, auf die Originalabhandlungen zurtickzugreifen, so
wird er sehen, daB auch die eine oder andere Fragestellung von
mir herrithrte. Als bekannt werden nur die Elemente der Funk-
tionentheorie vorausgesetzt.

Fiir freundliche Hilfe bei der Korrektur danke ich bestens den
Herren Privatdozent Dr. Bernays in Ziirich, Prof. Dr. Har-
togs in Miinchen, Prof. Dr. Knopp in Berlin, Privatdozent
Dr. Pélya in Zirich, Dr. Wiarda in Marburg und Direktor
Dr. Ziegel in Berlin.

Gottingen, den 17. Mai 1916.
Fdmund Landau.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Mit Absicht habe ich den behandelten Stoff kaum vermehrt,
wohl aber mehrere Paragraphen griindlich erweitert bzw. um-
gearbeitet. Insbesondere erwihne ich: § 5 (Fatou) ist neu, § 10
(frither §§ 9—10) umgearbeitet und der Satz des alten § 9 nur als
Nebenresultat in die Einleitung {ibernommen. § 19 ist zum vollen
Beweise des Fabryschen Liickensatzes und anderer Fabry scher
Siitze erweitert. §§ 24—25 sind auf ganz neue (Blochsche) Grund-
lage gestellt. Der alte § 27 ist zum Beweise der definitiven
(Bieberbachschen) Schranken erweitert (jetzt §§ 27—28) und
vom alten siebenten Kapitel abgetrennt, da die Beziehung zum
Picardschen Ideenkreis wegfiel.

Alles Nihere erldutert die Einleitung.

»Neuere Ergebnisse der Funktionentheorie“ sind es immer noch,
zumal der vierte Teil meiner Zitate sich auf Schriften bezieht, die
erst nach meiner ersten Auflage erschienen sind, und manches zum
ersten Male in der vorliegenden Fassung dargestellt wird.

Diesmal habe ich fiir freundliche Korrekturhilfe den folgenden
Herren herzlichst zu danken: Dr. Fenchel in Gottingen, Dr.Wal-
fisz in Warschau und Dr. Weber in Gottingen.

Gottingen, den 19. September 1929.
Edmund Landau.



Bezeichnungen.

Im folgenden verstehe ich, wenn fiir alle hinreichend grofien
positiven z eine komplexe Funktion f () und eine positive Funktion
g (x) definiert sind, unter

@) = 0y @),
dafl der Quotient
If ()

9 ()

von einer Stelle an beschridnkt ist. Unter

f@) = o(g@),
dafl
@ _
2=+ ocod (#)
ist. Dieselben Zeichen O und o werden aber auch gebraucht,

wenn es sich nicht um Anndherung an # = oo, sondern um beider-
seitige oder einseitige Anndherung an einen endlichen Wert z = £

oder um eine bestimmte Anndherung an z = § in der komplexen
Ebene handelt. Awuch, wenn die Variable — sie heiit dann meist
nicht x oder dergl, sondern #, m oder dergl. — nur durch ganz-

zahlige Werte ins Unendliche geht. Der Zusammenhang schliefit
jedes Mifverstindnis bei Anwendung dieses Zeichens aus, da stets
ersichtlich sein wird, um welche unabhiéngige Variable und welchen
Weg derselben es sich handelt.

Ubrigens wird es sich oft als zweckmiifig erweisen, statt einer
Gleichung wie

lim = — = 2

(x sei komplex gedacht) ohne Limeszeichen zu schreiben: Fiir

2——
z—1 ist _“'Lv,l__)g_ Wenn die unabhéingige Variable an den be-
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treffenden endlichen Punkt nicht auf beliebiger Bahn riicken soll,
wird es stets besonders gesagt.
SchlieBlich wird gelegentlich

f@)~g(@)
r@ 4

R
9(x)
verwendet werden.

Die Titel der benutzten Abhandlungen sind zum Schluf zu-
sammengestellt. Im Text zitiere ich daher nur kurz den Namen
des Autors, eine Seitenzahl und (wenn mehr als eine Arbeit des-
selben Autors im Verzeichnis vorkommt) die Nummer der Ab-
handlung.

als Abkiirzung fiir



Einleitung.

Im folgenden will ich zunichst iiber die Ziele der einzelnen
acht Kapitel und die Vorgeschichte jener Fragestellungen berichten.
Absichtlich ist im spédteren Text durchweg vom Einheitskreis die
Rede, in dieser Einleitung vom Kreise || =7 mit einem Wort-

laut, in den der des Textes durch die bloBe Substitution —f— statt

x iibergeht. ‘Hier von einem beliebigen Punkt des Kreises, dort

von dem positiven (triviale Substitution e— %’z statt x). Hier
von limf(x) = I, dort von limf(x) = O (triviale Substitution
f(x)—1 statt f(z)). Hier von |[f(x)|=M, dort von |[f(x)|=1
(triviale Substitution M~'f(x) statt f(x)).

Erstes Kapitel.
(Uber beschridnkte Potenzreihen.)
Es sei

f@) = 5 a0
n=20

fiir |#| << # reguldr. Dann braucht |f(z)| dort nicht beschrinkt zu
sein, wie die geometrische Reihe

>
2 "
n=20
mit » =1 lehrt. Wenn aber fiir |z| <7
f@=u

ist, so ist bekanntlich infolge der fiir 0 < ¢ <<# giltigen Iden-
titat 1)

1) @ bezeichnet die zu a konjugierte Zahl.



— 8 —

27 . 2w 00 . [o o] .
2} [2 n NYt - m —mer
f ff(@eq’)quv=f S " 3 a0t " dy
0 0 n=0 m=0
oo 27 . (o'e]
— S aaet [T = 9 3 o Pem,
N, M = 0 n=0

deren linke Seite = 2z M* ist, notwendig die Reihe
m 9
2 af o
n=20

konvergent (und = M®). Es war aber nicht leicht festzustellen,
ob aus der Voraussetzung die Beschrénktheit von

n
s, = X ar nr=20,1,2 ...
v=0

oder gar die gleichmiBige Beschréinktheit von s, fiir alle zu festem
7 und festem M gehirigen f () folgt. Fejér?') hat entdeckt, daf
nicht einmal bei einem einzelnen f(x) diese Funktion von # be-
schrinkt zu sein braucht. Tm § 3 gebe ich aber dafiir nicht Fejérs
urspriingliches Beispiel, sondern ein anderes, das er mir brieflich
in Anwendung einer zu anderem Zweck von mir angestellten
Untersuchung mitgeteilt hat.

Dafl bei festem M und festem # der Ausdruck s, gleichmifig
(in Bezug auf » und die Auswahl des f(z)) beschridnkt ist, folgt
schon daraus, da nach Cauchy

la, 7| = M »=0,1,2, ...,
also
Is,| =m+1)M

ist. (Ubrigens folgt aus

oo
3z lofro=ar

n=~0
schirfer

n n n o
.= 2 lar.1= S e . S 1P=\Vu+1.M)
=0 =0 v=20

Die Bestimmung der oberen Grenze von [s,| fiir alle f(x) bei
festen 7, M, n bot eigentiimliche Schwierigkeiten, die ich?) mit
dem Ergebnis

1) Fejér 1, S. 15,
2) Landau 4, zweite Abhandlung, S. 255,
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n 3 = ulor g G+ (e )

y =20

iiberwunden habe; dies stelle ich in § 2 dar; der Faktor von M

. 1
ist ~ P log n.

Obgleich s, nicht beschrdnkt zu sein braucht, sind, wie Stef-
fensen?') bemerkt hat, die arithmetischen Mittel

So+31+”'+sn

beschrinkt, sogar bei festem M gleichmiBig beschrinkt fiir alle #
und f(x). Die (gleichmiBige) obere Grenze ergibt sich nach
Fejér? gleich M; siehe den folgenden § 1, der auch eine — nicht
viel tiefer liegende — mnotwendige und hinreichende Bedingung
dafiir entwickelt, daf ein bestimmtes f (#) fiir |z] << reguldr und
beschrinkt ist. Némlich,

n
s, () = 3 oav x
V=

gesetzt,

=m+1)M fir |z|=r, n=0.

n

2 s, (x)
v=20
I. Schur?®) hat diese Bedingung als gleichwertig mit

n
Ss@=r+1)M fir [z|=r, n =0
=0
und mit

n
S s@P=Mmn+1)M fir |z|=», n=0
v=20

erwiesen. Dies reproduziere ich auch in §1; an dessen Schluf
beweise ich*) den Satz von Rogosinski?):
Aus
[f (@) =M fir || <r
folgt

|Sn(‘/‘v)]§M fiir |xl§—§-, ngo'

1) Steffensen, S.382.

2) Fejér 3, 8. 95.

3) Schur 2, 8.227. Vergl. Szdsz 1, S. 176.
4) Nach Landau 5, 8. 22.

5) Rogosinski, S.271.
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Nach obigem ist inshesondere bei jedem festen fiir |z| << » be-
schrénkten f (x)
s, = O (log n).
Die Frage, ob
s, = o (logn)

n

ist, ist von Bohr?) gelost und dann von Bohr?) und Neder?3)
weiter verfolgt worden; doch ist schon der zur Antwort auf obige
Frage vorliegende Beweis zu kompliziert fiir Aufnahme in dies
Buch.

Im § 4 beweise ich nach Hardy?*), daf fir jedes im Kreise
|| << r reguldre und beschrinkte f(z) die Majorante

(o]
M) = 2 la,lo"
n=—0

bei zu r wachsendem ¢ als 0<V:}—+) abgeschitzt werden kann.
r—o

Ferner beweise ich dort nach Bohr — M. Riesz — 1. Schur

— F. Wiener?®), daf fiir jede ganze Funktion /() und alle ¢ >0

Me)= Max. |f(x)] = M(@3o)
|z| = 3e
ist; dasselbe gilt fiir Potenzreihen f (x) mit endlichem Konvergenz-
radius, wenn 3¢ kleiner als dieser Radius ist.

Im § 5 beweise ich zundchst auf einem von Faberf) ange-
gebenen Wege den Satz von Lebesgue?), dafl eine reelle Funk-
tion mit beschrinktem Differenzenquotienten in einem Intervall
dort ,fast iiberall® differentiierbar ist; d.h. bis auf eine Null-
menge; d. h. bis auf eine Menge, die durch abz&hlbar viele Inter-
valle beliebig kleiner Gesamtlinge zugedeckt werden kann. Mit
Hilfe dieses Liebesgueschen Satzes beweise ich dann nach Cara-
théodory?® den Satz von Fatou?®): Ist |f(2)| = M fiir |z] <7,

1) Bohr 2, erste Abhandlung, S. 276.

2) Bohr 2, zweite Abhandlung, S. 119,

8) Neder, S. 115,

4) Hardy 1, S. 149.

5) Bohr 1, S. 4.

6) Faber 8, 8. 381. Der Fabersche Beweis muBte in vielen Punkten be-
richtigt werden und konnte verkiirzt werden.

7) Lebesgue, S.123.

8) Carathéodory, S.307. Dies ist z. Z. der einzige vom Lebesgue-
schen Integralbegriff freie Beweis.

9) Fatou, S.337.
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so existiert lim f (gew) fiir fast alle ¢ auf 0=¢=2xVon
=17
selbst ergibt sich noch eine kleine Verschirfung dieses Satzes.

Zweites Kapitel.
(Summabilitdt hoherer Ordnung.)

Im § 6 handelt es sich um folgendes. Knopp?) und Schnee?

haben entdeckt, dafl bei jeder Reihe
a,+ o, + ay+---

die Begriffe der Summabilitidt %ter Ordnung im Cesaroschen und
Hé6lderschen Sinn (Erklirung siehe in meinem spéteren Text)
sich decken. Der Beweis war auBerordentlich kompliziert, und
erst ein neuerer Beweis von I. Schur?®) gestattet mir, diesen
wichtigen Satz in meine Schrift aufzunehmen.

Bekanntlich folgt ans der Summabilitdt irgendwelcher Ord-
nung bei der Reihe

cO
S a.,
n=20
daB bei radialer Anndherung
(o @]
Lm > a,2"
x=xy n=20

existiert; im § 7 gebe ich nun ein von Bohr herrithrendes, mir
fiir die erste Auflage mitgeteiltes Beispiel fiir die zuerst von
Littlewood?* konstatierte Tatsache: dieser Limes kann vor-
handen sein, ohne daf die Reihe im Punkte # = z, von irgend-
welcher Ordnung summabel ist.

Drittes Kapitel.
(Umkehrungen des A belschen Stetigkeitssatzes.)

Der Abelsche Stetigkeitssatz: ,Aus
(e e]
z mag =1 (%, =+ 0)
n=0

folgt bei radialer Anndherung

1) Knopp, S.19.

2) Schnee, S.112.

3) Schur 1, S. 448.

4) Littlewood, S. 448. Ubrigens leistet Littlewoods Beispiel gleich-
zeitig mehr.
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(o)
lim 3 a,2" =11
x=a, n=0

oo
ist bekanntlich nicht umkehrbar ( > x" bel x = — 1). Dafl er
n=20
unter Hinzufiigung gewisser Annahmen (a,27 = 0 und dergl.) um-
kehrbar ist, war trivial. Neueren Datums ist aber die Kette von
Sdtzen meines dritten Kapitels, welche noch mit einem 32 Jahre

alten, leicht beweisbaren Satz von Tauber?) (wo die Annahme
@, %y = 0 (%) gemacht wird) beginnt (§ 8) und in dem tiefliegenden

Satz von Hardy und Littlewood?) (§ 10) gipfelt, der nur vor-
aussetzt: Der reelle Teil von na,x, ist einseitig beschrénkt, des-
gleichen der imagindre Teil. Eine wichtige Stiitze dabei war in
der ersten Auflage der gleichfalls von Hardy und Little-
wood?) entdeckte Satz, daf fiir jede Potenzreihe mit a, =0 aus

oo 1
flx) = 3 a,8"~v-—— bei z -1
n =0 1—z

folgt?):
"
S, = 2 a, ~J R
v =20

In dieser zweiten Auflage beweise ich den Satz des § 10 ohne
diese Zwischenstation (deren direkter Zugang sich iibrigens durch
Abschitzung von Integralen statt Reihen genau so verkiirzen liefe
wie der Gesamtbeweis jenes Satzes). Damit aber der zweite, an
sich wichtige Satz jetzt nicht unter den Tisch fillt, zeige ich gleich
hier, daB er aus dem ersten leicht gefolgert werden kann. Er

liegt aber weniger tief; z. B. ist die Beschriinktheit der Partial-
summen von %—j’;z;‘~ (n=2) an Stelle von a, (vergl. Be-
hauptung 1 des Hilfssatzes 3) wegen

trivial.
Der Ubergang lautet: Bei z —1 ist

1) Tauber, 8. 274

2) Hardy und Littlewood 3, S. 188.

3) Hardy und Littlewood 2, 8. 141; 3, S. 180.

4) Die Umkehrung hiervon ist auch ohne a, = 0 trivial.



1—s,2+ (’“—’——hr‘)x" =1-(1-2 020 _Sn_ grna
2 1 n:O”"‘l

n=2 n
= 1—(1—9;)f f@ 0.

Fiir n = 2 ist

0= 1—s+3 (s—: - ﬂu) = 1— lim —°m_
o ‘ 1 n m—ocoM+1’
Der zwischenliegende § 9 behandelt einige interessante Aus-
dehnungen des Tauberschen Satzes auf nicht radiale Annédherung.
Im § 11 beweise ich zwei einfachere Sétze aus diesem Ideen-
kreise, von denen der eine in § 12 fiir den Beweis eines Satzes
von M. Riesz!) verwertet wird, der andere erst im ndchsten Ka-
pitel (§ 14) zur Anwendung kommen wird. Im § 13 beweise und
verallgemeinere ich mit dhnlichen Mitteln einen Satz von Fejér?):
Wenn f(z) fiir |#] =7r stetig, fir |z]< r reguldr und schlicht?)
ist, so konvergiert die zugehorige Potenzreihe auf dem Rande
|[#] = 7 und zwar gleichmé&fig.

Viertes Kapitel.
(Uber einige Merkwiirdigkeiten des Verhaltens von Potenzreihen
auf dem Rande.)

Einige Kleinigkeiten von Hardy?), Lusin?® und Sier-
pinskif. §14 (Hardy): Es kann vorkommen, dafl eine Potenz-
reihe auf dem Rande gleichmdBig, aber nicht absolut konvergiert.
§ 15 (Lusin): Und daf eine Potenzreihe mit a,7" >0 auf dem
ganzen Rand divergiert. §16 (Sierpifiski): Und daf eine Potenz-
reihe in genau einem Punkte des Randes konvergiert.

Dafl nicht jede beliebige Menge auf dem Rande als Menge der
Konvergenzpunkte vorgeschrieben werden kann, folgt daraus, daf

1) Riesz 1, 8. 339; der Beweis meines Textes steht bei Mittag-Leffler,
S. 161, unter Bezugnahme auf eine private Mitteilung Hardys.

2) Fejér 2, S.49; 4, 8. 51.

3) D.h. f(xy) == f (xe) fiir |, | <<, |2] <<7, 2 == 2o

4) Hardy 1, S. 158,

5) Lusin, S, 388.

6) Sierpinski, S. 155.
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die Menge jener Mengen hiohere Michtigkeit (2¢) hat als das Kon-
tinuum (¢), wihrend die Menge aller Potenzreihen die Michtigkeit

des Kontinuums hat (némlich Ko — ),

Fiinftes Kapitel.

(Beziehungen der Koeffizienten einer Potenzreihe zu Singularitéten
der Funktion auf dem Rande.)

§ 17: Wie wohl zuerst Vivanti?!) ohne Formulierung des
‘Wortlants und ohne Beweisangabe benutzt hat und wie zuerst
Pringsheim?) formuliert und bewiesen hat, ist bei einer Potenz-
reihe, deren Koeffizienten = 0 sind (oder auf einer anderen Halb-
geraden von O nach oco liegen), der positive Punkt des Konvergenz-
kreises ein singuldrer Punkt der Funktion. Trivial war dies nur,
wenn die Reihe oder eine ihrer Ableitungen in dem betreffenden
Punkte divergiert. Ich gebe (in Teil 1 des Beweises von § 17)
nicht den ilteren Beweis von Pringsheim, sondern einen spéteren
von mir?); beide sind gleich einfach, aber der meinige machte keinen
Gebrauch von der Existenz eines singuldren Punktes auf dem Rande
und fithrte dadurch bei einer Klasse allgemeinerer (nicht in dieser
Schrift behandelter) Reihen zuerst zum Ziel. Ubrigens lifit sich
diese Beweismethode auch auf gewisse Félle komplexer Koeffizienten
ausdehnen und kann dann (wie Fekete*) bemerkt hat) zum Be-
weise der von P. Dienes?) herriihrenden Ubertragung des obigen
Satzes auf den Fall benutzt werden, daB die Koeffizienten, statt
auf einer Halbgeraden durch O zu liegen, einem Winkelraum < =
mit dem Scheitel 0 angehdren; vordem hatte Vivanti®) dies nur

. . . . 7
noch (und zwar weniger einfach) fiir einen Winkelraum = - be-

wiesen. Des weiteren hat Szdsz?) den Satz von Dienes als
unmittelbare Folgerung aus einem sehr einfachen Satze allge-
meineren Charakters hergeleitet, und in &hnlicher Weise, jedoch
unabhiingig davon, hat neuerdings Pringsheim?®) gezeigt, dafl
der Satz von Dienes als ein bloBes Korollar des allgemeinen
Satzes (Beweis in § 17 unter Benutzung des Spezialfalles a, == 0)

1) Vivanti 1, S. 112.

2) Pringsheim 1, 8. 42.
3) Landau 2, S. 535.

4) Fekete, S. 1035.

5) Dienes, S. 338.

6) Vivanti 2, 8. 401.

7) Szdsz 2, S. 101.

8) Pringsheim 3, 8. 855,
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erscheint (dessen Kernpunkt in der Tatsache besteht, dafi die vom
reellen Teil gewisser Potenzreithen erzeugte Singularitdt durch den
rein imaginéiren Teil niemals zerstort werden kann):

Haben die Reihen

o) oo
f ’ (x) = 2 @, z* und 2 R (an) x*
n=20 n=20

denselben endlichen Konvergenzradius und ist % (a,) =0, so ist
der positive Punkt des Konvergenzkreises singuldre Stelle von f().
Hieraus folgt in der Tat der Dienessche Wortlaut; denn

unter dessen Annahmen ist bei passenden p >0, ¢, =0
o) Z R (@, "") Z plal,
fim \/[%lee ") = Tm {lal = Im \/lq,e %",
n =00 = CO n =200

Im § 18 beweise ich den folgenden hochst bemerkenswerten
Satz von Fatou?): Eine Potenzreihe

oo
2 @,z
n=0
mit dem Konvergenzradius » und a,r” —0 konvergiert in jedem
reguliren Randpunkte. M. Riesz? bewies dariiber hinaus, da8
die Konvergenz auf jedem (abgeschlossenen) Regularititsbogen
gleichmiiBig ist. Ich gebe alsbald fiir diese schirfere Fassung einen
sehr kurzen von M. Riesz?) herriithrenden Beweis. Der Fatou-
sche Satz ist sehr merkwiirdig; hat doch bekanntlich bei einer
beliebigen Potenzreihe (ohne die Annahme a,7"—0) Konvergenz
oder Divergenz auf dem Rande gar nichts mit Regularitit oder

Singularitit in dem betreffenden Punkte zu tun, so daf alle
oo [o ol
vier Fille moglich sind ( S tudr =1 3 ”% and # = 1,

n=0 n=1~1"

cOo o o} xn
> 2 und z = —1, E»—undx::———l).
% =20 n=1"

In § 19 der ersten Auflage hatte ich nur einen Hadamard-
schen Spezialfall der Fabryschen?) Sitze bewiesen, die ich jetzt

vollstindig bringe. Hilfssatz 1 und 2 beweise ich etwa nach

1) Fatou, S. 389.
2) Riesz 2, 8. 89.
3) Riesz 3, S. 62.
4) Fabry, S. 375, 879, 382,
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Pringsheim?), Hilfssatz 3 bis 5, etwas vereinfacht, nach Faber?2),
der den hier betretenen Zugang zu den Fabryschen Sitzen ent-
deckt hat. Von den drei Fabryschen Sdtzen will ich in dieser
Einleitung nur den zweiten und den in der Vorbemerkung 1 zu
Satz 3 genannten Spezialfall nennen:

1) Es wachse das ganze p,=0, und es sei » = o(p,). Es
habe

endlichen (positiven) Konvergenzradius. Dann ist die Funktion
iiber den Konvergenzkreis nicht fortsetzbar.
2) Es habe

(00}

2 an x'll

n=0

endlichen (positiven) Konvergenzradius +; es sei

Pt
an == Ia/nl ¢ > q)n-H - (pn - 0'

Dann ist » singulére Stelle der Funktion.

Im § 20 wird dies angewendet auf den Beweis, den Hurwitz?2)
fiir eine zuerst von Polya*) bewiesene Fatousche? Vermutung
angegeben hat: Der Konvergenzkreis 146t sich fiir eine beliebige
Potenzreihe bloB durch geeignete Anderung der Vorzeichen der
Koeffizienten zur natiirlichen Girenze machen.

Sechstes Kapitel.

(Maximum und Mittelwert des absoluten Betrages einer analyti-
schen Funktion auf Kreisen.)

Dies Kapitel handelt von
M(r) = Max. |f (2)]
x| =7
und Verwandtem. Dafl bei einer nicht konstanten Funktion M ()
mit 7 (wo im Falle eines endlichen Konvergenzradius das positive

r kleiner als dieser Radius ist) wichst, ist einer der #ltesten
klassischen Sédtze der Funktionentheorie. Hadamard?®) fiigte

1) Pringsheim 2, S, 15 und 78.
2) Faber 1, 8. 63.

3) Hurwitz und Pélya, S.182.
4) Hurwitz und Pélya, S. 179.
5) Fatou, S. 400.

6) Hadamard 1, S. 186.



hinzu (es wurde unabhingig von Blumenthal!) und Faber?)
wiedergefunden): log M(r) ist eine konvexe Funktion von logr.
Ich gebe dafiir in § 21 einen Beweis, der nur wenig einfacher ist
als der von Hadamard % spidter mitgeteilte Originalbeweis.

Im § 22 verwende ich diesen Satz (an Stelle eines anderen
Vitalischen?), der hier nicht vorkommt), um nach Jentzsch?)
zu beweisen: Hat

oo
> a2
n=0

einen endlichen Konvergenzradius, so ist jeder Randpunkt Hiu-
fungspunkt der Menge der Wurzeln der Polynome

=0

Dieser Satz ist eine hiibsche Ergénzung zu dem &lteren von Hur-
witz®), nach dem die Héufungspunkte im Innern des Kreises mit
den dort gelegenen Nullstellen der Funktion iibereinstimmen; vor
Jentzsch hatte Lukédcs”) nur hinzugefiigt, daf mindestens ein
Hiufungspunkt auf dem Rande liegt.

Im § 23 beweise ich (und zwar nach Pélya-Szegi®) einen
Satz von Hardy?): Der Mittelwert

1 27 .
(X8
2x J, ’f(ﬂ’e )'d‘P
von |f(x)] auf dem Kreise || = » besitzt auch die beiden oben

genannten Cauchy-Hadamardschen Eigenschaften von M ().

1) Blumenthal, S. 108,

2) Faber 2, S. 549.

3) Hadamard 2, S. 50.

4) Der Vitalische Satz heiBt: Es seien die analytischen Funktionen £ (),
f2(%)y <oy ful@), ... fiir || <1 regular und gleichmiBig beschrankt. Es exi-
stiere lim f,(») fir unendlich viele x, die mindestens einen. Hiufungspunkt im

n=
Innern des Einheitskreises haben. Dann existiert lim f,(z) = f(z) fir |z|<<1
=00

und zwar gleichmaBig fur || << ¥ bei jedem pos?tiven F<<1; so daB f(x) fir
|#| << 1 regular ist.

5) Jentzsch, 8. 13.

6) Hurwitz 1, S. 247.

7) Lukdcs, S. 34.

8) Pélya und Szego, S. 329.

9) Hardy 2, 8. 270.

Landau, Funktionentheorie. 2. Aufl. 2
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Siebentes Kapitel.
(Der Picardsche Ideenkreis.)

Nachdem Picard?) schon 1879 mit Modulfunktionen bewiesen
hatte, daB jede nicht konstante ganze Funktion héchstens einen
‘Wert ausldfit, und Borel?) 1896 hierfiir zuerst einen Beweis mit
elementaren funktionentheoretischen Mitteln gegeben hatte, habe
ich®), von der Borelschen Methode ausgehend, die unerwartete
Tatsache hinzugefiigt: Jede ganze Funktion

oo
@) = 3 a2
n=0
mit @, &= 0 nimmt einen der Werte a,b (wo b == ¢ ist) in einem
nur von a,b, a,, a, (nicht von a,, a,, ...) abhdngenden festen Kreis
an; desgl. bereits jede solche in diesem Kreise konvergente Potenz-
reihe. Dies beweise ich hier im § 25.

Schottky*) hat, an mich ankniipfend, durch Weiterfithrung
der Borelschen Methode bewiesen: Jedes fiir |#] << R regulire
und a,b auslassende f(z) ist fir [z|=8R (wo O0<& <1 ist)
absolut unterhalb einer nur von #,a,b, a, (nicht von a,, a, a,, ...)
abhingigen Schranke & (9, a,b,a,) gelegen; sein Beweis ergab so-

1 .
gar fir |a)) = o, |a0—asga, jao—b]g—z; eine nur von &, a, b,

abhiingige Schranke. Ich9) strich |a, —al = % la, —b| = % All
dies beweise ich in § 25.

In derselben Arbeit hat Schottky?®) zuerst elementar den
von Picard”) mit Modulfunktionen entdeckten Satz bewiesen: In
jeder Umgebung eines isolierten wesentlich singuliren Punktes
nimmt eine dort eindeutig-regulire Funktion alle Werte mit hoch-
stens einer Ausnahme an. Schottky stiitzt sich auf die spezielle
Natur seines & (9, a, b, a,). Spiter hat aber E. Lindeldf®), wie ich
in § 26 auseinandersetzen werde, einen kiirzeren elementaren Be-
weis dieses ,groflen Picardschen Satzes® angegeben, wobei er

1) Picard 1, S.1024.

2) Borel, S. 1045.

3) Landau 1, S. 1118.

4) Schottky, 8. 1255.

5) Bohr und Landau, S. 309.
6) Schottky, S, 1258,

7) Picard 2, S. 745.

8) Lindelsf, 8. 185.
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iberdies von jenem L(%,0,1,a,) nur Beschrinktheit etwa fiir
|a@, — 2] << § benutzt.

Aber diese ganze Behandlung des Picardschen Ideenkreises
fuft auf anderer Grundlage als in der ersten Auflage. Man ver-
dankt Bloch?) den Satz:

Es sei f(z) fir |#] =1 reguldr, |f'(0)]=1. Dann nimmt f(z)
in |z] <1 alle Werte eines gewissen Kreisinnern an, dessen Radius
eine Weltkonstante ist.

Valiron?) kiirzte den Beweis®) sehr ab und ich%) mnoch
weiter3). Im Text wird der Leser den Satz alsbald mit dem

. 1
Radius 16 lernen.

Aus diesem in § 24 bewiesenen Blochschen Satz folgt alles,
wie ich in § 25 im Anschlufl an Bloch zeigen werde.

Achtes Kapitel.
(Schlichte Funktionen.)

Der § 27 ist dem Koebeschen®) Verzerrungssatz gewidmet
(der bei Koebe ein wichtiges Hilfsmittel beim Beweise seiner
nicht in den Rahmen dieses Buches gehorigen Uniformisierungs-
theoreme geworden ist): Es gibt ein nur von » (wo 0 <<r <1 ist)
abhéingendes £ (r), so daf fiir jede im Kreise |#] << R regulire
und schlichte Funktion f (z), wenn z,, 2, zwei Punkte des Kreises
]| =r R sind,

{ 1’ (%)

ist. Es gibt ndmlich zwei positive®), nur von » abhingige Funk-
tionen P, (r), P,(r), so daf fiir jedes in || <1 regulér-schlichte
f(x) mit f/(0) = 1 auf |z| = »

P, (r) =" @) = P, (r)
ist; woraus durch die Substitution f(z) = Rf'(0)F ( > die Be-

||/\

II/\

hauptung ohne weiteres folgt.

1) Bloch 1, 8.2051; 2, 8.9.

2) Valiron, S.728.

3) Zugleich fur einen noch schirferen Blochschen Satz, den ich hier nicht
brauche. Vgl. Landau 7, S. 608.

4) Landau 6, S. 471. Beweis dort 3 Zeilen im Telegrammstil.

5) Koebe 2, 8. 73.

6) Uberhaupt sollen die mit P bezeichneten Zahlen bzw. Funktionen stets
positiv sein.

Q#
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Bei dieser Gelegenheit?) ergab sich auch die Existenz zweier
nur von r abhingiger Funktionen P,(r), P,(r), so daB, wenn iiber-
dies f(0) = 0, fiir [z] =

P =If@) =P,

ist; die linke Hilfte dieses Satzes war allerdings schon durch
Hurwitz?) bekannt; und hieraus folgt (vergl. z. B. § 27 der ersten
Auflage) leicht die Existenz von P,(r), P,(r), P,(r).

Schon im Jahre des Erscheinens meiner ersten Auflage wurden
die groBtmoglichen P, (r), P,(r) und die kleinstmdglichen P,(r), P,(v)
durch Bieberbach?) bestimmt. Ich halte mich daher diesmal
nicht erst bei dem (matiirlich entsprechend leichteren) Nachweis
der qualitativen Ungleichungen auf, sondern beweise alsbald (in
§ 27 fir |f'(z)|, in § 28 fiir [f(«x)|) das quantitativ beste. Am
unbequemsten ist dies bei P,(r); hier kommt mir eine hiibsche
Wendung von Lowner?®) zustatten. Im iibrigen folge ich der
Beweisanordnung von R. Nevanlinna®). Die entscheidenden
Zwischenstationen sind Satz 1 von Gronwall®), die Fabersche?)
Einfiihrung des Hilfssatzes 1, Satz 2 von Bieberbach?®), Satz 3
von Bieberbach?) und Satz 6 von Faber?).

Es werden sich als beste Schranken

1— 1+7r r
.P - - T = i 2 = -3 2
(7‘) (1+ )37 2( ) ( :n s( ) (1_,_7.) ) (7‘)—-— (1_ )
ergeben. Alsbald sei begriindet, dafl diese Schranken und ( +:)

als kleinstes Q(r) unverschdrfbar sind. Die Funktion

k(r) = OEO] nxt = H:%E)?

n=1

ist fiir [#] << 1 schlicht; denn der Wert 0 wird nur in # = 0 an-
genommen, und aus

z,+x, 0<|z|<l O0<|z]|<1

1) Koebe 1, S. 204.

2) Hurwitz 2, S. 249,

3) Bieberbach 1, S.946.

4) Lowner, S. 75.

5) Nevanlinna, S. 2.

6) Gronwall, S.75 und 138.
7) Faber 4, S. 41,

8) Bieberbach 1, S. 945.

9) Bieberbach 2, S. 296.
10) Faber 4, S. 39.
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folgt
1 1 (l-z)y A-z)
k(xl) - k(xz) - wl - x?
— —;1——1—001——:-61:——90, = (xl—xz)(l-— xllw2>:l: 0
() = k().
Aus
k'(x) = (11+x)37 k’(—W‘) = (%;:)33 k'() (11+33)
. i r k' (r) 147
k(—r)_-ma k(f)_“' (1_,.)27 /c/(__r) ( —-T>

folgen die obigen Behauptungen.



Erstes Kapitel.
Uber beschrinkte Potenzreihen.

§ 1.
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Beschrinktheit.

Satz 1.
Es sei

fo) = 3 a0
n=20

fiir x| <<1 konvergent.
Es werde fiir jedes x und jedes ganze n =10
n
s, (@) = X a2,
i ——

(@) = sy () + s, (;;’)_{_-}-1. s, (2)

gesetet.
Damit fir |z| <1
f@)l=1

ist, ist notwendig und hinveichend, dafll fiir jedes n und fiir alle x
der Peripherie |z| = 1
lt.(@)] =1
ist.
Beweis: 1) Es sei fiir [#] = 1 und jedes n =0
|8, (@) = 1.

Dann gilt diese Ungleichung fiir || <1 und jedes »=0. TFir
2| <1 ist
lim s,(z) = £ (%),

n=~oo
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also

n=0os

[f@) =1.
2) Fiir |z] <1 ist

Es sei nun fiir [z] <1
lf (@) =1.

Dann ist bei Integration iiber den Kreis [z| = r, 0 <r <1 in

positivem Sinne

N e

wenn nun zum Integranden die fiir 2 = 0, also fiir [#|=7r re-
gulire Funktion
f@)  (—a™y-1
A—zp "

addiert wird, ergibt sich
_ 1 f(z)(1—2"")
+1461) = 5+ “Wi“dx

1 f(x) 2
- Qms L+ (1+.’E+'-—|—-$ dx)

1 27
(n+1)‘twl(1)]§_Tf *7:}?|1+x+“'+$n|27'd¢ (x=7'€q”:)
T 0 ¥

_ 1
T 2

27 ,
[t o dg;
0

dieser Ausdruck ist nach einer schon zu Beginn der Einleitung
vorgekommenen bekannten Identitéit

— "Al,__. 2 2 4.2 2 27 —_ 1 2 27’
= 4, 2 (1P+ 17+ .-+ 177" = 7,,(1—{-7 + o).

Aus
1
1+ D (DI S 5 (L7 4 97)

folgt, da die linke Seite von r frei ist,
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(1 DI D= im o (Lkr' 4ok s™) = n4 1,
r=
I =1.

Wenn dies bei beliebigem reellem ¢ auf die gleichfalls fiir
|z| << 1 reguldre und absolut 1 nicht iibersteigende Funktion

Fle”a) = £,
angewendet wird, erhilt man

Zusatz: Ich schreibe kurz ¢, statt ¢,(1), s, statt s,(1). Fir
die Menge aller f(z), die im Kreise |#| <<1 regulidr und absolut
=1 sind, ist natiirlich nicht nur bei jedem »

[ =1;

sondern 1 ist auch bei jedem einzelnen n die obere Grenze von
|£,| fir jene Menge. Denn die Funktion f(z) = 1 liefert bei
jedem 7

5, =1,
L, = 1.
Satz 2.
Es sei fiir |[z] <1
o0
f@) = 2 a2
n=20
konvergent und
If (@) =1.

Dann ist fir |z] = 1, n=0

lso(x)l + {Sl(x)l +oet Isn(x)] =n+ 17
2
sogar (Wa,s wegen [s| = % + ‘%I das vorige enthéilt)

15 @F + [, (@F + - + s, @) =n + 1.

Yorbemerkung: In Verbindung mit Satz 1 ergibt sich also:
Die drei Relationen
‘ n

| 2 5@

[

n n
Sntl 3 s@ISatl 3 @S0+l
V= YV =

fir |z| =1, n=0
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besagen genau dasselbe. In der Tat folgt aus der dritten die
zweite, aus der zweiten die erste, aus der ersten nach Satz 1

F@I =1 fiir 2] <1
und hierauns nach Satz 2 die dritte.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir # = 1 zu beweisen
(da sonst nur f(ex) mit |¢] = 1 zu betrachten ist).
Wird s, statt s, (1) geschrieben, so ist fiir [z| <1

f(x)(1+x++xn) = So+slx+"'+snxn+C;zﬁlxnﬂ""c;ﬁ)axnﬁ—*_""
Fir 0=¢<1list, z = ge(pi gesetzt,

T =1 PN (SR PY PR PN e

1 27
= %_f [f(x)(1+x++xn)lzd‘p
0
1 27
éﬂ‘/()' ‘1+x+---+x"|2d(})=1+92+,,_+92n,

und ¢ -1 gibt die Behauptung
[$of +-- +[su =2+ 1.
Satz 3.
Es sei fiir || <1
) oC
f@) = X a2
n=0

konvergent und

If@ =1

s, @I =1 fier 2] =4, nZ0.

Dann ist

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir # = } zu zeigen.
Dann ist,

n
g — > s, (1) fir n=0,

n v=0
0  fir n<0Y

gesetzt, fiir » = 0 nach Satz 1

1) Ubrigens ein fir allemal: Eine leere Summe bedeute 0, ein leeres
Produkt 1.
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1N _ | 2 al| |2 8-25.,+5.
s(@) =28 = ,2, %
n n
== b 1'_2
v~0(2v 2v—1 —‘:—-‘0 o
T O s S N Tt B
- 2n+ 21 ]: 2n +w§1 21/ - 1'
§ 2.

Die Landausche obere Grenze von |s,|.

Hilfssatz (von Enestrom?).
Yoraussetzung: n =1, ¢,>¢,>--->¢,> 0.
Behauptung: Alle Wurzeln des Polynoms
K@) = c¢,2+c,z4---+¢, 2"

sind absolut = 1.

Beweis: Es ist fiir alle x
1—2)K (@) = ¢,—{(c,—¢,) & + (6,— €) & + -+ + (Cpuy — 6,) " + €, 8"},

|1 —2) K@)| = ¢, — { (= ¢) |&] 4+ + (6, — ) 2" + ¢, |2},
wo das Gleichheitszeichen nur dann eintreten kann, wenn z =0
ist. Fiir |#] =1 exkl. z = 1 ist daher
1=2) K@) > ¢, —}(c,~¢) + -+ (Cay— ) + e} = 0,
K(z) == 0.
Im Punkte = 1 ist aber gewil}
K(z) = ¢,+--+¢,>0.

Satz (von Landau).

Fiir die Menge aller f(x), die vm Kreise |z| <<1 regulir und
absolut =1 sind, hat bei festem n die obere Gremze von |s,| =
la,+ -+ a,| den Wert

1 /1.3 1.3...@n—1)\ ,
1+(§>+(24)+ +( 9.4.. 97 )*Gﬂ' )

Mit anderen Worten: Stets ist

|8.] = G

1) Enestrom, 8. 409.
2) G, bedeutet 1.
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und 2u n =0, d >0 gibt es etn f(z) der Menge, so daf
|sn| = Gn —0
ust.

Yorbemerkung: Was den zweiten Teil der Behauptung (mit d)
betrifft, so wird iibrigens ein (fiir alle 0 brauchbares) f(x) mit
s, = @,

angegeben werden.

Beweis: 1) Es sei f(x) fiir || <1 regulir und 0 <r < 1.
Dann ist bei Integration iiber den Kreis um O mit dem Radius »
in positivem Sinne

Sxis, =ff(x)(l+~1?+---+—n£,—)dx
= [ L2 a+atrarae = [T ewas,

wo @ (x) irgend ein mit 1+ 2+ --- 4+ 2" beginnendes Polynom
Q@) = 14z 42" +b,2™ + -+ b ™

ist.
Nun ist fir |z] <1
oo — % 2 1
(Z ( )( x)) ((l—x) ):i,r‘=1+x+x2+...’
v=0 -z
also,
nos_ 1
K@= 3 (7))o
'Il:o 4
gesetzt,
(B,(@) = 14a+ - 42"+ b, 2" oo by 2™
ein Polynom von der Gestalt @ () und daher

2mis, —f"fff? (K, (x))* d.

‘Wenn nun
[f@l=1

fiir |#| <1 vorausgesetzt wird, liefert diese Identitdt weiter

EIS | 1 2%
2als = [ o (K @Prdp = o [ K @Pdg
0 0

n 1\ 2
_ 2 & e
N hd v ’

" y=0

also, da die linke Seite von r frei ist,



(E2)Ce) )
noo_1\2 n 9N\T9) T 9
2
lsnl_vé ('V> -—;"'vEO v! >
2 (1.8...2v=-1)\
—WEO( 9.4... % )“’ G
2) Es sei » = 0 gegeben. Die Funktion
; 2 (—% 1 1.3 (2n—1)
—_ 2N () — - _______~'”
Kn(x)_wgo(y)( 2 = 14 gaty g a ot gy e

verschwindet nach dem Enestrdmschen Satz fiir || =1 nicht;
daher ist

ex(l)  Liglns 1)+ Ll
fi(@) = ) _ 2.4...2n
' K@ .1, . @D,
+g2+ + 2 4
fiir [#| =1 regulédr. Ferner ist fir z = ¢, o= =0
1
Iy @) = IK(E)I _ =l
: E@ T k@)
also fiir |z|=1
@) =1.

Die obige Identitét
2ais, = [ 19 (K, @) a0

kann daher bei der Funktion f(z) = f,(#) alsbald auf den Kin-
heitskreis bezogen werden und liefert

o (1
2wis, =f— §(£)> e (K, (@) do —[—K( )K( )
=£-% 27

27
= zf K, (@) dp — i.27 G,
0
s, = G,.

Zusatz: Es ist fiir das folgende niitzlich, G, fiir wachsendes
n asymptotisch zu studieren. Bekanntlich (Wallissche Formel)
ist bei # — o0

z‘)Kn(%)xid(p =i KK, *)dp

0
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% 2v—1 2»+41 2

>

yiry 20 20 =
also
1.3...@2n—1) 2~ 2v—1 2v—1 1
( 2.4...2n )“‘,,I__L 2y 2w an’

. 20 (1.3...R2v—1)\* 1 41 1
G"_1+,p_§_1( 2.4...2v >——1+;,‘,§1 to ,‘,gl'l/
1
N;log'n.
§ 3.

Fejérs Satz, dali s, bei festem f(x) nieht beschrinkt
zu sein braucht.

Hilfssatz.
Voraussetznng: Es sei m =0, >0, b,=>0, ..., b,
n=>0, ¢=>¢ > =>¢,=>0.
Behauptung: Alle Partialsummen im Punkte z = 1
S, =g, tg,++g,

der (nach dem Emnestromschen Sate fiir |x| =1 konvergenten) Po-
tenareihe

R(z) =

=0,

[ e
c+ O A

= gyt ®+ -+ g2+
sind positiv.
Beweis : Es ist in einem gewissen Kreise
R (x) 1 ’
L= (b, + -+ b, " : —_—
@ ) — =)@+ + (6 — 6) & + 0, 2"}
(co—c,)x+--~+c%x”+‘ {(co——c,)x+---+c,,x‘"+‘}
2 + - e +
0 0

— SO+S,x+---+Skw"+~~,

und hierin sind offenbar alle S, = 0.

1
= (b0+“'+bmxm) (C‘+

Satz.
Es gibt eine fiir |x| << 1 regulire und absolut 1 nicht iiberstei-
gende Funktion

f@) = °§° a,2"



fiir welche

nicht beschrankt ist.

Vorbemerkung: Das spezielle f(z) wird sogar noch mehr
leisten. Fiir jedes reelle ¢ wird ndmlich bei wachsendem r

lim f{re”") = (o)
r=1
vorhanden sein (eo ipso ist |g(p)| = 1); der Limes wird sogar
gleichmiBig fiir alle jene ¢ vorhanden sein. Mit anderen Worten !):
Die Funktion f (z) 146t sich auf dem Rande so definieren, dafl f (x)
fiir [z] =1 stetig ist.

Beweis: Wenn f, (2) die spezielle rationale Funktion aus § 2
bezeichnet, setze ich

6 [y (%) 6 fu(@) 6 fo (x)
f(x) = 7‘21151_";7 “f?( )+ 4 +" 9
Da diese unendliche Reihe fiir || =1 wegen
J fors (x)
| = 1}2

gleichmiBig konvergiert, stellt sie eine fiir |#| =1 stetige, fiir
|#] <1 nach dem Weierstrafschen Doppelreihensatz reguldre
Funktion dar. Fiir |#] <1 ist

A= 3

1
’l}

In der fiir |#| <<1 giiltigen Potenzreihenentwicklung

1) Denn zunichst ist g(p) als gleichmafBiger Limes eine stetige Funktion

von ¢. Ferner ist das am Rande durch g(¢) definierte f(x) im Punkte z = e%i
stetig; denn zu gegebenem & = 0 gibt es ein ¢ = &(d) = 0, so daB fur

Po— <P <" QP+ &
)
Ig(q’)'—g(%)|<§

ist; danneino = o (), sodaB 0 <<o<<lundfire <<r =<1, gy— e << @ << @, -+ ¢

1) — g0 < 3

ist, also

lf(rew)*g(%)’ < 9.
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fa) = 3 aar
n=20

ist ferner nach dem Weierstrafischen Doppelreihensatz a, die
Summe der Koeffizienten von 2" in den einzelnen Teilreihen

;267 fpn(2). Da bei diesen nach dem Hilfssatz alle Partialsummen

im Punkte z = 1 positiv sind und da in f,(¢) die Summe der
n -+ 1 ersten Koeffizienten G, ist, so sieht man, daf fir» =1,2,3, ...

6

al 6 1 3 6log 2
sy > Zigr Oe v g log (@) = =00

ist. Daher wichst s,s mit » iiber alle Grenzen, und es ist, wie
behauptet,

s, &= 0(1).

§ 4.
Uber die Majorante einer beschriankten Funktion.

Satz 1 (von Hardy).

Voraussetzung: Es sei fiir |z]<<1
o0
fl@) = 2 a,a",
n=20

If @) =1,

und es werde fiir 0 <<r <1

(e @]
W) = 2 lalr
n=—
gesetat.

Behauptung: Bei » > 1 st

Beweis: Es konvergiert (vergl. den Beginn der Einleitung)

[e%e)
2 el
n=0

Nach der Cauchyschen Ungleichung ist also fiir jedes m =0
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m el
M) = 3 |4+ 2 o]
n=20 n=m-4+1
m / \ oo
= 2 la|+ 2 la, - X
n=0 n=m-+4+1 n=m-1
st 2
- m co N %z%:—i—llanl
== z lanl+ 2 Ianl 2 r" 2 |an|+
n=0 n=m-1 Vi—r
hm Vi—r M= 2 @]
n=m-+1

also, da die linke Seite von m frei ist,

lim V1—7r M) = 0.
r=1

Satz 2 (von Bohr?).
Voraussetzung: Wie bei Sate 1.
Behauptung: Es gibt eine positive absolute Konstante &, so daf
fiir alle jene f(x)
ME=1
ist.
1

Ubrigens wird & = 3 und keine grilere Zahl dies leisten.

Vorbemerkung: Der Satz liefert speziell fiir jede ganze trans-
zendente Funktion bei allen » >0, wenn

M) = Max. |/(@)

x| =T

gesetzt wird, die Ungleichung

(e e}
M) = ZOI%lT"éM(3r);
n=
denn, wenn
. oo
flx) = 2 aa"
n=20

ganz und nicht identisch O ist, wende man auf

1) Die Existenz eines & ist von Bohr, die genauere Konstantenbestimmung

1
3 von den ebenda zitierten M. Riesz, I. Schur, F. Wiener.
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f@Bra)  LJ a3 ,
M@ —,Z,uEn” = he

den obigen Satz an:

S a8 (1 1 S n M (r)
1;n§0 M@r) (‘3‘) = M(?ﬂ)néo la]r" = M(37r)°

Es ist sehr bemerkenswert, daf iiberhaupt eine absolute Kon-
stante K mit

Mr)=M(Kr)
existiert; denn fiir jedes K > 1 (andere kommen ohnehin nicht in

Betracht) liefert die Cauchy sche Koeffizientenabschéitzung

— M(E7)

blofB

me)= 3 HED» — win 3 4,

wo der Faktor von M(Kr) grofier als 1 ist; auch die schiirfere
Abschitzung

°§° = (ME)

tithrt nicht zum Ziel, sondern ergibt nur

me) = = |an1(Kr)"—f<\/ Sl E&D" S g

<M<Kr>\/ =, 5

was zwar besser ist als das obige, aber doch stets einen Faktor
=1 liefert.

Beweis: 1) Der Spezialfall » = 1 des Satzes 1 aus § 1 besagt

|t1(x)| =

fiir [#] = 1; also, wenn dies z so gew#hlt wird, daf a, und @,z
auf demselben von O ausgehenden Halbstrahl liegen,

2la,| + 1] 4
2 —_—

=1

8, () + 8, (%) t _ ‘ 2a,+a,x
2 2

la,) =2(1—|a, ).

Landau, Funktionentheorie. 2. Aufl. 3
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27y
Fiir jedes nZ 1 ist, 4 L N und z* = y gesetzt,
f@)+f(gx)+--- 4+ ') _ x P+ 4™
- 2 ay @
" rv=0 n
= O+ Q"+ 0y, B+ = @+ Y+ Y

eine fiir |y| <1 reguldre, ebenda absolut 1 mnicht iibersteigende
Funktion von y; folglich ist

la, | =2(1 —a)). 9
Daher ist

N 2 e 2 2(1—|a,)
93}(_3—) - la’ol+n§1 3n é|a’ol'*’%§1 3
= la)+2( o)) 5 =

2) Die Funktion

o—x
f(w) =T———ux’ 0<¢x<1,

bildet den Einheitskreis auf sich ab, erfiillt also die Voraussetzung.
Wegen der fiir [2]| << —l’—, also gewif fiir |#]<c 1 giiltigen Reihen-
entwicklung

f@) = (@e—2)(l+aez+a?2’+)=a—(1—0)z— (¢ —0a®)2*—---
ist bei 0 <8 <1

2
gﬁ(ﬁ) = 06—[—(1__“2),9_‘_(“_“3)&2_*_.,_ — “_1_(]]:_‘;2(}’3_.
Es ist daher
M@ =>1
fiir
(1=a)®
L R 1=ag =1,
d. h. fiir
g~ _ 1
“ 112«

gibt e$ demnach ein ¢ mit 0 <e <1, so dafl

M@ >1

Zu jedem & >%

ist.
1) Diese Betrachtung lehrt auch: Jede Relation zwischen @, und q,, die
fir die Menge unserer f(z) gilt, besteht auch zwischen a, und a,.
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§ 5.
Satz von Fatou.
Satz (von Lebesgue).
Yoraussetzung: Es sei f(z) fir 0 =2 =1 reell,

z—a fir 0=2=<10=a2=<1, z=2.
|4z, 2)| =1
Behauptung: f(z) ist fir 0 <<wx<<1 bis auf eine Nullmenge
differentiierbar.
YVorbemerkung: Fiir p >0, e« <f lehrt die triviale Trans-
formation

den entsprechenden Wortlaut fiir das Intervall « =2 = bei der
Annahme || =p.

Beweis: 1. Essei 0 <<é&< 2. Man wihle [ und die z, ({ = {(¢),
x, = &, (6)) mit

Y Fa+(-a)a)

0=z, <z < <z = 1,
so dafl, wenn der Punkt
®, f(®) = P,

gesetzt wird und AB die Liinge der Strecke von A mnach B be-

zeichnet,
1—1_

2 PV PV+1
=20

hochstens um & unter der oberen Grenze aller solchen Summen
bei allen Wahlen von Zwischenpunkten liegt. Dann ist bei jeder
Einschiebung weiterer (endlich vieler) Teilpunkte der mogliche Zu-
wachs der Summe = &',

Wir betrachten irgend ein festes Intervall

I=1 =(z,...2,).
Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von I gibt es entweder
kein Paar z, ' mit
¢, a") = (@, )= A(@,, 2,..)| = ¢

oder ein solches mit maximalem |2 —2'|. Denn gibt es eines und
ist g die obere Grenze von |z — z'| fiir alle solchen, so wihle man
2 2P = 1,2, ...) mit
x(l) - g, x/(l) s gl, lx(l) _ x/().)l g, (p(.’v(b, x/(l)) g &;
g%
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dann ist

[E—E&] = g;
£ und ¢ gehdren zum gegebenen Teilintervall, und wegen der Stetig-
keit von 4 (x,2') fir x = & o' = & ist

9 8 =-

Wir machen nun folgende Konstruktion, die entweder gar
nicht erst anfingt (wenn nidmlich @ = ¢ nicht vorkommt) oder nach
endlich vielen Schritten abbricht oder ad inf. fortsetzbar ist. Hier-
bei sei bei jedem Intervall J sein Inneres mit (J), seine Lénge mit
J bezeichnet.

£, £ sei ein Paar auf I mit ¢ = ¢ und maximalem |§ — &|;
K, das von &, & begrenzte Intervall.

I—(K,) besteht, abgesehen von losen Punkten, aus hochstens
zwei abgeschlossenen Intervallen. Mit jedem dieser Intervalle ver-
fahren wir (bei der alten Bedeutung von ¢) ebenso wie vorhin mit
I und wihlen von den etwaigen darauf liegenden ein bis zwei
Punktepaaren eines mit groBftem Abstand. Dann haben wir also
ein Paar §,, £, mit ¢ = ¢ auf einem der Intervalle von I—(K)), so
daB es auf keinem dieser Intervalle zwei von einander entferntere
Punkte mit ¢ =& gibt. K, sei das von £, & begrenzte Intervall.

Allgemein: Hat man K, ..., K,,_, und enthilt I —(K,)—-—(K,_,)
noch ein Restintervall, so wihle man auf jedem der endlich vielen
Restintervalle, auf denen es ein Punktepaar mit ¢ = ¢ gibt, eines
mit moglichst grofem Abstand; und aus ihnen eines, wo dieser
Abstand am groBten ist. Es heile §,,, &, und K, sei das von diesen
Punkten begrenzte Intervall.

Gibt es unendlich viele K, so ist offenbar (da keine zwei K,
innere Punkte gemeinsam haben)

m=1
konvergent, also
Iim K, = 0.
m =00

Jedenfalls haben die Intervalle K, folgende zwei Kigen-
schaften:

1) Bei festem o liege z auf I, «' auf I; es sei z==2' und z
zu keinem der Intervalle K,, ..., K, gehorig, 2’ zu keinem der
Inneren (K,),..., (K,) gehorig; (z...2') enthalte eines der Inter-
valle K, ..., K,. Dann ist

P << &
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Dies ist nach Konstruktion klar: Wire ¢ = ¢, so wire das
fritheste in (# ... 2') enthaltene Intervall K, zu klein gewihlt.

2) Es liege x auf I, 2’ auf I; es sei # == 2. x gehore zu keinem
K,, 2 zu keinem (K,). Dann ist

@ <<&.

Denn enthdlt (z ... 2') ein K,,, so folgt es aus 1). Anderen-
falls gehoren z und 2’ fiir jedes m einem der zu I— (K,) —--- — (K,,)
gehorigen Restintervalle an. Im Falle endlich vieler K,, (m =1,..., M)
wiirde, wenn @ = ¢ wire, das Verfahren nicht bei m = M abbrechen;
im Falle unendlich vieler K,, wihle man m mit K,,,, < |x—2'], und
K,,, wire falsch konstruiert.

2. Es entstand fiir jedes » =0, ..., I—1 eine leere oder end-
liche oder konvergente Reihe
> K9,
po m
Ich behaupte
I—1
2 2K =8
=0 m

Es geniigt, fiir jede endliche Teilsumme

1—1 o
E= 3 SEP=8¢
. v=0m
Zu zelgen.

In der Tat ist fiir jedes feste », wenn die Endpunkte der etwa
auf I, gelegenen, zu unserem endlichen Vorrat gehdrigen K inter-
poliert werden und die Abszissen u, mit

Xy == Uy Uy << Uy, = Xy
die Ordinaten
v, = f(u) fir 0=A="h
entstehen,
(uy, v;) = @, fir 0=1=h,
Ay, wy,) = & fir 0=<A<h,
A(xv7 x’y'{-]) =t
gesetzt wird (man beachte |¢,|=1, [¢{{=1 und fiir diejenigen 4,
bei denen (u ... u,,,) eines der ausgewdhlten K ist, [f, —%|= &),
h g, —uy + E(v;,, — ;)
PvPv = — B2} A 141 2
+1 QO Qh 1 _2__:: 0 W

1+tt,
VI+EVI+8

h—1__

=1 E 0 Ql Ql+1
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Il/\

h—1 A+ 2ty
Z Qsz( +2(1+t2)(f+tz))
_h—l___ (=2

= 2 Q1Q2.+1(1_2(1 +lt")(1+t§))

h—l h—l h—1

2 Q}. QZ+1 8 2 (ul+1 ul) (t) - t)2 = 2 Ql Q7.+1 2’ K? .

Wird dies fiir alle » gemacht, so iibertrifft das neue ,Sehnen-

2
polygon“ das alte um mindestens —%—E ; diese Zahl ist also =&

5 3. Jedes Intervall K werde von seiner Mitte aus auf das
— fache zu L® gestreckt. Damn ist

1—1
> SILP=16e
v=20 m
Die Punkte z,, 0 =v =<1, seien mit abgeschlossenen Intervallen
der Gesamtlinge & bedeckt. Dann haben diese und die L) zu-
sammen eine Lédnge = 17e.
Es sei 0=z =<1, und z gehiore zu keinem all dieser Inter-
valle. Es sei 2/ Punkt des I,, zu dem z gehtrt, und 2’ == 2.
I) Gehort «' zu keinem (K3, so ist nach 2)

Id(%‘, .’Iﬁ') - A(ﬁ’},,, xv+1)| << &

II) Gehort 2’ zu (KY), so sei z” das von x entferntere Knde
von K2. Dann ist

Az, 2)(x—2) = A, #")(x—2")+ 42", &) (x” —2'),

x' I

|4 (2, 2) — d (@, 2")| = |(d (&, ") — 4, )) Do
<ol=# o K _ o,
="e—wl =1
Nach 1) ist
‘A(.%‘, x") - A(xw 'xvﬂ)] <é&,
also

Id(x’ x’) - A(ww xv+1)‘ <3e
4. Nach 3 ist fiir jedes genannte z und alle ' =« in hin-
reichender N#he von z
l41<x’ x') —d (xw x1-+1)l < 387
also, wenn



=0

h—O

fi@) =
gesetzt wird,
fila) - f'(2) = 6.
Daher sind die etwaigen z mit
O<z<1, f'(z)—f'(x)>6e
durch abzdhlbar viele Intervalle der Gesamtlinge = 17¢ zugedeckt.

Wird dies auf &, o 2 4, ..
0 <z <1, fiir die f'(z) nicht existiert, durch abzihlbar viele Inter-

. angewendet, so sind die etwaigen x auf

valle der Gesamtlinge =17 (5_1_%_*_. ) = 34¢ zugedeckt. Dies
gilt fiir jedes & mit 0 < & < 2. Jene z bilden also eine Nullmenge.

Hilfssatz 1.
Fiir 0 < ¢ <<7 und ganszes n =0 ist
,i,rn-!-l (7.2 — 92) T " S].Il (p 5
—_— w’ll —_ A l.
L ¢ (r* — 279 cos @ + 0%)° dy ne

Yorbemerkung: Ist

fe%e)
gx) = 2 ba"
n=1

fiic |#] = r gleichméBig konvergent, so ist also
_ar(? —-02) f re‘m sin @
(r —2rp cosqa-{—g’)2
. w(: o) T ongi_ Sme 4
— %§1bane (,’_2__29,9003‘1)_]_92)2 P
E "bn@”" = ¢'(0)-
%_
oG 0 m 1 +
Beweis: 1+2 3> (~) cosmep = R —
m=1\7/ 1__£e(pi
r
=§R(r+oe )(7”—96 *) r—

( — ¢ )( r—oe wi) = r—2rpcosg+ o

Wegen der gleichmifigen Konvergenz der durch gliedweise Diffe-
rentiation nach ¢ entstehenden Reihe ist
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—2rosing
—2rpcosp+ o)’

S () 2 _ g
——2m§1m(—r~) sinmep = (r* — @°) G
Durch Multiplikation mit ¢"®* und gliedweise Integration er-
gibt sich

_2yz'm( > = —2ro(r _@2)f sin ¢

(4“ —2re cos«p—!—g?)?

Hilfssatz 2.
Fiir 0<g<1 ist

f” @ sin @ J72n (< 2%)
(1—29008¢+@*)2 A+eyl—9\ 1—9/

. T sin
Beweis: o(1 —¢°) f - 23008 z T 92)2

T oo T
= > metepsinmepdy = E mg”’f psinmedyp
,,m=1 m=1 —_—
2n@
= -2z 3 (—o" = -
mél 1+
Satz.

Voraussetzung: Es sei [(x) fir |z] << 1 regulir.
1
Es existiere Max. |f(z)|dR (was z. B. stets der Fall ist,
0 |z|=<R

wenn f(z) fiir |#| << 1 beschrinkt oder auch nur, gleichmifiig in z,

1
O((1—|=|)™) mit 0 =p<1 bei |z|—1 ist) oder auch nm‘j(; f'(Rew)dR
gleichmdfig in @.

Es sei —w=<=oa<f=mx und f(x) im Sektor (fir e« = —~=x, ==
ist dies das volle Kreisinnere) z = re? 0Sr<1, a=9p=98
beschrinlkt.

Behauptung: lim f (@ eq’i) existiert fitr alle @ auf « =@ = bis
=1

9_
ouf hochstens eine Nullmenge.

Beweis: Wird fir (2] <1
OO

fl@) = 2 a2,
0
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gesetzt, so ist fiir 0 <<¢ <<7 << 1 nach der Vorbemerkung zu Hilfs-
satz 1

R

(r —2rgcos g+ 92)2
‘Wegen
g(re‘pi) = e‘pifrf(Rem)dR
0
existiert nach Voraussetzung fir —z =9 ==
Tim g{re”) = G(g)
gleichméfig in g, ist also stetig, und fiir 0 << ¢ << 1 ist daher

__il—e) [~ sin g 1
r@ =2 [ 66 (g0 prer i)

Fir 0=r <1, «a < ¢ = ist nach Voraussetzung

flre®) | < P.

G (p) hat daher fiir « = @ = beschriinkten Differenzenquotienten;
demn fiir e =g, <, =8, 0=r<1 ist

lglre™) = glre? )| = »

£ 2 ; 3

f(re‘”)ewdw! = P(p.,— 9y,
P1 |
also fiir e =, <, =8

|G9)~ Gy = Tim |gre?) — g (™) < P(o, — 9).

Nach dem (auf R G ( q)) und § & (¢) anzuwendenden) Lebesgue-
schen Satz existiert also G'(¢) fiir « =@ = bis auf eine Null-
menge, und es geniigt, fiir jedes ¢,, fiir das G'(p,) existiert, die
Existenz von lim f (9 e%z) zu zeigen. Ohne Beschrédnkung der All-

e=1 .
gemeinheit sei ¢, = 0 (sonst betrachte man [ (e%zy)).

Dann ist fiir — za=p=wx

G(e)—G0)—6'O)p = gh(p),
wo h(0) = O und k(p) stetig ist.

o)
1) Im Spezialfall, da8 f(x) fir || << 1 beschrankt ist, ist 3 |a,|? also
n=~0

oo

Jb_!’iil konvergent und somit die obige Gleichung nach der Vorbemerkung
n=20

zu Hilfssatz 1 mit » = 1 sofort klar.
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Nach Hilfssatz 2 und der obigen Darstellung von f(g) ist fiir
O<p<1

2@(}’ 0
z(l—g)f” sin @
= — G
T o (%) (1——2@cos¢p+92)"
i(1—¢" f” sin ¢
L __WG(O) (1 —2¢ cos ¢ + 0°)° dg

l(l'—_&?) i ¥/ SlIllp
+vaz f 0 (1—-29(30s1p—|—g‘3)2

1(1+9 @ sin @
) (1 9)f h(tp) (1 29 cos @ + 02)2 P,

und es geniigt, bei ¢ —>1

T
@ sin @
1-— / p—>0
( Q)f_,,z(q))(l 20 cos g+

zu zeigen. Bei jedem & mit 0 <& <<m ist fir —# =@ =—¢ und
fir e=Sp=m

1—20cosp+0'=1—2gcose+ g’ = (o— cos &)+ sin’ e = sin’ ¢,
also der Integrand fiir 0 <9 <1 als Funktion von ¢, ¢ beschrinkt.
Daher ist

tpSlnq)
llm(l 9)]f h(q’)(l 2gcosq)+92)l

@ sin @
f h(‘p)(l 29008¢+@)2

=< Max. | (p)| lim (1—-9)f AL
=gz, o1 _s(l—2gcos¢p+9‘)

T
= Max. [h(p)|lim (1 f v
=3 |x |7 ()] 11T1( 9) _‘n(1—9gcosq>+9)

= 2z Max. [h((p)]
lp|=¢

nach Hilfssatz 2, und ¢ >0 gibt die Behauptung.

hm (1 —9)




Zweites Kapitel.

Summabilitit hoherer Ordnung.

§ 6.
Der Knopp-Schneesche Satz.

Hilfssatz 1.

Voraussetzang: Es sei x,, %,, ..., %,, ... eine Folge komplexer
Gréflen, q = 0 ganz und bei n— co

ML L L )

Behanptung: z, — 0.
Beweis: Wenn zur Abkiirzung

Yo = q(x1+'+xn)+nxn = Q(x1+"'+xn—x)+(n+Q)xn

gesetzt wird, ist identisch?)
[ n
Ely,(w +1...(0+g=-1) = (r+1)(n+2)... m+q) le.,.

Denn diese Identitdt ist fiir # = 1 wahr:
9,.2...¢q =2.3...(¢+ Dz,
und aus der Richtigkeit fiir n —1 folgt sie fiir n, da der Zuwachs
der linken Seite bei diesem Ubergang
n—1
=y,(m+1D)...(n+q-1) =q(n+1)...(n+q-1) 21x7+(n+1)...(n+q)x,,,
V=

der rechts
n—1

= (n+1)...(n+9q) ilxv—n...(n+q-—1) Z}lx,

n—1

— (D)o (=D () =) B gt (+1) . (03,

ist.

1) Fir ¢ =1 bedeutet (v-+1)... (¥ - g—1) als leeres Produkt die Zahl 1.
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Wegen der Voraussetzung y, = o(n) ist
Y @+1)...(v+g—1) = o(»"),

also

n n
2 %@+ ...v+g—1) =0 3 v = o(n™),
r=1 r=1

also nach der obigen Identitéit

n

r»=1

: o (™) = o(n),

Z %= D). kg

nt, = y,—0 3 @, = o()+o() = o)

z, = o(1).

n

Hilfssatz 2.

Yoraussetzung: % > 1 sei gane und

1

k
Behauptung:

Ly + - k

E—1 z,4+---+2,
- 9.

n

z, > .

Vorbemerkung: Fiir £ = 1 ist dies auch wahr, aber trivial.
Beweis: z,—y = z, geniigt nach Voraussetzung der Bedingung

1 E—1(z,4+-+2z,
75(37;‘!'7’)'!' A ( : n +7’)"’77
1 E—1 2,+---+2,
?z"—l— E on =0,
zn-i—(k—l)%i@—»o.
Nach Hilfssatz 1 ist daher
Gy > O:
L, > 9.
Definition.
Es sei a,, a,,..., a,,... cine Folge komplexer Zahlen, und es
werde gesetat:
8 = a, +-+ay,
Si = SO+ S0,
S,

R)
S n
. .

= 5 +",'+Svlz7

. Q1) (k=-1)
- So +- Sn )
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Man sagt: die Reihe
ao+al+...+a,n+...

sei summabel kter Ordnung im Cesaroschen®) Sinne, oder: der kite
Cesarosche Limes der Folge s, = a,+---+a, = 8 sei vorhanden
und = s, wenn bei n—> oo

AN

—7@7772* -8
ist.

Damit ist natiirlich, wenn

c(k) J— k! n! (k)
" (m+kEt "
gesetzt wird,

(&)

C, > S

gleichbedeutend.

Ist dies bei einem k=0 der Fall, so ist, wie leicht zu sehen,
der (k+1)te Cesarosche Limes (also auch alle folgenden) vor-
handen und = s; denn aus

S = S'k“r+0(%k)
folgt

(k+1) —_ Ry i i % 2
Sy 2 Sy = W 2 Vi+o 3 v
k41 B - L+1

—_ 7:' (kn-}-l + o (n +‘))—i—o(n”‘"‘) = Sy +o(n*).

Ist ferner bei einem k=0 der kte Cesarosche Limes vor-
handen, so folgt daraus sukzessive

8P = 0(nh),
Sgc—n — S®_ Sgcil — O(n") + O(?’&k) — O(WC),

n

bis zu
‘S::” = O(nk)7
a, = 0",

n

so daB
f@ = 3

1) Cesaro, S.119.
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fiir |2] <1 konvergiert und ebenda

fl@) = (1—-2) 2 S0 = (1—af 3 Sa

n=0
— (1 _x)k-u ZOS;zk) Z"
n—

ist.
Aus dieser Identitit

(-2 (@) = 3 spa

n=20
ist alsdann leicht bei gegen 1 wachsendem z
f@)—>s

zu folgern. Denn nach Voraussetzung ist

W _ (P n\ .
s = () + o)

nach Annahme eines 0 >0 ist also fiir » = n,(0)

Ry __ n n
sv—s(p)| =o(z)-

folglich, wenn 0 <<z << 1 ist,

xn

alt

) 1)
2 sve-s 3 (o= 3
n=0 n=20 | n=0
o
S% (7’) @+ S ) 2
n=mn,

s=sfe) 40 2, ()

)

n—l

II/\

n—O

1 —1
< ﬁ

fn_~0

oo oo
s Sﬁf”x"—sng (

n=0

= 3

——

lim =
=1 (n)
nzo k

da die linke Seite von ¢ frei ist, ist bei z > 1

oo
2 S(k) ') —s 2 ()
n=20 n—O

- ———

Z,

ll/\




OEO (n)x" = ﬁ Oi nn—1)...(n—k+1)2""* = " ik_ ozo:oxqz

n=o\k k! 25 k! do* =
_pe1y_
T k! da* (1 z] — (—a)"
ist daher
(A=) @)= s (L—a)™
2 (1 —z)™ ’
a7 f(x) —s >0,
f(a:) -—> 8.
Definition,
Es sei @y, Gy ...y Oy, ... eine Folge komplexer Zahlen, und es

werde gesetzt:
by = Ao+t Ay,
h(O)_*_ . + h(O)

/ — 2 D,
ku - " + 1 9
L n+ 1 o
W — h’i)k—‘) R hz;—l)

n41 ’

Man sagt: die Reihe
a0+al+...+an+...

sei summabel Lter Ordnung im Holderschen®) Sinne, oder: der kie
Hildersche Limes der Folge s, = a,+---+a, = hY sei vorhanden
und = s, wenn bei m - co

hg" -8
ist.

Ist dies bei einem % der Fall, so folgt fiir die arithmetischen

Mittel ohne weiteres

R > s,

h(k-l—e)

n —> S,

1) Holder, S. 536.
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Ferner folgt aus A — s sukzessive
hy = 0(),
B m+1)EP —nk® = O(n) + 0 (@) = O(n),
WP = DI — ) = 0@+ 0 () = O(n),

I

bis zu
Ky = 0 ("),
= by =k, = O(nk>7

also die Konvergenz von

a,

n

w .
fl@) = 2 a2
‘ n=0
fiir |2| < 1.
Holder?) hatte aus
WP —>s
aunf
f(x)—>s

geschlossen; die Reproduktion dieses Beweises eriibrigt sich hier
schon aus dem Grunde, weil dieser Satz enthalten ist in dem

Knopp-Schneeschen Satz:
Wenn fiir ein bestimmies k
P s
ist, so ist
h? — s
und wumgekehrt.
Beweis: Wenn eine Zahlenfolge

Zyy Tyy Lgy ooy Ly one
gegeben ist, so bezeichne M (z,) die Folge der arithmetischen Mittel

Z,+ 2, Z,+ %+, Lo+ 2+t 2,
Zo s 2 ’ 3 Ty ey "m‘ 3t

Falls @ und b Konstanten bezeichnen, hat demmnach a M(z,)+ bz,
die Bedeutung der Folge

%, + @,

A xo_;_..._l_xn‘
2

| +bz,, ....

ax,+bx,, a

-+ bz, ..., 0

1) Holder, 8. 536.
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Diese Operation y, = aM(x,) + bzx,, welche der Folge (z) die
Folge (y) durch die linearen Gleichungen

a

a a
Yn = mxo‘l'""l‘mxn-l’l‘(m‘f'b)xn

zuordnet, gehtrt zu dem allgemeineren Typus

Yo = Co %y,
Y, = Cu %+ 6,7y,
Yo = CpoZy+ Cpy X+ -+ € @y

Die Zusammensetzung zweier solcher Operationen gibt wieder eine
solche ; denn wenn bei drei Variabelnreihen (z), (y), (2) erst () nach
einem solchen Schema aus (z) und dann (2) aus (y) entsteht, so ist
%, eine homogene lineare Funktion von #,, ..., z,. Ferner gilt fiir
solche Operationen offenbar das assoziative Gesetz. Soweit ohne
Einschrédnkung tiber die ¢,. Fiir zwei unserer Operationen

aM(z,)+bzx,, o’ M(z,)+b =,
gilt aber auch das kommutative Gesetz, da
a M(aM(zx,)+bz,) +b (a M(2,)+bx,)
= a'a MM (z,)+ (a'b+b'a) M(z,) +b'bx,,
aM (o' Mz, +b'z,)+b (@@ M(z,)+bz,)
= ad' MM (x,)+ (ab +ba") M(x,) +bb' z,,

also gleich dem vorigen ist.
Speziell werde bei ganzem k>0

E—1 1
‘Tk(va = T M(xn)_}'fxn

gesetzt; dann ist M mit jedem 7} vertauschbar, desgleichen je
zwei T),, T,.
Aus #, —s folgt offenbar

E—1 1
5 StEs=s;

T, (@) >

und aus 7, (z,) - s folgt nach Hilfssatz 2 umgekehrt z, > s.
Das folgende beruht auf der zunichst zu verifizierenden Iden-
titét (in der a,, a,, ... beliebig sind)

M) = T,() (b=1),

n

Landau, Funktionentheorie. 2, Aufl. 4
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ausgeschrieben :
Cf)k'”—}--"-l-cgf-” _ h—1 cf)k)+--'+c(k) L1 1 (k)
n+1 k n+1 i o
Diese Identitdt sicht man so ein. Es ist (wobei S% und ¢* Null
bedeuten)
S(k) — S;’i,—l—ﬁ'ﬁf—",

("‘I‘k)' R - n(n+k—1)! (n+k— 1) =D
Tnl k! O n!k! n! (k— 1)’ b

B = (kR e —n e, = (—1) P+ (a+1) P — e,

(k)
Cr +

m m
P = (k—1) 3 &+ (m+1)ed,
n=20

d. i. obige Identitdt. Sie moge kurz
M(c(/t—l)) —_ TA (c(k))

geschrieben werden.

Nun ist

W= 8 =
' S, "
kn - n + 1 (’m

kurz

o=,
also
o= M®OW)= M) = T,(),

B—= M) = MT,(¢) = T,M(") = T,T, (c"'),

W = MG = MT,T,... T, (¢*) = T T,... T, M(c*™)
= I,T,... T,_, T,,(c").
Wenn also!) fiir ein £ = 2 beil n - co
c(k) > 8
vorausgesetzt wird, so ergibt sich sukzessive
T (c(k)) —> S
Tk T, (c( N —>s,

W = T T T (c"")»s
(Satz von Schnee).

1) Fur ¥ = O und k¥ = 1 sind die Behauptungen trivial.
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Wenn umgekehrt bei # — oo
h® > s
vorausgesetzt wird, so ergibt sich sukzessive nach der oben er-
wihnten Folgerung aus Hilfssatz 2 (fiir die 7-Operation)
T,T,... T (%) —s,
T,... T,(¢%) —s,

T, (C(k)) S,

®—>s
(Satz von Knopp).
§ 7.
Beispiel einer nicht summabeln Reihe mit vorhandenem
Iim £ (a).
Ich betrachte die fiir |#| << 1 konvergente Potenzreihe
1
flx) = eriﬂ = OZO a, %"
n=0
Bei Anndherung von links existiert lim1 flx) = ¢*. Wire
z=
a,+a, + a4+
von kter Ordnung summabel, so wiire
a, = 0(n"),

also fiir » =0 mit von » freiem P

nk
<2 ("7")

also fiir 0§7~<%

1

[oe] (0@
T == 3 |alr<P X (’“f’f)w — P(L—rye,
0 n=o\ k

n =

was fiir nahe an 1 gelegene # nicht richtig ist.

4*



Drittes Kapitel.
Umkehrungen des Abelschen Stetigkeits-
satzes.

§ 8.
Der Taubersche Satz.

Voraussetzung: Es sei
()
a, = 0\— |,
V)

f@) = .

also

a, 2"

(3

0

M8

fiir x| <1 konvergent. Ferner sei fiir x—1 bei Anndiherung von

links
f (z) - 0.

(o]
Behauptung: > a, = 0.
n=0

Beweis: Wenn
m

Sy = 2 @,
n=2~0
gesetzt wird, ist fir m >0, 0 =z <1

m o0
Sm"f(x) = 2 a’n(l_xn)— Z @, xn’
n=1 n=m-41
also, wegen 1—2* = 1—-2)(l+z+-- 2" =(1—2)n,

m

= f@I=A-0) 3 #la]+ S el

n= n=m-+1
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Falls ¢, die obere Grenze von = |a,| fiir » > m bezeichnet,
ist nach Voraussetzung ¢, > 0. Die letzte Summe wird so ab-
geschétzt:

o e 1 o
n=m-+1 n=m % n=m+1 ™M
< 3 ém

Andererseits folgt aus #|a,| >0 fiir das arithmetische Mittel

1 m .
povs > nla,]— 0 bel m— co.
n=1

Wird also ¢ = 1 — % gesetzt, so folgt bei m — oo

m

= (1= S B plal 4o,

n=1

woraus wegen
1
die Behauptung

Sm > 0

folgt.
Zusatz: Scheinbar ist die Annahme f(z) >0 nicht voll aus-

genutzt worden; aber in Wahrheit folgt sie aus f (1 - —;—{) -0

nebst na, > 0; denn wegen

[na,| < c,
O (@] ¢
If @) =| 3 ne, 2"\ <<e¢ > 2" = 1z O<z<1)
= n=1 -
ist fiir 1—1~<x<1-——1——
m m41
1f f’(J)dy\<f —
<l_ +1)

1 c
=c(m+ )(m o m+1) = wm

was von z frei ist und fiir m - co gegen O strebt.
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§ 9.
Ausdehnung auf schrige und krummlinige Annéiherung.

Verallgemeinerung von Landau?).

Voraussetzung: Ls sei

Ferner sei

f(z)—~>0
fitr x —1 bei Anniherung aus dem Innern
des Einheitskreises auf irgend einem Strahl
oder auch blof fir irgend eine Punkifolge

2, (m=1,2,...), fir die (r,>0, p,=0)

|z, <1, @, =1—r,"" >1

m
ist, die einem Winkelraum

cos p, =0=>0

angehort und bei welcher

1= ==

m o I]- - xmi

alle hinveichend groflen ganzzahligen
Werte annimms.

oo
Behauptung: > a, = 0.
n=0
Beweis: Fiir alle um weniger als § von 1 entfernten Punkte
des Kreises |z| <1, die aufierdem (r >0, ¢ = 0) dem Winkelraum

@1

2= 1—re" ", cos p>0=>0 angehdren, ist

|1 —x] .
T [af < ¢ = ¢(0),.
wie aus der fiir r << 0 giiltigen Abschétzung

2] =1—-2rcosp+# <<1—2rd+rd = 1—7’6<1——1’64—1—;{i = (1—7—;),

1) Landau 3, S.15.
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[x|<1—r—3—= ——[1—-90[,
1—=] 2
1—|=z|
hervorgeht.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich daher an-
nehmen, daf die gegebene Folge z, fiir m =1 den Bedingungen
geniigt :

|z,]<<1, 1=z, e, [[1 ml] = m.

Dann ist- (weil niimlich fiir =1 im Einheitskreis |1 —z"

=|l=-2)Q+z+ - +2")|=|1—2z|n ist)

I m (e o] :
lsm—f(xm)] = Z a, (1'—99?72)— Z a, x:z
|n=1 n=m-41

m

oo
= 2 la, | {1~ m|n+ 2 o 1%l

=|1—-z, n |Gy, +~'A8m'— )
1 | 2 o+ a2
m
S oalal
< _ n= m
= m l]- xm] m ’)nll—xml )

Wegen m |1 -z
aus

| >1 strebt die rechte Seite fiir m —co gegen 0;

m

f (xﬂl) - O
folgt schlieflich

s, — 0.

m

Verallgemeinerung von Hardy-Littlewood?.
Yoraussetzung: Es sei

a, = 0 (%)

f(x) >0

fitr x —1 bei Anndherung lings irgend
eines Kreisbogens, der den Einkeitskreis
von innen beriihrt; oder auch blof lings
trgend eines aus dem Finheitskreise kom-

Ferner sei

1) Hardy und Littlewood 1, S. 476.
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menden, in 1 miindenden Kurvenbogens, bei dem die Ordinate eine
eindeutige, stetige, monotone Funktion der Abszisse ist (wie steil er
auch miinde).
o0
Behauptung : 20 a, = 0.
N ==
Beweis: x sei ein fester Punkt des Kurvenbogens, y ein
variabler Punkt auf dem Bogen zwi-
schen 2z und 1. Bei Integration ldngs
des Bogens strebt

741 xn+1
)

fxyf(z)dz = ozooa"(af+1 S

n=

falls y (auf dem Bogen) nach 1 riickt,
gegen den Grenzwert

1 o 1 — gt
Lf(z) de = %§00‘7z-n—_|_‘1*§
denn
I lal
n‘:"o”"l'l

konvergiert, so daf

fir |y] =1 gleichméfig konvergiert.
1
Die Funktion f f (¢)dz ist, wenn z auf dem Bogen nach 1 lduft,
x

0[1—z|; denn, wenn # (auf dem Bogen) hinreichend nahe an 1
liegt, ist unterwegs [f(¢)|<<d und die Weglinge = |1 —z|\2.
Also ist, immer bei Anndherung auf dem Kurvenbogen,

[e,9] 1 — gt
nzo "Tu+1 T olL—al
Wenn
= [k
- Ll —a

gesetzt wird, was bei x — 1 alle hinreichend grofien ganzen Zahlen
durchléduft, ist

e 1— g™ x 2 |a,| 0 2
a, ———— é n é m
260 _ 5|1 —a],
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also
m 1 — g+
n_ztoanm_ = 0!1—-’13[’
R R R
néoan n+1 -0

Nun ist fiir [z]<1, =1

‘ 1+z+---ta" _ [(x—=1)4+ (2>~ 1)+ 4 (2" — 1))

| w41 1 n-+1
e l+@+D)++ @+ 2+ 1))
- n+1
=111 4+24---+n) 11 —z|n
< = i -
= | 5 < |1 - z|n,

also fiir # —1 ldngs des Bogens

1+z+-- 4+ 2"
a, —Su
n=20 n+1

Z 4T e

n=—

1" ;

m 1
=|1- | = (1— ~——~)= 1) -0,
<[1-al 3 o] = o(1-sl g ) = o)
folglich bei m — co

s, —0.

m

§ 10.

Die Hardy-Littlewoodsche Umkehrung
des Abelschen Stetigkeitssatzes.

Ich kehre zu dem alten, prignantesten Wortlaut des § 8 mit
Anndherung lings der positiven Achse zurtick. Littlewood?)
hatte die wichtige Entdeckung gemacht, daB die Voraussetzung

a, =0 (%) durch die schwiichere a, = O (};) ersetzt werden kann.

Offenbar wiirde es gentigen, dies fiir reelle @, zu beweisen. Die
Wiedergabe des Beweises eriibrigt sich, weil Hardy und Little-
wood spiter gefunden haben, daf, die Konvergenz der Potenzreihe
fiir 2| << 1 vorausgesetzt, statt dieser Beschréinktheit von na, ein-
seitige Beschridnktheit ausreicht; es lautet also der

1) Littlewood, 8. 438.
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Hardy-Littlewoodsche Satz:

Voraussetzung: Es sei fiir n=1
¢
Iy < — (c=0).
Es sei ferner
o0
fl@) = X a2
n=0
fiir |z] <1 konvergent und bei reeller Anndherung x— 1
f (@) 0.

oo
Behauptung: > a, = 0.

n=>0
Dieser Satz liegt sehr tief. Dem Beweise schicke ich vier

Hilfssiitze voraus, in denen alle Zahlen reell sind.
Hilfssatz 1.
Voraussetzung: Es sei « =0 und bei £ >+ 0
f®) = o(t™),
@) < 0@
@) = o).
@) << Pt e fir 0<t<< P,
Fir O<t<rz = 7(e)<< P, ist
If @) < et

Behauptung:

Beweis:
Es sei 0 <<e<c i,

Fir 0 <t<< %7 ist
¢ - 3
— + —
5 <t*\et< 5 I<7

also nach dem Taylorschen Satz, mit 0 <& <1,

a2

_ 25(%)—02 F6+ Vet)— £ (6) = £ Vetf () + o f" (¢ = 9 Vo)

<+ \otf (f) +%ip.(é)_ ,
F 1)< P,Vet™,
I B < P, Vet
Hilfssatz 2.

Voraussetzung: Bei t—>-+0 sei
@) = o(t™),

eV (t) = O™ fiir jedes ganze v=0.



Behauptung: ¢ (t) = o(t™™") fiir jedes ganze v =0.
Beweis: Fiir » = 0 ist dies vorausgesetzt. Es sei fiir ein
v = 0 wahr; nach Voraussetzung ist
‘p(‘V‘I—‘ZI (t) — O(t—v—fi)’
also nach Hilfssatz 1 (mit f(¥) = ¢ (), « = v+1)
) = o),

Hilfssatz 3.
Yoraussetzung: Es sei

oo
O = 3 oo™
n=1
fiir ¢ =0 Fkonvergent,
f{t) = o) bei t>+0,

1 ..
a, < fiir n=1.

Es werde
sw) = 3 a, fir u=0
n=u

gesetzt (auch wenn u nicht ganz ist).
Behauptung: 1) s(m) ist fiir ganzes m =0 beschrinkt, also
s(u) fiir u=0 beschrinkt, also mit von x, A freiem p

[s(A) —s(x)|<<p fir x=0, A=0.
2) Fiir jedes ganze v =0 ist bei t >+ 0

(ee] 7
f s(i—) yeldy = o(1).
0 11

oo oo
Beweis: 1) /() = 3 nla,e< 3 ne™ = 0(@7),
n=1 n=1

also nach Hilfssatz 1 (mit « = 0)

oo
) =— 3 na,e™ = 0™).
=1
Wird "

gesetzt, so ist fiir m >0
m m "
0< > I—na,) =m—-w,=e¢ > (1—na,e
n=1 n=1
" n
] T m S T m 1
<e 3 (1—mna)e =e > € +ef’(%) = O(m),

n=1 n=1



= 0(m),
& w, — . Rt o n 1 1 w,,
st _n§1 " o zglwn(n %+1)+ m4+1
m w
— 1
n—z—ln("+1)+0()
m ( — oo _"
w m W m
= —t\l—e >— z
n§1"("+1) %_%_Hn(n—i-l)
n
m
oa
+%§1n<n+1> +o)
/ﬂ n
o1 on o 1 —
=0 - -+0 —e "+ +o(1
71_2—:;1” m n:%_g_l m n_z_:ln(n—i-l) @
co n
“m (1 1
= — — o
nglwne (% +1>+ ()
n n-+1
(;;{ T >
=%§1w” n n+1
n n-+1
s wn( m m)
n21'"+'f —¢ +0)

n 1 n
oo —_— ——\ oo - =
2 (Iwn n—l) " (1 —e€ " ) E P (2 " +0 (1)
n=1 =

— f(_;_) <m E ‘%>+0(1) = 0(1).

2) Fiir ¢ = 0 ist nach 1)

[o%) (e%e] n-41
) =t S stn) (™ —e ™) = ¢ Y s(uw)te ™ du
n

=1 n=1Jy

oo
= f s (u)e™ du,
0

o) = fo P syt du = o(t™)

o 00
‘p(v) (t) = (—— 1)1' f s (u) wedy — Of wevdy = (O (t—v—l).
0 0
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Nach Hilfssatz 2 ist also

(p(v) (t) = 0 (t—v—l)_
Aus

- (o o) y _
(V) t Jr— _1 'Vt 14 8 o y‘l‘e yd!/
? t

0
folgt nunmehr die Behauptung.

Hilfssatz 4.

Yoraussetzung: Fiir ganzes v =0 sed

cO
Pv = f yve—yd%
0

v(l—¢) v(14¢) _ [e%e]
Q, = pf yerdy+ 6ef yeldy+p yeldy.

0 v(1—s¢) v(1+¢)
Behauptung: Q, = o(P).
Beweis :

1—5¢) —z(l1— v
fv( Ey”e‘ydy — (1_5)(1—5)vazve “A=9 g, <(1—e)e) P,
0 0

v(1+¢)
Gef yeldy<6:eP,
y(l—eg)

oo (o]
f yeldy = (1+¢) (l-i-e)"f z"e—z(l+E)dz§2((l+e)e—8)v13w
(14 &) v

_,f_;_()(ss) oy _fi+ 0(1)
(1F &)eT? = e( 2 ) —¢ 2 = o(1).

Beweis des Hardy-Littlewoodschen Satzes.

Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei @, = 0 (sonst be-
trachte man f(z) —a, (1 —«)) und ¢ =1 (sonst betrachte man f@)
Fiir
w(lt—s)_ézilé v(lt—}-e)

_1
ganzes v>8, ¢ = v °, 0<<i?{<l,

ist



1 A—n-4+1 A—=z 1
—s) =< L
28 & 3¢
=1 _t1—.<1=. =5

Daher ist fiir ganzes v >8, ¢ = v ¥ 0<t<1

[ (e rom=e
[ (grem=c.

da die Klammern in beiden Integralen nach Hilfssatz 3, 1) stets
<p und ferner << 6¢ fir v(1—e) =y =v(1+¢) sind. Nach
Hilfssatz 3, 2) ist bei ¢ >0 das erste Integral

—s(”—(l—t_—‘s)) P,+0(1),

und

das zweite

s( (1+8))P+ ).
Daher ist bei ¢t >+0

((1t )) %-1-0(1), s(%ﬂ)<Q:+O(D~

Folglich ist (fiir » > 8)

. Q, @
lim s(u)=— X, lim s(u)= .
4= 00 @) P’ y=oo ) P,
v—>oc gibt nach Hilfssatz 4
s (u)—> 0,
o0
> a, = 0.
n=1
§ 11

Einige Nachtrige.

Ich kehre zu einfacheren Dingen zuriick und beweise, ledig-
lich, weil sie nachher angewendet werden, noch zwei Sitze aus
diesem Ideenkreis.



Voraussefzung :

Es sei ferner bei wachsendem v

lim £ (re®’) = g(9)

r=1

gleichmdfig fiir alle reellen @ vorhanden.
Behauptung: Es ist die Reihe

n:O n
gleichmiflig konvergent und = g (p).

Satz B.

a, = 0 (l)

n

Yoraussetzung :

Es sei ferner @ reell und f(x) fir |x] <1 beschrinkt :

If ()] < M.
Behanptung:
‘ m

nQL
IZaz,neq7

n=0

<< N,

wo N von @ und m unabhdngig ist.
Beweis von Satz A und Satz B: Fiir 0 <7< 1 und m=>1 ist

m . oo .
S i) = 3 00— 3 a0
n=20 n=20 n=m-+4+1
. oo
S e =) S0-n) 3 alal+ S el
n=0 n=1 n=m-+1

1) Im Falle a, = o(%) strebt, » = 1— % gesetzt, wie beim

Beweise des Satzes aus § 8 gezeigt, die (von ¢ freie) rechte Seite
mit m—>oco gegen 0, womit offenbar Satz A bewiesen ist.

2) Im Falle |na,| < ¢ ist fiir r =1~ % die rechte Seite

o0

2 +v » r<c+—2r———20,

“m n=1 mypy="m41 my=0
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also, wegen {f ((1 - %?) e‘f’i)

|
[

also gibt es ein N verlangter Art.

XX
€

< M+ 2¢;

IIMs

ll

§ 12.
Ein Satz von M. Riesz.

Voraussetzung: FEs bezeichne S den Sektor

s | 2| =R (R=>1),

?m‘)éarc(x—])§2n—a‘} (O<ﬁ<%).

Es sei f(x) im Sektor S einschliefilich des
Randes stetig und ebenda exkl. x =1 re-
guldr.
2 Behauptung: Die fiir x| <<1 giiltige
Potenzreihe
. o0
f2) = X a,a"
n=20
konvergiert fiir (x| = 1 und swar gleichmadBig.
Beweis: Nach Satz A des § 11 ist es hinreichend,

1 \
a=o(,]
zu beweisen. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit sei f(1) = 0.
Es bezeichne M das Maximum von |f(z)| fiir den Sektor S.

0 >0 sei gegeben. r = r(d) werde so gewidhlt, dal 1 <r<< R
ist und daf auf dem geradlinigen Randteile des Sektors &

lz|=r, 9=arc(zx—1)=2x—9

die Ungleichung

[f@)<a

besteht.
Nach dem (wegen der Stetigkeit von f(z) auf den Rand von

© ausdehnbaren) Cauchyschen Satz ist

4, = Zii(fx‘fﬁf?mrf%fﬁf?d +Llf§+3d)




Hierin ist fiir >0

x; f(x)d = |, —1] dj =5 |2y —1 dy
f n+1 L ll +eqm ‘n+1 - L (1—]—:1/008'3' 7+1
oo dy 0
= 6‘/(; (I+ycos®)™ ~ mcosd’

ebenso

1y (@) . d

Zm iz | < ncosd’
Lo
endlich
l f @ 4. <on _ 2zM
n+1 I — n+1 7.71 3
&y
also
0 1 M
|a] < T Ccos & '?_i-ﬁ’
_— 0
: <
nimoon la] = 7 cos &

fiir alle 0 >0, folglich

lim #{a,] = 0.

7 =00

§13.
Ein Satz von Fejér.

[ee)
Yoraussetzung: > =]a,|’ konvergiere.

o @]
Behauptung: D a,x"
n=20
konvergiert in allen Punkten auf dem Rande des Einheitskreises, fiir
welche ber radialer Anndherung die Funktion einen Limes hat. Und
zwar gleichmdliig in jeder Menge, fiir welche der Limes gleichmdifig

vorhanden ist.
Vorbemerkungen: 1) Die Voraussetzung ist sicher erfiillt,

wenn
oo
f#) = 2 a,2"
n=20
fiir [#| <1 reguldr, beschrinkt und schlicht ist. Denn dann ist

Landau, Funktionentheorie. 2, Aufl. 5
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die Fliche des Bildes des Kreises |z] = # 0<<r <1, welche

= ff I (w+ o) dudo = fr f2n|f'(@g‘”‘)r@dgd§0

u? ot =< 2 =0g¢9=0

r 2w @i\ |2 r oo
— [Tote [ TIrlee ) ap = [Todo2n 3 wtlafer
0 0 0 n=1

oo r o)
—22 3 waf [ oo == 3 nlafr
n==1 0 n=1
ist, fiir 0 <<7 << 1 beschrénkt, woraus die Konvergenz von

2

(e
2 n'aﬂ
n=0

folgt.
In Verbindung mit dem Fatouschen Satz des § 5 ergibt sich

o0 .
dann also, daB > a,e"*" fiir alle ¢ mit 0= ¢ = 2= bis auf eine
n=20

Nullmenge konvergiert.

© .
2) Wenn 3 #|a,* konvergiert und iiberdies lim f (r eq”)
n=20 r=1

gleichmiifig fiir alle reellen @ vorhanden ist, m.a. W. iiberdies £ (x)
eine fiir |#| = 1 stetige, fiir |#| <1 reguldre Funktion ist, so
besagt die Behauptung gleichmiflige Konvergenz auf dem ganzen
Rande.

Beweis: Ich setze

2 = ¢g.

3

7 la

S
I3

nl

Dann ist, den trivialen Fall eines ganzen rationalen f(z) beiseite
gelassen, ¢ >0 und & -0. Ich nehme » gleich so grof, daf

Ve,

r, = 1— = 0 ist. Dann ist fiir alle reellen ¢

z net Pl l l 2 net 7 s % "’/(Pi{
2 a,e -—f(?',,e )1 = 2 a, e (1_7.1/)— 2 a,7,¢
in=0 n=wv-+1

v oo
= (1—7'1') 2 n]ani + 2 Ianir;,f'
n=0 n=v-41

Die rechte Seite ist von ¢ frei; die Behauptung wird also be-
wiesen sein, wenn gezeigt wird, daf sie — O fiir » > oo ist. Nun
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ist sie aber unter Anwendung der Cauchyschen Ungleichung

=(1-r) § ViV [ +—— 202: Velar?

Vv
<(1—¢)\/Z n. lanlz-l-L 020 nla,f OZO "

\/1/ n=yv-+4+1 n=uv-41

= Ve, Ve, +Ve, 0.

=@—r) Vi g+ -IT\/

5
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Viertes Kapitel

Uber einige Merkwiirdigkeiten des Ver-
haltens von Potenzreihen auf dem Rande.

§ 14.
Hardysches Beispiel.

Es gibt eine Potenzreihe, die fir |z| = 1 gleichmdifig, aber nicht
absolut konvergiert.
Beweis: Die Funktion

9@ = 1-o = 5 1r(})e = S b

ist fiir || <<1 reguldr und beschrinkt, weil ja dort
g(x) — e——z’log(l—-—x)

mit -———275<$log (1—x)<g ist. Es ist

iG+1)...(i+n—-1)1

1o =1 m

Ve B (o i)\ T )

also elnerseits
b’n O <l) bl
7

SR

n=2logn

b, = n

andererseits

1

divergent. Nach dem Satz B des § 11 ist wegen b, = O(;;) und
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der Beschriinktheit von g(z), wenn fir m =1, 9 = =0

m

B.(g) = 3 b &

N =
gesetzt wird,

| B, ()] < ¢

wo ¢ von m und ¢ frei ist.
Wird non fiir » = 2

b,
o =
" log n
o0 oo b
x) = a,x" = g
f(x) nzg n néglogn
gesetzt, so ist erstens
(o]
2 o)
n=2
divergent; zweitens
3] nQi
> a,e"?
n=2

gleichmifliig konvergent, wie aus der fiiv ganze u, v mit v = u =2
giiltigen Abschitzung

< | _| & B.(¢)—B,..(9)
< ang’”qn — n\P n—1
1%i‘% unéu logn
_|3 1 Bo() , B9
o ngu "(q))<10gn 710g(n+1))- logu +10g(v—l—1)

- ( 1 1 >+ ¢ L ¢ 720
2 logn ~ log(m+1)) " logu ' log(v+1) = logu

n=1u

hervorgeht.

§ 15.
Lusinsches Beispiel.

Es gibt eine Potensereihe
o0
fl@) = 2 a2
n=0

mit a,— 0, welche auf dem ganzen Rande des Finheitskreises diver-
giert.
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Beweis: Fiir ganzes m > 0 setze ich

B e o m=1 ___
9n@) = 1424+ 2 =z

Dann ist fir =0, § = P 1

m . m .
Mo —?lp?’ —2—q77, sin me
P e B sy -
" 1—e%* ——g'i gz Sin—g
e —e
Auf dem Kreisbogen —%§q)_§,% exkl. ¢ = 0 ist also (Wegen
nme =
2 1= 2)
Efol’_l
-7 2 2
9.8 = l ? J = _m
2

und diese Abschétzung —zm gilt auch fiir p = 0. Fiir jedes § = ¢ i,
@ =0, gibt es also (da jener Bogen die Liinge —215— hat) ein ganzes

k des Intervalls 0 =k < m, so daB

onk .
—_ 2
I (e " «E)

2
=—m
7

ist; wir merken uns

[ ( 2nk i )[
2
m -
g, \€ £ =_m

Max.
0=Fk<m
Nun werde fiir jedes m >0 das Polynom
o, _2ak
hm(x) = gm(x)+xmgm<e " x>+"'+xmkgm(e " x>+
2w (m—1) .
g (m—1) 9m<€— m zx)

betrachtet; dies ist, da in jedem der m Terme die Exponenten
griofer sind als in den vorangehenden, ein Polynom (m—1) (m+1)ten
Grades, in dem alle Koeffizienten den absoluten Betrag 1 haben.

Schlieflich werde
S Lty 0
n=2~0

m=1 \/;n~
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gesetzt. Dies ist, da links jeder Term wegen 1°+4.--4(m~—1)
+m—~1)(m+1)<1"+-- -+ (m—1)+ m* ausschlieBlich hohere Ex-
ponenten liefert als die vorhergehenden, eine Potenzreihe mit a,— 0.

‘Wiire diese Potenzreihe fiir irgend ein £ auf dem Einheits-
kreise konvergent, so miifite a fortiori

| _ 2xk ; |
lim —1;~'§12+"'+(m_1)2 Max. 1£mkgm(e " §)l =0
m=o0 M 0=Fk<<m
sein, wihrend nach dem obigen der Ausdruck unter dem Limes-
zeichen

g-l:—z—m = g_\/%
m T T

ist.
§ 16.
Sierpinskisches Beispiel.

Es gibt eine Potensreihe
(oo

g(x) = > b

n=0
welche im Punkte x = 1, aber in keinem anderen Punkte des Randes
des Einheitskreises konvergiert.
Beweis: Unter Benutzung des Lusinschen Beispiels werde
gesetzt:

9(z) = a,—a,x+a, 2" —a 2’ +a,x* —a, 2+ -,
Diese Reihe ist im Punkte = 1 wegen a,—~ 0 konvergent.
Wire sie fiir ein £ == 1 mit || = 1 konvergent, so wiirde a
fortiori

o(1-§+a -+l -+ -

konvergieren, also
ao+a1§2+agg4+ e

gleichfalls, was wegen [£°| = 1 nach Lusin ausgeschlossen ist.



Finftes Kapitel.

Beziehungen der Koeffizienten einer
Potenzreihe zu Singularititen der Funktion
auf dem Rande.

§ 17.
Satz von Pringsheim.

Satz.
Voraussetzung: Die beiden Potenzreihen

F@) = S aat g@) = 3 R(a)a
n=20 n=0

haben den Konvergenzradius 1. Es sei R(a,) = 0.
Behauptung: 1 ist singulirer Punki der Funktion f (x).
Beweis: 1) Es seien alle ¢, =0. Wegen

n

= 3 (U @1y

rv=20
divergieren fiir # > 1 die Reihen (mit Gliedern = 0)

noéoo véoan(z) "2%_7(13—%1', v?—O n% va ( )Qn_v (50 )
S My

rv=20 ’U!

daher ist f(z) in # = 1 singulir.
2) Im allgemeinen Fall liefert die Anwendung des Spezial-
falls 1) auf g (x) die Divergenz von
W) 1)

2 97 (@) (

=20

@—%)



fir x>1. Wegen
(1) = R

divergiert!) also

Sl O]

20 'I/!

Y=

@1

fiir > 1; daher ist f(#) in 2 = 1 singulér.

§ 18.
Satz von M. Riesz.
Yoraussetzung : a, — 0.
oo
Behauptung : > a,at
n=20

konvergiert in jedem reguliren Punkte des Finheitskreises und zwar
gleichmiiBig auf jedem Regularititsbogen (d.i. Bogen, dessen simitliche
Punkte einschlieblich der Enden regulir sind).

Vorbemerkung: Falls der Konvergenzradius » > 1 ist, ist die
Behauptung trivial. Im Falle » = 1 braucht natiirlich kein regu-
ldrer Punkt auf dem Rande zu liegen. Auf Grund des Satzes ist
z.B. die Lusinsche Reihe aus § 15 nicht fortsetzbar.

Beweis: Es sei x, ...z, ein gegebener Regularititsbogen

(arcz, = arcz = arcz,). Ich kann ihn ~
2

beiderseits so verlingern, daf v, ...y,
auch noch ein Regularitdtsbogen ist
(arcy, << arcz,, arcz,<<arcy,), und 4

kann R > 1 so wihlen, dafl die fiir

|#] <1 durch die Potenzreihe darge-

stellte Funktion f(x) im ganzen Sektor

(einschlieBflich Rand) 0= |z| = R,

arcy, = arcx =arcy, reguldr ist; z,

und z, mogen die Ecken des Sektors

auflerhalb des Einheitskreises bezeich-

nen. Die Behauptung wird bewiesen

sein, wenn es gelingt, fiir die eo ipso im Sektor reguldren Funk-
tionen von z

g @) = (@Ot dad) () m=0.12,..)

n+1
x/b"'

OO urw (2
1) Gleichgiiltig, ob Lsf’”f(f)—(ac—%)" konvergiert oder divergiert.
v=0 .
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zu zeigen, dafl auf dem Rande des Sektors gleichmiflig
hm 9a(z) =

n =

ist. Denn, weil |g,(#)| im Innern des Sektors nicht grofer als

das Maximum auf dem Rande ist, ist alsdann auf dem Bogen

z, ... %, gleichméBig '
lim g,(z) =

n = o0

und auf diesem Bogen ist

wo L der kleinste Abstand des Bogens vom Rande des Sektors
ist, so daB auf dem Bogen gleichmiBig
lim (f(2)— (a4 +---+a,2") =
n=:0do
folgen wird.
Offenbar braucht
lim g,(z) =

n=:c0
nur gezeigt zu werden:

1) gleichméBig auf der Strecke O (exkl.) bis y, (exkl),

2) gleichmiBig auf der Strecke y, (exkl.) bis z, (exkl.),

3) gleichmifig auf dem Bogen z, (inkl.) bis 2, (inkl.);
denn im Punkte 0 ist g,(z) = a,,,9,4,— 0, im Punkte y, ist
jedes g,(x) = 0, und fiir die Strecke 0 bis 2, folgt es aus Sym-
metriegriinden.

M bezeichne das Maximum von |f (x)| fiir die Sektorfléiche.

1) Auf der Strecke 0 (exkl.) bis y, (exkl.) ist

f (@) — (a4 Fa,2")| = | 8"+ a, 2"+ -]
= (| |2 @] e+

K]

also, wenn ¢, die obere Grenze von |a,| fir v > n ist,

‘xVH-l

< n+1 n+2 Ve :meny .

Wird ¢ = ry, gesetzt, wo also |#| = r und 0 <<r <1 ist, soist
}x_yll = 1-, [x_y2’<27

folglich
- 87} Tn-’-l

1—r

1
;ﬁr(l—’”)z =
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wo die rechte Seite von z frei ist und nach Voraussetzung gegen
0 strebt.
2) Wenn fiir jedes m =0

M+ |a,|+|a| B+ +|a,| R = 4,

gesetzt wird, ergibt sich auf der Strecke y, (exkl.) bis z, (exkl.),
die mit z = ry,, 1 <<r < R bezeichnet werden kann, fiir »>m

F@ =Gyt +a,a)
= M0, [0, Bk || B o, (47 o)

1.7L+1 —_ 1 rn+1

éAﬂZ+sm(1+r+..'+¢n) = Am+8m éAm_l_emr

—1°
ferner
Ix_yxl = 7‘—1, lx“‘,@/21<2R,
also
put1 _
lg. (@) = (A + ¢, 1—)-;,;1#(7—1)21% = 4, %,1_5;1—21{-1—8”1.2}2.
Nun ist
r—1 - r—1 1 <7_1
s prrt_ 1 T PR | 1;7
also
2A R
9n(@)| = ——+2Rs,

Zu jedem 0 =0 gibt es ein m = m(d), so daf 2Rsm<% ist.

Alsdann ist (bei allen z der Strecke) fiir alle n, welche sowohl m

als auch nft iibertreffen,

0
@) =5+ o = 0.

3) Wenn 4,, die obige Bedeutung hat, ist auf dem Bogen z,
(inkl) bis ¢, (inkl.) fiir %> m

lf(x>—<ao+'“+anxn)!
§M+ {ao]+1a1‘R+"'+la’mIRm—'"am(Rm-H_l_'"_"Rn)

n+1
§A7n+£m (1+R++R7l)—§—Am+8]7L§1T7
ferner
Ex - 1! <2R, ?x—ygl<2R,
also
R?’H-] 1 4 4:R3
@) = (At e ) g 4R = Au g b g
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2
Zu jedem 0 =0 gibt es ein m = m(d), so daf &, 1§R1 < g ist,

und alsdann ein N = N(d) > m, so daB fiir n > N

4 _ 9
mn Rn—x 2

ist, also (bei allen z des Bogens)

A
) 0

§ 19.
Fabrysche Sitze.

Hilfssatz 1.
Voraussetzung: Es habe

f@) = 3 a9

den Konvergenzradius 1, und es sei

11m \/ 2_0 n an‘;z

Behauptung: 1 ist singuldrer Punkt.
Beweis: Die Funktion

gy) = L (13?/)

ist fir N(y) <% reguldr, da dort ‘1—?_;’ <1 ist. Ihre (minde-

stens fiir |y| <-§— konvergente) Entwicklung bei y = 0 lautet

"‘ e n s ”"‘1 Ve t
g(y> = 2 a‘n (1 J>n+1 - Z a»n.’l/ Z ( ) <”Ty’) ?/xu’

n=20 n=20 pw=0 ul
Al s ;
- zgoy ngo wlG—m! = 1§0b"y'
Da nach Voraussetzung

lim V[b] =2
=00

ist, so ist 1 der wahre Konvergenzradius dieser Potenzreihe. Da



alle von } verschiedenen Punkte des Kreises |y] = § regulire
Stellen von g (y) sind, ist also g(y) singulir in y = }; wire aber
f(®) in « = 1 regulir, so wire g(y) in y = } auch regulir.

Hilfssatz 2.
Yoraussetzung: Es habe

L

[e%e)
2 .
n=0

den Konvergenzradius 1, und es sei fiir irgend ein & der Strecke
O<d<1

z Atal

R g 21
(1~a)1§%§(1+&)1 nl(@2i—n)! =

lim

L=co

Behauptung: 1 ist singuldrer Punkt.
Beweis: Fiir #1<v =1 ist

ALl - I”I l—’u—l—u<( A )V<< 1 >M
A=) (A+v)! —le A+p T \A+v/=\A+2

= (1+4a) 74

L
Daher ist wegen der Voraussetzung bei jedem % mit (L+&) 2
<<y << 1 fiir unendlich viele 2

| 24 alal |
2o nl@i—m!
yaw a1l |
oy % ATt Gt G
(1-@)15%5(1+3)1 n!(@l—n)! m<v§_1(l—”)!(l+”)l( oot i)
=t~ (14 9)~ 2221 Max. |a,|.
n =22

Wegen

Tm Ve = 1
=00
ist zuletzt

(14 9)-?*22 Max. |a,| < 1 9?4

n <21
also
yTo
— Alal
1 A
IRt VAU B Yy ¥ ”t“"’
n—>1 gibt
TP

=1

2V L2 wi@i—ay
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Wegen
%& (2),)“ _ (2,1)' altal
aZo\n/) " Ala! 0%'(21 n)’
nebst
@1+1) & (2’1) > 3 (2‘) — o
——n=0 n
ist also

a =2

=\ 20

also 1 nach Hilfssatz 1 singuldr.

'n—O

Hilfssatz 3.
Voraussetzung: FEs sei

st k
9y) = X2 ay
k=0

ganz. DBei |y| = R —> oo sei fiir jedes 0 =0 gleichmilig in y
oR
9@) = 0(™).

x : SR\ ..
Behauptung: 1) > [o| B = 0% fir jedes 0 > 0.
k=0

2> Sl

konvergiert fiir jedes p = 0.
Beweis: 1) Aus
1
= Max fir k=0, R=>0
folgt

d
Z le. IR’”<2! Max. fg(y)i = O(ff?m)-

le| = R’” Max. lg(/)] fir k=0, R=0
ly| =

2671/

folgt fiir k>0, wenn R = und das 0 der Voraussetzung

- ?%? genommen wird, bei passendem P(p)



Hilfssatz 4.

o0
Voraussetzung: f(x) = > a,2"
n=0

habe den Konvergenzradius 1 und sei in x = 1 regulir. g(y) erfiille
die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3, so dalf

oo
Flz) = % a,g(n)z
n=20

fiir |x] << 1 konvergiert.
Behauptung: F(x) ist in 1 reguldr.

(e}
Beweis: p@6) = fE) = X a,™
n=20
ist fiir R(s)>0 und fiir s = O regulédr. Bei passenden p =0
und P ist also ¢(s) fiir |s] = 2p regulér und hier
lp)| = P.

Fiir |s] <<p ist also mit jedem ganzen k=0

P @I= = P(r),

LIRCYRY k"
o~ 19" )| = Plal ()
Nach Hilfssatz 3, 2) ist

p

o] k k
S Plal(5)
k=0
konvergent, also
o0
> a(=1)¢%(s)
k=0

fiir [s| <<p gleichmifig konvergent, also in s = 0 regulér.
Nach Hilfssatz 3, 1) konvergiert

(o) (o) .
X e,z X fgln
0 k=0

n—



fir |#] < 1. Hier ist also
(o o] oo oo (oo}
Fiz) = 3 a, 2" 3 gnf = 3 ¢ 3 #'a,z"
n=0 k=0 k=0 n=0
Fiir R (s) > 0 ist also
D(s) = Fi{e™)
reguldr und

(oo

o @] oo
D(s) = 3 ¢ X naee” = 3 g(—1¢"()
k=0 =0

Daher ist @(s) in s = O regulér, also F(z) in 2 = 1.

Hilfssatz b.

Yoraussetzung :
7, =0,

=)
— = o|—}.
T m

Behauptung: Die ganze Funktion

96 = TI (1-%)

m=1 /rm

erfiillt die Voraussetzung des Hilfssatzes 3.

Beweis: 0 > 0 sei gegeben. NMan wihle ein ganzes u = u(d)
>0 mit
1 )
r, - 2mm

m

fiir m > u.
Dann ist fiir |[y] = R
d R a 0 R?
OIS IT (1+50) T (1+5505)
m—=

m/m=up-+1 47° m?

Hierin ist das Polynom

m=1 Tm
und
sin ¢ )
oo o R ee] 62R2 T ( ﬁR)
T\ =<< _ — — 2
?)l——‘1;b[+1<1+ 4:75279&2):,”?;[:—[1(1.*— 47’527”2) i0R 0 ¢ ’

also, gleichmiBig in y,
g(y) = 0%
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Satz 1.
Voraussetzung : Es habe

(ee)
> a7
n=20

den Konvergenzradius 1. Es gebe ein & mit 0 <8 <<1 und zu
jedem ganzen h =0 ein ganzes p, =0 und ein reelles y,, so daB
die p, wachsen wund. ?R(an e—w) fir l—dp,=n=>~0+9)p, nur
o(p,) Zeichenwechsel (von + zu — oder — zu +; Nullen werden
weggelassen) hat und

T \/1 (o, ™) =1

h=o00
(also = 1).
Behauptung: 1 ist singuldrer Punkt.

Beweis: Da man sukzessive eine solche Teilfolge auswihlen
kann, sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p, >0 und fiir

h =0 erstens
14+ 9
Proe = 1 g P

so daf die Intervalle

(1) (A=9)py..-A+9)p,)
getrennt liegen; zweitens

P = 2(1+8) py;

) 2 1 D
1 P (1—_) .
Pi(ll}’ﬂ)Ph+x< (w+3) )> h

— Ynt

drittens

Diejenigen Werte n mit Eﬁ(a-ne ) == 0 in allen Intervallen
I,, auf die in dem betreffenden I, ein Zeichenwechsel folgt, seien,
der GroBe nach geordnet und um je & vermehrt, mit », 7,, ... be-
zeichnet. Es sei g(y) die ganze Funktion
(o] 12
o) = 1T (1-%)
m—=— m
bzw. das entsprechende endliche oder gar leere Produkt.
Die Anzahl der Zeichenwechsel von %R(a e 7“) in I, heifle

q,. TFalls es unendlich viele r, gibt, werde h = h(m) dadurch
bestimmt, daf », in I, liegt; dann ist

x 1
m=g+Fg=0(p+ -t = 0(ph 20-27) = 0(pa) = 0(ra);
!,L::

Landau, Funktionentheorie. 2, Aufl. 6
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also nach Hilfssatz 5 bei jedem 0 >0 fiir [y]| = R—oco gleich-
mifig
9@ = 0(°F).
Falls es nicht unendlich viele r,, gibt, ist dies trivial.

Es ist
ot = (2 1) 1) (2 1o 2,

wo sich [, auf I, ..., I,_,; TI, auf I,; II, auf I,,,,... bezieht.

In I7, ist

LAY N

( m) 1><(1+a) h-) 1>3;
also ist

IL=1
Ferner ist
b
H.,Z H (1_*29;1 ,)>(1——1—) h.
T ez (U— )P (e +3) h

Sind ¢, bzw. u, unter den g, Zahlen r, in I, kleiner bzw.

groBer als p,, so ist, da ihre sukzessiven Abstande von p, bzw.
=1+,%,...,4—% bzaw. u,—§ sind und fiir ganzes w=0
w 1 w1 1 w!
1) = — =Lyl = - M
MI:II(” ) w—l——;—pl—zll(“ 2)_w+%‘w 2w+1
ist,
ph+7m |ph—/rm| > lph—?ﬁml > thyuh'
IL=11" H = '
n T T 2p, 2t,+1) Qu,+1)2p)"
tL tz L,
- th] ! uu] e uh — (2 63)'— Qh (i) (..%.’L) h
f— >
o2t 2 gtn p}tlh pgh D Dr
ty Up
_ I T .
Pr Pr
DPr t Uu
o) (8)" ()"
\/H2 ) Dn b

Wegen q, = o(p,) ist 1, = o(ps), w, = 0(p;), also

lim Yg(p)l = lim YTLZ1
h=o0
Die sicher fiir [z] <<1 konvergente Potenzreihe

Plo) = ozooa,,g(n)

n=
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hat den Konvergenzradius 1; denn
hm Via.llg llg(")|> hm \/Ia l | hm Vg @l

= Dz —
zhimoo [%(aphe 7”";1.

Auf jedem I, hat nach Konstruktion von g(y) die Folge
gm)R(a,e” ") keinen Zeichenwechsel. Daher ist

1(1——8)ph§§§(1+a)p n!@p,—n)! a,9(n)
= _ lpl —y
21(1—-3)ph§%§(1+a)m n!(2p,—n)! 9(n) % (a,e )

=lg(p) %(aph e 7Y,

Al
(1-4})1<§<(1+&)1 nl@i—n)!

Jim_ a g(n)l

= tim Vgl lim /%, e ™) =1
h=occo h=co

Nach Hilfssatz 2 ist also 1 singuldre Stelle von F(z), also
nach Hilfssatz 4 von f(z).

Satz 2.
Voraussetzung: Es wachse das ganze p, =0 (h=1,2,...),
und es sei
h = o(ps)-
Es habe
h§ 1 aph
den Konvergenzradius 1.
Behauptung: Die Funktion ist in 1 singuldr.
Yorbemerkungen: 1) Bezeichnet N(f) die Anzahl der p, =¢,
so ist die Anmahme 2 = o(p,) mit N(¥) = o(f) identisch. Denn
aus b = o(p,) folgt N(f) = o(pye) = o(t), und aus N(t) = o(f)
folgt h = N(p,) = o(p,)
2) Ist py,, —p, — o (z. B. lim Puee

h=o0 Pr
Annahme % = o(p,) erfiillt; denn fiir jedes @ =0 ist bei pas-

sendem ganzem p = p(w)

>1), so ist sicher die

Pim— D, > 20 fir h =g,
6*



also fiir 2 >2u

Pr — Pr—Pu 2h—p)o _¥2,,4"’_m
h = 3 = A = 2w 7 >

Beweis: Satz 1 ist mit den gegebenen p, und & = 1 anwend-
bar, wenn das reelle y, so bestimmt wird, daf

a

_'Yhi —
P ¢ - I

aph I

ist. Auf 2 ’L =n= 2 P, gibt es ndmlich hochstens N (2 ph) =o0(p,)

Zahlen py, also nur o(p,) Werte n, denen ein Koeffizient a, == 0

von 2" entspricht. Daher hat R (an e y"i) dort nur o(p,) Zeichen-
wechsel; auflerdem ist

lim Phhﬁ&%hg~vhg(::hiﬁn §7p%h]:: 1.
=0

h=oco

Satz 3.
Yoraussetzung: FEs habe

fla) =

H M 8
;‘»&;

den Konvergensradius 1.
Es sei

an = |(lnle ’ q)n<0'

Es gebe ein & mit 0<<& <<1 wund wachsende ganze p, =0
(h=1,2,...) von folgender Eigenschaft: Ldiuft n durch die wachsend
geordneten ganzzahligen Werte, fiir die mit passendem h

l=9p,=n n+l1=01+p,
st, so ist
Por ™ Pp ™ O
Es sei

— D/
lim [ | = 1.
h=o00
Behauptung: 1 st singulire Stelle von f ().

Yorbemerkungen: 1) Hierin steckt (& = &, p, = h) insbe-
sondere der Satz: Ls habe



den Konvergenzradius 1; es sei

a, = |a,| e, 9,20,

Pot1 ™ P 0.

Dann ist 1 singulire Stelle von f(x).
2) Im Spezialfall 1) steckt insbesondere der Satz: Es sei

aﬂH—l s 1
Qa

n

(so daB
fl@) = 2 aq
n=20

den Konvergenzradius 1 hat und die ¢, mit

(N =
» 9. =0,

P — P, =0

a, = |a,)e

wiéhlbar sind). Dann ist 1 singulire Stelle von f ().

Beweis: Es geniigt, zu & und den p, fiir groBe & reelle y, an-
zugeben, so daB die Voraussetzungen des Satzes 1 erfiillt sind.

Man wihle zu jedem hinreichend grofien /% ein ganzes y = u (h)
mit

Max. Iq>n+l - (pnl é 717"7
A=—pm=n=0+9)p,—1 w
w—>oo bei h— oc.
Man teile die Peripherie des Einheitskreises in 4u gleiche

Teile, so daf kein ™ fiir die n aus
(13 (A= py... 1 +9)py)

Teilpunkt wird. Die Lénge jedes Teilbogens ist % >%. Jeder

der hiochstens 29 p, Bogen (eq’”i ... ePm Z) mit
l=-p=n=01+8p,—1

(wobei der kleinere Bogen, der =1 < = ist, gemeint ist) enthélt
also (und zwar innen) hochstens einen Teilpunkt. TUnter den
v Quadrupeln von Teilpunkten, die ein Quadrat s, ie, —e& —is
bilden, wihle man eines, dessen vier Punkte zusammen zu weniger

als 2 %‘— jener Bogen gehtren; das geht wegen .2 %’ =>29p, Aus

diesem Quadrupel kann man eine Zahl P

mit



wihlen. Dann ist

— pa)
% (0, e ") = la, lcos(zpph—m_ vz’
N m_“*—__’
lim hJ 7”@l> hm \/la =
h=oco0
Auf I, hat

% (2,6~ ") = [a,] cos (3, —7)
nicht mehr Zeichenwechsel als die (sd@mtlich von O verschiedenen)
Zahlen cos (g, — 7,), also weniger als 2 %’— = 0(p,) Zeichenwechsel;
denn bei jedem Zeichenwechsel von cos (g, —7;), etwa beim Uber-

gang von #n =m zu # = m+ 1, enthélt der Bogen (e%‘i... eq’”‘“i)
einen Punkt unseres Quadrupels.
Nach Satz 1 ist also 1 singulédre Stelle von f(x).

§ 20.

Satz von Polya.
Es habe
f(x) = a0+alx+...+anx"+...
den Konvergenzradius 1. Dann gibt es eine Folge
&,y &

&

1y "y Smy ot

wo jedes ¢, = * 1 ist, derart, dafi die Reihe
&, +ea, x4+ +e,a, 2"+
nicht iber den Einheitskreis fortsetzbar ist.
Beweis: Nach dem Spezialfall p,,, = 2p, des Satzes 2 aus § 19
ist jede Reihe
J— P D
Q) = bplx 1+---+bpha, 4.
mit dem Konvergenzradius 1, bei der stets p,,, = 2p, ist, nicht
fortsetzbar.
Aus f(z) kann ich wegen
lim Va,] =

n =0



solche Glieder anhx"" (. = 1,2, ...) herausgreifen, daf
hhm K’Vlanhl =1, n,,,>2n,
=0

ist. Es werde
R(@) = a, & + -+, &+
und
f(#)—R@#) = f,()

gesetzt. (Sollte f,(x) identisch O sein, so ist die Behauptung tri-
vial; die ¢, diirften dann sogar beliebig =1 sein.)

R(x) werde irgendwie in unendlich viele Potenzreihen mit je
unendlich vielen Gliedern gespalten:

R(@) = @ +h@)+ -+ @)+

(Jedes Glied anhx%” gehort also genau einem f,(z) mit » =1 an,

jedes Glied a,z" genau einem f,(z) mit » =0.)
Jetzt betrachte ich sidmtliche Potenzreihen

F(x) =f0(x)+51f1(17)—|—+61f,,(-’l?)+; 6”=i1’

jede nach wachsenden Potenzen geordnet gedacht. Jedes F(z) ist
eine Potenzreihe der Gestalt
&+ 8@, X e, g, = =1,

Ich behaupte, dafl mindestens eines jener F'(r) nicht fortsetzbar
ist. Anderenfalls — da die F'(2) die Michtigkeit des Kontinuums
haben und jede irgendwo iiber den Einheitskreis fortsetzbare Funk-
tion in einer Einheitswurzel reguldr ist, es aber nur abz#hlbar
viele Einheitswurzeln gibt — gibe es zwei F'(z), die in einem und
demselben Randpunkte & reguldr wiren. Ihre Differenz wire also
auch in £ reguldr. Sie hat aber die Gestalt

ﬂxfl(x)+"'+']vﬁ(x)+'”a
wo alle 5, =0, +2, —2, aber nicht alle = 0 sind. Dies ist aber
eine Potenzreihe vom oben genannten Typus Q(z), da jeder fol-

gende Exponent gréfier als das Doppelte des vorangehenden ist
Ny 17—

Y

hat. Diese Funktion wire also doch in ¢ singulér.

und die Reihe (Wegen hm ‘an = 1) den Konvergenzradius 1



Sechstes Kapitel

Maximum und Mittelwert des absoluten
Betrages einer analytischen Funktion
auf Kreisen.

§ 21.
Hadamardscher Dreikreisesatz.
Voraussetzung: FEs sei O<r <<r,<<r,. Es sei f(x) fir
r, = |x| = r, eindeutig und regulir. Es bezeichnen M,, M,, M, die
Mazima von |f (z)| auf den Kreisen |x| = r,, r,, 7,

Behauptung: M, <M "M "
Vorbemerkung: Die Behauptung 146t sich auch so schreiben:
| log M, logr, 1
%logM'2 logr, 1|=0
| log M, logr, 11|
und besagt: Bei jeder in einem Ring ¢ <<r <P eindeutig-re-
guldren, nicht identisch verschwindenden Funktion ist log M(r) =
log Max. |f ()] fiir ¢ <<7r <<P eine konvexe!) Funktion von logr.
|z

=7

1) Hierbei heiBt eine im Intervall 7 << ¢ << =, definierte reelle Funktion g(¢)
konvex, wenn fur zwei beliebige Punkte ¢,, t; des Intervalls mit i; << ¢; allen da-
zwischenliegenden ¢ ein g(¢) entspricht, welches nicht oberhalb der Sehne von
(1, g (t)) zu (5, g(ts)) liegt. D. h. fur v <<¢, <<, << << 7, soll sein:

9B =96+ P Gt —aw),

(te—1s) g (&) + (s —t) g (L) + (G — ) g (8) = O,
gt) & 1 i
glts) t 1 1=0.
| g(ts) 1
Hinreichend fur Konvexitat ist bekanntlich ¢” (f) == 0; doch wird dies Kriterium
im obigen Text nicht brauchbar sein.
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Fiir ganzes f (z) ist dies also bei allen r> 0 giiltig; fiir Potenz-
reihen, die im Kreis |#] << P konvergieren, bei allen positiven » < P.

Beweis: f(z) darf als nicht identisch 0 angenommen werden,
so daf M,, M,, M,= 0O sind.

Es sei ¢ irgend eine reelle Zahl. 2f (x) ist fiir r, =|z| =<7,
regulir, aber nicht notwendig eindeutig; |2“f ()| ist dort eindeutig
und stetig. Auf |[z] = r, ist

[2f (@)| = i U,
auf |z| = 7,
[2f ()] = 75 M.
Auf dem Rande des Ringes r, = |2| =7, ist daher
|z*f (z)| = Max. (v¢M,, r&DM,).

Dies muBl auch im Innern des Ringes gelten (weil jeder Zweig
von 2“f (x) an jeder Stelle des Ringes reguldr ist). Also, wenn
es auf |[z|] = r», angewendet wird,

7"2“ M2 é Ma,X‘ ()':‘ Ml > 7’3‘Z M3)’
M, < Max. ((L) M, (L) M)
2 r, r,

Hierin setze ich speziell

3

Ml

« = log :log%;
3

dann ergibt sich, da beide Zahlen hinter Max. gleich werden,

log%:log,r»;r_—1~ log ;3:10 ::3
M=y (/yl 1 3 oy MJ 1 1
= ! 7‘2 - o ! Ml
Iog—::?tzlog%a log:‘l:log%
— MI 2 1 s 1 1
Zusatz: x = y—2x, transformiert den Satz in den entspre-

chenden Wortlaut fiir drei Kreise mit dem Mittelpunkt z,.



8 22,
Satz von Jentzsch.

Ein alterer Hurwitzscher Satz.
Yoraussetzung: Fine nicht konstanie Potenzreihe

X o)
fl@) = X aa"
n=20

konvergiere iiberall oder habe einen endlichen positiven Konvergens-
radius.

Behauptung: Die Menge der Nullstellen von f(x) im Innern des
Konvergenzgebietes ist identisch mit den diesem Innern angehorigen
Punlkten der Menge Q. der Hiufungspunkte der Nullstellen') der Ab-
schnitte

f"(x) = % a,’,
=20

wenn hierbei jede Nullstelle so oft gezihlt wird, als sie auftritt (also
eventuell unendlich oft).

Vorbemerkung: £ ist so erkldrt, dal ein Punkt dann und
nur dann dazu gehdrt, wenn es zu jeder Umgebung unendlich viele
n gibt, so dafl f,(x) dort eine Nullstelle hat.

Erster Beweis: 1) Es sei
f&) =
und iiberdies im Falle eines endlichen
Radius » der Punkt ¢ dem Kreise
@K |z| <7 angehirig. Es sei 6 >0 ge-
geben und gleich so klein angenommen,
dafl der Kreis [z—§| =0 (Kreis K)
erstens im Innern des Konvergenzge-
bietes liegt und zweitens einschlieflich
seines Randes keine weitere Nullstelle

von f(x) als den Mittelpunkt & enthilt.
Dann ist auf dem Rande von K

If (x)] > &

1) Es sind alle f,(x) von einem 7, > 0 an (wo zuerst y, = 0 ist) nicht
konstant, haben also eine Wurzel. Es ist fur £ unerheblich, ob eine kfache
Nullstelle eines f,(x) einmal oder % mal gezahlt wird.
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bei passender Wahl eines ¢ = ¢(0) > 0. Wegen der gleichméBigen
Konvergenz der Potenzreihe auf der Kreisfliche K ist bei passender
Wahl eines v = »(0) fiir » >» und die Fldche K

&

fu@)—F @<,
also auf dem Rande von K

@)=,
im Mittelpunkt & von K

@) < -

f.(x) hat also in K eine Wurzel. Da dies fiir jedes hinreichend
kleine 6 =0 gilt, ist £ ein Punkt von Q.

2) Es sei & im Innern des Konvergenzgebietes gelegen und
(&) = 0.
Dann ist ein Kreis K um £ mit dem Radius 0 so wihlbar, daf er

im Innern des Konvergenzgebietes liegt und iiberhaupt keine Null-
stelle von f(z) enthdlt. Auf der Kreisfliche K ist also

|f (@) =>e=0.

Wegen der gleichmédfigen Konvergenz auf K ist dort bei passender
Wahl von » fiir n>v»

I7.(@)—f ()] <,
also
fulx) == 0.
£ ist also kein Punkt von Q.

Zweiter Beweis: Es sei £ ein Punkt im Innern des Konver-
genzgebietes und 0, so gew#hlt, dafl der Kreis |z —£| =0, dem
Innern des Konvergenzgebietes angehort und abgesehen von der
etwaigen Nullstelle & keine Wurzel von f(x) enthidlt. Fiir jedes

0 der Strecke 0 <<d =9, ist alsdann bei Integration iiber die
Kreisperipherie K um £ mit dem Radius 0 der Ausdruck

1 " (x
v J 7o
K
gleich der Vielfachheit ¥V der Nullstelle £ (also eine ganze Zahl
=0). Da nun f,(z) lings K gleichmiifiig gegen f () strebt (und
infolgedessen fiir hinreichend grofles n =mn, = n,(d) lings K absolut
oberhalb einer von # und » freien positiven Schranke liegt) und
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da 7, (x) lings K gleichmidfig gegen f’(z) konvergiert, so konver-
?:E% lings K gleichmiBig gegen é% Die Wurzelzahl

1 ' (x
2mi f ffgl Ex)) de
K n
von f,(x) innerhalb K strebt also fiir » —oco gegen V, ist also
= V fiir alle n > n, = n,(0). Wenn also ¥V = 0 ist, so gibt es
um § einen Kreis, in dem fiir »>n, kein f,(x) verschwindet;
wenn ¥ >0 ist, so haben in jedem hinreichend kleinen Kreise um

¢ unendlich viele f,(z) (sogar alle von einer Stelle an) ¥ Wurzeln
(mehrfache immer mehrfach geziihlt), so daB & zu L gehort.

giert

Satz von Jentzsch.
Voraussetzung: Es habe

den Konvergenzradius 1.

Behauptung: =z = 1 ist Punkt von 2.

Vorbemerkung: Daraus folgt natiirlich (x = zz,), dab bei
jeder Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius jeder Punkt
des Randes zu L gehort.

Beweis: Anderenfalls gidbe es ein ¢ der Strecke 0 <e<1
und ein #,, so daf fiir » > n, im Kreise j#— 1| =& die Funktion




f. () nicht verschwindet. Ich setze £ = 1——»%. Nach dem Hur-
witzschen Satz ist eo ipso (&) == 0.

In der y-Ebene ziehe ich um y = f(£) die zwei Kreise K, K,

mit den Radien —Ifz(f)—}, E(QE)‘— Beide Kreise gehdren einer Halb-

ebene in Bezug auf die senkrecht zu O ... f(§) durch O gezogene
Gerade an. Diese Halbebene kann mit

«<<arcy <<a-+=m
bezeichnet werden. Um £ ziehe ich einen Kreis € mit so kleinem

% ist (also C dem Imnern des Einheits-

kreises und des Kreises |z — 1| = ¢ angehort) und daf zweitens
f(z) im Kreise K, liegt, wenn x in C liegt. Wegen der gleich-
mifigen Konvergenz von f,(x) in C gibt es ein », >mn,, so dafl
fo(z) fiir C und alle »>n, in K, liegt. In C kann also gesetzt
werden

Radius ¢, daf} erstens ¢ <

f@) =@
fulw) = @ (0> n,),
wo g(x), g,(x) reguldr sind und
e<Jyx)<a+m, o<Jg,(r)<a+xm
ist. g,(») ist sogar fir |z — 1| =¢ regulir. In C ist gleichmiBig

lim f,(z) = [ (2),

n =00
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also (wegen der obigen Ungleichungen fiir die imagindren Teile)
gleichmifig
lim g,(x) = g (=),

n=0Ccc
folglich (wegen der Beschridnktheit von g(x) in C) gleichmiBig
.1
lim =g, = 0.
Jm 9 (@)
Ich setze nun fiir [z —1|=¢, n>n,

1
-— g ()
e” -1 = h,(2)

(Das ist ein dort reguldrer Zweig von Vf.(x)—1) TUnd ich wende
den Hadamardschen Dreikreisesatz auf die Funktion 4,(z) und
die (in der Figur punktierten) Kreise mit dem Mittelpunkt & und

den Radien g, g& ge an Auf dem zweiten Kreis liegt der

Punkt 1—|~§-; der dritte gehort auch noch ganz der Kreisfliche
[z—1|=¢ an. Wenn M” und M;” die Maxima von |k, (z)| fiir
|z—& = o und |[z—§| = Ze bezeichnen, ist nach der Hada-

8
mardschen Ungleichung

o (1 + 5) E = (M) (M57Y

wo 0 <& <1 und & von # frei ist (ndmlich nur von ¢ und & ab-

hidngt). Nun ist wegen
lim {[a,| =1
m=co
fiir alle m =0
la l<Am7

wo A =1 von m frei ist, also fiir >0, |[r—1|=¢
L@|=la]+1a (L +e)+ -+ a1+ = ap[+ 04" (1 + )" < 47,
wo A, >0 nicht von z und # abhéngt. Fiir n > n, ist also auf

der Kreisfliche |z —1|=¢

7, @] = VI (2)] +1 < 4,+1,
folglich
(MY << (4, +1)P << 4, +1.

Andererseits ist fiir | —&| = ¢ pach dem obigen gleichmifig
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lim %, (z) = 0,

n=Cco
also
Iim M® = 0,
n =00
lim (M=% = (.
n =00

Die Hadamardsche Ungleichung liefert also

lim &, (1+i> — 0,

n=~oco 2
1 &
—gall+ =
lim " < 9)= 1,
n=0o
1
;gn(l—i—_%) Y
lim |e — Iim \/fn<1+?) =1
n=~=co n=0oo

Fiir n = n, ist also

o g)|<le )

folglich fiir n = n,

i) =l < 1)

&e\" . & & &\"
an(l-}—?) = fn<1+'~2~>—ﬁ,_x(1+§)!<2(1+1),-
lim Cflan|§~—?<1,

entgegen der Annahme, daf f(x) den Konvergenzradius 1 hat.

§ 23.
Hardyscher Mittelwertsatz.

Es sei eine nicht konstante Funktion
(0]

fl@) = 2 aa"

n=
fir |#] << R reguldr. Dann wichst
M (r) = Max. |f(z)] O0=r<R)
|

x| =7
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bekanntlich mit », und log M () ist (nach dem Hadamardschen
Dreikreisesatz) fiir O <<7 << R eine konvexe Funktion von logr.
Beide Eigenschaften kommen auch dem Mittelwert

27 -
Hm==§;£ 7lre”) g

von |f(»)]* fiir |#] = 7 zu, wie aus der Identitit

o0

Hi) = 3 lafr

hervorgeht. Die rechte Seite wichst ja offenbar mit r, und sie
ist die M-Funktion, bezogen auf

Pe) = 3 |afs"

so daB log H(r) fiir 0 <<# << R eine konvexe Funktion von log r ist.
Hardy hat nun bewiesen, daf beide Eigenschaften von M (r)

und H(r) auch dem Mittelwert des absoluten Betrages von f(x)

selbst zukommen, oder, was dasselbe besagt, seinem 2= fachen

2 .
1@=£1NWWW

Also lautet die
Behauptung: I(r) wdchst mit v fiir 0 =7 << R, und log I(r)
ist eine konmvexe Funktion von logr fir 0 <7< R.

Vorbemerkung: Bei einer ganzen Funktion f(z) gilt dies also
fiir alle » =0 bzw. fiir alle » = 0.

Beweis: Ich zeige zundchst I(0) << I(r,) fiir O<<#,<< R. Da
f(x) nicht konstant ist, ist es fiir [z] = 7, auf keinem Halbstrahl
von 0 nach oo gelegen, also

2
0

| 2 ) | N
u®=2ﬂmm=yf mwwdﬂ<j'vmﬁan=nm
0
Es bezeichne F'(z) die fiir |z << B regulire Funktion

o xe@di”zﬁ"ﬂ
j(; f( )f'(rzew) 1o

Dann ist fiir || = o< R

|F@N§deuﬂﬂdw=1@>
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1) Wegen
IFOI=10)<I(r,) = F(r)
ist also F'(x) nicht konstant. Fiir 0 <7, <<r, << R ist daher

I(r) = F(rz)<lMax. [F ()| < I(r).

x| =1;

2) Fiir 0<r,<r,<r,<<R ist nach dem Hadamardschen
Dreikreisesatz

T3 7 T3 7o
log,r— log 1—3 IOgT log.,'_‘~
Ie) " =@eE) "= (Wax (F@) " Max [F@)
z|=mr x| =r;
log Ts log T2

=IE) ") ™.

Landau, Funktionentheorie. 2, Aufl.



Siebentes Kapitel.

Der Picardsche Ideenkreis.

§ 24.
Der Blochsche Satz.
Hilfssatz.
Yoraussetzung: Es sei R =0, f(x) fir || = R reguldr,
f (O) = 0,
If"0))=a=>0,
' @)= M fiir 2] = R.
Es sei
f(x) == y fir |z| < R.
@ R
Behauptung: 7| = ST
Yorbemerkung: In |z] < R wird also die ganze Kreisfliche
7l < o
=4y
angenommen.

Beweis: Zunéchst folgt
If ()| = R M fiir [z| = R.
Da y 4= 0 und 1—10(—;0l fiir [#| << R reguldr ist und nicht ver-
schwindet, gibt es eine fiir |2| << R regulire Funktion
1O 4
hiz) =1 *?y z 4+
mit

7&2(39) = 1—@ = 1——7@33_*-..._
4 4
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Fiir |z| < R ist

r@l=1+20
Daher ist
1+ET‘;T*R2§1+ ‘Zl%ér—ﬁ“éw%—,
lv| = (f;ﬁ-
Satz 1.

Yoraussetzung: Es sei f(z) fiir || =1 regulir, |’ (0)] = 1.
Behanptung: f () nimmt in |z|<<1 alle Werte eines gewissen
Kreisinnern mit Radius ~1]—'6— an.
Beweis: Wird
M(r) = Max. |[f'(2)] fir 0=r=1
ozl =r

gesetzt, so beginnen die Zahlen

—;TM<1—~21;>, k=0 ganz,

1
2"
gegen 0. Ich nehme die letzte jener Zahlen, die =1 ist, habe

mit M (0) =1 und streben (Wegen M (1 — ) = M(l)) bei k& — oo

also, —217; = r gesetzt, ein » mit

O<r=1, rMQ—-—n=1=>
Man wihle £ mit

| =1—r, |[F®] = M1 —-r)

r r
?M(l— ?).

Die Funktion
g@) = fl@+8—1(
ist fiir || = r regulér; es ist
9(0) =0,
, 1
9O = Ir©1=+

und fiix [a| = 5 (wegen |2 +8 =1~ )

@l = I erol=m(i-5)=2.
7
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Nach dem Hilfssatz bedeckt also das g-Bild von |z] < % den Kreis

1
7”2 1
-

also das f~-Bild von |z — ]| < %, also das von |z]<< 1 den Kreis

1
ly =7l < 15
§ 25.
Satze von Picard, Landau und Schottky.
Satz 2.

Voraussetzung: Es sei & entweder ein Kreis || = R, R >0,

oder die ganze x-Ebene. Es sei F(x) in & reguldr und dort
F(z)==0, F(z)==1.

Behanptung: Es gilt ein in & regulires [ (x) und eine nur von

F (0) abhingige Zahl B mit folgenden Ligenschaften :
e (le(x)+e—2f(w)>
1) Flz) = —e ? ;
2) f(0) = B

3) f(x) nimmt in & kein Kreisinneres des Radius 1 an.
Beweis: 1) Es gibt in & regulidre Funktionen A (z), u(z), v (),
f(x) mit folgenden Kigenschaften:

F(z) = &) (wegen F'(z) == 0),
h(z) = w*(x)  (wegen F(z)==1, h(x)==0),
hz)—1 = o°(x) (wegen F(z)==1, h(x)=E1),
u@—v(@) =P (wegenw(z)—v*(z) = 1, u(#)—v(®) ==0).
Nunmehr ist
e
2u(x) = 4@ +e—f(x),

2aih(z) = 22’ Qu(z) = .’32? (2T@® 4= 2T@) g,

g_ (c2f () e 2f (w))
F(z) = —e 2
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2) Klar.
3) Die Zahlen
y = *log(Vm+ \/nT:-—l)+ﬁgi, m =1 ganz, n ganz,
liegen so, daf kein Kreisinneres des Radius 1 von ihnen frei ist.
Denn die Differenz zweier sukzessiver Ordinaten ist —%2—< V3, und
die Differenz zweier sukzessiver Abszissen ist <<1 wegen
= log(y2+1)<1 firm =1,

log (Vm+1+Y/m) —log(Ym+\m —1) _m T 1

| <log =logV{3 <1 fiirm=>1;

zu jedem o gibt es also ein p mit
3
I%?—%Dﬂf <4, ‘3‘7—‘8“’ < \/EV

p—al<ViTE =1

f (z) 148t in & alle Zahlen p aus; denn sonst wére dort einmal

ef(w) — (Vm+ V%——])i 1 o= ".n(\/ai \/W—_l),
P (O i (\Vm g \Vm —1),
2@ +e 2f(®) _ (=1)"@2m+2(m—1)) = 2(—=1)"2m—1),

F(s) = _en:i(—l)”(Qm—l) — 1.

Picardscher Satz 3.
Voraussetzung: F (x) sei ganz und nirgends O oder 1.
Behauptung: I'(x) ist konstant.

Yorbemerkung: Jede ganze, nicht konstante Funktion F(x)
148t also hochstens einen Wert aus. Denn ist a == und wire

(x) die
—a

F(z) nie a und nie b, so liefle die ganze Funktion —
Werte 0 und 1 aus, wire also konstant, und somit wire auch F(x)
konstant.

Beweis: Das f(z) des Satzes 2 (wo fiir & die ganze z-Ebene
zu setzen ist) ist ganz. Wiére F(z) nicht konstant, so wire f ()
nicht konstant. Man wiihle £ mit f/(§) ==0. Dann ndhme die
ganze Funktion

gty 1O+ pr@ast-
16 - 16

= a0+x+..‘
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nach Satz 2 kein Kreisinneres des Radius le— an, gegen Satz 1.
Liandauscher Satz 4.
Es gibt ein @ («) =0, so dal
F@) = ata+t--
nicht fiir (x| = @ (a) reguldr, ==0 und =1 sein kann.

Vorbemerkung: Satz 4 enthilt den Satz 3. Denn ist G(z)
ganz und nicht konstant, so wihle man % mit G'(y) == 0. Dann ist
x

F(z) = G(Gl(n)_*—n) = G +z+--

ganz, also fir || = ¢ (G (7)) regulir und kann bereits hier nicht
durchweg von 0 und von 1 verschieden sein.

Beweis : Ist fiir [z|