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Vorwort.

Die Erfahrungen, die mir das eigene Leben — und nicht nur
dessen Jugend — gegeben hat, sowie die Erfahrungen, die ich an
meinen Horern gemacht habe, haben mir gezeigt, dafl die meisten
Biicher iiber theoretische Elektrotechnik — auch Lehrbiicher nicht
ausgenommen — 80 hohe Anforderungen an die mathematischen
Kenntnisse des Lesers stellen, dal ein halbwegs fliefendes ,Lesen*
solcher Biicher, zum mindesten dem Anfinger, unmoglich ist. Die
geistige Aufnahme solcher Biicher, durch den ehrlich und ernsthaft
Strebenden, bedeutet meist ein miihevolles Studium, ein versuchtes
Nachrechnen der Resultate, welches oft — mangels der nétigen
mathematischen Kenntnisse — nach wenigen Seiten zu einem
resignierten ,, Aufgeben® fiihrt.

Diese Tatsachen konnen natiirlich nichts weniger als einen Vor-
wurf fiir die vielen ausgezeichneten Autoren unseres Faches bedeuten,
die sich eben nicht an den wirklichen Anfinger, sondern an bereits
» Wissende“ wenden.

Der intelligente Anfinger ist es nun gerade, der einen starken
Skeptizismus gegen mathematische ,Resultate“ nicht zu unterdriicken
vermag und den Weg deutlich sehen will, der zu ihnen fiihrte.

Das Ideal einer derartigen Wegweisung sind in meiner Er-
innerung die Vorlesungen gewesen, die H. F. Weber, der aus-
gezeichnete mathematische Physiker, der er im Grunde war, iiber
theoretische Elektrotechnik in Ziirich gehalten hat, und die zu horen
ich das Gliick hatte.

Weber verstand es wie Keiner, den Vorlesungen, obwohl sie
rein mathematischen Charakter hatten, den Horror des mathematischen
Kleides zu nehmen, indem er einfach das zum mathematischen Ver-
stindnis Notwendige auch mit vortrug. Auf diese Art geniigten, als
Unterlage fiir seine Vorlesungen, tatsichlich die bescheidenen Ele-



VI Vorwort.

lemente der Infinitesimalrechnung, und eine Menge, mathematisch
herzlich ungebildeter Horer, lernte erst bei ihm die notwendige
Mathematik.

Wenn ich dem oft geduBerten Wunsche ehemaliger Horer nach-
komme und dieses Buch schreibe, so geschieht dies in Erinnerung
und unter dem Vorbild der Weberschen Vorlesungen. Hat sich
auch der ,heute“ notwendige Inhalt seit der Zeit, zu der ich Weber
horte — es sind 36 Jahre —, ein wenig stark gedndert, so war
ich doch bemiiht, die Form der Weberschen Darstellungsweise bei-
zubehalten.

Entgegen dem Streben vieler ausgezeichneter Autoren, in ,einem®
Buche, auf knappem Raume, moglichst die ,ganze“ theoretische
Wechselstromtechnik zu bringen, will ich mich begniigen, nur einige,
der mir am wichtigsten und schwierigsten erscheinenden Probleme,
diese aber mit so ausfithrlicher Breite zu behandeln, daf der Leser
moglichst geringe mathematische Schwierigkeiten in der Lektiire
finde. Dabei mufl ich allerdings dem Leser den Rat geben, das
Buch von Anfang an, Seite fiir Seite zu lesen, da jedes Kapitel die
Kenntnis des Vorangehenden voraussetzt.

Ich bin der Meinung, daB man einige Probleme unserer Wissen-
schaft ,ab ovo“ durchgerechnet gesehen haben, und sich der vielen
Schwierigkeiten, die sich unterwegs bieten, bewufit sein mul}, ehe
man an eine fruchtbare, selbstindige Forschungstitigkeit geht. Auch
das Studium anderer Probleme, die hier nicht behandelt wurden,
wird auf einer solchen Basis leichter fallen.

Mir sagte einmal einer meiner Horer, dal er aus den Vor-
lesungen insofern ein moralisches Plus mitnihme, als er durch sie
den Mut erhalten hitte, sich an das Studium mathematisch schwierig
aussehender Biicher, die er friiher, als unverdaulich, zugeschlagen
habe, heranzuwagen.

Wenn die Lektiire dieses Buches nicht mehr gibt als diesen
Mut, so halte ich den Zweck des Buches fiir erfiillt.

Dafl ich das Buch in verehrungsvollster Dankbarkeit der Er-
innerung an H. F. Weber widme, wird nach dem oben Gesagten
begreiflich sein. Er ist mein Meister gewesen.

Ich glaube, daB Alle, die, mit wirklichem Wissensdrang, Weber
gehort haben, seine aufrichtigen Verehrer geworden sind. Wenn sein
Name der Offentlichkeit nicht so geldufig wurde, als er es verdiente,
so liegt dies nur an Webers Schweigsamkeit vor der Offentlichkeit.



Vorwort. VII

Um so gehaltvoller und gedankenreicher waren seine Vorlesungen,
deren Wert nach seinem Tode in einem ebenso schonen als treffenden
Nekrolog, den sein Schiiler, Prof. L. Lombardi schrieb, im rechten
Lichte gezeigt wurde.

Literaturangaben zu machen habe ich absichtlich vermieden. Ich
glaube mir dadurch keinen Vorwurf zuzuziehen, denn es fallt mir
nicht ein, irgend eine geistige Prioritét fiir mich zu beanspruchen, und
die Prioritit anderer, fiir diesen — zum Gemeingut gewordenen —
Stoff zu wahren, erscheint mir iiberfliissig. Jedenfalls habe ich die
simtlichen behandelten Probleme, ohne nihere Literaturbenutzung,
neuerlich, zum Teil nach meiner Art durchgerechnet.

Meinem Hochschulkollegen, dem Mathematiker Herrn Professor
Dr. Paul Funk, der — leider nur — die ersten Abschnitte des
Manuskriptes gelesen und mir manchen schétzbaren Rat erteilt hat,
sage ich hierfiir besten Dank.

Ich weil wohl, dal meine Darstellungsart nicht immer Gmnade
vor den Augen des reinen Mathematikers findet, aber meine Lehr-
erfahrung sagt mir, daf sie pddagogisch nicht unniitzlich ist. Jeden-
falls méchte ich betonen, ,,dafl das Buch von einem Nichtmathematiker
fiir andere Nichtmathematiker geschrieben ist“.

Weiter danke ich meinem Assistenten, Herrn Ing. W. Kiinstner,
fiir die Herstellung der Reinschrift des Manuskriptes und die Aus-
fithrung der Abbildungen.

Prag, im Mirz 1927.
Carl Breitfeld.
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Einleitung.

Darstellung von Wechselstromgrofien.

Der grundlegende mathematische Begriff, den wir fiir die Darstellung
von WechselstromgroBen innehaben miissen, ist der Begriff der ,ein-
wertigen, periodischen Funktion®.

Eine GroBe y ist dann eine einwertige, periodische Funktion einer
unabhingig Verinderlichen x, wenn Werten von 2, die um einen be-

Abb. 1.
TJ’
7 ’ |
1 X, |J'fi‘ X4 7 Xg |J7 Xg ,
7T /% L/ % B/ % e/
_—

stimmten, immer gleichen Betrag J voneinander verschieden sind, stets
ein und derselbe Wert y entspricht. Die mathematische Formulierung
einer solchen Funktion lautet

f@+nd) =7(@),
wobei n die Reihe der ganzen Zahlen von Null bis Unendlich durchliuft.
Stellen wir nach dieser Definition eine solche Funktion graphisch
dar, so ergibt sich die Abb.1. Wir finden dem ,bestimmten Abszissen-
intervall

By — By == Ty — by = Ty — By = J
oder
By — g == Ty — B, = X, — g == J
immer die gleichen Ordinaten
Y1 =Ys = Ys — Y7
bzw.
Yo = Yy = Y6 — Ys
zugeordnet. D. h. nach Ablauf des Intervalls J wiederholt sich der

Funktionswert.
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 1
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J heifit daher die ,Linge der Periode*.
Der einfachste Fall der periodischen Funktion ist die goniometrische
Funktion
y = Asin (mz), (1)
wo A die Amplitude heilt.
Da (mx) einen Winkel oder einen Bogen bedeutet und x eine be-
liebige, sich stetig @ndernde GroBe, so muB m eine konstante Griofe sein

von der Form

m__271:
=

wobei J eine Grofle derselben Art sein mufl wie die Variable #; denn

der Quotient —; muB eine unbenannte Zahl geben.

Es wird also

y:Asin<2n§>- (1a)

L48t man nun # stetig wachsen, so durchliuft der Quotient % alle

denkbaren Zahlen, und es wird der Winkel 2n§ alle moglichen Werte

annehmen.

Wichst  um J oder ein ganzes Vielfaches von J, so daf

x—}:rkJ>’

wobei ¥ — ganze Zahl, so wird y stets denselben Wert annehmen, da

y = Asin(Zn

) x J . x
y = Asm(2n:7+ 2nk—j> = AsznZatTT--

Es ist daher J die Periodenlinge der Sinusfunktion.
Bedeutet die Veranderliche x die Zeit ¢, so ist auch die Perioden-
linge eine Zeit 7. Wir werden also eine Sinusfunktion der Zeit in der

Form schreiben:
t
= Asin(2x— la’
Y sm< 7tT>, (1a")

wobei ¢ die laufende Zeit und 7' die Linge der Periode sind.
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Graphisch stellen wir die Funktion durch Abb.2 dar.
Es ist leicht, sich von dieser Funktion eine sinnliche Vorstellung

zu machen. Lassen wir eine Strecke von der Linge A in einer Ebene
2n

T
gleichformig rotieren, so ist das Lot von ihrem Endpunkt @, auf eine
beliebige, feste Richtung OO’ durch den Anfangspunkt, der Funktions-
wert y, wenn wir die Zeit von dem

um ihren Anfangspunkt ¢ mit der Winkelgeschwindigkeit m —

Augenblick an zihlen, in welchem
die Strecke die gewihlte, feste Rich-
tung durchlaufen hat.
Nach Abb. 3 ist
. t
ab =y = Aszn<2nT> =
= A sin (mt).

Nach Abb. 3 ist ¢ — 21:% der Winkel, der von der rotierenden

Strecke in der Zeit ¢ iiberstrichen wurde. Es ist also die Winkel-
geschwindigkeit
1

= 273 —-
m WT

Ist » die Umdrehungszahl der Strecke in der Zeiteinheit, der Se-
kunde, so ist die Winkelgeschwindigkeit andererseits gegeben durch

m = 2xn.
Daraus folgt die Linge oder Dauer der Periode mit

1
T = P 2)

Dieser Fall liegt bei der zweipoligen Wechselstrommaschine
mit reiner Sinusform der elektromotorischen Kraft (EMK) vor, wo die
Dauer der Periode gleich dem Reziprokwert der sekundlichen Um-
drehungszahl ist. Macht eine zweipolige Maschine 1200 Touren in der
Minute, also 20 in der Sekunde, so ist die Periodenzahl ihrer EMK 20
und die Zeitdauer einer Periode /,, Sekunde.

Bei der zweipoligen Maschine ist die Periodenzahl gleich
der Umdrehungszahl der Maschine. Nennen wir f die Perioden-
zahl oder die Frequenz, so ist

f = n.
1%
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Hat die Maschine p Polpaare, so wissen wir, daB auf eine Um-
drehung p Maxima und p Minima, der EMK, somit p ganze Perioden
entfallen.

Ist » die Umdrehungszahl in der Sekunde, so ist die Periodenzahl

f=mp.n
und die Zeitdauer der Periode
1 1
T = 7 = oo (2a)

Wiirden wir einer Maschine, die 1200 Umdrehungen in der Minute

macht, 6 Pole geben, also p =— 3, so wiirden wir 60 Perioden erzielen,

oder die Zeitdauer der Periode auf 1/60 Sekunde herabsetzen.

Wegen % = f konnen wir GL (1a') die Form
y = Asin(2xmf.t) = Asin (wt) 3)
geben. Es ist aber ,jetzt 2xf nicht mehr die geometrische Winkel-
geschwindigkeit.

Die GroBe @ — 2xf heiit die Wechselgeschwindigkeit oder
die Kreisfrequenz. Nur bei der zweipoligen Maschine ist die Wechsel-
geschwindigkeit gleich der Winkelgeschwindigkeit.

In Gl (3) baben wir einen Ausdruck fiir die EMK einer 2p-poligen
Wechselstrommaschine gefunden, wenn diese Maschine ,reine“ Sinus-
wellen der EMK liefert.

Der Momentanwert e der EMK ist gegeben durch

e = Csin (2 xft), (Ba)
wobei € die Amplitude und 7 die Frequenz sind.

Verstehen wir in Abb. 3 unter « den Winkel 2 wft, so dient Abb. 3
auch zur Darstellung der Gl (3 a).

Wenn wir nun einen Naturvorgang beobachten, so zihlen wir die
Zeit vom Beginn unserer Beobachtung an, d. h. wir setzen den Anfangs-
zeitpunkt der Beobachtung gleich Null und lassen von da an die Zeit
wachsen.

Gl. (3a) sagt, daff fiir ¢t = O auch ¢ — O ist.

Es muf nun aber durchaus nicht der Fall sein, daf zu Beginn
unserer Beobachtung die EMK gleich O ist, sondern sie wird im all-
gemeinen einen beliebigen, zwischen Maximum und Minimum gelegenen
Wert haben.

Daraus folgt, daB Gl (3a) noch keinen ,allgemein“ brauchbaren
Ausdruck fiir die EMK darstellt.
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Wir wollen nun fiir die EMK folgenden Ansatz machen:

e = Csin{2xf(t +t)} = Csin{aw + )}, 4)
worin ¢t die laufende Zeit und ¢, ein vollkommen willkiirlich gewahlter
Zeitpunkt — der des Beginns der Beobachtung — sein sollen.

,Jetzt¢ ist
fir t =0, ... e = €sinwt,
also ein ganz beliebiger Wert, der nur von der Wahl von ¢, abhingt.
Da wir ¢, jeden beliebigen positiven oder negativen Wert geben konnen,
Abb. 4.

ist es klar, da$ fiir £ — O, also den Beginn unserer Beobachtung, die
EMK jeden moglichen Wert annehmen kann.

Da wir den Winkel oder Bogen wt, — 9 setzen kinnen, so konnen
wir auch schreiben:

e = Csin (0t + ¥). (42)

Das ist ein ,allgemein brauchbarer“ Ausdruck, der es uns gestattet,
die EMK von jedem beliebigen Anfangswert — von jeder beliebigen
Phase — an zu verfolgen. Der Winkel 1 charakterisiert diese Phase.

Wenn wir Gl (4a) graphisch darstellen, erhalten wir Abb. 4.

Die laufende Zeit wird vom Moment #;, an gezshlt; in diesem Mo-
ment hat die EMK den Wert

e = Csinwt, = €sin .

Abb. 3 ist ohne weiteres fiir die Darstellung von (4a) zu verwenden
(s- Abb.3), wenn wir die Zeit von dem Moment an zihlen, in welchem
die Strecke ca den Winkel 1 {iiberstrichen hat; d. h. auch: zur Zeit
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t — O schlieft die Strecke ca mit ihrer Bezugslinie O O’ den Winkel 3
ein. Somit ist zur Zeit { = 0 unsere Sinusfunktion durch Abb. 6 ge-
geben.

Nach Abb. 5 ist ab = ¢ = € sin (0t + ).

Nach Abb. 6 ist ab, = ¢, = € sin 9.

Wir wollen nun gleichzeitig ,zwei“ gleichperiodige, elektromotorische
Krifte verfolgen, die durch die Gleichungen

e, = €, sin (0t + 9,), ()
ey = €, sin (0t + v,) )]

gegeben sein sollen.
Da wir beide von demselben Zeitmoment £, an zu beobachten haben,
so ergibt sich die Darstellung in Abb.7. Im Moment {, — dem Beginn

der Beobachtung — ist die laufende Zeit ¢t = O; somit nach () und ()
e, = € siny,, e, = &, sin 1,

Wir haben, von ¢, an, die Winkel 4, und 4, nach links aufzutragen,
um die Punkte ¢ und b, die Durchginge von ¢, und e, durch Null, zu
erhalten. Der Nulldurchgang a von e, findet, wie ersichtlich, frither
statt als b von ¢,, und zwar um eine Zeit friiher, die charakterisiert ist
durch die Winkeldifferenz ¢, — 4,.

Es sei

P, = wl,, P, = wl,,
so ist

U — Y, = 0, —1t) = ot = .
Daraus folgt die Zeit t' der Verzogerung von e, gegen e, mit

p =% __ 9,
(1] @
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@ = 1, — Py heibt der Winkel der Phasendifferenz oder auch
kiirzer die Phasendifferenz oder der Phasenwinkel zwischen e,
und e,

Wir konnen also die GL () und () graphisch auch so darstellen, daf
wir fiir ¢, die Sinuslinie zeichnen und dieser, um den Winkel ¢ — 4, — 1,
verschoben, die Sinuslinie fiir ¢, folgen lassen. Eine beliebige Ordinate
(z, ) ergibt dann gleichzeitige Werte von e, und ¢,, so daB in der Ab-
bildung ohne weiteres die richtige Addition oder Subtraktion der beiden
Funktionen ausgefiihrt werden kann (strichpunktierte Linien).

Fithren wir nun z. B. die Addition analytisch aus, so ergibt sich:

e, + ¢g = € sin (ot + ¥,) + €, sin (0t + 1,),
= €, sin wtcos ¢, + €, sinwt cos P, + €, cos ot sin P, +
+ €, cos wt sin 1y,
= (€, cos ¢, 4 €, cos ¥,) sin wt 4 (€, sin p, + €, sin ) cos wt.
Setzen wir
€, cos 9, + €, cos p, = € cos 1, »
€, sin ¢, + €, sin ¢, — Csiny, )

so wird
e, + ¢, = Csinwtcosp + Ccoswtsiny = Csin(at + 9). (B)

€ ergibt sich nun durch Quadrieren und Addieren von (p) und (§) mit
€ = VG2 + G2+ 26G,C, cos (¥, — v,). (6)

¥ ergibt sich durch Division von (0) durch (p) mit
€, sinp, + €, sin Yy
@ cos P, + €, cos ppy

Die Summe der beiden gleichperiodigen Sinusfunktionen ist also
eine neue Sinusfunktion mit gleicher Wechselgeschwindigkeit (@), deren
Amplitude (€) und Phase (3) sich aus (6) und (7) berechnen lassen.

Auf dieselbe Weise ergibt sich die Summe von beliebig vielen Sinus-
funktionen, indem man die Summe der zwei ersten mit der dritten zu-

)

P = arctg

sammensetzt, diese Summe mit der vierten usw.
Und gerade so wird

e, — ¢ = €, sin (ot 4 9,) — €, sin (ot + ¢,) = €' sin (0t +9') (Ba)

mit

¢ = V& + €2 —2G,E, cos (¥, — ) (62)
und

€, sin p, — €, sin Yy

¥ = arclg (E cos ¢, — €, cos P,

(7a)
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Die Gl (6), (7), (6a), (7a) ergeben eine einfache Konstruktion fiir
die Amplitude und Phase der algebraischen Summe zweier gleichperi-
odiger Sinusfunktionen e, und e,

Wihlt man in der Zeichenebene eine Richtung x2’ und trigt —
gegen diese um die Winkel 9, und ¢, geneigt — von einem Punkte o
aus die Strecken oa — €,, ob = €, auf, so ist die geometrische
Summe oc¢ dieser Strecken die gesuchte Amplitude €, die um den Phasen-
winkel 1 gegen die Richtlinie xz' geneigt ist.

Will man Amplitude und Phase der Differenz der Funktionen e,
und e, haben, so tréigt man in der Verlingerung von bo die Strecke

oh = G, auf, bildet die geometrische Summe om von oa und ok und

’

erkennt in dieser die gesuchte Amplitude €', die um den Phasenwinkel 1
gegen die zz'- Richtung geneigt ist; denn nach der Abb. 8 ist

oc = Voa® + ob® —20a.0b.cos(Xoac) =
= € = V€ + G2 + 26,G, cos (v, — v,),
gr+re € siny, + €, sin gy
of +rfg G cos v, + €, cosq,’
om =Y oa® + oh® — 20a.0h cos (X oam) =
= ¢ = V€2 + €2 — 2G,G, cos (¥, — v,),
_np—mp _ € siny, —Esin gy
of —ap ~— € cosp, — €, cos ,
Wir haben also fiir diese Konstruktion die GroBen €, und €, als
» Vektoren“ angesehen und sie nach den Regeln der Vektorrechnung zu-

sammengesetzt. Der Betrag des Vektors war hierbei die Amplitude
der Sinusfunktion, seine Richtung ergab sich, indem man die Amplitude,
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unter dem Phasenwinkel gegen eine fest gewdhlte Richtung
geneigt, auftrug.

Aus den Abb. 3 und 5 sehen wir, daB der Momentanwert einer
‘WechselstromgroBe durch die jeweilige Lage eines rotierenden Vektors
gegeben ist.

Zum Zwecke der Addition zweier WechselstromgréBen brauchen
wir ihre Momentanwerte zu derselben, im iibrigen beliebigen Zeit, also
z.B.t =0.

Wir zeichnen daher nach Abb. 6 die beiden Wechselstromgrsfen zur
Zeit t = 0. Dann schlieBen zu dieser Zeit die beiden rotierenden Vek-
toren €, und €, mit der
Bezugslinie die Winkel 1,
und ¢, ein (Abb. 9).

Die vektorielle
Summe der beiden Ampli-
tuden €, und €, ergibt die
Amplitude € der Summen-
groBe. Die Lage von €,
charakterisiert durch 1, be-
stimmt den Momentan-
wert der Summe:

ab = a,b, 4 a,b,.

Voraussetzung fiir die Zuldssigkeit dieser Darstellung ist natiirlich
»gleiche* Winkelgeschwindigkeit der Vektoren oder, mit anderen Worten,
gleiche Periodenzahl oder Frequenz der beiden WechselstromgroBen.

Die vektorielle Addition von Wechselstromgrofen ist also nur
moglich, wenn diese gleichperiodig sind.

Die eben besprochene Muglichkeit, WechselstromgroSen graphisch
durch Vektoren darzustellen, fiilhrt nun zu ihrer analytischen Darstellung
durch komplexe GroSen.

Wenn eine komplexe Grofie von der Form

a4+ b mit = Vj,
worin ¢ und b reelle Grofen sind, graphisch dargestellt werden soll, so
ist dies nur dadurch moglich, daB man die Wesensungleichheit der beiden
Teile @ und b durch verschiedene Richtungen in der Ebene ausdriickt.
Macht man den Ansatz:
a = Fcos ¢,
b = Fsin g,
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so ergibt sich durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen
F=1Va+ 1

durch Dividieren
t _ 0 ode = arct, b
99 = - rog = arcty —-

Es ist also
a+ b = F(cos g + vsin @) = Va2 + b2 (cos @ + vsing).  (8)

Beachtet man die bekannten Beziehungen

&9 g9

co0s @ = +T,
. g9 —e 9
LSt @ — —-———2—,

die sich durch Reihenentwicklung der Gréfen cos @, &9, ¢=*¢ und ¢ sin @
beweisen lassen, so folgt aus ihnen durch Addition

cos @ + 1sin @ = &' (8a)
und damit aus (8)

b
L arctg a

a+ib="F.g9 = Va2 +b.¢ 9

als Identitit.

F ist hierbei die geometrische Summe der Strecken a und b, die
wir aufeinander senkrecht gezogen haben.

Wir haben damit der reellen Gréfe a eine bestimmte, z. B. die
horizontale, der imaginéren ¢b die dazu senkrechte, also vertikale Richtung
zugewiesen, und die komplexe Grofe ist dargestellt als gerade Linie von

Abb. 10. der Linge F — Va2 + b® und dem Neigungswinkel @
gegen die reelle Richtung.

£ b Dadurch setzen wir fest, daf in unserer Zeichen-
‘ ebene eine horizontale Strecke eine reelle, eine vertikale
a Strecke eine imagindre und jede anders gerichtete

Strecke eine komplexe Grofle bedeutet. D. h. wir
charakterisieren eine Grofe nicht nur durch ihren Betrag, sondern auch
durch ihre Richtung, geben ihr also Vektorcharakter.

Halten wir in GL (9) F konstant, verindern aber die Gréfen ¢ und b
und damit ¢, so sehen wir, daf in Abb. 10 die Strecke F sich um O dreht.

Die Multiplikation von F' mit dem Faktor &9 bedeutet also eine
Drehung der Strecke F um einen fixen Punkt O der Ebene.

Um die Richtung der Drehung zu kennen, ist es notwendig, beziig-
lich @ und b gewisse Festsetzungen zu machen. Es ist iiblich, dem
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positiven @ die Richtung nach rechts, dem positiven b die Richtung nach
oben zuzuweisen, wodurch sich fiir das negative a die Richtung nach
links, das negative b die Richtung nach unten ergibt. Durch diese Fest-
setzung fillt der Bogen

@ = arctyg 2
a
fir b = +, a = - in den ersten Quadranten
- » b=+, a=— , , zweiten "
_III_E— » b= —, a=— , , dritten )
» b= —, a=+ , , vierten )

Dadurch ist gesagt, daf einer Anderung von ¢ in den Grenzen
0 — 27 eine Drehung von F um 360° in der Richtung entgegen dem
Uhrzeiger entspricht.

Machen wir nun den Ansatz:

a = Fcos (0t + @),
b = Fsin (ot + o),

wo @ eine Winkelgeschwindigheit und ¢ die von Null an wachsende Zeit
sein sollen, so folgt fiir @ + ¢b:
a4 1b = F{cos (@t + @) + tsin (@t + @)} = Va® + . s:@t+),

Das ist nach dem eben Ertrterten ein Vektor vom Bétrage
F = Va® 4 b?, der sich aus einer Anfangsneigung @ gegen die Hori-
zontale (fiir ¢ — 0), fiir wachsende Zeit mit einer Winkelgeschwindig-
keit @ gegen den Uhrzeiger dreht.

Einen solchen Vektor aber haben wir fiir die Darstellung einer
Sinusfunktion der Zeit als geniigend erkannt.

Wir kénnen also sagen, daf wir die Funktion

e = Csin (0t + @)
zum Zwecke der graphischen Darstellung durch den Vektor
€. gttt
ersetzen diirfen.

Da nun — wie aus (8a) leicht ersichtlich — die beiden letzten Aus-
driicke durchaus keine mathematische Identitiat bedeuten, so ist es klar,
daB der zweite nur als ein Symbol des ersten angesehen werden kann.

Wir wollen in Zukunft schreiben:

e = Csin (ot + @) = Cgwtt+y), (10)

Diese Symbolik ist fiir das Rechnen mit Wechselstromgrofen von
groBer Fruchtbarkeit geworden.
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Die nrit WechselstromgréBen vorzunehmenden Operationen fithren
— bei Benutzung der Symbole — zu den gleichen Resultaten wie bei
Benutzung der Originalfunktionen.

. ., a )
So ist der erste Differentialquotient ?i% der Grife ¢ = € sin (@t 4 @)

gegeben durch

d d
E% = - € sin (ot + ¢) = @€ cos (vt + @) = m@sin(wt +o9+ §>’
der Differentialquotient des Symbols durch
b4
—(}% (Est(wt—*-q)) - Lﬁ)@é'(wt'{"q’) ] m@gl (wt+tp+;)’
. il—yf 7 T
denn es ist wegen ¢ 2 = cos Tji‘lsmg
+,%
+i=1¢ 2

Geht man also vom Symbol auf die Sinusfunktion iiber, so erhilt
man denselben Ausdruck.

Im iibrigen sagt das Resultat dieser Differentiation, da8 der erste
Differentialquotient unserer Sinusfunktion ein Vektor ist, der gegen den,
die Funktion darstellenden Vektor um 90° nach vorwirts gedreht ist.

Der zweite Differentialquotient der Sinusfunktion ist gegeben durch

dS
a;; = w? € cos <cat + ¢ + g-) = 0’Csin (ot + ¢ + ),
der des Symbols durch
9 7T 7T
pa G gt +) :dﬁt_w@‘st(wt+(p+-2—) — Lﬁ)2@£l(wt+q)+—2_)
— 2C @ttt

Geht man vom Symbol auf die Sinusfunktion iiber, so erhilt man
denselben Ausdruck wie oben.

Jede Differentiation verschiebt die Richtung des resultierenden
Vektors — bei entsprechender Anderung seines Betrages — um 90°
nach vorwirts.

Das j.edt ist gegeben durch

. € € T
J.edt__".@sm(wt—}—qy)dt = —-‘—D—cos(cot—}— ®) _—a;sm<wt—}—q>——§>,
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das Integral des Symbols durch

Ga@t+9).dt — - Gawi+y) — L Ggoitn —
L® )

7
— — _(6:: gtwtt+eg) — get(wt+(p—2—).
(17] @

Geht man vom Symbol auf die Sinusfunktion iiber, so erhdlt man

denselben Ausdruck.
Die Integration verschiebt die Richtung des resultierenden Vektors
— bei entsprechender Anderung seines Betrages — um 90° nach riickwirts.

Abb. 11.

Diese Beziehungen ergeben einfache Konstruktionsregeln fiir die
graphische Darstellung der Differentialgleichungen, die zwischen sinus-
formigen Wechselstromgrsfen bestehen.

Z. B. die bekannte Spannungsgleichung des Wechselstromkreises der
Schaltung nach Abb.11:

ir—}—L%—{——é—jidt:e (A)
mit
e = Csin (ot + ), i = Jsin (0t + @)
ergibt bei Verwendung der reellen oder der symbolischen Darstellung
das folgende Vektordiagramm (s. Abb. 12).
In reeller Form lautet die Spannungsgleichung:

, . 4 1 . T
73 sin (mt—}—(p)—}—wLi}sm<wt—{—(p +§> + s Jsin <wt + o — E) =
= Csin (ot + P).
In symbolischer Form lautet sie:

r3e@t+o) 4 oI g‘(“’t+"’+5) 1 ‘(‘””“”‘5):, (@t +y)
+ L3 +m03£ Ce .
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Wihlt man eine Bezugslinie (00'), so schlieft zur Zeit { — O der
Vektor »3 mit dieser den Winkel ¢ ein, der Vektor w L33 ist gegen den
1
Vektor rJ umg nach vorwirts, der Vektor s 3 gegen rJ3 um 725 nach
®
riickwirts gedreht; der Vektor €, als die geometrische Summe der drei
genannten Vektoren, schlieft mit der Nullinie den Winkel 4 ein. Diese
geometrische Summation der drei Vektoren ist in Abb. 12 durchgefiihrt,
wobei L
ad = ab—ac = 0@ LI — — I
oC
gemacht ist.
Aus dem Dreieck Aoad folgt:
—_ N 2
0d? :5'a“2+ ad? — T232+(O)L—L>32 — &2
oC

und

o C
= @ + arcty .

Ist also ¢, die aufgedriickte Spannung, gegeben, und 4, der ent-
stehende Strom, unbekannt, so folgt aus den letzten zwei Gleichungen:

i = Jsin (et + @) = ¢ - 28@'%(&)#—{-—1[;—
Vr"’ + <w L— m—0->
ol — —1—
— arctg 0
Zur Konstruktion zu Abb. 12 war — wie aus dem Beispiel ersicht-

lich — die Benutzung der reellen oder der symbolischen Darstellungsform
in gleicher Weise vorteilhaft.

Sieht man von der graphischen Darstellung ab und sucht den Strom 4
auf analytischem Wege aus der Grundgleichung (A) zu gewinnen, so zeigt
sich die Uberlegenheit der symbolischen gegeniiber der reellen Darstellung
durch die Kiirze des Rechnungsweges.

Schreiben wir Gl.(A) in reeller Form, so lautet sie:

rJ sin (@t + @) —}—L%SSin(wt + @) —I—é—jf}sin(wt—l— @) dt =
= Csin (0t + )

oder

1
r3 sin (ot + @) + @ LJ cos (@t + @) — o Jcos (0t + @) = € sin (0t + ).
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Entwickelt man die goniometrischen Funktionen, so wird

1
r3 sin wt cos @ + I cos wt sin @ + I (mL — co—C> cos @t cos p —

—3<wL———la> sin ot sin o — € sin wt cos P + € cos i sin .
@

Da die Gleichung fiir alle Zeiten gilt, muf sie auch gelten fiir Werte:

l. ot = %2,

2. ot = (4x+1) i

TZ_’
mit ¥ =— ganze Zahl der Zahlenreihe von Null bis Unendlich.
Fiir den Fall 1 lautet sie wegen

sin ot = 0, coswt — 1
1
r3 sin @ 4 (coL — m—a) Jcos p = Esin .
Fiir den Fall 2 wegen
sinot = 1, coswt = 0
1 ,
rJcos @ —(coL — w—0> Jsin o = € cos .

Quadrieren und Addieren der beiden letzten Gleichungen ergibt

32 {r“ -+ (mL —_ E,I_C)‘} = @

woraus 3 bestimmt ist.
Division der beiden Gleichungen ergibt, mit

1
G’L_(D_C e X,
r sin @ 4 X cos @
rcosp — X sin @

= tg 9.
Dividiert man links Zahler und Nenner durch r cos g, so folgt

X

tg(p—f—7
= tg ¢,

’rtg(p

wonach x
V=@ +ardg —



oder

@
@ = ¥ — arcty —Y
womit auch ¢ bestimmt ist.

Schreiben wir die Gl.(A) in symbolischer Form, so lautet sie

rgt@t+g) + Ldﬁti}st(wt—k(p) + éji}g(wt-{-(p) — Cgtwt+y)
oder
rstwt+ o) -+ v L3 et@t+9) + __1_63‘810”+q7) — @et(wt+w);
L@

durch '@t gekiirzt und das dritte Glied links mit L multipliziert, gibt
L

1
Jety {r+t<mL—m>} = Cg¥ (A
oder mit Riicksicht aut Gl. (9)
1
oL ——
2 Lar 0l
35‘¢-Vr2+<mL— 5%) <o = Gegv¥,
somit
1 2
3 ‘/1‘2+<m1}— —> — G
o C
und
ol — m_lﬁ
g+ ety — 2 =y,

woraus 3 und ¢ bestimmt sind.

Der Rechnungsweg ist bei Gebrauch der symbolischen Formen kiirzer.

Der Vorwurf der physikalischen Undurchsichtigkeit, die der Sym-
bolik anhafte, ist gewi gerechtfertigt, es lohnt aber ebenso gewif der
Miihe, diese Undurchsichtigkeit durch Ubung und Gewthnung zu klaren.

Der Hauptvorteil der Symbolik besteht darin, daf bei ihrer An-
wendung — wie Gleichung (A') zeigt — die variable Zeit aus der Grund-
gleichung entfernt wird.

Dieser Vorteil macht sich besonders dann geltend, wenn zwischen
den Wechselstromgrofen partielle Differentialgleichungen mit unab-
hingig Variablen des Ortes und der Zeit bestehen. Durch Verwendung
der Symbolik werden diese partiellen Differentialgleichungen miihelos in
totale, mit der einen unabhingig Variablen des Ortes, iiberfiihrt?).

1) Siehe Abschnitt X.
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Es sei aber nochmals daran erinnert, da die Verwendung der Sym-
bolik nur dann zulissig ist, wenn die darzustellenden Gréfen reine Sinus-
funktionen der Zeit sind.

Die Wellenliange A dieser hier betrachteten zeitlichen Schwin-
gungen ergibt sich aus der Beziehung

A =0T,
wo T die Zeitdauer einer Periode und v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der Wellenbewegung sind. Im Vakuum und — sehr angenidhert — in
Luft ist » gleich der Lichtgeschwindigkeit, also 300 000 km pro Sekunde.

Da T = % und f gleich der Periodenzahl, so ist die Wellenldnge einer
B0 periodigen elektrischen Schwingung in der Luft

4 — 300000 000 km.

50
Bedeutet in Gl. (1):
y = A sin (mx),

x, die unabhingig Verdnderliche, eine Linge, so wird y eine rium-
liche Sinuswelle.
In der auch hier notwendigen Beziehung

m-——2”
- J

muf jetzt das J, dem x entsprechend, eine Linge sein.
Diese Lange J der Periode ist hier natiirlich mit der Wellenlénge 4
der rsumlichen Welle identisch. Es gilt also hier die Beziehung

2
m:l oder }.—__—-2—n.
A m

Die Wellenlinge der rdumlichen Welle hat also mit der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit nichts zu schaffen und kann,
je nach der GroBe von m, beliebig grofe Werte annehmen.

Auch dieser Fall, rdumlicher Wellenbildung, kommt in der Wechsel-
stromtechnik vor. So ist z.B. der Verlauf der Amplituden von Strom
und Spannung, lings langer Leitungen, durch solche riumliche Wellen
beeinfluft.

Im Argument mz der ortlichen Sinusfunktion ist in diesem Falle
m eine, durch die Leitungsdaten (Widerstand, Kapazitit, Induktions-
koeffizient und Ableitung pro Kilometer) und die Frequenz bestimmte,

konstante Zahl; « die Linge in Kilometern. Um den Sinus fiir ein
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 9
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Argument mx nachzuschlagen, hat man das Argument im WinkelmaB

auszudriicken.
Es ist aber:
—_
2x 2x  360° z z
= = —.—— = 360° - = 360° - —
X mx Pk PRy 60 7 2%
360°
P M-,
So ist z. B.: sin (mx) fir m —= 2.10—4, x = 600 km,

3600
2x

sin (ma) = sin < .600-2- 10—4) — sin (57,295 78°.0,12)

= sin (6°52' 31,78™).
Die Wellenlinge A dieser rdumlichen Welle ist:

2z 6283186

A= = 5 10—

— 31 415,93 k.



I. Analyse verzerrter Kurvenformen.

Es ist nun durchaus nicht immer der Fall, daB die Wechselstrom-
grofen, die uns beschéftigen, ,reine“ Sinusform haben. Die Eigenart
der Maschinen sowohl als auch der Betriebsart bringt es mit sich, daB
wir auch mit Wechselstromgrofen zu tun haben, die von der Sinusform
abweichen, die ,verzerrt“ sind.

Auch solche verzerrte Formen konnen mathematisch erfafit werden.

Es sei 9 = f (o)
eine solche verzerrte Funktion der Zeit, z. B. Abb. 1 entsprechend, oder
mit Einfiihrung einer neuen unabhingig Verdnderlichen z — @t
y ="r@:

Dann 148t sich y, nach dem bekannten Satze von Fourier durch
folgende Reihe ausdriicken:
y = 3 Bycos(0.2) + B, cos (1.x) + Bycos (2 x) + --- B, cos (n.%) + ---

+ A,sin(0.2) + A, sin(1.5) + A, sin (25) + -+ Ay sin (n.x) 4+ --- (1)

Unsere Funktion ist also durch die Summe einer unendlichen Kosinus-
reihe und einer unendlichen Sinusreihe dargestellt.

Die beiden Reihen haben die Eigenschaft, daf sich die Perioden-
zahlen der Argumente der trigonometrischen Funktionen wie die auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen, von Null bis Unendlich, verhalten.

Setzen wir: A, = F, cos @y,

B, = F, sin @,,
so folgt durch Quadrieren und Addieren
F, = V43 + B}
und durch Dividieren
B (@)

B
tg , = =" oder = arctg —— -
Pn 4, Pn g 4,
Somit

Ay, sin (nx) + By cos (nx) = Fysin (05 + @y)-

Die romische Ziffer am Kopfe jeder Seite bedeutet die Nummer des be-
treffenden Abschnittes.

2%
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Diesen Ansatz auf alle gleichstelligen Glieder beider Reihen an-
gewendet, ergibt:

y = 3B, + Fysin(x 4 @,) + Fysin 2z + ¢,) + F,sin(Bx + @g) + -+
oo+ Fpsinmao 4+ @p) + -0
und setzen wir noch
3B, = F,,
so wird
y = F,+ F;sin(x 4+ @) + Fysin (22 + @,) +
oo Fysin (00 + @) + -+ ®)
Wir haben also unsere periodische Funktion durch ein konstantes
Glied ¥, und eine unendliche Reihe reiner Sinusfunktionen verschiedener
Amplituden und Phasen und stetig wachsender Periodenzahlen dargestellt.
Nun handelt es sich um die Bestimmung der Grofen F' und ¢, oder
nach (Gl 2) der Gréen 4 und B.
Zu diesem Zwecke betrachten wir folgende drei bestimmten Integrale

+ 7 + 7z
1 Lr. X
J, = = | coskx.cosnx.dx, J,= —|sinkzsinnzdz,
n n
—n —_7
+x

1
Jy = ;jsinkxcosnw.dw,
—7

wobei k und » beliebige, ganze Zahlen von Null bis Unendlich sind.
Wir bilden zunéchst
7T

+
J,+J, = %jcos(k—n)w.dw

—7
und
+ =z

J—dJ, = %jcos(k +n)x.dax.
—7T
So haben wir drei Fille zu unterscheiden.
a) k =£ n, hierfiir ist:
+ 7
et 0,

-
+ 7z
:0,

—7

o+ J, = _ln sin (k — n) x

Jy—Jy =

sin (k+ n)x

Q= al+=

1
k+n
somit Jp = J, = 0.
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b) k= n == 0, hierfir ist:

+n 1 + 7
1 2z
Jl—}—JB:;jdx:?:& J1~J2=;jcos2nxdx:0,
—z —7r
somit Jy=Jy, = 1.
¢) k= n = O, hierfiir ist:
g+ I, = 2, J,— I, =2,
somit J, =2, J, = 0.
Das Integral J; formen wir um. Es ist nach elementaren Regeln
+=z

1
Jy = ——jsinkx.cosnm.dm =
7

" + = +n
= ;lt--%gsm(k—l-n)xdw—l—% —;—gsin(k—n)wdx,
—n —
welche beiden Integrale rechts fiir die drei moglichen Fille a), b) und
¢) Null werden. Es wird also J,; fiir alle Werte von % und % unter allen
Umstédnden Null.

Nun multiplizieren wir unsere Gl. (1) fiir y zunichst mit
1
— cosnx.dx
7

und integrieren in den Grenzen — x bis + z. Das n kann hierbei jeden
beliebigen ganzen Zahlenwert von Null bis Unendlich haben. So wird

+z +7
1 1
— dr — — dx =
nj.ycosnx z ”j‘f(w)cosnx x
—7 —z

+7 L "
j'cosOx cosnx.dx + B, 1 {coslx.cosnm.dm—}—
P

1

2

I

1
” L
—7
+ 1 tz
jcos2x cosnx.dx+ - + B, ;".cosnm cosnw.dx + % (4)

—7

?-ilr—‘

T

+
1
+ -4+ Alg} smlm.cosnx.dw—}—Ag;‘—jsin 22.cosnx.dx +

—_n n

+xn

1
+ ---A,,—;j.sinnx.cosnx.dx—}—---

-7
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Zunichst sehen wir, daf simtliche Glieder mit den Koeffizienten A
Integrale vom Typus J, enthalten, also Null sind. Die Glieder mit den
Koeffizienten B enthalten Integrale vom Typus J,, also vom Typus

+z
1
— j coskx .cosnx . da.
—7

Wir wissen aber, daB diese Integrale fiir # 5= %k zu Null werden.
Es bleibt also von der rechten Seite unserer Gl. (4) nur jenes Glied iibrig,
fiir welches die Zahl n gleich der Stellzahl des Gliedes ist, also das
nte Glied selbst. Dessen Integral hat aber nach Fall b) den Wert 1.
Es iibergeht also Gl. (4) in

+ 7
1
;j‘f(w)cosnx.dx = B,. 6))

—n
Wollen wir z. B. den Koeffizienten B, berechnen, so haben wir unsere
1 . .
Gl. (1) mit —cos83x.dx zu multiplizieren und von — =z bis 4 = zu
T

integrieren. Wir erhalten dann
+ 7
1
B, = —”—j.f(x)cosi-}x.dx.
—7

Eine Ausnahme scheint die Bestimmung von B, zu machen. Wollen

wir dieses haben, so haben wir mit cos O, also mit 1 zu multiplizieren.
Gl. (4) tibergeht dann in

177 10
;jf(x)cosOx.dx = %Bo{;jcosOchSOx.dap}-
—z —z

Rechts aber steht nun das Integral J, nach unserem Falle c). Der
Klammerausdruck {} ist also gleich 2. Das ist der Grund, aus welchem
im ersten Gliede der Gl. (1) der Faktor 1 gefithrt wird, denn, da nun auch
+x
B, = % j. f(®)cos Oz . dw,
—7

so hat Gl (5) fiir alle Werte von #, Null mit inbegriffen, allgemeine
Giiltigkeit.



— 23 — [I.
In ganz analoger Weise konnen wir nun die Koeffizienten 4 be-
I ‘e
stimmen, indem wir GI. (1) mit - sin (nx)dx multiplizieren und von —

bis |+ x integrieren. Es ergibt sich so
o
4, = %jf(x)sinnw.dm, (6)
—
womit wir auch die Grofen A zu bestimmen gelernt haben. A, ist
natiirlich Null.

Ubergehen wir auf unsere urspriingliche Variable, die Zeit ¢, so

0

wird nach
, 2
r = ot; dr = odt = Txdt.

Die Integrationsgrenzen — & und -+ # #ndern sich. Es wird fiir

2x T
r = 0t = — x; wt:th——n, dahert:—-2-,
2 T
fiir t—pt = +m; ot = 2 t=tm t= 4=
T 2
Setzen wir dies in (5) und (6) ein, so erhalten wir die Ausdriicke
+Tj2 + Tj2
B, = L. 2% [ ttycosnwt.at — - | fotycosnot.at.  (7)
n= (2?) of.dt = (@t)cosnet.dt. (
2
—T/2 — T2
+Tj2
1
A":T f(wt) sinnet.dt. 8)
2
—1Tj2

Wir sind nun in der Lage unsere Reihe nach Gl. (8) zu entwickeln.

Bevor wir aber an die tatsichliche Berechnung der Grofen 4 und
B gehen, wollen wir noch einige Besonderheiten der Wechselstromgrifen
beachten.

Die Eigenart der Wechselstromerzeuger, die wir technisch benutzen,
bringt es mit sich, daB die erzeugten Wechselstromgrsfen folgende zwei
Eigenschaften haben.

1. Stellt man den Verlauf der WechselstromgréSe nach Abb. 1, d.h.
im Liniendiagramm, graphisch dar, so sind die Flichen, welche die posi-
tiven und negativen Kurveniste mit der Abszisse einschlieBen, ein-
ander gleich.
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2. Die beiden Kurveniste sind in bezug auf die Abszisse vollkommen
symmetrisch, und zwar so, da die Ordinate y, zur Zeit f, stets gleich,

aber entgegengesetzt ist der Ordinate zur Zeit ¢ + -Z—

Die erste Eigenschaft fiihrt uns zu der Erkenntnis, daf die Grofe
B, gleich Null ist; denn es ist
+ T2

2
B, = 7 j f(et)dt.
— T2

Das ist ein Flichenintegral iiber zwei gleichgroBe, aber ungleich-
namige Flachen, ist also Null. Daher: B, = 0.

Die zweite Eigenschaft sagt, dal die Koeffizienten 4 und B der
Glieder mit gerader Stellzahl verschwinden. Denn nach GI. (1) ist
fiir eine beliebige Zeit ¢:

y = 3B, + B, cosot + Bycos 2 ot + -+ + A, sin ot +
—}—Aasiant-]—... (“)

somit, infolge der zitierten, zweiten Eigenschaft, fiir eine Zeit <t + %)
. T T
—y ::EBO—JFB]cosco(t+—2—>+B20032w<t+§> e
. T ) T
—{—A,smco(t—}—§> + Assm2m<t —}——2—> 4+ (B

Nun ist aber

cos2n.w(t + %) = cos 2 nwt - 2nx) = cos 2 nowt,

T
sin2n.w<t +§> = sin 2not + 2nx) = sin2nwot
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und

cos (2m + 1)w<t+§) — cos{@n+ Dot + @n+ D) =
= —cos(2n + 1) ot,

sin (2n + 1)m<t + %l) =sin{2n+ Nat+ 2n + 1)x} =
= —sin(2n + 1) wt,
d. h. in den Gl (x) und (B) sind die geradstelligen Glieder nach GroSe

und Vorzeichen gleich, die ungeradstelligen nach GréBe gleich, nach Vor-
zeichen entgegengesetzt. Wir kénnen also (8) auch schreiben:

—y=3B,—B,cosot+Bycos20t—---+ A, sinwat+Agsin 20t —--- ()
Addieren wir nun () und (g), so folgt
0 =2{1{B,+ Bycos2wt+ B,cos4wt + .-+ A,sin20t + A,sin 4t}
Da diese Gleichung fiir alle Zeiten, also jeden Wert von ¢, Geltung haben
mub, kann sie nur bestehen, wenn die sémtlichen geradstelligen Koeffi-
zienten Null sind.

Mit Riicksicht auf Gl. (2) folgt daher, daB die WechselstromgrsSen,

mit denen wir es hauptsichlich zu tun haben werden, gegeben sind durch
die Gleichung:

y = Fsin(ot 4 @,) + Fysin Bot + ¢,) + Fysin(Bot+ @) + -+ (9)
also durch eine Summe von Sinusfunktionen mit nur ungeraden Viel-
fachen der Periodenzahl der verzerrten Welle.

Wir nennen das erste Glied der Reihe die Grundwelle, die
folgenden die Oberwellen; oder in Anlehnung an die Akustik
sprechen wir von der ersten und von héheren Harmonischen, dem
Grundton und den Obertonen.

Die verzerrte Welle entspricht dem Klang, also einer Superposition
einzelner reiner Tone verschiedener Schwingungszahl.

Wihrend nun aber ein musikalisches Ohr die Analyse des Klanges
automatisch durchfithrt, d.h. die einzelnen Oberttne, die eine reale,
physikalische Bedeutung haben, heraushort, sind wir bei unserer Wechsel-
stromgrofe auf einen mehr oder weniger miihseligen Weg gewiesen, um
die Analyse vorzunehmen.

Es ist hier zu bemerken, daf die Zerlegung der WechselstromgrofSe
in Oberwellen eine mathematische Abstraktion ist, daher den einzelnen
Wellen eine konkrete Bedeutung im akustischen Sinne nicht zukommt.
Trotzdem ist die Kenntnis der Grofen ¥ und ¢ von grofer Bedeutung,
da sie uns, in bequemer Form, die Gleichung der Kurve liefert.
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Wir wollen nun ein Beispiel exakt durchrechnen.

Mit einem Oszillographen oder der Joubertschen Scheibe sei die
Kurve (s. Abb. 14) aufgenommen.

Um praktisch und genau zu arbeiten, setzen wir in der Zeichnung
(auf Millimeterpapier) die Lénge der halben Periode gleich 180 mm.

Zur Erfassung der Kurvenform folgen die Koordinaten:

gmm = — 4, 0, 5, 10, 20, 30, 40, 50, 54, 60, 70, 80, 85, 90
y , = —10, 0, 11, 19,3, 31, 43,3, 55,5, 62, 63, 59, 45, 33, 31, 33

gmm 100, 110, 120, 130, 132, 135, 140, 150, 160, 170, 180, 190
Y . 54, 92, 133, 157, 159, 157, 151, 119, 74, 30,5, 0, — 19,3

Nach diesen Angaben kann der Leser die Kurve mit geniigender
Genauigkeit zeichnen. Die Abb. 14 ist auf !/; verkleinert.

Nun handelt es sich um die Bestimmung der Grofen 4 und B, mit
deren Hilfe wir F' und ¢ berechnen kénnen.

Nach unseren Gl. (7) und (8) hitten wir, um z B. 4; zu erhalten,
die f(wt), das ist unsere Ordinate y, fiir jeden Zeitmoment, d.h. jede
Abszisse, mit dem Sinus des zugehorigen dreifachen Winkels zu multipli-
zieren. Als Resultat dieser Multiplikation erhielten wir eine neue
Grofe u;. Tragen wir diese Griofe iiber unserer Abszisse als neue
Ordinate auf, so erhalten wir eine neue Kurve. Die Ausdriicke fiir 4,
und B, iibergehen dann in

+ T/2 + T/2

2 2 ,
4, = _szlundt; B, = Tgundt;
1y By
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wobei %, durch Multiplikation von f(ew?) mit dem Kosinus des #-fachen
Winkels entstanden ist.

In diesen Ausdriicken finden wir einfache Flichenintegrale, die
man durch Ausmessung oder mit dem Planimeter ermitteln kann.

Dividiert man diese Flichen durch die halbe Liénge % der Periode,

so erhilt man die GroBen A4, und B, im MaBstab der Ordinaten und man kann
auf diese Art beliebig viele Glieder der Fourierschen Reihe entwickeln.

Hierzu ist also die Konstruktion der #-Kurven erforderlich, die keine
Schwierigkeit bietet. Mit Hilfe des Planimeters erhdlt man dann wirklich
genaue Resultate, da ja das Planimeter das Flichenintegral genau erfaft.

Nun hat man aber meist kein Planimeter; ferner miiite man fiir
jedes A und jedes B eine neue - bzw. w'-Kurve zeichnen, was sehr zeit-
raubend wire.

Es sind daher zur Bestimmung von A und B andere Methoden
erdacht worden, die zwar nur Anndherungsverfahren sind, aber eine
vollkommen geniigende Genauigkeit ergeben.

‘Wir wollen eine der dltesten Methoden anfiihren, die aber das Ver-
stindnis fiir die meisten jiingeren erschlieft.

Fiir unsere Wechselstromgrofen nimmt GIl. 1, nach dem Vorher-
gehenden, die Form an:

y = B, cos (ot) 4 Bycos (3 wt) + By cos (b wt) + -+ A, sin (at) +
+ 4, sm (B wt) + A, sin (B wt) 4 ---,
worin B und 4 Unbekannte sind.

Die Gleichung gilt fiir jede, dem Kurvenbilde entnommene Ordinate.
Entnehmen wir also dem Kurvenbilde % Ordinaten, so konnen wir die
Gleichung % mal anschreiben, wodurch wir % Gleichungen erhalten.

Sollen diese k Gleichungen zur Bestimmung der 4 und B geniigen,

so diirfen die Reihen mit 4 oder B nicht mehr als je _Iéc_ Glieder enthalten,
k
denn dann haben wir 2 5 = k Unbekannte und hierfiir % Gleichungen.

Teilen wir z. B. die halbe Periode % in zwolf gleiche Teile und

ziehen zu diesen Abschnitten die zugehorigen Ordinaten y, so konnen
wir zwolf Gleichungen von folgender Form anschreiben :
y = B, cos (wt) + Bycos (3 wt) + B, cos (5 wt) + B,cos(7wt) +
+ By cos (Ywt) + By, cos (11 wt) + A, sin(wt) + A, sin (3at) +
+ 4gsin(Bot) + A, sin(7wt) + A, sin (9 @t) + 4,, sin (11 t),



L] — 28 —

wo links immer eine der zwolf dem Kurvenbilde entnommenen Ordi-
naten steht.

Es ist klar, daf wir aus diesen zwolf Gleichungen nur sechs
Grofen B und sechs Gréfen A entnehmen konnen, daf wir also, bei Be-
nutzung von zwdlf Ordinaten, die Fourierreihe nach Gl (9) nur aus
sechs Gliedern bestehen lassen.

Die Bestimmung von B und A aus diesen zwolf Gleichungen nach
den Regeln der elementaren Algebra wire aber eine sehr miithsame und
zeitraubende Arbeit.

Hier fiihrt folgender kiirzerer Weg zum Ziele. Wir teilen die
Linge unserer halben Periode, wie es in der Abbildung geschehen ist,
in zwolf gleiche Teile, wihlen also fiir die Ordinaten Winkelabstinde
von 15° und ziehen die zugehorigen Ordinaten. TUnd nun machen wir
fiir jedes Wertepaar von A und B eine Tabelle nach folgendem Schema :

Nun summieren wir — mit Beriicksichtigung der Vorzeichen — die
Kolonnen y sin (1 @t) und ycos (1 wt), wie es in der Tabelle geschehen
ist, und erhalten dadurch die Gréfen:

T2 T/2

Slysin(lot) = + 559,8 und > ycos(1lot) =
0 0
= 4 143,8 — 350,0 = — 206,2.

Diese Grofien dividieren wir durch die Anzahl % der Abszissenabschnitte,
in unserem Falle zwGlf, und multiplizieren die Quotienten mit zwei.
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D. h. wir bilden die Grofen:

T2 1
2%—2ysin(l.wt):2-ﬁ-559,8: 4 93,3 »)
0
und
1 25 1
2._]6-23/003(1.0075): 2-1—2~-(—206,2):—34,4, ©®)
o

Nennen wir At das gewihlte Zeitintervall zwischen zwei Ordinaten, so
ist — wie aus der Abbildung ersichtlich —

T T

2 2
= d —_ —
At 5 oder % T &)

Machen wir % unendlich gro8, so iibergeht nach (&) A¢ in di, aus
der Summierung in (p) und (0) wird eine Integration und unsere Aus-
driicke () und () iibergehen, bei Einfiihrung von k aus (¢), in

T/2 + T2

1
2-L ysin(1.et)dt = v ysin(lwt)dt = A,

2 2 .
0 —T[2
und
T2 + 7|2
1 1
2? ycos(l.cat)dt:—T—— yeos(1.wt)dt = B,.
2 2
0 —T[2

Dies aber sind die genauen Ausdriicke, die wir fiir 4, und B, ge-
funden hatten.

Diese Uberlegung zeigt uns, daf die Ausdriicke (p) und (9) die
GroBen A4, und B, um so genauer darstellen, je grofer wir die Anzahl &
der Abszissenabschnitte wihlen.

Auch fiir stark verzerrte Formen — wie z. B. die in der Abbildung
wiedergegebene — geniigt es zumeist, wenn man % — 12 macht, d.h.
die halbe Periode in zwolf Teile teilt.

Diese fiir die GroBen 4, und B, gewonnene Erkenntnis gilt natiir-
lich ebenso fiir die hoherstelligen Glieder der Reihen, so daB mit ge-
niigender Richtigkeit zu schreiben ist:

Tj2 Tj2

1 1
4, = 2?2 ysin(n.wt), B, — 2-—]‘;—2 y cos (n @t). (10)
0

0
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Wir erhalten demnach fiir unsere zu analysierende Kurve aus (p)

und (9)

4, = 4+ 93,3, B, = — 344,
somit
F, = VA + B? = 99,5
und
B —34,4
= arctg = = — 1= — 339932,
@, ar gAl arctg 1933
Das erste Glied der Fourierreihe nach Gl (9) lautet also:
F, sin (0t + ¢,) = 99,5 sin (ot + 339° 32), (11)
somit
/2 T)2

Sysin Bot) = +260,9, Slycos Bat) = -+ 146,9,
0 0

und daher

9 Zi2 2

4, = ——Zysin B at) = —-260,9 = + 43,5,
k< 12
2 10 2

B, = —zycos(Swt) = —.146,9 = + 24,5,
k< 12

4245
435

Das zweite Glied unserer Reihe nach Gl. (9) lautet also:
Fysin (3 ot + @) = 49,9 sin (3 ot 4 29°23"), 12)

F, = VA_,?—{—B: = 49,9, @, = arctg:f—“ = arctg = 29923’
3



2 T2 2
4y = —Dysin (B wt) = 5 (—101,7) = — 16,95,
k< 12
9 T2 2
By = - Sycos Bwt) = —-61,3 = 4 10,2,
k< 12

£ VT =48, = s —rsg 9 i
- )

5
Das dritte Glied der Reihe lautet daher:

F,sin (5 ot + @5) = 19,8 sin (5 ot 4 148°57"). (13)

Nach dem gleichen Schema, das jetzt wohl leicht verstdndlich ist,
sind die folgenden drei Glieder, bis inbegriffen 4,, und B,,, zu rechnen.
Die Glieder (4, B),; und die folgenden diirfen natiirlich nicht zur Er-
ginzung der Reihe herangezogen werden, denn die Reihe ist mit dem
Gliede

Fy, sin (1ot 4 ¢;,)
beendet.

Fithrt man diese Rechnung fiir unser Beispiel aus, so ergeben sich
die Amplituden F der Glieder mit h¢herer Stellzahl als 5, also die
Grofen F,;, Fy und F,; als Bruchteile der Einheit; sie sind daher fiir
unsere Kurve bedeutungslos und wir schreiben die Gleichung unserer
Kurve in der Form:

y = 99,5 sin (ot + 339°32") 1 49,9 sin (3 ot - 29°23") 4+
+ 19,8 sin (5 wt + 148°37). (14)
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Nun miissen wir uns aber auch davon iberzeugen, da diese Gleichung
das Kurvenbild mit geniigender Genauigkeit wiedergibt. Zu diesem Zwecke
konstruieren wir Gl (14). Hierbei ist die Beriicksichtigung der Phasen-
winkel von griBter Bedeutung.

Da wir wissen, daB die erste Harmonische, die Grundwelle, dieselbe

2w
Periode hat, wie die verzerrte Kurve, ndmlich 7' = o so ist auch in

unserer Konstruktion die Lange 7', der Periode der ersten Welle gleich
360 mm.

Nun eilt die Grundwelle laut Gl. (14) der verzerrten Welle um
339°32' vor, oder — was dasselbe sagt — sie eilt ihr um 20°28

nach. Wihlen wir auf der Abszisse den Punkt O des Durchganges der
verzerrten Welle durch Null, so finden wir 339,65 mm nach links oder
20,5 mm nach rechts den Nulldurchgang der Grundwelle, d. h. die Punkte 1
und 1'. Da wir die Amplitude (99,5 mm) kennen, kénnen wir die Grund-
welle einzeichnen.

Die Linge der Periode der dritten Harmonischen ergibt sich aus

27 . 12x 1 1
3(0—T;’ mlth—-?T'E‘——gT—'g'T],
also mit 120 mm. Laut Gl (14) eilt die dritte Harmonische um 29° 23’
ihrer Eigenperiode der verzerrten Welle vor. Die Eigenperiode, das

sind 360° der dritten Harmonischen entspricht 120 mm; somit ent-

2
sprechen 29°23' der Linge %120 — 9,8mm. Um den Nulldurch-

gang (Punkt 3) der dritten Harmonischen zu finden, haben wir also von
0 aus 9,8mm nach links aufzutragen. Die Amplitude ist mit 49,9 ge-
geben, somit ist die Welle einzuzeichnen.

1) Die Abb. 15 ist auf /g verkleinert.
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Die Linge der Periode der fiinften Harmonischen ergibt sich aus

2x . 12x 1 1
mit T5:g? :gT:ng,

also mit 72mm. Da die fiinfte Harmonische vor der verzerrten Welle
um 148° 57 voreilt, so finden wir ihren Nulldurchgang, wenn wir von O

aus die Linge -72 = 29,8 mm nach links auftragen und damit den

360
Punkt 5 erhalten. Da die Amplitude mit 19,8 gegeben ist, kénnen wir

auch die fiinfte Harmonische einzeichnen.

Die algebraische Addition der drei Harmonischen (punktiert), die in der
Abb. 15 durchgetiihrt ist, ergibt nun mit geniigender Genauigkeit das Bild
der verzerrten Welle (voll ausgezogen). Gl. (14) stellt daher die verzerrte
Welle mit ausreichender Genauigkeit dar — die Analyse ist geniigend.

Zur weiteren Charakteristik der Genauigkeit dieser Analyse sei ver-
raten, daB die verzerrte Welle urspriinglich nach der Gleichung
y = 100 sin (ot — 20° + 50 sin (3 wt + 30°) 4 20 sin (B @t 4 150°%) (14a)
konstruiert war. Die Ubereinstimmung der GI (14) und (14a) ist also
eine sehr befriedigende.

Hitten wir unsere halbe Periode nicht in 12, sondern in 6 Teile
geteilt, so kann der Leser aus den gegebenen Tabellen leicht nachrechnen,
dafl die GréBen A und B mit folgenden Werten erscheinen:

A = 4934, A4, = 4433, 4, = —17]1, Abb. 16,
B, = —341, B;= +243, B, — + 9,88,
woraus sich die Kurvengleichung ergibt mit f : \
y = 99,4 sin (ot — 20°8") + 49,6 sin (3 wt + 0 _g T

+ 290 14) + 19,7 sin (5 ot + 150° 36").

Also auch mit nur sechs Ordinaten hitten wir diese Kurve mit ge-
niigender Genauigkeit analysiert.

Bei dem Analysieren einer Kurve sei darauf aufmerksam gemacht,
daf das Nullwerden irgend einer Harmonischen, z. B. der fiinften, siebenten,
neunten, noch durchaus nicht besagt, daB die folgenden ebenfalls Null
werden. Es empfiehlt sich, bei der Analyse jede erhaltene Harmonische
gleich einzuzeichnen und die Summe zu priifen. Erst wenn man sieht
da die Summe der verzerrten Form entspricht, darf man die Analyse
abschlieBen.

Sind Kurven zu analysieren, die auch zur Ordinate durch 71;— sym-

metrisch sind (s. Abb. 16), so lehrt ein Blick auf die gegebenen Tabellen,

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 3
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daB unsere Kosinusreihen entfallen, d. h. daff die simtlichen Konstanten B
und damit auch die Phasenkonstanten ¢ Null werden.

Es bleibt dann nur die Bestimmung der Konstanten A iibrig, und
die Kurve hat die Gleichung:

y = A, sin (0t) + A4, sn (3 wt) + A sin (5 ot) + -+

Analyse einer unsymmetrischen Kurve.

Der Vollstindigkeit wegen wollen wir im folgenden noch die Analyse
einer Kurve durchfithren, die zu der Abszisse. unsymmetrisch verliuft.

Es wurden zwei Halbkreise gewihlt, die in der Abszisse einander

beriihren.
erufren Halbmesser: r, — 60mm, r, = 30 mm.

Periodenlinge — 180 mm.

Da die Flichen iiber und unter der Abszisse ungleich sind, ent-
fallen die geraden Glieder der Reihe und das Glied B, nicht.

Auf Grund derselben Erwigungen, die wir frither gemacht haben,
ergibt sich, daB hier die Konstanten A4, und B, angenidhert dargestellt
werden konnen durch die Ausdriicke:

9 T

A, = %Eysin(n.wt),
0
9 T

B, —= EZycos(n.wt),
0

1) Abb. 17 ist auf die Héilfte verkleinert.
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wobei wohl zu beachten ist, daf jetzt ¥ die Anzahl der Abschnitte der
ganzen Periode bedeutet und die Summierung sich iiber die ganze
Periode erstreckt.

Machen wir, wie es in der Abbildung geschehen ist, k¥ — 12, so
ergeben sich fiir die A und B Tabellen nach folgendem Schema:

Es ergibt sich somit B, fiir » — 0 mit

B, = —12—22ycos(0.m.t) = %27; = 46,3:
A, = 41,5 B, =-24,0 F, — 479 @, = —30°
4, = 10,1 B, = 5,8 Fy, = 11,7 @, = + 30°
4, = O B, = -23 F, = 23 @, = —90°
A, = 3,76 B, = — 2,16 F, = 43 ¢, = —30°
A4, = 0,6 B, = 0,283 F, = 0,58 @, = +30°
4, = 0 B, = - 1,37 F, = 1,37 @, = —90°

Die Gleichung der Kurve, die hier gegeben ist durch
y = 3By + Fysin (0t + ¢,) + Fysin ot + ¢5) +
+ Fysin Bat + @;) + ---,
wird mit geniigender Genauigkeit dargestellt durch die Form
y = 28,1 + 47,9 sin (0wt — 30° 4 11,7 sin (2 @t 4 30°) +
+ 2,3 sin (Bt — 90° + 4,3 sin (40t — 30% + 0,588 sin (5 @t + 30°) +
+ 1,37 sin (6 @t — 90,
wovon die Abbildung, in welcher die letzten zwei Glieder nicht ein-
gezeichnet sind, einen iiberzeugenden Beweis gibt.
3%



I — 36 —

II. Effektivwert und arithmetischer Mittelwert.

Zur ziffernmiBigen Erfassung einer Wechselstromgrsfe beliebiger,
verzerrter Form kann nur ein Mittelwert dienen.

Es wird jener Mittelwert gewihlt, den die Mefinstrumente anzeigen.
Wiirde man einen Wechselstrom mit Gleichstrominstrumenten messen, so
wiren die Zeigerausschlige der Instrumente den ersten Potenzen der je-
weiligen Stromstiérke proportional. Der Zeiger wire versucht, sich im
Rhythmus der Stromschwankungen zu bewegen, d. h. in der Zeiteinheit so
viele positive und negative Maxima anzuzeigen, als die Frequenzziffer
des Stromes betrigt. Die Tragheit verhindert den Zeiger, den Impulsen
momentan zu folgen, und er stellt sich daher auf den arithmetischen
Mittelwert dieser Impulse iiber eine Periode ein. Dieser arithmetische
Mittelwert iiber eine ganze Periode ist aber Null und der
Zeiger gibt somit keinen Ausschlag; er gerit bei geringeren Frequenzen
nur in ein leichtes Zittern.

Mefinstrumente, bei denen der Bewegungsimpuls auf den Zeiger der
ersten Potenz der zu messenden Grofe proportional ist, sind also fiir
Wechselstrom nicht brauchbar.

Ist der Bewegungsimpuls auf den Zeiger der zweiten Potenz der
jeweiligen Stromstiérke proportional, so #ndert dieser Impuls wihrend
einer Periode zwar seine Grofle, nicht aber seine Richtung. Der Zeiger
wird daher nur in einer Richtung abgelenkt. Auch jetzt entspricht
seine Ablenkung dem Mittelwert der Impulse iiber eine Periode. Dieser
Mittelwert aber ist proportional dem Mittelwert aus den Quadraten
der Momentanwerte des Stromes wihrend einer Periode. Ist ¢ der
Momentanwert des Stromes, so ist der Ausdruck

T

1
T j. 2dt

0
die Grofle, welche die Zeigerablenkung des Instrumentes bestimmt.

Will man den, von dem Strome ¢ in einem Widerstand r, erzeugten
Wirmeeffekt angeben, so ist dieser nach dem Jouleschen Gesetz ge-

geben durch
1 T T
j riddt = f [ ri¥dt =r-. }T_ j 2 dt.
0 0 0
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Setzt man T
1 .

J2 e T j @zdt,

0
somit
T
J = 1 ?dt ¢))
— T ,
0

so bedeutet J den Wert eines Gleichstromes, der denselben Wirmeeffekt
leistet als der Wechselstrom <.
Diese so definierte Grofe J nennt man den Effektivwert des

‘Wechselstromes <.
Gl (1) sagt in Worten: Der Effektivwert einer Wechselstromgrofe

ist gleich der Quadratwurzel aus dem Mittelwert der Quadrate ihrer
Momentanwerte wihrend einer Periode.

Das Quadrat dieses Effektivwertes bestimmt also den Zeigerausschlag
der Wechselstrominstrumente. Ist C' eine Proportionalititskonstante und
x der Ausschlag eines Wechselstrommessers, so ist

x = C'.J?
und somit 1
J = Vo Vo= CVa.

MeSBinstrumente, bei denen der Bewegungsimpuls auf den Zeiger der
zweiten Potenz der Momentanwerte der zu messenden GrifBe proportional
ist, sind also zur Messung des Effektivwertes geeignet.

Gl. (1) gestattet uns nun, den Effektivwert einer Wechselstromgrofie
bei Kenntnis ihrer Kurvenform zu berechnen.

Es sei die Gleichung einer Spannungskurve gegeben durch

e =G sin(0t+v,) +E;sin Bat+v,) + & sin Bat+v) +- -, (2)
so ist der Effektivwert dieser Spannung nach (1)

1 T
E=|/ 5 j. ¢ dt. 3)

0
Setzen wir den Wert von e ein, so wird:

1 T
E = T J {€] sin® (@t +,) + €2 sin® (Bt + ,)+ &2 sin® (B wt+ Py) + -+
0

<o+ 26 € sin (0t + ¢,) sin (Baat + ) + 2 €, € sin (at + ¥,) -
sin(Bot+ )+ oo+ 28, € sin (Bwt+ ) sin (3 wt+iy) +--- ) dt.
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Entwickeln wir die einzelnen Integrale, so wird, wegen

sin“(ka):—;—{l—cos2koa} und w:277r’
T T
% j €2 sin® (nwt + P,)dt = -lf j‘ @%-;—{dt——cos(ant—{—%pn)dt} =
0 0
T T

—_— 1 2 1 2 : : 5 J— 1 2
= g—@n——%@n{sm@nn + 2 ¢,) —sin (2 ¢)} = 56"’

und wegen

sin (nee) sin (k. o) = 3 {cos (m — k)ow — cos (n + k) o},
wird:

T
% J‘ 26, Csin(nat + P,) sin (kot+ ¢p) dt =
T ’ T
= Tl [ €, € cos {(n —k) ot + (Y — )} dt — Tij €,Crcos{(n+k) wt +

0 0

1
+ Wn +yw}dt = m@n@ksm{2ﬂ("—k) + (0 — v} —

1 . 1
T 2xn—k) %) €, Gy sin (Y — Yr) — ‘_‘W Y

+ (W + Y1)} €, Cysin (Yn + o) = 0,

somit

E,Cpsin{2m(n+k) +

1
+27:(n-{—k)

E=ViG i 16+ -

oder

2

Erare+ = %‘/1+(§)+(§—) foe @

1
Ve

Fiir die reine Sinuslinie, die ja nur aus der Grundharmonischen be-
steht, ist daher

FE =

¢
Ve’

wo € die Amplitude der Sinuslinie ist.

E = (42)
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Der arithmetische Mittelwert unserer verzerrten Kurve nach
Gl (2) iiber die halbe Periode ist

T2 T|2

1 1 (.
emi = 7 edt — 3 €, sin (@t + ¥,)dt +
2 2
T(2 ° o (®)
1 1
+ | Cosin Bat + v dt + 5 | Csin(Bot+y)dt + -,
2 2
0 0
und da
T2
1 .
vd Cur+nsin{Ck+ 1) ot + Yok +n}dt =
2
° T2
1 1
=|—7 m@(zk+1)c"3 (@k+ Vet 4 Yar+v) | =
2
1 1 ’
= _m‘;@(2k+1)003{(2k + D= + Yer+ o} +
. 1 1 1 2
+ m';@@k +DC0S YPek + 1 = @k + 1) ';@m +DCOSYak +1)
so folgt fiir ¥ = O bis oo nach Gl. (5)
2
emi"'———-;(@1003¢1+%008¢3+%608¢5+"°>- (6)
Beachtet man (s. I. Abschn.), daf
@n:VA?i‘{_B: und tg'lr’n:%y
n
somit s — 4,
Va4 +BY
so folgt auch
2 4, | A
emi—‘;<A1+?+F+"'>' (6a)

Daher fiir die reine Sinuslinie, fiir die 4, gleich ihrer Amplitude
ist, die hoheren Harmonischen aber Null sind, ist

Ot = -,2; € — 0,6376. (6b)
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Das Verhaltnis zwischen dem Effektivwert und dem arith-
metischen Mittelwert heift der Formfaktor f, der im iibrigen von
untergeordneter Bedeutung ist.

Es ist

oder nach GI. (5) und (6a)

L e @)
2V2 A1<1+§Xf+€z+"'>

DasVerh#ltnis zwischen dem Maximalwert und dem Effektiv-
wert heift der Scheitelfaktor 6, der dort eine wichtige Rolle spielt,
wo der Maximalwert von Bedeutung ist,

(7)

. Cmax . Cmax 8
E 1 0\ /E\? .
G Vl <_3> <_§>
SV E) @)+
Fiir die reine Sinuslinie, fiir die €, = A, = ¢€y,, ist und die
hoheren Harmonischen nicht existieren, folgt
e T 111, o= O — Y3 — 1414

Sind die Kurven, welche die Wechselstrome darstellen, flacher
oder stumpfer als die Sinuslinie, so erhalten f und ¢ Werte, die kleiner
sind als die fiir die Sinuslinie berechneten; sind die Kurven spitzer als

Abb. 18. die Sinuslinie, so werden f und ¢ grofer als fiir die

1 Sinuslinie.
Der Leser moge sich durch Nachrechnen hiervon
iiberzeugen
Die kleinsten Werte erreichen f und ¢ fiir Recht-
Q-_ZZ_, ecksform, dann ist

f - 0 = 1
Als Extremfall der spitzen Kurven wire Abb. 18 anzusehen, wo

sich zwei Halbparabeln iiber der Abszisse treffen. Hier ist
f = 1,35, ¢ — 2,23b.
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HI. Der Wechselstromkreis mit nur Ohmschem und
konstantem induktivem Widerstand.

Zwischen den Klemmen @ und b (Abb. 19) herrsche eine wechselnde

Spannungsdifferenz
e = Csin (ot + ).

Der Ohmsche Widerstand des Stromkreises sei 7, der hier kon-
stant angenommene Koeffizient der Selbstinduktion sei L. Wir
fragen nach dem Strome ¢, der sich unter dem Abb. 19,
Einflu8 der Spannungsdifferenz ausbildet.

Die zweite Maxwellsche Gleichung be-
sagt: Die Abnahme, in der Zeiteinheit, der
senkrechten magnetischen Durchflutung einer
Fliche ist gleich dem Linienintegral der elek-
trischen Feldstirke iiber die Randkurve dieser
Fliche, wobei der Umlaufsinn der Kurve und die Richtung der Durch-
flutung ein Rechtssystem bilden.

Wenden wir dies auf unsere Abbildung an und benennen wir mit
@ den magnetischen FluB, der unser Rechteck abcd durchsetzt, so folgt

1
ax—o

i®
— =i
und da
ad di
&b — Li, it — = L —,
4, somi T L T
ergibt sich
M—}—Ld—::@sm(mt—]—zp) (1)

als die Differentialgleichung, die den Stromungsvorgang in unserem Kreise
beschreibt.

Zur Losung nach i dieser Differentialgleichung erster Ordnung
mit Storungsfunktion (rechte Seite), bringen wir die Gleichung zu-
nichst auf ihre homogene Form, indem wir die rechte Seite gleich
Null setzen.

Dann wird .
di

dt
oder "o di
L

ri+L—=20 (1a)
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somit integriert

— %t = lg+ + Konstante.

Die Integrationskonstante konnen wir als den natiirlichen Logarithmus
einer konstanten Grofie ¢ ansehen und schreiben

—%t = 1lgi+1lgc = lgic

Nennen wir ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen und gehen wir
von den Logarithmen auf die Exponentialgrofe iiber, so folgt
_r 1 - _r
ic =g ' oder i:?e Lt:Ce ' (2)

)

.1 . .
wenn wir — gleich einer neuen Konstanten C setzen.
¢

GL (2) gibt also das allgemeine Integral der homogenen Gl. (1a).

Man kann nun aber unter (2) auch das allgemeine Integral der
inhomogenen Gl. (1) verstehen, doch darf dann C keine Konstante, sondern
mulB selbst eine Funktion der unabhingig Verinderlichen ¢ sein.

Dann wird nach Gl. (2)

di ac —ZLi r =Xy
= L __ _ L 3
at = at 7 ©)
Fithrt man nun (2) und (3) in (1) ein, so wird
r r r
rCe_Lt«{—L%gs_Lt——;—LCe Lt:@sm(wt—{—zp),
woraus ic _r
Lﬂs_ft:@sm(wt—f—w)
oder
Cr Tt
C_:ZIEL sin (@t + ¥)dt + K, 4)
J

woraus die GroBe C zu bestimmen ist.
Nennen wir J das Integral in (4), so ergibt sich dieses durch partielle
Integration nach dem Muster

J = J'udv = uv—f@;.du.

Setzen wir
¢ r Lt
el = u, also du = feL dt

dv = sin (0t + ¥) dt,
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also
1
v:_——-ﬁ;cos(cot—{-w),
so wird
J = 1 %tcos t+ ) + ! J.s_’r:lcos t 4+ ¢)dt
= - - (0 oI .cos (@ P)dt.

J.

1

Nennen wir dieses letzte Integral J,, so ist auch dieses zu setzen:

J, = J'uldvl = u,v, — J.vldul.

Mit
u, = sft, du, = %s—ftdt
und
1
dv, = cos (ot + P)dt, v, = ;sin (ot + ),
wird
T o= LT sin(ot 4 gy — j T sin (ot L v) dt
L= me (@ P 7 & (@ ¥)
oder

1 L, r
lezo-sL sm(mt—{—zp)—w—LJ.

Dies in (B) eingesetzt ergibt:

2
, .T:—-é—sL cos(wt+¢)+ sL sm(mt—}—zp) oy ——d
oder
oI 1 \
(1+ 2Lﬁ>= 2Lsm(wt+¢)———cos(mt+¢)J
r? + @’L %t
J—ﬁz— = {rsin (ot + ¥) — 0L cos (0t + ¥)}-
Setzen wir hier
r = Fecos g,
oL = Fsing,

somit
F =1V + a?l?, @ = arcty #,
so geht Gl. (6) iiber in

T+ o*L?) = LeL' V2 | o?L*sin (ot + ¥ — @)

[TIL

(G

(6

)
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oder
J = sL szn(wt+w Q).
Vr + w?
Dies in (4) eingesetzt ergibt:
&
= . —9) + K ®
Ve + o
und demnach mit Riicksicht auf (2)
€ -y
‘sm(mtﬁ—w q))+K.s L 9)

T Vet

wo nur noch die Konstante K zu bestimmen ist.

Bei der Integration von Differentialgleichungen sind die Integrations-
konstanten immer dann bestimmbar, wenn man fiir bestimmte Werte
der unabhingigen Variablen die Werte der abhiingigen kennt.

In unserem gegenwirtigen Falle wissen wir, daf im Moment des
Schliefens unseres Stromkreises, d. h. zu Beginn unserer Beobachtung
und damit unserer Zeitzdhlung, oder im Moment t — 0, die Strom-
stirke ¢ noch Null ist.

GL (9) lautet also fiir ¢ = O:

¢ .

0 = WWS@H('{[} — (p) + K.

Hieraus folgt
&

= a9

und daher
& r
Vﬂ—m—sm (@t +v—g)— T sm(w—-q)) e L' (10)

Wir finden die entstehende Stromstirke durch zwei Glieder dar-
gestellt. Das erste ist eine reine Sinusfunktion der Zeit, die in der Phase
gegeniiber der Spannung um den Bogen

oL
@ = arcty e

zurlickbleibt. Das zweite ist eine aperiodische Funktion der Zeit, da
der konstante Wert

(6
VV sin (P — @)
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,
mit dem Exponentialfaktor ¢ I ' versehen ist, der mit wachsender Zeit
kleiner wird und nach — theoretisch — unendlich langer Zeit zu Null wird.

Wir konnen auch sagen: Der Stromkreis, der sich vor dem Schalter-
schluB in einem Beharrungszustand, charakterisiert durch Stromlosigkeit
(¢ = 0), befand, strebt nach Schalterschluf einem neuen Beharrungszustand
zu, den das erste Glied der GL (10) ausdriickt.

Da die Natur keine Spriinge macht, kann der zweite Beharrungs-
zustand nicht unvermittelt augenblicklich auf den ersten folgen, sondern
es kann nur ein allmihlicher Ubergang aus dem ersten Zustand in den
zweiten stattfinden. Diesen allmihlichen Ubergang vermittelt das zweite
Glied in Gl. (10), welches wir den Ausgleichvorgang nennen wollen.

Die mathematische Formulierung dieser physikalischen Tatsache ist
in GL (10) gelungen. Der jeweilige Zustand, zu einer beliebigen Zeit ¢, ist
gleich der algebraischen Summe des zu erwartenden Beharrungszustandes
und des Ausgleichvorganges. Zur Zeit ¢t — O ist nach (10) ¢ = 0, d.h.
es herrscht noch der erste Beharrungszustand; zur Zeit { =— oo ist nach
(10) 4 gleich dem neuen Beharrungszustand.

Wir wollen nun GI. (10) graphisch darstellen (s. Abb. 20).

Die Klemmenspannung e habe 50 Perioden in der Sekunde, es ist also

T — 20 sec.

Um die Ausbildung des Beharrungszustandes auf das Papier zu
bringen, ist das Verh#ltnis % sehr grof gewihlt. Es ist

r

— — 80

7 8

angenommen.
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Wir zeichnen zunichst die Sinuslinie fiir die Spannung e. Hinter
dieser, um den Bogen ¢ verschoben, folgt die Sinuslinie, die den zu er-
wartenden Beharrungszustand 4, darstellt. Es ist

oL 1 314 . 0
tgq) p——y 7 = ® '8—0 e W == 3,925, alSO q) = 75,7 .
Nun wiéhlen wir 1, die Phase des Einschaltmomentes, fiir den # =— 0

ist, beliebig; dann ist x,#, der Anfangswert des zweiten Gliedes nach
Gl (10).
Es sei die effektive Klemmenspannung
E = 100 Volt,

dann ist die Spannungsamplitude

¢ = 100 V2 = 141,4 Volt.

Ferner sei
r = 40 Ohm, L = 0,5 Henry.
Somit die Amplitude J;, des Beharrungsstromes
141,4
31; ¢ ! == 0,872 Amp

T VP r eI V1600 + 24650
¥ ist in der Abbildung mit 138° gew#hlt. Es ist also
2, %, = By sin (y — @) = 0,872 sin (62,3°) = 0,772 Amp.
der Anfangswert des zweiten Gliedes.
Dieses Glied fiallt mit wachsender Zeit, in unserem Falle rasch, ab.
Sein laufender Wert 4, ist

r

xlxﬂe_rt = 0,772 .¢g—80¢
) T 1 . -
fir ¢t = 5 = To0 % wird i,, = 0,772.¢ 100 = (,772.0,45 = 0,35,
T 2 ,

y t = 2-2— = foo%¢ » fa = 0,772.¢— 18 = 0,772.0,202 = 0,156,
37 3

, b= 5 T T005¢¢ v fee = 0,772 .6 24 = 0,061,
4T 4

» t ? = —]':'06 sec ” ia‘i = 0,772 L& 3,2 = 0,032.

Nach Ablauf von drei Perioden ist das Glied i, nahezu bedeutungs-
los geworden.

Nach Gl. (10) erhalten wir nun durch Subtraktion des Gliedes 4, von
i, den wahren Stromwert 4.
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Wir sehen den Strom, in x, mit Null beginnend, zu einem negativen
Maximum hinaufschnellen, welches grofer ist als die Amplitude J; des
Dauerstromes, und sich allmdhlich dem Dauerzustand ¢, ndhern.

Die Abbildung zeigt deutlich, welchen Einflu die Wahl des Ein-
schaltmomentes hat. Trifft man beim SchlieBen des Schalthebels zufillig
den Moment

Y = ¢, so wird x,z, = 0,
d. b. das Glied %, ist und bleibt Null und der Strom ¢ setzt sofort mit
seinem Dauerzustand ¢, ein. Trifft man aber den Moment

Y= ¢+ g—, so wird =2, = 33,

d. h. das Glied i, hat den denkbar gréften Einfluf auf die Stromausbildung.
Im ersteren Falle kann kein Uberstrom eintreten, im letzteren Falle
erreicht der Uberstrom seinen hiochsten Wert.

Wire — wie es meist der Fall ist — der Ohmsche Widerstand »
gegeniiber dem induktiven Widerstand wZ zu vernachlissigen, so wiirde
zunichst

L
tgp = (OT — sehr grofl, also ¢ ~ g
”
Die Grofe ¢ L f wiirde sich mit wachsender Zeit kaum merklich von der

Einheit entfernen; das Glied ¢, wiirde in der Abbildung nahezu horizontal
verlaufen.

Abb. 21 zeigt diesen Fall fiir den ungiinstigsten Einschaltmoment

w=<p+g~n-
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Wir haben daher in diesem Falle kleinen Widerstandes,
also geringerer Dimpfung des Gliedes i,, einen Maximalstrom
zu erwarten, der gleich der doppelten Amplitude des Dauer-
stromes ist, wenn wir zufdllig einen Einschaltmoment wéhlen,
in welchem die Spannung ¢ gerade durch Null geht.

Von Interesse ist es, in diesem ungiinstigsten Falle nach der Zeit
zu fragen, die vergeht, ehe ,praktisch“ der Dauerzustand erreicht wird.
Wir wollen sagen, da8 ¢, praktisch bedeutungslos geworden ist, wenn es

1
nur noch —— von J; betrigt.

100
Nun lautet GL (10) in dem Falle ¢y = ¢ + _—;E, den wir als den un-

giinstigsten erkannt haben,

i = Spsin (@t - v — @) — e T = {m(m + g>_{f’},

,
- 1 . . .
wenn also ¢ I "= 106 geworden ist, so hat ¢ praktisch die Sinusform
erreicht — es tritt kein Uberstrom mehr auf. Daraus folgt aber
r 1
—_— = — 4,6
z! = 100 ’
oder
t —= %-4,6 sec. (11)

Das Verhiltnis % ist also maBgebend fiir die Zeit, die bis zum Ein-

tritt des Beharrungszustandes vergeht. Dieses Verhiltnis heift die Zeit-
konstante des Stromkreises.

Im Falle, der Abb.20 entspricht, wire

1 -
t = 8—0-4,6 = 0,0575 sec.

Da die Periode 7' = 0,02 sec betrigt, so tritt der Beharrungszustand
nach Ablauf von 2,9 Perioden ein, wie es ja auch die Abbildung zeigt.

Wire — Abb. 21 entsprechend — % = 1, so wiirden 4,6 Sekunden

oder 230 Perioden ablaufen, ehe der Beharrungszustand erreicht ist.

Will man den Beharrungszustand des Stromes messen, so empfiehlt
es sich nach dem Einschalten einige Sekunden mit der Ablesung zu warten.



49 _ [T1I.

Ist das Glied ¢, bedeutungslos geworden, so haben wir fiir die Strom-
stirke die bekannte Gleichung

i = VT—Tf_m—;LiSM(Qt + ¥ — @) = Jsin (ot + ¢ — @), (10a)
die den Dauerzustand darstellt. Zu dieser hitten wir auf folgendem
Wege viel einfacher kommen konnen.

Die Erfahrung lehrt uns, daf in einem Stromkreis mit konstanter
Selbstinduktion, bei Aufdriicken einer sinusférmigen Spannung ein Dauer-
strom von reiner Sinusform entsteht. Wir diirfen daher in Gl (1) fiir ¢
den Ansatz machen

i = Jsin (@t + ¢ + ¢) 8 Jgt@t+y+9) (12)
wo 3 und ¢ Unbekannte sind.

Fiihren wir diesen Ansatz in Gl. (1) ein und driicken dort auch e
symbolisch aus, so folgt

rJe@ttv+9) L oL3g@ttyte) — EGalot+y) (13)
d
ocer 3@ + tol)ey = G,
somit L
(€ € —Larctgu—)——,
Je = = ¢ r
r+ 1ol Vr2+w2L’
daher G oL
J== — ¢ = — arctg —
Vrﬂ + m2L2 r

und dies in (12) eingefiihrt, ergibt

, . oL
P = —————u—=sin|\el + P — arct ——>
*‘/ r2 + w0? L2 < g r
Das Vektordiagramm, das den Beharrungszustand darstellt, ergibt

sich sofort aus (13), wenn wir die Gréfen Abb. 22.

Jet@t+yv+9) — 1, und Cgt+¥) — E x\
als Vektoren ansehen. Dann erhalten wir
die Vektorgleichung

rI + 10 Ll = E,
d. h. wir erhalten den Vektor E als geo- r=rs ?
metrische Summe der aufeinander senkrechten
Vektoren rI und @ LI. Wihlen wir die Richtung von I horizontal, so
fallt der Vektor »I in die Horizontale, der Vektor @ LI steht in vor-
eilendem Sinne darauf senkrecht und der Vektor E ist die SchluBlinie
des Dreieckes.

wll=wl3

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 4
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Da die Betrige der Vektoren E und I, also die Strecken, die im
Diagramm zu ihrer Darstellung benutzt werden, durch die Amplituden €
und 3 der Sinusfunktionen gegeben sind, so folgt aus dem Dreieck

€ =23Vr+ o’L?

Ferner folgt aus der Abbildung, da der Strom der Spannung um
den Bogen ol
@ = arctg —
nacheilt. r

Wir haben bisher der Klemmenspannung e, die wir an den Stromkreis
anlegen, ,reine“ Sinusform gegeben. Nun wollen wir fiir die Spannungs-
kurve eine verzerrte Form annehmen.

Dann lautet unsere Gl. (1)

ir 4+ Lg; = €, sin (@t-+v,) + €;sin Bwt+v,) + €, sin (Bot+ ) +---

Nennen wir % den Index eines Gliedes der Fourierreihe und ist »n

die Anzahl ihrer Glieder, so konnen wir schreiben
2n—1

. ai .
ir 4 LZl_: — k§1: €y sin (kort + ).

Zur Losung dieser Differentialgleichung nach ¢ benutzen wir denselben
Gedankengang wie frither. Es wird

i=C.¢ L'
1 2n—1
mit C = = kz @kaL sin (koot 4+ ) dt + K,
r z2n—l @
woraus C=¢e" 1> =F  sin(hot Uy — + K
121/7“2-1-75260211 (kot + Pr — i)
mit Qr = arctg—c:—L
und daher
P = —————1_sm<mt—}— P, — arct C(—E> +
- 1/7.2_+_w2L2 1 9 r
&, ( 3wl
—gsin( 3wt — arct
+W+9m2L2 + ¥ 9==)+
@ ( 5wl
____—sm wt — arct, —-—)
V/[ 250) +¢5 g r +
r 2n—1

Z‘/V +72 5 S (Y, — @)
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Wir finden auch hier ein gedimpftes, ein aperiodisches Glied
— das letzte, — welches sich mit wachsender Zeit der Null nihert und
eine Summe von periodischen Gliedern, welche Summe den Beharrungs-
zustand des Stromes darstellt. Die Kurvenform des Beharrungszustandes
ist also auch eine verzerrte.

Bei Annahme sinusformiger Spannung hatten wir fiir den Dauer-
strom auch eine Sinuslinie, also eine Kurve gleicher Art gefunden; bei
verzerrter Spannungskurve finden wir eine verzerrte Stromkurve an-
derer Art. Dies la8t sich leicht beweisen.

Die Verzerrung einer Kurvenform ist vor allem durch das Verhiltnis
der Amplituden der hoheren Harmonischen zur Amplitude der Grund-
harmonischen bestimmt, also fiir die Spannungskurve durch das Verhiltnis
€,
€,

, fiir die Stromkurve durch das Verhiltnis

% _ & VPt

3, & Vet el
Wie diese Gleichung zeigt, ist
N

&,
ERRN Y

]

d. h. die Verzerrung der Stromkurve ist geringer als die der Spannungs-
kurve und zwar umso geringer, je mehr der induktive Wjiderstand @ L
gegeniiber dem Ohmschen r tiberwiegt. Wire 7 gegen @®L? zu ver-

nachldssigen — was ja meist der Fall ist —, so folgt
Se 16
5,k
Wire umgekehrt @?L? gegeniiber 7* bedeutungslos, so wire
%_6
A

GroBe Selbstinduktion im Stromkreis nihert also die Kurvenform
des Stromes der Sinusform.

Bei Messungen ist es notwendig die Verzerrung zu beachten. Wir
wollen die Messung des Induktionskoeffizienten erwihnen.

Haben wir fiir Strom und Spannung reine Sinusform, so ist der

Effektivwert des Stromes
E

J: —_——=
Vrs—l-m”l}”

4%
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Ist — wie meist — 72 gegeniiber @?®L? bedeutungslos, so folgt

E
wobei E und J die Effektivwerte sind, welche die MeBinstrumente angeben.
Haben wir eine verzerrte Spannungsform zur Messung verwendet,

so ist der effektive Stromwert

VeV » + o*L? t AR ver T AT
Mit Gebrauch derselben Vernachldssigung folgt
11 1 /6,2 1 /G2
I~ ——C _<_§ _<_§>
Y2 oL “/1+9 @)"’25 g) T

1

Die effektive Spannung ist gegeben durch

E:%@IVH@_TYJF@_:)Q...

Bestimmen wir daraus €, und fithren den Wert in die Gleichung fiir J

o VR

e

Zunéchst sehen wir aus dieser Gleichung, daf in einem Stromkreis
der Effektivwert der Stromstérke nicht nur von dem Effektivwert der
Spannung abhingt, sondern auch von deren Kurvenform. Bei gleichem

ein, so wird

Effektivwert der Spannung ist der Effektivwert des Stromes fiir die ver-
zerrte Kurve kleiner als fiir die Sinusform; denn der Wurzelquotient in
(14) ist stets kleiner als 1.

Dann aber sehen wir aus

g R

daB wir in der Bestimmung von L recht grobe Fehler machen konnen,

) (15)

wenn wir die Verzerrung nicht beriicksichtigen, d. h. den Wurzelfaktor
gleich 1 setzen.
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Sehen wir z. B. die Kurve, die wir in Kap. 1 analysiert haben, als
Spannungskurve an, so ist fiir diese

3 2 5 > 2 2
d 1 +<_@1) +(@_1> = 140,58+ 0,2! = 1,29
un

1+%<§3—>2+i<@>_ 1+ 025+ 0,04 = 1,0294,

& 25 \&
1,0294
]/W = 0,893.

Wiirden wir uns also fiir die Bestimmung von L nur mit den von
den MeBinstrumenten angegebenen Werten E und J begniigen, so wiirden
wir einen Fehler von etwa 12 Proz. begehen.

Liegt an Stelle der Analyse der Spannungskurve die Analyse der
Stromkurve vor, so ist unsere Gl.(14) fir J umzuformen, indem aus der

somit

Beziehung €, =~ 3k (ko L)?

fiir €, die entsprechenden Werte treten. Wir erhalten so
3\, 1 3 \?
e _I_.EV1+ 9(3) +25-28(3) +
Yrool) vy
o] T

"e7 1+9< )+25<3i>2+... -

Diese letztere Formel ist in erster Linie dort zu verwenden, wo die

und daraus

Spannung reine Sinusform hat, aber die Stromkurve verzerrt ist, ein Fall,
der — wie wir im nichsten Kapitel sehen werden — dann eintritt, wenn
der Induktionskoeffizient des Stromkreises nicht konstant ist. Natiirlich
mift man dann mit der Formel (15a) nur einen Mittelwert von L.

IV. Der Wechselstromkreis mit Ohmschem und

nicht konstantem induktivem Widerstand.

Wenn die Kraftlinien des magnetischen Feldes, welches der Wechsel-
strom erzeugt, nicht in Luft, sondern in Eisen verlaufen, dann ist der
Selbstinduktionskoeffizient I des Stromkreises nicht mehr konstant. I
ist ja stets von u, der Permeabilitit des Mediums, in welchem die Kraft-
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linien verlaufen, abhingig. u ist fiir Luft konstant, gleich 1; fiir Eisen
aber ist es eine Funktion des magnetisierenden Stromes ¢ und damit —
bei Wechselstrom — der Zeit. Daher ist jetzt auch L von der Zeit
abhingig.

Die Beziehung

b = L.i
besteht natiirlich auch hier, aber es ist jetzt
ad a .
at —ard

und nicht mehr wie frither I Z—:

Dadurch wird aber unsere GI. (1) (Abschnitt ITI) nach ¢ unlésbar, da
sich bekanntlich g, als Funktion von i, mathematisch nicht formulieren 1i8t.
Wir schreiben die Spannungsgleichung jetzt in der Form

ir—}-%: € sin (0t + 1) 1)

und konnen diese Gleichung beniitzen, um — mit groBer Anniherung —
den Verlauf von @ kennenzulernen.

Besonders bei dem eisenumschlingenden Wechselstromkreis, den wir
ja jetzt betrachten, ist der Ohmsche Spannungsabfall ir nahezu bedeutungs-

d .

los gegeniiber der Spannungskomponente d—?, welche die GegenEMK der
Selbstinduktion iiberwindet, so daf wir mit erlaubter Anniherung schreiben
konnen

ad .
e € sin (ot + ) (2)

oder
D~ — o5 (et + 9) + € — §sm<mt+ w—f—”>+ c

® @ 2

und mit
¢
)

— @, — Amplitude des stationiren Flusses,
folgt
qsa»,cpasin<mt+¢~’—2’>+c. 3)
Die Integrationskonstante C ergibt sich wieder aus der Erwigung,

daf fiir den Einschaltmoment (t = 0) das @ einen bestimmten Wert hat.
Der allgemeine Fall ist ohne Zweifel der, daf im Eisen von einer fritheren
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Magnetisierung ein remanenter Wert 4 @, zuriickgeblieben war. Es er-
gibt sich also aus (3) fiir £ =— O die Gleichung

+®, ~ (Dasin(zp _ 12”> 1
woraus C bestimmt ist, und dies in (3) eingesetzt, gibt
D =~ d)asin<cot + P — 7—2t> — q;asm(,p _g)itpr.

Erreicht ¢ — die laufende Zeit — einen solchen Wert, da8
ot =mx
(s. Abb. 21) wird, so folgt fiir diesen Moment

Q%%mg+@—%m@—9i%
und war nun die Phase ¢ der Spannung im Moment des Einschaltens
selbst gleich x, d. h. wurde fiir das Einschalten ein Moment gew#hlt, in
welchem die Spannung durch Null ging, so folgt

3
(Pm,xa\sd)asin?n—diasmgid),: —20,+,. 4)

Dies ist der mogliche Maximalwert, den der Fluf @ unter den un-
giinstigsten Umsténden erreicht.

Wire kein Eisen im Stromkreis, so wissen wir, daf der Fluf & dem
Strome 4 proportional ist, und daB es keine Remanenz @, gibt.

Dann folgt zunichst

Prax = — 2 (Da'

Der doppelten FluBamplitude aber entspricht die doppelte Strom-
amplitude. Der mogliche Maximalwert des Stromes ist das Doppelte der
Amplitude des Beharrungszustandes.

Das ist der Fall, den Abb.21 zeigt.

Ist nun aber Eisen im Stromkreis vorhanden, so sind Strom und
FluB nicht mehr in linearer Abhingigkeit voneinander, sondern ihr Ver-
hiltnis ist durch die bekannte Magnetisierungskurve gegeben (s. Abb. 23).

Verlangt ein Fluf @, einen Strom J zu seiner Erzeugung, so ver-
langt der FluB 2 @, einen Strom nJ, wobei n ein bedeutendes Vielfaches
der Einheit sein kann. Die GroBe von # ist, wie aus der Kurve ersichtlich
ist, von der Lage von @, auf der Kurve, d. h. von der gewshlten Induktion
abhingig. Tritt nun zu dem Flusse 2 @, nach Gl (4) noch ein gleich-
gerichteter remanenter Magnetismus @, hinzu, so ist ersichtlich, da8 hier-
durch das % noch ganz bedeutend vergrofert wird.
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Jedenfalls sehen wir, daff wir im Falle nicht konstanter
Selbstinduktion auf maximale Werte des Einschaltstromes zu
rechnen haben, die den Wert der Amplitude des Beharrungs-
zustandes um ein hohesVielfaches iibersteigen konnen.

Es ist aber auch leicht einzusehen, daf durch die Anwesenheit des
Eisens die Kurvenform des stationiren Stromes verzerrt wird, wenn auch
die an dem Stromkreis angelegte Spannung reine Sinusform hat.

Wie Gl (3) zeigt, ist in diesem Falle der stationdre, sinusférmige
FluB um 90° hinter der Klemmenspannung verzogert (s. Abb.24). Wir

zeichnen nun itber der gleichen Abszissenachse die bekannte, fiir die be-
treffende Eisensorte giiltige Hysteresisschleife. Dann ist deren Maximal-
ordinate @,,, gleich @,, der Amplitude des stationiiren Flusses; dieser
Maximalordinate @, ist der Maximalwert der Stromstirke iy,, zu-
geordnet. Jedem anderen Ordinatenwerte der Hysteresisschleife entspricht
als Abszisse die zugehorige Stromstirke.

Damit konnen wir die Stromkurve ¢ konstruieren. Dem Punkte a
der Hysteresisschleife, in welchem der Fluf @ Null ist, ist der Strom 4,
zugeordnet. Dem Punkte ¢ der Schleife entspricht aber der Punkt &' der
Sinuslinie fiir @. Wir haben also 4, in @' nach oben aufzutragen. Dem
Punkte b ist der Strom ¢, zugeordnet. Wir ziehen durch b die Horizontale,
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bringen sie in b’ mit der Sinuslinie fiir @ zum Schnitt, ziehen die Ordinate
b'1 und tragen auf dieser von 1 aus den Strom ¢, auf. Nach dem gleichen
Verfahren finden wir die der Ordinate ¢'2 entsprechende Stromstirke und
erhalten so Punkt fiir Punkt die Stromkurve, die verzerrt sein mub.

V. Der Stromkreis mit Ohmschem, konstantem
induktivem und kapazitivem Widerstand.

Da der kapazitive Widerstand die Anwesenheit eines Kondensators be-

deutet, so konnen wir zwei Erregungsarten des Stromkreises unterscheiden:
Die Selbsterregung durch Entladung des geladenen Kondensators.
Die Fremderregung durch AnschluB einer Stromquelle.

1. Entladung eines Kondensators.

Wir wollen annehmen, dal ein geladener Kondensator, von der
Kapazitat C und Klemmenspannung e, iiber einen zum Kreise gebogenen
Leiter vom Widerstand » und dem Selbstinduktionskoeffi-
zienten L entladen werde (Abb. 25).

Im Augenblick des Schalterschlusses beginnt der Strom-
fluB, und die Spannungsgleichung des Stromkreises lautet
[s. III, (1))

Abb. 25.

di )
——La_zr—e. 1)

Wir wollen nun den zeitlichen Verlauf der Kondensatorspannung e
kennenlernen. Zu diesem Zwecke driicken wir in (1) ¢ durch e aus.
Ist ¢ die Ladung des Kondensators, so ist diese

q = C.e

Die Entladestromstirke ¢ ist aber die Abnahme der Ladung in der
Zeiteinheit, also

. dq de
t == — 7{— -_ Ca‘ (2)
Dies in (1) eingesetzt, gibt
de d%e
e =—= — er~t —_ LC'd—ti,

oder durch L C dividiert

d®e  rde 1
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Das ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung von homogener
Form. Ist ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen, so ist ein partikulires

Integral dieser Gleichung ¢ — ght 4)

wo A eine Konstante ist, die sich ergibt, wenn wir (4) in (3) einsetzen;
dann folgt , 1

2edt | 2 gl L gt — ().

APght - Lle + Lt

Durch &*t gekiirzt folgt hieraus die ,charakteristische¢ Gleichung

fir A — hier eine quadratische —, deren Lisung ergibt
r 7 1
W=t VE or
it ®)
hy— VL 1
T 2L 41* CL

Die Grofle 4 ist somit zweier Werte fihig, und es gibt daher zwei
partikulire Integrale: e%1fund &%2!. Jedes dieser beiden Partikulirintegrale
bleibt aber ein solches, wenn wir es mit einer beliebigen Konstante 4
oder B multiplizieren; es werden also auch die GroBen

Aght und Bghet

Partikuldrintegrale sein, und es ergibt die Summe der Partikulirintegrale
das gesuchte allgemeine Integral von (3) in der Form

e = Ageht | Bght, (6)
wo A und B Integrationskonstanten sind, die wir zu bestimmen haben.

Die Gl. (5) zeigen uns, daB wir fiir die weitere Diskussion von (6)
drei Fille zu unterscheiden haben.

Fall 1: \ . Vi
T (4
i > L oder r > 2 Va

Dann ist der Wurzelwert in Gl. (5) reell und kleiner als QTL’ so dafl
A, und 1, reelle, negative Gréfen werden.

Da ¢ die Zeit bedeutet, ist es klar, da dann mit wachsender Zeit
die Grofen g*? und &*2! immer kleiner werden.

Die Kondensatorspannung nimmt also mit wachsender Zeit ab und
erreicht fiir ¢ =— oo den Wert Null.

Wir nennen dies einen ,aperiodischen® Verlauf.

Die Entladestromstirke i berechnen wir aus (2) und (6) mit

P = — C% = — CAAeht — CBAgeht. ©)
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten 4 und B brauchen wir.
zwei Grenzbedingungen. Diese finden sich aus (6) und (7) fiir den
Augenblick des Einschaltens, also die Zeit t =— 0, von der an wir den
ganzen Vorgang verfolgen.

Nun ist fiir = 0, ¢ = ¢, — Spannung des geladenen Kondensators,

und ¢ =— O, denn der Strom beginnt ja eben erst.
Fiir t = O lauten also (6) und (7)
ee—= A+ B '
und } 8)
0 =4,C4+1,CB,
woraus
A A
A=¢—3—, B= —¢  —1—- 9
6012—'11 6012"_11 ©)
Dies in (6) und (7) eingefiihrt, ergibt
— Ay g Lo a)
e-—-eo<l2_1181 12_1—182 y
2 (10)
| = — Cgo 12 L271 (611! — elzt)' |
Bilden wir die ersten Differentialquotienten nach der Zeit, so folgt
de Ady

G __ o Ml gt ghaty,
G T g g, e T

Dieser Wert ist Null fiir { = 0, d. h. die Kurve, die den Verlauf von
¢ darstellt, beginnt mit einer horizontalen Richtung (s. Abb. 26). Fir

endliche Werte von ¢ > O ist %% stets negativ, da ,absolut* 4, > 1,

d
beides aber negative Gréfen sind. Fir t — oo ist ¢ wieder Null.

Aus ‘fj’ B Ak,

at = 5,1,

erkennen wir, daB die e-Kurve einen Wendepunkt hat fiir

(hy &4t — Ay gh2)

e _ 0, dhb A, ekt = A,k
W = y . . wenn 18 1Y — 28 2
oder fiir
ln%
t, = 2
. ! 12 - 11
Ebenso bilden wir

di Aydy

d_t p— _0'801,2——},1

(A, &Mt — A, %20
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und erkennen daraus, daf ¢ sein Maximum in dem Augenblick ¢, hat, in

welchem ¢ den Wendepunkt durchliuft.
Abb. 26 zeigt, wie die Spannung e von ihrem Anfangswert ¢, der
Null zustrebt, wihrend der Strom von Null zu einem Maximum hinauf-
schnellt, um von hier ebenfalls dauernd

abzufallen.
Fall 2:
1
42— CL
Dann ist nach (5)
11212212—21L-

In diesem Falle ist das allgemeine Integral von (3) nicht mehr durch
(6) gegeben, denn dieses wiirde mit
e = (4 + B) ¢t —= K¢t
nur eine Integrationskonstante K enthalten, was der Differentialgleichung
zweiter Ordnung nicht geniigt.
Hier ist das allgemeine Integral
¢ = (At + B) & (11)
und somit
i = —C%—:_ — C (A& (At + B) 4+ A&t} (12)
Fir
t=20 ist e=¢
Es ist daher

somit nach (11): B = e,

0’

i = — Ce*t{A (At 4 ¢)) + A},
und da fir
t=20, i=20, sofolgt 4= — ¢,
somit
e =-¢,(1 —At)&*, i = ¢,A2Cte. (13)

Es ergibt sich ein @hnlicher Verlauf von ¢ und ¢ wie in Abb. 26. Nur
durchlduft hier ¢ den Wendepunkt zu einer Zeit
1 2
= — = = »j7
A r

zu welcher Zeit ¢ sein Maximum erreicht, im Betrage von

. 1
tmax - 602L ¥

Wir sehen, daf auch im Falle 2 der Verlauf von e und ¢ aperio-
disch ist.



— 61 — [v.

Nun wollen wir die GroBenverhédltnisse der Daten », L und C des
Stromkreises fiir einen bestimmten Fall feststellen.

Es sei in Abb. 25 der Kondensator eine Franklin-Tafel von
Quadratform. Seitenlinge a — 20 cm, Dicke d des Dielektrikums
= 1/,mm, Dielektrizititskonstante § — 3. Dann ist die Kapazitit C
dieses Kondensators in absoluten, elektrostatischen Einheiten:

a? 400
c Ind ) Ing 1900 cm
Um sie in absoluten, elektromagnetischen Einheiten zu erhalten,
haben wir durch das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit zu dividieren,

also durch (3 X 10%)? = 9 X 10%. Es wird also

1900
9 X 10%
Ferner sei der zum Kreise gebogene 1 m lange SchlieBungsdraht aus
Kupfer von 1 mm? Querschnitt. Dann ist

C = ~ 2 X 10718 absol. elektromagn. Einh.

1 1(m) 11 .
— - ~ — —.10° . . g
% 2 (@m?® 80 1 0° absol. elektromagn. Einh.?)
und
21 2) 200
L~ 2tm(Z)—22l) =2x1 { (_—>_2,}:
{"<9> } X 1004in (5556) — 22
— 200 (8,17 — 2,2) ~ 1200 cm,
somit ist
r r?
AN A 8
57~ 07.104 5 X 05.10
und
LC = 1200.2.10—18 — 24.10—1,
somit
1
—_— = 2.10%,
Ic 0,42.10
Es ist also
1
Lg = 8,4.10°
’
412
P 1. N r T
D. h. die Groge e ist 8,4.10%mal gréfer als i Wir sind also von

einer Gleichheit dieser Grofen, wie sie Fall 2 verlangt oder gar von

1) » = Leitfahigkeit, ¢ — Querschnitt, ; = Leiterlinge.
%) ¢ = Drahtradius.
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einer Ungleichheit im Sinne des Falles 1 sehr weit entfernt. Um den
Fall 2 zu verwirklichen, miiite der-Widerstand r, bei gleichen C und Z,

nach r — 2 l/g, auf etwa 50 Ohm, also auf das 3000 fache des Betrages

a5 & wachsen.

Ahnliche Verhéltnisse werden wir nun, bei metallischen SchlieBungs-
kreisen, auch fiir sehr groBe Kapazititen des Kondensators stets vorfinden,
so daf wir als den Normalfall der Kondensatorentladung ansehen
miissen

Fall 3: 9 - 1
41) ~ILC

In diesem Falle wird der Wurzelausdruck in den Gl (3) imaginir.
Wir schreiben dann — mit = V—-— 1:

V72—1 B V—l—
42 L0 'VYIo ar¥

somit
r 1 r?
b= —ﬁ+LVfo“ ir
_ (14)
P r 1 r?
Y AR A7
Nun setzen wir
ro V 1 r . 15)
oL~ % YICc T ip T % (
also
Ay = —o 4+ 10, Ay = —o— 1.
Setzen wir diese Werte in Gl. (6) ein, so iibergeht sie in
¢ — A_g_at+ Lwet + Be—at— Lwet
Fiithren wir die bekannten Beziehungen ein:
et — cos @t + 15in @, t,
£ 1% — oS et — 1 Sin @t
so erhalten wir
e = A&g % (cos @t + 1 5in @ t) + Be™ % (coS @et — 1 i 0 t)
oder
e = (A 4 B)e—*tcos @t + 1 (A — B) e~ *tsin @,t. (16)
Daher .
d
i = —0Z (17a)

dt



oder
t=0C A& *t(coS@et + 1 5in e t) — C A& *(— @ SiN @t + 1 0COS @) +
+ 0. Be %L (cosmet — 1 5in @et) — CBe™ *H(— @, Sin @et — L @eCOS @et). (17)
Die Konstanten A und B bestimmen wir wieder aus den Bedin-
gungen fiir ¢ = 0, den Augenblick der beginnenden Entladung.

Es ist fiir
=0, e=¢, i=0.

Somit folgt aus (16)

¢, — A + B, (16"
aus (17)
0=alCA+0CB— 10,04+ 10,CB
oder
A — 1) = — Bt + t o). a7
Den Wert fiir B aus (17) in (16') eingesetzt, ergibt
o — L@, 210,
— A — 44— — A —
% o+ t o, o+ L,
und hieraus
A:‘ % (& + ¢ o),
21. 0,

oder Zihler und Nenner mit ; multipliziert, mit Beachtung von

= —1

e°e (@ — 1), B = 2%8(“"’ + 100). (18)

A =

2@

Es werden also in unserem Falle, wo die 4 komplexe Grofen sind,

auch die Konstanten A4 und B komplex, und zwar — wie ersichtlich
— konjugiert komplex.

Somit folgt aus (18)

A+ B=¢, A—B= —Lieo.
(o F
Fithren wir diese Werte in G1. (16) ein, so folgt
o .
e = eye—%tcoswet geoa—‘”smwct
€
oder
e
e = E"r'“’(wecos et + o sin @,t). (19)
[

Wir sehen, daB wir, trotz der komplexen Ubergangskonstanten, doch
ein reelles Resultat erhalten.
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Setzen wir in (19)

w, = Fsing }
) 20
. o = Feosg (20)
somit
9 1 3 (o))
F= V&t ¢=art —
so folgt aus (19)
3 3
e = ¢, Yﬁ__’;“k gt sin <met + arctg &> 1)
@ o
und daher wegen (17 a)
i =2 Vo + w?.
@e

.C.g et {asin <coet + arctg ﬂ) — @, COS <coet + arctyg 93)}
| o o

Benutzt man die Ansitze nach (20), entwickelt die Sinus und Kosinus,
und beachtet, daB

. e @, @, o
sinarcty — — ————, cosarct) — — ————,
N L
so folgt
2 2
i = eOCa—_—’_&s—“‘sin @t (22)
@e

Die Gl. (21) und (22) zeigen, daf in unserem Falle 3 die Konden-
satorspannung und der entstehende Strom Sinusfunktionen der Zeit sind,
deren Amplituden mit der Zeit abnehmen, oder, wie man sagt, ,ge-
dampft« sind. Der Dimpfungsfaktor ist = %¢, eine Grobe, die fiir ¢ =0
mit Eins beginnt und mit wachsender Zeit gegen Null konvergiert.

Eine derartige Entladung, die, wie oben bemerkt, den Normalfall
der Kondensatorentladung darstellt, nennt man eine gedimpfte, ,perio-
dische“ oder ,oszillierende®.

Kondensatorspannung und Strom nahern sich also, bei gleichzeitiger
Ausfithrung zweier Sinusschwingungen, dem Dauerwerte Null.

Die Kreisfrequenz dieser Schwingung ist, wie aus (21) und (22) er-
sichtlich, gegeben durch

—Vl r GL (15
W = V5" 18 [s. GL (15)],

sie ist also nur von den elektrischen Daten (r, L, C) des Stromkreises
selbst abhingig und heift daher seine ,Eigenkreisfrequenz*.
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Die Schwingungsdauer 7, dieser Schwingung ergibt sich nun aus
der Beziehung

2x
(‘Oe—_‘—-]Te'
mit
2
T, 7 (232)
1 r?
LC 4r1°

und daher die Schwingungszahl in der Sekunde oder die Frequenz

Vl r?
1 LC a1}

fo= 7= "5z (242
An dem Beispiel unserer Franklintafel haben wir gesehen, welche
2
verschwindende Bedeutung das Glied ﬁ—’ gegeniiber L—I—C hat, wir diirfen

also fiir dhnliche Entladungsfille mit grofter Anniherung schreiben:

_VT_I
“ = ¥ic~ yIc

und daher L
T,=2xVCL, (23)
1
= = 24

Wenn wir nun die Gl. (21) und (22) graphisch darstellen, so er-
geben sich die Abb. 27 und 28.

Abb. 27 zeigt den Verlauf der Kondensatorspannung, Abb. 28 den
Verlauf des Stromes vom Moment des Einschaltens, ¢ =— 0, an.
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 5
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Fiir ¢ = O ist nach (21)

2 3
o 0 @,
e = ¢, V_+_‘sm (arctg —) = €,-
[P o
Da — wie wir sahen — o« gegeniiber @, eine sehr kleine Grofe ist,

so ist e, auch der ungedimpfte Amplitudenwert der Spannung und
%
2

Dieser Amplitudenwert der Spannung fillt nun nach den gestrichelt

®
arctg —¢ =~
o

gezeichneten Exponentialkurven ab und erreicht z. B. zur Zeit t = 21T,
den Wert

€ g—e2T,
Nennen wir J, die ungeddmpfte Stromamplitude, so ist diese nach (22)

o? + ol 1 C
3, = eoC——-g) * ~ ¢,Cw, =~ ¢ C—L—d = ¢, ‘/f

Sie fillt von ¢ = O an, nach den Exponentialkurven ab und erreicht z. B.
9

9 —e T s
fir t = ZTC den Wert: 3,6 ¢ °. Der Strom ist in der Phase gegen

die Spannung um den Bogen
0 0./
arctg~u— ~ g
verzogert.

Die Kondensatorentladung ist also im Falle 3 als eine Wechselstrom-
erscheinung anzusehen. Die durch Gl (22) ausgedriickte wechselnde
Stromrichtung bedingt ein Hin- und Herwogen elektrischer Massen —
einen Schwingungszustand dieser elektrischen Massen.

Wir wissen aus der Mechanik, daf zur Aufrechterhaltung eines
Schwingungszustandes von Massen ein fortgesetzter Energieaustausch not-
wendig ist. Hebt man ein Pendel aus seiner Gleichgewichtslage, so
speichert man in seiner Masse potentielle Energie auf; lit man das
Pendel dann frei, so wird es durch die potentielle Energie zur Bewegung
veranlaft; wihrend dieser Bewegung erwirbt die Masse kinetische Energie
auf Kosten der fritheren potentiellen. Hat die Masse die (ileichgewichts-
lage erreicht, so ist ibre kinetische Energie gleich der potentiellen in der
abgelenkten Anfangsstellung geworden; ihre potentielle Energie in der
Gleichgewichtslage aber ist Null. Beim Weiterschwingen iiber dic Gleich-
gewichtslage erwirbt die Masse potentielle Energie auf Kosten der kine-
tischen, welche letztere Null wird, wenn die zur Anfangsablenkung
symmetrische Ablenkung erreicht ist, und nun wiederholt sich der Vor-
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gang. Dies gilt natiirlich exakt nur fiir das mathematische Pendel,
welches ungedémpft, d. h. im Vakuum schwingt.

Auch der Aufrechterhaltung des elektrischen Schwingungszustandes
liegt ein fortgesetzter Austausch elektrischer Energie zugrunde. Der

geladene Kondensator enthilt potentielle, elektrostatische Energie von
2

der GrofBe C%- Das Anlegen des Schliefungsdrahtes macht diese

Energie frei. Der Strom beginnt zu flieBen und speichert, auf Kosten

der potentiellen Energie, im Stromkreise kinetische, elektromagnetische
2
Energie auf, die ein Maximum vom Betrage L2° in dem Moment er-

2
reicht, in welchem die potentielle Energie C% Null geworden ist. In

diesem Moment aber beginnt bei umgekehrter Polaritit die Neuaufladung
des Kondensators; seine potentielle, elektrostatische Energie wichst auf

Kosten der kinetischen, elektromagnetischen und erreicht ihr Maximum
2

vom Betrage C€2°~ in dem Moment, in welchem die kinetische Energie

Null geworden ist; und nun wiirde sich der Vorgang ohne Ende wieder-
holen, wenn kein Energieverbrauch, keine Dimpfung vorhanden wire.
Ein solcher Energieverbrauch ist aber durch den J oulescheﬁ Wiirme-
effekt gegeben, den der Stromflu8 im Widerstande r leistet, und infolge-
dessen der Vorgang mit der Zeit abklingt.

Der hier erorterte Schwingungsvorgang in unserem elektrischen
System ist, wie ersichtlich, nicht von aufen aufgezwungen. Er ist durch
die Eigenschaften des Systems selbst bedingt und heiBt deshalb seine
Eigenschwingung.

Wir nehmen aus dem Vorigen zur Kenntnis: Eigenschwingungs-
fahig ist ein elektrisches System dann, wenn es endliche Kapazitit
und Selbstinduktion besitzt und sein Ohmscher Widerstand » den

Wert 2 l/;g— nicht erreicht.
Erreicht oder iiberschreitet der Widerstand diesen Wert (Fille 1

und 2), dann ist die Energieabdimpfung so groB, daB es zn keiner
Schwingung kommt. Die mechanische Analogie ist das Pendel, das, in
einer zihen Fliissigkeit abgelenkt und dann freigegeben, sich nun langsam
der Ruhelage nihert, ohne sie zu iiberschreiten.
Die Entdeckung der Eigenschwingungsfahigkeit elektrischer Systeme
ist eines der berithmten Beispiele fiir die Bedeutung der Mathematik in
5%
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der Naturwissenschaft. Hier, wie in manchen anderen Fillen, hat die
Mathematik der Erkenntnis den Weg gewiesen, den die Sinnlichkeit nicht
gefunden hatte. Nach William Thomsons Aufstellung der mathe-
matischen Theorie vergingen Jahre, bis es Feddersen gelang, die Theorie
experimentell zu bestédtigen und damit unseren Sinnen die Tatsache der
elektrischen Schwingung deutlich zu machen.

Dies sind die klassischen Vorarbeiten, die den berithmten Hertz-
schen Versuchen vorausgingen und ihnen zugrunde liegen.

Wir wollen nun fiir unser gewihltes Beispiel — Franklintafel und
SchlieBungskreis — die Dauer und Frequenz der Eigenschwingung be-
rechnen. Es ist nach (23) die Eigenschwingungsdauer

T, = 2xVLC = 6,28'Y1200.2.10—18 = 3,07.1077 sec

und somit die Eigenfrequenz
fe = 1% = 3,26. 108

Wir sehen, mit welch ungeheuer grofien Schwingungszahlen die
oszillatorische Entladung dieses Kondensators vor sich geht.

Findet die Entladung iiber eine Funkenstrecke statt, so wird diese
der Ausgangsort von elektromagnetischen Wellen, die sich im Raume
nach allen Richtungen mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen.

Die Wellenlinge 4, dieser Wellen 148t sich leicht berechnen aus der
Beziehung:

Ae=0.T, = 3.10°. 27 VL .C. (25)

Hier sind L und C in absoluten elektromagnetischen Einheiten aus-
gedriickt. Es ist iiblich, Z und C in Mikrohenry bzw. Mikrofarad aus-
zudriicken. Da

1 Henry = 10° absol. Einh.,
1 Mikrohenry = 10% absol. Einh,,
so sind
L,pso1. Binn. = Lin Mikrohenry * 103;
und da
1 Farad = 10—? absol. Einh,,
1 Mikrofarad == 10—15 absol. Einh.,
so sind

Cabsol. Einh. — Cin Mikrofarad * 10—,

Wir konnen also schreiben:
A, = 3.10°. 22V Lypg.10%. Cyp. 10— 15 = 18,84.10*VLy g . Cyrcm

oder




Fiir unser Beispiel war:

L = 1200 cm 1,2 MH,
C =2.1018 —= 2.10—3 MF.

I

Es wird also
i, = 1884 112.2.10—+4 = 1884.4,9.10—2 = 92,3m.

So wie nun eine Stimmgabel, bei welcher Erregung immer, auch
mit ihrer Eigenschwingungszahl, ,ihrem Tone“, anspricht, so spricht ein
schwingungsfihiges, elektrisches System auf jede Erregung mit der Eigen-
schwingung an, die sich — wie wir gleich sehen werden — der von auflen
aufgedriickten, iiberlagert.

2. Fremderregung durch Anschlu8 einer Stromgquelle.

Wir wollen als Stromquelle eine Wechselstrommaschine ansehen,
deren Klemmenspannung e gegeben sei durch

e = Csin(wt + ¥). (26)
Ist ¢ der Strom, der nach Schalterschluff auftritt, und ¢, die Klemmen-
spannung des Kondensators, so lautet die Spannungsgleichung des Strom-

kreises Abb. 29.

di .
—~La7:m+ec—e. 27)

roo
Das Linienintegral der elektrischen G)E‘; < L
Feldstirke iiber die Randkurve der ' I ‘_"c
magnetisch durchfluteten Flache hat c

sich jetzt um den Betrag der Kon-

densatorspannung ¢, gegeniiber dem Falle im Abschnitt III vermehrt.
Der Strom 4, der auch der Ladestrom des Kondensators ist, hingt

mit dessen Klemmenspannung ¢, zusammen durch die Beziehung

d 1
i = %%, woraus &= ‘-idt. (28)
Fithren wir (28) in' (27) ein, so ergibt sich
. di 1 (. .
M+Ld_i+6 tdt = ¢ = Csin(wt + ).

Dividieren wir diese Gleichung durch Z und differenzieren sie nach der
Zeit, so folgt
da%i r di 1 . o€
ﬁ+f¢ﬂ+mlzfcos(Mt+¢)' (29)
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Das ist eine totale Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
Storungsfunktion (rechte Seite). Zu ihrer Losung setzen wir die rechte
Seite Null und erhalten dadurch die homogene Form der Gleichung in
formeller Ubereinstimmung mit Gl. (3), deren Losung wir kennen. Wir
schreiben, entsprechend Gl. (6):

i = z,eMt | g k2!, : (30)
wo z, und 2, Konstanten, und wo die GroBen 4, und i, — dem Normal-
falle entsprechend — gegeben sind durch '

r 1 r?
b= —ﬁ+‘Vﬁ TEp T et
o s. GL (15).
1 = r 1 o
2= —gp ‘Yo Ip = e e

Gl. (30) ist das allgemeine Integral der homogenen Form. Man kann
aber unter (30) auch das allgemeine Integral der inhomogenen Form
(29) verstehen, wenn 2, und ¢, keine Konstanten, sondern selbst Funk-
tionen der verinderlichen Zeit sind, welche Funktionen in bestimmten
Beziehungen zueinander stehen. Es ist nicht schwer, diese Funktionen
zu bestimmen.

Haben wir eine inhomogene Differentialgleichung von der allge-
meinen Form

a*y dy

g2 TAg, By ="1@), @)
so lautet ihre homogene Form

a*y dy :

a2 TAGG T By =20 ®)

Sind y, und y, partikulire Integrale der homogenen Form, so ist
das allgemeine Integral der homogenen Form

Y = 4%+ Za (b)
wo 2, und 2, konstante Grofen sind.

Betrachten wir nun 2, und #, nicht mehr als ,Konstante“, sondern
als willkiirliche Funktionen von x, so kann die rechte Seite von (b) noch
jede beliebige Funktion, also auch das allgemeine Integral der in-
homogenen Form (a) darstellen.

Dabei konnen wir noch immer fiir eine der beiden Grofen 2, oder
2, willkiirliche Funktionswerte wahlen, oder zwischen ihnen ,eine Be-
ziehung willkiirlich festsetzen, denn solange wir iiber die andere Grofe
nichts sagen bzw. zwischen den Grofen keine ,zweite“ Beziehung fest-
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setzen, haben wir ja nichts getan, als daf wir an Stelle von y eine

unbekannte neue Funktion einfiihren.
Differenzieren wir nun Gl. (b) unter der Annahme, daf 2, und ¢,

variable Grofen sind, so wird
dy _  dy, dy, ( dz, dz2>
dz ldx+ 2 x+ yl—d;+ 2dx
Da wir nun ,eine“ Beziehung zwischen den GriBen #, und ¢, einfiihren

diirfen, so setzen wir
dz, dz,
14z Yo T 0, (©

so daB fiir Z—Z der Ausdruck folgt:

dy dyl
-7 — . d
dz — “Vaz e da: @
Nun bilden wir die zweite Ableitung:
d*y d®yy | dy, de, | dy, dzy
— s Wibuled § e
dz? 1d2+“dm+dx dx dx ©

Wir wissen, da8 wir eine ,zweite“ Beziehung zwischen den Grofen
2, und ¢y nicht mehr willkiirlich festsetzen diirfen. Eine solche
zweite Beziehung ergibt sich aber nunmehr zwingend auf folgende Art:

2
Wir fithren die Werte von g, g% und %% aus den Gl (b), (d), (e) in
x

Gl. (a) ein, so wird

d*y, d®y,  dy, dz, dy,dz, dyl dy2
29 . %% Az,
1d2+’:v2+dx dx oi'avalav+ + +
+ By, + B2y, = [ (%)
oder
d*y, dy, . d*y, dy, dy, de,
q(Td T AT B b a(glr A5 4 By )+ T
dy, de, .
+ 3 a =@

In den beiden Klammerausdriicken links erkennen wir unsere homo-
gene Gleichungsform (a'), die durch die Werte ¥, und y, ihrer Partikulir-
integrale erfiillt wird. D. h. die beiden Klammerglieder sind Null und
es bleibt als zweite, nicht mehr willkiirliche Beziehung zwi-
schen 2z, und g, iibrig

M dz dy, de,

Ao dz T dm dz =@ ®
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Wenden wir dies auf unsere Gl. (29) an, so waren die beiden Par-
tikulidrintegrale ihrer homogenen Form:

1:1 = gllt, i2 fomnd 512t,
somit
_~d741 =1 éllt, ———dlg = A, &%2t.
dat ! dt 2

Es lauten also unsere beiden Bedingungsgleichungen (¢) und (f) fiir
die GroBen 2, und z,:
dz dz
P ket QR IRl R
B I TR

[entsprechend (c)],
(8)

d d G
xleht{t—‘ + zaslzt% = 2= o0s (ot + ¥)

[entsprechend (f)],
aus denen 2z, und ¢, bestimmbar sind. Aus der oberen Gleichung folgt

dz2 —_— 8(11_)‘2”'%

dat at’
und dies in die untere eingesetzt ergibt

dz, oC
S WPV Y/ — —_
T A, — 14, = 7 008 (o0t + v)

und daher
2, = b J. Oi&e'lx’ cos (@t + ¥) + K
T A —A) L ' v
und ebenso
P— 1 ﬁ@e‘lﬂ cos (ot + ¢) + K,
2T T L —4,) L PSR ¥
Nach ausgefithrter partieller Integration [s. IIL, Gl. (4)] ergibt sich
2, = ! o’ —llf[sm(wt-—}—w)——cos(mt—{—zp)}+K
! A, —A 0 AL v
1 o € .
52 = — mmfa_z?t{sin (mt + ’lp) —_ 62' cos (wt + 'lp)] + Kﬁ’

und diese Werte in Gl. (30) eingefiihrt, ergibt
1 @€ {
A — l L \e® + A}

[ sin (0t + P) — A4c08 (@t + zp)]} + K, Mt + K, ght.

i

[@sin (0t + ¥) — 4, cos (ot + P)] —

2__}_12
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Wir haben nun das erste Glied auf der rechten Seite zu entwickeln.
Wir wollen es i, benennen. Dann ist zunichst
@ sin (@t + ¥) — 4, cos (ot + ¥) = Voo2 + A} sin (@t + ¢ — o),
o sin (0t + ) — A, cos (@t + ¢) = Vo? + A2sin (0t + ¥ — o)

s. IIL., (6), wobei A
) o, = arctg—L, oy = arctg =2,
somit LY @
1 ﬁo@ 1 1
G — ——— _szn(mt+1p o) — '—sin(wt+¢—¢x)
* = hi—hy L Yot a2 Y Yo a2 *
oder
o€ 1

_ (Vao® + 27 sin (ot + ¥ — o) —

CT L= T e A Y +a“'
—Vm2+}.fszn(mt+w—oc2)}-

Entwickelt man die Sinus in dem Klammerausdruck und beachtet, daf

sin o, = —i——__l__, cos o, = d sim oty = ——A——.:,
Vo 4 2] RCET Voo + 47
@
COS“EZ-:—Y—B,
so wird Vo' +1,
.1 € 1 1
’tb—-l 7, —L-sz_l_“‘/ T {‘/m2+},231n(wt+¢)v 2+“
— Ve 442 cos (mt+¢)VT+—:—Vm + A3 sin (0t -+ ¥) Vo 2+12+
+ Vo +12605(wt+¢)————}
Vo! + 2]
oder
. 1 ¢ 1 1 Vo? +l° Voo + 42
t 1 -
= A—hy LYVP+ A2 Vo?+2 {sm(m +¢)[V 2 l’ Vco2+),:w]

Veo? +l:l _Vw2+)'12},2]}
V 2 AS 1 sz_*_lﬂ
{sm(wt+1p) [0(@*+A)— o (0 +42)] —
—cos (@t + ) [A, (@° + A7) — A4 (@® + AD)]}
1 e€ 1 . "
T A —Ay L (@ +AD) (@ + 4D fsin (@t + ¥) (@ (& —4,)] —
— cos (@t + ¥) [@® (A, — Ay — A4, (A, — A1}

1 o€ 1 )
=0k L @) @ iy R et e Giti) —
— cos (ot + ) (@ — 4,49)]}

— cos (ot + 1P)[

1 o€ 1
=i 4, L @+ i) @+




Nun ist nach (14)

r 1
—m(iLI—I—Lz)zm—i und a)”—l,l,:mz——ﬁ
und daher
é—f’—@~—1—{ " sin(@t+9) (2 ! t 31
=T e @i o et -(o' g @ o) 6y

Und nach (14) und (15)

o+ A =0 2i00,—0; + 0, 0+ A= o®+ 2100, — 0l + o

somit

@+ 2)) (@4 4)) = (@ —0; + 0*)’ — Qiaw,)’ = o + o} + o* —
— 2002 + 262 0® — 20i0® + 40lw?

= (o + @)? + 0® (@® + 202 — 203).
Nach (15) ist aber

oa2+mf*—L md 26— 20! — Lo 2
‘=701 w20 =g
daher
9 2 (2 3 1 of 2, " 2
@+ @ +1) = g+ 0 (0 + 13— o) =
1
= mﬁ(l -+- 03402L2 _— 20320L + 0327'202)
oder
(0.72 + 112) (&72 + 122) — W {(1 — 032 C.Il)2 + co27'202}. (82)
Setzen wir ferner in (31)
1
w% = Fcosp, o — oz = Fsino, (33)
so wird
1 1
9~ T
o T T 0L _weon—1_ "t G0
99 = r - werC T r
00—
oder
coL—iC
@ = arcly — add (34)

und
r? 1 @?r?C? + (1 — @?CL)?
F:‘/wﬂﬁ_*_(l_afCL)? 02L2:V L(zcz ),

1
F= ;5 V(1 — 0?C2 12 + w?r?(C? (35)
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Fithren wir nun (33) in (31) ein, so ergibt sich
. & 1

T T @A) A
und mit Bezug auf (32), (34) und (35) folgt

1
ol ——
o€ 1 . ) C).
4y — — CL sin \ ot —arctg —————
"TL Y1 —e’CLy f @0 Ty

Heben wir unter der Wurzel @?C? zum Faktor heraus, so folgt

- F {sin (ot + ) cos @ — cos (ot + ) sin @}

1
ol ——
T ¢ : 2sin cot'—}—tp——arctg @0
2 —_
‘/r —|—<ooL wC)
und damit
I 1
ol — —
i = ¢ : gs'm wt—}—zp—arctg—ric + 36)
r2+<coL— )
wC

+ K] sllt _+_ Kgflzt
in welchem Ausdruck die Integrationskonstanten K, und K, zu be-
stimmen sind.

Zur Bestimmung zweier Konstanten brauchen wir zwei Grenz-
bedingungen. Solche sind vorhanden, denn fiir den Zeitmoment ¢ — 0
des Einschaltens, den Beginn unserer Beobachtung, ist die Stromstirke
gleich Null, aber auch die Ladung des Kondensators ist gleich Null
Die Ladung ¢ des Kondensators ist aber

qQ = jidt
oder nach (36) 1
ol ——
1
qQ = — — ¢ cos wt—}-zp—arctg———LL +
® 1 \2 r
‘/ﬂ + <0)L — —6> (37)
®
+_1_K8111+_1,K£}.2t
P i,

Setzen wir also in (36) und (37) t = 0, so folgt mit Riicksicht auf (34)

¢
0= 2sin(¢——¢p)+Kl+K2 (36a)

e




— K, (37a)

Setzen wir

— =9, (38)
‘/r2 + <mL — R)

so folgt aus (36a) und (37a)
1 A,

K, = 8;—_—— {Agc08 (¥ — @) + @ sin (v — @)},
2
A 1 Ay
K, = —3m T — i {2, cos (Y — @) + @ sin (¥ — @)}.
Setzen wir die Werte fiir 4, und 4, ein und beachten, daB
1
Ad, = A hy— A = — 210,
so folgt, wenn wir noch Z#éhler und Nenner mit  — V——l multiplizieren,
1.1 1
K, = —g“f— a—’(o @, sin (Y — @) +
1 11
+ LES - 5{ IC cos (p — @) — occosm(zp—-q))}
1 .11 .
K, = — 2— Ba—)—cw.wesm(w—qﬁ——

(‘1 1 (1 )
Lg\;o—&? 70 cos(w Q) — owsin (yp (p)‘

Setzen wir

Jsin (p — @) = 4,
111
365L0mw w%wwmw—wﬁ=Bj @9

so wird
A B
Ifl == — E + [ E,
v _A_ T (40)
A

Die Integrationskonstanten K, und I, sind also konjugiert kom-
plexe Grofen.

Wir bilden nun
Kl ght 4 Ifﬂé'l?t: ](l gt wgt szs-at—lwet:£—at(1(l£zwet +K28_“"et)
=& (K, + K,) cos @t + 1 (K, — K,) sin ot}



Das ist aber nach (40)
K, sht + K,eht = gt (— A cos @ t — B sin at)

= — VA4 + B*e—t.sin (met + arctyg %)
Nun ist aber nach (39)

(41)

4+ B = 320%‘3}17@ {0 C2 L (@0 +o*) sin® (w—@) + cos* (¥ —) —

— 200 L Csin (y — @) cos (Y — @)}

und da
1 . r
we + & = 7 cos*(p — @) = 1 —sin*(y — @), &= 53’
folgt
1
A B =3 (@ CL—1)sin® (p— @) — bro Csin2(p—@) + 1} (42)
0 0l l2C? 2
und 4 sin (¥ — )
B~ 1 { 1 s
o gg s @ — @) —wwsin (v — ?)
oder :1; . 2ww,LC 43)
B _2cotg(1p—¢p)—roo0. (

Somit folgt, wenn wir (42) und (43) in (41) einsetzen,

szlt + K gt —

= —3J V(roQCL—l)sm(w Q) —iraCsin2(@—g)+1-

00 LC
. 8tn <coet + arctg 5

2 wa,LC ?
cotg (Y — @) —r® C)

und dies in (86) eingefithrt und fiir 3 den Wert aus (38) gesetzt, ergibt

1
ol ———;
T = ¢ - - 8in !wt + ¢ — arcty ——;m—C!

t ¢ 1

"/2 I 1 2oocoeC'L'
s +<w —w—0—>

V(@ CL — 1)sin® (p — @) —troCsn2(@ —¢) + 1-

, 2wew,LC
. t
sin (we + arctg S colg (¥ — @) — @ C)

(44)
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Diese Gleichung besagt: Der entstehende Strom ¢ ist durch zwei Glieder
dargestellt. Das erste ist eine reine Sinusfunktion der Zeit, die in der
Phase gegeniiber der aufgedriickten Spannung ¢ um den Bogen

1
ol ——

c
@ = arctg ®

zurtickbleibt. Die Amplitude dieser Sinusschwingung ist un-
gedampft und die Kreisfrequenz o ist die der aufgedriickten
Spannung. Das zweite Glied ist ebenfalls eine Sinusfunktion der Zeit,

r
deren Amplitude aber zeitlich geddmpft ist (Faktor a—ﬁl)
und deren Kreisfrequenz e, die Eigenkreisfrequenz des Strom-
kreises ist. Die Amplitude dieser Schwingung strebt also mit wachsender
Zeit der Null zu.

‘Wir konen wieder sagen: Der Stromkreis, der sich vor dem Schalter-
schluf in einem Beharrungszustand, charakterisiert durch Stromlosigkeit
(1 = 0), befand, strebt nach Schalterschlu einem neuen Beharrungs-
zustand zu, den das erste Glied der Gl. (44) ausdriickt. Dieser neue
Beharrungszustand kann nicht unvermittelt auf den ersten folgen, sondern
es kann nur ein allmahlicher Ubergang aus dem ersten Zustand in den
zweiten stattfinden.

Diesen Ubergang vermittelt das zweite Glied in Gl. (44), welches
wir die Eigenschwingung oder freie Schwingung des Stromkreises
nennen wollen. Gl. (44) zeigt, daf der jeweilige Zustand zu einer be-
liebigen Zeit t gleich ist der algebraischen Summe des zu erwartenden

Beharrungszustandes und der freien Schwingung. Zur Zeit { = 0 ist
nach (44) ¢ — 0, d. h. es herrscht noch der erste Beharrungszustand;
zur Zeit ¢ = oo ist, nach (44), 7 gleich dem neuen Beharrungszustand.

Die letztere Tatsache geht aus (44) ohne weiteres wegen dem Faktor

’
— 7t . . .
&¢ 2L hervor, die erstere aber wollen wir — obwohl sie unserer Konstanten-

bestimmung zugrunde lag — an dem Resultat kontrollieren, wodurch wir
einen Beweis fiir die Richtigkeit der langwierigen Rechnung finden.

Fiir £ = 0 geht der Sinus im zweiten Gliede von (44) iiber in
. 2ww,LC
ct =
s ar chotg(zp —¢)—1rCw
2ww,LC
V(2 cotg (@ — @) — rCoP® + (2 0w, L C)?
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oder wenn wir im Nenner fir @, den Wert aus (15) einfiihren wund

cos
cotg — —— setzen
sin
sin arct 20w LC —
V2 cotg (@ — @) —rCa
. 2waw,LCsin(p — @)
2Y(@*CL — 1)sin® (p — @) — irCarsin(f — @) + 1
so daB fiir £ =— O das zweite Glied lautet

— ¢ - sin (Y — ),
Vr“ + <mL — i)

also mit dem ersten, fiir ¢ — 0, gleichlautend, so daB ¢ — O wird.
Wir wollen Gl. (44) noch fiir den Fall untersuchen, da8 der kapazitive

1
Widerstand porolia Null wird. D.h., daB die Kapazitit C unendlich wird,
@

oder daB der Kondensator kurz geschlossen ist. Wir erhalten dann den
Fall, der im Abschn. TII behandelt wurde, und Gl. (44) muB in (10)
(Abschn. III) iibergehen.

Dies geschieht in der Tat, denn fir C = oo wird vor allem

_‘/17 r’_ ro
Q= VIc a1~ ‘sr— *

Setzen wir

V(@*CL —1)sin® (¢ — @) —irCosin(yp — @) + 1 = F,

so wird

, 2 c |
sin (caet + arctg % eoty @o, 0L ) =

. W—9p)—rCa
=57 {sin@et[2cotg (p — @) —r Cw] + coswet. 20w, LC} . sin (P — @) =
1 . . )
=3F {2 sin @t . cos (Y — @) — rCasin (P — ). sin @t +
+ 2 cos @t . sin (Y — @) 0w, LC}.
Nun ist
@t = 1o, somit siniot = (Sinat, cosiat = Cof ot
und

00, LC = ot LC = mﬁLC — #



vl — 80 —

Somit
sim (met + arctg - 3 cotg (i)w m;{;(l_ C w> =
2—% (20 Ginat cos (P — @) + 1raCsin(y — @) (Cof ot — Sinat)} =
— 55 (2 @inatoos (0 — ) + rwCsin (¥ — g) . e)
wegen

Cofout — Gin et = &=L
Es geht also das zweite Glied von Gl (44) iiber in
& 1

— g—at .F. ——{2@m¢xtcos(¢ o)+
Vrz+m2L2m,,2LLLC 2F

¢
Vﬁ_-}— m—;ﬁ sin (¥ — @) —

-2 Binwt . cos (P — @)

+ reCsin (P — (p)g"“t} — — g—2at

und da, fir

1, ,
C = oo, m_O und ferner 2o — 2ﬂ A

so geht Gl. (44) iiber in
L
sin <mt + ¢ — arctg 9;—> —

r

1 = — -
‘/7.2 —{—a)“‘Lﬁ
——t

L
sin <zp —- arctg %—) -& L

o
in vollkommener Ubereinstimmung mit GL. (10), Abschn. ITL

Wir sehen hier deutlich, wie die gedimpite Eigenschwingung
des Stromkreises in den aperiodischen Ausgleichsvorgang iibergeht,
wenn der kapazitive Widerstand des Stromkreises Null wird. Der Strom-
kreis ist dann — mangels der Fahigkeit, potentielle elektrostatische
Energie aufzunehmen — nicht mehr schwingungsfahig.

Ich habe diese — vielleicht allzu breite -— Form der Darstellung
dieses ganzen Vorganges gewihlt, um unrichtige Formeln, die sich in der
Literatur finden lassen, definitiv und begriindet zu berichtigen.

Wir wollen nun auch Gl. (44) graphisch darstellen. Das stationdre
erste Glied ist leicht zu zeichnen. Es ist eine Sinuslinie, die um den
Bogen ¢ gegen die Spannungswelle verschoben ist. Dieser Bogen kann
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nach GL (34) positiv oder negativ sein, je nachdem der induktive (w.L)

oder der kapazitive <%) Widerstand iiberwiegt. Das gedidmpite, zweite
0

Glied ist in Amplitude und Phase von der Phase 1 des gew#hlten Ein-
schaltmomentes der Spannung abhingig.
Es sei z. B., bei reiner Sinusform der Spannung, entsprechend Abb. 29:
Effektive Spannung E — 1000 Volt, also Spannungsamplitude €

= 1414 Volt.
f=2580, @ =2xf =314, r=408, L — 1H, C = 1,1258 MF.
Dann ergibt sich zunichst der Wert der Reaktanz:

1 1

—_ o 9 __ e 9
ol — o0 — 314,16.10 353.52.10-1 — 2514,54 . 10°.
Somit
ol 1
wC — 2514,54.10°
g =" =""4g5. 100 — — 62862
und daher
¢ = — 89°5'19",

Der Wert der Impedanz ergibt sich aus

1 2

Vr“ + <mL — —w—C—> = V(40.10%? 4 (— 2514,54.10%2 —
= 2514,85.10° — 2514,85 Q.

Es wird also die Amplitude I des stationdren Stromgliedes

S 1414
V2 P 2 2514,85
T+ <°’ “mf)

Die Kreisfrequenz e, der Eigenschwingung ergibt sich aus

3 = = 0,562 Amp.

LC 4L
somit die Eigenfrequenz f, — 150 — 3.50 — 3, also dreimal so gro8
als die Frequenz f der aufgedriickten Schwingung, und daher die Eigen-
schwingungsdauer 7', gleich einem Drittel der Dauer der aufgedriickten
Schwingung

1 2
@ = V T — 888670 — 400 = 942,48 = 2xf,,

T, = 3T
Ferner ist

r 40 1
_ﬁ“ﬂ:% und m:&OOl.

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 6

o



V. — 82 —

Nun haben wir die Phase 19 des Einschaltmomentes zu wihlen. Wir
wollen sie so wihlen, daf die Amplitude der Eigenschwingung den grsften
Wert erreicht. In dieser Amplitude steht als Faktor der Ausdruck

V(co2CL—— 1)sin® (¢ — @) — ;rCosin 2 (y — @) + 1.

207
?Cf’—cl 146t sich der Ausdruck unter der

Mit Riicksicht auf tg¢p =

Wurzel auf die Form bringen:

rCo (cos® ptgp —3sin2¢)+ 1 =y.

Dieser Ausdruck hat — wie leicht nachzurechnen ist — sein Maxi-
mum fiir 1
tg @
Ist — wie in unserem Falle — fg ¢ ein grofer negativer Wert, so er-
ibt sich:
gibt sic =
11) ~ 2 ’

ist tg @ ein groBer positiver Wert, so ergibt sich:

Y= w;
ist tg @ == 0, so wird: 34
=7
Fiir unser Beispiel wihlen wir also:
7
V=5
Dann wird y = 1 und daher die Amplitude der Eigenschwingung
& 1 -
——— V1 = 0,662.3,001 = 1,687 Amp.
- mmeoLw 0,562 . 3,00 , mp. (45)
r? 4+ <caL — ———)
oC
Ferner ist
N — g 1 89°5'19" = 179°5'19",
1
also cotg (p — @) = — 62,862
und somit 1
| p—
2 ww,LC 3,001

W) 98,794 — 0,014

arctg (— 0,0083) = 179°41'47"".

ct —
ar chotg(zp—q))——er
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Mit Beachtung dieser errechneten Werte erhilt nun Gl. (44) fiir dieses
Beispiel die Form
i=0,862sin(0t+179°53'19")—1,687.&720t sin (w,t +179°41'47"), (44a)
wihrend fiir die aufgedriickte Spannung e zu setzen ist:
e = Csin (0t 4+ 9¥) = 1414 sin (ot + 909).
Abb. 30 stellt die Gl. (44a) dar. Wir sehen hier die Sinuslinie e
fiir die Spannung, die im Zeitmoment { — O auf den Stromkreis geschaltet

wird, also im Moment, wo ¢ ein Maximum hat. Dieser Spannungskurve
eilt das stationsire Stromglied i, mit der Amplitude 0,562 um rund 90°
vor. Die Eigenschwingung ¢, des Stromes setzt im Moment { — O mit
dem Werte — 1,687 sin (179°41'47") ein und erginzt sich in diesem
Moment mit dem Werte i, — 0,562 sin (179°5'19") zu Null. Im Bilde
gehen beide Kurven fast genau durch a, wihrend aber 4, von a ins Negative
verlduft, verlauft i, ins Positive. Die Periodenlinge von i, ist 3 der
Periodenlinge von 4, so daf wir von a aus leicht die Nulldurchginge
6%
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von i, auf der Abszisse markieren konnen. Die Hohe der Amplituden
von 4, ist durch die beiden, zur Abszisse symmetrischen, Exponentialkurven
begrenzt. Diese Exponentialkurven beginnen fiir { = 0 mit dem Werte
1,687 und klingen nun mit wachsender Zeit gegen Null ab. Wire die
Dimpfung, d. h. der Widerstand, Null, so wiirden diese beiden Kurven
zu Parallelen zur Abszisse. Die ausgezogene Kurve zeigt den Verlauf des
wirklich entstehenden Stromes i. Wir sehen im Bilde, wie ¢ allmihlich
in i, iibergeht. Der denkbare Maximalwert des Stromes wird in Punkt b
erreicht mit einer Hohe, die fast das Vierfache der Amplitude von 4 be-
triagt., Wire die Dampfung Null, so wire sie ,genau“ das Vierfache.

Dieser maximale Strom richtet sich, wie aus (45) ersichtlich ist, vor
allem nach der Grofe

1
ww,LC
Aus der Gl (15) wissen wir, daf mit grofer Anniherung

1 1

0w, — —, somit LC = —

‘/L c @e
und daher

o
00, LC  ®

Fiir den ungiinstigsten Einschaltmoment <1[) = g) wird also die maximale

Amplitude der Eigenschwingung
o Pe

@

und daber wird der maximale Stromstof #hnlich

W, + ©
®

3%6 +3=3 (44b)

Je grofer also die Eigenfrequenz des Stromkreises gegen-
iiber der aufgedriickten Frequenz ist, desto grofere Strom-
stobe sind beim Einschalten zu erwarten.

Von ebenso grofem Interesse ist der Verlauf der Kondensator-
spannung wihrend des Einschaltvorganges, da ja eine auftretende Uber-
spannung zum Durchschlag des Kondensators fithren kann.

Die Kondensatorspannung e, ist gegeben durch
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Wir haben also Gl (44) zu integrieren und durch C zu dividieren. Das
Resultat dieser Operationen ist:

1
6 = —w—OScos(mt+¢~q>)—

1 1 - -
——63&-@ V(@*CL —1) sin® (¢ — @) —irCosin2(p — @) + 1 -

- 20w, CL
. 2L g 1 ¢ .
j.s sm(met—}— Mc‘chotg (w—q))—rCco)dt
Fithrt man die Integration des letzten Gliedes durch und setzt

arct 2ww,CL . r
g2cotg(¢—q>)—r0m_y’ 2L

so folgt
1
6 = —-—w—CS‘cos(mt—}-w—tp) +

+%35&ﬁ V(@?CL —1)sin® (% — ) —2rCosin2(p — @) +1-

1
e ————sin <met + y 4+ arcty %)

Vﬁ)ez +o?
Es ist aber :
(11 2 a2 = =,
und setzen wir die Wurzel im zweiten Gliede rechts gleich 4, so wird
1 1 1
e = ———=Jcos (@t + ¢ — @) + — I ———==Ade .
C Y
. sim (a)et + vy + arcty ﬁle)
o
Betrachten wir auch hier wieder fiir den Fall
1 L < 1
. () v
den Einschaltmoment ¢ — g, so wird 4 =— 1 und

—¢
o

e :—1—E}sz'n(mt—q>)—}———L {}——1:5-“‘sin<wt+ —}—arctgw
‘¢ aC wC o, YLC Ty

oder wegen

oL
‘T yro

1. . 1
€ =— 6—6331” (mt - ‘P) + m_ése_ats'i” <w€t + 4 - arctg E:f) (463)
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D. h. die Kondensatorspannung kann in diesem Falle hochstens den

1
doppelten Wert der stationdren Spannung bl 3 erreichen.
[}

Treffen wir den Einschaltmoment
/7
d) — @ = 57
so wird _
A= VC L

und damit
P 1 J sin (ot) + ii}ﬂe—"“sin(m t 4+ p + arctyg 2”) (46b)
‘T el 0C " w, Qe Y o

D. h. nur wenn die Eigenfrequenz e, kleiner ist als die aufgedriickte o,
kann es zu einer hoheren als der doppelten Stationirspannung kommen.
Der Strom ergibt sich fiir diesen Einschaltmoment aus (44) mit
¢ = Jcos (wt) — Je*tsin (0t + ),
er kann also im ungiinstigsten Falle den doppelten Wert der Amplitude
des stationdren Stromes erreichen.
Ist 1
2. L>—,
ol > oC

d. h. tg ¢ = positiv, so kénnen wir den Einschaltmoment

Y ===

als den ungiinstigsten betrachten. Dann wird

A = V(@' CL— 1)sin’ () — @) — rrCosin2 (Y — @) + 1 =
= VrCm(cosﬁzptgq;—%sm‘Zw) +1 =
__V 201:—1+1:“0VC—L—

rCo
und daher

i = Jsin (ot — go) — Je%tsin (et + ),
1
e, — — b 3 cos (ot — @) + —Se“" —sm <coet + p -+ arcty >
Hier ist nur eine Erhthung des Stromes auf 2 3 zu befiirchten und eine
Erhohung der Spannung am Kondensator auf

m

46
3 +— mC o (46¢)
Ist endlich

3. ol =

1
oder @’CL—1=0, @©=—

1
wC T
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so wird

A=V1—1rCosin2 @@ — )

Der ungiinstigste Schaltmoment ist dann jener, fiir den

vV—9 =
oder, da jetzt
P = 0; Y= —

4
—VIF 0o =1/14+—"_.
Vi+1irCae ‘/+2VL
T

Da nun aber die Bedingung fiir die Eigenschwingungsfihigkeit gegeben

denn dann wird

war durch

r<2 Tl,;—;

so ist ersichtlich, daB der denkbare Hochstwert von 4 gegeben ist durch
= V2.

1
0 —= ——
ycL

Ferner ist jetzt wegen

LC = 0, VLC = 2

1
COCOeLC:"— mwe o

und es wird daher

i = Ssm(wt + ?ﬂT")— Se—at‘ng + 2&1-% (@ct + ),
T

I -—é%cos(&;t—}—g{)—}—

1 @ r ()
— —at . a7 t €
-}-wCSa CoeVlJrz‘/_—L sm(coe + 9 + arctg u),
c

d. h. der maximale Strom kann in diesem Falle nie grifer werden als

3+312%~3+312
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die maximale Kondensatorspannung nicht grofer als
1 1 = 0 1 1 —
— - 2 — &~ — — 2.
wC’S‘_{_mCSy 0, m03+m03‘/

Wir sehen aus dieser Uberlegung, daB die gefahrlichsten Ver-
hdltnisse beziiglich des Stromstofes bestehen, wenn

1
L =
ol < wC’
denn dann ist auch
Pe 1
®

und der Einschaltstrom kann nach (44b) gewaltige Werte erreichen.

Die Kondensatorspannung hingegen kann in diesem Falle nie die
doppelte Hohe der stationiren Kondensatorspannung iiberschreiten.

Die gefahrlichstenVerh#éltnisse beziiglich der Kondensator-
spannung bestehen, wenn

1
) =
oL > wC’
denn dann ist
i > 1
[

und die Kondensatorspannung kann nach (46c¢) auf ein Vielfaches der
stationdren Spannung hinaufschnellen; hingegen ist der Stromstof dann
auf die doppelte Héhe des Stationdrwertes beschrinkt.

Ist
1

ol =5

so ist die Gefahr beziiglich Spannung und Strom gleich gro8, beide Grofien
konnen aber das 2,4fache des Stationdrwertes nicht erreichen.

In unseren Starkstromanlagen erkennen wir nun stets Leiterkreise,
die Kapazitit und Selbstinduktion haben. Wir haben also bei ihrem
Einschalten immer mit Spannungserhthungen zu rechnen, die fiir den
Kondensator (Kabelleitungen) gefihrlich werden konnen, und mit Strom-
stofen, die vernichtende elektrodynamische Wirkungen haben konnen.
Diese Gefahren werden dadurch bekidmpft, daf man die Maschinenspannung
allmdhlich durch wachsende Erregung steigert, oder daf man Schutz-
schalter mit Vorkontakt einbaut.

Wie Gl. (44) zeigt, ist der Einschaltvorgang oder die Eigenschwingung
abgeklungen, wenn ihre Amplitude bedeutungslos geworden ist.
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Wir wollen sagen, daB sie bedeutungslos geworden ist, wenn sie
1 Proz. der Amplitude des Stationirwertes betrigt; dann kénnen wir die
Zeit t' berechnen, die vergeht, bis der Stationirzustand ,praktisch“ erreicht
ist. Aus

sﬁe—at' — 0,013
)
folgt
ot — 1002
®
oder

f = l(m 100 +1n&> — l<4,6 +n f"_e>
o ) o @
Fiir unser Beispiel, wo
o = 20, — = 3,
ergibt sich

’ 1 A
f = %<4,6+ 1,1) = 0,285 sec.

/

Da in einer Sekunde 50 aufgezwungene Schwingungen stattfinden,
so miissen 50.0,285 ~ 14 Schwingungen ablaufen, ehe ,praktisch¢ der
Stationirzustand erreicht ist. In Abb. 30 ist der Ablauf von sieben
Schwingungen dargestellt.

Nach Ablauf der Zeit ¢’ ist also der Strom gegeben durch

1
0l ——

1= ¢ 2sin wt—}—«p—arctq———r—w—‘c . 47

e o)

Zu diesem Ausdruck hitten wir nun auch wieder auf viel einfacherem

Wege kommen konnen. Wir konnten sagen: ,Die Erfahrung lehrt uns,
daB in einem Stromkreis mit konstanter Selbstinduktion und Kapazitit,
bei Aufdriicken einer sinusformigen Spannung, ein Dauerstrom von reiner
Sinusform entsteht.« Wir diirfen daher in Gl. (29) fiir ¢ den Ansatz machen

i = Jsin (ot + ¢ + @) § Jg@+y+o, (48)
wo J und ¢ Unbekannte sind.
Fithren wir diesen Ansatz in Gl.(29) ein und driicken dort auch die
rechte Seite symbolisch aus, namlich

¢ € € i(ottyp+Z
%cos(mt-{-:p):%sin(wt+¢+—§>#a)—L—a(t+1’t+2),
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so folgt aus (29) und (48)
r 1
202 S etwt+ ¢+ ) — twt+y+ ) — Zetlwt+y+ ) —
Polde —}—woLi}e —}—LC{‘%
7T
@€ (ot+y+3)
L

oder

o€ t% o€
— & —_{— -

r 1
— o2& sty . g o tp —
0’ Je +LwL3£ﬁ+LCE}£‘ﬁ 7 7

Dividieren wir durch L?, so folgt

(—leS +r3 —}—lii})a“/’ =€
2 toC

Se“ﬁ{r—%@)L—w%)} = G,

und das zweite Glied links mit ; multipliziert und dividiert, ergibt

oder

. Tyl
e w{r+b(wL—R>f — G, (49)
somit
mL—-L
w(
38”” — ¢ — ¢ E—tarctg -
r+ L<caL — i—) 2 Ly
Y At (02— )
und daher
1
G ol —2C
3 = , @ = — arcly

Dies in (48) eingesetzt, ergibt aber (47). GL (49) konnen wir auch
schreiben

et vin rgu(oL — _16)} = Ga@tty,  (49a)
[s1]

Sehen wir die GroBen
Jet@ttv+9) — 1 und Cg@t+¥) —=E

als Vektoren an, so erhalten wir aus (49a) die Vektorgleichung

rI + L<(DL—L)I = E,
wC
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d.h. wir erhalten den Vektor E als geometrische Summe der aufeinander

wC
von I horizontal, so fillt der Vektor I in die Horizontale, der Vektor

1
senkrechten Vektoren rI und <wL — ——) I. Wéhlen wir die Richtung

<t‘oL—iC>I steht in voreilendem Sinne darauf senkrecht und der
®

Vektor E ist die SchluBlinie des Dreieckes.
‘Wir haben also in Punkt a die Strecke ab — @ L3 nach oben und

1
von b die Strecke bc — —~ 3 nach unten aufzutragen. Dann ist

wC

o0 = € = 3‘/1'2—{—(&)1,—0-)1—0)2-

1
Aus der Abbildung ergibt sich sofort, daf fir @ Z > ool der Strom der
®

Spannung nacheilt, d. h. der Punkt ¢ iiber die Horizontale fillt, daf fiir

wl < —10— der Strom der Span- Abb. 31.
@
b -
nung voreilt, d. h. ¢ unter die 1 T wlI=wl3
Horizontale fillt (wie in der Ab- /'I/
bildung gezeichnet), und daB fir , r1=r3 o g
1 2]
wL — —, d.h. fiir Nullwerden v =1
wC qcl=ac3
der Reaktanz, Strom und Span- i
nung phasengleich sind, oder ¢ |
y

mit @ zusammenfillt. c

Auch hier haben wir bisher der aufgedriickten Klemmenspannung
»reine“ Sinusform gegeben. Wir wollen nun wieder fiir die Klemmen-
spannung eine ,verzerrte“ Form einfithren. Nehmen wir an, die Fourier-
reihe, welche die Spannung darstellt, habe » Glieder und nennen wir %
den Index eines Gliedes, so ist jetzt

2n—1

e = k> Cysin(kat + ).
1

Dann iibergeht unsere Gl.(29) in die Form

@i rdi 1 iy 7] G
et — i =k cos (kat + ).
dt2 ' Ldt ' LC ; L
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Eine analoge Rechnung wie frither ergibt dann die Stromstiirke ¢ in
der Form

koL — —
on —1 I ko C
i =1r> k 2sm kot + ¢, — arctg——i —
1

l/rﬂ+ <kmL—L> "
ko C
——T—t 2n —1 @k 1

— 2L . .
& k? / 1 9 kwweLC
1 "4 <kmL—7 0>
b6

V{(k)? CL — 1} sin® (Y — @) — s rke Csin2 (Y, — gg) + 1 -

2kww,LC
. si t € 0
s <a)e -+ aret 2 cotg (P, — @) — ko C>’ (50)
wobei @ im zweiten Gliede gegeben ist durch
1
koL — Y
@ = arcty ——— (50a)

r

Wir finden hier die Stromstirke als die Summe von # stationiren
Schwingungen verschiedener Amplitude und Phase und steigender Frequenz,
/ r
minus der Summe von n geddmpften Schwingungen (efﬁt) gleicher,
néamlicher der Eigenfrequenz w,, aber verschiedener Amplitude und Phase.
Wir sehen: Jede Spannungsharmonische verursacht eine stationire
Stromharmonische von der gleichen Frequenz (kw), als sie selbst hat und
erregt die Eigenschwingung des Stromkreises mit geddmpfter, bestimmter
Amnplitude und Phase.
Wir wollen im weiteren nur den stationéren Zustand betrachten und
konnen daher fiir die Stromstirke schreiben

i= % =i @t + v, — ) +
Jret (o2 —30)
+ 5 =sin Bt + P — gy) +
Pra(oor—s50)
+ % _sin (5 of + ¢y — @) + -+



Setzen wir

G,

‘/ra + <kmL — 'k—;_o>2

gleich der Amplitude der k-ten Stromharmonischen, so ist

i = 8, sin (0t + P, — @) + 33sin B ot + P, — @g) + -+
Es ist somit der Effektivwert J der stationiren Stromstirke gegeben
durch

=gl =50 ] +@)+ S RERAES

1

= 3 (B1)

Der Effektivwert der Spannung ist gegeben durch

e — %@3{1 +<%)2+ <(%>2+ Rk

Es ist somit

2 F?
€ = E.\2 E 2 : (53)
3 -5 o
(6 + (&) +
Aus (52) folgt mit Riicksicht auf (51)

1 &2

1

§r2 + (coL - )2 {1 +<§f>2+(g_i)2+ o }
oC
und fiir € aus (53) den Wert eingesetzt, folgt
y 1/
Poror— iy e Ce @)

Das ist der Effektivwert der Stromstirke bei ,verzerrter¢ Form, wihrend
bei ,reiner‘ Sinusform die effektive Stromstirke gegeben ist durch

2

J = (54)

J = L . (35)

‘/ﬂ + <w L— 51_0_)2

Es sind also in demselben Stromkreise, trotz ,gleicher“ aufgedriickter
Effektivspannung, die entstehenden Effektivwerte der Stromstirken, fiir
verschiedene Formen der Spannung, voneinander verschieden.
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MaBgebend fiir diese Verschiedenheit ist die Grofe des Wurzelfaktors
in (54), den wir W nennen wollen. Mit Riicksicht auf (51) konnen wir

schreiben
2

1 142
2 o -2 -
it I B

+ +

1 2 \€ 1 \2
2.(3 R 1/ 2 <5 -
r+< wlL 3000) P +(dbewl 5w0>

T

und wollen nun diesen Ausdruck fiir verschiedene Verhiltnisse im Strom-

W2 =

(36)

kreis untersuchen, und zwar fiir extreme Fille.
Fiir
1. - ©oC

ist der kapazitive Widerstand Tl gleich Null. Der Leiterkreis ist in
@

diesem Falle nicht durch einen Kondensator unterbrochen, enthilt also in
gewohnlicher Ausdrucksweise nur Widerstand und Selbstinduktion, welche
Ausdrucksweise natiirlich unrichtig ist, da sie zu dem Glauben verleitet,
die Kapazitit sei Null, withrend sie in Wahrheit unendlich ist. Richtig
ist es zu sagen, der Kreis enthalte nur Ohmschen und induktiven,
aber keinen kapazitiven Widerstand.

Fir diesen Fall wird

. (@3>2 r’ 4+ 0?12 n <g_?>2 r+ o’ L?

A ey Proser
o ANV ARG
HoECis
Ist hier — was ja meist zulissig ist — 7% gegeniiber w?L? zu ver-
nachlédssigen, so wird
/o L/EnNE 1 /G2
O
@
&)+ (e

Mit Riicksicht auf (54) und (55) heifit das: Bei ,rein induktiver,
Belastung ist die effektive Stromstirke fiirverzerrte Formen der Klemmen-
spannung kleiner als fiir die Sinusform. Tritt zu dem induktiven Wider-

stand noch Ohmscher hinzu, so wird der Unterschied geringer.

I
st 9. I =0,
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so wird — wenn auch hier zundchst » — O angenommen wird — nach (56)

E,\2 (I
1 bt 5 _5)
+9(@1) +2 (@1 +
E,\?  /E\?
() +HE) +
d. h. bei ,rein kapazitiver“ Belastung ist die Effektivstromstirke fiir

verzerrte Form der Klemmenspannung groBer als fiir die Sinusform.
Ein Hinzutreten von Ohmschen Widerstand macht auch hier den Unter-

, also >1,

schied geringer.

Dieser Fall 2 ist von besonderer Bedeutung bei Kapazititsmessungen
mit Wechselstrom nach Abb. 32.
Ist
L =r=x0,

so folgt aus (54) J— oCE. W

oder

J 1
=7 (37)
Die Kapazitit ist also bei Kenntnis von J, @, E (statisches Voltmeter),
welche Grofen die Instrumente zeigen, und Abb. 32.
von W (charakterisiert durch die Kurvenform) C
nach (57) bestimmt.

Es ist leicht einzusehen, welch grofe 9
MegBfehler man ohne Kenntnis von W, be-
ziehungsweise bei der Voraussetzung W — 1 G
begehen kann. Es sei z. B. die Kurvenform

der Kondensatorspannung gegeben durch

€, =1 €, =035 € =015 €, = 007

Dann wird

= |/ —— =~ 1,6.

1+ 0,122 + 0,022 + 0,005 — V115

W Vl 19.0,122 + 25.0,022 + 49.0,005 2,90

Hitten wir also die Kapazitit ohne Analyse der Kurvenform gemessen
und daher W = 1 gesetzt, so wiirden wir, nur aus der Angabe der Me8-
instrumente, um 60 Proz. zu gro§ gemessen haben.

Es ist hier daran zu erinnern, daf es verfehlt wire, zu glauben, daB
eine Maschine, die reine Sinusform der EMK liefert, auch an den Klemmen



V] — 96 —

des Kondensators eine sinusférmige Spannung ergibt. Dies ist bekannt-
lich nicht der Fall. Es ist also die Kurvenanalyse stets notwendig.

Wir konnen nun auch leicht die krage entscheiden, ob und wie sich
die Kurvenform des Stromes von der Spannung unterscheidet.

Wir wissen, da der Grad der Verzerrung einer Kurve durch das
Verhiltnis der Amplituden der hheren Harmonischen zur Amplitude der
Grundharmonischen charakterisiert ist. Je grofer dieses Verhiltnis ist,
desto stérker ist die Kurve verzerrt.

Unm festzustellen, ob die Spannungs- oder Stromkurve stirker verzerrt

?ﬁ und %
3 ¢,
Nun ist nach (51)

3% G, V”(“’L‘ﬁf

Vernachldssigen wir zunichst wieder den Ohmschen Widerstand r
und betrachten die beiden Extremfille, so ist fiir

sind, haben wir demgemil8 die Verhiltnisse zu vergleichen.

1
1. Kapazitiver Widerstand — — 0
wC

—_ = = oder —— —_—
5T FG 5, <%,
d. h. die Stromkurve ist weniger verzerrt als die Spannungskurve. Wir
schliefen: Selbstinduktion im Stromkreise entzerrt die Stromform.

2. Induktiver Widerstand L — O.

Dann ist
Sk Gy Gy
— =k — d - =
T
d. h. die Stromkurve ist stirker verzerrt als die Spannungskurve, woraus
wir schliefen: Kapazitiver Widerstand im Stromkreise verzerrt die
Stromform.
Je mehr der Ohmsche Widerstand r gegeniiber der Reaktanz
iiberwiegt, desto #hnlicher werden die Kurventormen von Strom und

Spannung.



VI. Die Leistung eines Wechselstromes.

In Anlehnung an die SchluBbetrachtungen des vorigen Abschnittes
scheint es ,hier* zweckmiBig, iiber die Leistung eines Wechselstromes
zu sprechen.

Die Leistung oder der Effekt eines Wechselstromes, d.i. die von
ihm in der Zeiteinheit geleistete Arbeit, ist bekanntlich gegeben durch:

1 T 1 T
P = ".eidt = fjeidt = Tjeidt. 1)
0 0 0

Betrachten wir den allgemeinen Fall verzerrter Kurvenform fiir Spannung
und Strom, so ist

e = €, sin (0t + 9,) + Eysin Bt + 95 + -+, |
1 = 31 sin(wt + ‘¢'1 i ‘pl) + E}357:”’(3“‘”'*_ %i%) + b
Dies in (1) eingesetzt, ergibt:
T

P = €3, jsin (0t + ¥,) sin (0t + ¢, T @,)dt +

N| =

N~

0
T
+ @33‘3'§sin(3wt+ws)sin(3a)t—|—¢3i-qy3)dt—}—---
0

T

+ > -Tl—@ks,,jsm (kort + 9p) sin (nat + ¥, - @,) dt.

0

Die Integrationen, die mit Beachtung der Beziehung

sinosin f = % {cos (« — B) — cos (o + B)} .

ausgefithrt werden, ergeben, daB die Integrale vom Typus des letzten
Null werden, wihrend die ersten zu dem Resultat fiihren:

r T
11 _ 11 .
P = d @li}ljcos F ) dt — ST €,3, jcos(2mt+2¢1i¢pl)dt+
r 0 0
11 _ 11
+§ T‘@sssjcos('{‘q’s)dt_gf@sssjCOS(GWt+2¢si9’3)dt+"'
0 0

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 7
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Da auch hier die Integrale der Funktionen von @t Null ergeben, so bleibt
fiir P der Ausdruck

P —=1G,3cosp, + 3C;I;c08p; + 3 ‘@ 3 cos%-}--..

@1 € Js (2a)
= -2 Lcosp,+ = -=cosg _cos .
LTz PV Ve V yz
oder P —= E,J,cos ¢, + E;Jzcos pg + E,J cos g + - (2)
Beachten wir, da8 nach Abschn. V, Gl. (51) und (50a)
S
S = G und cos @ = r

‘/r’—}— (kmL - ]-“‘1)—0)2

- o)
koL — —
+< @ wC>
so geht, wenn wir noch setzen:

1
koL — fel — o 3)
Gl. (2a) iiber in
P=5 @1 2—}—22_*_

oder

b B

Setzen wir fiir €2 nach Abschn. V, GL (83) den Wert
1
E2
G2 2
E\ . /E\2
ST @
r? 4 2} 2 4 22

o . 1+<_1>r’+z”+<,>r2+z’+

T At 1+<@_1>+<%>,+"'

In dem eingeklammerten Bruche erkennen wir aber den Faktor W?

ein, so wird

des vorigen Abschnittes, so daf wir schreiben:

T 372
P= G BWR
Da nun nach Abschn. V, Gl. (54)
E
S W=J uwd =g,
Yt 4 2 Vri 4 23

ibergeht P i
so iiberge mn P—E. J{COS q)lW} (4)
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Im allgemeinsten Fall der ,verzerrten Form von Spannung und
Strom ist der Effekt gegeben durch das Produkt der Effektivwerte mal
dem Kosinus des Phasenwinkels der ,ersten* Harmonischen, mal dem
Wurzelfaktor W.

Es ist nun

] 'W'—_r_ 1+< )’:i:; < >ﬂﬂij:+
» R 1+<@)ﬁ+<%>2+...
1
_ r“iz’+< )r’—:z*_i_( )21‘ -{iz’+.“
+<@1)+<—@—I>+

Dieser Ausdruck hat seinen unteren Grenzwert ,Null“ fiir r = O.
D. h.: Im Idealfall des widerstandslosen Stromkreises (eisenfreie
Selbstinduktion und verlustfreie Kondensatoren vorausgesetzt) ist die

Leistung Null.
Der Ausdruck hat seinen oberen Grenzwert ,Eins“ fiir
1
L = e— y
@ o0 0

denn dann sind alle 2; gleich Null [nach GL (3)].

D. h. ist der Stromkreis ,reaktanzfrei“, nur mit Ohmschem Wider-
stand belastet, so ist die Leistung gleich dem Produkt der Effektivwerte
von Spannung und Strom.

Fiir jeden anderen Fall der Belastung liegt der Wert von cos @, W
zwischen Null und Eins.

. --B
Die Grdfie cosp, W= F

heift der ,Leistungsfaktor«.
Die Leistung eines Wechselstromes ist also immer gleich dem

Produkt der Effektivwerte von Spannung und Strom mal dem Leistungs-

fakt
axtor P—E.J.F ®)

In dem Spezialfalle, wo Spannung und Strom reine Sinuslinien sind,
tibergeht Gl. (2) i
uberge (2) in = E.J.cos g, (5a)
also nur in diesem Falle wird der Leistungsfaktor zum mathe-
matischen Kosinus des Winkels der Phasendifferenz.

7%
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Infolge der eben bewiesenen Tatsache, daB der Leistungsfaktor nur
Werte von Null bis Eins annehmen kann, kann man auch ihn als den
Kosinus eines Phasenwinkels ansehen, wenn auch die Spannungs- und
Stromwellen verzerrt sind. Um aber diesem Phasenwinkel eine reale
Bedeutung zu geben, mu8 man dann die verzerrten Wellen durch reine
Sinuslinien ersetzt denken, die einen gleich grofen Effektivwert und die
gleiche Periodenzahl haben, wie die verzerrten. Diese Ersatzwellen
heiBen ,Aquivalenzwellen“ oder #quivalente Sinuswellen.

Sind die Effektivwerte der verzerrten Wellen von Spannung und
Strom durch E und J gegeben, so sind die Amplituden &, und J, der
Aquivalenzwellen bestimmt aus

€, = E‘/E, Je = JV§

Die Effektivwerte E, und J, der Aquivalenzwellen sind dann natiir-
lich gleich den Effektivwerten E und J der verzerrten Wellen.

Zeichnet man nun die beiden Aquivalenzwellen (s. Abb. 33) und la8t
sie in der Phase um einen Winkel ¢, — den ,iquivalenten“ Phasen-
winkel —, dessen Kosinus gleich dem
Leistungsfaktor ist, differieren, so er-
gibt die Leistung dieser beiden Aquivalenz-
wellen denselben Betrag wie die Leistung
der verzerrten Wellen, denn es ist

Ey. Jy.cosy = E.J.F = P.

Bei der Einfihrung der Aquivalenz-
wellen ist wohl zu beachten, daB sie mit
den verzerrten Formen nur den Effektiv-
wert und die Periodenlinge gemein haben,
daB aber die Momentan- und somit auch

Maximalwerte beider Formen nicht iibereinstimmen. Die Zuldssigkeit
der Verwendung der Aquivalenzwelle ist hierdurch beschrinkt.

Endlich wollen wir noch den Fall betrachten, wo die Spannung
Sinusform hat, der Strom aber verzerrt ist (z. B. Leerlauf eines Trans-
formators, dem eine sinusférmige Spannung aufgedriickt wird).

In diesem Falle iibergeht Gl. (2) in

P=E.J,cosp,, (5b)

also nur die ,erste“ Stromharmonische, die Grundwelle, trigt zur
Leistung bei.
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Wegen
S SO R IR o

wird
1

V@G

Der Leistungsfaktor F' hat also in diesem Falle den Wert

P = E.Jcos ¢,

o8 @, .
Vir G+ 3+

VII. Resonanz.

F =

Wird ein schwingungsfihiges, mechanisches System periodisch erregt,
so werden — bei gleicher GroBe der erregenden Kraft — die Amplituden
der resultierenden Schwingung dann am groBten, wenn die Periodenzahl
der aufgedriickten Schwingung mit der Periodenzahl der Eigenschwingung
iibereinstimmt. )

Wird in der Nihe einer Stimmgabel, die auf den Ton a abgestimmt
ist, der Ton a erzeugt, so beginnt die Stimmgabel zu ténen und tont
weiter, wenn auch die urspriingliche Tonquelle verstummt ist.

Wir sagen dann, die Stimmgabel schwingt mit, oder sie ist in
Resonanz.

Im V. Abschnitt haben wir erkannt, da8 ein Stromkreis, der induktiven
und kapazitiven Widerstand besitzt und dessen Ohmscher Widerstand
eine bestimmte Grofe nicht iiberschreitet, ein elektrisch eigenschwingungs-
fahiges System darstellt. Ganz analog mit dem eben angefithrten
mechanisch-akustischen Falle wird auch der Stromkreis in ,elektrische*
Resonanz geraten, wenn er elektrisch mit einer Schwingungszahl erregt
wird, die gleich seiner Eigenschwingungszahl ist.

Nach V, Gl (47) war der stationire Strom im Stromkreise der

Abb. 29 gegeben durch:

1

L —

: € ® C
L= gsin wt 4+ P — arctg o =

‘/r’ + (mL — a)LC> " M
= Jsin (0t + P — @)
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In Funktion der Kreisfrequenz e erreicht die Stromamplitude 3 ein
Maximum, wenn

ol = oder ® = 2

Dann wird

Die Kreisfrequenz @, der Eigenschwingung war aber nach V, (15)

gegeben durch:
1 72

—ILC T ir

A

(C)
wobei wir wissen, daf das zweite Glied gegeniiber dem ersten zu ver-
nachlissigen ist. Es folgt also:

Jmax fir: @0 = o,

D. h. bei einer bestimmten Klemmenspannung & erreicht die Stromstiarke
ihr Maximum, wenn die Frequenz der aufgedriickten Schwingung gleich
der Frequenz der Eigenschwingung ist. Diesen Zustand nennen wir die
Resonanz des Stromkreises.

Wie aus (2) und (3) hervorgeht, gilt diese Beziehung ,genau“ nur
dann, wenn der Stromkreis ungedimpft, d. h. der Ohmsche Wider-
stand r gleich Null ist. Hat » einen groBen Wert, dann fiihrt das Auf-
driicken der Eigenschwingungszahl nicht zum Strommaximum. Setzen
wir ndmlich den exakten Wert von @, aus (3) in die Stromamplitude
ein, so ergibt sich:

0

5 — ¢ _¢l/"w"z
Ly 7 3 _C

2 . — 2

‘/r +<w”L coeC> SR T 7

Die Wurzel aus dem Quotienten ist aber natiirlich kleiner als Eins.
1
E ergibt also immer das Strommaximum.

Die Beziehung: & — w®, ergibt es nur angenihert.

Die Beziehung: @ —

1
Ist oL — ok so ist nach (1) der Bogen ¢ gleich Null, d. h. der
Strom ist mit der Spannung in gleicher Phase. (1) lautet dann

@,_@sin(wt—{-__qp_)___ €

r r
d. h. in dem Stromkreise gilt das Ohmsche Gesetz.
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Ein schwingungsfihiger Stromkreis kann nun in zweifacher Art an
eine Stromquelle angeschlossen werden. Einmal in der eben erwihnten
Hintereinander- oder Serienschaltung von Kapazitit und Selbstinduktion
oder zweitens in ihrer Parallelschaltung.

Serienschaltung.

Die Wechselstrommaschine, mit dem Widerstand », und der wirk-
samen Selbstinduktion I, arbeitet mit der Klemmenspannung % auf den
Stromkreis, in welchem Kapazitit C,

Selbstinduktion L, und Ohmscher
Widerstand r, in Serie stehen. Der
Widerstand r, sei — wie es meist
der Tatsache entspricht — in der
Induktionsrolle konzentriert.
Die EMK der Maschine sei
e — € sin (wt) 4)
Nennen wir den Gesamtwiderstand und die Gesamtinduktion des Stromkreises
r=r,+ry; L=L,+ Ly
so ist der stationdire Strom 4 1
G oL ——
T = sin \ @t — arctg ———— )

= |

Die Teilspannung ¢, am Kondensator ist daher gegeben aus

1
e — —j.'idt; mit:

c
1
L ——
1 ¢ @
¢ = —5 sin cat——arctg——mc—-—E (6)
@ 1 \2 r 2
V'r’ + <wL — —)
oC
Die Teilspannung ¢;, an der Induktionsrolle aus:
e = ir, + LIZ_:; mit:
eL=Vr1’+m2Lf- ¢ T
7‘2 < L—1
V +e a)C’)
1
oL — —
«sin \ @t — arctg —C + arctg @, ©)
r
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Aus den Gl (6) und (7) sehen wir, da8 die beiden Teilspannungen
an Kondensator und Induktionsrolle der Stromstirke proportional sind.
Ist I die Stromamplitude, so ist

1
oC
Abb. 35 zeigt das Diagramm der Schaltung, dem wir das Weitere ent-
nehmen. Wir gehen von der Stromstirke (Vektor OJ) aus. Hinter

¢, = 3; und € = Vr} 4+ &®L23; <)

dieser um 90° verzogert ist die Kondensatorspannung O€,; die Spannung

L
O€; an der Induktionsrolle aber eilt dem Strome um arcty 0% voraus
1

[s. Gl. (6) und (7)]. Die geometrische Summe beider Teilspannungen ist
die Klemmenspannung O, die gegen den Strom um ¢, in der Phase

verschoben ist, wobei nach der Abbildung
1
wC
@, = arcty — 9)
rl

Wollen wir die EMK O€ des Generators haben, so haben wir noch
die induktive (3@ ZL,) und die Ohmsche (J7,) Spannung der Maschine
sinngemédf zu O zu addieren, wodurch wir Punkt a erhalten.

Machen wir

oL, —

KE H Cra; oder: aC€ H 06,

so ist O€ der Vektor der EMK, der um ¢, gegen J phasenverschoben
ist. Es ist dann nach der Abbildung, und Gl. (5) entsprechend:

1 2
@=8Vm+muﬁm&+hwwm}

o (Lo + L) — — (10)

wC
ro+ 7y

@, = arcty
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Die Klemmenspannung ergibt sich aus dem Diagramm mit:

\ 2

=23 Vrf + (wL, — m_lé) (10 a)

und fiir 3 aus (10) den Wert gesetzt
1 2
‘/7? + ((DLI _ m—a)

v/(ro + )’ + { ® (Ly+ L) — 2’% }’

Machen wir nun

R=E¢C (11)

1

ol =50

stellen wir also den Zustand her, den wir Resonanz nennen, so wird
nach (10) die Stromstirke

- c (12)
Vi + 1) + 0’ L]
Die Klemmenspannung nach (11)
€
K = — . 13
Voot ry oy )

und die Phasendifferenz zwischen beiden nach (9)
¢, =0

Es fallen also Klemmenspannung und Strom in der Phase zusammen.
Die beiden Teilspannungen werden nach (8)

(] I
" Yoot t @Dy 90
= Vet m?+ azg Vi o
Nebhmen wir nun auch r, als verschwindend klein an, so wird die
Stromstéarke
& (65

=————; die Teilspannungen: €, =€; = ——v-—
Vri+e®L? e r Vr3+ oL,

wL; (14)

und die Klemmenspannung nach (13)

R =0.
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Die Maschine arbeitet also in diesem Falle auf einen vollkommen wider-
standslosen Stromkreis; sie gibt den maximalen, den Kurzschlustrom.
Da die Klemmenspannung Null ist, wiirden wir an der Situation nichts
Abb. 36. dndern, wenn wir iiber die Klemmen einen kurz-
! schlieBenden Biigel legen (strichpunktierte Linie in Abb. 36)
CAEZ:::J und dann die Maschine abschalten wiirden.
i Der maximale Stromfluf, oder sagen wir der
‘ Schwingungszustand wiirde dann, mangels einer Démpfung
(r, = 0), im Schwingungskreise dauernd bestehen bleiben. Wir sehen,
daB dieser Zustand mit Recht als Resonanz bezeichnet wird.

Die Gl. (14) zeigen, daB in diesem Zustand der Strom und, in-
folgedessen, die beiden Teilspannungen die moglichen Maximalwerte
erreichen. Die Teilspannungen aber sind um 180° gegeneinander ver-
schoben und ergeben daher die Klemmenspannung Null. Es ist —
meiner Meinung nach — erstaunlicherweise, gebrduchlich geworden,
diesen Zustand als ,Spannungsresonanz‘ zu bezeichnen, obwohl die
Klemmenspannung Null und der Strom ein Maximum wird. Richtiger
wire es wohl, ,diesen“ Zustand als Stromresonanz zu bezeichnen; mit
dieser Bezeichnung kommt man aber in Konflikt mit der gebriduchlichen
Bezeichnung der, sogleich zu besprechenden, Resonanz in Parallelschaltung.
Es ist daher vielleicht am zweckmifigsten, den Zustand als ,Serien-
resonanz® zu bezeichnen.

Jedenfalls nehmen wir zur Kenntnis, daB bei dieser Serienresonanz
der maximale Strom und gewaltige Teilspannungen an Kondensator und
Induktionsrolle auftreten, die besonders fiir den Kondensator (Kabel) ge-
fahrlich werden konnen.

Parallelschaltung.
Die Maschine arbeite mit einer Klemmenspannung
= Rsin(ot)

auf die beiden parallelgeschalteten Stromzweige.
Dann ist nach V, (47)

1
i = ,_.@__]_7 sin | @t — arctg jﬁﬁ (15)
3 o 1
‘/TI +< wC’)
iy = & sin (a)t —- arcty E’_é) (16)
Vri + o' L? Ty
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Die Effektivwerte der Teilstrome sind also:
K ) K

Thre Phasendifferenzen mit der Klemmenspannung, ohne Riicksicht auf
das Vorzeichen:

J, = 17

1
wC oL
@, = arclyg ;L = arctg — (18)
LAY LA

Wir wollen das Weitere wieder aus dem Diagramm (Abb.38) ableiten.

Wir gehen von der Klemmenspannung O K aus. Der Strom 4, eilt
dieser um den Winkel ¢, vor [s. (15)]; wir zeichnen also, um ¢, geneigt,

Abb. 37.

den Vektor J,. Der Strom 7; eilt der Klemmenspannung um den Winkel
@z nach [s. (16)]; wir erhalten also Jz. Die Teilstrome 4, und i; er-
geben ihren Summenstrom 4; somit ergibt die geometrische Addition der
Vektoren J, und J, den Effektivwert J des Summenstromes. Der Winkel ¢
ist der Phasenwinkel zwischen Klemmenspannung und Summenstrom.

Aus der Abbildung folgt:
J2=J} + I —2J Jcosp;
y = 180 — (@ + ¢y)

. cosy = — cos (p; + @r)
somit

J? = J¢ + Ji + 2 I J 008 (9o + @r)
J? = J¢ + JL + 2 J, Iy, cos @, cos @, — 2 J, J1, sin @, sin @,
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aus (17) und (18) die Werte eingesetzt, folgt:

K? K?
" Ly et
+ 2 K K 7y Ty _
Vrf+<w1_c>2 Vri + o?L? V"f +<a,1—0)2 Vr} + o®L2
2 K a0 on
s (1N V2L, /1N Vrite’l?
Vrl + <m—6> Vrl + <EE>
K2 1
J? — {,1214_(031_0)2} it ) {r§+m2L2+rf+W+
+27'17'2—2ml—0wL}
J? — K? {(r1+rs)2+<Q’L—wl—C>2} 19)

12
i+ (Go) | b+ o)

Ebenso folgt aus der Abbildung:

Je stn @ — J1, sin @,

Jo c0s @, + Jp, cos g’

oder bei Einsatz der Werte aus (17) und (18)

g —

1 .
o0+ @) — oL (it o)
tgp = (19a)
2 27T 2 1
n 3+ @' L) + 1y (R4 )

Es ist also der Summenstrom gegeben durch:
i = i+ i, = Jsin (ot + ¢);

Oy 4 (0L — )

oder

i =8

- :
(it gt o
\ (20)
1 1
— 03+ L) — oL (4 W)
- 8in { ot 4 arctg

1
r(rg + @®L? + ry <r1“ + ~2—02>

@
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Ist ,nur“ Ohmscher Widerstand im Stromkreise, d. h. sind @Z und

L gleich Null, so wird:

@C
; — Ksinot k

x> 7,7,
7 L kP
D. h. fiir den Summenstrom gilt das Ohmsche Gesetz; denn

"7y
b,
ist bekanntlich der Widerstand der parallelgeschalteten Widersténde r,
und 7,
Ist

1
ﬁ)L:—m—C—>O

so wird nach (19) der Effektivwert des Summenstromes:

r g

J=K (204a)
Vo + &’ L) (] + o L?)
und nach (19a) der Phasenunterschied
oL (rg—r
@ = arctg #—;—G—JTL]% (20Db)

Wiirden nun auch die beiden Widerstdnde r, und r, gleich Null, so wird
der Summenstrom ¢ gleich Null. Die Teilstrome i, und i; werden aber
in diesem Falle nach (17) einander gleich. Abb.37 zeigt uns: Der
Stromzufluf zu dem System hort auf, im System aber bleibt ,ein* Strom

e — —1p,

bestehen. Wiirden wir die Stromquelle abschalten, so wiirde dies an dem
Stromungs- bzw. Schwingungszustand des Systems nichts #@ndern. Das
System schwinge, mangels einer Dimpfung (r, = r, = 0), weiter. Es
ist in Resonanz.

Wie bereits oben bemerkt, ist es gebriiuchlich geworden, diesen
Zustand als Stromresonanz zu bezeichnen. Da der Summenstrom Null
wird, der Strom im System aber einen normalen, endlichen Wert behiilt,
erscheint diese Bezeichnung als hochst ungliicklich und unzutreffend
gewiihlt.

Wir wollen, zum Unterschied von der oben behandelten Serien-
resonanz, diesen Zustand als ,Parallelresonanz* bezeichnen.
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Der scheinbare Widerstand eines solchen Stromkreises, fiir den

ol = L ist, ist nach (20 a)
wC

g Yoit L) (] + 0*L?)
Tt

Ist: r, &~ O und 2 gegen w?L? zu vernachlissigen, so folgt:
1 s 8€8 g g

w?L?

Ty

R =

1
als scheinbarer Widerstand eines Systems nach Abb. 39, wenn @ L —= — ist.

oC
Bei Parallelschaltung von Kapazitit und Selbstinduktion ist im Dauer-
betrieb eine gefihrliche Strom- oder Spannungserhohung nicht zu be-
fiirchten. Wohl aber kann das Abschalten der Stromquelle

Abb. 39. gefiahrlich werden, wenn keine Resonanz vorhanden ist.
=0 Wir wollen annehmen, daf wir zufillig einen
Ausschaltmoment treffen, in welchem die Kondensator-
¢ spannung Null ist, also
/ e, =0
Dann ist nach (15) wegen:
e — %j.icdt
1
e = mlé—*__@ —l—sin(cot + arct m—;f——%) =0
Jri+ s
und daher:
1
ot — ; — arctg %C_'

1

Der gleichzeitige Wert des Stromes ¢;, ergibt sich, wenn wir diesen Wert
von @t in (16) einsetzen; es wird:

1
. R ./ oC o L\)
i, = “V___r; ey > sin {E — <arctg—’T + arctg 7,;;_) f
1
[ oC
= ——————— (0§ {arctg i + arctg ﬂ}
V": + o? L? £} 7y
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oder nach Einsatz der goniometrischen Funktionen:

L
T (wn—7)

w?C?

1 1
r3 + o® L* Vr’ N
1

Die kinetische Energie der Induktionsrolle ist daher in diesem Moment
gegeben durch

iL:‘@'

L}
2
die elektrostatische Energie des Kondensators aber ist im Abschalt-

moment, wegen ¢, = 0, Null. Im abgeschalteten System wird nun die
3

" c
Energie % an den Kondensator, in die Form T"c , abgegeben, so daf aus:

Ced . . . 1/Z
- =5 sich ergibt: e, = iy, Vﬁ

als die Spannung, die unmittelbar nach dem Abschalten am Kondensator
zu erwarten ist. Fiihren wir den Wert fiir ¢;, ein, so folgt:

L
r+ IVl frie?ci\ ' O

Betrachten wir den Grenzfall verschwindend kleiner Widerstinde, also

r,=1r,=0
so wird L
o= —@VOLL_ g1 L __ go
¢ o’ C ®CL ®
1
denn es ist ja: VC’_L = @, der Eigenkreisfrequenz.

Je kleiner also die aufgedriickte Frequenz gegeniiber der Eigenfrequenz
war, desto hoher steigt die Kondensatorspannung beim Abschalten; sie
kann daher gefihrliche Werte erreichen.

Treffen wir hingegen einen Abschaltmoment, in welchem

/éL == O,
dann ist nach (16)

L
ot = arctgi’_
Ty
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somit in diesem Moment nach (15) wegen:

1
ec e -a j 1cdt
1
1 L c
€ —= — ——L___cos arctg o + arctgw—
aC R 1 Ty 7y
r+ 2 C?
oder ausgefiihrt:
. — 1 @ 1 1 ( L . r)
T wC r2 VT + @?L2 \C v
_]_
pJdetzt* ist im Abschalbmoment die kinetische Energie (wegen i; — 0)
2

c

Null, aber die potentielle des Kondensators gegeben durch ~.—§3- Diese
L

Energie wird also an die Induktionsrolle in die Form # abgegeben

Ced L} P, VE
2 T2 YL

als Strom, der unmittelbar nach Abschalten in der Induktionsrolle auftritt.
Setzen wir den Wert von ¢, ein und betrachten wir wieder den Grenz-
fall r, = r, = 0, so wird:

lL:@coC LV —Q‘/

In diesem Falle kann keine Spannungserhdhung auftreten, denn die
Spannung an der Induktionsrolle ist ja jetzt gegeben durch:

und es folgt aus:

er = welLiy,
da das System, nach der Abschaltung, mit der Eigenfrequenz e, weiter-
schwingt. Somit:

Die Spannung iiberschreitet also in diesem Falle, nach dem Abschalten,
die urspriingliche Klemmenspannung nicht.
Das sind die beiden Grenzfille fiir die Abschaltung Im ersten,

dem gefihrlichen, wurde die kinetische Energie LTZ- der Induktionsrolle

an den Kondensator abgegeben, der in diesem Moment keine Energie
2

besaf; im zweiten gab umgekehrt der Kondensator seine Energie % an

den energiefreien, induktiven Leiterzweig ab.
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Spannungs- und Strommaxima bei der Serienschaltung.

Wir wollen nun in einem Stromkreise nach Abb. 34 die Anderungen
der Teilspannungen und des Stromes in Abhingigkeit von den Grofen
C, L und o studieren.

Die Klemmenspannung & halten wir, mittels der Maschinenerregung,
konstant.

Es war nach (10a):

3= e @1)
2 1 .
VTI + (G‘)Ll— ﬁ)—C)
nach (8)
G, = w_lo_s und G = 3Vr! + 0®L? (21a)
somit:
1 8 L
€. =sc 1 Vria?C? + (@?CL, — 1)? 22
Vrf + <(DL1 _ &)—6> 1 1
G, — @ Vri+ o’L? _@ wCVr} 4 o’L} ©3)

Vﬂ+@g_$; Vri@* 0+ @ CL, — 1

1. Verlauf von €, €7, J und ¢, in Funktion von C (s. Abb. 40).
Aus (22) folgt:

i@_c_ — 8 —@?’r}C —e’L, (0®CL, — 1) _

aC {‘/rlﬂm2 c? + (@*CL — 1)2}3

wenn
L
C _— = —————1 N
O = ey 24)
also das Maximum von €, tritt fiir den Wert C, der Kapazitit ein. Setzen
wir C, in (22) ein, so ergibt sich der Maximalwert der Kondensator-
spannung mit
2 272
(F— @M (25)
£
. . . . . . ¢,
Bestimmen wir noch den zweiten Differentialquotienten a07 und

setzen ihn Null, so finden wir, da8 die Kurve fiir €, zwei Wendepunkte
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 8
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bat, die symmetrisch zur Maximalordinate liegen. Die Wendepunkte
werden erreicht fiir Kapazititen:

. L, 1 r, 1
T+ o'l rl+e*Llle V§
L, 1 r, 1

C’u

T AR ey V2
Die Kurve fiir €, beginnt in der Abb. 40, dieser Entwicklung ent-
sprechend, fir ¢ = 0 mit dem Wert der Klemmenspannung &, erreicht
fir ¢ = C, thr Maximum, fillt, symmetrisch zum aufsteigenden Aste, bis
R, fiir ¢ = 2 C,, und strebt dann fiir weiter wachsendes C der Null zu.
Aus (28) folgt das Maximum von € fiir die Kapazitit:

1
ol = Za,
oder 1
C, — —— 26
= o (26)

also fiir den Zustand, den wir als Resonanz bezeichnet haben. Aus (24)

und (26) ergibt sich:
— Ay
G =16 {1 T <coLl> ]

Die Maxima der Teilspannungen finden also nicht fiir denselben Wert

der Kapazitit statt; die Kondensatorspannung erreicht ihr Maximum fiir
einen kleineren Wert der Kapazitit als die Induktionsspannung, denn
G, <Gy
und zwar um so kleiner, je grofer der Ohmsche Widerstand », ist. Der
Ohmsche Widerstand verschiebt also die Lage der Maxima
der Teilspannungen gegeneinander.
Setzt man C, in (23) ein, so folgt:
@Lmax - @M = c“!'TCmam
. TI
Die Maximalwerte der Teilspannungen sind also gleich. Auch die
€;-Kurve hat zwei Wendepunkte; diese liegen aber nicht mehr symmetrisch
zu der Maximalordinate. Die &;-Kurve beginnt mit Null, erreicht das
Maximum und strebt fiir C = oo dem Werte & der Klemmenspannung zu.
Der Strom J erreicht nach (21) zugleich mit §; das Maximum und
sein Verlauf ist nach (21) und (23) durch die Kurve fiir € gegeben,

wenn man deren Ordinaten durch Vrl" + @®L} dividiert.
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Der Phasenwinkel ¢, zwischen Klemmenspannung und Strom ist
nach (9) gegeben durch 1
oL, ——
oC

g, = r
1

Fiir C = 0 beginnt also ¢, mit dem negativen Maximum: ¢, = — %; mit
(]

1

G)_C’ also fiir C = Cg,
und strebt fiir weiter wachsendes C dem positiven Werte arctg
Die ¢,-Kurve hat einen Wendepunkt fiir ¢ = C,. 1

wachsendem C nimmt @, ab, wird Null fir 0 L, =

oL,

zu.

Abb. 40 zeigt den Verlauf der Kurven fiir das Beispiel:
= 100Volt, f= 50,35, also @ = 316,2, L =02H, r=20L.

Comax fir: C, = 45,45 MF; mit 331V
Crmax fir: G, 50,0 MF; mit 331V

C' = 3525, (" = 5,65, Spu = bAmp.

@, = —90° bis | 72027
€ = €;, wemn C — 47,7MF

R. Verlauf von €, €;, 3 und ¢, in Funktion von L, (s. Abb. 41).
Aus (22) folgt:
a5, _ :
aL,  |Vrie*C*+ (@*CL,—1))°

Il

(@ CL, — 1) @*C = 0,

8%
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wenn

1
L, = = @7
Diesen Wert in (22) eingesetzt, ergibt:
e
@cmax - ’rle (28)
Aus (23) folgt:
a€
d—Li =0, wemn *CL?}— @’L, = &’r}C
oder wenn
1 T L A4.2.202 0
L, = m@ +V1+ 4r262C?) (29)
Dieser Wert in (23) eingesetzt, ergibt:
1 4 2 .22 1
Cpme = & VLA E (30)

V14 4r20?0?—1

Der Vergleich von (28) und (30) zeigt, daf die maximale Spannung
an der Induktionsrolle (€ ..,) gréfer ist als die maximale Spannung

am Kondensator. Nur wenn der Widerstand r, — O ist, werden die
Spannungsmaxima gleich, und zwar unendlich gro8 und treten fiir den-
selben Wert von L, auf, nimlich L, = —%——(—J-

®

Der Phasenwinkel @, zwischen Klemmenspannung % und Strom ¢

beginnt fir L, =— O mit dem Werte arclg (— >, erreicht fiir das

1
roC
Maximum der Kondensatorspannung den Wert Null und wichst dann bis
zum Werte %

Der Verlauf der Stromstérke ist nach (21a) jetzt identisch mit dem
Verlauf der Kondensatorspannung, nur sind, um aus der €,-Kurve die
Stromstirken zu entnehmen, die Kurvenordinaten mit @ C zu multiplizieren.

Abb. 41 zeigt den Verlauf der Kurven fiir das Beispiel:
£ = 100Volt, f = 50,35, @ =— 316,2 C = BOMF, r, = 20L
und L, — variabel.
Die Kondensatorspannung &, erreicht ihr Maximum fiir

1 1 .
L= 5= 5650 10= = 02 B Wit Conux = 316Volt:



— 117 — [VIL
Die Spannung & erreicht jhr Maximum fiir
- 2'390(1-{-}/1-‘_47-1’0,505):0,218 H, mit @Lmtx= 345 Volt.

Es wird
€, = €, = 312Volt, wemn L, = 0,1896 H,
Spue = BAmp, @, = — 72027 bis -+ 90°.

3. Verlauf von €;, €;, 3 und @, in Funktion von @ (s. Abb. 42).
Aus (22) folgt:

d€, g 1 1 ,C
=0, wem o = E<1—§r1 f) 31)
Setzt man diesen Wert in (22) ein, so folgt:
@cmax =8 Ly (32)
V L, rf
r,C —_—
Aus (28) folgt: ¢

a€y )
_____O wenn  ? 2CL (1+‘/1+2rlf (33)

Dieser Wert in (23) eingesetzt, ergibt:

V1+2 _C_+1
@Lmax——‘Q (34)
1+2 +r C —1
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Auch hier treten die Maxima der Teilspannungen nicht fiir denselben
Wert der Frequenz auf. Der Ohmsche Widerstand verschiebt die Maxima
gegeneinander und ist die Ursache fiir die Ungleichheit der Maxima. Ist
der Widerstand Null, so werden beide Teilspannungen unendlich gro8 und
werden fiir den Wert

erreicht.
Gleichheit der Teilspannungen tritt ein, fiir

1 1 ,0% 1 C
2 ___ et T T 8T
> = CLI(VH" Al AN Ll)
Die Kurve der Stromstirke hat hier natiirlich einen anderen Verlauf
als die Kurven der Teilspannungen.

Der Phasenwinkel ¢, geht von 90° Voreilung durch Null in 90°
Nacheilung iiber.

Abb. 42 zeigt den Verlauf der Kurven fiir das Beispiel:
£ = 100Volt, = BOMF, L, = 02H, r, =208
und ® — variabel.
Die Kondensatorspannung €, erreicht ihr Maximum nach (81) fiir:

® = 308,9

f— 495 b Come = 3205Volt
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Die Spannung & erreicht ihr Maximum nach (33) fiir:

o = 3205

f sl Mt Coume = 3350 Volt

Das Maximum der Stromstirke ergibt sich nach (21) fiir:

0 = ! = 316,2
yor, mit 3 pex = 5Amp.
f = 50,35

Man findet diese drei besprochenen Fille oft so dargestellt, daB unter
€, die Spannung an der Induktionsrolle verstanden wird, die aber selbst

als widerstandsfrei angesehen ist, wihrend Abb. 43.

man den Widerstand separat in den Stromkreis ¢

gelegt denkt. Es wire dies die Schaltung nach Il

Abb. 43. Die Spannung e¢; wird dann zwi- | "]el:‘ 3

schen den Klemmen a und b gerechnet. {" f
Da nun die Induktionsspule immer Wider- i "mb

stand, ja meist den ganzen Widerstand des <>

Kreises beinhaltet, habe ich die Darstellung in

der Schaltung nach Abb. 34 gewihlt. D.h. nichts anderes, als daB in der
Schaltung nach Abb. 43 die Spannung e; nicht zwischen @ und b, sondern
zwischen @ und ¢ gerechnet ist.

Partielle Resonanz.

Wir haben bis jetzt die Resonanzerscheinungen unter Grundlage
preiner“ Sinusschwingungen verfolgt. Gerade hier ist nun das Vor-
kommen ,verzerrter Wellen von besonderer Bedeutung, da — wie leicht
verstidndlich ist — die Daten des Stromkreises derartige sein konnen, daB
irgend eine der hoheren Harmonischen in Resonanz gerit, wenn dies dann
natiirlich mit der Grundwelle auch nicht der Fall ist.

Hat unsere EMK die Form

e = G, sin (ot + ¢,) + €, sin B ot + @5) + -

so wissen wir, nach V, Gl (51), daB die Amplitude der k-ten Strom-
harmonischen gegeben ist durch:

G,

Vr’ + (kaoL — E;—CY

G =
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Unsere ganze vorangegangene Entwicklung gilt nun fiir jede hohere
Harmonische genau so, wie frither fiir die reine Sinuslinie. Wir finden

also auch
(35)

R
2

‘/rf+ <k¢‘oL1 — I—coi_0>

wenn & die Amplitude der #-ten Harmonischen der Klemmenspannung ist,
und finden fiir die Amplituden der %-ten Harmonischen der Teilspannungen
an Kondensator und Induktionsrolle, nach (22) und (23) die Ausdriicke:

2 2.2 72
1 \Qk . — R v'rl +kGJL1 (36)

Ck: kmC ] 1 27 @Lk — J\g ) 1 2
Ty +<kcoL1— fa C> 5 +<kwL1—- teC C)

In allen Ausdriicken ist, gegeniiber frither, an Stelle der Kreisfrequenz
o, ihr k-facher Wert getreten.

Es ergeben sich demmnach die Resonanzbedingungen fiir jede
hohere Harmonische, wenn wir in den frither abgeleiteten Ausdriicken
fir @ tiberall kw setzen.

Wir wollen diese partielle Resonanz wieder an einem Beispiel ver-
folgen.

Auf einen Stromkreis nach Abb. 34 wirke eine Klemmenspannung ¥,
die konstant gehalten wird und die eine Kurvenform hat, die durch die
Gleichung

Sk:

= 100 sin @t 4 30 sin 3 @t — 10 sin b et 37

gegeben ist. 7, und L, sollen in dem Stromkreis konstant bleiben,
ebenso die Kreisfrequenz @, hingegen soll die Kapazitit C veridnderlich sein.

Aus (37) folgen zunichst die Amplituden der drei Harmonischen der
Klemmenspannung:

f, = 100Volt, K, = 30Volt, £, = 10Volt.
Im Stromkreis sei:
rn =108, L,=1H, o = 3162.

Wir wollen jetzt die Kapazitdt von Null an wachsen lassen und
hierbei das Verhalten der Stromstdrke studieren.

Da wir drei Harmonische der Klemmenspannung haben, erhalten wir
auch drei Stromharmonische, deren Amplituden durch (35) gegeben sind.
Aus (35) folgt sofort, daB fiir C =— O alle drei Stromharmonische Null
werden, da die Wurzel im Nenner von (35) Unendlich wird.
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Lassen wir die Kapazitit auf z. B. 0,2 MF anwachsen, so folgt aus (35):

3, = 100 ; - = 0,00645 Amp.
V102+<1'316’2' 1 —1 3162 02. 10—&)

3y = 30 - - = 0,00693 Amp.
‘/102 +(3‘316’2' =3 316309, 10—«)

3, = 10 = 0,00632 Amp.

1
2 —
VIO +<5'316’2'1 5.316,2.0,2.10““)

Somit die effektive Stromstirke bei dieser Kapazitit nach II, Gl. (4):

Top = %slyl @@ =

1
= ﬁo,ooezmv 1+ 1,072+ 0,979 = 0,00804 Amp.

Auf diese Art berechnen wir die Stromstirken fiir jede beliebige
Kapazitit.
~ Aus (35) folgt aber auch sofort, daB es drei ausgezeichnete Werte
der Stromstirke geben muf, die jenen Kapazititswerten entsprechen,
welche die Amplituden der drei Stromharmonischen zu Maximalwerten
machen. Da die Maximumbedingung fiir die k-te Stromharmonische gegeben

ist durch: 1

Peo?L,
so folgt das Maximum und damit die Resonanz der Grundharmonischen
fiir:

C =

1

= =— L1076 =
L= Trg1ear1 = 1010 10 MF

c

die Resonanz der dritten Harmonischen fiir:
1
— — — 6 —

C, = T 316051 — 1,11.10~¢ = 1,11 MF
die Resonanz der fiinften Harmonischen fiir:
_ 1
T B52.316,22. 1
bei wachsender Kapazitat tritt also die hochste Harmonische zuerst in
Resonanz.

c, — 0,4.10—% = 0,4 MF
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1. Resonanz der fiinften Harmonischen. C = 0,4.10—¢,
somit:

3, = 100 1 . — 0,0131 Amp.
2 —_— e
VIO +<316’2'1 316,2.0,4. 10—6)
J; = 30 - = = 0,0178 Amp.
2 —
‘/10+(3'316’2'1 3».316,2.0,4.10—“)
s = —10— = 1 Amp.
Y1024+ 0
und
1 0,0178\2 1 \2
= —— ! = 71 .
Jo V2 0,0131 Vl +(0,0131) <0,0131> 0,71 Amp

2. Resonanz der dritten Harmonischen. ¢ — 1,11.10—¢
3, = 0,0395, 3, = 3, 3; = 0,0099,
Jyun = 2,12 Amp.
3. Resonanz der ersten Harmonischen. C =— 10.10—¢
3, = 10, 33 = 0,0356, J; = 0,0066,
Jo = 7,07 Amp.
Abb. 44 zeigt die Anderung der Stromstérke mit wachsender Kapazitit.
Wir finden drei Strommaxima, die den Resonanzfillen der drei
Harmonischen entsprechen. Diese drei Strommaxima haben nach (36)

drei Maxima der Teilspannungen am Kondensator und der Induktion
zur Folge.
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Aus (36) ergeben sich die Amplituden der Spannungsharmonischen

am Kondensator mit
Sk
Co = koC
Fiir unser Beispiel finden wir bei Resonanz der fiinften Harmonischen,
also C = 0,4 MF
€, = 104, €, = 47, €., = 1581,
somit
E

0,4

= 1120Volt,

bei Resonanz der dritten Harmonischen, also ¢ = 1,11 MF

€, = 113, €., = 2850, €, = 5,6,
somit

E

1,11

= 2020 Volt,

und bei Resonanz der Grundharmonischen, also C =— 10 MF
@01 = 3162, @ce‘ = 3,75, €, = 0,42,

. 5
somit

E

C1o0

= 2240Volt.

Der Effektivwert der Klemmenspannung war aber nach (37)

100 307 /10
r==]1 +<W> + <T66> — 74,3Volt.

Wir finden also bei Resonanz der fiinften Harmonischen eine
1120
74,3
und bei Resonanz der Grundharmonischen eine 30fache Erhthung der
Teilspannung am Kondensator gegeniiber der aufgedriickten Klemmen-
spannung.

= 15fache, bei Resonanz der dritten Harmonischen eine 27fache,

Solche Spannungserhthungen miiten natiirlich zum Durchschlag des
Kondensators fiithren.

So notwendig die Benutzung der Resonanz bekanntlich in der ge-
samten drahtlosen Nachrichtentechnik als ,Mittel zum Zwecke“ ist, so
sorgfaltig ist sie — als hochst gefihrlich — in der Starkstromtechnik
zu vermeiden.

Wir haben gesehen, daB Resonanz durch die Variation einer der
GroBen C, L und @ zu erzielen ist. Kapazitit und Induktion sind nun
in Starkstromnetzen kaum als verinderlich anzusehen; hingegen #ndert
sich die Frequenz in weiten Grenzen, wenn — fehlerhafterweise — das
Netz auf den stillstehenden Generator geschaltet und dieser dann erst auf
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Touren gebracht wird. Die Frequenz wichst dann von Null an. Die
Resonanzbedingung fiir die k-te Harmonische lautet wie friiher:

1
koL — ——
oder daraus ko C
1 1 1 1
0=———, und = ——=
kycrL k2gyCL

je groBer also %, die Stellzahl der Harmonischen, ist, um so kleiner ist die
Frequenz, die zur Resonanz dieser Harmonischen fiihrt. D. h. beim An-
lauf des Generators kann partielle Resonanz eintreten, wobei die hochsten
Harmonischen zuerst in Resonanz geraten.

Man konnte hier wohl einwenden, daB einer geringen Drehzahl des
Generators auch eine geringere Klemmenspannung entspricht, was ja richtig
ist; aber die Spannungssteigerung durch Resonanz kann eine so vielfache
sein, daB der normale Wert der Klemmenspannung reichlich iiberschritten
werden kann.

Jedenfalls besteht, der Resonanzgefahr wegen, die Anlafregel zu
Recht: Zuerst den Generator auf Touren bringen und dann das Netz
anschalten!

Noch eine weitere, sehr bemerkenswerte Folge der partiellen Resonanz
ist hervorzuheben. Das ist die Anderung der Form der Stromkurve gegen-
iiber der Form der aufgedriickten Klemmenspannung.

In unserem Beispiel verhielten sich die Amplituden der drei Har-
monischen der Klemmenspannung wie

100:30: 10,

welches Verhiltnis eine starke Verzerrung der Kurvenform bedeutet.
Betrachten wir dagegen das Verh#ltnis der Amplituden der Har-
monischen der Stromstirke, bei Resonanz der Grundwelle, so ist dieses:

10:0,0356 : 0,0066.

Waren also bei der Klemmenspannung die hoheren Harmonischen
30 bzw. 10 Proz. der Grundwelle, so sind sie, fiir die Stromstirke, bei
Resonanz der Grundwelle, nur 0,36 bzw. 0,066 Proz.

Die Stromstirke hat also bei Resonanz ihrer Grundwelle nahezu reine
Sinusform, obwohl die aufgedriickte Klemmenspannung stark verzerrt ist.

Betrachten wir die Amplituden der Harmonischen der Teil-
spannungen, z. B. der Kondensatorspannung, bei Resonanz der Grund-
welle, so stehen diese nach unserer vorigen Rechnung im Verhiltnis

3162 : 3,75:0,42,
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die beiden hoheren Harmonischen sind also gar nur 0,12 bzw. 0,013 Proz.
der Grundwelle. D.h., daf die Kurvenform der Kondensatorspannung
,praktisch¢ als reine Sinuslinie anzusehen ist.

Wir finden also in der Resonanz ein Mittel — und es gibt kein
besseres — zur Herstellung reiner Sinuslinien der Teilspannungen, die
wir dann als Stromquellen dort verwenden konnen, wo wir aus meS-
technischen Griinden reine Sinuslinien brauchen.

Wir haben durch Resonanz der Grundwelle, diese, aus der verzerrten
Form — wie man zu sagen pflegt — herausgeschilt.

Was wir hier fiir die Resonanz der Grundwelle sahen, gilt in shnlicher,
wenn auch nicht so ausgepriagter Art fiir die Resonanz der hoheren Har-
monischen. Die Ziffern unseres Beispiels zeigen, da8 sich die héheren
Harmonischen nicht in derselben Reinheit wie die Grundwelle herausschilen
lassen.

Fiir die, hier ,partielle Resonanz“ genannte, Erscheinung findet man
zuweilen die Bezeichnung ,mehrfache Resonanz“. Ich halte diese Be-
zeichnung nicht fiir gliicklich gewihlt, da sie den Gedanken aufkommen
148t, daB ,gleichzeitig mehrere Harmonische in Resonanz treten, was
unmoglich ist. Das Wesen der Erscheinung besteht ja darin, daB eben
nur ,eine“ Harmonische in Resonanz gerit.

VIII. Der Einschaltvorgang auf Leitungen
mit gleichmaflig verteilter Kapazitat und Selbstinduktion.

In den vorangehenden Abschnitten haben wir Stromkreise mit 6rtlich
konzentrierter Kapazitit und Selbstinduktion behandelt und in Sonder-
heit den Einschaltvorgang in solchen Stromkreisen studiert.

Lange Hochspannungsfernleitungen und weit verzweigte Uberland-
netze stellen nun Stromkreise mit gleichm#Big verteilter Kapazitit
und Selbstinduktion dar. Die Schaltvorginge jeder Art sind fiir solche
Anlagen von groBter Bedeutung und sind daher seit vielen Jahren Gegen-
stand intensivster Studien. Wir wollen von diesen Schaltvorgingen nur
das ,Grundproblem®, dieses aber mit moglichster Beriicksichtigung
paller“ einfluBnehmenden Faktoren behandeln. Dieses Grundproblem
ist ,der Anschluf einer offenen Leitung an eine Stromquelle“.

Wir denken uns eine Zweidrahtleitung von der Linge 7, die Ohmschen
Widerstand, Selbstinduktion, Kapazitit und Ableitung, d.i. der
Reziprokwert des Isolationswiderstandes zwischen den Drihten, besitzen
soll. Diese vier, unter dem Begriff ,elektrische Daten“ gefiihrten, Eigen-



VIIL] — 126 —

schaften der Leitung, wollen wir, pro Kilometer Leitungslinge, mit bzw.
7, L, C und g bezeichnen. Das Vorhandensein von Kapazitit und Ab-
leitung bedingt natiirlich auch bei der offenen Leitung einen Stromfluf.

Abb. 45 zeigt ein Lingenelement dieser Leitung von der Linge dz.
Links sei die Stromquelle, rechts das offene Ende. Die Pfeilrichtung ist
also die Richtung fallender Energie; in dieser Richtung zshlen wir die

Abb. 45. Linge. x — O entspricht
der Stromquelle, # — 1 ent-
e=e-%Eax e . .
a0 spricht dem Ende. Die elek-
o 1 1 ==l" wn trischen Daten unseres Lii-
Stronquele ; offenss bode tungselementes sind 7 d 2,
bfe--dr -->d Ldx, Cdx und gdz; und wir
—_—

é denken uns dabei die Kapa-
‘ zitit und Ableitung unseres
Elementes ersetzt  durch
Kapazitit und Ableitung eines unendlich kleinen Kondensators am Ende
des Elementes. ¢ sei die Stromstirke in unserem Element, ¢ sei die
Spannungsdifferenz zwischen den Punkten ¢ und d. Dann ist die
Spannungsdifferenz zwischen a und b gegeben durch:

de

e —e ——du;

ox

denn (%;i ist ja bei unserer Zahlrichtung von z negativ. Die zeitliche
di
ot’
diese Abnahme ist gleich dem Linienintegral der elektrischen Feldstirke
itber die Randkurve der Fliche. Also

i
]
!
I
'
X x+dx

Abnahme der magnetischen Durchflutung der Fliche abed ist — Ldx

0i de
—_ — = ird — e =1 —_ -
dedt irde +e—e irdx + e e+0x dx

oder

0 )
_Egzwqujm (1)

Der Kondensator zwischen ¢ und d nimmt infolge seiner Kapazitit

Cduw einen Ladestrom von der Grofle Cdx% auf und laB8t infolge seiner

ot
Ableitung gdx einen Strom von der Griofie gdz.e durchgehen. Die
Summe dieser beiden Stréme ist der Strombetrag, der dem niichstfolgenden
Leitungselement entgeht, sie ist die Stromabnahme im betrachteten Ele-
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ment oder lings der Lange dw, also ——g—;dx. Es folgt somit die

Gleichung:
di Jde
—()—dx —gdx-e + dedt
oder
0@ Oe .

Die beiden Differentialgleichungen (1) und (2) geben dem Bilde,
das sich unsere Erfahrung von dem Strémungsvorgang gemacht hat, die
mathematische Fassung. Sie bilden den Ausgang fiir die weiteren Unter-
suchungen und gestatten uns, Spannung und Stromstirke auf der Leitung,
an beliebigem Orte, zu beliebiger Zeit zu bestimmen.

Zu diesem Zwecke eliminieren wir aus (1) und (2) durch Diffe-
rentiation die eine Unbekannte. Aus (1) folgt:

0% 0i 0%

—o2~ "os T Tasat )

aus (2) i 02 .

— 529 = 95 + Cp @

Die Werte oi daﬂi 2) und (4) in (3) ei tzt ben:

ie Werte von ~— un maus()un()m()mgesez,ergee.
e e

R e—}—(rC~}—gL)0t—}—L(Jat2 ®)

Differenziert man — um aus (1) und (2) ¢ zu eliminieren — zuerst (1)

nach ¢ und dann (2) nach z, so folgt:

0% 0%

a—;—’g‘ﬂ“’“%ﬁ”ots (6)

Wir finden in (5) oder (6) die sogenannte ,Telegraphen-
gleichung* in ihrer vollstandigen Form, die also den Verlauf von
Spannung oder Strom in Funktion von Ort und Zeit angibt.

Zur Losung unserer Gleichung fiir den gegenwirtigen Zweck machen
wir folgende Uberlegung:

Vor Austithrung einer Schalthandlung befindet sich eine Leitung in
irgend einem Beharrungszustand, den wir mit 2, bezeichnen wollen und
der auch — wie in unserem Falle — in vollstindiger Spannungs- und
Stromlosigkeit bestehen kann. Der Zustand ¢, wird stets durch die
Tatsache des Anschlusses oder Nichtanschlusses an die Stromquelle, durch
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die Art der Belastung der Leitung und selbstverstindlich durch ihre
elektrischen Daten bedingt sein. Durch Ausfiihrung der Schalthandlung
indern wir notwendig eine der zwei erstgenannten Bedingungen. Die
Leitung strebt hierauf erfahrungsgemif einem neuen Beharrungszustand
zu, den wir mit 2, bezeichnen wollen. Da 2, nicht sprungweise — die
Natur macht keine Spriinge — momentan auf #, folgen kann, so kann
2, mit £, nur durch einen verinderlichen, einen Ausgleichsvorgang ver-
bunden sein, den wir mit ¢, bezeichnen wollen.

Wir beobachten nun den ganzen Vorgang vom Zeitmoment des
Schaltens an, welchen wir { — O nennen, bis zu einer beliebig langen
Zeit t — oo nachher. Den Zustand auf der Leitung, in irgend einem
Zeitmoment ¢, der zwischen Null und Unendlich liegt, wollen wir mit
2; bezeichnen. Dann konnen wir den Ansatz machen:

2 = 2y 1+ &y, ¢
d. h. der veranderliche Zustand, zu einer beliebigen Zeit ¢, 2, ;, muf so
beschaffen sein, da er mit dem zu erwartenden, neuen Beharrungszustand 2,
den tatsichlich auf der Leitung herrschenden Zustand 2, ergibt.
Zur Zeit ¢ = O ist #; noch gleich #,, dem alten Beharrungszustand;

es folgt somit fiir £ —= 0
g = %, + Zy(t=0)

und daher:
Gyt=10) — &1 — 43 ©)
Zur Zeit t — oo ist z; in den neuen Beharrungszustand z, tiber-
gegangen, es folgt somit fiir { — oo
2y = &3+ Fyt =)
und daher:
Zyt=o) — O. ®)

Wir haben auf diese Art den Ausgleichsvorgang 2, so dargestellt,
daB er von einem beliebigen Anfangswert 2, — #,, mit wachsender Zeit,
gegen Null abklingt.

Wenden wir diesen Gedanken auf unsere Gl (5) und (6) an, so
konnen wir Spannung und Strom auf der Leitung, an beliebigem Ort, zu
beliebiger Zeit schreiben:

e = ¢+ & ®)
T =iy + by (10)

Hierin sind e, und 4, die auf der Leitung zu erwartenden Be-
harrungszustinde von Spannung und Strom, e, und 4, die gleichzeitigen
Werte des Ausgleichsvorganges. Sowohl die Beharrungs-, als



— 129 — [VIIL

daher auch die verinderlichen Zustinde miissen natiirlich un-
sere Gl (5) und (6) separat erfiillen.

Um nicht beide Gl (8) und (6) separat losen zu miissen, fiihren
wir eine neue Funktion W des Ortes und der Zeit ein, die wir folgend

definieren wollen. Es sei gesetzt

ow
Fithren wir dies in (2) ein, so ergibt sich:
di ow 0 oW
~as = Y3 T %i0a
und daher
. ow
(11) und (12) in (1) eingesetzt, ergibt
0w ow 0*w
5 = rIWHC+gL) 5+ LCs (13)

Aus dieser Differentialgleichung bestimmen wir W und dann mit
Hilfe von (11) und (12) das e und 4.

Uber die GroBe W, durch die wir e und ¢ ausgedriickt haben, ist
zu bemerken, daf auch sie — so wie ¢ und ¢ — einem Beharrungs-
zustand zustrebt.

Dies ergibt sich ohne weiteres, wenn wir schreiben:

ow
e:eb—{—ev:—a—;

und nach ¢ differenzieren

de, de, 0 ow

at T e~ at ax
?ﬁ ist nun entweder Null — wenn ¢; ein stationirer Gleichstromzustand —

ot

oder wieder ein Beharrungszustand B, wenn ¢, ein beharrender Wechsel-
stromzustand ist. Es ist also fiir den allgemeinen letzteren Fall

de, 00w
Pt =i as
oder
0T\
Bdt + de, = d<5;>
Dies integriert ergibt:
aw

eb—{—ev:H

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 9
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und somit
W = J.evdx+jebdx+const =W,+ W,

denn die Summe der zwei letzten Glieder rechts muf auch wieder eine
Beharrungsgrofe W; ergeben.

Ist in Sonderheit (erster Fall) %’3 = 0, dann ist:
de, 0 (OW: 0Wr aw
U= (==, —dl—=—); -— = 1
ot 0t<0w>’ des d<0w>’ dx ¢ -+ cons

und
w :J'evdw + jconst-dm + const = W, + W,
Es hat also auch W die Form
W= W, +W, (14)

Nun wollen wir an die Losung von (13) fiir den einfachsten Fall
gehen, d. 1.

Die Ladung einer offenen Leitung mit Gleichstrom.

Wir legen (s. Abb. 46) den Leitungsanfang ¥ — 0 im Moment ¢ —= 0
an die dauernd konstant gehaltene Gleichstromgeneratorspannung E.
Dann gilt fiir alle Zeiten, also fiir ¢ < O:

=0 — €y — E (I)
und
fpey = 4 = 0 an
Mit der Annahme ¢, =— 0 machen wir eine bewufBte, durch die Um-
stinde begriindete Vernachlissigung. Wire némlich die Spannung so
Abb. 46.
o\—\
o ¢,
S~
X=0 x=1

hoch, daf am Leitungsende infolge von Korona eine Ausstrahlung statt-
fiande, so wire die Annahme ¢; = O natiirlich nicht mehr korrekt. Diesen
Fall schlieflen wir also aus, oder setzen fest, daB ¢; in seiner Grofe be-
deutungslos sei.

Wir machen diese Annahme, da — wenn man 4; beriicksichtigt —
die Rechnung zu kaum iiberwindlichen Schwierigkeiten fithrt, und dabei
das Resultat nur quantitativ in geringem Grade beeinflufit wird.

Gl. (14) entsprechend fassen wir von W zunichst nur den Be-
harrungszustand W, ins Auge. Dieser ist hier (Gleichstrom) von der
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Zeit ginzlich unabhingig und nur durch den Ort bedingt. Er muf aber,

ebenso wie W,, die Gl. (13) separat erfiillen. Da die Ableitungen von
W, nach der Zeit Null sind, so folgt aus (13)

0*W,

0x?

Diese Gleichung hat eine einfache Losung. Es ist &% eine Parti-

kulirlosung, wo 4 eine Konstante ist, die sich ergibt, wenn man &= in
(18) tiir W} einsetzt.

=rgWs (18)

Dann folgt: 2 els — pgets
oder
A=+1Vrg (16)
A ist also zweier Werte fihig und es lautet das allgemeine Integral von (15)
Wy = k&% 4 Fye— 2= amn

wo k, und %, Integrationskonstanten sind.
Somit folgt aus (11) und (12):

oW,
ey = —a—m-” = A (k, &** — k, s~ %) (18)
W= —gWy = — g (k&= { kys—42) (19)

und wir konnen nun mit Hilfe der, durch (I) und (II) gegebenen Grenz-
bedingungen die Konstanten %, und %, bestimmen.

Fiir = 0 folgt aus (1) und (18): E =4 (k, — k,),

fiir z =1 folgt aus (II) und (19): 0 = —g (k,&*!+ kye— %), somit
ka = — kle“l;
daher
E = Ak, (1 + &4,
und daraus
h—=E k B
T A + ey 1T T A0 ey
Dies in (18) und (19) eingesetzt, ergibt:
elz+ El(ﬁl—z) . 9 slx__ 81(2 l—2)
@=L Tran i  w=—gEgram @0

oder wenn wir in Zihler und Nenner beider Ausdriicke &’ zum Faktor
herausheben:
¢ — E@Dfl(l—x).

Gofar ’

Gini(l—2)

9
w=7 8 G

(20a)

9%
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Das ist der Beharrungszustand von Spannung und Strom, den wir auf der
Leitung zu erwarten haben. Die Abbildungen 47 und 48 zeigen den Ver-
lauf von Spannung und Strom lings der Leitung im Beharrungszustand.

Wir wollen hier gleich den Beharrungszustand fiir den Fall fest-
stellen, daB die Leitung ideal gut isoliert, oder die Ableitung g — O ist.
Dann ist nach (16)
A=20
und daher nach (20)
ey —= E; ip = 0 21

Der Beharrungszustand fiir Spannung und Strom wird dann durch die
Abbildungen 49 und 50 dargestellt.

Abb. 47. Abb. 49.

Iy A A |
I ! I [
[ | | |

E! ° i £ &, |
[ ib : . ! I
Le ! P { |
yi v YL Y

X=0 x=1 X=0 Xx={
Abb. 48.
| Abb. 50
I _
P /p=0
I g X=0 X=1{
X=0 X=(

Um nun den veréinderlichen Zustand W, zu erfassen, bedenken wir,
daf auch W, die GL (13) erfiillen muB, dal aber W, eine Funktion des
Ortes und der Zeit ist. Es gilt also:

2.
oV — v oWt 0491y 20 4 0 O (22)
x? ot?
oder wenn wir setzen:
rg =a
rC+gL =10 (23)
LC =c¢
OQW oW, o*w, .
r O Tl T (22a)

Zur Losung dieser Gleichung machen wir den Ansatz:

W, — X% (24)
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d. h. wir setzen unsere Unbekannte W, gleich dem Produkte zweier neuen

Funktionen, von denen — wie wir festsetzen — die eine, ¥, Funktion

nur des Ortes (z), die andere, ¥, Funktion nur der Zeit sein soll.
(24) in (22a) eingesetzt und die Differentiation ausgefiihrt, ergibt :

2
zif xz+bw—+-&i§

und durch X dividiert:
1a42% 1/ d¥ g
Tao T toaE) = (26)
Wir sehen in dieser Gleichung die Differenz zweier voneinander
ginzlich unabhingigen Funktionen, welche Differenz gleich einer Kon-
stanten (a) ist. Da die Gleichung fiir alle denkbaren Funktionswerte,
d. h. fiir alle Léngen (x) und Zeiten (f) gelten muB, so kann sie nur be-
stehen, wenn jede der beiden Funktionen selbst gleich einer Konstanten ist.
Nennen wir diese beiden Konstanten, deren Vorzeichen wir noch nicht

kennen, + m?, bzw. 1 f? so miissen also die Gleichungen gelten:

1 &% .
Tas L™
1/4% &% .
E(bﬁ+ dt2> 1

Eine einfache Uberlegung zeigt uns nun, dal die beiden Konstanten
negative Vorzeichen haben miissen; denn wire
1 a*%
Y iE + m? so wire X — K, em® | K,g— ™=
d. h. die Funktion X wiirde mit beliebig zunehmendem # ins Ungemessene
wachsen.

Wiirden wir setzen:
1/d% | &% )
(0 +oTm) =18
so erhielten wir die Gleichung:

d”‘l bdT
eteam =0

also mit
T — &9t
die charakteristische Gleichung

b 2
o'+ 9—6—20
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woraus

b b2 ﬂ2
+V402+ ©="g5"Viats

T = K, et + K, 02!

und daher

Da nun g, stets positiv wire, wiirde £ mit beliebig wachsender Zeit
ins UnermeSBliche wachsen.

Das Anwachsen von X und € und damit von W, ¢ und 4 auf un-
endlich groBe Werte widerspricht aber unserem Problem.

Es konnen also nur die negativen Vorzeichen fiir die Konstanten
m?® und f? gelten, und wir erhalten:

1 d?% . 9
a2 "
woraus
X = K, sin (mx) + K, cos (mx) (26)
und
Lo, Y
T\ dt dt2
Hieraus folgt auch
T = Kyt + K, 02! 27
aber mit:
91 - 5 + V 2
2
c 4c¢ ¢ 28)
__b_ ¥ P
0 2 ¢ 4 4 ¢

@, und g, sind nun unter allen Umstéinden reelle negative , oder komplexe
GroBen; ob reell oder komplex, entscheidet die Wesenheit der Wurzel, die
reell oder imaginar sein kann.

Die Konstanten m? und 82 stehen nach (25) mit ¢ in der Beziehung:

—m? 4+ B2 =a (29)
Wir setzen nun:
b b? ﬁ“ , .
2o % 2 " (30)
dann iibergeht (27) in:
T — Kaa—at_en’t+K4£—ut_8—n’t (31)

(26) und (31) in (24) eingesetzt, ergibt:
Wy = (K, sin (m=) + K, cos (mx)} &=t (K em't 4 K, e~ ')
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und somit nach (11)

6y = 0;:,, = me— *t{K, cos (mx) — K, sin (mz)} (K e"'t+ K,e—n't)  (32)
und nach (12) . oW,
Yy =— — vi - C dt =

= —gs& *t{K, sin (mx) + K,cos (mz)} (K&t + K,e—"'?t) + (33)
+ o Ce=t (K, sin (mx) + K, cos (mz)} (Kye™'t + K, 6= "'t) —
—n'Ce=*t{K, sin (mx) + K,cos (mz)} (K e"'t— K, e~ "'t
Da diese Gleichungen den verdnderlichen Spannungs- und Strom-
zustand auf der Leitung ausdriicken, konnen wir jetzt mit Hilfe der ge-
gebenen Grenzbedingungen [Gl. (I) und (II)] an die Konstantenbestimmung

gehen.

Nach (9) war = e + e,

Aus (I) wissen wir aber, daf fiir x — 0, also den Ort der Strom-
quelle, fiir alle Zeiten ¢ — E ist; und aus (20) sehen wir, da8 fiir 2 = 0,
e, — E ist.

Es folgt also fiir x — O0;

E—=FE-+e, oder e, =—0
Dies in (32) eingesetzt, gibt:
0 = me =l (K,.1— K,;.0) (K;e~' + K, e~ ")

Da diese Gleichung fiir alle Zeiten gilt, muf sein:

K =0
und wenn wir die Produkte der restlichen Konstanten in (32) und (33)
K, K, = A; K,K, = B
setzen, lauten die Gleichungen (32) und (33)
ey = — me— % . sin (mz) {A.eVt 4 Be— "'t} (32a)

iy =&t cos (mx) {Ae"t(C—n'C—g)+B.e~"t(C+n'C—g)} (33a)
Nach (10) ist nun wieder:
t =i+ 4y
Fir # = 1 sagt Gl. (II), daB ¢ = O fiir alle Zeiten, und
fir o = 1 sagt Gl (20), daB i, = 0,
also folgt fiir v =1

0=0+44, oder 4, =20
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Es folgt also aus (33a):
0 =¢2tcos(ml) {d.e"t(aC —n'C—g)+ Be "t (aC + n' C—g)}

und daher muf sein:

cos (ml) = 0
oder (ml) mufl ein ungerades Vielfaches von Z;— sein, d. h.
, n
ml = (2k+1)§ (34)
wobei k' die Werte der Zahlen O, 1, 2 ... bis co durchlduft; oder mit
2K+ 1 =%
ml = k% (34a)

wobei & die Reihe der ungeraden Zahlen von 1 bis co durchliuft.
Die GroBe m ist also unendlich vieler Werte fihig:

1
p— k%T (33)

und demnach sind nach (29) und (30) auch die Grofen § und damit »’'
unendlich vieler Werte fihig.

Da jedes dieser unendlich vielen, zusammengehorigen Wertepaare my,
ny, einer Partikulirldsung unserer Grundgleichungen entspricht, so ist die
allgemeine Liosung, als Summe der Partikulirlosungen, gegeben durch :

k=00 ’ '
ey = — &~ %t ) mysin (my @) { A" 4 Bye ") (36)
k=1
k= oo ’ ’
iy = &%t S cos (myx) { Ape™" (C—ny,C—g)+ Bre™ " (0 C+nj,C—g)}  (37)
k=1

Wir finden also den verénderlichen Zustand von Spannung und Strom
ausgedriickt durch je eine unendliche Fouriersche Reihe mit nur un-

geraden Vielfachen des Argumentes <% -?—) und es handelt sich jetzt um

die Bestimmung der Konstanten A; und B,.

Fiir die Zeit ¢ = O ist nun der Spannungszustand ¢ auf der ganzen
Leitung — ausgenommen den Punkt # = 0, wo ja die Spannung dauernd
auf dem Werte E erhalten werden soll — gleich Null. Somit folgt aus
Q) tirt =0

0=¢e+e
oder

€y — — €
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Der zu erwartende Beharrungszustand e, ist aber durch (20) gegeben.
Fithren wir ibn links in (36) ein, so folgt wegen t — 0

_E =]
T an @+ 07 = ] mesin(ma) (4 + B (38)
1

Fiithren wir eine neue Verinderliche u ein, die wir definieren durch

.
=357
und setzen wir:
my (A + By) = Fy (39)

so erhilt die Gl.(38) die Form:
fw) = Fisinu+ Fysin3u + Fysindu - ---
Fir diese Reihe ist aber nach Abschnitt I

(4
»

2
F, — ;} f () sin (k) d w (40)
0
Gehen wir auf die alte Veridnderliche x zuriick, so #ndern sich zunichst
die Integrationsgrenzen. Es folgt aus:

_ mx
21
dal fir =0 auch =20
und daf fiir
u = 7;; r =21
und x 1
du — — —
% 2ldx

Hiermit iibergeht Gl. (40) in

21

j (&** + l—2) gin <k Z;— _lx_> dx

0

woraus durch partiellé Integration [s. Abschn. ITI, G1. (40)] bei Beachtung
von (3b)

1 E

Be= 711 an

21

1 E
114 24

F, = &4 cos My — A 4% sin my.x)

+

BT
N 0

21
1 .
+ £2Zl[ _W(Imke‘“cosmkx + A&e*% sin myx) ]} =
0
1 E 2 my, 1 2E
—_ . ( 240y — - —_——
TTfat mtot TE)=m T g
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und daher nach (39)

2F 1
A By =—-—= 41
et Be= " (1)
Weiter ist nach unserer Annahme fiir ¢ — O die Stromstirke i auf

der ganzen Leitung Null, daher nach (10)
t =14+ 4 = 0 und somit 4, = — i;
tp, der zu erwartende Beharrungszustand der Stromstirke, ist aber durch
(20) gegeben. TFithren wir ihn links in (37) ein, so folgt wegen t = 0,
g E
A 14 g2u te

= £>, cos (m) {4y (¢ C— m,C — g) + By (€ + npC — g))}

iz __ A (2 l—:c)} —_—

Setzen wir:
Ap(@C—nC—g) + By («C + n,C —g) = H, (42)
so sehen wir eine Fouriersche Reihe, deren Amplituden Hj sich ergeben aus:
. 21 . 121
9 _E [ o _ g ket 10 ,
H, = 7 1_*_82“ ZJE cos (my, ) dx A ifei ] E4% cos (my ) dx
0 0
Nennen wir das erste Integral J,, das zweite J,, so ist:
A
— 1 22 — 1 —21
J, = m—{—}L“( + &2%) und J, m,’i—}—lg( + 7249
und daher:
2K 1
Ho— —g°~

Aus (41) und (42) ergeben sich somit die Werte der Konstanten A
und B, mit

E1l n,+o __E1 np—ua
A =7 ny M+ A% Bk—Tn_;m,2+Aﬁ (4
Setzen wir diese Werte in-(86) und (87) ein, so wird:
= —gat —kZ 5 8in (myx) {(n, + 0r) i (i — ) &Y (4B)
iy = E'”E& l—1—cos(m %) {(np + &) (6 C—my, C — )e";‘t+ l
v 1 - ny, mi + A2 k k ¥Y=d (46)

+(n;¢—oa)(oc0+n}c(]—g)6_";“t} J
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Wir haben bisher auf die Wesenheit der GroBe nj keine Riicksicht
Es ist nun nach (30)

genommen.
. V ¥ B
LERN R
wobei nach (29)
B = a + mi
und daher:
»®  a  m

4—E>a—}—mk
Nun war nach (23)
a=rg, b=rC+gL c¢= CL
und nach (35)
— w1
=597

Es ist also nj reell, wenn:
b = 4ac + 4cmi

oder:
2
r20%2 4 ¢g*L* 4 2rgCL = 4:rgC’L+4CL< %%)
oder wenn:
x 1\2
(rC—-gL)2>4LC< 2 z)'
‘Wird nun:

rC—gLp < 4L0<kg—%>2

so wird nj imaginir. Mit . = Y —1 wird

23 12
n, = B L
e PE_ 7
c 4c?
und setzen wir:
2 b2
. V"" 7
so wird:
ny, = 17y

Fithren wir diesen Wert in diese Gl. (45) und (46) ein, so wird

E my
—G_at— ———S nkt —engt
E P e in (my ) {1 (€ )+ou(e

€y =

mkt_

(47)

(472)

(48)

(48a)

g Mkt
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Mit Riicksicht auf
Emkt—}— E—mkt

5 = cos (n;t)
und
gt —emt
8—28— = 1 $in (nyt)
iibergeht dieser Ausdruck in:
2E<~1 m . _
by = — a—‘“Tk " ;nﬁkl“ sin (myx) {ny, cos (nt) + o sin (nit)} (49)
1
und in gleicher Art wird:
. 2E <~ 1 1 .
iy = g% - lg i A cos (myx) {[(n} + o) C—oeg] sin (nyt) — (50)

— g cos (nyt)}

D.h.: Wenn die »}, imaginir sind, so werden ¢, und.i, ,periodische*
Funktionen der Zeit, und zwar Summen von Sinusfunktionen des Argu-
ments n;t. Diese Sinusschwingungen sind zeitlich gedimpft (Faktor ¢—«?);
ihre Amplituden @ndern sich von Ort zu Ort nach Sinuslinien des Argu-
ments m x.

Sind die ny reell, so ist wegen GL (30) stets

np < o

Die Gl. (45) und (46) besagen dann, daf in diesem Falle e, und i,
keine periodischen Funktionen der Zeit sind, sondern einfach eine Summe
von zeitlich geddampften Sinusfunktionen des Ortes, vom Argument
myx, darstellen. e, und ¢, bedeuten dann also ,aperiodische® Zustinde.

Mit Riicksicht auf die Beziehungen:

En;ct + e—n;‘,t

R — Goitw)

’ ’
npt —nyt
gkl — g "k

5 = Gin (ny?)

konnen wir (45) und (46) in der Form schreiben:

2E, 1 my
— ___at T Tk . ’ ’ . ’
€= —¢& 7 kEl ETEE sin (myx) {ng Cof (nit) + o Sin (nit)}  (45a)
2E 2, 1 1
. . —at ?— l2 _ v ’ _
by = &7 —— kEI w12 cos (myx) {[(ee — ni) C— ovg] Sin (nyt)
—nyeg Cof (nit)}

(46a)
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Sowie also die periodischen Zustinde durch Kreisfunktionen des
Arguments 7;t bestimmt sind, sind die aperiodischen durch Hyperbel-
funktionen der Area m;¢ gegeben.

Aus den Beziehungen (47) sehen wir nun, daB, bei fest gegebenen
Leitungsdaten r, L, C und g, die Wesenheit von nj nur durch die Linge 1
und durch die Stellzahl k¥ der Harmonischen bedingt ist.

Je kleiner das k ist, desto eher besteht die Moglichkeit der Erfiillung
von (47); fir grofere k, also fiir hohere Harmonische kann und mu8
endlich (47) in (47a) iibergehen.

D. h. nichts anderes, als dafl auf derselben Leitung im allgemeinsten
Falle ¢, und ¢, durch aperiodische und periodische Zustinde gegeben
sein konnen.

Setzen wir: rC—gL

L=y (31)
2VLC

so lauten die Beziehungen (47) und (47a)

x 1\*<_ ,
:37)<7

21

eine Zahl — sie wird im allgemeinen zwischen zwei ungeraden Zahlen
liegen —, die uns AufschluB gibt iiber die Stellzahlen k¥ der vorhandenen
szeitlichen“ und nur ,geddmpften, rdumlichen Wellen. Die, der Zahl %,
nichstliegende ,kleinere“ ungerade Zahl ist %,, die hochste Stellzahl der
rdumlichen Wellen; die, der Zahl k%,, nichstliegende ,grofere¢ ungerade
Zahl ist k,, die niedrigste Stellzahl der zeitlichen Wellen. Hat %, den
genauen Wert einer ungeraden Zahl, dann ist es mit %, identisch. In (52)
gilt natiirlich das positive Vorzeichen fiir ein positives, das negative Vor-
zeichen fiir ein negatives .

und wir finden nun aus

Ergibt sich k, < 1
so sind e, und ¢, rein periodischer Natur. Liegt k, z.B. zwischen 3 und
5, dann sind die zwei ersten Ortsharmonischen (k = 1 und k¥ = 3)
aperiodisch, die folgenden, von ¥ = 5 an, periodisch.
Die allgemeinsten Ausdriicke fiir ¢, und 4, sind nach dieser Erwagung :
kll
ey = —&—%t 2TE > l, QLICE sin (myx) {ni Cof (nit) + o Sin (nit)} —
: T M mi+ A 53
2EZ,1 my (59)

—got - > sin (myx) {ny cos (nxt) + o sin (nyt))

iy nemi + A2
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Wobei: by = Kk, 4 2

k
2E %1 1
— o=l _____
h=¢ 1 2nm+l.sl

2E 21

+egat— 7 >

=y m3 + A2
P

cos (my @) {[(e —nj*) C—otg) Sin (nt) —
—nig Cof (mt)} + (54)

cos (myx) {[(o® + n3) C— v g] sim (nyt) —

—nig cos (nyt)}

Wir wollen eine Zweidrahtkupferleitung von folgenden Dimensionen
betrachten:

Drahtradius ¢ = 0,4cm; Drahtabstand D — 100 cm.

1. Die Drihte seien ideal gut von Erde und voneinander isoliert,

dann ist die Ableitung:
g =20.
Es ist dann
6l 0,017.1000

r:2z._2—T:0,6852pr0km

I — 4. 10-4(ngzt£ + 0,25) — 23.10~+H pro km
0

1.10% 1
C = 3 110(10)25 1 = 0,005.10—¢F pro km
©- 2 1g nat —
Y

somit nach (51) fiir diese Leitung:

p= "% — 501,104

2VLC

Wir fragen: Wie lang darf diese Leitung sein, wenn auf ihr e, und i,
nur durch periodische Funktionen dargestellt sein sollen?

Dann muB %, <1 sein, somit nach (52)
21

= 7 <1
oder
x 1 1,67
l<§?’ l<501 10—+
oder
1 << 3140 km

D. h.: Eine ideal isolierte Leitung dieser Art darf nicht langer als
3140 km sein, wenn keine aperiodischen Vorginge auftreten sollen.
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2. Wir wollen nun annehmen, daB sich der Isolationswiderstand der
Leitung so verschlechtert habe, da8 er nur noch 10000 Ohm pro km
betrage, d. h. daf

1

= e . 00—+ 1
10000 1.1 reziprok £ pro km

9

Dann wird :
. rC—gL  034.10—% —23.10—8
Y= eovic 0,678 .10-5

= —334.10—¢

Sollen also ,jetzt“ aperiodische Funktionen fiir die Darstellung von
¢, und 7, ausgeschlossen sein, so mufl die Leitungslinge

1,57

x 1

A | 0t
P<gy o I<ggio
| < 47km

sein.
Hitte die Leitung ihre vorige Liénge von 3140 km, so wire nach (52)

2.3140

k, =— 334.10—¢ = 66,8, also k, = 65, k, =— 67.

Es wire dann die hochste Stellzahl der aperiodischen Ortsharmoni-
schen die Zahl 65, wihrend die periodischen Harmonischen mit der Stell-
zahl 67 beginnen. e, z. B. hitte dann fiir diese Leitung die Form

66 oo
e, = >, der aperiodischen + >} der periodischen.
1 67

Wire im Falle 1 (9 = 0) die Leitung 3300 km lang, so wire

2.3300

— . —4,
k, = 5,01.10 31

= 1,05, also k, =1, k, = 3.

D. h. die Grundharmonische wire aperiodisch und alle restlichen
periodisch.

Wir sehen, daB wir, bei einem bestimmten Leitungstypus, die
Aperiodizitit der Harmonischen, von der Grundharmonischen angefangen,
durch Verlingerung der Leitung, oder durch VergroBerung der Ableitung g
erreichen konnen.

Da unter den Begriff der Ableitung die Koronaerschei-
nungen, die Glimm- und Sprithverluste fallen, so ist ersicht-
lich, daB diese Erscheinungen von sehr bedeutungsvollem Ein-
fluB auf den Verlauf der Schaltvorginge sind.
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Wir wollen den Ubergang von der periodischen zur aperiodischen
Form noch etwas niher betrachten. Es war n;, die Kreisfrequenz der
periodischen Funktionen [nach (48)], gegeben durch

. Bi _bi i 4cpi— b2
‘/ VcV 4c

" Vﬁlcmk—}— 4ac—Db?
k_Vc 4c¢

oder bei Einsatz der Werte fiir a, b, ¢ [s. (23)] und mit Einfiithrung von

oder nach (29)

» nach (51) -
1 P2
V = My —= 1 —3
V LC yLC m
und filhren wir unter der Wurzel nach (35) den Wert fiir my ein, so wird
1 P2
— 1— 4 .42 55
Ny my, ‘/CL V 7{}2752 ( )

Wir sehen, daf die Kreisfrequenz einer beliebigen Harmonischen
durch wachsende Leitungslinge oder wachsendes p? verkleinert wird. Die
zeitliche Schwingung wird langsamer und hért fiir n, — 0 oder mj — »?
ganzlich auf; damit setzt der aperiodische Zustand (mit imaginirer Kreis-
frequenz) ein.

Fir n, = 0 wird nach (48a) auch n; — 0; die Gl (49) und (45a)
bzw. (50) und (46a) werden identisch — der periodische Zustand iiber-
geht in den aperiodischen.

Der Wert des Gliedes der Spannungsreihe, fiir das n; — n; = 0
ist, ist z. B. nach (49):

2E  my sin (my ) _et2 B my
U m)+ A2 ¥ ¢ U md+ A2

Das zweite Glied enthidlt den Wert $; da aber

o sin (nyt)

sin (nkt)}

sin (my,x) {oc
N

J— 5““t-

lim
(ng, = 0) g

= at;
so folgt das
. . 2FE my
Spannungsglied (firn, —0) — — TR sin (myw) e~ %t (14 out) (56)

Und da

{(n} + o) Cn— g} sim (nyt) — (@0
k

lim —ag)t

ng =0
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so folgt das

2E
Stromglied (fiir n, — 0) =

1
R
{@*C —ag)t —g}

Die Funktion ¢~ %t(1 + «t) in (56) hat nun ihr Maximum fiir { — 0
mit dem Betrage 1.

Die Funktion &~ *¢{(«®*C — aeg)t — g} hat ihr Maximum fiir

c
aC—g
im Betrage von wc
¢ 707 (@C—g)

Unser periodisches Stromglied aus (49) ist also, fiir n, = 0, in das
aperiodische Glied, nach (56), iibergegangen, und ebenso das periodische
Stromglied nach (50) in das aperiodische nach (57).

D. h. physikalisch: Die zeitliche Schwingung der Spannungs-
harmonischen mit dem Argument myx ist zum Stillstand gekommen und
in eine dauernde Abnahme der Harmonischen iibergegangen. — Die zeit-
liche Schwingung der Stromharmonischen mit dem Argument (myx) ist
zum Stillstand gekommen; die Harmonische erfihrt noch einen Anstieg

cos (my x) e ¢ (57)

t —

auf den Betrag

2F 1
U omp+ A
um, von hier an, dauernd abzunehmen.

Die sinnliche Vorstellung des Resultats der zeitlichen Schwingung
der Ortsharmonischen, in bezug auf den Leitungszustand zu einer be-
stimmten Zeit, ist nicht gerade deutlich. Man kann auf folgendem Wege
ein viel anschaulicheres Bild erhalten.

Wir setzen in (55) den Ausdruck

aC
cos (myx)e 0= 9. (0 C — g)

! V1 Y oap — 58
i/L:C - kgng = U (") )

und schreiben daher fiir n:
N = MV (59)

Nun schreiben wir (53) und (54) in der Form:

by = l 2 o, 12 sin (my) {ny Cof (nt) + o0 Sint (njt)}—
.~ 2E © 1 (53a)
B En m +112

Breitfeld, A.nalysis von Grundproblemen. 10

sin (mya) Vg + o . cos (nyt — dy)
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mit
o
0, =— arctg — (60)
N

Wir haben damit die Summe der Kosinus- und Sinusschwingung in

(53) gebildet als Kosinusschwingung mit der Amplitude Vni + o und der
Phase 6.
Es ist nun

sin (my, x) cos (nyt — Ox) = 3 sin (myw + nxt — 0y) +
+ 5 sin (my & — nyt -+ Oy)
und fiir #;, den Wert gesetzt, ergibt sich
sin (my, @) cos (nyt — Ox) = % sin {my (v + vt — Op} +
+ § sin {my (v — v t) + %)
Dies in (53a) ergibt:

——— sin (myx) {0} Cof (nit) + o0 Sin (ny 1)} —

E 2, my Vi +o?

sim {my (% + vgt) — O | — (61)

sin {my(x — vit) + Oy }

Setzen wir in (54)

(& + i) C — ag = Py; g = Qk } 62)
@ —mn) C —ag = Pi; ng = Qk

und stellen wir wieder die Differenz der zeitlichen Sinus- und Kosinus-
schwingungen als ,eine“ phasenverschobene Sinusschwingung dar, so folgt:

2E ke 1 1
By =& %t 7 > T i 72 08 (myx) { Py, Sin (ny.t) — Q@ Cof (nit)}+
v TR (54a)
+ e_“tglzé 11 cos (myx) VP + Q. sin (mit — &)
1 Ty mi + A2 k k
mit
& = arctg% (63)
Da nun:
cos (my, x) sin (nyt — &) — Lsin (mpx + nit — &) —

— 3 sin (mgx — mpt + &)
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so iibergeht, bei Einfithrung des Wertes fiir n; aus (59), die Gl. (54a) in:

k
. 2EL 1 1
1y = & t—l_ ” m +lz —g— C0S (mkw) {Pk Gin (’ﬂkt) - Qk @Of (nkt)}
> 1 VP3}
+ & Ilﬂ = nkl/%gl‘sm {m (@ + vpt) — & }— (64)
_E X2 1VPI+ ¢}
— tT > AT sin {my(x — vt) + Ei)

In den Gl (61) und (64) finden wir nun Funktionen von der

allgemeinen Form
Fy sin {my(x + 0pt) T e} (65)
die folgende einfache Deutung zulassen.

Zunichst sehen wir, da die GroBe vt algebraisch zu einer Linge x
addiert ist. Es muf daher auch v,¢ die Dimension einer Linge, und
daher v, die Dimension und Bedeutung einer Geschwindigkeit haben.

Der Funktionswert

Fy, sin {my(x + vxt) — @i} (65a)
bleibt unverindert, wenn sich bei einer Anderung von ¢ um ¢ das z um
den Betrag — v, At dndert. Zur Zeit ¢ — 0 ist der Funktionswert ge-
geben durch

Fysin {mw — @y} ; (65b)
denselben Wert hat die Funktion nach der Zeit {, wenn # um den Betrag
vt abgenommen hat. Wir sehen also, daf, mit wachsender Zeit, der
Funktionswert sich mit der Geschwindigkeit v, in Richtung der ab-
nehmenden x iiber die Leitung bewegt und wir deuten daher die
Funktion nach (65a), als die Ortsharmonische nach (65b), die,
vom Moment ¢ —0 an, mit der Geschwindigkeit v}, in Richtung
der abnehmenden #, in unverinderter Form, iiber die Leitung
wandert.

Auf Grund einer ganz analogen Erwigung deuten wir den Funktions-
wert

F.sin {my(x — vt) + @y
als die Ortsharmonische

Fy sin (mpx 4 @y)
die, vom Moment ¢ — O an, mit der Geschwindigkeit vy, in Richtung
der zunehmenden #, in unverinderter Form, iiber die Leitung wandert.

Damit haben wir in den Gl. (61) und (64) eine leicht faBliche Dar-
stellung des verénderlichen Zustandes von Spannung und Strom gefunden.

10*
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Wir sehen, diese Zustidnde bestehen im allgemeinsten Falle aus der Summe
einer endlichen Reihe (1 bis %,) von stillstehenden, gedimpften Har-
monischen und der Summe zweier unendlichen Reihen (%, bis co) von
wandernden, gedidmpften Harmonischen, wobei die Harmonischen der
einen unendlichen Reihe in Richtung der abnehmenden, die Harmonischen
der anderen unendlichen Reihe in Richtung der zunehmenden z wandern.

Es ist nun nicht schwierig, wenn auch sehr mithsam, die Gl. (61)
und (64) graphisch fiir jeden beliebigen Zeitmoment darzustellen und
dann mit Hilfe von den bekannten Beharrungszustinden ¢, und 4, [s. (20)]
den tatsichlichen Spannungs- und Stromzustand nach (9) und (10) zu
erhalten.

Wir konnen ja die Amplituden und Phasen der si@mtlichen Orts-
harmonischen berechnen und miissen nun die ,wandernden“ Harmonischen,
um den, dem Zeitmoment ¢ entsprechenden Betrag ;¢ nach rechts oder
links verschoben, einzeichnen. Hierbei ist wohl zu beachten, daf die
Wanderungsgeschwindigkeiten v, der einzelnen Harmonischen voneinander
verschieden sind [s. Gl. (58)]. Die Genauigkeit dieser Darstellung hingt
natiirlich nur von der Wahl der Anzahl der wandernden Harmonischen
ab. Wir werden auf diese Darstellung zuriickkommen.

Es gibt nun aber einen — im iibrigen, ,praktisch“ oft realisierten —
Fall, in welchem sich die Darstellung mit groBer Anniherung an die
Wahrheit ganz auBerordentlich einfach gestaltet. Das geschieht dann,

s " o . " .
wenn die Grofe — gegeniiber 1 zu vernachlissigen ist.
Ny

Angeniéiherte vereinfachte Darstellung.

Wir setzen eine Leitung von ideal guter Isolation voraus, also mit

einer Ableitung g =0

Dann ist zunichst nach (30)
b rC r

*T 9.7 2107 2L (65)

Und nun wollen wir annehmen
o0 —
— =001
N < !

d. h. daB in GI. (49) die Sinusschwingung gegeniiber der Kosinusschwingung
belanglos wird, oder dag wir in (60) den Bogen )

o ~ 0
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setzen diirfen. Wir konnen leicht die Leitungslinge berechnen, fiir die
diese Annahme zulissig ist. Aus (55) war

1
= —Vmj—9*
i VLCV kY

o rq/C 1 _
* _ YL - =o01
2 VL Vmi—p <

und hieraus mit Riicksicht auf den Wert von p nach (51)

somit nach (66)

_ rc
Y= oyneo
r? C r2 C
md = (10* ~ 4_ 7
m = g 7 100+ 1) ~ 1007 —
1
und fiir my, den Wert kzt—— gesetzt, ergibt
—V— 10—2. % (67a)
Da diese Bedingung fiir alle %, also auch fiir ¥ = 1 gelten soll, folgt
_ wq/L
==—|-+10"2 67
1= VC (67)

Fiir unsere oben erwihnte Freileitung wire

3,14 V 23,104

. —2 AU
0,68 } 0,005. 10— ° 81 km

1=

Fiir ein unterirdisches Kabel, mit viel grofSerer Kapazitiat und geringerer
Selbstinduktion, wire diese Linge viel kleiner. Immerhin sind es noch

recht ansehnliche Lingen, welche die Annahme-ni ~ 0 rechtfertigen.
k
Ist nun ni gegeniiber 1 zu vernachlédssigen, dann ist, mit um so gréferer
k
23
Berechtigung, y gegenuber 1 zu vernachlidssigen; denn es ist

7_2 e 1 P
41 91 12
4
also, mit Einfiihrung des Wertes aus (67a) fiir 1,

2

7

mj;

10—+

Al
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Dann aber folgt aus (58), daf die Wanderungsgeschwindigkeiten v der
simtlichen wandernden Harmonischen untereinander gleich werden und
die GroBe erhalten: 1

— km (68)
~ Vic
wenn L und C pro Kilometer ausgedriickt sind.
Das ist eine GroBe, die — bei Freileitungen — der Lichtgeschwindigkeit

sehr nahe kommt. Z.B. fiir die eben erwihnte Leitung wire
. 1
"~ Y23.10—¢.0,005.10—°

Fiir unterirdische Kabel ist v etwa die Halfte.

Ferner folgt aus (55), daB jetzt n, fiir alle Werte von k reell ist,
daB somit der verinderliche Zustand nur durch periodische Vorginge
dargestellt ist, oder dal simtliche Ortsharmonische wandern.

Endlich folgt, wegen ¢ — 0, aus (62) und (63)

& =0

Es ergeben sich somit fiir Leitungen, deren Linge durch (67) gegeben

ist und die keine Ableitung haben, ¢, und ¢, in der Form [nach (61)]

= 295000 km.

by = — e~ ot — Ehsm {myp(w + vt)} —
(69)
— e—at_l_ ZE sin {my(x — vt)}

denn es verschwindet o gegeniiber #} und A = Vrg = 0, und nach (64)

iy = e“” 2 ———sm {my(x + vt)} —
1
— gt — 2 sm {my(x — vt)}
Z 1 ne m
Nun ist h (62
un ist nach (62) P, ~ nic
also

1P mC  mo.C _ 14/C

nemi  omi ~ omi " mp | L

und daher:

i 1 sm{mk(x-{—vt)}
; (70)
2 sm{mk(x——vt)}
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Wir finden den verinderlichen Zustand der Spannung dargestellt
durch die Summe von zwei unendlichen Reihen von Ortsharmonischen,
den verinderlichen Zustand des Stromes durch die Differenz von zwei
unendlichen Reihen von Ortsharmonischen. Die Amplituden der Strom-

)
und Spannungsharmonischen unterscheiden sich nur durch den Faktor ‘/—-
voneinander. Die Harmonischen der ersten Spannungsreihe wandern vom
Zeitmoment ¢ — 0 an mit der Geschwindigkeit v nach links; sehen wir
von der Dampfung (¢— *!) ab, so kann also die Summe dieser Harmonischen
ihre Form, die sie zur Zeit # — O hatte, nicht #ndern. Dasselbe gilt fiir
die Summe der mit der Geschwindigkeit » nach rechts wandernden Har-
monischen der zweiten Spannungsreihe.

Die Form aber, welche die Summe jeder Spannungsreihe zur Zeit
t = O hat, ist leicht anzugeben. Wir denken nur an die Beziehung

e=¢e -+ ¢ (1)

d. h.: Der Spannungszustand ¢ auf der Leitung ist zu jeder Zeit gleich dem
zu erwartenden Beharrungszustand ¢, plus dem zu dieser Zeit herrschenden,
verinderlichen Zustand e,.

Fiir unseren Fall (9 = 0) ist auf der ganzen Leitung
Cp — E.

Zur Zeit ¢ = O ist die Spannung auf der ganzen Leitung Null; aus-
genommen den Punkt x — 0, wo sie ja auf den Wert E gebracht wird.
Es gilt also fiir die ganze Leitung nach (71)

0= E+ev(t=0)

oder
ev(t=0) = — F (72)

€y = o) ist aber aus (69) gegeben durch:

> 1 >y 1
Crg=0) = — EE—sm (%) —Ez—sm (my.7) (73)
l T My 4 1 My

Wir sehen: Die beiden unendlichen Reihen haben untereinander
vollkommen gleiche Form und Grofe und stehen zur Zeit { — O an der-

selben Stelle der Leitung; da sich nach (72) die Summen der beiden
Reihen zum negativen Beharrungszustand (— E) erginzen, so ergibt sich

der Wert jeder der beiden Reihen, auf der ganzen Leitung, mit — 5"
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Stellen wir den Spannungszustand auf der Leitung, fiir ¢t — 0, graphisch
dar, so ergibt sich Abb. 51.

Mit dem Beharrungszustand, ¢, — E, erginzen sich die Werte

. E
der beiden Summen, von je — 5 2 Null, dem wahren Spannungszustand
auf der Leitung.

Abb. 51.

Abb. 52.

al 7 2l 4] 67 &l 7,

Damit haben wir die Grofe der verinderlichen Zustinde auf der
Leitung gewonnen.

Bedenkt man nun, da die Funktionen

, . w1
sin (my, ¥) = sin (70 5T )
im Bereiche O bis 27 zur Abszisse # =— ! symmetrisch sind, denn:
w14 a\*="! . w l—a\e=!
. zl+a — pEl—a
sin (6 3 ) =35 e

und daf die Funktionswerte im Bereiche 217 bis 47, jenen im Bereiche
0 bis 217 gleich, aber entgegengesetzt sind, denn:

. x 214 a\e=21 . x 21 — ag\o=21
sm( 5 7 )(1:0~_—sm<kE ) >a=0

so ergeben sich die geometrischen Formen der beiden Reihen nach Abb. 52.
Wir sehen also, daf die Summe der, in einer Richtung, wandernden
Ortsharmonischen, der sogenannten Wanderwellen, in unserem Falle

eine Welle von Rechtecksform ergibt, deren Hohe g ist.

Abb. 52 zeigt die Stellung der beiden resultierenden Wellen (die
eine voll ausgezogen, die andere gestrichelt) im Moment ¢t — 0, wo sie
einander decken. Mit ¢ = O beginnt die eine nach rechts, die andere
nach links mit der Geeschwindigkeit » zu wandern, wobei ihre Hohe durch
die Dimpfung (¢~ *%) abnimmt.
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Die Wellenliinge A, einer Ortsharmonischen ergibt sich aus
. 2
sin (mx) — s <— >
Ay

2@ 41
M = — = = (74)
kok

mit

Do
El

s

1
T

| 8§

also die Wellenlinge der Grundharmonischen und damit der Rechtecks-
welle A= 41 (742)

Ubergehen wir wieder von der Vorstellung der wandernden Orts-
harmonischen zu der Vorstellung der zeitlich schwingenden und nennen
wir T die Schwingungsdauer der Grundharmonischen, so ist nach

A=0oT = 41; T_—_%—_—MVEE (75)

Das ist eine GroBe, die wir als Eigenschwingungsdauer einer
offenen Leitung mit gleichmiBig verteilter Kapazitit und
Selbstinduktion bezeichnen konnen. Nennen wir C, die gesamte

Kapazitit, so ist diese I1C, und die gesamte Selbstinduktion L, = 1 L;
oder

T = 4YL1.Cl = 4VL,.C,

Hitten wir dieselbe Kapazitit C, und Selbstinduktion Z, in einem
Schwingungskreis 6rtlich konzentriert, so wire die Eigenschwingungs-
dauer nach V, (23)

7" =22 VL, C,

2
T=—1T'
b

oder

Die gleichmiBige Verteilung von C und L im Schwingungskreis
setzt also die Schwingungsdauer im Verhiltnis 2 herab.
7
Die Kreisfrequenzen n, der einzelnen Harmonischen verhalten sich

_r 1—
nkk mkk m%k k ml?k

}E Tomy, ) » -1 ) "
o om}, - om,

. 2
also nur in unserem Spezialfall (7% ~ 0> wie die ungeraden Zahlen.
k
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Die Wellenlingen A, stehen nach (74) im umgekehrten Verhiltnis
der ungeraden Zahlen.

Wir wollen nun den Spannungszustand auf der Leitung vom Moment
t = 0 an, bis zum Ablauf einer Schwingungsdauer 7', in Zeitintervallen
von T'/8 Sekunden darstellen.

Lt=0. Abb. 53a.

i
167

Der Beharrungszustand E steht tiber der Leitung; die beiden, sich
E
deckenden, Rechteckswellen von der Hohe — B) ergeben, zu ihm addiert,

Null. Die strichpunktierte Linie gibt den resultierenden Spannungs-
zustand auf der Leitung, d.i. Null.

2.t =1J8. Abb. 53b.
wilas
A
I : - PR

ved | | R N
I i T i

S R A N LN X W
]
xto

Der Beharrungszustand steht wie vorhin iiber der Leitung. Jede
Rechteckswelle durchliuft in 7' Sekunden die Wellenlinge 47, also in
T/8 Sekunden die Linge 7/2; die beiden Rechteckswellen sind daher
— die eine nach rechts, die andere mnach links — um 7/2 verschoben,

eingezeichnet. Resultat: In der ersten Leitungshilfte heben sich die
beiden Wanderwellen auf, und der Beharrungszustand E ergibt hier die
Gesamtspannung; in der zweiten Leitungshilfte summieren sich die



— 133 — [VIIL

beiden Wanderwellen zu — E und ergeben mit dem Beharrungszustand £
die Spannung Null. Der Spannungszustand ist mit senkrechter Front
oder Stirn vom Anfang bis zur Leitungshilfte geschritten.

3.t =21T. (Abb.53c)
Jede der Rechteckswellen ist um 1/2 weitergewandert. Resultat:
Auf der ganzen Leitung herrscht die Spannung F.

4t=2T.
Abb. 53 d.

Die Rechteckswellen sind wieder um 7/2 weitergewandert.  Auf
der rechten Leitungshilfte summieren sie sich jetzt mit dem Beharrungs-
zustand zur Spannung 2 E, die gegen den Anfang weiterschreitet.

5.t — % T.
Abb. 53e.

Die doppelte Spannung steht auf der ganzen Leitung.

6.t = %T
Abb. 531.

Die linke Leitungshilfte ist auf einfache Spannung gekommen.
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7.t= ¢TI (Abb. 53g)

Die ganze Leitung steht unter einfacher Spannung.

8.¢t=1L1T. (Abb. 53h)

Die rechte Leitungshilfte ist entladen.

9.t = T. (Abb. 531i)

Die ganze Leitung ist entladen; der Zustand bei { =— 0 ist wieder
erreicht.

Abb. 53h. Abb. 531i.

Die Darstellung ist — wie ersichtlich — ohne Beriicksichtigung der
Diampfung geschehen, d. h. die Leitung ist auch als widerstandslos an-
gesehen.

Berticksichtigt man die Démpfung, so hat, nach 7" Sekunden, jede

Rechteckswelle eine Hohe von
E

2
somit die Summe der Rechteckswellen den Wert Ee—*7, und es ist
daher der tatsichliche Spannungszustand auf der Leitung nach T' Sekunden

ep = E—FEeg T —= E(1 —¢g¢7)
somit nach » Schwingungen
enpy = E(1 —¢g—onT)

Wenn wir festsetzen, daB die Wanderwellen ,praktisch¢ ihre Be-

e—aT

deutung verloren haben, wenn sie nur noch 5 Proz. ihres urspriinglichen
Wertes haben, so gestattet uns die Gleichung:

e~ *Tn — 0,05

die GroBe n» T — die zu dieser Dampfung notige Zeit — zu berechnen.
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Es ist
—onT — In 0,06 = — 3

und daher

nT — — 3sec.
o

Nach Ablauf dieser Zeit hat die Spannung ,praktisch“ ihren Be-
harrungszustand auf der ganzen Leitung erreicht.

Es ist klar, daf unsere Darstellungsweise ,mathematisch¢ einwand-
frei ist, es ist aber auch einleuchtend, da8 sie sich durchaus nicht auf
»physikalische Realitit¢ stiitzt. Wir verzeichnen sowohl den Beharrungs-
zustand, als auch die Wanderwellen auf der Leitung bereits zu einer
Zeit, zu der es iiberhaupt noch keine elektrische Storung auf der Leitung
gibt, und wir lassen die Wanderwellen sich vor und hinter der Leitung
ins Unendliche erstrecken. All dies ist keine physikalische Realitiit, und
wir wollen uns dessen bewuBt bleiben. Trotzdem fiihrt die Darstellung
zu einem physikalisch richtigen Resultat, das durch die Erfahrung be-
stitigt wird, und ist daher ein Beweis fiir die Leistungsfahigkeit der
Mathematik in der Naturwissenschaft.

Unser Resultat, d. i. die Art des Vordringens der Gesamtspannung
auf der Leitung — ausgedriickt durch die schraffierten Flichen in
Fig. 53 — ist physikalische Realitdt, und wir kénnen nun an Hand
der Figur das Gesetz fiir die Spannungsausbreitung aussprechen:

Mit Schalterschluf (# — O) schreitet eine Spannungs-Woge — ich
vermeide das iibliche Wort ,Welle“, da es zu mibBverstindlicher Auf-
fassung beziiglich der Form fiihren kann — von der Héhe E der Strom-

1
quelle mit senkrechter Wogenstirn und der Geschwindigkeit Vi/:C gegen

das offene Ende; hier angekommen, wird sie mit Zeichenfolge re-
flektiert, liuft gegen die Stromquelle zuriick und erhoht hierbei die
Spannung auf den Wert 2 E. Diese riicklaufende Woge von der Hohe
+ E wird an der Stromquelle, die ja dauernd auf dem Spannungswert E
gehalten wird, mit Zeichenwechsel reflektiert, liuft daher mit dem
Werte — E wieder nach vorn und entladet hierbei die Leitung auf den
Wert + E; die negative Woge, — E, wird am offenen Ende abermals
mit Zeichenfolge reflektiert, liuft also als — E gegen die Stromquelle
zuriick und entladet hierbei die Leitung auf die Spannung Null, worauf
sich das Spiel wiederholt und — ohne Dampfung — in infinitum weiterginge.

Nun ist es leicht, den Verlauf der Stromstirke anzugeben.
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Zur Zeit ¢ — O ist die Stromstérke ¢ auf der Leitung Null. Der
Beharrungszustand ¢, ist aber fir ¢ = O auf der ganzen Leitung Null
[s. GL (20)]. Es ist somit fiir ¢ = 0, nach (10),

iy =0

In 4, erkennen wir aber jetzt [nach (70) bzw. (78)] zwei Rechtecks-

c
wellen von der Hiohe sV die im Awugenblick { =— 0 einander ver-

nichten. Die, auf der Leitung, positive dieser Wellen wandert mit der

Geschwindigkeit » gegen die Stromquelle, die negative mit derselben

Abb. 54.

Geschwindigkeit gegen das offene Ende. Die algebraische Summe beider
Wellen ergibt an jedem Orte den Wert des Gesamtstromes i. Abb. 54
zeigt den Verlauf.

Wir sehen, mit Schalterschluf, eine positive, nach vorwirts

7] :
gerichtete Stromwoge von der Hohe E VZ in die Leitung eintreten,

die nach einer Viertelperiode (2 7') auf der ganzen Leitung herrscht;
sie entspricht der vorwirts laufenden positiven Spannungswoge E.
Am offenen Ende angekommen, wird sie mit Zeichenwechsel reflek-
tiert, lauft daher als negative Woge zum Leitungsanfang zuriick und
macht die Leitung stromlos. Diese negative Stromwoge entspricht
der positiven, aber nach riickwirts laufenden Spannungswoge.
Sie kommt an der Stromquelle an, wird hier mit Zeichenfolge reflek-
tiert und liuft wieder als negative Woge nach vorwirts; sie entspricht
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in diesem Stadium (4 < & T') der nach vorwirts Jaufenden negativen
Spannungswoge. Am offenen Ende wird sie mit Zeichenwechsel reflektiert,
liuft also als positive Woge zur Stromquelle zuriick und macht die
Leitung stromlos; sie entspricht in diesem Stadium (§ 7' <+ T') der gleich-
zeitig nach riickwarts laufenden negativen Spannungswoge. Und

nun wiederholt sich das Spiel.

‘Wir nehmen hieraus zur Kenntnis, daf einer vorwarts schreitenden,
positiven oder negativen Spannungswoge stets eine Stromwoge gleichen
Vorzeichens entspricht; einer riickwirts schreitenden Spannungs-
woge stets eine Stromwoge entgegengesetzten Vorzeichens.

In energetischer Hinsicht liefern die Abb. 53 und 54 folgende Schliisse:

Nach Ablauf der ersten Viertelperiode ist im elektrischen Felde
der Leitung ein Energiebetrag

A, = ; E*IC
aufgespeichert, und im magnetischen Felde der gleich groBe Betrag

Ay = 1JUL

denn : -
J:E‘/%

Beide Betriige entstammen der Stromquelle.

In der zweiten Viertelperiode verschwindet der Strom, A4, wird
Null, hingegen verdoppelt sich die Spannung, oder A, erreicht den vier-
fachen Betrag. Ein Drittel dieses Zuwachses von 3 4, rithrt von dem
verschwundenen A,, her, das sich in 1 4, umgewandelt hat, die restlichen
zwei Drittel liefert die Stromquelle. Die Leitung hat also in der ersten
Halbperiode Energie von der Stromquelle aufgenommen, und zwar blieb
deren Leistung konstant. In der dritten Viertelperiode fillt die Energie
im elektrischen Felde von 4 4, auf 1 4,, und es wichst die Energie im
magnetischen Felde von Null auf 4,, — A4,; es ist also der Betrag von
2 4, von der Leitung an die Stromquelle zuriickerstattet worden. Wahrend
der letzten Viertelperiode verschwindet die Energie des magnetischen
und des elektrischen Feldes ginzlich, und es wird daher abermals der
Betrag 2 4, an die Stromquelle abgegeben. Die Energie pendelt also
zwischen Stromquelle und Leitung.

Unsere Darstellung — fiir kiirzere Leitungen, mit ¢ — 0 — hat
uns gezeigt, daf die Spannung mit steiler, sogar senkrechter Stirn in die
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Leitung eintritt. Die Folge hiervon ist, daf zwei sehr nahe aneinander-
liegende Punkte der Leitung eine groSe Spannungsdifferenz haben; z. B.
die Punkte ¢ und b in Abb. 55. Entsprechen nun diese Punkte zwei
rdumlich nahe aneinanderliegenden Teilen einer Maschinen- oder Trans-
formatorwicklung (s. Abb. 56), so kann die grofe Spannungsdifferenz
zu einem Wicklungsdurchschlag fithren.

Abb. 56.
Abb. 55.
- g
a
Ao
a b b

Die senkrechte Stirn bedeutet also eine Betriebsgefahr,und
die Bestrebungen der technischen Praxis sind daher darauf
gerichtet, diese Stirn abzuflachen.

Beispiele fiir die exakte Darstellung.

Wir kehren nun zu unseren Gl (61) und (64) zuriick, die uns die
exakte Darstellung des Ladevorgangs auf einer beliebig langen Leitung
mit beliebig starker Ableitung gestatten und wollen einige Beispiele an-
filhren, wo die vereinfachte Darstellung nicht mehr zuldssig ist.

1. Wir setzen denselben Leitungstypus voraus, den wir soeben benutzt
haben, also:

r = 0,68%, L —23.10—¢#, (C = 0,005.10—¢F

und zunichst:
g = 0!

geben aber der Leitung eine Linge von

1 = 3130 km
rC

2VLC

21 6260
kz:y;:5,01.10—4'm

Dann ist wie friiher: p — = 5,01.10—4%, somit nach (52)

= 0,997

Da also

K, << 1

ist, sind simtliche Harmonische noch periodisch, und es sind ¢, und
i, dargestellt durch die Gleichungen (wegen A — \/rg = 0):
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E oo 2 2
ey = — &% — zﬂmjl'sm {my, (@ + vpt) — O} —
l 1 Ny "n/k (76)
E & 14 o?
gmat — > i Kﬁ"—:—u - sin {my, (& — vgt) + O}
LT e m
E 1
By = &%t — > — o? tnk C . sin {my (x + vit)}) —
U5 me mg (17
E had 1 042 + k
. e—at _ ) —_
P . 2 P C sin {my (x — vit)}
Die Phasen

o
0, = arctg —
k arctg "

sind aber jetzt durchaus nicht zu vernachl'&ssigen Es ist nach (55)

my
"=Vre
eine GroBe, die fiir die Grundharmonische (5 — 1) den Wert hat:
n 1
P 2 295000. 1 57V 25,1.10—¢
_ Y a .1, 1.1 s
= ———= V112 a2 = 1- . 4.3130% =
' YL.c V il 3130 9,86 4 0

= 148Y1-0,9975 = 7,40
fiir die nichste Harmonische (¥ — 3) den Wert

ny, =— 3.148 Vl— 0’9‘975 = 421,5

32

[0
ng = 5.148 ‘/ 1— ’95275 = 730,1 usw.

Man sieht hier deutlich, da8 hier die Kreisfrequenzen, speziell der
niederen Harmonischen, nichtim Verhiltnis der ungeraden Zahlen stehen.

Es ist aber: c
o« = .zrz;—c — 2LL — 1478
Somit ist:
0, = arcty 17471’—(? = 877’
0, = arctyg % = 19°21'
0, = arctg ;—:(’%? = 11°26" usw.

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 11
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Die Phasenwinkel ¢, diirfen also — wenigstens fiir die niederen
Harmonischen — nicht vernachlissigt werden.

Aus (58) ergeben sich ferner die Wanderungsgeschwindigkeiten der
einzelnen Harmonischen mit:

v = ;‘/l—l 7_2 472 = 295000 Vl—l09975 km
*TyLc K a? B
d. h. fiir die Grundharmonische:
k=1 ..... .. v, = 14750km
Fir k=3 ..... .. vy = 278200 ,
Fir k=56 .. ... .. v, = 289100 ,

also voneinander stark abweichend.

Die Bedingungen fiir die vereinfachte Darstellung sind hier nicht
erfiillt, und wir miissen die einzelnen Harmonischen zeichnen.

Nach (76) ist die ungedampfte Amplitude der k-ten Spannungs-
harmonischen gegeben durch:

E Vni+ o
Ay = — ——
[ NpMmy
wobel
— w 1
"=y
oder
4 — 2F Ynl + o
k= T k.nk
Somit:
2FE V7,407 + 147,8°
A, = - = 12,7E
1 n 7,40 27E
ihre Phase:
0, = 87°7

Daher die Gleichung der linksliufigen Grundharmonischen zur Zeit
t =20

o, 0 = — 12,7 Esin (m,x — 87°7")
Die Gleichung der rechtsliufigen Grundharmonischen fiir ¢ = 0
ey, (n = — 12,7 Esin (m,x + 87°7")
Fir 2 = 0 ist somit:
ep, 0 = 12,7 Esin87°7, e, o) = — 12,7TEsin87°7

Die Wellenlinge der Grundharmonischen ist 41, somit entspricht die

einfache Leitungslinge ! dem Bogen g
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Ebenso ergibt sich:
4 _2E Vnd+od  2F V4215 4 147,8°

$= w ~ 3m, 314 3.4215 = 0226
und somit die Gleichung der linksléufigen dritten Harmonischen fiir  — 0:
ey = — 0,226 E sin (myx — 19°21")
die der rechtsldufigen dritten Harmonischen fiir ¢ =— 0:
yy ) = — 0,226 Esin (mzx 4 19°21")

Bei dieser Harmonischen entspricht —;— dem Bogen % In Abb. 57

sind der Beharrungszustand und die vier eben berechneten Wanderwellen

gezeichnet, wie sie zur Zeit ¢t =— 0 auf der Leitung stehen und in diesem
Moment mit ihren verschiedenen Geschwindigkeiten v, nach rechts und
links zu wandern beginnen.

Je groBer die Anzahl der gewihlten Harmonischen, desto genauer
wird die Darstellung des Einschaltvorganges. Ob man geniigend viele
Harmonische fiir die Darstellung gewihlt hat, erkennt man leicht daran,
daB, zur Zeit t = 0, die algebraische Summe der simtlichen Harmonischen
und des Beharrungszustandes, auf der ganzen Leitung — ausgenommen
2 = 0 —, den Spannungszustand Null ergeben muB. Dies ist natiirlich
nicht zu erreichen, da man eben unendlich viele Harmonische verwenden

11*
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miiBte, aber man erhilt durch Verwendung der ersten fiinf bis sechs Har-
monischen doch wengistens ein ,qualitativ“ aufklirendes Resultat. Dies ist
in Abb. 58 geschehen, wo die ersten sechs Harmonischen benutzt wurden.

In dieser Abbildung sind Momente der Ladung dargestellt, die durch
Zeitintervalle getrennt sind, in demen die hochsten Harmonischen, also
die Harmonischen hochster Wandergeschwindigkeit, die halbe Leitungs-
linge zuriicklegen.

Diese Geschwindigkeit ist:

vV = -L____ — 295000 km

VL C

Diese Strecke (295000 km) wird in einer Sekunde durchlaufen, somit wird
die vierfache Leitungslinge 47 — 4.3130 — 12520km in der Zeit

T = 0,0425 sec
und die halbe Leitungslinge in der Zeit

% = 0,00531 sec

durchlaufen.

In den Abb. 58 sind die einzelnen Harmonischen und der Beharrungs-
zustand nicht mehr eingezeichnet, sondern nur der resultierende
Spannungszustand.

Abb. 58a zeigt die Situation zur Zeit ¢ = 0. Wire die Darstellung
ideal, d. h. hitten wir unendlich viele Harmonische benutzt, so miifte sich
der Spannungszustand Null auf der Leitung ergeben. Da wir nur sechs
Harmonische benutzt haben, ergibt sich Abb. 58a.

Abb. B8b zeigt die resultierende Spannung zur Zeit ¢ — % Die

Grundharmonische hat in dieser Zeit den Weg
T
i%g = +14750.0,005631 = 4 78 km

zuriickgelegt. Ihre Amplitude A, ist hierbei abgeddmpft worden auf

den Wert:
—e L
Ajg 8 = 127 Eg—1478.000831 — 127 Eg—078% — 38 F.

Die nédchste Harmonische hat den Weg

i%% = +278200.0,005631 = + 1480 km
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zuriickgelegt, und ihre Amplitude A, ist hierbei auf den Wert

T
Ass—a? — 0,266 Eg—1478.0,00531 — 0,103 E

abgeddmpft worden.
Ebenso berechnen wir die iibrigen Harmonischen und verzeichnen
sie wieder ihrer GroSe und Stellung nach. Die algebraische Summe mit

dem Beharrungszustand ergibt den Spannungszustand zur Zeit t = 5
Die Abb. 58 zeigt Unmoglichkeiten. Wir finden fiir £ = O (Abb. 58a)
auf der ganzen Leitung, und fir { —= % (Abb. B8b) auf der rechten

Abb. 58a. Abb. 58b. Abb. 58c. Abb. 584.
- | .l . -4
t=0 :\"»..,__ t=3 : |""-~._\ =2 : = 5T
i : N ! : . | S N ~
1. | \_\ |I | e PO :
LI—_—— | ——
|
|

I
T
| I
| |
|

Leitungshilfte, Spannungen, die nicht vorhanden sein kinnen; denn die
elektrische Stérung der Leitung beginnt ja erst mit { = O und ist mit

T : . . .
t = ) erst bis zur Leitungsmitte vorgedrungen. Diese Spannungen,

welche die Abbildungen zeigen, sind natiirlich nur eine Folge der un-
vollkommenen Darstellung durch die geringe Zahl der Harmonischen.

Immerhin zeigen die Abbildungen das Wichtigste an dem Ladungs-
vorgang auf einer ,so langen“ Leitung. Wir sehen, daf die Stirn der
Spannungswoge, die natiirlich, im Moment des Eintritts in die Leitung,
senkrecht ist wie frither, beim Vorschreiten auf der Leitung ,abgeflacht“
wird. Der Anprall an das offene Ende geschieht nicht mehr mit der
vollen Hohe der Spannungswoge, sondern erfolgt allmihlich von Null
ansteigend; die Reflexion am Leitungsende ergibt keine Uberspannung
mehr, und die Spannung nihert sich allmihlich dem Beharrungszustand.

2. Als nachstes Beispiel betrachten wir denselben Leitungstypus wie
vorhin, aber mit einer Linge

1 — 3150 km
Dann ist

21
ky = 77 = 5,01.10—4 6300

3,14
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Da k, zwischen 1 und 3 liegt, ist die Grundharmonische aperi-
odisch und ¢, und i, sind darzustellen durch die Gleichungen:

ey —= — gt Zlgni;;i:sin (m, x) {n, Cof (n;t) 4 o Sin (nyt)} —
_ e——a!? % Vn—i—_?sin {my (& + vt) — Oy} — (78)
— e“"? g ﬂ%———Tm?sm {my, (# — vt) + O
y = &t 2TEni’l (@ _m?;2) Ccos (m, ) Sin (n,t) +
+ a‘“‘??%%sm{mk (@ + vpt)} — (79)
gt ? g %% sim {my, (v — vit)}

Wir konnen nun den Ladevorgang in ganz shnlicher Weise darstellen,
wie es in Beispiel 1 geschehen ist. Der einzige Unterschied gegen dort
ist der ,Stillstand“ der Grundharmonischen. Diese wandert nicht mehr.
Sie steht im Moment ¢t =— 0 [nach (78)] mit der Grofe

4EFE
- sin (m, x)

auf der Leitung und wird nun mit wachsender Zeit [nach (78)] abgeddmpft,
wobei fiir die Ddémpfung nicht allein o, sondern auch die Hyperbelfunktionen
in Betracht kommen. o hat den fritheren Wert beibehalten, n; ergibt
sich nach (30) mit

7w 1

’—-
n, =

21

4 295000.1,57 V(5,01)2. 10-8.4.38150°
1 3150 9,86

Die Amplituden der wandernden Harmonischen sind, so wie friiher,
durch die Grofe o allein gedémpft.

Abb. B9 zeigt das Resultat beziiglich der Spannung. Wir sehen nur
einen quantitativen Unterschied gegeniiber Abb. 58. Die Aperiodizitit

ml ‘/yz 1 = 57 y2 _
veel =~ yLc¢ <gl>2

= 15,0
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oder der Stillstand der Grundharmonischen bedeutet eben mnichts anderes
als eine verstirkte Dampfung.

R \
Fir s = ;—ﬁ'—‘c“{

Abb. 59a. Abb. 59b. Abb. 59e¢. Abb. 59d.

’ m T 3 ]
bot=0 LN =2 K =7 1 N =37
i R 8 R : I 1| ‘. |I
i P \\ Lo \_\ If | \,\_N |
Ix I | | | . I ~—,

i AY | —
i P L B ;
1] 'l | ", |
! 1R N '.
b ! : | I
;| : ;oo !
I

‘J

I
I
|
I

Ist nun aber die Grundharmonische aperiodisch geworden, d.h. zum
Stillstand gekommen, so konnen wir fiir die Darstellung, mit einiger An-
niherung, folgendes Verfahren verwenden.

Auch hier gilt, wie frither:

e=¢ + ¢
T = iy + 4,
Also, fiir ¢t = 0, nach (78) und (79):

2
sin (myx — 0p) —

__EV"H-

3 WMy

0= eb—gszn(m x)

78
2 V”k + o’ (752

3

0 =144 — 2 L +nk0 sin (my, zz:)———l i“ + "’Csm(mkx) (792)

sin (myx + Oy)

In diesen Glelchungen ist mit einiger Berechtlgung o? gegeniiber n}
zu vernachlissigen. Fiir unseren Fall ist

2
o = 147,8; und nach (85) n, = 415,4; i:‘ﬁ = 0,126
3
welches Verhéltnis fiir die htheren Harmonischen rasch kleiner wird.
Vernachlissigen wir auch die Phasenwinkel:

o
0, = arctyg )
also:
0; = arcty 1478 = 19°36'

4154
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die auch fiir die hoheren Harmonischen kleiner werden, so wird mit
Riicksicht auf:

. 1
eb:E; lb:O; nk:mkvk:mkV—L—(}
4E 2E & QE>=.1 .
0 =E— sm(m z) — - Efsm(mkx) p Eism(mkx) (78D)

= 04— 2B ‘/— S —sm(mk:c) 2 EV E—sm (my.x) (79b)

Wir sehen: Die Summe der beiden unendlichen Reihen in (78b) ist
nicht mehr gleich dem Beharrungszustand allein, sondern gleich dem Be-
harrungszustand minus dem Werte der Grund-
harmonischen, zur Zeit { = 0.

Abb. 60 zeigt den Spannungszustand zur
Zeit ¢ — 0, dargestellt durch die vier Glieder
von (78b). y ist der Wert der Differenz
zwischen Beharrungszustand und der Grund-

Abb. 60.

harmonischen, somit % jeorts der Wert der

‘Wanderwelle auf der Leitung im Moment ¢ =0O.
Endlich nehmen wir — auch wieder angenihert — an, daB die
simtlichen wandernden Harmonischen mit der gleichen Geschwindigkeit

v = V%T wandern. Diese Annahme ist insofern berechtigt, als bereits
die langsamste, also die dritte, Harmonische eine Geschwindigkeit hat:
1 25,1.10-8.4.3150?
v, = 2950001/1—3 986 = 278000 km

Mit diesen Annahmen ergibt Abb. 61, fiir ¢ — 0, das Bild der Wander-
wellen, die nun, mit der Geschwindigkeit », nach rechts und links zu
wandern beginnen und hierbei geddmpft (¢—%!) werden.
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Abb. 62 zeigt den Verlauf der Spannung wihrend der Zeit 7, in
Intervallen von —g—, wobei T die Zeit ist, in der die vierfache Leitungsléinge,

mit der Geschwindigkeit ¥ = 295000 km, durchlaufen wird. Diese Zeit ist:

41 4.3150
T = 7 = 2—95—060‘ = 0,0427 sec,
also:
—2—1 = 0,00534 sec
Abb. 62b.
Abb. 62c. Abb. 624d.
Abb. 62e. Abb. 621,
=3, -
F%_] }'—%‘Lq%
i ~[-unde | | -lunde !
I i | I
i - I !
i /| i ;
| 1

In der Abb. 62a ist die Amplitude der Grundharmonischen abgedampft
auf den Wert:

4E -t I\ e (T
oo e(ig) Hem(is)) =

4
— ;.0,454 {1,003 +

147,8
15

0,080} — %?—-0,813
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Die Wanderwellen sind auf ihren 0,454fachen Anfangswert abgedidmpft

1
und sind um 5 nach beiden Seiten weitergeschritten.

In Abb. 62b sind die Grundharmonische auf ihren 0,535 fachen,
die Wanderwellen auf ihren 0,206fachen Anfangswert abgeddmpft. Die
folgenden Abbildungen zeigen, daB der EinfluB der Wanderwellen, durch
ihre starke Ddmpfung rasch schwindet; schon fiir ¢ :_;: sind sie als
bedeutungslos weggelassen. Der Spannungszustand auf der Leitung ist
dann nur durch die Grundharmonische bedingt. Man sieht deutlich, daB
bei der Ladung dieser langen Leitung eine Uberspannung nicht vorkommen
kann; die Spannung nshert sich allmihlich dem Beharrungszustand, ohne
ihn je zu iiberschreiten.

Diese Darstellung ist — zum mindesten in den Anfangsphasen —
recht unvollkommen. Die, wenn auch stark erniedrigte, so doch immer
noch senkrechte Wogenstirn in Abb. 62a, sowie die Zacke in 62¢, sind
natiirlich unmdglich, denn es findet in Wahrheit ein stetiger Verlauf von ¢
statt. Die Abbildungen sind aber verhiltnism#Big einfach gewonnen und
zeigen recht deutlich den Unterschied gegeniiber der Aufladung einer
kurzen Leitung.

3. Als letztes Beispiel betrachten wir unsere Leitung mit
g >0 und = 30km
Wir wollen dem g einen sehr grofien Wert geben, namlich
g = 1,664.10—+
Dies wiirde einem Isolationswiderstand von % = 6400% pro Kilo-

meter entsprechen, also einem Wert, der fiir den Dauerbetrieb viel zu
klein wire. Da wir aber hier den Einfluf der Ableitung studieren wollen,
so wahlen wir extreme Verhiltnisse.

Es ist jetzt:

_10—=9L _  5957.10-2
2yLC
und daher:
21 60
by == — Y — =— —_— —2 — 15)
k, y— = 5,257 514 10 1,00
Da

1<k,<<3
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ist die Grundbarmonische aperiodisch geworden, wie im letzten Beispiel,
und es sind ¢, und 4, gegeben durch:

ev:_g—at2TEl ! lzsm (m, x){n, Cof (n;¢) + o0 Sin (n,t)} —

_E—atﬂzﬂw
1< my mi+ A2
E = my V”]?+0(2

_E_atTE

2 2
3 g mk+l

sin {my (% + vp t) — O} — (80)

sin {my(z — v t) + Op)

2E 1 o / / '
iy = g%t — Tl mis 5 cos (m x){ P, Gin (nt)— @, Cof (n,1)} +
EZ 1VPi+ Qi
at 5 — —
te T X sin {my(x + vit) — Ex} (81)
B2 1VP @k

sin {my(x — vxt) + Ei}

— atlz

Wir haben also durch Vergroferung der Ableitung g, auch auf der
kurzen Leitung, die Aperiodizitit der Grundharmonischen erzielt. Wir
wollen auch hier die Darstellungsart nach Abb. 62 benutzen. Es ist jetzt:

g mi + A2

rC—gL rC+ gL
=T 5957.10-%; o = =97 157.104
? = V56 57.10-2; o T 57.10
2
m,:g%_r)%g 10-2; nl'_—:v%‘/%—lzlllﬁ();
1
. my 1 _17_9___ ~ 4.
n3__v-——z_d‘/1 32m3“3’7"10’
41 4.30
T — — ” 290 105—-00004860

0, = VLC‘/t = 240000km; 9§, = arctg— = 22,8

Wenn wir also die Winkel 8, vernachlissigen und die Geschwindig-
keiten v, der Wanderwellen gleich 295000 km annehmen, so ist die Ge-
nauigkeit der Darstellung noch etwas unvollkommener als friiher.

Das Bild des Spannungsverlaufes ist fiir dieses Beispiel ganz analog
mit dem des vorigen Beispiels. Ich verweise daher fiir die Darstellung
von ¢ auf Abb. 62. Die Dimpfungsverhiltnisse sind annghernd die gleichen.

Im vorigen Beispiel war

a—g = 147,8.0,00534 = 0,789
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jetzt ist

«% — 1,37.10%.5.10—5 = 0,785

Wir wollen aber noch den Verlauf der Stromstirke fiir dieses
Beispiel darstellen. Es ist:
=1+t
Daher nach (81) fiir t = 0

2EQ 1 EZ& 1 VPi+ @}

0= io = s M)+ g Xy e sin (o= = )
EZ 1 VPi+ @}
T e ORI
Es ist:
Qr . . @
r — arctg —; somit: sinf, —
Py VPi+ @

Entwickeln wir sin (m, 23 ;) nach Sinus und Kosinus und setzen fiir
sin &, den Wert ein, so folgt:

. 2E @ 1 Qx
O:zb—l—nfmcos(mx) l; .mws(mk“’)— 20
2a
_—2 g mk+lzcos (. 2)

Die beiden letzten Glieder, d. h. die negative Summe der beiden
Wanderwellen des Stromes, ergeben also, fiir ¢t = 0, mit der Differenz
des Beharrungszustandes und der ersten Harmonischen den Wert Null.
Daraus ergeben sich ohne weiteres Form und Grofe der Wanderwellen zur
Zeit ¢ = 0 (s. Abb. 63). Der Beharrungszustand ¢, folgt aus (20); die
Amplitude der Grundharmonischen ist nach (82)
2E1 @ 2E g

A, —m—_ 1 - _-_ 7
1 1 n,m? -+ A2 1 m?4 22
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Fiir unser Beispiel ist somit [nach (20)] der Strom 4, fiir # = 0

) g 1 —g2h — 3
Wy = — W; wegen A — Vrg = 1,03.10—2
iy, = 4,67.10—3E
und

A, = 3,66.10—3E
In Abb. 63 sehen wir iiber der Leitung den Wert der Wanderwelle
7/ = %(ib — 1
Beachtet man, daf die Funktion

T
cos (my, x) = oS <k—2— . 7)
zu der Linge  — (k — 1)1 symmetrisch verlduft, denn
( E(k—l)l—{—m} _ { ﬁ(k—l)l——x}
cos lIc 51 = cos 5 7
Abb. 64d.
und daB dieselbe Funktion in x — %l ihr Vorzeichen #ndert, denn
T kl+@y 7w kl—x
cos< 5 —l—) = — cos<k§——l—>

so ergibt sich die Form der Wanderwellen, fiir { = 0, wie in Abb. 63.

LaBt man nun die beiden Wanderwellen mit der Geschwindigkeit »
nach rechts und links laufen und vernachlissigt die Phasenwinkel §, —
was allerdings nur eine sehr rohe Anndherung ist —, so erhilt man ein
Bild iiber die Ausbildung des Stromes.

Fiir unser Beispiel gibt Abb. 64 deswegen ein ziemlich richtiges Bild,
weil die Wanderwellen — an und fiir sich niedrig gegeniiber der Grund-
harmonischen — durch die Dampfung sehr bald bedeutungslos werden.
Fiir die Ausbildung des Stromes ist also die Abdémpfung der Grund-
harmonischen von ausschlaggebender Bedeutung. In Abb. 64 ist daher
aufer dem Beharrungszustand nur die gedimpfte Grundharmonische ein-
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gezeichnet. Die Differenz beider Kurven ergibt gendhert den Verlauf von 4,
der tatsichlichen Stromstirke.

Wir sehen, wie sich die Stromstiérke allmihlich zum Beharrungs-
zustand erhebt.

Dieses Beispiel macht uns den Einfluf der Ableitung auf den
Schaltvorgang klar. Wir sehen, dal die Ableitung auf den Vorgang
dimpfend wirkt und — wenn sie groB genug ist — jede Uberspannung
verhindert.

Unter den Begriff Ableitung fallen nun, wie schon erwihnt, nicht
nur die Isolationsfehler, sondern auch die Korona-Glimm- oder Spriih-
erscheinungen. Es ist klar, daB eine Leitung, fiir ihre normale Betriebs-
spannung, keine oder nur sehr geringe Ableitungsverluste haben darf.
D.h. daB jeder Leiter ,fiir die Normalspannung gegen Erde und gegen
den oder die anderen Leiter bestmoglich isoliert sein muf. Er mufl dies
aber nicht mehr fiir eine , Uberspannung¢ sein. Die Koronaerscheinungen
setzen nun aber bekanntlich auf jeder Leitung erst mit einer bestimmten,
der ,kritischen“ Spannung ein. Wenn man daher eine Leitung so baut,
daf ihre normale Betriebsspannung mit der kritischen Spannung zusammen-
fallt, so hat man die Gewihr, da8 die Leitung, auf jede Spannungserhthung
iiber den Normalwert, mit Koronaerscheinungen, d. h. mit ,Ableitung*
reagiert. Bei Hochstspannungsleitungen ist dies moglich, da hier immer
noch geniigend grofie Leiterentfernungen resultieren; auch kann man zur
Verstirkung der Koronaerscheinungen das Blitzschutzseil heranziehen.
Die ganze Leitung hat dann eine gewisse elektrische ,Elastizitiat¢, die
in wirksamer Art die Uberspannung bekimpft. Bei Mittel- und Nieder-
spannungsleitungen ist es aus mechanischen Griinden meist unméoglich, die
Leiter so nahe zu verlegen, da8 die Betriebsspannung mit der kritischen
zusammenfillt. Hier werden Glimmschutzapparate eingebaut, die auf
Uberspannung ansprechen. Natiirlich ist hier zu beachten, daf die Ab-
leitung, wenn sie wirksam sein soll, als Leitungsdate, d. h. auf der ganzen
Leitung auftreten muB, dal also die Schutzapparate, lings der ganzen
Leitung, gleichmidfBig verteilt, anzubringen sind.

Wir haben in diesem Abschnitt die Ladung einer offenen Leitung
durch eine Gleichstromquelle studiert. Derselbe Gedankengang fiihrt auch
zur Erkenntnis des Ladungsvorganges bei Anschluf einer Wechsel-
stromquelle. Die Ausgangsgleichungen sind natiirlich dieselben, und
es gelten auch hier die Beziehungen

¢ = e+ ey; =G+ 4
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Die Beharrungszustinde e, und ¢, aber, die bei dem Gleichstrom-
problem stationire Zustinde waren, sind hier periodische Funk-
tionen der Zeit.

Dies macht die Durchrechnung des Problems bedeutend schwieriger.
Die technische Praxis verzichtet auch darauf, und zwar insofern mit Recht,
als der Schaltvorgang in so kurzer Zeit abgeddampft ist, da8 sich in dieser
Zeit der Wert des Beharrungszustandes nur wenig gedndert hat. Diese
Erwéagung ftihrt aber das Wechselstrom- auf das Gleichstromproblem
zuriick.

Entladung der geladenen Leitung durch KurzschluB.

Die Leitung, die durch die Gleichstromquelle geladen worden ist,
wird durch den Schalter von der Stromquelle getrennt; hierauf wird, bei
=0, zur Zeit t =0, ein Kurz-
schluBbiigel i.iber die LeltUTlg .
gelegt, der die Spannung e, im @QG: i
Punkte x=—0, dauernd auf Null o
bringt. Mit dem Moment ¢t — 0 X=0
beginnt also die Entladung.

Die Richtung des wachsenden x ist jetzt die Richtung steigender
Energie, daher erhalten unsere Grundgleichungen (1) und (2) links das
positive Vorzeichen; ebenso erhilt (12) rechts das positive Vorzeichen.

Die Losung bleibt natiirlich dieselbe wie frither. Wir finden

Wy = ke**+ ke mit 2 = Vr.g

Abb. 65.

—_—

x=(

somit
W,
ep = % = Ak, &** — Akye— = 83
d .
" iy = g Wy = gh,e** + ghye—i (84)
Jetzt ist aber: fiir x =— 0; ¢ = 0; zu allen Zeiten
und wie frither, fiir # = 1; ¢ — 0; zu allen Zeiten

also folgt aus (83) und (84)
0=l —ky 0= ke + kysH
0= k,(1+4 & 24
ky =k, =0

Dabher folgt fiir die ganze Leitung

somit:

oder

01,:0; zb_:O

als die Beharrungszustinde, die auf der Leitung zu erwarten sind.
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Weiter gilt wie friiher:

W, = e %t (K, sin (mz) + K, cos (mz)} (K e"'t + K, e~ 't
somit:
_ow,

= oz

Da wieder:

= me—*t (K, cos (mx) — K, sin (mx)} (Kt + K, e~ '?)

e = ¢+ ¢

und, fir ¥ = 0, ¢ und ¢, fiir alle Zeiten Null sind, so folgt:

. K, =0
und mit: KK, — 4; KK, — B
ey = — meg— %tsin (ma) (Aet+ Beg—n'Y) (85)
Wegen ,jetzt*
=+ oW, + 0
folgt:
iy = g&—%tcos (mx) (Ae't 4+ Beg— 'ty —
— aCe—%tcos (max) (Ae™'t + Be—*'t) |
+n'Ce—*tcos (mz) (Ae™'t — Be—n't)
oder
iy = —¢& %tcos(ma) {Ae"t(wC—n' C—g)+
+ Bem "t C+ n' C—g)}. (86)
De i =iy iy
und fir # = 1, 4+ = 4, = O, fiir alle Zeiten, so muB
cosml =0 und ml = kg.,

wobei % die ungeraden Zahlen von 1 bis oo bedeutet.

Es folgt genau so wie friiher:

€y = — &=t > my, sin (my, x) {Akan;‘t+Bka_";‘t} ()
1 .
Gy = — &=t > cos (my, %) { Ay ™" (0 C — nj, C — g) +
1
+ By " (& C + n, C — g)). (88)
Zur Bestimmung von A4; und B; beachten wir, da8, fiir t — 0, die

Leitung aufgeladen war. Setzen wir ideal gute Isolation voraus, also

g =20,
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so war nach (21) die Spannung ¢ auf der ganzen Leitung
¢ —= K,

und der Strom: i = 0.

Wegen e = ¢, + e, folgt also fir t = O

E—=0 + €y (0))
oder

— E = >, mysin (my x) (4x + By),

woraus wie friiher:

21
E T T 2E 1
my (A + Bp) = -l—jsm< §-T>dx == o
0
also:
2E 1
Ak+Bk:—l—E,c (89)
und wegen
i= iyt iy
folgt fir t = O
0 = 0 + é‘l}(o)l
oder -
0 = — > Ccos (myz) {Ax (@ — mz) + B (@ + m)},
1
woraus , ,
Ap (@ — np) + Br (e + n) = 0. (90)
Aus (89) und (90) folgt:
_ Ewm+a, _ En—u
A= —7r B=—7 o ©1)
und daher:
E o 1 , 4 , _ ’
e =& %~ 2"‘_5’" (i) ((f + 0) €™ + (m — o) &~ '),
=0T E —cos(’”kx) (@2 — 1) ™ 4 (ni2 — o) &™),

Ist die ideal gut isolierte Leitung nicht sehr lang, so haben wir
gesehen, daB n; nur imaginirer Werte fahig ist, also
ny, = 1 N
Dies eingefithrt, und die Exponentialfunktionen in goniometrische
umgewandelt, ergibt:

ey = s—‘”2 £ é—l— ism (my x) {1y cos (nit) + o sin )} (92)

Breitfeld, Analysis von Gmndproblemen 12
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oder:
2E> 1 Vn .
ey — g%t — 7 2 - V k + sm (my, x) cos (mi.t — Oy),
mit
3 = arctg —.
L
Und
2EZ= n
iy — e~ % C — 7 Z —:?:_— c0s (my, z) sin (i t). (93)
Setzen wir wieder
N == My Uy
und vernachlidssigen wir — wie wir es frither taten — den Bogen d

als bedeutungslos, welche Vernachldssigung auch das Verschwinden von
o? gegeniiber n} zur Folge hat, so wird

E > 1 | E > 1 .
€, =— g%t — 7 $m—ksmmk(x+vkt)+£—“‘—i—27—n—sznmk(x—vkt),

i, = —‘”C E smmk(x—}—vkt) —s—“‘C 2 2smmk(ac—vkt)

Wir sehen wieder unsere beiden unendlichen Reihen von, in ent-
gegengesetzten Richtungen, wandernden Ortsharmonischen. Ist — wie
wir es voraussetzen — o gegeniiber n, bedeutungslos, dann sind, nach

Fritherem, die sidmtlichen Wanderungsgeschwindigkeiten v, einander
gleich, und zwar:

1

V) — _ —_——
¢ Vi ¢

und damit wird:

E= 1 E =1
€y = e—‘”—l— 2 m—ksinmk (x+0vt)+ e—‘”—l— lzm— sinmy(x —ovt) (94)
C E
iy =— &9t E—S'mmk(:v-}—vt)——

(95)

CE 1

— gt 7T Z”—stinmk(x——vt)

Es hat nun, zur Zeit ¢ — 0, die Spannung auf der ganzen Leitung
den Wert K, ausgenommen den Punkt £ — 0, wo wir ja in diesem

Momente, durch den Kurzschlu, die Spannung auf Null bringen. Es gilt
also fiir die Leitung die Beziehung:

E=ete,_,=0+e,_,
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oder nach (94)
E = 1
,_Tgm—k zn(mkx)+ 2——sm(m,,x)

>
>

v v

Wir sehen also E, den Spannungszustand der vollendeten Ladung,
das ist der Ausgangszustand fiir die Entladung, dargestellt durch zwei
Wellenziige, die sich im Moment
t — O decken und in diesem
Moment mit der Geschwindig-
keit » nach rechts und links zu
wandern beginnen. Die Hohe
dieser Wellenziige ist je '/, E.
Siehe Abb. 66.

Nach:

e — ¢, + e = 0+ e

ist die wirkliche Spannung e auf
der Leitung, mit e,, der verinderlichen Spannung identisch; e, ist aber
nach (94) in jedem Moment durch die algebraische Summe der beiden
Wellenziige gegeben.

Ebenso ist, zur Zeit { — 0, der Strom ¢ auf der ganzen Leitung

Null. Daher . . .
0:10—}—11,(‘:0):04—%“:0)
oder nach (95)
CECZ CE = 1
0= V —sm(mk z) — 7T 2"'_1:8“1 (my )

—_——
v

(_ —

Wir sehen also, zur Zeit t — 0, zwei Wanderwellen des Stromes,

l/C
von der Zfachen Hohe der Spannungswellen, so auf der Leitung

stehen, dal sie sich gegenseitig vernichten. Auch sie beginnen mit der
Geschwindigkeit » nach rechts und links zu wandern. (Abb.67.)
12%*
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Wegen: =iy iy = 0 44,
ist auch 4, der wirklich auftretende Strom, mit ¢,, dem verinderlichen

Stromwerte, identisch; 4, aber ist in jedem Moment {nach (95)] durch die
algebraische Summe der beiden Wellenziige gegeben.

Abb. 68. Abb. 69.
- T
t=3
t=1
4
t=%T
=7
t=3
t‘=%7‘
t=%7
t=%7
t=7

In Abb. 68 und 69 ist der Verlauf von Spannung und Strom nach
KurzschluB, unter Benutzung der Wanderwellen, dargestellt, und zwar
wieder fiir Zeitintervalle, die ein Achtel jener Zeit T sind, in der die
Wanderwellen die vierfache Leitungslinge durchlaufen.

Die physikalische Deutung der Abb. 68 und 69 ist folgende:

In Abb. 68a sehen wir eine negative Spannungswoge, eine Ent-
ladewoge, von der Hohe (— E) in die Leitung eintreten, welche Woge
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die Leitung, die auf 4 E geladen war, bis zur Leitungsmitte spannungslos
macht. In Abb. 68b schreitet die Entspannung bis zum Leitungsende
vor. Damit ist die Woge (— E) am offenen Leitungsende angelangt,
sie wird hier, nach dem uns schon bekannten Reflexionsgesetz, mit
Zeichenfolge, also als negative Woge zuriickgeworfen und ladet in 68¢
und 68d die Leitung auf die Spannung — E. Am Anfang angekommen,
kommt diese negative Woge an die Kurzschlufistelle, wo die Spannung
auf Null gehalten wird; sie wird daher hier mit Zeichenwechsel
reflektiert, wird als positive Woge wieder nach vorwirts geworfen und
entspannt die negativ geladene Leitung auf Null. (Abb.e und £) Am
Ende angekommen, wird die positive Woge mit Zeichenfolge reflektiert
und ladet die entspannte Leitung wieder auf 4 E. So wiirde sich der
Vorgang — wenn keine Diampfung da wire — in infinitum wiederholen.
Durch die Dampfung verlieren — wie wir frither sahen — die Wander-
wellen ihre Hohe, und der Vorgang klingt rasch ab.

Wir haben hier auch das Reflexionsgesetz fiir eine Spannungs-
woge an einem KurzschluB kennengelernt. Die Woge wird an dem
KurzschluBl, so wie an der Stromquelle, d. h. mit Zeichenwechsel
reflektiert.

In Abb. 69a und b sehen wir, der vorwirtsschreitenden Entlade-
woge der Spannung entsprechend, eine Stromwoge des Entladestromes
vorschreiten. Diese Woge wird am offenen Ende mit Zeichenwechsel
reflektiert, wandert als Ladestrom zuriick und macht die Leitung stromlos
(Abb. 69¢ und d). Am Kurzschluf angekommen, wird sie mit
Zeichenfolge reflektiert (Abb. e und f), schreitet wieder gegen das
offene Ende, wird hier mit Zeichenwechsel reflektiert und macht beim
Riickschreiten die Leitung wieder stromlos (g und h).

Da der Entladestrom selbstverstindlich als negativ, der Ladestrom
als positiv anzusehen ist, so gilt auch hier wieder: Der vorwiarts-
schreitenden Spannungswoge entspricht eine Stromwoge gleichen Vor-
zeichens, der riickwiartsschreitenden eine Stromwoge entgegen-
gesetzten Vorzeichens.

In energetischer Hinsicht ergeben die Abb. 66 bis 69 folgende
Schliisse :

Zur Zeit t = 0 ist 4,, die Energie des elektrostatischen Feldes,

4, = 1E21C

und 4,,, die Energie des elektromagnetischen Feldes, mangels eines
Stromes,

4, = 0.
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In der Zeit O bis T/4 verschwindet A,, und es wichst A,, auf die Hohe
A, = 1J%IL = A,

In der Zeit T[4 bis T/2 wichst wieder A4, auf Kosten von A4,; die
Leitung wird auf die Spannung (— E) aufgeladen und es wird zur Zeit T/2:
4, = ;E*IC
und so geht die Umwandlung der Energie von Viertel- zu Viertelperiode
weiter. Es pendelt also hier die Energie zwischen dem elektrostatischen
und elektromagnetischem Felde hin und her. Es wird somit durch den
Kurzschluf auf der Leitung ein Schwingungszustand geschaffen, von
einer Schwingungsdauer 7', gleich jener Zeit, welche die -elektrische

Storung braucht, um die vierfache Leitungslinge zu durchlaufen.

Wir haben gesehen, daf die Darstellung der beiden Schaltvorginge,
die wir hier studiert haben (Ladung und Entladung einer Leitung), durch
ungeddmpite Wanderwellen von Rechtecksform, die Darstellung des un-
giinstigsten, gefdhrlichsten Falles bedeutet. Bei der Ladung hatten wir
auf eine Spannungsverdoppelung zu rechnen. In Wahrheit gibt es
stets eine Dampfung und nie eine absolut senkrechte Stirn.

Wenn also — wie es in der Literatur iiblich ist — bei der Ver-
folgung von Schaltvorgingen senkrechte Wellenstirnen angenommen
werden, so bedeutet dies ebensosehr eine auflerordentliche Vereinfachung
der Darstellung, als auch die Erzielung eines Resultats, welches die un-
giinstigsten Folgen des Schaltvorganges zeigt. Die Schutzmafregeln
gegen diese Folgen bringen also die groftmogliche Sicherheit.

IX. Elektrische Schwingungen in magnetisch gekoppelten
Stromkreisen.

Das typische Beispiel zweier magnetisch gekoppelter Stromkreise ist
der ,Allgemeine Transformator“. Jeder der beiden Stromkreise I und II

Abb. 70. enthélt, im allgemeinsten Falle,
— S / : Ohmschen, induktiven und kapa-
oLy, ’ . E%L 2 W, zitiven Widerstand. Bedingt durch
] ! 2 %12 die gegenseitige Lage, wirken die
geg 8 ge, W1
1 I u Stromkreise magnetisch aufein-
e, ander ein. Abb. 70 zeigt das
@ Schema der Anordnung.
Sind: r,, r, die Ohmschen

Widersténde, L,, L, die Koeffizienten der Selbstinduktion, M der Koeffi-
zient der gegenseitigen Induktion, C,, C, die elektrostatischen Kapazititen,
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e, die, dem Primirkreis aufgedriickte Klemmenspannung, e, e, die
Kondensatorspannungen und 4,, i, die Strome, die sich in den beiden
Kreisen ausbilden, so gelten die Gleichungen:

di di .
— L, dtl a‘;:_ex‘{‘ecl"*”lrl
di di .
_Lgd_t“_. .(.i.t!:0+e02+z2r,
Nun ist
1 (. 1 .
ecl—_:—(z‘.zldt; 602:Ejz,dt;
und es sei:
e, = €, sin(wt + ¥)
dann wird:

iyry + L, 0 éj Gt M = Gsin@itw) )

1 di,
1«7’2+L2dt szdt~—Mﬂ (2)
Aus diesen Gleichungen konnen wir die Strome i, und ¢, berechnen.
Aus (2) folgt durch Differentiation und Division durch L,
azi ry dig 1 . M d*i,
ar +I T GL,rT L, ae (22)
In dieser Gleichung sehen wir eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit Storungsfunktion. Thre Losung ist nach Abschnitt V.

iy = £, £t 2y et @
wobel :
- 7y 1 re
b= 2L2+ C,L, 4L} 3a)
a
A:_lLﬂV;L_li
2 2L, C,L, 4L}

und 2z, und 2, bestimmt sind aus:

dz, de
At ot 72
sttty =0
dg dz M d%i
2t 71 Lt 273 T 1
Y q; T hae it — T I,adp
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woraus:

22:

Dies in (3) eingesetzt, ergibt:

) M ellt _, t 1 5125 _a tdzil
’2_”1;/11—-1J8 Yae +Ll—l je et @

und daher:
di, MA@ Py,
-8 — t i 2 Aat| g — At 1
at L) et ) e i )

Setzen wir (5) in (1) ein, so folgt:
1 M2 Ay (B
1r+L1dt Cj’ dt — Ll—lzetjs 1<d )dt+

+L_1i2,1 elzt‘ *lztd lldt = €, sin (0t 4 ¥);

(6)

aus welcher Gleichung wir ¢, bestimmen wollen.
Wir differenzieren und dividieren nachher durch g*2!; dann er-
halten wir:

di — M? a2 i
— Aot 1 1 1
e <’"1 dt Lﬂ i T >
z|[2 lﬂ d2i
L l /l 6(7-1—32”". g Mt ;dt
Z|[2 ;Lﬂ r d 1 2
- — o— gt
+ I, h—1, .‘ 2yt an dt = e 2t €, cos (0t + ).

Noch einmal differenziert und durch g#: —#2t dividiert, ergibt:
di L L, — M? % i
— — gt 1 —1772 - 1 1
128 1 <”'1 + Ls dt2 Cl)+

( @iy | DyLy — MR, 1 iﬁ) _

v L, a# " C, at
d*i, M*? M? d*i

(l A e Mt — lﬂjs—llt—fdt:

dt2 2 A it

= — lzme—h‘@lcos (@t + ¢¥) — @’ MtE sin (@t + p) =
= — s htp€ Vo? + l;sin<wt + v+ arctg&3>-
)
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Differenzieren wir noch einmal und kiirzen durch &= %! so wird:

A,
’C+dt<“’ '"__)+
d’z, L,L,— M2
R T NSNPE B
M? | d% d*i, L, L
— 17+ g i Gt W +‘ru«’——' 22 -

- (7a)
— llw@1Vm2 + l;sin(mt + ¢+ arctg%) _

— w.m@,\/m’ + A2 cos(mt + ¥+ arctg%) —

= 06, V(@ + 12) (@*+12).sin <mt + v+ arctg% — arctg—lﬂ).
1

Wir fithren nun nach (3a) die Werte von 4, und 1, ein, wobei, wie
leicht ersichtlich,
Ty 1

hth=—g5 hh=g7;
‘2 32

und fithren den Streukoeffizienten r!) des Transformators ein, den wir
definieren durch:

L,L,— M? M
= =1 = 1—2 8
v A LI, * ®)
mit
M2
3 8
% 7.1, (Ba)
wobei » der Koppelungsfaktor heiSt.
Mit diesen Einfithrungen wird:
Aidg 1 rll_ll+}.2:r,(11—{-r202
C; C C, L, 17178 C, C,C,L

L.L,—M? M* 1 M?
x,zz%——(n—x.L—)al th) AT =
] 2 1 2

_ C,L,+ C, L, + r,v,C, C,

("IC2L2
r L,+r,L L, L,— M?
ro— L (A 4 A) =] ?;“ e 17
‘g 2

1) Siehe hieriiber im Beginn ven Abschnitt XII.
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@+ A) @ + 1) = oa7s
Ay
Ay ® 0
arctg — — arctg n = arctg —
1 1 + 3

il
A Ay— @
— arctg 12
Ay A+ 24y
h 1—@?C, I
== arctg i S
—ar,C,

und daher endlich, wenn wir (7a) durch z L, dividieren

di, &Ly 4 1,

dtt

=06, — V(@ (,L,-1)

it <L,L, = ae

di, r,C, + 7, C,

@i, C, L, 4+ CyLy 4 r,r,C, C, N
tC, G L, L,
1

(9)

it ©C,C, 1, I,
1 1

(2 =
1 Aral
tC,C,L, I,

lem 1C2L2

allgemeinster Form.

+@?r2Clsin <co t+y +arcty

l—co’Cng)
—@ryC,

Dies ist die Ausgangsgleichung fiir das Transformatorproblem in

Aus ihr lassen sich stets die beiden Stromstidrken ableiten, da wir

aus (2), bei Kenntnis von 4,, auch 4, berechnen konnen.

Gl (9) ist eine Ditferentialgleichung vierter Ordnung mit Storungs-
8 8 g

funktion. Fallt diese Storungsfunktion weg, d. h. ist die rechte Seite

0

Abb. 71.

L

der Gleichung Null, dann
haben wir den Fall der
Selbsterregung, der zur
Eigenschwingung fiihrt. Dies
wire eine Schaltung nach Abb. 71,
wo der geladene Kondensator C|

durch Schluf des Schalthebels zur Entladung gebracht wird; dem Strom-
kreise wird also jetzt keine fremde Spannung (¢,) aufgedriickt.

Sind die kapazitiven Widerstinde in beiden Stromkreisen bedeutungs-

los, so haben wir den Normalfall des ,technischen Starkstrom-

transformators®.

Damit aber {ibergeht (9) in:
dti, ddi r Ly r,L

Das Nullwerden der kapazitiven Widerstinde bedeutet:

C, = (= oo
vy Pl
att ¢ L, L,

dtt dat? tL,L,
. 1
tL, L,

s — oL
€, Vr2 4 0®L}sin <mt + ¢ + arctg © 2>

p— 7‘2
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Diese Gleichung iibergeht durch zweimalige Integration in:
d*,  diy r Ly+r,L
d t2 dt tL,L,

— 373
zLL @Vr + o*L, sm(

1 717y
+ ilzL L,

(9a)

%)
Das ist die Ausgangsgleichung fiir den Elnschaltvorgang des Stark-
stromtransformators.

1. Fremderregung.
Wir wollen nun an die Losung der Gl. (9) unter der vereinfachenden
Annahme gehen, daB die Ohmschen Widerstinde der beiden Stromkreise
Null sind, also
r, =1, =20 (10)
Setzen wir ideale, d. h. verlustfreie Kondensatoren voraus und nehmen
wir konstante Selbstinduktion, d. h. eisenlose Induktionsspulen an, so wird
in den beiden Stromkreisen keine Arbeit geleistet, es finden also sdmt-
liche Vorginge ungedampft statt.
Wegen (10) folgt jetzt aus (9):
fijl d_’ﬁC,L1+Cng+i 1 _
dtt ' dt® ¢C,C,L,L, 17 C,CyL, L,

(11)
o (@ CyL, —1)
—_— — @ —v—C—?‘LTITQ-VCOS (OJt + ’lp)
Wir setzen:
C,L, + C,L 1 o (@02 CyLy — 1)
A=—-t211 2% p_—_ - . F—=_""_273 "7 (12
tC,C, L, L, tC,CL L, tC,L, L, 12
Dann lautet die homogene Form von (11)
d*i, a*i
ai A B =0 4
Eine Partikuldrlosung dieser Gleichung, in der Form i, — ¢!, eingefiihrt,

ergibt die charakteristische Gleichung:
vt 4+ A4+ B =0

A A 4B
R | o
v 2—V 4

_ A A — 4B 14
—iV—fiV 4 o

woraus :

und
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Die homogene Form (13) hat also vier Partikuldrlosungen. Die
allgemeine Losung von (13) lautet daher:

i = u, &% 4 ugev2l + uge¥st | u, g¥4t (15)

WO %, Uy, Uy, 4, Konstanten sind und
A A*— 4B
e

VA2— 4B

_t (16)
A A’ — 4B
v, = 4+ ‘/7 -+ ‘/T
A /4> — 4B
UV, = —1 ‘/Tz- + ‘/,fﬁr,,,

Soll (15) auch die Losung der inhomogenen Form (11) sein, dann
sind die » keine Konstanten mehr, sondern Funktionen der Zeit, die
durch folgende Beziehungen gegeben sind:

I

|
el
N

Emt 1+vt 2+vt 3+vtdut4_0
% du, du du
v, guit dtl + 028v2t_£ + v, gvst dt3 v, td_t{ — 0
Uf&”l‘ + 2 vzt 9 +02 vat + v? v4tdd1; =0 a7
d1 du
v t %y 3 goat 3 'v3t st 4
ofent-g ogent gt oje + at
= —(S Fecos (ot + 9
Nach (16) ist nun: ! ( )
Vg = —0; v, == —0; vf=0;; v =0]; 0= —0}; 0}=—0}
damit wird das System (17) iiberfiihrt in:
du au du du,
vyt — 1 — vyt 2 vgt Z 3 —v3t 4 —— ()
ety Ty Tty teiy
du du. du du
v, V1t dt] —vle‘”lt—2 4 v3s”3¢d—;—v3s—”s‘—df =0
7
1] 5”1’ l + 18_1;11 2 + 02 ’Ust t3 __+_ 1}328_@3‘% — O (1 a)
d
du du du aw
et 21 3 o—wyt 2 Bevgt 8 48— wgt” 4
ey T e gy TRty ety
= — &, F.cos (@t + )
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Eliminieren wir aus (17a) die vier unbekannten Differentialquotienten,
so wird:

du, 1 gt
—W———gglFm_—v:)COS(wt—*—w)
du, 1 gt
2= 4 _CF—
dt + 2 ‘Fvl(vl"—v:) cos (@t + ¥)
du, 1 g vat
3 — ¢ Fr— .
at — Tl ey @it )
du, 1 grst
@% _ _~gp___ 2 .
dt 2 71 o () —v)) cos (@t + ¥)
Integrieren wir, so folgt:
1 1
—_ . — vyt
, 3 @‘Fvl(vf’—v;)j‘e 1tcos (ot + ¢)dt + k,
1 1 \
Ug = —}-72— GIF ;}mj gt cos(ﬁ)t+¢)dt+k2
1 3
1 . 1
u3 p——t +§@11’ W—_Tﬂ)sﬁ—vatcos(ﬁ)t—*-w)dt-i—kx
1 3
1 1
U, = ——E @lF mﬂtv—g)jﬁmt COS(ﬁ)t—*—’lp)dt—*—kd
1 3
worin die ,k“ Integrationskonstanten sind. Da nun
1
je—” .cos (@t + P)dt = — g7 e {vcos (@t + ¢) —
und — o sin (@t + )} a7
1
je”‘cos (0t + ¢)dt = + &t "‘-m2 e {v cos (ot + ) +
so wird: +wsin @t + v))
1 1 1
—_ — — ot —_
uy = 3 ¢ F @i —oD) o' o7 g~ 1t {v, cos (0t + V)
—osin (ot + ¥)) + &,
1 1 1
J— _ vt
g = 5 € F 2. (0 — %) @ + 03 et (v, cos (ot + ¥) +
+ wsin (@t + ¥)} +
1 1 1
—— —GCF _ — vyt t _
R e T e A A
— @ sin (@t + ¥)} + ks
1 1 1
— . — 3l )
Y 7 &F v, (0] —v;) @' +v; et rseos @b+ 9) +

+ wsin (@t + ¥)) + &,
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und daher nach (15)

. 1

iy = @1Fm P cos (@t 4- ) —

— @lF?]g—l— + 4 €08 (@t 4 ) + k¥t - kye— vt kygvst ke vst
1

Die Differenz der ersten beiden Glieder ergibt:

1 1 1
€, F cos (@t + 1) - @ )(1_}_012—002_*_”:)_—_—
1

= — &, F @ Foh @ F o cos (ot + 1)
Nach (16) ist

(@ + 7)) (@ 4 0)) = 0* + 0 (0] + v)) + 020! = 0* — 0?4+ B =
, CiL, + G, L, 1

4

=T Y L 0,C,L,L, " ©C,GL,I,
somit nach (12)
©(@’CyL, — 1)
F . tC,L, L,
(@ + o) (@ +v3) ~  @'t0,C L, L,— e (C,L, + C,L,) + 1

tC,C,L, L,

0C (0*CyL,— 1)
o'tC, C L, L, —&*(C,L, + C,L,) + 1

und daher
1 —002 C2L2
¢os (et
(D2(C]L1 + Gy Ly) + 034"701 CyL, L, (@t W)+ (18)
+ k] svlt+k2£—vxt+k35‘"3t+ k4$_v3t

i, =€ w0(, i

Die vier letzten Exponentialglieder zeigen die Losung der homogenen
Form unserer Gl. (11) [s. Gl. (15)], denn die % sind ja Konstanten; sie
driticken also die Eigenschwingung des Stromkreises aus. Das erste
Glied zeigt die aufgezwungene Schwingung des Primirkreises. Be-
zeichnen wir die Amplitude dieses Gliedes mit J,, so lautet (18):

iy = 3, cos (@t + ) + kg%t 4 kye— it  kyevst | kg vst
somit:

d? i
dt; — —m231008(a)t+w)—{—012k1£”1t—}—?1127028_”1’—{—7030;8”3t+k4@:£—1’3t




— 191 — [IX.

also nach Gl (4), da jetzt, wegen: r, = r, = 0; nach (3a):

1
1,] = —,12 — A= —
VL,C,
M1
By = — — — & | [ — M0 T, cos (0t + ¢) + vk, g1 =Dt
L, 24

+ 03k e @1t Ik g @D 4 g3k, g~ @+ D) gt 4

+JII//[ 211 5_ltj{_elt,m?s‘lcos(mt—{—‘xp)+vl’kl£(vl+l)t+

+ 02 kye—@1—Pt L pBk g+ Dt | g3k g— =D} d¢

Die Integration dieses Ausdrucks ergibt [s. (17b)]

. M M 1 H it
iy = — 9, 2+ycos<wt+¢)+L g7 (o ket
vﬂ 2 . 2 .
____k nt k. ev: k —v
L Ly f L ey LR
vl v? v?
—1 vt L fog—vit ~_,_]‘, vzt
T ey DR g e
,Uﬂ
—_— —vzt
vs—lke 3)
Da nun
v? v 2022
v+4 v—24 P2
so wird
. M M v} _
i, = — 3; — I, 2—{—1’ cos(wt—{—zp)—L_a {1]2__:_1_2 (k,ev1t + )
03

+ kgemn) + o o s gtst ke~ ”3‘)}

Auch hier geben das erste Glied die aufgezwungene, die letzten
Glieder die Eigenschwingung.

Zu. den ersten Gliedern in (18) und (19) konnten wir auch auf
anderem Wege kommen, und wir wollen zur Kontrolle diesen Weg gehen.

Die Erfahrung sagt uns, dal eine aufgezwungene, sinusférmige
Klemmenspannung auch zu sinusférmigen Dauerstrémen in
beiden Stromkreisen fiihrt, wenn die von uns angenommenen Bedingungen,
beziiglich Kapazitit und Selbstinduktion, erfiillt sind.
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Wir haben es also im Dauerzustande nur mit sinusférmigen Wechsel-
stromgréfen zu tun, die wir daher symbolisch darstellen diirfen. Setzen

b ¢, = G, sin (ot + ) == G, @t+v) — E,
und
i, = I sin (ot + ¢ + @,) S= Jye@ityio) =1
iy = Jysin (0t + P + @,) 8= Jyet@tt¥ o) — |,
so iibergehen, wegen r, — r, — 0, unsere Ausgangsgleichungen (1) und
(2) in
¢
L(oLlIl——m—ClI1 +0MI, = E, (1a)
¢
"C"les—‘ﬁ')—ozlg = —oMI], (22)
Aus (2a) folgt:
o’MC,
L =—1 @ 0oL, —1 (3a)

Dies in (1a) gesetzt, ergibt:
1 o* M*C,
L —— + —— 2 )=
Ilt<w T w( + 1 —m2CQL2> E,

woraus, wenn wir auch hier die Griofe z einfiihren mit:
_ L,L, — M*
re L, '’
I — E, 0C (1 —w?C,L,)
! ¢ @*(C,L,+ C, L) — 1 —@w*tC,CyL, L,

Multiplizieren wir rechts Zihler und Nenner mit ¢ und bedenken, daf

E
L= ¢& 2;
so folgt:
L g s 00, (1 — &*C,L,)
L 1—e?(C,L,+ C,L,) + 0*tC,C,L, L,
und daher:
. C,(1 —w?C,L,) T
=€ et 22 ; ( t —>
W E T SO+ GLy + o'vC,GL L, M\ TV

wie das erste Glied von (18).

Und aus (3a) folgt jetzt, wegen A2 — — ~L:
C,L,
L —1 o’ M C, _Im2M02___I 0’A*MC, 1 M o
P M —w?CL, o e+ T 'L o+ A

1
1+72-
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und daher
M o

iﬁ:_SIL 2_*_12

sin <cot + v+ - >
wie das erste Glied von (19).

Mit Hilfe von (18) und (1Y) konnen wir nun an die Bestimmung
der vier Integrationskonstanten k¥ gehen. Hierzu brauchen wir vier
Gleichungen. Diese sind durch die Uberlegung gegeben, daf zur Zeit
t — 0, d. h. im Einschaltmoment, die vier Grofen: ,Primére und
sekundire Stromstirke und prim#re und sekundire Kondensatorladung®
noch Null sind.

Die primire Kondensatorentladung ergibt sich aus:

4, = [i,at;
nach (18) mit:

1 . 1 1
q, = —531 sin (ot + ¥) + a kb ev1t — o kye—vit 4

(20)
1 1
+ 1;_3 ]{738”3t — 11_3 k48_1'3t
Die Ladung des sekundiren Kondensators aus:
gy, = .‘-isdt:
nach (19) mit:
= —3 o 8 t ) —
4y = — L co2+1.2 in (ot + P @
M v,
——L—z{ — (kyev1t — kye—v1f) + 12 (kyevst — ke~ ”3‘)}
Fiir die Zeit t =— O lauten also die Gl. (18) bis (21):
0 = 3, cos9 + &, +k2—}—k8—{—k4 (182)
@’ M 2
0= —3, cosw T ——{ L 2(k1+k2)+]
+ 4 L, A (192)
v? \
+ vI — 22 (kg +k4)[
:—3 smzp—{— (k —L2)+— (kg — k) (20a)
M ® M )
0= —3, — —sinw——{——l— (e, —ky) +
§ 2 2 3 __ 22 \1 3
g @+ A4 L, A 21a)

o )

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 13
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Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich, auf durchaus elementarem,
aber bekannt mithsamem Wege, die vier Konstanten mit den Werten :

S %S, (cos Y+ % sin ¢> EZZ i i%gg:ig
e — Lo (o 8 a) SR D)
= — 19, (cos v + 2 sin v) EZZ i;]:;((ig::g
k, = — % 3, (cos v — % sin "’) EZ: i 3122:)}:::22

so daf die Strome ¢, und 4, aus (18) und (19) bestimmt sind.
Setzen wir der Kiirze halber:

@+ @I —3) _ o
@+ —od)
@+ v) (0f — ) _
@+ ei—e)
@ 4o @I—2) _
@+ =)
(@ + ) @3 — 1) _

3, cos P

1

3, sin ¢

3, cos P

v e
so wird:
1 1 v 1 1 .
klzﬁgGl_‘ngBl? k2:—§G1+§H1;1
1 1 v 1 1 v
ks—_——EGS—EHsﬁ, k4:-—-§G3+§H3'w—3

und daher (18) und (19)
t 1 g—uit t__g—vit
iy = J,c08 (0t + ¥) — G1<Evl+—£vl>_]{lv_l<w+“>_.

2 ®
£v3t+8~—vat v, Evgt__e-—vat
_G3< 2 >_H375< 2 ) )
M
o M en ¢
= =g e @6k ¥+
M 012 Evlt+8—vlt M v? v, /g1t — g—vit
=
+L2vf——ﬂ 1 2 > Lyv?— 2" 'w 2
M 0: <8v3t+£—v3t M v: I v, gvat _ g—vat
+Tgv§—12 3 2 ) Lyvl— 22 33(“ 2 >

(22)
(23)
(24

(25)

(26)

(18b)

(19b)
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Setzen wir nun in Gl (16)

A ]/Aﬂ—us .
= wl
(27

2 )V 4
A A*— 4B
T
so wird:
v, = L0y Vg = 1@, (28)
und es iibergehen die GL (18b) und (19b) wegen:
twyt —twyt twyt___ g—twyt
:%—;:cosm]t; Lg—-l—2—£ L — sina,t
in:
i, = 3, cos (vt + ¢) — G, cos 0,1
29
+ L H, sin ot — G cos @,t + i | H, sin eyt (29a)
. M @
==L @ )+
M 0} M 9}
+ ~Lf N G, cos @t — Lz o T —— H, —sm ot + o (30a)
M v“ M 0 0,
+E1:§%ﬁ G, cos @yt — 7 v:—slgH —2 sin a4t
oder:
i = S,sin(m+ " +E>+
w? G,
ma G”sm<oo1t — arctg—ﬁ> + 4 (29
—{—‘/H”& + G*sin(w t—arctg—§—3>
3 wﬁ 3 2 wg }I3
. M o
iy = — 3, — I, 2_*_}~2sm<mt—*—11;—{— )
T I e el 0 G
"Izm‘/Hl"»w—; 4+ a2 sm(mlt—arctggli> — (30)
M 0 V 02 G
*_g"‘“”g H}— + stm<a) t — arct ——§>
L, A 2 0, H,

Wir sehen aus diesen Gleichungen, daB sich, in jedem der beiden
Strome, drei Schwingungszustinde iiberlagern. Einer — das erste Glied
rechts in jeder Gleichung — entspricht der aufgezwungenen Schwingung,
charakterisiert durch die Kreisfrequenz @; die beiden anderen — die

13*
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folgenden zwei Glieder rechts — entsprechen den beiden Eigenschwingungen,
deren das System fahig ist. Sie sind durch die Kreisfrequenzen e, und
@, charakterisiert.

Wir wollen diese Eigenkreisfrequenzen niher betrachten. Nach (27),
(12) und (8) ist:

ot Glut Gy _‘/(CILI— CyLy)® + 4 C, C, L, Lyx?* 31)
1T 20— (L, G, L, 41— P CPLICAL}
s OL,+ CL, V(C — GL) F4CGL LA o
O = 30— (,L,C,L, A1— ) C°L fch; (

Bei gegebenen Griofen C, L, und C,L, sind also die Eigenfrequenzen
nur von dem Koppelungsgrade x» abhingig. Wir wollen die Ausdriicke
fiir den einfachsten Fall:

C’lL1 = (L,
untersuchen. Fiir diesen Fall ist:
9 2C,L, 20, L%
(7 Dl e —f
PRI (GLY T 20— (GL,) 518)
1l 1—x 1 1
- C,L,1—%* " C L 1+«
. 2C,L, 2C, L%
Wy = ¢ o\ (7 2 2 TN
21— (GLY " 20— (L) 320
ol 14% 1 1 ’
TG L 1—x T O L, 1—x

Es ist weiter:

A2 = —ar = A v = —wl; v@=—wo);
02— p? = 13"%2 (/1% o+ 0! = “’2051’:]51(11“_“1)— L
. 1 %
somit: E L1 —}:;’
Pt
S Py S
Gy, = J,c0 szp Lo 012;0(11;+j)1—1,

. laJCL(1+u—1
iy = Jysind 5 201:—)1 ’
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setzt man diese Werte in (29) und (30) ein, so folgt, wenn man auch den

Wert fiir 3, einfithrt:
0C,(1—e®C,L,) . ( 7
"1—2w’C,L, + (1—%2)w4(ClL])2sm ot+ 9+ E‘) +
LG 00 {1—w?C L, (1—x)} 1 1 ]
'"1—2@?C L, + (1—#?) e*(C,L,)* 2 w0V C,L,(1+ %)
Veos® - @* C, L, (1+ %) + sin® ¢ -
1
| oA

t——urctngU L, (1+ %) cotg ¢

Wit J
00 {1—w?C,L, (14 %)) 1 1 ‘

"1—20°C L+ (1= %) 0* (C, L))" 2 V0, L,(1— %)

Veos? y - @2 C, L, (1— %) + sin ¢ -

1
Ve, L

i1:@

+

4@

. sin — arctg @ }/C’IL1 (1 —_—95 cotg P
Vl——u
; M 0C wC L, . x
by =— @lL 1—-2602CL +(1——M2)to (C ).sm<a)t+¢+§)+
M 1 00 {1—e?C L, (1—x)) 1

c 2 .
& Ly 2% 1—20"C L+ (11— 0 (CL)’ 0V C,L,(1+ %)
-Vcos21p-a)“‘ClL1(1+x)—}—sm“d:-
1
e,
Wit
M1 o0 {l—eCL (14 %) 1
'L, 2% 1——2co“‘ClLl+(l—uz)co4(ClL1)2m‘/ClLl(1_u)
Veos? ¢ - @? O, L, (1— %) + sin®ep -
1
ye, L

- ! t—arctngClLl(l—x) . cotg P
—%

t—arctgcoVCL (14 %) .cotgyp} —

— €

- 8im

Dies sind die endgiiltigen Ausdriicke fiir die beiden Strome.

(33)

BHY

Wir

sehen, daB sich, in jedem Stromkreise, die beiden Eigenschwingungen in

1) Die Zwischenrechnung, die zu (33) und (34) fiihrt, ist so elementarer
Natur, daB sie hier nicht wiedergegeben wurde. Eine Beruhigung wegen der
Richtigkeit gibt die Untersuchung, ob, fir ¢ =— 0, ¢; und 4y gleich Null werden.
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Amplitude, Kreisfrequenz und Phase voneinander unterscheiden. Der
Unterschied ist durch den Koppelungsfaktor % bedingt. Es ist daher
angemessen, die moglichen Grenzwerte von % einzusetzen. Diese sind
Null und Eins.

Fir x — O iibergeht (33) in:

i = ——~m—‘£§——f—swz<mt-+-w—+ >
L —_—
@ wC, o C,

1
7%039 Y- @’ C L, + sin® . sin —t — arctg @V C, L, cotg ¢
oVC, L ' ‘/(ﬁ L, '

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl (44), Abschnitt V und setzt
in dieser Gleichung » = 0, so findet man vollkommene Ubereinstimmung ;
denn es wird dort:

oL, —

coL——Jw
=1, = arct __et_ =z sin® (Y — @) = cos?
coe—vf—c—,tp-— tg " =i (Y —9) = ¥
und
20w0,LC wVLC —_—
—— = —arct L 17
chotg(w @) —ral — = arcty . arctg VL C cotg v
cotg<1p—-— —)
2
Es ist also fiir ¥ — 0 — wie ja selbstverstindlich — nur mehr

eine Eigenschwingung vorhanden, da der Stromkreis durch keinen zweiten
beeinfluft wird.

Fir x = 1 haben wir den Fall festester Koppelung. Dann ist
nach (31) und (32)

CL+IU)~V@L-—C%P+4CCLLx__g

0l = —
t 2(1 —#%C, L, L, 0
_ 1
o ClLl + 02L2
02 = oo;
oder wenn: C.L, = C,L,
1
®; 0} = oo

—20,L,

Wir sehen auch hier wieder nur ,eine¢ Eigenschwingung, nimlich
die mit der Kreisfrequenz @,. Die Schwingung mit der Kreisfrequenz
@y = oo kann physikalisch nicht als existent angesehen werden, da eine
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Schwingung mit unendlich hoher Frequenz eine gleichzeitige, gleich grofe
Abweichung von der Gleichgewichtslage nach entgegengesetzten Rich-
tungen, also die Ruhe, bedeutet.

Der Fall % = 1 ist natiirlich nicht zu realisieren, da es eine absolut
feste Koppelung nicht gibt.

2. Selbsterregung.

Erregt sich der Schwingungskreis selbst, durch z. B. Entladung des
geladenen, primiren Kondensators (s. Abb. 71), so erfaft, wie schon oben
erwihnt, die ,homogene“ Form der Gl (11), also Gl (13) das Problem.
Dann ist (15) die Losung fiir 4, wo die « Konstanten sind. Diese
Konstanten ergeben sich jetzt auf Grund der Erwigung, daB fir ¢t = 0
4, und ¢y Null sind und ebenso die Ladung des sekundiren Kondensators
Null ist, wihrend die Ladung des priméren Kondensators gegeben ist durch:

4, = Cie,
wenn ¢, die Spannung des geladenen Kondensators ist.
Die Gleichungen fiir die Konstantenbestimmung lauten daher jetzt:

0 =k + Ky + ky + k, (18¢)
M v} M v}
0 I, 03——12 (ky + k) L, 0l — 42 (kg + k) (19¢)
1 1
Ceyg = ——(Fy— k) ——(by — k) (20¢)
v, vy
M v, v
_ — — 1 _(k, — — 3 —k
0 Lot Rtk (21e)
Aus diesen Gleichungen folgt sofort:
hy = —ky; ko= —k
1 v3 229 02
kl — —¢ 1 1Y3
IR DS BN BT
N (35)
1 'u;—l"’ V) Vg
ky = 3 € 1T o3 A
und somit:
, 1 v, 020232
b= gahg i E T E I+
3
1 3
+ 5 600]@3: 17_ 12(81)3!__5 ’Udt)
A Vs
1
’i, — -5 e Cl_JLl[ vﬁ’v—}j (evt— g—vit) —
1 M 3,2
-5 eOC1L &(svat__s vst)

3
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also wegen (28)

oder wenn man beachtet, daf:

2.
1

2 —
v, = (¢7]

21 —C,L,0? 21— C, L,
iy = 3001071&(—7_2—220)’231'”‘01'5 + 6001w2m1( #22&722

2 1 1 0y

M  olw)CL M wle;CL

. 105 Vg lig . 10y Yglig .
iy = €,C, — 0, — 3 smcolt—}—eoClL—o%—————oo2 ol Sin 6,
2 2 1 2 1 2

V(CILI — Gy L, + 4 G, Oy Ly Lyw®
1—x*C,CL, L, ’
1
(1—#*C,C, L, L,

3 3
0y — 0,

I

0lo] =

wird :

C,L,—CyLy+ V(C,L,— CyL,)* + 4 C,Cy L, Lyx?
2V(C,L,—CyLy)? +4C,C,L Lyx*

1, = 6001001 Sin e, t—

CLy—Cy Ly = V(O Ly = G Ly)* + 4 O, G L Ly
2V(C,Ly— CyL)? + 4C,C, L Ly ?

— ¢,C,0,

C2L2
m [—
"Ly V(C,L,— C,L,?* + 4 C,C,L, Ly
CQLQ
1y @ 2 2
Ly, “V(O,L,— CyL,)?+4C,CyL,Lyx

iy = ¢,C,

sinw,t —

— ¢,C sin @yt

Sin 6yt

(36)

(37

Fir ¥ = 0, d. h. fiir den einfachen, nichtgekoppelten Schwingungs-
kreis, iibergeht (36) in (22), Abschnitt V, wenn man dort r, d.h. ¢ gleich

Null setzt; und wegen M — O wird natiirlich 4, — O.

In diesem Falle der Selbsterregung treten natiirlich nur die beiden

Eigenschwingungen, charakterisiert durch e, und @, auf. Nach (31)

und (32) sind @, und @, durch den Koppelungsgrad % bestimmt.
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3. Der Einschaltvorgang des Starkstromtransformators.

Diesem Problem liegt — wie oben erwidhnt — die Gl (9a) zu-
grunde.
Setzen wir in (9a):
rilgtrely a: sy Vr} + w’L] — ¢
tL,L, " L, L, , v, L, ’ (38)

L
arctg 222 = o,
Ty
so lautet (92a):

@i, | diy | :
- = + bi, = € esin (ot + ¥ + @,)7) (39)
woraus:
i, = 2 eMt | g, eMt
mit: —_—
a a2 a /aﬂ
h=—sri—n a=—5-)5-—r
und :
1
o= 7 j@lce—lltsm(wt + v+ @ydt 4 K,
1 M
1
2y = I — J.@ ceRatsin (ot + ¢ + @) dt + K,

2
Da, wegen: v < 1, die Grofe ‘/az_ b stets reell ist, so sind 4, und

Ay reelle, negative GroBen.
Es folgt somit:

= l2[— - jL pillasin(@t+ 4 9) Foos@i4v+ )
+ "+12{l sm(mt+w+999)+m608(wt+w+%)}]+
oder mit: TR
gt =
= G A;(wﬂ o @V ) Kk H gt (42

1) Siehe die Lgsung, Abschnitt V, Gl. (29).
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Nach (2) ist fir: C; = oo

di, di
b3 7 sl
a”s Ly at = dt
also nach Abschnitt III
M —Z22:( Z2e/di
N
Es ist aber nach (42)
di, . c® N
dat & V@ + i) (@ +42) cos (0t + 9+ @g+f) + 4, Ky eh! 4 4, Ky eha!

und daher:

T2

M —21“ c.o.ek2’
W@+ )@+ 12)

cos (ot + P + @, + B)dt +

+ .‘.llKla(ll‘LL_it),dt 1 "'12K2£(12+£—z)tdt}

Das erste Integral ergibt:
th

C.® gle v
Jwsin (ot Ty
V(w“+l“)(w2+la)<”> b oo losin@t+v+9st) + z, @

2

+U+g,+ B =

T2
Tt
cw L,gl:

T T3 oot _
e TD@ e O Jon(ott vt gt s

L
— arct_qw 2) =
Ty

wegen (38)
th
(X1 L EL . .
G +AD @ + ) Vri + 2L;s’”<‘°t +v+8— ‘z‘)
und daher:

1 oM
LI @ L i@ 12D ottt =)

w4 K, ght — %_lﬁ_K ghat (43)

L
2 2
'l+132 ’1+

Z'ZIG

L
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Die Grenzbedingungen fiir die Konstantenbestimmung sind:

Fir ¢t =0; ist: ¢, =i, =0
Setzen wir noch

V@ + 1)@ +12) = 4 (44)
so folgt aus (42) und (43) fir ¢t = 0:

0 =G, sin@w+ g, + p) + K, + K,

0 1 goM A 2, M

A P ke o
vL,L, ' 4 s’”<w+ﬁ ) MLyt 1y Agly+ 1,

- 1 111L2+TQ_ o 23 .- < @
'Kl = m@lzﬁvm + 12 St k'lp + ﬂ —_ a/rctg },2> (4:5)

PR A R — < ®

= — _— J— tg —

K, tLng(glA 1, Vo + Alsin(y + B arc_qll)

und endlich (44) in (42) und (43) eingefiihrt:

1 a,L,
pp— @1—S’Ln(mt+¢+(p2+ﬁ)+ A LL ll —_*_lrz‘/ 2_{_12

- Sin <1[) + ﬁ — arctg %) gt (46)

€ 1 hylytry e o\
A 1L:T_‘fﬁ_vm +}'13m(¢+ﬂ——arctgrl>gz
iy = €, ——— sm( t+v+ 8 _z
2 'FLLA @ w z)
¢, M . ﬁ< o )
_ZngLall_wa + Ay sin w+ﬁ—arctgl—>51 + (47)
& M

— At
AL Lgll——l \/ca + 4} sm(d;—{—ﬁ arctgx )82

Zur Kontrolle der Richtigkeit setzen wir in (46) und (47) ¢t = 0
und erhalten fiir 4, und 4, Null.

Da wir erkannt haben [Gl. (40)], daB i, und A, reelle, negative
GroBen sind, sehen wir die beiden Strome je aus dem Beharrungszustande
(erstes Glied) und zwei ungleich geddémpften, aperiodischen Zustinden
bestehen.
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Setzt man in (46) und (47) nach (40) und (38) die Werte ein, so

ergibt die miihsame, aber elementare Rechnung:

wobei:

B =
U—=
V=
R =
S =

1.1
iy = 6, Lsin(@t + ¥+ B+ g+ 5 Eug (U—V)eh!—

1
2

. (48)
€, (U4 V)&t

oM 1
= ¢, tLLAsm<cot—}—zp+ﬁ >_2 (R S) ehst + ”
+ 3G @4

_ Vr; + @?L
tL, L,

Eﬁf Vriri+ 0t LILE+ 0 (r2L2 + r2L2+ 2r vy L, Ly(1-7)}

v Ly Ly AVriL2+ L2+ 2r,r, L, Ly (1 —27)
1o (ryLy—1y L)) sin (Y + )+ @ Ly (v, Ly+r, L, (1-27)} cos (¢ + )

(50)

(rysin(p+B) + @ Lycos(W+B)) VriL2+r2L+ 2r,r, L, L,(1-27)
2rrysin (Y + )+ @ (ry Ly +ry,L,)cos (P + B)

weos (P + B) Vr2LE+ r2L2+ 27 r,L L, (1 —27)

Wir wollen nun die Gl. (48) und (49) fiir die moglichen Grenzfille
der Belastung diskutieren.

1. ry = o
d. h. der Sekundirkreis ist offen.
Dann wird:
¢ :rTr%IT; A:r—Ll‘L—VT—_*I:COQ—Lf;
B = rlL, Vr 4+ @?L}; U = —r]Lsin(y + B);
V=riLsin(p+p); R =2rrysin(¥+ B)+ wryL,cos(y+ B);
S = oryLycos(¥ + B); @,= 0

Es wird somit:

Zg___.

= ettt — sin(p + B et (31)
0;

I S
Vrl+ w’L,
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Weiter ist nach (40) und (38)

1 4y r, L L.t \

— L —((r.L L P S St Sant il
A’l 2 ‘L’L L {T + TQL (’I’ + Ty 1) V (T]Lg_i_ rng)gl (52)

1 4r r,L. L,t

dy= —- {rL rL+rL+rLV ’__1212}

2 21:L L tr ( ) (T1L2+72L1)2
Da bei Starkstromtransformatoren — seien es ruhende Trans-
formatoren oder Induktionsmotoren — das 7 nicht groBer als 0,1 wird,

kiénnen wir die Wurzel in (52) binomisch entwickeln und uns mit zwei

Gliedern begniigen; also wir setzen:

‘/ _ 4rrg L Lo — 1 27,7, L, Lyt
(

riLy+ 1y L,)? o (ryLy+ryL,)?

und somit:

L = rlL +ryLy 2rry Ly Lyt T T,

1 2¢L,L, (r,L,+ raL 2 r,L2 + ryL, (53)

1 — _71L2+rs L "17s

2 rL,L, r.Ly + ryL,

Fir ry = oo wird daher:
r
Ay =—=L; A, = — o0
1 Ll 2
Der Bogen 3 ist aber nach (41)
wrle + 7y
o (4, +4,) —wa tL, L,
— — 2 = = i — — tg — ———=—
B arctg Td,— o arctg— - arctg Trre .
tL, L,
also fiir r, = oo ist
L
g = — arctg 21
rl

Es lautet somit (51)

€, oL
m— sin (wt + ¢ — arcty —1—> —

,
— ﬁ_sin <1p — arcty m—L—1>e“L—ltt
VTE + a)2Lf LY

in selbstverstindlicher Ubereinstimmung mit Gl. (10), Abschnitt III, da
ja jetzt nur noch ein geschlossener Stromkreis da ist.

Wir wissen aus Abschnitt III und IV, daf in diesem Falle, bei
dem Einschaltvorgang, das doppelte Maximalfeld und daher der diesem
doppelten Felde entsprechende Stromstol eintreten kann.
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Der andere — allerdings nicht realisierbare — Grenzfall der Be-
last dre:
astung wire r, =0
Dann wird :
_ fLﬂ 4= aoLs
tL, L, tL,L,
U=V = r,oL2cos(y + ﬂ)
R =8 = r,@Lycos (¢ + B)

Vr +1?0?L?; B = rlmL;VTf+12w2Lf

somit :
i\ — V—ﬂ;%sm(mt-{—w'*‘ﬁ‘l'%) V——vf— 05 (9 + Bt
iy = @lgvﬁsm@ot—{—w-{— ﬂ——2—>+
O s 0 P
Da nach (38), (41) und (33) jetat:
so folgt: P %; - arCtgro:]L’; = _%%—1
i, = W_r—@t;co <cot + v+ arctgu;‘Ll) —
17

/ L,
— 21 cos(y + arcty "y >e 7 Ly
Vrf—{— 2w’ L} ( to L,

M 1
@11-, %ﬁ_co‘s(ﬁ)t—}— 1/)—{—arctg L1>+

1 l_ll
€& e ( > T Ly
* IL VT”—{— ?0’ L} cos\¥ +ardy ﬁ’L1 ‘
Wir finden hier die zweiten Glieder bedeutend stirker geddmpft.

(54)

2:—-—

1
Der Dampfungsfaktor ist —mal grofer.
T

Als Hochstbelastung des Transformators ist natiirlich nur der sekun-
dire Kurzschluf moglich. D. h. dann, daB der sekundére Widerstand r,
gleich ist dem Widerstand der Sekundarwicklung r,,. Wir haben also
als zweiten, realisierbaren Grenzfall:
R 1y =y,
‘Wir wollen nun zur Vereinfachung die Annahme machen:
L, L,

ry 7‘21.
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eine Annahme, die angenihert tatsichlich erfiillt ist. Setzen wir:

L, L

— I, — L
L= L=7 (35)
so heiBt unsere Annahme auch:
TL,L=% =%
Dann wird nach (53)
4 — 1 _ 11
1T L 2T
=2 +
Ty "
T +g, 1 1 1 (86)
A, 5T, TTLFE, 2 z( tl+2—9=
. 114—
T 2% ¢

Wir multiplizieren und dividieren nun in (50) simtliche Ausdriicke
mit r,7, und erhalten:

rrg

I, V4 02?3+ 0® (2T + 2T2(1 — 1)} =

A=

= WV(l—tm”EW—l—‘lw“%"
B=1Tr24V4T(1 —1) = 2¢Tr}riAV1—¢
U= 20Tr;rjcos(¥ + B)(1 — 1)
V=2rriTV1—z{sin(@ + p) + 0T cos (¥ + p))
R = 2r 7y {sin(¥ + B) + 0T cos (¢ + B)}
S =2rr,0%cos (P 4 P) Vl———t

Fithren wir dies in (48) und (49) ein, so ergibt sich, wenn wir auch
noch in (48) sin ¢, und cos ¢, einfiihren, und setzen

Yd —re? @)2 + 40*°32 =N (37)
G 1
W=7ty m(wt+w+ﬁ)+——cos(m+¢+ﬁ)+

+—@—“’——3V1 cos<w+ﬂ>—i@—‘—cos(¢+ﬂ)—-

2 r 2 rl

1€ 1 _11 1 TVl —
-3y sm<w+ﬁ)} . {5—9&, C cos(w+ ) +

16w _ 11—,
+§Z7cos(¢+p)+__‘ sm(zp—}—ﬁ)] ?E -
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. M1 1 M 1 1
ty = —‘@1::72 = 00s (@t+y+p) — { 117‘ ", NVI sm(zp—}—ﬂ)—}—
1l . oM1 1 oM

11
o8 ¥ ()~ 5 Fcos(«wrﬂ)}s .

1 1 M1 1
bz v _tsm(¢+ﬂ)+

1 oMl 1 w1
+§Q’1mﬁ%“ cos(p+p)+5 @

Wegen v < 0,1 ist:
T
l—t X 1——
Vi—v 5

_1l4—'!t
23 7

cos<w+ﬂ)}e

T

V1_1N 27

; und

Es wird daher:

_ G 1
t+ v+ B)+ cos(wt + v+ foT) —

Zl

1

" (@
1 gt ~5g!
ﬁ{sm<w+ﬁ>+cos<w+ﬂ>w sl T —

: (58)
{sm<w+ B —cosw + poT 5+

{si
16,
T
| G,
;ﬁ

o = wl
Zl

1 4—
g =z

1 T
—_— t
2

+ cos (¥ + ,6)20)%}8

iy = —@1?%—cos(cat+1p+ﬂ)

1
1 M . 1t
——g@lwﬁ{sznwm( + 5 eosutBoT e P +
1 M
t5Cg g lm@+H(1+)
114—7

+ cos (¢+ﬁ)m£§+cos(¢+ﬁ)2mz}e”?§_¢_'

(59)

Diese Gleichungen konnen nun diskutiert werden. Fiir unsere
normalen Verh#ltnisse ist zu setzen:

® 300; T 1
dann wird nach (41) =
@ (A 4 4y) —wa
B = arctg _}:l:_— 0722 = arctg 5 =
o(r, L, +ryL,) —20%
= = ]
arety 1ty — @t L, L, R p———y
B X arct — arcty —— 2
~ 4 i T T
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Ferner: . .
[H’Ctg (1] i: E ~ E‘
Dann wird:

. G V1+ 0% | n
1y ZTS@”((Ot—}—w———z—)—
T 2
_i%M§> n( _£>8—-2-%:t_
2 r N 2
— 2
16 V1+<2m%—wi—;—> g\ _Lli—T,
—= 1 - sin(¢———>£ 23 =
2 7, N 2
. oM 1
zzwﬁilTﬁcos(mt—kw)
T 2
03—
M V 2) , T\ —5 5!
‘Ir - sm<1p—-§>e +
. ‘/1+2 (20T 40T >M< my iiems
1Irr2 v 2)'S t

In diesen Gleichungen sind d1e zweiten Glieder rechts gegeniiber den
anderen bedeutungslos und da man 1 gegeniiber @®T* und z gegeniiber
4 vernachlissigen kann, folgt:

, oM 1 oM —2 2
1y N @lrlrz ﬁcos(wt+¢)—gla-;;ﬁcos¢.8 g
Da nun nach (57) N ~ 70?32
so folgt: )
. @1 . T @1 . T\ — 7% t
iy ~Tlesm<oot+1p—-2—>——twL:sm< ——§>e
M M — 25
by ~ . T &
W~ GoT T, Cirer,z, V"
Wir finden auch hier den gefihrlichsten Einschaltmoment fiir

Y ==
also fiir den Durchgang der Primirspannung durch Null. Von einer
Verdoppelung der Kurzschlufstrome kann aber keine Rede mehr sein,

da die Démpfung ?mal groBer ist als beim Leerlauf.

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 14
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X. Stromverdridngung.

Widerstand und Koeffizient der Selbstinduktion eines Leiters sind
nicht nur von seiner materiellen Beschaffenheit, seiner Temperatur (nur
fiir den Widerstand giiltig) und seinen geometrischen Dimensionen, sondern
auch von der Frequenz des Stromes, der ihn durchsetzt, abhingig. Die
Ursache dieser Abhingigkeit von der Frequenz ist die Erscheinung der
Stromverdréingung, welche darin besteht, daB die Stromfidden von der
Leitermitte nach dem Rande gedringt werden. Dadurch #ndert sich die
Stromdichte im Querschnitt des Leiters; sie wird nach dem Rande,
der Haut des Leiters grofer. Man nennt deshalb die Erscheinung auch
den Haut oder (englisch) Skineffekt. Das heilt nichts anderes, als -
dal die gesamte Strommenge nur von einem Teile des Querschnittes
gefithrt wird, wodurch der Widerstand des Leiters scheinbar wichst.
Andererseits wird durch diese Verdringung das innere Feld des Leiters
kleiner, - wihrend das #uBere ungedndert bleibt. Der Koeffizient der
Selbstinduktion wird also kleiner. Diese letzte Anderung ist bei nicht
ferromagnetischem Leitermaterial nur unbedeutend, da eben nur das,
an und fiir sich, schwache innere Feld gedndert wird. Bei Eisenleitern
mit, infolge der hohen Permeabilitit, starkem innerem Felde, ist die
Anderung natiirlich bedeutend groBer. Die Widerstandsinderung aber
kann bei jedem Leitermaterial eine ganz gewaltige sein.

Die Erscheinung der Stromverdringung ist durch die Gesetze der
elektromagnetischen Induktion leicht zu erkliren. Denken wir uns
(s. Abb. 72) einen vollen, kreiszylindrischen Leiter von unten nach oben
vom Strome durchflossen, so sind die Stromfiden achsenparallele Linien,
die bei Gleichstrom den Querschnitt in gleicher Dichte erfiillen. Das,
vom Strome erzeugte, #ulere und innere magnetische Feld hat, aus
Symmetriegriinden, die Richtung von, zum Leiterumfang, konzentrischen
Kreisen, die das Rechteck abcd von vorn nach riickwirts durchsetzen.
Wir wollen nun den Strom z. B. wachsen lassen, dann wichst auch das
Feld, welches das Rechteck durchsetzt und der Umfang des Rechtecks
wird daher, nach dem Induktionsgesetz, Sitz einer EMK, die der Richtung
des Uhrzeigers entgegenwirkt, sich daher im suBeren Rande (db) zu der
vorhandenen Potentialdifferenz addiert, im inneren Rande (ca) sich von
der Potentialdifferenz subtrahiert. Dadurch wird die Potentialdifferenz
der Punkte d und b grofer als die der Punkte ¢ und ¢ und daher die
Stromdichte, in der Zeit der Strominderung, am Rande grofer als in der
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Mitte. Nimmt die Stromstérke — bei unverinderter Richtung — ab, so
erhalt die, im Umfange des Rechteckes, induzierte EMK die Richtung
des Uhrzeigers und es wird die Stromdichte in der Zeit der Anderung, in
der Mitte grofer und am Rande kleiner.

Man koénnte nun glauben, daf bei Wechselstrom, wo abwechselnd
Strom#nderungen im Sinne der Zu- oder Abnahme vorkommen, die

Abb. 72.

Stromfiden in einer Halbperiode nach auflen, in der anderen nach innen
gedringt werden und auf diese Art kein Unterschied zwischen aufen und
innen vorhanden sei.

Dies wire in der Tat der Fall, wenn Spannungsdifferenz (cd — ab)
und Stromstdrke phasengleich wiren.

Diese Phasengleichheit besteht aber, wie wir wissen, der Selbst-
induktion wegen, nicht. In Abb.73 sind die Verhéltnisse in Schaulinien
dargestellt. Abb. 73a zeigt Spannungs- und Strombild zwischen b und d,
Abb.73b zwischen @ und ¢. ¢ und ¢ bedeuten in beiden Abbildungen
Spannung und Strom bei vorldufiger Annahme gleicher Stromdichte. Die, im
Rechtecksumfang, induzierten EMKK sind durch die gestrichelten Kurven
dargestellt, die die Differentialkurven von 4 sind. Im Bereich 1,2 wichst
die Stromstirke nach einer Sinuslinie; also nimmt ihre Anderung nach

14%*
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der gestrichelten Kosinuslinie ab. Eine, dieser Anderung proportionale,
Grofe, die induzierte EMK, summiert sich im #ufieren Faden zu der vor-
handenen Spannungsdifferenz und subtrahiert sich im inneren Stromfaden

von ihr. Im Bereich 2, 3 nimmt die Stromstirke — bei gleichgebliebener
Stromrichtung — ab; ihre Anderung subtrahiert sich, im Bereich 2, m im
Abb. 74. duferen Faden und addiert sich im inneren Faden zu

5@3 der vorbandenen Spannungsdifferenz. In m wechselt

i aber die Spannung ihr Vorzeichen, so da im Bereich ms,

oy 3 aus der Subtraktion eine Addition wird und um-

A

A ‘f gekehrt. Als Schlufiresultat erhalten wir im #dufleren
o ".ll i \\ Faden eine Spannung ¢, mit der gro8en Amplitude 4 B,
"‘\\ il ;@f . im inneren eine Spannung e, mit der kleinen Ampli-

g/ """ tude 4'B.
\(/)ﬁ: Einfacher, wenn auch nicht so durchsichtig, stellt
"‘-‘\_2 _; das Vektordiagramm diese Verhiltnisse dar (s. Abb. 74).
\4[‘ e ist der Vektor der Spannungsdifferenz zwischen den

Linien ab und c¢d, ¢ der Strom. Senkrecht auf dem

Strome steht die induzierte EMK e, die sich im #ufleren Faden zu e
addiert, im inneren Faden von e subtrahiert, so da8 die Spannungs-

amplituden €, und €; resultieren. Wire der Phasenwinkel ¢ zwischen
e und ¢ Null, so wiirde: €, = €,. Je grofler ¢ wird, desto gréfler wird
der Unterschied von €, und €;; ¢ aber wichst mit der Frequenz.
Soviel iiber das Physikalische der Erscheinung.
Zum Zwecke der exakten Berechnung der Anderung von Widerstand
und Selbstinduktion ist die genaue Kenntnis des Verlaufes der Strom-

und Feldlinien notwendig. Diese letzteren verlaufen aber — in einfacher
Weise — nur in idealisierten F#llen, auf deren Behandlung wir uns
beschrinken.

Fiir die Leitungsfithrung kommen drei Fille in Betracht:

1. Der Leiter von kreisférmigem Querschnitt.

2. Der Leiter von rechteckigem Querschnitt, beide in Luft verlegt.
3. Der Leiter in der Nut.

1. Der Leiter mit Kreisquerschnitt.
a) Der Widerstand.

Der idealisierte Fall, der uns hier eine exakte Berechnung ge-
stattet, ist: der gerade Leiter, dessen Riickleitung im Unendlichen liegt.
Da wegen des unendlich grofien Abstandes von Hin- und Riickleitung
eine gegenseitige Beeinflussung ausgeschlossen ist, haben wir die Gewihr,
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daB — aus Symmetriegrinden — die Stromdichten in gleichen Achsen-
abstinden gleich sind und die Feldlinien konzentrierte Kreise um die
Achse bilden.

Ist im ,praktischen“ Falle der Leiterabstand grof gegeniiber dem
Leiterradius, so sind die Ergebnisse des idealisierten Falles mit grofter
Anngherung giiltig.

Zur mathematischen FErfassung des Problems dienen die beiden
Maxwellschen Gleichungen. Die erste besagt:

Das 4 n-fache der zu einer Flache senkrechten elektrischen Durch-
flutung ist gleich dem Linienintegral der magnetischen Feldstirke iiber
die Randkurve dieser Fliche.

Wenden wir diesen Satz auf ein Kreisringelement der Querschnitts-
fliche vom Radius x und der Breite dx an (s. Abb. 72) und nennen wir
j und § die Stromdichte und magnetische Feldstirke in der Achsen-
entfernung x, & die Dielektrizitdtskonstante des Leitermaterials und g die
elektrische Feldstirke, so gilt die Gleichung:

e 0F a‘@d

47:(3'—}—4 dt>(27wvdw) —(.Sj—}- x)?m:(x—}—dw) P2xz (1)

Bei der Bildung des Linienintegrals muf die Randkurve in einem
Zuge durchlaufen werden. Das ist nur moglich, wenn wir den Kreisring
in irgend einem Punkte, z. B. p, in welchem wir beginnen, aufschneiden.
Wir durchlaufen jetzt den #uleren Kreis und gelangen nach p,, gehen
von hier nach p; auf den inneren Kreis iiber und miissen nun den inneren
Kreis in entgegengesetzter Richtung durchlaufen, um nach p’ und p
zuriickzugelangen. Daher das Minuszeichen vor $.2mx. Die Stiicke
p, py und p’ p des Integrationsweges entfallen aus der Rechnung, da ja
hier die Kraft auf dem Wege senkrecht steht. Die Spaltbreite p p, ist
natiirlich unendlich schmal gedacht, so daf tatsichlich die ganze
Linge der beiden Kreise beriicksichtigt ist.

Auf der linken Seite der Gleichung steht die ,vollstdndige®
elektrische Durchflutung, also Leitungs- und Verschiebungsstrom. Bei
der ersten, von Lord Kelvin gegebenen, Theorie blieb der Verschiebungs-

strom, also das Glied =~ 28 unberticksichtigt. Wir wollen zundchst bei

4x Ot
dieser Theorie bleiben. Dann lautet (1)

09

47tj27rxdx-——3§2ardx—}— 27:xdx—}— ®2ndx2
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oder wegen Fortfall des unendlich Kleinen zweiter Ordnung, bei Division
der ganzen Gleichung durch 2x xd x

4mj =24 99 (13)

Die zweite Maxwellsche Gleichung besagt, daf die zeitliche Ab-
nahme des, eine Fliche senkrecht durchsetzenden, magnetischen Flusses
gleich ist dem Linienintegral der elektrischen Feldstirke iiber die Rand-
kurve der Fldche, wobei FluB und elektrisches Feld ein Rechtssystem
bilden.

Wenden wir das auf ein Flichenelement von der Breite d xz und der
Liuge 1cm an (s. Abb. 72), so gilt die Gleichung:

—-y%%(dx.lcm):%(lcm) <%+_§dx>(1cm) @)

Hier ist y die — iiber den Querschnitt als konstant ange-
nommene — Permeabilitit. Fiir das Linienintegral kommen natiirlich
nur die Wege in Richtung der elektrischen Feldstirke in Betracht. Das
Minuszeichen rechts ist durch den Umlaufsinn des Rechtecks begriindet.

Ist ¢ der spezifische Widerstand des Leiters, so ist

§=0J
und es iibergeht (er) in:
09 0j
Y5 =95, (2)

In (la) und (2) sehen wir nun unsere Ausgangsgleichungen, aus
denen wir j und § bestimmen konnen.
Differenzieren wir zun#chst (1a) nach ¢, so folgt:

0j 1 209 0% 9

759 = % ot T azoi ®
aus (2) aber ist:
05 e 9dj, "D __ 0 0
9t —wos ™ ot pow
Dies in () ergibt
0% , 10j w dj
0x”+~x_0x—4ﬂg_t @
Differenzieren wir (1a) nach z, so folgt
, 0j 109 1 0?
T 0s 2%V om
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und dies in (2) ergibt:
’p 109 9 pod
07 Twos @ Mot @
Da wir ein Wechselstromproblem behandeln, an dem uns hier nur
der stationire Zustand interessiert, wissen wir, da, in diesem, die Strom-
starke und auch die Feldstiarke periodische Funktionen der Zeit sind, fiir
die wir also reine Sinusfunktionen einsetzen konnen. Die Sinusfunktionen
aber diirfen wir durch die Symbole ersetzen und schreiben !):
Jj=d.e O = Hre! ()
wo @ die Kreisfrequenz des Wechselstromes, j, und $, die Amplituden
von Stromdichte und Feldstirke im Abstande # von der Achse sind.
Die Verwendung dieser Symbolik iiberfiihrt nun — wund das ist ihr
Zweck — die partiellen Differentialgleichungen (3) und (4) in totale,
mit einer unabhingig Verdnderlichen x; denn (3) und (4) lauten nach
Einfithrung der Symbole aus (5), wenn man beiderseits mit e'@? kiirzt:

@2j, 1 dj, dmyu .

T8 Tods 0y U
2o, 149, 1 dmy
ip Vo dn BTy B

Wir wollen nun setzen:

4 472
w” = —0 ——7':—&)——” - — __”__Eif_y'
0 Y
und setzen wir —
22} )
0
so wird:
-z
w2 = — 12k = 2K%e 2 (N
und
__,=
w=—"kY2e ¢ (7a)
Mit diesem Einsatz iibergehen unsere Gleichungen in:
Pjp 1 djz .
d—xg‘[';%-*'wh——o (8
a9, 149, . 1
1+ an (0 5) 0 =0 ©

1) Ich fiihre hier fiir die Basis der natiirlichen Logarithmen wieder den
Buchstaben ¢ ein, da & fiir die Dielektrizititskonstante benutzt ist.
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Die erste Differentialgleichung (8), als eine solche zweiter Ordnung,
hat zwei Partikuldrlosungen, deren Summe die allgemeine Liosung ist.
Nennen wir die Partikulirlosungen J, und K, so ist

Jz = ady + o' K (10)
wo a und o' Konstanten sind.

Wir gewinnen eine Partikuldrlosung durch Entwicklung von j, in
eine Reihe steigender Potenzen von «, indem wir setzen:

jz:ao—{-alx+agx2+a3x3-{—a4x4+a5x5+a6x6—}—--- (11
dann ist:

ai

d—%:al+2a2x+3a3x2—1—4a4w3+5a5m4—}—6a6w5—}—--o (12)
d2j
d_j;:2a2+2.3.a3x+3.4.a4x2+4.5.a5x3+5.6a6x4+--- (13)

wo die a willkiirliche Konstanten sein sollen.
Nun multiplizieren wir (11) mit «?; (12) mit 1/ und addieren (13)
hinzu; dann ergibt die Summe dieser neuen Gleichungen, nach (8), Null.
Ordnen wir das Resultat nach Potenzen von z, so wird:

0 = a5+ (wa, + 4a,) 2° + (w?a, + 9ay)2' + (wa, + 16 a,) 2* +
+ (w?as + 25 a) 2° 4 (w? a, + 36 ag) 2t 4 (way + 49a;) 25 - -
Da diese Gleichung fiir alle Werte von x gelten soll, miissen alle
Koeffizienten Null sein. Das heifit, es folgt:

a, = 0; way+4a, = 0; wa, + 9a; = 0; w?a, + 16a, = 0 usw.
Daraus folgt sofort, da8 wegen: a, = 0; auch a,, a,, a,, kurz alle
Konstanten mit ungerader Stellzahl Null sein miissen; und es bleiben
nur iibrig:
wa, w* a, wb a,
BT Ty W hgr e BT g g e BV
woraus sich das Bildungsgesetz der a ergibt.
Demnach wird ein partikuldres Integral von (8)

. w?a?  wtat w® «® w® 28

J”:%(l— 2t TorpT P e 22.42.62.82_"'> (112)
Das Klammerglied heiBt die Besselsche, oder Zylinderfunktion

erster Art nullter Ordnung des Argumentes w 2. Wir schreiben sie

JO (w x)

Setzen wir in (7) 22 — m? (14)
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so wird:
w? = —m?; und w?2® = — (m?2? (18)
Setzen wir endlich:
m?x? = 2%; (16)
so wird:
wa? = — 2% wtat = — 4 wla® = 4 45
Wit = 28 w0l = — 210 212 — 12 usw.
Wir. erhalten also aus (11 a)
. 2 2t 28 28
Ja = “°<1 ta—gp 'wpe moee
#10
T e g 10 —>
oder:
. Col 28 21?
Ja = ‘1’°{<1_22.4:2 toree 2o esiein >+
49'2 36 ZIO
J”(T‘)F‘ 9% 42 62 +22.42.62.82.102—”'>} (172)

Lord Kelvin benutzte hierfiir die Schreibweise, bei der wir bleiben
wollen :
Jo = a, {ber 2 4 ¢ bei z} (17)
was bedeuten soll:
ber z — reeller Teil
bei 2 — imaginirer Teil
der Besselschen Funktion erster Art, nullter Ordnung, vom Argumente w x;
2 2
oder da: w?a? = — (2% = — 4.1 > = i—; auch vom Argumente ~£.
[ [3 L
In der Besselschen Funktion J;,, haben wir also eine parti-
kuldre Losung gefunden.

Die zweite soll die Form haben:

K, = Jown-Z (18)
welcher Ansatz ohne weiteres zulissig ist, wenn Z eine zu bestimmende
GroBe bedeutet.

Ist aber K, ein partikulires Integral von (8), so muB es Gl (8) er-

fiilllen. Das heifit, es muB sein:

A2 K 1 dK
ii T ds T =0 (19)
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Nun ist: K, = u*J, 7
1 dK, 1 ad, 1d7Z
— 0z 4 %%
7z dz z dx + z dx 7o
EK, T, iz aJ, &z
d z? d x? + dx dx ' da® °

Summieren wir diese drei Gleichungen, so gibt die linke Seite, laut
(19) Null; also:

az ad, 1 az
dz dz "z dz

0:Z< o—}—ldJ

d"Z
2
z dx I ) Tzl t?
Das Klammerglied mu8 Null sein, da es durch den Wert des ersten
partikuliren Integrales J, zu Null gemacht wird, daher muB auch der

Rest Null sein, d. h.:

&7 izdJ, 1dz

izt st i =0

dz .
Dividieren wir durch Jod—a—a—, so erhalten wir:

a2z dJ'
dx2 1
"r o +;—_—0
dx
oder
a /az d
2 (%2 — ()
dx <dx> dx( o 1
2 - =
az + Jy + xz 0
dzx

mit dx multipliziert und integriert, ergibt:

lgg—f + lgJ¢ + lg x — Konstante — C

oder:
az
C =1 2 _—
g(xJo dx>
somit
el — xJ“dZ = Konst. = C,
®dzx
oder:

11
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1
Gehen wir fiir J, auf (11a) zuriick, so sehen wir, daf 73 auch durch
0

eine Reihe von der allgemeinen Form

1
7 =1+ ka4 kat4---
dargestellt werden kann, wo k& Konstanten sind.
Die Integration von (19) ergibt also:

Z=C,(gx+c,a®+cya®+--°)
und es wird nach (18)
Ky = J,C(lgz+c;a® +cya® + -+) (21)

Auch dieser Ausdruck muf fiir jeden Wert von x gelten, also auch
fiir # — O, d. h. die Leiterachse. Fiir # = 0 aber wird K, wegen des
Logarithmus, unendlich und somit auch, nach (10), die Stromdichte j, in
der Leiterachse. Dies widerspricht aber unserem Problem und es
folgt daraus der notwendige Schlub, da$ in (10) die Konstante a’ Null
sein muf.

Es mub hier ausdriicklich bemerkt werden, dal dieser Schluff nur
fiir den vollen runden Leiter gezogen werden darf und nicht fiir den
hohlen. Nur beim vollen Leiter entspricht £ — O einer physikalischen
Realitit; beim hohlen Leiter ist ja fir # = O iiberhaupt kein Strom
vorhanden.

Wegen a' = 0; folgt nun aus (10)

Jjr = ady, = a,J,

Es ist also fiir den vollen Leiter die Besselsche Funktion erster
Art nullter Ordnung die vollstindige Losung von (8).

Fiir den hohlen Leiter hingegen bleibt (10) bestehen.

Fiir den vollen Leiter gilt also:

Je = @y @z = @, (ber 2z 4- 1 bei 2) (22)

Wir sehen aus diesem Ausdruck, daB in (3) die Grofe j, nicht die
wahre Amplitude, d. h. den Maximalwert von j bedeutet, sondern
nach (22) n

Jz = a, Vber? 2 + bei®z ¢ et

auch noch die Phase, die durch den Ort z bedingt ist, enthalt. Der
Maximalwert, die wahre Amplitude ist

a, Vber? z + bei?z
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In ganz analoger Weise gehen wir an die Losung von Gl (9). Wir
entwickeln zunichst $, in eine Reihe steigender Potenzen von #, in
Oe =b, +bx+bya* +byad ...
bilden die Glieder:

die Form:

1,()2@1, - Ty

summieren diese und erhalten laut (9)
0 = —a2by—a—1(b, —b,) + «® (w? b, + 3b,) + ' (w?b, + 8bg) +
+ @ (w?b, + 18b,) + % (w? b, + 24 b)) 4 2* (w? b, 4 35 bg) 4
+ b (w?b, + 48b,) + .-
Diese Reihe, die auch wieder fiir alle Werte von z gelten muf,

ergibt daher: by = 0

womit simtliche geradstellige b Null werden; also
by =b, = b, = by = by,, = 0

Es bleiben nur die Konstanten iibrig:
w? wt wb

bi be=—amli b= dgorph W= rwmaah

w®

b= T g e Y

so daf wir erhalten:

S {1 1w?2? 1 wtat 1 w®a® 1 wd o

Ve=obl=5 5 3o p 1o o T3 2t 8

Schreiben wir wieder nach (15) und (16)
w?a? = — 8%

so wird
2 1 2 1 28 1 28

1

Dx = xbx{lﬂg P IR P TR AP T L
1
+L'G'

210
3 2”.42.62.827()7_"'}

oder:
1 2 1 28
Se=o|(l—g g ptsmp ey
1 512
T 79T 4T 6.8 100,120 > (239)

12 1 28 1 210
+‘<§ F IR 6§ 22.42.62.82.102"‘"'>}
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Der Klammerausdruck in (23) ist die Besselsche Funktion erster
Art, erster Ordnung vom Argument wz; sie wird mit J; ¢, bezeichnet.
Wir schreiben nun nach (23a):

Oy = xb, (ber,z 4 1 bei, 2) (24)

beiy 2
bery z

Auch hier ist:

; - varct,
O, = xb, Yber?z 4 beilze J

und somit der Maximalwert, die wahre Amplitude von § gegeben durch

xb, Vber?z + beilz,

wobei: ber,z = reeller Teil

bei, 2z — imaginirer Teil
der Besselschen Funktion erster Art, erster Ordnung vom Argument wzx.
‘Wir haben also in (24) eine Partikuldrlosung von (9) getunden, von

F :
der Form $, = xb,J, (wx) (242)

Ganz ebenso wie frither 1468t sich nun einsehen, daf die Integrations-
konstante der zweiten Partikuldrlgsung fiir den vollen Leiter Null sein
muBl und daf somit (24) die allgemeine Losung von (9) vorstellt.

Es handelt sich nun um die Bestimmung der Integrationskonstanten a,
und b, in (22) und (24).

Mit Riicksicht auf (16), (17a) und (23a) ist zunichst

mtxt m8 . 28 m2 12

ber(ma) = l-5rh+ o p o g 2274, 60, . 100,18 T
,mﬁ xZ m6 xﬁ mll) xlO

beima) = <o —or p g @ 8100

1 miat 1 mB B 1 mi? 12 (25)
ber,(m2) = I- g o ptyw pe g 722688100198

. 1m2a2 1 mbat 1 m10 g0

bel, (o) = 55— 7o P T gL 60 100

Es ist somit fiir # = 0; ber (max) — 1; bei (mx) — O und daher:

jO - ao (26)

DieKonstantea,ist also dieStromdichte inder Leiterachse.

Fir # = r; ist: j, = j,; und ber (mx) = ber (mr); bei (mz) = bei (mr).

Es ist also das Verhiltnis der Stromdichten am Rande und in der

Entf :

nriernung @ Jr __ Jo{ber (mr) + ¢ bei (mr)}
Js Jober (ma) + ¢ bei (mx)}
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und das Verhiltnis der Stromdichte im Abstand 2 zur Dichte in der Mitte
. bei (mx)
Jx . j - v arctg —
L — ber (ma) -+ ¢ bel (mx) = | ber? (ma) + bei® (mz) e ber (m2)

0

In diesem Ausdruck bedeutet die ¢ Potenz natiirlich die Phasen-
differenz der Stromdichten im Abstand # und in der Leiterachse.

Nun ist fir # = 0; , = H, = 0.

Nennen wir die Amplitude des Gesamtstromes, der den ganzen Leiter-
querschnitt durchflieft, 3, so ist bekanntlich:

2 [9%
Fiir 2 = r; .8590:.8;)7:1—.‘5
Es wird also nach (24a)
. 23
Or = T — r'bl-Jl(wr)
d it:
und somit . 23 1 1 on
Yoo J1wn B
womit die Konstante b, bestimmt ist. Es ist also nach (24a)
z 23 Jiwa
Aus (1a) folgt T =
us (1a) folgt nun:
(1a) folg ; ___1_<d3§x+_3_§_x> @9)
T 4mg\da x -

Es ist nach (24a):

a9, d )
Az =1 dx {le(w:c)} =10, {JI(WT) + le(lU:{')}
und
H
—a/.ﬁ - lel('w:c)
Somit:
ad. | . L,
—# + ‘Ex‘ == 2 bl {Jl(wx) + ?Q’J‘l(ww)‘}'
Es ist aber:

, d d a. .
lwn) = 7 I way = T2 ber, (mx) + Ld—xbel1 (ma) =
= ber; (mx) -+ ¢ bei' (mx)
und nach (25)
, 4 mitad 8 mB a7
berimn) =0—g e p Ty wpge

. 2 mix 6 mbab
¢ beij (mz) = L{— e T }
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und daher:
1, 2 mtat 4 mB a8 1 m?x? 3 mbab
szJl(wx) = —522.424--5—22.42'62‘82—-'-4-1,(?2‘— 58 _4_22.42.62+...>
und da

1 mixt 1 m Sx® 1m?a?2 1 mba®
J““):1_§22.4ﬂ+322.42.62.82_'““<§ 5 “122.42_62%“)
so ist:

J1wa) + 22J1 @z = ber (mx) + tbei (mx) = Joua)

a9: | e
d(; + 7 - 2leo(wal:)

daher:

und Omlt na(:h (ZE)
2 3

Je = 320 Jown = g2 — JI(W)'Jo(wz) (30)

Fiir # = 0, ist nun nach (25): ber (mx) — 1; bei (mx) — 0; also

Jowz = 1; und es ergibt sich die Stromdichte j, in der Leiterachse mit:
. R} 1

== —5 — 31

Jo T 27 Tiun (31)

Es ist daher nach (22)
i Jowas) i ber (mx) 4 bei (mx)

Je = “oJo(w:c) =

ar? Jywr  wr? ber, (mr) 4 ¢ bei, (mr)
oder
2 -9 bei (m x) beiy (mr)
= S Vber? ma) + bei? (ma) e {‘mtg bor (mz) ~ %70 Ty (mr)} (32)

wr® Yber? (mr) + bei? (mr)
wobei die wahre Amplitude, der Maximalwert der Stromdichte, den wir
mit j, bezeichnen wollen, durch den Klammerausdruck [ ], die Phase
durch die Potenz gegeben sind.

Um nun zu dem gesuchten Widerstand zu kommen, bestimmen wir
den Stromwirmeverlust in sinem Leiterstiick von der Ldnge 1 cm, also
in einem Volumen (z7?. 1) cm®.

Der Stromwirmeverlust in einem Hohlzylinder von der Dicke da,
der Lange 1cm, und dem inneren Radius #, (s. Abb. 72) ist das Produkt
aus dem Quadrate der effektiven Strommenge, die den Querschnitt durch-
setzt und dem Widerstand des Hohlzylinders. Da j, die Amplitude der
Stromdichte ist, so ist die Amplitude der Strommenge, die den Querschnitt

durchsetzt .
Jz,, (22 d2)

und daher das Quadrat des Effektivwertes:
(Jz,, - 2 w2 d2)?
e

&
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Ist o der spezifische Widerstand des Leitermateriales, absolut ge-
messen, so ist der Widerstand des Hohlzylinders

1
® Sazdas
und daher der Stromwirmeverlust in unserem Leiterstiick von der Linge 1 cm:
ro.
F 2y,
P, :j T?nx.g.dw

0

oder nach (32)

R 1 [ .
Pe = <W> ber? (mr) + beip (mr) e .‘ ? {ber’ (ma) + bell (ma)} d - (39)
0

Zum Zwecke der Integration setzen wir wieder:

4 dz
my = g; also: 2 — —; do = —
m m
und es wird:

jm {ber? (mw) 4 bei? (mz)} dw — 77%1—2}.2 (ber?z 4 bei’z)dz  (34)

Gehen wir auf GL (8) zuriick und setzen dort:

P dz dz?
T = —; de = W; = me’
s0 wird:
d?j m? dj .
R
oder:
&g, dj w? .
dz; d_; o (83a)
oder:
d [/ djy w?
dz <Z%> = T e

Fiithren wir aus (22) den Wert fiir j, ein, und beachten, daf
2
nach (13): ;"7 — —, so wird:

d
e {#. ay(ber'z + ¢ bei'2)} = vz.a,(berz -+ ¢ beiz)
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und wegen notwendiger Gleichheit der beiderseitigen reellen und ima-
ginidren Teile folgen die wichtigen Beziehungen:

Ed;(zber’z) = —zbeiz

d .

— (¢ bei's) =  zberz

dz (35)
oder daraus:

Izbeizdz — —zber's

Izberzdz = zbei's

Nun ist das Integral in (34) durch partielle Integration zu losen,
denn es ist:

jzberzzdz = Izberzdz.berz — berzjzberzdz——
N St —_—— ;
dv u u >

—j{jzberzdz} ber'z . dz — zbei'z.berz — j.zbei’zber'zdz
N e’ —
P du
und ebenso:

.‘.zbei’zdz = j‘zbeizdz.beiz = bein..ebeizdz—

dv T T v
—j{_\'zbeizds} bei'zdes = — zber'z.beiz + jzber'z.bei’zdz
Nt ——

v du
somit :

1 . 4 3 .
m—z."{z ber?z + 2 bei’z} de — po (bei' 2 . ber z — ber’ z bei £)

oder wenn wir von ¢ auf mx zuriickgehen und die Integrationsgrenzen
beachten, wird:

r

Im {ber? (mz) + bei® (mx)} do :;nr— {bei’ (m7).ber (mr) — ber’ (mr) . bei (mr)}

0

Es wird also nach (33)

R r bei’ (mr)ber (mr) — ber’ (mr) bei (mr)
2" m ber? (mr) 4 bei} (mr)

Da wir unter 3 die Amplitude der gesamten Stromstirke verstanden
haben, ist die effektive Stromstirke I

I = i_; oder: 3J%-= 212

V2
Mit diesem Einsatz iibergeht (36a) in:
° o . -
P, = I? {Lﬂ 2 <be1 be: be‘rgbe1> } (36)
wr rm ber? -+ bei; m7)
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 15

P, = (36a)
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Wir finden also den Stromwirmeverlust ausgedriickt durch das
Quadrat der effektiven Stromstirke und einen Faktor (das Klammer-
glied), der nichts anderes sein kann als der gesuchte Wechselstrom-
widerstand R, pro Zentimeter Linge unseres Leiters; also

R, — o 2 (bei' ber — ber’ bei>
(mr)

ber? + bei?
Nun hingen aber die Besselschen Funktionen erster und nullter
Ordnung folgend zusammen. Nach (25) ist:

i rm (372)

. 2 1 & 1 28 z
L P L =2y
bz =5 \l—gapt s res } g
ber’ 5 — 2 (122 1 25 % e s (38)
HE=Ty {E?_Z 22 4% 62 +} =gt
Somit: 4
ber? (mr) 4 bei? (mr) = o {bei'? (mr) + ber'? (mr)}
und dies in (87a) eingesetzt, ergibt:
mr /bei’ ber — ber’ bei
w — —%' _< ) g > (37)
wr? 2 bei'? 4 ber (m7)

Ist nun R, der mit Gleichstrom gemessene Widerstand pro Zenti-
meter Linge unseres Leiters, so ist

R, = %
g Tz
Und es ergibt sich das Verhiltnis zwischen Wechselstrom- und
Gleichstromwiderstand’ mit:

(39)

¢ — R, _mr (bei’ ber — ber’ bei>
R, 2 bei'? + ber'? /i,
Zum Zwecke der rechnungsm#Bigen Verwertung dieser Formel
konnen wir drei Bereiche des Argumentes (mr) der Funktionen ber und

bei unterscheiden: L omr=2

Fiir so kleine Argumente (mr) zeigt der Bau der Ausdriicke ber
und bei, sowie ber’ und bei’ nach (25) und (38) so rasche Konvergenz,

daBl es geniigt, die ersten zwei Glieder zu beriicksichtigen. Es ist dann:

mir mS 8

22 T 22 43 @2

1 2 2 1 6 ,.6
ber'(mr)%—ﬂ{ mr mr };

m4 /,.4 2

ber (mr) = 1 mwTE

bei (mr) =~

2 12 22 4 224262
., mr 1 mtrt
bei’ (mr) =~ - {1 —3 22.42}
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Dies in (39) eingefithrt und statt (mr) die GroBe a gesetzt, ergibt
1 at < 1 1 at n (az ab (1 a? 1 af
( _22.42> ‘?22.42> 20 2247, 62> 228 422.4°.62 62>

1 a* \? 1 a? 1 a®
<1_§ 22.4ﬂ> +<§?——22 47, 62)

Der Zahler dieses Bruches lautet ausgefiihrt:

2 at 1 al?

It3eapt® 0+ gopew

¢ =

Der Nenner:
1 #.0 a?
+32249+ +1624 44 . 64
Die Glieder mit a'? sind aber, fiir den Hochstwert @ =— 2, im Zihler
357, im Nenner 5l also beide gegeniiber den zwei ersten Gliedern be-

518
deutungslos, so daB
a4
¢ — R
_ 1 at
Ity o
Fiithrt man die Division aus und fithrt statt a wieder (mr) ein,
so wird: .
mr 1 /mr\®
=14 5(%) ~ (%) #92
Beispiel:
Ein zylindrischer Kupferleiter mit » — 1 cm werde mit Wechsel-

strom von f = b0 gespeist.
Es ist nach (14) und (6)

m=V2k= V2. 2751/”;

Fiir Kupfer ist w = 1; ¢ absolut ist der Widerstand eines Wiirfels
von 1cm Kante; also mit einer Leitfahigkeit von 59:

1 10-2
= = 9 — 17
0 = g5 g7 - 10° = 1700
Daher:
1.50
—_— ]. . —— T M —_—
m = 1,41.6,28 Vwoo 1,51; und mr = 1,51
Also:

1
= 14 - B)4 8 —
4 + 5 (0,755)* — 144 (0,755)® = 1,026

15%
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Das heift, der Widerstand dieses Leiters ist fiir einen 50 periodigen
Wechselstrom, gegeniiber dem mit Gleichstrom gemessenen, um 2,6 Proz.
gewachsen.
2. 2 << mr< 4

Fir diesen Bereich des Argumentes muf nach (39) gerechnet,
d. h. es miissen die Funktionen des Argumentes (mr) beniitzt werden.
Diese finden sich in gerechneten Tabellen; z. B. in Orlich, Kapazitit
und Induktivitit.

3. mr > 4
Fiir diesen Bereich fiihrt folgender Weg zum Ziele.
2
Wir gehen auf (35a) zuriick, die wegen: % = — 1, lautet:
d*j 1dj .
Ju —*——ﬁ—tja; = 0, wobei 2 = mzx

dz? z dz
Nun wissen wir, daB J; ) diese Gleichung erfiillt, wobei
Jo@ = berz + ¢ bei (2);
daf also die Gleichung besteht:

Pl | 1 ddye
dz? ¢ dz

Wir fithren nun fiir J;(, eine neue Funktion K, von ¢ ein, die wir
definieren durch:

K,
JO () = —= (40)

Wir bilden:
K,
--—LJO(,) _ — Vé
&

1dlyw 1 1dK, 11 1
# de 2 Y, dz 22277

PR P P PRI S R

Summieren wir diese drei Gleichungen, so erhalten wir:

1 &K, 1 1 L
. Vz d Ly VoY
oder:

®K,

1
zﬁ+Qﬁ*0L=°
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somit: _

dBK, 1
aﬁ*Vm;+LFWW%m=o A1)
Fiir Werte: —
2 =4
. 1 _— 1 . R
wird : 167 = 1096 ist also gegen 1 zu vernichlédssigen, und:
arctg 42 = arctg 64 — 89°7 =~ g;
so daB wir (41) mit erlaubter Anniherung in der Form schreiben diirfen:
&K, —Z
dz; = —e¢ 2.K,— — 0K, (42)
wenn n
v’ —=ce

Die Losung von (42) ist aber bekanntlich :
K, = Asin (ve) 4+ B cos (v2)

wo A und B Konstanten sind.
Oder:

, = V4® + B?.sin <vz + arctg %),
somit nach (40)
Jow = i_ V4% + B®.sin (vz + arctg %)
z

Wir wollen setzen:

—_— B
V4 + B = F; arctg — = &; (43)
also: 7o
'TO(Z) = TST«” (1)2 + g) (4:4)
2
_.z .=
Wegen: v2 —= ¢ 2; ist v — ¢ 4; und daher:
Ve £c0S d 2 sin d £ d
frmned _—— —_—= == ==,
4 4 Vg Vz
also:
sinvz sin d cos il cos ud st d
et —_ t—) — —=8M |l —=
ye V2 V2 V2
und da:

cos [t z Cof d d: sin(i— Sin —
> _ ) = —=,; und: L—F=) — —
V2 V2 V2 V2
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wird : .
£ .2 .
— Qo —= — 1 cos —— Sin —=

V2 e Ve " yz

Sinvz = sin

und

z 2
cos vz = cos — Sof —
V2

V2

+ L8N — Gin =
V

und es wird daher:

sin(ve 4 £) = @oi—f— (sin% cos § + cosv%sin §) —

V2
L Gin= (cos —¢0s § — sin —=sin g)
ICANRE V~
Fithren wir dies in (44) ein, so ist wegen: J,, — ber 2 4 ¢ bei ¢,

und hieraus folgender Gleichheit der reellen und imaginiren Teile der
beiden letzten Gleichungen:

ber 2 — Vi @of V_ sin ( + g)
(43)
bei 2 = = @m —= €08 + 5)
- ol
wo F und £ unbekannte Konstanten sind. Diese entfallen aber — wie
sich gleich zeigt — in unserem Quotienten:
bei' ber — ber’ bei
ber'> + bei'?
Wir setzen : .
L=
V2 ?
Dann wird:
1 F z F 1 z
ber' ¢ = — = ——sin @ Cof — + ——= — cos @ Cof —
N CR O 't
sin @ Sin —
75
2 2
V 1 V (46)
bei' & — 1 F z i 2
el ¢ = 3 7 ostpumv V stmqy m—2—
1
— cos ¢ Cof —

Vz V2

Es ist nun fiir: 2 = 4; mit praktisch rrenugender Genaunigkeit

Sin Vi.z_ = Cof —= 47

Va
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Bilden wir unter dieser Voraussetzung: bei’ ber — bei ber'; so wird

F2
bei’ z ber # — bei 2 ber’ z_—ig “‘—Z;
vz ¥2

Weiter ist, mit Riicksicht auf (47)
1 F? F? 1 F?
’9 — T em2 p— —_
ber z__—(4 5 Sin q;—{—2z VQ o —5 Sin @ oS @
1 F? F? z
—— — sin? — sin g cos . Gin® —
V2 2 9 + 9 ‘P) V2

2 1 2

1 F
bei’Qz:(4 cos‘*(p—{— +V F2 sin @ cos g —

1 F* F? z
——=— s p — —singcosp|.Sin® =
und daher:
F2  F? 1 F? 2
) bei’? — = - n2 —
ber'? 2z 4 bei'? 2 (423 p; Ve 22) Gin 2
somit :
1
bei' # ber # — bei ¢z ber' 2 Ve
ber'? 2z 4+ bei'? 2 - 1
—+1
4z sz
Fithren wir nun fiir # den Wert mr ein, so ergibt sich endlich:
¢ — mr (bei’ ber — ber’ bei: _mr 4m?r?
2 ber'? -4 bei'? )(m,) 2 Y2 4 4mr®) — 4m

(48)

(49)

(80)

Wir wollen die Richtigkeit dieser Formel an der ,Dimension
prifen. ¢ mufl als Quotient zweier Widerstinde eine Zahl, also dimen-

sionslos sein. Nach (50) muf also auch mr dimensionslos sein.
Dies ist in der Tat der Fall, denn:

B}
e LT_E
d daher:
und daher Dim (mr) = L—1.L = Dim (Zahl)
Beispiel:
2r = 1,97em; f=800; @ = 1700; u =1
also:

- 800
— kV2 — 2 —
m ¥y ”Vwoo V2 = 6,09

und :
mr = 6
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Daher 4.36

Y2(1 4+ 4.36)—4.6
Die Formel (50) zeigt deutlich, daf fiir groBe Werte des Argu-

mentes mr der Ausdruck fiir § iibergeht in:

= 2,39

E=3

mr 1 rk
_ = = — 5
t=F 5= (1)
Wir konnen leicht feststellen, von welchem Argumentswert an
diese vereinfachte Formel mit einprozentiger Genauigkeit zulidssig ist.

Dies wird nach (30) und (51) dann der Fall sein, wenn:
4m?y? — 1,01
— = =
V2 (1 + 4m2r?) — 4mr V2

Hieraus folgt: mr = 70

D. h. fiir: mr = 70 konnen wir die Formel verwenden:
mr 1
wodurch Zennecks empirische Formel fiir mr = 4:

¢ = 0,3525 mr 4 0,277

¢ = 0,354 mr (52)

eine theoretische Bestitigung findet.
Es ist fiir:

mr = 70; nach Zenneck: § = 24,95
nach (52) = 24,78

Da in (52) wegen m — ng = VZ 2w l/ygf die Frequenz f ent-

halten ist, so wiirde dies besagen, daB der Wechselstromwiderstand
bei beliebig gesteigerter Frequenz, beliebig hohe Werte erreichen konnte.
Dies ist aus der, am Eingang des Abschnittes gemachten, physikalischen
Erwigung unverstdndlich. In Abb. 74 kann der Winkel ¢ bei noch so

hohen endlichen Frequenzzahlen den Winkel 7 nie erreichen. Das

2

Innere des Leiters wird daher niemals géinzlich vom Strome befreit werden,
der Widerstand des Leiters wird ,endlich“ bleiben. Der Widerspruch
mit der gegebenen Theorie rithrt daher, daf in dieser Theorie der Ver-
schiebungsstrom vernachldssigt wurde. Wir wollen daher die Theorie
durch Bertiicksichtigung des Verschiebungsstromes ergiinzen.
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Dann haben wir die vollstindige Form von (1) zu verwenden und
erhalten :

Die Gl. (2) behilt natiirlich ihre Form:

0% 0
“5F = 05, (54)

Die elektrische Verschiebung D ist:

& & .
D=mb =1z
Setzen wir wieder fiir j reine Sinusform voraus, so ist
J = ju sin (0t) =% j, e'v?
Beriicksichtigen wir die dielektrische Hysteresis, so heift das, da8 D
mit j nicht in Phase, sondern gegen j um einen Winkel 0 verzogert
ist. Es wird also:

e . e .
D = ;- 0jzsin (0t —9) = ;;9.7:56‘(“"—'”

Sehen wir ¢ als konstant an, so wird

oD weQ

L — 58 pt(wt—0)

ot " ig let
und damit wird, wenn wir auch § wieder symbolisch durch £, et aus-
driicken, Gl. (53)

. , d
4nj, +10E0j e = %’—f—% (53a)
und Gl. (54)
djg . w . I
i Lﬁ?'@‘@z (54a)

Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen wieder j, und £,,
so wird:

d2j:c 1 dj, 9 . u .
da +;d_a; <ao sue —*L47Zﬁ)-5>j,,—— 0
@9, 149, 1

dx? z dx

+ {(ca”eye_“’ — 140 %) — Ax—z} H, =0
Entwickeln wir e—*9 und setzen:

wh = a)2£ycosa—c<4nw%—{—m”sysina) (85)
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so ergeben sich:
djz
b

djy
dx?

+ + whj, =0 (56)

1

a
2P,
T e (wt— ) 8 =0 57

als Ausgangsgleichungen des jetzigen Problems. Wir finden die Gleichungen
von ganz demselben Bau wie (8) und (9), nur war dort w? eine ima-
gindre Grofe, wihrend jetzt wj eine komplexe GroBe ist. Der
Losungsgedanke bleibt natiirlich derselbe, nur ist der Weg in mathema-
tischer Hinsicht etwas schwieriger.

Wir machen die Ansitze:

weucosd = a; dnolt + @’cpsind = b; (58)
Q
somit:
s —uzrcig£ b
wh = a—1b = Va® + b2e ¢; mit arctg;:ﬁ (69)
wird
I s _ B
w = Va2 + 02?5 w = Va? + 02 2 (60)
Nennen wir noch:
y B
= Va® + v?; Y=g (61)
so wird:
Wy = c.e— 7 (62)

Die Losung der Gl. (56) ist nun wieder
L x? o, 8 6
Je = “°{l—¥“”‘+ Gap T @aep% Tt }
nach (62) ist aber:

Wy == Che= T = ¢heosny — LChSinny

oder:
2.9 prow 6.6

. A . bz
jz:ao{l—TcosZy+(2 4)2 4y—m00867}+---

/02562 csms )
+l’( SV"’QY (2 4)2Sin4y+m8m(3y—...>}

Wir finden also wieder als Lésung fiir die Stromdichte die
Besselsche Funktion J; des Arguments (w,x) oder des Arguments
(c.em 7. %)

j-"’ = aOJ"(“’k”) = aJO(ce“‘V.:c)



und setzen wir:

CZxZ (/.4“;4
ber(cw)k:—1—-722—cos2y+—22—‘}—zcos4y o 4 6)260867+
. cta? . ctat ld . (63)
bei (cx) = —22—sm Zy—msméy + m Sin6y —--
so wird:
jo = a, { ber (ca); + ¢ bei (ca) ) (64)

wobei der Tndex % die komplexe Wesenheit des Argumentes andeuten soll.

Ebenso ergibt sich:

— A ST R A ST
35“’“’1{1 sty gt et }

oder

cos6y 4 -+ +L<2 622 sin 2y —

1

1 (2.4.6) 4 b)2
1 ctat b 2t )

—3 . 4)2sm47;+4 @ 1.6y G)QSmGy——---)}

@1 e xlel(wkx) e xlel(c.e“y.x)

somit

und setzen wir:

1 c2x2 4 4
berl(czv)k__l 5 57 ¢ y—}—g @. 4)200347/—— l
2 22 1 ctat (65)
bei, (cx)p = E ——2— sin 2y — 3@ @ o simdy + - l
so wird:
9, = xb, | ber, (cx); + ¢ bei; (cx) ) (66)

jr und 9, sind also jetzt durch Funktionen des komplexen Argumentes
(c.e—'7. x) ausgedrickt.

Die Bestimmung der Konstanten @, und b, geschieht genau so
wie frither.

Fir = 0; ist: j, = j,; ber (ca), = 1; bei(ca)y = 0, somit

Ay, =— jo
Also das Verhiltnis der Stromdichte im Abstande z zu jener in
der Achse:

. bei (c@)y

. - otg ————

ﬁ.f- — ber (cx); + ¢ bei (cx), = Vber? (cx)y, + bei (c x)y . ¢ ¥ beremy,
0

Ferner aus (66).
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Firoe =r; =9, = E; wenn 3 die Amplitude der ge-
r

samten Stromstirke, also:

23 .
— = rby { ber, (cr)y + ¢ bei ()i} = rb,J ¢,
und daher:
b, — 23,1 1 (67)
r r JI(CT)k
und : 7
2 C
@x — 3 " 1(c2)y (68)

r? Jl )y

Nun schreiben wir (53 a) in der Form:

d
Je{dm + weosind) + (wepcosd)}) = '59‘4—@—”—
oder mit Riicksicht auf (58)
e _ 45 | 9.
o g O 00 = T
oder
—(p=2 dD,
9 Va +vie b—j @Va2+b2 (¢ 2):W+%
also.
v {3——75
. __op e( > (dééz + &)
h—g Va2 + 02\ da "z
a9,
iz ebenso
wie friiher zeigen, daf:
d
déiz 'siz =2b { 1(ca)y + x‘]l(cx)k} - Zb Jo(c:c)k
und es wird daher:
(-3)
) ou e 2/ 43 1
Jz = o8 'Jo(c:c)k (69)

e Va4 0? = Iy eny
Die Stromdichte j, in der Leiterachse ergibt sich hieraus, fiir

z = 0, mit:

T
w el(ﬂ__) 43 1
= — - — = q,
0 Va2+b® 7 Jien,
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und wir erhalten endlich nach (64)
, ou 1 43
o= — T——
[ Va2 + p: o
_ bei (cz), beiy (€, n (70)
. Vberg (C.’l})k + bei? (Cx)k eL {arctg ber (cx) —arelg bery (€7 A= 2 }
Vber?(cr), 4 beil (e
Setzen wir:
ou 1 +3 1 — 4 71)
0 Va>+ b2 7 Vber?(cr), + beil(cr)y o

so wird die wahre Amplitude der Stromdichte, ihr Maximalwert j, im
Abstande x von der Leiterachse:

jam = A-VYber? (cx), + bei? (cx); (72)
Der gesamte Stromwirmeverlust im Volumen (z72. 1) cm?® ist wieder

r .9

J
Dy :j%-an-g-dz
0

also nach (72)

r

P, = A’zmg j x { ber? (cx); + beil (cx);} dw (73)
0

Die Integration erfolgt auf demselben Wege wie frither [s. (33)].
Wir setzen:

d
Cxr — 2; X — H dx — Tz
und erhalten:

r cr

‘:l:{ber2 (c@) + bei? (cx)}dz = cl—ﬂjz{ber’z + beitz)dez  (74)
0 0

Fithren wir 2 in Gl. (56) ein, so wird

o die | ¢ dis

—_— —— T — 2 y
iA T 7 4z ke
oder mit Riicksicht auf (62) wp = c?e—*27
azj dj .
£ dz:+ d: = —Jaze Y
oder: d di
L (%2 — i se—r27 75
dz <z dz> = TJ=%¢ (75)

Fithren wir den Wert fiir j, aus (64) ein, mit:

Jz = a, (berz 4 ¢ beiz)
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also )
Aj
az

= a, (ber'z 4 ¢ bei’ 2)
und entwickeln in (75) rechts die Potenz, so folgt:

d . . .
o = (¢ber' 2z + 1z bei' 2) = — ayz (cos 2 p ber z 4 sin 2 p bei z) +
+ tayz (sin 2 p ber 2 — cos 2 p bei 7)
und es folgen wegen (leichheit der reellen und imaginiren Teile die

Gleichungen :

% (¢ ber'z) = — 2 (cos2ypberz 4 sin 2y bei2) l
; (76)

7s (2 bei's) = 2 (sin 2 p ber 2 — cos 2 p bei 2) J
oder:

zber' v — —60527}} zberzdz—sm2yj’zbeizdz

zbel’ z = sin‘Zyjzberzdz—costyjzbeizdz

Aus diesen zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten — den beiden
Integralen — ergeben sich mit Riicksicht auf [s. (59) und (61)]:
b
cos 2y = %; sin2y = =i ¢t = a® + b?;
j‘zberzdz = c%(bbei’z—aber’z) ]
] (77)
J‘zbeizdz = —ﬁ(bber’z—}— a bei’ 2) J

Nun konnen wir (74) partiell integrieren. Es ist:

jzbergzdz = j(zberzdz) berz =— berzi(b bei' # — a ber’ 2) —

N — c?
dv % u
v
1 [ .r ’ ’
——~2j 2 (bbei'z — aber' 2) . ber' zdz
C N— e
v du
fzbeigzdz = — beiz~%(bber'z + abei'2)

1
+ 2 j’ 2(bber' z + abei 2).bei zdz
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Also:
jz(berﬂz + bei?z)dzs = % {ber z (bbei' # — a ber’ &) — beiz (b ber' 2 4

+ abei's)) + % j 2 (ber'? & + bei'? £)dz (78)

Nun ist das [#(ber'2s 4 bei'?¢)dz zu ermitteln. Es ist aber:

e N —— S e’
u dv % v

"‘zber"“zdz: [zber z.ber'zde — zber'z. berz—jberzai(z ber’ z) dz

jzbei'“zdz = ¢bei'z. beiz —jbeiz ;; (¢ bei' 2)dz

Fiibren wir hier rechts die Werte aus (76) ein, so wird, wenn wir
summieren :

jz(ber”“z + bei'?2)dz = z(berz.ber’ z + beiz. bei' 2) +
+ j'berz.z(cos2yberz + sin2ypbeiz)de —
—J.beiz.z(sin2yberz—cos2ybeiz) de

oder
J‘z(ber""z + bei'?2)dz = z(berz.ber z | beiz.bei £) +
-+ cos 2 yj'z (ber?z + bei2)dz (783a)

Dies in (78) eingesetzt, ergibt mit Riicksicht auf:
a
c0s2y = r
". 2 (ber? z 4 bei2)dz — % {ber z (bbei' z — a ber' £) — bei z (b ber' z 4

2
+ abei'2)} + %(zberz.ber'z+zbeiz.bei’z) + %j 2 (ber’z + bei?2) d e

und wegen :
2 4 2 2
a ct—a b

4 — 2 2
t=a+b; 1 ——=- = —
! ct ct ct

wird :

2
jz(ber% + bei’z)des = 2 —%— (ber z.bei' 2 — beiz.ber'z) (78D)

also nach (74)

cr

1 . . .
v jz (ber?z 4 bei’z)dz = r_bc {ber (re)y, bei’ (re), — bei (re) ber’ (re); )
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somit nach (73) und (71)

o’y’® 1 16 §2 re { ber bei’ — bei ber’ \

Pe="g xR bed F bl oo

Da wir unter J die Amplitude der gesamten Stromstirke verstanden

haben, so ist:
32 J— 212

wo: I =— Effektivwert; und daher:

o®u? 1 2.16  rc {ber bei’ — bei ber’

72
=1 [ 2 ber? -+ bei}

—_ — 2
W A " oo, | =170 79

Auch hier ist es klar, daf der Klammerausdruck [] den Wechselstrom-
widerstand R, pro Zentimeter Linge reprisentiert.

Da der Gleichstromwiderstand : R, = #; s0 ist

R, o 1 2.16 ,r%c (ber.bei’ — bei. ber’
¢= R, o a+0bv & T{ ber? + bei? }(rc)k (80)
Durch Entwicklung der Funktionen [s. (63) und (65)] ldfit sich
leicht zeigen, daf die Beziehungen bestehen:
2

bber'z + a bei's = —¢? 5 bei, #
) (81)
bbei's — a.ber' z = c2§berlz

Hieraus ergibt sich:

240 4 4
ber?z 4 beile = a4 j; "3 (ber'%z 4- bei'zz):? (ber'?z + bei'?2) (81a)
und dies in (80) mit: 22 — 7%.¢?; eingesetzt, ergibt:
w?u® 2.4 , r (berbei' — beiber’ .
§= _é’v' ¢ ?{ ber’'? 4 bei’? }(rc)k 82)

Fithrt man aus (88) und (61) die Werte fiir b und ¢ ein, so wird

o> u? 2.4.72 r

e 7 w w u
Vw*a”uz + 16 n? 0® o + 8mwie Esin(? 471:&75—{—0028”3@'”6

{ber bei’ — bei ber’
ber'? 4 bei'? }(rc)k
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Fithren wir endlich nach (6): ¥ — 2% Vfg—”, ein, dann ist:

2 .2 4
al—g"_:kgfl; fekidod QYR w’epsind = k?¢fo sind

0 0 0

2 2
oy’ = kel 161:21172:% = 4 i Szm*”a%sm&:étk*sfg sind

Alle diese Werte in die Gleichung fiir ¢ eingesetzt, ergibt:

2 kr berbei’— beiber’
§= y { ber’'? - bei'? ](rc)k ®3)
2+ spfsina)}/s”g)’f“ + 4+ 4eofsind
Das ist also der Ausdruck fiir die Widerstandserhhung bei Beriick-
sichtigung des Verschiebungsstromes. Setzt man hierin ¢ — 0, so muf8
sich das Resultat der erstgegebenen Theorie ergeben. Das ist der Fall,

denn es wird dann nach (58)
a=0; b=2K = m?;, ¢ = m;
und es iibergeht (83) in (39).
Zum Zwecke der Diskussion von (83) gehen wir denselben Weg wie
frither fiir hohe Argumentenwerte.
Es war nach (64)

Je = ayJo(ea),;  Mit oz, = ber (ca); + 1 bei (ca)

Wir fiihren ein: 2 = c¢x; mit ¢ —= {/m.
Nach (56) ist somit, wegen (62):
(wp = c¢%.e—27],
die Gleichung erfiillt:
B2Jo, 1 ddo,

+e2v.Jy, = 0.

dz* 2z de
Machen wir auch hier den Ansatz:
Jo, = —;ii (84)
2
So ergibt sich wie frither die Gleichung:
a’K, 1
Gt (gt E =0 (84a)

Wir wollen das Verhiltnis der Glieder in der Klammer abwigen. Es ist:

1 1
w%—e—‘” = Z;—g—}-cos'2y——asin2y.

. 1 .
Wir fragen nun: Wann kann 4,0 Segen cos 2y vernachlissigt werden?

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 16
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Es ist:
1 1 1

1
12 4P mVag—}—b”’
und nach (61) und (59)

b a
g2y — —; c0s2y — ==
gay a Y Vaﬁ—}—bﬁ

also
1
422 1 1

cos2p  4az®  4aPw’epcosd

‘Wir sehen vor allem, daf mit steigender Frequenz (@) dieser Quotient
kleiner wird. @ ist jedenfalls ein kleiner Winkel; wir konnen also fiir
diese Uberschlagsrechnung

cosd ~ 1
setzen.

¢ liegt fiir dielektrische Medien etwa zwischen 1 und 10 elektro-
statischen Einheiten. Fiir Metalle ist das ¢ nicht zuverldssig bekannt.
Broca schlo in einer, von Poincaré (Comptes rendus 1904) ver-
offentlichten, Arbeit auf die Grofenordnung 1.10' ESE. Messungen,
die in Jena von Lehrs ausgefithrt wurden, wiesen auf bedeutend kleinere
Werte hin. Aschkinass findet das ¢ fiir Metalle von der GroBen-
ordnung 3000 bis 5000.

Dem sei wie ihm wolle. Jedenfalls konnen wir sagen, daf fiir:

1

——— = 0,01
40 cu =

1
10 8egen cos 2y bedeutungslos ist; oder fiir:
1 1

f=5—e (85)
= Vé‘yf z
. 3000 .
Wire ¢ =— 3000 ESE; also: 5 10% — 3,3 .10 ElL Magn. Ein-
heiten und der Drahtradius 1 cm; und w = 1, so ergibe sich

f = 1800 Millionen.
Jedenfalls legen wir unserer weiteren Untersuchung Frequenzen zu-
grunde, die durch (85) bestimmt sind.
Dann aber iibergeht (84) in

d*K,
———df; +e " 2rK, =0
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oder mit: ,02 — e— 27 (86)

K, = Asin (v2) + Bcos(ve) = VA“ + B?sin (vz + arctyg g)
Setzen wir:
DT B
F—=1VA2+B §= arctg (87)

so wird: K, = Fsin (vz + §)

Daher nach (84) wegen: v =— e~ = cosp — ¢ sin p:

Jo, = berz 4 1beiz — V—Iisin {(gcosy + &) —rzsiny}  (88)
2

Setzen wir noch:

ccosy + & = @
so wird:
F ,
berz = V—; sin @ Cof (¢ sin p)
beiz = — ﬁ cos @ Sin (& sin p)
Somit:
1 F F
ber' s — — 5 %sin o Cof (¢ sin p) + ‘c/o;sy cos @ Cof (¢ sin p) +
Fsi
+ ;’f” sin g . Gin (2 sin p)
2
1 F . . F
bei' & = 5 7P Sin (2 sin p) + ;/ogtp sin g Sin (g siny) —
Fsi
— :/@7-} cos @ . Sof (2 siny)
]
und daher:

R F? .
(ber bei’ — bei ber'), — — cosy &in (2 sin p) Cof (2 sin p) —

o , (89)
— - sinysingcos - {Cof? (¢ sin p) — Sin® (2 sin p)}

=1

und
2

. 1
(ber'2 4 bei'?), = I % {sin® @ Cof? (2siny) + cos® p Sin® (esiny)} +

F2
+ - {sin® @ @in? (zsiny) + cos® @ Cof? (¢siny)} — (90)
2

— > {cosy sin g cos p + siny Ein (2 siny) Cof (2siny)}

16*
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Wir fragen nun nach der Gréfenordnung von -(zsinp), dem Argu-
ment der Hyperbelfunktionen.
Es ist nach (58) bis (61)

b « —_—
g2y — ,sm2 = e c0s2y = Va® + 0%
7ev = ¥ Va? + b2 Va +b2 Vet +
also:
ta0 — sm2y b
97—1+6032y—a+02’
daher:
. b
Smy — ———————
¥ cV2Va + ¢
(91)
Va+ ¢
cosy —

cV2
Wegen: # — cx; ist also:
. b
ZS’m'y == x‘/a—‘/a;—_{j (92)

Setzen wir die Werte fiir ¢ und b aus (58) ein, so wird:

4mo + o?eusind
gsiny — ¢ 93)

VEVmgsycosa—kycoV 2—1—< > —{—875?3@%6

Da wir iiber 0, den Winkel der dielektrischen Hysteresis, auch nichts
Bestimmtes wissen, wollen wir die beiden Moglichkeiten: § — 0; und:

0 > O0; betrachten.
Ist: 1. § = 0, dann wird fiir sehr hohe Frequenzen nach (93)

41zco— —
LMY = ¥ = l/

V2V2e’cn
Das wire fiir Kupfer, mit: ¢ = 1700; und z. B.
3000 1
i S — 10—
T 9.102 T 3 10
6,28 1 .
gsiny = w 10=3 )/ — = 2.20.10°
1,7 1
—.10—17
3
also selbst fiir einen Draht von: z = 0,1 cm Halbmesser eine Zahl von

der Grofenordnung: 200000.
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Ist: 2. 8 > 0, dann wird fiir sehr hohe Frequenzen nach (93)

wo’&usind V UL sin 0
V2Vm ep(1 ~T—cos&) Vl + cosd
also mit e eine beliebig hohe Zahl.

Es wird somit fiir jeden Wert von § — bei geniigend hoher Fre-
quenz — das Argument zsiny einen hohen Wert haben, und es gilt
daher:

Zsiny = @

Cin (¢ sin y) = Cof (2 sin p)
Dadurch iibergehen aber unsere GI. (89) und (90) in:

F2
(ber bei' — bei ber'), — - {cos y Gin® (zsinp) — sinysingcosp} (89 a)

(ber’2 + bei’ 2)2 =

F2[ 1 €0Sy. SIN @ .cos @ 1. ' ' (90a)
T (sy-sme-cosg |, 2 \
z |47 < 2 Gin® (zsin p) + z sun 7’>} Sin? (¢ sin p)
Es war aber nach (91)
Va+ ¢ .

COS? =

1 a a
—_—— = — 1 - nd - — ——.
e Tl Pre(y
a

Schwankt % zwischen Null und Unendlich, so schwankt ;12 zwischen Eins

und Null und daher cosy zwischen 1 und 0,71.
Mit Ricksicht auf den grofien Wert von &in? (2sin p) ist daher in

in 2
(89a) das Glied siny-smTq) gegeniiber cos y @in® (2 siny) zu vernach-

lassigen und ebenso in (90a) das Glied

i 2
cosysm ®
& niib .
S (roing) gegeniiber  sin p;
so daB wir erhalten:
<ber bei’ — bei ber'y cos p
ber'? + bei'? >z

1 .
W—}—l—;smy

1
und da laut Annahme 1,5 gesen 1 zu vernachlissigen ist, folgt aus (82)

o’u® 8x’r  cosy
§ 3 —
o° b.c _ simy

re
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Endlich verschwindet fiir geniigend hohe Frequenzen auch san_y
gegeniiber 1, und wir erhalten: 4
oy’ cos y
¢ = < 87z2rFj (94)

Jetzt sind wir vor die prinzipielle Entscheidung iiber den Wert des
Winkels § gestellt. Die hier vorgefithrte Theorie erzwingt die Ent-
scheidung. Da wir ¢ als konstant, also als unabhingig von der Frequenz
eingefiithrt haben, ist es zunichst naheliegend, auch  (die zweite Charak-
teristische fiir das Medium) als konstant anzusehen.

Geben wir nun 0 einen Wert: § > 0, so wird fiir hochste Fre-
quenzen nach (91), (58) bis (61):

cosy 1 Va+ ¢ . il/wzsycos& + o’eyu _imva‘/l-{—cosa.
boe  b.oc cY2 T Y2 o’eusind.e’sy Y2 o'Sulsind
oder:

cosy 1 V14 cosd

boe  YowPeluilzsind

und daher nach (94)
¢ — wzél,z 8ty SV Konstante
0 b.c ®
Dieser Ausdruck wiirde aber fiir steigendes @ kleiner werden, was
den Tatsachen widerspricht.

Es bleibt also, unserer Theorie folgend, nur die Annabme iibrig:
d = 0.
Dann aber wird :
_ . — . e ‘/ 2.2 4“75>2
0= @’cu; b=4dmxeo; 2 =o w’e? 4 (—
" 0 # ( Q
also fiir sehr hohe Frequenzen:
¢ = 0’ue = a
cosy Va+02__ V2a o Va __V_;__‘lw
b.e b.¢Y2  bY2 b2 b.a bYa
und da jetzt:

Daher:

b = 4nwy—; V; = mva

so wird:

2,9 m
gzwg 8 ar 1 :2nr‘/£ (95)
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Kontrollieren ‘wir die Dimension. Es ist:

Dim r = L; Dim ¢ = L*T—!; Dim ¢ = L2

Also:
. L —
Dim ¢ — Zahl m—_—lVLﬂT—2 — Zahl!
Aus:
R, oy 0
= —; b H R, — = {——
¢ R, ergibt sich nun 0 ¢R, ¢ g
Dabher: .
2
R, = —|% (96)
r V&

D. h.: Fir die hochsten Frequenzen wird der Widerstand von der Fre-
quenz (f) und von der materiellen Beschaffenheit der Leiters (g) unab-

hingig und konvergiert gegen den konstanten Wert %V%

Dieses ,theoretisch“ interessante Resultat ist technisch insofern be-
deutungslos, als es — den Meflergebnissen nach — erst ganz ungeheuer
hohe Frequenzen sind, die zu einer Konstanz des Widerstandes fiihren,
Frequenzen, die vielleicht erst im Bereiche der Rontgenstrahlen liegen.

Fiir technisch — die drahtlose Ubertragung mit inbegriffen — iib-
liche Frequenzen ist jedenfalls die Vernachlissigung des Verschiebungs-
stromes und damit die Berechnung der Widerstandserhshung nach (39 a)

(39), (50) und (52) einwandfrei zulissig.

b) Der Induktionskoeffizient.

Zur Erfassung der Anderung des Induktionskoeffizienten gehen wir
von der magnetischen Energie W,,, die der Stromfluf reprisentiert, aus.
Ist I die effektive Stromstirke, die den Leiter durchsetzt, L sein
Induktionskoeffizient, u seine Permeabilitit, H der Effektivwert der
magnetischen Feldstirke und dv ein Volumenelement des unbegrenzten

Raumes, so ist:

W :%LI2 = §1-7Ejy,H2d?} 97)

Wir haben nun zu bedenken, da8 das Gesamtfeld des Leiters aus
zwei Teilen besteht, einem Felde auBerhalb und einem Felde inner-
halb des Leiters. Das duflere Feld des Leiters (H,) bleibt ungeindert,
wie auch die’ Stromdichte im Innern verteilt sein mag. Nicht aber das
innere Feld (H;). Wir wollen dieses innere Feld bei gleichmiBiger
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Stromverteilung H,-g, bei ungleichméfiger H;, nennen. Dann ist also
nach (97)

iLI2 = !

o) ng(Hg-l—Hfu)d”
Nennen wir L, den Induktionskoeffizienten bei gleichméBiger Verteilung
der Stromdichte, so ist:

1 1
§L912 = %j#(Hf + Hi)dv.

Subtrahieren wir diese beiden Gleichungen, so folgt:

1
9 mj
Bei dieser Subtraktion ist — wie ersichtlich — das #uBlere Feld ent-
fallen; die Integration bezieht sich nur noch auf das Leitervolumen. Das
Element des Leitervolumens dov ist aber nach Abb.72 gegeben durch:
2mxdz.1)cmd so da wir erhalten:

,
L—L, = 1 jy(ﬂii_HiZ)xdx (98)
0

21?

‘Wir wollen auch hier den Verschiebungsstrom mitberiicksichtigen.
Dann ist nach (68)
23 Jien 23  ber, (cx) + i bei, (cx
@zu:‘bx:*—x k __2v 1 k 1( )k

™ " Jier, 1 ber(er), + ibei, (cr)

Daher das Quadrat der wahren Amplitude, des Maximalwertes von @,-u

43?2  ber} (éx)k + bei? (cx)y,

3 =
(‘bzu)max rt v bel‘f (er) + beil2 (er)y

Nun ist nach (81a)

bery (cx); -+ beif (ca), = c;iz {ber'® (¢ )y, + bei'? (cx)y}

(99)

und

4
ber? (cr), + beil (cr), = a5 {ber’?(cr)y, + bei'2 (cr);}
und daher
432 ber'? (ca); + bei'?(cx),

2 —_
Omax r? ber'?(cr)y, + bei'2 (cr),




— 249 — (X.

und gehen wir von den Amplituden zu den Effektivwerten iiber, und
sehen u im Leiter als konstant an, was allerdings nur bei nichtferro-
magnetischen Leitern streng zulissig ist, so wird:

r

oHP dn — 24 ! 2 (ber'® (cz), +
¢ Wl = T T o, & b (er)y | © P (2 (100)
0
+ bei'?(cx);} du
Nennen wir Y das Integral, so lautet dieses mit: ¢ — cx:

re
Y = Z‘lgj‘z(ber"“z + bei'?2)de
Nach (78a) ist aber: '
J‘z(ber'% +bei'2z) dz = z(ber z ber' z + bei z bei' ) + cos 2yjz(ber2z +bei?2)dz
und nach (78b)
J'z(ber% + bei?z2)dz = = %2 (ber z bei' 2 — beiz ber’ 2)
und da:

a

0082'}1:_ 35

(3

so folgt
jz(ber'”z + bei'?z)dz = z(berz ber'z 4 beiz bei's) +
+ 2 % (berz bei’'z — beiz ber'z) — —z— {b (ber z ber' s + beie bei'z) +

+ a (berz bei'# — beiz ber' z)}
und daher

Y = ch {b(ber . ber’ - bei . bei'), + @ (ber . bei’ — bei. ber'),}

Es lautet also (100)

4y12 r
ufzH}ds = 72—52{

b (ber ber’ + bei bei’) + a (ber bei'—bei ber’) (101
ber’? + bei'? }(cr)k )

Nun fehlt noch das [uH2 zds in (98).

Ist 4, bei gleichmafiger Stromverteilung, die Amplitude der Strom-
starke im Leiterquerschnitt vom Radius z und j die Amplitude der —
dann iiberall gleichen — Stromdichte, so ist

t =jma?; und J = jzmr
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wobei J die Amplitude der Gesamtstromstirke. Dann folgt durch Division

. z?
= 3‘;3
Da nun:
21 z

so folgt das Quadrat des Effektivwertes der Feldstirke mit

2
X
also:

r

T 3
B2 vdo = {,L_"4I2j—4dw~—_y19 (102)
0 0

Es wird somit nach (101) und (102)

L= 1 {4;112 1 [b (ber ber'+ bei bei’) + a (ber bei'— bei ber’)] T
9721 r be ber'? + bei'? eny, }
oder:
2u 1 (b(ber ber’ + beibei’) + a (ber bei’ — bei ber’) w
L= — — -5
Lo+ be r { ber'? + bei'? }W)k z (103

Vernachléssigt man auch hier den Verschiebungsstrom, d. h. setzt
& = 0; so wird nach (58)

4 _ _
a=0;b=4no% = 28, c=Va?+ 0 =Vb =k V2 = m;
Y

und es iibergeht (103) in:

. 2 ber (mr) ber' (mr) + bei (mr) bei’ (mr) 1
L=1IL+u {W ber'? (mr) + bei'? (mr) 2

} (104)

die bekannte Formel, nach der gerechnet wird.
Fir: mr << 2 gilt:

1 /mr\* 13 /mr\®
L=1,—5(%) + s510( %) (104a)
Fiir grofere Werte gilt nach Zenneck die Niherungsformel :
1,424 0,160 .

Fir Hochstwerte der Frequenz, fiir die der Verschiebungsstrom beriick-
sichtigungswert wird, kénnen wir Gl (103) in #hnlicher Weise dis-
kutieren, wie frijher (83).



— 251 — [X.

Wir finden, bei Gebrauch der gleichen Zeichen, fiir hochste Frequenzen
und § = O:
{b (ber ber’ -+ beibei’) + a (ber bei’ — bei ber")
ber'? 4 bei'? }
b F? F? F?
—5 7 + b7smy + a7cosy

F2/ 1 1 .
7(@““;“”7)

(2)

welcher Quotient fiir hochste Frequenzen in den Wert a iibergeht. Es
wird somit nach (103)

2u a_p
b=ttty e

Da jetzt:
a = o’eyu; b:é’cnw%; A =a; ¢c="Va
so wird:
_ O Veu—Y
L =1L,+ rT Veu 5 (105)

Wenn wir die Dimension kontrollieren, so finden wir:

oy LT e
vaw_ - VL—2 7% — Zahl

L aber ist der Induktionskoeffizient pro Lingeneinheit, also seine Dimen-
L
ion — — Zahl.
sion al

Gl. (105) sagt uns, daB auch der Induktionskoeffizient von der
Frequenz unabhiingig wird und einem konstanten Werte zustrebt.

Fiir Kupfer und ¢ =— 3000 ESE wire dieser Grenzwert:

1 1 1
=Ly 5107 —5~Ly—5

1 1700‘/3000 1
2

L=1ILi+ %o o 10 3
Man sieht, daf fiir den Induktionskoeffizienten die Berticksichtigung
des Verschiebungsstromes bedeutungslos ist, denn das gleiche Resultat
ergibt fiir hochste Frequenzen auch Zennecks Formel (104b).
Wire es nun moglich, fir solche Hochstirequenzen die Impedanz zu
messen, so ergibe sich eine einfache Methode zur Bestimmung des viel
umstrittenen & fiir Metalle.
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Ist X die gemessene Impedanz, so ist
¥ = R2 + 0®L?

Tragen wir also X? (Ordinate) in Funktion von o® (Abszisse) auf,
so ist es klar, daB die Kurve fiir X2, mit konstant werdenden Werten
von R, und L, in eine Gerade iibergehen muB.

Der Abschnitt dieser Geraden auf der Ordinatenachse ergibt den Wert
OB = R} — Konst, aus welchem wir nun mit Hilfe von Gl (96)

erhalten:

4 1 .
¢ = Egy,(L‘—2f2)

0 A ist natiirlich gleich R}, dem Quadrat des Gleichstromwiderstandes.
Es ergibt sich also die Widerstandssteigerung mit

0B

‘=Voz

Der Koeftizient der konstant gewordenen Selbstinduktion ergibt
sich aus einer beliebigen Ordinate y, rechts von CD.

Obwohl wir die Permeabilitit
in unseren Entwicklungen mitge-
fithrt haben, ist es doch klar, daB
die Entwicklungen fiir ,Eisen“ in
ydieser* Form keine Geltung haben.
Vor allem ist die Annahme der Kon-
stanz des yu tiber den Querschnitt
nicht zutreffend, da sich ja die
Feldstirke mit dem Achsenabstand
andert. Begniigt man sich mit

einem Mittelwert von w fiir den Querschnitt, so bleibt immer noch die
Hysteresis zu beriicksichtigen. Dies geschieht bekanntlich durch Ein-
fithrung des Winkels v der magnetischen Verzogerung. Der Ansatz fiir
die Induktion:

B —= uHe—vy
tragt der Hysteresis Rechnung.

Unsere Ausgangsgleichung (53a) bleibt dann ungeiindert, (54a) aber
iibergeht in:
Uo ol o
% =10 5 @x .€ .
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Die ganze Entwicklung bleibt dann dieselbe, nur haben die Grifen
a und b andere Werte bekommen. Es wird:

a = @’sucos (v + 6)—47:&)%51‘1“/

b = w’epsin(v + 0) + 4nm%cosv

und daher:

¢ 4m® , & .
e = w*e”y”—}—(F)w w —{—8750735#25211,6

wie frither. Wir erhalten die Gl. (82) und (103) in derselben Form wie
frither. Diskutiert man diese Gleichungen in derselben Art wie es ge-
schehen, so ergibt sich die Folgerung, daB, so wie bekanntlich das w mit
erhthten Frequenzen der Einheit zustrebt, auch das v mit den hochsten
Frequenzen gegen Null konvergiert.

2. Der Leiter mit Rechtecksquerschnitt.

Auch fiir diese Querschnittsform liaB8t sich eine idealisierte Leiter-
anordnung angeben, fiir die eine ,exakte“ Behandlung des Stromver-
dringungsproblems in einfacher Weise Abb. 76.
moglich ist.

Wir wollen uns zwei parallele, A
unbegrenzt lange Schienen denken, e —~—
die im Verhiltnis zu ihrer Dicke sehr
hoch sind (im Idealfall unendlich
hoch) und die in geringem Abstand
voneinander verlaufen.

Wir wihlen ein Koordinaten- , ,
system so, daf die z-Richtung in raam

die Léngsrichtung der Schienen, die
y-Richtung in die Hghenrichtung fallt.
Dann steht also die «-Richtung auf der Schienenebene senkrecht.

Bei dieser Anordnung ist es ohne weiteres klar, daB Strom und
Feld von der y-Koordinate unabhiingig sind. Wir machen nun weitér
die Annahme, daf diese GroSen auch von der g-Koordinate unabhingig
sind. Diese Annahme ist fiir eine, in der z-Richtung unendlich lange,
Schiene exakt; sie ist es nicht mehr fiir eine endlich lange Schiene, wo
dies an den Enden nicht mehr zutrifft.
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Es sollen also die XA und i gleich Null sein. Wenden wir nun,

Oy dz
mit Vernachlissigung des Verschiebungsstromes, in Leiter und Dielektri-
kum die Maxwellschen Grundgleichingen an, so folgt fiir den Leiter

rotH = 4xwj (106)
und
4 .
rotF = — W("@ (107)
Fiir das Dielektrikum folgt:
rotH = 0 (108)

und allgemein fiir den ganzen Raum, wenn wir ihn als magnetisch
homogen voraussetzen:
divd = 0 (109)
Da wir nur eine Stromung in der z-Richtung haben, sind die x und
y-Komponenten der Stromdichte Null und
Je =1J; Joe=1Jy, =0 (110)
Ebenso hat die elektrische Feldstirke die Strémungsrichtung und es
ist somit:

3. = T; %fc:%yzo (111)
Es folgt also aus (106)
0% 09 _ , . 09 099, 09, 09,
oz Oy = 4ajs; d—y—jz—*o’ 0z 0w =0
und somit wegen:
0 _0_,
: dy ~ 0z
wird im Leiter:
95, .. 2. _ . .
72’; = 47tjz, und dx = O, (112)
Es folgt aus (108)
08, 0D _ o 05 05, _, 0% 95 _
dx  dy ' Oy oz ' 0z oz '
und es wird daher im Dielektrikum:
0% _ . 905 _ .
or =Y Gy =0
Aus (109) folgt fiir den ganzen Raum:
09,

033:0
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Diese Bedingungen ergeben fiir den Leiter:
=9 H.=96.=0;
Fiir das Dielektrikum:
9y = = konstant; P, = H, = 0;
Die magnetische Feldstirke verlduft also nur in der y-Richtung;

sie ist im Dielektrikum. konstant und im Leiter mit z verinderlich.
Aus (107) folgt aber jetzt.

9 0%, 9%, 0%
Tt T 5 T T T
und wegen: § — @ .J
i( ) = 93 (113)
gt P = @G,
und nach (112) 5
0—%—’ = 4m=nj, (114)

Dies sind jetzt unsere beiden Ausgangsgleichungen, die den Verlauf
von Stromdichte und Feldstirke im Leiter darstellen.

Da es Strome nur in der z-Richtung, Felder nur in der y-Richtung
gibt, konnen wir uns im weiteren die Indizes bei j und § ersparen.

Eliminiert man j und §, durch nochmalige Differentiation, aus den
beiden letzten Gleichungen, so folgt

i, w 0j
g = 47, Bt (118)
Y , uo
FE T (116)

Da wir wieder nur den Stationdrzustand eines Wechselstromvorganges
betrachten, so kénnen wir, bei Annahme rein sinusférmigen Verlaufes von j
und §, durch Anwendung der Symbolik, die partiellen Differential-
gleichungen in totale iiberfiihren.

Es wird mit:

J = Jze® und § = HeY
wobei jetzt der Index x die Stromdichte und Feldstirke an der Stelle =
ausdriicken soll.

?j ou .

T = vy 117
da‘bz wu

Txg—l'4”?©x (118)
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Setzen wir nach der, bei Behandlung des runden Leiters, eingefiihrten

Bezeichnungsweise:

N
dn0t —4n. 228 = 2.(27;‘/@) — 28 = m?
0 0 0 (119)

und
vm? = w?
so wird:
dﬂ@f" —_ 2. . — — W
T2 =Y Oy also: O, = c,e¥T 4 cye (120)
Die Integrationskonstanten ¢, und ¢, ergeben sich aus der Grenz-
bedingung:

Fiir # = 0 ist:
Ho=1¢,+¢ =0 (121)
Denn # — O ist der Grenzpunkt auflerhalb der Leiter. Dieser Punkt
befindet sich auBerhalb des von den beiden Schienen, also den beiden
entgegengesetzt fliefenden Stromen, begrenzten
Raumes, hat also die Feldstirke Null.
Aus (121) folgt jetzt:

Cg = — G

Abb. 77.

und somit:
‘bz = (ewz —_— e—wx)

Nennen wir 3 die Amplitude des Gesamt-
stromes pro cm Schienenhthe und wenden wir
den ersten Maxwellschen Satz auf das Rechteck ABCD an, so wird,
wenn 0 die Schienendicke ist:

4“3 p—i (O)- 1 cm —i—l’:)(’- lem — cl (ew()__e_wd)

somit:
_ 4nI

G i =i

und daher:
e’wx_e—'wx

Nach (114) ist aber:

.1 a9

e = Tx dw
und daher

. 6’“}% + e—wx

Je =0 503 (123)

Nun war nach (119):
T
w? = 1m? — 12k2 — 27&'2€L?;



somit:
— .= - —/V2 V2
w="kY2e * :kv2<COS£+LSin£>:kV2<L+L‘{ >=k+ek (124)
4 4 2 2
mit:
F—2n | (125)
Y
Fithren wir den Wert von w in (123) ein, so wird:
ek:u etkz + e—kz og—tkz
'7‘”—— S(k_}_l’k) L etkd e—kd og—tkd
oder nach Auflésung der Exponentialformen:
. coskxCofkx + v sinkx SGinka
= &%
Jo =3k +1h) c0s k0 Sinko + ¢ sin ko Cof ko (126)
Setzen wir:
coskx Cof ke — u; sinkzGinks = v 127)
coskdCinkd — ¢; sinkdColkd = d } (
so wird:
U+ v u —|—02 (arctgl—arctgi)
= 3k + ok = JkV2e ¢ % ¢
jo =Sk + b SVe]/+d,
Es ist aber:

u?+v? = cos® kx Cof? ku+sin® ko GSin? ke — 1 (Cof 2ka+-cos 2 kx) 198
¢ +d? = cos* k0 Gin® k + sin® k0 Cof* kd — 1 (Cof 2kd—cos 2 /0) } (128)

und daher:

. S @0f2kx+cos2kx L(arctg——arctgd+ﬂ)
Ja = f}k\/21/@ ka&—costG (129)

Es wird also die ,wahre“ Amplitude — der Maximalwert — der
Stromdichte an der Stelle x
/
=1/Cof 2kz 4 cos 2 kx
= Jky2 130
m 3Ky V@of2k6—0032k6 (130)

Um zu der gesuchten Grofle des Wechselstromwiderstandes zu
kommen, berechnen wir wieder den Stromw#rmeverlust P; in einem
Volumenteil der Schiene von der Grofe: (8.1 cm. 1 cm) cmd.

Die Amplitude der Strommenge, die ein Element dieses Volumens
von der Breite dx durchsetzt, ist: Jz, -dx.1.1; somit das Quadrat ihres

. (jzm- ‘l”“')2 . . . 0
Effektivwertes: — Der Widerstand dieses Elementes ist Tl

Breitfeld, Analysis von Grandproblemen. 17
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Daher ist der Stromwirmeverlust P, gegeben durch:
J )

(U 25 0 0 |,
P, :J m2 ﬁ.:g jgmdw;
0

oder nach (130)
)

j(@omkw + cos 2 kx) da;

0

1
J— 2 7.2
Pp= 3k 9@012]06——0052706

somit nach ausgefiithrter Integration:

1 Gin2kd 4 sin2 kd
L Q272. .
Pe=3"e 50 Goioho —cos 2%

oder wenn wir die Amplitude 3 durch den Effektivwert ersetzen:

Cin2kd + sin 2 k0
Cof2%0 — cos2 k0

Pk:I2[kg ]:I2Rw;

denn der Klammerausdruck [] kann ja nichts anderes als der Wechsel-
stromwiderstand R,, sein.

B, — & Gin2kd + sin 2kd

® Cof2k0 — cos 210
Der Gleichstromwiderstand B, des Volumenteiles (0 .1.1) ist aber:

(131)

9
By =571

Es ist somit ¢ der Koeffizient der Widerstandserhhung:
R, ak@inZk(? + sin 2 k§

§:E_ Cof 2 %0 — cos 2 kd

(132)
Dieser Ausdruck iibergeht fiir sehr hohe Werte des Argumentes 2 k4 in
¢ =0k =02x ur (132a)

0

da ja dann die goniometrischen Funktionen gegeniiber den Hyperbel-
funktionen bedeutungslos und diese letzteren einander gleich werden.

Beriicksichtigt man — in #hnlicher Weise wie es fiir den runden
Leiter geschehen ist — den Verschiebungsstrom im Leiter, so ergibt die
einfache Rechnung, die ich hier nicht wiedergebe, fiir hchste Frequenzen:

Rw: 72_271’“/3
&

Also auch hier strebt der Widerstand einem Grenzwerte zu.
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Der Verlauf der Stromdichte, in Funktion von #, ist nach Gl (130)
in Abb. 78 dargestellt. Das Feld verlduft nach Abb. 79.

In dhnlicher Weise hat W. O. Schumann (E. u. M. 1913, Heft 30
und 31) das Problem fiir andere Schienenanordnungen verfolgt. So ergibt
Abb. 78,

Abb. 79. Abb. 80.

sich fiir die Dreischienenanordnung, mit Stromriickleitung in der Mittel-
schiene und doppelter Dicke der Mittelschiene, der Verlauf der Strom-
dichte nach Abb. 80.
Der Wert von § ergibt sich fiir die beiden AuBenschienen nach (132).
Fiir die Mittelschiene wird:
0k-Ginkd 4 sin ko
¢= 2 GCof kd —cos kd

3. Der Leiter in der Nut.

Auf ganz #hnliche Art konnen wir die Stromverdringung im Leiter
in der Nut verfolgen. Wir wihlen ein Koordinatensystem so, daB die
X Y-Ebene den Ankerblechen parallel ist und die Z-Achse in die Richtung
des Leiters, oder der Ankerachse, fillt. Die Nutentiefe sei a, die Breite b.
Die Komponenten der Stromdichte seien wieder j,,

Abb. 81.
Jy» Jz; die der Feldstirke: H,, 9y, .. X
Nehmen wir den Anker als sehr lang (ideell ?
unendlich lang) an, dann sind die Werte von j und | el s
$ von ¢ unabhingig, und es gilt: g e
P 4 7 /:”:,/”
0 Ve Ly

d_Z:

Diese Annahme trifft natiirlich in Wahrheit nicht zu; das Nutenfeld
ist an den Enden ein anderes als in der Mitte. Unsere Rechnung gilt
also exakt nur fiir die Mitte des Leiters.

Ferner nehmen wir an, der Strom flieBe iiberall ,nur¢ in der
Z-Richtung, also

jz - jy =0
17%*
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Damit ist aber auch gesagt, daB das magnetische Feld nur in der
X Y-Ebene verlduft, daff also:

‘bzzo

Wegen der hohen Permeabilitit des Eisens treten die magnetischen
Feldlinien senkrecht auf die Nutenwinde aus; wir nehmen ferner an,
daf sie geradlinig von einer Nutenwand zur anderen verlaufen. Dies
aber heifit, daf auch:

‘bzzo

Das trifft dann zu, wenn die Nut in voller Breite von ILeitungs-
kupfer ausgefiillt ist.

Diese Annahmen bringen es mit sich, daB die Grofen $ und j nicht
nur von #, sondern auch von y unabhingig sind, so daf auch:

a —

9y =

Die Stromdichte wird also iiberall durch j,, die Feldstirke durch

9, dargestellt, und diese beiden Grdfen sind nur Funktionen von
x und £

Wir betrachten jetzt wieder ein Rechteck von der Hohe dx in einer

X Y-Ebene. Wir wollen annehmen — wie es der Wahrheit entspricht —,

Abb. 83.

0

Abb. 82.

daf das Kupfer die Nut nicht in der ganzen Breite b, sondern nur in
einer Breite b’ erfiille. Dann ergibt die Anwendung des Satzes vom
Linienintegral auf das Rechteck ABCD:

09, _—
b<©y+ d;de——.by>:4mzb.dx

oder:

0Hy .
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Ferner betrachten wir in einer ZX-Ebene ein Rechteck, dessen
Seiten den Achsen parallel laufen, und die Lingen ¢ und dz haben.
Dann ist die magnetische Durchflutung dieses Rechtecks gegeben durch:

u9yc.dx
Die elektrische Feldstiarke §§ hat — so wie die Stromung — ,nur¢
die Z-Richtung, ist also gegeben durch: .. Sie hat an der unteren
Seite die Stirke §,, an der oberen die Stirke §, + oa%z dz. Wenden

®
wir auf unser Rechteck den zweiten Maxwellschen Satz an, so ergibt sich:

-—% (wHyc.dr) = %z.c——<%z + %%izdx>c

oder:
09, __ 93:
“ot = O
Wegen:
. = 0J.; mit ¢ = spezifischem Widerstand;
folgt:
09 0j.
2= % SE (134)

Da wir wissen, daf § nur in der Y-Richtung, j nur in der Z-Richtung
wirkt, konnen wir die Indizes ersparen und schreiben:

09 ' .
bﬂ_llnbj (133 a)
05 o 9j

Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch nochmalige Differen-
tiation nach ¢ und x:
0%j b

>
<

L
7R NPT (138)
PS5V, u 99

o T, ot (136)

’

Diese zwei Gleichungen sind, bis auf den Faktor %, identisch mit
(115) und (116). Setzen wir:

bl
Z 137
=2 (137)
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und fithren fiir j und § die Symbole ein:

J =zt H = DHpevty
wobei auch wieder der Index z die Stromdichte und Feldstirke im
Abstande z vom Nutenboden bezeichnen soll, so iiberfiihren wir die par-
tiellen Differentialgleichungen (133) und (136) in die Formen:

d?j po .
dx; = Lp4n—é—jx (138)
da? o)
_d%:‘p“%@” (139)
Mit:
4x E10 = (140)
Q
folgt somit: 29
Top = 09, und mit: 0 = u? (141)
Dy = €, %% 4 cpe— v (142)
Zur Bestimmung der Konstanten ¢, und ¢, fragen wir nach dem
Werte von §, fiir # = 0. Diesen Wert aber konnen wir mit be-

rechtigter Annsherung Null setzen, da die magnetische Feldstirke im
Eisen, gegeniiber jener, die nicht im Eisen verlduft, zu vernachlissigen
ist. Es folgt aus (142)

Fiir z2=0; 0=c¢ +¢; ¢ =—c¢c
und daher:

1
— ¢, (eW? — g— W=
A |

Nennen wir wieder 3 die Amplitude des Gesamtstromes, den der
Leiter filhrt, und wenden wir den Satz vom Linienintegral auf den Nuten-
querschnitt an (s. Abb. 82), so folgt:

473 = 0Py — 0.0 = b.c, (w2 — ¢~ w0)

oder:
. 473 1
4= wa _gwa'y
und daher:
ewr . p—wze ]
éz)x = 4xJ cwa :;3?%—3 (143)
nach (133) ist aber:
. 1 dH, 1 4zn3 ewsf e we
o = dxp dz  4mp b T ——T:
oder:
w T —wx
Jo = ,%w Zwa JEZ_W; (144)
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Nach (140) und (119) ist

T
v = p2k* = pm?; und daher nach (141): w? = pm? — pmde *

und :
_ .= .=
w = Vp.me = Vp V2ke 4
Da:
Iz 12 . T VE
et = cosz+ Lsin 7 = 7(1 + )
folgt: .
w=Vp &+ k) (145)
mit — wie frither —: s
k= 27;‘/%( (146)

Fithren wir den Wert von w in (144) ein, so ist:

eVpt+ bz | o—VpG+ oz
e+ a __ o—Vpk+ha

o= g E
oder:
J
jp = —= (K k).
Jz pr (k+ k)
) (eVpkz 4 ¢~ V;’“’) cos (Vpkz) + (eVI;’“C —e VI;’“’) sin (Vp k)
(eVpra — ¢=Voka) cos (Vpka) + o (eVpka 4 —Voka) sin (Vp ka)

oder mit:

EVp = n (147)

wird :

L d b+ ok cosnx Cof nw 4 ¢ sinnw Sinnw
e = vYp U+ b s naGinna + 1sinnaCofna

Das ergibt in Analogie mit (126):

7T
R kvaezrl/@of2nx+0032nx oo (148)

‘hﬂbV; Cof2na — cos2na
wobei :
o = ar sinnm@innx_ar gsinna@oina
cos nx Cof nx cosnaSinna

Somit die wahre Amplitude der Stromdichte — ihr Maximalwert — an
der Stelle x:

(149)

, R} = 1/Cof2n2 + cos2nx
= —=kV2
am bYp v Gof2na — cos2na
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Berechnen wir nun wieder den Stromwirmeverlust in einem 1 cm
langen Leiterstiick, also im Volumen (a . b’ . 1 cm) cm? so ist er gegeben durch :

a a
1. 0 1
— | = ' 2 ot .9
P = | 5 (ja, - d2) b'dx-ngijmd”
0 0
oder mit Riicksicht auf (149)
a
1 232]»'2
c =5 Sof 2 . 2n; —
P, 5 e bzp(QDona—cOSZna)j(Cof nx-—+ cos 2nx)dxs

0
b K JI*Cin2na+sin2na
T p n 2 Cof2na—cos 2na

oder da das Quadrat der effektiven Stromstirke

g2
I2 = —;
5

folgt:
bo 1 Cin2na + sin2na
P,=I*|+ — — = I?R,;
k [bﬁp n Cof 2na — cos ‘Zom] w

da der Klammerausdruck [] nur der Wechselstromwiderstand sein kann.
Der Gleichstromwiderstand unseres Leiterstiickes ist aber:
9.
'Rg - a/b”
also ¢, der Koeffizient der Widerstandserhdhung, wenn wir fiir p aus
(137) den Wert setzen:

o ¥ Gin2na -+ sin2na
¢ — Ry _5.1—1 @0{2na—cos‘2na_ab/ K?
R, 0 b n
ab’

Gin2na + sin2na
Cof2na — cos2na

oder wegen (147)

g:a‘/b k@m2na+sm2na (150)

b " Gof2na— cos 2na
Fir: ¥ = b; wird: p — 1; und daher nach (147): n = k.
Dann wird:
Sin2ka + sin2ka

§ = ak Goj2ka —cos2ka’

das ist aber derselbe Ausdruck, den wir in (132) gefunden haben.
Gl. (149) zeigt uns, daB der Strom in der Nut nach aulen gedringt
wird, denn die Stromdichte nimmt nach (149) mit wachsendem x zu.
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AuBerhalb der Nut ist der Strom viel gleichmifiger iiber den
Leiterquerschnitt verteilt, da dort der ,allseitige* Hauteffekt auftritt,
und nicht ein ,einseitiger wie in der Nut. Man kann daher gendhert
auBerhalb der Nut, d.h. fir die Stirnverbindungen, { =— 1 setzen. Ist
! die Leiterlinge in der Nut, I’ die Lénge auBerhalb der Nut, so kann
man nach Emde (E. u. M. 1908) mit einem Koeffizienten §' der Wider-
standserhohung rechnen, der gegeben ist durch:

U
¢ = [T (151)

XI. Fluliverdringung und Wirbelstromverlust.
a) FluBiverdriingung.

Bei der Magnetisierung des Eisens mit Wechselstrom werden im
Eisen bekanntlich Wirbelstrome induziert, die im Verein mit dem Wechsel-
felde zu @hnlichen Verdréngungserschei-
nungen des Feldes fithren, wie wir sie Abb. 84 a. u. b.

im vorigen Abschnitt beziiglich des
Stromes studiert haben.

Auch hier machen wir die idea-
lisierte Annahme, daB das.Eisenblech
unendlich lang und unendlich hoch sei.

Seine Dicke sei 4. In einem beliebigen
Punkte O der Blechmitte legen wir ein
Koordinatensystem so, daf die Y Z-
Ebene der Blechebene parallel ist. Nun
nehmen wir an, daf die magnetisierende
Kraft  ,nur“ die Richtung der Z-Ko-

ordinate habe und nehmen ferner an, Sy, Sy*acdx

die Kraft  habe in simtlichen Punkten a . Br— ff dy
d

einer Ebene, senkrecht zu 0 X, gleich- o =g

zeitig denselben Wert. &
Diese Annahmen finden ihre ge- =

nsherte Begriindung in der Natur der

technischen Anordnungen. Sie fiilhren

zu den Beziehungen :

H = 9. ‘bz:'@yzo;
09 . 909,
0z =0 W—O
und : H :‘s:)z:f(wyt)
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Nennen wir § die elektrische Feldstirke, welche die Wirbelstrome
erzeugt, so sind ihre Komponenten §,, &y, §. Ist u die Permeabilitit
des Bleches und g sein spezifischer Leitungswiderstand, so ist:

0
Ty (1) = rotF 1)
und wenn wir den Verschiebungsstrom vernachlissigen:
4 % — I‘Otb (2)

Nach (1) ist das Linienintegral von §, iiber den Rand des, von §, durch-
setzten, Rechtecks dzdy (s. Abb. 84 a)

0
— 0 woydray = Fdr + (3, + G0 ds) dy —

—(%+ ‘fg dy)ds —B,dy

oder:

9 0%, 0%

und ebenso wegen: £, — 0

9 0%, 0%
F{(!‘@x)—-T;_ dy =0 3

und ebenso wegen: §, = 0

P 0%, 0%
m(#@y)——?;— 0z =20

Nach (2) und Abb.84b ist das Linienintegral von § iber den
Umfang des von §, durchsetzten Rechtecks dzdz:

i} . 09, 09,
42 Y dods = <®,+ - dz)dx—(@z—}— - d:v)dz—@wdm+®zdz

oder:

F,_ 09 0%,

o 0z Owx
und ebenso

5 _ 09, 0

0 Ox oy

4x

= 0; alsoy, =0

(4)

und wegen =— — 0:

dy ]
B 0% 00,
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Nach diesen drei Gleichungen hat also die elektrische Feldstarke
pour® die Y-Richtung und ist, wegen , — 0; gegeben durch:

4az%i = — %% (8)
Aus (3) folgt aber wegen §, — 0:
0 0%y
9t u9) = — v (6)
Differenzieren wir (5) nach 2, so folgt:
4m 0%, 09,
o 0z~ 04’
oder nach (6)
0*9, 4z 0
df == 975 ot 92 )

Differenzieren wir (5) nach ¢ und (6) nach #z und nehmen yu als konstant
an, so folgt:

4n 0%y . 09, 09, d”&
o ot  dzot “dtos ~ o
oder hieraus:
0%y p 0%y
ox? =4z 0 ot ®)

Da wir wissen, da8 das § nur in der Z-Richtung, das § nur in der
Y-Richtung liegt, wollen wir die Indizes sparen und schreiben, mit
Riicksicht auf:

§=e9J
wo j die Stromdichte der Wirbelstréme ist:
29 L 99 :
= == 9
d4* 9 0 ©)
0% LB 0
el 1
0z* g 0 (10)

Dies sind nun wieder unsere beiden Ausgangsgleichungen, die den
Verlauf von § und j darstellen.

Aus Symmetriegriinden konnen wir annehmen, daf der Verlauf
von § und j, in gleichen Abstinden rechts und links von der Mittel-
ebene Y Z, der gleiche ist; daB also:

‘S:)+:c =9 4 Jrzr =J—z
Deshalb verlegten wir den Mittelpunkt des Koordinatensystems in die
Blechmitte.
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Die partiellen Differentialgleichungen (9) und (10) iiberfithren wir
wieder durch Gebrauch der Symbolik in gewthnliche. Wir setzen:
'55 = ‘bxelwt? J = Ja et
wobei der Index x den Abstand von der Mittelebene charakterisiert.
Da wir es nun mit Eisen zu tun haben, wissen wir, daB die Induk-

tion B, infolge der Hysteresis, in der Phase gegeniiber § zuriickbleibt,
und zwar um den Verzogerungswinkel v. Es wird also:

%x —_ !ng)x et(wi—m»
Dadurch lautet die Gleichung (9):

(fij__-’lyr?_( @)_4750%
0.2 — g ot Y T g i
jetzt:
o w 0. ,
%5 ‘bx etwt — 4755,&32161(wt—1)
oder :
0*9, ou
o 4 v — v
92 XY/ 0 e (11)
somit nach Entwicklung der e-Potenz:
B39,
dx% — ®1<L47t%ECOS’U -+ 47:%11373%7;)
oder mit:
4n%smv:a; 41“—“0031}:2) ] (12)
und : 9 [
w? — a + b
a9
daher:
aner Dy = ¢ ewe | ¢ e we (13)

Zur Bestimmung der Konstanten ¢, und ¢, dient folgende Uberlegung.
Nennen wir die Amplitude der Feldstirke am Rande des Bleches §,, so
ist sie —aus Symmetriegriinden — an beiden Rindern gleich. Es ist also:

G R
Daher :

—wd w
. e P 4ce 2 =ce %4ce?
Hieraus folgt:
€, =c¢ =c¢
Somit:
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und hieraus

e O

'wi’ —’wd
e 2+e 2
oder:

§o = B, T (14)

w? a2
32+€ 2

Nach (12) ist »? komplex; es ist also auch w komplex. Setzen wir

w=m 4 n (15)
so folgt:
w? = a -+ 1b = m? —n® 4 2mn
also:
m2—n?—=a
2m.n =D
woraus:

s __ 0 a~2—+-b?' s Q Voﬁ—}—bz
m_z+l/4’"— s )1
und aus (12) die Werte fiir ¢ und b gesetzt, ergibt:

m? = 275%(1 +osinv); n? = 27:‘15-’(1 — sinw)

Mit Riicksicht auf: @ = 2=f; wird

o2 — 4n2ﬂ = K’

0 0
wo k — unserer frither gewihlten Bezeichnung entsprechend —:
EF=2mxm uf (16)
Y
und daher:
m? = k2 (1 + sinw
a4+ ' ) amn
n? = (1 —sinv)
Nach (14) ist also-:
. emzT enz + e—MmT o—LnT
Or = O —— - - (14a)
m—- n— —_m= —in=
e 2.e 2+4+e 2.¢ 2
Formen wir um, so wird:
$, — O, cosnz Cof mz + ¢ sinnx Sinmz (18)

cosn Goj mg— + tsinmn —Z—@in ms
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oder mit Beachtung von (128) Abschnitt X:

2

.smndSmm
sinnz Sinmz 2 2
Cof 2mw - cos 2mw | WU o Eoime Y T
‘b — @,’. e cosn 5 Cofm = (19)
Cof mA + cosnd 2

also die wahre Amplitude — der Maximalwert — von £, ist gegeben
durch:

5, — Cof2mz + cos 2na
Doy = Or Cof md + cosnd

(20)

! Das ergibt den Verlauf von §, nach Abb. 85. Nennen
wir §; die mittlere, durchschnittliche Feldstirke in

!

1
i ! der ganzen Blechdicke , so ist:
s N
4
s/‘ <-‘§+§:# 5 Ty
vl gl
R f 0.4
=X |+X 4
T2
Setzen wir fiir §, den Wert aus (18) ein, so wird:
d
i Ty
@dzz ~ o j‘cosnx@ofm;cdx—l—
cosn—(,ofm + Lsmn—thm-— P
L ? @1)
2
+ j sinnx Sinmadx }
4
)
Durch partielle Integration ergibt sich:
4
*ta
1
jcos nzCofmadr — e (n sin nz Cof ma + m cos nx Sin mx)
4 4
) )

oder bei Einfiihrung der Grenzen:
r

[cos nzCofmadr — <m cos né@in m§+ nsinn—f—@o]’mé’) =A

2
m? + n?

LI
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und ebenso:

4
t3

) . 2 i A A_. A4
jsmna} Sinmax dx__m2 T n2<msmn§@ofm —z——ncosn—z—@mm§>_— B
4

2
Die Summe der beiden Integrale in (21) ergibt also eine komplexe
Grofe von der Form:

B

A+ B =VA F B¢ "4
Es ist aber:

S 2
V42 + B = V—Z—;Vcos né@m2 m= —{— sin®n = @of’"m 4 =
m? +n
2 1 .
e V— (Cof mA — cosn A)
Ym2 w2 ¥ 2

und

A A A
n1smn§@ofm 5 —ncosn—@mm 5

oA . A4
mcosng@mm-z— + nsinn = CSofm 5

B
arctgz == arctg

Weiter ist der Nenner von (21) gegeben durch:

A A A A
= Cofm = imn = Ginm — =
cosm of m 5 + tsinn 3 Cinm 5
smn;—’emmg

X tg —————— —
A . A . A , Larc = e
= |/ cos®>n = Coi2m = + sin’n = Gin?m —-e cosns Cofm >
2 2 2 2
sinng—jeinmg
v arctg

1
e Vé_ Cofmd + cosnA)e C"sngcﬁmg

und daher: 5 s 5
oy md — cosn A
_ — _r— = 0 22
$a 4 Ym® + w2 ‘/Qofmd + cosnA ¢ (22)
wobei:
msinn;@ofmg—ncosnd@mmg sinn%’—@inm—z—
0= arctg — arctg -
mcosn—@inmz—’+nsinn—A—Gofm— cosn—@ofm—d—
2 2 2 2 2 :
oder:
8 = arcty ms.m nAd—mn @t'n mA 23)
nsinnAd -+ mSinmd
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Es ist also der Maximalwert der mittleren Feldstirke:

2 D V@ofmd —cosnd
4 V2 +n2 ¥ Cofmd + cosnd

und 0§ ist die Phasendifferenz zwischen dieser mittleren Feldstirke und
der Feldstirke am Rande.

Jedenfalls zeigt uns Abb. 85, daf der FluB nach den Rindern ge-
dringt wird. Diese Tatsache der FluBverdringung und damit der un-
gleichen Verteilung der Feldstirke iiber die Blechbreite 148t nun — bei
ferromagnetischem Blechmaterial — unsere Annahme, der Konstanz des
u, als sehr bedenklich erscheinen. Diese Annahme fiir Eisen ist in der
Tat die Schwiche dieser Theorie. Das unvermeidliche Eisen bleibt eben
ein Hindernis fiir die exakte Behandlung so mancher Probleme.

(29)

Da,,

Fir nicht ferromagnetisches Material wird w = 1 und
v — 0; nach (17) wird dann:

m=mn—==F%
und die Ausdriicke (18) bis (24) verindern sich dementsprechend in:
cos kx Cof kx -+ ¢ sin kx Gin ka

O: = 9§, (18a)
A A v IS |
—Q o — ) — —
cos k 5 Col & 5 + vsink 5 Sink 5
Gof 2kx + cos 2w
Sep = O Cofkd + cos kA (20a)
5 Or 1/Cof kg — coskd .
9a,, = v Ak Y Cofkd + coskA (24a)
5 — sinkd — Sinkd (23a)

ot
" Sk + Gk A

b) Der Wirbelstromverlust.
Aus Gleichung (5) folgt wegen: §, = § = ¢J; und: , = H:
a9,
dx
wobei der Index x die Entfernung von der Blechmitte bedeutet. Also
nach (14)

dmj, =

. ewx_ e—’wx
dnj, = — H0 —F—

w —

—w?
e 2 Le 2
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oder mit Riicksicht auf (15)

m+bn emx-elnz_e—mx'e—tna\:
o=~ (") _
4 nd . md _.ad

nd
e 2.e 24+e 2. 2

m + m> cosnx Ginmx + ¢ sinnz Cof mz

= —@,( 47

und wegen (128) Abschnitt X

A A A
—_— ¢ i ) — &t .
cosm Sof m 5 + tsinn 5 Sinm 5

sinnx.Cofmz
cosnz . Sinmz

—_— varctg
Vm? + n? varctg = VGof2ma —cos2nz.e
_____-¥‘e

= —§ 1in

4., 4

sinn = Sinm -
tarctg 2 2
4

V Cofmd 4 cosnd .e cos"fﬂ‘?“ffng

Es ist somit die wahre Amplitude, der Maximalwert, der Wirbel-
stromdichte an der Stelle # gegeben durch:

5 V:n—z—_*_—n—z VGof 2ma — cos 2nx

1 25
o = A V Gofmad + cosnA (25)

Berechnen wir den Stromwirmeverlust P im Blechvolumen (4.1cm.
. 1cm) cm?, so ist er gegeben durch:

4 4
+'2— +2—

1 . 0 1 .

P:fg(hm'l'dx)zl.dx :;Z@‘J;gm dzx

4 V4

T2 )
oder mit (25)
+

P

1% m? -+ n?
— 2% Cofmd + cosnd

somit nach ausgefiihrter Integration :

1 1
—Sinmd — %sin nd
(26)

p—_9 2 (9 2 .
32 72 O (n* + ) Cofmd + cosnd
Driicken wir nach (24) §, durch $a,, aus, so folgt:

A? Cofmd 4 cosnd
3 _ @3 < 9 2
o i, 3 0"+ )Qof mA — cosnA

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 18
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und dies in (26) eingesetzt, ergibt:

1 1
42 — @tn md — - sinnAd

2)2
b= 4.32 . x° 3 O, (0" + n) Lo| md — cosn.Ad @D
Nun ist nach (17) und (16)
m2nd =2k = 2.4ﬂ2u—f
Y
also:
2£2
(m? 4 n?)? = 4.16x7* &9’;—
Daher:
1
o 1 — @m md — —sm nAd
— 4 sre 0
b= 02" f*u* oa,, Gof md — cosnA
oder da:
y"pdm = :Bd,,n!
gleich der Amplitude der mittleren Induktion, so folgt:
1
p” @m mA — —ism nd
P =139 4 f2 (28)

i) Cojmd — cosnAd

Nun fithren wir eine Gréfle ein, die wir den Wirbelstromkoeffizienten
nennen, und mit £ bezeichnen wollen:
1 _, 1
, — Ginmd — —sinnd
e m n

¢ 2 Cojmd —cosnda 4 (29)

Es ist leicht einzusehen, daB dieses £ ein dimensionsloser Zahlen-
faktor ist, da -;—z und % die Dimension der Linge, so wie 4, haben. Mit
(29) folgt daher:

P— zsgmmfz-;-g-g
als Wirbelstromverlust in 4 cm3; somit der Wirbelstromverlust in 1 cm?
- dzf“—é—g
und daher im ganzen Volumen V.

1
P, = ¥} . 42-1”-5-5- V-10—7 Watt (30)



— 275 — (XL

Hierin sind natiirlich alle Grofen in absolutem Male einzusetzen,
also 4 in cm, V in cm?. g ist fiir gewohnliches Dynamoblech in absolutem
MaBe etwa 11000 bis 12000; fiir, mit Silicium, legiertes Blech 40000
bis 50000.

Gl. (30) zeigt das bekannte Gesetz fiir den Wirbelstromverlust. Er
ist proportional dem Quadrate der Blechstirke und dem Quadrat der
Frequenz; umgekehrt proportional dem Leitungswiderstande des Bleches
und endlich abhingig von einem Faktor £, der abermals (wegen m und n)
die vorgenannten Grofen enthilt.

Fir Eisen gilt die gleiche Uberlegung, die wir am Ende der Be-
trachtung der Feldverdringung gemacht haben. Die Annahme eines
— iiber dem Querschnitt — konstanten gy ist inkorrekt und fiihrt demgemis
zu Unstimmigkeiten zwischen Rechnung und Messung.

Wir wollen noch die G1. (30) fiir hohe Werte des Argumentes m4
diskutieren.

Da der Winkel v der Verzégerung ein kleiner Winkel ist, so sind 222
und n, nach (17), von gleicher Grofenordnung. Fiir hohe Argumente
der Hyperbelfunktionen sind dann die Glieder mit den Kreisfunktionen,
in Zihler und Nenner von (29) zu vernachlissigen und wegen:

Ginmd ~ Cofmd, wird nach (29) und (17)

£ ~ w1 z 1 1
T2 md 2 kd Y1 +sinv
und da nach (16)

k=2 uf
. Y
wird: —
g2l Ve 1
4 4 \/y_ V1 + sinw

Dies in (30) gesetzt, ergibt:

1 1
Po=8} . Afh—uZ — V.10-7

Vo + Yu(l+sinv)
Jetzt konnen wir einen neuen Wirbelstromkoeffizienten einfiihren,

von der Form:
b4 1

T4 Yu(l + sinv)
der, durch g und v, nur von der Induktion abhingt und fiir nichtferro-
magnetisches Material, also u =— 1; ¥ — O iibergeht in:

¢

18%
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In diesem letzteren Falle wird:

1
.Pw == 1582 'd'f3/2'—7—=- V.10—7
4 Ve
D. h. fiir hohe Argumente m4 ist der Wirbelstromverlust nur noch
der ersten Potenz der Blechstirke und der Potenz 3/, der Frequenz gerade,

und der Wurzel aus dem Widerstande verkehrt proportional.

XII. Das Kreisdiagramm des Induktionsmotors.

Es ist ein tief empfundener, und gewii gerechtfertigter Wunsch der
allgemeinen technischen Praxis, bei einer beliebigen technischen An-
ordnung — sie sei maschineller, oder anderer Natur — die simtlichen,
interessierenden Betriebsgrofien, fiir alle denkbaren Belastungszustinde,
aus ,einem“ Diagramm zu entnehmen. i

Dieser Wunsch wiirde durch die Anordnung, die wir als ,All-
gemeinen Transformator“ bezeichnen — auch in dessen Ausfiihrungs-
form als ,Jnduktionsmotor“ — nahezu exakt erfiillt, wenn die Anordnung
kein Eisen enthielte.

Unter dem allgemeinen Transformator verstehen wir zwei elektrische
Stromkreise, die einander magnetisch beeinflussen, oder die — wie man
zu sagen pflegt — magnetisch gekoppelt sind. Unter diesen Begritf fallt
daher auch der Induktionsmotor. Der allgemeine Transformator ,ohne
Eisen“ ist eine jener elektrotechnischen Anordnungen, die sich mathe-
matisch mit gréBter Vollkommenheit behandeln lassen, da die Abwesenheit
des Eisens die Konstanz der Induktionskoeffizienten, und damit der
Streuung gewihrleistet. Anders liegen die Verhiltnisse im Transformator
,mit Eisen“, wo die Verinderlichkeit der Permeabilitit mit der Stirke
der Magnetisierung eine Verinderlichkeit der Streuung, im moglichen
Bereiche der Belastung, bedingt. Hier ist eine exakte, mathematische
Fassung nicht moglich, und es kann nur unsere Aufgabe sein, eine
moglichst gute Anndherung an die Wahrheit zu finden.

Zu diesem Zwecke wollen wir zunichst die Eisenmagnetisierung
mit Wechselstrom etwas néher betrachten.

1. Eisen im Wechselstromkreise.
Von der Gleichstrommagnetisierung her ist uns die Beziehung
b= u.h, @
die ihren graphischen Ausdruck in der Magnetisierungskurve findet, wohl
bekannt.
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Der Begriff der Permeabilitit u als Funktion von %, der magne-
tisierenden Kraft, ist bei der Gleichstrommagnetisierung in ,einer®
Richtung, physikalisch leicht verstindlich, wenn uns auch die Un-
moglichkeit der exakten, mathematischen Formulierung der Funktion
nicht befriedigt.

Ubergeht man aber zu einem zyklischen Magnetisierungsproze$, gleich-
giiltig ob mit Gleich- oder Wechselstrom, so wird die frithere Vorstellung
von der Permeabilitit unhaltbar. Die Werte von b, der Induktion, durch-
laufen dann die bekannte Hysteresisschleife, aus welcher folgt, da8, fiir
h = 0, die Induktion endliche Werte hat, nimlich die Werte der Remanenz
4 b, (s. Abb. 86). Die Aufrechterhaltung der Beziehung: b, — ph wiirde

also fir h = 0; p = oo, fordern; und nicht nur dies, sondern fiir
h = — dh, auch noch einen Sprung des g von plus nach minus Unendlich,
was natiirlich physikalisch undenkbar ist.

Das Studium der zyklischen Magnetisierung hat daher — um die
Beziehung: b =— ph; festhalten zu konnen — zu der Vorstellung des
zeitlichen Zuriickbleibens der Induktion hinter der magnetisierenden Kraft
getithrt, wobei dann b und » Werte sind, die nicht gleichzeitig vorhanden
sind. Doch ist der Zusammenhang #uBerst kompliziert, da die Zeiten der
Verzogerung fiir verschiedene Werte von & verschieden sind. Fiir b =— Ay,
ist die Zeit der Verzogerung Null. Stellt man diese Verhiltnisse fiir
Wechselstrom im Polardiagramm dar, so lassen sie sich so deuten, daf
die Induktion in jedem Quadranten des Diagrammes mit einer anderen
Winkelgeschwindigkeit als die magnetisierende Kraft rotiert. So holt,
im I. Quadranten, der Vektor der Induktion, der dort, fir # = 0, um
den Winkel v hinter h verzogert ist, den Vektor h filr h = hy,, ein;
im IT. Quadranten bleibt b um den Winkel v zuriick; im III. Quadranten
holt b das h wieder ein, um im IV. Quadranten wieder um v zuriick-

zubleiben (s. Fig. 87).
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Geben wir dem Vektor der Induktion konstante Winkelgeschwindig-
keit, wie es bei reiner Sinusform der Induktion der Fall ist, so miissen
wir fiir 4 im L und III. Quadranten eine mittlere kleinere, im II. und IV.
eine mittlere grofere Winkelgeschwindigkeit annehmen. Diese Erkenntnis
erklirt sofort die Verzerrung der Stromkurve trotz sinusformiger Induktion.

Nun kann man aber mit einer ungleichférmigen Winkelgeschwindigkeit
weder rechnen, noch ein Vektordiagramm zeichnen, und es haben daher
G. Ferraris und H. F. Weber, wohl zuerst, den Gedanken benutzt, der
magnetisierenden Kraft eine mittlere, gleichférmige Winkelgeschwindigkeit,

gleich jener der Induktion, zu geben. Damit erhilt die Induktion eine
ykonstante“ Verzdgerung hinter der magnetisierenden Kraft, und wir
schreiben die Beziehung zwischen b und % in der Form:

bt == y,ht_tl; (II)

wobei b; die Induktion zur Zeit ¢, u fiir den ganzen Zyklus eine Konstante,
hy—y die magnetisierende Kraft zu einer Zeit ({ — t'), und ¢’ eine Konstante
fiir den Zyklus sind.

Dieser Ansatz stellt die Wechselstrommagnetisierung in leicht ver-
standlicher Form dar. Natiirlich ist er nicht exakt, da er eben w und #'
als konstant ansieht, aber wir werden sehen, daB, wenn es sich um Er-
fassung von LeistungsgroBen handelt, und das ist bei unserem Problem
vor allem der Fall, der Ansatz brauchbar ist.

Fiir die Konstruktion der Hysteresisschleife sind # und b die Koor-
dinaten. Wir bleiben uns dabei bewufit, daf das b, sowohl unter dem
EinfluB der beobachteten magnetisierenden Kraft , als auch unter dem
Einfluf der nicht beobachtbaren Wirbelstrome zustande kommt. Der
Inhalt der Schleife stellt somit das 4 m-fache des Effektverbrauches fiir
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Hysteresis und Wirbelstrome, pro Volumeneinheit und Periode, vor und
ist: [ db.

Ist b eine reine Sinuslinie, so ist h verzerrt. Zihlen wir die Zeit
vom Durchgang der wahren Stromkurve durch Null, so ist:

h = §,sin (0t — o) + D, sin (3 oot — o) + -+
b = Bsin (ot — P)
Bei dem Durchlaufen der Hysteresisschleife entspricht Punkt 4 der Zeit

und:

T T

t = 0; Punkt B der Zeit tg; C der Zeit tg + —; F der Zeit t3 4 - -
4 2

Es ist also die Flache der schraffierten halben Schleife gegeben durch:

'2£+tﬁ 7]

g: jhdb—.{hdb

T tar T
Tt T

Nun ist:
s hdb = H, B cos (wt — B) sin (0t — o) dt +
+ 9 Bwcos (wt — B) sin (3 ot — o) dt + -
oder wegen:
st coswsiny = gsin (z + y) — 1 sin (x — y)

hdb=1wH Bsin{20t— (B +o0,)) dt -1, Bsin (o, — f)dt +
+ 309, Bsin (4ot — (B + o)} dt + 10D, Bsin (2wt + f—og)dt + - -
und daher:
J.hdb = — 19, Bcos Qot —f— o)) — 309,V sin (e, — f)t —
—59,Bcos Gt —f— o) — 1D, Beos Qat + f— o0g) — -+

Setzen wir dies in die Gleichung fiir — ein, und beriicksichtigen die

2
Integrationsgrenzen, so wird:
F ) T 1 o
3= —gmglb sin (ul—ﬂ)<—2—+t{g> + —2—07@13 sin (al—ﬁ>t‘g
1 ... T 12T _ o .
= —EmplBsm((xl—ﬁ)—é— =5 7T E@IBsm(ﬂ—ul) =

- g—‘D]%'Sin(ﬁ—“l)

und somit die Fliche der ganzen Schleife:

F =29 Bsin(f— o) 1)
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Dieses aber ist die Fliche einer Ellipse, die durch die Interferenz
zweier, zueinander senkrechten Sinusschwingungen gleicher Frequenz,
mit den Amplituden $, und B und dem Gangunterschied (8 — a,), ent-
standen ist.

Dies ist leicht einzusehen. Es sei:

r = 9, sin (0t — o,); y = Bsin (ot — f);
also der Phasenunterschied dieser beiden Schwingungen:
v=f—ua
Rechnen wir die Zeit vom Nulldurchgang der ersten Schwingung, so
konnen wir schreiben:

x = §, sin wt; y = B sin (ot —v)
somit:

z x? 1 —
sint = —; coswt:Vl——:— L
9, o; éblm
und daher:

y = Bsinawtcosv — Bceoswtsiny — %—cosv——-‘/bf—~ x? sin v

Dy :

Das Wurzelglied, allein, nach links gebracht und quadriert, ergibt:

B2 B2 B
5 O — Y sin’v = — 3% cos®v + 92 — 2xy — cos v
. ot ! 9,
oder: @1223251'"21} — B2,2 + @12?/2 . 250.7/%-5:’1 cos v (2)

Das ist die Ellipsengleichung, bezogen auf die #- und y-Achse. Wir
wollen ihre Gleichung, bezogen auf ihre eigenen Achsen, aufstellen. Dann
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ist (s. Abb. 89), wenn z, und y, die Koordinaten, bezogen auf das Achsen-
kreuz @ und b, sind, und ¢ der Neigungswinkel der groBen Achse gegen
die z-Achse ist:
x = 2,005 Q + Y, Sin @
Y =— X, 8N @ — Y, COS P
Dies in (2) eingefiihrt, ergibt die Mittelpunktsgleichung der Ellipse, be-
zogen auf ihr Achsenkreuz, in der Form:
DB sindy = 22 (P} sin*p + B cos’p — BY, cos v sin 2 @) +
+ y2(®cos p + Bsin*ep + B, cosvsin 2 ¢) —
— 2,9, (Dsin2¢p —Bsin2¢ —2BH, cosveos2p) (3a)
Fiir y, = O ergibt sich hieraus die grofe Achse a der Ellipse mit:

o — H,Bsinv @
V92sin? @ + B2eos>p — BH, cosvsin2¢g

Fir , = 0 folgt die kleine Achse b mit:
H, B sinv

b =
V92 cos? @ + B2sin? ¢ + BH, cosvsin 2@

®)

somit nach :
. a2y12 __+_ b2xf — a2b2

folgt die Gleichung der Ellipse auch mit:

3 HE.Bsin® v
1 92cos’ g + Bsinp + BYH, cos vsin2¢ +
2 B2 sin?
+ 9 =3 5, .

2sin? @ + B2cos® o — BY, cosvsin2¢q -
OBt sintv

= (D2cos?p+B2sin? p+BY, cosw sin 2) (P, 'sin® p+B? cos’p—BH, cos vsin2q)

oder durch $?®8?sin®v dividiert und mit dem Nenner der rechten Seite
multipliziert folgt :
DIV sin® v = 2 (P2 sin® ¢ + B2eos’ o — B, cosvsin2¢) +
+ y2(D2cos® @ + B2sin? ¢ + B, cos vsin 2 p) 3)

Vergleichen wir diese Gleichung mit Gl. (3a), so zeigt sich, daf
in (3a) das dritte Glied Null sein muf; d. h. daB:

29
tg2¢ = 53—_% cos v (6)
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Es ist somit ¢ bestimmt. Aus (6) folgt:
=B 29
c0s2qp= 5 -3 sin2@=— DD, cos v
V(O] 822+ 4 0292 cos®v

7

B V(@f—A B2+ 4B2H2 cos? v ’

i

. _Vl —cos2q V(O] — B+ 4HB%cos’y — (H? — B?) ®)
I9=Vitws2g V(O — B2 4 492 B2cos?w + (H— B?)

also:
cos® p — 1 V(‘b,ﬁ — B2 4 4H2B2 cos? v + (D2 — B
2 V(®?! — B 4 4H?B%cos? v ©
sin? @ == 1 Vo! — 872 + 497 B%cos’ v — (D — B?)
2 V(@f — BH)? + 4H2B2cos? v
Setzen wir noch:
V(O — B2 4 492V cos?y = U (10)
und setzen nun diese sdmtlichen Werte in (4) und (3) ein, so wird
_ V2o 8siny L 129, Bsiny a

VT —U Ve r®io
Die Fliche der Ellipse ist somit:
292 Brsiny
Ve rey — o

F—=mxn.a.b =

und da, nach (10)
U = (D] — B2 4+ 492B2cos’v = (H? + B?)? — 49H2B% sin’ v

wird:
O K2N2 072
2HrBsin’y

F=g 2t — — 79 Bsinvy 12)

V4 9292 sin? v ! (
Wir sehen also, da wir unsere Verlustschleife — soweit uns nur
deren Inhalt, aber nicht die Form interessiert — durch eine Ellipse er-

setzen konnen, deren Achsenldngen und Achsenlagen gegen die Abszisse
durch die Gl (8) und (11) gegeben sind. Der Winkel » ist dabei
der Phasenwinkel zwischen der ersten Harmonischen der Stromwelle
und der Induktionswelle, der durch die Kurvenaufnahme und Analyse
bestimmbar ist.

In dieser Darstellung ist die Induktion durch die erste Harmonische
der Stromwelle oder magnetisierenden Kraft hervorgerufen, die bei kon-
stantem u das Eisen magnetisiert. Die Induktion bleibt hierbei um den
konstanten, zeitlichen Betrag t' — entsprechend dem Winkel » — hinter
der magnetisierenden Kraft zuriick. Also nur die erste Harmonische
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leistet Arbeit. Wir werden auf diese Art ganz folgerichtig auf den
Ansatz II, S. 278, in der Form

b= uhi¢—u;
oder in der Weberschen Schreibart:
b=plhl;
gefiihrt. Das eingeklammerte |7 | soll also besagen, daf zur Erzeugung

der Induktion b jene magnetisierende Kraft wirkt, die nicht gleichzeitig
mit b auftritt, sondern um die Zeit ¢' friiher.

Der Ausdruck fiir ¥, GL (1) oder (12), als Reprisentant des Effekt-
verlustes, zeigt nun deutlich, dal der Effektverbrauch eben nur durch
das zeitliche Zuriickbleiben, den Winkel v, bedingt ist. Haben wir Luft,
statt Eisen, vor uns, so wird:

v=20; und u=1;

somit entfillt die Deformation der Stromkurve, und es wird: B = §;
daher nach (6)

t92¢ = co; @ = —

929 =oo; @ =7

Die kleine Achse b der Ellipse wird nach (11) oder nach (5) gleich
0
Null; die groBe Achse @ erhalt nach (11) oder (4) den Wert o’ der sich

aus der Zeichnung ergibt mit: smi = V29%; die ganze Verlustellipse
@

iibergeht in eine unter 45° gegen die Abszisse geneigte, Gerade von der
Lange 22 $.

Wir haben bis jetzt von einer rein sinusformigen Kurve der Induk-
tion gesprochen, die sich kaum realisieren 1aBt. Wir wollen jetzt den
moglichen Fall betrachten, daf wir den Primirklemmen eines leer-
laufenden Ringtransformators eine rein sinusférmige Klemmenspannung:
k = Ssin (wt) aufdriicken. Dann finden wir die Form des Stromes oder
der magnetisierenden Kraft beliebig deformiert und ebenso — natiirlich
in weit geringerem Grade — die Form der sekundiren Klemmen-
spannung.  Bei dem offenen Transformator ist aber die sekundire
Klemmenspannung gleich der sekundiren EMK €y

Die Kurvenanalysen ergeben :

i =3, sin (0t — o) + Iy sin (Bwt — o) + - -- = Primérstrom (13)
ey = €, sin (0t — B,) + €;sin (3wt — B,) + -- - = Sekundire EMK (14)
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Sind #, und ¢, die priméren und sekundiren Windungszahlen, so
ist die primire EMK e, gegeben durch:

2 2y

LG, sin (ot —B,) + = Cysin Bwt— B,) + -+ = Primire EMK  (13)
2 2

e, = —
1 ¢ z

Die Leistung des Stromes besteht nun bei dieser Anordnung be-
kanntlich aus zwei Teilen; der Wirmeleistung im Kupfer und im Eisen.
Die erstere ist durch J%r gegeben, wenn r der Widerstand der Primir-
windungen ist, die letztere ist durch die Verlustschleife charakterisiert.

Und zwar ist das :Ll—”-fache des Flicheninhalts der Verlustschleife gleich

dem gesamten Eisenverluste pro Volumeneinheit und Periode.
Ist @ der gesamte, magnetische FluB, so ist die primire EMK

ap ab

6, = — & — = —&,q
dat dt

wenn b die Induktion und ¢ der Querschnitt des Kraftlinienweges ist
und hieraus:

b:—-jidt

2,4
also mit Riicksicht auf (15)
— 4 C“21 ; 2 @3 .
b = —j.;; &Sl”(mt—ﬁl)dt_j% ;1—&311;(3wt——,63)dt—--~
somit:
b= 5, cos(wt——ﬁ)-{—&—cos@mt—ﬁ )+ .-
02,4 ! Bwz,q 8

G n €, /. T
__mzqsm(cot—ﬁl—}—2>+§&Esm<3wt—ﬂ3+§)_{_...

2

und setzen wir:

G3

B, = g B, = 3wz2q; usw.
n T
V1= g_ﬁﬁ Vs = g‘_ﬁa? usw.
so folgt:
8 b = B sin (ot + p,) + Bysin Bt + py) + - (16)
Die magnetisierende Kraft % ist aber gegeben durch
h = 9, sin (0t — o) + Hysin (Bt — org) + -« - - avy
wo:
. dme
Oy = 1 ! 3n

wenn: | =— Linge des Kraftlinienweges.
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Der Inhalt der halben Verlustschleife ist somit gegeben durch:

T
hre o,
F
— = |hdb— | h.db;
s =] J L

t& tE
Die ausgefiihrte Integration ergibt:

F 1 . 7 1 . . 7
5 = g”%l‘@l sm(ﬁl — oy —E) + 57 3233&;)35m<ﬂ3—a3 — -2—> + .

Wie aus Abb. 91 hervorgeht, ist aber

14
ﬁn"—“n_—:’/n;

2
und es wird somit die Fliche der ganzen Verlustschleife:
F=xB 9 sinv,+n.38,9,sinv, +x5B,H;sinv, +--- (18)

Wir sehen die Verlustschleife dargestellt als Summe von Ellipsenflichen,
deren Umfinge entstanden zu denken sind durch Interferenz zweier

Abb. 90,

Sinus-Schwingungen gleicher Frequenz, den Amplituden ]/;%n und V}Z@n,
wobei n die ungeraden Zahlen sind, und den Gangunterschied w,,
wobei v, den Verzogerungswinkel einer Harmonischen der Induktion
hinter der gleichstelligen Harmonischen der magnetisierenden Kraft be-
deutet. Es ist also das Zustandekommen jeder unserer Verlustellipsen
dadurch bedingt, daf eine rein sinusformige Induktionswelle, von der
Amplitude Vn B, hinter einer reinen Sinuswelle der magnetisierenden
Kraft, von der Amplitude Vr—hf)n, um eine konstante Zeit ¢, zuriickbleibt.
Die Magnetisierung findet so statt, daB die Induktion in jeder Harmoni-
schen gegeben ist durch:
boy = thn(t—t,,)
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Die Permeabilitit ist gegeben durch:
%, ¢, 1
e = On o n.@.5q9 ‘bn7
sie dndert sich von Welle zu Welle und ebenso die Zeit t, der Verzégerung.
Wiirde nur die erste Harmonische der magnetisierenden Kraft in

Betracht kommen, so wire sie:

hl [ %1’1
{
somit:
dmez
b= ] = iy

Der gesamte Induktionsfluf ist:

D = b,q

Daher die primire EMK

ab, 47:2 d

b — — qut — 4 yldtl l
oder mit:
q
L, = U7 dmey (19)
d ..
¢, = _Llallll (20)

Fir jede weitere Harmonische gilt dasselbe. Es wiirde also die

Spannungsgleichung des Stromkreises lauten:
(i +ig+--)r+ 1df|7’1|+L3dt‘7’3|+ =k (21)

Dies wire der richtige Ansatz der Spannungsgleichung des eisen-
umschlingenden Wechselstromkreises, in welchem im iibrigen immer noch
zwei Ungenauigkeiten enthalten sind. FErstens ordnen wir den simt-
lichen Stromharmonischen einen und denselben Widerstand » zu, was,
wie wir in Abschnitt X sahen, der ungleichen Frequenz wegen, unrichtig
ist, und zweitens haben wir in (21) nur die vom Eisen herriihrende
Induktion beriicksichtigt, also die sogenannte Streuinduktion vernach-
ldssigt. Beide Ungenauigkeiten sind aber beim leerlaufenden Trans-
formator recht unbedeutend.

Multiplizieren wir nun GL (21) mit ¢d¢ und integrieren dann die
Gleichung iiber die Zeiteinheit, um zum Effekt zu kommen, so erhalten
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wir aus dem ersten Gliede links den Kupferverlust und aus dem zweiten

die Summe der Integrale:
1

hnd a. ..
n?Jand—t[@n[zdt;
)
so dafl wir erhalten:

1
Kupferverlust + nEfL,,%|in|idt:Ikidt:P:Gesamtleistung (22)
! 0 0
Da:
i = J, s (0t — a,) + J;sin (Bat — o) + -+
und :
|tn| = Qusin (net — o, — vy)

so ergibt die Integration des zweiten Gliedes links in (22):

1
nEan%jinlidt == nzgoanSSwsmwﬂ (22a)
1 1
0

Setzt man fiir L, aus (19) den Wert ein, so wird:

1 1
é-nLnSﬁwsmvn =gn- 2xf. yn—?--4nzf‘3§si1zvn;

multiplizieren und dividieren wir mit 4.7, so wird:

1 . 1 1 4 ,
gnL.nf},fwsmvn = §M.27tf.yn (gD 4“@'—;33325’"%

oder, da:

gl — Eisenvolumen — V; '

dme
3(n :‘s:jvﬁ Tlsn{"n: 23n
wird :

oo 1 X 1 oo
n2§n1}n3£msmvﬂ =1z a (@0 B, Hysinvy) V.f  (23)
1 1

Der Ausdruck links ist nun — wie aus (22a) und (22) klar her-
vorgeht — mnichts anderes als der gesamte Zusatzverlust, der auBer dem
Kupferverlust vorhanden ist; der Ausdruck rechts aber ist die Summe
der Flichen unserer Einzelellipsen, dividiert durch 4; — also der
Reprasentant der Verlustschleife — multipliziert mit V.f, also bezogen
auf das Gesamtvolumen und f Perioden, d. h. die Zeiteinheit.

Die GI. (21) ist nun trotz, oder besser gesagt ,wegen“ dem in ihr
enthaltenen Versuche, der physikalischen Richtigkeit n#herzukommen,
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zur Losung nach 4, daher zur weiteren Rechnung oder Beniitzung des
Vektordiagramms ungeeignet.

Hier fithrt nun ein einfacher Gedanke zu einem Resultat, das be-
ziiglich des Effektes vollkommen befriedigt.

Man setze fiir die Summe aller dieser Elhpsenﬂachen eine einzige
Ellipsenfliche von dem Inhalt:

F=x.38.9. snv; (24)

wobei unter § die Amplitude der idquivalenten Magnetisierungswelle, die
in der Phase um ¢ gegen die Primirspannung verschoben ist, verstanden
sein soll, und unter B die Amplitude der Aquivalenzwelle der Induktion.
Es soll also sein:

nin.n.%"@nsmvn =x.8.9.sinvy
woraus folgt: '
nén.%n.l@nsmvn
1 . 8.9

siny =—

—'f, so erhalten wir im
4n
Zihler, nach (23) den gesamten Zusatzverlust G Z, also:

Multiplizieren wir hier Zahler und Nenner mit

S’MV:*——GLV—f (25)
n.%..b-;?
Da:
3= VBIT BT D= 2hy,

wo 3 gleich der Amplitude der #quivalenten Stromwelle ist, so folgt:
GZ

sin v = ine V] (25 a)

2 R s

Es war aber:
B €, o €,
iy == —

n.0.2,4 n.2nf. 2,q

somit :

sin v —

s VG € 5 1
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und daher wegen:

V = ql; 2:‘/_2_‘/5, und : J:i

Ve
GZ
R

Aus dieser Gleichung ist der Verspiatungswinkel v durch Watt

siny = (26)

messung und Kurvenaufnahme der sekundéiren Leerlaufspannung zu be-
stimmen. Die Stromkurve braucht natiirlich nicht aufgenommen zu
werden, da in G1. (26) ja nur der, mit dem Instrument gemessene, Effektiv-
wert erscheint.

Wir haben nach Gl. (25) den Gesamtzusatzverlust festgesetzt mit:

GZ = x.%.@.sinwﬁ

4
Machen wir jetzt fiir B und § die Ansitze:
4
B = uh; H=--13
so wird :
— dme, v.f 4n 3
GZ =mu (—l———>3 i simy = - queleo 5 sinv
und mit: in
L = ——l— Zl qu
ibt sich:
cremh S GZ = oL sinv 27)

Nach diesen Erwégungen ergibt sich nun ohne weiteres die Zu-
lassigkeit des Ferraris-Weberschen Ansatzes der Spannungsgleichung,
wenn es sich um Verfolgung der Leistungsgréfen handelt.  Der
Ansatz lautet: i

zr+L~«I|—'ek (28)

Mit ¢; — primire Klemmenspannung.
Multiplizieren wir mit ¢d¢ und integrieren iiber die Zeiteinheit, so
folgt wegen:

e = Cysin(wt); i = Jsin(ot—@); |i| = Jsin(wt — @ —v);

1 1
j 3%r sin? (ot — @)dt + _‘.coLS2 sin (@t — @) cos (@t — @ —v)dt =
0 0

1
— J'@,,S sin @t sin (0t — @) dt
0

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 19
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oder:
J?r + @wLJ%siny = €Jcos ¢ (29)

D.h.: Der gesamte zugefithrte Effekt ist gleich dem Jouleschen
Effekt in der magnetisierenden Wicklung plus allen iibrigen Strom-
leistungen. Hatten wir, bei diesen letzteren, nur mit Hysteresis und
Wirbelstromverlusten zu rechnen, wie es beim leerlaufenden, ruhenden
Transformator der Fall ist, so wiirde das zweite Glied links [in (29)] der
Fliache der Verlustschleife, die in dieser Darstellung zur Ellipse ge-
worden ist, proportional sein. Kommen noch mechanische Reibungs-
verluste hinzu, wie dies beim leerlaufenden Induktionsmotor der Fall ist,
so miissen wir diese als mit in dem zweiten Gliede enthalten, ansehen.

Wir setzen auf diese Art die gesamten Zusatzverluste
dem Quadrat der magnetisierenden Stromstirke propor-
tional

Natiirlich ist durch diese Darstellung der physikalisch klare Begriff
des Verzdgerungswinkels getriibt und das bleibt die Schwiche dieser
Darstellung.

Die GL (28) gestattet nun auch leicht die Aufldsung nach ¢. Fiihren
wir die Symbole ein:

i &= Je@t=9; i 5= Je@t=9=; g & Get@d

so folgt aus (28)
Sre= + 1wL3e—9. e = €,

oder:
Je—9 — @k — @k =
r+iole r+ wLsiny + 1oL cosv
w L cosv
el @k .e_laMtgri—stinv
Vr2 + @?L? + 2 roLsinv
und daher:

w L cosv

€,
r + wLsin 1/) 30)

—
Vr® + @®L? + 2rwLsiny

sin <mt — arctg

Hierin ist sin v bestimmt durch Gl. (26) und L durch Gl (27). Fir
v = 0 iibergeht (30) in die wohlbekannte Stromgleichung der eisen-
freien Drosselspule.

Aus (30) ist:

g — ————— (31)
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Nun konnen wir das Vektordiagramm fiir den Leerlauf des Trans-
formators zeichnen (Abb.92). Wir gehen von der Induktion b aus;

dieser eilt der -magnetisierende Strom ¢ um den
Winkel v vor; und die Klemmenspannung e¢; eilt
dem Strome um den Winkel ¢ vor.

Wir messen den Strom effektiv; ebenso die pri-
mére und sekundire Spannung e; und ¢; und nehmen
die Kurvenform von ¢, auf. Dann messen wir watt-
metrisch den Effektverbrauch und endlich den pri-
midren Widerstand. Durch Messung haben wir auf
diese Art die effektiven Werte von Primérspannung
und Strom und damit die Amplituden ihrer Aqui-
valenzwellen. Mit Hilfe dieser Werte und der Watt-
messung ergibt sich ¢. Zur Konstruktion der In-
duktionswelle brauchen wir die Analyse der Welle ¢,, da:

58:‘/512——{-%3—{----; und B, = €.

n@2yq

o= e T -

Der Winkel » ergibt sich aus (25 a) mit

also:

siny — GZ G Jcosp—J3r
T 3024498.3 7 l©z,¢8.3

(32)

Jetzt sind alle Daten fiir die Konstruktion von Abb.92 gegeben.
Nun ergibt sich der Induktionskoeffizient L aus (27) mit:

_ G Jcosgp —J?r

L -
wJ2siny

Aus der Figur ist:

0 = g—((p + v); oder nach (31)

{ S — . r COS ’!}_ . . .
g oL T rsmy’ woraus sich ergibt:
; — wLtgd

cosy — sinvtgd’

als Kontrolle fiir die ganze Darstellung.

19*

(33)
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Stellt man nun den Verlauf der einzelnen Gréfen in Schaulinien dar,
so ergibt sich Abb. 93, welche die Beriicksichtigung, oder den Einfluf
der Zusatzverluste, durch — vor allem — Wechselstrommagnetisierung,
in einfacher, wenn auch in physikalischer Hinsicht durchaus
nicht exakter, Weise illustriert.

Wir miissen uns eben bewuBt bleiben, daB das Eisen im Wechsel-
stromkreise, so unentbehrlich es ist, fiir die exakte Rechnung ein uniiber-
windliches Hindernis bedeutet.

2. Entwicklung des Diagramms.

Getreu dem Gedankengange H. F. Webers, der die Entwicklung,
auch aller elektrotechnischen Vorgénge, an Hand einer Ausgangsdifferential-
gleichung zu verfolgen trachtete, wollen wir jetzt an die Aufstellung
dieser Differentialgleichungen gehen.

Abb. 94 zeigt uns das Schema des allgemeinen
Transformators. e, ist die aufgedriickte Primirspannung,
r, und ¢, sind Widerstand und Windungszahl der Primir-
wicklung; e, ist die sekundire Klemmenspannung, r,
und ¢, sind Widerstand und Windungszahl der Sekundir-
wicklung. 7, und L; sind Widerstand und Induktivitit
des duberen Belastungsstromkreises.

Wir nennen @, den gesamten magnetischen FluB, der
mit der Primarwicklung verkettet ist, und @, den Gesamt-
fluB, der mit der Sekundirwicklung verkettet ist. Ferner
nennen Wir:

Ty = Ty + 1y (34)
den, mit r, veridnderlichen, Gesamtwiderstand des Sekundirkreises.

Dann gelten die Gleichungen:

) ad ~
i+ 2 d—tl = (35)

. ad d . \
iy7y + 2, d—t2 + T (Lpiy) = 0O (36)
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Jedes der beiden Felder @, und @, setzt sich zusammen aus dem,
beiden Feldern angehsrenden, Gesamtfluf @ im Eisen und dem Streufluf
der betreffenden Wicklung, der eben nur mit dieser Wicklung verkettet
ist. Nennen wir @, und @,, den primiren und sekundiren Streuflus,
so ist demnach:

D, =D+ D,,; D, = D+ D, 37

Der gemeinsame FluB @ im Eisen ist die Summe der beiden An-
teile @; und @;, die von der primdren und sekundédren Erregung her-
rithren, so daf

D = D) + D, (38)
und demnach:
@1:(D1+¢;+Q31; @g:@;+¢;+¢sz (39)

Nennen wir w den magnetischen Widerstand des Kraftlinienweges
im Eisen und 7 und ¢ Lénge und Querschnitt dieses Weges, so ist:

o — l

Y
und daher:

’ ’ l . ’ .
le—':-‘@ly—q':4ﬂle‘il‘; also: zld)l:<4az%y,)zf}zl| (40)

wobei wir mit dem Zeichen |i,|, nach Absatz 1 dieses Abschnittes, die
,Verzogerung“ des Feldes hinter der magnetisierenden Kraft beriick-
sichtigt haben. Und ebenso folgt:

£y @), — (4;:%@ 22,y (40a)

Ist w,, der magnetische Widerstand des primaren Streulinienweges, so ist:
, 4w\ .

D, W, = 4wz |iy|; also: 2, Dy = <m >z1|11| 41

Es ist hier zu bemerken, daf dieser Ansatz nicht exakt ist, da er

dem Streufluf dieselbe magnetische Verzogerung zuweist, die der ge-

meinsame FluB hat. Da der Streuflu zum Grofteil in Luft verlduft, ist

das nur eine rohe Anniherung, ohne welche aber die mathematische

Komplikation der folgenden Entwicklung allzu grof wiirde um iiber-

sichtlich zu bleiben.
Geradeso ergibt sich:

81

’ ’ l . ’ .
Do = (D2y_q = 4mz,|iy|; also: 2,y = <4n%y>zlzz|z2|
q

2@ = (474 u) 23|
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und :

: 4 )
Dy, = 4dmz,|iy|; also: 2,D,, = <—m—>z:|zﬂ| (43)
82

wenn i, der magnetische Widerstand des sekunddren Streuweges ist.

Wir setzen nun:

L;:<4z%y>zf; L;:(lkn%y)z;; M:(4n%y>zlz2 (44)

somit :
M? — LiL, (45)

4z 4z
le - <m81>53; Lsz = <m_> Zgg (46)

Ferner:

Es wird daher:
7@y = Ly|i\|; 2, Py = Mlig|; & @y = Ly, |i,]
2,@y = Lyliy|; 2,@y = M|i,|; 23Dy, = Ly, iy
Und die Gleichungen (35) und (36) tibergehen, mit Riicksicht auf (39) in:

a o d . d . )
rl+W(Llllll)+W(M‘12l)+E(‘L*1|11D = e (30a)

a .. d . d . d . .
ig7y + W(L2|’sl) + a @i, ) + %(L%,zz') + %(Lbiﬁ) =0 (36a)

Setzen wir weiter:

L =1L+ Ly ; Ly, = Ly + L,, (47)
Dann ist L, der wirksame primére Induktionskoeffizient und
L, der wirksame sekundére Induktionskoeffizient. M ist der
Koeffizient der gegenseitigen Induktion der beiden Strom-
kreise aufeinander.

Endlich setzen wir:
Ly L

o Tm
z Ty; Z Ty (48)
und nennen 7, und 7, die primidren und sekundéiren Streukoeffi-
zienten.
Dann wird:
’ le !
L =Li(1+5%) = Ll + )
L,
I (48 a)
I, — L;<1 +22) = Lyl 4 1)
2
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Nach (45) und (47) ist:

M? = LiI = (I — Ly) (Ly — Lyy) (481)
also ein Wert, der zuverlissig kleiner als L, L, ist. Wir kénnen also sagen:
M? = L L, (49)
mit
x < 1

% heiBt der Kopplungsfaktor; er beziffert den Anteil, der von den
beiden Selbstinduktionen auf die gegenseitige Induktion entfillt.

Wir konnen aber auch schreiben:

M? =L, L,—tL,L, = L,L,(1 —7) (50)
mit T < L.

Dann beziffert v den Teil des Produktes L, L,, welcher der gegen-
seitigen Induktion durch Streuung verloren geht. Es ist also auch 7 ein
Streukoeffizient; man nennt ibn den totalen Streukoeffizienten.

Aus (49) und (50) folgt nun:

M2 M2
., LLd+n) (s

#¥2=1—-7; oder =1—%?=1-
Daher wegen (45):
g—1— 1 _ T, + 1, + 77 (52)
I +72)A + 1) I+, + 73+ 7,7
Fiihren wir endlich die Beziehungen (47) in (35a) und (36a) ein,
setzen in (36a):

(81)

A= L, + L (53)
und weisen auch der Induktion im #ufleren Stromkreise dieselbe Ver-
zogerungszeit zu, so wird:

d d
4Gy + %(Lllill) + %(Mlzsl) =6 (54)
. a . d .
igrat 2 )iy ) + 3 O Jiy) = 0 (55)

Dies sind nun die Ausgangsgleichungen fiir unser Problem, die uns
zunichst die beiden Stromstdrken ¢, und ¢, ergeben sollen, wobei wir uns
jetzt nur auf den Beharrungszustand des Vorganges beschrinken wollen.
Demgemif diirfen wir Symbole einfiihren und schreiben:
¢, 5 Egt = E,; i, %5 JgWt—9 —=1; i, Jg@—9 =1,
wenn @, und @, die Phasendifferenzen von 4, und 4, gegen e, sind.

Somit:

)| == Jyet @0 —= [ e=v;  |iy] =& J,et@—92=" —= Lg=*

wenn v der Verzogerungswinkel ist.
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Somit lauten unsere Gleichungen in symbolischer oder vektorieller
Form:

d d
Ly 4 o (L e ) + = (M Te~ ) = E, (B4a)

d d
Lot o (e ) + = (M Le ) =0 (552)

Es ist nun leicht ersichtlich, daB diese Gleichungen nur dann exakt
nach I, und I, léslich sind, wenn L,, L, und M Konstanten sind. Dies
ist nur beim eisenfreien — dem ,Luft¢ — Transformator, bei dem
iiberdies ¥ =— O ist, der Fall. Hier ist, wie schon frither bemerkt, eine
nahezu vollkommen exakte Behandlung des Transformatorproblems
moglich.

Bei dem allgemeinen Transformator ,mit Eisen¢ sind wir uns im
1. Absatz dieses Abschnittes iiber einen Weg klar geworden, der uns
angenshert gestattet, mit konstanten Induktionskoeffizienten und kon-
stantem Verzogerungswinkel, wihrend einer Periode, zu rechnen.

Sollen nun aber die, fiir verschiedene Belastungsfille, errechneten
Werte von ¢, und 4, miteinander verglichen, d. h. ,einem“ einfachen
Bilde entnommen werden, so fordert dies weiterhin die Annahme
der Konstanz von L,, Ly, M und v iiber den ganzen, méglichen
Belastungsbereich.

Das aber ist eine Annahme, die nur mit roher Annséherung zutrifft,
denn mit der Belastungsgrife dndert sich der Grad der Magnetisierung
und mit diesem das g, das in den Z und M enthalten ist und mit dem
auch v zusammenhingt. Jeder Belastungspunkt hat in Wahrheit sein
bestimmtes mittleres u und damit sein bestimmtes ¢ und v, wenn auch
die Abweichung der dulersten Grenzwerte nicht allzu grof ist.

Jedenfalls bleiben wir uns der Unkorrektheit bewufit, die diese
Annahme der Konstanz mit sich bringt. Wir werden aus der weiteren
Entwicklung erkennen, daB die, hierdurch in den Hauptresultaten, ent-
standenen Fehler fiir die Anforderungen der Praxis ertriglich sind.

Mit Annahme dieser Konstanz von L,, L,, M und v iiber den gesamten
moglichen Belastungsbereich iibergehen unsere Gl (54a) und (55a) in:

Lir, +wol, e +roMle— = E; (56)
Liry+10dle= oMl e = 0; 57
die wir als die Ausgangsgleichungen unseres Problems anzusehen haben.

Aus (57) folgt nun:

I — _ toMe="Y
2 Yre Frode
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oder: Voo Me— 1

Jege — —J e — —
2 ! To+toAe— "t

(58)
dies in (56) gesetzt ergibt:
+ 1oL e ) (r, + 1oke ) + 0® M2Pe— 2
e + A&t
Fiihrt man hier im Zghler die Multiplikation aus, beachtet, daB 4 = L, + L,
ferner die aus (51) gegebene Beziehung:
. — L, L,— M2
Ll L2 ’
itbergeht von den Exponentialgrofien ¢—** und &~ ¢2* auf die entsprechenden
goniometrischen Grofen und setzt dann:

L N
A=rr,+o@,L, + rll)s'mv—szle(r + #)-(3082’1}]

B, = J,e=in D

P ’ (59)
B :co(rxLl—{—rll)cosv+w2L1L2<z+Z—b>sin2v J
so wird: ?
A+.B
E =J¢&0 —— 60
! 18 1rx—{—wole—” (60)

Aus dieser Gleichung ergibt sich die primidre Stromstirke 4,.

i, ist ein Vekfor, also, in unserer Darstellungsart, im allgemeinen eine
schrage Linie in der komplexen Ebene. Der Anfangspunkt des Strom-
vektors ist der Nullpunkt unseres Koordinatensystems, Abb. 95.
der Endpunkt soll jetzt durch seine Koordinaten fest- ¢
gelegt werden.

Es ist:

iy 8= Jy g7 = J, cos @, — 1, sin @,

Benennen wir y den reellen Teil J, cos @, des Vektors o
und  seinen imagindren Teil J,sin @,, so erkennen
wir nach Abb. 95 in y und =z die Koordinaten des Endpunktes des
primiren Stromvektors.

Nach: i, = Jem N =y — 1
folgt aus (60)

E (g +10de=) = (y —12) (4 + ¢ B)

Setzen wir die reellen und imaginiren Teile beiderseits gleich, so

ergibt sich:
YA + 3B = E,(r, + ok sinv)

61
YyB —2A4 = E,wicosy ©D
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Das sind die zwei Gleichungen, aus denen wir die Koordinaten y
und z berechnen konnen.
Wir heben zunichst in (59) w? L, L, als Faktor heraus, dann wird:

1 T +sinw< = N l>—<z+Lb)coSZ'y}
L 0L, wl, oL L, L,

A= m"‘LlL,{ .

wl
'y I, \ (59a)
N 2L L < Tz 1' > ( ___) <
B—uw {mL oL, T 6031;+\'::+L2 stvI
Dabei ist:
Dok Bl n () Dy
oL, L, oL, L, T wL, L,
Es wird daher aus (61)
7, Ta Ty r, L,
1+= — 2
y{le wL,+[mL2+ oL, < + )]smv Kz+L2’)cos v}
L L
+x {[mrz;r mril<1 + i)] cosv + <1:+f§>sin2v} = (62)
E, L.
= mﬁL—lLQ(rx+ WA siny)
L L,
?/{[mrzﬁ mrll; (1+ ’;)]cosv+<r+f2>sm2v}
_ o T Ts r, Ly\7 . _< ﬁ) | \
x{le oL, +[wL <1+L2>]smv r+L2 coc2yI =7 (63)
El
= 0—J2L——1L2 WA cosv
Nun fithren wir die Verhiltniszahlen ein:
/r] r:c /r2
COL] gl’ (DL2 g{c! G)L2 gﬂ (6 )
Dann ist nach (34)
7'2 + Ty Ty G)Lb Ty Lb
— — = — 2 65
="t = bt o o = bt o T (65)

Die Belastung des Transformators wird durch den Phasenwinkel ¢ im
duberen Stromkreis charakterisiert. Es ist:
oL T
lgp = r—bb; oder: 072;, = cotg @;
und setzen wir endlich das Verhiltnis der Selbstinduktion im Belastungs-
kreis zu der sekundiren Selbstinduktion:

Ly _ 4 (66)
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so iibergehen die Gl (62) und (63) in:

¥ {8, (Ea+ o cotg @) + [§y+ 6 cotg @ + &, (1+6)] sinv—(z+6) cos 20} +

+ {[§y+6cotg @+ & (1+06)] cosv+ (v +6)sin2v}) = 67)

E
= —13 {&y+ 6 cotg @ + (1 + 6) sinv)
1

y{[,+acotgp+E, (1+06)]cosv+ (v +6)sin2v)—

~z{§,(§, +acotg @) +[Ey+Geotgp+E,(1+0)]sinv—(z+06)cos2v) = 68)

E
= GTL‘—1(1+6)cosv

Setzt man nun einen bestimmten, unverinderlichen Phasenwinkel V)
voraus, so sind — bei konstant gehaltener Primérspannung E, — die

Koordinaten y und # nur fiir eine Variation von ¢ = fb (variabel wegen L;)

verdnderlich. Eliminieren wir also ¢ aus den beidexi letzten Gleichungen,
so erhalten wir fiir einen hestimmten Winkel ¢ eine Beziehung zwischen
den Koordinaten y und z- Dieses Eliminieren, das eine recht miihsame
und langwierige, aber durchaus elementare Rechnung bedeutet, die ich
dem Leser iiberlassen mu8, fithrt zu der Beziehung:

G—n'+ @—§ = ¢ (69)
wobei die Grofen 7, £ und ¢ gegeben sind durch:

_1 E cosv {28, —tgp (1 +2¢&, 8, —1)—2sinv (§tgp — 1))
) T OS’V{gfj—t—tg(p(Cl—glr+§2+§f§2)——2§18in’u(§2tg(p—r)}
1 E, cos®v (1+7—2¢tg) + sinv (1 —7) (sin v +tg p)
R AT I T T e X AR T A
1 E A-o)V1+tlP @+ 2sinvige
T3 aL 1008V {E1+T—tg (& — & T+E+ERE,) — 28, sinv(Estgp — 1)}

Da, nach (70) — fiir ein festgewihltes ¢ — die GroBen %, £ und ¢
Konstanten. sind, so ist (69) die Gleichung eines Kreises, dessen Radius g
und dessen Mittelpunktskoordinaten 5 und £ sind; oder mit anderen
Worten: Der Endpunkt des priméren Stromvektors bewegt sich
auf einem Kreise, dessen Radius und Mittelpunktskoordinaten
nicht nur von den inneren Daten des Transformators (Z,, L, M,
71, Tey T, v), sondern auch von dem Phasenwinkel @ im duberen
sekundiren Stromkreis abhingig sind.

Wir nehmen also zur Kenntnis, daf jedem Werte von ¢ ein he-
sonderer Kreis entspricht.
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Da wir nun im folgenden den Allgemeinen Transformator nur in
seiner Form als ,Induktionsmotor“ behandeln wollen, der Induktions-
motor aber bekanntlich als induktionsfrei belasteter Trans-
formator anzusehen ist, so gilt fiir unser Problem:

p = 0.
Dann iibergehen aber die Gl (70) in die Formen:

_ 1 E  2fcesvtrTsinl2y

"% oL, cosv (g2 + v (1 + 2¢, sinv)}’

§—l E, 1+ 7cos2vw ) 71
T2 oL cosv {2+ Tt(1 + 2§, sinv))’ )
1 E; 1—7z .

= 9 oL, cosv {EF+ v(1 + 28, sinv))’

aus denen Kreisradius und Mittelpunktskoordinaten bestimmt sind. Der
Kreismittelpunkt liegt also auf einer Geraden durch den Koordinaten-
ursprung, welche Gerade um einen Winkel y gegen die Horizontale ge-
neigt ist. y ist bestimmt aus:

n 2% cosv+Tsin2y

= — = 72
oy £ 14 zcos2v (72)

Da fir ¢ = 0, auch: L, = 0; und: 4 = L,; so iibergehen die
Gl. (59a) in:

A = @*L, L, ({6 + (& + &) sinv — 7 cos 2v} (73)
B = 0L, L,{( + &) cosv + tsin2v)
und (60) in:
A+ B
E =J&91——
! 1€ lrz + v Lye—*
somit:
7y + @Lysinv 4 v Lycosv 0Ly (Ep+ sinv—+icosv)
— P — — v
Jiem i = E A+ B £ 4 [ B
oder:
- B cos v B
J e — B, ngl/l + g2+ 2¢, sinv _ El(arctg—————émw.m—arcth> (74a)

J T B

Und fithrt man den Nenner nach (73) aus, so wird:

_ B 1+ 82+ 28 siny (74)
T e, ‘ E 2+ (Gt Ee)* + 7728, 87 08 20+ 2(E,+E,) (L) S W
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Nach (74a) ist:

B cos v
B cosv A €.+ sinv
— = — ———; also: ¢ =
@y = arctg 7 — arclg & + sinv alsor We, 11 B cosv
A &+ sinv
oder:
B, + sinv) — Acosv
t = ; 75
991 = A(¢, + sinv) + Beosv’ (759)

Setzt man die Werte fiir 4 und B aus (73) ein, so wird:

cosv(t + &2+ 21, sinv)
tg P = 9 ; 2 2 (75)
6+ 8o —Ea(weos2v —§ &) + sinv(m + §z + 28,80
Aus (74) und (75) ist der Primérstrom nach Effektivwert und Phase
gegeben. In diesen beiden Gleichungen sehen wir als einzige Veridnderliche
die GrofBe §,. Diese ist nach (65):
— rb .
gx - §2 + mL2!
also mit r, verdnderlich.
Der gesamte, jeweilige Widerstand r, des Sekundirkreises war ge-
geben durch
Te = 7Ty + )
Bei dem asynchronen Wechselstrommotor, den wir ja hier behandeln,
ist aber bekanntlich

f

Yy — 7'2;.—
8

wenn . f die Frequenz der aufgedriickten Spannung und f; die Schliipfungs-
frequenz ist. Es ist somit:

rb:r,(é—l):rgf_f:fs (76)

Bei ideellem Leerlauf ist die Schlipfung und daher f; = O;

somit: ry = oo; und daher: 7, =— oo; §, = oo.
Ist der Rotor festgekeilt, dann ist:
fo=1f; somit: r,=0; r, =1y & =¢
Dieser Fall entspricht also dem sekundéren KurzschluB.
Treibt man endlich den Rotor von aufien iibersynchron an, so wird

fs negativ, und wiirde man ihm unendlich groBe Drehzahl geben, so
wiirde nach (76)

ry — —1',; SOmit: P 0; gz _ 0



XI1.] — 3802 —

Dasselbe gilt, wenn man den Rotor entgegen der synchronen Dreh-
richtung mit unendlich hoher Drehzahl antreibt; dann wird: f; —= + oo,
und ebenfalls:

ry = —71y; r,—=0; & =0

Fiir diese drei besonderen Werte von ¢, ergibt sich nun aus (74)
und (75) der Primdrstrom nach Amplitude und Phase mit:

Fiir Leerlauf, also: §, = oo
__E, 1
T el 2 ;
1 V1—|—§1—1—2glsmv 7
cos v

0o = ¢ +siny

Fir KurzschluB, also: §, = §,

TwE]V 1+ E2+ 28, simw

L PG C ) T 20 L0200 2@ L) Gulor ) siny | o
cosv (v+§2+ 28, sinw)

§i+8— &, (’50032v—§1§2)+5m"/("+§§+2 §:8,)

Fiir unendlich hohe Drehzahl, also: §, = O;

tgpr =

E, 1
Joo =
oLy, Yo 424 2¢ psiny (79)
oL —  TO0SV
IP= = ¢ 1+ ssinv

Setzt man in (77) und (78) §{;, = ¢, = 0; d. h.: r, = r, = 0,
so ergeben sich die Werte des Primirstromes fiir den ideellen, d. h.
widerstandsfreien Leerlauf und KurzschluB mit:

E
Joiz—i—; tg@o; = cotg v; oy = %—v
' (80)
X b2

(1]
E 1
Jki: le —‘E—; tg(pki:cotgv; Qr, = E-—fy

Die ideellen Leerlauf- und KurzschluBstrome fallen also in ,eine¢
Richtung und ihr Gréfenverhéltnis ist durch den totalen Streukoeffizienten ¢
gegeben.

Wir wollen hier gleich betonen, da8 die ideellen Betriebspunkte
theoretisch natiirlich nicht auf dem Kreise liegen, da ja, fiir ¢, — ¢, = 0,
nach (71) der Kreisradius ¢ sich entsprechend geindert hat.
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Nach diesen Erwégungen wollen wir an die Konstruktion des Kreises
nach Gl (71) gehen. Zur Benutzung dieser Gleichungen ist die Kenntnis
von §¢,, L,, v und 7z notwendig.

Diese vier Grofen sind nun leicht durch Messungen zu erhalten.

Wir messen den priméren Widerstand r, und dann, bei konstant ge-
haltener Primérspannung, Leerlauf- und KurzschluBstrom und -leistung,
wodurch wir Jy, @,, Ji, @i erhalten. Hier ist zu bemerken, da sich die
Leerlaufmessung natiirlich ohne weiteres mit der Betriebsspannung aus-
fithren 148t, nicht aber — im allgemeinen — die KurzschluBmessung.
Nur bei ganz kleinen Motoren ist es zuldssig, bei festgekeiltem, kurz-
geschlossenem Rotor, dem Stator die Betriebsspannung aufzudriicken. Bei
groBeren Motoren wiirde dieses Verfahren ein vernichtendes Anwachsen
der Stromstirke zur Folge haben. Man hilft sich bekanntlich so, daB
man, mit einer sehr kleinen Spannung beginnend, die Messung macht, dann
die Spannung allméhlich steigert, bis die Stromstdrke den zulissigen
Hochstwert erreicht hat, und nun aus dem Verlauf der Strom- und
Leistungskurven jene Werte der Stromstérke und Stromphase extrapoliert,
welche der normalen Betriebsspannung entsprechen. In dieser Extra-
polation liegt natiirlich wieder Abb. 96.
eine bemerkenswerte Ungenauig-
keit. Die Jy-Kurve verliuft,
nach Abb. 96, nur im Anfang
als lineare Funktion der Span-

nung, wird aber spiter konvex
gegen die Abszisse. Wenn man
also bei der Strommessung z.B. nur bis zu einer Spannung E, und einem
Strome Jj, gelangen konnte, so muf man das Kurvenstick an, bis zur
erreichten Normalspannung E, , extrapolieren. Es ist daher zu empfehlen,
mit der Spannung und dem Kurzschlufstrom so hoch als méglich zu gehen,
um die Extrapolation auf ein moglichst kurzes Stiick zu beschrinken.

Mit diesen gemessenen Werten von J, ¢,, Ji, @ ist es nun leicht,
die GroBen §,, L;, v und v abzuleiten:

Aus (77) folgt:
cos v

Vit + 2§lsmv;

sin P, —

also:
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und daher:
E, sin . ;
cosy = Eo—IlTl —J—:ﬁ’; siny = oL, VmQLfJ(?——Ef‘sm2 9, (81
Fithren wir im Ausdruck fir tg @, {(77)} den Wert: § = r}/ ein,
0L,y
folgt:
S0 10%8 p __cosv.oL,
IPo = r, + @L sinv
und aus (81) die Werte fiir cosv und sinv eingesetzt, ergibt
E, si sin
t9 py = 15" @, . __ 5" P,
rJo+ VQ’QLEJ:—‘E;! sin® @, €05 @o
oder:
E, cos 9, = r,J, + Ve L2J2— EXsin® @,
somit:
E2 4+ r2J2—2E v J,cos
’lezv 111 = 1717005 Py (82)
0
woraus L, bestimmt ist und damit: §, = rlL
0 Ly
Aus (81) folgt nun sofort:
|cosy = e E21 s ‘P‘O i
VE2 4+ r2J2— 2 E,r,J,cos @,
oder: (83)
jsiny = Elcos? o+ r}dE—2E, r,J,cos g,

EXr)J2—2 E,r,J,cos @,

woraus v bestimmt ist.
Aus (77) ergibt sich nun auch mit {; = 0; d.h. , = 0 der ideelle

Leerlaufstrom:

El

ol

1

Joi =

Nun fragen wir nach 7, den Streukoeffizienten.

Nach Abb. 95 war:

y = Jycos @,; x = J, sing,

Schreiben wir also die Kreisgleichung (69) fiir den KurzschluBpunkt

an, so lautet sie:
(Jrcos @ — m)* + (Jsin g — §)* = @?

Fiir den Leerlaufpunkt lautet sie:

(Jy cos py— )* + (J, sin @, — £)* = @°
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Subtrahieren wir diese beiden Gleichungen, so folgt:
Jo— J2—2 7 (Jicos o — Jy 08 o) — 2 & (Ji sin g — J sin @) = 0
Fithren wir aus (71) fiir  und § die Werte ein, so wird

E 2¢ cosy +rTsin2v
F— ol 3 Ji —J _
T ©L, 003v{§f+z(1+2glsm,,)}( k €08 @i — Jo €08 @)
El 1 —}—1.’60821} . )
—_ 7 s Y
oL, wsv (BT o (L 2¢, sinn)] OFM P Tosin o)

Setzt man —Ei-— = J,; und berechnet nun aus dieser Gleichung das<,
@

so ergibt sich:

2—
& JkJMJ‘? cosv — 2§, cosv (Jycos i — Jycos ) —

E — sin2v (Jr.cos @, — J, c0s @) -+ cos 2 v (Jy sin g — J, sin @) —
— (Jisin g — J sin @)
a__ 72
JkJ i (&, sin2v + cosv)

07

(84)

Wie ersichtlich, ist dieser Wert von 7 aus den Grenzwerten des
Primérstromes J und J; bestimmt; er bedeutet daher jenen Mittelwert

von 7, den wir als konstant iiber den ganzen Belastungsbereich
ansehen miissen, wenn wir zu ,einem* Diagramm fiir den moglichen
Betriebsumfang kommen wollen.

Nun konnen wir nach (71) die GroBen 7, £ und @ berechnen und
den Kreis, auf dem der Endpunkt des Prim#rstromes wandert, zeichnen.
Wir ziehen die Richtung der Primirspannung vertikal, nehmen einen

Nullpunkt O an, ziehen durch diesen die Horizontale und haben die
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 20
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Koordinatenachsen, auf denen wir 5 und £ auftragen, um zum Kreis-
mittelpunkt M zu gelangen, aus dem wir mit ¢ den Kreis beschreiben.

Da der Leerlauf und der KurzschluBpunkt, das sind die Punkte 4, und
Ay, auf dem Kreise liegen miissen, haben wir eine sichere Kontrolle fiir
die Richtigkeit unserer Rechnung und Zeichnung. Wir ziehen aus O zwei
Strahlen, unter den Phasenwinkeln ¢, und ¢y, gegen die Vertikale geneigt,
und bringen sie in den Punkten 4, und A4; zum Schnitt mit dem Kreise.
Dann muB 04, = J,; und 04, = J}; sein. Wir konnten auch den
Kreis so zeichnen, da wir J, und Jj, unter den Winkeln ¢, und Q1 ge-
neigt, auftrugen, so die Kreispunkte 4, und 4; erhielten, dann unter dem

i

Winkel y = arctg —- gegen die Horizontale den Strahl OZ zogen und
Y : geg g

diesen, mit der Halbierenden ss der Sehne Ay Ay, in M zum Schnitte
brachten.
Der Sekundsrstrom.
Nach Gl. (58) ist:
(DME—“/
Jyem 2 — —J g1 ————
28 T LIy 8 lrx—i-wols‘“’

Da jetzt: A = L,; so ergibt sich, wenn wir:

7T
.z
—ty =& 2
einfiihren:
(F+7)
(= I
wM.¢ 2 —arctg Qg c08¥

Jaa-“ﬁz — Jla“% rp+wLysinv

Vri+ 0’ L+ 27,00 L, sinv

oder im Nenner w®Z; zum Faktor herausgehoben:

. z v wLycosv
J2£—L(p2:J]% ‘_1% (q’1+ g T¥tarcty rz+wL2mlnv) (85)
Ly Vi+g2+2¢,sinv
Es ist also:
4 cosv
Py — 9’1+§+V+070t9m (86)
Fir den Punkt unendlicher Drehzahl wird ¢, — 0; daher
arcty gj—c{(-)ssTvny = arctg (cotg v) — % —

und somit:
P2, =— P1, +x

D.h.: Fiir den vollkommen widerstandsfreien Sekundéirkreis
fullt die Richtung des Sekundirstromes in die dem Primérstrom
entgegengesetzte.
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Wir wihlen nun einen beliebigen Betriebspunkt 4, und wollen uns
die Bedeutung der Strecke A, A, klar machen.
Aus 40 A4, A, (s. Abb. 98) folgt:

A A} = TP+ I3 — 2, J,cos (@g— @)

Setzt man hier fiir J,, J,, @, und ¢, die berechneten Werte ein, so ergibt
die zwar ganz elementare, aber mithsame Rechnung:

_— o*L}L}(1—1)?
A A2 = E?
01 9’L“’(As—kB“) (1—{—;1 +2glsm'u) 87
@’L}(1—r1)? )
1(A”-I—I?”)(1 +§1 + 2§, sinv)
Wobei die GroBen 4 und B durch Gl. (73) gegeben sind.
Nach Gl. (74a) ist aber:
E? .
J= YU _*i g @ L2(1 4 &2 + 28, sinv)
und hieraus:
E} L3 J?
A”—}—B“’ T 11 ¢+ 2¢E,sinv
Setzen wir diesen Wert in (87) ein, so folgt:
. 1 1—7)?
AgA? = J}
1+¢& + 2;::37’”'” 1+ & + 28, sinw
Aus (85) aber folgt:
L;
JP=J; 171[5 (14 &2+ 2¢, sinw) (88a)

20%
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Somit:
L} 1 —7)?
A A2 —— 72 ‘3
A Ay = Jy M21+ ¢+ 28 sinw
und wegen:
M2
tmr= L,L,
folgt:
- M2 1
3 ___ y3 &
A4y = I L} 14¢+ 28 sinv
oder:
—— L
A :AoAle1+§f+2glsinv (88)

Da der Faktor:

% V1 4¢3 4 2¢,sinw

konstant ist, so besagt (88), daf die Strecke m dem Sekundér-
strom proportional ist und daher als sein MaB gelten kann.
Sie mibt den Sekundirstrom im MaBstab des Primirstromes, ist also der,
auf den Primirkreis reduzierte Sekundirstrom, den wir J, benennen

wollen.

Um aus der Strecke 4) 4, — dem Diagramm in Ampére entnommen —
den Sekundirstrom J; zu erhalten, hat man also A A4, (Ampére) mit
dem Proportionalititsfaktor

L
E‘Vl + &2+ 2¢, sinv

zu multiplizieren. Wir kommen spiter auf die Bestimmung des M zuriick.

Wir haben uns dadurch iiberzeugt, daB m ein ,exaktes MaB
fir den Effektivwert des, auf den Primirkreis reduzierten,
Sekundirstromes ist.

Nun miissen wir fragen, ob auch die Lage von :411—110 die richtige,
sekundire Stromphase ergibt.

Die Gerade 4, 4, ist im Diagramm unter dem Winkel o gegen die
Richtung O€, der Primirspannung geneigt. Nach Abb. 98 ist:
Jysingp, — J, sin g,

Jycos o, — J cos @,

tgo =

Setzt man die Werte ein, so ergibt die mithsame Rechnung:

(1 —7)cosv {‘L’-—-gf — 2§80+ § sinv))

=0 (& A+0) T sinv Gt B 12, 6) 16 (I—EeosZs)] O

tgo =
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Nennen wir in (86) n
9, + b} +v=29 (90)
so wird nach (86)

oS v > _ (§z + sinv)tgd + cosv

t9 ¢y = t9<5+‘””t9gm+smv Lt sinv—cosvigd

Nun ist nach (90)

(91)

cotg @, cotgy — 1
cotg @, + cotgv
Setzt man aus (75a) den Wert fiir cotg ¢, ein, so wird:
cotgv { A (&x + sinv) + Beosv} — {B (&, + sinv) — Acosv}
cotgv { B (L, + sinv) — Acosv} + { A (§; + sinv) + Beosv}
Fithrt man hier fiir 4 und B die Werte aus (73) ein und setzt
dann tg d in (91), so ergibt diese abermals sehr miihsame Rechnung:
cosv (v — §, &)

§ + &+ sinv(T + £, 82

t90 — — cotg (p, +v) =

tga.—_-

tg Py = (92)
wihrend nach (89)

. cosv{t—E2— 28 &1+ ¢ sinv))

T LA+ Fsinv@ + 8+ 28 8) + L (I — & cos20)

Diese beiden letzten Gleichungen beweisen klar, daf die

tg o 93)

sLage“ von 4, A, der sekundéren Stromphase nicht entspricht.
Untersuchen wir die Abweichung der beiden Richtungen, indem wir
tg (p, — o) berechnen, so ergibt die langwierige Rechnung:

9 (y — 0) = Eocosv {El+02+ 28 vsinv + &g (1 + &) + 28 sinv) +
2 A +&simv) {2+ 2+ 28, vsinv + Lo (L+ &2+ 28, sinv) +
+ 28, (& + &2 sinv +zsiny—§ Tcos2v))
+ 28 (& +E2sinv + vsinv—§, Tcos 2v)}

und da sich die Klammerglieder {} in Zihler und Nenner heben, folgt

_ Gyeosw
tg(ps— o) = 14 ¢ sinv O4)
Nennen wir:
Q—a =24 (95)

so ist dieser Winkel B der Phasenfehler des Sekundirstromes
im Diagramm.

Gl (94) zeigt uns das sehr bemerkenswerte Resultat, daf dieser
Phasenfehler fiir alle Belastungen konstant ist. Ferner, daf der
Fehler an und fiir sich ,klein“ und fiir den Transformator mit Eisen
Kkleiner ist, als fiir den ruhenden Luft-Transformator, fiir den ja » =20 ist.
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Der Magnetisierungs-Strom.

Wir fragen nun fiir einen beliebigen Belastungszustand nach dem
jeweiligen Magnetisierungsstrom. —

Da 24—171; den auf den Primirkreis reduzierten Sekundirstrom J;,
der ,Grofe“ nach, bedeutet, so ist es klar, daf die geometrische Summe
der Strecken J, und A, A4, jenen magnetisierenden Strom J,, bedeutet,
der die resultierenden Ampérewindungen schafft.

J,, der Primérstrom, ist im Diagramm einwandfrei nach Grofe und
Richtung durch O A, gegeben; J; ist durch A, A, nur der GroBe, nicht

aber der Richtung nach gegeben. Um die wahre Richtung zu erhalten,
haben wir die Strecke A, A, mit dem Drehpunkt 4, um den Winkel
@y — o = f§ nach links zu drehen. Der Punkt A; gelangt bei dieser
Drehung nach 4, und wir erhalten in dem Vektor ﬂml = Jp,
den jeweiligen Summen- oder Magnetisierungsstrom.

Die Lage des Endpunktes 4,, dieses Magnetisierungsstromes J,, ist
nun leicht anzugeben. Er liegt auf einem kleinen Kreise, dessen Mittel-
punkt und Radius bestimmbar sind (s. Abb. 99).

Beweis: Zur Konstruktion der Punkte 4,, bewegt sich die
Spitze A eines Winkels § auf dem groBen Kreise so, daB der eine
Schenkel des Winkels durch den festen Punkt A4, geht; es mul daher
der zweite Schenkel ebenfalls durch einen und denselben festen Kreis-
punkt P gehen, da ja gleiche Peripheriewinkel auf derselben Sehne stehen.
Ziehen wir die Schluflinien 4,4, der Dreiecke 44 A4,, so finden wir
wegen der Ahnlichkeit dieser gleichschenkligen Dreiecke (gleicher
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Spitzenwinkel 8 bei A) bei 4,, stets denselben Winkel . Die Punkte 4,,
sind also so entstanden, daf iiber der festen Linie A P ein konstanter
Winkel p sich so bewegt, da seine Schenkel stets durch die beiden
Endpunkte A, und P gehen. Die Spitze dieses Winkels (Punkt 4,)
mufl daher nach dem Satze von den Peripheriewinkeln auf einem Kreise
liegen.

Der Mittelpunkt C dieses Kreises muB auf der jeweiligen Winkel-
halbierenden liegen (die gestrichelten Linien). Er mu$ aber auch auf
dem grofen Kreise selbst liegen, da die siémtlichen Winkelhalbierenden
durch denselben Punkt des grofen Kreises gehen miissen; denn jetzt
bewegt sich der konstante Peripheriewinkel /2 mit der Spitze 4 auf
dem groBen Kreise. Um also C zu finden und den Radius g, des kleinen
Kreises zu berechnen, ziehen wir einfach den Durchmesser A M A4,,
tragen bei A; den Winkel /2 an und bringen den gestrichelten Schenkel
in C mit dem grofen Kreise zum Schnitt. Es ist dann:

C—Ao: 0, = 293@'%2

Da nach GL (94)
14§ sinv

Vi4-¢2 + 2¢,sinw

cos § =
und bekanntlich:
. B 1 —
sim — —= —= V1 — cos 3;
= VT
so folgt:

= 1 242 iny — (1 i
o= o3 VV E A 2h sy —( Hgsiny) oo
V1 ¢+ 2¢, sinv
Abb. 99 zeigt — der Deutlichkeit wegen — den kleinen Kreis in sehr
tibertriebener GroBe.

Wegen der geringen Grofe von §, und » konnen wir die Wurzel
binomisch entwickeln und erhalten mit geniigender Genauigkeit

&

- 2
oo =012 z = & ‘ (96 2)
1+§1+§lsinv 1—}—Z‘+-§1-smv

Fiir den ruhenden Luft-Transformator folgt dann wegen: v — 0;

91 - 9 gl gz (96b)
1+ 2
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Wir sehen jedenfalls, daB der Radius des kleinen Kreises vor allem
von ¢, und damit von r;, dem primdren Widerstand abhingig ist.

Die Existenz dieses kleinen Kreises beantwortet nun leicht die alte
Frage aus der Werdezeit der Transformatoren, die Frage nach der Varia-
tion des Magnetisierungsstromes bei verinderlicher Belastung.

Das bekannte Stromdreieck 04,4 mit der ,,konstanten<
Seite 0.4, existiert also ,theoretisch“ nicht. Es existiert fiir
jeden Belastungszustand ein Stromdreieck 04,4, dessen ,drei*

Seiten sich von einem Belastungs-
zustand zum anderen dndern, wobei
die Punkte 4 und A4,, auf Kreisen

wandern.

D. h. mit anderen Worten: Der
Magnetisierungsstrom ist — auch
beim Lufttransformator — mnicht
konstant.

Der Strahl OC (strichpunktiert in

Abb. 99) gibt auf dem kleinen Kreise

die Punkte des minimalen (B,) und des

maximalen (B,) Magnetisierungsstromes

an. Diese beiden Strome unterscheiden

sich in der Grofle um den Durchmesser des kleinen Kreises, der ja im
AmpéremaBstab des Diagramms seine bestimmte Wertigkeit hat.

Fiir einen beliebigen Belastungspunkt ergibt sich jetzt der Magne-

tisierungsstrom nach Abb. 100 mit:

Ty = 2+ I, — 2, J, cos (p, — @,)
Der Winkel ¢, im Diagramm ist:
Py =@y — =
denn ¢, ist die ,wahre* Phasendifferenz zwischen e, und 4,; und da
nach (86):

7 cos v
@, = q)l—l—ﬁ—{—v—l—arctg;m_}_Sm
so folgt:
, cos v 4
@, — @, = v—}—arctgm——z—
und daher:

' . cos v
cos (g, — ;) = sin <y + arctqg ¥ sm> =
x

¢ + sinv cos v

"Vitgtogeme U VIEE +2geme

= sin
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oder
14 g sinv
Vi4+ 82 + 28, sinv
72 r .
T — J3{1 +(ﬂ> ol lAt&siny }
J, SV +¢2 + 2¢,sinv

Da nach (88)

M 1

L

J — 4,4, = J,
2 o "Ly Y1+ ¢ + 2¢,sinv

J 1
Ly "Y1 482 + 2¢,sinv

cos (P — @) =

Somit :

und nach (88a)
Jy =

so folgt

M+ 1 1
3 ___ 2 J—
Im = {1 + LL} <1 +e2 4 2§xsinv> (1 +E2+ 2glsinv>
M2 1 14 ¢ sinv
—9 }
LyLy Y1 4¢3 4 2¢,sinv 1+ £2 4+ 2¢, sinv
Fithren wir ein, nach (51),

M2

L. L

13

= 1—z
nnd setzen in Zukunft

Vit g +2gsiny=mn; VI4E242¢simv=nmn, (97)

so wird :

2

Th= S aind (L= 2P —2(1 — ) (1 + Lasina) )

1%

Fithrt man aus Gl (74) den Wert fiir J? ein, und setzt dort:
EP6a+ € +E) + 72— 28, Lemeos 20 + 2(E, + &) (€8x + ) inv=N; (98)

so wird zunidchst in (74):

o B a2
' @’L! N2
und daher:
g3 — E? 1 ning + (1 — 1) —2(1 — 1) (1 + ¢ sinv)n,
" o’L? n} N2
also nach (77) wegen:
B 1,
@’L} n? 0’

wird:
J;:J:nfnf-*— (1—1)2__21%—1) (1 + L sinv)n, 99)
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Diese Gleichung zeigt, daf der Magnetisierungsstrom J,
von dem Leerlaufstrom J; abweicht, wenn sich die Belastung
(charakterisiert durch n,, N,) d4ndert. Fiir Leerlauf, d. h. £, — oo

ergibt (99) T o— T
m = Y

Fiir jeden anderen endlichen Wert von ¢, wird
I = J,
ausgenommen jenen Wert von §,, der Zihler und Nenner des Bruches
in (99) gleichmacht. Setzt man also:
N =nlng +(1—1)—2(0 —1) 1+ Esinv)n,
und fiihrt fiir N7, #n} und »; aus (98) und (97) die Werte ein, so ergibt sich
l—z4§sinv—n (1 —1)—¢rsiny
& —&ivcos2v +wsiny —siny — 2§, sin*v 4+ n, (1 — 1) sinw

gx:

Mit Riicksicht auf den kleinen Wert von ¢, kénnen wir nun n,
binomisch entwickeln, indem wir setzen:

2
n =1 —{—%—}—glsmv
und erhalten hiermit:

&

b= — 2c0s*v + ¢, sinv

als jene Belastung, fiir die der Magnetisierungsstrom gleich dem Leerlauf-
strom ist. Da §, negativ ist, so ist dies ein Punkt auBerhalb der Motorzone.

Die Sekundidrspannung.

Nach Abb. 97 ist:

A A = TP 4 JR— 2.7, I cos (g, — @)

Fithrt man fiir J;, Ji, ¢, und @, die Werte aus (74), (78) und (75)
ein, so ergibt die abermals sehr mithsame Zwischenrechnung:
et LiLy (1 — 1) (G — &)
A+ B} 1+4¢2 + 28, sinv
worin 4, und B, aus (73) gegeben sind, wenn man dort §, = ¢, setzt.

Fiihren wir aus (88a) fiir J? den Wert ein, so wird :

- L2 1
A A = T2 2 ' LAL2 — (1 —1)2 (¢, — £
144k 1 2A22+B22( )(gx gg)

A4, — (100)

2 M2
Nun ist:
7‘2—{—?“1,_ 9 _ T

b =0T, oL, oL,
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Fihrt man fiir 4, und B, die Werte ein, so ergibt sich:

L} &*L}L} 1}
A A, = Jr =2 Z1vs b
1 ? M? 0*L}L] &L}

1—12?
glé; + (Cl + §2)2 + 7 —2§1§2‘56082’U + 2(§1 + ;a) (;lgz + ) sinv

Setzen wir endlich nach (351)

M2
1—1 & LI 1 M
oM ~ oM = oM = oL, L,

und :
BRI+ G+ 8+ 12— 28, 8T cos 2w + 2(8, + &) (.8, + 7) sinv =N} (101)

so wird:

S— 1—1)? 1 1 M2 1
AA2: 22—( — = J2rf —— =
A= D o T AT s T N
und da ja:
Jyry = E; — sekundire Klemmenspannung,
so folgt:
M 1
A A = E, ——— — 102
T eI, I, N, (102)

D. h.: Die Strecke A, 4, im Diagramm gibt ein MaB fir die
Sekundirspannung, da sie ihr proportional ist.
Nach Gl (78) war:

E 1 -
s Vi4 g3 + 2¢,sinw (103)
Diese Gleichung sagt uns zunidchst, daf wir: J, = 0 4,

(im Diagramm) als das natiirliche MalB der Primarspannung E,
ansehen konnen, da wir in dieser Gleichung E, nur mit Konstanten
multipliziert finden.

Es folgt aus (103)
E
ol N, = :-fl V14 €2 + 2¢,sinv
k
und dies in (102) gesetzt, ergibt:
Jp M 1
E Ly Y1 4¢3 + 2¢,simv
Da wir J als das Ma8 von E, ansehen, so folgt:
_pM
2 L ) . B
) Vl + & + 28, sinv

A],Ak = 1’]2

A 4,

1

(104)
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als MaB von E, im Mafstab der Priméirspannung; oder es ist m, im
Diagramm, die, auf den Priméarkreis reduzierte, Sekundir-
spannung E,

Wir erhalten also die wahre Sekundsrspannung E,, wenn wir die
Strecke Z;i—,, mit dem Proportionalitiatsfaktor:

L
—ﬂ%V1+g§+2g,smv
multiplizieren. Die Strecke A4, A; ist dabei natiirlich in Volt aus-
zudriicken und der VoltmaBstab ergibt sich aus:
04, — EYou,

Die sekundére Leerlaufspannung, reduziert auf den Primirkreis, ist
somit durch die Strecke:

Zo—j'i_k — E2’,o
gegeben.
Der sekunddre Spannungsabfall fiir irgend eine Belastung ergibt
sich mit:
Ado = Ay
Az A,

in Prozenten der sekundiren Leerlaufspannung.

Bestimmung der beiden Teil-Streukoeffizienten.
Aus Gl (100) folgt fiir ¢, — oo; d.h. fiir Leerlauf, oder Stillstand
bei offenem Rotor:
E, 1 1—7z
oL, Y1 4¢3+ 2L sinv Ny
Aus (102) folgt fiir Leerlauf, wenn E,, die sekundire Leerlauf-
spannung ist:

_— 7
A4 =2 (1—n) =
2

1 M1
A = FE. —
ok 2 L, L, N,
Es ist also:
E 11—1 E, 1 M
oL n, N, = oL N, L,
und somit:
E, n, M n, M L,
— i D — 22 105
By, 11—t I L, T M (105)
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oder nach (48 a)
ﬂ — L1 +7)
By ' M
und da nach (44)
Ly _ &
M oz
so folgt:
E,
A=Ay r e 2g sinv + 1) (106)
E,, &y

Das ,wahre¢ Ubersetzungsverh#ltnis ist also nicht —zl,

)
sondern der ganze Ausdruck rechts.

Aus (106) ergibt sich nun die Bestimmung des primiren Streu-
koeffizienten aus den gemessenen Werten E,, K, ,, r,, den berechneten ¢,
und sin v und den gegebenen 2, und 2,; und nun folgt aus:

7 — T+ 7+ 77
— 141+, + 101,
=1, (1—1)
"= )= (107

t aber ist bestimmt aus (84).
Aus dem Diagramm und (104) ist ferner:
E
Es,

04,
R — .
0 A A VT T 2gsine

oder mit:

Vi4-¢g2 4 2¢sinv = n,

(108)
und mit Riicksicht auf (105) ist:
04, 1 — jl
A4, Ly 'M
T
also:
04,  L,L, " 1 -
AoAk_ ne 1"2—1__1; 1M
und daher:
A Ay
T=1—nn, =

; 109
oL (109)
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eine Beziehung, die, durch einen Blick auf das Diagramm, sofort eine
Vorstellung von der Grofe des totalen Streukoeffizienten gibt; denn es

ist meist:
n, o~ n, ~ 1.

Die Leistung.

Fiir einen beliebigen Belastungszustand ist die gesamte zugefiihrte
Leistung gegeben durch:
P = E J, cos g,

Setzen wir aus (74) und (75a) die Werte fiir J, und cos ¢, ein,
so folgt:
E} n, A&, + sinv) + Bceoswv
oL, No Y{A(, + sinv) + Bcosv)®+ (B(E, + sinv) — Acosv

Fiihrt man die Summe der beiden Quadrate unter der Wurzel aus,
so ergibt sich mit Riicksicht auf die Werte von 4 und B [s. (73)]

E? n, A+ sinv) + Beosv
wL, N, w?’L,Lyn, N,

und fithrt man auch im Zshler die Werte von 4 und B nach (73) ein,
so wird:

P S e (It (6 Eamy — eos20) €t sin) +

+ [(€, + &o) cos v + 7 sin 2 v] cos v)

oder umgeformt:

E? 1
2 (LA 8+ 2Gsinn) + 60— +

+ sinv (§z 4+ 28,rsinv + 1))
oder mit Riicksicht auf (97)

P =

E? n} E} 1 E? .
oL, N} bt oL, N} e ( o+ wL, N2 smwy

G2 vsiny + 1)

Setzen wir in den zwei ersten Gliedern rechts:

__ Tyt
gl_ﬁ)Ll, gﬂ:_ OJL2 )
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so wird:
E? n} E?
P = 2L2 ng "t e WL L, N’ (rg+r)(1—7) +
\__/
1. 2.
B2 (110)
+ oL, N sinv (82 + 2 & rsinv + 1)
3.
Von den drei Gliedern rechts ist nun nach (74)
Glied 1 = J?r, (111)

d. i. der primdre Kupferverlust.

Die Gesamtleistung im Sekundirkreis ist r,J7; also nach (88a):

M1 E} n? M2 1

2 ___ 2 _ el
rng - rle Z;z‘ ,ni =Tz aLa N2 La 'n:?
und da:
Y2 =1 —r1)L, L,
folgt:
. E? 1 1—7nL,L, E? 1 .
ey =t TNy 13— L, a0
oder:
E?

rady = +r)(l—7) = Glied 2 (112)

2L I, N“ (ry +
Es ist also Glied 2 gleich der Summe der sekundiren
Kupferverluste (J;7,) und der Nutzleistung (J3).

Somit kann Glied 3 nichts anderes sein, als die sdmt-
lichen Zusatzverluste Z.

Der Zusatzverlust.

Multiplizieren und dividieren wir Glied 3 mit n’wL,, so folgt

Eﬂ 1 2 2 2 -
Glied3:Z:[ . i,——]mL siny. & T2LTsinY +1) 45,
b7 N
und da nach (77) das Klammerglied [] gleich JJ, wird:
252 ;
7 — Bl siny & T 2Ly +0) (113)

Ng
Nach Gl. (29) ist nun, dieser Theorie folgend, JlwL,sinv der

gesamte Zusatzverlust bei Leerlauf. Wir sehen somit aus (113), da8
sich dieser Zusatzverlust mit variabler Belastung (§,) #ndert.
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Differenzieren wir (113) nach ., so finden wir, daf die Grenzwerte
dieses Zusatzverlustes auftreten fiir:

- ‘/(r—{—gf)"’—|—4§11:sinv(r+§lrsinv—{—§f)
2 ¢ + tlsiny + 4, + E3sinv)?

Hierbei entspricht das Pluszeichen dem minimalen, das Minuszeichen
dem maximalen Zusatzverlust.

Mit Riicksicht auf die GréBenordnung der Werte in (114) ist mit
guter Anniherung zu sagen:

z = (114)

1 = 1 =
. N — — —_— 114
“~agtey (1142)

D. h.: Das Minimum des Zusatzverlustes tritt auf in
nichster Nahe des Belastungszustandes, charakterisiert durch

Lo =~ gl (114 b)
1

das ist ein Punkt, der in der Motorbetriebszone in nichster
Nuahe des Leerlaufs liegt.

Das Maximum des Zusatzverlustes entspricht einem Belastungs-

zustand, charakterisiert durch:

£, =~ 0; (114c¢)
das ist ein Punkt, der in der Nidhe des Punktes unendlich groBer
Drehzahl liegt.

Berechnen wir aus (113), bei Beriicksichtigung von N, nach (98),
mit Einsatz von (114 b) und (114 c), den Minimal- und Maximalwert von
Z, so ergibt sich fir ¢, — Et-

1
Zmin = Jy0 L, sinv.n}.
2 2
(1> +2 sinvt e
& 1

..,ﬂ+ (§1+1>2+r2_212cos 2v+2<§1+§l>2rsmv

) 1 1

oder:
Zmin = Jy@L sinv.n}.
. P+ 272 sinv + v} (115)
480y + ¢+ 2+ 280t + 4oEisiny + 472 sinv
Dieser Ausdruck iibergeht mit Riicksicht auf die GroBenordnung
von 7, {, und sin v mit erlaubter Annsherung in:
Zmin = Jj@ L, sinv.n} (115 a)
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denn in Zahler und Nenner des Bruches sind die Glieder neben 72 von

sehr geringer Bedeutung.
Und fiir §, = O ergibt sich aus (113)

Zmax =~ J20 L, siny.n? ’ (116)

¢+ 28 Tsiny
Es ist somit das Verhiltnis:
Z pax T
Zomn T AE + 2E siny

und da im Nenner die Glieder neben 72 von geringer Bedeutung sind, ist

Zmax 1
Z min T

also wegen: v <& 1 ist Z,,, ein Vielfaches von Z,;,.

Der Zusatzverlust wéchst also vom Leerlauf bis zum
Punkte unendlich groBer Drehzahl, und zwar um so mehr, je
kleiner §, oder der primidre Widerstand r», ist.

‘Wir machen nun den Ansatz:

2 2 ;,
J? ny Gz + 2§x:57/n7’ +o 7 117)
N
wodurch (113) iibergeht in:
Z =JyoL, siny - (118)

Es bedeutet dann J, eine Stromstirke, deren Quadrat der Zusatz-
verlust proportional ist; wir wollen sie den Verluststrom nennen.
Nun wollen wir den Magnetisierungsstrom J,, [s. Gl. (99)] mit J,
vergleichen.
Es ist:
o n? (62 + 2 Lsiny + 1) 119
In wing+ (1 —1 —2(1 — 1) (1 + Eesinv)n,
Um dieses Verhiltnis zu beurteilen, setzen wir angenihert:

ny = Y144 2¢siny = 1
und setzen nun fiir #; den Wert nach (97) ein:
ng =1+4¢ +2¢. sinv

dann wird:
g2 212 )
_1; ~ §g;—{— gx‘ESl‘n’l}—f—t (120)
J2 et 28 tsiny + 12
Da: ¢ < 1, so folgt:

Jo > JIn

Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 21
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und setzen wir den Quotienten rechts in (120)

L2428 rsinv 4+t
24 2¢rsiny + ¢

T2~ J2Q (122)

) (121)

so wird:

Es ist also der Verluststrom J, immer durch den Magnetisierungs-
strom J,, multipliziert mit dem Quotienten  auszudriicken. Den Verlauf
dieses Quotienten kénnen wir leicht studieren. Die GréBen ¢ und sin v

Abb. 102.

sind uns bekannt; es sind echte Briiche von dhnlicher Grofenordnung
(~ 0,1).
Durch Differentiation von (121) ergibt sich, daf @ sein Maximum

hat, fiir .
§r — — T sinw

In den Abb. 101 und 102 ist der Verlauf von @ fiir zwei bestimmte
Fille wiedergegeben. In Abb. 101 ist 7 = 0,1; sinv = 0,1.
In Abb.102 ist 1 = 0,2; sinv = 0,1.
Die Figuren zeigen, daB fiir groflere Werte von ,, d.h. etwa von
§e = i 2
angefangen, der Quotient @ nahezu gleich Eins wird, und daher nach (122):
Iy = I,
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Fiir ¢, = O aber, d. h. fiir den Punkt unendlich hoher Drehzahl, wird
Jia J2 —i— (123)
Wenn nun diese Beziehung auch eine recht rohe Anmniherung be-
deutet — denn die Vernachldssigung des Primirwiderstandes in (119)
ist bedeutungsvoller, als man glaubt —, so gibt sie doch in qualitativer
Hinsicht eine wichtige Erkenntnis.
Durch (118) haben wir den Gesamtzusatzverlust Z dem Quadrat
des Verluststromes proportional gesetzt. Der maximale Verluststrom im
Quadrat ist aber nach (123) gleich dem Magnetisierungsstrom im Quadrat
(fiir ¢, = 0) dividiert durch . Die Grifle:
M2
L, L,
kann nur zwischen Null und Eins liegen, und ist vom Kopplungsgrade x
abhingig. Je loser die Kopplung, desto grofer wird 7, desto kleiner
J2 und daher der maximale Zusatzverlust.

t=1—x*=1

Die Steigerung des Zusatzverlustes, vom Leerlauf an, ist
also vor allem durch die Existenz des magnetisch gekoppelten
Sekundédrkreises bedingt und es ist daher ein naheliegender
SchluB, diese Steigerung der Zusatzverluste einzig und allein
dem Rotor zuzuweisen, was ja auch durch die erhéhte Strom-
frequenz im Rotor eine physikalische Erkldrung findet.

Das ist ein wichtiger Schluf, den wir im weiteren in-
sofern verwenden werden,als wir den, iiber den Leerlaufverlust
hinaus, gesteigerten Zusatzverlust als eine, ,auf den Rotor
iibertragene¥, Leistung ansehen werden.

Die Teilleistungen.

Zum Zwecke der graphischen Bestimmung der Teilleistungen 1, 2
und 3, nach GIL (110), kehren wir nun zu unserem Diagramm zuriick
(s. Abb. 103).

Da wir durch den grofen Kreis und somit durch die Strecken 0 A
im Diagramm die Werte des Primérstromes J, bei konstant gehaltener
Primérspannung E, ausgedriickt haben, so ist es klar, daB wir die
Strecken OA auch als Ma8 fiir die geleisteten Volt-Ampére ansehen
konnen, also fiir das Produkt E,J,, und daher die Projektion von O A4
auf die Richtung von E, als ein Ma$ fiir die Leistung: E,J, cos ¢, Watt.

21%*
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Ziehen wir im Diagramm:
A8y | E,

so ist O Sy ein Maf fiir die KurzschluBleistung P, und es ergibt sich
der Wattmafstab des Diagramms aus:

05, = Py

Wir hatten bisher das Diagramm als Stromdiagramm aufgefafit und
es hatte jede Strecke eine bestimmte Wertigkeit in Ampere. Jetzt sehen
wir, daB wir jeder Strecke, parallel zu E,, eine Wertigkeit in Watt zu-

sprechen konnen.
Abb. 103.

Ziehen wir von einem beliebigen Betriebspunkte A4, die Senkrechte
A, S, auf E, so ist 08, ein Maf fiir die primir zugefithrten Watt und
daher auch
m = —O—SI — Leistungsmab.
Wir wollen nun versuchen, auf der Linie A4, a, die drei Teilleistungen
nach (110) abzugrenzen.
Wir wissen, dal der Zusatzverlust Z; bei Leerlauf:
Zo = Po —J, 3 7
worin:
P, = 4,a,
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die gemessene Leerlaufleistung ist. Ziehen wir also von 4,a, die Griofe

Jor, = rbo
ab, so erhalten wir in:

EE =2,
den Zusatzverlust bei Leerlauf.

Im Punkte A, unendlich grofer Drehzahl, den wir erhielten, indem
wir unter den Winkel @o [s. GL (79)] den Strahl zogen und mit dem
Kreise zum Schnitt brachten, ist der Zusatzverlust gegeben durch Gl. (116)
mit Zg,y.

‘Wir berechnen Z,,, und machen:

[/ — max

Berechnet man nun nach (113) den Zusatzverlust fiir mehrere Zwischen-
punkte, so ergibt sich fiir Z eine sehr flache Kurve, deren Stiick ;b
»praktisch“ nur sehr wenig von der Geraden abweicht, so dad wir sagen
konnen: Die Ordinaten der Geraden byb, bedeuten die jeweiligen
Zusatzverluste im Bereiche 4,4, 4.

Es ist a,b, der Zusatzverlust im Betriebspunkte 4,. Damit ist Glied 3
[s.(110)] auf der Linie A,a, abgegrenzt.

Die Strecke A,b, entspricht also der Summe der Glieder 1 und 2.
D. i nach GL (110):

E} n; E} 1—¢ E} 1—¢
oL M T G, v T oLz, W

Hier stellen die beiden ersten Glieder rechts die Kupferverluste, das
letzte Glied die Nutzleistung dar.

Wir ziehen nun im Diagramm durch 4, die Horizontale und bringen
sie in p, mit der Strecke A,a, zum Schnitt. Ferner nennen wir ¢, den
Schnittpunkt von A4,a, mit der Linie 4)4;. Dann ist:

a,q, = @, P, +D,9; = Jy,c08 @, -+ A, cotg o
Es ist aber:

A,b, =

Ty

Ay, = Jsin @, — J, sin @,
und cotg ot entnehmen wir der GL (93), indem wir dort ¢, — §, setzen.
Dann wird:
Ayp, cotg oy, =
§i(L+7) +sinv(r 48+ 28,8, +E(1—E cos 2v)
cosv{t—E—2¢8, 8 (14 & sinv)}

= (J,sin p, — J,sin @)
Es ist aber nach (77)

El

1 .
JO Cco8 Py — Ef m(gl + s 'V)
1 1
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Nach (74) und (75) ist:
E, my cosv(t + &+ 2L,vsinv)

J,si =
= oL, N, N,
, E, 1
Jysin @, = _ro—Il/l ”—lﬂcosv
und daher nach entsprechender Umformung:
E 1 1-¢

1

oL, N2 n?

1

J, sin @, —Jysin @, =

(t—82- 28,8282, sinv)cosy  (124a)

Somit:
B — E 1 E 1 1-
alqlzﬁ n2(§1+81"1})+——~ﬁ§ ,nﬂ (_gf 2§1§z 2§1§13m1))cosv

1

E(l+t)+sinw(m+E2+28,8)+ 8 (1-E cos2v)
cosv {T—E2—2¢&, & (1+¢,sinv)}
Die Ausrechnung dieses Ausdruckes ist ein sehr harter Bissen, an

dem der Autor viele Tage gekaut hat. Ich muB hier an das Vertrauen
des Lesers appellieren, denn die Wiedergabe der Zwischenrechnung, die zu
160 Gliedern fiihrt, wiirde allein ein Buch fiillen. Bei entsprechend ge-
schickter Zusammenfassung und Umformung ergibt sich:
E 1
&4 = L Nﬁ{ 2§1+§2(1_T)}
LB 1 260—0G bt
wL, Ns"'—glﬂ 28,8, — 28 smy ° ?
E,
oL Nﬂsm'v(gx + 2¢&zsinv 4 1)
Multiplizieren wir diese Gleichung mit E,, um vom Ampere- auf den Watt-

(124 b)

mafstab iiberzugehen, so wird:

E? n} E} 1—¢ E} t,—¢
E .09, = 2L2 1;2 r+ QLIL N? ro— oL, EN o
124
26, (1—) €+ &y + Tsin) sinyBa 2GTsiny o (124)
f—§1_2§1§2 2@1?237'"1) COL Ng

Nach der Diskussion von GL (110) sind die beiden ersten Glieder
rechts der gesamte Kupferverlust Pg,, das letzte Glied rechts der gesamte
Zusatzverlust G.Z. gegeben durch E, a,b,. Es wird also:

— e E §—825 (01—t Lt vsiny)

E —a,b.) — Pn. — 1 x 2 1 1 2
(00, — o) = Pou 0L, N? t— 8 —2¢&— 28, siny
oder nach der Abb. 103

oL, Ny t—§—2§§—28smy
PCu

§r—8 25, (1 —2) (€, + & + Tsinw)
E,.bg, = Pc, )1 —
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Setzt man im Nenner fiir Pg,:

E} al B} 11—z E?

—_ 1 = — 3 _
Poa=Gnmntans, 3 "7 oL, b T2k

und fiir #; nach (97) den Wert, so wird:

E, b—lq—l =
= _ 25, (1—7) (§,+E+Tsinw)
= Pg, {1— (=& [(1+&2+ 28, sinv) €, +(1-7) §2](;—§f—2§1§,—2§f§23iny)}

und nennt man:

28 (A-7) (¢ + L+ Tsiny)

H= G 8 (g 2, smn) £, (- ) Gyl — - 38, 6= 28 TEgsim) O 20
so wird:
pg, = 2l (126)

Die Strecke ﬂl im Diagramm miBt also nur dann den
Kupferverlust exakt, wenn das Korrektionsglied K = 0 ist.
Dies ist nach (125) nur der Fall:

1. fir: § = ¢ (KurzschluBpunkt 4y)
2. fiir: §, = oo (Leerlaufpunkt 4)
Also nur die Strecken b, A, b, 4, messen die Kupferverluste exakt.
In jedem anderen Belastungsfalle — im Bereiche 4,4; — ist der Kupfer-

verlust groBer als die Strecke bg.
Nach (125) erreicht K sein Maximum fiir:

f=tt) gt 2, 5imv + 21— );
oder da {2 und 2§, sinv gegeniiber 1 bedeutungslos sind, fiir
§;%§ai‘/1+%(1—f)~ (127)
1

Setzen wir diesen Wert in (125) fiir £, ein, so ergibt sich, wenn wir
£+ 2¢, sin v gegeniiber 2 vernachlissigen:

K — 2860-7)E+E+rsiny) 1 1
AT g 32 L2t siny 2
1 159 152 gl<sin’v+§,+‘/l+%(1—1;)>
1
und vernachlassigen wir — was angenihert zulissig ist — die GroSe:

§15+ 28,8+ 2§12§23i7“’
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gegeniiber 7, so wird:

1—z G+ 8t Tsinw (128)
smv+§g+]/1+%(1—z)

Das ist ein Wert, der recht bedeutend werden kann. Z. B. fiir einen
Motor mit:
r = 0,06; ¢ = ¢, = 0,02; sinv = 0,16

Ko x =

wird :
Kpox = 0,5
Nach (126) begehen wir — wenn wir Pg, durch bg messen — den
maximalen Fehler, wenn K — K,,, ist; also in unserem Falle wiirde
»in Wahrheit«
E, .bg

— 1 . B
Py, = 1_0’5_2.1<71.bq

Wenn wir also Pg, durch bg ausdriicken, so begehen wir einen
maximalen Fehler von 50 Proz.
Aus Abb. 102 ist ferner:

E,.a,A, = E,J, cos p, =— Gesamtleistung

oder:
E,.a, A, = Nutzleistung + Pg, + Ges. Zus. Verl. (129)
und nach (124) ist
— E? £.—¢ 28 (1—1) (¢, +E+Tsiny)
E,. = Py, - —1 22_2>2 " 31 1 =3 —+G.Z. (130
G = e T TN T—§2-28,8,— 282, sinv (130)
Ziehen wir (130) von (129) ab, so wird:
_ — . E? ¢.—¢& 28 (1-1) ¢+ E+rTsiny)
E (a,4,— = Nutzleist e 12
A= 0) = Nutalestung + 0 S ot 2 edtsiny
Nach (112) ist aber die Nutzleistung gegeben durch:

13’2 1 ry E2 1
P, — Nutzleistung — —1 — "™ (1 ) — 21 (¢, —£)(1—
- utzleistung oL, N2 mLQ( 7) ol Ng(gx &) (1-1)
und daher:
El(alAl'_ alql) == El’q1A1 -
E} §&—8250—1) (¢ + §+ Tsinw)
— pf1q 0l N To G BhG = Bhsiny
—1 — — —
or TG0
oder:

28 (6 + & +rsinv) }

E,.q,4, = P, |1
vl n{ +f—§f"2§1§2~2§f§zsm"
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und nennen wir:

2¢ (§1+§9+tsmv) .
1_§121_2§1§2—2§12§,Sin'p =F (131)
80 wird: o
E,.q, 4,
=17 (132)

Will man also die Nutzleistung durch die Strecken g4
messen, so macht man einen Fehler im entgegengesetzten
Sinne wie bei der Bestimmung der Kupferverluste. Die
Strecke q—lz mifft ,mehr als die Nutzleistung.

Der Fehler F ist aber jetzt nach (131) konstant.

Fiir unser oben erwihntes Beispiel wire:

7 — 2-002(0,04 4 0,0096) __ 0,002
- 0,06 —0,0012 0,089

~ 0,034

Wire § = 0, d. h. der primire Stromkreis widerstandsfrei, so wire
F = 0, und ¢, 4, wire ein MaB fiir die Nutzleistung.

Bei der praktischen Benutzung des Diagramms sieht man bekanntlich
die Gerade 4,4 als die Trennungslinie der Nutzleistung von den Kupfer-
verlusten an. Man heilt deshalb 4,4, die Leistungslinie, weil es die
Bezugslinie fiir die Nutzleistung wird.

Gl. (132) lehrt uns, daB dieses Verfahren ungenau ist, und
zwar um so ungenauer, je grofer F und daher §, sind.

Da es nun ein Leichtes ist, nach (131), F zu berechnen, so kénnen wir
nach (132)in Abb. 103 leicht fiir einige Punkte die Nutzleistung berechnen.
Wir finden auf diese Art die ,wahre* Bezugslinie fiir die Nutz-
leistung nicht als die Gerade 4,4;, sondern als die strich-
punktierte Kurve 4,4; Die wahren Nutzleistungen sind dann
die Strecken 14, die wahren Kupferverluste die Strecken bl.

Der Punkt maximaler Nutzleistung ist A4,, d.i jener Kreispunkt,

der eine, zu A A, parallele Tangente hat. Das Maximum der Nutz-
leistung ist:

P"‘(maz) - 1 +F

Mit Riicksicht auf die Flachheit der Bezugskurve 4,1, 4, ist sie durch
den Zug der geraden Linien A1, und 1, 4; zu ersetzen.
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Trennung der Kupferverluste voneinander.

Ziehen wir in Abb. 104 wieder eine beliebige Ordinate 4,a, und
schneiden sie mit der Horizontalen durch 4, in p, und mit der Geraden

4,4, in s, Abb. 104.

Dann ist:

crsl = a,p, +1E = Jcos ¢, + A‘Op_lcotgocw
und da nach der Abbildung:
m = J, sin @, — J,sin @,
und nach (93) fiir £, = 0:
A+ 1)+ sinv( 4§

cosv (v — ¢7)

COtY Cloo =—
wird:
— . ; L+ +sinv@E+§)
4,8, = Jycos @, 4 (J, sin @, — J, sin @) !
151 0005 @, 1 1 05 @ cos v (z — £9)
Setzen wir fiir J, cos g, aus (77) und fiir (J; sin @, — J sin ;) aus (124a)
die Werte ein; so ist:

= g ar Gk (L) 22 sin)
_cosv§1(1+z)+smwgr+§f)
oder: cosv (r—§;)

E, 11 1

a8, = oL, NP w3 — (N2 + sinv) (z — €2 +
+(1—f)(1—C12—2§1§x‘—2§f§x3m1/)-(€1+§115+153m1’+§123i”’”)}
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Die Ausfiihrung dieses Ausdruckes bedeutet eine #hnlich miihsame
Rechenarbeit, wie die zur Erlangung von (124 b) notig gewesene. Auch
hier kann nur das Resultat wiedergegeben werden. Multipliziert man
die ganze Gleichung mit E,, um auf den WattmaBstab iiberzugehen, so
ergibt sich:

E? n} E?
L N? bt L N?

E} 1 1-72¢¢, , ,
_E_Ll—ln_f;——_f -T\TI_;’_ (G, (L+ED +sinv[r(1+E))+ 28]+ 28, Tsinv])
Es ist nun wieder das erste Glied rechts gleich dem priméren
Kupferverlust P, , , das zweite Glied rechts gleich dem gesamten Zusatz-

E, .a;s, = sinv(€s+ 28 rsiny +1)—

(133)

verlust, gegeben durch E, .a,b,; somit:
_ — S E} 1 1—1¢ 2¢¢,
E, @8, — a;,b,) = E,.b;s, :PICu— a)lll 7&? T—¢? 1\;2 *
A6 AN Fsinvz(l + &) + 28] + 2¢ wsinv]);
oder, wenn wir rechts P, , zum Faktor herausheben:
E,- ﬁ:
E? 1 1-72§¢
oL nlr—¢2 NZ

(&, A+ED) +sinv[r(1+ED)+2E2+2¢ Tsinv)

=P, 1- Pry
und fiihren wir im Nenner fiir P, den Wert:
E} ng
caL N? &
ein, so wird:
E, - b s, =
=P, {l— 2§1§x ( ‘b’){g,(1+§f)+3m21/[1:(1+§£)+2§1+2§1tsmv]} (134)
" ng 1y & (T —&5)
und nennen Wwir:-
K — 2 glg,, 1-2){&QA+ED +sm21) [r(1 +§1“;) +281+2¢ Tsinv)) (135)
”z ni g (T — gl)
so folgt:
E .bs, .
Py, = 11__ lKl (136)

D.h.: Die Strecken bs sind nur dann ein ,exaktes MaB fir
den primaren Kupferverlust, wenn das Glied K, gleich Null
ist. Dies ist der Fall [nach (135)], wenn
1. § = 0; d. h. fiir unendlich hohe Drehzahl (4.,,),

2. § = oo; d. h. fir Leerlauf (4,), wegen n2 — 1 4 ¢2 4+ 2¢, sin .
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In jedem anderen Belastungsfall miBt die Strecke bs den
priméren Kupferverlust ungenau, und zwar fiir & > 0, d.h. im
Motorbereich, mit sie zu wenig, fir ¢, << 0 mifit sie zu viel

Setzen wir:

. — 21— (A +E) +simv[r(1+EH)+28 A+ sinv)])
n (t—8&;)
so wird unser Korrektionsglied K, :

o t.
=0 =T rgt ot eme

Dieses aber erreicht sein Maximum fiir:

gz:il

(187)

und zwar wird fiir:
¢. = + 1; d.h. im Motorbereich

1 a 1
Ky = a2(1 + sinv) T35 + sin v
Fiir: & = —1;
a 1

K{(max) == — 5 m

Um einen Begriff von der Grofenordnung von K, zu bekommen,
vernachlidssigen wir im Ausdruck fiir @ (137) die GroBe 2¢2 gegeniiber
7, setzen: n} &~ 1 und erhalten:

1—
a =~ 2~r1 &y + zsinw)

Fiir unser erwiahntes Beispiel mit:
T = 0,06; ¢ = 0,02; simv = 0,16

wire somit:
0,94
~ 2 2 40,0 ~ 0,93
7] 2 0,06 (0,02 + 0,0096)
und daher:
0,465 : 0,465
Kl(max) == m = 0,40; Ifl(max) _ — m = — 0’55

Wenn wir also den primiren Kupferverlust durch die Strecken bs
ausdriicken, begehen wir, nach Gl. (136), im Motorbereich einen maxi-
malen Fehler von 40 Proz., im anderen Bereich einen maximalen Fehler
von 55 Proz.

Die priméren Kupferverluste werden also nicht durch die
Gerade 4,4, begrenzt, sondern durch eine Kurve, die zwar
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durch die Punkte 4, und 4, geht, aber im Motorbereich iiber
der Geraden A,A4,, im anderen Bereich unter dieser Ge-
raden liegt.

Berechnet man die Lage einzelner Punkte dieser Kurve, so findet
man, daf die Kurve sehr flach ist. Die stirkste Abweichung der Kurve
von der Geraden 4,4, fanden wir im Motorbereich fiir {, — -+ 1.

Berechnen wir aus Gl (74) den primdren Stromwert fiir
. — -+ 1, nach

E, V 1+ 1+2siny _
oL, Ve2+(Q+&)2+7"—28vcos2v+2(L+¢) (¢ +7)siny’
setzen mit J; im Nullpunkt ein und durchschneiden den Kreis in 4, so

J| =

ist A" der Belastungspunkt, welcher der groften Abweichung der Kurve
von der Geraden 4,4, entspricht. Wir fillen nun das Lot A'a,
bestimmen die Schnittpunkte b’ und s, dividieren die Strecke b's” durch
(1 — K pax) und erhalten so eine Linge b’k > b's’, die wir von b’ nach
oben auftragen; dann ist %' der Punkt stirkster Abweichung im Motor-
bereich. — Ebenso finden wir, fiir {, =— — 1, aus:

E, V 1+1-2siny

oL, V& + (G -1+ +2¢vcos2v+2 (¢ —1) (x—¢,)sinv
einen primiren Stromwert J;, der, ebenso wie J; verwendet, den Be-
lastungspunkt A" der stdrksten Abweichung auflerhalb des Motor-
bereichs ergibt.

Die ,wahre“ Bezugslinie fiir die prim4dren Kupferverluste
ist also nicht die Gerade 4,4, sondern die Kurve durch
Ak Ao, die in Abb. 104 als strichpunktiert gezeichnet ist. Die
Strecken bk sind den primiren Kupferverlusten ,exakt* pro-

"
Jl =

portional.
Wie schon erwihnt, ist die Kurve sehr flach. In Abb. 104 ist der
Punkt ¥ — nur der Deutlichkeit wegen — viel zu weit nach rechts

gelegt. Er liegt in Wahrheit viel naher an A,. Wegen der Flachheit
des Bogens A,k A, ist es, mit geringem Fehler, zulissig, den Bogen
durch den Zug der geraden Linien A %" und %' A, zu ersetzen, welcher
Linienzug daher als richtige Bezugslinie fiir die priméiren Kupferverluste
anzusehen ist.

Auf einer beliebigen Ordinate A, a, sind nun die Leistungen folgender-
maBen verteilt:

a,b; = Gesamter Zusatzverlust, bk, =

m = Sekundérer Kupferverlust, 1,4,

Primirer Kupferverlust,
Nutzleistung.
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Das Drehmoment.

Das Drehmoment ist der gesamten, auf den Rotor iibertragenen
Leistung proportional. Wir haben im Absatz iiber den Zusatzverlust
die SchluBfolgerung gezagen, dafl die Steigerung der Zusatzverluste,
iiber den Minimalbetrag hinaus, hauptsichlich im Rotor statt-
findet. Wir haben demnach diese ,Steigerung“ der Zusatz-
verluste als eine auf den Rotor iibertragene Leistung an-
zusehen.

Nennen wir Py die auf den Rotor iibertragene Leistung, so ist sie
daher auszudriicken durch :

'PR fmnt 'ElJl co0S [+ 2% —.Plcu _Zmin (138)

In dieser Formulierung besteht Pr aus der Summe der Nutz-
leistung P,, des sekunddren Kupferverlustes P, und der Steigerung Z,
der Zusatzverluste; denn:

B, J 0059, = Pig, + Pag, + Po+ Zuin + Z
Setzen wir in (138) die Werte ein, so ist zuniichst nach (74)
und (75 a)
E, n, A + sinv) 4 Bcosv
N, ne V4° + B

E . J, cosp, = E, oL, N
oder mit Beachtung der Werte von A und B aus (73):

s E,J, cosp, =

=2 LR+ Eisinv+ 28 Epsiny—Errcos2v+ 8+ &, +Tsiny). (189)
oL, N,

Der primire Kupferverlust ist nach (110) und (111)

E? n? E? 1 ,
; = o b+ 8+ 2k

ICu = W l—v_;érl —
oder:
_p B L
Tew ™ oL, N?
Aus (115 a) ist:

(— &l — 28 Eesinv —§)). (140)

Zin = JZoL,sin?v.n}; also wegen (77)
E? 1 E?
Zgin = —2s — 0L, sinv.n} = —2-sinv
27 2 2 1 S |
w*L} n; oL,

2

und multiplizieren wir mit l_\fi” und setzen im Zghler fiir N7 den Wert
x
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aus (98) ein, so wird:

F2
—Zpin = (—E2e2sinv—Elsiny—2¢ L sinv—§E; sinv—
le _N2 1% 1 152 z
—?sinv+ 28 Lrsimy— 4§ rsindy—2E ¢, sin®v—
—2¢ t2sintv—2¢ vsin®v—28,Tsinv) (141)
Die Addition von (139), (140) und (141) ergibt:
E? . . . ,
Pp = B—i—l 5 {Easiny —EZsinv (1 + 8]+ 28 sinv) + £ [(1—2&, sinv—

—2¢3sin? ) — 7 (1 —2&, sinv + 4, sin®v)) +sinw(t—§} —2¢, Tsinv) — v’ sinw)
Stellen wir die Ausdriicke in den runden Klammern durch ihre ersten

Glieder allein dar, was mit Riicksicht auf die Grofenordnung von §, sin v

und ¢ mit sehr geringem Fehler zuléssig ist, so wird:

E2

oL, N N2

Pp = {&e(1 — 1) + sinv.v(1 — 1)}

oder:

Ex + zsm v

Pp = e ot 0 7) (142)

Das ist die — im Bela.stungsfalle g, — auf den Rotor iibertragene
Leistung. Somit folgt das Maximum dieser Leistung aus:
ad ¢ +rsiny

ate N;

Setzen wir aus (98) den Wert fiir N2 ein, so folgt, nach ausgefiihrter

Differentiation, fiir £, die Beziehung:
&2 +2¢&vsiny = o + £2(1 — 2vsin®v);

und vernachlissigen wir in der Klammer die Grofe 2 7 sin® v gegeniiber 1,
so folgt:

=0

tr ~ —vsinv+ Vesindv + ¢ + ¢? (143)
als Wert der Belastung, der zum Maximum der auf den Rotor iiber-
tragenen Leistung fiihrt.

Es ist nun nach (98)
NP = B2+ G + &)+ 7 — 28, Leros 20 + 2 (€, + Eo) (8o + T) SEM V.
Das konnen wir in der Form schreiben:
Ny = e+ 82+ 8+ 28,8+ 12— 28, Lur+ 48, Lot sin® v + 282 L, siny +
+2¢, E2simy + 28 tsiny + 2E,Tsiny =
= (1 +§]+2¢,sinv)+ 28, vsinv+2 + {2+ 28, Tsinv +
+28, 8 (1-v+2vsimPv+§, sinv)
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In den runden Klammern aber konnen wir je die zwei letzten
Glieder gegeniiber den ersten vernachldssigen, so daB mit sehr guter
Anniherung:

Ny =&+ 28 vsinv + >+ §2+ 28 wsinv + 2¢, 8, (1 — 7).

Wir konnen also (142) auch in der Form schreiben:

E? &+ rsiny
Pp~—(1—1) 5 - 3 5 . .
oL, Szt 28vsinv+1 + & + 28 wsinv 428,86 (1 —7)
Fithren wir jetzt aus (143) den positiven Wert fiir ¢, ein, um das

Maximum von Pp im Motorbereich zu erhalten, so wird der Nenner:
2sin?v—2zsiny Vo2 sin v+ 1® + L2 + 2 sindv + 124+ E24r2 L 242 £ vsiny—
—2p2sinty+2siny Velsindv+ o2+ £2—2¢, (1—7) vsinv+
+28, (1—1) Ve sin v+ 22+ 2
Der Zihler aber wird:

Somit Velsin®v + * 4 2.
omit:
P B 1-g Ve2sind v + o2 + £2 _
Bmad ™= a2 24 2+ Ly sin + &y (1 —1) Vol sin? q/+z2+§f’
oder:
E, 1—¢ 1
PR mox) = —— - 144
T T e, 2 £l —g 4 Lt bt hTsiny (4D
1 .
V2 + &2 + Psinty

Das ist das Maximum der auf den Rotor iibertragenen Leistung.
Das Drehmoment Dr. M. fiir einen beliebigen Belastungszustand ist

nun bekanntlich: 1

Dr. M., = — . povew (143)

N,
9,81 ?O—o
wobei n, die synchrone Drehzahl ist.
Es kommt nun darauf an, im Diagramm die richtige Bezugslinie
fir das Drehmoment anzugeben. Diese Linie ist natiirlich mit der
Bezugslinie fiir Pp identisch.

Py aber ist gegeben durch:
Pp = —Pn+P20u + Z — Znin

Im Diagramm fanden wir:

P, = A,
'Pz(‘/u = E
Z = ab
me = aobo
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Wenn wir also im Diagramm den Strecken Ak — Al + Ik noch
die Differenz Zﬁ)—m hinzufiigen, so erhalten wir Strecken, die unser
Pr im WattmaBstab angeben.

Ziehen wir in Abb. 105 durch b, die Horizontale nach by, so geben
die Lote von b b auf b,b, die Grofie Z— Z,;,, d.h. die Steigerung
der Zusatzverluste. Tragen wir von A4, die Strecke b..b, nach unten

ab, und ebenso von %' die Strecke b'd” nach unten, so ist der Linien-
zug Ayd'd, die richtige Bezugslinie fiir P und damit fiir das
Drehmoment.

Die Strecken Ad messen die auf den Rotor iibertragene
Leistung und damit nach (145) das Drehmoment.

Die zu d,d' parallele Kreistangente berithrt den Kreis in 4,, dem
Punkte, dem das maximale Drehmoment A,d, entspricht. A,d, miBt
also das sogenannte Kippmoment.

Die Schliipfung.

Der sekundire Kupferverlust ist:
P,

— J2, .
200 — J2 Ty

im Diagramm dargestellt durch Strecke kI,
Breitfeld, Analysis von Grundproblemen. 29
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Der sekunddre Kupferverlust plus der Nutzleistung ist:
P20u+ P, = Jg(rg + 1) = J;rx

im Diagramm dargestellt durch Strecke & A.
Es ist somit:

vy | H f
—2 = ——; und da: 7r, = 1r,
T kA ? 2 f
so ist: —
ki
fs 100 == s Proz. = — 100 (146)
f kA

Auch die Schliipfung s ist also dem Diagramm, als Verhéltnis von
Lingen, zu entnehmen.

‘Wenn wir noch einmal die definitive und dabei recht befriedigend
genaue Bedeutung der Abschnitte einer beliebigen Betriebsordinate 4, a,

feststellen, so ist:

a,b, = Z = Zusatzverlust; l,A, = P, — Nutzleistung
bk, = Py, = prim. Kupferverlust; A,d, = Pp == Drehmoment
— il
kyl, = Py, = sek. Kupferverlust; 100 =1 =s = Schliipfung.
" kA,
Zum Schlusse sei noch die Bestimmungsmoglichkeit — aus dem
Diagramm — von Grofen erwihnt, die einer direkten Messung schwer

zugingig sind.

Das ist zunichst:
r
2

§2: G7L2

Bestimmung von 7,:
Im Diagramm ist 4,4, der auf den Primérkreis reduzierte sekun-
dare KurzschluBstrom Jg, .
Somit nach (88)
J—AAL1V1 24 2¢ si Ly
2, — ok ﬁ + gl + gl sSmy — ‘40Ak ﬁ ",
Nach (48 a) ist:

L =Li(1+7)
und nach (44) ist:
L' z L £
7 Zg’ somi i % 1+4+7)
und daher: N
Jo, = Ay 4y ? (1 4 z)n, Ampére
2
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Der sekundire Kupferverlust bei Kurzschluf ist:

72
P 2cu® J2k P}

Dieser Verlust ist im Diagramm durch die Strecke A,a; im Watt-
mafstab gegeben, also:

Pog o = Apay (Watt)

und somit:
__ Aza (Watt)

Ty == 147
=" (147)
Bestimmung von L,:
Ferner ist:
leﬂ 1—{—1:]:_2'; 147,
L, Ly 141, 2l 141,
oder:
(2
1L, = I, <.Z_2 1tm (148)
—= 2/ 147
und daher:
¥ — Vi za—D 149
Es ist also:
s
§s = oL,
aus (147) und (148) zu berechnen.
Man konnte £, auch direkt auf folgende Weise bestimmen.
Wir hatten in (109) die Beziehung gefunden:
T=1—nmn, Ao 4 ()
k

Hier war bestimmt: 7 aus (84); n, = V1 + £} 4 2¢,sinv; mit:

&= E)rll}—l aus (82) und: sin v aus (83).
Die Strecken A,A; und O A, entnehmen wir dem Diagramm. Es
folgt aus (o)

1—¢<¢
n, =
4, 4,
n, =25
0 A4,
und da:
L 3 — . . Y I —7z \2
ng = V1 4¢3 + 2, sinv; so ist: 14824 28 siny = [——or
A, 4y
n, =2
04,

22%
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und daher:
— ; L 1 —7 \2
bo= —sinv+\/sinty 4+ [——-\ — 1 (150)
A oAk
' 04,
Diese Formel reagiert aber — wie leicht ersichtlich — wegen der

Differenz unter der Wurzel auf den kleinsten MeB- oder Konstruktions-
fehler, so empfindlich, daB ihr Resultat unsicher ist. Es ist jedenfalls
sicherer §, aus r, und L, nach dem zuerst angegebenen Vorgang zu
bestimmen.

Zur Erlduterung der Herstellung und des Gebrauches des Diagramms
moge noch ein Beispiel dienen (s. beiliegende Tafel).

Es soll das Kreisdiagramm eines dreiphasigen Wechselstrommotors
aufgenommen werden, der folgende Daten hat:

Polzahl: 2p = 4; Primérwindungszahl: 2, = 756;
Sekundirwindungszahl: ¢, = 336;
Primire Phasenspannung: K, — 127 Volt;
Periodenzahl: f = 48,3
Dann wurde gemessen:
Primirer Widerstand: r, — 0,780 £;
Sekundére Spannung bei offenem Rotorkreis: F,, — 54,3 Volt
Im Leerlauf: Jy, = 4,11 Amp; cosp, = 0,191
Im Kurzschluff: J, = 49,0 Amp; cos @, — 0,635

Letztere Werte sind durch Extrapolation in der frither angegebenen
Art gewonnen. Die Spannung konnte hierbei bis zu 85 Proz. der Normal-
spannung gesteigert werden, so da die extrapolierten Werte ziemlich
zuverlissig sind.

Nun ist zu rechnen nach (83):

) 'Egcos“’(po—{—r“‘Jg——-ZEJrlcostpo
— = 0,1665

sy V E} 4+ r}J}—2E,Jr, cos g,

also:
v = 9935’

cosv = 0,9860; sin2v = 0,3283; cos2v — 0,9446

nach (82)
’caL _‘/ P4} Jl —2E J r cos g, — 3075
also: 0.75 &
3
L, = —~— = 0,1014 Henry

271:/’
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somit:
& = ’i = 0,02536; |n, = V1 + ¢F + 2§, sin v = 1,0045
Der ideelle Leerlaufstrom:
El
E,,_, = oL, = 4,13;
nach (84)
Ji—J2
E2eosv Ji——2glcosv(chos¢k——Jocos%) —
_ 0i
sin 2v (Jy, cos @ — J, cos @) + cos 2v (Jy sin @i —
—_ (Jk sin P — JO sin q)o)
) . Jp—J2 — 34,95 )
— Jysin @y) — (§, sin 2v 4 cos v) T = —B319 — 0,0657;
nach (71): Die Koordinaten des Kreismittelpunktes:
‘71:.1 E, 2§;cosv—{—tsin21{ — 296
= 2 @L, cosv (& + (1 4 2¢, sinv)}
1 E, 14 1zcos2v
= = - = 38,50
I_-f,_ 2 wL, cosv {{} 4+ (1 + 2§, sinv)}
und der Radius:
1 E, 1—=
= _ = 29,47
=3 wL, cosv{t2+ v(1 4 2¢ sinv)}

Jetzt wihlen wir den Ampére-MaBstab und setzen:
lem = 2 Amp.

Dann ist dies natiirlich auch der MaBstab fiir 5, £ und @. Der
Diagrammkreis erhdlt also einen Radius von 14,73 cm.

Wir zeichnen den Kreis und konnen nun durch die Lage der
Punkte A, und 4, — die Endpunkte der Vektoren der gemessenen Leer-
lauf- und Kurzschlulstrome —, die auf den Kreis fallen miissen, die
Genauigkeit unserer Rechnung kontrollieren.

Die Punkte fallen in der Tat genau auf den Kreis!

Nun suchen wir auf dem Kreise den Punkt 4., d. h. den Betriebs-
punkt, welcher der unendlich grofen Drehzahl entspricht. Er liegt auf
einem — durch den Koordinatenursprung gehenden — Strahl, der mit
der Vertikalen (der Richtung der Prim#rspannung E)) den Winkel @q
einschlieft. Es ist aber nach (79):

TCOSV

m = 1’7851 alSOZ q)x) et 60045!7

tg(pm__—...
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oder wir kénnen den Punkt A4, so bestimmen, daB wir das zugehorige
Jo in den Zirkel nehmen und damit von O aus den Kreis durchschneiden.
J o ist aber nach (79) bestimmt aus:

E, 1
oL, Y 4 ¢ + 28 vsiny
Nun fragen wir nach dem konstanten Phasenfehler des Sekundir

stromes, dem Winkel §.
Dieser ergibt sich nach (94) aus:

= 55,66 Amp.

Vo=

_ &eosw
h = 1+ ¢ sinv

Ferner ergibt sich der Radius g, des kleinen Kreises, auf dem der

= 0,0249; also: B = 1°25'

Endpunkt des Sekundirstromes, oder der Endpunkt des Magnetisierungs-
stromes wandert, aus (96a) mit:

0, =20 z §1§ e 29,47.0,0253 = 0,745 Amp. — 0,373 cm.
142 Y
4 2
Wir setzen in A4, ein, durchschneiden — mit ¢, im Zirkel — den

groBen Kreis und erhalten im Schnittpunkt ¢ den Mittelpunkt des
kleinen Kreises.

Der Spannungsmafstab.

Der KurzschluBstrom J,, im Diagramm die Strecke O A, ist das
natiirliche Maf fiir die Primdrspannung E,. Im Diagramm ist:

04, = 24,5 cm

Es ist also:
E, = 127 Volt == 24,5 cm
also:
lem = 5,18 Volt.
Berechnung von 7, und z,:
E z
A AT reyagsinv(+r) = 2a(+1)
Es 2y 2y

E,,, die Sekundirspannung bei offenem Rotor, haben wir gemessen mit
E,, = 54,3 Volt
Es ergibt sich somit 7, mit:
_E 4 1 127 336 1
E,, 2z n 54,3 756 1,0045

—1 = 0,036
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und daher aus (107)
t—1, (1 —7)

= =— (0,033
t4+7z)(d—02)

Ty
Die Bezugslinien:

Der Wattmafstab ergibt sich aus:
KurzschluBleistung — 3 E, J, cos ¢, — 11 850 Watt — 4, a;, — 15,63 cm;
somit:

lem — 758,1 Watt; 1 Watt — 0,013 19 mom.

1. Linie der Zusatzverluste: by boo

Wir berechnen:
ayb, = 3J2wL, siny = 259,5 Watt — 3,42 mm.

Ferner berechnen wir nach (116)
T

= 3122 Watt = 41,2
Z+E+ 2L, vsin ¢ o

U boe = 3JF 0L, sinv .0}

Die Linie b,b. begrenzt also den Zusatzverlust im Bereich 4,
bis A, und zeigt, daf der Zusatzverlust etwa auf den 12fachen Betrag
seines Wertes bei Leerlauf anwichst.

2. Die Leistungslinie 4,1, 4,
Wir berechnen aus (131) die GroBe:
Fo— 28, (¢, + & + vsinw) — 0,0456

T — 28,8 — 28, simw

Nun ziehen wir die Linie AjA4) und legen eine zu A, A; parallele
Tangente an den Kreis, die diesen in A, berithrt. Wir fallen das Lot
A @y, das die Linie 4j A4y in g,, schneidet, messen die Linge g, 4,, und
berechnen :

-— Amm . . .
Apl, = 1—%1—7, = Maximale Nutzleistung Py, (n,y) (in Watt) = 5269 Watt
Damit haben wir den Punkt 7,,, den Punkt, in welchem die wahre

Leistungslinie am meisten von der Geraden A4,4; abweicht, gefunden.

Man kann nun — wenn man ganz genau sein will — auf dieselbe Art
noch mehrere Punkte der Leistungslinie bestimmen, aus
y
1+F

oder sich damit begniigen, als Leistungslinie den geknickten Zug der
geraden Linien Ay, Iy, A anzusehen, wie es im Bilde geschehen ist.
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3. Die Trennungslinie der prim#ren und sekundiren
Kupferverluste. Ajk 4.

Wir ziehen die Linie A;A.. Dann berechnen wir, fir £, — 1, aus:

I E, ‘E‘/ 1+siny _
Sy 24+ (L+E)+12—28&1cos2v +2(1L + &) (€ +7)siny

= 6,05 Amp. = 3,02 cm

jenen Primirstrom, welcher der gréBten Abweichung der ,wahren®

Trennungslinie von der Geraden 4,4, entspricht. Wir durchschneiden

— mit J] im Zirkel — den Kreis in A’ und fillen das Lot A4’a’, welches

die Linien b;b. und 4, A, bzw. in b' und s' schneidet. Nun berechnen

wir die GrofBe:

11—z § +zsinvy
T 1 4 sinv

Kl (max) — == Oy4417

dann ist der primire Kupferverlust im Punkte A’ gegeben durch:
— v's

V= g ——

1— -Kl (max)

Wir tragen, von b’ aus, die Strecke 1,79 b's’ nach oben auf, erhalten

dadurch den Punkt ¥ und nun in dem Linienzuge A,k A, die wahre

Trennungslinie. Das Diagramm zeigt, da A’ und A4, beinahe auf dem-

selben Lote liegen. b's’ ist aber so klein, das k' nur ganz unbedeutend
iiber 4,4 liegt.

= 1,79 b's

4. Die Drehmomentenlinie.

Wir ziehen durch b, die Horizontale b b, welche das Lot 4'a’ in

0 Vs
b, schneidet; nun machen wir:

Audo = byboe; und Kd = bt/
und erhalten so die Punkte de und d’, wobei d' mit A4, nahezu zu-
sammenfillt. Dann ist der Linienzug A,d'd, die Bezugslinie fiir das
Drehmoment; in unserem Falle also beinahe genau.die Gerade 4 dw.
Um das ,Kippmoment“ zu erhalten, legen wird, zu d'ds parallel,

die Tangente an den Kreis, der ihn in A, beriihrt. Dann ist A,d, dem
Kippmoment proportional. Es ist nimlich die maximale, auf den Rotor
itbertragene Leistung

Prmaxy = Ag dy (cm). 758,1 Watt = 10,46.758,1 = 7930 Watt
und somit das Kippmoment:

P Priman 2.7930 :
T 2 _ = 5,327 mk
Dr. Moo 981.2xf  9,81.6,28.483 o
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Und die hierzu gehiorige Schliipfung ist:

ke 100 290

s = 100
Fp A, 88,9

= 32,6 Proz.

Da die synchrone Tourenzahl dieses Motors:

__60f 60.48;3
Ty T T
so sehen wir ihn ,kippen“ bei einer Tourenzahl von

1449 (1 — 0,326) = 977.

= 1449 Touren pro Minute,

Berechnung von L,, M und r,:
Es ist:
L _Lidtw slts
L, Ly(l+4+7) 21+
also:

L (1 + ) , 1,033 _
|Zs — L( )(1+r1)—01014 04442 58 — 0,01991

und daher :
L,L,(1 —1) = 0,04343.
Ist Jgk der sekundire Kurzschlustrom, so ist der sekundire Kupfer-
verlust bei KurzschluB gegeben durch :

J— 2
20y 3J5, 1y

Dieser Verlust ist im Diagramm durch die Strecke A%, — 51,3 mm
gegeben.

Er betrigt also:
= 51,3.75,81 — 3889 Watt

2 G“(k)

Der, auf den Primirkreis reduzierte, sekundire Kurzschlufstrom Jg
ist im Diagramm die Strecke A, Ay — 227 mm — 45,4 Amp.

Also nach (88):

M— —_— Z
JQk = A,4; Ml.nl = A, 4 —z—l-(l +r)n, =
2
756
= 45,4 —— 336 -1,036.1,0045 — 106,4 Amp.

und daher:
r —“3889 = 0,115 L,
“‘—’—3.106,4“’_ S
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somit folgt aus:

0,115
&= 303,5.0,01991 0,0190

daher:

ng = V14 £2+ 2¢,sinv = 1,0033

Fiir einen beliebigen Belastungspunkt 4, ist: 4, 4, = E;, die auf
den Primirkreis reduzierte Sekundirspannung. Die wahre Sekundir-
spannung erhalten wir aus (104) mit:

’ /L
£, —Ez V1+§2 2ggsmv———EgM
oder da:
L, %y
222201
=20t
wird :
. &g 33 o
E, = E, ” A +z)n, = EQ +1,033.1,0033 — 0,4604 Ej.
1

Es ist also der Umwandlungsfaktor, welcher die, dem Diagramm
entnommene Sekundirspannung in die wahre Sekundirspannung iiber-

fiilhrt, der Faktor:
0,4604.

Die hier gegebene Entwicklung des Kreisdiagramms und der Theorie
des Induktionsmotors ist unter konsequenter Beriicksichtigung der Zusatz-
verluste, von der Ausgangsdifferentialgleichung aus, geschehen.

Es wurde schon frither bemerkt, daB auch diese Theorie natiirlich
nur eine Annidherung bedeuten kann, da eben der, von Punkt zu Punkt
des Betriebszustandes, verdnderlichen Permeabilitit w und damit der
Verinderlichkeit der Streuung nur insofern Rechnung getragen wird, als
das verwendete 7, der Streuungskoeffizient, aus den Extremwerten
der Belastung gewonnen wurde und daher einen Mittelwert fiir den
ganzen Belastungsbereich darstellt. Diese Art der Mittelwertbildung ist
aber nicht exakt. Immerhin stehen die durch Messung gewonnenen
Resultate in recht befriedigender Ubereinstimmung mit dieser Theorie.

Will man — wie es in idlteren Arbeiten geschah — die Zusatz-
verluste in der Differentialgleichung nicht beriicksichtigen, so muB nur
der Winkel » gleich Null gesetzt werden. Alle hier entwickelten Aus-
driicke iibergehen mit ¥ — O in die Ausdriicke, die fiir den eisen- und
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reibungsfreien Motor gelten wiirden und sind dann exakt. Will man
nun aber das entstandene Diagramm fiir den Motor der Praxis verwenden
und die Zusatzverluste nachtriglich dadurch beriicksichtigen, da8 man
sie — wie es oft geschieht — in der ,konstant bleibenden“ Grofe des
Leerlaufverlustes zu den Strecken Aa hinzuaddiert, d. h. nichts anderes
als das man die Abszissenachse um den Betrag des Leerlaufverlustes nach
unten verschiebt, so werden die Ergebnisse des Diagramms auch fiir
die Anspriiche der Praxis zu ungenau.

Gerade der Verdnderlichkeit der Zusatzverluste, die fiir das Diagramm
sehr bedeutungsvoll ist, trigt die hier mitgeteilte Theorie nach Tunlich-
keit Rechnung.



Berichtigungen wihrend des Druckes.

Uberall, wo die goniometrische Funktion durch das Symbol ausgedriickt ist,
soll zwischen beiden nicht das Gleichheitszeichen stehen, sondern das Zeichen:
=
so auf 8. 11, Gleichung (10); S.49, Gleichung (12); S. 89, Gleichung (48).

S. 73, 4. Zeile von unten:
Anstatt (43 — 4,) soll stehen (A — ).
S. 74, 9. Zeile von oben:
Anstatt (— 2 e ?) soll stehen (— 2 a?w?).

S. 75, 4. Zeile von unten:
1 1
Anstatt ol soll stehen w0

S.113, 9. Zeile von unten, in der Gleichung fiir d—@c

ac’
Anstatt I soll stehen L.
S. 213, 2. Zeile von oben:
Anstatt konzentrierte soll stehen ,konzentrische“.
S. 219, 4. Zeile von unten:
bei 2
varctg

n
carctg —
Anstatt ¢ Im son stehen & ber 2

S. 237, 7. Zeile von unten:

Anstatt c“% soll stehen ¢2? ‘gﬁ: .
S. 242, 5. und 8. Zeile von unten:
Anstatt f soll stehen w.
S.248, 9. Zeile von unten, Gleichung fiir Sgiu = Ha:
Anstatt ¢ bei, soll stehen ¢bei,.
S. 304, 8. Zeile von unten:
Anstatt 7, den Streukoeffizienten soll stehen 7z, dem Streu-
koeffizienten.
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