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Vorwort. 
Die Theorie der elastischen Gewebe und ihre Anwendung auf die 

Berechnung biegsamer Platten bilden den Inhalt des vorliegenden 
Buches. Die erste Abhandlung iiber diese Theorie ist yom Ver£asser 
im Jahrgange 1919 der Zeitschrift "Armierter Beton" veroffentlicht 
und in den Fach)ueisen so giinstig beurteilt worden, daB ich mich 
entschlossen habe, eine von vielen Ingenieuren gewiinschte umfassen
dere Darstellung dieses besonderen Gebietes der Festigkeitslehre in 
Angriff zu nehmen. Eine einheitliche und eingehende Bearbeitung 
der Theorie biegsamer Platten ist mir auch aus dem Grunde notwendig 
erschienen, weil in den gebrauchlichsten Lehrbiichern der technischen 
Mechanik vorwiegend angenaherte und nicht immer einwandfreie 
Losungen einiger Aufgaben der Plattentheorie zu finden sind, wahrend 
die wertvollen Schriften, die sich mit der schaneren Untersuchung 
einzelner Fragen befassen, in ihrem mathematischen Aufbau nicht 
einfach genug sind und daher den meisten Ingenieuren unzuganglich 
bleiben. 

In der vorliegenden Arbeit werden die wichtigsten Belastungsfalle 
und Lagerungsarten, welche fUr die Querschnittsbemessung von Platten 
in Betracht kommen, behandelt. Urn eine genaue und doch leicht 
verstandliche und anschauliche Darstellung der Spannungen und 
Formanderungen zu erzielen, habe ich bei den Platten das elastische 
Gewebe in ahnlicher Weise wie das Seileck beim biegsamen Balken 
benutzt. Die Untersuchungen, welche zur Aufstellung der Theorie 
dieses Gewebes gefiihrt haben und ihrem weiteren Ausbau dienen, sind 
in dem ersten Teil dieses Buches zusammengefaBt, im zweiten Teil 
werden die vielseitigen Anwendungsmoglichkeiten gezeigt. 

Bei der Auswahl der technischen Aufgaben habe ich in erster Linie 
die fiir den Eisenbetonbau wichtigen Fragen beriicksichtigt. Fiir die 
Berechnung der kreuzweise bewehrten Platten werden meistens nur 
die in den amtlichen Vorschriften empfohlenen Naherungsformeln 
beniitzt, die keinen zuverlassigen Anhalt iiber die wirkliche Beanspru
chung bieten und zu Abmessungen fiihren, die entweder keine aus
reichendeBruchsicherheit gewahrleisten oder eine wirtschaftliche 
Ausnutzung der Festigkeit des Bausto££es ausschlieBen. Urn diesen 
Fehler zu vermeiden, habe ich sowohl die einfachen ringsum aufliegenden 
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oder fest eingeklemmten Platten wie auch die mehrfach gestutzten 
Decken untersucht und aus den Ergebnissen der genauen Berechnung 
neue zuverlassigere Naherungsformeln abgeleitet. 

Die tragerlosen Pilzdecken, welche sich fur den Eisenbetonbau 
besonders eignen und bereits in groBem Umfange von der HUTA, 
Hoch- und Tiefbau-Aktiengesellschaft, in den letzten Jahren unter 
der Leitung des Verfassers in Deutschland ausgefuhrt worden sind, 
werden in diesem Buche eingehend behandelt. Ich habe die genaue 
Berechnung fur die verschiedensten Belastungsfalle und Langen
verhaltnisse, auch unter Berucksichtigung des Biegungswiderstandes 
der Stutzen, durchgefuhrt und hoffe hiermit die Bedenken, welche 
mitunter infolge mangelhafter statischer Untersuchungen gegen die 
Sicherheit dieser Bauart ausgesprochen worden sind, zu beseitigen, 
die sorgfaltige Ausbildung der tragerlosen Decken zu erleichtern und 
ihre Anwendung zu ford ern. 

Die vorliegenden Untersuchungen sind allerdings nicht fur die
jenigen Fachgenossen bestimmt, die in ihrem Bestreben nach Mecha
nisierung der Arbeit jede gedankliche Tatigkeit aus ihrer Werkstatt 
ausschlieBen und nur fertige Faustformeln, die keine Ubedegung er
fordern, gebrauchen mochten. Die Theorie des elastischen Gewebes, 
so einfach sie auch im Grunde ist, kann mit Verstandnis und Erfolg 
nur von Ingenieuren angewandt werden, welche noch die zum Lehrstoff 
des normalen Hochschulunterrichtes gehorigen Vorkenntnisse der hoheren 
Mathematik und Mechanik besitzen und durch eingehendes Studium 
zur selbstandigen Beherrschung dieser Theorie gelangen wollen. Urn 
ihre Arbeit zu erleichtern, habe ich die verschiedenen Anwendungs
moglichkeiten in vielen, vollig durchgerechneten Zahlenbeispielen er
lautert, die Werte, welche fur die Querschnittsbemessung benutzt 
werden konnen, in mehreren Tafeln zusammengestellt und in einem 
besonderen Abschnitt am Schlusse des Buches ein allgemeines Ver
fahren zur Losung der partiellen Differenzengleichungen des Gewebes 
angegeben. Ich hoffe, daB diese ausfuhrliche Behandlung manchen 
Leser anregen wird, an dem weiteren Ausbau der Theorie biegsamer 
Platten durch eigene Forschungen beizutragen und neue Anwendungs
gebiete zu erschlieBen. 

Die vorliegende Schrift, wahrend des Krieges bereits begonnen, 
wurde auch in diesem Jahre nicht zu Ende gefuhrt worden sein, wenn 
ich nicht durch einen eifrigen Mitarbeiter, Herrn Dipl.-Ing. Rei nrich 
Perl, bei der Durchrechnung zahlreicher Beispiele unterstutzt worden 
ware. Ich mochte ihm auch an dieser Stelle fur seine wertvolle Rilfe 
meinen besten Dank' aussprechen. 

Carlowitz bei Breslau, Dezember 1923. 
H. Marcus. 
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I. Die Grnndlagen der Berechnnng biegsamer 
Platten. 

§ 1. Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 

Unter einer ebenen Platte ist eine Scheibe zu verstehen, die von 
zwei parallelen Ebenen im Abstande h und einer senkrecht zu diesen 
Ebenen stehenden, im iibrigen beliebig gestalteten Randflache begrenzt 
ist (Abb. 1). 

lch setze voraus, daB die Scheibe aus einem homogenen Baustoff 
besteht und daB ihre Starke h klein im Vergleich zu den Abmessungen 

/ ' , / I / / , 

, ---/------f----
// i 

/ ' 

IIydx 

Abb. la, 

der Abgrenzungsflachen ist. lch wahle als Koordinatensystem ein 
rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen x- und y-Achsen in der Mittelflache 
der Platte liegen, wahrend die z-Achse senkrecht zur Plattenflache steht. 

Wird die Scheibe durch Kraftepaare oder nur durch Krafte p, die 
in Richtung der z-Achse wirken, beansprucht, so darf angenommen 
werden, daB die Punkte der Mittelflache lediglich Verschiebungen , 
senkrecht zu dieser Flache erfahren und daB, insofern diese Verschie
bungen klein im Vergleich zur Plattenstarke sind, jede Normale von der 
Lange h, die zur Mittelflache gezogen wird, auch bei der deformierten 
Platte geradlinig verbleibt und senkrecht zur verbogenen Mittelflache 
steht. Zwischen den Verriickungen ~ und 'YJ in Richtung der x- und 

Marcus, Platten. 1 
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y-Achse eines im Abstande z von der MittelfHtche liegenden Punktes 
und der zugehorigen Verschiebung t bestehen, wie die Abb. 2 und 2 a 
erkennen lassen, die folgenden Beziehungen: 

or: 
~=-za;;' 

in (1) 

'YJ = -Zay' 
Die zugehorigen Dehnungen sind: 

o~ 02 t 
ex=~=-Z~, vx vx 

(2) 
O'YJ 02 4 

ty = a y = - z a y2 . 

Beachtet man, daB die Normalspannungen az , welche durch die auf 
der Platte ruhenden Lasten unmittelbar hervorgerufen werden, im Ver-

$\ 
\ 
\ 

Abb.2. Abb.2a. 

gleich zu den Biegungsspannungen ax und ay in den etwas weiter von 
der Mittelflache abstehenden Schichten durchaus geringfiigig sind und 
daher neben diesen Spannungen vernachlassigt werden diirfen, so lautet 
das Elastizitatsgesetz: 

ex = ~ (ax - ~ ay) , ey = ~ (ay - ~ ax) . 

Hierin bedeuten 
E die Elastizitatsziffer des Baustoffes, 
m die Poissonsche Querdehnungszahl. 

Es ist mithin auch: 

(3) 
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Den Normalspannungen ax, al1 sind in den Flachenelementen senk
recht zur x- bzw. zur y-Achse wagerechte Schubspannungen Txy , Tyx in 
Richtung der y- bzw. der x-Achse zugeordnet, welche dem Elastizitats-

gesetz (a ~ arJ) 
Txy = Tyx = G ay + ax 

folgen. Unter Gist hierbei die Schubelastizitatsziffer zu verstehen. 
Da bei eine~- homogenen Baustoff zwischen G, E und m die Be-

ziehung mE 
G =2(m+ 1) 

(4) 

besteht, so erhalt man: 

(5) 

In den FHichenelementen senkrecht zur x- bzw. zur y-Achse wirken 
in Richtung der z-Achse die Schubspannungen Txz , Tyz und ebenso in 
den Flachenelementen senkrecht zur z-Achse die der x- bzw. y-Achse 
parallel gerichteten Spannungen Tzx , Tzy . Sie sind paarweise gleich, 
namlich Tzx = Txz , Tzy = Tyz . 

Betrachtet man die Spannungen, welche in den Abgrenzungs£lachen 
eines unendlich kleinen Wiirfels mit den Seitenlangen dx, dy, dz auf
treten, so erfordert das Gleichgewicht in Richtung der x- bzw. der 
y-Achse die Erfiillung der beiden folgenden Bedingungen 1): 

(6) 

Es ist mithin: 

aTzz = _ aax _ aTXY =+ Em~z~('(J2?; + az ?;) , 
az ax oy m2 - 1 ax (Jx2 oy2 

aTyz = _ oay _ aTyX =+..Jl!m2_z~(a2?; + (J2?;) 
az iiy ax m2-1 ayax2 oy2' 

Die Integration dieser Gleichungen liefert, wenn man beachtet, daB 
h 

an den Randern z = +2 die Schubspannungen Txz , Tyz verschwinden 
miissen: 

1) Der Leser findet die Ableitung dieser Gleichungen, welche die Grundlage 
der mathematischen Elastizitiitstheorie bilden, in den bekannten Lehrbiichern 
von F 6 P pI: V orlesungen iiber technische Mechanik Bd. III, 5. Auflage, Abschn. 11; 
Lorenz: Technische Elastizitiitslehre, Kap. VI; Bach: Elastizitii.t und Festigkeit, 
7. Auflage, Abschn. 9. 

1* 
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(7) 

Die Normalspannungen ax, die auf einem Flachenelement von der 
Rohe h und der Breite dy verteilt sind (Abb. 1 a), bilden ein urn die 
y-Achse drehendes Kra£tepaar 

Aus den Spannungen ay eines Elementes von der Rohe h und der 
Breite dx entsteht ebenso das Biegungsmoment: 

Die wagerechten Schubspannungen Txy , Tyx in diesen beiden Flachen
elementen bilden die urn die x- bzw. y-Achse drehenden Drillungs-
momente 

Die lotrechten Schubspannungen Txz , Tyz vereinigen sich schlieBlich 
zu Mi ttelkra£ten 

h 
+-2 f Em2 

vydx = Tyzdxdz = - m 2 _ 1 
h 

2 
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Die auf die Langeneinheit der Mittel£lache bezogenen resultierenden 
Biegungs-, Drillungsmomtmte und Scherkrafte sind somit: 

Unter 

_ ( 02 ' 1 02 , ) 
8ri --N ~+-~ , ux m uy 

m2 Eh3 

N = m2 -1 12 

(8) 

(9) 

ist hierbei die Plattensteifigkeit zu verstehen. Werden die vorhin 
aufgestellten Gleichgewichtsgleichungen (6) zunachst mit z verviel

h 
facht und dann innerhalb der Grenzen z = +"2 integriert, so liefern 
sie auch: 

(6a) 

Di.e auf einem Plattenelement von der Rohe k und der Grund
flache dx dy ruhende Belastung p dx dy muB andererseits mit den lot
rechten Schubkraften v"" Vy der Seitenflachen im Gleichgewicht stehen. 
Es ist also 

0'1.'", ov 
dy. ox dx+dx o;dy+pdxdy=O, 

oder 

OV", + oVy + = 0 
ox oy p . 

1m Einklang mit den Gleichungen (6a) ergibt sich auch: 

(10) 
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In dieser ersten Hauptgleichung der Plattentheorie sind unmittelbar 
die Beziehungen zwischen der Belastung und den Spannungsmomenten 
dargestellt 1). 

Werden jetzt mit Hilfe der Gleichungen (8) die GraBen 8z , 8/1' tz " 

durch die zugehorigen Dif£erentialquotienten von , ersetzt, so gewinnt 
man die DjUerentialgleichung der elastischen Flache: 

a4, 04' a4, p 
ax4 + 2ax2 oy2 + oy4 = N . (11) 

Diese zweite Hauptgleichung bildet die Grundlage der Untersuchung 
biegsamer Platten 2). 

Fiir die Bewertung der inneren Formanderungsarbeit Ai kommt 
noch die Formel 

Ai = 2~ f[(o! + o~ + o~) - ! (0,,0. + O.Oz + OzO,,)] dV 

+ 21Gf[T~" + T~z + T~z] d V 
(12) 

in Betracht; hierin bedeutet dV das unendlich kleine Raumelement 
dxdydz. Da 

12z 
oz= ha8z, 

12z 
Oy=¥8", 

12 (h2 Z2) 
T". = hi """8 - 2 v", 

1) Diese Gleichung ist nur fiir steife Platten mit sehr kleinen Verschiebungen ?; 
streng giiltig. Bei Platten mit geringer oder verschwindender Steifigkeit treten 
bei einer starken Ausbiegung auch in der Mittelflache Normalspannungen auf, die 
in den Gleichgewichtsbedingungen· fUr die Belastung p nicht auBer acht gelassen 
werden durfen. Der betrachtliche EinfluB dieser Spannungen auf die Tragfahig
keit der Platten ist von A. Foppl in seiner Technischen Mechanik Bd_ V, 
S. 132f., von A. und L. Foppl in Drang und Zwang Bd. I, S. 216f. und 
von H. Hencky in seiner Arbeit iiber die Berechnung dunner Platten mit ver
schwindender Biegungssteifigkeit in Bd. I, S. 81-99 der Zeitschr. f. angew. Mathe
matik u. Mechanik ,1921, nachgewiesen worden. 

2) Die Differentialgleichung der elastischen FIache ist zuerst von Lagrange 
im Jahre 1813 abgeleitet worden. Die vollstandige Theorie der Platten mit kreis
formiger Symmetrie wurde 1829 von Poisson entwickelt. Die allgemeinen Rand
bedingungen der Aufgabe wurden insbesondere von Kirchhoff untersucht und 
1876 endgiiltig von Kelvin und Tait klargelegt. Die Losung der Differential
gleichung fUr unsymmetrische und unstetige Belastungen ist im letzten Jahr
hundert nicht gelungen und wurde daher 1907 von der Pariser academie des 
Sciences als Preisaufgabe fiir den Prix Vaillant ausgeschrieben. Ein ausfiihrlicher 
Bericht uber "Neuere Fortschritte der technisclien Elastizitatstheorie" ist von 
Herrn Professor L. Foppl in Bd. 1, H. 6 der Z. f. ang. Math. u. Mech. ver
offentlicht worden. 
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so liefert die Gleichung (12), wenn die Spannungen Oz neben Oz und Oy 

vernachlassigt werden: 

Ai = 2EI h3 ff[ (8; + 8~ - ! 8z 81/) + 2 (m: 1) t~y] dxdy 

12 1 f·r. + --(~) J{v! + v~) dxdy. 
20 -h 

6 

(13) 

Wird der im allgemeinen sehr geringfiigige Beitrag der Scherkrafte v 
auBer acht gelassen, so erhalt man die einfachere Formel: 

m2 1 ff[ (m + 1) 2 ] Ai = m 2 _ l' 2 N {8z + 8y )2 - 2 m (8z 8y - tzy) dx dy . (14) 

Fiihrt man nunmehr an Stelle der Spannungsmomente 8z ' 8y ' tZy 

die zugehorigen Differentialquotienten von' ein, so ergibt sich schlieB-

lich: A. = Nff{(fl + fl)2 -2 (m -1) [fl. 02 , 

t 2 ox2 oy2 m ox2 oy2 

- (oO;%yrndXdY . 

(15) 

12ie Ermittlung der Verschiebungen , ist die wichtigste Aufgabe 
und das Hauptziel der Plattenberechnung. 

Die unmittelbare Integration der Differentialgleichung der elasti
schen Flache bietet, von wenigen Ausnahmefallen abgesehen, fast lm
iiberwindliche Schwierigkeiten. FUr eine moglichst angenaherte Losung 
stehen zwei Verlahren zur Verliigung. 

Gelingt es zunachst, eine partikulare Losung der nicht homogenen 
Gleichung 04 , 04 , 04 , P 

ox4 + 2 ox2 oy2 + oy4 = N 

zu finden, welche die fiir die Ober- und die Unterflache der Platte vor
geschriebenen Bedingungen befriedigt, so kann man durch Hinzufiigung 
einer Reihe geeigneter Losungen der homogenen Differentialgleichung 

04' 04' 04' OX4 + 2 ox20y2 + oy4 = 0 

auch die Randbedinglmgen der Aufgabe mit groBerer oder geringerer 
Genauigkeit erliillen. Nach diesem Verlahren sind von N adaiI) und 
Hencky2) unter Verwendung zweifach unendlicher Reihen mit trigo-

1) N adai: Die Formanderungen lUld Spannungen von rechteckigen elasti
schen Platten, Forsch.-Arb. auf dem Gebiete des Ingenieurwesens H. 170, 171. 
Berlin 1915. 

2) Hencky: mer den SpannlUlgs7;ustand in rechteckigen ebenen Platten 
bei gleichmaBig verteilter und bei kon7;entrischer Belastung. Dissertation, Miin
chen: R. Oldenbourg 1913. 
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nometrischen und hyperbolischen Funktionen die wichtigsten Grund
falle, vor allem die rechteckigen, allseitig £rei aufliegenden oder fest 
eingeklemmten Platten mit gleichmaBiger Belastung oder mit einer 
Einzellast in der Plattenmitte behandelt worden. 

Ein anderer von N a vier 1) zuerst eingeschlagener Weg fiihrt hingegen 
zur Auswahl verschiedener Ansatze (;, = 0, ii (x, y) fiir die Gleichung der 
elastischen Flache, welche zwar die vorliegenden Symmetrie- und Rand
bedingungen von vornherein befriedigen, jedoch einer anderen Belastung 

(04 (;, 04 (;, 04 (;,) 

Pi = N ox4 + 2 ox2 oy2 + 0'11 

als der vorgeschriebenen Belastung p entsprechen. Werden aber die 
Festwerte 0, dieser Ansatze so bestimmt, daB entweder die Summe der 
Quadrate der Abweichungenzwischen den Belastungen Pi und p oder 
die gesamte Formanderungsarbeit ein Minimum wird,· so laBt sich, 
wie die Arbeiten von Michel Levy2), Estanave 3), Simic4), Ritz5), 

Hager 6), Lorenz?) gezeigt haben, eine verhaltnismaBig einfache 
Naherungslosung der Differentialgleichung der elastischen Flache er
zielen. Dieses Verfahren ist allerdings lediglich fiir symmetrische, 
stetige Belastungen und nur fur die Darstellung der Durcll biegungen, 
allenfalls fiir die Ermittlungen der Spannungsmomente im Bereich der 
Plattenmitte brauchbar. Bei Einzellasten und ebenso, wenn es sich 
um die Randscherkrafte und die Auflagerwiderstande handelt, versagt 
die Naherungslosung vollkommen. 

Die Methode, die ich als Grundlage meiner Untersuchungen gewablt 
habe, weicht von den bisherigen insofern ab, als sie an Stelle der partiellen 
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei partielle Differentialglei
chungen zweiter Ordnung, die einer unmittelbaren Losung weit eher 
zuganglich sind, verwendet .. 

1m nachfolgenden werde ich zunachst die neuen Satze ableiten, 
welche die Umbildung der Hauptdifferentialgleichung zur Folge haben, 
und sodann die Bedingungen fiir die Losung der neuen Gleichungen 
einer Prufung unterziehen. 

1) Die Abhandlung von Navier, im Jahre 1820 verfaBt, wurde erst von 
Saint - Venant in der franzosischen Ausgabe der Festigkeitslehre von Cle bsch 
1883 veroffentlicht. 

2) Cpt. rend. hebdom. des seances de l'acad. des sciences Bd. 129. 1899. 
3) Estanave: Contribution a l'etude de l'equilibre elastique d'une plaque 

rectangulaire mince. Paris: Theses 1900. 
4) Simi c: Ein Beitrag 2;ur Berechnung rechteckiger Platten. Z. ost. lng. -V. 1908. 
5) Ritz: Vber eine neue Methode zur Losung gewisser Randwertaufgaben. 

Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1908. 
6) Hager: Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometrischer 

Reihen. 1911. 
7) Lorenz: Angenaherte Berechnung rechteckiger Platten. Z. V. d. 1. 1913. 
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§ 2. Die elastische Platte und die elastische Haut. 
Die Biegungsgleichung del' Platte 

04Z; 04Z; fj4Z; (0 0 ) (02Z; + 02Z;) = X 
OX4 + 2 0 x2 0 y2 + 0 y4 = 0 x2 + 0 y2 0 x2 0 y2 N 

fj 0 
liiBt sich, wenn man fUr die Operation az + az das Zeichen 172 be-
nutzt, auf die Form . x y 

172 (02 Z; + 02 Z;)' = 172 172 Z; = :L 
ox2 oy2 N 

bringen. Setzt man 
(02 Z; 02 Z;) 

-N ox2 + oy2 = M, (16) 

so lautet die Gleichung del' elastischen Flache auch: 

P'2M= -po (17) 

Die Funktion Mist ein MaB fUr die Biegung del' Platte. Beachtet 
man namlich, daB die Kriimmung del' elastischen Flache durch die 

GraBen 1 fj2Z; 1 02Z; 

bestimmt ist, so tritt del' Zusammenhang zwischen del' Momenten-

summe 8x + 8 = _ N . m + 1 (02 Z; + ()2 Z;)\ = m + 1 M 
y m ox2 oy2 m 

und del' Kriimmung 

~_ + ~ = + _M_ = + _m_-,- • 8x + 8y 

(!x (!y N m + 1 N 

deutlich in Erscheinung. Die Funktion M verdient auch aus dem Grunde 
Beachtung, weil sie eine Invariante, von del' Wahl des Koordinaten
systems unabhangige GroBe ist. 

Stellt man die bekannte Gleichung des elastischen Stabes 

d2 M 
dx2 =-p 

del' Plattengleichung 
172 M =-p 

gegeniiber, so ist ohne weiteres die gegenseitige Zuordnung del' Diffe-
d2 

rentialoperation 172 und del' Diffel'entialquotienten dx2 einerseits, del' 

Biegungsmomente des Stabes und del' Momentensumme del' Platte 
andererseits zu el'kennen. Diese Ubereinstimmung laBt vel'muten, 
daB auch zwischen den L6sungen del' Differentialgleichung des Stabes 
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und der Differentialgleichung der Platte eine Verwandtschaft bestehen 
muB. Sie wird uns offenbar, wenn wir die Differentialgleichung einer 
urspriinglich ebenen elastischen Haut heranziehen, welche auBerlich 
durch den senkrecht zur Haut gerichteten t~erdruck P und innerlich 
nur durch Normalspannungen beansprucht wird. Bei kleinen Aus
biegungen w der Haut in Richtung der z-Achse entsteht in allen Teilen 
und in jeder Richtung die gleiche Oberflachenspannung S, welche mit 
den Ausbiegungen w und dem Druck P durch die bekannte Differential-
gleichung1) fJ2w fJ2w P 

Pw = - + - = - - (18) 
fJx2 fJy2 S 

verkniipft ist. Die Gegeniiberstellung der beiden Gleichungen (17) 
und (18) fiihrt uns unmittelbar zu folgendem Satze: Die Mittelflache 
einer mit dem Dberdruck P belasteten und d urch die Ober
flachenspannung S = 1 beanspruchten elastischen Haut 
stellt ein Abbild der Momentenflache der elastischen Platte 
dar. 

Beim elastischen Stab wird eine gleichwertige Verkniipfung zwischen 
der Momentenlinie und der Gestalt eines mit den KriLften P belasteten 
Seils, dessen Grundspannung S = 1 ist, nachgewiesen. Der neue Satz 
bringt also die sinngemaBe und folgerichtige Erweiterung der fiir den Stab 
geltenden Beziehungen auf die Momentensumme der elastischen Platte. 

Die Verwandtschaft zwischen Stab und Platte laBt sich a,ber noch 
weiter verfolgen. Belaste ich jetzt die Haut mit den elastischen Ge

M 
wichten Pi = N' so erfahrt sie bei gleicher Oberflachenspannung S = 1 

eine Ausbiegung wi' welche der Differentialgleichung 

fJ2wi fJ2Wi M 021; 021; 
V2Wi = fJx2 + oy2 = -Pi = - N = ox2 + fJy2 (19) 

geniigen muB. Aus dieser Gleichung entspnngt der zweite Satz: Die 

Mittelflache einer mit den elastischen Gewichten Pi = ; 

belasteten und d urch die Oberflachenspann ung S = 1 be
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der elasti
schen Flache der Platte dar. 

Ebenso laBt sich auf Grund des Mohrschen Satzes die elastische 
Linie eines Stabes vom Tragheitsmoment J durcheine mit den elasti-

. M 
schen GewlChten Pi = EJ belastete Seillinie darstellen. 

Diese Dbereinstimmung beweist, da,B die bekannten Satze liber die 
Biegungsmomente und die Formanderungen des elastischen Stabes 

1) Vgl. Foppl, A.: Vorlesungen fiber technische Mechanik Bd. V, § 30. 
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als Sonderfalle der neuen allgemeinen Satze tiber die elastische Platte 
zu betrachten sind. 

Neben der Momentensumme und der Ausbiegung k6nnen auch die 
Spannungsmomente der Platte unmittelbar aus der Formanderung der 
Haut abgeleitet werden. 

Aus der Hauptgleichung (16) erhalt man namlich einerseits 

02M + ~ o2M = _N(04C + m+ 1 04C + ~ 04 C) 
ox2 m oy2 OX4 m ox2 0y2 m 0y4 , 

02M + ~ 02M = _N(04C + m+ 1 04C + ~ 04 C) 
oy2 m ox2 oy4 m ox2 0y2 m ox4 ' 

aus den Gleichungen (8) andererseits 

/728x=028x+028X=_N(04C+m+l 04C +~04C). 
ox2 oy2 OX4 m ox2 0y2 m oy4 ' 

028 028 (04C m + 1 04C I 04C) /728 =-y+-y= -N ~+-~ +-~ . 
Y ox2 oy2 oy4 m ox2 0y2 m OX4 ' 

setzt man also 02 M 1 02 M 

so ergibt sich: 

ox2 +m oy2 =-7tx , 

02M 102M 
~+-~2 =-7ty , 
vY" m vx 

/72 8 x = -7tx , } 

/72 8y = -7ty • 

Ebenso kann man der Belastung 

m-l 02M 
m ax iJy = -7txy 

im Einklang mit der Gleichungsgruppe (8) die Bedingung 

(20) 

(21) 

(20a) 

zuweisen. /72tXY = -7txy (21a) 

Hieraus gewinnt man den folgenden dritten Satz: Die Mittel· 
flache einer der Reihe nach mit den Kraften 

(02M 102 M) 
7tx = - 0 x2 + m 0 y2 ' 

m-l 02M 
7t:r;y = - m ox oy 

belasteten und d urch die Oberflachenspann ung S = 1 be· 
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der 8x·' 8y • 

und tXy·Momentenflachen der elastischen Platte dar. 
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Es sei sehlieBlieh noeh bemerkt, daB man aus der MittelfHiehe del' 
elastisehen Haut aueh die lotreehten Seherkrafte der Platte ableiten 
kann. Aus den Gleiehungen 

a oM 
v'" = - N o;i 172 C = a x ' 

a oM 
v =_N~V2t=~ 

y oy > oy 

(22) 

ist ohne wei teres der Zusammenhang zwischen den Scherkraften und 
den Winkeldrehungen der Tangente an der elastischen Haut zu er
kennen. 

Durch die vorstehenden Betraehtungen ist die Bereehnung der 
elastischen Platte auf die Losung der beiden Differentialgleichungen 

M 
V2 M = -p, vzC = - ~ 

zuriiekgefiihrt. N 
Die Behandlung der Aufgabe ist besonders einfaeh, wenn langs des 

Plattenrandes sowohl C als M versehwinden. Diese Bedingung wird 
von der ringsum frei aufliegenden Platte erfiillt. Man kann hierbei im 
gleichen Sinne wie beim freiaufliegenden Balken die Lagerung als eine 
statiseh bestimmte bezeiehnen, ·weil die Momentsumme .111 und die 
Scherkraft v unmittelbar aus der Losung der einzigen Differential
gleiehung Vz M = -p gewonnen werden konnen. 

Bei allen anderen Lagerungsarten muB aueh die zweite Differential-
gleiehung M 

V2C=-N 

herangezogen werden, urn aus der Gestalt der elastisehen Flaehe die 
Randwerte der Momentensumme 111 zu ermitteln: diese Verkniipfung 
zwischen den Randbedingungen von M und C ist das Kennzeichen der 
statisehen Unbestimmtheit. 

Die Unterseheidung zwischen statiseh bestimmten und unbestimmten 
Lagerungsarten ist aueh durch die Erkenntnis gerechtfertigt, daB nur 
bei den ersteren die aus den M-Werten gebildete Momentenflaehe mit 
der Mittelflaehe der elastisehen Haut unmittelbar zur Declmng ge
braeht werden kann. Bei den statiseh unbestimmten Fallen weiehen 
hingegen die zugehorigen Werte M ~nd w um den jeweiligen Betrag 
einer oder mehrerer Losungen der homogenen Differentialgleichung 
VZ C = 0 von einander ab 1). Aus diesem Grunde besagen die neuen 
Satze nur, daB die Mittelflaehe der elastischen Haut das A b bild der 
Momentenflaehe und nieht die Momentenflaehe selbst darstellt. 

1) In gleicher Weise, wie die Ordinaten der Seillinie erst durch die Wahl einer 
Schl uBlinie bestimmt sind, muB auch bei der elastischen Haut durch die Losung 
der homogenen Differentialgleichung Lage und Gestalt der SchluBflache, von 
welcher aus die Ordinaten der Haut abgemessen werden sollen, festgelegt werden. 
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Durch die Wahl geeigneter Zusat71osungen, welche die homogene 
Differentialgleichung J72J721; = 0 hefriedigen, gewinnt man gerade die 
Moglichkeit, bei statisch unbestimmten Lagerungsarten die Rand
bedingungen zu erfiillen und somit die Berechnung statisch unbestimm
ter Platten auf diejenige statisch bestimmter zuriickzufiihren. 

Die vorstehenden Betrachtungen iiber die Beziehungen zwischen 
Haut und Platte konnen noch durch eine eigentiimliche FeststeIlung 
erganzt werden. 

Auf Grund des Bettischen Satzes ist die Verschiebung Wik' die ein 
Punkt i der elastischen Haut unter dem EinfluB einer im Punkte k 
angreifenden Last Pk = 1 erfahrt, gleich der Verschiebung wki' die im 
Punkte k durch eine im Punkte i angreifende Last Pi = 1 hervor
gerufen wird. Aus der Gleichung 

folgt aber, insofern die Randbedingungen fUr Haut und Platte iiber

einstimmen, Mik = Mki • (23) 

Bei statisch bestimmter Lagerung entsteht also im Punkte i unter 
dem EinfluB der Last Pk = 1 die gleiche Momentensumme wie im 
Punkte k unter dem EinfluB der Last Pi = 1: die Momentenflache 
der freiaufliegenden Platte fiir den Belastungsz ustand 
Pk = 1 stellt somit die Einfl uBflache der Momentensumme 
fiir den Punkt k der Mittelflache der Platte dar. Da die gleiche 
Gegenseitigkeit auch zwischen den Spannungsmomenten (sz)ik' (Sy)ik 

und ('Yz)ki' (SY)ki besteht, so laBt sich der vorliegende Satz sinngemaB 
auf die EinfluBflachen der Momente Sz und Sy ohne weiteres iibertragen . 

. § 3. Die elastische Baut und das elastische Gewebe. 
Die elastische Haut, deren Formanderung durch die Gleichung 

J72 w = _ L 
s 

gekennzeichnet ist, wird durch keine Schub
spannungen beansprucht: die Oberflachen
spannungen sind reine Normalspannungen a, 
die in jeder Schnittflache die gleiche GroBe 
aufweisen. 1st die auf die Langeneinheit der 
Haut bezogene Grundspannung S bekannt, 
so lassen sich ohne wei teres GroBe, Lage und 
Richtung der Mittelkraft R = S l aIler in 
einem Randabschnitt l eines irgendwie um

Abb.3. 

grenztenBereiches derHaut aUftretendenSpannungen bestimmen (Abb .3). 
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Wird die Raut in einzelne Streifen zerlegt, so bilden, bei geeigneter 
Wahl der Gestalt und Anordnung der Streifen, die Angriffslinien der 
Mittelkrafte R der inneren Widerstande, die in den gemeinsamen Ran
dem benachbarter Streifen wirken, ein Liniennetz, welches die Raut 

I 

fl, I I HI I 
I Hz : I :J I --r--- ---1--- ---1-- ---r---
I I I I I I I 
Iflfll IR" IRa IRa 

I 
I I 

I I I 
I R. I fl5 i R6 I 
I I --t--- ---1--- --4-- --,-I I I 
I I I I 

iRfII I R15 IR,., IR" 
I I I I 

I I I 
I 

fl, I R, I R, I 
I I I --+-- --r--- --r-- --r-I I 
I I I I 
I I I I 

Abb.4. Abb.4a. 

Abb.4b. Abb.40. 

umspannt (Abb.4). Die Krafte R konnen auch als die Spannkrafte 
dunner Drahte, die in den Angriffslinien liegen, aufgefaBt werden: 
diese Drahte bilden ein Gewebe, welches an Stelle der elastischen Rant 
tritt und daher elastisches Gewebe genannt werden moge. Die 
C...est,alt der Maschen dieses Gewebes wie allch die Zahl der sich in einem 
Knotenpnnkt kreuzenden Drahte konnen, wie die Abb.4, 4a, 4 b, 4c 
zeigen, verschieden sein. Die wichtigsten Gewebearten sind: 

1. das Gewebe mit rechteckigen Maschen, 
2. das Radialgewebe, 
3. das Gewebe mit dreieckigen Maschen. 

Ihre Eigenschaften werden jetzt der Reihe nach untersucht. 
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A. Das Gewebe mit rechteckigen Maschen. 

1. Die Gleichgewich tsgleich ungen des Gewe bes. 
Dieses Gewebe besteht aus zwei Scharen sich rechtwinklig kreuzender 

Drahte: die eine Schar ist der x-Achse, die andere der y-Achse parallel 
geriehtet (Abb.5). 

Um die Behandlung der Aufgabe zu vereinfaehen, setze ieh vora.us, 
daB die Maschenweiten Az in Richtung der x-Achse und die Maschen
weiten Ay in Richtung der y-Achse iiberan gleich groB sind. 

Die Gestalt des elastischen Gewebes im AufriB ist durch die Ordi
naten 10 der einzelnen Knotenpunkte in bezug auf die x-, y-Ebene 
bestimmt. 

An einen Knotenpunkt k greifen auBer der zur x-, y-Ebene senk
recht gerichteten Belastung Pk , die Spannkrafte der vier benachbarten 

I . 
I 

I I +x i +1(/ 
0-------------------------> O----------------------3P" 

~.-.------

i i flJi 

I 
i 
I 
ttflJ 

+x 
-----~ 

Abb.5. 

Drahte: R i , R l , Rm und Rn' Bezeichnet man mit Wi und Wl den Nei
gungswinkel der Drahte Ei und Rl gegen die x-Achse und ebenso mit 
Wm und Wn den Neigungswinkel der Drahte Rm und Rn gegen die y-Achse, 
so miissen die Spannkrafte R den drei Gleichgewichtsbedingungen 

R, COSWi - Rl COSWl = 0, 
Rmccswm - Rncoswn = 0, 

Pk + (Rlsinwj - R,sinwi) + (Rnsinwn - Rmsinwm) = 0 

geniigen. :J\Ilit den HilfsgroBen 
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Ri coswi = Rl COSWI = Hz, 
Rmcoswm = Rncoswn = Hy 

HiBt sich die letzte Gleichung auch in der Form 

Hz (tang Wi - tang(OI) + Hy (tangwm - tangwn) = Pk 

schreiben. Bezeichnet man mit (.,1 Wk)z, (.,12 Wk)z bzw. mit (.,1 Wk)y, 
(.,12 Wk)1I die ersten und die zweiten Differenzen zwischen den w-Ordi
naten der Knotenpunkte, die urn Az hzw. urn Ay vom Knotenpunkt k 
entfernt sind, so ist offenbar 

Az tang WI = Wi - Wk = (.,1 Wk)z , 

Ay tangwn = Wn - Wk = (1 Wk)y, 

Az(tangwl - tangwi) = (WI - Wk) - (Wk - Wi) = .,1x(.,1 Wk)x = (.,12 Wk)x, 

All (tangwn - tangwm) = (wn - Wk) - (Wk - wm) = .,1y(.,1 Wk)1I = (.,12 Wk)y, 

und mithin 

Rierin setze ich noch 

Hz = Ay 8x , 

und erhalte: 

~£ (.,12 Wk)z + ~r (.,12 Wk)y = -Pk • 

(24) 

(25) 

Wenn Hx = Hy = H oder 8z = 8y = 8 ist, so ergibt sich insbesondere 

(26) 

oder 
(.,12 Wk)X (.,12 Wk )y Pk 

A2 + --A2-- = -8 . 
x y 

(27) 

1st A .. = Ay = A, so gilt die einfache Beziehurng 

A A2 
(.,12 Wk)z + (.,12 Wk)y = -Pk • H = -Pk' S' 

welche auch durch die Gleichung 

A A2 Pk 
4 Wk - (Wi + WI + Wm + Wn) = H P k = --S (28) 

ausgedriickt werden kann. 
Es sei schlieBlich bemerkt, daB die Gleichung (27) bei unendlich 

kleinen Maschenweiten Az = ox, Ay = ay unmittelhar in die Gleichung 
der elastischen Raut 

02W 02W P -+-=--ox2 oy2 8 
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iibergehtl). Hiermit ist die Dbereinstimmung zwischen elastischem 
Gewebe und elastischer Raut bewiesen. 

Es ist im iibrigen leicht zu erkennen, daB das Seileck nur eine Abart 
des elastischen Gewebes ist: HiBt man in der Gleichung (24) H", oder Hy 
gleich Null werden, so erhalt man in der Tat die Gleichllng eines in der 
(y)- oder in der (x)-Richtung gespannten Seilecks. 

2. Die Beziehungen zwischen der elastischen Platte 
un d dem elastischen Gewebe. 

Urn nunmehr die durch die neuen Satze festgestellte Verwandtschaft 
zwischen elastischer Platte und elastischer Raut auf das Gewebe iiber
tragen zu konnen, stelle ich zunachst der Grundgleichung 

fJ2 M fJ2M 
fJx2 + 7)y2 =-p 

die Differenzengleichung 

).~ (.12 Wk)", + ;2 (.12 Wk)y = - : 
'" y 1 

gegeniiber. Man erkennt, daB 

Mk = 81 W k (29) 
sein muS, wenn M und W im iibrigen den gleichen Randbedingungen 
geniigen. 

Bringe ich jetzt die elastischen Gewichte Pk = wk an den Knoten
punkten eines Gewebes mit der Grundspannung 8 = 8 2 an, so entstehen 
Knotenpunktsverschiehungen z, welche die Gleichllngen 

Zi - 2 Zk + Zl + Zm - 2 Zk + Zn = ~ (.12 ) ~ (.1 2 ) = _ Wk = _ Mk 
).2 ).2).2 Zk '" + ).2 Zk Y 8 8 8 

'" y x Y 2 12 

befried5gen miissen. Fiir die Ordinaten ~ der elastischen Flache der 
Platte gilt andererseits: 

fJ2' fJ2' M 
fJx2 + fJy2 --"'-F 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also, daB 

;- 8 1 8. 
r"k=Zk~ (30) 

sein muB, wenn ~ und z die gleichen Randbedingungen erfiillen. Durch 
die in den Gleichungen (29) und (30) ausgedriickten Beziehungen ist 

1) Die Moglichkeit, partielle Differentialgleichungen durch Umwandlung in 
Differenzengleichungen zu losen, ist in der Elastizitatstheorie zuerst von Run g e 
bei der Behandlung des Torsionproblems und in der Hydrodynamik von englischen 
Forschern benutzt worden. Ein ausfiihrlicher Bericht von H. Hencky tiber die 
numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der Technik ist 
in Bd. 2, H. 1 der Z. ang. Math. Mech. zu finden. 

Marcus, Platten. 2 
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somit die Bestimmung der Momentensumme M und der Ordinaten i; 
der elastischen Flache der Platte auf die Berechnung der Knotenpunkts
verschiebungen w und Z des elastischen Gewebes zuriickgefiihrt. 

Ich habe nur noch zu zeigen, wie auch die inneren Widerstande der 
Platte aus den Ordinaten w und z bestimmt werden konnen. 

Um den Teil der elastischen Flache, auf welchen der Punkt k 
(Ab b. 5 a) und die acht benach barten Punkte i, l, m, n, 0, p, q, r liegen, 
naher zu beschreiben, ersetze ich das elastische Gewebe in der un
mittelbaren Umgebung des Punktes k durch die FHiche 

j(X-Xk) (X-Xl) [Zo(Y-Yk) (Y-Yn)-2Zi(Y-Yn) (Y-Ym)+Zq(Y-Ym) (Y-Yk)] 1 
Z= 4A~A~ -2 (x-XZ){X-Xi) [Zm(Y-Yk) (Y-Yn)-2zk(Y-Yn)(Y-Yrri)+z,,(Y-Ym){Y-Yk)) I 

+(X-Xi) (X-Xk) [zp (Y-Yk) (Y-Yn) - 2zz (Y-Yn) (Y-Ym)+zr (Y-Yrn) (Y-Yk) 
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB diese Flache durch die neun Punkte 
i, k, l, m, n, 0, p, q, r des Gewebes hindurchgeht. Sie mlichte daher 
unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Maschenweiten Ax und Ay 

cr 

i 

0 

/lufrili als U mhiill ungs- oderSch miegungs-
-IX flache des Gewebes im Punkte k be-

{irundri/i 
n r 

n:.'" 
/Ix k /Ix l 

'" n:. 
m fl 

zeichnet werden. Die zugehorigen Dif
ferentialquotienten ftir den Mittelpunkt k 
mit denOrdinaten X = xk , Y = Yk sind: 

( Oz) =ZZ-Zi= (L1zk)x ) 
OXk 2J.x Ax' 

( 0 z) = Zn - Zm (.1 Zk)y 
OYk 2Ay Ay 

( 02Z) =zi-2zk+ZI=~(A2 ) 
"l 2 1 2 1 2 LJ Zk z, 
ox k Ax Ax 

(02x) =Zm-2Zk+Zn=(L12Zk)y 
oy2 k A~ A~' 

(b) 

(~) = (zo + Zr) - (Zp + Zq) 
ax oy It 4AxAy 

(L12Zk)XY 
Abb. 5a. Ax Ay . 

Ftihrt man diese GraBen in die Gleichungsgruppe (8), so erhalt manim Ein
klang mit den Gleichungen (29) und (30) fiir die Spannungsmomente die 
Formeln 
=-88 (02Z +~ 02z)=8 8 l2Zk-Zi-ZI+~ 2Zk -Zm-Zn] 1 

8x 1 2 0 X2 m 0 y2 . 1 2 A~ m A~ . ' 

(02Z 1 02Z) l2Zk - Zm - Zn 1 2Zk - Zi - Zl] 
8y=-818 2 oy2 + m ~X2 =81S2 A~ + m A~ ')(31) 

tx = - m -1 8 8. ~:_ = m -1 88 r(zp + Zq) - (zo + Zr)] . 
y m 1 "oxoy m 12" 4 AxA:v 
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FUr die lotrechten Scherkrafte gilt ebenso: 

ow 8] 
v'" = 8 1 0 X = 2 A", (Wl - Wi) , 

OW 8 1 
Vy = 8 1 oy = 2Ay (Wn - wm)· 

(32) 

Will man die inneren Widerstande unmittelbar aus den GraBen 

1; = 8 1 8 2 ; und .1If = 8 1 W ableiten und benutzt man ein Gew~be mit 

der Maschenweite A", = Ay = A, so kann man auch die auBerordentlich 
einfachen Formeln 

A2 1 
N 8", = (2 1;k - 1;i - 1;l) + m (21;k - 1;m - 1;n) , 

A2 1 
N 8y = (21;k - 1;m - 1;n) + m (21;k -1;, - 1;l) , 

A2 m -·1 
N t",y = 4 m [(1;p + 1;q) - (1;0 + 1;.)], 

-2AV", = M l - M i , 

2AVy = Mn - Mm 

(33) 

verwenden. Die Maschenweite A muB hierbei derart gewahlt werden, 
daB die elastische Linie im Bereiche i, k, lund m, k, n keinen Wende
punkt aufweist, denn nur unter dieser Voraussetzung wird sich die als 
Umhiillungsflache des Gewebes benutzte Flache zweiten Grades mit 
der wirklichen elastischen Flache decken kannen. 

3. Die allgemeine Differenzengleichung der 
elastischen Platte. 

Aus den beiden Differenzgleichungen des Gewebes 

1 (j2 1 (j2 ) _ Pk F Wk}", + F Wk Y - - S' 
'" Y 1 

1 ("2 1"2 _ Wk 
12 LJ Zk)" + ~ (LJ Zk)y - - ~8 . 
A", Ay 2 

laBt sich auch die allgemeine Differenzengleichung der Platte ableiten. 
FUr das Gewebe im Bereiche des Punktes k und die aus Abb. 6 er

sichtlichen Knotenpunktbezeichnungen gelten namlich die Bedingungen: 

= 2Zi -A!' - Zk + 2z, -A~o - Zq 
z y 

2 Zk - Zi - Zl 2 Zk - Zm - Zn 
= A~ + A~ , 

2* 
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2 Wk - Wi - WI 2 Wk - Wm - Wn P 
A2 + l2 = S' 

II: Y 1 

Hieraus folgt: [( 1 1) 8] 
Zk 6 l~ + It + l! l~ 

_ 4 (~ + ~) (Zi + ZI + Zm + Zn) 

A! A~ l! l~ 
2 

+ l~l~ (zo + zp + Zq + zr) 

(34) 

1 1 + l~ (Z8 + Zt) + At (zu + zv) 

FUr lil: = Ay = A erhiilt man schlieBlich 

20 Zk - 8 (Zi + ZI + Zm + zn) + 2 (zo + zp + Zq + Z,)! 

l4pk + (Z8 + Zt + Zu + zv) = S S . 
1 2 

(35) 

Diese dreizehngliedrige Formel ist die unmittelbare tJbersetzung der 
Hauptdifferentialgleichung [j4 , 2 [j4 , d4' P 

dx4 + ox2 d y2 + d y4 = N . v 

f{ It 

S i k 

0 m 

u 
., 

z z Z 

Abb.6. 

r 

l 

I" 

% 

t 

Sie ist weniger einfach als die ftinf
'" gliedrigen w- und z-Gleichungen des Ge
., webes: ihre Anwendung ist aber von Vorteil, 
'" wenn die Randwerte M von vornherein 

nicht bekannt, die Randwerte , hingegen 
entweder gegeben sind oder aus den 
Randbedingungen der ela~tischen Flache 

abgeleitet werden kOnnen1). Die Untersuchung der ringsum einge
klemmten Platten im Abschnitt VII ",ird Gelegenheit geben, die 
Gleichung (35) zu benutzen, um die Gestalt der elastischen Fliiche ohne 
den Umweg tiber die Momentensumme unmittelbar zu bestimmen. 

1) Herr N. S. Nielsen hat in seiner verdienstvollen Arbeit "Bestemmelse af 
Spoendinger i Plader ved anvendelse af Differensligninger" (Kopenhagen: G. E. C. 
Gad 1920) fUr eine Reihe wichtiger Aufgaben der Plattentheorie die zur Losung 
der dreizehngliedrigen Differenzengleichung erforderlichen Rechnungen mit· 
groBer Sorgfalt durchgefiihrt. 
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4. Die Verteil ung der Belastung auf die 
Knotenpunkte des Gewe bes. 

Die Grundgleichung 

1 1 Pk 
T(A2 Wk )a: + T(Lf2Wk)1I = - H 

a: 11 

21 

ist unter der Voraussetzung abgeleitet, daB die Lasten Pk unmittelbar 
an den Knotenpunkten angreifen. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn 
der Schwerpunkt der Belastungsflache abc d (Abb. 5) mit dem Knoten
punkt zusammenfallt. Die GroBe 

Pk 
Pk=rr 

a: 11 

stellt dann den Mittelwert der spezifischen Belastung fiir den Bereich 
abc d dar. 

Greift nun eine Einzellast P auBerhalb der Knotenpunkte an, so 
lassen sich die auf die benachbarten Punkte 1, 2, 3, 4 entfallenden Last-
anteile PI> P2' Pa, P4 wie folgt bestimmen. . 

Ich verbinde den Angriffspunkt der Kraft P durch vier Drahte 
mit dem Hauptgewebe (Abb. 7): wenn die aus den Randdrahten 1, 2, 3, 4 
gebildete Unterlage vorerst als fest angesehen wird, so ist die Ver
schiebung Wo des Punktes 0 gegen das Hauptgewebe durch die Gleich
gewichtsgleichung 

Wo(~+~ +~ +~) =~ 
bestimmt. A1 A2 A3 A4 H 

1m Punkte I wird mm die lotrechte Teilkraft 
-+.II:------:!Ill~-+.:-1 

PI = Hwo Az 
Al Abb.7. 

auf den Rand 1,4 iibertragen. Ebenso erhalten die iibrigen Rander 
Teilkrafte 

Hwo 
PII=-A-' 

2 

Hwo 
PIII=-A-' 

3 

Hwo 
PIV=-A-' 

4 

A 
Der Knotenpunkt 1 iibernimmt von PI den Anteil PI A ~ A ,von PIV 

A 3 4 
den Anteil PIV -_2_, oder insgesamt 

A1 + A2 
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Setzt man A1 + A2 = A:I: , .1.s + A4 = A,I' 
so erhalt man 

Pl=pA2As 
A:l:Ay 

(36) 

und ebenso fiir die iibrigen Knotenpunkte 

As~ P = p A4 Al P = p A4 A2 
P2=PAZ Ay' 3 .1.z 4' 4 AzAy· 

Die auBerordentlich einfache GesetzmaBigkeit, mit welcher sich 
die Lastverteilung vollzieht, tritt deutlich in Erscheinung. Ihre Vber
einstimmung mit dem Hebelgesetz,sobald eine der GroBen AI' A2 , "3' "4 
gleich Null wird und die Last unmittelbar in einem Punkte der Netz
linien angreift, ist ohne weiteres zu erkennen. 

B. Das Radialgewebe. 

Das Gewebe mit rechteckigen Maschen ist fiir die Untersuchung 
kreisformiger Platten wenig geeignet, weil die Knotenpunkte nicht 
symmetrisch zur Umdrehungsachse verteilt und die Drahte nicht durch
weg senkrecht zum Plattenrand gerichtet sind. 

Der Gestalt der Platte paBt sich am besten das Radial- oder 
Spinnengewebe an. Es besteht aus einem Biischel strahlenformig 

Abb.8. 

verteilter Drahte, die miteinander 
durch konzentrische Ringe ver
bunden werden (Abb.4a). Die 
Drahte des Biischels mogen Ra
dialdrahte, diejenigen der 
Ringschar Ringdrahte genannt 
werden. 

lch setze voraus, daB die Ra
dialdrahte im ganzen Gewebe den 
gleichen Zentriwinkel LI cp mit
einander schlieBen und daB die 
Ringe in gleichen Abstanden LI r 
angeordnet sind. Hiermit ist 
die GrundriBgestalt des Gewebes 
festgelegt; urn die Wolbung im 
AufriB zu bestimmen, ist noch 

fiir jeden Punkt mit den Polarkoordinaten r und cp die Ordinate w in 
der Richtung der +z-Achse zu ermitteln (Abb. 8). 

1m Knotenpunkt k kreuzen sich die Drahte R i , R I , Rm, Rn: der 
jeweilige Neigungswinkel gegen die GrundriBebene sei der Reihe nach 
mit Wi, WI, W m , Wn bezeichnet. Die zugehorigen Spannkrafte mogen 
den Gleichungen 
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. J cp 
Ri = 8 1 (2 r - J r) sm 2 . sec Wi, 

Rz = 8 1 (2 r + J r) sin J2'P . secwz, 

Rm = 8 1 Jr· secwm , 

Rn = 8 1 Jr· secwn , 

23 

(37) 

folgen: unter 8 1 ist eine als VergleichsmaB dienende Einheitsspannung 
zu verstehen. 

lch zerlege jede GroBe R in eine in die GrundriBebene fallende Teil
kraft R' = R . cosw und in eine, der +w-Achse parallel gerichtete 
Teilkraft R" = R . sinw . 

Fiir die erste Gruppe von Teilkraften gelten die Gleichgewichts-
bedingungen: J 

(Rl - Ri) - (R'm + R~) sin 2CP = 0, 

(R~ - R'm) cos J2'P = 0 . 

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB diese beiden· Gleichungen durch 
die GroBen R der Gleichungsgruppe (37) von vornherein befriedigt sind. 

Die Teilkrafte R" miissen im Verein mit der im Punkte k angreifen
den und in Richtung der +w-Achse wirkenden Last Pk die dritte Gleich
gewichtsbedingung 

erfiillen. (Rf' - Ri') + (R~ - R~) + P k = 0 (38) 

Bedenkt man, daB der Last P k die Belastungsflache abc d mit dem 

Flacheninhalt 2 r J r sin J2'P cos J2CP entspricht und setzt man daher 

. Jcp Jcp 
P k = 2prJrsmTcosT' 

so geht die Gleichung (38) im Einklang mit den Werten R der Gleichungs
gruppe (37) iiber in: 

2 r 8 1 (tangwz - tang Wi) sin J2CP + 8 1 Jr(tangwz + tangwi) sin J2CP 

+ 8 1 Jr(tangwn - tangwm) + 2 p r Jr sin J2'P cos J2CP = O. 

Hieraus folgt auch: 

1 Jcp 1 J'P 
--;r (tangwz - tang Wi) sec - + - (tangwz + tang Wi) sec-2 LJr 2 2r 

tang wn - tang wm P 
+ J J +8-=0. 

2 r sin 2'P cos 2CP 1 
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Es ist nun 
Wl-Wk 

tangwl = ----,1- , 

,1 r sec 2fP 

Wn-Wk 
tangwn = ,1' 

Wk -Wi 
tangwi = ----,1- , 

,1rsec 2fP 

Wk-Wm 
tangwm = ,1 

und daher: 
2 r tang 2fP 2rtang t 

Fiihrt man im ahnlichen Sinne wie im vorigen Abschnitt die partiellen 
Differenzen 

Wl- Wi 

2,1r 

(WI - Wk) - (Wk - Wi) 

(,1 r)2 

(Wn - Wk) - (Wk - W m) 

(2 r sin ,12fPy 

,1 r ' 

(,12 Wk )r 
---

(,1 r)2 ' 

(,12 Wk )rp 

(2 r sin ,12fPy 

ein, so lautet die allgemeine Gleichgewichtsgleichung des Spinngewebes 

1 

2 

(,12 Wk )r + ~ (,1wk)r + ~ (,12 Wk )rp = _ L (39) 
Llr2 r ,1r r2 ( .. LlfP)2 8 1 ' 28m 2 

1m Mittelpunkt der Platte (Abb. 9) kreuzen sich n Drahte Ri mit 

Abb.9. 

der Spannkraft 

Ri = - 8 1 LI r sin Ll2fP sec wi . 

Sie lief ern eine nach aufwarts 
gerichtete Mittelkraft 

"R" "R' .::.. i =.::.. i sm Wi 

. iJ fP 
= - 81 iJrsmT ~tangwi 

. iJ fP iJ fP " 
= - 8 1 sm T cos T'::" (Wk - Wi), 

welche mit der Mittelpunktsbelastung 
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im Gleichgewicht sein muB. Es ist also: 

i=n (LI )2 
- 8 1 2 (Wk - Wi) + n p --i- = 0 , 

i= 1 

1 i~ P 

(
Llr)2 ~ (Wi - Wk) = - 8 1 • 

n - l=l 
2 

(39a) 

Durch die Gleichungen (39) und (39a) ist nunmehr die Wolbung des 
Spinngewebes vollstandig bestimmt. 

LaBt man in der Grundgleichung LI r und LI g; unendlich klein 
werden, so verwandelt sie sich in die bekannte Differentialgleichung 
der elastischen Raut 

02 W low 1 a2 W p 
or2 + r ----aT + 7=2 ag;2 = - 8 1 • (40) 

Riermit ist die unmittelbare Verwandtschaft zwischen Spinnengewebe 
und elastischer Raut erwiesen. . 

Die GIeichung der elastischen Flache der Platten lautet in Polar
koordinaten 

( 82 1 0 1 ( 2 ) (02 C 1 0 C 1 a2 C) p 
o r2 + r Tr + 7=2 0 g;2 or2 + r Tr + 7=2 0 g;2 = N . (41) 

Setzt man 
( a2 C 1 0 C 1 02 C) _ 

-N =>2 +-~ +2?12 - M, vr r vr r vg; 
(42) 

so ergibt sich auch 

02M 1 oM 102 M 
~ + r -----aT + r2 fJg;2 = -p. (43) 

Diese Gleichung deckt sich mit der Gewebegleichung vollkommen, und 
es ist wieder M - 8 W 

k - 1 k· 

Ebenso erhalt man aus der Gegeniiberstellung der Gleichung (42) mit 
der zweiten Differenzengleichung 

(Ll2Zk~ + ~ (Llzk)r + ~ (Ll2 Zk)<p = _ Wk = _ Mk 
LI r2 r LI r r2 (2 . iJ g;)2 82 8 i 82 (44) 

Sln-
2 

die zweite Verkniipfung 
r _ 8 1 82 Zk 
"k- N . 

Wie beim .Gewebe mit rechtwinkligen Maschen ist somit die Be
rechnung der Formanderung der elastischen Platte auf die aufeinander
folgenden Losungen d~r Differenzengleichungen der w- und z-Werte 
zuriickgefiihrt. 
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Zur Bestimmung der Momente der Biegungsspannungen in radialer 
und tangentialer Richtung sowie der Drillungsmomente dienen die 

Forrneln __ [0 2 ' ~(~ in ~ 02 ')] 
8r - N Cl 2 + Cl + 2 Cl 2 ' ur m r ur r ucp 

8t = - N r~ ~ + ~ 02 
, +!- 02 

, ] ' (45) 
r Or r2 Ocp2 m ar2 

tr = -N m - 1 ~ (~ ~) . 
m Or r ocp 

Urn die partiellen Differentialquotienten durch Differenzen aus
drucken zu konnen, sei wie fruher die elastische Flachc im Bereiche 
des Punkthaufens i, k, l, m, n, 0, p, q, r (Abb.8) durch die Schmie
gungsflache 

~~ ] '=4N (L1 L1 2 [Zi (r-rk) (r-rt)-2zk(r-rt) (r-ri)+ZZ (r-ri) (r-rk 
Zk r· cp) 

[Zm(CP - CPk) (cp - CPn) - 2zdcp - CPn) (cp - CPm) + Zn(CP - CPm) (cp - CPk)] 

ersetzt. Aus dieser Gleichung leite ich fur den Punkt rk, CPk die Werte 

02 ' 818~ -N or2 = (.dr)2 (2 Zk - Zi - Zt) , 

1 in 8] 8 2 -N--= ---(Zi-ZZ), 
r or 2 rk L1 r 

1 02 ' 8 1 8 2 -N 2~ = ----.--( ~ -)2 (2Zk - zm - Zn), 
r ucp rk LJ cP 

-N ~ (~~) = 81 82 (zn _ zm) (2 L1 r _ Zz - Zi) 
Orr a cP 4 rk L1 r L1 cP rk Zk 

81 8 2 [ 2 L1 r ] 
= 4 LI LI (Zp + Zq) - (zo + ZT) + --(zn - zm) 

~ r cP ~ 

ab und erhalte sodann: 

8 r = 81 82{(2 zk - Zi - Zz) + ~ f L1 r (Zi - Zz) + (~~)(2 Zk - zm - Zn)]} , 
(Llr)2 mlrk 2 rkL1cp 

8 1 8 2 {L1r (Zi - zz) (L1r)2 1 } 
8t = -- - + -- (2 Zk - Zm - zn) + - (2 Zk - Zi - zz) , 

(L1r)2 rk 2 rkLlcp m (46) 

m - 1 818~ [ 2L1r] 
tT = ----4 ~ ~ (z1' + Zq) - (zo + zr) + - (zn - zm) . 

m rk LJ cP LJ r rk 

Fur die Scherkrafte in radialen und tangentialen Flachenelernenten 
ergibt sich ebenso aus den Formeln 

aM 1 oM 
Vr=a;:-' V t =---

r ocp 
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in Dbereinstimmung mit derGleichung M = 8 1 w: 

81 
v, = 2 Ar (WI - Wi), 

81 
Vt = -2 A- (Wit - w m) • 

rk ffJ 

27 

(47) 

1st die Belastung symmetrisch urn die Drehachse der Platte verteilt, 
so lauten die Grundgleichungen 

M=-N(~+~~) 1 
dr2 r dr ' I 

t, = 0, 
dM 

vr=- , 
dr 

Vt=O. J 

(48) 

An Stelle des Gewebes treten nunmehr Seilecke, deren Ordinaten 
W und Z die Bedingungen 

WI - 2 Wk + Wi + ~ WI - Wi = - 'L I 
A r2 rk 2A r 8 1 ' 

Zl - 2 Zk + Zi I Zl - Zi Wk 

A r2 + --;:;: 2A r - 8 2 

(49) 

erliillen. Der Spannungszustand ist schlieBlich durch die Formeln 

81 8 2 { I A r Zi - Zl} 
8, = (A r)2 (2Zk - Zi - Zl) + m r:;; -2- , 

8 1 82 {A r Zi - Zl I } 
8t = -- - -- + - (2Zk - Zi - Zl) , 

(A r)2 rk 2 m 
(50) 

8 1 
v, = 2 A r (WI - Wi) 

beschrieben. 

c. Das Gewebe mit dreieckigen Maschen. 

Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daB es moglich ist, die 
elastische Haut durch ein Gewebe mit rechtwinkligen Maschen oder 
durch ein Radialgewebe abzubilden: Die Wahl der Gewebeart entsprach 
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hierbei den Eigenschaften des fiir die Darstellung der elastischen Flache 
benutzten Koordinatensystems. 

Kennzeichnend fiir beide Gewebe ist die Zerlegung der elastischen 
Haut ill. viereckige Streifen, deren Randspannungen durch die Spann
krafte von vier Drahten ersetzt werden, die sich in einem Knotenpunkt 
kreuzen. Gibt man den Streifen eine andere Gestalt, so miissen sich die 
Anzahl und die Lage der Drahte, deren Spannkrafte die Randspannungen 
vertreten sollen, und mithin auch die Gewebeform andern. 

Es ist von vornherein einleuchtend, daB unter den verschiedenen 
Moglichkeiten der Streifenzerlegung und der Gewebebildung diejenige 
den Vorzug verdient, die in der Gestalt der Maschen eine geometrische 
Verwandtschaft mit der Umgrenzung der elastischen Haut erkennen 
laBt. Die Verkniipfung zwischen Gewebeart und Gestalt der Haut ist 
bei gleichschenkligen Drei-, Vier- und Sechsecken besonders einfach. 
Wie die Abb. 4b und 10 zeigen, gelangt man durch Zerlegung der Haut 
in Sechsecke zu einem Gewebe, das in jedem Knotenpunkt sechs Drahte 
vereinigt und hexagonales Gewebe genannt werden moge1). 

Abb.1O. 

Die groBen Vorteile, welche die Anwendung dieses Gewebes auf die 
Berechnung dreieckformiger Platten bietet, lassen eine kurze Unter
suchung seiner statischen Eigenschaften zweckmaBig erscheinen. 

Bezeichnet man nach Abb. 11 mit 
All:: die Maschenweite in Richtung 

der x-Achse; 
Ay: die Maschenweite in Richtung 

der y-Achse; 
2 IX: den Winkel, den zwei benach

barte, gleich lange N etzlinien 
miteinander bilden; 

Wk: die in Richtung der z-Achse 
gemessene Ordinate des Kno
tenpunktes k des Gewebes; 

Abb. ll. ron: den Neigungswinkel des n ten 

Drahtes gegen die x- ,y-Ebene, 
1) Die eigenartige GIiederung der sechseckigen Streifen erinnert an die Ver

teiIungder Zellen von Bienenwaben: das hexagonale Gewebe konnte daher auch 
mit Recht als Bienengewebe be2;eichnet werden. 
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so k6nnen die Spannkrafte R i , Ro, Rp , Rl , Rr , Rq , der sechs sich im 
Knotenpunkt k kreuzenden Drahte durch die Gleichungen 

Ri = 81 (Ay -- t A", tang 1X) sec Wi, 

Ro = 8 1 -§- A", sec 1X • sec wo, 
Rp = 8, ~- A", sec 1X • sec wp , 
Rl = 8 1 (Ay - } A", tang 1X) sec wz, 
Rr = 8 1 t A", sec 1X • sec Wr , 

Rq = 8 1 t A", sec 1X • sec Wq 

(51) 

dargestellt werden. Zerlegt man wie friiher jedes R in die Teilkrafte 
R' = R . cos W und R" = R . sin w, so miissen letztere den Gleich
gewichtsbedingungen 

(Ri - RD + [(R~ - R~) + (R~ - R;)] sin lX = 0, 
[(R~ + R~) - (R~ + R~)] cos 1X = 0, 

(RZ' - Ri) + (R;' - R~) + (R~ - R~) + P k = ° 
geniigen. Unter Pk ist hierbei wie friiher die Belastung des Knoten
punktes k zu verstehen. 

Die beiden ersten Bedingungen werden von den Werten R der 
Gleichungsgruppe (51) von vornherein befriedigt. Aus der dritten folgt 
aber, wenn P k = P A", Ay gesetzt wird: 

( Ay - ~ A", tang lX) (tang Wl - tang Wi) 

+ ~ A", sec 1X [(tang Wr - tang wo) + (tang wp - tangwq)] + %1 A", Ay = 0, 

Hiermit ist die Bestimmungsgleichung der w- Ordinaten gewonnen. Die 
zugeh6rige Gleichung der z-Ordinaten lautet: 

(53) 
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Bilden die Maschen gleichseitige Dreiecke von der SeitenH:inge 2, 
so nimmt die Gewebegleichung die einfache Form: 

2 pP 
4 w" - 3 (Wi + WI + Wo + wp + Wq + wr) = s' 

1 

2 22 22 

4z" - -3 (Zi + Zl + Zo + Zp + Zq + Zr) = W,,-S = M" S S . 
212 

(54) 

Aus den w- und z-Werten lassen sich wie frtiher die Momentensumme 
Z 

M = W SI und die elastische Verschiebung ,= S1 S 2 N ableiten. 

Entsprechend der Eigenart des Gewebes erscheint es naheliegend, 
die Biegungsspannungen nicht in Richtung der Koordinatenachsen, 
sondern in Richtung der in jedem Knotenpunkte sich kreuzenden Drahte 
zu verfolgen. 

Hierzu benutze ich die fUr jedes rechtwinkliges ~-, 1]-Kreuz geltenden 

Beziehungen: (02 , 02 ') . 
M = - N ° ~ + ° 1]2 ' 

8~ = _ N (° 2
' + ~ ~2 ') = _ m - 1 N. 02 

, + M , ° ~2 m 0 1]2 m ° ~2 m 

8 = _ N (° 2
' + ~ az ') = _ m - 1 N 02

' + M 
'1 ° 1]2 m ° ~2 m ° r;2 m 

und erhalte im Einklang mit nachstehender Abb. 12: 

m - 1 (2 z" - zp - Zq) 1 1 
81" = --S1S2------- + -S1 W", 

m (ly sec IX)2 m 

m - 1 (2 z" - Zi - Zl) 1 
82lc = --S1 S 2 ,2 + -S1 W " , f m Ax m 

_ m - 1 S S (2 z" - Zo - zr) + ~ S 
8a - -- 1 2 (1)2 1 W" . m Aysec IX m 

(55) 

Ftir die lotrechten Scherkrafte in Flachenelementen senkrecht zu 
den Netzlinien ergibt sich ganz entsprechend: 

oM S (wp-Wq) 
Va = 081 = 1 2 Ay sec ~ , 

oM (Wl- Wi) 
V2" = -- = SI----

082 2 Ax 
(56) 

oM S (wr - wo) 
V3" = () 83 = 1 2 Ay sec IX . 
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Zur Bestimmung des Drillungsmomentes der wagrechten Schub
spannungen in Flachenelementen senkrecht zur x- oder zur y-Achse 
dient schlieBlich wie beim Gewebe mit recht-
eckigen Maschen die Gleichung rr r 

m -1 (j2' 
tx =---N--

y m oxoy 
i m - 1 8 1 8 2 (57) l 

= -- -l--[(zp + Zq) - (zo+ zr)]. 
m 4~1 

2 y 

Die vorstehenden J!-'ormeln sind so einfach 
aufgebaut, daB die wenigen Gewebeordinaten Abb. 12. 
geniigen, urn den Spannungszustand an jeder 
Stelle zu beschreiben; es ist also bei dem hexagonalen Gewebe, trotz der 
groBeren Anzahl der sich in einem Knotenpunkt kreuzenden Drahte, 
ebenso leicht wie bei den anderen Gewebearten, ein vollstandiges Abbild 
der Formanderung und Beanspruchung der Platte zu gewinnen. 

§ 4. Die Anstrengung der Platten. 

Um die Anstrengung der Platte beurteilen zu konnen, genugt es 
nicht, die Spannungsmomente 8x , 8y , txy fur jeden Punkt x, y der Mittel
flache zu errechnen. Es mussen auch die Lage der Querschnitte, in 
denen die Hauptformanderungen und Beanspruchungen entstehen, und 
die GroBe der letzteren bestimmt werden. 

Es ist aus der Festigkeitslehre bekannt, daB die Biegungsmomente 
ihren hOchsten bzw. niedrigsten Wert 

_ 8" + 8 y ~ V ( _)2 2 8m~x -- 2 + 2 8" 8 y + 4 tx y 
mm 

(58) 

in den Stellen erreichen, in welchen das Verdrehungsmoment ver
schwindet; der Neigungswinkel IX der fraglichen Querschnitte gegen die 
X-Z-Ebene wird durch die Gleichung 

festgelegt. 

2 t"y tangIX = --"-----
8" - 8y 

Der GroBtwert des Drillungsmomentes 

(59) 

(60) 

wird hingegen in einem der winkelhalbierenden Schnitte der Haupt
biegungsmomente erreicht. 

Fiir einen Baustoff, der dem Hookeschen Gesetz folgt, lassen sich 
auf Grund der Gleichungen (3), (5) und (8) aus den Spannungsmomenten 
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unmittelbar die groBten am unteren bzw. am oberen Rande der Platte 
auftretenden Spannungen 

ableiten. 

68a; 
aa;=+~, 

Den Hauptbiegungsmomenten entsprechen die Hauptspannungen 

(61) 

Sind fiir ein Plltttenelement die spezifischen Dehnungen und Schie
bungen 

bekannt, so laBt sich der Wert der Hauptdehnungen mit Hilfe der Formel 

em~x = t [(ea; + ey) + -y(ea; - e,,)2 + e~y] 
bestimmen. mil. 

(62) 

FUr die Oberflachenschichten der Platte gilt insbesondere die Glei
chung 

_ h [( 02 1; 02 1; ) 
e:::~: = + . 4" 0 x2 + 0 y2 + 

oder wenn 

iP' 1; 1 m2 ( 1) 12 ( 1) 
- 0 x 2 = N . m2 _ 1 8a; - m • 8y = + E h3 8a; - m 8 y , 

02 1; 1 m2 ( 1) 12 ( 1) 
- 0 y2 = N . m2 _ 1 8y - m • 8a; = + E h3 8y - m 8x , 

02 1; 1 m 12 m + 1 
- oxoy = N' m-l txy =+ Eh3 m tXY 

gesetzt wird: 

E _ 3 [ m - 1 m + 1 ,/( 2 2 ] 
e:::~: - + h2 (8x + 8y) ---;;- + m r 8x - 8y) + 4 tXY . (63) 

Die linke Seite dieser Gleichung stellt die reduzierten Haupt-
spannurigen, namlich diejenigen Spannungen, welche in einem Stab 
bei einfacher Zug- oder Druckbeanspruchung die Dehnungen em"" 
hervorbringen wiirden, dar. min 

Um den Unterschied zwischen den tatsachlichen und den reduzierten 
Hauptspannungen zu beleuchten, mogen zwei Grenzfalle in Betracht 
gezogen werden. 



Die Anstrengung der Platten. 

Es sei zuerst: 
8:& = 8 y = 8 , t:& Y = ° . 

Dann ist nach Gleichung (61) und (63): 

6 6 m-l 
a max = -11,2 8 , a(red) max = l(i: 8 • -~ , 

1st hingegen 

so werden 
8:& = 8y = 0, 

6t 
Umax = +"T' 

6t m + 1 
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m 
---

aired) max 
m-l . 

6t 
amin = -- l(i: , 

m 
a(red) max = +-h2 • ----- , 

mID m O(red} max 

Fur 
m = 2,0, 

ist im erst en Falle 

Omax ___ ') ° - ..... , , 
O{red) max 

1m zweiten: 

~~=0667 , , 
O(red) max 

4, 6, 8 ... 00 

1,333, 1,2, 1,14 ... 1,0 ; 

0,8, 0,857, 0,889 ... 1,0. 

Die GraBen der beiden Spannungsarten weichen, wie man sieht, 
urn so mehr voneinander ab, je kleiner die Poissonsche Ziffer ist. 

Ihre Verteilung kann auch beim gleichen Belastungszustand durch
aus verschieden sein. Bei einer quadratischen, freiaufliegenden, gleich
maBig belasteten Platte nehmen beispielsweise in den Diagonalquer
schnitten, wenn man von den Ecken nach dem Mittelpunkt fortschreitet, 
die wirklichen Spannungen zu, die reduzierten dagegen abo 

Nur wenn m = 00 wird, stimmen GraBe und Richtung bei beiden 
Spannungsarten uberein. 

Wenn man nicht von vornherein annehmen will, daB dieser Grenz
fall tatsachlich vor dem Bruch eintritt, so muB entschieden werden, 
ob fur die Querschnittsbemessung die tatsachliche oder die reduzierle 
Hauptspannung ausschlaggebend sein solI. 

Nach der Mohrschen Hypothese ist die graBte Schubspannung als 
MaBstab fur die Anstrengung der Platte zu betrachten. Diese Span
nung Tmax ist gleich dem hal ben Unterschied zwischen den algebraisch 
graBten und kleinsten der drei Hauptspannungen, welche den Span
nungszustand an einer Stelle bestimmen. Am meisten gefahrdet sind 
also diejenigen Oberflachenschichten der Platte, die den graBten Span
nungsunterschied aufweisen. 

Unter den drei Hauptspannungen ist die eine, namlich die Normal
spannung az = ° oder kann, da sie h6chstens den Wert der Pressung p 
erreicht, neben 01 und a2 gleich Null angesetzt werden. 

Mar eus, Platten. 3 
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Haben 0'1 und 0'2 das gleiche Vorzeichen, SO ist die groBte der beiden 
(am",,) maBgebend. 

Der zugehorige Grenzwert der Schubspannung ist 

amax + az 3 [( ) 1/( )2 4 2 ] 
Tmax = --2-- = 2 h2 Sx + Sy + f Sx - Sy + txy • 

Bei verschiedenen V orzeichen von 0'1 und 0'2 wird hingegen 

_ a1 - a2 _ 3 11 2 2 
Tmax - --2--- - h2 f (Sx - Sy) + 4 txy • 

1st beispielsweise 

so ergibt sich 

wahrend im Fane 

Sx = Sy = S , tXY = 0 , 
68 

aroax = 0'1 = a2 = V = 2 Tmax , 

8x = - 8y = 8 , tXY = 0 , 

68 
am~x = a1 = -0'2 = -h2 = 1 Tmax 

mm 

sein warde. Bei gleicher Schubfestigkeit Tmax wiirde also das Bruch
moment 8 im ersten FaIle zweimal so hoch wie im zweiten sein. Nimmt 
man aber auf Grund der alteren Bruchtheorie an, daB lediglich die 
groBte Dehnung oder die graBte reduzierte Spannung fur die Anstren
gung der Platte ausschlaggebend ist, so wird im ersten Fane: 

6 m -1 m h2 

O(red) max = hi . S • -~--... , oder S = m ~ 1 . 6 . aIred) max , 

imzweiten: 

6 
aIred) max = l(i . 8 • 

m+ 1 
oder 

m h2 

S = m + 1 . 6 . O(red) max m 

Bei gleicher Dehnungsfahigkeit, d. h. bei gleichem Werte aIred) max 

werden sich mithin die Werte der beiden Bruchmomente wie (m + 1) 
zu (m - 1) verhalten; im Grenzfall m = ex> stimmen sie vollkommen 
miteinander uberein. 

Aus diesem Vergleich erkennt man, daB die beiden Hypothesen uber 
die Bruchentstehung zu Ergebnissen fUhren, die bei kleinen Zahlen m 
wesentlich voneinander abweichen k6nnen. Fur die Beurteilung der 
Tragfahigkeit einer Platte, fur die Wirtschaftlichkeit ihrer Querschnitts
bemessung ist eine einwandfreie Abschatzung der Bruchgefahr unerlaB
lich, undes ist daher dringend notwendig, <!iElBrauchbarkeit und Richtig
keit der Bruchtheorien eingehend zu priifen. 

Die bisher vorliegenden Versuchsergebnisse haben die Gultigkeit 
der Mohrschen Hypothesen fUr bildsame und auch teilweise fur sprode 
Baustoffe, wenigstens soweit Druckspannungen als Hauptspannungen 
in Betracht kommen, bestatigt. Wenn hingegen die Hauptspannungen 
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Zugspannungen sind, ist es zumindest fraglich, ob nicht die Hypothesen 
der graBten Dehnung als Bruchursache mit den Versuchen besser in 
Einklang zu bringen istl). 

Die Beurteilung der Anstrengung ist bei Platten aus Beton oder 
aus Eisenbeton aus dem Grunde besonders schwierig, weil die fur die 
Bestimmung der Hauptdehnungen maBgebenden Elastizitatsziffern E 
und m nicht allein von der GroBe, sondern auch von der Art der Haupt
spannungen abhangig sind. 

Wahrend E sowohl bei Zug- als bei Druckbeanspruchungen mit 
wachsenden Spannungen abnimmt, Let beim Beton wie beim GuBeisen2) 

eine Abnahme von m bei Druck- und eine Zunahme bei Zugbeanspru
·ciiungen zu verzeichnen: Das Verhaltnis zwischen wirklichen und redu-· 
zierten Spannungen ist daher, je nachdem Druck- oder Zugbeanspru
chungen in Frage kommen, verschieden. 

1st beispielsweise die Anstrengung eines Balkens durch die GraBen 

(11 = kb , (12 = (13 = 0 

1 
limax = E kb = lib 

und diejenige einer Platte gleicher Steifigkeit durch die Werte 

gekennzeichnet, so zeigen die Versuche, daB, sowohl kb = kp als auch 
lib = lip ist, wenn (11 und (12 Zugspannungen sind; es muBte in diesem 
FaIle vor dem Bruche m = 00 sein. Bei sehwach bewehrten Platten, 
die durch Lrberwindung der Zugfestigkeit oder dureh nberschreitung 
der Streckgrenze des Eisens zu Bruche gehen, ist daher die gr6Bte wirk
liehe ebenso wie die reduzierte Hauptspannung fur die Bruchgefahr 
maBgebend. Sind aber (11 und (12 Druekspannungen, so miiBte nach 
der Mohrschen Theorie wiederum kb = kp, jedoch lip < lib sein. Aus 

1) Der Leser findet einen ausfiihrlichen Bericht tiber die Ergebnisse der Platten
versuche in § 5 der Abhandlung des Verfassers tiber "die Theorie elastischer Ge
webe und ihre Anwendung auf die Berechnung elastischer Platten" in "Armierter 
Beton" 1919, H. 10 u. 11. Die neuen Versuche von Nadai sind in seinem Vortrag 
tiber "die Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestatigung" 
(Z. ang. Math. Mech. 1922, H. 5) besprochen. 

2) Vgl. den Aufsatz von Meyer, E. und W. Pinegin: Uber einen Apparat 
zur unmittelbaren Bestimmung der Querdehnung nebst Versuchsergebnissen am 
GuBeisen, in Dingler 1908, H. 19, S. 292. - l1usfiihrliche Angaben tiber das Ver
haltnis von Langs- und Querdehnungen bei Eisenbetonsaulen befinden sich in 
den Versuchsberichten von Rudeloff in H. 5 u. 21 der Veroffentlichungen 
des Deutschen Ausschusses ftir Eisenbeton. 

3* 
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den Bachschen Versuchen1) laBt sich indes nachweisen, daB Gp > Gb 

ist; nimmt man im Sinne der alten Bruchtheorie an, daB zumindest 
Gp = Gb sein solI, so wird dann, wenn nicht m = ex:> ist, 

m 
kp = E ~--l . Gp > E lOb = k" 

m-

sein miissen. Der Unterschied zwischen der Druckfestigkeit kp der 
Platte und der Druckfestigkeit kb des Balkens wird um so hoher, je 
kleiner mist und je starker die Querdehnung behindert wird. 

Um bei Platten, welche mit einer kraftigen Bewehrung versehen sind 
und durch Erschopfung der Druckfestigkeit zerstort werden sollen, die 
Bruchgefahr zu beurteilen, ist also auch die richtige Einschatzung der 
Poissonschen Ziffer notwendig. Da die vorliegenden Versuchsergeb
nisse nicht ausreichen, um die GroBe dieser Ziffer unmittelbar vor dem 
Bruch festzustellen. und da gerade die eigentliche Wirksamkeit der 
Platte in der Zahl m zum Ausdruck kommt, hat der Verfasser die An
regung gegeben, durch Messung der Kriimmung bei Platten, welche auf 
reine Biegung durch verschiedene Kraftepaare 8$ und 8y beansprucht 
werden, die Poissonsche Ziffer fiir verschiedene Spannungsstufen zu 
bestimmen. Die fraglichen Versuche sind inzwischen in Angriff ge
nommen worden und werden hoffentlich die gewiinschte Klarung 
herbeifiihren 2). 

Obgleich die Ergebnisse der Bachschen Versuche die Vermutung 
rechtfertigen, daB unmittelbar vor dem Bruch die Zahl m nicht allein 
vor der Grenze m = ex:> weit entfernt ist, sondern eher den niedrigsten 
Werten m = 5 bis m = 2 zustrebt,und daB weiterhin in Ubereinstim
mung mit der alten Bruchtheorie die Plattenfestigkeit kp hoher als die 
Balkenfestigkeit kb sein m.uB, diirfte es vorerst richtiger sein, die fiir den 
ungiinstigsten Fall m = ex:> errechneten Grenzwerte der Hauptbiegungs
momente als maBgebend fUr die Anstrengung der Platte und somit auch 

I} Vgl. v. Bach, C.: Versuche mit allseitig aufliegenden, quadratischen und 
rechteckigen Eisenbetonplatten. Berlin: W. Ernst u. Sohn 1915. In dem Ver
suchsbericht sind die lotrechten Verschiebungen z fUr ein Netz von Punkten an
gegeben. Die aus den gemessenen Werten z errechneten zweiten Differenzen 
(LJ2Z)z, (LJ2Z}y stellen die Krummung der Platte dar und geben eirren Anhalt tiber die 
GroBe der entsprechenden Dehnungen. - Ich habe ftir Platten und Balken von 
gleicher Steifigkeit, aber verschiedenen Langenverhaltnissen, diese zweiten Diffe
renzen ermittelt, die zugehOrigen Dehnungen verglichen und hierbei festgestellt, 
daB die Platten durchweg starkere Formanderungen als die entsprechenden 
Balken erfahren haben. 

2) Die in meiner Abhandlung (in "Armierter Beton" 1919, H. 11) vorgeschla
genen Versuche werden mit Hilfe einer yom Verfasser entworfenen Versuchsvor
richtung im Auftrage des Deutschen Ausschusses ftir Eisenbeton in der Prtifungs
anstalt der Dresdner Hochschule ausgefiihrt. 
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fiir ihre Querschnittsbemessung zu betrachten. Schreibt man zur 
Abkiirzung 

02 t _ 
-N oy2 = Sy, 

so stellen die GroBen Bz , By ,tZY die Momente sowohl der wirklichen als 
auch der reduzierten Spannungen im Grenzfall m = <Xl dar. Die zu
gehorigen Grenzwerte sind: 

smax = t [(sz + 8y) + y(sz -- Sy)2 + 4 (tZy)2] • 
min 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB es ein wesentlicher Unterschied fiir 
die Anstrengung der Platte ist, ob die groBten Spannungsmomente nur 
auf einem ganz schmalen oder auf einem ausgedehnteren Bereiche ver
teilt sind. Die Versuche zeigen, daB eine starke Vermehrung der Be
anspruchung, wenn sie ortlich begrenzt ist, durchaus nicht die ErschOp
fung der Tragfahigkeit zur Folge haben muB: der Bruch tritt erst dann 
ein, wenn zugleich die Widerstandsfahigkeit der benachbarten Stellen 
iiberwunden ist. Fiir die Querschnittsbemessung haben daher, selbst 
wenn Einzellasten in Frage kommen, nicht ausschlieBlich die jeweiligen 
Hochstwerte, sondern auch die Durchschnittswerte der Spannungs
momente in der nachsten Umgebung der gefahrdeten Stellen eine er
hebliche Bedeutung. 

II. Die Randbedingnngen del' ringsnm frei 
anfliegenden Platte. 

§ 5. Die Randbedingllngen der elastischen FUiche. 
Die in Abb. 13 dargestellte Platte ist an ihren Randern frei beweg

lich aufgelagert. lch setze voraus, daB ihre Kanten so wenig iiber die 
Stiitzpnnkte hinausragen, daB man Rand
und Auflagerlinie als zusammenfallend 
ansehen dad. Die elastische Flache muB 
zunachst fiir jeden Randpunkt k die Be-

dingung eTc = 0 (a) 

erfiillen. Da auBerdem die Randflachen 
frei von Biegungsspannungen sein sollen, 
so miissen die Spannungsmomente su, 
deren Drehachse die Randflache beriihrt, 

Abb.13. 

verschwinden. 1st die Randflache in einem auch nur begrenzten Be
reich eben und bezeichnet man mit d v und d u ein unendlich kleines 
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Langenelement der Randlinie und der zugeharigen Normale, so lautet 
die zweite Randbedingung 

( 82 I; 1 82 I; ) 
8 u =-N ~+-~ =0. uu m cv 

(b) 

Beachtet man, daB 
gleichung 

bereits entsprechend der ersten Bedingungs

(j21;k 
8v2 = 0 (c) 

821;k = 0 (d) 
du2 

sein muB, so folgt 

und weiterhin 

(e) 

Hieraus erkennt man, daB das erste Gewebe iiberall am Rande die 
Ordinate Wk = 0 aufweist, also ebenfalls auf einer festen Unterlage auf
ruhen muB. 

Die Gleichungen (c) und (d) fordern, daB beim zweiten Gewebe die 
Ordinaten der Punkte i, lund m, n, die vom Randpunkt k um Au 
bzw. Av abstehen, die Bedingungen 

821;k = 81 8 2 (Zi- 2zk+ Zl) = 0 
8u2 N A~ , 

erfiillen. Da fiir den gestiitzten Rand ohnehin 

sein muB, so ergibt sich 
Zi + Zl = o. (f) 

Die Gestalt des zweiten Gewebes ist also dadurch gekennzeichnet, 
daB die Randpunkte k die Ordinate Zk = 0 aufweisen und daB jedem 
Punkt 1 innerhalb des Randes mit der Ordinate Zl ein Punkt i auBerhalb 
des Randes mit der Ordinate z. = -Zl 

zugeordnet ist. • 
Aus den beiden Bedingungen (c) und (d) folgt auch: 

(821;k 1 821;k) 
8v = - N d v2 + m 8 u2 = 0 . (g) 

Die zur Randlinie parallel gerichteten N ormalspannungen miissen 
somit am Rande ebenfalls verschwinden. 

Diese Bedingung wie auch die Gleichung Mk = 0 gelten jedoch nur 
fiir Platten mit ebenen Randflachen. Sind die Randbegrenzungen ge
kriimmte Flachen, so fallen zwar die radialen Biegungsmomente 8u 

fort, die tangentialen Spannungsmomente 8v und die zugeharigen 
Momente M bleiben aber bestehen, und da ihr Wert von vornherein 
nicht bekannt ist, so sind die Randordinaten des ersten Gewebes statisch 
unbestimmte GraBen. 
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Das Merkmal der statischen Bestimmtheit trifft also nur fiir Platten 
mit ebenen Begrenzungen zu. In den nachfolgenden Entwicklungen 
werden lediglich diese Platten in Betracht gezogen, wahrend die Rand
bedingungen frei aufliegender Platten mit gekriimmten Randern spater 
bei der Behandlung der kreisfOrmigen Platten naher untersucht werden 
sollen. 

§ 6. Der Spannungsverlauf am Rande. 
Der Spannungszustand langs des Randes ist durch die Scherkrafte Vu 

und die Drillungsmomente tuv bestimmt. 
Die Scherkrafte Vu wirken in den zur jeweiligen Randebene paraIlelen 

Flachenelementen: ihre GroBe ist durch die Formel 

gegeben. 

8M 
v =N-

u au 
Die Randdrillungsmomente werden durch die wagerechten Schub

spannungen 'l'uv gebildet, welche in der Randflache selbst und in den 
zur Randflache senkrecht stehenden Schnittflachen auftreten. 

Die Entstehung dieser Schubspannungen ist dadurch bedingt, daB 

der Winkel !:' um den sich die Mittelflache der Platte bei der Ver

biegung neigt, in zwei benachbarten Randschnitten verschieden ist: 
um die Stetigkeit der Formanderung 
aufrechtzuerhalten, miissen daher in 
den Beriihrungsflachen dieser beiden 
Abschnitte die inneren Widerstande 'l'vu 

wirken und diesen sind in der Rand
flache selbst die Schubspannungen 'l'uv 

zugeordnet. 
Die auf einem Randelement ABOD 

von der Lange 8 v und der Rohe h ver
teilten wagerechten Spannungen 'l'uv 

bilden, wie die Abb. 14 zeigt, ein um 
die Normale zur Randflache drehendes 
Kraftepaar tt = tu v' 8 v. Schreitet man 

I I~I 

:~:QI~~ 

~-t77i-Y7~i 
I I I~ 

£ 

I I I 
I 

P, 
Abb.14. 

um Of) in Richtung der Randlinie fort, so erzeugen die Schubspan
nungen des nachsten Raumelementes ABEF ebenso ein Moment 

t2 = ov(tuv + o;~v . ov). 
Bringt man zwei gleiche, aber entgegengerichtete, im Abstande ov 

angreifende lotrechte Krafte Plan dem Randelement ABO D an, so 
bilden sie ein Kraftepaar t1 = P l ov. SoIl die Gruppe PI in ihrer 
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Wirkung den Schubspannungen Tuv gleichwertig bleiben, so muB tl = t l , 

also PI = tuv 

sein. Ebenso kann fiir das zweite Element ABE F das Kraftepaar t2 
durch die Kraftgruppe t 

P"I. = _2_ = tuv + otuv 

ersetzt werden. (; v 
Die in der gleichen Linie AB angreifenden Krafte PI und P 2 geben 

eine nach aufwarts gerichtete Mittelkraft 

Pz. - PI = atuv ' 

Der auf die Langeneinheit des Randes bezogene Wert dieser Mittel
kraft ist 

(64) 

Durch die bedeutsamen Untersuchungen von Kelvin und Tait ist 
es nun erwiesen, daB mit Ausnahme eines schmalen Streifens in der 

v' 

c 
Abb.15. 

nachsten Umgebung des Randes der Spannungs
zustand der Platte nicht verandert wird, wenn die 
Randwiderstande Vu und tUf) durch die gleichwertige 
Gruppe der Auflagerkrafte 

I a tuv 
au = Vu + Va = Vu + av (65) 

ersetzt werden. 
Die von den M-Werten a11ein abhangigen Scher

krafte Vu konnen als die Hauptauflagerkrafte der 
Platte bezeichnet werden, wahrend die von dem 

Dr 11 82' bh'" G "0 I d' ··t l' h a au Bv a anglgen rOuen Va Ie zusa z lC en 

Auflagerwiderstande darste11en. 
Die Bestimmung dieser GroBen erfordert eine be

sondere Uberlegung, wenn die Kurve der Drillungs
momente oder die Randbegrenzung der Platte Un
stetigkeiten aufweisen. Sind tl und t2 die Werte der 
Drillungsmomente unmittelbar vor und hinter dem 
Wechsel (Abb. 15), so kann man sich den Ubergang 

von tl auf t2 auf einer kurzen Strecke 1 allmahlich volIzogen denken: 
die auf dieser Strecke verteilten Widerstande v~ vereinigen sich dann 
zu einer Mittelkraft l 

fBtuv a = ov dv = t2 - tl . 
o 

Es tritt also in dem Bereiche l eine konzentrierte Kraft auf, deren 
GroBe gleich dem Unterschied der Werte des Drillungsmomentes vor 
und hinter der Sprungstelle ist. 
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Bei l'echtwinkligen Platten ist an den Ecken t2 = - tl und daher 
C = 2 t2 = - 2 t1 . Die an den Ecken angreifende Einzellast ist somit 
doppelt so groB als das zugehorige Drillungsmoment. 

Die Versuche mit rechteckigen Platten haben in der Tat gezeigt, 
daB diese Auflagerkrafte vorhanden sein miissen, wenn die durch die 
Randdrillungsmomente bewirkte Kriimmung der Plattenrander und 
das Abheben der Platte aus ihrer Unterlage verhindert werden sollen. 

1. Die Darstellung der Randwiderstande mit Hilfe 
des Gewe bes bei rech teckigen Platten. 

Die Ableitung der Widerstande vu , tu , au aus der Randgestalt des 
Gewebes ist bei rechteckigen Platten besonders einfach. 

Ich lege das x-y-Achsenkreuz in die Plattenmitte und stelle die Drahte 
des rechtwinkligen Gewebes parallel zu den Randflachen (Abb. 16). 

Fiir einen Randpunkt k mit der Rand
belastung Pit: lautet die Gleichgewichts
gleichung des ersten Gewebes 

(.12 Wk)x + (.12 Wk)y = _ Pk 

A; A~ 81 oder 

2Wk-Wi-WI 2Wk-Wm-Wn Pit: 

A; + A~ = 81 • 

Da die Randwerte Wk = Wm = Wn = 0 
sind, so folgt 

Pit:' A; 
Wi+WI=---

8 1 

und weiterhin 

if yn , 

L :k 

0 m 

'if n 

i If 

0 m 

r !I t 
l i 

II i 
I 

a i 
i 

r 
o(l) i 

I 11 __ Itt 

Abb.16. 

8 1 8 1 1 ~ 1 1 
Vx = -2 Ax (Wl- Wi) = --x:- WI + 2 P lt:lI.x = Ax Ml + 2 Pit: Ax • (66) 

Beim zweiten Gewebe sind, wie vorhin nachgewiesen, den inneren 
Knotenpunkten r, l, P die auBeren Knotenpunkte q, i, 0 derart zu
geordnet, daB 

Zq = - Zr , Zi = - Zl , Zo = - zp 
ist. 

FUr das Drillungsmoment im Randpunkte k ergibt sich demgemaB 

m - 1 81 8 2 
txy = m 4AxAy [(Zp + Zq) - (zo + Zr)] , 

t =_m-l 81 8 2 ( _ )=_m-1 N ('r-'p) (67) 
xy m 2 Ax Ay Zr zp m 2 Ax Ay 

Beim Endpunkt ist aber auch, wie Abb. 16 zeigt, 

Zr = -zp 
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und hieraus folgtl) 8 8 
m - I 1 2 m - I . N 'p 

txy = --;n- AXAy zp m AXAy' 
(67a) 

Die Gleichung der zusatzlichen Auflagerkrafte 

I 2tu 
vu=a;; 

liefert fur die zur x-Achse senkrecht stehenden Randlinien: 

v' _ 2 t.,y ___ N .1'f/' - I ~ ~ = _ N m - 1 ~ (22') 
x - iJ y - maya x a y m a x a y2 . 

Die entsprechende Di££erenzengleichung lautet in lJbereinstimmung 
mit Abb. 16 m - 1 S 8 

v~ = - - --;;;,- 2;" Al [(L12 ZZ )Y - (L12Zi)Y] ' 

und da (L12 ZZ )Y = - (L1 2Zi)y, 
so erhalt man schlieBlich die einfache Formel: 

I _ m - 1 81 8 2 "2 _ m - 1 81 8 2 ( _ _ ) 
Vx - - ---~ (LJ zz)y - l l2 2zz zp z,. (68) 

m AxAy m AxAy 

2. Die Darstell ung der Rand widerstande bei 
schiefwinkligen Platten. 

Die bisher abgeleiteten Beziehungen behalten auch bei schiefen 
Randern ihre Gultigkeit, wenn man die Knotenpunktsbezeichnungen 

ty 
i /v 
j / 
i / 
j/ 
".-.~-.-....... tX .::t 

'. ., . ...,., 
u 

entsprechend der nebenstehenden 
Ab b. 17 verteilt und Ax, Ay mit Au, Av 
vertauscht. Es lassen sich in 
dieser Weise (an Stelle der friiheren 
GraBen V." txy , v~) die in den zur 
Randebene parallelen Schnittflachen 
wirkenden Widerstande V1t , tuv , v~ 

ohne weiteres errechnen. 

Abb. 17. Um die zugeharigen Spannungen 
in den zur x- bzw. y-Achse senk

recht stehenden Flachen zu ermitteln, stehen die bekannten Gleich-
gewichtsbedingungen 

Bu cos IX - tuv sinIX = By cos IX + txy sin IX , 
Bu sin <X + tuv cos <X = 8., sin <X + txy cos <X 

1) Die Giiltigkeit dieser Formel ist an die V oraussetzung gebunden, daB die 
Maschenweite ;. verhaltnismiWig klein ist. Da bei ringsum aufliegenden Platten 
die Ecken, wenn sie gegen Abheben gesichert sind, sich ebenso verhalten, als ob 
sie fest eingeklemmt waren, so wechselt die Kriimmung der elastischen Flache in der 
Nahe der Ecken ihr Vorzeichen: die Schmiegungsflache des Gewebes kann sich 
nur dann an dieser Stelle mit der elastischen Flache decken, wenn der Punkt p 
auBerhalb des Bereiches der Wendepunkte liegt. 
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zur Verfiigung. Unter IX ist hierbei der Winkel, den das u-v-Achsen
kreuz mit dem x-y-Kreuz bildet, zu verstehen. 

Beachtet man noch, daB am Rande 

8u = 8v = 0 
und mithin auch 

8x + 8y = 8u + 8v = 0 

sein muB, so erhalt man 

8x = + tuv • sin 2 IX, I 
8y = - tuv • sin 2 IX , 

txy = +tuv' cos 2IX. 

(69) 

Mit Hil£e dieser Formeln kann man, nachdem das Randdrillungs
moment tuv aus den Ordinaten des z-Gewebes bestimmt ist. die Span
nungsmomente 8"" 8 y , t",y leicht errechnen. 
Es verdient hierbei hervorgehoben zu werden, ~oi)~%- dlX 

daB, wahrend die Biegungsmomente 8u , 8v am 1 ~ {} 
Rande verschwinden, die Momente 8"" 8y im L---dx-,-----t:;~ 
allgemeinen nicht gleich Null werden. ~ 

D· GI' h . ht b d' . h Abb. 18. le mc geWlc s e mgungen ZWlSC en 
den lotrechten Scherkraften vx, vy, Vu, vv, welche an einem Platten
element mit dreieckformigem GrundriB angreifen (Abb. 18), liefern 
die Beziehungen 

Setzt man 

vudv - vvdu + vydx = 0, 

vudv + vvdu _. vxdy = o. 

Vv = 0, dv = dx sin IX = dy cos IX , 

so erhalt man schlieBlich 
Vx = Vu cos~, } 
Vy = -Vu SIn IX • 

(70) 

Hat man Vu aus den Ordinaten des w-Gewebes ermittelt, so lassen sich 
auf Grund dieser Formeln vx, Vy unmittelbar errechnen, und hiermit ii'll 
der Spannungszustand am Rande in allen Einzelheiten bestimmt. 

3. Die Darstellung der Randwiderstande mit Hilfe 
des hexagonalen Gewebes. 

Die Randgestalt des hexagonalen Gewebes zeigt Eigentiimlichkeiten, 
die eine besondere Erorterung erfordern. 

Denkt man sich das Gewebe tiber die Randlinie r, k, 0 hinaus in 
der Richtung k, lund k, p verlangert und die Punkte i und q an den 
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Randpunkt k angeschlossen (Abb. 19), so gilt zunachst fur die Ordi
naten W dieses Gewebeabschnittes die allgemeine Gleichgewichts

gleichung 

Da 

(1 t 2) (WI - 2 Wk + Wi) 
- ang IX A" 

y 

1 + 2 A2 [(wr - 2 Wk + wo) 
y 

W, = Wk = Wq = 0 

ist, so lautet die Randbedingung: 

Abb. 19. 

81 (WI k Wi) (1 -. tang2 IX) ) 

(w + W ) (a) + 8 1 ~JJ2T + p = O. 
y 

FUr die RandscherkrMte in den Richtungen k lund k p kommen anderer
seits die Formeln 

8 . 
ViZ = 21 (Wl- Wi) = VuCOSqJkl, 

'" 

in Betracht. Unter qJkl und qJkp sind die Winkel, welche die Stl'ahlen k l 
und k p mit del' Normale im Punkte k bilden, unter Vu die Scherkraft 
in den Plattenelementen senkrecht zur Randnormale zu verstehen. 

Die vorstehenden Gleichungen liefern auch 

81 (WI + Wi) = 281 WI - 2 A", VU COSqJkl, 

8 1 (wp + W q) = 281 wp - 2 Ay sec IX Vu COSqJkp' 

Fiihrt man diese Wel'te in Gleichung (a) ein, so erhalt man 

81 WI 2 8 1 wp [(1 - tang2 IX) 1 sec IX ] P T (1- tang IX) + 2 A~ -Vu A", COSqJkl + 2 TCOSqJkP + 2 = O. 

Be.achtet man noch, daB 

qJkl = IX, 
:It 

qJkp = 2 - 2IX 

ist, so el'gibt sich: 

( WI cos2IX wp. ) P 
Vu = 8 1 T ~-- + T SllllX + -2 A",COSIX. 

11.", cos IX lI.y 
(71) 
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Fiir ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen (IX = 30°) gewinnt man die 
einfache Formel 

S1 P , 
Vu = 2i~ (wz + wp) + -2 )'Y • (72) 

Ersetzt man die tatsachliche Belastung p durch die elastischen Gewichte 

Pi = ; und ebenso die Scherkrafte Vu durch die N eigungswinkel Wu = ~ E, 
so gelangt man durch ahnliche Entwicklungen zu folgender Beziehung 
zwischen den Randordinaten des z-Gewebes: 

(b) 

Die Randgestalt des Gewebes im Bereiche des Knotenpunktes k wird 
durch die Gleichung 

u r (v - vp) (v - VA;) 
Z = 2-: l Zz (Vz - vp) (Vz - VA;) 

beschrieben. Es ist leicht festzustellen, daB die durch diesen Ansatz 
bestimmte Schmiegungsflache durch die Punkte p und l hindurchgeht, 

22 z 
langs des Randes u = 0 die Bedingungen z = 2 Uj. = 0 erfullt, im 

Punkte k die richtige Neigung (~z) = NS ws" aufweist und somit 
uuu=o 12 

allen Anforderungen genugt, welche fUr die elastische Flache im Bereiche 
des Punktes k in Betracht kommen. Setzt man 

Au r = cos IX, 
x 

Au 2' -;;- = SIn IX , 
Ay 

so lie£ert der Ansatz fur den Drall den Wert: 

a2 z 1 [ (2 V - vp - VA;) 
--- = -- Zz -_. . .,' ---au av Au (vz - vp) (VI - VA;) 

(2 V - VI - V ) (2 V - v - vz) ] -+ (ZICOS21X + zp2sin21X) p + Zp-----p---- . 
(Vk - VI) (VA; - Vp) (vp - VA;) (vp - VI) 

Fur den Randpunkt k erhalt man insbesondere 

( 82 Z ) 1 r VA; - vp 

,au (Jv v = Vk = Au lZz (vz - vp) (vz - VA;) 

(d) 

. 2 (VA; - vz) + (Vk -- vp) VA; - Vz ] + (zzcos 21X + zp 2sm IX) -( ---)-(~-)- + zp ( ) ( )' 
Vk - Vz Vk - vp vp - VA; vp - VI 
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Wie man aus der Abb. 19 erkennen kann; ist 

VI; - vp = Av - A..: sin~ = Ay sec~ (1 - 2 sin2lX), 
VI; - VI = - A.IlsinlX = - .A.yseclX· 2sin2lX, 
VI - vp = AI) = lllseclX. 

Fiihrt man diese Werte in die vorletzte Gleichung ein, so gewinnt man 

die einfache Beziehung (~) Zl - zp 

o u 0 V v = Vk 2:1;; . 
Die Gleichung des Randdrillungsmomentes lautet also: 

m - I 02 C m - I 02 Z 

tuv = - --,;;:-N ouov = - -----:;;;:-S1 S2 ouov 
m -1 S S Zl-Zp 

= - --:m- 1 ~ AzAy 

(73) 

Es sei schlieBlich nochbemerkt, daB an den Ecken schiefwinkliger 
Platten die Randdrillungsmomente verschwinden. Da namlich fiir die 

Ecke 0 als Teil der Randlinie A 0 (Abb. 20) 
die Bedingungen 

02 C 02 C 
-=-=0 ou2 ov2 

und als Teil der Randlinie BO ebenso die 
Bedingungen 

02 C 02 C 
on2 = 8Tj =0 

." erfiillt werden mussen, so ist nur eine 
~+l Formanderung, bei welcher zugleich 

Abb.20. 02 C 02 C 
ouov = onol =0 

werden, moglich. Es konnen dann weder Biegungs- noch Drillungs
momente entstehen und es treten auch keine Einzelkrafte 0 an den 
Ecken auf: die Platte wird in diesem Randbereich lediglich durch lot
rechte Scherkrafte, welche in den meisten Fallen abwarts gerichtet sind, 
angegriffen. 

SchlieBen aber die Randflachen einen geraden Winkel miteinander, 
so stimmen die Kriimmungsbedingungen fiir den einen Rand, da die 
Achsen u und V mit den Achsen lund n unmittelbar vertauscht werden 
konnen, mit den Bedingungen des zweiten Randes v611ig iiberein. Der 

02 C 02 C 
Drall AU OV = iffon verschwindet dann im allgemeinen nicht: die 

Ecken der rechtwinkligen Platten werden vielmehr durch die Drillungs
momente beansprucht und miissen durch eine Verankerung gegen Ab
heben gesichert werden. 
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III. Die Berechnung der ring sum frei 
aufliegenden rechteckigen Platte. 

Fur rechteckige Platten eignet sich am besten ein Gewebe mit recht-
eckigen Maschen. Es empfiehlt sich, die Seitenlangen 2 a und 2 b in 
m und n gleiche Abschnitte zu teilen und dementsprechend die Maschen-
weiten 2a 2 b 

Ax = ~ Ay = ~~-
zu wahlen. m n 

1st Ax > Ay und setzt man 

Ax 
T=x, 

y 

so laBt sich die Differenzengleichung 

(LIZ Wk)x (LIZ Wk)y Pk ---l2---+ -2 S 
/l,x Ay ] 

auch in der Form , 
),~ 

. (LIZ Wk)x + X Z (LIZ Wk)y = - Pk • -
schretben. S1 

Die Gestalt des stellvertretenden Gewebes ist also durch eine Gruppe 
von Gleichungen 

A' A 2 

2 Wk (1 + "Z) - (Wi + WI) - ,,2 (Wm + Wn ) = Pk' S: = ,,2 Pk • S~ (74) 

gekennzeichnet, welche ebensoviele Werte Wk und Gleichungen dieser 
Art enthalt, als innere Knotenpunkte k im Gewebe vorhanden sind. 

Die Losung dieser Gleichungen kann entweder rechnerisch oder 
zeichnerisch erfolgen. 

Das allgemeine Verfahren fiir die rechnerische Ermittlung der 
Gewebeordinaten beruht auf dem Grundsatz, daB, wenn die Werte 
wp und Wq fur zwei benachbarte Zeilen (p) und (q) 
d G /I (1) (2) (3) M (5) 8 es ewebes gegeben sind, es mit Hilfe der obigen 

) 

) 

Gleichungen immer moglich ist, die Werte Wr der (a 

nachsten Zeile (r) unmittelbar zu bestimmen (b 

(Abb. 21). Betrachtet man also zunachst die (c 

Verschiebungen der ersten inneren Zeile Wa 1> 

Wa2' Wa3 ... als gegebene GroBen, so kann man, (r 

da fiir die Randlinie AB voraussetzungsgemaB (s 

W = 0 sein muB, schrittweise die Verschiebungen (t 

) 

) 

) 

der zweiten Zeile Wbl, Wb2, Wb3 .•. , der dritten C' D 

Z '1 A f Abb. 21. 

) 

et e web W e 2, Wc3 ... usw. ermitteln. Bei u-
stellung der Gleichgewichtsgleichungen fiir die letzte innere Zeile (8) 
gewinnt man fUr die Verschiebungen der Randlinie OD die Bestim
mungsgleichungen: 
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Wtl = 11 (P, Wal, W a2, Wa3 ••. ) , 

Wt2 = 12 (P, Wal' Wa2, wa3 ••. ) , 

WtS = Is (P, W al, Wa2' WaS' .. ) , 

Bedenkt man aber, daB der Rand OD unverandert bleiben muB, 
so liefert die Bedingung 

Wtl = Wt2 -= WtS = ... = 0 

die zur Errechnung der Verschiebungen Wal, W a 2, WaS' •• erforderlichen 
Gleichungen. Sind die Werte Wa gefunden, so lassen sich schlieBlich die 
anderen Werte Wb, We ... Ws der Reihe nach bestimmen. 

Die Losung der Aufgabe wird durch die Moglichkeit, die vorliegenden 
partiellen Differenzengleichungen durch Gruppen totaler Diffe
renzengleichungen zweiter Ordnung von einfachster GesetzmaBigkeit 
zu ersetzen, auBerordentlich erleichtert. In dem SchluBabschnitt dieses 
Buches tiber die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie werden 
diese Umwandlung der Gewebegleichungen und ihre weitere Behandlung 
eingehend erortert. 

Das zeichnerische Verfahren, welches zwar weniger rasch zum Ziele 
ftihrt, aber zur Nachpriifung der rechnerischen Ergebnisse herange
zogen werden kann, besteht in der wiederholten Losung der folgenden 
Aufgabe: 

Gegeben sind Pk , Wi, Wk, Wl, Win, gesucht ist W n . 

Ich bestimme zunachst in der Abb. 22 (A) aus As, Wi, Wk und Wl 

die Lage und Richtung der Drahte 8i und 81, zeichne sodann im !{rafte· 

A C B 

+x f!/ 

~ 
m 

~ ~ 

sl l 
SIt n 

p" 
k 

p." 
k 

Abb.22. 

plan (B), vom Anfangspunkt D der Strecke DF = Pk aus, den Leit
strahl s, parallel zu Si. ErscJmeidet im Punkte 0' die im Abstand H 
von der . Kraftlinie und parallel zur +z-Achse gezeichnete Gerade, die 
Pollinie genannt werden moge. Von 0' aus ziehe ich den Strahl St 
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parallel zu 8Z und schneide auf der Kraftlinie den auf die Drahte 8i, 8Z 

entfallenden Lastanteil Pk = DE abo Der iibrigbleibende Anteil 
P'k = EF muB von den Drahten 8m , 8n iibernommen werden. Aus der 
Abb. 22 (C) ist nunmehr mit Hilfe der GroBen 
All' Wk, Wm Lage und Richtung von 8m gegeben. 
Zieht man also vom Punkte E aus den Strahl 
8~ und bringt ihn im Punkte 0" zum Schnitt 

1/ 

mit der Pollinie, so ist im Krafteplan durch den 
Strahl 8~ = O"F die Richtung von 8n und in der _f 
Abb. 22 (B) durch die Parallele 8n ZU 8~ die Lage 
von 8n und mithin auch die GroBe von Wn be
stimmt. 

Es sei noch bemerkt, daB es auf Grund der 
vorliegenden Symmetriebedingungen moglich ist, 
das allgemeine Gleichungssystem in vier Glei

c 

I". 

-- --

r 

8 
I 

a I b 
I 

t{ I 

I 
I 

--¥- -- --

I 
I S 

c I d 
I 
I 

o 
Abb.23. 

chungsgruppen zu zerlegen, die nur eine beschrankte Anzahl von Unbe
kannten enthalten und daher urn so leichter ge16st werden konnen. 
Sind a, b, c, d und p, q, r, 8 zwei Gruppen von Punkten, die paarweise 
symmetrisch zum Achsenkreuz verteilt sind (Abb. 23), so laBt sich eine 
einzige, im Punkte a angreifende Kraft P a = P durch die folgenden 
gleichwertigen Kraftgruppen ersetzen: 

GruppeA: Pa=+tP, Pb=+t P , Pc~:=+tP, Pd=+tP, 
GruppeB: Pa=+tP, Pb=+i- P , Pc=~lP, Pd=-tP, 
Gruppe C: Pa=+t P , Pb=-t P , Pc=+t P , Pa=-tP, 
Gruppe D: Pa=+}P, Pb=-t P , Pc=-lP, Pd=+-}P, 

2:,Pa =+P,2:,Pb =O, 2:Pc =O, 2:,Pd =O. 

Die zugehorigen Verschiebungen der Punkte p, q, r, 8 sind durch 
die nachstehenden Symmetriebedingungen miteinander verkniipft: 

Belastungszustand A: 
Belastungszustand B: 
Belastungszustand C: 
Belastungszustand D: 

Wp = +wq = +wr = +WS , 

wp = +wq = -Wr = -W., 

wp = -Wq = +wr = -Ws, 
wp = -wq = -Wr = +ws • 

Es geniigt also, fiir jeden Belastungszustand die Verschiebungen wp 
der Knotenpunkte eines einzigen Gevierts AEFO zu ermitteln, urn bei 
folgerichtiger Zusammensetzung der fUr die vier Kraftgruppen errech
neten Werte den endgiiltigen Spannungszustand zu bestimmen. 

Die Vorteile dieser Spaltung der Gleichungssysteme sind nicht zu 
verkennen. Die Beispiele, die nunmehr behandelt werden sollen, werden 
ihre Bedeutung zur Geniige beleuchten. 

Marcus, Platten. 4 

+x --,... 
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§ 7. Die gleichmaBig belastete quadratische Platte. 
Ich wahle als Abbild der Platte zunachst ein Gewebe mit der Maschen-

weite a b 
).z=1y=).=2=2 

und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte derart, daB die 
sowohl fur die Gestalt als auch fur die Belastung der Platte geltenden 
Bedingungen der Vollsymmetrie von vornherein erfullt werden. 

r 
I 

1 

2 

1 

2 

3 

2 

o 

1 

2 

1 

A I B E U E BID 

I 1 12 3 II J 2 f . I 
!I 

B 2 5 6 7 5 2 

l1 6 8 9 18 6 J "' 
N /I 7 9 10 9 7 /I = :r 

13 6 8 9 8 6 3 I", -
B ~ 5 6 7 6 5 ,2 IN 

1 2 J /I J 2 1 
I 

8~1~~--___ 2a ______ ~~~lc 8 I II DE JITDEII I (J 

Abb.24. Abb.25. 

Die Gleichgewichtsgleichungen lauten im Einklang mit der Abb. 24 
und der Formel (28): 

Sie liefern 

PAZ 
4wl -2wz=S' 

1 

p).Z, 
- 2 WI + 4 Wz - Ws = --- , 

S1 
p).2 

-4wz + 4ws = --S:. 

Ml = SI WI = Hp).2 = 0,17188 paz, 
M2 = SI Wz = ttp).z = 0,21875 paz, 
Ms = SI wa = Hp).z = 0,28125 paz. 

Wird'das Gewebe jetzt mit den elastischen Gewichten Pic = w1c be
lastet, so mussen die lotrechten Ordinaten 2 des Gewebes den Gleichungen 

).2 11 p)." 
4 Z1 - 222 = WI S = 16 -S S ' 

Z 1 Z 
).2 14 p).' 

- 221 + 422 - 23 = Wz S = -16 SS 
2 1 Z 

).2 18 p).' 
- 4 Z2 + 42s = Ws - = - --

Sa 16 SI SZ 
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geniigen. Hieraus folgt: 

~l = 8~2 zl =:~ p;4 = ° 03418 p;4, 

S1 8 )!, 48 p).4 pa4 
~2 = ----w- Z2 = 64 N = 0,046875 N' 
< 8 1 8 2 66 p).4 pa4 
(3 = ----w- Z3 = 64 N = 0,06445 N' 

Um den Grad der Genauigkeit der Ergebnisse dieser auBerst ein
fachen Berechnung zu erkennen, mage die Untersuchung fiir ein Gewebe 

mit der Maschenweite Az = Ay = ). = : wiederholt werdE'll. 

Entsprechend der in Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern lauten die 
Bestimmungsgleichungen: 

Sie liefern 

p}.2 
- W3 - W5 + 4 W6 - w7 - Ws = + 1 . S ' 

1 

2 = -t-' 1. p}.2 -w4 - W6 + 4W7 - W9 8 ' 
1 

p).2 
309,5 272 = 0,07112 pa2 , 

p).2 
272 = 0,11098 pa2 , 

4* 
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Ma = 8 1 wa 573 
p22 -- = 0,13166 pa2 , 
272 

M4 = 8 1 w4 601 :7~ = 0,13810 pa2 , 

M5 = 8 1 w5 777,5 :72; = 0,17865 pa2 , 

M6 = 8 1 w6 936 
22 

:72 = 0,21507 pa2 , 

M, = 8 1 w, 986 :72; = 0,22656 pa2 , 

Ms = 8 1 wS = 1135,5 :7~ = 0,26091 pa2 , 

M9 = 8 1 w9 = 1199 
p22 
272 = 0,27551 pa2 , 

MlO = 8 1 WlO = 1267 -:72; = 0,29113 pa2 . 

Fiir die zugehorigen Ordinaten z erhalt man wie vorhin die Bedingungs
gleichungen: 

p24 
986 

27281 8 2 ' 

p24 
= 1135,5 27281 8 2 ' 

p24 
= 1199 

27281 8 2 ' 

pJ..4 
= 1267 

27281 8 2 • 
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Hieraus gewinnt man die Werte 

PAil 
200 822 N. 2722 

P ).11 
359552 N. 2722 

PAil 
459 188 N. 2722 

PAil 
492 992 N. 2722 

PAil 
646822 N. 2722 

PAil 
828352 N. 2722 

pall 
= 0,O10603~, 

pall 
= 0,018984~, 

pall 
= 0,024 244 ~ , 

pall 
= 0,026 029 ~ , 

pall 
= 0,034151 ~ , 

pall 
= 0,043736 N ' 

PAil pall 
890120 N. 2722 = 0,046997 N ' 

8 1 8 2 PAil pall 
'8 = ---w- Zs = 1062688 N. 2722 = 0,056108 N ' 

8 1 8 2 PAil pall '9 = ---w- Z9 = 1142592 N. 2722 = 0,060327 N' 

_ 8 1 8 2 _, pAil = 0064876 pall . '10 - ---w- Z10 - ~228748-N. 2722' N 
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FaSt man die Ergebnisse der beiden Rechnungen zusammen, so 
erhalt man 

a a 
fUr den Punkt x = '4' y = '4 : 

M = 0,17188 pa2 und ,= 0,03418 p;1l bei A = ; , 

M = 0,17865 pa2 und ,= 0,03415 pall 
N 

a 
fUr den Punkt x =4- , 

M = 0,21875 pa2 

y = ° bzw. x = ° , 
und ,= 0,046875 P ;11 

M = 0,22656 pa2 und ,= 0,046997 p;1l 
fUr den Punkt x = y = ° : 

M 0-= 0,28125 P a2 und 

M = 0,29113 pa2 und 

pa4 ,= 0,06445 N 

. . pa4 
r = 0064876--.,. N 

bei A =!!..... 
4' 

a 
bei A = 2' 

bei A. = !!.... . 
4 ' 

a 
bei A = 2' 

bei A = : . 
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Die Gegeniiberstellung der zugehOrigen Zahlen zeigt bei den Wer
ten M Abweichungen von hochstens 4% und bei den Werten , von 
nur 0,5%. Diese Unterschiede sind auBerst geringfiigig und belanglos. 
Sie beweisen, daB der EinfluB der GroBe der Maschenweite auf die 
Genauigkeit der Darstellung der Spannungen und Formanderungen von 
gam untergeordneter Bedeutung ist und daB es selbst mit weitmaschigen 
Geweben wohl gelingen kann, ein zuverlassiges Abbild der Festigkeits
eigenschaften der elastischen Platte zu gewinnen. 

Diese Feststellung wird auch durch einen Vergleich mit den Ergeb
nissen anderer Berechnungsarten bestatigt. 

Die von Estanave 1) fiir quadratische Platte nabgeleitete FormeI2) , 

n=oo n-l ,= pa4 ~ (-1fT 

N £,.; ( n)4 n=l n 2 

[01 n-- [01 n -- ~tnn--
4 2a n 2a Y 2a nx 

-- 1- -i:angn- --0 cos (n--) [ ( 
n Y) (n Y . n Y)J 

nn rr I' n 2 IT I' n a ~. n 2 a 
~Oln- ~oln- ~tnn-

2 2 2 

liefert beispielsweise fiir die Mittellini,e der Platte (y = 0): 

-00 n-} 4 (rr n ) ~ n 
(m= pa42(-I) 2 -;;:;- ~ofn2-1 -~angn2ocosn(n~). 

N n=l ( n ; r [of n ; 2 a 

Da die Reihe rasch konvergiert, so ist es zulassig, nur die beiden ersten 
Glieder n = 1 und n = 3 in Rechnung zu stellen. Es ergibt sich sodann 

fUr x = 0: ,= 0,06493 p;4 gegen C = 0,064876 p;4 

a , = 0,060429 p;4 pa4 
fur x = -4: gegen ,= 0,060327 N 

a 
, = 0,047058 p;4 " fUrx=2: gegen C = 0,046997 p; 

f" 3a ,= 0,0258 
pa4 

C = 0,026029 p;4 urx=-: gegen 
4 N 

beim 
Ge

webe 
mit 

a 
l='4. 

1) Estanave: Contribution a l'etude de l'equilibre elastique d'une plaque 
rectangulaire mince. Theses presentees a la Faculte des Sciences de Paris 1900. 

2) Zwecks besserer Unterscheidung sind in dieser Formel die hyperbolischen 
Funktionen mit deutschen, die trigonometrisohen mit lateinisohen Buohstaben 
gesohrieben. 
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Die mit Hille der Reihenentwicklungen errechneten Werte stimmen 
mit den unserigen vorziiglich iiberein. 

Ebensofiihrl die fiir den Plattenmittelpunkt giiltigeN adaische Formel!) 

,, -1 (n) 4 m 
n=oo - %ang n- +----

(; = p a4 5 m - 3 ~ (-1) _2_ 2 n n m - 1 
N 24(m-1)~ ( n)4. rr'; n 

,,=1 n 2 I:!-O n 2 
wenn man sich wiederum mit den beiden ersten Gliedern der Reihe 
begniigt und m = IlJo. annimmt, zu einem Werle 

pa4 ,= 0,0648 N , 

welcher von dem unserigen nur urn 0,1 % abweicht. 
Die Zuverlassigkeit und die Genauigkeit der auf die Eigenschaften 

des elastischen Gewebes begriindeten Plattenberechnung sind hiermit 
hinreichend erwiesen. 

Um nunmehr die Spannungsmomente zu ermitteln, benutze ich die 
Formel (33): 

Bd = ; [(2(;k - (;i - 'z) + ~ (2(;k - (;m - (;n)] , 

Byk = ; [(2(;k - 'm - (;n) + ~ (2'k -- (;i - (;Z)] 

und erhalte beispielsweise ffir den Punkt k = 7 in Abb.25 

(stene x = 0, Y = ;), indem ich m = 1~ wahle: 

16N [ 3 ] 
BZ7 = ---;;,2 (2'7 - 2(;6) + lO (2(;7 - (;9 - (;4) = 0,14101 pa2 , 

16N [ 3] 
BY7 = ---;;,2 (2'7 - (;9 - (;4) + 10 (2(;7 - 2(;6) = 0,15350 pa2 • 

In der gleichen Art sind die Werte B ffir aIle iibrigen Knotenpunkte 
errechnet und in nachstehender Tafel 1 zusarnrnengeordnet. 

Zum Vergleich fiihre ich die Gleichungen von Estanave 

n=oo n-l 

~ (-1) 2 

8z = pa2~ .-( -n)2 
n-l n-

2 

r ( n Y) ( n Y . n Y)J 4 [ofn2a m -1 (n) [ofn2a y6mn2 a (n x) 
- 1 - - --%g n - - cos n - - , 
nn n m 2 n . n 2 a 

[ofn 2 [ofn 2 a6mn 2 

1) N adai: Die Formanderungen und Spannungen von rechteckigen elastischen 
Platten. Forsch.-Arb. lng. Berlin 1915, H. 170/171. 
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n=oo n-l 
~ (-1) 2 

8y 
=

pa2£r (n ;r 
1 4 ~ofn2a m -1 (- n' ~ofn2a y6tnn2a (n x' 

r
- (nY) ( ny . nY)J 

-- 1- +--~g n-) - cos n--
m nn n m 2 n . n 2 a, 

~ofn- ~ofn- a6tnn-
. 2 2 2 

an. Sie geben insbesondere fiir Y = 0: 

n=oo n-l 4 (rr f n ) m-l~ n 
_ 2 ~(-1)-2-nn ~O n 2 -1 ----;;:-~gn2 .( n~) 

8.: - pa ~ ( n)2 n cos n 2 a ' 
n=l n- ~fn-

2 2 

n=oo n-1 14 ( n ) m-l n 
_ 2 ~(-I)-2-m'n;;; ~ofn2 -1 +---;;:-~gn2 (~~) 

8y- pa ~ ( n)2 n cos n 2 a . 
n=l n- ~ofn-

2 2 

Tafel 1. 

Die Biegungsmomente der gleichmillig belasteten quadratischen Platte, 

+ 1 b 

I 

8y 

8~ 

8y 

11 
II 

8", 

+t b 
8u 

8~ 

II 81/ 

11 

8~ 

° 8 11 

8~ 

8U 

X= ~ ~_~la_ X= 1 a x=O II Faktor 

====~========~========~==== 

0,03555 
0,03555 
0,04622 
0,04622 

0,06106 
0,04992 
0,07603 
0,06824 

.. -

0,07606 
0,05563 
0,09275 
0,07845 

0,08098 
0,05709 
0,09810 
0,08138 

I 

0,04992 
0,06106 
0,06824 
0,07603 

0,08934 
0,08934 
0,11614 
0,11614 

0,11389 
0,10117 
0,14424 
0,13533 

0,12219 
0,10435 
0,15350 
0,14101 

I 
I 

I 

I 

0,05563 
0,07606 
0,07845 
0,09275 

0,I01i7T 
0,11389 
0,13533 
0,14424 

0,13046 
0,13046 
0,16960 
0,16960 

0,14053 
I 0,13501 

0,18103 
I 0,17717 

0,05709 
0,08098 
0,08138 
0,09810 

0,10435 
0,12219 
0,14101 
0,15350 

0,13501 
0,14053 
0,17717 
0,18103 

0,14554 
0,14554 
0,18920 
0,18920 

pa2 

II 

pa2 
paz 

. ----

I 
paZ 
pa2 

I 

paz 
paz 

I 
paz 
pa2 

I 
pa2 
pa2 
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Die rechnerische Auswertung liefert: 
fiir den Punkt 

X __ lia{8rz = 0,09590pa2 8rz = 0,09810pa2 
y = 0, 4 gegen 

8y = 0,08104 paz 8y = 0,08138 paz 
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X = 2 a 8rz = 0,15900 paz 8rz = 0,15350 paz Ge""'ebe { 
beim 

y = 0, T gegen .. 
By = 0,14355 pa2 8y = 0,14101 pa2 mit 

X = ~a{8rz = 0,18395paz 8rz = 0,18103 paz a 
y = 0, 4 gegen l 

8y = 0,17946 paz 8y = 0,17717 paz A = 4· 
-0 -0 {8rz =0,18844 p a2 8rz =0,18920pa2 

y - , x - 8y = 0,19061 pa2 gegen 8y = 0,18920 paz 

Der Unterschied zwischen den entsprechenden Ergebnissen der 
beiden Rechnungsarten betragt hochstens 1) 2,5%. Ebenso weicht der 
auf Grund der N adaischen Gleichung 

n=oo 
_ _ m + 1 paz ~ (-1) 1 

Brz - 8y - m 4 ~ ( 1C)Z 1C 
n=l n"2 [ojn"2 

fiir den Mittelpunkt ermittelte Wert 

Bz = 8y = 0,1915 pa2 

nur um 1 % von dem unserigen abo Durch diese weitgehende Obereinstim
mung ist die Brauchbarkeit des elastischen Gewebes von neuem bestatigt. 

Zur Errechnung der Scherkrafte und Drillungsmomente dienen die 
Gleichungen (33): 

1 1 
vZ =2;.(MI -Mi ), vY =2;.(Mn -Mm), 

m-1N 
tZy = -;;;;- 4 ;.z [(Cp + Cq) - (Co + Cr)] . 

Sie liefern beispielsweise fiir den Punkt 

k = 6 (Stelle x = - ~ • y = + i-) 
im linken oberen Viertel der Abb. 25, wenn wieder m = ~ genommen 
wird, die Werte: 

---

2 
Vrz 6 = - (M7 - M 5 ) = 0,09582 pa, 

a 
2 

Vy6 = - (Mll - Ms) = -0,25850 pa, 
a 
7 4N 

tzy6 = 10 . ~[(Cz + C9) - (C6 + C4)] = 0,02610 paz. 

1) Eine geringere Abweichung ist aus dem Grunde nicht moglich, weil die 
von Estanave benutzte Gleichung der eIastischen FIache nicht einer vollkommen 
gleichmii.Bigen, sondern einer sinusformigen Belastung entspricht. 
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Die in gleicher Weise fur aIle ubrigen Knotenpunkte des fraglichen 
Plattenviertels errechneten Werte sind in nachstehender Tafel 2 zu
sammengesteIlt. 

Tafel 2. 

Scherkrafte uod DriUuogsmomeote der gleichma8ig belasteteo 
quadratischeo Platte. 

x 
a 

3 
4 

+0,22196 
I 

2 

4 

+0,12109 I 

1 
4 

+0,05423 

o 

0 

II Faktor 

II pa 3{" ~ = +4 v: I -0,22196 I -0,35731 

I 
-0,43015 I -0,45312 

II 
pa tXY +0,09562 I +0,06993 +0,03597 I 0 p a2, 

+0,35731 I +0,20818 +0,09582 0 pa y 2 f v", 
I II 

---=+- v -0,12109 

I 

-0,20818 -0,25850 -0,27482 pa 
b 4 t y 

tXY +0,06993 +0,05102 I +0,02610 0 II p a2 

+0,43015 I +0,25850 +0,12086 I 0 I pa JL _ ~ f Vx II 
b - + 41 Vy I 

--0,05423 

I 

-0,09582 I -0,12086 

I 

-0,12924 

I 
pa 

_____ t~JI +0,03597 +0,02610 I +0,01409 
--

{
Va; II +0,45312 I +0,27482 I +0,12924 I 

Vy 0 I 0 0 I 
tXY II 0 0 I 0 

0 

o 
o 
o 

p a2 

pa 
pa 
p a2 

Fiir die Hauptauflager- oder Scherkrafte am Rande AB erhalt man 
nunmehr auf Grund der Formel (66) mit den aus der Abb. 25 ersicht
lichen Ordnungsziffern 

Ml pi 
VIx = T + 2 = 0,40947 pa im Punkte x = -a, 

M2 pi 
VIIx = T + 2 = 0,56893pa im Punkte x= -a, 

M3 pi 
VIIIx = -i +2 = 0,65165pa im Punkte X= -a, 

M4 pi . 
VIVx =;.- + 2 = 0,677 39 pa im Punktc x=-a, 

3 
Y=+-4 a , 

2 
Y=±-4 a , 

1 
Y=±4 a , 

Die Genauif,keit dieser Zahlen laBt sich durch die von Henckyl) 
abgeleitete Formel 

n=oo n -1 6in (n1!...) cos (n1!... 1L) _ sin (n1!...) ~of (n1!... 1L) 
1 ~ (-1) 2 2 2 a 2, 2 a 

vx=pa -+ ~--
2 n = 1 (n ~J ~of n ; 

1) Hen c k y , H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten 
bei gleichmaBig verteilter und bei konzentrierter Belastung. Dissertation Mun
chen: R. Oldenbourg·1913. 
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nachpriifen. Werden die fiinfzehn ersten ungeraden Glieder der Reihe 
mit n = 1 bis n = 29 beriicksichtigt, so ergibt sich in fast vollkommener 
Ubereinstimmung mit den obigen Ergebnissen 

v'" = 0,393 pa fiir x = -a, y = ±i a, 
v'" = 0,558 pa fiir. x = -a, y = ±l a, 
v'" = 0,649 pa fiir x = -a, y = ±t a, 
v",=0,6744pa fiir x=-a, y=+O. 

Zur Ermittlung der Randdrillungsmomente dient die Formel (67): 

_ m -1 N (Cr - Cp ) 

t",y - --;;- 21",;;- . 

Sie liefert fiir die Randlinie der Reihe nach: 

7 8 
tI = -10 N a2 (- C2) = +0,10631 pa2 , 

7 8 
tIl = -10 N a2 (C1 - Ca) = +0,07639 pa2 , 

7 8 
tIll = -10 N a2 (C2 - C4) = +0,03945 pa2 , 

tIV = -1~ N :2 (Ca-Cs) = ±0,Opa2 • 

Dem Eckpunkt A entspricht nach Formel (67 a) der Wert 

tA = m -1 . N f1.. = ~ . N. 16 1-1 = ° 11875pa2 
m 12 10 a2 ,", • 

Um die Darstellung des Spannungs- und Krafteverlaufs am Rande 
zu vervollstandigen, bleibt nur noch die Bestimmung der an Stelle der 
Randdrillungsmomente auftretenden zusatzlichen Auflagerkrafte v~ 
iibrig. Mit Hilfe der auf S. 42 abgeleiteten Formel (68) 

, m - 1 N (2 I- I- . ) 
Vx = ----;;,- 13 <,1 - <,p - (r 

ergibt sich im vorliegenden FaIle fUr den Punkt 

3 , 7 64N 
x = -a, y = ±4a : VxI = 10' -a3~ (2 C1 - C2) = 0,09956pa, 

2 , 7 64N (~ . I- ) 8 
x=-a, Y=±4a: VXII=lO'-aa 21,2-(1-<'3 =0,1397 pa, 

x = -a, y = ± ! a: V~Ill = 1~ . 6!:V (2 '3 - '2 - '4) = 0,15571 pa, 

x = -a, y = ±O: 
, 7 64N 

VxIV = 10 '7 (2 C4 - 2 's) = 0,16042 pa 
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Diese Krafte stehen mit den an den vier Ecken angreifenden Einzel
kraften 

a a 

j , j8txy d C = -2 vxdy = -2 -8-' y = -2tA = -0,2375pa2 

o 0 y 

im Gleichgewicht. Die letzteren sindabwarts gerichtet und verhindern 
das Abheben der Platte aus ihrer Randunterlage. 

(L.!I 

Abb. 26. Spannungsbild der ringsum frei aufliegenden, gleichmiWig belasteten 
quadratischen Platte. 

Die gesamten lotrechten Auflagerwiderstande sind schlieBlich 

al = VI + VI = 0,50903 pa , 

all = VII + vh = 0,70871 pa, 

alII = VlII + VIII = 0,80736 pa, 

aiV = VIV + vI-v = 0,83781 pa. 

In Abb. 26 sind der Reihe nach die Spannungsmomente 8x , 8y fur 
die Mittellinien der Platte, die Randscherkra£te v, die Randdrillungs
momente t und die Au£lagerkrafte a dargestellt. 
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Die Grenzwerte der Biegungs- und Drillungsmomente sind durch die 
bekannten Beziehungen 

8", + 8 y 1 ~/ 2 2 

8':u~ = 2 +"2 ,(8y - 8",) + 4tzll , 

bestimmt. Es ist leicht zu erkennen, daB die Hauptbiegungsmomente 
langs der Mittellinien mit den bereits errechneten Werten 8. und 8y 

iibereinstimmen, wahrend fiir die Diagonalen entsprechend den GroBen 

die Grenzwerte 
8", = 8y = 8 , 8;1; - 8y = 0 

maBgebend sind. 
Der Verlauf der Biegungsmomente 81 und 88 ist in der Abb. 26 ver

anschaulicht. FUr die Qerschnittsbemessung der Platten ist besonders 
beachtenswert, da.B einerseits die Biegungsmomente 81 , deren Dreh
achse senkrecht zu den Diagonalen steht, in der Nahe der Ecken einen 
negativen Wert aufweisen und daB andererseits an den gleichen Stellen 
die Momente 82 , deren Achse den Diagonalen parallel gerichtet ist, 
nicht unerheblich groBer als die zugehOrigen Momente 8z und 811 sind. 

Die lotrechte Unverschieblichkeit der Plattenrander hat in der Tat 
dieselbe Wirkung, als ob die Platte an den Ecken fest eingespannt ware, 
und hierauf ist die Entstehung der negativen Momente 81> obgleich die 
Platte sonst an den Randem vollig frei aufliegt, zuriickzufiihren, wah
rend das Auftreten der groBten positiven Biegungsmomente 82 durch 
den Umstand bedingt ist, daB die groBten Biegungsbeanspruchungen 
auf die kiirzeste Spannrichtung, in welcher die Platte auch verhiiltnis
miiBig die groBte Steifigkeit besitzt, entfallen miissen. 

Die vorstehenden Untersuchungen haben gezeigt, daB es mit einem 
geringen Arbeitsaufwand moglich ist, aus den Ordinaten des elastischen 
Gewebes die Auflagerwiderstande, Spannungen und Formanderungen 
der elastischen Platte mit groBter Genauigkeit zu ermitteln. Die wieder
holt nachgewiesene ZuverIassigkeit des neuen Verfahrens recl1tfertigt es, 
in den nachfolgenden Untersuchungen auf Grund der Theorie des elasti
schen Gewebes andere Randgestalten und andere Belastungsfalle zu 
behandeln. 

§ 8. Die mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete 
qnadratische Platte. 

Die in der Abb. 24 dargestellte quadratische Platte wird jetzt in 
ihrem Mittelpunkt durch eine in Richtung der z-Achse wirkenden Einzel
kraft P belastet. 
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Die Bestimmungsgleichungen des stellvertretenden Gewebes mit der 

Maschenweite A. = ; lauten: 

Sie liefern 

4w] - 2W2 = 0, 

- 2 WI + 4 W2 - wa = ° , 
1 P 

-4 w2 + 4 wa = P - = ~ . 
H 8 1 

P 
M1 = 8 1 WI = 16 = 0,0625 P , 

2P 
M2 = 8 1 w2 = 16 = 0,125P, 

6P 
Ma = 8 1 wa = 16 = 0,375 P . 

Fur ein Gewebe mit der Weite A. = ~ erhalt man ganz entsprechend 
4 

unter Zugrundelegung der aus Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern: 

4Wl - 2W2 = 0, 

- WI + 4 w2 - wa - W5 = ° , 
-- w2 + 4 wa - w4 - Ws = ° , 
- 2 wa + 4 w4 - w7 = ° , 
-2w2 +4w5 -2ws =0, 

Hieraus folgt: 
Ml = 8 1 WI = 0,01670 P, 
M2 = 8 1 w2 = 0,03341 P, 
Ma = 8 1 wa = 0,04827 P, 
M4 = 8 1 w4 = 0,05574 P, 
M5 = 8 1 W5 = 0,06867 P, 

- wa - W5 + 4wS-w7-wg = 0, 
- w4 - 2ws + 4W7 - W9 = 0, 
- 2 Ws + 4 Ws - 2 Wg = ° , 
-- w7 - 2 Ws + 4 W9 - WlO = ° , 

Ms = 8 1 Ws = 0,103932 P, 
M7 = 8 1 w7 = 0,12644 P, 
Ms = 8 1 Wg = 0,17235 P, 
M9 = 8 1 W9 = 0,24216 P, 
MlO = 8 1 WlO = 0,49216 P. 

P 
8· 

1 

Betrachtet man die Schnittflachen' in Richtung der Symmetrieachsen 
und der Diagonalen, so ergibt sich 1) fUr den Punkt 

{
x=ta,y=o :M=0,05574P 
x=!a,y=O :M=0,12644P 
x=ta,y=O :M=0,24216P 
x=O, y=O :M=0,49216P 

{

X =ta, y= ta: M =0,17235P 
x =ia, y= -~a:M=0,06867 P 
x=ta,y= ta :M =0,0167 P 

bed = : 

gegen 

M*=0,05469 P 
M =0,125 P 
M*=O,23437 P 
M =0,375 P 
M*=0,1875 P 
M =0,0625 P 
M*=0,OI5625P 

bei 

1) Die mit einem * versehenen Werle M* sind durch Interpolation ermittelt 
worden. 
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Der Vergleich dieser beiden Zahlenreihen zeigt, daB die M-F1achen, 
mit Ausnahme eines schmalen Bereiches in der Nahe des Lastortes, bei 
verschiedenen Maschenweiten des Gewebes recht gut miteinander iiber
einstimmen. Die Abweichungen zwischen den zugeharigen Ordinaten 
am Lastort sind in erster Linie durch den Umstand bedingt, daB bei 

a 
dem ersten Gewebe mit der Weite A = 2" die Knotenpunktlast P auf 

a2 
der Flache A2 = 4"' bei dem zweiten hingegen mit der Weite 

a a2 
A = "4 auf der vierfach kleineren Flache A2 = 16 verteilt ist. 

Es muB fernerhin beachtet werden, daB die Grundgleichung 

N va. V2 , = - va M = p 

nur so lange giiltig ist, als die Spannung az klein genug ist, um neben 
all: und au vernachlassigt werden zu diir£en. Diese Voraussetzung trifft 
bei Lasten, die in einem Punkte konzentriert sind, selbstverstandlich 
nicht zu: az und somit zugleich auch all und au miiBten vielmehr unend
lich groB werden. In der Wirklichkeit werden Beanspruchungen, welche 
die Festigkeit des Baustoffes wesentlich iiberschreiten, kaum erreicht, 
weil die Belastung auf einen einzelnen Punkt nicht eingeschrankt 
werden kann: man darl vielmehr annehmen, daB die Last sich auf eine 
Druckflache verteilt, deren kleinste Abmessung mindestens der doppel
ten Plattenstarke gleich ist, wenn sie 
nicht, wie es aus baulichen Griinden 
meistens der Fall sein diir£te, ein Mehr
faches der Plattenstarke betragt. 

Nimmt man als Druckflache ein 
Rechteck von der Breite 2 es und der 
Lange 2 ey an, so laBt sich die Spannungs
verteilung im Bereiche des Lastortes am 
einfachsten durch ein Gewebe mit den 
Maschenweiten A' = e1J) und A' = eu dar
stellen (Abb. 27). Dies engmaschige 
Gewebe mage wiederum durch ein Recht
eck A'B'C'D' abgegrenzt werden, dessen 
Seitenlangen a' und b' das Zwei- oder 
Dreifache der GroBen A~ und A~ betragen .. _+-_-+-_-+ __ ~_+-. 
Da nach dem de Saint- Venantschen 
Prinzip bereits in einer kurzen Ent
fernung vom Lastorte die Spannungen Abb.27. 

auBerhalb des Lastortes nicht mehr von der Art der Lastverteilung merk
lich beeinfluBt werden, so muB sich das in einem einzigen Knotenpunkte 
belastete groBmaschige Gewebe im Abstand a' oder b' vom Lastangriffs-
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punkt, also langs der Linie A'B'C'D', mit der Umrandung des eng
maschigen Gewebes decken. Nimmt man aber fur die Ordinaten der 
Randknotenpunkte des inneren engmaschigen Gewebes die Werte Wr 

des groBen Gewebes, so genugen die in der allgemeinen Gewebegleichung 
ausgedruckten Gleichgewichtsbedingungen 
vollkommen, um auch die Ordinate Wi 

der inneren Knotenpunkte des engma
schigen Gewebes und in weiterer Folge 
die Spannungsmomente am Lastorte selbst 
zu bestimmen. 

Fiir die vorliegende quadratische Platte 
wahle ich zuerst 

l' l' l' a 
ex = ey = II.x = lI.y = II. = S ' 

a' = b' = 2).' = ~ 
4 Abb.28. 

und stelle zur Ermittlung der Ordinaten des engmaschigen Gewebes 
mit den aus Abb. 28 ersichtlichen Bezeichnungen die Bedingungs-
gleichungen p 

4wc - 2 Wa - 2 Wd = 168 ' 
1 

P 
Wb + 4 Wd - 2 We - Wm = 88 ' 

1 

P 

auf. Fur die Randknotenpunkte gelten hierbei im Einklang mit der 
Abb. 25 die Werte: 

p 
Wn = Ws = 0,17235 8 , 

1 

P 
Wb = W9 = 0,24216 8 . 

1 

Durch Interpolation erhalt man ferner: 
1 p 

Wa = Wb - 4 (Wb - W n) = 0,22471 8 
1 

und sodann durch Auflosung der obigen Gleichungen 

f "" a a 
ur x=S' y=S: 

a 
x=O, y=S: 

a 
x=S,y=O: 

x=O,y=O: 

p 
W = We = 0.29938 8

1 
' Me = 0,29938 P, 

P 
W = Wd = 0,34281 S' Md = 0,34281 P, 

1 

p 
W = Wm = 0,40531 S ' Mm = 0,40531 P. 

1 
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Urn den EinfluB der GroBe der Druckflache auf die Beanspruchung 
der Platte zu erkennen, moge noch die Berechnung fUr eine Drucklange 

15 16 7 6 5 

In b In 
6 

g II i ik i hq 
5 

e 
.h c , id " ,c h a 
i t /Z It! /Z ,t i 

.7 ~ k l~ ~ ~ ~6 Id ,0 7 

i 
16' ~ ~~ In I 

f J 

" c~ 
~' 

d 1/-;' h a 
~q II k lin ,q 

~. 

,6 6 
II! e a 10 ./ a e I! 

,5 16 17 6 5 

Abb.29. 

ex = ell = t6 und ein Innengewebe mit der Maschenweite A~ = A~ = l~ 
a 

und der Seitenlange a' = b' = 4 durchgefUhrt werden. Die Gleich-

gewichtsgleichungen fiir die Knotenpunkte der Abb. 29 lauten: 

4Wg - 2Wh 

- Wg + 4Wh - Wi - We 

- Wh + 4Wi - Wk -- Wj 

-2Wi + 4Wk - Wd 

-2Wh+ 4wc - 2wz 

=2we , 

= WI, 

= w", 
=0, 

- We + 4wz - Wd - Wi - wp = 0, 
--2wz + 4Wd - Wk - Wq = 0, 

Mar c us, J'Iatten. 

p 

= 168 ' 
1 

P 
881 ' 

P 
481 . 
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Hierin sind die vorhin fur das groBmaschige Gewebe mit ii = : 

ermittelten Werte 
p 

Wn = Ws = 0,17235 8 , 
1 

P 
Wb = W9 = 0,24216 0 

°1 

und die durch die Interpolation gewonnenen GroBen 

(3)2 P 
we = Wb - 4 (w" - Wn) = 0,20289 8

1 
' 

(2)2 P 
Wa = W,, - 4 (Wb - W n ) = 0,22471 8

1
' 

einzusetzen. Die Auflosung der Gleichungen lie£ert: 

p 
Wg = 0,23023 8 , 

1 

Wh = 0,257 57 : ' 
1 

P 
Wi = 0,27948 8 ' 

1 

P 
Wk = 0,28837 8-' 

1 

P 
We = 0,29588 8 , 

1 

Es ergibt sich somit 

P 
Wl = 0,33419 8 , 

1 

P 
Wrl = 0,35235 , 

8 1 

P 
Wp = 0,40904 8 , 

1 

p 
W =045264--

q , 8 1 ' 

P 
Wm = 0,51514 if . 

1 

a 
fur x ="8' 

a 
Y = "8: M = 8 1 we = 0,29588 P , 

lx = 0 
fur _ ~' 

x - 8' 

a 
Y="8: 

Y= 0: 

fUr x =!!- Y = ~ . 
16 ' 16 . 

fil,i x 
_:' 1 x - 16' 

a 
Y=-: 

16 

Y= 0 : 

M = 8 1 wrl = 0,35235 P , 

M = 8 1 Wp = 0,40904 P , 

M = 8 1 Wq = 0,45264 P , 

fUr x = ° , y = 0: M = 8 1 wm = 0,51514 P . 
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Durch unmittelbare Interpolation erhalt man hingegen aus den auf 

S. 62 errechneten Ordinaten des Gewebes mit 1 = : 

fiir x=:, y=:: M=! (3M10 + 6MB- M 5)=0,30524P, 

jx = 0 
fiir _ a' 

x - 8' 

a 
Y=g: 1 

M = - ( 3MlO + 6M9 - M7) = 0,35038 P , 
Y= 0: 8 

a . a 1 
fiir x = 16 ' Y = 16 : M = 32 (21M10 + 14MB - 3Ms) = 0,39195P, 

Die Ordinaten des nur mit einer Einzellast in der Mitte belasteten 
groBmaschigen Gewebes stimmen, wie man sieht, auBerhalb des durch 
die Druckflache begrenzten Bereiches mit den Ordinaten der klein
maschigen Gewebe recht gut iiberein. 1m Mittelpunkt der Druckflache 
selbst nimmt die Momentensumme M um so rascher zu, je mehr die 
Seitenlange e zusammenschrumpft1). Die Steigerung ist aber, wie man 
aus der Verteilung der Momente in den Mittelschnitten der Platte 
(Abb. 30) erkennen kann, auf ein ganz schmales Gebiet beschrankt: 
wenn also bei stark konzentrierten Belastungen die durch die Momente M 
hervorgerufenen Beanspruchungen am Lastort Werte erreichen, welche 
die Druckfestigkeit des Bausto££es iiberschreiten, so ist doch eine Zer
storung der Platte nicht unbedingt zu befiirchten, wenigstens so lange, 
als die Spannungen in den dem Lastort unmittelbar benachbarten 
Querschnitten von der Bruchgrenze geniigend entfernt sind, um einen 
Ausgleich der Beanspruchungen erwarten zu lassen. 

1) Die analytische Untersuchung und die graphische Darstellung der Form
anderungen in der unmittelbaren Nahe des Lastortes ohne Riicksicht auf die GroBe 
derDruckflache sind von Nadai in seinen neuenArbeiten "Uber die Spannungs
verteilung in einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte" (Bauing. 
1921, H. 1/11) und in seinem groBen Aufsatz iiber "Die Biegung durchlaufender 
Platten und der rechteckigen Platte mit freien Randern" (Z. ang. Math. Mech. 
1922, H. 1) behandelt worden. Die Losung der gleichen Aufgabe mit Hille von 
Reihenentwicklungen auf Grund des Ansatzes von M. Levy wurde von S. Timo
schenko in der Zeitschrift Bauing. 1922, H. 2, bearbeitet. - Besonders 
beachtenswert sind auch die Untersuchungen von A. und L. Foppl iiber die 
Spannungsverteilung innerhalb der Druckflache in "Drang und Zwang": Bd. I, 
S. 197 und Bd. II, S. 102. 

5* 
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Zur Bestimmung der elastischen Flache stehen nunmehr die Gewebe
gleichungen 

22W5 1'22 
8 = 0,06867 8 8 ; 

2 1 2 

22W p}.2 
-~- - ° 24216--8 2 -, 8 1 8 2 ' 

22WlO 22 MlO 

8 2 8 1 8 2 
-4Z9 + 4zIO 

zur Verfugung. In der letzten Gleichung stellt M 10 den Mittelwert der 
Momentensumme am Lastorte dar. Seine GroBe ist durch die Bedingung 

2 
bestimmt, daB das elastische Gewicht des ganzen Bereiches x = + 2 ' 

2 
Y = +- dem . - 2 Knotenpunkt 10 zugewiesen werden muB. Fur eine 

a 2 
Drucklange e = 8 = 2 erhalt man demnach in Dhereinstimmung mit 

der Abb. 28: 

2 2 

MIO = 0,36576P. 

Fuhrt man dies en Wert in das obige Gleichungssystem ein~ so liefert 
die Auflosung: 
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C1 
81 8 z PA2 Paz 

=~ZI = 0,08323 N - = 0,005202 N , 

C2 
8 1 8 z PA2 Pa2 

=~zz = ° 15813 --- = 0009883-, N ' N ' 

C3 
8 1 8 z PA2 Pa2 

=~Z3 = 0,21379 N = 0,013362 N , 

C4 
8 1 8 2 = 023525 PAz = 0014703 Pa2 

=-N Z4 ' N' N' 

CO 
8 1 8 2 PAz Pa2 

=~zo = 0,30239 N = 0,018899 N , 

Cs 
81 8 2 PA2 Paz 

=--zs = 0,41231 N = 0,025769 N ' 
N 

C7 
8 1 8 z PA2 Paz 

= -W- Z7 = 0,45768 N = 0,028605 N ' 

Cs 
8 1 8 2 PAz Pa2 

=~Z8 = 0,57145 N = 0,035715 N ' 

Co 
8 1 8 2 = ° 64441 PA2 = 0040276 Pa.2 

=~Z9 , N ' N' 

_ 81 8 2 _ PAz _ t' PaZ CIO - -W- ZIO - 0,73585 N - 0,045.,91 N- . 

Eine schariere Untersuchung der Gestalt der elasti!:!chen Flache 
unmittelbar unter der Druckflache laBt sich im iibrigen leicht durch
fiihren. Man braucht nur an das groBmaschige Gewebe wie bei der 
l\fomentensumme ein engmaschiges Innengewebe anzuschlieBen. Wahlt 

1 a 
man fur das letztere die Maschenweite A' = 2 = 8' so wird seine Ge-

stalt unter Zugrundelegung der in Abb. 28 eingetragenen Ordnungs
ziffern durch die Gleichungen 

_ l' 2 We _ PaZ 
4ze-2za-2za-(I\.) 8- 0,004677 88 ' 

2 1 2 

( 1' 2 Wa PaZ 
-Zb + 4 Za - 2 Ze - Zm = 1\.) S = 0,005356 8 8 ' 

. 2 1 Z 

- 4za + 4z", = (t)zWm = 0,006333 Paz 
8 2 8 1 8 2 

festgelegt. Urn den stetigen -obergang zwischen AuBen- und Innen
gewebe ~u gewahrleisten, werden als Ordinaten der Randknotenpunkte 
des kleinen Gewebes die aus dem groBen Gewebe entnommenen Werte 
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Pl2 Pa2 
zn = Zs = 0,57145 8 8 = 0,035715 8 8 ' 

1 2 1 2 

Pl2 Pa2 
Zb = Zg = 0,64441 8 8 = 0,040276 8 8 ' 

1 2 1 2 

Za = Zb - {- (Zb - Zn) = 0,039136 

in Rechnung gefuhrt 1). 
Es ergibt sich somit 

f ·· a a r r = 81 8 2 = 004291 Pa2 

ur x = 8' y . 8: ~ = ~c Zc N ' N ' 

a 
x = 0, y = 8: 8 8 Pa2 

a C = Cd = Zd ~ 2 = 0,04434 N ' 
x=8' y=o 

81 8 2 Pa2 

x = 0, y = ° : C = Cm = zm ~ = 0,04593 N· 
Pa2 

Der Unterschied zwischen dem genauen Werte Cm = 0,04593 N 
und der vorhin fiir das groBmaschige Gewebe ermittelten Verschiebung 

Pa2 
C10 . 0,04599 N ist, wie man sieht, nur sehr gering. Die GroBe der 

Druckflache beeinfluBt also die Spannungsmomente in viel hoherem 
MaBe als die Durchbiegungen. 

Aus der elastischen Flache lassen sich jetzt mit Hil£e der Formeln (33) 
die Biegungsmomente errechnen. 

Die Zahlenwerte £iir die Hauptschnittesind: 

83) = 0,025 696 P, 
83) = 0,060922 P, 
8", = 0,139066 P, 
83) = 0,263451 P, 
83) = 0,112034 P, 
8", = 0,044642 P, 
8:z = 0,010829 P, 

811 = 0,046766 P £iir den Punkt x = la, y = 0, 
8y = 0,100850 P fiir den Punkt x = ta, y = 0, 
8y = 0,174507 P fur den Punkt x = ta y = 0, 
8y = 0,263451 P £iir den Punkt x = 0, y = 0, 
8y = 0,1l2034P fiir den Punkt x = ta, y = ta, 
8y = 0,044642 P £iir den Punkt x = ta, y = ta, 
8y = 0,010829 P fiir den Punkt x = ta, y = tao 

1) Die Stetigkeit der Formanderung und der Beanspruchung wird dadurch 
erreicht, daB langs der gemeinsamen Rander der beiden Gewebe die GraBen I; 

iJ2 I; 02 I; 
und M, mithin auch F2' ox2' 8~, 811 in beiden Bereichen iibereinstimmen. Die 

y 01; al; oM aM 
weitere tThereinstimmung der GroBen ox' oy' ax' oy , V~, VII ist eine not-

wendige Folge der identischen Gleichgewichtsbedingungen, welchen die Bestim
mungsgleichungen der beiden Gewebe entsprechen miissen. 
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Die zugehorigen Momentenflachen sowie auch die Hauptspannungs
momente in den Diagonalen sind in Abb. 30 dargestellt; wahrend die 
Schichtlinien der elastischen Flache in Abb. 31 eingetragen sind. 

Abb_ 30. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, durch cine Einzelkraft 
in der Mitte belastcten quadratischen Platte. 

Auf Grund der Formel (66) erhalt man fur die Randscherkrafte die 
Werte 

v'" = 8 1 ~1 = 0,06680: fUr den Punkt x = -a, Y = ± ! a, 

~ P 2 
v'" = 8 1 f = 0,13364 -; fur den Punkt x = -a, Y = + 4 a , 

% P 1 
v'" = 8 1 T = 0,19308-; fur den Punkt x = -a, Y = +4 a , 

v'" = 8 1 ~4 = 0,22296 P fUr den Punkt x = -a, Y = + O. 
A a -
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Urn die den Randdrillungsrnornenten gleichwertigen lotrechten 
Zusatzkriifte zu errnitteln, benutze ich die an friiherer Stelle abgeleiteten 
Gleichungen: 

Abb. 31. Schichtlinien der elastischen Flache einer ringsum frei aufliegendcn, 
durch eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 

Sie liefern fiir den Punkt 

x=-a, 

x=-a, 

x= -a, 

p 
= 0,023324 - , 

a 

2 I 764 r r '") ·2 P 
Y=+4a:vx=N'lO'a3(2<,z-<'1-£'3 =0,05387 a' 

I 764(r r or = -a, Y = + 0 : Vx = N ' 10 'a3 2 <'4 - ~3) 
P 

= 0,120176 -. 
a 
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Insgesamt erhalt man also fur die Auflagerwiderstande die Werte 

P 
az = Vz + v~ = (0,06680 + 0,023324) - = 0,09012 

a 

P 
az = Vz + v~ = (0.13364 + 0,053872) - = 0,18751 

a 

P f" 3 - urx=-a y=+-a 
a ' -4' 

P f" 2 - ur x = -a y = + -a 
a ' -4' 

az = Vz + v~ = (0,19308 + 0,09576) P = 0,28884 P fUr x = -a y = + ~-a 
a a ' -4' 

az = vz + v~ =c= (0,22296 + 0,120176) P = 0,343136 P fUr x = -a, y= + 0. 
a a 

Hinzu kommen noch die vier an den Ecken angreifenden und nach 
abwarts gerichteten Auflagerkrafte 

m-l '1 C = -2tA = -2--;;y;-N 22 = -0,116525 P. 

Die Verteilung der Auflagerwiderstande ist in der Abb. 30 veranschau
licht. 

Vergleicht man die fiir eine gleichmaBig belastete Platte errechneten 
Beanspruchungen und Formanderungen mit denjenigen, welche fur die 
mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete Platte ermittelt worden 
sind, so erhalt man beispielsweise fur den Mittelpunkt der Platte bei 
einer Belastung P = 4 P a2 : 

P 
8z = 8y = 0,18920paz = 0,18920 4 = 0,0473 P, 

pa4 Pa2 Pa2 ,= 0,064876 N = 0,064876 4N = 0,01622 N 

ulld bei einer Einzelkraft P mit der Druckflache 4 eZ = 4 (~r = Ii : 
8z = 8y = 0,263451 P, 

, = 0,04593 Paz. 

Das Verhaltnis fur die Spannungsmomente ist: 

0,0473: 0,263451 = "'" 1 : 5,5 

und fur die Durchbiegungen 

0,01622: 0,04593 = "'" 1 : 2,83. 

Es ware unrichtig, aus diesen Zahlen zu schlieBen, daB die Bruchlast 

bei konzentrierter Belastung auf das o\fache der Bruchlast einer gleich
maBig belasteten Platte herabsinken ~uB: die Tragfahigkeit der Pla,tte 
mit einer Einzelkraft ist in der Tat, wie Versuche erwiesen haben, eine 
nicht unerheblich groBere, weil die hohen Beanspruchungen nur in 
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unmittelbarer Nahe des Lastortes auftreten und mit wachsender Ent
fernung yom Lastbereich so rasch abnehmen, daB trotz der ortlichen 
Oberschreitung der Bruchspannung die Zerst6rung del' Platte aufge
halten werden kann. 

§ 9. Die Berechnung 
gleichmaBig belasteter, ringsum frei aufliegender rechteckiger 

Platten mit verschiedenen Langenverhaltnissen. 
1. Untersuchung einer Platte mit dem 

Seitenverhaltnis 2: 3. 

Als Beispiel fiir die Anwendung eines Gewebes mit verschiedenen 
Maschenweiten sei zuerst eine Platte mit dem Seitenverhaltnis b: a 
II 1U IV" 1U 0 = 2 : 3 gewahlt. 

I 1 

II J 

II f 

B 

oder 

+!I a 
Fur A", = 2' 2 f 

II- J 
+:r: A", a 3 

2 1 
,,=-=-~-=--

Ay b 2 ' 

Abb.32. 

c lautet die auf S. 47 abgeleitete Grundglei
chung (74): 

( 9) 9 A2 
2 Wk 1 + 4 - (Wi + WI) - 4 (Wm + Wn) = Pk 8: ' 

A~ 
26wk - 4 (Wi + WI) - 9 (WI/! + wn) = 4PkS· 

1 

Entsprechend den aus Abb. 32 ersichtlichen Bezeichnungen erhalt 
man fur die einzelnen Knotenpunkte der Reihe nach die folgenden 
Gleichgewichtsbedingungen: 

Die Aufl6sung dieser Gleichungen liefert 

Ml = 81 WI = 0,106537 pa2 , 

M2 = 8 1 w2 = 0,130622 pa2 , 

M3 = 8 1 wa = 0,138609 pa2 , 

M4, = 81 W" = 0,171541 pa2 • 
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Fiir das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bflstimmungsgleichungen 

A~ pa4 

2flzl - 4Z2 - 9za = 4w1S = 0,106537 8 8 ' 
2 1 2 

A~ pa4 

-8z1 + 26Z2 - 9z4 = 4w2S = 0,130622 8 8 ' 
2 1 2 

A~ pa4 
-18Z1 +26za -4z4 =4waS =0,138609 8 8' 

2 1 2 

A~ pa4 

-18Z2 - 8za + 26z4 = 4W4 S = 0,171541 8 8 . 
2 1 2 

Hieraus erhalt man 
8 1 8 2 pa4 

C1 = ~ ZI = 0,0130377 N ' 
8 1 8 2 pa4 

?;2 = -~N Z2 = 0,0174196 N ' 

8 1 8 2 pa4 

Ca = ~ za = 0,018083 N' 
8 1 8 2 ,.. pa4 

C4 = ~ Z4 = 0,024221;) N . 

Zur Berechnung der zugehorigen Spannungsmomente dienen die Formeln 

8z = - ~ [(Ll2 ?;)z + ~~ ,,2 (Ll2 C)y] 

=~ r4(2?;k-?;i-?;I)+~i~'9(2?;k-?;"'-?;")]' 

8y = - ~- [,,2 (Ll2 ?;)y + ~ (Ll2 ?;)z 1 
= ~ [9(2?;k - ?;m - ?; .. ) + 130-' 4(2?;k - ?;; - ?;l) J . 

N" m - 1 
tZy = -A.~ , 4 m [(?;p + ?;q) - (Co + ?;r)] 

N 3 7 
= (ij'2'l0[(?;p + ?;q) - (?;o + ?;r)]' 

Die auf Grund dieser Gleichungen errechneten Wertc fUr die Mittel
und Diagonallinien sind in der Tafel 3 zusammengesteIIt. Der Span
nungsverIauf langs des kiirzeren Randes A B ist durch die mit HiI£e 
der Formeln (66) und (68) ermittelten GroBen 

Ml pAz 
VI = -A- + 2 = 0,463074 pa , 

z 

m-1 N 
VI m A 12 (2?;1 - ?;3) = 0,100686 pa , 

z 11 
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aI = VI + VI = 0,563760 pa , 

VII = T + -2- = 0,527218 pa , r 
M3 pAx 

m-l N I vh = mAxA~ (2'3 - 2'1) = 0,127162!) pa, 

all = VII + vII = 0,65438 pa 

bestimmt. Fur den langeren Rand AD ergibt sich ebenso 

VIII = -A- + -2- = 0,47628pa = 0,71442pb, 
y r 

M1 pAy 

m-l N I VIII = 1~ (2 '1 - '2) = 0,072698 pa = 0,109047 pb , 
m l'.y l'.:1; 

aIll = VIll + vIII = 0,548976 pa = 0,823467 pb , 

VIV = Ty + -2- = 0,558532 pa = 0,837798 pb , r 
M2 pAy 

I vIv =m - 1 1~2 (2 '2 - 2 (I) = 0,073627 pa = 0,110440 pb, 
m I'.y/'x 

a/v = VIV -+ vlv = 0,632159 pa = 0,948238 pb . 

Die an den vier Ecken angreifenden, abwarts gerichteten Einzelkrafte 
haben schlieBlich die GroBe 

m - 1 N'l 0= -2tA = -2· _. -- = -O,IO!)!)l pab. 
m A.xA.!! 

Tafel 3. 

Die Spallllullgsmomen.te der frei aufliegendell, gleichmiillig belasteten Platte 
mit dem Liillgenverhiiltnis b : a = 2 : 3. 

x .. I 

a 

+1 

Y 
b Ii 8x By I 

I 

+ 1 II I 
1 1 If 0,056203 pa2 0,082319 pa2 

'I' 

_+_2_. + 2- Ii = 0,126457 pb2 = 0,185218 pb2 

I 1 II 0,063723 pa2 . 0,l()6-0-76-p-;;2--' 
o I + '2 II = 0,143377 pb2 I = 0,238671 pb2 

+ =-21-11--0 - r 0,075023 pa2 j 

II = 0,168802 pb2 I 

o o 1,[ 0,085838 pa2 

il = 0,193136 pb2 

0,105149 pa2 

= 0,236585 pb2 

0,137167 pa2 

= 0,308626 pb2 

txu 

-0,054758 pa2 

= -0,123206 pb2 

-0,025433 pa2 

= -0,057224 pb2 
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2. Untersuchung von Platten 
mit dem Seitenverhaltnis 2:1, 3:1,4:1. 

In ahnlicher Weise ist die Untersuchung von Platten mit dem 
Seitenverhaltnis 2 : 1, 3 ; 1, 4 ; 1 durchgefuhrt worden. Die fUr die 
inneren Knotenpunkte ermittelten Werte 

- ~C - ~C 
8z=-N.~, 8y=-N·~, ux (,y 

sind mit den Randwerten 

Vz , V~, az ; 

in den Tafeln 4, 5, 6 vereinigt. 

02 1; 
tzy=-N~ 

uxuy 

Fur jedes Seitenverhaltnis sind au13erdem die an den Ecken I1n· 

greifenden ZugkrMte 0 und die Mittelkrafte 
+b 

Az = jazdy, 
-b -u 

der Auflagerwiderstande jedes Randes angegeben. 
Diese Tafeln k6nnen fur die Querschnittsbemessung unmittelbar 

benutzt werden. 
Tafel 4. 

Der Spannungsverlauf in der frei auUiegenden, gleichmaBig belasteten Platte 
mit dem Liingenverhiiltnis b : a = 2 : 1. 

- . 

JL 
b 

+1 
3 +-
4 

2 +-
4 

1 
+-

4 
o II Faktor 

1 

, 
0,0748451 0,1271761 0,156235! 0,16539811 ;>;4 

x_ = ° J' -
I 

U: 1 
0,16685 1 0,28652 I 0,35380 ! 0,37522 II pa2 a -

1 - 0,09005 0,09309 
----

- 0,053989 0,091362 
x 1-=+- 8x - 0,13253 0,22219 r a 2-

8 y - I 0,06646 0,06690 
~ ___ tXyl - -0,04451 -0,02849 

x _ f v~ II I 0,6480 I 0,8282 
- - - 1 t Vx II - I 0,0931 ' 0,0937 
_~ ____ a",-_-=-_ _ 1 __ 0,7411_~~1': __ _ 

~ __ ° f Vu 0,7638 pa 
a t v~ 0,1261 pa 

ay 0,8899 pa 

x_I f t": I 0,6480 pa , 
it - + 2l Vu I 0,0931 pa I 

au 1 0,7411 prt ; 

Ax = 3,2490 paz 
Ay = 1,3557 paz 
40 = -1,2094 paz 

0,07958 I 0,07331 pa2 , 
, " 

0,112010 I 0,1184961 
pa4 

N 
0,27114 I 0,28637 i pa2 

I 0,05665 I 0,05189 II paz 
-0,01338 - pa 2 

0,9055 
0,0793 
0,9848 

'-----

1 0,9269 :1 pa 
I 0,0727 1'1; pa 

J_~~~_~ 
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Um den EinfluB des Seitenverhaltnisses auf die Spannuugsvertei
lung zu beleuchten, sind zunachst die fur den Mittelpunkt der Platte 
giiltigen Werte 1;, 8,,;, 8y unter Zugrundelegung der gleichen Spann
weite a fUr verschiedene Spannweiten b in der Tafel 7 zusammengestellt 
und in Abb. 33 aufgetragen. 

Die Schaulinien zeigen, daB die Durchbiegung des Mittelpunktes um 
so groBer ausfallt, je groBer die Lange der Platte im Vergleich zu ihrer 
Breite ist: der Zuwachs der Durchbiegung vollzieht sich aber immer 

b 
langsamer und ist, sob aid -- > 3 wird, kaum merklieh. Der Grenzwert 

4 a 
;: = 0,2289 12;- gilt fur eine Platte, die nur in einer Richtung gestiitzt 

O,05Q876/Za 
N 

1 2 3 

Sx 
0, 'I90O.J ;za 2 

C, 
O,Z1111172E'" 

N 

~O()7'1J ;za2 
If b:a 

Abb. 33. Die Durchbiegung und die Spannungsmomente des Mittelpunktes 
gleichmaBfg belasteter, frei aufliegender Platten bei verschiedenen Langen

verhaltnissen. 

und in der anderen unendlieh ausgedehnt ist, er wird hei den Seiten
b 

verhaltnissen - = 4 fast erreieht. 
a 

Fur die Beurteilung der Biegungsbeanspruchung vor dem Bruch 
sind die Grenzwerte der Momente 

_ a2 ( 

8,. = -N Dx2 ' 

a2 ( 
8 - -N-----

y - Dy2 

von entscheidender Bedeutung. Die fur den Mittelpunkt der Platte 
in Betracht kommenden Werte sind aus der Tafel 7 zu entnehmen. 
Die zugehOrigen Schaulinien in der Abb. 33 lassen einen ahnlichen 
EinfluB des Seitenverhaltnisses auf die Spannungsverteilung wie auf 
die Durehbiegung erkennen: je mehr die Lange b im Vergleich zur 
Breite a waehst, um so groBer werden die Momente 8,,; der kurzeren, 
um so kleiner die Momente 8y der langeren Spannrichtung, um so be
deutender ist der Anteil A,. der Belastung, welcher auf die naher liegenden 
langeren Rander entfallt, um so geringer ist der von den kiirzeren, von
einander am meisten entfernten Randern geleistete Auflagerwiderstand A y . 
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Die Verteilung der Momente 8." 8y langs der Mittellinien ist durch 
die Abb. 34 und 34 a veranschaulicht. Sie zeigen, daB die Momente 8., 
der kiirzeren Spannrichtung auf einer langeren Strecke keine merklichen 

Unterschiede aufweisen und erst in der Nahe der schmalen Rander 
rascher abnehmen, wahrend die Momente - der langeren Spannrichtung 
ini Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Ecken ihren GroBtwert 
und im Mittelpunkt der Platte ihren Kleinstwert erreichen. 

Mar cus, Platten. 6 
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Tafel 7. 
Die Verscbiebnngen nnd Spannnngsmomente des Mittelpnnktes gleicbmiiBig 

belasteter Platten bei verscbiedenen Liingenverbiiltnissen. 

b:a 
II 

l; 
- -
8x 81/ 

-

1 
pa4 

0,064876 -N 0,14554 pa2 0,14554 pa2 

2 
pa4 

0,165398 N 0,37522 pa2 0,07331 pa2 

3 
pa4 

0,203194 N 0,46356 pa2 0,02486 pa2 

4 
pa4 

0,214472 N 0,49003 pa2 0,00743 pa2 

00 
pa4 

0,228938 N 0,5 pa2 ° pa2 

3. Vergleich der genauen Werte mit den Ergebnissen 
der -iiblichen Naherungsrechnungen. 

Der Vorteil der genaueren Untersuchung der Platte tritt deutlich 
in Erscheinung, wenn man ihre Ergebnisse mit denjenigen der iiblichen 
Naherungsberechnungen vergleicht. 

Ersetzt man namlich die Platte durch zwei Reihen von Streifen mit 
den Spannweiten 2 a und 2 b und weist man diesen Streifen entspre
chend den deutschen Bestimmungen fiir die Berechnung kreuzweise 
bewehrter Platten die Lastanteile 

b4 

pz = P a4 + b4 ' 

zu, so entstehen in der Mitte der Streifen, wenn letztere als einfache 
Balken betrachtet werden, die Momente 

(2 a)2 P a2 b4 
ftz = Pz--8- = 2 (a4 + b4) 

Auf Grund dieser Formeln erhalt man 

fur b : a = 1 : 1 : f-lz = 0,25 P a2 , 

fiir b : a = 2: 1 : f-lz = 0,4706 P a2 , 

fiir b : a = 3 : 1 : f-lz = 0,4939 P a2 , 

fiir b : a = 4: 1 : ftz = 0,4981 P a2 , 

fur b : a = 00 : f-lz = 0,5 P a2 , 

fLy = 0,25 pa2 , 

f-ly = 0,1I76pa2 , 

f-ly = 0,0549 pa2 , 

f-ly = 0,0312 pa2 , 

f-ly = 0,0 pa2 • 

Werden hingegen entsprechend den schweizerischen Bestimmungen die 
Lastanteile nach den Gleichungen 

, pb2 

pz = a2 + b2 ' 
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bemessen und die zugehorigen Momente mit Hilfe der Formeln 

pa2 b2 

ft~ = ft~ =2 (a2 + b2) 

bestimmt, so ergibt sich 

fiir b : a = 1 : 1 : f1-.~ = #~ = 0,25 p a2 , 

fUr b : a = 2 : 1 : f1~ = #~ = 0,40 P a2 , 

fUr b : a = 3 : 1 : f1-~ = ft~ = 0,45 P a2 , 

fUr b : a = 4 : 1 : f1~ = ft~ = 0,4706 p a2 , 

fUr b : a = 00 : p~ = ft~ = 0,50 P a2 • 

Die Werte #z, fty, ft~ und ft~ sind in Abb. 35 aufgetragen. Der Ver
gleich mit den genauen Werten 8z und 8y zeigt, daB die nach den Nahe
rungsformeln errechneten Momente ft um so mehr von!den wirklichen 
Momenten oS abweichen, je weniger 
sich die Seitenlangen a und b von- S.r 

einander unterscheiden. paf 

Fiir b : a = 1 liefern die deut- 45 

schen sowohl wie die schweize- WI 

rischen Bestimmungen GroBen, die 43 
um mehr als 70 v. H. hoher sind 4l 
als die genauen Werte: hierbeisind 
nur die in dem Plattenmittelpunkt 
auftretenden Maximalmomente. in 
Betracht gezogen, fUr die iibrigen 
Punkte der Mittellinien, die sich 
mehr den Randern nahern, sind 
die wirklichen Momente noch we
sentlich geringer als die nach den 
Naherungsformeln errechneten. 

Sobald aber das Seitenverhaltnis 

(j,1 

43 ",,-, 

q5 

.......... -.. .. ~1!y 
~-~-.- .. ---

b --> 2 
a 

. t . t d U t h' d Abb. 35. Vergleich der genauen und der 
IS , nlmm er n ersc Ie Naherungswerte fur die Spannungsmo-

zwischen den genauen und den Na
herungswerten sehr rasch ab: da die 

mente rechteckiger Platten. 

Hauptspannungen dann vorwiegend der kiirzeren Spannrichtung 
folgen und die Platten fast nur als Balken wirken, so ist die Dberein
stimmung in den Ergebnissen der Rechnungsverfahren leicht zu er
klaren. 

Die schweizerischen Bestimmungen passen sich besser als die deut
schen der Plattentheorie an, jedoch nur, soweit die Momente 8a: der 
kiirzeren Spannrichtung in Betracht kommen: bei den Momenten 8y 

hingegen sind die deutschen Vorschriften zuverlassiger, wahrend die 
6* 
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nach den schweizerischen Formeln errechneten Werte ein vollig falsches 
Bild der Spannungsverteilung liefern. 

Bei hohen Belastungsstufen tritt allerdings eine merkliche Ver
anderung des Spannungsbildes insofern ein, als die sehr erheblich be
anspruchten Querstreifen nicht mehr die gleiche Steifigkeit wie die 
weniger angestrengten Langsstreifen besitzen und von den letzteren 
in starkerem Ma3e unterstiitzt und entlastet werden, bis sich die Span
nungsmomente 8z und 8y nahezu ausgleichen: dieser Ausgleich, der be
sonders die Bruchsicherheit von EisenbetoIiplatten wesentlich beein
flu3t1) , wird in den schweizerischen Vorschriften beriicksichtigt. 

FUr die Beurteilung der Brauchbarkeit der Naherungsformeln ist 
auch die Art eder Verteilung der Belastung auf die Randunterlagen von 
wesentlicher Bedeutung. Folgt man den deutschen Vorschriften, so 
mu3 den zur x-Achse senkrecht stehenden Randtragern die Belastung 

Q if,r 
0,5 _--------~----_-::..:=:=----.-

/", '.11:" /{.x 0,'1 _ 

I I 0,3 

0,2 

qo~1--~Z~~~3~--~'1----~5~--
't"lf:-------- --=------------

,'~~ !J-tJi!--/>,--
o,z :/ 

Abb. 36. Vergleich der genauen und der 
Naherungswerte ffir die Auflagerkriifte 

rechteckiger Platten. 

pab4 

az = a pz = a4 + b4 

und den zur x-Achse parallel lie
genden Randtragern die Belastung 

pba4 

ay = b py = a4 + b4 

zugewiesen werden. Yonder Platten

belastung Q = 4 P a b 

entfallen somit auf die Rand
trager die Anteile 

__ Q b4 

Az = 2 baz = 2 a4 + b4 ' 

_ Q a4 

Ay = 2 aay = -2 a4 + b4 ' 

Die schweizerischen Vorschriften 
liefern hingegen 

, Q b2 

Ax = 2 a2+ b2' 

, Q a2 

Ay = 2 a2+ b2 

Die Werte A z, All' A~, A~ fUr verschiedene Verhaltnisse der Seiten
langen sind in der Tafel 8 zusammengestellt und in Abb. 36 aufgetragen. 
Zum Vergleich sind auch die in der genauen Untersuchung ermittelten 
richtigen Gro3en A z , Ay mit den zugehorigen, an den Ecken angreifen
den Zugkraften C angefiihrt. 

1) Vgl. Nielsen: Die Berechnung der Bruchspannungen in kreuzarmierten 
Eisenbetonplatten. Bauing. 1921, H. 15. 
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Tafel 8. 
Die Auflagerkriifte gleichmiiBig belasteter Platten bei verschiedenell 

Liillgenverhiiltnissen. 

!I 
1 21 3 4 Bemerkuugen 

A", 0,3094 1 0,4061 0,43771 0,4535 0,5 Q I Die Naherullgs-
A", 0,25 0,4706 0,4939 I 0,4981 0,5 Q I werle A"" Au bzw. 
A~ 0,25 0,40 0,45 0,4706 0,5 Q II A:, A; sind auf 
Au 0,3094 0,1694 0,1145 0,0858 - Q Grund der deut-
Au 0,25 0,0294 0,0061 0,0019 - Q schen bzw. schwei-
A' 0,25 0,10 I 0,05 0,0294 1- Q II zerisch. Naherungs-y 

-0,07851-0 -0,2375 -0,1512 -0,1044 Q formeln errechnet. 

Wahrend die genaue Berechnung fiir die Beanspruchung der Platte 
kleinere Werte als die Naherungsverfahren lieferte, sind umgekehrt die 
Randbelastungen bei der strengen Untersuchung nicht unerheblich 
groBer als bei der vereinfachten Berechnung. Die Abweichung zwischen' 
den Ergebnissen der genauen und der angenaherten Ermittlung der 
Auflagerwiderstande ist um so bedeutender, je weniger sich die Seiten
langen a und b voneinander unterscheiden. Die Plattenwirkung tritt 
namlich um so starker in Erscheinung, je mehr sich die Plattengestalt 
dem Quadrat nahert: die RanddriIlungsmomente sind dann um so 
groBer und erfordern, um ein Abheben der Platte aus der Randunterlage 
zu verhindern, einen entsprechend kraftigen Widerstand O. 1st die 
Platte aber ziemlich lang gestreckt, so stimmen die genauen und die 
Naherungswerte gut miteinander iiberein, allerdings nur insofern, als 
die Auflagerwiderstande der kiirzeren Spannrichtung in Betracht ge
zogen werden. Fiir die andere Richtung hingegen liefert die strengere 
U ntersuchung merklich groBere Werte als die beiden Naherungsverfahren. 

Die vorstehenden Gegeniiberstellungen zeigen, daB eine richtige 
Erkenntnis der Tragfahigkeit und eine wirtschaftliche Querschnitts
bemessung bei Platten von annahernd gleichen Seitenlangen sich auf' 
die genaue Berechnung stiitzen miissen. Die letztere ist auch bei lang- ' 
lichen Platten unentbehrlich, wenn der Spannungszustand in der Nahe 
der kurzen Rander und die GroBe der Au£lagerwiderstande an dieser 
Stelle bestimmt werden sollen: fiir den mittleren Bereich der Platte 
und die langen Rander erscheinen indessen die Ergebnisse der Nahe
rungsverfahren ausreichend zuverlassig. 

4. Neue Formeln fur die vereil1fachte Berechnul1g 
frei aufliegender Platten. 

Die bisherigen Versuche, eine einfache Formel fiir die Berechnung 
der Biegungsmomente einer Platte zu entwickeln, gehen meistens von 
der Annahme aus, daB es moglich ist, die Platte durch zwei Scharen 
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sich rechtwinklig kreuzender Balken zu ersetzen und den auf jede Schar 
entfallenden Anteil der Belastung von vornherein zu bestimmen. 

Diese Annahme widerspricht jedoch den grundlegenden Gleich
gewichtsgleichungen der Platte und fuhrt zu Ergebnissen, die um so 
weniger als zuverIassig zu betrachten sind, je geringer der Unterschied 
zwischen den Seitenlangen a und b ist und je starker die eigentliche 
Plattenwirkung in Erscheinung tritt. 

Wird namlich ein der x-Achse parallellaufender Streifen als Balken 
aufgefa13t und ihm die Belastung pz zugewiesen, so gilt fur die zugehorige 
elastische Linie die bekannte Gleichung 

a4 1.; 12 m2 pz 
8 X4 = E h3 pz = m2 - 1 N . 

Fur die Streifen in der y-Richtung mit der Belastung Py besteht ebenso 
die Beziehung 04 1.; m2 Py 

Es ist also auch 
oy4 = m 2 -1 N· 

a4 1.; a4 1.; m2 (Po; + Py) 
8 X4 + 8 y4 = m 2 - 1 N 

Die Plattentheorie liefert aber 

84 1.; + ~_4i = X _ 2 a4 1.; 
ax4 8 y4 N 8x2 8 y2° 

Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgt 

m2 -1 ( N84 1.;) 
pz+py= m2 p-28x28y2· 

Hieraus erkennt man, da13 sich die Summe der Lastanteile pz und py 
selbst im Grenzfalle m = 00 durchaus nicht mit der tatsachlichen Be
lastung P der Platte deckt. 

Die auf der Annahme pz + py = p aufgebauten Naherungsberech
nungen konnen daher weder ein richtiges Bild der Spannungsverteilung 
geben noch die auf die Rander ubertragenen Krafte mit ausreichender 
Sicherheit bestimmen. 

Will man die Formanderung eines Streifens genauer verfolgen, so 
darf man nicht au13er acht lassen, da13 in den seitlichen Abgrenzungs
ebenen dieses Streifens nicht allein die lotrechten Scherkrafte v, sondern 
auch die von den wagerechten Schubspannungen gebildeten Krafte
paare tZ!l auftreten. Handelt es sich beispielsweise um einen der x-Achse 
parallelliegenden Streifen von der Breite d y (Abb. 37), so wird er au13er 
durch die Belastung p dy einerseits durch die Scherkra£te Vy und durch 

die Momente tzy , andererseits durch die Krafte VII + ~ ~ d y und die 
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8 tz " Kraftepaare tZy + 7iii d Y beansprucht. Die tatsachliche Belastung 

eines Streifens von der Lange d x setzt sich also aus der Kraft 

llz dydx = dx (PdY - ~~ dY) = (p - ~~) dxdy 

8 tz " und dem Kraftepaar eydydx zusammen. Fiir die Flacheneinheit 

des Streifens ist mithin 

a Vy 
llz = P - oy . 

Ebenso ergibt sich fiir den Streifen 
in der y-Richtung 

8vz 
1l" = P - ----ax ' 

und insgesamt 

(a Vz a v,,) 
llz +1l,,=2p- ---ay+ay· Abb.37. 

Da auf Grund der Gleichgewichtsgleichung fiir das Plattenelement 

fJ Vz 8v" 
~+ey=P 

sein muB, so erhalt man 
llz+ ll,,=p. 

Hieraus erkennt man, daB im Gegensatz zu der GroBe (pz + p,,) 
die Summe (llz + 1l,,) mit der jeweiligen Belastung p iibereinstimmt. 
FUr die Durchbiegung der x- und y-Streifen kommen jedoch auch die 

Kraftepaare aat; und °ot~" in Betracht; ihr Anteil ist wohl in pz und py, 

nicht aber in llz und 1l" inbegriffen. Zwischen pz und llz besteht derselbe 
Unterschied wie zwischen den tatsachlichen Auflagerwiderstanden az 

und den Randscherkraften Vz. Die bisherigen Untersuchungen haben 
in der Tat gezeigt, daB sich die Summe 2 (Az + A,,) der Auflagerwider
stande az und a" sich ebensowenig mit der gesamten Plattenbelastung Q 
deckt wie die Summe der wirksamen Lastanteile pz + p" mit der wirk
lichen Belastung p. Der Unterschied 

2(Az + A,,) - Q = -40 
wird eben durch diejenigen, an den Ecken angreifenden Einzelkrafte 0 
ausgeglichen, die mit den zusatzlichen, von den Drillungsmomenten 
abhangigen Auflagerwiderstanden 

, f} tz " 
Vz =-ay' 

, atZY v =--" ox 
im Gleichgewicht stehen. 
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Diese I\.rafte 0 mit den zugehorigen Widerstanden v~ und v~ mussen 
auch bei einer angenaherten Berechnung der Platte als statisch unbe
stimmte GroBen aufgefaBt werden, weil die Gleichgewichtsbedingungen 

f3P19 
A B 

Y 
r: r: 

Abb.38. 

nicht ausreichen, urn auch nur die 
Summe dieser Krafte festzulegen. 

Die Naherungsverfahren schalten 
durch die Zerlegung der Platte in 
Balken gerade diejenigen Drillungs
momente aus, welche einen merk
lichen EinfluB auf die Formanderung, 
die Beanspruchung und die Verteilung 

-~ der Randwiderstande ausuben. 
Dieser EinfluB ist besonders bei 

Platten, deren Seitenlangen sich wenig 
voneinander unterscheiden, von er
heblicher Bedeutung. 

Die Eckkrafte erreichen bei der 
quadratischen gleichmaBig belasteten 

Platte fast ein Viertel der gesamten Belastung. Urn die GroBe ihrer 
Wirkung zu erkennen, ist'in der Abb. 38 die Verteilung dieser Krafte 
und der zugehOrigen Widerstande v~ und v~ dargestellt. Sie bilden fiir 
sich eine Gleichgewichtsgruppe und es ist daher 

+b 

J v~ dy = V~ = -0, 
-b 
+a 

f v~ dx = V~ = - 0, 
-a 

2 V~ -+- 2 V~ -+- 40 = ° . 
Der Mittelschnitt EF der Platte wird hierbei durch das Moment 

. V~ 
MrJ; = (20 + V~) b + 2. 2 1] 

beansprucht. Wird fur den Schwerpunktsabstand 'YJ das MaB 'YJ = ,~ b 
genommen und a = b gesetzt, so erhalt man 

MrJ;=laO 

und als Durchschnittswert der Spannungsmomente srJ; langs der Linie 
EF = 2a: 

MrJ; 5 
SrJ; = 2a = 16 0 . 

Da fiir die quadratische Platte 

0= -0,2375 paz 
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ist, so ergibt sich schlieBlich 

8:1) = - -frr . 0,2375 P a2 = '" -0,075 P a2 • 

Der Durchschnittswert der Momente 8", unter der Einwirkul1g der 
Belastung und der gesamten Auflagerkrafte ist hingegen 

8", = ""'t·O,1892pa2 = "",0,125pa2 • 

Wurde man die Gruppe 0, V~, V~ ausschalten, so wurde also das 
mittlere Biegungsmoment den Wert 

8", = (0,075 + 0,125) p a2 = 0,2 p a2 

erreichen und hiermit eine 6Oproz. Steigerung erfahren. 
Dieser Zahlenvergleich beweist, daB auch der mittelbare EinfluB 

der Drillungsmomente nicht unterschatzt werden darf und gibt fUr 
den erheblichen Unterschied, der besonders bei den quadratischen 
Platten zwischen den Ergebnissen der genauen Untersuchung und der 
Naherungsverfahren besteht, eine ausreichende Erklarung. 

Urn diese Naherungslosungen, die eine wesentliche Vereinfachung 
der Berechnung ermoglichen, verwenden zu konnen, ist es notwendig, 
sie durch Formeln, in welchen der EinfluB der Drillungsmomente zum 
Ausdruck kommt, zu berichtigen und zu erganzen. Die im Abschnitt IX 
durchgefuhrten Untersuchungen von Platten mit gebogenen Randern 
und spannungsfreien Randflachen liefern die Grundlage, auf welcher 
eine genaue Berechnung der Formanderungen und Beanspruchungen, 
welche durch die Randdrillungsmomente hervorgerufen werden, auf
gebaut sein muB. Die Ergebnisse dieser genauen Berechnung lassen 
sich aber nicht in einer geschlossenen, leicht verwendbaren Formel 
zusammenfassen. 

Man gelangt eher zum Ziele, wenn man an Stelle des Naherungs
verfahrens moglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln 
sucht, welche fur die verschiedenen Verhaltnisse der Seitenlangen Werte 
liefern, die sich mit den bekannten richtigen Werten ausreichend decken. 
Die Untersuchungen, die ich in dieser Richtung angestellt habe, fiihren 
zu den folgenden Ergebnissen: 

1. Interpolationsformeln fUr die Auflagerkrafte: 

+a 

A =fa dx= Q .~~ 
11 11 4 4 b' 

-a 

0= 
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II. Interpolationsformeln fur die Biegungsmomente der Mittellinien: 

+a 

f Q I a2 

My = 8y dx = 4 . b • 4 b2. 
-a 

III. Interpolationsformeln fUr die Spannungsmomente des Platten
mittelpunktes: 

Unter a ist hierbei immer die kurzere SeitenHi,nge zu verstehen. 
Die auf Grund dieser Formeln errechneten GraBen sind in der Tafel 9 

neben den vorhin fur m = \-Q ermittelten genauen Werten zusammen
gestellt. 

Tafel 9. 

Zusammenstellung der genauen und angeniiherten Werte der Auflagerkriifte 
und Spannungsmomente gleichmii/lig belasteter Platten bei verschiedenen 

Liingenverhiiltnissen. 

~ = II 1 2 3 4 I = I Faktor II Bemerkungen 

{ ~; II 0,3094 1 0,4061 1 0,4377 0,4535 I 0,51 Q DieNaherungs-
~ 0,3125 0,40125 0,4375 0,453125 0,5 Q werte A;, A;, 

{ II I I I I 
0*, M;, M;, 

Ay 0,3094 0,1694 0,1145 0,0858 - Q 8;, B; sind auf 
A; 0,3125 0,15625 0,10417 0,07813 - Q Grund d. neuen 

-{-O~Ij-I--O-'-2-37-5-1:----O-'1-5-12-+1---O-'I-044-+I--0;-07-85-1f-------iI-Q/-4-"Int~~~~ons-
0* -0,25 -0,125 -0,0833 -0,0625 - Q/4 

errechnet. 

{ Mz II 0,0625 1 0,154561 0,187461 0,203541°,251 Qa 
M; 0,0625 0,15625 0,1875· 0,203125 0,25 Qa 

{ My II 0,0625 1 0,0l549 I 0,0065071 0,0036371-1 Qb 
M; 0,0625 0,0l5625 0,006944 0,003906 - Qb 

{ 8", II 0,145571 0,375221 0,463561 0,49003 1 0,5--1-;-;;;-
8; 0,15 0,375 0,42777 0,45 0,5 pa2 

{ By -II 0,1,45571 0,07331 I 0,024861 0,007431-1 pa2 

8; 0,15 0,075 0,05 0,025 - pas 
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Der Vergleich der gegeniiberstehenden Reihen zeigt eine recht gute 
Ubereinstimmung zwischen den beiden Ergebnissen; sie besteht vor 

b 
aHem fur diejenigen Langenverhliltnisse I < - < 2, bei denen die 

a 
eigentliche Plattenwirkung am starksten ausgepragt ist, und tritt be
sonders bei den gr6BtenAuflagerkraftenAx und den gr6Bten Spannungs
momenten 8x und Mx hervor1). Die neuen Formeln k6nnen daher als 
eine weit bessere Grundlage fUr die vereinfachte Berechnung von Platten 
als die bisherigen Naherungsverfahren betrachtet werden. Ihre Zuver
lassigkeit ist in einer GesetzmaBigkeit begriindet, die aus der genauen 
Untersuchung nicht unmittelbar abgeleitet werden kann und eine ein
gehendere Priifung verdient. 

Die Naherungsformeln zeigen namlich, daB die von den Rand
drillungsmomenten abhangigen Eckkrafte 

C = _ !{ ~ = _ p a2 

16 b 4 

bei gleicher Spannweite a und wachsenden Langen b im wesentlichen 
unverandert bleiben und nur von der kiirzeren Lange a abhangig sind. 
Ebenso sind die Momente in der Langsrichtung 

Q 1 a2 pas 
M =-·b·-·-=-

y 4 5 b2 5 

und auch die Auflagerkrafte der kurzen Rander 

Q 5 a 5 
A = - . - - = - pa2 

y 4 4 8 4 

wenig veranderlich und eigentlich allein durch die Spannweite a beein
fluBt. 

Schaltet man die Eckkrafte C und die zugeh6rigen Widerstande v' 
aus, so bleiben die Randscherkrafte 

V x = Ax + C = ~ (2 - ~) = 2 P a b - p a2 , 

Vy = Ay + C = Q- • ~ 
4 b 

1) FUr b > 2 a sind die nach der Interpolationsformel errechneten Naherungs
werte My um weniger als 10 v. H. hoher als die genauen Werte der groBten iiber
haupt in der Platte vorkommenden Momente My. Die Ietzteren treten in den 
durch denSchnittpunkt der Winkelhalbierendengelegten Querschnitten y = + (b-a) 
auf und unterscheiden sich von den Biegungsmomenten My des MitteIschnittes 
y = 0 urn hOchstens 10 v. H. 
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welche mit der Belastung Q = 4 P a b im Gleichgewicht stehen, iibrig. 
Ihre GroBe deckt sich unmittelbar mit dem Inhalt der Flachen 

Fee = 2 (ab _ ~2), 
a2 

Fy =2. 2' 
in welche die Grundflache der Platte durch die Mittelliniell und durch 
die Winkelhalbierenden der Ecken zerlegt wird (Abb. 39). Um die 

1 
k------.2a~ 

Abb.39. 

von den Randtragern aufzunehmenden Bela
stungen naherungsweise festzustellen, hat man 
also jeder Kante lediglich denjenigen Abschnitt, 
welcher durch die benachbarten Winkelhalbie
renden begrenzt wird, zuzuweisen. Hiermit ist 
fiir die Darstellung der Lastverteilung ein be
sonders einfaches und anschauliches Bild ge
wonnen, aus welchem leicht zu erkennen ist, daB 
selbst bei langgestreckten Platten die kurzen 
Rander immer einen bestimmten Teil der Be
lastung zu tragen haben und daB auch in der 
Langsrichtung die Biegungsmomente, so klein 
wie sie sein mogen, nicht ganzlich verschwinden 
diirfen. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB die Anwendung der neuen Inter
polationsformeln eine sparsamere Querschnittsbemessung, als es die 
bisherigen Vorschriften zulieBen, gestattet. Da die Versuche nach
gewiesen haben, daB fiir die Bruchsicherheit nicht der GroBt-, sondern 
der Durchschnittswert der in einem Bereiche auftretenden Spannungen 
ausschlaggebend ist, so laBt sich zumindest der erforderliche Eisen
bedarf kreuzweise bewehrter Platten mit ausreichender Genauigkeit aus 
den Durchschnittswerten der Biegungsmomente 

Mee My 
mee=2iJ' mY =2a 

ableiten. Die neuen Formeln liefern 

mee = ~ ~ (1 -- !1:) = p t (1 - ! ~-), 
Q a pa2 

mY =32b S' 
Man erhalt insbesondere 

pa2 

fii~ b: a = 1: 1 : mee = T = 0,125 pa2 = my, 

fiir b : a = 2: 1 ; mee = -lk pa2 = 0,3125 pa2 , my = 0,125 pa2 , 
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wahrend beispielsweise nach den deutschen Vorschriften bei dem Langen
verhaltnis 

b: a = 1: 1 mit m1) = my = 0,25 pa2 , 

b : a = 2 : 1 mit m1) = 0,4706 pa2, my = 0,070 pa2 

gerechnet werden muB. 
Die genaue Untersuchung bietet also die Moglichkeit, den Eisen

aufwand um die Halfte oder wenigstens um ein Drittel zu verringern 
und eine weit wirtschaftlichere Querschnittsbemessung zu erzielen. 

§ 10. Der EinfluB der Querschnittsveranderlichkeit. 
1. Die Gleichung der elastischen Flache . 

. Die bisherigen Untersuchungen sind unter der Voraussetzung durch
gefiihrt worden, daB die Platte eben ist und iiberall die gleiche Steifig
keit besitzt. 

1st die Plattenhohe veranderlich oder bei gleichbleibender Platten
starke die auf die Flacheneinheit des Querschnittes bezogene Be
wehrungsmenge von Stelle zu Stelle verschieden, so muB unter Um
standen auch der EinfluB der wechselnden Plattensteifigkeit in Betracht 
gezogen werden. 

Die einzige Beziehung, in welcher die Wirkung der Plattensteifigkeft 
nicht unmittelbar in Erscheinung tritt, ist die friiher abgeleitete Grund
gleichung des Gleichgewichtes fiir ein Plattenelement: 

(J281) 02 t1)y 02 8y 

ox2 + 2oxoy + oy2 = -po 

Werden in diese Gleichung fiir die Spannungsmomente die Werte 

8 = -N (02C + ~_ 02 C) 
1) ox2 moy2' 

(02 ' 1 02 1;) 
8y = -N oy2 + m ox2 ' 

m-l 02 ' t --N·--~----
1)Y- m oxoy 

eingesetzt und die Differentiation unter Beriicksichtigung der Ver
anderlichkeit von N durchgefiihrt, so erhalt man 

[ oN 0 oN 0 ] 
p = N 172 172 , + 2 -. - 172 , + --- . - 172 ' + 172 N . 172 , 

_ ox ox oy 8y 

m - 1 (202 N 02 ' (}2 N 02 ' 02 N 82') + -----;;- a x 0 y • 8 x iii - 8 x2 • 8 y2 - 0 y2 • 0 x2 . 

Beachtet man aber, daB 

172 (N 172,) = N P 172' + 2 [ (} N !- 172 , + 0 N ~ 172 ,] + 172 N . 172' 
ox ox oy 8y 
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ist, so kann man die allgemeine Gleichung der elastischen Flache m 
der Form 

p = V2(N V2 C) + R (7:J ) 

schreiben. Hierbei ist das Restglied 

Man konnte ohne weiteres die partielle Differentialgleichung (75) 
durch partielle Differenzengleichungen vierter Ordnung ersetzen. Die 
Auflosung der letzteren wiirde aber in den meisten Fallen erhebliche 
Schwierigkeiten bereiten, weil in jeder fiir einen Knotenpunkt aufzu
schreibenden Gleichung die 13 Ordinaten der zu diesem Punkte ge
horigen Punktgruppe als Unbekannte erscheinen. 

Die Integration der Hauptgleichung (75) wird wesentlich erleichtert, 
wenn die Querschnittsveranderlichkeit einem einfachen Gesetz folgt. 
In den meisten Fallen wird es, urn den EinfluB der wechselnden Platten
steifigkeit zu beurteilen, geniigen, als Gleichung der Querschnittsver
anderlichkeit den Ansatz 

N = Nc (1 + (\; : + fi~) 
zu beniitzen. Hierbei bedeuten (\; und f3 konstante Beizahlen, Nc ein 
VergleichsmaB £iir die Plattensteifigkeit. 

Dieser Funktion N entspricht das Restglied R = o. Die Gleichung 
der elastischen Flache lautet daher: 

Setzt man wie frUber 

so ergibt sich wieder: 

p = V2 (N /12,) . 

-N· V2, = M, 

PM = -p, 

Nc P, = - ~"- M . 

Aus den ersten dieser beiden Gleichungen kann man also, ohne Riick
sicht auf die Querschnittsveranderlichkeit, das Moment M mit Hilfe 
des elastischen Gewebes ermitteln. Aus der zweiten lassen sich ebenso 
die Ordinaten 'bestimmen. Als Belastung des Gewebes kommen nur 

N 
an Stelle der GraBen M die elastischen Gewichte M· Pi . 

1st die Platte als Umdrehungskorper ausgebildet, so wird sich in 
vielen Fallen zur Darstellung der Querschnittsveranderlichkeit der 
Ansatz 

( X2+y2) 
N=Nc l+y~-- (76) 
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gut verwerten lassen. Unter y ist hierbei eine konstante Beizahl, unter 
c eine beliebige Lange zu verstehen. 

Das zugeharige Restglied ist: 

Die Gleichung der elastischen Flache nimmt dann die Form 

V2 (N V2~) _ m -~ y ~-"-- P ~ = V2 (N V2 ~ _ m - 1 Y Nc C) = p 
m c2 m c2 

an. Wird nunmehr 

172 r m - 1 Nc 1 -N r <" + --~-y---C = M, 
m c2 

PM=-pJ 
(77) 

gesetzt, so erkennt man wieder, daB die Funktion M ohne Rucksicht auf 
die Querschnittsveranderlichkeit aus den einfachen Gleichgewichts
gleichungen des Gewebes ermittelt werden kann. Urn jedoch die Werte C 
zu bestimmen, muB man an Stelle der obigen Differentialgleichung die 
Differenzengleichung 

cinfiihren. Sie stellt eine besondere Abart des elastischen Gewebes dar. 
Fur Az = Ay erhalt man die ubersichtliche Beziehung 

Setzt man wie fl'uher 

so ergibt sich schlieBlich: 

M = 8 1 'to , 

8 1 8 2 
C =-~Z, 

( m - 1 ;,2 No) ,'to A2 No 
Zk 4 + ---;;;:- -c2 y N - (Zi + Zz + Zm --j- zn) = -s;' N - . (79) 

Die Bestimmung del' elastischen Flache ist also bei den beiden in 
Betracht gezogenen Querschnittsveranderlichkeitsgesetzen auf die 
Lasung zweier einfacher Differenzengleichungen zweiter Ordnung 
zuruckgefuhrt. 
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2. Untersuchung einer ring sum frei aufliegenden, 
gleichmaBig belasteten quadratischen Platte mit 

veranderlicher Steifigkeit. 

Urn die Vorteile der Zerlegung der Hauptdifferentialgleichung 
vierter Ordnung zu beleuchten, wahle ich als Beispiel die ringsum frei 
aufliegende, gleichmaBig belastete quadratische Platte mit der Quer
schnittsveranderlichkeit 

( X2+y2) 
N=Nc 1-~- . 

Es ist somit ?' = -1 , c2o= 2 a2 • 

Die Losung der ersten Differenzengleichung 

172 M =-p 

ist bereits aus der fruheren Untersuchung der Platte mit gleichbleibender 
Steifigkeit in § 7, S. 52 bekannt. Fur die aus der Abb. 25 ersichtlichen 
Ordnungsziffern sind hierbei die Werte 

p ).2 
Ml = 8 1 WI = 309,5 272 ' 

ermittelt worden. 

P ).2 

272' 
P ).2 

272 ' 

Die zweite Differentialgleichung lautet 

936 

986 

P ).2 

272' 
P ).2 

272 ' 

[ 
m - 1 ).2 1 1 ).2 1 

Z" 4 - -~ -2 2 2 + 2 - (Zi + Zz + Z", + zn) = W" -8 . 2 t- ., 
mal _ X" y" 2 1 _ x,,· y" 

4a2 4a2 

oder wenn a 
). =-

4' 

lO 
m=a' 

m-I).2 1 0,7 
---.-=--=" 

m 2a2 E" 32 E" 
gesetzt wird, ).2 1 

z" (4 - ,,) - (Z'i -+ Zz + zm + zn) = w"'8- -. 
2 E" 
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Die Ausrechnung lie£ert der Reihe nach 

1 : f1 =0,71875 , "'1 = 0,03043 , 
2: f2 = 0,796875, "'2 = 0,02745 , 
3: f3 = 0,84375 , "'3 = 0,025926, 
4: f4 = 0,859375, "'4 = 0,025455, 

£iir den Punkt 
5: f5 = 0,875 "'5 = 0,025 
6: f6 = 0,921875, "'6 = 0,023728, 
7 : f7 = 0,9375 "'7 = 0,023333, 
8: f8 = 0,96875 , "'8 = 0,022581, 

9: f9 = 0,984375, "'9 = 0,02222 , 
10 : flO = 1,0 "10 = 0,021875. 

Fiir das zweite Gewebe gelten mithin die folgenden Bestimmungs
gleichungen 

3,96957 Zl - 2Z2 
PA4 

430,6 27281 8 2 

3,97255 Z2 
PA4 

- Zl - Z3 - Zs 606,1 272 8 8 ' 
1 2 

3,97407 Z3 
PA4 

- Z2 - Z4 ,- Z6 679,1 27288 
1 2 

3,97455 Z4 - 2Z3 - Z7 
PA4 

699,3 2728 8 
1 2 

3,975 Zs - 2Z2 - 2Z6 8885 PA4 
, 27281 8 2 

3,97627 Z6 
PA4 

- Z3 -zs - Z7 - Zs = 1015,3 8 ' 
27281 2 

3,97667 Z7 - 2ZS-Z4 - Z9 = 1051 7 P A4 
, 27281 8 2 ' 

3,977 42 Zs - 2Z6 - 2Z9 
PA4 

= 1172,1 2728 8 ' 
1 2 

3,97778 Z9 - 2zs - ZIO 
PA4 

- Z7 = 1218,0 2728 8 ' 
1 2 

3,97813 ZlO - 4Z9 
PA4 

= 1267,0 2728 8 
] 2 

Die Auflosung dieser Gleichungsgruppe ergibt folgende Werte: 

PA4 pa4 

3,36757 N = 0,013155 N ' 
C 0 

P A4 pa4 

5,89239 No = 0,023017 No ' 

Marcus, Platten. 7 
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p24 pa4 
C3 7,417070 No = 0,028948 No ' 

p24 pa4 
C4 7,91412 No = 0,030915 No ' 

p24 pa4 
C5 = 10,40140 No = 0,040630 No ' 

p24 pa4 
C6 = 13,14717 No = 0,051356 No ' 

p24 pa4 
C7 = 14,06280 No = 0,054933 No ' 

p24 pa4 
C8 = 16,66904 No = 0,065113 No ' 

p24 pa4 
C9 = 17,84805 N = 0,069719 N ' 

C 0 

p24 pa4 
C10 = 19,1l713 No = 0,074676 No . 

Ein Vergleich mit den auf S. 53 fiir die Platte mit gleichbleibender 
Steifigkeit N = No ermittelten Zahlen zeigt, daB die Platte, deren 
Starke von dem Plattenmittelpunkt nach den Randern abnimmt, eine 
groBere Durchbiegung als die ebene Platte erfahrt. Die Zunahme der 
Senkung infolge der Abschwachung der Steifigkeit betragt im MittCilI
punkt 15, in der Nahe der Rander 24 v. H. 

In der nachstehenden Tafel 10 sind auch fiir beide FaIle die zur 
Mittellinie und zur Diagonale gehorigen Werte 

_ 82 C _ a2 C 
sz=-N 8x2 ' s1/=-N 8 y2 

zusammengestellt. 
Der Vergleich laBt erkennen, daB, obwohl die ebene Platte und die 

Platte mit veranderlicher Steifigkeit das gleiche BiegungsmaB M bei 
der gleichen Belastung aufweisen, die Spannungsmomente S'" und 81/ 
in beiden Fallen merklich verschieden sind. Entsprechend der Quer
schnittsverminderung tritt bei der Platte mit abnehmender Steifigkeit 
die groBere Kriimmung auf. Der Unterschied zwischen den zugehorigen 
Momenten ist verhaltnismaBig gering im Mittelpunkt der Platte, weil 
an dieser Stelle die beiden Platten die gleiche Steifigkeit besitzen. 
In der Nahe der Rander ist die Abweichung, entsprechend der groBeren 
Querschnittsverschiedenheit, erheblicher. 

Die vorstehende Untersuchung zeigt, daB im Gegensatz zum ein
fachen Stabe nicht allein die Formanderungen, sondern auch die Span
nungsmomente, Scherkrafte und Auflagerwiderstande der Platte selbst 
bei statisch bestimmten Lagerungsarten von der Querschnittsverander-
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lichkeit beeinfluBt werden. Urn die Anstrengung der Platte beurteilen 
zu konnen, wird man daher auf die genauere Berechnung unter Beriick
sichtigung der wechselnden Plattensteifigkeit nicht verzichten diir£en. 

Tafel 10. 

Vergleich der Spannungsmomente frei aufliegender, gleichmiiBig belasteter 
quadratischer Platten bei gleichbleibender und bei veriinderlicher Steifigkeit. 

x y Platte mit gleich- I Platte mit verander- II - Faktor 
a b bleibender Stelfigkeit Hcher Steifigkeit 

! ° Bz 0,08098 

I 

0,09483 

II 
pa2 

8v 0,05709 0,05339 pa2 

2 ° 8z 0,12219 

I 

0,13848 

II 

pa2 4" 

s" 0,10435 0,10731 pa2 

1 0 Bz 0,14053 

I 

0,15481 

II 

pa2 4" 
By 0,13501 0,14509 pa2 

0 ° Bz = 811 0,14554 I 0,15862 II pa2 

1 t Bz = 811 0,13046 I 0,14184 II paz -,( 

i 2 Bz = s" 0,08934 I 0,09642 II pa2 
4" 

.!!. a 8z = 811 0,03555 I 0,03787 II pa2 
4 4-

§ 11. Der EinfluB einer ungleichen Bewehrung der Platte in 
verschiedenen Schnittrichtungen. 

Die im § 1 entwickelten Grundgleichungen der Plattentheorie sind 
nur fiir homogene und isotrope Bausto££e streng giiltig. Sie setzen gleiche 
Steifigkeit der Platte in allen Schnittrichtungen voraus. 

Diese Bedingungen sind bei kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten 
nur teilweise erfiillt. Sieht man selbst von der Tatsache ab, daB der 
Beton dem Hookeschen Gesetz nicht folgt, so besteht eine wesentliche 
Abweichung in den Voraussetzungen der Plattentheorie darin, daB die 
als Merkmal der Isotropie erforderliche Unveranderlichkeit der Elasti
zitatseigenschaften nur in beschranktem MaBe oder iiberhaupt nicht 
vorhanden ist. 

Da die Beanspruchung der Platte nicht an allen Stellen gleich und 
da beim Beton die GroBe der Elastizitatsziffern von der Art und Rohe 
der Spannungen abhangig ist, so wird Evon Punkt zu Punkt verander
lich sein. Wenn auBerdem die Bewehrung in der x-Richtung nicht die 
gleiche Starke wie diejenige in der y-Richtung besitzt, so werden die 
Y-Z-Querschnitte ein anderes Tragheitsmoment und eine andere 
Steifigkeit als die X-Z-Querschnitte aufweisen. Der Unterschied zwischen 

7* 
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den beiden Richtungen tritt bei langlichen Platten und bei solchen mit 
verschiedenen Auflagerbedingungen besonders hervor. Da die Moglich
keit besteht, daB in solchen Fallen das fiir Platten mit gleicher Steifig
keit ermittelte Formanderungsbild nicht mehr zutrifft, so ist es not
wendig, den EinfluB der Anisotropie und der wechselnden Steifigkeit 
naher zu untersuchen. 

1. Die Elastizitatsgleichungen der ungleichmaBig 
bewehrten Platte. 

FaBt man zunachst das Verhalten der Platten vor der RiBbildung 
ins Auge, so wird man erkennen, daB selbst bei erheblichen Unter
schieden zwischen den Querschnittsstarken lez und ley der Eisenein
lagen in der x- und y-Richtung die zugehorigen Tragheitsmomente 
Jz und Jy verhaltnismaBig wenig voneinander abweichen. 

Bezeichnet man mit 

Eb die Elastizitatsziffer des Betons, 
Ee die Elastizitatsziffer des Eisens, 
ez den Abstand der Nullinie vom oberen Plattenrande in den 

Y-Z-Ebenen, 
az den Abstand der Eiseneinlage vom unteren Rande in den 

Y-Z-Ebenen, 
ey und ay die entsprechenden MaBe fiir die X-Z-Ebenen 

und schreibt man zur Abkiirzung 

Ee 
Eb = n, 

so gelten bekanntlich, solange die Zugspannungen auch vom Beton 
aufgenommen werden konnen, die Gleichungen 

h2 h2 

2 + nlez(h - az) 2 + nley(h - ay) 
ez = ey = 

h + nlez h + nley 

Jz = He~ + (h - ez)3] + n lez(h - az - e",)2, 
J y = 1 [e~ + (h - ey)3] + n ley(h - ay - ey)2. 

Hierbei sind die Bewehrungsmengen Ir., auf die Langeneinheit der 
Querschnittsbreite bezogen. 

Diese Formeln liefern beispielsweise fur die in Abb. 40 dargestellte 
Platte, welche in der x-Richtung mit 6 Rundeisen von 10 mm Durch
messer und in der y-Richtung mit 5 Rundeisen von 6 mm Durchmesser 
auf 100 em Querschnittsbreite bewehrt ist und die Abmessungen 

h = 12cm, h - a", = 10,5cm, h - ay = 9,5cm, 

I - 6,28 cm2 I _ 1,41 cm2 

ez - 100 em' ey - 100 em 
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besitzt, unter Zugrundelegung der Verhaltniszahl n = 10 die Werte: 

ez = 6,23 em , Jz = 156 em3 , 

ey = 6,04 em, J y = 146 em3 • 

Obwohl fey nur 4~5 von fez betragt, stehen die beiden Nullinien kaum 
um 0,2 em oder -10 h auseinander: die beiden Tragheitsmomente Jz und J!I 
sind fast gleieh und lassen den betraehtliehen Bewehrungsuntersehied 
iiberhaupt nieht erkennen. Wenn also in dem Spannungsbereieh vor 
der RiBbildung die Elastizitatsziffer Eb wenig veranderlieh ist, kann 
trotz der versehiedenen Bewehrung die Platte als gleiehmaBig steif 
eraehtet werden. 

fl tlet'8ahnilf X - Z 

~lJ------------ -----------~---~ 1= '- I +,x 

Quel"sahnilt Y-Z 

~I[I----~--+---1 £ ----w ?E I +Y 
I 

fex_ 8REj'7Q 

t+z 
Abb.40. 

Vor dem Bruehe ist diese GleiehmaBigkeit nieht mehr vorhanden. Sind 
die Risse so weit fortgesehritten, daB Zugspannungen vom Beton nieht 
aufgenommen werden kannen, so kommen fiir die Y-Z-Ebenen die MaBe 

ez =n fez (V1+ 2(~~zaz} -1), 
Jz = nfez(h - az - tez} (h - ax - ez), 

und fiir die X-Z-Ebenen ebenso 

in Frage. 
FUr das vorige Beispiel erhalt man mit n = 15 die GraBen 

ez = 3,6 em , 
Jz = 60,2 em3 , 

ey = 1,8 em , 
J y = 14,5 em3 • 
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Die Tragheitsmomente verhalten sich nunmehr wie die zugehorigen 
Bewehrungsmenge.l. Die Unterschiede zwischen den entsprechenden 
Steifigkeiten sind allerdings geringer, weil dem groBeren Tragheits
moment Jz die starkeren Beanspruchungen und die niedrigeren Elasti
zitatsziffern Eb und umgekehrt dem kleinen Tragheitsmoment J1I die 
geringeren Beanspruchungen und die hoheren Elastizitatsziffern zu
geordnet sind. 

Der EinfluB der verschiedenen Elastizitatsziffern kommt in den 
Ausdriicken fiir die Steifigkeit der Y-Z- und X-Z-Ebenen 

EbzJz = E.f.z{h - az - tez)(h - az - ez), 

E b1l J1I = E.fo1l {h - a1l - t e1l)(h - a1l - e1l) 

nur mittelbar und insoweit zum Ausdruck, als die GroBen e;; und ey 
von n abhangig sind. Da die letzteren innerhalb der Grenzen n = 10 

-~ 

.!I 

Abb.41. 

und n = 15 nur maBige Veranderungen aufweisen, so ist fiir das Steifig
keitsverhaltnis das Bewehrungsverhaltnis in erster Linie maBgebend. 
Um die auBerste Einwirkung der Anisotropie zu bestimmen, ist es daher 
statthaft, ohne Riicksicht auf die Veranderlichkeit von E, lediglich den 
Bewehrungsunterschied in Betracht zu ziehen. 

Bezeichnet man nach Abb.41 mit Zz und z1l den Abstand einer 
Querschnittsfaser von der zugehorigen Nullinie in den Y-Z- und X-Z
Querschmttsebenen, so laBt sich die Spannungsverteilung nach der 
RiBbildung unter den fiir Eisenbeton iiblichen Voraussetzungen hin
reichend genau durch die Gleichungen 

darstellen. Die entsprechenden Dehnungen sind 1) : 

1) Es wird hierbei angenommen, daB die Zahl m in dem durch Ox und 0/1 

gekennzeichneten Spannungsbereich als unveranderIich angesehen werden darf. 
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Legt man die X- Y-Grundebene im Abstand eo vom oberen, eu vom 
unteren Rande, so ist offenbar 

oder wenn Zz = Z + (eo - ez) , Zy -:- Z + (eo - ey) 

gesetzt wird: 
eo - ez = dz , eo - ey = dy 

Es ist also Zz = Z + da:, Zy = Z +dy • 

Diese Gleichungen zeigen, daB ffir z = 0 weder ez noch ey verschwindet 
und daB der geometrische Ort der Punkte, in welchen ez oder ey = 0 
is:t, nicht mit der Ebene z = 0 zusammenfallt; dieser Ort wird vielmehr, 
da 8z und 8y in jedem Punkt einen verschiedenen Wert annehmen, auf 
einer gekriimmten Flache zu suchen sein. 
Die Drehung der Querschnitt-sebene erfolgt 
also nicht um eine in der Ebene z = 0 be
findliche Achse. 

In Abb. 42 ist die Bewegung eines zur 
x-Achse senkrecht stehenden Querschnittes 
o PQ R dargestellt. Der Anfangspunkt 0 
dieses Querschnittes ist in die Lage 0 1 

gelangt, der Querschnitt hat sich jedoch 
nicht um die Achse 0 1 , sondern um eine 

I -. 

tz 
Abb.42. 

andere Achse R1 gedreht. Der Punkt 0 hat hierbei die wagerechte 
Verschiebung P PI = ~o erlahren. Die entsprechende Verruckung der 
im Abstande z von 0 liegenden Querschnittsfaser Q ist 

~ = PQ1 = P P1 - PIQI = ~o - P I Q1. 
Nun ist 

P1 Q1 = 01 Ql sinlJlz = z sinlJlz . 

Da IJIz ein sehr kleiner Winkel ist, so kann auch 

. at; 
SllllJlz = tanglJlz = ax 

geschrieben werden. Es ist mithin 
at; 

~ = ~o - Z -,,-. 
ox 

(b) 

Fur die zur y-Achse senkrecht stehenden Querschnitte ergibt sich auf 
Grund ahnlicher tJberlegungen 

at; 
1] = 'f/o - z a y. (c) 
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Em2 (d2 1; 1 d2 1;) (1 1 1) 
8y = - m2 _ 1 . J y a y2 + m a x2 = Ny (2y + m • (2", ' 

" I: ( d d ) 2 1 d", - ~ . dy 1 ; (d d ) I (d) ~ = ~ 8", '" _ 8y y = 2m m + _ '" - y , 
d x E J", m J y m - 1 (2", m (2y 

01]0 = ~ (8ydy _ 8",d",) ~ ,m' J d" - ~. d. + ~ (d, - d.i I ' 
o y E J y m J", m - 1 1 (2y m Q", 

Fur die Schubspannungen 7{",y gilt die Formel 

(0 ~ 01]) (0 ~o a 1]0) d2 1; 
T",y = G dy + dx = G ay + dx - 2Gz oxoy 

= G{ r(~~ + ~:o) + (dz + dy) O~2%yj _ (z", + Zy) O~2%y}. 
Beobachtet man, daB im Hinblick auf die Gleichgewichtsbedingungen 

Z= +eu 

jT",ydz=O 
Z= -eo 

und auBerdem, weil die Nullinien der X-Z- und Y-Z-Ebenen zugleich 
Schwerlinien sind 1), 

zx=h-ex zy=h-ey 

/z",dz = jZydz = 0 
zx=-ex Zy=-ey 

sein muB, so erhalt man 

01: 0 02r 
_';0 + ~ = -(d + d) -;:----~"-01] dx II: Y dx dy , 

1) Hierbei ist angenommen, daB die senkrecht zum Querschnitt stehende 
Bewehrung gegen die Abscherung und auch gegen die Drillung einen gleich
artigen Widerstand wie gegen die Drehung um eine Biegungsachse leistet. Diese 
Voraussetzung ist durch die Wirkung der Bewehrung bei der Aufnahme von 
Hauptbiegungsspannungen, die nicht parallel den Eisenstaben gerichtet sind, 
gerechtfertigt. 
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daher auch: 82C 
Tzy = - G 8 x 8 y (zz + Zy) . 

Das zugehorige Drillungsmoment ist 

Z= -eo Z= -eo 

z.,=k-e., zy=k-ey 

= -G· 8~2%y {jzz(Zz-dz)dzz+ jzy(zy-dy)dZy } . 

Zx= -ex Zy= -ey 

Da 
k-e., 

JZ;dzz = J z , 
k-ell 

Jz~dzy = J y , 
-eu 

so ergi bt sich also 
82C -mE 82C 

tZy = -G(Jz + J y) 8x 8y = 2(m + 1) (Jz + J y) 8x 8y 

m - 1 (Nz + Ny) 82 ' 

(e) 

= ------;;:---2--· 8x8y . 

Fiihrt man diesen Wert und die nach den Formeln (d) errechneten 
GroBen 8z und 8y in die allgemeine Gleichgewichtsgleichung 

82 8z + 2 82 tzy + 82 8y = _ 
8x2 8xoy iJy2 P 

ein, so erhalt man schlieBlich 

84 , 84 , 84 , p m2 - 1 
Jz"14 + (Jz + J y) ~~ + J y "14 = -E . --2- . (80) 

oX uX oy uy m 

Diese DiHerentialgleichung, welche auf anderem Wege von Herrn 
Professor Huber abgeleitet worden ist 1), laBt sich auch, wenn man 
als VergleichsmaB das Tragheitsmoment Jo benutzt und mit 

m2 

No = EJc· 2 1 m -

die zugehorige Plattensteifigkeit bezeichnet, auf die Form 

( 82 82 ) (Jz 82 C Jy 82 ') P 
8x2 + oy2 Yo' ox2 + Yo 8 y2 = No 

bringen. 

1) Die Arbeit von Herrn Professor Huber tiber "die Grundlagen einer ratio
nellen Berechnung der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten" ist 1914 im 
Heft 30 der Z. ost. Ing.-V. veroffentlicht worden. 
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Wahlt man fiir die Momentenfunktion den Ausdruck 

(81) 

so gewinnt man die urspriingliche Grundgleichung 

PM =-p 
wieder. 

Hieraus erkennt man, daB die Beziehungen zwischen M und p durch 
die Verschiedenheit der Bewehrungsmengen nicht beeinfluBt werden. 
Die Werte M konnen also auch aus den Ordinaten des w-Gewebes 
unmittelbar abgeleitet werden. 

Urn die Verschiebungen 1; zu ermitteln, braucht man nur an Stelle 
des urspriinglichen Gewebes ein Gewebe mit der Maschenweite 

zu verwenden. Man kann sich leicht iiberzeugen, daB die Bestimmungs~ 
gleichung des letzteren 

Ll2 z Ll2 z M w 
---~+~=---=--
(l,,;)2 (ly)2 8 1 8 2 8 2 

mit der obigen Differentialgleichung der Funktion M iibereinstimrnt, 
sobald 

gesetzt wird. Hiermit ist auch bei Platten mit verschiedenen Bewehrungs
mengen die vollstandige Darstellung der Spannungen und Formaride
rungen auf die Untersuchung elastischer Gewebe zuriickgefiihrt. 

2. Untersuc hung einer frei aufliegenden 
Platte mit dem Langenverhaltnis a : b = 1: 2 nnd 

dem Steifigkeitsverhaltnis J s : J y = 4: 1. 

Ich wahle als Beispiel eine ringsum freiaufliegende, gleichmaBig be
lastete Platte mit dem Langenverhaltnis a : b = 1 : 2, dem Steifigkeits
verhaltnis J s : J y = 4 : 1. Urn zunachst die GroBen M zu bestimmen, 
verwende ich ein Gewebe mitder Maschenweite 
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Die zugehorigen Ordinaten, deren Ordnungsziffern aus Abb.43 ent
nommen werden konnen, sind: 

8 1 WI = 0,1900 pa2 , 8 1 W5 = 0,32773 pa2 , 

8 1 w2 = 0,2569 pa2 , 8 1 W6 = 0,43338 pa2 , 

8 1 wa = 0,28909 pa2 , 8 1 w7 = 0,33847 pa2 , 

8 1 w4 = 0,37961 pa2 , 8 1 Ws = 0,48424 pa2 • 

Nimmt man als VergleichsmaB J c = J"" so erhalt man fur das 
zweite stellvertretende Gewebe die Maschenweiten 

1", = A", V ~: = A, 

1y = Ay -V ~: = 2 Ay = 2 L 

Die kennzeichnende Differenzengleichung lautet 
mithin: 

Zi - 2 Zk + Zl Zm - 2 Zk + Zn Wk 

. A2 + 4 }.2 = - S' 
2 

oder in anderer Form: 

I--
1 2 1 

Y 
3 If 3 

5 6 5 1 
7 .5 7 

x 
5 6 5 

3 If 3 

1 Z 1 

1 I 
""'I ""'=---.ZtL >1 

Abb.43. 

Fur die aus Abb. 43 ersichtlichen Ordnungsziffern ergibt sich der Reihe 
nMh: p~ 

lOz1 - 4Z2 - Za = 0,1900 
8 1 8 2 ' 

pa4 
= 0,2569 

818~ , 

pa4 

- ZI + 10 za - 4 Z4 - Z5 = 0,28909 8 8 ' 
1 2 

pa4 

= 0,37961 8 8 ' 
1 2 

pa4 

- z3+10zs-4z6-z7=0,3277388' 
1 2 

4 
=043338~ 

, 8 1 8 2 ' 

pa4 

= 0,33847 8 8 ' 
1 2 

pa4 

= 0,48424 8 8 . 
1 2 
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Die Auflosung dieser Gleichungen liefert: 

pa4 

Zl = 0,069772 8 8 ' 
1 2 

pa4 

Zz = 0,096972 8 8 ' 
1 2 

pa4 

Zs = 0,1l0835 8 8 ' 
1 2 

. pa4 

Z4 = 0,154638 8 8 ' 
1 2 

pa4 

Zs = 0,130936 8 8 ' 
1 2 

pa4 

Z6 = 0,183121 8
1
8 2 ' 

pa4 

Z7 = 0,138316 8 8 ' 
1 2 

pa4 

Z8 = 0,195697 8
1

8
2 

• 

Die Senkung des Plattenmittelpunktes ist 

r = ° 195697 pa4 = m2 -1 • 0,195697 pa4 

"'8' N. m2 E J", • 

Bei einer isotropen Platte mit J", = Jy ist hingegen 

m2 -1 pa4 '8 = m2 E ·0,1654 --::r:- . 
Diese Gegeniiberstellung zeigt, daB die betrachtliche Schwachung 

der Steifigkeit in der y-Richtung eine allerdings nicht erhebliche Ver-
groBerung der Durchbiegung zur Folge hat. _ 

Beachtenswert ist insbesondere der Vergleich der Biegungsbean
spruchungen. Die GroBtwerte der reduzierenden Spannungsmomente 
sind ffir die anisotrope Platte: 

8", = 0,45905 pa2 im Punkte x = 0, y = ° , 
8y = 0,03930 pa2 im Punkte x = 0, y = +t b , 

ffir die isotrope Platte: 

8", = 0,37522 pa2 im Punkte x = 0, y = ° , 
8y = 0,09005 pa2 im Punkte x = 0, y = +t b . 

Infolge der ungleichmaBigen Steifigkeit wird also der Beanspruchung 
der Streifen mit der starkeren Bewehrung gesteigert und diejenige der 
Streifen mit der schwacheren Bewehrung merklich vermindert. 

Da jedoch die in der kiirzesten Spannrichtung auftretenden Biegungs
momente nur um etwa 22 % gewachsen sind und da das ungiinstige 
Verhaltnis der Tragheitsmomente nur ffir diejenigen Stellen gilt, in 
denen die RiBbildung in beiden Richtungen weit fortgeschritten ist, 
wahrend auBerhalb dieses Bereiches die Verschiedenheit der Bewehrungs
mengen das Steifigkeitsverhaltnis kaum beeinfluBt, wird es ffir die 
Beurteilung der Anstrengung der Platte nur in seltenen Fallen notwendig 
sein, die Einwirkung des Bewehrungsunterschiedes genauer zu ver
folgen. 
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§ 12. Der Einflu6 einer ungleichma6igen Erwarmung. 
Eine Platte, deren Rander in jeder Richtung frei beweglich sind, 

wird unter dem EinfluB einer ungleichmaBigen Erwarmung ihrer Ab-
grenzungsflachen das Bestreben haben, sich -
zu w6lben und von ihrer Unterlage abzu- I==:~:::~ 
heben. Wird diese Hebung gehindert und f i 1 
die Platte gezwungen, auf der Randunter- ~"'l i i / 
lage zu verbleiben, so konnten unter Um- --t'+-'-'-'+'-'-'-'-i'-'~ 
standen betrachtliche Spannungen in der ~"'l! ! f7 
Platte entstehen. Wahrend bei einem frei * i L ____ J' 
aufliegenden Stabe Warmeanderungen die k-dx-l.a"dz'J 
Beanspruchung nicht beeinflussen und daher Abb. 44. 
bei der Querschnittsbemessung auBer acht 
gelassen werden diirfen, muB hingegen bei Platten die Wirkung einer 
ungleichmaBigen Erwarmung sorgfaltig untersucht werden. 

1st to die Warme am oberen Rande der Platte, 
tu die Warme am unteren Rande der Platte, 

L1 t = to - tu der Warmeunterschied, 
e die Warmedehnungsziffer, 

so wird sich, wenn der Rand keinen Widerstand leistet, ein Platten
streifen von der Lange d x in der x-z-Ebene am oberen Rande um e to d x, 
am unteren Rande um etudx verlangern (Abb. 44). 

Die urspriinglich zur x-Achse senkrecht stehende Querschnittsebene 
dreht sich dann um den Winkel 

dx dx 
W = -e (t - t ) - = -e L1t -z 0" h h . 

Die Mittelflache der Platte erfahrt hierbei Verschiebungen Co und es 
1 

besteht zwischen der Krummung - der elastischen Flache und dem 
Winkel Wz die Beziehung ez 

1 Wz 02 Co e L1 t 
ez = d x = - 0 x2 = - T . 

Ebenso erhalt man fur die urspriinglich zur y-Achse senkrecht 
stehenden Querschnitte 

1 Wy 02 Co e L1 t 
ey =dy =- oy2 =-T' 

Die Gestalt der elastischen Flache in diesem Zustande ist durch 
den Ansatz 

(82) 
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beschrieben: das Vorzeichen von (;0 ist negativ, well sich die Platte, 
wenn At positiv ist, nach oben w6lbt. 

Man erkennt, daB die Plattenrander nicht geradlinig bleiben, sondern 
sich nach einer Parabel kriimmen. 

SolI diese Krummung gehindert werden, so miissen langs der Rander 
Krafte oder Kraftepaare angebracht werden, die eine entgegengesetzte 
Formanderung herbeifiihren. Bezeichnet man mit C' die durch diese 
Randkrafte hervorgerufenen Verschiebungen, so mussen offenbar die 
letzteren, da sonst auf der Plattenoberflache selbst keine Krafte pan· 
greifen, die homogene Differentialgleichung J74 C' = 0 befriedigen. 

Die endgiiltige Gestalt der elastischen Flache ist durch die Gleichung 

bestimmt. 
Fiir die Rander x = + a gelten die Bedingungen 

(;=0 

, (82 C' 1 192 C'\ 
81/: = - N 0 x2 + m a y2) = 0, 

fiir die Rander y = +b ebenso: 

Da die erste dieser Bedingungen die weiteren Forderungen 

02 Co 02 C' 82 C .. 
ay2 + oy2 =8 yz=Ofurx=+a, 

02 (;0 192 C' 82 (; .•• 

ax'!. + ax2 = ax'!. = 0 fur y = +b 

in sich schlieBt, so folgt aus 

fur x = +a: 

02C' 192 Co 
ay2 = - oy2 

8~ = _ N (192 C' +!.. 192 C') = _ N (02 C' _!.. 192 (;0) = 0 , 
ax2 m oy2 ax2 m By2 

also 
02 (;' 1 02 (;0 1 eAt 
ox2 = m oy2 = m h' 

N' = _ N (82 C' + az () = _ N (az C' _ 19 2 Co) = N . m - 1 eAt . 
ax2 oy2 ox2 oy'" m h 
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FUr die Rander y = + b ergibt sich ebenso 

02 r 1 (;2 Co 1 eAt 
--=---=---
fly2 m ox2 m h ' 

111 

M' = -N (02 r + 02 r) = -N (02 r _ fl2 Co) = N. m -1 eAt. 
fly2 ox2 fl y 2 flX2 m h 

Ffir M' gilt andererseits die Differentialgleichung 

PM' = 0. 

Sie kann, da iiberall am Rande M' den gleichen Wert aufweist, keine 
andere Losung haben als 

M' = N m;;: 1 e ~ t . 
Die Verschiebungen r miissen daher die Gleichung 

/7'2 r = _ M' = _ m - 1 eAt 
N m h 

(83) 
befriedigen. 

Beachtet man noch die Beziehung 

/7'2C = 2 eAt 
o h ' 

so ergibt sich schlieBlich 

/7'2 C = /7'2 Co + /7'2 r = m ~ 1 e ~ t . (84) 

Rieraus folgt der Satz: 

Die elastische Flache einer ungleichmaBig erwarmten, 
frei aufliegenden Platte hat die gleiche Gestalt wie eine 
mit den elastischen Gewichten 

Pt = _ m + 1 eAt = + m + 1 e(tu - to) 
m h m h 

belastete Raut. 

Die Verschiebungen C stimmen also auch mit den w-Ordinaten 
eines mit Pt belasteten Gewebes iiberein. 

Handelt es sich beispielsweise urn eine quadratische Platte, so liefern 
die auf S.52 errechneten M-Werte ffir den Plattenmittelpunkt 

m+1 eAt 
C = M10 = 0,29113 Pt a2 = - 0,29113 m -h-

Die ffir die Beurteilung der Anstrengung der Platte maBgebenden 
Momente der reduzierten Spannungen 

8 = -N. m2 - 1 . 02 r = -N m2 - 1 (02 C _ 02 Co) 
':1:. m2 ox2 m2 ox2 0:r.2 



112 Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte. 

lassen sieh mit Hilfe der Formel 

= _ . m2 - 1 (02 , _ G L1 t) = _ E h3 (02 , _ G L1 t ) 
Sra; N m2 CJX2 h 12 ox2 h 

bestimmen. 
Da fur den Plattenmittelpunkt 

02 , = 02 , = ~ V2 ,= m + 1 G L1 t 
ox2 oy2 2 m 2h 

ist, so erhalt man 1 
m-

(sra;)a;=y=o= 24m I3Eh2L1t. 

Diesem Werte entsprieht die groBte reduzierte Spannung 

6sra; E m -1 A 

ara; = + ~ = + 4 -m G LI t . 

Fiir eine Betonplatte mit 

E = 170000 kgjem2 , 

G = 111,loo 
m= 4, 

wiirde demnaeh bei L1 t = 20° eine Beanspruehung 

in Betraeht kommen. 
ara; = + 7,5 kgjem2 

Am Rande x = + a ist hingegen 

m2 - 1 02" m2 - 1 02 '0 E h2 
Sry = - N • 2 ~ = N· 2 -0-2- = + ~12 G L1 t, 

m vy m dy 

_ 6 STY _ E A __ k j 2 
ary - +~ - + 2" 13 LI t·- ± 20 gem. 

Diese Zahlen beweisen, daB die durch eine ungleiehmaBige Erwar
mung hervorgerufenen zusatzlichen Spannungen im Plattenmittelpunkt 
nieht ubermaBig, in der Randmitte aber durehaus erheblieh sind. 

oM' oM' 
Es entstehen indessen, da durehweg ~ = ---ay = 0 ist, uber-

haupt keine Seherkrafte. Fiir die Belastung der Unterlage kommen 
daher nur die Randdrillungsmomente 

t' = _ N. m - 1 02 " 
m oxoy 

oder die zugehorigen zusatzliehen Auflagerkrafte 

m - 1 oar 
v~ = - N --- --;;:---;::---::-

m oxoy2' 
v~ = _ N m - 1 03 ,' 

m oy ox2 
in Betracht. 
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Urn die GroBe dieser Auflagerwiderstande bestimmen zu konnen, 
miissen erst die Ordinaten " sowohl der Randlinie a, b, c, d wie aueh 
der benaehbarten, inner en und au13eren Gewebezeilen 1, 2, 3, 4 und 
ex, f3, y, t5 (Abb. 45) ermittelt werden. 

Fiir die Zeile 1,2, 3, 4 sind die Werte 

r M 2 m + 1 ult 2 
"1 = 1 = 0,07112 pta = -0,07112 m -h- a , 

r M m+lsLlt 2 
"2 = 2 = 0,11098 Pt a2 = - 0,11098 m -h- a , 

r - m+lsLlt2 "3 = M3 = 0,13166 Pt a2 = -0,13166 m -h- a , 

m + 1 sLIt '4 = M4 = 0,13810 Pt a2 = - 0,13810 ---;;;;:- -T a2 

unmittelbar aus den auf S. 51-52 erreehneten w-Ordinaten der gleieh
maBig belasteten Platte zu entnehmen. 

Da 

ist, so ergibt sieh, wenn m = 4 gewahlt wird, 

3 
Y = +4 b : ,; = 0,3486 

sLIt a2 

h 

2 
Y =±4 b : 

, sLIt a2 

t2 = 0,45503 -h- , 

1 
y = +4 b : 

, sLIt a2 '3 = 0,52292 -h-- , 

, s 11 t a2 

y = ± ° : ,. = 0,54615 -h- , 

Fiir die Randlinie a, b, c, d liefert die Formel 

G r a: 

F 

}' 

-~ 

E 

CL 

b 

c 

d, 

c 

..,.;\,.,...,.::1._ 

1 

2 

.3 

'I-

.3 

~ 
~ 

~ 
~ 

"-'-' 

Abb.45. 

der Reihe naeh 

r' 87 sLIt 2 "a = 0,21 5 -h- a , 

'b = 0,375 

Marcus, Platten. 

sLIt 2 
-h- a , 

r'_ sLIt 2 "c - 0,46875 h a , 

'd = 0,5 
sLIt 2 
-h a . 

8 
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Andererseits folgt aus der Gleichung 

a2 i;' Ci + Ci - 2 Ck 

die Beziehung 

I 02 Co 
m oy2-

1 dt 
m h 

r' r' r' l~ eL1t r' " 00 62 eL1ta2 
<,i = 2 <,k - <,z + m -h- = 2 <,k - (z + , 15 5 h 

Die Ordinaten der au13eren Zeile IX, f3, r, b sind also: 

C~ = e~t a2(2 00,21875 - 0,3486 + 0,015625) = +0,104525 e~t a2 , 

C/3 = e~t a2(2. 0,375 - 0,45503 + 0,015625) = +0,315595 e~t a2 , 

C~ = e~t a2 (200,46875 - 0,52292 + 0,015625) = +0,430205 e~t a2 , 

C~ = eL1t a2(2 0 0,5 
h 

- 0,54615 + 0,015625) = +0,469475 e~t a2 • 

Fur die Ecke E ist 

Dementsprechend ergibt sich fur den benachbarten Punkt F: 

CF = 2CE - (~+ 0,015625 e~t a2 = -0,203125 e~t a2 . 

oC in 
Aus den beiden Bedingungen 0 x = 0 y = ° folgt weiterhin, da13 

die Platte in der Ecke als fest eingeklemmt zu betrachten ist. Diese 
Uberlegung liefert fUr den nachstliegenden Punkt G die Beziehung 

und da CG = C1 , Co = C1 - CoG, 

CoG = -2 ~L1ht oa2 [1- (~rJ = +0,5625 e:t a2 

ist, so findet man 
r' e L1 t 
<'G = -- 0,6514 -h- a2 • 

Hiermit ist die Formanderung der Platte 1m Randbereich vollig 
beschrieben. 

Mit HiI£e der Formel 

t~y = N m - 1 (C~ + C~) - (C~ + C~) = ~ E hal (C~ + C~) - (C~ + C;)1 
m 4 1", 1y 15 a2 J 

erhalt man nunmehr fUr die Randdrillungsmomente die Werte 

tE = -0,1365 EeL1t h2 , t~ = -0,0289 EeL1t h2 , 

t~ = -0,0844 EeL1th2 , ta = ±O,O EeL1th2 o 
tb = -0,04036 Edth2 • 
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Werden die zugehorigen zusatzlichen Auflagerkrafte auf Grund der 
Gleichung 
v~ = _N m -1 ~ 82 C =N. m -1 [(2CI-C~-C;) - (2ti-C~- C~)] 

m 8x8~ m 2F 

= ~: . ~~3 [(2 Cl- C~ - C~) - (2 Ci - C~ - Cm 

ermittelt, so liefert die Rechnung 
h2 

fur den Punkt E: v~=a", = - 0,3547 eEAt - , 
a 

a: 

b: 

c: 

h2 
- 0,16674 eEAt - , 

a 
h2 

- 0,10223 eEAt-, 
a 
h2 

- 0,07607 eEAt-, 
a 
h2 

d: - 0,06852 eEAt- . 
a 

Die durch die ungleichmaBige Erwi;irmung erzeugten Auflagerkrafte 
sind, wie man sieht, abwarts gerichtet. In den Ecken selbst greifen die 
Einzelkrafte 0 = - 2 tEI = + 0,273 E eAt h2 an. Sie erzeugen Druck oder 
Zug, je nachdem die obere oder die untere Abgrenzungsflache der Platte 
starker erwarmt wird, undo wachsen mit der zweiten Potenz der Platten
starke. Um einen Anhalt uber die GroBe dieser Kraft"e zu gewinnen, 
sei wie vorhin E = 170000 kgJcm2 , 

e = 80i--OO' 

At = 20° , 
m=4 

und h = 10 em angenommen. Es ist dann 

o = 0,273 VrPf,Prf . 20 . 102 = 1092 kg . 
Die Eckkrafte sind also selbst bei sehr schwachen Platten nicht 

unbetrachtlich. 
Es sei noch hervorgehoben, daB die durch die Drillungsmomente 

erzeugten Schubspannungen ebenso beachtet werden mussen. 
Fur die Ecke ergibt sich insbesondere 

6tE - E A 
'l:max = +-h2 = +0,819 eat, 

min 

fiir das vorliegende Zahlenbeispiel somit: 

Tmax = +32,76 kgJcm2 • 
min 

Diese erheblichen Schubbeanspruchungen verschwinden, wenn die 
Platte am Rande nicht frei aufliegt, sondern fest eingeklemmt ist. 

8* 
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Um die durch die ungleichmaBige Erwarmung erzeugten Verschie-
bungen eAt 

Co = - 2h [(a2 - x2) + (b2 - y2)] 

iiberhaupt riickgangig zu machen, miissen dann namlich langs der 
Rander x = + a Kraftepaare 

S~· N (~ • ~2 Co + 02 Co) = eAt N m + 1 
m d y2 ox2 h m 

und ebenso langs d~r Rander y = + b die Momente 

8' = N(-.!. 02 Co + 02Co) = eAt N m + 1 
y m ox2 oy2 h m 

angebracht werden. Sie rufen in allen Punkten der Platte die gleichen 
reduzierten Spannungsmomente 

m2 -1 02Co m2 - 1 02Co eEAth2 
Srz = Sry = N· m2 ox2 = N m2 oy2 = 12 

und die gleichen reduzierten Spannungen 

6srz 1 ... 
ared = +11,2 = +2 eELJ t 

hervor. 
Mit den vorigen Zahlenwerten fiir e, E, At ergibt sich beispielsweise 

a red = + 20 kgJcm2 • 

Der Vergleich mit den friiheren Ergebnissen zeigt, daB durch die 
Einklemmung wohl im Plattenmittelpunkt groBere, langs der Rander 
jedoch die gleichen Spannungen wie durch die freiere Auflagerung bei 
einer ungleichmaBigen Erwarmung erzeugt werden: die Beanspruchung 
ist aber, wei! die Schubspannungen fortfallen, im ersten Falle giinstiger. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB fiir die Anstrengung der Platte nicht 
die Plattenstarke, sondern lediglich der Warmeunterschied und die 
Elastizitat des Baustoffes maBgebend sind. 

IV. Die ringsum. frei aufliegende kreisformige 
Platte. 

§ 13. Die Randbedingungen bei beliebiger Lastanordnung. 
Die freie Auflagerung der kreisformigen Platte ist durch die Forde

rung, daB langs des Randes die Bedingungen 

C = 0, (a) 

8, = _N[82C + -.!. (! oC + ~ 82C )] = 0 (b) 
or2 m r or r2 Orp2 

erfiillt werden, gekennzeichnet. 
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Da die erste Gleichung die weitere Forderung 

oZC =0 
a q;Z 

in sich schlieBt, so lautet die zweite Bedingung auch 

02 C + ~ (~ a C) = 0 
or2 m r or (c) 

oder, wenn im Einklang mit Abb. 46 die Differentialquotienten durch 
endliche Differenzen ersetzt werden: 

z, - 2 Zk + Zl + ~ ~ (z, - Zl) = 0 . 
(L1 r)2 m ro 2L1 r 

Hierbei ist unter ro der Halbmesser des Auflagerringes zu verstehen. 
Beachtet man, daB fiir den Randpunkt k Zk = 0 sein muB, so 

ergibt sich 
1 L1 r 

z, + Z/ = - -2 - (z, - z/) , 
m ro 

somit 

1- _1_ L1r 
2m ro 

Zi = -Zl' 1 L1r' (d) 
1+--

2m ro 

Auf Grund dieser Formel laBt 
sich jedem Punkt l des elastischen 
Gewebes unmittelbar neben dem 
Rande ein Punkt i auBerhalb des 
Randes zuordnen und hiermit 
die Randgestalt des Radialge
webes bestimmen. Abb.46. 

Aus der Bedingungsgleichung (c) folgt noch 

1 iJC 02 C 
--:;: a;: = -m or2' 

1'0 

Fiir den Rand des w-Gewebes gilt aber die Gleichung: 

S Wk = Mk = _ N(a2C + ~ ~ + ~ 02C), 
1 arZ r or r2 oq;Z 

(azt; 1 at;) a2t;k 
SlWk=-N orZ +--:;:a;: =+N(m-I) or2 ' 

Da im allgemeinen die Bedingung (c) nur dann erfiillt sein kann, 

wenn ~2;: von Null verschieden ist, so erkennt man, daB, wahrend beim 

z-Gewebe iiberall am Rande Zk = 0 sein muB, die Randwerte Wk beim 
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w-Gewebe durchaus nicht verschwinden. Sie sind vielmehr, da die 
Gleichgewichtsgleichungen des w-Gewebes zur Ermittlung dieser Rand
werte nicht ausreichen, als statisch unbestimmte GraBen zu 
betrachten. 

Setzt man zunachst fur aIle Randpunkte Wk= 0, so lassen sich die 
Ordinaten Wo der ubrigen inneren Knotenpunkte als Funktion der 
Lasten P ohne weiteres errechnen. Ebenso sind die zu diesen Werten Wo 

zugeharigen Verschiebungen Zo des zweiten Gewebes leicht zu ermitteln. 
Denkt man sich nunmehr die Lasten P fort und Krafte sowie Krafte

paare in den Punkten 1, 2, 3, 4 . . . der Randflache angebracht, so 
kannen aus den dieser Kraftgruppe entsprechenden Randwerten WI' W 2 , 

W 3 , W 4 .•• mit Hilfe der Gewebegleichungen die Ordinaten Wi der ubrigen 
Inneren Knotenpunkte abgeleitet werden. Es ist dann weiterhin mag
lich, die den GraBen Wi zugeordneten Ordinaten z' des zweiten Ge
webes als Funktionen von WI' W 2 ' W a' W 4 ..• darzustellen. 

Die tatsachliche Gestalt der elastischen Flache ist durch die Gleichung 

Z = Zo + z' 

festgelegt. Fur die dem Randknotenpunkte k in radialer Richtung am 
nachsten liegenden Punkte i und l des Gewebes der Abb. 46 gilt ins
besondere: 

Zi = Zoi + zi, 
Zl = Zol + zz. 

Da nach Gleichung (d) 1 Ar 
1---

2m ro 
Zi = -Zl 1 Ar 

1+--
2m ro 

sein solI, so ergibt sich auch 

1 ~ _1_ A r ( 1 __ 1_ A r') 
2m ro I I 2m ro 

Zoi + Zol 1 A r = ~ Zi + Zl 1 A r . 

1+-- 1+----
2m ro 2m ro 

(85) 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthalt nur Funktibnen von WI' W 2 , 

W a, W 4 ... Stellt man fUr die Randpunkte 1,2,3,4 ... n Gleichungen 
dieser Art auf, so gewinnt man die zur Errechnung der n statisch un
bestimmten GraBen Wi' W 2 ' W 3 , W 4 .•. erforderlichen Elastizitatsbedin-
gungen. 

§ 14.' Die Randbedingungen bei achsensymmetrischer 
Lastverteilung. 

Die Lasung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn die Belastung 
symmetrisch zur Drehachse der Platte verteilt ist. In diesem FaIle 
kommt namlich fur jeden Randpunkt das gleiche BiegungsmaB Wk=C 
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in Betracht, und diesem Wert entspricht als Losung der homogenen 
Differentialgleichung d2 w' 1 d w' 

dr2 + r dr = 0 

fiir aIle Innenpunkte ebenfalls die GroBe 

w' = Wk = C. 

Die weitere Differentialgleichung 

S1S2 (d2Z' + ~ dz,\ = _ M = _ S1W' = _ S1C 
N dr2 r dr) N N N 

liefert dann 
,_ C (2 2) Z - 4S2 ro - r , 

J.f = S1 S2 ,_ S1 C ( 2 _ 2) 
., N z - 4N ro r. 

Das zugehorige Randangriffsmoment ist 

8~=_N(02" +~~ oC')=+m-IS~. or2 m r or m 1 2 

Fur den statisch bestimmten Fall mit den Randwerten Wok = Zok = 0 
lassen sich mit Hilfe der Grundgleichungen (48) und (49) die Grund
werle 1;0 aus den Lasten P und ebenso die zugehorigen Randmomente 

8 = _N(d21;0 + ~ ~ deo) 
or dr2 m r dr r=10 

als Funktion der Belastung leicht ermitteln. Da im endgiiltigen Zustand 

80T + 8~ = 0 

sein muB, SO erhiilt man schlieBlich 

m - 1 cS _ N (d21;0 + ~ ~ d1;o) = 0 
2 m 1 dr2 m r dr 1=10 ' 

oder 
cS1 = 2m N(d21;0+~~deo) 

m - 1 dr2 m r dr, 1=10 
(86) 

mit Hilfe dieser Formel konnen die Randwerte c unmittelbar bestimmt 
werden. 

§ 15. Die allgemeine Darstellung der Spannungen und 
Formanderungen bei achsensymmetrischer Belastung. 
Fiir die Darstellung der 1;o-Flache eignet sich ein neues Verfahren, 

welches auBerordentlich rasch zum Ziele fuhrt und daher eine eingehen
dere Betrachtung verdient. 
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Ich kniipfe an die Grundgleichungen 

~: + : ~ = ~ :r (r ~~) = -p, 

dM 
Vr=~-

dr 

an, aus welchen ich die weitere Gleichung 

d2 M =-(P+~V) dr2 r r 
(87) 

ableite. 
Denkt man sich aus der Platte ein Kernstiick mit dem Halbmesser r 

herausgeschnitten, so muB seine Belastung 
r 

Pr = ! p2nrdr 
o 

mit der langs der Randflache verteilten lotrechten Scherkraft 

Tr = +2nrvr 

im Gleichgewicht stehen. Es ist also 

oder 

mithin 

Setzt man 

P + Tr=O, 
r 

2nrvr = -2n!prdr, 
o 

r 

~v = -~jprdr r r r2 ' 
o 

( r) d2 M 1 
--=- p--jprdr . dr2 r2 

o 

r 

p - :2 j p r dr = p' , 
o 

so erhalt man die neue Bezi~hung 

dZM I 

dr2 = -p . 

(88) 

(89) 

Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung einer mit den Kraften p' 
belasteten Seillinie. Die Momentenflache der Platte deckt 
sich also vollkommen mit der Momentenflache eines ein
fachen Balkens, der an Stelle der wirklichen Belastung p 
die zugehorige Belastung p' aufzunehmen hat, und da 
die GroBen p' sich entweder rechnerisch oder zeichnerisch ohne 
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weiteres ermitteln lassen, so ist hiermit die Berechnung des Biegungs
maBes M der Platte auf die Berechnung der Momente des einfachen 
Balkens zuriickgefiihrt. 

Ebenso laBt sich die Grundgleichung 

d2C +~ dC =_ M 
dr2 r dr N 

in Einklang mit der Beziehung 
r 

dC = _~fM rdr 
dr r N 

o 
auf die Form 

bringen. Hierbei ist 

o 

(90) 

(91) 

Es ist zugleich erwiesen, daB die Erzeugende der elastischen 
Flache der Platte d urch die Momentenlinie eines mit den 
elastischen Gewichten 7&' belastete n einfachen Balkens 
abgebildet werden kann. Durch diese Erkenntnis, welche die sinn
gemaBe Erweiterung des bekannten Mohrschen Lehrsatzes einschlieBt, 
wird die Darstellung der Spannungen und Formanderungen der kreis
formigen Platte auBerordentlich erleichtert. 

1. Die gleichmaBig belastete kreisformige Platte mi t 
frei aufliegenden oder fe st eingeklemmten Randern. 

Urn die Anwendung des neuen Satzes zu zeigen, wahle ich als erstes 
Beispiel eine mit p gleichmaBig belastete Platte. 

Die Formel (88) liefert in diesem FaIle 
r 

p' = p - ~frdr = ~. 
o 

Die Differentialgleichung ffir M lautet demnach 

Ihre Losung ist 

d2 M p 
dr2 = -2' 

pr2 
M=Ol--' 4 . 

unter 0 1 ist eine vorerst noch unbestimmte l!;onstante GroBe zu ver
stehen. 
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Fur das zugehorige elastische Gewicht ergibt sich nunmehr 
r 

I M 1 JM 1 ( 3 2) 
n = N - ~ N rdr = 4N 201 - 4: pr . 

o 

Fuhrt man diesen Wert in die Gleichung der elastischen Linie 

<}2 l; = -n' = __ 1_ (2 0 _ ~ P r2) 
dr2 4N 1 4 

ein, so findet man durch Integration 

1 ( P r2) l; = - 16N r2 401 - 4 + O2 • 

O2 ist hierbei die zweite Integrationskonstante. Da l1ings des Auflager
ringes mit dem Halbmesser r = r o , l; = 0 sein muB, so erhalt man 

zunachst _ ~ ( _ pr~) 
O2 - 16N 401 4' 

mithin: 
l; = l:N [401(r~ - r2) - ~ (r~ - r4)]. 

SolI der Rand frei von radialen Biegungsspannungen sein, so muB fur 
r = ro 

8 r = _N(d2 l; + ~ ~ dl;) = 0 1 m + 1 _ ..E_r~3m + 1 = 0 
dr2 m r dr 2 m 16 m 

werden. Hieraus folgt: 
c _ pr~ 3m + 1 
1- 8 m+1' 

Die Gleichung der elastischen Flache lautet schlieBlich: 

;- _ p [3 m + 1 2 2 ( 2 2) (. 4)] ., - 64N m + 1 . ro ro - r - ro - r . 

Die zugehorigen Spannungsmomente sind: 

8 r = _ N (d2 l; + ~ ~ d l;) = 3 m + 1 y_ (r~ _ r 2) , 

dr2 m r dr m 16 

8t = _ N (~ d l:, + ~ d2 l;) = 3 m + I _~ (r~ _ 3 + m r2) . 
r dr m dr2 m 163m + I 

(92) 

(93) 

1st die Platte an den Randern nicht frei beweglich aufgelagert, 
sondern fest eingeklemmt, so lauten die Randbedingungen: 

;- dl; 0 f" s = dr = ur r = ro· 

Da de _ I r 2 
dr -1"6 N (p r - 801) 
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ist, so muB 2 
C _ pro 

I - 8 

gewahlt werden. Es ist dann 

r _ P (2 2)2 " - :N-64 ro - r , 

8 r = ~ [(r~ - 3 r 2 ) + ~ (r~ - r 2)], 

8t = ~ [(r~ - r2) + ~ (r~ - 3r2)]. 

(94) 

Man erkennt also, daB mit Hilfe der neuen Differentialgleichungen 
(89) und (90) ganz einfache und kurze rechnerische Entwicklungen ge
niigen, urn Aufgaben zu losen, deren Behandlung nach den bisher 
iiblichen Verfahren eine ziemlich umstandliche Arbeit erfordern wiirde. 

Die Vorteile der vorhin gezeigten Umwandlung der Hauptgleichungen 
treten besonders hervor, wenn infolge Unstetigkeiten der Belastung 
fiir verschiedene Bereiche der elastischen Flache verschiedene Losungen 
gefunden und miteinander in Einklang gebracht werden miissen oder 
wenn die Gestalt der Belastungsflache eine unmittelbare Integration 
der Differentialgleichungen nicht gestattet. 

Es ist dann namlich moglich, mit Hilfe von Seillinien den Verlauf 
der M- und 1;-Linien auf zeichnerischem Wege sehr rasch zu bestimmen. 

2. Die ringformige Platte. 

Ich wahle als drittes Beispiel eine ringformige Platte, die lediglich 
in dem Bereiche ABODE belastet ist, iiber dem Auflagerring urn das 
MaB e = A G hinausragt und in der Mitte eine kreisformige Aussparung 
mit dem Halbmesser EF = re aufweist (Abb. 47). Die Belastungs
flache ist durch den Linienzug Abc d e begrenzt. 

Die zugehorigen Ordinaten sind 

fiir den Punkt A: P = 0 
B; P = 18,8 Pc, 
c: p = 26,0 Pc, 
D: P = 29,2 Pc, 
E: p = 30,0 Pc. 

Unter pc ist hierbei ein als VergleichmaB dienender Belastungswert zu 
verstehen. 

Ich teile die Belastungsflache in 4 Abschnitte von der gleichen 

Br~ite A = ~ und zeichne mit Hilfe des Krafteplanes I die Seillinie 
5 

Al b1 c1 dl e1 11: die zugehorige Polweite sei HI' 
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Verlangert man die Tangenten an die Seillinie bis zum Schnitt mit 
der Drehachse der Platte, so stellen bekanntlich die hierdurch be-

I 
! 
I 

6 F1 

I 1I,=511. 
I 

n-j I-A 
~ 0 -

Abb.47. 

stimmten Strecken f 1 a;; , f 1 b2 , f 1 C2 ' f 1 d2 das j eweilige statische Moment 
der Belastungsflache in bezug auf die Drehachse dar. Es ist also 

r=rG 

H 1 'f1 a2=jprdr, 
T=1'o 

,.=1b 

H1 Ilbs = jprdr, 
'1='18 
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"=Tc 

H1 hC2 = Jprdr, 
'1'= 'Ie 

r=rd 

H1 Il d2=jprdr. 
f'='Ie 

Da aber fiir die ScherkrMte Vr die Gleichung 

r=r r=r I to If 
Vr = 2:n r J 2:n prdr = r p r dr 

r=Te 

gilt, so folgt auch der Reihe nach: 

Wird 

gewahlt und 

H1 -
Va = - Il a2' 

ra 

H1 -
Vb = - Ilb2, 

rb 

H1 -
Ve = - Ilc2' 

rc 

ra = 5A = tro, 

rb=4A=t ro, 

rc = 3A = .g.ro, 
rd = 2A = fro, 

re = U = tro 

gesetzt, so erhalt man die einfache Beziehung 

Va = tha2 , 

Vb = -ih b2 , 

Vc = fr/1 c2' 

Vd = thd2 • 

Greift man aus der Zeichnung die im KraftemaBstab abzulesenden 
Strecken 

Il a2=47,8 PeA, 

11 b2 = 38,87 Pe A, 

Ilc2 = 22,84 Pc A. , 

11 d2 = 8,94 Pc A. , 
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so liefern die vorstehenden Formeln 

va = 47,8 PeA, 
Vb = 48,6 PcA, 
Vc = 38,1 PcA, 
Vd = 22,3 Pc A . 

Am Rande e der Aussparung ist selbstverstandlich die Scherkraft 
Vr = 0, wahrend der Auflagerwiderstand aTa = Va sein muB; jenseits 
des Auflagerringes ist schlieBlich Vr = o. Hiermit sind die Abgrenzung 
a3 , b3 , C3 , d3 , e3 und die Gestalt der Scherkraftflache bestimmt. 

Bemerkenswert ist hierbei, daB die Scherspannungen Vr kurz vor 
demA uflager und nicht am Auflager selbst ihren GroBtwert erreichen; 
diese Eigentiimlichkeit ist darauf zuriickzufiihren, daB im vorliegenden 
Falle die gesamte Scherkraft Tr des zylindrischen Schnittes in der Nahe 
des Randes langsamer als der Umfang 211: r h der zugehorigen Schnitt
flache wachst. 

Setzt man " 
r~fprdr = -Pv 

o 

und dementsprechend " 

p'=P- r~fprdr=p+pv, 
o 

so ist leicht zu erkennen, daB die Belastung P' des stellvertretenden 
Balkens aus den abwarts gerichteten Kraften p und den aufwarts ge
richteten Kraften pv besteht. Die letzteren lassen sich ohne weiteres 
aus den Scherkraften v" auf Grund der Formel 

I 
Pv = - --;;:vr 

ableiten. Die Ausrechnung liefert 
I-

fur den Punkt A: Pv = - - 11 a2 
ro 

= - 9,56pe, 

(5)2 11 b2 B: Pv = - -4 -- = -I2,I5pe, 
ro 

(5)2 11c2 
0: Pv = - "3 --;:; = -12,70 Pc, 

(5)2 /t d2 D: Pv = - 2 --;:; .- -Il,17 Pc, 

E: Pv=O. 

Durch diese Werte ist die Abgrenzung der Entlastungsflache 
a4 , b4 , c4 , d4 , e4 festgelegt. 
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Die Ordinaten der Belastungslinie des stellvertretenden Balkens 
lassen sich nunmehr mit Hilfe der Formel 

p' = P + Pv 

bestimmen. Man erhalt die Gro13en 

p' = - 9,56 Pc fiir den Punkt A , 
p' = 18,8-12,15 = + 6,65 Pc ffir den Punkt B, 
p' = 26,0 -12,70 = + 13,30 Pc fiir den Punkt C, 
p' = 29,2-11,17 = + 18,03 Pc fUr den Punkt D, 
p' = +30,0 Pc fUr den Punkt E. 

Die wirksame Behauptung pi des Balkens ist also, wie man sieht, 
merklich geringer als die tatsachliche Belastung p der Platte. 

1ch trage jetzt den Krafteplan II fUr die Belastung Pv auf, zeichne 
mit der gleichen Polweite HI und von derselben Grundlinie Al EI aus 
die zweite Seillinie AI' b5 , C5 , d5, e5, Is und erhalte hierdurch die aus 
den beiden Seillinien umranderte Mo-Flache. Sie hat die Ordinaten 

Mo= 0 imPunktA, 
Mo = HI bi b5 = 5;'· 9,64 Pc l = 48,20 Pc l2 im Punkt B, 

Mo = HI ci Cs = 5},· 18,31 Pc l = 91,55 Pcl2 im Punkt C, 

Mo = HI dl d5 = 5l· 24,35 Pc l = 121,75 Pc 12 im Punkt D, 

Mo = HI el es = 5l· 26,58 Pel = 132,9 Pel2 im Punkt E, 

Mo = HI Ilts = 51· 26,58 Pel = 132,9 Pel2 im Punkt F. 
Durch diese Werte ist noch nicht die endgiiltige Gestalt der M-Flache 

bestimmt; um sie festzulegen, miissen noch, wie spater gezeigt wird, 
entsprechend den jeweiligen Randbedingungen, geeignete Losungen der 
homogenen Differentialgleichung 

d2 M 1 dM 
-dr2 + r dr = 0 

den Gro13en Mo hinzugefUgt werden. 
1ch betrachte nuninehr die Mo-Flache, die in der Abb. 47 a von 

neUem dargestellt ist, als Belastungsflache, zeichne den zugehorigen 
Krafteplan III mit der Polweite Hz = 5;' sowie die entsprechende 
Seillinie A 2, b6, C6, d6, e6, 16 und bestimme mit Hilfe der jeweiligen 
Tangenten die Strecken 

/sa7 = 5).235,19pe l , 

16 b7 = 512 30,87 Pe l , 

hC7 = 5).221,07pcA., 

16d7 = 5l210,37pe l , 

16e7 = 5).2 2,58 Pe A. • 
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Sie stellen den j eweiligen Wert des Integrals 

X-Linie 

~:;1. ! 
.K' Ij ~ Po Ps! ~_ ,.c. 'L_ -- -- { ~ --- --1 

6' I/"::-P; C D ~ E F! 
I ,J/i- i I 
f-*-.il ---j 

f' 
~~7 

~ 
/1c7 

~ ~d ~ ./ ~e 

~~~e6 ~i.& 
l'~a6 t:: ~i 

~ "" s;,1 
~C6 ~ '" ~ 

/ "< ~ d,;- e'0 r"0 
\"::............. 10 ! 

/;~VC10 I 

Ip~b'0 I 
~ IEz 

i 

7 H,=5Jl 

Ps 

~ 

13 
i 

~I=<:: 
i 

XV -L; ie i 
~ C9~ ~' d9 If,' e. Ps' if9 ~ 11' bg 

f?,' 
t-... Z 

:~ '~ ., 
~/h ~ ~ ~ 

3. ~ ~ ~ve8 ~ ~ !:j 
!:j 

a- c~d6' 
6' 

~ 

~ 

A' 5 

P' 
~ 

A' 
J 

'1 
A' 1 

'6' 

Abb.47a. 

dar und da 
r 

d~o 1 r N-=--.Mrdr dr r Q 

o 

ist, so lie£ern Sle der Reihe nach die Werte 
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dC H 2 -
N -d 0 = --16a7 = -Pc).· 35,19.5).2 fUr den Punkt A, 

r ra 
H2 -

= - -- 16 b7 = -Pc l· 38,59·5).2 iiiI" den Punkt B, 
rb 

H2 -
= --16C7 = -Pc).· 35,11· 5).2 fUr den Punkt C, 

rc 
H2 -

= - -16d7 = -Pc).· 25,92.5).2 fiir den Punkt D, 
rd 
H2 -

= - -16e7 = -Pc).· 13,29·5).2 fiir den Pankt E. 
r. 

Aus Griinden der Symmetrie ist fiir den Plattenmittelpunkt 

N. dCo = o. 
dr 

Tragt man die Werle N ~~o auf, so wird durch den zugehorigen Linien. 

zug as, bs, cs, ds, es, 18 eine Flache, welche. als N e i gun g s £1 a c he der 
Platte gekennzeichnet werden moge, begrenzt. 

Die Abbildung zeigt wieder die Eigentiimlichkeit, daB die elastische 
Linie nicht unmittelbar iiber dem Auflagerring, sondern kurz vorher 
die groBte Neigung aufweist. Diese Erscheinung ist darauf zuriick
zufiihren, daB die wirksame Belastung p' der Platte in der Nahe des 
Aunagers negativ ist und daB somit der eigentliche Aunagerwiderstand 
bereits kurz vor dem Auflagerring in Wirksamkeit tritt. 

Setzt man 
I (Mo 

7l" = -2 -N rdr, r oJ 

so besteht zwischen den elastischen Gewichten n' des stellvertretenden 

Balkens, den Belastungen :TC = ~o und :TCv die Beziehung 

:TC' = :TC + 7l" • 

Hierbei ist 
:TCv = ~ dCo = _1_ (N . . dCo). 

r dr r N dr 

Die GroBen der aufwarlsgerichteten Krafte :TCv ist also 

I 5P 
fiir den Punkt A: tlv = - 5).N . 35,19 Pc 5).3 = - 7,04pc N ' 

I 5P 
B: :TC" = - 4)'N • 38,59pc 5l3 = - 9,65PcN' 

1 5P 
C::TCv =-3lN"35,l1Pc 5l3 =-11,7 Pc N' 

Marcus, Platten. 9 
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1 S~ 
fiir den Punkt D: n" = - 2 ').N . 25,92 Pc 5 ').3 = -12,96 Pc N ' 

1 5~ 
E: nv = - TN . 13,29 Pc 5 ').3 = -13,29pc N . 

Fiir den Mittelpunkt der Platte selbst gilt, wovon sich der Leser 
durch einfache tTberlegungen iiberzeugen kann, der Grenzwert 

Da vorhin fiir diesen Punkt 

Mo = 26,58 Pc 5 ').2 

ermittelt worden ist, so wird 

(nv)r=o = --~. 26,58 Pc 51..2 = -13,29 Pc 5 ').2. 

Die nv-Flache ist in N-facher VergroBerung in der Abb. 47 a dar
gestellt und vom Linienzug a9, b9, c9 , dg, eg, gg umrandert. 

Die Kriimmung der elastischen Linie ist nunmehr durch die Formel 

d
2

' -N·-o = Nn' = N(n+ nv) 
dr2 

bestimmt. Die Rechnung liefert 

fiir den Punkt A: _N d2 '0 = 
dr2 

B: 

c: 
D: 

E: 

F: 

= ( 9,64 - 9,65) Pc 5 ').2 = - 0,01 Pc 5 ').2 , 

=(18,31-11,7 )Pc5').2=+ 6,61PcS').2, 
= (24,35 - 12,96) Pc 5 l2 = + 11,39 Pc 5 l2 , 

= (26,58 - 13,29) Pc 5 ').2 = + 13,29 Pc 5 ').2 , 

= (26,58 - 13,29) Pc 5 ').2 = + 13,29 Pc 5 l2 . 

Der negative Wert der Kriimmung in der Nahe des Auflagerringes 
zeigt wieder, daB der Auflagerwiderstand im Verein mit den negativen 
Kraften P' eine ahnliche Wirkung wie eine teilweise Einspannung ausiibt. 

Werden jetzt fiir die KriiJte nv der Krafteplan IV und die Seil
linie A2 bio, CIO' dIO' eIO' 110 gezeichnet, so stellen die von den beiden 
Seillinien umranderten Strecken die Ordinaten der' elastischen Linie 
dar. Die aus der Zeichnung abzulesenden Werte sind: 

fiir den Punkt A: N '0 = 0 
B: = H2 bo bIO = 7,38 Pc(5 ').2)2, 

C: = H2 Co CIO =- 14,75pc(5').2)2, 

D: = H2 dudlO = 20,85 Pc (5 ').2)2 : 

E: = H2 e7 eIO = 24,77 Pc(5 ').2)2, 

F: = H2 16 flO = 26,10 Pc(5 22)2. 
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Um ein vollstandiges Bild der Formanderung der Platte zu gewinnen, 
muB noch der Abschnitt jenseits des Auflagerringes untersucht werden. 

Fur dieses Bereich, welches keine Belastung aufzunehmen hat, 
gelten zunachst die Gleichungen 

Es ist mithin auch 

Vor = 0, 
Mor = O. 

d2 Co + 1 d Co _ 0 
dr2 r dr - . 

Eine geeignete Losung dieser Differentialgleichung ist durch den Ansatz 

gegeben. Zur Ermittlung der Integrationskonstante Co steht die Be
dingung zur Verfugung, daB die Neigung der elastischen Linie 

dCo Co 
dr r 

an der Stelle r = ro mit dem vorhin ffir den Punkt A des belastetell 
Bereiches errechneten Wert 

dCo=_3519 523 

dr ' Pc N 

ubereinstimmen soIl. Es ergibt sich daher 

Co 523 
- = -3519p--ro ' C N 

und da ro = 52 ist: 

C = -3519~(522)2 
o , N ' 

~ dCo = Co = _3519~(522)2 
r dr r2 ' N r ' 

d2Co = _ ~ dCo'= +3519~(522)2 
dr2 r dr ' N r 

Fur die Randflache G mit dem Halbmesser 

r" = 62 
erhalt man insbesondere 

! dCo = _ d2Co = -3519~ (~2)2 = -4 89~. 522 
r dr dr ' N 6 ' N ' 

(6) (522)2 p 
Co = Co logn. "5 = -35,19· Pc ----w--. 0,18232 = -6,41.;' (522)2. 

9* 
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Hiermit ist die Gestalt der elastischen Flache am Rande vollstandig 
beschrieben. Der Spannungszustand am Rande ist durch die Werte 

VOT = 0, 

( d2'0 I Id'o) m-I '2 
S =-N ~-+- .. ~. =---.489p (5/1.) or dr2 m r dr m' c , 

( I d '0 I d2 Co) m - I 2 
Sot = -N -~ + - ~- = +----.4,89pc(5;,) 

r dr m dr2 m 

bestimmt. 
Da der Rand frei von Biegungsspannungen sein soll, so erkennt man, 

daB die Ordinaten '0 des Grundfalles die Randbedingungen nicht er
fullen. Um die letztere zu befriedigen, mussen noch Krafte oder Krafte
paare langs des Randes angebracht werden, welche zusatzliche Bie
gungen M' und Verschiebungen C' hervorrufen und Spannungsmomente s~ 
erzeugen, die den Momenten SOT gleich, aber entgegengerichtet sind. 
Fur diese zusatzlichen Formanderungen gilt die homogene Gleichung 

d2 M' + ~ d M' = _ N (~ + ~ ~) (~:r. + ~ dC') = 0 . 
dr2 r dr dr2 r dr . dr2 r dr 

Denkt man sich zunachst an Stelle der ringformigen eine vollwandige 
Platte ohne Aussparung, so stellen die Ansatze 

M' = 01 Pc (5 ;'2) , 

C' = 4°lr (r~ -- r 2 ) Pc (5 ;'2) 

die geeigneten Losungen der Differentialgleichung und somit die ge
suC'hten zusatzlichen Momente und Verschiebungen dar. 

Von den drei Bedingungen 

= 0 fitr r = r o , 

dMo dM' 
Vr = dr- + --71:;-- = 0 fUr r = r g , 

Sr = Sor + s; = 0 fur r = rg 

sind die beiden ersten von vornherein erfullt. Die dritte liefert 

s~ = _ N (d2 C' +.!.. ~ d C') = m + I 0 1 5;'2 _ 
dr2 m r dr m 2 Pc - -SOT 

m-I 
= + 4,89 Pc 5;'2 . 

m 

Hieraus folgt fiir die Integrationskonstante 01 der Wert 

m-I 
01 = ~~-·978 m+ I ' . 
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Die zusatzlichen Biegungsmomente sind mithin: 

8'=_N(d2 ( +~~ dC')= m+l C1 ~}.2 
r dr2 m r dr m 2 Pc;) 

m-l 
--- 4,89 Pc 5 }.2 , 

m 

8t=-N(~ de' +~ d2~)= m+l_ C1 ' Pc5 }.2 

r dr m dr· m 2 

m-1 
- ---- 4,89 Pc 5}.2 . 

m 

Nimmt man m = 00 an, so erhalt man fur den endgultigen Spannungs
zustand die Werte 

-489 }.2 N d2 1;o 
8, - , Pc 5 - dr2 ' 

, 1 dCo 
8t = 4,89 Pc 5 Jl.2 - N· --d 

r r 

= 4,89 Pc 5}.2 - N Jrv • 

C 

---

+ 

D E F 

+ i 
i 

5t 
i 

- ------
Fuhrt man die vorhin ermit

telten GraBen N ~r~o und Jrv in 

Rechnung, so ergibt sich der 
Reihe nach 

Abb. 48. Die Spannungsverteilung in der 
kreisformigen Platte o~ne Aussparung. -
Der gestrichelte Linienzug gilt fUr die Platte, 
deren Randfliiche mit dem Auflagerring zu-

fur den Punkt G: 8r = 0 , 
A: 8r = - 2,15 Pc 5 }.2 , 

B: 8 r =+ 4,88pc512, 

C: 8 r = +1l,50pc5l2, 
D: 8, = +16,28pc5l2, 

E: 8r = +18,18pc5l2, 

F: 8r=+18,18pc5l2, 

sammenfallt. 

8t = + 9,78pc5l2, 

8t = + 1l,93 Pe5l2, 

8t = +14,54pc512, 
8t = +16,59pc5l2, 

8t = + 17,85 Pc 5 l2 , 

8t = + 18,18 Pc 5 l2, 

8t = +18,18pc512. 

Der Verlauf der Spannungsmomente ist in der Abb. 48 dargestellt. 
Man erkennt, daB im allgemeinen und insbesondere in der Nahe des 
Auflagerringes die tangentialen Biegungsmomente graBer als die radialen 
und daher fur die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind. 

Die Werte, welche die Biegungsmomente erreichen, wenn rg = ro 
ist, d. h. wenn die Randflache mit dem Auflagerring zusammenfallt, 
sind durch den gestrichelten Linienzug angedeutet. Man sieht, daB bei 
Platten, die nur wenig uber dem Auflagerring herausragen, die tangen
tialen Biegungsmomente in der Nahe des Randes sehr erheblich sind, 
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wahrend sie im Mittelpunkt der Platte durch die Lage der Randlinie in 
Bezug auf den Auflagerring nicht wesentlich. beeinfluBt werden. 

Urn jetzt noch die Wirkung der inneren kreisformigen Aussparung 
zu untersuchen, wahle ich als Losung der homogenen Differential
gleichung den Ansatz 

Das zugehorige Biegungsmoment ist: 

M' = 01Pc5l2, 
die Scherkraft: 

Die Bedingungen, welchen die elastische Linie genugen muB, sind , -- Co +( =0 fur r = ro , 

v, =, V OT + v; = 0 fur r = rq , 

Vr = V OT + v~ = 0 fUr r = r., 

S, = SOT + s~ = 0 fur r = r.'l' 
8 r = Sor + S~ = 0 fUr r = reo 

Die drei ersten Bedingungen sind, wie man sich leicht uberzeugen kann, 
von vornherein erfullt. 

Die beiden letzteren liefern 

fUr r = r,g: s; = _N(d2 i;' + ~ ~ ~() = 5l2pc (01 m + 1 + 0 m-l .;) 
dr2 m r dr 2 m 2 m r~ 

m-l 
= -Sor = --- 4,89pc 5l2 , 

m 

Nimmt man wieder m = 00 an, so lauten die Bestimmungsgleichungen 
fur die Integrationskonstanten 0 1 und O2 : 

~ 0 1 + O2 C6~-r = 4,89 , 

Hieraus folgt 
1 
201 = +5,41, 



Untersuohung der gleichseitigen, gleiohmiiBig belasteten dreieckigen Platte. 135 

Die endgiiltigen Spannungsmomente sind also: 

( 22) d2 ( 
8r = Pc 522 5,41 - 18,69 -2 -N-_o, 

r dr2 

8t = Pc5 22 (5,41 + 18,69 222) - N. ~ ~~ . 
r 2 dr 

Die Durchfiihrung del' Rechnung ergibt: 

fut' den Punkt G: 8r = 0,0 
A: 8 r = - 2,38 Pc 5 22 , 
B: 8r = + 4,23 Pc 5 22 , 
0: 8r = + 9,95pc522, 
D: 8r=+12,13pc522, 
E: 8r = + 0,0 Pc522, 

8t = 10,82 Pc 5 22 , 
8t = 13,25 Pc 5 22 , 
8t = 16,23 Pc 5 22 , 

8t = 19,18pc522, 
8t = 23,04 Pc 5 22 , 

8t = 37,40pc 522 . 
s,. 

I 
Del' Spannungsverlauf ist 

durch die Abb.49 veranschau
licht. Sie zeigt das rasche An
wachsen del' tangentialen und 
den plOtzlichen AbfaH del' radi
alen Biegungsmomente am 
Rande del' inneren Aussparung. 
DerVergleich mit del' voHwan-

+ I 
~~=T~~ __ ~B __ ~C~ __ rO~~E~~'F 

+ 

digen Platte laBt auBerdem er-
kennen, daB durch die Aus-
sparung die radialen Biegungs-
momente in einer kurzen Abb. 49. Die Spannungsverteilung in der 

kreisformigen Platte mit Aussparung. 
Entfernung des inneren Randes 
verhaltnismaBig wenig beein£luBt werden, wahrend die erhebliche Ver
mehrung del' tangentialen Biegungsmomente am Lochrand eine merk
liche Herabminderung del' Tragfahigkeit del' Platte zur Folge haben muB. 

V. Die ringsum frei aufliegende rechteckige 
Platte. 

§ 16. Untersuchung der gleichseitigen, gleichmaBig belasteten 
dreieckigen Platte. 

Die dreieckigen Platten lassen sich am einfachsten mit Hille hexa
gonaler Gewebe behandeln. 

Die Beziehungen zwischen den Randbedingungen del' Platte und 
del' Randgestalt diesel' Gewebeart sind bereits im Abschnitt II, § 6, 3 
untersucht worden. Ais Anwendungsbeispiel will ich die Berechnung 
del' gleichseitigen, gleichmaBig belasteten dreieckigen Platte zeigen. 
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Ich spanne iiber die Platte ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen 
(Abb. 50) und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte im Ein
klang mit den dreifachen Symmetriebedingungen. 

Entsprechend der Differenzengleichung (54) gelten die folgenden 
Gleichgewichtsbedingungen : 

2 
4·w1 - 3 2w2 

2 
4w3 - 3 (w 2 + 

2 
4 w4 - 3(2 W 2 + 2 W3 + 2 w5) 

2 
4W5 - 3(2w3 + 2W4 + 2w5) 

Die Auflosung liefert: 

A ~~-~~~--l 

1 

8 ' 1 

~~-T--~~-7--~~~ 
I Hierbei ist bei einer Seitenlange 2c -------..-; .. .." 

c 
die Maschenweite 2 = 4 . 

Die zugehorigen Momentenwerte sind: 

Ml = 8 1 WI = 2-t6 P c2 = 0,03515 P c2 , 

M2 = 8 1 w2 = -lt6Pc2 = 0,05859 pc2, 
M3 = 8 1 w3 = ,lr;86pc2 = 0,07031 pc2 , 

M4 = 8 1 w4 = ir;\pc2 = 0,09375 pc2 , 

M5 = 8 1 W5 = .;;~- P c2 = 0,10547 P c2 • 

Fiir die Ermittlung der elastischen Flache stehen nunmehr die Glei-

chungen 2 22 9 p24 

4z1 -"3 2z2 =W182 =16S~82' 
2 22 15 p24 

4 Z2 - "3 (Z1 + Z2 + Z3 + Z4) = w2"If" = 16 8 8 ' 
2 1 2 
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zur Verfiigung. Sie werden durch die GroBen 

63 p).4 

Z1 = 128 8 8 ' 
1 2 

135 p).4 

Z~ = -128 81 8 2 ' 

180 p).4 

Za = 128- 8 8 ' 
1 2 

252 p).4 

Z4 = 12888' 
1 2 

297 p).4 

Zs= 12888 
1 2 

befriedigt. Die entsprechenden Ordinaten der elastischen Flache sind: 

ZI 63 p).4 pc4 
1;1 = 8 18 2 N = 128 N = 0,00193 N' 

, Z2 135 p).4 pc4 

(2 = 8 18 2 N = 128 N = 0,00412]j-' 

,za 180 p).4 pc4 

1;3 = 8 1 8 2 N = -128 N = 0,00550 N -, 

Z4 252 p).4 pc4 
1;4 = 8 18 2 N = 128 N = 0,0077 N' 

Zs 297 p).4 pc4 
I;s = 8 18 2 N = 128 N = 0,00908 N · 

Fiir die groilte Durchbiegung im Schwerpunkte der Platte ergibt 
sich durch Interpolation der Wert: 

r = 160 Cs + 120 '4 - 32 '1 = 000951 pc4 
I"m 243 'N 

oder, wenn man die Rohe des Dreieckes 

2a = 2c cos30°, 

a2 = -!{-c2 
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in Rechnung fiilirt: 

C. ~ 0'~:1 , P;' ~ 0,01691 P'j/ . 

Bei einer quadratischen Platte ist 
pa4 

Cm = 0,0649 N . 

Die gr6.6te Durchbiegung der dreieckigen Platten ist also viermal 
kleiner als diejenige der quadratischen Platte gleicher Spannweite. 

Die Schichtlinien fur die Momente M und die Verschiebungen C 
sind in Abb. 51 und 52 dargestellt. 

Zur Bestimmung der Randscherkrafte dient die Formel (72): 
8 1 p 

Vu = "2T(Wl + Wp) + 2"A1/' 
1/ 

Sie liefert fiir die Randknotenpunkte a, b, c, d (Abb.53), wenn man 

Au = Av = Ax = A = ~ = : sec (30°), 

a2 12 _ 
/I. -12' 

a 
A"=4 

einsetzt, der Reihe nach 
281 w1 

vu(a) = --=--=
a 

pa + 8 = 0,21875 pa , 

281 pa 
Vu(b) = -----;;:- (W2 + WI) + 8 = 0,375 pa, 

281 pa 
vu(c) = ~a (wa + w2) + 8 = 0,46875 pa , 

281 
Vu(d) = -_ .. 2 wa 

a 
+ pa = 05 

8 ' 
pa. 

Die Randdrillungsmomente werden nach der Formel (73) 

tuv = - m m 1 8182 (ZIAxA:P) = - l~ 81 82 (Zl A2 Zp). sec (30°) 

errechnet. Man erhalt 

f" d P k 7 81 82 ur en un t a:ta = 10 ~ZI 
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A 

A A 
Abb. 51. SchichtHnien der M-Flache einer ringsum frei aufliegenden 

gleichmaBig belasteten dreieckigen Platte. 

A 

A~~~~~~~~~~A 
Abb. 52. Schlchtlinien der elastischen Flache einer ringsum frei aufliegenden 

gleichmaBig belasteten dreieckigen Platte. 
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fiir den Punkt c: te = l~ 8~~2 (za - Z2) sec (30°) = l~ 1~58 P A2 sec (30°) , 

d 7 81 82 0 

:td = 10 ~ (Z3 - Z3) sec (30 ) = 0 

FUr die Ecke A selbst ist l wie bereits friiher nachgewiesen, tA = O. 

Abb. 53. AuflagerkrMte einer ringsum frei aufliegenden, gleichmaBig belasteten 
dreieckigen Platte. 

Die Kurve der Randdrillungsmomente im Bereiche Abc d laSt sich 
nunmehr durch den Ansatz 

~ 
t = 6A~ [ta(2Au·-~) (Au-~) - 3tb(Au -~) (3Au-~) + 3tc(3Au-~) (2Au-m 

darstellen. Die Bedeutung der Randabszissen ~ ist hierbei ohne weiteres 
aus der Abb. 53 erkenntlich. Die an Stelle der Randdrillungsmomente 
wirkenden lotrechten zusatzlichen Auflagerkrafte sind durch die Glei
chung 

, at ta(2A~-6Au~+3~)-3tb(3~-81u~ + 3~)+3tc(61~-1OAu~+3~) 
V=o~= 6A~ ... 
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bestimmt. Die Anwendung dieser Formel liefert 

f d ., , 26ta-57tb +42te iir enPunktAmlt~=4Au:V= =-0,175 pa, 
6,{u 

·t I: = 3' . '= llta - 18 tb + 9te = -0 0875 a ml" Au· v 6 Au ' p a , 

. ,2 ta + 3 tb - 6 te 
b mIt ~=2A ·V = -----~---- =+0021875pa 

u· 6Au ' , 

-ta + 6tb - 3te 
c mit ~ = Au :V' = 6A = +0,071093pa, 

u 

d mit ~=O 
2ta - 9tb + 18te . 

:V' = ~- ----6A--- = +0,0875 pa. 
u 

,(52 , , , , 
\ 
\ 

\ 
I 

Abb. 54. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, gleichmaf3ig belasteten 
dreieckigen Platte. 

Die Endwerte der Au£lagerwiderstande sind also: 

au=vu+v~= -0,175 pa fiir den Punkt A, 
= (0,21875-0,0875)pa =+0,13125 pa fiir·den Punkt a, 
= (0,375+0,021875) pa = +0,396875 pa fiir den Punkt b, 
= (0,46875+0,071093) pa = +0,539843 pa fiir den Punkt c, 
= (0,5+0,0875) pa = +0,5875 pa fiir den Punkt d. 



142 Die allgemeinen Grundlagen fur die Untersuohung unbestimmter Platten. 

Die Verteilung der Au£lagerkriifte ist in Abb.53 veranschaulicht. 
Man erkennt, daB im Gegensatz zur rechteckigen Platte weder Drillungs
momente noch Einzelkriifte in den Eckpunkten auftreten, wahrend die 
abwarts gerichteten Au£lagerwiderstande auf einer schmalen Rand
strecke in der Nahe derEckpunkte vereinigt sind. 

In der Abb. 54 sind noch die auf Grund der Formel fiir m = llfQ 

errechneten Hauptspannungsmomente langs einer Winkelhalbierenden 
eingetragen. Wie bei der rechteckigen Platte treten in der Nahe der 
Ecke negative Biegungsmomente auf. 

VI. Die allgemeinen Grundlagen fur 
die Untersuchung statisch unbestimmter Platten. 

In den bisherigen Untersuchungen von Platten mit ebenen Rand
flachen sind nur diejenigen Belastungs- und Lagerungsarten in Be
tracht gezogen worden, bei denen die Randwerte fiir das BiegungsmaB 
M und die elastische Verschiebung , von vornherein gegeben und die 
Merkmale der statischen Bestimmtheit insofern vorhanden sind, 
als die zur Errechnung der w-Ordinaten des Gewebes dienenden Gleich
gewichtsbedingungen v6llig ausreichen, um sowohl die Werte M 
fiir jeden Punkt der Platte wie auch die Randscherkrafte v zu ermitteln. 

Wenn sich die Randwerte M nicht unmittelbar aus den Randbe
dingungen ableiten lassen oder wenn die reinen Gleichgewichtsbedin
gungen nicht geniigen, um alle Werte M zu berechnen, so sind die Rand
scherkriifte oder die eigentlichen Auflagerwiderstande als statisch un
bestimmte GroBen zu betrachten, weil sie nicht aus den Gleichge
wichtsgleichungen, sondern' erst aus den in den Elastizitats
g leich u nge n ausgedriickten Rand- oder sonstigen Au£lagerbedingungen 
ermittelt werden k6nnen. 

Die Behandlung dieser statisch unbestimmten FaIle ist verschieden, 
je nachdem die Platte nur an den Randern oder auch innerhalb der 
letzteren auf einzelnen Stiitzpunkten gelagert ist. In den nachfolgenden 
Untersuchungen werde ich zunachst die allgemeinen Grundlagen fiir 
die Behandlung dieser beiden Lagerungsarten entwickeln und sodann 
ihre Anwendung in einer Reihe von Beispielen erlautern. 

§ 17. Die Untersuchung von Platten, die nur an 
den Randern gestiitzt sind. 

Ich betrachte eine Platte, die im Randbereich a, b, c, d . . . nicht 
frei aufliegt, sondern beliebig gestiitzt sein moge. 

Sieht man von den besonderen Bedingungen, die fiir dies en Bereich 
gelten, vorlaufig ab und wird die tatsachliche Stiitzungsart vorerst 
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durch eine freie Auflagerung ersetzt, so ki:innen fiir diesen gedachten 
Zustand die von der Belastung hervorgerufenen Verschiebungen 1;0 wie 
bei jedem statisch bestimmten Fall ohne weiteres ermittelt werden. 
Um den wirklichen Zustand wieder herzustellen, miissen Krafte oder 
Kraftepaare an der Randstrecke a, b, c, d ... hinzugefiigt werden, welche 
zusatzliche Verschiebungen 1;' erzeugen, die im Verein mit den urspriing
lichen Verbieguhgen 1;0 die tatsachlichen Randbedingungen erfiillen. 

Da in dem zweiten Belastungszustand keine Krafte p an der oberen 
oder unteren Abgrenzungsebene der Platte angreifen, so gilt offenbar fiir 
diese zusatzlichen Verschiebungen die homogene Differentialgleichung: 

, 0' 1;' 0' 1;' 0' 1;' 
17' 1; = ox' + 2 ox20y2 + oy' = 0 . 

Die eigentliche Aufgabe der Untersuchung ist es also, diejenigen 
Li:isungen dieser Differentialgleichung zu finden, durch welche die Grund
li:isung 1;0 erganzt werden muB, um den vorgeschriebenen Randbedin
gungen vollauf zu geniigen. 

1. Die analytische Ermittlung der Zusatzlosungen. 
Eine geschlossene Formel fiir die Zusatzwerte 1;' ist zunachst durch 

den einfachen Ansatz 
1;' = ao + a l x + bl y + a2 x2 + b2 y2 + as x3 + bs y3 + C1 X Y + C2 x2 Y 

+ caxy2 + dl(x' - y4) + d2 (x' - 6X2 y2 +y') 
gegeben; unter a, b, c, d sind hierbei konstante Gri:iBen zu verstehen. 

Dieser Ansatz reicht aber nur in deh wenigsten Fallen aus. FUr die 
meisten Untersuchungen kommen in erster Linie Zusatzli:isungen in 
der Form 

@:ofkJ[ , 
c 

6inkJ[ , 
c 

1;IV = ~ Dk sink~ y@:ofk J[, 
~ c c 

= 2 Ekcosk: 6ink ~ , 
(95) 

?;'vII = ~ Gk cosk ~ y @:ofk J[ , 
~ c C 

?;'vIII = ~ Hk sink ~ y 6ink ~'! 
> c c 
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(mit den durch Vertauschen von x mit y entstehenden Variationen) 
in Betracht. In diesen Reihen stellen A, B, 0, D, E, F, G, H die un
veranderlichen Beizahlen, k die Ordnungsziffern 1, 2, 3, 4,5 ... , c eine 
als VergleichsmaB dienende beliebige Lange, sin und cos die trigono
metrischen, 6in und [of die hyperbolischen Funktionen dar. 

Um auch fiir die in Polarkoordinaten ausged"iickte homogene 
Differentialgleichung 

( 02 1 0 1 (9 2 ) (02 " 1 0" 1 02 " ) 
or2 + r a;: + ~ 0 cp2 or2 + -~- a;:- + ~ 19 cp2 = 0 

Losungen in moglichst einfacher Gestalt und klarer GesetzmaBigkeit 
zu erhalten, fiihre ich die Funktionen 

rk + r- k 

2 = [of(r, k), 

rk _ r- k 

--2-~ = 6in(r, k) 

ein, die im Hinblick auf ihre Verwandtschaft mit den gewohnlichen 
hyperbolischen Funktionen als radiohyperbolische Funktionen kter 

Ordnung bezeichnet werden mogen. 
Wenn man an Stelle der iiblichen Differentialquotienten die Diffe

rentialausdriicke 
ro 

V, = -,-, 
dr 

172 = ro Vr 
/' r or' .. usw. 

bildet, so erhalt man der Reihe nach 

und ebenso 

V, [of(r, k) = k 6in(r, k), 

V; [of(r, k) = k2 [of(r, k), 

V;[of(r,k) =k3 6in(r,k), 

V~ [of(r, k) = k4 [of (r, k) 

V,6in(r,k)=k [of(r,k), 

V; 6in(r, k) = k 2 6in(r, k), 

V; 6in (r, k) = k3 <£of(r, k) , 
V: 6in(r, k) = k4 6in(r, k). 

Die radiohyperbolischen Funktionen besitzen also hinsichtlich der 
Differentialoperationen V" V;, V; ... die gleiche Periodizitat wie die 
erste, zweite, dritte . . . Abgeleitete der gewohnlichen hyperbolischen 
Funktionen. Die beiden Arten hyperbolischer Funktionen haben iiber
haupt dieselben Eigenschaften. Ubertragt man beispielsweise die 
Formeln 

[Of2(cp) - 6in2(cp) = 1, 
6in2cp = 26incp[ofcp 
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auf die radiohyperbolischen Funktionen, so findet man die gleichen 
Beziehungen 

wieder. 

C£of2(r, k) - ®in2(r, k) = I, 
®in(r, 2k) = 2®in(r, k)C£of(r, k) 

Ich schreibe nunmehr die HauptdiHerentialgleichung in del' 

I (172 + ~) (17' C' + [)2 C') = 0 
r2 r 0 fP2 r (J fP2 . 

Es ist leicht zu erkennen, daB die Reihen 

CI = 2'akcos(kfP)(£of(r, k), ) 
C'u = 2:' bk sin(k fP) ®in (r, k) , 
CIII = 1: ckcos(kfP) ®in(r, k), 
Clv = 2'dk sin(kfP)(£of(r, k) 

Form 

(96) 

diesen Gleichungen genugen. Hierbei stellen ak, bk, C", dk die unver
anderlichen Beizahlen dar. Die OrdnungsgroBen k muss en, damit C' 
eine periodische Funktion von fP sein solI, ein ganzes Viel£aches von 
2 n sein. 

Durch die Verwendung del' radiohyperbolischen Funktionen ist die 
Darstellung del' elastischen Flachen mit polaren Koordinaten auf die 
gleiche Form wie bei del' Benutzung eines rechtwinkligen Achsen
kreuzes zuruckgefUhrt. 

Die Auswahl des geeigneten Ansatzes und die Anzahl del' aus jeder 
Reihe in Berechnung zu stellenden Glieder haugen einerseits von den 
Symmetriebedingungen in bezug auf Gestalt und Belastung del' Platte, 
andererseits von den jeweiligen statischen odeI' geometrischen Rand
bedingungen abo 

Lassen sich die letzteren fUr irgendein Bereich durch eine odeI' 
mehrere DiHerentialgleichungen in del' Form 

fP(x, y, C, oC, (JzC ... )=0 

darstellen, so konnen zunachst fUr die Grundwerte 1;0 die GroBen 

fP(x, y, 1;0' (J1;0, [)21;0, 03 1;0' .. ) = Zo 

und ebenso fUr die Zusatzwerte C' die GroBen 

fP(x, y,1;', dC', (J2C', 03t . .. ) = Z' 
errechnet werdel1. 

Da im endgiiltigen Zustand 

1; = 1;0 + ( 
sein muB, so liefert die Bedingung 

r5 = Zo + Z' = 0 
die zur Ermittlung del' statisch uubestimmten GroBen A, B, 0, D ... 
erforderlicheu Bedingungsgleichungen: die Anzahl del' Randpunkte, fUr 

Marcus, Platten. 10 
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welche diese Gleichungen aufzustellen sind, muB hierbei selbstverstand
lich dieselbe sein wie die Anzahl der Werte A, B, 0, D ... , welche 
ermittelt werden sollen. 

Man kann aber auch ~ als eine FehlergroBe betrachten und ver
langen, daB langs des fraglichen Randes von der Lange l das eigentliche 
FehlermaB l l 

F = J ~2dl = J(Zo + Z')2dl 
o 0 

ein Minim urn wird. Man erhalt daIm die Randbedingungen: 
l 

of f ' oZ' 
oAk = 2. (Zo + Z) OAk dl = 0, 

o 

l 

of f ' oZ' ----=2 (Z +Z)-dl=O 
OOk 0 OOk ' 

o 

l 
of {' , oZ' 
aD; = 2 J (Zo + Z) oDk dl = O. 

o 

(97) 

Diese Gleichungen eignen sich besonders zur Ermittlung der GroBen 
Ak , Bk , Ok, Dk ... , weil sie die Konvergenz der Reihen leicht erkennen 
lassen. Die Umwandlung der Randdifferentialgleichungen mit Hilfe 
der Variationsrechnung gestattet iiberhaupt, wie die Anwendungsbei
spiele zeigen werden, eine wesentlich einfachel'e und raschere Losung 
der Aufgabe zu erzielen. 

2. Die Ermittlung der Zusatzlosungen mit Hilfe 
der Gewebe. 

Die homogene Differentialgleichung 

/14 t = /12 /12 t = 0 
zerfallt, wenn 

( 02 C' 02 C') _ ' 
-N ox2 + oy2 - M 

gesetzt wird, in die Differentialgleichungen 

/12M' = 0, 

/12)-' = _ M' 
<, N ' 
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lch kann an Stelle der ersteren die Differenzengleichung 

(,1 2W' )x (,1 2W' )y 
-;'-2 - + ---;:z- = 0 

x y 

verwenden: hierbei ist wie fruher 
M' = 8 1 Wi. 

Die GroBen w' sind die Ordinaten eines unbelasteten Gewebes und 
lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes, so bald 
die Ordinaten W a , Wb, We, Wd • .. der Randknotenpunkte a, b, c, d . .. 
bekannt oder vorerst als gegebene GroBen betrachtet werden, ohne 
weiteres errechnen. 

Ebenso kann die zweite Differentialgleichung durch die Gewebe-

gleichung (,12 z)x (J2 ZI)y W' 

-;.-.- + . 22 - = -8 ' 
x y 2 

wobei ,N" 
Z =--

8 18 2 

ist, ersetzt werden. Sind Za, Zb, Ze, Zd ... die Randordinaten des zweiten 
Gewebes, so lassen sich aus den Gleichgewichtsgleichungen des letzteren 
die Ordinaten z' aller ubrigen Punkte des Gewebes als Funktionen der 
elastischen Gewichte w' und cler Randwerte Za, Zb, Ze, Zd . .. darstellen. 
Es ist also allgemein 

, Zk 
'k = 8 182N = ,Uk(Wa , Wb, We, Wd' •• ) + 1'k(Za, Z", Ze, Zd' •. ), 

'k = '0 + 'k = '0 + fhdwa , Wb, We, Wd' •• ) + J'k(Za, Zb, Ze, Zd' .. ). 

Urn die Gestalt und den Spannungszustand des Randes zu be
stimmen, mussen von vornherein fUr jeden Randpunkt r zwei Bedin
gungen in der Form 

CfJ,('" ,1", ,12", ,13" . .. ) = 0, } (98) 
'lfJr(,r, ,1,,, ,12'" ,13, •. .. ) = 0 

vorgeschrieben sein. 
Stellt man diese Gleichungen fur jeden Randpunkt a, b, c, d . .. 

der Reihe nach auf, so gewinnt man fUr die statisch unbestimmten 
GroBen W a , Wb,We , Wd •• . , Za, Zb, Ze, Zd • .. ein doppeltes Gleichungs
system, aus denen sich diese GroBen als Funktionen der Grundwerte '0 
errechnen lassen. 

Die Losung der Aufgabe wird in den meisten Fallen dadurch wesent
lich erleichtert, daB die durch die Gleichungen (98) ausgedruckten Be
ziehungen einfach genug sind, urn eine unmittelbare Umwandlung von 
Za, Zb, Ze, Zd ... in W a , Wb, We, Wd .•. zu ermoglichen: es bleibt dann 
nur ein einziges Gleichungssystem zwischen den GroBen W a , Wb, We, 

W il ... ubrig, dessen Au£losung keine Schwierigkeiten bereitet. 
10* 
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Es sei schlieBlich bemerkt, daB man die endgiiltigen Werte C auch 
ohne die Zerlegung in Grund- und Zusatzwerte unmittelbar aus der 

Di££erenzengleichung vierter Ordnung 

{Xz fJz 

IX, lPt 

'lillie a. b 

~ 4 

7- tf, 

c d 

(,14 Ck)", + 2 (,14 Ck)",,, + (,14 C",)" = + .k 
A~ A~A~ A~ N 

errechnen kann. Es miissen dann die Ordi
naten C nicht allein fiir die Randpunkte a, b, 
c, d . .. , sondern auBerdem, je nach der 
Ordnung der fiir den Rand giiltigen Differenzen-
gleichungen, fiir die auBerhalb des Randes in 
der ersten oder in der zweiten Zeile liegenden 
Punkte 

Abb. 55. (%:1' /31> l'1' "1 ... , (%:2' /32' l'2' "2 ... 
(Abb. 55) bestimmt werden. 

Durch die groBe Anzahl der Unbekannten, die iiberhaupt in dem 
gesamten Gleichungssystem und auch in jeder einzelnen Gleichung vor
kommen, wird die Auflosung erschwert und die Genauigkeit der Ergeb
nisse wesentlich beeintrachtigt. Die Anwendung der allgemeinen Diffe
renzengleichung ist daher nur bei den einfachsten Randbedingungen 
zu empfehlen. 

§ 18. Die Untersuehung von Platten, die aueh innerhalb der 
Rander auf einzelnen Stiitzpunkten aufgelagert sind. 

Die Untersuchung von Platten, die an den Randern frei aufliegen 
oder eingeklemmt sind und auBerdem auf einzelnen Stiitzpunkten 
a,b, c, d . .. (Abb.56) aufruhen, laBt sich in ahnlicher Weise wie die 
Untersuchung statisch unbestimmter ebener Tragwerke durchfiihren. 

Denkt man sich zunachst die Auflager
widerstande X a, X b , Xc, Xd ... beseitigt, so 

... a. ~... bleibt die Platte nur an den Randern gestiitzt, 
und es lassen sich die von der Plattenbela-

Abb.56. 

stung erzeugten Verschiebungen /;0 ohne 
weiteres errechnen. Die Punkte a, b, c, d 
erfahren hierbei die Verriickungen 

/;0 a , Cob, /;oc, Cod· .. 

Wird die Platte jetzt ausschlieBlich mit Xa = -1 belastet, so ver
schiebt sich der Punkt k der Mittelflache um Cka • Ebenso entstehen 
unter dem. alleinigen EinfluB der Krafte Xb = -1, Xc = -1, 
Xd = -1 . . . die Senkungen 

Ckb, Ck• , Clod' .. 
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Die gesamte Verschiebung des Punktes k im Endzustande ist also 

?;k = ?;ok - Xa ?;ak - Xb ?;bk - Xc ?;ck - Xa ?;dk . . . (99) 
Fur die Punkte a, b, c, d . .. gilt insbesondere: 

?;a = ?;oa - Xa ?;aa - Xb ?;ba - Xc ?;ca - Xa ?;aa ... , 
l;b = ?;ob - Xa ?;ab -- Xb ?;bb _. Xc ?;cb - Xa ?;db ... , 
?;c = ?;oc - Xa ?;ac - Xb tbc - Xc ?;cc - Xd tdc ... , 
?;d = ?;od - Xa ?;ad - Xb ?;bd - Xc ?;cd - Xd ?;dd ... , 

Aus dieser Gleichungsgruppe konnen die statisch unbestimmten 
GraBen X a, X b, Xc, Xd ... , wenn die Verschiebungen ?;a, ?;b, ?;C, ?;d ... 
von vornherein bekannt sind, ermittelt werden. 1st 

?;a = ?;b = ?;c = ?;d = 0, 
so nehmen die Elastizitatsbedingungen die einfache Form: 

Xa ?;aa + Xb ?;ba + Xc ?;ca + Xd ?;da + ... = ?;oa, I 
Xa ?;ab + Xb ?;bb' + Xc ?;ca + Xa ?;db + ... = ?;ob , 
Xa ?;ac + Xb ?;bc + Xc l;cc + Xd ?;dc + ... = ?;oc , 

~~ .l;~~ ~ .~~ ~b.d.~. ~c .?;~~ ~ ~~ ~d.d.~. '. : : .~ .?;~~' 
(100) 

Sind die GraBen X gefunden, so kann man die endgultigen Ordi
naten ?; der elastischen Flache bestimmen und die zugeharigen Span
nungsmomente errechnen. 

Die Lasung der Aufgabe wird wesentlich vereinfacht, wenn bei der 
Auswahl der statisch unbestimmten GraBen und ihrer Gruppierung die 
Symmetriebedingungen ausgenutzt werden. Bei rechteckigen Platten 
wird man insbesondere, wenn die auf S. 49 fur die Zerlegung der Be
lastung in vier Gruppen aufgestellten Symmetriegesetze auch auf die 
Verteilung der statisch unbestimmten GraBen angewandt werden, er
reichen kannen, daB die Elastizitatsgleichungen in vier Gruppen zer
fallen, welche nur ein Viertel der Unbekannten enthalten. 

Man kann im ubrigen auch zur Errechnung der statisch unbestimmten 
GraBen die Bedingung heranziehen, daB die innere Fcirmanderungs
arbeit Ai ein Minimum werden solI. Wird als MaB fUr diese Arbeit 
der Wert 

m2 1 fJ"f 2 (m + 1) ( 2 )] d d Ai = m2 _ 1 2 N (sx + Sy) - 2 m 8x Sy'- tXY x Y 

= m:1 2~JJ(M2-2(8xSy-t~y)]dXdy 
zugrunde gelegt, so folgt aus 

eA i fff eM (OSy osx otXY )] :lX =0:. M· ~x - Sx ex +Sy oX -2txy oX dxdy=O. 
!.IT, ." 0 k 'k -k k 
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Diese Formel, welche die Grundlage der meisten Naherungsrech
nungen bildet, leistet gute Dienste, wenn es moglich ist, sowohl die von 
der Plattenbelastung erzeugten Spannungsmomente Mo, SOZ, SOli' tozlI 
wie auch die der alleinigen Wirkung von X a, Xb . . . entsprechenden 
Momente Ma, Mb ... Saa;, Sbz ... sail' Shll ... tazll' tbxlI ... durch leicht 
integrierbare Funktionen von x und y auszudriicken. 

Man gewinnt eine besonders einfache Naherungsformel, wenn man 
in der Gleichung fiir die innere Formanderungsarbeit das Glied 

[[(Sz SII - t~lI) dx dy , 

welches bei ringsum frei aufliegenden Platten in vielen Fallen iiber~ 
haupt verschwindet, ganz vernachlassigt. Die Elastizitatsgleichungen 

liefern dann, wenn 

M = Mo - MaXa- MbXb - McXc'" (101) 

gesetzt wird: 

. XaHM~dxdy + XbHMaMbdxdy + XcHMaMcdxdy + "'1 
. = HMoMadxdy, 

XaHMbMadxdy + XbHM'bdxdy + XcHMbMcdxdy + .... 
= HMoMbdxdy, j 

XaHMcMadxdy + XbHMbMcdxdy + XcHM~dxdy + ... 
. = HMoMcdxdy. 

(102) 

Diese Elastizitatsgleichungen stimmen vollkommen mit denjenigen 
der vollwandigen, ebenen Trager iiberein. Sie bieten fiir die zahlen
maBige DurchrE;lchnung den Vorteil, daB ihre Beizahlen nur von dem 
BiegungsmaB M abhangig sind und daher lediglich die Ermittlung 
der w-Ordinaten, nicht aber die Bestimmung der z-Flache voraus
setzen. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB die zu£ Errechnung der Beizahlen 
erforderlichen Integrationen durch eine mechanische Quadratur ersetzt 
werden konnen: die Ableitung der fraglichen Umwa,ndluhg~formeln ist 
dwchaus einfach und kann daher auBer Betracht bleiben. 
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VII. Die ringsnm eingeklemmte Platte. 
Die Platten, welche in diesem Abschnitte behandelt werden sollen, 

sind am Rande derart befestigt, daB die Mittelflache wedel' eine Ver
schiebung noch eine Drehung erfahren kann. 

Diese feste Einspannung ist durch die Randbedingung 

C=rj(=O 
gekennzeichnet. i) u 

1m Abschnitt IV, § 15 ist bereits gezeigt worden, wie die Einspan
nungsmomente gewahlt werden mussen, wenn diese Randbedingungen 
bei del' kreisformigen Platte mit 
achsensymmetrischer Belastung er-
fullt werden sollen. E 

Handelt es sich urn reckteckige 
Platten, so gilt fur die Randel' 
x = +a die Gleichung: 

C = ~: = 0 

und fUr die Randel' Y = ±b : 

aC 
C = EJy = O. 

Sind Ci und (l die Ordinaten zweier 
im Abstande A:z: links und rechts vom 

£ 

/I 

/l( 1% 

[p 0 

I" c 

tf' d 

'" ci 

1% b c d 

1 2 J ~ 

2 5 6 7 

J 5 8 !l 

* 7 !l 10 

Abb.57. 

Randpunkt k liegenden Punkte i und l del' elastischen Flache, so lassen 
sich die Randbedingungen auch durch die Gleichungen 

(k= 0, 
Ci - Cl ---=0 

2A:z: 
ausdrucken. Es ist also fur x = ±a 

(i = Cl 
und ebenso fur die Randel' Y = +b 

Cm = Cn· 

§ 19. Die gleichmaBig belastete quadratische Platte. 
Fur die in del' Abb. 57 dargestellte quadratische Platte, die von 

a 
einem Gewebe mit del' Maschenweite A:z: = Ay = A = 4 uberspannt ist, 

lassen sich demnach zur Bestimmung del' Randgestalt des z-Gewebes 
die folgenden Beziehungen von vornhereinangeben: 

Za = 0, Zb = 0, Zc = 0, Za = 0, 
ZO( '"'" (;1 ' Zf;I = Z2 l Zy == Z3' z~ == Z4. 
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Fiihrt man diese Werte in die allgemeine Differenzengleichung (35) 

A4p 
20zk - 8 (Zi+ZI+Zm + zn) + 2(zo + zp + Zq+z,) + (zs+Zt+zu+zv) = 8 8 

1 2 

ein, so erhalt man unter Beachtung der Symmetriebedingungen das 
Gleichungssystem : 

Seine Auflosung liefert: 
pA4 

ZI = 0,421007 4 8
1 
8

2 
' 

pA4 
Z2 = 0,97826 --

8)82 ' 

PA4 
za = 1,37609 --, 

81 8 2 

Z4 = 1,51577 
PA4 

Z5 = 2,31889 

+ lzo 

Die Durchbiegung des Plattenmittelpunktes ist 

8182 . pa4 

'lO = N ZlO = 0,0228 N . 
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Bei einer ringsum frei aufliegenden Platte ist hingegen 

pa4 

'10 = 0,0649 N' 

153 

Durch die feste Einspannung wird also die gr6Bte Durchbiegung 
der Platte auf ein Drittel der Durchbiegung der £rei aufliegenden Platte 
herabgemindert, wahrend beim beiderseits eingespannten und beim £rei 
aufliegenden Stab die gr6Bten Durchbiegungen sich wie 1: 5 verhalten. 

+~1IMOgpa. 

Abb. 58. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichma.6ig belasteten 
qUlidratischen Platte. 

Die Grenzwerte der Spannungsmomente 

_ 82 , .. . 82 ' - 82 ' 
8z = -N 8x2 ' 8y = -N fJ y2' tZy = -N 8x8y 

fur die wichtigsten Netzpunkte sind in der Tafel 11, welche auch die 
Randwerte aM 8 M 

Vz = 8 y , Vy = 8 y 

enthalt, zusammengelitel1t. Der SpannJl~gsver1auf langs der Mittel-, 
piagonal- und Randlinien ist durch die Abb. 58 veranschaulicht. 
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Tafel lI. 

Die Spaoouogsmomeote uod Scherkriifte der riogsum eiogeklemmten, 
gleichmiiBig belasteteo quadratiscben Platte. 

-
8>: 

1 

-
8y 

±1 ° I -0,18947 ° I 
±1 ° -0,03900 +0,01746 I +2 ° +0,03361 +0,04393 _ 4 

±l ° +0,064061 +0,06455 . 
±O ° +0,07212 +0,07212 I 

.- ------- .-. 

_1. +1 +0,057541 +0,05754 4 ., 
+~ +0,02222 I +0,02222 -4 

_3 +1 -0,00852 -0,00852 ! 

8>: 

1 
I 

-1 0 -0,18947 pa2 I 
-1 +1 -0,17201 pa2 

I -I! + t -0,12228 pa2 

-1 ' 3 i -0 5 6 a2 1+4 
-11 + 111 

,02 3 p 
0,0 pa2 

- [ -
- -
- -
- -
- -

+0,01316 [ +0,04438 
+0,037651-0,01543 
+0,03623 -0,04475 

Vx ! 
! 

+0,86658 pa 
+0,80415 pa 
+0,60423 pa 
+023332 , P a , 

-0,14803 pa 

I 

- pa2 

- pa2 

- pa2 

- pa2 

- pa2 

+0,07070 [I pa2 

pa2 +0,05987
11 +0,02771 pa2 

1!11 

0 pa 
+0,13442 pa 
+0,23877 pa 
+ 244 2 a 0, 5 P 
+0,14803 pa 

1m Plattenmittelpunkt tritt das groBte positive Biegungsmoment 

8:1: = 8y = 0,072116 pa2 , 

in der Randmitte das groBte negative Moment 

auf. 
8u = -0,18947 pa2 

Es besteht somit zwischen diesen beiden Werten fast dasselbe Ver
hliltnis wie beim eingespannten Trager. 

Bei der frei aufliegenden Platte ist das groBte Moment 

8:1: = By = 0,14554pa2 • 

Durch die Einklemmung wird, wie man .sieht, das gro13te positive 
Moment nur auf die Halfte desjenigen der frei aufliegenden Platte (und 
nicht auf ein Drittel wie beim eingespannten Stabe) verkleinert: das 
negative Moment ist aber um ein Drittel groBer, wahrend es beim 
eingespannten Trager um ein Drittel geringer ist. 

Diese erheblichen Abweichungen zwischen Platte und Trager so
wohl hinsichtlich des Durchbiegungs- wie auch des Spannungsverhalt
nisses sind besonders beachtenswert, weil die von den deutschen Vor
schriften fur die Berechnung kreuzweise bewehrter Platten empfohlenen 
Naherungsverfahren sich auf die Zerlegung derBelastung in zwei Rich
tungen beschranken, im iibrigen jeden Streifen als Balken behandeln 
und daher nur ein verzerrtes Bild des SpannUngsverlaufes geben konnen. 
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Bemerkenswert ist noch, daB bei der eingespannten Platte iiberall 
a2 ( 

am Rande a x a y = 0 ist. Es treten also weder Randdrillungsmomente 

noch Eckkrafte auf, und die Auflagerwiderstande stimmen mit den 
lotrechten Randscherkraften vollig iiberein. Die Ecken selbst, in denen 
sonst bei freier Auflagerung die groBten Drillungsmomente und nega
tiven Biegungsmomente entstehen, werden nur durch Scherspannungen 
beansprucht. 

§ 20. Die mit einer Einzellast in der Mitte belastete 
quadratische Platte. 

Die Anwendung der vorhin benutzten allgemeinen Differenzen
gleichung der elastischen Flache fiihrt, wenn in einem groBeren Bereiche 
die Platte nur mit Einzelkraften belastet wird, insofern nicht zum Ziele, 
als die Grundgleichung 

wie im Abschnitt III, § 8 bereits erortert, fUr p = 00 nicht streng 
giiltig ist. 

Wird die Last auf einer Druckflache von der Lange 2 ex und der 
Breite 2 ey verteilt und zunachst freie Auflagerung vorausgesetzt, so 
konnen die Grundwerte Mo und (0 mit Hilfe der Gewebe nach dem Vor
gange des Beispieles in § 8 ermittelt werden. 

Durch die Einspannung werden in den Randpunkten a, b, c, d 
Momente Ma, M b , Me, Md und in den iibrigen Innenpunkten der Platte 
Momente M' hervorgerufen. Die zugehorige Momentenflache laBt sich 
durch ein Gewebe mit den Randordinaten W a , Wb, We und Wd darstellen. 
Da dieses Gewebe im iibrigen unbelastet ist, so miissen die Ordinaten w' 
der inneren Knotenpunkte unddie Randordinaten W a , Wb, We, Wd der 
homogenen Differenzengleichung 

(LJ2 w')x (LJ2 w')y = 0 
A! + A~ 

geniigen. 
Fiir die quadratische Platte der Abb. 57 mit der Maschenweite 

a 
Ax = Ay = A = 4 gilt demnach das folgende Gleichungssystem: 

4 wi - 2 w~ - 2 Wa = 0, 
- w~ + 4 w~ - w~ - w~ - Wb = 0 , 
- w~+4w;- w~-

-2wa+4w4- w~-

-2w~ + 4% - 2W6 

W6 - We = 0, 
Wd= 0, 

=0, 
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W;- %+4UJ6- ~-%=O, 

w4-2w6+4~- % =0, 
-2UJ6+4w~-2% =0, 

~-2%+4%- ~o =0, 
--4% + 4wto = O. 

Hieraus erhalt man: 

272wi = 167wa + 6~Wb+ 31we + 12wd, 
272 w; 62 Wa + 124 Wb + 62 We + 24 Wd , 

272% 31wa + 62wb+ 133 We + 46wd, 
272w4 24wa + 48wb + 92 We + 108wd, 
272 W5 50 Wa + 100 Wb + 84 We + 38 Wd , 
272 W~ 38 Wa + 76 Wb + 106 We + 52 Wd , 
272w; 34wa + 68wb + 102 We + 68wd, 

272Wg 37wa + 74wb + 105 We + 56wd, 

272% 36wa + 72wb + 104 We + 60Wd~ 
272wto = 36wa + 72wb + 104 We + 6Owd' 

M' , 
Wird nunmehr das Gewebe mit den elastischen Gewichten N = 8 1 ; 

belastet, so wird seine Gestalt durch die Gleichungsgruppe 

l2 
4z1-2z;=wi s , 

2 
l2 

Z1 + 4 ~ - z; - z5 = w; 8
2 

' 

l2 
~ + 4 Z; - z4 - Z6 = % 8

2 
' 

l2 
-2z;+4z4- 4 =w4 S ' 

2 
l2 

-2Z2+4Z5-2~ =%8' 
2 

z4-2z6+4z;-~ 

-2~ + 4z8 -- 2Z9 

- 4 - 2 Zg + 4 Z9 - Z10 
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bestimmt. Ihre Auflosung liefert: 

82 
124624zi = 1487,75wa + 1556wb + 1487,75 We + 730 Wd, 

1: 4624 z; = 1556 Wa + 2585 Wb + 2712 We + 1358 Wd , 

~: 4624z; = 1487,75wa + 2712wb + 3655,25 We + 1886wd, 

82 
1246244 = 1460 Wa + 2716wb + 3772 We + 2269wd, 

1: 4624 Z5 = 2194,50 Wa + 3964 Wb + 4651 We + 2408 Wd , 

1: 4624 z~ = 2408 Wa + 4493 Wb + 5876 We + 3135 Wd , 

8 2 . 
12 4624 ~ = 2456,5 Wa + 4624 Wb + 6213,5 We + 3468 Wd, 

1: 4624Zg = 2847,25wa + 5380Wb + 7182,25 We + 3894wd, 

1: 4624 z~ = 2972 Wa + 5638 Wb + 7596 We + 4177 Wd, 

1: 4624 Z10 = 3125 Wa + 5944 WI> + 8038 We + 4432 Wd· J 

FUr die Randpunkte a, b, c, d ist 

C = Co = 0, 
also auch 

Die Ordinaten z~, z'p, z~, z;, der um l vom Rande entfernten Punkte 
IX, f3, r, ~ mussen schlieBlich die Bedingungsgleichungen 
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befriedigen. Es ist mithin: 

:: 4624z~ = -6111,75wa - 1556wb -1487,75we - 730Wd, 

:: 4624 z'p = -1556 Wa - 7209 Wb - 2712 We - 1358 Wd , 

:: 4624z~ = -1487,75wa - 2712wb - 8279,25 We - 1886wd, 

~: 4624 z~ = -1460 Wa - 2716 Wb - 3772 We - 6893 Wd . 

Hiermit .ist die durch die Randmomente Wa, Wb, We, Wd hervor
geru£en~ Formanderung in allen Punkten beschrieben. 

Die endgiiltige Gestalt der elastischen Flache ist durch die Glei
chungen 

festgelegt. 
Fiir die mit einer Einzellast in der Mitte belastete, ringsum frei 

aufliegende Platte sind die Grundwerte Cok, Zok auf S. 69 im Abschnitt Ill, 
§ 8 zusammengestellt. Der RandIlache entsprechen hierbei die Werte 

PlZ 
COl = -COIX = 0,08323 N = 

PlZ 
C02 = -CoP = 0,15813 N = 

PlZ 
385 4624N ' 

Plz 
731 4624N ' 

PlZ Plz 
C03 = -Coy = 0,21379 N = 989 4624N' 

Plz Plz 
C04 = -Co~ = 0,23525 N = 1088 4624N 

Da am Rande 
Ci = Cl, 

Co i + Ci = Col + Ci 

sein soIl, so gilt auch die Bedingung 

oder, wei! 

ist: 
Ci - Ci = -2 Col, 

zi - zi 
2 

= -Zol· 
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Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach: 

! 8 2 (zi- z~) = -82 z01 = -'01 : ' 
1 

~ 8 2 (z; - zp) = -82 z02 = -'02 : ' 
1 

1 8 (" 8 ;: N 2 2 Zs - Zy) = - zZoS = -<'03 8 , 
1 

~ 8z(~ - z~) = -82 z04 = -'04 : • 
1 

Werden hierln die vorhin ermittelten Werte z' und '0 
so entsteht das Gleichungssystem: 

eingesetzt, 

7399,5 
2 Wa + 1556wb + 1487,75 We + 730Wd =-

P 
385 81 ' 

9794 
1556 Wa + 2 Wb + 2712 

1487,75wa + 2712wb + 1l:34 

1460 Wa + 2716wb + 3772 

P 
W. + 1358wd = - 731 8

1 
' 

P 
W. + 1886wd = - 989 8 , 

1 

9162 P 
We + -2-Wa = - 1088 8

1 
. 

Diesen Bestimmungsgleichungen geniigen die Werte 

Ma = 81 wa = --0,01689 P, } 
Mb = 81 Wb = -0,056739 P, 
M. = 81 w. = -0,098615 P, 
Md = 8 1 Wd = -0,1l7208 P. 

Aus der Gleichungsgruppe (A) erhalt man nunmehr 
P12 

z~ = -0,074783 8
1
8

2 
' 

P12 

z2 = ~0,129708 8 8 ' 
1 2 

P12 

Z~ = -0,164532 8 8 ' 
1 2 

P12 

Z~ = -0,176680 8 8 ' 
1 2 

P12 

Z5 = -0,216961 8 8 ' 
1 2 

P12 

Zt; = -0,268805 8 8 ' 
1 2 

P12 

Z;. = -0,286234 8 8 ' 
1 2 

P12 

z8 = -0,328411 8 8 ' 
1 2 

P12 

Z~ = -0,348036 8 8 ' 
1 .! 

P12 
Z' = -0368249 ---

10 , 8 1 8 2 ' 

P12 

z~ = +0,091674 8
1
8

2 
' 

PAz . 
Zp = +0,186447 8 8 ' 

1 l! 

PAZ 
z~ = +0,263223 8 8 ' 

1 2 

PA2 

Z~ = +0,293888 8
1
8

2 
• 

(B) 
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1m Verein mit den Grundwerten Zo der £rei aufliegenden Platte 
ergibt sich schlieBlich 

P22 P 22 
Ztx = Zl = (0,08223 - 0,074783) S S = 0,00845 S S ' 

] 2 1 2 

P 22 P 22 
zp = Z2 = (0,15813 - 0,129708) S S = 0,02842 S S ' 

1 2 1 2 

P 22 P22 

Zy = za = (0,21379 - 0,164532) S S = 0,04926 S S ' 
1 2 1 2 

P22 P22 

ZJ = Z4 = (0,23525 - 0,176680) S S = 0,05857 S S ' 
1 2 1 2 

P22 P22 

ZS = (0,30239 -0,216961) S S = 0,08543 S S ' 
1 2 1 2 

P 22 P 22 
Zo = (0,41231 - 0,268805) S S = 0,14351 S S ' 

1 2 1 2 

P22 PJ..2 . 
Z7 = (0,45768 - 0,286234) S S = 0,17145 S S ' 

1 2 1 2 

P 22 P22 
Zs = (0,57145 - 0,328411) S S = 0,24304 S S ' 

1 2 1 2 

P22 PJ..2 
Z9 = (0,64441 - 0,348036) S S = 0,29637 S S ' 

1 2 1 2 

P22 P22 
ZlO = (0,73585 - 0,368249) S S = 0,36760 S S . 

1 2 1 2 

Die groBte Durchbiegung 
P 22 Pa2 

'1(1 = 0,36760 N = 0,02297 N 

tritt am Lastort, im Plattenmittelpunkt, auf und betragt genau die 
Halite der fiir die £rei aufliegende Platte errechneten Senkung 

Pa2 

'0(10) = 0,04593 N' 

Bei einem in der Mitte durch eine Einzelkraft belasteten Trager ist 
hingegen das Verhaltnis der groBten Durchbiegungen, je nachdem der 
Stab an den Enden eingeklemmt ist oder £rei aufliegt, bekanntlich I : 4: 
der EinfluB der Einspannung auf die Formanderung ist also bei der 
Platte weit geringer als beim Trager. 

Urn die Beanspruchung der Platte im Bereiche des Lastortes zu be
stimmen, miissen den Spannungsmomenten der frei aufliegenden Platte 

_ a2 ,0 

Sox = - N· a x 2 ' 
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die durch die Einspannung hervorgerufenen zusatzlichen Momente 

_, 02 1;' 
8 x = -N· ox2 ' 

hinzugefiigt werden. FUr den Plattenmittelpunkt ergibt sich insbe
sondere, wenn man die auf S. 70 errechneten Ordinaten des engmaschigen 
Gewebes benutzt: 

Sox = 80y = +0,20352 P, 

8~ = 8~ = -0,040426 P, 

8x = 8y = +0,163094 P . 

r-~~-------------.---------------r~+o,06756Z 
CL 

Abb. 59. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, durch eine Einzelkraft 
in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 

In der Randmitte entsteht das groBte negative Moment. 

_ 2N·1;4 
8u = - 22 = -0,1172 P. 

Die Werte 8x , 8y , tXII fiir die iibrigen Punkte der Mittel-, Diagonal
und Randlinien wie auch die Randwerte der Scherkrafte Vx , Vy sind 
in der Tafel 12 angegeben. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen 
ist in Abb. 59 dargestellt. 

Marcus. Platten. 11 
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Tafel 12. 
Die Spannungsmomente und ScherkriUte der ringsum eingeklemmten, durch 

eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 

a; 

I 
11 

II 
-

I 
- ixy 18. = 8x - fey 182 = 8x + {Xy II Faktor - 8", Sy a b 

±1 ° I-O,1l721 ° - - - p 
±! ° -0,05431 +0,01862 - - -- p 
±~ ° -0,01204 +0,05588 - - - p 
±i ° +0,05369 +0,10666 - - - P 
±O ° +0,16309 +0,16309 - - - p 

-t +i +0,04620 \ +0,04620 I +0,02753\ +0,01867 +0,07373\\ P 
-~ +! p 4 -0,001071-0,00107 \ +0,03824\ -0,0393] +0,0271711 
_11 +i -0,01151 -0,01152 +0,02136 -0,03288 +0,00984 P 4 

-

I I 
\ 

sx vx Vy 

I p P 
-1 ° -0,1l721 P +0,400440: ° -

a 

-1 
1 

-0,09862 P +0,30719 p. +0,12094 P +-4 a a 

-1 
2 

-0,05674 P +0,10506 P +0,16345 P +-
4 a a 
3 P 

+0,1l348 P -1 +- -0,01689 P -007052-
4 ' a a 

+1 \ 
P 

+0,06756 P -1 0,0 -0,067560: a 

Der Vergleich mit den zugehorigen Werten der £rei aufliegenden 
Platte zeigt, daB durch die Einklemmung die groBten positiven Momente 
nur urn etwa 20 v. H. verringert werden, wahrend sie beim eingespannten 
Stabe urn 50 v. H. kleiner sind als beim frei aufliegenden Trager. Die 
Einspannungsmomente der Platte betragen auch nm zwei Drittel der 
groBten positiven Momente: beim Balken sind hingegen positive und 
negative Momente untereinander gleich. Man erkennt aus dieser Gegen
uberstellung wieder, daB die Einklemmung der Rander bei Platten 
durchaus nicht im gleichen MaBe wie bei Tragern wirksam ist und daB 
daher die Naherungswerte, welche durch Zerlegung der Platte in Balken 
gewonnen werden, als eine zuverlassige Grundlage fur die Querschnitts
bemessung nicht angesehen werden konnen. 

§ 21. Die rechteckigen Platten mit achsensymmetrischer 
Belastung. 

1. Die En twickl ung der Randgleich ungen. 
Die Ermittlung der Einspannungsmomente mit Hilfe des Gewebes 

erfordert bei langlichen Platten eine betrachtliche Rechenarbeit, wenn 
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fiir jeden der zahlreichen Randpunkte a, b, c, d ... m, n die Elasti
zitatsbedingungen erfiillt und der jeweilige Wert W a , Wb, We> Wd ••• 

Wm , Wn bestimmt werden sollen. Es ist zwar moglich, den Verlauf 
der Randmomente so genau abzuschatzen, daB fiir jeden Rand als 
Unbekannte nur eine einzige ParametergroBe iibrigbleibt, aus welcher 
jeder einzelne Wert W abgeleitet werden kann. Man gelangt jedoch 
rascher zum Ziele, wenn man fUr die Losung " der homogenen Diffe
rentialgleichung die auf S. 143 angegebenen Reihen benutzt. 

Die Wahl der geeigneten Reihen hangt von den jeweiligen Symme
triebedingungen abo Da sich jede Belastung durch vier Gruppen voll
oder halbsymmetrisch verteilter Krafte ersetzen laBt, so sind fiir jeden 
Teilzustand infolge der Symmetrie zur Darstellung des Spannungsver
laufes an den Randern nur zwei Reihen erforderlich. 

Ich greife als Beispiel den vollsymmetrischen Belastungszustand 
und wahle fiir , den Ansatz 

{ ( nx . nx) k== (£of k - - 6mk - -
, 2b x 2b ny 

'='0+' ='0+ J; Ak ---;;-a,-a-.-;;a, cosk 2b 
k -l 3 - ~ofk-- Fr:::mk--- , ,n... 2 b \::.I 2 b 

(103) 

I ny . n y ) I (£0lk-- 6mk.--
2 a y 2 a nx +Ok(~Olk~~ -b 6ink~~ cosk2~- . 
2 a 2 a 

Ak und Ok stellen hierbei Festwerte, k eine der ungeraden Zahlen dar. 
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB dieser Ansatz zunachst der 

Randbedingung 

fiir x=+a und fur y=±b 

geniigt. 
Die Neigung der elastischen Flache in den zur X-Achse senkrecht 

stehenden Querschnitten wird durch den Winkel 

in 0'0 J; {n f6ink ; ~ a~:k6inki~+~'(£01ki~ -=-+ k -Ai; ------------
ax ax I 2b IT' fk n a Fr:::' k n a 

_~o 2b \::.1m 2b 

l n y . n Yj } (£ofk-- 6mk--
n 2a Y 2a. JlX 

- Ok 2a .G£Ofk nb - b 6ink Jl!!.. smk 2 a 
2 a 2 a 

11* 

ny 
cosk- --

2 b 
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bestimmt. Infolge der festen Einklemmung muB am Rande x = +a 

- = - + k Ak - ~angk--- -- cosk--(Je) (oeo) ~ j [n ( n a 1) 1] n y 
aX X=+a aX x=+a 2b 2 b ~angki~ ka 2 b 

l n y . n YJ) (£of k - - Elm k - -
n k+I 2 a Y 2 a + Ok - (- 1) 2 - - = 0 

2a Q:of k ~ ! b Elin k ~ ! 
2 a 2 a 

sein. Ebenso gilt fiir den Rand Y = +b die Bedingung 

- = - + k Ok - ~angk--- -- cosk--(oe) (oeo) ~ j [n (' n b 1) 1] n x 
oy y=+b oY y=+b 2a 2 a ~angki~ kb 2 a 

Jf k+ 1 Q:of k 2 b x Elm k 2 b 
+ Ak - ( - 1) 2 - - = 0 . ~ n x . n XJ) 

2b n a a . n a Q:of k - --- Elm k - -
2 b 2 b 

Ein genaues Verfahren, urn aus diesen Gleichungen die einzelnen 
Festwerte der Reihen abzuleiten, wird im Abschnitt X bei der Behand
lung der durchlaufenden Platten gezeigt werden. Ich greife aus den 
spateren Untersuchungen das Ergebnis voraus, daB in den meisten 
Fallen die Reihen so rasch konvergieren, daB bereits durch die beiden 
ersten Glieder Al und 0 1 die Randbedingungen mit einer praktisch 
v611ig ausreichenden Genauigkeit befriedigt werden. Beschrankt man 
sich auf diese beiden Glieder, so lassen sich die vorstehenden Gleichungen, 
indem sie auf beiden Seiten innerhalb der Grenzen y = +b bzw. x = +a 
integriert werden, in die einfachen Beziehungen - -

( a) ( b ) 
n- n- a 

b b a a n oeo n 
A1- 1-- +01 - 1 + =-f(-) .dx=-Ty 

a ~. a b ~. b 2 a Y y= +b 2 om n- om n- . 
b a 0 

umwandeln. IUeraus erhalt man 
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an + bn 
~' b ~' a 
vtnna vtnn b 

1 b 
(Ty + T"J + (Ty - Tx) .... 

~' a an 
1 vtnn b 

0 1 = -4 a b 

(105) 

bn an 
--~+--cc-
~' a ~' b vtnn- vtnn--

b a J 

Hat man Al und 0 1 errechnet, so lassen sich mit HiIfe der Formeln 

( 
n x n X) ) (£0)2b x 6in 2b n y 

'='o+Al --- - cos--
(£0) ~ !:l_ a 6in .:r!:l.. 2 b 

2 b 2 b 

(
(£0) ~ JL 6in n JL) 

+ 0 ~~ a _ _ JL 2 a cos n x 
1 fC') n b b~, n b 2 a ' 

~O -- vtn--
2 a 2 a 

l (£ )nx ((£ ,nx ~,nX)1 8x=_No2~0+NAl(!!.-)2 -=._0 2 b _ 0 2b _~ ~tn2_~ cos"!.'!!. 
ax 2b n a~, n a (£ ,n a a~, n a 2 b 

2b vtn 2b 0'2b vtn2b_ 

(

fC' f n y rc;::' n Y) ~o-- ~tn--

_ 0 N(!!.-)2 2 a _ '!!. _~ cos!!..::' 
1 2a fC' f n b b~, n b 2 a ' 

~o -- vtn--
2 a 2 a 

l ny (nY ,nY)j ~2." 2 2 (£0) 2- - (£0) 2- - 6tn 2- -
_ u <"0 n a a Y a n x 
8y=-N oy2 + N01 (2J n b (""" n b - fC' ,n b -b ~~ cos 2a 

--~tn-- ~O,-- vtn·-
_2 a 2 a 2 a 2 a 

(

fC' f n x ~,n X) 
2 ~O 2b ~tn2b 

-A,N~~) {ff"a-~~. ;.--. 00';* 
0-- vtn--

2 b 2 b J 
die endgiiltigen Ordinaten der elastischen Flache und die Kriimmung 
der letzteren bestimmen, 

(106) 
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2. Untersuchung einer gleichmaBig belasteten 
Platte mit dem Langen verhal tnis b:a = 2: 1. 

Ich wahle als Beispiel die Platte mit dem Langenverhaltnis b : a 
= 2 : 1 (Abb. 60). 

Die Ordinaten der stellvertretenden, ringsum frei aufliegenden und 
gleichmaBig belasteten Platte sind 

1 Z 1 

!/ 
J If 3 

5 6 5 

7 lJ 7 

5 6 5 

.'J If .'J 

1 Z 1 

.x 

o 
II 

~ \<:'1 
+1 

II 

y=O 
pa4 

: Co = C0 8 = 0,165398 N ' 

y=+ 
b pa4 

4: Co = C0 6 = O,156235 N , 
b pa4 

y = +2 4 : Co = C0 4 = 0,127176 N ' 

b. pa4 
y = +3 4 : Ca = Ca2 = 0,074845 N , 

y=O 
pa4 

: Ca = Ca7 = 0,118496 N ' 

y=+ 
b pa4 

4 : Ca = Cas = 0,112010 N ' 

b pa4 

1 I 
... 1 E=-----,Za.---~ 

y = +2 4 : Ca = Ca3 = 0,091362 N ' 

Abb.60. b pa4 
y = +3 4 : Ca = Cal = 0,053989 N . 

Urn die Neigung der Ca-Linien mit ausreichender Schade messen zu 
konnen, verwende ich als Gleichung der Linie, welche die Punkte 

1 

I 
I 
I I 
1 I 
I 2' r------i ~~I-: -"..-l: 
I+-;t---;t-k-it--it--.; 

'f5D 

Abb.60a. 

+x ~,f3 und r eines Querschnittes (Abb. 6Oa) ver
---~ bindet, die Interpolationsformel 

Ca + ~ (C" + Cpsec ~) cos; : 

+ ~ (C" - Cpsec ~) cOS3; : : 

man kann sich leicht iiberzeugen, daB dieser 
Ansatz die vorgeschriebenen Bedingungen 

Ca = CIX fUr x = +0, 

Ca = CfJ ffir 

Ca = 02 Ca = 0 ffir ax2 

a 
x=+2' 

x=+a 

erfiillt. Er liefert: 

(OO:t=+a = ;a (C" - 2Cpsec ~), 
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mithin fiir den Querschnitt 

y=o 

und mit Hilfe der Simpsonschen Regel: 
b 

'(0 '0) Tx=} ~ dy 
ux x= +a 

o 

= - ~~(4.0,12230+2.0,20614+4.0,25223+0,26666)P;3 = -0,36284 P;4. 
Als Gleichung der Kurve, welche die Punkte IX, fJ, y 
eines Langsschnittes (Abb. 60b) verbindet, benutze 
ich ebenso den Ansatz 

'0= ![(S'p_C,,)(b ;.Y)+(,,,-2'fJ)(b lyrJ, 
welcher die Bedingungen 

'0 = 'p fur 

r = °2 '0 = 0 fur 
<'0 oy2 

befriedigt und fiude 

b 
y=2l=2' 

y=3l=ib, 

y = 4l = b 

(or:o) = 'IX - 8,p = ,,, - 8'fJ 
0Yy=+b. 6l 3a' 

Entsprechend dieser Gleichung ist 

,++y 
i 
-----~ 

(J ~ ---t 
'fJ /1 

C>: Srx --I 
:; 2h 

2/1 

c>: t, --i ()( /t 

fJ ~ -- --} 
/t _____ J 

Abb.60b. 

fiir den Langsschnitt x = 0 (0'0) paS : T = -0,15719 N' 
Y y=+b 

und im ganzen 
a 

a (0'0) pa3 
x = + -2 : T = -0,11352-N , y y= +b 

Ty =f(O'o) dx = - ~- . ~ (4.0,11352 + 0,15719) pa3 
oy y=+b 3 2 N 

o p~ 
= -0,101S8 N . 
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Mit den ZahlengraBen 

~-2 a - , 
a b 

bll = 0,15915, all = 0,63662, 

~' a 
otn II b = 2,3013 , 

~. b 
~tnll- = 267,7448 

a 

erhi1lt man nunmehr auf Grund der Formeln (lO5): 

pa4 , pa4 

Al = -0,151217N , 0 1 = - 0,125114 N . 

Die Gleichungen (106) liefern weiterhin 

0' pa4 4 a x 4 allY ,= '0 + (= '0 - 0,151217~ - - --- oos--(
G£Of!!.-~ ®in!!.- ~) 

N fC' f II a~. II 2 b 
~O 4 ~tn4 

4 (G£Of II ~ ®in II ~ ) 
_ 0,125114 pa _ JL __ , __ COS II ~. 

N G£of II b 15tn II 2 a 

Die Richtigkeit der Lasung Ii1Bt sich mit Hilfe der Randwerte 

(~~L. ~ + V;' {0,151217 [: (~a~g~ -1:ong :) + toe ; ! 
II (G£Of II ~ Y ®in II ~ ) 

+ 0,125114 2 (for II - b @lin II ' 

(~~')Y=+b = + p;3 { 0,125114 [; (~a~gll - %angll) 
1] II X + - C08--
2 2 a 

n (G£Of: = x ®in : =) + 0,151217- -~-----
4 fC' f II a~, II 

~O 4 ~tn4 

naoh priifen, Fur den Rand x = + a ergibt sich beispielsweise an der 
Stelle 

Y=O :(~") =0,271387 PN
a3 gegen (~'o) =-0,26666 P

N
a3 , 

ux x=+a ux x=+a 

Y = + -~- : (~") = 0,255793 P
N
a3 gegen (8::,'0) = -0,25223 PNa3, 

- 4 ux x=+a ux x=+a 

y=+2-4
b : (~") =0,202675 P

N
a3 gegen (~'o) =-0,20614 P

N
a3 , 

ux x=+a ux x=+a 

y=+3-4
b : (~") =0,120883 P

N
a3 gegen (8,,'0) =-0,12230 P

N
a3 , 

ux x=+a ux x=+a 
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Da sich die gegeniiberstehenden GroBen hochstens urn 2 v. H. unter
scheiden und die Fehler langs des Randes vollig ausgleichen, so darf die 
Genauigkeit, mit welcher die Randbedingungen erfiillt sind, als durch
aus befriedigend erachtet werden. 

~--------2a--------~~ 

~-----s~------~ 

Abb. 61. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichmaBig belasteten 
rechteckigen Platte. 

Mit Hilfe der Formeln (106) habe ich fiir die Rand- und Mittellinien 
die Werte " Ba; und By errechnet und die zugehorigen Linien in Abb. 61 
aufgetragen. 

Der EinfluB der Einklemmung tritt bei den langlichen Platten 
starker als bei den quadratischen in Erscheinung: der Vergleich zwischen 
der eingespannten und der frei aufliegenden Platte liefert beispielsweise 
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fiir die Momente Bz bzw. By im Mittelpunkt das Verhaltnis 1 : 2,58 bzw. 
1 : 5,86. Die" Entlastung in der Langsrichtung ist um so wirksamer, je 
weiter die Querschnitte von den kiirzeren Randern entfernt sind. 1m 
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit der Langsachse erreichen die 
Momente By ihren Gr6Btwert, der fast um zwei Drittel kleiner als der
jenige der frei aufliegenden Platte ist. Beachtenswert erscheint auch die 
Tatsache, daB in dem von den beiden benachbarten Winkelhalbierenden 
und einem kurzen Rande eingeschlossenen Gebiet die Beanspruchungen 
in der Langsrichtung fast die gleichen wie bei der quadratischen Platte 
sind. Das Einspannungsmoment in der Mitte des kurzen Randes 
8y = -0,19726pa2 unterscheidet sich beispielsweise von dem ent
sprechenden Wert 8y = -0,18947 pa2 der quadratischen Platte nur 
um 4%. 

Diese verhaItnismaBig hohe Beanspruchung der Platte in der Langs
richtung in der Nahe des kurzen Randes ist bei den bisher iiblichen 
Naherungsformeln v6llig unbeachtet geblieben. In den deutschen amt
lichen Bestimmungen wird beispielsweise ein Einspannungsmoment 

b2 a4 

(Sy)y=±b = -P3 a4 + b4 

fiir die Querschnittsbemessung vorgeschrieben, also fiir b = 2 a: 

Sy = -TlTpa2 = -0,07843pa2 , 

wahrend die genaue Berechnung 

(Sy)mln = -0,19726pa2 

liefert. Das nach den gleichen Vorschriften ermittelte groBte positive 
Moment b2 a4 

(Sy)y=o = p (}' a4 + b4 0,03922pa2 

iibertrifft hingegen den richtjgen Wert 

um 10 v. H. (Sy)mal[ = 0,03666 pa2 

Diese betrachtlichen Abweichungen und die ebenso bei der Unter
suchung der durchlaufenden Platten festgesteUten Unstimmigkeitenl) 
beweisen, wie wenig die bisherigen Naherungsformeln zuverlassig sind 
und wie notwendig es ist, auf die Ergebnisse der genauen Untersuchung 
zuriickzugreifen, um eine einwandfreie Grundlage fiir die Querschnitts
bemessung zu finden. 

3. Neue Formeln fur die vereinfachte Berechnung 
d er eingeklemm ten Platten. 

In gleicher Weise wie fiir die ringsum aufliegenden gleichmaBig be
lasteten Platten habe ich auch fiir die eingeklemmten versucht, die fiir 

1) V gl. § 30 und 31. 
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die Langenverhiiltnisse 1: 1, 2: 1 und 00 : 1 errechneten genauen 
Werte durch moglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln zu
sammenzufassen. 

FUr die Wahl del' Plattenstarke sind die in del' langeren Mittel
linie (x = 0) auftretenden, groBten positiven Biegungsmomente maB
gebend. Urn ihren Durchschnittswert mx in del' Nahe des Platten
mittelpunktes zu bestimmen, benutze ich die Gleichung 

pa2 b2 

mx = -6- a2 + b2 

Diese Formel liefert beispielsweise 

lb:a= 1:1 
fiir b: a = 2: 1 

b:a=00:1 

mx = 0,08333 pa2 , 

mx = 0,13333pa2 , 

mx = 0,16667 pa2 • 

. In del' genauen Untersuchung ist hingegen als Hochstwert 

(
b:a= 1:1 

fiir b : a = 2: 1 
b:a=oo:1 

8xru&x = 0,07212 pa2 , 

sxmax = 0,14557 pa2 , 

suax = 0,16667 pa2 

(a) 

ermittelt worden. Die Naherungswerte stimmen also mit den Ergeb
nissen del' genauen Berechnung recht gut iiberein. 

Die Biegungsmomente By erreichen im Schnittpunkt del' Winkel
halbierenden, in den Querschnitten y = + (b - a) ihren positiven 
Hochstwert. Del' Durchschnittswert my in del' Umgebung del' Stelle 
x = 0 laBt sich mit Hilfe del' Naherungsformel 

pa2 a2 

my = -6- a2 + b2 (b) 

bestimmen. Auf Grund diesel' Gleichung erhaIt man 

lb:a= 1:1: my =0,083333 p a2 ) jsymax=0,07212 p a2) 
fiir b ~ a _ 2 ~ 1 ~ my _ 0,03333 pa: gegen ~ym .. x _ 0,03666 pa: 

b.a - 00.1 . my - 0,0 pa 8ymax - 0,0 pa 

aus del' genauen Berechnung. 

Die richtigen und die angenaherten Werte weichen wieder, wie man 
sieht, nul' sehr wenig voneinander abo 

Del' Durchschnittswert del' Einspannungsmomente in dem Bereich 
del' Mitte del' langen Rander (x = +a) kann mit Hilfe del' einfachen 
Interpolationsformel 

b2 

mx = -pa2 a2 + 3 b2 (c) 
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ermittelt werden; zur Bestimmung der Einspannungsmomente 
kurzen Rander (y = +b) reicht schlieBlich die Formel 

pa2 2b 
my=------

4 a + 2b aus. 

der 

(d) 

Die nach den Gleichungen (c) und (d) errechneten Naherungswerte 
unterscheiden sich von den GroBtwerten, welche die genaue Unter
suchung fur die jeweilige Randmitte liefert, urn hOchstens + 20 v. H. 
Da jedoch fur die Anstrengung der Platte nicht die GroBtwerte selbst, 
sondern die Durchschnittswerte in dem Bereich der gefahrdeten Stelle 
ausschlaggebend sind und da sich die letzteren mit den Naherungs
werten m., und my sehr gut decken, so konnen die lnterpolationsformeln 
fur die Querschnittsbemessung ohne Bedenken benutzt werden. 

VIII. Die Platten mit spannungsfreien 
RandfUichen. 

1m Gegensatz zu den Platten mit frei aufliegenden oder fest ein
geklemmten Randern sind die Platten, an deren Rander keine Au£lager
widerstande angreifen, in ihrer Formanderung keiner Zwangung unter
worfen. 

Die Spannungsmomente 

8u = -N (f)2, + ~ 02') ou2 m ov2 

wie auch die aus den Scherkraften v und den Drillungsmomenten 
zusammengesetzten Mittelkrafte 

/ 0 Mot ( 03 , 2 m - 1 03 ,) 

au = Vu + Vu = ----a;; + a-;; = -N OUS + -;.;:-- ov2 au 
mussen an den Randern verschwinden, und die Randflachen bleiben 
daher vollig spannungsfrei. 

Bei rechteckigen Platten lauten demnach die Randbedingungen 

02
' + ~ 02

' ox2 m oy2 
=0 

03 , _2_m __ I_ ---;;_o---;S ',-----::- = 0 
-o-'x-s + m Ox 8y2 

fur x=±a, (a) 

fur y =+b. (b) 
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Denkt man sich zunachst die Platte ringsum frei aufliegend, so 
lassen sich die elastischen Verschiebungen '0 und die zugehorigen Auf
lagerwiderstande leicht errechnen. Fur die Rander x = +a ergeben 
sich hierbei die Werte 

02 '0 02 '0 -0 x2 = 0 y2 - = 0 , 

oMo oto (oa,o 2m -1 03 '0) 
ao", = ~ + oy = -N ox3 + m ax oy2 . 

Urn die tatsachlichen Randbedingungen zu erfilllen, mussen an den 
Randflachen Krafte 

angebracht werden. Sie erzeugen Verschiebungen C', welche einerseits 
die homogene DiHerentialgleichung 

V2 V2,' = 0, 

andererseits an den Randern x = +a die Bedingungen 

02
" 1 02

" ~+-~=O, ux m uy 
(c) 

oM 0 t ( oa ~' 2 m - 1 oa ~' ) 
aox + a~ = ~ + ~ - N -0-3- + a 0 2 = 0 ux uy ox m y x 

und an den Randern y = ±b ebenso die Bedingungen 

02
" 1 02

" ~+-~=O, uy m ux 

oM J t ( oa " 2 m - 1 2a,,) 
aoy + a~ = oy 0 + 0; - N oya + ----:;;;:-- oy ox2 = 0 

befriedigen mussen. 
lch werde in den nachstehenden Untersuchungen zeigen, wie die 

geeigneten Losungen " ermittelt werden konnen. 

§ 22. Die nur an den Eckpunkten aufruhende, gleichmiiJUg 
belastete quadratische Platte. 

Als erstes Beispiel sei eine quadratische Platte gewahlt, die nur an 
den vier Eckpunkten au£ruht und gleichma.Big belastet ist. Die 
Grundwerte ~o, Mo, to fUr diesen Belastungs£all sind im Abschnitt III, § 7 
errechnet. 

Urn zunachst die Werte 

M' = 81 w' = - N V2,' 

zu bestimmen, benutze ich wie bei der ringsum eingespannten Platte 
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a 
ein Gewebe mit der Maschenweite Ax = Ay = A = 4: und den Randordi-

naten Wa, Wb, We, Wa und ermittle aus der Differenzengleichung 

(L/2 w')x (L/2 w')y 
--A 2--- + -----y--- = 0 

x y 

fiir die Ordinaten der inneren Knotenpunkte der Abb. 62 die Werte1): 

272 wi = 167 Wa + 62 Wb + 31 We + 12 Wd, 

E 
OC 

lP 
IL 
tf 

£ .. 
/I t1 

a 1 

0 2 

c 3 

d fI. 

272 w~ 62 Wa + 124 Wb + 62 We + 24 Wd , 
272 w~ 31 Wa + 62 Wry + 133 We + 46 Wd , 
272w~ 

272w5 
272w6 
272w~ 

272ws 

272% 
272Wto = 

tf 

b c d 

2 J fI. 

5 6 7 

5 8 9 

7 9 10 

Abb.62. 

24wa + 48wb + 92 We + lO8wd, 
50 Wa + lOOWb + 84 We + 38wd, 

(AI) 
38wa + 
34wa + 

37wa + 
36wa + 
36wa + 

76wb + lO6we + 52wd, 

68wb + lO2we + 68wd, 

74wb + lO5we + 56wd, 

72 Wb + 104 We + 60Wd, 
72 Wb + lO4we + 60Wd. 

Die Ecke A hat aus leicht zu erken
nenden Griinden die Ordinate 

WA =0. 

Die Ordinaten w~ , wp , w~ , Wb 
der um A vom Rande entfernten 
Punkte tX, fl, y, c5 miissen den Glei
chungen 

-w~+4wa- WA -wi=O, 
-w'p + 4Wb - Wa - We - w~ = 0, 
-w~ + 4 We - Wb - Wd - wa = 0, 
-w~ + 4 Wd - 2 We - W4 = 0 

geniigen. Es ist mithin 

272 w~ = 921 Wa - 334 Wb - 31 We - 12 Wd, } 
272wp = -334wa + 964wb - 334 We - 24wd, 
272 w~ = - 31 Wa - 334wb + 955 We - 318wd, (A2 ) 

272wJ = - 24wa - 48wb - 636 We + 980Wd. 

Mit Hilfe der Werte W' konnen jetzt, entsprechend der Differenzen-

gleichung M' = 8 1 W' = - N • J72~' = - 8 1 8 2 J72 i 

die Werte z' ermittelt werden. Die Bestimmungsgleichungen lauten: 

1) Vgl. Abschnitt VII, § 20, S. 156. 
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-2z~ + 4z~ - 2z~ 

z;'+4z2- z~ -

Z~+4Z3- Z2 -

Zd + 4 Z4 - 2 z~ - z; 
}.2 

=W4 S ' 

-2Z2 + 4Z5 - 2Zu 

2 

}.2 

= W;' 8 2 ' 

I I 1}.2 
Z7 - Zs = W6 S' 

2 

;-2Z6+4z;- z~ 
}.2 

=w~-
8 2 

-2Z6 + 4z~ - 2z~ 
}.2 

= w~ 8 2 ' 

Z; - 2 z~ + 4 z~ - z~o 
}.2 

=w~-, 
8 2 

- 4zg + 4z1o 
I }.2 

= WiOS' 
2 

Z~ + 4 z~ - Z;, - zl 
}.2 

=WaS ' 
2 

z'p+4z;'- Z~ -

z~+4z~- z/,-

Z~+4Zd-2z~ 

" 12 
Zd - Z3 = we S' 

2 

}.2 
- Z4 = Wd S ' 

2 

175 

(B) 

Die Bedingungsgleichung c) fordert andererseits fiir die Rander 
x=+a 1 

- (,12 z}", = - - (,12 Z'}y 
m 

und da 
(,12 z'}x + (,12 Z'}y = -w' ~: 

sein muG, so gilt auch die Randbedingung 

A' I }.2 m 
- (LJ 2 Z}y = W S· m _ 1 . 

2 
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Fur die Randpunkte a, b, c, d ergibt sich demnach: 

, , m ,12 
2 Za - Zb = . -8 Wa, 

m-l 2 

, , , m ,12 
Za + 2 Zb - Zo = 1 . -8 Wb, 

m- 2 

, , , m ,12 
Zb + 2 Zc - Za = 1 . -8 We, 

m- 2 

m ,12 
-2z~ + 2Zd = ·-Wd' 

m -1 8 2 

Hieraus erhalt man fur m = J 3Q: 

~: 272za = 388wa + 388wb + 388wc + 194wd, 

82 6 12272zb = 388wa + 776wb + 77 We + 388wa, 

82 12 272 Zc = 388 Wa + 776 Wb + 1164 We + 582 Wd , 

8 . 
,1: 272zd = 388wa + 776wb + 1164wc + 776wd. 

Fuhrt man diese Werte in die Gleichungsgruppe B ein, so lie£ert 
die Auflosung: 

8 
z1. ,1:.2722 = 129454,5 Wa + 171 172wb + 186816,5wc + 95488wd, 

~ =130525 wu+228376wb+263745 we+136576wa, 
za = 129488,5wa + 242436wb + 326832,5we + 173348wd, 
z~ =129000 wa+245216wb+339632 we+196936wd, 
z~ = 140757 Wa + 255096wb + 313365 We + 165404wd, 
Z~j = 144189 Wa + 268216wb + 351561 We + 189064wd, 
z~ = 144959 Wa + 271864wb + 363171 We + 200600wa, 
Zs = 151215,5wa + 282796wb + 374013,5we + 202760Wd, 
Z9 = 153210 Wa + 287312wb + 382186 We + 208840Wd, (C) 
Z~o = 155658 Wa + 292208wb + 389258 We+ 212920wd, 
Za =105536 wa+105536wb+105536 We+ 52768wd, 
Zb = 105536 wa+211072wb+211072 Wc+ 105536wd, 
Zc = 105536 Wa + 211 072 Wb + 316608 We + 158304wd, 
Za =105536 wa+211072wb+316608 we+211072wd, 
Z~ = 113169,5wa + 39900Wb + 24255,5 We + 10 048 Wd , 
Zp 80547 Wa + 225320Wb + 158399 We + 74496wa, 
z~ 81583,5wa + 179708wb + 337905,5wc + 143260wd, 
zj 82072 wa+176928wb+293584 we+256760Wd. 
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Fiir die beiden dem Eckpunkte A benachbarlen Punkte E ergibt 

sich schlieBlich, da in der Ecke ~:~ = ~:~ = 0 sein muB, 

, , 05 ( 1) A2 zE=~za=-1 536 Wa+Wb+ We+2 Wa ' 8
2

.2722 

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man, sobald die GroBen W a , Wb, 

We, Wd bekannt sind, aIle Ordinaten der z'-Flache errechnen. 
Zur Bestimmung der vier Randwerte steht die zweite Bedingungs

gleichung 
, a Ma ata aM' at' 

aax + ax = -. - + -;:)- + -;:)- + -:=;- = 0 
ox uy ux uy 

zur Verfiigung. 
Aus der Untersuchung der frei au£Iiegenden Platte in § J7 sind die 

Werte 
a Mo ata PA 

aa," = ----:;-- + -:=;- = 0,50903 P a = 553,8 -2 fur den Punkt a, 
ux uy 27 

= 0,70871 pa = 771,1 :7~ fur den Punkt b, 

A (D1) 

= 0,80736 pa = 878,4 :72 ffir den Punkt c, 

= 0,83781pa = 9Il 
PA . 
272 fur den Punkt d, 

bereits bekannt. 
Die Formel 

lieferl weiterhin mit den in der Gleichungsgruppe (A) enthaltenen 
Werten fur den Punkt 

Es ist femer 

at' = -N. m -~ aat = -8 8 . 'ffI,_-1 (~~2_zl)y - (,12zi)y 
a y m a y2 a x 12m 2 Ax A~ . 

Marcus, Platten. 12 
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Unter Zugrundelegung der Werte z' der Gleichungen (C) erhalt man 
der Reihe nach 

_(LJ2 zDy = ( 22848wa + 8432wb + 4352we + 8 222 
1632 wa) 2722 . 

_(L12~)y = ( 2107wa + 43144wb + 13811 We + . 8 22 
4316wa) 2;22 ' 

- (,12 Z;)y = (- 548wa+ 11280wb + 50348 We + 8222 
13184wa) 2722 ' 

_(L12Z~)y= (- 977wa + 5560Wb + 25539 We + 8 22 
47176Wa)2;22 ' 

_(L12Z~)y = ( 251328wa - 39984wb - 4352we-
8 22 

1632 Wa) 2;22 ' 

_(L12Zp)y=(- 33659 Wa + 231032 Wb - 45363 We -
8 22 

4316wa) 2;22 ' 

- (,12 Z~)y = (+ 548wa - 42832wb + 223828 We -
8 22 

44736 wa) 2;22 ' 

_(L12 ZJ)y = (+ 977wa - 5560Wb -
8 22 

88643we + 227 000 Wa) 2;22 ' 

ar 7 81 a; = (-114240wa+ 24208wb + 4352we + 1632wa) 10 . 27222' 

ar 7 8 a; = (+ 17883wa - 93944wb + 29587we + 4316wa) 10 . 272~1' 
ot~ 7 8 (Da) 
ay = (- 548wa + 27056wb - 86740we + 28960wa) 10 . 272121' 

atd 
Oy =(-

7 81 
977wa- 5560wb+57091we-89912wa) 10' 27222' 

FaBt man die zugehorigen Werte der Gleichungsgruppen (D) zu
sammen, so gewinnt man im Einklang mit der Randbedingung (c) die 
folgenden Bestimmungsgleichungen 

p22 
671,4wa --:- 260,4wb - 42,2 We - 16,2wa = 553,88.' 

p22 
-244,1 Wa + 662,1 Wb - 274,3 We - 35,1 Wa = 771,1 S ' 

1 

p22 
29,6 Wa - 267,7 Wb + 634,6 We - 256,6 Wa = 878,4 S ' 

1 

21,5wa - 33,7wb - 511,1 We + 667,7wa = 911 
p22 
8 . 

1 
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Sie werden durch die GroBen 

PA2 

Wa = 3,607186 3 ' 
1 

pA2 
We = 6,735213 3 

1 

befriedigt. 

PA2 

Wb = 5,651538 -8 ' 
1 

pA2 

Wd = 6,9213403 
1 

Fiihrt man diese Werte in die Gleichungsgruppe (0) ein, so erhalt man 

,pa4 pa4 

Zl = 0,17704 8 8' z~ = 0,30160 8 8 ' 
1. 2 1 2 

,p~ p~ 
Z2 = 0,23670 8

1
8

2 
' Z~ = 0,31118 8

1
8 2 ' 

,pa4 pa4 

Z3 = 0,27658 8 8' z~ = 0,32028 8 8 ' 
1 2 1 2 

,p~ p~ 
Z4 = 0,29048 8 8' Zg = 0,32714 8 8 ' 

1 2 1 2 

, pa4 , pa4 

Z5 = 0,27481 8 8' ZlO = 0,33307 8 8- , 
1 2 1 2 

I pa4 

Za = 0,10840 8 8 ' 
1 2 

I pa4 
Zb = ° 19671-----, 8 1 8 2 ' 

I pa4 

Zc = 0,25352 8
1
82 ' 

I pa4 

Zd = 0,27280 8
1
8

2 
' 

I pa4 

z", = 0,04576 8 8 ' 
1 2 

I pa4 

z(:J = 0,l6613 8 8 ' 
1 2 

I pa4 

Zy = 0,24166 8 8 ' 
1 2 

I pa4 

z~ = 0,26665 8 8 ' 
1 2 

1m Verein mit den auf S. 53 errechneten Grundwerten ergibt sich 
schlieBlich : 

pa4 pa4 '1 = (0,010603 + 0,17704) N = 0,187643 N ' 
pa4 pa4 '2 = (0,018984 + 0,23670) N = 0,255684 N ' 

pa4 pa4 '3 = (0,024244 + 0,27658) N = 0,300824 N ' 
4 4 '4 = (0,026029 + 0,29048) p; = 0,316509 p; , 

pa4 pa4 '5 = (0,034151 + 0,27481) N = 0,308961 N ' 
12* 
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pa4 pa4 
C6 = (0,043736 + 0,30160) N = 0,345336 N ' 

pa4 pa4 

C7 = (0,046997 + 0,31118) N = 0,358177 N' 

pa4 pa4 

C8 = (0,056108 + 0,32028) N = 0,376388 N ' 

C9 =(0,060327 + 0,32714) p;4 = 0,387467 p;4 , 
pa4 pa4 

C10 = (0,064876 + 0,33307) N = 0,397946 N ' 

pa4 
Ca = 0,10840N ; 

pa4 

Cb = 0,19671 N ; 

pa4 

C" = 0,25352 N ; 

pa4 

Cd = 0,27280 N ; 

pa4 pa4 
CIX = (0,04576 - 0,010603) N = 0,035157 N' 

pa4 pa4 
CfI = (0,16613 - 0,018984) N = 0,147146 N , 

pa4 pa4 

Cr = (0,24166 - 0,024244) IF = 0,217416 N ' 

pa4 pa4 

Cb = (0,26665 - 0,026029) N = 0,240621 N' 

Die Gestalt der elastischen Flache ist durch Schichtlinien in der 
Abb. 63 veranschaulicht. Die groBte Durchbiegung 

pa4 
Cm = (10 = 0,397946-iT 

tritt im Plattenmittelpunkt auf. Sie iibertrifft um ein Vielfaches die 
groBte Durchbiegung pa4 

!;om = 0,064876 N 

der frei aufliegenden Platte. Die erhebliche Steigerung ist leicht erklar
lich, wenn man bedenkt, daB bei einer Platte, welche nur auf den vier 
Eckpunkten aufruht, die Randstreifen die Aufgabe der Randtrager 
iibernehmen: die Durchbiegung, die sie selbst infolge ihrer verhaltnis
maBig nur sehr geringen Steifigkeit in der Randmitte erfahren, ist, 

pa4 
wie man aus dem Wert Cd = 0,27280 N erkennen kann, durchaus 

betrachtlich und hat eine um so groBere Senkung des Plattenmittel
punktes zur Folge. 

Dieser erheblichen Formanderung entsprechen auch bedeutende 
Spannungsmomente. In Tafel 13 sind die Werte der Biegungs- und 
Drillungsmomente fiir die Mittel-, Diagonal- und Randlinien einge
tragen. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen ist in Abb. 63 
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dargestellt. Der Mittelpunkt der Platte wird durch das Biegungs
moment 

8x = 8y = 0,43605 pa2 ., 

die Mitte der Rander durch das Moment 

sx{bzw.sy} = 0,56172pa2 

beansprucht. Der durchschnittliche Wert des Momentes 8y fiir die 
Mittellinie x = 0 ist 

Sy = 0,5pa2 • 

Abb. 63. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, gleichmaBig 
beJasteten quadratischen Platte. 

Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen laSt sich andererseits das 
gesamte Biegungsmoment +(1 

My = !8ydx 
-(I 

der Mittelebene y = 0 unmittelbar bestimmen. Eine einfache Rech-
nung liefert My = pas 

"!Ind daher als Durchschnittswert f:fir die Lange" 2 a: 

My 1 
8y = 2 a = 2 pa,'}, 
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Diese Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der genauen Untersuchung 
bestatigt die Richtigkeit unserer Berechnung. 

Tafel 13. 
Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden, 

gleichmiUUg belasteten quadratischen Platte. 

y 

b II + 1 + -} + ~ + + 0 II Faktor 

~ = +1 8y +0,32160.+0,50386 +0,600471+0,617061 pa2 18% II -0,0958211-0,150641-0,179261-0,1844811 pa2 

a !: II I+O'292851+0'~866i+0'M6691+0';~17211 ;~: 
-------ITxlI+-0,61706 +0,501841+0,410891.+0,354391+0,3354211 pa2 

.x_ = 0 8y 11-0,18448 +0,03263
1
+0,19879+0,30083 +0,33542

1 

pa" 
a 8", 1+0,56172 +0,51163

1

+0,47053 1 +0,44464
1
+0,43605 pa2 

8y - +0,18318 +0,322061+0,40715 +0,43605 pa2 

x---:18X = ::yli---I------II --I~~:~~:II ----ifll-~~: 
(; = - 4 81 I I +0,43996 III pa2 

82 1 +0,38700 pa2 

~ __ ~18X = ::.11 I i~~:i~!;~i III II ~:: 
a -- 4 81 Ii 1 I +0,45653

1

1 II paz 
82 I I 1+0,24593 II paz 

1
8X = 8y I I +0,232831 I I Ppaa: 

x 3 tXY 1-0,23648
1 

I 1 

(;=-4 81 I +0,46931 pa2 

82 -0,00365 paz 

Da bei einer ringsum frei aufliegenden Platte der Durchschnittswert 
fur die gleiche Mittelebene 8 y = ""'t . 0,1892 pa2 = "",0,126 pa2 

/I 

",
/' \, / " ist, so erkennt man, daB der FortfaH der un

-'-, // "" mittelbaren und stetigen Randunterstutzung 
// )<" / eine fast vierfache Steigerung der Biegungs-
" // x~'" ,~U> beanspruchung zur Folge hat. Die Platten-

~'\.// """/~ streifen in der Nahe des Randes haben hierbei 
groBere Spannungsmomente als in der Platten-

Abb.63a, mitte aufzunehmen. 
Das gesamte Biegungsmoment Mu , welches von einem Querschnitt 

senkrecht zu den Diagonalachsen und im Abstand u von der Ecke A 
(Abb. 6:1a) aufgenommen werden muB, laBt sich unmittelbar, da die 
Auflagerkraft G = p a2 bekannt ist, aus der Gleichgewichtsbedingung 

U (1 U 2 ) M~ = C u - P u2 • 3' = p a2 U 1 - '3 C£2 
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bestimmen. Entsprechend der Querschnittsbreite B = 2 u ist der 
Durchschnittswert der Spannungsmomente 

m = Mu = pa2 (1 _ ~ ~) 
u B 2 3 a2 • 

Aus dieser Formel erkennt man, daB mu seinen GroBtwert 

pa2 

(mu)max = 2 

an der Stelle u = 0, also unmittelbar an den Plattenecken, und seinen 
Kleinstwert 

an der Stelle u2 = 2 a2 im Mittelpunkt der Platte erreicht, Die in der 
Mitte des Diagonalschnittes wirkenden Spannungsmomente 81 sind 
groBer als mu, sie nehmen aber wie die letzteren gleichmaBig vom Mittel
punkt nach den Ecken der Platte zu. 

Da langs der Diagonalen 8z = 8y ist, so gelten fiir die Hauptspan
nungsmomente die Formeln 

In den Ecken ist 8z = 0, mithin 82 = -81 = tzy • Andererseits ent
spricht der Auflagerkraft 0 = pa2 = -2tzy 

ein Drillungsmoment 0 pa2 
tzy = -2=-2: 

mithin sind die Hauptspannungsmomente an den Ecken 

pa2 
81 =-82 =2' 

Diese Werte stimmen mit dem aus den Gleichgewichtsbedingungen 
unmittelbar abgeleiteten Randwert (mu)ma% genau iiberein. 

In der Wirklichkeit ist die Beanspruchung der Platte an dieser Stelle 
geringer, weil der Auflagerdruck nicht in dem Eckpunkt konzentriert, 
sondern auf einer, wenn auch noch so kleinen Grundflache mehr oder 
weniger gleichmaBig verteilt ist. Der tatsachliche Verlauf der Diagonal
spannungen im Bereich der Plattenecke ist in Abb. 63 durch eine ge
strichelte Linie angedeutet. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der ringsum aufliegenden 
und der nur an den Ecken aufruhenden Platte liegt auch darin, daB 
bei der ersten die Ecken gewissermaBen eingeklemmt und die Momente 81 

daher negativ sind, wahrend sie bei der zweiten gerade in den Ecken 
ihren groBten positiven Wert erreichen; umgekehrt ist 82 bei der ersten 
positiv, bei der zweiten negativ, 
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Es seischlieBlich bemerkt, daB die Momente der reduzierten Span .. 
nungen im Gegensatz zu den Momenten der tatsachlichen Normal
spallnungen langs der Rander nicht verschwinden. An den Randern 
x = + a folgt beispielsweise aus 

8z = -N (::~ + ~ ~:~) = 0: 

m2 - I a2C a2C m2 - I 
8(red)z = -N· '1.'!l2 = +N'-a 2' --3-' m vx . y m 

Fiir ~e Ra~dmitte ergibt sich insbesondere: 

8(red)Z = -0,1369 pa2 • 

Die Verbiegung der Streifen senkrecht zum Rande vollzieht sich 
also im gleichen Sinne, als ob sie in den Randstreifen eingespannt waren. 
Diese Art der Formanderung wie auch die betrachtliche Rohe der frag-' 
lichen reduzierten Spannungen miissen bei der Querschnittsbemessung 
der Rander genau beachtet werden. 

§ 23. Die auf den Eckpunkten aufruhende und durch eine 
Einzelkraft in der Mitte belastete quadratiscbe Platte. 
Die Untersuchung einer in der Mitte durch eine Einzelkraft be

lasteten Platte kann unmittelbar an die Berechnung der gleichmaBig 
belasteten angeschlossen werden. 

Bezeichnet man wieder mit Co die elastischen Verschiebungen der 
frei aufliegenden Platte, so bestehen zwischen den Randwerten W a , Wb, 

We, Wd, den zusatzlichen Verschiebungen ~' und Auflagerkraften 
aM' at' aM' at' 

a~ = ax + oy , a~ = ay + ax ' 
die durch die Gleichungsgruppen (0), (D2) und (Da) im § 22 ausgedriickten 
Beziehungen. 

Die im § 8 durchgefiihrte Berechnung hat andererseits fiir die 
urspriinglichen Auflagerwiderstande die Werte 1) 

P P 
aoz = 0,09012 -;; = 6,128 272 A fiir den Punkt a, 

aOZ = 0,18751: = 12,751 27~;" fUr den Punkt b, 

p p 
aOZ = 0,28884 a = 19,641 272 A fiir den Punkt c" 

p p 
aOZ " 0,343136 a = 23,333 272 A fiir den Punkt d 

geliefert. 

1) Vgl. S. 73. 
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Stellt man wie vorhin die Bedingung 

aO>J + a~ = ° 
auf, so erhalt man fur die unbekannten Randwerte W a , _ Wb, We, Wd die 
Bestimmungsgleichungen: 

P 
671,4 Wa - 260,4 Wb - 42,2 We - 16,2 W(j = + 6,128 S ' 

1 

P 
-244,1 wa + 662,1 Wb - 274,3 We - 35,1 Wd = +12,751 S' 

1 

P 
29,6 Wa - 267,7 Wb + 634,6 We - 256,6 Wd = + 19,641 S ' 

1 

P 
21,5wa - 33,7 Wb - 511,1 We + 667,7 Wti = +23,333 S . 

1 

Hieraus folgt: 
P 

Wa = 0,0641 S ' 
1 

P 
Wb = 0,1095 S' 

1 

P 
We = 0,1413 8

1 
' 

P 
Wd = 0,1513 S . 

1 

Die Gleichungsgruppe (C) liefert nunmehr 

PaZ 
z't = 0,057349 8 8 ' 

1 2 

PaZ 
~ = 0,077132 8 8 ' 

1 2 

Pa2 

z; = 0,090611 8
1
8 z ' 

. P 2 

Z4 = 0,095381 8~ , 
1 2 

Pa2 

-Z5 "= 0,089766 8 8 ' 
1 2 

Pa2 

z~ = 0,034819 8 8 ' 
1 2 

Pa2 

Zb = 0,063924 8 8 ' 
1 2 

_ Pa2 

Z~ = 0,083266 8 8 ' 
12 

Pa2 
Zd = 0,090011 8 8 ,-

1 2 

Pa2 

Z~ = 0,098749 8 8 ' 
1 2 

PaZ 
Z~ = 0,101988 8 8 ' 

1 2 

PaZ 
Zs = 0,104909 8 8 ' 

1 2 

PaZ 
zU = 0,107187 8 8 ' 

1 2 

Pa2 

~() = 0,109138 8 8' 
1 Z 

PaZ 
Z~ = 0,013999 8 8 ' 

1 2 

Pa2 

z'p = 0,053634 81 82 ' 

Paz 
z~ = 0,079687 8 8 ' 

1 2 

Pa2 

Zd = 0,088673 8 8 . 
1 2 
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Fiigt man die auf S. 69 erreehneten Grundwerte 1;0 hinzu, so gewinnt 
man fiir die Ordinaten del' endgiiltigen elastisehen Flaehe die Werte 

Pa2 pa'l 
1;1 = (0,005202 + 0,057349) N = 0,062591 N' 

Pa2 Pa2 

1;2 = (0,009883 + 0,077132) N = 0,087015 N' 

Pa2 Pa2 

1;3 = (0,013362 + 0,090611) N = 0,103973 N' 

Pa2 Pa2 

1;4 = (0,014703 + 0,095381) N = 0,110084 N' 

Pa2 Pa2 
. 1;5 = (0,018899 + 0,089766) N = 0,108665 N' 

Pa'" Pa2 
1;6 = (0,025769 + 0,098749) N = 0,124518 N , 

Pa2 Pa2 
1;7 = (0,028605 +0,101988) N = 0,130593 N' 

Pa'!. Pa2 

1;8 = (0,035715 + 0,104909) N = 0,140624 N' 

1;9 = (0,040276 + 0,107187) P;2 = 0,147463 P;2, 
Pa2 Pa2 

1;10 = (0,045991 + 0,109138) N = 0,155129 N' 

Pa2 

1;a = 0,034819 N ' 
Pa2 

1;b = 0,063924 N' 
Pa'!. 

1;c = 0,083266 N ' 
Pa2 

1;d = 0,090011 N ' 

Pa2 Pa'!. 
1;x = (0,013999 - 0,005202) N = 0,008797 N' 

. p~ P~ 
I;fJ = (0,053634 -0,009883) N = 0,043751 N , 

Pa2 Pa2 
1;y = (0,079687 - 0,013362) N = 0,066325 N , 

Pa2 Pa2 
1;~ = (0,088673 -0,014703) N = 0,073970 N · 

Die Gestalt diesel' Flache ist in del' Abb. 64 durch Schichtlinien 
dargestellt. 

Verglichen mit del' gr6.Bten Durchbiegung del' frei aufliegenden 
Pa2 

Platte 1;0 = 0,045 99 N ist die Senkung des Plattenmittelpunktes 
Pa2 

1;10 = 0,155129 N 

sehr betrachtlich: da die Randmitte jedoch selbst eine Senkung 
Pa2 

Sd= 0,090011 N 
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erfahrt, so ist die relative Verschiebung des Mittelpunktes 

- Pa2 

ClO - Cd = O,065118 N 
nicht iibermaBig. 

Die starke Durchbiegung ist auf den Umstand zuriickzufiihren, daB 
Platten, die nur auf den Eckpunkten aufruhen und deren Rander weder 
durch Normalspannungen noch durch Drillungsmomente beansprucht 

Abb.64. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, durch eine 
Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 

werden, eine sehr geringe Steifigkeit besitzen und daB eigentlich nur 
die Diagonalstreifen fiir die Obertragung der Einzelkraft in Betracht 
kommen. Es ist hierbei allerdings vorausgesetzt, daB auch die Auf
lagerwiderstande nur als Einzelkrafte unmittelbar an den Ecken an
greifen: wird durch eine breitere Auflagerung eine Verteilung der Auf
lagerkrafte langs eines groBeren Bereiches der Randflachen bewirkt, 
so wird, wie die Untersuchungen der tragerlosen Decken spater zeigen 
werden, die Steifigkeit der Platte erheblich vermehrt und die Durch
biegung entsprechend auch wesentlich vermindert. 

Die durch den Fortfall der unmittelbaren und stetigen Randunter
stiitzung bewirkte auBerordentliche Steigerung der elastischen Ver
schiebungen hat durchaus nicht die gleiche ErhOhung der Spannungs-
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momente zur Folge. Die Betrachtung des Spannungsverlaufes in Abb. 64 
und die nahere Priifung der in Tafel 14 fiir die Mittel-, Diagonal- und 
Randlinien angegebenenWerte zeigen, daB im Vergleich zur £rei auf~ 

liegenden Platte die Steigerung der Biegungsbeanspruchungen unter 
der Einwirkung einer Einzelkraft wesentlich geringer als bei der gleich
maBigen Belastung ist. 

Das groBte Biegungsmoment unmittelbar am Lastorte ist 

83) = 8y = 0,34461 P. 

An der gleichen Stelle tritt bei der ringsum aufliegenden Platte das 
Moment 

83) = 8y = 0,263451 P 

auf. Der Zuwachs betragt mithin nur 36 v. H.: bei gleichmaBiger Be
lastung wird hingegen, wie vorhin nachgewiesen, eine Steigerung um 
130 v. H. erreicht. 

Der verschiedene EinfluB der Belastungsart zeigt sich auch darin, 
daB die gr6Bten Biegungsmomente von der Randmitte nach dem Mittel
punkt zu und nicht umgekehrt wachsen1). In beidenFallen unterscheiden 
sich jedoch der gr6Bte und der kleinste Wert der Spannungsmomente 
einer Mittelebene verhaltnismaBig wenig von demjenigen Durchschnitts
wert der Biegungsmomente, welcher unmittelbar aus den Gleichgewichts
bedingungen fiir die volle Querschnittsbreite abgeleitet werden kann. 
Diese GleichmaBigkeit der Spannungsverteilung verleiht den Platten, 
selbst unter der Einwirkung von Einzelkraften, eine gr6Bere Wider
standsfahigkeit, welche besonders bei den tragerlosen Decken, die an 
sich nur eine geringe Steifigkeit besitzen, deutlich zu erkennen ist. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB Platten, die nur an den Ecken auf
ruhen, in der Nahe der Auflagerpunkte erhebliche Randdrillungsmomente 
aufnehmen miissen und daher nicht allein durch lotrechte, sondern auch 
durch wagerechte Schubspannungen in hohem MaBe beansprucht wer
den. Um eine ausreichende Sicherheit bei sparsamer Querschnitts
bemessung zuerzielen, empfiehlt es sich, die Auflagerflache moglichst 
zu vergroBern: hiermit wird zugleich eine merkliche Verminderung der 
Biegungsspannungen sowohl an den Randern wie auch in der Platten
mitte erreicht. 

.. 1) Der Durchschnittswert mil der Spannungsmomente 81 in den ~uerschnitten 
senkrecht zu den ·Diagonalachsen ist uberhaupt fUr dieganze Platte konstant. 
Aus der Gleichgewiohtsgleichung . Pu 

M .. = Ou= T 
ergibt sich inI Einklang mit Abb.63a 

·Mu Mu P 
m"=B.=2u-·=S· 
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Tafel 14. 
Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten 8.ufruhenden, durch 

eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 

~= 1 
a 

II +1 
2 

+-
4 

+~ 
4 

o II Faktor 

{ 8" 11+0,196531+0,193461+0,211871+0,267821+0,3446111 p 
8y - +0,05170 +0,116541+0,22891 +0,34461 P 

~=O 
a 

:'~-!r:H-- - I - 1+0,19275 
- - +0,0073 
- - 1+0,18545 
- -- +0,20005 I ~ 

I = l~g:~i~~~1 = 
I 

- 1+0,133941 -
- +0,10722 -

II ~ 
II ~ 

+0,06797 - I -
-0,05371 - -
+0,12168 - -
+0,01426 - I -

§ 24. Die nur auf zwei gegeniiberliegenden Randern 
aufruhende Platte. 

1. Die Randbedingungen und die Darstellung der 
Ran d spa n nun gen. 

Die in § 22 und § 23 durchgefiihrten Untersuchungen haben gezeigt, 
daB Platten, die nur auf den vier Eckpunkten aufruhen, in allen Quer
schnittsebenen parallel zu den Randflachen eine 
ziemlich gleichmaBige Verteilung der Biegungs
spannungen aufweisen. Um festzustellen, in
wieweit diese GleichmaBigkeit bestehen bleibt, 
wenn nur zwei Rander spannungsfrei sind, mi:ige 
jetzt auch die Platte, welche nur auf zwei gegen
iiberliegenden Kanten aufruht, behandelt werden. 

Die Randbedingungen einer solchen Platte 
lauten in "Obereinstimmung mit Abb. 65 fiir, die 
freien Rander x = + a: ." 

( 02 C I a2 C) 
8x = - N a x2 + m a y2 = 0 , 

, _ oM ~ _ _ (0 3 C 2 m - 1 
ax - 8x + 8y - N 8xS + m 

IX 

tJ 
r 

~cr 

r 
(J 
{)( 

+fg 
IX 

i /1 I r 
i ----~--

~2a~ 
Abb.65. 

r 
Ii 
IX 



190 Die Platten mit spannungsfreien Randflachen. 

fiir die gestiitzten Rander y = 0 und y = 2 b : 
En fJ21; fJ2 I; 

I; = fJ x = 0 , 8y :- fJ x2 = -fJ y2 = 0 . 

Fiihrt man wieder als Grundwerte die Verschiebungen 1;0 der ringsum 
frei aufliegenden Platte ein und setzt man wie vorhin 

I; = Co + C', 
so miissen die Zusatzwerte 1;' einerseits die homogene Differential-
gleichung /72 /72 1;' = 0 , 

andererseits die Randbedingungen 
fJ2 1;' 1 821;' 
~+-~=O, ux m uy 

, [(fJ31;0 2m-l fJ31;0) 
ax = aD x + ax = - N -0 x3 + m fJ x 0 y2 

( fJ31;' 2m - 1 oal;') 1 _ 
+ Cl3+ 00 2 -0, ux m x y 

, 02 1;' 
I; = oy2 = 0, fUr y=o und y = 2b 

befriedigen. 

fiir 

x=+a 

(a) 

(b) 

(c) 

AnschlieBend an die Untersuchungen III § 17, 1 wahle ich fiir 1;' 
den Ansatz: / 

k=1,2,3,4... (107) 
1;' = ~ sin (k; n { \ Ak (Sin k ; i- + Bk ; : (£01 k ; :) ) 

+ (Ok~Of k ~ ~ + Dk; ~ cstn k i- ~)}. 
Man kann sich leicht iiberzeugen,daB diese Lasung der Differential

gleichung zunachst die Randbedingungen (c) von vornherein erfiillt. 
Damit aber auch die Bedingungen (a) befriedigt werden, miissen 

zwischen Ak und Bk, Ok und Dk die folgenden Beziehungen bestehen: 

Ak = - Bk (! ~ + n ~ 1 ) = - ftk Bk , 
km-l 2b~ kna 

~ang --
2 b 

( 2 m nan a') 
Ok- -Dk k m _ 1 + 2 b:tangk 2 b. = -1'k Dk' 

Der Ansatz fiir 1;' kann also auch in der Form 

t = 2sin(k ;~-) {Bk(; : [of k; ~ - ftk~ink; ~) 
( n x . n x n x)} + Dk - - (StU k - - - 11k [of k - -
,2 b 2 b 2 b 

geschrieben werden. 

(108) 
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Es ist nunmehr 

[ :n: x :n: x . :n: x ( 1 m + 1 )] } + Die - - Q:of k - - - ISm k - - Vk + - . 
'2b 2b 2b km-1 

Fur x = + a ergibt sich insbesondere: 

, __ ( 83 ( 2 m - 1 83 t ) 
ax - N.'l 3 + --- .'l 2.'l 

vx m vy vx x~±a 

m-1 :n: 3 .:n:y 2 b 3m+11 :n:a =-N-(-) ~k3sm(k--) Bk + '-(£ofk--{ (
:n:a ) 

m 2 b ~ 2 b ~. k:n: a m - 1 k 2 b om --
, 2 b 

-D( ;: 3m+1 l~'k:n:a)) + k - , - om - - . 
(£of k ~ ~ m - 1 k 2 b 

2 b 

Fuhrt man zur Abkurzung die Bezeichnungen 

N m:- 1 (2:n:b)\3Bk . a:n: a'= Pic> 1 
ISmk 2 b 

N m -1 ('~)4 k3 Dk a = (jk, 
m 2 b (£of k :n: ~ (109) 

2 b 

N 3m m+ 1 (2:n:b r k2 Bk (£of k; ~ = Pk, 

N 3 m + 1 (~)3 k2DklSink~ ~ = (jk 
m ,2b 2 b 

ein, so lassen sich die Randbedingungen (b) fUr die Kante x = + a 

durch die Gleichung 

(ao",)x= +a + ~ [(Pk - (jk) + (Pk + (jk)] sin k; ~ = 0, 

fUr die Kante x = - a durch die Gleichung 

(aox)x~-a + 2; [(Pk + (jk) + (Pk - (jiJ] sink; ~ = 0 

ausdrucken. 
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Gelingt es auch, den Vel'lauf der Aufiagerwiderstande aoz langs der 
Kanten x = +a durch die Fourierschen Reihen 

(ao.,}z= +a = .1)(rk - Ek) + (Ylc + elc)]sin Ie; ~, 

(aoz),;= -a = 2'[(Yk + ek) + (ric - em sin Ie ; ~ 

darzustellen, so gehen die Randbedingungen in die einfachen Bezie
hungen 

(Pk + Pic) - (bk - blc) -_ -(y.,+ ylc).+ (ek - elc) , 

~+~+~-~=-~+~-~~~ 
iiber. Hieraus folgt: 

Pk + P'rc = ~(rk + ric) , 
bk - blc = -(ek - eX,) • 

Diese Gleichungen werden durch die Werte 

ek - e'rc 
Dk=--------------------~--~------------------

Nm-l(~)3k3( -i-i _3m+l.~®tnk~~) 
m 2 b @:of k 'll !!..- m - 1 k 2 b 

2 b 

(110) 

befriedigt. 
Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich aIle Beizahlen der Glieder der 

fUr l;' gewahlten Reihe leicht errechnen und die zusatzlichen Formande
rungen und Spannungen rasch bestimmen. 

1st die Belastung symmetrisch in bezug auf beide Mittellinien ver
teilt, so faIle:q. die mit Ak und Bk vervielfachten ungeraden Funktionen 
fort. Verlegt man sodann das Achsenkreuz nach dem Plattenmittel
pu,nkt, so gewinnt man fiir C' den Ansatz: 

~ lc-l ['ll X 'll X 'll x] 'll y 
1;' = .::.. (-1)2 Dk -- -- 6in -- -- - vk@:ofk -- -- cosk -- ---:. (111) 

lc=1,3, 5... 2 b ' 2 b 2 b 2 b 

Hierbei kommen fiir k nur die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 .... in 
Betracht. 

In den melsten Fallen konvergiert diese Reihe so rasch, \daI3 die 
zwei ersten Glieder voIlkommen geniigen, urn die-Gestalt der C'-Flache 
zu bestimmen. 
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Bezeichnet man nunmehr mit q"" q{J, qy, q~ die jeweilige GroBe der 
Auflagerkraft aox langs der Kanten x = + a, und zwar an den Stellen 

y 
b 

setzt man ferner 

3 
4' 

y 2 
b 4' 

""" k-l n y n y n y 
(aox)x=±a= ..:::...(-1) 2 ckcosk2b=Clcos2b-C3cos32b 

n y n y + Cs cos 5 2 b - C7 cos 7 2 b ' 

so werden die Bedingungen 

fUr 
y 3 

aDX = qrx 
b 4' 

fUr 
y 2 

aox = q(; 
b 4 ' 

fUr 
y 1 

aox = qy 
b 4 ' 

fur 
y 

aox = qo -=0 
b 

erfilllt, wenn die Beizahlen c den Gleichungen 

c1 = 2"q<x sm S + 2"q{Jsm S + 2"qysm s + 2"2 sm S ' 

1 . 3n 1 . 6n 1 . 9n 1 q~ . 12n 
Cs =2" qrxsms + 2"q{Jsm S + 2 qysm S + 22 sm-8-' 

1 . n 1 . 2n 1 .. 3n 1 q~ . 4n I 
1 . 5n 1 . IOn I . 15n 1 qo . 20n )(112) 

Cs =2" q",sm s + 2-qllsm-8- + 2"qysm--8- + 2"2 sm -8-' 

1 . 7 n 1 . 14n 1 . 21n 1 q~ . 28n 
c7 = 2" qrx sm S +2 q{J sm -8- + 2" qy sm -8- + 28 sm -8-

genugen. Hat man mit Hilfe dieser Formeln die GraBen c errechnet, 
so erhalt man schlieBlich fiir die Beizahlen Dk die einfache Bestimmungs
gleichung: 

------------------------ (113) 

Marcus, Platten. 13 
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2. Die Berechnung der gleichmaBig belasteten 
Platte. 

Als Beispiel sei eine Platte mit dem Langenverhaltnis a : b = 1 : 2 
gewahlt. lch setze voraus, daB sie auf den Randern y = + b aufruht 
und mit p gleichmaBig belastet ist. 

Fiir die ringsum aufliegende Platte mit dem gleichen SeitenV'erhaltnis 
sind im Abschnitt III, § 9 die Ordinaten der Co-Flache bereits errechnet 
und die Werte der zugehorigen Auflagerwiderstande in Tafel 4 ange
geben. Fiir die Randpunkte der Abb. 65 sind hierbei die Werte 

qar. == (vx + V~)Y=Hb = (0,6480 + 0,09304) pa = 0,74104pa, 
qp = (vx + v~)Y= ± fb = (0,8282 + 0,09366) pa = 0,92186 pa , 
qy = (vx + v~)Y= ± tb = (0,9055 + 0,07931) pa = 0,98481 pa , 
qfJ = (v~ + vx)y=o = (0,9269 + 0,07265) pa = 0,99955 pa 

ermittelt worden. 
Fiihrt man dieseGroBen in die vorhin abgeleiteten Formeln (112), 

so liefern sie fiir die Beizahlen Ck der Fourierschen Reihe die Werte 

C1 = 1,17254 pa , 
ca = 0,22991 pa , 

C5 = 0,077 83 pa , 
C7 = 0,02086 pa . 

Die Gleichung der Auflagerkrafte der Rander x = +a lautet also: 

(aox)x=±a=pa[I,17254COS(; ~)-0,22991COS(3; ~) 

+ 0,07783 cos (5 ; ~) - 0,02086 cos (7 ; ~)] . 

10 
Auf Grund der Formel (113) erhalt man weiterhin fiir m = 3 und 
a 1 
1)=2: 

Da die Reihe recht gut konvergiert, geniigt es fiir die weiteren Unter· 
suchungen, nur die beiden ersten Glieder zu beriicksichtigen. 
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Es ist nunmehr 

210 nl n 
y = -. - + - -'.tann - ,= 3372203 

1 1 7 2 2 1:)4' , 

2 10 n 1 n 
Y3 = ----- + - . - '.tann 3 - = 1 723793 37221:)4' , 

C =Co+C'=Co+~(-lt;lDkCOS(k; ~)l; ~6tn(k; ~) 

- Yk @:01 (k ; -b-)] , 

C = Co + Dl cos (; t)[; . ~ 6tn (; ~) - ~1 @:Ol(; ~)] 

-D cOS(3~JL)r~·~@)in(3~~')' -Y @:O\(3~~)1 
3 2 b,' 2 b 2 b 3 I 2 b J 

Mit Hilfe dieser Formel sind fUr die Rand- und Mittellinien die Werte 

02
' 02 C C, 0 x 2 ' 0 y2 errechnet und in der Tafel 15 zusammengestellt worden. 

Sie enthalt auch die Ordinaten der elastischen Linie und die Biegungs
momente eines gleichmaBig belasteten, einfachen Balkens von der Spann
weite l = 2 b: seine Formanderung und seine Beanspruchung stimmen 
mit derjenigen del' Platte im Grenzfalle m = co vollig iiberein. 

Aus den Rechnungsergebnissen ist zu erkennen, daB sich die freien 
Rander starker als die gleichgerichtete Mittellinie durchbiegen und auch 
groBere Biegungsspannungen aufweisen: die Unterschiede sind jedoch 
so geringfUgig, daB die Verteilung del' Beanspruchungen langs del' zur 
Spannrichtung senkrecht stehenden Querschnitte als nahezu gleich
maBig bezeichnet werden darf. Diese Feststellung ist aus dem Grunde 
besonders wichtig, weil die Breite (2 a) del' Platte im Vergleich zu ihrer 
Lange (2 b) durchaus betrachtlich ist. 

Da die Randel' die groBeren Durchbiegungen erfahren, so erscheint 
die Platte in del' Querrichtung nach oben gewolbt: daher sind die Mo
mente del' reduzierten Spannungen 

m2 - 1 (J2 C 
8red x = - N . ---;;:n,2- (J x2 

negativ und am Rande verhaltnismaBig bedeutend. 
Hingegen sind die wirklichen Spannungsmomente 

8]; = _N(~l + ~ fJ ZC ) 
. fJx2 m fJyZ 

selbst im Mittelpunkt del' Platte, wo sie ihren GroBtwert erreichen, 
13* 
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geringfiigig und verschwinden am freien Rande ganzlich. Beachtenswert 
ist vor aHem, daB sich die Biegungsmomente 

( 02
' 1 02

') 
8y = -N oy2 + m ox2 

iiberhaupt kaum von denjenigen des einfachen Balkens unterscheiden: 

Tafel 15. 

Die Durchbiegungen und die Spannuugsmomente einer gleichmit8ig be
lasteteu, auf zwei gegeniiberliegenden Riindern frei aufmhenden Platte mit 

dem Liingenverhiiltnis L = 2b = 4a. 

y 

b 

:v 
'In -

a 

10 
- ° 3 

I 

10 
1 3 

-_ .. 

00 {~ 

I' 

r 8y 

8z 

8 y 

[ :. 8y 

8z 
8y 

t, 

8 y 

3 
4 

0,00533 

-0,01061 
0,05646 
0,00633 
0,05328 

0,00564 

-0,01805 
+0,06018 

-
0,05476 

0,00506 

0,05469 

I 
I 
I 
I 

I 

I 
I 

I 

I 

I 

2 
4 

0,00974 

-0,01983 
Q,09789 
0,00954 
0,09194 

0,01036 

-0,03172 
0,10572 

-
0,09621 

0,00928 

0,09375 

I 
I 

I 

1 
4 

·0,01260 

-0,02570 
0,13107 
0,01115 
0,11513 

0,01346 

-0,03929 
+0,13098 

-
0,11919 

0,01205 

0,11719 

o II Faktor 

0,01363 
pL4 
}l 

-0,02763 pL2 
0,13294 pL2 
0,01169 pL2 
0,12278 pL2 

0,01453 
pL4 
}l 

-0,04157 pL2 
+0,13857 pL2 

- -
0,12610 I pL2 

0,01302 
pL4 

lr 
0,125 pL2 

Ein Vergleich zwischen den beiden Zahlenreihen ffir m = lrP- und 
m = 00 zeigt, daB die Durchbiegungen und die wirklichen Spannungen 
von der GroBe der Poissonschen Querdehnungsziffer nicht merklich 
beeinfluBt werden, wahrend die reduzierten Spannungen, je kleiner m 
gewahlt wird, urn so rascher zunehmen. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB infolge der starkeren Durchbiegung 
der freien Rander die gestiitzten Rander nicht das Bestreben haben, 
sich von der Unterlage abzuheben, sondern eher die letztere einzudriicken. 
Die an den Ecken auftretenden Einzelkrafte 

C = -2t:vy = +2 m - 1 (aa2 i .) = 0,642248pa2 = 0,08028 Q 
m xvy :v=-a 

y= +b 
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sind daher aufwarts gerichtet, also positiv. Hieraus folgt, daB die langs 
der gestiitzten Rander verteilten Auflagerwiderstande 

+a 

2Ay = 2 Ja1/dx = Q -- 40 = O,67888Q 
--a 

kleiner als die Plattenbelastung Q sind. Die Krafte 0 erscheinen ziem
lich betrachtlich, sie nehmen jedoch mit wachsendem m ab: sie ver
schwinden im Grenzfalle m = 00 , und es treten dann wie beim einfachen 
Balken nur gleichmaBig verteilte Au£lagerkrafte langs der gestiitzten 
Rander auf. 

IX. Die Platten mit nachgiebiger Randstiitzung. 
§ 25. Der Einflu8 einer Durchbiegung der RandunterIagen 

bei ringsum frei aufliegenden Platten. 
Wahrend die Au£lagerkrafte und die Spannungen eines einfachen, 

frei au£liegenden Balkens bei einer Senkung der Stiitzpunkte im all
gemeinen unverandert bleiben, werden hingegen die auBeren und 
inneren Widerstande einer ringsum aufruhenden Platte, wie bei jedem 
statisch unbestimmten Tragwerke, durch eine Nachgiebigkeit der Rand
unterlage, iiberhaupt durch jede Veranderung der Au£lagerbedingungen 
merklich beein£luBt. 

Urn einen Anhalt iiber die GroBe dieses Ein£lusses zu gewinnen, 
nehme ich als Beispiel die quadratische, gleichmaBig belastete Platte 
und bezeichne wie friiher mit 1;0 die Durchbiegung der ringsum frei 
aufliegenden Platte mit starrer Randunterlage, mit 1;' die durch eine 
Senkung der Stiitzpunkte hervorgerufene zusatzliche Verschiebung, 
mit 1; = 1;0 + 1;' die endgiiltigen Ordinaten der elastischen Flache. 
leh wahle fUr 1;' den einfachen Ansatz 

, ( n x n y n y n x) C = A (fof - -- cos - - + (fof - - cos - -
2a 2a 2a 2a 1 

( n x . n x n y n y . n y n x) j + B 2 '-;;'- ~m 2 --;; cos 2 --;; + 2 . --;; ~ln 2 . --;; cos 2 --;; : 
(a) 

A und B stellen hierbei konstante GroBen dar. Man kann sich leicht 
iiberzeugen, daB dieser Ansatz der Grundgleichung /74 1;' = 0 geniigt. 

Fiir die Rander x = ±a ist 

(1;')x=±a = (A (fol; + B; ~in ;) cos ; . ~, 
und ebenso fiir y = +b = +a: 

(1;') - ± = (A ([01 ~ + B ~ Elin"!-) cos _n • ~ 
1/- a 2 2 2 2 a' 
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Diese Gleichungen besagen, daB die ursprunglich geraden Rander 
sich infolge der Nachgiebigkeit der Stutzung nach einer Cosinuslinie 
krummen. 

SolI beispielsweise die Randmitte die Senkung 

, l a 
(0,,= ±u = 1000 500 

y~O 

erfahren, so muB 
n n. n a 

A <£of -- + B-- 6tn- =-
2 2 2 500 

(b) 

genommen werden. 
Aus der Gleichung (a) erhalt man andererseits 

02 " ( n )2 { ( n x n y n y n x) o x2- = 2a A <£of 2 a cos 2 -a,- - <£of 2 a' cOS:2 a, 

[( n x n x . n x) n y n y~. n y n x]} + B 2 <£of -- - + - - 6tn- - cos- -- - -- . - 'Otn - - • cos - -
2a 2a 2a 2a 2 a 2a 2a' 

iJ2 C' ( n )2 { ( n y n x n x n y) 
- = - A <£of -. -cos- - - <£of -. -cos-
oy2 2a 2 a 2 a 2 a 2 a 

+ B[(2<£01~~+ n . ~6in~-.~) cos~~- -~. ~6in n ~. cos~. ~]}, 
2 a 2 a 2 a, 2 a 2 a 2 a 2 a 

und insbesondere fur die Rander x = +a bzw. y = +b = +a: 

_ (0 2 C' 1 02 C') 
8" - - N ""'2 + - ~ 

ox m uy ,,=±a 

Da die Platte nicht eingeklemmt ist, so mussen die zum Rande 
senkrecht gerichteten Biegungsspannungen verschwinden. Es ist daher 

m - 1 n ( n m - 1 n . n) 
A ~ <£01 2 + B 2 <£01 2 + -:;;;:- 2 61n 2 = 0 . (c) 

Fur den Grenzfall m = CXJ liefern die Bedingungen (b) und (c) die 
GroBen 

ncr- n 
-~ang-- + 2 

A=~.2 2 
1000 <£of ~ 

2 

a 1 
B=--·--

1000 <£of ~' 
2 
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aus der Gleichung (a) folgt nunmehr fur den Plattenmittelpunkt 
(x = y = 0): :n :n 

2-:.t:ang 2 + 2 a 

" = 2 A = 5~0 ---:n- = 1006,2,7425, 
~of2 

8 x = Sy = - 2 N (;aY B = (; r ~ ~: . 1O~0 . ~O;!! ' 
2 

6sx (:n)2 E h 1 Eh 
°max = 1/,2 = 2/ 1000 -(i' ~of _~ = 1000a' 0,98335, 

2 

und fUr die Mitte eines Randes (y = 0, x = +a): 

I 2a 
, = 1000' 

8y = N· (2:Y ( A ~of ; + B ; 6in ;) = (; r !:: 1;00' 

_ 6sy _ (:n)2 Eh _ Eh 674 
°max - 1/,2 - 2 1000a - 1000a . 2,4 . 

Bei einem Langenverhaltnis ~ = 1~ erhalt man beispielsweise fur 

eine Betonplatte unter Zugrundelegung der Ziffer E = 210 000 kgjqcm 

210000 
in der Plattenmitte: a = 15 . 1000 . 0,98335 = 13,77 kg/qcm , 

in der Randmitte: 
210000 

a = 15 . 1000 . 2,4674 = 34,54 kg/qcm . 

Diese zusatzlichen Beanspruchungen sind im Vergleich mit den 
fur die normale Belastung zulassigen Spannungen nicht unerheblich. 
Ihre Bedeutung fUr die Tragfahigkeit der Platte darf um so weniger 
unterschatzt werden, als eine Senkung der Randmitte um T-d-oo der 
Randlange bei Platten, welche auf biegsamen Randtragern aufruhen, 
durchaus nicht auBergewohnlich ist. 

Die Drillungsmomente werden hingegen durch die Krummung der 
Rander verkleinert. Es ist namlich 

02" ( :n )2{ ( . :n x . :n y .:n y . :n x) ox 0 y = - .2a A 6m 2 a . sm 2' a + 6m'2 . a . sm 2 a 
[( . :n y :n y :n y) . :n x + B 6m- - + -- - . ~of - - sm - . 

2a 2a 2a 2a 

( . :n x :n x Jl x) . n y]} + 6. m -- - + - - ~of - . - sm - - . 
2a 2a 2 a 2a 
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In der Ecke x = - a, y = + a tritt das zusatzliche Moment 

, . m -1 02C' 
t --N·---~·· 
xy- m oxoy 

( n)Z m - 1 l . n (. n n n)J = - - 2 -- N A (5m - + B (5m - + -- ~of-
2a m 2 2 2 2 

auf. Fur m = 00 ergibt sich insbesondere 

,~, ~ - (;)' ::: 1~ (~ng ; -'; . [0; ;) 
= _ (~)21! h3 • ~. 1,67528 

2 6 a2 1000 ~of n 
2 

Dieser Wert ist groBer als derjenige des zusatzlichen Biegungs
momentes in der Plattenmitte und nicht wesentlich geringer als der 

., l' h G d N 02 Co . tid' ursprung lC e run wert to = - a x 0 y' wemgs ens so ange p Ie 

Grenzen der Gebrauchsbelastung nicht merklich iiberschreitet. 
Das gesamte Drillungsmoment t = to + t' wird um so kleiner, je 

starker sich die Rander durchbiegen. Diejenige Senkung der Randmitte, 
bei welcher die Drillungsmomente iiberhaupt verschwinden, laBt· sich 
im iibrigen leicht bestimmen. Die Gleichung der elastischen Flache 
lautet in diesem FaIle, wenn wiederum m = 00 genommen wird: 

Die zugehorigen Spannungsmomente und Auflagerkrafte sind: 

pa2 ( XZ) 
8", = 4 1- aZ ' 

pa2( yZ) 
8y = 4 1- a2 ' 

txy = 0, 

pa 
(vx)",=±a = (vY)y=±a =2-' 

Diese Formeln liefern 
fiir den Platterimittelpunkt: 

5 pa4 pa4 

Cm = 24 N = 0,20833 N' 
paz 

8","": 8y = 4 = 0,25pa2 , 



Die Berechnung durchlaufender Platten. 

fiir die Mitte del' Randel' x = + a: 

< 5 pa4 pa4 

(r= 48 N=0,10417 N , 

8x = 0, 

pa2 

8y = 4 = 0,25 pa2 • 

201 

Diesen Werten stehen bei del' frei aufliegenden Platte mit starren Auf-
lagern die GroBen < p a4 

('II' = 0,064876 N ' 

8x =8y =O,14557 paz 

gegeniiber. Infolge del' Nachgiebigkeit del' Stiitzung ist also die Durch
biegung des Plattenmittelpunktes bis auf das Dreifache vergroBert, 
wahrend die Biegungsspannungen nul' urn 70 v. H. gewachsen sind. 

Beachtenswert ist aueh die Tatsache, daB, obgleich die Senkung ~m 
des Mittelpunktes doppelt so stark als die Senkung ~r del' Randmitte 
ist, die Momente 8y an beiden Stellen die gleiehen sind. Die betracht
liehe Widerstandsfahigkeit, welche bei den bisherigen Plattenversuchen 
trotz del' Nachgiebigkeit del' Stiitzung und trotz del' fehlenden Ver
ankerung del' Ecken in Erseheinung getreten ist, ist auf diese giinstige 
Einwirkung del' gleiehmaBigen Spannungsverteilung zuriickzufiihren. 

X. Die Berechnung durchlaufender Platten. 
Die Platten, welche im vorliegenden Abschnitt behandelt werden 

sollen, sind an den Randern ringsum aufgelagert und auBer-
dem zwischen den Randel'll 1 2 J m-1 m 

durch einen Rost von Langs-
und Quertragern unterstiitzt 

2~~---+---~--+---j--~---i 
(Abb.66). 

Unter Tragern moge hier
bei jegliche bauliehe Ausbildung 
einer stetigen Unterstiitzung del' 
Platten verstanden werden. In n-11-----f-----!----+---+---f------f-----j 

diesem Sinne kommen bei Decken, 
welehe emen odeI' mehrere 
Raume iiberspannen, ebenso 
Wande als Balken, die selbst 
Betracht. 

nr----+---r---r--+--r----+------j 

'"'-fa.;., 

Abb.66. 

auf Stiitzen aufgelagert sind, III 
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Ich setze voraus, daB die Trager in gleichen Abstanden 2 a und 2 b 
angeordnet sind und daB sie eine ausreichende Steifigkeit besitzen, urn 
als unverschieblich angesehen werden zu dur£en. Die Decke hingegen 
soIl auf dem Rost freibeweglich aufruhen. 

Sind m Langs- und n Quertrager vorhanden, so besteht die Platte 
aus (m + 1) (n + 1) gleichartigen Feldern. Wenn diese Felder durch 
keine Fugen voneinander getrennt sind, so wird jede Belastung eines 
:Feldes eine Beanspruchung aller ubrigen zur :Folge haben und umge
kehrt auch die Formanderung des belasteten :Feldes durch den Wider
stand der unbelasteten beeinfluBt werden. 

Die Untersuchung des statischen und elastischen Zusammenhanges 
der :Felder ist die Aufgabe der nachstehenden Entwicklungen. 

§ 26. Die Stetigkeitsbedingungen. 

Urn die Randbedingungen jedes Plattenabschnittes festzulegen, seien 
zuerst zwei benachbarte :Felder I und II mit der Umrandung abc d 

und eat g in Betracht ge
zogen (Abb. 67). 

y~ 
i 
L--~ v .x 

oX d_d_~g----:FgT-l 

~ ;J-~ t ~~:~r l~:l ~ 
b x a e j 

'------+-,c~c- f-f :rJ_-

32 

3t 
.l.----~ N X 

. x, . 
~2a--~ 

Abb.67. 

Da die Trager unverschieb
lich sein sollen, so muB zu
nachst £lir aIle Randpunkte r 

seln. C, = 0 (a) 

Bezeichnet man mit Wx 
und Wy die Neigung der elasti
schen Flache in der x, z- und 
in der y, z-Ebene, so er£ordert 
die Stetigkeit der :Formande
rung langs des gemeinsamen 
Randes a a , welcher senkrecht 
zur x-Achse steht, daB 

WxI = WxII 

sein solI. Diese zweiteBedin
gung kann auch in der Form 

( 00 ~ t = +a = (OaC~I t = _ a (bI ) 

geschrieben werden. 
Ebenso gilt fur den gemeinsamen Rand d d der in der y-Richtung 

benachbarten Felder I und V die Beziehung: 

(~CI) = (o.Cv) 
C\ ~. (b2 ) 
uY'y=+b uy y'=-b 
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Die Stetigkeit des Spannungszustandes verlangt andererseits, daB 
unmittelbar links und rechts des Randes aa die gleichen normalen 
Biegungsmomente 8x im Felde I wie im Felde II vorhanden sind. Hier
aus folgt: 

Da von vornherein 

ist, so lautet die dritte Randbedingung 

Fiir den gemeinsamen Rand d d der Felder I und V ergibt sich sinn
gemaB: 

Es ist leicht zu erkennen, daB, wenn die Bedingung (c1) erfiillt wird, 
die tangentialen Biegungsmomente 8y links und rechts des Randes a a 
in beiden Feldern I und II iibereinstimmen miissen. Ebenso schlieBt 
die Bedingung (b1) die Beziehung 

a ( a CI) 0 (0 eII) 
By· oXx=+a=oy oXx=-a 

und somit auch die Gleichheit der Randdrillungsmomente an der 
Kante aa in den benachbarten Feldern I und II ein. Hingegen miissen 
die Scherkrafte Vx links und rechts von a a verschieden sein, weil durch 
die unmittelbar iiber dem Trager a a auftretenden Auflagerwiderstande Ca 

eine Unstetigkeit in der Verteilung der Scherkrafte hervorgerufen wird. 
Zwischen diesen Widerstanden und den Randscherkraften besteht nam
lich die durch das Gleichgewicht in der z-Richtung vorgeschriebene 

Bedingung: Ca = (VIIx)x= -a - (Vlx)x= +a. (e1) 

Fiir die Stetigkeit der Formanderungen und Spannungen kommen 
also nur die durch die Gleichungen (a), (b) und (c) ausgesprochenen 
Randbedingungen in Betracht. 

Denkt man sich nunmehr die Decke durch Fugen langs der Trager 
in einzelne, voneinander v611ig unabhangige, ringsum frei aufliegende 
Platten zedegt, so lassen sich die elastischen Verschiebungen Co jedes 
einzelnen Feldes mit Hilfe der bisherigen Verfahren ermitteln. Die 
Grundwerte Co geniigen von vornherein den Gleichungen (a) und (c), 
sie erfiillen jedoch nicht die Bedingung (b). Es miissen daher langs der 
Rander jedes Feldes Krafte und Kraftepaare angebracht werden, welche 
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zusatzliche Formanderungen C' hervorrufen, die einerseits die homogene 
Differentialgleichung V2 V2 C' = 0 befriedigen und andererseits derart 
bestimmt sind, daB die endgiiltigen Verschiebungen 

aIle drei Randbedingungen (a), (b) und (c) erfullen. 
Fiir die Zusatzwerte C' gelten mithin am Rande a a die folgenden 

Gleichungen: 
(ClJv= +" = (Ch)x= -a = 0, (ajJ 

( OC01 + OC1) = (a Call + a Ch) , 
ax ax x=+a AX AX x=-a 

(bjJ 

(cj) 

Die Ermittlung einer Losung C', welche diesen Bedingungen genugt, 
ist das nachste Ziel unserer Aufgabe. 

§ 27. Die Gleichungen zwischen den Randmomenten. 
lch wahle zuerst fiir die Felder I und II den Ansatz: 

(114) 

Der positive Richtungssipn der Ordinaten Xl' YI und X 2 , Y2 ist hierbei 
aus Abb. 67 ersichtlich. 

Nimmt man fiir k der Reihe nach eine der ganzen ZahlenJ, 2, 3, 4 ... , 
so genugt der vorstehende Ansatz, wie man leicht erkennen. j{ann, 
sowohl der Bedingung (at) wie auch der Bedingung (cD. 

Es ist namlich im Felde I 

Ci = 0 fur YI = 0, . YI = 2b, 
Xl = 0, Xl = 2a 

undebenso im Felde II 

Ch =0 fur YI = 0, YI = 2b, 
X2 = 0, X 2 =2a. 
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Die zugehorigen Biegungsmomente 

(115) 

verschwinden im Felde I (fUr x = Xl) Htngs der drei Randlinien Xl = 0, 
YI = 0, YI = 2 b und ebenso im Felde II (fur X = x2) langs der Kanten 
x2 = 0, YI = 0, YI = 2 b, wahrend am gemeinsamen Rande a a mit 
Xl = x2 = 2 a in beiden Feldern die gleichen Stutzenmomente 

N ~ ~ kAk ·:tang (kn!!.-) sin (k ~ YI) 
2ab~ \ b· 2 b ' 

(116) 

vorhanden sind. 
Durch die Reihe (114) mit den Beizahlen Ak ist also eine Randbe

lastung der Felder I und II derart bestimmt, daB Randbiegungsmomente 
8", und 8y uberhaupt nur am gemeinsamen Rande aa auftreten und in 
beiden benachbarten Feldern unmittelbar links uud rechts dieses Randes 
den gleichen Wert aufweisen. 

Um in ahnlicher Weise die Wirkung der ubrigen Stutzenmomente, 
welche an den Kanten b b, c c, d d entstehen, zu berucksichtigen, fUge 
ich fUr die Felder I und II I den Ansatz 
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(114b) 

(114 c) 

Rand-

+Bk( 6ink~2 -~~ ~Ofk~)l 
. a a n a 

6mknZ; ~ofknbl 

+ Sin(k ~ ~ ) [Ok ( 6ink 'fI1 _!!...- 'fI1. ~ofk '!1L) 
at . b bn b 

6mkn- ~ofkn-
a a I 

(117) 

+ Dk( 6 ink 'fl2 -!!...- 'fI2. ~Ofk~)l) 
. b b n b 

6mkn- ~ofkn-
a a 
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beschrieben. Hierbei ist: 

n Yl 
'71 = 2 ---;; , 

207 

Dieser Ansatz genugt von vornherein den Bedingungen (a:) und (c~) 
fUr die vier Kanten aa, b b, cc und dd. Es muE jetzt nur noch unter
sucht werden, wie die Beizahlen Ak , Bk , Ok und Dk zu wahlen sind, 
damit auch die Stetigkeitsbedingung (b:) befriedigt wird. 

Zur Abkurzung fUhre ich die Bezeichnungen 

(a COl) I -- =W, ax X=-(I , 

(a CI) r -- =TI ax x=+a ' 
( acl ) _ I 

~ -- iI 
Ox x=-a 

ein und ersetzte die Bedingung (~:) durch die Gleichungen 

r + r I + I wI TI = W Il TIl' 
l' I I ., 

TI - TIl = W Il - WI' 

Fiir das Feld I liefert der Ansatz 

(US) 
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,; ~ ;b 2 {sm(k : ~,) [.4.( Gin:" = -: k
I
,,' ~f:" = ) 1 

- ~ kIn - :tangkn :) 1 ( 
1 

-Bk 
%angknt 

+ ~ [Ok (' 6ink 1'Jl _!!.... ~ (fof k 1'Jl ) 
a . b b n b 

6mkn- (fofkn-
a a 

(119) 

+ Dk ( 6ink 1'J2 _!!....!l.'!. (fofk ~)ll' 
. b b n b 

6mkn- (fofkn-
a a 

Geht man zum Felde II iiber, so miissen den Kanten ee, aa, II, gg 
(an Stelle der Kanten aa, bb, cc, ad) die Beiwerte Ek, Ak, Fk, Gk 

(an Stelle von Ak, Bk, Ok, Dk) zugeordnet werden. Die Gleichung der 
Ch·Flache lautet daher: 

"II = ...::;.; sm b 'YJl k • a - a -;: ------'a'-r' ~ {. (k a ) [E ( 6ink ~1 b ~1 (fof k ~1 ) 

6mknb (fofkn ---,; 

+ Ak ( 6ink ~2 _! ~2 (fofk ~2 )] 
. a a n a 

6mkn---,; (fofknb. 

(121) 
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Fuhrt man diese Werte in die Bedingungsgleichung (b;') em, so 
erhalt man die Beziehung: 

2b( I r) 21' (a )' [, (I 1 a- ,a b 1 )\ - ill -ill = k sm k-17 2Ak -- -----:t,anl'lkn---~ 
n II I b 1 a)1 b a kn 

..%an}1kn h 

(122) 

In dieser Gleichung tritt, wie bei der Dreimomentengleichung 
des durchlaufenden Stabes, die Verknupfung zwischen den sieben 
Randmomenten A, B, 0, D, E, F, G der sieben Kanten zweier 
benachbarter Felder einer durchgehenden Platte deutlich in Er
scheinung. 

SteUt man diese Gleichung m (n + 1) fur die m Langstrager und 
n (m + 1) fur die n Quertrager noch auf, so gewinnt man die zur Er
rechnung der 2 m n + m + n Randmomente erforderlichen Bestim
mungsgleichungen. 

§ 28. Die Entwicklung der Elastizitatsgleichungen. 

1. Die durchlaufende Platte mit einer einzigen 
Felderreihe. 

Die durch die Gleichung (122) ausgedruckte Stetigkeitsbedingung 
muB langs des gemeinsamen Randes fUr jeden Wert von 1h, d. h. in 
jedem Punkte erfullt sein. 

Will man diese Bedingung fur r Punkte der gleichen Kante be
friedigen, so erhalt man eine Gruppe von r Gleichungen, in welchen 
nur die gleichen Unbekannten Ak , Bk , Ok, D k , Ek , F k , Gk , und zwar 
in solcher Verbindung vorkommen, daB es von vornherein moglich ist, 
wenigstens einen Teil dieser GroBen, welche mit dem gleichen Zeiger k 
behaftet sind, abzusondern. 

Die Auflosung der Elastizitatsgleichungen gelingt am raschesten, 
wenn nur eine cinzige Reihe von Feldern vorhanden ist. Es mussen 

Marcus, Platten. 14 
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dann, wie die Abb. 68 zeigt, da die auBeren Rander £rei von Biegungs
spannungen sein sollen, die Randmomente Ok, Dk , Fk und Gk ver
schwinden. 

Abb.68. 

Die Stetigkeitsbedingung lautet dementsprechend: 

2 ! (w~ - W~I) = ~ sin (Ie; ~){2 Akl1k + (Bk + E k) Vk}. (123) 

11k = ! ! -Ie (%angle:n : - --~) , 
%angle:n bl 

Ie 1 b 1 

Hierbei ist 

(124) 
Vk=-------

. a:na a 
~mle:nb [ofle:n b 

Wird nunmehr die linke Seite dieser Gleichung in die Fouriersche 
Reihe 

W~ - W~I = ~ tpk sin (Ie ; ~1) 
entwickelt, so erhalt man fur die Kante aa die Gleichungsgruppe: 

(125) 

In jeder Gleichung kommen also, wie bei der Dreimomentengleichung 
des durchlaufenden Stabes, nur drei Randmomente mit demselben 
Zeiger Ie vor. Schreibt man in ahnlicher Weise die Elastizitatsbedin
gungen fiir die nachsten Kanten auf, so lassen sich alle zum selben 
Zeiger Ie gehorigen Gleichungen in einer von allen iibrigen Unbekannten 
mit verschiedenem Zeiger unabhangigen Gruppe zusammenfassen. 
Hiermit wird die Berechnung der durchlaufenden Platte auf die gleiche 
Grundlage wie· die Untersuchung des durchgehenden Balkens zuriick
gefiihrt. 
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2. Die durchlaufende Platte mit mehreren 
Felderreihen. 

211 

Ein ahnliches Verfahren gestattet auch bei mehrreihigen Platten, 
die Elastizitatsgleichungen in iibersichtlicher Form zu entwickeln. 

Um die Erlauterungen zu kiirzen, will ich mich auf die Behandlung 
von Platten mit quadratischer Felderteilung beschranken. Der Weg, 
welcher in den nachstehenden Untersuchungen eingeschlagen wird, fiihrt 
aber auch bei rechteckigen Feldern zum Ziele. 

b 
Beachtet man, daB fiir -- = I 

a 
a I :rang k n - - ------ --
b a 

:rangkn-,; 

sich kaum von Null unterscheidet, so kann man der Stetigkeitsbedingung 
den einfacheren Ausdruck 

2a (r I ) - wI - wII 
n 

= 2 k { sinkrJl [2 A k • kIn + (Bk + E k) (Eli~kn - kn ~ofkJ] 
+ [(F _ 0 k) (Elink rJl _ rJl [of k rJl) 

k kCOS n Elinkn n [ofk.n 

+ (G - D k) (Elink rJ2 _ rJ2 [Ofk1]2)] } 
k kCOS n r::;.. k IT' fk om n n \2-0 n 

geben. 
Da Yl = a - y, Y2 = a + Y 

ist, so erhaIt man auch, wenn 
n Y n Y 
2-;=2b=rJ 

14* 

(126) 
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vorgenommen wird, die weitere Beziehung: 

(127) 

leh schreibe zur Abkiirzung 

Es ist leicht zu erkennen, daB die Reihe <tg (1'}) nur die geraden und die 
Reihe rJju (1'}) nur die ungeraden Funktionen von 1] umfaBt. 

Multipliziert man der Reihe nach die beiden Seiten der Haupt
gleichung (127) zunachst mit einer geraden Funktion f{Jg (1]) und sodann 
mit einer ungeraden Funktion f{Ju (17), integriert man ferner von 

n n . 
17 = - "2 bis 1] = + "2 und beachtet man, daB 

n n 
+2 T2 

f rJjg(1J) tpu(1J) d1J =IcfJu(1J) tpg(IJ) d1J = 0 
:JT. ."'T, 

2 
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sein muB, so zerfallt die Stetigkeitsgleichung in die beiden Bedingungen 

n + --
2 2 

2 : I(w~ - wil) qJg (1)) d 1) = 2/@g(1)) qJg (1)) dr; , 

1f. 0 

+% ~ 

2 :/(W~ - wil) qJu (1)) d1) = 2/@u(r;) qJu(1)) d1) ,. 

n 0 

2 

Ich wahle jetzt 

qJg (1)) = cos ql1 , 

und nehme hierbei der Reihe nach 

Da 

q = 1, 

r = 2, 

;7 

2 

3 , 
4, 

5, 

6, 

7 .. " 

8 ... , 

jcos(q1)) cos(k1))d1) = 0 
o 

wird, wenn k verschieden von q ist und da ebenso 

2 

j sin (r 1)) sin (k 1)) d 1) 
o 

(129) 

fUr aIle geraden Zahlen k, die von r verschieden sind, verschwindet, 
so liefern die Gleichungen 

2 

I@g(1))cos(qy)) d 1) 
o 

2 

q-l r 1 (1 1 ') 1 !' 
= (-1)~2 q 2Aq~ + 6' - ---rr-r- (Bq+Eq) / cos2 (q1)) dY) 

qn mqn qn~oqn 
,J 

;r 0 

() 
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2 

f tPu,('l1) sin (r'l1) d'l1 
o 

2 

=(-U~-+lrlr2Ar~+(~- [\ )(Br +Er)]jsin2 (r'l1)d'l1 
rn ~nrn rn Orn 

:n: 0 

Es ist nun 

2 2 

jCOS'l(Q'l1) d'l1 = jSin2 (r'l1) d'l1 = : ' 

o 0 
2 

j(([Ofk.t} 2'l1 ®ink'l1) ()d (1)q-l 2kQ [ofk ; 
----'----'- - - • COs Q'l1 'l1 = - 2 , 
« fk n n c:::.. k n (k2 + Q2)2 n c:::.. k n 
~O 2 otn 2 2~tn 2 

o 
:n: 

/1
2 c:::.. n 

. r otnk-

(
®tnk'l1 2'l1 [Of k 'l1) . ()d (1)-+1 2kr2 ---'-- - - . sm r'l1 'l1 = - 2 2 2 2 • 

®ink n n [of k n (k +r) ~[ofk':: 
2 2 2 2 

o 

Hiermit ergibt sich: n 

(130) 
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Wird jetzt wieder die GroBe (w~ - wiI) in die Fouriersche Reihe 

~ k-l ~ k 
w~ - wiI = ~ (-1)21pkcosk1] -+- ~ (-1)2+1IjJkSink1) (131) 

k=1,3,5,7... k=2,4,6,8 ... 

entwickelt, so erhalt man auf Grund ahnlicher Betrachtungen WIe 

vorhin: 
2 f q-l n 
(w~ - W~I) COS (q1J) d1J = (-1)-2- 4 7J!q, 

o 
(132) 

2 

f( w~ - wiI) sin (r1J) dll = ( - ni+1 ~ 'lJir . 

o 

Fiihrt man die Werte der Gleichungen (130) und (132) in die Glei
chungsgruppe (129) ein und setzt man ~angkn = I, so gewinnt man 
schlieBlich als zusammenfassenden Ausdruck der Stetigkeitsbedingungen 
das Gleichungssystem: 

I n (n)2 r 1 (I I) j - - all' = - 2 A -- -+- ~. -- - (B -+- E) 
q 2 q 2 qqn !Stnqn qn[olqn q q 

k2 
-+-~ (k2 -+- q2)2 [(Ok -+- Fk) - coskn (Dk -+- Ok)], 

(133) 

Die Reihen konvergieren in den meisten Fallen so rasch, daB die 
vier Glieder mit q = 1, r = 2, q = 3, r = 4 fiir die Erfullung der Rand
bedingungen vollig ausreichen. Es brauchen daher fur jede Kante nur 
die vier Gleichungen: 

n 'lJil (n)2 I I (I 1) ] "2 a T = 2 l2Al--;; -+- !Sinn - n[ol; (BI -+-E1) 

12 
-+- (12 -+- 12)2 [(01 -+- F1) -+- (D1 -+- 01)] 

22 
-+- (22 -+- i2)2 [(02 + F 2) - (D2 -+- 02)] 

32 

-+- (s2+f2)2 [(03 + Fg) -+- (D3 -+- Os)] 
42 

+ (42-+ i 2)2 [(04 + F 4) - (D4 -+- (4)], 
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(134) 

aufgestellt zu werden. 
Infolge der raschen Konvergenz konnen die mit dem Zeiger k> q 

oder k> r behafteten Glieder neben den Gliedern mit dem Zeiger 

k < q oder k < r vernachlassigt werden, weil die Koeffizienten -~--
- k2 - (k2 + q2)2 

oder' (k2 + r 2)2' mit denen sie multipliziert werden sollen, mit wachsendem 

q oder r merklich abnehmen und der Beitrag dieser Glieder zur rechten 
Seite der Elastizitatsgleichungen meistens vollig belanglos ist. Der Auf
bau der Stetigkeitsbedingungen zeigt dann die folgende Abstufung: 
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n 1f!a (n)2 r 1 (1 1) J 
2"-a 3 o= "2 l2A3 3 n + ®in3n- lfn(£of3n (B3 + E3) 

+ (12~2 32)2 [(a1 + 1\) + (Dl + 01)] 

+ _2=- I··(a -- p ) - (D -' ° )] (22 + 32)2.. 2 . 2 2 I 2 

32 
+ (32 + 32)2 [(G3 + Fa) + (D3 + °3)], 

n 1f!4 (n)2 r 1 (1 1) J 
"2 a4 = "2 l2A44";;; + ®in4n - 4n(£014n (B4 + E4 ) 

12 + (12 + 42)2 [(G1 - F 1) + (D1 - 01)] 

22 
+ (22 + 42)2 [(G2 - P2) - (D2 - 02)] 

32 

+ (32+ 42)2 [(G3 - F 3) + (D3 - 03)] 

42 
+ (42 + 42)2 [(G4 - F 4) - (D4 - 04)] . 

217 

(135) 

Die Auflosung der Gleichungen wird wesentlich erleichtert, wenn 
die Belastung entsprechend der in Abschnitt III, S. 49, entwickelten 
vierfachen Symmetriebedingungen in vier Gruppen verteilt wird. Es 
bleiben dann fUr jede Gruppe meistens nur so viel einzelne Elastizitats
gleichungen iibrig, als Trager vorhanden sind. 

Die nachstehenden Beispiele werden zeigen, daB trotz der Mannig
faltigkeit der Randbedingungen die Ermittlung der Stiitzenmomente 
als eine verhaltnismaBig einfache Aufgabe betrachtet werden kann. 
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§ 29. Die Berechnung einer Platte mit drei quadratischen 
Feldern. 

Die in Abb. 69 dargestellte· Platte besteht aus drei in einer Reihe 
liegenden quadratischen Feldern. Der Spannungszustand soIl zunachst 

f I I ty I I o a i e k 
~~+---~-__ + ___ 2zt _____ --p 
1_ ii, i 
~2a ~:"E 2a ;AI E 2a~ 

Abb.69. 

unter der Voraussetzung, daB aIle Felder belastet sind, und dann unter 
der Annahme, daB nur einzelne Felder eine Belastung erhalten, unter
sucht werden_ 

1. Der EinfluB einer gleichmaBigen Belastung 
aller Felder. 

Die in § 28 entwickelte Grundgleichung (123) nimmt, da die Felder 
quadratisch sind, wenn 

an. 

1 
%cmg k n - ~ k = 0 

ang n 

Infolge der Symmetrie in bezug auf die x-Achse fallen zunachst die 
Glieder mit den geraden Zeigern k = 2, 4, 6, 8 ... fort. Die Symmetrie 
in bezug auf die y-Achse des Mittelfeldes fordert andererseits, daB die 
Stiitzenmomente A und E der Kanten a a und e e untereinander 
gleich sind, wahrend die Momente B und H fUr die biegungsfreien 
AuBenrander b b und h h verschwinden miissen_ 

Die Grundgleichung lautet daher 

2a T l) 2a ~()k-l (1. n y) 
-;- (WI - W ll = -;; ~ - 1 2 'lJ'le cos iii '2 a-

le=l, 3, 5 

"" ( 2 1 1) k-l n y 
= ..::;.; kAle kn + ®inkn - kn~ofkn (-1) 2 cosk'2 a' 
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Sie zerfallt in die Gleichungen: 

(137) 

Um hieraus die GroBen A errechnen zu konnen, mtissen zuvor die 
Werte 'IjJ ermittelt werden. Die Berechnung der ringsum frei aufliegen
den, gleichmaBig belasteten quadratischen Platte liefert hierzu, wenn 
die Belastung der Flacheneinheit mit g bezeichnet wird, die folgenden 
Beziehungen: 

(~~) = +0,108114 g;3 ftir x = +a, 

_ ga3 

= + 0,100755 N ftir x = +a, 

ga3 
= +0,0790l4 N ftir x = ±a, 

_ ga3 

= + 0,044259 N ftir x = +a, 

y=o, 

a 
Y=4' 

2a 
Y=4' 

3a 
Y=4' 

= +0,0 
ga3 
~ftirx=+a, y=a. N -

Mit Hilfe des in § 24, S. 193 entwickelten Interpolationsverfahrens 
erhalt man ftir die Neigung der Co-Flache langs der Rander x = + a 
die Gleichung: 

(~~t=±a = +g;3 [0,109976 cos (; ~) - 0,002075 cos (3 ; ~) 
+ 0,000259 cos (5 ; ~) + 0,000045 cos (7 ; ~)J. 

Man kann sich leicht tiberzeugen, daB die diesem Ansatz entsprechenden 
Werte fiir die Stellen 

y = 0, 
2a 

y=4' y=a 

mit den vorstehend angegebenen Wert en iibereinstimmen. 
Da 

r (0 Co) (OCo) l wI = -~- = - -~ = --WIl 
ox x~+a ex x='-a 
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i8t, 80 erhiilt man auch 

gaS [ (:n; Y) 1 :n; y) w~- w~I= - N 0,219952c08 2 -a - 0,00415 cos \3 2-a 

Es ist also: 

+ 0,000518 cos (5 ; :)+0,00009COS(7; :)1. 
gaS 

"PI = - 0,219952 N ' 

gaS 
IJ1s = - 0,00415 N' 

ga3 
1J15 = - 0,0005l8 N -, 

ga3 

'P7 = + 0,00009 N' 

Aus den Gleichungen (137) folgt ferner: 

A = -0 201 2886 ga4 
1 , N ' 

ga4 

As = -0,0041472 N ' 

Da die Reihe, wie man sieht, sehr rasch konvergiert, so kann man sich 
bei der weiteren Berechnung auf das erste Glied Al beschranken. 

Die Gleichung der C'-Flache lautet nunmehr 

C' = cos!: JL [A (®~n ~l _ ~I (£of ~l) + B (®~n ~2 _ ~2 (£of ~2)J . 
2 a I ®tn:n; :n; (£Of:n; I ®tn:n; :n; (£of:n; 

FUr das AuBenfeld list BI = 0, daher: 

CI = -0,2012886 ga4 
• cos.~ JL (~~ngl _ gl . (£of gl) . 

N 2 a ®tn:n; :n; (£of :n; 

Fur das Mittelfeld mit Al = Bl ist hingegen: 

" = -0 20l2886 ga4 :n; JL [®in~l + ®ing2 _ ~I(£°fgl + g2(£Org21 
II , N cos 2 a ®in:n; :n; (£of :n; " • 

J 

Fiigt man diesen Werten " die in § 7 errechneten GroBen Co hinzu, 
so erhalt man beispielsweise fUr die endgiiltigen Verschiebungen C der 
Mittellinie (y = 0) die folgenden Werte: 
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AuBenfeld I. 
3 ga4 

Punkt y = 0, x = - -a·)-1 = 0021331--4 .", N ' 
2 ga4 

x = - "4 a : '1 = 0,037607 N ' 
1 ga4 

x = - ~a: '1 = 0,046282~N ' 
4 

ga4 

x = ° : '1 = 0,046551 N ' 

1 ga4 

x = + 4" a : '1 = 0,038886 N ' 
2 ga4 

x = + 4"a: '1 = 0,025196 N , 

3 ga4 

x = + 4"a: '1 = 0,009607 N' 

x= a: '1 = + 0,0 

Mittelfeld II. 
3 ga4 

Punkt y = 0, x = + 4"a: 'II = +0,004910 N , 

2 
x = + 4"a: 'II = 

1 
x = + 4"a: 'II = 

° 015806 ga4 
, N' 

ga4 

0,024840 -jj' 

x = ° : 'II = 0,028226 g;4 . 

Um die Hauptspannungsmomente langs der Mittellinie (y = 0) zu 
bestimmen, mussen jetzt die Zusatzmomente 

I 02
" 8 x = - N --;.,-;; , 

(j Xu 
_, 02 " 
Sy = -N oy2 

auf Grund der Gleichungen (117) ermittelt werden. Die zugehorigen 
Werte fur die wichtigsten Punkte im Mittelfeld und in den AuBenfeldern 
sind in nachstehender Tafel 16, welche auch die GroBe der endgultigen 
Momente 

angibt, zusammengestellt. 



222 Die Berechnung durchlaufender Platten. 

Abb.70. 

~-------Za----------~~--tL-----~~---a~~~--------~ia,-----~~ 

Abb.70a. 

Abb.70b. 

B 

.. 

Abb. 70. Spannungsmomente der Mitt-ellinie einer durchlaufenden, gleichmaBig 
belasteten Platte mit drei quadratischen Feldern. 
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Tafel 16. 
Die Hauptspannungsmomente liings der Mittellinie einer gleichmiiBig 

belasteten, durchlaufenden Platte mit drei quadratischen Feldern. 

x -
s~ ii~ II Faktor - SO" s" Sou Sy a : --

- i Ii 0,08098 +0,00058 Tf-0,08156 0,05709 
i 

+0,04550 ! ga2 1-0,01159 
_1. 0,12219 -0,00052 +0,12167 0,10435 -0,02317 +0,08118 ga2 4 

:E l 0,14053 -0,00544 +0,13509 0,13501 -0,03466 +0,10035 ga2 .£ 
~ +0 0,14557 -0,01756 +0,12801 0,14557 -0,04521 +0,10036 ga2 ~ 

Q.) 

+i 0,14053 -0,04234 +0,09819 0,13501 -0,05291 +0,08210 ga2 ~ ::s 
+~ 0,12219 -0,08881 +0,03338 0,10435 -0,05379 +0,05056 ga2 -<!1 
+1 0,08098 -0,17171 -0,09073 0,05709 -0,04052 +0,01657 ga2 

+1 1-0,31500 -0,31500 I I ga2 

il r! II 0,08098 
1-0,17064\-0,089661 0,05709 \-0,05211 I +0,00498 ~ ga2 

'" ±, II 0,122" 
-0,08933 +0,03286 0,10435 -0,07696 +0,02739 ga2 

:§ ± -l- 0,14053 1-0,047781 +0,09275\ 0,13501 -0,087561 +0,04745 ga2 

~ ± 0 0,14557 -0,03511
1 
+0,11046 0,14557 1-0,09043 +0,0551411 ga2 

Der Spannungsverlauf selbst ist in Abb. 70 dargestellt. Er zeigt 
eine ahnliche Verteilung der positiven und negativen Biegungsmomente 
wie beim durchgehenden Balken mit drei gleichen Feldern. 

Vergleicht man die entsprechenden GroBen 8o", und 8"" 80 1/ und 81/ 
miteinander, so erkennt man, daB durch die Kontinuitat die Biegungs
beanspruchungen in der y-Richtung in erheblich starkerem MaBe als 
in der x-Richtung herabgemindert werden. Durch die Sttitzenmomente 
wird die Steifigkeit der Decke in der x-Richtung wesentlich erhOht: 
die Platte iibernimmt daher in dieser Richtung einen weit groBeren 
Anteil als in der anderen. Da die Wirkung der Kontinuitat in den Mittel
feldern, die an zwei Seiten durch Sttitzenmomente in Anspruch ge
nommen werden, groBer ist als in den AuBenfeldern, deren Sttitzen
momente nur an einem einzigen Rande auftreten, so ist auch der Span
nungsunterschied 8", - 81/ in den AuBenfeldern geringer als im Mittelfeld. 

Es ist besonders beachtenswert, daB die fUr die Anstrengung der 
Platte maBgebenden Grenzwerte 

(s/z)max = 0,135 ga2 im AuBenfeld, 
(8II",)max = 0,1105 ga2 im Mittelfeld, 
(8x)mln = -0,315 ga2 tiber dem Trager 

sich zueinander wie 1 : 0,82 : 3 verhalten, wahrend beim dreifeldrigen, 
gleichmaBig belasteten, durchgehenden Balken die Grenzwerte der 

Biegungsmomente MIma" = 0,08 gl2, 

M llmax = 0,025 g l2 , 
M mln = -0,10 g l2 

dem Verhaltnis 1 : 0,3125 : 1,25 entsprechen. 
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Die Abweichung ist bei den Stutzenmomenten am groBten, well die 
Platte in unmittelbarer Nahe des Randes in der Randrichtung keine 
Krummung erfahrt: die Biegung senkrecht zum Rande ist hingegen sehr 
betrachtlich und kommt in dem hohen Wert von 8xmin zum Ausdruck. 

Die Tatsache, daB in der Tragerrichtung ~~~ = 0 ist, bedeutet jedoch 

nicht, daB an dieser Stelle die wirklichen Spannungsmomente 

8 = _N(02' + ~ 02
') 

Y oy2 mox2 

verschwinden. Nimmt man beispielsweise m = -lj- an, so wird fur y = 0: 

81/ = -0,0945 ga2 • 

Die Biegungsbeanspruchungen sind also auch in der Randrichtung nicht 
unerheblich und durfen daher bei der Querschnittsbemessung von 
Eisenbetonplatten nicht auBer acht gelassen ,,:"erden. 

A 

B ,... 

2. Der EinfluB einer wechselweisen Belastung 

einzelner Felder. 

t t t1Zt t 

/l}-

+.1} 

_l!. 
2 

J.. ~ +lZ~ ~ 

/i 

1Z +l}--2 

Abb.71. 

t '" J{t.j, .j, 

~ 

lJ: 
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.. 

.. 

Um den EinfluB einer ein
seitigen Belastung der Platte 
festzustellen, mogen jetzt zwei 
Laststellungen untersucht 
werden. 

Fall A: Die AuBenfelder sind 
gleichmaBig belastet, 
das Mittelfeld. unbe
lastetj 

Fall B: Die AuBenfelder sind 
unbelastet, das Mittel
feld gleichmaBig be
lastet. 

Man kann im Sinne der 
schematischen Darstellung in 
Abb. 71 die gleiche Lastver
teilung erzielen, wenn man 
zunachst 
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(Belastungsstufe I) aIle Felder gleichmaBig mit ~ und sodann 
entweder 

(Belastung.sstufe II) die AuJlenfelder mit + ~, das Mittel£eld mit 
p . 

- - oder 
2' 

(Belastungsstufe III) die AuBenfelder mit - ~, das Mittel£eld mit 

+ ~ belastet. 

Die Formanderungen und Spannungen fur die Stufe I sind, sobald 

g mit ~ vertauscht wird, durch die Ergebnisse der vorhin durchgefuhrten 

Berechnungen bereits bestimmt. Bei den Stufen II und III gelten fiir 
jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen wie fiir eine 

ringsum aufliegende, mit + f gleichmaBig belastete quadratische Platte: 

man braucht also nur auf die in § 7 ermittelten Werte der Verschie

bungen und Spannungen zuruckzugreifen und p durch + ~ zu ersetzen, 

urn die entspreche~den Werte fur die Stufe II oder III zu erhalten. 
Hierdurch ergibt sich beispielsweise fiir den Mittelpunkt des AuBen

feldes I 

bei der Stuff) I: 

p a4 ,= 0,046551"2 N' 

bei der Stufe II: 

p a4 p p 
1;= +0,064876"2 N' 8., = +0,145568 2 a2, 8" = +0,145568 2 a2, 

bei der Stufe III: 

p a4 - _ 4 68 P . 2 ,= -0,064876 2 N' 8., - -0,1 55 2 a , 8" = -0,145568~a2, 

bei der Laststellung A: 

pa4 ,= +0,055713 N' 8., = +0,13679 pa2, 8y = +0,12296 pa2, 

bei der Laststellung B: 

pa4 
'=-0,009162 N-' s.,=-0,008778pa2 , 8y =-0,022608pa2 , 

Marcus, Platten. 15 
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fiir den Mittelpunkt des Innenfeldes II: 

bei der Stille I: 
p a4 

,= +0,028226 2 N' 

bei der Stufe II: 
p a4 

, = -0,064876 2 N ' 

bei der Stufe Ill: 
p a4 ,= +0,064876 2 N' 

_ . pa2 
8., = +0;110457 2 , 

_ pa2 

8., = -0,145568 2 ' 

_ pa2 

8., = +0,145568 2 , 

_ pa2 

8 y = +0,055138 2 ' 

_ pa2 
8y = -0,145568 2 , 

_ pa2 

8y = +0,145568 2 , 

bei der LaststelIung A: 

pa4 
, = -0,018325 N ' 8., = -0,017555 P a2 , 8y = -0,045215 P a2 , 

bei der. LaststelIung B: 
. . pa4 

'=+0,046551 N' 8.,=+0,1280l2pa2 , 8y =+0,100353pa 2 • 

In ahnlicher Weise sind fitt die librigen Punkte der Mittellinie die 
Werle 8." 8y errechnet und in Abb. 70a und 70b eingetragen worden. 

Da bei einseitigerLaststellung die Stlitzenmomente nur halb so 
groB sind als bei gleichzeitiger Belastung alIer Felder, so ist der Steifig
keitsunterschied zwischen Langs- und Querrichtung und dementspre
chend auch der Spannungsunterschied 8., - 8y geringer. 

Die Grenzwerle der Biegungsmomente sind bei der ungiinstigsten 
LaststelIung liberhaupt nicht wesentlich geringer als bei der ringsum 
frei aufliegenden Platte: die Kontinuitat hat also fiir die Spannungs 
verminderung bei einreihigen Platten durchaus nicht die gleiche Be
deutung wie beim durchlaufenden Balken. 

Diese FeststelIung ist fiir die Beurteilung der Naherungsverfahren 
fiir die Berechnung durchgehender Platten von erheblicher Bedeutung. 
Folgt man den deutschen Vorschriften, so mliBte man bei quadratischen 

Feld~rn den beiden Spannrichtungen die gleiche Belastung p., = py = ~ 
ZUWelsen. 

Die Querstreifen wiirden dann, unabhangig von der Art der Last
verteilung in den einzelnen Feldern, als frei aufliegende Balken das 

l2 pa2 
Moment fly = pyS = 4 = 0,25 P a2 aufzunehmen habeil. Die Lang!;!-

streifen hingegen mliBten als durchgehende Balken berechnet werden. 
Sie wiirden, je nachdem die Laststelhing A oder B in Betracht gezogen 
wird, im AuBenfelde durch die Momente 
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( ) 0 1 pl2 = 02 2 /-lx max = '2 ,pa , 

pl2 
(/-lx)mln =-0,02 2 = -0,04pa2 , 

im Innenfeld durch die Momente 

pl2 
(/-lx)min = -0,05 2 = -0,lOpa2 , 

pl2 
(/-lx)max = +0,075 2 = +0,15 pa2 

beansprucht werden. 
Um die Abweichungen von der genauen Berechnung zu beleuchten, 

sind in den Abb. 70a und 70b die Naherungswerte /-lx, /-ly neben den 
richtigen Werten 8x , 8y aufgetragen. 

Man sieht zunachst, daB ein wesentlicher Fehler der Naherungs
berechnung darin liegt, daB sie im Gegensatz zur genauen Untersuchung 
fiir die in der Wirklichkeit geringer beanspruchten Querstreifen groBere 
Spannungswerte als fiir die Langsstreifen liefert. 

Die genauen Werte sind ferner, soweit die positiven und vor aHem 
die negativen Feldmomente in Betracht kommen, durchweg und nicht 
unerheblich kleiner als die angenaherten. 1m FaHe einer gleichzeitigen 
Belastung aHer Felder bleiben hingegen die naherungsweise ermittelten 
Stiitzenmomente hinter den richtigen Werten 8x = -0,315 ga2 merk
lich zuriick. 

Der Vergleich bestatigt wieder, daB das Naherungsverfahren 
nur in sehr beschranktem MaBe als zuverlassig angesehen werden 
kann und daB seine Ergebnisse einer wesentlichen Berichtigung 
durch die genaue Untersuchung bediirfen, wenn die Querschnitts
berechnung eine sichere und wirtschaftliche Ausniitzung der Festig
keit des Baustoffes ermoglichen soIl. 

§ 30. Die Berechnung einer Platte mit neun quadratischen 
Feldern. 

Die in Abb. 72 dargestellte .. Platte besteht aus vier Eckfeldern I, 
vier Randfeldern II und einem Mittelfeld III. 1st die Belastung 
symmetrisch sowohl in bezug auf die Hauptmittellinie wie auch in bezug 
auf die Hauptdiagonalen verteilt, so lassen sich hinsichtlich der Art der 
Formanderungen und Spannungen die zwolf Kanten in zwei Gruppen, 
die mit (r) und (8) bezeichnet werden mogen, ordnen. In die Gleichungen 
der zugehOrigen C'-Flachen sind an Stelle von A~, B k , Ok' .. die Bei
zahlen Rk , Sk sinngemaB zu setzen. 

15* 
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In den Stetigkeitsbedingungen des gemeinsamen lotrechten Randes 
der Felder [a und [[a treten die GraBen 

Ak=Rk, Bk=O, Ck=Rk, Dk=O, Ek=Rk, Fk=8k, Gk=O 

auf. Fiir die Elastizitatsgleichungen des gemeinsamen lotrechten Randes 
der Felder IIb und II Ib kommen hingegen die Glieder 

Ak=8b Bk=O, Ck=Rb Dk=Rb Ek=8b Fk=8k, Gk=8k 

in Betracht. 

J_.-

I+~+~a 
_._J 

K-·- -·-K 

L -'- llb S lllb S llb -·-L r+s+r 
Ie r llc r I C 

Abb.72. 

Fiihrt man die Abkiirzungen 

k2 k 2 

(k2 + q2)2 = Ck,q , (k2 + r2)2 = Ck,r , 

1 1 
@)ink n - k n (f0f k n = Yk 

ein, so erhalt man auf Grund der Formeln (134) die folgenden Glei
chungsgruppen 

a) fUr die Kante I - II : 

; all'! = (;r [2Rl! + R1 Yl] + cl,l (81 + R1) + c2,1 (82 - R2) 

+ c3,1 (83 + R3) + 1-:4,1 (84 - R4 ), 

; a ~2 = (;r [2R2 2~ + R2 Y21- 1-:1 ,2 (81 + Rl ) - c2,2 (82 -- R 2 ) 

- c3,2 (83 + R3) - c4,2 (84 - R4 ) , 

; a ~3 = (;r [2R3 31][ + R3Y3J + 1-:1 ,3(81 + R1) + c2'3(82 - R2) 

+ c3, 3 (83 + R3 ) + c4,3 (84 - R4 ), 

; a ~4 = (;r [2 R4 41n + R4Y4j- 1-:1 ,4 (81 + R1 ) - c2,4 (82 - R2 ) 

- c3,4 (83 + R 3) - c4,4 (84 - R4 ) ; 
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b) fur die Kante I -III: 

; a 'f/Jl - (; r [281 ! + 81 Yl] + 2 c1, 1 (81 + R 1) + 2 c2, 1 (82 - R2) 

+ 2 c3,1 (83 + R3) + 2 c4,1 (84 - R4), 

1. Der EinfluB einer gleichmaBigen Belastung 
aller Felder. 

Bei gleichmii13iger Belastung aller Felder kommen die gleichen 

Werte (~~o) wie bei der Untersuchung der dreifeidrigen Platte in 
vx x=±a 

§ 29, 1 in Betracht. Es ist also: 
ga3 

11'1 = -0,219952 -.& ' 
'f/J2 = 0, 

ga3 

'f/J3 = -0,00415]1 , 

'f/J4 = O. 

Die Glieder tp mit geradem Zeiger fallen hierbei fort, weil bei der 
ringsum frei aufliegenden Platte die Co-Flache in bezug auf die x-Achse 
symmetrisch ist. 

Die vorhin aufgestellten Stetigkeitsbedingungen lauten nunmehr 

a) fur die K~mte Ia -Ila : 

1
-0,0455 g;' = 1,716702R, + 0,25 (8, + R,) IL.o.+_0_,1_6 __ t_8_, -, R,) + 0,09 

0= 0,793147 R, - 0,04 (8, + R,) - 0,0625 (8, - R,) - 0,053254 (83 + R 3) - 0,04 (8, - R,) • 
. ' ga4 .... 

-0,002173 N : 0,52395n R3 + 0,01 (8, + R,) + 0,023669 (S, - R,) + 0,027778 (SJ + R 3) + 0,0256 (8, - R,): 

0- 0,392715 R, - 0,00346 (S, + Rd - 0,01 (S, - R,) - 0,0144 (83 + R 3) - 0,015625 (S, - R,) , 

(83 + R 3 ) + 0,055363( 8, - R,), 

b) fur die Kante lIb -IIIb : 

{ 

ga' _ I - 0,3455 N = 1,716702 S, + 0,;) (S, + Rd + 0,32 (S, - R,) + 0,18 (S3 + R 3) + 0,110726 (S, - R,), 

0= 0,793147 S,. . 

-0,002173 g;' = 0,523955S, + 0,02 (Sd- Rd'-+-0-,0-47-3-38-(-S-, --R-,-)-+-0-,0-55-5-5G-(S'3 + R 3) 1+0,0512 (S, - R,) , 

° = 0,392715 S, . 
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Hieraus erkennt man zunachst, daB die Glieder 8 2 und 84, ver
schwinden, ein Ergebnis, das leicht zu erklaren ist, wenn man bedenkt, 
daB in der C'-Gleichung des Mittelfeldes die Beizahlen 8 2 und 84, nur 
die unger aden Funktionen von 1] umfassen und, da die letzteren infolge 
der Symmetrieder elastischen Flache in bezug auf die x-Achse im Mittel
felde ausscheiden mussen, so fallen die Beizahlen 8 2 , 8 4 wie die Gr6Ben 

"P2' "P4 fort. 
Werden in den vorstehenden Gleichungen die Glieder reehts von der 

treppen£ormigen Abgrenzungslinie vorerst gestriehen, so erhalt man 
nach einer einfaehen Umreehnung die folgende Gleichungsgruppe: 

1,716702 8 1 + 0,5 (R1 + 8 1) 

0,793147 R2 - 0,0625 (- R2) 

ga4 
= -03455~ , N' 

ga 4 
= -03455--, N' 

ga4 

0,523955 Ra + 0,027778(Ra + 8 a) = --0,002173 N - 0,01 (R1 + 8 1) 

- 0,023669 (- R 2), 

ga4 
0,5239558a + 0,055556 (Ra + 8 a) = -0,002173 N - 0,02 (Rl + 8 1) 

- 0,047338 (- R2 ), 

0,392715 R4 - 0,015625 (- R4 ) = +0,00346(R1 + 8 1) + 0,01 (- R2 ) 

+ 0,0144 (R3 + 8 3) • 

Hieraus ergibt sieh der Reihe naeh: 

ga4 

Rl = -0,161412 N' 

ga4 

8 1 = -0,119454 N' 

ga4 

R2 = -0,0131299 N' 

ga4 

R3 = +0,00034528 N' 
ga4 

8 a = +0,004837862 N ' 

ga4 

R4 = -0,001875545 N · 

Benutzt man diese ersten Naherungswerte, urn die GroBe der reehts 
von der Abgrenzungslinie vernaehlassigten Glieder der Hauptgleichungen 
(a) und (b) zu bestimmen, so erhalt man die FehlergroBen 

+0,002671 
ga4 

N 
£lh die 1. Gleichung der Gruppe a, 

-0,000351024 g;4 fur die 2. Gleichung du Gruppe a, 
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+0,000048014 g;4 fiir die 3. Gleichung der Gruppe a, 

+0.0 fUr die 4. Gleichung der Gruppe a, 

+0,005342 fiir die 1. Gleichung der Gruppe b, 

+0,000096028 g;4 fur die 3. Gleichung dEr Gruppe b. 

Sie sind im Vergleich zu den Werten der linken Seiten der fraglichen 
Gleichungen auBerst geringfiigig, und man kann daher mit Recht an
nehmen, daB die Naherungswerte sich kaum von der genauen Losung 
der Gleichungen (a) und (b) unterscheiden diirften. 

Werden die rechten Seiten dieser Gleichungen urn die soeben er
mittelten FehlergroBen berichtigt, so entsteht die neue Gleichungsgruppe: 

ga4 

= -(0,3455 + 0,002671) N' 

ga4 

= - (0,3455 + 0,005342) N ' 

ga4 
0,793147 Rz - 0,0625 (- Rz) = - (0,000351024) 1'"' 

+ O,04(RI + SI)' 

0,523955 Ra + 0,027778 (Ra + Sa) = - (0,002173 + 0,000048014) g;4 
- 0,01 (Rl +SI)-O,023669( -Rz)' 

ga4 
0,523955 Sa + 0,055556 (Ra + Sa) = - (0,002173 + 0,000096028) N 

- O,02(RI +SI)-O,047338( -Rz), 

0,392715 R4 - 0,015625 ( - R4) = +0,00346 (Rl + SI) + 0,01 (- R2) 

+ 0,0144 (R3 + S3) • 

Die zugehorigen Losungen sind 

ga4 

Rl = -0,1615459 N' 

ga4 

Ra = +0,000319013 N' 
ga4 

Rz = -0,01283726 N' 

ga4 

R4 = -0,001906789 -N- , 

SI = -0,1218337 
ga4 

N' 
ga4 

Sa = +0,004785328 N' 

Sz = 0,0, 

S4 = 0,0. 
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Durch diese Werte werden aber auch die ungekiirzten Hauptglei
chungen (a) und (b) mit der groBten Genauigkeit befriedigt. Da 
die Abweichung gegenuber den ersten Naherungswerten, mit Aus
nahme der an sich sehr kleinen GroBe Rs, durchschnittlich nur 
1-2% betragt, so erkennt man, daB die abgestuften Naherungs
gleichungen vollig ausreichen, urn die gesuchten Beizahlen R und 8 
zu bestimmen. 

Die Reihen konvergieren im ubrigen so gut, daB fur die Darstellung 
der C' -Flache nur die drei GroBen R1 , 8 1 und R2 berucksichtigt zu wer
den brauchen. 

Die wirkliche Gestalt der elastischen Flache wird nunmehr durch 
die folgenden Gleichungen dargestellt: 

a) beim Eckfeld I a : 

b) beim Randfeld II a : 

,. ,. "" . [(6in k ~1 ~1 (£of k ~1) 
'oIl = 'ooII+ ~ Ric smk'tJl 6' k - - rr----fk 

k=l,2 tn n n ~o n 

+ (6ink;2 ;2 (£Oik~2)] + 8 sin; (6~n'/}1_ 'tJl Q:O] 'tJl), 
6ink n n Q:O] kn 1 1 6tn n n Q:o] n 

c) beim Mittelfeld IIIb: 

C = C + 8 {sin ((6in ~1_ ;1 (£0] e1) + (6in ~2 _ ~2 (£0] ~2)] 
1Il olIl 1 '/}1 _ 6in n :ll (£of n 6in n n (£of n 

+ sin; [(6~n'tJl_ 'tJl (£Of'tJl) + (6~n'tJ2 _ 'tJ2 (£Of'tJ2)]}. 
1 6tn n n (£of n 6tn n n (£of n 

Schreibt man zur Abkurzung 

6ink~l_ ~ (£ofk;1 = F (;) 
.6ink n n Q:of kn k l' 

6ink'/}1 _ 'fJl (£01 k'/}l _ F ( ) 
6in k n n Q:of k n - Ic 'tJl , 

(138) 
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so lassen sich die vorstehenden Formeln durch die einfacheren Aus
driicke 

C1 = COl ~J;~k[Sink1]IFd;l) + sink~IFk(1]I)]' ) 

CII = COIl + L; Rk sin k 1]1[Fk(~I) + Fk(~2)] + SI sin ~1 FtC1]l); ~ (140) 

'III = 'oIII :~:~:in1]l[Fl (~1) + Fd~2)] + sing1[F1 (1]1) + Fl (1]2)]} J 

ersetzen. 
Setzt man weiterhin 

so lauten die Gleichung~n der Grenzwerte der Biegungsmomente fiir 
das Eckfeld I a: 

8x = -N. ~2;: = 80x + N(;J2~ Rk[k2 sink ~lFk(1]I) 
- sink 1]1 FI: (~1)] , 

8 y = _N~2;: = Soy + N(;J2~Rk[k2 sink1]IFk(~I) 
- sin k g1 FI: (1]1)] , 

fiir das Randfeld II a: 

8z =-NO;;!l = 80z - N(;ar {2:' Rk sinkth[Fk(;1) + Fk(;2)] 

- SI sin (;1) Fl (rh)} , 

Sy = _NO;;!l = Boy + N(;J\~'Rkk2Sink1]I[Fk(~I) +Fk(~2)] 
- SI sin (gl) F~/(1]I)}' 

(141) 
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fiir das Mittelfeld IIIb: 

8z . = - ~a;2- = 80z -. 2a 1 Slll1Jl 1!>1 --t- 1!>2 r
- Nf)Jtm - N( n )28 {' [F"{l:) ' F"{l:)] 

- Slll~1 [Fl (1Jl) + Fl (1J2)]} , . 

\
_ _ N f)2 tm 
8y - - f)y2 = 80y - N (;a r 8 1 {sin~1 [Fi' (1Jl) + Fi' (1J2)] 

- Sin1J1[Fl{~I) + Fl{~2)]}' 

/ '\ Scl1nilt K-K 

/1'" / \. 
/ \ 

/ " 
/ \ I , 

Scllnitr J-J 

J" / "il \.1; 
I ." \ 9 , .. , 

i ~ \ : <t \ 
I \ 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

.JchnmL-L 

i------i!,tL -----..j..o>-~tL-----o.+I.o---,,~-¥---~tL---___I 

Abb. 73. Spannungsbild einer gleichmiUlig belasteten durchlaufenden Platte 
mit neun quadratischen Feldern. 

Mit Hilfe dieser Formeln sind fiir die wichtigsten Schnittebenen 
sowohl die Ordinaten t der elastischen Linien wie auch die zugehorigen 

02 t 02 t 
Kriimmungen a x2 ' a y2 ermittelt worden. Die Rechnungsergebnisse 

sind in den Tafeln 17 und 18, welche auBerdem die haufig zu gebrauchen
den Gr6Ben Fk m, F',; (~) enthalten, zusammengestellt und durch die 
Abb. 73 veranschaulicht. 
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Tafel 17. 

Zahlenwerte fur die Untersuchung durchlaufender Platten. 

F" m = I[F m - ~ 6in;-] 
1 l:n: ~of;n; , 

F"(;) = 22 [F m _ ~ 6in2;]. 
2 2 2:n: ~Of2.7r 

0 0,0 1,0 0,0 0,0 
_1_ 0,4038467 1,0784673 0,023339 +0,001160 
" i 0,8686717 1,3246087 0,046651 -0,001055 

" 1,4701621 1,7780260 0,069782 -0,010958 "H" 
4 2,3012997 2,5091792 0,091038 -0,035348 -8-

-~- 3,491910 3,6322769 0,106523 -0,085250 
H 5,2279727 5,3227547 0,108306 -0,178810 8 

t 7,7806645 7,8446631 0,081583 -0,345724 
-i 11,548744 11,591957 0,0 -0,634247 

2~ 

II 
$in2~ 

11: 
(ivf 2 $ F,W F~' (;) 

I 
-

I 
0 0,0 1,0 0,0 0,0 
_1 0,8686717 1,3246087 0,002626 0,006372 I ., 2,3012997 2,5091792 0,006251 0,014060 1 I 

" 5,2279727 5,3227547 0,012071 0,023424 , 
" 11,548744 11,591957 0,021486 0,031024 , 
;0 25,367155 25,386903 0,035483 0,021300 4-

" 55,654431 55,663425 0,051941 '-0,056896 
" -1- 122,0734 122,0775 0,056978 -0,352600 
R 267,7442 267,7461 0,0 -1,273324 -f 

Die Formanderung und ebenso die Spannungsverteilung zeigen 
einen ahnlichen Verlauf wie bei der Platte mit drei quadratischen 
Feldern. Besonders beachtenswert ist hierbei, daB die Eckfelder 
starker als die Randfelder und die letzteren starker als das Mittel
feld beansprucht werden. Diese Abstufung der Spannungen ist leicht 
zu erkliiren, wenn man bedenkt, daB die Eckfelder nm an zwei, die 
Randfelder an drei und das Mittelfeld an vier Seiten teilweise ein· 
gespannt sind. 

Werden die Spannungsmomente 8s der ein- und der dreireihigen 
Platte miteinander verglichen, so erhalt man fiir die auBeren Reihen 
das Verhaltnis 

0,1007 : 0,135 = 1 : 1,33 bei den Endfeldern, 
0,09 : 0,1105 = 1 : 1,23 beim Mittelfeld, 
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fiir die mittlere Reihe, hingegen 

0,07 : 0,135 = 1 : 1,93 bei den Endfeldern, 
0,0696 : 0,1105 = 1 : 1,6 beim Mittelfeld. 

Durch den Zusammenhang mehrerer Feldergruppen werden 
also die Beanspruchungen der auBeren Reihen um etwa 25 und 
diejenigen der mittleren Reihe um durchschnittlich 50% herab
gemindert. 

Das gegenseitige Verhaltnis der Momente 8", und 8y hangt in jedem 
Felde einerseits von del' Lage dieses Feldes in bezug auf die benach
barten Felder, andererseits von der jeweiligen Steifigkeit der Platte 
in der x- und in der y-Richtung abo Betrachtet man beispielsweise das 
Randfeld II a, so gehort der zur x-Achse parallellaufende Streifen (y = 0) 
einem Mittelfeld, wahrend der Streifen (x = 0) in Richtung der y-Achse 
als Endfeld zu betrachten ist: infolge der beiderseitigen Einspannung 
besitzt der erste Streifen eine groBere Steifigkeit, iibernimmt den groBeren 
Anteil der Belastung und wird starker beansprucht. Daher auch sind 
die Momente S'" im Mittelpunkt der Platte hoher als die Momente Sy. 
In dem inneren Feld I lIb hingegen sind die Streifen in beiden Richtungen 
als gleich steife Mittelfelder anzusehen, und diese Ubereinstimmung wird 
im Plattenmittelpunkt durch die Gleichheit der Momente S'" und Sy 
bestatigt. 

Diese Feststellungen bi1den die Grundlage fiir die Beurtei1ung del' 
Bl'auchbarkeit und Zuverlassigkeit der fiir die Berechnung von durch
laufenden Platten empfohlenen Naherungsverfahren. Die Untersuchung 
der eilll'eihigen, dreifeldrigen Decke in § 29 hat bereits gezeigt, daB ein 
richtiges Bild der Spannungsvertei1ung nicht gewonnen werden kann, 
wenn die von den Langs- und Querstreifen aufzunehmenden Be1astungs
anteile 1ediglich auf Grund des Verhaltnisses von Fe1dlange zu Feld
bl'eite, ohne Riicksicht auf den jeweiligen Steifigkeitsunterschied, er
rechnet werden. Die Unzulanglichkeit dieses Naherungsverfahrens tritt 
bei den mehrreihigen Platten infolge der groBeren Mannigfaltigkeit def 
Randbedingungen und der Steifigkeitsverhaltnisse noch starker als bei 
den eilll'eihigen Decken in Erscheinung. Um die Feh1er dieser Berech
nungsart zu beleuchten, sind die zugehorigen Momenten1inien 
neben den genauen Werten in den Abb. 73 eingetragen. Man 
sieht, daB beispie1sweise fiir den Mittelpunkt des Eckfeldes das 
Naherungsverfahren die Zahlen 

/1", = /1y = l· 0,075gl2 = 0,0375gl2 

statt der richtigen Gr6Ben 

S'" = Sy = 0,095191 ga2 = 0,0238gl2 
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liefert, wahrend ffir den Mittelpunkt des Randfeldes II a an Stelle 
del' genauen Momente 

8" = 0,090022 ga2 = "",0,0225 gl2 

8y = 0,062366ga2 = "",0,0l56gl2 

die Naherungswerte 

ft" = t· 0,025 gl2 = 0,0125 gl2 

fty = t· 0,075gl2 = 0,0375gl2 

m Betracht kommen. 
Die Abweichungen sind nicht allein sehr erheblich, sie schwanken 

auch in solchem MaBe, daB jede Zuverlassigkeit dem Naherungsver
fahren abgesprochen werden muB. Die Notwendigkeit einer genauen 
Berechnung ist von neuem erwiesen: will man sie entbehren, so wird 
man mit der Streifenzerlegung nur dann eine befriedigende Annahel'ung 
an die wirkliche Spannungsverteilung erreichen, wenn die Steifigkeits
unterschiede richtig berucksichtigt werden. 

2. Der Ein£l uB einer wechsel weisen Belastung 
einzelner Felder. 

Die ungunstigsten Beanspl'uchungen im Bereiche der jeweiligen 
Feldmitte werden entweder bei ausschlie.Blicher Belastung der Eck
felder und des Mittel£eldes (Fall A) oder bei alleiniger Belastung der 
Randfelder (Fall B) hervorgerufen. Die gleiche Wirkung tritt ein, 

wenn zunachst (Stufe 1) aIle Felder mit + ~ und sodann (Stufe 2) die 

Felder I a und IIIb mit +f, die Felder II a und IIb mit + P belastet 
werden (Abb. 74). 2 

Um die elastischen Verschiebungen und Momente der ersten Stufe 
zu ermitteln, braucht man nur in den vorhin fur die gleichzeitige Be-

lastung aller Felder errechneten Formeln g mit ~ zu vertauschen. In 

der zweiten Stille kommen aus Grunden der Symmetrie und Gegen
symmetrie ffir jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen 

wie bei der ringsum frei aufliegenden, mit ± ~ belasteten quadratischen 

Platte von der Seitenlange 2 a in Betracht. Die dazugehorigen C- und 
8-Werte konnen also auf Grund der in § 7 abgeleiteten Formeln, 111 

denen statt p nunmehr + ~ einzusetzen ist, errechnet werden. 
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Dieses Vedahren liefert beispielsweise fiir die Mittelpunkte der Felder 
die folgenden Ergebnisse: 

I 

I 
Feld Stufe 1 

I 
Stufe 2 Fall A Fall B 

I ell +0,017731 ±0,032438 +0,050169 -0,014707 
pa4 

N 

la. ~: II +0,047595 ±0,072785 +0,12038 -0,02519 paz 
+0,047595 ±0,072785 I +0,12038 -0,02519 paz 

I 
I 

I pa4 

II·1 ( 
I 

+0,012185 =t=0,032438 -0,020253 +0,044623 

• 

N 
8,. + 0,045 Ol -fO,072785 -0,027775 +0,117795 paz 
8y +0,031185 =t=0,072785 II -0,04160 +0,10397 pa2 

IIo(! +0,012185 =t=0,032438 -0,020253 +0,044623 
pa4 

N 
8" +0,031185 -fO,072785 -0,04160 +0,10397 paz 
8y +0,0450l I =t=0,072785 II -0,027775 I +0,117795 pa2 

----------

I I III+ +0,OlO255 ±0,032438 +0,042693 -0,022183 
pa4 

N 
8", +0,03479 ±0,072785 +0,107575 -0,037995 pa2 

8y +0,03479 ±0,072785 II +0,107575 -0,037995 II pa2 

Die fiir die iibrigen Punkte der Feldmittellinien errechneten 
Momentenwerte sind in Abb. 74a und 74b und Tafel 18 ein
getragen. 

Ein Vergleich mit den entsprechenden Werten der in § 29, 2 behan
delten einreihigen Platte fiihrt zu ahnlichen SchluBfolgerungen wie im 
FaIle der gleichzeitigen Belastung:· die mehrreihige Decke zeigt vor 
aHem in den AuBenfeldern der mittleren Reihe erne merkliche 
Spannungsverminderung, sie ist jedoch bei der schachbrettartigen 
Belastung geringer, als wenn samtliche Felder zugleich belastet 
werden. 

Bemerkenswert ist wiederum, daB sich die Grehzwerte der Biegungs
momente bei den Eckfeldern, welche die groBten, und bei den Mittel
feldern, welche die kleinsten Beanspruchungen aufweisen, verhaltnis
maBig wenig voneinander unterscheiden. Da sie ohnehin nur hochstens 
urn etwa 35% hinter den grOBten positiven Spannungsmomenten der 
einzelnen frei auf1iegenden Platte zuruckbleiben, so ist es von neuem 
erwiesen, daB die Wirkung der Kontinuitat bei durchlaufenden Decken 
geringer ist als bei durchgehenden Balken. Auch aus diesem Grunde 
wird man die Brauchbarkeit der bisher iiblichen Naherungsverfahren 
nicht iiberschatzen diiden. 
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Abb. 74. Spannungsbilder einer durchlaufenden Platte mit neun quadratischen 
Feldern bei wechselnder Belastung. 
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XI. Die Berechnung tragerloser Decken. 
Unter tragerlosen Decken sind im allgemeinen Platten zu verstehen, 

welche nicht durch Balken unterstiitzt werden und ledigIich auf Pfeilern 
oder Saulen aufruhen. 

Das einfachste Gebilde dieser Art ist die rechteckige Platte, welche 
nur in unmittelbarer Nahe der vier Eckpunkte aufgelagert ist: ihre 
Formanderung und ihre Beanspruchung sind in § 22 und § 23 bereits 
untersucht worden. 

Fiir die Uberspannung weiter Raume kommen in erster Linie 
Decken, welche durch mehrere Reihen von Saulen unterstiitzt sind, in 

Abb.75. 

Betracht. Da bei schmalen Auflagerflachen erhebliche Scher- und Bie
gungsbeanspruchungen im Bereiche des Stiitzpunktes entstehen wiirden, 
ist es notwendig, die Saulen am Kopfe pilz- oder kelchartig zu er
weitern und biegungs£est an die Platte anzuschlieBen (Abb. 75); die 
tragerlosen Decken werden daher auch als Pilzdecken bezeichnet. 

Diese Decken, in groBem Umfange zuerst in Amerika angewandt 
und neuerdings auch in Deutschland ausgefiihrt, unterscheiden sich 
von den bisher iiblichen Eisenbetonbalkendecken im wesentlichen da
durch, daB keine Rippen unter der Platte hervortreten: die glatte 
Untersicht gestattet, eine bessere Licht- und Luftverteilung zu er
zielen, die Ansammlung von Staub zu vermeiden, Leitungen und Trans
missionen in jeder Richtung ohne Storung durchzufiihren. Hierzu 
kommt noch, daB die durch keine Unterziige begrenzte Raumhohe 
besser ausgeniitzt, die Stockwerkshohe daher eingeschrankt und mithin 

Marcus, Platten. 16 
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auch der Umfang der Umfassungswande, besonders bei mehrstOckigen 
Bauten, merklich verkleinert werden kann. 

Die Pilzdecken bieten auBerdem den Vorteil, daB ihre Einschalung 
inIolge der glatten Unterschicht wesentlich einfacher als diejenige der 
Balkendecken ist und daB die Verminderung des Arbeitsaufwandes und 
des Holzverbrauches eine Verringerung der Herstellungskosten gestattetl). 

Die Berechnungund die bauliche Ausbildung dieser Decken, deren 
technische und wirtschaftliche Vorteile leicht zu erkennen sind, er
fordern aus dem Grunde eine besondere Sorgfalt, weil die auBerste 
Einschrankung der Bauhohe nur dann mit einer ausreichenden Trag
fahigkeit vertraglich ist, wenn sich die Querschnittsbemessung auf eine 
genaue Untersuchung des Spannungsverlaufes stiitzen kann und eine 
einwandfreie Ausniitzung der Festigkeitseigenschaften des Baustoffes 
gewahrleistet. 

Die Biegungstheorie· elastischer Platten ist die wichtigste und zu
verlassigste Grundlage fur die Darstellung der Spannungen und Form
anderungen der tragerlosen Decken 2). Sie wird in den nachstehenden 
Berechnungen benutzt, urn sowohl die Beanspruchung von Platten mit 
wenigen oder zahlreichen Felderreihen als auch den Biegungswiderstand 
der Stiitzen zu untersuchen und die statische und bauliche Eigenart 
der Pilzdecken in allen Einzelheiten zu beleuchten. 

§ 31. Die Decke mit neun qusdrstischen Feldern. 
Urn den Unterschied zwischen den tragerlosen Decken und den im 

letzten Abschnitt behandelten durchlaufenden Platten festzustellen, 
wahle ich als erstes Beispiel eine quadratische Decke, welche an den 

I JI 

l 

Jf "" .E 

I JI 

Abb.76. 

I 

Jf 

I 

Randern ringsum frei aufliegt und von vier in den 
Drittelpunkten angeordneten Stiitzen getragen wird 
(Abb.76). Sie besteht aus je drei gleicharligen Langs
und Querreihen, die sich entweder aus 2 Eckfeldern I 
und einem Randfeld II oder aus 2 Randfeldern II 
und einem Mittelfeld III zusammensetzen: insgesamt 
sind neun quadratische Felder mit der gleichen 
Seitenlange l vorhanden. 

Ich nehme eine stetige Auflagerung der AuBenrander aus dem Grunde 
an, weil einerseits die Decken in den meisten Fallen auf den AuBen-

1) Die wichtigsten Einzelheiten tiber die Berechnung, die bauliche Ausbildung 
und die Herstellung dieser Decken sind yom Verfasser in zwei Vortragen besprochen 
worden, die im Deutschen Beton-Verein 1919 und 1921 abgehalten worden und 
in den "Mitt. d. Deutsch. Bauzt.g. (1919, H. 23/24) und in der Zeitschrift "Der Bau
ing." (1921 H. 14,) wiedergegeben sind. 

2) Die Losung der Differentialgleichung der tragerlosen Decken mit Hille 
von Reihenentwicklungen ist in neuerer Zeit von Doeinck in seinem "Beitrag zur 
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wanden aufruhen odeI' von durchlaufenden Fenster- und 'fursturzen 
getragen .werden und weil andererseits die Behandlung von Platten, 
deren Randel' ausschlieBlich und unmittelbar von einzelnen AuBen
saulen gestutzt werden, auf die einfachere Berechnung del' ringsum 
aufliegenden Pilzdecken zuruckgefuhrt werden kann. 

l. Der EinfluB einer gleichmaBigen Belastung 
aller Felder. 

Sind aIle Felder gleichmaBig mit g belastet, so treten in allen Stutz
punkten die gleichen Auflagerkrafte Z auf. 

Denkt man sich diese Widerstande zunachst ausgeschaltet, so wird 
die Platte Verschiebungen ?;o erfahren. LaBt man hingegen lediglich 
die Krafte Z = ~ 1 angreifen, so werden die Senkungen ?;' hervor
gerufen. 

Die endgiiltige, wirkliche Gestalt der elastischen Flache ist durch 
die Verruckungen 

bestimmt. 
Fur die Stutzpunkte k gilt insbesondere die Gleichung 

?;k = ?;ok - Z?;i, . 
Da diese Punkte unverschieblich sein sollen, so muB ?;k = 0 sein. 

Es ist mithin: 
11 Iz 3 " 15 Is 15 z=k 

. ?;k' J--- ---J Iz 17 .5 9 10 111 10 

Die Berechnung der Au£
lagerkrafte Z ist hiermit auf 1(--

die ErmittlungderSenkungen . 
?;ok und ?;i, zuruckgefiihrt. L ---

Urn diese GroBen zu be
stimmen, wahle ich ein Ge
webe mit del' Maschenweite 
Ax = Ay = A = -!-l. (Abb.77.) 

Da die Darstellung del' 
?;o-Flache genau wie in § 7 
durchgefuhrt werden kann, 

13 

Ilf 
15 

Is 
5 

.5 

9 

10 

11 

10 

12 13 11f 1,5 19 

~ 17 118 ~ 19 Izo 
--I( 

15 18 20 121 212 ---L 
19 17 1.9 Izo- 1.9 

* : : * 
Abb.77. 

so erubrigt es sich, den Rechnungsgang zu entwicke1n. Ich uberlasse 
es dem Leser, die Aufgabe selbstandig zu 16sen und die in del' Tafel 19 
zusammengestellten Ergebnisse nachzuprufen. 

Berechnung del' Pilzdecken" (Bauing. 1920, H. 7/8), von Lewe in seinen Arbeiten 
tiber "Die Liisung des PiIzdeckenproblems durch Fouriersche Reihen" (Bauing. 
1920, H. 22; 1922, H. 4,10,11), von Nadai in seinem Aufsatz: "Uber die Biegung 
durchlaufender Platten und del' rechteckigen Platte mit freien Randern" (Z. f. ang. 
Math. u. Mech. 1922, H. 5) behandelt worden. 

16* 
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Tafel 19. 

Zusammenstellung der Grundwerte fur die Untersuebung einer gleiebmiUlig 
belasteten triigerlosen Deeke mit neun quadratiseben Feldern (Abb. 77). 

Punkt II 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

EintluB der KrUte Z = - 1 

w' 

0,032143 
0,064286 
0,094643 
0,117857 
0,126786 
0,128571 

0,287334 
0,558605 

~ 0,795062 
8 1 0,975306 

1,082405 
1,117216 

I EintluB der gieichrniUligen Beiastung 
der ganzen Decke 

w. I (;. 

1,398152 
2,296306 
2,891219 
3,273175 
3,487679 
3,556937 

I 6,393593 
12,088076 

gA2 16,736842 gA4 

S; 20,152936 81 8 2 

22,235319 
22,934385 

Berner· 
kungen 

~.s 
0'" 
.~ '" 
~~ 
i~ 
ill.., 

2.£ 
s! 

8 0,196428~ 1 1,661699} l).2 4,995397 1 gA,2 31,815158 gA,4 ~: ';,<7). 
7 0,130357) 1,087742) 3,895851) 22,925566) ~·~:::I~ 
9 0,25 - 1,905896 - 5,713801

J 
~ 38,366382 --- ~."I ~ 

10 10,260714 8 1 2,110307 818 2 6,120603 81 142,366255 81 82 !~ ~ 
_1_1_---+:-0_,2_6_0_71_4_J_--!--2,_17_5_4_8_6J __ f-----6_,2_5_2 3_9_0 __ +-4_3_, 7_1_000_3 ___ 

11 
~ ~ I~ 

12 
13 
14 
15 

0,3107141 2,2216641 I 6,4807141 44,2364441 ~~ ~~ 
0,425 1 2,736274 1.1.2 7,466032 gA2 53,417379 gA4 ~ ... 
0,405357 81 3,016732 81 8 2 8,028541 81 59,032717 B18s .J . 
0,392857 3,103402 8,211417 60,920717 ~~ '-<1tJ5' 

16 0,733928} 1 3,375803} 1 j.2 8,641071} gla 64,567972} gJ..4 
17 0,542857 S 3,711583 8 8 9,316111 S 71,398016 8 8 
18 0,5 1 3,811798 1 2 9,536198 1 73,696030 1 2 

19 110,532143} 1 14,099140} 1 A211O,058633} gA2 I 78,979244} gJ..4 
_20 _ 0,521430 Sf 4,220624 s;s;, 10,301154 S; 81,531174 s;s;, 

II 1 I 1 J.. 2 I g J.. 2 1 g .1.4 
21 0,521430 8

1 
4,350987 81 82 10,551154 S; 84,168976 B

1
8

2 

--<~ ~ 
~ ...... 
1"""'ICD 0'" 

II '" II 
~-§ .. 
.s~ 1f 
.~ e 
~A ..... 
""'" ~: 
OIl'" gj& 
C):;l 

Die Untersuchung des Belastungszustandes Z = -1 edordert eine 
nahere Betrachtung. Die zugehOrigen Bestimmungsgleichungen ffir die 
w'- und die z'-Ordinaten lauten: 

4wi -2~ =0 
wi + 4w~ % -w~ =0 
w~ +4% w4 -Wg =0 
w; + 4w~ % - Wg =0 

w! +4% W6 - wio = 0 
-2w~ + 4W6 wit =0 

-- 2w~ +4w~ -2% =0 
w; w~ + 4ws w9 - wi2 = 0 

w4 - % + 4wg wio -- w13 = 0 

% - w9 + 4wlo- wit - W~4 = 0 
% - 2wlo + 4wl1- w15 =0 (A) 
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- 2 Ws + 4 W~2 - 2 WI3 = 0 
W9 - ~2 + 4 WI3 - w14 - W;6 = 0 
WIO - WI3 + 4 W~4 - WI5 - w17 = 0 
wl1 - 2w14 + 4w15 - w18 = 0 

W15 - 2 w17 + 4 w18 - W;o 
- 2w17 + 4w19 - 2w;o 

~8 - 2w19 + 4w;o - W~l 

- 4w~o + 4W21 

-4z1 -2z'; 

Zl +4z;-

Z~ + 4z~ -

- 2 Z5 + 4 Z6 - Zl1 

-2z; +4z~ -2% 

=0 
=0 
=0 
=0 

~ - z~ + 4zg -
, , ,82 

ZiJ - Z12 = Ws 12 

Z~ - Zs + 4z6 -
, J ,82 

ZlO - Z13 = W9 12 

zf, - z9 + 4 zlo -
, , ,82 

Zu - Z14 = WlO 12 

245 

(B) 
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Z~8 - 2 z19 + 4 z~o - Z~l 

- 4z~ + 4Z~1 

, 8 2 
= w1812 

, 8 2 
= w1912 

, 8 2 
= W20-Y2-

, 8 2 
= w2112 

) 

Die Au£losung der Gleichungsgruppe (A) liefert die in der Tafel 19 
eingetragenen w' -GroBen. 

Abb.77a. 

gegeben. 

Urn den Spannungszustand in der nachsten 
Umgebung des Lastortes genau zu bestimmen, schalte 
ich in dem durch die Knotenpunkte 12, 13, 14, 17, 
19 begrenzten Bereiche ein engmaschigeres Gewebe 

mit der Weite 2' = ~ = ! ein (Abb. 77a). Die Or

dinaten der Zwischenpunkte a, b, c, d seiner Um-
randung sind durch die Interpolationsformeln 

, 1( , 3' .. .1) 1 
Wa ="8 6 W13 + W 12 - W14 = 0,3846"S; , 

, I(, , ') 0491 
Wb ="8 6 W13 + 3 W14 - W12 = , 31 S' 

1 

W~ = ! (6W~7 + 3W~4 - W~9) = 0,4927 ~ , 
1 

Wa = ~ (6 W~7 + 3 W19 - W14) = 0,5560 81 , 
8 ~ 

Seine innere Gestalt hangt von der Art der Kraftverteilung in der 
Nahe desStiitzpunktes abo Da durch die pilzartige Erweiterung des 
Saulenkopfes eine breite Au£lager£lache gescha££en wird, so wird sich 
der Stiitzenwiderstand auf einem groBeren Bereich verteilen. Ent
sprechend den iiblichen Ausfiihrungsmaf3en kann man annehmen, dall 
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die Seitenlange der Druckflache sicherlich nicht geringer als die Maschen
weite list. Wird also die von den inneren Knotenpunkten e, /, g, 71" i 
des kleinen Gewebes begrenzte Flache als Druckflache angesehen und 
eine gleichmaBige Druckverteilung in diesem Bereiche vorausgesetzt, 
so miissen den Knotenpunkten e, g, i: je is-, t, 71,: je -A-, dem Mittel
punkt k: t des Widerstandes Z = -1 zugewiesen werden. 

Die Bestimmungsgleichungen des engmaschigen Gewebes lauten 
mithin: 

-2w~ 

Wl:l-

wI, -

W~7-

- 2Wd 

+ 4w~ - 2wi 

'+4 I , , +11 W wI - W - Wk = - -
e U 8 81 ' 

'+4' , , + 1 1 
wI Wg - Wh - We = 1"6 8~-' 

'+4' , , + 1 1 Wg Wh - Wi - Wk = --8 S ' 
1 

1 1 + 4 wi - 2 wi = + 16 S ' 
1 

- 2 wi - 2 wI. + 4 Wk 
1 1 =+---. 4 81 

Sie liefern die Ordinaten 

w~ = 0,4856 ~1 ' 

wj = 0,5554 ~1 ' 

w~ = 0,5390 ~ , 
1 

wI. = 0,6136 ~ , 
1 

wi = 0,6004 -~1 ' 

Wk = 0647 }--, 81 

Der Mittelwert der w' -GroBen im Bereiche e, t, g, 71" i ist 

-, _ 4 Wk + 2 (WI + w,,) + -l- [(w~ + wi) + 2 w~] = 0 6075 ~ 
WI6 - 8 ' 8 1 • 

Um nunmehr die Gestalt der elastischen Flache darzustellen, wird 
das z'-Gewebe mit den w'-Gewichten belastet. Die zugehorigen Gleich
gewichtsgleichungen sind in der Gruppe B geordnet, ihre Losungen in 
der Tafel 19 zusammengefaBt. 

Will man die Formanderungen in der Umgebung des Stiitzpunktes 
mit groBerer Schade bestimmen, so kann wiederum an die Knoten
punkte 12, 13, 14, 17; 19 das kleine Gewebe mit der engeren Maschen-

weite l' = -t angeschlossE;lIl werden. Seine Randordinaten sind, 
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Z~ = ~ (6 z13 + 3 z12 - z14) = 2,508 23 S:~~ , 
zi, = ! (6 z13 + 3 z14 - z12) = 2,90577 S2; , 

1 2 

Z~ = ! (6 z17 + 3 z14 - Z~9) = 3,40257 8 282 
, 

1 2 

Zd = ~ (6z17 + 3 z19 - z14) = 3,94377 /~ , 
1 2 

wahrend die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes 

-2z~ + 4z~ - 2z; 
/ (.1.')2 / .1.2 

=We - 8 =We48 , 
2 2 

, I + 4' / / I (2')2 / 22 
Z13 - Ze Zj -- Zg - Zk = Wj S = Wj 48 ' 

2 2 

I / + 4 / I I I (2')2 I 22 
Zb Zj Zg - Zh - Zc = Wg -8 = Wg -.fs ' 

2 2 

, , + 4' I / / (2')2 ,22 
Z17 - Zg Zh - Zi - Zk = Wh -8 = Wh 48 ' 

2 2 

I (2')2 I 22 
- 2 Za + 4 zi - 2 Zk = Wi -8 = Wi 48 ' 

2 2 

/ (2')2 I 22 
-2z; - 2Zh + 4Zk = Wk-8 = Wk 48 ' 

2 2 

fiir die inneren Knotenpunkte die Wel'te 

.1.2 22 
z; = 2,829029SS ' Zh = 3,579072ss , 

1 2 1 2 

22 .1.2 
zj = 3,089128 SS ' zi = 3,798946ss-, 

1 2 1 2 

.1.2 .1.2 
Z~ = 3,277825ss-, Zk = 3,3745375~8 8 

1 2 1 2 

liefern. 
Da del' Unterschied zwischen dem genauen Wert 

, .1.2 
Zk = 3,374537 5 8 S-

1 2 

und del' Ordinate des groBen Gewebes 
.1.2 

Z16 = 3,375803 8
1

8 2 

weniger als t %0 betragt, so ist die ZuverIassigkeit der Berechnung 
erwiesen. 
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FUr den Stiitzpunkt gelten also die Gr6.Ben 

81 82 g).,4 
'ok = '0(16) = ~ Zo(16) = 64,56797 N' 

3,3745375 ~ . 

Es ergibt sich mithin: 

Z = 64,56797 ).,2 = 1913387 ).,2 = 119588 l2 
3,3745375 g , g , g, 

C = Co - Z( = Co - 19,13387 g).,2 C' . 
Die Ordinaten C der wirklichen elastischen Flache sind in der Tafel 20, 

welche auch die Grenzwerte der Biegungsmomente 8z und 8y enthalt, 
zusammengestellt. 

Tafel 20. 

Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer gleichmiBig belasteten 
trigerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern. 

Abb.78. 

punktll ZI;' I; II Faktor I 8", 8" 

2 12,0881 --10,6883 1,3998 0,68671 0,37956 
7 22,9256 -20,8127 2,1129 0,70085 0,70085 
8· 3],8152 -29,6900 2,1252 gl4 0,23823 0,99852 gl2 

9 38,3664 -36,4672 1,8992 256N -0,"471 I 1,24486 16 
10 42,3663 -40,3784 1,9879 -0,00788 1,14010 
11 43,7100 -41,6257 2,0843 0,19280 1,07021 

4 -20,1529 I -18,6614 1,4915 1,08382 -0,06593 
9 38,3664 -36,4672 1,8992 1,24486 -0,31471 

13 53,4174 -52,3554 1,0620 gl4 0,22474 -0,91459 gl2 
16 64,5680 -64,5680 0,0 256N -],86927 -1,86927 16 
17 71,3980 -71,0169 0,3811 0,00070 -1,09398 
18 73,6960 -72,9345 I 0,7615 0,76084 I -0,79251 II 
6 22,9344 -21,3767 11,5577 1,031041 0,06604 

II 43,7100 -41,6257 2,0843 1,07021 0,19280 
15 60,9207 -59,3801 1,5406 gl4 0,23552 0,45934 gl2 

18 
I 

73,6960 -72,9345 0,7615 256N -0,79251 0,76084 16 
20 81,5317 -80,7568 0,7749 -0,12937 0,45622 
21 84,1690 -83,2513 0,9177 0,28552 0,28552 

Urn die Verbiegung der Platte besser zu veranschaulichen, sind fiir 
drei Schnittebenen J-J, K-K, L-L, welche zwecks besserer Unter
scheidung als Rand-, Gurt- und Feldschnitt bezeichnet werden 
m6gen, die elastischen Linien und die zugehOrigen Momente 8 in der 
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Abb. 78 au£getragen. Sie zeigen, daB die Platte sich am starksten im 
Rand-, am wenigsten im Gurtschnitt durchbiegt, wahrend umgekehrt 
die groBten Biegungsbeanspruchungen im Gurt-, die kleinsten im Rand-

Abb. 78. Spannungsbilder einer gleichmaBig belasteten tragerlosen Decke mit 
neun quadratischen· Feldern. 

schnitt entstehen. Dieses Verhaltnis ist in dem Steifigkeitsunterschied 
der £raglichen Schnitte begriindet: die Streifen, welche die Stiitzen 
kreuzen und von den letzteren unmittelbar getragen werden, verhalten 
sich namlich wie durchlaufende Balken mit festen Stiitzpunkten und 
konnen nur verhaltnismaBig geringe Verschiebungen erfahren; die 
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Streifen hingegen, welche die Saulen nicht beriihren und nur an den 
AuBenrandern aufliegen, wirken wie durchgehende Trager mit elastisch 
senkbaren Stiitzpunkten und miissen sich daher starker durchbiegen. 
Infolge der groBeren Steifigkeit haben die Gurtstreifen auch den groBeren 
Teil der Belastung aufzunehmen und werden folgerichtig am meisten 
beansprucht. Es entstehen vor aHem in der Nahe der Stiitzpunkte 
betrachtliche negative Biegungsmomente1), welche allerdings in einer 
kurzen Entfernung vom Saulenmittelpunkt rasch abnehmen und daher 
fiir die Anstrengung der Platte nicht unter allen Umstanden als aus
schlaggebend zu betrachten sind. Bei den Rand- und Feldstreifen sind 
die negativen Biegungsmomente kleiner als die positiven und auf einer 
groBeren Lange als bei den Gurtstreifen verteilt. 

Ein Vergleich mit der in § 30 behandelten, neunfeldrigen durch
laufenden Platte zeigt schlie.Blich, daB die Pilzdecken sowohl in den 
Eck- wie in den Randfeldern wesentlich starker als die von Zwischen
langs- und Quertragern unterstiitzte Platte beansprucht wurden. Die 
Ausschaltung des Tragerrostes hat durchschnittlich eine Verdoppelung 
der Spannungen zur Folge. 

Betrachtet man hingegen den von den Ebenen J -J und L-L be
grenzten Streifen als einen einzigen Balken von der Breite B = l, so 
erhalt man als Mittelwert der groBten positiven Biegungsmomente im 
Endfeld: 

I gP 
M~) = 4 (0,70085 + 2·1,24486 + 1,07021) 16 = 0,0697 gl2, 

1m Mittelfeld: 
1 . P 

M~m) = 4- (0,19280 + 2·0,76084 + 0,28552) ~6 = 0,03125 gl2. 

Die entsprechenden Werte fiir den durchgehenden Trager mit drei 
gleichen Offnungen sind 

Mee) = 0,08 gl2 , M(m) = 0,025 gl2 . 

Die verhaltnismaBig geringfiigigen Abweichungen beweisen, daB sich 
die Pilzdecken hinsichtlich der GroBe und der Verteilung der Biegungs
spannungen nicht wesentlich von durchlaufenden Balken, welche auf 
der vollen Querschnittsbreite unmittelbar von Saulen getragen werden, 
unterscheiden. Die Beanspruchungen der Decken und Balken stimmen 
um so hesser miteinander iiherein, je mehr Felder in jeder Langs- und 
Querreihe der Platte vorhanden sind und je weiter der hetrachtete 
Deckenstreifen von den gleichlaufenden Deckenrandern liegt. 

Die spateren Untersuchungen tragerloser Decken mit unendlich 
vielen Feldern werden zeigen, daB, wenn der Biegungswiderstand der 

1) Die in Abb. 78 gezeichneten Momentenlinien sind in der Umgebung des 
Sttitzpnnktes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes ermittelt worden. 
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Stiitzen auBer acht gelassen wird, die Pilzdecken im allgemeinen star
kere Durchbiegungen und gr6Bere Beanspruchungen als die stellver
tretenden durchlaufenden Balken aufweisen. 1m vorliegenden FaIle 
sind die Spannungen bei der Pilzdecke aus dem Grunde geringer, weil 
die von den Ebenen J -J und L-L begrenzten Deckenstreifen ziem
lich nahe am Rande liegen und durch die besonders wirksame Quer
stiitzung eine· merkliche Entlastung er£ahren. 

2. Der Einfl uB einer wechsel weisen Belastung 
einzelner Felder. 

Um den Ein£luB der ungiinstigsten Laststellung zu erkennen, miissen 
vor allem vier Lastanordnungen in Betracht gezogen werden. 

Abb.79a. Abb.79b. Abb.79c. Abb.79d. 

Fall A (Abb. 79a): die Felder Ia und Illb sind belastet, 
die Felder IIa und lIb unbelastet; 

Fall B (Abb.79b): die Felder Ia und IIIb sind unbelastet, 
die Felder IIa und lIb belastet; 

Fall C (Abb. 790): die Felder Ia und IIa sind belastet, 
die Felder lIb und Illb unbelastet; 

Fall D (Abb. 79d): die Felder Ia und IIa sind unbelastet, 
die Felder lIb und IIIb belastet. 

Jede dieser Lastanordnungen laBt sioh auf zwei Stufen aufbauen: 

Fall A, Belastungsstufe 1: die Felder Ia u. IIIb sind mit + ~ belastet, 

die Felder IIa u. lIb sind mit + ~ bela stet ; 

Fall A, Belastungsstufe 2: die Felder I a u. III b sind mit + ~ belastet, 

die Felder II a u. II b sind mit - ~ belastet; 

Fall B, Belastungsstufe 1: die Felder Ia u. lIIb sind mit + ~ belastet, 

die Felder IIa u. IIb sind mit + ~ belastet; 
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Fall B, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u. IIIb sind mit - ~ belastet, 

die Felder IIa u. IIb sind mit + ~ belastet; 

Fall C, Belastungsstufe I: die Felder Ia u. IIa sind mit + ~ belastet, 

die Felder IIb u. IIIb sind mit + ~ belastet; 

Fall C, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u. IIa sind mit + ~ belastet, 

die Felder lIb u. IIIb sind mit -: ~ belastet: 

Fall D, Belastungsstufe I: die Felder Ia u. IIa sind mit + ~ belastet, 

die FelderIIb u. IIIb sind mit + ~ belastet; 

Fall D, Belastungsstu£e 2: die Felder Ia u. IIa sind mit - ~ belastet, 

die Felder IIb u. IIIb sind mit + ~ belastet. 

In der ersten Stufe aller Belastungsfalle sind samtliche Felder gleich

zeitig und gleichmaBig mit ~ belastet: man braucht also nur in dem 

vorhin· behandelten Beispiele g mit J!.. zu vertauschen, urn die Ver-
2 

schiebungen und Spannungen der ersten Stufe zu gewinnen. 
In der zweiten Stufe der Falle A und B stimmen die Randbedingungen 

jedes Feldes aus Grunden der Symmetrie und Gegensymmetrie mit den 

Randbedingungen der ringsum freiaufliegenden, mit + ~ belasteten 

quadratischen Platte von gleicher Seitenlange l vollig uberein. Die fiir 
die letztere im § 7 errechneten Werte konnen, sobald g (oder p) durch 

+ ~ ersetzt wird, ohne weiteres auf die zweite Belastungsstufe der Pilz

decke ubertragen werden. 
In den Fallen C und D decken sich ebenso bei der zweiten Stufe die 

Randbedingungen der Umgrenzung a, b, c, d der auBeren Reihen wie 
auch diejenigen der Umgrenzung cdc d der inneren Reihe mit den 

Auflagerbedingungen einer ringsum frei aufliegenden, mit + ~ belasteten 

rechteckigen Platte von der Lange L = 3 lund der Breite B = l. FUr 
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dieses Seitenverhaltnis B : L = 1 : 3 sind die Durchbiegungen und die 
Spannungsmomente in § 9 errechnet und in der Tafel 5 zusammen-

gestellt worden: es geniigt also wiederum g (oder p) mit + ~ zu ver

tauschen, urn die zugehorigen Werte £tir die zweite Belastungsstille 
zu ermitteln. 

Bedenkt man nunmehr, daB die Formanderungen undBeanspru
chungen in der kiirzeren Spannrichtung urn so betrachtlicher sind, je 
kleiner die Breite B der Platte im Vergleich zur Lange List, so ist es von 
vornherein einleuchtend, daB die zweite Belastungsstufe in den Fallen 
C und D groBere Durchbiegungen und Spannungen als in den Fallen 
A und B hervorbringen muB. Fiir die Querschnittsbemessung hat daher 
nicht die schachbrettartige, sondern die wechselweise Reihenbelastung 
ausschlaggebende Bedeutung. Beniitzt man einerseits die in der 
Tafel 20 zusammengefaBten Werle fiir die gleichmaBig belastete 
neunfeldrige Decke, andererseits die in der Tafel 5 fiir die frei auf
liegende Platte mit dem Seitenverhaltnis 1: 3 enthaltenen Zahlen, 
so gelangt man fiir die _ wichtigsten Punkte der Pilzdecke zu den 
folgenden Ergebnissen: 

Schnitt Punkt I Stufe 1 Stufe 2 I Beiastungs- I Beiastungs' Faktor 
fall C fall D 

J-J I 7 18x = t· 0,70085 + t· 1,2084 1 + 0,954621- 0,25378 III 
II = t . 0,19280 =+= t· 1,2084 - 0,50780 + 0,70060 

K-KI 9 I = ~-. 1,244861 + }. 1.7289\ + 1,486881- 0,24202- pl2 
18 = t . 0,76084 + -~ .1,7289 - 0,48403 + 1,24487 J 16 

L-L I II 1 = -~ . 1,07021 1 + -~- . 1,8543 -I + 1,46226 II - 0,39204 
21 = t . 0,28552 +}. 1,8543 - 0,78439 + 1,06991 

In derselben Weise sind fiir die iibrigen Zwischenpunkte der drei 
Schnittebenen die Werte der Momente 8", errechnet und in Tafel 21 
mit den zugehorigen ,-Werten zusammengestellt worden. Die Gestalt 
der Momentenlinien ist aus der Abb.80 zu erkennen. 

Eine nahere Betrachtung zeigt wieder, daB die Gurlstreifen starker 
als die Feldstreifen und die letzteren starker als die Randstreifen be
ansprucht werden: die Spannungsunterschiede sind aber wesentlich 
kleiner als bei der gleichzeitigen Belastung aller Felder. Die positiven 
Momente sind bei den Gurt- und Feldstreifen fast gleich, wahrend die 
negativen Momente eher voneinander abweichen. 

Die geringere Beanspruchung der Randstreifen ist leicht zu erklaren, 
wenn man bedenkt, daB die zur Randlinie parallel gerichteten Normal
spannungen in der Nahe des Randes rasch abnehmen. 
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Wird der von den Ebenen J -J und L-L begrenzte Deckenstreifen 
Wle vorhin als einziger Balken von del' Breite B = l aufgefaBt, so be-
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Abb. 80. Spannungsbilder einer tragerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern 
bei wechselweiser Belastung einzelner Felderreihen (Lastzustande C und D). 

tragt der Durchschnittswert der gr6Bten positiven Momente 8x im End
feld: 

I l2 
"4 (0,95462 + 2·1,48688 + 1,46226) ~6 = 0,08423 pl2 , 

1m Mittel£eld: 

I pP 
-4 (0,70060 + 2·1,24487 + 1,06991) 16- = 0,06656 pl2 , 
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wahrend fur den durchgehenden Trager mit drei gleichen Offnungen 
die Zahlen 

M~~x = 0,100 pl2 , M~~~ = 0,075 pl2 
gelten. 

Tafel 21. 
Die Durchbiegungen und Spannungsmomente 

einer tragerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern bei wechselweiser 
Belastung einzelner Felderreihen. 

Abb. 77 u. 80. 

Punkt II 
Belastungsfall C 

I; I 
-
8x 

Belastungsfall D 

I; I 
-
8x 

2 
I 

1,4684 0,80975 
7 2,1271 0,95462 
8 1,8311 pI' 0,58552 
9 0,9496 256N -0,15736 

10 0,2255 -0,47024 
11 -0,0295 -0,50780 

4 II ],8319 1,19586 
9 2,4680 1,48688 

13 1,6172 pI4 0,76632 
16 0,0 256N -0,93464 
17 -0,8956 -0,65360 
18 -1,1377 -0,48403 

6 1,9908 1,21392 
11 2,6677 1,46226 
15 1,9323 pI4 0,81616 
18 0,3807 256N -0,39625 
20 11-0,7745 1-0,76308 
21 -1,1667 -0,78439 

-0,0686 
-0,0142 

P I2 0,2941 
16 0,9496 

1,7625 
2,1127 

-0,3404 
-0,5688 

pI2 -0,5551 
16 0,0 

1,2767 
1,8992 

ppl 
-0,3832 
-0,5834 
~-0,3917 

16 0,3807 
1,5495 
2,0844 

pI4 

256N 

pI4 
256N 

, 

I --

1 

I 

pI4 
256N 

I 

-0,12305 
-0,25378 
-0,34728 P I2 
-0,15736 16 

0,46256 
0,70060 

-0,11204 
-0,24202 
-0,54158 P I2 
-0,93464 16 
+0,65430 
+1,24487 
-------

-0,18288 
-0,39204 
-0,58064 P I2 
-0,39625 16 

0,63372 
1,06991 

Zwischen den entsprechenden Wert en ist wieder eine gute Annahe
rung zu verzeichnen. 

Es sei schlie13lich hervorgehoben, daB der Durchschnittswert der 
groBten negativen Momente der Platte in der Mitte des Mittelfeldes nur 

1 pP - 4 (0,50780 + 2·0,48403 + 0,78439) 16 = -0,03532 pl2 

betragt, wahrend die Momente des durchgehenden Tragers an der 
gleichen Stelle die GroBe 

M~~~ = -0,050pl2 

erreichen. Diese Abweichung zeigt, daB die negativen Momente nur 
bei den Gurtstreifen und lediglich in der naheren Umgebung der Stutz
punkte verhaltnismaBig hoch sind und daher fiir die Bemessung der 
Feldquerschnitte im allgemeinen eine untergeordnete Bedeutung haben. 
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§ 32. 
Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke. 

Das Beispiel del' neunfeldrigen Decke ist als Grundlage fUr die Be
urteilung del' Eigenschaften del' tragerlosen Decken insofern wenig 
geeignet, als infolge del' geringen Anzahl del' Felder del' gunstige EinfluB 
der stetigen Stutzung der AuBenrander auch in den mittleren Felder
rei hen merklich in Erscheinung tritt. 

In den meisten Fallen werden wenigstens in cineI' Richtung cine 
groBere Anzahl von Feldern in einer Reihe angeordnet (Abb. 81). Die 
Steifigkeit der langlichen 
Feldstreifen M-M, N-N 
ist in diesel' Richtung urn 
so geringer, je mehr die 

M aufliegenden Rander M --N N 

voneinander entfernt sind; 
dementsprechend ist auch 
die Beanspruchung del' 
Querstl'eifen P - P, Q-Q 
urn so betrachtlichel'. 

o o 

Abb. 81. 

o 
M 
N 

Die groBten Spannungen und Fol'manderungen werden ubel'haupt 
in dies en Streifen dann entstehen, wenn die Decke in del' Langsrichtung 
unendlich ausgedehnt ist. 

Die Behandlung dieses Grenzfalles ist del' Gegenstand der nach
folgenden Aufgabe. 

Ich betrachte zunachst eine Platte, welche an den Langsrandern 
frei aufliegt und durch zwei Reihen von Innenstutzen, die in gleichen 
Abstanden 1", und 1y angeordnet 
sind, in drei Gruppen mit je un
endlich vielen Feldern unterteilt ist 
(Abb.82). Urn die Untersuchung 
zu vereinfachen, setze ich voraus, 
daB in allen durch die Mittel
ebenen Q-Q begrenzten Quer
Rtreifen die gleiche, zur x- und 
y-Achse symmetrisch verteilte Be
lastung P vorhanden ist: in den 
gemeinsamen Randebenen Q-Q 

if 

if 

Q a 
I +y I 
I I I 
I ,k I 

I I 
I I 

,ql 8---+11--
I 
I 

" 
I 

I I 
I I 
I I 
I I I 

I€ IQ 
I I 

1.,.1lpJ...:(l ... "'-.;l."J..-1l .... 
~ ~ 

Abh. H2. 

t 
If j 

1 ----~+" 

if j 
I 
T 

zweier :Felderreihen A und B treten daher wedel' lotrechte Scherkrafte 
noch Drillungsmomente auf. Diese Randel' werden nur durch die 
senkrechten Kraftepaare 8", beansprucht. 

Denkt man sich vorerst den Stutzenwiderstand Z beseitigt, so ge
nugen die Gleichgewichtshedingungen, urn, ohne Riicksicht auf die 

l\farcus, Platten, 17 
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inner en Widerstande s"" in gleicher Weise wie bei einem einfachen Balken 
die GroBe der gesamten Scherkraft 

+llx 

Vy = (vydx 
~ flx 

und des gesamten Biegungsmomentes 

Hx 
WCy = (sydx, 

.:'Fx 

welche in jedem Querschnitt eines Querstreifens auftreten, und auch 
die Resultierende +!l. 

A" =/aydx 
-1lx 

der langs der Randabschnitte Q -Q verteilten Auflagerkrafte zu be
stimmen. Die Gleichgewichtsgleichungen liefern fur diese GroBen Vy , 

WCy und Ay genau den gleichen Wert wie bei einem Balken mit der 
Breite B = l",. Diese Ubereinstimmung ist von der Art der Belastung 
unabhangig: sie ist im gleichen MaBe vorhanden, wenn die wirkliehe 
Belastung ausgeschaltet wird und nur die Stutzenwiderstande Z als 
auBere Krafte angreifen. 

Um die Unterscheidung zu erleichtern, will ich mit WCo und Vo 
diejenigen Biegungsmomente und Scherkrafte, welche lediglich durch 
die Belastung P hervorgerufen werden, und mit WC' und V' diejenigen 
Widerstande, welche unter dem ausschlieBlichen Ein£luB der Krafte 
Z = -1 entstehen, bezeichnen. Die wirkliche Beanspruchung ist durch 
die GroBen 

bestimmt. 
V=VO-ZVI 

Werden ebenso mit Co, C' und C bzw. mit 00 , 0' und 0 die Durch
biegungen der Platte bzw. des stellvertretenden Balkens bezeichnet, so 
laBt sich die wirkliche Formanderung durch die Gleichungen 

beschreiben. 
C = Co - Z C1

, 

Es ist von vornherein leicht zu erkennen, daB die Ubereinstimmung 
der gesamten Biegungsmomente und Scherkrafte beim Plattenstreifen 
und beim zugehorigen stellvertretenden Balken eine gleiche Uberein
stimmung des Mittelwertes der Durchbiegungen der Platte 

und der entsprechenden lotrechten Verschiebungen 00 und b' des Balkens 
zur Folge haben muLl. 
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Es muE aber im Auge behalten werden, daB in jedem Querschnitt 
des Querstreifens die einzelnen Beanspruchungen 8y , Vy und Durchbiegun
gen Clangs der Querschnittsbreite veranderlich sind und yom Durch-

schnittswert ~, Yl y, b mehr oder weniger abweichen konnen. Ein 
x x 

merklicher Unterschied ist besonders im Angriffspunkt k der Stiitzen
widerstande Z zu erwarten, weil bei Einzelkraften in unmittelbarer 
Nahe des Lastortes eine 
erhebliche Steigerung der 
Biegungsmomente em
tritt. 

Da die Stiitzpunkte 
unverschieblich sein sol
len, so gilt fiir die Stelle k 
die Bedingung 

Ck = Co" - Z Cle = 0 . 
Hieraus folgt 

Z = Colo, 
Cle . 

Wiirden Colo, und Cle mit 
den zugehorigen Ver
schiebungen bolo, und bk 
der Querschnitte K-K 

des stellvertretenden 
Balkens genau iiberein-

1 T 
/, 

I 2 11 Z J Z 11 Z 

i J 5 Ilf 5 8 5 Ilf 5 JI 

-f--~-
is 17 .5 9 8 17 .5 I 

If- -!. 
1~ /(1 

-~$ 11- 1~ 1L - -+--
1'1113 71f 15 1'1 13 1'1 I 
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Abb.83. 

stimmen, so wiirde auch der Stiitzenwiderstand Z bei der Platte ebenso 
groB wie beim entsprechenden durchgehenden Trager sein und im end
giiltigen Zustand eine vollige Gleichheit hinsichtlich der Biegungs
momente 9JCy und Scherkrafte Vy bei der Pilzdecke und beirn durch
laufenden Balken bestehen. Da jedoch in den Querschnitten K - K 
langs der Stiitzenflucht die Durchbiegung der Platte gerade im Punkte k 
ihren Hi::ichstwert erreicht und mithin C" sicherlich gri::iBer als der Durch
schnittswert b", also auch gri::iBer als die Verschiebung bk des stellver
tretenden Balkens ist, so miissen bei der Platte kleinere Stiitzenwider
stande Z und gri::iBere positive Biegungsmomente 9JCy als beim durch
gehenden Trager hervorgerufen werden. 

b' 
Das Verhaltnis r; zwischen dem Mittel- und dem Hi::ichstwert der 

Sk 
Durchbiegungen der Platte langs der Stiitzenflucht ist das MaB fiir die 
Wirksamkeit der Stiitzung. Es ist um so giinstiger, je weniger sich diese 
beiden Werte voneinander unterscheiden und hangt wesentlich yom 
Stiitzenabstand lab. Um die Beziehungen zwischen Platte und Balken 

17* 
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weiter zu verfolgen, will ich jetzt in zwei Beispielen die Ermittlung der 
GroBen ~k und Cle zeigen und den Verlauf der Durchbiegung der Decke 
im Bereiche der Stiitzenflucht naher untersuchen. 

1. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit der 
Sttitzenteilung l.,: ly = 1 : 1. 

Fiir die in Abb. 83 dargestellte dreireihige Platte mit der Stiitzen
teilung l.,: ly = 1 : 1 wahle ich ein Gewebe mit der Maschenweite 

l a 
A., = Ay = A = - = - und belaste es in den Punkten k mit den 

4 2 
Kraften P = 1 . 

Ich verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte entsprechend 
den Symmetriebedingungen ~nd schreibe die Gewebegleichungen 

4w~ 

-2 (~ + ufs) + 4 w~ 
-2w~ -W4 =0, 

-W5 =0, 
4ufs - 2~ -ufs =0, 

+ 4W4 -2% -u4 =0, 
W~ - (w4 + W6) + 4 W5 - Ws = 0, 
wa +4ufs -2% -W9 =0, 

W4 
W5 - (u4 + w9) 

w6 

+ 4W7 

+ 4ws 
+4w9 

- 2ws -wl0=O, 
- w'u = 0, 

- 2 Ws - wJ2 = 0 , 

P 1 + 4~o - 2~1- ~3 = -= +-, 
8) 81 

w8 - (~o + W~2) + 4 W~1 - W~4 = 0 , 
w9 + 4 W~2 - 2 Wi1 - ~5 = 0 , 

~o + 4 w13 - 2 wt4 - wiG = 0 , 
wtt - (w13 + w15) + 4wi4 - w17 = 0, 

-2 Wi3 + 4W~6 ~ 2w17 
-2wi,j- (wtG+ w1s) + 4wJ7 
-2W~5 

=0, 
=0, 
=0, 

(A) 
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4z~-2z~ 

-2 (z; + zf) + 4z; 

4z~-2z; 

z; 

- (z~ + zi;) 

+ 4z~ 

+ 4Z7 

- (Z7 + z;) 

Z7 + 4z~o 

Z9 

zlO + 4z13 

'2 
, Ie, 

- Z4 = 8
2 

WI , 

, l2, 
-z" =-8 W2' 

2 

, l2, 
-z(; =f[W:l' 

2 

, , l2, 
- 2 Zs - ZlO = 8

2 
W7 , 

, , l2, + 4zs -zl1=8 ws , 
2 

, , l2, 
- 2 ZS - ZI2 = 8

2 
wn , 

, , l2 _, 
- 2 Zll - ZI3 = f[ Wk , 

2 

2 ' , A,2, 
- Zn - ZI5 = SWI2' 

2 

, , l2, 
- 2 ZI4 - ZI6 = 8

2 
W13, 

J ( , + ') + 4 ' , A,2, "'11 - Z13 ZI5 Z14 - Z17 = f[ W I4 , 

+ 4z;" 

+ 4Zts 

2 

, , A,2, 
- 2 Zu - ZI8 = 8 W 15, 

2 

(B) 
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auf. Ich setze 

w~ = RI + TI + UI , 
W' 2 =RI - Tl 
W' 3 = RI + TI U1 

W~ = R4 + T4 + U4 
wS = R4 - T4 
W6 = R4 + T4 - U4 

W; = R, + T 7 + U 7 

W~ = R7 - T7 
w; = R, + T 7 - U, 

W~O = RIO + T IO + UlO , 

W~l = RIO - T IO 
W~2 = RIO + TiO - UIO ' 

W~3 = RI3 + T I3 + U13 ' 
w14 = R13 - T I3 
w15 = Rl3 + T I3 - UI3 ' 

W~6 = RI6 + T I6 + UI6 ' 

W~7 = R I6 - T I6 
W~8 = Rl6 + T I6 - UI6 ' 

(0) 

4RI - wl + 2w; + wa , 
4 U1 = 2w~ - 2w~ , 
4TI w~ - 2w~ + W3 , 

4R4 w~ + 2w~ + Ws , 
4 U4 = 2W4 - 2W6 , 
4 T4 w~ - 2W5 + w[; , 

4R, w; + 2w~ + w~) , 

4 U7 =2W; - 2w; , 
4 T, w~ - 2wg + w~ , 

4 RIO = wlo+ 2wl1 + W~2' 
4 UiO = 2w~o - 2W~2' 
4 TIO = wlo - 2 W~l + w12, 

4RI3 = w13 + 2 w14 + w15, 
4 Ul3 = 2w13 - 2w~,}, 

4TI3 = W~3 - 2w14 + w15, 

4RI6 = w16 + 2w17 + wls, 
4 U16 = 2w16 - 2W~8' 
4TI6 = W~6- w17 + wls, 

(D) 

fasse in den einzelnen Gruppen des Gleichungssystems A die Gleichungen 
paarweise zusammen und erhalte durch wiederholte Addition und Sub
traktion die drei folgenden voneinander unabhangigen Gleichungs-
systeme: 

2RI - R4 = 0 
RI + 2 R4 - R7 = 0 
R4 + 2R, - RIO = 0 

1 
R, + 2 RiO - RI3 = 48 

I 

RIO + 2 RI3 - Rl6 = 0 
-2R13 + 2Rl6 = 0 

+ 6TI - T4 = 0 
TI + 6T4 - T, = 0 

T4 + 6T, - TlG = 0 
I 

T7 + 6TlO - Tl3 = 48 
I 

TIO + 6Tl3 - T I6 = 0 
-2T13 + 6Tl6 = 0 
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+ 4U1 - U4 = ° 1 
U1 + 4 U4 - U7 = ° 
U4 + 4 U7 - U10 = 02 

U7 + 4 U lO -- U13 = 48~ j 
, U lO + 4 U13 -- U16 _ ° 

-2 U13 + 4 U16 - ° . 

263 

An Stelle der urspriinglichen partiellen Differenzengleichungen sind 
hiermit tot ale Differenzengleichungen gewonnen, welche eine ahnliche 
einfache Gliederung wie die bekannten CIa pe yro nschen Dreimomen
tengleichungen des durchlaufenden Balkens au£weisen. Ihre Auflosung 
liefert: 

= 0,25 ;- , Rl 
1 

R 
1 

= 050--4 , 81 ' 

R7 
1 

=0,75 S-' 
1 

1 
RIO = 1,00 S- , 

1 

1 
R13 = 1,008' 

I 

1 
R16 = 1,00 S·, 

1 

M~ = 81W~ 

M~ =81~ 
M~ = 81W~ 

M; = 81 w; 
M~ = 8lW~ 

M(, = 8 1 w; 

1 1 
T1 = 0,000217 

81 
, Ul = 0,00259s~, 

T = 0,001301 
1 

U4 = 0,01036 ;1 ' , 4 81 

= 0,00758!J 
1 

U7 
1 

T7 81 
, = 0,03886 §- , 

1 

1 1 
'1'10 = 0,0044232 8 ' U lO = 0,14508 8 ' 

1 1 

1 1 
'1'13 = 0,007806 8 

, U13 = 0,04145 - , 
81 1 

T 16 = 0,002602 
1 , 1 

81 
, U16 = 0,02073 S; . 

= 0,25281P, 
= 0,24978P, 
= 0,24763P, 

= 0,79645P, 
= 0,74241P, 
= 0,71873P, 

M~ = 81 W4 = 0,51166P, 
M; =; 8 1 W5 = 0,49870P, 
M;, = 81 We = 0,49094P, 

MiD = 81 wlo = 1,18931 P , 
Mil = 81 wil = 0,95577 P , 
M;~ = 8 1 W;3 = 0,8991.'5]>, 

111~:\ = 81 w~:; = 1,04926P, 
M~J = 81 wi.! = 0,99219P, 

Mi" = 8 1 wi:, = 0,96636P, 

Mil; = 81 Wl\i = 1,02333 P, 
Mi, = 8 1 w17 = 0,99748 P , 
Mis = 81 w18 = 0,98187 P . 

Aus diesen Zahlenreihen erkennt man, daB nur in der nachsten 
Umgebung des Lastortes ein nennenswerter Unterschied zwischen den 
Momenten M' eines Langsschnittes besteht, wahrend mit wachsendem 
Abstande vom Lastorte aIle Punkte eines Langsschnittes fast die gleiche 
Biegungsmasse M' aufweisen. Obgleich die Platte nur in einzelnen 
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Punkten gestiitzt ist, tritt eine beinahe e benso gleichmaBige Verteilung 
des Auflagerwiderstandes ein, als ob die Decken langs del' Linien 10, 

11, 12 ganzlich aufruhen wiirden: diese giinstige 
/I Wil'kung ist fiir die Tragfahigkeit del' Pilzdecken 

von erheblicher Bedeutung. 
Die Spannungsverteilung in del' Nahe des 

Stiitzenkopfes verdient noch eine eingehendere Unter
suchung. Ich schlieHe an die Knotenpunkte 7, 8, 
11, 13, 14 ein kleinmaschiges Gewebe mit del' Weite 

Abb.83a. 11 l' 'I a 
Ax=Ay=A. =4 an (Abb.83a). Wahlt man als 

Druckflache ein 
a 

Quadrat mit del' Seitenlange 2 A' = 2' so entfallen 
p 

auf die Knotenpunkte i und m die Lastanteile 16' 

auf die Knotenpunkte r, lund n die Lastanteile-~ 
8 

auf den Mittelpunkt k del' Anteil 
P 
4 

Die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes lauten nunmehr: 

4 wi - wi - w; -- w~ - Wb 

4 w~! - Wt - w~ - Wd - w~ 

4 w; - 2 wi - Wk - w~ 

p 

168-' 
1 

p 

16S1 ' 

P 
8S1 ' 

P 
8S1 ' 

4 ' (,+' ') , , p 
Wz - Wi Wm - Wk - Wn = ---ss- ' 

1 

P 
4 Wk - (w; + w;,) - 2 wi = 4 81 . 

(F) 

Setzt man hierin fiir 'w;., W~l und '~3 die vorhin gefundenen Werte 
p 

w~ = 0,79645 S· , 
1 

und fiir die iibrigen 
mittelten GroBen 

,__ r; P 
W II - 0,95077 if ' 

1 

Randknotenpunkte die 

wi,; = 1 049 26 -~ , , S1 

durch Interpolation 

p 
= 0,78294 8 ' 

1 

P = 1,03499 8 , 
1 

er-
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6 W~l + 3 w~ - WI4 P 
WI1 = R = 0,87121 a-- ' 

n.l 

, 6wl1 - w~ + 3wll P 
10" = ----------------- = 0,99610,-

8 lSI 

cin, so erhalt man durch Auflosung der Gleichungsgruppe (l!') die neuen 
Ordinaten 

, P 
W· = ° 93325 --., 8 1 ' 

W; = 0,972535 -; , 
1 

P 
Wl = 1,04380 8 ' 

1 

, -1 r: 0 P w.,. - ,009 Os ' 
1 

- P 
w~ = 1,09861 s- , 

1 

, P 
Wk = 1,102198 

1 

und schlieBlich als Mittelwert des Momentes iiber dem Stiitzpunkt im 
Bereiche i, r, 1, m, n 

_ 4 Wk + 2 wf + w~ + w~ + l· wi + l w~ P 
Wk= 9 - "=1,06263 8 . 

1 

Die giinstige Wirkung der Verbreiterung des Stiitzenkopfes tritt 
wieder in Erscheinung; unter Beriicksichtigung der Druckverteilung 
ist das groBte Moment iiber deni Stiitzenmittelpunkt 

M' = 81Wk = 1,10219P, 

wahrend bei AuBerachtlassung der wirklichen Stiitzflache das Moment 

Mill = 8 1 wlo = 1,18931 P 

in Rechnung zu stellen sein wiirde. 
Um nunmehr die Ordinaten 1;' der ela,stischen Flache zu bestimmen, 

bringe ich auf das Gewebe mit der Maschenweite A. = ; die elastischen 

Gewichte w'. Die zugehorigen Gleichgewichtsgleichungen sind in der 
Gruppe (B) vereinigt. 

Sie lassen sich genau wie die w' -Gleichungen del' Gruppe (A) durch 
dl'ei voneinander unabhangige Gleichungssysteme mit je sechs drei
gliedrigen Gleichungen und je sechs Unbekannten ersetzen und ebenso 
rasch aufl6sen. Die Durchfiihrung der Rechnung nach dem Vorbilde 
der Gleichungsgruppen (C), (D) und (E) ist verhaltnismaBig sehr einfach 
und braucht daher nicht mit allen Einzelheiten er6rtert zu werden. Sie 
liefert die folgenden Wel'te: 
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p)'2 
z~ = 3,97113 818 2 ' 

P ).2 
Z~ = 7,69532 8

1
8

2
' 

p)'2 
z7 = 10,92625 818

2
' 

P ).2 
Z~o = 13,40687 8 8-' 

1 2 
P ).2 

Z~a = 14,89739 8 8 ' 
1 2 

p).2 
Zt6 = 15,39065 81S;' 

p).2 
~ = 3,96820 8 8 ' 

1 2 

p)'2 
Z5 = 7,68612 8 8 ' 

1 2 
p).2 

Zs = 10,90318 8 8 ' 
1 2 

p).2 
Zlt = 13,37060 8

1
8

2
' 

p)'2 
ZI' = 14,87139 8 8 ' 

1 2 
p).2 

Z17 = 15,3~224 8
1
8

2
' 

p ).21 z3 = 3,96578 8 8 ' 
1 2 

P ).2 
z[; = 7,67908 8 8 ' 

1 ~ 

p).2 
zG = 10,88734 8 8 ' 

1 2 
p).2 

Z12 = 13,34521 8 8 ' 
1 2 

p)'2 
Zl!i = 14,85312 ~8 ' 

1 8 2 
p).2 

Z~8 = 15,35815 8 8 . 
1 2 

(G) 

Man erkennt wiederum, daB aIle Punkte eines Langsschnittes fast 
genau die gleichen Durchbiegungen aufweisen und daB sich die Form
anderung der Decke auBerordentlich gleichmaBig voIlzieht. 

Da nur im Bereiche des Lastortes nennenswerte Unterschiede in 
den lotrechten Verschiebungen zu erwarten sind, so mage noch der 
Kriimmungsverlauf in der Nahe des Stiitzpunktes naher untersucht 
werden. lch schlieBe zu diesem Zwecke wie vorhin an die Knoten
punkte 7, 8, 11, 13, 14 des groBmaschigen Gewebes ein kleines Gewebe 

mit der Maschenweite ).' = ~ = : an (Abb.83a). Seine Ordinaten 

miissen den folgenden Bestimmungsgleichungen geniigen: 

(2')2 1 22 
4zi - Zl -'- z~ - z~ - Zb = wi -- = -. wi - = 0,93325 

8 2 4 8 2 

p).2 

4818~ , 
p).2 (A')2 1 ,).2 

4z~ - zl -z~ - Zd-Z~ = w'm-- = -. W m - = 105900 
8 2 4 8 2 ' 481 8 2 ' 

4 z~ - 2 zi - Zk - z7 
,().')2 1 ,).2 p)'2 

= Wr -s; ="4' Wr 8 2 = 0,972535 481 8 2 ' 

_ , ().')2_~ ,).2-109861 p).2 
-Wn - 'Wn - --, 

82 4 82 ' 481 82 

4z1 - ( '+ ') , , ,().')2 1 ,).2 1 0438 
Zi Zm - ZT.; -- Zll = WI • S = "4 . WI S = , 

p).2 

4818 2 ' 

P ).2 

481 8 2 • 
4Zk - (z; + z~) - 2Z1 

2 2 

(),')2 1 ).2 
= Wk -- = -'Wk - = 1,10219 

82 4 82 

Fiihrt man hierin die bereits ermittelten GroBen 

p).2 
Z7 = 10,92625 8

1
8 2 ' 

p)'2 
Ztt = 13,37060 8 8 ' 

1 2 

p).2 
Z~3 = 14,89739 8 8 

1 2 
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und die durch Interpolation gewonnenen Werte 

p).2 
= 10,9204888 , 

1 2 

PA2 

= 14,89089 S S' 
1 2 

6Z11+3Z~-Z;1 P),2 
Zb' = = 12 ")57 72--4 ,-- 8 1 82 ' 

6 ' , + 3 ' P '2 Z~ =~]J-=~ __ Z1! = 12,24182 S1 ~2 

ein, so ergibt die Auflosung: 

PA2 

zi = 12,2711O SS ' 
1 2 

PA2 

Z~ = 14,26727 SS' 
1 2 

Z' = 12 27915!:-~ 
r , S S ' 

1 2 

PA2 

z~ = 14,27790 SS ' 
1 2 

PA2 
Zk = 1340502--

, S1 S2 ' 

PA2 

z; = 13,39374 S~S2-' 

Die vorzugliche Ubereinstimmung zwischen den beiden Werten 

P '2 

und 

z10 = 13,40687 S§-
1 2 

PA2 
Zk = 13 40502 ----

, S1 S2 

ist ein erneuter Beweis fUr die Genauigkeit und Zuverlassigkeit des 
Rechnungsverfahrens. 

Aus der Gleichungsgruppe (G) lassen sich jetzt, indem P = 1 gesetzt 
wird, die Werte ,,= Ej1S~z' 

N 

errechnen. Sie sind mit den zugehorigen Momenten der reduzierten 
Biegungsspannungen _, d2~' 

Sy = -N· dy2 

in der nachstehenden Tafel 22 zusammengestellt. Um den Vergleich 
zu erleichtern, sind die Durchbiegungen (j' und die Momente Wl' des 
stellvertretenden einfachen Balkens in der gleichen Tafel aufgenommen. 

Der Vergleich der zugehorigen Zahlenreihen zeigt bei den Durch
biegungen (j' und " Abweichungen von hochstens 0,6%, wahrend sich 

die Momente s' und ~ um kaum mehr als 1 % voneinander unter

scheiden; beachtenswert ist hierbei, daB die Gurtstreifen 1-4 -7 -10 
-13-16 die tieferen Senkungen " und die kleineren Momente s', die 
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Feldstreifen 3-6-9-12-15-18 hingegen die geringeren Verschie
bungen " und die gri:i13eren Momente s' aufweisen. 

Das Verhaltnis ~t, 3,33333 
-;;,- = 335121'<: = 0,99 
1.,1.; ".) 

erscheint als MaH del' Wirksamkeit del' Stiitzung auHerordentlich giinstig. 
Da abel' bei statisch unbestimmten Tragwerken geringfiigige Verande
rungen in del' Lage del' Stiitzpunkte einen merklichen Ein£lu13 auf den 
Spannungszustand ausiiben konnen, ist es notwendig, nicht allein die 
Wirkung del' Auflagerkrafte Z = -1, sondeI'll auch diejenige del' ge
samten wirklichen Belastung in Betracht zu ziehen. 

Tafel 22. 

Die Durchbiegungen und Hauptspannungsmomente einer dreireihigen Platte 
mit der Stiitzenteilung lx : ly = 1 : 1 unter dem Einflull del' KriUte P 10 = + 1. 

Abb. 83. 

_ Pllnkt 11 _______ 1 _4 _1_7 __ '-
-~ll~:;~~~~ I T;i~~~ 
~, ! 0,24695 Ii 0,49326 

2 a I 0,25 
I 1 

Pllnkt II :l 

2,73156 
2,71875 
0,75031 

t,' 1

1

- 0,99145 1,91977 2,72184 

8~ 0,25248 0,50503 0,75041 

10 

3,35125 
3,33333 
1,01193 

3,33630 

0,94995 

13 

3,7243 
3,70833 
0,99726 

1,0 

1;' 

3,71328 

1,00289 

I 16 LFaktor 

---- ------ - ,-----
3,84766 
3,83333 
0,98652 

, 1,0 

1}1. ~ 
I 1 

II 1 

I 18 II 
===:i=== 

3,83954 

1,01006 

a2 
1·

N 
1 

a) Del' Einflu13 einer gleichma13igen Belastung alIer Felder. 

Werden aIle Felder gleichma13ig mit g belastet und die Widerstande Z 
beseitigt, so entstehen in allen Punkten eines Langsschnittes M - M 
(Abb. 81) die gleichen Verschiebungen Co und die gleichen Biegungs
momente Soy: jeder Streifen P PQQ verhalt sich wie ein einfacher, frei 
aufliegender Balken. Bezeichnet man mit L = :{ l = 6 a die Spann
weite dieses Balkens, so lassen sich seine Durchbiegungen Co und seine 
Momente SO?! durch die bekannten Formeln 

. g L4 ( ,y2 y4) 27 g a4 ( 2 _y2__ L _1 . y4) 
(0 = 384N 5 - 24 L4 + 16 L4 = 87F 5 - 3 a2 T 81 a4 ' 

s = gL2 (1 _ ~y2) = 9 ga2(1- 2.. Jt2) 
oy 8 L2 2 9 a 2 

darstellen. 
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Fur die Stutzenflucht y = ± a ist 

, 44 ga4 

(ok=3--~V . 

Del' Au£lagerwiderstand der Pilzdecke hat also die GroBe 

'ok 44 ga4 

Z =7;k- = . :3 . 3,351250,2 

= 4,37647 ga2 • 

Bei dem gewohnlichen durch
laufenden Balken ist hingegen 

'ok 44 ga4 
Z = --- = -- . ------.-

()j, 3 3,33333 a2 

= 4,4ga2 • 

Diese beiden Werte Wel

chen nul' urn etwa 0,5% von
einander ab, 

Die Gleichungen del' end
gultigen Verschiebungen' und 
Momente 8y lauten nunmehr 

, = '0 - 4,37647 ga2 C' , 
8y = 80y - 4,37647 ga2 8~. 

Nach diesen Formeln sind 
die Werte " 8y und auch die 
Momente By der reduzierten 
Biegungsspannungen errechnet 
und neben den zugeh6rigen 
Gr6Ben des stellvertretenden 
durchlaufenden Balkens in 
die Reihe A del' Tafel 23 auf
genommen worden. Urn die 
Unterschiede zwischen del' 
Pilzdecke und dem Balken 
bessel' zu veranschaulichen, 

... we 
sind die Momente 8 y und -2 . a 
in Abb. 84 dargestellt. 

, 
¥ Burtstrelfen 

Abb. 84. Spannungsbilder der Querstreifen 
einer gleichmaBig belasteten tragerlosen Decke 

mit drei Felderreihen. 

Der Vergleich laBt wieder die kleinere Durchbiegung und die starkere 
Beanspruchung der Gurtstreifen erkennen: die Feldstreifen, welche im 
Gegensatz zu den Gurtstreifen in den inneren Drittelpunkten nicht 
unmittelbar aufgelagert sind, besitzen infolge ihrer nachgiebigen Stut
zung cine geringerc Steifigkeit und haben daher auch die kleineren 
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Tafel 23. 

Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer dreireihigen Platte mit 
der StiitzenteiIung t",: Zy = 1 : 1 bei verschiedenen BelastungsfiiUen. 

Abb. 83, 84 u. 87. 

Punkt II 1 4 7 10 13 16 II Faktor II Abb. .. ~ r I 0,07164 0,07928 0,00768 -0,13680 -0,01443 0,03355 I g~ stung~. _Y 
fall 8 y 0,07356 0,08532 0,02382 -0,10717 0,00264 0,04563 84 
A IDl y 0,06875 0,075 0,01875 -0,1 -0,00625 0,025 

2a 
--- -

I r 0,08269 0,10214 0,05071 -0,06840 -0,05409 -0,04570 

} pI: I 
B 

8 y 0,08368 0,10516 0,05829 -0,05359 -0,04556 -0,03968 85a 
IDly 

0,08125 0,1 0,05625 -0,05 -0,05 -0,05 
2a 

-"---

-0,011 061-0,02286 II r -0,04304 -0,06840 0,03966 0,07930 I p~ C 
8y -0,01009 -0,01984 -0,03546 0,05359 0,04819 0,08531 85 

IDly 
-0,0125 -0,025 -0,0375 -0,05 0,04375 0,075 

2a 

Punkt 
II 

3 

I 
6 9 12 15 

I 
18 Faktor Abb. 

Bela· II 
.tung .. { 8 0,06910 

0,07706
1 

0,03312 -0,02268 0,00847 0,02913 
} gZ: fall _U 84 A 8y 0,06751 0,07244 0,02272 -0,03935 -0,00352 0,01988 

B { ~y 0,08142 0,10103 0,06342 -0,01134 -0,04264 -0,04794 
} pZ~ 85a 8' 0,08063 0,09872 0,05823 -0,01968 -0,04864 -0,05256 11 

C Uy -0,01232 -0,02397 -0,03032 -0,01134 0,05111 0,07706 
} pZ; 1 85 8y -0,01312 0,02628 -0,03552 -0,01968 0,04511 0,07244 

Punkt 
II 

4 6 10 12 16 18 Faktor II Abb. .. ~ r I 0,00546 0,03715 -0,13090 0,04377 -0,02659 0,03680 II uP. 

stungS- _[I; 

fan 8% -0,00641 0,01542 -0,09875 0,05558 -0,04027 0,03084 
A IDl", 

-0,08333 0,04167 -0,08333 0,04167 -0,08333 0,041667 
2b 

r - 0,05944 - 0,07744 -
0,07728

11 } I 
D 

8", - 0,04547 - 0,08182 -
0,07337

11 
pI! II 86u.87 

IDl", 
0,08333 0,08333 0,083331 ____ 2b 

- - -

r - -0,02229 - -0,03367 - -0,04048 

} pr. 
E 8", - -0,03005 - -0,02624 - -0,04552 86u.87 

IDl", 
-0,04167 -0,04167 -0,04167 2b - - --

I 
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Biegungsspannungen. Die Untel'schiede zwischen den wil'klichen 
Spannungsmomenten 8y del' beiden Stl'eifen sind in den Endfeldel'n 
unel'heblich, in den Mittelfeldern betl'achtlichel'; in den letztel'en sind 
die Abweichungen zwischen den Momenten 8y del' reduzierten Span
nungen bei den Gurt- und Feldstreifen ganz bedeutend. 

Trotz del' fast gleichen Widerstande Z bestehen zwischen den Bie
gungsbeanspruchungen del' Pilzdecke und des stellvertretenden durch
laufenden Balkens merkliche Unterschiede, welche VOl' allem in del' 
Mitte der Innenfelder besonders in Erscheinung treten; die Durch
schnittswerte 8y der Gurt- und Feldstreifen weichen jedoch nicht er
heblich von den Biegungsmomenten des Balkens abo Da fiir die An
strengung und die Querschnittsbemessung del' Platte diese Durchschnitts
werte und nicht die fiir die Mittellinien del' Streifen giiltigen Grenzwerte 
maBgebend sind, so ist hinsichtlich del' gesamten Formanderungen und 
Spannungen eine fast vollstandige trbereinstimmung zwischen Pilz
decke und durchlaufendem Trager zu erkennen. 

b) Del' EinfluB ciner ungleichmaBigen Belastung. 

Die ungiinstigsten Beanspruchungen sind in den Querstreifen zu 
erwarten, wenn entweder die mittlere Felderreihe I odeI' die beiden 
auBeren Reihen II allein belastet werden (Abb. 85 und 85a). Bei gleich-

II 

I 

-----r--
~~~~-~-~? 

----~--~--~--~--.--~~---][ 

Abb.85. 

II 

I 

.J[ 

Abb.85a. 

maBiger Verteilung del' Krafte p laBt sich jeder diesel' beiden Belastungs
zustande auf zwei Stufen aufbauen. 

Stufe I: Innen - und AuBenfeldeI' tragen gleichzeitig die Last +~. ; 

Stufe II: die Innenfelder sind mit +~, 
belastet. ~ 

--- p 
die AuBenfelder mit + 2 
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Um die Verschiebungen 1; und Momente 8y der ersten Stufe zu er
mitteln, braucht man nur in den vorhin errechneten Werten der Gruppe A 

der Tafel 23 g durch J!... zu ersetzen. 
2 

Bei der zweiten Belastungsstufe verhalt sich jede Langsreihe wie 
eine unendlich ausgedehnte, an den AuBenrandern A-A oder an den 

Innenrandern K - K frei aufliegende, mit + ~ gleichmaBig belastete 

Platte. Jeder Querstreifen wirkt hierbei wie ein einfacher Balken von 
der Spannweite 1 = 2 a: fiir die zugehorigen GroBen 1; und 8y gelten 
die bekannten Formeln 

1) 12 (' y2) 1 2 ( y2 ) 
8 = + - . - 1 - 4 - = + - pa 1 - .... . 
y .. - 2 8. 12 - 2 a2 

Der Anfangspunkt der y-Achse ist hierbei in den Mittelpunkt jedes 
Feldes zu verlegen. Die Dberlagerung der Durchbiegungen und Span

J_.-

L ---

I 

I 
I r r I 

11111*llfffillllliflllltlllll 
I I I 

I I I I 
I t I I 
I I I I 
I I t I 

~illllIJrTfIITb:m:n 
Abb.86. 

nungsmomente der beiden Laststufenliefert 
die in den Spalten B und C der Tafel 23 
zusammengestellten Zahlen. Der Vergleich 

mit den zugehorigen GroBen ~ und ~ des 

durchlaufenden Tragers zeigt von neuem 
eine recht gute Dbereinstimmung sowohl 
in den Mittel- als in den End£eldern. 

Besonders bemerkenswert ist der ver-
schiedene Verlauf der Momentenlinien in 
den Gurt- und Feldstrei£en; wahrend bei 
den ersteren die negativen Biegungsmo
mente ihren GroBtwert unmittelbar iiber 
dem Stiitzenmittelpunkt erreichen, treten 
bei den zweiten die hochsten negativen 
Biegungsmomente auBerhalb der Stiitzen
£lucht auf, sie sind aber weit kleiner als bei 
den Gurtstreifen. In dieser Verringerung ist 

wieder der EinfluB der elastischen Nachgiebigkeit der Auflagerung der 
Feldstreifen zu erkennen. 

Um nunmehr auch die groBten Biegungsmomente in der Langs
richtung zu bestimmen, ist der Ein£luB einer wechselweisen Belastung 
der Querreihen, wie sie in Abb. 86 veranschaulicht ist, in Betracht zu 
7.iehen. Dieser Belastungs:lm;tand laBt sich allch in :lwei Stufen zer-
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legen, indem zunachst aIle Felder mit ~ und sodann die Querreihen 

abwechselnd mit + ~ und mit ~ ~ beansprucht werden. 

Die Verschiebungen i; und Momente 8", der erst en Stufe sind bereits 
bekannt. Bei der zweiten verhalt sich jede Querreihe abc d wie eine 
an den AuBenrandern ab, cd und den Innenrandern ac, bd frei auf-

liegende, mit + ~ gleichmaBig belastete Platte von der Lange L = 6 b 

=co 6 a und der Breite B = 2 a. Fiir dieses Seitenverhaltnis B : L = 1 : 3 

'" ~ 
'" ~ 
~ 
<::::0' 
I 

,--..... / .. ----~--............... "'- ..... , / >~, ~, ,.x~ \ 
I /' " ' -- "-I -~ • 

I ' ~ \ 
II / ~ • 

~' 

SchniffJ-J ---
• f(-f( -----

" L-L ---

Abb. 87. Spannungsbilder der Langsstreifen einer tragerlosen Decke mit drei 
Felderreihen bei wechselweiser Belastung. 

sind die Spannungen und Durchbiegungen im Abschnitt III, § 9 er
rechnet und in Tafel 5 zusammengesteIlt worden; man braucht nur 

+ ~ an Stelle von p zu setzen, urn die Werte fur die vorliegende Be

lastung zu erhalten. Die Zusammensetzung der Werte der beiden Last
stufen liefert die in der Tafel 23 eingetragenen Zahlen. 

Die 8", Linien der drei Langsschnitte J-J, K-K, L-L sind in 
Abb. 87 dargestellt. Die graBten positiven Biegungsmomente treten 
im Gurtstreifen K ~ K auf; der benachbarte Feldstreifen L - L der 
mittleren Reihe weist fast die gleichen Momente 81l) auf, wahrend die 
Feldstreifen J ~J der auBeren Reihen, durch die angrenzenden Rander 
ab, cd wesentlich entlastet, erheblich geringere Momente aufzunehmen 
haben. Die Beansprncbungen bleihen aber merklich hinter dem Dnrch-

Marcus, Platten. 18 
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9J1 p12 pa2 

schnittswert 2a = 12 = -3 = 0,333 pa2 des stellvertretenden durch-

laufenden Balkens zuriick. Diese Abweichung ist auf den Umstand 
zuriickzufiihren, daB die Ausdehnung der Platte in der Querrichtung 
beschrankt, in der Langsrichtung hingegen unbegrenzt ist: die Platte 
ist daher in der Querrichtung steifer als in der Langsrichtung, und dem
gemaB ist auch die Biegungsbeanspruchung in den Langsstreifen be
trachtlich geringer als in den Querstreifen. Bei Decken, deren Umfang 
in beiden Richtungen begrenzt ist, wird also die Spannungsverteilung 
nicht allein durch das Verhaltnis der Stiitzenabstande in jedem Felde, 
sondern auch durch das Verhaltnis der Felderanzahl in der Langs- und 
in der Querrichtung beeinfluBt. 

Die Bedeutung dieses Einflusses wird noch in § 33 und § 34 unter
sucht werden. Vorerst ist es aber notwendig, die Frage zu priifen, ob 
die VergroBerung des Saulenabstandes in einer Richtung eine merk
liche Verringerung der Wirksamkeit der Stiitzung zur Folge haben kann. 

2. Un tersuc hung einer dreireihig en Platt e mit 
de r S t iit zen t e i I u n g Ix: Iy = 3 : 2 . 

lch wahle als zweite Beispiel eine dreireihige Platte mit den Stiitzen-
abstanden Ix = 2 a = 62 , Iy = 2 b = 42 . 

Das zugehorige Gewebe ist in Abb. 88 dargestellt. Es sei zunachst nur 
in den Knotenpunkten (13) mit den Kra£ten Z = -1 belastet. Die 

l iZ 1 2 3 If 3 2 11 2, 
~--+I-+-+-+-+-¥~¥-!~¥-¥-r-r-~r-r,~~~--

T--~I~--~~J~~6~~5~6~r7~8~r7-f6~T:5~6~r-~-r-f--r--
~ : 10 19 10 11 12 11 10 1.9 10 

t L __ If __ 1~_1'f_ 1.2: 1~ 15 ~~ i'f_ r--: --- 18 117 18 18 20 ;;- 18 -~7 18 

;:.: L zz :Z1 ZZ 23 Zif Z3 22 IZ1 ZZ 
• I 

~ I 18:17 18 19 20 19 18 1,7 18 

t---~-- --- -- --$- - -- - -- ~- -- -
~ 
"I- I 
I 

I I 

~ I I : 
~--r-:~+-+-+-~~I--~~~+-+-+I~~-~--r-r-~ 
,I, ,c C//k////'o/ %I}P§a 

I 
I 

"I", 2a-8 A.,._--~",!.,I "'~ 
Abb.88. 

Gleichgewichtsgleichungen fiir dies en Belastungszustand lauten unter 
Beriicksichtigung der Symmetriebedingungen: 
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w' 2 

w' n 

w~ 

W~ 

wio -

wll-

~4-

w15-

4w~ - 2w~ - W5 =0 
4w:! -- 2W3 - Ws =0 
w~ + 4w~ w' 3 -w~ =0 
W4 + 4w; w~ -w; =0 

w~ + 4w~ - 2w~ -% =0 
wi + 4ws -2w~ -~2=0 
W5 +4w~ w~ -w~o=O 

Ws +4w~ - w~ -'- W~l = 0 

W5 + 4W9 -- 2~o - ~3 = 0 
Ws + 4 W~2 - 2 W~l - W~6 = 0 
w' 9 +4~o- wl1 ~ W~4 = 0 

~2 + 4~1- WIO - ~5 = 0 

W~ + 4 wis - 2 w14 - ~7 = ~ = + ~ 
81 81 

~2 + 4W~6 - 2W~5 - W~ = 0 
w13 + 4~4- w~5-w18=0 

Wl6 + 4~5- W~4 - ~9 = 0 

w~s + 4 ~7 - 2 W~8 - W~l = 0 
wIG + 4 w~ - 2 W~9 - w~ = 0 
w17 + 4W~8-
W~+4~9-

4zt 

4z.J 

z~ +4~ 

- ~ + 4Z3 

w19 - w~ =0 

~8 - w~ = 0 

- 2Z2 

-2z3 

z3 

- ~ 

=0 
=0 
=0 
=0. 

- Z5 
22 

=wl-
8 2 

-~ 
22 

=w.J-
8 2 

-zs 
22 

=w~ -" 8 2 

-~ 
22 

=W3 -
8 2 

18* 

275 
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Die Berechnung tragerloser Decken. 

I 4' 2' , ,,l,2 
Zl + Z5 - Z6 - Z9 = W5 8

2 

, + 4 I 2' , ,,l,2 
Z4 Zs - Z7 - Z12 = Ws S 

2 

Z~ - Z; + 4z~ -

z~- z~+4zf-

Z~ -

zf -

Z~o -

~2 + 4Z~1- , , ,,l,2 
ZlO - Z15 = wn 8

2 

, 4./ 2./ , ,,l,2 _,,l,2 
Zg + "'13 - "'14 - Z17 = W 13 S = Wk ~8 

2 2 

, + 4' 2' , ,,l,2 
Z12 Zw - Z15 - Z20 = W16 8

2 

, , ,,l,2 
Z1f, - Z18 = W14 8

2 

,l,2 
~4 - ~g = W~5 s;, 

, + 4' 2 ./ , ,,l,2 
Z13 Z17 - ;<;18 - Z21 = W17 8

2 

, + 4' 2' ' ,,l,2 
Z16 Z20 - Z19 - Z24 = W20 S 

2 

- 2Z20 + 4ZM - 2~il 
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leh bilde vier Gruppen von HilfsgroBen U m, U;", V In , V;", welehe 
den folgenden Bestimmungsgleiehungen geniigen: 

J

UI =1(w~ +2W2 +2W3. +w~) 
U~ = t (WI - w~ - w~ + w~ ) 
VI =l(w~ + W2 - w[; -w~) 
Vf =~ (w~ - 2 w~ + 2 w; - ~ ) 

U5 =t(Wf, +2w;' +2w~ +WU 
Us = t(w;' - w~ - w~ + ws) 
V" =} (wf, + wE; - w~ - w~ ) 
V5 = t (wf, - 2 w~ + 2 W7 - Ws ) 

U9 = t(W; + 2 w;.o + 2W~1 + w;.2) 
U~ = t(w~ - w~o - Wl1 + w12) 
Vn = t(W9 + w~o - wil - W~2) 

V~ = l (w~ - 2 wlo + 2 Wli - w12) 

Uta = -~ (w~~ + 2 w;.4 + 2 Wi5 + wi~) 
U~:; = -~ (Wi:l - wl4 - Wl" + wl6) 
Vw = t(W't3 + Wl! - Wl" - WI!;) 
Vi3 = 1 (Wi3 - 2 Wi4 + 2 WiD - Wi6) 

I U17 = t(w17 + 2w18 + 2W~9 + woo) 
Ui7 = t (wl7 - w18 - WIg + woo) 
V17 = t (W17 + Wi8 - W~9 -woo) 
Vi7 = t(wl7 - 2wi8 + 2wlo - woo) 

U21 = t(W~1 + 2W~2 + 2W;3 + wu) 
U~1 = t (W~1 - W~2 - W~3 + W;4) 
Vtl = t (W21 + W~2 - W;g - w24) 
V~1 = HW~l - 2w~ + 2w;:; - wu) 

W; = U1 + 2 Uf + 2V1 + Vj 
W2 = U1 - Ui + V1 - Vi 
w' 3 = U1 - u; - VI + V; 
W~ =U1 + 2 Ui -2Vt - Vi 

W& = U5 + 2 U;, + 2 V5 + v.~ 
w~ = U5 - U;, + Vo - V;, 
W7 = U5 - U;, - Vo + v.; 
Ws = U5 + 2 U;, - 2 Vr, - V;' 

W9 = U9 + 2 U9 + 2 Vg + V9 
wio = Un - U~ + Vo - V9 
Wil = U9 - U~ -- Vo + V~ 
w12 = U\) + 2 U~ - 2 VH - V; 

Wl:; = Um + 2 U1:; + 2 Via + Vi:; 
W14 = U13 - Uja + Vm - Via 
wi, = U1:1 - UJ,; - Vl:! + Vj:; 
WIG = U13 + 2 U15 - 2 V13 - ViB 

j
W17 = U17 + 2 U17 + 2 V17 + V~7 
Wt8 = Un - U~7 + V17 - V17 
W19 = Un - U17 - V17 + V17 
W20 = Un + U17 - 2 V17 - V17 

jW21 = U21 + 2 U~l + 2 V21 + V~l 
W22 = U21 - U21 + V21 - Vfl 
W2:; = U21 - U21 - V21 + V21 
W24 = U21 + 2 U21 - 2 V21 - V~1 . 

leh fiihre diese GroBen in die Gleichungen des elastischen Gewebes 
und erhalte nunmehr: 

+ 2 U1 - U5 = 0 

UI + 2 U5 - U9 = 0 

U" + 2 U9 - U13 = 0 
1 

U!l + 2 UJ:; - U17 = + 68 
1 

U1:1 + 2 U17 - U21 = 0 

t - 2 Un + 2 U31 = 0 

r 
+ 5 Ui - U5 = 0 

= g~!: g~ = g~3 : ~ 
1
- u~ + 5 U~3 - Ui7 = + 6 ~ 
-- UL + 5 U17 - U21 = 0 1 

t - 2 U1, + 5 U21 = 0 
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+ 3 VI - V5 =0 
VI + 3 V5 - V9 ..:- ° 
V5 + 3 V9 - V13 = ° 

+ 6 Vi - V5 -:- ° 
V~ + 6 V5 - V~ = ° 
V5 + 6 Vo - V~3 = ° 

1 
V9 + 3V13 - V17 = + 681 V9 + 6 V~3 - V~7 = + 6 ~ 

1 

V13 + 3 V17 - V21 -:- ° V13 + 6 V~7 - V~1 = ° 
- 2 V17 + 3 V21 = ° - 2 V~7 + 6 V~l = ° . 

An Stelle der urspriinglichen partiellen Differenzengleichungen sind 
wiederum vier voneinander unabhangige Gruppen totaler Differenzen
gleichungen von einfachster Gesetzma6igkeit gewonnen worden. Ihre 
Auflosung liefert die Werte: 

1 
U1 = 0,166667 8 

1 

U1 = 0,000317 ;1 
1 

VI = 0,003623 8 
1 

1 
V1 = 0,00145 

81 

1 
U5 = 0,333333 8

1 

U;, = 0,001584 ~ 
1 

1 
V5 = 0,010869 8

1 

V5 = 0,000867 ;1 

I 
U9 = 0,500000 ; 

u~ ~ 0,007605 ;: 

1 
V9 = 0,028985 8

1 

V~ = 0,005059 ;1 

j Ml 

M~ 

= 81 wi = 0,174692 

= 81 ~ = 0,169828 

1 
M~ 

M~ = 81 w~ = 0,159910 

Mr, = 81 wr, = o,3591061 

Ms -~ 81 wI; = 0,341751 

M~ =81 w~ = 0,321747 j 
Ms = 81 ufs = 0,313896 

I 
M9 = 81 w;' = 0,578239 

M~(l = 8 1 w~o = 0,516321 

M~l = 'S1 wll = 0,468469 

WC1 . 
-Z- = 0,166667 , 

IX 

ID15 = ° 333333 Z ' , 
IX 

~ z: = 0,500000, 
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1 
Uti) = 0,666667 IF 

1 

U~:J = 0,036439 L 
81 

1 
VIS = 0076087 --" 8 1 

Vi3 = 0,029488 ; 
1 

I U17 = O,fl666()7 ~-, 
,,,\ t 

U'o = U OU7921} 
1" 8 

1 

1 
V17 = 0,032609 81 

v, 1 
17 = 0,005204 IF 

1 

I u" ~ 0,666667 ,~, 

U~1 = 0,003169~-
1 I V21 = 0,021 739 ~~ 

V~1 = 0,001735;-
1 

J
' M;7 = 8 1 w;, ~= 0,752931 

M;H = 81 w;~ = 0,686151 

MiD = 81 w;n = 0,631341 

M~o = 8 J w~() = 0,612087 

M~l = 8 1 W~I = 0,718218 

M~iJ = 81, W~ = 0,643494 J' 

M~4 = 8 1 W~4 = 0,627792 

9Jl1:J = ° 666667 1 ' , 
'" 

wlt 
.~l17 = 0666667 

Z ' , 
x 

~~ = 0666667. 
1 ' x 

Wy 
In der vorstehenden Aufstellung sind auch die Momente -Z- des 

'" stellvertretenden Balkens als Durchschnittswerte fUr jede Zeile angegeben. 
Der Vergleich der zur gleichen Zeile gehorigen Zahlen zeigt, daB 

die Momente der Mittellinie 1-5 -9 -13 -17 -21 des Gurtstreiiens 
groBer, die Momente der Mittellinie 4-8~12-16-20-24 des Feld
streifens hingegen kleiner als die Balkenmomente sind: die starksten 
Abweichungen treten in der unmittelbaren Nahe des Lastortes (Punkt 13) 
auf und nehmen mit wachsender Entfernung von diesem Orte merklich 
ab. Wahl'end bei der Platte mit del' Stiitzenteilung Zx : ly = 1 : 1 die 
Unterschiedc kaum mehl' als 1 % betrugen, schwanken sic bei dem Vel'
haltnis 3 : 2 zwischen 4% und 38%; die GleichmaBigkeit der Spannungs
verteilung ist also nur noch in geringerem MaBe vorhanden. 

Um die Gestalt der Momentenflache in der unmittelbaren Umgebung 
des Lastortes zu bestimmen, schlief~e ich wic vorhin an die Knoten-
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punkte 9, 10, 14, 17, 18 des groBen Gewebes ein kleineres Gewebe mit 

der Maschenweite A' =~ an und verteile den Widerstand Z = -I 

gleichmaBig auf die Knotenpunktie i, k, l, m, 11" r. Die Berechnung 
der Ordinaten dieses zweiten Gewebes liefert fUr die Momente M' der 

10 9 10 10 9 10 

i " i i ? i 
q6B 'PZ5 4 71702 ~ 68525 42!J 75 4 9'159 8, 23175 

11!- l Ir l 11!- 1'1 l k l 1'1 
tJ,77!J I!- II IJJ9iJiJ4 7732¥ 498 'PSl ~G ~189 8, 98582 

1m.. n, m m n 111, 

4777 55 4 ~.18'4 77155 ~56 72 ~5l ~S ~ 5672 

18 17 18 18 17 18 

Abb.88a. Abb.88b. 

einzelnen Knotenpunkte die in Abb. 88a eingetragenen Zahlen. Ais 
Durchschnittswert im Bereiche des Stiitzenkopfes erhalt man 

M13 = 8 1 Wlc = 0,794787. 

Fiihrt man die GraBen 0/ in die rechte Seite der eingangs aufgestellten 
z' -Gleichungen ein und lost man die letzteren in derselben Weise wie die 
w'- Gleichungen auf, so gewinnt man schlieBlich die Werte 

Zl 
U2 

= 2,658471 8 8 
1 2 

Z~ 
U2 

= 2,651434 8 8 
1 2 

Za 
U2 

= 2639286--, 81 8z 

Jil'! 2 4 U2 
u = ,6 5597 8

l
8a ' 

Z~ 
U2 

= 2,633671 8
1
8a 

Z5 
U2 

= 5,156326 8 8 
1 2 

Zs 
U2 

= 5,138150 8
1
82 

z7 
U2 

= 5,109168 8 8 
1 2 

U2 
<55 = 5,124527 8

1
8

2 
' 

Z~ 
U2 

= 5,096202 8 8 
1 2 
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zi, = 
1).2 

7,331424 8
1 
8

2 

1).2 
z10 = 7,293921 8 8 

1 2 
122 

ZJ[ = 7,241281 8 8 
1 2 

122 
Zi2 = 7,218906 8 8 

1 2 

Z;3 = 
122 

9,003284 8
1

82 

ZJ,! = 
122 

8,948516 8
1
8

2 

ZJ5 = 
U,2 

8,874668 8 8 
1 2 

Zlti= 
U,2 

8,844676 8 8 
1 2 

U,2 
ZJ7 = 9,989896 8 8 

1 2 

122 
ZJS = 9,945359 8 8 

1 2 

ZJn = 
lA' f 9,880569 73
1
8

2 

Z~) = 
U2 

9,852576 8 8 
1 2 

122 
Z~l = 10,312652 8 8 

1 2 

U,2 

Z~ = 1.0,276301 8 8 
1 2 

122 
Z~:l = 10,218333 73-8-

1 2 

U,2 
Z24 = 10,192402 8

1
8

2 

lIc2 

r5i3 = 8,915721 8182 ' 

122 
9,915721 8 8 ' 

1 2 

lIc2 

0;. = 10,249054 8
1

8
2 

• 

Die Gegeniiberstellung zeigt, daB die zurn gleichen Langsschnitt 
geharigen Punkte der elastischen Platte die gleichen Durchbiegungen 
wie der stellvertretende Balken erfahren; die Abweichungen zwischen 
den GraBen Z und 0 betragen durchweg weniger als 1%. Trotz der 
rnerklichen Unterschiede in der Spannungsverteilung und trotz des 
vel'haltnisrnaBig groBen StiitzenabstaIldes ist die elastische Flache 
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beinahe ebenso gleichmaBig gewolbt, als ob statt einer Auflagerung in 
einzelnen Punkten eine stetige Stiitzung langs einer Linie vorhanden ware. 

Die genauere Untersuchung del' Durchbiegung in nachster Nahe des 
Lastortes mit Hil£e des engmaschigen Gewebes lieferl fiir die Ordinaten 
del' Knotenpunkte i, k, 1, m, n die in Abb. 88b eingetragenen Zahlen. 
Fiir den Stiitzenmittelpunkt ergibt sich insbesondere 

22 
,,, = 9,001693 N' 

Das MaB del' Wirksamkeit del' Stiitzung 

b~~ 8,915721 
,,, 9,001693 = 0,9!l 

ist wiederum als sehr giinstig zu bezeichnen. 
Es moge jetzt del' EinfluB einer gleichmaBigen Belastung aller Felder 

untersucht werden. 
Schaltet man zunachst die Stiitzenwiderstande Z aus, so laBt sich die 

Gestalt del' elastischen Flache unmittelbar aus del' Gleichung 

'0 = ~~ g!' (5 - : . ~: + 8\-' -~) 
bestimmen. Die in del' Stutzenflucht liegenden Punkte (13) erfahren 
hierbei die Versohiebung 

Mithin ist 

r _ b _ 44 gb' _ 704g2' 
<'ok- ok--3- N - 3N 

_ 'ok ___ g~2.70±- _ ·2_ 2 
Z- Ck - 3.9,001693 - 26,06917 g2 - 6,51729 gb . 

Del' Stiitzendruck des stellvertretenden Balkens mit del' Breite 1x = 3 b 
ist bekanntlich 

Z = H-glxly = H' 6gb2 = 6,6gb2 • 

Die Auflagerwiderstande del' Pilzdecke und des durchlaufenden Tragers 
unterscheiden sich also urn kaum mehr als 1 %. 

Urn festzustellen, ob die Biegungsbeanspruchungen im gleichen 
MaBe iibereinstimmen, habe ich fur die Mittellinien del' Gurt- und 
Feldstreifen die Momente del' wirklichen und del' reduzierten Normal
spannungen ermittelt und neben den entsprechenden Werten des 
durchgehenden Balkens in del' Gruppe A del' Tafel 24 zusammengestellt. 
In den Gruppen B und C diesel' Tafel sind auch fiir die wechselweise 
Belastung gaIlZer Felderreihen die Werte del' Momente angegehen. 

Die Berechnung ist in derselben Weise wie im letzten Beispieldurch
g.efiihrl wordenund braucht daher nicht naher erorten zu werden. 
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Tafel ~:4. 
Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer dreireihigen Platte mit 

der Stiitzenteilung ~oo: ly = 3: 2 bei verschiedenen BelastungsfiUlen. 

Abb.88. 

Punkt II 1 5 9 13 17 21 II Faktor II Abb. 

-r 0,08195 0,09912 0,02381 0,14986 0,01211 0,07325 

I g~ 
stungs- By 

fall 8 0,07517 0,08136 -0,01285 -0,21272 -0,03143 0,03771 
A Y -

IDly 0,06875 0,075 0,01875 -0,1 -0,00625 0,025 
2a I ---1--------

I p~ II r 0,08785' 0,11206 0,05878 -0,074.93 -0,04082 -0,087 I 

B 
8 y 0,084461 0,10318 0,04045 -0,10636 -0,06259 -0,04364

1 

85a, 
IDly i 

II 0,08~ 251~ ___ 0,05625 -0,05 -0,05 -0,05 
2a 

r -0,00590 -0,01294 -0,03497 -0,07493 0,05293 0,09913 

II p~ c 8y -0,00929 -0,02182 -0,05330 -0,10636 0,03116 0,08136 85 
IDly -0,0125 -0,025 -°'°375

1

-°'1 
1 

0,04375 0,075 
2a 

Punkt 
II 

4 
I 

8 
I 

20 
I 

24 Faktor Abb. I 12 16 

Bela· II 
stung,· { 8 0,06491 0,07131 0,03408 -0,0067 0,00524 0,01763 } gl; fall y 

0,07040 0,08399 0,05596 0,02261 0,03261 0,04298 -
A 8y 

._-

-0,044251-0,0536911} r I B { 8y 
0,07933 0,09816 0,06392 -0,00335 

85a 
8 y 0,08207 0,10449 0,07485 .0,01130 -0,03057 -0,0410111 P y II 

c { 8y -0,01442 -0,02684 -0,029831-0,003351 0,04950 0,0813111 } l21 85 
8 y -0,01168 -0,02051 ":"0,01890 0,01130 0,06318 0,08399 P y 

1 I Punkt 5 ! 8 13 16 21 24 I Faktor Abb. , 
I 1 -r -002632 

0,01878 -0,09313 0,04344 -0,05265 
°'03755 111 II stungs·:e , 

fall 8" -0,01311 0,02829 -0,11311 0,04254 -0,04288 0,03991
11 

g l! -A 
IDlz -01 

i 
0,04167 -0,1 0,04167 -0,1 0,04167 II fl' - 0,0358 - 0,0636 - 0,0657 

"l II - 0,0444 - 0,0669 - 0,0671 
D 8" I 

II P_ll=-IDlx - 0,0833 - 0,0833 - 0,0833 
2 b I -_.-- -_. ,- --_.- , 

r ! - \-0,0180 - 11-0,0201 - -0,0281 

1 l' 8x - -0,0162 - -0,0243 - -0,0272 86 E 
IDlx J P x 

2b 
- -0,0417 - -0,0417 - -0,0417 
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Del' Vergleich zwischen Platte und Balken fUhrt zu folgenden Er
gebnissen: 

Die Momente By del' wirklichen Biegungsspannungen del' Mittel
linien del' Gurt- und Feldstreifen unterscheiden sich, wenn man 
von den Beanspruchungen in del' Stiitzen£lucht absieht, bei del' 
wechselweisen Belastung del' Langsreihen verhaltnismaBig wenig von
einander; ihr Mittelwert stimmt auch gut mit dem zugehorigen Wert 

~y des stellvertretenden Balkens iiberein. 

Die reduzierten Spannungsmomente 8y del' Gurt- und Feldstreifen 
weichen eher voneinander ab, ihr Durchschnittswert deckt sich abel' 

auch nahezu mit del' GroBe ~. 
'" Auf die Gurtstreifen entfallen wieder die hochsten positiven und 

negativen Werte 8y und auch die groBten negativen Momente By, wah
rend die groBten positiven By von den Feldstreifen aufgenommen werden 
miissen. 

Bei voller' Belastung aIler Felder treten die Unterschiede zwischen 
den reduzierten Spannungsmomenten del' beiden Streifen wie auch 
die Abweichungen ihres Durchschnittswertes von dem entsprechenden 

Moment ~ , VOl' aHem in den Mittelfeldern starker in Erscheinung. 
x 

Da die fraglichen Werte 8y verhaltnismaBig gering sind und da ohnehin 
die wechselweise und nicht die standige Belastung fiir die Anstrengung 
del' Decken maBgebend ist, so haben diese Abweichungen fiir die Quer
schnittsbemessung nur untergeordnete Bedeutung. 

Eine Gegeniiberstellung del' fiir die Stiitzenteilung 1", : 1y = 3 : 2 er
rechneten Werte mit den fiir das Verhaltnis I : I in Tafel 23 angegebenen 
Zahlen laBt den Ein£luB des Stiitzenabstandes insofern erkennen, als 
die Unterschiede zwischen den Beanspruchungen del' Gurt- und Feld
streifen mit wachsender Feldbreite zunehmen. Beachtenswed ist ins
besondere, daB bei quadratischer Stiitzenteilung die hochsten positiven 
und negativen Biegungsmomente in den Gurtstreifen entstehen, wah
rend bei dem TeilungsverhaItnis 1x : Iy = 3 : 2 die groBten positiven 
Werte By auf die Feld-, die groBten negativen Momente auf die Gurt
streifen entfallen. 

Urn auch die ungiinstigste Beanspruchung del' Platte in del' Langs
richtung zu verfolgen, habe ich schlieBlich den Ein£luB del' wechsel
weisen Belastung del' Querreihen, wie sie durch Abb. 86 veranschaulicht 
wird, untersucht. Die Zerlegung del' Belastung laBt sich in ahnlicher 
Weise wie bei dem vorhin behandelten Beispiel mit del' Stiitzenteilung 
Ix : Iy = I : I durchfiihren; hierbei sind die Ordinaten del' elastischen 
]1-'lache bei del' zweiten Belastungsstu£e fUr jede Querreihe die gleichen 
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wie bei der ringsum frei aufliegenden Platte mit dem Langenverhaltnis 
B : L = Z", : 3 Zy = 1 : 2 und konnen daher aus der Tafel 4 entnommen 
werden. 

Die Ergebnisse der Berechnung sind in den Gruppen D und E der 
Tafel 24 zusammengestellt. Es zeigt sich wieder, daB die Beanspruchung 
der Feldstreifen in den Randfeldern merklich hinter derjenigen der 
Gurt- und der Feldstreifen der lnnenfelder zuruckbleibt; beachtenswert 
ist insbesondere, daB die groBten Spannungsmomente 8", und 8", nicht 

unerheblich kleiner als die entsprechenden Werte ~ des stellvertreten-
y 

den Balkens sind. Die Verringerung der Biegungsspannungen tritt noch 
mehr als bei der Decke mit der Stutzenteilung Z", : ly = 1 : 1 in Er
scheinung, well durch die VergroBerung des Saulenabstandes die Steifig
keit der unendlich ausgedehnten Langsstreifen erst recht kleiner ge
worden ist als diejenige der Querstreifen, welche in ihrer Ausdehnung 
begrenzt sind und in kiirzeren Entfernungen von Stutzen getragen wer
den. Durch den Vergleich der beiden Grenzwerte 

Szmax = 0,0671 pl~ = 0,15097 pl~ , 
Symax = 0,11206 pl~ = 0,0498 pl~ 

erkennt man, daB, obgleich die Querstreifen verhaltnismaBig starker 
beansprucht werden als die Langsstreifen, die in den letzteren auftreten
den Spannungen fur die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind: 
da der Unterschied in der absoluten GroBe dieser Grenzwerte nicht un
bedeutend ist, so laBt sich nicht die Festigkeit des Baustoffes in der 
Langs- und in der Querrichtung im gleichen MaBe ausnutzen. Urn eine 
giinstigere Spannungsverteilung zu erzielen, ist es daher notwendig, 
ungleiche Stutzenabstande zu vermeiden und wenn irgendwie moglich 
die Deckenflache in quadratische Felder zu teilen. 

§ 33. Die in heiden Richtungen unendlich ausgedehnte Decke. 

Die in Abb. 89 im GrundriB dargestellte Platte ist sowohl in der 
Langs- als auch in der Querrichtung unbegrenzt und besteht aus un
endlich vielen gleichartigen Feldern. 

Die Ermittlung der groBten Beanspruchungen eines Feldes ist die 
Aufgabe der vorliegenden Untersuchung. 

1. Der EinfluB einer glei<lhmaBigen Belastung 
alIer F·elder. 

lch setze zunachst voraus, daB alle Felder die gleiche Belastung 
tragen und daB diese Belastung symmetrisch in bezug auf das x-y-Achsen
kreuz verteilt ist. 
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Betrachtet man vier benachbarte Felder I, II, III, IV, so erscheinen 
die Randlinien AB, AD der einzelnen Felder als Mittellinien der vier
feldrigen Gruppe und stellen ebenso wie die Mittellinien J -L, M-N 

ITT 

JJ[ 

I 
J ._!-i-.

I 
i 

II 

Abb.89. 

des. einzelnen Feldes Symme
trieachsen dar. 

Die Symmetriebedingungen 
einer Gruppe 

fur x - +a, 

fur y- +b 

sind also zugleich die Randbedingungen des Feldes ABO D . 
Es ist leicht einzusehen, daB, wenn sie erfullt werden, auch die wei

teren Bedingungen 

r~~+--+--+--+-

~--f<--+'---I'!-' ~ 
[-+-+--t. ---+--+-+-+-+--l-+---+-

fiiI x = +a, 

+.21 

""y (};) _ 0 \ 

By By - 0 

tyx = 0 j 
Vy = 0 

fur y = ±b 

befriedigt sein mussen. Es treten daher langs der Randlinien weder 
wagerechte noch lotrechte Schubspannungen auf. 



Die in beiden Richtungen unendlich ausgedehnte Decke. 287 

Dbertragt man diese Beziehungen auf das stellvertretende Gewebe, 
so erkennt man, daB je zwei zu einer Randlinie A B symmetriseh liegende 
Knotenpunkte die gleichen Werte M und Co also aueh die gleiehen 
Ordinaten w und z aufweisen miissen. 

a) Untersuchung emes quadratischen Mittelfeldes. 

leh wahle als Beispiel ein quadratisches Mittelfeld und iiberspanne 

es mit einem Gewebe, dessen Maschenweite Ie ,= : ist. Die Ordnungs

zifiern seiner Knotenpunkte sind in der Abb. 90 im Einklang mit den 
vorstehenden Symmetrie bedingungen verteilt. 

1st g die Belastung der Flacheneinheit, so haben die Knotenpunkte 
die Lasten G = g A2 aufzunehmen. An den Stiitzpunkten 1 treten auBer
dem die aufwarts gerichteten Auflagerkriifte 

auf. A = -g(2a)2 = -64gA2 

Die Gleichgewichtsgleichungen der Knotenpunkte lauten1): 

I) Der .Aufbau der Gleichungen und die Reihenfolge der Unbekannten lassen 
sofort erkennen, daB die GraBen WI und wIS ' w2 und W H , wa und W I2 ' w4 und w9 ' 

W6 und W I3 ' W 7 und wn immer paarweise auftreten und einander zugeordnet sind; 
fiihrt man die jeweilige Summe oder Differenz dieser GraBen als Unbekannte ein, 
so zerfallt das Gleichungssystem I in zwei voneinander unabhangige Gruppen mit 
9 bzw. 6 Unbekannten. Die Spaltung des urspriinglichen und die .Auflasung del' 
neuen Gleichungssysteme bieten keine Schwierigkeiten und brauchen daher nicht 
naher erlautert zu werden. 
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f -2W2 + 4W6 - 2w7 

1-2W14 +4W13 -2Wll 

I-wa - W6 + 4W7 - W8 

-W12 - W 13 + 4wll - Ws 

IJ).2 
WlO = + 1--s; 

IJ).2 
WlO = + IS 

1 

Eine eindeutige Losung dieser Gleichungen ist vorerst insofern nicht 
moglich, als sie auch dann erfiillt bleiben, wenn alle Unbekannten um 
den gleichen Betrag Wo vergroBert oder verkleinert werden. 

Man kann also eine Unbekannte willkiirlich bestimmen, die Werte 
der iibrigen folgen dann zwanglaufig aus dem Gleichungssystem. Wird 
beispielsweise WI = X gesetzt, so liefert die Auflosung der Gleichungs
gruppe I der Reihe nach: 

IJ).2 
W 2 = X + 22491 8 1428 

1 

IJ ).2 
W3 = X + 3174481428 

1 

IJ).2 
W 4 = X + 35 883 ~-,-' 

81 1428 
IJ ).2 

W5 = X + 37lO4----
8 1 1428 

IJ ).2 
W 10 = X + 36152 8 1 1428 

1J).2 
wll = X + 38003 8 1 1428 

1J).2 
W 12 = X + 38 656 O-4-2~ 

1"11 8 

IJ ).2 
W6 = X + 28396 8 1428 

1 

IJJ..2 
W 7 = X + 33587 8 1428 

1 

IJ ).2 
Ws = X + 36628 8 1 1428 

IJ ).2 
W9 = X + 37611---. 8 1 1428 

IJ).2 
W 13 = X + 39148 81428 

1 

gJ..2 
W 14 = X + 39579 8 1428 

1 

g).2 
W 15 = X + 39936 8 1428 

t 
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Fiir das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bedingungen 

Z5 -- 2 Zg 

- 2z14 + 4Z13 - 2Z11 

In diesen Gleichungen ist einerseits neben den' Ordinaten z auch die 
GroBe X unbekannt, andererseits ist fiir die unverschieblichen Stiitz
punkte (1) der Wert Zl = 0 von vornherein gegeben. Die fiinfiehn 
Gleichungen reichen also gerade aus, um auBer den vierzehn iibrigen 
z-Werten die Unbekannte X eindeutig zu bestimmen. 

Marcu~. Platten. 19 
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Das Gleichungssystem II wird durch die GraBen 

g )..2 
X = -34614 5 ~--

, 142881 

(r 8 1 8 2 1 g ).4 ga4 
=~ZI ° =0 "1 2 N· (1428)2 N 

C2 
8 1 8 2 1 gJ..4 ga4 

=--Z2 24714753 2' N. (1428)2 = 0,02367- jr N 

C3 

8 1 8 2 
=~Z3 

1 gJ..4 ga4 
54697712 2 'N--:-(i428)2 = 0,05239 N 

C4 
8 1 8? _ 1 gJ..4 ga4 

=--- --Z4 76371681 2' N: (1428)2 = 0,07315 N N 

'5 
8 1 8 2 

=N Z5 

1 gJ..4 ga4 
84268608 2 , N. (1428)2 = 0,08071 N 

r 
8 1 8 2 

= -W- Z6 

C7 
8 1 8 2 

=--Z7 
N 

l " 81 8 2 
=~Z8 

'9 
8 1 8 2 

= -W- Z9 

1 gJ..4 ga4 
39393008- .------ = 003773-

2 N· (1428)2' N 
1 gJ..4 ga4 

62951281 2 , N. (1428)2 = 0,06029 N 
1 gJ..4 ga4 

81448784-· ------ = 007801---
2 N· (1428)2' N 
1 gJ..4 ga4 

88610529 2 , N. (1428)2 = 0,08487 N 

8 1 8 2 
'10 = ------g- ZIO = 

1 gJ..4 ga4 
7920016°2' N. (1428)2 = 0,07586-N 

8 1 8 2 
Cn = -W- zn = 93253489.!.... -~- = 008932 ga':... 

2 N· (1428)2' N 
8 1 8 2 

C12 = -W- z12 = 
1 gJ..4 ga4 

98717936 2 , N. (1428)2 = 0,09455 N 

s~ S2 1 gJ..4 ga4 
C13 = -W- Z13 = 103969520""2 . ji. (1428)2 = 0,09958 1r 
~- _ ~18~ _ ~. g).4 _ ° ga4 
~.4 - N Z14 - 108211 713 2 N. (1428)2 - 0,1 364 N 

8 1 S~ 1 gJ..4 ga4 
C15 = -W- Z15 = 112011264 2 , N. (1428)2 = 0,10728 N 

befriedigt. 
Mit Hilfe dieser Werte habe ich fUr die Mittel- und die Randlinien 

des Feldes die Momente der wirklichen und der reduzierten Biegungs
spannungen errechnet und in den Abb. 91 aufgetragen: die zugehorigen 
Zahlen sind in der Tafel 25, A enthalten. 
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Die Spannungsverteilung vollzieht sich wieder nach den gleichen 
Gesetzen wie bei der Platte,. welche nur in einer Richtung unendlich 
ausgedehnt ist; die Gurtstreifen (1, 2, 3, 4, 5) zeigen die kleineren 
Senkungen Z; und die hoheren Spannungen, die Feldstreifen (5, 9, 
12, 14, 15) hingegen die groBeren Verschiebungen und die geringeren 
Beanspruchungen. 

Die Abweichungen zwischen den Mittel- und Randwerten sind inner
halb einer Mittellinie (5, 9, 12, 14, 15) bei den Dehnungen (8y ) infolge 

\ , , 
t-.; 3\ 
::} \ 
~ \ 

~ " ~ \ 

~ "'+ \ 
I \ 

rJ,13308gaj'· 7=iL---+--~ 
5 .9 +~--_lZ S 1'1 1:: Sg - ___ :r 

~ 
"l 'I 
~' 
-j. 

3 

---
t-y 

~, 

~ 
SI' 
~', 

;.1 

i 

Abb. 91. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmaJ3ig 
belasteten triigerlosen Decke mit schmalen Stutzkopfen. 

der ungleichmaBigen Streitigkeit starker als bei den wirklichen Span
nungen (8y ). In dem Punkt 12, welcher im gleichen Abstand von einer 
Rand- und einer Mittelachse liegt, erreichen die Beanspruchungen des 
Querschnittes (5, 9, 12, 14, 15) ihren Durchschnitttswert 

8y = 0,16748 ga2 = 0,04187 gl2 , 
8y = 0,17031 ga2 = 0,04258 gl2 . 

Bei einem durchlaufenden Balken mit unendlich vielen, gleichmaBig 
belasteten Offnungen ist das groBte Feldmoment bekanntlich 

m gl2 
- = --- = ° 04167gl2 
l 24' . 

19* 
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Tafel 25. 

Die Durehbiegungen und Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer 
gleichmil8ig belasteten tritgerlosen Deck!' mit unendlieh vielen quadratischen 

Feldern. 

A. Decke ohne pilzartige Erweiterung des Stiitzkopfes. 

x 
-= 
a 

~~+ b 8 y 

8", 

8g 

1 

0,0 

-0,75749 
-0,75749 
-0,98474 
-0,98474 

3 
4 

0,02367 

-0,08073 
-0,44988 
-0,21570 
-0,47410 

Abb. 91. 

2 
4 

0,05239 

0,12733 
-0,25297 

0,05144 
-0,21477 

I 

1 

4 

0,07315 

0,21113 
-0,15561 

0,16445 
-0,09227 

o 

I 0,08071 

I 0,24204 
, -0,13308 

I 0,20211 
-0,06047 

Faktor 

ga4 

N 
ga2 

ga2 

ga2 

ga2 

------

{ 1; 0,08071 0,08487 0,09455 0,10364 0,10728 II 
ga4 

-N 

}~Ol;: -0,13308 -0,08836 0,00940 0,08726 0,11645 ga2 

0,24204 0,21950 0,16748 0,13002 0,11645 ga2 

8x -0,06047 -0,02245 0,06065 0,12627 0,15139 ga2 

l 8u 0,20211 0,19400 0,17031 0,15620 0,15139 ga2 

I 

B. Decke mit pilzartiger Erweiterung des Stiitzkopfes. 

Abb.93. 

~ ~ I f ;~u::::: 
0,0 0,017796 0,033527 0,039353 

ga4 

N 
-0,28474 0,03305 0,15847 0,18644 ga2 

-0,20473 -0,16984 -0,12561 -0,10224 ga2 

8. !1-O,47049 -0,34616 -0,01790 0,12079 0,15577 ga2 

l 8g 11-0,47049 -0,29015 -0,15992 -0,07807 -0,04631 ga2 

{ 'I 0,039 3531 0,042 548 
0,051173 0,059170 I 0,062369 

ga4 

-]v 

y 8 ... -0,10224 ! -0,08688 0,01004 0,07677 0,10237 ga2 

b = ° 8y 0,18644 0,17556 0,13889 0,11233 0,10237 ga2 

8x -0,04631 -0,03421 0,05171 0,11047 0,13308 ga2 

8u 0,15577 0,14950 0,14190 0,13536 0,13308 ga2 

Die Beanspruchungen der Platte und des durchgehenden Tragers 
stimmen also bis auf 2% miteinander iiberein. 

Die Zahlenwerte der Tafel 25, A sind dennoch nicht in allen Fallen 
fiir die Querschnittsbemessung der Pilzdecke geeignet. Es ist namlich 
bei der Ermittlung der w-Ordinaten und der zugehorigen Momente M 
stillschweigend vorausgesetzt worden, daB der volle Auflagerwider
stand A = -g 12 ausschlieBlich auf den Stiitzenmittelpunkt (1) konzen
triert ist und daB die Platte an allen Stellen die gleiche Querschnitts
hohe und das gleiche Tragheitsmoment besitzt. 
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Diese Annahme trifft aber nur bei Saulen, deren Seitenlange oder 
Durchmesser sehr klein im Vergleich zur Feldweite ist und welche am 
Kopfe nicht verstarkt sind, zu: der Auflagerwiderstand wirkt dann 
als Ei~ellast und erzeugt die hohen Biegungsspannungen, welche in 
Abb. 91 im Bereiche des Stiitzkopfes deutlich in Erscheinung treten. 
Bei den tragerlosen Decken wird aber die Saule an ihrem oberen Ende 
pilzartig erweitert und die Plattenh6he vergroBert (Abb. 92): sieht 
man selbst von der Deckenverstarkung ab, so nimmt bei guten Aus
fiihrungen der Umfang des oberen SiLulenschaftes in solchem MaBe zu, 
daB in der Mittelebene der Platte die Seiten
Hinge oder der Durchmesser des Stiitz
kopfes die GroBe 

mn = do ==0,2 - 0,25l 
erreicht. 

Der Auflagerwiderstand ist also nicht auf 
den Mittelpunkt k vereinigt, sondern auf die 
Grundflache m n des Stiitzkopfes verteilt. 
Andererseits wird durch die Erweiterung 
der Saule die Steifigkeit der Decke in diesem Abb. 92. 
Bereich so betrachtlich erh6ht, daB bei 
gleichmaBiger Belastung aller Felder eine Senkung oder Drehung der 
Platte innerhalb der Grundflache iiberhaupt nicht stattfinden kann. Mit 
dieser Starrheit der Grundflache ist eine Verminderung der freien Spann
weite der Rander und der Beanspruchung der Gurtstreifen und somit 
eine ErhOhung der Tragfahigkeit der Decke verkniipft. 

Um eine richtige Grundlage fiir die Querschnittsbemessung der 
tragerlosen Decken zu erhalten, muB noch der EinfluB der Erweiterung 
des Saulenkopfes naher untersucht werden. 

Die Art der Verteilung des Stiitzenwiderstandes auf die Grund
flache' ist vorerst unbestimmt : es ist aber aus der Theorie der 
durchlaufenden Balken, welche auf breiten elastischen Lagerflachen 
aufruhen1), bekannt, daB im allgemeinen die starkeren Pressungen 
nicht im Kerne, sondern am Rande der Lagerflache entstehen. 
Setzt man bei der Pilzdecke eine gleichmaBige Verteilung des Stiitzen
widerstandes auf die starre Grundflache des Saulenkopfes voraus, 
so wird man eher ungiinstige Werte fiir die Beanspruchung der Gurt
streifen erhalten und die Tragfahigkeit der Platte sicherlich nicht 
iibersch1i.tzen. 

1) Der EinfluB einer Flachenlagerung ist in einem Aufsatz des Verfassers 
Uber die "Statische Untersuchung von einfachen und durchlaufenden Tragern 
mit elastischen StUtzflachen" in der' Zeitschrift "Der Eisenbau", Jg. 1912, 
H. 1 u. 2, behandelt worden. 
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Von der Gesamtbelastung eines Feldes iibernehmen also die im 
Bereiche der Grundflache befindlichen Stiitzpunkte 1, 2, 6 die folgenden 
Anteile: 

der Mittelpunkt (1) 

die Randpunkte (2) 

die Eckpunkte (6) 

A} =c -~. ·gl2 = -I6g;,2, 

A 2 =-1 gl2=- 8g;'2, 

Aa = --(Ii gl2 = - 4g).2. 

Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes lauten nunmehr: 

-wa 

WI +- 4W2 -W3 

W15 + 4W14 - W9 

W2 +- 4W3 -W4 

W14 +- 4W12 - W9 

wa +- 4W4 -W5 

W12 +- 4w~ -W5 

1 g22 

= S(A 1 +-G) = -I5 S 
1 1 

g22 +- l
SI 

1 g22 
- 2wa = -(A2+-G) =- 7-

S1 SI 

- 2wn = +-
g22 
l-

SI 

-2W7 +-
(J).2 

- l-
SI 

- 2wn = +-
g).2 

1--
SI 

- 2ws +-
g22 
l-

SI 

- 2ws +-
g).2 
l-

SI 

-·2w4 +- 4ws - 2W9 +-
g22 
l-

SI 

1 g22 
-2W2 +- 4W6 - 2W7 = -(Aa+-G) =- 3 ----

SI S 

- 2 w 14 + 4 W13 - 2 wll +-
gJ..2 

1 --
SI 

+- 4W7 +-
g22 

- W6 -ws WlO = I-
S} 

g).2 
-WI2 - W13 +- 4Wl1 - Ws WlO = +- I·~-

SI 

(III) 
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Ihre AuflOsung liefert: 

WI =X 
g).,2 

Wz = X + 10710 2.142881 

= X + 26826 --g~ I Wa 2.142881 

gl2 
w4 = X + 34578 2.142881 

Wi; = X + 36 924 ~t4).;8 8
1 

g).2 
W6 = X + 18003 ----

2 .142881 

g).2 
W7 = X + 29580 2.14288] 

gl2 
Ws = X + 35853 2.142881 

gl2 
Wo = X + 36558 2.142881 

g).2 
WlO = X + 34782 2.142881 

g)..2 
wll = X + 38556 2.142881 

g)..2 
W 12 = X + 39882 2.142881 

1 
g)..2 

W 13 = X + 40851 2.142881 

gl2 
w14 = X + 41 718 2. 142881 

g).,2 
W15 = X + 42432 2.142881 

Ich ersetze jetzt die Gleichung der elastischen Flii.che 

M 
V2C=-N 

durch die Differenzengleichung 

A2Cz L12Cy M 81 W 

-T-T=N"=1r' 
welche fiir die einzelnen Knotenpunkte die folgenden Beziehungen er
giht: 
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}.2 
4(1 - 4(2 = ~SlX 

N1 
}.2 42432 (J}.4 

4C15 -4C14 = NI5S1X+ N 15 2.1428 

}.2 10710 (J }.4 
C1 +4C2 -Ca - 2C6 = Na SIX + N2 · 2.1428 

}.2 41718 (J}.4 

C15 + 4 C14 - C12 - 2 CIa = N14 SI X + ~ 2.1428 

}.2 26826 (J}.4 

C2 +4Ca -C4 - 2C7 = Na SIX + ~ 2.1428 

}.2 39882 (J}.4 

CH + 4 C12 - C9 - 2 Cn = N12 SI X + ---y;;- 2.1428 

}.2 34578 (J}.4 

Ca + 4 C4 - C5 - 2 Cs = N4 SI X + N4 2.1428 

}.2 36558 (J}.4 
C12 + 4C9 - C5 - 2 Cs = Ns 81 X + ----w;- 2.1428 (IV) 

}.2 36924 (J}.4 
-2C4 +4C5 -2C9 =~N SIX+~ 2.1428 

5 5 

-2C2 +4C6 -2C7 =~SIX+ 18003 (J}.4 
N6 N6 2·1428 

=~SlX+ 40851 ~~ -2C\II + 4C13 - 2C11 N]a N 13 2·1428 

}.2 29580 (J}.4 

-C3 - C6 +4C7 -Cs - C10 = N7 SIX + ~ 2.1428 

r r 4 r r r _ ~ S X + 38556 (J}.4 
-"'12 - "'la + "'11 - "'8 - "'10 -- 1 Nll Nn 2 ·1428 

}.2 35853 (J }.4 
-C1 - C7 + 4C8 - C9 - Cn = Ns SIX + ----w;- 2.1428 

-2C7 + 4ClO - 2Cn = ~SIX + 34782 (J}.4 
N 10 N 10 2 ·1428 

Das Tragheitsmoment des Plattenquerschnittes kann an allen Stellen, 
mit Ausnahme der nachsten Nahe des Stfi,tzenmittelpunktes, als gleich
bleibend betrachtet werden; fUr aIle Punkte k auJ3er dem Punkt 1 ist 
demgemaJ3 NTc = N. Wenn die Platte hingegen unmittelbar tiber dem 
Sttitzkopf als starr angesehen werden darf, so kann N1 = 00 gesetzt 
werden. Aus der ersten Gleichung der vorstehenden Gruppe folgt dann 

C1 - C2 = 0, 

und da von vornherein C1 = 0 ist, so wird auch C2 = O. 
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Der Wert 

X=w1 = 4(C1 -C2)N1 =_4_' 0 '00 

,p 81 ).,281 

erscheint zunachst unbestimmt. Es ist aber moglich, aus den vierzehn 
iibrigen Gleichungen der Gruppe IV sowohl die dreizehn Ordinaten 
C1 , ••• C15 als auch die GroBe X eindeutig zu bestimmen. Durch Aui· 
lOsung dieser Gleichungen erhalt man namlich die Werte 

4 g).2 g).2 

X = - 63 ·520956 2.142881 = --16538 142881 ' 

'1 ° 
C~ ° 

g).,4 ga4 
C3 = 18580337 2 N . (1428r~ = 0,017796 -N-

g).4 ga4 
C4 = 35003858 -2:zv.-(142-8)2 = 0,033527 N 

g).4 . ga4 
C6 = 41086704 2]v . (1428)2 = 0,039353 -H-

g).,4 (la4 
= 6679561 2 N . (1428)2 = 0,006398 N 

g).,4 ga4 
C7 = 24121654 2 N. (1428)2 = 0,023104 N 

gA.4 , ga4 
C8 = 39102175 2 N. (1428)2 =-'0,037452 N 

C9 
l 

g).4 ga4 
= 44422486 2 N. (1428)2 = 0,042548 -]or 

I g A.4 ga4 

C10 = 37117646 2 N . (1428)2 = 0,035551 N 
g ).,4 ga4 

\

C11 = 48895962 2N •. (14 .. 28)2 =0,046832 N 
g A.4 ga4 

C12 = 53427411 2.N.(1428)2 = 0,051173 N 

g).4 ga4 
C13 = 58111993 2 N. (1428)2 = 0,055659 N 

g).4 ga4 
'14 = 61777080 2 N. (1428)2 = 0,059170 N-

gA.4 ga4 
'15 = 65116972 2 N. (1428)2 = 0,062369 N . 
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Die hieraus errechneten Spannungsmomente der Mittel- und Randlinien 
sind in Abb. 93 dargestellt. Die zugehOrigen Zahlenwerte sind in 
Tafel 25, B aufgenommen. 

Ein Vergleich mit den Ergebnissen der ersten Untersuchung zeigt, 
daB unter dem EinfluB der Stiitzenverbreiterung sowohl die positiven 

, , 
I , , , 
\ 

19~ : 

cP~~' 

Abb. 93. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmaI3ig 
belasteten tragerlosen Droke mit breiten Stiitzkopfen. 

als auch vor aHem die negativen Biegungsmomente wesentlich kleiner 
geworden sind; die Einsenkungen der Platte sind auch fast durchweg 
auf die Halfte des urspriinglichen MaBes zuriickgegangen. Als Durch
schnittswert der Spannungsmomente fiir den Mittelquerschnitt (5, 9, 
12, 14, 15) findet man im Punkte 12 die Gr6Ben 

8y = 0,13889ga2 = 0,03472 gl2, 

8y = 0,14190 ga2 = 0,035475 gl2, 
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wahrend im vorigen Beispiel die Momente 

8y = 0,04187 gl2 , 8 y = 0,04258gl2 

ermittelt worden sind; die durchschnittliche Beanspruchung der Platten 
mit schmalen Stiitzen ist also um 20% haher als diejenigen der Decken 
mit breiter Grundflache. 

Der giinstige EinfluB der pilzartigen Erweiterung des Stiitzkopfes 
laBt sich im iibrigen durch ein einfaches Naherungsverfahren feststellen. 

Betrachtet man namlich einen von ZWeI benachbarten, par
allelen Mittellinien begrenzte~ Streifen 

(Abb.94) als einen gewahnlichen Balken =;,:;I~I;;=====~;;;' ;;;t: ;::: 
von der Breite B = lund beriicksichtigt 1't~~~~-lb'---~ 
man, daB die auf der Grundflache des EEcto ffi 
Stiitzkopfes aufruhende Belastung un-

mittelbar von der Saule aufgenommen :: == 1 
wird und daher keinen EinfluB auf die 
Durchbiegung des Balkens ausiiben kann, '" 
so ist die tatsachliche Belastung des ~ 
letzteren Qb = g (l2 - d~) . 

Vnter do ist hierbei die Seitenlange der 
Grundflache zu verstehen. 

Wahlt man do = 0,25 l, so wird 

Qb = gl2(1,0 ~ 0,252) = 0,9375 gl2 . 
Abb.94. 

Die lichte Spannweite des stellvertretenden Balkens ist 

li = l - do = 0,75l, 

der SWtzenabstand hingegen l . 
Die wirksame Biegeweite diirfte 

lb = ~(l -+ lJ = 0,875l 
smn. 

Da der Balken als Mittel£eld eines durchlaufenden Tragers mit un
endlich vielen, gleichmaBig belasteten Offnungen sich ebenso verhalt, 
als ob er an den Enden fest eingespannt ware, so ist sein groBtes posi
tives Biegungsmoment 

ffi( = Qblb = 0,9375·0,875 gza = ° 03418 za 
24 24 ' g 

und mithin 
~ = 0,03418 gl2 . 

Die vorhin ermittelten Durchschnittswerte der graBten Biegungs
momente der Platte 

~y = 0,03472 gl2, 8y = 0,035475 gl2 
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unterscheiden sich von dem entsprechenden Werte des stellvertretenden 
Balkens um hochstens 1,5 bzw. 3,8%. Die Ergebnisse des Naherungs
verfahrens stimmen also mit denjenigen der genauen Untersuchung 
recht gut iiberein. 

Diese Feststellung ist besonders wichtig, weil sie die Grundlage der 
vereinfachten . Berechnung der tragerlosen Decken bildet und auch bei 
anderen Verhaltnissen der Stiitzenteilung gestattet, die Behandlung 
der Platte auf diejenige des durchlaufenden Balkens zuriickzufiihren. 

b) Untersuchung eines rechteckigen Mittelfeldes 
mit dem Langenverhaltnis lx : ly = 3 : 4 . 

Um den EinfluB des Langenverhaltnisses des Feldes auf die Span
nungsverteilung zu untersuchen, moge als zweites Beispiel die Platte 

I 

r z~ ~-T 
6 5 6 

I 
~ 10 19 10 
• 

t +!J mit der Stiitzenteilung lx : ly = 3 : 4 
behandelt werden. 

I 
J !" --p-- J_ 

7 i& 7 

11 112 71 

I 

-$-
I 
I 

Ich wahle ein Gewebe mit der 
Maschenweite 

Jc = Jc = ~ = -~Y- = Jc 
x y 6 8 

f 
"'" N 1,3 1" 

I 
._- 1q!_ !ff.. 

1/1 :,3 1/1 

15 118 15 

~-~- ~-
15 i18 15 

I 

: 
--t--

I 

I 

-

und gebe den Knotenpunkten ent
-..,. +,x sprechend den Symmetriebedingungen 

die ausAbb. 95ersichtlichen Ordnungs
ziffern. 

~ ,.. 
• 

L 
I i I 
I i I 
I 

-<$-W -- --~-- --
L 

I La-,~j--'~~ .. n.....,J 
AbL.95. 

Bei gleichmaBiger Belastung ent
faUt auf jeden Knotenpunkt die Last 
G = g Jc2. Der Auflagerwiderstand ist 

A = --glxly = -48gJc2 . 
leh setze voraus, daB die Stiitze 
sehlank ist und daB sich der Stiitzen-

druek auf eine quadratisehe Grundflaehe mit der ver
haltnismaBig kurzen Seitenlange do = O,125ly = Jc ver
teilt. Wie man aus Abb. 95a erkennen kann, liegt je ein 
Viertel 1 a, b, c dieser Grundflaehe zwischen den Knoten
punkten 1, 2, 5 und 6; von dem zugehorigen Auflager~ 

Abb.95a. 
druck ~ = -12 g Jc2 ist auf Grund des im Abschnitt I, 

§ 3, A, 4 abgeleiteten, allgemeinen Hebelgesetzes 

dem Knotenpunkt 1 der Anteil: -(J)212gJc2 = -Jlk'-gJc2, 
dem Knotenpunkt 2 der Anteil: -l·l· 12 g Jc2 = - N g Jc2 , 
dem Knotenpunkt 5 der Anteil: - -}. 't· 12 g Jc2 = -'it g Jc2, 

2 dem Knotenpunkt 6 der Anteil: - <}) ·12 g Jc2 = - H g Jc2 
Zuzuwelsen. 
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Werden die Stutzenwiderstande der iibrigen Viertel der Grundflache 
ebenso verteilt, so erhalt man insgesamt 

fur den Knotenpunkt 1: Al = -4· Vt.;~ g;"2 = -27 g;"2, 

fur den Knotenpunkt 2: A2 = -2· Hg;"2 = -4,5 g;"2, 

fUr den Knotenpunkt 5: A5 = -2· 'Hg;"2 = -4,5 g;"2, 

fur den Knotenpunkt 6: A6 = -1 . -tt g;"2 = -0,75 g;"2 • 

Berucksichtigt man noch die Belastung G = g ;"2, so wird die Krafte
verteilung im Bereiche des Stutzkopfes durch die GraBen 

PI =g;"2(1-27) =-26g;"2, 

P2 = P5 = g;"2(1 - 4,5) = -3,5g;"2, 
P G = g;"2(1 - 0,75) = +0,25g;"2 

festgelegt. 
Die Gleichgewichtsbedingungen des Gewebes lauten nunmehr: 

r 

4Wl - 2W2 - 2W5 = -26 
g;"2 

81 

+ 4W2 - 2W6 = -3,5 
g;"2 

WI W3 81 

+ 4W3 - 2W7 =+1 
g;"2 

- w4 - w2 81 

4W4 - 2W3 - 2ws =+1 
g;"2 

81 

J-
+ 4W5 - 2W6 W9 =-3,5 

g;"2 
WI 81 

+ 4W6 
g;"2 

w2 Ws w7 wIO = +0,25-~ 

+ 4W7 W6 wn = +1 
g;"2 

wa - Ws -
81 

+ 4ws - 2W7 W 12 = +1 
g;"2 

- w4 81 

+ 4ws - 2wlO - W13 = +1 
g;"2 

W5 81 

W6 Ws + 4w10 - wll - w14 = +1 
g;"2 

81 

w12 + 4Wll - WI., = +1 
g;"2 

W - WlO -7 81 

+- 4 w12 - 2 wn - WIG = +1 
g;"2 

Ws 81 
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WIS = +1 

4 Zl - 2Z2 

Zl + 4Z2 Za 

- Z4 + 4za - Z2 

4 Z4 - 2za 

Zl + 4Z5 - 2Z6 

Z5 + 4zs Z7 

Zs + 4Z7 - Z6 

Z4 + 4zs - 2Z7 

Z5 + 4Z9 - 2z10 -

Z9 + 4zlO - Zll -

Zs + 4Z12 - 2z11 -
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Zll -

},2 
Z17 = W 13 0-

D2 

1. 2 

ZIS = W 14 ~<';2 

).2 
Z19 = W 15 -a-

D. 

Diese Gleichungssysteme haben denselben Aufbau wie die im Ab
schnitt XI, § 32, 2 fUr die in einer Richtung unendlich ausgedehnte 
Platte mit der Stiitzenteilung lx : ly = 3 : 2 entwickelten Gleichungen 
und lassen sich ebenso in je vier Gruppen totaler, dreigliedriger Diffe
renzengleichungen mit je fiinf Unbekannten spalten. Ihre Auflosung 
liefert die Werte 

f 

9).4 
Z5 = 3,374843 S S 

1 2 

9).4 
Z6 = 5,097635 S S 

1 2 
. 9).4 

g24 
8,687383 88 

1 2 

g24 

9,577662 S S 
1 2 

Z7 = 7,549655 SI S~ 
9 },4 

Zit = 1l,042350 S S 
1 2 

g).4 
Z12 = 1l,702697 0 --;:Y 

9).4 
Zs = 8,585681 0S'--

°1 2 

g).4 
Z13 = 12,806569 (;

Dl S l 

9).4 
Z14 = 13,286555 S S 

1 2 

g).4 
Zl, = 14,l55159 SS 

1 2 

~ 9 24 
Zj6 = 14,56D lO7 S S 

1 2 

J 
9 ),4 

Z17 = 14,324767 S S 
1 2 

g24 

Zl8 = 14,687078 ss-
1 2 

9 24 
Z19 = 15,367906 SS-

1 2 

9 24 
Zo = 15,695369 S S 

1 2 

°1°2 
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Mit Hilfe dieser GraBen habe ich die Momente der wirklichen und 
der reduzierten Normalspannungen fiir die Mittel- und die Randlinien 
bestimmt; die zugehorigen Zahlenwerte sind in der Tafel 26 enthalten. 

Tafel 26. 
Die Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer gleichmiillig belasteten, 

unendlich ausgedehnten, triigerlosen Decke mit der Stiitzenteilung 
lx: ly = 3: 4. 

Abb. 95. 

Punkt II 

1 I -0,145458 g I; -0,201706 gl; -0,105464 glZ -0,1300lO glZ 
2 I -0,017508 g 1; - 0,058 827 g I; -0,077 472 g 1; -0,080427 glZ 
3 

I 

+0,054314 gl! +0,026267 g I; -0,052589 glZ -0,043424 g I; 
4 +0,071846 g l! +0,048085 gl; -0,044552 glZ -0,032428 gl; 

17 
I 

-0,020128 gl! +0,005175 gl; +0,047444 glZ +0,044047 gl; 
18 -0,008848 gl! +0,014494 gl; +0,043766 g I; +0,042273 gl; 
19 

I 

+0,009816 gl! +0,030028 gl; +0,037898 g 1; +0,039555 gZ; 
20 +0,018192 g I; +0,037031 g I! +0,035320 g I; +0,038391 g I; 

1 

I 

-0,145458 g I! -0,201706 gl! I 
-0,105464 glZ I -0,1300lO gl; 

5 -0,095711 gl; -0,111858 g l! -0,030277 glZ -0,046428 gl; 
9 -0,049460 g l! -0,039515 gl; +0,018646 glZ +0,010300 gl; 

13 -0,026666 g I; -0,004999 gl; +0,040640 glZ +0,036141 g I; 
17 -0,020128 gl; +0,005175 g I! +0,047444 g I; +0,044047 gl; 
--~ ------.-"~ 

I 

i 4 +0,071846 g I! +0,048085 g I; -0,044552 glZ -0,032428 gl; 
8 +0,057557 g l! +0,043462 g I; -0,026427 {II; 

I 
-0,016715 {II; 

12 +0,036686 gl; +0,038808 g I; +0,003978 glZ +O,OlO 169 g I; 
16 

II 

+0,022775 g I; +0,037209 g l; +0,027065 g I; I +0,030908 {II; 
20 +0,018192 gl; +0,037031 g I; +0,035320 g I; I +0,038391 g I; 

Die Ergebnisse der Rechnung zeigen, daB die langeren Randlinien 
sich starker durchbiegen und haher beansprucht werden als die kiirzeren . 

. Die graBeren Spannungsmomente 81/ und 81/ sind auf der schmaleren 
Querschnittsbreite 1x = 6 A der Schnittebene y = 0 nahezu gleichmaBig 
verteilt: die Mittel- und Randwerte der kleineren Spannungsmomente 
8x und 8x weichen hingegen in der Schnittebene x = 0 merklich von
einander abo Der Unterschied zwischen den Formanderungen der Gurt
und Feldstreifen tritt besonders bei den Momenten 8", der langeren 
Querschnittsbreite 11/ = 8 A in Erscheinung. 

Ais Durchschnittswert der Momente erhalt man fur die Schnitt
cbene x = 0 die GraBen: 

8", = 0,0403946 gl~ , 
fiir die Schnittebene y = 0 : 

81/ = 0,040994 gl~ , 

8", = 0,040451 gl~ , 

8!! = 0,041 003 gl~ . 
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Bringt man die wirksame Belastung eines Feldes 

Q ~= g(lxly -- d~) = 47 gj,2 

auf emen beiderseits eingespannten Balken von der Breite Bx = ly 
bzw. By = l:r, so entsteht in del' Balkenmitte das Biegungsmoment 

\)]( - Q l:r - ~2' 'q 
:r - 24 - 24 gA .r 

bzw. 

\)]( = Q ly = 47 ).,21. 
Y 24 24 g Y' 

auf die Langeneinheit del' Querschnittsbreite bezogen ist dementspre
chend 

\)](x 47 -0 lx 47 -2 004 8 l' 
8.< = Bx = 24 . g ,,- 'C =32 g" = , 0 g x, 

y 

= 47 .g;,2._ly~ 47 g22-00408gl' 
24 lx - 18 '-, y • 

Diese Naherungswerte unterscheiden sich urn hochstens 1 % von den 
fUr die Platte errechneten genauen GroBen. Die vorziigliche Dberein
stimmung beweist von neuem, daB sich die Pilzdecke in jeder Richtung 
wie ein einfacher durchgehender Trager verhalt. Wahrend bei einer 
ringsum aufliegenden, durchlaufenden Platte die Spannungsverteilung 
wesentlich vom Langenverhaltnis der Felder beeinfluBt wird und die 
starkeren Beanspruchungen auf die kiirzere Spannweite entfallen, ist 
hingegen bei den Pilzdecken die GroBe des gesamten Biegungsmomentes 
\)](x oder \)](y bei gleichen Auflagerungsbedingungen der auBeren Platten
rander nur von del' Spannweite lx odeI' ly abhangig: lediglich die Ver
teilung von \)](x odeI' \)](y auf die Querschnittsbreite ly oder lx wird von 
der Art del' Stiitzenteilung beeinfluBt. Hieraus folgt aber auch, daB die 
gleichmaBige Anstrengung der Platte in beiden Richtungen nur bei dem 
Langenverhaltnis lx : ly = 1 : 1 erzielt werden kann und daB die quadra
tische Stiitzenteilung VOl' allen anderen Stiitzenanordnungen den Vorzug 
verdient. 

2. Del' EinfluB einer wechselweisen Belastung 
einzelner Felder. 

Die Pilzdecken werden wie die durchgehenden Trager nicht bei del' 
gleichzeitigen Belastung del' ganzen Deckenflache, sondeI'll bei del' Be
lastung einzelner Felder oder Felderreihen am starksten beansprucht. 
Urn die Art del' ungiinstigsten Laststellung und ihren EinfluB auf die 
Anstrengung der Platte zu bestimmen, will ich zwei verschiedene Be
lastungsfalle in Betracht ziehen. 

Mar eus. Plattru. 20 
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Fall I: Schachbrettartige Belastung (Abb.96). Ich bezeichne mit A 
das belastete, mit B das unbelastete Feld und setze voraus, daB aIle 
Felder A die gleiche und gleichmaBig verteilte Belastung p tragen. 

Der Spannungszustand der Decke bleibt unverandert, wenn man sich 
an Stelle des vorliegenden Belastungsfalles zuerst sowohl die Felder A 

R-4~~=m~~~'~ 

als auch die Felder B mit + ~ , sodann aber die 

Felder A mit + ~, die Felder B hingegen mit 

S 
p -2" belastet denkt. 

Der erste Teilzustand deckt sich, sobald g mit 

~ vertauscht wird, mit dem zuletzt behandelten 
Abb.96. 

FaIle der gleichzeitigen und gleichartigen Be
lastung aller Felder und ist daher als erledigt zu betrachten. 

1m zweiten Teilzustande stimmen die Belastung und die Rand-

bedingungen jedes Feldes mit derjenigen einer mit + ~ belasteten und 

ringsum auf den Randern des Feldes frei aufliegenden Platte uberein. 
Die zugehorigen Formanderungen und Beanspruchungen sind im Ab
schnitt III, § 7 und § 9, untersucht worden und konnen auch als bekannt 
erachtet werden. 

Die Zusammenfassung der beiden Teilzustande liefert beispielsweise 
fur quadratische Felder die folgenden Ergebnisse: 

1. Mitte des Gurtstreifens R - R: 

Stelle 
x=O, 

r 1 pa4 pa4l t ="2. --y(0,039353 + 0.0) = 0,01968--y fUr Feld A 

<lSX = t . pa2 (0,18644 + 0,0) = 0,08322 pa2 J} wie flir 
y =+b 

8", = {- . pa2 (0,15577 + 0,0) = 0,077 88 pa2 Feld B , 

2. Mitte des Feldstreifens 8 -8: 

Stelle 

x=y=O 
im Felde A 

Stelle 

x=y=O 
im Felde B 

r' = ~ p;4 (0,062369 + 0,06488) = 0,063625 p;~ 
i Sx = t pa2 (0,10237 + 0,14554) = 0,12396 pa2 

lsx = tpa2 (0,13308 + 0,18920) = 0,16114pa2 , 

144 f' = "2 p; (0,062369 - 0,06488) = -0,012555 p; 
{Isx = -}pa2 (0,10237 - 0,14554) = -0,02158pa2 

8", = tpa2 (0,13308 - 0,18920) = -0,02806pa2 • 
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Fall II: Wechselweise Belastung ganzer Felderreihen. Die in Abb. 97 
dargestellte Lastanordnung laBt sich wieder in die zwei Teilzustande 
p p 
2 und ±2" zerlegen. 

Die erste Belastungsstufe ist dieselbe wie im Fane I. In der zweiten 

verhalten sich die Felderreihen A und B wie ein mit + ~ belasteter 

Plattenstreifen, der in einer Richtung unendlich ausgedehnt ist und 
auf den beiden Langsrandern frei aufruht. Dieser Streifen besteht aus 
unendlich vielen, nebeneinanderliegenden einfachen Balken, deren Form
anderung und Beanspruchung den bekannten 
Gesetzen 

p a4 ( 6 x2 X4) 
'-±2'24N 5-7+~' 

8 =8 =+E'~(1-3-=-)' x x - 2 2 a2 

folgen. 
Die Dberlagerung cler beiden Teilzustande 

liefert nunmehr Ahh. 97. 
1. fUr die Mitte des Gurtstreifens R-R: 

Stelle x = ° 
y=+b 

im Ff'ldf' A 

Stelle x = ° 
y=+b 

im Felde B 

( 
1 pa4 pa4 

, ~- "2 -N (0,039353 + 0,20833) = 0,12384-.&-

{ 8 x = .~ pa2 (0,l8644 + 0,5) = 0,34322 paz 

l8x = lpa2 (0,15577 + 0,5) = 0,32788pa2 , 

(~ = ~ p;4 (0,039353 _ 0,20833) = --0,08449 p;4 

{lsx = l pa2 (0,18644 - 0,5) = -0,15678 pa2 

8" =~- P 12 (0,155 77 - 0,5) = --0.17211 pa2 ; 

2. fiir die Mitte des Feldstreifens S-S: 

Stelle 
x=y=O 

im Felde A 

Stelle 

x=y=O 
im Felde B 

r ~ = ! p;4 (0,062369 + 0,20833) = 0,13535 p;4 
J 'l8x = -~ pa2 (0,10237 + 0,5) = 0,30118 pa2 

8", = t pa2 (0,13308 + 0,5) = 0,31654 pa2 , 

J 
1 pa4 pa4 

C ="2 N(0,062369 - 0,20833) == -0,07298--R-

li'" = 1 pa2 (0,102 37 - 0,5) = --0,19881 pa2 

8" = tpa2 (0,13308 - 0,5) = -0,18346pa2 • 

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der beiden Untersuchungen 
zeigt, daB durch die wechselweise Belastung ganzer Felderreihen doppeU 
so hohe Beanspruchungen als bei der schachbrettartigen Belastung 

20* 
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hervorgerufen werden. FUr die Querschnittsbemessung der Platte ist 
daher die im FaIle II behandelte Lastanordnung maBgebend. 

Beachtenswert ist insbesondere, daB bei dieser ungiinstigsten Last
stellung ein betrachtlicher Unterschied zwischen den groBten Biegungs
momenten der Gurt- und der Feldstreifen nicht besteht. Diese gleich
maBige Spannungsverteilung ist im Hinblick auf die Anstrengung der 
Platte als ein wesentlicher Vorteil zu betrachten. 

Die in Abb. 97 dargestellte Lastanordnung liefert nur fUr einen 
Querschnitt langs der Mittellinien die groBten positiven oder negativen 
Momente. Die in der Stiitzenflucht liegenden Randquerschnitte werden 
durch negative Momente am starksten beansprucht, wenn die beiden 

~~ 8 

~~ 

I 

~ 
~ 

8 

an der fraglichen Randlinie anschlie
Benden Felder voll belastet werden 
(Abb. 98); der EinfluB der iibrigen, 
weiter abstehenden Felder A ist im 
allgemeinen so geringfiigig, daB es zu
lassig ist, die fUr den Fall einer gleich-

Abb. 98. zeitigen Belastung aller Felder ermit-
telten Werte der negativen Biegungs

momente - indem g durch (g + p) ersetzt wird - der Querschnitts
bemessung zugrunde zu legen. 

Die groBten Beanspruchungen in der Diagonalrichtung miissen auch 
beachtet werden, um so mehr, als es vielfach iiblich ist, die Haupt
bewehrung der tragerlosen Decken in der Diagonalrichtung anzuordnen. 

In den bisher behandelten Fallen I und II ist die Belastung in bezug 
auf die Mittellinien symmetrisch verteilt und der Mittelpunkt der Platte 
von Drillungsmomenten txy frei. Die Hauptspannungen dieses Punktes 
liegen in den x- und y-Achsen; die in den Diagonalquerschnitten wirken
den N ormalspannungen bilden das Kraftepaar 

Bd = ~ (Bx + By) • 

Bei der schach brettartigen Belastung ist 

B", = By = Bd = +0,16114 pa2 

bzw. Bx = By = Bd = -0,02806 paz. 

Bei der wechselweisen Belastung voller Felderreihen ist hingegen in den 
Feldern A: 

Bx = 0,31654 pa2 , By = 0,15154 paz, Bd = 0,23404 pa2, 

in den Feldern B: 

Bx = -0,18346 pa2 , 8y = -0,00846 paZ, Bd = --0,09596 paZ. 

Aus beiden Belastungsarten laBt sich die III Abb. 99 dargestellte 

Lastverteilung III ableiten, indem man zunachst die Streifen 1 mit + ~ , 
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sodann die Streifen 2 ebenso mit + ~ und schlieBlich die Felder B mit 

- ~ belastet. 1m Mittelpunkt des Feldes entstehen der Reihe nach die 

Diagonalmomente 

8d(t) = + .~ ·0,23404 pa2 , 

8d(2) = + -§ • 0,23404pa2 , 

8d(U) = + ~ ·0,02806 pa2 • 

1m ganzen el'gibt sich 

8d = +0,24807 pa 2 • 

Die groBten Diagonalspannungen 
bleiben also in den beiden Bela
stungsfallen II und III merklich 
hinter den Grenzwerten der Span
nungen Ox und Oy zuriick. Diegeringere 
Beanspruchung in der Diagonalrich
tung ist darauf zuriickzufiihren, daB 
die Diagonalstreifen sowohl durch die 
SWtzenreihen I als auch durch die 
Stiitzenreihen II (Abb. 100) getragen 
werden: ihre Breite ist bei quadra- 2 

1 1 

tisch en Feldcrn 1 V2 , ihre Spannweite -+:'777d~:.:;.:L.I=:=,f"'c..t.LL."I>7;=nI--

in der Diagonalachse 1 Y2, an den 
Randem t 1 ~'2, im Durchschnitt 
11(2 , wahrend die Streifen in der 
x- oder y-Richtung die Breite und die 
Spannweite 1 besitzen. Bei gleich
artiger Belastung und gleichen Auf Abb 99. 

lagerbedingungen miissen sich die auf die Einheit der Quel'schnitts
breite bezogenen Spannungsmomente den Diagonal-_ und orthogonalen 
Strcifcn wie 1l 

~~--~----+---~f

3 Z {2 . 1 . 
-- .. _._-- .. = 3 . 4 
4 ZV2 1 

verhalten. Dies ist in del' Tat das Vel'
haltnis der vorhin erl'echneten Gl'enz-

I "-

'" 

wel'te Sd mid Sx' Aus dieser Feststellung -5/ 
geht hervor, daB es nicht zweckmaBig ist, / 
die Hauptbewehrung in den Diagonal- /-.-,I<'---+----+I+----f'I.~ 

achsen anzubringen; urn die rJ'ragfahig
keit del' Platte voll ausniitzen zu konnen, 
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empfiehlt es sich vielmehr, die Anordnung der Bewehrung dem Verlauf 
der Hauptspannungen anzupassen und die Eisenstabe parallel den 
Randlinien zu legen. 

3. Der Biegungswiderstand der Stiitzen. 

In den bisherigen Untersuchungen ist lediglich der axiale Auf
lagerwiderstand der Saulen und seine Verteilung auf die Grundflache 
des Stiitzkopfes in Betracht gezogen worden: es ist hierbei voraus
gesetzt, daB die Saulen sich nicht verbiegen und nur auf zentrischen 
Druck beansprucht werden. Diese Annahme trifft zu, wenn die Decke 
aus gleichartigen Feldern besteht und aIle Felder in gleicher Weise be
lastet sind: die Mittelflache der Platte und die Mittellinie der Saule 
behalten dann in nachster Nahe des Stiitzpunktes ihre urspriingliche 
Lage und Gestalt, und die giinstige Wirkung der Verbreiterung der Saule 
tritt nur in der Verringerung der freien Spannweite der Gurtstreifen 
in Erscheinung. 

Sind die Felder ungleich oder wird nur ein Teil der Deckenflache 
belastet, so neigt sich die Mittelebene der Platte iiber dem Stiitzen
mittelpunkt in der X-Z-Ebene um den Winkel 

in der Y-Z-Ebene um 

Infolge der festen Verbindung zwischen Decke und Saulenkopf 
miissen die AnschluBquerschnitte der Stiitze an die Platte die gleichen 
Drehungen w"" Wy vollziehen, und es tritt eine Verbiegung der Stiitzen
achsen ein. Die Saulen leisten je nach ihrer Steifigkeit einen starkeren 
oder geringeren Biegungswiderstand, der wiederum eine Verminderung 
der Neigung der elastischen Flache und eine Entlastung der Platte zur 
]'olge hat. Die GroBe dieses Widerstandes zu ermitteln, seinen EinfluB 
auf die Anstrengung der Stiitzen und Decken zu bestimmen ist das Ziel 
der vorliegenden Untersuchung. 

Ich betrachte wieder eine Decke mit unendlich vielen gleichartigen 
Feldern und will den ungiinstigsten Fall der wechselweisen Lastver
teilung behandeln. Wie in Abb. 97 dargestellt, solI also zwischen zwei 
belasteten Reihen A jeweils eine Reihe B unbelastet bleiben. 

Ich ersetze diese Lastanordnung wie friiher durch zwei Belastungs-

stufen. Bei der ersten sind b eide Reihen A und B gleichzeitig mit + ~ 
belastet und der Biegungswiderstand der Stiitzen ausgeschaltet. 
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In del' zweiten Stufe, welche in Abb. 101 veranschaulicht ist, werden 

den Feldern A die Lasten + E, den Feldern B die Lasten - E zugewiesen. 
2 2 

Da hierbei jede zur x-Achse par allele Randlinie als Symmetrieachse 
aufgefaBt werden kann, so sind aIle Auflagerkrafte del' X-Z-Ebene 
parallel gerichtet. 

Del' Widerstand del' iiber del' fraglichen Decke stehenden Stiitzen 
setzt sich aus dem Hol'izontalschub XO und dem Kraftepaal' KO zu
sammen. Die unteren Stiitzen iibernehmen den Schub Xu und das 
Moment KU. Diese Widerstande sind fUr aIle Stiitzen gleich und wech
seln an jedem Stiitzpunkt ihren Wirkungssinn. 

Das gesamte von den Stiitzen auf jeden Eckpunkt eines Feldes iiber
tl'agene Moment ist 

IDes = KO + KU + XO CO + Xu Cu , (a) 

wobei Co und Cu den Abstand del' Krafte XO und Xu von del' Mittelflache 
bedeuten. 
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Es ist ohne weiteres einleuchtend, daB die beiden dem Stutzpunkte 
benachbarten Felderreihen je eine Hafte von W18 aufzunehmen haben. 
Die Felder A und B erhalten uberhaupt alsBelastung, wie die schema
tische Darstellung in Abb.l0l erkennen laBt, die gleichen, aber ent
gegengerichteten Krafte und Kraftepaare. Die gemeinsamen Rander 
sind Achsen der Gegensymmetrie, welche durch die Bedingungen 

62 ( (,2 , 
, = -00- = -- = 0 fur x = + a 

a x2 () y2 

gekennzeichnet sind, wahrend fUr die Rander y = + b entsprechend 
der V ollsymmetrie die Bedingungen 

~=~=~= 63
, =0 

a y (; y () x 6 x2 0 Y () y3 gelten. 
Wird zunachst der alleinige EinfluB der Belastung + ~ in Betracht 

gezogen, so laBt sich die Gestalt der elastischen Flache wie bei einem 
einfachen Balken durch den Ansatz 

'u = + ~ 2:~ (5 - 6a~2. + ::) (b) 

darstellen; das obere Vorzeichen gilt hierbei fUr die Felder A, das untere 
fur die Felder B. 

Die Neigung del' elastischen Flache uber dem Stutzpunkt x = - a, 
Y = +- b wird durch den Winkel 

bestimmt. 
(0'0) pa3 

W=~- =--
x 6x x=-a 6N 

( c) 

Durch den Biegungswiderstand der Stutzen werden auf einer 
Strecke ex beiderseits 0 des Saulenmittelpunktes lotrechte Druck· und 

m,s Zugspannungen Oz auf die Platte 
~ ubertragen (Abb. 102). Zwischen 

;.? ! '" der Mittelkraft Sz dieser Span-

===1ttlmtttf.h.;t::::::t::==== nungen, welche auf der Lange ex 
geradlinig verteilt sein mogen, und 
dem Biegungsmoment we8 besteht 
die Gleichwertigkeitsbedingung 

oder 
m18 = 2 Sz . i ex 

S = ~_ me. 
z 4 ex . 

Urn die Rechnung zu verein
fachen, setze ich quadratische 

Feldorteilung voraus und verwende als Abbild der Platte ein Gewebe 
a 

mit del' Maschenweite Ax = Ay = - (Abb. 103). 
4 

Abb.102. 
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Die Art der Verteilung der Krafte Sz auf die Knotenpunkte des 
Gewebes hangt von den Abmessungen der Grundflache des Stutz
kopfes abo Wird fur die Seitenlange do dieser Grundflache, wie es bei 
guten Ausfiihrungen ublich 
ist, das MaD 

l 
do = 2 ex = -- = 2 A 

4 
gewahlt, so erhalten die 
vom Stutzenmittelpunkt 
urn A abstehenden Knoten
punkte (1) und (5) insge
samt eine Belastung 

2 -- 1 weB 
Ps = +3 Sz = +"2T' 

Das obere Vorzeichen 
gilt hierbei fur die Felder
reihen A, das untere fur die --~~~7'n+
Felderreihen B. 

Da auch p. auf die 
Breite do = 2 A der Grund
flache gleichmaBig verteilt 
ist, so entfallen auf die 

Abb.l03. 

Knotenpunkte (1) die Anteile 

1 --1 weB 
P I = 2 P 8 =+4"T' 

auf die Knotenpunkte (5) die Anteile 

1 -1 WC. 
P5 = 4" P8 = +8 T' 

Beachtet man noch, daB am Rande x = + a entsprechend der Be
dingung 

auch 

( 02
' Cl2') .M = - N :2;;2 + (J y2- = S1 W = 0 

sein muB, so gewinnt man fur die Verschiebungen des Gewebes im Felde A 
unter dem EinfluB der Krafte PI und P 2 die folgenden Bestimmungs
gleichungen: 
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WI + 4 w 2 - W3 - 2 W6 = 0 
w 17 + 4 W 18 - W 19 - 2 w 11 = 0 

W 2 + 4 W3 - w 4 - 2 w 7 = 0 
w lS + 4 W 19 - w 20 - 2 W 15 = 0 

{ - 2 W3 + 4 w4 - 2 Ws 

- 2W19 + 4w20 -- 2W16 

=0 
=0 

J 
l 

P5 - weB 
W9 = +s = + S 8A 

1 1 

{ -W2 W5 + 4W6 -W7 -

--W1S - W 13 + 4w]4 - W I5 --

{-W - W6 + 4W7 -Ws -

-W:9 - W 14 + 4W15 - W 16 -

{ 
-W4 --- 2W7 + 4W8 - W 12 

-W20 - 2 W 15 + 4W16 - W 12 

-(W5 + W 13) + 4W9 - w10 

-(W6 + w 14 ) + 4WlO - wn -

-(W7 + W 15 ) + 4W11 - Wl~-

-(W8 + W 16 ) + 4W12 - 2W11 

W 10 = 0 

WlO = 0 

W ll = 0 

Wn = 0 

W9 

=0 
=0 

=0 
=0 

W10 = 0 
=0 

Werden die beiden iibereinander angeschriebenen Gleichungen dcr 
Reihe nach addiert und subtrahiert und aus der Summe und Differenz 
der paarweise auftretenden GraBen WI und W 17 ' W 2 und w iS ' W3 und WID' 

W 4 und w20 ' W5 und W 13 ' W6 und w 14 , w 7 und W 15 ' W8 und 'W16 die Haupt
unbekannten gebildet, so laBt sich das ganze Gleichungssystem in drei 
voneinander unabhangige Gruppen mit 8, 4 und 8 Unbekannten spalten. 
Die neuen Gleichungen lassen sich leicht 16sen und liefern die Werte 

--- we8 
W9 = +0,045747 82 

1 

- we8 

WlO = +0,~5799 S A 
1 

--- weB 
W11 = + 0,061211 sf 

J 

-- weB 
W 12 = + 0,061856 S i 

1 
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- weB 
W5 = +0,096048 TI 

I 

- weB 
W6 = +0,079737 S-r 

I 

-- weB 
W 7 = +0,072179 81 

I 

- weB 
Ws = + 0,070024 s7: 

1 

- we. 
WI3 = +0,028952 8 l 

I 

_... weB 
W 14 = +0,045263 ~8 " 

Iii. 

.. weB 
W I5 = +0,052821 TI 

I 

- weB 
WI6 = +0,054976 ~8 ' 

II. 

- weB 
W 17 = +0,024799 8 l 

I 

- weB 
WI8 = +0,04129 8

1 
l 

-- weB 
W I9 = +0,049835 8 l 

I 

- we. 
w 20 = +0,052405 8 l 

I 

Ebenso erhalt man aus dem zweiten Gleichungssystem 

l2 
z~ - 2zs = WI 8 

2 

l2 
ZIS - 2 ZI3 = WI7 ·s 

2 

}.2 
Z3 -- 2 Z6 = W 2 8 

2 

l2 
ZI9 - 2 zl1 = WI88 

2 
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- z, - 2 Z7 + 4 Zs - Z12 

- Z20 - 2 Z15 + 4 Z16 - Z12 

r -(z, + z,,) + 4zg - ZlO 

-(zs + Z14) + 4zlO - zn -

- (Z7 + Z15) + 4z11 - Z12 -

-(zs + Z16) + 4Z12 - 2 Zll 

A.2 

Zn = W 7 8-
2 

A.2 

Zll = W15S 
2 

A.2 

=Ws -
82 

A.2 
=WI6 -

. 8 2 

A.2 
=Wg -

82 

A.2 

Zg = w lO -
8", 
12 

z10 = wll 8 2 

12 
=W I2 -

82 

fur die elastische Flache die Ordinaten 

Zg = +0,213904 ffiCBA. 
8 1 8 2 

- ffiCB1 
ZlO = +0,372369 8 8 

1 2 

- ffiCB A. 
Zll = +0,467584 8 8 

1 2 

-- ffiCB A. 
Z12 = +0,499256 8 8 

1 2 

-- ffiCs A 
= +0,241263 -----

8 1 8 2 

- ffiCaA 
= +0,398274 8 8 

1 2 

- - 4 ffiCsA 
= +0,48864 S8 

1 2 

- ffiC. A 
= +0,518327 ----

8 1 8 2 

- ffiCsA 
Z13 = +0,196237 ErS-

1 2 

- ffiCBA 
Z14 = + 0,351 726 8 1 8; 

- ffiC, A. 
Z15 = +0,448856 8 8 

1 2 

- ffiC,). 
Z16 = + 0,481673 8 8 

1 2 
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- illC,A. 
Z17 = +0,190364 8 8 

1 2 

- illC,A. 
Z18 = +0,344182 8 8 

1 2 

- illC.A. 
Z19 = +0,441619 8

1
8

2 

- illC,A. 
Z20 = +0,47474:7 8 8 

1 2 

Hieraus gewinnt man fiir die Spannungsmomente der Mittellinie x = ° 
die folgenden Werte: 

stelle -
s. 8y 8x 8y 

I 
=f 0,033128 ~ ~' ± 0~006926 2 ~. =f () 031050 2 .~ lUl. =f 00030124 2 lUl. y=O , ;. , A-

a 
y=±-4 

=f 0 032817 .2--.:.1'JJl. 
' ;. 

± 0,005328 2 ~. =f 00312186 2 lUl. , ;. =f 0,0045171 2 ~. 
a 

Y=±2" :::c 0 031672 2 lUl. I, A-
± 0 000749 .2lUl. 

' ), 
=f 0,0314473 2 ~. =f 00088526 2 lUl. 

• A-
a =f 0 029683 2 lUl, =f 0,005 328 ~~Jl, 00 2lUl, =f 0,0142329 2~. y=±34 ' ;. =f , 312814-,r-

I. 

y=±a =f 0028528 2 lUl, ::f 0 008414 2 lUl. 
, A I' A-

=f 0,031 0522 .~~. =f 0,0169724 2 ~._ 
I. 

Die auBerordentlich geringfiigigen Schwankungen der GraBen 8" 

und 8" innerhalb der Querschnittsbreite zeigen, daB trotz des vereinzelten 
Angriffes des Kraftepaares illC. die Spannungsverteilung vollkommen 
gleichmaBig ist. 

Ais Durchschnittswert fUr die Feldbreite B = 2 a = SA. erhalt man 
die GraBen 

8" = + ~ (0,03121S6 + 0,0312814)2 ~' 
- 1 illC, - illC. 

= +0,03 25·2 T = +0,25----,;-' 

Bei dem einfachen Balken von der gleichen Breite, welcher an beiden 

Enden durch Kraftepaare + ~' beansprucht wird, ist aber der Ein

heitswert des Biegungsmomentes ebenso 

+ illC. = + illC. = + ° 25 illC. 
2B 4a ' a' 

Die vollstandige Dbereinstimmung der Beanspruchungen bei der 
Pilzdecke und beim stellvertretenden Balken wird hiermit von neuem 
bestatigt. 
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Die Formanderungen zeigen auch das gleiche Bild. Die mittlere 
Neigung der Platte im Bereiche der Grundflache des Stiitzenkopfes wird 
durch den Winkel 

= ~ = ~ SlS2 (Zl + zs) = - 0' 2490455 im. 
Wx Ox 2 N l + , N 

gemessen. Beim einfachen stellvertretenden Balken ist andererseits 

- 1 (im.) - im8 - im8 
Wx = + N 2 B a = + 4 N = + 0,25 N . (d) 

Die beiden Zahlen OJ., weichen so wenig voneinander ab, daB sie als 
gleichwertig zu betrachten sind. 

FaBt man den Einflu.13 der Belastung + ~ und denjenigen des Bie-

gungswiderstandes im. zusammen, so liefern die Formeln (c) und (d) 
fiir die wirkliche Neigung der elastischen Flache iiber dem Stiitzenkopf 

das MaB _ ~(pa3 _~ ) 
OJ., - ± N 6 4 im. . (e) 

. Es muB jetzt noch der EinfluB des Kraftepaares im. auf die Be
anspruchung und Formanderung der Saulen untersucht werden. 

lch bezeichne mit 
HO die Rohe der oberen Stiitze, 
JO das Tragheitsmoment ihres Querschnittes in bezug auf die 

+ y-Achse; 
und ebenso mit 

H U die Rohe, 
JU das Tragheitsmoment der unteren Stiitze. 

Es sei weiterhin 
imu das Moment am Kopfe der unteren, 
im° das Moment am Fu.13e der oberen Saule. 

Der Verlauf der Biegungsmomente in den Stiitzen laBt sich durch 
die Gleichungen ( ZO ) 

MO = im° 1 --r ' 
MU = imu (1 - ;:) 

darstellen: die Bedeutung der Ordinaten zO, ZU und der Ma.13e r, jU 
ist hierbei aus Abb. lO4 ersichtlich. Diesen Momenten entspricht eine 
Drehung der elastischen Linie am FuBe der oberen Saule um den Winkel 

im° HO ( HO) 
wo= EJO 6 3-y ( ) 

und eine Drehung am Kopfe der unteren Saule um 

imu HU ( HU) 
OJU = E JU • 6 3 - 7 . (g) 
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Es ist andererseits 
ffi(0 + ffi(u = ffi(. 

und da infolge der starren Verbindung zwischen oberen und unteren 
Saule 

sein muB, so ergibt sich 
Jor(3r - HU) 

ffi(0 = ffi(. JO r (3 r - HU) + JU r (3 r - HO) , 

JU fU (3 r - HO) 
ffi(u = ffi( •• JU r(3 r - HO) + JO r(3 r _ HU) 

(h) 

In diesen Formeln sind die GraBen r und r, welche den jeweiligen 
Abstand des Momentennullpunktes und also auch des Wendepunktes 

der elastischen Linie von der .. r----/i-i_-__ -_-_· __ ---;~I--/-. Mittelebene der Platte festlegen, 
vorerst unbestimmt. Sie hangen i ,/' 
von der Anzahl und der Rohe 
der Geschosse, von der Steifigkeit 
und Belastungsart der iiber und 
unter der Platte befindlichen 
Decken abo Fiir qie Ermittlung 
der Grenzwerte d.ieser GroBen 
kommen, je nachdem die bela
steten Felder in allen Geschossen 
iibereinanderliegen oder die Last
verteilung von GeschoB zu Ge
schoB wechselt, die beiden fol
genden Falle hauptsachlich in 
Betracht. Der erste Grenzfall ist 
in Abb. 105, der zweite in 
Abb. 106 dargestellt. Die Mittel
linien der Stiitzen bilden nach 
der Ausbiegung regelmaBige Wel Abb. 104. 

lenlinien; im ersten Falle weist die Stiitze in jedem GeschoB eine 
doppelte, im zweiten eine einfache Welle auf. 

Setzt man, um die Untersuchung zu vereinfachen, eine unbegrenzte 
Anzahl von Geschossen, die die gleiche GeschoBhohe und den gleichen 
SauIenquerschnitt in allen Stockwerken haben, voraus, so zeigen aIle 
Geschosse die gleichen Wellen. 

1m Falle I (Abb. 105) liegt der Wendepunkt der elastischen Linie 
in halber Stiitzenhohe, und es ist 

H 
r=r=-

2 
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und entsprechend der Bedingung 

JO = ,jU = J., HO = HU = H: 9)10 = 9)1u = ~. 9)1. 

1 9)1. . 
W O = W U = w. = 12 E .Is H . (i) 

Abb.105. 

IHH~ ,HH - -..., LUHHH ~~ ,-- -" ,-- -
'- .1 -- ,HUH,Hi' ~ --
~ / 

~ i.--"": ~ tl:.llliilil 
/ ..... -~ / ..... ,. 

1\ 

\ V \ J 
Abb. 10ft 

1m FaIle II (Abb. lO6) entsteht iiberhaupt kein Horizontalschub: 
die Saule ist £rei von Querkriiften, und das Biegungsmoment bIeibt auf 
der voUen Stiitzenhtihe unveranderlich. Es ist dann 
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jO=!I/,=DO 

[lCD = [lC1/, = t [lCB 

w D = wI/, = ws = ! :;8 H . (k) 

Wird nunmehr die Gleichheit der elastischen Drehung der Decke und 
der Saulen mit Hilfe der Formeln (e), (i) oder (k) ausgedriickt, so erhalt 
man fiir den Grenzfall I die Beziehung 

oder 

~ (pa3 _ [lC,) = ~ [lC, H 
N 6 4 12 EJ, ' 

[lCs= 
2pa3 • 

NH' 
3+ EJ , 

fiir den Fall II hingegen 

~ (pa3 _ [lCB) = ~ [lC, H 
N 6 4 4 EJ, ' 

2pa3 

[lC, = ( N H) . 
31+ EJ , 

(142) 

(143) 

Die Gleichungen (142) und (143) zeigen beide, daB -der Widerstand 
del' Stiitzen um so betrachtlicher wird, je kleiner die GeschoBhOhe und 
je steifer die Saule im Vergleich zur Decke ist. 

Die Formel (142) liefert den hOheren Wert lUl,und kommtdaher 
in erster Linie fiir die Querschnittsbemessung der Stiitze in Betracht, 
wahrend der aus der Formel (143) zu entnehmende kleinere Wert lUl, 
fiir die Ermittlung der groBten positiven Feldmomente der Platte 
benutzt wird. 

Das MaB der Wirksamkeit der Stiitze wird durch das Steifigkeits-
verhaltnis N H m2 h3 H 

P = E J, = m2 -1' 12 J 8 

bestimmt. 1st der Stiitzenquerschnitt ein regelmaBiges Achteck, welches 
von einem Kreis mit dem Halbmesser R, umschrieben wird, so gilt fiir 
das Tragheitsmoment J, (ohne Riicksicht auf die Eisenbewehrung) 
die Formel J, = 0,6381 R! . 
Setzt man 

m2 100 
m2-1=m' 

so wird 

Marcus, Platten. 21 
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Urn das Steifigkeitsverhliltnis zahlenmaBig auszuwerten, wahle ich 
als Beispiel aus einer guten Ausfiihrung die MaBe 

h= YDa 
R. = la 
H=t a 

Hh3 

Ii' = 3,197 
• 

und ermittle 
ft = 0,459. 

Die zugehOrigen Werte lm. sind im Fane I 

2 pa3 3 
lm. = 3 + 0,459 = 0,5792 pa , 

im Fane II 
2 pa3 

lm. = "3 1 + 0,459 = 0,4568 pa3 • 

Der erhehliche Unterschied zwischen diesen heiden Werten beweist, 
daB die Anstrengung einer Decke und der zugehorigen Stutzen auch 
durch die Belastung der oberen und unteren Geschosse wesentlich 
beeinfluBt wird. 

In dem vorliegenden Beispiele werden die auf S.307 ohne Ruck
sicht auf den Biegungswiderstand der Saulen errechneten groBten 
positiven Momente der belasteten Felder 

8", = 0,34322 pa2 

bei der Lastanordnung II urn das MaB 

8 = -~ WI. = -0 1142pa2 
'" 4 a ' 

auf den Wert 
8", = 0,22902 pa2 

herahgemindert. Ebenso werden die vorhin ermittelten groBten nega
tiven Feldmomente der unbelasteten Felder 

8", = -0,18346 pa2 

bei der gleichen Lastanordnung auf den Wert 

8", = -(0,18346 - 0,1142) = -0,06926pa2 

zuruckgefuhrt: Bei der Lastanordnung I genugen die durch den Saulen
widerstand hervorgerufenen Zusatzmomente 

1 WI. 
8", = "4 --;;- = 0,1498 pa2 , 
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um die urspriinglichen negativen Biegungsmomente auf das gering
fiigige MaB 

8", = -pa2 (0,18346 - 0,1498) = -0,03366 pa2 

herabzudriicken. 
Die auBerordentlich giinstige Wirkung des Widerstandes im. fiir die 

Platte hat aber auch eine verhaltnismaBig hohe Beanspruchung der 
Stiitzen selbst zur Folge. Die Tragfahigkeit der Pilzdecken hangt wesent
lich von der Ausgestaltung und Querschnittsbemessung der Saulen ab, 
und es ist daher notwendig, auf die Anstrengung der Saulen mindestens 
in gleichem MaBe wie auf diejenige der Platte zu achten. 

Da es bei schlanken Stiitzen, vor aHem in den oberen Geschossen, 
kaum moglich ist, ohne eine Querschnittsverbreiterung das Moment im° 
am SaulenfuB aufzunehmen, so wird man haufig gezwungen sein, die 
obere Saule an die untere Platte gelenkartig anzuschlieBen. In diesem 
FaIle wird 

D~e Bedingung W U = w'" liefert dann 

2pa3 
im. = imu = ---"---

4NHu 
3 + EJu 

(144) 

Fiir das Steifigkeitsverhaltnis fL = 0,459 cr:.alt man beiEp:elsweise 

im. = imu = 0,414 pa2 , 

wahrend im BelastungsfaIl I der Hochstwert 

imu = t im. = 0,2896 pa2 

war. 
Durch die Anordnung von FuBgelenken werden also die Kegungs

momente der Stiitzen in der untelen Halfte verminC:mt, in c.er obmen 
wesentlich vergroBert; bei schlanken Saulen wird man daher auf eine 
starke Erweiterung des Stiitzenkopfes nicht verzichten diiden. 

§ 34. Die Naherungsmethoden zur Berechnung der 
tragerlosen Decken. 

Um die Untersuchung der tragerlosen Decken zum AbschluB zu 
bringen, ist es noch notwendig zu zeigen, wie die bei der Berechnung 
von Platten mit unendlich vielen Feldern bisher erzielten Ergebnisse 
benutzt werden konnen, um auch bei Decken mit beschrankter Felder
anzahl auf moglichst einfachem Wege die Durchschnitts- und Grenzwerte 
der Biegungsbeanspruchungen zu ermitteln. 

21* 
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lch wahle als Beispiel eine Decke mit sieben Feldern in der Langs
und fiinf Feldern in der Querrichtung (Abb. 107) und bezeichne mit 
ID1d , ID1xlI , ID1xIIl den Gesamtwert der Spannungsmomente 8x fiir die 
volle Feldbreite der Langsreihen I, II und III. Setzt man zunachst 
gleichmaBige Belastung der ganzen Deckenflache voraus, so 1st aus den 

friiheren Untersuchungen 
+!! bekannt, daB 

I 

Abb.107. 

ID1xI > ID1xIl > ID1XIIl 

sein mu.B. 
Wiirde die Decke in der 

Querrichtung bei sonst 
gleichartiger Stiitzenteilung 
unendlich ausgedehnt sein, 
so wiirde in allen Langs
reihen das gleiche Moment 
ID1x entstehen. Wir wissen, 
daB 

ist; da sich jedoch der ideelle Grenzwert ID1x und der tatsachliche Rochst
wert ID1xI nur unwesentlich voneinander unterscheiden, so darf in erster 
Annaherung ID1XI = ID1x gesetzt werden. 

Dieser Grenzwert ID1x ist aber, wie vorhin nachgewiesen, nichts anderes 
als das Biegungsmoment eines stellvertretenden Balkens, des sen Quer
schnittsbreite der Feldbreite ly gleich ist. Die statische Eigenart dieses 
Balkens ist besonders dadurch gekennzeichnet, daB er biegungsfest 
sowohl mit den ober- als auch mit den unterhalb der Decke befindlichen 
Stiitzen verbunden ist und da.B seine tatsachliche Belastung und seine 
freie Spannweite durch die Ausladung des Saulenkopfes vermindert 
sind. Die Berechnung dieses mehrstockigen Rahmengebildes ist der 
Gegenstand der nachfolgenden Untersuchungen. 

1. Die Grundgleich ungen des stell vertretenden 
Rahmens. 

leh gebe den in einer Flucht liegenden Stiitzen die Ordnungsziffern 
0, 1, 2, 3.. . m . . . n - 1, n und bezeichne mit 

lm den (in der x-Richtung) gemessenen Abstand der Stiitzen
mittelpunkte im mten Felde, 

am die Belastung der Flacheneinheit der Decke im mten . Felde. 

Es bedeute wieder 

do die Seitenlange der Grundflache des Saulenkopfes (Abb. 108 
und 109). 
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Auf die Durchbiegung der Platte hat allein die auBerhalb dieser 
Grundflache- aufruhende Belastung 

Qm = gm(lm1y - d~) (145) 

EinfluB; um sie von der gesamten Auflast des Feldes besser zu unter
scheiden, moge sie als wirksame Belastung bezeichnet werden. 

1 z 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

I 
I 
I 
I 
I m-1 

I 
I 
I 
I 
'm 

1 I 
I I 
I I 
I I 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I m+1 I n-1 

I I 
I I 
I I 
I I 

I 
I 
I 
I 
In. 

___ ~ ___ IL,--__ J--ll--
I I i ____ li,--- __ 

f-o-l=~ 
Abb.l08. 

Neben dem eigentlichen Stiitzenabstand 1m kommt fiir die Pilzdecke 
die freie Spannweite l~, namlich diejenige Feldlange, innerhalb 
welcher eine Verbiegung der Platte eintreten kann, in Betracht. Nimmt 
man an, daB die eigentlichen Stiitzpunkte k mit dem jeweiligen Schwer-

Abb.l09. 

punkt des halben Stiitzenkopfes zusammenfallen, so erhalt man bei
spielsweise bei einer quadratischen Grundflache fiir die freie Lange im 
Einklang mit Abb. 109 das MaB 

, I 1 (1 do) I 1m = m - 2" do = 1m 1 - 2" 1m = m 'If'm . (146) 

Auf dieser Strecke moge die wirksame Belastung gleichmaBig ver
teilt werden. Die spezifische Belastung qm des stellvertretenden Rahmens 
ist demgemaB 

(147) 
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Beim AnschluB des Balkens an die Saulen treten als innere Wider
stande am rechten Ende des mten Feldes das Stiitzmoment X:n und die 
lotrechte Scherkraft U:n, am linken das Stiitzmoment X;-1 und die 
Scherkraft u; -1 auf; der Balken wird auBerdem durch die wagerechte 
Axialkraft Dm beansprucht. 

Zwischen den Gr6Ben X~, U~, X;;"-1, U~-l und Qm bestehen die 
Gleichgewichtsbedingungen 

U" =~Q + X~-X~_1 u' =~Q _ X~-X~-t 
m-l 2 m 1m' m 2 m 1m· 

Die Biegungsmomente des Balkens folgen innerhalb der Grenzen 
x = +-tl~ der Gleichung 

9)1", = q2m [1; (21m-1~) - X2] + ! (X;;"_I+X~) + ~ (X~-X~-t). (148) 

In diesem Bereich ist die Steifigkeit des Balkens 
Em2 h3 

m2 _ 1 12 1" = N1" . 

AuBerhalb dieses Gebietes kann der Balken, da er v6llig von den Stiitzen 
gefaBt ist und sich nicht verbiegen kann, als starr angesehen werden. 

Beachtet man noch, daB die Stiitzenmittelpunkte keine lotrechte 
Verschiebung erfahren, so erhalt man fiir die Neigung der elastischen 
Linie am linken Ende den Wert 

+!l:" 

rom -1 = - 1m N 1" 2 - x X = - N 1" 24 m 3 m - 2 m) 
" 1 f 9)1", (1m ) d- - 1 { qm l' 2 ( 1 l' 

-ll:" (149) 

+ :; [X~(3 - ",:n) + X~~-d3 + ",:n)] } 

und am rechten ebenso 
+ll:" 

, 1 f ffiC., (1m ) 1 {l~ , 
rom = 1m N 1" 2 + X dx = N 1" qm 24 (31m - 21m) 

-ll:" 

+ ~; [X~(3 + 1p;) + X;;"-l (3 - ",:n)]} . 
Der Vmlauf der B:egungsmomente langs der rnten Stiitze und ihre 

Forman<::.erungen lassen sich in ahnlicher Weise darstellen. 
Werden wie im letzten Abschnitt mit 9)10 und 9)1'" die Biegungs

momente der Saule unmittelbar <-bar- und unterhalb der Balkenachse 
bezeichnet und fiir die Momentenlinien die Amatze 

N° = m'}0 (1 - ~) ~J~m r' (150) 
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benutzt, so wird wieder durch die Winkel 

die Neigung der elastischen Linie ober- und unterhalb des mten Knoten
punktes festgelegt I) (Abb. nO). 

Die vier KrMtepaare X~, X~ , 
ffi(~, ffi(~, welche an diesem Kno
tenpunkte angreifen, miissen der 
Gleichgewichts bedingung 

(X~-X~)+(ffi(~+ffi(~)=O (152) 

geniigen. 
Zwischen den Winkeln w~, 

w~, co;:', w~ besteht andererseits 
infolge der starren Verbindung 
zwischen Balken und Saule die 
Beziehung 

(153) 

Hieraus folgt im Einklang mit 
den Gleichungen (149) und (151): 

~ 

1_ 
------"----' 

Abb.110. 

X~_I = _l,Nly• [wm- I (3+V':n)+wm(3-V':n)] - Q12m (3lm-2l~), ) 
m·V'm 

X~ =+l,NlY2 [wm- I (3-V':n)+wm(3+V':n)]- QI2m(3lm-2l~), 
m·V'm 

6EJocom 

HO(3 _ ~o) , ~ (154) 

Ich fiihre diese Werte in die Gleichgewichtsgleichung (152) ein und er
halte nunmehr die einfache Beziehung 

1) Diese Formeln sind unter der Voraussetzung abgeleitet, daB die Knoten
punkte in wagerechter Richtung unverriickbar sind; eine Annahme, welche fUr 
die hier in Betracht kommenden symmetrischen Tragwerke mit symmetri~cher 
Belastung genau zutrifft und auch in den meisten ubrigen Fallen als zulassig an
gesehen werden darf. 
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Nly[wm_1 • iXm + Wm 13m + Wm+1 ixm+1] 

= idQm(lm + do) - Qm+1 (lm+1 + do)], 

3 - '!p~ 1 
iXm = If':n-Z;;; , I (155) 

1 
I 

3 + 'tf,:n 1 3 + '1p:n+l 16EJo r 1 
13m = --2- ~Z' +~.,,2 . -Z,- + -m HO 31° - HO '!pm m rm+l m+l y 

I 6E~ r 1 
+ -NZy • HU . 3 I-u ---H-u 

JI 

I 

1 I 
.II 

I I 
.Ill 

." II , 

't:< ~f" 

.lIT 

%~ "Ii; 

Abb. 111. 

Sind aus dieser Gleichung die 
Winkel W ermittelt worden, so lassen 
sich mit Hilfe der Formeln (154) die 
Stiitzenmomente errechnen, und hier
mit ist die Aufgabe gelost. 

Die Verwertung der Gleichungs
gruppe( 155) setzt allerdings die Kenntnis 
der MaBe fund r voraus. Diese GroBen 
sind im allgemeinen bei jeder Stiitze 
und bei jedem GeschoB verschieden und 1 hangen nicht allein von den Langen
und Steifigkeitsverhaltnissen der Balken 
und Saulen, sondern auch von der je-

1 weiligen Belastungsart abo 
Es ist jedoch moglich, fUr fO und fU 

, Naherungswerte mit einer praktisch 
v611ig ausreichenden Genauigkeit von 
vornherein anzugeben. Um die Richt-
linien fiir die Schatzung an einem Bei
spiel zu erlautern, will ich jetzt die fiir 
ein mehrgeschossiges Gebaude in Frage 

~, kommenden Falle naher beleuchten. 
~ra Fall I. Die oberen Saulen fehlen, 

die unteren sind sehr schlank und mit 
Riicksicht auf ihre geringe Biegungs
festigkeit mit FuBgelenken versehen. 

Die oberste Decke I in Abb. HI 
zit entspricht diesen Bedingungen. Ihr 

Zustand ist durch die GraBen 

(156) 
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Fall ll. Die oberen Saulen sind so schlank, daB ihr Biegungswider
stand auBer acht gelassen werden dad, die unteren Saulen sind ein
gespannt. 

Dieser Fall kommt fiir die zweitoberste Decke (II) in Betracht; da 
die unteren Stiitzen durch mehrere Geschosse gefiihrt und in jedem 
Geschosse verstarkt werden, ist die Annahme einer festen Einspanming 
geniigend gerechtfertigt. 

Die zugehOrigen Steifigkeitszahlen sind 

JO = 0, 
IU =tHu, 

13 = ~±V':n ~ + 3 + V':n+l 
m V':n l~ V':n+l 

1 4EJu 
l~+l + NZyHu· 

(157) 

Fall ID. Die oberen Saulen sind an die obere Decke gelenkartig 
angeschlossen, die unteren in der unteren Decke fest eingeklemmt. 

Diese Bedingungen diirlen am ehesten fiir das Rahmenwerk der 
Decke III zutreffen: die Voraussetzung der gelenkartigen Au_~bildung 
der oberen Stiitzenkapfe ist zwar nicht ediillt, sie dad aber, da sie eine 
ungiinstigere Beanspruchung der mittleren Decke zur Folge' hat, wohl 
zugelassen werden. 

Den vorstehenden Annahmen entsprechen die' Werte 

r = HO, 1 
r=JHU, 

3 + V':n 1 3 + V':n+l 1 3 E JO 4 E JU (158) 
13m == --2 - -Z' + 1112 Z-,- + NZ HO + NZ HU· V'm m T m+] m+l y y 

Fall IV: Die oberen und die unteren'Stander sind am Kopfe bzw. 
am FuBe eingespannt. 

Diese Voraussetzungen gelten am besten fiir die unteren Decken, 
vor allem fiir die Kellerdecke mit ihren kraftigen Stiitzen und Funda
menten. Die entsprechenden MaBe sind 

4EJO 4EJu 
NZ HO + NZ HU· y y 

1 (159) 

Urn die Brauchbarkeit der verschiedenen VQrau,ssetzungen zu prii£~n, 
werde ich in dem nachfolgenden Zahlenbeispiel die GraBen co .fiir die :vier 
vorstehenden FaIle errechnen. 
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2. Beispiel. Der sie benfeldrige Rahmen. 

Der stellvertretende Rahmen fiir die Langsreihen der in Abb. 112 
dargestellten Deeke besteht aus sieben Feldern mit der gleiehen Spann-
weite lll: = I. Es sei: l = I 

y , 

do = 0,2l, 
I' = 0,9l, 

HO = HU = tl', 
",,=0,9. 

Die Felder 1, 3, 5, 7 mogen mit gl' die Felder 2, 4, 6 mit g2 belastet sein. 

7 

Abb.112. 
Es ist also 

Q Q Q Q 12 (1 - 0,22) 8 2 2 IS 
1 = 3 = 5 = 7 = gi 2 _ 0,9- = 0, 7 7 gi , 

Q Q Q 12 (1 - 0,22) 12 g'J, 
2 = 4 = 6 = g" 2 _ 0,9 = 0,87272 g2 = gl QI' 

3 - ",,'I. 
--" - = 2,7037, 

"" 3 + 2",,2 = 4,7037 . 
1jJ 

a) Die Ermittlung der Stiitzenmomente. 

Fall I: leh wahle als Steifigkeitsverhaltnis die Zahl 
EJu 1 
Nly - 6· 

Die zugehOrigen Beizahlen der co-Werte in den Elastizitatsgleiehungen 
sind 

2,7037 
~I = ~2 = ~3 = ~4 = ~Ii = ~6 = ~7 = I' , 

1 [ 3EJu l'] 10,1574 
PI = P2 = P3 = p, = 13;, = P6 =( 2·4,7037 + Nl HU = -1-' -. 

y 

FUr die AuBenstander kcmmen infolge ihrer geringeren Belastung 
andere Quersehnittsverhaltnisse als fiir die lnnenstander in Betracht. 
Um eine iibermaB:ge Blegungsbeanspruehung zu vermeiden, empfiehlt 
es sieh, die AuBenstiitzen als Pendelgelenke auszubilden. Setzt man 
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demgemaB fur die Saule (0) und (7) JU = 0 und im Hinblick auf die 
links bzw. rechts fehlenden Felder 10 = 18 = 00, so ergibt sich 

R _ R _ 4,7037 
f'0 - f'7 - l' . 

Die Elastizitatsgleichungen lauten nunmehr: 

1,2· Qtll' 
4,7037 Wo + 2,7037 w t = - ~Nf-' 

y 

1,2ll' 
2,7037 Wo + 10,1574 WI + 2,7037 W z = - 12 Nl (Qz -- QI)' 

y 

12ll' 
2,7037 WI + 1O,1574wz + 2,7037 W3 = -N-l (QI - Q2)' 

y 

12ll' 
2,7037 W z + 1O,1574w3 + 2,7037 w4 = -~(Qz - QI)' 

y 

2,7037 Ws + 4,7037 w 7 

Es ist leicht zu erkennen, daB aus Symmetriegrunden 

Wo = -w7 , 

sein muB. 
1st beispielsweise 

und schreibt man zur Abkiirzung 

0,87272glZ = Q, 

so erhalt man die folgenden Bestimmungsgleichungen: 

47037 + 2 7037 = -2. Ql'(l + do} 
, Wo , WI 12 N 1 ' 

y 

Ql'(l + do} 
2,7037 (1)0 + 10,1574 WI + 2,7037 W z = + 1· 12 N1y , 

Ql'(l + do) 
2,7037 WI + 10,1574 w 2 + 2,7037 W3 = -1 . 12 N1 ' 

y 

') 703 = 1. Q l' (1 + do) 
-, 7 w2 + 7,4537 W3 + 12 Nlll 
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Ihre Auflosung Hefert: 

=-0613033 Ql'(l+do) 
W o , 12NZ' y 

= +0326783 QZ'(Z + do) 
W t ' 12NZ' y 

= -0244779 Ql'(l + do) 
w2 ' 12 Nl ' y 

= +0222951 QZ'(l + do) 
ws , 12 Nl . 

y 

FUr die Stiitzenmomente ergeben sich entsprechend den Formeln (154) 
die Werte 

X' = _ Q(l + do) 212037 

1 12' .!. (X' + X") = _ Q (Z + do) • 1 99782 
Q (1 + d ) 2 1 1 12" 

X" = - 0 1 87528 
1 12' 

X~ = - Q (1 + do) 1 267 84 
• 12' 

Xli" = _ Q(l + do) 145143 
! (X~ + X;) = - Q(ll~ do) .1,35963, 

12 ' 

a 12' 1,,, Q (1 + do) 
X' = - .Q(l + do} 161311 I 

Q(l+d) 2'(X3+Xa)=- 12 ·1,58360. 
X"=- 0 1554100 

a 12' 

Zum Vergleich will ich auch fUr den Grenzfall JU = 0, d. h. fUr einen 
auf Pendelstiitzen freibeweglich gelagerten durchgehenden Balken die 
Stiitzenmomente bestimmen. 

In mesem Fall ist X~ = X::a = Xm . 
Die Elastizitatsbedingung w:n = w::a wird im Einklang mit den 

Formeln (d) durch die Beziehung 
X m_l (3 _1fJ2) + 2Xm(3 + 1fJ2) + X m+1(3 _1fJ2) = - -HZ + dQ)(Qm + Qm+1) 

ausgedriickt. 
FUr daB vorliegende Beispiel mit den Beizahlen 

3 - 1fJ2 = 2,19, 3 + 1fJ2 = 3,81 
gelten demgemaB die Gleichungen 

Q 
7,62 Xl + 2,19 X 2 = - (2 + 1) 2' (l + do) , 

Q 
2,19 Xl + 7,62 X 2 + 2,19 Xs = - (1 + 2)"2 (l + do) , 

Q 
2,19X~ + 7;62Xa + 2,19 X, = - (2 + 1)"2 (l + do). 
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Hierbei ist aus Symmetriegriinden Xs = X, 0 

Diesen Gleichungen geniigen die GroBen 

X = -1 972836 Q(l + do) 
l' 12' 

X = -1 354789 Q(l + do) 
2, 12' 

X = -1 532416 Q(l + do) 
s' 12 0 

Der Unterschied zwischen diesen Werten Xm und den zuletzt er-

Ott It D h h Ott rt X:n + X~ 0 tOO ht .. /l_ ml e en urc sc nl swe en --2-- IS , Wle man Sle , aULltlrst 
geringfiigigo 

Fall II. Es sei wieder 

mithin 
4EJU l' 1 3 
~Hu=4·6·2=lo 

y 

Die Beizahlen der co-Werte sind 
2,7037 

IX = -l-' -, 

fJ = ~ [2 . 4 7037 + 1] = 10,4074 
1" l' 0 

Die Elastizitatsgleichungen lauten also: 
. Ql'(l + do) 

4,7037 COo + 2,7037 COl = -2 12 ' 

. Ql'(l + do) 
2,7037 COo + lO,4074 COl + 2,7037 co2 = +1 12 ' 

Ql'(l + do) 
2,7037 COl + lO,4074 CO 2 + 2,7037 COs = -1 12 ' 

. Q1'(l + do) 
2,7037 CO2 + (lO,4074 - 2,7037) COs = +1 12 0 

Sie liefern 
= -0605578 Ql' (l + do) 

coo' 12 Nl ' y 

= +0313813 Ql'(l + do) 
COl' 12 Nl ' y 

= -0232534 Q1'(l + do) 
co2 ' 12 Nl ' y 

Ql'(l + d{)) 
COs = +0,211418 12 Nl 

y 
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und weiterhin im Einklang mit den Formeln (154): 

X' = -2 16122 Q(l + do} 
1 , 12 

X" = -1 84738 Q(l + do} 
1 , 12 

~ (X' + X")· -'-200430 Q(l + do} 
2 1 1 , 12' 

X' = -1 24531 Q(l + do} 
2 , 12 

X'2' = -1 47784 Q(l + do} 
, 12· 

~(X' + X") = -136157 Q(l + do} 
2 2 2 , 12' 

X~ = -163425 Q(l + do) 
il , 12 

X~ = -157716 Q(l + do} 
o , 12 

! (X; + X;!) = -1,60572 Q(ll~ do} • 

Der Vergleich zwischen diesen Werten und den fiir den Fall I er
rechneten Stiitzenmomenten zeigt, daB bei gleichem Steifigkeitsver

EJV. 
haltnis Nl trotz der abweichenden MaBe f" die entsprechenden G16Ben 

g 

X:" und X~ in beiden Beispielen recht gut miteinander iibereinstimmen. 
Die Feststellung des genauen Wertes r ist also fiir die Beurteilung der 
Biegungsbeanspruchung des Balkens nicht unbedingt eIforderlich. 

Das Steifigkeitsverhaltnis ist hingegen fiir die Spannungsverteilung 
eher von Bedeutung. 

Fall m. Um die Wirkung der gr6Beren Steifigkeit der Stiitzen zu 
beleuchten, sei jetzt 

EJV. 1 

gewahlt. 
Entsprechend den Annahmen 

wird jO=Ho, tv.=tHv. 

R = ~ [2 (3 + 'l{'2) 3 EJo • ~ + 4EJV. ~] = 13,l~74 
p l' 'l{'2 + N III HO N 19 HV. . l' . 

1m iibrigen ist wie vorhin 
2,7037 

eX = l' 

Aus den Elastizitatsgleichungen 
Ql'(l + do) 

4,7037 Wo + 2,7037 w1 = -2 ~~' 
g 

Ql' (l + do) 
2,7037 Wo + 13,1574 WI + 2,7037 Ws = +1 ~~' 

g 
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Ql'(l + do) 
2,7037 W t + 13,1574 W z + 2,7037 wa = -1 ~NZ-' 

y 

Q1'(1 + dQ) 
2,7037 w~ + (13,1574 - 2,7037) wa = +1-----, -

12N y 

erhalt man nunmehr , 
Q1 (1 + do) 

Wo = -0,551608 ~NZ- ' 
y 

Q1'(l + d)o 
W t = +0,219.920 12Nl ' 

y 

Q1'(1 + do) 
w2=-0,148757~~, 

y 

Q1'(1 + do) 
Wa = +0,134134~~. 

y 

Die zugehorigen Stiitzenmomente sind: 

X' = -245694 Q(l + do} 
1 , 12 ~(X' + X") = -2 04459 Q(l + do} 

Q (1 + d ) 2 t 1 , 12' 
X" = -1 63224 0 

1 , 12 

X' = -1 10511 Q(l + do} 
2 , 12 

~(X' + X") = -1 38403 Q(l + do} 
X" = -1 66295 Q(l + do} 

2 , 12 
2 2 2 , 12' 

X' = -1 77127 Q(l + do} 
3 , 12 ~(X' + X") = -1 75150 Q(l + do} 

Q (1 + d ) 2 3 3 , 12' 
X" = -1 731 73 0 

3 , 12 

Fall IV: Nimmt man hingegen bei sonst gleichen Steifigkeitsver
hiHtnissen r = g HO, 
an und demgemaB 

1 [(3+1p2) 4EJo l' 4EJu "] _ 13,4074 
fJ = Y 2 1p2 + N1y HO + N1y HU' - --1'-, 

so liefern die Elastizitatsg1eichungen die Werte 

Q l' (1 + do) 
Wo = -0,548311 - 12N1 ' 

y 

Ql' (1 + do) 
WI = +0,214185~Nl-·-' 

y 

Ql' (1 + do) 
w2 = -0,143950~m-' 

y 

Ql' (1 + do) 
wa = +0,129787 ~Nl' 

y 
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X' = -247501 Q(l + do} 
1 , 12...!.. (X' + X") = -204663 Q(l + do) 

Q (l + d ) 2 1 1 , 12' 
X" = -161826 0 

1 , 12 

X' = -109801 Q(l + do} 
2 , '12 .!:..(X' + X") = -1 38591 Q(l + do} 

X" = -1 67381 Q (l + do) 2 2 2 , 12' 
2 , • 12 

X' = -1 77872,Q(l + do} 
3 , 12 2- (X' + X") = -1 75957 Q(l + do) 

Q (l + d ) 2 3 3 , 12' 
X" = -1 74043, 0 

3 , 12 

Der Vergleich zwischen' den Stiitzenmomenten der heiden FaIle 

III und IV bestatigt von neuem, daB die Wahl der MaBe ;0' ;; fiir 

die Beurteilung der Anstrengung des Balkens von untergeordneter 
Bedeutung ist. 

Indessen zeigt die Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir die FaIle I, II 
einerseits und die FaIle III, IV andererseits, daB die Verstarkung der 
Steifigkeit der Saulen eine entsprechende VergroBerung der Stiitzen
momerrte zur Folge hat. Wahrend aber das MaB fiir die Steifigkeit 
der Saulen E JO l' jD E JU l' fU 

Nly HO(3jD - HO) + Nly HU(3jU - HU) 
in den Fallen II und IV von 1,0 auf 4,0 gestiegen ist, sind beispielsweise 
die groBten Stiitzenmomente Xi nur 

von -2,16122 auf -247501 Q (l + do) 
, , 12' 

also nur urn etwa 15% gewachsen; die verhaItnismaBige Erhohung ist 
bei fast allen anderen Momenten noch kleiner. 

Wichtiger sind die Unterschiede zwischen den eigentlichen Saulen. 
momenten mw + \iTIU = X" - X' 

~"~m ~"~m m m • 

Es ist namlich 

im FaIle I: X" - X' = +024509 Q(l + do} 
1 1, 12' 

im FaIle II: X"'-- X' = +031384 Q(l + do} 
1 1, 12' 

im FaIle III: X" - X' = +' 082470 Q(l + do} 
1 1, 12' 

im FaIle IV: X" - X' = +0 85A75 Q~2_do} 
1 1 , '{j 12' 
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Der Biegungswiderstand derSaulen hat also fast im gleichen MaBe 
wie ihre Steifigkeit zugenommen. 

Aus den vorstehenden Feststellungen wird man schlieBen diiden, 
daB, um die Tragfahigkeit des Rahmens sicher zu schatzen, es in erster 

L' , d' , d' 'h' S if' k ' hl E JO d E JU , lIDe notwen 19 1st, Ie TIC tlgen te 19 eltsza en N l un --wl m 
11 11 

Rechnung zu setzen, und daB es im iibrigen fiir die Brauchbarkeit der 
Untersuchung vollig unbedenklich ist, bei den schlanken Stiitzen der 
oberen Decken die Voraussetzungen der Falle I und II und bei den 
starken Stiitzen der unteren Decken diejenigen der Falle III und IV 
gelten zu lassen, 

b) Die Verteilung der Momente mz in der X~Z-Ebene. 

Der Verlauf der Momentenlinie innerhalb des mwn Feldes laBt sich 
auf Grund der Gleichung (c) wie folgt darstellen, 

Ich trage in Abb, U3 die Strecken 

und von der Mitte 0 der Verbindungslinie Al BI aus die Strecke 

------------__ C' 
auf. I e., r----------__ _ 

Die Geraden DAI und ! I ---------__ ~._ 
DBI kreuzen in den Punk- I I· . -----. If . 

ten EI und FI die im Ab- -If ~ ·Ie :~DI-
do 'il' -lIT.!!!::lIlIE \ 1" B.1'1UJ __ -

stande'4" vom Jewe 1gen \ / \ I \ I / 
saulenmittelP. unkt stehen- f ,-1 \___ / I 'iTI 
den Lotrechten EEl und I I I \ --71 L! 1 

FFI , Die Verbindungslinie 4 \ / d.f 
ElF} schneidet die Gerade k---ilm;". / fl",,--J 
OD im Punkte Xl' Durch \ I / 

, . I 
Halbierung der Strecke \ I I 

XID wird der Punkt X 2 \ol 
bestimmt, Man kann sich 
leicht iiberzeugen, daB Abb.113. 

OK = Qm (l + do) 
28 m 2 

ist und daB daher X'J ein Punkt der gesuchten Kurve sein muB. 
Innerhalb der freien Lange l:n = EF ist die Momentenlinie eine 

Parabel: von der letzteren sind die Punkte E1 , K 2 , Fl und die beiden 
Marcus, Platwn. 22 
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Tangenten EID, FID bereits ermittelt. Die Kurve E I , K 2,Fl laBt sich 
also leicht aufzeichnen. Die Strecken KK2 , EEl' FFI stellen die end
giiltigen Werte der Biegungsmomente in der Mitte des Feldes und an 
den Randern E, F der eigentlichen Stiitzfiache dar. 

Entsprechend der Formel (148) kann man im iibrigen auch die Werte 

EEl = ODlll)x= -11:" = Qm !o + ! [X~_l (1 + '11) + X~ (1-'11)] , 

FFI = (Wlx)x=+U'm = Qm ~ + ! [X:n(1 + 'IjJ) + X~-dl - 'IjJ)] 

unmittelbar errechnen. 
Da derAuflagerwiderstand der Saule inder Wirklichkeit nicht in 

dem Mittelpunkt S vereinigt, sondern stetig iiber die Stiitzfiache E F 

0, I 
Ii 
i i 
i 
i 

verteilt ist, so muB auch in dieseni 
Bereiche die Momentenlinie stetig 
gekriimmt und nicht durch Geraden 
begrenzt sein. U ill die Gestalt dieser 
Kurve zu bestimmen. ersetze ich die 
auf die HalftenFS und SE der Stiitz
flache entfallenden Auflagerwider
stande durch die beiden lotrechten. 
Einzelkrafte P, und Pr (Abb. 114). 1st 

I sS' = X~, sS" = X~, 
¥ do-+-+ ;; l I so bilden die drei Geraden F1S', S"E] , 

i LR das zu den Kraften PI und Pr 
__ ~ __ F_..J.....:.s+i _,--~E'---t_ gehorige Seileck und stellen zugleich 

'\, ! / die Tangenten der Kurve F 1 Sl E I , 

", I / welche die drei Beriihrungspunkte , ' / 

\ ______ ~----_/ verbindet, dar. Der Verlauf der 
I I I Momentenlinie ist hiermit hinreichend 

Abb.114. 
festgelegt. 

Durch den Schnittpunkt Tl der auBeren Tangenten FIS', SIt El wird 
auch die Lage der Mittelkraft P der lotrechten Auflagerwiderstande 
bestimmt. 

Nach diesem Verfahren habe ich fiir den Fall III die Momenten
linien der linken Halfte des Rahmens ermittelt und in Abb. 115 auf-
getragen. 

Da die groBten Momente in der Nahe eines Stiitzpuhktes dann ent
stehen, wenn die beiden angrenzenden Felder· voll belastet werden, 
habe ich unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich der Steifig
keitsverhaltnisse auch den in Abb. 115 rechts dargestellten Belastungsfall 
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untersucht 1). 

Die Berechnung tragerloser Decken. 

Q1 = Q2 = Q4 = Q6 = Q, = 2 Q 

Q3 = Q5 = Q 

Die zugehorigen Stiitzenmomente sind: 

X' = -289903 Q(l + do} X' = -1 39090 Q(l + do} 
1, 12' 2, 12' 

X"= -260069 Q(l + do} X"= -1 07679 Q(l +- dol 
1, 12' 2, 12' 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

: f:~'1 I I 
I I I 
r-.4-+4~ 
I 9 I 9 I 
I I I 
I I I 
I I I 

1 

X' = -1 32539 Q(l + do} 
3 , 12' 

X!' = -176535 !lil + do} 
a , 12· 

Der Verlauf der Momentenlinie wird in der rechten 
Halfte der Abb. ll5 veranschaulicht. Die Kurve fiir 
das Bereich des Stiitzpunktes (I) ist in groBerem MaB
stabe in Abb. ll5a eingezeichnet. Die letztere zeigt, 
daB die wirklichen Biegungsmomente den Hochstwert 
X:n, oder X~ nicht erreichen und daB das groBte 
Stiitzenmoment auch auBerhalb dP.R ~liulenmittelpunktes 

auftreten kann. 

c} Die Verteilung der Momente m", in der 
Y-Z-Ebene. 

Die Momente IDe", des stellvertretenden Rahmens 
sind als Grenzwerte zu betrachten, die sich von den 
wirklichen Spannungsmomenten eines Feldes um so 
mehr unterscheiden, je naher sich dieses Feld den zur 
x-Richtung parallelen Randem befindet. 

Bei den inneren Langsreihen I und II der Abb.107 
ist die Abweichung zwischen den Werten IDe",[, IDe",n 
und IDe", so geringfiiglg, daB sie nicht beachtet zu werden 
braucht. Um die Rechnung zu vereinfachen und im 
Hinblick auf die groBte Sicherheit empfiehlt es sich 

zu setzen. 
Die Abnahme der Momente IDe", in den Randfeldem I I I wird mit ausrei

chender Genauigkeit beriicksichtigt, wenn IDe", III = t IDe", genommen wird. 

1) Um das groBte Sttitzenmoment unmittelbar tiber der Saule (1) zu erhalten, 
mtiBte auch das Feld VII nur mit Q belastet werden. Da jedoch der EinfluB der 
Belastung dieses Feldes auf die Biegungsmomente des weit entfernten Feldes I 
iiuBerst geringftigig ist, habe ich, um die Symmetrie der Belastung aufrechtzu
erhalten und die Voraussetzung der wagerechten Unverrtickbarkeit der Stiitz
punkte streng zu erfiillen, Q, = 2 Q gewahlt. 
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Die Verteilung der Kraftepaare me", innerhalb der Querschnittsbreite 
jedes Feldes wird einerseits durch die Lage des jeweiligen Querschnittes 
und durch das Steifigkeitsverhaltnis der Gurt- und Feldstreifen, anderer
seits durch die Art der Belastung beein£luBt. 

Die in § 32 und § 33 durchgefiihrten Untersuchungen haben gezeigt, 
daB ein merklicher Unterschied zwischen den Spannungsmomenten 
(8",)",=0 im Mittelpunkt und (8",)",=0 in der Randmitte des Feldes nur 

y=O y= ±b 

bei gleichmaBiger Belastung der ganzen Deckenflache besteht, wahrend 
bei der wechselweisen Belastung, welche die ungunstigsten Beanspru
chungen erzeugt, die Momente 8$ langs der Mittellinie (x = 0) nahezu 
gleichmaBig verteilt sind. 

Vergegenwartigt man sich, daB fur die Anstrengung der Platte in 
der Wirklichkeit nicht allein das an einer einzelnen Stelle auftretende 
groBte Kraftepaar (8",)max, sondern vielmehr der Durchschnittswert der 
Momente 8$ in dem ganzen angrenzenden Bereich ausschlaggebend ist, 
so wird man erkennen, daB eine genaue Aufteilung der Momente me", 
kaum erforderlich ist. 

Sieht man von einer Belastung der Decke durch Einzelkrafte ab, 
so wird es in den meisten Fallen fur die Zwecke der Querschnittsbemes-
sung vollig genugen, (8 ) = 2 (8 ) 

a; a;=0 1f a; a;=0 
y=O y= ±b 

anzunehmen; dieser Ansatz entspricht ins of ern den tatsachlichen 
Steifigkeitsverhaltnissen, als bei guten Ausfuhrungen die Gurtstreifen 
starker als die Feldstrei£en bewehrt sind und infolge ihres groBeren 
Tragheitsmomentes auch hohere Biegungsmomente au£nehmen mussen. 

Der Verlauf der Spannungsmomehte 8a; zwischen Platten- und 
Randmitte kann im ubrigen im Einklang mit Abb. 116 durch die Glei-

chung me", (' 1 y) 
(8",)x=0 = 2b 1 - 5 COSlr 7) 

dargestellt werden. Sie liefert fur das Biegungsmoment der Feld
strei£en (A) den Wert 

b 
+2 

me~a) =/8a;dY = ~a; (1 - 5~) 
b 
2 

und fiir dasjenige der beiden Gurtstreifen (B) 

+b 

me~) = 2./8", dy = ~a; (1 + 5~~) 
b 

+ -~-

(160) 
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FUr die Querschnitte (x = +a) langs einer Stutzenflucht kommt 
eine andere Vertellung der Kraftepaare Sre in Frage, well die groBten in 
dieser Flucht auftretenden negativen Biegungsmomente bei gleich
zeitiger Belastung der beiden angrenzenden Felderreihen entstehen 
und hierbei die unmittelbar von den Stutzen getragenen Streifen B 
weit hOher ala die auBerhalb der Saulenkop£e gelegenen Streifen A be
ansprucht werden. Man kann auf Grund der Ergebnisse der genauen 

Abb.117. 

Untersuchungen den Spannungsverlauf mit ausreichender Genauigkeit 
durch die in Abb. 117 gezeichnete Kurve 

mre ( 3 y) 
(Sx)re=±a = 2b 1-"5 COS:Jl1) 

veranschaulichen. Die zugehorigen Werte der Biegungsmomente sind 
fur die Feldstreifen A 

b 
+2 

m~a) =/sx. dy = ~x (1 - 53J, 
b -z-

und fUr die beiden Gurtstreifen B 
+b 

J. we (. 3 ) 
we~) = 2 Sre dy = T 1 + 5:Jl . 

b +z-

(161) 

Um schlieBlich auch die Verteilung fur die ubrigen Querschnitte 
zwischen den Stellen x = 0 und x = + a festzulegen, kann man aus 
den Formeln (160) und- (161) den allgemeinen Ansatz 
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(162) 

ableiten. 
Mit Hille dieser Gleichungen habe ich fiir das vorliegende Beispiel 

die Gurt- und Feldmomente errechnet und in Abb. 115 durch die ge
strichelten Kurven die Verteilung der Momente m(a) und ffi1(b) darge
stellt. Hiermit sind fiir die Querschnittsbemessung die erforderlichen 
Grundwerte bestimmt. 

Nach dem gleichen Verfahren k6nnen selbstverstandlich auch die 
Momente m~a) und m~) fur die Querreihen ermittelt werden. 

Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daB die auf die Theorie 
des stellvertretenden Rahmens aufgebaute Naherungsberechnung in 
sehr einfacher und ubersichtlicher Weise gestattet, mit einer praktisch 
v6llig allsreichenden Genauigkeit das ganze Spannungsbild der trager
losen Decke in allen Einzelheiten zu erfassen und ohne groBen Arbeits
aufwand eine sichere Grundlage fur die Querschnittsbemessung zu 
schaffen. 

3. Die Naherungsformeln fiir die uberschlagige 
Querschni ttsbemessung der tragerlosen Decken. 

Die Werte der Biegungsmomente des stellvertretenden Rahmens 
lassen sich in zwei wichtigen Grenzfallen sehr leicht bestimmen. 

1 ~l~l~r 
Abb.118. 

Handelt es sich beispielsweise urn einen gleichmaBig belasteten 
Rahmen mit unendlich vielen, gleichartigen Feldern (Abb. 118), 30 

wird in jedem Knotenpunkt 
00' = 00" = 0, X"=X"= X 

sein. Die Gleichungen (149) liefern fiir diesen Fall, wenn mit Qg die wirk
same standige Belastung bezeichnet wird, den Wert: 

X = _Q (1 + do) 
g 12 • 

(163) In der Feldmitte ist dann 

Q (do) l' IDlw =="8 l + 2 + X = Qg 24 . 
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Wenn nun jedes zweite Feld entsprechend der schematischen Dar
stellung in Abb. lISa mit Qp belastet wird, so ist leicht einzusehen, daB 

X~_1 = X~ 

sein muB. Diesem Zustand entspricht die aus der 
Gleichung (155) abgeleitete Elastizitatsbedingung 

(f3 - 2 ) = ~ Q (Z + do) 
Wm ~ 12 p NI 

y 

Hierbei ist 
1 [ E JO l' 1° 

fJ - 2 ~ = r 4 + N ly HO 3 r - HO 

EJu l' r] 
~ Fur 

+ N Iy HU· 31u - HU . 

00 .... ..... 

ergibt sich beispielsweise 

_ ~ Q (1 + do) l' __ -:.-;----==-=---l_--::c: __ =-:::--

Wm - 12 p NIl' E JO l' E JU 
y 4 + 2 HO NT + 2 HU Nl 

y y 

und weiterhin auf Grund der Gleichung (154): 

X" - X' _ _ Q (1 + dil 
m -1 - m - p 12 1'1 , 

wobei 
I' EJO I' EJu 

1 + 4Ho Nl + 4Hu l:il y y 
1'1 = ---=Z'--=E=-J-='0'----=Z7, ---:E=-'=Jc-u . 

2 + 4 HO N Zy + 4 HU· N ly 

(164) 

In der Mitte eines belasteten Feldes entsteht das Moment 
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Fur das unbelastete (m + 1) Feld ist 

Wm+l = -Wm' 

X~ = X~'+1 = -2 N1y ~,m = -Qp (1 i2 d~. v~, 
1 

v~ = --~-;----=c-:::-----=-=----l' E JO l' E JU . 
2 + 4Ho "liZ + 4Hu "liZ y y 

Insgesamt erhalt man fur die Querschnittsbemessung eines Mittel-

l' (1 + do) 3 1 + ; 
feldes die Werte [d 1 

ffiCx(max) = Qg 24 + Qp -12- 2- 1 -1- do - VI ' (165) 

(ffi l' (1 + do) , 
~,.I~X(miD) = Qg 24 - Qp ~- • VI • 

Auf Grund ahnlicher Oberlegungen k6nnen auch fur die Endfelder 
die Grenzwerte der Biegungsmomente bestimmt werden. 

Setzt man wieder voraus, daB die AuBenstutzen als Pendelsaulen 
ausgebildet sind, so lauten die Elastizitatsgleichungen fur den in Ab b. 119 
dargestellten Zustand (1 + do) 

wofJo + WI eX = -Qg 12 Nt' 
y 

Abb.119. 

Da infolge der gleichzeitigen Belastung aller Felder W2 sehr klein 
im Vergleich zu Wo und WI sein muB, so kann 

w 2 = 0 

gesetzt werden. Es ergibt sich dann 

fJ (1 + do) 
Wo = - -fJ-ofJ--'--eX2 • Qg 12 Nr;' 

eX (1 + do) 
WI = + fJofJ-~ eX2 Qg 12 Nr;' 
X~=O, 

X' - _Q (1 + do) + Nl ( + fJ ) = _Q (1 + dol. (fJo + eX) (fJ - ()(,) 
1 - g 12 y Wo ()(, 0 wl g 12 fJofJ _ ()(,2 
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oder mit der Abkiirzung 

(fJo + ~) (fJ - ~) 

fJofJ - ~2 

X' __ Q (l + do) 
1 - g 12 'V2 • 

Die in 'VI vorkommenden Beizahlen sind wie frillier 

I 3 _1jJ2 
l ~ = 2 ' 1jJ 

l' fJ = 3 + 1jJ2 
o 1jJ2' 

l' {J = 2 (3 ~21jJ2) + 2~o ~~o + 2~u . ~~u . 
11 11 

(166) 

Man kann sich von der Richtigkeit der Formel (166) leicht iiber
zeugen, indem man sie beispielsweise auf den gew6hnlichen durchlaufen
den Trager mit freibeweglichen Stiitzen anwendet. FUr 

do = 0 , 1jJ = 1 , JO = JU = 0 
erhalt man in der Tat 

'V - n 2 - T, 

X~ =-Qg Il2 . ~ = -0,10714Qgl, 

einen Wert, der sich von den genauen Werten 

Xi = -0,10714 Qg l fur den vierfeldrigen und 
Xi = -0,10527 Qgl fiir den fiinffeldrigen 

Balken so gut wie nicht unterscheidet. 
Um nunmehr auch den EinfluB der ungiinstigsten Laststellung zu 

~1;~---;t\ 
Abb. 119a. 

beriicksichtigen, verwende ich fiir die in Abb. 119a angegebene Last
anordnung die Elastizitatsgleichungen 

(l + do) 
wofJo+ Wl~ = -Qp 12Nl ' 

11 

(l + do) 
Wo ~ + w1fJ + w2 ~ = +QP 12Nl . 

11 
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Ihre Auflosung liefert 

fl + iX Qp (l + do) iX 
Wo = - flo fl -- iX2 • 12 N ly + iX w 2 • flo fl - iX2 ' 

flo + iX Qp (l + do) flo 
w l = flofl - ~ 12Nly -iXW2 flofl _ iX2 

Das zugehorige Stiitzenmoment ist 

X' = _Q (l + do) • (flo + iX)(fl - fJo) + . Nl (1\2 - fl~) 
1 p 12 flofl - iX2 iX w 2 y flofl _ iX2 • 

In diesem Ausdruck kann ffir w 2 der vorhin fiir das Mittelfeld ab
geleitete Wert 

Wm-l = -Wm =-

eingefiihrt werden. 
Es ergibt sich sodann 

X' _ _ Q ~+ do) 
1 - p 12 "'3' 

wobei 

= flo + iX [(fl _ fl ) _ iX (flo - iX)] 
"'3 flofl - 1\2 0 fl - 2iX . 

Hat man X~ errechnet, so kann man aus der Gleichung 

X~ 
X=---

ql 

(167) 

die Stelle im Endfeld bestimmen, in welcher das groBte positive Bie· 
gungsmoment entsteht. 

Wendet man diese Formel auf den gewohnlichen durchlaufenden 
Balken mit freibeweglichen Stiitzen an, so erhalt man 

X~ = -,,3tJ Qpl = -0,05357 Qpl, 

wahrend die genaue Berechnung fiir den fiinffeldrigen Trager 

X; = -T\.rQpl = -0,05263Qpl 
liefert. 

Die Abweichung ist so gering, daB man die fiir den stellvertretenden 
Rahmen mit unendlich vielen Feldern abgeleiteten Formeln sehr gut 
auch fiir die Querschnittsbemessung von Tragern mit beschrankter 
Felderanzahl benutzen kann. 

Mit Hilfe der Gleichungen (163), (165), (166) und (167) habe ich ffir 
die meistens in Betracht kommenden Werte 

und do = 03 
l _ ' 
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unter Zugrundelegung eines durchschnittlichen Steifigkeitsverhaltnisses 

l' EJo l' EJu 
q; = HO Nl + HU Nl = 2,0 

y y 

fiir Decken mit schlanken und 

l' EJo l' EJu 
q; = Ho Nly + HU' Nly = 4,0 

fiir Decken mit kriLftigen Stiitzen die graBten Biegungsmomente in den 
End- und Mittelfeldern errechnet und ihre Werle in Tafel 27 zusammen
gestellt. 

Tafel 27. 
Die Niherungsformeln fur die Biegnngsmomente der triigerlosen Decken. 

Auf
lager
breite 

~: 0,2 
I 
'P = 0,9 

~= 0,3 
I 
'I': 0,85 

steifig
keits

verhlilt-
nis 

Endfeld 

j 
_ 2/ { x{ = - 0,13155gl!ly 

'I' - \lJk max = (0,074338g + 0,095456p)l!ly 

4 x{ = -O,133542gl~ly 
II 'I' : I {!lR",max = (0,073588 g + 0,091201 p) l~ly 

1 
~ = 21 I{ X{ : - 0,13816gl;11l 
~zmax: (0,070 648g + 0,092574p)I!11l 

I { 
X{ = -0,140159gl~ly 

'1'=4 2 !lnzmax = (0,069907 g + 0,088170p) l"ly 

Mittelfeld 

I {
!lRzmax = (O,036g + O,0744p)li lll 
!lRzmin = (0,036g - O,0384p)1!11l 

I { \lJkmax = (O,036g + O,068p)I!ly 
!lR"min: (O,036g - O,032p)I!ly 

I { !lR"max = (0,032 229g + 0,071662p)l!ly 
!In" min = (O,OS2 229 g - 0,039433 p) l~ly 

I {!lRzm." = (0,032229g + O,06509p) lily 
!lR"min = (0,032 229g - O,03286p) l~ly 

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der verschiedenen Unter
suchungen laBt von neuem den vorteilhaften EinfluB einer erheblichen 
Widerstandsfahigkeit der Stiitzen und einer weiten Ausladung des 
Saulenkopfes erkennen. 

Um diese giinstige Wirkung durch eine tunlichste VergroBerung 
der Grundflache zu erzielen, ist es notwendig, nicht allein den eigent
lichen Stiitzenschaft zu verbreitern, sondern auch die Decke selbst 
beim AnschluB an die Saule zu verstarken oder eine Grundplatte unter 
der Decke anzuordnen. . Die in den amerikanischen Ausfiihrungen 
iiblichen Abmessungen der Grundplatte und des Stiitzkopfes sind 
in Abb. 120 angegeben. Diese Ausgestaltung der Pilzdecke bietet den 
Vorleil der einfachen Einschalung und des geringsten Baustoffbedarfes. 
Sie ist jedoch fiir die Tragfahigkeit insofern nicht besonders giinstig, 
als ein allmahlicher Obergang der Spannungen aus der Platte in die 
Saule bei einseitiger Belastung bum gewahrleistet wird und weil die 
Erweiterung der Stiitzen nicht tief genug unter der Decke beginnt, 
um die erheblichen Biegungsmomente, welche im oberen Drittel der 
Saule entstehen, mit ausreichender Sicherheit aufnehmen zu konnen. 



Die mathematischen .Au£gaben der Gewebetheorie. 349 

Um diesen Nachteil zu vermeiden, empfiehlt es sich, vor aHem 
bei schlanken Stutzen, den Ansatz fUr die pilzartige Erweiterung 
tiefer zu legen und die Verbreiterung des Saulenkopfes unmittelbar an 
die Verstarkung der Decke anzuschlieBen. Die Abb. 120a zeigt ein 

I~ 
1 
I 
I 

fJ,zl 
r=o,tl :1: o,zl 

q1l=1 

I 

i 
Abb.120. 

Abb. 120a. 

I 
I 

~I 
~ : 

~"" ---r 

Beispiel fur diese Anordnung. Die GrundmaBe sind aus den Ausfuh
rungen der Huta-AktiengeseHschaft entnommen. 

Die starre Grundflache des Stutzenkopfes wird durch diese Decken
verstarkung merklich erweitert, und es ist daher zulassig, ihre Seiten
lange mit dem MaBe do = 0,3 1 in Rechnung zu stellen. Hierdurch wird 
eine erhebliche Abminderung der wirksamen Belastung und der freien 
Spannweite erzielt. Auch hinsichtlich der Raumwirkung ist diese Losung 
als besonders gunstig zu bezeichnen. 

XII. Die mathematischen Aufgaben der 
Gewe betheorie. 

Die Gleichgewichtsbedingungen des orthogonalen Gewebes sind dUTCh 
funfgliedrige lineare Gleichungen ausgedruckt, die sich durch fort
schreitende Elimination der Unbekannten verhaltnismaBig rasch losen 
lassen, wenn der Umfang der Platte beschrankt und die Anzahl der 
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Knotenpunkte nicht allzu groB ist. Die Ausniitzung der Symmetrie
bedingungen gestattet dann das Gleichungssystem in Gruppen zu zer
legen, die nur noch ein Viertel der urspriinglichen Anzahl der Unbe
kannten enthalten und sich daher rechnerisch ohne erhebliche Schwierig
keiten bewaltigen lassen. Die fiir die Zerlegung der Belastung, die Ver-. 
teilung der Unbekannten und die Auflosung der Gleichungen in Betracht 
kommenden GesetzmaBigkeiten sind bereits im Abschnitt III erortert 
und'in allen behandelten Aufgaben ausgeniitztworden. 

Bei engmaschigen Geweben und bei Platten, die sich iiber mehrere 
Felder erstrecken, ist die Auflosung der Gleichungen mit Hilfe der bisher 
iiblichen Verfahren weniger einfach. Die rechnerische Arbeit nimmt bei 
der groBen Anzahl von Knotenpunkten einen derartigen Umfang an, daB 
es auBerordentlich schwer und miihsam ist, den Wert der Unbekannten 
mit ausreichender Scharfe zu bestimmen. 

Um diese Schwierigkeiten zu iiberwinden, liegt es nahe, eine allge
meine Losung zu suchen, in welcher ohne Riicksicht auf die Anzahl der 
Unbekannten der gesetzmaBige, einfache Aufbau der Gewebegleichungen 
in Erscheinung tritt. Eine derartige Losung wiirde sich unmittelbar 
aufschreiben lassen, wenn nicht partielle, sondern totale Diffe
renzengleichungen in Frage kommen wiirden. Es muB daher unter
sucht werden, ob es nicht m6glich ist, die Gewebegleichungen in totale 
Differenzengleichungen umzuwandeln. 

Bei der Berechnung der tragerlosen Decken, die in einer Richtung 
unendlich ausgedehnt sind, habe ich bereits gezeigt, wie die urspriing
lichen partiellen Differenzengleichungen durch mehrere voneinander un
abhangige Gruppen totaler Differenzengleichungen ersetzt werden konnen. 

Die nachfolgenden Betrachtungen werden beweisen, daB diese 
Umwandlung der Differenzengleichungen bei jeder Art von Belastung 
und Auflagerung durchgefiihrt werden kann und daB sie die Moglich
keit bietet, die Gewebegleichungen rechnerisch wie auch zeichnerisch 
ebenso rasch als genau zu lOsen. 

§ 35. Die Umwandlung der partiellen Differenzengleichungen. 
Ich greife aus dem Gewebe ein Geviert mit (r + 1) lotrechten und 

(q + 1) wagerechten Drahten und bezeichne mit (m, n) den Knoten
punkt, in dem sich der mte wagerechte und der nte lotrechte Draht 
kreuzen (Abb. 121). Die Gleichgewichtsgleichung dieses Knotenpunktes 
mit der Belastung Pm,n lautet: 

,1,2 
4wm,n - [Wm,n-l + Wm,n+1 + Wm-l,n + Wm+l,n] = SPm,n 

1 
-oder, wenn zur Abkiirzung 

,1,2 
SPm,n = :Tlm,n 

1 
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geschrieben wird: 

leh setze voraus, daB bei der Verteilung der Belastung die Symmetrie
bedingungen bereits beriieksiehtigt 
worden sind und daB die inneren 0 1 2 

Rander X -X, Y - Y des Gevierts 1 

n, n n+1 - r f r r f - -

mit den Symmetrieaehsen zusammen- 2 

fallen. Die Ordinaten w der auBeren 
Rander mogen ferner bekannt sein. 

m-f Handelt es sieh beispielsweise um 
den statiseh bestimmten GrundfaIl m 

mit den Randwerten 
m+f 

! 
! 
! 

: 
i 
I 

I 

+u 
j 

---- -- --- --f-- i-- -- ___ L Wo,l = W o,2 = W o,3 = .. _ = wo,r = 0, '1-1 

Wl,o = W2,o = W3,o = .. - = wq,o = 0, 
1 

so gilt fiir die mte Zeile die Gleiehungs
gruppe: Abb.121. 

4Wm ,1 - W m ,2 

Wm,l + 4Wm ,2 - W m ,3 

W m ,2 + 4Wm ,3 - W m ,4 

= J'l:m,l + Wm-l,l + Wm+l,l , 

= J'l:m ,2 + W m -l,2 + W m+l,2 , 

= J'l:m ,3 + W m -l,3 + wm+l,a 

- w m ,n-l + 4wm ,n - Wm,n+l = J'l:m,n + Wm-l,n + Wm+l,n 

-2Wm ,r-l + 4 wm,r = J'l:m,'r + Wm-l,r + w m +l,r • 

! 
i 

-~ 

(A) 

leh multipliziere der Reihe naeh die erste Gleiehung mit /X.l' die 
zweite mit ,xz, die dritte mit /X.a ___ , die nte mit ,xn' •. usf., die letzte 
jedoeh mit t /X.r' fasse sodann aIle Gleiehungen zusammen und erhalt.e: 

(4lXl -lX2)Wm ,l 

+ (4/X.2 -,xl -lXa)Wm ,2 

+ (4/X.3 - lX2 - /x'4)Wm ,a 

+ (4lXr - 1 -lXr -2 - lXr) Wm,r-l 

+ (2lXr -lXr - 1)Wm ,r 

1
- [/x'lJ'l:m,l + lX 2 J'1:m ,2 + lXaJ'l:m,3 + ... 
+ lX-nJ'l:m,n + ... + lXr-lJ'l:m,r-l 

+ tlX,:>T.m,r] 

_ + [lXIWm_l, 1 + lX 2W m - 1 ,2 + lXaW m -l,3 

- + ... + lXnWm-l,n +. _. 
+ lXr - 1 W m -l,r-l + t lXr W m -l,r] 

+ [lX1Wm+1,1 + lX2W m+1 ,2 + lXaWm +1,a 

+ ... + lXnWm+1,n + ... 
+ lXr - 1W m +1,r-l + t/x'r W m+1,r]' 

(B) 

Vnter lX sind vorlaufig willkiirlieh gewahlte Konstanten zu ver
stehen. leh setze nunmehr 
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OI.lJtm,l + IX2 Jtm ,2 + IXaJtm,a + ... + OI.nJtm,n + ... 
+ IX'-lJtm,'-l + 1 IX, Jtm" = IIm, 

IXl Wm,l + IX2 Wm ,2 + IXa Wm,a + ... + IXn Wm,n + 
+ IX'-l Wm,'-l + t IX,Wm".= Um 

und schreibe zur BestimmUng der Konstanten IX die Bedingungen 

4IXn - OI.n-l - IXn+l 

OI.n 

201., - IX'-l 
-----:;-----=- = fL 

t 01., 

4 IX'-l - IX'-2 - IX, 
... -

vor. Hierbei steUt fL eine vorerst unbestimmte GroBe dar. 

(C) 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gcht die Gleichung (B) m die 
iibersichtliche Beziehung 

- Um - l + fL Um - Um+ l ~ llm (D) 
iiber. 

Hiermit ist eine einfache totale Differenzengleichung gewonnen. 
Sie zeigt dieselbe rekursive Form wie die Dreimomentengleichung des 
durchlaufenden Balkens und eine ahnliche Gliederung wie die Diffe
renzengleichung des Seileckes. Die zugehorige Gleichungsgruppe um
faBt im ganzen q Unbekannten U, die sich, wie groB auch die Zahl q 
sein mag, in sehr einfacher Weise bestimmen lassen. 

Die Auflosung der neuen Differenzengleichung ist allerdings erst 
dann moglich, wenn die Beizahl fL bereits bekannt ist. Die letztere tritt 
mit den rWerten IXn in den r Gleichungen der Gruppe (C) auf; da diese 
Gleichungen nicht ausreichen, um zugleich mit fL aIle Werte IXn zu er
mitteln, so darf eine der Beizahlen 01., beispielsweise IXl oder IX" willkiir
lich gewahlt werden; dann lassen sich fL und die iibrigen (r - 1) GroBen 0(. 

zwanglaufig bestimmen. 
Es muB hierbei beachtet werden, daB diese GroBen IX selbst alge

braische Funktionen von fL sind und daB sich r im allgemeinen von
einander verschiedene Werte fL finden lassen, welche die Bedingungen 
der Gruppe C erfiillen. Bezeichnet man die Wurzeln der fraglichen Glei. 
chungen der Reihe nach mit fLl' fLa, fLa ... Jlr' so entsprechen jedem 
Wert fLi eine Gruppe von r Beizahlen IXni und demgemaB eine bestimmte 
Funktion Umi und eine bestimmte Belastung IImi . 

Werden die zugehorigen Werle zusammengeordnet, so ergeben sich 
schlieBlich die folgenden Gleichungssysteme: 
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iXl,lJlm,l + CX 2 ,lJllll ,2 + CX 3,lJlm ,3 + ... + CXn,lJlm,n + ... 
+ CXr-l,lJlm,r-l + tcxr,lJlm,r = JIm,l' 

CX1,2 Jlm,1 + cx2 ,2 Jlm,2 + cx3 ,2 Jlm.3 + ... + cxn ,2 Jlm,n + ... 
+ cx r - l ,2 Jlm,r-l + {-cxr ,2 Jlm,r = JIm ,2' 

a1,3Jlm,1 + cx2,3Jlm,2 + cx3,3Jlm,3 + ... + cxn ,3 Jlm,n + '" (E) 

+ cxr-l,aJlm,r-l + t a r,3 Jlm,r = JIm ,3' 

al,r Jlm,l + cx2 ,r Jlm,r + cx3 ,r Jlm,r + ... + cxn,rJlm,n + '" 
+ cxr-l,rJlm,r-] + .~.cxr,l'Jlm,r = Jlm ,r' 

iXl,l Wm,l + CX2 ,1 W m ,2 + CX 3 ,1 wm,a + ... + CXn,l wm,n + 
+ iXr-l,l Wm,'-l + l CX',l wm,r = Um,l' 

a l ,2 W m ,] + CX 2 ,2 W m ,2 + CX3 ,2 Wm,a + ... + a n ,2 Wm,n + 
+ iXr -1,2 W m,r-l + -~'CXr,2Wm,r = U m ,2' 

al,3Wm,1 + iX2,aWm,2 + CX3,3Wm,3 + ... + CXn ,3 W m,n + (F) 

+ CXr - l ,3 W m,r-l + t cxr,3 W m,r = U m ,3' 

a],r Wm,l + iX 2 ,r Wm,2 + CX 3 ,r Wm,3 + ... + an,r Wm,n + ... 
+ iXr-1,rWm,r-l + } CXr,rWm,r = Um,r' 

-Um-l,l + f1l Um,l - U m+l,l = lIm,l' 1 
- U m - l ,2 + #2 U m ,2 - U m +1,2 = JIm, 2 , J' 
-Um - l ,3 + fl3 Urn,a - U m +1,a = JIm, 3 , 

................................. 

-Um - l " + fl, Um,r -: U m +1,r = JJm". 

(G) 

Es treten also im ganzen an Stelle der q . r voneinander abhangigen 
partiellen Differenzengleichungen r Gruppen voneinander unabhangiger 
totaler Differenzengleichungen mit je q Unbekannten U auf. Hat man 
aus den letzteren die GroBen U ermittelt, so kann man aus den Glei
chungsgruppen F die einzelnen Werte Wm,n errechnen. 

Zuvor miissen jedoch die r Werte ft und die r2 Beizahlen cx ermittelt 
werden. Die folgenden Entwicklungen werden zeigen, daB auch diese 
Aufgabe nicht schwer zu lOsen ist. 

Die Bedingungsgleichungen (C) liefern namlich nach einer einfachen 
Umwandlung die Beziehungen 

a 2 iXa + <Xl iX4 + CX 2 iXn + l + CXn - l 

a l CX2 

iX, + iXr - 2 

CXr _] 

oder auch wenn 

Marcus, Platten. 

CX 3 

2 cxr - l 
---=-=4-p, 

CXr 

4-#=£ 
23 



354 Die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie. 

gesetzt wird: + 0 iXn+l - eiXn iXn - 1 = . 
Die Losung dieser neuen Differenzengleichung laSt sich in der Form 

iXn = 0 1 er + Oz e~ 

e 1Z
/ e2 

(]1=2+ V4"-l, 
darstellen. Hierbei sind 

2---

e2 = ; - V~ -1 

die WUrlwln der Gleichung 

e2 - ee + 1 = 0, 

wahrend 0 1 und Oz die beiden Integrationskonstanten sind. 
Flihrt man die Werte 

iXI = 0lel + 0zez, 
iXr = 0 1 el + O2 e~ , 

in die Bedingungsgleichungen 

iX2 = Ole~ + O2 eL 
iXr - 1 = 0 1 (]l'-l + O2 e~-l 

iXz=iXle, 2iXr - 1 = iX,e 
ein, so ergibt sich: 

Olei + 02e~ = e(OI!h + °2(2) , 
2 01el- 1 + 2 O2 e~-l = e(Oler + O2 (2), 

und weiterhin: 0lel(el - e) + 0zez(ez - e) = 0, 
01el-1 (2 - eel) + 02e~-l(2 - eez) = O. 

Diese Gleichungen sind nur dann miteinander vertraglich, wenn 

die Bedingung el- 1 (2 - eel) e2-1(2 - e(2) 
-

el(QI - e) e2(e2 - e) 

erfiillt ist. Es muS also 

2 elez((]1-3 - e;;-3) - e(er-2 - e2-2) (2 + el(2) + e2 (el-1 - e;;-l) = 0 

sein. Da el e2 = 1 ist, so erhalt man auch 

2 ((]1-3 - e2-3) - 3 e (el-2 - e~-2) + e2 (el-1 - e2-1) = O. 

Ersetzt man in dieser Gleichung die GroSen e durch die zugehorigen 
Funktionen von e, so gewinnt man schlieBlich flir e eine algebraische 
Gleichung rten Grades, aus welcher r-Wurzeln e und sodann r-Werte p 
ermittelt werden konnen 1). 

1) Man kann auch fUr irgendeine Gruppe (k) die Beizahlen tXn,k in der Form 
Rin(nJ.k) 

tXn,k = - ... 

darstellen. Hierbei ist 
sm}'k 

• Jl (2k-l) 
I'k = 2 -r--" 
Ek = 2 . cos J. k • 
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Es ergibt sich beispielsweise fUr r = 4: 

2 (e1 - (2) - 3 s (er - e~) + S2 (er - e~) = 0, 
oder 

Hierbei ist 
e1 + e2 = s, e~ + !h e2 + e~ = S2 - 1 . 

Es ist daher auch 

2 - 3 S2 + S2 (S2 - 1) = S4 - 4 S2 + 2 = O. 

Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind 

Sl = -S3 = V2 + V2 = 1,84864 , 
2V ~/ 

£2 = - S4 = 2 - r 2 = 0,76324 . 
Es sind ihnen die Beizahlen 

zugeordnet. 

fll = 4 - £1 = 2,15136, 
fl2 = 4 - S2 ---:- 3,23676, 
fl3 = 4 - £3 = 5,84864, 
fl4 = 4 - S4 = 4,76324 

Als zweites Beispiel sei r = 5 gewahlt. Die Hauptgleichung 

jetzt 2 (ei - e~) - 3 S (e1 - e~) + S2 (e1 - e~) = 0, 
oder in anderer Form 

lautet 

2 (el + (2) - 3 S (Qi + el e2 + e~) + S2 (Ql + (2) (ei + e~) = 0 . 
Hieraus folgt 2 £ - 3 c(S2 -- 1) + S3(S2 - 2) = O. 

Diese Gleichung wird durch die GroBen 

SI = -1':3 = h(l -+- nl = 1,90211, 

S2 = -E4 = h(l ~ vn = 1,17556, 

S5 = 0 
befriedigt. Die entsprechenden Beizahlen sind 

,U1 = 2,19789, 
fl2 = 2,82444 , 
fl3 = 5,90211 , 
,u4 = 5,17556, 
fls = 4,0. 

Nimmt man der Reihe nach k = 1, k = 2, k = 3 ... , k = r, so erhalt man 
die r-verschiedenen Werte Ak und I':k' Der allgemeine Ausdruck fiir die r-Glei
chungen (G) lautet sodann: 

-Um- 1 • k + 2Um. k (2 - COSAk ) - Um+l,k = IIm. k 
= ~,l,lrm l' sinlAk + lrm 2' sin2Ak + lrm 3 ·sin3Ak + ... +lrm 7-1 sin(r-llAk 

SlnJlk • • • • 
+ i~' lrm • r • sinrAk} . 

Sind flir aIle Gruppen der mten Zeile die GraBen U m. i ermittelt, so liefert die 
Auflasung des Gleichungssystemes (F) die gesuchten Werte 

Wm n = ~ fUm i sin(J'i) sin(n}·i). 
. r i=1 • 

23* 
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Fur 10 = 0, fA, = 4 erhalt man aus der Gleiehungsgruppe (C) die besonders 
einfaehe Lasung 

r-l 

iXl = - tX3 = iXs = - iX7 = . . . = iXr ( -1) 2 = 1 , 

iX2 = iX4 = iX6 = ... = iX r - 1 = O. 

In den ubrigen Fallen, wenn also 10 § 0 und It ~ 4 ist, braueht 
man nur zwei aufeinanderfolgende Werte iXlI _ 1 , tXlI zu kennen, um mit 
Hilfe der Rekursionsformel 

tXn+1 = 10 iXlI - iXn - 1 

den naehsten Wert iXn+! ermitteln zu kannen. Wahlt man beispiels
iX2 

weise iXl = + 1, so liefert die Bedingung -.- = 10, die GroBe iX2 = E • 

Es ist andererseits iXl 

Hieraus folgt 

(\,1 = 0 1 (h + O2 e2 = + 1 , 
iX2 = 0 1 ei + O2 e~ = +e. 
0 1 =~2je_2_-:-E) 1 

!h e2(e2 - (1) e1 - e~ 

O _ e1 (e1 ---:~_ _ 1 
2 - -

e1 e2(e1 - (2) e2 - e1 

" "e1' -- e'2 
iXn = 01el + 02e2 = ---. 

e1 - e2 
Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe naeh 

iXl = +1, 
iX2 = e1 + e2 = + 10 , 

iX3 = (ei + e1 (12 + e~) = 102 - 1 , 

tX4 = (ei+e~)+el e2 (e1 +(2) = (e1 + (2) (ei+e§+ l-e1 (2) = 10(102 -2) . 

Aus diesen Gleiehungen erkennt man, daB, obgleieh Q1 und (12 ima
ginare GraBen enthalten, die aus ihnen hervorgegangenen ix vollstandig 
reelle Zahlen sind, die sieh in sehr einfaeher Weise bestimmen lassen. 

§ 36. Die rechnerische Auflosung der totalen 
DiUerenzengleichungen. 

Sind die Beizahlen tX und fA, ermittelt, so kann nunmehr die Auflasung 
der Gleiehungsgruppen (G) in Angriff genommen werden. 

Um die Entwieklung der Reehnung besser zu veransehauliehen, 
will ieh die Anwendung des Verfahrens an einem Zahlenbeispiel er
lautern. leh greife auf die vorhin fur r = 4 ermittelten Werte 

101 =1,84864, 102 =0,76324, 103 =-1,84864, 104 =-0,76324, 

fA,1=2,15136, fA,2=3,23676, fA,3= 5,84864, fA,4= 4,76324 
zuruck. Die zugeharigen ix sind 
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fUr ,U1 = 2,15136 : CX 1 ,l=+I, CX 2 ,l = 1,84864 , 

CXa,l = 2,41747, ~",1 = 2,62039, 
filr #2 = 3,23676 : CX1 ,2 = +1, CX 2 ,2 = 0,76324, 

lXa ,2 = -0,41747, CX",2 = -1,08187, 
fur l1-a = 5,84864 : 1X1,a = +1, 1X2 , a = -1,84864, 

cxa,a = 2,41747, 1X4,a . -2,62039, 
filr ,U4 = 4,76324: IXl ,4 = +1 , 1X2 ,4 = -0,76324, 

1X4,a = -0,41747, 1X4 ,4 = +1,08187. 

Die vier totalen Differenzengleichungen zwischen den U-Werten 
lauten also: 

- Um - 1 ,l + 2,15136 Um,l - Um+ l ,l = 11m, 1 = 1,0.7lm,l 

+ 1,84864 .7lm , 2 + 2,41747 .7lm ,3 + l· 2,62039 .7lm , 4 , 

- U11I - 1 ,2 + 3,23676 Um ,2 - Um+1 ,2 = Ilm ,2 = 1,0.7lm ,1 

+ 0,76324.7lm ,2 - 0,41747 .7lm ,3 - t ·1,08187 .7lm ,4' 

-Um-l,a + 5,84864 Um ,3 - Um+1,a = Il,n,a = 1,0.7lm,1 

- 1,84864 .7lm , 2 + 2,41747 .7lm,a - -l-. 2,62039 .7lm ,4' 

- Um - 1 ,4 + 4,76324 Um ,4 - Um+1,4 = Ilm ,4 = 1,0.7lm,l 

- 0,76324 .7lm , 2 - 0,41747 .7lm , a + -~- . 1,08187 .7lIn, 4 -

Fur das gesamte von den X- und Y-Achsen begrenzte Geviert 
(Abb_ 121) erhalt man, wenn die durch die Symmetrie bedingten Be-
ziehungen IIq-l,l = IIq+1 ,1' Uq- l ,1 = Uq+1,1' 

IIq - l ,2 = IIq+1 ,2' Uq - 1 ,2 = Uq+ 1 ,2' 

IIfl - 1,a = IIq+1,a, Uq - 1,a = Uq+1,a, 

Ilq - 1,4 = IIq +1,4' Uq-1,4 = Ug+1,4 

beriicksichtigt werden, die vier folgenden Gleichungsgruppen: 

+ 2,15136 U1 ,l - U2 ,l = II1 ,l 

+ 2,15136 U2 ,l - Ua,l = Il2 ,l 

+ 2,15136 Ua,l - U4,l = IIa,l 

- Uq - 2 ,l + 2,15136 Uq - 1 ,l - Uq,l = llq-1,l 

-2 Uq - 1 ,1 + 2,15136 Uq,l = lIq ,l 

+ 3,23676 Ul ,2 

+ 3,23676 U2 ,2 

+ 3,23676 Ua,2 

- U2 ,2 = II1,2 

- Ua,2 = II2 ,2 

- U4 ,2 = Ila,2 

- Uq - 2 ,2 + 3,23676 Uq - 1 ,2 - Uq ,2 = IIq ._ 1 ,2 

-2 Uq - 1 ,2 + 3,23676 Uq ,2 = IIg,2 
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+ 5,84864 UI,a 
+ 5,84864 U 2 ,a 

+ 5,84864 Ua,a 

- U 2 ,a = III,a 
- Ua,3 = II2 ,3 

- U4 ,s = IIs,s 

- Uq- 2 ,a + 5,84864 Uq-I,a - Uq,a = Ifq-t,s 

-2 Uq-I,a + 5,84864 Uq,s = IIq,a 

+ 4,76324 U I ,4 - U2 ,4 = III, 4 

+ 4,76324 U2 ,4 - Ua,4 = II2 ,4 

+ 4,76324 Ua,4 - U4 ,4 = IIS ,4 

- Uq- 2 ,4 + 4,76324 Uq- I ,4 - U9,4 = IIq-I,4 

-2 Uq - t ,4 + 4,76324 Uq ,4 = IIq,4 

1st beispielsweise das Gewebe gleichmaBig mit p belastet, 
die GroBen 

p12 
:TCI,n = :TC2 ,n = :TCa,n = ... = :TCq,n = S' 

I 
III,l = II2 ,I = IIs,1 = ... = IIq,1 

p12 ( 1 ) p12 
= S tXI,1 + tX2,1 + tXa,1 + 2" tX4 ,1 = S (31' 

I 1 

111 ,2 = II2 ,2 = lIa,2 = ... = lIq,a 
p12 ( 1 ) p12. 

=-- tX, tX tX -tX =--81 l,~ + 2,2 + S,2 + 2 4,2 8t (32' 

III,S = II2 ,3 = IIa,a = ... = .1Iq,a 

p12 ( 1 ). p12 
= ----s: tXI ,3 + IX2, a + tXa, a + 2· tX4 , a = ----s: fJa , 

IIl ,4 = 112 ,4 = IIa,!! = ... = IIq ,!! 

p12 (. 1) p12 
=--IX tX tX '-tX =--81 1,4 + 2,4 + a,4 T 2 4,4 81 (34 

so sind 

in Rechnung zu fiihren. Die kennzeichnende Gleichung der vier verschie
denen Gleichungsgruppen kann in der allgemeinen Fassung 

. p12 
-Um-I,i + ftiUm',i - Um+l,i = s(3i 

1 

geschrieben werden: hierbei ist der Reihe nach i = 1, 2, 3, 4 zu setzen. 
Die Losung dieser Differenzengleichung wird durch den Ansatz 

U A m + B m + p12 Pi 
m,i = i"l i"2· -8 2 

I fti-

dargestellt: unter Ai und Bi sind die beiden Integrationskonstanten, 
unter "1 und "2 die durch die Gleichungen 

"1 = teui + ffti 4), 
"2 = ·t(fti - V ft~ - 4) 

definierten Zahlen zu verstehen. 
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Beachtet man, daB entsprechend der ersten und der letzten der 
Gleichungen einer Gruppe 

fliUl,i - U 2 ,i = Ai~l(fli - ~1) + Bi~2(fli - ~2) 

p).2 (fli - 1) p).2 
+ Sl Pi fli - 2 = Sl Pi, 

fliUq,i - 2 Uq-l,i = Ai~i-l(fli~l - 2) 

1 p).2 (fl., - 2) p).2 + Bi~g- (fli~2 - 2) + -S Pi--2 = -S Pi 
1 fli - . 1 

sein mussen, so ist leicht zu erkennen, daB die GroBen 

A-= p).2 ~_ 1 
~ Si Ili - 2 (~1)q-1 ~i - 1 ' 

- -1 
~2 ~~ - 1 

B. = p).~ Pi ---,:---,;-1 __ _ 
~ S1 fli-2(~2)q-1"!-I_1 

~1 ~1 - 1 

die gesuchten Konstanten sind. 
Die vorstehenden Formeln liefern der Reihe nach 

fur fl1 = 2,15136 : ~1 = 1,47202, ~2 = 0,67933, PI = 6,57630, 
p~ p~ 

A1=-1,88529~, B1=-41,56278 S1' 

fur fl2 = 3,23676 : "1 = 2,89084, "2 = 0,34592, P2 = 0,80484, 

A __ 73,7577 p).2 p).2 
2 - 106 Sl' B2 = -0,3597502 Sl ' 

fur fl3 = 5,84864 : "1 = 5,67235, "2 = 0,17629, P3 = 0,25864, 
A __ 0,62698 p).2 p).2 

3 - 107 Sl' B3 = -0,067203~, 

fur fl4 = 4,76324 : ~1 = 4,54313, ~2 = 0,22011 , {J4 = 0,36022, 

A = _ 0,714235 p).2 B 01 0 61 p).2 
4 106 Sl ' 4 = - , 3 3 S1· 

Handelt es sich beispielsweise urn ein quadratisches Gewebe mit 
q = r = 4, so erhalt man fiir die Knotenpunkte der wagerechten Mittel
linie die Werle 

p).2 
U4 ,l = 25,74472 8 , 

1 

p).2 
U4 ,3 = 0,067073~, 

p).2 
U 4,2 = 0,632133 8 ' 

1 

p).S 
U4 ,4 = 0,129751 S-. 

1 
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Entsprechend der Gleichungsgruppe (F) miissen andererseits auch 
die Gleichungen 

lXI, 1 W4 ,I 1X2 ,I W 4 ,2 + 1X3 , 1 W 4 , 3 + l1X4 , 1 W 4 ,4 = U4,I' 

IX I ,2 W4,1 + 1X 2 ,2 W 4,2 + 1X3 ,2 W 4,3 + lIX4 ,2 W 4,4 = U4 ,2' 

IXI ,3 W4,! + 1X~,3W4,2 + 1X3 ,3 W 4,3 + t IX4,3 W4,4 = U4 ,3' 

1X1,4 W4,1 + 1X 2 ,4 W 4,2 + 1X3 ,4 W 4,3 + liX-4 ,4 W 4,4 = U4 ,4 

befriedigt sein. Hieraus folgt: 

A2 
W 4 ,1 = 2,22535 Ps ' 

1 

pA2 
104 ,3 = 4,418066 8 , 

1 

PA2 

W 4 ,2 = 3,637005S~' 
1 

PA2 

104 ,4 = 4,66737 S-, 
I 

Diese Werte stimmen mit denjenigen, welche fiir die Knotenpunkte 
4, 7, 9, 10 der Mittellinien (Abb. 25) in Abschnitt III, § 7, S. 52, er
rechnet worden sind, genau iiberein. 

Dieses Beispiel zeigt, wie leicht es moglich ist, die Losung der neuen 
totalen Differenzengleichungen durch eine geschlossene Formel dar
zustellen und die Ordinaten einzelner Knotenpunkte des Gewebes un
mittelbar zu bestimmen. Durch die Umwandlung der urspriinglichen 
Gewebegleichungen wird die Behandlung der Aufgabe, besonders wenn 
r oder q eine hohe Zahl ist, auBerordentlich vereinfacht. 

Diese Vorteile treten bei der Auflosung der Gleichgewichtsgleichungen 
des z-Gewebes noch starker in Erscheinung. Werden namlich die fiir 
die mte Zeile giiltigen Gleichungen 

Zm,l + 4Z"',2 - Zm,3 

- Zm,2 + 4Zm ,3 - Zm,4 

der Reihe nach mit 

vervielfacht und die GroBen 

j\,2 
= W m , I -8 + Z"'-l, 1 + Zm+l,1 

2 

},2 

= Wm, 2 71 + Zm-l,2 + Zm+l,2 
2 

A2 
= W m ,3S + Zm-1,3 + Zm+1,3 

2 

A2 
= Wrn,r s--- -t- Zm-l,r + Z"'+l,r 

2 

:XIZm,l + 1X 2 Zm ,2 + 1X3 Zm ,3 + ... + IXnZm,n + ... l 
+ iX-r-1Zm,r-1 + tlXrzm,r = V", J 

(H) 

(J) 
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gebildet, so erhalt man an Stelle der Gruppe (H) die neue tot ale Diffe-
renzengleichung /,2 

- V m- l + ,it V", - V"'+l = SUm. (K) 
2 

Die Beizahlen 1X und f-/, miissen hierbei den gleichen Bedingungen (C) 
wie bei dem w-Gewebe genugen. 

Den r-Werten ,u = ,ul ' ,H2 , P3' .. ,Ur entsprechen wiederum r totale 
Differenzengleichungen _. 

;.2 
- V m - l ,! + ,Ill Vm,l - V"'+l,l = Um'l~--

2 

12 
- V m-1,2 + iL~ Vm ,2 - VlIH1 ,2 = Um ,2 8;:-' 

},2 
- V m--l,3 + ,U3 Vm ,3 - V"'+1,3 = Um ,3 S 

2 

12 
- V,n-l,r + Pr VIn,r - Vm+1,r = U""rS 

2 

(L) 

Es ist also jeder Gruppe Um,i des w-Gewebes eine Gruppe V m, ides 
z-Gewebes zugeordnet. 

Da die rechten Seiten der neuen Differenzengleichungen die LaSUllg 
Un"i einer totalen Differenzengleichung darstellen, so bietet es keine 
Schwierigkeiten, auch fur die GraBen V""i eine geschlossene Lasung zu 
finden 1)_ 

Fur den vorhin behandelten Fall erhalt man beispielsweise 

-2 12[ 12 R J r /. A II! II! pA Pi 
-Vm-l,i+,ttiVII!,i-fnl+l,i=S-U""i=S AiUl + BiXt +-S ~ . 

2 2 1 ,U, --
Die zugehorige Lasung ist 

p14 13- 12 (A.x m+l B'XII!+l) 
Vm,;=SS -(--:-'')2+-sm-1' 1 2-+-1' 2 2 +Cix,?,+DiU~" 

1 t ft, "" 2 Xl X2 
Die Wurzeln xl und x 2 haben hierbei dieselbe GroBe wie zuvor. 
Zur Bestimmung der neuen Integrationskonstanten Ci und Di 

stehen jetzt die Randbedingungen 

r I" V", - V", 

1 

-4 R ( 1) -0) [ A -) P A Pi fti - ). • i Xi' • 
= -- ------0) + - ---2' (Pi - 2 u l ) 

SlS2 CUi - 2)- S2 1 - Ul 

BiX~ j + -1----~ (f-/,i - 2 x 2) + Ci }:l (Pi - Xl) + Di X 2 (f-/,i - ii't) 
-X2 
p14 f3i A,2 

S + -S - (Ai%l + B i x 2) , 
Sl 2 Pi - 2 2 

1) Hat man aIle GroBen Vm,i der mten Zeile bestimmt, so lie£ert die Auf' 
lOsung der Gleichungsgruppe (J) die Endwerte 

Zm " = ~lV VII! i sin(l;) sin(n i.;} . , rL.. . 
(==1 
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zur Verfugung. 

wobei 

,,~[q -~l 
}'1 = "f-1 (1 - "i) - ,,~-l (1 - x~) , 

und weiterhin 

}.2 [ U m, i (Ai "r+1 Bi "r+l) m m J 
Vm'£=-8 2 +m 1 2 + 1 2 --("1 -"2) (v1 Ai +.v2 Bi ) . 

2 fii- - "1 _. "2 

Auf Grund dieser Formeln erhalt man 

fur fil = 2,15136 : VI = - 5,154 727 
fUr fi2 = 3,23676 : 1'1 = - 2,071 09 

v2 = -0,204105, 
V 2 = -0,00021974, 

1 
fur fi3 = 5,84864 : VI = -9,21405 v2 = - 106 • 4,9836 , 

fiir !14 = 4,76324: VI = -1,18014 
1 

v2 = -106 ' 3,69383 
und insbesondere fiir q = r = 4 

p}.4 
V4 ,1 = 88,506794 8 8 ' 

1 2 

p}.4 
V4 ,3 = 0,0164777 8 8 ' 

1 2 

p}.4 
V4 ,2 = 0,494934 8 8 ' 

1 2 
p}.4 

V4,4 = 0,046392 8 8 . 
1 2 

Die nach der Gleichung (J) gebildete Gruppe 

iX1 ,I Z4,1 + iX2 ,lZ4,2 + iX S,I Z4,3 + +iX 4 ,I Z4,4 = V4 ,1, 

iX1 ,2 Z4,1 + iX 2 ,2 Z4,2 + iX3 ,2 Z4,3 + -~- iX4 ,2 Z4,4 = V4 ,2' 

iX 1 ,3 Z4,1 + iX2 ,3 Z4,2 + iXa,a Z4,3 + ~-iX4,3Z4,4 = V4 ,3' 

iX1 ,4 Z4,1 + iX 2 ,4 Z4,2 + iX3 ,4 Z4,3 + -~iX4,4Z4,4 = V4 ,4 

liefert nunmehr die Ordinaten 
p}.4 

Z4,1= 6,7487 88 , 
1 2 

p}.4 
Z4,3 = 15,5174 8

1
8

2 
' 

p}.4 
Z4,2 = 12,1137 8 8 ' 

1 2 

p}.4 
Z4,4 = 16,6775 '8

1
8

2 
• 
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Diese Werte stimmen wieder mit den Ergebnissen der in Abschnitt III, 
§ 7, S.53, durchgefiihrten Berechnung genau uberein. Hiermit ist die 
Richtigkeit der Losung der totalen Differenzengleichungen der elasti
schen Flache und die Zuverlassigkeit des neuen Verlahrens erwiesen. 
Es sei schlieBlich bemerkt. daB auch die partielle Differentialgleichung 

174' =.E.
N 

durch eine totale Differenzengleichung vierter Ordnung 
unmittelbar ersetzt werden kann. 

Fiihrt man namlich die GroBen 

82 
Um - 1 = pLu V m-l - (V m-2 + V m)], 

8 2 V Um =pLuV".-(Vm - 1 + m+l)] , 

Um+1 = ~: [p V m+l - (V m + V m+2)] 

in die Grundgleichung 

-Um~1 + P Um -- Um +1 = IIm 

ein, so entsteht die neue totale Differenzengleichung: 
).2 

(Vm-2 + Vm+2) - 2P(Vm-l + Vm+1) + Vm(p2 + 2) = 8
2 

IIm. (M) 

Ihre Anwendung ist besonders bei statisch unbestimmten Fallen 
zu empfehlen, weil sie eine leichtere Anpassung der Integrations
konstanten an die jeweiligen Randbedingungen ermoglicht. 

§ 37. Die zeichnerische Auflosung der Differenzengleichungen. 

Der bisher eingeschlagene Weg wird immer rasch zum Ziele fiihren, 
wenn es moglich ist, das partikulare Integral der U-Gleichungen sofort 
aufzuschreiben. 

Bei Belastungen, die nicht stetig uber der ganzen Oberllache der 
Platte verteilt sind oder deren Veranderlichkeit nicht durch eine ein
fache Funktion ausgedruckt werden kann, ist die Bestimmung des 
partikularen Integrals weniger leicht; es ist dann unter Umstanden 
vorteilhaft, sei es auch nur zur Prufung der Rechnungsergebnisse, die 
Differenzengleichungen zeichneri~ch zu integrieren. Da ein allgemeines 
zeichnerisches Verfahren fur die AuflOsung der in der Gewebetheorie 
vorkommenden Gleichungen meines Wissens noch nicht entwickelt 
worden ist, so wird die Behandlung dieser Aufgabe vielleicht fur den 
Leser von Nutzen sein. 
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lch knupfe an die Gleichung 

an und ersetze sie durch die Beziehung 

In der Abb. 122 sind im Abstande A die Strecken 

von einer Grundlinie Eo Fo aus aufgetragen. Gesucht ist die nachst
folgende Ordinate Gll1 = Um+1' lch verlangere EoE1 um die Strecke 

E 1 E2 = fl m, F 0 F 1 um die Strecke F] F 2 = U m (~ - 1): die Ver
bindungslinie E2 F2 liefert den Punkt G1 • 

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

'\ / 

\ ILl. // 
\ i m(Ij_1)/ 

to \ I / 

~ \ I / 
H 4\' ,/ r------ -I)-I.. 

, / Z 

I / , / 

I / 
I // 

-~£; 
Abb.122. 

Es ist in der Tat 

EIH = A tangy = FoF2 - EoFJ; 
f.l 

= Um 2 - Urn-I' 

also 

EIH+HE2=E~iJJ2=(Um~ - Urn-I) 

+ (Um~ - Um+1) =flm· 

Der Linienzug E1E2F2 stellt den 
Krafteplan fur eine im Punkte m 
angreifende Last flm dar; das zu
gehOrige Seileck mit der Polweite A 

ist durch die Strahlen E~7i'2' P;Ch umgrenzt. 1st !.li = 1, so fallen die 
2 

Punkte F1 und F2 zusammen, das Seileck E1 F2G1 deckt sich mit dem 
Linienzug ElF] G1 , und es ist dann moglich, die U-Linie unmittelbar 
durch ein einziges Seileck abzubilden. 

Um die Anwendung des neuen Verfahrens besser zu erklaren, wahle 
ich als Beispiel ein Gleichungssystem mit der Beizahl f.li = 4. Da 

I..li _ 1 = 1 ist, so wird in diesem FaIle F;i!'2 = Um, FoF2 = 2 Um . 
2 
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Um ein partikulares Integral der Gleichungen 

-Uo + 4 UI - U2 = ill' 
-- U I + 4 U 2 - U 3 = il 2 , 

- U2 + 4 U3 - U4 = ila, 

--Uq- 2 + 4 Uq- l - Uq = ilq- l , 
-2 Uq - l + 4 Uq = ilq 

zu finden, setze ich zunachst Uo = 0 und nehme fur UI einen beliebigen 
Wert UI = UI , a an. In der Abb. 123 sind der Reihe nach fUr die 

Abb. 123. Die Gleichgewichtsfiguren flir den Zustand U, = U" a =P . 

Knotenpunkte 1,2,3 ... q -1 die zu den Kraftell ill' il2 , il3 • .. ilq - 1 

geharigell Krafteplane und Seilecke, die zur Abkurzung die G 1 ei c h
gewichtsfiguren dieser Krafte genannt werden magen, gezeichnet. 
Sie liefern die Werte 

U2 = U2 ,a, U3 = U3 ,a, Uq- 1 = Uq-1,a, Uq = Uq,a' 
Ich gebe jetzt UI den Wert UI = UI , b und bestimme in derselben 
Weise mit Hilfe der in Abb. 123a dargestellten Gleichgewichtsfiguren 
der Krafte ill' il2 , il3 • .• ilq - l die GraBen 

U2 = Uz,b, U3 = U3 ,b, Uq- l = Uq-l,b, 
Aus den beiden partikularen Integralen U m, a, U m, b 

Hilfe der Formel U m = Oa U m,a + Ob U m,b 

Uq = Uq,b' 
laBt sich mit 

das allgemeine Integral ableiten: hierbei stellen Oa und Ob die beiden 
Integrationskonstanten dar. 
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Dieser Ansatz steht mit den bisher beniitzten ersten q -1 U-Glei
chungen im Einklang, wenn die Bedingung 

Ca + Cb = 1 

Abb. 123a. Die Gleichgewichtsfiguren fur den Zustand U1 = U1 , b = p. 

erfiillt ist. Fiihrt man die Werte 

U q - 1 = Ca Uq-1,a + Cb Uq-1,b, 

U q = Ca Uq,a + Cb Uq,b 

in die letzte Differenzengleichung 

4 Uq - 2 Uq - 1 =llq 
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ein, so erhalt man als zweite Bedingungsgleichung 

Oa(4 Uq,a - 2 Uq-I,a) + Cb(4 Uq,b - 2 Uq-I,b) = JIq, 
und somit schlieBlich 

o _ . ___ (4 Uq,b - 2 Uq-I,b) - JI.-...-q =:----c 

a - (4 U q ,b - 2 U q _ 1 , b) - (4 U q , a - 2 U q -1, a) , 

Cb = (4 Uq,a - 2 Uq-I~a) - JIq . 
(4 Uq,b - 2 Uq-I,b) - (4 Uq,a - 2 Uq-I,a) 

Mit Hilfe dieser Formeln laBt sich der richtige Wert 

UI = Oa Ua,! + Ob Ub,l 
errechnen und der endgiiltige Verlauf der U-Linie bestimmen. 

Die in Abb. 123 und 123a eingetragenen Gleichgewichtsfiguren sind 
aus del' Gleichungsgruppe 

4 UI - U2 = III = 1 A, 
UI + 4 U2 - U3 = II2 = 2 A, 
U2 +4U3 - U4 =1I3 =3A, 
U3 +4U4 - U5 =1I4 =4}" 

-2U4 +4U5 = I15=5A 

entstanden. Ich habe zuerst U1,a = tA genommen und mit Hilfe der 
Zeichnung die zugehorigen Werte 

A Ie 
U2 ,a = 2"2' U3 ,a = 3 2 ' U =4~ 

4,a 2 ' 

ermittelt. 
Ich habe sodann UI,b = ,po gewahlt und ebenso die GroBen 

U 2, b =1,- 2 , U 3, b = 0 , U 4, b = -- J,,8 A , U 5, b = - ~V 2 
bestimmt. 

Es ist also 

mithin 

4 U5 ,a - 2 U4 ,a = 6 A, 
4US,b- 2U4,b= _J!.P},· 

Ji.p. + 5 357 
C a = --"'---

}!.p. + 6 362 ' 
6 - 5 5 

Cb = 1!f.2. + (} = 362 ' 

UI = 2 357 + 2·1 = 361 2. 
2·362 724 

Ich habe diesen Wert in Abb. 123b aufgetragen und durch Zeich
nung der Gleichgewichtsfiguren die iibrigen endgiiltigen Werte 

U 2 = +H 2 , U 3 = If,hL A , U 4 = J-I.11j- A , U 5 = J.·/"'/-i 2 
festgelegt. 

Das vorstehende Beispiel zeigt, daB das zeichnerische Verfahren im 
Grunde sehr einfach ist und sehr rasch zum Ziele fiihrt. 
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Die zur Darstellung und zur Losung der Differenzengleichungen 
benutzten Gleichgewichtsfiguren sind aus einer Gruppe von Seilecken 
und Krafteplanen zusammengesetzt. Sie sind aus einer Erweiterung 
und Verallgemeinerung der Theorie des einfachen Seilecks entstanden. 
Die Verwandtschaft zwischen den neuen Gebilden und den letzteren 
ist auch darin zu erkennen, daB in gleicher Weise, wie eine dreifache 
Aufzeichnung eines Seilecks notwendig ist, um dasjenige zu finden, 
welches durch drei vorgeschriebene Punkte hindurchgeht, ebenso eine 

Abb. 123b. Die Gleichgewichtsfiguren fiir den Endzustand. 

dreifache Anwendung der Gleichgewichtsfiguren erforderlich ist, um 
diejenige Losung der Differenzengleichungen zu gewinnen, die allen 
vorgeschriebenen Randbedingungen genugt. 

Da sowohl die U- als die V-Gleichungen in derselben Art behandelt 
werden konnen, so ist es mit Hilfe dieser neuen Art von Seilecken mog
lich, die Spannungsmomente M und die Verschiebungen C fur aIle 
Punkte der Platte zu bestimmen. Die Anwendung der Gleichgewichts
figuren gestattet also, die Untersuchung der Platte in allen Einzelheiten 
mit den gleichen zeichnerischen Hilfsmitteln durchzufiihren und eme 
besonders anschauliche Losung der Aufgabe zu gewinnen. 
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