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Yorwort.

Die Theorie der elastischen Gewebe und ihre Anwendung auf die
Berechnung biegsamer Platten bilden den Inhalt des vorliegenden
Buches. Die erste Abhandlung iiber diese Theorie ist vom Verfasser
im Jahrgange 1919 der Zeitschrift ,,Armierter Beton‘ verdffentlicht
und in den Fachkreisen so giinstig beurteilt worden, daB ich mich
entschlossen habe, eine von vielen Ingenieuren gewiinschte umfassen-
dere Darstellung dieses besonderen Gebietes der Festigkeitslehre in
Angriff zu nehmen. Eine einheitliche und eingehende Bearbeitung
der Theorie biegsamer Platten ist mir auch aus dem Grunde notwendig
erschienen, weil in den gebriauchlichsten Lehrbiichern der technischen
Mechanik vorwiegend angendherte und nicht immer einwandfreie
Losungen einiger Aufgaben der Plattentheorie zu finden sind, wihrend
die wertvollen Schriften, die sich mit der schérferen Untersuchung
einzelner Fragen befassen, in ihrem mathematischen Aufbau nicht
einfach genug sind und daher den meisten Ingenieuren unzuginglich
bleiben.

In der vorliegenden Arbeit werden die wichtigsten Belastungsfalle
und Lagerungsarten, welche fiir die Querschnittsbemessung von Platten
in Betracht kommen, behandelt. Um eine genaue und doch leicht
verstandliche und anschauliche Darstellung der Spannungen wund
Forméanderungen zu erzielen, habe ich bei den Platten das elastische
Gewebe in dhnlicher Weise wie das Seileck beim biegsamen Balken
benutzt. Die Untersuchungen, welche zur Aufstellung der Theorie
dieses Gewebes gefiihrt haben und ihrem weiteren Ausbau dienen, sind
in dem ersten Teil dieses Buches zusammengefaBt, im zweiten Teil
werden die vielseitigen Anwendungsmoglichkeiten gezeigt.

Bei der Auswahl der technischen Aufgaben habe ich in erster Linie
die fiir den Eisenbetonbau wichtigen Fragen beriicksichtigt. Fiir die
Berechnung der kreuzweise bewehrten Platten werden meistens nur
die in den amtlichen Vorschriften empfohlenen Niherungsformeln
beniitzt, die keinen zuverlissigen Anhalt iiber die wirkliche Beanspru-
chung bieten und zu Abmessungen fithren, die entweder keine aus-
reichende Bruchsicherheit gewihrleisten oder eine wirtschaftliche
Ausnutzung der Festigkeit des Baustoffes ausschliefen. Um diesen
Fehler zu vermeiden, habe ich sowohl die einfachen ringsum aufliegenden
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oder fest eingeklemmten Platten wie auch die mehrfach gestiitzten
Decken untersucht und aus den Ergebnissen der genauen Berechnung
neue zuverlissigere Naherungsformeln abgeleitet.

Die tragerlosen Pilzdecken, welche sich fiir den Eisenbetonbau
besonders eignen und bereits in groBem Umfange von der HUTA,
Hoch- und Tiefbau-Aktiengesellschaft, in den letzten Jahren unter
der Leitung des Verfassers in Deutschland ausgefiihrt worden sind,
werden in diesem Buche eingehend behandelt. Ich habe die genaue
Berechnung fiir die verschiedensten Belastungsfille und Langen-
verhiltnisse, auch unter Beriicksichtigung des Biegungswiderstandes
der Stiitzen, durchgefiihrt und hoffe hiermit die Bedenken, welche
mitunter infolge mangelhafter statischer Untersuchungen gegen die
Sicherheit dieser Bauart ausgesprochen worden sind, zu beseitigen,
die sorgfaltige Ausbildung der trigerlosen Decken zu erleichtern und
ihre Anwendung zu foérdern.

Die vorliegenden Untersuchungen sind allerdings nicht fiir die-
jenigen Fachgenossen bestimmt, die in ihrem Bestreben nach Mecha-
nisierung der Arbeit jede gedankliche Tatigkeit aus ihrer Werkstatt
ausschlieBen und nur fertige Faustformeln, die keine Uberlegung er-
fordern, gebrauchen méchten. Die Theorie des elastischen Gewebes,
so einfach sie auch im Grunde ist, kann mit Verstindnis und Erfolg
nur von Ingenieuren angewandt werden, welche noch die zum Lehrstoff
des normalen Hochschulunterrichtes geh6rigen Vorkenntnisse der héheren
Mathematik und Mechanik besitzen und durch eingehendes Studium
zur selbstindigen Beherrschung dieser Theorie gelangen wollen. Um
ihre Arbeit zu erleichtern, habe ich die verschiedenen Anwendungs-
moglichkeiten in vielen, vollig durchgerechneten Zahlenbeispielen er-
lautert, die Werte, welche fiir die Querschnittsbemessung benutzt
werden konnen, in mehreren Tafeln zusammengestellt und in einem
besonderen Abschnitt am Schlusse des Buches ein allgemeines Ver-
fahren zur Losung der partiellen Differenzengleichungen des Gewebes
angegeben. Ich hoffe, dall diese ausfiihrliche Behandlung manchen
Leser anregen wird, an dem weiteren Ausbau der Theorie biegsamer
Platten durch eigene Forschungen beizutragen und neue Anwendungs-
gebiete zu erschliellen.

Die vorliegende Schrift, wihrend des Krieges bereits begonnen,
wiirde auch in diesem Jahre nicht zu Ende gefithrt worden sein, wenn
ich nicht durch einen eifrigen Mitarbeiter, Herrn Dipl.-Ing. Heinrich
Perl, bei der Durchrechnung zahlreicher Beispiele unterstiitzt worden
wire. Ich méchte ihm auch an dieser Stelle fiir seine wertvolle Hilfe
meinen besten Dank aussprechen.

Carlowitz bei Breslau, Dezember 1923.
H. Marcus.
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I. Die Grundlagen der Berechnung biegsamer
Platten.

§ 1. Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten.

Unter einer ebenen Platte ist eine Scheibe zu verstehen, die von
zwei parallelen Ebenen im Abstande # und einer senkrecht zu diesen
Ebenen stehenden, im iibrigen beliebig gestalteten Randfliche begrenzt
ist (Abb. 1).

Ich setze voraus, dafl die Scheibe aus einem homogenen Baustoff
besteht und daB ihre Stirke % klein im Vergleich zu den Abmessungen

|
A
| Zy,
| 2
N L) )
/ /?_ <7 7 d;jx o
- , / % d
e LS )
, Ve L , 4
. 4 i // ¥ t,. dx 1
,/ // . / Ozx 5\5/7 s —}
L—'—jf.—'_‘—_‘——‘i —_—— —_————— 7
£\ | G [ Ve N
J — Lzay
\36‘5‘5 \Lt‘yz /Vya'x
+Z
Abb. 1. Abb. la.

der Abgrenzungsflichen ist. Ich wihle als Koordinatensystem ein
rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen - und y-Achsen in der Mittelfliche
der Platte liegen, wihrend die z-Achse senkrecht zur Plattenfliache steht.
Wird die Scheibe durch Kréftepaare oder nur durch Kréfte p, die
in Richtung der z-Achse wirken, beansprucht, so darf angenommen
werden, daBl die Punkte der Mittelfliche lediglich Verschiebungen ¢
senkrecht zu dieser Fliache erfahren und daB, insofern diese Verschie-
bungen klein im Vergleich zur Plattenstirke sind, jede Normale von der
Lange h, die zur Mittelfliche gezogen wird, auch bei der deformierten
Platte geradlinig verbleibt und senkrecht zur verbogenen Mittelflédche
steht. Zwischen den Verriickungen & und % in Richtung der - und
Marcus, Platten. 1



2 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

y-Achse eines im Abstande z von der Mittelfliche liegenden Punktes
und der zugehérigen Verschiebung { bestehen, wie die Abb. 2 und 2a
erkennen lassen, die folgenden Beziehungen:

0
&= ——zgg ;
e 1)
n=— by
Die zugehérigen Dehnungen sind:
2 2L
LA P P
e et (@)
YT oy T Ty

Beachtet man, daB die Normalspannungen ¢,, welche durch die auf
der Platte ruhenden Lasten unmittelbar hervorgerufen werden, im Ver-

o{.._._gi{"“.\ ,t.—.—.—} IE aT—-—--p-—-f-—»—-—_-%-—’;y

I
|
I
|
!
l
\

\
+Z \

Abb. 2. Abb. 2a.

gleich zu den Biegungsspannungen o, und o, in den etwas weiter von
der Mittelflache abstehenden Schichten durchaus geringfiigig sind und
daher neben diesen Spannungen vernachlissigt werden diirfen, so lautet
das Elastizitatsgesetz:

1 1 1 1
£z=f O'Z—E(Ty, 8y=f O’y—‘/r;()'x.

Hierin bedeuten
E die Elastizitatsziffer des Baustoffes,
m die Poissonsche Querdehnungszahl.
Es ist mithin auch:

E m? 1 E m?2 02¢ 1 02¢
G”=m2—1<sx+—8y)=—m'z<0—x? 5W>

B m? 1 gm (¢ 1 ery | O
°v=m““z_1(8v+“€)=“,;z—_—1'z<b? o)



Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 3

Den Normalspannungen o, 0, sind in den Flichenelementen senk-
recht zur x- bzw. zur y-Achse wagerechte Schubspannungen 7,,, 7,, in
Richtung der y- bzw. der x-Achse zugeordnet, welche dem Elastizitits-
gesetz o o )

1z1/:Tyx=G<—é—?—/_+ ox

folgen. Unter @ ist hierbei die Schubelastizititsziffer zu verstehen.
Da bei einem homogenen Baustoff zwischen @, E und m die Be-

ziehung E
= S i1 @
besteht, so erhalt man: (m =+ 1)
Em 0L
S e = T T P agay )

In den Fliachenelementen senkrecht zur z- bzw. zur y-Achse wirken
in Richtung der z-Achse die Schubspannungen 7,,, 7,, und ebenso in
den Flichenelementen senkrecht zur z-Achse die der z- bzw. y-Achse
parallel gerichteten Spannungen 7,,, 7,,. Sie sind paarweise gleich,
némlich Tzz = Tgz » Tzy = Tyz +

Betrachtet man die Spannungen, welche in den Abgrenzungsflichen
eines unendlich kleinen Wiirfels mit den Seitenlingen dz, dy, dz auf-
treten, so erfordert das Gleichgewicht in Richtung der z- bzw. der
y-Achse die Erfiilllung der beiden folgenden Bedingungen?):

aaax n aatxy + aazzz —o,
x Yy z
0ty doy, 01y, 0 (©)
oz dy cz ’
Es ist mithin:
07,, do, 01,y Em? 0 [o62f 625)
6z oz oy =+m2_1z%(ax2 o)’
07y, do, 01y, Em? 0 (0% BZC)
8z 0y o= =+m2—lzay(6az2 P

Die Integration dieser Gleichungen liefert, wenn man beachtet, daB

h .
an den Réndern z = i; die Schubspannungen 7,,, 7,, verschwinden
miissen :

1) Der Leser findet die Ableitung dieser Gleichungen, welche die Grundlage
der mathematischen Elastizititstheorie bilden, in den bekannten Lehrbiichern
von Foppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. IIL, 5. Auflage, Abschn. 11;
Lorenz: Technische Elastizititslehre, Kap. VI; Bach: Elastizitit und Festigkeit,
7. Auflage, Abschn. 9.

1%
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Em? (E z2> E (825 az;)

W= e T\s %) ox \ew T o)
P B SN e Sy @
W= a1 \s 2)ay e o)

Die Normalspannungen o,, die auf einem Flichenelement von der
Héhe % und der Breite dy verteilt sind (Abb. 1a), bilden ein um die
y-Achse drehendes Kraftepaar

+

}w\:‘

Em® B3 <52C 1 62C>d

s,dy=hj0,zdydz=— m—1 12\o T m og

T2
Aus den Spannungen o, eines Elementes von der Héhe & und der
Breite dx entsteht ebenso das Biegungsmoment:

k
ty
s, dx =/oyzdacdz = —
R

2

Ent | J (0L 1625)d
mE—1 12 \dgr " m 6a2) "

Die wagerechten Schubspannungen 7, 7,, in diesen beiden Flachen-
elementen bilden die um die x- bzw. y-Achse drehenden Drillungs-
momente '

Em B 0%
tey @Y —h/tzyzdydz=— m 1 -E—axay-dy,
)
h
ty
Em B 02

t“dxzf‘cy,zdxdz=— mt1 12 dudy’

h
2

Die lotrechten Schubspannungen 7,,, 7y, vereinigen sich schliefilich
zu Mittelkraften

1
+—

2
Em: B 0 (02; azc)
”’dy_’f’“dydz_“mz—fﬁﬂ g T o)

2

R

+.*

2
Em* R 0 [0*C 6)24')
v,,dx—hfry,dxdz_—————mz__l -Tz—a—y(——ax2 +——ay2 -dx

2
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Die auf die Langeneinheit der Mittelfliche bezogenen resultierenden
Biegungs-, Drillungsmomente und Scherkrifte sind somit:

B 02t 1 825)
% _N<6x2 m 0y2)’
02¢ 1 825)
Sy _-N<6y2 m 02/’
m—1 02¢
twy:_N.—m— ﬁxf‘)y ’ (8)
0L C)
v =N Tx(@xz + 8y2 ’
02¢ é‘)
o =N _(Ty_(ﬁxz - oy?)’
Unter
m2  Eh3
Ne=im—1 12 9

ist hierbei die Plattensteifigkeit zu verstehen. Werden die vorhin
aufgestellten Gleichgewichtsgleichungen (6) zunichst mit z verviel-

facht und dann innerhalb der Grenzen z = -4 & integriert, so liefern

sie auch: 2
ds, Oty
ot ay —%=0,

(6a)
=0.

Die auf einem Plattenelement von der Hohe kA und der Grund-
fliche dx dy ruhende Belastung p dz dy mull andererseits mit den lot-
rechten Schubkraften v,, v, der Seitenflichen im Gleichgewicht stehen.
Es ist also

dv,

v dx—{-dxﬁ—"’dy—{—pdxdy——O

dy -

oder
0 'v,

+av”+p—0

Im Einklang mit den Gleichungen (6a) ergibt sich auch:

0%s, 02t,, . G%s,
+2 0z 0 Oy?

i - —p. (10)
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In dieser ersten Hauptgleichung der Plattentheorie sind unmittelbar
die Beziehungen zwischen der Belastung und den Spannungsmomenten
dargestellt 1).

Werden jetzt mit Hilfe der Gleichungen (8) die Groflen s,, sy, tyy
durch die zugehorigen Differentialquotienten von { ersetzt, so gewinnt
man die Differentialgleichung der elastischen Flache:

04 04 0*c p
dus TG T o T 4y
Diese zweite Hauptgleichung bildet die Grundlage der Untersuchung

biegsamer Platten?).
Fir die Bewertung der inneren Form#nderungsarbeit A, kommt

noch die Formel
1 2
4;= ﬁ/[(oi + oy + o) — E(U”OZ + 0,0, 4 0;0,) | dV
. (12)
"I’" ﬁ/[rzy + T?I:z + T;z]dv

in Betracht; hierin bedeutet dV das unendlich kleine Raumelement
drdydz. Da

122 122
O—z:Fsza szZ?txyy
122 12 [ A2 22
W= v T E\g T )
12 [ h? 22
W= e lg o)

1) Diese Gleichung ist nur fiir steife Platten mit sehr kleinen Verschiebungen ¢
streng giiltig. Bei Platten mit geringer oder verschwindender Steifigkeit treten
bei einer starken Ausbiegung auch in der Mittelfliche Normalspannungen auf, die
in den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Belastung p nicht auBler acht gelassen
werden diirfen. Der betrichtliche EinfluB dieser Spannungen auf die Tragfahig-
keit der Platten ist von A. F6ppl in seiner Technischen Mechanik Bd. V,
S. 132f, von A. und L. Féppl in Drang und Zwang Bd. I, S.2161. und
von H. Hencky in seiner Arbeit iiber die Berechnung diinner Platten mit ver-
schwindender Biegungssteifigkeit in Bd. I, S. 81-—99 der Zeitschr. f. angew. Mathe-
matik u. Mechanik ,1921, nachgewiesen worden.

%) Die Differentjalgleichung der elastischen Fliche ist zuerst von Lagrange
im Jahre 1813 abgeleitet worden. Die vollstindige Theorie der Platten mit kreis-
formiger Symmetrie wurde 1829 von Poisson entwickelt. Die allgemeinen Rand-
bedingungen der Aufgabe wurden insbesondere von Kirchhoff untersucht und
1876 endgiiltiz von Kelvin und Tait klargelegt. Die Losung der Differential-
gleichung fiir unsymmetrische und unstetige Belastungen ist im letzten Jahr-
hundert nicht gelungen und wurde daher 1907 von der Pariser académie des
Sciences als Preisaufgabe fiir den Prix Vaillant ausgeschrieben. Ein ausfiihrlicher
Bericht iiber ,,Neuere Fortschritte der technischen Elastizititstheorie® ist von
Herrn Professor L. Foppl in Bd. 1, H. 6 der Z. f. ang. Math. u. Mech. ver-
offentlicht worden.
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so liefert die Gleichung (12), wenn die Spannungen o, neben o, und o,
vernachlissigt werden :

/f[( 2 )20y
( )jy?a—%vydxdy

Wird der im allgemeinen sehr geringfiigige Beitrag der Scherkrifte v
auller acht gelassen, so erhidlt man die einfachere Formel:

2 1 . 1 2
ti= g e e =2 B ey - ) aaay. g

Fiihrt man nunmehr an Stelle der Spannungsmomente s,, s,, t,,

die zugehorigen Differentialquotienten von ¢ ein, so ergibt sich schheB
lich: 4 N//{(ﬁzc azc)z 2(m_1)[(’~)24‘ L
- 0x? 02 ) m 02 0y

(2N asay. Y

Die Ermittlung der Verschiebungen ( ist die wichtigste Aufgabe
und das Hauptziel der Plattenberechnung.

Die unmittelbare Integration der Differentialgleichung der elasti-
schen Fliche bietet, von wenigen Ausnahmefillen abgesehen, fast un-
iiberwindliche Schwierigkeiten. Fiir eine moglichst angenidherte Losung
stehen zwei Verfahren zur Verfiigung.

Gelingt es zundchst, eine partikulire Losung der nicht homogenen

Gleichung o Lo FIYs n o4 P
dat 0x2dy® ' 0yt N
zu finden, welche die fiir die Ober- und die Unterfliche der Platte vor-
geschriebenen Bedingungen befriedigt, so kann man durch Hinzufiigung
einer Reihe geeigneter Losungen der homogenen Differentialgleichung
04 s s
Oxt +2 Ox? 0y? + Oyt
auch die Randbedingungen der Aufgabe mit gréBerer oder geringerer
Genauigkeit erfilllen. Nach diesem Verfahren sind von Nadai!) und
Hencky?) unter Verwendung zweifach unendlicher Reihen mit trigo-

(13)

=0

1) Nadai: Die Forminderungen und Spannungen von rechteckigen elasti-
schen Platten, Forsch.-Arb. auf dem Gebiete des Ingenieurwesens H. 170, 171.
Berlin 1915.

?2) Hencky: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten
bei gleichmiBig verteilter und bei konzentrischer Belastung. Dissertation, Miin-
chen: R. Oldenbourg 1913.
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nometrischen und hyperbolischen Funktionen die wichtigsten Grund-
falle, vor allem die rechteckigen, allseitig frei aufliegenden oder fest
eingeklemmten Platten mit gleichmiBiger Belastung oder mit einer
Einzellast in der Plattenmitte behandelt worden.

Ein anderer von Navier!) zuerst eingeschlagener Weg fiithrt hingegen
zur Auswahl verschiedener Ansitze {; = C;f; (x, y) fiir die Gleichung der
elastischen Fldche, welche zwar die vorliegenden Symmetrie- und Rand-
bedingungen von vornherein befriedigen, jedoch einer anderen Belastung

01 o | G
”"'N<a_x4+2 ax26y2+a_yi>
als der vorgeschriebenen Belastung p entsprechen. Werden aber die
Festwerte C; dieser Ansétze so bestimmt, daBl entweder die Summe der
Quadrate der Abweichungen zwischen den Belastungen p, und p oder
die gesamte Forminderungsarbeit ein Minimum wird, so 148t sich,
wie die Arbeiten von Michel Lévy?), Estanave3), Simic?), Ritz5),
Hager®), Lorenz?) gezeigt haben, eine verhaltnismaBig einfache
Naherungslosung der Differentialgleichung der elastischen Flache er-
zielen. Dieses Verfahren ist allerdings lediglich fiir symmetrische,
stetige Belastungen und nur fiir die Darstellung der Durchbiegungen,
allenfalls fiir die Ermittlungen der Spannungsmomente im Bereich der
Plattenmitte brauchbar. Bei FEinzellasten und ebenso, wenn es sich
um die Randscherkrafte und die Auflagerwiderstinde handelt, versagt
die Naherungslésung vollkommen.

Die Methode, die ich als Grundlage meiner Untersuchungen gewahlt
habe, weicht von den bisherigen insofern ab, als sie an Stelle der partiellen
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei partielle Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung, die einer unmittelbaren Losung weit eher
zuginglich sind, verwendet."

Im nachfolgenden werde ich zunichst die neuen Sitze ableiten,
welche die Umbildung der Hauptdifferentialgleichung zur Folge haben,
und sodann die Bedingungen fiir die Losung der neuen Gleichungen
einer Priifung unterziehen.

1) Die Abhandlung von Navier, im Jahre 1820 verfaBt, wurde erst von
Saint- Venant in der franzdsischen Ausgabe der Festigkeitslehre von Clebsch
1883 verdffentlicht.

2) Cpt. rend. hebdom. des séances de I'acad. des sciences Bd. 129. 1899.

3) Estanave: Contribution & P’étude de 1’équilibre élastique d’une plaque
rectangulaire mince. Paris: Théses 1900.

4) Simic: Ein Beitrag zur Berechnung rechteckiger Platten. Z. ost. Ing.-V. 1908.

5) Ritz: Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Randwertaufgaben.
Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1908.

8) Hager: Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometrischer
Reihen. 1911.

?) Lorenz: Angeniherte Berechnung rechteckiger Platten. Z. V. d. L. 1913.
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§ 2. Die elastische Platte und die elastische Haut.
Die Biegungsgleichung der Platte

0%L ikl 04 L ( 0 ) (025 6%’) _p
W—l_z@xzc?y—’—ay 8x2+6y 0 a2 8‘3/2 - N

~

0

148t sich, wenn man fiir die Operation + das Zeichen 2 be-
(9 2 TGy

nutzt, auf die Form

2L 62( — P
(8x2+8y)“l7 =y
bringen. Setzt man o2 o2
_ (_C -+ i) =M, (16)
0x2 = Oy
so lautet die Gleichung der elastischen Fldache auch:
M= —p. (17)

Die Funktion M ist ein Maf} fiir die Biegung der Platte. Beachtet
man nimlich, daB die Krimmung der elastischen Fliche durch die

GroBen 1 o2t 1 e
0. 0¥ g Oy
bestimmt ist, so tritt der Zusammenhang zwischen der Momenten-
summe - 2 7\
m—[—l(ozé‘ 20 m+1
st =N ot = ¥

und der Kriimmung

1 1 M m 8 + 8y

PR IS S

deutlich in Erscheinung. Die Funktion M verdient auch aus dem Grunde
Beachtung, weil sie eine Invariante, von der Wahl des Koordinaten-
systems unabhingige GroBe ist.

Stellt man die bekannte Gleichung des elastischen Stabes

M

dzz P
der Plattengleichung

Vi = —p

gegeniiber, so ist ohne weiteres die gegenseitige Zuordnung der Diffe-
2

d
rentialoperation V% und der Differentialquotienten i einerseits, der

Biegungsmomente des Stabes und der Momentensumme der Platte
andererseits zu erkennen. Diese Ubereinstimmung 1i6t vermuten,
daB auch zwischen den Losungen der Differentialgleichung des Stabes



10 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

und der Differentialgleichung der Platte eine Verwandtschaft bestehen
muB. Sie wird uns offenbar, wenn wir die Differentialgleichung einer
urspriinglich ebenen elastischen Haut heranziehen, welche &uflerlich
durch den senkrecht zur Haut gerichteten Uberdruck p und innerlich
nur durch Normalspannungen beansprucht wird. Bei kleinen Aus-
biegungen w der Haut in Richtung der z-Achse entsteht in allen Teilen
und in jeder Richtung die gleiche Oberflichenspannung S, welche mit
den Ausbiegungen w und dem Druck p durch die bekannte Differential-
leichung?
¢ ¢ oy = W L PV _ P (18)

02 ' Oy 8
verkniipft ist. Die Gegeniiberstellung der beiden Gleichungen (17)
und (18) fithrt uns unmittelbar zu folgendem Satze: Die Mittelfliche
einer mit dem Uberdruck p belasteten und durch die Ober-
flachenspannung S =1 beanspruchten elastischen Haut
stellt ein Abbild der Momentenfliche der elastischen Platte
dar.

Beim elastischen Stab wird eine gleichwertige Verkniipfung zwischen
der Momentenlinie und der Gestalt eines mit den Kriften P belasteten
Seils, dessen Grundspannung S = 1 ist, nachgewiesen. Der neue Satz
bringt also die sinngema fe und folgerichtige Erweiterung der fiir den Stab
geltenden Beziechungen auf die Momentensumme der elastischen Platte.

Die Verwandtschaft zwischen Stab und Platte 1afit sich aber noch
weiter verfolgen. Belaste ich jetzt die Haut mit den elastischen Ge-

M
wichten p;, = S erfahrt sie bei gleicher Oberflichenspannung S8 = 1

eine Ausbiegung w;, welche der Differentialgleichung
Pu  Pw_ M _er o
0 z? oy Pi= N_ax2+l9y2

geniigen muf}. Aus dieser Gleichung entspringt der zweite Satz: Die

Vzwi == (19)

Mittelfliche einer mit den elastischen Gewichten =y

belasteten und durch die Oberflichenspannung §=1 be-
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der elasti-
schen Fliche der Platte dar.

Ebenso 1a6t sich auf Grund des Mohrschen Satzes die elastische
Linie eines Stabes vom Tragheitsmoment J durch eine mit den elasti-

M

schen Gewichten p;, = BT belastete Seillinie darstellen.

Diese Ubereinstimmung beweist, daB die bekannten Sitze iiber die
Biegungsmomente und die Forminderungen des elastischen Stabes

1y Vgl. Foppl, A.: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. V, § 30.
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als Sonderfille der neuen allgemeinen Satze iiber die elastische Platte
zu betrachten sind.

Neben der Momentensumme und der Ausbiegung kénnen auch die
Spannungsmomente der Platte unmittelbar aus der Formanderung der
Haut abgeleitet werden.

Aus der Hauptgleichung (16) erhilt man némlich einerseits

M 1 *M (844‘ m-+1 04 1 64§>
6a2 "m dyr T \dax® m 0a2dy? ' m oy’
M 1 &M N(&‘*C m+1 04 1 0%‘)
oy " m daz oyt m O0x20y? m 0z’

aus den Gleichungen (8) andererseits

d02s, O, ((94C m-+1 04 1 6‘%‘)
2 — -2 . >
Ves, = 82+8y Nax4+ m Ox2dy®  m OyY’
02s 025 ((94C m-+1 04C 1 64&')
2 Yy y _ 2 - 2
Ves,= 0x2+oy2 N 6y4+ m  Ox20y: ' m Oat)’
setzt man also M 1 2 M B
TF TmogE T
(20)
M 1M
Oy T m 0
so ergibt sich: Ves, = —m,
(21)
Vig,—= —m,.
Ebenso kann man der Belastung
m—1 2M
“m dwoy T e (202)

im Einklang mit der Gleichungsgruppe (8) die Bedingung
zZuweisen. Vat,, = —m,, (21a)

Hieraus gewinnt man den folgenden dritten Satz: Die Mittel-
flache einer der Reihe nach mit den Kriaften

_ (02M 1 62M> B (62M 1 02M>

T =T \0a2 "m0y v \oyr T m da2)’
m—1 2M
Tgy = — ———— ———
m Ozdy

belasteten und durch die Oberflachenspannung S =1 be-
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der s, s,
und ¢, -Momentenflichen der elastischen Platte dar.
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Es sei schlieBlich noch bemerkt, daB man aus der Mittelflache der
elastischen Haut auch die lotrechten Scherkrifte der Platte ableiten
kann. Aus den Gleichungen

0 oM

———Zv—— 2 =
Yz = 0xVC oz’ @2)

0 oM

= —N— V2 = —

vy NayVi,‘ 3y

ist ohne weiteres der Zusammenhang zwischen den Scherkriften und
den Winkeldrehungen der Tangente an der elastischen Haut zu er-
kennen.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist die Berechnung der
elastischen Platte auf die Losung der beiden Differentialgleichungen

M
VeM = —p, Vaf = — —
zuriickgefiihrt. P ¢ N

Die Bebandlung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn langs des
Plattenrandes sowohl ¢ als M verschwinden. Diese Bedingung wird
von der ringsum frei aufliegenden Platte erfiillt. Man kann hierbei im
gleichen Sinne wie beim freiaufliegenden Balken die Lagerung als eine
statisch bestimmte bezeichnen, weil die Momentsumme M und die
Scherkraft » unmittelbar aus der Lésung der einzigen Differential-

gleichung F2 M = —p gewonnen werden kénnen.
Bei allen anderen Lagerungsarten mufl auch die zweite Differential-
gleichung M
Vagp=———
¢ N

herangezogen werden, um aus der Gestalt der elastischen Fliche die
Randwerte der Momentensumme M zu ermitteln: diese Verkniipfung
zwischen den Randbedingungen von M und ( ist das Kennzeichen der
statischen Unbestimmtheit.

Die Unterscheidung zwischen statisch bestimmten und unbestimmten
Lagerungsarten ist auch durch die Erkenntnis gerechtfertigt, dafl nur
bei den ersteren die aus den M-Werten gebildete Momentenfliche mit
der Mittelfliche der elastischen Haut unmittelbar zur Deckung ge-
bracht werden kann. Bei den statisch unbestimmten Fiallen weichen
hingegen die zugehérigen Werte M und w um den jeweiligen Betrag
einer oder mehrerer Losungen der homogenen Differentialgleichung
V2 =0 von einander ab!). Aus diesem Grunde besagen die neuen
Sitze nur, daB die Mittelfliche der elastischen Haut das Abbild der
Momentenfliche und nicht die Momentenfliche selbst darstellt.

1) In gleicher Weise, wie die Ordinaten der Seillinie erst durch die Wahl einer
SchluBlinie bestimmt sind, muB auch bei der elastischen Haut durch die Losung
der homogenen Differentialgleichung Lage und Gestalt der SchluBflache, von
welcher aus die Ordinaten der Haut abgemessen werden sollen, festgelegt werden.
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Durch die Wahl geeigneter Zusatzlosungen, welche die homogene
Differentialgleichung V2F2¢ = 0 befriedigen, gewinnt man gerade die
Moglichkeit, bei statisch unbestimmten Lagerungsarten die Rand-
bedingungen zu erfiillen und somit die Berechnung statisch unbestimm-
ter Platten auf diejenige statisch bestimmter zuriickzufithren.

Die vorstehenden Betrachtungen iiber die Beziehungen zwischen
Haut und Platte kénnen noch durch eine eigentiimliche Feststellung
erginzt werden.

Auf Grund des Bettischen Satzes ist die Verschiebung w,;, die ein
Punkt ¢ der elastischen Haut unter dem Einfluf einer im Punkte k
angreifenden Last P, = 1 erfahrt, gleich der Verschiebung wy;, die im
Punkte k& durch eine im Punkte ¢ angreifende Last P, =1 hervor-
gerufen wird. Aus der Gleichung

Wip = Wi
folgt aber, insofern die Randbedingungen fir Haut und Platte iber-
einstimmen, My = My, . (23)

Bei statisch bestimmter Lagerung entsteht also im Punkte ¢ unter
dem EinfluB der Last P, =1 die gleiche Momentensumme wie im
Punkte z unter dem Kinfluf} der Last P; = 1: die Momentenflache
der freiaufliegenden Platte fiir den Belastungszustand
P, =1 stellt somit die Einflu8fliche der Momentensumme
fiilr den Punkt k der Mittelfliche der Platte dar. Da die gleiche
Gegenseitigkeit auch zwischen den Spannungsmomenten (s,);z, (s,)ix
und (8,)z;, (8,)5; besteht, so 1aBt sich der vorliegende Satz sinngemi8
auf die EinfluBflichen der Momente s, und s, ohne weiteres iibertragen.

-§ 3. Die elastische Haut und das elastische Gewebe.

Die elastische Haut, deren Forminderung durch die Gleichung

Ve = — L

N
gekennzeichnet ist, wird durch keine Schub-
spannungen beansprucht: die Oberflichen-
spannungen sind reine Normalspannungen o,
die in jeder Schnittfliche die gleiche Grofle
aufweisen. Ist die auf die Liéngeneinheit der
Haut bezogene Grundspannung S bekannt,
so0 lassen sich ohne weiteres Grofle, Lage und
Richtung der Mittelkraft B = 81 aller in
einem Randabschnitt I eines irgendwie um-
grenzten Bereiches derHaut auftretenden Spannungen bestimmen (Abb.3).

Abb. 3.
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Wird die Haut in einzelne Streifen zerlegt, so bilden, bei geeigneter
Wahl der Gestalt und Anordnung der Streifen, die Angriffslinien der
Mittelkriafte R der inneren Widerstéinde, die in den gemeinsamen Rén-
dern benachbarter Streifen wirken, ein Liniennetz, welches die Haut

) Ry
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Abb. 4c.

umspannt (Abb.4). Die Krafte R kénnen auch als die Spannkrifte
dimner Drahte, die in den Angriffslinien liegen, aufgefalt werden:
diese Drahte bilden ein Gewebe, welches an Stelle der elastischen Haut
tritt und daher elastisches Gewebe genannt werden mége. Die
Gestalt der Maschen dieses Gewebes wie auch die Zahl der sich in einem
Knotenpunkt kreuzenden Driahte kénnen, wie die Abb.4, 4a, 4b, 4¢
zeigen, verschieden sein. Die wichtigsten Gewebearten sind:

1. das Gewebe mit rechteckigen Maschen,
2. das Radialgewebe,
3. das Gewebe mit dreieckigen Maschen.

Ihre Eigenschaften werden jetzt der Reihe nach untersucht.
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A. Das Gewebe mit rechteckigen Maschen.

1. Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes.

Dieses Gewebe besteht aus zwei Scharen sich rechtwinklig kreuzender
Driihte: die eine Schar ist der xz-Achse, die andere der y-Achse parallel
gerichtet (Abb.5). '

Um die Behandlung der Aufgabe zu vereinfachen, setze ich voraus,
daBl die Maschenweiten 1, in Richtung der x-Achse und die Maschen-
weiten ], in Richtung der y-Achse iiberall gleich grof sind.

Die Gestalt des elastischen Gewebes im AufriB ist durch die Ordi-
naten w der einzelnen Knotenpunkte in bezug auf die -, y-Ebene
bestimmt.

An einen Knotenpunkt % greifen auller der zur «-, y-Ebene senk-
recht gerichteten Belastung P, die Spannkréfte der vier henachbarten

¥
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Abb. 5.

Drihte: R, R;,, B, und R,. Bezeichnet man mit ¢; und w; den Nei-
gungswinkel der Drahte E, und R, gegen die x-Achse und ebenso mit
w,, und o, den Neigungswinkel der Drahte E,, und R, gegen die y-Achse,
so miissen die Spannkréifte R den drei Gleichgewichtsbedingungen

R; cosw; — R;cosw; =0,
B,ccsw, — R,cosw, =0,
P; 4+ (R;sinw; — R;sinw;) + (B,sinw, — R, sinw,,) = 0

geniigen. Mit den HilfsgréBen
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R; cosw; = R;cosw; = H,,
R, cosw,, = R,cosw, = H,

148t sich die letzte Gleichung auch in der Form
H, (tang w; — tangw;) + H, (tangw,, — tangw,) = P;

schreiben. Bezeichnet man mit (4wy),, (42wy), bzw. mit (4 wy),,
(42wy), die ersten und die zweiten Differenzen zwischen den w-Ordi-
naten der Knotenpunkte, die um 1, bzw. um 7, vom Knotenpunkt k
entfernt sind, so ist offenbar

Aytangw, = w, — wy = (dwy),,

Iytangw, = w, — wp = (dwy),,
Iy (tangw; — tangw;) = (w; — wy) — (W — wy) = A (dwy), = (Lwy),,
j'1/ (tang w, — tangw,) = (Wn — wi) — (W — wye) = Ay % W)y = (42 Wiy
und mithin H I

W), + —[y‘ (APwp)y = — P . (24)
y

Hierin setze ich noch

H,=1,8,, H,=1,8,, Pi=mpilliy

und erhalte:

S, 8y
o (AP wp)y + =5 (A2 wi)y = — i - (25)
Az Ay
Wenn H, = H, = H oder S, = S, = § ist, so ergibt sich insbesondere
1 1 P,
= (A2 — (42 -k
oder
(APwy)s (A2wy)y D 27)
Az Ay S -

Ist 4, = 4, = 4, so gilt die einfache Beziehung

A A2
(A% wy)g + (L2 wy)y = _Pk’ﬁ =P g
welche auch durch die Gleichung
A 22
4wk_(wi+wl+wm+wn)=ﬁPk= Spk (28)

ausgedriickt werden kann.
Es sei schlieBlich bemerkt, daB die Gleichung (27) bei unendlich
kleinen Maschenweiten 4, = 0z, 1, = 0y unmittelbar in die Gleichung
der elastischen Haut
02w 2w P
0x? +

Oy? S
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iibergeht!). Hiermit ist die Ubereinstimmung zwischen elastischem
Gewebe und elastischer Haut bewiesen.

Es ist im iibrigen leicht zu erkennen, daB das Seileck nur eine Abart
des elastischen Gewebes ist: 146t man in der Gleichung (24) H, oder H,
gleich Null werden, so erhilt man in der Tat die Gleichung eines in der
(y)- oder in der (z)-Richtung gespannten Seilecks.

2. Die Beziehungen zwischen der elastischen Platte
und dem elastischen Gewebe.

Um nunmehr die durch die neuen Satze festgestellte Verwandtschaft
zwischen elastischer Platte und elastischer Haut auf das Gewebe iiber-
tragen zu konnen, stelle ich zunichst der Grundgleichung

0*M M

G T TP
die Differenzengleichung
% (A2 wy), + ‘%;“ (LPuy)y = — SL)I
gegeniiber. Man erkennt, daf

My = 8wy (29)

sein muB, wenn M und w im ibrigen den gleichen Randbedingungen
geniigen.

Bringe ich jetzt die elastischen Gewichte p;, = w, an den Knoten-
punkten eines Gewebes mit der Grundspannung § = S, an, so entstehen
Knotenpunktsverschiebungen z, welche die Gleichungen
2i—22,+2  zy—2z+2z, 1 1 Wy M,
befriedigen miissen. Fiir die Ordinaten { der elastischen Flache der
Platte gilt andererseits:

2L 02¢ M
o " 8yt T N
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also, daB
=2 (30)
sein mufB, wenn { und z die gleichen Randbedingungen erfiillen. Durch
die in den Gleichungen (29) und (30) ausgedriickten Beziehungen ist

1) Die Moglichkeit, partielle Differentialgleichungen durch Umwandlung in
Differenzengleichungen zu 16sen, ist in der Elastizitétstheorie zuerst von Runge
bei der Behandlung des Torsionproblems und in der Hydrodynamik von englischen
Forschern benutzt worden. Ein ausfiihrlicher Bericht von H. Hencky iiber die
numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der Technik ist
in Bd. 2, H. 1 der Z. ang. Math. Mech. zu finden.

Marcus, Platten. 2
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somit die Bestimmung der Momentensumme M und der Ordinaten {
der elastischen Fliache der Platte auf die Berechrung der Knotenpunkts.-
verschiebungen w und z des elastischen Gewebes zuriickgefiihrt.

Ich habe nur noch zu zeigen, wie auch die inneren Widerstinde der
Platte aus den Ordinaten w und z bestimmt werden konnen.

Um den Teil der elastischen Fliche, auf welchen der Punkt %
(Abb.5a) und die acht benachbarten Punkte ¢,1,m,n,0,p,q,r liegen,
néher zu beschreiben, ersetze ich das elastische Gewebe in der un-
mittelbaren Umgebung des Punktes k& durch die Fliche

(x—) (—27) [26 (Y — Y1) (Y —Yn) =22 (Y = Yn) (Y—Ym) + 24 (Y —Ym) (Y —Y2)]
vy z —2(x—27) (=) [ (Y — Y1) (Y —¥0) — 225 (Y~ Y) (Y —Ys) +20 (Y —¥m) (Y — ) 1 (

+(@—2) (@—ap) [2p (Y—9r) Y—Yn) =22y —Yn) (—Ym)+2r (Y—Yum) Y—Y5)
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB diese Fliache durch die neun Punkte
i, k, 1, m,n, o, p,q, r des Gewebes hindurchgeht. Sie mdchte daher
unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Maschenweiten 4, und 4,
AufiB alsUmhillungs-oderSchmiegungs-

’* flache des Gewebes im Punkte £ be-
] zeichnet werden. Die zugehérigen Dif-
N ferentialquotienten fiir den Mittelpunkt &
J N mit den Ordinaten = = 2, y = y,, sind:
S (02> a—2 _ (dz), )
, P T
N ( ) Zm (A2z),
P - ly ’
2
Grunadrif (L ( P )k zzk ta_ 12 (A2 2K)z>
7 < A (0233) ~2zk—|—zn (A22), (b)
. a@;( A Oyl TR
E =L ( 02z ) zo‘l"zr (zp+zq)
'é’ . k z Ay
2 « L (A sz)z Yy
Abb. 5a. T A,

Fiihrt man diese Groflen in die Gleichungsgruppe (8), so erhilt manim Ein-
klang mit den Gleichungen (29) und (30) fiir die Spannungsmomente die

Formeln 2, 10 9 19
z 2p— 2;— R~ 2m — %y
SS(axz+ ay) SS[ o Z ]
0%z 1 0%z 22—~ 2 —2, 1 2zk—z,-—zl]
‘SISZ(WJF 6902) s S[ 2 Twm (6D
_ m—1 02z m—1 (zp + zq) (Za+ ZT)}
bey=— SlS"a_x—c?y m ! 2[ 42,4, J
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Fiir die lotrechten Scherkrifte gilt ebenso:

w
Sl ax }L (wl——wi):
(32)
0
vy =8 d (w, — wy,) -
Jdy 2/1

Will man die inneren Widerstinde unmittelbar aus den GréBen

{=45,8, 2y und M = 8, w ableiten und benutzt man ein Gewebe mit

der Maschenweite 4, = 4, = 4, so kann man auch die auBerordentlich
einfachen Formeln

12 1
¥ 5 =@2G—§—0) +%(2C7c_5m“—§n):
A2 1
NSy =(2510“‘Cm—Cn)‘l“?n“(ZCk—fi—‘fl),
(33)
A2 —1
thy:ﬁar—ﬂb—[(gp—l—é-ﬁ—(:o—}—gr)]’

200, — M, — M;,
210, — M, — M,

verwenden. Die Maschenweite 4 muB hierbei derart gewéhlt werden,
daB die elastische Linie im Bereiche ¢, k, I und m, &, » keinen Wende-
punkt aufweist, denn nur unter dieser Voraussetzung wird sich die als
Umbhiillungsfliche des Gewebes benutzte Fliache zweiten Grades mit
der wirklichen elastischen Flache decken kénnen.

3. Die allgemeine Differenzengleichung der
elastischen Platte.

Aus den beiden Differenzgleichungen des Gewebes

1 1
o WP, + 5 (L), = — BE
1 1 w

A (A2 z), + —AZ (A2z), = — .SEZ

148t sich auch die allgemeine Differenzengleichung der Platte ableiten.
Fiir das Gewebe im Bereiche des Punktes & und die aus Abb. 6 er-
sichtlichen Knotenpunkthezeichnungen gelten ndmlich die Bedingungen:

1 22—z, — 2 22— 2,— 2,

S W= JE + e 5
2 ¢4 Yy

lw 2 —zi—z 25— 2y — 2,

o WE — 2 2 )

S, 5 Ay

PA
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1 22—z — 2 22— 2y — 2,
S T M (A
1 2%m — 20— 2 | 22y — 24y — %
Y=z T =z
1 22, — 2 — 2 |, 22, — 2 — 2,
o= Yt 2

Es ist andererseits
2up—w;—w, 2wy —w, —w, P

I
Hieraus folgt: 1 1 ) 8 ]
z"[‘;(z_; Tl tEn
1 1\ (2;,+2 Zm + 2
_4(72“_!_—2)( 2 l+ 4;”)
Az }uy lx Z.y P
2 8.8, (34)
+~—2-—2(20+Zp+2q+2r) 12
Azhy
1 1
+”T(zs+zt)+_7(zu‘|‘zv)
Az Ay
Fiir 4, = 4, = 1 erhalt man schlieBlich
202 — 8(2; + 2+ 2 + 24) + 2z + 2, + 2+ 2)
Ay (35)
T @+ 2tzu+2)=go -
( (4 ) Sl S2
Diese dreizehngliedrige Formel ist die unmittelbare (Jbersetzung der
Hauptdifferentialgleichung ﬂ 204L igig P
y Ox* ' O0x20yr ' Oy* N~
VAN 3 Sie ist weniger einfach als die fiinf-
s i & ! ¢ v gliedrigen w- und z-Gleichungen des Ge-
” v ln ,;m webes: ihre Anwendungist aber von Vorteil,
1. wenn die Randwerte M von vornherein
= T nicht bekannt, die Randwerte { hingegen
<A A A Ay entweder gegeben sind oder aus den
Abb. 6. Randbedingungen der elastischen Fliche

abgeleitet werden konnen!). Die Untersuchung der ringsum einge-
klemmten Platten im Abschnitt VII wird Gelegenheit geben, die
Gleichung (35) zu benutzen, um die Gestalt der elastischen Flache ohne
den Umweg tber die Momentensumme unmittelbar zu bestimmen.

1) Herr N. S. Nielsen hat in seiner verdienstvollen Arbeit ,, Bestemmelse af
Spoendinger i Plader ved anvendelse af Differensligninger” (Kopenhagen: G. E. C.
Gad 1920) fiir eine Reihe wichtiger Aufgaben der Plattentheorie die zur Losung
der dreizehngliedrigen Differenzengleichung erforderlichen Rechnungen mit
groBer Sorgfalt durchgefiihrt.
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4. Die Verteilung der Belastung auf die
Knotenpunkte des Gewebes.

Die Grundgleichung

L WP+ (g, = =3
ist unter der Voraussetzung abgeleitet, daf} die Lasten Pj; unmittelbar
an den Knotenpunkten angreifen. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn
der Schwerpunkt der Belastungsfliche a b ¢ d (Abb. 5) mit dem Knoten-
punkt zusammenfallt. Die Grofe
Py

Py = m
stellt dann den Mittelwert der spezifischen Belastung fiir den Bereich
abcd dar.

Greift nun eine Einzellast P auBerhalb der Knotenpunkte an, so
lassen sich die auf die benachbarten Punkte 1, 2, 3, 4 entfallenden Last-
anteile P, P,, P,, P, wie folgt bestimmen. ’

Ich verbinde den Angriffspunkt der Kraft P durch vier Drihte
mit dem Hauptgewebe (Abb.7): wenn die aus den Randdrahten 1, 2, 3, 4
gebildete Unterlage vorerst als fest angesehen wird, so ist die Ver-
schiebung w, des Punktes o gegen das Hauptgewebe durch die Gleich-
gewichtsgleichung

1 1 1 1 P 7 )4 2
wo(—~+—+~+_)=— el |
bestimmt. Ay Ay Ay Ay H . ‘"’ﬂ &
Im Punkte ] wird nun die lotrechte Teilkraft © )
Hw ‘ Z F
p == z
A Abb, 7.

auf den Rand I, 4 iibertragen. Ebenso erhalten die iibrigen Rénder
Teilkréfte

Hw Hw Hw
P — (] , .P —— o , P — 0 .
II 12 117 23 Iv 14
A
Der Knotenpunkt 1 ibernimmt von P; den Anteil P; ﬁ , von Pry
3 4
den Anteil P,y Ay , oder insgesamt
A+ Ay 14 14
A Ay 11 As + 14 Aghy + 4,
R R e R S U S Y
R PR

Ay 2

=P TR st 1
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Setzt man A4 Ay =4, Ay + Ay =1y,
so erhdlt man JIR
P, =P 1.7, (36)
und ebenso fiir die ibrigen Knotenpunkte
A3y  phady A
P2—P/Iz/1y’ Pg—Pm, P‘I_Pl,;/ly'

Die auflerordentlich einfache GesetzmaBigkeit, mit welcher sich
die Lastverteilung vollzieht, tritt deutlich in Erscheinung. Ihre Uber-
einstimmung mit dem Hebelgesetz, sobald eine der Grofen 4,, 4,, 45, 4,
gleich Null wird und die Last unmittelbar in einem Punkte der Netz-
linien angreift, ist ohne weiteres zu erkennen.

B. Das Radialgewebe.

Das Gewebe mit rechteckigen Maschen ist fiir die Untersuchung
kreisférmiger Platten wenig geeignet, weil die Knotenpunkte nicht
symmetrisch zur Umdrehungsachse verteilt und die Drihte nicht durch-
weg senkrecht zum Plattenrand gerichtet sind.

Der Gestalt der Platte pafBit sich am besten das Radial- oder
Spinnengewebe an. Es besteht aus einem Biischel strahlenférmig
verteilter Drahte, die miteinander
durch konzentrische Ringe ver-
bunden werden (Abb.4a). Die
Driahte des Biischels mogen Ra-
dialdrahte, diejenigen der
Ringschar Ringdréahte genannt
werden.

Ich setze voraus, daBl die Ra-
dialdrahte im ganzen Gewebe den
gleichen Zentriwinkel 4¢ mit-
einander schlieBen und daB die
Ringe in gleichen Abstinden A7
angeordnet sind. Hiermit ist
die GrundriBgestalt des Gewebes

festgelegt; um die Wolbung im
Aufril zu bestimmen, ist noch
fir jeden Punkt mit den Polarkoordinaten r und ¢ die Ordinate w in
der Richtung der +z-Achse zu ermitteln (Abb. 8).

Im Knotenpunkt k kreuzen sich die Drahte R;, E;, B,, BE,: der
jeweilige Neigungswinkel gegen die Grundriflebene sei der Reihe nach
mit w;, ®;, Wy, ©, bezeichnet. Die zugehorigen Spannkrifte mogen
den Gleichungen

Abb. 8.
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A
R, =8,2r — Ar)sinT(p.secwi,
. A
R, =8,2r+ Ar)sin 5 - secor, (37)

R, =8, 4r-secwy,,

R,=8,4r-secw,,

folgen: unter 8, ist eine als Vergleichsmall dienende Einheitsspannung
zu verstehen.

Ich zerlege jede GroBe R in eine in die GrundriBebene fallende Teil-
kraft R = R-cosw und in eine, der +w-Achse parallel gerichtete
Teilkraft B = R -sinw .

Fiir die erste Gruppe von Teilkraften gelten die Gleichgewichts-
bedingungen: Ag
(B — RY) — (R + Bi)sin 57 — 0,

(R,’@—R;n)cosAz—(p———-O.

Man kann sich leicht iiberzeugen, da diese beiden Gleichungen durch
die GréBen R der Gleichungsgruppe (37) von vornherein befriedigt sind.

Die Teilkréfte R’ miissen im Verein mit der im Punkte k& angreifen-
den und in Richtung der +w-Achse wirkenden Last Py die dritte Gleich-
gewichtsbedingung

erfiillen. (Rf — By) + (R — Ry) + Px =0 (38)
Bedenkt man, daB der Last P; die Belastungsfliche a b ¢ & mit dem

Flacheninhalt 27 A7 sin A‘;—) cos 112—(}9 entspricht und setzt man daher

A4
Py = 2prArsin£’2£cos7(p,

so geht die Gleichung (38) im Einklang mit den Werten R der Gleichungs-
gruppe (37) iiber in:

A
2r Sy (tang w; — tang w;) sin ATq) + 8, Ar (tang w; 4 tangw;) sin 7(79
A
+ 8y Ar(tang w, — tang w,) + 2 pr Arsin -zg cos AT =0.

Hieraus folgt auch:

1 A4 Y|
—— (tang w; — tang w;) sec h'd + ZLr (tang w; + tangw,) sec £y

Ar 2 :
tang wnA— tangéiwm + .g- =0.
2rsin =¥ cos 27 '

2 2



24 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

Es ist nun
tangw; = T j’c , tangw; = Wk ;01' ,
Arsec ~2$ Arsec ~2$
2rtang7(p 2rta,ng7(p
und daher:
(wi—wp) —(wp—wi) | 1 (w—w)  (wp—wp) — (We—wy) P
= -~ =0
(Ar) Ty 24 T ( , Aqg)z T35,
27rsin —-
2
Fiihrt man im #hnlichen Sinne wie im vorigen Abschnitt die partiellen
Differenzen w—w;  (dwy),
24r ~ Ar
(w; — wy) — (W — wy) — (A2 wy),
(dr)? (dn)?”
(wy — wy) — (Wi — w) _ (LPwr)y
2 2
(2 7 sin ATtp) (2 7 sin A—;)
ein, so lautet die allgemeine Gleichgewichtsgleichung des Spinngewebes
(APwy), |, 1 (Awy), (Aw)y p
= - L 9
dar T 7 dr 72( A¢)2 s, (39)
2 sin T

Im Mittelpunkt der Platte (Abb. 9) kreuzen sich n Drihte R; mit
der Spannkraft

A
R; = -—SlArsin—zipsecw,-.

Sie liefern eine nach aufwarts
gerichtete Mittelkraft

2 R} = > R;sinw;

Y|
= — 8, Arsin —(pZ'tangwi

= —SlsmA—~cos———Z(wk—m

welche mit der Mittelpunktsbelastung

Ar\2
Py=mnp (Ez) sm%cos—z—



Die elastische Haut und das elastische Gewebe. 25

im Gleichgewicht sein muf}. Es ist also:

i=n Ar\2
—812(2016—201')4‘”]’(‘2*7) =0,

il=1 e \
mg(wb —wy) = _E : (39a)
2

Durch die Gleichungen (39) und (39a) ist nunmehr die Wolbung des
Spinngewebes vollstandig bestimmt.

LaBt man in der Grundgleichung 47 und 4 ¢ unendlich klein
werden, so verwandelt sie sich in die bekannte Differentialgleichung
der elastischen Haut

Pw 1 dw 1 2w P

O T 9r T dgr 8,
Hiermit ist die unmittelbare Verwandtschaft zwischen Spinnengewebe
und elastischer Haut erwiesen. )

Die Gleichung der elastischen Fliche der Platten lautet in Polar-
koordinaten
( o 1 0 1 o2 )(825 1

am Ty et e \am Ty

Setzt man o -
2 1.6 1 C)_ ;
(Gt et agr) = 42)

(40)

oc 1 62C>_p
o T E )Ty W
o2

so ergibt sich auch

oM 1M 1 &M
ot T o T e =T (43)

Diese Gleichung deckt sich mit der Gewebegleichung vollkommen, und
es ist wieder M, =S, w .

Ebenso erbalt man aus der Gegeniiberstellung der Gleichung (42) mit
der zweiten Differenzengleichung

(Lz)) 1 dz), | 1 (L),  wy M,
Ar? T r Ar T r? (281111(;_7)2___8—2__ 8; 8, “4)
2
die zweite Verkniipfung
G = S8,z
k N .

Wie beim Gewebe mit rechtwinkligen Maschen ist somit die Be-
rechnung der Forménderung der elastischen Platte auf die aufeinander-
folgenden Lésungen der Differenzengleichungen der w- und z-Werte
zuriickgefiihrt.
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Zur Bestimmung der Momente der Biegungsspannungen in radialer
und tangentialer Richtung sowie der Drillungsmomente dienen die

Formeln azé- 1/1 aé' 1 625
=¥ |t (e ‘5;7)]

_ 1 0¢ 1 ¢ 1 «325]
8‘_'N[77F+Fa‘¢7 m ol #5)
ey ™oL 2 (106}

m Or \r d¢

Um die partiellen Differentialquotienten durch Differenzen aus-
driicken zu kénnen, sei wie frither die elastische Fliche im Bereiche
des Punkthaufens ¢, k, [, m, n, 0, p, q, r (Abb. 8) durch die Schmie-
gungsfliache
e ) i) =2 ) — )b ) (73]

_4Nzk(ArA(p)2 ) k. Ly’ kT — 1) (T T 1 r; k.

2 (P — @) (P — Pu) — 22(9 — @) (@ — Qi) + 20 (@ — @) (9 — @i)]

ersetzt. Aus dieser Gleichung leite ich fiir den Punkt 75, @r die Werte
2L _ 85,
dr2  (Ar)?

_y Ll 88

22— 2 —2),

(2 —z),

7_5—27’76[’7‘
1 02¢ 58,
N e T e BB T ),
8 1 aC)_ SIS2 <2A7' zl—zi>
—NTr(?W S Andrdg N\ T T,
S, S 24r
=m$[(zp+ zq)_(zo+zr) + % (Zn_zm)}
ab und erhalte sodann:
Sng{ 1 [Ar(zi——zl) ( Ar )2 ]}
Sy (A7) (2% 2 z) +m ™ 2 + 7'kA(}9 (22, —2z2n—2d) | (>
_ SlSz{Ar(zi—zl) < Ar )2 1 }
= Ume\r, 2 T redp Rz — 2z —2) + (22 — 2z —2) [, (46)
_m—1 88, [ 2Ar ]
by = m 4TkAl,ZJAT (zp‘f’zq)_(zo’*’zr)_{'ﬁ(zn_zm) .

Fiir die Scherkrifte in radialen und tangentialen Flichenelementen
ergibt sich ebenso aus den Formeln

oM 1 oM

Kl P
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in Ubereinstimmung mit der Gleichung M = S, w:
Sy
o, We—wi),

(47)
Sl (wp, — wy) .

UV, =

= 27’]5/_1?

Ist die Belastung symmetrisch um die Drehachse der Platte verteilt,
so lauten die Grundgleichungen

a*¢ 1 d¢
ol )
(dzM 1 dM)
dr? r dr
2
N(‘irf wr i)
(48)
N(l d&‘ 1 ﬂ)
r dr m dr?
t,=20,
aM
r = id? ’
v, =0.

An Stelle des Gewebes treten nunmehr Seilecke, deren Ordinaten
w und z die Bedingungen

w—2wptw 1l w—w  p
Ar? ry 24r 8’
(49)
zl—sz—l—zi 1 zl—z,-_ wk
Ar? rn 24r 8,
erfiillen. Der Spannungszustand ist schlieBllich durch die Formeln
_Slsg{ 1 Adr z; — zl}
ST—_(ZIW (sz_zi_zl)“l“';n—g 9 )
5’1S2 {Ar 2 — % 1 }
= Unt 2 +—QCu—z—2), (50)
8

beschrieben.

C. Das Gewebe mit dreieckigen Maschen.

Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daf es méglich ist, die
elastische Haut durch ein Gewebe mit rechtwinkligen Maschen oder
durch ein Radialgewebe abzubilden: Die Wahl der Gewebeart entsprach
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hierbei den Eigenschaften des fiir die Darstellung der elastischen Fliche
benutzten Koordinatensystems.

Kennzeichnend fiir beide Gewebe ist die Zerlegung der elastischen
Haut in viereckige Streifen, deren Randspannungen durch die Spann-
krifte von vier Drahten ersetzt werden, die sich in einem Knotenpunkt
kreuzen. Gibt man den Streifen eine andere Gestalt, so miissen sich die
Anzahl und die Lage der Drahte, deren Spannkrifte die Randspannungen
vertreten sollen, und mithin auch die Gewebeform andern.

Es ist von vornherein einleuchtend, dafB unter den verschiedenen
Moglichkeiten der Streifenzerlegung und der Gewebebildung diejenige
den Vorzug verdient, die in der Gestalt der Maschen eine geometrische
Verwandtschaft mit der Umgrenzung der elastischen Haut erkennen
laBt. Die Verkniipfung zwischen Gewebeart und Gestalt der Haut ist
bei gleichschenkligen Drei-, Vier- und Sechsecken besonders einfach.
Wie die Abb. 4b und 10 zeigen, gelangt man durch Zerlegung der Haut
in Sechsecke zu einem Gewebe, das in jedem Knotenpunkt sechs Drihte
vereinigt und hexagonales Gewebe genannt werden mage?l).

N

Abb. 10.

Die grolen Vorteile, welche die Anwendung dieses Gewebes auf die
Berechnung dreieckférmiger Platten bietet, lassen eine kurze Unter-
suchung seiner statischen Eigenschaften zweckmiBig erscheinen.
Bezeichnet man nach Abb. 11 mit

4;: die Maschenweite in Richtung

der x-Achse;

Ay: die Maschenweite in Richtung

der y-Achse;

2 : den Winkel, den zwei benach-
barte, gleich lange Netzlinien
miteinander bilden;

wy: die in Richtung der z-Achse

gemessene Ordinate des Kno-
tenpunktes k& des Gewebes;

Abb. 11. wy: den Neigungswinkel des n %"
Drahtes gegen die 2-, y-Ebene,

1) Die eigenartige Gliederung der sechseckigen Streifen erinnert an die Ver-
teilung der Zellen von Bienenwaben: das hexagonale Gewebe konnte daher auch
mit Recht als Bienengewebe bezeichnet werden.
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so konnen die Spannkrifte R;, R,, R,, R;, R,, R,, der sechs sich im
Knotenpunkt k£ kreuzenden Dréhte durch die Gleichungen

R, =8, (1, — } A, tang &) sec w;,
R, = 8,4 A;secx - sec w,,
R, =84 zsecn -secw,,
R, = 8, (4, — LA, tang &) sec wy,
R, = 8, % Aysec & - sec w, ,
R, = 8, % Azsec x - sec w,

dargestellt werden. Zerlegt man wie frither jedes R in die Teilkrifte

R = R-cosw und R” = R-sinw, so miissen letztere den Gleich-

gewichtsbedingungen

(R; — R)) + [(R; — Ry) + (B; — Rp)]sinx = 0,
[(Ry + Rp) — (By 4+ Rp)]cosa =0,
(R — RY) + (Ry — Rg) + (R — Rj) + P, =0

geniigen. Unter P ist hierbei wie frither die Belastung des Knoten-
punktes k zu verstehen.

Die beiden ersten Bedingungen werden von den Werten R der

Gleichungsgruppe (51) von vornherein befriedigt. Aus der dritten folgt
aber, wenn P = pA,;4, gesetzt wird:

</1y — ~;— A tang oc) (tang w; — tang w;)

Y
Ao

+ %lz sec o [(tang w, — tang w,) + (tang w, — tangw,)] 4 —'5% Aidy=0,

2
+ tang & [(w, — 2wy, + w,) + (wp — 2w, + wy)] + Sﬁlzly =0.
1

(w; — 2wy -+ w;)
Az

iz [(wr“_2wk+wo)+(wp—zwk—]—wq)]—{——:()
Yy

(1 — tang? &)
(52)

+

Hiermit ist die Bestimmungsgleichung der w-Ordinaten gewonnen. Die
zugehorige Gleichung der z-Ordinaten lautet:

(1 — tang?® )

(21— 22, + 2)

2
P

1 . (53)
g [ =25 42+ = 2k )+
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Bilden die Maschen gleichseitige Dreiecke von der Seitenlinge 4,
so nimmt die Gewebegleichung die einfache Form:

2 p A
4:wk—-3—(wi+wl+wo+wp+wq+wr): S s
1
2 A2 A2
4Zk—§(zi+zl+zo+zp+zq+zr)=wk§;=Mkm-

(54)

Aus den w- und z-Werten lassen sich wie friiher die Momentensumme

M = w S, und die elastische Verschiebung { = 8,55, N ableiten.

Entsprechend der Eigenart des Gewebes erscheint es naheliegend,
die Biegungsspannungen nicht in Richtung der Koordinatenachsen,
sondern in Richtung der in jedem Knotenpunkte sich kreuzenden Drahte

zu verfolgen.
Hierzu benutze ich die fiir jedes rechtwinkliges &-, #7-Kreuz geltenden

Beziehungen: ey oy
w= 8 (Ta+ )
o02¢ ( 02 C) 0L < 02 C)
N&—EZ M+ N- P N6172 M+Na.§2
02 1 02 C) m—1. 0%*(
Sf——N(a—gme “"TN'EEJF_’
0rc 1 o2 C) m—1 02 ¢
o N(@n m 0 & _——m_ (917 +4
und erhalte im Einklang mit nachstehender Abb. 12:
(22— 2, — 2)
813 = Sl 8y — (g sec zx)2 + — Sl Wy,
2 1 :
o = Slsz(z’“TzJ—)nL—Slwk, (55)
A m
_om— (22, — 2, — 2) 1
Sy = Sl S; ———“(1 sec o) + — Sl W -

Fiir die lotrechten Scherkrifte in Flichenelementen senkrecht zu
den Netzlinien ergibt sich ganz entsprechend:
oM (wp — w,)
_ —— = S —-*p————.«‘_q_
Y1k 08 122, seca’

— a‘_M — (wl — @ (56)
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Zur Bestimmung des Drillungsmomentes der wagrechten Schub-
spannungen. in Flichenelementen senkrecht zur a- oder zur y-Achse
dient schlieBlich wie beim Gewebe mit recht-

eckigen Maschen die Gleichung 7 r
— 02 o
fy——""1y CL
m 0xdy ‘
m—1 8,8 57) S 2 4
=" S 1) — ot 2] [0
4 5 Ay o
Die vorstehenden Formeln sind so einfach o j2
aufgebaut, daf die wenigen Gewebeordinaten Abb. 12.

geniigen, um den Spannungszustand an jeder

Stelle zu beschreiben; es ist also bei dem hexagonalen Gewebe, trotz der
groBeren Anzahl der sich in einem Knotenpunkt kreuzenden Drihte,
ebenso leicht wie bei den anderen Gewebearten, ein vollstandiges Abbild
der Forminderung und Beanspruchung der Platte zu gewinnen.

§ 4. Die Anstrengung der Platten.

Um die Anstrengung der Platte beurteilen zu kénnen, geniigt es
nicht, die Spannungsmomente s;, 8y, {zy fiir jeden Punkt z, y der Mittel-
fliche zu errechnen. Es miissen auch die Lage der Querschnitte, in
denen die Hauptforménderungen und Beanspruchungen entstehen, und
die GroBe der letzteren bestimmt werden.

Es ist aus der Festigkeitslehre bekannt, dafl die Biegungsmomente
ihren héchsten bzw. niedrigsten Wert

Sz
Smax =
min

12 5
T Ve st aE, (59)

in den Stellen erreichen, in welchen das Verdrehungsmoment ¢ ver-
schwindet; der Neigungswinkel & der fraglichen Querschnitte gegen die
X-Z-Ebene wird durch die Gleichung

2
tangey = 220 (59)
festgelegt. 2 = %
Der GrioBtwert des Drillungsmomentes
2
t=%Y(s, —s,)2 418, (60)

wird hingegen in einem der winkelhalbierenden Schnitte der Haupt-
biegungsmomente erreicht.

Fiir einen Baustoff, der dem Hookeschen Gesetz folgt, lassen sich
auf Grund der Gleichungen (3), (5) und (8) aus den Spannungsmomenten
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unmittelbar die gréfiten am unteren bzw. am oberen Rande der Platte
auftretenden Spannungen

6s, 6 Sy 61, v
0p =+ B’ Oy = &+ B2 =+
ableiten.
Den Hauptbiegungsmomenten entsprechen die Hauptspannungen
6 Smax 3 2
0, = 72 = ﬁ [(Sx + Sy) -+ V(Sx - Sy)z + 4’tzy] ,
6 3 (61)
smin ——————
Oy = 72 =_kg—[(sz+sy)-“/( —Sy) +4:t ]

Sind fiir ein Plattenelement die spezifischen Dehnungen und Schie-
bungen

g2 ¢ o2 g 5, L

8x=—ZTa:2, £y=—ZW, Sxy-——ZW
bekannt, so lat sich der Wert der Hauptdehnungen mit Hilfe der Formel

. Emax = 'f [(81‘ —I_ 81/ + V - £y 2 + exy] (62)
bestimmen. min

Fir die Oberflachenschichten der Platte gilt insbesondere die Glei-
chung

1 aa - EY (S PRI

oder wenn
m2 1 12 1
w1 (8"5'%) :+E—h3<8’_ )

- Oxdy

gesetzt wird:

Eepar = +— 3 [(s, + )

min

m—1+m—|—1V

m - m (S:c - Sy)2 +4 t;y} . (83)

Die linke Seite dieser Gleichung stellt die reduzierten Haupt-
spannungen, nimlich diejenigen Spannungen, welche in einem Stab

bei einfacher Zug- oder Druckbeanspruchung die Dehnungen émex
hervorbringen wiirden, dar. i

Um den Unterschied zwischen den tatséchlichen und den reduzierten
Hauptspannungen zu beleuchten, mogen zwei Grenzfille in Betracht
gezogen werden.
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Es sei zuerst: »
S sel zuerst Sp=8 =5, tyy=0.

Dann ist nach Gleichung (61) und (63):

6 ’ 6 s m — ]. Omax m
= =8, red) max = 75 9T = ’
Omax kz Otreq) h2 m U(red) max m—1
Ist hingegen
Sz=sy‘70> t@‘yzt’
so werden
Gmax =" ﬁ‘ ’ Omiﬂ - —_?L? ’
- . +ﬁ mi_l_, 1 Omax . m
fred) ma 2 m Ored) max T m +1 |
Fiir
m =20, 4, 6, 8... o0
ist im ersten Falle
_ Omax =20, 1,333, 1,2, 1,14 . .. 1,0;
G(red) max
im zweiten:
Tme 0,667, 08, 0857, 0889... L0.

G(red) max

Die Grolen der beiden Spannungsarten weichen, wie man sieht,
um so mehr voneinander ab, je kleiner die Poissonsche Ziffer ist.

Thre Verteilung kann auch beim gleichen Belastungszustand durch-
aus verschieden sein. Bei einer quadratischen, freiaufliegenden, gleich-
miBig belasteten Platte nehmen beispielsweise in den Diagonalquer-
schnitten, wenn man von den Ecken nach dem Mittelpunkt fortschreitet,
die wirklichen Spannungen zu, die reduzierten dagegen ab.

Nur wenn m = oo wird, stimmen (réBe und Richtung bei beiden
Spannungsarten iberein.

Wenn man nicht von vornherein annehmen will, daB8 dieser Grenz-
fall tatsichlich vor dem Bruch eintritt, so muB3 entschieden werden,
ob fiir die Querschnittsbemessung die tatsichliche oder die reduzierte
Hauptspannung ausschlaggebend sein soll.

Nach der Mohrschen Hypothese ist die gréfte Schubspannung als
MaBstab fiir die Anstrengung der Platte zu betrachten. Diese Span-
NUNgE Ty, ist gleich dem halben Unterschied zwischen den algebraisch
groBten und kleinsten der drei Hauptspannungen, welche den Span-
nungszustand an einer Stelle bestimmen. Am meisten gefihrdet sind
also diejenigen Oberflachenschichten der Platte, die den gréBten Span-
nungsunterschied aufweisen.

Unter den drei Hauptspannungen ist die eine, nimlich die Normal-
spannung o, = 0 oder kann, da sie hochstens den Wert der Pressung p
erreicht, neben ¢; und o, gleich Null angesetzt werden.

Marcus, Platten. 3
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Haben o, und o, das gleiche Vorzeichen, so ist die grofite der beiden

(Oumax) maligebend.
Der zugehorige Grenzwert der Schubspannung ist

max z 3 2
Tmax = g 2+ g = ﬂ; [(sz + Sy) + ]/(Sz’—'sy)z + 4t:vy] .

Bei verschiedenen Vorzeichen von o; und o, wird hingegen

0, — Oy 3
T =g = g Ve a4y
Ist beispielsweise Sy=8 =28, ly=0,
so ergibt sich 6s
gl Gmx=01=02=z2‘=21maxa
wahrend im Falle
Sy =—8,=38, tzy=0,
6s 1
Opax = 01 = —0g = —— = 1L Tp,y
min ! 2 kz

sein wiirde. Bei gleicher Schubfestigkeit 7, wiirde also das Bruch-
moment s im ersten Falle zweimal so hoch wie im zweiten sein. Nimmt
man aber auf Grund der dlteren Bruchtheorie an, dafl lediglich die
grofite Dehnung oder die grofite reduzierte Spannung fiir die Anstren-
gung der Platte ausschlaggebend ist, so wird im ersten Falle:

6 m—1 m h?

Ofred) max == T §e T oder § = m—16

¢ o(red) max

im zweiten:
6 m -+ 1 oder om h?
ST w16

Bei gleicher Dehnungsfihigkeit, d. h. bei gleichem Werte Oyeq)max
werden sich mithin die Werte der beiden Bruchmomente wie (m 4+ 1)
zu (m — 1) verhalten; im Grenzfall m = oo stimmen sie vollkommen
miteinander iiberein.

Aus diesem Vergleich erkennt man, daf} die beiden Hypothesen tiber
die Bruchentstehung zu Ergebnissen fithren, die bei kleinen Zahlen m
wesentlich voneinander abweichen kénnen. Fiir die Beurteilung der
Tragfahigkeit einer Platte, fiir die Wirtschaftlichkeit ihrer Querschnitts-
bemessung ist eine einwandfreie Abschitzung der Bruchgefahr unerla-

O(red) max ~— ﬁ 8 m ) * O(red) max -«

keit der Bruchtheorien eingehend zu priifen.

Die bisher vorliegenden Versuchsergebnisse haben die Giiltigkeit
der Mohrschen Hypothesen fiir bildsame und auch teilweise fiir sprode
Baustoffe, wenigstens soweit Druckspannungen als Hauptspannungen
in Betracht kommen, bestatigt. Wenn hingegen die Hauptspannungen
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Zugspannungen sind, ist es zumindest fraglich, ob nicht die Hypothesen
der groften Dehnung als Bruchursache mit den Versuchen besser in
Einklang zu bringen ist?).

Die Beurteilung der Anstrengung ist bei Platten aus Beton oder
aus Eisenbeton aus dem Grunde besonders schwierig, weil die fir die
Bestimmung der Hauptdehnungen mafigebenden Elastizititsziffern £
und m nicht allein von der Grofle, sondern auch von der Art der Haupt-
spannungen abhingig sind.

Wiahrend K sowohl bei Zug- als bei Druckbeanspruchungen mit
wachsenden Spannungen abnimmt, ist beim Beton wie beim GuBeisen?)
eine Abnahme von m bei Druck- und eine Zunahme bei Zugbeanspru-
‘chungen zu verzeichnen. Das Verhiltnis zwischen wirklichen und redu-
zierten Spannungen ist daher, je nachdem Druck- oder Zugbeanspru-
chungen in Frage kommen, verschieden.

Ist beispielsweise die Anstrengung eines Balkens durch die Grofien

o, =k, 6y =03=20
1
Emax = —E kb =&
und diejenige einer Platte gleicher Steifigkeit durch die Werte
o,=0,=k,, 63 =20
e, =ML h
elma.x - €2ma.x - m '

gekennzeichnet, so zeigen die Versuche, daB}, sowohl &, = k, als auch
& = &, ist, wenn o, und o, Zugspannungen sind; es miilite in diesem
Falle vor dem Bruche m = co sein. Bei schwach bewehrten Platten,
die durch Uberwindung der Zugfestigkeit oder durch Uberschreitung
der Streckgrenze des Eisens zu Bruche gehen, ist daher die grofite wirk-
liche ebenso wie die reduzierte Hauptspannung fiir die Bruchgefahr
mafigebend. Sind aber 6; und o, Druckspannungen, so miifite nach
der Mohrschen Theorie wiederum %, = k,, jedoch &, < & sein. Aus

1) Der Leser findet einen ausfiihrlichen Bericht tiber die Exrgebnisse der Platten-
versuche in § 5 der Abhandlung des Verfassers iiber ,,die Theorie elastischer Ge-
webe und ihre Anwendung auf die Berechnung elastischer Platten® in ,, Armierter
Beton‘ 1919, H. 10 u. 11. Die neuen Versuche von Nadai sind in seinem Vortrag
iiber ,,die Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestitigung
(Z. ang. Math. Mech. 1922, H. 5) besprochen.

2) Vgl. den Aufsatz von Meyer, E. und W. Pinegin: Uber einen Apparat
zur unmittelbaren Bestimmung der Querdehnung nebst Versuchsergebnissen am
GuBeisen, in Dingler 1908, H. 19, 8. 292. — Ausfiihrliche Angaben iiber das Ver-
haltnis von Liéngs- und Querdehnungen bei Eisenbetonsiulen befinden sich in
den Versuchsberichten von Rudeloff in H. 5 u. 21 der Versifentlichungen
des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton.

3*
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den Bachschen Versuchen!) 1aBt sich indes nachweisen, dafl ¢, =&
ist; nimmt man im Sinne der alten Bruchtheorie an, daBl zumindest
&, = & sein soll, so wird dann, wenn nicht m = oo ist,

Igp=Eﬁ~T-8p> Ee =k
sein miissen. Der Unterschied zwischen der Druckfestigkeit k, der
Platte und der Druckfestigkeit k, des Balkens wird um so hoher, je
kleiner m ist und je stirker die Querdehnung behindert wird.

Um bei Platten, welche mit einer kraftigen Bewehrung versehen sind
und durch Erschépfung der Druckfestigkeit zerstort werden sollen, die
Bruchgefahr zu beurteilen, ist also auch die richtige Einschatzung der
Poissonschen Ziffer notwendig. Da die vorliegenden Versuchsergeb-
nisse nicht ausreichen, um die GroBe dieser Ziffer unmittelbar vor dem
Bruch festzustellen, und da gerade die eigentliche Wirksamkeit der
Platte in der Zahl m zum Ausdruck kommt, hat der Verfasser die An-
regung gegeben, durch Messung der Kriimmung bei Platten, welche auf
reine Biegung durch verschiedene Kréftepaare s, und s, beansprucht
werden, die Poissonsche Ziffer fiir verschiedene Spannungsstufen zu
bestimmen. Die fraglichen Versuche sind inzwischen in Angriff ge-
nommen worden und werden hoffentlich die gewiinschte Klarung
herbeifithren 2).

Obgleich die Ergebnisse der Bachschen Versuche die Vermutung
rechtfertigen, da unmittelbar vor dem Bruch die Zahl m nicht allein
vor der Grenze m = oo weit entfernt ist, sondern eher den niedrigsten
Werten m = 5 bis m = 2 zustrebt, und daB weiterhin in Ubereinstim-
mung mit der alten Bruchtheorie die Plattenfestigkeit k, hoher als die
Balkenfestigkeit %; sein muB, diirfte es vorerst richtiger sein, die fiir den
ungiinstigsten Fall m = oo errechneten Grenzwerte der Hauptbiegungs-
momente als maBgebend fiir die Anstrengung der Platte und somit auch

1) Vgl. v. Bach, C.: Versuche mit allseitig aufliegenden, quadratischen und
rechteckigen Eisenbetonplatten. Berlin: W. Ernst u. Sohn 1915. In dem Ver-
suchsbericht sind die lotrechten Verschiebungen z fiir ein Netz von Punkten an-
gegeben. Die aus den gemessenen Werten z errechneten zweiten Differenzen
(4%)2 , (4%), stellen die Kriimmung der Platte dar und geben einen Anhalt iiber die
GroBe der entsprechenden Dehnungen. — JIch habe fiir Platten und Balken von
gleicher Steifigkeit, aber verschiedenen Léngenverhiltnissen, diese zweiten Diffe-
renzen ermittelt, die zugehérigen Dehnungen verglichen und hierbei festgestelit,
daB die Platten durchweg stirkere Forminderungen als die entsprechenden
Balken erfahren haben. ‘

2) Die in meiner Abhandlung (in ,, Armierter Beton* 1919, H. 11) vorgeschla-
genen Versuche werden mit Hilfe einer vom Verfasser entworfenen Versuchsvor-
richtung im Auftrage des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton in der Priifungs-
anstalt der Dresdner Hochschule ausgefiihrt.
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fir ihre Querschnittsbemessung zu betrachten. Schreibt man zur
Abkiirzung
2L

6-762 :'5'z>

2L 02 _
Wzsy’ '—N"a?gy—“—'tzy,

so stellen die GroBen s, , sy, tgy die Momente sowohl der wirklichen als
auch der reduzierten Spannungen im Grenzfall m = oo dar. Die zu-
gehorigen Grenzwerte sind:

gmax = % [(ga: + gy) + V(gx - Ey)z + 4 (zxy)z] .

min

—N —N

Es sei schlieBlich bemerkt, daB es ein wesentlicher Unterschied fiir
die Anstrengung der Platte ist, ob die groBten Spannungsmomente nur
auf einem ganz schmalen oder auf einem ausgedehnteren Bereiche ver-
teilt sind. Die Versuche zeigen, daBl eine starke Vermehrung der Be-
anspruchung, wenn sie ¢rtlich begrenzt ist, durchaus nicht die Erschop-
fung der Tragfahigkeit zur Folge haben muf3: der Bruch tritt erst dann
ein, wenn zugleich die Widerstandsfiahigkeit der benachbarten Stellen
iberwunden ist. Fir die Querschnittsbemessung haben daher, selbst
wenn Einzellasten in Frage kommen, nicht ausschlieBlich die jeweiligen
Hochstwerte, sondern auch die Durchschnittswerte der Spannungs-
momente in der nidchsten Umgebung der gefihrdeten Stellen eine er-
hebliche Bedeutung.

II. Die Randbedingungen der ringsum frei
aufliegenden Platte.

§ 5. Die Randbedingungen der elastischen Fliche.

Die in Abb. 13 dargestellte Platte ist an ihren Réndern frei beweg-
lich aufgelagert. Ich setze voraus, dal ihre Kanten so wenig iiber die
Stiitzpunkte hinausragen, daf man Rand-
und Auflagerlinie als zusammenfallend
ansehen darf. Die elastische Fliche muf}
zunichst fir jeden Randpunkt & die Be-

dingung G=0 (a)

erfiillen. Da aufBlerdem die Randflichen
frei von Biegungsspannungen sein sollen,
so miissen die Spannungsmomente s,,
deren Drehachse die Randfliche beriihrt,
verschwinden. Ist die Randflache in einem auch nur begrenzten Be-
reich eben und bezeichnet man mit d v und d % ein unendlich kleines
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Langenelement der Randlinie und der zugehorigen Normale, so lautet
die zweite Randbedingung

ar 1 azc)_
= N (G o) =0

Beachtet man, dafl bereits entsprechend der ersten Bedingungs-

(b)

gleichung ELYS
1 - =0 - {c)
sein muB, so folgt
3 62
- i’“ =0 (d)
und weiterhin w
02;, 02z,
Mszlwk—;——N(au: 6v2k)=0' (e)

Hieraus erkennt man, daB das erste Gewebe iiberall am Rande die
Ordinate w; = 0 aufweist, also ebenfalls auf einer festen Unterlage auf-
ruhen mubB.

Die Gleichungen (c) und (d) fordern, dafl beim zweiten Gewebe die
Ordinaten der Punkte 4,! und m,n, die vom Randpunkt ¥ um 4,
bzw. 1, abstehen, die Bedingungen

02 _ 58, (m—2%+2) —0 _ —0
Ou2 N 2 ’ v N Y
erfilllen. Da fiir den gestiitzten Rand ohnehin

2L 88, (Zn—2%—2)

Zm =2 =2,=0
sein muB, so ergibt sich 2 2=0. (®)

Die Gestalt des zweiten Gewebes ist also dadurch gekennzeichnet,
dafl die Randpunkte % die Ordinate z; = 0 aufweisen und daB jedem
Punkt ! innerhalb des Randes mit der Ordinate z; ein Punkt ¢ auBerhalb
des Randes mit der Ordinate
zugeordnet ist.

Aus den beiden Bedingungen (c) und (d) folgt auch:

02¢ 1 02f

Die zur Randlinie parallel gerichteten Normalspannungen miissen
somit am Rande ebenfalls verschwinden.

Diese Bedingung wie auch die Gleichung M; = 0 gelten jedoch nur
fir Platten mit ebenen Randflichen. Sind die Randbegrenzungen ge-
kriimmte Flichen, so fallen zwar die radialen Biegungsmomente s,
fort, die tangentialen Spannungsmomente s, und die zugehérigen
Momente M bleiben aber bestehen, und da ihr Wert von vornherein
nicht bekannt ist, so sind die Randordinaten des ersten Gewebes statisch
unbestimmte GréBen.

2y = —2]
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Das Merkmal der statischen Bestimmtheit trifft also nur fiir Platten
mit ebenen Begrenzungen zu. In den nachfolgenden Entwicklungen
werden lediglich diese Platten in Betracht gezogen, wihrend die Rand-
bedingungen frei aufliegender Platten mit gekriimmten Réndern spater
bei der Behandlung der kreisférmigen Platten niher untersucht werden
sollen.

§ 6. Der Spannungsverlauf am Rande.

Der Spannungszustand langs des Randes ist durch die Scherkrifte v,
und die Drillungsmomente t,, bestimmt.

Die Scherkrifte v, wirken in den zur jeweiligen Randebene parallelen
Flachenelementen: ihre GréBe ist durch die Formel

0
%zN__ﬂ{

gegeben. ou

Die Randdrillungsmomente werden durch die wagerechten Schub-
spannungen 7,, gebildet, welche in der Randfliche selbst und in den
zur Randfléche senkrecht stehenden Schnittflichen auftreten.

Die Entstehung dieser Schubspannungen ist dadurch bedingt, daB

der Winkel aié;, um den sich die Mittelfliche der Platte bei der Ver-
o

biegung neigt, in zwei benachbarten Randschnitten verschieden ist:
um die Stetigkeit der Forménderung

aufrechtzuerhalten, miissen daher in T@ T’?
den Berithrungsflichen dieser beiden £ Cwtduw g T |p
Abschnitte die inneren Widerstinde 7,,,
wirken und diesen sind in der Rand-
flache selbst die Schubspannungen 7,
zugeordnet.

Die auf einem Randelement 4 BCD
von der Liange 0v und der Héhe & ver-
teilten wagerechten Spannungen 7,,
bilden, wie die Abb. 14 zeigt, ein um :
die Normale zur Randfliche drehendes Abb ; 4
Kraftepaar ¢, = {,,* 0v. Schreitet man T
um 0v in Richtung der Randlinie fort, so erzeugen die Schubspan-
nungen des nichsten Raumelementes ABEF ebenso ein Moment

0
by — av(tu,,+ 8”:}“ -01;).

Bringt man zwei gleiche, aber entgegengerichtete, im Abstande v
angreifende lotrechte Krafte P, an dem Randelement A BCD an, so
bilden sie ein Kriftepaar ¢} = P;dv. Soll die Gruppe P, in ihrer

1<
e ]

NS

!
—‘_-___1_—_..___

H OO+

™
3!
§

+
&
§

s )

{
zl‘l/

dy—

)

1]

S

NV
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Wirkung den Schubspannungen 7,, gleichwertig bleiben, so muf3 ¢, = ¢,,

also Py = ly,
sein. Ebenso kann fiir das zweite Element 4 BEF das Kraftepaar ¢,
durch die Kraftgruppe ty

P2=thuv+6tuv
ersetzt werden. v
Die in der gleichen Linie 4 B angreifenden Kréfte P, und P, geben

eine nach aufwirts gerichtete Mittelkraft

P, — P, = 0t,.
Der auf die Langeneinheit des Randes bezogene Wert dieser Mittel-
kraft ist . Py, —P, 0Oty
vl = = ) (64)
O ov

Durch die bedeutsamen Untersuchungen von Kelvin und Tait ist
es nun erwiesen, daf} mit Ausnahme eines schmalen Streifens in der
nichsten Umgebung des Randes der Spannungs-

% zustand der Platte nicht verindert wird, wenn die
% 1 Randwiderstinde v, und #,, durch die gleichwertige
% > Gruppe der Auflagerkrifte

/ /%? au:vu—i—v,'l:vu—{—%t% (65)

, ersetzt werden.

e A Die von den M-Werten allein abhéngigen Scher-

krafte v, konnen als die Hauptauflagerkrifte der

2 (rmﬂ:]} , Platte bezeichnet werden, wihrend die von dem
2

) Drall 6(1 g'v abhingigen Groflen v, die zusitzlichen

Auflagerwiderstinde darstellen.

Die Bestimmung dieser GréBen erfordert eine be-
sondere Uberlegung, wenn die Kurve der Drillungs-
momente oder die Randbegrenzung der Platte Un-
c stetigkeiten aufweisen. Sind ¢, und ¢, die Werte der
Drillungsmomente unmittelbar vor und hinter dem
Wechsel (Abb. 15), so kann man sich den Ubergang
von ¢, auf ¢, auf einer kurzen Strecke 4 allmahlich vollzogen denken:
die auf dieser Strecke verteilten Widerstéinde v}, vereinigen sich dann
zu einer Mittelkraft 1

0
O’=/;Z”dv=t2—t1.
o

Abb. 15.

Es tritt also in dem Bereiche A eine konzentrierte Kraft auf, deren
GréBe gleich dem Unterschied der Werte des Drillungsmomentes vor
und hinter der Sprungstelle ist.
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Bei rechtwinkligen Platten ist an den Ecken ¢, = —¢; und daher
C=2t,=—2t,. Die an den Ecken angreifende Einzellast ist somit
doppelt so grofl als das zugehdrige Drillungsmoment.

Die Versuche mit rechteckigen Platten haben in der Tat gezeigt,
dall diese Auflagerkrifte vorhanden sein miissen, wenn die durch die
Randdrillungsmomente bewirkte Kriimmung der Plattenrander und
das Abheben der Platte aus ihrer Unterlage verhindert werden sollen.

1. Die Darstellung der Randwiderstinde mit Hilfe
des Gewebes bei rechteckigen Platten.
Die Ableitung der Widerstande v,, t,, a, aus der Randgestalt des
Gewebes ist bei rechteckigen Platten besonders einfach.
Ich lege das x-y-Achsenkreuz in die Plattenmitte und stelle die Drahte
des rechtwinkligen Gewebes parallel zu den Randflichen (Abb. 16).
Fiir einen Randpunkt % mit der Rand-

belastung p; lautet die Gleichgewichts- 7 vn ’ T’”
gleichung des ersten Gewebes Lk U |
(_A_zwk)x (42 wﬂ __Px o lm in :
oder Ay Ly S ” J
2wp—wi—w, | 2wp—w,—w, P |
P A O B |
Da die Randwerte wy = wy = w, =0 oy |
sind, so folgt N o |m l
w; + w; = — pks.' Ax ----—i—_ ..... ;Yz
1
und weiterhin Abb. 16.
S N 1 1 1
Vp = 2711; (w, — w;) = *1:101 + 'Epklx = ZMZ + gpklx. (66)

Beim zweiten Gewebe sind, wie vorhin nachgewiesen, den inneren
Knotenpunkten r, I, p die dulleren Knotenpunkte ¢, ¢, o derart zu-
geordnet, dal

. 2y = —2, 2= —z, 2y = —2,
ist.
Fiir das Drillungsmoment im Randpunkte £ ergibt sich demgema
m—1 8,8
t:cy = m 4 jl'z i; (zp + zq) - (zo + zr)] 5
m—1 88 m—1 (=)
b= — = 172 - Sy, . U
= Y RGN m Voaz, o O

Beim Endpunkt ist aber auch, wie Abb. 16 zeigt,

2 = —2
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i folgt!
und hieraus folgt!) m—188 _ m—1 Ni

= L = . 6
ey m o Agdy & m A, (672)
Die Gleichung der zusitzlichen Auflagerkrafte
ot
vy, = 6'11;
liefert fiir die zur z-Achse senkrecht stehenden Randlinien:
—1 6 o2 —1 0 (02
- 6t"/=__N.in_l_w,\ L _ _NL_<__C>‘
dy m Oydzly m Oz \0y?
Die entsprechende Differenzengleichung lautet in Ubereinstimmung
mit Abb. 16 m—1 8 8
T 1~2 A2 . Ag .
Vg m 22@ I; [( zl)y ( z@)y] 5
und da (d2), = — (422),,
so erhalt man schlieBlich die einfache Formel:
m—188, ., m—18,8,
A — = = (22, — 2, — 2,) . 8
Vg m lz lz, (A Zl)(l/ m lz l; ( 2] zp zr) (6 )

2. Die Darstellung der Randwiderstidnde bei
schiefwinkligen Platten.

Die bisher abgeleiteten Beziehungen behalten auch bei schiefen

Randern ihre Giiltigkeit, wenn man die Knotenpunktsbezeichnungen

entsprechend der nebenstehenden

1Y Abb. 17 verteilt und 4., 4, mit 4,, 4,

/ vertauscht. Es lassen sich in

/ dieser Weise (an Stelle der friitheren

3 ks aé/_ - GroBen v, 5y, v;) die in den zur

AN '\-\{1? % Randebene parallelen Schnittflachen

~. wirkenden Widerstinde v,, f,,, %
ohne weiteres errechnen.

Abb. 17. Um die zugehérigen Spannungen

in den zur z- bzw. y-Achse senk-

recht stehenden Flichen zu ermitteln, stehen die bekannten Gleich-

gewichtsbedingungen

e
AN
~

N ¥~
&/

8, COSG — 1, SIN& = §,cO8&% - £, sinx ,
8y SN + t,, c0800 = 8, sine + £, cosx

1) Die Giiltigkeit dieser Formel ist an die Voraussetzung gebunden, daB die
Maschenweite 4 verhiltnismaBig klein ist. Da bei ringsum aufliegenden Platten
die Ecken, wenn sie gegen Abheben gesichert sind, sich ebenso verhalten, als ob
sie fest eingeklemmt wiiren, so wechselt die Kriimmung der elastischen Fliche in der
Nahe der Ecken ihr Vorzeichen: die Schmiegungsfliche des Gewebes kann sich
nur dann an dieser Stelle mit der elastischen Fliche decken, wenn der Punkt p
auBerhalb des Bereiches der Wendepunkte liegt.
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zur Verfiigung. Unter « ist hierbei der Winkel, den das u-v-Achsen-
kreuz mit dem z-y-Kreuz bildet, zu verstehen.
Beachtet man noch, dal am Rande

Sy =2¢8,=0
und mithin auch
Szt 8y =8,+8=0
sein muB, so erhidlt man
= +1,,-8in 20,
8y = —typ-8in2o, (69)
oy = +typ-cO8 200,

Mit Hilfe dieser Formeln kann man, nachdem das Randdrillungs-
moment ?,, aus den Ordinaten des z-Gewebes bestimmt ist. die Span-
nungsmomente sz, §,, I, leicht errechnen.

Es verdient hierbei hervorgehoben zu werden, ’
iy e Y % L
daB, wihrend die Biegungsmomente s,, s, am >
Rande verschwinden, die Momente sz, s, im - 4
%

allgemeinen nicht gleich Null werden.

Die Gleichgewichtsbedingungen zwischen
den lotrechten Scherkriften v,, v,, v,, v», welche an einem Platten-
element mit dreieckférmigem GrundriB angreifen (Abb. 18), liefern
die Beziehungen

Abb. 18.

v dv — v, du + v,dx =0,

v, dv + v,du — v, dy = 0.
Setzt man
v,=0, dv=dxsina =dycoso,

so erhilt man schlieBlich
Yy = V, COS& , } (70)

vy = —v,sinx.

Hat man v, aus den Ordinaten des w-Gewebes ermittelt, so lassen sich
auf Grund dieser Formeln v,, v, unmittelbar errechnen, und hiermit ist
der Spannungszustand am Rande in allen Einzelheiten bestimmt.

3. Die Darstellung der Randwiderstande mit Hilfe
des hexagonalen Gewebes.

Die Randgestalt des hexagonalen Gewebes zeigt Elgentumhchkﬁlten
die eine besondere Erorterung erfordern.

Denkt man sich das Gewebe iiber die Randlinie 7, k, 0 hinaus in
der Richtung k,1 und k, p verlingert und die Punkte ¢ und ¢ an den
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Randpunkt & angeschlossen (Abb. 19), so gilt zunichst fiir die Ordi-
naten w dieses Gewebeabschnittes die allgemeine Gleichgewichts-

gleichung
(w, — 2wy, +

w;)

/ (1 — tang?x) vE
' Y

1
—}—2—@[(207 — 2wlc+ wo)

Wy =w; =w, =0

+ (0, — 20 + w)] + - = 0.
1

£, - N, ist, so lautet die Randbedingung:
/W/\/L\j N st e
Az
;iv'l.‘ (a)
Abb. 19 + ,glg?,‘fﬂ,twq) L p=0.
2

Fiir die Randscherkrifte in den Richtungen k ! und k£ p kommen anderer-

seits die Formeln

8,

24,
Sy

v, = -
w22, seco

vy = (w; — w;) = v, cO8 @y,

(wp — wy) = v, COS Py,

in Betracht. Unter ¢;; und ¢y, sind die Winkel, welche die Strahlen % 1
und k p mit der Normale im Punkte %k bilden, unter v, die Scherkraft
in den Plattenelementen senkrecht zur Randnormale zu verstehen.

Die vorstehenden Gleichungen liefern auch

Sl (wl —+ w,,;) == 281 wp; — 2 l,,'vu COS Qg ,
8, (wy, + wy) = 28, w, — 21, secx v, cos @y,

Fiihrt man diese Werte in Gleichung (a) ein, so erhilt man

S;w S;w (1 — tang2x) 1 seco
;; (1 — tang?a) + 21122/” —vu[ 7 g cos @y + PR
Beachtet man noch, dafl
7
Pri= 0, Prp =5 — 20

ist, so ergibt sich:
Uu=31(ﬂ cos2a  w
A, cosa

-+ fsinoc) + glzcdszx .
Y

co8@y, | +

[SIES)

(71)
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Fiir ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen (¢ = 30°) gewinnt man die
einfache Formel
b=y )+ Dy, (72)
“T 23, gty
Ersetzt man die tatsichliche Belastung p durch die elastischen Gewichte
0L
ou’
so gelangt man durch &hnliche Entwicklungen zu folgender Beziehung
zwischen den Randordinaten des z-Gewebes:

qu_NgC_slsz<

M
P = ¥ und ebenso die Scherkréfte v, durch die Neigungswinkel o, =

Z; cos2x sin zx)
2
P
Ay cosa Ay

(b)

Die Randgestalt des Gewebes im Bereiche des Knotenpunktes k& wird
durch die Gleichung

u{ (v—'vp)(v—vk)
(

o= A “ v — vp) (U — vg) (c)
Jy cos 2 Iy . (v—v) (v—w) (v—v) (v—))
+ ( 12, cosax sa T pf zx) (v — ) (v —f;) T (v, — vp) (v, — vz)}

beschrieben. Es ist leicht festzustellen, daB3 die durch diesen Ansatz

bestimmte Schmiegungsfliche durch die Punkte p und ! hindurchgeht,
022
langs des Randes u == 0 die Bedingungen z= F ke 0 erfiillt, im

0 Now
Punkte k die richtige Neigung (sz,) ﬁf aufweist und somit
w=0

=0y
allen Anforderungen geniigt, welche fiir die elastische Flache im Bereiche
des Punktes % in Betracht kommen. Setzt man

booosa, = gsing,
lz Ay
so liefert der Ansatz fiir den Drall den Wert:
Pz 1 [z (20—, — )
dudv 2, l(”l - ”p) (”l - ”k)
+ (2008 20 + 2, 28in2x) (20— v —v) 4z (2”"%—‘”1)} @
: c ‘
l P =) =) 7 (= ) (5, — )

Fiir den Randpunkt % erhilt man insbesondere

02z 1 Vp —
(814 01)) o T [zl (v, —vp) (vzp— V)
( — ) + (v — vp)

+ (zco8 200 + 2, 2sin?x) (0r — 07) (0 — 1)
P

+7%

Vp — Uy }
(v, — wg) (v, — )]
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Wie man aus der Abb. 19 erkennen kann, ist
vy — vy = A, — Apsinax = 1, secax (1 — 2sin2w),
vp— v = — lsina =— A secx - 2sin?w
v — vy = Y = lyseco .

Fiithrt man diese Werte in die vorletzte Gleichung ein, so gewinnt man

die einfache Beziehung ( o2 ) _a-—z
dudv/,_, Aedy
Die Gleichung des Randdrillungsmomentes lautet also:
m—1 02¢ m—1 02z
o= Ve =T S,
m—1 23—z (73)
- 8,8,
m “ A Ay

Es sei schliefilich noch bemerkt, daf an den Ecken schiefwinkliger
Platten die Randdrillungsmomente verschwinden. Da n#émlich fiir die
Ecke C als Teil der Randlinie A C' (Abb. 20)

die Bedingungen

02 02¢

out  0v:
und als Teil der Randlinie BC ebenso die
Bedingungen

orr o2r

om?~ or

erfilllt werden miissen, so ist nur eine

\+{ Formanderung, bei welcher zugleich
Abb. 20. o2r o2r
dudv  onoél

werden, mdglich. Es kénnen dann weder Biegungs- noch Drillungs-
momente entstehen und es treten auch keine Einzelkrifte C an den
Ecken auf: die Platte wird in diesem Randbereich lediglich durch lot-
rechte Scherkrifte, welche in den meisten Fallen abwirts gerichtet sind,
angegriffen.

SchlieBen aber die Randflichen einen geraden Winkel miteinander,
so stimmen die Kriimmungsbedingungen fiir den einen Rand, da die
Achsen u und » mit den Achsen ! und % unmittelbar vertauscht werden
konnen, mit den Bedingungen des zweiten Randes vollig iiberein. Der

02 L 0L
Drall ———au av = 51—6_7;
Ecken der rechtwinkligen Platten werden vielmehr durch die Drillungs-
momente beansprucht und miissen durch eine Verankerung gegen Ab-

heben gesichert werden.

verschwindet dann im allgemeinen nicht: die
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ITI. Die Berechnung der ringsum frei
aufliegenden rechteckigen Platte.

Fiir rechteckige Platten eignet sich am besten ein Gewebe mit recht-
eckigen Maschen. Es empfiehlt sich, die Seitenlingen 2a¢ und 2) in
m und 7 gleiche Abschnitte zu teilen und dementsprechend die Maschen-

weiten 29
1, = 2a : 2, ==
zu wihlen. m "
Ist 1, > 4, und setzt man
A
7=
so laBt sich die Differenzengleichung
(A2 wk)z (AZ wk)y _ plc
Ay Ay S,

auch in der Form 22
2 2 ( A2 _ — 1y, ==
schreiben. (A2 wy)y + o* (L wy)y = — i 3,

Die Gestalt des stellvertretenden Gewebes ist also durch eine Gruppe

von Gleichungen

2 . 2
2wy (1 + %) — (w; + wy) — %* (Wi, + w,) = pi» g? = %zpk'gz- (74)
gekennzeichnet, welche ebensoviele Werte w; und Gleichungen dieser
Art enthalt, als innere Knotenpunkte k¥ im Gewebe vorhanden sind.

Die Losung dieser Gleichungen kann entweder rechnerisch oder
zeichnerisch erfolgen.

Das allgemeine Verfahren fiir die rechnerische Ermittlung der
Gewebeordinaten beruht auf dem Grundsatz, daB, wenn die Werte
w, und w, fiir zwei benachbarte Zeilen (p) und (q)
des Gewebes gegeben sind, es mit Hilfe der obigen
Gleichungen immer méglich ist, die Werte w, der @
nichsten Zeile () unmittelbar zu bestimmen
(Abb. 21). Betrachtet man also zunichst die ¢
Verschiebungen der ersten inneren Zeile w,,
Wae, We3 . . . als gegebene Gréfen, so kann man, ,,
da fiir die Randlinie AB voraussetzungsgemaf} ©
w =0 sein muB, schrittweise die Verschiebungen
der zweiten Zeile wyq, Wy, W3 ..., der dritten
Zeile w,y, W, Wes ... usw. ermitteln. Bei Auf-
stellung der Gleichgewichtsgleichungen fiir die letzte innere Zeile (s)
gewinnt man fiir die Verschiebungen der Randlinie CD die Bestim-
mungsgleichungen :

A1) @ ) w_(5 8

Abb. 21.



48  Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte.

wtlz.f](Pa Wyt Wz, Wy3 . . -))
’th:fg(P, Wyt Wyo, wa3---)3
Wiz = f3 (P, Wa1, Woz, Was - - ) »

........................

Bedenkt man aber, daB der Rand CD unverindert bleiben muf,
so liefert die Bedingung

wtlzwtg-‘wm:...:()

die zur Errechnung der Verschiebungen w,;, W2, Wys . . . erforderlichen
Gleichungen. Sind die Werte w, gefunden, so lassen sich schlieBlich die
anderen Werte w;, w, . . . w, der Reihe nach bestimmen.

Die Losung der Aufgabe wird durch die Moglichkeit, die vorliegenden
partiellen Differenzengleichungen durch Gruppen totaler Diffe-
renzengleichungen zweiter Ordnung von einfachster GesetzmaBigkeit
zu ersetzen, auBerordentlich erleichtert. In dem SchluBabschnitt dieses
Buches iiber die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie werden
diese Umwandlung der Gewebegleichungen und ihre weitere Behandlung
eingehend erortert.

Das zeichnerische Verfahren, welches zwar weniger rasch zum Ziele
filhrt, aber zur Nachpriifung der rechnerischen Ergebnisse herange-
zogen werden kann, besteht in der wiederholten Losung der folgenden
Aufgabe:

Gegeben sind Py, w;, w, w;, w, , gesucht ist w, .

Ich bestimme zunichst in der Abb. 22 (A) aus 4, w;, w; und w,
die Lage und Richtung der Drahte s; und s;, zeichne sodann im Krafte-

A C B
m
N
k
. 7
Abb. 22.

plan (B), vom Anfangspunkt D der Strecke DF = P; aus, den Leit-
strahl s; parallel zu s; . Er schneidet im Punkte O’ die im Abstand H
von der Kraftlinie und parallel zur +z-Achse gezeichnete Gerade, die
Pollinie genannt werden mdge. Von O’ aus ziehe ich den Strahl s
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parallel zu s; und schneide auf der Kraftlinie den auf die Drahte s;, s
entfallenden Lastanteil Pp = DE ab. Der iibrigbleibende Anteil
P} = EF muB} von den Drihten s,,, s, iibernommen werden. Aus der
Abb. 22 (C) ist nunmehr mit Hilfe der GroBen vy

Ay, wy, w, Lage und Richtung von s, gegeben. y '?; B
Zieht man also vom Punkte E aus den Strahl 2 |
Sm.und bringt ihn im Punkte 0" zum Schnitt n
mit der Pollinie, so ist im Kréfteplan durch den
Strahl s, = O”F die Richtung von s, und in der _£[__[__[_ 1o | _ X
Abb. 22 (B) durch die Parallele s, zu s, die Lage
von §, und mithin auch die GroBe von w, be-
stimmt.

Es sei noch bemerkt, daB es auf Grund der
vorliegenden Symmetriebedingungen méglich ist,
das allgemeine Gleichungssystem in vier Glei-
chungsgruppen zu zerlegen, die nur eine beschréinkte Anzahl von Unbe-
kannten enthalten und daher um so leichter gelost werden konnen.
Sind a, b, ¢, d und p, ¢, r, s zwei Gruppen von Punkten, die paarweise
symmetrisch zum Achsenkreuz verteilt sind (Abb. 23), so 148t sich eine
einzige, im Punkte ¢ angreifende Kraft P, = P durch die folgenden
gleichwertigen Kraftgruppen ersetzen:

S
]

!

Abb. 23.

Gruppe A: P,~-+1P, P,=+1P, P,=+1P, P;=+1}P,
Gruppe B: P,=+4P, P,=+}P, P,=—}P, P;j=-—1P,
Gruppe C: P,=+4+}P, Py=~—}P, P.=+}P, P;=—}P,
Gruppe D: P,=+1P, Py=—-+P, P,=—1P, Py=-+1P,
SP,—=+P, XP,=0, >P,=0, >P;,=0.

Die zugehorigen Verschiebungen der Punkte p, ¢, r, s sind durch
die nachstehenden Symmetriebedingungen miteinander verkniipft:

Belastungszustand A: w, = +w, = +w, = +w,,

Belastungszustand B: w, = +w, = —w, = —w,,
Belastungszustand C: w, = —w, = +w, = —w;,
Belastungszustand D: w, = —w, = —w, = +w;.

Es geniigt also, fiir jeden Belastungszustand die Verschiebungen w,
der Knotenpunkte eines einzigen Gevierts AEFO zu ermitteln, um bei
folgerichtiger Zusammensetzung der fiir die vier Kraftgruppen errech-
neten Werte den endgiiltigen Spannungszustand zu bestimmen.

Die Vorteile dieser Spaltung der Gleichungssysteme sind nicht zu
verkennen. Die Beispiele, die nunmehr behandelt werden sollen, werden
ihre Bedeutung zur Geniige beleuchten.

Marcus, Platten, 4
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§ 7. Die gleichmiBig belastete quadratische Platte.

Ich wihle als Abbild der Platte zunichst ein Gewebe mit der Maschen-
weite a b
und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte derart, daBl die
sowohl fiir die Gestalt als auch fiir die Belastung der Platte geltenden
Bedingungen der Vollsymmetrie von vornherein erfiillt werden.

_(/l /] A I 1 mwmprg 1 D
I 1 2 13 1;/ 3 1z 1 |
1 2 1 gz 15 16 17 16 15 iz |
m—B g 19 8 16 |3
7 4
S 2 3 2 w4 17 19 bw s > N
3 e 18 g g 16 I \p
1 2 1 Iz 5 16 7 16 15 Iz
7 AN PAR I N O P2 A
7T Z w W& T I C
B! Za 16’ 5
Abb. 24. Abb. 25.

Die Gleichgewichtsgleichungen lauten im Einklang mit der Abb. 24
und der Formel (28):

72
4w, — 2w, = ?iS' s
1
2
—2w; + 4w, — wy= 2:;',
1
P
— 4w, + 4w, = %’1
1

Sie liefern M, =8,w, = 1tpi®=0,17188 pa?,
M, = 8, wy, = }$pA% = 021875 pa?,
My =8, w; =31 p2% = 0,28125 pa? .
Wird das Gewebe jetzt mit den elastischen Gewichten p, = w; be-
lastet, so miissen die lotrechten Ordinaten z des Gewebes den Gleichungen

i# 11 pi*
4z, — 22, =W, = = —— ,

! 2 18, 16 8,8,

A2 14 pit

— 221442y — zy=w, 5 = ——

! 2 3 28, 16 8,8,

2 4

—dzy 4z #_18 »f

=S T 16 5,8,
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geniigen. Hieraus folgt:

88, 86 pit pat
C] = N 21—'6*4* N —0,03418 N N
8,8, 48 pa*t pat
Zz == N %9 = _6-‘?: N == 0,046875 T )
8,8, 66 pit pat
Ly = N 5= N 0,06445 N

Um den Grad der Genauigkeit der Ergebnisse dieser dufBlerst ein-
fachen Berechnung zu erkennen, mége die Untersuchung fiir ein Gewebe

mit der Maschenweite 1, = 4, = 1 = % wiederholt werden.

Entsprechend der in Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern lauten die
Bestimmungsgleichungen :

pe

4w, — 2 =41.5,

Wy Wy + S

2

—w, + 4w, — w; — w; =—I—1-p—,
S

J2

—wy + 4wy — wy — Wy =—|—1-£—,
8y

;Lz

—2w; + 4w, — w, =+1.L,
Sy

2

—2w, + 4w; — 2w, :_{_1.2}5..,
8y

12
_w3_w5+4w6—w7—w8:+1-p—,
. Sl

2

—w, — 2wg + 4w, — w, =+1-}:g—l,
1

2

—2wg + 4wy — 2w, :.{.1.2&_,
8,

—w, — 2w + 4wy — wy, =+1-2;l—,
1

12

—4wy + 4wy, =+1.L.
8y

Sie liefern

pA? .
My, =Sywy = 3095 5o = 0,07112 pa?,

. plZ .
M, = Syw, = 483 oo —0,11098 pa?,

4*
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A
= = = 0,13166 pa?,
M; = 8w, 573 79 pa

pe
M, =8,w, = 601 ;”72 = 0,13810 pa?

2
M, =S8,w, = 7715 572 = 017865 pa*,

P
M, = S;w, = 936 ;’W = 0,21507 pa?

pA® 2
My = Syw, = 986 oo = 0,22656 pa?,

My = 8;w, =1135,5 ;”12 — 0,26091 pa?

pl2
My = Sywy = 1199 25 = 027551 pa? ,

pA2
My = Sy = 1267 20 =0,20113 pa? .

Fiir die zugehorigen Ordinaten z erhiilt man wie vorhin die Bedingungs-
gleichungen:

42, — 22, = 309542—7-27%%
—2+ 42, — 25 — 24 = 483 27220;;82’
—2y 1+ 423 — 2y — 2 = 573 T;A;jSz )
— 22, + 42, — 2 = 601 —2—7—%:82 ,
— 22, + 42, — 22 — 7775 27_22%“,
—2— 2+ 42g — 2, — 25 = 936 272%%4:9;,
—zy— 224+ 42, — 2, = 986 2—72%}%@2—,
—22¢+ 42, — 22 = 1135,5 27i2p;;:5’2 )
ety — 22y A2y — 2y = 1199 72”;:&,
—dzy+ 42y _ 1267 P
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Hieraus gewinnt man die Werte

& =

Lo

C3_
{y =

C5=

Lo

C7=

Cs=

CIO =

%S’g_ 2 = 2008221\72.)71;22
_ Sll\;s*z 2 — 3595521\7—1-0;;’2?
Sl;’a 2z, = 459188 N%I;Q?
SE\;SZ 2z, = 492 992]7%
5% o = sz PE
SIA;% 2 — 828352—1\72.)T,1';22
$1% ,, — s0120- 2
Sl;’z zs = 1062 688‘1\71.0T1;22
8,8, 2 — 11425927.%
%\f_zzm = }2287481\72.9—21;22

pat
N

pa
N

= 0,010 603

= 0,018984

pat
=0,024244 £
’ N

pat
= 0,026029 £
0,026 029

pa
—0,034151 £
’ N

. pat
= 0,043 736 N

pat
= 0,046 997 v

pat
:0, 5
056108

pat
— 0,060327 £
0,060327 ~-

-

-

-

-

-

-

-

-

pat
— 0,064876 .
’ N

53

FafBt man die Ergebnisse der beiden Rechnungen zusammen, so

erhalt man

fiir den Punkt x = il

pat
M =017188 pa? und {=0,03418 -
M =0,17865 pa? und ¢ =0,03415

fir den Punkt z = @

4 2

4 ’

M = 0,21875 pa?

M = 0,22656 pa®* und = 0,046997

2.
y'—4:'

y=0 Dbzw. z=0,

4
und ¢ — 0046875 L2

fir den Punkt z =y =0
M-=028125 pa? und ¢ = 0,06445

M =029113 pa® und (= 0064876 Z’NGL

) a
bei l——§,
4
-"% bei z=%;
_ 2.
?/-“4-
i bei l=%
4
pl\? bei z=%-
pat . a
b A= —
ei 3
4 a
bei A= —.
el i
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Die Gegeniiberstellung der zugehérigen Zahlen zeigt bei den Wer-
ten M Abweichungen von héchstens 4%, und bei den Werten { von
nur 0,59, Diese Unterschiede sind auBerst geringfiigig und belanglos.
Sie beweisen, daB der EinfluB der GroBe der Maschenweite auf die
Genauigkeit der Darstellung der Spannungen und Forménderungen von
ganz untergeordneter Bedeutung ist und daB es selbst mit weitmaschigen
Geweben wohl gelingen kann, ein zuverlissiges Abbild der Festigkeits-
eigenschaften der elastischen Platte zu gewinnen.

Diese Feststellung wird auch durch einen Vergleich mit den Ergeb-

nissen anderer Berechnungsarten bestétigt.

Die von Estanavel) fiir quadratische Platte nabgeleitete Formel?) -

n=00 n-1

C_pa‘* (=1 *

- N - ( n>4

prpes i

"3
Y Ty i T Y
4 Cofn gy < (&5, Gmn gy
na 1= n —iangn; T a 7
C&oin§ (Soing @mnE

liefert beispielsweise fiir die Mittellinie der Platte (y = 0):

4 7 n
-;(@ofng — 1) -—icmgnE

n=oo n-1
C _ pa4 (——1) 2 n
e (%)
n=1 n—2—

@Dfn%

Da die Reihe rasch konvergiert, so ist es zuléssig, nur die beiden ersten
Glieder » — 1 und 7 = 3 in Rechnung zu stellen. Es ergibt sich sodann

fir x=0:

fir x = i
) o
furx——é.
" 3a
furx—T.

£ =0,06493 p;“ gegen
¢ = 0,060429 p;! gegen
£ = 0,047058 pl“‘l gegen
£ —0,0258 %Vi‘l gegen

= 0,064 876
¢ = 0,060327
£ = 0,046997
¢ =0,026029

pat
N

pat
N

pat
N

pat
N

beim
Ge-

webe
mit

1:

PN

1) Estanave: Contribution & I'étude de I'équilibre élastique d’une plaque
rectangulaire mince. Théses présentées & la Faculté des Sciences de Paris 1900.
2) Zwecks besserer Unterscheidung sind in dieser Formel die hyperbolischen
Funktionen mit deutschen, die trigonometrischen mit lateinischen Buchstaben

geschrieben.



Die gleichmaBig belastete quadratische Platte. %)

Die mit Hilfe der Reihenentwicklungen errechneten Werte stimmen

mit den unserigen vorziiglich tiberein.
Ebensofiihrt die fiir den Plattenmittelpunkt giiltigeN ad aische Formel?l)

n=00 n-1 i i _m
L= pat| 5m —3 E'(——l) 2 iCmg(n2)+nn m— 1
N | 24(m—1) — ( 2)4. Gof Ed ’
n= n 2 0| 3

wenn man sich wiederum mit den beiden ersten Gliedern der Reihe
begniigt und m = %° annimmt, zu einem Werte
pat
S
welcher von dem unserigen nur um 0,19, abweicht.

Die Zuverlassigkeit und die Genauigkeit der auf die Eigenschaften
des elastischen Gewebes begriindeten Plattenberechnung sind hiermit

hinreichend erwiesen.
Um nunmehr die Spannungsmomente zu ermitteln, benutze ich die

Formel (33): .
= @G~ L= 0 @Gt~ G,

{=0,0648

N 1
Syr = 72 [(251; —Cn—Ca) + ;{(2@ — i — Cz)}
und erhalte beispielsweise fiir den Punkt k=7 in Abb. 25
(Stelle =0,y = 1) , indem ich m = 10 wihle:

2 3
16 N 3
Sz7 = a [(257 — 28 + 10 (28, — Ly — ¢4)] = 0,14101 pa?,
16 N 3
Sy = "3 [(24‘7 — o — &) + 10 (28, — 24“6)} = 0,15350 pa?.

In der gleichen Art sind die Werte s fiir alle iibrigen Knotenpunkte
errechnet und in nachstehender Tafel 1 zusammengeordnet.
Zum Vergleich fiihre ich die Gleichungen von Estanave
n-1
1) 2
Sz = paz L—n)—z
n-1 (n E)

n=0o0

Yy Yy T Y
4 Cofn 2 a m—1 1 @:DinZ a yGmn 2 a 7oy
g 1— — g "E — cos n§_>,
F m ., T
(SDinE (Soin% a@mnE ¢

1) Nadai: Die Formanderungen und Spannungen von rechteckigen elastischen
Platten. Forsch.-Arb. Ing. Berlin 1915, H. 170/171.
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n=00 n-1
(=12
— mad
A )
n=1 n—
2
Ty Ty . omy
Cojn— = =L n—
1 4 i 2 a m—1 : @Dfn2 yGin 2 a
——(1— + Igln— — cos{n— —
m nmw m T , 7
Cojn Cojn 3 aGinn -
an. Sie geben insbesondere fiir y = 0:
1 4 7 m—1 T
=, u—((&o n——l)———— n—
. (=1) 2 n=n i 2 g 2 ( T ox )
8 = pa 5 cos(\n o —/|.
n=1 (n E) Gofn = 2a
2 2
11 7T m—1 7T
Ul Bt <@Dfn——1>+ Tgn—
. (—1 m nm 2 7T
$y=pa 2 cos{m— —|.
n=1 |n 1) Cojn il 2a
2 2
Tafel 1.
Die Biegungsmomente der gleichmiiflig belasteten quadratischen Plaitte,
v z=1%a z=3a z=la z=0 Faktor
Sy 0,035 55 0,04992 0,055 63 0,05709 pa?
+3b s, 0,03555 0,061 06 0,076 06 0,08098 pa?
* S, 0,046 22 0,068 24 0,07845 0,081 38 pa?
s, 0,046 22 0,076 03 0,09275 0,09810 p a?
8, 0,061 06 0,08934 0,10117 0,104 35 pa?
1B S, 0,049 92 0,089 34 0,11389 0,12219 p a?
4 8 0,07603 0,11614 0,13533 0,14101 p a?
s, 0,06824 - 0,11614 0,14424 0,15350 pa?
Sy 0,076 06 0,11389 0,13046 0,13501 p a?
L1 s, 0,05563 0,10117 0,13046 0,14053 p a?
* S, 0,09275 0,144 24 0,16960 0,17717 p a?
s, 0,07845 0,13533 0,16960 0,18103 pa?
Sz 0,08098 0,12219 0,14053 0,14554 P a?
0 3y 0,057 09 0,104 35 0,13501 0,14554 pa?
8, 0,09810 0,15350 0,18103 0,18920 pa?
s, 0,081 38 0,14101 0,17717 0,18920 p a?
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Die rechnerische Auswertung liefert:
fiir den Punkt

o .o i%{.s,, —0,095%0pa® s, — 009810 pa?
Y= =0, = 0,08104 paz B 5, — 0,08138 pa? iy
e1m
_ e e 0,159 00 pa? 8, = 0,15350 pa?
y=0.@ I“{sy — 0,14355 paz 5B 5 — 0,14101 pa? Gerfl"ietbe
_ 1 %= 0,183 95 pa? s, = 0,18103 pa? a
y=0. = 4a{sy=0,17946pa2 BB, —01TT1Tpar | A=
8, = 0,188 44 pa? s, = 0,18920 pa?
= R — O z ) z ’
y=0. = {sy —0,19061 pa2 EF" 5 —0,18920 pa?

Der Unterschied zwischen den entsprechenden Ergebnissen der
beiden Rechnungsarten betrigt héchstens?!) 2,59,. Ebenso weicht der
auf Grund der Nadaischen Gleichung

m+1 par' NI (—1 1
2= %= :z_ %_Z(n)z. 7
n=1 (n ___) @Di n—
fir den Mittelpunkt ermittelte Wert
8, = 8, = 0,1915 pa?
nur um 1%, von dem unserigen ab. Durch diese weitgehende Ubereinstim-
mung ist die Brauchbarkeit des elastischen Gewebes von neuem bestitigt.

Zur Errechnung der Scherkriafte und Drillungsmomente dienen die
Gleichungen (33):

1 1
v«::ﬂ(Ml_Mi)’ 'UyZEI(Mn_Mm);
—1 N
txy = mT m[(Cp + Cq) - (Co‘l‘&-r)]

Sie liefern beispielsweise fiir den Punkt

a a
k=6(Stelle T=—gy= _}_§>
im linken oberen Viertel der Abb.25, wenn wieder m = % genommen
wird, die Werte:

Ve = % (M, — M;) =0,09582 pa,
2
Vyg = - (M, — Mg) = —0,25850 pa ,
7 4N
loye = 10 . T[(Q + o) — (L6 + £4)1 = 0,026 10 pa®.
a

1) Eine geringere Abweichung ist aus dem Grunde nicht méglich, weil die
von Estanave benutzte Gleichung der elastischen Fliche nicht einer vollkommen
gleichméaBigen, sondern einer sinusférmigen Belastung entspricht.
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Die in gleicher Weise fiir alle iibrigen Knotenpunkte des fraglichen
Plattenviertels errechneten Werte sind in nachstehender Tafel 2 zu-
sammengestellt.

Tafel 2.

Scherkriifte und Drillungsmomente der gleichmiiBig belasteten
quadratischen Platte.

x 3 2 1
— vy v vy 0 Faktor
v, | +0,22196 | +0,12109 | +0,05423 0 pa
v, | —0,22196 | —0,35731 | —0,43015 | —0,45312 | pa
t.y| -+0,09562 | +0,06993 | +0,03597 0 pat
] v, | +0,35731 | -+0,20818 | +0,09582 0 pa
v, | —0,12109 | —0,20818 | —0,25850 | —0,27482 | pa
l t,y +0,06993 | +0,05102 | +0,02610 0 D a?
[ v, [ +0,43015 | +0,25850 | -+0,12086 0 pa
v, | —0,056423 | —0,00582 | —0,12086 | —0,12924 | pa
l t.,| 4003597 | 4+0,02610 | +0,01409 0 p a?
v, | 4045312 | +0,27482 | +0,12924 0 pa
Yo
b v, 0 0 0 0 pa
ey 0 0 0 0 pa?

Fiir die Hauptauflager- oder Scherkriafte am Rande 4B erhilt man
nunmehr auf Grund der Formel (66) mit den aus der Abb. 25 ersicht-
lichen Ordnungsziffern

Vg = MTl + % = 0,40947 pa im Punkte = —a, y= i% a,
vllz=%+£;=0,56893pa im Punkte z = —a, y=i§a,
Ve = %—3 + ?2}5 =0,65165pa im Punkte 2= —a, y= i% a,
Vive = ]‘% -+ p—; = 0,67739pa im Punkte = —a, y=-0.

Die Genauigkeit dieser Zahlen 148t sich durch die von Hencky?)

abgeleitete Formel
_1) 5~ 5 Gin ( 2) oos(n%%) — sin ( ) Cof (n— —)

2

1) Hencky, H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten
bei gleichmiBig verteilter und bei konzentrierter Belastung. Dissertation Miin-
chen: R. Oldenbourg 1913.
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nachpriifen. Werden die fiinfzehn ersten ungeraden Glieder der Reihe
mit n = 1 bis n = 29 beriicksichtigt, so ergibt sich in fast vollkommener
Ubereinstimmung mit den obigen Ergebnissen

v, =0,393pa fir 2=—a, y=+%a,

v, = 0,668 pa  fiir .2 =—a, y=-+%a,

v, =0,649pa fir x=—a, y=i1la,

v, =0,67Td4d pa fir v =—a, y=40.
Zuar Ermittlung der Randdrillungsmomente dient die Formel (67):

o om—1 ()
. T
Sie liefert fiir die Randlinie der Reihe nach:

i = lNS(—C) = +0,10631 pa?
I — 10 az 2 - E) P )
7 8 6 )
t”=_ﬁ ?(51—53)—':4'0:0 39 pa?,
7 8 0,03945 pa?
tIIl:‘—iaN@(Cz*Ca;):_l' ,03945 pa?,

7 8
tIV= —'EN;‘(C?,—@:;) = i0,0paz.

Dem Eckpunkt 4 entspricht nach Formel (67a) der Wert

— 7
td=u.N&=‘-N-%Cl=0,11875pa2.

Um die Darstellung des Spannungs- und Krifteverlaufs am Rande
zu vervollstindigen, bleibt nur noch die Bestimmung der an Stelle der
Randdrillungsmomente auftretenden zusitzlichen Auflagerkrifte ),
iibrig. Mit Hilfe der auf S. 42 abgeleiteten Formel (68)

, m—1N ,
Ux=—m_ﬁ(2é-l—é-p_§r)

ergibt sich im vorliegenden Falle fiir den Punkt
7 64N

3 ,
X =—a, y=i—~4—a: Vo1 = 15" ag—(2é‘1—C2) = 0,09956 pa ,
2 7 64N _ .
P —a, y= g0 Y= oo (G — b — &) = 013978 pa,
1 7 64N
r=—a, y—iza: T)QUI:E'?(ZQ—Q—Q)=0,15571Pa,
7 64N

r=—a, y=-40: vglyzia-? (28, —2¢y) =0,16042 pa
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Diese Krifte stehen mit den an den vier Ecken angreifenden Einzel-
kraften

a

a
0
C = —2[1); dy = ——2/ at;y-dy = —2t4 = —0,2375 pa?
H b

im Gleichgewicht. Die letzteren sind abwirts gerichtet und verhindern
das Abheben der Platte aus ihrer Randunterlage.

*071875 pat )

-067¥Apa
/1

-q 71875 pad

Abb. 26. Spannungsbild der ringsum frei aufliegenden, gleichmiBig belasteten
quadratischen Platte.

Die gesamten lotrechten Auflagerwiderstinde sind schlieBlich

ar=v; +vr =0,50903pa,
ar = vy + v = 0,70871 pa,,
arrr = vpr + v = 0,80736 pa,
ary = vy + vy = 0,83781 pa .
In Abb. 26 sind der Reihe nach die Spannungsmomente s,, s, fiir

die Mittellinien der Platte, die Randscherkrafte v, die Randdrillungs-
momente ¢ und die Auflagerkriifte a dargestelit.
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Die Grenzwerte der Biegungs- und Drillungsmomente sind durch die
bekannten Beziehungen

s, +s 12 2 ;
Suse = o 5 {8y — )+ 4oy,
1: ;

tma.x = *2‘]/(31/'_31)2'*‘4%1/

bestimmt. Es ist leicht zu erkennen, da8 die Hauptbiegungsmomente
lings der Mittellinien mit den bereits errechneten Werten s, und s,
iibereinstimmen, wihrend fiir die Diagonalen entsprechend den Gréfen

) $p=28,=38 S;— 8, =0
die Grenzwerte v ’ 4

maBgebend sind. 1T ¢ boy s Sg =6+t

Der Verlauf der Biegungsmomente s, und s, ist in der Abb. 26 ver-
anschaulicht. Fiir die Qerschnittsbemessung der Platten ist besonders
beachtenswert, daf einerseits die Biegungsmomente s;, deren Dreh-
achse senkrecht zu den Diagonalen steht, in der Nihe der Ecken einen
negativen Wert aufweisen und daf andererseits an den gleichen Stellen
die Momente s,, deren Achse den Diagonalen parallel gerichtet ist,
nicht unerheblich gréBer als die zugehorigen Momente s, und s, sind.

Die lotrechte Unverschieblichkeit der Plattenrander hat in der Tat
dieselbe Wirkung, als ob die Platte an den Ecken fest eingespannt wire,
und hierauf ist die Entstehung der negativen Momente s;, obgleich die
Platte sonst an den Réndern vollig frei aufliegt, zuriickzufiihren, wah-
rend das Auftreten der gréBten positiven Biegungsmomente s, durch
den Umstand bedingt ist, dal die gréBten Biegungsbeanspruchungen
auf die kiirzeste Spannrichtung, in welcher die Platte auch verhaltnis-
miBig die groBte Steifigkeit besitzt, entfallen miissen.

Die vorstehenden Untersuchungen haben gezeigt, daf es mit einem
geringen Arbeitsaufwand mdglich ist, aus den Ordinaten des elastischen
Gewebes die Auflagerwiderstinde, Spannungen und Forménderungen
der elastischen Platte mit grofBter Genauigkeit zu ermitteln. Die wieder-
holt nachgewiesene Zuverlassigkeit des neuen Verfahrens rechtfertigt es,
in den nachfolgenden Untersuchungen auf Grund der Theorie des elasti-
schen Gewebes andere Randgestalten und andere Belastungsfille zu
behandeln.

§ 8. Die mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete
quadratische Platte.

Die in der Abb. 24 dargestellte quadratische Platte wird jetzt in
ihrem Mittelpunkt durch eine in Richtung der z- Achse wirkenden Einzel-
kraft P belastet.
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Die Bestimmungsgleichungen des stellvertretenden Gewebes mit der

Maschenweite 4 = % lauten:

4w, — 2w, =0,
—2w, + 4wy, — w3 =0,

A P
1
Sie liefern
P
M, =Slw1=T6— = 0,0625 P,
M, =8, w, =21—€=0,125P,
P
My =8, w; = 6T6_=0’375P'

Fur ein Gewebe mit der Weite 1 = % erhialt man ganz entsprechend

unter Zugrundelegung der aus Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern:

4w, — 2w, =0, — wy— w;+4wg—w,—wy=0,

— wy 4w, —wyg—wy; =0, — w,—2wg+ 4w, —w, =0,
— wyt4dwy—w,—wg =0, —2w,+ 4w, — 2w, =0,
—2w; 44wy, — w, =0, — w,—2wz+4wy—w,, =0,
_ — =0 P
2W2+4:W5 2w6 ’ _4w9+4w10 =S___'
1

Hieraus folgt:
M, = 8,w, = 0,01670 P, My =8, wg =0,103932 P,
M, = 8,w,=0,03341 P, M, =8 w, =0,12644 P,
My = 8,w; = 0,04827 P, My =8, w, =0,17235 P,
M, = 8,w, =0,05574 P, M, =8, w, =0,24216 P,
M; = S, w; = 0,06867 P, M= 8w, =0,49216 P.
Betrachtet man die Schnittflichen’ in Richtung der Symmetrieachsen
und der Diagonalen, so ergibt sich?) fiir den Punkt

r=4%a,y=0 :M=0,05574P M*=0,05469 P
x=4%a,y=0 :M=0,12644P M =0125 P
r=1+%a,y=0 :M=0,24216P beil =2 M*=0,23437 P| bei
x=0, y=0 :M=0,49216P 4! M =0375 P 12
r=%}a,y=1a: M=0,17235P | gegen |M*=0,1875 P 2°
r=4%a,y=3a: M=0,06867 P M =0,0625 P
r=1a,y=$a: M=0,0167 P M*=0,015625P

1) Die mit einem * versehenen Werte M* sind durch Interpolation ermittelt
worden.
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Der Vergleich dieser beiden Zahlenreihen zeigt, daB die M-Flichen,
mit Ausnahme eines schmalen Bereiches in der Nahe des Lastortes, bei
verschiedenen Maschenweiten des Gewebes recht gut miteinander iiber-
einstimmen. Die Abweichungen zwischen den zugehérigen Ordinaten
am Lastort sind in erster Linie durch den Umstand bedingt, daB bei

dem ersten Gewebe mit der Weite 4 2% die Knotenpunktlast P auf
2
der TFliche 42 = %, bei dem zweiten hingegen mit der Weite
2

L= Z— auf der vierfach kleineren Fliche 1% == :—6verteilt ist.

Es muf} fernerhin beachtet werden, daf3 die Grundgleichung
NV V2l =—V2M=p

nur so lange giiltig ist, als die Spannung o, klein genug ist, um neben
6, und o, vernachlassigt werden zu diirfen. Diese Voraussetzung trifft
bei Lasten, die in einem Punkte konzentriert sind, selbstverstindlich
nicht zu: ¢, und somit zugleich auch ¢, und 6, miiBten vielmehr unend-
lich grofl werden. In der Wirklichkeit werden Beanspruchungen, welche
die Festigkeit des Baustoffes wesentlich tiberschreiten, kaum erreicht,
weil die Belastung auf einen einzelnen Punkt nicht eingeschrinkt
werden kann: man darf vielmehr annehmen, daf} die Last sich auf eine
Druckfliche verteilt, deren kleinste Abmessung mindestens der doppel-
ten Plattenstirke gleich ist, wenn sie
nicht, wie es aus baulichen Griinden
meistens der Fall sein dirfte, ein Mehr-
faches der Plattenstiarke betrigt.

Nimmt man als Druckfliche ein s L
Rechteck von der Breite 2e, und der r
Lange 2e, an, so 148t sich die Spannungs- /» r
verteilung im Bereiche des Lastortes am
einfachsten durch ein Gewebe mit den
Maschenweiten ' =e, und A’ = ¢, dar- |
stellen (Abb. 27). Dies engmaschige I
Gewebe moge wiederum durch ein Recht-
eck A’B'C'D’ abgegrenzt werden, dessen '
Seitenlangen a' und b das Zwei- oder
Dreifache der GréBen 4, und 1;, betragen.
Da nach dem de Saint-Venantschen
Prinzip bereits in einer kurzen Ent- At~
fernung vom Lastorte die Spannungen Abb. 27.
auBerhalb des Lastortes nicht mehr von der Art der Lastverteilung merk-
lich beeinflult werden, so muf sich das in einem einzigen Knotenpunkte
belastete groBmaschige Gewebe im Abstand a’ oder b’ vom Lastangriffs-

22—

_,1; _>_/'i}',_>
R

hi
[—

N
25"
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punkt, also lings der Linie A’B'C’'D’, mit der Umrandung des eng-
maschigen Gewebes decken. Nimmt man aber fiir die Ordinaten der
Randknotenpunkte des inneren engmaschigen Gewebes die Werte w,
des groBen Gewebes, so geniigen die in der allgemeinen Gewebegleichung
ausgedriickten Gleichgewichtsbedingungen
vollkommen, um auch die Ordinate w;
der inneren Knotenpunkte des engma-
schigen Gewebes und in weiterer Folge
die Spannungsmomente am Lastorte selbst
zu bestimmen.

& Fiir die vorliegende quadratische Platte
wiihle ich zuerst

3 7 4

e, = ¢ =l;=l’=l’=
T Y Y

a

8 ]
ad=0=21=—
Abb. 28. 4
und stelle zur Ermittlung der Ordinaten des engmaschigen Gewebes
mit den aus Abb. 28 ersichtlichen Bezeichnungen die Bedingungs-

gleichungen
dw, — 2w, — 2w,

T 168,
P
— wp 4wy — 2w, — Wy, = ,
"848,
P
—4 4w, =
wg + 4wy, 25,

auf. Fiir die Randknotenpunkte gelten hierbei im Einklang mit der
Abb. 25 die Werte: _
P P

W, = Wg = 0,17235F1 , wy, = wy = 0,242 16?1 .

Durch Interpolation erhilt man ferner:

1 P
Wy = Wy — Z(wb — wy) = 022471 —

8,
und sodann durch Auflésung der obigen Gleichungen
P
fir s =2, y=2" w=uw,=029938—, M,— 029938 P,
8 8 S,
z=0, y= % : p
w=w;=0,34281 —, M, =0,34281 P,
e=2 4—0": 8y
g> Y= "
x=0, y=0: w:wm=0,40531£, M, =0,40531 P,

8,
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Um den EinfluB der GréBe der Druckfliche auf die Beanspruchung
der Platte zu erkennen, mdge noch die Berechnung fiir eine Drucklinge

5 6 7 6 5
n e a f 10 f a e In
6 6
e g |2 L ¢ e
a A e 0 ld X e a a
;0 in J e
f ,} e
7 ol & d” ra /i 7
. %
U . )
VA 4 7 f
K "R T
A A i A
€ €
4 6
T n e a Ff |6 f a e n
5 6 7 5 5

Abb. 29.

li% und ein Innengewebe mit der Maschenweite Ay = 4;, = 16

und der Seitenlinge o' = = % durchgefithrt werden. Die Gleich-

by = €y =

gewichtsgleichungen fiir die Knotenpunkte der Abb. 29 lauten:

4w, — 2wy, =2w,,

- wg+4wh— Wy — We = Wy,
— wpt4dw, — wp— w = Wy,
—2w; + 4w, — wy = W,
—2w, + 4w, — 2w, =0,
— we+4w;, — wg—w;—w, =0,
——2wl+4wd— Wy — W, =0,
P

—2w; + 4w, — 2w, =168’l’
' P

—2wpt 4wy — wg— Wy, =
S,

P

—-4wq+4wm = 48—1—

Marcus, Platten. 5
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Hierin sind die vorhin fiir das grofimaschige Gewebe mit 4 = 2
. 4
ermittelten Werte

wy, = wy = 0,17235 P P

3 = wy = 0,24216 - -
S, wy = wy = 0,2421 s

und die durch die Interpolation gewonnenen GroéBen

3\2 P
w, = wy, — (Z) (wp — wy) = 0,202 89 S—l s
2\2 P
Wy = Wy — <4) (wp — wy,) = 0,22471 E,
1)2 P
Wr = Wy — (Z) (wy — w,) = 0,237 80 S—l
einzusetzen. Die Auflésung der Gleichungen liefert:
P P
= 0,23023 — = 19—
wg O, 3 3 Sl P} wl 0’334 Sl 3
P P
wy, = 0,257 57 S we = 0,35235 ok
P P
w; = 0,27948 8 w, = 0,40904 5
P P
= (,28837 —-, = 0,45264 —,
Wy, 3 5 w, 452 64 s,
P P
_ e = < 5 —_— .
w, = 0,295 88 5 wy, = 0,561514 s,
Es ergibt sich somit
fiir x=%—, y=%: M= 8w — 029588 P,
=0, y= % :
fiir a M =8 w; =0,35235 P .
v=c, Y= 0:
fir 2= v, y=-—=: M =S w, = 040904 P
160 YT T T TR :
x= 0, y= % :
fiir . 16y — 8w, —045264 P,
= —, S O
16 Y
fir =0, y=0: M=8w,=051514P.
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Durch unmittelbare Interpolation erhilt man hingegen aus den auf

S. 62 errechneten Ordinaten des Gewebes mit 4 = %

1
fiir x=g y=%: M= (3My+ 6My— M;)—030524P,
=0, y:%: 1
fiir a M =g (3M,y+ 6M,— M, =0,35038P,
x=§’ y=10:
B, a  a 1
fir x = fg, y:'l‘é' M=3é(21M10+ 14M8——3M5) 30’391951),
=0, y:l%: 1
fiir o M~:3E(21M10+14M9~3M7)=O,41707P.
xzﬁ,y:():

Die Ordinaten des nur mit einer Einzellast in der Mitte belasteten
groBmaschigen Gewebes stimmen, wie man sieht, auBlerhalb des durch
die Druckfliche begrenzten Bereiches mit den Ordinaten der klein-
maschigen Gewebe recht gut iiberein. Im Mittelpunkt der Druckflache
selbst nimmt die Momentensumme M um so rascher zu, je mehr die
Seitenliange e zusammenschrumpft?). Die Steigerung ist aber, wie man
aus der Verteilung der Momente in den Mittelschnitten der Platte
(Abb. 30) erkennen kann, auf ein ganz schmales Gebiet beschrankt:
wenn also bei stark konzentrierten Belastungen die durch die Momente M
hervorgerufenen Beanspruchungen am Lastort Werte erreichen, welche
die Druckfestigkeit des Baustoffes iiberschreiten, so ist doch eine Zer-
stérung der Platte nicht unbedingt zu befiirchten, wenigstens so lange,
als die Spannungen in den dem Lastort unmittelbar benachbarten
Querschnitten von der Bruchgrenze geniigend entfernt sind, um einen
Ausgleich der Beanspruchungen erwarten zu lassen.

1) Die analytische Untersuchung und die graphische Darstellung der Form-
#nderungen in der unmittelbaren Nahe des Lastortes ohne Riicksicht auf die GroBe
der Druckfldche sind von Nadai in seinen neuen Arbeiten ,,Uber die Spannungs-
verteilung in einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte* (Bauing.
1921, H. 1/11) und in seinem groBen Aufsatz iiber ,,Die Biegung durchlaufender
Platten und der rechteckigen Platte mit freien Réandern (Z. ang. Math. Mech.
1922, H. 1) behandelt worden. Die Losung der gleichen Aufgabe mit Hilfe von
Reihenentwicklungen auf Grund des Ansatzes von M. Levy wurde von S. Timo-
schenko in der Zeitschrift Bauing. 1922, H. 2, bearbeitet. — Besonders
beachtenswert sind auch die Untersuchungen von A. und L. Foppl iber die
Spannungsverteilung innerhalb der Druckfliche in ,,Drang und Zwang'‘: Bd. I,
S. 197 und Bd. II, S. 102.

5*
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Zur Bestimmung der elastischen Fliche stehen nunmehr die Gewebe-
gleichungen

4z, — 22y = l—i;:‘ — 0,01670 s}:f; ,
bz, — oy — 2 :%?:0,03341%,
oy b Az, — 2, — 2 = 12’3 — 0,04827 Sljg: ,
P P - 4%?:’4 = 0,05574 @1:;‘2;
2z Az — 22 - 11};’5 — 0,06867 SI::;Z :
—2y — 2 - A2y — 2 — 25 = 1—2;:6 = 0,1039381:52 ,
22 b Ay — = 128“’7 —0,12644 %,
— 22+ 4z — 22 =%Z’i=0,17235 5{:;2
oy — g drg— 2y, = l;’:’*’ —0,24216 él%
—dzy+ 42, = %!0_ = {;%120

zur Verfiigung. In der letzten Gleichung stellt M, den Mittelwert der
Momentensumme am Lastorte dar. Seine Grofle ist durch die Bedingung

bestimmt, daBl das elastische Gewicht des ganzen Bereiches z = +—

2 2
i
y=-+ 5 dem Knotenpunkt 10 zugewiesen werden muB. FHiir eine
A .
Drucklinge e = % =y erhilt man demnach in Ubereinstimmung mit
der Abb. 28: PRt
f"g +?

T <
M,y = ot [wdwdy = St v+ w)

o x>
00| 2

M, = 0,36576 P

Fithrt man diesen Wert in das obige Gleichungssystem ein, so liefert
die Auflosung:
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& =SlA'7S2 2, — 0,08323 %’71_0005202 .IiNi
Lo =Sll\§2 2, =0 1581325% — 0,009 883 P;Z
(s =S1A‘,92z3 —-021379%_—0013362};72
{y =§3§%z4 __023525%/12_0014703191\72
Ly = Sll\fz 25 = 0,30239 PA’}“— = 0,018 899%‘1
Ce =SE\‘,9 2 _041231—1;;—_0020769—1\,—
o 281;2 2, :0,457681? _002860013_1\‘;”~
Cs ZSIA‘]S’Zzs —057145%———003571’ PZ\(TZ
Lo _—_f?ﬁNﬁzg _064441%_0040276 I;VZ
4“10:‘% —0735801_}71—_0045 91%{

Eine scharfere Untersuchung der Gestalt der elastischen Fliche
unmittelbar unter der Druckfliche 148t sich im {ibrigen leicht durch-
fithren. Man braucht nur an das groBmaschige Gewebe wie bei der
Momentensumme ein engmaschiges Innengewebe anzuschlielen. Wahlt

man fiir das letztere die Maschenweite 1’ = 9 = %, so wird seine Ge-
stalt unter Zugrundelegung der in Abb. 28 eingetragenen Ordnungs-

ziffern durch die Gleichungen

P 2

— — = /24——_
t2 22— 22 = (P 0004677‘98,
1o Wa e, Pa?
— — — = (A2 % = 56 ——
Zy+ 420 — 22— 2y (%) S, 0,005 35 SIS2,
’ wm P 2

festgelegt. Um den stetigen Ubergang zwischen AufBien- und Innen-
gewebe zu gewahrleisten, werden als Ordinaten der Randknotenpunkte
des kleinen Gewebes die aus dem groflen Gewebe entnommenen Werte
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P2 Pa?
=z = 1 = 0,035715 ——
2, 0,57 458’8’ 3571 5.8,
P2 Pa?
z,,—zg—0644418 S~—OO4O27GSS
2o =12 — +(2z, — 2) = 0,039136
in Rechnung gefiihrt?).
Es ergibt sich somit
a a . . 88 Pa?
fu]x——g,y—_-g.é'—— . = i —0,04291-27,
17
x=0, y=—_:
8 8, 8, Pa?
e Q—Cd—zdw~_004434N
v=10,y=0:
8, Pa?
2=0, y=0 :c=c,,,=zm—;-_0045937“

2

P
Der Unterschied zwischen dem genauen Werte [, = 0,04593 N

und der vorhin fiir das groBmaschige Gewebe ermittelten Verschiebung
Pa?

{10 = 0,04599 -X;L ist, wie man sieht, nur sehr gering. Die GroBe der
Druckilache beeinfluBBt also die Spannungsmomente in viel héherem
MaBe als die Durchbiegungen.

Aus der elastischen Fliche lassen sich jetzt mit Hllfe der Formeln (33)
die Biegungsmomente errechnen.

Die Zahlenwerte fiir die Hauptschnitte sind:

s, = 0,025696 P, s, — 0,046766 P fiir den Punkt z = 3a, y =0,
s; = 0,060922 P, s, =0,100850 P fiir den Punkt x = }a, y =0,
8 = 0,139066 P, s, = 0,174507 P fiir den Punkt 2 = }a y =20,
8, = 0,263451 P, s, = 0,263451 P fiir den Punkt 2 =0, y =0,
s, = 0,112034 P, s,=0,112034 P fiir den Punkt x = ta, y = 1 a,
8, = 0,044642 P, 5, — 0,044642 P fiir den Punkt » = 4, y = }a,
s, =0,010829 P, s, =0,010829 P fiir den Punkt v+ = $a, y = ${a.

1) Die Stetigkeit der Forménderung und der Beanspruchung wird dadurch

erreicht, daB lings der gemeinsamen Réander der beiden Gewebe die Gréfen ¢
0*L 0%

und M, mithin auch 32 02t 8;5 8, in beiden Bereichen ubereinstimmen Die

0 9 oM oM
weitere Ubereinstimmung der GréBen 0z’ 8y’ 0z’ Ay’ v,, Uy ist eine not-

wendige Folge der identischen Gleichgewichtsbedingungen, welchen die Bestim-
mungsgleichungen der beiden Gewebe entsprechen miissen.
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Die zugehdrigen Momentenflachen sowie auch die Hauptspannungs-
momente in den Diagonalen sind in Abb. 30 dargestellt, wahrend die
Schichtlinien der elastischen Flache in Abb. 31 eingetragen sind.

S
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Abb. 30. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, durch eine Einzelkraft
in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

Auf Grund der Formel (66) erhalt man fiir die Randscherkrifte die
Werte

P

Vg =Sl?—%1 :0,06680; fiir den Punkt T=—a,y= i%a,

o P 2
Vy = Sl% = 0,13364; fir den Punkt x = —a, y = _—i:za,
Uy = SI% = 0,193085 fir den Punkt z = —a, y = i%a,

Wy P .
v, = 8, — = 0,22296 — fiir den Punkt x = —a, y = +0.
1 Z. a L
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Um die den Randdrillungsmomenten gleichwertigen lotrechten
Zusatzkrafte zu ermitteln, benutze ich die an fritherer Stelle abgeleiteten
Gleichungen:

m—1@26—{,—§)

(v;a)tz -a = +N * m lz l;/ ’
’ m_l(zé_m—za_é-)
(Wyy=sp=+N - pon e L
01g,

02,

// 03 \\
/;,_%g\\.

06

[ \
[ \
I A
I I
\ J
\ /

Abb. 31. Schichtlinien der elastischen Fliche einer ringsum frei aufliegenden,
durch eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

Sie liefern fiir den Punkt

3 7 64 P
x=—a, y——f_—za:v;=N-m-&3—(2§1—C2) =0’023324E’
2 , 7 64 ) . P
x=—a, y=iza:vz=l\7~—16-$(2§2—§1—4,3):0,053872;,
1 , 7 64 P
xr= —a, y=iza:’0x: 'ﬁ'ﬁ(2£3*é2_€4)=0.09576 ;,

64 P
r=-—a, y=+0 :v;=N-*-ak3(254—Z3) =O,120176;.
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Insgesamt erhélt man also fiir die Auflagerwiderstinde die Werte

a,=v,,+v;=(0,06680—}-0,023324)5 = 0,09012 %) firz=—a, y= +4
, p P 2

az=vz—|—vx=(0.13364—1—0,053872); =(),18751 " fir 4 = —a, y:iz
/ P P . 1

Ay = vy + vy = (0,19308 + 0,09576) o = (),28884 " firg=—a, y=+4 i°
, P P .

0y = vy + v = (0,22296 4 0,120176) " =O,343136g firz=—a, y=+10.

Hinzu kommen noch die vier an den Ecken angreifenden und nach
abwiirts gerichteten Auflagerkrifte

C=—2t,= —2—~«2\7C1

~ —0,116525 P
m

Die Verteilung der Auflagerwiderstinde ist in der Abb. 30 veranschau-
licht.

Vergleicht man die fiir eine gleichmiBig belastete Platte errechneten
Beanspruchungen und Forméinderungen mit denjenigen, welche fiir die
mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete Platte ermittelt worden
sind, so erhélt man beispielsweise fiir den Mittelpunkt der Platte bei
einer Belastung P = 4 pa®:

P
8; = 8, = 0,18920 pa® = 0,18920 4 = 0,0473 P,

2

1 P
£ = 0,064.876 pz\? — 0,064 876 4—?\7 —0,01622 -2

Pa2
N
a\? a?
und bei einer Einzelkraft P mit der Druckfliche 4 ¢ =4 (§> =6"
8y = s, = 0,263451 P,
£ =0,04593 Pa?.

Das Verhaltnis fir die Spannungsmomente ist:

0,0473:0,263451 =c1:5,5
und fiir die Durchbiegungen

0,01622:0,04593 = 1:2,83.
s wire unrichtig, aus diesen Zahlen zu schlieBen, dafl die Bruchlast

bei konzentrierter Belastung auf das %fache der Bruchlast einer gleich-
miBig belasteten Platte herabsinken muf}: die Tragfahigkeit der Platte
mit einer Einzelkraft ist in der Tat, wie Versuche erwiesen haben, eine
nicht unerheblich groflere, weil die hohen Beanspruchungen nur in

1S
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unmittelbarer Nihe des Lastortes auftreten und mit wachsender Ent-
fernung vom Lastbereich so rasch abnehmen, daB trotz der ortlichen
Uberschreitung der Bruchspannung die Zerstorung der Platte aufge-
halten werden kann.

§ 9. Die Berechnung
gleichmiiBig belasteter, ringsum frei aufliegender rechteckiger
Platten mit verschiedenen Lingenverhiiltnissen.
1. Untersuchung einer Platte mit dem
Seitenverhédltnis 2: 3.

Als Beispiel fiir die Anwendung eines Gewebes mit verschiedenen
Maschenweiten sei zuerst eine Platte mit dem Seitenverhaltnis b : o
A Z_w _ m p = 2:3 gewiahlt.

¢4 . a b
’a 7 2 7 Fur1x=’2: ]'y="2_7
= gt _a_3 9
12 s A b 2° 4
g 7 lautet die auf S. 47 abgeleitete Grundglei-
Abb. 32. chung (74):

C 2

9 9 ®
2 (145 ) — 04 1) — 2 (1, + 0, =ng

oder 5
26wk —4 (wz + wl) - g(wm + wn) - 4’ka
1

Entsprechend den aus Abb. 32 ersichtlichen Bezeichnungen erhilt

man fir die einzelnen Knotenpunkte der Reihe nach die folgenden

Gleichgewichtsbedingungen :
25 _P a?
26w, — 4w, — 9w, =4p L ="—

12
—8w; + 26w, — 9w, —4pS

—18w, + 26wy — 4w, —410;1 ,

—18w, —8w; + 26w, = 41)2, .
Dic Auflésung dieser Gleichungen liefert
M, =8, w, =0,106537 pa?,
M, = 8, w, = 0,130622 pa?,
My = 8, w; = 0,138609 paz,
M, = 8w, =0,17154]1 pa?.
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Fiir das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bestimmungsgleichungen

22
262, — 42, — 92, :4w1§7_0106537;§"8 ,
i pat
—82, + 26z, — 9z, =4w2S—-—013O6228 g,
% pat
—182; + 262z, — 4z, ——4w38 ——0,1386098 S )

2

: Az
—182, — 824 -{—2624—411)48 —~017l541S 5,

Hieraus erhalt man

N pat
&= Ev 2z, = 0,0130377 v
S, P
Ly = ——f—ﬁ— 2, = 0,0174196 7\77 ,
. 8,8, pat
b=y 5= 0,018083 T
8,8, at
64 = ‘Xr——‘ 2y = 00242210 —N— .
Zur Berechnung der zugehorigen Spannungsmomente dienen die Formeln
N 1
— e IR YT
Sz lczc .(4 C)z + m % (A g)y}
N . 3 |
= (;2’ [4(2 o — & — é-l) + 1'0" 9(2 G — S — Cu)» s

' 1
Sy = — ﬁ\z] x? (AZ C)y + — (AZ Z:)z]
7[9(2@—@11—5”)-}‘ -42G— 40— 0)| .
N
oy = o T L+ L) — G+ 6]
N 3 7

:F.E.E[(Cp+§q)_(zo+zr)]'

Die auf Grund dieser Gleichungen errechneten Werte fiir die Mittel-
und Diagonallinien sind in der Tafel 3 zusammengestellt. Der Span-
nungsverlauf langs des kiirzeren Randes A B ist durch die mit Hilfe
der Formeln (66) und (68) ermittelten Groflen

vy =

Ly PR 6 463074 pa
Ay 2

, m—1 N

vy = i (Bl — &) = 0100686 pa,
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a; = vy + vr = 0,563760 pa ,

M 2
Iv,,=T3+ pz" = 0,527218 pa

¢1

m— 1

. N . ;
l Vi = m27(2 L3 —2¢) = 0,1271625 pa ,

ayr = vy + V17 = 0,65438 pa

bestimmt. Fiir den lingeren Rand AD ergibt sich ebenso

_ M el 0,47628 pa = 0,71442 pb

LFiig Ty 2

- m; 1 75\/71;1 (28, — £,) = 0,072698 pa — 0,109047 pb ,
ayr = vy -+ Ynr = 0,548976 pa = 0,823467 pb .

oy = %2 + 7”2’1’” = 0,558532 pa = 0,837798 pb ,

iy = m;n‘ 1 Tj% (28, — 28,) = 0,073627 pa = 0,110440 pb

ary = vy -+ vy = 0,632159 pa = 0,948238 pb .

Die an den vier Ecken angreifenden, abwirts gerichteten Einzelkrafte
haben schlieBlich dic Grofe

—1 N
m=—2 Cl = —0,10951 pab .

C=—21= 2.2 %)

Tafel 3.

Die Spannungsmomente der frei aufliegenden, gleichmiaBig belasteten Platte

mit dem Liangenverhiiltnis 6 : a0 =2:3,

~Z— % ! Sx Sy toy
1 1 . - ‘ —0,054758 pa?
+ + | =—0,123206 pb?
PR 0,056203 pa® |  0,082319 pat —0,025433 pa?
2 2 || =0,126457 pb2 | =0,185218 pb? | = —0,057224 pb?
0 L1 0,063723 pa: = 0,106076 pa? .
2 | =0,143377 pb* | =0,238671 pb
L1 0 0,075023 pa | 0105149 pa? .
2 =0,168802 pb® | = 0,236585 pb?
o | o 0,085838 pa* |  0,137167 pat _
‘ =0,193136 pb* | =0,308626 pb*
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2. Untersuchung von Platten
mit dem Seitenverhdltnis 2:1, 3:1, 4:1.
In ahnlicher Weise ist die Untersuchung von Platten mit dem
Seitenverhaltnis 2 : 1, 3 :1, 4 : 1 durchgefiihrt worden. Die fiir die
inneren Knotenpunkte ermittelten Werte

_ 02 _ 02 02
C, Szz—N'__E, Sy = — —N- 74-9 tzy=_’N“”—Cf
Oa? Oy? dx 0y
sind mit den Randwerten
vz b vf'c > az : vy > 'l);/ > (’/y

in den Tafeln 4, 5, 6 vereinigt.
Fiir jedes Seitenverhiltnis sind auBlerdem die an den Ecken an-
greifenden Zugkrifte ¢ und die Mittelkrafte

+b +a
A, =/a,dy, A, =fuydy
-b -

der Auflagerwiderstinde jedes Randes angegeben.
Diese Tafeln konnen fir die Querschnittsbemessung unmittelbar
benutzt werden.
Tafel 4.

Der Spannungsverlauf in der frei aufliegenden, gleichmiilig belasteten Platte
mit dem Lingenverhiltnis b :ax =2 :1.

my 1_ ] 3 2 1 .
> +1 +I +z +Z 0 Faktor
- E pat
o ¢ — 0,074845| 0127176 0,156235 0,165398 | T
e i |
AR — | 016685 | 028652 | 035380 037522 | pa?
5, — | 009005 | 009309 007958 | 0,07331 | pa?
B 777->__:__)_‘ T | ; i pa4
¢ — 0,053989‘] 0,001362| 0,112010 0,118496 £
2= ; 8 — | 013253 | 022219 | 027114 |0,28637  pa?
@ 3, — 0,06646 = 0,06690 | 0,05665 | 0,05189 | pa?
Ly — | —004451 —002849 —001338 | — | pa
N f 72 | — | 08480 | 08282 09055 09269 @ pa
—==1 1 — | 00931 0,0937 00793 | 00727 | pa
| a — | 07411 | 09219 | 09848 | 0,996 | pa
. [ 2| 07638 pa
2 =0 vy || 0,1261 pa
la, 0,8899 pa\ A, = 3,2490 pa?
— 4,= 1,3557 pa?
1o ‘06480 pa| 40— 12094 pa®
- +—2- vy | 0,0931 pa i
lay }07411 p(ﬂ
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Um den EinfluB des Seitenverhiltnisses auf die Spannungsvertei-
lung zu beleuchten, sind zunichst die fiir den Mittelpunkt der Platte
giiltigen Werte {, 8z, s, unter Zugrundelegung der gleichen Spann-
weite a fiir verschiedene Spannweiten b in der Tafel 7 zusammengestellt
und in Abb. 33 aufgetragen. A

Die Schaulinien zeigen, dafl die Durchbiegung des Mittelpunktes um
so groBer ausfallt, je groBer die Lange der Platte im Vergleich zu ihrer
Breite ist: der Zuwachs der Durchbiegung vollzieht sich aber immer

b
langsamer und ist, sobald " > 3 wird, kaum merklich. Der Grenzwert

, at . . o .
= 0,2289 PF gilt fiir eine Platte, die nur in einer Richtung gestiitzt

N S
N q 49003 a2
¢
g, 214472 pa ¢

omssuna’ N
0064876 na

/X 000743 pa?

4 ba

Abb. 33. Die Durchbiegung und die Spannungsmomente des Mittelpunktes
gleichm#Big belasteter, frei aufliegender Platten bei verschiedenen Lingen-
verhéltnissen.

und in der anderen unendlich ausgedehnt ist, er wird bei den Seiten-
b
verhdltnissen P 4 fast erreicht.

Fiir die Beurteilung der Biegungsbeanspruchung vor dem Bruch
sind die Grenzwerte der Momente

02¢ 02,

e 5 =N
Ox?’ v

8y = — Fr
von entscheidender Bedeutung. Die fiir den Mittelpunkt der Platte
in Betracht kommenden Werte sind aus der Tafel 7 zu entnehmen.
Die zugehérigen Schaulinien in der Abb. 33 lassen einen #hnlichen
Einfluf des Seitenverhiltnisses auf die Spannungsverteilung wie auf
die Durchbiegung erkennen: je mehr die Linge b im Vergleich zur
Breite a wichst, um so groBler werden die Momente s, der kiirzeren,
um so kleiner die Momente s, der lingeren Spannrichtung, um so be-
deutender ist der Anteil 4, der Belastung, welcher auf die naher liegenden
lingeren Rander entfallt, um so geringer ist der von den kiirzeren, von-
einander am meisten entfernten Randern geleistete Auflagerwiderstand 4,.
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Die Verteilung der Momente s, 8, lings der Mittellinien ist durch
die Abb. 34 und 34 a veranschaulicht. Sie zeigen, dafl die Momente s,
der kiirzeren Spannrichtung auf einer lingeren Strecke keine merklichen
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Unterschiede aufweisen und erst in der Niahe der schmalen Réander
rascher abnehmen, wihrend die Momente der langeren Spannrichtung
im Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Ecken ihren GroBtwert
und im Mittelpunkt der Platte ihren Kleinstwert erreichen.
Marcus, Platten. 6



82 Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte.

Tafel 7.

Die Verschiebungen und Spannungsmomente des Mittelpunktes gleichmiBig
belasteter Platten bei verschiedenen Liingenverhiiltnissen.

o I
b:a 1 ¢ ! Sz sy
. | . o
pat
1 0,064 876 N 0,14554 pa? 0,14554 pa?
! pa? .
2 ‘ 0,165 398 w 0,37522 pa? 0,07331 pa?
i pat
3 H 0,203194 N 0,46356 pa? 0,024 86 pa?
| pat
4 021472 0,49003 pa? 0,00743 pa?
|
| pa’ : :
oo | 0,228938 i 0,5 pe 0 pa
il i

3. Vergleich der genauen Werte mit den Ergebnissen
der iiblichen Ndherungsrechnungen.

Der Vorteil der genaueren Untersuchung der Platte tritt deutlich
in Erscheinung, wenn man ihre Ergebnisse mit denjenigen der tiblichen
Naherungsherechnungen vergleicht.

Ersetzt man namlich die Platte durch zwei Reihen von Streifen mit
den Spannweiten 2a und 2b und weist man diesen Streifen entspre-
chend den deutschen Bestimmungen fiir die Berechnung kreuzweise
bewehrter Platten die Lastanteile

bt at
dro PP
zu, so entstehen in der Mitte der Streifen, wenn letztere als einfache
Balken betrachtet werden, die Momente

(2 a)? pazbt (2 5)? pbat
Ha=Pe g™ T 9wty TP g T 2@y

Auf Grund dieser Formeln erhalt man

Pz =7P

firb:a=1:1:u,=025 pa?, p,=025 pa?,

firb:a=2:1:p,=04706pa®, u,=0,1176pa?,

firb:a=3:1:u,=04939pa%, u, = 00549 pa?,

firb:a=4:1:u,=04981pa®, u,=0,0312pa?,

firb:a =00 :1u,=05 pa®, u,=00 pa’.
Werden hingegen entsprechend den schweizerischen Bestimmungen die
Lastanteile nach den Gleichungen

: pb? : pa?
Pe="p e P7T g
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bemessen und die zugehorigen Momente mit Hilfe der Formeln

’ r pa2bz
Ha B ™ g a1 by
bestimmt, so ergibt sich

firb:a=1:1:pu =, =025 pa?,
firb:a=2:1:p=pu, =040 pa?,
firb:a=3:1:uy=p, =045 pa?,
fir b:a=4:1:u, =y, = 0,4706pa?,
furb:a =00 :uy=pu, =050 pa®.

Die Werte u,, i, t und gy sind in Abb. 35 aufgetragen. Der Ver-
gleich mit den genauen Werten s, und s, zeigt, daf} die nach den Nahe-
rungsformeln errechneten Momente ¢ um so mehr vongden wirklichen
Momenten s abweichen, je weniger
sich die Seitenlingen ¢ und b von- Fp
einander unterscheiden. pd

Fiir b : @ = 1 liefern die deut- %°7]
schen sowohl wie die schweize- 2%
rischen Bestimmungen Grofen, die g3 ,/ )
um mehr als 70 v. H. héher sind
als die genauen Werte: hierbei sind
nur die in dem Plattenmittelpunkt
auftretenden Maximalmomente in
Betracht gezogen, fiir die ibrigen
Punkte der Mittellinien, die sich
mehr den Réndern nihern, sind
die wirklichen Momente noch we-
sentlich geringer als die nach den
Niherungsformeln errechuneten.

Sobald aber das Seitenverhiltnis

b . . . Abb. 35. Vergleich der genauen und der
;{> 2 ist, nimmt der Unterschied Naherungswerte fur die Spannungsmo-

zwischen den genauen und den N- mente rechteckiger Platten.
herungswerten sehr rasch ab: da die

Hauptspannungen dann vorwiegend der kiirzeren Spannrichtung
folgen und die Platten fast nur als Balken wirken, so ist die Uberein-
stimmung in den Ergebnissen der Rechnungsverfahren leicht zu er-
klaren.

Die schweizerischen Bestimmungen passen sich besser als die deut-
schen der Plattentheorie an, jedoch nur, soweit die Momente s, der
kiirzeren Spannrichtung in Betracht kommen: bei den Momenten s,
hingegen sind die deutschen Vorschriften zuverlissiger, wihrend die

6¥
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nach den schweizerischen Formeln errechneten Werte ein vollig falsches
Bild der Spannungsverteilung liefern.

Bei hohen Belastungsstufen tritt allerdings eine merkliche Ver-
anderung des Spannungsbildes insofern ein, als die sehr erheblich be-
anspruchten Querstreifen nicht mehr die gleiche Steifigkeit wie die
weniger angestrengten Léngsstreifen besitzen und von den letzteren
in starkerem Male unterstiitzt und entlastet werden, bis sich die Span-
nungsmomente §; und s, nahezu ausgleichen: dieser Ausgleich, der be-
sonders die Bruchsicherheit von Eisenbetonplatten wesentlich beein-
flufBt?), wird in den schweizerischen Vorschriften beriicksichtigt.

Fir die Beurteilung der Brauchbarkeit der Naherungsformeln ist
auch die Art der Verteilung der Belastung auf die Randunterlagen von
wesentlicher Bedeutung. Folgt man den deutschen Vorschriften, so
mul} den zur z-Achse senkrecht stehenden Randtrigern die Belastung

pabt
Oy = APy = ot + bt
und den zur z-Achse parallel lie-
genden Randtrigern die Belastung
pbat
) ayszyza——4+b4
92 zugewiesen werden. Vonder Platten-
a7 belastung Q—=4pab
q0 entfallen somit auf die Rand-
ar- triger die Anteile
17 y Q b
a2 Az=2baz—§a/4":|_“64,
g3
— at
g% Ay=2uay=2‘m.
Die schweizerischen Vorschriften
Ay . .
liefern hingegen
Abb. 36. Vergleich der genauen und der , Q b2
Naherungswerte fiir die Auflagerkrifte 4, = W RN
rechteckiger Platten. ™
,_ Q@ @
4, =— .
2 a® -+ b2

Die Werte 4,, 4,, Az, A, fir verschiedene Verhaltnisse der Seiten-
langen sind in der Tafel 8 zusammengestellt und in Abb. 36 aufgetragen.
Zum Vergleich sind auch die in der genauen Untersuchung ermittelten
richtigen GréBen 4;, 4, mit den zugehdrigen, an den Ecken angreifen-
den Zugkraften C angefiihrt.

1} Vgl. Nielsen: Die Berechnung der Bruchspannungen in kreuzarmierten
Eisenbetonplatten. Bauing. 1921, H. 15.
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Tafel 8.

Die Auflagerkrifte gleichmifig belasteter Platten bei verschiedenen
Langenverhiltnissen,

|
. = ‘ 1 4 2 i 3 4 oo | Faktor Bemerkungen
] J

{ A, 0,3094 \ 0,4061 0,4377 / 0,4535 [ 0,5 @ Die Niaherungs-
A, 0,25 | 10,4706 0,4939 04981 |0,56| @ werte 4., 4, bzw.
A} 0,25 ' 0,40 0,45 04706 105 @ A/, A, sind auf
4, 0,3094 | 0,1694 0,1145 0,0858 | @ | Grund der deut-
4,1l 025 | 00294 | 0,0061 | 0,0019 \ — | @ |schen bzw. schwei-
A, “ 0,25 | 0,10 0,05 0,0294 | — | @ zerisch. Naherungs-
¢ || —0,2375 | —0,1512 | —0,1044 | —0,0785 | — | @ |formeln crrechnet.

Wiahrend die genaue Berechnung fiir die Beanspruchung der Platte
kleinere Werte als die Naherungsverfahren lieferte, sind umgekehrt die
Randbelastungen bei der strengen Untersuchung nicht unerheblich
grofler als bei der vereinfachten Berechnung. Die Abweichung zwischen
den Ergebnissen der genauen und der angeniherten Ermittlung der

Auflagerwiderstinde ist um so bedeutender, je weniger sich die Seiten- |

lingen @ und b voneinander unterscheiden. Die Plattenwirkung tritt
nimlich um so stirker in Erscheinung, je mehr sich die Plattengestalt
dem Quadrat niahert: die Randdrillungsmomente sind dann um so
groBer und erfordern, um ein Abheben der Platte aus der Randunterlage
zu verhindern, einen entsprechend kriftigen Widerstand C. Ist die
Platte aber ziemlich lang gestreckt, so stimmen die genauen und die
Naherungswerte gut miteinander {iberein, allerdings nur insofern, als
die Auflagerwiderstinde der kiirzeren Spannrichtung in Betracht ge-
zogen werden. Fir die andere Richtung hingegen liefert die strengere
Untersuchung merklich grofere Werte als die beiden Naherungsverfahren.

Die vorstehenden Gegeniiberstellungen zeigen, dafl eine richtige
Erkenntnis der Tragfahigkeit und eine wirtschaftliche Querschnitts-

bemessung bei Platten von annihernd gleichen Seitenlingen sich auf-

die genaue Berechnung stiitzen miissen. Die letztere ist auch bei ling-

lichen Platten unentbehrlich, wenn der Spannungszustand in der Nahe
der kurzen Rénder und die Groe der Auflagerwiderstinde an dieser
Stelle bestimmt werden sollen: fiir den mittleren Bereich der Platte
und die langen Rénder erscheinen indessen die Ergebnisse der Nibe-
rungsverfahren ausreichend zuverlassig.

4. Neue Formeln fiir die vereinfachte Berechnung
frei aufliegender Platten.
Die bisherigen Versuche, eine einfache Formel fiir die Berechnung
der Biegungsmomente einer Platte zu entwickeln, gehen meistens von
der Annahme aus, daf es moglich ist, die Platte durch zwei Scharen
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sich rechtwinklig kreuzender Balken zu ersetzen und den auf jede Schar
entfallenden Anteil der Belastung von vornherein zu bestimmen.

Diese Annahme widerspricht jedoch den grundlegenden Gleich-
gewichtsgleichungen der Platte und fiihrt zu Ergebnissen, die um so
weniger als zuverlissig zu betrachten sind, je geringer der Unterschied
zwischen den Seitenlingen @ und b ist und je stirker die eigentliche
Plattenwirkung in Erscheinung tritt.

Wird ndmlich ein der z-Achse parallel laufender Streifen als Balken
aufgefafit und ihm die Belastung p, zugewiesen, so gilt fiir die zugehdrige
elastische Linie die bekannte Gleichung

04l 12 m P,

A T B T T N
Fiir die Streifen in der y- Richtung mit der Belastung p, besteht ebenso
die Beziehung ~4 C ] m2 7y

oyt mE—1N

oLl omt (patpy)
oxt  dy* m2—1 N
Die Plattentheorie liefert aber

04y 9L p 204¢

gzt T 0yt N 6ardy?’
Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgt

m2—1 No*Z
”+”=WA(‘2wﬁﬁ

Es ist also auch

Hieraus erkennt man, daB sich die Summe der Lastanteile p, und p,
selbst im Grenzfalle m = oo durchaus nicht mit der tatsichlichen Be-
lastung p der Platte deckt.

Die auf der Annahme p; 4 p, = p aufgebauten Naherungsberech-
nungen kénnen daher weder ein richtiges Bild der Spannungsverteilung
geben noch die auf die Rander iibertragenen Krifte mit ausreichender
Sicherheit bestimmen.

Will man die Forménderung eines Streifens genauer verfolgen, so
darf man nicht auler acht lassen, daBl in den seitlichen Abgrenzungs-
ebenen dieses Streifens nicht allein die lotrechten Scherkriifte », sondern
auch die von den wagerechten Schubspannungen gebildeten Krafte-
paare iz, auftreten. Handelt es sich beispielsweise um einen der z-Achse
parallel liegenden Streifen von der Breite d ¥ (Abb. 37), so wird er auller
durch die Belastung p dy einerseits durch die Scherkrafte v, und durch

die Momente ?#,,, andererseits durch die Krifte vy + %—v’! dy und die
Yy
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0t
Kraftepaare i, -+ —é—? dy beansprucht. Die tatsichliche Belastung

eines Streifens von der Lange d x setzt sich also aus der Kraft

0 0
Ay dydx = dz (pdy — ~§%dy> = (p — 6—1)!) dxdy

N Y Yy
t
und dem Kriftepaar (937 dydx zusammen. Fiir die Flicheneinheit
des Streifens ist mithin 2dy
. Jdv,
== Py I *2,
oy A Uy %kyy Jyydy
Ebenso ergibt sich fiir den Streifen T_%'—' W ZA l >y
in der y-Richtung A lry by + Yy Ay
0w, by dy
wmr e
und insgesamt ‘!YZ
dv, | Ov, ) Abb. 37.
Tyt gy = 2p — (Ty + 70y .
Da auf Grund der Gleichgewichtsgleichung fiir das Plattenelement
0 v, Jdvy,
gx T oy TP

sein muf}, so erhilt man
my+ay,=p.

Hieraus erkennt man, dafl im Gegensatz zu der GréBe (p; + p,)
die Summe (7, + 7,) mit der jeweiligen Belastung p iibereinstimmt.
Fiir die Durchbiegung der z- und y-Streifen kommen jedoch auch die

ot ot

Kraftepaare 7&? und a—;y in Betracht; ihr Anteil ist wohl in p, und p,,
nicht aber in 7, und 7, inbegriffen. Zwischen p, und 7; besteht derselbe
Unterschied wie zwischen den tatsichlichen Auflagerwiderstinden a,
und den Randscherkriften v,. Die bisherigen Untersuchungen haben
in der Tat gezeigt, dalBl sich die Summe 2 (4, 4 4,) der Auflagerwider-
stande ag und a, sich ebensowenig mit der gesamten Plattenbelastung ¢
deckt wie die Summe der wirksamen Lastanteile p, 4+ p, mit der wirk-
lichen Belastung p. Der Unterschied

2(4,+4,) —Q=—4C
wird eben durch diejenigen, an den Ecken angreifenden Einzelkrafte ¢
ausgeglichen, die mit den zusitzlichen, von den Drillungsmomenten
abhingigen Auflagerwiderstdnden
= aat;y ;Y= Oley

’

Uy

im Gleichgewicht stehen.
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Diese Krafte €' mit den zugehorigen Widerstinden ¢, und v, miissen
auch bei einer angenidherten Berechnung der Platte als statisch unbe-
stimmte Grollen aufgefallt werden, weil die Gleichgewichtsbedingungen

nicht ausreichen, um auch nur die

TVJ’/ Summe dieser Krifte festzulegen.

A f z Die Naherungsverfahren schalten
A y N durch die Zerlegung der Platte in
o i © Balken gerade dle]enlgen' Drillungs-

A T B momente aus, welche einen merk-

i . l_ » lichen Einfluf} auf die Forménderung,
S [_:\\1 | P e N die Beanspr}lchung und dleuVertellung

| z der Randwiderstinde ausiiben.
Dieser EinfluBl ist besonders bei

c ! 0 Platten, deren Seitenlédngen sich wenig
/. |2 (¢ voneinander unterscheiden, von er-

' heblicher Bedeutung.
Abb. 38. Die Eckkrafte erreichen bei der

quadratischen gleichméafig belasteten
Platte fast ein Viertel der gesamten Belastung. Um die GroBe ihrer
Wirkung zu erkennen, ist in der Abb. 38 die Verteilung dieser Krifte
und der zugehérigen Widerstande vz und v, dargestellt. Sie bilden fiir
sich eine Gleichgewichtsgruppe und es ist daher
+b
/v;dy = TVy=—0C,
~b
ﬁ:u
[vyde =V, = —C,
-a
2V, +2V,+4C=0.
Der Mittelschnitt KF der Platte wird hierbei durch das Moment

’

M= @O+ b2y

beansprucht. Wird fiir den Schwerpunktsabstand % das MaBl 7 = $ b
genommen und a = b gesetzt, so erhilt man
M,=3%aC
und als Durchschnittswert der Spannungsmomente s, lings der Linie
EF =2a:
M, 5
" 24 16 ¢
Da fiir die quadratische Platte
C = —0,2375 p a?

Se
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ist, so ergibt sich schliefflich
Sg=—%:02375pa® = «» —0,075pa? .

Der Durchschnittswert der Momente s, unter der Einwirkung der
Belastung und der gesamten Auflagerkrifte ist hingegen

8p=c02-0,1892pa® = ~0,125pa®.

Wiirde man die Gruppe C, Vi, V, ausschalten, so wiirde also das
mittlere Biegungsmoment den Wert

8, = (0,075 + 0,125) pa? = 0,2 p a?

erreichen und hiermit eine 60proz. Steigerung erfahren.

Dieser Zahlenvergleich beweist, dal auch der mittelbare Einflufl
der Drillungsmomente nicht unterschétzt werden darf und gibt fiir
den erheblichen Unterschied, der besonders bei den quadratischen
Platten zwischen den Ergebnissen der genauen Untersuchung und der
Naherungsverfahren besteht, eine ausreichende Erklarung.

Um diese Naherungslésungen, die eine wesentliche Vereinfachung
der Berechnung ermdglichen, verwenden zu konnen, ist es notwendig,
sie durch Formeln, in welchen der Einflufl der Drillungsmomente zum
Ausdruck kommt, zu berichtigen und zu erginzen. Die im Abschnitt IX
durchgefiihrten Untersuchungen von Platten mit gebogenen Ré#ndern
und spannungsfreien Randflichen liefern die Grundlage, auf welcher
eine genaue Berechnung der Forménderungen und Beanspruchungen,
welche durch die Randdrillungsmomente hervorgerufen werden, auf-
gebaut sein muf}. Die Ergebnisse dieser genauen Berechnung lassen
sich aber nicht in einer geschlossenen, leicht verwendbaren Formel
zusammenfassen.

Man gelangt eher zum Ziele, wenn man an Stelle des Néherungs-
verfahrens moglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln
sucht, welche fiir die verschiedenen Verhéltnisse der Seitenlangen Werte
liefern, die sich mit den bekannten richtigen Werten ausreichend decken.
Die Untersuchungen, die ich in dieser Richtung angestellt habe, fithren
zu den folgenden Ergebnissen:

I. Interpolationsformeln fiir die Auflagerkrifte:

+b
3 a
a,=[aay =% (-7 3).
b
+a
Q 5 a
dy=Jmite=3 Ty
-a
_ Q a
C= Z'R.
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II. Interpolationsformeln fiir die Biegungsmomente der Mittellinien:

+b
M, :jszdy = Qa(l —E a—),
-b

4 4 b

+a
t o
M,=|syde=-"--b Z%

IIT. Interpolationsformeln fiir die Spannungsmomente des Platten-

mittelpunktes:
—_ga_z( f)( _fﬁz>
=5 \Itg/ =5 3)

s _P¥ 3 a

U2 10067
Unter a ist hierbei immer die kiirzere Seitenléinge zu verstehen.
Die auf Grund dieser Formeln errechneten Grofien sind in der Tafel 9

neben den vorhin fiir m = %* ermittelten genauen Werten zusammen-
gestellt.

Tatfel 9.

Zusammenstellung der genauen und angeniiherten Werte der Auflagerkriifte
und Spannungsmomente gleichmiilig belasteter Platten bei verschiedenen
Lingenverhiltnissen.

g = 1 2 3 4 | oo | Faktor Bemerkungen
{ 4, | 03094 | 0,4061 0,4377 04535 |05 | Q |DieNiherungs-
Ar | 03125 | 040125 | 04375 0,453125/0,5 | Q |werte 42, 45,
0* ’ M; ’ M;; £
4, | 03094 | 01694 | 0,1145 00858 | — | @ & s gindaut
A3 | 03125 | 015625 | 0,10417 | 0,07813 | — | @ | Grundd.neuen
C |—02375 | —01512 |—01044 |—0,0785 | — | Q/4 I“t‘;fP"‘aﬁ"“S'

c* |—0,25 |—0,125 |—0,0833 |—0,0625 | — | Q/4 orme
errechnet.

M, || 0,0625 0,15456 0,18746 0,20354 | 0,25 Qa
Mz | 0,0825 0,15625 0,1875 0,203125(0,25| Qo

{ M, | 0,0625 0,01549 0,006507, 0,003637) — | @b &
My 0,0625 0,015625/  0,006944| 0,003906] — | @b !
Sz 0,14557| 0,37522 0,46356 0,49003 | 0,5 | pa?
8z 0,15 0,375 0,42777 0,45 0,5 | pa?
8y 0,14557, 0,07331 0,02486 0,00743 | — | pa?
8y 0,15 0,075 0,05 0,025 — | pa?
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Der Vergleich der gegeniiberstehenden Reihen zeigt eine recht gute
Ubereinstimmung zwischen den beiden Ergebnissen; sie besteht vor

b
allem fiir diejenigen Léngenverhaltnisse 1 <; <2, bei denen die

eigentliche Plattenwirkung am starksten ausgepragt ist, und tritt be-
sonders bei den grofiten Auflagerkraften A, und den gréfiten Spannungs-
momenten s; und M, hervor!). Die netuen Formeln kénnen daher als
eine weit bessere Grundlage fiir die vereinfachte Berechnung von Platten
als die bisherigen Niherungsverfahren betrachtet werden. Ihre Zuver-
lassigkeit ist in einer GesetzméaBigkeit begriindet, die aus der genauen
Untersuchung nicht unmittelbar abgeleitet werden kann und eine ein-
gehendere Priifung verdient.

Die Naherungsformeln zeigen namlich, daB die von den Rand-
drillungsmomenten abhéngigen Eckkrafte

C=—22__12

bei gleicher Spannweite @ und wachsenden Lidngen b im wesentlichen
unverdndert bleiben und nur von der kiirzeren Linge a abhéngig sind.
Ebenso sind die Momente in der Langsrichtung

Q 1 a®> pad

M=g bg =5

und auch die Auflagerkrifte der kurzen Rénder

_Q 5 a 5

A2 A G|
=y yg=4P

wenig verdnderlich und eigentlich allein durch die Spannweite a beein-
flufB3t.

Schaltet man die Eckkrafte C und die zugehdrigen Widerstande o
aus, so bleiben die Randscherkrifte

'szAm+0=9(2—f‘i)=2pab~pa2,
4 b

@ a
Vy:Ay.{_C:él."g = pa?,

1) Fiir b > 2a sind die nach der Interpolationsformel errechneten Naherungs-
werte M, um weniger als 10 v. H. hoher als die genauen Werte der groBten iiber-
haupt in der Platte vorkommenden Momente M,. Die letzteren treten in den
durch denSchnittpunkt der Winkelhalbierenden gelegten Querschnitten y =4 (b—a)
auf und unterscheiden sich von den Biegungsmomenten M, des Mittelschnittes
y = 0 um hochstens 10 v, H.
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4

welche mit der Belastung = 4 pa b im Gleichgewicht stehen, tbrig.
Thre GroBe deckt sich unmittelbar mit dem Inhalt der Flachen

a2
= h—
F, 2<a 2),
0/2
=2

~in welche die Grundflache der Platte durch die Mittellinien und durch
die Winkelhalbierenden der Ecken zerlegt wird (Abb. 39). Um die

AY 4
N
4
b
F 4
\\ e

N
\ /
\X/
|
i
|
i
|

¥
?,._

25

Zz
>
lz

Y

A

/7N

\,

e —
Abb. 39.

Es sei schlieBlich

von den Randtrigern aufzunehmenden Bela-
stungen niherungsweise festzustellen, hat man
also jeder Kante lediglich denjenigen Abschnitt,
welcher durch die benachbarten Winkelhalbie-
renden begrenzt wird, zuzuweisen. Hiermit ist
fir die Darstellung der Lastverteilung ein be-
sonders einfaches und anschauliches Bild ge-
wonnen, aus welchem leicht zu erkennen ist, dal}
selbst bei langgestreckten Platten die kurzen
Rinder immer einen bestimmten Teil der Be-
lastung zu tragen haben und daB auch in der
Langsrichtung die Biegungsmomente, so klein
wie sie sein mogen, nicht gidnzlich verschwinden
dirfen.

bemerkt, daf die Anwendung der neuen Inter-

polationsformeln eine sparsamere Querschnittsbemessung, als es die
bisherigen Vorschriften zulieBen, gestattet. Da die Versuche nach-
gewiesen haben, daB fiir die Bruchsicherheit nicht der GrofBt-, sondern
der Durchschnittswert der in einem Bereiche auftretenden Spannungen
ausschlaggebend ist, so laBt sich zumindest der erforderliche Eisen-
bedarf kreuzweise bewehrter Platten mit ausreichender Genauigkeit aus
den Durchschnittswerten der Biegungsmomente

M, M,

m=gp ™ T

ableiten. Die neuen Formeln liefern

QEO_E¢%£fO_EQ,

T8 b 4 b 2 4 b
_Qa pa?
=35 h =5
Man erhilt insbesondere
2
firb:a=1:1 :m,:»pgi = 0,125 pa® = m,,

fir b:a = 2:1:my == {; pa® = 0,3125 pa®, m, = 0,125 pa?,
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wahrend beispielsweise nach den deutschen Vorschriften bei dem Liéngen-
verhéltnis

b:a=1:1 mit m, =m, = 0,25 pa?,

b:a=2:1 mit m, = 0,4706 pa®, m, = 0,070 pa?

gerechnet werden muf.

Die genaue Untersuchung bietet also die Moglichkeit, den Eisen-
aufwand um die Halfte oder wenigstens um ein Drittel zu verringern
und eine weit wirtschaftlichere Querschnittsbemessung zu erzielen.

§ 10. Der EinfluB der Querschnittsverinderlichkeit.

1. Die Gleichung der elastischen Flidche.

.Die bisherigen Untersuchungen sind unter der Voraussetzung durch-
gefihrt worden, daBl die Platte eben ist und tiberall die gleiche Steifig-
keit besitzt.

Ist die Plattenhohe veranderlich oder bei gleichbleibender Platten-
stirke die auf die Flacheneinheit des Querschnittes bezogene Be-
wehrungsmenge von Stelle zu Stelle verschieden, so mufl unter Um-
standen auch der Kinflufl der wechselnden Plattensteifigkeit in Betracht
gezogen werden.

Die einzige Beziehung, in welcher die Wirkung der Plattensteifigkeit
nicht unmittelbar in Erscheinung tritt, ist die frither abgeleitete Grund-
gleichung des Gleichgewichtes fiir ein Plattenelement:

P23, 02, vy 7 02 sy
Ox2 dwdy ' Oy
Werden in diese Gleichung fiir die Spannungsmomente die Werte

)

dx? ' m dy?

- (025 1 02:)

W= =Nyt 5
m—1 0%

tz:u = —N - ———um—m m

eingesetzt und die Differentiation unter Beriicksichtigung der Ver-
dnderlichkeit von N durchgefiihrt, so erhalt man

{aN (3 Vee + 6N,._€_|72§]+V2N.V2€
0 ay

. (202]\7 az&- 2N 525 62N 62C>

m \oxdy Oxdy  Oa Oyr 0y 0Oa

p=NV2P2E 42

Beachtet man aber, daBd

Py e — r2ngﬂ{aN 0 ON @

sz+y~r724+wzv-wc
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ist, so kann man die allgemeine Gleichung der elastischen Fliche in
der Form p=P2NV2E) + R (7%)
schreiben. Hierbei ist das Restglied

R_m—1(262N 2L 02N o02¢ 02N 02¢
T oom O0xdy .ﬂxay‘— dx? Oy? N Oy? e

). (75a)

Man kénnte ohne weiteres die partielle Differentialgleichung (75)
durch partielle Differenzengleichungen vierter Ordnung ersetzen. Die
Auflésung der letzteren wiirde aber in den meisten Fillen erhebliche
Schwierigkeiten bereiten, weil in jeder fiir einen Knotenpunkt aufzu-
schreibenden Gleichung die 13 Ordinaten der zu diesem Punkte ge-
hérigen Punktgruppe als Unbekannte erscheinen.

Die Integration der Hauptgleichung (75) wird wesentlich erleichtert,
wenn die Querschnittsveranderlichkeit einem einfachen Gesetz folgt.
In den meisten Fillen wird es, um den Einflull der wechselnden Platten-
steifigkeit zu beurteilen, geniigen, als Gleichung der Querschnittsver-
anderlichkeit den Ansatz

N=Nc(1+a-g+ﬁ?i>

zu beniitzen. Hierbei bedeuten & und f konstante Beizahlen, N, ein
Vergleichsma8 fiir die Plattensteifigkeit.

Dieser Funktion N entspricht das Restglied R = 0. Die Gleichung
der elastischen Flache lautet daher:

p=PANP20).
Setzt man wie frither
—N-V2c =M,
so ergibt sich wieder: S
M =—p,
N
Vel = —=-°"M.
N V2L v M

Aus den ersten dieser beiden Gleichungen kann man also, ohne Riick-
sicht auf die Querschnittsveranderlichkeit, das Moment M mit Hilfe
des elastischen Gewebes ermitteln. Aus der zweiten lassen sich ebenso
die Ordinaten { bestimmen. Als Belastung des Gewebes kommen nur

an Stelle der Groflen M die elastischen Gewichte M - Nc .
Ist die Platte als Umdrehungskérper ausgebildet, so wird sich in
vielen Féllen zur Darstellung der Querschnittsveréinderlichkeit der

Ansatz.

2 2
¥ =N (14,25 (76)
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gut verwerten lassen. Unter  ist hierbei eine konstante Beizahl, unter
¢ eine beliebige Lange zu verstehen.
Das zugehoérige Restglied ist:

—1 N
R=-—T1"2, 2

m c?

rac.

Die Gleichung der elastischen Fliche nimmt dann die Form

2 2y 1. _Z'LVz — z( 2 _Lnil ;ZJ_ >_
V2(N V2¢) R G t=V2(NV2¢ - 7625 P
an. Wird nunmehr
_ 2 4_1 e A
NV2L+ . 702 C~M,1

(77)
Vel = —p[

gesetzt, so erkennt man wieder, dal die Funktion M ohne Riicksicht auf
die Querschnittsveranderlichkeit aus den einfachen Gleichgewichts-
gleichungen des Gewebes ermittelt werden kann. Um jedoch die Werte {
zu bestimmen, muB man an Stelle der obigen Differentialgleichung die
Differenzengleichung

2 —li—l  2h—lu—la m—1 7y N\ _
S + TN -m s

Ay m c

cinfithren. Sie stellt eine besondere Abart des elastischen Gewebes dar.
Fiir 2, = 4, erhilt man die iibersichtliche Beziehung

m—1 A2 NC> M 22
afed ML B ot = T
Setzt man wie frither
M=8w,
88,
C - Nc' 5
so ergibt sich schlieBlich:
m—1 712 Nc> , _wa® N,
2 (4 27N (2 + 2+ 20+ 2) = s, N (79)

Die Bestimmung der elastischen Flache ist also bei den beiden in
Betracht gezogenen Querschnittsverinderlichkeitsgesetzen auf die
Losung zweier einfacher Differenzengleichungen zweiter Ordnung
zurtickgefiihrt.
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2. Untersuchung einer ringsum frei aufliegenden,
gleichmédfBig belasteten quadratischen Platte mit
verdnderlicher Steifigkeit.

Um die Vorteile der Zerlegung der Hauptdifferentialgleichung
vierter Ordnung zu beleuchten, wéhle ich als Beispiel die ringsum frei
aufliegende, gleichméaflig belastete quadratische Platte mit der Quer-
schnittsveranderlichkeit

N=Nc<1—

a? + o2

4a2-> )
Es ist somit y= 1, 2— 242 .
Die Losung der ersten Differenzengleichung

VM =—p

ist bereits aus der fritheren Untersuchung der Platte mit gleichbleibender
Steifigkeit in § 7, S. 52 bekannt. Fiir die aus der Abb. 25 ersichtlichen
Ordnungsziffern sind hierbei die Werte

p A p A
]W-l = Slwl = 309,5@, MG - Sl w6 - 936 272,
p A2 p A2
ﬂ12=S1w2=483 ﬁ’ M7 :S1w7 = 986 272“,
p A pA?
M, = 8§, w; = 573 579 Mg = S wg =1135,527—§,
p A2 pA?
M4=SIUJ4=601 @, M9 TSI'LUQ :1199 ’2*7*é,
i p A2 p a2
M5 = Sl W5 = 77,5 ’2%, M10= Sl ww"«—» 1267 72%
ermittelt worden.
Die zweite Differentialgleichung lautet
m—1 A% 1 A2 1
4 — — b — (2, F : =Wy s
2k m 2a21_—x?€+7yi‘ (zblzl+2))L+zn) wkS21_x}lC\*—yz’
4 2 4 g?
oder wenn a
l == Z y
LGty
4 a2 % s
10
m = E 5

m—12 1 07
m 2a® & 32¢& *
gesetzt wird, 22

1
zlc(4_%) - (zi"l‘zl“’_zm’*“zn):wkg:-
2 &
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Die Ausrechnung liefert der Reihe nach

1:6, =0,71875 ,  x, = 003043 ,

2.6, —0,796875,  x, — 002745 ,

3:e, — 084375 ,  x; —0,025926,

4:5, — 0859375,  x, = 0025455,

) 5o, —0875 ,  w; —0025
farden Punkb o 0021875,  x, —0,023728,
Tie;, = 00375 ,  w; =0,023333,

8:e, —0,96875 , x5 =0,022581,

9:¢, —0,084375,  x, =0,02222 ,

10 : e, = 1,0 . xy = 0,021875.

Fir das zweite Gewebe gelten mithin die folgenden Bestimmungs-
gleichungen

3,06957 2z, — 22, — 4306 L0
s 1 2 ’ 272 Sl Sz ’
pA
72 —2 —2; — = 272 8, S,
3,9 55 22 zl z3 25 606:1 272 Sl Sz ’
pat
3974072, — 2, —2, — = 6.1 oo s
23 — 2y 2y %6 9 272 8,8,
B _ PR
397455 2, — 223 — 2 = 6993 272 8,8,°
pat
o, —~ 8885 24 _
3,975 2 — 22— 22 5 328,85,
pAt
p o — 2, —10153 PY
39762724 —23 —25 — 2 — 2 2728,8,°
o _ _pA
3,976 67 2, — 225 — 2, %9 = 10517 272 8,8,
_ _ P
397742 z, — 22, — 27, = H721 5508.5,
_ _ 2
BITIT82, —20 —2zm—my = 12180 i,
_ _pA
3,97813 2,0 — 42 = 12610 55 5.5, -

Die Auflosung dieser Gleichungsgruppe ergibt folgende Werte:

_ p A _ pa

{, = 3,36757 N, = 0,013155 N,
pi pat

o 5,89239 N, 0,02301 N,

Marcus, Platten. 7



98 Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte.

Ly = 7,4170707;\;164 = 0,028948 %4,
L, = 791412 7;\;: — 0,030915 72\',’:,
L, = 10,40140 73\?: — 0,040630 %,
Lo — 1314717 7;?: — 0,051356 7;\';”:,
£, = 14,06280 ?3;1: — 0,054933 7;\?;,
Ls — 16,66904 71'\?: — 0,065113 1;\?:’
Ly = 17,84805 7;;1: — 0,069719 ’;&4,
b= 1911713 B2 _ 0074676 7;‘4.
. ;

Ein Vergleich mit den auf 8. 53 fiir die Platte mit gleichbleibender
Steifigkeit N = N, ermittelten Zahlen zeigt, daBl die Platte, deren
Stirke von dem Plattenmittelpunkt nach den Randern abnimmt, eine
groBere Durchbiegung als die ebene Platte erfihrt. Die Zunahme der
Senkung infolge der Abschwichung der Steifigkeit betragt im Mittel-
punkt 15, in der Néhe der Rander 24 v. H.

In der nachstehenden Tafel 10 sind auch fiir beide Falle die zur
Mittellinie und zur Diagonale gehorigen Werte

62 o2
s$=—Na—x-§, 8”=—N6—3;§
zusammengestellt.

Der Vergleich 148t erkennen, dafl, obwohl die ebene Platte und die
Platte mit veranderlicher Steifigkeit das gleiche Biegungsmafi M bei
der gleichen Belastung aufweisen, die Spannungsmomente s, und s,
in beiden Fillen merklich verschieden sind. Entsprechend der Quer-
schnittsverminderung tritt bei der Platte mit abnehmender Steifigkeit
die groBere Kriimmung auf. Der Unterschied zwischen den zugehorigen
Momenten ist verhaltnisméfBig gering im Mittelpunkt der Platte, weil
an dieser Stelle die beiden Platten die gleiche Steifigkeit besitzen.
In der Nahe der Rander ist die Abweichung, entsprechend der gréBeren
Querschnittsverschiedenheit, erheblicher.

Die vorstehende Untersuchung zeigt, dall im Gegensatz zum ein-
fachen Stabe nicht allein die Formanderungen, sondern auch die Span-
nungsmomente, Scherkrifte und Auflagerwiderstinde der Platte selbst
bei statisch bestimmten Lagerungsarten von der Querschnittsverinder-
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lichkeit beeinflufit werden. Um die Anstrengung der Platte beurteilen
zu konnen, wird man daher auf die genauere Berechnung unter Beriick-
sichtigung der wechselnden Plattensteifigkeit nicht verzichten diirfen.

Tafel 10.

Vergleich der Spannungsmomente frei aufliegender, gleichmiBig belasteter
quadratischer Platten bei gleichbleibender und bei veréinderlicher Steifigkeit.

z v Platte mit gleich- Platte mit veriander-
@ b bleibender Steifigkeit licher Steifigkeit Faksor
8 0 Sy 0,08098 0,094 83 pa?
8y 0,05709 0,053 39 pa?
2 0 8, 0,12219 0,13848 pa?
Sy 0,104 35 0,107 31 pa?
1 0 S, 0,14053 0,154 81 pa?
Sy 0,13501 0,14509 pa?
0 0 8, = 8, 0,145 54 0,158 62 pa?
! 1 5 =3, 0,13046 0,14184 pa?
2 3 5 =3, 0,089 34 0,09642 paz
3 3 5,=35, 0,03555 | 003787 pa?

§ 11. Der EinfluB einer ungleichen Bewehrung der Platte in
verschiedenen Schnittrichtungen.

Die im § 1 entwickelten Grundgleichungen der Plattentheorie sind
nur fiir homogene und isotrope Baustoffe streng giiltig. Sie setzen gleiche
Steifigkeit der Platte in allen Schnittrichtungen voraus.

Diese Bedingungen sind bei kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten
nur teilweise erfiillt. Sieht man selbst von der Tatsache ab, daf der
Beton dem Hookeschen Gesetz nicht folgt, so besteht eine wesentliche
Abweichung in den Voraussetzungen der Plattentheorie darin, daf3 die
als Merkmal der Isotropie erforderliche Unveranderlichkeit der Elasti-
zitatseigenschaften nur in beschrinktem MaBe oder iiberhaupt nicht
vorhanden ist.

Da die Beanspruchung der Platte nicht an allen Stellen gleich und
da beim Beton die Grifle der Elastizitatsziffern von der Art und Héhe
der Spannungen abhéngig ist, so wird £ von Punkt zu Punkt veridnder-
lich sein. Wenn auflerdem die Bewehrung in der z-Richtung nicht die
gleiche Starke wie diejenige in der y-Richtung besitzt, so werden die
Y-Z-Querschnitte ein anderes Trégheitsmoment und eine andere
Steifigkeit als die X-Z-Querschnitte aufweisen. Der Unterschied zwischen

7*
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den beiden Richtungen tritt bei linglichen Platten und bei solchen mit
verschiedenen Auflagerbedingungen besonders hervor. Da die Moglich-
keit besteht, daB in solchen Fallen das fiir Platten mit gleicher Steifig-
keit ermittelte Formanderungsbild nicht mehr zutrifft, so ist es not-
wendig, den EinfluB der Anisotropie und der wechselnden Steifigkeit
niher zu untersuchen.

1. Die Elastizitatsgleichungen der ungleichméfig
bewehrten Platte.

FaBt man zunichst das Verhalten der Platten vor der RiBbildung
ins Auge, so wird man erkennen, daB selbst bei erheblichen Unter-
schieden zwischen den Querschnittsstarken f,, und f,, der Eisenein-
lagen in der z- und y-Richtung die zugehdrigen Tragheitsmomente
J, und J, verhiltnismiBig wenig voneinander abweichen.

Bezeichnet man mit

E, die Elastizitatsziffer des Betons,
E, die Elastizitatsziffer des Eisens,
¢; den Abstand der Nullinie vom oberen Plattenrande in den
Y-Z-Ebenen,
a, den Abstand der Eiseneinlage vom unteren Rande in den
Y-Z-Ebenen,
¢, und a, die entsprechenden MaBe fiir die X-Z-Ebenen
und schreibt man zur Abkiirzung
E,
E,
so gelten bekanntlich, solange die Zugspannungen auch vom Beton
aufgenommen werden konnen, die Gleichungen

h? h?
?"‘nfez(k—a'z) ?'*’nfey(k—ay)

h4nfe, ’ = h'l"nfey ’
Jy = %[e?c 4 (b — e)* ]+ nfen(l — ar — €)%,
J:l/ = % [e?/ + (k - ey)a] + nfey(h — @y — ey)2 .
Hierbei sind die Bewehrungsmengen f: auf die Léngeneinheit der
Querschnittsbreite bezogen.

Diese Formeln liefern beispielsweise fiir die in Abb. 40 dargestellte
Platte, welche in der 2-Richtung mit 6 Rundeisen von 10 mm Durch-
messer und in der y-Richtung mit 5 Rundeisen von 6 mm Durchmesser
auf 100 cm Querschnittsbreite bewehrt ist und die Abmessungen

h=12cm, h—a,=10,56cm, h—a,=95cm,
6,28 cm? 1,41 cm?

fex = 160 om ’ ™ 100 cm

n.

€y =
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besitzt, unter Zugrundelegung der Verhiltniszahl » = 10 die Werte:

e; = 6,23 cm Jy = 156 cm?,
e, = 6,04 cm Jy, = 146 cm3 .

Obwohl f,, nur ﬁ von f,, betrigt, stehen die beiden Nullinien kaum
um 0,2 cm oder ¢l; k auseinander : die beiden Trigheitsmomente J; und J,
sind fast gleich und lassen den betrichtlichen Bewehrungsunterschied
tiberhaupt nicht erkennen. Wenn also in dem Spannungsbereich vor
der RiBlbildung die Elastizitéitsziffer B, wenig verinderlich ist, kann
trotz der verschiedenen Bewehrung die Platte als gleichmaBig steif
erachtet werden.

Querschnitt X-Z

e
Jox=CREF 70
* +z
Abb. 40,

Vor dem Bruche ist diese Gleichm&Bigkeit nicht mehr vorhanden. Sind
die Risse so weit fortgeschritten, dafl Zugspannungen vom Beton nicht
aufgenommen werden kénnen, so kommen fiir die Y-Z-Ebenen die MaBe

e =nfe,<V1+2—(iLZf:L“°)——l),

Jz =nfez(h —a’x-'"%’ez)(k - az"“ez)y

und fiir die X-Z-Ebenen ebenso

e, = nfey(‘/l -+ “2_(};_}_@_ 1):
ey

. Jy=nfyh —a,— Le)(h —a, —e,)
in Frage.

Fiir das vorige Beispiel erhalt man mit » = 15 die Gréfen
e, = 3,6cm , e, = L8cm ,
J; = 60,2 cm3, Jy, = 14,5 cm®.
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Die Triagheitsmomente verhalten sich nunmehr wie die zugehérigen
Bewehrungsmengea. Die Unterschiede zwischen den entsprechenden
Steifigkeiten sind allerdings geringer, weil dem groBeren Triagheits-
moment J, die stirkeren Beanspruchungen und die niedrigeren Elasti-
zititsziffern By und umgekehrt dem kleinen Trigheitsmoment J, die
geringeren Beanspruchungen und die héheren Elastizititsziffern zu-
geordnet sind.

Der Einflu der verschiedenen Elastizititsziffern kommt in den
Ausdriicken fiir die Steifigkeit der Y-Z- und X-Z-Ebenen

beJz = Eefez(h — 0y — %‘ez)(h — Ay — ez) ’
EyyJ, = E, foy(h — ay, — L) (h —a, —e,)

nur mittelbar und insoweit zum Ausdruck, als die Grofen e, und e,
von n abhiéngig sind. ‘Da die letzteren innerhalb der Grenzen n = 10

FL_ _m/ L —QD@_JQ?__

&
Y

o
o

fb—a.‘z:-’——)

Abb. 41.

und # = 15 nur miBige Versinderungen aufweisen, so ist fiir das Steifig-
keitsverhialtnis das Bewehrungsverhaltnis in erster Linie mafBgebend.
Um die duBerste Einwirkung der Anisotropie zu bestimmen, ist es daher
statthaft, ohne Riicksicht auf die Verinderlichkeit von &, lediglich den
Bewehrungsunterschied in Betracht zu ziehen.

Bezeichnet man nach Abb. 41 mit z, und z, den Abstand einer
Querschnittsfaser von der zugehorigen Nullinie in den Y-Z- und X-Z-
Querschmttsebenen, so 1aft sich die Spannungsverteilung nach der
Rifbildung unter den fur Eisenbeton iiblichen Voraussetzungen hin-
reichend genau durch die Gleichungen

S,
— (2 — Y
% =% =Ry
z Y

darstellen. Die entsprechenden Dehnungen sind !):

1 1 1 1
Ez__—f O'x—jn;()'y, 6y=—E— O'y—q—n—(fx.

1) Es wird hierbei angenommen, da die Zahl m in dem durch o, und o,
gekennzeichneten Spannungsbereich als unveranderlich angesehen werden darf,
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Legt man die X-Y-Grundebene im Abstand e, vom oberen, e, vom
unteren Rande, so ist offenbar

oder wenn Zr=z+4 (¢ —¢e), 2=2+ (¢ —¢)

€ — ey =0d,, e —e, =d,

2 =24 ds z,=2z-d,.
(L), (st Lad)
sz_E[(Jz m 7)) T\ T, Tm g, )l

1 (s 1 .s,) ( ydy 1 szdzﬂ
Y=g [(Jy m )T T m )

Diese Gleichungen zeigen, daB fiir z = 0 weder &, noch &, verschwindet
und daB der geometrische Ort der Punkte, in welchen & oder & =0
ist, nicht mit der Ebene z = 0 zusammenfillt ; dieser Ort wird vielmehr,
da s, und s, in jedem Punkt einen verschiedenen Wert annehmen, auf

einer gekrimmten Fliche zu suchen sein.
Die Drehung der Querschnittsebene erfolgt [

gesetzt wird:

Es ist also

(a)

also nicht um eine in der Ebene z = 0 be- Rf‘* -

findliche Achse. —"'—%:':J;' 2
In Abb. 42 ist die Bewegung eines zur g 'l:\ '

z-Achse senkrecht stehenden Querschnittes a T

OPQR dargestellt. Der Anfangspunkt O | J

dieses Querschnittes ist in die Lage O, ¢

gelangt, der Querschnitt hat sich jedoch ‘ Abb. 42.

nicht um die Achse O;, sondern um eine
andere Achse R; gedreht. Der Punkt O hat hierbei die wagerechte
Verschiebung P P, = &, erfahren. Die entsprechende Verriickung der
im Abstande z von O liegenden Querschnittsfaser @ ist
£=PQ = PP~ PO =&~ 0.
Nun ist -
P,Qy=0,Q,sinp, = zsing,.

Da @, ein sehr kleiner Winkel ist, so kann auch

. oL
sing, = tang @, = P
geschrieben werden. Es ist mithin
0
§ = So — 2z £ . (b)
ox

Fir die zur y-Achse senkrecht stehenden Querschnitte ergibt sich auf
Grund #hnlicher Uberlegungen
o¢
nN=1,—2 7y (c)
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Aus den Gleichungen

0t 0§, 02r 1{(szd, 1 sydy> (s,, 1 sy)}
==z Car—mWs “m o) P\ w T

z
o _On _ ¢ 1{(%_l S_z_dz)+ (iy 1 8)}
dy 0y (9y E rE m J,

folgen jetzt die Beziehungen:

&y =

_ Em (e, 19 c)_ (1 1 1) 7
= T 1 e ((9:(;2 m 92 =N, 9,+m 0y’
L R
YT me—1 Y\a2 " m 4 Noy m o)’

22

d— L .d (d)

0¢, 1 (szd, sydy> _om? { T m? y+ l'(d,—dy)} A
m b

ox  E\J, —mJy 2 —

1
~ s dz
DL (o ett) {dy s +1<dy—dx>}
dy  E\J, mJ m? —1 0y m 0 ’
Fiir die Schubspannungen 7,, gilt die Formel

-0l &) -oloy + 5 2oy

=G{[(a§0 T o2 ) ) ey o ] e %) f?izﬁzy}

Beobachtet man, daBl im Hinblick auf die Gleichgewichtsbedingungen

Z2=+ey
/ Tyydz =0
2= —€o
und auBerdem, weil die Nullinien der X-Z- und Y-Z-Ebenen zugleich

Schwerlinien sind ),
2x=h-ex 2zy=h-ey

/zxdz =/zydz =0
Zo=—ex Zy=—ey
sein mul}, so erhilt man

08 , Oy, _ 'C

1) Hierbei ist angenommen, da8 die senkrecht zum Querschnitt stehende
Bewehrung gegen die Abscherung und auch gegen die Drillung einen gleich-
artigen Widerstand wie gegen die Drehung um eine Biegungsachse leistet. Diese
Voraussetzung ist durch die Wirkung der Bewehrung bei der Aufnahme von
Hauptbiegungsspannungen, die nicht parallel den Eisenstdben gerichtet sind,
gerechtfertigt.
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daher auch: o2
Toy = —@G W (Zx + Zy) .

Das zugehérige Drillungsmoment ist

z=+eu z=+eu

02f
txyz sz2d2=_G‘Tay z(zz—}—zy)dz
z=—¢ 2= -6
zz=h-ez zy=h-ey
02t
=—G-m~y— 25(2s —dg) A2y + | 2y(2y — dy)d2, ¢ .
2z=—é€x Zy=—¢ey
Da
h-ex h-ey
/zidz,=J,, fzf,dzyze]y,
-z —ey

so ergibt sich also

02 —_ 2
oy = — Gt T) g = 5o e (U T)
~m—1(N,+N,) ozL
m 2 Oxdy

Fiihrt man diesen Wert und die nach den Formeln (d) errechneten
Groflen s, und s, in die allgemeine Gleichgewichtsgleichung

02 o2t 02

dar 2 G20y agjzy =P

(€)

ein, so erhalt man schlieBlich

o r e #r  p mr—1

Jz ax‘l +(Jz+Jy) ang‘y?-l_ Y ay4 =—E—' me (80)

Diese Differentialgleichung, welche auf anderem Wege von Herrn
Professor Huber abgeleitet worden ist!), 1aft sich auch, wenn man
als Vergleichsmafl das Trigheitsmoment J, benutzt und mit

me

NazEJc‘-m

die zugehorige Plattensteifigkeit bezeichnet, auf die Form

(82 02 )(Jx 02¢ Jy 625)_ P
Ox? Oy? N,

J, 0 J, Oy?

bringen.
1) Die Arbeit von Herrn Professor Huber iiber ,,die Grundlagen einer ratio-

nellen Berechnung der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten* ist 1914 im
Heft 30 der Z. 6st. Ing.-V. versffentlicht worden.
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Waihlt man fiir die Momentenfunktion den Ausdruck

e 2 % )
=y, Th o),

(81)

so gewinnt man die urspriingliche Grundgleichung

VEM =—p
wieder.

Hieraus erkennt man, daB die Beziehungen zwischen M und p durch
die Verschiedenheit der Bewehrungsmengen nicht beeinflut werden.
Die Werte M koénnen also auch aus den Ordinaten des w-Gewebes
unmittelbar abgeleitet werden.

Um die Verschiebungen { zu ermitteln, braucht man nur an Stelle
des urspriinglichen Gewebes ein Gewebe mit der Maschenweite

2 2
) 7. . J,
e R

zu verwenden. Man kann sich leicht {iberzeugen, dal die Bestimmungs-
gleichung des letzteren

A2z, Az, M w

('12)2 (}“y)z Sl S2 S2

mit der obigen Differentialgleichung der Funktion M iibereinstimmt,
sobald

gesetzt wird. Hiermit ist auch bei Platten mit verschiedenen Bewehrungs-
mengen die vollstindige Darstellung der Spannungen und Forménde-
rungen auf die Untersuchung elastischer Gewebe zuriickgefiihrt.

2. Untersuchung einer frei aufliegenden
Platte mit dem Léngenverhédltnis a :5 =1:2 und
dem Steifigkeitsverhédltnis J,:J, =4:1.

Ich wahle als Beispiel eine ringsum freiaufliegende, gleichmifig be-
lastete Platte mit dem Langenverhiltnis @ : b =1 : 2, dem Steifigkeits-
verhaltnis J, : J, =4 :1. Um zundchst die GroBen M zu bestimmen,
verwende ich ein Gewebe mit der Maschenweite

b

o=lty=d=G =.

e
2
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Die zugehérigen Ordinaten, deren Ordnungsziffern aus Abb. 43 ent-

nommen werden kénnen, sind:
Sy w, =0,1900 pa?,
S; w, =0,2569 pa?,
S; wy = 0,28909 pa?,
8, w, = 0,37961 pa?,

8, w, = 0,32773 pa?,
S; wy = 0,433 38 pa?,
8, w, = 0,33847 pa?,
Sy wg = 0,48424 pa?.

Nimmt man als VergleichsmaBl J, = J,, so erhilt man fiir das

zweite stellvertretende Gewebe die Maschenweiten
: J,
ke =1y Tx=l’ | 7z 7
; PA ; [¥
ly=lyl/7y=2ly=2l. 3
Die kennzeichnende Differenzengleichung lautet .46 18 3
mithin: 7 18 |7 T
<
zi— 22, -+ 2 zm—2zk+zn___wi 5 s 5“2 N
‘ A2 422 S, ’
oder in anderer Form: 3¢ 9
42w 7 1z 7
102, — 4(2i + 2) — (en + 2) = —g—
2
a2
= — Wy . e 2a
Sy Abb. 43.
Fiir die aus Abb. 43 ersichtlichen Ordnungsziffern ergibt sich der Reihe
nach: 10 4 0.1900 pa*
2 g — 2=V, s, 8,
(14
— 8z, 4102, — 2z, = 0,2569 %9_2,
a4
— 2+ 102, — 42, — 2, = 0,28909 5182’
pat
—z, — 8 102, — =0,37961 22
22 23 + z4 zﬁ Sl 82
— 2y 102 — 4z — 2, = 0,32773 2L
3 5 6 7T YV Sl Sz ’
at
—2,— 82+ 102z, — 2z, = 0,43338 5182’
a4
— 22, + 102, — 47, :0,33847:5?572,
1
— 22,4 102, — 82,  =048424 P%

8,8,
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Die Auflésung dieser Gleichungen liefert:

2, = 0,069772 g’ ‘fg = 0,130936 gj’ ‘g
2, = 0,096972 b{”; z6—01831218 82
— 0,110835 g‘; = 0,138316 5 i

2, = 0,154638 g‘; 2 ; 0,195697 51“6’2 .

Die Senkung des Plattenmittelpunktes ist

_ pat  mP—1 0,195697 pat
£e = 0,195 697 T T T .

Bei einer isotropen Platte mit J, = J, ist hingegen

m? — pat

Lg = E - 0,1654 7.

Diese Gegeniiberstellung zeigt, dall die betrichtliche Schwichung

der Steifigkeit in der y-Richtung eine allerdings nicht erhebliche Ver-
groflerung der Durchbiegung zur Folge hat.

Beachtenswert ist insbesondere der Vergleich der Biegungsbean-

spruchungen. Die GroBStwerte der reduzierenden Spannungsmomente

sind fiir die anisotrope Platte:

8; = 0,45905 pa? im Punkte =0, y =0,
sy = 0,03930 pa? im Punkte x =0, y =-+3%0,
fiir die isotrope Platte:

sz = 0,37522 pa? im Punkte x =0, y =0,
8y = 0,09005 pa® im Punkte x =0, y =445

Infolge der ungleichmiBigen Steifigkeit wird also der Beanspruchung
der Streifen mit der stirkeren Bewehrung gesteigert und diejenige der
Streifen mit der schwicheren Bewehrung merklich vermindert.

Da jedoch die in der kiirzesten Spannrichtung auftretenden Biegungs-
momente nur um etwa 229, gewachsen sind und da das ungiinstige
Verhaltnis der Trigheitsmomente nur fiir diejenigen Stellen gilt, in
denen die RiBbildung in beiden Richtungen weit fortgeschritten ist,
wihrend auflerhalb dieses Bereiches die Verschiedenheit der Bewehrungs-
mengen das Steifigkeitsverhiltnis kaum beeinflult, wird es fiir die
Beurteilung der Anstrengung der Platte nur in seltenen Fillen notwendig
sein, die Kinwirkung des Bewehrungsunterschiedes genauer zu ver-
folgen.
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§ 12. Der EinfluB einer ungleichmigigen Erwirmung.

Eine Platte, deren Rander in jeder Richtung frei beweglich sind,
wird unter dem EinfluBl einer ungleichmaBigen Erwirmung ihrer Ab-
grenzungsflichen das Bestreben haben, sich

zu wolben und von ihrer Unterlage abzu- fe——ét, dx—=
heben. Wird diese Hebung gehindert und R /_ 7
die Platte gezwungen, auf der Randunter- IV | . /
lage zu verbleiben, so konnten unter Um- - *'4- -:--——-3?77‘—5
stinden betrachtliche Spannungen in der -QIN: | ¥
Platte entstehen. Wihrend bei einem frei o _'y
aufliegenden Stabe Wirmeanderungen die e .z et t, dzn
Beanspruchung nicht beeinflussen und daher Abb. 44.

bei der Querschnittsbemessung auBler acht
gelassen werden diirfen, mufl hingegen bei Platten die Wirkung einer
ungleichméfBigen Erwiarmung sorgfiltig untersucht werden.

Ist t, die Warme am oberen Rande der Platte,

t, die Warme am unteren Rande der Platte,
At = t, —t, der Warmeunterschied,
¢ die Wiarmedehnungsziffer,

so wird sich, wenn der Rand keinen Widerstand leistet, ein Platten-
streifen von der Lange d x in der z-z-Ebene am oberen Rande um ¢¢,dz,
am unteren Rande um ¢t,dx verlingern (Abb. 44).

Die urspriinglich zur x-Achse senkrecht stehende Querschnittsebene
dreht sich dann um den Winkel

s s(t—t)dkx=—eAt(zh£.

Die Mittelflache der Platte erfahrt hierbei Verschiebungen £, und es
1
besteht zwischen der Kriimmung — der elastischen Fliche und dem
Winkel w, die Beziehung *
1 W, 2L, ¢ At

0 dx xRk
Ebenso erhilt man fiir die urspriinglich zur y-Achse senkrecht
stehenden Querschnitte
1 wy, 6%, 8At

ey dy 0y 2
Die Gestalt der elastischen Fliche in diesem Zustande ist durch
den Ansatz e At

b= =57 [(@—2%) + (6* —y)] (82)
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beschrieben: das Vorzeichen von {, ist negativ, weil sich die Platte,
wenn A4t positiv ist, nach oben wolbt.

Man erkennt, daB} die Plattenréander nicht geradlinig bleiben, sondern
sich nach einer Parabel kriimmen.

Soll diese Kriimmung gehindert werden, so miissen lings der Rander
Krifte oder Kriftepaare angebracht werden, die eine entgegengesetzte
Formanderung herbeifithren. Bezeichnet man mit (' die durch diese
Randkrifte hervorgerufenen Verschiebungen, so miissen offenbar die
letzteren, da sonst auf der Plattenoberfliche selbst keine Krifte p an-
greifen, die homogene Differentialgleichung V*{’ = 0 befriedigen.

Die endgiiltige Gestalt der elastischen Flache ist durch die Gleichung

bestimmt. (=Gt ¢
Fiir die Rander z = 4-a gelten die Bedingungen

(=0
, 2y 102 C’)
=¥ (T ) =0

fiir die Rander Yy = +b ebenso:
=0
, o2y 1 62y
Sﬂ*—N(ayz o) =0

Da die erste dieser Bedingungen die weiteren Forderungen

2L, 2y 2L

e W=5?=Ofﬁrx=ia,
02, o2y o
Tt T g T g O firy = £b
in sich schlieBt, so folgt aus
ey @y,
dyr ~  0y?

fir x = +a:

- 62y 1oy (025’ 1 024‘0)
Sz _N(—xz’+1;ay2)——N‘m—an2 —O,
also
2L 182, 1cdt
022 m 0y m h°
, ey ey (.92:' azg,)_ m—1sdi
W=—N ¢9x2+6y2)__ 022~ 0y m ko
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Fiir die Rander y = 4-b ergibt sich ebenso
2y 162, 1edt

8y2 m dx m h

oy az:>_ (az;' az;,)_ m—1edt
eV o) = Ve —w) =N T

I

P

Fir M’ gilt andererseits die Differentialgleichung
M =0.
Sie kann, da iiberall am Rande M’ den gleichen Wert aufweist, keine

andere Losung haben als

w—pyn-ledt

m h

Die Verschiebungen {’ miissen daher die Gleichung
M m—1edt

Vel =—"— =—— -~ —— (83)
befriedigen. N mk
Beachtet man noch die Beziehung
so ergibt sich schlieBlich
A v
V25=V2co+V2¢—’”T“¥ (54

Hieraus folgt der Satz:

Die elastische Flache einer ungleichmiaBig erwarmten,
frei aufliegenden Platte hat die gleiche Gestalt wie eine
mit den elastischen Gewichten

1At t, — ¢,
by LAl m et —1)

m h m h
belastete Haut.

Die Verschiebungen { stimmen also auch mit den w-Ordinaten
eines mit p; belasteten Gewebes iiberein.

Handelt es sich beispielsweise um eine quadratische Platte, so liefern
die auf S. 52 errechneten M-Werte fiir den Plattenmittelpunkt

m+1 edt

= M,, =0,29113 p,a® = —0,29113 >

Die fiir die Beurteilung der Anstrengung der Platte maBgebenden
Momente der reduzierten Spannungen

2 oz 2 __
SMZ_N.M__L;__NWWI(

2 52&;)

Oz 02
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lassen sich mit Hilfe der Formel

N m2—1<625_8dt)_ Eh (0%’ sAt)
bre = m? oz A 12 \da2 &
bestimmen.
Da fiir den Plattenmittelpunkt
o2 2
¢ _ 02¢ =ll72§= m+1 edt
Ox? Jy? 2 m 2k
ist, so erhilt man
(8,2) _m—Ll e
rz/z=y=0 24m .

Diesem Werte entspricht die grofite reduzierte Spannung
6s,, E m—1
72 == i —Z & A t.

Fiir eine Betonplatte mit

Gm:"'i

I

170000 kg/cm?,

[

E
1

¢ 850070

m 4

2

wiirde demnach bei 4¢ = 20° eine Beanspruchung

—_ k 2
in Betracht kommen. ors = + 7,5 kg/em

Am Rande & = +a ist hingegen

m2—1 &y m2 —1 02¢, ER?
N Gy TV T e — P
a,y=i6h82”’ =i-1;zsAt.~:—_I—20kg/cm2.

Diese Zahlen beweisen, daB die durch eine ungleichmiBige Erwér-
mung hervorgerufenen zusétzlichen Spannungen im Plattenmittelpunks

nicht iibermaBig, in der Randmitte aber durchaus erheblich sind.
oM oM

Es entstehen indessen, da durchweg oz = 3y = 0 ist, iiber-

haupt keine Scherkrifte. Fiir die Belastung der Unterlage kommen

daher nur die Randdrillungsmomente

, m—1 o02{
b= =N Gaoy
oder die zugehérigen zusitzlichen Auflagerkrifte
, m—1 &3
G N T o
__ym—l &Y
= m Oy da?

in Betracht.
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Um die GréBe dieser Auflagerwiderstinde bestimmen zu konnen,
miissen erst die Ordinaten {’ sowohl der Randlinie @, b, ¢, d wie auch
der benachbarten, inneren und auBeren Gewebezeilen 1, 2, 3, 4 und
&, B, 7, 0 (Abb. 45) ermittelt werden.

Fiir die Zeile 1, 2, 3, 4 sind die Werte

M 1
(=M, =0,07112 p,a® = — 0,07112 m -+ L;I—taz,
M A
¢, = 7, — 0,11098 p,a® — —0,11008 "L £4L 4o
m h
M 1 &4
é-3 = M3 = (,13166 ptaz = _0,13166 m -+ edt @,
m h
M A
{y = M, =0,13810 pa? = —0,13810 m+ 1 ekt o

unmittelbar aus den auf 8. 51—52 errechneten w-Ordinaten der gleich-

maBig belasteten Platte zu entnehmen.
Da
eAt

2h

U=C0—L=0+ [(@® — %) + (b — 3°)]

ist, so ergibt sich, wenn m = 4 gewéhlt wird,

3 G F a
fiir = =iza, R
3 eAta? £ - *
y=db: L =03486 ~S—, Jode b3
2 , At a?
y=izb:fz=0,45503i—};i, Y b 1z
At a? 4 3
y:i%b:z;=0,522928 sy 4
At a? g C200 U >
y =0 ;g;=o,546158k“, e s *
7
Fiir die Randlinie a, b, ¢, d liefert die Formel P
) et Abb. 45.
= —l= S0 =3
der Reihe nach
: A At
o, = 0,21875 bkt a? L, = 0,46875 sh a?,
: 4t At
G=0375 la, =05 S

Marcus, Platten. 8
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Andererseits folgt aus der Gleichung
FC_ G20 L@, 1 edt

da® i " m 0y m kb
die Beziehung
iy edt , , edia?
G=20—0+ — 7 =2{, — i+ 0,015625
Die Ordinaten der duBeren Zeile &, f, y, 0 sind also:
= %‘t a2 (2-0,21875 — 0,3486 -+ 0,015625) = --0,104525 %‘toﬂ ,
At At
o =2 - ab(2-0.375  — 045503 + 0,015625) — +0,315595 g—h—az ,
4 ' A
¢, = ETt a*(2 - 0,46875 — 0,52292 4 0,015625) — --0,430205 g—h—t a?,
At
- %‘” a*(2-0,5  — 0,54615 - 0,015625) = --0,460475 S—h—cﬂ .
Fir die Ecke E ist ,
* lp=lpg=0.
Dementsprechend ergibt sich fiir den benachbarten Punkt F':

— —0,203125 EZ” 2,

Aus den beiden Bedi or _ ot
us en elaen 5] 1ngungen 69; == 5&

die Platte in der Ecke als fest eingeklemmt zu betrachten ist. Diese
Uberlegung liefert fiir den nachstliegenden Punkt G die Beziehung
Coe=10Cys  Lo=10C—Cogs

2
Cog = —2 “”-az[l—(i)} . 10,5625 eit 2

r=20g— 0

=0 folgt weiterhin, daf

~und da

2h 4

ist, so findet man e At
(e = — 0,6514 a? .

Hiermit ist die Formanderung der Platte im Randbereich vollig
beschrieben. '
Mit Hilfe der Formel

1 G+8)—G+8) 4 o | G+ ) — (G4 8)
=_——FKh
m 42,4, 15 a? ]
erhilt man nunmehr fir die Randdrillungsmomente die Werte
tg = —0,1365 EeAdth?, te = —0,0289 EeAth?,
tp = —0,0844 Eedih?, tg = +0,0 EeAth? .
ty = —0,04036 EcAth? .

m
t,y=N
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Werden die zugehorigen zusitzlichen Auflagerkriafte auf Grund der
Gleichung

m—1 0 &L . m—11RG—5—8) — @G~ 0— )]

e = m Oxoyr m 2 73
32 ER ;. ,
=15 P (20—C0—8)— 28— 06— )]
ermittelt, so liefert die Rechnung
2
fir den Punkt E: v;=a, = — 0,3547 sEAtk,
a
52
a: —0,16674 e EAt —
a
}L2
b: — 0,10223 eEAt;,
k2
c: — 0,07607 ¢ E At o
B2
d: —0,06852 e B A1~ .

Die durch die ungleichmiflige Erwirmung erzeugten Auflagerkrifte
sind, wie man sieht, abwirts gerichtet. In den Ecken selbst greifen die
Einzelkrifte C = —2tf = +0,273 EeAt h? an. Sie erzeugen Druck oder
Zug, je nachdem die obere oder die untere Abgrenzungsfliche der Platte
starker erwirmt wird, und. wachsen mit der zweiten Potenz der Platten-
stirke. Um einen Anhalt iiber die Grofle dieser Krafte zu gewinnen,

sel wie vorhin E = 170000 kg/cm?,
&= 55000 >
At =20°,
m=4

und 7 = 10 cm angenommen. Es ist dann
C = 0,273 1790082 - 20 - 102 = 1092 kg .
Die Eckkrafte sind also selbst bei sehr schwachen Platten nicht
unbetrichtlich.
Es sei noch hervorgehoben, daf3 die durch die Drillungsmomente
erzeugten Schubspannungen ebenso beachtet werden miissen.

Fiir die Ecke ergibt sich insbesondere
6 ¢ —
‘[max'—‘:i hZE =+0,819E€At,

min

fiir das vorliegende Zahlenbeispiel somit :
Tmax = +382,76 kg/cm? .
Diese erheblichen Schubbeanspruchungen verschwinden, wenn dle

Platte am- Rande nicht frei aufliegt, sondern fest eingeklemmt ist.
/%
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Um die durch die ungleichméfige Erwirmung erzeugten Verschie-
bungen cdAt

to=— 55 @ — ) + (0 — ¢)]

iiberhaupt riickgingig zu machen, miissen dann namlich langs der
Réander z = +a Kraftepaare

: 2 o2
' N(l BCU Co)__SAt

m+ 1
=M tee) = VT
und ebenso lings der Rander y = -+-b die Momente
, 1 62, 6250> edt . m+1
= Gt ) =N
angebracht werden. Sie rufen in allen Punkten der Platte die gleichen
reduzierten Spannungsmomente

m? — 1 02, mt—102,, eEAth?
8z =8y =N - m2 3x2=N m2 (')y2=T'

und die gleichen reduzierten Spannungen

Orea = & %
hervor.

Mit den vorigen Zahlenwerten fiir ¢, E, At ergibt sich beispielsweise

Orea = + 20 kg/em? .

Der Vergleich mit den fritheren Ergebnissen zeigt, dafl durch die
Einklemmung wohl im Plattenmittelpunkt gréfere, laings der Rander
jedoch die gleichen Spannungen wie durch die freiere Auflagerung bei
einer ungleichmifligen Erwarmung erzeugt werden: die Beanspruchung
ist aber, weil die Schubspannungen fortfallen, im ersten Falle giinstiger.

Es sei schlielich bemerkt, dafl fiir die Anstrengung der Platte nicht
die Plattenstiarke, sondern lediglich der Warmeunterschied und die
Elastizitsit des Baustoffes mafligebend sind.

1

IV. Die ringsum frei aufliegende kreisférmige
Platte.

§ 13. Die Randbedingungen bei beliebiger Lastanordnung.

Die freie Auflagerung der kreisférmigen Platte ist durch die Forde-
rung, daf lings des Randes die Bedingungen

(=0, ()

Sr:_N[a% 1 (1 oc 1 024‘)}:0 (b)

o T m\r o TR

erfiillt werden, gekennzeichnet.
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Da die erste Gleichung die weitere Forderung

0¢
0(;0 =0
in sich schlieBt, so lautet die zweite Bedingung auch
02¢ (1 0c )
or T m\r dr) 0 (©)

oder, wenn im Einklang mit Abb. 46 die Differentialquotienten durch
endliche Differenzen ersetzt werden:

Z— 22z + 2 1 1 (5—2)

(4 r)? m r, 24r
Hierbei ist unter 7, der Halbmesser des Auflagerringes zu verstehen.
Beachtet man, daf fir den Randpunkt £ 2z, =0 sein muB, so
ergibt sich

=0.

1 Ar
zz+zl_—'ﬁ7(zi—zl);
o

somit

Auf Grund dieser Formel a8t
sich jedem Punkt I des elastischen
Gewebes unmittelbar neben dem
Rande ein Punkt ¢ aullerhalb des
Randes zuordnen und hiermit
die Randgestalt des Radialge-
webes bestimmen.
Aus der Bedingungsgleichung (c) folgt noch
1er e
ror . lae
Fiir den Rand des w-Gewebes gilt aber die Gleichung:
<62C 1 GC 1 o2 )
i T T

Abb. 46.

Sl wy = .M k= —N
02t 1 c?g“) 020y
Slwk‘—‘—N(a—rg’l' +N(m )W'
Da im allgemeinen die Bedingung (¢) nur dann erfiillt sein kann,
0
wenn 6—% von Null verschieden ist, so erkennt man, da, wihrend beim
2-Gewebe iiberall am Rande z; = 0 sein muB, die Randwerte w; beim
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w-Gewebe durchaus nicht verschwinden. Sie sind vielmehr, da die
Gleichgewichtsgleichungen des w-Gewebes zur Ermittlung dieser Rand-
werte nicht ausreichen, als statisch unbestimmte GréBen zu
betrachten.

Setzt man zunichst fiir alle Randpunkte wy= 0, so lassen sich die
Ordinaten w, der iibrigen inneren Knotenpunkte als Funktion der
Lasten P ohne weiteres errechnen. Ebenso sind die zu diesen Werten w,
zugehorigen Verschiebungen z, des zweiten Gewebes leicht zu ermitteln.

Denkt man sich nunmehr die Lasten P fort und Krifte sowie Krafte-
paare in den Punkten 1, 2, 3, 4 ... der Randfliche angebracht, so
konnen aus den dieser Kraftgruppe entsprechenden Randwerten w,, w,,
wg, W, . . . mit Hilfe der Gewebegleichungen die Ordinaten w’ der iibrigen
inneren Knotenpunkte abgeleitet werden. Es ist dann weiterhin mog-
lich, die den Grofen w' zugeordneten Ordinaten 2z’ des zweiten Ge-

webes als Funktionen von w,, w,, wy, w, . . . darzustellen.
Die tatsachliche Gestalt der elastischen Fliche ist durch die Gleichung
2 =12+ 7

festgelegt. Fiir die dem Randknotenpunkte £ in radialer Richtung am
néchsten liegenden Punkte ¢ und I des Gewebes der Abb. 46 gilt ins-

besondere : % = Zoi + 2,
) 2= 20+ 22 .
Da nach Gleichung (d) 1 A4r
C2m o7,
2= —g—————*
1 A4r
14+ - 27
+ 2m r,
sein soll, so ergibt sich auch
4 Ar
Lk
7 , m
foit a1t = — g (8))
14, = 14, =
2m To 2m 7o

Die rechte Seite dieser Gleichung enthilt nur Funktionen von w;, w,,
wy, wy . .. Stellt man fir die Randpunkte 1,2, 3, 4. .. n Gleichungen
dieser Art auf, so gewinnt man die zur Errechnung der » statisch un-
bestimmten Grofen w,, w,, wy, w, . .. erforderlichen Elastizitatsbedin-
gungen.

§ 14. Die Randbedingungen bei achsensymmetrischer
Lastverteilung. , ,
Die Losung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn die Belastung

symmetrisch zur Drehachse der Platte verteilt ist. In diesem Falle
kommt némlich fiir jeden Randpunkt das gleiche Biegungsmaf} wy = ¢
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in Betracht, und diesem Wert entspricht als Losung der homogenen
Differentialgleichung 2w 1 dw
T =0
fiir alle Innenpunkte ebenfalls die Groe
w = wy=c.

Die weitere Differentialgleichung

S1S2<dzzl lﬁ>___ﬂ£__slw,~ 8y ¢
N \dr? rdr] N N N
liefert dann ¢

G .

{ = g5 0

, 818, Sie )

I S A

Das zugehérige Randangriffsmoment ist

2 _
s;=—N(‘9—£+l1 3C’>=+m 1S1%.

or? m r or
Fiir den statisch bestimmten Fall mit den Randwerten w,z = zop = 0
lassen sich mit Hilfe der Grundgleichungen (48) und (49) die Grund-
werte {, aus den Lasten P und ebenso die zugehorigen Randmomente

—oy(Eey L i)

- drr " m ¢ dr
als Funktion der Belastung leicht ermitteln. Da im endgiiltigen Zustand

Sor + 8;‘ =0
sein muB, so erhalt man schlieflich

801’

m—1 L, 1 1dC,,> B
2m CSI__N(dr2 +-7777 dr ,:70_0"
oder
2m d* g, 11 d{,’o\)
o8 = 1 N(drz mor drle—., (86)

mit Hilfe dieser Formel konnen die Randwerte ¢ unmittelbar bestimmt
werden.

§ 15. Die allzemeine Darstellung der Spannungen und
Forminderungen bei achsensymmetrischer Belastung.

Fiir die Darstellung der {,-Flache eignet sich ein neues Verfahren,
welches auBerordentlich rasch zum Ziele fithrt und daher eine eingehen-
dere Betrachtung verdient.
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Ich kniipfe an die Grundgleichungen
M 1 dM 1 d(rdM)

art " r dr  radr\ dr)” D
v = U
" dr
an, aus welchen ich die weitere Gleichung
aaM 1
LTRAS

ableite.
Denkt man sich aus der Platte ein Kernstiick mit dem Halbmesser r
herausgeschnitten, so mul} seine Belastung

T
P,=[p2ardr
!

mit der langs der Randfliche verteilten lotrechten Scherkraft

T,=+42arwv,
im Gleichgewicht stehen. Es ist also
P+T,=0,
oder 7
2arv, = —2n/prdr,
/]
r
1
" v, = — pry prdr,
o
mithin r
@M 1 / d
drz P—m|prer)-
o
Setzt man N
1 ,
p—r—gfprdr=p, (88)
]
so erhilt man die neue Beziehung
M,

7 (89)

Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung einer mit den Kréften p’
belasteten Seillinie. Die Momentenfliche der Platte deckt
sich also vollkommen mit der Momentenfliche eines ein-
fachen Balkens, der an Stelle der wirklichen Belastung p
die zugehérige Belastung p’ aufzunehmen hat, und da
die GroBen p' sich entweder rechnerisch oder zeichnerisch ohne
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weiteres ermitteln lassen, so ist hiermit die Berechnung des Biegungs-
mafes M der Platte auf die Berechnung der Momente des einfachen
Balkens zuriickgefiihrt.

Ebenso 146t sich die Grundgleichung

dzg 1d¢ M

drt " rdr N
in Einklang mit der Beziehung
r
a__1[M .
ar )WY
/]
auf die Form
d2
Ll = —a (90)
dr?
bringen. Hierbei ist ,
, M 1 M
ﬂ—ﬁ—ﬁfﬁrdr. (91)

Es ist zugleich erwiesen, dafl die Erzeugende der elastischen
Fliche der Platte durch die Momentenlinie eines mit den
elastischen Gewichten #n' belasteten einfachen Balkens
abgebildet werden kann. Durch diese Erkenntnis, welche die sinn-
gemife Erweiterung des bekannten Mohrschen Lehrsatzes einschlielt,
wird die Darstellung der Spannungen und Form#nderungen der kreis-
formigen Platte auBerordentlich erleichtert.

1. Die gleichmdf8ig belastete kreisformige Platte mit
frei aufliegenden oder fest eingeklemmten Rindern.

Um die Anwendung des neuen Satzes zu zeigen, wihle ich als erstes
Beispiel eine mit p gleichmiBig belastete Platte.
Die Formel (88) liefert in diesem Falle

=]

ex_ p

arr 2"
Ihre Losung ist 2
M=0 2"

unter C, ist eine vorerst noch unbestimmte konstante GréBe zu ver-
stehen.
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Fiir das zugehorige elastische Gewicht ergibt sich nunmehr

r
, M 1 (M 1 ( 3 2)
n=ar T w TV—rdr_Zﬁ 201——1397 .
0
Fithrt man diesen Wert in die Gleichung der elastischen Linie
azg , 1 ( 3 2)
W = a = ﬁ 2 01 —_ Z pr

ein, so findet man durch Integration

(=

2
e lio =17 e

C, ist hierbei die zweite Integrationskonstante. Da liangs des Auflager-
ringes mit dem Halbmesser r = r,, { =0 sein muB, so erhalt man

zunachst o r (40 pff))
PN 4 )
mithin: 1 [40 \ . P .. . }
C_ﬁ 1(70—7’)“2(70—7)-
Soll der Rand frei von radialen Biegungsspannungen sein, so muf} fiir
=1,
_ azc 1 ldC) C, m+1 p ,3m-+4+1
o= NGty ) = T e
werden. Hieraus folgt:
o _prism1
! 8 m-4+1°~
Die Gleichung der elastischen Fliche lautet schlieBlich:
2 L R Y S 4_4}
t— ol Pl 2o — ). (92)
Die zugehérigen Spannungsmomente sind:
. dz¢ 1 1d§>__3m+1p . )
5= N(dr2+m7d—r T oom —lg(fo )

1d¢ 1 @%¢ 3m -+ 1 3+ (63)
e J=intl "),

rdr ' m dr m 16\° 3m+1

3m—l—1r

Ist die Platte an den Réndern nicht frei beweglich aufgelagert,
sondern fest eingeklemmt, so lauten die Randbedingungen:

29

4-:67;:0 fir r=7r,.

Da : dC_ 1 r )
5—1—67\7(7” — 80
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ist, so mul3 o pr
. =3

gewshlt werden. Es ist dann

L= a5 — 7,
s=2lw s Lo ), (94)
sw=2lw— e,

Man erkennt also, dafl mit Hilfe der neuen Differentialgleichungen
(89) und (90) ganz einfache und kurze rechnerische Entwicklungen ge-
niigen, um Aufgaben zu losen, deren Behandlung nach den bisher
iiblichen Verfahren eine ziemlich umstéindliche Arbeit erfordern wiirde.

Die Vorteile der vorhin gezeigten Umwandlung der Hauptgleichungen
treten besonders hervor, wenn infolge Unstetigkeiten der Belastung
fiir verschiedene Bereiche der elastischen Fliche verschiedene Lésungen
gefunden und miteinander in Einklang gebracht werden miissen oder
wenn die Gestalt der Belastungsfliche eine unmittelbare Integration
der Differentialgleichungen nicht gestattet.

Es ist dann namlich moglich, mit Hilfe von Seillinien den Verlauf
der M- und ¢-Linien auf zeichnerischem Wege sehr rasch zu bestimmen.

2. Die ringférmige Platte.

Ich wihle als drittes Beispiel eine ringformige Platte, die lediglich
in dem Bereiche 4 BO DE belastet ist, tiber dem Auflagerring um das
MaB e = A G hinausragt und in der Mitte eine kreisf6rmige Aussparung
mit dem Halbmesser EF = 7, aufweist (Abb. 47). Die Belastungs-
fliche ist durch den Linienzug A4 b ¢ d e begrenzt.

Die zugehdrigen Ordinaten sind

fir den Punkt A: p =0 R
B: p =188 p,,
C: p=260 p,,
D: p=292p,,
E: p=230,00p,.

Unter p, ist hierbei ein als Vergleichmall dienender Belastungswert zu
verstehen. :
Ich teile die Belastungsfliche in 4 Abschnitte von der gleichen

Br;)ite A= %ﬂ und zeichne mit Hilfe des Kréfteplanes I die Seillinie

A byc,dye fy: die zugehérige Polweite sei H;.
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Verlangert man die Tangenten an die Seillinie bis zum Schnitt mit
der Drehachse der Platte, so stellen bekanntlich die hierdurch Dbe-

&
H52
A
%
A /
7
%
Za I
V. aERE B '
3 § A & .
/| < S, A
A" A
:}//65 ds & P
/05 f 2/
A 7 p
-Liyie
2y by 4 ﬁd
= AR ;AR R 2
g 7NN IS i
]
Y
N s
N
v-Linie
C3
a,vbj
Abb. 47.

stimmten Strecken f, a,, f, b, f, ¢, f, dg das jeweilige statische Moment
der Belastungsfliche in bezug auf die Drehachse dar. Es ist also
. =7
Hy-fra, "—'fZ”'dT,
r="re
o r=1rep
H, f,b =fprdr,

r="7e
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r="7e

H, freo=—[prar,
r=Te
o r=ra

H, f1d2=fprdr.
r="re

Da aber fiir die Scherkrifte v, die Gleichung
r=r r=r
v, = 2—:;—71/271107%’ = rl prdr
r=re F=re
gilt, so folgt auch der Reihe nach:
H,

'”a=7uf1a2:

1
Vp = flbz,
Ty

H,

Ve = ch162,

H, —
vd=T;f1d-z-

Wird H =5i=r,

gewahlt und T, =05A=1%r,,

ry, =41 =%r,,
r,=384=2r,,
rg=24=%r,,
re=14=1r,

gesetzt, so erhilt man die einfache Beziehung

Vp = fl 2
Ve = %fICZ’
vg=§f1d,

125

Greift man aus der Zeichnung die im KriftemafBstab abzulesenden

Strecken fra, =478 p.d,

fiby = 388711,
fic,=2284p,1,
fids = 894,12,
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so liefern die vorstehenden Formeln
v, =478 p, 1,

Vp = 48’6 pcl »
Ve = 38,1 pcl’
va=223p, 1.

Am Rande e der Aussparung ist selbstverstindlich die Scherkraft
v = 0, wihrend der Auflagerwiderstand a,, = v, sein mul; jenseits
des Auflagerringes ist schlieflich », = 0 . Hiermit sind die Abgrenzung
a3, b3, ¢y, dg, e und die Gestalt der Scherkraftfliche bestimmt.

Bemerkenswert ist hierbei, dall die Scherspannungen v, kurz vor
dem Auflager und nicht am Auflager selbst ihren Gréfitwert erreichen;
diese Eigentiimlichkeit ist darauf zuriickzufiithren, dafl im vorliegenden
Falle die gesamte Scherkraft 7', des zylindrischen Schnittes in der Nahe
des Randes langsamer als der Umfang 2 7w r b der zugehorigen Schnitt-

flache wachst.
7

Setzt man 1

4
und dementsprechend ’

1
v =p— 5 |prdr=p+p,
: 0
so ist leicht zu erkennen, dafl die Belastung p’ des stellvertretenden
Balkens aus den abwirts gerichteten Kraften p und den aufwirts ge-
richteten Kraften p, besteht. Die letzteren lassen sich ohne weiteres
aus den Scherkriften v, auf Grund der Formel

1
Pv = ’ Ur
ableiten. Die Ausrechnung liefert
fir den Punkt 4: p ;1~f =— 9,56 p,,
5\2f,b
B: p ) A2
(4 ) 7o 12,15 p.,
5\2fic
C:p — =2 =-12,70
(3) 7o (5 Pes
5 2
D:p — = 11,1
2) 11,17 p,,

E:p,=0.

Durch diese Werte ist die Abgrenzung der Entlastungsflache
a,, by, ¢4, dy, ¢4 festgelegt.
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Die Ordinaten der Belastungslinie des stellvertretenden Balkens
lassen sich nunmehr mit Hilfe der Formel

v =p-+p
bestimmen. Man erhalt die GroBen
p = — 9,56 p, fir den Punkt 4,
p =18,8-12,15 = -+ 6,65 p, fiir den Punkt B,
P = 26,0—12,70 = -}-13,30 p, fiir den Punkt C,

/=292 11,17 — 18,03 p, firr den Punkt D,
P = +30,0 p, fiir den Punkt E.

Die wirksame Behauptung p’ des Balkens ist also, wie man sieht,
merklich geringer als die tatsichliche Belastung p der Platte.

Ich trage jetzt den Krafteplan II fiir die Belastung p, auf, zeichne
mit der gleichen Polweite H; und von derselben Grundlinie 4, B, aus
die zweite Seillinie 4,, b;, ¢5, d, €5, fs und erhalte hierdurch die aus
den beiden Seillinien umranderte M,-Fliche. Sie hat die Ordinaten

M,= = 0 im Punkt 4,
M,=H bb; =51 9,64 p, i = 48,20 p,i? im Punkt B,
M,=H,c;¢; =54-1831 p, 1 = 91,55 p, 42 im Punkt C,
M,=H,d,dy =51-24,35 p, 2 = 121,75 p, 42 im Punkt D,
M,=H,e;e;, =521-26,58 p, 1 =132,9 p,4%2 im Punkt %,
M,=H,f,fs =51-26,58 p, 2 = 132,9 p, 12 im Punkt F .

Durch diese Werte ist noch nicht die endgiiltige Gestalt der 3-Flache
bestimmt; um sie festzulegen, miissen noch, wie spiter gezeigt wird,
entsprechend den jeweiligen Randbedingungen, geeignete Losungen der
homogenen Differentialgleichung

M 1dM 0
dr2 ' r dr
den GroBen M, hinzugefiigt werden.

Ich betrachte nunmehr die M,-Fliche, die in der Abb. 47a von
neuem dargestellt ist, als Belastungsfliche, zeichne den zugehérigen
Krifteplan III mit der Polweite H, = 51 sowie die entsprechende
Seillinie Ay, b, ¢4, dg, €, f¢ und bestimme mit Hilfe der jeweiligen
Tangenten die Strecken

fea, = 5123519 p, 1,

foby = 51230,87 p, 1,

focs = 5122107 p, 4,

fod, = 51210,37 p, 1,
foes =512 2,58 p,4.

=3



128 Die ringsum frei aufliegende kreisférmige Platte.

Sie stellen den jeweiligen Wert des Integrals

’
fMordr
o
JC -~ Linie
i
o ol iliel e
— - T 2
l&' /I| Ji] 4 2 $ £ F
I E 2
A A A 2 =
424
oy
e ©
/1:7
4 He5A
2Rk
Z AN
e |8 |8
%:66 §//6 N’f;” /
/ &ﬂ//dlo v £
/bﬁ//cw | 4
/ébm !
o |
A itz A
. A
s’lf | Ty, |- Liwie A
= ’ ’
N / £ oo A5 _1ds A3 es AH 4
'?‘a,"'%-—e—-i"ﬁ‘j g L
% 3 G £, /
3 Jooy @ e
g % < § A, K
z%" i hel 6 /
A pt
~— 7 7
ag > % 2¢,
8 -2
or
Abb, 47a,
dar und da
dt ;
1
N2 =_""|M,rdr
dr r 0
0

ist, so liefern sie der Reihe nach die Werte
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‘ili" = —%f@ = —p,A-3519.542 fir den Punkt 4,

= —Ifzm = —p,4-38,59 542 fiir den Punkt B,
b

N

= ~§2—ch7 = —p,A-35,11-5 4% fiir den Punkt C,
r

c

H.,
- _ri fedy = —p.A-25,92 - 542 fir den Punkt D,
d

= ﬁ&fﬁ? = —p, A+ 13,29 - 5 A2 fiir den Punkt K .
r

e

Aus Griinden der Symmetrie ist fiir den Plattenmittelpunkt

ag,

[

Tragt man die Werte N ir

zug ag, bg, Cg, dg, €g, f5 eine Fliche, welche als Neigungsflache der
Platte gekennzeichnet werden moge, begrenzt.

Die Abbildung zeigt wieder die Eigentiimlichkeit, dafl die elastische
Linie nicht unmittelbar iber dem Auflagerring, sondern kurz vorher
die grofite Neigung aufweist. Diese Erscheinung ist darauf zuriick-
zufiihren, dafBl die wir ksame Belastung p’ der Platte in der Nahe des
Auflagers negativ ist und dafl somit der eigentliche Auflagerwiderstand
bereits kurz vor dem Auflagerring in Wirksamkeit tritt.

Setzt man 1 (M,

auf, so wird durch den zugehéorigen Linien-

so besteht zwischen den elastischen Gewichten #” des stellvertretenden

M
Balkens, den Belastungen 7= = T" und 7, die Beziehung

a=axa-+tan,.
Hierbei ist 1d¢ 1 ac
L1as, _ (N. )
dr

W= Ar T rN

Die Groflen der aufwartsgerichteten Krifte m, ist also

1 52

i} . _— . 3 = -
fitr den Punkt 4: n, 5N 35,19 p. 5 A 7,04 p, v
1 52

o . 3 — _ o
B: n, 1 38,59 1, 5 A 9,65 p, v

1 512
. = — ———— . e 3:— ]_,7 e "X

C: m, 31N 35,11 p, 5 A 1 Pey

9

Marcus, Platten,
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.. 1 572
fir den Punkt D: 7, = — IV 25,92 p, 5 A3 = —12,961)67\7—,
1 512
: = . 3 — T
E: x, N 13,29 p.5 1 13,29 p, v

Fir den Mittelpunkt der Platte selbst gilt, wovon sich der Leser
durch einfache Uberlegungen iiberzeugen kann, der Grenzwert

T
1 1
(ﬁ/Mordr)‘:O = i (Mo)r:(J .
0

Da vorhin fiir diesen Punkt
M, = 26,58 p, 5 A2
ermittelt worden ist, so wird
(7Tp)r—0 = —3%-26,68p,54* = —1329p,52.
Die n,-Flache ist in N-facher VergroBerung in der Abb. 47a dar-

gestellt und vom Linienzug @, by, ¢y, dg, €9, g9 umrandert.
Die Kriimmung der elastischen Linie ist nunmehr durch die Formel

a? ¢, /
—N°7r-2 =N7I = N(ﬂ+ﬂv)
bestimmt. Die Rechnung liefert
2
fiir den Punkt 4: —N(flf; = — 7,049,522,
B: = (9,64 — 9,65)p, 542 = — 0,01 p, 512,
- — (18,31 — 11,7 ) p,512 = + 6,61 p,512,
D: — (24,35 — 12,96) p, 512 = +11,39 p, 5 12,
E: — (26,58 — 13,20) p, 542 = +13,20 p, 5 12,
F: — (26,58 — 13,29) p, 512 = - 13,20 p, 5 12 .

Der negative Wert der Kriimmung in der Nahe des Auflagerringes
zeigt wieder, daBB der Auflagerwiderstand im Verein mit den negativen
Kriaften p’ eine d#hnliche Wirkung wie eine teilweise Einspannung ausiibt.

Werden jetzt fiir die Krifte 7, der Krifteplan IV und die Seil-
linie Ay byg, €100 dros €105 fr0 gezeichnet, so stellen die von den beiden
Seillinien umrénderten Strecken die Ordinaten der elastischen Linie
dar. Die aus der Zeichnung abzulesenden Werte sind:

fiir den Punkt A: N{, = 0

= H, mo = 1,38p,(54%)2,
= Hycgeqo = 14,75 p, (5 22)2,
— H,ydydyy — 20,85 p, (512,
= H,e,e,, = 24,77 p, (5 12)2,
= H, [of1o = 26,10 p.(5 2%)* .

TET Oy
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Um ein vollsténdiges Bild der Forménderung der Platte zu gewinnen,
mufl noch der Abschnitt jenseits des Auflagerringes untersucht werden.

Fiir dieses Bereich, welches keine Belastung aufzunehmen hat,
gelten zunichst die Gleichungen

Vor =10,

M, =0.

Es ist mithin auch e, 1de
i Trar =0

Eine geeignete Losung dieser Differentialgleichung ist durch den Ansatz

r
Lo =C,logn s
gegeben. Zur Ermittlung der Integrationskonstante C, steht die Be-
dingung zur Verfiigung, daBl die Neigung der elastischen Linie

i, G,

dr  r

an der Stelle r = r, mit dem vorhin fiir den Punkt A des belasteten
Bereiches errechneten Wert

da’i, 573
= —35,19p, —
dr 35,19p N
ibereinstimmen soll. Es ergibt sich daher
C 573
0 — 351 bl
r 35,19 p, N

und da 7, = 51 ist:
Pe
o = —35,19 = (5 2)2,
0 N( )

1dg, C, Pe (512>2
yoar — o )
2f, 1 dé‘o’_ De (512>2
P iR PRy v e B
Fiir die Randflache @ mit dem Halbmesser
r, =61
erhilt man insbesondere
1 d¢, a2 ¢, Pe (5 )2 Pe
S T 85998 (0 7) = —a89 P .5
r dr dr 35, N \6 4’89N 522,

6\ (5 42)2 De o
{,=C,logn- (~5—> = —35,19 - p, v 0,18232 = —6,41 v (5422 .

o*
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Hiermit ist die Gestalt der elastischen Fliache am Rande vollstandig
beschrieben. Der Spannungszustand am Rande ist durch die Werte

'Uor:Oy
B 2z, 1 1d;,>_ m—1 .
T B L TCr)
3 1de, 1 dﬂ@)_ m— 1 .
SOt”_N<7 ir Tom )T 0P 68
bestimmt.

Da der Rand frei von Biegungsspannungen sein soll, so erkennt man,
daB die Ordinaten {, des Grundfalles die Randbedingungen nicht er-
fillen. Um die letztere zu befriedigen, miissen noch Krifte oder Krifte-
paare lings des Randes angebracht werden, welche zusitzliche Bie-
gungen M’ und Verschiebungen {’ hervorrufen und Spannungsmomente s,
erzeugen, die den Momenten s,, gleich, aber entgegengerichtet sind.
Fiir diese zusitzlichen Formanderungen gilt die homogene Gleichung

2 4 4 9 5/ 4
M +1 aM =_N(i+l d)(dé‘ +ldé‘)=0.

dr? r dr dr? r dr/\ dr? r dr

Denkt man sich zunichst an Stelle der ringférmigen eine vollwandige
Platte ohne Aussparung, so stellen die Ansitze

M/ = 01p6(5 22) H
01 2 2 2
L e —rpe(522)

die geeigneten Losungen der Differentialgleichung und somit die ge-
suchten zusitzlichen Momente und Verschiebungen dar.
Von den drei Bedingungen

{ = Lo+ =0 firxr r=r,,

¢ =

8 ==  Sop + 8 =0 fur r=r,

sind die beiden ersten von vornherein erfiillt. Die dritte liefert

L@y 11 dC’)_m—l—l O
= N(dr2 +m r o dr]  m 71)651__8“
—1
489 p, 502
m

Hieraus folgt fiir die Integrationskonstante ¢, der Wert

m— 1
Cy=—--978,
1 m+1 ’
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Die zusitzlichen Biegungsmomente sind mithin:

: a2 11 dC’>_m+1 Oy
=N (T5 ot )= L S
m—1
— 22
= 4,89 p, 542,

m 2

, 14 1 dzC’)_ m+1 C 2
= N(r dr - m dr2 )< PR
m— 1
= — - 489pn.572.
m > pc

Nimmt man m = oo an, so erhilt man fiir den endgiiltigen Spannungs-

zustand die Werte
d2&' l/\’d"—‘ !

= 4,89 2_ N>
81‘ I p05 N drz 3 ‘I
1 d¢ |
=480p,512 — N.— =2 £
8 =4,89p, - dr |
|
=4,89p,512 — Na=, . [

Fihrt man die vorhin ermit- Abb. 48. Die Spannungsverteilung in der

42 P
I - N o kreisformigen Platte ohne Aussparung. —
telten Grofien dr? Der gestrichelte Linienzug gilt fiir die Platte,

Rechnung, so ergibt sich der deren Randfliche mit dem Auflagerring zu-

Reihe nach sammenfillt.

und @, in

fir den Punkt G: s, = 0, 8=+ 9,718 p. 542,
A: ss=— 215p,54%, 8 = +11,93 p, 512,
B: s, =- 4,838p,542, 8= +14,54p, 522,
O: s, = +11,50p,512, s, = +16,59p,572,
D: s, =-+4+1628p,512, 8 = +1785p,512,
E: s, = +18,18p,5 12, s = -+18,18 p. 5 12,
F: s, = 418,18 p. 522, 8 = +18,18 p, 512

Der Verlauf der Spannungsmomente ist in der Abb. 48 dargestellt.
Man erkennt, dafl im allgemeinen und insbesondere in der Nahe des
Auflagerringes die tangentialen Biegungsmomente groBer als die radialen
und daher fiir die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind.

Die Werte, welche die Biegungsmomente erreichen, wenn 7, =7,
ist, d. h. wenn die Randfliche mit dem Auflagerring zusammenfillt,
sind durch den gestrichelten Linienzug angedeutet. Man sieht, da bei
Platten, die nur wenig iber dem Auflagerring herausragen, die tangen-
tialen Biegungsmomente in der Nahe des Randes sehr erheblich sind,
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wihrend sie im Mittelpunkt der Platte durch die Lage der Randlinie in
Bezug auf den Auflagerring nicht wesentlich beeinflult werden.

Um jetzt noch die Wirkung der inneren kreisférmigen Aussparung
zu untersuchen, wahle ich als Losung der homogenen Differential-
gleichung den Ansatz

, 522(C, |, r
¢ =P T‘(r(i—r?)—}—Czlogn(’T;)}.

Das zugehoérige Biegungsmoment ist:
M =Cip. 52,

am
=4 — 0

die Scherkraft:

’

Vy =

Die Bedingungen, welchen die elastische Linie geniigen mu8, sind

=8 +¢ =0 far r=r,
v, =V, +v,=0 fur r=r,,
v, =, + 0, =0 fur r=r,,
8 = 8o, F =0 fur r=r,,
§ = 8oy + 8p =0 fur r=r,.
Die drei ersten Bedingungen sind, wie man sich leicht iiberzeugen kann,
von vornherein erfiillt.
Die beiden letzteren liefern

af 11 dcj’)

dr? mr dr

tic r =17,: s§=—~N(

—1
M 4,89 p, 572,
m

== —807‘ =

. aer ll‘}g>_~ . (Cjﬂn—kl ﬂ:{l)
firr =r,: sr»—N(drz—%—mr— i =512p, > m 40, -

1
= Sy = —PeB A2 (13,29 + 13,29) .

Nimmt man wieder m = oo an, so lauten die Bestimmungsgleichungen
fiir die Integrationskonstanten C; und Cy:

10+0(L>2—489 Lo +0(_1_,>2_ 13,29
2 1 2 6], - 5 E] 2 1T 2 1/1 = ) .
Hieraus folgt

1

3 C,=-+541, G _ —18,69 .

A2
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Die endgiiltigen Spannungsmomente sind also:

2 drg,
8 = Pp 542 (5,41 — 18,69 72) v,

A2 1 deg,
8 = po5 42 (5,41 -+ 18,69 F) Ny .WJC; .

Die Durchfiihrung der Rechnung ergibt:

fir den Punkt @: s, = 0,0 , & =10,82p,54%,
A: s, =— 238p,512, s =1325p,5/2,
B: s,=+4 423p,51%, s =16,23p,512,
C: s,=+4 995p.542, s =1918p,5.2,
D: s, =+1213p,51%, s =23,04p,542,
E: s,=+4+ 0,0 p,52, s =23740p,512.

Der Spannungsverlauf ist or
durch die Abb.49 veranschau-
licht. Sie zeigt das rasche An-
wachsen der tangentialen und
den plétzlichen Abfall der radi-
alen Biegungsmomente am
Rande der inneren Aussparung.
Der Vergleich mit der vollwan- S
digen Platte 146t auBerdem er-
kennen, daB durch die Aus-
sparung die radialen Biegungs-
momente in einer kurzen
Entfernung des inneren Randes
verhaltnismaBig wenig beeinflut werden, wihrend die erhebliche Ver-
mehrung der tangentialen Biegungsmomente am Lochrand eine merk-
liche Herabminderung der Tragfahigkeit der Platte zur Folge haben muB.

o
x
B
)

+
S
™

Abb. 49. Die Spannungsverteilung in der
kreisformigen Platte mit Aussparung.

V. Die ringsum frei aufliegende rechteckige
Platte.

§ 16. Untersuchung der gleichseitigen, gleichméBig belasteten
dreieckigen Platte.

Die dreieckigen Platten lassen sich am einfachsten mit Hilfe hexa-
gonaler Gewebe behandeln.

Die Beziehungen zwischen den Randbedingungen der Platte und
der Randgestalt dieser Gewebeart sind bereits im Abschnitt I, § 6, 3
untersucht worden. Als Anwendungsbeispiel will ich die Berechnung
der gleichseitigen, gleichmafig belasteten dreieckigen Platte zeigen.
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Ich spanne iiber die Platte ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen
(Abb. 50) und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte im Ein-
klang mit den dreifachen Symmetriebedingungen.

Entsprechend der Differenzengleichung (54) gelten die folgenden
Gleichgewichtsbedingungen :

2 Pt
4w, — 3 2w, _ % ,
2 iz
dwy— —(wy, + wy+ wy+ow) =,
3 S
2 2
4w3_‘§(w2 + wyt+ w4 w;) =
1
2
4w4~3(2w2+2w3+2w5) =ﬂ,
3 5,
2
fwy— 2 @yt 20, + 2wy = PP
3 3
Die Auflosung liefert: y 9 pi
1716 8,
1 15 pit
w2 16 S]_ )
18 pi2
! =168,
h w 24 p2*
1= Ti s
NAYAYAVAVAVAW 16 5,
SN, vy 2 2F
IYAVAN VAVAVAVAVAVA i 16 &5,

/i i Hierbei ist bei einer Seitenlinge 2¢

[
Abb, 50. die Maschenweite 4 = v

Die zugehérigen Momentenwerte sind :
M, = 8,w, = 32¢pc®=10,03515 pc?,
My =8, w, = 7?@1202 = 0,05859 pc?,
My = 8wy = 48 pc® = 0,07031 pc2,
My =8 wy = ZApc?=0,09375 pc?,
My = 8wy = T pc? = 0,10547 pc?.
Fir die Ermittlung der elastischen Fliche stehen nunmehr die Glei-

chungen 9 72 9 pit
42, — 22, =W =,

3 S, 16 8,8,

2 A2 15 pit
dz, — - (2y + 2o 25 t2)=wyo = =

@ 3 3 4 28, 16 8,8,
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423_3(22 +2 -tz +z)=wﬁ=
3 3 4 5 3S2
J2

42, — §(222+223+225) =w4:g;=

4z, — 2(22 + 22z, + 22) =wﬁ=
3 3 4 5 5S2

zur Verfiigung. Sie werden durch die Grofen

18 pit

16 8,8,°

24 pit

16 8,8,°

27 pit

16 8,8,

137

o= 53 PH
17128 8,8,
. 135 pit
¢ 198 §,8,°
o, — 150 pH
7128 8,8,
L L
1128 8.8,
. 297 pit
57128 8,8,
befriedigt. Die entsprechenden Ordinaten der elastischen Flache sind:
2 63 pit pct
£y =88, =% N1 ¥ 0,00193 N
, 25 135 pi pct
Lo S8y 3y = (o5 - = 0004120,
_g,8,7% - 180 pit pet
53—81821\7 =198 N = 0,00550 N
a _ 252 ph_ pct
b =58 N 128 N = 0,0077 N’
297 pit pct
b = 518, N T28 & - POWS G

Fiir die grofte Durchbiegung im Schwerpunkte der Platte ergibt

sich durch Interpolation der Wert:

160 C; + 120, —
243

Cm = 32 Cl

oder, wenn man die Hohe des Dreieckes

2a = 2c cos30°,
a? = 4 c?

4
— 0,00951 2%

N
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in Rechnung fithrt:

5 4
C = 0,7009_.){ Lpa” _ 0,01691

G
4
Bei einer quadratischen Platte ist

_ pat
Cm = 0,0649 i
Die grofite Durchbiegung der dreieckigen Platten ist also viermal
kleiner als diejenige der quadratischen Platte gleicher Spannweite.
Die Schichtlinien fiir die Momente M und die Verschiebungen {
sind in Abb. 51 und 52 dargestellt.
Zur Bestimmung der Randscherkrifte dient die Formel (72):
S P
vu=éle(wl+wp)+ Ely
Sie liefert fiir die Randknotenpunkte a, b, ¢, d (Abb.53), wenn man

pa*
5

hy=Ay=dy—=2=" =%sec(30°),

4
a?
2=
12°
a
Z’V = Z
einsetzt, der Reihe nach
Vufa) = 2SIw1 + ﬂ = 0:21875 pa,
a 8
28 a
?)u(b) = #(w2+ wl) +%=0’375 pa,
28 ra

V(o) = “a‘l (wg + w,) +- e 0,46875 pa ,

28 pa
vu(d)=717-2w3 +%=O,5 pa.

Die Randdrillungsmomente werden nach der Formel (73)

. om—1 zl—zp> T (zl——z,,) .
tom =55 i, ) = a0 ST ) )
errechnet. Man erhilt
. 7 8,8, o 7 63 o
filr den Punkt a:¢, = io ~——32 2 sec (30 ) = 0 71281012 sec(30°).
78,8 7 72
b: — . M1 _ oy . - = 2 o
ty 0 B (25— 2,) sec(30°) 0 128101 sec(30°),
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A

/(S SBYINN
JNOQSEA NN
JANAS=———oAV

z > =
Abb. 51. Schichtlinien der M-Fliche einer ringsum frei aufliegenden
gleichméBig belasteten dreieckigen Platte.

[N
'll,/ V(’/ ; \"V \ ‘\‘

Abb. 52. Schichtlinien der elastischen Fliche einer ringsum frei aufliegenden
gleichméBig belasteten dreieckigen Platte.
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. 78,8 . 7 45 .
fir den Punkt c:t, = % }2 2 (2, — 2,) sec (30°) = I mplz sec(30°),
78,8 o
d:t; = 10 %(z?,—z;a) sec(30°) =0
Fiir die Ecke A4 selbst ist, wie bereits frither nachgewiesen, {4 = 0.
A
’Z{f;
v &‘f% 2 a
o
- @
& ’
QR X v
%“%'\ \\
3 /\ 3 gu(‘a
0
; (13
1) 3 5
g ;
A b ic 7 c A

S

N

g 3
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Abb. 53. Auflagerkrifte einer ringsum frei aufliegenden, gleichmiBig belasteten
dreieckigen Platte.

Die Kurve der Randdrillungsmomente im Bereiche 4 b ¢ d 148t sich
nunmehr durch den Ansatz

= o @A &) (8 — 31y — &) (3= ) + 34, (31— ) 2—2)]

darstellen. Die Bedeutung der Randabszissen £ ist hierbei ohne weiteres
aus der Abb. 53 erkenntlich. Die an Stelle der Randdrillungsmomente
wirkenden lotrechten zusitzlichen Auflagerkrifte sind durch die Glei-
chung
o 0t 4,22, —64,6+38%)—34,(34,—81,& 1 3£%)+3¢,(64,—104,5+3 %)
o0& 645
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bestimmt. Die Anwendung dieser Formel liefert
26t,—5Tt, + 428,

fir den Punkt 4 mit £=41,:v" = 6L =-—0,175 pa,
u
t, — 18¢ t
a mit £=34,:9v = 11t — 184 + 9%, =—0,0875 pa,
64,
. . 24,4 3t,— 61,
b mit &=21,:v = ,7,i67b,,,_,, = 40,021875 pa,
—t 61, — 31
cmit E=1, W= »L_%Ib—g ¢ =140,071093 pa,
dmit £=0 1of = ,ZJL—V%’%JFJ% — 100875 pa.
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Abb. 54. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, gleichmiBig belasteten
' dreieckigen Platte.

sa

Die Endwerte der Auflagerwiderstéinde sind also:

—0,175  pa fir den Punkt 4,
0,21875—0,0875) pa =-+0,13125 pa fir den Punkt a,
0,375+0,021875) pa = +40,396875 pa fir den Punkt b,
0,4687540,071093) pa = +0,539843 pa firr den Punkt c,
0,5+0,0875) pa = 40,5875 pa fir den Punkt d.

@y =0,+vy=

—_

—_— o~
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Die Verteilung der Auflagerkrafte ist in Abb. 53 veranschaulicht.
Man erkennt, dafl im Gegensatz zur rechteckigen Platte weder Drillungs-
momente noch Einzelkrafte in den Eckpunkten auftreten, wihrend die
abwirts gerichteten Auflagerwiderstinde auf einer schmalen Rand-
strecke in der Nahe der Eckpunkte vereinigt sind.

In der Abb. 54 sind noch die auf Grund der Formel fiir m = 1
errechneten Hauptspannungsmomente lings einer Winkelhalbierenden
eingetragen. Wie bei der rechteckigen Platte treten in der Niahe der
Ecke negative Biegungsmomente auf.

VI. Die allgemeinen Grundlagen fiir
die Untersnchung statisch unbestimmter Platten.

In den bisherigen Untersuchungen von Platten mit ebenen Rand-
flachen sind nur diejenigen Belastungs- und Lagerungsarten in Be-
tracht gezogen worden, bei denen die Randwerte fiir das Biegungsmall
M und die elastische Verschiebung { von vornherein gegeben und die
Merkmale der statischen Bestimmtheit insofern vorhanden sind,
als die zur Errechnung der w-Ordinaten des Gewebes dienenden Gleich-
gewichtsbedingungen vollig ausreichen, um sowohl die Werte M
fiir jeden Punkt der Platte wie auch die Randscherkrifte » zu ermitteln.

Wenn sich die Randwerte M nicht unmittelbar aus den Randbe-
dingungen ableiten lassen oder wenn die reinen Gleichgewichtsbedin-
gungen nicht geniigen, um alle Werte M zu berechnen, so sind die Rand-
scherkrafte oder die eigentlichen Auflagerwiderstinde als statisch un-
bestimmte Grofien zu betrachten, weil sie nicht aus den Gleichge-
wichtsgleichungen, sondern erst aus den in den Elastizitats-
gleichungenausgedriickten Rand- oder sonstigen Auflagerbedingungen
ermittelt werden koénnen.

Die Behandlung dieser statisch unbestimmten Fille ist verschieden,
je nachdem die Platte nur an den Réandern oder auch innerhalb der
letzteren auf einzelnen Stitzpunkten gelagert ist. In den nachfolgenden
Untersuchungen werde ich zunichst die allgemeinen Grundlagen fiir
die Behandlung dieser beiden Lagerungsarten entwickeln und sodann
ihre Anwendung in einer Reihe von Beispielen erldutern. '

§ 17. Die Untersuchung von Platten, die nur an
den Réndern gestiitzt sind.
Ich betrachte eine Platte, die im Randbereich a, b, ¢, d ... nicht
frei aufliegt, sondern beliebig gestiitzt sein moge.
Sieht man von den besonderen Bedingungen, die fiir diesen Bereich
gelten, vorlaufig ab und wird die tatsichliche Stiitzungsart vorerst
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durch eine freie Auflagerung ersetzt, so kénnen fiir diesen gedachten
Zustand die von der Belastung hervorgerufenen Verschiebungen ¢, wie
bei jedem statisch bestimmten Fall ohne weiteres ermittelt werden.
Um den wirklichen Zustand wieder herzustellen, miissen Krafte oder
Kraftepaare an der Randstrecke a, b, ¢, d ... hinzugefiigt werden, welche
zuséitzliche Verschiebungen {’ erzeugen, die im Verein mit den urspriing-
lichen Verbiegungen {, die tatsichlichen Randbedingungen erfiillen.

Da in dem zweiten Belastungszustand keine Krifte p an der oberen
oder unteren Abgrenzungsebene der Platte angreifen, so gilt offenbar fiir
diese zusatzlichen Verschiebungen die homogene Differentialgleichung:

64 é-/ 64 C/ O’\4 C/
= T T2 0zap T oo

Die eigentliche Aufgabe der Untersuchung ist es also, diejenigen
Loésungen dieser Differentialgleichung zu finden, durch welche die Grund-
losung £, erginzt werden muf}, um den vorgeschriebenen Randbedin-
gungen vollauf zu geniigen.

var =0.

1. Die analytische Ermittlung der Zusatzlosungen.

Eine geschlossene Formel fiir die Zusatzwerte £’ ist zuniichst durch
den einfachen Ansatz
U=a,+ax+biy+aga®+byy?+ aza® -+ byy® + cozy + cyaty
+exy? + dy(at — y*) + dy(at — 622 y* -yt
gegeben; unter a, b, ¢, d sind hierbei konstante GroBen zu verstehen.
Dieser Ansatz reicht aber nur in den wenigsten Fallen aus. Fiir die
meisten Untersuchungen kommen in erster Linie Zusatzlosungen in

der Form o = Z A, COSk% (Bjofk%,
Oy = ZBk sink% @ink% ,
= 2010 COSk%y Sink ‘Z"
Gy = ZDk sink% y Cojk % )
oy = ZEk cosk-iE @inlc%, (95)
Cyr = ZFk sink% @ka%,
Cyir = ZGk cosk% Y (SDVC%:

Ehrrs = 2 H, sink % y Gink Z
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(mit den durch Vertauschen von 2 mit y entstehenden Variationen)
in Betracht. In diesen Reihen stellen 4, B, C, D, E, F, G, H die un-
veranderlichen Beizahlen, £ die Ordnungsziffern 1, 2, 3, 4,5 .. ., ¢ eine
als Vergleichsmall dienende beliebige Liénge, sin und cos die trigono-
metrischen, Sin und €of die hyperbolischen Funktionen dar.

Um auch fiir die in Polarkoordinaten ausgedriickte homogene
Differentialgleichung

(82 1 0 1 82)(624“’ 1 07 1 624“’)_0
T e TR e or =

0r? r dr ' 12 de?

Losungen in moglichst einfacher Gestalt und klarer GesetzmiBigkeit
zu erhalten, fiithre ich die Funktionen

% —k

r+r® _ Gof(r, k),
2

b — -k ,

— = Gin(r, k)

ein, die im Hinblick auf ihre Verwandtschaft mit den gewohnlichen
hyperbolischen Funktionen als radiohyperbolische Funktionen kter
Ordnung bezeichnet werden mdégen.

Wenn man an Stelle der iiblichen Differentialquotienten die Diffe-
rentialausdriicke

0 ov
VT=7; , Vﬁ:r L .. usw
dor dr

bildet, so erhalt man der Reihe nach

V,Cof(r, k) =k Gin(r, k),
Vi Cof(r, k) = k2 Cof(r, k),
ViGoj(r, k) =k Cin(r, k),
Vi Goj(r, k) = k*Coj(r, k)

V.&in(r, k) =k Cofj(r, k),
Vigin(r, k) = k2 Gin(r, k),
Vi Gin(r, k) = &3 Cof(r, k),
ViGin(r, k) = k* Gin(r, k) .

Die radiohyperbolischen Funktionen besitzen also hinsichtlich der
Differentialoperationen V,, V3, Vi ... die gleiche Periodizitit wie die
erste, zweite, dritte ... Abgeleitete der gewohnlichen hyperbolischen
Funktionen. Die beiden Arten hyperbolischer Funktionen haben iiber-
haupt dieselben Eigenschaften. Ubertragt man beispielsweise die

Formeln Coft(¢) — Gin?(g) = 1,
Gin2¢ = 2Cinep Cofp

und ebenso
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auf die radiohyperbolischen Funktionen, so findet man die gleichen

Beziehungen Coft(r, k) — Sind(r, &) = 1,
Gin(r, 2k) = 2&in(r, k) Coj(r, k)

wieder.
Ich schreibe nunmehr die Hauptdifferentialgleichung in der Form

e )+ 25) o

Es ist leicht zu erkennen, daf} die Reihen

{1 = 2 axcos(k @) Coj(r, k),

Tt = 2 bysin(k @) Gin(r, k),

i = 2 cxcos (ko) Gin(r, k),

Cry = 2 disin(k @) Cof(r, k)
diesen Gleichungen geniigen. Hierbei stellen az, bg, ¢z, dx die unver-
anderlichen Beizahlen dar. Die OrdnungsgréBen %k miissen, damit ('
eine periodische Funktion von ¢ sein soll, ein ganzes Vielfaches von
2 7 sein.

Durch die Verwendung der radiohyperbolischen Funktionen ist die
Darstellung der elastischen Flachen mit polaren Koordinaten auf die
gleiche Form wie bei der Benutzung eines rechtwinkligen Achsen-
kreuzes zuriickgefiihrt.

Die Auswahl des geeigneten Ansatzes und die Anzahl der aus jeder
Reihe in Berechnung zu stellenden Glieder héingen einerseits von den
Symmetriebedingungen in bezug auf Gestalt und Belastung der Platte,
andererseits von den jeweiligen statischen oder geometrischen Rand-
bedingungen ab.

Lassen sich die letzteren fiir irgendein Bereich durch eine oder
mehrere Differentialgleichungen in der Form

o, y,(,0,,02,..)=0
darstellen, so kénnen zunachst fiir die Grundwerte £, die GréBen
(P(x, Y, Co, 0Coy 82C0: 03Co .. ) =17
und ebenso fir die Zusatzwerte {’ die GroBen
o, y, ¢, 00, 02,3 ..)=27
errechnet werden.
Da im endgiiltigen Zustand

_ (=047
sein muB, so liefert die Bedingung
=2Z,+2' =0
die zur Ermittlung der statisch unbestimmten GréBen 4, B, C, D ...

erforderlichen Bedingungsgleichungen: die Anzahl der Randpunkte, fiir
Marcus, Platten. 10

(96)
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welche diese Gleichungen aufzustellen sind, muB hierbei selbstverstind-
lich dieselbe sein wie die Anzahl der Werte 4, B, O, D ..., welche
ermittelt werden sollen.

Man kann aber auch J als eine FehlergroBe betrachten vnd ver-
langen, daf} langs des fraglichen Randes von der Léange ! das eigentliche
Fehlermal3

F=f162dl=/l(Z,,+ Z2dl

ein Minimum wird. Man erhilt dann die Randbedingungen:

b4 .
oF 07
E‘2/(Z°+Z)6Akdl“0’

. .
0 l 0
F . 07
m=2/(zo+2)037;dz-_0,

(]

: . (97)
oF . 07
T(szzf(zﬁz’a“o,;dl_o’

/]
OF g

&l , Oﬁzl
oD, = ](Z,,—{—Z)mdl—o

Diese Gleichungen eignen sich besonders zur Ermittlung der GroéBien
Az, Bi, Ci, Dy . . ., weil sie die Konvergenz der Reihen leicht erkennen
lassen. Die Umwandlung der Randdifferentialgleichungen mit Hilfe
der Variationsrechnung gestattet itiberhaupt, wie die Anwendungsbei-
spiele zeigen werden, eine wesentlich einfachere und raschere Lésung
der Aufgabe zu erzielen.

2. Die Ermittlung der Zusatzlosungen mit Hilfe
der Gewebe.

Die homogene Differentialgleichung
ey =vrerey — o

zerféllt, wenn <02 é-/ 02 C/) M,
~ e Tyl T
gesetzt wird, in die Differentialgleichungen
VM’ =0,
a0

N
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Ich kann an Stelle der ersteren die Differenzengleichung
(Pw),  (£w),
2 A5,

verwenden: hierbei ist wie friither
M = 8w .
Die Groflen w' sind die Ordinaten eines unbelasteten Gewebes und
lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes, sobald
die Ordinaten wqy, wy, w;, wq . . . der Randknotenpunkte a, b, ¢, d . . .
bekannt oder vorerst als gegebene GréBen betrachtet werden, ohne

weiteres errechnen.
Ebenso kann die zweite Differentialgleichung durch die Gewebe-

=0

gleichung (422), | (47), o
I A
wobei , N
=88,

ist, ersetzt werden. Sind 2,, 2, 2, 24 . . . die Randordinaten des zweiten
Gewebes, so lassen sich aus den Gleichgewichtsgleichungen des letzteren
die Ordinaten 2’ aller iibrigen Punkte des Gewebes als Funktionen der
elastischen Gewichte w’ und der Randwerte z,, 2, 2, ¢ . . . darstellen.
Es ist also allgemein

2
(r = S1S2’2\—7 = U (Wa, Wy, We, Wq . ..) + V(24 2, 2, 2a - - D,

=20+ L= "Co+ (o, wy, we, wq . ..)+ (24, Zpy Zes Ra - - 1) -

Um die Gestalt und den Spannungszustand des Randes zu be-
stimmen, miissen von vornherein fiir jeden Randpunkt r zwei Bedin-
gungen in der Form

(pr(CTs ACT: Az:r;A3Cr---)= 9}
"Pr(é‘r, ACr; AZCT; A3é‘r o) =0
vorgeschrieben sein.

Stellt man diese Gleichungen fiir jeden Randpunkt a, b, ¢, d. ..
der Reihe nach auf, so gewinnt man fiir die statisch unbestimmten
GroBen wy, Wy, We, Wq . . ., Za, 2, %, %4 - - . ein doppeltes Gleichungs-
system, aus denen sich diese GroBen als Funktionen der Grundwerte £,
errechnen lassen.

Die Losung der Aufgabe wird in den meisten Fallen dadurch wesent-
lich erleichtert, dafl die durch die Gleichungen (98) ausgedriickten Be-
ziehungen einfach genug sind, um eine unmittelbare Umwandlung von

(98)

Zas 2by Ze, %4 ... N Wa, Wh, We, Wq ... zu ermdglichen: es bleibt dann
nur ein einziges Gleichungssystem zwischen den GroBen w,, w,, w,,
wy . . . iibrig, dessen Auflosung keine Schwierigkeiten bereitet.

10*
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Es sei schliefllich bemerkt, dafl man die endgiiltigen Werte { auch
ohne die Zerlegung in Grund- und Zusatzwerte unmittelbar aus der

%z

B

%

)

Xy

7

%

)

Randiinie |a b ¢ ZA

Abb. 55.

Differenzengleichung vierter Ordnung

(44 L)y (44 &) (448,)y
Ay Az Ay Ay

errechnen kann. Es missen dann die Ordi-
naten { nicht allein fiir die Randpunkte a, b,
¢, d ..., sondern auBerdem, je mnach der
Ordnung der fiir den Rand giiltigen Differenzen-
gleichungen, fiir die auBlerbalb des Randes in
der ersten oder in der zweiten Zeile liegenden
Punkte

O1s Brs 715 01 - s Gay Py Pa, Op -
(Abb. 55) bestimmt werden. '

- =y -4 P
F2 + + 3

Durch die groBe Anzahl der Unbekannten, die iiberhaupt in dem
gesamten Gleichungssystem und auch in jeder einzelnen Gleichung vor-
kommen, wird die Auflésung erschwert und die Genauigkeit der Ergeb-
nisse wesentlich beeintrachtigt. Die Anwendung der allgemeinen Diffe-
renzengleichung ist daher nur bei den einfachsten Randbedingungen
zu empfehlen.

§ 18. Die Untersuchung von Platten, die auch innerhalb der
Rinder auf einzelnen Stiitzpunkten aufgelagert sind.

Die Untersuchung von Platten, die an den Réndern frei aufliegen
oder eingeklemmt sind und auflerdem auf einzelnen Stiitzpunkten
a, b, ¢, d... (Abb. 56) aufruhen, 14Bt sich in dhnlicher Weise wie die
Untersuchung statisch unbestimmter ebener Tragwerke durchfiihren.

Denkt man sich zunichst die Auflager-
widerstinde X,, X3, X,, X4 ... beseitigt, so
bleibt die Platte nur an den Riéndern gestiitzt,
und es lassen sich die von der Plattenbela-
stung erzeugten Verschiebungen {, ohne
weiteres errechnen. Die Punkte a, b, ¢, d
erfahren hierbei die Verriickungen

Coa: Cob: Cocs Cod .

Wird die Platte jetzt ausschlieflich mit X, = —1 belastet, so ver-
schiebt sich der Punkt % der Mittelfliche um l;,. Ebenso entstehen
unter dem alleinigen EinfluB der Krifte X, = —1, X, = —1,
X3 = —1... die Senkungen

Ckb > Ck(: 5 ckd LR
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Die gesamte Verschiebung des Punktes £ im Endzustande ist also
;k = Cok - Xa Cak - Xb Cbk - Xc Cck - Xd Cdk CET (99)
Fiir die Punkte «, b, ¢, d... gilt insbesondere:
Ca = Coa - Xacaa - Xbea - XcCca — XdCda cte
Co = Cop — Xalap — Xy Cop — Xolop — Xalap - - -,
Cc = Coc - Xa:ac - Xbec - XCCCE - XdCdc e
Cd = Cod - XaCad - Xbed - XcCcd - XdCdd ey
Aus dieser Gleichungsgruppe kénnen die statisch unbestimmten
GroBen X,, X, X,, X, ..., wenn die Verschiebungen {4, s, e, Ca. ..
von vornherein bekannt sind, ermittelt werden. Ist
la=0=0=20=0,

so nehmen die Elastizititsbedingungen die einfache Form:

X, loat+ X oo+ Xeloa+ Xalaa+ - - - = Cous
Xolar+ Xo b+ Xoloa + Xalap + - - - = Loss
Xolaoe + Xy Cpe + Xeloe + Xalae + - - - = Coc (100)
Xoloa+ Xoloa+ Xeloa+ Xalaa+ - - - = Coas

Sind die GroBen X gefunden, so kann man die endgiiltigen Ordi-
naten { der elastischen Fliache bestimmen und die zugehérigen Span-
nungsmomente errechnen.

Die Losung der Aufgabe wird wesentlich vereinfacht, wenn bei der
Auswahl der statisch unbestimmten GroBen und ihrer Gruppierung die
Symmetriebedingungen ausgenutzt werden. Bei rechteckigen Platten
wird man insbesondere, wenn die auf S. 49 fiir die Zerlegung der Be-
lastung in vier Gruppen aufgestellten Symmetriegesetze auch auf die
Verteilung der statisch unbestimmten Grofen angewandt werden, er-
reichen konnen, daB die Elastizititsgleichungen in vier Gruppen zer-
fallen, welche nur ein Viertel der Unbekannten enthalten.

Man kann im iibrigen auch zur Errechnung der statisch unbestimmten
GréBen die Bedingung heranziehen, daB die innere Formanderungs-
arbeit 4; ein Minimum werden soll. Wird als MaB fiir diese Arbeit
der Wert

1 2
4= ’"_1 2ij[sx+sy)2—2 (m + )(sxsy-—tw)]dxdy

=" = ||z —&,)d
T 2N/f[M 2(8,8y — tzy)] dxdy

zugrunde gelegt, so folgt aus

(9A / ( ds, | . Os, )}
_Of OXk 0x, -+ ank—2twan dedy =0,
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Diese Formel, welche die Grundlage der meisten Néherungsrech-
nungen bildet, leistet gute Dienste, wenn es mdoglich ist, sowohl die von
der Plattenbelastung erzeugten Spannungsmomente M,, Soz, Soy, lozy
wie auch die der alleinigen Wirkung von X,, X, ... entsprechenden
Momente M,, My . .. Saz, Sba - - - Say> Sby - - - tazy, toay - - . durch leicht
integrierbare Funktionen von x und y auszudriicken.

Man gewinnt eine besonders einfache Niherungsformel, wenn man
in der Gleichung fiir die innere Forménderungsarbeit das Glied

If(sx Sy - tfvy) d%d?/ ’

welches bei ringsum frei aufliegenden Platten in vielen Fillen iiber-
haupt verschwindet, ganz vernachlissigt. Die Elastizitatsgleichungen

04,
0X, 0
34
ox, — 0
04,
ox, ~ "

liefern dann, wenn
M=M,— M, X,— MyXy,— M. X,... (101)
gesetzt wird:
X, [[Mydxdy + Xy [[ M, Mydxdy + X, [[M, M,dxdy + . ..
. =.”M0Madxdy,
X[ MyMydaedy + X, [[Mpdaedy + X [[MyM,dxdy + ... |
=.[IM0Mbdxdy’
X, M. M,dxdy + X, [[MyM,dzdy + X, [[M;dxdy + ...
=M, M,dxdy .

(102)

Diese Elastizitatsgleichungen stimmen vollkommen mit denjenigen
der vollwandigen, ebenen Trager iiberein. Sie bieten fiir die zahlen-
mifige Durchrechnung den Vorteil, dafl ihre Beizahlen nur von dem
BiegungsmaBl M abhangig sind und daber lediglich die Ermittlung
der w-Ordinaten, nicht aber die Bestimmung der z-Flache voraus-
setzen.

Es sei schlieBlich bemerkt, dal die zur Errechnung der Beizahlen
erforderlichen Integrationen durch eine mechanische Quadratur ersetzt
werden konnen: die Ableitung der fraglichen Umwandlungsformeln ist
durchaus einfach und kann daher aufler Betracht bleiben.
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VIL. Die ringsum eingeklemmte Platte.

Die Platten, welche in diesem Abschnitte behandelt werden sollen,
sind am Rande derart befestigt, daf die Mittelfliche weder eine Ver-
schiebung noch eine Drehung erfahren kann.

Diese feste Einspannung ist durch die Randbedingung

gekennzeichnet. Ou

Im Abschnitt IV, § 15 ist bereits gezeigt worden, wie die Einspan-
nungsmomente gewihlt werden miissen, wenn diese Randbedingungen
bei der kreisférmigen Platte mit

achsensymmetrischer Belastung er- £ g 2o
fiillt werden sollen. L L
Handelt es sich um reckteckige fF—*——F——
Platten, so gilt fir die Rénder g 2 12 6 7
x = +a die Gleichung: 2l [ 6 Y
. 0! S 12 4 |7 |5 w
2 -
Ox
und fir die Réander y = +b:
oC

Sind ¢; und &; die Ordinaten zweier
im Abstande 4, links und rechts vom
Randpunkt % liegenden Punkte ¢ und ! der elastischen Fliche, so lassen
sich die Randbedingungen auch durch die Gleichungen

Abb. 57.

Ck = 0:
b — Cz_ .
2% 0
ausdriicken. Es ist also fiir x = +a
Li=10
und ebenso fiir die Rander y = +b

§ 19. Die gleichmiiBig belastete quadratische Platte.
Fiir die in der Abb. 57 dargestellte quadratische Platte, die von

a .
einem Gewebe mit der Maschenweite 4, = 4, = 4 = 7 iberspannt ist,
lassen sich demnach zur Bestimmung der Randgestalt des z-Gewebes
die folgenden Beziehungen von vornherein angeben:

za=0, zb=0, Zc'—'-O, 2d=0,
By =2y, =Ry, %y =23, R =2
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Fiithrt man diese Werte in die allgemeine Differenzengleichung (35)

4
202 — 8 (2t 2 2+ 20) + 2(20 + 2+ 2+ 2) + (B Fabata) = S?S"

2
ein, so erhalt man unter Beachtung der Symmetriebedingungen das
Gleichungssystem :

pA
—162,+ 2 22
+222,— 162, 22, + 2z =]. 5.5,
4
— 82,+232,— Sz, lz,— 8zt 3z 1. PR
SIS2
4
4 1z, — 82, 222,— 82,4 22— 8Bzg- 22,4+ 1z L
SIS2
4
+ 22,—162;+212 + 4z— 8z, + 1z =1-p}L ,
SISZ
4
+ 22— 162, 4z, +202,— 1624+ 22,1+ 22 =1-§”1S ,
114
4 B2,— 8z, 22,— 8z;-+232— Sz,— Szt 3z, =1-§S ,
4
+ 4z, 8zt 22— 162,+202,+ dzg— Szg-+ z10=1-%,
1~2
. 4
T 22 F 22,162+ dzyt922,— 1620+ 22,=1- 25
SIS2
. 4
+ 1z, + Bzg— 82— 16254 252g— 8zg—1- P
8,8,
pat

+ 42,4 82g—322,+202,,=1-

Seine Auflosung liefert:

=0 42100745’22 2 = 3,30408 Szi/}%
2y = 0,97826 é‘j ';2 , — 3,65550 ;’ ’;2
2y = 1,37609 %;—2, 25 = 4,74106 Sj’i 'g ,
2, = 1,51577 S%E’ — 5,25742 g’ls
25 = 2,31889 ngg ;2= 5,83435 ;’;’;2 .
Die Durchbiegung des Plattenmittelpunktes ist
Lio = SITS? 2,0 = 0,0228 %%f.
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Bei einer ringsum frei aufliegenden Platte ist hingegen
at
£10 ~= 0,0649 %V’ .

Durch die feste Einspannung wird also die gréfte Durchbiegung
der Platte auf ein Drittel der Durchbiegung der frei aufliegenden Platte
herabgemindert, withrend beim beiderseits eingespannten und beim frei
aufliegenden Stab die gréBten Durchbiegungen sich wie 1 :5 verhalten.

+0,74803 pa,

—~ 078947 pa?

—0 86658 pa

- Q78947 pa
|
J

Abb. 58. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichmifig belasteten
‘quadratischen Platte,

Die Grenzwerte der Spannungsmomente

‘ e e &
8$—-—Na—x2, Ly—HNT?ﬁ, t,,y——N%‘a—y
fiir die wichtigsten Netzpunkte sind in der Tafel 11, welche auch die
Randwerte oM oM

"oy T ey

enthalt, zusammengestellt. Der Spannungsverlauf liﬁgs der Mittel-,
Diagonal- und Randlinien ist durch die Abb. 58 veranschaulicht.
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Tafel 11.

Die Spannungsmomente und Scherkrifte der ringsum eingeklemmten,
gleichmiiBig belasteten quadratischen Platte.

z ]y 5 . ! tey | 5= e fuy | 5= set iy | Faktor
T 1
£1/ 0 | —018947 0 \ - | = — | pa?
+3 0 | —0,03900 | +0,01746 — — — pa?
+3 0 | --0,03361 | +0,04393 — — — pa?
+1 0 | +0,06406 | +0,06455 - = — | pa
40| 0 | +007212 | +0,071212 R — M pa?
— 1| + 1] +0,05754 | +0,05754 | +0,01316 | +0,04438 | +0,07070 l pa?
— 3 42| 4002222 | +0,02222 | +0,03765 | —0,01543 | +0,05987 | paz
— 3 +1] —0,00852 | —0,00852 | +0,03623 | —0,04475 | +0,02771 | pa
|
Sz Ve : Vy
—1 o ] —0,18947 pa® | +0,86658 pa ‘ 0 pa
—1|+1]  —017201 pa® |  +0,80415 pa 40,13442 pa
—1! 43 —012228 pa® | 060423 pa |  +0,23877 pa
—-1i4+%1  —0,05263 pa® | +0,23332 pa +0,24452 pa
1] +1 ,‘ 00  pa® | —0,14803 pa | +0,14803 pa

Im Plattenmittelpunkt tritt das groBte positive Biegungsmoment
8 = 8§, = 0,072116 pa?,

in der Randmitte das grofite negative Moment

& 2
auf. Sy 0,18947 pa

Es besteht somit zwischen diesen beiden Werten fast dasselbe Ver-
hiltnis wie beim eingespannten Triger.
Bei der frei aufliegenden Platte ist das grofite Moment

Sp = 8y = 0,14554 pa?.
v

Durch die Einklemmung wird, wie man sieht, das grofite positive
Moment nur auf die Halfte desjenigen der frei aufliegenden Platte (und
nicht auf ein Drittel wie beim eingespannten Stabe) verkleinert: das
negative Moment ist aber um ein Drittel gréBer, wihrend es beim
eingespannten Triger um ein Drittel geringer ist.

Diese erheblichen Abweichungen zwischen Platte und Triger so-
wohl hinsichtlich des Durchbiegungs- wie auch des Spannungsverhilt-
nisses sind besonders beachtenswert, weil die von den deutschen Vor-
schriften fiir die Berechnung kreuzweise bewehrter Platten empfohlenen
Niherungsverfahren sich auf die Zerlegung der Belastung in zwei Rich-
tungen beschrianken, im iibrigen jeden Streifen als Balken behandeln
und daher nur ein verzerrtes Bild des Spannungsverlaufes geben konnen.
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Bemerkenswert ist noch, dalBl bei der eingespannten Platte iiberall
2

0
am Rande %g—y = 0 ist. Es treten also weder Randdrillungsmomente

noch Eckkrifte auf, und die Auflagerwiderstinde stimmen mit den
lotrechten Randscherkriften vollig tiberein. Die Ecken selbst, in denen
sonst bei freier Auflagerung die grofiten Drillungsmomente und nega-
tiven Biegungsmomente entstehen, werden nur durch Scherspannungen
beansprucht.

§ 20. Die mit einer Einzellast in der Mitte belastete
quadratische Platte.

Die Anwendung der vorhin benutzten allgemeinen Differenzen-
gleichung der elastischen Fliche fithrt, wenn in einem gréferen Bereiche
die Platte nur mit Einzelkraften belastet wird, insofern nicht zum Ziele,

als die Grundgleichung
Veper — %

wie im Abschnitt III, § 8 bereits erdrtert, fiir p = oo nicht streng
giiltig ist.

Wird die Last auf einer Druckfliche von der Lange 2 e, und der
Breite 2 e, verteilt und zunichst freie Auflagerung vorausgesetzt, so
kénnen die Grundwerte M, und {, mit Hilfe der Gewebe nach dem Vor-
gange des Beispieles in § 8 ermittelt werden.

Durch die Einspannung werden in den Randpunkten a, b, ¢, d
Momente M,, My, M., Mz und in den iibrigen Innenpunkten der Platte
Momente M’ hervorgerufen. Die zugehorige Momentenflache 1aBt sich
durch ein Gewebe mit den Randordinaten w,, wp, w, und w,; darstellen.
Da dieses Gewebe im iibrigen unbelastet ist, so miissen die Ordinaten w’
der inneren Knotenpunkte und die Randordinaten w,, wy, we, wg der
homogenen Differenzengleichung

(APw), | (£,
pB FH

=0

geniigen.
Fir die quadratische Platte der Abb. 57 mit der Maschenweite

=24 == % gilt demnach das folgende Gleichungssystem:

4w — 2uwh — 2w, =0,
— wit+4uwh— wy— wi—w,=0,
— whtdwy— wy,— wy—w, =0,
—2wh + 4wy — w; — wy =0,

—2wh + 4wy — 2wy =0,
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— wy— wi+4wp— wr—uwpg=0,
— wi— 2wy +4uw; — w =0,

— 2w + 4wy — 2w =0,
— wi— 2w+ 4wy —  why =0,
—4wy + 4w =0.

Hieraus erhilt man:

272w, = 16Tw, + 62w, + 3lw,+ 12wq,
212w, = 62w, + 124w, + 62w, + 24w,

2712wy = 3lw, + 62w, + 133w, + 46w,
212wy = 24w, + 48wy, + 92w, + 108w,
272w, = 50w, + 100w, + 84w, + 38w,
272 w; = 38w, + T6w, + 106w, 4- 52w,
2712w, = 34w, + 68w, + 102w, + 68w,,
2712w = 3Tw, + 74wy, + 105w, + 56w,
212wy = 36w, + T2w, + 104w, + 60w,

2712wy = 36w, + 72w, + 104w, + 60 w,.

Wird nunmehr das Gewebe mit den elastischen Gewichten = S, %

belastet, so wird seine Gestalt durch die Gleichungsgruppe

4 4 4 12
/__2 — e
zl <9 wy Sz )
12
— B +4z— H—z =Wy
Sy

J / 7 4 12
— Htdn— Z—z =w3F2,
]2
—225 + 42, — 7 =w,—,
Sy

J2
—272 + 425 — 22 =W < >
S,

J2

— u— #Ztdn—B— H=wi—,
S,

J2

— A —2z+ 42— 2 =wr -,
5,

12

—22+ 44— 24 —uy L
- Sy

J2

— ;m— 2%+ 42— 2, =wh —,
S,

, 22

—42+ 472 == Wi~
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bestimmt. IThre Auflosung liefert:

Sy

75 46242, = 1487,75w, + 1556w, + 1487,75w, + 730wy,

S
T; 4624 2, = 1556 w, + 2585w, + 2712  w, -+ 1358wy,

N
7224624 2, = 1487,75w, + 2712w, + 3655,25 w, + 1886 w,,

2462472, = 1460 w, + 2716w, + 3772  w, 4+ 2269 w,,
T2 4624 2, — 2194,50 w, + 3964 w;, + 4651  w, 4 2408w,

S
T3 46247 = 2408w, + 4493w, + 5876w, + 3135wy,

S, .

722 4624 2, — 2456,5 w, + 4624 w, 4 6213,5 w, + 3468 w,,
S, ,

246242, — 284725 w, + 5380w, + TI82,25 1w, + 3894w,
S, ,

2462z = 2972 w,+ 5638w, + 7506w, + 4177wy,
S, , )

246242, = 3125w, + 5044w, + 8038w, + 4432w,

Fir die Randpunkte @, b, ¢, d ist
C = é‘o =0 ’

also auch
=2y =2, =23=0.

Die Ordinaten 2z, 23, 2y, 25 der um 4 vom Rande entfernten Punkte
&, B, v, 6 miissen schlieBlich die Bedingungsgleichungen

12
’ ’ ! 4
—2x T 42, — 2 _z1=was—>
2

]2
—zp + 42 — 2 — 2 —‘22,=wb§,
2
]2
Q
S,
J2

—25 + 4z — 22, ——zﬁ:——wdrsf
2

—2, 42 — 2 — 2g — 23 = W,
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befriedigen. Es ist mithin:

;;—2— 4624 z,, = —6111,75 w, — 15566 w, — 1487,75w, — 730 w,,

%46244; = —1556 w, — 7209w, — 2712  w, — 1358 w,,

S

12& 4624 2, — —1487,75 w, — 2712w, — 8279,25 w, — 1886 w,,
Sy
12

4624 z5 = —1460 w, — 2716wy — 3772 w, — 6893w, .

(As)

Hiermit ist die durch die Randmomente w,, w;,, w,, w; hervor-

gerufene Form#nderung in allen Punkten beschrieben.

Die endgiiltige Gestalt der elastischen Flache ist durch die Glei-

chungen

Gt = Cor + Lk 2 = 2o + 2
festgelegt.

Fiir die mit einer Einzellast in der Mitte belastete, ringsum frei
aufliegende Platte sind die Grundwerte ,z, 2,5 auf S.69 im Abschnitt ITI,
§ 8 zusammengestellt. Der Randfliche entsprechen hierbei die Werte

Lo = —Cou = 0,08323 %’;i = 385 4%2)4'% ,
oz = —Cop = 0,15813 %’E = 731 % ,
Cos = —Cop = 0,21379 Plf = 989 %,
Cos = —Cos = 0,23525 1}12 = 1088 ﬁﬁ .

Da am Rande

C’i=é—ly
Coi + G=Cu+ G

sein soll, so gilt auch die Bedingung

C;Z—Ci=zol—éoi,
oder, weil
Col = _Coi
ist: '
G—C0=—20,
2 — %

= —20 -

2
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Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach:

"%‘Sz(zi — 2y) = — 85201 = — Loy FJ\: )
55l — ) = — Sz = —Coz% :
%Sz(zé —2y) = — 82,5 = —é:oggl )
%Sz(zi — 23) = — 8y 204 = — Loy g

1
Werden hierin die vorhin ermittelten Werte 2z’ und {, eingesetzt,
so entsteht das Gleichungssystem:

7399,5
— w, -+ 1566 w, + 1487, 75w, + 730w, = — 385 5 ,
1
9794
1556 ,,—{——i w, 4+ 2712 w,+ 1368 w; = — 731§,
1
1487,75 w, + 2712w, + g?’—él w, + 1886 w; = — 989 5 ,
1
1460 w, 4 2716w, + 3772 w, 4 %% w, = — 1088 éi
1
Diesen Bestimmungsgleichungen geniigen d1e Werte
M, = 8w, = —0,01689 P,
M, = S,w, = —0,056739 P, B
M, = 8w, = —0,098615 P, (B)

M;= S, ws = —0,117208 P.
Aus der Gleichungsgruppe (A) erhélt man nunmehr

2 = —0, Spf; , 2 = —0,328411 SPf;

2y — —0,129708 SP g 72y — —0,348036 ; f; ,

2y = —0,164532 SP g 2, = —0,368249 ;—fq ,

2, =—0 17668052 , "= +0,091674%2,

2 = —0,216961%, zh = +0, 186447%, |

2y = —0,268805 ; gz Z, = +O,263223§;2—,
Pz 2

= —0,286234 ——
25 == 3 SS’

Pl
25 = 0, 293888§ s,
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Im Verein mit den Grundwerten z, der frei aufliegenden Platte
ergibt sich schliefilich

P2 P
2y =2, = (0,08223 — 0074783)S s = 0008458 g’
12 2
z2g =2z, = (0,15813 — 0 129708)8 S, = 002842;2
12 2
z, = 23 = (0,21379 — 0,164 532) ;S =0 04926SPg
P72 Pz
25 =2, = (0,23525 — 0, 176680)S s; == 0058578 s,
PA? PP
z; = (0,30239 — 0 216961)S s, = 00854SS s,
12 P2
2g = (0,41231 — 0268805);8 = 0,14351 ——- 5.8,
12 2
z; = (0,45768 — 0,286234) SI’)S = 0,17145 ,SI’D;,;’
2 2
2 PZZ
zg = (0,57145 — 0,328411) i* = O24304S 5

2
2 Pl2
2y = (0,64441 — O 348036)8 P _ =0 29637S sy

18
210 = (0,73585 — 0,368249) PlS = 0,367 60;;
1 2 1~2
Die grofite Durchbiegung
P2
{10 = 0367607 = 0,02297 T

tritt am Lastort, im Plattenmittelpunkt, auf und betragt genau die
Halfte der fiir die frei aufliegende Platte errechneten Senkung

P0L2 '

N

Cone = 0,04593

Bei einem in der Mitte durch eine Einzelkraft belasteten Triger ist
hingegen das Verhiltnis der gréfiten Durchbiegungen, je nachdem der
Stab an den Enden eingeklemmt ist oder frei aufliegt, bekanntlich 1 : 4:
der EinfluB8 der Einspannung auf die Form#nderung ist also bei der
Platte weit geringer als beim Tréger.

Um die Beanspruchung der Platte im Bereiche des Lastortes zu be-
stimmen, miissen den Spannungsmomenten der frei aufliegenden Platte

_ 0%, _ 02¢,
Sop = — N > Soy =—N dy2

Oz’
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die durch die Einspannung hervorgerufenen zusitzlichen Momente

o2y’ . oy

ggc:—N"‘é;z‘, Sy=—N—W
hinzugefiigt werden. Fir den Plattenmittelpunkt ergibt sich insbe-

sondere, wenn man die auf S. 70 errechneten Ordinaten des engmaschigen
Gewebes benutzt

Sor = 8oy = +0,20352 P,
§, =5, =—0,040426 P,
8, =3, =-40,163094 P.

+906756 £
; N ! a
‘y N,
\. Ay +
+ \. '
. I
)
Q \
¥ AN
N .
N N
)
i 51\ &y :
. Q +tr .
——————— — —-—Q}B- s — 040044 P
"3003, . G Gr _-~ a
‘\6/ k\ 6 /’
0, ® + Y %
. S N\ Y%
7/ N £ 4o
"~ N Al 4 o
Sy /7\\ S~ g
-’ \\\\
\\ \
' S\
| TN
N 4
~ Q06756 i
3
3 -
S Sy
[}

Abb. 59. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, durch eine Einzelkraft
in der Mitte belasteten quadratischen Platte.
In der Randmitte entsteht das gréfte negative Moment.

2N,
fu=—"p

= —0,1172 P.

Die Werte 5, §,, t,, fir die ibrigen Punkte der Mittel-, Diagonal-
und Randlinien wie auch die Randwerte der Scherkrafte v,, v, sind

in der Tafel 12 angegeben. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen
ist in Abb. 59 dargestellt.

Marcus, Platten, 11
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Tafel 12.

Die Spannungsmomente und Scherkrifte der ringsum eingeklemmten, durch
eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

2 L e r Tey 2= 5n—fey | 5= 5o+ fsy | Faktor
+1| 0 | —om721| o — _ — P
T3] 0 | —005431 | +0,01862 | — — _ P
+3| 0 | —001204 | +0,05588 | — — _ P
+1| 0 | +0,05369 | +0,10666 | — _ — P
+0| 0 | 4016309 | +0,16309 | — — — P
— 3| + 1] +0,04620 | +0,04620 | +0,02753 | +0,01867 | +0,01373 | P
2l 421 —0,00107 | —0,00107 | +0,03824 | —0,03931 | +0,02717 | P
— 3|+ 2] —001151 | —0,01152 | +0,02136 | —0,03288 | +0,00084 | P
8z vz vy
P P
1] 0 ~0,11721 P +0,40044 0 o
1 P P
~1 |+  —009862 P +0,30719 - +0,12004
P P
~1 +% —0,05674 P +0,10506 +0,16345° -
P
1 +.i_ —0,01689 P ~0,07052 - +0,1134s§
P P
1 +1 0,0 —~0,06756 +0,06756 -

Der Vergleich mit den zugehérigen Werten der frei aufliegenden
Platte zeigt, dal durch die Einklemmung die gréten positiven Momente
nur um etwa 20 v. H. verringert werden, wéhrend sie beim eingespannten
Stabe um 50 v. H. kleiner sind als beim frei aufliegenden Trager. Die
Einspannungsmomente der Platte betragen auch nur zwei Drittel der
groBten positiven Momente: beim Balken sind hingegen positive und
negative Momente untereinander gleich. Man erkennt aus dieser Gegen-
iberstellung wieder, dafl die Einklemmung der Réander bei Platten
durchaus nicht im gleichen Mafle wie bei Trigern wirksam ist und daB
daher die Naherungswerte, welche durch Zerlegung der Platte in Balken
gewonnen werden, als eine zuverlissige Grundlage fiir die Querschnitts-
bemessung nicht angesehen werden kénnen.

§ 21. Die rechteckigen Platten mit achsensymmetrischer
Belastung.
1. Die Entwicklung der Randgleichungen.

Die Ermittlung der Einspannungsmomente mit Hilfe des Gewebes
erfordert bei langlichen Platten eine betriichtliche Rechenarbeit, wenn
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fir jeden der zahlreichen Randpunkte a, &, ¢, d... m, n die Elasti-
zitdtsbedingungen erfiilllt und der jeweilige Wert w,, wy, we, wy. . .
Wy, Wy bestimmt werden sollen. Es ist zwar mdglich, den Verlauf
der Randmomente so genau abzuschitzen, daf fir jeden Rand als
Unbekannte nur eine einzige Parametergrofle ibrigbleibt, aus welcher
jeder einzelne Wert w abgeleitet werden kann. Man gelangt jedoch
rascher zum Ziele, wenn man fiir die Losung {” der homogenen Diffe-
rentialgleichung die auf 8. 143 angegebenen Reihen benutzt.

Die Wahl der geeigneten Reihen hiingt von den jeweiligen Symme-
triebedingungen ab. Da sich jede Belastung durch vier Gruppen voll-
oder halbsymmetrisch verteilter Krifte ersetzen laBt, so sind fiir jeden
Teilzustand infolge der Symmetrie zur Darstellung des Spannungsver-
laufes an den Réndern nur zwei Reihen erforderlich.

Ich greife als Beispiel den vollsymmetrischen Belastungszustand
und wihle fiir { den Ansatz

o | (Cofkgy  @inkg 3
C=Co+é‘,:é‘o+ Ak - COS,C*E
CofpZd “emrrl) 2P
k=1,3,5... f 2% n 5 b
(103)
! Y Ty
@oikf— Cink— =
ok kTl
Loflcz @mkza

Az und Oy stellen hierbei Festwerte, k& eine der ungeraden Zahlen dar.
Man kann sich leicht iiberzeugen, daf dieser Ansatz zunéichst der
Randbedingung

(=0 fir x=+a¢ undfir y=-b

geniigt.
Die Neigung der elastischen Fliche in den zur X-Achse senkrecht
stehenden Querschnitten wird durch den Winkel

, LA X b X X
oc, x  |GMbg g Skt ok
= + k—=4; — cosk —
Ox 120 o 2 ek X2 2
2 a3
'@oikﬁl cink > ¥
24 2 a Y 2al. .71 x
— gy zb b par Y
GDiIcE o Gink 5

11%*
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bestimmt. Infolge der festen Einklemmung mufl am Rande = +a

aCo) T 1
) (ax . jZ’“ el op T8k = — ) ka
Fang k- —
2b
Ty . Ty
Bt (Soikg—‘; @mkiE
+0’“%(_1)2 —ab b _, ,ab
(Sofkig @mk§E

sein. Ebenso gilt fiir den Rand y = +b die Bedingung

=0.

) (aé,,) + E k Ok iangk—z———l——b —klb coskﬁg
y=+b y=+b Sangk"“*‘
T ox , . T X
T bl S St )
kap T oa a . noa
@DT’C@'{)‘ @u‘[kgz‘

Ein genaues Verfahren, um aus diesen Gleichungen die einzelnen
Festwerte der Reihen abzuleiten, wird im Abschnitt X bei der Behand-
lung der durchlaufenden Platten gezeigt werden. Ich greife aus den
‘spateren Untersuchungen das Ergebnis voraus, daB in den meisten
Fallen die Reihen so rasch konvergieren, dal bereits durch die beiden
‘ersten Glieder 4, und C; die Randbedingungen mit einer praktisch

vollig ausreichenden Genauigkeit befriedigt werden. Beschrinkt

man

sich auf diese beiden Glieder, so lassen sich die vorstehenden Gleichungen,
indem sie auf beiden Seiten innerhalb der Grenzen y = 4 b bzw. x = +-a

integriert werden, in die einfachen Beziehungen

na ﬂb
b b a a
Gina— @infk g=ta
\ b a o
2 20
P (o¢,
Giny @inn(; . 9=

umwandeln. Hieraus erhalt man

(104)
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1 a
(Ta:“}'Ty)——“‘}'(Tz_Ty)';
. b bn
Sinz—
4, =L il
1 4 _—b7 f’}— s
on bn
, b+ ., a
@mna— @u’[ﬂg
) ; (105)
(Ty + T:c:)~ a + (Ty - T:c) gn
Sina
0, =+ b
T4 a b
bn an
., a T ., b
@m"Z @ﬁnna—
Hat man A4, und O, errechnet, so lassen sich mit Hilfe der Formeln
1 1 N
(ioiﬁi Sin T L
2 b 2 b
b=bot 4, na_,g T COS%%
@07—2‘7{ 61“53
5% %o\ o
L i Sl S o L
Go E; @111”2*;
X JT ~ 717
S RN Pt Tl D e 11| S
* Ox? 1\2p) l7a .. na na a ., na 2b
558y \®gF  Ggy
Ty cin Y
—en(2) T 1) WL
17 \2q ab b nb 2a’
¢ —2*'* @1“5‘;
Ty Ty Y
e ey () [ 2e (M2a g Pae)| e
Sy oy? 1\2a nbﬂnnb @Dinb b @mnb 2a
247 2a 2a 2a.
x oz
<n>2 @T2b :c@n_ZTb oy
— A, Nl=~ —_— cos — =
2b G iﬂa (;z@i na 2 b
26 "o b

die endgiiltigen Ordinaten der elastischen Fliche und die Kriimmung
der letzteren bestimmen, '

(106)
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2. Untersuchung einer gleichméBig belasteten
Platte mit dem Lingenverhédltnis b:a=2:1.
Ich wihle als Beispiel die Platte mit dem Langenverhéltnis b :a
=2:1 (Abb. 60).
Die Ordinaten der stellvertretenden, ringsum frei aufliegenden und
gleichmiBig belasteten Platte sind

4

y=0 ICo=Cos=O,165398%,

7 2 7 A "

Ay S ly—=+ 2, =0=01562352",

3 |l |3 I - 4 N

S b pat

5 3 5 E y:i21:50:£o4=0s12717ﬁw,

7 &8 7 1% el . pat

Z é Y= 3=l = 0074845,

5 & 5 .

y=0  :ly=~Cp=011849622

3 _|# |3 | N

S| b p

7 |z |7 + |y=+ Z¢CO=CO5=O,112OIO%,
I

b 4

8|y =428, =Ly = 00013627,

Za & 4 N

~ 4

Abb. 60. y = i3% ly =L,y = 0,0539891%.

Um die Neigung der {,-Linien mit ausreichender Schirfe messen zu

konnen, verwende ich als Gleichung der Linie, welche die Punkte

B & By +x &, B und y eines Querschnittes (Abb. 60a) ver-
"="> bindet, die Interpolationsformel

Co—l—%(é“a + C,esec%a cosg%

+%(Ca — Cﬂsecg> eos3% % :

man kann sich leicht tiberzeugen, daB dieser
Ansatz die vorgeschriebenen Bedingungen

Ly = La fir « =40,

Lo =L fir @t
02

L= o =0 fir z=+a

02

erfiills. Er liefert:

aCo 7T JT
(ax>x:+a= %(5“ - QCﬂse“z)’
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mithin fiir den Querschnitt

Y = : (%i")x:w: —0,26666%%3 s
NN ——
= 4 2»2 : (%;)x:H: —0,20614%3—3,
y=-1 3% : <8a;>x—+a= —0,122302%3
und mit Hilfe der Sim psonschen Regel:

b

= [(5),, o

0

3 4
__ 1} (4-0,12230+2-0,20614+4-O,25223+0,26666)% = —0,362847%.

34
Als Gleichung der Kurve, welche die Punkte o, 8, v Ay
eines Langsschnittes (Abb. 60b) verbindet, benutze i

ich ebenso den Ansatz
-4 P ez (7

zo—ﬁl(BCﬁ#Za) (T +(so¢ 25/3) _“T >
welcher die Bedingungen

Ly ==Ly fiir y=2l==!2)—,

Lo={p fir y=34A=1%5b,

0,8, "

L= oy =0 fir y=41=05b

befriedigt und finde

(aCa> zza_SCﬁZCa_SCﬁ
0Y/y=1o 64 3a Abb. 60b.
Entsprechend dieser Gleichung ist

(9%

: 3
fir den Léngsschnitt x = 0 ) = —0,157 1922 R
y=+b N

oy
a 050) pa®
r=-4 —: = —0,11352~—-
— 2 \dyly_ e N

und im ganzen
22

050) 1 @ pad
T, = ( dg=——-—(4-01 + 0,15719) —
y f )., x 39 (4 - 0,11352 + 0,15719) ¥

0 pa4
= —0,10188 —.
0, ¥
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Mit den ZahlengroBen
b
a bn
. b
Ginm— b = 2,3013, Ginx 7= 267,7448

erhilt man nunmehr auf Grund der Formeln (105):

29, % 015915, - —o063662,
aT

pat pat
A, = —0,151217, C, =— 0,125114T

N
Die Gleichungen (106) liefern weiterhin

' @Diﬁf @mﬁf
4
b=t i, —0151217 %t T 4
N n a . 7
@D\'Z @Inz

b
Cofz b Ginaz

—0,1251142% (

(3@") ~—+—{0 , 151 217
Ox = +a

Tang 1

7

n(&w%- y@mn%>
+0125114 5 \ et — ),

oy ) o ne 5 (g )
<ay y=+b_+ 0,125114 (inn — Zangw ) +

T T
+0,151217 7 .

7T a , JU
Cof ) Gin )

Cofn Y @mn£>
Yy

2

]

T x

08— —.
2a
Die Richtigkeit der Losung laB‘o sich mit Hilfe der Randwerte

1 7 y
4< n“iangZ)'H}COEb

T x
Ccos — —
2 a

nachpriifen. Fiir den Rand x = 4 a ergibt sich beispielsweise an der

Stelle
8C’> pad (6@'0 pad
- . — 87+ =—0,26666—,
y=0 (69& ra 0,2713 ¥ gegen ax)hw 0, ¥
b [0 ’) p <0§'o> pad
=4 =0,255793—-- = =—0,25223~—,
y==+ 4 (ax o= +a 8o \ o o= ta 3 N
_+2b'(a ) 0202675— n (&5"> 0,206147%
y=T%0 oz x=+a—_ £e8eN \ e o= ta N’
b [0 ’> (6@'0) pa®
— 130, - e Ll ——0,122302%
Y i34 (Gx ra =0,120 3 gegen ) 0
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Da sich die gegeniiberstehenden Gréfen hochstens um 2 v. H. unter-
scheiden und die Fehler lings des Randes vollig ausgleichen, so darf die
Genauigkeit, mit welcher die Randbedingungen erfiillt sind, als durch-
aus befriedigend erachtet werden.

Za
N
' N
y+ R
N
: 3
he)
| 3
! )
ie.fl. f=——3p
' + | |
‘?‘0_725;)13
3 0,0%0_4‘_;1)"1§' . 1o TassTEat
il -~ [ X -0,36‘22,0:12
N Sy
N
4|
‘\v
g
2l
N
£ 003666 pa’
N
V2 N\
. N
8 ARVZRN
© ’ ; A
’ \
N e \
&) s/ \\
& // | \\
!
-~ ’
R
© o)
N
S
3]
1

Abb. 61. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichméBig belasteten
rechteckigen Platte.

Mit Hilfe der Formeln (106) habe ich fiir die Rand- und Mittellinien
die Werte {, s, und 8, errechnet und die zugehorigen Linien in Abb. 61
aufgetragen.

Der EinfluB der Einklemmung tritt bei den langlichen Platten
starker als bei den quadratischen in Erscheinung: der Vergleich zwischen
der eingespannten und der frei aufliegenden Platte liefert beispielsweise
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fiir die Momente 3, bzw. §, im Mittelpunkt das Verhiltnis 1 : 2,58 bzw.
1:5,86. Die Entlastung in der Liangsrichtung ist um so wirksamer, je
weiter die Querschnitte von den kiirzeren Réndern entfernt sind. Im
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit der Langsachse erreichen die
Momente §, ihren Groftwert, der fast um zwei Drittel kleiner als der-
jenige der frei aufliegenden Platte ist. Beachtenswert erscheint auch die
Tatsache, dafl in dem von den beiden benachbarten Winkelhalbierenden
und einem kurzen Rande eingeschlossenen Gebiet die Beanspruchungen
in der Langsrichtung fast die gleichen wie bei der quadratischen Platte
sind. Das Einspannungsmoment in der Mitte des kurzen Randes
8, = —0,19726 pa® unterscheidet sich beispielsweise von dem ent-
sprechenden Wert s, = —0,18947 pa? der quadratischen Platte nur
um 4%,

Diese verhaltnisméBig hohe Beanspruchung der Platte in der Langs-
richtung in der Nihe des kurzen Randes ist bei den bisher iiblichen
Naherungsformeln véllig unbeachtet geblieben. In den deutschen amt-
lichen Bestimmungen wird beispielsweise ein Einspannungsmoment

¥ at
(Sy)y=20 = f?g pra Ty

fiir die Querschnittsbemessung vorgeschrieben, also fiir b = 2 a:
8y = —4 pa? = —0,07843 pa?,
wihrend die genaue Berechnung
(8y)min = —0,19726 pa?

liefert. Das nach den gleichen Vorschriften ermittelte grofte positive

Moment B2 o .
(8)y=0 =P P 0,03922 pa

ubertrifft hingegen den richtigen Wert

um 10 v. H. (8y)max = 0,03666 pa?

Diese betrichtlichen Abweichungen und die ebenso bei der Unter-
suchung der durchlaufenden Platten festgestellten Unstimmigkeiten?)
beweisen, wie wenig die bisherigen Naherungsformeln zuverlissig sind
und wie notwendig es ist, auf die Ergebnisse der genauen Untersuchung
zuriickzugreifen, um eine einwandfreie Grundlage fiir die Querschnitts-
bemessung zu finden.

3. Neue Formeln fiir die vereinfachte Berechnung
der eingeklemmten Platten.

In gleicher Weise wie fiir die ringsum aufliegenden gleichmiBig be-
lasteten Platten habe ich auch fiir die eingeklemmten versucht, die fiir

1) Vgl. § 30 und 31.
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die Langenverhéltnisse 1:1, 2:1 und oo :1 errechneten genauen
Werte durch moglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln zu-
sammenzufassen.

Fir die Wahl der Plattenstirke sind die in der lingeren Mittel-
linie (x = 0) auftretenden, grofiten positiven Biegungsmomente mal-
gebend. Um ihren Durchschnittswert m, in der Nihe des Platten-
mittelpunktes zu bestimmen, benutze ich die Gleichung

_pe B
Me="6 a2 4 b2

(a)

Diese Formel liefert beispielsweise

b:a= 2:1 : my=0,13333 pa?,

bia= 1:1 : m,=0,08333pa?,
fﬁr{
b:a=00:1 : my,=0,16667pa?.

In der genauen Untersuchung ist hingegen als Hochstwert

b:a= 2:1 : §&ppu = 0,14557pa?,

b:a= 1:1 : 3§, =0,07212pa?,
far {
b:a=00:1 : Sypu = 0,16667 pa?

ermittelt worden. Die Naherungswerte stimmen also mit den Ergeb-
nissen der genauen Berechnung recht gut iiberein.

Die Biegungsmomente s, erreichen im Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden, in den Querschnitten y = 4 (b — @) ihren positiven
Hochstwert. Der Durchschnittswert m, in der Umgebung der Stelle
xz = 0 1aBt sich mit Hilfe der Naherungsformel

_ pa? a?
6 a4 b2

(b)

iy

bestimmen. Auf Grund dieser Gleichung erhalt man

b:a= 1:1 : m, = 0,083333 pa? Symax = 0,07212 pa?
fur<bia= 2:1 : m, = 0,03333 pa2} gegen { Symax = 0,03666 pa?
b:a=o00:1 : my=0,0 pa? 8ymax = 0,0 pa?

aus der genauen Berechnung.

Die richtigen und die angenaherten Werte weichen wieder, wie man
gieht, nur sehr wenig voneinander ab.

Der Durchschnittswert der Einspannungsmomente in dem Bereich
der Mitte der langen Rénder (x = 4-a) kann mit Hilfe der einfachen
Interpolationsformel

b2

2
PE gt 30 o

mx=._
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ermittelt werden; zur Bestimmung der Einspannungsmomente der
kurzen Réander (y = —+b) reicht schliefilich die Formel
pa®  2b

aus. 4 a4 20

Die nach den Gleichungen (c) und (d) errechneten Naherungswerte
unterscheiden sich von den GroBtwerten, welche die genaue Unter-
suchung fiir die jeweilige Randmitte liefert, um hochstens 20 v. H.
Da jedoch fiir die Anstrengung der Platte nicht die Groftwerte selbst,
sondern die Durchschnittswerte in dem Bereich der gefihrdeten Stelle
ausschlaggebend sind und da sich die letzteren mit den Niaherungs-
werten m, und m, sehr gut decken, so kénnen die Interpolationsformeln
fiir die Querschnittsbemessung ohne Bedenken benutzt werden.

(d)

my = —

VIII. Die Platten mit spannungsfreien
Randfléichen.

Im Gegensatz zu den Platten mit frei aufliegenden oder fest ein-
geklemmten Réndern sind die Platten, an deren Riander keine Auflager-
widerstande angreifen, in ihrer Formanderung keiner Zwingung unter-
worfen.

Die Spannungsmomente

_ _N(ﬁzc 1 025)

ou? ‘m Ov?

wie auch die aus den Scherkriaften v und den Drillungsmomenten #
zusammengesetzten Mittelkrafte

,_ oM | 0t Br  2m—1 aaz>
T =0t = - ou + ED) N(0u3 m 002 0u

miissen an den Randern verschwinden, und die Randflichen bleiben
daher vollig spannungsfrei.
Bei rechteckigen Platten lauten demnach die Randbedingungen

oL 1 o2¢

o2 | m Oy? =0 .

Br  2m—1 & o #=ka, @)
a3 m Ox Oy?

¢ 1 62t —o

dy* = m Oax? i _ip (b)
S Lt i S ¥

oy m Oy Oa?
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Denkt man sich zunichst die Platte ringsum frei aufliegend, so
lassen sich die elastischen Verschiebungen {, und die zugehérigen Auf-
lagerwiderstéinde leicht errechnen. Fiir die Rander x = +a ergeben
sich hierbei die Werte

By, @,
Ja? —~6y2 o
oM, 0, B3,  2m—1 %a)
For = "5y - Jy _—N<(3x3 T m Oxoy?)’

Um die tatsachlichen Randbedingungen zu erfiillen, miissen an den
Randflachen Krafte

’
Qg = —Qog

angebracht werden. Sie erzeugen Verschiebungen (', welche einerseits
die homogene Differentialgleichung

pepeg =0,
andererseits an den Réndern x = +a die Bedingungen
o2y 1 620 0
dx2 ' m dyr ©
¢
’ aMo ato 635, 2m —1 635’ >_
Goa Tz = Ox +0y _N(W_ m Oy 02 =0

und an den Réndern y = +b ebenso die Bedingungen
oy 1 o2y

o " m 0a? =0,
, oM, 9, B 2m—1 &3 )
Goy T O ="5," T oy <?E‘ “m oyoa) 0

befriedigen miissen.
Ich werde in den nachstehenden Untersuchungen zeigen, wie die
geeigneten Losungen (' ermittelt werden konnen.

§ 22. Die nur an den Eckpunkten aufruhende, gleichmiBig
helastete quadratische Platte.

Als erstes Beispiel sei eine quadratische Platte gewihlt, die nur an
den vier Eckpunkten aufruht und gleichméaBig belastet ist. Die
Grundwerte {,, M,, {, fiir diesen Belastungsfall sind im Abschnitt I1L, § 7
errechnet.

Um zunichst die Werte

M = 8w = —N P2

zu bestimmen, benutze ich wie bei der ringsum eingespannten Platte
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ein Gewebe mit der Maschenweite 1, = 4, = 1 = % und den Randordi-

naten w,, wp, w., wg und ermittle aus der Differenzengleichung
(Aw), | (L),

A% Ay
fiir die Ordinaten der inneren Knotenpunkte der Abb. 62 die Werte!):

=0

272w = 16Tw, + 62w, -+ 3lw,+ 12w,
212wl = 62w, + 124w, + 62w, + 24w,,
272wh = 3lw,+ 62w, + 133w, + 46wy,
272wy = 24w, + 48w, + 92w, + 108w,,
272 wf = 850w, + 100w, + 84w, 4+ 38w,, ‘ (A)
272w = 38w, + 76w, + 106w, + 52w, 1
272w = 34w, + 68w,+ 102w, + 68w,
22wy = 3Tw,+ 74w, + 105w, + 56w,,
272wy, = 36w, + 72w, + 104w, + 60w,
2712wy = 36w, + 72w, + 104w, + 60w,.
£E « 8y o Die Ecke A hat aus leicht zu erken-
A bl sl e nenden Griinden die Ordinate
o ja 7 j2 13 |« wy=0.
I A I A Die Ordinaten wy, wp, w,, ws
7 le |3 [s |5 I der um 4 vom Rande entfernten
o 12 o |7 |9 lw Punkte «, f, y, 6 miissen den Glei-
T chungen
—wy + 4w, — wy —w; =0,
—wp + 4wy, — w, —w, —wh =0,
—wy, +4w, — wp— wg— wy=0,
—wi + 4wy — 2w, —wy =20
Abb. 62.

geniigen. Hs ist mithin

272wy = 921w, — 334w, — 3lw,— 12wy,
272 wp = —334w, + 964w, — 334w, — 24w,
272w, = — 31w, — 334w, - 955w, — 318w, (A,)
2712 ws = — 24w, — 48w, — 636w, + 980w, .

Mit Hilfe der Werte w’ konnen jetzt, entsprechend der Differenzen-
gleichung 3y (g o — NV — 8,8,V

die Werte 2’ ermittelt werden. Die Bestimmungsgleichungen lauten:

) Vgl. Abschnitt VII, § 20, S. 156.
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—22z, + 42 — 22 = w}
— ptdh— — H—H=uh
— 2.tz — H— G —=uh
— zgt+ 4z, —22, — 2% = W)
—22, + 42, — 22 —
— 2 — td— H—Hm=u
— 2 — 2z, + 42— =z = w;
—22 + 42— 24 = wy
— =25 +45— 7y =w
—dzy+ 42 = Wi
- 2 tdz— B— % = W,
— 2t 4z, — z,— e —H=w
— 2t 42— 2 — 2g— 2 =w,
— 23+ 425 — 22 — % =W

A2

Sy
A2

Sy
A2

-

S,

175

(B)

Die Bedingungsgleichung c¢) fordert andererseits fiir die Rénder

r == ia 1
(A2 z,)x = — E (A2 z,)y
und da 12
(A2 z,)x + (A2 z,’)y =—uw —
S,

sein muf}, so gilt auch die Randbedingung

2 m
—_ 2,/ e ’_——-
(4%2), wS2 T
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Fiir die Randpunkte a, b, ¢, d ergibt sich demnach:

22z . iz—w
(1] zb_'m_l Sz a s
! ’ ’ m 12
- za+22b_zc=m_l"57'wb,
2
! 4 ! m 12
- zb+2zc—zd=m__1 ch,
2
! ’ m 12
—22+ 224 =m——1.Fwd'
2

Hieraus erhalt man fiir m = 4*:

2+ 2+ 2722 = 129454,5w, + 171172w;, + 186816,5w, + 95488wyq,

7
210

%272 2, = 388w, + 388w, + 388w, + 194 w,,

%272 2 = 388w, + 76w, + 776w, 1+ 388w,

%272 2, — 388w, + T76 w, + 1164w, + 582 wg,
%% 272 2, = 388w, -+ 176w, + 1164 w, + 776w,

Fiihrt man diese Werte in die Gleichungsgruppe B ein, so liefert
die Auflésung:

S
A2

— 130525 w, -+ 228376w,+ 263745 w, -+ 136576w,,
= 129488,5w, 1 242436w, -+ 326832,5w, + 173348w,,
= 129000 w,+ 245216w,+ 339632 w,+ 196936w,,
= 140757 w, + 255096w, -+ 313365 w,+ 165404w,
— 144189 w, + 268216w, + 351561 1w, 189064wy,,
— 144959 w, -+ 271864w, + 363171 w,-+ 200600wg,
= 151215,5w, + 282796 w, -+ 374013,5w, + 202760w,,
—=153210 w,+ 287312w, + 382186 w,+ 208840w,, ¢ (C)
— 155658 w, +292208w, -+ 389258 w, + 212920w,,
=105536 w, -+ 105536w,+ 105536 w,+ 52768w,,
— 105536 w, -+ 211072w, + 211072 w,+ 105536w,,
=105536 w,+211072w;, 4 316608 w, + 158304w,,
=105536 w, + 211072w, + 316608 w,+ 211072w,,
—113169,5w, -+ 39900w,+ 242555w,+ 10048wyg,
— 80547 w,+ 225320w,+ 158399 w,+ 74496wq,
— 81583,5w, + 179708w, + 337905,5w, + 143260w,,
— 82072 w, -+ 176928w, + 293584 w,+ 256760w,.
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Fir die beiden dem Eckpunkte A benachbarten Punkte & ergibt

. . o . 02y 2L .
sich schliefllich, da in der Ecke —— = —— = 0 sein muB,
Ox? 0y

12

’ 4 .
= —2, = _105536<wa+wb+wc+2wd)'m'

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man, sobald die GréBen w,, wy,
w,, wy bekannt sind, alle Ordinaten der z'-Fliche errechnen.

Zur Bestimmung der vier Randwerte steht die zweite Bedingungs-

gleichung 5 M o or
S+ =0
Ox Oy

aoz+a.:v__

zur Verfiigung.
- Aus der Untersuchung der frei aufliegenden Platte in § 7 sind die
Werte

8M pA

Ay = = 0,50903 pa = 553,8 979

fir den Punkt «,

= O70871pa = T71,1 2% fiir den Punkt b,

= 0,80736 pa = 878, 4—'1 fiir den Punkt ¢,

272
= 0,83781 pa = 911 % fiir den Punkt d,
bereits bekannt.
Die Formel o — 8—M ~ g (w; — wy)
‘ T dx Y 22

liefert weiterhin mit den in der Gleichungsgruppe (A) enthaltenen
Werten fiir den Punkt

o (wy—wy) _ 8
“'07_"31 51 s (377w, + 198w, + lw,+ 12w,),

. . (wé‘“wﬁ)_ Sy
b: Sy g = g (198w, — 420w, + 198w, + 24w,),

/ (D)
(ws—w)) S
57 2721(+ 31w, + 198w, — 411w, + 182w,),

(wh—wh) _ S
24 2721

c: =5,

d: =8

(+ 24w, + 48w, 364w, — 436w,).

Es ist ferner

or m—1 &3¢ , m — 1 (4%z), — (42 %),
oy~ N T G - SS oL

Marcus, Platten. 12
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Unter Zugrundelegung der Werte 2z’ der Gleichungen (C) erhalt man
der Reihe nach

2

—(22), = (  22848w,+ 8432w, 4+ 4362w, + 1632”’_5?;2'
» 2
—(@%), = (2107wt 4314w, + 138ILuet 4316w Jh,
— (%), = (— 48w, + 11280w, + 50348w,+ }13184wd)%,

2

8,4
—(A2), = (— 9TTw,+ 5560w, + 25539w,+ 47176w,)

2722

, 8,42

—(42,), = ( 251328w, — 39984w,— 4352w, — 1632wg) s
, 8, 22

—(422), = (— 33659w, + 2310320, — 45363w, — 4316wy zoog

2

(A2, = (+ 548w, — 42832w, + 223828 w, — 44736wd)8 2t

2722’
, 8,22
—(M225), = (+ 977w, —~ 5560w, — 88643 w, + 227000w;) == 7797 °
%—(—114240 424208 4352w, + 1632w)1 S
3y Wa ot e 7710 " 27221°
ot . 8y
(9y-_(+ 17883w, — 93944 w, -+ 2058Tw,+ 4316wq) 15« oroe s .
3.

l\t, 7 S
= (— 548w, 27056w, — 86740, + 28960w,) {5+ oo

dy
oty 78,
ay (— 977wa— 5560w;,—|—57091wc—89912wd)E-2—722—l.

FaBt man die zugehorigen Werte der Gleichungsgruppen (D) zu-
sammen, so gewinnt man im Einklang mit der Randbedingung (c) die
folgenden. Bestimmungsgleichungen

12
6714w, — 2604w, — 422w, — 162w = 553,8 DX

N

pA
-E 3
pA
8 7
pA?
S,

—244.1 w, -+ 662,1 w, — 2743w, — 35,1 wy = 771,1

— 29,6 w, — 267,7w, + 634,6 w, — 256,6 w; = 8784

— 215w, — 33,7w, — 511,1w, + 667,7w; = 911
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Sie werden durch die GréBen

pA? pA2
@ = O 718 ’ =
w, = 3,607186 s, 6,735213 s,
P2
= 5,651538 =
wy ,65153 5, wy = 6,921340 S,
befriedigt.
Fiihrt man diese Werte in die Glelchungsgruppe (C) ein, so erhilt man
pat pat
= 0,17704 r = 0,3016
2, = 0,177 55 = 3108182
pat . pat
2 = 0,23670 8,8, 2r —0,31118S S,
0,27658 2% , — 032028 2%
%= 0216585 g & =0 ssz
pat , pa
4——029048SS, z9—032714SS
p 4 4
2, = 0,27481 55 2, — 0,33307 2% 55
pat : pat
= 0,10840 SISZ, z“_0045768 s,
pat pat
= 0,1 S =0,16613 ——
2, = 9671 s, Sz’ 2p 1 s, S
pat , pat
= 0,25 , = 0,24166 ——
352 8.5, e 8,5,
pa* . pat
zg = 0,27280 —— 8.8, 25 = 0,26665 s s,

Im Verein mit den auf S. 53 errechneten Grundwerten ergibt sich
schlieBlich :
1 a
¢, = (0,010603 + 0,17704) %3— — 0,187 643 1'% ,
pat pat
= 0,255684 — ,
N

£, = (0,018984 + 0,23670) —ZV

=]
p

:

4
£, = (0,024244 + 0,27658) -~ = 0,300 824 %"_ ,

N
pat pat
£y = (0,026029 -+ 0,20048) P — 0316509 7 .
4 4
£, = (0,034151 + 0,27481) ?ZN— — 0,308 961 l’z% ,

12*



180 Die Platten mit spannungsireien Randflichen.

14 4

£y = (0,043736 + 0,30160) 2% — 0,345336 2% |
N N
B pat pat

& = (0,046997 + 0.31118) 2 — 0358177 £,
4 4

Ly = (0,056108 + 0,32028) % — 0,376 388%3— ,

4 4
£, = (0,060327 -+ 0,327 14) % — 0,387467 %

-

) 4 4
o = (0,064876 + 0,33307) P2 = 0,397 946 L

4 4 4
£, = 0,108402% . £, — (0,04576 — 0,010603) % —0,035157 2%

N N

pat pat pat

— Eabali = — 84) £ Ll
{p = 0,19671 N {p = (0,16613 — 0,018984) i 0,147 146 N

_ pat _ pat _ pat
¢, = 0,25352 N Zy = (0,241 66 — 0,024 244) i = 0,217416 i

_ pat _ pat _ pat
i = 0,27280 N £s = (0,26665 — 0,026029) i = 0,240621 N

Die Gestalt der elastischen Fliche ist durch Schichtlinien in der
Abb. 63 veranschaulicht. Die grofite Durchbiegung

pat
= Cio = 0,397946 =
¢ b10 N

tritt im Plattenmittelpunkt auf. Sie iibertrifft um ein Vielfaches die

groBite Durchbiegung

a4
Eom = 0,064876%\7

der frei aufliegenden Platte. Die erhebliche Steigerung ist leicht erklir-
lich, wenn man bedenkt, dafB bei einer Platte, welche nur auf den vier
Eckpunkten aufruht, die Randstreifen die Aufgabe der Randtrager
iibernehmen: die Durchbiegung, die sie selbst infolge ihrer verhaltnis-
maBig nur sehr geringen Steifigkeit in der Randmitte erfahren, ist,
4

wie man aus dem Wert {; = 0,27280 pTa erkennen kann, durchaus
betrachtlich und hat eine um so groflere Senkung des Plattenmittel-
punktes zur Folge.

Dieser erheblichen Formé#nderung entsprechen auch bedeutende
Spannungsmomente. In Tafel 13 sind die Werte der Biegungs- und
Drillungsmomente fiir die Mittel-, Diagonal- und Randlinien einge-
tragen. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen ist in Abb. 63



Die nur an den Eckpunkten aufruhende Platte. 181

dargestellt. Der Mittelpunkt der Platte wird durch das Biegungs-
moment 8, = 5, = 0,43605 pa? ,
die Mitte der Rénder durch das Moment

8z (bzw.s,) = 0,56172 pa?
beansprucht. Der durchschnittliche Wert des Momentes s, fiir die
Mittellinie z = 0 ist s, = 0,5par .

+

056772 pa?

Sy

056772 pa

D
4
=%
0°

- Abb. 63. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, gleichmiBig

belasteten quadratischen Platte.

Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen laBt sich andererseits das
gesamte Biegungsmoment

+a
M, =/sy dx
-a

der Mittelebene y = 0 unmittelbar bestimmen. Eine einfache Rech-

nung liefert M, = pa?
und daher als Durchschnittswert fiir die Linge 2a:
M 1
5=t = pa?
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Diese Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der genauen Untersuchung
bestatigt- die Richtigkeit unserer Berechnung.

Tafel 13. .

Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden,
gleichmiiBig belasteten quadratischen Platte.

¥ 3 2 1

3= +1 + r +3 3 0 Faktor
:fz — —0,09582|—0,15064|—0,17926 —0,184481 pa?
2z _ +1 8y - +0,32160 | +0,503 86| +-0,60047 +0,6]‘705}§ pa?
o Sz — — — — -— pa*
Sy — 40,292 85| +0,458 66| +0,546 69 |+ 0,561 72| pa?
%x I+0,61706 40,501 84 | +0,41089|+0,354 39| +0,33542)| pa?
x 0 Sy —0,18448|+0,03263+0,19879+0,30083|+0,33542| pa*
a Sy +0,56172|+0,51163+0,47053 |+ 0,444 64 +0,43605| pa?
8y — +0,18318+0,32206 | +-0,40715|-+0,43605| pa?
8, = ’Sy -— - —_— +0,413 48 — pa2
z 1 Ly — — —  |—0,02648 — pa?
2 4 & | — - — 4043996 — | pa?
83 — — — +0,38700 — pa®
=8| — —  |+osmz2s] — | — | pa
®__2 eyl — — |-010530 — | — | pa?
a 4 Sl — — | 1+0,45653 — — pa?
S | — — +0,24593 — — || pa?
=8| — |+023283 — — 1 = ] pe
i o _3_ txy - "0,23648 - —_ - pa2
a 4 8 —— +0,469 31 —_ — — pa?
82 — --0,003 65 — — —_ pat

Da bei einer ringsum frei aufliegenden Platte der Durchschnittswert
fir die gleiche Mittelebene sy = o3 - 0,1892 pa? = 00,126 pa?

7 ist, so erkennt man, daBl der Fortfall der un-
NS . mittelbaren und stetigen Randunterstiitzung
\,

. N
/x\\ eine fast vierfache Steigerung der Biegungs-
AN P beanspruchung zur Folge hat. Die Platten-
=T v streifen in der Nahe des Randes haben hierbei
grofere Spannungsmomente als in der Platten-
Abb. 63a. mitte aufzunehmen.

Das gesamte Biegungsmoment M,, welches von einem Querschnitt
senkrecht zu den Diagonalachsen und im Abstand u von der Ecke 4
(Abb. 63a) aufgenommen werden muBl, 1aft sich unmittelbar, da die
Auflagerkraft €' = p a® bekannt ist, aus der Gleichgewichtsbedingung

2
Mu=0u——pu2-%=pa2u(l—li>
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bestimmen, - Entsprechend der Querschnittsbreite B = 2w ist der
Durchschnittswert der Spannungsmomente

3 a?/

"= "R 2

Aus dieser Formel erkennt man, daB3 m, seinen GroBtwert
a2

(mu)max = %

an der Stelle v = 0, also unmittelbar an den Plattenecken, und seinen

Kleinstwert pa
(mu)min = ?

an der Stelle u? = 2 a2 im Mittelpunkt der Platte erreicht. Die in der
Mitte des Diagonalschnittes wirkenden Spannungsmomente s, sind
gréBer als m,, sie nehmen aber wie die letzteren gleichmé8ig vom Mittel-
punkt nach den Ecken der Platte zu.

Da lings der Diagonalen s, = s, ist, so gelten fiir die Hauptspan-
nungsmomente die Formeln

8y == 8 — lyy, Sy = 8 + gy .
In den Ecken ist s, = 0, mithin s, = —s; =, . Andererseits ent-
spricht der Auflagerkraft  _ pa? = —2t,,
ein Drillungsmoment C pa
oy =" =75
mithin sind die Hauptspannungsmomente an den Ecken
s P®

Diese Werte stimmen mit dem aus den Gleichgewichtsbedingungen
unmittelbar abgeleiteten Randwert (my,)m.« genau iiberein.

In der Wirklichkeit ist die Beanspruchung der Platte an dieser Stelle
geringer, weil der Auflagerdruck nicht in dem Eckpunkt konzentriert,
sondern auf einer, wenn auch noch so kleinen Grundfliche mehr oder
weniger gleichmi8ig verteilt ist. Der tatséchliche Verlauf der Diagonal-
spannungen im Bereich der Plattenecke ist in Abb. 63 durch eine ge-
strichelte Linie angedeutet.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der ringsum aufliegenden
und der nur an den Ecken aufruhenden Platte liegt auch darin, daf
bei der ersten die Ecken gewissermaBen eingeklemmt und die Momente s,
daher negativ sind, wihrend sie bei der zweiten gerade in den Ecken
ihren groBten positiven Wert erreichen; umgekehrt ist s, bei der ersten
positiv, bei der zweiten negativ.
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Es sei schlieBlich bemerkt, dafl die Momente der reduzierten Span-
nungen im Gegensatz zu den Momenten der tatséichlichen Normal-
spannungen lings der Rénder nicht verschwinden. An den Ré#ndern
x = +a folgt beispielsweise aus

0r 1 825)
Sw:~N(0x2 m Oy? =0:
m2—1 02 02 m2—1
foos = =N G TN G T

Fir die Randmitte ergibt sich insbesondere:
Seaye == —0,1369 pa?.

Die Verbiegung der Streifen senkrecht zum Rande vollzieht sich
also im gleichen Sinne, als ob sie in den Randstreifen eingespannt wiren.
Diese Art der Formanderung wie auch die betrichtliche Hohe der frag-
lichen reduzierten Spannungen miissen bei der Querschnittsbemessung
der Réander genau beachtet werden. ~

§ 23. Die auf den Eckpunkten aufruhende und durch eine
Einzelkraft in der Mitte belastete quadratische Platte.

Die Untersuchung einer in der Mitte durch eine Einzelkraft be-
lasteten Platte kann unmittelbar an die Berechnung der gleichmaBig
belasteten angeschlossen werden.

Bezeichnet man wieder mit {, die elastischen Verschiebungen der
frei aufliegenden Platte, so bestehen zwischen den Randwerten w,, ws,
w,, Wa, den zusitzlichen Verschiebungen ' und Auflagerkriften

., oM ot ., oM dt
%="§;‘+@, ay=7?7+;9;,
die durch die Gleichungsgruppen (C), (D,) und (Dg) im § 22 ausgedriickten
Beziehungen.
"~ Die im §8 durchgefithrte Berechnung hat andererseits fiir die
urspriinglichen Auflagerwiderstinde die Werte?)
P P

gz = 0,09012 = 6,128 9797 fir den Punkt a,
@or = 0,18751 P = 12,751 P fur den Punkt b
¢ ” a 272 ’
Oos = 0,28884 5 = 19,641 5797 fir den Punkt ¢ |
a,; = 0,343136 P 23,333 P fir den Punkt ¢
- a U272

geliefert.
1) Vgl 8. 73.
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Stellt man wie vorhin die Bedingung
@oy + a/'x =0

auf, so erhilt man fiir die unbekannten Randwerte wa, wp, we, wa die
Bestimmungsgleichungen :

6714w, — 2604w, — 422w, — 16,2w, = + 6,128 s%
9441w, & 6621w, — 2743w, — 35,1 wy = 412,751 ;:
. 20.6w, — 267,7w, 4 634,6 w, — 256,6 w, — +19,641 _gl
915w, — 337w, — 5111w, + 667,7w, = 23,333 S% .

Hieraus folgt:
w, = 0,0641 SL; , w, = 0,1413 s% ,
w, = 0,1095 S% , wy = 0,1513 ‘SPT .
Die Gleichungsgruppe (C) liefert nunmehr
2 = 0,057349 ; ; 2 = 0,098749 S%z ,
2 = 0,077132 ;Z—ZZ, 2 = 0,101988 Slj ; ,
2 = 0,090611 ;ZZ . 2, =0,104909 S}:SZ ,
% = 0,005381 éiSZ’ 2 = 0,107187 ;j; ,
2 — 0,089766 5822 . Z,=0,109138 spgz ,
2y = 0034si9 ; Sz ,  zy—=0,013999 é: ‘;22 ,
2 — 0,063924 ;;‘;i . 2p=0,053634 ; ‘;22 ,
— 0,083266 ; SZ , 2, =0,079687 Blj—?;’
2= 0,090011 2% 2 — 0,088673 L

8.8, 8.8,



186 Die Platten mit spannungsfreien Randflichen.

Fiigt man die auf S. 69 errechneten Grundwerte £, hinzu, so gewinnt
man fiir die Ordinaten der endgﬁltigen elastischen Fliche die Werte

2
£, = (0,005202 + 0 057349) 28 0,062591 1;‘; ,
Pa
£, = (0,009883 -+ 0 077132) N = 0087015
Pa
£, = (0,013362 + 0 090611) S = 0103973
Pa2
£, = (0,014703 + 0 095381) = 0.110084 "
2
- ¢, = (0,018899 - 0,089766) Bﬁ“— = 0,108665 1;;‘
P 2
s = (0,025769 0,098749) - = 01245185,
2 2
¢, = (0,028605 -- 0,101 988) P_ — 0,130593 1;‘:
2
& = (0,035715 -+ 0,104909) -~ P — 0140624 2%
N N
P 2
Ly = (0,040276 +0,107187) == = 0, 147463

a2 a2
Li0 = (0,045991 + 0,109.138) N = 0,155129 %V—- )

2 2
£, —0,0348192% £, (0,013999 — 0,005202) PT“ —0,008797 22

N ‘N’
Pa® Pa? Pa?
{p = 0,063924 —— N {s = (0,053 634 — 0,009 883) T =0,043751 —— S
Pa? a? Pq?
¢, = 0,083266 N £, =(0,079687 — 0 013362) — =0 066325—N—
Pa? Pa?
Ly = 0090011—N—, £s = (0,088673 — 0014703)—— ——0073970T
Die Gestalt dieser Fliche ist in der Abb. 64 durch Schichtlinien

dargestellt. _
Verglichen mit der groften Durchbiegung der frei aufliegenden
Pa?
Platte £,=0,04599 —Nl ist die Senkung des Plattenmittelpunktes

P 2
== 5129 ——
L1 = 0,155129 —

sehr betrachtlich: da die Randmitte jedoch selbst eine Senkung

2

Pa
= 011 —/—
£a=0,09001 v
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erfihrt, so ist die relative Verschiebung des Mittelpunktes

: 2
$10 — £a=10,065118 1_’2\_;{
nicht ibermaBig.
Die starke Durchbiegung ist auf den Umstand zuriickzufiihren, da8
Platten, die nur auf den Eckpunkten aufruhen und deren Rénder weder

durch Normalspannungen noch durch Drillungsmomente beansprucht

q79653 F

2

A
o

Abb. 64, Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, durch eine
Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

werden, eine sehr geringe Steifigkeit besitzen und daBl eigentlich nur
die Diagonalstreifen fiir die Ubertragung der Einzelkraft in Betracht
kommen. Es ist hierbei allerdings vorausgesetzt, dafl auch die Auf-
lagerwiderstande nur als Einzelkrafte unmittelbar an den Ecken an-
greifen: wird durch eine breitere Auflagerung eine Verteilung der Auf-
lagerkrifte lings eines groBeren Bereiches der Randflichen bewirkt,
so wird, wie die Untersuchungen der triagerlosen Decken spiter zeigen
werden, die Steifigkeit der Platte erheblich vermehrt und die Durch-
biegung entsprechend auch wesentlich vermindert.

Die durch den Fortfall der unmittelbaren und stetigen Randunter-
stiitzung bewirkte auBerordentliche Steigerung der elastischen Ver-
schiebungen hat durchaus nicht die gleiche Erhohung der Spannungs-
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momente zur Folge. Die Betrachtung des Spannungsverlaufes in Abb. 64
und die nihere Priiffung der in Tafel 14 fiir die Mittel-, Diagonal- und
Randlinien angegebenen Werte zeigen, daB im Vergleich zur frei auf-
liegenden Platte die Steigerung der Biegungsbeanspruchungen unter
der Einwirkung einer Einzelkraft wesentlich geringer als bei der gleich-
méBigen Belastung ist. '

Das grofite Biegungsmoment unmittelbar am Lastorte ist

8, =8, = 0,34461P.
An der gleichen Stelle tritt bei der ringsum aufliegenden Platte das
Moment 8, = 8, = 0,263451 P

auf. Der Zuwachs betréigt mithin nur 36 v. H.: bei gleichmiBiger Be-
lastung wird hingegen, wie vorhin nachgewiesen, eine Steigerung um
130 v. H. erreicht.

Der verschiedene Einflufl der Belastungsart zeigt sich auch darin,
daB die groten Biegungsmomente von der Randmitte nach dem Mittel-
punkt zu und nicht umgekehrt wachsen?). In beiden Fillen unterscheiden
sich jedoch der grofite und der kleinste Wert der Spannungsmomente
einer Mittelebene verhiltnismiBig wenig von demjenigen Durchschnitts-
wert der Biegungsmomente, welcher unmittelbar aus den Gleichgewichts-
bedingungen fiir die volle Querschnittsbreite abgeleitet werden kann.
Diese Gleichmifigkeit der Spannungsverteilung verleiht den Platten,
selbst unter der Einwirkung von Einzelkriften, eine gréBere Wider-
standsfahigkeit, welche besonders bei den trigerlosen Decken, die an
sich nur eine geringe Steifigkeit besitzen, deutlich zu erkennen ist.

Es sei schliefflich bemerkt, daf Platten, die nur an den Ecken auf-
ruben, in der Ndhe der Auflagerpunkte erhebliche Randdrillungsmomente
aufnehmen miissen und daher nicht allein durch lotrechte, sondern auch
durch wagerechte Schubspannungen in hohem MaBe beansprucht wer-
den. Um eine ausreichende Sicherheit bei sparsamer Querschnitts-
bemessung zu erzielen, empfiehlt es sich, die Auflagerfliche méglichst
zu vergréfern: hiermit wird zugleich eine merkliche Verminderung der
Biegungsspannungen sowohl an den Réndern wie auch in der Platten-
mitte erreicht.

" 1) Der Durchschnittswert 7, der Spannungsmomente $; in den (yuerschnitten
senkrecht zu den Diagonalachsen ist iiberhaupt fiir die ganze Platte konstant.
Aus der Gleichgewichtsgleichung -

Py
M,, = Cu = ——4—

ergibt sich im Einklang mit Abb. 63a
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Tafel 14.

189

Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden, durch

eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

%’: +1 +—i’ +§ +7i~ 0 ;Faktor

% =1 5, —  |+0,08326|+0,14226/--0,18352|--0,19653| P
& { s, |+0,19653|+0,19346|+0,21187]4+0,26782|+0,34461| P
a s | = +0,05170|+0,11654|+0,22891 | +0,34461| P
=8, — | — —  |+o19275] — P

@ 1 t,,| - | - — -+0,0073 — P
a4 8 — == 0845 — P
8 — — —  |+0,20005] — P

s=8 | — — 4012088 — — P

x 2 2 - —  |-0,01336] — — P
a4 P - — 4013394 — — P
S| — —  |+0,10722 — — P

s, =s, Q — |0 06797} — — — | P

a4 s | — +012168 — — — P
s — |F001426) — — — | P

§ 24. Die nur auf zwei gegenﬁberliegendeh Rindern

aufruhende Platte.

1. Die Randbedingungen und die Darstellung der

Randspannungen.

Die in § 22 und § 23 durchgefiihrten Untersuchungen haben gezeigt,
dafBl Platten, die nur auf den vier Eckpunkten aufruhen, in allen Quer-

schnittsebenen parallel zu den Randflichen eine
ziemlich gleichmaBige Verteilung der Biegungs-
spannungen aufweisen. Um festzustellen, in-
wieweit diese GleichméafBigkeit bestehen bleibt,
wenn nur zwei Rander spannungsfrei sind, mdoge
jetzt auch die Platte, welche nur auf zwei gegen-
iiberliegenden Kanten aufrubt, behandelt werden.
Die Randbedingungen einer solchen Platte
lauten in Ubereinstimmung mit Abb. 65 fiir die
freien Réander x = -+-a: ' k ‘
> 0%
S’:—N((‘);ﬁ m (9y )
oM 2m —1
Gty =V

- ’

a, =—

My

i
ki

N

I
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fiir die gestiitzten Rander y = 0 und y = 2b:
oc 2L 02¢
b= =% vm g Ty

Fiihrt man wieder als Grundwerte die Verschiebungen {, der ringsum
frei aufliegenden Platte ein und setzt man wie vorhin

(=0+10,
so miissen die Zusatzwerte (' einerseits die homogene Differential-
gleichung rzrap =0,
andererseits die Randbedingungen
o2y 1 o2y
5t Tm o = (@)
_ " 3L  2m—1 &3, ) fiir
ax—aox+ax’-~N[(ax3+ pony axayz x=ia
+(aac' om—1 & )] o (b)
i T m e o2/l 7
,_ o2l
g=ay2=o, fir y=0 und  y=20b (c)
befriedigen.

Anschliefend an die Untersuchungen in § 17, 1 wahle ich fiir {’
den Ansatz:

T T x
¢ = sm(lc—~>{(Ak@mk +B,,~A(Soik»*—>
k= 1; 20 20 2071 or)
n (ck@oi 2 D2 ikl b)}

Man kann sich leicht liberzeugen, daf} diese Losung der Differential-
gleichung zunichst die Randbedingungen (c) von vornherein erfiillt.
Damit aber auch die Bedingungen (a) befriedigt werden, miissen
zwischen A4 und Bg, Cy und Dy die folgenden Beziehungen bestehen:

1
Ak=-Bk<k w1 +_3m>=—/‘k3k,
8532 %
2 m T oa noa
@=*MG;tT+§3%Wb§ﬂ=*””'

Der Ansatz fiir ' kann also auch in der Form
;N y\/[ n )
4 ~25m(lc 5 b) lB"(z N CS,oilc b pk@mk 5D

33

(108)

Q

T X b 4

x
+Dk(2 b @111]0'5‘5‘

geschrieben werden.

— Vg @0{ k
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a3 2m—1 3¢ )
_N( 0z? + m dy? Ox
5 i n ( 1 m+ 1)}
- (%) Dk sm(lo ){Bk[ S @ik 2 —Cofkes St

n
+ Dy [5

—gg—(&ofku— @mlc

1 m 1
k+— +
m—1

il

~ Fir # = 4a ergibt sich insbesondere:

IS

,__(N63C’ 2m — 1 63§'>
Oz = 0a® m 0yt 0% /y= 14
T a
m—1{7\3 ) ny) 20b 3m+1 1 e
—_ N | 3 2
N (2b>2ksm<k2 Bl T 1 5k 3G
Gink - —
\ 25
Ta ]
¥ 20 Amtl Lenp T L)t
T oa m—1 k 2 b
@"7’“53

Fihrt man zur Abkiirzung die Bezeichnungen

—1
m

N a

Ven
(2b Gink

SN

4

k3 Dy

2
wl:l

{4

2

[
|

o>
S———
>l o8 °"l§§

Coj &

= (%)3 %2 B, Gof &
3m -1 (

m

N

w\:\ poy o[ 9

2
2b> k2D, Gink

=

l

I

S
=

(109)

=
=<

e
=2

I

ein, so lassen sich die Randbedingungen (b) fiir die Kante x = 4-a
durch die Gleichung

(@o2)z= +a +2[ br — Ox) + (Br + )] sink

fiir die Kante z = —a durch die Gleichung

(@osde=—a + O e + 8) + (B — 8P sink

ausdriicken.

=0,

wi:}
@!Q

=0

SHES
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Gelingt es auch, den Verlauf der Auflagerwiderstinde a,, lings der
Kanten z = +a durch die Fourierschen Reihen

(@)= +a = 2[(71: — &) + (k + &)l sink

Is wlél
}Q @-IQQ

(‘%x)x: -0 = Z [(ch + 8;0) -+ ( )] smk

darzustellen, so gehen die Randbedingungen in die einfachen Bezie-
hungen

(B + Br) — (0 — Op) = — (e -+ i) + (& — k)
(Be + Fr) + (0 — 0%) = —(re + 7)) — (& — ¢k)
iitber. Hieraus folgt:

B+ b= —(e + 71)

O — O = — (& — &)

Diese Gleichungen werden durch die Werte

B etk
* @ a
— 3 2 b 11
m l(i pl 20y dmtl lggre
m \2b/ @inkﬁg m—1 k 2 b
25
. (110)
& — &
b= 7 a
Nm_l(—l)slca 2 b 3m—+1 i@inkﬁ-‘z
m \2b @:0“011 m—1 k 2 b
- 2 b
befriedigt.

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich alle Beizahlen der Glieder der
fiir ' gewiihlten Reihe leicht errechnen und die zusitzlichen Formande-
rungen und Spannungen rasch bestimmen.

Ist die Belastung symmetrisch in bezug auf beide Mittellinien ver-
teilt, so fallen die mit 4 und B vervielfachten ungeraden Funktionen
fort. Verlegt man sodann das Achsenkreuz nach dem Plattenmittel-
punkt, so gewinnt man fiir ' den Ansatz:

k
C’=2(-—1) 21Dk[n x C‘5inﬁ Z — v Cojk ) b]co ke Y (111)

k=1,3, 5... 2 b b 2 b
Hierbei kommen fiir ¥ nur die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7... in
Betracht.

In den meisten Fillen konvergiert diese Reihe so rasch, daf die
zwei ersten Glieder vollkommen geniigen, um die Gestalt der {’-Fliache
zu bestimmen.
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Bezeichnet man nunmehr mit ¢, ¢4, ¢,, g5 die jeweilige GroBe der
Auflagerkraft a,, lings der Kanten x = + a, und zwar an den Stellen

>

y_3
b 4

setzt man ferner

Jt JT 7T
(@or)o= +a = 2(-—1 "2 ¢ cos §%=clcos§%—cscos3§%,
T Y Ty
+C5cos5§€——c7cos7gz,
so werden die Bedingungen
Qoxr = Gu fiar %=%,
. 2
aox:q/)’ fir %:Z—,
.. 1
Aoz = Gy fiir %:Z,
Aoz = s far *y—=0
b
erfiillt, wenn die Beizahlen ¢ den Gleichungen
1 . =« 1 . 22 1 . 33z 1lgs . 4n
“ =g dsing *‘é‘qﬂsm 3 +§%sm? tgg iy
1 3n 6n 97 1¢s 127
C3 2qas1n—+ gpsin — —l— qysm 3 +§—2~ n_S.’
4 ) 7 gs 7
¢ = g 4xSin g "t 5 1S —g— +§%S“"?+§”z“ R
1 7m . 2lxm  lgs ., 28=n
¢, = 2%8111 + g 481 in —— + g &ysin—g +§§sm-~§-

geniigen. Hat man mit Hilfe dieser Formeln die GréBen ¢ errechnet,
so erhalt man schlieBlich fiir die Beizahlen Dy, die einfache Bestimmungs-
gleichung:

Dy—— O - . (113)

Marcus, Platten. 13
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2. Die Berechnung der gleichmiBig belasteten
Platte.

Als Beispiel sei eine Platte mit dem Léangenverhiltnis a 16 =1 :2
gewihlt. Ich setze voraus, daB sie auf den Riéndern y = 4 b aufruht
und mit p gleichmaBig belastet ist.

Fiir die ringsum aufliegende Platte mit dem gleichen Seitenverhaltnis
sind im Abschnitt II1, § 9 die Ordinaten der ,-Flache bereits errechnet
und die Werte der zugehérigen Auflagerwiderstinde in Tafel 4 ange-
geben. Fir die Randpunkte der Abb. 65 sind hierbei die Werte

o = (0 + V)= 1 30 = (0,6480 + 0,09304) pa = 0,74104 pa,
qp = (V5 + Vo)y= 1 26 = (0,8282 4- 0,093 66) pa — 0,92186 pa,
gy = (v, + Ve)y— 1 1p = (0,9055 4 0,07931) pa = 0,984 81 pa,
=W+ v2)y-0 = (0,9269 + 0,07265) pa = 0,99955 pa
ermittelt worden.

Fiihrt man diese Gréfien in die vorhin abgeleiteten Formeln (112),
so liefern sie fiir die Beizahlen ¢; der Fourierschen Reihe die Werte
¢, = 1,17254 pa, ¢; = 0,07783 pa,
¢; = 0,22991 pa , ¢, = 0,02086 pa .

Die Gleichung der Auflagerkrafte der Rander x = +a lautet also:

Yy Yy
(Goz)z= 1o = DO ll 17254 005(2 b) 0,22991 cos<3 2 b)

| Y a ]
+O,O7783cos(52 b) 002086003(72 b)

10
Auf Grund der Formel (113) erhilt man weiterhin fir m = 5 und

b 2
. ' ¢, b® _ pat
D, =+ - = —0,987216 ",
7 (w3 4 33 .. =«
2] 1 29 i
T (2) ! A S g
' L 4
_ ¢y b® pa4
D, =+ — —0,0031127 .
VAN 4 1 33
LA A Y3 I S St -
N 10 (2) 3 3 7 Sin 3
L i3f

Da die Reihe recht gut konvergiert, geniigt es fiir die weiteren Unter-
suchungen, nur die beiden ersten Glieder zu beriicksichtigen.
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Es ist nunmehr

2
yy = 1,.L70 + —~SE ang T — 3.372203,
2 10 w1 k14
Yy = g i’ —f— *2— ¢ Eiang3~ = 17723793 i

=t =gt 1) Decos(k T ) [T (7 )
“”k@"‘(’“iz)
—enlg 5ol ) nels )

_D3COS(32 b l:_ *C‘Zﬂ-n %% _73@:01’(353‘)}

Mit Hilfe dieser Formel sind fiir die Rand- und Mittellinien die Werte

2L 02 ¢

S 0at’ Gyt

Sie enthilt auch die Ordinaten der elastischen Linie und die Biegungs-

momente eines gleichmiBig belasteten, einfachen Balkens von der Spann-

weite [ = 2 b: seine Formanderung und seine Beanspruchung stimmen
mit derjenigen der Platte im Grenzfalle m = oo voéllig iiberein.

Aus den Rechnungsergebnissen ist zu erkennen, daBl sich die freien
Rander starker als die gleichgerichtete Mittellinie durchbiegen und auch
gréBere Biegungsspannungen aufweisen: die Unterschiede sind jedoch
so geringfiigig, daBl die Verteilung der Beanspruchungen langs der zur
Spannrichtung senkrecht stehenden Querschnitte als nahezu gleich-
miBig bezeichnet werden darf. Diese Feststellung ist aus dem Grunde
besonders wichtig, weil die Breite (2 a) der Platte im Vergleich zu ihrer
Linge (2 b) durchaus betrachtlich ist.

Da die Rinder die gréfleren Durchbiegungen erfahren, so erscheint
die Platte in der Querrichtung nach oben gew6lbt: daher sind die Mo-
mente der reduzierten Spannungen

m:—1 02¢

m2 0 a?

errechnet und in der Tafel 15 zusammengestellt worden.

Sreax =

negativ und am Rande verhaltnismafBlig bedeutend.

Hingegen sind die wirklichen Spannungsmomente

2L 1 6% )

=N (a_x ol )

selbst im Mittelpunkt der Platte, wo sie ihren Grofitwert erreichen,
13*
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geringfiigig und verschwinden am freien Rande ganzlich. Beachtenswert
ist vor allem, dafl sich die Biegungsmomente

02¢ 1 624,“)
T om0

iiberhaupt kaum von denjenigen des einfachen Balkens unterscheiden.

sy=——N(

Tafel 15.

Die Durchbiegungen und die Spannungsmomente einer gleichmiiflig be-
lasteten, auf zwei gegeniiberliegenden Riindern frei aufrubenden Platte mit
dem Liangenverhiltnis L = 2b = 4a.

]

¥ 3 2 1 i
i Y vy e 0 Faktor
@ B T T |
m p ‘ j
- | oIt
4 0,00533 0,00974 0,01260 0,01363 N
& 0 ‘?x —0,01061 —0,01983 —0,02570 —0,02763 pL?
3 8y 0,056 46 Q,097 89 0,131 07 0,13294 pL?
Sy 0,006 33 0,009 54 0,01115 0,011 69 pL?
Sy 0,05328 0,091 94 0,11513 0,12278 pL?
[ N ‘ pL4
¢ 0,00564 0,01036 0,01346 0,014 53 N
LO 1 ‘?z —0,01805 —0,03172 —0,03929 —0,04157 pL?
3 Sy +0,06018 0,10572 +0,13098 +0,13857 . pL2
S, — — — — —_—
s, | 005476 0,09621 |  0,11919 0,12610 | pL?
o - . L
0o 0 4 0,00506 0,009 28 J 0,01205 0,01302 pN
8y 0,054 69 0,09375 | - 011719 | 0,125 pL?

Ein Vergleich zwischen den beiden Zahlenreihen fiir m = * und
m == oo zeigt, dafl die Durchbiegungen und die wirklichen Spannungen
von der Grofe der Poissonschen Querdehnungsziffer nicht merklich
beeinfluflt werden, wihrend die reduzierten Spannungen, je kleiner m
gewshlt wird, um so rascher zunehmen.

Es sei schlieBllich bemerkt, daf infolge der stirkeren Durchbiegung
der freien Rander die gestiitzten Rénder nicht das Bestreben haben,
sich von der Unterlage abzuheben, sondern eher die letztere einzudriicken.
Die an den Ecken auftretenden Kinzelkrifte

1/ é2¢
C—=—24,— 2™ 1 (_-5) — 0,642248 pa? — 0,08028 Q
m 0x 0y /y= 4
y=+b
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sind daher aufwirts gerichtet, also positiv. Hieraus folgt, daB} die langs
der gestiitzten Rénder verteilten Auflagerwiderstinde

+a

24, =2faydw =@Q 40 =0,67888Q
~-a

kleiner als die Plattenbelastung € sind. Die Krafte C erscheinen ziem-
lich betrachtlich, sie nehmen jedoch mit wachsendem m ab: sie ver-
schwinden im Grenzfalle m = oo, und es treten dann wie beim einfachen
Balken nur gleichmaBig verteilte Auflagerkrifte laings der gestiitzten
Rander auf.

IX. Die Platten mit nachgiebiger Randstiitzung.

§ 25. Der EinfluB einer Durchbiegung der Randunterlagen
bei ringsum frei aufliegenden Platten.

Wahrend die Auflagerkrifte und die Spannungen eines einfachen,
frei aufliegenden Balkens bei einer Senkung der Stiitzpunkte im all-
gemeinen unverdndert bleiben, werden hingegen die #ufleren und
inneren Widerstiande einer ringsum aufruhenden Platte, wie bei jedem
statisch unbestimmten Tragwerke, durch eine Nachgiebigkeit der Rand-
unterlage, iiberhaupt durch jede Verianderung der Auflagerbedingungen
merklich beeinfluft.

Um einen Anhalt iiber die GréBe dieses Einflusses zu gewinnen,
nehme ich als Beispiel die quadratische, gleichmaflig belastete Platte
und bezeichne wie frither mit {, die Durchbiegung der ringsum frei
aufliegenden Platte mit starrer Randunterlage, mit {’ die durch eine
Senkung der Stiitzpunkte hervorgerufene zusitzliche Verschiebung,
mit { =, +{ die endgiiltigen Ordinaten der elastischen Flache.
Ich wahle fiir {’ den einfachen Ansatz

Ty oz
2 a0 %2 a)

nox ., X Y . T Y T
Bl—.— _ — 2 G — - L — -
+ (2 a@m2 acOSZa 2 acm2 acos2a>.
A und B stellen hierbei konstante GroBen dar. Man kann sich leicht
iiberzeugen, daB dieser Ansatz der Grundgleichung V4(" = 0 geniigt.
TFiir die Rander x = -+a ist

" = T2 sy
¢ —A(@Di2 e + Cof @

Ty 1

(& )om s = (A @oi% + B%@in E25) cos%.%,

und ebenso fiir y = +b = +a:

(C’)y:ta = (A @Di% -+ B% Gin 7—2-[—) COS% . '2
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Diese Gleichungen besagen, dafl die urspriinglich geraden Rénder
sich infolge der Nachgiebigkeit der Stitzung nach einer Cosinuslinie

krimmen.
Soll beispielsweise die Randmitte die Senkung

, l a
(=20 = 1000 = 500

erfahren, so muf Z:O ” v
Sof — BN == —
4 Cof 5 + B 5 Sin 5 = 500
genommen werden.
Aus der Gleichung (a) erhiilt man andererseits

o (%)Z{A@”f%%“’sg% — ol g Locos T )
calfeoaz g Zen g Lonim2])

o i aloag g 2w ren )
eoffaeag L g tom Y3 Zen] Em 2]

und insbesondere fiir die Rander x = 4-a bzw. y = + b = +a:

_N<025’+ 1 aﬁ@“)
z==ta

=N ow T w e
. a\t[m—1 7 z m—l.g‘,ﬁ Ty
=—v-(5) [W*A@"fz”(z@“fﬁ‘—m Seing ) |eos -2,
o’ 1 625’)
Sy—'_N(W_}_;; axz yeta

a\*[m—1 7 T m—1l 7n_. =« X
([ a4 e A e 2
N(2a)[ m AGD{2+ 2@DT2+ m 2@In2-cos2a

Da die Platte nicht eingeklemmt ist, so miissen die zum Rande
senkrecht gerichteten Biegungsspannungen verschwinden. Es ist daher

m—1 7 7 m—1n __, =

Fir den Grenzfall m = oo liefern die Bedingungen (b) und (c) die
Groflen

Zqang T +2

2 2 a 1

a
4= To00” 0 BT 000w
@:Dia
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aus der Gleichung (a) folgt nunmehr fir den Plattenmittelpunkt
(x =9y =0): . .
i R
o 2 Tang 2 t _a

500 a 1000

- 2,7425

2 a\?ER o« 1
o=y =—28 () B (D G e
Cof
2

(nz E h 1 ER

2/ 1000 a @oig— ~ 1000a

6s,
Gmax = hz =

.0,98335,

und fiir die Mitte eines Randes (y =0, x = +a):
, 2a
C - m ’
n)2 ER a

T \2 7 T
8”=N'(%) (A@°7§+B*z‘@‘“'z‘>=<5 Ba? 1000

2
_68y=<n) Bh _ Bh_ ooy

Omas = 32" = \2) 1000a ~ 1000a

1
Bei einem Léngenverhiltnis 2" 15 erhilt man beispielsweise fiir
eine Betonplatte unter Zugrundelegung der Ziffer £ = 210 000 kg/qem

210000
i 1 : = —— y == ) 7 3
in der Plattenmitte: o 15 - 1000 0,983 35 = 13,77 kg/qem
210000

~ 15 - 1000

Diese zusitzlichen Beanspruchungen sind im Vergleich mit den
fiir die normale Belastung zuldssigen Spannungen nicht unerheblich.
Ihre Bedeutung fiir die Tragfahigkeit der Platte darf um so weniger
unterschitzt werden, als eine Senkung der Randmitte um g5y der
Randliange bei Platten, welche auf biegsamen Randtrigern aufruhen,
durchaus nicht auBergewdhnlich ist.

Die Drillungsmomente werden hingegen durch die Kriimmung der
Réander verkleinert. Es ist namlich

in der Randmitte: o -2,4674 = 34,54 kg/qem .

82&"*(:1)2{(.311:,:1;1/ .ny,nx)
ooy = \ag) \A\BMG sing g F MG esing o
AY LAY i W gn PO
+B[<@m2 a+2a 0:012 >Sm2a
G TE L AT By
+(61]IE;+2 a@DiZ a>S1n2 a]}
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In der Ecke * = —a, y = +a tritt das zusitzliche Moment

g _y.m—1l v
w m Odx 0y
= (2a>2TN[A®m-+B(@m—+ - Cof )]

auf. Fir m = oo ergibt sich insbesondere

; :_<§_)2Eh3 @ fom g e
x:/. 2/ 6a? IOOO( 2 2 (S,szﬁ)
2
B (n)ZEha o 167528
2/ 6a% 1000 2
. @ofE

Dieser Wert ist groBer als derjenige des zusitzlichen Biegungs-

momentes in der Plattenmitte und nicht wesentlich geringer als der
o2

urspriingliche Grundwert t, = — N %gog, wenigstens solange p die

Grenzen der Gebrauchsbelastung nicht merklich iiberschreitet.

Das gesamte Drillungsmoment ¢ =, + ¢' wird um so kleiner, je
stirker sich die Rander durchbiegen. Diejenige Senkung der Randmitte,
bei welcher die Drillungsmomente iiberhaupt verschwinden, 148t sich
im iibrigen leicht bestimmen. Die Gleichung der elastischen Flache
lautet in diesem Falle, wenn wiederum m = oo genommen wird:

pa % ¥yt
b= 48N[(5 6 s +a)+(5‘635+5:4)]‘

Die zugehérigen Spannungsmomente und Auflagerkrafte sind:

I

Diese Formeln liefern
fiir den Plattenmittelpunkt:

5 pa pat
Cm = o4 N —0,20833—17,
2
Sy =8, = pa_ 0,25 pa?,

4
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fir die Mitte der Rénder z = 4-a:

. 5 pat pat
— 2P 0104175
r 48 N 0,10417 N’

8; =0,

a? s
8, = % = 0,25 pa?.

Diesen Werten stehen bei der frei aufliegenden Platte mit starren Auf-

lagern die GréBen pat
Lo = 0,064 876 N

5, = & = 0,14557 pa?

gegeniiber. Infolge der Nachgiebigkeit der Stiitzung ist also die Durch-
biegung des Plattenmittelpunktes bis auf das Dreifache vergrofert,
wihrend die Biegungsspannungen nur um 70 v. H. gewachsen sind.

Beachtenswert ist auch die Tatsache, daB, obgleich die Senkung
des Mittelpunktes doppelt so stark als die Senkung {, der Randmitte
ist, die Momente s, an beiden Stellen die gleichen sind. Die betrécht-
liche Widerstandsfahigkeit, welche bei den bisherigen Plattenversuchen
trotz der Nachgiebigkeit der Stiitzung und trotz der fehlenden Ver-
ankerung der Ecken in Erscheinung getreten ist, ist auf diese giinstige
Einwirkung der gleichm#Bigen Spannungsverteilung zuriickzufiihren.

X. Die Berechnung durchlaufender Platten.

Die Platten, welche im vorliegenden Abschnitt behandelt werden
sollen, sind an den Réndern ringsum aufgelagert und aufler-
dem zwischen den Réandern 72 3 m-7_m
durch einen Rost von Léangs-
und Quertrdgern unterstiitzt
(Abb. 66).

Unter Tragern moge hier-
bei jegliche bauliche Ausbildung
einer stetigen Unterstiitzung der
Platten verstanden werden. In ”7
diesem Sinne kommen bei Decken, #»
welche einen oder mehrere 7
Réaume iiberspannen, ebenso ‘ Abb. 66.

Winde als Balken, die selbst auf Stiitzen aufgelagert sind, in
Betracht.

— 25—
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Ich setze voraus, daB die Traiger in gleichen Abstinden 2 a und 2 b
angeordnet sind und daB sie eine ausreichende Steifigkeit besitzen, um
als unverschieblich angesehen werden zu diirfen. Die Decke hingegen
soll auf dem Rost freibeweglich aufruhen.

Sind m Léngs- und n Quertriger vorhanden, so besteht die Platte
aus (m -+ 1) (n 4 1) gleichartigen Feldern. Wenn diese Felder durch
keine Fugen voneinander getrennt sind, so wird jede Belastung eines
Feldes eine Beanspruchung aller iibrigen zur Folge haben und umge-
kehrt auch die Form#nderung des belasteten Feldes durch den Wider-

stand der unbelasteten beeinfluflt werden.
Die Untersuchung des statischen und elastischen Zusammenhanges
der Felder ist die Aufgabe der nachstehenden Entwicklungen.

§ 26. Die Stetigkeitshedingungen.

Um die Randbedingungen jedes Plattenabschnittes festzulegen, seien
zuerst zwei benachbarte Felder I und I/ mit der Umrandung abcd

und eafg in Betracht ge-
zogen (Abb. 67).

x,
3 ;4 Da die Triger unverschieb-
! L lich sein sollen, so muf} zu-
v Z nichst fiir alle Randpunkte r
. B sein. =0 (2)
z, w w0 4 — &7 Bezeichnet man mit w,
Y, y? Y, y? M y? 4 und w, die Neigung der elasti-
[ Y [ schen Fliache in der x, z- und
o x r z Z x| N in der y, 2-Ebene, so erfordert
lyz . x ) J die Stetigkeit der Formé#nde-
c>———r. -1 rung léngs des gemeinsamen
72 R@ndes aa , welcher senkrecht
i zur z-Achse steht, da@3
1%'_._.} Wy = Wy r
Yz sein soll. Diese zweite Bedin-
gung kann auch in der Form
Sl
Abb. 67. 0x /ey \Ox/yo_q Y

geschrieben werden.

Ebenso gilt fiir den gemeinsamen Rand dd der in der y-Richtung
benachbarten Felder I und ¥V die Beziehung:

(ev)eo= @) 2
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Die Stetigkeit des Spannungszustandes verlangt andererseits, dafl
unmittelbar links und rechts des Randes aa die gleichen normalen
Biegungsmomente s, im Felde I wie im Felde /I vorhanden sind. Hier-

aus folgt: (0251 1 6251) _ =(82§H 1 %{)
z=+a g

022 | m Oy? Oa? m Oy?

Da von vornherein (23 > _ (52 Cu) o
\dyz r=+a ayz z=-a

ist, so lautet die dritte Randbedingung

().~ G )

Fiir den gemeinsamen Rand dd der Felder I und V ergibt sich sinn-
gemil: oL, &,

<@2>y=+b= ( dy? >y:b. (¢2)

Es ist leicht zu erkennen, daBl, wenn die Bedingung (c,) erfiillt wird,
die tangentialen Biegungsmomente s, links und rechts des Randes aa
in beiden Feldern I und I7 iibereinstimmen miissen. Ebenso schliefit
die Bedingung (b;) die Beziehung

o(o) (i) @
ﬁy O x:+a— ’9?/ 0z z=-a !
und somit auch die Gleichheit der Randdrillungsmomente an der
Kante aa in den benachbarten Feldern I und I7 ein. Hingegen miissen
die Scherkrifte v, links und rechts von aa verschieden sein, weil durch
die unmittelbar iiber dem Triger a a auftretenden Auflagerwiderstinde c,
eine Unstetigkeit in der Verteilung der Scherkrifte hervorgerufen wird.
Zwischen diesen Widerstinden und den Randscherkriften besteht nam-
lich die durch das Gleichgewicht in der z-Richtung vorgeschriebene
Bedlngung: Cq = (vIIx)x= -a (vIz)xz +a- (el)

Fiir die Stetigkeit der Forménderungen und Spannungen kommen
also nur die durch die Gleichungen (a), (b) und (c) ausgesprochenen
Randbedingungen in Betracht.

Denkt man sich nunmehr die Decke durch Fugen lings der Trager
in einzelne, voneinander véllig unabhingige, ringsum frei aufliegende
Platten zetlegt, so lassen sich die elastischen Verschiebungen (, jedes
einzelnen Feldes mit Hilfe der bisherigen Verfahren ermitteln. Die
Grundwerte {, geniigen von vornherein den Gleichungen (a) und (c),
sie erfiillen jedoch nicht die Bedingung (b). Es miissen daher langs der
Rinder jedes Feldes Krafte und Kraftepaare angebracht werden, welche



204 Die Berechnung durchlaufender Platten.

zusitzliche Formanderungen '’ hervorrufen, die einerseits die homogene
Differentialgleichung F2V2(’ = 0 befriedigen und andererseits derart
bestimmt sind, daf die endgiiltigen Verschiebungen

C=Co+é-,

alle drei Randbedingungen (a), (b) und (c) erfiillen.
Fiir die Zusatzwerte {’ gelten mithin am Rande aa die folgenden
Gleichungen:

(C’I)x=+u = (ClII)xr— -0 = 0, (a‘/l)

aCoI aZI aZ(;II aCII ’
<:59‘c~ + oz )x ta ( Oz + Oz )ﬁ:u’ (b3)
& :;) B (82 Ly )

(ax2 x=+a— ox? ')x:fa' ()

Die Ermittlung einer Losung {’, welche diesen Bedingungen geniigt,
ist das nichste Ziel unserer Aufgabe.

§ 27. Die Gleichungen zwischen den Randmomenten.
Ich wihle zuerst fir die Felder I und II den Ansatz:

gI_ZAksm< E?L %ﬁ@ﬁﬁ%jﬁ
2 b i @in(kn%) 2a € f(kn—(;—) |

(114)

r@m(;ci.__l> @07< E.f”z)”
o E' g % 2 b/ x 2 b/
CII— AkSlIl<k'2 b)

Ginfeag) *wifeng) |

Der positive Richtungssinn der Ordinaten 2, , y, und x,, ¥, ist hierbei
aus Abb. 67 ersichtlich.

Nimmt man fiir £ der Reihe nach eine der ganzen Zahlen 1, 2, 3,4 . . .,
so geniigt der vorstehende Ansatz, wie man leicht erkennen kann,
sowohl der Bedingung (aj) wie auch der Bedingung (cj).

Es ist namlich im Felde I

fr=0 fir gy, =0, "y, =20,
2, =0, z; = 2a
und ebenso im Felde 17

=0 fir  y, =0, ¥, =20,
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Die zugehorigen Biegungsmomente

(e az¢'>
—NQﬁ*nnaﬁ

(21;)2’9 4" @m< —3)_2@_(’“_%_%)

, a 2a a
" | ein (’“’3) Gof (lcn?)

b (115)

- | T \? [m—l @in(kg i) @DT@; Z)
- GZ)ZM“{ m [@m(ng)”;&@of(;m )
1 b 1 @in(kg Z)‘ .
+a*@“'@ﬁn9jm@%%)

verschwinden im Felde I (fiir z = #,) lings der drei Randlinien x, =0,
¥, = 0, ¥ = 2 b und ebenso im Felde II (fiir = x,) langs der Kanten
2, =0, 4, =0, y, =2b, wihrend am gemeinsamen Rande a e mit
%, = %, = 2 a in beiden Feldern die gleichen Stiitzenmomente

8y — ZkAk zang(kn )Sm( %%)

- N inlp 29
8y = N2abZkA" iang(lm )s1n(k2 b)

vorhanden sind.

Durch die Reihe (114) mit den Beizahlen Ay ist also eine Randbe-
lastung der Felder I und II derart bestimmt, dafl Randbiegungsmomente
s, und s, iiberhaupt nur am gemeinsamen Rande aa auftreten und in
beiden benachbarten Feldern unmittelbar links uud rechts dieses Randes
den gleichen Wert aufweisen.

Um in ahnlicher Weise die Wirkung der iibrigen Stiitzenmomente,
welche an den Kanten b, ¢c, dd entstehen, zu beriicksichtigen, fiige
ich fiir die Felder I und I/I den Ansatz
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oy = E B, sin (lc% %)

inik
@in(kn?> 6oi (k2

: 4@111( ﬁﬁ)' @Iof( fud
e

Gin(k2%)  oi(k?

Cirv=20k sin( %%) _@m((k_—ig))_;/z @Df(ki

und schlieBlich fiir die Felder 7 und V
Ginlk

o o

Q

:;=Zbksm( ﬁﬁ) _<_____337
2 a L@m(/c 25 5oi(k

Gin (k

o[ 8
8|

hinzu.

N>|';l
|<ﬁ
\_/\—/
xR
=2,
—_
=
ro| 9

= =
SN—
<
=

[

=

—
—_—~
=~
|y

Cy =2Dksin (k%%) _a@ng) o7 @DT(-,;Ia—

(114a)

(114b)

(114¢)

Die Forméinderung des Feldes I unter dem EinfluB aller Rand-

momente wird demnach durch die Gleichung

e O
Cink x— Cojkn—
b b

+Bk<__@i“’cfz _b& @oikéz_”

s a
@mk 7T ?

—I—sm(k EI) b b n

@mknf @kan;

1D, Sink n, —%%'_Df_]“hb
@mkn— oikn;

( Cinky, a ny Cofkn,

]

L (117)




7
L5

”
I

7
L34

. T . a
=y D* {s1n(lc—b~171)
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beschrieben. Hierbei ist:

T x T x
f=3% BTy
Ty Ty
N3 e T

Dieser Ansatz geniigt von vornherein den Bedingungen (a;) und (c;)
fir die vier Kanten aa, b6, cc und dd. Es muB jetzt nur noch unter-
sucht werden, wie die Beizahlen 43, By, C; und D; zu wihlen sind,
damit auch die Stetigkeitsbedingung (b;) befriedigt wird.

Zur Abkiirzung fithre ich die Bezeichnungen
0 CoI

(050,) o’ ( ) = o}
1> - I>
dx P 0x /o _4

‘(a:’1> . (6:9) g
ox r=+a v O == T

ein und ersetzte die Bedingung (b;) durch die Gleichungen

1

7 !

-+ 7 =+ 7y,

7 I 4 T ’r
Ty — v =W — Of. (b))

Fiir das Feld I liefert der Ansatz

(&) ),
B Tzn—z:+a—(ax1 r1=2a N 0952 z2=0 ’

1 b 1 a
A (—T 2 En iangknz>

@inknz @kan—g

{ < @in’“h__ﬁﬁ. Cofk 9, )

(118)

Gink=> ¥ 7 Gojka
a a

+ Dy _@‘mk’_@l;_%%_@jlﬁ% ,
Ginkn — Cojk m—
@ a /.

8,
T\ ox x:—n— C’)’(‘l 210 (7:)52

i
|
—~
|
Y
~——
3
I
g
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! 7 . a 1 b 1 1
== Yk s1n<k—171> 4/—
26 { b e a kan @kang

a
cink "
_ Bk ,.,,,W,,,,l,V— . l), L _ zangk 77—
a k= b
Tangk - b
b Gink a Cofk
2 oo by Sl

T

1D, _@Mzbd%ﬁ.@ﬂc_% ,
Sink n — Cojkn—
a a

(119)

Geht man zum Felde I iber, so miissen den Kanten ee, aa, ff, g9
(an Stelle der Kanten aa,bb,cc,dd) die Beiwerte Ej, Ay, F, Gy
(an Stelle von 4;, By, C;, D,) zugeordnet werden. Die Gleichung der

Crr-Fliche lautet daher:
. 2 (. a
Cir = {sm (kinl)

N Ak< Sink&, b & Gojké, J

z (<5mk§1 b £ Gofké
L

. a a T a
@mkni (Sofkn3
4 sm(lc*fl) kan;) N%% @Dikﬁ_ .
@mkn; Cofk n

T

Ginkx > Cofkn 2
a a

Es ist mithin

05’) 4 . ( a )
1 __(9Cmr _ a
zH—< 0% ). 35 k{sm kbnl

b
A S I B
a a k= b

+ 6 (——@“"“ o2, @?Of’“ﬂz_)l } .

b
+ =
a

Sink=l b Goikal
a a

Cink, a 1, Gojka,
R o Sy e a F S
@mkn; @kan;

7 ( Ginkn, an  Cojky, )
il

__fT_l)

(120)

(121)
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Fithrt man diese Werte in die Bedingungsgleichung (b)) ein, so
erhalt man die Beziehung:

2b ’ L f,a
,77< lH~wl>= Ek Sm@z’h)

| b 1 1 \
- (B + By <—~~ e —)}

=i @ a@
Gmkn? Colk = 5

2 A, —- L -—ian_c;lcaz'g*éi
a b akn
ian,qknﬂb—

 (122)

+_b_ Gink», a ny, Cojkn )
a

(Cycoska — Fy) [ —eM
@inkn-’;- b o= @:Dflcn%

+ (Dycoskm — Gy) @%_%ﬂ.% .
@inkng @o;;m;

In dieser Gleichung tritt, wie bei der Dreimomentengleichung
des durchlaufenden Stabes, die Verkniipfung zwischen den sieben
Randmomenten 4, B, O, D, E, F, G der sieben Kanten zweier
benachbarter Felder einer durchgehenden Platte deutlich in Er-
scheinung.

Stellt man diese Gleichung m (n + 1) fiir die m Langstrager und
n (m + 1) fiir die » Quertriager noch auf, so gewinnt man die zur Er-
rechnung der 2mn + m 4 n» Randmomente erforderlichen Bestim-
mungsgleichungen.

§ 28. Die Entwicklung der Elastizititsgleichungen.

1. Die durchlaufende Platte mit einer einzigen
Felderreihe.

Die durch die Gleichung (122) ausgedriickte Stetigkeitsbedingung
muf} lings des gemeinsamen Randes fiir jeden Wert von #,, d. h. in
jedem Punkte erfiillt sein.

Will man diese Bedingung fiir » Punkte der gleichen Kante be-
friedigen, so erhalt man eine Gruppe von r Gleichungen, in welchen
nur die gleichen Unbekannten 4y, By, Cy, Dy, By, Fi, G, und zwar
in solcher Verbindung vorkommen, daf es von vornherein moglich ist,
wenigstens einen Teil dieser Grofien, welche mit dem gleichen Zeiger &
behaftet sind, abzusondern.

Die Auflosung der Elastizitdtsgleichungen gelingt am raschesten,
wenn nur eine einzige Reihe von Feldern vorhanden ist. Es miissen

Marcus, Platten. 14
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dann, wie die Abb. 68 zeigt, da die dufleren Rénder frei von Biegungs-
spannungen sein sollen, die Randmomente Cp, Dy, F; und Gy ver-
schwinden. ‘

b Ty e :
y |
I -
x
1 ]
Abb. 68.

Die Stetigkeitsbedingung lautet dementsprechend:

' b . 7
2~ (] — ofy) =2s1n( 5 %) Q2 Ay + By + By}, (123)
C . 1
Hierbei ist = l 2 _ (Tangkn a ’
T oa b a
‘Ianglcnfbf
k 1% 1 (124)
R e T ma .. a
@inknz @Dflcn?

Wird nunmehr die linke Seite dieser Gleichung in die Fouriersche

Reihe
0 — g = > ypsin 24

entwickelt, so erhilt man fiir die Kante aa die Gleichungsgruppe:
2b

24, u + » (B, + £y Z;WI’
2b
2 A4, py + vy (B, +E2) = ;'/’2’ (125)

2b
2 A5 ug + v5(By + E,) = P Y3

...........................

In jeder Gleichung kommen also, wie bei der Dreimomentengleichung
des durchlaufenden Stabes, nur drei Randmomente mit demselben
Zeiger k vor. Schreibt man in &hnlicher Weise die Elastizitétsbedin-
gungen fiir die nichsten Kanten auf, so lassen sich alle zum selben
Zeiger k gehorigen Gleichungen in einer von allen iibrigen Unbekannten
mit verschiedenem Zeiger unabhingigen Gruppe zusammenfassen.
Hiermit wird die Berechnung der durchlaufenden Platte auf die gleiche
Grundlage wie die Untersuchung des durchgehenden Balkens zuriick-
gefiihrt.
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2. Die durchlaufende Platte mit mehreren
Felderreihen.

Ein ahnliches Verfahren gestattet auch bei mehrreihigen Platten,
die Elastizitatsgleichungen in iibersichtlicher Form zu entwickeln.

Um die Erlsuterungen zu kiirzen, will ich mich auf die Behandlung
von Platten mit quadratischer Felderteilung beschranken. Der Weg,
welcher in den nachstehenden Untersuchungen eingeschlagen wird, fithrt
aber auch bei rechteckigen Feldern zum Ziele.

Beachtet man, daB fiir Z =1

1
Lang kn? -

Tang k a2

sich kaum von Null unterscheidet, so kann man der Stetigkeitsbedingung
den einfacheren Ausdruck
2a, , !

— \Wr— W
T[(I II)

1
—Zk{smkmbflk ki_l_ (By + By <@mkn n@kan)]

o Ginky, 1, Cof lcm)
%(F’“ O’“""s’”)(@mkn 7 Gofkn

Ginkn, 1y (Sofk%)]}
+ (G ‘chos’“”’(@tnkn % Gokn).

(126)

geben.
Da y=0—y, Yp=a+y
ist, so erhilt man auch, wenn
TY_ Y _
2 2 "

gesetzt und die Umwandlung
Ginkn,  n, Cojkn,
Ginkn a Cojkn
1 ek’ [Cojky 27 Ginky\ @szkz Ginky 27y @:Dflmy\
280k 2 (@oikg " ik 7 /

Sinkny, sy Cofky,
Ginkn n Cojkn

@ 2k2<@ofkn 277_®“"“7>+@T% (@mlm @.@oiknﬂ’

1
2(§ka71

7T ' 4 . T T
Cojk 5 Cink 5 Gink 5 Cojk )

sinkn, = sink%coskn — coslci;—sinkn

14%
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vorgenommen wird, die weitere Beziehung:
2 (0] — ol
. T .
=2k{(smk§ coskn — cosk Ersmkn>
1 1 1 1
240 Bt 8 (i i o)
1 Colky 29 Ginkyp (127)
+2@',0flc @mzk 5 [(Fe+Gr) —coska (Cr+ Dy)] P Ty
(S,oik*
2
o ok, — 6 —cosk (C— D) RN ”.@’i’l
2@o{kn 2 F14
ka§ @oflcg

Ich schreibe zur Abkiirzung

., 7 1 § 1 1
Zk{sm’“?"’s’“?[“kﬁ + B+ By (@mkn‘ - kn@oflcn)]

@inzk;i Cofky 29 Gink
+mk‘[(Fk+Gk)—COSkﬂ(Ok+Dk)] 7.1 7 = @y(n),
7 n ow o, T
@Ufk‘z— @1“[0—2*

w 1 1 1
= De{ont G sinen2 g Bt B (o~ )| (0129

Gof2k = . |
2 k 2 k
s gorlFi— G —coska(Cy— D) SEL TSR g,
Gink_- Colk—
2 2
22 (@] — of) = B,0)) + D).

Es ist leicht zu erkennen, daB die Reihe €, () nur die geraden und die
Reihe D, () nur die ungeraden Funktionen von # umfaBt.
Multipliziert man der Reihe nach die beiden Seiten der Haupt-
gleichung (127) zunéchst mit einer geraden Funktion ¢, (1) und sodann
mit einer ungeraden Funktion ¢, (%), integriert man ferner von

) = — —321 bis n =+ g— und beachtet man, dafl

T

3
f o (1) Puln) dy ~/45 () gy(n) dn =0
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sein muB, so zerfallt die Stetigkeitsgleichung in die beiden Bedingungen

(129)

2—7; (0] — aby) @y (n)dny = 2[@9(17)%(17)01%
_a 0

% l
-/ Wy — ) pu(n) dy = /45 () pu(n)dy .

Ich wahle jetzt

Pq () = cosqy, pu(n) = sinry

und nehme hierbei der Reihe nach

Da

fcos(qn) cos(kn)dn =20

]

wird, wenn k verschieden von ¢ ist und da ebenso

ro| §

fsin (r) sin (k) d 7

(/]

fiir alle geraden Zahlen k, die von r verschieden sind, verschwindet,

so liefern die Gleichungen

/@ () cos (g ) d

11\“‘4

_(—1)‘21q[244 i+( : +E,) }
Yqm T \@ingn ¢

%
o

qn @Diq )

y Tt
em2k—

+Zk

2Coikn

[(Fr+Gr)—

coska(Cy+ Dy)]

¢ @

Cofky

2y Ginky

cos?(qn) dy

((&ofkg T

Gink

n) cos(gn)dn,
2
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1 1

JT

2
D, (n) sin(ry)dy

° 2

=(-—1)%+1r[2Arriﬂ+(

JT
Cof2k 5

k2@0fkn

Es ist nun

o] 8

Bl

<(§0Wc1j .

(@inkn _
N JT
@nkfz—

o

Hiermit ergibt sich:

(—1)E*, z {244

— (= 1)§+1£Z@_;;27éiangkn[(ﬁ’kaG’k) — coskn (Cr— D).

Ginrna

[(Fi—Gr)—cosk (Cy— Dy)] <

2y Ginky
" aT
6mlc§

2y Gojky
JT
@oikz

1 1 1
qq_n‘_"(' -

~ raGojra

[

)45 [sneenran

Sinky _2717.@:011077‘

" T
@Smlc5

0

7T
2

[eos@nan= [smtenan=7,

o

sin(rn)dy.
i cs:ofk’21>

T
(&ofk-i

-1 2kq
)cos(qn)dn= (—1) 2 T g

2kr

Gink—

" JT
§@mk§

2

2
f 5 (1) cos(gn) d
o

) B+,

Gingzx  gnCojgn

22 Tangka[(Fi+Gy) — coskn (Cr+-Dy)],

-lgqg k?
VT D

B

2

[@utm)sin(rn) dy

"y 1 1

+ (@Inrn rm @Dfrn) (B,—}—E’,)}

sin(rn)dy = (— 1)z e
) (k2475 z(&r)[lc

2
g
2

(130)
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Wird jetzt wieder die GroBe (w} — w};) in die Fouriersche Reihe
B-1 k
Wy — ol = D(=1) 2 yroosky + > (—1)T  yusinky  (131)
£=1,35,7... £=2,4,6,8...
entwickelt, so erhilt man auf Grund &hnlicher Betrachtungen wie
vorhin : n
JT

-1
/(wl — wu) cos(gn)dn = ('—l)T 1 P

; (132)
2

/(w[ — o) sin(ry)dy = (—1)2 +l%wr.

Fiithrt man die Werte der Gleichungen (130) und (132) in die Glei-

chungsgruppe (129) ein und setzt man Tangksw =1, so gewinnt man

schliefilich als zusammenfassenden Ausdruck der Stetigkeitsbedingungen
das Gleichungssystem:

l 7T m\? 1 1 1 |
q 2 94V = (5) [2 Aqi + (@inqn o qn@ofqn) (Bq_*—Eq)J

+2k2 s @+ Fo) — coska (Dy+ G,

1= 7\? 1 1 1
et = (§> lz ATE + (@inrn T ra @Dirn) (BT+ET)]

(133)

12
+ 2(702‘_;72)5 [(G% — Fi) — coskn (D — Cy)].

Die Reihen konvergieren in den meisten Fillen so rasch, daB die
vier Glieder mit ¢ = 1, r = 2, ¢ = 3, r = 4 fiir die Erfillung der Rand-
bedingungen voéllig ausreichen. Es brauchen daher fiir jede Kante nur
die vier Gleichungen:

St = G 2 + (i — ) 2+ 0]
F g @+ P+ Dy + 0]
+ g (Gt B — (0, + Cy)
+ g 1o (@ )+ (D 0]
+ i (G E B — (D + 0,
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%”%hzgYPA@%+«@;n_&n&mJu%+%ﬁ
+ i g (G — B+ (D — o)
+ i p g G — F) — (D= )
gy g (60— F) - (Dy — (o)
g (G — P — (D= Gy,

(134)

—

7oy (7 2] ‘} < 1 - 1*77 }
?“?—(5) [Z“-‘sgﬁ Sin3x 3n@oggn) (B; + fy)

12 . y
+ (I® f 3% (G, + Fy) 4+ (D + ¢4)]
92

g G+ B — Dy + )
+ 3%) (G5 + F3) + (Dy + )]
+@§%ﬂ@+nwwm+an

Zo = 5 25 + (orns — smciras) o)
n ﬁ [(Gy — Fy) + (D, — )]
+_Eﬁ5?Z§§UGz—-FQ——(Dz——CQ]
n (3,2,,1242,,) (G — F3) + (D, — Cy)]
+@$Eﬂ@—ﬂ%4%—qm

aufgestellt zu werden.
Infolge der raschen Konvergenz kénnen die mit dem Zeiger k> ¢

oder k> r behafteten Glieder neben den Gliedern mit dem Zeiger
k=gq oder2 k = r vernachlissigt werden, weil die Koeffizienten (172_%2)—2 »
oder- m , mit denen sie multipliziert werden sollen, mit wachsendem
g oder r merklich abnehmen und der Beitrag dieser Glieder zur rechten
Seite der Elastizititsgleichungen meistens viollig belanglos ist. Der Auf-

bau der Stetigkeitsbedingungen zeigt dann die folgende Abstufung:
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a oy [7)? 1 1 1
sat = (5 [+ (g - n@ofn,) (8, + 1,
12
+ 1 412y (G, + F,) + (D, + O],
Tl (ZV oy, L (1 ! )
2%2 T (2) [2A22n+ Gin2n  2xCof2x (B”LEz)}
12
+ (AIHQT)z (Gl - Fl) + (D1 - 01)]
92
+ (2% + 222 [(Gy — Fy) — (Dy — Cy)],
f_v;a_zzz[ 1 ( 11 )
2% (2) 2A3371+ Gin3n  37C0|3xn (B3+E3)}
12 ij 7 A
RRTEE LG U C LV S
22 ;
g g (G B — (Do 4 )
92
+ ey gaplGat o) + (s + Gl
St = (5 g+ (e — gl e 2]
%4~ (2) 2Aign T Gindn 47 Coj4n (Bo + £y
12
92
+ (ZT—}—TZ_)Z [(Gz - Fz) - (Dz - 02)]
92
+ g aplGo— Fo) o+ (D3 — Co)]
42
+ g apl© — T — (0 — Ol

Die Auflosung der Gleichungen wird wesentlich erleichtert, wenn
die Belastung entsprechend der in Abschnitt III, S. 49, entwickelten
vierfachen Symmetriebedingungen in vier Gruppen verteilt wird. s
bleiben dann fiir jede Gruppe meistens nur so viel einzelne Elastizitéts-
gleichungen iibrig, als Trager vorhanden sind.

Die nachstehenden Beispiele werden zeigen, daB trotz der Mannig-
faltigkeit der Randbedingungen die Ermittlung der Stiitzenmomente
als eine verhaltnismaBig einfache Aufgabe betrachtet werden kann.
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§ 29. Die Berechnung einer Platte mit drei quadratischen
Feldern.

Die in Abb. 69 dargestellte- Platte besteht aus drei in einer Reihe
liegenden quadratischen Feldern. Der Spannungszustand soll zunichst

R 5
R
JL & a e A
- ]
Za 2a 4 Za—=

Abb. 69.

unter der Voraussetzung, daf3 alle Felder belastet sind, und dann unter
der Annahme, daB nur einzelne Felder eine Belastung erhalten, unter-
sucht werden.

1. Der EinfluBl einer gleichméidBigen Belastung
aller Felder.
Die in § 28 entwickelte Grundgleichung (123) nimmt, da die Felder

quadratisch sind, wenn

1

gesetzt wird, die einfache Form

a
2— (0} — ')
n(I 11

] 1 1 .
= Z’“{“’“E T (@inkn - kn@ofkn) (B + E’“)}smk
an.

Infolge der Symmetrie in bezug auf die z-Achse fallen zunichst die
Glieder mit den geraden Zeigern k = 2, 4, 6, 8 . . . fort. Die Symmetrie
in bezug auf die y-Achse des Mittelfeldes fordert andererseits, dafl die
Stiitzenmomente 4 und E der Kanten aa und ee untereinander
gleich sind, wihrend die Momente B und H fiir die biegungsfreien
AuBenrénder b b und % h verschwinden miissen.

Die Grundgleichung lautet daher

(136)

o] 9
2 |

2a 2a k-1 7T
;»(a)g — o) == § (—1) 2 yycos <k§ ‘Z‘>
k=1,3,5 i
r-1

_ 2, 1 ! 5 oosk ™ Y
_ZkAk(E_l—@inkﬂ*kn@oiIiﬁ)(_1) } COSkZ a’
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Sie zerfallt in die Gleichungen:

1 4 1
A |1+ ?(@inn ~ Gojn ) =¥
1( 3= 1 ]
s L1+§<@ir{3n—ﬁoi3n). Vs (137)
[ 1( 5= 1 ]
4 _1+~2—(@ﬁ15n, @:01571)_ = %%

Um hieraus die GréBen 4 errechnen zu koénnen, miissen zuvor die
Werte v ermittelt werden. Die Berechnung der ringsum frei aufliegen-
den, gleichmaBig belasteten quadratischen Platte liefert hierzu, wenn
die Belastung der Flicheneinheit mit g bezeichnet wird, die folgenden
Beziehungen:

ago> - gas .
((995 —+O,108114Tfurx—ia, y=0,
3
= 0100755 L5 fiw o = +a, y=,
B 2
— +0019014 L% fir 2 —ta, y="7,
3
= 0,044250 L2 fiir o — +-a, y="27,
. 3
:$0>0 %fﬁraﬂ:ia, Yy=a.

Mit Hilfe des in § 24, S. 193 entwickelten Interpolationsverfahrens
erhalt man fiir die Neigung der [,-Fliche lings der Rénder x = +a
die Gleichung:

4 0,000259 cos (5 z l) + 0,000 045 cos (7 i l) .
2 a 2 a

SRS

), =5 o (2] s
(9w>z=ﬂ_+7 0,109976 cos |- ) — 0.002075 cos (3 5

Man kann sich leicht iiberzeugen, dal die diesem Ansatz entsprechenden
Werte fiir die Stellen

a 2a 3a
y=20, y=5> Y=4> Y= Y=o

mit den vorstehend angegebenen Werten iibereinstimmen.
Da ‘

w,r . ((9 Co) e (aé—o> . ‘A(Ul
I \éa x:+a_ dx :'—a— H




29() Die Berechnung durchlaufender Platten.

ist, so erbalt man auch

3
W — a)i-l =_9v [0,219 952 cos (%

Y Ty
v ———) — 0,00415 005(3 ) )
¥

Es ist also:
ga?
yy = — 02199525,
vy = — 000415 1%
l/J3 - ) N E)
ga*
s = — 0,000518 N
ga?
Cpp =+ 000009 T
Aus den Gleichungen (137) folgt ferner:
.gat
= —0,201 2886 ~
4, 0,20 ¥

gat

A, = —0,00414727
3 ) N
ga*
-

Da die Reihe, wie man sieht, sehr rasch konvergiert, so kann man sich
bei der weiteren Berechnung auf das erste Glied A, beschrinken.
Die Gleichung der {’-Fliche lautet nunmehr

Ty [A1<@in§1 & @Df§1> +Bl<@irt§2 & @0552)]'

Ay — —0,000518

C=cos 3 0|4\ Gna — = Topn

Ginan =z Cofn
Fir das AuBlenfeld I ist B, = 0, daher:

e L _M(@msﬂ & C&ofsl)
{r = —0,2012886 s Giin  n Gofn)

Fiir das Mittelfeld mit 4, = B, ist hingegen:

[@in &+ Ging,  £C0jé 4 &,80] 52]
Ginx 7w Cojn IR

ga’4 Ty
o — 6L — R
CII 0,201 288 N COS )

]
Fiigt man diesen Werten {’ die in § 7 errechneten GréBen {, hinzu,
so erhalt man beispielsweise fiir die endgiltigen Verschiebungen ¢ der
Mittellinie (y = 0) die folgenden Werte:



Die Berechnung einer Platte mit drei quadratischen Feldern. 291

AuBenfeld 1.

3 at
Punkt y = 0, x:—za:51=0,02133197v— ,
2 at
v — el = 0,037607% )
1 a?
xz—za:C120,04628297~v ,
’ 4
e=  0:0—=004655172
1 at
x=+za:51=0,038886%,
2 at
=+Za;c,=o,025196‘%7—,
3 at
x=+z—a:é‘1=0,009607gi,
_ o ge
xr = GJ.CI i0,0 N .
Mittelfeld I1.
3 ga*
Punkt y =0, z= iza:QI: +0,004910 =,
2 , a?
x=;{j—4—a:§'11: 0,015‘806%,
1 a?
x=+o:ln= 0,024840%,
4
z— 0:0y— 002822672

N

Um die Hauptspannungsmomente langs der Mittellinie (y = 0) zu
bestimmen, miissen jetzt die Zusatzmomente
o2y

O’

/ oy
auf Grund der Gleichungen (117) ermittelt werden. Die zugehérigen
Werte fiir die wichtigsten Punkte im Mittelfeld und in den AuBenfeldern

sind in nachstehender Tafel 16, welche auch die Grofle der endgiiltigen

Momente o2
Sx:*Nﬁ=é‘ox+8§m
0w
_ 2L .
S, =—N 5~ = 8y + 5
y oyt oy T Sy

angibt, zusammengestellt.



Die Berechnung durchlaufender Platten,

N
3
N
L
"’s
? Abb. 70.
19
7 1
6y T '\’g}
M
5 + g + 3
9 N 37 N
E + Sp ‘SJ >
-2a a ! a- 2a
ai———
Abb. 70a.

/-q 045 pa®
[

-9 775 pa?

Abb. 70b.

& _ 4

Abb. 70. Spannungsmomente der Mittellinie einer durchlaufenden, gleichmaBig
belasteten Platte mit drei quadratischen Feldern.
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Tafel 16.
Die Hauptspannungsmomente lings der Mittellinie einer gleichmiBig
belasteten, durchlaufenden Platte mit drei quadratischen Feldern.

% So s, ‘ Sz ‘ Soy s, sy Faktor
— 31 0,08098 |+0,00058 |+0,08156 | 0,05709 '—0,01159 |+0,04550| ga?
— 11 0,12219 |—0,00052 [+0,12167| 0,10435 |—0,02317 |+0,08118| ga?
% — 1] 0,14053 | —0,00544 |+0,13509 | 0,13501 |—0,03466 |+0,10035| ga?
< )+ 0] 014557 —0,01756 |-+0,12801 | 0,14557 |—0,04521 |+0,10036| ga?
&1+ 41 014053 |—0,04234 |+0,09819| 0,13501 |—0,05291 |+0,08210 ga?
<q= + % || 0,12219 |—0,08881 |+0,03338 | 0,10435 |—0,05379 {+0,05056 | ga?
+ 31 0,08098 |—0,17171|—0,09073 | 0,05709 |—0,04052 |+0,01657 | ga®
+1 — ‘—0,31500 —0,31500 ‘ — | — — ga?
= (4% || 0,08098 !—0,17064 —0,08966 | 0,05709 |—0,05211 {+0,00498| ga?
< + % 1 0,12219 ‘—0,08933 +0,03286 | 0,10435 |—0,07696 |+0,02739| ga?
;3: + % || 0,14053 |—0,04778 |4+0,09275 | 0,13501 |—0,08756 |+0,04745 ga?
S | £+0 | 0,14557 |—0,03511 !+0,11046 0,14557 ‘—0,09043 +0,05514 ‘ ga?

Der Spannungsverlauf selbst ist in Abb. 70 dargestellt. Er zeigt
eine dhnliche Verteilung der positiven und negativen Biegungsmomente
wie beim durchgehenden Balken mit drei gleichen Feldern.

Vergleicht man die entsprechenden Grofien s, und s;, Sy und s,
miteinander, so erkennt man, dafl durch die Kontinuitét die Biegungs-
beanspruchungen in der y-Richtung in erheblich stirkerem Mafle als
in der z-Richtung herabgemindert werden. Durch die Stiitzenmomente
wird die Steifigkeit der Decke in der a-Richtung wesentlich erhéht:
die Platte iibernimmt daher in dieser Richtung einen weit groBeren
Anteil als in der anderen. Da die Wirkung der Kontinuitit in den Mittel-
feldern, die an zwei Seiten durch Stiitzenmomente in Anspruch ge-
nommen werden, groBer ist als in den AuBenfeldern, deren Stiitzen-
momente nur an einem einzigen Rande auftreten, so ist auch der Span-
nungsunterschied s, — s, in den AuBenfeldern geringer als im Mittelfeld.

Es ist besonders beachtenswert, daB die fiir die Anstrengung der
Platte maBgebenden Grenzwerte

(S12)mx = 0,135 ga? im Auflenfeld,
(Srra)wax = 0,1105 ga? im Mittelfeld
(8¢)win = —0,315 ga? iber dem Triger

sich zueinander wie 1 : 0,82 : 3 verhalten, wahrend beim dreifeldrigen,
gleichmiBig belasteten, durchgehenden Balken die Grenzwerte der

Biegungsmomente Mppx = 0,08 gl2,
MIIma.x = 0!025 gl2 ’
Mmin = _0,10 gl2

dem Verhiltnis 1 :0,3125 : 1,25 entsprechen.
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Die Abweichung ist bei den Stitzenmomenten am grofiten, weil die
Platte in unmittelbarer Niahe des Randes in der Randrichtung keine
Kriimmung erfahrt : die Biegung senkrecht zum Rande ist hingegen sehr

betrichtlich und kommt in dem hohen Wert von Symi zum Ausdruck.
2

0
Die Tatsache, da$ in der Tragerrichtung g—y—i = 0 ist, bedeutet jedoch
nicht, daB an dieser Stelle die wirklichen Spannungsmomente
02 1 02¢ )
=N (5; m o
verschwinden. Nimmt man beispielsweise m = 13 an, so wird fiir y = 0:

s, = —0,0945 ga?.

Die Biegungsbeanspruchungen sind also auch in der Randrichtung nicht
unerheblich und diirfen daher bei der Querschnittsbemessung von
Hisenbetonplatten nicht auller acht gelassen werden.

2. Der EinfluB einer wechselweisen Belastung
einzelner Felder.

Um den EinfluB einer ein-

ATV : y ¥ seitigen Belastung der Platte
festzustellen, mogen jetzt zwei
7 Laststellungen untersucht
Gl S T M T S T werden, .
Fall A: Die AuBlenfelder sind
. *ﬁ% - - ‘% _ gleichmifig belastet,
B das Mittelfeld. unbe-

z lastet;
Fall B: Die Aullenfelder sind
B R unbelastet, das Mittel-
feld gleichmaBig be-

/g . lastet.

¥ v 3 F 2K 2 22 2 o4 L Lk b

Man kann im Sinne der
schematischen Darstellung in
Abb. 71 die gleiche Lastver-
x teilung erzielen, wenn man
Abb. 71. zunichst

[PH>
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(Belastungsstufe  I) alle Felder gleichméBig mit % und sodann
entweder

(Belastungsstufe [1I) die AuBlenfelder mit -- g, dag Mittelfeld mit
P

— 5 odér

(Belastungsstufe 11I) die AuBlenfelder mit — }23, das Mittelfeld mit
-+ 22)— belastet.

Die Formanderungen und Spannungen fiir die Stufe / sind, sobald
g mit % vertauscht wird, durch die Ergebnisse der vorhin durchgefiihrten
Berechnungen bereits bestimmt. Bei den Stufen II und 111 gelten fiir
jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen wie fiir eine

ringsum aufliegende, mit igp gleichmiBig belastete quadratische Platte:
man braucht also nur auf die in § 7 ermittelten Werte der Verschie-
bungen und Spannungen zuriickzugreifen und p durch i% zu ersetzen,

um die entsprechenden Werte fiir die Stufe I7 oder II] zu erhalten.
Hierdurch ergibt sich beispielsweise fiir den Mittelpunkt des Auflen-
feldes I

bei der Stufe I:

p at

= 0,046 551 ,
{=10,046551 3~

5, = +o,128012ga2, 8, = —[—0,100353%0&2,

bei der Stufe I1:

f— »}—0,064876%%1, s, — —!—0,145568%(12, 8, = —I—O,145568§a2,
bei der Stufe I11:

t= —0,064876%%;, 5, — —0,145568—7;3(12, 5, = —0,145568§a2,
bei der Laststellung A4 :

’ 4
L= +0,055713p—N“~, 8 = 1013679 pa®, 5, =-+012296 pa?,

bei der Laststellung B:

4
£ = —0,009162 %‘7, 35, = —0,008778 pa?, & — —0,022608 pa?,

Marcus, Platten, 15
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fir den Mittelpunkt des Innenfeldes I1:
bei der Stufe I:

4 2 2
= +0,028 226% % §, = +0,110457 %, 5, — -+0,055138 ﬁg-,

bei der Stufe I7:

_ pat opat o pa*
(= 0,0648762N, s, = —0,145568 5 = 0,145 568 5

bei der Stufe II1:
2 N’ 2
bei der Laststellung 4:

4 2 2
t— 400648762 % 5 — 101455682 5 — —|—0,1455681%,

4
= —0,018 325%, 5, = —0017555 pa®, 3§, = —0,045215pa?,

bei der Laststellung B:

4
= 40,046 551%, 8, = +0,128012pa?, s, = 40,100353 pa?.

In shnlicher Weise sind fiir die iibrigen Punkte der Mittellinie die
Werte s,, s, errechnet und in Abb. 70a und 70b eingetragen worden.

Da bei einseitiger Laststellung die Stiitzenmomente nur halb so
groB} sind als bei gleichzeitiger Belastung aller Felder, so ist der Steifig-
keitsunterschied zwischen Lings- und Querrichtung und dementspre-
chend auch der Spannungsunterschied s, — s, geringer.

Die Grenzwerte der Biegungsmomente sind bei der ungiinstigsten
Laststellung iiberhaupt nicht wesentlich geringer als bei der ringsum
frei aufliegenden Platte: die Kontinuitét hat also fiir die Spannungs
verminderung bei einreihigen Platten durchaus nicht die gleiche Be-
deutung wie beim durchlaufenden Balken.

Diese Feststellung ist fiir die Beurteilung der Niherungsverfahren
fiir die Berechnung durchgehender Platten von erheblicher Bedeutung.
Folgt man den deutschen Vorschriften, so miiite man bei quadratischen

Feldern den beiden Spannrichtungen die gleiche Belastung p, = p, = %
zuweisen.

Die Querstreifen wiirden dann, unabhéngig von der Art der Last-
verteilung in den einzelnen Feldern, als frei aufliegende Balken das

: 2 2
Moment u, = p, i p%;t_ =0,25 pa? aufzunehmen haben. Die Langs-
streifen hingegen miiiten als durchgehende Balken berechnet werden.
Sie wiirden, je nachdem die Laststellung 4 oder B in Betracht gezogen

wird, im AuBenfelde durch die Momente
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(Uodmax = O,1 112?2, - 02 pa?,

(Uz)min =v—0,021%Zz = —0,04pa?,
im Innenfeld durch die Momente

(M) min = —0,05 %p = —0,10pa?,

l2
(H)oae = +0,0755 - — 40,15 pa?

beansprucht werden.

Um die Abweichungen von der genauen Berechnung zu beleuchten,
sind in den Abb. 70a und 70b die Naherungswerte u,, &, neben den
richtigen Werten s,, s, aufgetragen.

Man sieht zundchst, daB ein wesentlicher Fehler der Naherungs-
berechnung darin liegt, daB sie im Gegensatz zur genauen Untersuchung
fiir die in der Wirklichkeit geringer beanspruchten Querstreifen grofiere
Spannungswerte als fiir die Lidngsstreifen liefert.

Die genauen Werte sind ferner, soweit die positiven und vor allem
die negativen Feldmomente in Betracht kommen, durchweg und nicht
unerheblich kleiner als die angenéherten. Im Falle einer gleichzeitigen
Belastung aller Felder bleiben hingegen die niherungsweise ermittelten
Stiitzenmomente hinter den richtigen Werten s, = —0,315 ga? merk-
lich zuriick.

Der Vergleich Dbestitigt wieder, daB das Niherungsverfahren
nur in sehr beschrianktem Mafle als zuverlissig angesehen werden
kann und daBl seine Ergebnisse einer wesentlichen Berichtigung
durch die genaue Untersuchung bediirfen, wenn die Querschnitts-
berechnung eine sichere und wirtschaftliche Ausniitzung der Festig-
keit des Baustoffes ermoglichen soll.

§ 30. Die Berechnung einer Platte mit neun quadratischen
Feldern.

Die in Abb. 72 dargestellte. Platte besteht aus vier Eckfeldern I,
vier Randfeldern II und einem Mittelfeld III. Ist die Belastung
symmetrisch sowohl in bezug auf die Hauptmittellinie wie auch in bezug
auf die Hauptdiagonalen verteilt, so lassen sich hinsichtlich der Art der
Forméinderungen und Spannungen die zwolf Kanten in zwei Gruppen,
die mit (r) und (s) bezeichnet werden mdégen, ordnen. In die Gleichungen
der zugehérigen ('-Flachen sind an Stelle von A;, By, €y .. . die Bei-
zahlen R, S sinngemil} zu setzen.

15*
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In den Stetigkeitsbedingungen des gemeinsamen lotrechten Randes
der Felder I und II¢ treten die GroBen
Ay=Ry, By=0, Cy=Ry, D=0, Ey=R,, F;=28, G=0

auf. Fir die Elastizitatsgleichungen des gemeinsamen lotrechten Randes
der Felder II® und I7]* kommen hingegen die Glieder

Ak=Sk’ Bk=0’ Ok':Rk: Dk=Rk> Ek=Sk) szsk) Gk=Sk
in Betracht.

J—| 1% p 1% I |--J

K- r 5 r -—K

L--| r¢t s m s ¢ |--L
r S

IC r I£ » jc

Abb. 72.
Fiihrt man die Abkiirzungen
k2 k2
R (O
1 1

Skn  kaGofkn *

ein, so erhilt man auf Grund der Formeln (134) die folgenden Glei-
chungsgruppen
a) fir die Kante 1—11:

b a\2| 1 A

§aw1 =\ 72R1;+R171 +61,1(S1+R1)+52,1(S2_R2)
+ &3,1 (834 R3) + &4, (84 — By) »

LR w\2 | 1

?a%:<§> 72R2'§-7Z‘+R272 ~ 1,0 (8 + By) — &5 (8, — Ry)

, — 83,0 (83 4+ RB3) — 24,5 (S, — By,

Ty w\2f 1 ]

Ea??) == (‘2‘> ~2R3% + R373_ + &,3(8; + By) + &,3 (S, — Ry)

+ &5,3(8; + B;) + 4,3 (8, — Ky,

7T Y a\2| 1
Eaf=(—> 2R4E+R4747 — &1,4 (81 + By) — 5,4 (S; — Ry)
— &3,4 (834 Rg) — &,, (84 — Ry) ;
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b) fiir die Kante I—111:

P4 a\2 ] 1
5 Y, = Bl 281;+8171 + 2¢&,; (8 + By) + 2& 1 (S, — By)
+ 2&5,, (S5 + Ry) + 26, (8, — Ry),

a\2 | 1 1
=%>”@ﬁ@ﬁ

Yy
2

7 a\2 | 1 ]

E“% = (5) _2‘83% + S3?’3J + 2¢&,3(S;+ Ry) + 2¢5,3(8; — Ry)

+ 253,3(33‘{‘ Ry) + 264 5(8, — R,),

mowe _ (7V ], o L
2% w(2) 284y 7 T Sara-

1. Der EinfluB3 einer gleichmédBigen Belastung
aller Felder.

Bei gleichmiaBiger Belastung aller Felder kommen die gleichen

~

Werte (%) wie bei der Untersuchung der dreifeidrigen Platte in
z=+a

§ 29, 1 in Betracht. Es ist also:
ga
y, = —0,219952 = -,

Yo = 0, ga3
Y3 = —0,004.15 W ,
y,= 0.

Die Glieder y mit geradem Zeiger fallen hierbei fort, weil bei der
ringsum frei aufliegenden Platte die ,-Flache in bezug auf die z-Achse
symmetrisch ist.

Die vorhin aufgestellten Stetigkeitsbedingungen lauten nunmehr

a) fir die Kante e —IJ]a:

4
-0,3455 gjvc_t_ =1,716702 R, + 0,25 (8, + Ry) I + 0,16 ¢S, - R.) + 0,09 (S3 + Rs) + 0,055363(S; — Ry),

0=0793147 R, - 0,04 (S, + Ry) - 0,0625 (S, - Ry| - 0,053254 (S, + R) - 0,04  (S,- Ry,
4
-0,002173 gl:f = 0,523955 Ry + 0,01 (S, + Ry +0,023669 (S, — Ry) + 0,027778 (S, + Ry)| + 0,0256 (S, - Ry),
0 = 0,392715 R, - 0,00346 (S, + R)) — 0,01 (S, — R) —0,0144 (Ss+ Rg) — 0,015625(S, — Ry);
b) fir die Kante 11t —I11b:

4
~0,3455 "73- =1,7167028; + 0,5 (Sy+ Ry)

0 =0,793147 8S,,

4
1 ~0,002173 g; =0,5289558; + 0,02(S:+ Ry) + 0,047338(S; — R,) + 0,055556 (Sy + Ry) l +0,0512 (Si- Ry,

0=0,3927158, .

+0,32 (S: - R,) + 0,18 (Ss + Ry) +0,110726 (S; — Ry),
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Hieraus erkennt man zunéchst, daBl die Glieder S, und S, ver-
schwinden, ein Ergebnis, das leicht zu erkliren ist, wenn man bedenkt,
daB in der {’-Gleichung des Mittelfeldes die Beizahlen S, und S, nur
die ungeraden Funktionen von # umfassen und, da die letzteren infolge
der Symmetrie der elastischen Fliche in bezug auf die z-Achse im Mittel-
felde ausscheiden miissen, so fallen die Beizahlen S,, S, wie die GréBen
Wy, Y, fort.

Werden in den vorstehenden Gleichungen die Glieder rechts von der
treppenférmigen Abgrenzungslinie vorerst gestrichen, so erhalt man
nach einer einfachen Umrechnung die folgende Gleichungsgruppe:

4
1,716702 B, + 0,25 (R, - 8,) = —0,3455 :"% ,
gat
1,716702 8, + 0,5 (B, + ;) ~—0,3455 7,
0,793147 R, — 0,0625 (— R,) = +0,04(R, 4 8,),

.
0,523955 Ry + 0,027778 (R, + S5) = —0,002173 % — 0,01 (B, + 8,)
—0,023669 (— R,),
4
0,523955 8, + 0,055556 (R, + S;) = —0,002173 %‘\‘7 — 0,02 (B, + 8,

— 0,047338 (— R,),

0,392715 R, — 0,015625 (— R,) = +0,00346(R, + S,) + 0,01(— R,)
+0,0144 (R, + S,) .

Hieraus ergibt sich der Reihe nach:

gat gat

R, = —0,161412 N R, = +40,00034528 N
gat ga
= —0,119454 7 = Lo

S, 0,1194 v 8; = +0,004837 862 N
got ga*

Benutzt man diese ersten Naherungswerte, um die GréBe der rechts
von der Abgrenzungslinie vernachlissigten Glieder der Hauptgleichungen
(a) und (b) zu bestimmen, so erhélt man die Fehlergrofen

4
+0,002671 % fiir die 1. Gleichung der Gruppe a,

4
—0,000351 024% fir die 2. Gleichung der Gruppe a,
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4
—|-O,()OOO48014£(L fiir die 3. Gleichung der Gruppe a,
- gat : '
F0.0 i fiir die 4. Gleichung der Gruppe a,
4
40005342 2% fiir die 1. Gleichung der Gruppe b,
N g Pp

1
+0,000096028iq;— fir die 3. Gleichung der Gruppe b.

Sie sind im Vergleich zu den Werten der linken Seiten der fraglichen
Gleichungen auBerst geringfiigig, und man kann daher mit Recht an-
nehmen, daB die Naherungswerte sich kaum von der genauen Losung
der Gleichungen (a) und (b) unterscheiden diirften.

Werden die rechten Seiten dieser Gleichungen um die soeben er-
mittelten Fehlergrofen berichtigt, so entsteht die neue Gleichungsgruppe :

4
1,716702 B, + 0,25(B, + 8,) = —(0,3455 + 0,002671) 213—,
4
17167028, | 0,50 (R, + 8,) = —(0,3455 -+ 0,005342) E’Z%—,
| Jas
0793147 B, — 0,0625(— Ry — —(0,000351024) '

+0,04(R, +8,),
0,523955 Ry -+ 0,027778 (B + S;) = — (0,002173 + 0,000048014) %{’:«
— 0,01 (B, +8,)—0,023669 (— Ry),
0,523955 8, -+ 0,055556 (Ry + S5) = — (0,002173 - 0,000096028) 97“4
— 0,02(R,+8,) —0,047338 (— Ry),
0,392715 B, — 0,015625 (— R,) = -+0,00346 (R, + S;) + 0,01 (— Ry)
40,0144 (R, + S) .

Die zugehérigen Losungen sind

gat ar  99*
R, = —0,1615459 <, S, = —0,1218337 <,
) i s 0 337 5
ga* gat
Ry = +0,000319013 5 Sy = +0,004785328 N
gat
R, = —0,01283726 S S, = 0,0,
gat
R, = —0,001906789 *_, S, =0,0.

N
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Durch diese Werte werden aber auch die ungekiirzten Hauptglei-
chungen (a) und (b) mit der gréBten Genauigkeit befriedigt. Da
die Abweichung gegeniiber den ersten Naherungswerten, mit Aus-
nahme der an sich sehr kleinen Gréle REj, durchschnittlich nur
1—29%, betrigt, so erkennt man, dall die abgestuften Naherungs-
gleichungen vollig ausreichen, um die gesuchten Beizahlen R und §
zu bestimmen.

Die Reihen konvergieren im iibrigen so gut, daf fiir die Darstellung
der {’-Flache nur die drei Groflen R,, S; und R, beriicksichtigt zu wer-
den brauchen.

Die wirkliche Gestalt der elastischen Fliche wird nunmehr durch
die folgenden (leichungen dargestellt:

a) beim Eckfeld Ia:

- . Ginké, & Cojk EI)
{1 = Cor +k=21; R, [Slnknl(@inkn — . Golba

Ginky, ny @kanl)}

+sink s, (@inkn 7 Gofkn

b) beim Randfeld I{a:

ink & k
b= b, 2 st (G~ % i)

k=1,2

G- oo G|
c) beim Mittelfeld 111b:
o=t o G B + (B2 4 683
e (G - ) + (@R Tl
Schreibt man zur Abkiirzung
k

Cinky, n, Cofky, _ Sinkn, n, Cojky,
Sinka  x Gojhn M) = Fi(n),
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so lassen sich die vorstehenden Formeln durch die einfacheren Aus-
driicke

{1 = Cor +2Rk[5ink771 Fy(&) 4 sink & Fi(ny)],
E=1,2

l

b = Lo+ Besink [ Fa(§) + Fo(&)] + 8 sin & Fyny); |} (140)
k=1,2

Cor = Copur + Sy {sinn, [F (&) + Fy(&)] + sin &4 [ Fy () + Fy (55)])

ersetzen.

Setzt man weiterhin

0 [ (1 0y 2 1
FUE) = o Pu(e) =kt [Tk £ COkE 2 Bk

& Simkn a Cofkx  kn Cojk=z
2 ink
=e[ne - 2 Gl

~

vy 9 _ 2(@ink17_i. Cofky _i.@i‘nkq)
Fi () ansz(I]) k Snkn  n Gojkn  En Gofkn

N @inkn)]
) = e ot |

— 2

so lauten die Gleichungen der Grenzwerte der Biegungsmomente fiir
das Eckfeld Ia:

§ el 7 ) 5 i
— sinkn, F; (&)1,
, RL_ ™ Vs i :
—_ Slnk&lF;c,(nl)] 5

fir das Randfeld Ila:

_ 02 _ 2 -y ) " ”
Sy = —N—a%= Spp — N(%) {2 Ry sinkn [Fi(&) + Fi(&)]

(141)
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fiir das Mittelfeld I11b:

_ N ¢ : ?

8 = ~—f(§—g—;m' = §pp — N (é%) S, {vsimy1 [FY (&) + FY(&5)]
— sing [Fy () + F1 ()]},

_ N 2

s, == Sy N () st TR ) + P )
— sinn, [F1(&) + F1 (&)1}

/,. "'T\“
/ 1 \- Schnint B~-KE
.\.
\
\
Lo,
N N
L
!
)
Schrirr J-J \..
\
\
\
el ~a
N+ %Ng, ¢ 9
A\ SN 3
“ \‘ g g; N}
\ . *
\3_,_- ~ ~—~ Y

/"
}ed 76gat

o
&

Za

Abb. 73. Spannungshild einer gleichmiBig belasteten durchlaufenden Platte
mit neun quadratischen Feldern.

Mit Hilfe dieser Formeln sind fiir die wichtigsten Schnittebenen
sowohl die Ordinaten { der elastischen Linien wie auch die zugehérigen
2L 62

Kriimmungen T oyt ermittelt worden. Die Rechnungsergebnisse

sind in den Tafeln 17 und 18, welche auflerdem die hiufig zu gebrauchen-

den GréBen Fy (&), Fi (&) enthalten, zusammengestellt und durch die
Abb. 73 veranschaulicht.
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Tafel 17.
Zahlenwerte fiir die Untersuchung durchlaufender Platten.
~ Gin& & Cojé ey [ . 2 @in&}
PO = Gina ~ 7 Gopr 0 DO=URO -G
_ Bim2& & CGof2¢ ——— 2[ 2 Gin2f

B0 = Gmaa 7 opga > PO =20 - o Gl -
z Gin & Sofe Fi(® FY
0 0,0 1,0 0,0 0,0
L 0,4038467 1,0784673 0,023 339 +0,001160
2 0,8686717 1,324 6087 0,046 651 —0,001 055
4 1,4701621 1,7780260 0,069 782 —0,010958
o 2,3012997 2,5091792 0,091038 —0,035 348
5 3,491 910 3,6322769 0,106 523 —0,085250
4 5,2279727 5,32275647 0,108 306 —0,178810
T 7,780664 5 7,844 6631 0,081 583 —0,345724
4 11,548744 11,591 957 0,0 | —0,634 247
2 Gin2s Gof 28 Fal®) P

T |

N o
0 | 0,0 | 1,0 0,0 ‘ 0,0
1 0,8686717 1,3246087 0,002 626 \ 0,006 372
* 2,3012997 2,5091792 0,006 251 ‘ 0,014 060
H 5,2279727 5,3227547 0,012071 \ 0,023424
1 11,548 744 11,591 957 0,021 486 0,031 024
& 25,367 155 25,386 903 0,035483 0,021 300
p? 55,654431 55,663425 0,051941 —0,056 896
i 122,0734 122,0775 0,056 978 —0,352600
8 267,744 2 267,7461 0,0 —1,273324

Die Formé#nderung und ebenso die Spannungsverteilung zeigen
einen dhnlichen Verlauf wie bei der Platte mit drei quadratischen
Feldern. Besonders beachtenswert ist hierbei, dafl die Eckfelder
starker als die Randfelder und die letzteren stérker als das Mittel-
feld beansprucht werden. Diese Abstufung der Spannungen ist leicht
zu erkliren, wenn man bedenkt, daB die Eckfelder nur an zwei, die
Randfelder an drei und das Mittelfeld an vier Seiten teilweise ein-
gespannt sind.

Werden die Spannungsmomente s, der ein- und der dreireihigen
Platte miteinander verglichen, so erhalt man fiir die duleren Reihen
das Verhaltnis

0,1007 : 0,135 =1 : 1,33 bei den Endfeldern,
0,09 :0,1105 =1 :1,23 beim Mittelfeld,
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fir die mittlere Reihe, hingegen

0,07 :0,135 =1 :1,93 bei den Endfeldern,
0,0696 : 0,1105 =1 : 1,6 beim Mittelfeld.

Durch den Zusammenhang mehrerer Feldergruppen werden
also die Beanspruchungen der #uBleren Reihen um etwa 25 und
diejenigen der mittleren Reihe um durchschnittlich 509, herab-
gemindert.

Das gegenseitige Verhéltnis der Momente s, und s, héangt in jedem

Felde einerseits von der Lage dieses Feldes in bezug auf die benach-
barten Felder, andererseits von der jeweiligen Steifigkeit der Platte
in der - und in der y-Richtung ab. Betrachtet man beispielsweise das
Randfeld 77a, so gehort der zur z-Achse parallel laufende Streifen (y = 0)
einem Mittelfeld, wihrend der Streifen (# = 0) in Richtung der y-Achse
als Endfeld zu betrachten ist: infolge der beiderseitigen Einspannung
besitzt der erste Streifen eine grofere Steifigkeit, iibernimmt den gréBeren
Anteil der Belastung und wird stiérker beansprucht. Daher auch sind
die Momente 5, im Mittelpunkt der Platte hoher als die Momente &,.
In dem inneren Feld 7717% hingegen sind die Streifen in beiden Richtungen
als gleich steife Mittelfelder anzusehen, und diese Ubereinstimmung wird
im Plattenmittelpunkt durch die Gleichheit der Momente s, und 3,
bestatigt. :
"~ Diese Feststellungen bilden die Grundlage fiir die Beurteilung der
Brauchbarkeit und Zuverlissigkeit der fiir die Berechnung von durch-
laufenden Platten empfohlenen Naherungsverfahren. Die Untersuchung
der einreihigen, dreifeldrigen Decke in § 29 hat bereits gezeigt, daf ein
richtiges Bild der Spannungsverteilung nicht gewonnen werden kann,
wenn die von den Langs- und Querstreifen aufzunehmenden Belastungs-
anteile lediglich auf Grund des Verhiltnisses von Feldlinge zu Feld-
breite, ohne Riicksicht auf den jeweiligen Steifigkeitsunterschied, er-
rechnet werden. Die Unzulinglichkeit dieses Naherungsverfahrens tritt
bei den mehrreihigen Platten infolge der groBeren Mannigfaltigkeit der
Randbedingungen und der Steifigkeitsverhiltnisse noch stirker als bei
den einreihigen Decken in Erscheinung. Um die Fehler dieser Berech-
nungsart zu Dbeleuchten, sind die zugehorigen Momentenlinien
neben den genauen Werten in den Abb. 73 eingetragen. Man
sieht, dalBl beispielsweise fiir den Mittelpunkt des Eckfeldes das
Naherunggverfahren die Zahlen

Uy =ty = %+ 0,075912 = 0,0375¢g1?
statt der richtigen Groéflen

8, =8, = 0,095191 ga® = 0,0238 ¢1?
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liefert, wihrend fiir den Mittelpunkt des Randfeldes I/a an Stelle
der genauen Momente

8, = 0,090022 ga* = ~0,0225 g2
s, = 0,062366 ga? = ~0,0156 g 12

die Naherungswerte

My = %+0,025¢1% = 0,0125 gl?
Hy =%+0,075¢g1% = 0,0375 g1?

in Betracht kommen.

Die Abweichungen sind nicht allein sehr erheblich, sie schwanken
auch in solchem Mafe, dafl jede Zuverlassigkeit dem N#herungsver-
fahren abgesprochen werden mufl. Die Notwendigkeit einer genauen
Berechnung ist von neuem erwiesen: will man sie entbehren, so wird
man mit der Streifenzerlegung nur dann eine befriedigende Annéherung
an die wirkliche Spannungsverteilung erreichen, wenn die Steifigkeits-
unterschiede richtig beriicksichtigt werden.

2. Der EinfluBl einer wechselweisen Belastung
einzelner Felder.

Die ungiinstigsten Beanspruchungen im Bereiche der jeweiligen
Feldmitte werden entweder bei ausschlieflicher Belastung der Eck-
felder und des Mittelfeldes (Fall 4) oder bei alleiniger Belastung der
Randfelder (Fall B) hervorgerufen. Die gleiche Wirkung tritt ein,

wenn zunichst (Stufe 1) alle Felder mit —}—g und sodann (Stufe 2) die

Felder Ia und 1116 mit + %, die Felder I7a und 115 mit $£ belastet
werden (Abb. 74). 2

Um die elastischen Verschiebungen und Momente der ersten Stufe
zu ermitteln, braucht man nur in den vorhin fiir die gleichzeitige Be-

lastung aller Felder errechneten Formeln ¢ mit g zu vertauschen. In

der zweiten Stufe kommen aus Griinden der Symmetrie und Gegen-
symmetrie fiir jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen

wie bei der ringsum frei aufliegenden, mit +~g— belasteten quadratischen

Platte von der Seitenlinge 2 ¢ in Betracht. Die dazugehérigen (- und
s-Werte konnen also auf Grund der in § 7 abgeleiteten Formeln, in

denen statt p nunmehr + 4 einzusetzen ist, errechnet werden.

2
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Dieses Verfahren liefert beispielsweise fiir die Mittelpunkte der Felder
die folgenden Ergebnisse:

Feld Stufe 1 Stufe 2 Fall 4 Fall B

. a4
¢t 40017781 | +0,032438 | +0,050169 | —0,014707 pN
ITad_
“( s | +0,047595 | +0,072785 | -+0,12038 —0,02519 pa?
(s, | +0,047595 | +0,072785 | +0,12038 | —0,02519 pa?
1. 5 T T o
£l +0,012185 | F0,032438 | —0,020253 | +0,044623 fo
Iad
Vs | +o04501 +0,072785 | —0,027775 | +0,117795 | pa?
5, || +0,031185 | F0,072785 | —0,04160 +0,10397 | pa?
pat
N

8 | +0,031185 +0,072785 —0,04160 +0,10397 pa?

¢ i +0,012185 | T0,032438 —0,020253 | +40,044623
IIb
sy || +0,04501 +0,072785 —0,027775 | +0,117795 pa?

4
¢ i -+0,010255 +0,032438 +0,042693 —0,022183 !%

8z | +0,03479 +0,072785 +0,107575 | —0,037995 pa?
y || +4-0,03479 +0,072785 +0,107575 —0,037995 ) pa?

Die fir die iibrigen Punkte der Feldmittellinien errechneten
Momentenwerte sind in Abb. 74a und 74b und Tafel 18 ein-
getragen.

Ein Vergleich mit den entsprechenden Werten der in § 29, 2 behan-
delten einreihigen Platte filhrt zu dhnlichen SchluBifolgerungen wie im
Falle der gleichzeitigen Belastung:-die mehrreihige Decke zeigt vor
allem in den Aulenfeldern der mittleren Reihe eine merkliche
Spannungsverminderung, sie ist jedoch bei der schachbrettartigen
Belastung geringer, als wenn sémtliche Felder zugleich belastet
werden.

Bemerkenswert ist wiederum, daf sich die Grenzwerte der Biegungs-
momente bei den Eckfeldern, welche die groBten, und bei den Mittel-
feldern, welche die kleinsten Beanspruchungen aufweisen, verhiltnis-
miBig wenig voneinander unterscheiden. Da sie ohnehin nur héchstens
um etwa 359, hinter den groBiten positiven Spannungsmomenten der
einzelnen frei aufliegenden Platte zuriickbleiben, so ist es von neuem
erwiesen, daf3 die Wirkung der Kontinuitit bei durchlaufenden Decken
geringer ist als bei durchgehenden Balken. Auch aus diesem Grunde
wird man die Brauchbarkeit der bisher iiblichen N#éherungsverfahren
nicht iberschitzen diirfen.
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Sehritt J-J

972725 pa? —=
Q72038 pa’—

+'970757 pa,‘
3
y,)‘\ § //
AN
N\, 4
oy
Abb. 74a.
Schaitt J-T -~

gl SchritL-L

J—

~

1]
3%
Q]
TS

~aws97paz
01178

q715

Abb. 74b.

Abb. 74. Spannungsbilder einer durchlaufenden Platte mit neun quadratischen
Feldern bei wechselnder Belastung.
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XI. Die Berechnung triigerloser Decken.

Unter tragerlosen Decken sind im allgemeinen Platten zu verstehen,
welche nicht durch Balken unterstiitzt werden und. lediglich auf Pfeilern
oder Ssulen aufruhen.

Das einfachste Gebilde dieser Art ist die rechteckige Platte, welche
nur in unmittelbarer Néhe der vier Eckpunkte aufgelagert ist: ihre
Forménderung und ihre Beanspruchung sind in § 22 und § 23 bereits
untersucht worden.

Fir die Uberspannung weiter Réume kommen in erster Linie
Decken, welche durch mehrere Reihen von Saulen unterstiitzt sind, in

Abb. 75.

Betracht. Da bei schmalen Auflagerflichen erhebliche Scher- und Bie-
gungsbeanspruchungen im Bereiche des Stiitzpunktes entstehen wiirden,
ist es notwendig, die Saulen am Kopfe pilz- oder kelchartig zu er-
weitern und biegungsfest an die Platte anzuschlieBen (Abb. 75); die
tragerlosen Decken werden daher auch als Pilzdecken bezeichnet.
Diese Decken, in groflem Umfange zuerst in Amerika angewandt
und neuerdings auch in Deutschland ausgefiihrt, unterscheiden sich
von den bisher iblichen Eisenbetonbalkendecken im wesentlichen da-
durch, dafl keine Rippen unter der Platte hervortreten: die glatte
Untersicht gestattet, eine bessere Licht- und Luftverteilung zu er-
zielen, die Ansammlung von Staub zu vermeiden, Leitungen und Trans-
migsionen in jeder Richtung ohne Stérung durchzufithren. Hierzu
kommt noch, daB die durch keine Unterziige begrenzte Raumhdohe
besser ausgeniitzt, die Stockwerkshéhe daher eingeschrinkt und mithin
Marcus, Platten. 16



242 Die Berechnung trigerloser Decken.

auch der Umfang der Umfassungswinde, besonders bei mehrstickigen
Bauten, merklich verkleinert werden kann.

Die Pilzdecken bieten auflerdem den Vorteil, dal ihre Einschalung
infolge der glatten Unterschiclit wesentlich einfacher als diejenige der
Balkendecken ist und daB die Verminderung des Arbeitsaufwandes und
des Holzverbrauches eine Verringerung der Herstellungskosten gestattet?).

Die Berechnung und die bauliche Ausbildung dieser Decken, deren
technische und wirtschaftliche Vorteile leicht zu erkennen sind, er-
fordern aus dem Grunde eine besondere Sorgfalt, weil die auBerste
Einschrinkung der Bauh6he nur dann mit einer ausreichenden Trag-
fahigkeit vertraglich ist, wenn sich die Querschnittshemessung auf eine
genaue Untersuchung des Spannungsverlaufes stiitzen kann und eine
einwandfreie Ausniitzung der Festigkeitseigenschaften des Baustoffes
gewahrleistet. ,

Die Biegungstheorie ‘elastischer Platten ist die wichtigste und zu-
verlassigste Grundlage fir die Darstellung der Spannungen und Form-
anderungen der trigerlosen Decken?). Sie wird in den nachstehenden
Berechnungen benutzt, um sowohl die Beanspruchung von Platten mit
wenigen oder zahlreichen Felderreihen als auch den Biegungswiderstand
der Stiitzen zu untersuchen und die statische und bauliche Eigenart
der Pilzdecken in allen Kinzelheiten zu beleuchten.

§ 31. Die Decke mit neun quadratischen Feldern.

Um den Unterschied zwischen den trégerlosen Decken und den im
letzten Abschnitt behandelten durchlaufenden Platten festzustellen,
wihle ich als erstes Beispiel eine quadratische Decke, welche an den
- Randern ringsum frei aufliegt und von vier in den
r | r | 1 7} Drittelpunkten angeordneten Stiitzen getragen wird

6B (Abb. 76). Sie besteht aus je drei gleichartigen Langs-
r | r und Querreihen, die sich entweder aus 2 Eckfeldern 1
P—@— und einem Randfeld IT oder aus 2 Randfeldern II
7 | r | r )] und einem Mittelfeld III zusammensetzen: insgesamt
sind neun quadratische Felder mit der gleichen
Seitenldnge ! vorhanden,

Ich nehme eine stetige Auflagerung der Aulenriander aus dem Grunde
an, weil einerseits die Decken in den meisten Fallen auf den AuBlen-

b/
"

N
e N

Abb. 76.

1) Die wichtigsten Einzelheiten iiber die Berechnung, die bauliche Ausbildung
und die Herstellung dieser Decken sind vom Verfasser in zwei Vortragen besprochen
worden, die im Deutschen Beton-Verein 1919 und 1921 abgehalten worden und
in den ,,Mitt. d. Deutsch. Bauztg. (1919, H. 23/24) und in der Zeitschrift ,,Der Bau-
ing.”“ (1921 H. 14,) wiedergegeben sind.

2) Die Losung der Differentialgleichung der trigerlosen Decken mit Hilfe
von Reihenentwicklungen ist in neuerer Zeit von Doeinck in seinem ,,Beitrag zur
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winden aufruhen oder von durchlaufenden Fenster- und Tiirstiirzen
getragen werden und weil andererseits die Behandlung von Platten,
deren Rénder ausschliefllich und unmittelbar von einzelnen Auflen-
siulen gestiitzt werden, auf die einfachere Berechnung der ringsum
aufliegenden Pilzdecken zuriickgefiihrt werden kann.

1. Der EinfluB einer gleichmiBigen Belastung
aller Felder. -

Sind alle Felder gleichmafig mit g belastet, so treten in allen Stiitz-
punkten die gleichen Auflagerkrifte Z auf.

Denkt man sich diese Widerstinde zunéchst ausgeschaltet, so wird
die Platte Verschiebungen (, erfahren. Laf(t man hingegen lediglich
die Krifte Z = —1 angreifen, so werden die Senkungen {’ hervor-
gerufen.

Die endgiiltige, wirkliche Gestalt der elastischen Fliche ist durch
die Verriickungen

. C = Co -7 C,
bestimmt.
Fiir die Stiitzpunkte % gilt insbesondere die Gleichung
Cp=Cox — Z L} .

Da diese Punkte unverschieblich sein sollen, so mufl {; = O sein.
Es ist mithin:

Z=‘C°k 71z 15 |5 6 15
A T L 17 18 9 w7 w T

Die Berechnung der Auf- e R am e
lagerkrifte Z ist hiermit auf #—— —*— 7% 1 77 -—H

die Ermittlung derSenkungen . R S G e e
C,r und j guriickgefiihrt., L—— Z 778 B 20 A 2 -—L

70 |74 {77 |79 120-179

Um diese GréBen zu be- N BERS
stimmen, wihle ich ein Ge- _‘%N
webe mit der Maschenweite T e
Ay=4,=4=1%1. (Abb.77.)

Da die Darstellung der
{,-Flache genau wie in §7 Abb. 7.
durchgefithrt werden kann,
so eriibrigt es sich, den Rechnungsgang zu entwickeln. Ich iiberlasse
es dem Leser, die Aufgabe selbstindig zu l6sen und die in der Tafel 19
zusammengestellten Ergebnisse nachzupriifen.

Berechnung der Pilzdecken** (Bauing. 1920, H. 7/8), von Lewe in seinen Arbeiten
iiber ,,Die Lésung des Pilzdeckenproblems durch Fo uriersche Reihen* (Bauing.
1920, H. 22; 1922, H. 4, 10, 11), von Nadai in seinem Aufsatz: ,»Uber die Biegung
durchlaufender Platten und der rechteckigen Platte mit freien Randern® (Z. f. ang.
Math. u. Mech. 1922, H. 5) behandelt worden.

16*
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Tafel 19.

Zusammenstellung der Grundwerte fiir die Untersuchung einer gleichmiiBig
belasteten triigerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern (Abb. 77).

Punks EinfluB der Krifte Z= -1 Einflug dggrg lg;%};?f %i)%eclllieB elastung Bemer-
w 1% wo o kungen
1 |0,032143 0,287334 1,398152 6,393 593 b
2 | 0,064286 0,558 605 2,296 306 12,088076 g
3 10,0904643| 1 10,795062( 14%| 2,891219(¢4° 16,736842( g4* | 22
4 |0,117857( §,0,975306 | 5,8, 3,273175( 8, | 20,152936 ( 8,8, A
5 [0,126786 1,082405 3,487679 22,235319 ig
6 [0,128571 1,117216 3,556 937 22,934 385 53 .
7 10,130857 1,087742 3,895 851 22,925 566 8% -
8 |0,196428) | | 1,661699 ;5| 4,995397 ., 31815158 ), [
9 10,25 5| 1,905896 o] 5,71380L (“c— | 38,366382 ) | oE 3
10 [0,260714 | °1]2,110307 { “*°2| 6,120603 | “ |42,366255] “172| L2 5
11 0,260714 2,175486 6,252 390 43,710003 g
R
12 0,310714 2,221 664 6,480714 44,236444 £y ©
13 0425 (1 12736274 112 7,466032 | 94* 53,417379( gA* | &7
14 |0,405357 S 3,016732 (S 8,028541 [ S, |59,032717{ 8, S, <8 -
15 ]/0,392857 3,103402 8,211417 60,920717 )
=2 %
16 |0,733928) ; | 3,375803 8,641071) )2 | 64,567972) 1 %}3 =
17 0542857}8— 3,711583} 9,316111}8 71 398016}8 5| =3 "
18 113,811798 9,536198) " | 173,696030 28 ¥
19 0532143}} 4099140} 10, 058633} gi? 78,979244} git EE
20 |0,521430) SU 1 4,220624J8,8,|10,301154/ S, | 81,581174/ 8,8, | 35
3
1 12 gaz g || &2
21 0,521430Fl 4,350987 ¢ 5, 10,551 154 A 84,168976 - 5w | 28
Die Untersuchung des Belastungszustandes Z = — 1 erfordert eine

nihere Betrachtung. Die zugehérigen Bestimmungsgleichungen fiir die
w'- und die 2’-Ordinaten lauten:

4w — 2up =

— w +4wy — wy —wi; =0

— wy, +4wt, — w, —w; =0

— wh +4wi — wp —wh =

— Wy +duwp — wy —wp =
— 2wy +4w; — wiy =0

— 2wy + 4w, — 2uq =

— b~ wh b dwl — wp — =0
— wy, — wh +4uwh — wy—wiz=20
— wp — wh +4dwp— wy—wy=0

/ (A)

Y4 7 4 J—
— wy — 2wy + 4wy — Wi =
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— 2w + 4w,
wy — Wiy + dwis
wiy — Wiz + 4wy,
wiy — 2wy + 4wl

4 J

— 2w + 4w

7 4 4
Wiy — Wi+ 4wy
/ 7 4
Wiz — 2wi; + 4wig
— 2w + 4wl

4 4 4
wis — 2wy + 4wy
— 4wy + 4wy

J

— 42z

— 7z +4%

— %+ 47

7’ J

— z t+4z

— 2z + 4z

— 22z + 42

— 2z +4z

— 5 — 2 +4x
— 2 — 2z t+4z
— 7 — z + 42

— 2 — 220+ 47,

4
— 2wy

-0

7 4
wiy — wig="0

4 4
Wiy — Wi =10

4
wWig =0
1
/
2wy = + 5
1
7/
wig — wig =0
4
Wao =0
4
2wy =0
w&j = 0
=0
S,
22 =w] -2
a2
S,
/ / ’ 2
B T =W T2
S
’ ’ 4 2
% — 2 = U3 7z
S,
/ ’ ’ 2
Ry TR =Wy 72
S
’ 4 2
% — R0 = Wj Tz
S
/ ’ 2
21 = W 2
S,
2 2 =w; —=
a2
S
’ 4 2
Zg — 2= Wy 2
S,
’ 4 ’ 2
210 — Ri3 = Wy o
S
; , 4 2
21 T 2y = Wy 72
J 7 2
215 =Wy 72
- S2
= Wjp 72

— 2z + 42— 22

4 S J
— % — Zetday— 2y —
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e i = wii
— 2y 22+ 4 — 2 =wio—§72
B AR PR
i b At =
R
— 221+ 42y — 224 = Wiy “1’22’
— Zg— 229+ 42 — 2y =w§0‘§22“
4yt 44, — w22

Die Auflosung der Gleichungsgruppe (A) liefert die in der Tafel 19
eingetragenen w’'-Grofen.

Um den Spannungszustand in der néchsten
Umgebung des Lastortes genau zu bestimmen, schalte
ich in dem durch die Knotenpunkte 12, 13, 14, 17,
19 begrenzten Bereiche ein engmaschigeres Gewebe
mit der Weite 4’ = —;— = é ein (Abb.77a). Die Or-
dinaten der Zwischenpunkte a, b, ¢, d seiner Um-
randung sind durch die Interpolationsformeln

1 1
wy = o (6why + Buwly — why) = 03846,
8 Sy

1
(6 71/13 + 3 w;4 — w&Z) bt 0,4319 ? 3
1

, 1
Wy = =

(60l + Buty — why) = 04927,
1

1

s, ’

(6 wl; -+ 3wy — wiy) = 0,5560
gegeben. :

Seine innere Gestalt hiingt von der Art der Kraftverteilung in der
Nahe des Stiitzpunktes ab. Da durch die pilzartige Erweiterung des
Saulenkopfes eine breite Auflagerfliche geschaffen wird, so wird sich
der Stiitzenwiderstand auf einem gréBeren Bereich verteilen. Ent-
sprechend den iiblichen AusfiihrungsmafBen kann man annehmen, daf}
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die Seitenlidnge der Druckfliche sicherlich nicht geringer als die Maschen-
weite 4 ist. Wird also die von den inneren Knotenpunkten e, f, g, &, ¢
des kleinen Gewebes begrenzte Fliche als Druckfliche angesehen und
eine gleichmifige Druckverteilung in diesem Bereiche vorausgesetzt,
so miissen den Knotenpunkten e, g, 2: je {%, f, k: je {, dem Mittel-
punkt k:} des Widerstandes Z = —1 zugewiesen werden.

Die Bestimmungsgleichungen des engmaschigen Gewebes lauten
mithin:

—2u), t 4w, — 2w, =+T16“S%’
— w— WA —w—wh—
8 S
— wp, — Wi+ 4wy — wy — w, = 116 Ell—,
— w— wp Awh— w0 —wh—
8 8
—2u bawf— 2wk =
16 8,
—2w; — 2wy + 4wy, :_|__1_,1,_
4 8,
Sie liefern die Ordinaten
w, = 0,4856 1 wy, = 0,6136 1
) 5, , S,
wy = 0,5554 L , w; = 0,6004 1 ,
Sy S,
wy = 0,5390L s wi, = 0,647 —1— .
S, S
Der Mittelwert der w’-GréBen im Bereiche ¢, f, g, kb, ¢ ist
PR U L USRS 00 4208 _ g o751
1

Um nunmehr die Gestalt der elastischen Fliche darzustellen, wird
das z’-Gewebe mit den w'-Gewichten belastet. Die zugehérigen Gleich-
gewichtsgleichungen sind in der Gruppe B geordnet, ihre Lésungen in
der Tafel 19 zusammengefaflt.

Will man die Formanderungen in der Umgebung des Stiitzpunktes
mit groBerer Schirfe bestimmen, so kann wiederum an die Knoten-
punkte 12, 13, 14, 17, 19 das kleine Gewebe mit der engeren Maschen-

weite A = 8 angeschlossen werden. Seine Randordinaten sind
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1 ,
Z g (6 213 + 3 219 214) = 2,508 23 E;g; ,
1 2
Zé=§(6213+3214 ) 290577S S
1 A2
z *5(6217—}‘32;4*—219)—340257 8182
! 1 2
R4 — — (621‘+3219—Z]4)—394377SS
wahrend die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes
/ ! / o (}’,)2 oy 2
2z +4ze—-2zf —weﬁ“—weélsz’
s ! ' ’ 7 A (ll)2 ’ 12
— 2y — Zt+42—zy—2zp=w 3, = f4:SZ:
’ ’ J ’ ! ’ ( ,)2 ’ 12
— 2y — 2t 4y —2— 2 =w, s, =wg4—2,
’ ; / s / j” 2 ‘ 1’2
— zy+4zh_zi”—zk:wh(sz ZWhZ;‘:
/ 7 ! i l/)2 7 12
—22zy + 42z — 22 = w; (Sz = w; 45, ’
, (2 A2
—92 — 92 42 — — o
2y zp + 42 W s, Wk 4 5
fir die inneren Knotenpunkte die Werte
2,82902 # #
= 9 ) h= B ’
A .8 9 S5, 2 = 3,679072 5,5,
; 8912 # 4 #
z; = 3,0 188’182’ -—379896SS
7 = 3,277825 # 45375 #
2g = ,77 m‘, ZL—337 7 TS’TZ
liefern. ,
Da der Unterschied zwischen dem genauen Wert
: ’ 22
2 = 3,3745375 -
192
und der Ordinate des groﬁen Gewebes
2
58
= 3,375803 5,5,

weniger als 49/, betrigt, so ist die Zuverldssigkeit der Berechnung
eTWiesen.,
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Fir den Stiitzpunkt gelten also die Grofien

Es ergibt sich mithin:

é‘ok = Co(lﬁ)

Cr

= 3,3745375

=l =

64,567 97

S, 8 e
L2 210 = 64,56797 i’l—v- ,

S, 8 a2

_Ev'z Z, = 33745375 ¥

g2 = 19,13387¢42 = 1,19588¢12

{=0,—Z =(,—19,13387¢gA2 (.
Die Ordinaten £ der wirklichen elastischen Fliche sind in der Tafel 20,

welche auch die Grenzwerte der Biegungsmomente s, und s, enthilt,
zusammengestellt.

Tafel 20.

Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer gleichmiiBig belasteten
triigerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern.

249

Abb, 78.
IERER

Punkt Co zZe | I Il Faktor S Sy Faktor

2 12,0881 | —10,6883 | 1,3998 0,68671 | 0,37956

7 22,9256 | —20,8127 | 2,1129 0,70085 | 0,70085

8 | 31,8152 | —29,6000 | 2,1252 gl 0,23823 | 0,99852 || | 9

9 38,3664 | —36,4672 | 1,8992 | | 256 N | —0,31471 @ 1,24486 16
10 | 42,3663 | —40,3784 | 1,9879 —0,00788 | 1,14010

11 43,7100 | —41,6257 | 2,0843 0,19280 | 1,07021

4 || —20,1529 | —18,6614 | 1,4915 1,08382 | —0,06593

9 38,3664 | —36,4672 | 1,8092 1,24486 | —0,31471

13 53,4174 | —52,3554 | 1,0620 || [ g7* | 022474 | —0,91459 | | g7
16 64,5680 | —64,5680 | 0,0 256 N | —1,86927 | —1,86927 16
17 71,3980 | —71,0169 | 0,3811 0,00070 | —1,09398

18 | 73,6960 | —72,9345 | 0,7615 0,76084 | —0,79251

6 22,0344 | —21,3767 j 1,5577 1,03104 | 0,06604

11 43,7100 | —41,6257 | 2,0843 1,07021 | 0,19280

15 60,9207 | —59,3801 | 1,5406 gt 0,23552 | 0,45934 || | 9%
18 | 73,6060 | —72,9345 | 0,7615 || [ 266 N | —0,79251 | 0,76084 16
20 | 81,5317 | —80,7568 | 0,7749 —0,12937 | 0,45622

21 84,1690 | —83,2513 | 0,9177 0,28552 | 0,28552

Um die Verbiegung der Platte besser zu veranschaulichen, sind fiir
drei Schnittebenen J—J, K—K, L—L, welche zwecks besserer Unter-
scheidung als Rand-, Gurt- und Feldschnitt bezeichnet werden
mogen, die elastischen Linien und die zugehérigen Momente s in der
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Abb. 78 aufgetragen. Sie zeigen, dal die Platte sich am stérksten im
Rand-, am wenigsten im Gurtschnitt durchbiegt, wéahrend umgekehrt
die groBten Biegungsbeanspruchungen im Gurt-, die kleinsten im Rand-

S
R
D
S
| Sehmitt J-T
kA |
9 77 . 9 S 7 2
A CR 7 yand
9071205 gL? EUN /
o N /
S J
g £
N /
) /'
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________________ — s
G06689gL% e
qu+953 gl
Schritt H-K
75 77 76 73 2 oy
T T k) -7
e \ * /
+ L - 3 'E’IS ;
- \, S /
\ N /
\, S /
*Q0%755gL* AN e
N
Y
g
B ) Schrift L-L
S- |
¥ -
|74 ) 7 20 » 75 77 & .
f 7
2 \ N /
b2
g goTIssgl gf /
S e AN 8 /
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R . S %
N\, 7
\. e
.. —~

Abb. 78. Spannungsbilder einer gleichmiBig belasteten trigerlosen Decke mit
neun quadratischen Feldern.

schnitt entstehen. Dieses Verhiltnis ist in dem Steifigkeitsunterschied
der fraglichen Schnitte begriindet: die Streifen, welche die Stiitzen
kreuzen und von den letzteren unmittelbar getragen werden, verhalten
sich namlich wie durchlaufende Balken mit festen Stiitzpunkten und
konnen nur verhiltnismifBig geringe Verschicbungen erfahren; die
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-

Streifen hingegen, welche die Siulen nicht berithren und nur an den
AuBlenrandern aufliegen, wirken wie durchgehende Trager mit elastisch
senkbaren Stiitzpunkten und miissen sich daher stérker durchbiegen.
Infolge der groBeren Steifigkeit haben die Gurtstreifen auch den gréBeren
Teil der Belastung aufzunehmen und werden folgerichtig am meisten
beansprucht. Es entstehen vor allem in der Nahe der Stiitzpunkte
betrachtliche negative Biegungsmomente!), welche allerdings in einer
kurzen Entfernung vom Saulenmittelpunkt rasch abnehmen und daher
fiir die Anstrengung der Platte nicht unter allen Umsténden als aus-
schlaggebend zu betrachten sind. Bei den Rand- und Feldstreifen sind
die negativen Biegungsmomente kleiner als die positiven und auf einer
groBeren Liange als bei den Gurtstreifen verteilt.

Ein Vergleich mit der in § 30 behandelten, neunfeldrigen durch-
laufenden Platte zeigt schlieBlich, daf3 die Pilzdecken sowohl in den
Eck- wie in den Randfeldern wesentlich stérker als die von Zwischen-
langs- und Quertragern unterstiitzte Platte beansprucht wurden. Die
Ausschaltung des Tragerrostes hat durchschnittlich eine Verdoppelung
der Spannungen zur Folge.

Betrachtet man hingegen den von den Ebenen J—J und L—L be-
grenzten Streifen als einen einzigen Balken von der Breite B =1, so
erhilt man als Mittelwert der grofiten positiven Biegungsmomente im
Endfeld:

2
MY = %(0,700 85 + 2-1,24486 + 1,07021) 11% = 0,0697 g12,

im Mittelfeld :

1 ‘ gl2
(m) __ — . KA 2
Mx = (0,19280 4+ 2-0,76084 -+ 0,28552) 6 = 0,03125 gl .

Die entsprechenden Werte fiir den durchgehenden Trager mit drei

gleichen Offnungen sind
M© =0,08402, M = 0,025g12 .

Die verhaltnismaBig geringfiigigen Abweichungen beweisen, daf} sich
die Pilzdecken hinsichtlich der GréBe und der Verteilung der Biegungs-
spannungen nicht wesentlich- von durchlaufenden Balken, welche auf
der vollen Querschnittsbreite unmittelbar von Siaulen getragen werden,
unterscheiden. Die Beanspruchungen der Decken und Balken stimmen
um so besser miteinander iiberein, je mehr Felder in jeder Lings- und
Querreihe der Platte vorhanden sind und je weiter der betrachtete
Deckenstreifen von den gleichlaufenden Deckenréndern liegt.

Die spateren Untersuchungen trigerloser Decken mit unendlich
vielen Feldern werden zeigen, dall, wenn der Biegungswiderstand der

1) Die in Abb. 78 gezeichneten Momentenlinien sind in der Umgebung des
Stiitzpunktes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes ermittelt worden,
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Stiitzen auBer acht gelassen wird, die Pilzdecken im allgemeinen star-
kere Durchbiegungen und gréfBere Beanspruchungen als die- stellver-
tretenden durchlaufenden Balken aufweisen. Im vorliegenden Falle
sind die Spannungen bei der Pilzdecke aus dem Grunde geringer, weil
die von den Ebenen J—J und L—L begrenzten Deckenstreifen ziem-
lich nahe am Rande liegen und durch die besonders wirksame Quer-
stiitzung eine-merkliche Entlastung erfahren.

2. Der EinfluB einer wechselweisen Belastung
einzelner Felder.

Um den EinfluB der ungiinstigsten Laststellung zu erkennen, miissen
vor allem vier Lastanordnungen in Betracht gezogen werden.

(N

7 L] \/ 2 Y] ] & 2 2 ,\
Y - 1NN o] gal e
Abb. 79a. Abb. 79b. Abb. 79c. Abb. 79d.

Fall A (Abb. 79a): die Felder Ia und IITb sind belastet,
die Felder ITa und IIb unbelastet;

Fall B (Abb.79Db): die Felder Ia und IIlb sind unbelastet,
die Felder ITa und IIb belastet;

Fall C. (Abb.79¢): die Felder Ia und IIa sind belastet,
die Felder IIb und IITb unbelastet;

Fall D (Abb. 79d): die Felder Ia und IIa sind unbelastet,
die Felder IIb und IIIb belastet.

Jede dieser Lastanordnungen 148t sich auf zwei Stufen aufbauen:

Fall A, Belastungsstufe 1; die Felder Ia u.IIIb sind mit + % belastet,
die Felder ITa u. IIDb sind mit 4 %belastet;
Fall A, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u.IIlb sind mit 4+ %belastet,
die Felder ITa u. IIb sind mit — %belastet;
Fall B, Belastungsstufe 1: die Felder Ia u.IIIb sind mit + 12)_ belastet,

die Felder I1a u. IIb sind mit -} %belas‘cet ;
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Fall B, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u.TITb sind mit — % belastet,
die Felder ITa u. IIb sind mit 4 %belastet;

Fall C, Belastungsstufe 1: die Felder Ia u. Ila sind mit - % belastet,
die Felder ITb u. ITIb sind mit + & belastet;

Fall C, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u. IIa sind mit 4+ —121 belastet,
die Felder ITb u. IITh sind mit — - belastet:

Fall D, Belastungsstufe 1: die Felder Ia u. Ila sind mit % belastet,
die Felder IIb u. IIIb sind mit -+ %belastet;

Fall D, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u. Ila sind mit — % belastet,

die Felder I1b u. IIIb sind mit -+ % belastet.

In der ersten Stufe aller Belastungsfille sind samtliche Felder gleich-

zeitig und gleichmafig mit % belastet: man braucht also nur in dem
vorhin behandelten Beispiele g mit % zu vertauschen, um die Ver-
schiebungen und Spannungen der ersten Stufe zu gewinnen.

In der zweiten Stufe der Falle A und B stimmen die Randbedingungen
jedes Feldes aus Griinden der Symmetrie und Gegensymmetrie mit den

Randbedingungen der ringsum freiaufliegenden, mit i% belasteten

quadratischen Platte von gleicher Seitenlinge ! vollig iiberein. Die fiir
die letztere im § 7 errechneten Werte konnen, sobald ¢ (oder p) durch
i% ersetzt wird, ohne weiteres auf die zweite Belastungsstufe der Pilz-
decke iibertragen werden.

In den Fallen C und D decken sich ebenso bei der zweiten Stufe die
Randbedingungen der Umgrenzung a, b, ¢, d der suBeren Reihen wie
auch diejenigen der Umgrenzung cdcd der inneren Reihe mit den
Auflagerbedingungen einer ringsum frei aufliegenden, mit + % belasteten
rechteckigen Platte von der Lange L = 37 und der Breite B =1. Fir
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dieses Seitenverhiltnis B : L = 1 : 3 sind die Durchbiegungen und die
Spannungsmomente in § 9 errechnet und in der Tafel 5 zusammen-

gestellt worden: es geniigt also wiederum g (oder p) mit + 22)- zu ver-

tauschen, um die zugehérigen Werte fiir die zweite Belastungsstufe
zu ermitteln.

Bedenkt man nunmehr, dafl die Formanderungen und -Beanspru-
chungen in der kiirzeren Spannrichtung um so betrichtlicher sind, je
kleiner die Breite B der Platte im Vergleich zur Liange L ist, so ist es von
vornherein einleuchtend, dafl die zweite Belastungsstufe in den Fillen
C und D gréflere Durchbiegungen und Spannungen als in den Fallen
A und B hervorbringen mufl. Fiir die Querschnittshemessung hat daher
nicht die schachbrettartige, sondern die wechselweise Reihenbelastung
ausschlaggebende Bedeutung. Beniitzt man einerseits die in der
Tafel 20 zusammengefalten Werte fir die gleichmaflig belastete
neunfeldrige Decke, andererseits die in der Tafel 5 fiir die frei auf-
liegende Platte mit dem Seitenverhiltnis 1 :3 enthaltenen Zahlen,
so gelangt man fiir die wichtigsten Punkte der Pilzdecke zu den
folgenden Ergebnissen:

Schnitt | Punkt Stufe 1 Stute 2 Belastungs- | Belastungs: | paktor
| 7 |s=1-070085 | +1.1,208¢ |t 095462 | — 0,25378

11 = 1.0,19280 | - {.1,2084 | — 0,50780 | + 0,70060 l
Kok 9 | =1-1,24486 | 4 1.1,7289 | | 148688 — 0,24202 | PV

18 | = 1.076084 | = 1.1,7289 | — 0,48403 | | 1,24487 | [ 16
L5l 11| =1.100021 | 4+ 11,8543 | + 1,46226  — 0,39204

21 = 1.0,28552 | - 1 -1,8543 | — 0,78439 1 + 1,06991

In derselben Weise sind fiir die tibrigen Zwischenpunkte der drei
Schnittebenen die Werte der Momente s, errechnet und in Tafel 21
mit den zugehorigen {-Werten zusammengestellt worden. Die Gestalt
der Momentenlinien ist aus der Abb. 80 zu erkennen.

Eine nahere Betrachtung zeigt wieder, dal} die Gurtstreifen starker
als die Feldstreifen und die letzteren stirker als die Randstreifen be-
ansprucht werden: die Spannungsunterschiede sind aber wesentlich
kleiner als bei der gleichzeitigen Belastung aller Felder. Die positiven
Momente sind bei den Gurt- und Feldstreifen fast gleich, wahrend die
negativen Momente eher voneinander abweichen.

Die geringere Beanspruchung der Randstreifen ist leicht zu erkliren,
wenn man bedenkt, daf die zur Randlinie parallel gerichteten Normal-
spannungen in der Nahe des Randes rasch abnehmen.



Die Decke mit neun quadratischen Feldern. 255

Wird der von den Ebenen J—J und L—L begrenzte Deckenstreifen
wie vorhin als einziger Balken von der Breite B = aufgefafit, so be-
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Abb. 80. Spannungsbilder einer trigerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern
bei wechselweiser Belastung einzelner Felderreihen (Lastzustinde C und D).

tragt der Durchschnittswert der groBten positiven Momente s, im End-
feld:

12
%(0,95462 + 2.1,48688 4 1,46226) % = (,08423 pi?,
im Mittelfeld :

2
i (0,70060 4 2 - 1,244 87 + 1,06991) 2;% = 0,06656 pl* ,
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wahrend fiir den durchgehenden Triiger mit drei gleichen Offnungen
die Zahlen

Msfix = O’]-OO pl2 ) Mgﬁi = 0,075 pl2
gelten.

Tafel 21.

Die Durchbiegungen und Spannungsmomente
einer triigerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern bei wechselweiser
Belastung einzelner Felderreihen.

Abb. 77 u. 80.
Belastungsfall C Belastungsfall D
Punkt — _
¢ Sz I ‘ Sz

2 1,4684 0,80975 —0,0686 —-0,12305

7 2,1271 0,954 62 —0,0142 —0,25378

8 1,8311 | P¥ | op58552 | PP? 02041 | »* | _o34728 (2P
9 0,9496 | 256 N | —0,15736 | 16 0,9496 | 256 N | —0,15736 16
10 0,2255 —0,47024 1,7625 0,46256

11 || —0,0295 —0,50780 2,1127 0,70060

4 1,8319 1,19586 —0,3404 -0,11204

9 2,4680 1,486 88 —0,5688 —0,24202

13 L6172 | p¥ | 076632| p¥* | —0,5551 | pI* | —0,54158 | pI*
16 0,0 256 N | —0,93464 [ 16 0,0 256 N | —0,93464 | 16
17 || —0,8956 —0,65360 1,2767 ! 40,65430

18 || —1,1377 —0,48403 " 1,8992 ; +1,244 87

6 1,9908 1,21392 —0,3832 i —0,18288

11 2,6677 1,46226 —0,5834 —0,39204

15 1,9323 | »¥ o866 | 2 1 —o3017| o —0,58064 | PP
18 0,3807 [ 256 N | —0,39625 [ 16 0,3807 | 266 N | —0,39625 | 16
20 | —0,7745 —0,76308 1,5495 [ 0,63372

21 | —1,1667 —0,78439 2,0844 | 1,06991

Zwischen den entsprechenden Werten ist wieder eine gute Annéhe-
rung zu verzeichnen.

Es sei schlieBlich hervorgehoben, daf der Durchschnittswert der
groBten negativen Momente der Platte in der Mitte des Mittelfeldes nur

2
- % (0,50780 4 2 - 0,48403 4 0,784 39) %—lg = —0,03532 pl?
betragt, wihrend die Momente des durchgehenden Tragers an der
gleichen Stelle die Grofie
M = —0,050 pl?

erreichen. Diese Abweichung zeigt, dafl die negativen Momente nur
bei den Gurtstreifen und lediglich in der niaheren Umgebung der Stiitz-
punkte verhiltnism#Big hoch sind und daher fiir die Bemessung der
Feldquerschnitte im allgemeinen eine untergeordnete Bedeutung haben.
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§ 32.
Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke.

Das Beispiel der neunfeldrigen Decke ist als Grundlage fiir die Be-
urteilung der Eigenschaften der triigerlosen Decken insofern wenig
geeignet, als infolge der geringen Anzahl der Felder der giinstige Einfluf}
der stetigen Stiitzung der AuBenrinder auch in den mittleren Felder-
reihen merklich in Erscheinung tritt. ,

In den meisten Fillen werden wenigstens in einer Richtung eine
groBere Anzahl von Feldern in einer Reihe angeordnet (Abb. 81). Die
Steifigkeit der langlichen ‘

Feldstreifen M— M, N-N Uil

ist in dieser Richtung um

so geringer, je mehr die
aufliegenden Rander M—N #
voneinander entferntsind ;
dementsprechend ist auch
die Beanspruchung der
Querstreifen P—P, Q—Q Abb. 81.

um so betrachtlicher.

Die groBten Spannungen und Forminderungen werden iiberhaupt
in diesen Streifen dann entstehen, wenn die Decke in der Lingsrichtung
unendlich ausgedehnt ist.

Die Behandlung dieses Grenzfalles ist der Gegenstand der nach-
folgenden Aufgabe.

Ich betrachte zunichst eine Platte, welche an den Léngsrandern
frei aufliegt und durch zwei Reihen von Innenstiitzen, die in gleichen
Abstanden I, und [, angeordnet g 0
sind, in drei Gruppen mit je un-
endlich vielen Feldern unterteilt ist
(Abb. 82). Um die Untersuchung
zu vereinfachen, setze ich voraus,
daBl in allen durch die Mittel-
ebenen (—@ begrenzten Quer-
streifen die gleiche, zur z- und 7 2
y-Achse symmetrisch verteilte Be- Lgtole stple g0, 52
lastung P vorhanden ist: in den Abh. 82.
gemeinsamen Randebenen ¢—@
zweier Felderreihen A und B treten daher weder lotrechte Scherkrifte
noch Drillungsmomente auf. Diese Rander werden nur durch die
senkrechten Kraftepaare s, beansprucht.

Denkt man sich vorerst den Stiitzenwiderstand Z beseitigt, so ge-
niigen die Gleichgewichtsbedingungen, um, ohne Riicksicht auf die

Marcus, Platten. : 17
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inneren Widersténde s, , in gleicher Weise wie bei einem einfachen Balken
die GroBe der gesamten Scherkraft
43l
V,= / v, dx
MR
und des gesamten Biegungsmomentes

ik

M, =J/ syda,
231,
welche in jedem Querschnitt eines Querstreifens auftreten, und auch
die Resultierende +3ls
4, = / ay dx

-3l .
der langs der Randabschnitte @ —@ verteilten Auflagerkrafte zu be-
stimmen. Die Gleichgewichtsgleichungen liefern fiir diese GroBlen V,,,
M, und A4, genau den gleichen Wert wie bei einem Balken mit der
Breite B = I, . Diese Ubereinstimmung ist von der Art der Belastung
unabhéngig: sie ist im gleichen Mafle vorhanden, wenn die wirkliche
Belastung ausgeschaltet wird und nur die Stiitzenwiderstande Z als
duBere Krafte angreifen.

Um die Unterscheidung zu erleichtern, will ich mit 3¢, und V,
diejenigen Biegungsmomente und Scherkrafte, welche lediglich durch
die Belastung P hervorgerufen werden, und mit It und V' diejenigen
Widerstinde, welche unter dem ausschliefllichen EinfluB der Krafte

Z = —1 entstehen, bezeichnen. Die wirkliche Beanspruchung ist durch
die Groflen ,

M=MW, —ZWM’, V=V,—ZV’
bestimmt.

Werden ebenso mit {,, {’ und { bzw. mit d,, ' und 6 die Durch-
biegungen der Platte bzw. des stellvertretenden Balkens bezeichnet, so
laBt sich die wirkliche Forménderung durch die Gleichungen
beschreiben. =l 2 0= — 40

Es ist von vornherein leicht zu erkennen, daB die Ubereinstimmung
der gesamten Biegungsmomente und Scherkrifte beim Plattenstreifen
und beim zugehdrigen stellvertretenden Balken eine gleiche Uberein-
stimmung des Mittelwertes der Durchbiegungen der Platte

‘r;‘x +31l
le todr=b,, 1 [Cax—¥
" Vs

und der entsprechenden lotrechten Verschiebungen 0, und ¢’ des Balkens
zur Folge haben mul.
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Es muB aber im Auge behalten werden, daB in jedem Querschnitt
des Querstreifens die einzelnen Beanspruchungen s,, v, und Durchbiegun-
gen ¢ lings der Querschnittsbreite verinderlich sind und vom Durch-

. m, V.
schnittswert Ty ) 'fy, 0 mehr oder weniger abweichen konnen. Ein
T T
merklicher Unterschied ist besonders im Angriffspunkt % der Stiitzen-
widerstinde Z zu erwarten, weil bei Einzelkraften in unmittelbarer

Nahe des Lastortes eine

erhebliche Steigerung der T 7 v s
Biegungsmomente ein- } L7 2 Bz 17 12 L
|
tritt. ) ‘L J ¥ 15 5 4 |5 J
Da die Stitzpunkte T 7 18 g7 |8
unverschieblich sein sol- _ %__L A\ g L7y 72 g L | ___/f_l;__
len, so gilt fiir die Stelle & | 1738 |1 |75 |73 |y !
die Bedingung g VL] sl s w1 L]
N
Go="Cok —ZCr=0. 7¢ 178 74 75 |74 173 \7¢ !
. | 3
Hieraus folgt ____r_._____€9____ {1_____ __l}_-
7 = Lo | | |
L N | }
Wiirden oz und % mit 1 ' — |
den zugehérigen Ver- “ “ilV YU | -‘4/4"‘““
schiebungen d,; und d} 3 2 I 2 | o I

der Querschnitte K —K
des stellvertretenden
Balkens genau iiberein-
stimmen, so wiirde auch der Stitzenwiderstand Z bei der Platte ebenso
grof3 wie beim entsprechenden durchgehenden Triger sein und im end-
giiltigen Zustand eine véllige Gleichheit hinsichtlich der Biegungs-
momente M, und Scherkrifte ¥V, bei der Pilzdecke und beim durch-
laufenden Balken bestehen. Da jedoch in den Querschnitten K —K
langs der Stiitzenflucht die Durchbiegung der Platte gerade im Punkte k
ihren Hochstwert erreicht und mithin £% sicherlich groBer als der Durch-
schnittswert J%, also auch groBer als die Verschiebung 6} des stellver-
tretenden Balkens ist, so miissen bei der Platte kleinere Stiitzenwider-
stinde Z und groBere positive Biegungsmomente I, als beim durch-

gehenden Triger hervorgerufen werden.

O
Das Verhaltnis Zfi zwischen dem Mittel- und dem Hoéchstwert der
Durchbiegungen der Platte lings der Stiitzenflucht ist das Maf fiir die
Wirksamkeit der Stiitzung. Es ist um so giinstiger, je weniger sich diese
beiden Werte voneinander unterscheiden und héngt wesentlich vom
Stiitzenabstand I ab. Um die Beziehungen zwischen Platte und Balken

17*

Abb. 83.
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weiter zu verfolgen, will ich jetzt in zwei Beispielen die Ermittlung der
Grofen 0% und (; zeigen und den Verlauf der Durchbiegung der Decke
im Bereiche der Stiitzenflucht niher untersuchen.

1. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit der
Stiitzenteilung I, :1,=1:1.

Fir die in Abb. 83 dargestellte dreireihige Platte mit der Stiitzen-
teilung I, :1, =1 :1 wihle ich ein Gewebe mit der Maschenweite

l
hy=14y=1 =7 ——-—% und belaste es in den Punkten %k mit den

Kriften P=1.
Ich verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte entsprechend
den Symmetriebedingungen und schreibe die Gewebegleichungen

4w, —2uw; —w, =0,
—2 (w] + wh) + 4wj —w; =0,
4wy — 2wy, —uwp =0,
— W + 4w, — 2w —w; =0,
— wp — (wp +wg) + 4up —wg =0,
— Wi + 4wy —2w; —wh =0,
— +dwh —2wh —wly =0,
— wf — (@ + wf) + duf — iy =0,
— W +4wy — 2w — w=20,
P 1 (A)

— wy +4wio_2wi1—wi3=§=+:g—,

1 1
— wy — (W + wip) + 4wy —wy =0,
- ’w(] +4w;2_2wil—wi.):0’
) + 4wy — 2wy —wig=0,

4 4 / 4

— wy — (w3 + wys) + 4wy —wi =0,
— W + 4wy — 2w, —wig =0,
—2wiy -+ dwig — 2wy, =0,
— 2wy — (Wi + wig) + 4w, =0,
—2wis + dwis — 2wl =0,
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4z — 22

(% + ) + 47

4
—2 2
v
—22z

7
—2 215

42— 22

+ 47 — 24

— (@ +2) +42%

+ 4z — 27
+ 42 — 22

— (@ +z) +4%

+ 4z — 2%

+ 42 — 22
— (2o + 21) + 424

+ 42, — 2z

+42,  —24,

— (2hs + 215) + 4214 —

7 S
+ 42 — 22z —

+ 42 — 22
— (216 + 21s) + 421

+ 47 — 22

a2
J 7/
24 S" wy ,
2
a2
4
z;,') S— Wy ,
2
]2
4
p =5 Wy,
S,
a2
2 2 w,l >
S,
a2
7 J
2 = kA w;
2
2
J 7
29 g wG 5
2
2
210 = —}L wr
10— T
Sy
2
z i A
11— 8 s
S,
2
S 4
Zqp = S—wo >
2
A2
4 4
Rz = E Wi »
2
]2
J 4
214 S, Wiy
2
12
7
2 = 5 Wiz
2
a2
S /
216 = q. Wiz,
2
2
4 l 4
1= A Wiy,
2
)2
4 4
21y = S, Wis,
2
22
4
== = Wig,
S,
2
= i Wi
3
Sy
2
2 4
Wig
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et

auf. Ich setze

wiy =R, +T, +U;, 4R = wi+2w) + wj,
wy =R, — T, , 4U, = 2w — 2wy},
ws =R, +7, — U, , 47, = w| — 2w, + w},
w, =R, +T, +U,, 4R, = wi + 2w, + wp,
wy =R, — T, , 4U, = 2w — 2wj ,
wg =R, +T, — U, , 4T, = wp —2w; + wi,
w; =R, + T, +U,, 4R, = wr +2w; + wy,
wy = R, — T, , 4U, =2u; — 2wy ,
wy =R, +7T; —U,, ©) 4T, = wi —2wg + wj, (D)
in=R1o+ T10+ Uy s 4R10 = wp+ 2wy + Wi,
wy = Byy— Ty > 4 U, = 2w — 2wy,
wis = Ryy + Ty — Uy, 4Ty = wio— 2w+ wi,
wyy = B+ T+ Uis, 4Ry = wi+ 2w+ wis,
wiy= Rz — Ty s 14U, = 2w — 2w,
wis = Ry3+ T3 — Uy, 4T3 = wis— 2w+ wis,
wig = Ry + Tis+ Usss 4Ry = wig+ 2w+ wis,
W= Rig— T s 4 U6 = 2wl — 2w,
wig = Rig+ T — Uy, 4T = wig— wi+ wi,

fasse in den einzelnen Gruppen des Gleichungssystems A4 die Gleichungen

paarweise zusammen und erhalte durch wiederholte Addition und Sub-

traktion die drei folgenden voneinander unabhingigen Gleichungs-
systeme:

2R, — R, =0

— R, +2R, — R, =0

— Ry +2R, — R,y,=0

1 (E,)
— R, +2R,)— Ry = — 1
7 10 13 481
- R10‘|‘ 2R13 _R16=O
—2Ry; + 2Ry, =0

+67, —T, =0
— T, +6T, —T, =
— T, +67, —T,,=0
— T ‘l‘6Tm_T13=4LS1 (Ey)
- T10+6T13“T16=0
—27T,, + 6T, =0
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+4U, — U, =0

— U, +4U, —U, =0
— U, +4U, — Uy, =0

7 2 (Es)
— Uy, +4Up—Up= o[
v7 10 13 481
- Uy +4Up —Uig=0
—2U,5+ 44U, =0.

An Stelle der urspriinglichen partiellen Differenzengleichungen sind
hiermit totale Differenzengleichungen gewonnen, welche eine &hnliche
einfache Gliederung wie die bekannten Clapeyronschen Dreimomen-
tengleichungen des durchlaufenden Balkens aufweisen. Ihre Auflésung
liefert :

R, =025 ;-1 , T, =0,000217 SIT U, = 0,00259 S%
R, = 0,50 L 7, =0,001301 ! U, = 0,01036 1

> Sl ’ 4 > Sl b 4 ’ Sl >
R, =075 1 T, = 0,007589 1 U, = 0,03886 1

7 ’ Sl ) 7 ’ Sl ) 7 ) Sl b
R,y = 1,00 }— 7.0 = 0,0044232 1 U,p = 0,14508 —1—

10 ) Sl ’ 10 ’ Sl ’ 10 ’ S]_ >
1 1 1

By =100 ¢, Ty =0007806 -, Upy=004145 -,
P 1 1

Ry, = 1,00 L 7.6 = 0,002 602 L Uye = 0,02073 1
Sl Sl Sl

M, = 8,w, = 025281 P, M, = 8w, =0,51166P,

M, = S,w, = 0,24978P, M, = S,w,, = 0,49870P,
M = 8w, =0,24763 P, M, = 8w, = 0,49094 P,
M; = S w; =0,79645 P, My = S;wj,=1,18931P,
Mg = S;wg = 0,74241 P, My = S wi = 0,95577 P,
M, = S, w, =0,71873 P, M, = S, wl, = 0,89915 P,
My = S, wi; = 1,04926 P, My = 8w, = 1,02333 1,

;4 == Sl wh == 0,992191), M17 = Sl w17 == 0,99748P )
M;", = Sl w;:, == 0,96636P ) Mis - Sl wig - 0,981 87 P .

Aus diesen Zahlenreihen erkennt man, daB nur in der nichsten
Umgebung des Lastortes ein nennenswerter Unterschied zwischen den
Momenten M’ eines Lingsschnittes besteht, wiahrend mit wachsendem
Abstande vom Lastorte alle Punkte eines Léngsschnittes fast die gleiche
Biegungsmasse M’ aufweisen. Obgleich die Platte nur in einzelnen
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Punkten gestiitzt ist, tritt eine beinahe ebenso gleichméflige Verteilung
des Auflagerwiderstandes ein, als ob die Decken langs der Linien 10,
11, 12 ganzlich aufrubhen wiirden: diese giinstige
Wirkung ist fiir die Tragfihigkeit der Pilzdecken
-, von erheblicher Bedeutung.

Die Spannungsverteilung in der Nahe des
% Stiitzenkopfes verdient noch eine eingehendere Unter-
suchung. Ich schlieBe an die Knotenpunkte 7, 8,
11, 13, 14 ein kleinmaschiges Gewebe mit der Weite

an (Abb. 83a). Waihlt man als

a
l' =A‘,, =A.,/=—
@ Y 4

Druckflache ein Quadrat mit der Seitenlinge 24 = % , so entfallen

auf die Knotenpunkte ¢ und m die Lastanteile —1—1:;— ,

auf die Knotenpunkte r, I und » die Lastanteile —éi ,

auf den Mittelpunkt & der Anteil {
Die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes lauten nunmehr :
’ 4 ’ ’ 4 P
dui —wi—w = e
’ / 7 4 4 P
4w, —w; — wy, — wyg — W, :1681_’
’ 7 4 4 P
4w, — 2w; — wi, — w; 2—8—81—,
! ! 7 4 P (F)
4wy — 2wy — wi — wi = 89, s
/ ! | ’ ! 4 P
4wy —(wi-f-‘wm)—wlc—wn‘—"S—S*I‘:
!/ ’ 4 ’ P \J
4wy — (wr + wy,) — 2w =—4—‘51-
Setzt man hierin fiir wf, wi; und w}; die vorhin gefundenen Werte
P P P
wh = 0,79645 — , wi = 0,95577 — | why = 1,04926 -
1 8y 8y

und fiir die iibrigen Randknotenpunkte die durch Interpolation er-
mittelten Grofen

3w) 4 wg P
ro_ 78 = (,78294 —
@ 4 d S’

wly = i__ Wiy + Wiy = 1,03499

4 ’ E )
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6w} 3wi — P

wy = ¥ F3W Wy oo P
8 S,
6wl — wi 4+ 3w r
w = YT W 3w g6
8 Sy

ein, so erhilt man durch Aufldsung der Gleichungsgruppe (F) die neuen
Ordinaten

! DD 'I) 4 P
w; = 0,93325 S, Wy, = 1,05900 8,
P P
w, = 0,972535 — , wy = 1,09861 —-,
s, 3,
P P
wy = 1,04380 -, w, = 1,10219—
S, S,

und schliefllich als Mittelwert des Momentes tiber dem Stiitzpunkt im
Bereiche ¢, v, I, m, n

i — SV 2wl b o B Wi Wy 063 L
9 8,
Die giinstige Wirkung der Verbreiterung des Stiitzenkopfes tritt
wieder in Erscheinung; unter Beriicksichtigung der Druckverteilung
ist das gréBte Moment iiber dem Stiitzenmittelpunkt

M = 8w, =1,10219 P,
wihrend bei AuBerachtlassung der wirklichen Stiitzfliche das Moment
M, = S, why = 1,18931 P

in Rechnung zu stellen sein wiirde.
Um nunmehr die Ordinaten {’ der elastischen Fliache zu bestimmen,

bringe ich auf das Gewebe mit der Maschenweite 1 = % die elastischen

Gewichte w'. Die zugehérigen Gleichgewichtsgleichungen sind in der
Gruppe (B) vereinigt.

Sie lassen sich genau wie die w'-Gleichungen der Gruppe (A) durch
drei voneinander unabhéngige Gleichungssysteme mit je sechs drei-
gliedrigen Gleichungen und je sechs Unbekannten ersetzen und ebenso
rasch auflgsen. Die Durchfithrung der Rechnung nach dem Vorbilde
der Gleichungsgruppen (C), (D) und (E) ist verhaltnisméBig sehr einfach
und braucht daher nicht mit allen Einzelheiten erortert zu werden. Sie
liefert die folgenden Werte:
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2 = 3971135222
2, = 17,69532 Sizg
2, = 10,92625 ;f:
2y = 13,40687 g%g
2y = 14 897396},)';2

P

o =158 65— -
21 ,390 5.8,

2
%= 3 968205';

2
% = 17,68612 ;g
% —109031855,
2 =13, 37060§g
z”——1487139§—§
2 =15,37224 ; gz,

Die Berechnung trigerloser Decken.

2
2y = 3,96578 Pi
P2
8,8’
P2
8:8,°
P32

5 =13,34521 —
2 =13, 5.8,
P
=14,85312—— -,
8,8,

P22

4 = 1,67908 -~

2, = 10,88734 =

2= 15,358 15

8,8,

5,8,

¢ (G)

Man erkennt wiederum, daB alle Punkte eines Langsschnittes fast
genau die gleichen Durchbiegungen aufweisen und dafB sich die Form-
anderung der Decke auBlerordentlich gleichmaBig vollzieht.

Da nur im Bereiche des Lastortes nennenswerte Unterschiede in
den lotrechten Verschiebungen zu erwarten sind, so mdge noch der
Kriimmungsverlauf in der Niahe des Stiitzpunktes niher untersucht
werden. Ich schliefe zu diesem Zwecke wie vorhin an die Knoten-
punkte 7, 8, 11, 13, 14 des groBmaschigen Gewebes ein kleines Gewebe

a

mit der Maschenweite 1" = é = o (Abb. 83a). Seine Ordinaten

miissen den folgenden Bestimmungsgleichungen geniigen:

) W 1 P
4z, — 2z —zp —z2y—2p = W, s, —4-wl‘—g~2——0,93325 4SIS2’
’ ! ’ ’ ’_ (l,)2 _ 1 ’ }‘2 _ Pj’z
4z, — 27 —2p, — 25— 2 —Wm§—4-wm82—1,05900 18,5,
’ ! 7 J . ’ (2’,)2 1 4 12 Pl2
4z, —22; —zp —27 = W, 'Szi_z wrS-—OS)725354SIS2

()2 1 A2 P2
r_ /__/‘_/‘ — po N, 1_= 81 _—
4z, — 2z, —z;, — 24 wh, A 7 wy, 5 1,0986 15,5,
’ ! ! 7 4 7 (i,):‘)‘ l ! 22 Pl2
4z — (it 2m) — 2 — 2 = w)- s, =3 Ez =1,0438 4@1792,
(A)? 1 A2 P2
r‘ . 4 AN ! — Iﬂ _ . I‘ R — 1 2 1
4z (zr +2p) — 2% wy; s, 1 wy, s, ,L10219 15,5,
Fiihrt man hierin die bereits ermittelten GréBen
P2 P2 P2
= 2625 — =1 60 — 15 = 14,897 39
27 ].0 9 Sl SZ z” 3 370 S S2 213 Sl Sz
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und die durch Interpolation gewonnenen Werte

3z + % , P2
= == 10.92048 ———-
2y 1 0,920 4 5.8,
3255 + 21y P*
g= " = 14,890 89 —— —,
“a 4 S, 8,
62 + 32 — 2, P2
2h = e = 1225TT2
2p 1 12,2577 S8,
62y — 2+ 32 P2
b= e = 12,241 82 ——
e 4 ’ 8, 8,
ein, so ergibt die Aufldsung:
A2 P2
zj =12,27110- P " 2y, = 14,27790 —,
1+~2 S 1 SZ
P2 pi2
2 = 14,26727 = 13,40602 - —,
" 4,267 5.8, 2k S8,
P2 P2
= 12,27915 ——, ; = 13,39374 - —-.
or 5, 5, “ S, 8,
Die vorziigliche Ubereinstimmung zwischen den beiden Werten
Pz
fo = 13,40687
210 3: Sl S2
und
P2
= 13,40602 -
2 3, Sl S2
ist ein erneuter Beweis fiir die Genauigkeit und Zuverlissigkeit des
Rechnungsverfahrens.
Aus der Gleichungsgruppe (G) lassen sich jetzt, indem P =1 gesetzt
wird, die Werte S. 8
C, — P1Me 2’
N
errechnen. Sie sind mit den zugehorigen Momenten der reduzierten
Biegungsspannungen oer
sy=—N-——+
0y

in der nachstehenden Tafel 22 zusammengestellt. Um den Vergleich
zu erleichtern, sind die Durchbiegungen ¢ und die Momente ) des
stellvertretenden einfachen Balkens in der gleichen Tafel aufgenommen.

Der Vergleich der zugehorigen Zahlenreihen zeigt bei den Durch-
biegungen 8’ und {’ Abweichungen von héchstens 0,69, wahrend sich
die Momente s und 5g Um kaum mehr als 19, voneinander unter-
scheiden; beachtenswert ist hierbei, da die Gurtstreifen 1 —4—7—10
—13—16 die tieferen Senkungen {’ und die kleineren Momente s, die
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Feldstreifen 3--6—9—12—15—18 hingegen die geringeren Verschie-
bungen (' und die groBeren Momente s’ aufweisen.
Das Verhiltnis 8, 333333
o, 3,35125
erscheint als Mal3 der Wirksamkeit der Stiitzung auBerordentlich giinstig.
Da aber bei statisch unbestimmten Tragwerken geringfiigige Verinde-
rungen in der Lage der Stiitzpunkte einen merklichen Einfluf auf den
Spannungszustand ausiiben kénnen, ist es notwendig, nicht allein die
Wirkung der Auflagerkrifte Z = —1, sondern auch diejenige der ge-
samten wirklichen Belastung in Betracht zu ziehen.

= (),99

Tafel 22.

Die Durchbiegungen und Hauptspannungsmomente einer dreireihigen Platte
mit der Stiitzenteilung 7,,: 7, =1:1 unter dem Einfluf der Krifte P, = +1.

Abb. 83.

Punkt 1 4 7 10 13 16 Faktor

’ - S
¢ 1099278 | 1,92383 | 2,73156 | 3,35125 | 3,7243 | 3,84766 ‘}1 @
o 1098952 | 191667 | 2,71875 = 3,33333 | 3,70833 | 3,83333 N
5, | 0,24695 | 049326 | 0,75031 | 1,01193 | 0,99726 | 0,98652 1

9q | 0,25 0,50 0,75 1,0 1,0 1,0 1

Punkt | 3 6 9 12 15 18

[
g 0,99145 | 1,91977 | 2,72184 | 3,33630 | 3,71328 | 3,83954 | 1.
s, 0,25248 | 0,50503 | 0,75041 | 0,94995 | 1,00289 | 1,01006 | 1

a) Der EinfluB einer gleichm&aBigen Belastung aller Felder.

Werden alle Felder gleichmaBig mit g belastet und die Widerstéinde Z
beseitigt, so entstehen in allen Punkten eines Lingsschnittes M —M
(Abb. 81) die gleichen Verschiebungen {, und die gleichen Biegungs-
momente sy, : jeder Streifen PPQE verhilt sich wie ein einfacher, frei
aufliegender Balken. Bezeichnet man mit L =37 = 6a die Spann-
weite dieses Balkens, so lassen sich seine Durchbiegungen , und seine
Momente s,, durch die bekannten Formeln

gL4 < yZ y4) 27 ga4< 2 y2 1 y4>

= 5—247 )y =209, =29 , 2 Y

b= 384N Ut =g 7P 3T w)
_9@< _f*f>_3 2< _lﬂg)
sw="g 1= z) =397~ 5 &

darstellen.
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Fiir die Stiitzenflucht y = +a ist

Der Auflagerwiderstand der Pilzdecke hat also die Grofie

7 = Lot 4% ig&{,_*
T T 3 33512542

— 4,37647 ga? .

Bei dem gewohnlichen durch-
laufenden Balken ist hingegen
gtk M 94
"T85, T 3 733333342

=44ga>.

Diese beiden Werte wei-
chen nur um etwa 0,59, von-
einander ab.

Die Gleichungen der end-
giiltigen Verschiebungen { und
Momente s, lauten nunmehr

=, — 4,37647 ga? [,
8y = 8oy — 4,37647 ga?s,.

Nach diesen Formeln sind
die Werte £, s, und auch die
Momente s, der reduzierten
Biegungsspannungen errechnet
und neben den zugehérigen
GroBen des stellvertretenden
durchlaufenden Balkens in
die Reihe A der Tafel 23 auf-
genommen worden. Um die
Unterschiede zwischen der
Pilzdecke und dem Balken
besser zu veranschaulichen,

sind die Momente s, und on
in Abb. 84 dargestellt. .

.\"\.
v —
=
/‘/
3
i
/
{
'\'.‘ 75) xZ
B
NG
S~
. - «Sg \“ ~. ) é
7 —
T
=
-
6:2/,49‘411'
/"’/J"
Ty
Za 6+

3T Feldstreifen

Abb. 84. Spannungsbilder der Querstreifen
einer gleichmiBig belasteten trigerlosen Decke

mit drei Felderreihen.

Der Vergleich 1483t wieder die kleinere Durchbiegung und die stéirkere
Beanspruchung der Gurtstreifen erkennen: die Feldstreifen, welche im
Gegensatz zu den Gurtstreifen in den inneren Drittelpunkten nicht
unmittelbar aufgelageIt sind, besitzen infolge ihrer nachgiebigen Stiit-
zung eine geringere Steifigkeit und haben daher auch die kleineren
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Tafel 23.

Die Durehbiegungen und Spannungsmomente einer dreireihigen Platte mit
der Stiitzenteilung 7, :7, =1:1 bei verschiedenen Belastungsfillen.

Abb. 83, 84 u. 87.

T i
Punkt 1 4 7 10 ; 13 i 16 | Faktor | Abb.
R S I N | _
oo (s, ]| 0,07164 0,07928 0,00768/—0,136 80; 0,01443| 0,03355
i |5, | 0,07356] 0,08532 0,02382|—0,10717 0,00264| 0,04563
2—;1 0,06875! 0,075 | 0,01875/—0,1 [-0 ,00625| 0,025 |
s, | 0,08269| 0,10214| 0, 05071 —0,06840/—0,05409|—0,045 70{’
5, | 008368 010516 0,05820|—0,05359 —0,04556|—0,03968
B m, I I,)| 85a
2—J 0,08125 0,1 0,05625/—0,05 | —0,05 |—0,05 | |
S ] S R |
8, ||—0,01106 |—0,02286 —0,04304 —0,06840] 0,03966 0,079 30|
8, |—0,01009|—0,01984|—0,03546] 0,05359, 0,04819] 0,08531 .
C ”, plz| 85
5200125 |~0,025 | —0,0375 |—0,05 0,04375 0,075
| !
|
Punkt l 3 6 9 12 15 18 Faktor || Abb.
Bela- | |
stungs. { fy 0,06910| 0,07706' 0,03312/—0,02268| 0,00847 0,02913 } . -
5| 0,06751) 0,07244] 0,02272|—0,03935|—0,00352] 0,01988| f 9

=

1 ‘ r ,

B {sy 0,08142| 0,10103| 0,06342|—0,01134|—0,04264 —0,04794 } 12[ o5

5 | 0,08063 0,09872| 0,05823—0,01968|—0,04864—0,05256/ § P a

a {fy |—0,01232|—0,02397/—0,03032|—0,01134| 0,05111| 0,07706 } o
5 |—0,01312| 0,02628|—0,03552|—0,01968| 0,04511| 0,07244| f P%

-
Punkt 4 6 10 12 | 16 18 Faktor | Abb.

0,00546| 0,03715/—0,13090| 0,04377|—0,02659| 0,03680

Bela-
stungs-
fall

Cn\é‘n

R —0,00641| 0,01542—0,00875 0,05558 —0,04027 0,03084|{ s
% —0,08333| 0,04167|-0,08333 0,04167|—0,08333| 0,041 667! i
- L B I Jr
s, — 0,05944, — 0,07744) — 0,07728 ‘\
D ;t — | 004547 — 0,08182 — 007337} | 1386]1_87
o= 0,08333 — 0,08333] 0,08333 ]
8 L 0022200 — |—0,03367 —0,04048!
B ;t —  1-0,03005| — |—0,02624] — |—0,04552! pl? | 86u.87
51 —  |—0,04167] — ? 004167’ — |—0,04167
| I
| I i
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Biegungsspannungen. Die Unterschiede zwischen den wirklichen
Spannungsmomenten s, der beiden Streifen sind in den Endfeldern
unerheblich, in den Mittelfeldern betrichtlicher; in den letzteren sind
die Abweichungen zwischen den Momenten s, der reduzierten Span-
nungen bei den Gurt- und Feldstreifen ganz bedeutend.

Trotz der fast gleichen Widerstinde Z bestehen zwischen den Bie-
gungsbeanspruchungen der Pilzdecke und des stellvertretenden durch-
laufenden Balkens merkliche Unterschiede, welche vor allem in der
Mitte der Innenfelder besonders in Erscheinung treten; die Durch-
schnittswerte s, der Gurt- und Feldstreifen weichen jedoch nicht er-
heblich von den Biegungsmomenten des Balkens ab. Da fiir die An-
strengung und die Querschnittshemessung der Platte diese Durchschnitts-
werte und nicht die fiir die Mittellinien der Streifen giiltigen Grenzwerte
mafigebend sind, so ist hinsichtlich der gesamten Forménderungen und
Spannungen eine fast vollstindige Ubereinstimmung zwischen Pilz-
decke und durchlaufendem Trager zu erkennen.

b) Der Einflufl einer ungleichmafigen Belastung.
Die ungiinstigsten Beanspruchungen sind in den Querstreifen zu
erwarten, wenn entweder die mittlere Felderreihe I oder die beiden
dulleren Reihen I1 allein belastet werden (Abb. 85 und 85a). Bei gleich-

______ .
I h:!\l
TR \x\\‘ _____ Evﬁu—u{ R
i B A
V4 RN
Abb. 8_5*.*_- o T
F CETE
; T ae hlm
R
_—— ——— Q——_-_ ......
Abb. 85a.

mafiger Verteilung der Krafte p 1aBt sich jeder dieser beiden Belastungs-
zustéinde auf zwei Stufen aufbauen.

Stufe I: Innen- und AuBlenfelder tragen gleichzeitig die Last +g ;

Stufe I7: die Innenfelder sind mit i?)—) , die AuBenfelder mit +
belastet. -

bO k3
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Um die Verschiebungen { und Momente s, der ersten Stufe zu er-
mitteln, braucht man nur in den vorhin errechneten Werten der Gruppe A

der Tafel 23 g durch —g zu ersetzen.

Bei der zweiten Belastungsstufe verhilt sich jede Langsreihe wie
eine unendlich ausgedehnte, an den AuBlenrindern 4—A4 oder an den

Innenrandern K —K frei aufliegende, mit ig gleichmaBig belastete

Platte. Jeder Querstreifen wirkt hierbei wie ein einfacher Balken von
der Spannweite ! = 2 a: fir die zugehorigen GroBen { und s, gelten
die bekannten Kormeln

. 7 l4 2 4 4 2 4
(=+2 (5~24—‘?Z—2~+16yr—)=f~;«-»pa (5~6—{%+ﬂ),

2 384N I 24N at
p B ¥ 1 U
=gt =t gre(i- 7).

Der Anfangspunkt der y-Achse ist hierbei in den Mittelpunkt jedes
Feldes zu verlegen. Die Uberlagerung der Durchbiegungen und Span-
nungsmomente der beiden Laststufen liefert

a 0 a 0 die in den Spalten B und C der Tafel 23

== --J zusammengestellten Zahlen. Der Vergleich

mit den zugehérigen GroBen 6 und % des

durchlaufenden Tragers zeigt von neuem
¢ine recht gute Ubereinstimmung sowohl
i

= in den Mittel- als in den Endfeldern.

] Besonders bemerkenswert ist der ver-
[pramy| ~ schiedene Verlauf der Momentenlinien in
T ‘? den Gurt- und Feldstreifen; wiahrend bei
| 3
| '
l ]

den ersteren die negativen Biegungsmo-

TorprrrTgTo T mente ihren Grofitwert unmittelbar iiber

dem Stiitzenmittelpunkt erreichen, treten

bei den zweiten die hochsten negativen

e e e Biegungsmomente auBlerhalb der Stiitzen-

Abb. 86. flucht auf, sie sind aber weit kleiner als bei

den Gurtstreifen. In dieser Verringerungist

wieder der EinfluB} der elastischen Nachgiebigkeit der Auflagerung der
Feldstreifen zu erkennen.

Um nunmehr auch die grofiten Biegungsmomente in der Langs-
richtung zu bestimmen, ist der Einflull einer wechselweisen Belastung
der Querreihen, wie sie in Abb. 86 veranschaulicht ist, in Betracht zu
ziehen. Dieser Belastungszustand laBt sich auch in zwei Stufen zer-
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g und sodann die Querreihen

abwechselnd mit g und mit A—g beansprucht werden.

4

legen, indem zunichst alle Felder mit

Die Verschiebungen { und Momente s, der ersten Stufe sind bereits
bekannt. Bei der zweiten verhilt sich jede Querreihe a bcd wie eine
an den AuBenrindern ab, ¢d und den Innenrindern ac, bd frei auf-

liegende, mit + 222 gleichm#Big belastete Platte von der Linge L =6b
== 6 e und der Breite B = 2 a . Fiir dieses Seitenverhéltnis B : L =1 : 3

N
N
g
¥
N
N
lg—
- — - S -
/,/ ~ // S § ~. PR ‘\\
\ ! S Ny PR
\ | . < > 7\
AN i/ Y .
;\\ {1 N \
\ ~N I/ - N \
1
AN R ¥ S \
a £
~
3
RS Schritt J-TJ
S 0 HH e —
\ /
\ N 7 ¢ [ e—————
\, b 7
.8
WS //
NN
e
N
8
S
Q\

Abb. 87. Spannungsbilder der Lingsstreifen einer trigeriosen Decke mit drei
Felderreihen bei wechselweiser Belastung.

sind die Spannungen und Durchbiegungen im Abschnitt III, § 9 er-
rechnet und in Tafel 5 zusammengestellt worden; man braucht nur

+ %}- an Stelle von p zu setzen, um die Werte fiir die vorliegende Be-

lastung zu erhalten. Die Zusammensetzung der Werte der beiden Last-
stufen liefert die in der Tafel 23 eingetragenen Zahlen.

Die s, Linien der drei Langsschnitte J—J, K—K, L—L sind in
Abb. 87 dargestellt. Die groSiten positiven Biegungsmomente treten
im Gurtstreifen K—K auf; der benachbarte Feldstreifen L—L der
mittleren Reihe weist fast die gleichen Momente s, auf, wihrend die
Feldstreifen J —J der #uBeren Reihen, durch die angrenzenden Rénder
ab, cd wesentlich entlastet, erheblich geringere Momente aufzunehmen
haben. Die Beanspruchungen bleiben aber merklich hinter dem Durch-

Marcus, Platten. 18
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2 2

schnittswert g‘% = % = % = 0,333 pa?* des stellvertretenden durch-
laufenden Balkens zuriick. Diese Abweichung ist auf den Umstand
zuriickzufithren, dafl die Ausdehnung der Platte in der Querrichtung
beschriankt, in der Langsrichtung hingegen unbegrenzt ist: die Platte
ist daher in der Querrichtung steifer als in der Langsrichtung, und dem-
gemal ist auch die Biegungsbeanspruchung in den Léngsstreifen be-
trichtlich geringer als in den Querstreifen. Bei Decken, deren Umfang
in beiden Richtungen begrenzt ist, wird also die Spannungsverteilung
nicht allein durch das Verhiltnis der Stiitzenabstinde in jedem Felde,
sondern auch durch das Verhiltnis der Felderanzahl in der Lings- und
in der Querrichtung beeinfluflt.

Die Bedeutung dieses Einflusses wird noch in § 33 und § 34 unter-
sucht werden. Vorerst ist es aber notwendig, die Frage zu priifen, ob
die Vergroferung des Siulenabstandes in einer Richtung eine merk-
liche Verringerung der Wirksamkeit der Stiitzung zur Folge haben kann.

2. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit
der Stiitzenteilung l,:1,=3:2.
Ich wihle als zweite Beispiel eine dreireihige Platte mit den Stiitzen-
abstanden l,=2a=061, l,=2b=41.
Das zugehorige Gewebe ist in Abb. 88 dargestellt. Es sei zunichst nur
in den Knotenpunkten (13) mit den Kraften Z = —1 belastet. Die

' 247 1z 15 |#13 2 17 Iz WT/'
JI| s !5 617 1817 |6 15 |6 J !
; 70 ig 70 |77 72 |17 |0 !3 70
S N I N ST _14_14_16:_45_1@_14______-________

18777 |76 |79 20 |19 |16 177 |28
L 22 127 |22 |23 \2% |23 |22 Ii” 22 L
7 177 |78 79 120 |79 |78 177 |78

i
|
|
|
B
|
|
|
————ped 1~ I JE N RS R S
I
|
T
i
|
|
T

a2 b=41—r=—020"%4

N3 b
-

RPN
I
T
]
i
1
|
i
N T __i'"__
|

I I
< 2a-61—Sle Iq-62— < Za-61—>
Abb. 88.

Gleichgewichtsgleichungen fiir diesen Belastungszustand lauten unter
Beriicksichtigung der Symmetriebedingungen:
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4w —2w) — w; =0
4w, — 2w — wy =0
— wi +4wy, — wy —w; =0
— wy +4wy — wy —w- =0

— w +4w, —2w; —wy, =0

— w] +4wg —2w; —wly =10
— wy — wy +4wig — w; —wp=0
wy — wi +4w; — wi —wj =0

— wy +4wy — 2w — w3 =0
— wy 4w — 2w —wi;=0

4 4 4
— wy — wy +4wp— wy—wy=20
4 / 4 ’ 4
— wy — Wt 4wy — w— W =
P 1
’ 4 4 4
— wy +dwy — 2wy — Wy = =+

S
4 4 4 4
— W+ 4wl — 2wi; — wh =0
/ 7/ 4 4 4
— Wy — wgt+4wy— wy—wsg=0
4 /7 4 4
— wy — Wit 4w — wy—wy=0
4 4 4
— wig+ 4wy — 2wig — wy =

— Wi+ 4wy — 2wy — why =

4 4 4 4 4
— Wy — wpt+4wg— wy— Wy =
— Wiz — wy -+ 4wy — wig — wy =

— 2w + 4wy — 2wh =
— 2wh + 4wy — 2wh =

—2wig — wh +4wh — wh =

—2wly — wh + 4wl — wh =V.
72
4z — 22, — 2 = w{ —
Sy
2

J

dzy — 22 — 25 =Wy —
S,
12
— A t4% — 2 —z =wh o
8,
12
— 2 t42 — &% —z =wi
Sy
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20

21 +4z — 22
2 +42 — 22
24 +42 — 2
25 + 4z — 2
z 4z — 22
z + 4z, —
Z 44z — 4y
2o+ 42— 2o
Z + 423 — 22,
2+ 42 —
23t 42— 2
26+ 425 — 2y
2t 4z — 248
2+ 4250 — 22
2+ 425 — 2
2 =42y — s

22+ 42y — 22

— D2 - 425y — 225

Byt 42— 2
Pyt 42y — 2

_z9

— %10

4

— 2jg =

/o
— 219

,
— 2y

J

— 2p =

— 2

— 4

= W},

A2
Sy
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Ich bilde vier Gruppen von HilfsgroBen U,

ms Ve, Vi, welche

den folgenden Bestimmungsgleichungen geniigen:

Uy =§wi +2ws +2w; 4 wj)
U =@ — wp — wh +wj)
Vi =% + wi — wj —wy)
Vi =14 —2w +2w; —w})

U =§wh + 2wg +2w; + wg )
Uy =& (wj — wp — wi + wg)
Vi = §(wy + wi — w; — wg)
Vi — () — 2w 4 2wh — u}
Uy = §(wy + 2wl + 2wy, + whs)
Uy = wy — wiy— wy + wig)
Vy =% wy + wip— wy — 2)
5 =& (wy — 2w+ 2wh — wis)

Uy =4 wiy + 2wy + 2 wis 4 wiy)
U =% (wiy; — Wiy —  wi; + W)
Vm Flwi; + Wiy — Wi — why)

¥ wly — 2] + 2uwt; — wfy)

Il

7=%( Wiy + 2wty + 2wy + why)
Up=4%wh — wig— wy+ wh)
Vu—%f( Tt wis—  wip — wh)
=} (Wi — 2wig + 2wy — wy)

Uy = %(w,1+2w22+2w,;+w~4)
Ul = §(why — wéz‘“ Wiz + why)
Vo =4 (why + wh — wh — wh)
Vi = & (why — 2wl + 2wh — why)

wy =U, +20] +2V, + W
wy =U; — U+ Vi —V]
wy =U; — Ul — Vy + V]
wy =U, +2U0; —2V, —V{

wy =U; +205 +2V; + V5
wp=U; — Ui+ V;—V3
wh =U; — U — V3 + V3
wy =U; +20) —2V; — V5

wy =Uy +2U5 +2V, + V3
w’lo=U9““ U0+ V.,—V'
wy=Uy — Us — Vs +V«)
we=Uy, +2U5 —2V, —Vj

wy=Up+2U0+2Vy+ V5
wy=Up— U+ V=7V
wW=Up— Uz— V4V
wig=Ug+2U}; — 2V~ Vi

Wy = Uy +2U0;+2Vy+ Vi
wg=Uy— Up+ Vg— Vi
wy=Up— Uh— Vu+Vi
wy=Up+ Up—2Vy—TV5

Wy =Uy + 205 +2Vy+ Vi

W =Uy — Uy+ Vy—Vy
Wy = Uy — Ujy— Vo+ Vy
why = Uy+2U% —2Vy—Vy .

Tch fithre diese Gréfen in die Gleichungen des elastischen Gewebes

und erhalte nunmehr:
+2U1 _ Uﬁ :O
— U; +2U; —Upy=0

1
Ul( =+ -

- U!) + 2 U]3 - 6?
1

— Uy +2U0;—Uy=0
""2 Uh + U’I =

LU, — U, =0
— U, L5, — U, =0
— U +5U; —Uz=0

1
— Uy +5T; =t
9 13 17 681
_ U{:; +5 Uf7 - U‘lll =0
2 Uf: + 5 Uy =0
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+3V: —V; =0 +6V, —V, =

— Vi +3V; —Vy =0 — Vi +6V; —Vy =0

— Vs 4+3V, — V=0 — V46V, — Vi —0

3 1 , . 1
-V +3V13_V17=‘|‘GSI - 1)+6V13_I'17=+r&‘
— Vg +3Vuy—Vy=0 - B+ 6Vii—Vy=0
—2Vn+ 37 =0 —2 Vi + 6V, =0.

An Stelle der urspriinglichen partiellen Differenzengleichungen sind
wiederum vier voneinander unabhéngige Gruppen totaler Differenzen-
gleichungen von einfachster GesetzmiBigkeit gewonnen worden. IThre
Auflosung liefert die Werte:

U,
Ui

Vi

Us
Us
Vs

Vs

Uy
Us
Vs

Vs

1
— 3667
0,16666 5

1
= 0,000317 —
2 Sl

— 0,003623 -
8y

1
= 0,00145 —
b Sl

1
= 0,333333 E
1

—0,001584 —
| 8,

1
= 0,010869 —
) 981

1
= 0,000867 8,

1
= 0,5600000 s

1
=0,007605E
28985

= 0,02898 5
1

= 0,005059 —
) 9‘3,1

[y

M, = 8w, = 0,174692
M, = 8w, = 0,169828
M, = S, w} = 0,162872

M, = 8w, = 0,159910

M; = 8wy = 0,359106
M = 8;w; = 0,341751
M; = 8,w; =0,321747

Mg = S wg = 0,313896

My = 8wy = 0,578239

M?() == SI wq(] = 0,516321

4

. ;
Jlﬁl = 0,166667 ,

N

;= 0,333333,
, _l% — 0,500000,

;1 = "Sl wi] = 0,468469 “

M{g = »Sl w;g == 0,452 ]_8].
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1
UL'} = 0,666 667 Sf Mig = Sl w;:] = 0,921 207
1
1
U, = 0,036439 — M, = 8, w), = 0,676827 .
5;1 : l“ =0,666667 ,
1
1
V), = 0,029488 T M = S; wj; = 0,557883
1
..... 1
U7 = 0,666667 5 M, = S, w); = 0,752931
RS
1
Sy W _ 0,666 667
1 . - b b
Vi = 0,032 6098— My = 8, w), = 0,631341 v
1
1
T1 = 0,0052043- My, = 8;wy, = 0,612087
1
U, = 0,666 667 Si | My, = 8w = 0,718218
1
1
5 = 0,003169 b = Sy wh = 0,683502 | .,
Sll 22— 0,666667 .
Vo = 0,021739 5 My = 8, why = 0,643494 ‘
1
1
5 = 0,001735 < M, = S, wh = 0,627792
1
) }’

In der vorstehenden Aufstellung sind auch die Momente N des

stellvertretenden Balkens als Durchschnittswerte fiir jede Zeile angegeben.

Der Vergleich der zur gleichen Zeile gehdrigen Zahlen zeigt, dald
die Momente der Mittellinie 1—5—9—13—17—21 des Gurtstreifens
grofer, die Momente der Mittellinie 4—8--12—16—20-—24 des Feld-
streifens hingegen kleiner als die Balkenmomente sind: die starksten
Abweichungen treten in der unmittelbaren Nihe des Lastortes (Punkt 13)
auf und nehmen mit wachsender Entfernung von diesem Orte merklich
ab. Wiahrend bei der Platte mit der Stiitzenteilung I, :7, =1 :1 die
Unterschiede kaum mehr als 1%, betrugen, schwanken sie bei dem Ver-
hiiltnis 3 : 2 zwischen 49, und 389%,; die GleichmiBigkeit der Spannungs-
verteilung ist also nur noch in geringerem Mafle vorhanden.

Um die Gestalt der Momentenflache in der unmittelbaren Umgebung
des Lastortes zu bestimmen, schlieBe ich wie vorhin an die Knoten-
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punkte 9, 10, 14, 17, 18 des groBlen Gewebes ein kleineres Gewebe mit

Yl
der Maschenweite 4’ = 5 an und verteile den Widerstand Z = —1
gleichmaBig auf die Knotenpunkte ¢, &, I, m, », r. Die Berechnung

der Ordinaten dieses zweiten Gewebes liefert fiir die Momente M’ der

70 E Im 70 9 70
c r 4 z Lad z
Q68525 |72702 (68525 823775 84459 823775
74 1L s l 74 74 A Vs 4 74
q7730% Qa3 ﬂmzz/ 898562 340169 898562
V2 I m VA A V)
q777/65  q|5136% 77755 95672 958|236 9\5672
75 77 78 78 77 78
Abb. 88a. Abb. 88b.

einzelnen Knotenpunkte die in Abb. 88a eingetragenen Zahlen. Als
Durchschnittswert im Bereiche des Stiitzenkopfes erhilt man

M, = S, w), = 0,794787 .

Fiihrt man die Grofien w” in die rechte Seite der eingangs aufgestellten
#’-Gleichungen ein und lést man die letzteren in derselben Weise wie die
w'- Gleichungen auf, so gewinnt man schlieBlich die Werte

2
2, = 2,658471 Slg
12
12
2, = 2,651434 .
Sll ,122 | = 2,645597 31—% ,
2 ==2,6392SGS 3 172
1~2
122
| = 12,6336
2 3671 5,5,
2
2 = 5,156326 gl—%
172
122
2 = 5,138150 ———
6 818, / —5124527£
P 5 ) 3
2, = 5,109168 11 8,8
172
122
/= 5,096202 -
28 > S]_ Sz
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142
= 1424
% 7,331424 5.5,
142
2o = '7,293921 5 122
11/12 A _7270124S 3
2y = 724IZSISS 12
122
2p = 72189068
1
122
Sy = 284 ——
213 9,003 5 S
, 12
Z,, = 8,948516 8.5, 12
11z &y = 89157QIS g
/= 66 12
Z; = 8,874668 —— 5.5,
142
/L = 6
2l = 8,84467 5.5,
142
A 8 i
Z; = 9,989896 S 5,
2
A 5
2y = 9,9453 9S S, , 12
L (= 9915721S g,
,( == 5
2y = 9,880569 - 8.5,
12
he = 5
2o = 9,852576 8.5,
12
2y = 10,312652 5.5,
142
2)2 = ]O 276301 SIS ) 112
g &y =10 249054S S,
5 = 10,2 !
2y = 10,218333 - 9.8,
122
s, = 10,192402 —
2y = 10 5.5,

Die Gegeniiberstellung zeigt, daB die zum gleichen Lingsschnitt
gehorigen Punkte der elastischen Platte die gleichen Durchbiegungen
wie der stellvertretende Balken erfahren; die Abweichungen zwischen
den GroBen z und & betragen durchweg weniger als 19, Trotz der
merklichen Unterschiede in der Spannungsverteilung und trotz des
verhaltnismaBig groBen Stiitzenabstandes ist die elastische Fliche



282 Die Berechnung trégerloser Decken,

beinahe ebenso gleichmiBig gewdlbt, als ob statt einer Auflagerung in
einzelnen Punkten eine stetige Stiitzung lings einer Linie vorhanden wire.
Die genauere Untersuchung der Durchbiegung in nichster Néihe des
Lastortes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes liefert fiir die Ordinaten
der Knotenpunkte ¢, &k, I, m, n die in Abb. 88b eingetragenen Zahlen.
Fiir den Stiitzenmittelpunkt ergibt sich insbesondere
2

£ = 9,001693 Jl\f .
Das Mall der Wirksamkeit der Stiitzung
LN

Ze 9001693

0,99

ist wiederum als sehr giinstig zu bezeichnen.
Es mége jetzt der Einfluf} einer gleichmiBigen Belastung aller Felder

untersucht werden.
Schaltet man zunichst die Stiitzenwiderstande Z aus, so 14t sich die
Gestalt der elastischen Fliche unmittelbar aus der Gleichung

- 20 L
o 3 B2 " 81 bt

bestimmen. Die in der Stiitzenflucht liegenden Punkte (13) erfahren
hierbei die Verschiebung

Copm 8 = 44 gb* 70497

T i vk

Mithin ist
7 — Cok _ g,li' 7,()}
& 3-9,001693
Der Stiitzendruck des stellvertretenden Balkens mit der Breite I, = 3 b
ist bekanntlich

— 26,06917 912 = 6,51729 gb2 .

Z =149l ly = 1§ -69b> =6,69b.

Die Auflagerwiderstinde der Pilzdecke und des durchlaufenden Tragers
unterscheiden sich also um kaum mehr als 19%,.

Um {festzustellen, ob die Biegungsbeanspruchungen im gleichen
MaBe iibereinstimmen, habe ich fiir die Mittellinien der Gurt- und
Feldstreifen die Momente der wirklichen und der reduzierten Normal-
spannungen ermittelt und neben den entsprechenden Werten des
durchgehenden Balkens in der Gruppe A der Tafel 24 zusammengestellt.
In den Gruppen B und C dieser Tafel sind auch fiir die wechselweise
Belastung ganzer Felderreihen die Werte der Momente angegeben.

Die Berechnung ist in derselben Weise wie im letzten Beispiel durch-
gefiihrt worden und braucht daher nicht niher erértert zu werden.
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Tafel 24.

283

Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer dreireihigen Platte mit
der Stiitzenteilung 7,:1, = 3:2 bei verschiedenen Belastungsfillen.

Abb. 88.
|
Punkt 1 5 9 13 17 21 Faktor || Abb.
2o | 008195 0009121 002381 0,14986] 0,01211| 0,07325 l
W) 5, | 0.07517) 008136001285 ~0,21272 ~0.03143 0.03771) | o
2 |
%J%” 0,06875 0,075 | 0,01875|—0,1  |-0,00625 0,025 i
| N .
s, | 008785 0,11206) 0,05878 —0,07493 —0,04082|—0,087 |
[
s |5 | 008446/ 010318 004045 —0,10636 —0,06250 ~0.04364 |  n| g
;’% 0,08125/ 0,1 00625005 | ~005  ~0,05 E‘
5, |—0,00590—0,01204|—0,03497|-0,07493] 0,05293 009913
l 5, | —0,00929 —0,02182|—0,05330|—0,10636| 0,03116| 0,08136| | .
C i i rl 85
BJ% ~0,0125 |—0,025 |—0,0375 ‘—0,1 0.04375| 0,075 |
|
Punkt [ 4 8 12 ] 16 20 | 24 | Faktor || Abb.
L |
Bela- - T T T
stungs. {gy | 006401 007131 003408|—0,0067 | 0,00524 0,01763 } .
A s, | 007040 008399 0,05596| 0,02261) 0,03261 0,04298) ( 9% | —
. — SRR A S | A
g {5 | 007933 0,09816| 0,06392—0,00335—0,04425 —0,05369 } 2l g
s, | 008207 0,10449| 0,07485| 0,01130|—0,03057—0,04101|f Pl | 852
|
| I
g {gy —0,01442—0,02684|—0,02083/—0,00335| 0,04950| 0,08131/ } 2 g
s, | —0,011 68%0,02051 ~0,01890, 0,01130/ 0,06318, 0,08399| f Pl
i T
Punkt | 5 8 131 18 21 24 j[ Faktor | Abb,
R R S N L L
Bea (5 |0,02632) 0,01878/—0,00313| 0,04344 ~0,05265} 0,03755
ail” | 5, |—0,01311 0,02820|-0,11311 0,04254|—0,04288 003991 | ;.
A 2l T
?23% —0,1 0,04167|—0,1 0,04167(-0,1 | 004167
. S S | (I
s, — | 0038 | — | 00636 | — | 00657 |
N L e I e N Y
%7% — 0083 | — | 00833 | — | 0083 |
R — S — - —— i ——
s — o080 — 001 00281 I
_ — — — | — |—
g |5 0,0162 00243 | —00272 |1l g
% — l—00a17 | — 0047 | — [-00417 ]
i i
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Der Vergleich zwischen Platte und Balken fithrt zu folgenden FEr-
gebnissen :

Die Momente s, der wirklichen Biegungsspannungen der Mittel-
linien der Gurt- und Feldstreifen unterscheiden sich, wenn man
von den Beanspruchungen in der Stiitzenflucht absieht, bei der
wechselweisen Belastung der Léangsreihen verhiltnismifBig wenig von-
einander; ihr Mittelwert stimmt auch gut mit dem zugehérigen Wert

ﬁl)iy des stellvertretenden Balkens iiberein.

Die reduzierten Spannungsmomente s, der Gurt- und Feldstreifen
weichen eher voneinander ab, ihr Durchschnittswert deckt sich aber

0,

auch nahezu mit der GroBe T

Auf die Gurtstreifen entfallen wieder die hochsten positiven und
negativen Werte s, und auch die gr6Bten negativen Momente s,, wih-
rend die groBten positiven s, von den Feldstreifen aufgenommen werden
miissen. »

Bei voller Belastung aller Felder treten die Unterschiede zwischen
den reduzierten Spannungsmomenten der beiden Streifen wie auch
die Abweichungen ihres Durchschnittswertes von dem entsprechenden
Moment 9% , vor allem in den Mittelfeldern stérker in Erscheinung.

x
Da die fraglichen Werte s, verhiltnismaBig gering sind und da obnehin
die wechselweise und nicht die stindige Belastung fiir die Anstrengung
der Decken mafigebend ist, so haben diese Abweichungen fiir die Quer-
schnittsbemessung nur untergeordnete Bedeutung.

Eine Gegeniiberstellung der fiir die Stiitzenteilung I, : 1, = 3 : 2 er-
rechneten Werte mit den fiir das Verhéltnis 1 : 1 in Tafel 23 angegebenen
Zahlen 148t den Einflufl des Stiitzenabstandes insofern erkennen, als
die Unterschiede zwischen den Beanspruchungen der Gurt- und Feld-
streifen mit wachsender Feldbreite zunehmen. Beachtenswert ist ins-
besondere, dafl bei quadratischer Stiitzenteilung die héchsten positiven
und negativen Biegungsmomente in den Gurtstreifen entstehen, wah-
rend bei dem Teilungsverhaltnis I, : [, = 3 : 2 die groBten positiven
Werte s, auf die Feld-, die gr6Bten negativen Momente auf die Gurt-
streifen entfallen.

Um auch die ungiinstigste Beanspruchung der Platte in der Langs-
richtung zu verfolgen, habe ich schlieBlich den EinfluB der wechsel-
weisen Belastung der Querreihen, wie sie durch Abb. 86 veranschaulicht
wird, untersucht. Die Zerlegung der Belastung 148t sich in &hnlicher
Weise wie bei dem vorhin behandelten Beispiel mit der Stiitzenteilung
l; : 1, =1 :1 durchfiihren; hierbei sind die Ordinaten der elastischen
Fléache bei der zweiten Belastungsstufe fiir jede Querreihe die gleichen
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wie bei der ringsum frei aufliegenden Platte mit dem Léngenverhiltnis
B:L=1,:31l,=1:2 und konnen daher aus der Tafel 4 entnommen
werden.

Die Ergebnisse der Berechnung sind in den Gruppen D und E der
Tafel 24 zusammengestellt. Es zeigt sich wieder, dafl die Beanspruchung
der Feldstreifen in den Randfeldern merklich hinter derjenigen der
Gurt- und der Feldstreifen der Innenfelder zuriickbleibt ; beachtenswert
ist insbesondere, dafl die grofiten Spannungsmomente s, und s, nicht

unerheblich kleiner als die entsprechenden Werte E)Ll)ir des stellvertreten-
Y

den Balkens sind. Die Verringerung der Biegungsspannungen tritt noch
mehr als bei der Decke mit der Stiitzenteilung I, : 1, =1 :1 in Er-
scheinung, weil durch die VergroBerung des Saulenabstandes die Steifig-
keit der unendlich ausgedehnten Léngsstreifen erst recht kleiner ge-
worden ist als diejenige der Querstreifen, welche in ihrer Ausdehnung
begrenzt sind und in kiirzeren Entfernungen von Stiitzen getragen wer-
den. Durch den Vergleich der beiden Grenzwerte

Spmax = 0,0671 plz = 0,15097 pl;, ,

Symax = 0,11206 ply, = 0,0498 pl;
erkennt man, daf}, obgleich die Querstreifen verhaltnismaBig starker
beansprucht werden als die Lingsstreifen, die in den letzteren auftreten-
den Spannungen fiir die Querschnittshemessung ausschlaggebend sind:
da der Unterschied in der absoluten Grofe dieser Grenzwerte nicht un-
bedeutend ist, so 148t sich nicht die Festigkeit des Baustoffes in der
Lings- und in der Querrichtung im gleichen Mafle ausnutzen. Um eine
giinstigere Spannungsverteilung zu erzielen, ist es daher notwendig,
ungleiche Stiitzenabstinde zu vermeiden und wenn irgendwie méglich
die Deckenfliche in quadratische Felder zu teilen.

§ 33. Die in beiden Richtungen unendlich ausgedehnte Decke.

Die in Abb. 89 im Grundrifl dargestellte Platte ist sowohl in der
Langs- als auch in der Querrichtung unbegrenzt und besteht aus un-
endlich vielen gleichartigen Feldern.

Die Ermittlung der gréfiten Beanspruchungen eines Feldes ist die
Aufgabe der vorliegenden Untersuchung.

1. Der Einflufl einer gleichméifBigen Belastung
aller Felder.

Ich setze zundchst voraus, daf alle Felder die gleiche Belastung
tragen und daB diese Belastung symmetrisch in bezug auf das x-y-Achsen-
kreuz verteilt ist.
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Betrachtet man vier benachbarte Felder I, 11, I11, IV, so erscheinen
die Randlinien 4 B, AD der einzelnen Felder als Mittellinien der vier-
feldrigen Gruppe und stellen ebenso wie die Mittellinien J—L, M —N
des . einzelnen Feldes Symme-

< a - ,+ga,-?‘\ trieachsen dar.
BN (F
L/ % ! % T einer Gruppe
I N
! 5
oAb Zo
| o
i o av<dzg>=o
: ¢ Oz \ da?
_‘E\ N L (AN
L/ 1/ M 3/ 7@(“@)_0
Ox \ Oy? -
0L
o v4 o>
Jy 0
9 ozg) o
@ A @ w(a 3
C ()=
Oy \ oy

Abb. 89.

Die Symmetriebedingungen

fiir = 4-a,

fir y =+b

sind also zugleich die Randbedingungen des Feldes ABCD .
Es ist leicht einzusehen, daB, wenn sie erfillt werden, auch die wei-

teren Bedingungen

0L
_ Tv Ox ( > 0
6 lz |6 |7 |s !5 5 | R
! : 0

(e Ja e o e | A v 0
61z 16 718 1916 K!/ ’

8 7 {3 17 lwlw |zl | tey =0
& ¥ |8 7 |7 !74 73 v, =0
905 19 lzlmimln| btp
8 ¢ |8 |7 |13 |m |# 0 <8C>

1 : 5] =0

3 | oy \Ox

1 ¢ 0
Ve s ~ A Sy
N ~++ = °y
| | tye=10
e, a——s]
Abb. 90. vy, =0/

befriedigt sein miissen.

fur o =4-a,

Es treten daher langs der Randlinien weder
wagerechte noch lotrechte Schubspannungen auf.
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Ubertragt man diese Beziehungen auf das stellvertretende Gewebe,
so erkennt man, dal je zwei zu einer Randlinie 4 B symmetrisch liegende
Knotenpunkte die gleichen Werte M und (, also auch die gleichen
Ordinaten w und z aufweisen miissen.

a) Untersuchung eines quadratischen Mittelfeldes.

Ich wihle als Beispiel ein quadratisches Mittelfeld und iiberspanne
es mit einem Gewebe, dessen Maschenweite 1 := Z— ist. Die Ordnungs-

ziffern seiner Knotenpunkte sind in der Abb. 90 im Einklang mit den
vorstehenden Symmetriebedingungen verteilt.

Ist g die Belastung der Fliacheneinheit, so haben die Knotenpunkte
die Lasten G = g 22 aufzunehmen. An den Stiitzpunkten 1 treten auBer-
dem die aufwérts gerichteten Auflagerkrafte

auf. | A4=—g2a)=—64912
Die Gleichgewichtsgleichungen der Knotenpunkte lauten?):

1 g2
—4 = Ay = —63

4w, Wy s, (G+ A) 3 s,

. P
dwyy — 4wy, = + 197

, S,

. : oo gA?
— w, 4w, —wy; —2wg = -}—‘lSrr
' 1

L

— Wist+ 4wy — Wy — 2wy = + lS—
1

72

— wy, +4wy —w, —2w, = —f—l‘wL
S,

g4

— wyy + dwyy —wy — 2wy = -+ 1'@"‘
1

g4

— wy 4w, —w; —2wg = + 11—
Sy

— wyy+ 4w w; — 2wy = + lfg—pf

12 9 5 8 — Lsyl (I)

1) Der Aufbau der Gleichungen und die Reihenfolge der Unbekannten lassen
sofort erkennen, daf die GrofSen w, und wy;, w, und wy,, w; und w,,, w, und w,,
wg und w3, w, und w,; immer paarweise auftreten und einander zugeordnet sind;
fithrt man die jeweilige Summe oder Differenz dieser GroBen als Unbekannte ein,
so zerfallt das Gleichungssystem I in zwei voneinander unabhéingige Gruppen mit
9 bzw. 6 Unbekannten. Die Spaltung des urspriinglichen und die Auflésung der
neuen Gleichungssysteme bieten keine Schwierigkeiten und brauchen daher nicht
néher erliutert zu werden.
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72
— 2w, + 4w, — 2w, — 192
Sy
12
[—~2w2—]—4w6—2w7 -——i—lg
Sy
a2
l —2wyy + 4wy — 2wy, =T g
2
—wy — Wwg + 4w, —wy — wlo——}-lg—;—
1
12
—wip— Wizt 4wy — Wy — w1o=+1%
1
12
—w, — Ww; +4wsg —wy — w11=+1gsﬁ
1
72
2w, + 4wy — 2wy 14
8y

Eine eindeutige Losung dieser Gleichungen ist vorerst insofern nicht
moglich, als sie auch dann erfiillt bleiben, wenn alle Unbekannten um

den gleichen Betrag w, vergroBert oder verkleinert werden.

Man kann also eine Unbekannte willkiirlich bestimmen, die Werte
der iibrigen folgen dann zwangldufig aus dem Gleichungssystem. Wird
beispielsweise w, = X gesetzt, so liefert die Auflésung der Gleichungs-

gruppe I der Reihe nach:

w, =X
2
w, —X+22491S s
,{2
w, =X+31744S—1428
1
2
w, —X—}—35883S 5
1
2
ws _X+37104S o
2
~—X—{—36152S i
pe
wu=X+38003:q—“1@
g2
8
= X+ 38636 ¢ 158

pE

ws —X-|—28396Sgl428
pE

w, ~—X+33587891428-
2

wy = X 436628 ¢ 14287
2’2

wy = X + 37611 Sgl o

1

12

wys = X - 39148 :g_gﬂ%
2

_X+3957QS 5

gA
wy; = X 439936 — -5



Die in beiden Richtungen unendlich ausgedehnte Decke. 289
Tiir das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bedingungen
12 112
42, —4z, = —=X_-
2 Z, = w; A Sz
JE 4
425 4zl4~w15S2——X +399361428SS
52 g
72 14
— 215 + 4214 - 29 2 213 Wy ’S; = X S + 39579 @TS*_IS
A2 A2 g1t
— 4z, — 22z, = — _X 1744 -~
2y + 425 24 2 Wy s, +‘3 7 1428 5,5,
A2 l gt
— 2yt 4z, — 2 22,1—w12-S; XS2+3865614288 s,
4 9 12 X 12 4
_ — — = = 5
2y + 42, 2 2g = Wy 5 2+3 883142888
— z,+4 2 w }E-‘—X—+37611 gk
12T %% = % T2 =l g A, 1428 8,5,
A2 A2 g
—2 4z, —2 =w, — =X - e
2y + 4z 2y w; 5, s + 37104 1428 5,5,
12 g
—9 — = =
2o T 424 — 22 W 82 S +283961428S Sz
12 l gt
_2 _ — £
| Ziat 423 — 22 w1382 S +391481428SS
12 12 14
—25 — 2g t 4z — 253 — 29 =Wy IST_XS +33587142%S~S
2 2 172
12 4
—2ip— Zyt 42— g — 2= g = XS + 38003 — 1428S 5,
2
g4
—2y — 2z 4y — 29 — 2y =1Wg 5 -—X +362281428SS
2
e 4
— 22, +42,— 22, =Wy «—X +36152142888 .
2

In diesen Gleichungen ist einerseits neben den Ordinaten z auch die
GroBe X unbekannt, andererseits ist fiir die unverschieblichen Stiitz-
punkte (1) der Wert z, = 0 von vornherein gegeben. Die fiinfzehn
Gleichungen reichen also gerade aus, um auBler den vierzehn iibrigen
z-Werten die Unbekannte X eindeutig zu bestimmen.

Marcus, Platten.

19
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Das Gleichungssystem IT wird durch die GréBen

X — —346145 ¥

1428’8,

e A %v“
[y = %S—zzz — 24714753 ;— N—fﬁT& = 0,023677 "'N

Ly = Sﬁz 2 = B46OTTI2 ; 5 (’11428) — 0,05239%‘;—4
L, = 5571;1 2, = 76371 681% N.‘?ﬁz i 0,07315572%4—
L =§1§2 2 = 84268608 % e -2’1’1;2§~ 0,08071 9;,

L = SIJ\;% 2 = 39393008; Nﬁzg) — 0,03773%(\1;—4
L, = sz 2, = 62951281 % : ﬁ(ﬁ%)z - 0,06029%3—4
Ly — 811572 2z = 81 448784—; (911428)5 —0,07801 gN

Ly = Slz\fz 7y = 88610529%-N~_~(“’ll:2—8)2 = 0,08487 97‘\17“,
Lo = SIZ\% 20 = 79200160 % g (911442W — 0,07586 %\74
by = S‘l\fz o= 93253489 % e (911428)5 ~ 0,08932 g-;‘,i
b =2 3\‘?2 2= 98717936 —;- = é’lzzg)g — 0,09455 9;4
by = %Vsizm = 103969520 % - (91}:28T — 0,09958 %‘;
Cam %}1 108211713% e {]1242W = 0,10364%%4
L = SlTS — 112011264 ; e (gl’zﬁé - 0,10728%#

befriedigt.

Mit Hilfe dieser Werte habe ich fiir die Mittel- und die Randlinien
des Feldes die Momente der wirklichen und der reduzierten Biegungs-
spannungen errechnet und in den Abb. 91 aufgetragen: die zugehérigen
Zahlen sind in der Tafel 25, A enthalten.
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Die Spannungsverteilung vollzieht sich wieder nach den gleichen
Gesetzen wie bei der Platte, welche nur in einer Richtung unendlich
ausgedehnt ist; die Gurtstreifen (1, 2, 3, 4, 5) zeigen die kleineren
Senkungen { und die héheren Spannungen, die Feldstreifen (5, 9,
12, 14, 15) hingegen die groferen Verschiebungen und die geringeren
Beanspruchungen.

Die Abweichungen zwischen den Mittel- und Randwerten sind inner-
halb einer Mittellinie (5, 9, 12, 14, 15) bei den Dehnungen (s,) infolge

-075749 ga? [ |

fx ~ 098474 ga?
L

N
\\\"\e‘sggj S‘y*‘—’?>’/‘
NS r+y -
12 12z .
\ | s
N ’ %
13" 71
g 3 \\‘ ‘\]8 I’ %]
IN) \ /
g S I
?«- 4‘+ \‘ "(9 ! T4
! N .
073308 g == v R IR et el 2
“ ?'—@;ﬁ"?‘ﬁ: SHF T a7 N grgnaz| 900479%
\“\1 i ‘____’__;Fa_ g
N
$ S
8!
r3 N T
- O
¥
L2

S——

(1
-075749 gaZK 7] \/ -99847%92*

Abb. 91. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmiiBig
belasteten trigerlosen Decke mit schmalen Stiitzkopfen,

der ungleichmaBigen Streitigkeit stirker als bei den wirklichen Span-
nungen (s,). In dem Punkt 12, welcher im gleichen Abstand von einer
Rand- und einer Mittelachse liegt, erreichen die Beanspruchungen des
Querschnittes (5, 9, 12, 14, 15) ihren Durchschnitttswert

8, = 0,16748 ga? = 0,04187 ¢l ,
8, = 0,17031 ga® = 0,04258 gI2 .

Bei einem durchlaufenden Balken mit unendlich vielen, gleichmaBig
belasteten Offnungen ist das grofte Feldmoment bekanntlich

Mm g2 )
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29

Tafel 25.

Die Durchbiegungen und Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer
gleichmiilig belasteten triigerlosen Decke mit unendlich vielen quadratischen

Feldern.
A. Decke ohne pilzartige Erweiterung des Stiitzkopfes.
Abb. 91.
z _ s E o
2= 1 T T 0 Faktor
‘ l T gar
{ J 0,0 0,023 67 0,05239 \ 0,07315 | 0,08071 N
y _ | )& —075749 |-008073 | 012733 ‘ 021113 | 024204 | ga?
% =113, 075749 | -044988 |- 0,25297 | -0,15561 |—0,13308 | ga?
s, —0,98474 | —0,21570 0,05144 0,16445 0,20211 ga?
s,||—0,98474 | —0,47410 | —0,21477 E—O 09227 |—0,06047 ga?
T
{l 0,08071 0,084 87 0,094 55 0,103 64 0,10728 | 5
y 3, {] -0,13308 | —0,08836 0,00940 0,087 26 0,11645 ga?
o 0 5, 0,24204 0,21950 0,16748 0,13002 0,11645 ga®
S, | —0,06047 |—0,02245 0,060 65 0,126 27 0,15139 ga?
Sy ’ 0,20211 0,19400 0,17031 0,15620 0,15139 ga?
B. Decke mit pilzartiger Erweiter ung des Stiitzkopfes.
Abb. 93.
f 1 gat
£ }‘ 0,0 0,0 0,017796 | 0,033527| 0,039353 A
! :
y 5,1—0,36192 | —0,28474 0,033 05 0,15847 0,18644 f‘ ga®
5 =115 —036192 | —0,20473 |—0,16984 |—0,12561 |—0,10224 | ga®
s, 1 —0,47049 | —0,34616 | —0,01790 0,12079 0,15577 | ga?
sy‘ —0,47049 |—0,29015 |—0,15992 | —0,07807 |—0,04631 ga®
— } o
&l 0,039353| 0,042548| 0,051173| 0,059170| 0,062 369 N
y 5,1—0,10224 | —0,08688 0,01004 0,076 77 0,10237 ga?
b T 0 s,/ 0,18644 ‘ 0,175 56 0,13889 0,11233 0,10237 g a®
8.1 —0,04631 | —0,03421 0,05171 0,11047 0,13308 ga?
sy; 0,15577 ! 0,149 50 0,14190 0,135 36 0,13308 ga®
Die Beanspruchungen der Platte und des durchgehenden Tragers

stimmen also bis auf 29, miteinander iberein.
Die Zahlenwerte der Tafel 25, A sind dennoch nicht in allen Fallen

fiir die Querschnittsbemessung der Pilzdecke geeignet. Es ist namlich
bei der Ermittlung der w-Ordinaten und der zugehérigen Momente M
stillschweigend vorausgesetzt worden, dafl der volle Auflagerwider-
stand 4 = —g¢ I? ausschlieBlich auf den Stiitzenmittelpunkt (1) konzen-
triert ist und daB die Platte an allen Stellen die gleiche Querschnitts-
héhe und das gleiche Tragheitsmoment besitzt.
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Diese Annahme trifft aber nur bei Saulen, deren Seitenlinge oder
Durchmesser sehr klein im Vergleich zur Feldweite ist und welche am
Kopfe nicht verstarkt sind, zu: der Auflagerwiderstand wirkt dann
als Eingellast und erzeugt die hohen Biegungsspannungen, welche in
Abb. 91 im Bereiche des Stiitzkopfes deutlich in Erscheinung treten.
Bei den trigerlosen Decken wird aber die Siule an ihrem oberen Ende
pilzartig erweitert und die Plattenhéhe vergrofert (Abb. 92): sieht
man selbst von der Deckenverstarkung ab, so nimmt bei guten Aus-
fiithrungen der Umfang des oberen Saulenschaftes in solchem MaBe zu,
daB in der Mittelebene der Platte die Seiten-
lainge oder der Durchmesser des Stiitz- I:<~fia'”4255‘>g
kopfes die GroBe ———— Ir-——;inr-—

mn = d, =~0,2 — 0,25 S ’
erreicht.

Der Auflagerwiderstand ist also nicht auf
den Mittelpunkt k vereinigt, sondern auf die ,

Grundfliche mn des Stiitzkopfes verteilt.

Andererseits wird durch die Erweiterung |

der Saule die Steifigkeit der Decke in diesem Abb. 92.

Bereich so betrachtlich erhéht, dafl bei

gleichmifiger Belastung aller Felder eine Senkung oder Drehung der
Platte innerhalb der Grundfliche tiberhaupt nicht stattfinden kann. Mit
dieser Starrheit der Grundfliche ist eine Verminderung der freien Spann-
weite der Rander und der Beanspruchung der Gurtstreifen und somit
eine Erhohung der Tragfihigkeit der Decke verkniipft.

Um eine richtige Grundlage fiir die Querschnittsbemessung der
trigerlosen Decken zu erhalten, mufl noch der Einflufl der Erweiterung
des Sdulenkopfes naher untersucht werden.

Die Art der Verteilung des Stiitzenwiderstandes auf die Grund-
flache ist vorerst unbestimmt: es ist aber aus der Theorie der
durchlaufenden Balken, welche auf breiten elastischen Lagerflichen
aufruhen?), bekannt, daB im allgemeinen die starkeren Pressungen
nicht im Kerne, sondern am Rande der Lagerfliche entstehen.
Setzt man bei der Pilzdecke eine gleichmifBige Verteilung des Stiitzen-
widerstandes auf die starre Grundflache des Siulenkopfes voraus,
so wird man eher ungiinstige Werte fiir die Beanspruchung der Gurt-
streifen erhalten und die Tragfihigkeit der Platte sicherlich nicht
itberschétzen.

1) Der EinfluB einer Flichenlagerung ist in einem Aufsatz des Verfassers
iiber die ,,Statische Untersuchung von einfachen und durchlaufenden Tréagern
mit elastischen Stiitzflichen in der Zeitschrift ,,Der Eisenbau®, Jg. 1912,
H. 1 u. 2, behandelt worden.



294 Die Berechnung trigerloser Decken.

Von der Gesamtbelastung eines Feldes iibernehmen also die im
Bereiche der Grundfliche befindlichen Stiitzpunkte 1, 2, 6 die folgenden
Anteile:

der Mittelpunkt (1) 4, =—1 -gl*=—16¢942,
die Randpunkte (2) d,=— 1§ g¢gl?=— 8¢i2,
die Eckpunkte (6) Adg= — gi®=— 4¢g4?

Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes lauten nunmehr:

2
4w, — 4w, =§1—(A1+G)=——15%
1 1
2
4dwy; — 4wy = + 1%%—
1
1 A2
— w; 4w, —wy; — 2w, ——F(Az-}-G)—— '7—%—
1 1
g4
— Wyt 4wy —wy — 2wy = -+ I—S—
1
2
— wy, FAw, —w, — 2w, = +1%
1
. 72
— Wyt dw, —wy — 2wy, = +1987
. 1
2
— wy 4w, —w; —2wg = +1_gS/1_
1
g4

— wyt4w, —w; — 2wy = + ITS— (I11)
1
> g
—2w, +4w; — 2w, = + 1 S
1
D [y 1 Y 91’2
—2w, +4wg — 2w, =?(A3—I—G):— 3S—
1 -
g4
—2wyy + 4wy — 2wy = + 1'79**
1
g4
—wy; — Wy +4w, —wy — Wy = -l—lS—
1
| g A2
—Wip— Wiz 4wy —wg — Wy = + 187
1
12
—wy — w, +4wg —wy — wy; = —}—liqS—
1
2
—2w; + 4wy — 2wy = + 1£
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Thre Auflésung liefert:

w, =X
w, = X + 10710 ﬁfiﬁss
gl
ws 2.1428 8,
w, = X + 34578 — %
v 2.1428 8,
g#
s 2.1428 8,
2
= X + 18003 —7
e 18008 5 1428 S,
- g4
wy =X 429580 5058,

2
wy — X + 35853 9L~

g2
w, —X+365582 14985,

X + 34782 L
- 2.1428 8,

— X + 38556 — " g _
2.1428 8,

gl

=X 1+ 39882 — 51498 8,

_ gz
X + 40851 14285,

=X a1 —I%
2.1428 8,
g4
2.1428 8,
Ich ersetze jetzt die Gleichung der elastischen Flache

M
2, = 17
Vae v

wys = X 4 42432

durch die Differenzengleichung
4L &G M Sw
Az Ay N N’
welche fiir die einzelnen Knotenpunkte die folgenden Beziehungen er-
gibt:
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12
s -4 = 8K
b AL — — 20, ;; 8 X+ 107210 ‘2191%%3'
- 515+4514—512_2§13=§;81X+ 4;77118 2-%1428
T G hAh =G 26 Z%SIXJF 261336 2'9114428
— bbb — 2= S X+ D0 I
— Gt - 26 = s X+ B A
= bl — —26 = s x+ EE 0
ot G —26 - s X+ O
~2hut b 2, 13133 xS s
~l ~ Gb el —h = hem g SE 4 TR S
~tu— betdlu—t = o= -8 X+ 5X0 L0,
—h— G e = Gm s X B
—28; + 40— 2Ln l\im S, X + 3";\;::2 2_91’:28

Das Tragheitsmoment des Plattenquerschnittes kann an allen Stellen,
mit Ausnahme der nichsten Nihe des Stiitzenmittelpunktes, als gleich-
bleibend betrachtet werden; fiir alle Punkte k& auBBer dem Punkt 1 ist
demgemidl Ny = N . Wenn die Platte hingegen unmittelbar iiber dem
Stiitzkopf als starr angesehen werden darf, so kann N, = oo gesetzt
werden. Aus der ersten Gleichung der vorstehenden Gruppe folgt dann

Cl_C2=O=

und da von vornherein §; = 0 ist, so wird auch {, =0 .
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Der Wert .
4(5 — L) Ny — 4

X=wm=""5%  ~ 75

<000

erscheint zunéchst unbestimmt. Es ist aber moglich, aus den vierzehn
iibrigen Gleichungen der Gruppe IV sowohl die dreizehn Ordinaten
{3, - .. £y als auch die GroBe X eindeutig zu bestimmen. Durch Auf-
l6sung dieser Gleichungen erhilt man namlich die Werte

4 g2 g2
X=—5 5209562—14288 16538 142831
Cl = 0
C& = 0

_ 185 ___9/2 _ ga*
Ly = 18580337 5 e = 0017796 7y

_ g M ga
Lo = 35003858, (azgp = 0083521 “ -

_ L gat
L = 41086704 , ises 0,039353 e

_ L gat
Ly = 6679561 ;- e 0,006398 7 N
6 o— 24121654 I 0023104 4%

! 2 N - (1428)2 N

_ gr sy 99°
Ly = 30102175 5 o dazgy — 00T Uy

gt gat
= 29486 — 2~ —
Ly = 44422486 45 0042548 %

_ _9R gat
b0 = BTITO46 5T oo = 0,085551
£y = 48895962 — gH — 0046832 7%

2 N . (1428) N

gt gat
= S A 1 ~
G = 53427411 5 Voo, 0,051173 L

_ g# gat
L1 = 58111993 5 TR = 0,055659 "

g gat

- —0,059170 2

L1 = 61777080 o e 0,0 N
24 at
£y = 65116972 -7 —0,062369 7.

2 N - (1428)2 N
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Die hieraus errechneten Spannungsmomente der Mittel- und Randlinien
sind in Abb. 93 dargestellt. Die zugehorigen Zahlenwerte sind in
Tafel 25, B aufgenommen.

Ein Vergleich mit den Ergebnissen der ersten Untersuchung zeigt,
daB unter dem EinfluB der Stiitzenverbreiterung sowohl die positiven

N

>,
L3
g 2,
fb =
g R
o N
7,
-036192 ga‘/ s - #7049 ga*
l\\ . ” /’,l
A prad
N, ’,’
“ =
\\81' ,1,
\ 1)15
I, z
4
’
7/
-0 702244 ow631g9a®
Sy
-Q+#7049 ga?®

By \ ]

Abb. 93. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmiBig
belasteten trigerlosen Decke mit breiten Stiitzkopfen.

als auch vor allem die negativen Biegungsmomente wesentlich kleiner
geworden sind; die Einsenkungen der Platte sind auch fast durchweg
auf die Halfte des urspriinglichen Mafes zuriickgegangen. Als Durch-
schnittswert der Spannungsmomente fiir den Mittelquerschnitt (5, 9,
12, 14, 15) findet man im Punkte 12 die GroBen

s, = 0,13889ga? = 0,03472 gI2,
s, = 0,14190 ga? — 0,035475 g2,
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wahrend im vorigen Beispiel die Momente
sy = 0,04187 g7, sy = 0,04258 ¢1*

ermittelt worden sind ; die durchschnittliche Beanspruchung der Platten
mit schmalen Stiitzen ist also um 209%, hoher als diejenigen der Decken
mit breiter Grundfliche.

Der giinstige Einfluf der pilzartigen Erweiterung des Stiitzkopfes
146t sich im tbrigen durch ein einfaches Naherungsverfahren feststellen.

Betrachtet man némlich einen von zwei benachbarten, par-
allelen Mittellinien begrenzten Streifen
(Abb. 94) als einen gewdhnlichen Balken | :
von der Breite B = I und beriicksichtigt Z .
man, daB die auf der Grundfliche des o ifto
Stiitzkopfes aufruhende Belastung wun-
mittelbar von der Siule aufgenommen
wird und daher keinen EinfluB auf die
Durchbiegung des Balkens ausiiben kann, <
so ist die tatsichliche Belastung des &

letzteren Q, =g — &) .

Unter d, ist hierbei die Seitenlinge der
Grundfliche zu verstehen.
Wahlt man d, = 0,251, so wird 2

Abb. 94.
@y = ¢l*(1,0 — 0,25%) = 0,9375 g% .
Die lichte Spannweite des stellvertretenden Balkens ist
L=1—d,=0,751,

der Stiitzenabstand hingegen 1 .
Die wirksame Biegeweite diirfte

= L(l+1)= 08751

2

sein.

Da der Balken als Mittelfeld eines durchlaufenden Tragers mit un-
endlich vielen, gleichmaBig belasteten Offnungen sich ebenso verhalt,
als ob er an den Enden fest eingespannt ware, so ist sein gréBtes posi-
tives Biegungsmoment

_Qly 09375-0875g1F ,
M= = 5L = 0,03418 gl

und mithin

%—R— = 0,03418 g2 .

Die vorhin ermittelten Durchschnittswerte der grofiten Biegungs-
momente der Platte

T, =0,03472g15, s, = 0,035475 g2
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unterscheiden sich von dem entsprechenden Werte des stellvertretenden
Balkens um héchstens 1,5 bzw. 3,8%,. Die Ergebnisse des Naherungs-
verfahrens stimmen also mit denjenigen der genauen Untersuchung
recht gut iiberein.

Diese Feststellung ist besonders wichtig, weil sie die Grundlage der
vereinfachten Berechnung der trigerlosen Decken bildet und auch bei
anderen Verhiltnissen der Stiitzenteilung gestattet, die Behandlung
der Platte auf diejenige des durchlaufenden Balkens zuriickzufiihren.

b) Untersuchung eines rechteckigen Mittelfeldes
mit dem Langenverhaltnis [,:1,=3:4.
Um den Einfluf des Langenverhéltnisses des Feldes auf die Span-
nungsverteilung zu untersuchen, moge als zweites Beispiel die Platte
Ay mit der Stiitzenteilung I, : 1, =3:4
: behandelt werden.

fé ! : Ich wahle ein Gewebe mit der
zq’j\ £ '3“!1""“’--—69-- Maschenweite

6 h
Qo 16 17 {6 7 lw lll

===t =1

i '
019 _|w |77 172 |77
T 1
74 173 |y |75 176 |75
T

t . und gebe den Knotenpunkten ent-
78 \77_|75 {79 |20 |79

> rrsprechend den Symmetriebedingungen

l
1
|
| ! R
418 7% 175 76 (75 { die aus Abb. 95 ersichtlichen Ordnungs-
| } ziffern. ‘
| ! Bei gleichmaBiger Belastung ent-
11 _q_} fallt auf jeden Knotenpunkt die Last
i G =gA*. Der Auflagerwiderstand ist
T t

r——b-l/ At =4 A —o
T
[

L_a-ga.\L_».u_,J' = —gl,l,=—48g12.
Abb. 95. Ich setze voraus, daB die Stiitze

schlank ist und daB sich der Stiitzen-
druck auf eine quadratische Grundfliche mit der ver-
haltnismiBig kurzen Seitenlinge d, = 0,125, = 1 ver-
teilt. Wie man aus Abb. 95a erkennen kann, liegt je ein
Viertel 1a, b, ¢ dieser Grundfliche zwischen den Knoten-
punkten 1, 2, 5 und 6; von dem zugehdrigen Auflager-

. 95a. A
Abb. 95a druck 1= —12¢9 22 ist auf Grund des im Abschnitt I,

§ 3, A, 4 abgeleiteten, allgemeinen Hebelgesetzes
dem Knotenpunkt 1 der Anteil: —(3)*12g42 = —10%g72,
dem Knotenpunkt 2 der Anteil: —§.1-1294%2 = — 34942,
dem Knotenpunkt 5 der Anteil: —}-4.12¢4% = — 344942,
dem Knotenpunkt 6 der Anteil: —(Vi—)2 12922 = —1%g A2
zZuzuweisen.
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Werden die Stiitzenwiderstinde der iibrigen Viertel der Grundfliche
ebenso verteilt, so erhilt man insgesamt

fir den Knotenpunkt 1: 4, = —4-1%8¢ 12 = —2792,

fir den Knotenpunkt 2: 4, = —2. 38912 = —4,5¢912,
fiir den Knotenpunkt 5: 4, = —2.389g12 = —4,5¢412,
fiir den Knotenpunkt 6: 4 = —1-13¢g4* = —0,75¢4%.

Beriicksichtigt man noch die Belastung @ = g 4%, so wird die Krafte-
verteilung im Bereiche des Stiitzkopfes durch die Gréfen

Py =g22(1 —27) =—269%2,

P,= P, =gl —45) =—3594,

Py =g 22(1 — 0,75) = +0,25g 22

festgelegt.
Die Gleichgewichtsbedingungen des Gewebes lauten nunmehr:
22
4:w1 —2?,02 —2w5 =—26 94
Sy
2
— w, +4w, - wy; —2ws =—3,5 »gi
Sl
22
- Wy +4w3_ w2—2w7=+1 g—
Sl
72
4w, —2w; — 2wy = +1 g

Sy
72
— w, +4w; —2wg — wy = —3,5 gr
Sl
942
—wy = wg f g — wy W= 0257
1
22
— wy — wg 4w, — wg — w;=+1 ?g_
1
22
— w, +4wyg — 2w, — w,=-+1 g4
8y
g4
— w; 4wy — 2w, — wz=+1 —
Sl
— wyg — wy +4w,y— w;— wy=-+1 e
1
g2
— Wy, — Wyt 4w, — wy— wy=+1 o
1
2
— Wy ok dwy — 2wy — W=+ 1 ?S'ﬁh
1
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g4
— wy +4wy— 2wy, — Wy =1 S
1
g4
— Wy Wiy + 4wy, — wy; — w=+1 S
1
g4
- Wy — Wit 4wy — Wy — W= +1 S
1
g4
— 2wy, + 4wy — 2wy — Wy = +1 q
1
g4
— 2wy + 4wy, — 2wy, =41 5
1
gr
—2wyy — Wy 4wy — Wy =+1 g
1
g4
—2w;; — Wyt 4wy — Wy =+1 S5
1
g4
— 2wy + 4wy — 2wy =41 5
1
72
42, — 22y — 225 =w, S
2
72
— 2z t 4z, — 23 —2z5 = w, <
2
72
— 2z t 4z, — 2z —22% =w; o
2
72
424 —223 _228 = Wy F
2
72
— 2z t4z — 2z — 2y = ws <
2
72
— 2 — 2z t4z — % — Z10 = Ws g
2
72
— 2 — % +4% — z — 2 =u S
2
72
— 7 t 4z — 22 — 2 =W
Sy
12
oz Tdzy 22— 2= W S
2
v 22
— 25 — 2% + 42— Z1a = Wro g
2
— 2z — zptd— 2z 215 = W g
2
72
— 25 F 4z — 22— 2=
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— 29 + 423 —
— 29— 23t 42, —
— 2y — %t 42y —
— 2+ 426 —
— 223+ 42y —
—22 — 2y 4 —
—22p5 — 2y + 429 —
— 225+ 425 —

2 22
214 — Ry = Wy S
2

A2
215 %1 = Wiy S
g

12

21y Ry = Wy - q
72
2215 — 2y = Wy S
g

72
224 = Wyy S
2

72
2 = Wq

19 18

S,

72

%18 = Wiy

Sy

72
2z = Woq 5

19
20 Sz
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Diese Gleichungssysteme haben denselben Aufbau wie die im Ab-
schnitt X1, § 32, 2 fiir die in einer Richtung unendlich ausgedehnte
Platte mit der Stiitzenteilung I,
und lassen sich ebenso in je vier Gruppen totaler, dreigliedriger Diffe-
renzengleichungen mit je fiinf Unbekannten spalten. Ihre Aufldsung

liefert die Werte

/14
2 =0 SgS — 3374843 I* S &5, |m= sosTas
git _ 4 o
= 2,618246 - 5,097635 s S | = soTER S
g At g/14
2, — 5,866794 g’@ o = T049055 (Lo | 2 = 11042350
2
g it gt
— 7,160024 S"’E = 8585081 0 |z = 11702097
12.806560 7% _ 14324767 9%
13 = S S, S, 8,
_ 13286555 I~ 14,687078 Ji
214 - ’ Sl Sz zlS — S S
g4 g At
14155159 - — 15,367906 1~
14, 8,5, 5,3 5.5,
_ 14565107 IX — 15,695369 - gL
Fie = TROOINIG S, - S1

1, = 3 : 2 entwickelten Gleichungen

4

Sl
gt
Sl Lq
g it
8,8,

g

D1 D2
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Mit Hilfe dieser Groflen habe ich die Momente der wirklichen und
der reduzierten Normalspannungen fiir die Mittel- und die Randlinien
bestimmt; die zugehorigen Zahlenwerte sind in der Tafel 26 enthalten.

Tafel 26.

Die Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer gleichmiiBig belasteten,
unendlich ausgedehnten, trigerlosen Decke mit der Stiitzenteilung
l,:1,=38:4.

y

Abb. 95.

Punkt S, S, 8, Sy
1 —0,145458 gl | —0,201706 gl | —0,105464 gI2 —0,130010 g
2 || —0,017508 g2 | —0,058827 gl | —0,077472 gIZ | —0,080427 g1}
3 +0,054314 gl | +0,026267 gI2 | —0,052589 gl2 —0,043424 g1
4 | 40,071846 gI2 | +0,048085 gI2 | —0,044552 gl | —0,032428 g2
17 —0,020128 gl% +0,005175 gi,:, +0,047 444 gl,z +0,044 047 g%:,

—0,008848 g!: ,014 4 = 0,0437 )

ig 8,038 Sgg 40,01 9492 -+ 3 6691,2, +004227-391;
+0,009816 g, | +0,030028 gl; | +0,037898 g1, +0,039555 g1,
20 || +0,018192 g2 | +0,037031 gI2 | +0,035320 gI> | --0,038391 gl
1 —0,145458 glf5 —0,201706 gl | —0,105464 g1, —0,130010 g%}
5 —0,095711 gI; | —0,111858 g2 | —0,030277 g2 —0,046428 g1}
9 —0,049460 g2 | —0,039515 gl | +0,018646 gI2 4-0,010300 g,
13 —0,026666 gl | —0,004999 gl | 40,040640 g2 +0,036141 g7}
17 —0,020128 g2 | +0,005175 g2 | +0,047444 g2 | +0,044047 gL
4 +0,071846 g2 | +0,048085 gl: | —0,044552 gI2 —0,032428 ¢1I7
8 +0,057557 gl +-0,043462 g1 —0,026427 g1} —0,016715 gl}
12 +0,036686 gl | 10,038808 gl | 40,003978 gl 4-0,010169 g1I:
16 +0,022775 gl | +0,037209 gI2 | 40,027065 gI; 4-0,030908 g1
20 +0,018192 g2 | +0,037031 g1 | -40,035320 g2 4-0,038391 12

Die Ergebnisse der Rechnung zeigen, dall die lingeren Randlinien
sich stérker durchbiegen und hoher beansprucht werden als die kiirzeren.
Die gréBeren Spannungsmomente s, und 8, sind auf der schméleren
Querschnittsbreite I, = 6 4 der Schnittebene y = 0 nahezu gleichmaBig
verteilt: die Mittel- und Randwerte der kleineren Spannungsmomente
s, und s, weichen hingegen in der Schnittebene x = 0 merklich von-
einander ab. Der Unterschied zwischen den Formanderungen der Gurt-
und Feldstreifen tritt besonders bei den Momenten 8, der lingeren
Querschnittsbreite I, = 8 4 in Erscheinung.
Als Durchschnittswert der Momente erhalt man fiir die Schnitt-
cbene © = 0 die Groflen:
8, = 0,0403946 gl ,
fir die Schnittebene y = 0:
5, = 0,040994 g1, ,

s, = 0,040451 gl ,

s, — 0,041003 gI: .
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Bringt man die wirksame Belastung eines Feldes
Q = g(l,l,—dy) =47 g >

auf einen beiderseits eingespannten Balken von der Breite B, =1,
bzw. B, = l,, so entsteht in der Balkenmitte das Biegungsmoment

Ql, 47

. = - = g%
Mo =94 = 54970
bzw.
QL 41
Wy =5y = g VPl
auf die Langeneinheit der Querschnittsbreite bezogen ist dementspre-
chend
m 47 l 47 .
= g 2 — 0,0408 912,
T T ag Iy T g 94 = 0040840
M, 47 , 47
= = /2. 22 = 0,0408 g1}
W= g, Tag 9P, T g9k = 0040840

Diese Naherungswerte unterscheiden sich um hochstens 19, von den
fiir die Platte errechneten genauen GroBen. Die vorziigliche Uberein-
stimmung beweist von neuem, daf sich die Pilzdecke in jeder Richtung
wie ein einfacher durchgehender Triager verhalt. Wahrend bei einer
ringsum aufliegenden, durchlaufenden Platte die Spannungsverteilung
wesentlich vom Léngenverhiltnis der Felder beeinflufit wird und die
starkeren Beanspruchungen auf die kiirzere Spannweite entfallen, ist
hingegen bei den Pilzdecken die Grofle des gesamten Biegungsmomentes
M, oder M, bei gleichen Auflagerungsbedingungen der dubleren Platten-
rander nur von der Spannweite I, oder /, abhéngig: lediglich die Ver-
teilung von M, oder M, auf die Querschnittsbreite , oder I, wird von
der Art der Stiitzenteilung beeinfluit. Hieraus folgt aber auch, daBl die
gleichm#Bige Anstrengung der Platte in beiden Richtungen nur bei dem
Langenverhéltnis I, : I, = 1 : 1 erzielt werden kann und daB die quadra-
tische Stiitzenteilung vor allen anderen Stiitzenanordnungen den Vorzug
verdient.

2. Der EinfluBl einer wechselweisen Belastung
einzelner Felder. :

Die Pilzdecken werden wie die durchgehenden Trager nicht bei der
gleichzeitigen Belastung der ganzen Deckenfliche, sondern bei der Be-
lastung einzelner Felder oder Felderreihen am starksten beansprucht.
Um die Art der ungiinstigsten Laststellung und ihren Einfluf auf die
Anstrengung der Platte zu bestimmen, will ich zwei verschiedene Be-
lastungsfalle in Betracht ziehen.

Marcus, Platten, 20
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Fall I: Schachbrettartige Belastung (Abb. 96). Ich bezeichne mit A
das belastete, mit B das unbelastete Feld und setze voraus, daB alle
Felder A die gleiche und gleichmaflig verteilte Belastung p tragen.

Der Spannungszustand der Decke bleibt unverindert, wenn man sich
an Stelle des vorliegenden Belastungsfalles zuerst sowohl die Felder 4

als auch die Felder B mit —g—, sodann aber die
Felder A mit ~i—%, die Felder B hingegen mit
—% belastet denkt.

Der erste Teilzustand deckt sich, sobald ¢ mit

% vertauscht wird, mit dem zuletzt behandelten

Abb. 96. Falle der gleichzeitigen und gleichartigen Be-
lastung aller Felder und ist daher als erledigt zu betrachten.
Im zweiten Teilzustande stimmen die Belastung und die Rand-

bedingungen jedes Feldes mit derjenigen einer mit + % belasteten und

ringsum auf den Réndern des Feldes frei aufliegenden Platte iiberein.
Die zugehorigen Forménderungen und Beanspruchungen sind im Ab-
schnitt 111, § 7 und § 9, untersucht worden und konnen auch als bekannt

erachtet werden.
Die Zusammenfassung der beiden Teilzustande liefert beispielsweise

fir quadratische Felder die folgenden Ergebnisse:
1. Mitte des Gurtstreifens R—R:

1
Stelle [c 5 ﬁ(o 039353 + 0.0) = 0,01968 pN l fiir Feld 4
”ZOI’) Y5, = 1 pat(0,18644 1 0,0)= 0,08322 pa | ];”l‘;fgr
y=-=+ l — 1.pa2(0,15577 + 0,0) = 0,07788 pa? eld B,

2. Mitte des Feldstreifens §—8:

1 pat
S 2 88) — 6
Stelle [z 5 N (006 369 -+ 0,06488) = 0,063625
‘}T
%_

r=y=0 5, =
im Felde A Is

a?(0,10237 + 0,14554) = 0,12396 pa?®
a?(0,13308 -+ 0,18920) = 0,16114 pa?,

pat

1 pat
= - 48 —
Stelle ¢ 3N ——(0,062369 — 0,064 88) = —0,012555 ¥

z =F?/ld= % 15, =1 pa2(0,10237 — 0 14554) — —0,02158 pa?
mm Felde ls - gpaZ(o 13308 — 0,18920) = —0,02806 pa® .
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Fall II: Wechselweise Belastung ganzer Felderreihen. Die in Abb. 97
dargestellte Lastanordnung 148t sich wieder in die zwei Teilzustinde
—3 und ig— zerlegen.

Die erste Belastungsstufe ist dieselbe wie im Falle I. In der zweiten
verhalten sich die Felderreihen 4 und B wie ein mit i% belasteter
Plattenstreifen, der in einer Richtung unendlich ausgedehnt ist und
auf den beiden Léngsrindern frei aufruht. Dieser Streifen besteht aus
unendlich vielen, nebeneinanderliegenden einfachen Balken, deren Form-

dnderung und Beanspruchung den bekannten
A\ N
N \\

Gesetzen o 6 22 .
x x
¢ —+2. (5——+—),

2 24N @@ T at . §{§ .y .
snmibes(-Z) TR

folgen.

Die Uberlagerung der beiden Teilzustinde
liefert nunmehr

1. fiir die Mitte des Gurtstreifens B—R:

N

Abb. 97.

1 4
Stelle 2 —0 [ = 5 pN (0,039353 -+ 0,20833) = 0,12384 ﬁN,
_ yF:%bA 5, = 1pa?(0,18644 + 0,5) — 0,34322 pa?
um relde s, = 1 pa(0,15577 + 0,5) = 0,32788 pa?,
1 4
Stelle o =0 (¢ =5 p; (0,039353 — 0,20833) = 0,084 49 p;
Yy =-tb 8, = 4 pa2(0,18644 — 0,5) = —0,15678 pa?
im Helde B | -~ 1p12(0,15577 — 0,5) = —0,17211 pa? ;
2. fir die Mitte des Feldstreifens S—S:
Stelle (¢ — ; p;, (0,062369 + 0,20833) = 0,13535 7’13
Ty =0 A 1 5a2(0,10237 4 0,5) — 0,30118 pa?
im Felde 4 5y = 3 pa2 (0, 13308 + 0,5) = 0,31654 pa,
Stelle r = % P 0,062369 — 0 ,20833) = —0,07298 £ ‘"N“
=Y =0 e 1 pa2(0,10237 — 0,5) = —0,19881 pa?
im Felde B | ' _ 1 42(0,13308 — 0,5) = —0,18346 pa? .

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der beiden Untersuchungen
zeigt, dall durch die wechselweise Belastung ganzer Felderreihen doppelt
so hohe Beanspruchungen als bei der schachbrettartigen Belastung

20%
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hervorgerufen werden. Fiir die Querschnittsbemessung der Platte ist
daher die im Falle II behandelte Lastanordnung maBgebend.

Beachtenswert ist insbesondere, dafl bei dieser ungiinstigsten Last-
stellung ein betrachtlicher Unterschied zwischen den groBten Biegungs-
momenten der Gurt- und der Feldstreifen nicht besteht. Diese gleich-
maBige Spannungsverteilung ist im Hinblick auf die Anstrengung der
Platte als ein wesentlicher Vorteil zu betrachten.

Die in Abb. 97 dargestellte Lastanordnung liefert nur fiir einen
Querschnitt lings der Mittellinien die gréBten positiven oder negativen
Momente. Die in der Stiitzenflucht liegenden Randquerschnitte werden
durch negative Momente am stérksten beansprucht, wenn die beiden

an der fraglichen Randlinie anschlie-

| Benden Felder voll belastet werden

(Abb. 98); der Einflufl der iibrigen,

weiter abstehenden Felder A ist im

allgemeinen so geringfiigig, daB es zu-

‘ lassig ist, die fiir den Fall einer gleich-

Abb. 98. zeitigen Belastung aller Felder ermit-

telten Werte der negativen Biegungs-

momente — indem g durch (9 + p) ersetzt wird — der Querschnitts-
bemessung zugrunde zu legen.

Die grofiten Beanspruchungen in der Diagonalrichtung miissen auch
beachtet werden, um so mehr, als es vielfach iblich ist, die Haupt-
bewehrung der tragerlosen Decken in der Diagonalrichtung anzuordnen.

In den bisher behandelten Fallen I und II ist die Belastung in bezug
auf die Mittellinien symmetrisch verteilt und der Mittelpunkt der Platte
von Drillungsmomenten #,, frei. Die Hauptspannungen dieses Punktes
liegen in den z- und y-Achsen; die in den Diagonalquerschnitten wirken-
den Normalspannungen bilden das Kraftepaar

si=1(s,+3,) .
Bei der schachbrettartigen Belastung ist
8y = 8, = 85 — 40,161 14pd2
bzw. s, =8, = s; =—0,02806 pa?.

Bei der wechselweisen Belastung voller Felderreihen ist hingegen in den
Feldern 4:

8, = 0,31654 pa?, s, = 0,15154 pa? 8g = 0,23404 pa?,

in den Feldern B:

s, = —0,18346 pa?, s, = —0,00846 pa?, 85 = —0,09596 pa? .
Aus beiden Belastungsarten lift sich die in Abb. 99 dargestellte

Lastverteilung ITT ableiten, indem man zunichst die Streifen 1 mit - g )
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sodann die Streifen 2 ebenso mit -+ g und schlieBlich die Felder B mit

- g belastet. Im Mittelpunkt des Feldes entstehen der Reihe nach die

Diagonalmomente 7 7 7
Sa(y = + 1 - 0,23404 pa?, 7 / 5 /
Sa@) = + 3 +0,23404 pa?, s ¢8| C| 8B
Sa) = + L - 0,02806 pa?. 2V 8 k) 5 V4
Im ganzen ergibt sich slec !l | c)| &8
84— --0,24807 pa®. 2Va) 8 VA) 8 VA
Die grofiten Diagonalspannungen 7 7 ;
bleiben also in den beiden Bela- — o
stungsfallen 1T und IIT merklich < 2 z
hinter den Grenzwerten der Span- %
nungen o, und o, zuriick. Die geringere s %
Beanspruchung in der Diagonalrich-
tung ist darauf zuriickzufithren, daf v é\
die Diagonalstreifen sowohl durch die 2 /ﬁ/ §/
Stiitzenreihen 1 als auch durch die l
Stiitzenreihen 1T (Abb. 100) getragen 7 7 7
werden: ihre Breite ist bei quadra- ; B /
tischen Feldern l}@ , ihre Spannweite /5 /ﬁ/ B
in der Diagonalachse l}@, an den P ;
Randern $7}2, im Durchschnitt /2 2
3l VE , wahrend die Streifen in der g »
x- oder y-Richtung die Breite und die 2 //@/

Spannweite [ besitzen. Bei gleich-
artiger Belastung und gleichen Auf-

Abb. 99. -

lagerbedingungen miissen sich die auf die BEinheit der Querschnitts-
breite bezogenen Spannungsmomente den Diagonal- und orthogonalen

Streifen wie

3. 1y2 .1

i b

R 3:
4 192

4

verhalten. Dies ist in der Tat das Ver-
haltnis der vorhin errechneten Grenz-
werte ¢; und s, . Aus dieser Feststellung
geht hervor, dafl es nicht zweckmiaBig ist,
die Hauptbewehrung in den Diagonal-
achsen anzubringen; um die Tragfihig-
keit der Platte voll ausniitzen zu kénnen,

Bt
I \. //
\ .
) Ay z/
N Y : Va
T T 7{,
N> ~
A NN r\IL
T T, N
v
7 N
Pa n
s I I
l<—7 —>
Abb. 100.
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empfiehlt es sich vielmehr, die Anordnung der Bewehrung dem Verlauf
der Hauptspannungen anzupassen und die Eisenstabe parallel den
Randlinien zu legen.

3. Der Biegungswiderstand der Stiitzen.

In den bisherigen Untersuchungen ist lediglich der axiale Auf-
lagerwiderstand der Saulen und seine Verteilung auf die Grundfliche
des Stiitzkopfes in Betracht gezogen worden: es ist hierbei voraus-
gesetzt, daB die Sdulen sich nicht verbiegen und nur auf zentrischen
Druck beansprucht werden. Diese Annahme trifft zu, wenn die Decke
aus gleichartigen Feldern besteht und alle Felder in gleicher Weise be-
lastet sind: die Mittelfliche der Platte und die Mittellinie der Saule
behalten dann in nachster Nahe des Stiitzpunktes ihre urspriingliche
Lage und Gestalt, und die giinstige Wirkung der Verbreiterung der Siule
tritt nur in der Verringerung der freien Spannweite der Gurtstreifen
in Erscheinung.

Sind die Felder ungleich oder wird nur ein Teil der Deckenfliche
belastet, so neigt sich die Mittelebene der Platte iiber dem Stiitzen-
mittelpunkt in der X-Z-Ebene um den Winkel

_ ot
= g ¢
in der Y-Z-Ebene um
oL
(Dy EE .

Infolge der festen Verbindung zwischen Decke und Saulenkopf
miissen die Anschlulquerschnitte der Stiitze an die Platte die gleichen
Drehungen w,, w, vollziehen, und es tritt eine Verbiegung der Stiitzen-
achsen ein. Die Saulen leisten je nach ibrer Steifigkeit einen stirkeren
oder geringeren Biegungswiderstand, der wiederum eine Verminderung
der Neigung der elastischen Fliche und eine Entlastung der Platte zur
Folge hat. Die Gréfe dieses Widerstandes zu ermitteln, seinen Einflufl
auf die Anstrengung der Stiitzen und Decken zu bestimmen ist das Ziel
der vorliegenden Untersuchung. :

Ich betrachte wieder eine Decke mit unendlich vielen gleichartigen
Feldern und will den ungiinstigsten Fall der wechselweisen Lastver-
teilung behandeln. Wie in Abb. 97 dargestellt, soll also zwischen zwei
belasteten Reihen A jeweils eine Reihe B unbelastet bleiben.

Ich ersetze diese Lastanordnung wie frither durch zwei Belastungs-

stufen. Bei der ersten sind beide Reihen 4 und B gleichzeitig mit + %

belastet und der Biegungswiderstand der Stiitzen ausgeschaltet.
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In der zweiten Stufe, welche in Abb. 101 veranschaulicht ist, werden

den Feldern 4 die Lasten - g, den Feldern B die Lasten — % zugewiesen.

Da hierbei jede zur x-Achse parallele Randlinie als Symmetrieachse
aufgefalt werden kann, so sind alle Auflagerkrifte der X-Z-Ebene

parallel gerichtet

vi

41D

2
VIVIV I

e

K ne ne
gy
N
, . / .
me e o
] / .
S
v %
Za A7 & A7 &
Abb. 101.

Der Widerstand der iiber der fraglichen Decke stehenden Stiitzen
setzt sich aus dem Horizontalschub X° und dem Kriftepaar K° zu-
sammen. Die unteren Stiitzen tbernehmen den Schub X* und das
Moment K*. Diese Widerstinde sind fiir alle Stiitzen gleich und wech-
seln an jedem Stitzpunkt ihren Wirkungssinn.

Das gesamte von den Stiitzen auf jeden Eckpunkt eines Feldes iiber-
tragene Moment ist

M, = K°+ K* + X°¢, + X%¢,,
wobei ¢, und ¢, den Abstand der Krafte X° und X* von der Mittelfliche

bedeuten.

(a)
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Es ist ohne weiteres einleuchtend, dal die beiden dem Stiitzpunkte
benachbarten Felderreihen je eine Hiafte von I, aufzunehmen haben.
Die Felder 4 und B erhalten iiberhaupt als Belastung, wie die schema-
tische Darstellung in Abb.101 erkennen lafit, die gleichen, aber ent-
gegengerichteten Krafte und Kréftepaare. Die gemeinsamen Rénder
sind Achsen der Gegensymmetrie, welche durch die Bedingungen

*f ¢ fi
C=»é—¢2—=a—y2~= ir z=+a
gekennzeichnet sind, wahrend fiir die Réander y = +b entsprechend
der Vollsymmetrie die Bedingungen

o o2 3¢ 03¢

W_ Oy Cx B 0x2 0y - Oy -

gelten.
Wird zunéchst der alleinige Einflu der Belastung + g in Betracht

gezogen, so laBlt sich die Gestalt der elastischen Fliche wie bei einem
einfachen Balken durch den Ansatz
_.P jf_( _ 622 xi)

D=ty T e T (b)
darstellen; das obere Vorzeichen gilt hierbei fiir die Felder 4, das untere
fiir die Felder B. ;

Die Neigung der elastischen Flache iiber dem Stiitzpunkt z = —a,
y = +b wird durch den Winkel
ac, > pad
Wy = ( i = (O)
bestimmt. 0% /g=—a 6N

Durch den Biegungswiderstand der Stiitzen werden auf einer
Strecke e, beiderseits des Saulenmittelpunktes lotrechte Druck- und

S : Zugspannungen o, auf die Platte
/’\ ibertragen (Abb. 102). Zwischen
P yﬂ | der Mittelkraft S, dieser Span-
i N A nungen, welche auf der Lange e,
=== 3‘ Him“*q}m 7~~~ geradlinig verteilt sein mégen, und
Sy N 16, dem Biegungsmoment IR, besteht
I | die Gleichwertigkeitsbedingung
__1'__ J M =28,-%e,
[ oder ]
r<—&y do: O zz?i' ;RS ’
T

Um die Rechnung zu verein-
fachen, setze ich quadratische
Felderteilung voraus und verwende als Abbild der Platte ein Gewebe

mit der Maschenweite A, = 4, — % (Abb. 103).

Abb. 102.
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Die Art der Verteilung der Krafte S, auf die Knotenpunkte des
Gewebes hangt von den Abmessungen der Grundfliche des Stiitz-
kopfes ab. Wird fiir die Seitenlinge d, dieser Grundfliche, wie es bei
guten Ausfithrungen iiblich
ist, das MalB 5 s g |7 !a 7 I

do=2ex=-i—=2/1 7 7_lz_ s l 13

—_— pe— L=

fy - ) // ]
gewéahlt, so erhalten die —£ 5 16 17 {5’ 7

vom  Stiitzenmittelpunkt ¢

v 170 |77 }72 77

um A abstehenden Kr}oten- s o \w s i s N
punkte (1) und (5) insge- :
samt eine Belastung 77 _7_ % % #‘?_15 -
1 73 3 |\7# |75 176 |75
P, = _+_ S, = _|___ _ED_}_ ! 3

i 1

Das obere Vorzelchen l

ilt hierbei fiir die Felder- .

feihen A, das untere fiir die — / --—-«—-J——--—»-—- //
Felderreihen B. '

Da auch P, auf die i a a
Breite d, = 2 1 der Grund- Abb. 103.
flache gleichmafBig verteilt
ist, so entfallen auf die Knotenpunkte (1) die Anteile

\HENENI

v

1 1 I,
b=y b=ty
auf die Knotenpunkte (5) die Anteile
1 M
=g =ty g

Beachtet man noch, daBl am Rande = -+« entsprechend der Be-
dingung

2L et 0
02 oyt

auch

_ L aZC)_V _

sein mul, so gewinnt man fiir die Verschiebungen des Gewebes im Felde A
unter dem Einfluf der Krafte P, und P, die folgenden Bestimmungs-
gleichungen:

M
{4w1—w2—2w5 —{—— _{84/1
1

4w, — wig— 2w, =0
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{— w, +4w, —w; —2wg =0

— Wy, 4wy — wg— 2w, =0

{— wy, +4wy —w, — 2w, =0

— Wiyt 4wy — Wy — 2wy =0

{—2w3+4w4—2w8 =0

— 2wy + 4dwsy — 2wy, =0

P — ;

l'“ Wiy + 4wy — wyy — wy =0
{ — Wy +4wg —w; — W=

*wls”— Wyg+ 4wy, — W — Wy =0
{ — wg +4w, —wg — Wy =

— Wyt 4wy — wg— wy =0

{au4 - 2w, + 4wy — Wy =0

— Wy — 2 Wy + dwyg — Wy =0

— (w5 + wyg) 4wy — Wy, =0
—(wg + wyy) + 4wy —wy; — wy =0
— (g - wy5) + 4wy —wyy — Wy =10
(ws+w1e) + 4w, — 2wy, ‘ =0

. Werden die beiden iibereinander angeschriebenen Gleichungen der
Reihe nach addiert und subtrahiert und aus der Summe und Differenz
der paarweise auftretenden GroBlen w,; und w;,, wy und wyg, w; und wyy,
wy und wy,, wy und wyy, wg und wyy, w, und w;;, wy und w;; die Haupt-
unbekannten gebildet, so 148t sich das ganze Gleichungssystem in drei
voneinander unabhéngige Gruppen mit 8, 4 und 8 Unbekannten spalten.
Die neuen Gleichungen lassen sich leicht 16sen und liefern die Werte

M, - M,
S l Wy = + 0,045 747 'S_IT
- M, - m,
= £0,09273 = wye = 10,05799 y
+0,077743 - Bl = +0,061211 -
= 8,7 S,
M, — M,

Wy, = 10, -
S, A 12 S, 4
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w; = +0,096048 —g—ﬁ% w3 = 10,028952 gﬁ}
1 1
we = +0,079737 gﬁ; Wy, = +0,045263 %
1 1
w, = +0,072179 Sﬁ% w5 = +0,052821 gﬁ}
1 1
. n - .
wg = +0,070024 S 1 wye = +0,054976 %
1 1
w,; = +0,024799 ‘Zﬁ;
1
wyg = +0,04129 }Zﬁ;
1
wye = +0,049835 g’ﬁ;
1
Wey = +0,052405 gﬁz
1
Ebenso erhilt man aus dem zweiten Gleichungssystem
12
4z, — 2y — 22 =w;
1 2 5 18,
72
dzy — 2y — 22 = g
2
72
— oz t4z, — 23 —22z5 = w, S
2
12
— gtz — zy— 2= Y8 g
2
22
-~ 2y Adzy — z, — 22 = wy 5
2
;2
— Zy T 429 — 2y 225 = Wy S
2
)2
— 22, + 4z, — 22 =y o
2
a2
— 2219+ 425 — 2245 = Y
2
2
— 2z +42z — 2 — 2 =W g
P
— eyt — zu— % = Wi g~
2
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12
—2 — 2 T4z — 2z — 10 = Ws "o
2
12
—21g— 213t 4214 — 25— 2= Wy S
2
12
| =2 — 26 T4z — 2 — 2y =1u, A
2
72
—2y9g— 2t 425 — 2g— 2y =W A
2
12
—2y — 22 +425 — 2 =Wg 5
Sy
12
—2Zy— 2215+ 426 — 2 Wi A
2
22
_(25 + 213) + 429 — 2y = W, ?
2
12
—(2g + 210) + 42— 2p— 29 =Wy N
2
22
—(2; +215) + 42— 2Zp— 2 =Un S
2
72
—(2g + 21) + 4212 221 =w 127G
« 2
fiir die elastische Fliche die Ordinaten
M, 4 m, 4
= 256828 - . = 40,241263 ~ -
= T0.256828 ¢ o, % =10 33,5,
I, A M, A
0,41108 = --0,398274 -
=+ 080 - 8,8, +0,3 9.9,
‘ M, 2 - M1
zs = +0,498213 :S'*Si z, = +0,488644 —st
I, 4 M2
= 526741 —— - = 518327 —
+0, 1 S1 s, 4-0, 3 S S
EUE Yl — M, A
4 = 196237
= J0,21390 8.5, 23 = +0,19 37S s,
- M2 — M2
= 40,372 36 = .
+0,872360 S, 8, “u ’ S; 8,
- m, — M, 4
= 4-0,467584 = 4488
+0,467 S, 5, 215 = 10, 56 S, 8,
. I, 2
= 49925 =
+0,499256 S1 i 2y = S 5,
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M, A
S, 8,
M, 4
SIS2
M, A
5,8,
M, 4

1~2

27 = 1-0,190364

= F0,344182

21 = F0,441619

2oy = -0,474747

Hieraus gewinnt man fiir die Spannungsmomente der Mittellinie 2 = 0
die folgenden Werte:

y==oa

Stolls | 5 5 | . .
y—=0 |F0033128 2% | 0,006926 2;32 T 0,0310502 2;”1 . 2§m,,
y=-+- | F 0,032817 2?1 4 0,005328 gm T 0,0312186 29& 2§m
Y=L |F 00 2?2 £ 0,000749 ,,2?3 T 0,0314473 29}3 T 0,0088526 2?2-'
y=-£3 F 0029683 ”23 ;0005328”2 T0,0312814 ~ W T 0,0142329 29”,
2?2“ : 2?23 Q—w ?0016972433}3,

Die auBerordentlich geringfiigigen Schwankungen der Groflen s,
und s, innerhalb der Querschnittsbreite zeigen, daf} trotz des vereinzelten
Angriffes des Kraftepaares I, die Spannungsverteilung vollkommen
gleichmafig ist.

Als Durchschnittswert fiir die Feldbreite B = 2 @ = 84 erhilt man

die GroBen | Mm
8z = + 5(0,0312186 -+ 0,031 281 4)27i
m M,
1 e

Bei dem einfachen Balken von der gleichen Breite, welcher an beiden
Enden durch Kraftepaare + %25 beansprucht wird, ist aber der Ein-

heitswert des Biegungsmomentes ebenso
M, SJJE —ox
2B e
Die vollstandige Ubereinstimmung der Beanspruchungen bei der
Pilzdecke und beim stellvertretenden Balken wird hiermit von neuem
bestatigt.
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Die Form#nderungen zeigen auch das gleiche Bild. Die mittlere
Neigung der Platte im Bereiche der Grundfliache des Stiitzenkopfes wird
durch den Winkel

LS (5 i T
Y= x T2 N )T
gemessen. Beim einfachen stellvertretenden Balken ist andererseits
—1 Ems> — M, M,
“’”—JF'N‘(zB v - TOBE (@)

Die beiden Zahlen w, weichen so wenig voneinander ab, dall sie als
gleichwertig zu betrdathten sind.
FafBt man den EinfluB der Belastung —i— P und denjenigen des Bie-

gungsw1derstandes I, zusammen, so liefern dle Formeln (c) und (d)
fiir die wirkliche Neigung der elastischen Flache iiber dem Stiitzenkopf

das MaB 3
w =t (B2 L) (©)
Es muB} jetzt noch der EinfluB des Kraftepaares i, auf die Be-
anspruchung und Forménderung der Séulen untersucht werden.
Ich bezeichne mit
H° die Hohe der oberen Stiitze,
J° das Tragheitsmoment ihres Querschnittes in bezug auf die
+ y-Achse;
und ebenso mit
H* die Hohe,
J* das Trigheitsmoment der unteren Stiitze.
Es sei weiterhin
IM* das Moment am Kopfe der unteren,
M das Moment am FuBe der oberen Siule.
Der Verlauf der Biegungsmomente in den Stiitzen a8t sich durch

die Gleichungen 29
)

U
(e
darstellen: die Bedeutung der Ordinaten 2°, 2* und der MaBe f°, f*

ist hierbei aus Abb.104 ersichtlich. Diesen Momenten entspricht eine
Drehung der elastischen Linie am FuBle der oberen Siule um den Winkel
me He m
e ~) v
und eine Drehung am Kopfe der unteren Siule um
o mu a» ( . Hu> .

TEr e VT

w’ =

(g)
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Es ist andererseits
Mme + M = M,
und da infolge der starren Verbindung zwischen oberen und unteren
Séule
wo —_— wu,
sein muf}, so ergibt sich
Jo (3 — HY
Mo =M, o
JO fO (3 fu —_ HM) + ’]u fu (3 fo _ HO) h
Ju]lu(3]!o __ Ho) ( )
TG — HY) + J @ — Y

wuzms'

In diesen Formeln sind die GroBen f° und f*, welche den jeweiligen
Abstand des Momentennullpunktes und also auch des Wendepunktes
der elastischen Linie von der
Mittelebene der Platte festlegen,
vorerst unbestimmt. Sie hingen
von der Anzahl und der Hohe
der Geschosse, von der Steifigkeit
und Belastungsart der iiber und
unter der Platte befindlichen
Decken ab. Fiir die Ermittlung
der Grenzwerte dieser Grofien
kommen, je nachdem die bela-
steten Felder in allen Geschossen
iibereinanderliegen oder die Last-
verteilung von Geschol zu Ge-
schoB wechselt, die beiden fol-
genden Fialle hauptsachlich in
Betracht. Der erste Grenzfall ist
in Abb. 105, der zweite in
Abb. 106 dargestellt. Die Mittel-
linien der Stiitzen bilden nach
der Ausbiegung regelmafBige Wel-
lenlinien; im ersten Falle weist die Stiitze in jedem GeschoB8 eine
doppelte, im zweiten eine einfache Welle auf.

Setzt man, um die Untersuchung zu vereinfachen, eine unbegrenzte
Anzahl von Geschossen, die die gleiche GeschoBhohe und den gleichen
Saulenquerschnitt in allen Stockwerken haben, voraus, so zeigen alle
Geschosse die gleichen Wellen.

Im Falle I (Abb. 105) liegt der Wendepunkt der elastischen Linie
in halber Stiitzenhohe, und es ist

(N L]
Abb. 104.
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und entsprechend der Bedingung
H°-=H"=H: Mo =M = LM

JO = -]u = v]‘g,
1 M '
w"=w“=ws:»1§E;SH. (1)
sividibvely VI
22722 1T2Y T (TN
W\\F
\ TN (
YYYVEVV VY Y (XT22222) )
Abb. 105.
VIPIPITVEY NERTRRT RN
I /
iy b bdv by 221212
Abb. 106.

Im Falle II (Abb.106) entsteht iiberhaupt kein Horizontalschub:
die Saule ist frei von Querkréften, und das Biegungsmoment bleibt auf

der vollen Stiitzenhohe unverinderlich. Es ist dann
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fo=]m=oo
ﬂno=mu=%‘m}s

0 __ U _l_ gﬁs
w—w——ws-—4EJsH. (k)

Wird nunmehr die Gleichheit der elastischen Drehung der Decke und
der Saulen mit Hilfe der Formeln (e), (i) oder (k) ausgedriickt, so erhilt
man fiir den Grenzfall I die Beziehung

L(ﬁﬁ_%)_L&H
N\ 6 4/ 12 EJ,
oder
9 pad
Sﬁs‘—: pj\TF; (142)
3+ EJ
fir den Fall IT hingegen
_1_(10“3 _ ?ms)_i N o
N\ 6 4) 4 EJ,
2 pad
imsziplvﬂ . (143)
3(1+ 22
EJ,

Die Gleichungen (142) und (143) zeigen beide, daf -der Widerstand
der Stiitzen um so betrichtlicher wird, je kleiner die GeschoBhéhe und
je steifer die Saule im Vergleich zur Decke ist.

Die Formel (142) liefert den hoheren Wert 3, und kommt daher
in erster Linie fiir die Querschnittsbemessung der Stiitze in Betracht,
wihrend der aus der Formel (143) zu entnehmende kleinere Wert i,
fir die Ermittlung der groften positiven Feldmomente der Platte
benutzt wird.

Das Maf der Wirksamkeit der Stiitze wird durch das Steifigkeits-
verhéltnis NH m? BH

="F7, ~ m—1 127,
bestimmt. Ist der Stiitzenquerschnitt ein regelmafiges Achteck, welches

von einem Kreis mit dem Halbmesser R, umschrieben wird, so gilt fiir
das Tragheitsmoment J; (ohne Riicksicht auf die Eisenbewehrung)

die Formel J, = 0,6381 B! .
Setzt man
m2 100
P T
so wird
Hh?
= 0,14351272 .

Marcus, Platten. 21
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Um das Steifigkeitsverhiltnis zahlenm#Big auszuwerten, wihle ich
als Beispiel aus einer guten Ausfithrung die MaBe
h = '1'1"5 a
R,=1a
H=4%a
Hh?
BT 3,197

und ermittle
u = 0,459 .

Die zugehorigen Werte I, sind im Falle I
_ 2pd®

- — 0,5792 pa?
"= 3 o4 - »019%pd%,

im Falle II
2 pad

m=§1+mm

= 0,4568 pa? .

Der erhebliche Unterschied zwischen diesen beiden Werten beweist,
daB die Anstrengung einer Decke und der zugehérigen Stiitzen auch
durch die Belastung der oberen und unteren Geschosse wesentlich
beeinflufit wird.

In dem vorliegenden Beispiele werden die auf S. 307 ohne Riick-
sicht auf den Biegungswiderstand der Saulen errechneten gréBSten
positiven Momente der belasteten Felder

8 = 0,34322 pa?
bei der Lastanordnung II um das MafB
1 M,

8p = ——

= — 2
7 4 0,1142 pa

auf den Wert
8; = 0,22902 pa?

herabgemindert. Ebenso werden die vorhin ermittelten gréB8ten nega-
tiven Feldmomente der unbelasteten Felder

8, = —0,18346 pa?
bei der gleichen Lastanordnung auf den Wert
s, = —(0,18346 — 0,1142) = —0,06926 pa?

zuriickgefiihrt.” Bei der Lastanordnung I geniigen die durch den Sgulen-
widerstand hervorgerufenen Zusatzmomente

1 Ik, .
8y = g = 0,1498 pa?,
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um die urspriinglichen negativen Biegungsmomente auf das gering-
fugige MaB

8, = —pa?(0,18346 — 0,1498) = —0,03366 pa?
herabzudriicken.

Die auBerordentlich giinstige Wirkung des Widerstandes I, fiir die
Platte hat aber auch eine verhaltnismaBig hohe Beanspruchung der
Stiitzen selbst zur Folge. Die Tragfahigkeit der Pilzdecken hangt wesent-
lich von der Ausgestaltung und Querschnittsbemessung der Séulen ab,
und es ist daher notwendig, auf die Anstrengung der Saulen mindestens
in gleichem MafBle wie auf diejenige der Platte zu achten.

Da es bei schlanken Stiitzen, vor allem in den oberen Geschossen,
kaum moglich ist, ohne eine Querschnittsverbreiterung das Moment i°
am SaulenfuBl aufzunehmen, so wird man hiufig gezwungen sein, die
obere Siule an die untere Platte gelenkartig anzuschliefen. In diesem
Falle wird ‘

0 u w . JJu U 1 ED?‘H
Em—O, Sﬁ—gﬁs, f——H, w—g‘EJu-
Die Bedingung o* = w, liefert dann
2pad
= u=——-——f-——-_
M, = M L (144)
EJv

Fir das Steifigkeitsverhéltnis u = 0,459 er.ilt man beispielsweise
M, = M* = 0,414 pa?,
wihrend im Belastungsfall I der Hochstwert
M = 1 M, = 0,2896 pa?

war.

Durch die Anordnung von Fufligelenken werden also die Blegungs-
momente der Stiitzen in der unteren Hilfte vermincert, in der oberen
wesentlich vergréBert; bei schlanken Séulen wird man daher auf eine
starke Erweiterung des Stiitzenkopfes nicht verzichten diirfen.

§ 34. Die Niherungsmethoden zur Berechnung der
triagerlosen Decken.

Um die Untersuchung der tragerlosen Decken zum Abschlufl zu
bringen, ist es noch notwendig zu zeigen, wie die bei der Berechnung
von Platten mit unendlich vielen Feldern bisher erzielten Ergebnisse
benutzt werden kénnen, um auch bei Decken mit beschrankter Felder-
anzahl auf méglichst einfachem Wege die Durchschnitts- und Grenzwerte
der Biegungsbeanspruchungen zu ermitteln.

21*
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Ich wihle als Beispiel eine Decke mit sieben Feldern in der Léngs-
und fiinf Feldern in der Querrichtung (Abb. 107) und bezeichne mit
Moz, Moz, Mo den Gesamtwert der Spannungsmomente s, fiir die
volle Feldbreite der Liangsreihen I, II und III. Setzt man zunéchst
gleichmiBige Belastung der ganzen Deckenfliche voraus, so ist aus den
fritheren Untersuchungen

- Ll/ bekannt, daf
SO0 Bar > Mo > Wz
4 | sein mubB.
OH—- S+Hb D @ Wiirde die Decke in der
| & z| Querrichtung bei sonst
A A . . .. .
O—F <> OG——D glelcha.rtlger Stutzentellu'ng
T unendlich ausgedehnt sein,
MMM D C} D so wiirde in allen Langs-
YooY 7 e reihen das gleiche Moment
M, entstehen. Wir wissen,
daB
Abb. 107. My > M s

ist; da sich jedoch der ideelle Grenzwert I, und der tatsichliche Hochst-
wert IM,; nur unwesentlich voneinander unterscheiden, so darf in erster
Annsaherung I,; = M, gesetzt werden.

Dieser Grenzwert I, ist aber, wie vorhin nachgewiesen, nichts anderes
als das Biegungsmoment eines stellvertretenden Balkens, dessen Quer-
schnittsbreite der Feldbreite J, gleich ist. Die statische Eigenart dieses
Balkens ist besonders dadurch gekennzeichnet, daBl er biegungsfest
sowohl mit den ober- als auch mit den unterhalb der Decke befindlichen
Stiitzen verbunden ist und daB seine tatsichliche Belastung und seine
freie Spannweite durch die Ausladung des Ssulenkopfes vermindert
sind. Die Berechnung dieses mehrstéckigen Rahmengebildes ist der
Gegenstand der nachfolgenden Untersuchungen.

1. Die Grundgleichungen des stellvertretenden
Rahmens.

Ich gebe den in einer Flucht liegenden Stiitzen die Ordnungsziffern
0,1,2,3...m...7n—1, n und bezeichne mit
I, den (in der z-Richtung) gemessenen Abstand der Stiitzen-
mittelpunkte im mt® Felde,
g die Belastung der Flicheneinheit der Decke im mt® Felde.

Es bedeute wieder

d, die Seitenlinge der Grundfliche des Saulenkopfes (Abb. 108
und 109). :
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Auf die Durchbiegung der Platte hat allein die auBerhalb dieser
Grundfliche aufruhende Belastung

Qm =0m (lm ly - d?)) (]-45)

EinfluB; um sie von der gesamten Auflast des Feldes besser zu unter-

scheiden, mége sie als wirksame Belastung bezeichnet werden.

oS- o ———-—— e — — — o ———
o X T I
1 ]
j ! ', | ! 1 : !
T | | | | | |
x
Jfo 7 Iz { m-7 m____ _777117___1\,_{_2,;7____
: = , :
| I I
|
3 ! \I r: | : | {
= ! | | I |
‘L | | | | | 1
| ] S | RS | R —

Abb. 108.

Neben dem eigentlichen Stittzenabstand I,, kommt fiir die Pilzdecke
die freie Spannweite l,, namlich diejenige Feldlinge, innerhalb
welcher eine Verbiegung der Platte eintreten kann, in Betracht. Nimmt
man an, daB die eigentlichen Stiitzpunkte k mit dem jeweiligen Schwer-

s 7 Um
i m ”.J
o M
L | e S - O,
K/ \;f
”l|'7 l f
dgts] -,

L |
i

Abb. 109.

punkt des halben Stiitzenkopfes zusammenfallen, so erhilt man bei-
spielsweise bei einer quadratischen Grundfliche fiir die freie Lange im
Einklang mit Abb. 109 das Maf

1

b=l = w o=l (1= 5 ) = Ly (146)
. 'm

Auf dieser Strecke moge die wirksame Belastung gleichmaBig ver-
teilt werden. Die spezifische Belastung g, des stellvertretenden Rahmens

ist demgemal
g . Qm Im (ly Zm - dtz)) gml (1 d(z) )
G = = L = PR — )
L byl

m by wm Vi

(147)
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Beim AnschluB des Balkens an die Sdulen treten als innere Wider-
stinde am rechten Ende des m*® Feldes das Stiitzmoment X/, und die
lotrechte Scherkraft U, am linken das Stiitzmoment X;,_, und die
Scherkraft U,,_; auf; der Balken wird auBlerdem durch die wagerechte
Axialkraft D,, beansprucht.

Zwischen den GréBen Xy, Up, Xm-1, Upn_1 und @, bestehen die
Gleichgewichtsbedingungen

b= g Ot TR Um0

Die Biegungsmomente des Balkens folgen innerhalb der Grenzen
x = +11, der Gleichung

! 1"
Xm - Xm—l

Im

m l’ i 1 7 (4 ! "
M, = L | ™ (21, —Tp) — 22|+ = (K- 1+ Xin) + 1 (Xn—Xi-1). (148)
2 14 2 ln
In diesem Bereich ist die Steifigkeit des Balkens
Em?2 &3
=113~ N

AuBerhalb dieses Gebietes kann der Balken, da er véllig von den Stiitzen
gefaBt ist und sich nicht verbiegen kann, als starr angesehen werden.

Beachtet man noch, dafl die Stiitzenmittelpunkte keine lotrechte
Verschiebung erfahren, so erhalt man fiir die Neigung der elastischen
Linie am linken Ende den Wert

+il,
) 1 [, (lm ) ' 1 {qm " ,
-3, (149)

Un

12 (X — yi) + Xi1(3 + vi] )

und am rechten ebenso

+32,
, 1 me(lm ) _l{l;,'f ,
Om = lm/le g T )%= F7 | Ingq Bln = 2n)
-4,
l’ " 2
+T’”2-[X4n(3+w3n)+ m_x(3—wm)]}-

Der Veilauf der Blegungsmomente lings der m!®® Stiitze und ihre
Forméancerungen lassen sich in ahnlicher Weise darstellen.

Werden wie im letzten Abschnitt mit I° und IM* die Biegungs-
momente der Siaule unmittelbar cber- und unterhalb der Balkenachse
bezeichnet und fiir die Momentenlinien die Ansiitze

Mo =Me, (1_;_:), M=, (1—;—:) (150)
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benutzt, so wird wieder durch die Winkel

0, ( H) o W H"
o _ ofqg , — u 151
On=ggs T3 p “n=gg (3 f“) tsy

die Neigung der elastischen Linie ober- und unterhalb des m!%® Knoten-
punktes festgelegt!) (Abb. 110). e
Die vier Kraftepaare X, , X7, , F | W
me,, My, welche an diesem Kno- '
tenpunkte angreifen, miissen der
Gleichgewichtsbedingung

(Xpu— X+ (0, + M) =0 (152) Lo S ]
geniigen. : o /]
. N o o PR R I

Zwischen den Winkeln gy,
Wm, WY, 0¥ besteht andererseits 147, @y

infolge der starren Verbindung ¥ A 3 Yy
M
zwischen Balken und Saule die 3 l]T LS L__H

Ha
>

Beziehung

Wy, = Wy, = O°

w:} (153) | /]

Hieraus folgt im Einklang mit

— ¥ —
= W, =

den Gleichungen (149) und (151): Abb. 110.
o= = g (13-4 yh) Hon B — 5 (BTa—2E),
Xy =+ tlon 1<3—wm)+wm(3+wmn—Q—’"<3z 2L,
me, =—6§J—o‘%’;;* 4 (154)
wl- )
e — 6EJ“w1;nu '
(s %)

Ich fithre diese Werte in die Gleichgewichtsgleichung (152) ein und er-
halte nunmehr die einfache Beziehung

1) Diese Formeln sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dal die Knoten-
punkte in wagerechter Richtung unverriickbar sind; eine Annahme, welche fiir
die hier in Betracht kommenden symmetrischen Tragwerke mit symmetrischer
Belastung genau zutrifft und auch in den meisten tibrigen Fillen als zulassig an-
gesehen werden darf.
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N[y - dm + O B+ Oy Fmsql

wobei
_3—yn1-

O‘m—'—*i“lf’:
m

3+ ym 1

+do)’—

8+ ymer 1

2
Ym+1

- \va

|
|
|
I
J,
Jf

|
1
|
,l
!
|

Abb. 111.
J°=0,

IEERT

Pm :

Y
gekennzeichnet. "

]tu

Im
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Qm+1 (lm+1 =+ do)] s

55
6B fo 1 (155)
N, H 3] —H°
6EJ: f 1

NI, H* 3p— H*

U +1

Sind aus dieser Gleichung die
Winkel @ ermittelt worden, so lassen
sich mit Hilfe der Formeln (154) die

Stiitzenmomente errechnen, und hier-

mit ist die Aufgabe geldst.

Die Verwertung der Gleichungs-
gruppe(155) setzt allerdings die Kenntnis
der Mafle f° und f* voraus. Diese GréBen
sind im allgemeinen bei jeder Stiitze
und bei jedem GeschoB verschieden und
héngen nicht allein von den Lingen-
und Steifigkeitsverhaltnissen der Balken
und Sdulen, sondern auch von der je-
weiligen Belastungsart ab.

Es ist jedoch moglich, fir f° und f*
Naherungswerte mit einer praktisch
vollig ausreichenden Genauigkeit von
vornherein anzugeben. Um die Richt-
linien fiir die Schétzung an einem Bei-
spiel zu erldutern, will ich jetzt die fiir
ein mehrgeschossiges Gebdude in Frage
kommenden Falle naher beleuchten.

Fall I. Die oberen Siulen fehlen,
die unteren sind sehr schlank und mit
Riicksicht auf ihre geringe Biegungs-
festigkeit mit FuBgelenken versehen.

Die oberste Decke I in Abb. 111
entspricht diesen Bedingungen. Ihr
Zustand ist durch die Grofien

H*,

3EJ
NI, H*

3+ ymsr 1
Y1 et

(156)

+
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Fall II. Die oberen Siulen sind so schlank, dal ihr Biegungswider-
stand auBler acht gelassen werden darf, die unteren Saulen sind ein-
gespannt.

Dieser Fall kommt fiir die zweitoberste Decke (II) in Betracht; da
die unteren Stiitzen durch mehrere Geschosse gefilhrt und in jedem
Geschosse verstiarkt werden, ist die Annahme einer festen Einspannung
geniigend gerechtfertigt.

Die zugehorigen Steifigkeitszahlen sind

J°=0,

fu_ QHu

g 3Fyn 1 Btyha 1 4B (157)
" ym I Yt busr | NI H

Fall III. Die oberen Siulen sind an die obere Decke gelenkartig
angeschlossen, die unteren in der unteren Decke fest eingeklemmt.

Diese Bedingungen diirfen am ehesten fiir das Rahmenwerk der
Decke III1 zutreffen: die Voraussetzung der gelenkartigen Ausbildung
der oberen Stiitzenképfe ist zwar nicht erfillt, sie darf aber, da sie eine
ungiinstigere Beanspruchung der mittleren Decke zur Folge hat, wohl
zugelassen werden.

Den vorstehenden Annahmen entsprechen die- Werte

o=t
o g

34wk 1 34yha 1 BES 4B (158)
e W T T R e | NLE T NLE

Fall IV: Die oberen und die unteren: Stinder sind am Kopfe bzw.
am Fulle eingespannt.

Diese Voraussetzungen gelten am besten fiir die unteren Decken,
vor allem fiir die Kellerdecke mit ihren kraftigen Stiitzen und Funda-
menten. Die entsprechenden Mafle sind

fo': ZHO,
fu_
3+¢21 34 i 1 4EJ°  4EJ

’ 2 ’ + 0 + ” .
Ym [/ Ym+1 Im+1 leH leH

(159)

Um die Brauchbarkeit der verschiedenen Voraussetzungen zu prﬁfen,
werde ich in dem nachfolgenden Zahlenbeispiel die Groflen w fiir die vier
vorstehenden Falle errechnen.,
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2. Beispiel. Der siebenfeldrige Rahmen.

Der stellvertretende Rahmen fiir die Léngsreihen der in Abb. 112
dargesteliten Decke besteht aus sieben Feldern mit der gleichen Spann-

weite I, = 1. Es sei: 1 —1
Yy ’
d, =021,
I'=091,
H° = H" =3V,
w=09.
Die Felder 1, 3, 5, 7 mogen mit g,, die Felder 2, 4, 6 mit g, belastet sein.
9, L/ 9y 9r
[TEHIN | ermsféen | T | P | TR | ridarn | [FEL TR
ag 7 z 3 4 5 [ 7
4 4 z 14 1A 14 2
Abb. 112.
Es ist also
2 ( 0,2%) 2
h=0Q;=0Q; =0, =¢g,! — = (0,87272¢, I*,
(1 — 0,22) g
Q=0Q,=0s= —09 = 0,87272¢,1* = g_: Qs
3 — wz—- = 2,7037,
3 2
‘;;” — 4,707 .
a) Die Ermittlung der Stiitzenmomente.
Fall I: Ich wihle als Steifigkeitsverhaltnis die Zahl
EJ* 1
NI, 6’
Die zugehérigen Beizahlen der w-Werte in den Elastizitétsgleichungen
ind
o 2,7037
061=0£2=063=064=065=(x6=0£7= l' ,

v 10,1574
um o o= o= o= fu—y [2-7007 4 20T o] - S0P

Fiir die Auflenstander kcmmen infolge ihrer geringeren Belastung
andere Querschnittsverhiltnisse als fiir die Innenstdnder in Betracht.
Um eine iiberm#fige Biegungsbeanspruchung zu vermeiden, empfiehlt
es sich, die AuBenstiitzen als Pendelgelenke auszubilden. Setzt man
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demgemiB fiir die Saule (0) und (7) J* = 0 und im Hinblick auf die
links bzw. rechts fehlenden Felder Iy = Iy = oo, so ergibt sich

. 4,7037
o = B7 = -r
Die Elastizitatsgleichungen lauten nunmehr:
1,2.Q,10
4 - 7 Y17
,7037 w, + 2,7037 w, BN
1,210
2,7037 w, + 10,1574 w, + 2,7037 w, = — (@ — Q1)
12 N1,
1210
2,7037 w, + 10,1574 w, + 2,7037 w3 = — TVZ_(QI —Q.),
Y
1211
2,7037 wy + 10,1574 w3 4 2,7037 w, = ——N—Z-(Q2 — @),
Y
1210
2,7037 w; + 10,1574 w, 4 2,7037 w5 = —N—Z(Q1 — @),
(]
1210
2,7037 w, + 10,1574 w5 + 2,037 0 = ——— (@ — Q1) »
v
1217
2,7037 wy + 10,1574 wg 4~ 2,7037 w, = —W(Ql —Q,),
v
121
2,7037 wg + 4,7037 w, =———( —@).
Ni,
Es ist leicht zu erkennen, daf aus Symmetriegriinden
Wy = —Wq, Wy = —Wg, Wy = — s, W3 = — Wy
sein mulB. ’

Ist beispielswei
st beispielsweise go=1g, =9

und schreibt man zur Abkiirzung
087272912 = Q,
so erhilt man die folgenden Bestimmungsgleichungen:

QU(l +d,)

2 = — e ———
4,7037 wy + 2,7037 w, 2 2N,

2,7037 w, + 10,1574 w, + 2,7037 w, = +1 M
12 N1,

2,7037 w,; + 10,1574 w, + 2,7037 wy = —1 - QUi +d,)
12 N1,

QU+ d,)
12N,

2,7037 w, + 17,4537 o, = +1-
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Ihre Auflosung liefert:

_ QUi+ d,)
w, = —0,613033 BN,
QUL+ d,)
= 7 ————
Wy {—0,326 83 BN,
_ QU(E + d,)
w, = —0,244779 W )
_ QU+ do)
;= +0,222951 N
Fiir die Stiitzenmomente ergeben sich entsprechend den Formeln (154)
die Werte
X; =_ﬁl{;;‘@)_2,12037 . o+
QU+ d,) '2‘(X{+Xi’)=~———12 > -1,99782,
Xy =2V T % ) g7598
12
X§=_~Qﬂ_ll;d") 1,267 84 1 Q0+ dy)
Q(l + d,) §(X§+ X%’)=—m12 - .1,35963,
X =—-22_— 145143
12
X =_.Q(ll—;’@_1,61311 . 0+
Q0 -+ d,) §(X§+X§’)=—~ 19 ~-+1,58360 .
Xy = ——12—" 1,554100

Zum Vergleich will ich auch fiir den Grenzfall J* = 0, d. h. fiir einen
auf Pendelstiitzen freibeweglich gelagerten durchgehenden Balken die

Stiitzenmomente bestimmen.
In diesem Fall ist X, = X, = X,,, .

Die Elastizitiatsbedingung wp = wp wird im Einklang mit den

Formeln (d) durch die Beziehung

Xn-13 = 9?) + 2 X B+ 92 + X 118 — 9*) = — 3 (0 4 o) (@ + @ms)

ausgedriickt.
Fiir das vorliegende Beispiel mit den Beizahlen

3—y2=219, 34 y=38l
gelten demgemif die Gleichungen

Q

T62X, 4+ 219X, = — 2+ )5 (+dy),

2,19 X, + 7,62 X, + 2,19 X, = — (1 + 2)—3—(1 +d,),
219X, + 762X, + 219X, = —(2+1) Qitdy.

2
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Hierbei ist aus Symmetriegriinden X; = X, .
Diesen Gleichungen geniigen die Grofien

. QU+ d,)
X, =—1,972836 12 )
X, = —1,354789 Qi+ @,
: 12
_ QU + do)
Xy = —1,532416 .
Der Unterschied zwischen diesen Werten X,, und den zuletzt er-
. . X+ Xn . : . .
mittelten Durchschnittswerten ) ist, wie man sieht, duBerst
geringfiigig.
Fall II. Es sei wieder
EJ* l
NI, 6’
mithin 4EJ“_§,___4L§__1
Ni, H* o 6 2
Die Beizahlen der w-Werte sind
2,7037
& = 0
!
1 10,4074
p= —l,—[2 - 4,7037 + 1] = ’l,O‘ .
Die Elastizitatsgleichungen lauten also: -
rg+d
4,7037 w, + 2,7037 0, = —2 Q—(T;r—‘i ,
: Ui+ d
2,7037 w, + 10,4074 w, + 2,7037 w, = +1 < (1;—0) ,
ril+4d
2,7037 w, + 10,4074 w, + 2,7037 w; = —1 Q_(l_;'_@’
. Ui+ d
2,7037 w, + (10,4074 — 2,7037) w; = +1 ﬂlg—“)
Sie liefern ’
B QUI+dy
w, = —0,605578 2N,
. QU+ dy)
w; = +0,313813 2N,
QUL+ dy)
— —0.232534 Y- T 70/
Wy 0,232534 2N,
QU+ dy)

0y = +0.211418 =0
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und weiterhin im Einklang mit den Formeln (154):

X1=—2,161229“1‘;J 1 -
4 "o . QU+ dy)
X7 — —1 84738 20 T do) 5 (Xi+ X{) = —2,00430 ==,
o 12
X = —1,24531 20 T %)
; L+ xp=—136157 2L D)
Xé’——1477s4Q(+d) g T A= =
12 .
X; = —1,63425 20 T %)
2o QU+dy
QU+ dy) | 7 Kb+ XY= —1,60572 ===
Xy = —1,57716 e

Der Vergleich zwischen diesen Werten und den fiir den Fall I er-

rechneten Stiitzenmomenten zeigt, daBl bei gleichem Steifigkeitsver-
w

EJ
haltnis —5— ~ l trotz der abweichenden MaBe f* die entsprechenden Gi8en

X und Xm in beiden Beispielen recht gut miteinander iibereinstimmen.
Die Feststellung des genauen Wertes f* ist also fiir die Beurteilung der
Biegungsbeanspruchung des Balkens nicht unbedingt eiforderlich.

Das Steifigkeitsverhaltnis ist hingegen fiir die Spannungsverteilung
eher von Bedeutung.

Fall Il. Um die Wirkung der groBeren Steifigkeit der Stiitzen zu

beleuchten, sei jetzt
g 1 EJj 1
NI, 2’ NI, 6
gewshlt.
Entsprechend den Annahmen

o= He, f“ — 2 Hu
(3 + y?) 3EJ° T 4EJ* [ 13,1574

’3"7 v tTNL CE Tt N BT 0

Im iibrigen ist wie vorhin

wird

2,7037
v

Aus den Elastizitatsgleichungen
QU+ do)
4,7037 wq + 2,7037 wy = —2 127_’

v +d,
2,7037 wy + 13,1574 w, -+ 2,7037 w, = +1 ere 121_\7|_ld) ’
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2,7037 w, + 13,1574 w, + 2,7037 wz = —1 QU + do) ,
12 N1,
2,7037 w, 4 (13,1574 — 2,7037) w, Qll(zl ;de)
erhilt man nunmehr QUi+ d) Y
wo = —0,551608 1oV,
_ QU+ d),
= +40,219920 127,
QU( + do)
Wy = —0,148757 X BN
_ QUL+ d,)
wz = +0,134134 12N,
Die zugehoérigen Stiitzenmomente sind:
X = —2,45694g(l—1+2-ﬁ ] Q44
00 +dy 5 (Xi+ X{) = —2,04459 -—(—-11211)
X! =—1,63224 ———*
12
X, = —1,10511%"2"%) . 00 4
0l + do 5 (X + Xp) = —1,38403~—12—°—),
Xy = —1,66295 ———
12
X; = —1,771272(}—1—*2——%—) 1 QU +d
00 + ) 5 (X3 + X§) = —1,75150—(~1-r").
Xy =—1,73173 =————-
12
Fall IV: Nimmt man hingegen bei sonst gleichen Steifigkeitsver-
hiltnissen fo= 2 H° f¢ =32 H"
547, 5

an und demgemif
(B8+vy? 4EJ VU 4EJ* U] 134074

P=70>w T m,m T ™, oE T
so liefern die Elastizitétsgleichungen die Werte
_ QU +4d,)
w, = —0,548311 12N7,
QU( + dy)
12N7, °
QU+ dy)
= —0,143950 ——— 12N,
QU +d,)
= 4-0,129787 —— 12Nl ;
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Xi=~247501Q(l1;d) 1 -
Q1 +d,) 5 (X1 4 Xi) = —2,04663 =,
Xy =—1,61826 %
12
Xé=—109801Q(l1;d)_ 1 s
Qu + 4 | 3 &+ Xi) = —1,38501 ~‘(_i,i)
Xy = —1,67381; o)
X; = —1,778729.% 1 -
QU+ a3 &T &)= _1’75957‘(1#'
Xy = —1,74043 "1 =
12
Der Vergleich zwischen den Stiitzenmomenten der beiden Fille
IIT und IV bestitigt von neuem, dall die Wahl der Mafle Yok I]; _ fiir

die Beurteilung der Anstrengung des Balkens von untergeordneter
Bedeutung ist.

Indessen zeigt die Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir die Falle I, IT
einerseits und die Fille ITI, IV andererseits, daf die Verstirkung der
Steifigkeit der S#iulen eine entsprechende VergroBerung der Stiitzen-
momente zur Folge hat. Wahrend aber das MaB fiir die Steifigkeit
der Saulen g.Jo v EJu Ve

le Ho 3fo - Ho) + y Hu(3 ]tu Hu)
in den Fillen IT und IV von 1,0 auf 4,0 gestiegen 1st sind beispielsweise
die gréBten Stiitzenmomente X; nur

von —2,16122 auf —2,47501Q-

( +do)

12 7
also nur um etwa 159, gewachsen; die verhaltnismafiige Erhohung ist
bei fast allen anderen Momenten noch kleiner.

Wichtiger sind die Unterschiede zwischen den eigentlichen Saulen-
momenten gjagn + SR:» =X — X}

Es ist namlich

im Falle I: X — X, — 4024509 2" 1J; do)

im Falle II: X7 - X, = +0,31384-20 + ‘iol,

im Falle IIT: X7 — X/ — +0,82470 2 J; do)
Q + d)

im Falle IV: X/ — X{ = +0,85675 2
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Der Biegungswiderstand der Saulen hat also fast im gleichen Mafe
wie ihre Steifigkeit zugenommen.

Aus den vorstehenden Feststellungen wird man schliefen diirfen,
daB, um die Tragfahigkeit des Rahmens sicher zu schitzen, es in erster
EJ° d EJj«
i, un W in
Rechnung zu setzen, und daBl es im iibrigen fiir die Brauchbarkeit der
Untersuchung voéllig unbedenklich ist, bei den schlanken Stiitzen der
oberen Decken die Voraussetzungen der Fille I und II und bei den
starken Stiitzen der unteren Decken diejenigen der Falle III und IV
gelten zu lassen.

Linie notwendig ist, die richtigen Steifigkeitszahlen

b) Die Verteilung der Momente I, in der X—Z-Ebene.

Der Verlauf der Momentenlinie innerhalb des m®*® Feldes 148t sich
auf Grund der Gleichung (c) wie folgt darstellen.
Ich trage in Abb. 113 die Strecken

44, - X, ,, BB, — X,
und von der Mitte C der Verbindungslinie A4, B, aus die Strecke

OD=""4" =%

auf.

Die Geraden DA, und
DB, kreuzen in den Punk-
ten E; und F, die im Ab-

d
stande —4—0 vom jeweiligen

Saulenmittelpunkt stehen-
den Lotrechten ﬁl und
FF, . Die Verbindungslinie
E,F, schneidet die Gerade

e
\ .
|

CD im Punkte K;. Durch v
Halbierung der Strecke \\ | ) /
K, D wird der Punkt K, W
bestimmt. Man kann sich 0
leicht iiberzeugen, daf3 Abb. 113.
= _ @n d,
=S (14 %)

ist und daB daher K, ein Punkt der gesuchten Kurve sein muf.
Innerhalb der freien Lange I, = EF ist die Momentenlinie eine

Parabel: von der letzteren sind die Punkte E,, K,, F; und die beiden
Marcus, Platten. ‘ 22
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Tangenten E,D, F,D bereits ermittelt. Die Kurve By, Ky, Fy 1aBt sich
also leicht aufzelchnen Die Strecken KK,, EE,, FF, stellen die end-
giiltigen Werte der Biegungsmomente in der Mitte des Feldes und an
den Réndern E, F der eigentlichen Stiitzflache dar.

Entsprechend der Formel (148) kann man im iibrigen auch die Werte

= (R -1t = O g+ 7 [Xaca (L )+ XL,
. do
Py = e vit, = Qn g + 5 Xn(L ) + Xia(l = )]

unmittelbar errechnen.
Da der Auflagerwiderstand der Saule in der Wirklichkeit nicht in
dem Mittelpunkt S vereinigt, sondern stetig iiber die Stiitzfliche EF
SP verteilt ist, so mufl auch in diesem
SIS Bereiche die Momentenlinie stetig
2 i gekrimmt und nicht durch Geraden
/L 3l begrenzt sein. Um die Gestalt dieser
o | £ Kurve zu bestimmen, ersetze ich die
i [ auf die Halften 'S und SE der Stiitz-
: fliche entfallenden Auflagerwider-
stande durch die beiden lotrechten.
Einzelkrafte P; und P, (Abb.114). Ist

i 4 —_ ’ I — "

g G 88 = In, 88 =Xn,
A so bilden die drei Geraden F,S’, S"E,,
. | LR das zu den Kriften P, und P,

F 5 £ ]  gehorige Seileck und stellen zugleich

%m:

AN / die Tangenten der Kurve F, S, E,,

p / welche die drei Beriihrungspunkte

4 verbindet, dar. Der Verlauf der
Momentenlinie ist hiermit hinreichend
festgelegt.

Durch den Schnittpunkt T1 der duBeren Tangenten F, 8, S”E, wird
auch die Lage der Mittelkraft P der lotrechten Auﬂagervwderstande
bestimmt.

Nach diesem Verfahren habe ich fiir den Fall IIT1 die Momenten-
linien der linken Hilfte des Rahmens ermittelt und in Abb. 115 auf-
getragen.

Da die grofiten Momente in der Niihe eines Stiitzpunktes dann ent-
stehen, wenn die beiden angrenzenden Felder -voll belastet werden,
habe ich unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich der Steifig-
keitsverhiltnisse auch den in Abb. 115 rechts dargestellten Belastungsfall

Y 1
-Abb. 114.
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Abb. 115.

NI Lann i HIIANN

DDES
o~ i
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Q1=Q2=Q4=QG=Q7=2Q

untersucht ). G=0;=0¢
Die zugehorigen Stiitzenmomente sind:
/ Q( + do) , Q + d,)
Xi=—289903 ——, 5 = —1,39090 TR
- Q(l + d") 7" __ Q(l + do)
X! = —2,60069 o X§=—1,07679 o
X
A X, = —1,32539 Qﬁ@’
| 12
|
| Xy = 176535 L0t %)
} 12
|
|

e

R
o
T

g

Abb. 115a,

Der Verlauf der Momentenlinie wird in der rechten
Hslfte der Abb. 115 veranschaulicht. Die Kurve fiir
das Bereich des Stiitzpunktes (1) ist in gréBerem MaB-
stabe in Abb. 115a eingezeichnet. Die letztere zeigt,
daB die wirklichen Biegungsmomente den Hochstwert
X oder X, nicht erreichen und daB das grofite
Stiitzenmoment auch auBerhalb des Siulenmittelpunktes
auftreten kann.

¢) Die Verteilung der Momente I, in der
Y—Z-Ebene.

Die Momente I, des stellvertretenden Rahmens
sind als Grenzwerte zu betrachten, die sich von den
wirklichen Spannungsmomenten eines Feldes um so
mehr unterscheiden, je niher sich dieses Feld den zur
z-Richtung parallelen Réndern befindet.

Bei den inneren Léngsreihen I und I/ der Abb. 107
ist die Abweichung zwischen den Werten M,7, M, 1;
und M, so geringfiigig, daB sie nicht beachtet zu werden
braucht. Um die Rechnung zu vereinfachen und im
Hinblick auf die grofte Sicherheit empfiehlt es sich

mel = 9ﬁxll = mm

zu setzen.

Die Abnahme der Momente 3, in den Randfeldern 17 wird mit ausrei-
chender Genauigkeit beriicksichtigt, wenn M, 111 =% M, genommen wird.

1) Um das gréBte Stiitzenmoment unmittelbar iiber der Saule (1) zu erhalten,
miifite auch das Feld VII nur mit ¢ belastet werden. Da jedoch der Einfluf} der
Belastung dieses Feldes auf die Biegungsmomente des weit entfernten Feldes I
auBerst geringfiigig ist, habe ich, um die Symmetrie der Belastung aufrechtzu-
erhalten und die Voraussetzung der wagerechten Unverriickbarkeit der Stiitz-
punkte streng zu erfiillen, @, = 2 @ gewihlt.
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Die Verteilung der Kraftepaare M, innerhalb der Querschnittsbreite
jedes Feldes wird einerseits durch die Lage des jeweiligen Querschnittes
und durch das Steifigkeitsverhaltnis der Gurt- und Feldstreifen, anderer-
seits durch die Art der Belastung beeinflufit.

Die in § 32 und § 33 durchgefiihrten Untersuchungen haben gezeigt,
dafl ein merklicher Unterschied zwischen den Spannungsmomenten

(sx)ng im Mittelpunkt und (sz)s—0 , in der Randmitte des Feldes nur
beiygleichméiﬁiger Belastung deryg;nzen Deckenflache besteht, wihrend
bei der wechselweisen Belastung, welche die ungiinstigsten Beanspru-
chungen erzeugt, die Momente s, langs der Mittellinie (x = 0) nahezu
gleichmifig verteilt sind.

Vergegenwirtigt man sich, daf fiir die Anstrengung der Platte in
der Wirklichkeit nicht allein das an einer einzelnen Stelle auftretende
groBte Kraftepaar (Sy)ms:, sondern vielmehr der Durchschnittswert der
Momente s; in dem ganzen angrenzenden Bereich ausschlaggebend ist,
so wird man erkennen, daf} eine genaue Aufteilung der Momente M,
kaum erforderlich ist.

Sieht man von einer Belastung der Decke durch Einzelkrifte ab,
so wird es in den meisten Fillen fiir die Zwecke der Querschnittsbemes-
sung vollig geniigen, (82)azo = % (82)omo

y=0 y=1+b
anzunehmen; dieser Ansatz entspricht insofern den tatsichlichen
Steifigkeitsverhaltnissen, als bei guten Ausfithrungen die Gurtstreifen
starker als die Feldstreifen bewehrt sind und infolge ihres gréBeren
Tragheitsmomentes auch hohere Biegungsmomente aufnehmen miissen.

Der Verlauf der Spannungsmomente s, zwischen Platten- und
Randmitte kann im dbrigen im Einklang mit Abb. 116 durch die Glei-
chung /
dargestellt werden. Sie liefert fir das Biegungsmoment der Feld-
streifen (A) den Wert

+ k
2 - .
(a) _ —_ % I
e /S’dy 2 (1 5n)
b
T2
und fiir dasjenige der beiden Gurtstreifen (B) (160)
+b -
1
(0 _ T =
M _2/8"d"/ ) <1+5n>

+

10| o>
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Fiir die Querschnitte (x = 4-a) lings einer Stiitzenflucht kommt
eine andere Verteilung der Kraftepaare s, in Frage, weil die gréBten in
dieser Flucht auftretenden negativen Biegungsmomente bei gleich.-
zeitiger Belastung der beiden angrenzenden Felderreihen entstehen
und hierbei die unmittelbar von den Stiitzen getragenen Streifen B
weit hoher als die auBerhalb der Saulenkopfe gelegenen Streifen A be-
ansprucht werden. Man kann auf Grund der Ergebnisse der genauen

7,

Abb. 116. Abb. 117.

Untersuchungen den Spannungsverlauf mit ausreichender Genauigkeit
durch die in Abb. 117 gezeichnete Kurve

Mm, 3
(So)o=ta = 25 <1 - COSﬂ%)

veranschaulichen. Die zugehérigen Werte der Biegungsmomente sind

fiir die Feldstreifen 4

+_b_
2

m;“)=/sx-dy=932ﬁ<l—%),

b

und fiir die beiden Gurtstreifen B (161)
+b n ‘
: N 5
L

2

Um schliefilich auch die Verteilung fiir die iibrigen Querschnitte
zwischen den Stellen x = 0 und z = +a festzulegen, kann man aus
den Formeln (160) und-(161) den allgemeinen Ansatz
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M = I, {1 ~ L (2 — cosnﬁﬂ ,
5m a
(162)

2
me — Lo, {1 4L (2 - cosnfﬂ

. 2 57 a
ableiten.

Mit Hilfe dieser Gleichungen habe ich fiir das vorliegende Beispiel
die Gurt- und Feldmomente errechnet und in Abb. 115 durch die ge-
strichelten Kurven die Verteilung der Momente Jt® und IM® darge-
stellt. Hiermit sind fiir die Querschnittsbemessung die erforderlichen
Grundwerte bestimmt.

Nach dem gleichen Verfahren konnen selbstverstindlich auch die
Momente gﬁ;") und Sﬁg’) fiir die Querreihen ermittelt werden.

Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daf die auf die Theorie
des stellvertretenden Rahmens aufgebaute Naherungsberechnung in
sehr einfacher und ubersichtlicher Weise gestattet, mit einer praktisch
vollig ausreichenden Genauigkeit das ganze Spannungsbild der trager-
losen Decke in allen Einzelheiten zu erfassen und ohne groBlen Arbeits-
aufwand eine sichere Grundlage fiir die Querschnittsbemessung zu
schaffen.

3. Die Ndherungsformeln fiir die iiberschligige
Querschnittsbemessung der trdgerlosen Decken.
Die Werte der Biegungsmomente des stellvertretenden Rahmens
lassen sich in zwei wichtigen Grenzfillen sehr leicht bestimmen.

K4 g g
JAVIFEAN VYT I3IT I XREE2TI RE T
fg A Yo,
Abb. 118.

Handelt es sich beispielsweise um einen gleichméBig belasteten
Rahmen mit unendlich vielen, gleichartigen Feldern (Abb. 118), so
wird in jedem Knotenpunkt

o =w" =0, X=X"=X

sein. Die Gleichungen (149) liefern fiir diesen Fall, wenn mit @, die wirk-
same standige Belastung bezeichnet wird, den Wert:
(O +dy)
12
In der Feldmitte ist dann (163)

_9_( ﬁ) —o b
o= g (14 5) + X =y

X=—g,
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Wenn nun jedes zweite Feld entsprechend der schematischen Dar-
stellung in Abb. 118a mit @, belastet wird, so ist leicht einzusehen, daB

WDp—1 = —Wp = Wipiq,

” ’
Xm—l = Xm

1 l4+d,
on(f =200 = 1545
y
Hierbei ist

(4 ’ 0
/3_2“:1 EJ 1 f

Tt

Nl, H° 3f —H°

ergibt sich beispielsweise

1 (+d)l 1

LERT
Ni, H* 3 — B
K Fur
ﬂ fO fu
3 He _ HY -
<~
<

sein mufl. Diesem Zustand entspricht die aus der
Gleichung (155) abgeleitete Elastizitiatsbedingung

|

“n =13 % xy, iy U BT

EJ"

" , (I + d,)
m-1= Xm = _Qp‘?_ﬂ s
wobei
U EJ° UV EJv
- L+ g N, YT Ni,
1 ! EJ° ! EJ*°
2 4 " + 7
4H° NI, 4H" NI,
In der Mitte eines belasteten Feldes entsteht das Moment
do
SN L R} —~v}
FVP 12 (2 144, 1y

2H° NI, " 2H" NI,

und weiterhin auf Grund der Gleichung (154):

(164)
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Fiir das unbelastete (m 4 1) Feld ist

Wy g1 = — Wy
7 ’ W l d, ,
R A L —Q,,%l-vl,
v = 1
1= 7 ” .
U EJ° ! EJ*
2 4+ +

4H° NI, ' 4H* NI,

Insgesamt erhalt man fiir die Querschnittsbemessung eines Mittel-
feldes die Werte

d
’ l+ =
o t+d) |3 "2 J
E):R:v(max)_— Qyﬂ—i— Qp 12 5 l+ do - Vl 3 (165)
U C+dy |,
Sjtx(miu)=Qg2—_Qp 12*'1’1.

Auf Grund shnlicher Uberlegungen konnen auch fiir die Endfelder
die Grenzwerte der Biegungsmomente bestimmt werden.
Setzt man wieder voraus, daB3 die AuBenstiitzen als Pendelsiaulen

ausgebildet sind, so lauten die Elastizititsgleichungen fiir den in Abb. 119
dargestellten Zustand

C+d,)

Wy By + w6 = —@, 12Nl:, )
W& +w f+ wyx =0.

g g g

¥, w.LL,.LHr t Y dyfi i3] Sy ¥ P LI IIE]
" g wy 7 2 3
{Qg g g
Abb. 119.

Da infolge der gleichzeitigen Belastung aller Felder @, sehr klein
im Vergleich zu w, und w; sein muB, so kann

wy, =10

gesetzt werden. Es ergibt sich dann

- B (4 do)
RO e S Th A
& (I +d,)
O =t YN,
Xy =0,
do) | I+ d, —
Xi=—Qg(lJ{2 ) L N1 (w0 By o) = —@, 100 ot ) (B— )

12 o — &*
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oder mit der Abkiirzung
(Bo + &) (B— ) _

Bofp — &
! —I— d
=—Qy—o— ( o Vs . (166)
Die in v, vorkommenden Beizahlen smd wie frither
—?

Vo = 3 sz ,
, 3+ y?
l /30 = 1/)2 ’
. ( —}—y;) U EJ° ! EJ*
vh = T om N, T opg N,

Man kann sich von der Richtigkeit der Formel (166) leicht tber-
zeugen, indem man sie beispielsweise auf den gewShnlichen durchlaufen-
den Triger mit freibeweglichen Stiitzen anwendet. Fir

d0=0, wzl, J0=__Ju_____
erhalt man in der Tat

Vo = 75

__q L.

12 7

einen Wert, der sich von den genauen Werten
X{=—0,10714Q,1 fir den vierfeldrigen und
X{=—0,10527Q,1 fiir den fiinffeldrigen

Balken so gut wie nicht unterscheidet.
Um nunmehr auch den EinfluB der ungiinstigsten Laststellung zu

— —0,10714Q,1,

y ey

%0

Abb. 119a.

beriicksichtigen, verwende ich fiir die in Abb. 119a angegebene Last-
anordnung die Elastizitétsgleichungen

d,
oot + 0= —0 g

d,
wooc—{—wlﬂ—}—c%oc*—kQ,, 12+Nl)
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Thre Auflosung liefert

_ Bta Q+dy x
o= g f—ar 12N, TO g —ar
L bt Qutd) By

=

Pf—ar 12Nl T T g p—at
Das zugehorige Stiitzenmoment ist
, (+do)  (Bo+ %) (B — fo) (6% — £3)
Xl——Qp 12 18018———062 +(xa)2'leW.
In diesem Ausdruck kann fiir w, der vorhin fiir das Mittelfeld ab-
geleitete Wert

_ _ (0 +4d) 1
Wy = — Wy = — = Wy

12N, f—2a

eingefithrt werden.
Es ergibt sich sodann

xi— -, 1%,
wobei (167)
+ & & (By — &)
e (IR e
Hat man X; errechnet, so kann man aus der Gleichung
p=
ql

die Stelle im Endfeld bestimmen, in welcher das groBite positive Ble
gungsmoment entsteht.

Wendet man diese Formel auf den gewohnlichen durchlaufenden
Balken mit freibeweglichen Stiitzen an, so erh&lt man

X{=—5Q,1 =—0,05357Q,1,
wiahrend die genaue Berechnung fiir den fiinffeldrigen Triger

X =—4Q,l =—0,05263Q,1
liefert.

Die Abweichung ist so gering, daBl man die fiir den stellvertretenden
Rahmen mit unendlich vielen Feldern abgeleiteten Formeln sehr gut
auch fiir die Querschnittsbemessung von Trigern mit beschrinkter
Felderanzahl benutzen kann. _

Mit Hilfe der Gleichungen (163), (165), (166) und (167) habe ich fiir
die meistens in Betracht kommenden Werte

d d,

7" =0,2 und 7= 0,3
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unter Zugrundelegung eines durchschnittlichen Steifigkeitsverhiltnisses
U BEJ° U EJ*

?=m w, v,
fiir Decken mit schlanken und
U EJ U EJ 40

=&, N, "B NI,
fiir Decken mit kraftigen Stiitzen die groBten Biegungsmomente in den

End- und Mittelfeldern errechnet und ihre Werte in Tafel 27 zusammen-
gestellt.

Tafel 27.
Die Niherungsformeln fiir die Biegungsmomente der triigerlosen Decken.
Steifig-
Auf- h
lager- || kelts, Endfeld Mittelfeld
breite nis
_2 { X/=-0,13155¢121, {m:max =(0,038g + 0,0744 p) 2%,
do_ o v= Mz max = (0,074 3389 + 0,095 456 p) 121, Mz min = (0,036g — 0,0384p) 121,
T = Y
y=109 -4 { X[ =-0,1335429131, {mmu = (0,036 + 0,068 p) 221,
v= Mz max = (0,073588 ¢ + 0,091 201 p) 21, Mz min = (0,036 — 0,032p) 21y
_9 { X{=-0,138184120 {%xmx= (0,032229¢ + 0,071 662p) 121,
do _ 0.3 v= Mz max = (0,070648¢ + 0,092574 ) 2, Mz min = (0,052229¢ — 0,039 433 p) 21,
l - $)
y=0,85 . { X =-0,1401594121, {smzmx =(0,032220¢ + 0,06500p) 221,
(= 3
¢ My max = (0,069907 g + 0,088170p) 121, Mz min = (0,032229¢ - 0,03286p) i1,

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der verschiedenen Unter-
suchungen lafit von neuem den vorteilhaften EinfluB einer erheblichen
Widerstandsfahigkeit der Stiitzen und einer weiten Ausladung des
Saulenkopfes erkennen.

Um diese gtinstige Wirkung durch eine tunlichste VergréBerung
der Grundfliche zu erzielen, ist es notwendig, nicht allein den eigent-
lichen Stiitzenschaft zu verbreitern, sondern auch die Decke selbst
beim AnschluB an die Sdule zu verstirken oder eine Grundplatte unter
der Decke anzuordnen. Die in den amerikanischen Ausfiihrungen
iiblichen Abmessungen der Grundplatte und des Stiitzkopfes sind
in Abb. 120 angegeben. Diese Ausgestaltung der Pilzdecke bietet den
Vorteil der einfachen Einschalung und des geringsten Baustoffbedarfes.
Sie ist jedoch fiir die Tragfahigkeit insofern nicht besonders giinstig,
als ein allmahlicher Ubergang der Spannungen aus der Platte in die
Sgule bei einseitiger Belastung kaum gewéhrleistet wird und weil die
Erweiterung der Stiitzen nicht tief genug unter der Decke beginnt,
um die erheblichen Biegungsmomente, welche im oberen Drittel der
Saule entstehen, mit ausreichender Sicherheit aufnehmen zu kénnen.
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Um diesen Nachteil zu vermeiden, empfiehlt es sich, vor allem
bei schlanken Stiitzen, den Ansatz fiir die pilzartige Erweiterung
tiefer zu legen und die Verbreiterung des Siulenkopfes unmittelbar an
die Verstirkung der Decke anzuschlieBen. Die Abb. 120a zeigt ein

q2¢ Q2L

hojl——) q7£—>t

| | B

' —
-t

Abb. 120.

32¢

|<—07l—)1&075‘—*|

T
1
1
I

Abb. 120a.

Beispiel fiir diese Anordnung. Die Grundmafe sind aus den Ausfiih-
rungen der Huta-Aktiengesellschaft entnommen.

Die starre Grundflache des Stiitzenkopfes wird durch diese Decken-
verstarkung merklich erweitert, und es ist daher zulassig, ihre Seiten-
lange mit dem Mafle d, = 0,3 [ in Rechnung zu stellen. Hierdurch wird
eine erhebliche Abminderung der wirksamen Belastung und der freien
Spannweite erzielt. Auch hinsichtlich der Raumwirkung ist diese Losung
als besonders giinstig zu bezeichnen.

X1l Die mathematischen Aufgaben der
Gewebetheorie.

Die Gleichgewichtsbedingungen des orthogonalen Gewebes sind durch
fiinfgliedrige lineare Gleichungen ausgedriickt, die sich durch fort-
schreitende Elimination der Unbekannten verhéltnismaBig rasch 16sen
lassen, wenn der Umfang der Platte beschréinkt und die Anzahl der
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Knotenpunkte nicht allzu groff ist. Die Ausniitzung der Symmetrie-
bedingungen gestattet dann das Gleichungssystem in Gruppen zu zer-
legen, die nur noch ein Viertel der urspriinglichen Anzahl der Unbe-
kannten enthalten und sich daher rechnerisch ohne erhebliche Schwierig-
keiten bewdltigen lassen. Die fiir die Zerlegung der Belastung, die Ver-
teilung der Unbekannten und die Auflésung der Gleichungen in Betracht
kommenden GesetzmaBigkeiten sind bereits im Abschnitt ITI erértert
und in allen behandelten Aufgaben ausgeniitzt -worden.

Bei engmaschigen Geweben und bei Platten, die sich {iber mehrere
Felder erstrecken, ist die Auflésung der Gleichungen mit Hilfe der bisher
iiblichen Verfahren weniger einfach. Die rechnerische Arbeit nimmt bei
der groflen Anzahl von Knotenpunkten einen derartigen Umfang an, da
es auBerordentlich schwer und miihsam ist, den Wert der Unbekannten
mit ausreichender Schirfe zu bestimmen.

Um diese Schwierigkeiten zu iiberwinden, liegt es nahe, eine allge-
meine Losung zu suchen, in welcher ohne Riicksicht auf die Anzahl der
Unbekannten der gesetzmiBige, einfache Aufbau der Gewebegleichungen
in Erscheinung tritt. Eine derartige Losung wiirde sich unmittelbar
aufschreiben lassen, wenn nicht partielle, sondern totale Diffe-
renzengleichungen in Frage kommen wiirden. Es muB daher unter-
sucht werden, ob es nicht méglich ist, die Gewebegleichungen in totale
Differenzengleichungen umzuwandeln.

Bei der Berechnung der tragerlosen Decken, die in einer Richtung
unendlich ausgedehnt sind, habe ich bereits gezeigt, wie die urspriing-
lichen partiellen Differenzengleichungen durch mehrere voneinander un-
abhéngige Gruppen totaler Differenzengleichungen ersetzt werden kénnen.

Die nachfolgenden Betrachtungen werden beweisen, daB diese
Umwandlung der Differenzengleichungen bei jeder Art von Belastung
und Auflagerung durchgefiihrt werden kann und daf} sie die Moglich-
keit bietet, die Gewebegleichungen rechnerisch wie auch zeichnerisch
ebenso rasch als genau zu lésen.

§ 35. Die Umwandlung der partiellen Differenzengleichungen.

Ich greife aus dem Gewebe ein Geviert mit (r 4 1) lotrechten und
(¢ + 1) wagerechten Drahten und bezeichne mit (m, n) den Knoten-
punkt, in dem sich der m'® wagerechte und der n'® lotrechte Draht
kreuzen (Abb. 121). Die Gleichgewichtsgleichung dieses Knotenpunktes
mit der Belastung pm,. lautet:
A2
4wm,n - [wm,n—l + Wo,net T Wi—t,n T wm+1,n] = S—pm,n
1
oder, wenn zur Abkiirzung
12

Sl Pm,n = T, n
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geschrieben wird :

4wm,n - [wm,n—l -+ wm,n+1] = T, n + [wm~1,n -+ wm+1,n] .

Ich setze voraus, daB bei der Verteilung der Belastung die Symmetrie-

bedingungen bereits beriicksichtigt
worden sind und daBl die inneren
Rinder X —X, Y—Y des Gevierts
mit den Symmetrieachsen zusammen-
fallen. Die Ordinaten w der duBeren
Réander mogen ferner bekannt sein.

Handelt es sich beispielsweise um
den statisch bestimmten Grundfall
mit den Randwerten

Wy,1 = Wy, 9 =W, 3 ="... :wo,r=0:
Wy

=Wy, =W3 o= ...=W,; ,=0,
so gilt fiir die m* Zeile die Gleichungs-

gruppe:

a0

7

n-y n_n+t r-7
T T T

r-7

7

2

sl
!
!
1
!

m-71-

m

Vidd

T

g1
q
q+1

Abb. 121.

1
dwy, ) — Wy, = T, 1+ Wmot,1 T Wimit,1

— Wp,1 +4wm,2—wm,3 =”m,2+wm~1,2+wm+1,2,
— Wp,2 +4’wm,3 — Wy, g = Ty, 3 +wm—1,3+wm+1,3

............................................... L

= Tm,r + Wi —1,r + Wint1,r -

Ich multipliziere der Reihe nach die erste Gleichung mit «,, die
zweite mit x,, die dritte mit «; . .., die 2*® mit «, ... usf., die letzte
jedoch mit  «,, fasse sodann alle Gleichungen zusammen und erhalte:

(46) — &)Wy, 4 S e A . LT R el 21, MU N

+ (4o0y — &, — )Wy »

A (dog— g — &)Wy 5

+ (4“7—1 = Oyp_g— (xr)wm,r—l

+ (2x,— ‘xr—1)wm,r

+ o‘nnm,n + s + “r—l”m,r—l
+ $%,77,,]
+ (X1 Wy 1,1+ FoWp_1,2+ KW 1,3

I I e R R

’i‘ (xr—lwm—l,r—l_i'%(xrwm—l,r]
T [ W11+ BoWinyr,2+ K3Wiiq,3
+ o Wt

+ O W1, r-1 T F 5 Wiy ,0] -

(B)

Unter & sind vorlaufig willkirlich gewshlte Konstanten zu ver-

stehen. Ich setze nunmehr
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Oy T,y + Ky Tl o + Qg s+ ... F (xnﬂmr,n‘k B
+ ‘xr—lnm,r—1 + '% ‘xrnm,r = Hm )
Oy W,y T B Wy o+ KgWin,3 1 « o F Bp Wi, + ..

+ Ky 1 Wm,r-1 + %‘“rwm,rr= Un

und schreibe zur Bestimmung der Konstanten & die Bedingungen

4o, — 0y 4o, — & — &5 403 — & — &y
oy &y &g
- 4"‘n_o‘n‘—l'—o‘n+1= =40‘r—1—“0‘r—2—‘0‘r ©)
“n (X’T—]
20, — Gy
3oy #

vor. Hierbei stellt u eine vorerst unbestimmte Grofe dar.
Sind diese Bedingungen erfillt, so geht die Gleichung (B) in die
iibersichtliche Beziehung

~Upy +0Up—Upyy =11, (D)
iiber.

Hiermit ist eine einfache totale Differenzengleichung gewonnen.
Sie zeigt dieselbe rekursive Form wie die Dreimomentengleichung des
durchlaufenden Balkens und eine dhnliche Gliederung wie die Diffe-
renzengleichung des Seileckes. Die zugehérige Gleichungsgruppe um-
faBt im ganzen ¢ Unbekannten U, die sich, wie grol auch die Zahl ¢
sein mag, in sehr einfacher Weise bestimmen lassen.

Die Auflosung der neuen Differenzengleichung ist allerdings erst
dann méglich, wenn die Beizahl ;4 bereits bekannt ist. Die letztere tritt
mit den r Werten &, in den r Gleichungen der Gruppe (C) auf; da diese
Gleichungen nicht ausreichen, um zugleich mit u alle Werte «, zu er-
mitteln, so darf eine der Beizahlen &, beispielsweise &, oder &,, willkiir-
lich gewahlt werden ; dann lassen sich y und die iibrigen (r — 1) Gréfen «
zwangliufig bestimmen.

Es muB hierbei beachtet werden, daBl diese Gréflen a selbst alge-
braische Funktionen von g sind und daB sich r im allgemeinen von-
einander verschiedene Werte yu finden lassen, welche die Bedingungen
der Gruppe C erfilllen. Bezeichnet man die Wurzeln der fraglichen Glei-
chungen der Reihe nach mit uy, us, ps... 1., so entsprechen jedem
Wert u, eine Gruppe von r Beizahlen «,,; und demgemif eine bestimmte
Funktion U,,; und eine bestimmte Belastung IT,,; .

Werden die zugehdrigen Werte zusammengeordnet, so ergeben sich
schliefilich die folgenden Gleichungssysteme:
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By,1 T,y T Og 1 T,o T K3,1Tm,a + « oo Oy T+ - -
+ %1 Ty T F % T,y = Ty
Ky, 0Ty, 1 T Ko o Tm o T K3 0Tm 3+ oo Cp o T p T+ - -
+ 0 g2 o1+ F 2 T,y = Ly 5,
B N OV SIS SR A B S ¢ )
+ Kr_1,37m,r-1 + ?l‘o‘r,Bnm,r = Hm,s’
Oy,r T,y T Ca,r Tp,r + Oz p Tp oo = Oy Ty g+ - .
i P S S | I
Oy 1 Wi,y T Cg g Wh,g + Kg 1 W3+ ... + Op, 1 W+ - ..
+ & 11 Wim,ro1 3O 1 W= Up q,
Oy, 2 W1+ Koo Wi,z + Kg,0Wm,g+ - . + Xn o Wi o+ - ..
+ & g2 Wyt Oy s Wh,r = Up 5,
Oy, 3Wm,1 + Ko, 3Wm,o T K3,3Wm, 3+ -« & Gy gWip n+ ... (F)
01,3 Wy, oy T30 3 Wy = Uy g,
Oqr Wi,y Ga,r Who + K r Wiz oo Gy p Wi + ..
+ K g Wiy T % Wy = Uy ;.
~Unoy,it Uy — Unyrn = 1y
~Up_v,0t o Unyo— Unir,y =1y, 5,
~Upyst#sUnms—Unyrs=1ln 5, | (&)

”“Um—l,r +u,Upy — Unir,r = IIm,r-

Es treten also im ganzen an Stelle der ¢ -7 voneinander abhéngigen
partiellen Differenzengleichungen r» Gruppen voneinander unabhéngiger
totaler Differenzengleichungen mit je ¢ Unbekannten U auf. Hat man
aus den letzteren die GroBen U ermittelt, so kann man aus den Glei-
chungsgruppen F die einzelnen Werte wy,,» errechnen.

Zuvor miissen jedoch die r Werte o und die 72 Beizahlen & ermittelt
werden. Die folgenden Entwicklungen werden zeigen, dall auch diese
Aufgabe nicht schwer zu losen ist.

Die Bedingungsgleichungen (C) liefern namlich nach einer einfachen
Umwandlung die Beziehungen

I R T S T _ Onert Gnog
oc'l o Ko B X3 o N X -
— 0(,—-}-06,,_2 — 20‘7—1 =4 — u
Oy _q Oy o

oder auch wenn
4 —u=c¢

Marcus, Platten. 23
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gesetzt wird: Cpyy — E0n + Oy =0.
Die Losung dieser neuen Differenzengleichung 1a8t sich in der Form
&y = Crof + Cy 0%

darstellen. Hierbei sind 25
€ €
a=gtfz =t
2/ 2
€ €
@=3~)g!

die Wurzeln der Gleichung
0?—eo+1=0,
wihrend C; und C, die beiden Integrationskonstanten sind.
Fiihrt man die Werte

&y =010, + Cy0s ay = Cr0f + C; 03,
&, = Cr01+ Cy03, 06,_1=019f_1+02@_)§_1
in die Bedingungsgleichungen
By = 01 €, 2a,_, = a,¢

ein, so ergibt sich:
0101 + 0508 = £(Cr01 + Oy 00)
20,01 +2C, 057" = e(Cr0f + Cp0)
und. weiterhin: Cr01(01 — &) + Cp0,(0, — €) =0,
010172 —e0)) + 05057 (2 — £0,) = 0.
Diese Gleichungen sind nur dann miteinander vertraglich, wenn
die Bedingung o112 — ¢g)) . 0572 — c0y)
01(01 — ¢) 02(0s — €
erfiilllt ist. Es muB} also

20100017 — @57°) — (0 ® — 57 (2 + 0100) + (ol —@57) =0
sein. Da 9,0, =1 ist, so erhilt man auch
2001 — 057" — Be(oi® — @) + (ol —57") = 0.
Ersetzt man in dieser Gleichung die Gréfen @ durch die zugehérigen
Funktionen von &, so gewinnt man schlieBlich fiir ¢ eine algebraische
Gleichung 7" Grades, aus welcher r-Wurzeln ¢ und sodann r-Werte u
ermittelt werden kénnen?).

1) Man kann auch fiir irgendeine Gruppe (k) die Beizahlen «, ; in der Form

_ sin(ndy)
d 11 Hierbei i v s
arstellen. Hierbei ist . z 2k —1)
/‘k= 2 '——-r—"' >

&g = 2.c08/4;.
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Es ergibt sich beispielsweise fiir r = 4:
2(01 — 02) — 3e(of — @) + e2(of — o) =0,
‘;ﬁ‘*f 23t et @t antd)=0.
ferbei ist o 4 g, =, i+ o0+ oi=e—1.
Es ist daher auch
2 322 —1)—e —4242=0.
Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind
2 5
6 = —& =2 + J2 = 1,84864 ,
2 Sy
G=—e=)2 — V2 =0,76324 .
Es sind ihnen die Beizahlen
uy =4 — e, = 2,15136,
y — 4 — &5 = 3,23676,
us =4 — g5 = 584864,
ug =4 — ¢, = 4,76324

zugeordnet.
Als zweites Beispiel sei r = 5 gewihlt. Die Hauptgleichung lautet
jetzt 2(f — 03 — Be(ol — o)) + (ol — o) =0,

oder in anderer Form

2(0r + 02) — (ot + @102 + 0D + (01 + ) (e + 0) = 0.
Hieraus folgt 2¢ —3e(e2—1)+ (2 —2)=0.
Diese Gleichung wird durch die GréBen

6 — —e5 = 31+ J3) = 1,90211,
ey = —e, =301 — Y1) = 1,17556,

&g =20
befriedigt. Die entsprechenden Beizahlen sind
Yy = 2,19789,
Uy = 2,82444 ,
Uy = 590211,
u, = 517556,
Hs =4,0.

Nimmt man der Reihe nach k=1, k=2, tk=3..., k=17, so erhilt man
die r-verschiedenen Werte 4, und &,. Der allgemeine Ausdruck fiir die r-Glei-
chungen (G) lautet sodann:
1 _Um—l,k+2Um,k(2"_cosj'k)_Um—}-l,k:Hm,k
= ——{m, ,-sinlly + 7, o-8in22 + 7 5-8in3 4+ ... F7,, ,_ sin(r—1)4,

sind, © "™ ’ . ’

4+ by, e sinr A} .

Sind fiir alle Gruppen der mt Zeile die Groflen U, ; ermittelt, so Liefert die
Auflésung des Gleichungssystemes (F) die gesuchten Werte

2 i=r i (i) sin (n A
Wy, = ?i_; U,.,:sin(4;) sin(n ;).
23*
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Fiir ¢ = 0, u = 4 erhilt man aus der Gleichungsgruppe (C) die besonders

einfache Losung 1
Oy ==—0Olg =g =—0g=...=0,(—1)2 =1,
By =0y =Kg=...=0,_;=0.

In den iibrigen Fillen, wenn also ¢ S0 und u = 4 ist, braucht
man nur zwei aufeinanderfolgende Werte &,_1, &, zu kennen, um mit
Hilfe der Rekursionsformel

Kpiy == E&y — Op_y

den nachsten Wert %,,; ermitteln zu kénnen Wihlt man beispiels-

weise &; = -+1, so liefert die Bedlngung —= =¢, die Grofle &, = ¢.
Es ist andererseits
=010+ G0 =+1,
2*0191+0 0 = +e.

Hieraus folgt oles—e 1
010:(0e — Q1) 01— @
_olen—e _ 1
0102(01 — 02) 02— 01
= Oyl + Cyt = L%
01— Q2
Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach

— 1,
&y =01 + 0 =¢,
X3 = (0 + 0102+ 03) =& —1,
oy = (01 +03) + 05 02 (01 02) = (011 00) (01 + 03+ 1—01 0) = £(2—2) .
Aus diesen Gleichungen erkennt man, dafl, obgleich ¢; und @, ima-
ginare GroBen enthalten, die aus ihnen hervorgegangenen & vollstindig
reelle Zahlen sind, die sich in sehr einfacher Weise bestimmen lassen.

§ 36. Die rechnerische Auflosung der totalen
Differenzengleichungen.

Sind die Beizahlen & und ¢ ermittelt, so kann nunmehr die Auflésung
der Gleichungsgruppen (G) in Angriff genommen werden.

Unm die Entwicklung der Rechnung besser zu veranschaulichen,
will ich die Anwendung des Verfahrens an einem Zahlenbeispiel er-
lautern. Ich greife auf die vorhin fiir r = 4 ermittelten Werte
e = 1,84864, ¢ =0,76324, ¢ = —1,84864, ¢ = —0,76324,
o =2,15136, u, = 3,23676, u;— 584864, u,= 4,76324
zuriick. Die zugehdrigen & sind
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fir  w, = 2,16136: ;. , = +1, ny .= 1,84864,
ngy = 241747, o,,= 2,62039,
fir  u, = 3,23676: &, ,— +1, Xy, = 0,76324,
Ny o= —0,41747, &, , = —1,08187,
fiir gy — 5,84864: &, 5= +1, a5 — —1,84864
Nga= 241747, &, = —2,62039,
fir u, —4,76324: &, , = +1, 0y = —0,76324,

0y, == —0,41747, o, ,= +1,08187.
Die vier totalen Differenzengleichungen zwischen den U-Werten
lauten also:

_Um—1,1 + 2,15136 Um,1 - Um+1,1 = IIm,l = 1,0 T, 1

+ 1,84864 7, , + 2,41747 7, 5 + £ 2,62039 7, 4,
—U, 1, +323676U,, s — Upyy,o =1, ,= 1,07, ,

+ 0,76324 7, , — 041747 7, 3 — +-1,08187 7y, 4,
—Uy_q,3+ 584864 U, s — Upyyy, 3 =11, 3=10m,

— 1,84864 7, , 4~ 2,41747 7, 3 — %+ 2,62039 71, 4
— Uy, +476324 U,y — Upyy, g =1, 4 =107, ,

— 0,76324 7, , — 0,41747 7, 5+ 3+ 1,08187 71, 4.

Fir das gesamte von den X- und Y-Achsen begrenzte Geviert
(Abb. 121) erhalt man, wenn die durch die Symmetrie bedingten Be-

ziehungen IIq—l.l = Hq+1,1 s U(I*I,l = Uq+1,1 s
Hq-1,2 = Hq+1,2’ Uq—l,z = Uq+1,2,
Hq~1,3=ﬂq+1,3> Uq~1,3: Uq+1,3:
I, ,, =1, Ujor,0=Ugs1,4

beriicksichtigt werden, die vier folgenden Gleichungsgruppen:
+ 215136 U0,,, —U,,=11I,

— U,y +215136U,, —Us,=1I,,
— U,,, +215136U;, —U,,=1I,
Ujg,1 +215136U, , ,— U, ,=1,_,,

| —2U,_,,, +2,15136 U, =1II, ,

+323676U,, —U,,=1II,
— 171,2 + 3,23676 U2)2 - U3,2 = 2,2
— U,, +323676U,, —U,,=I,

3 3

Uy, +323676U,_y,, — Upp =1,y ,
~2U,_4,,+ 323676 U, , =11, ,
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+ 584864 U, ; — U,,3= 11, 4
— Uy,3 +584864U,; —Uz,z=11;
— U, 3 +584864U;; —U,3=1I;
— Uyp,s+ 584864 U, 3 — U, s =1, ;
—2U,.,,;+ 584864 U, , =11, 5
' + 4,76324 U, , —U,,=1, ,
- U,,, +476324U0,, —U,,=1I,,
— U,,, +476324U,, —U,,=1,
— Uy .+ 4763240, , ,— U, ,=1I,_, ,
—2U, y,,+ 476324 T, , =1I,,
Ist beispielsweise das Gewebe gleichmafBig mit p belastet, so sind
die Grofen

358 Di

—

pA?
7[1’” :.7!2’” _——_-7'[3,” = ... =nq,n: T’
1
H11=I11=H31= =qu
plz( )_ pi
Sl “11+Cx21+“31+ == Sl p’l’
m,=1, ,=1,,=...=11,,
- p,12< _1_ )_ pAz
B Sl “1’:+“2’2+“3!2+ 2 “4:2 — Sl ﬁ25
1L 3 =1L =1 ;= ... =1l ,
A2 22
=IA)S' (“13+(x23+“33+ 0‘43)=Z;)S Bs »
L 1
III,4=IIZ,4=II3’4.———...=Hq,4
pA? pa2

1
= Tl (“1,4 + Ko,q + X5, T _2‘0‘4,4) = ‘S?ﬁ'l

in Rechnung zu fithren. Die kennzeichnende Gleichung der vier verschie-
denen Gleichungsgruppen kann in der allgemeinen Fassung
2
_Um—:[,i -+ U Umi,i - Um+1,z' = % ﬂi
1
geschrieben werden: hierbei ist der Reihe nach ¢ =1, 2, 3, 4 zu setzen.
Die Losung dieser Differenzengleichung wird durch den Ansatz
Un,i= 4" + By + pE_fi
' Sy u—2
dargestellt: unter 4; und B; sind die beiden Integrationskonstanten,
unter #; und %, die durch die Gleichungen

= "(;“z ¥ 72):

= 1 (u; — Vm- ui—4)
definierten Zahlen zZu Verstehen




Die rechnerische Auflssung der totalen Differenzengleichungen. 359

Beachtet man, daB entsprechend der ersten und der letzten der
Gleichungen einer Gruppe

wi Uy g — Us g = Ayoey (U — #y) + Byxg(u; — x,)

P, (u—1) _ p#
+ S]_ ﬂz, ,uz—2 - Sl /31,:
,uqu,i_2Uq—1,i:Ai"g_l(ﬂi”1"2)
2 (u—2)  pi
Bing Mugny —2) - D g Wi 2 PE
+ 1,”_ (/’%72 )+ Sl zlui__z S1 ﬂz

sein miissen, so ist leicht zu erkennen, dafl die Gréfen

_ Plfzr Bi 1
S i —2 (xl)q"l w—1 ’
"1 ! _1
Hy x5 — 1
) 1
B, — P* b !
Sy g —2 (ﬁ)q % —1 1
% x—1

die gesuchten Konstanten sind.
Die vorstehenden Formeln liefern der Reihe nach

fir p, = 2,15136 : x, = 1,47202,  x, =0,67933, f, = 6,57630,

2 2
4, — 188520 2% B _ 4156278 P2
S S
fiir g, = 3,23676 : %, = 2,89084,  x, = 0,34592,  f, = 0,80484,
73,7577 pA? p A
4, =— 2 PE g 0,3597502 20
? 108 S, ° 2 /359750 S,

fir u, = 5,84864 : %, = 5,67285,  x, = 017629, B, = 0,25864,

0,62698 pA? Pz
Ay = S [ A B, = ~0’067203E’T’
fiir  u, = 4,76324 : x, = 4,54313, %, = 0,22011, B, = 0,36022,
0,714235 pi2 pAz
Ay=——"—  —>— B, =—0,130361 —.
4 108 8, 4 Sy

Handelt es sich beispielsweise um ein quadratisches Gewebe mit
g = r = 4, so erhilt man fiir die Knotenpunkte der wagerechten Mittel-

linie die Werte

2 12

U, —2574412 2% U, ,—0632133 2%
’ Sy ’ 8,
22 12

U, .= 00670132 v, ,=0120751 27
’ Sy ’ 8,
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Entsprechend der Gleichungsgruppe (F) miissen andererseits auch
die Gleichungen

By, Wy,q F Oy Wy o+ K3 1 Wy, 3+ F 0y Wy, =Uyy,

®y,pWy, 1 g Wy, + O3, 5Wy, 3 § 04, 5Ws,4 = Uy,

®y,3Wy, 1+ Oy Wy 0+ X3 3Wy, 3+ &y, 30,4 =Uys,

Ky, Wy, 3+ Cg, g Wy g F &g g Wy, 5+ T 0y, 4wy, = Uy,a
befriedigt sein. Hieraus folgt:

2

12 DA
wey = 222535 5w, , = 3,637005 L

1 1

pa pi2

w5 = 4,418066 ~—,  w, , = 4,66737

S, S,

Diese Werte stimmen mit denjenigen, welche fiir die Knotenpunkte
4,7,9, 10 der Mittellinien (Abb. 25) in Abschnitt 111, § 7, 8. 52, er-
rechnet worden sind, genau iiberein.

Dieses Beispiel zeigt, wie leicht es moglich ist, die Losung der neuen
totalen Differenzengleichungen durch eine geschlossene KFormel dar-
zustellen und die Ordinaten einzelner Knotenpunkte des Gewebes un-
mittelbar zu bestimmen. Durch die Umwandlung der urspriinglichen
Gewebegleichungen wird die Behandlung der Aufgabe, besonders wenn
r oder ¢ eine hohe Zahl ist, auBlerordentlich vereinfacht.

Diese Vorteile treten bei der Auflosung der Gleichgewichtsgleichungen
des z-Gewebes noch stirker in Erscheinung. Werden némlich die fir
die mt® Zeile giiltigen Gleichungen

i

L™
+ 42,1 — Zm,2 =wm,1'S7+z77141,1+zm+1,1
2
; 22
— Zm,y F42Zm,0 — Pm,s :wm,z_S + 2n-1,5 T Zmt,e
2
72
— z + 4z —z =Wy, s—— + 2 Lz
m,2 m, 3 m, 4 m, 3 S, m-1,3 T “m+1,3
2
................................................ (H)
22
- Zm,n-1 + 4200 — 2,0t = wm,n"S" + Zm-1,n Tt Zmt1,n
12
_?‘zm,r-—l + 4zm,r = wm,r@” _+' Zm-1,r + zm+1,r
2
der Reihe nach mit ,
Olgy Ogy Bgoooy Opun oy S0
N
vervielfacht und die GroBen
X1 2%m,1 + Ko Zm,2 + K3Zm,3 + ... + KnZm,n + s l (J)
+ &y —12m,r-1 + 1:Efot'l*zm,r = Vm J
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gebildet, so erhdlt man an Stelle der Gruppe (H) die neue totale Diffe-
renzengleichung 72

m» 1 + n Vm Vm+1 S2

Die Beizahlen « und @ miissen hierbei den gleichen Bedingungen (C)
wie bei dem w-Gewebe geniigen.

Den r-Werten © = ty, Uy, Ug. .. 4, entsprechen wiederum r totale

Differenzengleichungen

Un - (K)

/:2

,
Voot Vi — Vg = U;n,lgﬂ' )
2
a2
V-2 T teVine = Vis 2= Un S.’
~ (L)
Vi1, 1 s Vin,s — Vm+1,3 = Um,3F ’
2
72
Y
~Voerr + Ve — Vingr,r = Um,r_Sv'
2

Es ist also jeder Gruppe Uy,; des w-Gewebes eine Gruppe Vy,; des
z-Gewebes zugeordnet.

Da die rechten Seiten der neuen Differenzengleichungen die Losung
Un,: einer totalen Differenzengleichung darstellen, so bietet es keine
Schwierigkeiten, auch fiir die Groflen ¥V, ; eine geschlossene Losung zu
finden?).

Fiir den vorhin behandelten Fall erhalt man beispielsweise

2 P 2B
7Vm—1,i+A“iVm,i'_Vm+1,i=‘§2'Um,i:S [ m+B %1//'[8_2 .

Die zugehérige Losung ist
p/‘i‘l ﬁ A2 (A %m+1 B xm+1

;= —_ "
m,i S1S> (,u:,_:))z—}_ 1_‘_ ; + 1_ >+O%1 —{—DM .

Die Wurzeln %, und #, haben hlerbel dieselbe Gr(’jﬁe wie zuvor.
Zur Bestimmung der neuen Integrationskonstanten C; und D
stehen jetzt die Randbedingungen

o P B —1) B [ A;#i .,
p Vi — Vi 8182 (s — :) s T S, 2 (s — 2 )
Bas
+i )|+ Oty (145 — 3) + Dy ey (i — )
el
14
pE B R 1By,

SSZ w—2 S

1) Hat man alle GréBen V,, ; der mi Zeile bestimmt, so liefert die Auf+
losung der Gleichungsgruppe (J) die Endwerte

2135 . L
Zm,n = ';Z V...:sin(Z;) sin(n i;) .
i=1
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pit 8 —2)
SIS‘J ( 1_2)2'

(Mixgq + 2 — 29)] 4 Oy~ (i 2y — 2)

i%2
1 — 2
- pAt B 22
+ Dod (g — 2) = +L

* 818 i —2 8,

zur Verfiigung. Die Auflésung dieser Gleichungen ergibt

AK]

P g2 —20)

Vi —2Ve 0=

g

_|._

(Ai=f + B;>3)

&L J
Gi= g |y — ot Bov
A2 B;
DZ:F[[LL—Q—F(A”_*—B’@)}
wobei M
U Ko g
xf [q_;_‘)] #§ {q— ]
1 — 1— 52
T = AT T AT (1)

und weiterhin
A2 [ Un,i (A AP B xm“)
m,i"‘E //Lq,—'2+m 1 2+
Auf Grund dieser Formeln erhilt man
fir u, =2,15136:», = —5,154727 v, = —0,204105,
fir p, = 3,23676 : y; = —2,07109 v, = —0,00021974,

— =) 0y sk 2, B

1

fir u; = 5,84864 : v, = —9,21405 Ve =" 108" 4,9836,
’ 1

fir u, =4,76324 : », = —1,18014 V2= "o 3,69383

und insbesondere fir ¢ =r =4
4 4

— 0,4
8182 Vs, = 0,404934 L S8
4

V4’3 == 0,0164777

V, . — 88,506794

) Vs, 4 .
s 5, —0,046392 -2 N

1
Die nach der Gleichung (J) gebildete Gruppe
®q,125,10 1+ %a,1%0,2 T Og,120,3 T $84,120,4 = Vy,1,
Ki,220,1 T ®2,2%,5 + O3,0%1,3 T $8q,025,4= V4,0,
®y,3%,1 T %y 32,2 T &g,524,5 + $84,324,0= Vo 5,
®q,424,0 T %a,4%,2 T ®3,420,3 T 3 %4,0%,0= V4,4
liefert nunmehr die Ordinaten

pit pis
8,8, = 12, 1137S s,
P 4

4

24,1 =

16,6775

— 15,5174 . = 16, .
%1,8 8182 4 %4,4 8182
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Diese Werte stimmen wieder mit den Ergebnissen der in Abschnitt I11,
§ 7, 8. 53, durchgefiihrten Berechnung genau iberein. Hiermit ist die
Richtigkeit der Losung der totalen Differenzengleichungen der elasti-
schen Flache und die Zuverlissigkeit des neuen Verfahrens erwiesen.
Es sei schlieflich bemerkt. dafl auch die partielle Differentialgleichung

; P
ParF = £
¢ N

durch eine totale Differenzengleichung vierter Ordnung
unmittelbar ersetzt werden kann.
Fiihrt man namlich die Grofien

S,

Up-1 = T;[,L‘Vm—l - (Vm—2 + Vm)];
S,

Um = 72’ [/,t Vm - (Vm—l + V’m+1)] s

8
Um+1 = 7:' [/.L Vm+1 - (Vm + Vm+2)]
in die Grundgleichung
—‘Um—l + M Um - Um+l = Hm

ein, so entsteht die neue totale Diiferenzengleichung:
2

A
(Vm—Q -+ Vm+2) - 2M(Vm—1 -+ Vm+1) + Vm(/u'2 + 2) = Fﬂm (M)

2
Thre Anwendung ist besonders bei statisch unbestimmten Fillen
zu emplehlen, weil sie eine leichtere Anpassung der Integrations-
konstanten an die jeweiligen Randbedingungen ermdoglicht.

§ 37. Die zeichnerische Auflosung der Differenzengleichungen.

Der bisher eingeschlagene Weg wird immer rasch zum Ziele fithren,
wenn es moglich ist, das partikulire Integral der U-Gleichungen sofort
aufzuschreiben.

Bei Belastungen, die nicht stetig iiber der ganzen Oberfliche der
Platte verteilt sind oder deren Verinderlichkeit nicht durch eine ein-
fache Funktion ausgedriickt werden kann, ist die Bestimmung des
partikuldren Integrals weniger leicht; es ist dann unter Umsténden
vorteilhaft, sei es auch nur zur Prifung der Rechnungsergebnisse, die
Differenzengleichungen zeichnerisch zu integrieren. Da ein allgemeines
zeichnerisches Verfahren fiir die Auflésung der in der Gewebetheorie
vorkommenden Gleichungen meines Wissens noch nicht entwickelt
worden ist, so wird die Behandlung dieser Aufgabe vielleicht fiir den
Leser von Nutzen sein.
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Ich kniipfe an die Gleichung

"Um—1 +u Up— Um+1 =11,

an und ersetze sie durch die Beziehung

2

<ﬁ' Um -

Um~1) + (% Um - Um+1) = ﬂm-

In der Abb. 122 sind im Abstande 4 die Strecken

EEH:UM—I! Hﬁl—_— Um

von einer Grundlinie E,F, aus aufgetragen. Gesucht ist die néchst-
folgende Ordinate GG, = U,,,,. Ich verlingere B, E, um die Strecke

E,E,=1I,, F,F, um die Strecke F, F,= U, (’2_‘ — ) : die Ver-
bindungslinie E, F, liefert den Punkt 6.

Es ist in der Tat

Abb, 122.

E,\H = Jtangy = FF, — E, E,
=U ﬁ - Um—l,

also

BH A HE,=B,E,—(0,% U, ,)

+ (Umﬁ‘ - Um+1> = Hm-

2

Der Linienzug E,E,F, stellt den
Krafteplan fir eine im Punkte m
angreifende Last I, dar; das zu-
gehorige Seileck mit der Polweite 4

ist durch die Strahlen E, F,, F,@, umgrenzt. Ist % =1, so fallen die

Punkté F; und F, zusammen, das Seileck E, F,G; deckt sich mit dem
Linienzug B, F,6,, und es ist dann moglich, die U-Linie unmittelbar
durch ein einziges Seileck abzubilden.

Um die Anwendung des neuen Verfahrens besser zu erkliaren, wihle
ich als Beispiel ein Gleichungssystem mit der Beizahl u; =4 . Da

2%
C)

K4

— 1 =1 ist, so wird in diesem Falle F, F, = Up, FoFy=2U,, .
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Um ein partikulires Integral der Gleichungen
U, +4U, —-U,=1,,
-U, +4U, —U,=1,,
U, +4U, —U,=1l,,

zu finden, setze ich zunéchst U, = 0 und nehme fiir U, einen beliebigen
Wert U; =U,; , an. In der Abb. 123 sind der Reihe nach fiir die

g 7 2 3 4 5
a |%a |ba |%a |%a

1A |

Abb. 123, Die Gleichgewichtsfiguren fiir den Zustand U, = U, , = 11.

Knotenpunkte 1,2,3 ...¢q —1 die zu den Kraften I7,, I1,, I1;.. . 11, ,
gehorigen Kraftepline und Seilecke, die zur Abkiirzung die Gleich-
gewichtsfiguren dieser Krifte genannt werden mdgen, gezeichnet.
Sie liefern die Werte

Upy=Us0, Usg=Uzu, ... Up1=Ujq,0: U;="Uga.
Ich gebe jetzt U, den Wert U; = U, ; und bestimme in derselben
Weise mit Hilfe der in Abb. 123a dargestellten Gleichgewichtsfiguren
der Krafte I1,, I1,, II;. .. II,_, die GréBen

Up=U,,;, Us=Uss, ... Upy=Upyp, Upg=Ugs.

Aus den beiden partikuliren Integralen Uy . Up,p 1Bt sich mit

Hilfe der Formel Up=CoUp,a+ CyUn,s
das allgemeine Integral ableiten: hierbei stellen ¢, und Cp die beiden
Integrationskonstanten dar.
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Dieser Ansatz steht mit den bisher beniitzten ersten ¢ —1 U-Glei-
chungen im Einklang, wenn die Bedingung

Oa + Ob = 1
Y%
J/
I/
//
/] [T%e
1
/
1
/
/
]
]
!
/
1
/
II [/l/,b
//
g 1 2 3 y 5
AN )
221
2
A/ A

Abb. 123a. Die Gleichgewichtsfiguren fiir den Zustand U, = U, , = }41.

erfiillt ist. Fiithrt man die Werte
Uq-l = Oa Uq—l,a + Cb Uq—l,b;
U, =CU,a +0CU,,
in die letzte Differenzengleichung
4U,—2U,., =11,
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ein, so erhialt man als zweite Bedingungsgleichung
Oa(4 Uq,a —2 Uq—l,a) + Ob(4 Uq,b —2 Uq—1,b) = Hq:
und somit schlieBlich
0, — 44U, —2U,.,5) — 11,
(4 Uq,b -2 Uq—l,b) - (4 Uq,a — 2 Uq—l,a) ’
4U,0.—2U,_ 4. — 1,
(4 Uq,b —2 Uq~1,b) - (4 Uq,a —2 Uq—1,u) )
Mit Hilfe dieser Formeln 146t sich der richtige Wert
Uy =CU, 1+ C Uy,
errechnen und der endgiiltige Verlauf der U-Linie bestimmen.
Die in Abb. 123 und 123a eingetragenen Gleichgewichtsfiguren sind
aus der Gleichungsgruppe

Cy —

4U,—U,=1I, =11,
— U,+4U0,—U;=1I, =2,
— U, +4U,— U, =1,=31,
— Us+4U,—Uy;=1l, =41,
20U, + 40, I, =51
entstanden. Ich habe zuerst U, , = 14 genommen und mit Hilfe der
Zeichnung die zugehorigen Werte

*
2 b

i i
U3,a=3§, Uyo=4 Uy =52

Vsu=2 o=ty e =03

ermittelt.
Ich habe sodann U, ;= 2. gewihlt und ebenso die GréBen
Uy o=£14, Us,p =0, Uyp=—-11, Us,p=—221
bestimmt.

Es ist also 4U; ,—2U,,,=61,
44U, —2U, , = — 3327,

o 245 _ 367

“T 33216 362°

__6-5 _ 5

PT332 16 362

mithin U — 1 3574+ 2.1 . 361

1 2.362 724

Ich habe diesen Wert in Abb. 123b aufgetragen und durch Zeich-
nung der Gleichgewichtsfiguren die tibrigen endgiiltigen Werte
Up= 3304, Up= 970, Uy=3l, U=
festgelegt.
Das vorstehende Beispiel zeigt, dafl das zeichnerische Verfahren im
Grunde sehr einfach ist und sehr rasch zum Ziele fiihrt.
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Die zur Darstellung und zur Loésung der Differenzengleichungen
benutzten Gleichgewichtsfiguren sind aus einer Gruppe von Seilecken
und Krafteplinen zusammengesetzt. Sie sind aus einer Erweiterung
und Verallgemeinerung der Theorie des einfachen Seilecks entstanden.
Die Verwandtschaft zwischen den neuen Gebilden und den letzteren
ist auch darin zu erkennen, dafl in gleicher Weise, wie eine dreifache
Aufzeichnung eines Seilecks notwendig ist, um dasjenige zu finden,
welches durch drei vorgeschriebene Punkte hindurchgeht, ebenso eine

a 7 2 3 L

74
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54
Abb. 123b. Die Gleichgewichtsfiguren fiir den Endzustand.

dreifache Anwendung der Gleichgewichtsfiguren erforderlich ist, um
diejenige Losung der Differenzengleichungen zu gewinnen, die allen
vorgeschriebenen Randbedingungen geniigt.

Da sowohl die U- als die V-Gleichungen in derselben Art behandelt
werden konnen, so ist es mit Hilfe dieser neuen Art von Seilecken mog-
lich, die Spannungsmomente M und die Verschiebungen { fiir alle
Punkte der Platte zu bestimmen. Die Anwendung der Gleichgewichts-
figuren gestattet also, die Untersuchung der Platte in allen Einzelheiten
mit den gleichen zeichnerischen Hilfsmitteln durchzufithren und eine
besonders anschauliche Losung der Aufgabe zu gewinnen.
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