TECHNISCHE STATIK

EIN LEHRBUCH
ZUR EINFUHRUNG INS TECHNISCHE. DENKEN

VON

WILHELM SCHLINK

DIPL.-ING,, D. DR. PHIL.,, PROFESSOR AN DER
TECHNISCHEN HOCHSCHULE DARMSTADT

UNTER MITARBEIT VON

HEINRICH DIETZ

DR.-ING. HABIL., DOZENT AN DER
TECHNISCHEN HOCHSCHULE DARMSTADT

ZWEITE. UND DRITTE, ERWEITERTE AUFLAGE

MIT 511 ABBILDUNGEN IM TEXT

Springer-Verlag
Berlin Heidelberg
GmbH

1946



ISBN 978-3-642-53049-4 ISBN 978-3-642-53048-7 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-642-53048-7

ALLE RECHTE, INSBESONDERE DAS DER UBERSETZUNG
IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN.
COPYRIGHT 1939 AND 1946 Springer-Verlag Berlin Heidelberg

Urspriinglich erschienen bei SPRINGER -VERLAG OHG. IN BERLIN 1939 AND 1946
SOFTCOVER REPRINT OF THE HARDCOVER 3RD EDITION 1946



Vorwort zur ersten Auflage.

Das Buch ist im wesentlichen entstanden aus den Vorlesungen iiber Statik,
die ich als ersten Teil der Technischen Mechanik an der Hochschule Darmstadt
seit Jahren gehalten habe. Das Gebiet der Statik ist dabei sehr eng gefalit: es
werden lediglich starre Kérper behandelt, wihrend Spannungs- und Form-
ianderungsbetrachtungen, die sonst in ,,Statik der Baukonstruktionen oder
,,Baustatik*‘ erortert werden, fehlen. Aber ausfiihrlich werden die inneren
Einfliisse, Beanspruchungsgréflen, in den Konstruktionen gebracht. Erfahrungs-
gemill machen diese Begriffe und ihre Berechnungen bei Konstruktionen, die
von der allgemein iiblichen Form etwas abweichen, den Studierenden und man-
chen Ingenicuren rechte Schwierigkeiten. Es gilt das besonders von rdumlichen
Konstruktionen, bei denen 6 innere Einflisse (2 Querkrifte, 1 Léngskraft,
2 Biegemomente, 1 Torsionsmoment) auftreten.

Uberhaupt ist in dem Buch auf rdumliche Probleme besonderer Wert gelegt.
Der Ingenieur ist im allgemeinen viel zuviel daran gewdéhnt, auch rdumliche
Konstruktionen als ebene oder als solche, die aus ebenen zusammengesetzt
sind, zu betrachten, ohne sich iiber den wirklichen riumlichen Grundcharakter
und die tatsdchlich auftretenden Einfliisse klar zu werden; das gilt sowohl von
den eigentlichen Tragkonstruktlonen selbst als auch von den Lagern und An-
schliissen. Wie wenig denkt z.B. der Ingenleur daran, daB das gewdhnliche
feste Auflager, das fiir den ebenen Triger zwei Unbekannte darstellt, fiir den
Raum 5 Lagergréfien enthéalt.

Weite Teile des Buches sind dadurch entstanden, dafl meine Vorlesungen
nachgeschrieben und dann fiir den Druck bearbeitet wurden. Natiirlich wird
eine geschriebene Darstellung immer etwas anders gestaltet sein als die ge-
sprochene. Der Hochschullehrer hat zu dozieren, wird also manches mit anderen
Worten wiederholen, je nach dem Eindruck, den er von seinen Zuhérern hat.
Fiir ein Buch ist solche Darstellungsweise aus dulleren Griinden nicht geeignet;
aber trotzdem wurde versucht, wenigstens im ersten Abschnitt den Charakter der
Vorlesung weitgehend zu wahren, weshalb auch meistens in der ,,wir“-Form
gesprochen wird. Im weiteren Verlauf des Buches wird dann die Ausdrucks-
form gedringter, in der Annahme, dal der Leser nun geniigend eingearbeitet ist,
um auch so die Aunsfithrungen zu verstehen. Ausdriicklich sei darauf hingewiesen:
Es wird nicht ausbleiben, daf der Leser an der einen oder anderen Stelle Schwic-
rigkeiten fiir das Verstindnis findet; dann soll er sich nicht zulange dabei auf-
halten, sondern weiter lesen; gar manchmal kommt so die Einsicht in das Un-
verstdndliche. Der groBle Nachteil fiir den Leser eines Buches gegeniiber dem
Hérer einer Vorlesung ist der, daB er die Zeichnungen nicht entstehen sieht;
um wenigstens am Anfang diese Schwierigkeiten zu verringern, wurden bei den
gegebenen und gefundenen Kréiften die Pfeile verschiedenartig ausgefiihrt.
~ Allerdings werden nicht alle im Buch behandelten Gebiete in der Vorlesung
betrachtet, aber diese erstreckt sich durchaus nicht etwa nur auf ebene Pro-
bleme, sondern es werden auch verschiedene Abschnitte aus dem Gebiete der
raumlichen Krifte den Studierenden vorgetragen. Auch schwierigere Ubungs-
beispiele, wie die Transmissionswelle, Kurbelwelle, werden von den Studierenden
im ersten oder zweiten Semester in den Ubungen behandelt.
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Bei den Ubungsbeispielen sind absichtlich nicht lauter aus der Praxis ent-
rommene Aufgaben gewéhlt, sondern auch allgemeiner gehaltene, um das Wesen
der Anwendung grundsitzlich kennenzulernen und wirklich technisches Emp-
finden fiir die Kraftwirkungen zu wecken, besonders auch bei den raumlichen
Konstruktionen.

Bei der ganzen Darstellungsweise wurde im {ibrigen beriicksichtigt, dafl das
Buch nicht nur fiir Studierende, sondern auch fiir Ingenieure der Praxis und
zum Selbststudium geeignet erscheint.

Zur Bezeichnung der vorkommenden Gréfen wurde die im allgemeinen
iibliche gewihlt. Das Biegungsmoment wurde, der Bedeutung des Flugwesens
entsprechend, wie bei der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt mit B
und einem entsprechenden Anzeiger bezeichnet; der Buchstabe M bedeutet ein
wirkendes dufleres Moment. — »

Der Aufbau des Buches geht zur Geniige aus dem ausfithrlichen Inhalts-
verzeichnis hervor. Es gliedert sich in zwei Hauptabschnitte, von denen der
letztere die im Raum zerstreuten Krifte enthilt.. Dall bereits im ersten Teil die
Krifte im Raum an dem gleichen Punkt betrachtet werden, geschieht aus rein
didaktischen Grimnden. Die drei ersten Teile bringen im wesentlichen den Stoff,
den man auch sonst in einem Statikbuch findet, aber die Darstellung weicht
vielfach von der in anderen Biichern ab, und manches wird hier gebracht, was
in anderen nicht enthalten ist. Auf die Punkte, die dem Anfinger erfahrungs-
gemall Schwierigkeiten machen, ist besonders ausfiihrlich eingegangen, und
immer wieder wird auf die Anleitung zum selbstindigen Denken Wert gelegt.
Bei den gestiitzten Balken werden die BeanspruchungsgréBen ausfiihrlich be-
handelt; dabei wird auch die Belastung durch auBermittige waagerechte Krifte
und Momente berticksichtigt. Auch die Betrachtung der Balken mit Neben-
konstruktionen wird dem Leser erwiinscht sein.

Wichtig erschien, die Rahmen ausfiihrlich zu erértern und an verschiedenen
Formen die Gestalt der Momenten- uwnd Querkraftflichen zu zeigen. Es ist
notig, daB der Studierende bzw. der Ingenieur einmal solche Flichen vor sich
sieht, um zu erkennen, wie sich die Beanspruchungsgrsfien dndern; besonders
gilt dies fiir gekriimmte Rahmen. Da bei symmetrischen Gebilden jede Belastung
in einen symmetrischen und gegensymmetrischen Anteil zerlegt werden und so
die Untersuchung wesentlich vereinfacht werden kann, ist auf diese Fragen
besonders eingegangen. Mancher Leser wird erstaunt sein, wie sich die Be-
anspruchungsfliachen z. B. fiir den Dreigelenkbogen darstellen. Bei den Gelenk-
trigern sind abgewinkelte Gerbertriger besonders behandelt, da sie interessante
Beanspruchungsbilder ergeben. Bei den ebenen Fachwerken wurde ausfiihrlich
auf schlaffe Gegendiagonalen eingegangen. AuBer den eigentlichen Fachwerken
werden auch die ,,Gemischtbauweisen‘ behandelt, d. h. Gebilde aus einzelnen
miteinander verbundenen Konstruktionsteilen, die aber nicht nur durch Léngs-
krifte, sondern auch auf Bieguug beansprucht sind. Eine geschlossene Dar-
stellung dieser Gebilde, die man sonst kaum findet, ist fiic das Verstindnis all-
gemeiner Konstruktionen von sehr groBer Bedeutung.

Mit dem fiinften Teil (Krifte im Raum zerstreut) beginnt der zweite Ab-
schnitt des Buches, der auch fiir den praktisch tdtigen Ingenieur manches Neue
enthilt. Ausfiihrlich erdrtert werden die verschiedenen Moglichkeiten zur Fest-
legung der Korper, dabei die praktischen Anschliisse und Lagerungen betrachtet
und die sechs BeanspruchungsgroBen eines beliebigen Querschnitts. Besonderer
Wert wird auf die Behandlung der rdumlich belasteten Rahmen gelegt, dabei
hervorgehoben, dafl man beim ebenen Rahmen die rdaumliche Belastung trennen
kann in eine solche in der Rahmenebene und eine senkrechte dazu, die beide
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getrennt untersucht werden kénnen. Als Beispiele fiir einen aligemeinen rdum-
lichen Rahmen werden eine Schraubenfeder und ein Sesselrahmen betrachtet;
letztere Anwendung vermittelt ein klares Bild vom inneren Kriftespiel, das
nicht so leicht zu iibersehen ist. Die Ausfithrungen iiber Symmetrie und Gegen-
symmetrie zeigen die bei symmetrischer Bauweise bestehenden Erleichterungs-
méglichkeiten. Von Interesse werden sicher auch die sonst nicht zu findenden
Betrachtungen iiber die verschiedenen Gelenke und Gelenktriger sein, weil hier
klar zusammengestellt ist, welche gelenkartigen Verbindungen méglich sind.

Der letzte Teil behandelt Raumfachwerke und riumliche Gebilde, die
aus Stiben und Balken zusammengesetzt sind, ,,allgemeine Raumwerke*‘.
Bei der Berechnung des Raumfachwerks wurde das ,,Verfahren der zugeordneten
ebenen Abbildung‘‘ erldutert, das erlaubt, rdumliche Krifteaufgaben auf ebene
zuriickzufithren und dadurch mancherlei Vorziige bietet. Ausfiihrlich wird
darauf eingegangen, wie hiufig fiir ein Raumfachwerk eine Vereinfachung
der Rechnung durch Sonderverfahren statt der allgemeinen Verfahren erzielt
wird. Die Beispiele weisen besonders auch auf den Wert der Momentenmethode
hin. Bei den allgemeinen Raumwerken (Gemischtbauweise), iiber die in der
Literatur wenig angegeben ist, wird ausfiihrlich auf den Aufbau eingegangen
und insbesondere die Verschiedenheit gezeigt, die fiir Raumwerke, bei denen
alle Balken torsionsfre; belastet sind, und fiir solche mit Torsionsbelastung
auftritt. Am SchluB wird nochmals ausfithrlich auf die Zuriickfiihrung von
statisch unbestimmten rdumlichen Gebilden auf statisch bestimmte eingegangen
und an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche Gréfe als ,,unbestimmte‘‘ oder
»iberzdhlige* eingefithrt werden kénnen. Dies zu erkennen, ist nicht immer ein-
fach, und darum sind die Ausfiihrungen von Wichtigkeit.

Unter den Abschnitten, die iiber den Rahmen der Vorlesungen hinausgehen,
hat einzelne mein erster Assistent, Dipl.-Ing. HEINRICH DIETZ, selbstindig
behandelt, z. B. Nr. 93, 98, 99, 109; er hat auch die meisten Beispiele entworfen
und einen groflen Teil der schwierigeren selbst gerechnet und gezeichnet. Fiir
seine umfassende und wertvolle Mithilfe sei ihm an diéser Stelle besonders herz-
lich gedankt. Der Dank gilt auch. meinen jiingeren Assistenten, Dipl.-Ing.
StAHL, ROEDIGER, SCHULTHEISS fiir ihre Mithilfe bei der Durchfithrung der
Aufgaben. Nicht zuletzt sei der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir dic
Ausstattung des Buches aufrichtig gedankt und fiir die stete Bereitwilligkeit,
mit der sie auf Wiinsche wihrend des Druckes eingegangen ist.

Darmstadt, Juni 1939.
WILHELM SCHLINK.



Vorwort zur zweiten und dritten Auflage.

Der schnelle Absatz der ersten Auflage, die bereits im Sommer 1942 ver-
griffen war, zeigt, daB der Inhalt des Buches und die Art der Darstellungsweise
den Beifall vieler Studierender und Ingenieure der Praxis gefunden hat. Es
wurden deshalb in der zweiten Auflage fast nur solche Anderungen vorgenom-
men, die den bei Besprechungen geiuBerten Wiinschen entsprachen. Die zweite
Auflage lag im November 1943 bereits fertig gedruckt vor, wurde aber durch
Feindeinwirkung vernichtet, so daf eine véllige Neuherstellung nétig war, die
sich naturgendB durch die Kriegsumstinde verzégerte. Dankenswerterweise
hat der Springer-Verlag mit Riicksicht auf diese Verhiltnisse gleichzeitig die
dritte Auflage herausgebracht. Die bei den Besprechungen hervorgetretencn
Wiinsche bezogen sich vor allem darauf, auch die beweglichen Lasten zu be-
handeln; dementsprechend wurde ein neuer Abschnitt iiber EinfluBlinien ein-
geftigt. DaB hierbei neben den EinfluBlinien fiir den gewohnlichen Balken auf
zwei Stiitzen, den Gerberbalken und den iiblichen Dreigelenkbogen auch noch
der Dreigelenkbogen mit verschieden hohen Lagern und ein Kranbahntrager
behandelt ist, wird fiir manche Leser von Interesse sein. Neu aufgenommen
wurden auch Ausfithrungen iiber die duale Abbildung, da sie Bedeutung fiir
zerstreute Krifte im Raum hat. Mit ihrer Anwendung koénnen manche Auf-
gaben iber riumliche Stabsysteme wesentlich iibersichtlicher durchgefiihrt
werden als mit den seither bekannten Verfahren, wie Herr Dr.-Ing. Dietz
in einer Arbeit gezeigt hat. Er hat auch in diesem Buch die duale Abbildung
(Nr. 90) behandelt, ebenso die beiden neu eingefiigten Ubungsaufgaben. Von
diesen wird wohl das letzte Beispiel vielfach begriit werden, weil an einem
praktischen Fall (schiefer Rahmenspant) die Anwendung der verschiedensten
Ausfithrungen des Buches iiber rdumliche Kréfte gezeigt wird. Fiir seine wert-
volle Mithilfe sei Herrn Dr. Dietz auch an dieser Stelle herzlicher Dank aus-
gesprochen. Aufrichtiger Dank gilt auch dem Springer-Verlag, der trotz der
grofien, durch den Krieg bedingten Schwierigkeiten die Verdéffentlichung des
Buches in kurzer Zeit mit mustergiiltiger Ausstattung ermdglicht und meinc
Wiinsche beziiglich Erweiterung des Buches gern erfiillt hat.

Darmstadt, Marz 1945,
WILHELM SCHLINK.
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YVorbemerkungen.

Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Sie hat die Aufgabe, die beobacht-
baren Naturerscheinungen von wigbaren Kérpern zu beschreiben. Die Gesetze
der Mechanik sind der Naturbeobachtung entnommen, d. h. auf Grund von sehr
vielen Beobachtungen werden gewisse Sitze und Gesetze aufgestellt; sie gelten
so lange, als auf Grund von neuen Beobachtungen ihre Unrichtigkeit nicht er-
wiesen ist. Auf solchen Grundgesetzen baut die Mechanik auf. Ausihnen werden
auf rein mathematischem Wege neue Sitze abgeleitet, die dann jederzeit wieder
an Hand der Wirklichkeit bzw. von Versuchen nachgepriift werden koénnen.

Die Mechanik beschiftigt sich mit Korpern, die unter dem Einflul von
Kriften stehen. Ohne auf eine genaue Definition der Kraft! an dieser Stelle ein-
zugehen, sei lediglich bemerkt, daB zwischen Kraft und Bewegungsinderung ein
innerer Zusammenhang besteht, der uns hier nicht niher interessieren soll. Wenn
ein Korper in Ruhe auf einer glatten ebenen Unterlage ist und es greift an ihm nur
eine zur Ebene lotrecht stehende Kraft an, so sucht diese den Kérper nach unten
zu verschieben, aber die feste Unterlage verhindert ihn daran. Sie erzeugt eine
Gegenwirkung. Wirckt dagegen eine Kraft parallel zur Ebene, so wird der Kérper
eine Bewegung vornehmen. Wenn ein Kérper unter dem EinfluB von Kréften
eine bestimmte Bewegung ausfithrt und es treten neue Krafte hinzu, so nimmt der
Korper eine andere Bewegung an.

In der Statik fragen wir nicht nach der Art der bewirkten Bewegung, sondern
wir beschéftigen uns im allgemeinen mit der Frage, unter welchen Umsténden
sich ein starrer Kérper oder ein Punkt in Ruhe befindet. Die besondere Aufgabe
der Statik ist also die Betrachtung von Gleichgewichtszustinden und im Zusam-
menhang damit die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften. Unter der
Einwirkung von Kriften nehmen die Korper eine Gestaltsinderung an. Auf diese
wird aber in der Statik nicht eingegangen. Es werden die Korper also als starr
angesehen. :

Fiir die Untersuchung von Kriftesystemen sind zwei Begriffe von Bedeutung :
einerseits die Resullierende, Resultante oder Mittelkraft, andererseits die Kompo-
nente oder Teilkraft. Man versteht unter der Resultierenden diejenige Kraft, die
die Wirkung einer Reihe von Kriften auf den Korper ersetzt, die also die gleiche
Wirkung ausiibt wie die Gemeinschaft der vorhandenen Krafte. Umgekehrt
nennt man die Krifte, die zusammengenommen die gleiche Wirkung haben wie
eine einzelne Kraft, die Komponenten oder Teilkrifte dieser Kraft. Die Resul-
tierende ist also die Ersatzkraft fiir eine Reihe von Kréften und die Gemeinschaft
der Komponenten der Ersatz fiir eine einzelne Kraft.

Wie kann man nun eine Kraft darstellen ? Was gehért zu ihrer Festlegung ?
Die Kraft ist durch ihre Lage (Wirkungslinie), Richtung und GroBe bestimmt.
Man kann sie sowohl zeichnerisch als auch rechnerisch darstellen. Wir betrachten
dies zunichst fir eine Kraft in der Ebene. Zeichnerisch ist sie eindeutig gegeben
durch eine in ihrer Wirkungslinie liegende Strecke mit Richtungspfeil (Abb. 1).
Wir miissen dabei nur noch wissen, was 1 cm dieser Strecke bedeutet, d. h. den

1 Den Begriff der Kraft, den wir uns durch (aktives) Erleben und (schopferisches)
Denken gebildet haben, iibertragen wir als mechanischen Kraftbegriff auf das Geschehen
der Korperwelt (in die Naturwissenschaft und Technik) und sehen in ihm den gedanklichen
Ausdruck einer Bewegungsénderung.

1 Schlink, Statik. 2.u. 3. Aufl.
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Kriftemafstab kennen, z. B. 1 cm ~ kkg. Die GroBe der Kraft wollen wir im
allgemeinen durch den Buchstaben P angeben. Die Kraft ist also durch eine ge-
richtete Strecke, eine Strecke mit Richtungspfeil, eindeutig festgelegt. Eine
solche gerichtete Strecke nennt man einen Vektor. Soll aus irgendwelchen Griin-
den besonders betont werden, daB es sich um einen Vektor oder um eine vektorielle
GroBe handelt, so wird ein Strich tiiber das P
gefiigt, also P.
In analytischer Darstellung ist die Kraft in der
Ebene festgelegt:
nach Gréfe durch die Anzahl der kg, also P kg;
nach Lage durch einen ganz beliebigen Punkt
auf der Kraft, dessen Koordinaten gegeniiber einem
willkiirlich eingefiihrten Achsenkreuz mit , y be-
zeichnet werden mogen;
Abb. 1. Darstellung einer Kraft nach Richtung durch den Winkel, den die Kraft
in der Ebene. mit einer festliegenden Geraden, z. B. gegen die
positive z-Achse bildet (Abb. 1). Dabei muB} dieser
Richtungswinkel « klar definiert werden; wir be-
zeichnen mit « den Winkel, der gewonnen wird,
wenn wir die Kraft im Uhrzeigersinn bis zur posi-
tiven z-Richtung drehen.
Im Raume kann man selbstverstindlich eine
Kraft ebenfalls zeichnerisch und analytisch dar-
stellen: zeichnerisch durch die streckenméfige Dar-
stellung der Kraft im Aufri und Grundri8 (Abb. 2),
(wobei in manchen Fillen noch die Zeichnung im
Seitenril erwiinscht ist); dann analytisch:
nach Gréfe durch P, die Anzahl der kg;
nach Lage durch die Koordinaten eines beliebigen
Punktes auf der Kraft, =, y, z;
R o nach Richtung durch Angabe der Winkel, die
bD- 2. Dapstellung einer Kxaft e Kraft P mit drei festen Achsen einschlieBt,
&, f, 7 (Abb. 3). Zur Festlegung im Raume gentigt
nicht mehr die Angabe eines Winkels. Die drei
Winkel «, f§, y sind allerdings nicht unabhingig
voneinander, sondern sind, wie die analytische
Geometrie des Raumes lehrt, verbunden durch die
Gleichung:
cos?x + cos? f 4 cos?y = 1. (1)

Man braucht also tatsichlich zur Festlegung der
Richtung von P nur zwei Winkel zu kennen; der
dritte ist eine Folge der beiden ersten.

Es sind demnach im ganzen sechs Grundwerte

Abb. 3. Zur analytischen Darstel- zur Festlegung einer Kraft im Raume nétig:
lung einer Kraft im Raum.
P,x,p,x,y,z.

Entsprechend den beiden Darstellungsweisen der Kraft wird man die ganze
Statik graphisch und analytisch aufbauen kénnen. Man unterscheidet danach
graphische und analytische Statik. Wir behandeln im folgenden beide Darstel-
lungsweisen nebeneinander; es wird sich dabei zeigen, dafl vielfach bei bestimmten
Anwendungen die graphische und bei anderen wieder die analytische Behand-
lungsweise vorzuziehen ist.



Erster Teil.

Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

Krifte, die an einem Punkt wirken, kénnen entweder in einer Ebene oder im
Raume liegen.

I. Kriifte in der gleichen Ebene.

1. Erfahrungssitze. Wie schon oben erwéhnt, ist die Mechanik aufgebant
auf Erfahrungssitzen oder Erfahrungsgesetzen, die wir dementsprechend an die
Spitze der Statik stellen miissen. p p

1. Wirken zwei gleich grofle Krafte in gleicher :
Geraden in entgegengesetzter Richtung auf einen in  App, 4. Erster Erfahrungssatz.
Ruhe befindlichen Punkt (Abb. 4), dann kann man
schon rein gefiihlsmiBig sagen, daf der Punkt keine Bewegung erfihrt, d. h. die
beiden Krifte heben sich auf. Der Versuch bestétigt dies. Es lautet demgemi
der erste Erfahrungssatz:

,,Greifen an einem Punkt oder an einem starren Kotper zwei gleich grofe, ent-
gegengesetzt gerichiete Krdfte an, deren Wirkungslinien in eine Gerade fallen, so
iiben sie keine Wirkung aus, sie heben sich auf,
d. h. sie stehen im Qleichgewichs.*

2. Wirken nun zwei beliebig grofe Krifte R‘ o
P,, P, in der gleichen Geraden und Richtung AP Zwei Krifte In glelohor Ge-
an einem Punkt (Abb. 5), so wird sich der Punkt
im Sinne dieser Krifte verschieben. Die Wirkung ist erfahrungsgeméB die gleiche,
wie wenn eine Kraft von der GroBe (P; + P,) an dem Punkt angreift. Die
Resultierende ist also gegeben durch: A R=P P

R =P, + P,. 2
Sind die beiden Krifte entgegengerichtet (Abb. 6), f;&‘éf;f&féﬁiﬁfé&ﬂf&ﬁ%ﬁﬁi
so erkennen wir, daf3 der Punkt in Richtung der tung. (Zweiter Erfabrungssatz.)
gréBeren Kraft fortbewegt wird. Die gleicheWirkung
wird, wie der Versuch zeigt, erreicht durch eine Kraft von der Grofle (P, — Py).
Beide Krafte kénnen also durch eine Kraft (P, — P,) ersetzt werden, d. h. ihre
Resultierende ist dargestellt durch:

R =P, — P,.

Die beiden Fille lassen sich zusammenfassen, wenn man die Richtung der Kréfte
durch ein Vorzeichen ausdriickt. Bezeichnen wir etwa die Richtung nach rechts
positiv, nach links negativ, so sind im ersten Fall die beiden Krifte positive
GroBen, im zweiten Fall ist P; positiv, P, negativ. Fiir beide Fille wird also die
Resultierende gefunden als algebraische Summe der einzelnen Krifte : R=P;+ P,.
Die beiden Glieder P; und P, sind hierbei in einer bestimmten Aufgabe mit dem
Vorzeichen behaftet, das ihrer Richtung entspricht. Es ergibt sich demgemil
der zweite Erfahrungssatz:

,,Greifen an einem Punkt oder an einem starren’ Kiorper zwei in derselben Ge-
raden wirkende Krifte an, und bezeichnet man die eine Richtung als positiv, die

1*

[+ o
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enigegengesetzte als negativ, so ist die Resultierende gegeben durch die algebraische
Summe der beiden Krifte.”“ Das sich ergebende Vorzeichen stellt die Riehtung dar.
3. Fallen zwei gegebene Krifte, die-an einem Punkt

y/ S~ o angreifen, nicht in eine Gerade, so konnen wir rein ge-
>~ tiihlsmaBig nicht mehr genau angeben, wie sich der Punkt

R 7 7 bewegt. Wir sind jetzt auf den Versuch angewiesen, der

uns zeigt, daB sich der Punkt in Richtung der Dia-

) / gonalen des aus beiden Kriften gebildeten Parallelo-
Abb. 7. Parallelogramm,  STAmINS bewegt (Abb. 7), und zwar so, als ob auf ihn
der Krifte. (Dritter Er- nur eine Kraft wirkt, die nach Gré8ie und Richtung durch
fahrungssatz.) die Diagonale R dieses Krifteparallelogramms gegeben
istl. Es lautet demgemaf der dritte Erfahrungssatz:
,,Die Resultierende zweier Kréfte mit gemeinsamem Angriffspunkt ist der Grife
und Richtung nach gegeben durch die von diesem Angriffspunkt ausgehende Diagonale
des aus beiden Kriften gebildeten Krifteparallelogramms.** Die Krifte sind dabei so
anzuordnen, daB sie entweder beide nach dem Angriffs-
punkt hin (Abb. 8) oder beide von ihm weggerichtet sind;
die Resultierende ist dann ebenfalls nach dem Angriffspunkt
hin bzw. von ihm weggerichtet.

Dieser Satz vom Parallelogramm der Krifte ist der
: mafigebende Satz der Statik; er ist nicht mathematisch
Abb. 8.  Paralielo- beweisbar, man kann ihn aber jederzeit durch den Versuch
gramm dov frafte. nachpriifen. Die beiden ersten JSéitze sind im Satz vom Par-
allelogramm der Krifte als Sonderfall enthalten, wenn man statt des beliebigen

Winkels, den die Krifte einschlieBen, den Winkel von 0° bzw. 180° einsetzt.
4.'Der vierte Erfahrungssatz. stellt etwas ganz

Neues dar:

,,Hine an einem starren Kirper angreifende Kraft kann
in shrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden, ohne
daf sich die Wirkung der Kraft auf den Korper dndert.”

Bei dem Satz ist eine gewisse Vorsicht zu beachten.
Er gilt nur, solange sich die physikalischen Grundlagen
nicht dndern. Zum Beispiel beim Balken der Abb. Y
ist der Angriffspunkt der Last verschoben. Die Stellungen
a und b sind in ihrer Wirkung auf den Balken gleich-
wertig, bei Stellung ¢ ist die Sachlage gedndert, die
Wirkung ist nicht mehr dieselbe.

Mit der Zusammenfassung der drei ersten Satze zu

) ' einem Satz stellen wir also an die Spitze der Statik zwe:

A e vy Erfahrungssitze, aus denen weitere Satze abzuleiten sind.

kangslinie. (Vierter Erfah- ~ Mit diesen beiden Grundlagen steht und fillt die Rich-
rangssatz.) tigkeit der Statik.

2. Beliebig viele Kriifte in der gleichen Geraden. Betrachten wir nun mehr als

zwei Krifte, die in einer Geraden liegen (Abb.10). Wie kann ich die gemeinsame

Wirkung dieser Krifte méglichst einfach

P y : . X .
; —_ beschreiben ? oder: wie ist die Resultierende
"‘&bb oz . jh beschaffen ?
A . . nmensetzun, . . . .
Krifto in derselbon Gesaden. Mit Hilfe des zweiten Erfahrungssatzes

bestimmen wir eine Resultierende Ry 3
nach rechts von der GréBe (P; -+ Pj), nach links eine Resultante R, 4 von der

1 i::ll;n‘Abbildungen am Anfang des Buches sind die gegebenen Krifte mit einem vollen
Pieil, die gesuchten mit einer offenen Pfeilspitze gekennzeichnet.
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GroBe (P, + P,) und als SchluBkraft demnach:
B = Ry 53— Ry 4,
R=(P1+P3)————(P2—{—P4),
wobei das Vorzeichen der zweiten Teilresultierenden, entsprechend der Richtung
nach links, negativ eingesetzt ist. Das Ergebnis laBt sich allgemein schreiben,
R=P + P,+ P;+ P,
mit dem Zusatz, daB die nach der rechten Secite gehenden Krifte positiv, die
nach der linken Seite laufenden Krifte negativ einzusetzen sind.

Was fiir vier Krafte gilt, 148t sich ohne Schwierigkeit auf mehr Krifte iiber-
tragen: wirkt noch eine fiinfte Kraft, so wird man die Resultierende der vier
ersten Krifte mit Py zusammensetzen, um die Resultante der fiinf Krifte zu
erhalten. Bei n Kriften wird demgemi8 die Resultierende durch die Formel

erhalten: R=P +P,+P,+... 4P,

Man hebt sehr haufig bei der Angabe solcher Summen ein mittleres allgemeines
Glied besonders hervor und bezeichnet dieses mit dem Anzeiger . Man hat das
Ergebnis: R=P +Py+...P +...P,.

Die Resultierende einer Reihe von Krdiften in derselben Geraden ist gegeben durch
die algebraische Summe der einzelnen Krifte. Ist die algebraische Summe
positiv, dann geht die Resultante nach unserer Einfiihrung nach rechts, ist
die Summe negativ, dann liuft die Resultierende nach links. Diese algebra-
ische Summe schreibt man in abgekiirzter Form unter Verwendung des griechi-
schen Buchstabens X

R=&P,=XP (2)
1

und liest sie: Die Resultante ist gleich der Summe aller P;. Die Anzeiger 1, n
konnen weggelassen werden, sofern iiber die in der Summe enthaltenen Glieder
kein Zweifel entstehen kann.

Stehen die Krifte im Gleichgewicht, dann darf die Resultierende keine Wir-
kung auf den Punkt haben, d. h. aber, die Resultierende mufl die Grofie Null
besitzen.

Krifte in derselben Qeraden stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende
verschwindet oder, anders ausgedriickt, wenn ihre algebraische Summe Null wird :

>P,=0. (3)

Bei Kriften, die nicht mehr in derselben Geraden wirken, wollen wir zunéchst
das analytische und graphische Verfahren trennen und zuerst das analytische
Verfahren betrachten.

3. Analytische Zusammensetzung von Kriften in der
Ebene. Als Grundlage brauchen wir Formeln, die aus den
vorhergehenden Erorterungen abzuleiten sind.

a) Zusammenselzung zweier zueinander lotrechten Krifte.
Wir bezeichnen die Krifte, die aufeinander senkrecht stehen,
mit X und Y und setzen beide nach dem Krifteparallelo-  Abb.11. Resultierende

zweier aufeinanderlot
gramm zusammen (Abb. 11). Die entstehende Figur dient rechten Krafte.
uns zur Ableitung eines analytischen Ausdrucks fiir R.

Die Lage ist ohne weiteres gegeben, da die Resultierende durch den gegebenen

Angriffspunkt hindurch gehen muB. Die GroBe ist aus dem schraffierten Dreieck

zu ermitteln: . R2— X% 4 72,
R=)X*{ y2, 4)
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Die Richtung ist bestimnmt durch den Winkel, den die Kraft R mit der positiven

x-Achse einschliefit: y
tgon = x (®)
Diese beiden Formeln 16sen die Aufgabe ganz allgemein, einerlei wie dic Richtung
von X oder Y auch sein mag. Bei der Anordnung der Abb. 12 mu8 X negativ

und Y positiv eingesetzt werden, also +Y
by g g = " -

Die Tangente des Winkels ist negativ, entspre-
chend dem Winkel im zweiten Quadranten. Wenn
man nur das Vorzeichen von dem ganzen Quo-

tienten beriicksichtigt, also — ; , ist die Losung

Abb. 12. Resultierende zweier auf- . . . . . .
einander lotrechten Krifte. nicht eindeutig, denn in vorliegendem Falle wire

lediglich abzulesen, da tg oy negativ ist, d. h. daB
der Winkel entweder im zweiten oder im vierten Quadranten liegt; es kénnte
also allein danach die Resultierende sowohl nach links oben als auch nach rechts
unten zu ziehen sein. Die Eindeutigkeit der Rechnung ist dadurch bestimmt,
daB man das Vorzeichen von X und Y einzeln fiir sich beriicksichtigt, hier also

+yh X negativ, Y positiv; d.h. B muB so laufen, daB seine

y' —_——— X-Komponente nach links, die Y-Komponente nach
£ ¢ oben geht.

— b) Zerlegung einer Kraft in zwei lotrechte Komponenten.

A *Z  Im Falle a) war X und Y gegeben, B und der Winkel &,

Kalp- 13, Zerlegung olfer  waren gesucht. Jetzt ist eine Kraft P und ihr Rich-
senkrecht stehende Kom-  tungswinkel o gegeben, selbstverstindlich auch der
ponenten. Punkt, durch den sowohl die Kraft P als auch die
Ersatzkréifte gehen sollen; gesucht sind X und Y. Diese Kréifte X und Y sind
durch die Forderung bestimmt, daB ihre Resultierende die gegebene Kraft P ist,
sie miissen also (Abb.18) die Seiten eines Parallelogramms bilden, dessen
Diagonale gleich der gegebenen Kraft P ist. Damit ist die Aufgabe zeichnerisch
bey eindeutig bestimmt: man zieht durch den Endpunkt
; von P Parallelen zu der z- und y-Richtung. Aus diesem
Parallelogramm lesen wir ab: :
e X:P-cosoc,]
. Y = P -sinx. | ‘
oD, 14 *Z  Das Vorzeichen von cosx bzw. sine éndert sich, je nach-
febb. 14 Zerlegtng oi%e*  dem, welchem Quadranten der Winkel « angehért; z. B.
senkrecht stehende Kom-  yird bei der Darstellung der Abb. 14 cosx negativ, sina
ponenten. . . ’ .
positiv, d. h. fiir die X-Komponente erhalten wir ein
negatives Vorzeichen, fir die Y-Komponente ein positives, wie es ja auch mit
der Zerlegung im Bild iibereinstimmt. Die Komponenten sind nichts anderes
als die Projektionen der Kraft auf die - bzw. y-Achse einschlielich Vorzeichen,
d. h. fallt die Projektion auf die positive Seite der x-Achse, so liegt eine positive
Komponente vor, fallt sie auf die negative Seite der z-Achse, dann hat sie eine
negative Komponente.
Zusammenfassend haben wir also

(6)

bei der Zusammensetzung: R = /X2 + ¥2;  tgos :§ ;
bei der Zerlegung: : X=P-cosx; Y =P -sinax.

Diese wichtigen Formeln werden uns in der ganzen Statik begleiten.
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Ausdriicklich sei hierbei auf folgendes hingewiesen: Steht die Kraft senk-
recht zu einer Komponentenrichtung, so ist der Winkel &« = 90°, d. h. die Kom-
ponente in dieser lotrechten Richtung verschwindet (cos 90° = 0) (Abb. 15). Das-
selbe Ergebnis liefert die Projektion der Kraft auf eine zu P
ihr lotrechte Achse: die Projektion (Komponente) erscheint

als Punkt, d. h. die GréB8e der Komponente ist Null. — @5 %
Mit Hilfe der beiden gefundenen Formeln wenden wir /\‘/ T X=0

uns nun zur Zusammensetzung beliebiger Krifte der Ebene _—

an demselben Punkt. Bekannt sind: Abb. 15. Komponente in

Die Lage des Punktes, durch den alle Kréifte gehen, Richtung semkrecht zu

die GroBe der Krafte P, --- P, --- P,,

die Winkel, die die Kréifte mit der positiven a-Richtung einschlieBen,
0y 0ttt &y (Abb. 16).

Gesucht ist die Resultierende R und ihr Winkel o .

Zur Losung der Aufgabe zerlegen wir jede einzelne der gegebenen Krifte P; in
ihre Komponenten in der z- bzw. y-Richtung, die mit X;, Y, bezeichnet werden
mogen. Diese Komponenten sind durch die Formeln (6)

X, = P, -cos«;,
Y, = P;-sinx;

eindeutig bestimmbar, da die Werte P; und die Win-
kel «; bekannt sind; natiirlich
werden die Komponenten je nach
der WinkelgroBe «; verschiedene
Vorzeichen besitzen.

Damit treten statt der n Krafte
2n Krifte auf. Die X-Kompo-

i .17, Z analyti-
Abb. 16. Zur analytischen nenten stellen nach der Formel(2) ;%,‘,;‘;n zgsam;lllrensetzgng
Zusammensetzung mehrerer . . hrerer Krifte an dem-
Krifte an demselbon Punkt, durch ihre algebraische Summe  mehr :

. I selben Punkt.
eine einzige X-Kraft dar, ebenso

lassen sich die Y.Komponenten zu einer einzigen Y-Kraft zusammensetzen.
Wir erhalten also als vorliufiges Ergebnis eine Kraft in der z-Richtung von der
GroBe X X, und eine Kraft ¥ Y, in der y-Richtung (Abb. 17). Wir haben:

X, =P, -cosoy

Y,= P, sin «,
XY, =Psinog + -+ Pising, + -+ - Ppsing,.
Y X, = algebraische Summe aller- X-Komponenten, stellt die Resultierende
aller X-Krifte dar, ist also eine Kraft.

> Y, = algebraische Summe aller Y-Komponenten, stellt die Resultierende
aller Y-Krifte dar.
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Damit sind die urspriinglichen n Kréfte zuriickgefithrt auf zwei aufeinander
senkrecht stehende Krifte, die wir nur noch zusammenzusetzen brauchen, um die
endgiiltige Resultierende zu erhalten. Setzen wir in der Formel (4) fiir die Zu-
sammensetzung zweier Krifte statt X die
Kraft X X, und entsprechend statt Y die
Kraft X Y., so wird die Resultierende:
R=}( X2+ (IY.2.
Den Winkel finden wir mittels der zweiten
Formel fir die Zusammensetzung zweier
Krifte (5), indem wir wieder
X ersetzen durch die Kraft X X,
Y ersetzen durch die Kraft XY,
2Y;
) ) ) 2 X; und XY, sind also die Komponenten
AbD. 18- “ge?eﬁt;ﬁ‘lg;‘;‘;g,ﬁ:;Y°rze‘°he“ der gesuchten Resultierenden R (Abb. 17).
Diese Komponenten kénnen selbstverstind-
lich wieder verschiedene Vorzeichen haben und bestimmen dadurch die Rich-
tung der Resultierenden (Lage in einem der vier Quadranten), (Abb. 18).

Fiir die Bestimmung der Komponenten sei an dieser Stelle allgemein darauf
hingewiesen, daB sich die Komponenten auch ohne Verwendung der Winkel der
hoheren Quadranten lediglich unter Benutzung der entsprechenden Winkel im
ersten Quadranten berechnen lassen, sofern man das Vorzeichen aus der An-
schauung der Skizze feststellt. Es sind (Abb. 18) die X-Komponenten all der
Krifte positiv, die von der y-Achse weg nach rechts streben (P;, P,, P;),
negative X-Komponenten haben die Kréfte, die nach links gehen (P,, Pj).
Die Y-Komponenten sind positiv, wenn die Krifte von der z-Achse weg
nach oben streben (P; und P,). Deckt man also in einem Kriftebild, in dem
alle Kréifte vom Punkt weggehend eingezeichnet sind, die Fliche links von der
y-Achse zu, so sieht man alle diejenigen Krifte, die in der ersten Summe X X,

mit positivem Vorzeichen einzufiihren sind. Um-
gekehrt erscheinen beim Abdecken der rechten
Hilfte alle negativ einzufithrenden Krifte X,.
Entsprechend lassen sich die Vorzeichen in
dem zweiten Ausdruck N Y, durch Abdecken
der unteren bzw. oberen Hilfte von der z-
Achse bestimmen. Zum besseren Verstdndnis
sei hier ein Zahlenbeispiel eingefiigt.

Es seien vier Krifte an dem gleichen An-
griffspunkt gegeben von folgender GréBe und
Richtung gegen die positive z-Achse:

P, =b50kg o« = 30°,

P, = 300kg  «, = 135°,

Abb. 19. Zablenbeispiel fiir die Zu- P, = 650 kg oy = 240°,
sammensetzung von Kriaften.

P, = 400 kg org = 330°.

Nach Einfithrung der WinkelgréBen im ersten Quadranten entsteht Abb. 19.
Alle Krifte, die von der y-Achse aus nach rechts abweichen (P, P,), haben eine
positive X-Komponente, die nach links abweichenden (P,, P;) eine negative.
Andererseits weisen die nach oben gerichteten Krifte (P;, P,) eine positive
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Y.Komponente auf, die nach unten laufenden (P;, P,) eine negative. Wir haben
demgemilB :

2 X, = P, -cos 30° — P2 cos 45° — Py - cos 60° 4 P, - cos 30°
= 550 0,886 — 300 - 0,707 — 650 0,500 - 400 - 0,866
~ 285 kg
XY, = P, -sin 30° 4 P, - sin 46° — P, - sin 60° — P, - sin 30°
= 550 0,500 +- 300 - 0,707 — 600 0,866 — 400 - 0,500
— —276kg.

X X, stellt die X-Komponente und X' Y, die Y-Komponente von R dar; erstere
verlauft nach rechts, letztere nach unten, demgemiBl R nach rechts unten.
Es ist

Y,  —216__

tgop =

Es liegt mit Riicksicht auf die Vorzeichen von XX, und X' Y, ein. Winkel im
vierten Quadranten vor oder anders ausgedriickt:

0(13:‘_4505/
R=}(Z X2+ (37,2 =285 + 276% = 396,8 kg .

4. Analytische Bedingungen fiir Gleichgewicht an demselben Punkt. Wenden
wir uns nun auch hier zu der Frage: ,,Unter welchen Umstinden stehen die
Krifte, die auf einen Punkt wirken, im Gleichgewicht ¢, so lautet die Antwort:

Gleichgewicht besteht, wenn die Resultierende Verscthndet (R = 0). Diese
Antwort ist unter allen Umstédnden richtig; sie stellt die vekiorielle Bedingung dar.
Man kann die Gleichgewichtsbedingung aber auch anders formulieren: Wir
haben in dem Wurzelausdruck fiir die Resultierende eine Summe von zwei Qua-
draten, also positiven GréBen; damit diese Summe Null wird, mu8 jedes Glied fiir
sich verschwinden, d. h.

22X, =0 und XY, =0 (9)
sein. Also es bestehen als Gleichgewichtsbedingungen entweder:

R = 0, vektorielle Bedingung (zwei Unbekannte: GréBe und Richtung),

a. Tal1SC meungen.
b Yi _ OI ge sche be gunge

(In der Bedingung B = 0sind diese beider Bedingungen X X; = 0und & ¥, = 0
enthalten.) ZahlenmiBig kann man unmittelbar mit Vektoren nicht rechnen; wir
miissen fiir Rechenzwecke die algebraische Form einfithren.

Bei der hier gewidhlten Ableitung wurden die Krifte P in zwei zueinander
senkrechte Richtungen w, y zerlegt. Man kann aber eine entsprechende Be-
trachtung auch fir zwei beliebige Richtungen durchfiihren und erhilt dann die
Bedingung, dafl die Summen der Komponenten in zwei beliebigen Richtungen
verschwinden miissen. Es entsteht der Satz:

Krifte in derselben Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkt stehen im Gleich-
gewicht, wenn fiir zwei beliebige Richiungen je die Summe der Komponenten der
Krifte verschwindet.

Wesentlich ist der Umstand, da8 wir hier zwe: Gleichungen bekommen. Bei
Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf Krifte in der gleichen Ebene an gemein-
samem Angriffspunkt beziehen, diirfen und miissen also zwei Unbekannte vor-
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liegen, wenn eindeutige Losung moglich sein soll, da die Zahl der Gleichungen
gleich der Zahl der Unbekannten sein muB.

Der einfachste Fall wire nun der, da3 wir eine gegebene Kraft mit zwei an-
deren Kriften in vorliegenden Geraden ins Gleichgewicht setzen sollen: auf einen
Punkt wirkt eine gegebene Kraft P, gegeben sind ferner zwei Wirkungslinien g,

und g, (Abb. 20); gesucht sind die Krifte P; und P,,
die der, Kraft P das Gleichgewicht halten.

Die analytische Losung bedingt eine Zerlegung
von P in Komponenten

in der z-Richtung: -+ P -cos«,
in der y-Richtung: 4 P -sina.
Um die beiden Bedingungen fiir das Gleichgewicht
>X, =05 2Y, =0

aufstellen zu kénnen, miissen wir auch die X-Kom-
ponente und die Y-Komponente der beiden gesuchten
Abb. 20. Gloichgowicht einer Krifte P;, P, einfithren. Da ergibt sich nun die
) Schwierigkeit, dafl wir keine Angaben haben, wie
diese Kréfte gerichtet sind; denn je nach der Richtung, in der die einzelne Kraft
verlduft, ist das Vorzeichen der Komponenten verschieden. Im Ansatz diirfen
wir aber keine mathematische Unklarheit lassen. Wir fithren deshalb — wie wir
dies auch bei den spiteren analytischen Rechengingen ganz allgemein tun
werden — den Richtungspfeil zunichst einmal ganz willkiirlich ein und rechnen
die Aufgabe mit dieser angenommenen Richtung durch. Wenn die Rechnung im
Endergebnis ein positives Vorzeichen liefert, so bedeutet das, dal das angenom-
mene Vorzeichen, also auch die Richtungsannahme, richtig war; ergibt sich ein
negatives Vorzeichen, so mufl der angenommene Richtungspfeil gedndert werden.
Nehmen wir bei dem gegebenen Beispiel (Abb. 20) an, die Kraft in g; gehe nach
links oben und die Kraft in g, nach links unten, dann sind fiir die Gleichungen
die Komponenten mittels dieser eingefithrten Richtungen zu bilden. Es ist be-
sonders zu beachten, dafl der durch Annahme der Richtung festgelegte Winkel
entsprechend der frilheren Regel genommen wird, das ist der Winkel, der die
Kraft — im Uhrzeigersinn gedreht — in die positive w-Achse bringt (die im
Bild eingezeichneten Winkel o, und «,). Hétten wir die Richtungspfeile anders
gewahlt, dann wiren die Winkel von den jetzigen um 180° verschieden.
Nun kann man die Komponentenbedingungen aufstellen:
2X;=0: Py-cosoy + Py-cosay+ P-cosax =0,
XY, =0: P,-sinexg + Py-sinay + P-sinx =0.
Das Vorzeichen erscheint nicht in dieser allgemeinen Gleichung, es steckt in den
Winkelfunktionen. Im vorliegenden Falle ist sin &, positiv, dagegen sind cos «;,
sine,, cosay negativ. Natiirlich kann man auch statt dieser Winkel solche im
ersten Quadranten einfithren, wie dies bei obigem Beispiel gezeigt war. Dann
mufl man an Hand der fiir P, und P, eingefiihrten Richtungspfeile die Kompo-
nentenvorzeichen bestimmen (Y, positiv, aber X;, X,, ¥, negativ). Im prak-
tischen Beispiel werden wir also Summanden mit positiven und negativen Vor-
zeichen haben. Die beiden Gleichungen haben nun zwei Unbekannte, die zahlen-
miBig ermittelt werden kénnen. Ist das Vorzeichen des erhaltenen Zahlenwertes
fiir eine Unbekannte positiv, so sagt das aus, dal die eingefiihrte Richtung bzw.
das eingefiihrte Vorzeichen richtig gewdhlt war. Ein negatives Vorzeichen vor
dem errechneten Zahlenwert bedeutet, dafl die willkiirlich gewahlte Richtung
umzudrehen ist.
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Es war eben der Fall betrachtet, dal die bei dem Gleichgewichtszustand er-
scheinenden Unbekannten als KraftgréBen auftraten; die Wirkungslinien der
Krifte, die mit den gegebenen Kréiften im Gleichgewicht stehen sollen, waren
gegeben, die Kraftgrofen gesucht. Natiirlich kénnen auch andere Kennwerte als
Unbekannte auftreten, jedoch miissen stets zwei Unbekannte vorliegen. Wir
haben demnach bei Gleichgewichtsaufgaben in der Ebene fiir Krifte durch einen
Punkt vier Moglichkeiten:

1. Die Wirkungslinien der zwei gesuchten Krifte sind bekannt, es fehlen ihre
GroBen.

2. Die GroBen der zwei noch zu bestimmenden Krifte sind gegeben, gesucht
sind ibre Wirkungslinien. '

3. Von einer der beiden noch zu bestimmenden Krifte ist die GroBe bekannt,
von der anderen die Richtung, gesucht ist die Richtung der ersten und die GréBe
der zweiten Kraft.

4. Gesucht ist eine Kraft nach GroBe und Richtung, die mit den anderen
gegebenen Kriften Gleichgewicht halten soll.

Die vier verschiedenen Fille werden in den Ubungsbeispielen niher be-
trachtet.

5. Das Kraftdreieck. Durch den Satz vom Parallelogramm der Krifte ist die
Resultierende als Diagonale des Parallelogramms bestimmt. Dabei ist eine ge-
wisse Vorsicht notig. Wenn beispielsweise die in Abb. 21 dargestellten Krifte
P,, P, vorliegen, dann kann man
aus diesen beiden nicht ohne weiteres
ein Krifteparallelogramm  bilden.

Wiirde man dies ganz ohne Uber-

legung machen, so wiirde man als Dia-

gonale die Strecke 4B erhalten. Aber

man erkennt sofort, daB dies nicht

die richtige Resultierende sein kann,

weil der Angriffspunkt durch P; nach

rechts verschoben wird, durch P,

nach unten, also unter dem Einflufl

der beiden Krifte zusammen eine Bewegung nach rechts unten annehmen wird
und sicher nicht nach rechts oben, wie die Richtung 4 B angibt. Der Fehler liegt
darin, daB die grundlegende Wirkungsweise der beiden Krifte auf den Angriffs-
punkt A nicht die gleiche ist. P; wirkt kurz gesagt ziehend, P, dagegen driickend.
Man muB, wie schon beim dritten Erfahrungssatz bemerkt wurde, um zur rich-
tigen Resultierenden zu kommen, entweder beide Krifte vom Punkt weggehend
[in Abb. 21 die gestrichelte Kraft (P,)] oder zum Punkt hinstrebend zeichnen.
Das geschieht bei den gegebenen Kriften in der Weise, daB eine davon in ihrer
eigenen Wirkungslinie verschoben wird, was ja nach dem vierten Erfahrungssatz
geschehen darf.

Man kann sich von dieser Zwischeniiberlegung frei machen, wenn man die
Zusammensetzung der Krifte in etwas anderer Weise vornimmt. Bei der Be-
trachtung des Parallelogramms sehen wir namlich, daB es aus zwei Dreiecken
besteht, die beide die GroéBen der Krifte enthalten. Zur Ermittlung der GréBe
der Resultierenden geniigt also eines der beiden Dreiecke, z. B. das in Abb. 21
schraffierte. Dies moge, losgelost von dem gemeinschaftlichen Angriffspunkt,
in einem besonderen Dreieck gezeichnet werden (Abb. 21b). An die Kraft P;
filgen wir in Punkt 1 die Kraft P, mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles,
d. h. hier nach unten, an, so da der Endpunkt von P; mit dem Anfangspunkt P,
zusammenfallt (Zweiseit 0 1 2). Die Resultierende ist dann gegeben durch die
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Verbindungslinie 0—2, die als SchluBlinie bezeichnet wird. Man nennt die so ent-
stehende Figur ,,das Kraftdreieck® oder einfach ,,das Krafteck. Die Richtung
der Resultierenden verliuft vom Anfangspunkte 0 des Kraftecks nach dem End-
punkt 2; sie liegt natiirlich in Wirklichkeit nicht im Krafteck, sondern muB3 durch
den Angriffspunkt 4 von P; und P, hindurchgehen (Abb. 21a).

Fiir die spiteren Ausfithrungen ist noch eine andere Aussage iiber die Rich-
tung der Resultierenden von Bedeutung, die an diesem Krafteck gezeigt werden
mége. In dem Kraftdreieck, das durch das Aneinanderfiigen der beiden ge-
gebenen Krifte P; und P, unter Beriicksichtigung der Richtungspfeile entstand
(Abb. 21b), haben wir durch deren Richtungen einen gewissen ,,Umfahrungs-
sinn‘ 0, 1, 2 erhalten. Beachten wir nun die Richtung der eingezeichneten Resul-
tanten in bezug auf diesen Umfahrungssinn, so kénnen wir sagen: Die Resultie-
rende ist dem durch P; und P, festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet.
Diese Aussage ist allgemeiner als diejenige, dafl die Resultierende von dem An-
fangspunkt des Kraftecks nach dem Endpunkt verliuft. Fiur die spiteren Aus-
fithrungen ist es wichtig zu beachten, dal man, wie es ja hier schon geschehen ist,
das Krafteck von dem Angriffspunkt weg verschieben kann. Das Krafteck ist
also von der gegebenen Wirklichkeit, von der technischen Zeichnung, losgetrennt;
es enthilt dementsprechend auch nicht mehr den wirklichen Angriffspunkt. Der
Zeichnung entsprechend wollen wir unterscheiden zwischen der physikalischen
oider technischen Figur (Kraftbild) und der mathematischen oder statischen Lé-
sungsfigur (Krafteck). Die Lage des Kraftecks wird beliebig gewihlt, d. h. wir
kénnen an einem ganz beliebigen Punkt 0 die erste Kraft P, antragen (Abb. 21b).
Die Resultierende ist die dem Umfahrungssinn entgegengerichiete Schlufsirecke des
Kraftecks, die, parallel verschoben ins technische Krafthild, eine eindeutige Resul-
tierende ergibt. ) ‘

Die Verwendung des Kraftdreiecks bietet den wesentlichen Vorteil, daf man
sich gar keine Gedanken dariiber zu machen braucht, ob die einzelne Kraft nach
dem Angriffspunkt hingerichtet oder von ihm weggewendet ist, wihrend dies bei
Verwendung des Krifteparallelogramms ja voun Bedeutung war. Dazu hat die
Trennung der beiden Figuren den Vorzug einer besseren Ubersicht. In der tech-
nischen Figur wird man im allgemeinen nur die Richtungslinien der gegebenen
Krifte angeben, aber nicht ihre GréBen auftragen, die zahlenméaflig bekannt sind.

Die GroBen erscheinen erst im

Krafteck, wo die Lingen der

bekannten Krifte unter Be-

riicksichtigung eines beliebig

gewihlten KriftemafBstabes

eingezeichnet werden; fiir das

technische Kraftbild haben wir

keinen KriftemafBstab notig.

Bei einer bestimmten Aufgabe

(Abb. 22) ziehen wir also, aus-

gehend vom willkiirlich ge-

Abb. 22. Das allgemeine Kraftdreieck. wéhlten Punkt 0, eine Parallele

zur Wirkungslinie von P; im

technischen Kraftbild und geben dieser nach Wahl eines KriftemaBstabes die ihr
zukommende Grofe (2000 kg). In dem nun erhaltenen Punkt 1 tragen wir die
Kraft P, in dem gleichen KriftemaBstab mit der GréBe 3000 kg mit Beriicksich-
tigung ihrer Richtung an. Die Resultierende erhalten wir dann nach GréBe und
Richtung als SchluBlinie des Kraftecks, dem Umfahrungssinn entgegengerichtet;
fiir sie gilt der gleiche Kriftemafistab wie fiir Py und P,. Fir viele Fille wird
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es wohl nicht mehr nétig sein, die Resultierende in das technische Kraftbild
einzuzeichnen, da die Lage ja durch den gegebenen Punkt, an dem die Krifte
angreifen, die GréBe und Richtung aber eindeutig durch das Krafteck fest-
gelegt ist.

6. Graphische Zusammensetzung mehrerer Krifte. Allgemeines Krafteck.
Die Zusammensetzung zweier Krifte dient als Grundlage fiir die Zusammen-
setzung mehrerer Krifte. Es seien vier Kriifte an demselben Punkte in all-
gemeiner Lage gegeben (Abb. 23). Gesucht ist die Resultierende dieser Krifte.
Die Losung beruht auf der dreimaligen
Zusammensetzung zweier Krifte mit-
tels des Kraftdreiecks. Wir bilden zu-
nichst das Kraftdreieck aus den beiden
Kriften P; und P, und erhalten als
SchluBlinie des Zweiseits 012 die
Teilresultierende R,,, die wir als
Einzelkraft wieder mit P, zusammen-
setzen koénpnen. Wir finden so eine L .
neue Teilresultierende, die die Wir- ADD. - £3. on tsche Csamonsetsung  von
kung der Kraft B, und der Kraft P,
ersetzt; da aber R,, bereits die gleiche Wirkung wie die Kriifte P, und P, hat,
stellt die neue Teilresultierende R,,5 die Resultierende der drei Krifte P, bis P,
dar; sie verliuft dem Umfahrungssinn 0, 2, 3 entgegengerichtet. Diese GroBe
R, ,3 als Kraft wieder mit P, zusammengesetzt, Kraftdreieck 0 3 4, liefert die Re-
sultierende B der vier Krifte nach Gréfe und Richtung; ihre Richtung verlduft
dem Umfahrungssinn 0, 3, 4 entgegen. Betrachten wir nun die entstandene Lo-
sungsfigur, so sehen wir, daf wir uns das Einzeichnen der Teilresultierenden (R,
und R, ,,) sparen kénnen, und erhalten folgendes Ergebnis:

Um die Resultierende mehrerer Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt, die in
derselben Ebene wirken, auf zeichnerischem Wege zu erhalten, fiigt man die Kréfte
unter Beriicksichtigung ihrer Richtungspfeile in einem einheitlichen Umfahrungs-
sinn aneinander, bildet also ihr Krafteck. Die vom Anfangspunkt der ersten nach
dem Endpunkt der leizten Kraft gerichtete Strecke (Schlupflinie) stellt die Resultante
der Grifie und Richtung nach dar; ihr Richtungssinn ist dem durch die gegebenen
Krifte festgelegten Umfahrungssinn des Kraftecks emtgegengesetzt, und ihre Lage
ist dadurch bestimmi, daf sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen
Krifte hindurchgeht.

In diesem Krafteck lassen sich sehr leicht auch Teilresultierende bestimmen, so
ist z. B. die Resultierende der Krifte P,, P; und P, als Verbindungslinie der
Punkte 1 und 4 des Kraftecks zu erhalten: R,;,. Zum Beweis denken wir uns
nur die Krifte P,, P; und P, gegeben, ihr Krafteck ist dann zu zeichnen; es
1463t sich an einem beliebigen Punkt, also auch an Punkt 1 beginnen; die SchluB-
linie ist die Strecke 1-—4. Die Lage dieser Teilresultierenden ist selbstverstind-
lich, wie die aller anderen Teilresultierenden (R;,, R;,3), gegeben durch den
gemeinsamen Angriffspunkt der Krifte im technischen Kraftbild.

Auch hier wieder braucht man in der technischen Figur nur die Wirkungs-
linien und die Richtungen zu geben, es ist also fiir das technische Bild keine
Angabe des KraftmaBstabs notwendig. Die Krifte sind zahlenmiBig angegeben
und werden nur im Krafteck maBgerecht aufgetragen. Fiir den Aufbau des
Kraftecks ist die Reihenfolge der Krifte véllig willkiirlich, es mufl aber darauf
geachtet werden, da der Umfahrungssinn der in beliebiger Reihenfolge angeord-
neten Krifte einheitlich ist, d. h. dafl die Krifte unter Beriicksichtigung ihrer
Richtungspfeile aneinandergetragen werden.



14 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

7. Gleichgewicht von Kriiften der Ebene an demselben Punkt in graphischer
Behandlung. Wie schon mehrfach bemerkt, besteht bei Kriften, die um cinen
Punkt herumliegen, Gleichgewicht, wenn die Resultierende verschwindet. Das
bedeutet beim graphischen Verfahren, da8 im Gleichgewichtsfall im Krafteck

(Abb. 24) keine SchluBlinie tibrig-
bleiben darf, daB der letzte Punkt,
der Endpunkt 4, mitdem Anfangs-
punkt 0 zusammenfallen, also das
Krafteck geschlossen sein muf.

Das Gleichgewichtskriterium
stellt sich also jetzt folgender-
mafBen dar:

In gleicher Ebene wirkende

Abb. 24. Das geschlossene Krafteck (Gleichgewicht). K réfte mit gemeinsamem Angriffs-

punkt stehen im Gleichgewichi,

a) (analytisch): wenn fir zwei beliebige Richtungen die Summen der Kom-
ponenten aller Krifte verschwinden;

XXi=0; XY, =0;

b) (graphisch): wenn das zugehdrige Krafteck geschlossen ist.

Die beiden Aussagen kommen auf dasselbe heraus, wie Abb. 24 zeigt. Die
Komponenten der Krifte P, bis P, in einer beliebigen Richtung (z. B. der -
Richtung) lassen sich durch die Projektionen der Krifte auf diese Richtung
(vgl. S. 6) angeben, und wir sehen, daB ihre Summe, z. B. die aller X-Kompo-
nenten, Null wird. Das gilt aber fiir jede Richtung, die Lage der Projektions-
geraden ist beliebig. Demnach erhalten wir das zunichst merkwiirdige Resultat,
daB im Gleichgewichtsfall die Summe der Komponenten fiir jede beliebige Richtung
verschwinden muf, dal wir also auch beliebig viele Komponentenbedingungen
aufstellen konnen. Diese Gleichungen sind aber nicht alle unabhingig vonein-
ander; es gibt deren nur zwei. Denn wenn fiir zwei Richtungen die Projektionen
aller Krifte verschwinden, dann mufl das Krafteck geschlossen sein. Alle anderen
Gleichungen folgen aus diesen beiden Bedingungen.

8. Der ecinfachste Gleichgewichts- und Zerlegungsfall. Gegeben seien eine
Kraft P und zwei Richtungsgeraden g, und g,, in denen Krifte P; und P, wirken
sollen, die mit P im Gleichgewicht stehen. Zur Losung verhilft uns der Satz, daB
das zugehorige Krafteck ge-
schlossen sein muB. Das
Krafteck 148t sich eindeutig
durch Ziehen von Parallelen
zu P bzw. zu g;, g, kon-
struieren. Eine wichtige
Frage ist nun die nach dem
Vorzeichen, d. h. nach der
| , Richtung der gefundenen

APbs dn an demseiben Pupkt.  Krifte. Es mufl nach dem

obigen Satz das Krafteck

als ein im einheitlichen Umfahrungssinn gezeichnetes Vieleck geschlossen sein.

Die gefundenen Krifte miissen demnach mit der gegebenen Kraft P zusammen

einen einheitlichen Umfahrungssinn ergeben, d. h. die Richtungspfeile sind im
Umfahrungssinn einzuzeichnen (Abb. 2ba).

Nun mége die gleiche Aufgabe betrachtet werden mit der Abénderung, daB

jetat die gegebene Kraft P in zwei Komponenten K; und K, zerlegt werden soll,

Glerchgewicht Zerlegung
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die in den Wirkungslinien g, und g, liegen. Die Komponenten von P suchen,
heiBt doch: die Krifte K; und K, sind derart zu bestimmen, daf ihre Resul-
tierende die gegebene Kraft P ergibt. Der Losungsweg geht zunichst genau in
gleicher Art wie bei der Gleichgewichtsaufgabe. Bei der Bestimmung der Rich-
tungspfeile miissen wir aber darauf achten, daB jetzt die Richiungen der gefun-
denen Komponenten dem Umfahrungssinn entgegengerichiet einzuzeichnen sind
(Abb. 256b). Die Richtigkeit dieser Aussage geht sofort klar daraus hervor, da3 P
die Resultierende von K, und K, sein muf}; bei der Konstruktion der Resultie-
renden war aber festgestellt worden, dafl im Krafteck ihre Richtung dem gegebenen
Umfahrungssinn entgegengerichtet verlief. Das Zusammenwirken von K, und K, ist
als ,,Ersatz‘‘ der Kraft P anzusehen; sie ersetzen die Wirkung von P genau so, wie
die Resultierende zweier Krifte deren Wirkung ersetzt. Wir fassen also zusammen :
Bei der Gleichgewichtsaufgabe sind die gefundenen Krifte dem durch die ge-
gebenen Krifte festgelegten Umfahrungssinn gleichgerichtet, bei der Zerlegungs- oder
»Ersatz'- Aufgabe (Ersetzen von Kriften durch eine Resultierende oder durch Kom-
ponenten) sind die gefundenen Krifte dem gegebenen Umfah-
rungssinn enitgegengerichiet. |
An dieser Stelle wollen wir uns noch den Sonderfall |
iiberlegen, daB die beiden Richtungen g, und g, parallel |
laufen (Abb. 26). P ist der GréBe, Lage und Richtung nach |
bekannt, ebenso sind die Wirkungslinien der beiden Kompo- %
nenten bzw. Gleichgewichtskrifte gegeben. Wir sehen, dafl Abb. 26
uns hier das angewandte graphische Verfahren im Stich ld8t, cileichgewicht, einer
obwohl die drei Krifte noch durch einen (unendlich fernen) Kraffmitzweiparal-
Punkt gehen; wir bekommen keinen eindeutigen Schnittpunkt
im Krafteck. Mathematisch betrachtet, laufen parallele Geraden durch einen
Punkt, es liegt also hier der Sonderfall von Kriften durch einen Punkt vor; aber
die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte durch einen Punkt reichen weder
analytisch noch grapbisch aus, die Aufgabe zu 16sen ; wir miissen, wie spéter gezeigt
wird, parallele Krifte behandeln wie solche, die nicht durch einen Punkt gehen.

Ubungsaufgaben.

Auf Seite 11 wurde bemerkt, dafl zur eindeutigen Losung von Gleichgewichts-
aufgaben von Kriften in der Ebene an demselben Punkte zwei Unbekannte vor-
liegen miissen und daB dadurch vier verschiedene Fragestellungen méglich sind.
Es sei zunidchst auf diese
Fille allgemein eingegangen.

1. Aufgabe. Gegeben sind
vier Kréfte nach Gréfe und
Richtung und zweiWirkungs-
linien g, und ¢, (Abb. 27);
gesucht sind die Krifte G,
und G,,die mit den vier Krif-
ten P;--- P, im Gleichge-
wicht stehen (die Unbekann-
ten sind also jetzt G; und G,).

Graphische Lisung. Man bestimmt aus den vier Kriften vermittels des Kraft-
ecks die Resultierende (R) und zeichnet dann aus der Resultierenden und den
Parallelen zu g, und g, das Kraftdreieck, hierdurch sind G, und @, bestimmt,
Man erkennt, daB die Resultierende nur ein Hilfsmittel ist; man braucht lediglich

das Kraftsechseck und der Umfahrungssinn dieses Kraftecks glbt die Rich-.

tung der gesuchten Krifte @; und @, an.

|52
|
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Analytische Losung. Man muB den Richtungspfeil der gesuchten Krifte @,
und @, zundchst annehmen und bildet damit

XX+ Xg, + X, =0 wnd XY+ Yg + Yq,=0,

dabei sind X, und Y, die Komponenten der gegebenen, X¢; und Yg, die Kom-
ponenten der gesuchten Krafte; man erhilt so zwei Gleichungen mit zwei Un-
bekannten.

2. Aufgabe. Gegeben sind vier Kréfte P, ... P, nach GréBe und Richtung; ge-
sucht ist nach GréBe und Richtung eine Kraft &, die mit den vier Kriften Gleich-
gewicht bildet (die Unbekannten
sind also jetzt G und ihre Wir-
kungslinie, d.i. Winkel oc; Abb. 28).
Graphische Lisung. Man bildet
das Krafteck der vier Krifte; das
ist natiirlich offen. Die Strecke 4,0
gibt dann die gesuchte Kraft @

nach GréBe und Richtung an.
Analytische Lésung. Man nimmt
die Wirkungslinie und die Rich-
tung der gesuchten Kraft ¢ an,

Abb. 28. Ubungsbeispiel. bildet damit

22X, +X, 0 und XY, +7Y,=0,

wobei X, =G - cosa und Y, = & - sin &, und hat so zwei Gleichungen zur Be-
rechnung von ¢ und «. Das Vorzeichen von @ - cosx und @ -sin x gibt den
Richtungspfeil von ¢ an.

3. Aufgabe. Gegeben sind vier Krifte durch einen Punkt nach GréBe und
Richtung, auBerdem zwei KraftgréBen @ und @,; gesucht sind deren Richtungen,
so daB die sechs Krifte P, ... P,und &, &, im Gleichgewicht stehen (Abb. 29).

‘ Graphische Lésung.

Man ermittelt die Re-

sultierende aus den ge-

gebenen Kriften P;...P,

und bildet dann aus

dieser und @, und G,

das Kraftdreieck, indem

man um die Endpunkte

von (R) Kreisbdgen mit

@&, und G, schligt. Man

erkennt, daB die Resul-

tierende nur eine Hilfs-

linie bedeutet. Da im

allgemeinen zwei Kreise

sich in zwei Punkten 4

und B (Abb. 29) schneiden, ist hier die Losung zweideutig. Die moglichen Kraft-

richtungen von &; und @, sind mit den Anzeigern I und IT bezeichnet. Nur in

dem Fall, daB gerade die Summe von G, und @G, gleich R ist, wird die Losung
eindeutig, da sich dann die beiden Kreise auf der Linie 04 beriihren.

Analytische Losung. Wie in Aufgabe 2, wird man die Wirkungslinien und die
Richtungspfeile der Krifte willkiirlich annehmen und die beiden Gleichgewichts-
bedingungen aufstellen. Aus den beiden Gleichungen sind die Winkel oy und o,
fir die dann ebenso zweideutige Losungen zu erwarten sind, zu berechnen.
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4. Aufgabe. Gegeben sind vier Krifte P; ... P, nach GréBe und Richtung,
ferner eine Wirkungslinie g, und die GroBe einer Kraft G,. Gesucht ist die in g,
wirkende Kraft G4 und die Lage der Wirkungslinie von @,, damit Gleichgewicht
herrscht (alsounbekannt
sind jetzt G4 und g,;

Abb. 30).

Graphische Losung.
Uber der Strecke 04 im
Krafteck wird ein Drei-
eck konstruiert durch
eine Parallele zu g, und
cinen Kreisbogen, der
mit G, um den anderen
Endpunkt 0 beschrieben
wird. Auch hier erkennt
man, dafl der um den
Punkt 0 mit der GroBe Gy
geschlagene Kreisbogen
die durch 4 gelegte Par-

allele zu @, in zwei Punk-
ten schneidet; die Losung ist also zweideutig. Nur wenn G, gerade gleich dem

Abstand des Punktes 0 von @, ist, ergibt sich eine eindeutige Lésung.
Zur weiteren Klarstellung mége die Auf-
gabe andlytisch behandelt werden aber in
etwas einfacherer Form, daf anstatt der
vier Krifte P; bis P, nur eine Kraft P ge-
geben ist, wihrend @; nach GroBe und G,
nach Richtung unbekannt ist.
5. Aufgabe. Es ist gegeben: die Kraft
P = 5 kg, die mit der x-Achse einen Win-
kel von « = 35° einschlieBt, die Kraft
G, = 6kg und der Winkel der Wirkungs-
linie der Kraft G; mit «; = 160° (Abb. 31). Abb. 31. Ubungsbeispiel.
Gesucht sind fiir den Gleichgewichtsfall die
GroBe der Kraft &, und der Winkel o, den die Kraft G, mit der z-Achse bildet.
Léosung. Es lassen sich folgende zwei Gleichungen aufstellen, aus denen @

und «, zu berechnen sind:
XX, =0: P-cosa + G, - cosoy + Gy cosay =0,
XY, =0: P-sinx + G -sinx;, Gy - sinag = 0.
Fiithren wir die gegebenen GréB8en ein, dann lauten unsere Gleichungen:
5 - cos35° 4 G - cos160° 4- 6 - cosxy = 0,
5 - sin 35° 4 G, - sin 160° + 6 - sinx, = 0;
da cos 160° = —cos 20° und sin 160° = sin 20°, ergeben sich diese Gleichungen zu:
5 - cos 36° — G - c0s 20° 4 6 - cosxy = 0,
b - sin 35° 4 G, - sin 20° + 6 - sinx, = 0.
* Eliminieren wir @, so erhalten wir, indem cos &, durch V1 — sin® «, ersetzt
wird, fir «, die Gleichung:
sin? &y + 1,2829 - sin y + 0,3490 = 0
2 Schlink, Statik, 2. u. 3. Autl.
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und durch Losen dieser quadratischen Gleichung fir sino, die Wurzeln:

sinal = —0,8914 und damit of = 296° 57,
sinall— —0,3916  und damit  off = 203° 3.

DaB «lim vierten und &7 im dritten Quadrant liegen muB, 148t sich leicht einsehen,
Wenn Wir cos a bilden; es ist namlich cos o positiv und cos olT negativ. Ist aber
sin af negativ und cos «f positiv, dann liegt o«f im vierten Quadranten; ist sin odt
negativ und cos o7 negativ, so liegt ofT im dritten Quadranten.

Die zugehorigen Losungen fir ¢ sind Gf = + 17,25 kg und Q17 = —1,52 kg.

Wie aus der Losung dieser Aufgabe zu sehen ist, ist auf die richtige Ausdeu-
tung der Vorzeichen der Wurzeln besonders acht zu geben. Es wird daher zur
Kontrolle der Losung stets empfohlen, eine Skizze anzufertigen, aus der die
Richtungen der Krifte zu ersehen sind.

6. Aufgabe. An einem Halteseil ist eine Rolle befestigt, tiber die ein Seil
gelegt ist, das auf der einen Seite die Last Q trigt und auf der anderen Seite
mit der Kraft P so gezogen wird, dal @ in
Ruhe bleibt (Abb. 32). Wie stellt sich das
Halteseil ein und wie gro8 ist die Seilkraft S,
wenn die Richtung von P unveréndert bleibt ?
(Die Aufgabe entspricht dem oben behan-
delten Fall 2.)

Lésung. An der Rolle, die durch das Halte-
seil von oben -festgehalten ist, greifen die Last
Q = 500 kg und die Zugkraft P an, die die
Abwirts- und Aufwirtsbewegung von ¢ ver-
hiiten soll; bei Vernachlissigung der Reibung
an der Rolle muB P = @ sein. Auflerdem
wirkt auf die Rolle nur noch die in dem
Halteseil entstehende Kraft S, so daB an ihr
drei Krifte Q, P und S angreifen. Der Kéorper,
an dem der Ausgleich der Krifte eintritt, ist
die Rolle. Die Resultante R aus P und @, die beide gleich groB sind, fallt in
die Winkelbalbierende von P und @, lauft also durch den Mittelpunkt der Rolle.
Durch diesen Punkt geht auch die Haltekraft S. Die Resultierende von P und @
ersetzt die Wirkung dieser beiden Krifte, also mufl sie mit S im Gleichgewicht
stehen. Zwei Krifte konnen aber nur Gleichgewicht halten, wenn sie in dieselbe
Linie fallen, demgemiB muB sich das Seilin die Richtung dieser Resultierenden R
einstellen und die Seilkraft gleich dieser Resultierenden sein. Die Loésung fihrt
man am besten so durch, daB man eine kleine Handskizze von dem Kraftdreieck
bzw. dem Parallelogramm P, @, R zeichnet und dieses ins Analytische iibertragt.

B — Q- cos 30° = 500 - cos 30° = 433 kg
Es ist R =8 = 866 kg.

Der Winkel von R mit der lotrechten Richtung ist 30°, also stellt sich das
Halteseil unter 30° ein.

7. Aufgabe. An den Enden eines Seiles, das iiber zwei Rollen gefiihrt ist,
hingen zwei Gewichte Py und P,, auBerdem zwischen den Befestigungspunkten
eine weitere Last @ (Abb. 83). Wie stellt sich das Seil ein? (Die Aufgabe ent-
spricht dem oben erwihnten Fall 3.)

Lésung. An dem Punkte M wirken @ und die beiden Seilkrifte, die bei Ver-
nachlissigung von Reibung gleich P, bzw. P, sind. Man konstruiert (Abb. 33b)
das Kraftdreieck aus der Last @, die nach Grofie und Richtung bekannt ist,

Abb. 32. Ubungsbeispiel.
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ux}d P,, P,, die ihrer GroBe nach gegeben sind. Die parallel zu den gefundenen
Richtungen von P; und P, an die Rollen gezogenen Geraden (Abb. 33¢)
schneiden sich im gesuchten Punkte M.

II. Anwendung auf einfache Stabsysteme.

9. Beanspruchung eines Stabes auf Zug und Druck. Wir haben seither im
wesentlichen nur Kréfte unabhingig von einer Konstruktion betrachtet; solche
Krifte sind z. B. Windkraft, Schwerkraft u. a. Meistens ist aber das Auftreten
von Kriften an eine Konstruktion gebunden, auch Windkrifte und Schwerkraft
werden vielfach durch Konstruktionen aufgenommen und weitergeleitet. Wir be-
handeln jetzt Krifte, die an eine Konstruk-
tion gekniipft sind. Leoktiond8 AP

Der einfachste Fall einer Kraftleitung 3 -
ist der Stab, durch den eine Kraft weiter- APP-34. Beanspruchung eines Stabes
gefiihrt wird. Der Stab ist also Krafttrager. AnEZn:

Wenn ich an einem Stab mit der Kraft P ziehe (Abb. 34), dann muB an der
Haltekonstruktion (Punkt B) eine Gegenkraft aufgebracht werden, die genau so
groB wie P ist, damit der Stab im Gleichgewicht, also in Ruhe bleibt. Diese
,»Oegenkraft® oder ,,Reaktion‘ ist also gleich P, aber entgegengesetzt gerichtet:
Denken wir nun uns selbst an Stelle des Stabes mit beiden Armen als Kraftleiter
zwischen 4 und B eingeschaltet, und
an dem einen Ende, also einer Hand (4),
gezogen, dann empfinden wir diese
Zugkraft im Kérper und setzen diesem
Ziehen eine Gegenkraft nach innen ent-
gegen, und zwar ziehen wir sowohl an 4
nach innen, d. h. nach der Kérper-
mitte, als auch an B, wo wir uns ge-
radezu abzuziehen suchen von der Be-
festigungsstelle. Wir tiben also mit
unserem Korper sowohl auf den Kraft-
angriffspunkt A wie auch auf den Haltepunkt B eine Zugwirkung aus. Es sind
Gegenwirkungen, die unser Koérper gegen die dufBlere Einwirkung leistet, und
dadurch wird das Gleichgewicht gesichert. Dasselbe muB nun der Stab auch
tun: er zieht mit der ihm innewohnenden Festigkeit an beiden Enden (4 und B)
nach innen, also vom Endpunkt fort, so da das in Abb. 34 eingezeichnete
Bild der Stabkraft entsteht. Aus der Tatsache, da8 die Ose B in Ruhe bleibt,
folgt ohne weiteres, daB Gleichgewicht besteht, daB also der Stab mit einer ent-
gegengesetzt gerichteten gleich groBen Kraft der Reaktion P das Gleichgewicht

%
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halten muB, es ist dieses die innere Stabkraft an B. Am Punkte A wirkt die
Gupere Zugkraft P, mit ihr steht ebenfalls die Gegenkraft des Stabes, die innere
Kraft P im Gleichgewicht.

Die gleichen Uberlegungen lassen sich an einem auf Druck beanspruchten
Stab anstellen (Abb. 35). Der Stab wehrt sich jetzt mit einer Kraft von innen
nach auflen, also nach den Endpunkten hin, gegen eine Zusammendriickung,
d. h. gegen die Stérung des Gleichgewichts. Diese
Gegenwirkung des Stabes mufl sowohl gegen B als
auch gegen A auftreten.

Diese Krdifte des Stabes (innere Krifte, Reak-
Abb. 36. Darstellung derinnerel  tionen des Stabes) zeichnen wir bei den Aufgaben

der Statik ein; also nicht die Krifte, die auf den
Stab wirken, sondern die Gegenkrifte, die der Stab auf seine beiden Endpunkte
ausiibt, werden eingetragen. Der Zug- und Druckstab in der in Abb. 36 ge-
zeichneten Form ist dann die grund-

¢ Zugstab

[ afrucksial

o P Belastungsfigur - !
- dles Zugﬂfag;s legende statische Figur der tech-
p P Ptsshnasth nischen Stabkonstruktion.
;ei“}fﬁﬁg;; Es sei an dieser Stelle ausdriick-

lich auf folgendes hingewiesen. Ein
ADbD.37. Die auberen Binwirkungen cines Zug-und  gegogener oder gedriickter Stab wird
von aullen her stets durch zwei
Krifte P beeinflult (Abb. 37), die sich gegeneinander aufheben miissen, denn
sonst besteht kein Gleichgewicht. (In Abb. 34 und 35 war die zweite Kraft P die
Reaktion in B.) Der Stab ist aber dann nicht etwa
durch die Kraft 2 P, sondern nur durch P, die durch
ihn weitergeleitet wird, beansprucht.
Wirkt auf einen Stab eine Kraft, deren Wirkungs-
linie nicht mit der Stabmittellinie zusammenfallt, z. B.
die in Abb. 38 gestrichelt eingezeichnete Kraft K, dann
kann diese nicht vom Stab aufgenommen werden; der
Stab bleibt nicht in Ruhe; er wiirde um den AnschluB-
Abb. 38 Die Wirkungen  golenkpunkt gedreht werden, sobald die aufgegebene
emergesr?gﬁ%gteﬁlrlisrg%a chee %{raft guch nlglr um einen kleinen Winkel abgvegichend
von der Stabachse angreift.

Zum Unterschied von anderen, spiter weiter erklirten Kriften, die in stab-
artiger Gebilden auftreten kénnen, nennt man die in der Stabachse weiter-
geleitete Kraft auch die ,,Lingskraft* (Achsialkraft) im Stab.

10. Das zweibeinige Bockgeriist. Graphisches Verfahren. Es seien nun zwei
am Bcden drehbar angeschlossene Stdbe so aneinandergefiigt, daB sie in ihrem
Treffpunkt 0 eine Last P tragen kénnen (Abb. 39). Ein solches System von

Stiben nennt man Bockgeriist, und da es sich hier um die
Verbindung zweier Stibe handelt, heift das Gebilde zwei-
beiniges Bockgeriist. Lassen wir nun auf dieses Stabsystem
am Punkte 0 die Last P wirken, so hat sie offenbar das Be-
streben, den Punkt 0 (Befestigungsose) nach unten zu ver-
schieben. Die beiden Stibe zwingen aber, vorausgesetzt, dal
sie geniigend stark sind, den Punkt, in Ruhe zu bleiben.
Abb. 39. Zweibeiniges Wie ist das nun statisch zu erkliren ? Die beiden Stibe (1)

Bockgerit. und @ wehren sich gegen die Verschiebung mit Kriften, die
sie auf den Punkt 0 ausiiben. Es wirken also auf diesen Punkt, den man Knoten-
punkt oder Knoten nennt, auler der dufleren Kraft P noch zwei Krifte, die von
den Stében herriihren, also ,,Stabkrifte‘ oder ,,innere Krifte‘ sind. Wir kénnen
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jetzt rein statisch sagen: Die Kraft P und die beiden Stabkrifte miissen im
Gleichgewicht stehen, sofern Punkt 0 in Ruhe bleiben soll. Die Kraft P ist nach
GroBe und Richtung gegeben; die beiden Stabkrifte, die wir mit S; und S, be-
zeichnen wollen, sind ihrer Wirkungslinie nach bekannt, da bei gelenkigem An-
schluB der Stibe die Kraft der Stabmittellinie entlang geht. Es liegen also
beim zweibeinigen Bockgeriist zwei Unbekannte vor, nimlich die zwei Stab-
krafte (Langskrifte) S; und 8, einschlieBlich ihres Vorzeichens (Zug oder Druck).
Sie sind nach fruheren Ausfuhrungen eindeutig zu losen, da es sich um Krafte
an dem gleichen Punkt handelt, wofiir zwei Gleich- :
gewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. Die
Lésung kann natiirlich analytisch und graphisch er-
folgen; wir betrachten zunichst das graphische
Verfakren.

Es mul} das zu den drei Kriften, der bekannten
Kraft P und den unbekannten Stabkriften S; und S,,
gehorige Krafteck geschlossen sein. Das Krafteck ist
durch P und die Parallelen zu den Stében eindeutig ~Abb. 40 Graphische Bebandinne
bestimmbar (Abb. 40). Der durch P festgelegte Um-
fahrungssinn gibt unmittelbar die Richtung von 8, und S, an, d.h. sie stimmen
mit dem Umfahrungssinn iiberein. Was bedeutet der gewonnene Richtungspfeil
fir unsere Stibe? Wir bedenken, daB wir am Punkt 0 Gleichgewicht her-
gestellt haben, daB wir als Ergebnis also Krifte erhalten, die, auf den Punkt 0
wirkend, diesen in Ruhe halten. Zeichnen wir die erhaltenen Krifte mit ihren
Richtungen an dem Knotenpunkt 0 ein, so gibt das die Wirkung der Stabkraft
auf den Knotenpunkt an, d. h. die Gegenkraft des Stabes gegen die duflere Ein-
wirkung (also die frither festgelegte Darstellung der Stabkraft). Da in beiden
Stdben der Richtungspfeil nach dem Knotenpunkt gerichtet ist, liegt hier Druck
vor. Ebenso wie der Stab auf den Knotenpunkt 0 wirkt, wirkt er auch auf seine
Unterlage, er stiitzt sich ab. Tragen wir diese Wirkung an den Bodenanschliissen
ein, so erhalten wir das frithere Bild von Druckstiben. Es ist darauf zu achten,
daB stets die gefundenen Pfeile an dem Endpunkt eingetragen werden, an
dem die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wurde, also hier an dem
Punkt 0. Das Krafteck liefert dann die GroéBe der Stabkrifte, wihrend der
Charakter des Stabes (ob Zug- oder Druckstab) nach Einfithrung der Rich-
tungspfeile an dem betreffenden Kno-
tenpunkt aus dem technischen Kraft-
bild bzw. der Konstruktionsskizze zu er-
sehen ist.

Betrachten wir als weiteres Beispiel
das in Abb. 41 dargestellte Stabsystem,
auf das wieder eine gegebene Kraft P
wirkt. Zu ermitteln sind abermals die  ,pp. 41. Graphische Behandlung eines zwei-
beiden Stabkrifte S; und S,. Durch P beinigen Bockgeriistes.
und die Parallelen zu den beiden Stiben
ist das Krafteck eindeutig festgelegt. Der Umfahrungssinn wird durch P be-
stimmt. Die erhaltenen Richtungspfeile sind am Knotenpunkt 0 in den ent-
sprechenden Stédben einzutragen. Im Stabe @ geht der Pfeil vom Knoten-
punkt weg, also tritt Zug auf, im Stabe @ ist der Pfeil nach dem Endpunkt 0
hingerichtet, demgemaf Druck. Zur Vervollstindigung des Bildes tragen wir
die umgekehrten Pfeile am anderen Ende der Stidbe ein. Die Grofle der Stab-
kraft geht aus dem Krafteck hervor, zu dessen Aufzelchnung ein Kriftemaf-
stab gewihit werden mufte.




9292 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

Wir bekommen durch diese Gleichgewichtslésung also immer die Krifte, die
der Stab auf die Knotenpunkte bzw. die Anschluipunkte ausiibt. Fragen wir
nun nach den Kréften, die auf die einzelnen Stiébe wirken, dann miissen wir P
zerlegen in die Komponenten K; und K,, deren Richtungen durch die beiden
Stabachsen gegeben sind (Abb. 42). Das Zerlegungskrafteck ist geometrisch

gleich dem Gleichgewichtskrafteck,
nur miissen wir beachten, daB ent-
sprechend der Zerlegung die Rich-
tungen dev Teilkrifte dem Um-
fahrungssinn entgegengerichtet sind.
Wir ersetzen also die Wirkung von
P durch die Wirkung der beiden
Krifte K; und K,. K, wirkt auf
Abb. 42. Die suBeren Einfliisse auf ein Bockgerist. den Stab @ und weckt in diesem
die Stabkraft S;, die ihrerseits die
AnschluBireakiion am anderen Ende zur Folge hat. Entsprechend erfihrt die
zweite Komponente K, in ihrer Wirkung auf den Stab @ eine Gegenkraft
von seiten des Stabes. Es ist wichtig, hier ganz scharf zu unterscheiden zwischen
den Kriften, die auf die Konstruktion wirken (duBere Krifte), und solchen, mit
denen sich die Konstruktion gegen den &uBleren EinfluB, eine beabsichtigte Ver-
schiebung, wehrt (innere Krifte).

11. Zweibeiniges Bockgeriist; analytisches Verfahren. Auf das zweibeinige
Bockgeriist sollen beliebige Krifte wirken, die sich zu der Kraft P zusammen-
fassen lassen (Abb. 43). Gesucht sind wieder die Stabkrifte S; und S,. Zur analy-

tischen Behandlung stehen uns zwei Gleichungen
zur Verfiigung:

2X,=O und zyi=0.
P 1aBt sich zerlegen in die beiden Komponenten X

und Y; es ist
X=P-cosx und Y =P sincx.
Al e e otrach-  Die beiden Stabkrifte miissen wir nun ebenfalls in

ihre X- und Y-Komponenten zetlegen. Da wir die
Richtungen der Krifte nicht kennen, nehmen wir zunichst wieder eine Richtung
tir jede Stabkraft an, d. h. wir wihlen zunichst ganz willkiirlich eine Zugkraft
oder Druckkraft. Im allgemeinen fithrt man als vorliufige Annahme ein, daB alle
Stibe Zugstibe seien. Mit diesen gewihlten Richtungen wird dann gerechnet.
Nach dieser Annahme fiir die Richtung der Stabkrifte sind alle Krifte mit
einem Vorzeichen behaftet, und man kann auch die Komponenten von S; und S,
bilden. Mit y, und y, als Winkel im ersten Quadranten treten unter der Annahme
von Zugstiben (Pfeile vom Punkte 0 fortgerichtet!) als Komponenten der Stab-
krifte auf:

fir §;: X, =—8,-cosy; und Y, = 48, siny,,
fir Sy: X, =48, cosy, und Y, = -+, siny,.

Dabei ist die z-Richtung nach rechts positiv und die y-Richtung nach unten
positiv festgelegt. Diese Vorzeichenfrage der Komponenten mu8 von vornherein
nach Annahme der Zugwirkung in den Stiben klargestellt werden, erst dann
lassen sich die Gleichungen anschreiben.

2X;=0: X—8 -cosy; + 8, cosy, =0,
XY, =0: Y48, -siny; +8,-siny, = 0.
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Wir haben beim Ansetzen dieser Gleichungen vorausgesetzt, daB beide Stibe
Zugstibe sind. Wird nun das Ergebnis fir 8; bzw. 8, positiv, dann war die
eingefithrte Richtung der Stabkraft richtig, kommt ein negatives Eigebnis her-
aus, so war die Annahme falsch; wir miissen dann den umgekehrten Richtungs-
pfeil annehmen, d. h. der Stab wird gedriickt. Solange in unserem Beispiel
o << y,, wird S; positiv, also ist der Stab @ ein Zugstab, §, wird negativ, d. h. S,
ist eine Druckkraft. . ‘

Natiirlich kann man auch allgemein von den Winkeln ausgehen, die die ein-
zelnen Stibe mit der positiven x-Achse einschlieBen und hat dann nach der Fest-
legung von Seite 2 (Abb. 44):

X 4+ 8, -cospy +8,-cosfy =0,

Y 48, -sinB, +8,-sinfy =0,
wobei- aber je nach dem Quadranten die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen verschieden sind.

Dieses Losungsverfahren 148t sich in ein-
fachster Weise anders gestalten. Wir wollen die
Funktionen der Winkel, die die Stibe mit der
z-Achse einschlieBen, durch Strecken aus- .
driicken; die in Abb. 44 eingezeichneten Winkel APD NG it o B orammaten ocke®
sollen in ihren Beziehungen dargestellt werden
durch die Koordinaten der Anschlufpunkte der Stibe am Boden, bzw. durch
die Langen der Stiabe. Der Koordinatenanfang fillt mit dem Punkt 0 zusammen.
Es wird:

cosf; = %; sin f; = ‘;/—1
1 1
und entsprechend:

Z, .
cos fi, = ‘l?z; sin B, = Ty:—

l; und I, sind die Stablingen. Die Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen
sind in den neuen Ausdriicken enthalten, da ja die Koordinaten mit Vorzeichen
versehen sind. So ist z. B. cos f§, negativ, weil der Winkel 8, im dritten Qua-
dranten liegt, entsprechend hat x,/l, ein negatives Vorzeichen, da x, nach links
negativ ist. Wir sehen daraus, daBl die Vorzeichenfrage keine Schwierigkeiten
bietet, da bei einem Stabsystem die Stibe und damit auch die Koordinaten der
Stabe einschlieBlich der Vorzeichen festliegen. Sind also bei einem vorliegenden
Stabsystem die geometrischen Dimensionen des Bockgeriistes ynd die Belastung
gegeben, dann lassen sich die Stabkrifte errechnen aus den Gleichgewichts-
bedingungen :

Ty )

X+8 -2 +82=0,

h L (10)

Y84+ 8 2= 0.
1 2

Die Koordinaten sind hierbei gegeben durch die Projektionen der Stablingen
auf die - bzw. y-Achse. Fillt diese Projektion auf den positiven Teil einer Achse,
so ist diese, also auch die betreffende Koordinate, positiv; fallt die Projektion
auf die negative Seite der Achse, so kommt das negative Vorzeichen in Frage. Wir
kénnen also ganz schematisch die Projektionen der Stablingen in diese beiden
Gleichungen einsetzen und die beiden Unbekannten S, und S, berechnen. Wenn
sich fiir die Stabkraft S; oder S, éin positiver Wert ergibt, so bedeutet das einen
Zugstab, ein negativer Wert stellt einen Druckstab dar. Die Werte I, und I,
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koénnen aus einer mafistablichen Konstruktionszeichnung entnommen (abgemes-
sen) oder errechnet werden mit den Formeln
llzb/w?+yf, 12=Vx§+y§
Zahlenbeispiel. Gegeben: die Kraft P = 1000 kg, die mit der z-Achse den
angegebenen Winkel o = 30° einschlieft, und die geometrischen Dimensionen
des Bockgeriistes (konstruktiven Mafle) (Abb. 45). Das rechtwinklige Koordi-
natensystem koénnen wir durch den Punkt O beliebig legen; wir werden uns
natirlich zweckméBig an die technischen Mafangaben halten, so daff das
Koordinatensystem praktisch wohl immer mit einer
Achse horizontal zu liegen kommt. Die Koordinaten
der FuBpunkte schreiben wir in einer Tabelle zusammen.
Die Projektion der Stablinge /; auf die x-Achse fallt
auf deren negativen Teil, es ist also x; negativ; ebenso
95. Die Stablingen ergeben sich zu

I, = /1,02 + 4,0° = 4,123 m,

ly = /3,02 + 2,02 = 3,606 m.
Das negative Vorzeichen der Koordinaten hat in den
letzten Ausdriicken keine Bedeutung, da die Zahlen im

Quadrat vorkommen. Wir erhalten fiir die Stablingen
also immer positive Werte. Unsere Gleichungen lauten

jetzt:
! i 8, D 8, B 11000+ cos 30° = 0,
@ —1 +3 o ’
—2 St g (=2 - sin 30° —
Y +4 Sl 4”’1;23 'T'Sg 3,606 -+ 1000 - sin 30° = 0.

Die beiden Unbekannten S; und §, lassen sich aus den zwei Gleichungen be-
stimmen. ZweckmiBig fithrt man statt der Unbekannten S; die GréBe S./l; als
Unbekannte ein und 16st die Gleichungen auf:

Sy

I,

8 S, :ano

7 (4 + 75 (—2) + 1000 - sin 30° = 0.

2

Auf diese Weise ist die Zahlenrechnung etwas bequemer, da wir am SchluB nur
einmal mit /; und einmal mit l, zu multiplizieren haben. Man findet:

S(—1) 4 52 - (+3) + 1000 - cos 30° = 0,
2

-

S 3932kg/m, = —396,4kg/m
und daraus: ' ’
S, = —4,123 - 323,2 = —1332,6 kg
und S, = —3,606 - 396,4 = —1429,4 kg .

Das Endergebnis zeigt einen negativen Wert fiir beide Stéabe, d. h. @ und @ sind
Druckstabe, da wir von vornherein Zugstibe eingefiihrt hatten.

12. Verbindung von graphischem und analytischem Losungsgang. (Grapho-
analytisches Losungsverfahren.) Vielfach empfiehlt es sich, eine Verbindung der
beiden Rechenverfahren anzuwenden. Das Wesen dieses Losungsganges beruht
darauf, daB man die geometrische Losungsfigur benutzt, um mathematische
Ausdriicke daraus abzuleiten. Eine mafstébliche Zeichnung ist dabei nicht er-
forderlich, es geniigt eine ungefihre Skizze (Handskizze) des Kraftecks.
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= Gegeben sind: das Stabsystem durch die Winkel 9, und y,, Kraft P nach
GroBe und Richtung (Winkel «) (Abb. 46). Die Stablingen brauchen nicht
gegeben zu sein. Gesucht sind die Stab-
krafte.
Wir skizzieren uns das Krafteck auf,
ohne Wert auf den MaBstab zu legen,
und finden aus dem Umfahrungssinn:

8; = Zugkraft; 8, = Druckkraft.

Die GroBle der Krifte wird aus trigono-
wmetrischen Beziehungen des Kraftecks

Abb. 46. Zur grapho-analytischen Behandlung

errechnet. Nach dem Sinussatz ergibtsich : eines Bockgeriistes.
S. — P sin (y; — &) _ p.Sinpy—a), S. — _sin (y, + &)
1 sin (180 — (v, + 79)) sin (y;+7, )’ 2 sin (y; + 72)

Bei einer bestimmten Konstruktion wird man natiirlich die Dreieckswinkel auf
Grund der angegebenen WinkelgréBen unmittelbar feststellen und nicht von all-
gemeinen Formeln ausgehen. Mit den fiir «, 9; und y, angegebenen WinkelgréBen
hat man die im Kraftdreieck (Abb. 46) eingetragenen Winkel, und es ergibt sich
damit: . o .
sin 40° S—P-gn—(iéf
sin 75°’ 2 sin 76°°
Wir haben hier den Vorteil, daBl wir jede Unbekannte unabhingig von der anderen
berechnen, also zweimal eine Gleichung mit je einer Unbekannten lésen kénnen.
Als weiteres Beispiel zu diesem Verfahren sei ein anderes Zweibockgeriist mit
seinen geometrischen MaBlen gegeben (Abb. 47). Wir skizzieren wieder das Kraft-
eck auf und suchen aus der Flgur analytische Beziehungen zur Berechnung der
StabkrifteS; und S,. Wir finden eine ganz einfache Beziehung aus der Ahnlichkeits-
betrachtung der geometrischen Figuren  §
der Konstruktion und des Kraftecks.

P:8,=A4AB:4C=1:2,

8,=P-

S —2p
und
P :S2 =1: V5’ Abb. 47. Zur grapho-analytischen Behandlung
Sz = 2,236 P. eines Bockgeriistes.

Das Verfahren ist also tatsichlich ein rein rechnerisches, bei dem keinerlei
zeichnerisches Handwerkszeug gebraucht wird; die Skizze des Kraftecks dient
nur zur Ableitung von Beziehungen, mit denen der gesuchte Wert errechnet
wird. - Es gehort bei diesem Verfahren eine gewisse Gewandtheit dazu, jeweils
die einfachste Rechnungsdurchfithrung zu erkennen.

An Hand der Abb. 47 sei noch auf eine Beziehung hingewiesen, die besondere
Bedeutung fiir Krifte im Raume hat. Die Projektion der Stablinge @ im tech-
nischen Bild auf die lotrechte Richtung ist durch die Linge 4B gegeben, die
Projektion der Stabkraft S, im Krafteck auf die vertikale Richtung durch 01;
die Ahnlichkeit der Dreiecke ergibt, daB sich die Stablinge zu ihrer Proyektwn
verhdlt wie die Stabkraft zu threr Projektion auf die gleiche Richtung (Komponente).
Dieser Satz gilt allgemein, wie sich aus der Betrachtung des technischen Bildes

und des Kraftecks erkennen 1a6t. Der frilher gewonnene Ausdruck X; = §; -
ist in dieser Aussage enthalten. b

13. Projektionsverfahren. Bei dem unter Nr. 11 betrachteten analytischen
Verfahren hatten wir als Losungsweg zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
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gefunden, bei dem Verfahren unter Nr. 12 dagegen zweimal eine Gleichung mit

je einer Unbekannten. Solche Gleichungen lassen sich auch erreichen durch Ein-

fithrung zweckmaBig gewihlter Richtungen fiir die Komponenten statt der seit-

her verwandten z- und y-Richtung. Wollen wir z. B.

(Abb. 48) nur §; berechnen, so miissen wir eine Glei-

chung aufstellen, in der S, verschwindet. Das gelingt

uns, wenn wir eine Richtung wihlen, in der S, keine

Komponente aufweist, das ist. die Richtung I—I

senkrecht zu S,; wir haben dann die Projektionen aller

Krifte, die im Gleichgewicht stehen sollen, fiir diese

Achse zu bilden und die Summe aller dieser Kom-

" ponenten in Richtung der Achse I—I gleich null zu

Abb. 48. Das Projektionsver-  getzen. Die Gleichung wird wie frither angesetzt, in-

fairen belm Zweihock: dem wir einerseits fiir die Stabkraft S; zunichst die

Richtung als Zugstab einfiihren, andererseits nach einer Seite der Achse das
positive Vorzeichen festlegen (hier nach rechts oben).

P -cos50°—8; - cos15° + 8, - 0= 0.

Wir erhalten also eine Gleichung mit einer Unbekannten.

Wollen wir S, berechnen, dann werden wir §; aus der Gleichung heraus-
bringen, indem wir die Komponenten fiir eine Achse senkrecht zu S; ansetzen,
d.i. Achse II—II. Die Gleichung lautet, wenn man zunéchst auch hier einen Zug-
pfeil fiir S, einfithrt und die positive Richtung von I nach rechts unten wéhlt:

P-cos25°+8,-0+8,-cos15° = 0.

Was wir nun hingeschrieben haben, ist lediglich eine Darstellung der Gleich-
gewichtsbedingungen: die Summen der Komponenten aller Krifte fiir zwei be-
liebige Achsen miissen verschwinden. Es ist natiirlich nicht die einzelne Kraft
zerlegt in die Richtungen I—I und IT—II, sondern erst wurde jede Kraft zerlegt
gedacht in Richtung I—I und senkrecht dazu, aber nur die erste Komponente
benutzt ; dann wurde jede Kraft zerlegt gedacht in Richtung II—IT und senkrecht
dazu und wiederum nur die erste Komponente verwandt. Die Gleichungen sind
nun so aufgebaut, daf in jeder nur eine Unbekannte vorkommt. Wir erhalten :

cos b0°

Sl = .P . a)‘ﬁ? (Zugkraft),
cos 2b°
Sy =—P- cos15° (Druckkraft).

Wir sparen also bei diesem vierten Verfahren gegeniiber dem zweiten Rechenarbeit,
miissen aber bei Aufstellung der Gleichungen mehr Denkarbeit leisten. Das
zweite Verfahren andererseits ist schematischer in der Anwendung, erfordert aber
dafiicr mehr Rechenarbeit. :

Das nach dem Projektionsverfahren gewonnene Ergebnis fiir die Stabkrifte S;
und S, muB natiirlich mit demjenigen des dritten Verfahrens iibereinstimmen,
da es sich in beiden Fallen um das gleiche Beispiel handelt. Das ist aber auch der
Fall, denn es ist cos H0° = sin 40° usw.

Es 146t sich noch ein fiinftes Verfahren zur Ermittlung der Stabkrifte im
zweibeinigen Bockgeriist aufstellen, das wir aber noch zuriickstellen miissen fiir
ein spiteres Kapitel; es sei als Momentenverfahren bezeichnet.

14. Sonderfille bei Kriften der Ebene an dem gleichen Punkt. Da Sonderfille
von groBer Bedeutung sind, mége im folgenden auf solche eingegangen werden.

Wenn eine auf ein zweibeiniges Bockgeriist wirkende Kraft P in die Richtung
eines Stabes fillt (Abb. 49), wird sie von diesem Stab ganz aufgenommen und
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der andere Stab erhilt die Stabkraft Null. Der Beweis ergibt sich sofort, wenn
man die Summe aller Kraftkomponenten in Richtung senkrecht zum Stab @
aufstellt:
Sy-cosx = 0.

Da aber cos & nicht gleich Null ist, muB8 S, gleich Null sein. Nachdem dies fest-
steht, liefert die Komponentenbedingung fiir die Richtung des Stabes () un-
mittelbar §; = P, wobei S; bei der hier
wirkenden Kraft Druck ist. Das gleiche

Ergebnis findet man, wenn man fiir L ':_"*’"}
den Punkt 0 das Kraftdreieck zeichnet : d '
man hat (Abb. 49b) durch den einen b

Endpunkt von P die Parallele zu @

zu ziehen, durch den anderen die Par- Abb. 49. Die Last fillt in Richtung eines Stabes.
allele zu @; man erkennt, daBl das Dreieck auf ein Zweiseit (Gerade) zusammen-
schrumpft mit dem Ergebnis S; = P und S, = 0. Ein derartiger Belastungs-
fall, daBl an einem Knotenpunkt mit zwei Stiben die duBere Kraft in die Rich-
tung des einen Stabes fillt, kommt bei Stabsystemen vielfach vor.

Wirkt auf das Bockgeriist iiberhaupt keine Kraft, ist also P gleich Null,
dann entsteht in den beiden Stédben keine Spannung oder, anders ausgedriickt,
in den Staben tritt eindeutig die innere Kraft Null auf. Da P gleich Null, schrumpft
nidmlich das zugehdrige Krafteck in einen Punkt zusammen, also haben die
Parallelen zu den Stiben @ und @ die GréBe Null. Man findet natiirlich dieses
Ergebnis auch sofort aus den Komponentenbedingungen, da hier ein Sonderfall
von dem der Abb. 49 vorliegt.

Eine Sonderanordnung des Zweistabsystems ist die, dal die beiden Stdbe in
die gleiche Gerade fallen. Falls nun: eine Kraft P in der Linie der Stibe wirkt

(Abb. b0), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung, P |
wenn zunichst Zugpfeile am Punkt 0 eingetragen ¥ 7 0 )
werden : Abb. 50. Sonderfall eines zwei-

Sl + P = Sz oder 82 __Sl = P. beinigen Bockgeriistes.

Eine weitere Aussage kann man iiber die Gréfen S; und S, nicht machen, d. h.
die Aufgabe ist unbestimmt. Wir haben hier zwei Unbekannte, aber, weil alle
Krifte in derselben Geraden liegen, nur eine Gleichung. Eine Aufgabe, bei der
mehr Unbekannte vorliegen, als statische Gleichungen zur Verfiigung stehen,
nennt man statisch unbestimmt; sie kann auf dem Wege der Statik allein nicht

W2=0C

Y
L
t

Abb. 51. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgeriistes.

gelost werden. Wirkt auf das gezeichnete Bild keine Kraft, ist also P = 0, so
ergibt sich lediglich S; = 8,, aber keine Aussage dariiber, wie groB die einzelnen
Krifte sind. Sie brauchen nicht gleich Null zu sein.

Wenn auf dieses Stabsystem eine lotrechte Kraft wirkt (Abb. 61a), ergeben
sich ganz andere Verhiltnisse. Die Aufstellung der Komponentengleichung fiir
die waagerechte Richtung liefert S; = S,, aber in lotrechter Richtung kann die
Summe der Komponenten gar nicht verschwinden, denn es wirkt ja P allein in
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dieser Richtung. Da aber im Gleichgewichtsfalle die Summe der Kraftkompo-
nenten in jeder beliebigen Richtung verschwinden muB, so kann eben hier kein
Gleichgewicht herrschen, solange die Stdbe in die gleiche Richtung fallen. In
Wirklichkeit sind allerdings die Stibe mehr oder weniger elastisch, unter dem
Einflu von P wird der Punkt 0 bei der Nachgiebigkeit der Stibe etwas ver-
schoben und die Stibe @ und @ laufen nicht mehr parallel (Abb. 5lc). Sie
schlieBen aber einen sehr groBen Winkel ein und so entstehen sehr groBe Stab-
krafte; man hat die Komponentenbedingung:
Sy-siny +8,-siny = P,
also S, -8, = £
1772 T gingy”
da y ein sehr kleiner Winkel ist, werden die Stabkrifte sehr gro. Das erkennt
man auch sofort aus dem Kraftdreieck. Wird nun der Winkel y = 0, so entsteht
S; + 8, = oo,
und da andererseits beide Krafte gleich grof sein sollen, wird jede dieser Stab-
krifte unendlich groB. Das zeigt auch das Kraftdreieck: da die Parallelen zu
den Stabkriften i) und @ sich erst im Unend-
lichen schneiden (Abb. 51b), werden sie beide
entweder 4 oo oder beide — oco. Das wiirde be-
sagen: Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn
die Stabkrifte selbst unendlich gro werden oder,
anders ausgedriickt, wenn die Stibe unendlich
grole Krafte iibertragen konnten. Das ist aber
praktisch nicht moglich, infolgedessen ist kein
Gleichgewichtszustand vorhanden. Immer dann,
Abb. 52. Sonderfall cines gwei. | VEID unendlich groBe innere Krifte auftreten, liegt
"beinigen Bockgeriistes. der Fall einer (mindestens unendlich kleinen) Be-
weglichkeit vor.
Wirkt auf zwei Stibe in derselben Geraden am Knotenpunkt eine schrig-
gerichtete Kraft (Abb. 52), so ergibt sich wieder fiir die inneren Krifte 8, und S,
ein unendlich groBer Wert, aber jetzt ist S; nicht mehr gleich S,, sondern es ist:

8;—8; =P -cosx, d.h. co—oco=P-cosx.

(00 — 00) gehért zu den unbestimmten Zahlen wie auch die GroBen 0 - co, 0/0,usw.
Solche unbestimmten Ausdriicke kénnen einen beliebigen Zahlenwert annehmen ;
sie sind also, als allgemeine GréBen ge-

n . sehen,vieldeutig,erhalten aberin einer
& & f bestimmten Aufgabeeinen eindeutigen

o ¢ /.5  Wert. Dieser eindeutige Wert ist hier

AV, / gerade P - cos «. In der Mathematik
+§ /5 / f sagt man : wenn ein bestimmter Grenz-
/ 2] iibergang bei diesen unbestimmten
I3 / GroBen vorgenommen wird, entsteht
a b c ein eindeutiger Wert.

Falls drei unbekannte Stabkrifte
in der Ebene an demselben Punkt
vorliegen (Abb. 53), dann ist die Losung vieldeutig, da den drei Unbekannten nur
zwei Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Wir haben also wieder ein
statisch unbestimmtes System.

Wenn auf ein solch ebenes dreibeiniges Bockgeriist eine Last P in Richtung
eines Stabes wirkt, so braucht durchaus nicht diese Stabkraft gleich P zu sein,

Abb. 53. Dreibeiniges Bockgeriist in der Ebene.
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sondern weil es sich um eine statisch unbestimmte Konstruktion handelt, kann
S, ganz verschiedene Werte aufweisen. Man kann 8, willkiirlich wéhlen und hat
erst damit die anderen Stabkrifte S; und S; bestimmt. In Abb. 53b ist fiir
8, eine Zugkraft gewihlt und in Abb. 53¢ eine Druckkraft fiir S, eingefiihrt.

Wirkt nun auf ein solches Stabgebilde keine Kraft, also P gleich Null, so
muB die Aufgabe auch unbestimmt sein. Unter Einfithrung von Zugpfeilen lauten
die Komponentenbedingungen:

— 8, cosax; — S, cosxg - S cosag = 0,
8, sinx; + Sy sinog + Sy sinaxg = 0.

Erst nach Annahme einer der drei Krifte sind die beiden anderen bestimmt. Das
zeigt auch die graphische Behandlung. Nimmt man etwa S, = 0 an, so werden
auch die beiden anderen Stabkrifte Null. Es brauchen also hier die Stabkrifte
durchaus nicht Null zu werden, kénnen es aber sein. Wenn die drei Stibe ganz
genau die vorgeschriebene geometrische Lange haben und bei gleicher Temperatur
aufgebaut werden, so werden zunichst keine Stabkréfte auftreten. Wenn aber
dann etwa der Stab @ sich erwidrmt, dagegen @ und @ nicht, dann sucht sich
der Stab @ auszudehnen. Er iibt auf den Punkt 0 eine Kraft aus, und dieser Ein-
wirkung setzen die Stibe (1) und @ Widerstand entgegen; so
entstehen also Stabkrifte. Das gilt fiir alle statisch un-
bestimmten Konstruktionen: allein durch Temperatureinfliisse
entstehen in ihnen innere Krifte. Bei statisch bestimmten
Konstruktionen ist dies nicht der Fall: wenn etwa in Abb. 54
der Stab (1) eine Temperaturerh6hung erfahren wiirde, dann
konnte sich dieser Stab ungehindert verléngern. Der Punkt 0
wiirde dabei einen Kreisbogen um den Endpunkt 2 (Gelenk!) Z“weibeinigesBock-
beschreiben und so eine neue Lage einnehmen, die durch die gerlist obne Last.
groBere Stablinge [; und die Stablinge I, bestimmt ist. Aber diese Bewegung
geht hemmungslos vor sich, sofern in dem Drehpunkt keine Reibung auftritt. Im
Stab @ wird kein Widerstand entstehen, also beide Stabkréfte bleiben Null.

Auf folgende Sondertille, die fiir groBere Stabsysteme Bedeutung haben, sei
noch besonders hingewiesen; sie sind auch alle vieldeutig, erlauben aber, eine
Stabkraft eindeutig zu bestimmen. Fiir die Anord-
nung der Abb. 55 ergeben sich unter Einfiihrung
von Zugpfeilen die Komponentenbedingungen :

P + 8, cosx=0

und 8, + Sy sina — 83 = 0.
Aus der ersten Gleichung ergibt sich S, eindeutig  abb. 55. Sondertall eines drei-
als Druck, die letztere liefert die Differenz von beinigen ebenen Bockgeriistes.

S, und S,:
! 3 8, —8;=+P-tgu,
7 P aber nicht den Einzel-
~~—"2 4  wert der beiden Stab-
1 krifte. Wirkt iiber-
_rl haupt keine Last, also ™

il ~ ist P gleich Null, dann Abb. 57, Sondorfall cines drei

A, SARET it auh im Slab @ A SN
keine innere Kraft auf,

wohl aber werden die Stibe @ und @ gleich grofe Krifte erhalten, die allerdings

auch Null sein kénnen. Wirkt eine Kraft in Richtung der beiden Stébe (Abb. 56),

dann tritt in Stab @ eindeutig die Stabkraft Null auf. Fallt aber P in Richtung
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des Stabes @ (Abb. 57), dann erhilt dieser Stab eine Druckkraft P, wihrend S,

und 8, wieder gleich groB sind, wie sich aus der Komponentenbcdmgung fir die

" " . Richtung senkrecht zu P ergibt. Natiirlich kén-

nen diese beiden Stébe auch frei von Kraft sein.

Alle diese Fille sind von Bedeutung bei Ge-

bilden, die aus Stdben zusammengesetzt sind.

In Abb. 58 bleiben die Stibe 1, 2, 9, 14, 17

'Ia i la ~|» ohne weiteres spannungsirei, die Stibe b und 13

Abb. 55. Stabsretom. bei dem ve'r erhalten dagegen eine innere Kraft von der
schiedene Stabse ]ieme’ Kraft erhalten. ~ GroBe Py bzw. P,.

Ubungsanfgaben.

1. Aufgabe. Eine Lampe von gegebenem Gewicht hinge an zwei Kabeln
mit gegebener Linge I, und I, fest ; gesucht sind die Krifte in den Kabeln (Abb. 59).
Losung. Wir haben ein geometrisch fest-
liegendes Gebilde. Die Kabelkrifte S; und
Sy miissen mit @ im Gleichgewicht stehen.

Die Losung ist verschiedenartig moglich.

Abb. 59. Ubungsbeispiele.
a) Analytische Losung nach den angegebenen Formeln (10). Die Koordinaten
und Stablingen sind gegeben durch -
@, =—40 gy, =+30 llzl/%‘f_:}-_yf::&O m,
gp=+20 y=-+380 L=]alyl=36m.
Die wirkende Last Q hat die Komponenten X = 0, ¥ = —@ = —40kg. Die

Gleichungen '
eichunge %_xl_‘_%xz-{-X:O,
1 2
S S,
Bt nt¥=0
2 2

gehen iiber in

8 8, B
50 b0 +gg 20 +0=0,
8, 8, .
58,0+ 5%3,0— 40 =0;

daraus findet sich s
= 4,44kg/m, ﬁ = 8,89kg/m,

8, =22,20kg, S, = 32,00kg.
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Beide sind positiv, stellen also beide Zugkrifte dar, was ja zu erwarten war.
Die Krifte §; und S, wirken auf den Knoten 0, ebenso wirken sie auch ver-
mittels der Kabel auf die anderen Endpunkte 1 und 2 als Zugkréfte ein. Die
Kraft in @ ist gleich S, und wirkt sowohl auf die Rolle 2 wie auch auf den unteren
Befestigungspunkt 3. Man kann natiirlich §; und 8, analytisch auch dadurch
finden, daB man die Krifte selbst am Punkte 0 unmittelbar betrachtet und die
Gleichgewichtsbedingungen aufstellt (Abb. 59¢)

XX, =0: 8;-cosx =28, cosf,
2Y;=0: 8 -sinx + 8, sinf—@Q = 0.

b) Reine graphische Losung. Man wihlt einen beliebigen Kriftemafstab und
zeichnet das Krafteck aus @ und den Parallelen zu @ und @ (Abb. 59d). Die
gefundenen Seiten des Kraftdreiecks ergeben die GroBen §; und S, unter Beriick-
sichtigung des gewédhlten Kriftemafstabes. Die Richtungspfeile sind durch den
Umfahrungssinn bestimmt und an dem Punkte 0 einzutragen (Abb. 59b). Unter
Benutzung des hier gewédhlten KriftemaBstabes findet sich

und 8, = 32,0 kg.

¢) Grapho-analytische Losung. Man zeichnet das Krafteck fliichtig hin, um
daraus eine analytische Bestimmung abzulesen. Es findet sich nach Abb. 59d
i_sin(%—-ﬁ)_ cosf
Q sin(a+f)  sin(x4p)’
8, sin(90—a)  cosax |
Q sin(a+p) sin(x+p)’
so sind zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten gewonnen, wihrend unter a)
zwel Gleichungen mit je zwei Unbekannten auftraten. Nach der Abb. 59a ist

cosor = B0
V3,02 + 4,02’
cosff = r 20

V2,00 + 38,02
sin (x + ) = sina cosf + cosasinf =
Man findet damit

8,0-2,0 4 4,0-3,0
/4,02 + 3,02 /2,02 + 3,02

B 0,55
Q

und s
S 0.80.
o= 0,80

2. Aufgabe. Die vorhergehende Aufgabe mége nun etwas verindert werden.
Es soll nimlich die Lampe hochgezogen werden mit einer Kraft P, die praktisch
vermittels einer Handwinde ausgeiibt werden kann. Wie groB ist die Kraft in
verschiedenen Héhenlagen der Lampe, d. h. wie stellt sich P in Abhingigkeit
von « dar? Die Linge ! des linken Kabels soll konstant bleiben (Abb. 60).

a) Analytische Losung. Was vorhin 8, war, ist \jetzt S,, und was S, war,
ist nun P. Unter dieser Beriicksichtigung hat man nach der unter c) entwickelten
Formel:

Ccos &
P=0 Ge+h
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Damit ist P abhéngig von « und f dargestellt. Es muB noch eine Bestimmung
zwischen « und f angegeben werden. Es ist
h 4,0 - sine
tgﬂ % 2J:,E)——li,()-eosoc'
Wir haben damit zwei transzendente Gleichungen gefunden. Grundsitzlich
kénnte man fiir verschiedene Werte o den zugehérigen Winkel f aus der letzten

Abb. 60a und b. Ubungsbeispiel.

Gleichung ausrechnen und wiirde dann mit der ersten Gleichung tatséchlich P
fiir die verschiedenen Werte « erhalten. Man erkennt, daB eine umfangreiche
Rechnung damit verbunden ist.
Pligh b) Die graphische Lisung ist bequemer durchzufithren. Wir tragen
: (Abb. 60b) von einem Punkte 4 aus auf der Waagerechten die ge-
gebene Strecke 4,5 m auf und schlagen um A4 einen Kreisbogen mit
der gegebenen Kabellinge 4,0. Fiir einen beliebigen Winkel «
kénnen wir dann die Lage der Lampe einzeichnen, indem wir unter

700 « einen Radius ziehen und den Kreisschnittpunkt ' mit dem End-
90- punkt B verbinden. Tragen wir nun andererseits auf einer Lot-
o rechten durch A4 die Kraft @ in einem beliebigen KriftemaBstab
71 (gleich A D) auf, so erhalten wir das der gegebenen Lage entspre-
604 chende Kraftdreieck A DE, indem wir die
5 c unter « gezogene Gerade benutzen und

andererseits durch den unteren Endpunkt D

%
301 von @ eine Parallele zur Geraden C B ziehen.
2 Der Schnittpunkt £ liefert die Gré8e von S,

indem S, = AF ist. Man fiihrt dieses nun
fiir die Strahlen S, bei den verschiedenen
0 w2 W e P #° Winkeln « aus, bekommt immer in ein-
Abb. 60c. Ubungsbeispicl. fachster Weise die Endpunkte £ und damit
: die jeweiligen Kabelkrifte S,. Andererseits
sind die Strecken ED stets ein MaB fiir die zu dem betreffenden Winkel « zu-
gehorige Kraft P. Fir « = 0 werden beide Strahlen sowohl EA4 wie ED un-
endlich grof. Die Endpunkte E sind in der Abb. 60b durch eine Kurve ver-
bunden, und in Abb. 60c¢ sind die erhaltenen Werte P abhingig von « in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem aufgetragen. Man erkennt auch hier, daf fiir
& = 0 die Kraft P unendlich grof§ wird.

701
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3. Aufgabe. Wie gro8 ist bei dem Ladebaum der Abb. 61 der Windenzug W,
der Seilzug Z und die Kraft D in der Strebe ?

Auf die Rolle a wirken @ und zwei Seilkrifte in (O und @; beide miissen /2
sein. An Rolle b greifen diese beiden Seilkrifte @/2 an, ferner die Seilkraft W, die
ebenfalls Q/2 sein muB, und
die Kraft in dem Kkleinen
Verbindungsseil bc. Da 8,
durch den Rollenmittelpunkt
geht, und die Resultierende
aus S und W ebenfalls durch
diesen Mittelpunkt liuft,
geht auch die Resultante R
aus Sy, S, W stets durch
den Mittelpunkt der Rolle &.

Das Halteseil be¢ stellt sich

in Richtung dieser Resul-

tierenden ein und hat eine

Zugkraft gleich dieser Resul-

tanten B. Wir kénnen dem-

gemiB auch sagen, die Resul-

tierende aus S;, S,, W wirkt

im Punkte ¢. Sie muB im )

Gleichgewicht stehen mit Abb. 61. Ubungsbeisplel.

den Kriften D und Z. Die Resultierende R ist durch das Krafteck S;, Sy, W ge-
funden, wobei B dem Umfahrungssinn entgegengesetzt lauft; andererseits sind
die Krifte Z und D aus dem Kraftdreieck R DZ bestimmt, und zwar unmittelbar
durch den Umfahrungssinn. Es ergibt sich fiir Z eine Zug- und fiir D eine Druck-
kraft. Diese Kréifte Z und D wirken auch auf den Mast’ des Ladebaums ein.

An dem Mast greifen also an: die eben ermittelten Krifte Z, D, aulerdem W.
Durch diese Krifte werden im Mast nicht nur Langskrifte bewirkt, sondern es
treten noch andere BeanspruchungsgréBen auf, auf die spiter eingegangen wird.

III. Krifte im Raum.

Unsere seitherigen Betrachtungen bezogen sich alle auf Krifte in der Ebene
an einem Punkt. Die geringste Zahl von Kriften, die im Raum betrachtet werden
kann, ist drei, denn zwei Krifte, die durch einen Punkt gehen, liegen immer in
einer Ebene. Von dieser einfachsten Aufgabe v,
gehen wir aus und werden auch hier wieder R~
ein graphisches und ein analytisches Verfah- *‘f?[
ren der Behandlung der Krifte kennenlernen.

15. Geometrische Zusammensetzung von
Kriften im Raume und Gleichgewicht. Ge-
geben seien drei durch einen Punkt gehende
Krifte P;, P, und P, nach GréBe-und Rich-
tung (Abb. 62a). Sie sollen zu einer Resul-
tierenden zusammengesetzt, also durch eine
einzige Kraft R ersetzt werden. Der Gedan- . )
kengarig der Losung ist folgender: es 1aBt sich ~ Abb- 62 Krifteparallelepiped und run-
durch P; und P, eine Ebene legen, in der die
beiden Krifte mittels des Satzes vom Parallelogramm der Krifte zu einer Teil-
resultierenden R, , zusammengefaBt werden kénnen (Kraftdreieck 0, 1, 2). Diese
Teilresultierende R, , und die Kraft P;liegen wieder in einer Ebene, sie lassen sich

3 Schlink, Statik. 2. u.3. Aurl.
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also in ihrer eigenen Ebene (Kraftdreieck 0, 2, 3) zusammensctzen zu R, die die
Resultante oder ,,Ersatzkraft‘ fiir B;, und P, darstellt. Da aber R, , die Krifte
P, und P, ersetzt, ist R die Resultierende von P;, P, und P,.

Wenn wir das nun entstandene Bild durch Parallelenziehen vervollstindigen,
entsteht ein Parallelepiped, in dem R die Raumdiagonale und die Krifte P;, P,
und P; die Kanten darstellen. Wir kénnen al:o sagen:

Bei dret réumlich angeordneten Kréiften durch einen Punkt ist die Resultierende
durch die Raumdiagonale des mit den drei gegebenen Kriften als Kantenlingen
konstruierten Parallelepipeds bestimmit. Sind die drei Krifte P;, P, und P; vom
Angriffspunkt weggerichtet, so geht auch die Resultante vom Punkt weg, und
umgekehrt.

Fragen wir uns nun an Hand der entstandenen Figur: wie kann der Endpunkt
der Resultierenden am einfachsten festgelegt werden ¢ Wir kénnen offenbar den
Punkt 3 dadurch gewinnen, dafl wir die drei gegebenen Krifte unter Beriicksich-
tigung ihrer Pfeile aneinandertragen; es entsteht der raumliche Kriftezug 0, 1,
2, 3 (Abb. 62b). Wir bekommen also wieder ein Krafteck, das genau so definiert
ist wie in der Ebene, aber es handelt sich jetzt um ein raumliches Krafteck 0, 1,
2, 3. Auch die Aussage der Ebene: die Resultierende lduft dem gegebenen Um-
fahrungssinn entgegengerichtet, stimmt bei der Zusammensetzung der drei
Krifte im Raum. Selbstverstindlich kann dieses raumliche Krafteck auch wieder
als besondere Figur gezeichnet werden.

Haben wir nun vier oder noch mehr Krifte an einem Punkt im Raume wir-
kend, dann stellt deren Zusammensetzung nur eine Erweiterung des Verfahrens
dar, denn eine weitere Kraft P, kann mit der Resultierenden der drei ersten Krifte
wieder zu einer neuen Resultanten zusammengefiigt werden usw. Wir erhalten
also den Satz:

Um Krifte im Raum mit gemeinsamem Angriffspunkt zu einer Resultierenden
zu vereinen, fiigt man die Krifte unter Berticksichtigung ihrer Richtungspfeile zu
einem réumlichen Krafteck zusammen und zieht die Schluflinie ein. Diese, mit
dem Richtungspfeil dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stellt die
Resultierende aller Krdfte nach Grifle und Richtung dar. Ihre Lage ist dadurch
bestimmt, dafl sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen Krifte
hindurchgeht. Der Unterschied zur Ebene liegt nur im rdumlichen Charakter des
Kraftecks.

Soll eine solche Aufgabe praktisch durchgefithrt werden, wird man mit Grund-
ri und Aufrif} arbeiten. In Abb. 63a, b sind fiinf Krifte im Raume durch ihre
Projektionen gegeben; Abb. 63c¢ stellt den Aufriff des raumlichen Kraftecks dar;
Abb. 63d den GrundriB. Damit ist die Resultierende R in Grund- und Aufrif} ge-
funden. Die Ermittlung der wahren Grofe ist in der gesonderten Abb. 63e an-
gegeben.

Die Frage nach dem Glelchgemcht von Kriften im Raume um den gleichen
Punkt ist auch sofort zu beantworten, wenn man bedenkt, dal wieder die Ge-
samtresultierende verschwinden mufl. Es ergibt sich der Satz:

Gleichgewicht besteht bei Krdften im Rawme durch einen Punkt, wenn der letzte
Punkt des aus den gegebenen Krdiften entstandenen Kraftecks mit dem Anfangs-
punkt zusammenfillt oder, anders ausgedriickt, wenn das zugehdrige rdumliche
Krafteck geschlossen ist.

Ebenso wie wir drei Krifte im Raum zu einer Resultierenden zusammen-
gesetzt haben, kénnen wir auch umgekehrt eine Kraft in drei Komponenten
eindeutig zerlegen. DaB diese Aufgabe eindeutig losbar ist, geht aus dem Krifte-
parallelepiped hervor : bei einer gegebenen Kraft P und drei gegebenen Richtungs-
linien gibt es nur ein Parallelepiped, das die gegebene Kraft als Raumdiagonale
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hat und dessen Kahten mit den gegebenen Richtungslinien zusammenfallen. Die
gegebene Kraft P ist dann die Resultierende der gesuchten Komponenten.
Was in der Ebene die Zahl 2 bedeutete, bedeutet jetzt im Raum die Zahl 3.
Auf diese Zerlegungsaufgabe wird spiter noch eingegangen.

Abb, 63. Graphische Zusammensetzung von Kriften im Raum.

16. Analytische Zusammensetzung der Krifte im Raum und Gleichgewicht.
Den Ausfithrungen der Ebene entsprechend haben wir jetzt als Grundaufgaben :
einerseits die Zusammensetzung dreier aufeinander senkrechten Krifte X, Y, Z
zu einer Resultierenden R, andererseits die Zerlegung einer Kraft P in drei Kom-
ponenten X, Y, Z.

1. Gegeben sind drei

aufeinander  senkrecht
stehende Krifte X, Y, Z;
gesucht ist ihre Resultie-
rende nach Gréfe und
Richtung (Winkel oz, Bz
und yz).
. Rist dargestellt durch
die Hauptdiagonale des
rechtwinkligen Parallel-
epipeds (Abb. 64). R’ ist
die Resultierende aus X und Y. Da X und Y senkrecht aufeinanderstehen, ist
R’ Diagonale in einem Rechteck, 148t sich also ausdriicken durch:

B2 — X2 2

Weiter steht Z senkrecht auf der Ebene X Y und bildet mit R’ und den Parallelen
zu Z und R’ ein Rechteck, dessen Diagonale die GréBe R ist, also

R2=R? 172,

Abb. 64. Zusammensetzung dreier Jotrechter Krafte.

3*
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Fiir R’ den oben erhaltenen Wert eingesetzt, erhalten wir als Ausdruck fiir die
GroBe der Resultierenden:

R=)X2+ Y2472 (11)
Um die Richtungswinkel der Resultierenden bestimmen zu kénnen, betrachten
wir die Ebenen, in denen diese Winkel liegen, z. B. das rechtwinklige Dreieck
Y, K, R (Abb. 64b), in dem der Winkel B, liegt. Daraus geht hervor, daB
¥
cos fr = =
ist. Entsprechend finden wir die anderen Winkel aus ihren zugehérigen Drei-
ecken; es'ist also

VA

X Y
cosay = ; COS fr = B eoSYR= - (12)

Dabei sind &, der Winkel, den die Resultierende mit der positiven z-Richtung

einschlieBt, f; und y, die Winkel, die B mit der positiven y- bzw. z-Richtung

bildet. Die drei Winkel hingen, wie schon frither erwihnt wurde, zusammen:
costo, + cos?fy + cosly, = 1.

DaB dieses richtig ist, erkennen wir sofort, wenn wir die obigen Werte fiir cos xg,
cos f, und cos y, einsetzen:

X2 b 72
BEitEtm=1
Die Formeln der Ebene miissen natiirlich als Sonderfall des Raumes geschrieben
werden kénnen, wenn wir die Z-Komponente verschwinden lassen; es ist (Abb. 65):

Y

X
cos oy = 3 ; cosﬂR:—E.

Da aber cosf; = sinog, entsteht:

Abb. 65. Zusam- sinog = T 5
menhang von Kraf-
3‘;’;;};@%’:{3&%’;{? das sind aber die fritheren Formeln.
dung der Resultie- 2. Nun zur umgekehrten Aufgabe: Die Kraft P sei gegeben
' nach GréBe (P) und Richtung (x, f, y, wobei cos?x -+ cos?fi

+ cos?y = 1); gesucht sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft P.

Wenn X, Y, Z die Komponenten der Kraft P sein sollen, dann muBl um-
gekehrt P die Resultierende von X, ¥ ,Z sein, d.h. die gleichen Formeln wie bei
der Zusammensetzung haben auch hier Giiltigkeit:

COSx —

P
oder anders geschrieben:
X = P cosx, i
ebenso Y = P-cosf, (13)
Z = P -cosy. J

Man kann also eine gegebene Kraft eindeutig in drei senkrechte Komponenten
zerlegen.

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir jetzt die allgemeine Aufgabe behandeln:
Mechrere Krifte, die im Raume an einem Punkt angreifen, sollen zu einer Resul-
tierenden zusammengesetzt werden.
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Gegeben: Die Grife der Krifte Py ... P;... P,
die Winkel, die die Rlchtung fes’clegen K1Pryr - iy o CnfaVn
(Abb. 66); dabei sollen bedeuten:

o; = der spitze Winkel, den die Kraft P, mit der z-Achse einschlief3t,

B: = der spitze Winkel, den die Kraft P, mit der y-Achse einschlieft,

y; = der spitze Winkel, den die Kraft P; mit der z-Achse einschlief3t.
Selbstverstindlich muB dabei beachtet werden,
welche Vorzeichen den einzelnen Kraftkomponenten
auf Grund der Kraftrichtung zukommen Die drei
Winkel «,, f;, p; sind hierbei nicht willkiirlich; es
ist bei jeder Kraft P;

cos? &; + cos? B; + cos?y, = 1.

Gesucht: die Resultierende nach Gréfe und Rich-
tung, also R und oz, fz und ;.

Der Gedankengang, der uns zum Ziele fithrt, ist
der gleiche wie in der Ebene Wir zerlegen jede
Kraft in ihre drei Komponenten, ethalten dadurch .
dreimal n Krifte in der gleichen Wirkungslinie, die ~ APP-86. Avalytiseho Zhsanmen-
wir addieren konnen. Die Zerlegung liefert:

. 7o . . —_— . ‘ .
X, =P, -cose;; Y, =P -cosfy; Zy=Pp-cosy;

X,=P, cosa,; Y,= P, -cosf,; Z,=P, cosy,.
In jeder Richtung werden die n Krifte algebraisch summiert. Jede dieser Sum-
men von Kraftkomponenten liefert eine Kraft, da es sich um Krifte in der
gleichen Geraden handelt:

22X, =P -cosoy + - Pircose; + -+ Py cosa,,

XY, =P -cosfPy+ - P, -cos B + -+ P, -cos B,

X Z, =P -cosy, + - Pircosy; + -+ P, -cosy,.
Diese drei Krifte in der z-, y- bzw. z-Richtung sind die Komponenten der Resul-

tierenden. Wir bilden die Resultierende nach Gleichung (11) mit X' X, statt X,
XY, statt Y und X Z, statt Z:

R=)( X X)p+ (XYP+ (X202, (14)
COSKy = %Z ; cosfrp= % 5 cosyp = ;fzj . (15)

Mit diesen Formeln ist die gestellte Aufgabe eindeutig analytisch gelost.

17. Gleichgewichtszustand von Kriften im Raume. Unter welchen Umstinden
stehen nun Krifte im Raum durch einen Punkt im Gleichgewicht ? Diese Frage
wird wieder geldst durch die Antwort: wenn die Resultierende verschwindet,

d. h. wenn R = 0. Das ist aber nur der Fall, wenn jedes Glied der Summe unter
der Wurzel verschwindet, ‘wenn also:

Das sind im ganzen drei Gleichgewichtsbedingungen. Wir sehen also hier be-
statigt, was schon beim Parallelepiped gesagt war, daBl zur Eindeutigkeit der
Aufgabe drei unbekannte Krifte nétig sind, denn wenn wir eine Kraft eindeutig
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in drei Komponenten zerlegen kénnen, miissen auch (bei Umkehrung der Kom-
ponenten) drei unabhingige Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sein.

Der Gleichgewichtsfall der Ebene ist natiirlich als Sonderfall in den drei
Gleichgewichtsbedingungen des Raumes enthalten : wenn namlich die z-Richtung
verschwindet, werden alle Z-Komponenten von selbst Null. Wie in der Ebene

kann auch hier die Durchfithrung fiir ein
schiefwinkliges Koordinatensystem geschehen,
und man erhdlt damit den Satz:

Krifte tm Raum an demselben Punkt stehen
im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Kom-
ponenten n drei beliebigen Richtungen wver-
schwinden.

Die hier in Frage kommende Grundaufgabe
ist: eine bekannte Kraft- P mit drei durch den
gleichen Punkt gehenden Kriften, deren Wir-
kungslinien g, g5, g5 gegeben sind, ins Gleich-
gewicht zu setzen. Sie ist eindeutig bestimm-
bar, solange die drei Geraden g,, g,, g nicht

Abb. 67. Dleh fhl;lﬂgﬁtbgflg]?be derrdum-  in eine Ebene fallen (Abb. 67). Die Richtungs-
pfeile der drei Gleichgewichtskrifte sind vor-
laufig noch nicht bekannt. Wir fithren deshalb, in Anlehnung an die entspre-
chende Aufgabe der Ebene, zuniichst einmal die Richtungspfeile willkiirlich ein,
bilden die X-, ¥- und Z-Komponenten der vier Krifte (P und der drei gesuchten
Krifte P, P,, Pg) und erhalten so drei Gleichungen mit den drei unbekannten
Grolen der Krifte. Wir untersuchen die Auf-
gabe sofort an einem bestimmten Konstruktions-

beispiel, dem rdumlichen Dreibockgeriist.

18. Behandlung des dreibeinigen Bockgeriistes.

Gegeben sei die Konstruktionsfigur der Abb. 68

und die Kraft P in allgemeiner Lage; dabei kann

das Bockgeriist durch die Winkel der Stébe oder

durch die Koordinaten der FuBpunkte, d. h.

anders ausgedriickt durch die Projektionen der

Stablingen auf die drei Achsenrichtungen, ge-

Abb. 68 Analytische Behandlung  gehen sein; gesucht sind die Krifte in den drei

eines Drefhockes. Staben (Stabkrifte) §;, S, und S;.

Wir haben also eine Gleichgewichtsaufgabe mit drei Unbekannten Zur Ver-

fiigung stehen drei Gleichungen: ’

22X, =0, XY, =0;, XZ =0;

wir konnen somit eine eindeutige Lésung erwarten. Die Komponenten von P
sind ohne weiteres nach den Formeln (13) zu ermitteln, sie seien allgemein X,
Y, Z genannt. Wir fithren wieder,” wie bei allen Stabkonstruktionen, einen
Richtungspfeil beliebig ein; dabei wollen wir zunichst die Richtung einfiihren,
die eciner Zugkraft entspricht. Wir erhalten dann als Gleichungen:

2Xi=0: X+8 -cosoy + 8y cosay -+ S;-cosag =0,
2 Y, =0: Y48 -cosfPy + Sy cos Py + Sy cosfy =0,
27Z; =0: Z+ 8 -cosy; +8y-cosy, + 83 cosypy = 0.

In diesen Gleichungen sind natiirlich die einzelnen Komponentenglieder mit den
ihnen nach Einfithrung der Zugpfeile zukommenden Vorzeichen einzusetzen.
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Mit den gleichen Uberlegungen wie in der Ebene lassen sich die Winkel-
bezichungen wieder durch Koordinaten und Stablingen ausdriicken:

Ty, Ty,
cosay =5 e0Sp ==

Y1 . e Y. .
cos fi; = 7,5 o B = i

2. __ R,
COS8 ’yl = l_l ; ({6 1) 72 = Tz

__ %3,
COS0C3——E,
_ Y.
cosﬂ3——ls—,
23 .
CC)S)/3=—ZTd H

worin [, I, I, die Stablingen darstellen, die sich errechnen lassen aus:

L= l/xf + yf ‘*‘%:
=V} + 93 +4,
2 =]/x§ + 95+ 4.
Wenn man diese Ausdriicke fiir die Winkel-
beziehungen einsetzt, erhdlt man:

Sy Sy P A Sy =X,

S1'%_+Sz'y2+'g3'yi:'“y> (17

3 Iy

8y 48y 8= — 2.
1 2 3
Es sei ausdriicklich nochmals betont, dafl
die Koordinaten nichts anderes sind als die
Projektionen der Stablangen auf die Achse;
fallt die Projektion auf den positiven Teil
der Achse, so ist die entsprechende Koordi-
nate positiv, andernfalls negativ.

Die so entstandenen Gleichungen sind
einfach Erweiterungen der Gleichgewichts-

Abb. 69. Zahlenbeispiel der analytischen
Bebandlung.

bedingungen der Ebene: drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Fiir die prak-
tische Durchfiihrung einer derartigen Aufgabe wird man wiederum zweckméBig
nicht 8}, S,, S, als Unbekannte einfiihren, sondern S, /I, , Sy/l,, S3/l;. Ein Zahlen-

beispiel diene zum besseren Verstdndnis.

In Abb. 69 ist ein Dreibock im Aufrif und Grundrif} gegeben. Durch die
eingetragenen MaBe sind die Projektionen der Stablingen auf die Achsen be-
stimmt: die Projektionen auf die az-Achse sind fir @ und @ positiv, fir @
negativ; die y-Projektionen von @ und @ sind positiv, von (D dagegen negativ,
die z-Projektionen sind alle drei positiv; dabei sind eingefiihrt: die x-Richtung
positiv nach rechts, die y-Richtung nach vorn, die z-Richtung nach unten. Es

ergeben sich die Gleichungen:
8 8, S,

oL+ T (=05 +

1 2 3
S—ap) + 520 4%

2 3

5,5 — 600 = 0,

-4,0 + 300 =0,

1
%-5,25+‘%-5,25+Sl—3-5,25+400=0.
1 2 3

Dabei ist:

I, = /1,52 4 4,5* + 5,252 = 7,08 m; I, = |/D,5% + 2,02 + 5,25* = 7,86 m;

Iy =|/5,6% + 4,0 + 5,25% = 8,59 m.
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Zur Losung der drei Gleichungen wurde zunichst aus der ersten Gleichung
8; durch §; und §; ausgedriickt:

8, 1

Sy pr S
l—1~1-5<72 55— 5,5+600).

Mit diesem. Werte ergibt die zweite Gleichung nach entsprechenden Umrech-
nungen: S
By

2 14141035,
2 3

Wird diese Gréfle in die obige Gleichung eingesetzt, so erhélt sie nrach Umrech-
nung die Gestalt:
Sy
L

Mit diesen beiden Ausdriicken fiir Sy/l, und 8;/]; nimmt die letzte der drei
Gleichungen die Gestalt an:

- iglﬁ 1,518 -+ 20,5.
3

5,25 % (1,414 4- 1,518 + 1,0) -+ 5,25 - (20,6 — 103,5) - 400 = 0.
3
Daraus

tjé — +1,732.
3
Mit diesem Wert findet sich:

Sy +1,732 - 1,414 —108,5 = —101,15,

2

ll = 1,732 -1,618 4 20,50 = 4 23,13.
1

Es ergeben sich hiernach die Stabkrafte:
S, = + 93,13 - 7,08 = 163,76 kg,
S, = —101,15 - 7,86 = —1797,06 kg,
S, = 4 1,732 8,59 — -+ 14,88 kg,

es wird also Stab @ gedriickt, dagegen Stab @) und @ gezogen.

Wir haben in der Ebene gesehen, dafl wir durch eine entsprechende Projek-
tionsrichtung die Lésungsgleichungen mathematisch vereinfachen konnten (Pro-
jektionsverfahren), indem wir zwei Gleichungen aufstellten, in denen nur je eine

Unbekannte vorkam. Das Entsprechende kénnen wir

auch bei den Kriften im Raum durch eine Projektion

erreichen. Wir wollen also drei Gleichungen auf-

stellen, in denen nur je eine Unbekannte vorkommt.

Soll z.B. eine Gleichung nur die Stabkraft S, als

Unbekannte enthalten, so miissen wir als Bezugsachse

eine Gerade wahlen, fiir die die beiden Stabkrifte S,

und S; keine Komponenten ergeben, d. h. die Achse

muB nach fritheren Ausfithrungen zu beiden Stabrich-

tungen senkrecht stehen (Abb. 70). Es ist dies die

_ ~ Normale zur Ebene aus @ und @ : N, 4. Stellen wir

A e beimm Dreibock, - jetzt die Summe aller Kraftkomponentzeil in der Rich-

tung von N, , auf, so sehen wir, dall nur P und §;

Werte fiir diese Gleichung liefern; die Komponenten von §, und S; werden

Null, da diese Krifte senkrecht zu N, , verlaufen. Unter Einfiihrung des Zug-
pleiles fir §; lautet die Gleichung:

P.cosm—8; cos ¢, = 0.

l

7 e~
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Es wird also hier der Stab gezogen, da sich die GréBe S; als positiv ergibt.
Auf eine Schwierigkeit mufl allerdings hingewiesen werden: die Winkel ¢,
und x sind im allgemeinen Fall nur durch umstédndliche Projektionen zu
gewinnen; das Verfahren wird deshalb nur fiir besondere Fille Bedeutung
haben. —

Es war oben bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen schon gesagt,
daB die Wirkungslinien der drei Gleichgewichtskrifte nicht in einer Ebene liegen
diirfen. Ist dies der Fall und wirkt die Kraft P in der-
selben Ebene, dann ist die Aufgabe vieldeutig, da bei
Kriften der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei
Gleichungen vorhanden sind, denen hier drei Unbekannte
gegeniiberstehen. Wir haben also, wie friither erwihnt,
ein statisch unbestimmtes System. Solche Gebilde kénnen
mit Hilfe der statischen Gesetze allein nicht gelost
werden. Wirkt P dagegen unter einem gewissen Winkel  Abb.71. Eine Kraftschrig
gegen die Ebene der drei Stibe (Abb. 71%, dann wird das zur Kibene dreler Stibe.
Stabsystem sich um die drei FuBpunkte drehen. Die drei FuBpunktgelenke
wirken wie ein Scharnier. Es ist also kein Gleichgewicht méglieh. Analytisch
konnen wir die Unméglichkeit des Gleichgewichtsfalles dadurch sehen, daB die
Komponentenbedingung senkrecht zu der Stabebene nicht erfiillt werden kann,
da ja S;, 8y, Sz keine Komponenten in der Richtung senkrecht zur Ebene haben;
eine Komponente von P senkrecht zur Ebene der drei Stibe kann also keine
Gegenkraft erfahren, d. h. sie kann
nicht aufgenommen werden.

19. Die graphische Behandlung
des dreéibeinigen Bockgeriistes. Die
graphische Ermittlung der Stab-
krafte im rdumlichen Dreibockgeriist
kann nach verschiedenen Verfahren
vorgenommen werden. Sehr nahe-
liegend ist der Gedanke, die Aufgabe
anschlieBend an das Krafteparallel-
epiped zu lésen. Denn aus diesem
geht hervor, dafl die Zerlegung der
Kraft in ihre drei Komponenten, Abb. 72. Zerlegung einer
deren Richtungen durch die Stab- réumlichen Kraft In drel
achsen gegeben sind, mdglich ist,
indem wir, wie oben bemerkt, mit
Hilfe der gegebenen Geraden um die Kraft P ein Parallelepiped aufbauen
(Abb. 72), d. h. ein solches herstellen, in dem P die Raumdiagonale dar-
stellt und die Kanten mit den gegebenen Komponentenlinien zusammenfallen.
Die so erhaltenen Komponenten K,, K,, K; stellen dann die Wirkungen de
Kraft P auf die Stibe dar. Die Stabkrifte selbst sind diesen Kraftkomponenten
entgegengesetzt gerichtet, aber gleich groB. Wenn wir also die gegebene Kraft P
in ihre drei Komponenten in den Stabrichtungen zerlegen und diesen erhaltenen
Kriften das umgekehrte Vorzeichen am Knotenpunkt 0 geben, erhalten wir die
Stabkrifte, d. h. nun die inneren Krifte, die P das Gleichgewicht halten. Um
das Parallelepiped zeichnen zu kénnen, legen wir durch den Endpunkt E der
Kraft P eine Ebene parallel zur Ebene zweier Stibe, z. B. @ und 3. Der Durch-
stoBpunkt der dritten Geraden, parallel zu 3 durch diese Ebene, ergibt die Gréle
dieser dritten Kraft (OC). Verbindet man den so gewonnenen Punkt C mit £
und zieht durch O eine gleich groBe Parallele OF, so entsteht das Parallelogramm
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0, C, E, F, in dem die Strecke OF die Resultierende der beiden noch fehlenden
Krifte K, und K, ist. Man hat also diese Resultierende zu zerlegen in die Rich-
tung @ und @).
Das Bockgeriist wird in weitaus den meisten Fillen im Grundril und Aufrif
in beliebiger Lage gegeben sein. Um die durch den Punkt E zu legende parallele
Ebene bequemer finden zu kénnen, wird man eine neue Projektion (SeitenriB)
so zeichnen (Abb.73), daB sich in ihr zwei Stibe (@ und () iiberdecken und faBt
nun diesen neuen Rifl (Abb. 73¢) als AufriBl auf, der zu dem gegebenen Grundrif
gehort. Um den alten AufriBl braucht man sich nicht mehr zu kiimmern. Nun
kann man in diesem neuen Aufrifl das angegebene Parallelogramm O, O, E, F
zeichnen. Den Grundrifl dieses Parallelogramms erhilt man, indem man den
Endpunkt C auf den Stab @
| bzw. seine Verlingerung her-
|sunterprojiziert, diesen Punkt
| mit K verbindet und die Par-
allele durch O’ zeichnet.
Strecke OC stellt im Grundrif3
d und Aufriff die Kraft K, dar,
die Strecke OF die Resultie-
rende von K, und K. Die
Zerlegung von O F im Grundrif3
liefert die Komponenten K,
K, (die auch in den alten Auf-
rif iibertragen werden kon-
nen). Diesogefundenen GréBen
K., K,, K, sind die Kompo-
nenten von P; sie wirken auf
die einzelnen Stibe ein und
erzeugen in diesen Krifte, die
Abb. 73. Gleichgewicht einer Kraft mit drei Kriftenim Raum.  umgekehrt auf den Punkt 0

wirken, d. h. §; und S, sind
Druckkrifte, dagegen ist S, Zugbeanspruchung. Fiir die endgiiltige Losung der
Aufgabe benéstigt man natiirlich die wahre Gréle von K, Ky, Ky bzw. 8, 8,, S;.
Sie kann in bekannter Weise nach den Regeln der Darstellenden Geometrie aus
Grundril und Aufrif ermittelt werden (Abb. 78d). Man kann aber auch den
iibersichtlicheren GrundriB allein verwenden, indem man Gebrauch davon macht,
daB sich die wahre Kraft §; (= K;) zur Grundrifiprojektion verhilt wie die wahre
Stablinge zu ihrer Grundrifiprojektion.

Dieses Verfahren bietet bei einem Bockgeriist in allgemeiner Lage meistens
wenig iibersichtliche Figuren. Der darin liegende Grundgedanke erweist sich
aber vielfach zweckmiaBig bei Sonderlagen der durch einen Punkt gehenden
Stabe, wie das Ubungsbeispiel auf Seite 47 zeigt.

Bei allgemeiner Anordnung eines dreibeinigen Bockgeriistes geschieht die Er-
mittlung der Stabkrifte am besten nach dem Verfahren von CuLMaNy!. Gegeben
sei wieder das Bockgeriist (Abb. 74) mit der Kraft P, im Grundriff und AufriB.
(Die wahre GroBe der Kraft P 1aBt sich leicht durch die beiden Projektionen er-
mitteln). Statt nun zu sagen, P mull im Gleichgewicht stehen mit S;, S, und S5,
kann man auch sagen: die Resultierende von zweien der vier Krifte, etwa von S,
und 83, muBl im Gleichgewicht stehen mit der Resultierenden der beiden anderen

! CuLMaNnN ist als Begriinder der Graphischen Statik anzusehen. Er war bei Griin-
dung der Eidgendssischen Technischen Hochschule 1855 in Ziirich dorthin als Professor aus
Deutschland berufen werden.

Zug
Druck g/ |z,

9z L]
A 2
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Krifte, also P und 8,. Zwei Krifte konnen aber nur im Gleichgewicht stehen,
wenn sie in dieselbe Linie fallen, d. h. die Resultierende aus S; und §; muB in die
gleiche Gerade fallen wie diejenige von P und S,. Andererseits fillt aber die Re-
sultante von zwei Kriften in derselben Ebene (8;, S; bzw. P, §,) in diese Ebene;
demgemiB verlduft die Resultierende von S; und S in der Ebene 1—0—3 und
diejenige von P und S, in der Ebene p—0—2, wobei p der Durchdringungspunkt

Abb. 74. Das CuLMANNsche Verfahren.

der Kraft -P mit der GrundrifBitafel ist. Da aber diese Resultierenden auch in die
gleiche Linie fallen miissen, liegen beide in der Schnittlinie k der erwihnten
Ebenen 1—0—3 und p—0—2. Diese Schnittlinie ist sofort zu konstruieren durch
zwei Punkte; ein Punkt der Schnittlinie ist der Punkt 0, der ja beiden Ebenen
angehért; andererseits sind die Geraden 2—p bzw. 1—3 (vgl. den Grundri§
Abb. 74b) die GrundriBspuren der fraglichen Ebenen; der Schnittpunkt s beider
Spuren ist ein wirklicher Schnittpunkt, der also auch beiden Ebenen 1—0-—3 und
p—0—2 angehort. Die Verbindungslinie der Punkte 0 und s liefert zunéchst im
GrundriB die Schnittlinie %. Sieistin den AufriB zu iibertragen. In dieser Schnitt-
linie liegt sowohl die Resultierende von P und S, als auch dieienige von 8, und
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S; (Ry5). Zur Losung der Aufgabe werden wir nun zuerst P mit S, und R, 5 ins
Gleichgewicht setzen und dann die Resultierende R, 5 wieder in ihre Bestandteile
8, und 8; zerlegen. Die praktische Durchfiihrung dieses zweiten statischen Teiles
der Anfgabe kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen.

1. Man zeichnet den Grundrifl und Aufrifl fir das Kraftdreieck aus der ge-
gebenen Kraft P und den Parallelen zu den Unbekannten R, 5 und S,; dann zum
Zwecke der Zerlegung der Kraft R, 5 das Kraftdreieck aus dieser Kraft und den
Parallelen zu S; und S,. Die Resultierende R; 4 stellt fir die praktische Losung
der Aufgabe nur eine Hilfslinie dar, um das rdumliche Krafteck P—S;—S;—8S,
zu konstruieren, dessen Grundril und Aufrif in Abb. 74a und b dargestellt ist.
Der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt den Richtungssinn der Stabkrifte an.
Natiirlich miissen Grund- und AufriB} den gleichen Richtungssinn ergeben, und
die gewonnenen Eckpunkte beider Projektionen miissen lotrecht iibereinander-
liegen. Aus den so gewonnenen Projektionen der gesuchten Stabkrifte sind dann
noch ibre wahren Gréfen zu bestimmen.

2. Man kann aber auch zur Ermittlung der Stabkrifte S;, S,, S5 die gewon-
nenen Dreiecke 1—0—3 bzw. p—0—2 um ihre GrundriBspuren umklappen, bis
sie in der GrundriBtafel liegen (Abb. 74¢) und nimmt dann die Gleichgewichts-
aufgabe und Zerlegung an den in wirklicher Linge erscheinenden Gréfen vor,
zunichst das Krafteck aus den Parallelen zu [P], [2], [ R, 3], dann das aus [ R 4]
und den Parallelen zu [1] und [3]. Das letzte Verfahren hat den Vorteil, daB die
Stabkrifte dann sofort in wahrer GréBe erscheinen, wihrend beim ersten Ver-
fahren als Ergebnis zunéchst die Projektionen der Stabkrifte vorkommen und
deren wahre Grofen dann noch durch Drehen oder Umklappen zu gewinnen
sind. Eine Anwendung des CuLMaNNschen Verfahrens ist in dem Beispiel au
Seite 48 gezeigt. :

Der Grundgedanke der CuLmManNschen Lésung ist der gleiche wie beim Ver-
fahren mittels des Krifteparallelepipeds: Die Kraft P ist ins Gleichgewicht zu
setzen mit einer der drei gesuchten Kréifte und der Resultierenden der beiden
anderen Stabkrifte, und dann ist diese Resultierende wieder zu zerlegen; es ist
lediglich ein anderer Gedankengang fiir die Ausfilhrung verwandt.

20. Sonderfille bei rdumlichen Kriften. Zum Abschlul der Erorterungen iiber
rdumliche Krifte an dem gleichen Punkt mégen noch Sonderfille betrachtet

werden, wie wir dies auch bei
den Kriften in der. Ebene getan
haben. Wenn auf das dreibeinige
Bockgeriist keine Kraft wirkt,
dann werden die Stabkrifte ein-
deutig Null, denn das Krafte-
parallelepiped schrumpft in ei-
nen Punkt zusammen. Fallt die

Abb.75. Sonderbelastung Abb. 76, Sonderbelastung Last in die Richtung eines Sta-
cines dreibeinigen Bock- eines reibeinigen ock- . :
geriistes (S; =P). geriistes (S; =0). bes (Abb~ 75): so nimmt dieser

Stab @ die ganze Last auf (hier
als Druck) und die beiden anderen Stéibe werden keine Kraft erhalten; es folgt
dieses unmittelbar aus der Bedingung, daf die Summe der Komponenten aller
Krifte in einer Richtung senkrecht zur Stabebene @, @ Null sein mufl. Fillt
umgekehrt die Kraft in die Ebene zweier Stibe (Abb. 76), z. B. @ und @), so
liefert die angegebene Komponentenbedingung, daf §; Null wird. Die Stab-
krifte S, und S; werden dadurch gefunden, dal in der Ebene @, @ das
Parallelogramm aus P, S, und S, gebildet wird. Es ergibt sich eine eindeutige
Loésung.
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Gehen durch einen Punkt mehr als drei Stdbe im Raum, dann ist die Aufgabe
statisch unbestimmst, da ja nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung
stehen. Wenn also keine Kraft wirkt (Abb. 77), dann brauchen diese Stabkrifte
nicht Null zu werden, sondern koénnen irgendeinen beliebigen Wert annehmen.

Abb. 717. Abb. 78. Abb. 79.
Vierbeiniges Bockgeriist; Vierbeiniges Bockgeriist, Teilweise bestimmtes Stabsystem.

statisch unbestimmt. teilweise unbestimmt.

Ahnlich wie in der Ebene gibt es natiirlich auch hier Félle, wo trotzdem ein ein-
zelner Stab von den vieren eine bestimmteStabkraft aufweist. Wenn z. B. (Abb. 78)
drei von den vier Stiben in einer Ebene liegen (S,, S5, S,), dann ist die Kraft S,
eindeutig bestimmt; man braucht nur die Summe der Komponenten aller Krifte
fiir die Richtung N senkrecht zu dieser Ebene

gleich Null zu setzen:

P -cosm —8; - cosay = 0.

Entsprechendes wiirde auch gelten, wenn m‘ehr
als drei Stdbe sich in einer Ebene befinden
(Abb. 79). Es ergibt sich hier sofort:

Sy = —P.

Dagegen sind die Stabkréifte Sy, S,, S5, 8, un-

bestimmt. Wirkt in solchen Féllen iiberhaupt

keine Last, so erhilt immer der Stab, der aus

der Ebene herausfillt, eindeutig die Kraft Null, .\ o0 Raumiiches Stabsystem, bei
wihrend die anderen Stibe vieldeutige Kréafte dem verschiedene Stabe Null werden.
aufweisen.

Derartige Sonderfille konnen bei rdumlichen Stabgebilden vielfach vorkom-
men. Fiir die Anordnung der Abb. 80 wiirde sich z. B. aus Knoten I ergeben, dafl
die Stabkraft Sy gleich P ist, ebenso wird an Knoten III die Stabkraft 8,y = P;
Knoten VI liefert S = P und andererseits §;, = S;5 = 0; entsprechend ergibt
Knoten VIII die Werte S;5 = P und S;3 = 8§;; = 0.

Ubungsautgaben.

1. Aufgabe. Der in Abb. 81 dargestellte Mast sei zundchst durch die sechs
Kabel 1. ..6 gegen die Erde verspannt; es werden dann diese sechs Spannkabel
ersetzt durch vier andere e, . . . ¢;. In welchem Verhaltnis stehen die Seilkrifte in
beiden Fillen, wenn fiir die Standfestigkeit des Mastes die gleichen Voraus-
setzungen (gleiche Bodendruckkraft) gegeben sein sollen ?

Lésung. Da die FuBpunkte der ersten Kabel in einem Kreis mit einem Durch-
messer von 80 m liegen und die anderen Enden in einer Héhe von 60 m an-
geschlossen sind, wird der Neigungswinkel gegen die Lotrechte bestimmt durch
40—10 30

o =" %"
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Die Kabel ¢, . .. e, dagegen schlieBen mit der Lotrechten einen Winkel B ein:

Abb. 81. Ubungsbeispiel.

55— 10 _ 45
60 60"
- und cos-Werte sind bestimmt durch:
60 . 30
COSxx = e, SINY —= —— y
1602 + 302 /602 + 302
COSﬂ = —;EO;-_:;, Sinﬂ [ :4_5;,,,*_ .
/602 + 452 /602 + 452

Die vom Boden auf den Mast wirkende
Kraft N mufl mit den in den Kabeln
1...6bzw.¢, .. .e,wirkenden Kriften
im Gleichgewicht stehen. Da es sich
hier um Krifte an dem gleichen An-
griffspunkt handelt, miissen die drei
Bedingungen erfillt sein:

2X,=0;, XY, =0; XZ,=0.

Die Komponentenrichtungen diirfen
beliebig gewahlt werden; wir werden
dabei zweckmaBig die in dem Bild vor-
handene Symmetrie verwenden und
wahlen die z-Richtung nach abwirts,
die z-Richtung im GrundriBf von links
nach rechts, die y-Richtung von vorne
nach hinten. Zwecks Zerlegung der
Kabelkraft S in diese Richtungen denkt
man sich durch ein Kabelund die Mittel-
achse des Mastes eine lotrechte Ebene
gelegt und zerlegt die Kraft S in die-
ser Ebene in eine waagerechte und eine
lotrechte Komponente. Erstere ist be-
stimmt durch 8" = 8 -sin «, letztere
durch Z =8 -cosx. Die lotrechten
Komponenten miissen sich mit N auf-
heben, es mulBl also sein:

(8; + 8+ 83 +8, +8; +8s)cosx = N.

Die Richtungen der waagerechten Kom-
ponenten S’ stimmen mit den GrundriB-

projektionen der Drahtkabeln iiberein und haben die GroBe S; - sin o . . . Unter
Annahme voller Belastungssymmetrie (d. h. wenn gleiche Vorspannungen in den
Kabeln vorliegen) miissen die Stabkrifte S, .. .S, gleich gro sein; dann sind
auch 87 .. .S, einander gleich, und es wirken demgeméaf in der Ringebene sechs
gleich groBe Krifte in den im GrundriB angegebenen Richtungen 1’ ... 6. Ihr
zugehdoriges Krafteck ist geschlossen. Es stehen also die Horizontalkomponenten
der Krifte S . . .S fiir sich im Gleichgewicht, und andererseits ist:

68 -cosx=N.
Aus letzterer Gleichung berechnet sich

N

T Geoso
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Soll der Mast nun durch die vier Kabel ¢; . . . ¢, gehalten werden, so 146t sich eine
entsprechende Betrachtung durchfithren. Die waagerechten Komponenten der

vier gleich groBen Spannkrifte S; . .. S, heben sich wieder auf und andererseits ist

48 -cosp =N,
s N
S=4cos/§'

Die Spannkrifte in den Drahtkabeln der verschiedenen Kabelanordnungen ver-
halten sich also

Wollte man mit den X-, ¥-Komponenten analytisch weiterrechnen, so miiiten
die waagerechten Komponenten S’ bzw. 8" in eine X- und eine Y-Komponente

"‘?E‘!

-—

Y

2 T -).‘J’

| SN TR IS S —
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Abb. 82. Ubungsbeispicl.

zerlegt und dann die Summen der Komponenten in diesen Richtungen aufgestellt
werden. Man erhalt fiir die sechs Kabel:

S; + 8, - sin30° 4 S - sin30° — 8, — 8} - sin 30° — §] - sin 30° = 0.
S, -cos30° + 8 - cos 30° — 8 - cos 30° —S; - cos 30° = 0.

Man erkennt sofort, daB die Gleichungen erfiillt sind, da die Kréfte S . . . S
einander gleich sind. Entsprechendes gilt fiir die vier Kabel. :

2. Aufgabe. Der in Abb. 82 in GrundriB und Aufrif dargestellte Dreibock
stehe unter dem Einflu8 einer waagerechten und einer lotrechten Kraft. Gesucht
sind die Stabkrifte.

Lésung. Die Resultierende der Stabkrifte S, und S, liegt einerseits in der
Ebene der Stibe @ und (3, andererseits in der Ebene der Krifte H, V, §;; da
sie mit deren Resultierenden im Gleichgewicht stehen muf}, d. h. sie muf} in
der Schnittlinie der beiden Ebenen liegen; da sich in der AufriBprojektion die
Stibe @ und @ tberdecken, fillt auch R, in diese Spur. Man hat dem-
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gemdf im AufriBl das Krafteck zu bilden aus H, V und den Parallelen zu den
Stiben @ (bzw.®) und @. Die so im Aufril gefundene Kraft §; ist bereits die
wahre Stabkraft, weil Stab @ der Aufrifitafel parallel liuft. Um S, und S, zu
ermitteln, ist dann R, ;in ihre Komponenten in den beiden Richtungen @ und @
zu zerlegen. Zu diesem Zweck klappt man am besten ihre Ebene um die beiden
FuBpunkte in die GrundriBtafel und zerlegt in dieser die Resultierende R, , in
ihrer wahren GréBe (aus dem Aufri}) in die beiden Richtungen. Die umgeklappte
Ebene ist gestrichelt eingezeichnet. Das Kraftdreieck fiir die umgeklappte
Ebene gibt die wahre Gréfe von S, und S, an.

3. Aufgabe. Auf das Bockgeriist der Abb. 83 wirkt eine waagerechte Kraft P.
Gesucht sind die Stabkrifte. Die Lésung erfolgt mit Hilfe des CULMANNschen
Verfahrens.

Abb. 83. Ubungsbeispiel.

Losung. Wir fassen P, §; und S,, S; zusammen, bestimmen also nach Seite 43
die Schnittlinie % der Ebene von P und Stab (1) und der Ebene der Stibe @), G).
Um diese zu gewinnen, gehen wir vom Grundri§ aus. Ein gemeinschaftlicher
Punkt der beiden Ebenen ist der Punkt 0, ein anderer Punkt der gesuchten
Schnittlinie % ist der Schnittpunkt der GrundriBspuren der beidenen Ebenen. Da
P horizontal verlduft, also parallel der GrundriBtafel, verliuft die GrundriBspur
der Ebene P, @ parallel zu P’ durch den Punkt 1’. Die Grundrifispur der Ebene
®, @ ist durch die Verbindungslinie der Punkte 2’ und 3’ gegeben. Der Schnitt-
punkt s” der beiden Spuren gibt den zweiten Punkt der Schnittlinie A an, so daf§
diese also gegeben ist durch die Verbindungslinie der Punkte s’ und (’. s in den
Aufri} iibertragen, ergibt die Linie A”. Man hat nun Gleichgewicht herzustellen
zwischen P, 8; und R,;, und dann R, in die Richtung der Stibe @ und @ zu
zerlegen. Um sofort die wahre GréBe der Stabkrifte zu erhalten, sind hier die
entsprechenden Dreiecke ', 1/, 0’ bzw. 2', 3, 0’ in die GrundriBlebene umgeklappt
und dann die Kraftdreiecke aus [P] und den Parallelen zu [1] und [A] bzw. aus
dem so gefundenen H und den Parallelen zu [2], [3] gezeichnet.



Zweiter Teil.
Kriiftein der Ebene zerstreut auf einen Korper wirkend.

Die jetzt zu betrachtenden Krifte gehen nicht mehr durch einen Punkt.
Durch die Wirkung der zerstreut liegenden Krifte treten neue Begriffe auf, die
wir erst kennenlernen wollen.

IV. Statisches Moment. Kriftepaare.

21. Vom statischen Moment. Denken wir uns eine Platte, etwa eine diinne
Holzplatte, in einem Punkt € durch einen Stift festgehalten (Abb. 84), dann wird
sich die Platte unter dem Einfluf} einer beliebigen Kraft
in ihrer Ebene drehen, sofern diese Kraft P nicht durch
den Festpunkt C geht. Eine derartige Drehwirkung tritt
in der Praxis sehr hiufig auf, wir brauchen deshalb ein
MaB fiir diese Drehung.

Die Drehwirkung wird offenbar um so gréBer, je grofer —rehsine
die Kraft P ist bei gleichem Abstand 7, und andererseits bb. 82. Das Drohmoment.
wéchst sie mit groBerem r bei gleicher Kraft P. Ein be- Ao(;’(;f Sgatgihe’&w?;ﬁ‘é?
stimmtes MaB ‘der Drehung kann man erreichen durch eine
kleinere Kraft in groBerer Entfernung oder eine entsprechend groBere Kraft in
kleinerer Entfernung. ZusammengefaBt kénnen wir sagen. Die Drehwirkung ist
proportional P -7, d. h. (P -r) gibt ein MaB fiir die Drehwirkung an. Diese
GroBe nennt man nun das statische Moment oder Dreh-
moment der Kraft P beziiglich des Punktes C':

M=P-r. (18)
Die Entfernung r wird Hebelarm und der Punkt C Dreh-
punkt oder Momentenpunkt genannt. Durch den Aus-
druck (P - r) ist aber das Moment noch nicht ganz gekenn-
zeichnet, denn die Drehwirkung ist nicht allein durch die
Gréfe festgelegt, sondern sie besitzt auch einen Dreksinn,
etwa Uhrzeigersinn oder umgekehrt. Allgemein wird es
positiv genannt, wenn es imUhrzeigersinn dreht, andern-

falls negativ. Demgema8 ist als statisches Moment das Abb. 85. Das statische
mit dem Vorzeichen versehene Produkt von P -r zu be- Oy, -oner

zeichnen. Man erkennt sofort, da in Abb. 84 die Platte
im Uhrzeigersinn gedreht wird; das ausgeléste Drehmoment ist also positiv.
Vielfach sind die Krifte unabhéingig von dem Kérper gezeichnet, auf den sie
wirken (Abb. 85). Um hier den Drehsinn des Moments festzustellen, ist es fiir den
Anfinger zweckmifig, den Hebelarm als Kurbelarm aufzufassen, der im Punkt ¢
drehbar befestigt ist, und dann nachzupriifen, ob dieser Kurbelarm durch die
betreffende Kraft im Uhrzeigersinn gedreht wird oder umgekehrt. Man erkennt
sofort, daB in Abb. 85 die Momente von P; und P, positiv sind, dagegen dasjenige
von P, negativ ist.

4  Schlink, Statik. 2. u. 3. Aufl.
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Da das Moment durch das Produkt von P -r gegeben ist, verschwindet es,
wenn entweder P = 0ist oder 7 = 0, d. h. wenn die Kraft durch den Momenten-
punkt hindurchgeht, liefert sie kein Moment.

Ein anschauliches Ma8 fiir die Gré8e des Drehmoments erhilt man dadurch,
daf man die Endpunkte der Kraft P mit dem Momentenpunkt verbindet; der

Inhalt des so entstandenen Dreiecks (Abb. 86) ist gegeben durch ;112'_’ . Dem-

geméif ist das Moment selbst dargestellt durch den doppelten
Inhalt dieses Dreiecks. Man erkennt auch leicht, dafl der
Drehsinn des Moments dem durch P festgelegten Umlaufsinn
des Dreiecks entspricht, d. h. wenn der durch P gegebene
Umlaufsinn der Uhrzeigerdrehung entspricht, dreht auch die
* Kraft P im Uhrzeigersinn und umgekehrt. Natiirlich ist hier
ADD. 6. der Begriff , Flicheninhalt weiter zu fassen, da es sich ja
ggﬁnulgérigglslesgeg: nicht um eine eigentliche Fliche in cm?® handelt, indem die
schen Momentes. ~ Grundlinie eine Kraft und die Hohe eine Lénge darstellt,
also die Dimension kg - cm vorliegt.

An Stelle des Ausdrucks P -7 kann man auch einen anderen einfithren, der
sich aus Abb. 87 ergibt. Durch den ganz beliebig gewéhlten Momentenpunkt ¢
sei ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz gelegt ; der Anfangspunkt 4 der Kraft P
besitze die Koordinaten z, y. Dann ist der Hebelarm gegeben durch:

r=1y-cosx —x-sing,
demgemé
M=P -r=P (y cosax—=-sin)
oder
M= (P cosx) -y — (P sinx) - 2.

Nun ist aber P - cosx die X-Komponente von
Pund P -sinx die Y-Komponente, so dafl ent-

steht:
MeX-y—7Y- . (19)
) Die Kraft P, d. h. ein Vektor, ist also jetzt er-
Abb. 87. Zum algebralschen dusdruck  gotzt durch die Komponenten X und Y. . Die

erste Darstellungsweise von M ist eine vek-
torielle Darstellung, die zweite dagegen eine algebraische. Der Ausdruck

X y—Y- -z

erlaubt noch eine besondere statische Deutung. Da y der Abstand der Kraft X
vom Momentenpunkt C ist, stellt (X - ) das Moment der Kraft X fiir den Punkt C
dar, und zwar einschlieflich des Vorzeichens. Ebenso ist — (Y - z) das Moment
der Kraft ¥ um den Punkt C, die umgekehrt dem Uhrzeigersinn dreht. Es stellt
also der Ausdruck (X -y — Y - ) die algebraische Summe der Momente der
Komponenten X und ¥ fiir den Punkt C dar. Demnach ist das Moment der Kraft
P fiir einen beliebigen Punkt gleich der algebraischen Summe der Momente
ihrer Komponenten X und Y fiir denselben Punkt; oder umgekehrt: die Summe
der Momente der beiden Krifte X, Y ist gleich dem Moment ihrer Resultieren-
den P fir denselben Punkt.

Dieser Satz gilt auch, wenn P in zwei Komponenten zerlegt ist, die nicht
aufeinander senkrecht stehen, er gilt sogar auch fiir beliebig viele Krifte (Abb. 88).
Man nennt ihn den Satz vom statischen Moment der Krifte:

Die algebraische Summe der Momente der Krifte Py ... P, fir trgendeinen
Punkt C ist gleich dem Moment ihrer Resultierenden R fir denselben Punkt.



Gleichgewichtsaussagen. . hl

Der Beweis ist einfach zu filhren. Wenn das Moment der Krifte P, ... P,
tiir den Punkt C mit M, . . . M, bezeichnet wird und das Moment von R fiir den-
selben Punkt ¢ mit M, so kann der Satz durch die Formel dargesteilt werden:

My=X (20)

wobei X M, die algebraische Summe der Momente aller Kréfte bedeutet. Die
Komponenten der Krifte P, seien mit X,, Y, bezeichnet, dann stellen sich die
einzelnen Momente der Krifte P, nach der

Gleichung (19) in der Form dar:

M, = X,y — Y=,

wobei z, y fiir alle Momente die gleichen Gréfen

sind, weil ja alle Kréfte nach Voraussetzung

durch denselben Punkt hindurchgehen. Es ist  Abb.88. Satzvomstatischen Moment
demgemétl?» . der Krifte.

EMi=X 4 Xt X)) y— (Y- Vit T w,
SM=(IX) y—(2TY) =

Was stellt nun die rechte Seite dieser Gleichung dar ? Nach fritherem sind X' X;
und XY, die Komponenten der Resultierenden; also ist die rechte Seite genau
so gebildet wie diejenige von M, nur sind die Komponenten der Kraft P, ersetzt
durch die Kontponenten der Resulticrenden. Da andererseits @, y unverindert
geblieben sind, ist die rechte Seite der, Gleichung nichts anderes als das Moment
der Resultierenden R fiir den Punkt C':
(X)) y— (2T, w = M,

Damit ist in der Tat gezeigt, daB X M, = M.

22. Gleichgewichtsaussagen. Mit Hilfe dieses Satzes kann eine neue Gleich-
gewichtsaussage gemacht werden, die fiir viele Aufgaben von Bedeutung ist.
Wenn die auf einen Punkt wirkenden Krifte im Gleichgewicht stehen sollen, dann
muf} ihre Resultierende verschwinden. Infolgedessen mufl auch das Moment der
Resultanten fiir jeden beliebigen Drehpunkt Null werden, also z. B. auch fir C.
Da aber das Moment der Resultierenden gleich der Summe der Momente der
einzelnen Krifte ist, muB fiir den Fall des Gleichgewichts X M, verschwinden.
Es ist damit das Ergebnis gewonnen:

Stehen Kréfte in der Ebene an demselben Punkt im Gleichgewicht, so ist die
algebraische Summe der Momente aller Krdfte fiir jeden beliebigen Punkt der Ebene
gleich Null.

Der Satz ist hier bewiesen fiir Krifte an demselben Punkt; er gilt aber, wie
sich spéter zeigen wird, ganz allgemeln fir jeden Glelchgemchtszustand belie-
biger Krifte.

Da fiir jeden Punkt d1e Summe der Momente verschwinden muB, kann man
beliebig viele Gleichgewichtsbedingungen dieser Art aufstellen; sie miissen tat-
séchlich alle erfiillt sein. Andererseits haben wir aber schon frither festgestellt,
daB fiir Krafte in der gleichen Ebene an demselben Punkt nur zwei selbsténdige
Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sind, infolgedessen kénnen auch hier von
den beliebig vielen Momentengleichungen nur zwei voneinander unabhéngig sein,
alle iibrigen miissen eine Folge dieser beiden sein. FEine Momentengleichung

4*
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sichert noch kein Gleichgewicht; denn wenn die durch einen Punkt laufenden
Krifte P; (Abb. 88) eine Resultierende haben, so verschwindet ja trotzdem deren
Moment und damit auch die Summe der Momente der Kréfte fiir jeden Punkt
auf B. Wenn wir also bei der Nachpriifung der Frage, ob X M, = 0, zufillig
einen Momentenpunkt I auf der etwa vorhandenen Resultierenden R annehmen,
dann ist (X M;); = 0, obwohl R tatsichlich vorhanden ist. Wenn wir andererseits
noch einen zweiten Punkt einfiithren, um die Nachpriifung der Gleichung X M, = 0
vorzunehmen, so diirfen wir diesen nicht auf der Verbindungslinie von dem ersten
Punkt I nach dem Schnittpunkt der Krifte A einfithren, denn es kénnte die
Tiicke des Zufalls wollen, daBl dann beide Momentenpunkte tatséchlich auf der
Resultierenden, deren Vorhandensein wir ja von vornherein nicht kennen, liegen,
und dann wire fiir beide Momentenpunkte 3’ M; = 0 und trotzdem eine Resul-
tante vorhanden. Also wenn X M, fiir zwei Punkte verschwindet, die auf einer
Geraden durch den gemeinsamen Angriffspunkt liegen, so ist damit noch kein
Beweis fiir den Gleichgewichtszustand gegeben, da ja auch X M,; = 0 ist, wenn
zuféllig die wirklich vorhandene Resultante in diese Verbindungslinie fallt. Gleich-
gewicht liegt aber dann mit Sicherheit vor, wenn die Summe der Momente aller
Krifte fiir zwei Punkte verschwindet, deren Verbindungsgerade nicht durch A geht.
— Daf} die Summe der Momente aller Kréifte mit dem gleichen Angriffspunkt
fiir diesen Punkt als Momentenpunkt immer verschwindet, ist selbstverstind-
lich, da alle Krafte durch diesen Punkt hindurchlaufen. Diese Momentenbe-
dingung sagt also gar nichts aus.

Friiher haben wir kennengelernt daB beim Glelchgewwhtszustand die Summe
der Komponenten aller Krifte in jeder beliebigen Richtung verschwinden muB3
(man denke daran, daB die Projektion des geschlossenen Kraftecks auf jede
beliebige Gerade gleich Null ist); jetzt wurde festgestellt, daB beim Gleich-
gewichtszustand auch die Summe der Momente aller Krifte fiir jeden beliebigen
Momentenpunkt verschwinden mufl. Wir kénnen also im Falle des Gleichge-
wichts sowohl beliebig viele Komponentenbedingungen als auch Momenten-
bedingungen aufstellen, aber unter all diesen Bedingungen sind nur zwei unab-
hingige. Es kann demgemill eine Gleichgewichisaufgabe fiir Krifte mit dem
gleichen Angriffspunkt gelost werden: entweder mit zwei Komponentenbedin-

gungen oder mit einer Komponenten- und einer Mo-
mentenbedingung oder mit zwei Momentenbedingungen.
Letzteres moge an einem zweibeinigen Bockgeriist
gezeigt werden, und damit wird das auf Seite 26 er-
wahnte Momentenverfahren zur Ermittlung der Stab-

krifte eines ebenen Zweibockgeriistes durchgefiihrt.
Das Stabsystem sei in seinen konstruktiven Abmes-
sungen gegeben (Abb. 89). Als Belastung wirke die
Abb. 89. Das Momenten- Kraft P. Am Punkt 0 muB Gleichgewicht bestehen.
V%Tefﬁggee’; B%eéﬁ el,izig‘;fj' Dieses Gleichgewicht ist nach der neuen Erkenntnis ge-
sichert, wenn fir zwei beliebige Punkte (auBer 0) die
Summen der Momente der Krifte verschwinden. Wie schon frither, miissen wir
auch hier vor Beginn der Rechnung Richtungspfeile fiir die unbekannten Krifte
einfilhren. Wir nehmen wieder an, daB beide Stibe als Zugstibe auf den Knoten-
punkt 0 wirken, ihre Pfeile sind also von 0 fortgerichtet. Da dic Momenten-
punkte beliebige Lage haben kénnen, werden wir sie natiirlich moglichst zweck-
méBig wihlen, d. h. so, daB die Gleichungen einfach werden, daB wir also mog-
lichst wenig Rechenarbeit zu leisten haben. Zur Berechnung der Stabkraft S,
werden wir den Momentenpunkt am giinstigsten auf die Wirkungslinie von S
legen, z. B. in den Punkt B, da ja fiir ihn die Kraft S, kein Moment hefert
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Dann ist : (X M)=0
gegeben durch die Gleichung:
P-p,—8;-a,=0.

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dafl der Drehsinn des Momentes durch
das Vorzeichen ausgedriickt wird. In der vorstehenden Gleichung ist, wie oben
eingefiihrt, der rechtsdrehende (Uhrzeiger-) Drehsinn positiv angenommen. Die
einzufithrende Kraft S, greift an O an (nicht an A!), ihr Moment dreht bei dem
angenommenen Zugpfeil entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Wir finden den Wert

—p."
8§;,=P o
Zur Errechnung von 8, erhalten wir als Momentengleichung fiir den FuBpunkt 4
(ZMi)AZ : P-p1+S2-a2=0,
also p
8, =—pP-2,
s

d. h. §; wird Zug, dargestellt durch das positive Vorzeichen des Ergebnisses, S
wird Druck, da der erhaltene Wert negatives Vorzeichen besitzt.

Das Verfahren bietet gleichungsmiBig dieselben Vorteile wie das Projektions-
verfahren (Nr. 13), ist aber in seiner Anwendung, d. h. in der Aufstellung der
beiden Gleichgewichtsbedingungen, iibersichtlicher und demgema8 einfacher zu
handhaben. .

Solche Momentenverfahren werden spiter eine groBe Rolle spielen und haben
vor allem besondere Bedeutung, wenn die Kréfte nicht mehr durch einen Punkt
gehen. ‘

23. Kriiftepaare in der Ebene, Wir kommen nun zu dem Begriff des Krifte-
paares. Ein Krdftepaar ist die Gemeinschaft zweier paralleler, gleich grofer, aber
entgegengesetzt gerichteter Krifte (Abb. 90). Durch das —

Kriftepaar ist eine Ebene bestimmt. Diese Ebene mége T

mit derjenigen einer Platte oder Scheibe zusammenfallen,
also das Kriftepaar in der Ebene der Scheibe wirken.
Dann erkennt man sofort, daB die Wirkung des Kréfte-
paares eine Drehung ist. Die Drehwirkung wird wieder L__
durch ein Moment gemessen. Wir wollen nun als Moment 4 )
des' Kriftepaares definieren: die algebraische Summe der PP 9% Riehwirkung eines
Momente der beiden Krifte fiir einen ganz beliebigen Punkt

als Momentenpunks. Es erscheint diese Aussage, daB das Moment der Krifte fiir
einen beliebigen Punkt aufgestellt werden kann, zunichst eigentiimlich ; dies sieht
nach Vieldeutigkeit, nach Unbestimmtheit aus. Aber die Klarung tritt sofort auf,
wenn man tatsichlich das Moment fiir einen beliebigen P

Punkt aufstellt. Der Hebelarm (@ -+ ¢) wird unter dem e’

Einflufl der oberen Kraft P nach rechts gedreht und es s v o) NS
entsteht das Moment 4+ P (a + e); die untere Kraft P ‘P\, s -

2

dagegen dreht den Hebelarm a nach links und liefert das VRS Gapiitan
Moment —F-a. Die algebra{ische Summe ist also: Abb. 91. Das Moment eines
M=2P- (@ + e) — P.a=+P-e. (21) Kraftepaares.

Man erkennt, dal die Lage des Momentenpunktes in der Gleichung iiberhaupt
nicht in Erscheinung tritt, also von gar keiner Bedeutung ist. Das Moment des
Kriftepaares ist einfach dargestellt durch das Produkt aus Kraft mal Entfernung
der beiden Krifte. Da man den Momentenpunkt beliebig wihlen kann, kann
man ihn auch auf eine der beiden Krifte selbst legen (Abb. 91 Punkt (), dann
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hat die untere Kraft das Moment Null, die obere das Moment - P - ¢, d. h. das
gesamte Moment hat die GroBe P - e und dreht im Uhrzeigersinn. Wenn also dies
Kriftepaar auf eine Platte wirkt, so fiihrt diese eine Drehung im Uhrzeigersinn
aus. Vom statischen Gesichtspunkt aus ist die Annahme eines derartigen Mo-
mentenpunktes am zweckméiBigsten, zumal sie auch sofort den Drehsinn des
Momentes, also auch des Kriftepaares, ergibt. Man erkennt
\ daraus, daf das Moment des Kriftepaares ersetzt werden kann
Y durch das statische Moment einer einzelnen Kraft fir einen Punkt
o \ auf der anderen Kraft (Abb. 92). Dies ist fiir spitere Betrach-

o tungen von Wichtigkeit.
N4 An die Aussage, daBl das Moment des Kriftepaares gegeben
' ist durch das Moment der beiden Krifte firr einen beliebigen
Abb. y2. zusam- Punkt C, kann man folgende Uberlegung anschlieBen: Die Lage
menhang swischer  des Momentenpunktes gegeniiber dem Kréftepaar ist von keiner
und Kriftepaar.  Bedeutung; es kann also auch ein Kriftepaar gegeniiber einem
angenommenen festliegenden Momentenpunkt beliebig ver-
schoben werden. Immer bleibt das gleiche Moment, d. h. die Wirkung des Kréfte-
paares auf den betreffenden Korper, etwa eine Scheibe, ist immer die gleiche. Es

ergibt sich der Satz:

Ein auf einen Korper wirkendes Kriftepaar kann in seiner eigenen Ebene
willkdirlich verschoben werden, ohne daf3 sich die Wirkung auf den betreffenden
Korper dndert.

Der Ausdruck P - e fir das Moment des Kriftepaares erlaubt uns noch eine
andere Deutung: wenn man die Endpunkte der beiden Krifte des Kriftepaares

miteinander verbindet (Abb. 93), so entsteht ein Parallelo-

p gramm, dessen Flicheninhalt durch P - e gegeben ist. Es

ist also demgemiB das Moment, d. h. der Wert des Kréfte-

¥ Y paares, darstellbar durch den Inhalt dieses Parallelo-

gramms. Man erkennt sofort, daf der durch die gege-

A>T benen Krifte festgelegte Umlaufsinn zugleich den Dreh-

sinn des Kriftepaares angibt. In Abb. 91 geht der durch

Abb. 93. Darstellung der  djeo Kraft P bedingte Umlaufsinn im Uhrzeigersinn, wih-

gfggf e?énﬁirﬁfflfféi’iﬁ’éii’.’ rend das Kriftepaar in Abb. 93 eine Scheibe gegen den

Uhrzeigersinn dreht. Nun kann man ja ein Parallelogramm

in der mannigfaltigsten Weise in andere flichengleiche Parallelogramme ver-

wandeln. Da wir aber jedes Parallelogramm zur Grundlage eines Kriftepaares

machen kénnen, so sind die so entstehenden — d. h. durch flichengleiche Parallelo-

gramme dargestellten — Kréiftepaare alle gleichwertig, d.h. sie iiben dieselbe

Wirkung aus. Die in Abb. 94 dargestellten

Kriftepaare haben alle das gleiche Moment

nach GréBe und Richtung, da ihre Parallelo-
A gramme gleichen Flidcheninhalt haben.

"/ M. \ & Fiir den Wert eines Kriftepaares kommt

il M\ ] es nicht auf die einzelne GroBe von P oder e

' an, sondern nur auf die GréBe von (P -e).

My=Myp=Hy=Hy l Gerade deswegen kann man ja ein Kréaftepaar

in so vielfacher Weise durch ein Parallelo-

gramm darstellen. Dieser Umstand gibt uns

nun die Moglichkeit zu einer ganz neuen Definition des Kriftepaares. Um dies

zu erkennen, nehmen wir ein zahlenmiBig gegebenes Kréftepaar von 2400 kg - m

an. Man kann dieses Kriftepaar etwa darstellen, indem man P = 2400 kg

und e = 1 m wihlt. Nun kann man P immer kleiner werden lassen und ent-

Abb. 94. Gleichwertige Kriftepaare.
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sprechend e immer gréfer, beispielsweise:

P =2400kg, e= 1,0 m,
P =2000kg, e= 1,2m,
P= 100kg, e= 24 m,
P = 1kg, e=2400 m.

Bei weiterer Verkleinerung von P und VergréBerung von ¢ kommt man schlieB-
lich auf die Grenzwerte P = 0 und e = co. Es ist also dann
P-e=0-00,

d. h. wir haben zwei unendlich kleine Krifte in unendlich groBer Entfernung.
Nun hat eine Kraft von der GroBe Null, die in sichtbarer Nihe wirkt, natur-
gemdB keine Wirkung, aber mit der Kraft Null in unendlich grofler Entfernung
miissen wir vorsichtig sein, da die Unendlichkeit begrifflich nicht zu erfassen ist.
Wir kénnen also sagen:

Ein Kriftepaar ist darstellbar durch eine Kraft von der Grifle Null in wn-
endlich grofer Enifernung.

Mit dieser Aussage kénnen wir allerdlngs keine Vorstellung verkniipfen, und
man fragt sich unwillkiirlich, warum stellt man eine solche Definition fiir das
Kriftepaar auf, die uns scheinbar doch nur Schwierigkeiten macht. Der Grund
ist der, daB man bei praktischen Aufgaben nicht selten auf eine Kraft von der
Gr6Be Null in unendlich grofier Entfernung kommt, und dann weil man eben,
daB hier tatsdchlich ein Kréftepaar vorliegt. Das Moment dieses Kriftepaares
mul dann allerdings noch bestimmt werden. Wie dies geschieht, werden wir
bei verschiedenen Aufgaben kennenlernen.

Der umgekehrte Weg der VergroBerung der Kraft P und dementsprechender
Verkleinerung des Abstandes e fithrt auf einen Ausdruck P -e = oo 0 fiir das
gegebene Kriftepaar. Wir kénnen also das Krdftepaar auch darstellen durch zwes
unendlich grofle Krifte im Abstand Null. Auch dieser Ausdruck kann bei prak-
tischen Aufgaben in der Losung auftauchen und stellt dann, ebenso wie die
Kraft Null in unendlich groBem Abstand, ein Kriftepaar dar, das noch ander-
weitig bestimmt werden ‘muf.

Mathematisch ist zu diesen Darstellungen des Kriftepaares noch folgendes zu
bemerken: Der Ausdruck 0 - oo oder co- 0 ist eine sog. unbestimmte GroBe; er
kann tatséchlich 1rgende1nen Zahlenwert bedeuten, wird aber bei einer be-
stimmten Aufgabe einen ganz bestimmten Wert besitzen. Im obigen Beispiel
bedeutet 0- oo gerade 2400 und nichts anderes; denn von dieser GroBe sind
wir ausgegangen und haben gesehen, dafl sie auch durch 0-co ausgedriickt
werden kann.

Wir wollen uns nun weiter mit der Frage beschiftigen: Wie kann man ver-
schiedene Kriftepaare zusammensetzen? Man denke daran, daB Kriftepaare
durch Parallelogramme dargestellt werden kénnen. Nun kann man ja die In-
halte von Parallelogrammen zusammensetzen und den so erhaltenen Flichen-
wert durch ein Parallelogramm darstellen. So gut man aber durch algebraische
Addition der einzelnen Parallelogramme ein neues Parallelogramm bekommt,
kann man auch eine Reihe von Kriftepaaren in der gleichen Ebene durch ein
einzelnes, resultierendes Kriftepaar ersetzen, indem man die einzelnen Krifte-
paar-Parallelogramme, natiirlich unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens, ad-
diert und das Additionsparallelogramm wiederum durch ein Kriftepaar ersetzt.
Dieses resultierende Kriftepaar ist offenbar durch die algebraische Summe der
einzelnen Kréaftepaare gegeben. Es hat die gleiche Wirkung auf einen Kérper
wie die gegebenen Kriftepaare zusammengenommen. Wir erhalten damit den
Satz:
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Eine Reihe von Kriftepaaren in der gleichen Ebene laft sich durch ein einziges

resultierendes Krdftepaar M, erseizen, dessen Moment gegeben ist durch

M,=3M,. 22)
Dieses resultierende Kriftepaar kann beliebig in der Ebene verschoben werden,
ohne daB sich seine Wirkung éndert; in jeder Lage ruft es dieselbe Drehwirkung
hervor wie die Gesamtheit der einzelnen Kriftepaare.

Man erkennt, dafi Kriftepaare, die in derselben Ebene zerstreut sind, ein-
facher zusammengesetzt werden kénnen als Krifte an dem gleichen Punkt.
Wihrend wir bei ersteren nur die algebraische Summe zu bilden haben, muB
bei den Kriften entweder der Ausdruck

R=Y(IX)p+ (XY
berechnet oder das Krafteck gebildet werden. Eine solche Operation nennt
man geometrische Addition. Demgemafi werden also Krifte zusammengesetzt
mittels einer geometrischen Summierung, dagegen Kriftepaare in der gleichen
Ebene mit Hilfe einer algebraischen Addition, die natiirlich bequemer ist als
die erste.

NaturgemiB kann es auch vorkommen, daB8 die auf eine Platte wirkenden
Kriftepaare im ganzen keine Drehwirkung hervorrufen, daB die Platte in Ruhe

bleibt. Es heben sich dann die Kréiftepaare
gegeneinander auf (Abb. 95). Das wiirde be-
deuten; daB M, =0, denn M, gibt ja die
Gesamtwirkung der Kriftepaare an. Da aber

Mr= ZMi

ist, mull, wenn M, = 0 ist, auch

SM, =0
Abb. 95. Kriftepaare im Gleichgewicht. sein, d. h. *

Kraftepaare in derselben Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn ihre algebraische
Summe verschwindet.

Fiir Krifte mit demselben Angriffspunkt war der Satz vom statischen
Moment_ bewiesen, der sich in der Form darstellte:

Mpy=2XM,.

Das ist dieselbe Gleichung, die auch jetzt bei der Zusammensetzung der Krifte-
paare auftritt. Dort war allerdings M, das statische Moment der Kraft fiir einen
beliebigen Punkt und M, das Moment der Resultierenden fiir denselben Punkt;
hier dagegen ist M, das Moment eines Kréftepaares und M, dasjenige des resul-
tierenden Kréftepaares. Immerhin ist aber ein enger Zusammenhang vorhanden,
und das muf} ja auch sein, weil das Moment eines Kriftepaares unmittelbar ge-
geben ist durch das statische Moment der einen Kraft fiir irgendeinen Punkt auf
der anderen Kraft als Momentenpunkt. Wenn wir also das statische Moment der
Kraft P fir den Punkt C' bilden (Abb. 92), so ist dies genau dasselbe wie das
Moment des in Abb. 91 angegebenen Kriftepaares. Man kann in einem solchen
Falle gerade so gut vom statischen Moment der Kraft P sprechen wie vom Mo-
ment des Kréiftepaares.

Bei den Aufgaben der Praxis werden Drehmomente fast immer durch Krifte-
paare erzeugt. Betrachten wir beispielsweise eine Welle, auf der ein Rad an-
gebracht ist, das durch eine Last P gedreht wird (Abb. 96a). Wir haben hier ein
statisches Moment, ein Drehmoment von der GréGe P - r, bezogen auf den Wellen-
mittelpunkt. Von einem Kréftepaar ist zunichst nichts zu bemerken. Ganz
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anders wird aber die Sachlage, wenn wir das vollstindige Kraftbild fiir die ganze
Konstruktion einzeichnen. Unter dem EinfluB von P wird das Rad nach unten
gedriickt, das Rad (als gewichtslos vorausgesetzt) driickt dadurch mit der Kraft P
auf die Welle (Abb. 96b) und will diese nach unten verschieben, Das wiirde tat-
séchlich geschehen, wenn nicht von der Welle eine Gegenkraft von der gleichen
Grofle ausgeiibt wiirde; die Welle wehrt sich gegen die driickende Kraft P und
bewirkt eine gleich groBe Kraft P nach oben. An dem Rad selbst greifen also
tatsdchlich die gegebene duBlere Kraft P nach unten und die eben erwihnte
Gegenkraft P nach oben an (Abb. 96¢). Beide zusammengenommen bilden ein
Kriftepaar. Das Moment dieses Kriftepaares ist genau so grol und hat denselben
Drehsinn wie das auf das Rad wirkende Drehmoment P - r. Das Gesamtkrifte-
bild der beiden Abb. 96b und c ist das gleiche

wie in_Abb. 96a, da zwischen Welle und Rad

zwei gleich grofe Kréifte P in der gleichen

Geraden wirken, die sich aufheben.

Abb. 96. Wirkung einer Kraft P auf ein Wellrad. Abb. 97. Scheibe auf einer Welle.

Die hier vorliegende Konstruktion besteht aus zwei Teilen: aus der Welle und
dem Rad. Von dem einen Teil werden Kréifte auf den anderen Teil iibertragen,
also vom Rad auf die Welle und umgekehrt, von der Welle auf das Rad; sie sind
als Kraft und Gegenkraft gleich groB. Diese Verbindungskrifte, Zwischenkrifte
oder innere Krifte, treten immer auf, wenn eine Konstruktion, wie das meistens
der Fall ist, aus verschiedenen Teilen besteht. Sie sind fiir die meisten Aufgaben
von besonderer Bedeutung und werden uns spiter noch vielfach beschéftigen.
Im Zusammenhang damit mége noch der Fall Abb. 97 betrachtet werden: eine
Scheibe sei mit einer Welle verbunden ; auf sie wirken vermittels besonderer Arme
Krifte P, Py, P;ein. Es handelt sich also hier um Krifte, die nicht durch einen
Punkt gehen Jede Kraft wird ihren Einflufl auf die Welle ausiiben; P; méchte
die Welle in der Richtung von P; verschieben. Die Welle ihrerseits erzeugt dem-
gegeniiber eine Gegenkraft von glelcher Grofie wie P;; diese Gegenkraft wirkt
von der Welle auf die Scheibe und ist in der Abbildung mit P}’ bezeichnet. Ebenso
entstehen durch die Einwirkung der Krifte P, und Pj auch wieder Gegenkrifte
als Zwischenkréfte zwischen Welle und Scheibe. Auf die Scheibe wirken also tat-
sichlich die gegebenen &uBeren Kréfte Pl, P,, Py, die nicht durch einen Punkt
gehen, und die Gegenkrifte P;,P,, P}, die durch einen Punkt, nimlich den
Wellenmittelpunkt, laufen. er haben demgemaB drei Kriftepaare mit den Mo-
menten (4 P;ry), (4+ Py73) und (— Py7;). Diese Momente der Kréftepaare sind
genau so groB wie die statischen Momente der gegebenen duleren Kréfte fiir den
Wellenmittelpunkt. In Wirklichkeit wirken also auf die Scheibe nicht die duBleren
Krafte allein, sondern Kriftepaare, wihrend die parallel verschobenen Krifte

1» Py, P; die Welle beanspruchen. Diese Kriftepaare lassen sich zu einem resul-
tlerenden Kraftepaar mit dem Moment M, zusammensetzen; Groe und Dreh-
sinn dieses Moments ist bestimmt durch die algebraische Summe der Momente
der einzelnen Kréftepaare oder, anders ausgedriickt, durch die algebraische Summe
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der statischen Momente der gegebenen duBeren Krifte fiir den Wellenmittelpunkt :
M, = Pyri+ Pyry— Pyrg.
Selbstverstiandlich konnte auch die Scheibe unter dem EinfluB der Krifte P; im
Gleichgewicht stehen. Dann miite M, verschwinden, d. h. es miiite die Summe
der statischen Momente der Krifte P; fir den Drehpunkt Null werden. Man
sieht daraus, dafl das frither gewonnene Ergebnis: ,Im Gleichgewichtsfall muf}
die Summe der statischen Momente gleich Null werden, hier auch gilt fiir Krifte,
die nicht durch einen Punkt hindurchgehen.
24. Parallelverschiebung von Kréften. Die Begriffe des statischen Momentes
und des Kréftepaares spielen eine wichtige Rolle bei der Zu-

- ) sammensetzung beliebiger Krifte in der Ebene. Bevor wir
/ ‘ darauf eingehen, ist es nétig, zwei Hilfssétze kennenzulernen.
A | Auf eine ebene Scheibe wirke in ihrer Ebene eine Kraft P

\ }5/ | (Abb. 98). Sie soll aus irgendeinem Grunde in der Ebene

B parallel zu sich selbst nach dem beliebigen Punkt 0 ver-

- e -~/ schoben werden. Unter welchen Umstdnden kann dies ge-
Abb. 98. Verschiebung  schehen, ohne daB sich die Wirkung auf die Scheibe dndert ?
einer Kraft P parallel [y die Frage zu beantworten, denkt man sich im Punkt 0
zwei gleich grofie, entgegengesetzt gerichtete Krifte, die
mit der gegebenen Kraft P gleich gro8 und ibr parallel laufen, angebracht. Da
sich die beiden hinzugefiigten Krifte P’ und P" gegenseitig aufheben, ist die
Wirkung der drei Krifte P, P’, P” auf die Platte genau so groB wie die der ur-
spriinglichen Kraft P allein. Nun stellt aber diese letztere und die eine der neuen
Krifte, P”, ein Kréftepaar dar, so dal im ganzen vorliegen: die nach 0 parallel
zu sich selbst verschobene Kraft P (P’) und das Kriftepaar mit dem Moment
P -¢. Alsoiibt die Gemeinschaft der verschobenen Kraft P’ und des angegebenen
Kriftepaares zusammen die gleiche Wirkung aus wie die urspriingliche Kraft P
allein. Daraus ergibt sich, daB wir eine Kraft P nicht ohne weiteres parallel zu
sich selbst nach einem beliebigen Punkt 0 verschieben diirfen, dafl vielmehr nur
dann die Wirkung die gleiche bleibt, wenn noch das erwihnte Kriftepaar hinzu-
gefiigt wird, dessen Moment nach Grée und Drehsinn gleich ist dem statischen
Moment der urspriinglichen Kraft P fiir den Punkt 0. Wir
gewinnen demgemall den Satz: ‘
Eine Kraft P kann nur dann ohne Anderung ihrer Wirkung
nach einem beliebigen Punkt O verschoben werden, wenn zu der
verschobenen Kraft noch in der durch die urspriingliche Kraft P
und den Punkt 0 bestimmien Ebene ein Kréftepaar hinzugefiigs
wird, dessen Moment gegeben ist durch das statische Moment
der Kraft P fiir den Punkt O.
Kie=pe Selbstverstdndlich kann das Kréaftepaar vom Moment
) P-e auch durch ein anderes Kriftepaar, d. h. durch ein
bAls)Ill)é e?g.er %f:frh %  solches mit anderer Grundkraft ersetzt werden, denn wir
nacl;egixigur_%k%egebe' haben ja gesehen, daB alle Kriftepaare mit gleichem Parallelo-
gramminhalt und gleichem Drehsinn auch gleichwertig sind.
In Abb. 99 ist das Moment des gezeichneten Kriftepaares K-k nach
GroBe und Drehsinn gleich dem Moment der Kraft P fir den Punkt 0
(K+k= P-e). Also tiben dieses Kriftepaar und die verschobene Kraft P’
zusammen die gleiche Wirkung auf den betreffenden Kérper aus wie die ur-
spriingliche Kraft P. Dabei ist selbstverstindlich stets darauf zu achten, dall
der Drehsinn des Kréftepaares mit dem des Momentes der Kraft P fiir den
Punkt 0 ibereinstimmt.
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Nun der zweite Satz, der dem Sinn nach die Umkehrung des ersten ist: es sei
gegeben (Abb. 100) ein Kriftepaar vom Moment M = K + k und in der gleichen
Ebene eine Kraft von der Gréfe P durch einen beliebigen Punkt 0 laufend.
Koénnen diese beiden Einfliisse (Kraftepaar und Kraft) zusammengesetzt werden ?
Man kann das“Kriftepaar umwandeln in ein anderes mit der Grundkraft P,
wobei dann der Abstand « der neuen Kréfte P so grofl gemacht werden muf}, daf3

Px=M=K-:'k

ist. Dieses neue Kriftepaar, das dem alten gleichwertig ist, verschieben wir
nun so, dafl die eine Kraft P (gestrichelt eingezeichnet) im gegebenen Punkt 0
angreift und der gegebenen Kraft P entgegengesetzt verlauft. Man erkennt, daBl
dann diese Kraft und die urspriingliche Kraft P sich
aufheben, und es bleibt nur noch ibrig die parallel !
zur urspriinglichen Kraft P verlaufende Kraft P im ""I‘ * g P
Abstand = von 0. Dieser Abstand x ist dadurch be- ---____}r PL. -
stimmt, daf das Moment des Kréiftepaares P - x gleich 0
dem gegebenen Moment M ist. Nun ist aber doch P - % by

!

)

das statische Moment der verschobenen Kraft P fir
den Punkt 0, und man gewinnt damit den Satz: p/

Ein Kriftepaar vom Moment M und eine in dessen !

Ebene liegende, durch einen beliebigen Punkt 0 gehende 200 100, Zusammensctzung
Kraft P kinnen ersetzt werden durch eine einzige Kraft P,

die durch eine Parallelverschiebung der urspriinglichen Kraft P entsteht und deren
Lage dadurch bestimmt ist, daf3 thr statisches Moment fiir den Punkt 0 gleich ist
dem Moment M des gegebenen Kriftepaares.

Es ist jetzt auch wieder darauf zu achten, dafl das Moment der gefundenen
Kraft P fiir den Punkt 0 den gleichen Drehsinn besitzen muB wie das Moment
des gegebenen Kriftepaares. Bei den -
in Abb. 101 angenommenen Verhalt- ~~ P
nissen wire die Kraft P unterhalb des "{ |\ P g & j )
Punktes 0 anzuordnen, damit sie den M ) 5 ' J
gleichen Drehsinn liefert wie das Krifte- T T “DrebsionvonP
paar. Es ist nicht zweckmaBig, zu sa- '
gen, die neue Kraft P hat die Ent- Zusammensetzung 1333' %grlﬁ:ftepaar und Kraft.
fernung x = M/P vom Punkte 0, weil
dadurch der Drehsinn zu leicht iibersehen wird, sondern man halte fest, daB
“etnschlieflich des Drehsinns P - x = M sein muB.

»

V. Analytische Zusammensetzung beliebiger Kriifte in der Ebene.

25. Die moglichen Fiille. Es seien # in der Ebene zerstreute Krifte gegeben
nach GréBe, Richtung und Lage. Die Grofle der einzelnen Kraft wird wieder
bezeichnet mit P;. Die Richtung sei festgelegt durch die frither eingefiihrten
Winkel «; der einzelnen Krifte P; mit der positiven z-Richtung. Die Lage
kénnen wir etwa dadurch angeben, daB fiir jede Kraft die Koordinaten eines be-
liebig auf ihr liegenden Punktes eingefiibrt werden, beispielsweise x;, y;. Man
kann aber auch die Lage dadurch bestimmen, daB man die Entfernung der ein-
zelnen Kraft P; von einem Punkt 0 einfithrt, den man ganz willkiirlich wihlen
kann. In dieser Weise méoge es hier geschehen: die Abstinde 7; bestimmen die
Lage der einzelnen Krifte P;; dabei muB natiirlich hinzugefiigt werden, ob das
betreffende 7; nach links oder rechts bzw. nach oben oder unten abweicht.
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Gegeben sind also n Krifte:

nach Gréfe durch P;...P;... P,,
nach Richtung durch ;... 0 ... &,
nach Lage durch ry...7; ... 7,.

Gesucht ist ihre Zusammensetzung.
Zum Zwecke der Losung verschieben wir jede Kraft nach dem ganz will-
Fiirlich gewihlten Punkt 0, der in der Ebene der Krifte P, liegt (Abb. 102). Bei
dieser Verschiebung bleibt die Gesamtwirkung der
Krifte auf den Korper, an dem sie angreifen,
dann die gleiche, wenn wir zu jeder verschobenen
Kraft noch ein Kriftepaar hinzufiigen. Von die-
sen Kriftepaaren ist in der Abb. 102 nur das von
P, angedeutet. Es entstehen also durch die Ver-
schiebung der » Krifte nach dem gleichenrr Punkt 0
noch n Kriftepaare, die in der gleichen Ebene
mit den Kriften P; und dem Punkt 0 liegen. Nun
kénnen aber diese n verschobenen Krifte zu einer
Resultierenden zusammengesetzt werden, da sie
durch den gleichen Punkt 0 gehen, und ebenso
die n Kriftepaare zu einem resultierenden Krifte-
paar, weil sie in der gleichen Ebene liegen. Be-
sﬁ?ﬁ’x}leﬁbzuﬁgr analytischen Zu- trachten wir zunichst die Kriftepaare: jedes der
Kriften in der Ebene. entstandenen Kriftepaare hat ein Moment von
der GroBe P, - r;, da ja r; der Abstand der beiden
Grundkrifte ist; dieses Moment ist aber nichts anderes als das statische Moment
der urspriinglichen Kraft P; fiir den Punkt 0, einschlieflich des Drehsinns. Das
Moment des resultierenden Kriftepaares ist nach fritherem gegeben durch

Mr = 2 Mis
wobei M, das Moment des einzelnen Kriftepaares bedeutet. Dieses ist aber, wie

eben bemerkt, gleich dem statischen Moment der Kraft P; fiir den Punkt 0, so
daB das resultierende Kréftepaar den Momentenwert besitzt:

MT=P17'1+"-P,-T,;+"'P”T”,

d.h. das Moment des resultierenden Kriftepaares ist dargestellt durch die Summe
der statischen Momente der einzelnen Krifte P, fiir den von vornherein will-
kiirlich gewihlten Punkt 0. Die » nach dem Punkt 0 verschobenen Krifte P;
ergeben eine Resultierende, die beziiglich GréBe und Richtung durch die Glei-
chungen (7) und (8) bestimmt ist:
R=V(SXP+XYP, tgm—Sy-

Dabei sind X; und Y, die Komponenten der nach 0 verschobenen Kraft P,. Da
aber diese parallel verschobene Kraft dieselben Komponenten besitzt wie die
urspriingliche Kraft P,, so sind X;, Y; die Komponenten der gegebenen Kraft 2;:

X, = P,cosex;; Y,= P;sinc;.

.Als Ergebnis der seitherigen Ausfithrungen haben wir also folgendes: Die
wrspriinglichen n Krifte kinnen ersetzt werden durch eine durch den willkiirlich
angenommeren Punkt 0 hindurchgehende Resultierende, deren Grife und Rich-
tung durch die angegebenen Formeln bestimmi ist, und durch ein resultierendes
Kréftepaar, dessen Moment durch die Summe der statischen Momente der gegebenen
Krifte fiir den willkiirlich gewdhlien Punkt 0 festgelegt ist.
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Es erscheint ja zunichst merkwiirdig, daf§ der Punkt 0, durch den die Resul-
tierende verlduft, willkiirlich gewdhlt werden darf, es sieht fast nach Vieldeutig-
keit aus. Aber man bedenke: Wenn man einen anderen Punkt 0 wihlt, dann
geht wohl die nach Gréfe und Richtung ermittelte Resultierende R durch einen
anderen Punkt, hat also eine andere Lage, aber andererseits dndern sich auch die
Werte r;, und dadurch wird das Moment des resultierenden Kriftepaares ge-
andert; -das Zusammenwirken der neuen Kraft B mit dem neuen M, ist dann
vollig gleichiwertig dem Zusammenwirken der fritheren Resultierenden durch
ihren Punkt 0 und dem fritheren M,.

Man kann das gewonnene Ergebnis auch anders darstellen. Die gefundene
Resultierende E und das resultierende Kréiftepaar M, liegen beide in der gleichen
Ebene. Nun kann man aber doch nach dem auf Seite 59 angegebenen Satz eine
Kraft P und ein Kriftepaar zu einer Kraft zusammensetzen, die durch Parallel-
verschiebung der gegebenen Kraft entsteht und eine solche Lage hat, daf ihr
Moment fiir einen Punkt der gegebenen Kraft gleich ist dem Moment des ge-
gebenen Kriftepaares: P+ = M. In unserem Fall ist die fragliche Kraft: die
Resultierende R, und das fragliche Kréftepaar: das resultierende Kriftepaar
vom Moment M,. Sie kénnen also ersetzt werden durch eine Kraft R, die durch
Parallelverschiebung der ermittelten Resultierenden entsteht, und die in bezug
auf den gewihlten Punkt 0 eine solche Lage haben muB, daB ihr statisches Mo-
ment fiir diesen gleich dem Moment des Kréiftepaares M, ist. Das resultierende
Moment war aber dargestellt durch

MT:P171+"'Piri+"'Pn’rn’

d. h. das Moment des resultierenden Kréftepaares ist bestimmt durch die Summe
der statischen Momente der gegebenen Krifte P, fiir den willkiirlich gewihlten
Punkt 0. Dabei sind die einzelnen Glieder natiirlich mit dem Vorzeichen ein-
zusetzen, das dem Drehsinn des einzelnen Moments P;r; entspricht. Also die
Lage von R ist dadurch bestimmt, daB ihr Moment R - « fiir den Punkt 0 nach
GroBe und Drehsinn gleich ist der Summe der statischen Momente aller Krifte P,
fiir denselben Punkt 0. Da aber der Punkt 0 ganz willkiirlich gewihlt werden
durfte, so ist die Summe der statischen Momente von beliebigen Kriften der
Ebene gleich dem Moment ihrer Resultierenden fiir jeden beliebigen Momenten-
punkt. Das ist aber nichts anderes als der Satz vom statischen Moment der
Krifte, der frither nur fiir Krifte mit demselben Angriffspunkt bewiesen war, der
nach den jetzigen Ausfiihrungen also auch fiir beliebige Kréfte der Ebene gilt.

Man hat demgemifB folgendes Ergebnis:

Beliebige Krifte in einer Ebene kinnen im allgemeinen ersetzt werden durch eine
Resultierende, die der Gréfe und Richtung nach bestimmt ist durch

Y,
R = V(Z XP (XY, tgo,= %{1 )
und deren Lage dadurch gegeben ist, daf} das Moment dieser Resultierenden fiir einen
ganz beliebigen Punkt 0 der Ebene gleich ist der Summe der statischen Momente der
gegebenen Krifte P; fiir denselben Punkt 0:

MR=2Mi=P1-rl+ “‘Pi""i+"'Pn'7'n~

Fiir die praktische Durchfithrung einer solchen Zusammensetzung von Kraften
in der Ebene ist nur das Ergebnis von Bedeutung; das, was vorher iiber die
Parallelverschiebung der Krifte nach einem Punkt gesagt war, war nur zum Be-
weis nétig. Die Losung wiirde sich also bei einer vorliegenden Aufgabe folgender-
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mafen gestalten: man bildet von jeder der gegebenen Krifte (Abb. 103) ihre
Komponenten X, und ¥, nach GréBe und Richtung, etwa unter Verwendung der
Formeln

X, = P,-cos x;,

Y, = P, siny,,

und rechnet R und tg &g nach den angegebenen Formeln aus. Dadurch ist die
Resultierende nach GréBe und Richtung gegeben. Dann ermittelt man fiir einen
ganz beliebigen Punkt 0 die Summe der statischen Momente der gegebenen
Krifte und mufl nun die Resultierende in solcher Lage eintragen, dafl ihr Moment
fir den Punkt 0 gleich ist dieser Summe der statischen Momente, also

R-x=Pyry+ .- Pir; - Pyr,.

In Abb. 103 ergibt sich die Resultierende nach
rechts unten verlaufend, sie ist im beliebigen
Punkt 0 gestrichelt eingetragen; da X M, hier
positiv ist, ist nun R so zu verschieben, daBl ihr
Moment rechts herum dreht, d. h. sie muf3 ober-
halb des Punktes 0 liegen.
Fir die Losung der Aufgabe, d. h. fir die ein-
deutige Zusammensetzung der Krafte, ist die Er-
Zur analytiscﬁgx? 'ZISSQmmensetzung mittlung der GroBen X, & Y sund X M’ nétig.
von zerstreuten Kréiften in der Evene. Die beiden ersten brauchen wir zur Bestimmung
von GréBe und Richtung der Resultanten, die
letzte fir ihre Lage. Wenn X' X, = 0 ist, dann fillt die Resultierende in die
y-Richtung, und wenn XY, = 0 ist, verlduft sie in der z-Richtung. Verschwin-
den beide Ausdriicke, so gibt es iiberhaupt keine Resultierende. Hieraus geht
hervor, dafl nicht immer eine Resultierende vorhanden sein muB. '

Im ganzen kénnen wie vier Fille unterscheiden, je nachdem die GréBen R
bzw. X M, gleich Null oder von Null verschieden sind.

1. R==0, X M;=}=0. Dann ist das gegebene Kriiftesystem ersetzbar durch
eine eindeutige Resultierende, deren GroBe und Richtung durch die oben ange-
gebenen Ausdriicke fir R und «, festgelegt sind, und deren Lage durch den Satz
vom statischen Moment der Kréfte fiir einen beliebigen Punkt 0 eindeutig ge-
geben ist. Es ist dies der Fall, den wir seither betrachtet haben.

la. R==0, X M;=0. Es lifit sich das gegebene Kréftesystem ebenfalls
-durch eine Resultierende ersetzen. Da aber jetzt X M, = 0 ist, ist die Lage der
Resultierenden bestimmt durch B - x = 0, d. h. x muBl gleich Null sein, weil ja
R == 0ist. Es geht also jetzt die Resultierende R durch den willkiirlich ge-
wéhlten Punkt 0 hindurch; d. h. zufillig wurde dieser Punkt 0 so eingefiithrt, daf3
er auf der zu errechnenden Resultierenden R liegt. Dieser Fall ist lediglich ein
Sonderfall von 1. :

2. R=0, X M;==0. Dann laBt sich das gegebene Kriftesystem zuriick-
fiihren auf ein einziges Kriftepaar, dessen Moment M, bestimmt ist durch das
statische Moment der gegebenen Krifte P, fiir einen ganz willkiirlich gewéblten
Punkt 0; denn der Ausdruck X M, stellt ja sowohl die Summe der statischen
Momente der Krifte dar, als auch andererseits die Summe der oben erwidhnten
Kriftepaarmomente, also wieder ein Kriftepaar, nimlich M,. Die Wirkung der
gegebenen Krifte auf den betreffenden Korper, an dem sie angreifen, wird
demnach eine Drehwirkung sein. Wenn man die Bedingung R -z = X M, auf
diesen Fall anwendet, so lautet die Gleichung:

O'zZZMi
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oder >M;

X = — =

0

Wir haben also eine Resultierende von der Gréfe Null in einer unendlich groflen
Entfernung, und das ist nach fritherem (Seite 55) ein Kriftepaar.

DaB hier, wo keine Resultierende auftritt, doch noch eine Drehwirkung vor-
handen sein muB, macht dem Anfinger manchmal Schwierigkeiten. Die Sach-
lage wird klar, wenn man bedenkt, dafl R dann Null
wird, wenn X X, =0 und X Y, = 0 sind, d.h. die
gegebenen Krifte miissen dann so beschaffen sein, da
die Summen ihrer X-, ¥-Komponenten verschwinden.

Dieser Fall liegt aber bei einem Xréftepaar vor

(Abb. 104), weil die X- und Y-Komponenten beider

Krifte P gleich grof und entgegengesetzt gerichtet

sind. Es ist also bei dem Kriftepaar auch R = 0.

Der Ausdruck XM, ist hier das Moment der beiden

Krifte P fiir einen beliebigen Punkt 0, das ist aber

nichts anderes als das Moment des Kraftepaares 11 104 Die Komponenten
selbst. -~ eines Kraftepaares.

Ein dhnlicher Fall liegt vor, wenn z. B. eine Platte
auf einer Welle befestigt ist und nur eine Kraft P auf sie wirkt (Abb. 105). Unter
dem Einflufl von P entsteht eine Druckwirkung auf die Welle bzw. den Zapfen
von der gleichen Kraft P, die ihrerseits, wie auf Seite 57 ausgefithrt, wieder eine
Reaktion nach oben von derselben GréBe erzeugt. Auf
die Scheibe wirken demgemif die beiden ausgezogenen
Krifte, ndmlich die urspriingliche Kraft P und die gleich
groBe, aber entgegengesetzte Reaktion P'’. Wir haben
also wieder ein Kréftepaar. Die Resultierende dieser beiden
Krifte ist.Null, aber ihre Wirkung stellt sich als Drehung
dar, wobei das Drehmoment durch das statische Moment
der Kraft P fiir den Wellenmittelpunkt gegeben ist.

3. R=0, X M;=0. Dann stehen die gegebenen
Krifte P; im Gleichgewicht. Wir haben keine Resul-
tierende mehr, wir haben auch kein resultierendes Krifte-  app. 105. Das Kraftbild
paar, dessen Moment ja durch 2 M gegeben ist, d. h. die ~ ¢iner auf ciner Welle ax.
auf einen Korper wirkenden Krifte iiben iberhaupt ausgezogene Kraft P wirkt
keinen BewegungseinfluB (weder Verschicbung mnoch & dicSehelbe, dic gostri.
Drehung) mebr aus. Es ist Gleichgewichtszustand.

Nun verschwindet aber doch R nur dann, wenn XX, = 0 und X ¥, = 0,
so dall Gleichgewicht besteht, wenn

ZXZ':O, 2Y1=0 'l}nd ZM,'—-—O. (23)
Die letztere Bedingung sagt aus, daB} die Summe der statischen Momente aller
Krifte fiir einen beliebigen Punkt Null werden muB, denn es war ja
2M;=2XP;-r,.
Die zwei ersten Bedingungen geben an, dafl die Summen der Komponenten in
der z- und y-Richtung verschwinden miissen. Nun kann man aber die ganze
Uberlegung auch durchfilhren mit einem schiefwinkligen Achsenkreuz und
kommt dadurch zu Komponenten in zwei beliebigen Richtungen, geradeso wie
dies auch schon bei Kraften an demselben Punkt der Fall war. Wir erhalten da-
mit den Satz:
Zerstreute Krifte in einer Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen
threr Komponenten in zwei beliebigen Richtungen verschwinden und auferdem
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die Summe ihrer statischen Momente fiir einen ganz beliebigen Punkt ebenfalls
Null wird.

Natiirlich wird man den Momentenpunkt, den man willkiirlich wahlen darf,
in einem praktischen Beispiel moglichst giinstig annehmen (vgl. die Berechnung
auf S. 73).

26. Gleichgewichtsbetrachtungen von Kriiften in der Ebene. Bei zerstreuten
Kriften der Ebene treten also drei Gleichgewichtsbedingungen auf, wihrend bei
Kriften in der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei Gleichgewichtsbedin-

gungen vorhanden waren. DemgemifB diirfen und
miissen bei Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf zer-
streute Krifte in der Ebene beziehen, drei Unbekannte
vorhanden sein, damit wir eindeutige und endliche
Losungen erwarten kénnen. Die einfachste Aufgabe
fiir solche Krifte ist die, eine Kraft mit drei anderen
ins Gleichgewicht zu setzen, die sich nicht auf ihr
schneiden.
Abb. 106. Platte mit zwei Bevor auf diese Aufgabe néher eingegangen wird,
Schlitzon unter dor SInWI™ mgge zunachst auf folgendes hingewiesen werden. Wir
betrachten eine Platte, die zwei Schlitze in waage-
rechter und lotrechter Richtung besitzt, die sich iiber einen genau passenden
Bolzen verschieben kénnen (Abb. 106). Auf die Platte wirken Krifte P; bis P,.
Wenn die Summe der X-Komponenten nicht verschwindet, dann wird sich die
Platte entsprechend dem Werte von X' X, unter Benutzung des waagerechten
Schlitzes verschieben; eine Verschiebung in der z-Richtung wird nicht eintreten,
wenn X' X, = 0. Ebenso Wird vermittels des senkrechten Schlitzes eine Ver-
sohlebung auftreten, solange X' Y; von Null verschieden ist. Wennnun X X, = 0
und X Y, = 0, dann ist die Bewegung in den Schlitzen ausgeschlossen, aber es
besteht durchaus noch kein Gleichgewicht, solange nicht
auch die Summe der Drehmomente fiir den Bolzen gleich
Null ist, es tritt eine Drehung auf. Man erkennt daran
klar die physikalische Bedeutung der drei Gleichgewichts-
bedingungen als notwendige Forderungen fiir den Ruhe-
zustand.
Wie liegen nun die Verhéltnisse, wenn die Platte
Abb.107. Scheibeaufeinem  Keine Schlitze besitzt, aber in einem Bolzen befestigt ist
Bolzen drehbar befestigt:-  (Abb. 107)? Durch die Krafte P, und P, werden, wie
schon auf Seite 57 bemerkt, Krafte auf den Bolzen aus-
geiibt; dadurch entstehen vom Bolzen gegen die Scheibe Gegenkrifte — Reak-
tionen — von der GroBe P,, P,, vorausgesetzt, daB der Bolzen fest genug ist, sich
also gegen den Einflul von P, und P, wehren kann. Es wirken demgemiB auf
die Scheibe jetzt vier Krifte, und zwar in—Gestalt von zwei Kraftepaaren mit
den Momenten — P, .r; und + P,.7,. Die Summen der Komponenten in zwei
Richtungen sind wieder Null, also tritt eine Verschiebung der Platte nicht ein,
wohl aber ist e¢ine Drehung um den Bolzen moglich, und zwar tritt dies immer

dann ein, wenn .
2XM;=—Py.r -+ Py.ry =0.
Ist aber
Piry = Py,

dann haben wir vélligen Ruhezustand. Man sicht hier wieder sehr klar, da8 die
Drehwirkung durch Kriftepaare erzeugt wird, die allerdings erst in Erscheinung
treten, wenn man die Gegenw 1rkungen gegen die Scheibe beriicksichtigt. In prak-
tischen Fillen liegt jeder reinen Drehung ein Kriftepaar zugrunde.
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Es wurde oben gesagt, dal eine Kraft mit drei anderen, die sich nicht auf ihr
schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden kann. Es sind, bei dieser Aufgabe
in der einfachsten Gestalt, gegeben eine Kraft P und auBerdem drei Wirkungs-
linien, in denen die unbekannten Kréfte P,, P,, P; wirken sollen. Um statische
Gleichungen aufstellen zu kénnen, mufl man zunichst die Richtungspfeile dieser
Krifte, wie, schon frither bemerkt, willkiirlich annehmen. Man kann dann die
drei obenerwiahnten Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. Es mége dies gleich
an einer technischen Anwendung gezeigt werden, um daran Bemerkungen iiber
verschiedene Fille der Gleichgewichtslage bei einem unterstiitzten Korper an-
zukniipfen.

Bei Kriften, die durch einen Punkt gehen, hatten wir ein System von zwei
Staben betrachtet, da damals zwei Gleichgewichtsbedingungen giiltig waren,
denen als Unbekannte die zwei Stabkrifte gegeniiberstanden. Jetzt werden wir
eine Anordnung von drei Stdben zu-
grunde legen, die nicht durch einen
Punkt gehen. Durch drei derartige
Stédbe moge eine Scheibe oder ein Bal-
ken (Abb. 108) gegeniiber der Erde ab-
gestiitzt sein. Der Balken trage in der
gleichen Ebene, in der die Stéibe liegen,
eine Last @. Die Stibe seten sowohl am
Boden als auch am Balken drehbar be-
festigt, damit Kréifte nur in der Stab-
achse auftreten (Léngskrifte!). Die
Last @ wirkt auf den Balken, der in-
folge der Abstiitzung durch die drei e et St b mit
Stibe in Ruhe bleibt. Diese Stibe die- ~Abb. 108. Balken, durch drei Stiitzungsstabe mi
nen als Kraftleiter nach der Erde. In der firde verbunden.
ihnen werden innere Krifte — Stabkrifte — geweckt werden. Das statische
Bild ist also folgendes: infolge der Last @ iibt der Balken auf die Stibe Krafte
aus; die Stadbe wehren sich dagegen, wirken also ihrerseits auf den Balken, so daf3
im ganzen am Balken angreifen: die Last @ und die Stabkrifte S;, S, und S;.
Diese Krifte miissen im Gleichgewicht stehen, da der Balken in Ruhe bleibt. Von
ihnen sind bekannt Lage, GroBe und Richtung von @ und die Wirkungslinien der
Stabkrifte. Wie bei jeder statischen Behandlung von Konstruktionsaufgaben ist
es auch hier sehr wesentlich, dariiber klarzuwerden, welcher Konstruktionsteil
der eigentliche Trager des Gleichgewichtszustandes ist: das ist hier der Balken.
Die Losung der Aufgabe erfordert geméa8 den seitherigen Ausfithrungen die Auf-
stellung von zwei Komponentenbedingungen und einer Momentengleichung.
Diese konnen erst aufgestellt werden, wenn iiber die Richtung der Krifte etwas
gesagt ist. Nun ist aber nur die Richtung von @ gegeben; es muBl deshalb,
genau so wie bei den Bockgeriisten, in den Stiben zunichst ein bestimmter
Richtungssinn angenommen werden, und zwar moge wieder eine Zugkraft
zugrunde gelegt sein. Die Zugkraft eines Stabes wirkt von den Endpunkten
weg, d.h. auf den Balken wirken die Zugkrifte mit dem Pfeil vom Balken
nach der Stabmitte hin, wie sie in Abb. 108 eingetragen sind. Wir kénnen uns
geradezu den Balken losgeldst denken und ihn als eine freie Konstruktion be-
trachten, auf den die vier Krifte @, S;, Sy, S; wirken. Fiir die beiden ersten
Gleichgewichtsbedingungen kann die z-, y-Richtung willkiirlich gewdhlt, fir
die dritte der Momentenpunkt beliebig eingefithrt werden. Wir wéhlen die
positive z-Richtung waagrecht nach rechts, die positive y-Richtung lotrecht
nach unten. ‘

b  Schlink, Statik. 2. u. 3. Aufl.
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1. 32X, = 0. Da @ und S; senkrecht zur z-Richtung verlaufen, haben sie
keine X-Komponenten. Die X-Komponente von S, verlduft bei dem eingefiihrten
Zugpfeil nach links, diejenige von S; nach rechts:

—8, - cos45° 4 85 - cos 30° = 0.

2. 2'Y, = 0. DaQund S, in die y-Richtung fallen, treten sie in voller Grofe
als Y-Komponenten auf; alle Kréfte haben eine positive Y-Komponente:

Q-+ 8 +8;-sin45° 4 8;-5in 30° = 0.

3. 2 M; = 0. Der Momentenpunkt ist ganz beliebig; man wird ihn selbst-
verstdndlich moglichst bequem einfithren. Legt man ihn nun auf einen Stab,
so fallt die betreffende Stabkraft aus der Momentengleichung heraus; legt man
ihn in den Schnittpunkt zweier Stibe, z. B. von S, und S, d. i. der Momenten-
punkt I, so fehlen diese beiden Krifte in der Momentengleichung, da ja beide
den Hebelarm Null haben. Ein solcher Schnittpunkt zweier Stabe ist der giin-
stigste Momentenpunkt. Stellen wir die Momente dementsprechend fiir den
Punkt I auf, so haben wir nur Momente von @ und S;. @ dreht um den Punkt I
links herum, S; bei dem angegebenen Zugpfeil ebenfalls links herum. Unter
Benutzung der eingetragenen Hebelarme entsteht die Gleichung:

— Q0,75 —8; 0,50 4 S50 + S5-0 = 0.

Aus diesen drei Gleichungen kann man die Unbekannten berechnen. Aus der
dritten Gleichung ergibt sich

8, = —1000- %% — 1500 kg,
aus der Verbindung der ersten und zweiten Gleichung:
Da S, und S; positiv sind, werden diese Stabe tatsichlich gezogen; dagegen wird
Stab @ gedriickt, weil der eingefiibrte Richtungspfeil mit Riicksicht auf das
negative Vorzeichen von S; umzukehren, also in einen Druckpfeil umzuwan-
deln ist.

Die drei (leichungen sind ganz verschiedenartig gebaut; jede der beiden
ersten enthilt mehrere Unbekannte, die letzte dagegen nur eine Unbekannte.
Das ist kein Zufall, denn es wurde ja der Momentenpunkt absichtlich so gewahlt,
daB zwei Unbekannte (S, und S;) aus der Momentengleichung herausfielen. Nun
muf aber doch im Gleichgewichtsfall die Summe der Momente fiir jeden belie-
bigen Momentenpunkt verschwinden. Gerade so gut wie wir ihn in den Schnitt-
punkt von S, und S; gelegt haben, konnten wir auch Punkt II (Schnittpunkt von
S, und 8;) oder Punkt III (Schnittpunkt von S; und S,) als Momentenpunkt
wihlen. Fiir jeden dieser Momentenpunkte mufl die Summe der statischen Mo-
mente aller Krifte verschwinden und jede dieser Gleichungen hat die Eigentiim-
lichkeit, daB nur eine Unbekannte in ihr auftritt. Wir bekimen also dann statt
der urspriinglichen drei Gleichungen deren fiinf, da die zwei neuen Momenten-
gleichungen noch hinzukommen. Aber diese fiinf Gleichungen sind tatsdchlich
nicht voneinander unabhingig. Fir zerstreute Krifte in der Ebene gibt es in
Wirklichkeit nur drei voneinander unabhéngige Gleichgewichtsbedingungen, wie
aus den fritheren Ausfithrungen hervorgeht. Wohl kénnen wir beliebig viele
Momentengleichungen anschreiben, wie auch beliebig viele Komponentenbedin-
gungen angesetzt werden konnen, aber alle sind Folgerungen von drei Glei-
chungen.

Wir wollen nun fiir das vorliegende Beispiel als grundlegende Gleichungen die
drei Momentenbedingungen anschreiben:
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1. (M) =0: —Q-0,7% —8;-0,50 = 0;
es ergibt sich §; = —1500 kg.
2. (zMi)II =0: -—Q 0,25 + S2 N 0,56 = 0;
Sy = +447kg.
8. (XM)1=0: —@-0,25 4+ 830,69 = 0;
83 = + 363 kg.

Das Ergebnis stimmt mit den aus den urspriinglichen Gleichungen ermittelten
Werten iiberein. Wenn man nun fiir irgendwelche andere Punkte die Summe
der Momente aller Kréifte aufstellt und die hier gewonnenen Werte einsetzt, so
miissen alle diese Summen den Wert Null ergeben, da ja im Gleichgewichts-
falle die Summe der Momente fiir jeden beliebigen Punkt verschwinden mus8.
Ebenso muf mit den hier gefundenen Werten jede beliebige Komponenten-
bedingung erfiillt sein. Wir kénnen also nach Gewinnung der drei Unbekannten
mit Hilfe von Momentengleichungen jede weitere Momentengleichung oder auch
jede Komponentenbedingung als Probe verwenden.

Probe: X X; = 0: —447- cos 456° + 363 - cos 30° = 0,
2Y,=0: 1000 — 1500 -4 447 - sin 45° + 363 - sin 30° = 0.

Der hier beschriebene Rechnungsgang empfiehlt sich hiufig als vorteil-
haftester: man rechnet die Unbekannten durch Momentenbedingungen mit még-
lichst giinstig eingefiihrten Momentenpunkten aus und priift die Richtigkeit der
errechneten Werte mit Hilfe von Komponentenbedingungen nach. Jedenfalls
soll man nie versiumen, die errechneten Unbekannten nachzupriifen.

Welche Gleichungen wir als die drei Ausgangsbedingungen einfiihren, ist
grundsatzlich gleichgiiltig: entweder drei Momentenbedingungen oder zwei Mo-
mentenbedingungen wund eine Komponentenbedingung oder eine Momenten-
bedingung und zwei Komponentenbedingungen. Jedoch kénnen nicht drei un-
abhingige Komponentenbedingungen aufgestellt werden, da in der Ebene eine
Kraft nurinzwei Komponenten eindeutig zerlegt
werden kann. Durch Benutzung weiterer Momenten-
bzw. Komponentenbedingungen erhalten wir dann
immer die erwiinschte Probe; der Momentenpunkt
ist ganz willkiirlich, ebenso die Richtung der Kom-
ponenten.

Es war gesagt, dal wir als Gleichgewichtsbedin-
gung drei Momentengleichungen aufstellen kénnen.

Dazu ist noch eine Bemerkung nétig. Es diirfen

namlich die drei gewdhlten Momentenpunkte nicht 0 u

auf einer Geraden liegen, wenn das Gleichgewicht Abb. 109. Zur Momenten-
mit Sicherheit Vorhanigien sein soll. Das erg?bt sich Pedingung von Kriften.
aus folgender Uberlegung. Nehmen wir an, es ligen Krifte vor, die tatsdchlich
eine Resultierende R haben (Abb. 109). Dann verschwindet doch fiir jeden auf
R liegenden Punkt die Summe der Momente der Krifte P;, da die Resultierende
selbst fiir jeden dieser Punkte das Moment Null hat und andererseits die Summe
der Momente der Krifte gleich ist dem Moment der Resultierenden. Wenn man’
nun nachpriifen will, ob die gegebenen Krifte im Gleichgewicht stehen, weil man
zunéchst nicht, ob etwa eine Resultante vorhanden ist. Wéhlt man die drei Mo-
mentenpunkte dann zuféllig so, daB sie auf der vorhandenen Resultierenden
liegen, so verschwindet die Summe der Momente aller Kréfte fiir diese drei Punkte,
obwohl eine Resultierende besteht. Werden aber die drei Momentenpunkte nicht
auf einer Geraden gewiahlt, so kénnen bei Vorhandensein einer Resultierenden
H*
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wohl die Momente fiir zwei Punkte verschwinden (wenn die Resultierende zu-
fillig durch die beiden Punkte geht), aber nicht fiir drei Punkte. Es ergibt sich
also der Satz:

Zerstreute Krifte in der Ebene stehen im. Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer
Momente fiir drei Punkte verschwinden, die nicht auf einer geraden Linie liegen.

an

B e et

Abb. 111. Balken, durch drei
parallele Sgﬁtzungsstiibe mit der
s a1s E bunden.
Abb. 110. Balken, gegeniiber der ¥rde verschieblich angeschlossep - rée verbunden

Im Zusammenhang mit dem letzten Beispiel sei noch auf folgendes hin-
gewiesen: wenn die drei Stidbe durch einen Punkt hindurchgehen, dann ist das
System je nach Art der Belastung entweder nicht mehr fest oder die Stabkrifte
werden vieldeutig. Geht nédmlich (Abb. 110a) die Last nicht durch den gemein-
samen Punkt 0, dann ist fiir diesen Punkt die Summe der Momente nicht mehr
Null; da ja P einen Momentenbeitrag aufweist. Im Gleichgewichtsfalle muf3
aber die Summe der Momeunte fiir jeden beliebigen Punkt verschwinden; also
ist kein Gleichgewicht bei dieser Belastung moglich, d. h. die Konstruktion ist
beweglich. Geht die Last dagegen durch den Schnittpunkt der drei Stdbe hin-
durch (Kraft P in der Abb. 110b), so verschwindet allerdings das Moment aller
Krifte fiir den Punkt 0, und es besteht Gleichgewicht, wenn die Summen der
Komponenten in zwei beliebigen Richtungen verschwinden. Da aber nur zwei
unabhingige Gleichgewichtsbedingungen vorliegen (Kréifte durch einen Punkt!),
denen drei Unbekannte gegeniiberstehen, ist die Aufgabe vieldeutig. Es darf
also nicht eine Scheibe durch drei Stibe mit der Erde verbunden werden, die sich
in einem Punkt schneiden. Das wire auch der Fall, wenn die drei Stibe einander
parallel laufen (Abb. 111).

27. Gleichgewicht von drei Kriiften. Es wurde oben der Fall betrachtet, daBl
eine Kraft mit drei anderen ins Gleichgewicht gesetzt werden soll, die nicht durch
einen Punkt hindurchgehen. Daran anschlieBend moge gefragt werden: Wann
kann tiberhaupt eine Kraft mit zwei anderen Kréiften derselben
S, Ebene ins Gleichgewicht gesetzt werden ¢ Man beachte wieder,

o9~ da Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn die Summe ihrer Mo-
'j‘ \ mente fir jeden beliebigen Punkt verschwindet. Nun verschwindet
f 2 aber doch sicher nicht das Moment der Kraft P; (Abb. 112) fir
f;} den Schnittpunkt von P; und P,, da P, nicht durch diesen Punkt
Abb. 112, zum hindurchgeht. Es ist also Gleichgewicht bei dieser Anordnung
Gleichgewichts- unmdoglich. Das Moment kann nur dann allgemein verschwinden,
falldreiet Kxdfte: wonn Py durch den Schnittpunkt von P, und P, lauft, d. h.:

Drei Krifte konnen nur tm Gleichgewicht stehen, wenn sie durch einen Punkt
hindurchgehen und in der gleichen Ebene liegen.

Das ist notwendige Voraussetzung. Damit tatsichlich dann der Gleich-
gewichtsfall vorliegt, mufl im #ibrigen die Summe der Komponenten in zwei
Richtungen verschwinden, oder es mufl die Summe der Momente fiir zwei andere
Punkte verschwinden bzw. die Summe der Komponenten in einer Richtung und
die Summe der Momente fiir einen Punkt, oder es muf das zugehérige Krafteck
geschlossen sein.

B
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28. Zusammensetzung und Zerlegung bhei parallelen Kriften. Liegt ein System
von parallelen Kriften vor, so ist ihre Resultierende durch die algebraische
Summe der einzelnen Krifte gegeben und liuft parallel zu diesen Kriften. Der
Beweis beruht auf den Formeln

R=)(IXP+ (XY  tgon= Sx

denn wenn man die gegebene Kraftrichtung als y-Richtung wihlt (Abb. 113),
wird XX; = 0 und X'Y; gleich der Summe der gegebenen Krifte. Die Lage
der Resultanten ist, wie bei Kréften in allge-

meiner Lage, bestimmt durch den Satz vom

statischen Moment der Xrifte, bezogen auf

irgendeinen Punkt 0:

R x=3M,.

Gesucht sei nun -die Resultierende zweier
paralleler Krifte P, und P, nach ihrer GroSe,
Richtung und Lage (Abb. 113). Ihre GroBe ist
bestimmt durch

R=P + P,, Abb. 113. Die Resultierende zweier
paralleler und gleichgerichteter Krafte.

ihre Richtung, wie oben erwihnt, durch die

Richtung der Krifte. Zur Bestimmung der Lage kann man einen beliebigen
Punkt 0 annehmen und stellt die Gleichung auf:

—Pray—Py-a;=—R-zx,

wodurch x bestimmt ist. Nun kann man aber den Punkt 0 ganz beliebig wahlen,
und wir werden ihn selbstverstéindlich so einfiihren, daf die Gleichung méglichst
einfach wird. Dies ist der Fall, wenn der Momentenpunkt auf der Wirkungslinie
der Resultierenden selbst liegt. Wir nehmen also die Lage der Resultierenden an,

und nach Einfithrung der Entfernungen p,, p, von den Kriften lautet die Mo-
mentengleichung fiir einen Punkt N auf ihr:

]
B-0=—P-p+ Py p, f
A
oder P -p, = Py p,. f P
Durch diese Gleichung ist tatsichlich die Lage der 7 T
Resultierenden bestimmt, da
PLtpr=ce Abb. 114. Die Resultierende

. . . . zweier paralleler und ent-
ist und die Entfernung e gegeben war, so daB die Glei- gegengesetzt gerichteter

chung (das Hebelgesetz) nur eine Unbekannte aufweist. Kratte.
Sind die beiden parallelen Kréifte entgegengesetzt gerichtet (Abb. 114), so
ist die Resultierende R bestimmt durch

R = P, — Py;

ihre Richtung fallt mit der der gréBeren der beiden Krifte zusammen. Die Lage
der Resultierenden wird wieder ganz schematisch dadurch bestimmt, daB fir
einen beliebigen Punkt auf ihr das Hebelgesetz erfiillt sein muB:

Py-py=Py-p,.
Da diese Gleichung nur befriedigt werden kann, wenn zur gréBeren Kraft P, der

kleinere Hebelarm p, gehort und umgekehrt, so muB die Resultierende auBerhalb
der groBeren der beiden Krifte liegen.
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Soll umgekehrt (Abb. 115) eine Kraft P in zwei Komponenten in gegebenen
Parallelen g; und g, zerlegt werden, so fithrt man zundchst Richtungspfeile fiir
diese Komponenten ein unter Beriicksichtigung der Beziehung

i P =K, + K,
‘ und schreibt fiireinenbeliebigen A 2, e _
4 e _i % Punkt von P das Hebelgesetzan: A ‘
K, by =Ky k.
" Mit Hilfe der so erhaltenen
9 g zwei Gleichungen ist die Auf- P
Abb. 115. Zerlegung einer gabe .Zu lose.n' . Abb. 116. Gleichgewicht einer
Kraft in zwel parallele Liegen die gegebenen Wir- XKraft mit_ zwei parallelen
Krafte. kungslinien auf der gleichen Kraften.
Seite von P, so haben die gesuchten Komponenten entgegengesetzte Richtung,
und zwar liegt die gréBere naher bei P mit gleichem Vorzeichen.

Da die Aufgabe, eine Kraft P in zwei Komponenten K; und K, zu zerlegen,
gerade so zu behandeln ist wie diejenige, eine Kraft P mit zwei gesuchten Kriften
P, und P, ins Gleichgewicht zu setzen, und lediglich die Krifte P; und P ent-
gegengesetzten Richtungspfeil wie K; und K, aufweisen, kann diese Gleich-
gewichtsaufgabe ganz entsprechend gelost werden (Abb. 116); jetzt muf} sein:

P, + Py=—P
und Py-p = Py p,.

Ubungsaufgaben fiir zerstreut in der Ebene liegende Krifte.

1. Aufgabe. Ein gewichtsloses Seil von der Lénge [ = 60 cm liege auf einer
Zylinderwalze mit dem Halbmesser 7 = 50 cm (Abb. 117) und trage an seinen

Abb. 117. Ubungsbeispiel.

Enden Gewichte von G4 = 30 kg, G = 10 kg. Wie groB sind im Gleichgewichts-
fall die Winkel ¢; und ¢,? .
r*; Lisung. Das Konstruktionsglied, das hier im Ruhezustand stehen soll, ist
das erwihnte Seil mit seinen Endgewichten. Es ist offenbar Ruhe vorhanden,
wenn die durch @ hervorgerufene nach links zichende Kraft K, gleiich ist der
durch G, bewirkten nach rechts zichenden Kraft K,. Diese beiden Krifte wirken
tangential und sind gegeben durch:

K, =G singy,

K, = Gy - sin@,.
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Wir bekommen also die Gleichung:

_ Gy -sing; = G, . sin @y;
andererseits ist
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