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Probleme der fundamentalen
Positionsastronomie.

Von A. KOPFF, Berlin-Dahlem.
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I. Probleme der modernen Astronomie,

Die Astronomie hat den Vorteil, daB sie sich nicht nur des Interesses
breiterer Bildungsschichten erfreuen kann, sondern daB sie auch in ihrer
Entwicklung von den Nachbarwissenschaften stark beachtet wird. Ge-
rade gegenwirtig befinden wir uns in einer Zeit lebhafter und frucht-
bringender Wechselwirkung von Physik und Astronomie. Die Atom-
theorie erst hat eine sichere Deutung der Spektren der Himmelskérper
ermoglicht. Dabei sind die physikalischen Verhiltnisse im Kosmos von
denen im Laboratorium so verschieden, daf8 die astronomische Beob-
achtung fiir die Physik eine ganz wesentliche Erweiterung der Erfah-
rungstatsachen bedeutet und dadurch eine unabhingige Priifung der im
Laboratorium gewonnenen GesetzmiBigkeiten méglich macht.

Freilich stehen wir in dieser Zusammenarbeit erst am Anfang, und
es ist, wenigstens fiir den Astronomen, keineswegs iiberraschend, wenn
neuerdings aus den Kreisen der Physik heraus eine stirkere Kritik der
astronomischen Arbeiten auf diesen Gebieten einsetzt. Die Anwendung
von Laboratoriumsgesetzen auf kosmische Probleme bedeutet eine un-
geheuere Extrapolation, von der wir nicht wissen, wie weit sie zuldssig
ist. Kommen wir hierbei zu Widerspriichen mit der physikalischen Er-
fahrung, so zeigt dies nur, da unser Wissen zur Deutung der kosmischen
Erscheinungen noch nicht hinreicht. Erinnern wir uns im besonderen
an die Frage des Aufbaues der Sterne. Wir gelangen unter naheliegenden
Annahmen tiber die Konstitution des Sternes als eines im Strahlungs-
gleichgewicht sich befindenden Gasballes zu gewissen Forderungen iiber
die im Sterninnern notwendigen Energiequellen. Stehen diese Forde-
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rungen mit unserer gegenwirtigen Kenntnis der Natur der Energie-
quellen in Widerspruch, so ist damit ein Angriffspunkt aufgedeckt, so-
wohl zur weiteren Kliarung der Voraussetzungen der Theorie als auch
zur Nachprifung der Deutung der physikalischen Tatsachen selbst.
Durch eine fortgesetzte Zusammenarbeit zwischen Physik und Astronomie
sind auf diese Weise fiir beide Wissenschaften wesentliche Fortschritte
zu erwarten.

Doch. erweckt ein solch enges Zusammenarbeiten mit einer Nachbar-
wissenschaft auch erhebliche Bedenken. Jede Wissenschaft hat ein
Eigenleben, das sie nicht einseitig nach einer Richtung hin entwickeln
darf, ohne daB sie auf die Dauer im ganzen Schaden leidet. Die Astro-
nomie scheint augenblicklich von dieser Gefahr nicht frei zu sein. Be-
trachten wir einen Augenblick ihre Entwicklung in den letzten hundert
Jahren. Wir bemerken in den Problemen einen Ubergang vom Planeten-
system zum Sternsystem. Diese Entwicklung ist eine durchaus natiir-
liche, nicht von auBlen aufgedringte. Wir kennen das Planetensystem
im ganzen, konnen die Bewegungen mit groBer Genauigkeit vorhersagen;
keinerlei wesentliche Uberraschungen sind zu erwarten. Freilich hat die
Relativititstheorie gezeigt, daB die Frage nach der Giiltigkeit des NEw-
ToNschen Gravitationsgesetzes sogar fiir das Sonnensystem noch keines-
wegs als erledigt anzusehen-ist. Noch harrt die Theorie der groBen, so-
wie der kleinen Planeten und der Satelliten des weiteren Ausbaues. Eine
Fillle dringender und interessanter Probleme liegt vor. Aber in ge-
wissem Sinn ist innerhalb des Planetensystems unsere Neugierde be-
friedigt. Wir kénnen uns der groeren Aufgabe des Sternsystems zu-
wenden.

Das Problem ist hier ein zweifaches. Wir fragen nach dem statischen
Aufbau und der Dynamik des ganzen kosmischen Systems, und wir
fragen nach dem physikalischen Aufbau und der Entwicklung des ein-
zelnen Himmelskdrpers. Wenn wir die so oft mibriuchlich angewandten
Bezeichnungen Astronomie und Astrophysik hier benutzen wollen, wiirde
der erste Problemkreis der Astronomie, der zweite der Astrophysik an-
gehoren. Beide stehen in enger Verbindung miteinander und unter-
scheiden sich vielfach nicht einmal durch die Arbeitsmethoden. Die
Ausmessung von Sternspektren z. B. dient in gleicher Weise astrono-
mischen wie astrophysikalischen Problemen. Die Zusammenhinge
zwischen den beiden Teilgebieten der Astronomie sind aber vielfach
noch tiefere. So ist der rdumliche Aufbau der Sterne fiir die einzelnen
Spektraltypen verschieden; oder wir miissen, um ein anderes Beispiel
zu nennen, die trigonometrischen Parallaxen der planetarischen Nebel
bestimmen, um die Vorginge beim Leuchten dieser Korper ergriinden
zu kénnen.

Das Problem, das die Physik interessiert, ist also nur ein Teil des
groBen Problems des Sternsystems. Wir miissen alle Teile vorwiarts
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treiben, wenn wir nicht Gefahr laufen wollen, daf3 einmal die Aufgaben
an verschiedenen Stellen zugleich zum Stocken kommen. Diese Moglich-
keit kann gerade bei der Astronomie leichter als bei anderen Wissen-
schaften eintreten. Hier besteht ja nicht die Moglichkeit des Experimen-
tierens; die Beobachtungsdaten miissen vielmehr oft in ausgedehnten
Beobachtungsreihen gesammelt werden, die an groflere Zeitintervalle ge-
bunden sind. Dabei ist es selbstverstdndlich, daB die Beobachtungen
einer bestimmten Fragestellung dienen miissen ; aber die Frage nach dem
Aufbau des Sternsystems ist ebenso wichtig, wie die nach dem Aufbau
des einzelnen Sternes, und die Beobachtungen sind gleich wertvoll, ob
sie dem ersten oder zweiten Problemkreis angehéren. Auf dem Gebiet
der Erforschung des Sternsystems kennen wir nicht moderne und un-
moderne Probleme. Es besteht kein Unterschied, ob ein Astronom am
Meridiankreis Positionen bestimmt, oder ob er mit Photometer und
Spektrograph arbeitet. Vielleicht ist es von Interesse, gerade an einer
zentralen Aufgabe der Astronomie, derjenigen der fundamentalen Posi-
tionsbestimmung, zu zeigen, wie heute noch die Arbeiten am Meridian-
kreis (bzw. am Passageninstrumert und Vertikalkreis) zu den modernsten
gehoren, die wir durchfithren kénnen, und wie deren Bedeutung sogar
weit iiber die engeren Probleme des Sternsystems hinausreicht.

II. Das fundamentale Koordinatensystem der
Astronomie.

Das fundamentale Koordinatensystem bildet in der Astronomie die
Grundlage fiir die Erforschung aller Vorgdnge im Weltall; wir brauchen
es zur rdumlichen Festlegung aller kosmischen Erscheinungen und Be-
wegungen. Nun fehlen aber im Weltenraum unverinderliche Punkte,
auf die wir die Koordinaten der Gestirne beziehen kénnten, ganz. Wir
miissen also ein Koordinatensystem durch Definition in bezug auf die
bewegten Korper des Kosmos festlegen.

Hierbei bestehen zweierlei Moglichkeitent. Wir konnen die Gewin-
nung eines auf die Sterme gegriindeten, rein empirischen Systems an-
streben und es dadurch definieren, daf3 in ihm die Sterne relativ zueinan-
der im Durchschnitt ruhen sollen. Wegen der geringen Geschwindigkeit
der Sterne im Vergleich zu ihrer Entfernung hat ein solches System als
Grundlage der heliozentrischen oder geozentrischen Koordinaten durch-
aus einen bestimmten Sinn. Wir kénnen auch versuchen, das fundamen-
tale System theoretisch auf den Grundlagen der Newfonschen Mechanik
aufzubauen. Inihm miiten dann die gesamten Bewegungen der Korper
des Planetensystems restlos durch die NEwTtoNsche Mechanik innerhalb
der Grenzen der Beobachtungsfehler dargestellt werden; wir kimen also
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mit fortschreitender Beobachtungsgenauigkeit dem Inertialsystem der
klassischen Mechanik immer niher, vorausgesetzt, da diese zur Dar-
stellung der Erscheinungen hinreicht.

Da wir von der rotierenden Erde aus beobachten, ist der Himmels-
dquator fiir die Beobachtungen die natiirliche Fundamentalebene des
Systems, und nur fiir besondere Zwecke gehen wir zu anderen Koordi-
naten iiber. Doch selbst innerhalb des Planetensystems behalten wir
jetzt vielfach das dquatoriale System fiir die ersten Bahnbestimmungen
und fiir die Berechnung spezieller Stérungen bei, wenn wir auch fiir die
allgemeinen Stérungen von dem Vorteil der kleinen Neigungen der Pla-
netenbahnen gegen die Ekliptik Gebrauch machen miissen. Als Null-
richtung in der Aquatorebene wihlen wir diejenige nach dem Friihlings-
punkt, der durch die Schnittlinie zwischen der Ebene des momentanen
Aquators und der von den kurzperiodischen Schwankungen befreiten
Ebene der Erdbahn festgelegt wird. Beide Ebenen, und damit auch der
Friihlingspunkt selbst, zeigen zeitliche Lageinderungen, welche durch
die Stérungen verursacht sind, die von den Planeten auf die Bewegung
der Erde in ihrer Bahn, sowie von Sonne und Mond auf den Erdkérper
ausgeiibt werden (Prazession und Nutation).

Das so definierte System des Aquators ist nun zu den der direkten
Beobachtung zuginglichen Himmelskorpern in Beziehung zu setzen. Als
solche bieten sich die Fixsterne von selbst dar, deren Koordinaten re-
lativ zu Aquator und Friihlingspunkt zu bestimmen sind. Die Dekli-
nationen sowohl wie die Differenzen der Rektaszensionen kénnen wir
allein aus den Beobachtungen der Sterne herleiten. Die Lage des Friih-
lingspunktes (d.h. des Nullpunktes der Rektaszensionen) ist durch Sonnen-
beobachtungen zu ermitteln. Wir haben also in der Tat die Méglichkeit,
auf rein empirischem Weg ein auf den Beobachtungen der Sterne und
der Sonne aufgebautes Fundamentalsystem festzulegen.

Andererseits aber gibt uns die NEwroNsche Mechanik auch die Még-
lichkeit, die Anderungen der Lage von Aquator und Friihlingspunkt
theoretisch zu ermitteln. Wir kénnten also von einem gegebenen An-
fangszustand ausgehend, fiir den eine gewisse Gruppe von Sternen mit
dem Fundamentalsystem verbunden ist, die Lage des Koordinaten-
systems zu diesen Sternen fiir die Folgezeit berechnen. Hierbei ist aller-
dings angenommen, dal wir die Eigenbewegungen der Sterne aus den
Beobachtungen kennen.

In Wirklichkeit benutzen wir in der Astronomie keine der beiden an-
gegebenen Methoden zur Aufstellung eines Fundamentalsystems; das
letztere ist vielmehr ein gemischtes. Der wesentliche Grund fiir diese
Wahl liegt in folgendem. Wir konnen die Bewegung des Aquators und
Friihlingspunktes theoretisch aus den bekannten Massen des Sonnen-
systems nur soweit hinreichend darstellen, als es sich um die kleinen
Glieder von Prizession und Nutation handelt. Die rechnerische Ermitt-
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lung dieser Glieder ist sogar derjenigen auf rein empirischem Weg iiber-
legen. Aber unsere Kenntnis vom Massenaufbau des Erdinnern reicht
keineswegs hin, um die gesamte Lageveranderung der Rotationsachse des
Erdellipsoids mit der den astronomischen Beobachtungen entsprechen-
den Genauigkeit herzuleiten. Wir sind gerade fiir die Bestimmung der
Hauptglieder der Prizession und Nutation, die durch die Konstante der
Prizession bzw. Nutation festgelegt sind, auf den empirischen Weg an-
gewiesen. So kommen wir fiir die Festlegung des fundamentalen Ko-
ordinatensystems zu einer Kombination der beiden Methoden.

Bei der Bestimmung der Prdizessionskonstante (von der Nutation kon-
nen wir hier absehen, da diese ja eine verhiltnismiBig kurze Periode
hat, und ein Fehler in der Konstante bei der Festlegung des Fundamental-
systems eine untergeordnete Rolle spielt) tritt nun eine sehr erhebliche
Komplikation auf. Wiren die Sterne unter sich und gegen die Sonne
von einer relativen Bewegung frei, so wire die Anderung der Koordinaten
der Sterne eine reine Erscheinung der Prizession und Nutation. Aber
die Sterne bewegen sich selbst, und zwar ist diese ,,Eigenbewegung*
eine zweifache: einmal infolge der Bewegung der Sonne eine scheinbare,
parallaktische, und dann eine dem einzelnen Stern zugehorende, peku-
liare Eigenbewegung. Die Beobachtung liefert jedoch nicht die Eigen-
bewegung, sondern lediglich die gesamte Anderung der sphirischen Ko-
ord:naten. Es bleibt Aufgabe der weiteren Bearbeitung, die Prizessions-
bewegung des Koordinatensystems, bzw. deren Hauptglied von der pa-
rallaktischen und pekuliaren Bewegung zu trennen. Diese Aufgabe ist
streng nicht zu l6sen; wir miissen uns vielmehr mit einer Anniherung
an die Wirklichkeit begniigen. Dér Beobachtung zuginglich ist ja immer
nur eine begrenzte Gruppe von Sternen, soda die Bestimmung der Pri-
zessionskonstante nicht zu einem absoluten Wert fithren, kann. Dieser
wird von der Auswahl der bei der Bestimmung benutzten Sterne ab-
hingen, ebenso wie wir auch nicht die Bewegung der Sonne im Welten-
raum, sondern nur deren Bewegung in bezug auf die gerade ausgewihlte
Gruppe von Sternen festlegen kénnen.

Die Bestimmung der Prizessionskonstante g1bt die erste Grundlage des
Fundamentalsystems. Hinzu kommen geschlossene Beobachtungsreihen
von Sternértern zu verschiedenen Zeiten (Sternkataloge), welche die
Anderung dieser Orter festzulegen gestatten, und zwar die Anderungen,
wie sie durch die Verlagerung des Koordinatensystems sowohl wie durch
die Eigenbewegungen bedingt sind. Als ,,Eigenbewegung‘ betrachten
wir dabei denjenigen Teil der allein beobachtbaren Gesamtinderung, der
nach Abzug des durch die Prizessionsbewegung bestimmten Teiles tibrig
bleibt. Die Eigenbewegung ist also ihrem Betrag nach an die Prazessions-
konstante gebunden. Eine Trennung in eine parallaktische und eine
pekuliare Bewegung findet hierbei nicht statt. Kennt man die Orter
und Eigenbewegungen einer Anzahl von Sternen, bezogen auf das System
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des Aquators, und kennt man die zeitlichen Anderungen des letzteren,
so hat man damit ein fundamentales Koordinatensystem der Astronomie
gewonnen. Wie schon hervorgehoben, kénnen die kleineren Anderungen
des Systems mittels der bekannten Massen der Kérper des Sonnensystems
rechnerisch hergeleitet werden. Sieht man von der Nutationskonstante
ab, so kann man also sagen, daBl ein Fundamentalsystem in der Astro-
nomie fiir einen bestimmten Zeitpunkt (Aquinoktium) durch die Koor-
dinaten und Eigenbewegungen einer ausgewihlten Gruppe von Sternen
in bezug auf den Aquator und durch die Prizessionskonstante festgelegt
ist. Man bezeichnet die Gesamtheit dieser Grofen als Fundamental-
katalog, mit dessen Entstehung wir uns im folgenden beschaftigen wollen.

III. Die Gewinnung der einzelnen Sternkataloge.

Zur Schaffung eines Fundamentalsystems oder Fundamentalkata-
logs brauchen wir méglichst fehlerfreie Beobachtungsreihen von Rekt-
aszensionen und Deklinationen einer groBeren Anzahl von Sternen fiir
weit auseinander liegende Epochen bezogen auf den wirklichen Aquator
und Frithlingspunkt. Die Beobachtungen, welche diesen Anforderungen
nur in mehr oder weniger groBer Anniherung zu gentigen vermogen,
werden fast ausschlieBlich mit dem Meridiankreis erhalten, der fiir die
Beobachtung der Rektaszensionen durch die Uhr erginzt wird. Wenn
neuerdings auch die Konstruktion der Instrumente und Uhren einen
hohen Grad von Vollkommenheit erreicht hat, so miissen wir doch gerade
fiir die Herstellung von Fundamentalkatalogen zu 4lteren Beobachtungs-
reihen zuriickgreifen. Hier ist eine sorgfiltige Diskussion der Fehler-
quellen, auf die im folgenden kurz hingewiesen sei, von besonderer Wich-
tigkeit.

Bei den Rektaszensionen, die aus der zeitlichen Reihenfolge der
Durchginge der Gestirne durch den Meridian ermittelt werden, liegt die
Hauptschwierigkeit in der Uberbriickung groBerer Zeitintervalle von der
Dauer von mehreren Stunden bis zu einem Tag oder sogar dariiber.
Die groBen Intervalle kommen vor allem dann in Frage, wenn es sich
um die Bestimmung einer Kette von Hauptsternen lings des Aquators
handelt, die im AnschluB an die Sonne das Rektaszensionssystem in
seinem ganzen Verlauf festlegen sollen, und an welche dann andere
Sterne angeschlossen werden. Hierbei macht sich der Einflufl der Tem-
peraturdnderungen auf Instrument und Uhr be:onders geltend und fithrt
zu taglichen und jdhrlichen Perioden in den Beobachtungsreihen, die
dann als periodische Fehler nach der Rektaszension in den einzelnen
Katalogen zutage treten. Da gerade in fritheren Jahren (z. B. bei den
Greenwicher Beobachtungsreihen) sich oft ein Katalog auf den Grund-
lagen des vorhergehenden aufbaute, hat es viele Jahrzehnte gedauert,
ehe es gelang, die durch die &ltesten Kataloge in die Rektaszensionen
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hineingetragenen periodischen Fehler durch neue Beobachtungen abzu-
schleifen. Zu diesen durch Instrument und Uhr bedingten Fehlern kom-
men noch die der Person des Beobachters. Die Koinzidenzen zwischen
Sternen und Mikrometerfiden werden von verschiedenen Beobachtern
und fiir verschiedene Objekte in oft recht verschiedener Weise bestimmt ;
auch der Unterschied in der Art der Beleuchtung der MeBvorrichtungen
bzw. der Unterschied zwischen den Beobachtungen am Tag- und Nacht-
himmel macht sich in den Beobachtungsreihen stark bemerkbar.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei den Beobachtungen der Dekli-
nationen, die aus Messungen der Zenitdistanzen im Meridian erhalten
werden. Hier tritt zu der Anderung des Instrumentes durch die Tem-
peratur noch dessen Deformation durch die Schwerkraft als ganz wesent-
licher Faktor hinzu. Durchbiegung des Fernrohres und des Kreises sind
Instrumentalfehler, von deren Beherrschung wir noch recht weit ent-
fernt sind. Gerade in letzter Zeit hat man diesem die Beobachtungen
stark verfilschenden Einflu} der ,,Biegung* besondere Aufmerksamkeit
geschenkt. Wie auch sonst vielfach bei der Bestimmung instrumenteller
Fehler in der Astronomie wendet man hierbei zwei verschiedene Arten
von Verfahren an, die jedoch sehr hiufig zu widersprechenden Resul-
taten fithren. Die eine Gruppe von Methoden sucht die Fehler auf rein
physikalischem Weg zu bestimmen ; meist zeigt sich dabei aber, daB die
erreichte Genauigkeit in der Fehlerbestimmung in keiner Weise derjeni-
gen entspricht, die dann bei den astronomischen Messungen selbst er-
reicht werden soll. Die zweite Gruppe von Methoden ermitfelt die
Fehler aus astronomischen Beobachtungen, ist aber oft schwerer durch-
zufithren und nicht frei von Voraussetzungen. Fiir die Bestimmung
der Biegung eines Meridianinstrumentes im besonderen bedient man sich
einmal geeigneter Hilfsinstrumente, meist der im Meridian aufgestellten
Kollimatoren. Man hat neuere Meridiankreise aber auch so konstruiert,
daB man den Objektiv- und Okularteil vertauschen kann; bei Beobach-
tungen in beiden Lagen hebt sich im Mittel die Biegung heraus, voraus-
gesetzt, daB sie einen regelmdBigen, durch Fourier-Reihen darstellbaren
Verlauf hat. Beim Vergleich gréBerer Messungsreihen untereinander
zeigt sich jedoch, da3 beide Methoden nicht hinreichen, um den Einfluf3
der Biegung auf die Deklinationen unschidlich zu machen.

Erhebliche Schwierigkeiten bei der Bestimmung eines Deklinations-
systems liegen auch in der Refraktion. Die Theorien der Refraktion,
auf Grund deren die fiir die praktische Benutzung bestimmten Refrak-
tionstafeln berechnet sind, haben alle mehr oder weniger interpolatori-
schen Charakter. Unter Benutzung der Gasgesetze bauen wir, von dem
am Erdboden beobachteten Zustand ausgehend, eine Atmosphire auf
und berechnen fiir die jeweiligen Verhiltnisse den Weg, den ein Licht-
strahl vom Eintritt in die Atmosphére bis zum Objektiv des Fernrohres
zuriicklegt. Dieser berechnete Weg wird mit dem wirklichen nicht véllig
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iibereinstimmen, weil iiber den Zustand vor allem der héheren Luft-
schichten Annahmen von zum Teil stark hypothetischer Natur gemacht
werden miissen. Um eine Anndherung an die Wirklichkeit zu schaffen,
werden die Konstanten der Theorie teilweise aus den Beobachtungen
selbst bestimmt : die Refraktionskonstante aus Beobachtungen der Zenit-
distanzen derselben Sterne in oberer und unterer Kulmination, und viel-
fach auch der Wert der Luftdichte aus Beobachtungen bei stark ex-
tremen Bodentemperaturen. Ganz neuerdings erst hat P. HARZER® den
Versuch gemacht, die Refraktionstheorie der Wirklichkeit stirker an-
zupassen. Bisher war als Ndherung immer angenommen worden, dal
demselben Zustand am Boden auch derselbe Zustand der ganzen Atmo-
sphire entspricht. HARZER benutzt nun zum erstenmal die Ergebnisse
der Drachen- und Ballonaufstiege. Es zeigt sich, da auBler den mit den
Zustinden am Boden parallel laufenden Anderungen in héheren Schich-
ten dort noch weitere Schwankungen von taglicher und jihrlicher Periode
vorhanden sind, die bei der gegenwartigen Beobachtungsgenauigkeit
wenigstens fiir die gréBeren Zenitdistanzen in Frage kommen. Eine wohl
auch merkbare Abhingigkeit des Refraktionsbetrages vom jeweiligen
Witterungscharakter hat in den neuen Tafeln von HARZER noch keine
Beriicksichtigung gefunden. Zu diesen allgemeinen Einfliissen kommen
noch solche lokaler Art; das umgebende Gelinde bis auf groBere Ent-
fernungen hin und die engeren oOrtlichen Verhiltnisse (Saalrefraktion)
konnen einen recht merklichen EinfluB auf den Weg des Lichtstrahles
ausiiben. So ist die Bestimmung der Refraktion eine auBerordentlich
verwickelte Aufgabe, von deren Lésung wir noch erheblich entfernt sind.
Vor allem zeigen die 4dlteren Deklinationsreihen ausgesprochene Schwan-
kungen periodischen Charakters, die nach der Rektaszension laufen, und
die durch die Unsicherheiten in der Bestimmung der tiglichen und jihr-
lichen Anderungen der Refraktion bedingt sind. Man wird heute das
Fehlen solcher Schwankungen innerhalb eines Katalogs als ein wesent-
liches Kriterium fiir die Giite der Deklinationsreihe ansehen diirfen.

Um diese verschiedenartigen Schwierigkeiten zu umgehen, die gerade
bei der Bestimmung der Deklinationen sich in starkem MaBe geltend
machen, hat man zu dem Ausweg gegriffen, Deklinationsbeobachtungen
unter anderen Bedingungen und mit andersartigen Instrumenten aus-
zufithren. Durch Beobachtung mittels eines im ersten Vertikal auf-
gestellten Durchgangsinstrumentes kann man die Messung von Diffe-
renzen der Zenitdistanzen auf eine Bestimmung von Zeitdifferenzen zu-
riickfithren. Man kann sich also von den Teilungsfehlern des Kreises
und von den Fehlern der Biegung frei machen. Eine andere in den letzten
Jahren von der Sternwarte in Leiden weiter verfolgte Methode bestimmt
mittels eines azimutal aufgestellten Instrumentes die Deklinationen
durch gleichzeitige Messung von Azimut und Zenitdistanz von Sternen

1 Publ. der Sternwarte in Kiel. XIII und XIV. 1922—24.
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in der Nihe des Horizontes. Durch geeignete Anlage der Beobachtungen
kann man den EinfluB der Fehler der Zenitdistanzen und damit der Re-
fraktion stark herabdriicken. Doch beschrinkt sich der Vorteil dieser
Methoden fiir einen Beobachtungsort immer nur auf Deklinationsstreifen
von engerer Begrenzung, und man muB}, wie es von Leiden aus auch ge-
plant ist, durch geeignete Wahl mehrerer Beobachtungsstationen den
ganzen Bereich des Fixsternhimmels zu erfassen suchen. Alle solche
Beobachtungsreihen sind als Ergdnzung zu den Meridiankreisreihen sehr
wertvoll, weil sie die Beobachtungsbedingungen stark zu variieren ge-
statten, und damit wenigstens teilweise zur Aufkldrung der systemati-
schen Fehler der einzelnen Verfahren beizutragen vermoégen. Die Haupt-
masse der Beobachtungen wird aber auch in Zukunft dem Meridiankreis
verbleiben. Er gestattet die Bestimmung beider Koordinaten bei ge-
ringstem Zeitaufwand und erméglicht in einfachster Weise den Anschlufl
der Sternbeoabchtungen an die Sonne und damit den Ubergang zu einem
absoluten Rektaszensionssystem.

DaB bei der Beobachtung der Sonne zu den bereits genannten Schwie-
rigkeiten noch neue hinzutreten, die von der Beschaffenheit des Sonnen-
bildes herriihren, bedarf kaum der Erwihnung. Die Beobachtung des
punktférmigen Sternes am Nachthimmel einerseits, und die der Sonnen-
scheibe am Taghimmel andererseits, fithrt zu stark ausgesprochenen
personlichen Fehlern, die wir erst in den letzten Jahrzehnten zu meistern
anfangen.

Trotz aller VorsichtsmaBregeln bei der Beobachtung und aller Sorg-
falt bei der Diskussion des Materials werden wir die Forderung, ein
fehlerfreies System von Rektaszensionen und Deklinationen zu erhalten,
niemals voll erfiillen kénnen. Der Vergleich von irgend zwei Beobach-
tungsreihen zeigt immer wieder Abweichungen, die darauf hinweisen, daf3
jede Beobachtungsreihe ein in sich abgeschlossenes System darstellt, das
,,System des Instrumentes und Beobachters®, und es bleibt der weiteren
Bearbeitung vorbehalten, dann solche Systeme zu einem Fundamental-
system zusammenzufassen.

IV. Die Bildung eines Fundamentalkataloges.

Die Herstellung eines Fundamentalkataloges aus einer Reihe von
einzelnen Sternkatalogen kann sich in mannigfacher Weise vollziehen;
auch hier sollen wieder nur die Prinzipien, die dabei maBigebend sind,
dargelegt werden. Der einzelne Sternkatalog gibt die aus einer Anzahl
von Beobachtungen hergeleiteten Orter einer Auswahl von Sternen fiir
eine gewisse Epoche, die fiir jeden Stern verschieden ist und der Mitte
der Zeiten der Einzelbeobachtungen entspricht. Die Orter beziehen sich
auf eine mittlere Lage von Aquator und Friihlingspunkt (das Aquinok-
tium) und gelten fiir das System des Instrumentes und Beobachters.



10 A. KOPFF:

Teilweise werden auch die Orter mittels bekannter Eigenbewegungen
auf eine gemeinsame Epoche gebracht, jedoch wird hierdurch immer ein
fremdes Element in den Katalog getragen.

Das System des Katalogs kann mehr oder weniger selbstindig
sein. Wir besitzen Kataloge, die vollig unabhingig von vorhergehenden
Katalogen sind, bei denen also keine fremden Beobachtungen, sei es der
Sonne oder irgendwelcher bereits fundamental festgelegter Sterne, be-
nutzt sind. Doch sind solche Kataloge duBerst selten. Meist lehnen sich
die Kataloge in irgendeiner Weise an vorhergehende Beobachtungen an.
Schon die Ubernahme der Refraktionskonstarite aus anderweitigen Be-
stimmungen bedeutet eine solche Anlehnung. Ebenso wird hiufig auf
eine unabhingige Verbesserung des Friihlingspunktes verzichtet, und
statt dessen der AnschluBl an ein fundamentales Rektaszensionssystem
gesucht. Ein groBer Teil unserer Sternkataloge ist rein differentiell an
schon bestehende Fundamentalsysteme angeschlossen, womit aber noch
keineswegs gesagt ist, daB das System des Instrumentes mit dem ge-
wihlten Fundamentalsystem nun wirklich identisch ist. Die Orter der
photographischen Kataloge sind ebenfalls auf streng differentiellem Weg
aus am Meridiankreis beobachteten Sternértern erhalten.

Ein Vergleich zweier Sternkataloge zeigt nun, auch im Fall differen-
zieller Anschliisse derselben, wesentliche Unterschiede in den ange-
gebenen Koordinaten. Sehen wir von der Eigenbewegung der Sterne
ganz ab, vergleichen also nur solche Kataloge, die zur gleichen Epoche
gewonnen sind, so zeigen sich einmal individuelle Abweichungen, die
von den zufilligen Fehlern der einzelnen Beobachtung herrithren. Vor
allem aber treten systematische Fehler auf, die meist, bei guten Katalogen
wenigstens, einen verhiltnismaBig. einfachen Verlauf-haben. In beiden
Koordinaten zeigen sich Abweichungen der Kataloge voneinander, die
sowohl mit der Rektaszension als auch mit der Deklination variieren;
man kann sie tabellarisch durch je eine Tafel mit doppeltem Eingang
(nach Rektaszension und Deklination) darstellen. Doch zeigen die Ab-
weichungen meist noch einen besonderen Charakter. Zufolge den friiher
(S. 6) auseinander gesetzten Griinden ist der Verlauf nach Rektaszension
von wenigstens gendhert periodischem Charakter. Mittelt man deshalb
die Abweichungen iiber alle Rektaszensionen, so erhdlt man zunichst
einen mittleren Verlauf nach Deklination, iiber den sich dann aus
den Resten hergeleitete, nun nach Rektaszension laufende Zusitze
lagern. Man bezeichnet diese Abweichungen gewdhnlich mit Aes, 4a,
bzw. A4ds, A6,. Sie riihren, wie bereits ausgefithrt wurde, von syste-
matischen, durch die Beobachtung nicht erfabaren Aufstellungsfehlern
des Instrumentes und unbekannten Einfliissen der Refraktion her, teils
liegen persénliche Fehler des Beobachters vor (S.7). Diese letzteren
Fehler physiologischer Natur duBern sich besonders darin, da3 Sterne
von verschieden groBer Helligkeit von den einzelnen Beobachtern in
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systematisch verschiedener Weise beobachtet werden, und man kommt
auf diese Weise zu Unterschieden Aey, und 45, die eine Abhingigkeit
der Katalogunterschiede allein von der scheinbaren Gréfe s der Sterne
angeben (Helligkeitsgleichung). Man legt deshalb neuerdings auf genaue
GroBenangaben in den Sternkatalogen erhohtes Gewicht und begniigt
sich nicht mit rohen Helligkeitsschatzungen. So hat vor allem F. KtUst-
NER in dem groBen Katalog von 1900 die Sternhelligkeiten in einem
exakten photometrischen System festgelegt. Dall unabhingig von den
Positionsbestimmungen in photometrischen Katalogen die Sternhellig-
keiten in aller erreichbaren Genauigkeit gegeben werden, sei hier nur
erwihnt.

Sind nun die Sternkataloge nicht gleichzeitig beobachtet, so ist ein
Vergleich der Systeme der einzelnen Kataloge zunichst gar nicht mog-
lich. Wir miissen vielmehr die Eigenbewegungen der einzelnen Sterne
beriicksichtigen und stehen mit deren Bestimmung bereits am Beginn
der Aufgabe, die zur Bildung eines Fundamentalkataloges fithrt. Zwei

. zeitlich auseinander liegende Kataloge liefern uns die Eigenbewegungen
nur dann fehlerfrei, wenn wir die systematischen Fehler der Kataloge
schon kennen. Andernfalls sind auch die daraus hergeleiteten Eigen-
bewegungen selbst noch mit unbekannten systematischen Fehlern be-
haftet. Man kann dann nur anstreben, durch ein Niherungsverfahren
ein solches System von Ortern und Eigenbewegungen zu ermitteln, das
sich einer Gesamtheit von vorliegenden Sternkatalogen moglichst gut
anschmiegt. Von besonderem Wert fiir die Bestimmung von Eigen-
bewegungen sind deshalb auch solche Kataloge, die zu verschiedenen
Zeiten mit demselben Instrument unter denselben dulleren Bedingungen
entstanden sind. Hier ist anzunehmen, da8 die systematischen Fehler
der einzelnen Kataloge sich nur wenig voneinander unterscheiden, also
von geringem Einflu auf die Eigenbewegungen sind. Solche Beobach-
tungsreihen liegen z. B.in Greenwich und Pulkowa vor. Man kénnte
von diesen Eigenbewegungen ausgehend, dann durch ein Néaherungs-
verfahren die Orter und Eigenbewegungen weiter verbessern. Doch
soll dieser heute sehr wohl gangbare Weg nicht weiter verfolgt werden.

Wir wollen vielmehr in groBlen Ziigen betrachten, in welcher Weise
A. Auwers durch die Kombination zahlreicher einzelner Sternkataloge
zur Herstellung eines Fundamentalkataloges gekommen ist, den er dann
weiter verbessert hat. Das Verfahren von AUWERS ist in vielen Einzel-
heiten historisch durch die besondere Art des zuerst nur liickenhaft vor-
handenen Materials bedingt. Die Anfinge des Fundamentalkataloges
von AUWERS gehen auf das Jahr 1869 zuriick; Vorarbeiten liegen zum
Teil noch etwas frither. Damals fing das Vorbild von BEsSEL, dem wir
die Einleitung einer neuen Epoche in der Bestimmung fundamentaler
Sternpositionen verdanken, gerade an sich auszuwirken. Die ersten
groBBen Reihen fundamental bestimmter Sterndrter liegen vor (vor allem
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die Kataloge Pulkowa 1845, 1865 und in Arbeit 1871). AUWERS nahm
zunichst der Geschlossenheit wegen das System der Pulkowaer Rekta-
szensionen und Deklinationen fiir 1865 als System fiir seinen Fundamen-
talkatalog an. Um andere Kataloge aus etwa derselben Zeit damit ver-
gleichén zu koénnen, muBte er sich die Werte der Eigenbewegungen
wenigstens in guter Anniherung verschaffen. Hierbei kam ihm ein gliick-
licher Umstand sehr zustatten. Hundert Jahre vorher hatte J. BRADLEY
in Greenwich fundamentale Beobachtungen von einer fiir die damalige
Zeit ganz auBergewShnlichen Genauigkeit angestellt, und dhnliche, aller-
dings weniger genaue Beobachtungen liegen aus etwa derselben Zeit von
ToB1as MAYER in Géttingen vor. AUWERS hat zunichst die Beobach-
tungen von BRADLEY einer neuen Bearbeitung unterzogen und konnte
aus den mehr als hundert Jahren (im Mittel 114 Jahre) auseinander lie-
genden Beobachtungen von BRADLEY und Pulkowa 1865 Eigenbewe-
gungen herleiten, die trotz der systematischen Fehler wenigstens fiir
einige Jahrzehnte als hinreichend anzusehen waren. Diese Eigenbewe-
gungen dienten dazu, die bereits erwdhnten, in den sechziger und sieb-
ziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts entstandenen Kataloge auf
das gemeinsame System von Pulkowa 1865 zu reduzieren. Der auf diese
Weise entstandene erste Fundamentalkatalog von AuwgRs (FC) beruht
also in den Ortern auf einer beschrinkten Anzahl gut ausgewihlter Kata-
loge aus der Mitte des 19. Jahrhunderts, wihrend die Eigenbewegungen
die unter Benutzung der Beobachtungen von BRADLEY hergeleiteten sind.
Hiermit war eine Grundlage geschaffen, die AUWERS in den nichsten
Jahrzehnten durch die Hinzunahme der neu entstehenden, sowie der
aus der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts herriihrenden Sternkataloge
weiter ausbauen konnte. Jeder der Kataloge konnte nun mit dem Fun-
damentalkatalog fiir die Zeit der Beobachtungsepoche des Einzelkata-
loges verglichen und die Beziehung zum FC-System hergeleitet werden.
Die Reduktion aller Kataloge auf dasselbe System gab die Méglichkeit,
fiir jeden Stern die individuelle Verbesserung von Ort und Eigenbewe-
gung im System des FC zu berechnen und lieferte schlieBlich auch die
Grundlage fiir eine Verbesserung des Systems des FC selbst, der inzwischen
von AUWERS auf den siidlichen Sternhimmel ausgedehnt worden war.
Wihrend der FC sich im System mnoch auf Pulkowa aufgebaut
hatte, fithrte nun AUWERS ein wahrscheinlichstes System ein, das sich
der Gesamtheit der einzelnen voneinander unabhédngigen Instrumental-
systeme am besten anschmiegte. Allerdings iiberwiegen auch hier noch
die Reihe der bis 189z reichenden Pulkowaer Kataloge, denen bei der
Mittelbildung ein besonders hohes Gewicht gegeben wurde. Der so um
die Jahrhundertwende entstandene ,,Neue Fundamentalkatalog* von
Auwers (NFK) mit 925 Sternen hat noch heute vollen Wert als funda-
mentales Koordinatensystem und bildet gegenwirtig noch die Grund-
lage der Sternephemeriden des Berliner Astronomischen Jahrbuches.
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Freilich machen sich teilweise, besonders im systematischen Ver-
halten des Kataloges, bei der heutigen Beobachtungsgenauigkeit schon
merkliche Abweichungen fiihlbar. Es schien deshalb, nachdem ein Vier-
teljahrhundert neuer Beobachtungen vorliegt, an der Zeit, den NFK
einer Revision zu unterziehen. Zwei Griinde sind hierfiir mafgebend.
Einmal bedeuten die Beobachtungen des letzten Vierteljahrhunderts
auBerordentlich viel fiir die Sicherung der individuellen Eigenbewegungen
und damit fiir die Sicherheit des Fundamentalsystems. Die Eigenbe-
wegungen des NFK bauten sich zu einem erheblichen Teil noch auf den
vor 1860 liegenden Beobachtungen auf, deren systematisches Verhalten
wir im allgemeinen doch recht wenig kennen. Jetzt aber liegen gute
Beobachtungsreihen vor, die, wenn man etwa von 1860 ab rechnet, tiber
einen Zeitraum von 60 Jahren recht gleichmiBig verteilt sind. Dieses
Material ist dem sich noch stark auf BRADLEY stiitzenden erheblich iiber-
legen; denn dort hatten wir nur einen einzigen Katalog, der zeitlich
zwar weit zuriickliegt, aber doch ganz isoliert steht. Der zweite Grund
fiir die Revision des NFK ist ein mehr duBerlicher. Nach einer Zwischen-
zeit von etwa einem halben Jahrhundert hat eine Anzahl deutscher In-
stitute, sowie die russische Hauptsternwarte in Pulkowa sich entschlossen,
die Kataloge der Astronomischen Gesellschaft zu wiederholen. Diese
Kataloge enthalten die genauen Orter der Sterne bis zur neunten GroBe
und bilden damit die erste Grundlage fiir eine Untersuchung der Be-
wegungen dieser Sterne. Eine Wiederholung in angemessenem Zeitraume
war von vornherein in Aussicht genommen, da erst hierdurch auch die
dltere Beobachtungsreihe ihren Wert erhdlt. Fiir diese Wiederholung,
die mit Hilfe photographischer Aufnahmen (unter Zwischenschaltung
eines ausgedehnten Netzes von am Meridiankreis zu bestimmenden An-
haltsternen) hergestellt werden soll, ist ein mdglichst gesichertes Bezugs-
system zu beschaffen, und es schien deshalb auch dadurch der geeignete
Zeitpunkt zu der wiinschenswerten Verbesserung des AUwERsschen Fun-
damentalsystems gekommen zu sein. Sie wird zur Zeit am Astrono-
mischen Recheninstitut in Berlin-Dahlem durchgefiihrt.

Bei dem hohen Wert, der dem NFK immer noch zukommt, war es
zweifellos am richtigsten, den von AUWERS eingeschlagenen Weg weiter
fortzusetzen. Die in der Zwischenzeit neu hinzugekommenen Kataloge
waren also wiederum mit dem Fundamentalkatalog zu vergleichen, um
die Systemunterschiede zu ermitteln. Eine neue Verbesserung der in-
dividuellen Orter und Eigenbewegungen im System des NFK war vor-
zunehmen, und schlieBlich war der Versuch zu machen, auf Grund des
neuen Materials das System selbst zu verbessern. Die individuelle Ver-
besserung der Orter ist nahezu fertiggestellt und hat gezeigt, daB die
Orter und Eigenbewegungen der Sterne des Nordhimmels schon von
AUWERS mit groBer Sicherheit ermittelt worden sind; die Verbesserungen
der Sterne des Stidhimmels sind naturgemi8 in vielen Fillen erheblich
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groBer. Die systematische Verbesserung des NFK stoBt auf bedeutende
Schwierigkeiten. Der Zeitraum der letzten 25 Jahre ist zu kurz, um auf
dem hier gesammelten Material eine Verbesserung der Eigenbewegungen
aufbauen zu koénnen. Es gentigt zwar im ganzen zu einer Korrektion
des Systems in der Gegenwart; fiir die Eigenbewegungen muf3 man jedoch
wieder auf das dltere Material zuriickgreifen. Freilich gestatten die neuen
Beobachtungen, jenes Material mit schirferer Kritik zu behandeln, als
dies AUWERSs selbst moglich war. Aber immer noch fehlt uns in wichtigen
Fillen ein tieferer Einblick in die systematischen Beobachtungsfehler,
die jenen dlteren Katalogen anhaften und von denen auch unsere besten
modernen Reihen noch durchaus nicht frei sind. Auf weitere Einzel-
heiten zur Verbesserung des NFK wird im Abschnitt VI (S.20) einge-
gangen werden. '

Neben dem NFK von AUWERs steht als wichtigster Fundamental-
katalog der ,,Preliminary General Catalogue‘ von LEwIs Boss, der aus
dhnlichem Material wie der NFK aufgebaut ist. Er ist erst um 1900
entstanden und ist in seinem Aufbau geschlossener als der NFK. Er
enthilt eine bedeutend hohere Zahl von Sternen (6188) und damit fiir
viele Zwecke ein umfassenderes Material, besonders fiir die statistische
Untersuchung der Eigenbewegungen der helleren Sterne. Allerdings ver-
iert er damit zugleich an Sicherheit, da fiir eine so groBe Sternzahl die
Eigenbewegungen gegenwirtig nicht mit der letzten Genauigkeit er-
mittelt werden kénnen. Hier ist dem NFK der Vorzug zu geben. Dies
auch noch aus einem anderen Grund. Die Kontrolle der Orter eines
Fundamentalkataloges durch regelmiBig sich wiederholende Beobach-
tungsreihen (von jeweilsetwaacht Einzelbeobachtungen fiir jeden Stern)ist
nur bei einer beschriankteren Anzahl von Sternen praktisch durchfiihrbar.

Zu erwéhnen sind schliellich noch zwei weitere Fundamentalkata-
loge. Der eine wurde kurz vor 19oo von NEwcCOMB fiir die American
Ephemeris geschaffen, hat aber nur voriibergehende Bedeutung gehabt.
Der andere ist der gerade jetzt von W.S. EICHELBERGER hergestellte
Katalog, der gegenwirtig als Grundlage fiir die Sternephemeriden des
Nautical Almanac von Greenwich sowie Washington, der Connaissance
des Temps und einiger anderer Ephemeriden dient. Er beruht fiir die
Orter auf je zwei modernen Katalogen von Washington und der Kap-
Sternwarte und stiitzt sich fiir die Eigenbewegungen auf den Fundamen-
talkatalog von L. Boss. Der Katalog von EICHELBERGER hat also einen
noch durchaus vorldufigen Charakter.

V. Die Bedeutung des Fundamentalsystems fiir die
Astronomie.

Wir haben ein Fundamentalsystem als die Gesamtheit einer Gruppe
von Sternen bezeichnet, fiir welche die Orter und Eigenbewegungen
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einschlieBlich der Prizessionskonstante gegeben sind. Dieses Funda-
mentalsystem bildet die Grundlage fiir die Untersuchung aller Be-
wegungsvorginge im Kosmos; es ist der Reprisentant des durch die
jeweilige Lage von Aquator und Friihlingspunkt fiir ein beliebiges Aqui-
noktium festgelegten Koordinatensystems. '

Zunichst konnen auf differentiellem Weg an den Fundamental-
katalog (FK) durch visuelle oder photographische Beobachtungen weitere
Sterne angeschlossen werden. Eine Wiederholung solcher Beobachtungen
gibt dann die Moglichkeit, die Eigenbewegungen schwicherer Sterne im
System des Fundamentalkataloges herzuleiten, um auf diese Weise zur
Kenntnis der absoluten Eigenbewegungen des ganzen Sternsystems zu
kommen. Die bereits S. 13 erwihnte Wiederholung der Kataloge der
Astronomischen Gesellschaft soll ja gerade die Grundlage fiir die Er-
mittlung der Eigenbewegungen der schwicheren Sterne bieten. Dabei
ist stets zu beachten, daf} die Sicherheit unserer Kenntnisse der Eigen-
bewegungen der Sterne iiberhaupt in letzter Linie von der Zuverlissig-
keit des Fundamentalsystems abhingt. Da8 freilich durch die differen-
tiellen AnschluBbeobachtungen der schwicheren Sterne an die des FK
neue systematische Fehler entstehen, 148t sich heute immer noch nicht
vermeiden.

Eine Frage drangt sich nun hier zunichst auf. Koénnen wir gegen-
wiartig die Eigenbewegungen der Sterne iiberhaupt mit solcher Sicherheit
bestimmen, wie es fiir das Studium der Bewegungsverhiltnisse im Uni-
versum notwendig ist? Vor alléem fiir die schwachen Sterne ist eine
solche Fragestellung durchaus notwendig, da hier wegen der Kleinheit
der Eigenbewegungen diese schlieBlich durch die Beobachtungsfehler
vollig verfilscht werden kénnen. KAPTEYN und VAN RHIJNT haben diese
Frage in den letzten Jahren angeschnitten. Es kommt freilich bei den
Untersuchungen tiber die Bewegungsgesetze der Sterne im ganzen
oder ausgewdhlter Sterngruppen nicht auf die einzelne Eigenbewegung
an; wir fragen deshalb auch nach der Genauigkeit, die wir fiir die einzelne
Eigenbewegung erreichen miissen, damit der Mittelwert der Eigenbe-
wegungen einer Sterngruppe fiir statistische Untersuchungen brauchbar
ist. Stellt man die Forderung, daB der wahrscheinliche Fehler der mitt-
leren Eigenbewegung einer Gruppe von 100 Sternen unter einem Zehntel
des Wertes selbst liegt, so sind gegenwirtig nur die Eigenbewegungen
der Sterne bis zur siebenten GréBe (also wenig unterhalb des Helligkeits-
bereiches unserer Fundamentalkataloge) geniigend genau bekannt. Fiir
die schwicheren Sterne besitzen wir nur in einigen Ausnahmefillen eine
hinreichende Kenntnis der GroBe der Eigenbewegungen. Die Photo-
graphie ermoéglicht uns allerdings in allernichster Zukunft (sobald die
Zeitdifferenz gegen die dlteren Aufnahmen hinreichend gro8 geworden

* 3. Report on the Progress of the Plan of Selected Areas. Groningen 1923.
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ist) eine sehr genaue Bestimmung der relativen Eigenbewegungen der
Sterne verschiedener Helligkeiten der einzelnen Platten. Um aber zu
absoluten Eigenbewegungen zu kommen, bediirfen wir immer wieder des
Anschlusses an die gut gesicherten Eigenbewegungen eines Fundamental-
kataloges. Gegenwirtig ist unsere Kenntnis der Bewegungen schwacher
Sterne jedenfalls noch auBerordentlich liickenhaft.

Aber auch die Sicherheit der Eigenbewegungen der Fundamental-
kataloge 1aBt noch sehr zu wiinschen {iibrig. Von groBler Genauigkeit
sind zweifellos die relativen Eigenbewegungen innerhalb des Systems,
aber es zeigt sich immer wieder, wie wichtig das Studium der systemati-
schen Fehler ist, mit denen die Eigenbewegungen auch der besten Fun-
damentalsysteme noch'behaftet sind. Auf diesen Umstand hat H. C.
KAPTEYNT in einer seiner letzten Arbeiten besonders eindringlich hin-
gewiesen. Er beschiftigte sich im besonderen mit dem Boss-System;
seine Untersuchungen gelten aber fast unveridndert auch fiir das von
AUWwERs. Seit lingerer Zeit war es aufgefallen, daB die Bestimmung des
Apex der Sonnenbewegung zu stark verschiedenen Werten fiihrt, wenn
man einerseits von den beobachteten scheinbaren Eigenbewegungen
an der Sphire, andererseits von den Radialgeschwindigkeiten ausgeht.
Die Deklination des Sonnenapex zeigte zwischen beiden Methoden eine
Differenz von etwa 10°. Die beste Bestimmung des Apex aus den Radial-
geschwindigkeiten, die von W. W. CAMPBELL aus 1193 Sternen, ergab
eine Deklination von +25°3; ein Mittelwert aus den Bestimmungen von
Boss und EppinGgTON aus den Eigenbewegungen des Boss-Kataloges
dagegen fithrte auf +35%2. KAPTEYN konnte nun zuerst zeigen, daB
dieser Unterschied zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn man
den Eigenbewegungen des Boss-Kataloges in Deklination einen syste-
matischen Fehler von der Form G cosé zuschreibt, wo G etwa den Be-
trag 40013 hat. Auf einen solchen Fehler schienen auch eine Reihe
von Beobachtungen von fundamentalen Deklinationen wirklich hinzu-
weisen. :

Die nachfolgenden Untersuchungen haben diese Vermutung von
KAPTEYN im ganzen bestitigt. Die Nachpriifung ist auf zwei verschie-
denen Wegen erfolgt. Einmal ist am DUubLEY-Observatory in Albany
sowohl von H. RAYMOND” als auch von B. Boss und H. JENKINS? das
Verhalten des Deklinationssystems des Boss-Kataloges auf Grund von
ausgedehnten Beobachtungsreihen am Meridiankreis von neuem unter-
sucht worden. Es ergaben sich recht merkliche Verbesserungen, die fiir
die Sternérter in der Aquatorgegend auf etwa 2/;, Bogensekunden
(Aquin. 1900) anwachsen und fiir die hundertjéhrigen Eigenbewegungen
teilweise den Betrag von 1/, Bogensekunde iibersteigen; die letzteren

* Bullet. Astron. Institutes of Netherl. 1, 69. 1922.

2 Astronom. Journ. 36, 129. 1926.
3 Astronom. Journ. 37, 173. 1927.
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Betrige haben freilich nicht den einfachen Verlauf G cos 6, entsprechen
aber doch dem Sinn nach den von KAPTEYN geforderten Verbesserungen.
Vielleicht sind die angegebenen Betrige noch zu klein. W. S. EICHEL-
BERGER' erhilt z. B. fiir die Verbesserungen der Deklinationen des Boss-
Systems fiir 1925 in der Nihe des Aquators Betrige von etwa 1/, Sekunde
und ebenso auch gréBere Werte fiir die Verbesserungen der Eigenbewe-
gungen. Doch diirften, wie man gelegentlich vermutet, wesentlich gréBere
Fehler des Boss-Systems kaum anzunehmen sein. Fiir den Neuen Funda-
mentalkatalog von AUWERS stellen sich die Betrige durchweg kleiner.
Die Verbesserungen der Eigenbewegungen sind dann, wenigstens der
GroBenordnung nach, von einer ganz anderen Seite her bestitigt worden.
Die verwendete Methode geht in ihrem Prinzip wieder auf H. C. Kap-
TEYN zuriick. Die Aufnahmen, die man gegenwirtig mit langbrenn-
weitigen Fernrohren herstellt, um die Parallaxen heller Sterne im An-
schluB} an eine Gruppe schwacher Sterne zu bestimmen, geben bei einer
Zwischenzeit von nur wenigen Jahren bereits gesicherte Werte der re-
lativen Eigenbewegung der schwachen Sterne gegen den hellen Zentral-
stern. Istletzterer ein Boss-Stern, so ist dessen absolute Eigenbewegung
bis auf den erst noch zu bestimmenden systematischen Fehler be-
kannt. Man kann nun die wirkliche Eigenbewegung des Zentralsternes
(d. h. die Summe aus der Boss-Eigenbewegung und der unbekannten
Korrektion) der Summe aus der beobachteten relativen Eigenbewegung
und der ebenfalls unbekannten parallaktischen Bewegung einer Gruppe
schwacher Sterne gleichsetzen. Durch geeignete Kombination der ein-
zelnen Gruppen 148t sich die unbekannte parallaktische Bewegung eli-
minieren, und man kommt so zu einem Wert fiir die Verbesserung
des Deklinationssystems. Das Beobachtungsmaterial reicht gegenwirtig
allerdings zu einer praktischen Durchfiihrung der Methode noch nicht
aus. P.J.vanNn RuN und P.van DE Kawmp?, sowie neuerdings B. J.
Boxk3 haben jedoch die Methode noch etwas modifiziert und erhalten aus
gewissen Sterngruppen durch ein Niherungsverfahren Verbesserungen,
welche die von RAYMOND und Boss ermittelten durchaus bestatigen.
Wichtig ist nun, daBl die Bestimmung des Sonnenapex mit den
systematisch verbesserten Eigenbewegungen zu einer Deklination ge-
fithrt hat, die mit der aus den Radialgeschwindigkeiten ermittelten in
viel besserer Ubereinstimmung als friiher steht. Dies zeigen vor allem
die Untersuchungen von R. E. WiLson*, der die Apexbestimmung auf
Grund der von RaymonD durchgefiihrten Verbesserung der Deklinationen
des Boss-Systems durchgefiihrt hat. Er hat vor allem fiir die Radial-
geschwindigkeiten und die Eigenbewegungen dieselbe Gruppe von Sternen

1 Astronom. Papers of Am. Ephem. and Nautical Alm. 10, 1. 1925.
2 Bull. Astron. Institutes of Netherl. 1, 200. 1923.

3 Ebenda 5, 1. 1928.

4 Astronom. Journ. 36, 138. 1926.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIIL. 2



18 A. KopFr:

ausgewidhlt, um auf diese Weise durch beide Methoden wirklich wver-
gleichbare Werte zu erhalten, und in der Tat ergibt sich als Apex aus
einer Gesamtheit von iiber 2000 Sternen

mittels der Radialgeschwindigkeiten: A=270"9 D=427"2,

mittels der Eigenbewegungen: A=270"8 D=q-27"0.
Eine wesentliche Ursache fiir die Unstimmigkeiten in der Bestimmung
des Sonnenapex war also in den systematischen Fehlern des Deklinations-
systems zu suchen, und wir erkennen an diesem besonders auffallenden
Beispiel, wie die Sicherung des Fundamentalsystems die erste Grund-
forderung fiir alle stellardynamischen Untersuchungen ist. Fehler im
Fundamentalkatalog iibertragen sich auch immer wieder auf die diffe-
rentiell angeschlossenen schwachen Sterne und verfilschen hier wegen
der Kleinheit der Eigenbewegungen die Ergebnisse noch viel stiarker als
es bei den hellen Sternen des Fundamentalsystems schon der Fall ist.

Aber auch fiir den engeren Bereich des Planetensystems bedeutet
eine immer weiter gehende Verbesserung des Fundamentalsystems eine
dringende Notwendigkeit. In wesentlichen Fragen der Himmelsmechanik
ist ein Fortschritt nur durch eine Erhohung der Genauigkeit der Stern-
orter zu erlangen. Dies gilt sowohl fiir die einzelnen Orter als auch fiir
das systematische Verhalten des zugrunde liegenden Fundamental-
systems im ganzen. Der Sternkatalog, an den auf differentiellem Weg
die Korper des Sonnensystems angeschlossen werden, bildet ja das fun-
damentale Koordinatensystem fiir alle Bewegungsvorginge innerhalb
dieses Systems.

Zunichst tritt uns hier eine ganz prinzipielle Frage entgegen. Im
zweiten Abschnitt wurde hervorgehoben, wie das in der Astronomie
verwendete Fundamentalsystem sich nur zum Teil auf der NEWTON-
schen Mechanik aufbaut, wie es aber in seinem wesentlichen Teil als
rein empirisches System anzusehen ist, weil vor allem die Prizessions-
konstante sich allein auf Beobachtungen griindet. Reicht nun die NEw-
ToNsche Mechanik zur Darstellung der Bewegungsvorginge im Planeten-
system hin, so muB innerhalb des Bereiches der Beobachtungsfehler das
empirische System dennoch mit dem Inertialsystem zusammenfallen.
Vor ldngerer Zeit bereits hat jedoch E. ANDING gezeigt, daB beide Sy-
steme nicht identisch sind, sondern daB bei der Darstellung der be-
obachteten Bewegung der Planetén Reste verbleiben. Diese weisen auf
eine Drehung des empirischen durch die NEwcoMBsche Prizessionskon-
stante festgelegten Koordinatensystems gegen das Inertialsystem hin,
die um den Pol der Ekliptik mit einer Geschwindigkeit von etwa 7 Bogen-
sekunden im Jahrhundert erfolgt. Eine Verbesserung der Prizessions-
konstante in diesem Betrag wire mit den Beobachtungen nicht vereinbar.
Es ist vielmehr von J. BAusCHINGER? dargelegt worden, daB3 diese Dre-

1 Enzykl. d. Math. Wissensch. 6, 2, Nr. 17.



‘Probleme der fundamentalen Positionsastronomie. 19

hung nicht zutage tritt, sobald man fiir die Bewegungsvorginge inner-
halb des Planetensystems die NEwToNsche Mechanik durch die der all-
gemeinen Relativitdtstheorie ersetzt. So ist also eine moglichst genaue
Festlegung des fundamentalen Koordinatensystems schon fiir die weitere
Diskussion des Giiltigkeitsbereiches der NEwTONschen Mechanik von
wesentlicher Bedeutung

Im einzelnen zeigen dann auch die numerischen Untersuchungen der
Stérungstheorie, daB eine weitere Klarung der Bewegungsverhiltnisse
der Planeten nur durch eine Steigerung der Beobachtungsgenauigkeit,
d. h. aber in erster Linie durch eine Verbesserung der Orter der AnschluB-
sterne zu erreichen ist. Dies ergibt sich unter anderem aus den umfang-
reichen Rechnungen, die neuerdings H. OSTEN® fiir die Planeten (447)
Valentine und (11) Parthenope ausgefiihrt hat. Mit Recht weist OsTEN
darauf hin: ein ,,Fortschritt in der Erkenntnis kann heute schwerlich
mehr aus den Bogenminuten herausgeholt werden, sondern aus den Bo-
gensekunden und deren Bruchteilen. Letztere sind aber selbst in den
Fundamentalkatalogen noch nicht als gesichert anzusehen. In Wirk-
lichkeit liegen die Verhdltnisse vor allem auch fiir die kleinen Planeten
noch wesentlich ungiinstiger. Denn hier sind die Orter zum weitaus
groften Teil an die alten Beobachtungen der Kataloge der Astronomi-
schen Gesellschaft angeschlossen, fiir welche die Kenntnis der Eigen-
bewegungen duBerst liickenhaft ist, und deren System keineswegs fest-
liegt. So darf man sich nicht wundern, wenn bei der rechnerischen Dar-
stellung der Beobachtungen ungeklirte Reste bleiben, und wenn einer
Verbesserung der Planetenmassen, deren genaue Kenntnis zur Priifung
der Frage nach der Giiltigkeit der NEwTONschen Mechanik notwendig
ist, erhebliche Schwierigkeiten im Wege stehen. Hier diirfte wohl durch
die S. 13 erwihnte Wiederholung der Kataloge der Astronomischen Ge-
sellschaft ein Fortschritt zu erwarten sein. Wie weit wir durch aus-
gedehnte Beobachtungsreihen einzelner, besonders geeigneter kleiner
Planeten eine Verbesserung des Fundamentalsystems selbst erreichen
kénnen, ist eine Frage, der wir erhéhte Aufmerksamkeit zuwenden
miissen.

Wie leicht die Unsicherheit der Sternérter zu Fehlschliissen zu fiihren
vermag, sei schlieBlich noch an einem besonders krassen Fall hervor-
gehoben. Der Komet 1886 I bereitete bei der definitiven Bahnrechnung
erhebliche Schwierigkeiten, und A. SVEDSTRUP zeigte, daBl man die Be-
obachtungen befriedigend darstellen kann, wenn man statt der gewohn-
lichen Sonnenmasse eine verminderte Sonnenattraktion annimmt ; dieses
Resultat erregte zuerst groBes Aufsehen, und die Untersuchung von
SVEDSTRUP wurde sogar mit einem hervorragenden Preis ausgezeichnet.

t Astron. Nachr. 232, 225, 1928 und Astron. Abhandl. (Ergdnzungshefte zu
Astron. Nachr.) 5, Nr. 6. 1928.
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SchlieBlich. aber stellte es sich heraus?, daB3 schon eine Neubearbeitung
der zugrunde liegenden Sternorter vollkommen hinreichte, um die Ko-
metenbewegung unter Annahme der gewohnlichen Sonnenattraktion
restlos zu erkldren.

V1. Die gegenwirtigen Bestrebungen zur Verbesserung
der Fundamentalsysteme.

Aus den vorstehenden Ausfithrungen diirfte wohl zu erkennen sein,
daB3 die Verbesserung und der weitere Ausbau von Fundamentalkata-
logen immer noch eine zentrale Aufgabe der Astronomie ist, und daB
im Anschluf} hieran die Sicherung eines Netzes schwicherer Sterne teils
als Grundlage fiir die Untersuchung der Eigenbewegungen, teils fiir die
der Bewegungsvorgiange im Planetensystem, zu den notwendigsten For-
derungen der gegenwirtigen Astronomie gehort.

Der Hauptteil an der Losung dieser Aufgabe fillt dem Beobachter
zu, und zwar vor allem dem Beobachter am Meridiankreis, der durch
fundamentale Beobachtungen die Hauptpunkte an der Sphire in immer
groBerer Genauigkeit festzulegen suchen mufl. Das engere Netz der
Zwischensterne kann dann durch AnschluBmessungen erhalten werden,
und hierzu wird schon jetzt in immer wachsendem MaBe die Himmels-
photographie herangezogen. Betrachten wir lediglich die fundamentalen
Messungen, so wird das Augenmerk sich noch mehr als bisher auf die
Ausschaltung systematischer Fehler bei den Bobachtungen richten miissen ;
hier wird man in der nichsten Zukunft den eigentlichen Fortschritt zu
erreichen suchen.

Die Zeit, in der der Meridiankreisbeobachter Massenarbeit anstrebte
und durch eine solche auch Resultate von einem gewissen Wert erzielen
konnte, ist voriiber. Heute kommt es in erster Linie darauf an, das
duBerste an Genauigkeit zu leisten, was das Instrument zuliBt. Der
Meridiankreis muB sich unter Ausschaltung veralteter Instrumente und
unbrauchbarer Meridiansidle vor allem der absoluten astronomischen
Ortsbestimmung zuwenden, wo er allein die Lésung der vorliegenden
Aufgaben in grolerem AusmaBe durchfiihren kann. Hier gilt es im Geist
von BESSEL und Gauss dadurch weiterzuarbeiten, dal die von diesen
beiden Begriindern der modernen Positionsastronomie aufgestellten Ge-
sichtspunkte nun auf die in der Gegenwart fiir den Meridiankreisbeob-
achter bestehenden Probleme iibertragen werden.

Schon Gauss, der sich in der letzten Periode seines astronomischen
Schaffens dem Meridiankreis zugewendet hat, betont, dafl jedes einzelne
Instrument ein besonderes Individuum ist, dessen Verhalten in allen
Einzelheiten erst studiert werden muB, ehe die eigentlichen Beobach-

* RepLicH, E., Astron.sNachr. 187, 193. 1911.
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tungen einsetzen konnen. Dal tatsichlich durch das genaue Studium
des Verhaltens des Instrumentes ein Fortschritt in der Genauigkeit der
Beobachtungsergebnisse zu erreichen ist, zeigt vor allem ein Umstand.
Vergleicht man die Beobachtungsreihen der letzten 25 Jahre in bezug
-aufihre Genauigkeit, so zeigt sich, daB ein gréBerer Fortschritt im ganzen
bei den Deklinationen und nicht bei den Rektaszensionen erreicht worden
ist. Das scheint auf den ersten Augenblick verwunderlich. Denn das
Beobachtungsverfahren an sich ist bei den Deklinationen unverandert
geblieben, wahrend bei den Rektaszensionen durch die Einfiihrung. des
selbstregistrierenden Mikrometers eine Steigerung der inneren Genauig-
keit erlangt wurde. Nun ist aber der Diskussion gerade der Deklinations-
beobachtungen in den letzten Jahrzehnten die gréBte Sorgfalt zuge-
wendet worden, und hierauf ist die Steigerung der Genauigkeit im ganzen
zuriickzufithren. Trotzdem ist das Deklinationssystem noch mit unbe-
kannten systematischen Fehlern behaftet, und seine weitere Sicherung
bleibt immer noch eine der dringendsten, aber auch am schwierigsten zu
i6senden Aufgaben.

Neben dem Studium der Eigenart und neben der genauen Kontrolle
des Verhaltens des Instrumentes wihrend der Beobachtungen ist die
scharfe Beriicksichtigung der Refraktion am Beobachtungsort notwendig.
Zweifellos ist der Meridiansaal ein ganz wesentlicher Bestandteil des
gesamten Instrumentariums, der die Beobachtungen ausschlaggebend
beeinflussen kann. Deshalb geht auch das Bestreben mehr und mehr
dahin, den EinfluB des Saales durch besondere Konstruktionen még-
lichst auszuschalten und die meist recht zweifelhaften Diskussionen iiber
Saalrefraktion iiberfliissig zu machen. Schwierigkeiten bleiben dann hier
durch unsere Unkenntnis des Aufbaues der freien Atmosphére immer
noch genug bestehen. Dal} die neuen Refraktionstafeln von P. HARZER,
die zum erstenmal den wirklichen Zustand wenigstens der unteren Schich-
ten der Atmosphére in starkerem Mafle als bisher beriicksichtigen, einen
Fortschritt fiir die Verbesserung des Deklinationssystems bedeuten,
wurde schon frither (S. 8) betont.

Ebenso bedeutungsvollist die genaue Kenntnis der besonderen Eigen-
art des Beobachters. - Auch hier bedarf es eines noch eingehenderen
Studiums des Verhaltens der systematischen Fehler. Von den Einfliissen
der ,,Helligkeitsgleichung‘‘ (vgl. S. 11) sucht man sich auf verschiedene
Weise zu befreien. Durch Vorschalten von Gittern mit bekannter
Durchlissigkeit hat man immer die Méglichkeit, die hellen Sterne auf
die GroBe der schwachen herabzudriicken. Trotz des vollig einwand-
freien Vorbildes, das F. KUSTNER bereits in den neunziger Jahren des
vergangenen Jahrhunderts gegeben hat, wird allerdings auch heute noch
die Methode meist in unzulanglicher Weise angewendet. Es geniigt nicht,
die hellsten Sterne um einige GréBenklassen abzuschwichen, sondern
man gelangt zu einer wirklichen Elimination der Helligkeitsgleichung
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nur dadurch, daB man die hellen Sterne in bekanntem MaBe bis zur
GroBe der schwichsten Sterne hinab abblendet. Nur durch ein solches
Verfahren ist eine interpolatorische Behandlung der Helligkeitsgleichung
moglich. Dafl man den systematischen Unterschieden zwischen den Tag-
und Nachtbeobachtungen und zwischen den Beobachtungen der Sterne
einerseits, der Sonne und Planeten andererseits erhohte Aufmerksamkeit
zuwendet, macht sich in den neueren groBen Katalogen von fundamen-
talem Charakter mehr und mehr bemerkbar. Versuche sind auch im
Gange, sich von den personlichen Einfliissen des Beobachters beim Me-
ridiankreis tiberhaupt moglichst zu befreien. Erinnert sei nur an die
Experimente von B. STROMGREN, die Durchginge durch den Meridian
lichtelektrisch, zu registrieren. Hierher gehoren auch die verschiedenen
Bestrebungen zur photographischen Registrierung der Beobachtungen
im Meridian. : :

Nicht immer wird man nun am Meridiankreis streng absolute Beob-
achtungen ausfithren konnen. Sogar in der Mehrzahl der Fille handelt
es sich in irgendwelcher Richtung um AnschluBmessungen an ein be-
stehendes System, dessen teilweise Verbesserung durch die Beobachtun-
gen anzustreben ist. Stets wird es hierbei darauf ankommen, die Be-
ziehung des zugrunde liegenden Fundamentalsystems zu dem durch In-
strument und Beobachter bedingten individuellen System (System des
Instrumentes) moglichst sicher zu ermitteln. Dies ist ohne weiteres
immer dann erreichbar, wenn nur Sterne des Fundamentalsystems be-
obachtet werden. Werden jedoch andere Sterne an ein solches System
angeschlossen, so ist nach dem Vorbild von KUSTNER die Beziehung
zwischen Fundamentalsystem und System des Instrumentes durch be-
sondere ,,Reihen festzulegen, innerhalb deren ausschlieBlich Funda-
mentalsterne iiber moglichst ausgedehnte Gebiete hinweg beobachtet
werden. KUSTNER hat dieses Verfahren zum erstenmal bei dem groBen
Bonner Katalog von 19oo in mustergiiltiger Weise durchgefiihrt, und
er hat dadurch die Positionsastronomie auf eine neue Stufe der Genauig-
keit gehoben. DaB selbst nach 30 Jahren das Verfahren nicht in der
Regel, sondern nur ausnahmsweise durchgefithrt wird, zeigt wieder ein-
mal, wie die Pflege der ,,Tradition dem wirklichen Fortschritt so oft
hinderlich im Wege steht.

In zweiter Linie ist es dann die Aufgabe des Bearbeiters, die einzelnen
durch die Beobachtung erhaltenen Kataloge zu einem einheitlichen Fun-
damentalsystem zusammenzufassen. Da wir in den Systemen von AU-
WERS und Boss bereits Fundamentalkataloge von hoher Genauigkeit
besitzen, diirfte man sich, wie bereits S. 13 betont, in der Zukunft mit
dem Ausbau dieser Systeme begniigen kénnen, wenn auch von einzelnen
Seiten die Auffassung vertreten wird, dafl die Aufstellung eines ginzlich
neuen Systems der Verbesserung bestehender Systeme vorzuziehen sei.
Die Vorarbeiten jedoch, die in den bestehenden Fundamentalkatalogen
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bereits niedergelegt wurden, sind so erheblich, daB man diese zweck-
miBigerweise nicht beiseite schieben wird. .

Die Hauptschwierigkeit sowohl bei der Verbesserung eines bestehen-
den Systems, als auch bei der Aufstellung eines neuen, liegt in der Be-
wertung des einzelnen Beobachtungskataloges in bezug auf sein syste-
matisches Verhalten. Wenn wir einen Fundamentalkatalog als ein
System auffassen, dafl sich der Gesamtheit der vorhandenen Kataloge
am besten anschmiegt, so diirfen wir hierbei die einzelnen Kataloge nicht
als systematisch gleich gut ansehen. Diese sind vielmehr mit Fehlern
systematischer Natur behaftet, tiber deren Ursachen wir vielfach gar
nichts aussagen konnen. Infolge dieses Umstandes bleibt fiir die Be-
wertung der Kataloge nur ein rohes Abschitzungsverfahren iibrig, auf
Grund dessen AUWERS z. B. den Katalogen einfache Gewichtszahlen zu-
ordnete. Auch heute besitzen wir noch kein Mittel, um iiber dieses
Verfahren im wesentlichen hinauszukommen. Wir haben allerdings
durch die vorhandenen Fundamentalkataloge bereits Anhaltspunkte fiir
die Brauchbarkeit der neu hinzukommenden Kataloge. Wir bemerken,
daB gerade die am sorgfiltigsten beobachteten modernen Kataloge hiufig
in derselben Weise systematisch von den bestehenden Fundamentalkata-
logen abweichen und diirfen daraus wohl mit Recht schlieBen, daf die
Ursache hierfiir in den Fehlern der Fundamentalkataloge zu suchen sind.
Esist also damit eine Moglichkeit der Verbesserung der letzteren wirklich
gegeben. Zum Teil aber streuen diese Abweichungen so stark, daB wir
auch gegenwirtig noch auf eine rohe Abschitzung angewiesen bleiben,
und daB unter Umstinden eine einfache Mittelung zwischen den am
sorgfaltigsten beobachteten und diskutierten Einzelkatalogen als letzter
Ausweg tbrig bleibt. Im ganzen kann man jedoch sagen, daB die Be-
obachtungen der letzten 25 Jahre sehr wohl imstande sind, die Orter
unserer Fundamentalkataloge fiir die Gegenwart zu verbessern. Weniger
giinstig liegen die Verhdltnisse fiir die Verbesserung der Eigenbewegungen.
Hier reicht der Zeitraum von einem Vierteljahrhundert zu einer Ver-
besserung keineswegs aus. Wir sind hier ganz wesentlich auf die Beob-
achtungen mit angewiesen, die auch schon frither bei der Herleitung des
Fundamentalsystems herangezogen wurden. DaB wir zum Teil wenig-
stens die Moglichkeit haben, das systematische Verhalten der ilteren
Kataloge sicherer zu beurteilen, als dies frither moglich war, wurde schon
S. 14 erwihnt, und so koénnen wir hoffen, durch eine bessere Be-
wertung einzelner Kataloge auch die Eigenbewegungen systematisch
stiarker zu sichern. Von diesen Gesichtspunkten aus hat z. B.neuer-
dings A. KAHRSTEDT eine Verbesserung der Eigenbewegungen des Neuen
Fundamentalkataloges von AUWERS in Rektaszension durchzufiithren
unternommen.

Man wird freilich bei der bloBen Verbesserung eines vorhandenen
Fundamentalkataloges nicht stehen bleiben diirfen, sondern wird ver-
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suchen miissen, ihn den bestehenden Bediirfnissen in immer weiterem
Umfang anzupassen. Dabei zeigt sich vor allem ein Mangel, der den
gegenwirtig vorhandenen Fundamentalkatalogen durchweg anhaftet.
Es fehlen in ihnen die schwicheren Sterne zwischen der sechsten und
neunten GroBenklasse, und dieser Nachteil wird in den letzten Jahren
immer stirker empfunden. Besonders aus einem Grund. Fir die weitere
Untersuchung des Aufbaues und der dynamischen Verhiltnisse des Uni-
versums ist ja die genaue Kenntnis der Eigenbewegungen von ausschlag-
gebender Bedeutung. Das Studium der Eigenbewegungen der schwi-
cheren Sterne, etwa von der neunten GréBe abwirts, nun kann sich auf
die Ergebnisse der Photographie griinden. Wir besitzen jetzt bereits
fiir einzelne ausgewihlte Felder relative Eigenbewegungen der Sterne
zehnter Grofie und darunter und werden in kurzer Zeit durch das Ma-
terial der Selected Areas von KAPTEYN eine wesentlich gréBere Kenntnis
erlangen. Wir kennen ebenso mit ausreichender Genauigkeit die Eigen-
bewegung der hellsten Sterne bis zur sechsten GroBe. Dazwischen klafft
eine Liicke, die wesentlich daher riihrt, daB uns die Kenntnis der syte-
matischen Fehler der dlteren Kataloge gerade fiir die Sterne der zwischen-
liegenden GroBen fehlt. Diese systematischen Fehler sind erst dann fest-
zustellen, wenn wir in unseren Fundamentalkatalogen wenigstens eine
Anzahl schwicherer Sterne aufgenommen haben.

Auch wenn in Zukunft photographische Aufnahmen mit weit groBe-
rem Gesichtsfeld als bisher mit hinreichender Genauigkeit sich werden
ausmessen lassen, sind die Sterne zwischen der sechsten und neunten
GroBe in einem Fundamentalkatalog von ausschlaggebendem Wert.
Denn man wird fiir weitere photographische Anschliisse gerade diese
und nicht die schwer meBbaren Sterne der gegenwirtigen Fundamental-
kataloge als Anhaltsterne heranziehen. Eine Erweiterung des Funda-
mentalsystems nach der angegebenen Richtung hin ist also eine drin-
gende Notwendigkeit, und erste Vorarbeiten fiir ihre Durchfithrung
beim Fundamentalkatalog von AUWERS sind bereits in Angriff genommen
worden.
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I. Einleitung.

Das Gebiet der Thermoelektrizitit besitzt noch den Reiz des unvoll-
stindig Erforschten. Es haben sich die bedeutendsten Theoretiker des
19. und zo. Jahrhunderts mit-diesen Fragen eingehend beschiftigt, ohne
daB eine zufriedenstellende Theorie zustande gekommen wire, wie dies
stets dann der Fall ist, wenn die grundlegenden Kenntnisse mangelhaft
sind. Dieser Mangel ist besonders an folgenden Tatsachen kenntlich:
Wihrend im zweimetallischen Kreis der SEEBECK-Effekt die Umkehrung
des PELTIER-Effektes darstellt, wurde im einmetallischen Kreise ein zu
erwartender Effekt, welcher die Umkehrung des THOMSON-Effektes dar-
stellen wiirde, von dem Gesetz von MAGNUS entschieden verneint.

Aufgabe des Folgenden ist es zunichst, den Werdegang der bisherigen
Auffassungen beziiglich der Moglichkeit eines solchen Effektes — d. h.
des Entstehens von Thermostrémen im homogenen, einmetallischen
Kreis — kurz zu schildern. Dann soll eine Darstellung gegeben werden
der verschiedenen thermoelektrischen Arbeiten des Verfassers, durch
welche, wie es ihm scheint, die fragliche Vervollstindigung auf diesem
Gebiete vorliufig erreicht worden ist. Im nichsten Abschnitt sollen
einerseits die Einwinde, andererseits die Bestitigungen beriicksichtigt
werden. Das 5. und 6. Kapitel bringt eine phinomenologische Uber-
sicht {iber thermoelektrische Effekte und berichtet iiber die vom Ver-
fasser ausgefiihrten elekirothermischen® — d. h. tnvers theymoelektrischen
— Arbeiten. SchlieBlich sollen die Erscheinungen vom Standpunkt der
phoretischen Elektronentheorie erliutert werden.

AuBerhalb des Rahmens dieser Arbeit liegt alles, was sich bezieht auf
die Bestimmung der Konstante der bisherigen thermoelektrischen Ef-
fekte fiir verschiedene Metalle und Legierungen, deren Abhéingigkeit von
duBleren Faktoren usw., sowie rein theoretische Arbeiten.

II. Geschichtliches betreffend Thermostrome im
einmetallischen Kreise.

1. Vermeintliche Vorldufer von Seebeck. Im Schrifttum findet sich
die Angabe®, es wiren thermoelektrische Erscheinungen schon vor SEE-
BECK(1821) beobachtet worden: von J.W.RITTER 1798(J) und J.SCHWEIG-
GER 1810 (2). Eine Nachpriifung der Spannungsempfindlichkeit des da-
maligen Galvanometers, des Froschpriparates, hat aber ergeben, dafl die
Reizschwelle eines frischen nach RITTER hergestellten Froschpriparates
etwa bei 25 Millivolt liegt (C. BENEDICKS [42a]). Dieser Wert ist ent-
schieden hoher als die bei dem benutzten Metalle (Zink) auch in oxy-

* Die Benennung schon von Le Roux (L. c.) gebraucht.

2 WIEDEMANN, G.: Die Lehre von der Elektrizitit, 2. Aufl.,, 2, 291.
Braunschweig 1894. — PETERs, FR.: Thermoelemente und Thermosiulen,
S. 1. Halle a. S. 1908.
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diertem Zustande (ohne Fliissigkeit) zu beobachtenden Thermospan-
nungen (maximal g Millivolt). Die von den genannten Autoren beob-
achteten Ausschlige sind auf die Temperaturveridnderlichkeit der (elek-
trolytischen) Potentiale Metall/Fliissigkeit zuriickzufiihren. TH. J. SEE-
BECK (3, 4) ist deshalb mit vollem Recht als der Entdecker der Thermo-
elektrizitit anzusprechen, d.h. zunichst des Entstehens elektrischer
Stréme in einem zweimetallischen Kreise bei unsymmetrischer Erhitzung
der beiden Beriihrungsstellen (SEEBECK-Effekt).

2. I. Periode. Forschungen Seebecks und seiner nichsten Nach-
folger (1821—1833) an einmetallischen Kreisen. SEEBECK hatte eben-
falls Beobachtungen angestellt an einmetallischen (,,einfachen‘) Kreisen
und hob hervor, daBl Metalle, welche als homogen galten, ebenso Thermo-
stréme (,,magnetische Polarisation durch Temperaturdifferenz’‘) ergaben,
wie zweimetallische Kreise, nur wire zu ihrer Entstehung ,,eine bedeu-
tend stirkere partielle Temperaturerhhung’’ nétig. Es wurde die Ent-
stehung eines durch die Magnetnadel festzustellenden Thermostromes be-
obachtet ,,wenn das eine glithend gemachte Ende eines nicht oxydier-
baren Metallbogens mit dem anderen kalten Ende in Bertihrung gebracht
wurde‘‘.

Diese Beobachtungen SEEBECKs schienen bald vergessen zu sein,
denn gewdhnlich wird A. C. BECQUEREL 1823 (4, 6) angefiihrt als der
erste, welcher an einmetallischen Kreisen Thermostréme beobachtet hat.
Er lehrte, daB in einer metallischen Substanz ein (schroffes) Temperatur-
gefille eine elektrische Spannungsdifferenz hervorrufen kénne.

In demselben Jahre (1823) meinte J. K. YELIN (7) bewiesen zu haben,
daB alle Metalle thermoelektrisch wirken, wihrend H. C. OERSTED (8) —
welcher die Benennung ,,thermo-elektrischer Kreis* einfithrte — Thermo-
stréme im einmetallischen Kreise auf kristallinische oder andere Hetero-
genitit zuriickfiithrte. Dieser ersten Periode, in der man im allgemeinen
geneigt war, die Realitit von Thermostrémen im homogenen Kreise an-
zunehmen, gehéren weiter L. NoBiL1 1828 (9) und W. STURGEON 1831
(10, 11) an.

3. IL. Periode. Heranziehen von fliissigem Metall; Entstehung
des ,,Magnusschen Gesetzes‘‘ (um 1835—1885). Es 1ift sich eine
zweite Periode (um 1835 bis 1885) abtrennen, welche durch das Einbe-
ziehen von fliissigem Metall gekennzeichnet werden kann: nur so lieen
sich die friihzeitig beobachteten, dem Arbeiten mit festem Metalle an-
haftenden Fehlerquellen in bezug auf Heterogenitit und innere Span-
nungen vermeiden. Bemerkenswert ist schon die Aussage von J. P. Ex-
MET 1834 (12): ,,Diese Resultate beweisen . . . daB3 die Metalle fahig sind,
einen der beiden Elektrizititszustinde anzunehmen je nach der Rich-
tung des Wiarmeflusses; die Wirkung einer Kombination von verschie-
denen Metallen wird von diesen elementaren Kriften abhingig sein.”
Diese Worte stellen eine Prizisierung der Annahme BECQUERELs dar.
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GroBen EinfluB iibte das von C. MATTEUCI 1837 (I3) erhaltene Re-
sultat aus, daBl Hg keine thermoelektrischen Strome abgibt. P. O.C.
VORSSELMANN DE HEER 1840 (14) erhielt bei Hg ein positives Resultat.
Dies Ergebnis wurde aber von F. C. HENRICI 1850 (I9) auf Erhitzung der
Zuleitungsdrihte zuriickgefithrt. Ihm schien iibrigens die Annahme zu
gewagt, daB die Thermostréme, die im homogenen Kreise entstehen,
ebensowohl mit dem Wirmestrom, als gegen ihn verlaufen.

Sehr sorgfiltige Versuche wurden dann von H. G. MaeNUs 1851 (17)
angestellt. Mit einem fiir diese Zeit sehr empfindlichen Galvanometer
war es nicht moglich, bei Hg einen Thermostrom zu erhalten; im festen
Metall beobachtete Ausschlige wurden ausschlieBlich einer Heterogenitit
zugeschrieben.

Von den nachfolgenden Forschern, A.F. SvanBErG 1851 (18, 19),
R. Franz 1851 (20, 21), R. ADIE 1852 (22), J. M. GAUGAIN 1853 (23, 24),
wiederholte und bestéitigte der letztere das Resultat von MAGNUS beziig-
lich Hg.

Von grundlegender Bedeutung fiir die Thermoelektrizitit ist die Ent-
deckung der ,,elektrischen Mitfithrung von Wérme'* durch W. THoMSON
(Lord KELVIN 1856 [25]), und zwar vor allem weil festgestellt wurde, daf
diese Mitfithrung in gewissen Metaller (Cu) in der elektrischen Strom-
richtung stattfindet, in anderen aber (Fe, Pf) merkwiirdigerweise in der
entgegengesetzten Richtung. Erst dadurch wurde die Moglichkeit ge-
schaffen, eine rationelle Auffassung betvetfend Thermostréme im einmetal-
lischen Kreis zu erhalten.

Der schwerstwiegende Einwand (HENRICI; MAGNUS, GAUGAIN) gegen
die BECQUERELsche Auffassung war der, daB es unwahrscheinlich sei,
daBl der Wiarmestrom einen elektrischen Strom erzeugen sollte, der in
verschiedenen Metallen richtungsverschieden wire. Durch die Feststel-
lung THOMSONS wurde dieser Einwand hinfillig.

Einen stdrkeren Einflu8 auf die Entwicklung iibte jedoch, wie es
scheint, die Feststellung THOMSONs aus, daB3 zwei sonst identische Drihte,
von denen der eine, wenn auch nur voriibergehend, mechanisch bean-
sprucht wird, Thermostrome ergeben. AuBlerdem nahm THOMSON 1854
das Resultat von MaGNUs beziiglich des Nichtvorhandenseins von Ther-
mostrémen in homogenen Metallen als eine der Grundlagen seiner Theorie
iiber Thermoelektrizitit an.

Es sei an dieser Stelle an die Entdeckung von PELTIER 1834 erinnert.
Der PerLTIER-Effekt, d. h. eine kalorisch feststellbare ,,Mitfithrung der
Wirme* in einem zweimetallischen Kreise, stellt die genaue Umkehrung
des SEEBECK-Effektes dar. Der Gedanke an eine Umkehrbarkeit mul3
demnach auch fiir den einmetallischen Kreis nahe liegen.

t TuomsoN, W.: Mathem. a. physical papers. I. Cambridge 1882,
S. 246; OstwaLps Klassiker Nr 193, S. 83.
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Es ist das Verdienst von F. P. LE Roux 1867 (26), den THOMSON-
Effekt durch Messungen an verschiedenen Metallen festgestellt zu haben.
Er hat sich viel mit der Frage nach Thermostrémen im einmetallischen
Kreise beschiftigt. In den Vordergrund schob er dabei eine neue Fehler-
quelle: die bei der Erhitzung entstehenden inneren Spannungen.

F. KoHLRAUSCH 1875 (27) nahm an, ,,daB mit einem Wirmestrom in
bestimmtem von der Natur des Leiters abhingigem MaBe ein elektrischer
Strom verbunden sei”. Es gelang aber KOHLRAUSCH nicht, diese An-
nahme experimentell zu stiitzen: ,,es scheint . . ., als ob die direkte er-
fahrungsmiBige Priifung an der Unméglichkeit scheitert, iiber die Ober-
flichentemperatur eines Korpers im ersten Augenblick nach der Beriih-
rung mit einem zweiten Kérper von anderer Temperatur etwas be-
stimmtes auszusagen.‘

KoHLRAUSCHS Annahme wurde von ihm als Grundlage fiir eine Theo-
rie des PELTIER-Effektes benutzt. Abgelehnt wurde sie namentlich von
R. Crausius® und E. BUDDE:=.

J. L. HoorwEG 1880 (28) studierte die Thermostréme, die in einem
langen Draht bei asymmetrischer Erhitzung zustande kommen, und
filhrte sie auf ,,zeitweise Strukturverschiedenheiten zuriick; in #hn-
licher Weise betrachtete er den THoMsoN-Effekt als durch voriiber-
gehende Strukturverschiedenheiten vorgetiduscht.

Auch R. OVERBECK 1884 (29) fiihrt den Thermostrom im einmetalli-
schen Kreis ausschlieBlich auf Heterogenitdten zuriick.

F. BRAUN 1885 (30) bemerkt, daB die fritheren Versuche an fliissigem
Metall simtlich mit Hg ausgefiithrt worden waren. Versuche, die er des-
halb mit bei Zimmertemperatur fliissigem Amalgam (1 Teil Pb+1 Bi-+-
3 Hg) anstellte, ergaben jedoch keine Thermospannung, die mehr als
0,5 Mikrovolt betragen hitte — was die Grenze des MeBbaren darstellte.

Durch den negativen Befund von BRAUN erschienen die fritheren dhn-
lichen Resultate fiir fliissiges, also sicher homogenes, Metall in dem MaBe
sichergestellt, daB E. MASCART und J. JOUBERT 1886 (32) in ihrem be-
kannten Handbuch auf Grund des negativen Ergebnisses cin zweites
Grundgesetz der Thermoelektrizitit aufstellten. Dieses ,, Gesefz* oder
dieser ,,Satz von MAGNUS'* besagte: ,,In einem homogenen Kreis kommen
permanente Stréme nie vor bei noch so variierender Gestalt und Tem-
peraturverteilung des Leiters®3.

4. II1. Periode. Zweifel am,,Magnus-Gesetz*‘ (seit 1898). Lingere
Zeit hindurch behielt das MagNUs-Gesetz allgemeine Giiltigkeit. Erst um

* Crausius, R.: Pogg. Ann. 160, 420 (1877). Die mechanische Warme-
theorie, 2. Aufl. II, S. 334. Braunschweig 1879. Vgl. auch WIEDEMANN, G.:
Die Lehre von der Elektrizitit 2, 383. Braunschweig 1894.

2 BUDDE, E.: Wied. Ann. 21, 277 (1884); 25, 564 (1885); 30, 664 (1887).
Vgl. KonrrauscH, F.: Ebenda 23, 477 (1884).

3a.a. 0.: 1. Ed, S.298; 2. Ed, S.316.
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1900 beginnt eine dritte Periode, gekennzeichnet durch Auftauchen von
Zweifeln an der Richtigkeit des ,,MAGNUS-Gesetzes .

Anzufiihren sind hier zwei Arbeiten von B. RosING 1898 (33) und
von H. EGG-SIEBERG 1900 (34). Beide Verfasser lehnen sich an die Theo-
rie von KOHLRAUSCH an; die angefiihrten Versuche sind aber wenig be-
weisend. Besonders gilt dies von denen des zuletztgenannten Verfassers.
Als Stiitze fiir seine Behauptung betreffend das Auftreten von Thermo-
stromen im einmetallischen Kreise wird angefiihrt, daB Thermostrome
entstehen, wenn eine Flamme an einem ausgespannten Eisendraht ent-
langgefiihrt wird, dessen Enden galvanometrisch verbunden sind. Es
i1st geradezu fiir dieses Gebiet charakteristisch, daB} diese Wirkung —
die von der bekannten Allotropie des Eisens verursacht wird — immer
noch. aufs neue beschrieben wird (BECQUEREL 1829, HENRICI 1850, GAU-
GAIN 1858 [fiir Zun], LE CHATELIER 1886, TROUTON 1887, BARRETT 1900;
als allotrope Bestimmungsmethode BENEDICKs 1916; EVE 1923, MCALI-
STER 1925).

Es soll um dieselbe Zeit E. T. W. RascH das Auftreten von Thermo-
strémen im homogenen Kreise beobachtet haben.

SchlieBlich wurden von H. HORIG 1913 (35) Versuche angestellt, um
zu entscheiden, ob zwischen warmem und kaltem Metall eine meB3bare
Potentialdifferenz vorhanden ist. Das Resultat blieb negativ. Dabei muf3
aber beachtet werden, daBl die MeBgenauigkeit fiir den fraglichen Zweck
ungentigend war.

Von dieser eben erwidhnten Periode 1Bt sich sagen, daB ein, wenn
auch spirliches, kritisches Interesse hervortrat, die Richtigkeit des
,,Satzes von MaGNUs‘‘ nachzupriifen, ohne dafl dabei etwas wesentlich
Neues gefunden wurde.

Eingehendere Angaben iiber die benutzte Methodik usw. kénnen hier
leider nicht gemacht werden, wenngleich sie viel Bemerkenswertes bieten
wiirden®. : '

Es muB nur noch hinzugefiigt werden, dafl aus dem oben Angefiihrten
hervorgeht, wie wenig Beweiskraft den bisherigen experimentellen Be-
funden zugesprochen werden kann. An festem Metall, an dem ein schrof-
fes Temperaturgefille leicht herzustellen ist, wurden Thermostréme im-
mer beobachtet, aber verschiedenen Fehlerquellen zugeschrieben —z. B.
dem von der Erhitzung stets bedingten inneren Spannungszustand. Bei
fliissigem Quecksilber, bei dem diese Fehlerquellen ausgeschlossen sind,
waren die Resultate zwar negativ; das kann aber wohl davon abhingen,
daB ein Temperaturgefille von derselben Schroffheit wie bei dem festen
Metall nicht erreichbar ist.

t Nach miindlicher Angabe von Ingenieur J. HARDEN.
2 Hingewiesen wird hier auf die ausfiihrliche Darstellung des Verf. (42 b).
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II1. Thermoelektrische Arbeiten von C. BENEDICKS.

1. Die phoretische Grundauffassung der Leitung. Eine systema-
tische Durcharbeitung des ganzen Beobachtungsmaterials beziiglich der
elektrischen Leitfahigkeit der Metalle zeigte, daB die gaskinetische Elek-
tronentheorie den tatsdchlichen Verhiltnissen keineswegs entspricht. In
mancher Richtung klirend wirkt dagegen eine — an frithere Ausfiih-
rungen des Verfassers betreffend Konstitution der festen Kérper (Agglo-
merationstheorie)* sich anlehnende — phoretische Auffassungsweise, wel-
che besagt, daBl die metallische Leitung dadurch zustande kommt, daf die
Elektronen unter Einwirkung eines elektrischen Feldes von Atom zu Atom
tibergehen bei den Zusammenstofen der Atome>.

Als Beleg fiir die Fruchtbarkeit dieser Auffassung — welche sich fiir
das Weitere von grundlegender Bedeutung erweisen wird — sei folgendes
angefiihrt: Die AJ

ho

£
elektrische Leit- 0*

fihigkeit % ist fir
einen rationellen &
Vergleich. der ver- w
schiedenen Metalle A
durchaus ungeeig- 30
net. Statt dessen waifl || o W
ist die ,,atomare ) af | l‘\?”\zi ,'"\‘ym A
Leitfahigkeit* %4, [} LRV ETTy 7 U s w7 7 2 1

einzufiihren, d. h. S L'a, 42 " \eap i WY ’A 4
die ,,Leitfﬁhigkeit 20 4w 60 80 Mo 20 7T 0 780 200 220

pro Atom“, wel- Abb. 1. Elektrische Leitfahigkeit z als Funktion von
che erhalten wird Atomgewicht 4. Unibersichtlich!

wenn » durch die Anzahl der Atome pro Kubikzentimeter dividiert wird,
d. h. durch den Quotieﬁten % aus spez. Gewicht s und Atomgewicht 4:

Ag
(42

b4

“ —‘AA
At = s

Wihrend x, gegen 4 abgetragen, ein uniibersichtliches Bild ergibt
(Abb. 1), wobei die guten Leiter Cu, Ag, Au von den {iibrigen Metallen
weit abstehen, ist %4, ibersichtlicher. Nach der phoretischen Auffassung
mubB aber in %4, die Schwingungszahl (Frequenz) v des Metalles als Faktor
eingehen, d. h. wir miissen schreiben kénnen

24t =C-v,
wo der Faktor C atomare elektrische Leitungskapazitit bedeutet. Diese
GroBe stellt etwa das MaB der Leichtigkeit dar, mit der ein Atom Elek-

 BENEDICKS, C.: Ann. Physik 42, 133 (1913). C. r. Acad. Sci. Paris 156,
1526 (1913).
? BENEDICKS, C.: Jb. Radioakt. u. Elektronik 13, 351 (1916).
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tronen aufzunehmen bzw. abzugeben fihig ist; sie steht offenbar zur
Elektroaffinitit des Atoms in naher Beziehung.
Die elektrische Leitungskapazitit

C = nai/v

muB nach der phoretischen Anschauungsweise eine rationelle Vergleichs-
groBe sein. Da ¥ nunmehr gut bekannt ist, 148t sich C leicht auswerten.
Wie aus Abb. 2 ersichtlich, ist die somit erhaltene Ubersichtlichkeit eine
geradezu iiberraschende; tatsichlich diirfte keine andere Eigenschaft be-
kannt sein, welche der Anordnung der Elemente im periodischen System
in so hohem MaBle entspricht. Besonders charakteristisch ist die Héhe
der C bei Alkalimetallen

;Zv s , | —wasoffenbarmitihrer

56 P Ro groflen Elektroaffinitit

30 i in wisserigen Losungen
| zusammenhédngt?.

25 } Andere Vorteile der
| phoretischen Anschau-

40 ung beziehen sich auf

75— Ag Temperaturabhingig-
[ '4”{ keit (spez. Supraleitung),

Vi 2 | 745725 N " - Druckeinfluf3, Natur der

g ( \Zn \ \“i ™~ e JouLE-Wirme.
Pl Y%l ]‘f” N Vorerst erschien es
e} ﬁlﬁ%ﬁ ool silA

20 Y0 60 80 700 720 740 760 780 200 220 indessen unméglich, das

,» WIEDEMANN - FRANZ-
Abb. 2. Elektrische Leitungskapazitit « ,,/» W

als Funktion von Atomgewicht A. sche. Gesle‘EZ der‘ Pro-
portionalitdt zwischen

thermischer und elektrischer Leitfdhigkeit phoretisch herzuleiten; die
Ableitung dieses Gesetzes ist ja die Hauptleistung der gaskinetischen
Elektronentheorie.

Um der fraglichen — in sich nur sehr groben — Proportionalitit
theoretisch Rechnung zu tragen, stellte Verfasser? 1916 die — wohl recht
kiihne — Hypothese auf, es wire ,,die hohe Warmeleitfihigkeit der
guten Elektrizititsleiter etwa durch eine snnere THOMSON-Wirme zu er-
kldren: &hnlich wie in einem heterogenen, ungleich temperierten Leiter
durch PELTIER-Effekt ein gesteigerter Temperaturausgleich zustande
kommt, wiirde wohl auch in einem homogenen, ungleich temperierten
Leiter durch THomsoN-Effekt ein erh6hter Temperaturausgleich zustande-
kommen kénnen ; die betreffenden elektrischen Stréme wiirden dabei zwar

* Nahere Einzelheiten: Siehe C. BENEDICKS Jb. Radioakt. u. Elektronik
13, 351 (1916). Weitere Ausfithrungen, insbesondere mit der Verbesserung,
daB x (bei Zimmertemperatur) durch eine Temperaturfunktion ersetzt wurde,

bei E. GRUNEISEN: Verh. dtsch. physik. Ges. zo, 53 (1918).
® BENEDICKS, C.: L. c. S. 367.
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sehr stark, aber wohl etwa als Mikro-Wirbelstréme auftreten, so da8
man ihre Existenz bis jetzt noch nicht hat feststellen kénnen‘.

Diese Annahme, welche die Existenz der vom MAGNUsschen Satze
in Abrede gestellten Thermostréme im homogenen Metall voraussetzt,
bildete den Ausgangspunkt der Experimentaluntersuchungen, welche
vom Verfasser namentlich in den Jahren 1916 bis 1921 ausgefiihrt
wurden (36—41).

2. Untersuchungen iiber Thermostréme im homogenen, ein-
metallischen Kreise. a) Versuche betreffend die Beziehung zwischen
Wirmeleitung und Heterogeneffekten. Die Inangriffnahme der experimen-
tellen Arbeit schlo8 sich der besprochenen Fragestellung unmittelbar an.

Der erste Schritt war der experimentelle Nachweis, daB in einer zu-
sammengesetzten Platte eine meBbare VergroBerung des Wirmetrans-
port durch den SEEBECK-PELTIER-Effekt tatsich-
lich stattfindet. Ein Konstantan- und ein Cu-Band
wurden so gebogen, wie es Abb. 3 zeigt. Die Binder
waren lings A B diinn verlétet, lings BC durch ein
diinnes Glimmerblatt isoliert. - Wenn ein in B an-
gebrachter C#-Draht D durch ein Flimmchen E [# 7
erhitzt worden ist, zeigt das Thermoelement I, II,
daB die Strecke A B thermisch merkbar besser leitet D
als BC — was ja auf Grund der Theorie zu er-
warten war. '

In dbnlicher. Weise wurde gezeigt, daB ein aus
Cu und Fe (der Lange nach) zusammengesetzter App. 3. Warmelei-
Stab merklich besser leitet, wenn die Hilften sich tung einer hetero-
beriihren, als wenn sie isoliert sind; in dem Fall genen Platte, durch
kommen die fraglichen wirmetransportierenden iSoliertes Aufteilen

. . erniedrigt.
SEEBECK-Strome nicht zustande.

b) Versuche betreffend die Beziehung zwischen Wirmeleitung und
Homogeneffekt. Ist nun die vorher geduBerte Vermutung richtig, dann
mull auch filv einen homogenen Leiter die Wirmeleitfihigkeit mevkbar
herabgesetzt werden, wenn durch geniigende Unlerteilung dafiir gesorgt
wird, dafl die angenommenen Thermostrome stark geschwicht werden.

Von der groflen Anzahl der mit aller kritischen Sorgfalt ausgefiihrten
Versuche sei folgendes erwihnt (Abb. 4):

C ist ein Cu-Block, an den ein Biindel 4 aus durch Emaille iso-
liertem, 0,07 mm Cwu-Draht und ein massives Cu#-Rohr A4’ von dem-
selben Cu-Gewicht und duBeren Durchmesser angelétet sind; B, B’ sind
zwei angelotete Cu-Blockchen, die Lotstelle eines Thermoelementes
enthaltend. A, A’ sind in identischer Weise bedeckt ; sie haben dieselbe
elektrische Leitfahigkeit (4 jedoch absichtlich ein wenig héher als 4°).
'C wird erhitzt mittels einer Mikroflamme C; da es schwierig ist, die-
selbe streng symmetrisch anzubringen, werden die Temperaturdifferenzen

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, VIIL. 3
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(¢3—tz) bei verschiedenen Lagen (L) der Flamme bestimmt. Aus den
beiden .unten dargestellten Beobachtungsreihen geht hervor, daBl #
stets hoher ist als ¢z; bei zentraler I.age betrigt die gefundene Tempe-
raturdifferenz etwa 2,5—3°C. Es besitzt also der massive Leiter eine
entschieden hihere W drmeleitfihigkeit als der
unierteilte, obgleich die einzelnen Drihte
nicht feiner waren als 0,07 mm.

Dies wichtige Resultat 148t sich mit-
telst hitzeempfindlicher Farbe demon-
strieren.

Einer der benutzten Apparate ent-
hielt zwei P¢-Biander (Dicke 0,0075 mm;
1000 X 25 mm). Das eine Band 4 war zu

t-t einem Rohre aufgerollt unter Zusatz von
5 B . . ..
30 feinen Glimmerpulver, so daB die einzelnen
25 Lagen sich nicht beriithrten. Das andere
2 Band A’ war so dicht wie moglich auf-
gewunden; AuBendurchmesser bzw. elek-
75 trische Leitfahigkeit, waren identisch. Es
70 /. stellte sich heraus, daB A’ entschieden besser
5 als A thermisch leitete.
0 | 2 Angesichts der groBen experimentellen
20 30 %0 50 60 mm

Schwierigkeiten wurden quantitative Re-
Abb. 4. Warmeleitung eines sultate nicht angestrebt. Qualitativ ist
isolierten Cu-Drahtbindels 4 .3, festgestellt worden, daB eine Auftei-
ist geringer als die eines mas- . . L. .
siven Cu.Rohres A’ derselben ‘#%g bei gleichzeitiger Isolierung — welche
Masse. die elektrische Leitfihigkeit keineswegs be-

einfluBt — die Wirmeleitfihigkeit eyniedrigt.

Dies ergibt eine Stiitze unserer Ausgangsannahme, daB ein Teil der
Wirmeleitfahigkeit der Metalle zuriickzufiihren ist auf Thermostréme,
welche durch den THOMSON-Effekt einen Wirmetransport hervor-
bringen?.

c) Die Beziehung zwischen Wirmelestfihigkeit und TuomsoN-Koeffi-
zienten. Wenn dem so ist, dann kénnen wir weiter folgern, da unter
sonst dhnlichen Umstinden der von den Thermostrémen besorgte
Wirmetransport mit der Grife des THOMSON-Koeffizienten ansteigen
muf. DaBl dies tatsichlich zutrifft, geht aus Abb. 5 hervor, welche ent-
standen ist auf Grund eines Aufsatzes von J. RADAKROVITS?.

Als Abszissen sind die THOMsON-Koeffizienten ¢ der absoluten GroBe
nach aufgefiihrt, als Ordinaten die Wirmeleitfahigkeit k.

* LANGEL, J. W.: D.R.P. Nr. 329 545 Kl. 21 b 1920, gab an, daBl bei
geringem Querschnitt eines Drahtes der Warmedurchgang, nicht zu zr?,
sondern zu 7#* proportional wire.

® Rapaxkovirs, J.: Physik. Z. 8, 505 (1907%).
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Wenn abgesehen wird von B und S, welche ja etwa als Halbmetalle
zu betrachten sind, ist es auffallend, daf} Pb die niedrigste Warmeleit-
fahigkeit besitzt unter simtlichen Metallen. Anscheinend hingt dies da-
mit zusammen, daf fiir Pb sehr annihernd 6 == o0 ist: ein durch (ungleich-

miBig erhitztes) Pb verlau- 12 ;
fender elektrischer Strom LT
transportiert eben keine 10 5
Wirme. Von diesem —so |

zu sagen — Nullpunkt der {9

metallischen Wirmeleitung 3§

steigt £ mit o symbat, und §%

es ist auffallend, daB die §

Zunahme von % viel groBer S %fg

ist fiir die guten Leiter Ag, B m

Cu, Alals fiir die elektrisch s /.,—‘f—""-_,c"; '

weniger gut leitenden Me- op | Ll s '_.M
talle Cd, Zn, wie dies zu a w20 30 W 50 o w

Thomson effekt (Z)
Abb. 5. Wirmeleitfahigkeit %2 als Funktion
von TrHomsoN-Koeffizienten.

erwarten war.

Im folgenden soll ein
spiteres Resultat erwihnt
werden, welches in gleicher Richtung auf die Rolle der Thermostréme
in der metallischen Wirmeleitung hinweist (S. 47).

d) Direkter elektromagnetischer Nachweis der Thermostyome im festen
homogenen Metalle. Die bisherigen Untersuchungen ergaben nur iz-
divekte Beweise fir die Existenz A A
der vermuteten Thermostréme. Es & !
handelt sich jetzt um ihren divekten :
Nachweis. Leitender Gesichtspunkt )
war dabei, zunichst nur eine Me- [ ]
thodik zu benutzen, bei der even
tuelle Resultate nicht etwa auf ein- L
unbekannte Oberflichenschichte
usw. zurfickgefiihrt werden konn- L] )
ten. Es wurde ein unsymmetrisch ;’
zu erhitzender flacher Leiter in
einem Magnetfeld aufgehdngt; ein

zustandekommender Thermostrom I ' j'[
muB dann — wie in Bovs’ Radio- . F
meter — Ausschlige ergeben. Das a b c d

aufgehiingte System ist in Abb. 6 Abb.6. Im Magnetfelde aufgehdngter

dargestellt. Ein diinner Streifen Leiter, bei unsymmetrischer Erhitzung
. . Thermostrome ergebend.

(Cu; Pb; Konstantan) ist wie a

zugeschnitten und oben bzw. unten senkrecht umgebogen. Zwei solche

(spiegelbildliche) Streifen wurden mit Glasdrihten so angebracht, wie

3*



36 C. BENEDICKS:

an ¢ und 4 ersichtlich; unten ist ein Spiegel vorhanden. Die um-
gebogenen Halbkreise kénnten oben oder unten mittels der bei 4 sicht-
baren Heizdrihte erwdarmt werden. Das Temperaturgefille muflte bei R
schroffer ausfallen als bei L (b); ein elektrischer Wirbelstrom ist dem-
gemil zu erwarten. Fehlerquellen, wie eine Schraubenwirkung von auf-
steigenden Luftstrémen, wurde sorgfiltig aufgesucht und ausgeschaltet.

Sehr regelmiBige Ausschlige wurden erhalten; fiir Konstantan
waren sie entgegengesetzt denen fiir Cu. Das wichtigste Resultat war
die im folgenden erlduterte nahe Beziehung zum TrOMsON-Effekt.

In nachstehender Zusammenstellung sind angegeben die bei einem
Magnetfelde von 1400 Gaufl (und konstanter Intensitit der Erhitzung)
erhaltenen Ausschlige; zugefiigt sind die THOMSsoN-Koeffizienten der
betreffenden Metalle.

¢ Ausschlage der
Thomsonkoeffizienten, | Thermostrome im
Mikrokal. homogenen Metall,
pro Coul. Grad mm
Cu . .. ... +0,38 . +25
Pb ... ... +0,043 + 1,2
Konstantan . . —5,5 —-03

Es besteht demgemdf eine auffallende Parallelitit zwischen dem THOM-
soN-Effekte und dem thermoelektrischen Effekt des betreffenden Metalles,
was zu erwarten war.

e) Direkte galvanometrische Versuche. — Drosselprinzip. Der nichste
Schritt war der Nachweis von Thermostrémen im homogenen Kreise
mittels des Galvanometers. Es war von vornherein einleuchtend,
wenigstens in Anbetracht der historischen Entwicklung, daB wirklich
beweisende Versuche an festen Metallen kaum zu erreichen sind, da
ja eine solche Heterogenititsquelle wie ,,durch die Erhitzung erzeugte
mechanische Spannungen‘ offenbar nie ausgeschlossen werden kanmn.
Es war aber aus diesem Grunde nétig, die gesuchten Thermostrome
so kriftig wie nuyr moglich zu erzeugen.

Die notige Vorbedingung schien offenbar folgende zu sein: Es muf3
im homogenen Kreis -— z. B. in einem iiber dem Galvanometer ge-
schlossenen Cwu-Draht — die Temperaturverteilung eine solche sein,
dal der Kreis an einer Stelle einen so schroffen Temperaturgradienten
aufweist, wie nur moglich. ’

Wenn @ und 4 (Abb. 7) die konstante Temperatur 7 der Draht-
enden darstellt, muB3 erwartet werden, dafB, bei gegebener Hochst-
temperatur 75, eine Temperaturverteilung wie abcd wirksam ist.

Das somit noétige, schroffe Temperaturgefille bc ist nun einfach
dadurch, zu erhalten, daB der Leiter eine scharfe Verjiingung oder Drosse-
lung aufweist. Dies kann dadurch erzielt werden, daB der Draht ab-
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geschnitten wird, die Enden sphirisch geformt und dann in Berithrung
gebracht werden (wie bei 0 angegeben).

Es muB aber zu genau demselben Ergebnis fithren, wenn die beiden
zylindrischen Enden gekreuzt aneinandergelegt werden.

Durch dieses Drosselprinzip wmp. b

haben wir auf die Methode zuriick- T "/797
a T C

. . d
gegriffen, welche von den meisten +— 7 ‘ T
4 : i Leiferachse | |
der dlteren Forscher — oft als die | ! !
. : . 1
einzige — benutzt wurde; diese ! ! !
Methode des Drosselkreuzes ist tat-
sichlich von folgenden Forschern Abb. 7.

benutzt worden: BECQUEREL, Versinnlichung des Drosselprinzipes.

YELIN, NoBiLl, EMMET, MATTEUCCI, HENRICI, MAGNUS, GAUGAIN, LE
Roux, KonrrauscH, RosING, EGG-SIEBERG u. a.

Von dieser Methode ist nicht viel zu erhoffen, da zu viele Fehler-
quellen mitwirken konnen, wie 1. Bildung einer Oxydschicht, 2. eine
durch Kaltbearbeitung oder andere Umstidnde hervorgebrachte, ab-
weichende Oberflichenbeschaffenheit usw.

Wenn trotzdem diese Methode herangezogen wurde, geschah es,
weil die Art der Anwendung erheblich verbessert werden kann: einmal
kann man Stoffe benutzen, welche nicht oxydieren, wie Graphit, Au,
Pt; weiter kann man dafiir sorgen, daB eine Kaftbearbeitung nicht zu
befiirchten ist. Als besonders geeignet in dieser Hinsicht ist ebenfalls
Graphit zu bezeichnen, wo eine Kaltbearbeitung kaum auftritt (58)T.

Bei P¢ 148t sich ein Drosselkreuz ausglithen, so daf die Dréhte zu-
sammenschweillen und etwaige Wirkung der Kaltbearbeitung zu ver-
nachlissigen ist.

Unter den ausgefiihrten Versuchen seien nur folgende hier erwéahnt.

Ein Drosselkreuz aus reinem ACHESON-Graphit (Enddurchmesser
2 mm) ergibt, wenn das eine freie Ende durch eine Bunsenflamme er-
hitzt, das andere — lose aufliegende — nur durch die Luft gekiihlt
wird, eine stationdre Spannung von 10,7 Millivolt, wihrend ein P¢-PtRh-
Thermoelement bei derselben Temperatur § Millivolt ergibt.

Die in einem gedrosselten homogenen Kreis aus Graphit auftretende
Thermospannung sibertrifft also sogar den im heterogenen Pt-PtRh-Kreis
erhaltenen SEEBECK-Effekt (etwa im Verhiltnis 1,3:1).

f) Thermosiule aus Graphit. — Drosselkreuz aus Pf. Dieser Um-
stand wurde benutzt, um eine Thermosdule zu bauen, die ausschlieBlich
aus Graphit besteht. Die erhaltene EMK dieser Thermosiule, deren
Konstruktion aus Abb. 8 ersichtlich ist, war so erheblich, daB sie an
einem gewohnlichen Prizisions-Volt- und Ampermesser abzulesen war.

An einem Drosselkreuz aus 0,25 mm P¢-Draht (Abb. 9, oben), wurden
die unten angegebenen regelmiBigen Galvanometerausschlige erhalten,

T Vgl. RINNE, F.: Zbl. Mineral. usw. 1924, 5I3.
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wenn eine (zu diesem Zweck konstruierte) minimale Mikroflamme unter
dem Kreuze von a zu b und weiter von b zu ¢ gefithrt wurde (100 mm
entspricht 5,3 . 107% Volt).
In diesem Falle waren die Drihte frei, nur leise gegeneinander gepref3t.
Durch besondere Versuche wurde festgestellt, daB die unter sonst
konstanten Bedingungen erhaltenen Thermokrifte mit zunehmender
GroBe der Kontaktfliche schnell abnehmen (vgl. Abb. 10), wo P die
momentane Belastung darstellt, ¢ die Thermoausschlige). Die ersicht-
liche, schnelle Abnahme von «
bei steigendem P wire nicht
zuerwarten, wenn die Wirkung
voneiner fremden Oberflichen-
schicht herriihrte.
Bemerkenswert waren die
Resultate, die mit einem aus
0,05 mm P¢-Draht hergestell-
ten Drosselkreuze erhalten
wurden. Die Ausschldgehatten
ganz den Charakter wie die in
Abb. 9; die Wirkung ist auBer-
ordentlich regelmiBig auch
dann, wenn die untergestellte
Mikroflamme das Kreuz zum
Glithen bringt. Es wiire wohl
sinnlos, in diesem Falle anzu-
nehmen, daB die Thermowir-
kungdadurchzustandekommt,
daB in dem glithenden 0,05 mm
Drahte ,,Wirmeverbreitungs-
spannungen‘‘ entstehen!
AuBerordentlich groBe
Thermokrafte, etwa 19 Milli-
volt, ergibt ein Drosselkreuz aus 0,2 mm WOLFRAM-Draht. In diesem
Falle wird eine Oxydschicht gebildet. Es konnte aber festgestellt werden,
daBl das Oxyd thermoelektrisch unwirksam ist (nur verursacht es einen
Widerstand, welcher die Ausschlige allmihlich vermindert).
g) Einfluf einer Oxydschicht. Wenn demgemilB fiir W eine diinne
Oxydschicht belanglos ist, ist dies keineswegs fiir jedes Material der Fall.
Bezeichnen wir als positiven Thermostrom den, der im Galvanometer
vom heiBlen zum kalten Metall geht, in dem also im schroffen Temperatur-
gefille die Elektronen sich in derselben Richtung bewegen wie die Wirme.
Es zeigt sich dann, daB Kupfer immer positive Ausschlige ergibt,
auch wenn eine diinne Oxydschicht vorhanden ist. Bei dickeren Oxyd-
schichten bekommt man aber deutlich negative Ausschlige.

Abb. 8.
Thermosaule aus homogenem Graphit.



Jetziger Stand der grundlegenden Kenntnisse der Thermoelektrizitit. 39

Tantal ergibt bei reiner Oberfldche kriftige negative Ausschlige, bei
auch nur diinner Oxydbelegung aber positive, geringere Ausschlige.

Eisen verhilt sich bisweilen #egativ, eine Oxydschicht ergibt aber
sehr leicht positive Ausschlige.

Natriumist stark negativ, in oxydiertem Zustande aber schwach positiv.

Es ist verhiltnismiBig einfach, die Einwirkung einer Oxydschicht

zu eliminieren.- Wenn der Galvanometer empfindlich ist — so daB
T auch bei gréBerer Beriihrungsfliche Aus-
K Pt // schldge entstehen — braucht man nur
/ die zusammengedriickten Drahtenden
NLZ

gegeneinander zu reiben, um die Oxyd-
wirkung auszuschalten.

h} Vorzeichen der Thermokrifte in
einigen Metallen und Legierungen. Fir

Y N
. // \K
’ZZZ i ! Cu-, Pb-Konstantan wurde festgestellt,
* : nn.
[ .
‘\ mm
+100 250'\
\ 200
0 ; \
750 :
\\
-1700
' w0
1 i
—200 I |
1 1 ,_
I | RSN
I , I,
a’l b| c * o —— P
et 70 0 70 mm 0 7 ¢ 3 % 5 G-
Abb. 9. Festes Drosselkreuz Abb. 10. Abnahme des Thermostromes «
aus Pt eines Drosselkreuzes bei vergréBerter Kon-

taktfliche (Belastung p).

daB das Vorzeichen des Effektes mit demjenigen des THoMSON-Koeffi-
zienten iibereinstimmt (S. 36). Es ist aber wichtig zu erfahren, ob dies
ein allgemeingiiltiges Gesetz ist. Nun sind die THomson -Koeffizienten nur
fiir eine beschridnkte Zahl von Metallen gemessen worden. Bekanntlich
sind die THOMSON-Koeffizienten aber nach W. THOMSON symbat mit dem
thermoelektrischen Koeffizienten 8, definiert dadurch, daB3 die Thermo-
kraft eines Metalles gegen Pb als @ +f¢ geschrieben wird. Nach der Zu-
sammenstellung von K. BAEDEKER! sind in der folgenden Tabelle die

1 BAEDEKER, K.: Die elektrischen Erscheinungen in metallischen Lei-
tern. S.66. Braunschweig 1911I.
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Tabelle 1. Vorzeichen des Effektes bei Zimmertemperatur.

Thermoelektr. Gef. Vor-
Stoff Koeffizienten zeichen des Bemerkungen
T . Effektes
« B
Na . .. ... - - - Oxyd ergibt +
Cu . .. ... + + + » 2 -
Ag . . .. .. + + + mit Schmirgel geriebene
Oberflache ergibt oft —
Aw . . . ... + + +
Mg . ..... |- + +
Zn . .. ... + + +
Ca .. .... + + +
Hg . .. ... - - - (vgl. spateren Abschnitt!)
AL ... L. — + +
C, Graphit. . . - (=) -
C, Bogenkohle . + -
St (Kristall) . . + (=) -
Sn ... ... - + +
Po . ... .. + + )
Ta . . . . .. - | - Oxyd ergibt +
Bi ... ... - - -
wo... L. +
Fe,rein . . . . +
Fe, C-Gehalt. . + - - Oxyd ergibt +
Co ... ... — - - ‘
N ..o - - -
P ... ... - - --
Pt - - -
Chromnickel
10% Cr. . . + + +
Konstantan . . - - -
Manganin . . . + + +
Ptlr 20%, . . . + (+) +
Pilr 25% . . . + + +
PiRh10% . . . + - -

Vorzeichen von f —sowie auch von @ — angegeben. Eingetragen sind
weiter die Vorzeichen des Effektes fiir verschiedene Stoffe, wie sie durch
die Methode des Drosselkreuzes, mit einem empfindlichen Galvanometer
(und einer Mikroflamme) leicht zu bestimmen sind.

Beziiglich Materialangabe usw. ist auf das Original (39) zu ver-
weisen. :

Die Parallelitit zwischen dem Vorzeichen von B und dem Vorzeichen
des thermoelektrischen Effektes ist eine auffallende.

3. Untersuchungen iiber Thermostréme im fliissigen Quecksilber.
a) Einleitung. Durch die vorangehenden Versuche diirfte die Existenz
der Thermostréme im homogenen, unsymmetrisch erhitzten Metall
wenigstens als recht plausibel erscheinen. Sicher bewiesen wird sie aber
nur dann sein, wenn auch im fliissigen Metall Thermostréme beobachtet



Jetziger Stand der grundlegenden Kenntnisse der Thermoelektrizitdt. 43

werden!. Eswurden deshalb Versuche mit fliissigem Metall, insbesondere
Hg angestellt, obgleich es von vornherein klar war, daB solche Versuche
sehr schwierig sind.

b) Existenz, bzw. negatives Vorzeichen des Effektes in Hg. In einem
geeigneten diinnwandigen Glasgefd3 (Abb. 11) wurde eine unsymmetrisch
zu erhitzende, diinne Quecksilbermasse im Magnetfelde aufgehingt, wie
bei dem unter ITT 2d angefithrten Versuche. Es wurden, z. B. im Felde
H=3500 GauB}, Ausschlige von etwa 19mm erhalten; die absolute
GroBenordnung war ungefdhr dieselbe wie bei Cu (strikter Vergleich
ausgeschlossen!). Dieser Versuch (vom 14. Dez. 1916)
wurde als Beweis dafiir betrachtet, dafs der Effekt
auch in Quecksilber auftritt.

Beziiglich des Zeichens des Effektes ergab sich
durchweg, daB es dem des Cu entgegengesetzt, dem
des Konstantans gleichgerichtet war.

Nach dem fiir Hg angegebenen Werte des THOM-
soN-Koeffizienten war gerade das Entgegengesetzte
zu erwarten. Nach K. BAEDEKER? sind diese Koeffi-
zienten: fiir Hg + 1,62, C» + 0,38, Konstantan — 5,50
(Mikrocal/Coulomb. Grad). Diese auffallende Unstim-
migkeit konnte durch wiederholte sowie abgednderte
Versuche nicht beseitigt werden: das gefundene Vor-
zeichen des Thermoeffektes in Hg wurde durchweg
als ein negatives festgestellt. Es blieb keine andere Abb.11.ImMagnet-
Méglichkeit iibrig, als die Annahme, daBl der THOM- felde aufgehingter
soN-Koeffizient des benutzten Hg nicht positiv son- 2g-Streif, bei Er-
dern negativ sei. Eine fiir diesen Zweck vorgenom- hitzung  ‘Thermo-

i . strome ergebend.
mene Bestimmung ergab, daBl der THOMSON-Koeffi-
zient tatsichlich ein negativer sei, wihrend ein Kontrollversuch fiir Cu
das positive Zeichen ergab.

Ein Zuriickgreifen auf die Originalliteratur ergab, daB} sdmtliche
frithere Forscher fiir Hg ebenfalls das negative Vorzeichen gefunden hatten.
Es war also in der benutzten — sonst sorgfiltigen — Zusammenstellung
ein Vorzeichenfehler vorhanden! Die Diskrepanz war somit in die
schonste Harmonie iibergegangen.

1 Obgleich W. TuomsonN durch sorgfiltige Experimentaluntersuchungen
die reale Existenz des von ihm theoretisch erschlossenen elektrothermischen
Effektes bewiesen hatte (1856), und obgleich der Effekt, wie oben angefiihrt,
fiir eine ganze Anzahl Metalle von L Roux (1867) gemessen worden war,
bestand lange Zeit hindurch Zweifel daran, daB3 der TuomsonN-Effekt etwas
grundsitzlich neues wire (CLAUSIUS u. a.). Erst nachdem Haca (1887) die
Existenz des Tuomson-Effektes an einem fliissigem Metall, Hg, festgestellt
hatte, konnte den Einwinden jeder sachliche Grund entzogen werden. Vgl.
Haca, H.: Wied. Ann. 32, 131 (1887).

2 a.a. O, S.76.
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Es wurden weiter einige Versuche gemacht, die Thermostrome mit
dem Galvanometer nachzuweisen, und zwar mittels einer Glaskapillare,
die in seitlicher Richtung ausgezogen wurde, so dal eine scharfe, diinn-
wandige Drosselstelle entstand:. Man glaubte Ausschlige von der
GroBenordnung 20 . 107% Volt wahrzunehmen; mit Sicherheit nach-
gewiesen wurde jedoch nur, daB die Wérmeleitung des die Drosselstelle
umgebenden Mediums ihre Wirkung stark herabsetzt.

4. Vorlaufiges Ubersichtsschema iiber Thermoelektrizitit. Wersich
eingehend mit dem gesamten Material beschiftigen will, sei auf das
Original (39) verwiesen. Die HauptschluBfolgerung war die, daB der
lange Zeit hindurch bestrittene, nunmehr wohl als festgestellt anzu-
sehende Effekt den Komplex der tibrigen drei thermoelektrischen Effekte
,,in recht symmetrischer Weise® vervollstdndigt, so daBl folgendes Uber-
sichtsschema gegeben werden konnte:

Vorlaufiges Ubersichtsschema iiber Thermoelektrizitat.

Anzahl im Leiterkreis vorhandener
Metalle (Stoffe)
I 2
(homogener Kreis) | (heterogener Kreis)

Unsymmetrische Temperaturvertei- BENEDICKS SEEBECK
lung ergibt elektrischen Strom (1916) (1821)
Elektrischer Strom ergibt unsym- THOMSON) PELTIER
metrische Temperaturverteilung (1856) (1834)

Hinzugefiigt ist das Erscheinungsjahr der ersten den betreffenden
Effekt feststellenden Versffentlichung.

IV. Einwinde, bzw. Bestitigungen des
thermoelektrischen Homogeneffektes.

1. Erste erhobene Einwinde (Bridgman, Haga und Zernike,
Borelius). Es dauerte nicht lange, bis Einspriiche erhoben wurden
gegen die oben besprochenen Resultate. P. W. BRIDGMAN 1918 (43)
konnte durch schroffes Temperaturgefille an einem in einer Quecksilber-
kapillare eingeschlossenem Hg-Faden keine Thermospannung nach-
weisen ; er schloB: ,,der Effekt, wenn tiberhaupt vorhanden, ist auBer-
ordentlich gering“.

H. HaGA und F. ZERNIKE 1919 (44, 45) suchten ein brauchbares
Thermokreuz aus fliissigem Hg dadurch zu erzielen, dafl sie zwei Hg-
Strahlen kreuzten, von denen der eine erhitzt war. Durch diesen Kunst-
griff wurde der oben betonte, die Wirkung herabsetzende EinfluBl einer
GefiBwand in sinnreicher Weise vermieden. Das Resultat war nach der
Meinung dieser Autoren, daB ,,die Untersuchung das Nichtvorhanden-
sein eines Effektes wie des von BENEDICKS beschriebenen beweist®.

T Vgl (39), S. 115.
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G. BoreLIUS 1919 (46) ist ebenfalls fiir die Giiltigkeit des MAGNUS-
schen Satzes eingetreten, indem er durch gewisse Beobachtungen an
kaltbearbeiteten Metallen zum SchluB gefiithrt wurde, daf die als Homo-
geneffekt beschriebenen Erscheinungen von gewissen hypothetischen
Oberflichenerscheinungen vorgetduscht wiren.

Betreffs der Untersuchung von Haca und ZERNIKE ist nun folgen-
des zu bemerken. Diese Forscher beobachteten tatsdchlich einen Mehr-
ausschlag von 1,5 mm = 3,5.10° Volt (bei einer Temperaturdifferenz
von etwa 3000°C), wenn die Beriihrung der Strahlen so gering wie
moglich war; der iibrige Ausschlag (etwa 3 mm = 7.1078 Volt) stammte
von einem vorhandenen Druckeffekt.

Nun steht dieser Mehrausschlag der Gréfenordnung nach in bester
Ubereinstimmung mit den im nichsten Abschnitt anzufiihrenden
Arbeiten, bei denen mit verschiedenen Drosselgefiflen galvanometrisch
Spannungen gewonnen wurden von 1,9 bis 3,8 . 1078 Volt, bei geringe-
rer Temperaturdifferenz aber wohl etwas giinstigerem Drosselverhiltnis
— muB doch die Kapillaritit zweier Fliissigkeitsstrahlen einer scharfen
Drosselung hinderlich sein.

Weiter war der fragliche Mehrausschlag so gerichtet wie zu erwarten
bei dem vom Verfasser durchwegs gefundenen Vorzeichen-des Homogen-
effektes in Hg.

Esist somit tatsichlich die Ubereinstimmung eine zufriedenstellende.
Wenn HacA und ZERNIKE den fraglichen ,,unerklirten Mehrausschlag
als davon verursacht annehmen, daB im schnell gekiihiten Queck-
silber ,,das innere Gleichgewicht zwischen Elektronen und Metall
gestort wird, so daB es sich wie eine thermoelektrisch verschiedene
Substanz verhdlt — zeigt das nur, mit welchen unklaren Griinden
man nunmehr den MacNUsschen Satz zu stiitzen bestrebt ist.

Der Einwand von Borerius deckt sich mit den fritheren von
Mousson, HENRICI, MAGNUS, GAUGAIN usw., welche oben beriicksichtigt
wurden.

Nach einer Untersuchung der von BORELIUS beobachteten zeit-
lichen Anderung der Thermokraft bei bearbeiteten Metallen bemerkte
J. THIELE 1923 (47), daB die von BORELIUS angenommene Einwirkung
der Oberfliche sich nicht hatte ndchweisen lassen.

2. Bestdtigung des Vorkommens von Thermostromen im fliissi-
gen Metall (Benedicks, Gouineau). Wegen der soeben erwihnten
Einspriiche erschien ein mit verbesserten Hilfsmitteln ausgefiihrter
galvanometrischer Nachweis der Thermostréme im fliissigen Metall
recht wiinschenswert.

Eine solche Untersuchung wurde von C. BENEDICKS 1919 (48, 49)
ausgefiihrt, unter Benutzung von DrosselgefiBen aus verschiedenem
Material. Da es sich offenbar bei Hg nur um einen sehr schwachen
Thermoeffelt handelte, wurden zuerst einige Versuche ausgefiihrt
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mit dem von F. BRAUN (30) benutzten fliissigen B¢-Pb-Amalgan, wo
eine stirkere Wirkung erwartet werden konnte.
Dieses Amalgam ergab tatsidchlich sehr erhebliche Thermostrome,

150 wie aus Abb. 12 ersicht-
& ']I lich. Die benutzte Tem-
peraturdifferenz A? iiber-

/ stieg nicht A¢ = + 110°;

die Ausschlidgehatten einen

70|~ / Hochstwert von 140 mm
/ = 0,7 . 10% Volt.
. L/ pd Das somit erhaltene
' / / Resultat widersprach nicht
50 A

dem von BrauNerhaltenen ;
V

// bei ihm fiel die Beobach-

tungsgrenze mit diesem
Wert naheza zusammen. Es
erschien aber zweifeihaft,
ob das Amalgam ganz ho-
g 00 20 24t 300 mogen wire. Die erhaltene
Abb. 12. Mit fliissigem Bi-Fb-Amalgam Kurveist tatsichlich fiir ein
erhaltene Thermostrome. Metall charakteristisch, be?

dem die Homogenitit unvollstindig ist. Wie wirsehen werden, ergibt ein
homogenes Metall eine Kurve dritten Grades; in Abb. 12 handelt es sich

“ um eine Kurve dritten Grades, die
'”Z aber iiber eine Gerade gelagert
1 / ist; diese entspricht einer Hetero-
5 g genitit. Aus diesem Grunde
a ol wurden die Versuche mit vakuum-
¢ destilliertem H g fortgesetzt. Das
70 g somit erhaltene Resultat ist aus
o = - Abb. 13 ersichtlich. Sehr deut-
0 - — liche, reproduzierbare Ausschlige
. . wurden erbalten (I mm = 4,8
5 ﬁ,{ . I0779 VOIt)I
e o] Wichtig war, daB sich die ge-

wo° 2000 3000 wo° 724t fundenen Thermospannungen der
Abb. 13. Mit flissigem Hg erhaltene  j.;u00 Potenz des Temperatur-

Thermostrome. gefilles (durch die Temperatur-
differenz gemessen) proportional erwiesen ; die gezeichneten Kurven sind

w=Fk (483,

T Wegen der Geringfiigigkeit des Effektes — was die dlteren negativen
Resultate verstindlich macht — ist ein hochempfindlicher Galvanometer
nétig; der hier benutzte war vom Verfasser besonders hergestellt worden.
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wo fiir die Beobachtungen ak = 0,39 . 107° war (# in mm; die Tempe-
raturdifferenz A¢ in °C).

Diese Temperaturabhingigkeit ist die theoretisch erforderte — wie
unten dargelegt wird.

Weiter wird das Vorzeichen der Ausschlige durchweg negativ —
wie frither fiir Hg festgestellt.

Die erhaltenen Ausschlige sind von jedem merklichen Druckeffekt
frei.

DaBl die verschiedenen Materialien des DrosselgefaBes (Schiefer,
Asbest, Glas) merkbar einwirken kénnen, ist aus der zufriedenstellenden
Ubereinstimmung beziiglich GréBe und Richtung unwahrscheinlich.
Das Resultat konnte somit als eine gute Bestitigung der Existenz
von Thermostrémen in fliissigem H g bezeichnet werden.

Eine erhebliche VergréBerung der Ausschlige wurde von Goul-
NEAU 1920 (50) erhalten und zwar unter Benutzung der schon oben
(II1:3b) beschriebenen Methode. Die Anordnung wurde aber insofern
erheblich verbessert, daB3 der ungleichmiBig erwirmte Hg-Leiter aus
einer geschlossenen Quecksilberschleife bestand, an der eine Drossel-
stelle vorgesehen war. Die erhaltenen Ausschlige bei H = 2000 Gaul}
waren etwa 500 mm, bei einem Skalenabstand von 1500 mm und bei
einer Temperaturdifferenz von etwa 150°C. GOUINEAU schrieb:

,, Verfasser schlieBt, daB der BeENEDICkseffekt in Quecksilber ein-
wandfrei nachgewiesen ist, daB er also nicht als durch Heterogenitit
der benutzten Metalle hervorgerufen gedeutet werden kann.*

3. Weitere Einwidnde (Benade, Pechinger, Rumpf). Von J. M.
BENADE 1921 (§1) wurden Versuche mit Hg so ausgefiihrt, dafl zwei
Hg-Mengen miteinander in Verbindung standen durch ein Kkleines,
in einer Glimmerscheibe gebohrtes Loch. Die ,,einzigen erhaltenen Aus-
schlige betrugen vier oder fiinf Skalenteile, und waren offenbar ganz
und gar durch einen Ubertritt des Heizstromes verursacht.” Daraus
wurde geschlossen, dafl kein wirklicher Effekt vorhanden wire. Zu
bemerken ist aber, daB der mit dem benutzten Galvanometer zu er-
wartende Ausschlag gerade von der GréBenordnung von fiinf Skalenteilen
wire — d. h. von der GroBe der noch tolerierten Uberleitung —,
wenn das erhaltene Temperaturgefille dasselbe bliebe, wie bei den eben
S. 44 angegebenen Versuchen. DaBl durch VergréBerung der Hg-
Massen ein erheblich vergroBertes Temperaturgefdlle zu erhalten ge-
wesen wire, erscheint recht fraglich.

Unter Hinweis auf die Auffassung von BENADE hat L. PECHINGER
1922 (52) einige Versuche durchgefiihrt an Metalldrihten, welche mit
Einschniirungen versehen waren.

Gefunden wurde mit Fe-, Ni- und Konstantandrihten, dafl die
erhaltenen Thermospannungen recht variabel waren je nach der Lage
der Einschniirung. Geschlossen wurde, wohl mit Recht, dafl dies auf
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Heterogenitit der Metalle zuriickzufithren wire; mit Unrecht, daB der
Effekt deshalb nicht in homogenem Metall vorkommen kénne.

Von E. RuMpF 1923 (63) wurden einige Versuche mitgeteilt, welche
auf ,,das Verschwinden des BENEDICKSeffektes im Vakuum‘ hin-
deuteten. Es wire derselbe von einer Gasbelegung an der Oberfliche
des Leiters vorgetduscht. Dies sollte daraus hervorgehen, dafl die Aus-
schlage eines Drosselkreuzes aus Cu im Vakuum betriglich herab-
gesetzt wiirden. Spiter bemerkt derselbe Autor (94), daB ,,die Ab-
hiangigkeit des BENEDICKSeffektes vom Gasdruck durch (seine) Ver-
suche nicht erwiesen, sei, da gewisse Stérungen in der Wirmeiiber-
tragung von der benutzten Heizspirale sich vorfinden.

4. Weitere Bestdtigungen (Shaw, Neuman, Shaw und Adney,
Benedicks und Phragmén ... Terada, Reinhold). Von A. N. SHAW
1923 (55) wurde festgestellt, da unsymmetrisches Temperaturgefille
in als homogen zu betrachtenden ILeitern Thermokrifte erzeugt,
welche im Cu gering, in Fe groB sind. Hervorgehoben wurde, daf
durch den {raglichen Homogeneffekt eine einfache Erklirung des
SeEBECKeffektes gewonnen wird, und zwar als das Resultat der Span-
nungsdifferenz, welche in den Gebieten mit fallender Temperatur ent-
stehen miissen.

Ahnliches wurde von L.J.NEUMAN 1925 (56) hervorgehoben.

Unter Hinweis auf die Tatsache, dafl die thermodynamische Theorie
sowie die bisherige Elektronentheorie nur in einem kleinen Temperatur-
gebiet in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen zu bringen ist,
wurden von A.M. SHAW und F.G.ADNEY 1925 (97) einige Experi-
mente erwihnt, als Bestitigung des Vorhandenseins von Thermo-
stromen im homogenen, unsymetrisch erhitzten Leiter. ,Naheres
ist aus dem kurzen Bericht nicht zu ersehen, auch ist neuerdings der
BeNEDICKSeffekt wieder in Frage gestellt*r. )

Der oben erwihnte Einwand von RUMPF (53) wurde zwar von seinem
Urheber entkriftet (54) ; es erschien jedoch wiinschenswert, demVerhalten
des Drosselkreuzes im Hochvakuum mit besseren Hilfsmitteln nach-
zugehen.

Dies geschah durch C. BENEDICKS und G. PHRAGMEN 1925 (58).
Als Material wurde Graphit gewihlt, da dabei die von Oxydation und
Kaltbearbeitung zu befiirchtenden Fehlerquellen gering sind (vgl.
oben S. 37). Die Erhitzung erfolgte durch Spulen mit hochfrequentem
Wechselstrom; das nach Gasabgabe erhaltene Hochvakuum betrug
10 5mm Hg. Es wurden sehr erhebliche Ausschlige erhalten, und
zwar stimmten sie mit den bei p = 460, bzw. p = 4,5 mm Hg erhalte-
nen recht gut tiberein. So wurde bei einer Temperaturdifferenz von
go° eine Spannung von I,I.I0 3 Volt erhalten. Wichtig war die Fest-

* Referat von F. Kagmpr: Physik. Ber. 7, 1146 (1926).
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stellung — die erste fiir festes Material —, daB die auftretende Thermo-
spannung durch eine Funktion dritien Grades darstellbar wire — was
bei einer hypothetischen Oberfldchenschicht ausgeschlossen wire.

Von R. MECkE und A. LAMBERTS 1926 (59) wurde empfohlen,
bei Vorfithrung des BENEDICKSeffektes zwei an einen Galvanometer
angeschlossene Bogenlampenkohlen zu verwenden. ,,Erhitzt man eine
Kohle und beriihrt mit der heiflen Spitze die kalte Kohle, so entsteht
ein Strom.*

In einem Aufsatz ,,BENEDICKS- und KNUDSENeffekt“ machte
W. BURSTYN 1927 (60) auf eine interssante Analogie aufmerksam.
,,Beim Erwirmen der Ubergangsstelle zwischen einem weiten und einem
sehr engen Querschnitt eines Leiters entsteht eine elektrische Spannung
(BENEDICKSeffekt), wenn der Leiter ein Metalldraht ist, eine Druck-
differenz (KNUDsENeffekt), wenn der Leiter ein gasgefiilltes Rohr ist.
Beide Effekte sind einander nach der Elektronentheorie analog.*

Eine unerwartete Bestitigung der Auffassung, daB ein Teil der
Wairmeleitung eines gewdhnlichen Metalles auf Warmetransport durch
Wirbelstrome zuriickzufithren ist (vgl. III, zc), erfolgte durch eine
Untersuchung von C. BENEDICKS und P. SEDERHOLM 1926 (61). Bei
dem Versuche, genaue Bestimmungen der Wérmeleitung an (geteilten)
spharischen Probekérpern aus Stahl durchzufiihren, ergab sich, daB eine
sehr geringfiigige Inhomogenitit in bezug auf elektrische Leitfihigkeit
mit einer sogar paradoxen Unregelmdifigkest der thermischen Leitfahig-
keit verkniipft war. Wihrend die elektrische Leitfihigkeit in einem ge-
gebenen Falle wie 1:1,05 variierte, standen die entsprechenden Tempe-
raturvariationen im Verhdltnis 1:8,5 H, wie sehr genau festgestellt
wurde. Diese Anomalien der Wirmeleitung in einer Kugel miiBiten
unverstdndlich sein, wire nicht die Wéarmeleitung der technischen
Metalle in hohem Grade von — mehr oder weniger unregelmiBigen —
elektrischen Wirbelstromen abhingig.

In einer ersten Abhandlung von T.TERaDA, T. Tsursur und M.
TamMANO 1927 (62) (die im Original nicht eingesehen werden konnte)
wurde (nach einem Referat) geschlossen, ,,daB der BENEDICKSeffekt
verursacht wird durch die systematische Verschiedenheit in der Orien-
tierung der Mikrokristalle.” Dieser ablehnende Standpunkt wird in
einer zweiten Abhandlung 1927 (63), wie es scheint, nicht aufrecht
erhalten; denn hier wird die Vermutung ausgesprochen, ,,dafBl auBer
dem BENEDICKseffekt betrichtliche EM K anderen Ursprunges vor-
handen sind.*

Interessante Beobachtungen sind von T. TERADA, S. TANAKA und
S. KusaBa 1927 (64) ausgefiihrt an (5 bis 10 u dicken) durch Kathoden-
zerstiubung dargestellten Metallfilmen. GleichmiBig dicke A g-Filme
zeigen bei lokaler Erhitzung (Bild eines Gliihfadens!) keine Thermo-
krifte. Bei einem keilférmigen Film flieBt beim Erhitzen ein Thermo-
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strom vom diinnen zum dicken Teile; er wichst mit dem Dickenunter-
schied.

Hochst bedeutungsvoll ist schlieBlich eine Untersuchung von H.
REINHOLD 1928 (65) iiber die thermodynamische Energiebilanz fester
Ketten vom Typus Ag/AgJ/Ag. Es wurde mittels sorgfaltig durch-
gefiihrter Bestimmungen festgestellt, daB die wie bisher theoretisch
berechneten E M K keineswegs mit den beobachteten iibereinstimmten;
es ist vielmehr eine ,,Restkomponente* vorhanden, von der zusammen-
fassend folgendes gesagt wird. ,,Die Restkomponente wird in eine
Summe von zwei thermoelektrischen Homogeneffekten (BENEDICKS-
effekte) zerlegt, die im elektrolytisch leitenden und im metallisch
leitenden Teile einer Thermokette auftreten. Beide Effekte sind von
gleicher GréBenordnung. Bei kationisch leitenden Thermoketten sind
sie gleich gerichtet, so daf die ,,Restkomponente“ bedeutende Betrige
erreicht. Bei den anionisch leitenden Ketten sind sie einander ent-
gegengerichtet und heben sich deshalb fast vollkommen auf. Es lifit
sich berechnen, daB der BENEDICKSeffekt in Metallen etwa halb so
grof} ist, wie die ,,Restkomponente’ der Thermokraft in kationisch
leitenden festen Thermoketten.

DaB nach REINHOLD der thermoelektrische Homogeneffekt in festen
Elektrolyten erheblich groBer ist als der in den Metallen, erscheint
recht plausibel.

5. Einige weitere Arbeiten (Eve, Mc Alister, Tsutsui, Brandsma,
Seth . ..). Um die Darstellung der Arbeiten beziiglich einmetallischer
Kreise so vollstindig wie moglich zu gestalten, ist noch folgendes zu
erwihnen. ‘

Die schon oben besprochene Tatsache, daB eine an einem Draht
entlanggefiihrte Flamme durch Erhitzen Thermospannungen auslosen
kann (vgl. S.30), ist von A.S.EVE 1923 (66) bestitigt worden. Bei
seinen Versuchen wurde die Erhitzung durch lokale Kiihlung mit fliissi-
ger Luft ersetzt. Die besonders fiir Nichrom erheblichen Galvanometer-
ausschldge werden einem bei asymetrischer Erhitzung entstehenden
_thermoelektrischen Homogeneffekt zugeschrieben.

Ahnliche Versuche, jedoch in der gewshnlichen Weise mittels lokaler
Erhitzung, wurden ausgefiihrt von E. D. Mc ALISTER 1925 (67) an
einer Anzahl Metalldrihten von T. TsutTsul 1928 (68) an einem Hg-
Faden, welcher in eine Kapillare aus Natronglas eingeschlossen war.
Einige noch nicht beendete Beobachtungen ergaben gewisse Aus-
schlige, welche zurtickgefithrt wurden auf den Kontrakt zwischen Hg
und Glas — was allerdings bemerkenswert erscheint.

SchlieBlich hat W. F. BRaNDsMA 1928 (69) die Thermokraft zwi-
schen Kkaltbearbeitetem und bei verschiedenen Temperaturen rekri-
stallisiertem Cu verfolgt. J.B.SeTH, C. ANAND und M. R. ANAND
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1929 (70) haben die Thermospannung untersucht, welche im unsymme-
trisch erhitzten Cu bei longitudinalen Spannungen entsteht,

Aus der oben gegebenien Ubersicht iiber das im Schrifttum nunmehr
niedergelegte Fiir und Wider scheint hervorzugehen, daB eine gewisse
Tendenz sich bemerkbar macht, die Realitit des thermoelektrischen
Homogeneffektes anzuerkennen, dafl aber die Sachlage kaum als eine
endgiiltig geklirte aufgefaflt wird.

V. Phénomenologische Darstellung der
thermoelektrischen Effekte.

I. Einleitung. Wihrend simtliche oben angefiihrte Arbelten sich
eigentlich nur mit der Frage nach der Existenz des thermoelektrischen
Homogeneffektes (,,BENEDICKs-Effektes”) beschiftigten, wurde in-
zwischen von C. BENEDICKS 1918, 1921 (71—74) ein ganz abweichender
Weg betreten.

Die anregende Problemstellung war die folgende Das unter An-
nahme der Realitdt des thermoelektrischen Homogeneffektes gewonnene
Ubersichtsschema " (S. 42) ergibt zwar eine symmetrische Vervoll-
stindigung des Gebietes der Thermoelektrizitit: den zwei elektro-
thermischen Effekten entsprechen zwei thermoelektrische Effekte. Es
befriedigt jedoch nicht, daBl zwischen dem thermoelektrischen Homogen-
effekt und dem THOMsON-Effekt keiné vollstindige Umkehrbarkeit
besteht, wihrend die Umkehrbarkeit zwischen SEEBECK-Effekt und
PeLTIER-Effekt eine vollstindige ist. In der Tat wurde ja bei dem
Taomson-Effekt immer das Vorhandensein eines Temperaturgefilles
als Voraussetzung angenommen. Vollstindige Umkehrbarkeit wiirde
offenbar erfordern, daf ein elektrothermischer Homogeneffekt auch bei
urspriinglich streng gleichmdfiger  Temperatuy sich feststellen lieBe, d. h.
eine ,,Warmemitfithrung” durch den elektrischen Strom bei gleich-
miBiger Temperatur. .

Umfassende Versuche, von denen -die wichtigsten spiter anzufiihren
sind, haben die Richtigkeit dieser SchluBfolgerung erwiesen.

Es erscheint aber zweckmiBig, die gewonnene Einsicht sofort nutzbar
zu machen, um hier einen phinomenologischen Uberblick iiber das ge-
samte Gebiet zu geben. Erst dann soll iiber die erwihnten Versuche
berichtet werden.

SchlieBlich sei der Gegenstand durch die phoretlsche Elektronen-
theorie des naheren erlautert.

2. Phanomenologische Darstellung der thermoelektrlschen Effekte.
a) Die Wirkungen ersten bzw. dritten Grades. -Es ist von vornherein
wahrscheinlich, daB die gegenseitige Beziehung zwischen Materie -und
Elektrizitat (d. h. die Affinitdt zwischen Atom und Elektron) von der

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 4
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Temperatur abhdngen muB. Ist dies tatsichlich der Fall, muB in einem
ungleich temperierten Leiter eine gewisse vom Temperaturgefille ab-
hingige, ungleiche Verteilung der Elektrizitit zustande kommen, d. h.
eine elektrische Spannungsdifferenz auftreten.

Dieselbe sei, fiir die Enden des Leiters, mit E bezeichnet. Das eben
Gesagte kann mathematisch ausgedriickt werden durch eine Gleichung

wie
‘ dt l dt\? / dt\3

wo ?=Temperatur, ¥ =Lingenkoordinate des Leiters, von der Linge
x=1und %, k., k; gewisse Konstanten sind. ’
Nun ist es ja aus Griinden der Symmetrie einleuchtend, daB ein

. dat . . e
Zeichenwechsel von E;é einen Zeichenwechsel von E herbeifiihren muB,

d. h. daB nur ungerade Dignititen von Z—i eingehen kénnen. Die (zu-

nichst rein formale) Grundgleichung wird also

E=kj(j—i)-dx+l{/l(g)3dx+... (1)

wenn nur die ersten Glieder mitgenommen werden (73). Hier sind &
und K (in einem gegebenen Temperaturintervall) Konstanten, deren
Festlegung durch das Experiment erfolgen muf}; es erscheint ja még-
lich, daB dabei eine oder beide als Null sich erweisen.

Zeigt es sich nun méglich, fiir einen gegebenen Leiter bestimmte,
von Null verschiedene Werte von % bzw. K experimentell festzulegen,
dann muB es auch gestattet sein anzunehmen, daB den entsprechenden
Gliedern von (1) physikalische Bedeutung zugeschrieben werden kann.
Wir werden im folgenden bezeichnen:

E, =k[(j_;) dx | ‘ (2)
als thermoelekirische Wirkung ersten Grades;
(dt\3
E, =K/(E) dx (3).

als thermoelektrische Wirkung dritten Grades.
Demnach ist
E == EI ‘+‘ E 3

(wenn héhere Glieder vernachlissigt werden).

b) Die Grunderscheinungen. Wir wollen nun als eigentliche thermo-
elektrische Grumderscheinung folgendes annehmen.

Es liege ein homogener Leiter I vor (Abb. 14, 4). Seine Temperatur-
verteilung (B) sei durch die Gerade b versinnbildlicht. Ist nun fiir den
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Leiter ein gewisses (von Null verschiedenes) % festgestellt worden, dann
muB nach (2) eine EMK E: im Leiter auftreten (C), welche durch die
Gerade ¢; dargestellt sei. Einem zweiten in gleicher Weise temperierten
Leiter 2, dessen % ein entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, wird ebenso
eine Gerade ¢, zukommen.

A I. — Die Linie ¢; bzw. ¢, ist als der Ausdruck des grundlegenden
theymoelektrischen Homogeneffekies ersten Grades des betreffenden
Metalles 1 bzw. 2 zu betrachten.

Diesen Effekt hat HORI1G (35) — mit vollem Recht mittels des Elek-
trometers — festzustellen versucht (vgl. S. 30); jedoch war dessen
Empfindlichkeit zu gering.

Einen deutlichen Nachweis dieses Homogeneffektes ersten Grades
zu bringen ist anscheinend neuerdings REINHOLD (65) gelungen, der
Kreise aus Metall 4 festem Elektrolyt benutzte (S. 48).

In einem geschlossenen, homogenen Kreise

ist es — etwa mit dem Galvanometer — un- A4
moglich, diesen Effekt nachzuweisen, wie wir ' z —
sehen werden. ' t b

A IlI. — Wird nun der Grundsatz der Um- ! x

8
kehrbarkeit angewandt, erscheint folgende Um- \\
kehrung des genannten Effektes, d. h. folgen- b

der grundlegender elekirothermischer Homogen-

£, [+

effekt ersten Grades wenigstens einigermalen ¥ -
plausibel : 4

Es sei dem Leiter (I) ein elektrischer Span- %

nungsgradient wie ¢ — mittels eines durchge- Abb.14.ZurThermoelek-

sandten elektrischen Stromes — aufgelegt. Dann trizitdt eines offenen
. . . . homogenen Leiters.

kommt im Leiter ein Temperaturgradient zu-

stande, dessen Neigung zu b entgegengesetzt, d. h. etwa in der Richtung

von b’ verliduftr.

Fiir einen Leiter (2) mit einem Spannungsgradienten ¢, ist der ent-
stehende Temperaturgradient ebenfalls wie b’ gerichtet, d. h. der thermo-
elektrische Homogeneffekt ersten Grades mufl demjenigen des Leiters (1)
entgegengerichtet sein. ; ‘

Der Existenzbeweis dieses elektrothermischen "Homogeneffektes
ersten Grades ist nach der Meinung des Verfassers durch die im folgenden
Abschnitt besprochenen Versuche erbracht worden; dort werden auch
einige vorldufige Messungen gegeben.

B I. — Betrachten wir nun wieder den homogenen Leiter 1. Es
muB} im allgemeinen auch nach (3) eine EMK E, im Leiter auftreten
konnen. Dieser Effekt, welchen wir unten nidher betrachten werden,
sei als der thermoelektvische Homogeneffekt dritten Grades bezeichnet.

_* Die stattfindende Verinderung ist (nach’ LE CHATELIER-BRAUN) so
gerichtet, daB sie der vorgenommenen Verinderung entgegenwirkt.

4*
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Er kann nach der Meinung des Verfassers als durch die oben (III)
beriicksichtigten Untersuchungen bewiesen erachtet werden und wurde
von verschiedenen Verfassern als BENEDICKs-Effekt bezeichnet.

Auch 14Bt er sich in einem geschlossenen homogenen Kreis mit dem
Galvanometer nachweisen, wovon spiter die Rede sein wird.

B II. — Seine Umkehrung sei als elekirothermischer Homogeneffekt
dritten Grades bezeichnet, bleibe aber vorliufig unberiicksichtigt.

c) Die thermoelektrischen Erscheinungen in einem homogenen bzw.
heterogenen geschlossenen Kreise. Wir sind nunmehr in der Lage, die
thermoelektrischen bzw. elektrothermischen Effekte prizisieren zu
konnen, welche in einem geschlossenen Leiter (ein Galvanometer darf
eingeschaltet werden) auftreten kénnen, und zwar in ganz einheitlicher
Weise fiir homogene und fiir heterogene Kreise.

[ 7 /] . 7Tz 1711 1. Homogener ge-
A—— ] CzT—7—TzJz schlossener Kreis. Gege-
Z, . . .

4|t 0t 7 &t ben sei ein homogener Lei-
} b gf T, tzi ter I (deren Durchmesser
—z ; —Z variabel sein mége [Abb. 15,
g z F_Al). Seine Temperatur sei

} mw
c F=0 H an. den Enden- konstant,

7 F,, kann aber sonst beliebig
variieren z. B. wie in der
Kurve b angegeben.

f }5, A 1. — Der thermoelek-
y Ji trische Homogenefjekt ersten
1’}52 Grades wird dann nach (2),
da
Abb. 15. Zur Thermoelektrizitdt eines geschlos- di
senen homogenen, bzw. heterogenen Kreises. E, =2 / (Zl;) dx =k / at,

.Em

=
)

zur Folge haben, daB im Leiter eine Spannungsverteilung etwa wie ¢
zustande kommt. Zwischen den Enden muB dann, wie auch die Kurve b
bzw. ¢; geformt sein moge, die Spannungsdifferenz Null werden: es lift
sich aus dem Kreise nicht der gevingste Stvom entnehmen.

Fiir den zweiten homogenen Leiter (2) sei die Spannungsverteilung
die von ¢, angegebene; das Resultat wird genau dasselbe sein.

Dies sei als ,,revidierter MAGNUSscher Safz bezeichnet; er kann
etwa folgendermaBen formuliert werden:

In einem geschlossenen homogenen Kreis, es mige die Temperatur
beliebig variieren, ist der resultierende thermoelektrische Homogeneffekt
ersten Grades gleich Null.

x=1
E,—F (

X =o0

dat
E)dx:o,

ber jedem k.
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A II. — Der elektrothermische Homogeneffekt ersten Grades ist aber
keineswegs gleich Null. Ein durch den Leiter geschlossener elektrischer
Strom wird vielmehr nach dem, was oben ausgefiihrt wurde, iiber die
angenommene Temperaturverteilung b einen gewissen Temperatur-
gradienten tiberlagern; dies wird im allgemeinen als eine horizontale
Verschiebung der in & vorhandenen Temperaturgradienten sich bemerk-
bar machen, in der einen oder in der entgegengesetzten Richtung.

Diese elektrothermische Wirkung ist offenbar mit dem THoMSON-
Effekt zu identifizieren (eine nidhere Ausfithrung muf hier unterbleiben).

B I. — Weiter wird der thermoclekirische Homogeneffekt dritien
Grades nach, (3) fiir einen geschlossenen Leiter wie I eine elektrische
Spannungsverteilung (D) ergeben wie die durch d: dargestellte, fiir
einen Leiter 2 eine Spannungsverteilung wie d,.

Wie aus der Abbildung (D) ersichtlich, kommen in diesem Falle
endliche Spannungsdifferenzen E; zustande.

Sie stellen die als BENEDICKS-Effekt bezeichnete Erscheinung dar.

B II. — SchlieBlich wird der thermoelektrische Homogeneffekt dritten
Grades gewisse Temperaturinderungen herbeifithren konnen, deren
systematische Darstellung aber hier unterbleibe.

2. Heterogener, geschlossener Kreis. Es seien die besprochenen
zwei Metalle I bzw. 2 zu einem heterogenen Kreise (Thermoelement)
verbunden, wie dies in Abb. 15, F die Normalform I oder II versinn-
bildlicht. Es seinun fiir I eine gewisse Temperaturverteilung vorhanden,
etwa wie bei G angegeben.

A I.—Wird nun fiir jeden homogenen Teil des zusammengesetzten
Kreises der thermoelektrische Homogeneffekt ersten Grades ins Auge
gefaBt, bekommen wir einen Kurvenzug wie I bei H. (Dabei sind ja
jede ,,Kontakt-EMK‘ zwischen den zwei Metallen hinfillig, wie wohl
besonders von TaIT dargetan worden ist.) Wie ersichtlich, kommt im
allgemeinen eine resultierende EMK E: zustande; fiir den heterogenen
Kreis II wird E; die entgegengesetzte.

Quantitativ wird ja Ey folgendermaBen ausgedriickt:

£ e A
{ dt dat dt
Eg—F, f (H) dx + F, f (a;) dx + k, f (a) dx, 4)

wo #: bzw. %, die Endkoordinaten des mittleren Stiickes sind, mit den
Temperaturen # bzw. £,. Dies ergibt

Erlz(kz —kx) (tz "_tl) (5)
und ist die Fundamentalformel des SEeEBECK-Effektes.
A II. — Der elektrothermische Homogeneffekt ersten Grades wird in

jedem homogenen Teil einen Temperaturgradienten hervorrufen; werden
die Enden x =0 bzw. x =1 bei konstanter Temperatur gehalten, miissen
wie leicht ersichtlich die Temperaturgradienten in den einzelnen Teilen
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(fiir die Kombination I) so zusammenwirken, daB z. B. bei #; eiie Er-
hitzung, bei #, eine Abkiihlung stattfindet (wenn die Richtung des
Stromes mit derjenigen des von g hervorgerufenen SEEBECK-Stroms
uzsammenfillt). :

Die entstehende Temperaturdifferenz muB der Stromstirke pro-
portional sein.

Dies stellt den PeLTIER-Effekt dar.

B 1. — Der thermoelekirische Homogeneffekt dritten Grades wird in
diesem Falle, wo im allgemeinen keine besonders schroffen Temperatur-
gradienten (bei &) vorhanden sind, nur eine geringfiigige resulticrende
E; ergeben, wie bei J graphisch dargestellt.

Dies wird ausgedriickt durch den Satz, daB die Temperaturverteilung
lings den Drilien eines Thermoelementes im allgemeinen belanglos ist.

B II. —Eine eventuelle Einwirkung eines elektrothermischen Homo-
geneffektes dritten Grades sei auBler acht gelassen.

VI. Elektrothermische Untersuchungen
von C. BENEDICKS (71)—(74).

1. Einleitung. Der fithrende Gesichtspunkt ist schon oben angedeutet
worden (S. 49). Als am néichsten liegend wurde folgender Punkt an die
Spitze der experimentellen Arbeit gesetzt: Da ein Drosselkreuz oder ein

gedrosselter Zylinder sich als

das einfachste Mittel erwiesen

7 o~ hatten, um in einem homogenen
Leiter Thermostrome entstehen

[i[ 6 | zu lassen, konnte vermutet wer-
den, daB umgekehrt ein durch-
gesandter Strom eine Tempera-
turdifferenzherbeifithren miisse.
@ D 2. Einige Versuche mit
festem Metalle. Die Erfahrung

Abb. 16. Drosselzylinder. hat diese Folgerung durchaus
bestdtigt. Als Beispiel sei zu-

1 N
<taf—

Is] sl
Is] s}

Y

g

erst folgendes angefiihrt.

AB (Abb. 16) stellt schematisch einen langen Metalldraht dar (z. B.
Fe; Linge 500 mm, Durchmesser 1,50 mm); in der Mitte ist eine Drosse-
lung (zylindrische Verjiingung) durch vorsichtiges Drehen vorgesehen.
Die entstehende Temperaturdifferenz wird mit einem Cu-Konstantan-
Thermoelement gemessen (1 mm Galvanometerausschlag = 5.107% Volt),
dessen Kontaktstellen an zwei Kupferfiitterungen I und II angelttet
sind; diese ergeben guten Wirmeiibergang bei vollstindiger elektrischer
Isolierung (paraffiniertes Papier!). Ein Sammler wird an den Klemmen
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C, D angeschlossen ; die Stromstérke 7 wird an einem Prizisionsampere-
meter abgelesen.

Nachdem bei konstantem ¢ ein stationirer Zustand eingetreten ist,
wird die Stromrichtung in regelmiBigen Zeitabschnitten (4 Minuten) um-
mp: gekehrt; der Galvanometer wird nach

ula|bla|bla|b|la

270 jeder halben Minute abgelesen. Die er-
260 ,ﬁ/r haltenen, sehr regelmifigen Resultate
250} 980 sind aus Abb. 17 ersichtlich, fiir ver-
i schiedene ¢. Die Temperaturausschlige #
& 20 P werden durch graphische Interpolation
230 erhalten.
270 220 ] Die Tatsache, daB sich # genau pro-
260 i portional zu ¢ erweist, geht aus Abb. 18
7 25 /f 960 hervor (fiir 4 bis 1,20 Amp.). Es gilt
L]
20 \ also )
kg » u==~k-1,
i F=tal wo k= Konstante ist.

6" ! r 250 Es wurde festgestellt, da3 die zu-
' ”" stande gekommene Temperaturdifferenz

u

W /

270 1 — /—/
040

s 4
| 30 /

5 260
250 280 __,\,,

240 270 s =
% 260 930 20
2 \ - //
270 250
7t N
3 260 - 0,24 70 /f
250 260 = ' ;
2 | ] ] |g20 —t i
204§ 7z 7% 20 2+ 28Min. 0 920 G%0 460 G80Amp.
Abb. 17. Abb. 18. Elektrothermischer Homogen-
Elektrothermischer Homogen- effekt # (Abb. 17), von der Stromstirke 7
effekt (Kohlenstoffstahl). linear abhéngig.

so gerichtet war, wie nach dem Prinzip von Lt CHATELIER- BRAUN
zu erwarten. Wenn also bei I in Abb. 16 schwach erhitzt wurde,
entstand ein wie der Pfeil a gerichteter Thermostrom (der thermo-
elektrische Effekt war positiv). Ein in dieser Richtung durchgesandter
Strom ergab andererseits bei I Abkithlung, bei 7T Erhitzung. Wir sehen
also, daBl der beim Erhitzen von. I entstehende Thermostrom zum Ab-
kiihlen von I beitragen muB.

Gegen diesen an sich sehr sauberen Versuch (der spiter sehr oft
wiederholt wurde) konnte eingewandt werden, daB die Drosselstelle sich
moglicherweise von dem dickeren Metall unterscheiden kénne, so daB
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eine Art PELTIER-Effekt zustande kime. Um einen solchen naheliegen-
den Einwand nicht aufkommen zu lassen, wurden einige vorbereitende
Versuche so ausgefiihrt, dafl ein gleichmiBiger, isolierter Konstantan-
draht mit zwei linglichen (isolierten!) Verdickungen aus Cu versehen
wurde. Der Strom verlief also ausschlieBlich im gleichmiBigen Kon-
stantandraht. Es ergab sich aber auch in diesem Falle, daB der zu
proportionale Effekt vorhanden war.

Die elektrothermisch zustande kommenden Temperaturdifferenzen
an beiden Seiten einer Drosselstelle (aneinander grenzende kugelige Ober-
flichen aus P{) wurden auch in einem Falle thermoskopisch festgestellt.

3. Versuche mit fliissigem Quecksilber. Um den immer wieder
herangezogenen Einwand der Heterogenitit von vornherein auszuschal-
ten, wurden einige Versuche mit fliissigem Hg angestellt. Es wurde ein
Strom durch eine 0,62 mm lange Drosselstelle, die sich (in Fiber herge-

u stellt) zwischen zwei
o : diinnen Glasréhren be-
.5 / fand. Das sehr charak-
Hg // teristische Resultat ist

4 7 auf Abb. 19 ersichtlich.
+3 // In diesem Falle ist das
*2 v Gebiet des elektrother-
+1 A mischen Homogeneffek-
p // tes ersten Grades sehr

beschrinktr — zu ¢ ge-

! .| ringer als 0,3 Amp.; es

J 70 20 Amp. wurde vermutet, daf3 die

Abb. 19. Elektrothermischer Homogeneffekt eines be hohererﬂnz a.Luftreten—
Drosselzylinders aus Hg. (Bei héheren 7 tritt d.en Verhaltmsse~ von
Tromson-Effekt hervor.) einem spoutan einset-

zenden THOMSON-Effekt
verursacht worden waren. Die ganze Erscheinung war aber fiir den
elektrischen Warmetransport so charakteristisch, daB es lohnte, auf die
Kurvenform néher einzugehen.

4. Untersuchungen iiber den elektrothermischen Inversionspunkt.
Wie leicht ersichtlich, war dabei die zu befiirchtende Fehlerquelle ein
spontaner THoMSON-Effekt, von der JouLe-Wirme der verjiingten Hg-
Masse verursacht. Gliicklicherweise ergibt ein solcher spontaner THOMSOX-
Effekt Ausschlige, welche denen entgegengerichtet sind, die vom elektro-
thermischen Homogeneffekt ersten Grades herrithren miissen (wenn der
stromgehitzte Teil zwischen den Lotstellen des Thermoelements liegt).

Theoretisch unschwierige Auseinandersetzungen — fiir welche auf
die Originalabhandlung hingewiesen werden muB2 — ergaben folgendes

* Dies hingt zweifelsohne mit der geringen Linge der Verjiingung zu-
Sammen. 2 (74), S. 47.
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Resultat. Der Temperaturunterschied # zwischen den beiden Seiten einer
Drosselstelle muB fiir ein Metall mit positivem Wirmetransport (wo die
Wirme in der positiven Stromrichtung bewegt wird), als Funktion von 7
folgender Gleichung gehorchen:

w="ht—hk, 3 —kgis... (6)

Fiir ein Metall mit negativem Wirmetransport' gilt

=k R34k 5+ ..., )
wo ki, k3, kg im allgemeinen +30
positive Konstanteén sind. A Au 1

Das erste Glied rechts ge- ) T \\

hért zum elektrothermischen “L
Homogeneffekt ersten Gra- o F=l_ .\
des, das zweste dazu entge- -m Sy
gengesetzte zum spontanen -z . :\
Tuomson-Effekt, welcher _g, } A\
von der Erhitzung der Dros- \\
selstelle verursacht wird ; das 7 A s

dritte Glied entspricht der ~% 77z 3 % 5 6 7 & 9 1Amp.
Tatsache,daB derWiderstand  Apb. 20. Wie 19, Drosselkreuz aus Au.
der Drosselstelle (wenigstens

fiir Metalle) mit der Tempe- u
ratur zunimmt, mit ent- Z”;
sprechender Zunahme des ' l
TuoMson-Effektes. +#0 P /7
Bemerkenswert ist der 44 4
Umstand, daBimallgemeinen /’ /
u fiir einen bestimmten (In-  *# 1/
versions-) Wert von ¢ ver-  +7 /,// /
schwindet. 11 /
Es zeigte sich, daB die g /f
Gleichungen mit den Messun- - AN ~ e
gen gut iibereinstimmen, so-* 20 ~4
wohl fiir Hg, wo der Inver- —Fi
sionspunkt bei 7=0,7 Amp. Wy 7 5 ¥ 5 & 7 8Am

beobachtet wurde, als auch .
fiir Drosselkreuze aus I mm
Awu-Draht: Abb. 2o (Inversion bei 8,5 Amp.) und aus I mm P¢-Draht:
Abb. 21 (Inversion bei 7,2 Amp.).

Der dabei benutzte Apparat ist aus Abb. 22 ersichtlich; die Mikro-
meterbewegung erlaubt, die Drosselstelle symmetrisch zwischen die Lot-
stellen 7 und II des Thermoelements einzustellen. Die Bestimmungen
wurden bei einem Héchstwert von ¢ begonnen, um eine nachherige merk-

liche Verinderung (VerschweiBung) der Drosselstelle auszuschlieBen.

Abb. 21. Wie 19 und 20, Drosselkreuz aus P*.
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Die in Abb. 20 und 21 ausgezogenen Kurven sind nach (6) bzw. (7)
berechnet. Die gestrichelten Kurven geben an, wie die Verdnderungen

350— .
wl | || | |

T | |
300 —

“-.._‘-.“-

C(6r)
250 .

200

@___...U- B0 —

5 ﬁ 00 ———— _ _.
““““ i S

1 —ar L
Y

g 17 z 3 ¥ & & 7 8Amp
Abb. 22. Bei Abb. 20, 21 benutztes Abb. 23. Elektrothermischer
justierbares Drosselkreuz. Homogeneffekt in Graphit.

von # ausfallen wiirden, wenn der elektrothermische Homogeneffekt
ersten Grades nicht existieren wiirde. Die tatsichliche Form der Kurven
(Abb. 19, 20, 21) stellt eine auf-

#y

50 T T T T
fallend gute Stiitze seiner Exi- . 15 | i I I A
stenz dar. cih 1| (Vi Zn I
SchlieBlich muB bemerkt wer- ~ “[|! T 1
720 | | |
|
.

80

%0

~Z00-10 0 0 200 Temp. 0 47 9z 83 0¥ 45 46 47 48 49 70

/ /5,

Abb. 24. Elektrothermischer Abb. 25. Elektrothermischer Homogen-

Homogeneffekt in Graphit effekt, als Funktion des Durchschnittes
als Temperaturfunktion. der Verjiingung. Neusilber.

den, daB die Richtung der elektrothermischen Homogeneffekte ersten
Grades mit der Theorie iibereinstimmt, d. h. mit dem Vorzeichen des
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thermoelektrischen Homogeneffektes, welches fiir Hg und P¢ —, fiir
An 4 ist.

5. EinfluB der Temperatur. Wurde der obige Versuch mit Graphit
ausgefiihrt — der wie A% und Pt zu diesem Zweck besonders geeignet ist
— so wurde kein Anzeichen eines Inversionspunktes erhalten, was aus
Abb. 23 hervorgeht. Dies wurde so gedeutet, daB fiir Graphit der Koeffi-
zient Ar des elektrothermischen Homogeneffektes

u==~r1 (8)
mit steigender Temperatur betrichtlich anwichst. Diese Auffassung
wurde dadurch besonders erhirtet, daB k; fiir Graphit bei einigen ver-
schiedenen Temperaturen gemessen wurde (Abb. 24). Wie ersichtlich,
steigt Ar sogar viel schneller als proportional zur absoluten Temperatur.

6. Proportionalitit zur Strom-  »—

dichte. Viel Arbeit wurde ur- me <

spriinglich aufgewendet um zuer- "

fahren, wie die elektrothermische 7 C(67)
Wirkung von dem Durchmesser d, o 7.3

bzw. Linge I einer zylindrisch 9%
verjlingten Drosselstelle abhingt &
bei konstantem Durchmesser do 7
desDrahtes. Derartige Messungen
wurden fiir Kohlenstoffstahl,

Kupfer, Neusilber, Graphit, Kon- 800 70
stantan und Manganin ausge- ¥
fiihrt. Als Beispiel seien die Mes- 3o - —
sungen an Neusilber (Abb. 25) 4y
sowie an Graphit (Abb. 26) ange- . 00 \
fithrt. Abszissen sind die Verhilt-

600

51'3°755 |3 2 |7

.S as . u 0 o7 6z g3 0% 05 46 47 g8 49 70
nisses, = gz, Ordinaten ky=— 5/s,
Die Auslegung der Resultate Abb. 26. Wie Abb. 25. Graphit.

bereitete  anfangs erhebliche )
Schwierigkeiten, da zuerst als selbstverstindlich angenommen wurde, daf3

zum Verhiltnis Sio =1 auch % = 0 gehéren wiirde. Physikalische Bedeu-

tung gewannen die Versuche, als ein unter (8) beschriebenes Resultat
vorlag. Es muB} daraus vorweggenommen werden, daB tatsichlich sogar

S . .
2u 3;-———1 ein bestimmiter %—Wert gehort.

Die experimentellen Kurven nehmen die einfache hyperbolische Ge-
stalt an u @ |
7SS’

wo o =Konstante. Die physikalische Bedeutung kommt zum Ausdruck

wenn, geschrieben wird 7

u=aSo-S— (9)
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d. h. es erweist sich die an den Enden der Verjiingung auftretende Tem-
peraturdifferenz u einfach zur Stromdichie é proportional.

Dies Gesetz trifft zu, wenn die zylindrische Verjiingung einen nicht
gar zu geringen Diameter besitzt. In diesem Falle, d. h. bei sehr erheb-
lichen Stromdichten, kommen gewisse Abweichungen vor.

Der erste, gewohnlichste Fall wird bei Neusilber (Abb. 25) beobach-
tet: bei hoher Stromdichte wird # geringer, als die Proportionalitit zu
1 erfordern wiirde (vgl. dicke Hyperbelkurve!). Dieser Fall entspricht
den Abb. 20 bzw. 21 (der von der Erhitzung herrithrende spontane
TromsoN-Effekt ergibt bald eine Abnahme von #).

Der zweite Fall wird von Graphit reprisentiert (Abb. 26): bei hoher
Stromdichte ist # erheblich gréfer, als es die Proportionalitit zu ¢ er-
fordert (vgl. die Hyperbelkurve!). Dieser Fall entspricht genau dem in
Abb. 23 wiedergegebenen Verhalten des Graphits.

7. Beziehung zwischen dem elektrothermischen Homogeneffekt
und dem Thomsoneffekt. Nach der Gleichung (9) ist See fiir die ver-
schiedenen Metalle ein charakteristischer, zum Vergleich geeigneter Koef-
fizient.

In der folgenden Tabelle sind angefithrt die verschiedenen an der
zylindrischen Drosselstelle (Linge !=0,6 mm) nach Beobachtungen wie

auf Abb. 25 und 26 (fir Sio =0,3 bis 1,0) gewonnenen Messungen.

Tabelle 2.
do | g, | TROTSROCH | Verhaltnis-
mm °® | zient ———— " zahl
Coulomb. °

Kohlenstoffstahl, 0,75 % C| 3,00 |+ 7,0 (42,2, fiir Fe) —
Kupfer. . . . ... .. 3,00 |+ 0,63| +0,29—+0,38 +1,7—+2,2
Manganin . . . . . . . 1,76 2,5 - -
Neusilber. . . . . . .. 1,57 |= 4,0 —2,5 +1,6
Konstantan, . . . . . . 1,51 |—1I,4 - 5,5——6,0 +1,0— +2,I
Graphit ... . .. ... 2,30 |—42,0 — —

Soe ist dabei durch 47« ersetzt.

Angefiihrt sind ebenfalls die THOMSON-Koeffizienten, welche nicht gar
zu unsicher sindz.

Es ist auffallend, daf3 die Koeffizienten 42« des elektrothermischen
Homogeneffektes sowohl beziiglich Zeichen als auch relativer Grofe mit
den Koeffizienten des THOMSON-Effekies iibereinstimmen.

* Nach G. Borerius: Ann. Physik (4) 56, 388 (1918), sowie nach K.
BAEDEKER und L. GrRAETz: Handbuch der Elektrizitit und Magnetismus 1.
699. Leipzig 1918. — Laski, G.: Thermoelektrizitit. In: Gricer, H. und
K. ScueEgL,: Handbuch der Physik 13, 183. Berlin 1928.
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8. EinfluB der Linge 1 der Drosselstelle. — Extrapolation zu 1=o.
Als nichstes war zu erforschen, wie die Linge !/ des verjiingten Teiles
die Temperaturdifferenz # beeinflufit, bei konstant gehaltenem Durch-
messer d, bzw. do. Eine betrichtliche Anzahl (> 60) zylindrisch ver-
jingter Probezylinder in Kohlenstoffstahl, Messmg, Neusilber bzw.
Zink wurden hergestellt. .

Wenn 7 gegen I abgetragen wurde, stellte es sich heraus, daB fiir
einen gegebenen Wert von d Geraden erhalten wurden. Es wurde
mit anderen Worten gefunden, daB% mit L in linedrer Weise zunimmid.

Sehr auffallend war nun der Umstand, daB diese bei verschiedenen
Werten von d erhaltenen Geraden im allgememen gegen einen be-

stimmten Punkt der ——Achse konvergieren.
Dies war allerdmgs nicht

immer der Fall. So liegen die fiir 7 6*
Messing erhaltenen Zahlenwerte aﬂfﬁ

bei d == 0,57 mm an einer Geraden = b 45// b
(Abb. 27, a), die bei d = 0,87 mm i ’

erhaltenen auf einer anderen Ge- 4 s s

raden; diese konvergieren in die- =3
sem Falle gegen einen Punkt ¢
auBerhalb der Ordinatenachse.
Diese Tatsache wurde den in ¢ a TL1°
dem Messingdraht vorhandenen i
Kaltbearbeitungsspannungen zu- Mg
geschrieben. Vor den definitiven | ——d=g87
Messungen wurden die Proben ™[ | 1=t—112 7

-

deshalb in sorgfiltiger Weise bei . +-te
5900 C ausgegliiht. Dasdann er- ~¢ 42 g% 46 48 40 jzmm

haltene Resultat ist bei Abb. 27,b Abb. 27. Elektrothermischer Homogen-
ersichtlich. effekt, als Funktion der Lange der

Drosselstelle:

<

td=057

S0\

Nunmehr schneiden sich die
mit 4 = 0,55, bzw. mit d = 0,82 erhaltenen Geraden geriau an der

= -Achse. Die meisten Versuche waren nicht so regelmiBig wie bei dem

ausgeglithten Messing — es ist .der Effekt fir vorhandene Inhomogeni-
titen offenbar sehr empfindlich — die Tendenz der. verschiedenen
d-Geraden war aber in jedem Falle die einander n einem von Null ver-

schiedenen Punkie der %—Achse zu schneiden.

Dies anfangs als entschieden paradox aufgefalite Resultat besagt
offenbar folgendes: eine gewisse Temperaturdifferenz u, zur ersten Digni—
it von i proportional, kommt auch bei | = 0 zustande, d. h i einem
Zylinder wmit diberall gleichmdfiigem Durchschnits.
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Dies scheinbare Paradoxon wiirde offenbar eine Unmoglichkeit
sein, wenn nicht zwischen den fiir die Messung von # benutzten Lot-
stellen noch bei I = 0 ein gewisser Abstand (3 mm) vorhanden wi.e
(wegen der angeldteten Cu-Fiitterungen I und 11, Abb. 16).

9. Elektrothermischer Homogeneffekt in einem Leiter gleich-
méfBigen Durchschnitts. Abb. 28 stellt einen langen, gleichmiBigen
Draht dar, durch welchen ein Gleich-
strom in der einen oder anderen Rich-
tung gesandt wird. Die zwei elektrisch
sorgfiltig isolierten Lotstellen eines Cu-
Konstantanelementes befinden sich ein-
ander gegeniiber wie aus der Abb. er-
sichtlich; sie sind mit einem empfind-
lichen Galvanometer verbunden (Imm
Abb. 28. Zur Festlegung des elek- = 4,1.1079 Volt). Das ganze ist gegen
trothermischen Homogeneffektes 1, fctrsmungen und Warmestrahlung
in einem langen gleichmaBigen ° w1es . .

Draht. sorgfiltig geschiitzt. Als Material wurde

I mm Konstantandraht benutzt — wo

eine erhebliche Warmemitfithrung erwartet werden konnte — und zwar
einmal von der Linge L = 5m, weiter von der Linge L =1 m. Die be-

nutzte Stromstirke war 0,25 bis 0,50 Amp.
u

z
28

24— -
20 o
7% S

L=i700¢
12 e em \LL s0gcr

BEEA N
-76 \‘ : X L7
-20 7 3 3 7 “m s
Abb. 29. Elektrothermischer Homogeneffekt (links!) in einem §m

Konstantandraht; Peltiereffekt (rechts!).

Das bemerkenswerte Resultat ist aus Abb. 29 ersichtlich.

Fassen wir zuerst den lingeren Draht (L = 5m) ins Auge. Bei
groBerem (lings des Drahtes gemessenen) Abstand ! zwischen den Lot-
stellen, d. h.in der Nihe der Enden des Drahtes, tritt eine erhebliche
elektrothermische Wirkung auf. Dies stellt offenbar den wohlbekannten
Peltiereffekt dar (Cwu-Zuleitungen!). Wire nun, wie man bisher ange- -
nommen hat, der Peltiereffekt die einzige elektrothermische Wirkung,
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welche in einem Leiter von (urspriinglich) gleichmiBiger Temperatur
auftreten kann, dann miifite %‘mit [ symbat abnehmen, um schlieBlich

in der Mitte des Drahtes zu verschwinden.
Statt dessen ersehen wir, daf3 schon bei / = 3,8 m eine Art Inversi-

onspunkt auftritt, wo -?: 0. Das Zeichen von # (fiir ¢ = 1) 4ndert

sich dann und # wichst allmihlich zu einem Héchstwert (wo # von I
unabhingig wird). SchlieBlich bei kleinem I, etwa von 50 bis o mm,
findet sich eine strikte Proportionalitit zwischen u und I. Dies ist als
das Gebiet des ungemischien elektrothermischen Homogeneffekies zu be-
zeichnen, wie aus den obigen Versuchen hervorgeht.

Derjenige #-Wert eines gegebenen Metalles, welcher z. B. in Abb. 27
durch Extrapolation fiir /’ = ot erhalten wurde — der aber einer tat-
sdchlichen MeBlinge von 3 mm entsprach — erwies sich als nahezu iiber-
einstimmend mit dem #-Wert, welcher im Gebiet der strikten Propor-
tionalitdt / = 3 mm entsprach.

Von dem kiirzeren Draht (L = 1 m), 148t sich sagen, daB die ganze
Erscheinung dem vorigen gleich ist, nur ist der LingenmaBstab ein
geringerer.

Experimente dieser Art wurden auBer mit Konstantan, noch mit
Neusilber und 0,759, Kohlenstoffstahl ausgefiihrt. Das Resultat war
in allen Fillen beziiglich des charakteristischen Aussehens der Kurve,
nahezu identischz.

10. Temperaturdifferenz proportional zur Spannungsdifferenz.

Ein Riickblick auf die soeben angefiihrten Versuche ergibt folgendes:

a) Zuerst wurde festgestellt, daB die thermische Wirkung # pro-
portional zur Stromstirke ¢ ist:

u = const <.

b) Es wuide dann gefunden, daB # zur Stromdichte proportional ist:
U= const-é .
c) SchlieBlich wurde festgestellt, daB w# ebenfalls proportional
zur Linge I ist. Demgemil gilt fir den mittleren Teil eines gleich-
formigen Leiters die Gleichung

7
u:constg-l.

Andererseits ist die elektrische Spannungsdifferenz zwischen den
zwei beriicksichtigten Punkten ebenfalls

.1
V:consti-g.

1 ['=Linge des verjiingten Teiles, mit dem jetzigen? nicht zu verwechseln.

2 Es sei noch bemerkt, daB sich in einem zylindrisch verjiingten Draht
ein geringer Unterschied zwischen den zentralen und peripherischen Teilen
bemerkbar machen kann, es ist aber nicht einzusehen wie ein solcher im Falle
eines unverjiingten Drahtes einwirken kénnte,
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DemgemiB wird das sehr einfache Resultat gewonnen
u = const V.
Der elektrothermische Homogeneffekt ergibt in einem gegebenen
Metall zwischen zwei Punkten eine Temperaiurdifferenz, die zur Span-
nungsdifferenz proportional 1st.

VII. Die phoretische Elektronentheorie erfordert die
Existenz des elektrothermischen Homogeneffektes.

Wie oben angegeben, wurden die Arbeiten des Verfassers auf dem
thermoelektrischen Gebiete durch die phoretische Grundauffassung
der metallischen Leitung veranlaBt (S. 31). DemgemiB ist es von Inter-
esse zu erfahren, in wie weit die gewonnenen experimentellen Resultate
aus der phoretischen Grundauffassung ableitbar sind.

Es hat sich tatsiachlich herausgestellt, daB eine erstaunliche Klirung
in dieser Weise gewonnen wird. Hier soll dies jedochnur gestreift werden?.

Wie schon hervorgehoben (S. 32), gestattet die phoretische Theorie
ohne irgendwelche besondere Hilfsannahme eine quantitative Her-
leitung des Jouleeffektes — was durch die gaskinetische Elektronen-
theorie nicht moglich war®. Die Grundannahme, daB die Elektronen
nicht frei sind, sondern an die Atome gebunden (und nur bei den Zu-
sammenst6Ben von Atom zu Atom iibergehen), ergibt tatsichlich eine
einfache Erklirung der JouLe-Wirme: sie stellt denjenigen Zuwachs
an kinetischer Energie der Atome dar, welcher davon herriihrt, dafl
die Elektrizititsladung des Atomes — sei sie negativ oder positiv —
im angelegten elektrischen Felde bei jeder Hin- und Herbewegung eine
Akzeleration erleiden muB; die geleistete elektrische Arbeit muB3 dem-
nach im Zuwachs der kinetischen Energie der Atome zum Ausdruck
kommen. . ' ,

Dieser Energiezuwachs der Atome muB nun, wie eben gesagt, genau
derselbe, zu 72 proportional.sein, sei es, daB die Atome leichter eine
positive Ladung annehmen als eine negative, oder sei ihre Tendenz die
umgekehrte. ’ '
~ In einer anderen Hinsicht aber ist es keineswegs gleichgiiltig, ob
die Atome des Leiters die eine oder andere Ladungsart leichter auf-
nehmen. -

1.Wir wollen zuerst annehmen, daB die Atome eines gegebenen Metalles
ausschlieBllich positive Ladung annehmen oder iiberhaupt keine Ladung,
d.h., daB sie entweder als positive Jonen, oder aber als Neutralatome
auftreten. Wir betrachten ein ‘Atom, welches zwischen zwei Nachbar-
atomen hin und herschwingt, d. h. zwischen zwei Durchschnittslagen
I und IT oszilliert.

1 Vgl. weiter (74), S. 108.
? Vgl. L. DeEcoMBE: J. de Physique (5) 4, 116 (1914).
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Nun sei ein elektrisches Feld hergestellt, welches bestrebt ist, einen
positiven Strom in der Richtung I zu II zu geben. Nach der phoreti-
schen Auffassung sowie der gemachten Vorsausetzung wird das Atom
in der Lage I positive Ladung annehmen. Wihrend des Zuriickpralles
muB} seine Geschwindigkeit deshalb immerfort akzelerieren bis zu dem
Moment, wo das Atom die Lage II erreicht. Die Ladung wird dann
(zum Nachbaratom) abgegeben und das Atom prallt gegen [ zuriick
und zwar mit konstanter Geschwindigkeit — da es nach der Hypothese
nun ungeladen ist. Wiederum in die Lage I zuriickgekehrt, nimmt
das Atom von neuem eine positive Ladung auf, wird beschleunigt usw.

Es geht aus diesem Leitungsmechanismus direkt hervor, daf8 das
Atom in der Lage II einen héheren Durchschnitiswert der Rinetischen
Energie besitzen muf3 als in der Lage I. Seine kinetische Energie steigt
ja immer — so lange das elektrische Feld vorhanden bleibt — wihrend
des Anpralles von I und II, nicht aber von II zu I. (Wird die Ladung
als e, die Potentialdifferenz zwischen I und II als V bezeichnet, muf3
der durchschnittliche EnergieiiberschuB3 in der Lage II offenbar

eV
2
betragen.)

Dies aber bedeutet offenbar, daf3 die Temperatuy in II hoher sein mufs
als in I. Dieselbe Betrachtung ergibt — vorausgesetzt, dal keine frem-
den Einfliisse sich geltend machen —da8 die Temperatur immerfort (linedr)
ansteigen muf3, wenn wiv in der Richtung des positiven Stromes fortschreiten.

Dieser Zuwachs der Temperatur mul offenbar in umgekehrter
Richtung erfolgen, wenn die Richtung des elektrischen Feldes, also
der Stromstirke ¢, umgekehrt wird. Es folgt schon aus diesem Um-
stand, daB dieser Temperaturzuwachs von ¢ und nicht etwa von 2*
abhingig ist.

Es ist einleuchtend, daf3 dieser in der Stromrichtung zustandekom
mende Temperaturzuwachs als ein elekirothermischer Homogeneffeki
ersten Grades mit negativem Vorzeichen evscheinen mufl, wie ein solcher
2. B. filr Konstantan oder Pt gefunden wurde.

2. Wir wollen nun annehmen, daB die Atome des Metalls aus-
schlieBlich negative oder keine Ladung annehmen, d.h. daB sie eni-
weder als negative Ionen, oder aber als Neutralatome auftreten. Es ist
dann einleuchtend, daB die Temperatur ansteigen mufl, wenn wir in
der Richtung des negativen Stromes fortschreiten.

Dies ist ein elektrothermischer Homogeneffekt ersten Grades wmit

positivem Vorzeichen, wie er z. B.in Cu beobachtet wurde.

3. Nun ist der Fall ja auch denkbar, daB die Atome eines Grund-
stoffes ebenso leicht positive wie negative Ladungen annehmen, d. h.
ebenso leicht positive wie negative Iomen bilden (oder aber iiberhaupt
Keine elektrische Ladung annehmen).

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 5
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In diesem Falle wird .offenbar keine zu i proportionale thermische
Wirkung wmerkbar.

Wir diirfen annehmen, daB dieses Verschwinden des elektrothermi-
schen Homogeneffektes ersten Grades fiir Pb zutrifft (wo bekanntlich
der Tromsonkoeffizient nahezu verschwindet).

Die einzige vom phoretischen Standpunkt aus erforderliche Annahme
ist also, daf3 den Atomen cines Kirpers ein bevorzugier elektrischer Zu-
stand zukommi: der elektvothermische Homogeneffekt ersten Grades ist
dann eine notige. Konsequenz.

SchluSbemerkung.

Wir haben nun gesehen, daB die Schliisse beziiglich der Existenz
des elektrothermischen Homogeneffektes, der von phinomenologischem
Gesichtspunkt aus als wahrscheinlich vorhanden anzunehmen war
(Abschnitt V), in mehrfacher Weise experimentelle Bestatigung ge-
funden haben (Abt. VI); so ist er im fliissigen Hg und in langen gleich-
miBigen Drihten gefunden worden. SchlieSlich wurde gezeigt, daf3
die phoretische Auffassung der metallischen Leitung — die den Anfangs-
punkt der Untersuchungen des Verfassers iiber den thermoelektrischen
Homogeneffekt bildete — auch den elektrothermischen Homogeneffekt
in einfacher Weise herzuleiten gestattet.

Es ist also wohl nicht unberechtigt zu behaupten, daf3 der Erschei-
nungskomplex der Thermoelektrizitit an Umfang, aber zugleich an
innerer Koherenz gewonnen hat.

Auffsllend viele Probleme erwarten allerdings noch eine ndhere
experimentelle Behandlung.

Es sei gestattet, an dieser Stelle als AbschluB die folgenden Worte
SENEcas anzufiihren:

,,Unsere Vorldufer haben viel ausgezeichnete Arbeit geleistet, nichts
jedoch ganz vollendet. Viele Arbeit bleibt noch auszufithren und das
wird immer so bleiben.
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I. Die ABBEsche Darstellung der Theorie der optischen
Instrumente und ihre Fortbildung im einzelnen.

Wollte man fiber die Entwicklung der Theorie der optischen Instru-
mente seit ABBE nur so schreiben, daBl man die seit ABBEs Tode oder
seit der Beendigung seiner T#tigkeit erschienenen Arbeiten nach, irgend-
einem Grundsatze ordnete und bespriche, so wire bei der groBen Menge
eine Ubersicht schwer zu erreichen, aber man wiirde auch vielleicht der
Stellung ABBEs nicht ganz gerecht werden. Wie jedes wissenschaftliche
Gebiet, bedarf auch die Theorie der optischen Instrumente von Zeit zu
Zeit einer Bearbeitung nach neuen Grundsitzen. Die Fortschritte der
Wissenschaft in der Zwischenzeit fiigen sich entweder ein oder sie bleiben
gewissermalflen als getrennte Nebengebdude neben dem Hauptbau stehen,
bis eine Neuauffiihrung ein gemeinsames Dach schafft.

Die geometrische Optik hatte am Ende des 18. Jahrhunderts durch
L. EULER! eine zusammenfassende, dem damaligen Stande der Wissen-
schaft entsprechende Darstellung gefunden. Dieses Werk und seine mehr
gemeinverstindliche Bearbeitung durch G. S. KLUGEL® galten der nich-
sten Zeit als der eigentliche Bau, an dessen innerer Ausfiilhrung weitere
Arbeiter tdtig waren:

Das 19. Jahrhundert brachte viele Entdeckungen: A.F.MOEBIUS,
F. W. BesseL, J. B. Bior, C. F. Gauss, E. ABBE behandelten die Bild-

t Dioptrica ... 3 Teile. Petersburg. Akad. d. Wiss. 1769—1771. —
Neuausgabe: Euleri opera omnia . .. Ser. III, 3 und 4. Leipzig und Berlin:
B. G. Teubner 1911/1912.

# Analytische Dioptrik in zwey Theilen. Leipzig: J. F. Junius 1778.
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entstehung nach neuen Grundsitzen, 1. J. SCHLEIERMACHER, E. ABBE
bearbeiteten die Lehre von der Strahlenbegrenzung, W. R. HAMILTON,
L. J. SCHLEIERMACHER, J. PETzvaL, L. SEIDEL, E. ABBE die Lehre von
den optischen Fehlern. Dadurch, daB der alte FERMATsche Satz in eine
neue Form gegossen wurde, die wir nach E. L. MALUS benennen, regte
sich das Bestreben, allgemeine Gesetze fiir die optische Abbildung auf-
zustellen. Endlich war die Theorie hidufig durch Fortschritte der Praxis
gendtigt, nachzufolgen. So war eine neue Auffassung des Gesamtgebiets
notwendig geworden. ABBE hat freilich selbst nur Aufsitze tiber einzelne
Instrumente und iiber Einzelfragen ver6ffentlicht; in seinen Vorlesungen
hat er seine gesamten Anschauungen vermittelt, der Offentlichkeit sind
sie von seinen Schiilern und den Angehérigen der ZEissischen Werkstitte
tibergeben wordent. Man kann wohl sagen, da die ABBEsche Grund-
auffassung in den jetzigen Darstellungen herrschend ist, mégen sie nun
von unmittelbaren oder mittelbaren Schiilern ABBEs oder von AuBlen-
stehenden herriihren. Daran dndert auch die Tatsache nichts, daB*hfiufig
die Meinung verbreitet ist, die Leistungen einzelner Vorginger, wie
HAMILTON und SCHLEIERMACHER, seien nicht ausreichend beriicksichtigt.
So sollen in diesem Abschnitte hauptsichlich die Dinge zusammengestellt
werden, die Einzelheiten der ABBEschen Auffassung erginzen oder ver-
bessern; in den folgenden seien einige grundsitzliche Fragen behandelt,
deren Untersuchung vielleicht in eine Entwicklung hineingehért, die ein-
mal den Rahmen der ABBEschen Darstellung sprengen kann.

Die Theorie der optischen Instrumente ruht auf drei Grundlagen, der
Lehre von den optischen Bildern, der Lehre von der Strahlenbegrenzung
und Strahlungsvermittlung, und der Lehre von den Fehlern optischer
Bilder. Im Grunde beruht alles auf der Verfolgung einzelner Strahlen.
Schon im Altertum konnte man die Richtung feststellen, in der ein Punkt
in einem Spiegel gesehen wird. In spiterer Zeit 16ste man die nimliche
Aufgabe fiir das Sehen durch eine Linse. Man konnte dann auch fiir
einen ausgedehnten Gegenstand die scheinbare GroBe und das iiber-
blickte Gesichtsfeld angeben. Dagegen gab man die Entfernung, in der
man den Gegenstand mit der Vorrichtung sieht, unvollkommen oder
falsch an. Spiter beachtete man, dal von einem Dingpunkte nicht ein
einzelner Strahl, sondern ein Biindel ausgeht, und begann dann zum

* Hauptsédchlich in zwei Werken: 1) Czapski, S.: Theorie der optischen
Instrumente nach ABBE. Breslau: E. Trewendt 1893. (Handbuch der Physik
von A. WINKELMANN.) 2. Aufl.: Grundziige der Theorie der optischen Instru-
mente nach ABBE. (Herausgeg. von O. EPPENSTEIN.) Leipzig: J. A.Barth 1904.
—3.Aufl.: (S.Czaprsk1 und O. EPPENSTEIN) . .. (Herausgeg. von H. ERFLE und
H. BorGerOLD.) Ebenda 1924. — Die letzte Auflage hat natiirlich viele Neu-
erscheinungen verwertet. (Im folgenden mit Cz. angefiihrt.) 2) v. RoHR, M.:
Die Theorie der optischen Instrumente. 1. Bd.: Die Bilderzeugung in optischen
Instrumenten . .. (mehr nicht erschienen; von den wissenschaftlichen Mitar-
beitern der Zerssischen Werkstatt bearbeitet). Berlin: Julius Springer 1904.
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Dingpunkte die Stelle des Augenraums in Beziehung zu setzen, wo das
Strahlenbiindel einen mdaglichst engen Querschnitt hat ; insbesondere wo,
in der Sprache der modernen Mathematik, benachbarte Strahlen ein-
ander schneiden. Die Lehre von diesen Punkten, den Bildpunkten, ge-
wann im 17. und 18. Jahrhundert bestindig an Bedeutung; hauptséch-
lich aus zwei Griinden, einer Beschrinkung und einer Erweiterung der
optischen Instrumente. Einer Beschrinkung: Mehr und mehr traten die
Vorrichtungen hervor, die symmetrisch zu einer Achse angeordnet sind
(Umdrehungsfolgen) ; bei ihnen kann wenigstens fiir jeden Achsenpunkt
ein einzelner Bildpunkt angegeben werden. In den ersten Jahrzehnten
nach der Entdeckung des Brechungsgesetzes fand man die Formeln, die
Ding- und Bildort miteinander verbinden. Einer Erweiterung: Wenn
auch im 17. und 18. Jahrhundert die Vorrichtungen, bei denen das Auge
unmittelbar mitwirkt (Fernrohr, Mikroskop), bei weitem die groBere Be-
deutung hatten, so muBte man sich doch gelegentlich mit den Fillen
beschiftigen, wo das Bild an seinem Orte aufgefangen wird oder sonst
in Erscheinung tritt (dunkle Kammer, Zauberlaterne), wo daher die Be-
stimmung des Bildortes eine unbedingte Notwendigkeit ist*. Noch wich-
tiger aber war wohl, dal man neben den kiinstlichen optischen Instru-
menten das Auge behandeln lernte, wo das beim deutlichen Sehen auf
der Netzhaut entstehende Bild die Hautsache zu sein schien. Die Lehre
vom Orte, der GréBe und der Helligkeit des optischen Bildes, die nach
EuLERs Zusammenfassung noch vielfach weitergeférdert war, fand 1841
durch C. F. GAuss einen gewissen Abschluf.

Die Abbildung in der Achse wird bestimmt durch die Lage der Brenn-
punkte ¥, F’ und die beiden Brennweiten f, f', deren Verhiltnis durch
die Brechzahlen in Ding-und Bildraum gegebenist (f': f= (—1)”* -2’1,
wo m die Zahl der Spiegelungen ist). Sind gz, ¢’ die Entfernung des
Ding- und des Bildpunktes von den entsprechenden Brennpunkten, so
besteht die NEwToNsche Formel: '

' =1 (1)
Sind u,u” die ding- und bildseitige (halbe) Offnung eines diinnen Biin-
dels, so ist die WinkelvergréBerung
_tgw _r _f 2)

igu — f Y

Fiir den Fall eines unendlich fernen Gegenstandes oder Bildes tritt an

die Stelle der Winkelsffnung 2 die lineare Offnung 2%, 2%/, und man
kommt zu der Gaussischen Definition der Brennweiten:

14 . , h

f= i (2a) =

* Der Unterschied deckt sich gréB8tenteils, aber doch nicht vollig mit der
alten Einteilung in Instrumente zu subjektivem und zu objektivem Gebrauch,
genauer mit der Unterscheidung der unterbrochenen Abbildung von der un-
unterbrochenen (v. RoHR, M.: Die optischen Instrumente, 3. Aufl., B.G.
Teubner, Leipzig und Berlin 1918, S. 34).

(2b)
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Endlich kann man bei Beschrankung auf den ,,fadenférmigen Raum um
die Achse* —diinne Biindel, geringe Achsenabstinde —annrehmen, daf ein
achsensenkrechtes Linienstiickchen oder Flichenstiickchen auf ein eben-
solches Punkt fiir Punkt abgebildet werde ; dabei gilt fiir das Verhiltnis der
Achsenabstinde(diel.ateralvergréBerung oder einfacher dieVergréBerung):

gV _ 1 __t,
fg - B— - z = 7 (3)

Man hat sich gewdhnt, die Beziehungen (1) bis (3) fiir eine erste An-
niherung so zu benutzen, als wiren sie fiir den ganzen Raum giiltig.
Dann kann man zu jedem Dingpunkte den Bildpunkt durch Rechnung
oder Zeichnung finden. Um die Brennweiten und die Lagen der Brenn-
punkte zu finden, muB man die Formeln haben, die sie aus den Bestim-
mungsstiicken, den Brechzahlen, den Abstinden der brechenden und
spiegelnden Flichen, endlich deren Kriimmungshalbmessern in der Achse
ableiten lassen. Es ist auf dieser Stufe gleich, ob die Flichen Kugel-
flichen oder andere Umdrehungsflichen sind. Lingst bekannt, werden die
Glerchungen doch immer noch gelegentlich in eine andere Form gegossen.

Die Gaussische Abbildung ist von ABBE in einer besonderen Form
dargestellt worden : Wenn tiberhaupt der Dingraum Punkt fiir Punkt ab-
gebildet sein soll, so muf3 die Abbildung aus rein mathematischen Griin-
den besondere Eigenschaften haben (mu8 kollinear, projektivisch sein);
setzt man aullerdem Achsensymmetrie voraus, so kann man selbst ochne
Anwendung des Brechungsgesetzes die Formeln (1) bis (3) ableiten.

Die Ableitung der Gesetze der Gaussischen Abbildung ist in jedem
Lehrbuch ein wichtiger und wohl unentbehrlicher Teil. Wirklich Neues
kann auf diesem Gebiete kaum mehr gefunden werden. Die Darstellungen
kannmaninsolcheeinteilen, beidenen nach ABBEvondem mathematischen
Grundsatze der Kollineation ausgegangen wird, und in solche, wo die Ab-
leitung von vornherein physikalisch, aus dem Brechungsgesetz erfolgt. Von
den mathematischen Ableitungen sind hier die erwdhnenswert, bei denen
statt des analytischen Verfahrens das synthetische angewandt istr.

Von den anderen Arten der Darstellung sei die in England und Ame-
rika iibliche erwahnt, die nicht von der SNELLschen Form des Brechungs-
gesetzes, sondern von der Fortpflanzung der Wellenfliche ausgeht®. Eine
besondere Art, die Formeln in manchen Fillen bequemer zu schreiben,

1 BOGER, R.: Die optische Verwandtschaft in projektiver Darstellung.
Hamburg: M. Baumann 19o7. — Optische Geometrie. Z. mathem. u. natur-
wiss. Unterr. 51, 110—118, 148—164 (1920). — SouTHALL, J. P. C.: The
principles and methods of geometrical optics. New York: Macmillan Comp.
1910. — Mirrors, prisms and lenses. Ebenda, 1. Aufl. ¥918; 2. Aufl. 1923. —
BoeGEHOLD, H.: Cz.S. 65—71. (Mit Cz. ist iiberall die 3. Aufl. des CzaPSKI-
schen Lehrbuchs gemeint.) — Geometrische Optik. Berlin: Gebr. Borntrager
1927. 375, S. 108 4. (Sammlung Borntriger, 11.)

2 Als Beispiel sei auch hier die Ableitung von J.P.C.SouTtrALL angefiihrt:
Mirrors, prisms and lenses 266, vgl. meine Wiedergabe: Geom. Opt., S. 160.
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ist die GurLsTRANDsche Dioptrienrechnung?, die namentlich von den
Brillentheoretikern angewandt wird (s. u.). Auf die verzerrte, sogenannte
anamorphotische Abbildung sei nur im Voriibergehen hingewiesen.

Die Einseitigkeit der Darstellung, die in der blofen Ableitung der
optischen Bilder liegt, wo gar keine Riicksicht darauf genommen wird,
welche Strahlen nun tatsichlich wirken, ist nattirlich zu allen Zeiten be-
kannt gewesen; die Fragen der Helligkeit, des Gesichtsfelds; die Lehre
von den optischen Fehlern muBten immer wieder besprochen werden;
auch finden sich, namentlich in Biichern von L.EvureEr und L. J.
SCHLEIERMACHER® Gesamtdarstellungen der hierher gehérigen Aufgaben.
Sie hitten, wenn auch nur zum Teil gelungen, doch die Erkenntnis fér-
dern konnen, wenn man sie nur mehr beachtet hitte. Das Begriffs-
gebiude der Strahlenbegrenzung und der Strahlungsvermittlung ist im
wesentlichen durch E. ABBE® und seine Nachfolger, namentlich M. v.
ROHR, ausgebaut worden.

An die wichtigsten Begriffe: Offnungsblende, Eintritts- und Aus-
trittspupille, Gesichtsfeldblende, Eintritts- und Austrittsluke, Haupt-
strahl, und an die Bestimmung der Offnung der Strahlenbiindel sowie
die des wahren und scheinbaren Gesichtsfeldes sei nur kurz erinnert.
Dagegen sei auf die Anderung verwiesen, die alle Darstellungen im ersten
Jahrzehntdesneuen Jahrhundertsdurch eine Anregung von auBlen erhalten
muBten. BeidenVorrichtungen zusubjektivemGebrauch warman gewohnt,
zuden Offnungen des Instruments die Augenpupille hinzuzufiigen und nun
anzunehmen, daB sie entweder als Austrittspupille oder als Austrittsluke
wirke, wenn nicht etwa eine frijhere Offnung diese Rolle iibernehme*.

Der Hinweis auf die Bedeutung der Augendrehung und des Augen-
drehpunktes, den die Theoretiker der Optik von den Augenirzten
F. OstwaLT, M. TscHERNING und A. GULLSTRAND erhielten®, veranlaflte
eine voéllige Umarbeitung und die scharfe Unterscheidang der beiden
Fille: Wenn -die Austrittspupille des Instruments zugédnglich ist, wirkt
sie wie €in Schliisselloch, das Auge wird in die Nihe gebracht, und die
verschiedenen Teile des Bildes werden nacheinander durch kleine Augen-
und Kopfbewegungen beobachtet. Im anderen Falle erfolgt die Strahlen-
begrenzung durch das Auge, die Pupille bestimmt im allgemeinen die

1 GULLSTRAND, A.: Uber die Bedeutung der Dioptrie. Graefes Arch. 49,
46—70 (1899). — Zusitze zur 3. Aufl. von Hermuorrz, H.: Handbuch der
physiologischen Optik 1. Hamburg und Leipzig: L. Voss 1909.

2 EULER, L.: Dioptrica, siehe S.69. — SCHLEIERMACHER, L. J.: Ana-
lytische Optik. Darmstadt: G. Jonghaus 1842.

3 Uber die Bestimmung der Lichtstirke optischer Instrumente (1871).
Ges. Abh. 1, 14—44. Jena: Gustav Fischer 1g904.

4 Vgl. z. B. Czarski, S.: Das Gesichtsfeld des GaLiLEI’schen Fernrohres.
Z. Instrumentenkde 7, 409—411 (1887); 8, 102 (1888).

.5 Vgl. die geschichtliche Darstellung bei v. Rorr, M.: Die Brille als
optisches Instrument, 3. Aufl., § 74 (siehe S. 77, Anm. 1).
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Helligkeit, wihrend als Kreuzpunkt der Hauptstrahlen der Augendreh-
punkt anzusehen ist; das Gesichtsfeld wird in der Regel durch die dulere
Vorrichtung bestimmt!. Wihrend die Theorie des GALILEIschen Fern-
rohrs hierdurch eine Neubearbeitung erfuhr, konnte die Lehre von den
Sehhilfen (Brillen usf.) erst jetzt ausgebildet werden. Das erste prak-
tische Ergebnis war die Herstellung des Veranten.

Schon frither hatte M. v. RoHR die Bedeutung der Einstellebene und
Mattscheibenebene, besonders fiir die Darstellung von Gegenstinden
nicht ebener Gestalt, festgestellt®. Hieriiber wird noch zu sprechen sein.

Mit der Strahlenbegrenzung hingt die Perspektive bei optischen In-
strumenten zusammen. Die verschiedenen Begriffe der VergréBerung,
die ja schon seit zwei Jahrhunderten im Gebrauch waren, sind im letzten
Jahrzehnt an der Hand der neuen Erkenntnisse behandelt wordens3.

Verwickeltere Fragen der Perspektive hat M. v. Rour* behandelt.
Von demselben Verfasser riihrt eine Gesamtdarstellung des fraglichen
Gebietes herS. Endlich sei auf seine groBe Arbeit iiber binokulare In-
strumente hingewiesen®. Hier waren H. WENHAM 1853 und E. ABBE seit
1880 vorausgegangen, hatten sich aber auf den Bildraum beschrankt.
Die neueste Entwicklung dieser Vorrichtungen gehért mehr dem prak-
tischen Gebiete an.

Was die Febler der optischen Instrumente anlangt, so ist die Lehre
von den reinen Farbenfehlern im wesentlichen seit dem 18. Jahrhundert
fertig, der Fortschritt ist hier Sache der Praxis, und zwar besonders der
Glashiitten. FRAUNHOFERs Vorversuche, die auf ABBEs Veranlassung er-
zielten Fortschritte von O. SCHOTT und seinen Mitarbeitern sind bekannt.
Jedoch ist auf die grundsitzliche Untersuchung hinzuweisen, die A.Ké-
N1G 1904 der Moglichkeit gewidmet hat, mehr als zwei Farben zu ver-
einigen’.

Der Farbenunterschied der sphirischen Abweichung wurde vor ABBE

T Vgl. v. RoHR, M.: Die optische nInstrumente, 3. Aufl. Leipzig und
Berlin: B. G. Teubner 1918. (Aus Natur u. Geisteswelt. 88, 24/25) oder Cz.
386/387. Auf ScHLEIERMACHERS frithere Entdeckung habe ich gelegentlich
hingewiesen.

? Zur Geschichte und Theorie des photographischen Teleobjectivs.
Weimar: K. Schwier 1897.

3 ErrLE, H.: LupenvergréBerung, FernrohrvergréBerung und VergrsBe-
rung. Dtsch. opt. Wschr. 7, 345—349 (1921). Vgl. die Bearbeitung durch
O. EpPENSTEIN, Cz. 150—162.

4 Die beim beidaugigen Sehen durch optische Instrumente méglichen
Formen der Raumanschauung. Miinch. Sitzgsber. 36, 487—506 (1906).
Ferner bei Cz. 384—411.

$ Die Strahlenbegrenzung. Zztg Opt. u. Mech. 41 (1920), auch in der
Sammlung optischer Aufsitze, herausgeg. von H. HarTinG, Heft 3.

6 Berlin: J. Springer, 1. Aufl. 1907; 2 Aufl. 1920.

7 Bei v. RoHR, M.: Die Theorie der optischen Instrumente, S. 358—363.
Siehe auch Cz. 295—300.
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von A. C. CLAIRAUT, J. D’ALEMBERT, S. STAMPFER, C.F.GAuss behan-
delt. ABBE hat ihn bekanntlich beim Mikroskopobjektiv erfolgreich be-
kampft. A. KERBER schrieb 1890 dariiber. Weitere Untersuchungen
dieses Fehlers sind mir nicht bekannt. Die Frage des Farbenunterschie-
des der VergroBerung ist geklart, neuere Fortschritte liegen auf prakti-
schem Gebiet ; doch kann bemerkt werden, daB3 F. STAEBLE? und M. BE-
REK? auf die Ahnlichkeit der Formeln hinwiesen, die fiir die Hebung
dieses Fehlers und fiir die Hebung der Koma gelten.

Die von der Offnung der Linsen abhingigen Fehler, die man wegen
der Kugelgestalt der meisten Linsenfliachen als spharische Abweichungen
im weiteren Sinne bezeichnet, werden bekanntlich nach einem doppelten
Verfahren untersucht. Das gewissermaBen urwiichsigere Mittel ist, eine
geniigende Anzahl Strahlen rechnerisch (allenfalls auch zeichnerisch)
durch eine Reihe von Flichen zu verfolgen. Es ist nur dann anwendbar,
wenn eine bereits wirklich oder doch auf dem Papier fertige Linsenfolge
untersucht werden soll. Fiir den wichtigsten Fall, die Durchrechnung
von Strahlen, die von einem Achsenpunkte einer ausgerichteten Folge
von Kugelflichen ausgehen, sind die Formeln, wie wir sie im wesent-
lichen heute noch anwenden, mindestens seit G.S. KLUGEL (1810) im
Gebrauch. Die Verallgemeinerung auf andere Flichen, achsensymmetri-
sche (sogenannte asphirische Flichen), doppelt-symmetrische und allge-
meine, ist in den beiden Sammelwerken (S. 70) ausfiihrlich behandelt, und
die Ubersicht iiber hierher gehorende Arbeiten ist bei Cz. bis 1924 fort-
gefiihrt ; ebenso sind die Formeln fiir Astigmatismus und Koma dort an-
gegeben. Eine Wiederholung diirfte sich hier eriibrigen.

Besonders hiufig ist der in der Praxis nicht allzu oft vorkommende
Fall eines windschief durch eine Kugelfliche gehenden Strahles behan-
delt worden. Die bis etwa 1904 verdffentlichten Formeln sind von
A.K6N1G6 und M. v. ROHR zusammengestellt worden. Seitdem hat A. KER-
BER noch wiederholt in der Richtung gearbeitet®. Neue Versuche dieser
Art hat M. HERZBERGER* gemacht.

Wire die Gaussische Theorie nicht nur annihernd, sondern genau
richtig, so wiirde fiir eine Umdrehungsfolge eine achsensenkrechte Ebene

 Isoplanatische Korrektion und Proportionalititsbedingung. Miinch.
Sitzgsber. 1919, 163—196 (auf S. 189—191).

2 Studie zur Anwendung der Isoplanasiebedingung. Zztg Opt. u. Mech.
47, 37—42 (1926).

3 Vgl. auBer Cz. auch meinen Gedichtnisartikel. Z.Instrumentenkde.
40, 199—201 (1920).

4 Die Anwendung der Vektoralgebra auf die geometrische Optik. Zztg
Opt. u. Mech. 45, 193—194 (1924). 3+ -— Uber die Durchrechnung wind-
schiefer Strahlen -durch ein System zentrierter Linsen. Ebenda 46, 100—105
(1925). 6+ - — Uber die Durchrechnung von Strahlen durch optische Systeme.
Z. Physik 43, 750—768 (1927). 8-+. — In diesen Arbeiten finden sich auch
noch andere Durchrechnungsformeln.
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in einer anderen, der Bildebene, scharf und dhnlich wiedergegeben wer-
den. Tatsichlich aber treffen im allgemeinen Strahlen, die von einem
beliebigen Dingpunkte ausgehen, die Gaussische Bildebene mehr oder
weniger vom Gaussischen Bildpunkte entfernt, so dal die Schirfe und
Treue der Abbildung leidet. Die Abweichungen sind von der Offnung
und vom Gesichtsfeld abhingig und lassen sich — beide als klein an-
gesehen — nach Potenzen beider entwickeln. Dies ist das zweite Ver-
fahren, die Fehler zu behandeln. Seit L. SEIDEL kennen wir die fiinf Fehler,
die die niedrigste, dritte Ordnung in Offnung und Gesichtsfeld enthalten.
Seine Ableitung, die im ganzen auf der Durchrechnung aufbaut, ist von
A. KERBER zu weiteren Forschungen benutzt worden. ABBE setzte ihr
ein anderes Verfahren an die Seite, das auf der Unverinderlichkeit ge-
wisser Ausdriicke bei der Brechung beruht. Diese Untersuchungen sind
nach den verschiedensten Richtungen fortgefiihrt worden. Einen Uber-
blick iiber die wichtigsten, hierher gehérenden Untersuchungen bis 1924
habe ich im Czapskischen Lehrbuche gegeben. Hier werde ich in spi-
teren Abschnitten teils seitdem erschienene Arbeiten beriicksichtigen,
teils einige Grundfragen erértern, beispielsweise die Abweichungen hohe-
rer Ordnung. : ,

Hier sind wir bereits beim Ubergang zu einem anderen Gebiete: Der
Feststellung allgemeiner Gesetze: Ich habe auch hier iiber die Geschichte
im Czapskischen Lehrbuch ausfiihrlich berichtet und erwihne deshalb
nur das zum Verstindnis spiterer Stellen nétige: Um die Jahrhundert-
wende wurde von H. BRUNS und F. KLEIN der allgemeine Beweis fiir
die Unméglichkeit geliefert, ein dreifach ausgedehntes Gebilde im Sinne
der Gaussischen Lehre projektiv abzubilden. Im Verein mit &lteren
Sitzen von MAXWELL folgte die Tatsache, daB auch zwei verschiedene
Flichen im allgemeinen nicht durch dieselbe Folge scharf abzubilden
sind. H. BRUNS zeigte andererseits, daf} fiir die scharfe Abbildung einer
Fliche ein Eikonal oder vielmehr unendlich viele erhalten werden, diese
also mit dem Satze von MALUS nicht unvereinbar ist. Es ist aber die
Frage noch nicht entschieden, ob jedes Eikonal durch eine Folge opti-
scher Flichen herstellbar ist, oder ob Beschrinkungen bestehen. Das
Eikonal selbst, eine Verallgemeinerung von Hilfsmitteln, die auf W. R.
HaMmILTON zuriickgehen, ist im neuen Jahrhundert viel benutzt worden.

Einen der wichtigsten Sitze fand E. ABBE 1873, die Sinusbedingung
fuir die scharfe Abbildung eines achsensenkrechten Linien- oder Flichen-
stiickchens. Dieser Satz ist bestindig Gegenstand von Verallgemeine-
rungen gewesen, in doppelter Weise, indem man ihn einmal auf nicht
achsensymmetrische Folgen ausgedehnt und andererseits Gesetze dafiir
gesucht hat, daB3 ein unendlich kleines oder selbst endliches Linien- oder
Flachenstiick, zwar nicht scharf, aber doch gleichmi8ig abgebildet wird.
" Auf den Gesetzen der optischen Bilder, der Strahlenbegrenzung und
der optischen Fehler baut sich die Theorie der einzelnen Instrumente auf,
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wie sie in den Lehrbiichern ausfiihrlich behandelt ist. Im neuen Jahr-
hundert hat vor allem die Anregung A. GULLSTRANDs dahingefiihrt, daB
auch die Sehhilfen, besonders die verschiedenen Arten von Brillen, die
bisher stark vernachlissigt waren, eine ausfiihrliche theoretische Behand-
lung erfahren haben, die viele praktische Fortschritte herbeigefiihrt hat
und durch die Praxis immer wieder neu befruchtet worden ist. Hier
war nur die Erkenntnis der Bedeutung des Augendrehpunktes imstande,
die Hebung des Astigmatismus schiefer Biindel zu erméglichen. Im Zu-
sammenhang damit gelang die richtige Wertung der Bildfeldfehler, bei
einer vollkommenen Brille wire die Bildfeldwélbung nicht gehoben, son-
dern hitte sich einer bestimmten Kugel, der Schirfenkugel, anzupassen.
Da Astigmatismus schiefer Biindel und Bildfeldfehler nicht gleichzeitig
zu heben sind, entstand die Frage, was das Wichtigere sei. Die Aufgabe,
auch bei den stdrksten Brillen (Starbrillen) den Astigmatismus schiefer
Biindel zu heben, fiilhrte auf GULLSTRANDs Anregung zur hiufigen Be-
nutzung asphirischer Flichen und regte zur Ausbildung ihrer Theorie an.
Ebenso hat die Notwendigkeit, fiir astigmatische Augen den Fehler nicht
nur in der Achse, sondern auch auBerhalb zu heben, die Untersuchung
zweifach symmetrischer Folgen geférdert. Es seien hier nur die erfolg-
reichsten Bearbeiter der Brillenfrage zusammengestellt:.

In einigen Fillen sind durch Bediirfnisse der Praxis neue Instrumente
in Gebrauch gekommen oder alte erheblich verbessert worden. Die
Theorie muBlte in solchen Fillen Schritt halten oder doch bald nach-
folgen. Es sei hier auf die Entwicklung der medizinischen Héhlen- und
Rohrengucker, insbesondere des Kystoskops, hingewiesen®.

DaB die geometrische Optik nicht immer geniigt, war bekannt, schon
1835 hat F. M. SCcHWERD fiir das Fernrohr die Beugung berticksichtigt.
K. STrREHL hat ein Menschenalter hindurch darauf hingewiesen, daf3 die
Beschrankung auf die geometrische Optik hiufig zu irrtiimlichen Schliis-

' TscHERNING, M.: Verres de lunettes orthoscopiques. Arch. Opt. 1, 401
bis 414 (1907/1908). — v. RoHR, M.: Die Brille als optisches Instrument,
1. Aufl. Leipzig: Wilhelm Engelmann 1911; 3. Aufl. Berlin: Julius Springer
1921. — Das Auge und die Brille. (Aus Natur u. Geisteswelt 372.) Leipzig
und Berlin, 2. Aufl. 1918. — WEIss, E.: Analytische Darstellung des Brillen-
problems fiir sphéarische Einzellinsen. Zztg. Opt. u. Mech. 41 (1920), auch
in der Sammlung optischer Aufsitze, herausgeg. von H. HarTIiNG, Heft 5.

Viele Einzelfragen sind von englischen Schriftstellern behandelt worden,
langere Reihen von Verdffentlichungen durch A. WHITWELL und W. SWAINE
hat die Zeitschrift ,,Optician‘’ in den letzten Jahren gebracht. Zusammen-
fassende Darstellungen findet man in den neuen Lehrbiichern, so bei Cz.
(M. v. Rorr); im Handbuch der Physik von GEIGER und ScHEeL. XVIII.
Bd. (M. v. RoHR); bei H. BoEGEHOLD (siehe S. 72, Anm. 1). ’

2 Die Fortschritte und auch verschiedene ausfiihrliche Darstellungen
verdankt man O. RINGLEB und M. v. RoHR. Ganz knappe Darstellungen
habe ich gegeben: Cz. 506—509 (mit Quellenangaben) und Geometrische
Optik (S. 72, Anm. 1) 319/320.
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sen fiihrt, er hat Helligkeitsverteilungen sowohl fiir scharfe Abbildung,
als auch fiir das Bestehen der verschiedenen Abweichungen berechnet
und uns viele Aufklarungen iiber die Bedeutung der verschiedenen opti-
schen Fehler gegeben. Einen ganz unabhidngigen Nachfolger hat er in
A.E. CoNraDY gefunden?.

Fiir die Abbildung nicht-selbstleuchtender Gegenstinde hat E. ABBE
bekanntlich eine besondere Bedeutung der Wellennatur des Lichts fest-
zustellen gesucht und auf die Bildentstehung beim Mikroskop angewandt.
Seine Auffassung ist in alle Lehrbiicher iibergegangen; neuerdings hat
ein Teil der Forscher ihre Bedeutung freilich mehr oder weniger ein-
schranken wollen. 1927 habe ich selbst kurz iiber die hierher gehérenden
Veroffentlichungen berichtet®?. Zu einem genaueren Eingehen auf die
Untersuchungen diirfte auch hier nicht der geeignete Ort sein, da sie
nicht nur theoretischer, sondern auch experimenteller Art sind, ferner
eine volle Klirung noch nicht erfolgt ist, die Meinungen vielmehr ein-
ander scharf gegentiberstehen?.

Weniger die Theorie der optischen Instrumente als ihre Anwendung
zu MeBzwecken wird durch gewisse physiologische Untersuchungen,
namentlich zur Kontrastlehre beriithrt. Es mag also auch hier die Er-
innerung geniigen (vgl. Cz. 318/319).

II. Begriff und Einteilung optischer Instrumente.
Optische Abbildung und optische Projektion.

Die im ersten Teile dieses Abschnitts zu besprechenden Fragen sind
esonders fiir Darstellungs- und Lehrzwecke von Bedeutung. S. Czap-
sk1* hat erklirt, ,,optische Instrumente seien Instrumente, die Bilder
von duleren Gegenstinden entwerfen‘. — Damit sind Refraktrometer,
Spektrometer, {iberhaupt alle Vorrichtungen ausgeschlossen, mit denen
die Lichtstrahlung selbst untersucht wird. Diese Einschrinkung des Be-

t Uber die hierher geh6érenden Arbeiten ist von mir bei Cz. S. 308—319
berichtet worden, ferner von F. JenTzscH, Handbuch der Physik 18, 272 bis
285. K.STREHL hat seine Anschauungen neuerdings im Zusammenhang
dargestellt: Ztzg Opt. u. Mech. 47/48 (1926/1927).

2 Im XVIII. Band des Handbuches der Physik, S. 511—515, vgl. auch
F. JenTzscH, Ebenda S. 268—272.

3 Von neuen Abhandlungen (seit 1927) sei erwidhnt: SIEDENTOPF, H.:
Uber die optische Abbildung von Nicht-Selbstleuchtern. Z. Physik 50, 297
bis 309, 15 Abb., Taf. I (1928). — Boas, H.: Uber die optische Abbildung
von Nichtselbstleuchtern. Bemerkungen zur Arbeit von Herrn SIEDENTOPF.
Ebenda 52, 287—298. — BEREK, M.: Uber die wirkliche Abbildung von
Nichtselbstleuchtern und ihre Grenzen. Ebenda 53, 483—493. — LAKEMAN,
C. und GROOSMULLER, TH.: Uber mikroskopische Abbildungserscheinungen.
Ebenda 53, 574—580. .

4 Theorie der optischen Instrumente (1893). Vorwort. (In der zweiten
und dritten Auflage wieder abgedruckt.)
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griffs ist wohl allgemein anerkannt. — Ich selbst habe 1924 eine dhn-
liche Erklirung gegeben. Gegenwirtig wiirde ich es fiir richtiger halten,
den Zweck, nicht das Mittel fiir magebend zu erkldren. 1927 habe ich,
wie folgt, zusammengefafit®: ,,Alle diese Vorrichtungen sollen unserem
Sehwerkzeug duflere Gegenstinde in verdnderter Gestalt, Gré8e, zu ande-
rer Zeit,an anderen Orten zeigen.”* Wollte man verlangen, dafl die Wie-
dergabe des Gegenstandes als ,,Bild* bezeichnet werden kann, so miifite
man nicht nur Vorrichtungen, wie etwa die Lochkammer ausschlieBen,
man kime auch in den Fillen in Schwierigkeiten, wo nur ein Teil des
Gesichtsfeldes wirklich abgebildet wird (vgl. die Beispiele auf den fol-
genden Seiten). Es wire auch wohl nicht folgerichtig, ein Mindestmal
der technischen Mittel zu verlangen, etwa Vorrichtungen auszuschlieBen,
die nur ebene Flichen benutzen: Ich mdchte einen ebenen Spiegel ruhig
als optisches Instrument, und zwar, wie sich aus dem folgenden ergibt,
als das einfachste Beispiel eines wiederholenden Instruments bezeichnen.

M. v. ROHR hat an mehreren Stellen3 einen Uberblick iiber das frag-
liche Gebiet gegeben. Seit 1913 hat er die frither iibliche Haupteinteilung
durch eine andere ersetzt. Meine Auffassungen sind durch M.v.RoHR
stark beeinfluBt und stimmen im wesentlichen mit den seinigen {iiberein.
Auch von mir liegen schon zwei Versifentlichungen vor#, eine dritte wird
in nicht ferner Zeit erscheinen®. Ich beschrinke mich daher auf eine
kurze Zusammenfassung.

Zweckmiflig wird die Klasse von Vorrichtungen abgesondert, die
sinem fehlsichtigen — von der Regel abweichenden — Auge moglichst
die Leistung eines rechtsichtigen geben sollen, die Sehhilfen (Brillen).
Der Sprachgebrauch ist nicht fest, ob man sie als optische Instrumente
bezeichnen soll, die Frage ist sogar -Gegenstand eines Rechtsstreits
gewesen, eine englische Spruchbehsrde hat sie 1927 verneint®.

Die eigentlichen optischen Instrumente teilt M. v. Ronr in ver-
deutlichende und wiederholende. Die verdeutlichenden geben ein merk-
lich gréBeres Netzhautbild als das freie Auge und lassen daher Einzel-
heiten erkennen, die dieses nicht unterscheiden kann. Die Grenze
setzt M. v. ROHR, einer gewissen Willkiir bewuBt, bei einer zweifachen
Vergroferung. Die wiederholenden Instrumente dienen dazu, den
Gegenstand zu Zeiten oder an Orten, oder in Bewegungszustinden zu

r Cz., S. 14.

2 Geometrische Optik (S. 72, Anm. 1) 114/115.

3 Die optischen Instrumente. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner. (Aus
Natur und Geisteswelt 88, 1. Aufl. 1906, S. 28/29; 2. Aufl. 1911, S. 30/31;
3. Aufl. 1918, S. 33—35.) — Richtlinien in der Entwicklung, Erkenntnis und
Wertung der optischen Instrumente. Naturwiss. 1, 417—42I, 445—450
(1913).

4 Cz., S. 14—16. Geometrische Optik, S. 112—116.

5 In der zweiten Auflage des Handworterbuchs der Physik.

6 Siehe Z.ophthalm. Opt. 16, 86—87 (1928).
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sehen, wo dies sonst nicht méglich ist, z. B. auch den Blick in oder
durch enge Rohren oder Héhlen zu lenken, in die er ohne kiinstliches
Hilfsmittel nicht dringen kann. Verdeutlichende Instrumente sind
(wenigstens bei ihrer gewohnlichen Anwendung) das® Fernrohr, das
Mikroskop (einschlieBlich astrophotographischer und mikrophoto-
graphischer Aufnahmen), wiederholende sind Zeichenvorrichtungen,
die Aufnahmelinse (das photographische Objektiv), der Bildwerfer (ein-
schlieBlich des Kinematographen), die Hohlen- und Rohrengucker,
Periskope, die Zeitlupe usf.

Die Einteilung ist insofern nicht vollstandig, als grundsitzlich auch
eine Verkleinerung des Netzhautbildes oder tiberhaupt keine GroBen-,
sondern eine Forminderung (Verzerrung) bezweckt sein kann. Der
erste Fall kommt gelegentlich vor, wenn die gleichzeitig auftretende
A.nderung der Perspektive untersucht werden soll; der zweite hat etwas
mehr Anwendung gefunden (bei den sog. Anamorphoten), zuweilen
dienen beide Anderungen scherzhaften Wiedergaben, jedenfalls handelt
es sich um Nebenklassen von geringerer Bedeutung.

Zur Unterteilung der Hauptklassen empfiehlt M. v. RoHR die un-
endliche oder endliche Entfernung des Gegenstandes, weiter die alte
Unterscheidung zwischen Vorrichtungen zu objektivem und subjektivem
Gebrauch. Meist, aber nicht immer, wird bei der erstgenannten Klasse
ein zugéngliches Bild entworfen und aufgefangen, hiufig auch dauernd
(als Zeichnung, Lichtbild, photographische Aufnahme) festgehalten.
»»Man darf aber nicht vergessen, daB ein solches nach allen Seiten strah-
lendes Bild in einem gewissen Sinne unabhingig wird von dem erzeu-
genden Instrument. ... Hier kann man zweckmiBig den Begriff der
unterbrochenen Abbildung einfiihren, mit dem eine neue, vom Augen-
orte des Beschauers bedingte Regelung des Verlaufs der Hauptstrahlen
zu verbinden ist‘‘I,

Die Wiedergabe eines Gegenstandes erfolgt durch Abbildung oder
durch optische Projektion (GULLSTRAND), es kann auch bei einem Teile
des Gesichtsfeldes das eine, bei dem Rest das andere der Fall sein.
Ein einzelner Punkt wird ,,abgebildet’, wenn ihm auf der Bildseite
ein ,,Bildpunkt® entspricht, wo sich wenigstens ein unendlich diinnes
Biindel vom Dingpunkte ausgehender Strahlen vereinigt. Ein Ding-
punkt in der Achse einer Umdrehungsfolge wird stets abgebildet. Wenn
sich das ganze Biindel, nachdem es die Folge durchlaufen hat, im Bild-
punkte schneidet, so-heiit die Abbildung scharf. Die Abweichung der
Bildstrahlen von der verlangten Vereinigung ist der Fehler, der fiir den
Achsenpunkt einer Umdrehungsfolge die sphirische Abweichung ge-
nannt wird. Eine andere Klasse von Fehlern entsteht, wenn kein einzel-
ner Punkt, sondern ein Gegenstand wiedergegeben werden soll: Den

1 v. RoHR, M.: Die optischen Instrumente (siehe S. 71), 3. Aufl. S. 34.
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Punkten auBer der Achse brauchen iiberhaupt keine wirklichen Bild-
punkte zu entsprechen, es entstehen die als Koma und Astigmatismus
bezeichneten Fehler. Bei Linsenfolgen ohne Symmetrieachse wird im
allgemeinen iiberhaupt kein Dingpunkt abgebildet. Gleichwohl ist
‘bei unterbrochener Abbildung auf der Auffangfliche hiufig eine mehr
oder minder deutliche Wiedergabe des Gegenstandes zu erkennen,
und noch hiufiger wird das Auge, wenn es unmittelbar durch die Folge
beobachtet, eine solche Wiedergabe sehen koénnen.® Diese Art Dar-
stellung entsteht dadurch, daB die Offnungsblende (im zweiten Falle
die Augenpupille) ein Teilbiindel aussondert; dem einzelnen Dingpunkte
entspricht dann auf dem duferen Schirme oder der Netzhaut zwar kein
Punkt, aber doch nur ein kleiner Fleck, so daBl die Teile des Gegen-
standes noch einigermaflen gesondert erscheinen. AuBer der mehr oder
minder groBen Undeutlichkeit sind hier die VergroBerung und die Fehler
gegen die Treue der Wiedergabe (Verzerrungen und Verzeichnungen)
zu untersuchen. Man verfihrt so, daB man die Blende als Punkt an-
nimmt und jeden Dingpunkt durch den Schnitt des an den einzelnen
Flichen gebrochenen oder zuriickgeworfenen Lichtstrahls Dingpunkt-
Blende mit der Auffangfliche wiedergegeben denkt. Diese Wiedergabe
bezeichnet GULLSTRAND als optische Projektion, die Untersuchung
ihrer Gesetze hat GULLSTRAND allgemein durchgefiihrt®. Eine optische
Projektion tritt auch dann auf, wenn zwar von einer Abbildung des
Gegenstandes gesprochen werden kann, aber nicht von einer Bildfliche,
oder wenn Bildfliche und Auffangfliche verschieden sind.

Einzelfille der optischen Projektion waren schon vor GULLSTRAND
untersucht worden, so die Scheinbilder bei Zylinder- und Kegelspiegeln,
auch bei zylindrischen Linsen® Fiir Umdrehungsfolgen sind die Gesetze
von den Schiillern ABBEs unter der Annahme abgeleitet worden, daf
fiir die Darstellung jedes Dingpunktes der durch die Mitte der Offnungs-
blende gehende Strahl (der Hauptstrahl) maBgebend ist (z. und 2. Aufl.
des Czapskischen Lehrbuchs).

Bei unterbrochener Abbildung wird der Gegenstand auf einer Fliche,
meist einer Ebene (Mattscheibe, photographische Platte, Bildschirm)
wiedergegeben. Der Gegenstand wird aber meist keine einfache Fliche
sein. . Hier ist eine Betrachtung anzuwenden, die M.v. RouR 1897
eingefithrt hat3. Man nehme zunichst an, daB im Sinne der Gaussi-
schen Abbildung eine Ebene auf eine Ebene abgebildet werde. Der
Auffangebene (Mattscheibenebene) wird dingseitig also eine Ebene ent-

* Die reelle optische Abbildung. Sv. Vetensk. Hdl. 41, Nr 3, 18 ff. (1906).
— Tatsachen und Fiktionen in der Lehre von der optischen Abbildung.
Arch. Opt. 1, 1—41, 81—097 (S. 15 ff.) (1907).

2 Siehe die Zusammenstellung Cz. S. 141—145. Ich wiirde wiinschen,
daB3 der Ausdruck ,,Scheinbild‘‘ fiir diesen Fall, nicht aber fiir ein nicht auf-

fangbares (unzugingliches, ,,virtuelles’’) Bild gebraucht wiirde.
3 Vgl. S. 74, Anm. 2.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 6
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sprechen, die Einstellebene heifit. Denkt man sich die Eintrittspupille
von jedem Dingpunkte auf die Einstellebene projiziert und den Pro-
jektionskreis durch die Linsenfolge abgebildet, so hat man die Wieder-
gabe des Gegenstandes: Die Unschirfe wird durch die GroBe des Bild-
kreises bestimmt, und die Frage der Abbildungstiefe (Schirfentiefe)
ist mit seiner Hilfe zu erledigen. Andrerseits zeigt sich, daB die Treue
der Darstellung die eines perspektivischen Bildes ist — Verzeichnungs-
freiheit vorausgesetzt. — Die Betrachtungen lassen sich auf den Fall
verallgemeinern, dafl eine Ebene zwar abgebildet wird, aber nicht auf
eine Ebene (Bildfeldwoélbung) oder daB die Auffangfliche nicht eben ist.
Bei Vorrichtungen zu subjektivem Gebrauch tritt an die Stelle der Auf-
fangfliche die Netzhaut oder bei bewegtem Auge die Schirfenkugel
(s. S. 77), doch ist hier die Betrachtung nicht ganz von derselben Wich-
tigkeit, da die Akkommodationsfihigkeit des Auges bei der Betrachtung
des Bildes zu Hilfe kommt.

A. GULLSTRAND hat auf Fille hingewiesen, wo an die Stelle der opti-
schen Projektion eine Abbildung tritt. Bei einer Umdrehungsfolge
wird der Achsenpunkt des Gegenstandes ohne Astigmatismus, wenn auch
im allgemeinen mit sphirischer Abweichung abgebildet. Einem seit-
lichen Punkte entsprechen auf dem durch die Blendenmitte gehenden
Hauptstrahl zwei sog. astigmatische Bildpunkte, d. h. iiberhaupt kein
eigentlicher Bildpunkt — es sei denn, daB durch besondere Einrichtung
der Folge der Astigmatismus gehoben oder doch unmerklich gemacht
wurde. Bei endlicher Blendensffnung wird aber der Astigmatismus
fiir einen die Blende seitlich treffenden Strahl gehoben sein, so lange
der Dingpunkt nicht zu weit auBerhalb der Achse liegt. Nicht not-
wendig ist es, daB dieser Strahl die Achse schneidet. Der namliche Fall
liegt bei einer nicht achsensymmetrischen Folge in der Nihe eines Ding-
punktes vor, der nicht zwei sog. astigmatische Bildpunkte, sondern
einen wirklichen ,,anastigmatischen Bildpunkt hat. GULLSTRAND
hat diese Art der Abbildung wiederholt behandelt:.

Eine Abbildung — immer in bezug auf GréBen erster Ordnung —
kommt weiter zustande, wenn der Gegenstand aus einer Reihe bestimmt
angeordneter. Linien besteht. Jeder Dingfliche entsprechen in bezug
auf ein Hauptstrahlenbiindel zwei sog. astigmatische Bildflichen. Ein
ebenes noch so enges Biischel, das von einem Punkte aus verfolgt wird,
schneidet bildseitig den Hauptstrahl im allgemeinen nicht. Eine Aus-
nahme bilden zwei Biischel, die im Bildraume in zwei zueinander senk-
rechten Ebenen verlaufen. Ihre Schnittpunkte mit dem Hauptstrahle
sind die beiden astigmatischen Bildpunkte, ihre Gesamtheit die Bild-

t Die reelle optische Abbildung, S. 111/112. Zur Wiirdigung der PrT1z-
varschen Bedingung. Z. Instrumentenkdé 30, 97—105 (1910). — Optische
Systemgesetze zweiter und dritter Ordnung. Sv. Vetensk. Hdl. 63, Nr 13,
35—37 (1924). :
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flichen. Den beiden ebenen Biischeln entsprechen auf der Dingseite
ebene Biischel, die aber im allgemeinen nicht aufeinander senkrecht
sein werden. GULLSTRAND hat! diese bekannten Tatsachen neu ab-
geleitet, die Beziehungen zwischen Dingpunkt und astigmatischen
Bildpunkten, die Stellung der fraglichen Ebenen (der beiden Haupt-
schnitte) allgemein festgestellt und wichtige Schliisse gezogen: Errichtet
man auf der Dingfliche in jedem Punkte die Senkrechten auf den Haupt-
schnitten, so bekommt man insgesamt zwei Kurvenscharen, die im all-
gemeinen nicht zueinander senkrecht sind. Nennt man willkiirlich
einen der beiden Hauptschnitte den ersten, ebenso die Bildpunkte,
Bildflichen usf., so entspricht der auf dem ersten Hauptschnitte senk-
rechten Kurve eine Kurve auf der ersten Bildfliche, und wie sich zeigen
14Bt, gehen alle von einem beliebigen Punkte der fraglichen Dingkurve
kommenden Strahlen eines engen Biindels bis auf GréBen héherer Ord-
nung durch Punkte der Bildkurve, obwohl beide Kurven (nach Guirr-
STRAND ,,abbildbare Linie‘‘ und ,,Bildlinie*’) nicht etwa Punkt fiir Punkt
aufeinander abgebildet werden. — Zu einer Dingfliche die Bildflichen
bestimmen, ist im allgemeinen eine Aufgabe hoherer Ordnung, nur die
Lage der Bildpunkte und die Stellung der Hauptschnitte auf einem
gegebenen Strahl (Hauptstrahl) sind mit Hilfe der GréBen erster Ord-
nung festzulegen. Geht man auf dem Hauptstrahl von — o0 bis + oo,
so dndert sich die Lage der Bildpunkte und im allgemeinen die Stellung
der Hauptschnitte. Die Gesetze sind Verallgemeinerungen der GAUSSi-
schen Abbildung des.fadenférmigen Raums um die Achse einer Um-
drehungsfolge, GULLSTRAND hat sie allgemein abgeleitet®.

Hat die Blende eine endliche Offnung, so wird3 einerseits die
Abbildung der Linien durch die Abweichungen héherer Ordnung
unscharf erscheinen, andrerseits wird, da verschiedene aufler der
Blendenmitte verlaufende Strahlen an die Stelle des Hauptstrahls
treten konnen, eine Linienabbildung auf. verschiedenen Bildflichen
eintreten konnen. |

Bei Umdrehungsfolgen waren die entsprechenden Gesetze z.T.
schon frither benutzt worden und erscheinen nun als Sonderfall.

Die Bildflichen beriihren einander in der Achse. Die Hauptschnitte
sind in Ding- und Bildraum tiberall die Meridianebene und. die dazu
senkrechte Ebene (Sagittalebene). Auf jeder achsensymmetrischen
Dingfliche besteht die eine Schar abbildbarer Linien aus Kreisen- um
die Achse, die entsprechenden Bildlinien, ebenfalls Kreise um die Achse,
liegen auf der ersten, von den meridionalen (tangentialen) Strahlen-

t Die reelle optische Abbildung, S. 11 ff. und 25 ff. Tatsachen und Fik-
tionen (siehe S. 81, Anm. 1), S. 88 und 17 ff.

2 Das allgemeine optische Abbildungssystem. Sv. Vetensk. Hdl. 55, 1
bis 139 (1915).. ,

3 Optische Systemgesetze zweiter und dritter Ordnung (siche S.82) S. 32 ff.

6%



84 H. BoeEGEHOLD:

biischeln gebildeten Bildfliche. Die andere Schar abbildbarer Linien
und Bildlinien verlduft senkrecht zur ersten, speichenrecht, die Bild-
linien liegen auf der von den sagittalen Strahlenbiischeln erzeugten
Bildfliche. Haufig ist der Gegenstand eine Teilung, deren kurze Striche
Kreise um die Achse beriihren, und daher als Stiicke solcher, d. h.
als abbildbare Linien betrachtet werden kénnen. In diesem Falle braucht
man den Astigmatismus nicht zu heben; will man aber die Teilung auf
einer Schirmebene auffangen, so ist die Hebung der tangentialen Bild-
feldwolbung nétig. Ferner hat man die Fehler hoherer Ordnung un-
schidlich zu machen.

Ein besonderer Fall dieser Art ist von K. SCHWARZSCHILD! behandelt
worden. Der Gegenstand sei ein durch ein Prisma entworfenes Spektrum
mit FRAUNHOFERschen Linien, von denen dasselbe gilt, was eben von
den Strichen der Teilung gesagt wurde. Da aber das Licht, das von
Punkten auBer der Achse in die Linsenfolge einfillt, eine andere Wellen-
linge hat, als das von Achsenpunkten kommende, so werden die Bild-
linien auf einer Fliche liegen, deren Kriimmung von der tangentialen
Bildfeldwolbung einerseits, von der Farbenabweichung andrerseits
abhingt. SCHWARZSCHILD zeigt, wie man beide Abweichungen bei
einem Objektiv ohne jede Hebung der Farbenabweichung so gegenein-
ander ausgleichen kann, dafl das Bild des Spektrums in einer zur Achse
schiefen Ebene entsteht, dabei kann man auch die Koma und die sphéri-
sche Abweichung unschidlich machen.

Hat also der Begriff der optischen Abbildung in mancher Weise
eine Erweiterung erfahren, so ist damit die Untersuchung der Abbil-
dung und ihrer Fehler nicht tberfliissig. A. GULLSTRAND hat hier
eine andere Ableitung gewihlt als die Vorgidnger. Diese sind auBer
HamirToN wohl durchweg von einer Umdrehungsfolge (meist einer
Folge von Kugelflichen) ausgegangen und haben die Abweichungen
von der ,idealen’ GAussischen Abbildung eines Gegenstandes nach
Potenzen der Offnung und des Gesichtsfeldes entwickelt, meist sich
aber mit den niedrigsten Gliedern begniigt. GULLSTRAND geht zunichst
von einem beliebigen Strahl aus, dessen Umgebung er betrachtet®.
Er bedient sich des Satzes von Marus.

Ist » die Strecke zwischen einer Wellenfliche und einem Punkte
der brechenden Fliche, so kann man setzen: ‘

: W — nn = An»= const., (1)
wenn man die Wellenfliche fiir das zweite Mittel nach riickwirts ge-
legen zeichnet.

Die Gesetze der optischen Abbildung und Projektion leitet GuLrL-
STRAND ab, indem er die Gleichung (1) differentiiert. Kommen die

: Uber Spektrographenobjektive. Berlin. Sitzgsber. 1912, S. 1220—1239.

2 Die reelle optische Abbildung (1906). Die anderen auf den letzten
Seiten angefiihrten Abhandlungen enthalten weitere Ausfithrungen.
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den Ausgangsstrahl umgebenden Strahlen mit ihm von demselben
Dingpunkte her, so bilden sie mit ihm nach dem Durchgang durch eine
Anzahl brechender Flichen ein Normalenbiindel, eine zweifach unend-
liche Mannigfaltigkeit. Die Gesetze fiir die Abbildung eines Punktes
erhdlt man, indem man (1) nach zwei die Strahlen des Biindels kenn-
zeichnenden Veridnderlichen differentiiert. Eine Dingfliche bildet aber
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten, ihr entspricht
also eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Normalenbiindeln,
die durch zwei weitere Verdnderliche gekennzeichnet werden. GULL-
STRAND wihlt die Verinderlichen so, daB er fiir jedes Normalen-
biindel einen Hauptstrahl so annimmt, da diese Hauptstrahlen sich
irgendwo (im Blendenraume) schneiden. Fiir ein Hauptstrahlenbiindel
gelten zunichst dieselben Gesetze wie fiir ein Dingstrahlenbiindel.
Indem GULLSTRAND aber Differentiationen nach den Verinderlichen
des Dingstrahlenbiindels und Variationen nach denen des Haupt-
strahlenbiindels miteinander verkniipft, gelangt er zu den verschiedenen
von Offnung und Bildfeld abhingenden Gesetzen; die Ordnung der
Differentialquotienten bestimmt die Ordnung der Gesetze und in der
iiblichen Sprache die Ordnung der Fehler.

a) Durch einmalige Differentiation (oder Variation) von (1) ent-
steht die Invariante erster Ordnung. Sie fiilhrt auf das SNELLsche
Brechungsgesetz.

b) Invarianten zweiter Ordnung (Gesetze erster Ordnung). Die
Differentiation nach den Verdnderlichen des Dingstrahlenbiindels er-
gibt die beiden sog. astigmatischen Bildpunkte, sowie die Hauptschnitte.
Variation nach dem Hauptstrahlenbiindel kann fiir die Bildflichen
noch nichts ergeben, sondern nur die Gesetze der optischen Projektion,
aus denen GULLSTRAND die.Linienabbildung ableitet.

¢) Invarianten dritter Ordnung (Gesetze zweiter Ordnung). GULL-
STRAND beschrinkt sich auf den Fall, daB die Linsenfolge eine Symme-
trieebene hat, in der der Ausgangsstrahl liegt. Die Regeln erster Ord-
nung liefern auf ihm die beiden Bildpunkte, die Symmetrieebene ist
Hauptschnitt. Die weitere Differentiation fiihrt zu zwei Asymmetrie-
oder Komawerten, deren geometrische Bedeutung GULLSTRAND fest-
stelltr,

Verbindung mit Variationen gibt die Neigung der Bildflichen,
ferner die Kriimmung der einen Klasse der Bildlinien usf., endlich fiir
die optische Projektion die Asymmetrie der VergroBerungen. Ein
Sonderfall ist die Wirkung einer Umdrehungsfolge auBerhalb der Achse.

* Gibt es keine Symmetrieebene, so sind vier Komawerte vorhanden.
Die Formeln fiir ihre Berechnung hat GurLLsTrRAND schon 1890 gegeben.
Als neue Ableitung der Asymmetriewerte sei erwidhnt: HERZBERGER, M.:
Uber die Durchrechnung der GréBen zweiter Ordnung durch ein optisches
System. Z. angew. Mathem. u. Mech. 8, 396—402 (1928).
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d) Invarianten vierter Ordnung (Gesetze dritter Ordnung). GuLL-
STRAND beschrinkt sich auf den Fall, daB die Folge zum Ausgangs-
strahl doppelt symmetrisch ist. Auf dem Ausgangsstrahl sind die Sym-
metrieebenen Hauptschnitte. Im Sonderfall der Umdrehungsfolge er-
hilt GULLSTRAND die fiinf SEIDELschen Bildfehler. Allgemein kommen
15 GroBen in Frage, darunter fiir den Achsenpunkt drei Werte, Ver-
allgemeinerungen der sphirischen Abweichung.

Ein Teil der Ergebnisse GULLSTRANDs wird in den folgenden Ab-
schnitten auf andere Weise abgeleitet werden. Es soll von dem BRUNSi-
schen Eikonal ausgegangen werden. Verfahren und Ergebnisse sind
zum Teil Arbeiten von T. SMITH entnommen. Das Eikonal wird einmal
allgemein, sodann fiir den Sonderfall von Umdrehungsflichen an-
gewandt. :

Eine wichtige Klasse der neuen Untersuchungen ist von der ABBE-
schen Sinusbedingung ausgegangen. Allgemein ist die Frage gestellt,
wann mit der scharfen Abbildung eines Punktes die scharfe Abbildung
eines Linien- oder Flichenstiickchens vereinigt ist oder wann bei un-
scharfer Abbildung eines Punktes ein solches Stiickchen wenigstens
gleichmiBig abgebildet wird. Die Geschichte dieser Untersuchungen
hat M. HERZBERGER kiirzlich zusammengestellt. Ich habe mich an dem
Meinungsaustausch iiber diese Fragen wiederholt beteiligt. Hier sollen
nur die Ergebnisse im letzten Abschnitte kurz abgeleitet und zusammen-
gestellt werden.

III. Die verscﬁiedenen Formen des Eikonals und ihre
Benutzung im allgemeinen.

Zur Entwicklung der Regeln fiir die optische Abbildung sind in den
letzten Jahrzehnten hiufig die Eikonale genannten Funktionen ver-
wandt worden. Name und allgemeiner Begriff rithrt von H. BRUNS
her (1895), doch handelt es sich um eine Verallgemeinerung von Funk-
tionen, die schon in den zwanziger und dreiBiger Jahren des vorigen
Jahrhunderts von W. R. HaMiLToN ausfiihrlich behandelt und zur Ab-
leitung von Gesetzen verwandt worden sind. Es soll hier nicht auf die
Geschichte eingegangen, und nur die einfachste Ableitung benutzt
werden. Vielfach schlieBe ich mich im folgenden an T. SMITH an®

1 Ich stelle hier die fraglichen Abhandlungen von T.SMITH zusammen,
die ich im folgenden einfach mit der beigefiigten Zahl anfiihre:

1. The changes in aberrations when the object and stop are moved. Trans.
Opt. Soc. Lond. 23, 311—322 (1921/22). [Besprochen von H. BOEGE-
HOLD. Zztg Opt. u. Mech. 46, 23/24 (1925).]

2. The optical cosine law. Trans. Opt. Soc. Lond. 24, 31—40 (1922/23).
[Besprochen von H. BoEGEHOLD: Naturwiss. 11, 892 (1923); von M.
HERZBERGER: Zztg Opt. u. Mech. 44, 211/212 (1923).]
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Optische Linge oder Lichtweg heiBit bekanntlich die Strecke:

J =ns, +n,s, + ... 055k, (7)
WO 71, # . . . die Brechungsverhiltnisse der von einem Strahle durch-
querten Mittel bedeuten, si, s;... die in jedem Mittel durchlaufene

Strecke. Bei stetiger Anderung des Brechungsverhiltnisses tritt an die
Stelle von (1)

J=[nds. (12)

Die vierfach unendliche Mannigfaltigkeit der Geraden (s, sz; auch
s,s") im Ding- und Bildraum wird durch je vier Koordinaten gekenn-
zeichnet. Man kann hierzu (bei beliebigen, im allgemeinen beiderseitig
unabhingig zu wihlenden Koordinatensystemen) die Schnittpunkte
mit einer Kaordinatenebene, etwa x =0 (also yo, %; V5, 2,) und die Rich-
tungskosinus mit den entsprechenden Achsen cos (s y) = M, cos (s z) = N;
cos (s'y") = M, cos (s'z') = N’ wihlen. Der letzte Richtungskosinus
cos (sx) =L, cos (s'4') =L’ ist bestimmt durch:

L*=1—M*— N> L'*=1— M'*— N'=. (2)

Es seien nun s, s’ Teile eines Lichtstrahls, der die gegebene optische
Flachenfolge durchquert. Bei Auswahl zweier dingseitiger und zweier
bildseitiger Koordinaten ist der Strahl bestimmt. Die Eikonale sind
Funktionen solcher passend gewidhlter Koordinaten, und zwar Licht-
wege zwischen Punkten im Dingraum und solchen im Bildraum. Im
allgemeinen verlduft zwischen zwei solchen Punkten O und P’ nur ein
Lichtweg (oder allenfalls eine endliche Anzahl). Ist freilich P" das Bild
von O, so geht mindestens ein diinnes Biindel, ist P’ ein astigmatischer
Bildpunkt, so doch ein diinnes Biischel durch beide Punkte. In diesen
Fillen kann man die betreffenden Eikonale nicht anwenden.

3. The distribution of corrective duties in optical instruments. Trans. Opt.
Soc. Lond. 24, 168—183 (1922/23).
4. A reference system for primary aberrations. Ebenda 25, 130—134
(1923 /24).
5. The addition of aberrations. Ebenda 25, 177—199 (1923/24).
6. A general solution of the first order aberrational equations. Ebenda 25,
273—=282 (1923/24). [3.—6. besprochen von H. BoEGcenoLD: Zztg Opt.
u. Mech. 46, (verschiedene Stellen) (1925).]
7. Some uncultivated optical fields. Trans. Opt. Soc. Lond. 28, 225—284
' (1926/27).
. On toric lenses. Ebenda 29, 71—87 (1927/28).
. Canonical forms in the theory of asymmetrical optical systems. Ebenda
29, 88—98 (1927/28).
10. The primordial coefficients of asymmetrical lenses. Ebenda 29, 167—178
(1927/28).
11. The theory of aplanatic surfaces. Ebenda 29, 179—186 (1927/28).

[7.—11. besprochen von H. BoEGEHOLD: Z. Instrumentenkde 48/49
(verschiedene Stellen) (1928/29).]

e Co
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a) Die Punkte der beiden Koordinatenebenen x =0 und x’=o0 mogen
nicht im Verhiltnisse von Ding und Bild zueinander stehen. Dann geht von
(vo, 20) nach (y,, ) ein Lichtweg (oder héchstens eine endliche Anzahl).
Dessen optische Léange (oder eine der in Frage kommenden) seiV, so ist

V= (Yo %03 Yoy %) 3)
(Streckeneikonal, charakteristische Funktion).
Fillt man in Ding- und Bildraum vom Koordinatenanfang Senk-
rechte auf den Strahl, so ist der Lichtweg zwischen den FuBpunkten:
E=n(My,+ Nz)) +V—n'(M'y, + N'zp). 4
Die beiden Ebenen
Lx+4+My+Nz=o0,L'x + My +N7Z =0
beriihren Wellenflachen, auf denen der Strahl senkrecht steht. Aus der

Betrachtung dieser Wellenflichen kann man folgern, daB die Variation
von E nach den Punktkoordinaten verschwindet:

0E _9E _9E _ OE

Oy, 020 Oy, 0z, O
ov a0V

%M=-—-a—y_° ﬂM——bE (5)
ov ' A oV

nN=—6zo nN“&z'o.

b) O, P’ mégen im Unendlichen liegen. Ein Strahl wird durch M,
N; M’, N' bestimmt. Es muB der Fall ausgeschlossen werden, dal3 einem
unendlich fernen Punkte ein unendlich ferner Punkt als wirklicher
oder astigmatischer Bildpunkt entspricht (die Folge darf nicht afokal —
brennpunktlos — oder hemiafokal sein). Der Lichtweg von O nach P’
ist unendlich, man kann ihn aber durch einen endlichen ersetzen, indem
man iiberall eine gleiche Strecke abzieht. Man fille auf beiden Seiten
vom Koordinatenanfang aus auf jeden Strahl das Lot und setze fiir den
Lichtweg zwischen den FuBpunkten:

E=[{(M,N; M, N 6)
(Winkeleikonal, auch einfach Eikonal).
Die Weglinge zwischen den YZ-Ebenen ist bestimmt durch:
V=—n(My,+Nz)+ E+n (My,+ N z). )
Aus dem Satze von MALUS ist wieder zu folgern:
oV _ v _av oV

M~ AN oM —on
0E ’ 0E
"Ye=am "YVo= T omr ®)
, _9E v, OF
2o = 55 %Zo——?ﬁv,'

. ¢) Unter entsprechenden Einschrinkungen (Ausschaltung von Brenn-
punkten) kann man zur Kennzeichnung auch vo, 20; M’, N’ oder M, N;
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Vo, Zo benutzen. Die Funktionen (gemischte Eikonale) sind gekenn-
zeichnet durch:

W‘:f(ymzo; MI7 N,) und W'= f(M7N; y:nz;); )
dabei wird
V=W4+uwMv,+ Nz)=—n(My, +Nz,)+ W,

E=n(My,+Nz,)+W=W —u (My.,+ N'z). (z0)

ow oW oW .., oW
nM:'—_EE) ,o=*msﬂyo=m,”M=my (Ioa)

ow-, , ow | ow'  ,. . oW

=~ nz°=-m—,,nzo=~a——ﬁ,nN =ou

Die Eikonale geben also die Moglichkeit, mit Hilfe der Gleichungen
(5, 8, 10, 1T0a) aus vier bekannten Koordinaten die vier iibrigen fiir
jeden Strahl zu bestimmen. Sind die dingseitigen Werte M, N, s, %
gegeben, so sind die Gleichungen nach M’, N’, y., 2, aufzuldsen. Ein
Eikonal kennzeichnet also die Verwandtschaft, die zwischen den Strahlen
im Dingraume und denen im Bildraume besteht. Es muf} daher auch
erkennen lassen, fiir welche Punkte eine anastigmatische Abbildung,
fiir welche zwei astigmatische Bildpunkte bestehen, welche VergroBe-
rungen, Verzerrungen und Abweichungen auftreten. Am einfachsten
ist dies am Eikonal W zu erkennen. Aus (10a) sicht man, daB die Ebene

x=0 ohne Abweichung auf x'=o0 abgebildet wird, wenn (%V; und g%f,
nur von 9o, 2, nicht von M’, N’ abhingen; es muB3 also W in M’, N’

ow ow . . .
t Y7 cYo, I = C%0, SO ist die Abbildung auch noch

linear sein. Is
ghnlich.

Andererseits ist das Eikonal E in den meisten Fillen am leichtesten
abzuleiten, daher sollen E und W im folgenden vorzugsweise benutzt
werden. ’

Eine Verallgemeinerung. Schon BRUNS hat noch weitere Eikonale
angegeben. Es sei hier auf folgende allgemeine Form der Darstellung
hingewiesen. Im Ding- wie im Bildraume seien die Strahlen durch die
Koordinaten der Schnittpunkte mit zwei Flichen

Xy Viy %o Xy Yoy Zas X1y Y1y 215 %oy Yoy 2
bestimmt; die Flachen seien durch Parameterdarstellungen
Xy = %, (U, Vg) .« ..
Xy =%, (U, V) - .
Xy =% (187, 01) . . .
#y = ] (uly 0] . . .
gegeben, so daB in der Tat ein Strahl durch vier von den Koordinaten
1, V1, Uy, U, Uy, V3, #,, ve festgelegt wird. Der Lichtweg zwischen den
Flichen u:, vr; o), v, sei
V. =f(u17 V1, M1,7 7);)1
so hat man fiir den Weg zwischen #,, v, und u,, v,:

(x1)
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V,=V.—=n}) (5, — %)+ (s — ¥:)° + (22 — 21)°
+n' Y (h — %)+ (Vi — yD)® + (@) — 21)*.

Bei passender Wahl der Flachen und Parameter wird:

ov: . n (X2 — X1) 0 %
0tz V(s = 207 + (s — ¥ + (2 — 222 Ot
_ 7 (Yo — Y1) ] gyx (12)
V(x2 — X2+ (Y2 — Y1)2 + (22 — 21)? Uz
% (22 — 2x) 0z

Ve —mp + s — yaft + (@2 — )2 Ot
und drei weitere Gleichungen. Auch hiersind u,,v, ; u,,v, durch u:,v:; %, v}
ausgedriickt. Man kann aber auch schreiben:
g;’;: ~—nL§—%-—nMg—2:——nN
flir %1 =0, #r=="9,, v1 =20 geht dies in (5) tiber.

Der Hinweis auf diese allgemeinere Form mag hier geniigen.

Anderung des Koordinatensystems. Die optische Weglinge E #ndert
sich bei einer Drehung nicht, es sind also auf L, M, N einfach die be-
kannten Formeln der analytischen Geometrie anzuwenden. Verschiebt
man den Koordinatenanfang im -Dingraume von (0,0, 0) nach (g, b, ¢),
im Bildraume nach (@', ', ¢), so dndert sich Eim die Zusatzglieder:

E,—E=—n(La+Mb+ Nc)y+n'(Ld + MV +N'¢). (13)
L, L' sind nach (2) durch M, N; M’, N’ auszudriicken.

Die Linge V #dndert sich bei einer Drehung um die X-Achse und
bei einer Verschiebung innerhalb der YZ-Ebene nicht, es sind also die
Formeln der Koordinatentransformation anzuwenden.

"Fiir eine Verschiebung in der Richtung der X-Achse hat man:
VI—V=—9LE+%~, (x3a)
wo aber L, L’ mit Hilfe von (5) und (2) zu bestimmen sind. Ahnlich
ist bei einer Drehung zu verfahren, bei der sich die Richtung der X-Achse
andert.

Der Ubergang von einem Eikonal zum andern. Um z. B. von V zu E
iiberzugehen, hat man die Formel (4) anzuwenden und weiter mit Hilfe
von (5) Vo, %; Yo, % zu eliminieren. Ein solcher Ubergang ist von
K. ScawARzscHILD! ausgefithrt worden, auch T. SMITH (9) hat Regeln
fiir ihn angegeben. Da er hier nicht weiter verwandt wird, sei nur darauf
verwiesen.

Endlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daBB bei allen Eiko-
nalen nur die Differentialquotienten verwandt werden. Auf konstante

O
Ou.’

(x2a)

* Untersuchungen zur geometrischen Optik. I. Einleitung in die Fehler-
theorie auf Grund des Eikonalbegriffs. Go&tting. Abh. 1905, N. F. 4, Nr. 1.
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Glieder kommt es daher nicht an, sie werden im folgenden gelegentlich
stillschweigend weggelassen.

Das Eikonal bei Brechumg oder Zuriickwerfung an einer einzelnen
Fliche. Die Fliche habe die Gleichung f(x, ¥, 2) =0, dann erhilt man
nach den Definitionen:

E=n(lx+My+ Nz)—n'(L's + My + N'2). (14)
V=n}x*+ 0 —3) + (e — 2) — 1 V2> +(y — 90)* 4 (z — 20)* (142)
W=nYx*+@—y.)"+ & —2)—n (L's+ My +N'2). (14b)
W =n(Lx+ My + N2)— ' | 2* +(y — yo)* + (2 — 20)". (140)

Aus diesen Gleichungen sind #, ¥, z zu eliminieren. Nun folgt (im

Falle 14) aus dem FERMATschen Lehrsatze:

9 4 +———d + 98 4s o firdf v,9,9 =0, (13

also: e i of . 0f . @
(WL —nL): (M — nM):@WN —nN) = oL ayf o (139)
Mit Hilfe von (15a) und } (x,v,2) =0 (3 Gleichungen) kann man
%, , 2 durch M, M’, N, N' ausdriicken und in (14) einsetzen, womit
man das Eikonal erhdlt. Wenn f eine algebraische Funktion ist, so kann
"man nach T. SumrtH (7) so verfahren. Man fiihre eine Variable a ein,
die f homogen macht, unter Umsténden spater I zu setzen ist und bilde

die vier Differentialquotienten fa, fy, fe, fa( - fx> Es ist dann

$fo+Yfy+2fs+afa=0, (z06)
wegen (15a) und (14) also:
E #L'-nL n’M’—nM__n’N’—nN.
afa fa fy o fs
Nun kann man aus (16) und den vier homogenen Funktionen
fa= fa(a,x,y,z); fo= fx(tl %y ¥,y 2); fy =fy(“7x7yyz);
fe=1f0a,%,v,2)
die GroBen a, %, y, 2 eliminieren, man erhalt eine homogene Gleichung:

(x6a)

f“7f$7f117f2)"‘01 (I7)
und nach (16a) folgt daraus fiir das Eikonal:
E B
m(;,s,sm,sa)=o, ‘ (18)

wo zur Abkiirzung 8= #'L' —n L, M=n'M'—u M, R=n'N'"—nN
gesetzt ist. Fiir eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt auf der X-Achse
liegt, hat man:
f,y,2)=@@—p)+y*+2°— 1=

homogen | (x, v, 2,4) = 2% + ¥* + 2> — 2apx + a*p® —a%*= o0,

f)=2x —2ap,fy=2y,fe=228,fa=—2%p + 2ap®>—2ar%
Die Elimination liefert

D (ayfarfu, [ =12+ 2fafatp — (20> —p%) —(f5 +[I*r* =0,
E=—Qptr@+ M2+ N2, (18a)
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Die beiden Vorzeichen sind zu wihlen, je nachdem die Fliche als erhabene
oder als hohle Fliche wirkt.

Fiir eine Umdrehungsfliche hat man allgemein zu setzen, indem
man die Achse zur X-Achse wihlt.

. of
Yy =wcos ¢, 2=1wsin ¢; f(x,w):—_o,ég=o

dy=dwcos @ —wsin pdg dw = dycos @ + dzsin ¢
oder
dz=dwsin ¢ + w cos pd ¢ wdp = —dysin ¢ 4 dzcosg
0 0 0 of .
6; az{; cos @, af 6”1.% sin ¢, nach (15a) also:
of . of m-

te ¢ =—.—=§R:w,sln( = ———o, COS(p = ——,
89 = 5:' 3y Y=y T e

Setzt man in (14) und (15) ein, so bekommt man:

E=—8x — JM*+ Nw. (14%)
%?dxA—%dw:ofﬁrf(x w) = 0. (x5b)
L:yWeE+ N = gi gfv (159)

Die gleiche Behandlung wie oben ergibt:
m(f“;fﬁafw)=0' (I7b)

a)(%,s,%)ﬂ. (=10 + 97 (18b)

Ist die Gleichung der brechenden Fliche in der Form gegeben:
x=x(u,v),y=19 (u,v), 2= 2 (u, v), (19)
(Sonderfall: Statt #, v treten zwei Koordinaten, etwa v, 2), so hat man

auBer Gleichung (14) noch:

aE—8~+SJE Yy 2

(20)
9 _ e Y —I—%a—v=o
Hieraus sind # und v als Funktlonen von 8, M, N zu erhalten, aus
(19) dann «, y, z; (14) gibt E als Funktion von &, I, N. Bei Umdrehungs-
flichen hat man statt (19) und (20):

x=2xu),w=uw). (T9a)
9 e O o =Y+ ) (200)

Ist die Meridiankurve durch Polarkoordinaten gegeben:
so wird: %= R(y)cosy, w = R(y) sin y, (21)
gi 2(Ry cos 1y — Rsinyy) + %(Rwsintp + Rcosy) =o0. (22)

{Ry+BR SRy +BR
tgy =L siny = ¥
gw SR—%R ’ w <Q2+%2)(R2+Rw) (2 )
SR-BR, 3
cos Y = .

V(gz + %2) (_Rz + Rz
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Setzt man in (14%) ein, so hat man:
E = F (82 + B9/ R*(R* + Rj)—'/=. (24)
__ 4R
= dy
aus (21). Fiir R=const =7 (Kugel, auf den Mittelpunkt bezogen) wird
iibereinstimmend mit (18a):
' " E=Fr(@&+ 0+ N,
Folgen mehrere brechende Flichen aufeinander, und sind die Eiko-
nale gegeben:
Er (Mr,N1,M;,N;), Ert (Mzr, N1, M}, Nij), ... Ex (Mg, Ng, M}, Ng),
so lasse man in jedem Mittel die beiden Koordinatenebenen zusammen-
fallen. Das Eikonal der Abbildung ist dann laut Definition:
E=Er+En+---+Eg. (25)
Weiter ist My=My,Ny=Ni...M}_, =My,N,_.,=Ni. Es ist
aber nétig, diese Zwischenwerte fortzuschaffen, um
E(Mi,Nr; My, Np)
zu erhalten Dem dienen die Gleichungen (vgl. 8):
‘ _3E 0By _0E _9Ey | (26)
oM =~ 0M;’ T N, 8Nj
Die Ausfithrung der Elimination ist aber meist mit Schwierigkeiten
verbunden, man wird sie fast nur dann ausfithren kénnen, wenn man
das Eikonal in eine Reihe entwickeln kann.
Besteht die Folge aus lauter Umdrehungsflichen, so sind die Eiko-
nale Ey, Egr . . . E; Funktionen von g7, Wr usf. wo (s. 14*, 18b):
Qr=n; Ly —nr Ly=n;y1 — M7 — N7 —n; J1—Mj;—Nj.
Wr = Y(n; My — n; M) + (n; Ny — ny N)* .
Denkt man sich Ej7 usf. in Potenzen entwickelt, so kénnen aus
Symmetriegriinden (wenigstens, wenn die betreffende Fliche in der
Achse keine Singularitit hat) nur gerade Potenzen vorkommen, und

aus den Formen fiir & und B geht hervor, daB alle Glieder Potenzen
von

Im allgemeinen ist hier ¢ aus (23) zu bestimmen, R und R,,

M7 + N7, MY + N7, My M;+ N1 N;
sind. Weiter wird:

0Ef _ O0Ep M; " +0E1 nIM7—nM; i

oM, T ag o M T aw, By e
0Ey _ _ OEr _ _aE,,.@n, _OEy npMi-niMj ,
N oMy, 08y & T 0%y By; I

entsprechend fiir N7. Die Elimination nach, (26) liefert fir M’/ N7,
M;M; + NiN% Gleichungen, die auch nur

M3+ N3, M + N3, My M+ N Ny,
enthalten. So ergibt die Elimination schlieBlich den Satz:
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Das Eikonal E einer Folge von Umdrehungsflichen ist, wenn man

es auf die Achse bezieht, eine Funktion der drei GréBen
M?+N?*, M?+ N> MM+ NN

Beschriankt man sich auf die Umgebung der Achse, so kann man E
als Potenzreihe dieser drei GréBen darstellen. Die Koeffizienten dieser
Reihe miissen die Eigenschaften der Abbildung bestimmen. Bevor dies
ndher untersucht wird, soll aber das Eikonal allgemein betrachtet
werden.

Die Reihenentwicklung des Eikonals allgemein. Wir nehmen nun an,
daB die Umgebung eines Strahles zu betrachten sei, den wir als Haupt-
strahl betrachten. Wir wihlen diesen Strahl im Ding- und Bildraum
als X-Achse. Nach S. g1 brauchen wir in E kein konstantes Glied an-

zunehmen. Aus (8) folgt aber weiter, daB bei unserer Wahl des Koordina-
_9E_OE _O0E _,

ON oM ON
ist, d. h. es miissen auch alle linearen Glieder verschwinden. Dagegen
konnen vom quadratischen Gliede ab sdmtliche Verbindungen der Po-
tenzen vorkommen. Man kann einen Teil durch Verschiebung der
Koordinatensysteme in Richtung der X-Achse oder durch Drehungen
um diese Achse zum Verschwinden bringen. Tut man dies, so wird man
die VergroBerungen, Verzerrungen bei der optischen Projektion und
Abbildung erhalten. Will man jedoch auch iiber die riumliche Lage
von Ding- und Bildraum etwas aussagen, so ist die letzte Vereinfachung
nicht immer zweckmifBig.

Die niedrigsten Glieder der Reihenentwicklung schreiben wir mit
T. SmitH (8, 9, 10):

E=—aM* +_bN* +§c M + 2dN" + e MN+{M'N
—gMN —hM'N—iMM —jNN’
und untersuchen zunichst, welche Form sie bei Brechung an einer
Fliche annehmen.

- Die niedrigsten Glieder der Eikonalentwicklung bei Brechung an einer
Fliche. Fir das Eikonal haben wir die Gleichung (14):

—E=8x4+My + Nz,
die Gleichung der Fliche sei:

tensystems fiir M = N = M'=N’'=o0 auch g———ﬁ

(27)

x=%(ry2+zsyz+tz"‘)+... . (28)

Das Koordinatensystem sei also zunichst so gewéhlt, daB die flichen-
normale X-Achse, der Einfallspunkt Koordinatenanfang ist.
Nach (r5a) wird:
0x Ox
53.932.32=——I.—a—§.~0—; (29)

oder mit Beschrinkung auf die niedrigsten Glieder:
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¥y +sz= — —9373,
: % (30)
Sy +tz = -— §,
oder aufgelost:
Qrt—s?)y = —tM+sN (31)
Qrt—s*)z= sM—rN’
oder, wenn man in (28) einsetzt:
L2 (rt —s*) x = — (1" — 2 SMN + 797, (312)
und damit fiir das Eikonal:
28(rt—s*)E =t — 2 sMR+ rN°. (32)

Der Hauptstrahl bilde mit der Fliche im Dingraume den Winkel i,
im Bildraum i’ (#sini=#'sini’), man drehe nun das Koordinaten-
system in beiden Riumen um diese Winkel. Dabei wihle man der
Einfachheit halber die Einfallsebene als XZ-Ebene:

L=1L, cosi— M,sini L'=L!cosi’'— M,sini
M—1 sinit M cosi M=Lisini+Moosi. 39
2 (rt —s®){(n'cosi’- L, —mcosil,) — (w'sini' M’ —nsini M )} E =
] H{(#' sin{'L,— nsiniL,) + (n' cosi M;—ncosi- M;)}*— (34)
—2s{(n'sint'L,—nsiniL,) + (# cost M, —ncosi-M,)} (W' N'—nN) +
+7 (W N —nN)=

Nun seien M, N1, M, N! kleine GroBen, nach denen man entwickeln
kann. Die Glieder erster Ordnung verschwinden und fiir die zweite
Ordnung bleibt: o

2 (n' cost' —ncosi) (1t —s?) E =t (n cosi’ M — ncosiM;)?
—2s(ncost M. —mncosiM,;) (W N —unN)+r (W N —nN)*=
=tn?cos*t M?— 2sn?cost M, N +rn>N?+itn' cos*i M;2

—2su'2cost M,N'+ rn'>N'"? + (35)
+ 2sun cosiM,N'+ 2 sun’ cosi M.N — 2tnn’ cosicosi’ M, M}, —
—2vun' NN'.

Damit sind die Smrtmischen Koeffizienten (27).bestimmt.

Die Zusammensetzung mehrever Flichen. Die Eikonale fiir jede Flache
sind nach (35) zu bestimmen, beziehen sich dann aber auf den Einfalls-
punkt. Um die Gleichungen (26) anwenden zu kénnen, mufl man z. B.
den Koordinatenanfang des ersten Eikonals um die vom Hauptstrahl
durchmessene Strecke ¢ verschieben. Dies gibt nach (13):

E—E=nLr=wn'vr— % nTM'®— %n’rN"“.
Bezeichnet man die neuen Koeffizienten mit a, usf., so ist:
¢,=c—n'rt, d;=d—n'r, (36)
wihrend alle iibrigen Koeffizienten bleiben.
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Fiir die Zusammensetzung zweier Abbildungen liefern die Glei-
chungen (26) ein Ergebnis, das hier in der von SMITH (8) angegebenen
Form geschrieben sei: Die Koeffizienten der Eikonale seien «. .. J;

a'...q'; die des zusammengesetzten Eikonals 4 ...J, so kann man
ableiten:
A—a=—1i*u +2g1v —g%w
B—b=—h*u +2hjv — 2w
C—c=—i2u +2Hiv —HW2w
D—d=—g%u +2¢7v — 7w
E—e=—hiu +(gh +1if)o —gjw - (37)

F—f=—giu+Ek +if)o —Hjw
g —(gg +if)v +gfw
H= hi'u— KW +5i)v +ihw
= 4iu — (g +ih)v +ghlw
J= ghu—(@g +hi)v +jjw
u v w
d+b " f+e c+a
1
Cc+a)@+bo)y—(f+e)2
[SurtH (8), S. 74].

Diese Gleichungen gelten fiir die Zusammensetzung zweier Abbil-
dungen, die einzeln durch beliebig viele Flichen vermittelt werden
koénnen.

Allgemeine Betrachtungen iiber die Glieder zweiter Ordnung. Da die
Funktion (27) zehn Konstanten enthilt, durch eine Fliche aber nur fiinf
eingefiihrt werden konnen (auBer 7, s, ¢, i ist allgemein noch der Winkel
gegen die XZ-Ebene willkiirlich), so kénnen nicht alle moglichen Eiko-
nale durch eine Fliche hergestellt werden. In der Tat haben alle Bre-
chungen durch eine Fliche die Besonderheit, daB der Einfallspunkt sich
selbst entspricht, und zwar als anastigmatischer Bildpunkt. Dasselbe
gilt von allen unendlich diinnen Folgen; SMITH bestitigt, dafl in den
Werten der Konstanten hier noch eine Besonderheit besteht.

Besonders untersucht SmitH den Fall, dal der Hauptstrahl alle
Flichen senkrecht trifft (i =i’ = o). Hier zeigt der Vergleich von (27)
und (335) fiir eine Fliche:

(372)

= uw — v?

w2a=mn2c=mnn't
n'?b = n?*d =nn'y (38)
wW2e=n?*f =un'g=nn'h,

es sind also nur drei unabhingige Konstanten (7, s, #) vorhanden.

Eine solche Brechung 148t nicht nur den Einfallspunkt als Bildpunkt
sich selbst entsprechen, es ist dort obendrein die VergréBerung 1, und
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ferner liegen fiir simtliche Punkte des Hauptstrahls die beiden Haupt-
schnitte des gebrochenen Biindels in den Hauptschnitten der brechenden
Fliche. Dies liB8t sich aus den Gleichungen (38) ableiten. SMITH zeigt,
daB diese auch bestehen bleiben, wenn eine diinne Flichenfolge benutzt
wird, also gilt sodann das gleiche. Bei Folgen mit Abstand wird aber
im allgemeinen keinem Punkte ein wirklicher, anastigmatischer Bild-
punkt entsprechen und, wenn nicht alle brechenden Flichen dieselben
Hauptschnitte haben, so werden sich die Hauptschnitte des bildseitig
einem Punkte des Hauptstrahls entsprechenden Biindels beim Fort-
gehen auf dem Hauptstrahl in der Regel von Punkt zu Punkt dndern,
die Gestalt des Abbildungssystems wird die allgemeine, im folgenden
Abschnitt zu betrachtende sein.

Das Koordinatensystem ist bis jetzt so gewdhlt, daBl die Grund-
ebenen vom Ding- bis zum Bildraum zusammenfallen. Dadurch wird
nicht nur die VergroBerung und Verzerrung, sondern auch eine Drehung
der Wiedergabe in den Konstanten bestimmt. SMITH fragt, inwieweit
einem Astigmatismus des Auges durch eine Brille — bei dieser wirkt
nur eine torische Fliche —gehoben werden kann. Betrachtet man einen
fernen Dingpunkt in der Achse, so gibt die Gleichung (27) (M =N =o).

—nw'yl=cM +fN'
- —wz=fM +dN'.
Fiir den Schnittpunkt mit einer anderen der YZ-Ebene parallelen
Ebene hat man y' =9, + —Jg-,—X ’, hier aber kann man bei Beschrinkung

auf die niedrigsten Glieder L'=1 setzen, so wird:

wWy =—(c—nX)M—|N
Wi —fM —(d—nX). (39)

Nimmt man nun an, X' sei die Entfernung der Netzhaut von der
letzten Fliche der Kristallinse, so wird eine Folge Brille—Auge dann
ihren Zweck fiir ferne Achsenpunkte erfiillen, wenn ¢c =d=#»'X’, f=o0
ist. Diese drei Gleichungen lassen sich stets durch den Zusatz einer
torischen Brille zum Auge erfiillen.

Fiir unendlich ferne Punkte auBler der Achse wird aber werden:

Wy =iM 4+ hN.

wWZ=gM+iN. (40)

Im allgemeinen wird also eine Verzerrung (ein VergroéBerungsunter-
schied) eintreten und eine Verdrehung stattfinden, die nur dann ver-
schwinden, wenn g=/%=0, =74 ist. SMITH berechnet die Werte unter
gewissen Annahmen fiir die Kristallinse und die Hornhaut. Es ist in-
dessen der VergroBerungsunterschied, der schon bei bloBem Hornhaut-
astigmatismus auftritt, sowie die Brille nicht als Haftglas benutzt wird,

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIIIL. 7
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schon frither bekannt gewesen. Man vergleiche meine unten erwiahnte
Arbeit?, sowie die Behandlung der sogenannten anamorphotischen
(richtiger verzerrten) Abbildung bei Cz. (S. 138/40).

In einigen weiteren Arbeiten (9, 10) gibt SmiTe den Koeffizienten
des Eikonals und der charakteristischen Funktion noch andere, ge-
legentlich bequemere Formen. Es soll hier nur auf die Vereinfachungen
eingegangen werden, die moglich sind, wenn man auf die Darstellung
der Lagenbeziehung zwischen Ding- und Bildraum verzichtet.

Man kann in (27) oder (35) noch in beiden Riumen eine Drehung
um die X-Achse und eine Verschiebung in der Richtung der X-Achse
vornehmen. Eine Drehung idndert die Koeffizienten, man kann sie so
vornehmen, dafl e=f=o0 ist. Die Bedeutung wird am Anfang des
nédchsten Abschnitts festgestellt. Durch eine Verschiebung werden nur
a, b; ¢, d gedndert (dhnlich wie in 36); es soll b=—a, d'=-—c gemacht
werden, allerdings ist diese Vereinfachung von geringer Bedeutung und
die Formeln des folgenden Abschnitts wiirden ohne sie nur wenig ver-
wickelter werden.

IV. Die allgemeinen Gesetze der Abbildung und der
optischen Projektion2.
Nach dem Schlusse des vorhergehenden Abschnittes kann man dem

Eikonal bei Beschrinkung auf die Glieder zweiter Ordnung die Form
geben:

E=_a(M*—N? + _c(M? — N'"*) — gMN'— hM'N (1)

—iMM — NN
Dies gibt die Gleichungen:
nye = g0 = aM — gN' — iM',wyy=— 25— M’ AN il
yOF N M iN o — —OE o e N
niy=syn=—aN— — N, Wz = — 5= cN' +¢gM+jN.

Diese Gleichungen geben die Moglichkeit, aus den dingseitigen

* BildgroBe und Sehscharfe beim brillenbewaffneten Auge. Ein Abschnitt
aus der Geschichte der Lehre von der Brille. Z. ophthalm. Opt. 10, 120—144,
161—174 (1922). Namentlich der Schlu kommt in Frage.

2 Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind zum groflen Teile von A. GuLL-
sTRAND auf ganz anderem Wege abgeleitet worden (vgl. den II. Abschnitt
und die dort angefiithrten Abhandlungen). Ziemlich gleichzeitig mit mir hat
mein Kollege M. HERZBERGER dhnliche Untersuchungen angestellt wie ich,
auch sein Verfahren ist etwas anders. Da zwischen uns beiden ein reger
Gedankenaustausch stattgefunden hat, so hat sicher der eine den andern
gefordert, es mag nicht immer moéglich sein zu sagen, wer ein Ergebmis
zuerst gefunden hat.
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Koordinaten o, zo, M, N die bildseitigen s, 2., M’, N’ zu bestimmen
und umgekehrt. Bedingung ist gh —77 =0

Die Schnittpunkte eines Strahls mitder XZ-, X Y-, X'Z’-, X"Y"-Ebene
haben die Abszissen xi, x,; &), x,, diese sind bestlmmt durch

Vo= —M2x,,2,=— Nzx,; vo =— M'x;, 2, = — N'«, (3)
also:
nx,M=—aM +iM +gN', w3’ M' = c¢cM —iM — hN.
wi, N = aN+hM +iN, ##,N' = — cN — gM — jN. #

Nimmt man an, der Strahl schneide dingseitig die X-Achse, so ist
%1 =%, =x; also geben die beiden linken Gleichungen:

’ ! — I 7 . 7
M= (M 4 ¢N),N=_"_(M +iN), (5
und setzt man dies in die rechten Gleichungen (2) und (4) ein, so wird:
) ’ g'L h7 ’
"o = —CM+<nx+a+7—a)M+(7~¢—x+a+nx—a)N'(6)
z_+(nx+a+_ )M+CN+(nx+a+nx— )N
o 72 h2 [ gl hi N’
%X1ﬂ+c~(nx+a+nx—a>—(\nx-f—a nx—a)'ﬁ' )
%’T’:-——c-— g2 7'2 )_( gl + }Z7 )J_‘_J_’
2 n¥+a  nux-—a nx+a  nx-—al N

Nach (6) wird fiir = 00, N’ = o werden z, = 0. Der Strahl verliuft
bildseitig in der X'Y'-Ebene. Nach (7) schneidet er die X’-Achse im

Punkte #; = ;. Fiirx =00, M’ = owirdy’ = o0, und der Strahlschneidet

die X’—Achse in x;:—nﬁ,. Diese Punkte entsprechen dem unendlich

fernen Punkte des Hauptstrahls als astigmatische Bildpunkte, die
zwischen ihnen liegende Strecke heifit die Hauptfokalstrecke. Bei der
Wahl des Koordinatensystems ist also der Koordinatenanfang die Mitte
der Hauptfokalstrecke, ferner sind die X'Y’- und X’Z’-Ebene die Haupt-
schnitte des dem unendlich fernen Punkte entsprechenden Strahlen-
biindels. Doch werden wir bald auf eine Ausnahme stoBen.

Andererseits wird nach (6) und (7) ¥’ = oo fiir x = % und x = — 2

Denkt man sich nun Ding- und Bildraum vertauscht, so erscheinen
die hierdurch bestimmten Punkte der X-Achse als astigmatische Bild-
punkte des unendlich fernen Punktes der X'-Achse. Aus (5) folgt aber

fiir den ersten N =0, den zweiten M =o0, so daB die X Y- und XZ-Ebene
Hauptschnitte sind.

* Die Gleichungen (2) zeigen auch, daB E fiir eine afokale oder hemiafokale
Folge nicht anwendbar ist. Bei einer solchen geht durch die unendlich fernen
Punkte der X- und X’-Achse (M = N = M’ = N’ = o) mindestens ein
Strahlenbiischel, es diirfte also aus M = N = M’ = N’ = o nicht y, = z,
=y} = z, = o hervorgehen. Die meisten Gesetze des Abschnittes gelten auch
fiir diese Folgen, wie aus anderen Formen des Eikonals zu schlieBen ist.

7*
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Allgemein wird die Stellung der bildseitigen Hauptschnitte bestimmt,
wenn man in (6) x; =%, = &’ setzt und beide Gleichungen voneinander
subtrahiert:

(N—M’)( L )—zc+12_£+k2_72~0. 8)

M N)\nx+a ' nx—a n¥x+a  wny¥—a

Dies ist eine quadratische Gleichung, deren Lésungen reziprok und

entgegengesetzt sind. Sie sollen zur Abkiirzung «’ und —“i, genannt

werden, o/ — - = p’. Esfolgt, daB die beiden Hauptschnitte allgemein

o
aufeinander senkrecht stehen.

Sonderfille. a) Orthogonalsysteme heiBen nach GULLSTRAND solche
Folgen, bei denen die Stellung der Hauptschnitte fiir alle Punkte des
Hauptstrahls dieselbe ist. @) Fiir a=o0, ¢=o0 tritt das verlangte nach
(8) ein, doch fallen die Hauptschnitte hier nicht mit den Koordinaten-
ebenen zusammen. Hier entspricht dann nach (7) dem Punkte x=o0
der Punkt ¥’ =00, dem Punkte x=00, der Punkt &’ = o als anastigmati-
scher Bildpunkt. Solche Punkte nennt man Fokalpunkte, es gibt
also zwei Paare.

p)Falle = 0,a=o0.

Hier wird:
72 — g2 h2 — 7'2
N M wx+a nx—a_ n@-h-vr+pPr—(g* +hr-12—ja 8a)
NN T W ngithpa—gi—hja 08

nx + a nxy —a
Dies Verhiltnis ist unabhingig von «x fiir:

(62 — h* — 4 +*) (g8 — hj) = (&% + h* — &> — 7°) (gi + hj)
oder
— g2hj — gh*i + hi*j + gij® = 0, oder wegengh —ij=o0:
£C = O]ahi + gj: Y

yFalla= o0,c=o.
Hier miissen, wie oben abgeleitet, bildseitig die Hauptschnitte mit
der X'Y’- und X'Z’-Ebene zusammenfallen; d. h. in (7) muB der Faktor

4 14

N M ., .. . )
von N identisch Verschwmder‘l. '
[a =o0],8t+ %] = o0.

d)Falla =o,c=o.

Auch hier muBl derselbe Faktor identisch verschwinden. Wegen
gh—1ij = o gibt dies jetzt entweder g =% =0 oder s = § = o.

Beide Moglichkeiten unterscheiden sich nur durch die Koordinaten-
wahl.

Bei Vertauschung von Ding- und Bildraum vertauscht sich a gegen
¢, g gegen h, jede Flichenfolge wirkt also entweder in keiner oder in
beiden Richtungen als Orthogonalsystem.
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An die bekannte Tatsache, daB es bei einem Orthogonalsystem zwei,
einen oder keinen reellen Fokalpunkt gibt, daB aber auch alle Punkte
Fokalpunkte sein kénnen, sei nur kurz erinnert, ebenso daran, daB im
zweiten und vierten Falle eine Abbildung ohne Verzerrung entsteht
(Cz. 138/9). Auf eine Ableitung sei verzichtet.

’

b) Fokalpunkie. Damit alle Strahlen durch x unabhingig von %
die Achse schneiden, muB gleichzeitig (nach 8):
Lau(gi+hj)x+ (b —gi)a=0
und
II. 26(%2.\52 _ 612) + nx(g2 — hz — 42 +72) . d(g2 —+ h? — 12 — 7‘2 =0
sein. Aus (I) folgt:
gl — hj

HI. nE =

setzt man in (II) ein, so wird :

2. (85— h1\? . T T S o
2610{<g2.+h~7.)—I}+gi+h7,a(g_h_¢ +79)—a(g*+h*—i*—j%)=o0.

Abgesehen vom Faktor a gibt dies die Bedingung:
. Sacghij‘ + (gz,iz _ hzjz) (gz . hz . 2'2 _|_ 12)
—(@i+hy)? >+ h*—1*—77) =0
oder auch:
IV. A = — gacghij — g*h?i®> — g*h?j* + g*1%5% + h*%*
— ghij(g* + h* — i — 72 = o.
— (12 y2 gh 2 2 — z_]_ —_
IVa. 4ac = (52 + 7 )<I—ﬁ)—(g +h)(1 gh)_
(gt + hy) (g7 + ki) (gh — i)
ghij
AuBerdem aber ist fiir =0 und nach (8) fiir ¢=o0 ein Fokalpunkt
vorhanden. a=o0: Bildseitig im Unendlichen, ¢ =0 dingseitig.
DaB auch hier Vertauschbarkeit von Ding- und Bildseite besteht,
ist eigentlich selbstverstandlich.
c) Aus der Form der Gleichung (8) folgt, daB zu jedem Dingpunkte,
jedem x, ein Wert von B’ gehort. Gehirt umgekehrt zu jedem B’ ein Ding-
punkt? (8) kann man auch schreiben:

2em2x% + nx (g2 — h? — 12 + 2 — p'gi + ki)

C e —a(g 4 b it — flgi — b =0. O
Die Determinante ist:
' D = (g® — h* — % + 2 — § [gi + hi])* + 16a%c”
(g 1*— ' lgr + hi))* + (92)

+ 8ac(g® + h* —i* — 2 — §'[gi — hi)).

Fiir groBe Werte von ' (¢’ o 0 oder o0) hat (9) offenbar reelle Lésungen.
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Es kénnen also Werte von ' nur ausfallen, wenn die Determinante der
Gleichung D =0 positiv ist. Diese Determinante hat den Wert:

A = B? — 4. AT, wobei
A = 16a%c* 4 8ac(g>+ h* — 12 — ) + (g2 — h® — 1% + §7)°.

B = —2(gi+hj)(g* — k> — 4>+ 7% — Bac(gi — hj).
I' = (g7 + hj)=
Also:

4 = 4{16a%c*(gi — hj)* + 8ac(g%5® — h*%) (g% — I* — 3% + 7°)
+ (g3 + h9)* (g% — h* — 3% +7°)°
— (g7 + hj)?[16a%c® + 8ac(g® + h® — 1® — 72) + (g — h® — 1% + 79)2]}
= 04{— 4a’cghij + ac(gi + hj) (— g*hj — gh*i + hi*] + gij*)}.
A4 = 64ac{ — 4acghij — g*h*i® — g2h®j® + g*i%j° + h*4%j?
— ghij(g* + h* —i* —j?)}.
Dies ist also dieselbe GréBe, deren Verschwinden nach (IV) den
Fokalpunkt bedeutete, und der Faktor ac zeigt an, daB
V.4 =0
sogar die allgemeine Bedingung fiir den Fokalpunkt ist.

Man hat hiernach die drei GurLsTrRaNDschen Klassen von Abbildungs-

systemen; es ist zu beachten, daB wieder das Gleiche ding- und bild-
seitig gilt:

(10)

1. Fall: A4 < o.

D ist stets positiv, fiir jeden Wert von ' gibt es zwei Werte von x,
die nie zusammenfallen. GULLSTRAND: Tordierte Systeme.

2. Fall: 4=o0. Nach GULLSTRAND: Semitordierte Systeme.

D ist positiv, fiir einen Wert von ' aber Null. Ferner hat D dic
Form:

> U B 2
D=1 (ﬂ + 27,) .
Die Losung von (g) 1a8t sich allgemein schreiben:

gr—le—yg VI,
N 4¢ T4 p

nx =

I .y
+ VD (9b)
Daraus folgt, daB in unserem Fall die eine der beiden Losungen von
B’ unabhingig ist, und zwar wird sie:

. e oy e B Y
VL py — & -M-#+r 5 _ 8 —7.41,
4¢ 8cyT 8T+ Ay

d. h. alle Stellungen kommen einmal im bildseitigen Fokalpunkt vor,
auBerdem entspricht jedes senkrechte Paar ' noch einem Punkt. Aus-
genommen ist das Paar, das dem Werte D=o0, d. h.:
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;o B g - k-2 4 gz'—-hj__
VI === iy A g
Tt 1.1
. g2h2i2 _g2h27'2 __gzizjz +h2i27'2 _ £2 h2 12 7‘2
i +h) ghi] = - (nach IVa)
7 + 3
gt hj

entspricht. Dieses Ebenenpaar kommt nur dem Fokalpunkte zu.

3. Fall: 4> 0. Nach GULLSTRAND: Retordierte Systeme.
D wird fiir zwei Werte 8’ Null. Dem entsprechen zwei Ebenenpaare,
die vorkommende Ebenen von nicht vorkommenden abgrenzen. Aus
(9a) folgt fiir die Grenzwerte:

’ B I
und fiir die entsprechenden Dingpunkte aus (gb) (D = o)
’ __gz_];z_z‘z.;_jz B " 1/2_ gt — hy I/Z . d
nx = 4c 80]/[' 80]/‘ gz+127a“‘80(gi+hj) (9 )

d) Orthogonalpunkte. Aus (5) folgt nun die dingseitige Lage der durch
einen Punkt x gehenden Hauptschnitte:

M, M+a(¢+ga) Ny = ——h+7d)
M, = (LW¢M= @—ﬁ.
nx+a o nx —a o

I

Die Stellung der Ebenen ist durch e und gegeben Sie stehen

nur dann aufeinander senkrecht, wenn
N; M, .
— 4 = = 0 ist, oder:
TN, )

’ A 4 i r’
nx+a h+je ny—a o
ny—a t+gd  nx+a

(nx +a)? {h2 — 7%+ h]'(u’—%)} + (nx — a)? { —g*+gi <a ——~—>} = 0.
[¢2
Fir a'—(}, =f’ ist jetzt der Wert aus (8) einzusetzen:

ot ey = ) + o — a7 6t — e (AL + )

nx+a nx —a

+[nx+a)2 k] + (nx — a)® g1) (zc-— g hz—jz) =0

nx +a ny —a
2c(mx+a)*hj+ 2¢(nx — a)* gi + (nx + a) {(* — 72)gi — (62 — g2) by}
+ (nx — a) {6 — g7 hj — (h* — 7 g1} = 0
cn?x? @i+ hj) + 2ac(hj — gi)nx + a*c(gi +hj) |
A (12)
| +al(h — 77 gi— (" — g7 hi] = o. J
Die Determinante dieser Gleichung ergibt sich zu 4, d. h. bei tordierten
Systemen gibt es keine Orthogonalpunkte, bei retordierten zwei, bei
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semitordierten einen. Weiter zeigt die Gleichung sofort, daB} bei semitor-
dierten Systemen der Orthogonalpunkt eben der Fokalpunkt ist.
Die Losung der Gleichung (12) ist:
i—hy y
§z+h;ai8 c(gz+h7) (x23)
Also der ndmliche Wert, der schon in (9d) erhalten wurde. Dem
Orthogonalpunkte entspricht auf der anderen Seite ein Paar Grenzhaupt-
schnitte, wie schon GULLSTRAND abgeleitet hat. Man kann es auch

/

.. . a
so erhalten, dal man ' nach# x differentiiert, man bekommt fiir 7 5 =0

die Gleichung (12).

e) Die Gleichung filr einander entsprechende Punkie. Jedem Punkte x
werden bildseitig zwei sogenannte astigmatische Bildpunkte ' ent-
sprechen und umgekehrt. Eine Gleichung zwischen x und %’ muB
also in beiden vom zweiten Grade sein. Aus (8) kann man den Wert

fiir a’ ableiten:
r (g7 ki \_
2u ('nx+a, + nx—a)_

g2 — 72 . hz_y’z (I3)
nx+a nx —a

gz —12 )y _.7'2 2 h7 2
l V(Zc+nx+a nx—a) +4<nx+a+nx—a)

Da die beiden Lésungen der Gleichung &’ und — ;I,—sind, kann man

[ 2¢ +

auch ' 4+ “i, hieraus ableiten:
gt hi N _
(a + )(nx+a + nx—a) -

Vloor B~ B v a4 L)

nx+a nx nx +a nx —a

(132)

Da die in Frage kommenden Strahlen die Achse schneiden, so ist

in (7) zu setzen ¥, =%, =x", also .
—end = B T (v ) e )
eW's' (n*x* — a?) + nx(g> + h* 4+ 12+ %) — a(g®*— h*+ 1> — 7)) 2 =
[2c(m*x* — a®) + nx (g — h* — 0>+ 7% — a(@*+ h*— i — 72} 2 (14a)
+ 4 {nx (gi+hj) —a(gi —hy)} "

Bringt man die Gleichung auf o und 148t zunichst die mit #°x*— a®
multiplizierten Glieder beiseite, so kann man wie folgt vereinfachen:
Faktorvon n2x2:(g2 + A2 + 42+ 19> — (g2 — h>— 12+ 192 — 4 (gt + hj)2 =
48°h° + 48717 + 4 h*]* + 4177 — 48%4% — 8ghi] — 4h*[* = 4(gh —1j)*.

Faktorvon 2anx: — 2(g2 + h? + 12 + 12) (g2 — h* + 1 — §?)
+2@*— =+ 7@+ h*—1*— ) + 8% — h*?) =
= — 8g%12 + 8h2j2 4+ 8(g242 — h*j?) = 0.
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Faktor von a®: (g2 — k2 + 1 — 3 — (g* + h* — 4> — §9)* — 4 (g1 — h))* =
= — 4870 + 471" + 4h7]> — 49°)° — 48747 — 40*]* + 8ghij =
— 4(gh — 7).

Danach kann man in (14a) den Faktor 4 (n*x¢°—a®), der nicht all-
gemein Null wird, herausnehmen und behilt:

W2x'? (n2x? — a®) + nw' xx' (g% + h* + 1%+ §?) —anw' ¥ (g7 — h* +1* —77)

—cnx (@ —h?—i*+ %) —c?(wPx* — a?) +ac(g®+ h*— 1> —17°)

+ (gh —1j)* = o.
Hierfiir kann man auch schreiben:
(W'2x'? — c?)(n2x° — a®) +nn' xx' (g2 + h* + 12+ j3) —
an’x’(gz—‘—h”—l—i”— 1) — cnx(g?— h*— 12+ 7% + ac(g>+ h*— 12— 57 (15)
+ (gh—ij)*= o,
oder auch:
(W2x"? — c?)(m?x? —a?) + Wa —c)(nx — a)g* +
W' +c)(nx + a) h* + (W« + ¢) (nx — a)i* + (Wa' — ¢) (mx + a)j*> (16)
+ gh—1i))=

Fiir das Orthogonalsystem zerféllt die Gleichung (16) in zwei, die
beim Gaussischen System (¢ = ¢ = 0) in die bekannte NEWTONsche
Gleichung tibergehen.

f) Die abbildbaren Linien. Wir betrachten nun allgemeiner einen
Strahl, der durch den Punkt x, v, z geht und die Richtungskosinus
M, N hat.

Es ist y—yo=Mzx, 2—20=Nx, aus (2) folgt also:
ny =mx+a)M —iM —gN' | vy =0's —c )M +iM+ hN
nrz=mx —a)N—hM —iN' | %2 =@wx+c)N' +gM~+{N,
wo 9’, 2’ der Schnittpunkt des bildseitigen Strahles mit einer zum Haupt-
strahle senkrechten Ebene ist; aus (17) kann man &dhnlich wie aus (1)
M', N', y', 2 durch %, y, 2z, M, N bestimmen.

Es ergibt sich weiter:

(17)

M= (ny +iM' +¢gN'), N =

nx+a

a(nz +hM +iN'). (18)

Setzt man dies in die rechten G1e1chungen ein, so treten offenbar
wieder dieselben Koeffizienten auf, wie in (6) und (7). Schreibt man
zur Abkiirzung:

1 h2 g hi g 72
Q_nx+a+nx——a70-‘nx+a ni—a'" " nxta Twrca’ (19)
so lauten die entstehenden Gleichungen:

[V N ’ ! “AT! 1%3/ hnz
Wy =@y —c)M + oM + 6N +n————x+a+nx_a, 20

Wy =Wx +c)N +ocM + N + "V _inz_

nx+a nx —a
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Wir nehmen zunichst an, der Strahl schneide dingseitig die Achse
in (#,0,0), so daB} die beiden letzten Glieder verschwinden und betrachten
die Schnittpunkte des Strahls mit den zum Hauptstrahl senkrechten
Ebenen durch die beiden ,,Bildpunkte‘, setzen also

13

Ay =c—9p—o0d = —c—T— -
Wy = —o(dM —N); wWi=0¢ <M' — Z—(\—;) (z0a)
b) n’x':c—g—}—ai‘,:——c—r—[—aa’.
wy = a(-]g,l + N’); w2 =o(M + o' N). (20b)
Es ist also unabhingig von M’ und N’:
a) %:: —~(—t,, b) ;—:a'.

d. h. bis auf GréBen héherer Ordnung liegt (x', ¥', 2’) in der Ebene, die
senkrecht steht auf dem durch den entsprechenden Punkt gehenden
Biischel. Dies gilt auch, wenn man fiir " Werte x'+4 x’ setzt, wo 4 %'
von der GroBenordnung M. . . ist. Hierin ist die Lehre von den STURM-
schen Brennlinien und ihre Kritik durch GULLSTRAND enthalten (s. Cz.
S. 231f.).

Damit auch fliry = o, 2 = o der Punkt «’, 9/, 2’ in derselben Ebene
liegt, ist notwendig:

(gny 7'nz).(iny h"”)..._i-I
ny+a an—a, hnx+a ;zx—a ) « (21)
nx—a(\] + E’) =T nx+a<g +(-¢’)’
Z2_ _mx—a i+gd M
Yy nx+a h+jd Ny [vel (1m)].  (22a)
entsprechend im anderen Falle:
z M.
Lo _r 22b
- (22b)

(%, y, z) muB also in einer Ebene liegen, die auf der Ebene (M, N .) oder
(M,, N,), der ,,Ebene fokaler Projektion®, senkrecht steht.

Hierin ist die GuLLSTRANDsche Lehre von den abbildbaren Linien
enthalten.

g) Die Wiedergabe eines astigmatischen Strahlenbiindels. Es gibt ding-
seitig eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit astigmatischer Strahlen-
biindel (Normalenbiindel), in denen die X-Achse enthalten ist. Jedes
Biindel ist gegeben durch die Stellung der beiden Hauptschnitte und durch
die beiden Punkte, in denen die betreffenden diinnen Biischel die X-Achse
treffen (die Punkte der Kaustik). Es soll aber zunichst von der Wellen-
fliche im Koordinatenanfang ausgegangen werden. Ihre Gleichung sei:

x :%(Ry%{— 2Svz2+Tz%. ..,
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dann wird das Biindel gekennzeichnet durch:
M = — Ry, — Sz,
N=— Sy, — Tz (23)
[vgl. (31) und (31a)].
R, S, T dienen zur Bestimmung des Biindels. Man kann nach yo, %
auflésen :

 TM-SN _ _SM-RN
Yo= = RT-5: %= Rr_5: (24)
woflir wir abgekiirzt schreiben: A
Yo=—3IM+ EN,z=6M — RN. (244)

Aus (2) folgt dann als Verallgemeinerung von (5):
mET+a)M —n8N =i M + gN',
—neM + nR —a)N =hM + N (25)
Die Losung nach M und N kann man schreiben:

1
T T+ a)nH - a) - n2Se=

(% — a)i + n@RIM' + [(nh — a) g + nGjIN'} -

I
= T +a)nR —a) — n2Ge x

{[(ni +a)h+nGi\M + [T 4+ a)] +nSg] N’ } .

X

(26)

Setzt man dies in die rechten Gleichungen (2) ein, so erhilt man al
Verallgemeinerung von (6):

v , BT +a) N — a) 72 . b2 2nShi ,
wyo=—cM + T+ a)y(nht—a) -n262 {[%CI +a +nJ1‘. a + mIT+a)nR — a)‘J'
g? hi _nSgh+ij) N\
+[n$+a+n3{—a nIT +a) (né]%—a)] J’
e , (nT+a) nR—a) [[4&7 hi nS (gh+17) ] ,
Wio=cN mT+a)mR—a)—n2Cz | [nT +a + nR—a + nT+a)nR—a)
g? i 2n3g] " (27)
+ [nit-i-a + nR—a + nIT+a) (nﬂi—a)} N }

In (27) kehrt ebenso wie in (6) und (23) ein Koeffizient wieder, dies
verlangt der Satz von Marus. Schreibt man: (28)
WY —pm — PIt@ @R (=, e _ 2n@hi

T nTta)mR—a)—n=C= |n I+a T uR—a ' mT+a)mR—a)
WS . (nifa) (nSR a hj - nG(gh+1y)
T T +a)mR—a)—nCe ln&+a nh—a ' #nT+a)nR-a)
ey nT+a) nR—a) g 72 2nGgy
g - _ _&8
R o= nET+a) mR—a)—n>C2 {1 T+a + nh—a + nET+aymR—-a)’

so geht (27) iiber in: » :
Vo= —TM + &N, Z,=M RN (29)
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Nach (24a) und (29) entsprechen ® und %', © und &', ¥ und ¥’
einander, die Beziehung zwischen Ding- und Bildraum wird dur_ch (28)

gekennzeichnet.
Nach (24) und (24a) ist:
R S T
R=gr—5 ®=pr_ss' T =rr—5" (30)

In einem Punkte der Wellenflidche xo, yo, 2, der dem Koordinaten-
anfang benachbart ist, wird die Gleichung der Normalen:
Y-y Z 2
) X — %= — Ryo+ySzo =T Syt T (31)
%o ist zweiter Ordnung und kann daher vernachlissigt werden:
Y=(—RX+1)y,— SXz,
Z= —SXY+(—TX+1)%.
Setzt man in (31a) Y =Z=0, so muB} der betrachtete Strahl die
X-Achse schneiden. Die Bedingung kann aber nur erfiillt werden, wenn
die Determinante Null ist, also:
(RT -S)X*—(R+T)X+1=0. (31b)
Die Losungen dieser Gleichung geben uns die beiden Punkte (X1, X3),
wo der Hauptstrahl (die X-Achse) von den Strahlen des Bundels ge-
schnitten wird. Wir vermerken:
R+-T=X,+X,,RT-6*= X, X,- (31¢)
Setzt man in (31a) X =X: oder X=X,; Y=Z7 =0, so erhilt man
die Stellung der beiden Hauptschnitte. Nennt man w den Winkel des
crsten Hauptschnittes mit der X Y-Ebene und schreibt tg g = ¥, so wird
"9 = 2° alco:

o

(313)

a —RXI'I'I — I . —RX2+I p _ 9
=—5x, R+IS 5(7 — 5= sx, IR-S=%x" (32)
0 SX 1 SX, 1

I= TTX. S+‘9T“‘ "J“ZTX2+1’05—T—Z’

oder durch Auflosung :

1 1 92 4 I 1 I 92 i
R= (e + %) S=daly —xh T=mwls +x) 69

3%'—1_*_92(02)( + X,)= X, sin *u+ X, cos *u ,

& -, .
Czﬁﬁ(( c—X,) =(X,—X,)sinpcosp, (34)
$=I+32(X + 42 X,)= X, cos*u+ X, sin 2u -

Sind X1, X,, 1 gegeben, so kann man nach (34) R, &, & bestimmen,
durch (28) ', &', I'; da bildseitig entsprechende Gleichungen gelten
wie (34), kann man setzen:

r_qr . 28
%— =cotgapy, W+ =X, +X,, 2>

27 sin2d

=X,— X:- (35)
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Setzt man (34) in (28) ein, so kann man Gleichungen erhalten, die
von der Wahl des Koordinatenanfangs unabhingig sind. Es treten die
GroBen X; ———% , X1+ —:— ...,d.h. entsprechend wie in der NEwTONschen
Gleichung die Abstinde von den ,,astigmatischen Brennpunkten auf.
Man hat: .
(0 X, —c)cos ?py’ + (' X, —c)sin 2’ = (36)
{nX: + a) cos 2u + (1 X, +a) sin 2u} {(# X: — a) sin 2u + (n X, — a) cos 2u}
{(nX:+a)coszpu+(nXz+a)sin 2u}{(n X; — a) sin 2u + (n X, — a) cos 2u} —n?(X, — Xi)? sin 2u cos 2t
72 h2
X {(nXI +a) cos 2u +(nX.+ a) sin 2u + (nX:—a)sin2u+ (n X.—a) cos 2u
n 2nhi (X.—X5) sin,ucosL _}
{nX: +a) sinzu+ (n X, + a) sin 2u }{{(n X; — a) sin 2u + (n X. — a)coszu

und zwei dhnliche Gleichungen. Auch hier erscheint die NEwToNsche
Gleichung als Sonderfall.

Die Formeln (28) und ihre Auflssung nach &, &, € kann man auch
so erhalten. Wenn man ebenso wie bei Ableitung von (25) verfihrt,
dabei aber von der bildseitigen Wellenfliche ausgeht, so entsprechen
den Formeln (25) die folgenden:

tM+hN=—WZT —c)M +n&SN
gM +iN = W&M —WR +c)N. (37)

Mit (25) konnen sich diese nur vertragen, wenn nicht allein die

Determinante:

nE +a —n® —1 —g
—_ 77/@ Vl%-— a ) ""; ]Z '—"',7 ) (38)
7 h T —c¢ —nS
g 7 —n'& W R +c

sondern auch ihre simtlichen Unterdeterminanten dritten Grades ver-
schwinden. Dies gibt die verlangten Formeln.

h) Die GULLSTRANDsche Fundamentalgleichung. GULLSTRAND kenn-
zeichnet die Strahlen eines astigmatischen Biindels durch die fokalen
Offnungswinkel; es sind dies die Winkel, die die Projektionen eines
Strahles auf beide Hauptschnitte mit dem Hauptstrahle bilden. Wir
nennen die Richtungskosinus dieser Winkel %, %; MM’, 9N', dann hat
mant:
dingseitig M =M cosu+ Nsinp (30)

N=—Msinu+ N cosu,
MW =M cosy' + N'siny’

bildseit;
Udsettig o 1rgin o +N cosy'.

(392)

T I, N haben hier also eine andere Bedeutung als im vorhergehenden
Abschnitt (S. or1).
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Ein auBerhalb des Biindels verlaufender Strahl wird von GULLSTRAND
durch die Fokalkoordinaten gekennzeichnet. In den Punkten X:, X,
werden auf dem Hauptstrahl senkrechte Ebenen, die Fokalebenen, er-
richtet. Die in diesen Ebenen liegenden, auf dem zugehérigen Haupt-
schnitt senkrechten Linien nennt GULLSTRAND Fokallinien. Die Fokal-
koordinaten sind nun die Abstinde, die die Schnittpunkte des be-
trachteten Strahls mit einer Fokalebene von der zugehérigen Fokal-
linie haben. Da die erste Fokallinie im zweiten Hauptschnitte liegt, so
sind diese Koordinaten, wenn man die Richtungskosinus des auflerhalb
des Biindels verlaufenden Strahles mit M, ... bezeichnet (nach 17):

dingseitig na, = (n X, 4+ a) M, cosu + (n X, — a) N, sin u
— (¢ cos u + A sin u) MY, — (g cos w + g sin u) N,
na, = —nX,+a)M,sinu+ (nX, —a)N,cosu
+ (¢ sin u — h cos u) M, + (g sin pt — § cos u) Ni,
bildseitig #'a} = (' X — ¢) M, cos p’ + (' Xy +¢) Ny sing'  (40)
+ (@cosu’ +gsinu'y M, + (hcosp' +7siny') N,
na, = —(n' X, —c) Msin y’ + (n' X}, + ¢) Ni,cos i’
—(@sing —gcosu'Y M, — (hsiny’ —jcosu’)N,.
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt mit (39) und (28), wenn
sich jetzt I ... auf einen Strahl des Biindels bezieht:
na, M+na, N = (nX,cos?u+nX,sin?u+a) MM,
+(nX, —nX,)sinucosu MN,
+®X, —nX,)sinucosu NM,+ (nX,sin?u+nX, cos*u—a)NN,
— MM, —gMN,—~hNM,— NN,
=nT+a) MM, —nSMN,—nSNM_ + nR—a)NN, —i M M
—gMN,—hNM,—{NN, (s.34).
Ebenso bekommt man bildseitig: ‘
WM+, W=wT — o) MM, —n& M N, — S N M,
+ (W R +c) NN+ MM, +hM' N, +¢gN'M,+{N'N,.

Da nun jeder Strahl M, N, M’, N’ dem astigmatischen Biindel an-
gehort, so folgt aus (25) und (3%) identisch: ‘

na, M+ na, N =" a; W +»' N, (41)
die GuLLsTRANDsche Fundamentalgleichung, eine Verallgemeinerung
der HuvGeNs-HELMHOLTZIschen Gleichung. Wenn im ding- und bild-
seitigen Biindel die beiden Hauptschnitte einander entsprechen, so ist
M nur von M, N nur von N abhingig (oder M’ von N, N von M),
die Gleichung (41) zerfallt:

na, M=n"a; M, na,N=n"a,N'. (41a)

GULLSTRAND spricht dann von fokaler Projektion.

Fokale Projektion liegt auch dann vor, wenn das Strahlenbiindel
dingseitig (oder bildseitig) anastigmatisch ist. Es stehen dann im Ding-
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raume die Hauptschnitte im allgemeinen nicht aufeinander senkrecht
(vgl.S.103). Nach GULLSTRAND gilt (41a), wenn man IR, 9 einfach auf
das schiefwinklige Koordinatensystem bezieht; a:, a, hingegen so be-
stimmt, daB man vom Schnittpunkte des Strahles Lo, Mo, No mit der
zum Hauptstrahle senkrechten Ebene durch den Ausgangspunkt auf
die Hauptebenen Senkrechte fillt und deren Abstinde vom Ausgangs-
punkte mit ar, a, bezeichnet. Man hat dann:

M si -N M si - N
M — s1f Uz 2 COS 2  R—— sin p: i oS ux (42)
sin (uz — 1) sin (uz — ur)
a; =Yy cosy, +zsinu,, a, =7y cos u, +zsiny,, (42a)

WO i, H, durch (11) (tg U, = %) ; ¥, z durch (17) zu bestimmen sind.

na, = (nx + a) M, cos u, + (nx—a) N, sin pu, — (s cos ¢, + h sin u,) M,
— (g cos g, +7sin ;) Ny,

na, = (nx + a) M, cos u, + (nx — a) N, sin pt, — (¢ cos u, + h sin u,) My,
— (gcosu, + 7 sin u,) N .

1
nalgﬁ = m(Mtg!lz‘"N) {(’nx‘l"a) Mo—f—(nx——a)Notg‘uI
—(@+htgu)M,— (g +7tg u.) No} -
. __nx+a h+jd __nx+a hd—7g
Nach (11) wird tgu, = nx—a itgd’ ST px a4 id— g’
1 _nx—a (d—g) (+gd)

tgua—tgu: ~ maxt+a (@h—if)(1 +(§’2)
Weiter ist hier nach (4):
mx+a)yM=iM'+gN', (nx—a)N=hM'+jN'.
Setzt man alles ein, so wird:

I _ 7:+£(l' ’ IZN 4
{é.uz'"tg‘llx(Mtg[—lz—N)_ (M+aN)'
S Mt N :

na = I+eaz | nx+a+nx—-a
gs hi N lagr gt hj 8? 72 1A
I i I S s

nx+a nx—a nx+a nx—a

mx+a)(1+«'?)
72 k2

6+ )M, + (h+jel) N, — |

Bildseitig gelten auch hier die Gleichungen (39) und (40), man kann

aber jetzt setzen tgu' =a’, cos*u’ = Tj}(fz ; und so erhilt man:
W = LN X )My (0 Xt 0) Nodd + -+ ) M,

+ (b + ja')No}.

Nun kann man Gleichung (7) in der jetzigen, etwas gednderten
Bezeichnung schreiben:
an,I__c=~( 22 - + h2 )_( g? h] )al,
nx+a nx—a nx+a nx—a

(nX'I—I—c)cz':—( g4 M )—( LA )a',

nx+a nr—a nx+a nx—a
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also wird identisch:
na, M =»'a;M, ebenso na,N = #n'a,N'. (41a)

Gesetzt, es sei a, =o; so schneidet der auBerhalb des Biindels ver-
laufende Strahl die Ebene % im ersten Hauptschnitte. a; 1 zur Fokal-

linie ist nach GULLSTRAND die orthogonale Trajektorie zur abbildbaren
Linie, entsprechend a: im Bildraum; acT‘ wire, wenn man die abbildbare
24

4

Linie als Strich einer Teilung (Skala) auffaBt, deren VergréBerung. %
ist die WinkelvergroBerung im entsprechenden Hauptschnitt. Also:
WPy =0y, =n.

7: und y, kann man aus (1I) berechnen:

e M2+ Nz I+ a2 L
7= M2 + N2 _(fi,gi’r A+ a2’ (43)
nx + a nx-—a)

Y = I+ a2 .
2 id — g\2 he' — 7\2

(nx + a) + (nx — a)

Hiernach kann man Ausdriicke bestimmen, die den Brennweiten
der Gaussischen Abbildung und der Abbildung durch Orthogonalsysteme

entsprechen. Setzt man die Hohe ¥yM=>+ N2=1, so hat ™man im Grenz-
fall x =00, wegen o’ = o.

nz{)z n2h2

M s N P N =6
Setzt man nx+a=o0, so gibt (8):
a’—~;I~,=g2~.Zz; o = & oder o/ = — L.
« g i g

Wie zu jedem x, gehdren auch zu #x 4 a =0 zwei Werte von ¢, aber

nur fiir einen ist #’=00, und zwar nach (7) der Wert a’:%- Hier

ist Lim #' %" (nx+a) = — (g°+ 4% und, wenn man x' M2 + N>=})
setzt, so ergibt (43):
n’zf)’z

_— g2 52
7 ik S

Ahnlich erhilt man aus #x—a=o0:

der iiblichen Bezeichnung wiirde also entsprechen:
7’L,2 i — gz +i2’ n’z/: = }? +72
nAfr =R 417, mifat =g+ g (432)
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Das Vorzeichen der Brennweiten ist ebenso wie bei der Gaussischen
Abbildung nur durch besondere Verabredung zu bestimmen.

Die optische Projektion. Im Dingraume sei ein Gegenstand durch
seine einzelnen Punkte #x, v, z gegeben. Innerhalb der Folge optisch
wirkender Flichen liege irgendwo eine enge Blende, die als Punkt des
Hauptstrahls aufzufassen ist. Die Formeln dieses Abschnittes geben
die Moglichkeit, die Normalenbiindel (R,, ©,, %, ; %5, &., T.) zu bestimmen,
die dem Blendenpunkte ding- und bildseitig entsprechen. Die Be-
ziehungen zwischen R,, &,, T, ; R,, &,, I, werden durch, (28) vermittelt.
Dies Normalenbiindel ist das Hauptstrahlenbiindel. Es wird die Pro-
jektion des Gegenstandes auf einer Ebene im Bildraume gesucht. Der
Einfachheit halber sei sie zum Hauptstrahle senkrecht (x'= const.).

a) Aus (17) und (25) folgt unter Elimination von M’ und N’ aus
%, v, 2z jedesmal M und N.

b) Aus (37) folgen M’ und N’

¢) Aus (17) folgen ¥’ und 2.

Einiges iiber Fokalpunkte. Die Abszisse des dingseitigen Fokalpunktes
ist nach (III), S. ror:

i — hy
nx=§i+h;'a’ (44)

wobei die Bedingung (IV) erfiillt sein muBz.
Den bildseitigen Fokalpunkt erhilt man aus (7):

n%u=“_ﬂ+y«1_g&=c+jm+hmw—ﬁp
a 2g 27 2agj
Nach IVa, S. 1or1 ist:
v . 2hi 8] —hi
nwax=c gj+hz‘c—g7'+hz'c" (45)
Bildseitig gab (VII) ein nur zum Fokalpunkt gehérendes Ebenenpaar:
I I I I
-+t —
, g2 h2 72 2
g = —#i- (46)
gi T i

_I~ I I I
z mtea g
= — L. (47)

: Andernfalls verla}ngt(44) nach (8) 8’ = 0o, dem Punkte entsprechen bei
tordierten und retordierten Systemen dieselben Hauptschnitte wie dem un-
endlich fernen Punkte, es ist nach GurLsTraND der Hauptkreuzpunkt (das-
selbe gilt bildseitig fir w's’ = L= 2 )

elbe g ildseitig 1frnx’ g7'+h7lc)

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 8



114, H. BOEGEHOLD:

Die Beziehung der Richtungskosinus eines durch die Fokalpunkte
gehenden Strahles erhilt man aus (4):

2g7 . ’ , __ gL+ hjiM Ni)
M =M 4 gN's M =T (‘g -
y- _L;’”(%JFZ;’_).
S ' (48)
M—+‘;(7+T)
v _ __gi+hi/M N
N = 2¢ (7’ + g)'
Setzt man N=AM, N'=1"M’, so geben die Gleichungen:
1.4 ¥
l’:—%—‘—ioderi ‘:——i-—% (49)
T+ ot

Zwei senkrechten Schnitten entsprechen senkrechte Schnitte, wenn:

1 4 A I I

7 g h it

roa T 1 (50)
WU d 7 ag

Dies fithrt fiir g = 4 ———} auf die Gleichung (47), entsprechend im
Bildraum.

Fir die WinkelvergroBerung erhilt man aus (48):

G +G+d
i rhip ) T\ 4w ey - (57)
¢ 40 L+ _@i+hﬁji+ﬁy+(i+ﬁf

& ¢ ik

Zu beachten ist: Nach (IV) kann von g, 4, ¢, § keine GroBe einzeln
Null sein, da sonst das System brennpunktlos wire; sind zwei Null,
so hat man nach S. 100 ein Orthogonalsystem, was wir ausschlieBen.

Weiter sind folgende Sonderfille nach (IVa) moglich:

o ni— _
g7+t =0,¢ 0} Orthogonalsysteme.
gi+hj=o0,a=o0

g7+ hi =o0,a=o0 Fokalpunkt bildseitig im Unendlichen
gi+hji=0,c=0 " dingseitig ,, ”

Diese iibrigens nicht viel Besonderes bietenden Fille seien ausge-
schlossen.

(51) zeigt, daB y nicht von A (4’) unabhingig sein kann, eine Diffe-
rentiation lehrt aber, daB3 der gréBte und kleinste Wert in-den aus-
gezeichneten Ebenen (46), (47) auftritt.
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Aus Stetigkeitsgriinden folgt, daB alle Punkte in der Nachbarschaft
des Fokalpunktes bis auf GréBen héherer Ordnung abgebildet werden.
Dies folgt aber auch so: Die Gleichungen (17) haben in unserm Falle

die Form (fiir einen nicht durch den Fokalpunkt, sondern nahe ver-
laufenden Strahl):

— ZgZ__ M 4 [ 2hZ'_ ” . -
ny_-gz. " hjaM° tM,—gN,, #'y= ik cMi+iM,+hN,
ne=— M N WM —iN,, W =28 N4 gM,+iN. (52)

gZ‘-l—h]. o o o g].‘,"hi o o o-

In unserm Falle verschwindet nicht allein die Determinante dieser
Gleichungen, sondern nach (IVa) auch die Unterdeterminanten dritter
Ordnung; es miissen zwischen ihnen zwei unabhingige Beziehungen
bestehen, man kann ', 2’ durch ¥, z ausdriicken und umgekehrt.

In der Tat kann man leicht bestitigen (aus 52 und IVa):

2g7 r 2hj .y '
—an'y = Jny — gnz . cny =1ny — hn'2
iy =iny —¢ s T A 53
_2ht an'? = hny — inz 241 cnz =gy —in'd
gl +hy =any—w gj+hi =g&ny ?

was sich dhnlich behandeln 148t wie (48). Fiihrt man ein z= ¢y, 2’=¢'y’,
so wird:
r_z @ r_1
-— 3 :
: T P = ;—__“—f;** : (54)

’

(p:

:
g
Weiter erhilt man fiir die VergréBerung:
1 I 2 I I \2
N e e C o)
n’zﬁz___%z(gz+h7)_ g 7 ) h
4a2 I+ @2

= n? 462 . 1+g" . (55)
(gf+khep (1 1 \2 (1 T \2
: =57 (=)

(54) und Differentiation von (55) zeigen, daBl auch hier die aus-
gezeichneten Ebenenpaare einander entsprechen und daB die Ver-
groBerung in ihnen Extremwerte hat.

Setzt man ¢ =24, so wird nach (54) und (49) nicht identisch ¢'=2’
werden (man kidme als Bedingung auf den ausgeschlossenen Fall des
unendlich fernen Fokalpunkts). Dagegen wird ¢'=21’ fiir ¢ = 4, wenn
@, A einer der ausgezeichneten Ebenen angehoren. Und endlich gilt fiir
die Strahlenbiischel und die Punkte in den ausgezeichneten Ebenen auch
die HELMBOLTZische Gleichung, wie man mit Benutzung von (47) oder:

I I I 1 1 1 of 1 1y
_‘_'_]ﬁ+}“<_—572+ﬁ_72+7"2)+}‘<§f+ﬁ)_o (56)
aus (51) und (54) erhalten kann.

%
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Das Eikonal einer einzelnen Fliche. Fiir eine einzelne Fliche war
am Ende des vorigen Abschnitts erhalten (S. 95, 35):

2 (W cosi' —ncost) (rt —s?) E =
in2cos?iM? +rn2N24tn'2cos?i' M,> +rw'°N'>— 2sn?cosiM, N
—2sw?cosi M N +2snn' cosiM,N +2snncost M. N
—2tnn cosicosi MM, —2rnw NN'.

Weiter ist schon (S. g8) bemerkt, daB3 durch Drehung beider Koordi-

natensysteme um die X- und X’-Achse ¢e=f=0 zu machen ist. Man
setze:

(57)

M, = M,cos3— N, sin 3. M, = M, cos ¥ — N, sin¥.
N=M,sin9+ N,cos.  N'—M,sin +N,cos. O
2 (1 cosi —ncosi) (vt —s?) E
= [t n*cos? cos?1 — 2 sn>cos Isin-Jcosi+ ru2sin® I} M3
+ {— 2¢n?cos Isin Jcos?i— 2 sn? (cos* ¢ — sin®-F) cos i
+ 27n?cos Isin Y M, N,
+ {{n®sin® ¥ cos? i+ 2 sn?cos Jsin J cos i + rn* cos® H N
+ {tn'2 cos? ¥ cos?i’ — 2 sn'2 cos I sin F cosi + ru'?sin? F} M}?
+ {— 2tn'2cos ¥ sin I cos*i’ — 2 sn'? (cos? ¥ — sin® ) cos i’
+27n'2cos ¥ sin ¥} M,N, .
+ {tn'2sin® ¥ cos* i + 2 sw'2 cos F sin ' cos i’ + ##'? cos* ¥} N2
+ {2 snn’ cos FcosF cosi— 2 snuw sin-9sin-¥ cosi’ (59)
+ 2tnn cos Isin I cosicosi’ — 2 rnn’sinJ cos ¥} M, N,
+ {—2snn sinIsing cosi+ 2 sun cos-3cosF cosi
+ 2 ¢nn' sin 9 cos I cosicosi — 27nn’ cos Isin ¥} M, N,
+ {2 sn#’ cos Isin F cosi+ 2 sun' sin Fcos I cos i’
—2tnn’ cos I cos ¥ cosicosi — 2rnnsin Isin-F} M, M,
+{—2snn'sin 9 cos¥ cosi— 2 snn cosIsind cosi
— 2 tnn' sin Jsin & cosicosi’— 27nn’ cos $cos ¥} N, N,,.
Die Forderung e=f=o0 verlangt, daB die Koeffizienten von M,N,
und M,N, verschwinden:

25 cost ‘ , 2scos i
82 = et 82 = st (60)
wodurch die Form
I " l 2 l 15 l 12 r 7
E=;aM—}—sz —+—sz +2dN gMN —hM'N (1a)

—tMM—jNN
entsteht.
Damit das Abbildungssystem ein Orthogonalsystem wird, muf3 einer
der S. 100 erwdhnten Fille eintreten. Zunichst soll g=4% =0 und
1 =17 =0 untersucht werden.
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a) Fir s=o hat schon (57) die Form (1a), es ist 4 =% =0 und
g=h=o0. Die Einfallsebene des betrachteten Strahls fillt mit einem
Hauptschnitte zusammen.

b) Fiir i=i"= o (senkrechter Einfall) wird nach (60):

28
r—1?
und die Form der Koeffizienten von (59) zeigt, daB auch hier g =% =o01ist.
c) Sonst hat man kein Orthogonalsystem.
Fir C=—2 (»' cosi*—n cos i) (r¢ — s?) wird:

h—%(g—}—h) = 2508 (F+F)cosi+ 2scos(F+F)cosi

tg2d=tg29 =

+ 2 ¢sin (& +F) cosicosi — 2 7sin (& 4+ F),
A :

nw'
— 2¢sin (9 —F) cosicosi — 2 7sin (I — F).

(g —h) =2 s cos ($—F) cosi+ 2scos(P—F)cosi (61)

¢ (¢ +7)= —2ssin(F=F)cosi+ 2ssin ($—F) cos i’

nn'

—21tcos (3 —-F)costcost — 27 cos (I —F),

;%(i—j):zssin(ﬂ—f—&') cost+ 2 ssin (F 4 F) cos i’
—21cos (94 F) costcosi + 27 cos (F+ ).

g=h=o0 ergibe also:

s(cosi+ cosi’)

s(cost— cosi’)

tg(04_&)‘__y—tcosicosi’ y BE=I)= ¥ +tcosicosi (62)
n__ 25(r—tcosicost)(cost + costi’)
tgz ($+ )= (r — ¢ cosicosi’)z—sz(cosi+ cosi’)z’ 62
" 9_ 9 — 25 (¥ +tcosicost’)(cosi— cosi) (62a)
g2(F—9) = (7 +1 cosi cosi’)2—s2 (cosi— cosi)?
Andererseits folgt aus (60):
) no_ 25 (¥ —tcosicosti’)(cosi+ cosi’)
tg2(F+J)= (# — tcoszi) (¥ — ¢ coszi’) — 4 s2cosicosi’ (60a)
tgz(&——ﬂ’)= 2s(r+tcosicosti’)(cost —cost’)

(# — tcos?i) (r — £ cos i) + 4 s2 cosicost

(boa) und (62a) sind nur vereinbar fiir s=o0, ferner fiir i=i{'=o,
endlich fiir s>=7¢; dies bedeutet aber, daB wenigstens einer der Kriim-
mungsradien der Fliche unendlich wird. In diesem Falle versagt aber
das Eikonal E.

i=7=o fithrt zu demselben Ergebnis.

Um die tibrigen Fille S. 100 zu betrachten, mufl man zunichst durch
Verschiebung des Koordinatenanfangs ¢ =—b, ¢=—d machen. Nach
dem vorigen Abschnitt (36) bleibt hierbei a—b, ¢—d unverdndert, man
kann also nach (59) setzen:

C , . . :
—ﬁa=tcoszﬁcoszt—2351n23cosn-—rcosz&,

(63)

C , . ,
—nt= 1cos 29 cos?i’ — 2 ssin2 9 cosi’ — 7 cos 2F.
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Dies fiihrt fiir a= 0 oder ¢=o0 auf:
tcos?i—v ,  tcoszi—#

2scost !’ tg2d' = 2scosi '’ (632)
was mit (60) nicht vereinbar ist. Nur fiir s=o0, r=1¢, i=i"=0 wird
a=c=0 eintreten; dies ist die Gaussische Abbildung und fillt unter
die schon frither erwihnte Annahme s'=o.

Die Zusammensetzung von Abbildungen kann nach den im vorigen Ab-
schnitte angegebenen Regeln geschehen. Natiirlich kann man auch dhnlich
verfahren, wie es bei der Gaussischen Abbildung tiblich ist (Cz. 58 {f.), und
dazu die Formel (38) benutzen. Die Ausfithrung diirfte zu verwickelten
Gleichungen fiihren. Die Glieder héherer Ordnung hat A. GULLSTRAND
fiir die von ihm iiberhaupt behandelten Sonderfille besprochen, natiir-
lich ist statt seines Verfahrens auch das Eikonal anwendbar.

Die Durchrechnung einzelner Strahlen, die Bestimmung der ver-
schiedenen Abweichungen durch Durchrechnung ist zwar schon im
vorigen Jahrhundert behandelt worden, doch geben auch hier die
S.81 bis 83 aufgefithrten GULLSTRANDschen Arbeiten eine viel groBere
Allgemeinheit. .

tg2d=

V. Umdrehungsfolgen.
Die Gaussische Abbildung. Wir setzen (vgl. S. 94)
E:%MMu4m+wﬂMMw4wm+§¢W“+N%+“.u)

und vernachlissigen die héheren Glieder.
Die Differentiation ergibt
wyo =aM + a*M', —ny,=a*M+aM,
nio=aN + a*N', —wz,=a*N +aN'. (2)
Ein Strahl schneide dingseitig die Achse in #;, man kann ihn ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit in der XY-Ebene annehmen, dann
wird:
Vo = —Mx,. (3)
Fiir den Verlauf des Strahls auf der Bildseite hat man bei entspre-
chender Bezeichnung:

Yo=—Mx". (32)
Aus (2), (3), (3a) kann man dann folgern:
Xo _ o' .
W=— "M, ) —alyy= TEEERENM, (3)
, _ a (nx: +a) —ixf
=y (nx: + a) (4D)
Fiir x, = oo wird &, = %, fiir x, = — %Wird X, = 00. Setzt man x, =
. ,A_ nh a* h . _ a .
o, ¥, M = — h, so wird M' = —, — = 35+ Furxl———; wird
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X
nach (4) in entsprechender Bezeichnung 4’ =y, = — [:TM . Danach be-
stimmt > die Brennweiten. (Bei der iiblichen Vorzeichenwahl ist M =
X ! '
—sinu, M'= —sina/;also f=2%, f = — ﬁ), — % und % sind die
n n n n
Koordinaten der Brennpunkte. Weiter folgt aus (4b) und (4a):
ros , - X5 M wxm+a  a*
('nx,——a)(nxl—l—a)——a (5) M = - ax "‘nlel_an (53.)

die NEwroNsche Gleichung und die Formel fiir die WinkelvergréBerung.
Die beiden Punkte ¥ =y =z=0 und %’ =9’ =2’ =0 entsprechen ein-
ander fiir
ad =a*?, (5b)
wie aus der Determinante von (2) oder auch aus (5) hervorgeht. Unter
dieser Annahme ist

’ ! '

12—,()’—-%%— a a

n " nye a < (50)

dies ist die bekannte Formel fiir die VergréBerung.
Eine einzelne achsensymmetrische Fliche. Nach S. 9z, (14*) ist das
Eikonal:
E=— Qv — Bw. (6)
Man beziehe die Gleichung der Fliche auf den Scheitel und
schreibe sie: 4
we | w4 '
X=J+g—fs(1+l)---’ ¥l
wo v der Kriimmungshalbmesser der Meridiankurve in der Achse ist.
Die Gleichung (20a) auf 8. gz wird:
0E w w3
w2 i) —B=o, (®)
woraus dann unter Beschrinkung auf die Glieder der beiden niedrigsten
Ordnungen folgt:

W W

W=7 {—-2—4- 2g3(1+l)}. (8a)
% 3 W

x=£{§;—%ﬂ—:(1—{—l)}. (8b)
W W

E=gleg—ma+i). (©)

Will man das Eikonal auf andere Punkte der Achse beziehen (im
Dingraum den Koordinatenanfang um s, im Bildraum um s’ verschie-
ben), so erhdlt man [S. go, Gleichung (13)]:

4 W= W4 rrr
E><=§{4-24—§(1+l)}-—%LS+%LS' (x0)
Setzt man zur Abkiirzung:
M?+ N*=u, MM' + NN' = u*, M'> 4+ N> = u/, (11)
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so kann man entwickeln:

=71 ‘u—I——~‘u— ‘uz,

-—]/I——u I ——‘u — ‘u'z,
W2 = (WM — nM)* + (v’ N'—nN) =ny — 2nn ‘u 4w,
L=n'L — nL—n—n—}-—‘zL———‘u—}-g‘u ———y,
1_ 1 imp—w (12)
e w-n 2 (W —mnp ?
B w 2nn’ oy n'z ;1 %3 n2un' %
EE A L e +n’—n‘u——_( — et +( — ettt
1 nw r_ mn'® n'3
an_n.“!‘ (I )gll u" +2(7L )zlll'
W4 %4 R 4 n3n' va 2n2n'2
E?z(n'~n)3ﬂ n)3‘u‘u +< _n)sy —i—( n)3‘u‘u
4nnl3 ’

» Iz
— (n' — n)3‘uxtu' -+ mg‘l,l .
Danach kann man das erste und zweite Glied der Entwicklung hin-
schreiben. Das erste Glied lautet:
== { L po— 22 < n’n_z p ‘u'} + -;— nsu — % ns'u’. (13)

2 n—-n n - n

Aus (13) kann man die Bedingung ableiten, daB s und s’ Abstinde
von Punkten sind, die einander als Ding- und Bildpunkt entsprechen.
(5b) gibt:

%2 } { n'2 , ,} n2n'2
v. ws'l = 72 14
{ nw—n n — ! ! (14)

n (n" — n)?
woraus sich leicht die bekannte Formel fiir die Achsenschnittweite ergibt:
Z 2277 =0, (14a)

Ferner wird

‘= — 7, (14b)

und nach S. 118 sind die bekannten Formeln fiir die Brennweite abzuleiten.
Die Formeln fiir die sagittale und tangentiale Schnitt- und Brenn-
weite auBer der Achse hat T. SmiTH (7) abgeleitet.
Die hoheren Glieder der Eikonalentwicklung und ihre Bezichung zu den
Abweichungen. T.SMITH (I, 7 usf.)? fiilhrt an Stelle der drei Verinder-
lichen u, u*, u’ drei andere ein, die von den GAussischen VergroBerungen

* A. KouLscHUTTER hat die Entwicklung noch ein Glied weiter fortge-
fiihrt (Formel 38 der S. 128 angefiihrten Arbeit).

2 Es sei nochmals auf die Zusammenstellung der Smitrischen Abhandlun-
gen (S. 86/87) verwiesen. Weiter sei bemerkt, daB die von SCHWARZSCHILD
und KoOHLSCHUTTER (S. 128) benutzten GréBen (dort mit R, ., ¢, be-
zeichnet) bis auf Koeffizienten mit den SwmrrTHischen iibereinstimmen.
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(B und B) der Dingebene und der Eintfittspupille abhidngen. Setzt man
der Kiirze halber:

G=%P’7 SZ%B7 (15)
so sind die neuen Veridnderlichen so definiert:
AS —GrP=pu — 26" + G*u' = (M — GM')* + (N — GN')?,
B(S—Gr=2{u—(S+ G+ SGu'} =2{(M — GM')(M — SM)
+ (N — GN')(N — SN}, (x6)
C(S — G)2 =u— 2S5+ S*p'= (M — SM')® + (N — SN')?,
oder aufgelost:
w=S54A—-—SGB+ G*-C,
,u":SA——%(S—}—G)B—}—G.C, (17)
W=4—-B+C.
Nennt man nun E,, Ez, E. die Differentialquotienten von E nach
den neuen Verinderlichen, so wird aus Gleichung (8), S. 88:
7y, (S— G?=2(M — GM'Y(E4+ Ep) l
+2(M— SMY(Ez+ EJ, entprechend
Wy (S — Gy =2(M— GMY(GE, + SEp) | fiir 2, ¢
+2(M— SM')(GEz+ SE(),
(S = G) (W'ye — Guyo) =0/ (S — G) (v, — f¥o) = 2 (M — GM") Eps
+2(M — SMYE., (x9)
7'(S — G)(#,— 2,) = 2(N — GN')Ep + 2(N — SN')E¢.
Fiit Eg = E; = o ist also y,=p7%,, 2o=p z,; die Ebene x=o0 wird
ohne Abweichung auf x"=o0 abgebildet.

Man denke sich nun E als Reihe entwickelt und fasse die Glieder
gleicher Ordnung zusammen:

E=E® 4+ EO 4+ EO® 4 .. (20)

Die Form von E® findet man in Gleichung (1). Entsprechen aber
x=0 und x'=o0 einander, so ist nach (5¢):

(x8)

’ X ’
G= %p’: — %— = — :—A, also nach (16):
m— _ L a(S-06r 21
EO = —~ — . 4, (21)
oder, wenn man die Brechkraft der Folge — % = % setzt:
22G ECO =n (S — G)24. (21a)
E% = "v(iz_GG)z, E=E2=o. (22)

Wenn x =0 und x’ =0 einander entsprechen, so verschwinden in der
Entwicklung des Eikonals nach 4, B, C die Glieder erster Ordnung mit
B und C.
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Weiter ist im Gebiete der Gaussischen Abbildung nach (2):

nyo=aM + @*M'=a(M — GM) = — (M — GM'),

Wy, = — (M — GM)), ‘ (23)
n r I { M

nz, = — - (N — GN, nz0=_§(N_Gm.

Ebenso hat man fiir %,, &, ; 75, £, die Y- und Z-Koordinaten in der
Eintritts- und Austrittspupille: ’

nhe = — Zo (M — SM'), w'ijy = — (M — sM), »
24
Wiy = — {S_(N — SN'), Wil = — g(N — SN').

Setzt man nun weiter:
E(4J=;I:b1 A+ b, AB+ 25, AC + —ib432 +2b,BC + ;‘ibécz, (25)
S0 ist:
EY = %(bzA +b, B+b,C), (26) E%= %(bsA + by B+ b5C). (27)

Setzt man dies in (19) ein, so erhilt man die Fehler niedrigster Ord-
nung, die sogenannten SEIDELschen Abweichungen. Bei dieser Einset-
“zung kann man in den Ausdriicken 4, B, Cin (16) M — G M’ nach (23),
M—SM’ usf. nach (24) bestimmen, da man nur GréBen hoherer Ord-
nung vernachlissigt.

A(S — G?==2G*(y2 + 22); B(S — G)*=2%2GS (Yo jo + 2o L0);
C(S — G) =225 (2 + 1)

Weiter sei der betrachtete Dingpunkt in der X Y-Ebene angenommen,
also zo=o.
So erhilt man aus (1g) fiir die SEIDELschen Abweichungen 4’
und Az2';
w(S — Gp3dy = —x3[G3b,y3 + G>S (b, + 2b,) ¥
+ GS*b;y0 (375 + £3) + S2bs (g + E3)],
W(S — GB3Add = —#3[G>Sb,y2l, + 2G S2bsy, 00 Lo
+ S3b6 §0 ()’/2 + Cz):l'

Danach sind b, , b3 +2b4, b3, b, , b die bekannten Koeffizienten der
Verzeichnung, der tangentialen und sagittalen Bildfeldwolbung, der
Koma, der sphérischen Abweichung. b; kommt in (28) nicht vor, seine
Bedeutung ist nach T. SMITH zu erkennen, wenn man bedenkt, dal das
Eikonal die Abweichungen nicht nur fiir einen bestimmten Ding- und
Blendenort, sondern.fiir jede Lage von Ding und Blende ergeben muf.

Eine Anderung des Dingortes ist beim eingeschlagenen Verfahren
eine Verschiebung des Koordinatenanfangs, wodurch nach S. go Glei-

~ (272)

(28)
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chung (13) zur Entwicklung Glieder hinzukommen. Ferner sind 4, B, C
durch andere GréBen zu ersetzen, da S und G in (16) andere Werte er-
halten. Die neuen Fehlerkoeffizienten 8}, b, ... b5 hingen linear von
by, b, ... bs und von den Verschiebungen ab. Die 6 Koeffizienten ge-
niigen, um die Fehler niedrigster Ordnung fiir alle Ding- und Blenden-
lagen zu bestimmen. Auch bei allen hoheren Ordnungen spielt der bloB
mit einer Potenz von 4 multiplizierte Koeffizient dieselbe Rolle wie 5;.
Nach SmitH kann man diese Klasse von Koeffizienten auch zur Kenn-
zeichnung der sphirischen Abweichung des Blendenortes benutzer, sie
sind aber bei deren Verschwinden nicht etwa Null, sondern nehmen be-
stimmte Werte an.

Die SEmpELschen Koeffizienten kénnen mit Hilfe der Gleichungen (10)
und (12) und der Ubergangsformel (26) S. 93 bestimmt werden. Dies
hat K. ScawARrzscHILD! durchgefiihrt, sich dabei jedoch eines Kunst-
griffs bedient, indem er statt des Eikonals E eine aus W abzuleitende
Funktion S benutzt, die er als SEIbELsches Eikonal bezeichnet, die ihm
namentlich bei der Zusammensetzung mehrerer Flichen die Elimination
der Zwischenwerte (s. S. 93) erleichtert. Von den SEIDELschen Ausdriicken
unterscheiden sich seine Ergebnisse dadurch, daB sie nicht nur Kugel-
flichen, sondern auch deformierte Flichen betreffen? Weitere Unter-
suchungen iiber die Abweichungen niedrigster Ordnung findet man bei
T. SMITH (namentlich 6). )

Die Abweichungen hoherer Ordnung. Das nichste Glied der Entwick-
lung E® hat 1o Koeffizienten, von denen g Fehler fiir eine bestimmte
Ding- und Blendenlage bedeuten. In der Entwicklung:

E® = zc, A2+ ¢, A"B+ 2 6,4°C + - ¢,A B+ ¢, ABC

I I I I I . (29)
-+ 6 0633 -+ E C7A C2+ 2 0332C -+ ECQB C? -+ SCIOC*’

stellen aber die Koeffizienten ¢, . . . ¢10, deren Verschwinden die Hebung
der Fehler nichsthoherer (in gewdhnlicher Redeweise 5. Ordnung) be-

* Untersuchungen zur geometrischen Optik. I. Einleitung in die Fehler-
theorie optischer Instrumente auf Grund des Eikonalbegriffs (Gétting. Abh.
N.F. 4, Nr1 [1905]).

? Die SempeLschen Fehler deformierter (asphérischer) Flachen waren1go4
von A. K6N1G und M. v. RoHR angegeben worden (M. v. RoHRr [siehe S. 70]
326). Ein Jahr nach der ScHwaRzscHILDschen Verdffentlichung hat A. GuLL-
STRAND (sieche S. 82) sie (auf eine dritte Art) bestimmt und zwar fiir alle
zweifach symmetrischen Flichen. Auf die Ableitungen soll nicht weiter ein-
gegangen werden, und iiber das Ergebnis sei nur bemerkt, daf zu allen SEIDEL-
schen Summen ein Glied hinzukommt, das bei der Entwicklung der Flichen-
gleichungen nach (7) die Form ¥ (%1)7 G:l’> ¢ x’é (n’—mn) hat (% und y haben

I I

die in den Lehrbiichern iibliche Bedéutung). Beim tangentialen Fehlerist dies
Glied mit 3, beim sagittalen mit 1 multipliziert, die PErzvarsche Bedingung
hat daher bei deformierten Flichen dieselbe Form wie bei Kugelflichen.
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deutet, nicht ebenso einfach wie die b, ... bs in (28) die Koeffizienten
der Entwicklung von 4y’ und 42’ nach y,, %, %, {, dar. Bei dieser
letzten Darstellung miissen nimlich, wenn nicht b: . .. b verschwinden,
zu den Ausdriicken, die von E© abhingen, noch solche hinzukommen,
die bei Ableitung von (28) (S. 122) vernachldssigt waren.

J. PeTzVAL hat die Fehlerausdriicke in dhnlicher Weise bestimmt wie
zuletzt angegeben?; so ist es begreiflich, daB er nicht auf 9, sondern auf
12 unabhingige Koeffizienten kam. In der Tat gibt die Entwicklung von
Ay’ und A7’ so viel Glieder 5. Ordnung ; diese setzen sich aber aus 9 Koef-
fizienten von E® und den Fehlern niedrigster Ordnung so zusammen,
daB 5-9=14 Gleichungen ausreichen, um fiir einen festen Ding- und
Blendenort alle Fehlerausdriicke der beiden niedrigsten Ordnungen zum
Verschwinden zu bringen. Auf diese Tatsache stiitzt sich K. ScHWARz-
SCHILD, wenn er PETZVALs Zahlenangaben angreift®, wihrend A. KERBER
bei seiner Verteidigung PETzZVALs? sie zugibt. Danach sind beide Teile
bis zu einem gewissen Grade im Recht*.

Das Eikonal W. Manche Ergebnisse werden fiibersichtlicher, wenn
man statt E das gemischte Eikonal W (x,, ¥,; M’, N') benutzt. Setzt
man:

W=We4+ WH4 WO 4, |, (30)
" und zunichst:

W = aly; + 23) + 00 oM+ 2N) + S (M + N3, (31)

so wird fiir die Gaussische Abbildung: .
— n'y, = na’y, + o’ M’
/' ’ xy IANG (32)
— w2 = na*z, + a'N'.

Sollen y, =% =0 und y,=2,=0 einander entsprechen, so muf
Y y p
o’ =o sein. Fiir die VergroBerung hat man dann:

g=—"a% (33)

nl
Andererseits wird:
— nM = n*ay,+ na*M’ (34)
— uN = n2z, + na*N’. 34

t Bericht iiber die Ergebnisse einiger dioptrischer Untersuchungen.
Pesth. C. A. Hartleben 1843, S.9ff., die Angaben iiber die Anzahl der
Fehler S. 13/14.

2 Untersuchungen . .. S. 4. -

3 Die Differenzausdriicke fiir die Bildfehler fiinfter Ordnung. Der Mecha-
niker 18, 61—63 (1910). Beitrige zur allgemeinen Fehlertheorie. Z. In-
strumentenkde 34, 173—1I79, 234—240 (1914).

. 4 Ein Irrtum liegt aber bei PETzVvAL insofern vor, als er annimmt, die
Zahl der unabhingigen Fehlerausdriicke sei bei Folgen von deformierten
Flachen groBer als bei Folgen von Kugelflichen.
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Fiir y, =z, =0 gibt dies die WinkelvergroBerung im Koordinaten-
anfang: :
y=— (35)
Aus (33) und (35) folgt die HuvceEns-HELMHOLTZIsche Gleichung.
Ferner gibt (34) fir M =N =o:

X
=1 =5 (30
Fir M'=N’"=o0 geben (32) und (34):
] X
—E=—-=] (37)

(Uber die Vorzeichen vgl. S. 119.)
Die Dingebene wird offenbar abweichungsfrei und eben abgebildet,
wenn:

W =n2f(ye + 22) + na* M + 2. N')g (v2 + 22) (38)
ist, wo f und g beliebige Funktionen sind. Es ist dann:
— WY = naYog (¥ + 23)
— Wz = nazg (v + 23).
Die Abbildung ist verzeichnungsfrei, wenn g = const. = —

(39)

!
3.
1st.
na*

Diese Eigenschaften des Eikonals W hat schon H. BRUNS 18935 be-
merkt. In der Entwicklung:

W = i 6,907 + ~ B,UB + 2 b,AC + 5;1]4%2 + 25,8C + ; 666*
[’X =y + 2, B =2 (yoM’ + zoN’)) C=M"+ N’2]7
bestimmen die Koeffizienten %, usf. ohne weiteres die SEIDELschen
Fehler. Fiir z, =0 wird:
— WA Yo =093 + (b5 + 26,) y2 M’ + by, (3M'* + N'?)
+ beM’ (M'* + N'%) (41)
— WAz =by2 N' + 20,9, M'N' + by N' (M'* + N'2).

4 y,und 4%, sind so nach den bildseitigen Offnungswinkeln (M’ und
N’) und nach den dingseitigen Achsenabstinden y, und z, entwickelt.
Fiir diese niedrigste Ordnung kann man aber auch ohne weiteres statt
M’, N’ Koordinaten in der dingseitigen Blendenebene einfiihren, indem

man mit Hilfe der HuvGENs-HELMHOLTZischen Gleichung setzt:
12 3 ,
n:yo+Mx=yo+%Mx7 (42)
wo x die Abszisse der Blendenebene ist. In der weiteren Entwicklung?:

WO = Ge2 + | B + 1 630 + 7 ¢, AB* + ABE

40)

I ” I I I I (43)
+ 6 cﬁ%a + 5 C7QI@:2 + 5 CS%ZQ: + E cg%@z + 8 Cm@3

* Die Zahlenfaktoren sind in dieser, wie in den iibrigen Entwicklungen
natiirlich willkiirlich, daher sind sie auch von verschiedenen Schriftstellern
verschieden angesetzt worden.
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geben die Koeffizienten Werte fiir die néchéthéheren Glieder der Reihen
von 4y nd A%, nach v,, z,; M’, N'. Fiir die Entwicklung nach
PETZVALScher Art gilt aber dasselbe wie bei E bemerkt.

Die Gruppen der Fehler nach SMITH. Bei (28) und (41) bemerkt man,
daB das Verschwinden der Ausdriicke:

by, by + 2b,,b5, bg [b,, b, + 2b,, b5, b] (44)

geniigt, damit in der Meridianebene verlaufende Strahlen keine Ab-
weichungen haben. Dies hat T. SMITH zu einer wichtigen Einteilung der
Fehler gefiihrt.

Man schreibe die Gleichung (25) wie folgt:

1 ., 1 I ’ - 1

I 1
+ 1 06C* 4 1 (b, — b)) (44 C — BY) = ibI(C’)AQ + —;-bz(@A B (45)
+ i b0 (24 C + B?) + ;b&)B C+ ibs(f’) ot +i b, (44 C — B?),

so beziehen sich 6, 5%, 5, 5©), b© auf Fehler von Meridianstrahlen,
b¢) dagegen auf Fehler von Strahlen auBer der Meridianebene. Es ist
nimlich nach (16)

(S—6)*(4AC—B)=4(MN — NM)=. (46)

Dieser Ausdruck isf aber bei Strahlen, die die Achse schneiden, Null.
Ebenso kann man statt (29) schreiben:

E6 = écIA3 + éczAzB + ?Ia("a + 4¢,)(4°C + AB?
+ (365 + 266) (34 BC + B3) + - (¢, + 4¢s) (4 C* + B*C)
+30BC + (6oC3 + (65 — 0,) (44°C — A BY)
+ i(zcs — ¢6) (44 BC — B3 + (¢, —cs) (44 C* — B=C)
(47)
= lcx(°)A3 +2c,0A4%B + ;cs@(A?C + A B?)
+ 6@ BABC+ B3 + 2¢(AC?+ B*C) + ¢ BC*
—|—ér ©C3 4 1 6,0 (44°C — AB?) + ; ¢, (4 ABC — B?)
+2¢,0(44C* — B*C).

Die 3 Glieder mit dem oberen Zeiger (1) haben den Faktor 44 C—B*
gemein, sind also nur fiir Strahlen, die die Achse nicht schneiden, von
Null verschieden.

Ahnlich kann in den Gliedern hoherer Ordnung verfahren werden,
nur kommen hier auch Glieder vor, die eine héhere Potenz von 44 C—B?
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enthalten. SMITH gibt folgende Regel: Fiir die Ordnung des Gliedes E=”
bilde man den Ausdruck:

MO(A—T)B—F'UZC)’”—F 'MI(A —’UB—I—'U"’)”’-“Q(A}AC— Bz)
+u, (A —vB + v2C)"*2(4AC — B?)2 + ...

und fasse alle Ausdriicke zusammen, die mit demselben Faktor u,v*
multipliziert sind. Die Glieder sind so in Gruppen (ote, 1te ... vte
Gruppe) zusammenzufassen. Fiir Strahlen, die die Achse schneiden, kom-
men nur die Abweichungen der oten Gruppe in Frage.

Der Ausdruck (46) ist unabhingig von S und G, also von der Lage
von Ding und Blende. Beim Ubergang zu einem anderen Dingorte dndert
sich der Ausdruck des Eikonals nach S. go, Gleichung (13), hierdurch
werden aber nur die Fehler der oten Gruppe beeinfluBt. Daher erhilt
man nach SmITH fiir die Fehler der ersten und der héheren Gruppe ver-
haltnism#Big einfache Transformationsformeln; die Fehler einer be-
stimmten Gruppe und Ordnung setzen sich linear aus den nimlichen
Fehlern bei anderer Ding- und Blendenlage zusammen. Verschwindet
eine solche Schar von Fehlern in einem Falle, so auch, wenn Ding und
Blende ihren Ort dndernt.

SmitH gibt folgende Zusammenstellung fiir die Zahl der Fehler-
ausdriicke®. Es ist dabei zu beachten, daB bei bestimmter Ding- und
Blendenlage fiir jede Ordnung ein Glied der oten Gruppe wegfillt.

(48)

Gesamt- o. I. 2. . R

Ordnung? zahl Gruppe | Gruppe | Gruppe Gn:ippe Grlfppe
E@) (,,3.0rdn.) 6 5 1 o o o
E®) (,,5. . 9 10 7 3 o o o
E® (7. ,. 15 9 5 1 o o
E()(,9. ,. 21 11 7 3 o o
EG2)(,11. ,. ) 28 13 o) 5 1 o]
E(14)(,,13. ,, ) 36 15 11 7 3 [¢)

E(2m) smyr)m+2)|| 2m+1 2m—3 | 2m—7 |2m—11| 2m—15§

* Eine Bemerkung von Smite (Trans. Opt. Soc. Lond. 23, 318 [1921
bis 1922]) kénnte so verstanden werden, als ob dies von jedem einzelnen
Fehlerausdruck gelte. Dies ist nicht der Fall, wie man aus der SmiTuischen
Formel (21) (a.a. O. 319) oder auch aus den Ausdriicken KOHLSCHUTTERS
sehen kann. Fiir eine einzelne Fliche sind die KorLscHUTTERschen Werte S’
S. 33/34 seiner Arbeit mit den Koeffizienten von W) in (43) identisch, doch
in anderer Reihenfolge und abgesehen von Zahlenfaktoren.

2 Trans. Opt. Soc. Lond. 23, 318 (1921/22).

3 In der Bezeichnung der Ordnung besteht eine unerfreuliche Mannig-
faltigkeit. SmiTH spricht von Fehlern 1., 2., . . m—1ten Grades, diese haben
in der Entwicklung von Ein 4, B, C den 2., 3., . . m-ten Grad (EW, E©) . ..
Ef(7)), In Deutschland benennt man die Ordnung meist nach der Entwick-
lung von 4y, oz (Fehler 3ter, ster...2m—iter Ordnung). Die Lings-
abweichung z. B. der sphirischen Abweichung ist um 1 niedriger.
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Einen Uberblick iiber die verschiedenen Fehler des Ausdrucks E(©
(,,finfter Ordnung‘) hat 1905 K.SCHWARZSCHILD a.a.O. gegeben.
A. KoHLSCHUTTER hat das von SCHWARzsCHILD fiir die SEIDELschen
Fehler angegebene Verfahren auf die ndchsthéhere Ordnung angewandt;
die von ihm abgeleiteten Ausdriicke sind freilich nichts weniger als ein-
facht. Mit den von A. KERBER auf ganz anderem Wege erhaltenen For-
meln? sind sie aus den S. 124 angefiihrten Griinden nicht zu vergleichen.
Allgemeine Betrachtungen iiber Fehler héherer Ordnung finden sich in
den Abhandlungen von SMITH, besonders ist (5) zu beachten, wo fiir die
Zusammensetzung mehrerer Flichen das Eliminationsverfahren aus-
fighrlich erértert wird.

Die Hebung des Astigmatismus aufer der Achse und die Bedeutung der
PETZVALSChen Bedingung. Es sollen noch einige Ergebnisse von A.GULL-
STRAND? mit Hilfe des gemischten Eikonals W abgeleitet werden.

Das einem Achsenpunkte entsprechende Biindel hat auf der Achse
(fiir M’'= N’= o) einen anastigmatischen Bildpunkt. Es soll gepriift
werden, ob auch ein Biindel, das einem achsennahen Punkte entspricht,
einen solchen Bildpunkt hat (y, klein, z, = 0). Jedenfalls wird er auf einem
Strahle mit kleinem M’, N’ liegen, und seine Abszisse x’ wird klein
sein. Daher kann man nach (41) fiir seine Ordinaten ¥, 2’ setzen:

”’yl = ”’ﬁyo - bzyg - (53 + 254) szl— bsyo (3M,2 +N’2)
— b M' (M'* + N'°) + "M, (49)
w2 = —b,y2 N — 2b,9,M'N' — b N' (M'> + N'?) + «'N".

Ein benachbarter Strahl durch denselben Dingpunkt mit dem Rich-
tungskosinus M’ +dM’, N' 40N’ schneidet die Ebene x’ in Punkten
y' 469, 2462, wo:

W'y = — (b, + 20,)y2dM' — 25, (3M'0M' + N'ON')

— b (M4 N M — 266 M' (M'0M'+ N'N') + 20 M', (50)
W0z = —b,y20N' — 205y, (M'ON' + N'6M')

— b (M'> + N"?)ON' — 20 N' (M'OM'+ N'ON') + ¥'0N'.

Die beiden Strahlen schneiden einander in der Ebene x’, wenr

0y’ =62 = o ist, oder:
{(b; + 20,) y2 + 6D,y M + b6 (3M'> + N'2) + &'} O M’
+ (2b6,Y.N'+ 266 M'N")dN'= o, (51)
(2b5YoN'+ 206 MN") O M’ + {0592 + 2Dy, M’
+ be (M'2 4+ 3N"2) + %'} dN'= o.

1 Die Bildfehler fiinfter Ordnung optischer Systeme abgeleitet auf Grund
des Eikonalbegriffes nebst Anwendung auf ein astrophotographisches Objek-
tiv. Diss. Gottingen, W. Fr. Kaestner. 1908.

2 Z. Instrumentenkde 34, 234 ff. (1914).
3 Vgl. S. 82,
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Im allgemeinen kommt man durch Elimination von %’ zu einer qua-
dratischen Gleichung fiir dN'/6M’, dies fithrt auf die beiden Haupt-
schnitte und die sogenannten astigmatischen Bildpunkte. Es konnen
aber auch fiir einen Strahl und einen bestimmten Wert von %’ die vier
oder vielmehr drei Koeffizienten verschwinden, dann hat man einen an-
astigmatischen Bildpunkt. Die Bedingungen sind:

a) 20,9, N + 20 M'N' = o, (52)
1. Fall: N'= o ein Meridianstrahl, (52a)
2 Fall: M'= — E—Zyo ein windschiefer Strahl. (528)

b) und c) (b; + 2b,)y3 + 65,9, M'+b6(3M'* + N'?) + ' =0
byy2 + 203y, M '+ bs (M'* + 3N'?) + ¥’ = o’
oder nach Elimination von x:
6,2 + 2byyo M+ Bs(M'>— N'?)=o0. (53)
Diese Gleichung fithrt fiir (52a) auf:
’ b Yo v TE T hs
M=%y, 75— 6,5 (54)
Im zweiten Falle (52f) hat man hingegen:
bs N = b,y — Eg’fyi + gfyi
, P — (540)
| N =i—5—6"-]/b456—b§.
Fiir b — b4bs > 0 gibt es bei gentigend weiter Blende zwei die Achse
schneidende, fiir b: — bybs << 0 zwei zu ihr windschiefe Strahlen, fiir die

der Astigmatismus gehoben ist. Fiir x’ erhilt man im ersten Falle
nach (5I):

’ 2 22 2 — 25 o vrE T bz 2
¥'= — byl + 2 ys F VB — bybs — £

bsy3 s b3, o (550)
42 ;2’ Vb: —b,bs — ﬁyo+b4y0= — (b, — b,)y2,
im zweiten Falle:
4 2 253 2 b? 2 2 36% 2
W= s Y~ g Ve — 30+ S e
. . 4b%
=#b3y0_3b4yo+%‘6iyo
= — (0, — B,) 73 + 4 (0,86 — b2) = (558)

Im ersten Falle, 52¢, 54, 55, den GULLSTRAND als den typischen be-
zeichnet, wird die Fliche der anastigmatischen Bildpunkte nach der
Prrzvaischen Bedingung bestimmt (63 — b4 spielt dieselbe Rolle wie
'b3—0b4 in 45), anders im zweiten, von GULLSTRAND atypisch genannten
Falle. Gleichung (41) zeigt, daB bs < o einer Unterbesserung der sphiri-
schen Abweichung entspricht. In diesem, bei sammelnder Folge ge-

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 9
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wohnlichen, Falle wird eine atypische Folge nach 558 stirker unter-
bessert erscheinen, als der PETzvaischen Bedingung entspriche.
Fiir b, =b,bs gibt es nur einen Strahl mit gehobenem Astigmatis-
mus; wie z. B. Cz. 272/4 gezeigt ist, -verschwindet fiir ihn auch die Koma.
Bei gehobener sphirischer Abweichung (b¢ = 0) bekommt man eben-

falls nur einen Strahl: N =o0, M' = — 2bo Fiirb, =be = oist entweder

der Astigmatismus identisch gehoben (b;=0), oder fiir keinen Haupt-
strahl (b4= 0). Dies letzte ist eine lingst bekannte Tatsache.

VI. Die scharfe oder doch gleichmiBige Abbildung.

Anfang der siebziger Jahre des vorigen Jahrhunderts gelang es
ABBE und fast gleichzeitig HELMHOLTZ, fiir die Umdrehungsfolgen eine
Bedingung abzuleiten, die erfiillt sein muB}, wenn mit scharfer Abbildung
eines Achsenpunktes auch die eines achsennahen Punktes verbunden
sein soll. Die Verallgemeinerung dieser Bedingung ist der Gegenstand
einer groBen Reihe von Schriften. Eine Zusammenstellung findet man
in einer noch hiufiger anzufithrenden Arbeit M. HERZBERGERs.

Die AsBEsche Bedingung besteht bekanntlich in der Konstanz der
Verhiltnisse der Sinus der Winkel zwischen Strahl und Achse vor und
nach dem Durchgang durch eine Flichenfolge. Das allgemeine Gesetz
kann sich nur auf Winkel zwischen Strahl und Linienstiickchen beziehen
und hat daher nicht Sinus-, sondern Kosinusform, wie schon die Arbeiten
von BRUNS und THIESEN in den neunziger Jahren oder auch die STRAU-
BELschen Sitze (19oz) zeigten (vgl. Cz., besonders S. 227 ff.).

Es soll der allgemeine Satz zunichst fiir scharfe Abbildung angegeben
werden.

Die Kosinusbedingung. Ein Punkt O werde durch eine Folge von
Flichen ohne Abweichung in O’ abgebildet ; 146t sich eine Bedingung da-
fiir ableiten, daB ein unendlich benachbarter Punkt O, ebenfalls scharf
in O} abgebildet wird?

Wenn man den Lichtweg von O nach O’ mit (00") bezeichnet, so wird
gefordert :

(00') = const. (1) (0,0%) = const. (1a)
(0.0%) — (00') = const. (2)

OPP’0’ sei ein beliebiger Strahl durch O, O:P:P; 0, ein dem ersten
benachbarter durch O;. Man lege durch O: eine Fliche, die zu beiden
Strahlen senkrecht ist (es sind unendlich viele Flichen moglich). Sie
schneide OP in P. Tréigt man auf simtlichen im Dingraum zu dieser

* Uber Sinusbedingung, Kosinusrelation, Isoplanasie und Homgoplana-
siebedingung, ihren Zusammenhang mit energetischen Uberlegungen und
ihre Ableitung aus dem FErRMaTschen Gesetz. Z. Instrumentenkde 48, 313 bis

327, 465—490, 524—540 (1928).
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Fliche senkrecht verlaufenden Strahlen Lichtwege gleich (0:0}) ab, so
muB man im Bildraume zu einer Fliche gelangen, die durch O’ geht
und auf allen fraglichen Strahlen, also auch auf OPP’0’ und O,P.P,0.
senkrecht steht. Sie schneide den Strahl OPP’0O’ in P’, so wird:

(PP') = (0.0%). . (3)
Man falle nun von 0; und O, Lote 0,0, 0.Q’ auf OP, P'0’; so wird:
(00") = (0Q) + (QP) + (PP) + (P'Q) + (Q'0). (4)

Weiter ist aber:
(0Q) =100, cose, (Q0)= —n'00,cos¢, (5)

wenn ¢, & die Winkel zwischen Strahl und Linienstiickchen 00;, 0'0;
sind. Also:

(0'0)— (00')y = 00’0, cos & — n0O0,; cose — (QP) — (P'Q"). (6)

Die Gleichung (6) gilt allgemein, auch wenn die Punkte O, O;; O’, O;
endlich voneinander entfernt sind. Riicken sich aber O und O; und
gleichzeitig die Strahlen unendlich nahe (und aus Stetigkeitsgriinden
wird es bei Anndherung der Punkte auch stets einander unendlich be-
nachbarte Strahlen geben), so werden die Pfeilhéhen QP, Q'P’ Gréflen
hoherer Ordnung werden. Dann ist also:

(0,0,) — (00" = ' 0’0 cos & — n00, cose. )

Die Ableitung dieser Gleichung ist aber ganz unabhingig davon, daf
0 und O’, O; und O einander als Ding- und Bildpunkt entsprechen, sie
gibt also ein allgemeines Gesetz fiir den Unterschied zweier benachbarter
Lichtwege. Als solches ist sie von M. HERZBERGER® auf anderem Wege
abgeleitet und zur Herleitung weiterer Regeln benutzt worden: Gegeben
seien in Ding- und Bildraum zwei benachbarte Strahlen in allgemeiner
Lage. Auf beiden Strahlen nehmen wir im Dingraum wie im Bildraum
je einen beliebigen Punkt an; die auf einem Strahle liegenden Punkte
brauchen einander nicht als Gegenstand und Bild zu entsprechen. Die
Punkte seien O, O; im Dingraum, S’, S; im Bildraum, so ist:

(0:S)) — (0S") =#'S'S, cos & — n0O0; cos ¢. (7a)
In unserem Falle folgt aus (2) und (7):

# 0’0 cosg — 10 O, cos e = const.odern'dl cos& — ndl cose= const. (8)

Die ABBEsche Sinusbedingung, wie auch die HockiNsche Bedingung,
erscheinen ohne weiteres als Sonderfille (Cz. 251).

Das Gesetz hat aber seine Bedeutung auch, wenn O nicht scharf auf

* Ein allgemeines optisches Gesetz. Z. Physik 53, 237—247, 6 4+ (1929).
oX
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O’ abgebildet wirdr. Es entspreche im Bildraume dem Punkte O eine
Kaustik, die von zwei beliebigen Strahlen in den Punkten A’, B’ beriihrt
werde. Welche Beziehung besteht, wenn die dem Nachbarpunkte O,
entsprechende Kaustik (bis auf Gréfen hoherer Ordnung) kongruent ist?

Auf der zu O; gehérenden Kaustik seien A4}, B, zu A’, B’ homologe
Punkte. Eine beliebige zu O gehérende bildseitige Wellenfliche schueide
die Strahlen 04’ und OB’ in P’ und R’. Auf den Strahlen 0:4’ und
0:B’ trage man von A und B’ die Strecken AP, = A’P’ und B;R.
= B’R’ ab. P; und R liegen wegen der Kongruenz der Kaustiken auf
einer O; entsprechenden Wellenfliche. Also:

(OP) = (OR), (0,P;) = (O:R)).
(04') — (0:4}) = (OP) + (P'A") — (0,P)) — (P} 4}) =
(OP) — (0, P}) = (OR) — (O:R)) = (9)
(OR) + (R'B') — (0;R}) — (R:B}) = (OB') — (0,B)).

Fir zwei die Kaustiken in homologen Punkten schneidende Strahlen
ist der Unterschied der Lichtwege bis zur Kaustik konstant. Dann ist
nach (7a):

wA'A’, coseg —n0O0, cose =ndl' cose’ — ndl cose = const.  (10)

Der Satz sei benutzt, um die Bedingung dafiir abzuleiten, daB die
nicht abweichungsfreie Abbildung eines Achsenpunktes O einer Um-
drehungsfliche nicht weiter verschlechtert wird, wenn man um ein un-
endlich kleines Stiick 4y aus der Achse herausgeht; d. h. dafiir, daB das
dingseitig von einem achsennahen Punkte O; ausgehende Strahlenbiindel
auf der Bildseite um einen Strahl, den Hauptstrahl, symmetrisch ist®.

1 Ich gebe die allgemeine Form, wie sie 1928 verdffentlicht worden ist:
Boegenorp, H. und HERZBERGER, M.: Zum allgemeinen Kosinussatz. Z.
Physik 5o, 187—194, 2 + (1928).

Fiir den Fall der scharfen Abbildung war die Beziehung schon ejnige Jahre
frither bekannt. Fiir die Geschichte sei nochmals auf die S. 130 angefiihrte
HerzBERGERSche Arbeit verwiesen, und nur besonders die Bedeutung des
SmitHischen, S. 86 unter 2 angegebenen Aufsatzes betont.

Man kann den Satz fiir den Fall der scharfen Abbildung nicht gut, wie ich
es frither getan habe, nach CoNRADY benennen, vgl. SmitH, T.: Note on the
cosine law. Trans. Opt. Soc. Lond. 26, 281—286 (1924/25), iibersetzt von
A. Driesen: Zztg Opt. u. Mech. 48, 217-—219 (1927), auch meine an beiden
Stellen zu findenden Bemerkungen.

2 Die Bedingung ist fiir diinne Strahlenbiindel 1907 von F. STAEBLE, fiir
endliche Offnungen 1919 von F. StaEBLE und E. Linorzki abgeleitet wor-
den. STAEBLE sowohl wie LiHOTzKI verwenden den sogenannten LiPPICH-
schen Satz, den M. HErRzBERGER als nicht allgemein giiltig nachweist: Die
Gesetze erster Ordnung in optischen Systemen. Z. Physik 45, 86—96 (1927).
Nach einer persénlichen Mitteilung HERZBERGERS ist er von LipricH guch
nicht in der gewodhnlich angewandten, unrichtigen Form ausgesprochen
worden.

Daf man die Bedingung aus dem allgemeinen Kosinussatze ableiten kann,
habe ich 1925 bemerkt: Note on the STAEBLE and Lixorzki (Druckfehler!)
condition. Trans. Opt. Soc. Lond. 26, 287—=288 (1924/25).
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Wenn O; um den Betrag dy senkrecht zur Achse iiber O liegt, so wird
die Kaustik fiir O; unter der angenommenen Forderung aus Symmetrie-
griinden zu der von O kongruent sein. Wenn ferner die Flichen in der
Achse keine Singularitidten haben, miissen die Spitzen der Kaustiken auf
einer achsensenkrechten Fliche liegen, also durch Drehung um einen
Achsenpunkt auseinander hervorgehen. Die Abszisse des Drelipunktes
sei z’, die des GAUssischen Achsenbildpunktes s’. Zu einem bildseitigen
Offnungswinkel #’ gehore die sphirische Abweichung 4s’. Zu dy gehore
bildseitig die Drehung de’. Die Betrachtung des bildseitigen Biindels
fithrt, wie ich in der S. 132, Anm. 2 angefithrten Arbeit gezeigt habe,
fiir die Kosinusbedingung auf die Form:

wW(s' +A4s"—2)dd sinu' — ndy sin # = const. (x1)
Da #=0 und % =0 einander entsprechen, ist die Konstante Null.

Ferner ist (s'— z')da’ =dy’ = pdy die GréBe des Linienstiickchens in der
Gaussischen Bildebene, f# also die VergroBerung.
‘ % sinu 45

wpg sin = (12)

Zusdtze. Aus der Beweisfiihrung fiir die Bedingung (10) wird man er-
kennen, da8 sie nicht nur fiir die Kaustiken gilt, sondern fiir je zwei ein-
ander kongruente und homolog liegende Flichen, die die beiden O und
O: entsprechenden Strahlenbiindel schneiden.

Die betrachteten Gleichungen kénnen in mehreren Gestalten ge-
schrieben werden.

Es seien fiir einen der von O ausgehenden Strahlen (,,Hauptstrahl®)
die Winkel ¢ =¢,, &' = & bekannt, dann wird aus (8) oder (10):

w'dl'(cos & — cos &) = ndl (cos e — cos &,). (x3)
Fir den Fall scharfer Abbildung wird:

7 (COS & — COS &) ar
#'(cos &' — cos e(’:,) =ar = # = const. (14)

M. HERZBERGER schreibt gelegentlich (13) in Vektorform:
wWpE —8)a =n(—3)a. (13a)

Hier sind 3, 3,, 8', 36 Einheitsvektoren lings der betrachteten Strah-
len, a, a’ Einheitsvektoren lings der Linienelemente.
Ebenso gibt HERZBERGER (7a) in Vektorform:

w'és'da’ —néda = dE. (7Db)

Hier sind da und da’ die Vektoren OO, und S’S’.

Die Umkehrung des Kosinussatzes. Es soll nun gepriift werden, ob
die aufgestellte Bedingung nicht nur eine notwendige, sondern auch hin-
reichende Bedingung fiir scharfe oder doch gleichmiBige Abbildung ist.
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1. Ound O,, O’ und O’ seien benachbarte Punkte, O werde ohne Ab-

weichungen in O’ abgebildet, und es bestehe die Beziehung:
w00, cos & —n0O0, cos e = const. , (8)

dann wird auch O, scharf in O’ abgebildet.

Den ersten einwandfreien Beweis habe ich wohl 1924 geliefert®.

2. O und O, seien benachbarte Punkte. Auf der Bildseite werde das
O entsprechende Biindel von einer beliebigen Fliche in den Punkten
A’, B’ ... usf. geschnitten. Man verbinde die Punkte 4’, B’ ... mit
den homologen Punkten einer benachbarten kongruenten Fliche 4,

B: ..., und es bestehe (in leicht verstdndlicher Bezeichnung) die Glei-
chung:
nA'A’ cosely—n00, cosey=nB B,coses—n00, cosgg=-- - =const.,(10)

so sind die den Punkten O, O, entsprechenden Strahlenbiindel einander bis
auf GroBen héherer Ordnung kongruent; A’B’ ... und 43B; . .. liegen
homolog zu ihnen.
Ist A’B’ ... die Kaustik, so auch A4.B; ...
In dieser Form muf3 der Satz bewiesen werden, wenn die Bedingung
von LiHOTZKI und STAEBLE als hinreichend nachgewiesen werden soll.
Man denke sich die Lichtwege 0. 4", O, B: . .. gezeichnet und senk-
recht zu ihnen eine Wellenfliiche P, R, ... Auf dem Lichtwege 04’
schneide man die Strecke A'P’ = A’ P, ab und lege durch P’ eine
Wellenfliche P'R’ ... Nach dem HERZBERGERschen Satze (7a) ist:
(0.4 —(0AY=n"- A’ A;cos &y —n 00, cos &4,
(0.BY,) —(OB)='- B'B,cos g — 100, cos gp. (15)
Also nach der Voraussetzung:
(0,47 —-(04)=(0,B}) — (0B) = - -+,
weiter ist (0.P,) —(OP)=(0O,R,)— (OR)), also:
(P,A}) — (PA) = (R,B)) — (R B) = - -,
oder, da P'4’' = P4’ gemacht war:

PA =PA, R.B,=RB... (16)

Andererseits gibt es eine Fliche, die zu P'R’ . .. kongruent ist und

zu A.B, ... ebenso liegt, wie P'R’ .. .zu AB. ... Wir nennen sie vor-

laufig PR, . .., haben aber zum Beweise unseres Satzes zu zeigen, daf3
sie mit P,R; ... zusammenfillt. Jedenfalls ist auch:

P A, =PA,R,B;=RB... (16a)

Fiir den Fall der scharfen Abbildung folgt unser Satz, wenn A’'B’ . ..
geniigend nahe an O’ liegt. Allgemein besteht noch die Aufgabe, folgen-
den flichentheoretischen Satz zu beweisen:

,,Wenn man von einer Fliche A;B. ... aus zwei Strahlenbiindel
konstruiert und auf je zwel von einem Punkte ausgehenden Strahlen

1 Zum Cosinussatze von A. E. CoNnrapy und T. T. SmitH. Zztg Opt. u.
Mech. 45, 107—108 (1924).
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gleiche Strecken abtrigt, so konnen die von den Endpunkten PR, . ...
PR, ... gebildeten Flichen nicht beide auf dem zugehérigen Strahlen-
biindel senkrecht stehen.*

Mein Kollege M. HERZBERGER hat mir fiir diesen Satz folgenden Be-
weis geliefert: Die vektoriellen Koordinaten der drei Flichen seien von
zwei Parametern #, v abhiingig durch q, b1, b, bezeichnet, so ist:

b, =a+73;
. =0+473,. (x7)

Hier sind 3;, 3, Einheitsvektoren, alle Gréen Funktionen von 1, v.

Sollen b: und b, auf 8; und 3, senkrecht stehen, so muB3 gelten:

Byu; = ByoB; = brud, = 0,08, = 0. (18)
Es ist aber:
Bru = Qu + 78,4 + 748, usf. (19)
D.u8; = 0uB; + 74, ebenso:
bw?)x =0pd; + 7o (20)

buB, = 0uB, + 7u
bg’l]gg = Clv@z —+ 7p.

Also nach (18): .

QuB: + 7u = 0o3; + 7o = B, + 7u = o3, + 7» = 0. (21)

Dies ist aber nur moglich, wenn 8; und g, fiir alle Punkte der Fliche a
zusammenfallen ; dann sind aber die ganzen Flichen b; und b, identisch.

Man kénnte auch denken, die Kosinusbedingung so umzukehren, da3
bei Bestehen einer Beziehung der Form (10) zwischen passend gewdhlten
Punkten von Nachbarkaustiken diese kongruent sein miilten: Dies
diirfte aber falsch sein, iibrigens ist die Frage fiir die Optik von geringerer
Bedeutung.

Verallgemeinerung des Kosinussatzes und seine Giiltigkeit fiir Strahlen-
biischel. Es ist noch die Frage aufzuwerfen, ob der Satz auch auf den
Fall anwendbar ist, daB schon dingseitig kein Punkt, sondern ein be-
liebiges Strahlenbiindel, insbesondere ein Normalenbiindel, vorliegt. Diese
Verallgemeinerung hat F. STAEBLE fiir seinen Satz versucht. T.SMITH
hat sie in etwas anderer Weise auch vorgenommen (s.u.). Allgemein
ist sie bisher nicht gegliickt.

Die Beweisfithrung von (8) und (10) ist nicht davon abhingig, da8
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit vorliegt. Die Bedingung gilt
auch, wie ich im Falle scharfer Abbildung 1924 bemerkt habe, wenn nur
eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, ein Biischel, z. B. ein Kegel-
mantel vorliegt. So ist der Satz von M. HERZBERGER in der S. 130 an-
gefithrten Abhandlung mehrfach benutzt worden. Die Umkehrung ist
nicht so einfach zu beweisen, doch ist ein Beweis nach einer persénlichen
Mitteilung HERZBERGERs auch mdoglich.

T. SmitH ist (2) umgekehrt von einer dreifach unendlichen Mannig-
faltigkeit ausgegangen. Uber den durch seine Arbeit entstandenen Mei-
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nungsaustausch mag man wieder die HERZBERGERsche Zusammenstel-
lung vergleichen.

Die scharfe Abbildung von Flichen- oder Raumelementen. Sollen meh-
rere von einem Punkte O ausgehende Linienelemente scharf abgebildet
werden, so muB fiir jedes gelten:

#w'3cose —ncosg=C. (8a)

Hier sind § und C fiir verschiedene Linienstiickchen verschieden, aber
von ¢ unabhingig®. Ich habe wohl zuerst® die beiden Sitze bewiesen:

,»Es werde O scharf auf O’ abgebildet, ferner gelte fiir zwei durch O
gehende Linienstiickchen d/,, dl, und zwei durch O’ gehende Linien-
stiickchen d4l., dl, die Gleichung (8a). Dann gilt sie fiir jedes in
der Ebene (dl,, dl,) liegende durch O gehende Linienstiickchen 4,
und ein passend gewihltes Stiickchen 41, auf der Bildseite (durch O,
in der Ebene dl,, dl,). Oder, wenn ein Punkt O und zwei durch ihn
gehende Linienstiickchen scharf abgebildet werden, so wird ein Ebenen-
stiickchen scharf abgebildet. Ferner ist die Abbildung projektivisch.*

,»Wird ein Punkt O und drei durch ihn gehende, nicht in einer Ebene
liegende Linienelemente scharf abgebildet, so gilt dasselbe von allen
durch O gehenden Linienstiickchen; es wird die ganze Umgebung von O
oder ein Raumelement scharf abgebildet. Dies ist aber nur méglich,
wenn O die Eigenschaften eines Knotenpunktes hat, d. h. wenn bei der
Abbildung die Winkel der durch O gehenden Strahlen erhalten bleiben

und die VergréBerung f in allen Richtungen + % ist.”

Der letzte Satz ist eine Verallgemeinerung von Sitzen, die E. ABBE
1879 und F. KLEIN 1901 aufgestellt haben (Cz. 215, 217), s. auch S.%76/7.

Die scharfe Abbildung endlicher Flichen. Die soeben besprochenen
Untersuchungen sind erst in der S. 130 erwdhnten HERZBERGERSchen
Arbeit auf endliche Flichenstiicke angewandt worden. Alter sind die
Betrachtungen der Form, die ein Eikonal haben muB, wenn es die scharfe
Abbildung eines Flichenstiicks kennzeichnen soll. Mehrere Fille sind

* Die Form (8a) erhilt die Kosinusbedingung auch, wenn O und O; nicht
scharf abgebildet werden, die bildseitigen Kaustiken aber durch Parallel-
verschiebung ineinander iibergehen. d/ entspricht dann bildseitig kein ein-
heitliches Linienstiick, sondern Stiickchen von gleicher GréBe. Vgl. auch
T. SmrtH (2) und den Meinungsaustausch, der sich an diese Arbeit ange-
schlossen hat. ’

2 Weitere Bemerkungen zum Kosinussatze. Zztg Opt. u. Mech. 45, 295
bis 296 (1924). — Die Sétze sind etwas einfacher von M. HERZBERGER in der
S. 130 angefiihrten Arbeit bewiesen. Verallgemeinerungen findet man noch
bei C. CaraTHEODORY: Uber den Zusammenhang der Theorie der absoluten
optischen Instrumente mit einem Satze der Variationsrechnung. Miinch.
Ber. 1926, 18 S. — W.LENz: Zur Theorie der optischen Abbildung, in der
von P. DEBYE herausgegebenen Festschrift: Probleme der modernen Physik.
ARNO SOMMERFELD zum 60. Geburtstage gewidmet von seinen Schiilern.
Leipzig: S. Hirzel, 1928, S. 198—207.
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schon im vorigen Abschnitt behandelt worden. Eine allgemeine Be-
trachtung riihrt schon von H. BRUNS her®.

Die geforderte Abbildung sei gegeben durch:

xzx(“)”)7 y=y(u,v), 2=12(u,v),

%= xl(u7 v), ylzy’(u7 v), 7=7 (1, v),
d. h. beide Flichen durch zwei Parameter dargestellt; und demselben
u,v mogen zwei einander zugeordnete Punkte entsprechen.

Das Eikonal E ist dann fiir jeden Strahl zusammengesetzt aus den
Lichtwegen vom FuBpunkte des Lots im Dingraum bis zur Dingfliche,
von der Ding- bis zur Bildfliche, von dort bis zum FuBpunkt im Bild-
raum. Soll abweichungsfrei abgebildet werden, so darf die zweite Strecke
nur von #,v abhingen, nicht aber vom Wege. Man kann also setzen:

E=n(lx+My+ Nz)—n'(L's + My +NZ)+y(n,v), (23)
wo y (%, v) noch eine beliebige Funktion sein kann. Infolge der Definition
des Eikonals muBl aber gelten:

(22)

%:n‘(f,%+M%+N§%)—n'<L'%%+M'%+N'%)
+g%=o, (24)

e en(tE+MZ+NE) —w (G w4 N )
+9% o

Es ist #,v aus (24) als Funktion von M, N, M’, N’ zu bestimmen,
durch (22) %, y, z; #', 9', 2, durch (23) E. Hiernach hitte man sogar
unendlich viele Moglichkeiten, eine beliebige Fliche mit beliebiger Ver-
zerrung auf eine beliebige andere abzubilden. Es ist aber nicht fest-
gestellt, daB jedes Eikonal auch durch Zusammensetzung brechender
Flichen herzustellen ist.

Soll eine Umdrehungsfliche auf eine andere ohne Verdrehung abge-
bildet werden, so kann man (22) wie folgt schreiben:

x=%(R), y=Rcosgp z=Rsin g,
¥ =% (R), ¥=R'(R)cosp, #=R(R)sin . (25)
0E

E)l =n(L%+Mcoslp+Nsin(p)

R AR ,dR' . dy
.—’}’L(LE—I—M 'd—ECOS(p—f‘N Fﬁsln([))—f—ﬁ:(), (26)

E . 7 ’ 7 : ’r 7
%2 —n (M Rsingp — N Rcos ¢) +#'(M R sin g — N'R’ cos ¢p) = 0.

tg = WNR ~unNR sin @ — + #WN'R —nNR
P W R = MR P T R MR WNR —nNE
#W MR —nMR
V(WM'R' ~nMR)2 + (W N'R —n NR)
* Das Eikonal. Die Ableitung fiir das Winkeleikonal E steht S. 371/372,
die Anwendung auf andere Eikonalformen ist S. 380 erw#hnt.

(27)

cosq>=:i_~
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In (26) eingesetzt gibt dies:
ax dx

w'L' -7 —"Lop (28)
N W M'R' —nMR) (nM . nM) +(W N'R' ~nNR)(w N’ aE _ nN) aw_
- VwM' K ~nwMRp+ W N'EK —nNR) dR
Aus (28) kann man R erhalten, aus (27) @, dann:
E=n(Lx+My+ Nz)—un'(L's’+ My + N')+ y (R) (29)

=nLx—nw'L'y £Y#'MR —nMR)*+ (WN'K —nNR)*+ y (R),
x aus (25).
Auch hier ist es zweifelhaft, ob jedes Eikonal durch mégliche Flichen-

folgen hergestellt werden kann. Umdrehungsfolgen ohne singulire Punkte

ayR] .
iR ]R_zc? 1st.

Soll eine achsensenkrechte Ebene auf eine andere verzeichnungsfrei
abgebildet werden, so setze man:

in der Achse kénnen nur in Frage kommen, wenn [

x=¢; R=pR; ¥=¢. (30)
BN —uN . AW N —nuN
A t = i T = +
us(27)tg g g —np S 7 VWM —nMp+@EwN —nNy’
Bn'M' —nM
Cos p = =+ :
VWM —n M)+ (310N —nN)?
Aus (28) + V(g M —nM)* + (8%’ N —nN)> — j—; =o0.
Aus (29) E=nLe— w'L'd & R J(Bn' M — nM)* + (3% N — nN)*
+ Y (R).

Aus diesen Gleichungen folgt, daBl in dem Ausdruck fiir R die GréBen
M?+N® M'*+N'?, MM'+ NN’ nur in der Verbindung:

n: M2+ N?)— 2 pnw' (MM + NN') + p>n'> (M'*+ N'?)= A
vorkommen diirfen. Von E gilt das gleiche, wenn man die Ebenen, die
einander entsprechen sollen, zu Koordinatenebenen wihlt (e==¢’=0).
Umgekehrt fithrt eine Differentiation von:

E=f{n*(M*+N?)—28unw' (MM + NN')+ g2n'*(M>+ N'?)} (30)
auf:
Ny, = 00_15 = (2n*M — 2 gnn'M') %
r.7 aE 14 ’ 4 d
—nyozmz(—zp’nnM—}- 2 3*n ZM)LD]j—’
d.h. y,=pv,, ebenso z,=pfz,; die Ebene x =0 wird mit der Ver-
groBerung B auf die Ebene ' = o0 abgebildet. Das von T. SmITH auf ganz
andere Weise abgeleitete Ergebnis (S. 121) wird hierdurch bestitigt.
T. SmrtH (1) hat 1928 eine Regel fiir das zur aplanatischen Abbildung
gehorende Eikonal aufgestelit, die ich in meiner Besprechung bekampft
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habe. Da der Meinungsaustausch tiber diese Frage noch nicht geschlossen
ist, sei nur darauf hingewiesen.

Die gleichmifige Abbildung durch eine Umdrehungsfolger. Man habe
ein gemischtes Eikonal von der Gestalt:

W =W+ 23, yoM + 2,N', M'*+ N2, (31)

das tibrigens auch verallgemeinert werden kann: y, und z, seien auf der
Achse senkrechte, passend gewihlte Koordinaten, die eine Umdrehungs-
fliche, nicht aber notwendig eine achsensenkrechte Ebene definieren;
die Formeln werden sich etwas dndern.

Wir fragen: Wann entspricht jedem Punkte der Ebene (y,, z,) bild-
seitig ein Biindel, das zu einem Strahle (Hauptstrahl) symmetrisch ist?
Dabei ist nicht anzunehmen, daB die Abweichung der Schnittpunkte mit
dem Hauptstrahl (die sphérische Abweichung auBer der Achse) denselben
Betrag hat, wie fiir einen Achsenpunkt.

Der Dingpunkt liege in der X Y-Ebene, dann wird dasselbe vom
Hauptstrahl gelten. Dieser bilde mit der Achse den Winkel &’ und
schneide die Ebene 4’ =0 im Punkte y*, 0; dann ist seine Gleichung bei
der in der Optik iiblichen Bestimmung der Vorzeichen des Winkels:

y=y*—a'tgd - (32)
Nennt man seine Richtungskosinus L*, M*, N*, so hat man:

, M*x , -, M* *
Y=y*+ 75¥, tgd=— 55, N*=o. (33)

Es wird n<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>