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Probleme der fundamentalen 
Positionsastronomie. 
Von A. KOPFF, Berlin-Dahlem. 
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Die Astronomie hat den Vorteil, daB sie sich nicht nur des Interesses 
breiterer Bildungsschichten erfreuen kann, sondern daB sie auch in ihrer 
Entwicklung von den Nachbarwissenschaften stark beachtet wird. Ge
rade gegenwartig befinden wir uns in einer Zeit lebhafter und frucht
bringender Wechselwirkung von Physik und Astronomie. Die Atom
theorie erst hat eine sichere Deutung der Spektren der Himmelskorper 
ermoglicht. Dabei sind die physikalischen VerhaItnisse im Kosmos von 
denen im Laboratorium so verschieden, daB die astronomische Beob
achtung fur die Physik eine ganz wesentliche Erweiterung der Erfah
rungstatsachen bedeutet und dadurch eine unabhangige Prufung der im 
Laboratorium gewonnenen GesetzmaBigkeiten moglich macht. 

Freilich stehen wir in dieser Zusammenarbeit erst am Anfang, und 
es ist, wenigstens ffir den Astronomen, keineswegs uberraschend, wenn 
neuerdings aus den Kreisen der Physik heraus eine starkere Kritik der 
astronornischen Arbeiten auf diesen Gebieten einsetzt. Die Anwendung 
von Laboratoriumsgesetzen auf kosmische Probleme bedeutet eine un
geheuere Extrapolation, von der wir nicht wissen, wie weit sie mIassig 
ist. Kommen wir hierbei zu Widerspriichen mit der physikalischen Er
fahrung, so zeigt dies nur, daB unser Wissen zur Deutung der kosmischen 
Erscheinungen noch nicht hinreicht. Erinnern wir uns im besonderen 
an die Frage des Aufbaues der Sterne. Wir gelangen unter naheliegenden 
Annahmen uber die Konstitution des Sternes als eines im Strahlungs
gleichgewicht sich befindenden Gasballes zu gewissen Forderungen fiber 
die im Sterninnern notwendigen Energiequellen. Stehen diese Forde-

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 
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rungen mit unserer gegenwartigen Kenntnis der Natur der Energie
quellen in Widerspruch, SO ist damit ein Angriffspunkt aufgedeckt, so
wohl zur weiteren Klarung der Voraussetzungen der Theorie als auch 
zur Nachpriifung der Deutung der physikalischen Tatsachen selbst. 
Durch eine fortgesetzte Zusammenarbeit zwischen Physik und Astronomie 
sind auf diese Weise fiir beide Wissenschaften wesentliche Fortschritte 
zu erwarten. 

Doch erweckt ein soleh enges Zusammenarbeiten mit einer Nachbar
wissenschaft auch erhebliche Bedenken. Jede Wissenschaft hat ein 
Eigenleben, das sie nieht einseitig nach einer Riehtung hin entwickeln 
dad, ohne daB sie auf die Dauer im ganzen Schaden leidet. Die Astro
nomie scheint augenblicklieh von dieser Gefahr nieht frei zu sein. Be
trachten wir einen Augenblick ihre Entwicklung in den letzten hundert 
Jahren. Wir bemerken in den Problemen einen Dbergang yom Planeten
system zum Sternsystem. Diese Entwicldung ist eine durchaus natiir
liehe, nieht von auBen aufgedrangte. Wir kennen das Planetensystem 
im ganzen, konnen die Bewegungen mit groBer Genauigkeit vorhersagen; 
keinerlei wesentliche Oberraschungen sind zu erwarten. Freilich hat die 
Relativitatstheorie gezeigt, daB die Frage nach der Giiltigkeit des NEW
TONschen Gravitationsgesetzes sogar fUr das Sonnensystem noch keines
wegs als erledigt anzusehetr ist. Noch harrt die Theorie der groBen, so
wie der kleinen Planeten und der Satelliten des weiteren Ausbaues. Eine 
Fiille dringender und interessanter Probleme liegt vor. Aber in ge
wissem Sinn ist innerhalb des Planetensystems unsere Neugierde be
friedigt. Wir konnen uns der groBeren Aufgabe des Sternsystems zu
wenden. 

Das Problem ist hier ein zweifaches. Wir fragen nach dem statischen 
Aufbau und der Dynamik des ganzen kosmischen Systems, und wir 
fragen nach dem physikalischen Aufbau und der Entwieklung des ein
zelnen Himme1.Skorpers. Wenn wir die so oft miBbrauchlich angewandten 
Bezeiehnungen Astronomie und Astrophysik hier benutzen wollen, wiirde 
der erste Problemkreis der Astronomie, der zweite der Astrophysik an
gehoren. Beide stehen in enger Verbindung miteinander und unter
scheiden sich vielfach nieht einmal durch die Arbeitsmethoden. Die 
Ausmessung von Sternspektren z. B. dient in gleieher Weise astrono
mischen wie astrophysikalischen Problemen. Die Zusammenhange 
zwischen den beiden Teilgebieten der Astronomie sind aber vielfach 
noch tiefere. So ist der raumliche Aufbau der Sterne fiir die einzelnen 
Spektraltypen ven:chieden; oder wir miissen, urn ein anderes Beispiel 
zu nennen, die trigonometrischen Parallaxen der planetarischen Nebel 
bestimnien, urn die Vorgange beim Leuchten dieser Korper ergriinden 
zu konnen. 

Das Problem, das die Physik interessiert, ist also nur ein Teil des 
groBen Problems des Sternsystems. Wir miissen alle Teile vorwarts 
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treiben, wenn wir nieht Gefahr laufen wollen, daB einmal die Aufgaben 
an verschiedenen Stellen zugleieh zum Stocken kommen. Diese Moglich
keit kann gerade bei der Astronomie leiehter als bei anderen Wissen
schaften eintreten. Hier besteht ja nieht die Moglichkeit des Experimen
tierens; die Beobachtungsdaten mussen vielmehr oft in ausgedehnten 
Beobachtungsreihen gesammelt werden, die an groBere Zeitintervalle ge
bunden sind. Dabei ist es selbstverstandlieh, daB die Beobachtungen 
einer bestimmten Fragestellung dienen mussen; aber die Frage nach dem 
Aufbau des Sternsystems ist ebenso wichtig, wie die nach dem Aufbau 
des einzelnen Sternes, und die Beobachtungen sind gleieh wertvoIl, ob 
sie dem ersten oder zweiten Problemkreis angehoren. Auf dem Gebiet 
der Erforschung des Sternsystems kennen wir nieht moderne und un
moderne Probleme. Es besteht kein Unterschied, ob ein Astronom am 
Meridiankreis Positionen bestimmt, oder ob er mit Photometer und 
Spektrograph arbeitet. VieIleieht ist es von Interesse, gerade an einer 
zentralen Aufgabe der Astronomie, derjenigen der fundamentalen Posi
tionsbestimmung, zu zeigen, wie he ute noch die Arbe:ten am Meridian
kreis (bzw. am Passageninstrumerit und V ertikalkrei.s) zu den modernsten 
gehoren, die wir durchfiihren konnen, und wie deren Bedeutung sogar 
weit uber die engeren Probleme des Sternsystems hinausreieht. 

II. Das fundamentale Koordinatensystem der 
Astronomie. 

Das fundamentale Koordinatensystem bildet in der Astronomie die 
Grundlage ffir die Erforschung aIler Vorgange im Weltall; wir brauchen 
es zur raumlichen Festlegung aller kosmischen Erscheinungen und Be
wegungen. Nun fehlen aber im Weltenraum unveranderliehe Punkte, 
auf die wir die Koordinaten der Gestirne beziehen konnten, ganz. Wir 
miissen also ein Koordinatensystem durch Definition in bezug auf die 
bewegten Korper des Kosmos festlegen. 

Hierbei bestehen zweierlei Moglichkeitenx• Wir konnen die Gewin
nung eines auf die Sterne gegriindeten, rein empirischen Systems an
streben und es dadurch definieren, daB in ihm die Sterne relativ zueinan
der im Durchschnitt ruhen sollen. Wegen der geringen Geschwindigkeit 
der Sterne im Vergleieh zu ihrer Entfernung hat ein solches System als 
Grundlage der heliozentrischen oder geozentrischen Koordinaten durch
aus einen bestimmten Sinn. Wir konnen auch versuchen, das fundamen
tale System theoretisch auf den Grundlagen der N ewtonschen M echanik 
aufzubauen. In ihm muBten dann die gesamten Bewegungen der Korper 
des Planetensystems restlos durch die NEWToNsche Mechanik innerhalb 
der Grenzen der Beobachtungsfehler dargestellt werden; wir kamen also 

1 Enzyklop. der Math. WisS.,6, 2, Nr. r. 

1* 
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mit fortschreitender Beobachtungsgenauigkeit dem Inertialsystem der 
klassischen Mechanik immer naher, vorausgesetzt, daB diese zur Dar
stellung der Erscheinungen hinreicht. 

Da wir von der rotierenden Erde aus beobachten, ist der Himmels
aquator fUr die Beobachtungen die naturliche Fundamentalebene des 
Systems, und nur fUr besondere Zwecke gehen wir zu anderen Koordi
naten uber. Doch selbst innerhalb des Planetensystems behalten wir 
jetzt vielfach das aquatoriale System fUr die ersten Bahnbestimmungen 
und fiir die Berechnung spezieller StOrungen bei, wenn wir auch fUr die 
allgemeinen StOrungen von dem Vorteil der kleinen Neigungen der Pla
netenbahnen gegen die Ekliptik Gebrauch machen mussen. Als NuIl
richtung in der Aquatorebene wahlen wir diejenige nach dem Fruhlings
punkt, der durch die Schnittlinie zwischen der Ebene des momentanen 
Aquators und der von den kurzperiodischen Schwankungen befreiten 
Ebene der Erdbahn festgelegt wird. Beide Ebenen, und damit auch der 
Friihlingspunkt selbst, zeigen zeitliche Lageanderungen, welche durch 
die StOrungen verursacht sind, die von den Planeten auf die Bewegung 
der Erde in ihrer Bahn, sowie von Sonne und Mond auf den Erdkorper 
ausgeubt werden (Prazession und Nutation). 

Das so definierte System des Aquators ist nun zu den der direkten 
Beobachtung zuganglichen Himmelskorpern in Beziehung zu setzen. Ah:. 
solche bieten sich die Fixsterne von selbst dar, deren Koordinaten reo 
lativ zu Aquator und Fruhlingspurikt zu bestimmen sind. Die Dekli
nationen sowohl wie die Differenzen der Rektaszensionen konnen wir 
allein aus den Beobachtungen der Sterne herleiten. Die Lage des Fruh
lingspunktes (d. h. des Null punktes der Rektaszensionen) ist durch Sonnen
beobachtungen zu ermitteln. Wir haben also in der Tat die Moglichkeit, 
auf rein empirischem Weg ein auf den Beobachtungen der Sterne und 
der Sonne aufgebautes Fundamentalsystem festzulegen. 

Andererseits aber gibt uns die NEWToNsche Mechanik auch die Mog
lichkeit, die Anderungen der Lage von Aquator und Fruhlingspunkt 
theoretisch zu ermitteln. Wir konnten also von einem gegebenen An
fangszustand ausgehend, fUr den eine gewisse Gruppe von Sternen mit 
dem Fundamentalsystem verbunden ist, die Lage des Koordinaten
systems zu diesen Sternen fur die Folgezeit berechnen. Hierbei ist aller
dings angenommen, daB wir die Eigenbewegungen der Sterne aus den 
Beobachtungen kennen. 

In Wirklichkeit benutzen wir in der Astronomie keine der beiden an
gegebenen Methoden zur Aufstellung eiI].es Fundamentalsystems; das 
letztere ist vielmehr ein gemischtes. Der wesentliche Grund fUr diese 
Wahlliegt in folgendem. Wir konnen die Bewegung des Aquators und 
Friihlingspunktes theoretisch aus den bekannten Mass~n des Sonnen
systems nur soweit hinreichend darsteIlen, als es sich urn die kleinen 
Glieder von Prazession und Nutation handelt. Die rechnerische Ermitt-
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lung dieser Glieder ist sogar derjenigen auf rein empirischem Weg iiber
legen. Aber unsere Kenntnis vom lVIassenaufbau des Erdinnern reicht 
keineswegs hin, urn die gesamte Lageveranderung der Rotationsachse des 
Erdellipsoids mit der den astronomischen Beobachtungen entsprechen
den Genauigkeit herzuleiten. Wir sind gerade fiir die Bestimmung der 
Hauptglieder der Prazession und Nutation, die durch die Konstante der 
Prazessicin bzw. Nutation festgelegt sind, auf den empirischen Weg an
gewiesen. So kommen wir fUr die Festlegung des fundamentalen Ko
ordinatensystems zu einer Kombination der beiden lVIethoden. 

Bei der Bestimmung der Priizessionskonstante (von der Nutation kon
nen wir hier absehen, da diese ja eine verhaltnismaBig kurze Periode 
hat, und ein Fehler in der Konstante bei der Festlegung des Fundamental
systems eine untergeordnete Rolle spielt) tritt nun eine sehr erhebliche 
Komplikation auf. Waren die Sterne unter sich und gegen die Sonne 
von einer relativen Bewegung frei, so ware die Anderung der Koordinaten 
der Sterne eine reine Erscheinung der Prazession und Nutation. Aber 
die Sterne bewegen sich selbst, und zwar ist diese "Eigenbewegung" 
eine zweifache: einmal infolge der Bewegung der Sonne eine scheinbare, 
parallaktische, und dann eine dem einzelnen Stern zugehorende, peku
liare Eigenbewegung. Die Beobachtung liefert jedoch nicht die Eigen
bewegung, sondern lediglich die gesamte Anderung der spharischen Ko
ord:naten. Es bleibt Aufgabe der w,eiteren Bearbeitung, die Prazessions
bewegung des KoordinatensysteJ;Ils, bzw. deren Hauptglied von der pa
rallaktischen und pekuliaren Bewegung zu trennen. Diese Aufgabe ist 
streng nicht zu lOsen; wir miissen uns vielmehr mit einer Annaherung 
an die Wirklichkeit begniigen. Der Beobachtung zuganglich ist ja immer 
nur eine begrenzte Gruppe Von Stemen, so daB die Bestimmung der Pra
zessionskonstante nicht zu einem absoluten Wert fUhren. kann. Dieser 
wird von der Auswahl der bei der Bestimmung benutzten Sterne ab
hangen, ebenso wie wir auch nicht die Bewegung der Sonne im Welten
raum, sondern nur deren Bewegung in bezug auf die gerade ausgewahlte 
Gruppe von Stemen festlegen konnen. 

Die Bestimmung der Prazessionskonstante gibt die erste Grundlage des 
Fundamentalsystems. Hinzu kommen geschlossene Beobachtungsreihen 
von Sternortern zu verschiedenen Zeit en (Sternkataloge), welche die 
Anderung dieser Orter festzulegen gestatten, und zwar die Anderungen, 
wie sie durch die Verlagerung des Koordinatensystems sowohl wie durch 
die Eigenbewegungen bedingt sind. Als "Eigenbewegung" betrachten 
wir dabei denjenigen Teil der allein beobachtbaren Gesamtanderung, der 
nach Abzug des durch die Prazessionsbewegung bestimmten Teiles iibrig 
bleibt. Die Eigenbewegung ist also ihrem Betrag nach an die Prazessions
konstante gebunden. 'Eine Trennung in eine parallaktische und eine 
pekuliare Bewegung findet hierbei nicht statt. Kennt man die Orter 
und Eigenbewegungen einer Anzahl von Stemen, bezogen auf das System 
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des Aquators, und kennt man die zeitlichen Anderungen des letzteren, 
so hat man damit ein fundamentales Koordinatensystem der Astronomie 
gewonnen. Wie schon hervorgehoben, konnen die kleineren Anderungen 
des Systems mittels der bekannten Massen der Korper des Sonnensystems 
rechnerisch hergeleitet werden. Sieht man von der Nutationskonstante 
ab, so kann man also sagen, daB ein Fundamentalsystem in der Astro
nomie ffir einen bestimmten Zeitpunkt (Aquinoktium) durch die Koor
dinaten und Eigenbewegungen einer ausgewahlten Gruppe von Sternen 
in bezug auf den Aquator und durch die Prazessionskonstante festgelegt 
ist. Man bezeichnet die Gesamtheit dieser GroBen als Fundamental
katalog, mit dessen Entstehung wir uns im folgenden beschaftigen wollen. 

III. Die Gewinnung der einzelnen Sternkataloge. 
Zur Schaffung eines Fundamentalsystems oder Fundamentalkata

logs brauchen wir moglichst fehlerfreie Beobachtungsreihen von Rekt
aszensionen und Deklinationen einer groBeren Anzahl von Sternen fur 
weit auseinander liegende Epochen bezogen auf den wirklichen Aquator 
und Friihlingspunkt. Die Beobachtungen, welche diesen Anforderungen 
nur in mehr oder weniger groBer Annaherung zu genugen vermogen, 
werden fast ausschlieBlich mit dem Meridiankreis erhalten, der ffir die 
Beobachtung der Rektaszensionen durch die Uhr erganzt wird. Wenn 
neuerdings auch die Konstruktion der Instrumente und Uhren einen 
hohen Grad von Vollkommenheit erreicht hat, so mussen wir doch gerade 
ffir die Herstellung von Fundamentalkatalogen zu alteren Beobachtungs
reihen zuruckgreifen. Hier ist eine sorgfaltige Diskussion der F ehler
quellen, auf die im folgenden kurz hingewiesen sei, von besonderer Wich-
tigkeit. . 

Bei den Rektaszensionen, die aus der zeitlichen Reihenfolge der 
Durchgange der Gestirne durch den Meridian ermittelt werden, liegt die 
Hauptschwierigkeit in der Uberbruckung groBerer Zeitintervalle von der 
D~uer von mehreren Stunden bis zu einem Tag oder sogar daruber. 
Die groBen IntervaHe kommen vor aHem dann in Frage, wenn es sich 
um die Bestimmung einer Kette von Hauptsternen langs des Aquators 
handelt, die im AnschluB an die Sonne das Rektaszensionssystem in 
seinem ganzen Verlauf festlegen sollen, und an welche dann andere 
Sterne angeschlossen werden. Hierbei macht sich der EinfluB der Tem
peraturanderungcn auf Instrument und Uhr be30nders geltend und fiihrt 
zu taglichen und jahrlichen Perioden in den Beobachtungsreihen, die 
dann als periodische F ehler nach der Rektaszension in den einzelnen 
Katalogen zutage treten. Da gerade in fruheren Jahren (z. B. bei den 
Greenwicher Beobachtungsreihen) sich oft ein Katalog auf den Grund
lagen des vorhergehenden aufbaute, hat es viele Jahrzehnte gedauert, 
ehe es gelang, die durch die altesten Kataloge in die Rektaszensionen 
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hineingetragenen periodischen Fehler durch neue Beobachtungen abzu
schleifen. Zu diesen durch Instrument und Uhr bedingten Fehlem kom
men noch die der Person des Beobachters. Die Koinzidenzen zwischen 
Stemen und Mikrometerfaden werden von verschiedenen Beobachtem 
und ffir verschiedene Objekte in oft recht verschiedener Weise bestimmt; 
auch der Unterschied in der Art der Beleuchtung der MeBvorrichtungen 
bzw. der Unterschied zwischen den Beobachtungen am Tag- und Nacht
himmel macht sich in den Beobachtungsreihen stark bemerkbar. 

Ahnlich liegen die VerMltnisse bei den Beobachtungen der Dekli
nationen, die aus Messungen der Zenitdistanzen im Meridian erhalten 
werden. Hier tritt zu der Anderung des Instrumentes durch die Tem
peratur noch dessen Deformation durch die Schwerkraft als ganz wesent
licher Faktor hinzu. Durchbiegung des Fernrohres und des Kreises sind 
Instrumentalfehler, von deren Beherrschung wir noch recht weit ent
femt sind. Gerade in letzter Zeit hat man diesem die Beobachtungen 
stark verfaIschenden EinfluB der "Biegung" besondere Aufmerksamkeit 
geschenkt. Wie auch sonst vielfach bei der Bestimmung instrumenteller 
F ehler in der Astronomie wendet man hier bei zwei verschiedene Arten 
von Verfahren an, die jedoch sehr haufig zu widersprechenden Resul
taten fuhren. Die eine Gruppe von Methoden sucht die Fehler auf rein 
physikalischem Weg zu bestimmen; meist zeigt sich dabei aber, daB die 
erreichte Genauigkeit in der Fehlerbestimmung in keiner Weise derjeni
gen entspricht, die dann bei den astronomischen Messungen selbst er
reicht werden soIl. Die zweite Gruppe von Methoden ermitJ:elt die 
Fehler aus astronomischen Beobachtungen, ist aber oft schwerer durch
zufiihren und nicht frei von Voraussetzungen. Ffir die Bestimmung 
der Biegung eines Meridianinstrumentes im besonderen bedient man sich 
einmal geeigneter Hilfsinstrumente, meist der im Meridian aufgestellten 
Kollimatoren. Man hat neuere Meridiankreise aber auch so konstruiert, 
daB man den Objektiv- und Okularteil vertauschen kann; bei Beobach
tungen in beiden Lagen hebt sich im Mittel die Biegung heraus, voraus
gesetzt, daB sie einen regelmaBigen, durch Fourier-Reihen darstellbaren 
VerIauf hat. Beim Vergleich groBerer Messungsreihen untereinander 
zeigt sich jedoch, daB beide Methoden nicht hinreichen, urn den EinfluB 
der Biegung auf die Deklinationen unschadlich zu machen. 

Erhebliche Schwierigkeiten bei der Bestimmung eines Deklinations
systems liegen auch in der Refraktion. Die Theorien der Refraktion, 
auf Grund deren die ffir die praktische Benutzung bestimmten Refrak
tionstafeln berechnet sind, haben aIle mehr oder weniger interpolatori
schen Charakter. Unter Benutzung der Gasgesetze bauen wir, von dem 
am Erdboden beobachteten Zustand ausgehend, eine Atmosphare auf 
und berechnen ffir die jeweiligen VerhaItnisse den Weg, den ein Licht
strahl VOIn Eintritt in die AtmospMre bis zum Objektiv des Femrohres 
zurucklegt. Dieser berechnete Weg wird mit dem wirklichen nicht vollig 
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ubereinstimmen, weil uber den Zustand vor allem der hoheren Luft
scbichten Annahmen von zum Teil stark hypothetischer Natur gemacht 
werden mussen. Um eine Anniiherung an die Wirklichkeit zu schaffen, 
werden die Konstanten der Theorie teilweise aus den Beobachtungen 
selbst bestimmt: die Refraktionskonstante aus Beobachtungen der Zenit
distanzen derselben Sterne in oberer und unterer Kulmination, und viel
fach auch der Wert der Luftdiehte aus Beobachtungen bei stark ex
tremen Bodentemperaturen. Ganz neuerdings erst hat P. HARzER I den 
Versuch gemacht, die Refraktionstheorie der Wirkliebkeit starker an
zupassen. Bisher war als Niiherung immer angenommen worden, daB 
demselben Zustand am Boden auch derselbe Zustand der ganzen Atmo
sphiire entspricht. HARZER benutzt nun zum erstenmal die Ergebnisse 
der Drachen- und Ballonaufstiege. Es zeigt sieh, daB auBer den mit den 
Zustanden am Boden parallellaufenden An<\erungen in hOheren Schich
ten dort noch weitere Schwankungen von taglicher und jahrlicher Periode 
vorhanden sind, die bei der gegenwiirtigen Beobachtungsgenauigkeit 
wenigstens ffir die groBeren Zenitdistanzen in Frage kommen. Eine wohl 
auch merkbare Abhangigkeit des Refraktionsbetrages vom jeweiligen 
Witterungscharakter hat in den neuen Tafeln von HARZER noch keine 
Beriicksiehtigung gefunden. Zu diesen allgemeinen Einfliissen kommen 
noch solche lokaler Art; das umgebende Gelande bis auf groBere Ent
femungen bin und die engeren ortlichen Verhiiltnisse (Saalrefraktion) 
konnen einen recht merklichen EinfluB auf den Weg des Liehtstrahles 
ausubep. So ist die Bestimmung der Refraktion eine auBerordentlich 
verwickelte Aufgabe, von deren LOsung wir noch erheblich entfemt sind. 
Vor allem zeigen die iilteren Deklinationsreihen ausgesprochene Schwan
kungen periodischen Charakters, die nach der Rektaszension laufen, und 
die durch die Unsicherheiten in der Bestimmung der taglichen und jahr
lichen Anderungen der Refraktion bedingt sind. Man wird heute das 
Fehlen solcher Schwankungen innerhalb eines Katalogs als ein wesent
liches Kriterium ffir die Gute der Deklinationsreihe ansehen dfirfen. 

Um diese verschiedenartigen Schwierigkeiten zu umgehen, die gerade 
bei der Bestimmung der Deklinationen sich in starkem MaBe geltend 
machen, hat man zu dem Ausweg gegriffen, Deklinationsbeobachtungen 
unter anderen Bedingungen und mit andersartigen Instrumenten aus
zuftlhren. Durch Beobachtung mittels eines im ersten Vertikal auf
gestellten Durchgangsinstrumentes kann man die Messung von Diffe
renzen der Zenitdistanzen auf eine Bestimmung von Zeitdifferenzen zu~ 
ruckftlhren. Man kann sieh also von den Teilungsfehlem des Kreises 
und von den Fehlem der Biegung frei machen. Eine andere in den letzten 
J amen von der Stemwarte in Leiden weiter verfolgte Methode bestimmt 
mittels eines azimutal aufgestellten Instrumentes die Deklinationen 
durch gleiehzeitige Messung von Azimut und Zenitdistanz von Stemen 

I Pub!. der Sternwarte in Kiel. XIll und XlV. 1922-24. 
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in der Nahe des Horizontes. Durch geeignete Anlage der Beobachtungen 
kann man den EinfluB der Fehler der Zenitdistanzen und damit der Re
fraktion stark herabdrucken. Doch beschrankt sich der Vorteil dieser 
Methoden fUr einen Beobachtungsort immer nur auf Deklinationsstreifen 
von engerer Begrenzung, und man muB, wie es von Leiden aus auch ge
plant ist, durch geeignete Wahl mehrerer Beobachtungsstationen den 
ganzen Bereich des Fixstemhimmels zu erfassen suchen. Alle solche 
Beobachtungsreihen sind als Erganzung zu den Meridiankreisreihen sehr 
wertvoll, weil sie die Beobachtungsbedingungen stark zu variieren ge
statten, und damit wenigstens teilweise zur Aufklarung der systemati
schen Fehler der einzelnen Verfahren beizutragen vermogen. Die Haupt
masse der Beobachtungen wird aber auch in Zukunft dem Meridiankreis 
verbleiben. Er gestattet die Bestimmung beider Koordinaten bei ge
ringstem Zeitaufwand und ermoglicht in einfachster Weise den AnschluB 
der Stembeoabchtungen an die Sonne und damit den 1Jbergang zu einem 
absoluten Rektaszensionssystem. 

DaB bei der Beobachtung der Sonne zu den bereits genannten Schwie
rigkeiten noch neue hinzutreten, die von der Beschaffenheit des Sonnen
bildes herriihren, bedarf kaum der Erwahnung. Die Beobachtung des 
punktformigen Stemes am Nachthimmel einerseits, und die der Sonnen
scheibe am Taghimmel andererseits, fiihrt zu stark ausgesprochenen 
personlichen Fehlem, die wir erst in den letzten Jahrzehnten zu meistem 
anfangen. 

Trotz aller VorsichtsmaBregeln bei der Beobachtung und aller Sorg
falt bei der Diskussion des Materials werden wir die Forderung, ein 
fehlerfreies System von Rektaszensionen und Deklinationen zu erhalten, 
niemals voll erfiillen k6nnen. Der Vergleich von irgend zwei Beobach
tungsreihen zeigt immer wieder Abweichungen, die darauf hinweisen, daB 
jede Beobachtungsreihe ein in sich abgeschlossenes System darstellt, das 
"System des Instrumentes und Beobachters", und es bleibt der weiteren 
Bearbeitung vorbehalten, dann solche Systeme zu einem Fundamental
system zusammenzufassen. 

IV. Die Bildung eines Fun'damentalkataloges. 
Die Herstellung eines Fundamentalkataloges aus einer Reihe von 

einzelnen Stemkatalogen kann sich in mannigfacher Weise vollziehen; 
auch hier sollen wieder nur die Prinzipien, die dabei maBgebend sind, 
dargelegt werden. Der einzelne Stemkatalog gibt die aus einer Anzahl 
von Beobachtungen hergeleiteten Orter einer Auswahl von Stemen fUr 
eine gewisse Epoche, die fur jeden Stem verschieden ist und der Mitte 
der Zeiten der Einzelbeobachtungen entspricht. Die Orter beziehen sich 
auf eine mittlere Lage von Aquator und Friihlingspunkt (das Aquinok
tium) und gelten fUr das System des Instrumentes und Beobachters. 
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Teilweise werden auch die Orter mittels bekannter Eigenbewegungen 
auf eine gemeinsame Epoche gebracht, jedoch wird hierdurch immer ein 
fremdes Element in den Katalog getragen. 

Das System des Katalogs kann mehr oder weniger selbsHindig 
sein. Wir besitzen Kataloge, die vollig unabhangig von vorhergehenden 
Katalogen sind, bei denen also keine fremden Beobachtungen, sei es der 
Sonne oder irgendwelcher bereits fundamental festgelegter Sterne, be
nutzt sind. Doch sind solche Kataloge auBerst selten. Meist lehnen sich 
die Kataloge in irgendeiner Weise an vorhergehende Beobachtungen an. 
Schon die Ubernahme der Refraktionskonstartte aus anderweitigen Be
stimmungen bedeutet eine solche Anlehnung. Ebenso wird haufig auf 
eine unabhangige Verbesserung des Fri.ihlingspunktes verzichtet, und 
statt dessen der AnschluB an ein fundament ales Rektaszensionssystem 
gesucht. Ein groBer Teil unserer Sternkataloge ist rein differentiel1 an 
schon bestehende Fundamentalsysteme angeschlossen, womit aber noch 
keineswegs gesagt ist, daB das System des Instrumentes mit dem ge
wahlten Fundamentalsystem nun wirklich identisch ist. Die Orter der 
photographischen Kataloge sind ebenfal1s auf streng differentiel1em Weg 
aus am Meridiankreis beobachteten Sternortern erhalten. 

Ein Vergleich zweier Sternkataloge zeigt nun, auch im Fall differen
ziel1er Anschliisse derselben, wesentliche Unterschiede in den ange
gebenen Koordinaten. Sehen wir von der Eigenbewegung der Sterne 
ganz ab, vergleichen also nur solche Kataloge, die zur gleichen Epoche 
gewonnen sind, so zeigen sich einmal individuel1e Abweichungen, die 
von den zufalligen Fehlern der einzelnen Beobachtung herriihren. Vor 
aHem aber treten systematische Fehler auf, die meist, bei gut en Katalogen 
wenigstens, einen verhaltnismaBig einfachen Verlauf haben. In beiden 
Koordinaten zeigen sich Abweichungen der Katalogevoneinander, die 
sowohl mit der Rektaszension als auch mit der Deklination variieren; 
man kann sie tabellarisch durch je eine Tafel mit doppeltem Eingang 
(nach Rektaszension und Deklination) darstellen. Doch zeigen die Ab
weichungen meist noch einen besonderen Charakter. Zufolge den friiher 
(S. 6) auseinander gesetzten Griinden ist der Verlauf nach Rektaszension 
von wenigstens genahert periodischem Charakter. Mittelt man deshalb 
die Abweichungen iiber alle Rektaszensionen, so erhalt man zunachst 
einen mittleren Verlauf nach Deklination, iiber den sich dann aus 
den Resten hergeleitete, nun nach Rektaszension laufende Zusatze 
lagern. Man bezeichnet diese Abweichungen gewohnlich mit Llao, Llaa 
bzw. Lloo, Llo«. Sie riihren, wie bereits ausgefiihrt wurde, von syste
matischen, durch die Beobachtung nicht erfaBbaren Aufstellungsfehlern 
des Instrumentes und unbekannten Einfliissen der Refraktion her, teils 
liegen personliche Fehler des Beobachters vor (S.7). Diese letzteren 
Fehler physiologischer Natur auBern sich besonders darin, daB Sterne 
von verschieden groBer Helligkeit von den einzelnen Beobachtern in 
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systematisch verschiedener Weise beobachtet werden, und man kommt 
auf diese Weise zu Unterschieden Llam und LI!5m, die eine Abhangigkeit 
der Katalogunterschiede allein von der scheinbaren GroBe m der Sterne 
angeben (Helligkeitsgleichung). Man legt deshalb neuerdings auf genaue 
GroBenangaben in den Sternkatalogen erhOhtes Gewicht und begnugt 
sich nicht mit rohen Helligkeitsschatzungen. So hat vor allem F. KUST
NER in dem groBen Katalog von I900 die Sternhelligkeiten in einem 
exakten photometrischen System festgelegt. DaB unabhangig von den 
Positionsbestimmungen in photometrischen Katalogen die Sternhellig
keiten in aller erreichbaren Genauigkeit gegeben werden, sei hier nur 
erwahnt. 

Sind nun die Stemkataloge nicht gleichzeitig beobachtet, so ist ein 
Vergleich der Systeme der einzelnen Kataloge zunachst gar nicht mog
lich. Wir mussen vielmehr die Eigenbewegungen der einzelnen Sterne 
berucksichtigen und stehen mit deren Bestimmung bereits am Beginn 
der Aufgabe, die zur Bildung eines Fundamentalkataloges fUhrt. Zwei 

. zeitlich auseinander liegende Kataloge liefem uns die Eigenbewegungen 
nur dann fehlerfrei, wenn wir die systematischen Fehler der Kataloge 
schon kennen. Andernfalls sind auch die daraus hergeleiteten Eigen
bewegungen selbst noch mit unbekannten systematischen Fehlern be
haftet. Man kann dann nur anstreben, durch ein Naherungsverfahren 
ein solches System von Ortem und Eigenbewegungen zu ermitteln, das 
sich einer Gesamtheit von vorliegenden Sternkatalogen moglichst gut 
anschmiegt. Von besonderem Wert fUr die Bestimmung von Eigen
bewegungen sind deshalb auch solche Kataloge, die zu verschiedenen 
Zeiten mit demselben Instrument unter denselben auBeren Bedingungen 
entstanden sind. Hier ist anzunehmen, daB die systematischen Fehler 
der einzelnen Kataloge sich nur wenig voneinander unterscheiden, also 
von geringem EinfluB auf die Eigenbewegungen sind. Solche Beobach
tungsreihen liegen z. B. in Greenwich und Pulkowa vor. Man konnte 
von diesen Eigenbewegungen ausgehend, dann durch ein Naherungs
verfahren die Orter und Eigenbewegungen weiter verbessern. Doch 
soIl dieser heute sehr wohl gangbare Weg nicht weiter verfolgt werden. 

Wir wollen vielmehr in groBen Zugen betrachten, in weleher Weise 
A. AUWERS durch die Kombination zahlreicher einzelner Sternkataloge 
zur HersteHung eines Fundamentalkataloges gekommen ist, den er dann 
weiter verbessert hat. Das Verfahren von AUWERS ist in vielen Einzel
heiten historisch durch die besondere Art des zuerst nur luckenhaft vor
handenen Materials bedingt. Die Anfange des Fundamentalkataloges 
von AUWERS gehen auf das Jahr I869 zuruck; Vorarbeiten liegen zum 
Teil noch etwas friiher. Damals fing das Vorbild von BESSEL, dem wir 
die Einleitung einer neuen Epoche in der Bestimmung fundamentaler 
Stempositionen verdanken, gerade an sich auszuwirken. Die ersten 
groBen Reihen fundamental bestimmter Stemorter liegen vor (vor aHem 
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die Kataloge Pulkowa 1845, 1865 und in Arbeit 1871}. AUWERS nahm 
zunachst der Geschlossenheit wegen das System der Pulkowaer Rekta
szensionen und Deklinationen fur 1865 als System fUr seinen Fundamen
talkatalog an. Urn andere Kataloge aus etwa derselben Zeit damit ver
gleichen zu konnen, muBte er sich die Werte der Eigenbewegungen 
wenigstens in guter Anna,herung verschaffen. Hierbei kam ihm ein gluck
licher Umstand sehr zustatten. Hundert Jahre vorher hatte J. BRADLEY 
in Greenwich fundament ale Beobachtungen von einer fiir die damalige 
Zeit ganz auBergewohnlichen Genauigkeit angestellt, und ahnliche, aller
dings weniger genaue Beobachtungen liegen aus etwa derselben Zeit von 
TOBIAS MAYER in Gottingen vor. AUWERS hat zunachst die Beobach
tungen von BRADLEY einer neuen Bearbeitung unterzogen und konnte 
aus den mehr als hundert Jahren (im Mittel II4 Jahre) auseinander lie
genden Beobachtungen von BRADLEY und Pulkowa 1865 Eigenbewe
gungen herleiten, die trotz der systematischen Fehler wenigstens fiir 
einige J ahrzehnte als hinreichend anzusehen waren. Diese Eigenbewe
gungen dienten dazu, die bereits erwahnten, in den sechziger und sieb
ziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts entstandenen Kataloge auf 
das gemeinsame System von Pulkowa 1865 zu reduzieren. Der auf diese 
Weise entstandene erste Fundamentalkatalog von AUWERS (FC) beruht 
also in den ()rtem auf einer beschrankten Anzahl gut ausgewahlter Kata
loge aus der Mitte des 19. Jahrhunderts, wahrend die Eigenbewegungen 
die unter Benutzung der Beobachtungen von BRADLEY hergeleiteten sind. 

Hiermit war eine Grundlage geschaffen, die AUWERS in den nachsten 
Jahrzehnten durch die Hinzunahme der neu entstehenden, sowie der 
aus der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts herruhrenden Stemkataloge 
weiter ausbauen konnte. Jeder der Kataloge konnte nun mit dem Fun
damentalkatalog fiir die Zeit der Beobachtungsepoche des Einzelkata
loges verglichen und die Beziehung zum Fe-System hergeleitet werden. 
Die Reduktion aller Kataloge auf dasselbe System gab die Moglichkeit, 
fUr jeden Stern die individuelle Verbesserung von Ort und Eigenbewe
gung im System des Fe zu berechnen und lieferte schlieBlich auch die 
Grundlage fur eine Verbesserung des Systems des Fe selbst, der inzwischen 
von AUWERS auf den sudlichen Stemhimmel ausgedehnt worden war. 
Wahrend der Fe sich im System noch auf Pulkowa aufgebaut 
hatte, fuhrte nun AUWERS ein wahrscheinlichstes System ein, das sich 
der Gesamtheit der einzelnen voneinander unabhangigen Instrumental
systeme am best en anschmiegte. Allerdings uberwiegen auch hier noch 
die Reihe der bis 1892 reichenden Pulkowaer Kataloge, denen bei der 
Mittelbildung ein besonders hohes Gewicht gegeben wurde. Der so urn 
die Jahrhundertwende entstandene "Neue Fundamentalkatalog" von 
AUWERS (NFK) mit 925 Stemen hat noch heute vollen Wert als funda
mentales Koordinatensystem und bildet gegenwartig noch die Grund
lage der Stemephemeriden des Berliner Astronomischen Jahrbuches. 
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Freilich machen sich teilweise, besonders im systematischen Ver
halten des Kataloges, bei der heutigen Beobachtungsgenauigkeit schon 
merkliche Abweichungen fiihlbar. Es schien deshalb, nachdem ein Vier
teljahrhundert neuer Beobachtungen vorliegt, an der Zeit, den NFK 
einer Revision zu unterziehen. Zwei Griinde sind hierfiir maBgebend. 
Einmal bedeuten die Beobachtungen des letzten Vierteljahrhunderts 
auBerordentlich viel fiir die Sicherung der individuellen Eigenbewegungen 
und damit fiir die Sicherheit des Fundamentalsystems. Die Eigenbe
wegungen des NFK bauten sich zu einem erheblichen Teil noch auf den 
vor I860 liegenden Beobachtungen auf, deren systematisches Verhalten 
wir im allgemeinen doch recht wenig kennen. J etzt aber liegen gute 
Beobachtungsreihen vor, die, wenn man etwa von I860 ab rechnet, fiber 
einen Zeitraum von 60 J ahren recht gleichmaBig verteilt -sind. Dieses 
Material ist dem sich noch stark auf BRADLEY stfitzenden erheblich fiber
legen; denn dort hatten wir nur einen einzigen Katalog, der zeitlich 
zwar weit zurfickliegt, aber doch ganz isoliert steht. Der zweite Grund 
fiir die Revision des NFK ist ein mehr auBerlicher. Nach einer Zwischen
zeit von etwa einem halben J ahrhundert hat eine Anzahl deutscher In
stitute, sowie die russische Hauptsternwarte in Pulkowa sich entschlossen, 
die Kataloge der Astronomischen Gesellschaft zu wiederholen. Diese 
Kataloge enthalten die genauen Orter der Sterne bis zur neunten GroBe 
und bilden damit die erste Grundlage ffir eine Untersuchung der Be
wegungen dieser Sterne. Eine Wiederholung in angemessenem Zeitraume 
war von vornherein in Aussicht genommen, da erst hierdurch auch die 
ijltere Beobachtungsreihe ihren Wert erhalt. Ffir diese Wiederholung, 
die mit Hilfe photographischer Aufnahmen (unter Zwischenschaltung 
eines ausgedehnten Netzes von am Meridiankreis zu bestimmenden An
haltsternen) hergestellt werden soIl, ist ein moglichst gesichertes Bezugs
system zu beschaffen, und es schien deshalb auch dadurch der geeignete 
Zeitpunkt zu der wiinschenswerten Verbesserung des AUWERsschen Fun
damentalsystems gekommen zu sein. Sie wird zur Zeit am Astrono
mischen Recheninstitut in Berlin-Dahlem durchgefiihrt. 

Bei dem hohen Wert, der dem NFK immer noch zukommt, war es 
zweifellos am richtigsten, den von AUWERS eingeschlagenen Weg weiter 
fortzusetzen. Die in der Zwischenzeit neu hinzugekommenen Kataloge 
waren also wiederum mit dem Fundamentalkatalog zu vergleichen, um 
die Systemunterschiede zu ermitteln. Eine neue Verbesserung der in
dividuellen Orter und Eigenbewegungen im System des NFK war vor
zunehmen, und schlieBlich war der Versuch zu machen, auf Grund des 
neuen Materials das System selbst zu verbessern. Die individuelle Ver
besserung der Orter ist nahezu fertiggestellt und hat gezeigt, daB die 
Orter und Eigenbewegungen der Sterne des Nordhimmels schon von 
AUWERS mit groBer Sicherheit ermittelt worden sind; die Verbesserungen 
der Sterne des Sfidhimmels sind naturgemaB in vielen Fallen erheblich 



14 A.KoPFF: 

groBer. Die systematische Verbesserung des NFK stoBt auf bedeutende 
Schwierigkeiten. Der Zeitraum der letzten 25 Jahre ist zu kurz, urn auf 
dem hier gesammeIten Material eine Verbesserung der Eigenbewegungen 
aufbauen zu konnen. Es genugt zwar im ganzen zu einer Korrektion 
des Systems in der Gegenwart; ffir die Eigenbewegungen muB man jedoch 
wieder auf das altere Material zuruckgreifen. Freilich gestatten die neuen 
Beobachtungen, jenes Material mit scharferer Kritik zu behandeln, als 
dies AUWERS selbst moglich war. Aber immer noch fehIt uns in wichtigen 
F1illen ein tieferer Einblick in die systematischen Beobachtungsfehler, 
die jenen alteren Katalogen anhaften und von denen auch unsere besten 
modernen Reihen noch durchaus nicht frei sind. Auf weitere Einzel
heiten zur Verbesserung des NFK wird im Abschnitt VI (S.20) einge
gangen werden. 

Neben dem NFK von AUWERS steht als wichtigster Fundamental
katalog der "Preliminary General Catalogue" von LEWIS Boss, der aus 
ahnlichem Material wie der NFK aufgebaut ist. Er ist erst urn 1900 
entstanden und ist in seinem Aufbau geschlossener als der NFK. Er 
enthalt eine bedeutend hohere Zahl von Sternen (6188) und damit fUr 
viele Zwecke ein umfassenderes Material, besonders ffir die statistische 
Untersuchung der Eigenbewegungen der helleren Sterne. A1lerdings ver
jert er damit zugleich an Sicherheit, da ffir eine so groBe Sternzahl die 
Eigenbewegungen gegenwartig nicht mit der letzten Genauigkeit er
mitteIt werden konnen. Hier ist dem NFK der Vorzug zu geben. Dies 
auch noch aus einem anderen Grund. Die Kontrolle der Orter eines 
Fundamentalkataloges durch regelmaBig sich wiederholende Beobach
tungsreihen (von jeweils etwaacht Einzelbeobachtungen ffir jeden Stern) ist 
nur bei einer beschrankteren Anzahl von Sternen praktisch durchfUhrbar. 

Zu erwahnen sind schlieBlich noch zwei weitere Fundamentalkata
loge. Der eine wurde kurz vor 1900 von NEWCOMB ffir die American 
Ephemeris geschaffen, hat aber nur vorubergehende Bedeutung gehabt. 
Der andere ist der gerade jetzt von W. S. EICHELBERGER hergestellte 
Katalog, der gegenwartig als Grundlage fur die Sternephemeriden des 
Nautical Almanac von Greenwich sowie Washington, der Connaissance 
des Temps und einiger anderer Ephemeriden dient. Er beruht fUr die 
Orter auf je zwei modernen Katalogen von Washington und der Kap
Sternwarte und stutzt sich ffir die Eigenbewegungen auf den Fundamen
talkatalog von L. Boss. Der Katalog von EICHELBERGER hat also einen 
noch durchaus vorlaufigen Charakter. 

V. Die Bedeutung des Fundamentalsystems fUr die 
Astronomie. 

Wir haben ein Fundamentalsystem als die Gesamtheit einer Gruppe 
von Stemen bezeichnet, ffir welche die Orter und Eigenbewegungen 
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einschlieBlich der Priizessionskonstante gegeben sind. Dieses Funda
mentalsystem bildet die Grundlage fiir die Untersuchung aller Be
wegungsvorgange im Kosmos; es ist der Reprasentant des durch die 
jeweilige Lage von Aquator und Friihlingspunkt fiir ein beliebiges Aqui-
noktium festgelegten Koordinatensystems. ' 

Zunachst konnen auf differentiellem Weg an den Fundamental
katalog (FK) durch visuelle oder photographische Beobachtungen weitere 
Sterne angeschlossen werden. Eine Wiederholung solcher Beobachtungen 
gibt dann die Moglichkeit, die Eigenbewegungen'schwacherer Sterne im 
System des Fundamentalkataloges herzuleiten, um auf diese Weise zur 
Kenntnis der absoluten Eigenbewegungen des ganzen Sternsystems zu 
kommen. Die bereits S. 13 erwahnte Wiederholung der Kataloge der 
Astronomischen Gesellschaft soIl ja gerade die Grundlage fiir die Er
niittlung der Eigenbewegungen der schwacheren Sterne bieten. Dabei 
ist stets zu beaehten, daB die Sicherheit unserer Kenntnisse der' Eigen
bewegungen der Sterne iiberhaupt in letzter Linie von der Zuverlassig
keit des Fundamentalsystems abhangt. DaB freilich durch die differen
tiellen AnschluBbeobachtungen der schwacheren Sterne in die des FK 
neue systematische Fehler entstehen, laBt sich heute immer noch nicht 
vermeiden. 

Eine Frage drangt sich nun hier zunachst auf. Konnen wir gegen
wartig die Eigenbewegungen der Sterne iiberhaupt mit solcher Sicherheit 
bestimmen, wie es fiir das Studium der Bewegungsverhaltnisse im Uni
versum notwendig ist? Vor allem fiir die schwachen Sterne ist eine 
solche Fragestellung durchaus notwendig, da hier wegen der Kleinheit 
der Eigenbewegungen diese schlieBlich durch die Beobachtungsfehler 
vollig verfalscht werden konnen. KAPTEYN und VAN RHIJNI haben diese 
Frage in den letzten J ahren angeschnitten. Es kommt freilich bei den 
Untersuchungen iiber die Bewegungsgesetze der Sterne im ganzen 
oder ausgewahlter Sterngruppen nicht auf die einzelne Eigenbewegung 
an; wir fragen deshalb auch nach der Genauigkeit, die wir fiir die einzelne 
Eigenbewegung erreichen miissen, damit der Mittelwert der Eigenbe
wegungen einer Sterngruppe fiir statistische Untersuchungen brauchbar 
ist. Stellt man die Forderung, daB der wahrscheinliche Fehler der mitt
leren Eigenbewegung einer Gruppe von 100 Stemen unter einem Zehntel 
des Wertes selbst liegt, so sind gegenwartig nur die Eigenbewegungen 
der Sterne bis zur siebenten GroBe (also wenig unterhalb des Helligkeits
bereiches unserer Fundamentalkataloge) geniigend genau bekannt. Fiir 
die schwacheren Sterne besitzen wir nur in einigen Ausnahmefallen eine 
hinreichende Kenntnis der GroBe der Eigenbewegungen. Die Photo
graphie ermoglicht uns allerdings in allernachster Zukunft (sobald die 
Zeitdifferenz gegen die alteren Aufnahmen hinreichend groB geworden 

I 3. Report on the Progress of the Plan 6f Selected Areas. Groningen 1923. 
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ist) eine sehr genaue Bestimmung der relativen Eigenbewegungen der 
Sterne verschiedener Helligkeiten der einzelnen Platten. Urn aber zu 
absoluten Eigenbewegungen zu kommen, bediirfen wir immer wieder des 
Anschlusses an die gut gesicherten Eigenbewegungen eines Fundamental
kataloges. Gegenwartig ist unsere Kenntnis der Bewegungen schwacher 
Sterne jedenfalls noch auBerordentlich liickenhaft, 

Aber auchdie Sicherheit der Eigenbewegungen der Fundamental, 
kataloge laBt noch sehr zu wiinschen iibrig. Von groBer Genauigkeit 
sind zweifellos die relativen Eigenbewegungen innerhalb des Systems, 
aber es zeigt sich immer wieder, wie wichtig das Studium der systemati
schen Fehler ist, mit denen die Eigenbewegungen auch der besten Fun
damentalsysteme noch' behaftet sind. Auf diesen Umstand hat H. C. 
KAPTEYNI in einer seiner letzten Arbeiten besonders eindringlich hin
gewiesen. Er beschaftigte sich im besonderen mit dem Boss-System; 
seine Untersuchungen gelten aber fast unverandert atlch fUr das von 
AUWERs. Seit langerer Zeit war es aufgefallen, daB die Bestimmung des 
Apex der Sonnenbewegung zu stark verschiedenen Werten fiihrt, wenn 
man einerseits von den beobachteten scheinbaren Eigenbewegungen 
an der Sphare, andererseits von den Radialgeschwindigkeiten ausgeht. 
Die Deklination des Sonnen apex zeigte zwischen beiden Methoden eine 
Differenz von etwa 10°. Die beste Bestimmung des Apex aus den Radial
geschwindigkeiten, die von W. W. CAMPBELL aus II93 Stemen, ergab 
eine Deklination von +25~3; ein Mittelwert aus den Bestimmungen von 
Boss und EDDINGTON aus den Eigenbewegungen des Boss-Kataloges 
dagegen fiihrte auf +35~2. KAPTEYN konnte nun zuerst zeigen, daB 
dieser Unterschied zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn man 
den Eigenbewegungen des Boss-Kataloges in Deklination einen syste
matischen Fehler von der Form G cos t5 zuschreibt, wo G etwa den Be
trag +0;'013 hat. Auf einen solchen Fehler schienen auch eine Reihe 
von Beobachtungen von fundamentalen Deklinationen wirklich hinzu
weisen. 

Die nachfolgenden Untersuchungen haben diese Vermutung von 
KAPTEYN im ganzen bestatigt. Die Nachpriifung ist auf zwei verschie
denen Wegen erfolgt. Einmal ist am DUDLEY-Observatory in Albany 
sowohl von H. RAYMOND 2 als aueh vol). B. Boss und H. JENKINS 3 das 
Verhalten des Deklinationssystems des Boss-Kataloges auf Grund von 
ausgedehnten Beobachtungsreihen am Meridiankreis von neuem unter
sucht worden. Es ergaben sich reeht merkliche Verbesserungen, die fUr 
die Stemorter in der Aquatorgegend auf etwa ~/,o Bogensekunden 
(Aquin. 1900) anwachsen und fUr die hundertjahrigen Eigenbewegungen 
teilweise den Betrag von 1/2 Bogensekunde iibersteigen; die letzteren 

1 Bullet. Astron. Institutes of Netherl. I, 69. I922. 
2 Astronom. Journ. 36, 129. I926. 
3 Astronom. Journ. 37, I73. I927. 
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Betrage haben freilich nicht den einfachen Verlauf G cos lJ, entsprechen 
aber doch dem Sinn nach den von KAPTEYN geforderten Verbesserungen. 
Vielleicht sind die angegebenen Betrage noch zu klein. W. S. EICHEL
BERGER I erhalt z. B. fUr die Verbesserungen der Deklinationen des Boss
Systems fiir 1925 in der Nahe des Aquators Betrage von etwa Ijl Sekunde 
und ebenso auch groBere Werte fur die Verbesserungen der Eigenbewe
gungen. Doch diirften, wie man gelegentlich vermutet, wesentlich groBere 
Fehler des Boss-Systems kaurn anzunehmen sein. Fiir den Neuen Funda
mentalkatalog von AUWERS stellen sich die Betrage durchweg kleiner. 

Die Verbesserungen der Eigenbewegungen sind dann, wenigstens der 
GroBenordnung nach, von einer ganz anderen Seite her bestatigt worden. 
Die verwendete Methode geht in ihrem Prinzip wieder auf H. C. KAP
TEYN zuruck. Die Aufnahmen, die man gegenwartig mit langbrenn
weitigen Fernrohren herstellt, urn die Parallaxen heller Sterne im An
schluB an eine Gruppe schwacher Sterne zu bestimmen, geben bei einer 
Zwischenzeit von nur wenigen Jahren bereits gesicherte Werte der re
lativen Eigenbewegung der schwachen Sterne gegen den hellen Zentral
stem. 1st letzterer ein Boss-Stem, so ist dessen absolute Eigenbewegung 
bis auf den erst nocb. zu bestimmenden systematischen Fehler be
kannt. Man kann nun die wirkliche Eigenbewegung des Zentralsternes 
(d. h. die Summe aus der Boss-Eigenbewegung und der unbekannten 
Korrektion) der Summe aus der beobachteten relativen Eigenbewegung 
und der ebenfalls unbekannten parallaktischen Bewegung einer Gruppe 
schwacher Sterne gleichsetzen. Durch geeignete Kombination der ein
zelnen Gruppen laBt sich die unbekannte parallaktische Bewegung eli
minieren, und man kommt so zu einem Wert fur die Verbesserung 
des Deklinationssystems. Das Beobachtungsmaterial reicht gegenwartig 
allerdings zu einer praktischen Durchfiihrung der Methode noch nicht 
aus. P. J. VAN RHIJN und P. VAN DE KAMP', sowie neuerdings B. J. 
BOK3 haben jedoch die Methode noch etwas modifiziert und erhalten aus 
gewissen Sterngruppen durch ein Naherungsverfahren Verbesserungen, 
welche die von RAYMOND und Boss ermittelten durchaus bestatigen. 

Wichtig ist nun, daB die Bestimmung des Sonnenapex mit den 
systematisch verbesserten Eigenbewegungen zu einer Deklination ge
fiihrt hat, die mit der aus den Radialgeschwindigkeiten ermittelten in 
viel besserer Ubereinstimmung als friiher steht. Dies zeigen vor allem 
die Untersuchungen von R. E. WILSON4, der die Apexbestimmung auf 
Grund der von RAYMOND durchgefiihrten Verbesserung der Deklinationen 
des Boss-Systems durchgefuhrt hat. Er hat vor aHem fur die Radial
geschwindigkeiten unddie Eigenbewegungen dieselbe Gruppe von Stemen 

I Astronom. Papers of Am. Ephem. and Nautical Aim. 10, 1. I925. 
• Bull. Astron. Institutes of Netherl. I, 209. I923. 
3 Ebenda S, 1. I928. 
4 Astronom. Journ. 36, I38. I926. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 2 
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ausgewahlt, urn auf diese Weise durch beide Methoden wirklich ver
gleichbare Werte zu erhalten, und in der Tat ergibt sich als Apex aus 
einer Gesamtheit von iiber 2000 Stemen 

mittels der Radialgeschwindigkeiten: A=270?9 D=+27?2, 
mittels der Eigenbewegungen: A=270?8 D=.t-27~0. 

Eine wesentliche Ursache fiir die Unstinunigkeiten in der Bestimmung 
des Sonnenapex war also in den systematischen Fehlem des Deklinations
systems zu suchen, und wir erkennen an diesem besonders auffallenden 
Beispiel, wie die Sicherung des Fundamentalsystems die erste Grund
forderung fiir aile steIlardynamischen Untersuchungen ist. Fehler im 
Fundamentalkatalog iibertragen sich auch immer wieder auf die diffe
rentiell angeschlossenen schwachen Sterne und verHilschen hier wegen 
der Kleinheit der Eigenbewegungen die Ergebnisse noch viel starker als 
es bei den heIlen Stemen des Fundamentalsystems schon der Fall ist. 

Aber auch fiir den engeren Bereich des Planetensystems bedeutet 
eine inuner weiter gehende Verbesserung des Fundamentalsystems eine 
dringende Notwendigkeit. In wesentlichen Fragen der Himmelsmechanik 
ist ein Fortschritt nur durch eine Erh6hung der Genauigkeit der Stem-
6rter zu erlangen. Dies gilt sowohl fiir die einzelnen Orter als auch fiir 
das systematische Verhalten des zugrunde liegenden Fundamental
systems im ganzen. Der Stemkatalog, an den auf differentieIlem Weg 
die K6rper des Sonnensystems angeschlossen werden, bildet ja das fun
damentale Koordinatensystem fiir aHe Bewegungsvorgange innerhalb 
dieses Systems. 

Zunachst tritt uns hier eine ganz prinzipieIle Frage entgegen. 1m 
zweiten Abschnitt wurde hervorgehoben, wie das in der Astronomie 
verwendete Fundamentalsystem sich nur zurn Teil auf der NEWTON
schen Mechanik aufbaut, wie es aber in seinem wesentlichen Teil als 
rein empirisches System anzusehen ist, weil vor aHem die Prazessions
konstante sich aIlein auf Beobachtungen griindet. Reicht nun die NEW
TONsche Mechanik zur DarsteHung der Bewegungsvorgange im Planeten
system hin, so mu13 innerhalb' des Bereiches der Beobachtungsfehler das 
empirische System dennoch mit dem Inertialsystem zusammenfallen. 
Vor langerer Zeit bereits hat jedoch E. ANDING gezeigt, daB beide Sy
steme nicht identisch sind, sondem daB bei der Darstellung der be
obachteten Bewegung der Planeten Reste verbleiben. Diese weisen auf 
eine Drehung des empirischen durch die NEWCoMBsche Prazessionskon
stante festgelegten Koordinatensystems gegen das Inertialsystem hin, 
die urn den Pol der Ekliptik mit einer Geschwindigkeit von etwa 7 Bogen
sekunden im J ahrhundert erfolgt. Eine Verbesserung der Prazessions
konstante in diesem Betrag ware mit den Beobachtungen nicht vereinbar. 
Es ist vielmehr von J. BAUSCHINGERI dargelegt worden, daB diese Dre-

x Enzykl. d. Math. Wissensch. 6, 2, Nr. 17. 
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hung nicht zutage tritt, sobald man ffir die Bewegungsvorgange inner
halb des Planetensystems die NEWToNsche Mechanik durch die der all
gemeinen Relativitatstheorie ersetzt. So ist also eine moglichst genaue 
Festlegung des fundamentalen Koordinatensystems schon ffir die weitere 
Diskussion des Giiltigkeitsbereiches der NEWToNschen Mechanik von 
wesentlicher Bedeutung. 

1m einzelnen zeigen clann auch die numerischen Untersuchungen der 
Storungstheorie, daB eine weitere Klarung der BewegungsverhaItnisse 
der Planeten nur durch eine Steigerung der Beobachtungsgenauigkeit, 
d. h. aber in erster Linie durch eine Verbesserung der Orter der AnschluB
sterne zu erreichen ist. Dies ergibt sich unter anderem aus den umfang
reichen Rechnungen, die neuerdings H. OSTEN I ffir die Planeten (447) 
Valentine und (II) Parthenope ausgefiihrt hat. Mit Recht weist OSTEN 
darauf hin: ein "Fortschritt in der Erkenntnis kann heute schwerlich 
mehr aus den Bogenminuten herausgehoIt werden, sondern aus den Bo-' 
gensekunden und deren Bruchteilen". Letztere sind aber selbst in den 
Fundamentalkatalogen noch nicht als gesichert anzusehen. In Wirk
lichkeit liegen die VerhaItnisse vor allem auch ffir die kleinen Planeten 
noch wesentlich ungiinstiger. Denn hier sind die Orter zum weitaus 
groBten Teil an die alten Beobachtungen der Kataloge der Astronomi
schen Gesellschaft angeschlossen, ffir welche die Kenntnis der Eigen
bewegungen auBerst liickenhaft ist, und deren System keineswegs fest
liegt. So dad man sich nicht wundeni,wenn bei der rechnerischen Dar
stellung der Beobachtungen ungeklarte Reste bleiben, und wenn einer 
Verbesserung der Planetenmassen, deren genaue Kenntnis zur Priifung 
der Frage nach der Giiltigkeit der NEWToNschenMechanik notwendig 
ist, erhebliche Schwierigkeiten im Wege stehen. Hier diidte wohl durch 
die S. I3 erwahnte Wiederholung der Kataloge der Astronomischen Ge
sellschaft ein Fortschritt zu erwarten sein. Wie weit wir durch aus
gedehnte Beobachtungsreihen einzelner, besonders geeigneter kleiner 
Planeten eine Verbesserung des Fundamentalsystems selbst erreichen 
konnen, ist eine Frage, der wir erhohte Aufmerksamkeit zuwenden 
miissen. 

Wie leicht die Unsicherheit der Sternorter zu Fehlschliissen zu fiihren 
vennag, sei schlieBlich noch an einem besonders krassen Fall hervor
gehoben. Der Komet I886 I bereitete bei der definitiven Bahnrechnung 
erhebliche Schwierigkeiten, und A. SVEDSTRUP zeigte, daB man die Be
obachtungen befriedigend darstellen kann, wenn man statt der gewohn
lichen Sonnenmasse eine verminderte Sonnenattraktion annimmt; dieses 
Resultat erregte zuerst groBes Aufsehen, und die Untersuchung von 
SVF;DSTRUP wurde sogar mit einem hervorragenden Preis ausgezeichnet. 

I Astron. Nachr. 232, 225, 1928 und Astron. Abhandl. (Erganzungshefte zu 
Astron. Nachr.) 5, Nr.6. 1928. 

2* 
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SchlieBlich aber stellte es sich heraus I , daB schon eine Neubearbeitung 
der zugrunde liegenden Sternorter voHkommen hinreichte, urn die Ko
metenbewegung unter Annahme der gewohnlichen Sonnenattraktion 
restlos zu erkHiren. 

VI. Die gegenwartigen Bestrebungen zur Verbesserung 
der Fundamentalsysteme. 

Aus den vorstehenden AusfUhrungen dtidte wohl zu erkennen sein, 
daB die Verbesserung und der weitere Ausbau von Fundamentalkata
logen immer noch eine zentrale Aufgabe der Astronomie ist, und daB 
im AnschluB hieran die Sicherung eines Netzes schwacherer Sterne teils 
als Grundlage fUr die Untersuchung der Eigenbewegungen, teils fUr die 
der Bewegungsvorgange im Planetensystem, zu den notwendigsten For
derungen der gegenwartigen Astronomie gehort. 

Der Hauptteil an der Losung dieser Aufgabe fallt dem Beobachter 
zu, und zwar vor aHem dem Beobachter am Meridiankreis, der durch 
fundamentale Beobachtungen die Hauptpunkte an der Sphare in immer 
groBerer Genauigkeit festz111egen suchen muB. Das engere Netz der 
Zwischensterne kann dann durch AnschluBmessungen erhalten werden, 
und hierzu wird schon jetzt in immer wachsendem MaBe die Himmels
photographie herangezogen. Betrachten wir lediglich die fundamentalen 
Messungen, so wird das Augenmerk sich noch mehr als bisher auf die 
A usschaltung systematischer F ehler bei den Bo bach tungen rich ten m tissen ; 
hier wird man in der nachsten Zukunft den eigentlichen Fortschritt zu 
erreichen suchen. 

Die Zeit, in der der Meridiankreisbeobachter Massenarbeit anstrebte 
und durch eine solche auch Resultate von einem gewissen Wert erzielen 
konnte, ist vortiber. Heute kommt es in erster Linie darauf an, das 
auBerste an Genauigkeit zu leisten, was das Instrument zulaBt. Der 
Meridiankreis muB sich unter Ausschaltung veralteter Instrumente und 
unbrauchbarer Meridiansale vor aHem der absoluten astronomischen 
Ortsbestimmung zuwenden, wo er allein die Losung der vorliegenden 
Aufgaben in groBerem AusmaBe durchftihren kann. Hier gilt es im Geist 
von BESSEL und GAUSS dadurch weiterzuarbeiten, daB die von diesen 
beiden Begrtindern der modernen Positionsastronomie aufgestellten Ge
sichtspunkte nun auf die in der Gegenwart fUr den Meridiankreisbeob
achter bestehenden Probleme tibertragen werden. 

Schon GAUSS, der sich in der letzten Periode seines astronomischen 
Schaffens dem Meridiankreis zugewendet hat, betont, daB jedes einzelne 
Instrument ein besonderes Individuum ist, dessen Verhalten in a~len 
Einzelheiten erst studiert werden muB, ehe die eigentlichen Beobach-

I REDLICH, E., Astron.-Nachr. 187, 193. 191 I. 
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tungen einsetzen konnen. DaB tatsachlich durch das genaue Studium 
des Verhaltens des Instrumentes ein Fortschritt in der Genauigkeit der 
Beobachtungsergebnisse zu erreichen ist, zeigt vor allem ein Umstand. 
Vergleicht man die Beobachtungsreihen der letzten 25 Jahre in bezug 
auf ihre Genauigkeit, so zeigt sich, daB ein groBerer Fortschritt im ganzen 
'bei den Deklinationen und nicht bei den Rektaszensionen erreicht worden 
ist. Das scheint auf den ersten Augenblick verwunderlich. Denn das 
Beobachtungsvedahren an sich ist bei den Deklinationen unverandert 
geblieben, wamend bei den Rektaszensionen durch die Einftihrung. des 
selbstregistrierenden l\likrometers eine Steigerung der inneren Genauig
keit erlangt wurde. Nun ist aber der Diskussion gerade der Deklinations
beobachtungen in den letzten J ahrzehnten die groBte Sorgfalt zuge
wendet worden, und hierauf ist die Steigerung der Genauigkeit im ganzen 
zuriickzufiihren. Trotzdem ist das Deklinationssystem noch mit unbe
kannten systematischen Fehlern behaftet, und seine weitere Sicherung 
bleibt immer noch eine der dringendsten, aber auch am schwierigsten zu 
losenden Aufgaben. 

Neben dem Studium der Eigenart und neben der genauen Kontrolle 
des Verhaltens des Instrumentes wahrend der Beobachtungen ist die 
schade Beriicksichtigung der Refraktion am Beobachtungsort notwendig. 
Zweifellos ist der Meridiansaal ein ganz wesentlicher Bestandteil des 
gesamten Instrumentariums, der die Beobachtungen ausschlaggebend 
beeinflussen kann. Deshalb geht auch das Bestreben mehr und mehr 
dahin, den EinfluB des Saales durch besondere Konstruktionen mog
lichst auszuschalten und die meist recht zweifelhaften Diskussionen iiber 
Saalrefraktion iiberfliissig zu machen. Schwierigkeiten bleiben dann hier 
durch unsere Unkenntnis des Aufbaues der freien Atmosphare immer 
noch genug bestehen. DaB die neuen Refraktionstafeln von P. HARZER, 
die zum erstenmal den wirklichen Zustand wenigstens der unteren Schich-· 
ten der Atmosphare in starkerem MaBe als bisher beriicksichtigen, einen 
Fortschritt ffir die Verbesserung des Deklinationssystems bedeuten, 
wurde schon friiher (S. 8) betont. 

Ebenso bedeutungsvoll ist die genaue Kenntnis der besonderen Eigen
art des Beobachters. ,Auch hier bedarf es eines noch eingehenderen 
Studiums des Verhaltens der systematischen Fehler. Von den Einfliissen 
der "Helligkeitsgleichung" (vgl. S. II) sucht man sich auf verschiedene 
Weise zu befreien. Durch Vorschalten von Gittern mit bekannter 
Durchlassigkeit hat man immer die Moglichkeit, die hellen Sterne auf 
die GroBe der schwachen herabzudriicken. Trotz des vollig· einwand
freien Vorbildes, 4as F. KUSTNER bereits in den neunziger Jahren des 
vergangenen Jahrhunderts gegeben hat, wird allerdings auch heute noch 
die Methode meist in unzulanglicher Weise angewendet. Es geniigt nicht, 
die hellsten Sterne um eiirige GroBenklassen abzuschwachen, sondern 
man gelangt zu einer wirklichen Elimination der Helligkeitsgleichung 
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nur dadurch, daB man die heilen Sterne in bekanntem MaJ3e bis zur 
GroBe der schwachsten Sterne hinab abblendet. Nur durch ein solches 
Verfahren ist eine interpolatorische Behandlung der Helligkeitsgleiehung 
moglich. DaB man den systematischen Unterschieden zwischen den Tag
und Nachtbeobachtungen und zwischen den Beobachtungen der Sterne 
einerseits, der Sonne und Planeten andererseits erhohte Aufmerksamkeit 
zuwendet, macht sich in den neueren groBen KataIogen von fundamen
talem Charakter mehr und mehr bemerkbar. Versuche sind auch im 
Gange, sich von den personlichen Einfliissen des Beobachters beitn Me
ridiankreis iiberhaupt moglichst zu befreien. Erinnert sei nur an die 
Experimente von B. STROMGREN, die Durchgange durch den Meridian 
lichtelektrisch zu registrieren. Hierher gehoren auch die verschiedenen 
Bestrebungen zur photographischen Registrierung der Beobachtungen 
im Meridian. 

Nicht immer wird man nun am Meridiankreis streng absolute Beob
achtungen ausfiihren konnen. Sogar in der Mehrzahl der Faile handelt 
es sieh in irgendwelcher Richtung urn AnschluBmessungen an ein be
stehendes System, dessen teilweise Verbesserung durch die Beobachtun
gen anzustreben ist. Stets wird es hierbei darauf ankommen, die Be
ziehung des zugrunde liegenden Fundamentalsystems zu dem durch In
strument und Beobachter bedingten individueilen System (System des 
Instrumentes) moglichst sieher zu ermitteln. Dies ist ohne weiteres 
immer dann erreiehbar, wenn nur Sterne des Fundamentalsystems be
obachtet werden. Werden jedoch andere Sterne an ein solches System 
angeschlossen, so ist nach dem Vorbild von KUSTNER die Beziehung 
zwischen Fundamentalsystem und System des Instrumentes durch be
sondere "Reihen" festzulegen, innerhalb deren ausschlieBlich Funda
mentalste):"Ile iiber moglichst ausgedehnte Gebiete hinweg beobachtet 
werden. KUSTNER hat dieses Verfahren zum erstenmal bei dem groBen 
Bonner Katalog von I900 in mustergiiltiger Weise durchgefiihrt, und 
er hat dadurch die Positionsastronomie auf eine neue Stufe der Genil.Uig
keit gehoben. DaB selbst nach 30 Jahren das Verfahren nicht in der 
Regel, sondern nur ausnahmsweise durchgefiihrt wird, zeigt wieder ein
mal, wie die Pflege der "Tradition" dem wirkliehen Fortschritt so oft 
hinderlich im Wegesteht. 

In zweiter Linie ist es dann die Aufgabe des Bearbeiters, die einzelnen 
durch die Beobachtung erhaltenen Kataloge zu einem einheitliehen Fun
damentalsystem zusammenzufassen. Da wir in den Systemen von Au
WERS und Boss bereits Fundamentalkataloge von hoher Genauigkeit 
besitzen, diirfte man sieh, wie bereits S. I3 betont, in der Zukunft mit 
dem Ausbau dieser Systeme begniigen konnen, wenn auch von einzelnen 
Seiten die Auffass.ung vertreten wird, daB die Aufsteilung eines ganzlich 
neuen Systems der Verbesserung bestehender Systeme vorzuziehen sei. 
Die Vorarbeiten jedoch, die in den bestehenden Fundamentalkatalogen 
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bereits niedergelegt wurden, sind so erheblich, daB man diese zweck
maBigerweise nicht beiseite schieben wird. 

Die Hauptschwierigkeit sowohl bei der Verbesserung eines bestehen
den Systems, als auch bei der Aufstellung eines neuen, liegt in der Be
wertung des einzelnen Beobachtungskataloges in bezug auf sein syste
matisches Verhalten. Wenn wir einen Fundamentalkatalog als ein 
System auffassen, daB sich der Gesamtheit der vorhandenen Kataloge 
am besten anschmiegt, so dtirfen wir hierbei die einzelnen Kataloge nicht 
als systematisch gleich gut ansehen. Diese sind vielmehr mit Fehlem 
systematischer Natur behaftet, tiber deren Ursachen wir vielfach gar 
nichts aussagen konnen. Infolgedieses Umstandes bleibt ffir die Be
wertung der Kataloge nur ein rohes Abschatzungsverfahren tibrig, auf 
Grund dessen AUWERS z. B. den Katalogen einfache Gewichtszahlen zu
ordnete. Auch heute besitzen. wir noch kein. Mittel, urn tiber dieses 
Verfahren im wesentlichen hinauszukommen. Wir haben allerdings 
durch die vorhandenen Fundamentalkataloge bereits Anhaltspunkte ffir 
die Brauchbarkeit der neu hinzukommenden Kataloge. Wir bemerken, 
daB gerade die am sorgfaltigsten beobachteten modernen Kataloge haufig 
in derselben Weise systematisch von den bestehenden Fundamentalkata
logen abweichen und dtirfen daraus wohl mit Recht schlieBen, daB die 
Ursache hierftir in den Fehlem der Fundamentalkataloge zu suchen sind. 
Es ist also damit eine Moglichkeit der Verbesserung der letzteren wirklich 
gegeben. Zum Teil aber streuen diese Abweichungen so stark, daB wir 
auch gegenwartig noch auf eine rohe Abschatzung angewiesen bleiben, 
und daB unter Umstanden eine einfache Mittelung zwischen den am 
sorgfaltigsten beobachteten und diskutierten Einzelkatalogen als letzter 
Ausweg tibrig bleibt. 1m ganzen kann man jedoch sagen, daB die Be
obachtungen der letzten 25 Jahre sehr wohl imstande sind, die Or.ter 
unserer Fundamentalkataloge ftir die Gegenwart zu verbessem. Weniger 
gtinstig liegen die Verhaltnisse ftir die Verbesserung der Eigenbewegungen. 
Hier reicht der Zeitraum von einem Vietteljahthundert zu einer Ver
besserung keineswegs aus. Wir sind hier ganz wesentlich auf die Beob
achtungen mit angewiesen, die auch schon frtiher bei der Herleitung des 
Fundamentalsystems herangezogen wurden. DaB wir zum Teil wenig
stens die Moglichkeit haben, das systematische Verhalten der alteren 
Kataloge sicherer zu beurteilen, als dies frtiher moglich war, wurde schon 
S. 14 erwahnt, und so konnen wir hoHen, durch eine bessere Be
wertung einzelner Kataloge auch die Eigenbewegungen systematisch 
starker zu sichem. Von dies en Gesichtspunkten aus hat z. B. neuer
dings A. KAHRSTEDT eine Verbesserung der Eigenbewegungen des Neuen 
Fundamentalkataloges von AUWERS in Rektaszension durchzuftihren 
unternommen. 

Man wird freilich bei der bloBen Verbesserung eines vorhandenen 
Fundamentalkataloges nicht stehen bleiben dtirfen, sondem wird ver-
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suchen mussen, ihn den bestehenden Bediirfnissen in immer weiterem 
Umfang anzupassen. Dabei zeigt sich vor allem ein Mangel, der den 
gegenwartig vorhandenen Fundamentalkatalogen durchweg anhaftet. 
Es fehlen in ihnen die schwacheren Sterne zwischen der sechsten und 
neunten GroBenklasse, und dieser Nachteil wird in den letzten Jahren 
immer starker empfunden. Besonders aus einem Grund. Fur die weitere 
Untersuchung des Aufbaues und der dynamischen Verhaltnisse des Uni
versums ist ja die genaue Kenntnis der Eigenbewegungen von ausschlag
gebender Bedeutung. Das Studium der Eigenbewegungen der schwa
cheren Sterne, etwa von der neunten GroBe abwarts, nUn kann sich auf 
die Ergebnisse der Photographie grfinden. Wir besitzen jetzt bereits 
fiir einzelne ausgewahlte Felder relative Eigenbewegungen der Sterne 
zehnter GroBe und darunter und werden in kurzer Zeit durch das Ma
terial der Selected Areas von KAPTEYN eine wesentlich groBere Kenntnis 
erlangen. Wir kennen ebenso mit ausreichender Genauigkeit die Eigen
bewegung der hellsten Sterne bis zur sechsten GroBe. Dazwischen klafft 
eine Lucke, die wesentlich daher ruhrt, daB uns die Kenntnis der syte
matischen Fehler der alteren Kataloge gerade fUr die Sterne der zwischen
liegenden GraBen fehlt. Diese systematischen Fehler sind erst dann fest
zustellen, wenn wir in unseren Fundamentalkatalogen wenigstens eine 
Anzahl schwacherer Sterne aufgenommen haben. 

Auch wenn in Zukunft photographische Aufnahmen mit weit groBe
rem Gesichtsfeld als bisher mit hinreichender Genauigkeit sich werden 
ausmessen lassen, sind die Sterne zwischen der sechsten und neunten 
GroBe in einem Fundamentalkatalog von ausschlaggebendem Wert. 
Denn man wird fUr weitere photographische Anschlusse gerade diese 
und nicht die schwer meBbaren Sterne der gegenwartigen Fundamental
kataloge als Anhaltsterne heranziehen. Eine Erweiterung des Funda
mentalsystems nach der angegebenen Richtung hin ist also eine drin
gende Notwendigkeit, und erste Vorarbeiten fUr ihre DurchfUhrung 
beim Fundamentalkatalog von AUWERS sind bereits in Angriff genommen 
worden. 
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C. BENEDICKS: 

I. Einleitung. 
Das Gebiet der Thermoelektrizitat besitzt noch den Reiz des unvoll

standig Erforschten. Es haben sich die bedeutendsten Theoretiker des 
19. und 20. Jahrhunderts mit'diesen Fragen eingehend beschaftigt, ohne 
daB eine zufriedenstellende Theorie zustande geko~en ware, .wie dies 
stets dann der Fall is't, wenn die grundlegenden Kenntnisse mange1haft 
sind. Dieser Mangel ist besonders an folgen4en Tatsachen kenntlich: 
Wahrend im zweinietallischen Kreis der SEEBEcK-Effekt die Umkehrung 
des PELTIER-Effektes darstellt, wurde im einmetallischen Kreise ein zu 
erwartender Effekt, welcher die Umkehrung des THOMsoN-Effektes dar
stellen wiirde, von dem Gesetz von MAGNUS entschieden verneint. 

Aufgabe des Folgenden ist es zunachst, den Werdegang der bisherigen 
Auffassungenbeziiglich der Moglichkeit eines solchen Effektes - d. h. 
des Entstehens von Thermostromen im homogenen, einmetallischen 
Kreis - kurz zu schildern. Dann soH eine DarsteHung gegeben werden 
der verschiedenen thermoeIektrischen Arbeiten des Verfassers, durch 
welche, wie es ih11l scheint, die fragliche VervoHstandigung auf diesem 
Gebiete vorlaufig erreicht worden ist. 1m nachsten Abschnitt sollen 
einerseits die Einwande, andererseits die Bestatigungen berficksichtigt 
werden. Das 5. und 6. KapiteI bringt eine phanomenologische' Dber
sicht fiber thermoelektrische Effekte und berichtet fiber die vom Ver
fasser ausgefiihrten elektrothermische-n I - d. h. invers thermoelektrischen 
- Arbeiten. SchlieBlich sollen die Erscheinungen vom Standpunkt der 
phoretischen Elektronentheorie erlautert werden. 

AuBerhalb des Rahmens dieser Arbeit liegt alles, was sich bezieht auf 
die Bestimmung der Konstante der bisherigen thermoelektrischen Ef
fekte fUr verschiedene Metalle und Legierungen, deren Abhangigkeit von 
auBeren Faktoren usw., sowie rein theoretische Arbeiten. 

II. Geschichtliches betreffend Thermostrome im 
einmetallischen Kreise. 

I. Vermeintliche VorHiufer von Seebeck. 1m SchrifUum findet sich 
die Angabe 2 , es waren thermoelektrische Erscheinungen schon vor SEE
BECK(1821) beobachtetworden: vonJ.W.RITTER 1798(1) undJ.SCHWEIG
GER 1810 (2). Eine Nachprfifung der Spannungsempfindlichkeit des da
maligen Galvanometers, des Froschpraparates, hat aber ergeben, daB die 
Reizschwelle eines frischen nach RITTER hergestellten Froschpraparates 
etwa bei 25 Millivolt liegt (C. BENEDICKS [42a]). Dieser Wert ist ent
schieden hOher als die bei dem benutzten Metalle (Zink) auch in oxy-

I Die Benennung schon von LE Roux (1. c.) gebraucht. 
• WIEDEMANN, G.: Die Lehre von der Elektrizitat, 2. Auf 1., 2, 291. 

Braunschweig 1894. - PETERS, FR.: Thermoelemente und Thermosaulen, 
S. 1. Halle a. S. 1908. 
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diertem Zustande (ohne Fliissigkeit) zu beobachtenden Thermospan
nungen (maximal 9 Millivolt). Die von den genannten Autoren beob
achteten Ausschlage sind auf die Temperaturveranderlichkeit der (elek
trolytischen) Potentiale MetalljFliissigkeit zuriickzufiihren. TH. J. SEE
BECK (3,4) ist deshalb mit vollem Recht als der Entdecker der Thermo
elektrizitat anzusprechen, d. h. zunachst des Entstehens elektrischer 
Strome in einem zweimetallischen Kreise bei unsymmetrischer Erhitzung 
der beiden Beriihrungsstellen (SEEBECK-Effekt). 

2. I. Periode. Forschungen Seebecks und seiner nachsten Nach
folger (1821-1833) an einrnetallischen Kreisen. SEEBECK hatte eben
falls Beobachtungen angestellt an einmetallischen ("einfachen") Kreisen 
und hob hervor, daB Metalle, welche als homogen galten, ebenso Thermo
strome ("magnetische Polarisation durch Temperaturdifferenz") ergaben, 
wie zweimetallische Kreise, nur ware zu ihrer Entstehung "eine bedeu
tend starkere partielle Temperaturerhohung" notig. Es wurde die Ent
stehung eines durch die Magnetnadel festzustellenden Thermostromes be
obachtet "wenn das eine gliihend gemachte Ende eines nicht oxydier
baren Metallbogens mit dem anderen kalten Ende in Beriihrung gebracht 
wurde". 

Diese Beobachtungen SEEBECKS schienen bald vergessen zu sein, 
denn gewohnlich wird A. C. BECgUEREL 1823 (5, 6) angefiihrt als der 
erste, welcher an einmetallischen Kreisen Thermostrome beobachtet hat. 
Er lehrte, daB in einer metallischen Substanz ein (schroffes) Temperatur
gefalle eine elektrische Spannungsdifferenz hervorrufen konne. 

In demselben Jahre (1823) meinte J. K. YELIN (7) bewiesen zu haben, 
daB aIle Metalle thermoelektrisch wirken, wahrend H. C. OERSTED (8) -
welcher die Benennung "thermo-elektrischer Kreis" einfiihrte - Thermo
strome im einmetallischen Kreise auf kristallinische oder andere Hetero
genitat zuriickfiihrte. Dieser ersten Periode, in der man im allgemeinen 
geneigt war, die Realitat von Thermostromen im homogenen Kreise an
zunehmen, gehoren weiter L. NOBILl 1828 (9) und W. STURGEON 1831 
(10,11) an. 

3. II. Periode. Heranziehen von fliissigern Metall; Entstehung 
des "Magnusschen Gesetzes" (urn 1835-1885). Es laBt sich eine 
zweite Periode (urn 1835 bis 1885) abtrennen, welche durch das Einbe
ziehen von fliissigem Metall gekennzeichnet werden kann: nur so lieBen 
sich die friihzeitig beobachteten, dem Arbeiten mit festem Metalle an
haftenden Fehlerquell~n in bezug auf Heterogenitat und innere Span
nungen vermeiden. Bemerkenswert ist schon die Aussage von J. P. EM
MET 1834 (12): "Diese Resultate beweisen ... daB die Metalle fahig sind, 
einen der beiden Elektrizitatszustande anzunehmen je nach der Rich
tung des Warmeflusses; die Wirkung einer Kombination von verschie
denen Metallen wird von diesen elementaren Kraften abhangig sein." 
Diese Worte stellen eine Prazisierung der Annahme BECgUERELs dar. 
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GroBen EinfluB iibte das von C. MATTEUCI IS3"7 (13) erhaltene Re
sultat aus, daB Hg' keine thermoelektrischen Strome abgibt. P. O. C. 
VORSSELMANN DE HEER IS40 (14) erhielt bei Hg ein positives Resultat. 
Dies Ergebnis wurde aber von F. C. HENRICI IS50 (15) auf Erhitzung der 
Zuleitungsdrahte zuriickgefiihrt. Ihm schien iibrigens die Annahme zu 
gewagt, daB die Thermostrome, die im homogenen Kreise entstehen, 
ebensowohl mit dem Warmestrom, als gegen ihn verlaufen. 

Sehr sorgfaltige Versuche wurden dann von H. G. MAGNUS IS51 (17} 
angesteHt. Mit einem fiir diese Zeit sehr empfindlichen Galvanometer 
war es nicht moglich, bei Hg einen Thermostrom zu erhalten; im festen 
Metall beobachtete Ausschlage wurden ausschlieBlich einer Heterogenitat 
zugeschrieben. 

Von den nachfolgenden Forschern, A. F. SVANBERG IS51 (18, 19), 
R. FRANZ IS51 (20,21), R. ADIE IS52 (22), J. M. GAUGAIN IS53 (23,24), 
wiederholte und bestatigte der letztere das Resultat von MAGNUS beziig
lich Hg. 

Von grundlegender Bedeutung ffir die Thermoelektrizitat ist die Ent
deckung der "elektrischen Mitfiihrung von Warme" durch W. THOMSON 
(Lord KELVIN IS56 [25]), und zwar vor aHem weil festgestellt wurde, daB 
diese Mitfiihrung in gewissen Metallen (Cu) in der elektrischen Strom
richtung stattfindet, in anderen aber (Fe, Pt) merkwiirdigerweise in der 
entgegengesetzten Richtung. Erst dadlwch wurde die Moglichkeit ge
schaften, eine rationelle Auftassung betreftend Thermostrome im einmetal
lischen Kreis zu erhalten. 

Der schwerstwiegende Einwand (HENRlCI; MAGNUS, GAUGAIN) gegen 
die BECQUERELsche Auffassung war der, daB es unwahrscheinlich sei, 
daB der Warmestrom einen elektrischen Strom erzeugen sollte, der in 
verschiedenen MetaHen richtungsverschieden ware. Durch die Feststel
lung THOMSONS wurde dieser Einwand hinfallig. 

Einen starkeren EinfluB auf die Entwicklung iibte jedoch, wie es 
scheint, die Feststellung THOMSONS aus, daB zwei sonst identische Drahte, 
von denen der eine, wenn 'auch nur vOriibergehend, mechanisch bean
sprucht wird, Thermostrome ergeben. AuBerdem nahm THOMSON 'rS54I: 
das Rcsultat von MAGNUS beziiglich des Nichtvorhandenseins von Ther
mostromen in homogenen Metallen als eine der Grundlagen seiner Theorie 
iiber Thermoelektrizitat an. 

Es sei an dieser Stelle an die Entdeckung von PELTIER 1~34 erinnert. 
Der PELTIER-Effekt, d. h. eine kalorisch feststellbare "Mitfiihrung der 
Warme" in einem zweimetal1ischen Kreise, stellt die genaue Umkehrung 
des SEEBEcK-Effektes dar. Der Gedanke an eine Umkehrbarkeit muG 
demnach auch fiir den einmetallischen Kreis nahe liegen. 

I THOMSON, W.: Mathern. a. physical papers. I. Cambridge I882, 
S.246; OSTWALDS Klassiker Nr I93, S.83. 
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Es ist das Verdienst von F. P. LE Roux r867 (26), den THOMSON
Effekt durch Messungen an verschiedenen Metallen festgestellt zu haben. 
Er hat sich viel mit der Frage nach Thermostromen im einmetallischen 
Kreise beschaftigt. In den Vordergrund schob er dabei eine neue Fehler
quelle: die bei der Erhitzung entstehenden inneren Spannungen. 

F. KOHLRAUSCH r875 (27) nahm an, "daB mit einem Warmestrom in 
bestimmtem von der Natur des Leiters abhangigem MaBe ein elektrischer 
Strom verbunden sei". Es gelang aber KOHLRAUSCH nicht, diese An
nahme experiment ell zu sUitzen: "es scheint ... , als ob die direkte er
fahru~gsmaBige Prufung an der Unmoglichkeit scheitert, liber die Ober
flachentemperatur eines Korpers im erst en Augenblick nach der Beruh
rung mit einem zweiten Korper von anderer Temperatur etwas be
stimmtes auszusagen." 

KOHLRAUSCHS Annahme wurde von ihm als Grundlage ffir eine Theo
rie des PELTIER-Effektes benutzt. Abgelehnt wurde sie namentlich von 
R. CLAUSIUS 'und E. BUDDE2. 

J. L. HOORWEG r880 (28) studierte die Thermostrome, die in einem 
langen Draht bei asymmetrischer Erhitzung zustande kommen, und 
ftihrte sie auf "zeitweise Strukturverschiedenheiten" zuruck; in ahn
licher Weise betrachtete er den THOMsoN-Effekt als durch voruber
gehende Strukturverschiedenheiten vorgetauscht. 

Auch R. OVERBECK r884 (29) flihrt den Thermostrom im einmetalli
schen Kreis ausschlieBlich auf Heterogenitaten zuruck. 

F. BRAUN r885 (30) bemerkt, daB die fruheren Versuche an flussigem 
Metall samtlich mit Hg ausgeflihrt worden waren. Versuche, die er des
halb mit bei Zimmertemperatur fltissigem Amalgam (r Teil Pb + r Bi + 
3 Hg) anstellte, ergaben jedoch keine Thermospannung, die mehr als 
0,5 Mikrovolt betragen hatte - was die Grenze des MeBbaren darstellte. 

Durch den negativen Befund von BRAUN erschienen die fruheren ahn
lichen Resultate flir flussiges, also sieher homogenes, Metall in dem MaBe 
sichergestellt, daB E. MASCART und J. JOUBERT r886 (32) in ihrem be
kannten Ifandbuch auf Grund des negativen Ergebnisses ein zweites 
Grundgesetz der Thermoelektrizitat aufstellten. Dieses "Gesetz" oder 
dieser "Satz von MAGNUS" besagte: "In einem homogenen Kreis kommen 
permanente Strome nie vor bei noch so variierender Gestalt und Tem
peraturverteilung des Leiters" 3. 

4. III. Periode. Zweifel am "Magnus-Gesetz" (seit r898). Langere 
Zeit hindurch behielt das MAGNUs-Gesetz allgemeine Gtiltigkeit. Erst urn 

I CLAUSIUS, R.: Pogg. Ann. 160,420 (1877). Die mechanische Warme
theorie, 2. Aufl. II, S. 334. Braunschweig 1879. Vgl. auch WIEDEMANN, G.: 
Die Lehre von der Elektrizitat 2, 383. Braunschweig 1894. 

2 BUDDE, E.: Wied. Ann. 2I, 277 (1884); 25, 564 (1885); 30, 664 (1887). 
Vgl. KOHLRAUSCH, F.: Ebenda 23, 477 (1884). 

3 a. a. 0.: I. Ed., S. 298; 2. Ed., S.3I6. 
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I900 beginnt eine dritte Periode, gekennzeichnet durch Auftauchen von 
Zweifeln an der Richtigkeit des "MAGNUs-Gesetzes". 

Anzufiihren sind hier zwei Arbeiten von B. ROSING I898 (33) und 
von H. EGG-SIEBERG I900 (34). Beide Verfasser lehnen sich an die Theo
rie von KOHLRAUSCH an; die angefiihrten Versuche sind aber wenig be
weisend. Besonders gilt dies von denen des zuletztgenannten Verfassers. 
Als Stutze fur seine Behauptung betreffend das Auftreten von Thermo
stromen im einmetallischen Kreise wird angefiihrt, daB Thermostrome 
entstehen, wenn eine Flamme an einem ausgespannten Eisendraht ent
langgefiihrt wird, dessen Enden galvanometrisch verbunden sind. Es 
ist geradezu ffir dieses Gebiet charakteristisch, daB diese Wirkung -
die von der bekannten Allotropie des Eisens verursacht wird - immer 
noch aufs neue beschrieben wird (BECQUEREL I829, HENRICI I850, GAU
GAIN I858 [fur Zn], LE CHATELIER I886, TROUTON I887, BARRETT I900; 
als allotrope Bestimmungsmethode BENEDICKS I9I6; EVE I923, McALI
STER I925). 

Es solI um dieselbe Zeit E. T. W. RASCH das Auftreten von Thermo
stromen im homogenen Kreise beobachtet haben I • 

SchlieBlich wurden von H. HORIG I913 (35) Versuche angestellt, um 
zu entscheiden, ob zwischen warmem und kaltem Metall eine meBbare 
Potentialdifferenz vorhanden ist. Das Resultat blieb negativ. Dabei muS 
aber beachtet werden, daB die MeBgenauigkeit fur den fraglichen Zweck 
ungenugend war. 

Von dieser eben erwahnten Periode laBt sich sagen, daB ein, wenn 
auch sparliches, kritisches Interesse hervortrat, die Richtigkeit des 
"Satzes von MAGNUS" nachzuprufen, ohne daB dabei etwas wesentlich 
Neues gefunden wurde. 

Eingehendere Angaben uber die benutzte Methodik usw. konnen hier 
leider nicht gemacht werden, wenngleich sie viel Bemerkenswertes bieten 
wiirden 2 • 

Es muB nur noch hinzugefugt werden, daB aus dem oben Angefiihrten 
hervorgeht, wie wenig Beweiskraft den bisherigen experimentellen Be
funden zugesprochen werden kann. An festem Metall, an dem ein schrof
fes TemperaturgefaIle leicht herzustellen ist, wurden Thermostrome im
mer beobachtet, aber verschiedenen Fehlerquellen zugeschrieben -z. B. 
dem von der Erhitzung stets bedingten inneren Spannungszustand. Bei 
flussigem, Quecksilber, bei dem diese Fehlerquellen ausgeschlossen sind, 
waren die Resultate zwar negativ; das kann aber wohl davon abhangen, 
daB ein TemperaturgefaIle von derselben Schroffheit wie bei dem festen 
Metall nicht erreichbar ist. 

I Nach mundlicher Angabe von Ingenieur J. HARDEN. 
2 Hingewiesen wird hier auf die ausfiihrliche Darstellung des Verf. (42 b). 
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III. Thermoelektrische Arbeiten von C. BENEDICKS. 

I. Die phoretische Grundauffassung der Leitung. Eine systema
tische Durcharbeitung des ganzen Beobachtungsmaterials beziiglich der 
elektrischen Leitfahigkeit der Metalle zeigte, daB die gaskinetische EIek
tronentheorie den tatsachlichen Verhaltnissen keineswegs entspricht. In 
mancher Richtung klarend wirkt dagegen eine - an friihere AllSfUh
rungen des Verfassers betreffend Konstitution der festen Korper (Agglo
merationstheorie)I sich anlehnende - phoretische Auffassungsweise, wel
che besagt, daB die metallische Leitung dadurch zustande kommt, da/J die 
Elektrone-n unter Einwirkung eines elektrischen Feldes von Atom zu Atom 
ubergehen bei den Zusammensto/Jen der Atomel • 

Als Beleg fUr die Fruchtbarkeit dieser Auffassung - welche sich fUr 
das Weitere von grundlegender Bedeutung erweisen wird -sei folgendes 
angefiihrt : Die 
elektrische Leit-
fahigkeit " ist fUr 
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Abb. 1. Elektrische Leitfiihigkeit x als Funktion von 
Atomgewicht A. Uniibersichtlich! 

wenn " durch die Anzahl der Atome pro Kubikzentimeter dividiert wird, 

d. h. durch den Quotienten ~ aus spez. Gewicht s und Atomgewicht A : 
A 

XAt=X-. 
S 

Wahrend ", gegen A abgetragen, ein uniibersichtliches Bild ergibt 
(Abb. I), wobei die guten Leiter Cu, Ag, Au von den iibrigen Metallen 
weit abstehen, ist "At iibersichtlicher. Nach der phoretischen Auffassung 
muB aber in "At die Schwingungszahl (Frequenz) 'JI des Metalies als Faktor 
eingehen, d. h. wir miissen schreiben konnen 

XAt = C· v, 
wo der Faktor C atomare elektrische Leitungskapaz-itat bedeutet. Diese 
GroBe stellt etwa das MaB der Leichtigkeit dar, mit der ein Atom Elek-

I BENEDICKS, C.: Ann. Physik 42, 133 (1913). C, r. Acad. Sci. Paris 156, 
1526 (1913). 

2 BENEDICKS, C.: Jb. Radioakt. u. Elektronik 13, 351 (1916). 
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tronen aufzunehmen bzw. abzugeben fahig ist; sie steht offenbar zur 
Elektroaffinitat des Atoms in naher Beziehung. 

Die elektrische Leitungskapazitat 

C = %At/V 

muB nach der phoretischen Anschauungsweise cine rationelle Vergleichs
groBe sein. Da v nunmehr gut bekannt ist, Hi.Bt sich C leicht auswerten. 
Wie aus Abb. 2 ersichtlich, ist die so mit erhaltene Dbersichtlichkeit eine 
geradezu uberraschende; tatsachlich dtirfte keine andere Eigenschaft be
kannt sein, welche der Anordnung der Elemente im periodischen System 
in so hohem MaBe entspricht. Besonders charakteristisch ist die Hohe 
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der C bei Alkalimetallen 
- was offenbar mit ihrer 
groBen Elektroaffinitat 
in wasserigen Losungen 
zusammenhangt I. 

Andere Vorteile der 
phoretischen Anschau
ung beziehen sich auf 
Temperaturabhangig

keit (spez. Supraleitung), 
DruckeinfluB, Natur der 
J OULE-Warme. 

Vorerst erschien es 
indessen unmoglich, das 

Abb. 2. Elektrische Leitungskapazitat x At/V 
als Funktion von Atomgewicht A. 

"WIEDEMANN -FRANZ
sche Gesetz" der Pro
portionalitat zwischen 

thermischer und elektrischer Leitfahigkeit phoretisch herzuleiten; die 
Ableitung dieses Gesetzes ist ja die Hauptleistung der gaskinetischen 
Elektronentheorie. 

Urn der fraglichen - in sich nur sehr groben - Proportion alit at 
theoretisch Rechnung zu tragen, stellte Verfasserz I9I6 die - wohl recht 
ktihne - Hypothese auf, es ware "die hohe Warmeleitfahigkeit der 
guten Elektrizitatsleiter etwa durch eine inn ere THOMsoN-Wiirme zu er
klaren: ahnlich wie in einem heterogenen, ungleich temperierten Leiter 
durch PELTIER-Effekt ein gesteigerter Temperaturausgleich zustande 
kommt, wtirde wohl auch in einem homogenen, ungleich temperierten 
Leiter durch THOMSON-Effekt ein erhohterTemperaturausgleich zustande
kommen konnen; die betreffenden elektrischen Strome wurden dabei zwar 

I Nahere Einzelheiten: Siehe C. BENEDICKS Jb. Radioakt. u. Elektronik 
13, 351 (1916). Weitere Ausfiihrungen, insbesondere mit der Verbesserung, 
daB x (bei Zimmertempe.ratur) durch eine Temperaturfunktion ersetzt wurde, 
bei E. GRUNEISEN: Verh. dtsch. physik. Ges. 20, 53 (1918). 

2 BENEDICKS, C.: 1. c. S. 367. 
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sehr stark, aber wohl etwa als Mikro-Wirbelstrome auftreten, so daB 
man ihre Existenz bis jetzt noch nicht hat feststellen konnen". 

Diese Annahme, welche die Existenz der vom MAGNUSschen Satze 
in Abrede gestellten Thermostrome im homogenen Metall voraussetzt, 
bildete den Ausgangspunkt der Experimentaiuntersuchungen, welche 
vom Verfasser namentlich in den Jahren I9I6 bis I92I ausgeftihrt 
wurden (36-41). 

2. Untersuchungen tiber Thermostrome im homogenen, ein
metallischen Kreise. a) Versuche betreffend die Beziehung zwischen 
Wiirmeleitung und Heterogeneffekten. Die Inangriffnahme der experimen
tellen Arbeit schloB sich der besprochenen Fragestellung unmittelbar an. 

Der erste Schritt war der experimentelle Nachweis, daB in einer zu
sammengesetzten Platte eine meBbare VergroBerung des Warmetrans
port durch den SEEBECK-PELTIER-Effekt tatsach
lich stattfindet. EinKonstantan- und ein Cu-Band 
wurden so gebogen, wie es Abb. 3 zeigt. Die Bander 
waren langs AB dunn ver16tet, langs BC durch ein 
diinnes Glimmerblatt isoliert. Wenn ein in B an
gebrachter Cu-Draht D durch ein Flammchen E 
erhitzt worden ist, zeigt das Thermoelement I, II, 
daB die Strecke AB thermisch merkbar besser leitet 
als BC - was ja auf Grund der Theorie zu er
warten war. 

In ahnlicher, Weise wurde gezeigt, daB ein aus 
Cu und Fe (der .Lange nach) zusammengesetzter 
Stab merklich besser leitet, wenn die Ralften sich 
beruhren, als wenn sie isoliert sind; in dem Fall 
kommen die fraglichen warmetransportierenden 
SEEBECK-Strome nicht zustande. 

E 

Abb. 3. Warmelei
tung einer hetero
genen Platte, durch 
isoliertes Aufteilen 

erniedrigt. 

b) Versuche betreffend die Beziehung zwischen W iirmeleitung und 
Homogeneffekt. 1st nun die vorher geauBerte Vermutung richtig, dann 
muB auch filr einen homogenen Leiter die Wiirmeleitfiihigkeit merkbar 
herabgesetzt werden, wenn durch genilgende Unterteilung dafur gesorgt 
wird, dafJ die angenommenen Thermostrome stark geschwiicht werden. 

Von der groBen Anzahl der mit aller kritischen Sorgfalt ausgefuhrten 
Versuche sei folgendes erwahnt (Abb. 4): 

C ist ein Cu-Block, an den ein Bundel A aus durch Emaille iso
liertem, 0,07 mm Cu-Draht und ein massives Cu-Rohr A' von dem
selben Cu-Gewicht und auBeren Durchmesser ange16tet sind; B, B' sind 
zwei ange16tete Cu-Blockchen, die Lotstelle eines Thermoelementes 
enthaltend. A, A' sind in identischer Weise bedeckt; sie haben dieselbe 
elektrische Leitfahigkeit (A jedoch absichtlich einwenig hOher als A'). 
C wird erhitzt mittels einer Mikroflamme C; da es schwierig ist, die
selbe streng symmetrisch anzubringen, werden die Temperaturdifferenzen 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 3 
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(tu-ts) bei verschiedenen Lagen (L) der Flamme bestimmt. Aus den 
beiden .unten dargestellten Beobachhmgsreihen geht hervor, daB ts' 
stets hoher ist als ts; bei zentraler Lage betragt die gefundene Tempe
rafurdifferenz etwa 2,5-30 C. Es besitzt also der massive Leiter eine 

[@J'i 

A A' 
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Abb. 4. Wanneleitung eines 
isolierten Cu-Drahtbiindels A 
ist geringer als die eines mas
siven Cu-Rohres A' derselben 

Masse. 

entschieden hOhere W lirmeleitflihigkeit als der 
unterteilte, obgleich die einzelnen Drahte 
nicht feiner waren als 0,07 mm. 

Dies wiehtige Resultat laBt sich mit
telst hitzeempfindlicher Farbe demon
strieren. 

Einer der benutzten Apparate ent
hielt zwei Pt-Bander (Dicke 0,0075 mm; 
1000 X 25 mm). Das eine Band A war zu 
einem Rohre aufgerollt unter Zusatz von 
feinen Glimmerpulver, so daB die einzelnen 
Lagen sich nicht beriihrten. Das andere 
Band A' war so dieht wie moglieh auf
gewunden; AuBendurehmesser bzw. elek
trisehe Leitfahigkeit, waren identiseh. Es 
stellte sich heraus, daB A I entschieden besser 
als A thermisch leitete. 

Angesichts der groBen experimentellen 
Schwierigkeiten wurden quantitative Re
sultate nicht angestrebt. Qualitativ ist 
aber festgestellt worden, daB eine Au/tei
lung bei gleichzeitiger Isolierung - weIche 
die elektrisehe Leitfahigkeit keineswegs be
einfluBt-die W lirmeleitflihigkeit erniedrigt. 

Dies ergibt eine Stiitze unserer Ausgangsannahme, daB ein Teil der 
Warmeleitfahigkeit der Metalle zuriiekzufiihren ist auf Thermostrome, 
weIche dureh den THOMsoN-Effekt einen Warmetransport hervor
bringen l • 

c) Die Beziehung zwischen Wlirmeleitflihigkeit und THOMsoN-Koetfi
zienten. Wenn dem so ist, dann konnen wir weiter folgern, daB unter 
sonst ahnlichen Umstanden der von den Thermostromen besorgte 
Warmetransport mit dey GrofJe des THOMsoN-Koetfizienten ansteigen 
mufJ. DaB dies tatsaehlieh zutrifft, geht aus Abb. 5 hervor, weIche ent
standen ist auf Grund eines Aufsatzes von J. RADAKOVITS2. 

Als Abszissen sind die THOMsoN-Koeffizienten (J der absoluten GroBe 
naeh aufgefiihrt, als Ordinaten die Warmeleitfahigkeit k. 

I LANGEL, J. W.: D.R.P. Nr. 329 545 Kl. 21 b 1920, gab an, daB bei 
geringem Querschnitt eines Drahtes der Warmedurchgang, nicht zu nr2, 
sondern zu nr' proportional ware. 

2 RADAKOVITS, J.: Physik. Z. 8, 505 (1907). 
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Wenn abgesehen wird von Bi und Sb, welche ja etwa als HaIbmetalle 
zu betrachten sind, ist es auffallend, daB Pb die niedrigste Warmeleit
fahigkeit besitzt unter samtlichen MetalleD.. Anscheinend hangt dies da
mit zusammen, daB flir Pb sehr annahemd a = 0 ist: ein durch (ungleich-
maBig erhitztes) Pb verlau- ~2 

fender elektrischer Strom k 

transportiert eben keine 
Warme. Von diesem - so 
zu sagen - N ullpunkt der 
metallischen Warmeleitung 
steigt k mit a symbat, und 
es ist auffallend, daB die 
Zunahme von k viel groBer 
ist flir die guten Leiter Ag, 
Cu, Al als flir die elektrisch 
weniger gut leitenden Me
talle Cd, Zn, wie dies zu 
erwarten war. 

~o ~d I-; 
~ 

-ii-
- - r-

III , 
/ ~ Jot 'Cd 

0,2 
's1i :..-'"I °Fe 

1m folgenden soIl ein 
spateres Resultat erwahnt 

Pb I [!i I Sb 
~ o 20 30 vo 50 80 17 70 

Thomson e,ffekf(r.) 

Abb. 5. Warmeleitfahigkeit k als Funktion 
von THOMsoN-Koeffizienten. 

werden, welches in gleicher Richtlmg auf die Rolle der Thermostrome 
in der metallischen Warmeleitung hinweist (S.47). 

d) Direkter elektromagnetischer Nachweis der Thermostrome im festen 
homogenen M etalle. Die bisherigen Untersuchungen ergaben nur in
direkte Beweise fUr die Existenz 
der vermuteten Thermostrome. Es 
handelt sich jetzt urn ihren direkten 
Nachweis. LeitenderGesichtspunkt 
war dabei, zunachst nur eine Me
thodik zu benutzen, bei der even 
tuelle Resultate nicht etwa auf ein
unbekannte Oberflachenschichte 

usw. zuriickgefiihrt werden konn-
ten. Es wurde ein unsymmetrisch 
zu erhitzender flacher Leiter in 
einem Magnetfeld aufgehangt; ein 
zustandekommender Thermostrom 
muB dann - wie in Boys' Radio
meter - Ausschlage ergeben. Das 
aufgehangte System ist in Abb. 6 
dargestellt. Ein diinner Streifen 
(Cu; Pb; Konstantan) ist wie a 

L R 

abc d 
Abb. 6. 1m Magnetfelde aufgehangter 
Leiter, bei unsymmetrischer Erhitzung 

Thermostr6me ergebend. 

zugeschnitten und oben bzw. unten senkrecht umgebogen. Zwei solche 
(spiegelbildliche) Streifen wurden mit Glasdrahten so angebracht, wie 

3* 
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an c und d ersichtlich; unten ist ein Spiegel vorhanden. Die um
gebogenen Halbkreise konnten oben oder unten mittels der bei d sicht
baren Heizdrahte erwarmt werden. Das Temperaturgefalle muBte bei R 
schroffer ausfallen als bei L (b); ein elektrischer Wirbelstrom ist dem
gemaB zu erwarten. Fehlerquellen, wie eine Schraubenwirkung von auf
steigenden Luftstromen, wurde sorgfaltig aufgesucht und ausgeschaltet. 

Sehr rege1maBige Ausschlage wurden erhalten; fiir Konstantan 
waren sie entgegengesetzt denen fiir Cu. Das wichtigste Resultat war 
die im folgenden erlauterte nahe Beziehung zum THOMsoN-Effekt. 

In nachstehender Zusammenstellung sind angegeben die bei einem 
Magnetfelde von I400 GauB (und konstanter Intensitat der Erhitzung) 
erhaltenen Ausschlage; zugefiigt sind die THoMsoN-Koeffizienten der 
betreffenden Metalle. 

Cu .••... 1 
Pb ...•.. 
Konstantan . . 

(1 

Thomsonkoeffizienten, 
:Mikrokal. 

pro Coul. Grad 

AusschHige der 
Thermostrome im 
homogenen Metall, 

mm 

+25 
+ 1,2 
-93 

'Es besteht demgemiifJ eine auffallende Parallelitat zwischen dem THOM
sON-Effekte und dem thermoelektrischen Eftekt des betreffenden Metalles, 
was zu erwarten war. 

e) Direkte galvanometrische Versuche. - Drosselprinzip. Der nachste 
Schritt war der Nachweis von Thermostromen im homogenen Kreise 
mittels des Galvanometers. Es war von vomherein einleuchtend, 
wenigstens in Anbetracht der historischen Entwicklung, daB wirklich 
beweisende Versuche an festen Metallen kaum zu erreichen sind, da 
ja eine solche Heterogenitatsquelle wie "durch die Erhitzung erzeugte 
mechanische Spannungen" offenbar nie ausgeschlossen werden kann. 
Es war aber aus diesem Grunde notig, die gesuchten Thermostrome 
so kraftig wie nur moglieh zu erzeugen. 

Die notige Vorbedingung schien offenbar folgende zu sein: Es muB 
im homogenen Kreis - z. B. in einem tiber dem Galvanometer ge
schlossenen Cu-Draht - die Temperaturverteilung eine so1che sein, 
daB der Kreis an einer Stelle einen so sehroffen Temperaturgradienten 
au/weist, wie nur moglieh. 

Wenn a und d (Abb. 7) die konstante Temperatur TI der Draht
enden darstellt, muB erwartet werden, daB, bei gegebener Hochst
temperatur T'2" eine Temperaturverteilung wie abed wirksam ist. 

Das somit notige, schroffe Temperaturgefalle be ist nun einfach 
dadurch zu erhalten, daB der Leiter eine seharfe Verjungung oder Drosse
lung au/weist. Dies kann dadurch erzielt werden, daB der Draht ab-
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geschnitten wird, die Enden spharisch geformt und dann in Berlihrung 
gebracht werden (wie bei 0 angegeben). 

Es muB aber zu genau demselben Ergebnis fiihren, wenn die beiden 
zylindrischen Enden gekreuzt aneinandergelegt werden. 

Durch dieses Drosselprinzip Temp. ~T. ___ b '! 
haben wir auf die Methode zuriick- t _ . 
gegriffen, welche von den meisten 'f 1 I I 

der alteren Forscher - oft als die : Leiferachse : - : 

einzige - benutzt wurde; diese : : : 
Methode des Drosselkreuzes ist tat- L?iI,?iI!11?2i?!?!II?!?'?!I!iili!i iii' ??I, iii t iI?liIIJ 

sachlich von folgenden Forschem Abb·7. 
benutzt worden: BECgUEREL, Versinnlichung des Drosselprinzipes. 

YELIN, NOBILl, EMMET, MATTEUCCI, HENRICI, MAGNUS, GAUGAIN, LE 
Roux, KOHLRAUSCH, ROSING, EGG-SIEBERG u. a. 

Von dieser Methode ist nicht viel zu erhoffen, da zu viele Fehler
quellen mitwirken konnen, wie I. Bildung einer Oxydschicht, 2. eine 
durch Kaltbearbeitung oder andere Umstande hervorgebrachte, ab
weichende Oberflachenbeschaffenheit usw. 

Wenn trotzdem diese Methode herangezogen wurde, geschah es, 
weil die Art der Anwendung erheblich verbessert werden kann: einmal 
kann man Stoffe benutzen, welche nicht oxydieren, wie Graphit, Au, 
Pt; weiter kann man dafiir sorgen, daB eine Kaftbearbeitung nicht zu 
befiirchten ist. Als besonders geeignet in dieser Hinsicht ist ebenfalls 
Graphit zu bezeichnen, wo eine Kaltbearbeitung kaum auftritt (58}I. 

Bei Pt laBt sich ein Drosselkreuz ausgliihen. so daB die Drahte zu
sammenschweiBen und etwaige Wirkung der Kaltbearbeitung zu ver
nachlassigen ist. 

Unter den ausgefiihrten Versuchen seien nur folgende hier erwahnt. 
Ein Drosselkreuz aus reinem ACHEsoN-Graphit (Enddurchmesser 

2 mm) ergibt, wenn das eine freie Ende durch eine Bunsenflamme er
hitzt, das andere - lose aufliegende - nur durch die Luft gekiihlt 
wird, eine stationare Spannung von IO,7 Millivolt, wabrend ein Pt-PtRh
Thermoelement bei derselben Temperatur 8 Millivolt ergibt. 

Die in einem gedrosselten homogenen Kreis aus Graphit auftretende 
Thermospannung ubertrifft also sogar den im heterogenen Pt-PtRh-Kreis 
erhaltenen SEEBEcK-Effekt (etwa im Verhaltnis 1,3: I). 

f} Thermosiiule aus Graphit. - Drosselkreuz azts Pt. Dieser Um
stand wurde benutzt, urn eine Thermosiiule zu bauen, die ausscblieBlich 
aus Graphit besteht. Die erhaltene EMK dieser Thermosaule, deren 
Konstruktion aus Abb. 8 ersichtlich ist, war so erheblich, daB sie an 
einem gewohnlichen Prazisions-Volt- und Ampermesser abzulesen war. 

An einem Drosselkreuz aus 0,25 mm Pt-Draht (Abb. 9, oben), wurden 
die unten angegebenen regelmaBigen Galvanometerausschlage erhalten, 

I Vgl. RINNE, F.: Zbl. Mineral. usw. 1924, 513. 
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wenn eine (zu diesem Zweck konstruierte) minimale Mikroflamme unter 
dem Kreuze von a zu b und weiter von b zu c gefUhrt wurde (100 mm 
entspricht 5,3 . IO-6 Volt). 

In dies em F alle waren die Drahte £rei, n ur leise gegeneinander gepreBt. 
Durch besondere Versuche wurde festgestellt, daB die unter sonst 

konstanten Bedingungen erhaltenen Thermokrafte mit zunehmender 
GroBe der Kontaktflache schnell abnehmen (vgl. Abb. IO), wo P die 
momentane Belastung darstellt, a die Thermoausschlage). Die ersicht

Abb.8. 

liche, schnelle Abnahme von a 
bei steigendem P ware nicht 
zu erwarten, wenn die Wirkung 
von einerfremden Oberflachen
schicht herriihrte. 

Bemerkenswert waren die 
Resultate, die mit einem aus 
0,05 mm Pi-Draht hergestell
ten Drosselkreuze erhalten 
wurden. DieAusschlagehatten 
ganz den Charakter wie die in 
Ahb. 9; die Wirkung ist auBer
ordentlich regelmaBig auch 
dann, wenn die untergestellte 
Mikroflamme das Kreuz zum 
Gliihen bringt. Es ware wohl 
sinnlos, in dies em Fane anzu
nehmen, daB die Thermowir
kung dadurch zustandekommt, 
daB in dem gliihenden 0,05 mm 
Drahte "Warmeverbreitungs
spannungen" entstehen! 

AuBerordentlich groBe 
Thermosaule aus homogenem Graphit. 

Thermokrafte, etwa 19 Milli
volt, ergibt ein Drosselkreuz aus 0,2 mm WOLFRAM-Draht. In dies em 
FaIle wird eine Oxydschicht gebildet. Es konnte aber festgestellt werden, 
daB das Oxyd thermoelektrisch unwirksam ist (nur verursacht es einen 
Widerstand, welcher die Ausschlage allmahlich vermindert). 

g) EinJlufJ einer Oxydschicht. Wenn demgemaB fUr W eine diinne 
Oxydschicht belanglos ist, ist dies keineswegs fUr jedes Material der Fall. 

Bezeichnen wir als positiven Thermostrom den, der im Galvanometer 
vom heWen zum kalten Metall geht, in dem also im schroffen Temperatur
gefaIle die Elektronen sich in derselben Richtung bewegen wie die Warme. 

Es zeigt sich dann, daB Kupfer immer positive Ausschlage ergibt, 
auch wenn eine diinne Oxydschicht vorhanden ist. Bei dickeren Oxyd
schichten bekommt man aber deutlich negative Ausschlage. 
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Tantal ergibt bei reiner Oberflaehe kriliige negative Aussehlage, bei 
auch nur diinner Oxydbelegung aber positive, geringere Aussehlage. 

Eisen verhalt sich bisweilen negati'lJ, eine Oxydsehieht ergibt aber 
sehr leicht positive Aussehlage. 

Natrium ist starknegativ, in oxydierlemZnstande aberschwaeh positiv. 
Es ist verhaltnismaBig einfaeh, die Einwirkung einer Oxydsehicht 

zu eliminieren.· Wenn der Galvanometer empfindlieh ist - so daB 
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Abb.9. Festes Drosselkreuz 
aus Pt. 

aueh bei groBerer Beriihrungsflaehe Aus
seWage entstehen - braueht man nur 
die zusammengedriiekten Drahtenden 
gegeneinander zu reiben, um die Oxyd
wirkung auszusehalten. 

h) V orzeichen der Thermokriifte in 
einigen Metallen und Legierungen. FUr 
Cu-, Pb-Konstantan wurde festgestellt, 
soo 
a 
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Abb. 10. Abnahme des Thermostromes a 
eines Drosselkreuzes bei vergroBerter Kon-

taktflache (Belastung P). 

daB das Vorzeichen des Effektes mit demj~nigen des THOMsoN-Koeffi
zienten iibereinstimmt (S.36). Es ist aber wichtig zu erfahren, ob dies 
ein allgemeingilltiges Gesetz ist. Nun sind die THOMSON ·Koeffizienten nur 
fUr eine besehrankte Zahl von Metallen gemessen worden. Bekanntlieh 
sind die THOMsoN-Koeffizienten aber naeh W. THOMSON symbat mit dem 
thermoelektrisehen Koeffizienten {3, definiert dadureh, daB die Thermo
kraft eines Metalles gegen Pb als a +{3t gesehrieben wird. Naeh der Zu
sammenstellung von K. BAEDEKER! sind in der folgenden Tabelle die 

I BAEDEKER, K.: Die elektrischen Erscheinungen in metallischen Lei
tern. S.66. Braunschweig I9II. 
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Tabelle I. Vorzeichen des Effektes bei Zimmertemperatur. 

Stoff 

Na ,I 

CU 
Ag I 

Thermoelektr. 1 
Koeffizieuten I 

a 

+ 
+ 

,~ 

+ 
+ 

Gef. Vor
zeichen des 

Effektes 

+ 
+ 

Bemerkungen 

Oxyd ergibt + 

mit S~hmirg~l geriebene 
Oberflache ergibt oft -

Au 1 + + 

-~~g~'--------~I------~--+--~------+------!------------------
Zn 
Cd 
Hg 
At 
C, Graphit. 

C, Bogenkohle . 
Si (Kristall) 
Sn 
Pb 
Ta 

+ + 
+ + 

- + 
- 1(-) 
+ 
+ (- ) 

+ 
+ 

Bi 
W 

-!-----

I ~ I 
Fe, rein 
Fe, C-Gehalt. 
Co 

Ni 
Pd 
Pt. 
Chromnickel 

IO'7'o Cr. 
Konstantan 

Manganin. 
Ptlr 20%. 
Ptlr 25 % . 
PtRhro % . 

I = 
i ~ I 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

+ 
(+ ) 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 
+ 

(vgl. spateren Abschnitt!) 

Oxyd ergibt + 
-'----

Oxyd ergibt + 

Vorzeichen von f3 -sowie auch von a -angegeben. Eingetragen sind 
weiter die Vorzeichen des Effektes flir verschiedene Stoffe, wie sie durch 
die Methode des Drosselkreuzes, mit einem empfindlichen Galvanometer 
(und einer Mikroflamme) l~icht zu bestimmen sind. 

Bezuglich Materialangabe usw. ist auf das Original (39) zu ver
weisen. 

Die Parallelitiit zwischen dem Vorzeichen von f3 und dem Vorzeichen 
des thermoelektrischen Effektes ist eine auffallende. 

3. Untersuchungen tiber Thermostrome im flussigen Quecksilber. 
a) Einleitung. Durch die vorangehenden Versuche durfte die Existenz 
der Thermostrome im homogenen, unsymmetrisch erhitzten Metall 
wenigstens als recht plausibel erschein'en. Sicher bewiesen wird sie aber 
nur dann sein, wenn auch im flussigen Metall Thermostrome beobachtet 
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werden I. Es wurden deshalb Versuche mit flussigem Metall, insbesondere 
Hg angestellt, obgleich es von vornherein klar war, daB solche Versuche 
sehr schwierig sind. 

b) Existenz, bzw. negatives Vorzeichen des Effektes in Hg. In einem 
geeigneten dtinnwandigen GlasgefaB (Abb. II) wurde eine unsymmetIisch 
zu erhitzende, diinne Quecksilbermasse im Magnetfelde aufgehangt, wie 
bei dem unter III zd angefUhrten Versuche. Es wurden, z. B. im Felde 
H = 500 GauB, Ausschlage von etwa 19 mm erhalten; die absolute 
GroBenordnung war ungefahr dieselbe wie bei Cu (strikter Vergleich 
ausgeschlossen !). Dieser Versuch (vom 14. Dez. 1916) 
wurde als Beweis dafUr betrachtet, da(3 der Effekt 
auch in Quecksilber auftritt. 

Bezuglich des Zeichens des Effektes ergab sich 
durchweg, daB es dem des Cu entgegengesetzt, dem 
des Konstantans gleichgerichtet war. 

Nach dem fUr Hg angegebenen Werte des THOM
sON-Koeffizienten war gerade das Entgegengesetzte 
zu erwarten. Nach K . BAEDEKERz sind diese Koeffi
zienten: fUr Hg + 1,6z, Cu + 0,38, Konstantan - 5,50 
(Mikrocal/Coulomb. Grad). Diese auffallende Unstim
migkeit konnte durch wiederholte sowie abgeanderte 
Versuche nicht beseitigt werden: das gefundene Vor
zeichen des Thermoeffektes in Hg wurde durchweg 
als ein negatives festgestellt. Es blieb keine andere 
Moglichkeit ubrig, als die Annahme, daB der THOM
sON-Koeffizient des benutzten Hg nicht positiv son
dern negativ sei. Eine fUr diesen Zweck vorgenom
mene Bestimmung ergab, daB der THOMsoN-Koeffi

A 

Abb. II. 1m Magnet
felde aufgehangter 
Hg-Streif, bei Er
hitzung Thermo-
strome ergebend. 

zient tatsiichlich ein negativer sei,. wahrend ein Kontrollversuch fUr Cu 
das positive Zeichen ergab. 

Ein Zuruckgreifen auf die Originalliteratur ergab, daB siimtliche 
fruhere Forscher fur Hg ebenfalls das negative Vorzeichen gefunden hatten. 
Es war also in der benutzten - sonst sorgfaltigen - Zusammenstellung 
ein Vorzeichenfehler vorhanden! Die Diskrepanz war somit in die 
schonste Harmonie ubergegangen. 

I Obgleich W. THOMSON durch sorgfaltige Experimentaluntersuchungen 
die reale Existenz des von ihm theoretisch erschlossenen elektrothermischen 
Effektes bewiesen hatte (1856), und obgleich der Effekt, wie oben angefiihrt, 
fiir eine ganze Anzahl MetalJe von LE Roux (1367) gemessen worden war, 
bestand lange Zeit hindurch Zweifel daran, daB d er THOMSoN-Effekt etwas 
grundsatzlich neues ware (CLAUSIUS u . a.). Erst nachdem RAGA (1887) die 
Existenz des THOMSoN-Effektes an einem fliissigem Metall, Rg, festgestellt 
hatte, konnte den Einwanden jeder sachliche Grund entzogen werden. Vgl. 
RAGA, R . : Wied. Ann. 32, 131 (1887). 

2 a. a . 0., S. 76. 
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Es wurden weiter einige Versuche gemacht, die Thermostrome mit 
dem Galvanometer nachzuweisen, und zwar mittels einer Glaskapi1lare, 
die in seitlicher Richtung ausgezogen wurde, so da13 eine schade, dunn
wandige Drosselstelle entstand I . Man glaubte Ausschlage von der 
Gro13enordnung 20.10-8 Volt wahrzunehmen; mit Sicherheit nach
gewiesen wurde jedoch nur, da13 die Warmeleitung des die Drosselstelle 
umgebenden Mediums ihre Wirkung stark herabsetzt. 

4. Vorlaufiges Ubersichtsschema tiber Thermoelektrizitat. Wer sich 
eingehend mit dem gesamten Material beschaftigen will, sei auf das 
Original (39) verwiesen. Die Hauptschlu13folgerung war die, da13 der 
lange Zeit hindurch bestrittene, nunmehr wohl als festgestellt anzu
sehende Effekt den Komplex der ubrigen drei thermoelektrischen Effekte 
"in recht symmetrischer 'Weise" vervollstandi.gt, so da13 folgendes Uber
sichtsschema gegeben werden konnte: 

VorHiufiges Ubersich tsschemaii ber Therm 0 elektrizi ta t. 

Anzahl im Leiterkreis vorhandener 
Metalle (Stoffe) 

(homoge~er Kreis) I (heterog~er Kreis) 

Unsymmetrische Temperaturvertei- I BENEDICKS I SEEBECK 
lung ergibt elektrischen Strom (1916) (1821) 

Elektrischer Strom ergibt unsym-I THOMSON) I PELTIER 
metrische Temperaturverteilung (1856) (1834) 

HinzugefUgt ist das Erscheinungsjahr cler ersten den betreffenden 
Effekt feststellenden Veroffentlichung. 

IV. Einwande, bzw. Bestatigungen des 
thermoelektrischen Homogeneffektes. 

I. Ers'te erhobene Einwande (Bridgman, Haga und Zernike, 
Borelius). Es dauerte nicht lange, bis Einspruche erhoben wurden 
gegen die oben besprochenen Resultate. P. W. BRIDGMAN 1918 (43) 
konnte durch schroffes Temperaturgefalle an einem in einer Quecksilber
kapi1lare eingeschlossenem Hg-Faden keine Thermospannung nach
weisen; er schlo13: "der Effekt, wenn uberhaupt vorhanden, ist au13er
ordentlich gering". 

H. HAGA und F. ZERNIKE 1919 (44, 45) suchten ein brauchbares 
Thermokreuz aus flussigem Hg dadurch zu erzielen, da13 sie zwei Hg
Strahlen kreuzten, von denen der eine erhitzt war. Durch diesen Kunst
griff wurde der oben betonte, die Wirkung herabsetzende Einflu13 einer 
Gefa13wand in sinnreicher Weise vermieden. Das Resultat war nach der 
Meinung dieser Autoren, daB "die Untersuchung das Nichtvorhanden
sein eines Effektes wie des von BENEDICKS beschriebenen beweist". 

, Vgl. (39), S. IIS. 
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G. BORELIUS 1919 (46) ist ebenfalls fUr die Giiltigkeit des MAGNUS
schen Satzes eingetreten, indem er durch gewisse Beobachtungen an 
kaltbearbeiteten Metallen zum SchluB gefiihrt wurde, daB die als Homo
geneffekt beschriebenen Erscheinungen von gewissen hypothetischen 
OberfHichenerscheinungen vorgetauscht waren. 

Betreffs der Untersuchung von HAGA und ZERNIKE ist nun folgen
des zu bemerken. Diese Forscher beobachteten tatsachlich einen Mehr
ausschlag von 1,5 mm = 3,5.IO-8 Volt (bei einer Temperaturdifferenz 
von etwa 3000° C), wenn die Beruhrung der Strahlen so gering wie 
m6g1ich war; der ubrige Ausschlag (etwa 3 mm = 7.10-8 Volt) stammte 
von einem vorhandenen Druckeffekt. 

Nun steht dieser Mehrausschlag der Gro/3enordnttng nach in bester 
1Jbereinstimmung mit den im nachsten Abschnitt anzufiihrenden 
Arbeiten, bei denen mit verschiedenen DrosselgefaBen galvanometrisch 
Spannungen gewonnen wurden von 1,9 bis 3,8. IO-8 Volt, bei geringe
rer Temperaturdifferenz aber wohl etwas gunstigerem Drosselverhaltnis 
- muB doch die Kapillaritat zweier Flussigkeitsstrahlen einer scharfen 
Drosselung hinderlich sein. 

Weiter war der fragliche Mehrausschlag so gerichtet wie zu erwarten 
bei dem vom Verfasser durchwegs gefundenen Vorzeichen·des Homogen
effektes in Hg. 

Es ist somit tatsachlich die lJbereinstimmlmg eine zufriedenstellende. 
Wenn HAGA und ZERNIKE den fraglichen "unerklarten" Mehrausschlag 
als davon verursacht annehmen, daB im schnell gektihlten Queck
silber "das innere Gleichgewicht zwischen Elektronen und Metall 
gestort wird, so daB es sich wie eine thermoelektrisch verschiedene 
Substanz verhalt" -- zeigt das nur, mit welchen unklaren GrUnden 
man nunmehr den MAGNUSschen Satz zu stutzen bestrebt ist. 

Der Einwand von BORELIUS deckt sich mit den frtiheren von 
MoussoN, HENRICI, MAGNUS, GAUGAIN usw., welche oben berucksichtigt 
wurden. 

Nach einer Untersuchung der von BORELIUS beobachteten zeit
lichen Anderung der Thermokraft bei bearbeiteten Metallen bemerkte 
]. THIELE 1923 (47), daB dIe von BORELIUS angenommene Einwirkung 
der Oberflache sich nicht hatte mkhweisen lassen. 

2. Bestatigung des Vorkommens von Thermostromen im flussi
.gen Metall (Benedicks, Gouineau). Wegen der soeben elwahnten 
Einspriiche erschien ein mit verbesserten Hilfsmitteln ausgefiihrter 
galvanometrischer Nachweis der Thermostrome im flussigen Metall 
rech t wunschenswert. 

Eine solche Untersuchung wurde von C. BENEDICKS 1919 (48,49) 
ausgefiihrt, unter Benutzung von DrosselgefaBen aus verschiedenem 
Material. Da es sich offen bar bei Hg nur urn einen sehr schwachen 
Thermoeffe1..t handelte, wurden zuerst einige Versuche ausgefiihrt 



44 C. BENEDICKS: 

mit dem von F. BRAUN (30) benutzten flfissigen Bi-Pb-Amalgan, wo 
eine st§.rkere Wirktmg erwartet werden konnte. 
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Dieses Amalgam ergab tatsachlich sehr erhebliche Thermostrome. 
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wie aus Abb. 12 ersicht
lich. Die benutzte Tem
peraturdifferenz Ll t fiber
stieg nicht Ll t = ± lIOo; 

die Ausschlage hatten einen 
Hochstwert von 140 mm 
= 0,7. 10-6 Volt. 

o 100 zoo 211 t 300 

Das somit erhaltene 
Resultat widersprach nicht 
dem vonBRAuNerhaltenen; 
bei ihm fiel die Beobach
tungsgrenze mit dies em 
Wertnahezuzusammen. Es 
erschien aber zweifelhaft. 
ob das Amalgam ganz ho
mogen ware. Die erhaltene 
Kurve ist tatsachlich fiir ein Abb. 12. Mit fliissigem Bi-Pb-Amalgam 

erhaltene Thermostr6me. 
Metall charakteristisch, bei 

dem die Homogenitat unvollstandig ist. Wie wirsehen werden, ergibt ein 
homogenes Metall eine Kurve dritten Grades; in Abb. 12 handelt es sich 
u urn eine Kurvedritten Grades, die 

mm 
15 aber fiber eine Gerade ge1agert 

~ 10 ist; diese entspricht einer Hetero
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Abb. 13. Mit fliissigem Hg erhaltene 

Thermostr6me. 

genitat. Aus diesem Grunde 
wurden die Versuche mit vakuum
destilliertem H gfortgesetzt. Das 
somit erhaltene Resultat ist aus 
Abb. 13 ersichtlich. Sehr deut
liche, reproduzierbare Ausschlage 
wurden erhalten (I mm = 4,8 
• 10--9 Volt)!. 

Wichtig war, daB sich die ge
fundenen Thermospannungen der 
dritten Potenz des Temperatur
gefiilles (durch die Temperatur

differenz gemessen) proportional erwiesen; die gezeichneten Kurven sind 

u = k (Lltp, 

I Wegen der Geringfugigkeit des Effektes - was die alteren negativen 
Resultate verstandlich macht - ist ein hochempfindlicher Galvanometer 
notig; der hier benutzte war vom Verfasser besonders hergestellt worden. 
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wo ffir die Beobachtungen ak = 0,39 . 10-6 war (u in mm; die Tempe
raturdifferenz LI t in () C). 

Diese Temperaturabhangigkeit ist die theoretisch erforderte - wie 
unten dargelegt wird. 

Weiter wird das Vorzeichen der Ausschlage durchweg negativ -
wie friiher flir H g festgestellt. 

Die erhaltenen Ausschlage sind von jedem merklichen Druckeffekt 
frei. 

DaB die verschiedenen Materialien des DrosselgefiiBes (Schiefer, 
Asbest, Glas) merkbar einwirken konnen, ist aus der zufriedenstellenden 
"Obereinstimmung beziiglich GroBe und Richtung unwahrscheinlich. 
Das Resultat konnte somit als eine gute Bestatigung der Existenz 
von Thermostromen in fliissigem H g bezeichnet werden. 

Eine erhcbliche VergroBerung der Ausschliige wurde von GOUI
NEAU 1920 (50) erhalten und zwar unter Benutzung der schon oben 
(III:3b) beschriebenen Methode. Die Anordnung wurde aber insofem 
erheblich verbessert, daB der ungleichmiiBig erwiirmte Hg-Leiter aus 
einer geschlossenen Quecksilberschleife bestand, an der eine Drossel
stelle vorgesehen war. Die erhaltenen Ausschliige bei H = 2000 GauB 
waren etwa 500 mm, bei einem Skalenabstand von 1500 mm und bei 
einer Temperaturdifferenz von etwa 150 () C. GOUINEAU schrieb: 

"Verfasser schlieBt, daB der BENEDIcKseffekt in Quecksilber ein
wandfrei nachgewiesen ist, daB er also nicht als durch Heterogenitiit 
der benutzten Metalle hervorgerufen gedeutet werden kann." 

3. Weitere Einwande (Benade, Pechinger, Rumpf). Von J. M. 
BENADE 1921 (51) wurden Versuche mit Hg so ausgefiihrt, daB zwei 
Hg-Mengen miteinander in Verbindung standen durch ein kleines, 
in einer Gliinmerscheibe gebohrtes Loch. Die "einzigen erhaltenen Aus
schlage betrugen vier oder flinf Skalenteile, und waren offenbar ganz 
und gar durch einen Vbertritt des Heizstromes verursacht." Daraus 
wurde geschlossen, daB kein wirklicher Effekt vorhanden ware. Zu 
bemerken ist aber, daB cler mit dem benutzten Galvanometer zu er
wartende Ausschlag gerade von der GroBenordnung von flinf Skalenteilen 
ware - d. h. von der GroBe der noch tolerierten "Oberleitung -, 
wenn das erhaltene Temperaturgefalle dasselbe bliebe, wie bei den eben 
S.44 angegebenen Versuchen. DaB dutch VergroBerung der Hg
Massen ein erheblich vergroBertes TemperaturgefaIle zu erhalten ge
wesen ware, erscheint reeht fraglicb. 

Unter Hinweis auf die Auffassung von BENADE hat L. PECHINGER 
1922 (52) einige Versuehe durchgefiihrt an Metalldriihten, welche mit 
Einschniirungen versehen waren. 

Gefunden wurde mit Fe-, Ni- und Konstantandrahten, daB die 
erhaltenen Thermospannungen recht variabel waren je nach der Lage 
der Einschniirung. Geschlossen wurde, wohl mit Recht, daB dies auf 
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Heterogenitat der Metalle zurfickzufiihren ware; mit Unrecht, daB der 
Effekt deshalb nicht in homogenem Metall vorkommen konne. 

Von E. RUMPF I923 (53) wurden einige Versuche mitgeteilt, welche 
auf "das Versehwinden des BENEDIcKseffektes im Vakuum" hin
deuteten. Es ware derselbe von einer Gasbelegung an der Oberflaehe 
des Leiters vorgetauseht. Dies sollte daraus hervorgehen, daB die Aus
sehlage eines Drosselkreuzes aus Cu im Vakuum betraglieb herab
gesetzt wfirden. Spater bemerkt derselbe Autor (54), daB "die Ab
hangigkeit des BENEDIcKseffektes vom Gasdruek dureh (seine) Ver
suehe nicht erwiesen", sei, da gewisse Storungen in der Warmefiber
tragung von der benutzten Heizspirale sich vorfanden. 

4. Weitere Bestatigungen (Shaw, Neuman, Shaw und Adney, 
Benedicks und Phragmen .. . Terada, Reinhold). Von A. N. SHAW 
I923 (55) wurde festgestellt, daB unsymmetrisches Temperaturgefalle 
in als homogen zu betraehtenden Leitern Thermokrafte erzeugt, 
welche im C u gering, in Fe groB sind. Hervorgehoben wurde, daB 
dureh den fragliehen Homogeneffekt eine einfaehe Erklarung des 
SEEBEcKeffektes gewonnen wird, und zwar als das Resultat der Span
nungsdifferenz, welche in den Gebieten mit fallender Temperatur ent
stehen mfissen. 

Ahnliehes wurde von L. J. NEUMAN I925 (56) hervorgehoben. 
Unter Hinweis auf die Tatsaehe, daB die thermodynamische Theorie 

sowie die bisherige Elektronentheorie nur in einem kleinen Temperatur
gebiet in Dbereinstimmung mit den Beobachtungen zu bringen ist, 
wurden von A. M. SHAW und F. G. ADNEY I925 (57) einige Experi
mente erwahnt, als Bestatigung des Vorhandenseins von Thermo
stromen im homogenen, unsymetrisch erhitzten Leiter. "Naheres 
ist aus dem kurzen Bericht nicht zu ersehen, auch ist neuerdings der 
BENEDIcKseffekt wieder in Frage gestellt"I. . 

Der oben erwahnteEinwand von RUMPF (53) wurde zwar von seinem 
Urheberentkraftet (54); es erschien jedoch wfinschenswert, demVerhalten 
des Drosselkreuzes im Hochvakuum mit besseren Hilfsmitteln nach
zugehen. 

Dies geschah durch C. BENEDICKS und G. PHRAGM:EJN Ig25 (58). 
Als Material wurde Graphit gewahlt, da dabei die von Oxydation und 
Kaltbearbeitung zu beffirchtenden Fehlerquellen gering sind (vgl. 
oben S. 37). Die Erhitzung erfolgte durch Spulen mit hochfrequentem 
Wechselstrom; das nach Gasabgabe erhaltene Hochvakuum betrug 
IO-S mm H g. Es wurden sehr erhebliche Ausschlage erhalten, und 
zwar stimmten sie mit den bei P = 760, bzw. P = 4,5 mm H g erhalte
nen recht gut fiberein. So wurde bei einer Temperaturdifferenz von 
goo eine Spannung von I,I. IO-3 Volt erhalten. Wichtig war die Fest-

I Referat von F. KAEMPF: Physik. Ber. 7, 1146 (1926). 
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stellung - die erste fUr festes Material -, daB die auftretende Thermo
spannung durch eine Funktion dritten Grades darstellbar ware - was 
bei einer hypothetischen Oberflachenschicht ausgeschiossen ware. 

Von R. MECKE und A. LAMBERTS I926 (59) \vurde empfohlen, 
bei Vorfiihrung des BENEDIcKseffektes zwei an einen Galvanometer 
angeschlossene Bogenlampenkohlen zu verwenden. "Erhitzt man eine 
Kohle und beriihrt mit der heiBen Spitze die kalte Kohle, so entsteht 
ein Strom." 

In einem Aufsatz "BENEDICKS- und KNuDsENeffekt" machte 
W. BURSTYN I927 (60) auf eine interssante Analogie aufmerksam. 
"Beim Erwarmen der Ubergangsstelle zwischen einem weiten und einem 
sehr engen Querschnitt eines Leiters entsteht eine elektrische Spannung 
(BENEDICKseffekt), wenn der Leiter ein Metalldraht ist, eine Druck
differenz (KNUDSENeffekt), wenn der Leiter ein gasgefiilltes Rohr ist. 
Beide Effekte sind einander nach der Elektronentheorie analog." 

Eine unerwartete Bestatigung der Auffassung, daB ein Teil der 
Warmeleitung eines gewohnlichen Metalles auf Warmetransport durch 
Wirbelstrome zuriickzufiihren ist (vgl. III, 2 c), erfolgte durch eine 
Untersuchung von C. BENEDICKS und P. SEDERHOLM I9Z6 (61). Bei 
dem Versuche, genaue Bestimmungen der Warmeleitung an (geteilten) 
spharischen Probekorpern aus Stahl durchzufiihren, ergab sich, daB eine 
sehr geringfiigige Inhomogenitat in bezug auf elektrische Leitfahigkeit 
mit einer sogar paradoxen UnregelmafJigkeit der thermischen Leitfahig
keit verkniipft war. Wahrend die elektrische Leitfahigkeit in einem ge
gebenen Falle wie I: I,05 variierte, standen die entsprechenden Tempe
raturvariationen im Verhaltnis I: 8,5 H, wie sehr genau festgestellt 
wurde. Diese Anomalien der Warmeleitung in einer Kugel miiBten 
unverstandlich sein, ware nicht die Warmeleitung der technischen 
Meta:lle in hohem Grade von - mehr oder weniger unregelmaBigen -
elektrischen Wirbelstromen abhangig. 

In einer ersten Abhandlung von T. TERADA, T. TSUTSUI und M. 
TAMANO I9z7 (62) (die im Original nicht eingesehen werden konnte) 
wurde (nach einem Referat) geschlossen, "daB der BENEDIcKseffekt 
verursacht wird durch die systematische Verschiedenheit in der Orien
tierung der Mikrokristalle." Dieser ablehnende Standpunkt wird in 
einer zweiten Abhandlung I927 (63), wie es scheint, nicht aufrecht 
erhalten; denn hier wird die Vermutung ausgesprochen, "daB auBer 
dem BENEDIcKseffekt betrachtliche EM K anderen Ursprunges vor
handen sind." 

Interessante Beobachtungen sind von T. TERADA, S. TANAKA und 
S. KUSABA I927 (64) ausgefiihrt an (5 bis IO fh dicken) durch Kathoden
zerstaubung dargestellten Metallfilmen. GleichmaBig dicke A g-Filme 
zeigen bei lokaler Erhitzung (Bild eines Gliihfadens!) keinc Thermo
krafte. Bei einem keilformigen Film flieBt beim Erhitzen ein Thermo-
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strom yom diinnen zum dicken Teile; er wachst mit dem Dickenunter
schied. 

Hochst bedeutungsvoll ist schlieBlich eine Untersuchung von H. 
REINHOLD I928 (65) iiber die thermodynamische Energiebilanz fester 
Ketten yom Typus A gjAgJ/Ag. Es wurde mittels sorgfaltig durch
gefiihrter Bestimmungen festgestellt, daB die wie bisher theoretisch 
berechneten EM K keineswegs mit den beobachteten iibereinstimmten; 
es ist vielmehr eine "Restkomponente" vorhanden, von der zusammen
fassend folgendes gesagt wird. "Die Restkomponente wird in cine 
Summe von zwei thermoelektrischen Homogeneffekten (BENEDICKS
effekte) zerlegt, die im elektrolytisch leitenden und im metallisch 
leitenden TeiIe einer Thermokette auftreten. Beide Effekte sind von 
gleicher GroBenordnung. Bei kationisch leitenden Thermoketten sind 
sie gleich gerichtet, so daB die "Restkomponente" bedeutende Betrage 
erreicht. Bei den anionisch leitenden Ketten sind sie einander ent
gegengerichtet und heben sich deshalb fast voIIkommen auf. Es laBt 
sich berechnen, daB der BENEDIcKseffekt in Metallen etwa halb so 
groB ist, wie die "Restkomponente" der Thermokraft in kationisch 
leitenden festen Thermoketten." 

DaB nach REINHOLD der thermoelektrische Homogeneffekt in festen 
Elektrolyten erheblich groBer ist als der in den Metallen, crschcint 
recht plausibel. 

5. Einige weitere Arbeiten (Eve, Me Alister, Tsutsui, Brandsma, 
Seth •.. ). Urn die Darstellung der Arbeiten beziiglich einmetallischer 
Kreise so vollstandig wie moglich zu gestalten, ist noch folgendes zu 
erwahnen. 

Die schon oben besproche.ne Tatsache, daB eine an cinem' Draht 
entlanggcfiihrte Flamme durch Erhitzen Thermospannungen auslOsen 
kann (vgl. S. 30), ist von A. S. EVE 1923 (66) bestatigt worden: Bei 
seinen Versuchen wurde die Erhitzung durch lokale Kiihlung mit fliissi
ger Luft ersetzt. Die besonders ffir Nichrom erheblichen Galvanometer
ausschlage werden einem bei asymetrischer Erhitzung entstehenden 
. thermoelektrischen Homogeneffekt zugeschrieben. 

Ahnliche Versuche, jedoch in der gewohnIichen Weise mittels lokaler 
Erhitzung, wurden ausgefiihrt von E. D. Mc ALISTER I925 (67) an 
einer Anzahl Metalldrahten von T. TSUTSUI .I928 (68) an einem H g
Faden, welcher in eine Kapillare aus Natronglas eingeschlossen war. 
Einige noch nicht beendete Beobachtungen ergaben gewisse Aus
schlage, welche zuriickgefiihrt wurden auf den Kontrakt zwischen H g 
und Glas - was allerdings bemerkenswert erscheint. 

SchlieBlich hat W. F. BRANDSMA I928 (69) die Thermokraft zwi
schen kaltbearbeitetem und bei verschiedenen Temperaturen rekri
stallisiertem Cu verfolgt. J. B. SETH, C. ANAND und M. R. ANAND 
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1929 (70) haben die Thermospanmmg untersucht, weIche im unsymme
trisch erhitzten C u bei longitudinalen Spannungen entsteht. 

Aus der oben gegebeIien Ubersicht tiber das im Schrifttum nunmehr 
niedergelegte Ftir und Wider scheint hervorzugehen, daB eine gewisse 
Tendenz sich bemerkbar macht, die Realitat des thermoelektrischen 
Homogeneffektes anzuerkennen, daB aber die Sachlage kaum als eine 
endgtiltig geklarte aufgefaBt wird. 

V. Phanomenologische Darstellung der 
thermoelektrischenEffekte. 

I. Einleitung. Wahrend samtliche oben angefiihrte Arbeiten 'sich 
eigentlich nur mit der Frage nach der Existenz des thermoelektrischen 
Homogeneffektes ("BENEDIcKs-Effektes") beschaftigten, wurde in
zwischen von C. BENEDICKS 1918, 1921 (71-74) ein ganz abweichender 
Weg betreten. 

Die anregende Problemstellung war die folgende. Das unter An
nahme der Realitat des thermoelektrischen Homogeneffektes gewonnene 
Ubersichtsschema '(S. 42) ergibt zwar eine symmetrische Vervoll
standigung des Gebietes der Thermoelektrizitat: den zwei elektro
therrnischen Effekten entsprechen zwei thermoelektrische Effekte. Es 
befriedigt jedoch nicht, daB zwischen dem thermoelektrischen Homogen
effekt und dem THOMsoN-Effekt keine vollstandige Umkehrbarkeit 
besteht, wahrend die Umkehrbarkeit zwischen SEEBEcK-Effekt und 
PELTIER-Effekt eine vollstandige ist. In der Tat wurde ja bei dem 
THOMsoN-Effekt immer das Vorhandensein eines Temperaturgefalles 
als Voraussetzung angenommen. Vollstandige Umkehrbarkeit wtirde 
offenbar erfordern, dafJ ein elektrothermischer Homogenelfekt auch bei 
ursprunglich streng gleichmiifJigerTemperatur sich feststellen lieBe, d. h. 
eine "Warmemitftihrung" durch den elektrischen Strom bei gleich
maBiger Temperatur. ' 

Umfassende Versuche, von denen ,diewichtigsten spater anzufiihren 
sind, haben die Richtigkeit dieser SchluBfolgerung erwiesen. 

Es erscheint aber zweckmaBig, die gewonnene Einsicht sofort nutzbar 
zu machen, urn hier einen phanomenologischen, Uberblick tiber das ge
samte Gebiet Zll geben. Erst dann soIl tiber die erwahnten Versuche 
berichtet werden. 

SchlieBlich sei der Gegenstand durch die phoretische Elektronen
theorie des naheren erlautert. 

2. Phanomenologische Darstellung der thermoelektrischert Effekte. 
a) Die Wirkungen ersten bzw, dritten Grades. Es ist von vornherein 
wahrscheinlich, daB die gegenseitige Beziehung zwischen Materie 'und 
Elektrizitat (d. h. die Affinitat zwischen Atom und Elektron) von der 

Ergebnisse der exakten Naturwisscnschaften. VIII. 4 
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Temperatur abhangen muB. 1st dies tatsachlich der Fall, muB in einem 
ungleich temperierten Leiter eine gewisse vom Temperaturgefalle ab
hangige, ungleiche Verteilung der Elektrizitat zustande kommen, d. h. 
eine elektrische Spannungsdifferenz auftreten. 

Dieselbe sei, fUr die Enden des Leiters, mit E bezeichnet. Das eben 
Gesagte kann mathematisch ausgedruckt werden durch eine Gleichung 
wle 

I I I 

E = kI J(::) dx + k. J(::r dx + k3 J(::Y dx + . " 
o 0 0 

wo t=Temperatur, x=Langenkoordinate des Leiters, von der Lange 
x = lund kI, k,., R3 gewisse Konstanten sind. 

Nun ist es ja aus Griinden der Symmetrie einleuchtend, daB ein 

Zeichenwechsel von :: einen Zeichenwechsel von E herbeifUllren muB, 
dt 

d. h.daB nur ungerade Dignitaten von dx eingehen kannen. Die (zu-

nachst rein formale) Grundgleichung wird also 
I I 

E = k J(::)' dx+ K f(::r dx+ ... (1) 
o o 

wenn nur die ersten Glieder mitgenommen werden (73). Hier sind k 
und K (in einem gegebenen Temperaturintervall) Konstanten, deren 
Festlegung durcb das Experiment erfolgen muB; es erscheint ja mag
lich, daB dabei eine oder beide als Null sich erweisen. 

Zeigt es sich nun maglich, fUr einen gegebenen Leiter bestimmte, 
von Null verschiedene Werte von k bzw. K experimentell festzulegen, 
dann muB es auch gestattet sein anzunehmen, daB den entsprechenden 
Gliedern von (1) physikalische Bedeutung zugeschrieben werden kann. 
Wir werden im folgenden bezeichnen: 

als thermoelektrische W irkung ersten Grades; 

J'dt)3 
E3 =K (dx dx 

als thermoelektrische Wirkung dritten Grades. 
Demnach ist 

E=E1 +E3 

(wenn hahere Glieder vernachlassigt werden). 

(2) 

b) Die Grunderscheinungen. Wir wollen nun als eigentliche thermo
elektrische Grunderscheinung folgendes annehmen. 

Es liege ein homogener Leiter 1 vor (Abb. 14, A). Seine Temperatur
verteilung (B) sei durch die Gerade b versinnbildlicht. 1st nun fUr den 
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Leiter ein gewisses (von Null verschiedenes) k festgestellt worden, dann 
muB nach (2) eine EMK Ex im Leiter auftreten (C), welche durch die 
Gerade Cx dargestellt sei. Einem zweiten in gleicher Weise temperierten 
Leiter 2, dessen k ein entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, wird 'ebenso 
eine Gerade Cz zukommen. 

A 1. - Die Linie Cx bzw. Cz ist als der Ausdruck des grundlegenden 
thermoelektrischen Homogeneffektes ersten Grades des betreffenden 
Metalles I bzw. 2 zu betrachten. 

Diesen Effekt hat HORIG (35) - mit vollem Recht mittels des Elek
trometers - festzustellen versucht (vgl. S. 30); jedoch war dessen 
Empfindlichkeit zu gering. 

Einen deutlichen Nachweis dieses Homogeneffektes ersten Grades 
zu bringen ist anscheinend neuerdings REINHOLD (65) gelungen, der 
Kreise aus Metall+festem Elektrolyt benutzte (S.48). 

In einem geschlossenen, homogenen Kreise 
ist es - etwa mit dem Galvanometer - un
moglich, diesen Effekt nachzuweisen, wie wir 
sehen werden. 

A II. - Wird nun der Grundsatz der Um
kehrbarkeit angewandt, erscheint folgende Um
kehrung des genannten Effektes, d. h. folgen
der grundlegender elektrothermischer H omogen
effekt ersten Grades wenigstens einigermaBen 
plausibel: 

Es sei dem Leiter (1) ein elektrischer Span
nungsgradient wie Cx - mittels eines durchge
sandten elektrischen Stromes - aufgelegt. Dann 
kommt im Leiter ein Temperaturgradient zu

1 
A 

"-1 ----::2~--.., 

t 
8 t 

Abb. 14.ZurThermoelek
trizitli.t eines offenen 

homogenen Leiters. 

stande, dessen Neigung zu b entgegengesetzt, d. h. etwa in der Richtung 
von b' verlaufU. 

FUr einen Leiter (2) mit einem Spannungsgradienten Cz ist der ent
stehende Temperaturgradient ebenfalls wie b' gerichtet, d. h. der thermo
elektrische Homogeneffekt ersten Grades muB demjenigen des Leiters (1) 
entgegengerichtet sein. ' 

Der Existenzbeweis dieses elektrothermischen' Homogeneffektes 
ersten Grades ist nach der Meinung des Verfassers durch die im folgenden 
Abschnitt besprochenen Versuche erbracht worden; dort werden auch 
einige vorlaufige Messungen gegeben. 

B 1. - Betrachten wir nun wieder den homogenen Leiter 1. Es 
muB im allgemeinen auch nach (3) eine EMK E3 im Leiter auftreten 
konnen. Dieser Effekt, welchen wir unten naher betrachten werden, 
sei als der thermoelektrische Homogeneffekt dritten Grades bezeichnet. 

I Die stattfindende Veranderung ist (nach' LE CHATELIER-BRAUN) so 
gerichtet, daB sie der vorgenommenen Veranderung entgegenwirkt. 

4* 
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Er kann nach der Meinung des Verfassers als durch die oben (III) 
berucksichtigten Untersuchungen bewiesen erachtet werden und wurde 
von verschiedenen Verfassem als BENEDICKS-Effekt bezeichnet. 

Auch laBt er sich in einem geschlossenen homogenen Kreis mit dem 
Galvanometer nachweisen, wovon spater die Rede sein wird. 

B II. - Seine Umkehrung sei als elektrothermischer Homogeneffekt 
dritten Grades bezeichnet, bleibe aber vorlaufig unberucksichtigt. 

c) Die thermoelektrischen Erscheimtngen in einem homogenen bzw. 
heterogenen geschlossenen Kreise. \Vir sind nunmehr in der Lage, die 
thermoelektrischen bzw. elektrothermischen Effekte prazisieren zu 
kannen, welche in einem geschlossenen Leiter (ein Galvanometer darf 
eingeschaltet werden) auftreten kannen, und zwar in ganz einheitlicher 
Weise fur homogene und fUr heterogene Kreise. 

I 1 < I 

11[1 ==::::;2C=::::J 

Abb. IS. Zur Therrnoelektrizitat eines geschlos
senen homogenen, bzw. heterogenen Kreises. 

I. Homogener ge
schlossener Kreis. Gege
ben sei ein homogener Lei
ter 1 (deren Durchmesser 
variabelsein mage [Abb. IS, 
A)). Seine Temperatur sei 
an den Enden konstant, 
kann aber sonst beliebig 
variieren z. B. wie in der 
Kurve b angegeben. 

A 1. - Der thermoelek
trische Homogenefiekt ersten 
Grades wird dann nach (2), 
da 

zur Folge haben, daB im Leiter eine Spannungsverteilung etwa wie C1 

zustande kommt. Zwischen den Enden muB dann, wie auch die Kurve b 
bzw. C1 geformt sein mage, die Spannungsdifferenz Null werden: es lafJt 
sich aus dem Kreise nicht der geringste Strom entnehmen. 

Fur den zweiten homogenen Leiter (2) sei die Spaunungsverteilung 
die von Cz angegebene; das Resultat wird genau dasselbe sein. 

Dies sei als "revidierter MAGNUSscher Satz" bezeichnet; er kann 
etwa folgendermaBen formuliert werden: 

In einem geschlossenen homogenen Kreis, es mage die Temperatur 
beliebig variieren, ist der resultierende thermoelektrische Homogeneffekt 
ersten· Grades gleich Null. 

x=l 

EI=k!(:;)dx=o, 
.1:"=0 

bei jedem k. 
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A II. - Der elektrothermische Homogeneffekt ersten Grades ist aber 
keineswegs gleich Null. Ein durch den Leiter geschlossener elektrischer 
Strom wird vielmehr nach dem, was oben ausgefUhrt wurde, tiber die 
angenommene Temperaturverteilung b einen gewissen Temperatur
gradienten tiberlagern; dies wird im allgemeinen als eine horizon tale 
Verschiebung der in b vorhandenen Temperaturgradienten sich bemerk
bar machen, in der einen oder in der entgegengesetzten Richtung. 

Diese elektrothermische Wirkung ist' offenbar mit dem THOMSON
Effekt zu identifizieren (eine nahere AusfUhrung muB hier unterbleiben). 

B I. - Weiter wird der thermoelektrische Homogeneffekt dritten 
Grades nach (3) fUr einen geschlossenen Leiter wie 1 eine elektrische 
Spannungsverteilung (D) ergeben wie die durch dr dargestellte, fUr 
einen Leiter 2 eine Spannungsverteilung wie dz• 

Wie aus der Abbildung (D) ersichtlich, kommen in diesem FaIle 
endliche Spannungsdifferenzen E3 zustande. 

Sie stellen die als BENEDIcKs-Effekt bezeichnete Erscheinung dar. 
B II. - SchlieBlich wirdder thermoelektrische Homogenelfekt dritten 

Grades gewisse Temperaturanderungen herbeifUhrenkonnen, deren 
systematische Darstellung aber hier unterbleibe. 

2. Heterogener, geschlossener Kreis. Es seien die besprochenen 
zwei Metalle 1 bzw. 2 zu einem heterogenen Kreise (Thermoelement) 
verbunden, wie dies in Abb. IS, F die Normalform I oder II versinn~ 
bildlicht. Es sei nun fUr I eine gewisse Temperaturverteilung vorhanden, 
etwa wie bei G angegeben. 

A I. - Wird nun fUr jeden homogenen Teil des zusammengesetzten 
Kreises der thermoelektrische Homogeneffekt ersten Grades ins Auge 
gefaBt, bekommen wir einen Kurvenzug wie I bei H. (Dabei sind ja 
jede "KQntakt-EMK" zwischen den zwei Metallen hinfa1lig, wie wohl 
besonders von TAIT dargetan worden ist.) Wie ersichtlich, kommt im 
allgemeinen eine resultierende EMK Er zustande; ffir den heterogenen 
Kreis II wird Er die entgegengesetzte. 

Quantitativ wird ja E t folgendermaBen ausgedrtickt: 

wo XI bzw. Xz die Endkoordinaten des mittleren Sttickes sind, mit den 
Temperaturen tr bzw. t2 • Dies ergibt 

EIJ = (k2 - k I ) (t2 - til (S) 

und ist die Fundamentalformel des SEEBEcK-Effektes. 
A II. - Der elektrothermische Homogeneffekt ersten Grades wird in 

jedem homogenen Teil einen Temperaturgradienten hervorrufen; werden 
die Enden x=o bzw. X= I bei konstanter Temperatur gehalten, mtissen 
wie leicht ersichtlich die Temperaturgradienten in den einzelnen Teilen 
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(ffir die Kombination I) so zusammenwirken, daB z. B. bei Xl eLte Er
hitzung, bei Xl eine Abkiihlung stattfindet (wenn die Richtung des 
Stromes mit derjenigen des von g hervorgerufenen SEEBECK-Stroms 
uzsammenfiillt). 

Die entstehende TeI,llperaturdifferenz muB der Stromstarke pro
portional sein. 

Dies stellt den PELTIER-Effekt dar. 
B 1. -- Der thermoelektrische Homogeneffekt driUen Grades wird in 

diesem Falle, wo im allgemeinen keine besonders schroffen Temperatur
gradienten (bei G) vorhanden sind, nur eine geringfiigige resultierende 
E~ ergeben, wie bei ] graphisch dargestellt. 

Dies wird ausgedriickt durch den Satz, daB die Temperaturverteilu1tg 
langs den Drahten eines Thermoelementes im allgemeine1~ belanglos ist. 

B II. - Eine eventuelle Einwirkung eines elektrothermischen Homo
geneffektes dritten Grades sei auBer acht gelassen. 

VI. Elektrothermische Untersuchungen 
von C. BENEDICKS (71)-(74). 

I. Einleitung. Der fiihrende Gesichtspunkt ist schon oben angedeutet 
worden (S.49). Ais am nachsten liegend wurde folgender Punkt an die 
Spitze der experimentellen Arbeit gesetzt: Da ein Drosselkreuz oder ein 

o 0 
A~~------~~--------~ 

o 

Abb. 16. Drosse1zylinder. 

erst folgendes angefiihrt. 

gedrosselter Zylinder sich als 
das einfachste Mittel erwiesen 
hatten, um in einem homogenen 
Leiter Thermostrome entstehen 
zu lassen, konnte vermutet wer
den, daB umgekehrt ein durch
gesandter Strom eine Tempera
turdifferenzherbeifiihren miisse. 

2. Einige Versuche mit 
festem Metalle. Die Erfahrung 
hat diese Folgerung durchaus 
bestatigt. Als Beispiel sei zu-

AB (Abb. 16) stellt schematisch einen langen Metalldraht dar (z. B. 
Fe; Hinge 500 mID, Durchmesser 1,50 mm); in der Mitte ist eine Drosse
lung (zylindrische Verjiingung) durch vorsichtiges Drehen vorgesehen. 
Die entstehende Temperaturdifferenz wird mit einem Cu-Konstantan
Thermoelement gemessen (I mm Galvanom~terausschlag = 5.10-8 Volt), 
dessen Kontaktstellen an zwei Kupferfiitterungen I und II angeli5tet 
sind; diese ergeben guten Warmeiibergang bei vollstandiger elektrischer 
Isolierung (paraffiniertes Papier!). Ein Sammler wird an den Klemmen 
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C, D angeschlossen; die Stromstarke i wird an einem Prazisionsampere
meter abgelesen. 

Nachdem bei konstantem i ein stationarer Zustand eingetreten ist, 
wird die Stromrichtung in regelmaBigen Zeitabschnitten (4 Minuten) um-

u m . gekehrt; der Galvanometer wird nach 
170 ro· jeder halben Minute abgelesen. Die er-

a b a b a b ~~, 

260 haltenen, sehr regelmaBigen Resultate ~ 
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0. ~ sind aus Abb. 17 ersichtlich, fur ver
schiedene i. Die Temperaturausschlage u 
werden durch graphische Interpolation 
erhalten. 
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4 

Die Tatsache, daB sich u genau pro
portional zu i erweist, geht aus Abb. 18 

60 hervor (fUr ibis 1,20 Amp.). Es gilt 
also 

u=k.i, 
wo k = Konstante ist. 

Es wurde festgestellt, daB die zu-
50 

stande gekommene Temperaturdifferenz 
u 
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Abb.17· 

Elektrothermischer Homogen
effekt (Kohlenstoffstahl). 

Abb. 18. Elektrothermischer Homogen
effekt u (Abb. 17), von der Stromstarke i 

linear abhangig. 

so gerichtet war, wie nach dem Prinzip von LE CHATELIER-BRAUN 

zu erwarten. Wenn also bei I in Abb. 16 schwach erhitzt wurde, 
entstand ein wie der Pfeil a gerichteter Thermostrom (der thermo
elektrische Effekt war positiv). Ein in dieser Richtung durchgesandter 
Strom ergab andererseits bei I Abkuhlung, bei II Erhitzung. Wir sehen 
also, daB der beim Erhitzen von. I entstehende Thermostrom zum Ab
kiihlen von I beitragen muB. 

Gegen diesen an sich sehr sauberen Versuch (der spater sehr oft 
wiederholt wurde) konnte eingewandt werden, daB die Drosselstelle sich 
moglicherweise von dem dickeren Metall unterscheiden konne, so daB 
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eine Art PELTIER-Effekt zustande kame. Urn einen.soIchen naheliegen
den Einwand nicht aufkommen zu lassen, wurden einige vorbereitende 
Versuche so ausgefiihrt, daB ein gleichmaBiger, isolierter Konstantan
draht mit zwei langlichen (isolierten!) Verdickungen aus Cu versehen 
wurde. Der Strom vedief also ausschlieBlich im gleichmaBigen Kon
stantandraht. Es ergab sich aber auch in diesem FaIle, daB der zu i 
proportionale Effekt vorhanden war. 

Die elektrothermisch zustande kommenden Temperaturdifferenzen 
an beiden Seiten einer Drosselstelle (aneinander grenzende kugelige Ober
flachen aus Pt) wurden auch in einem Falle thermoskopisch festgestellt. 

3. Versuche mit fltissigem Quecksilber. Urn den immer wieder 
herangezogenen Einwand der Heterogenitat von vornherein auszuschal
ten, wurden einige Versuche mit fliissigem Hg angestellt. Es wurde ein 
Strom durch eine 0,62 mm lange DrosselsteIle, die sich (in Fiber herge-

u stellt) zwischen zwei 
mm diinnen Glasrohren be-+6 v 
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Abb. 19. Elektrothermischer Homogeneffekt eines 
Drosselzylinders aus Hg. (Bei h6heren i tritt 

THOMsoN-Effekt hervor.) 

fand. Das sehr charak-
teristische Resultat ist 
auf Abb. 19 ersichtlich. 
In diesem Falle ist das 
Gebiet des elektrother
mischen Homogeneffek
tes ersten Grades sehr 
beschrankt I - zu i ge
ringer aI.s 0,3 Amp.; es 
wurde vermutet, daB die 
bei hoherem i auftreten
den VerhaItnisse von 
einem spontan einset
zenden THOMsoN-Effekt 

verursacht worden waren. Die ganze Erscheinung war aber fiir den 
elektrischen Warmetransport so charakteristisch, daB es lohnte, auf die 
Kurvenform naher einzugehen. 

4· Untersuchungen tiber den elektrothermischen Inversionspunkt. 
Wie leicht ersichtlich, war dabei die zu befiirchtende Fehlerquelle ein 
spontaner THOMsoN-Effekt, von der ]ouLE-Warme der verjiingten Hg
Masse verursacht. Gliicklicherweise ergibt ein soIcher spontaner THOMSON
EffektAusschlage, weIche denen entgegengerichtet sind, die vomelektro
thermischen Homogeneffekt ersten Grades herriihren miissen (wenn der 
stromgehitzte Teil zwischen den Lotstellen des Thermoelements liegt). 

Theoretisch unschwierige Auseinandersetzungen - fUr weIche auf 
die Originalabhandlung hingewiesen werden muBz - ergaben folgendes 

I Dies ha.ngt zweifelsohne mit der geringen Lange der Verjiingung zu-
sammen. 2 (74), S.47. 
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Resultat. Der Temperaturunterschied ~t zwischen den beiden Seiten einer 
Drosselstelle muB fur ein Metall mit positivem Warmetransport (wo die 
Warme in der positiven Stromrichtung bewegt wird), als Funktion von i 
folgender Gleichung gehorchen: 

21 = kI i - k3 i3 - ks is ... 

Fur ein Metall mit negativem Warmetransport gilt 
u = -kI i + k3 i3 + ks is + ... , 

wo kr, k3' ks im allgemeinen 
positive Konstanten sind. 
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Das erste Glied rechts ge
h 6rt zum elektrothermischen 
Homogeneffekt erst en Gra
des, das zweite dazu entge
gengesetzte zum spontanen 
THOMSON -Effekt, welcher 
von der Erhitzung der Dros
selstelle verursacht wird; das 
dritte Glied entsprichtder 
Tatsache, daB derWiderstand 
der Drosselstelle (wenigstens 
fUr Metalle) mit der Tempe
ratur zunimmt, mit ent
sprechender Zunahme des 

\ . 
-500 1 2 3 If 5 6 7 8 9 fOAmp. 

THOMSON -Effektes. 
Bemerkenswert ist der 

Umstand, daB im allgemeinen 
u fiir einen bestimmten (In
versions-) Wert von i ver
schwindet. 

Abb.20. Wie 19, Drosselkreuz aus Au. 
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Es zeigte sich, daB die 
Gleichungen mit den Messun
gen gut ubereinstimmen, so-' 

-2 
wohl fUr Hg, wo der Inver-
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~i 
sionspunkt bei i=0,7 Amp. 
beobachtet wurde, als auch 
fUr Drosselkreuze aus I mm 

-
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Abb. 21. Wie 19 und 20, Drosselkreuz aus Pt. 

Au-DraM: Abb. 20 (Inversion bei 8,5 Amp.) und aus I mm Pt-DraM: 
Abb.21 (Inversion bei 7,2 Amp.). 

Der dabei benutzte Apparat ist aus Abb. 22 ersichtlich; die Mikro
meterbewegung erlaubt, die Drosselstelle symmetrisch zwischen die L6t
stellen I und II des Thermoelements einzustellen. Die Bestimmungen 
wurden bei einem H6chstwert von i begonnen, urn eine nachherige merk
liche Veranderung (VerschweiBung) der Drosselstelle auszuschlieBen. 
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Die in Abb. 20 und 2I ausgezogenen Kurven sind nach (6) bzw. (7) 
berechnet. Die gestricheIten Kurven geben an, wie die Veranderungen 

o 

Abb. 22. Bei Abb. 20, 21 benutztes 
justierbares Drosselkreuz. 
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Abb.23. Elektrothermischer 
Homogeneffekt in Graphit. 

von u ausfallen wtirden, wenn der elektrothermische Homcigeneffekt 
ersten Grades nicht existieren wtirde. Die tatsachliche Form der Kurven 
(Abb. 19, 20, 21) stellt eine a~tf- 50 

fallend gute Stutze seiner Exi- u 15 

stenz dar. i I (CL Nl z~1J 
SchlieBlich muB bemerkt wer- ~o 
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Abb. 24. Elektrothermischer 
Homogeneffekt in Graphit 
als Temp eraturiunktio n. 
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Abb. 25. ElektrothermischerHomogen
effekt, als Funktion des Durchschnittes 

der Verjiingung. Neusilber. 

den, daB die Richtung der elektrothermischen Homogeneffekte ersten 
Grades mit der Theorie tibereinstimmt, d. h. mit dem Vorzeichen des 
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thermoelektrischen Homogeneffektes, welches fiir Hg und Pt -, fiir 
Au + ist. 

5. EinfluB der Temperatur. Wurde der obige Versuch mit Graphit 
ausgefiihrt - der wie Au und Pt zu diesem Zweck besonders geeignet ist 
- so wurde kein Anzeichen eines Inversionspunktes erhalten, was aus 
Abb. 23 hervorgeht. Dies wurde so gedeutet, daB fiir Graphit.der Koeffi
zient kI des elektrothermischen Homogeneffektes 

u = kI i (8) 
mit steigender Temperatur betrachtlich anwachst. Diese Auffassung 
wurde dadurch besonders erhartet, daB kI fiir Graphit bei einigen ver
schiedenen Temperaturen gemessen wurde (Abb.24). Wie ersichtlich, 
steigt kI sogar viel schneller als proportional zur absoluten Temperatur. 

6. Proportionalitat zur Strom- u 
dichte. Viel Arbeit wurde ur- tZ"fo 
spriinglich aufgewendet um zu er- 1100 

fahren, wie die elektrothermische 
1000 Wirkung vondemDurchmesserd, 

bzw. Lange 1 einer zylindrisch 900 

verjiingten Drosselstelle abhangt 800 

bei konstantem Durchmesser do 700 

desDrahtes. DerartigeMessungen GOO 

wurden fUr Kohlenstoffstahl, 
SOD Kupfer, Neusilber, Graphit, Kon-

stantan und Manganin ausge-. '100 

fiibrt. Als Beispiel seien die Mes- 300 

sungen an Neusilber (Abb. 25) 200 

sowie an Graphit (Abb. 26) ange- 100 

fiihrt. Abszissen sind die Verhalt-
. 5 d2 0 d· k U lllsse-S = d 2 , r Inaten 1 = ~. 

o 0 ' 1, 

Die Auslegung der Resultate 
bereitete anfangs erhebliche 

0 

it 

t C'(G'r.) 

1J 

10 • 

\ 
~ ..!.7 '.£ 'I 3 ~ f 

1 a2 , q 'I as aG 7 8 9 1.0 

Abb. 26. Wie Abb. 25. Graphit. 

Schwierigkeiten, da zuerst als selbstverstandlich angenommen wurde, daB 

zum VerhaItnis sS = 1 auch ~ = 0 gehOren wiirde. Physikalische Bedeu-
o Z 

tung gewannen die Versuche, als ein unter (8) beschriebenes Resultat 
vorlag. Es muB daraus vorweggenommen werden, daB tatsachlich sogar 

zu SS =1 ein bestimmter ~-Wert gehOrt. 
o Z 

Die experimentellen Kurven nehmen die einfache hyperbolische Ge-
stalt an U a 

i= S/So; 

WO ex = Konstante. Die physikalische Bedeutung kommt zum Ausdruck 
wenn geschrieben wird i u=a 50 • 5 (g) 
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d. h. es erweist sich die an den Enden der Verjtingung auftretende Tem

perat1,f,rdifferenz u einfach zur Stromdichte i proportional. 

Dies Gesetz trifft zu, wenn die zylindrische Verjiingung einen nicht 
gar zu geringen Diameter besitzt. In diesem FaIle, d. h. bei sehr erheb
lichen Stromdichten, kommen gewisse Abweichungen vor. 

Der erste, gewohnlichste Fall wird bei Neusilber (Abb. 25) beobach
tet: bei hoher Stromdichte wird ~t geringer, als die Proportionalitat zu 
i erfordern wiirde (vgl. dicke Hyperbelkurve!). Dieser Fall entspricht 
den Abb. 20 bzw. 21 (der von derErhitzung herriihrende spontane 
THOMSON-Effekt ergibt bald eine Abnahme von u). 

Der zweite Fall wird von Graphit reprasentiert (Abb. 26): bei hoher 
Stromdichte ist u erheblich grojJer, als es die Proportionalitat zu i er
fordert (vgl. die Hyperbelkurve I). Dieser Fall entspricht genau dem in 
Abb. 23 wiedergegebenen Verhalten des Graphits. 

7. Beziehung zwischen dem elektrothen;nischen Homogeneffekt 
und dem Thomsoneffekt. Nach der Gleichung (9) ist Soa fUr die ver
schiedenen Metalle ein charakteristischer, zum Vergleich geeigneter Koef
fizient. 

In der folgenden Tabelle sind angefUhrt die verschiedenen an der 
zylindrischen Drosselstelle (Lange l=0,6 mm) nach Beobachtungen wie 

5 
auf Abb. 25 und 26 (fill 50 =0,3 bis 1,0) gewonnenen Messungen. 

Tabelle 2. 

do 
Thomsonkoeffi-

Verhaltnis-
d~ a . t Mikrokal. mm Zlen Coulomb. 0 

zahl 

Kohlenstoffstahl, 0,75 % CI 3,00 + j,9 ( + 2,2, fiir Fe) -
Kupfer ......... 3,00 + 0,63 +0,29-+ 0,38 +1,7-+ 2,2 
Manganin 1,76 2,5 - -
Neusilber. 1,57 - 4,0 -2,5 + 1,6 
Konstantan. .. 1,5 I - 11,4 

I 
- 5,5-- 6,0 

I 
+ 1,9- +2,1 

Graphit 2,30 -42,0 - -

Soa ist dabei durch d~ a ersetzt. 
Angefiihrt sind ebenfalls die THOMsoN-Koeffizienten, welche nicht gar 

zu unsicher sindI. 
Es ist auffallend, daB die Koeffizienten d~ a des elektrothermischen 

Homogeneffektes sowohl bezuglich Zeichen als auch relativer GrojJe mit 
den Koeffizienten des THOMSoN-Effektes ubereinstimmen. 

I Nach G. BORELIUS; Ann. Physik (4) 56, 388 (1918), sowie nach K. 
BAEDEKER und L. GRAETZ; Handbuch der Elektrizitat und Magnetismus I. 

699. Leipzig 1918. - LASKI, G.; Thermoelektrizitat. In; GEIGER, H. und 
K. SCHEEL,; Handbuch der Physik 13, 183. Berlin 1928. 
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8. EinfluB der Lange 1 der Drosselstelle. - Extrapolation zu 1 = o. 
Als nachstes war zu erforschen, wie die Lange 1 des verjfingten Teiles 
die Temperaturdifferenz u beeinfluBt, bei konstant gehaltenem Durch
messer d, bzw. do. Eine betrachtliche Anzahl (> 60) zylindrisch ver
jfingter Probezylinder in Kohlenstoffstahl, Messing, Neusilber bzw. 
Zink wurden hergestellt. 

Wenn T gegen 1 abgetragen wurde, stellte es sich heraus, daB fUr 

einen gegebenen ,Wert von d Geraden erhalten wurden. Es wurde 

mit anderen Worten gefunden, daB~ mit 1 in linearer Weise zunimmt. z, , 
Sehr auffalIend war nun der Umstand, daB diese bei verschiedenen 

Werten von d erhaltenen Geraden im allgemeinen gegen einen be-

stinunten Punkt der -T -Achse konvergieren. 

Dies war aIlerQings nicht u 
i immer der Fall. So liegen die fUr f5 

Messing erhaltenen Zahlenwerte 
bei d = 0,57 mm an einerGeraden fO 

(Abb.27, a), die bei d = 0,87 mm 
erhaltenen auf eineranderen Ge- 5 

raden; diese konvergieren in die
sem FaIle gegen einen Punkt 0 

auBerhalb der Ordinatenachse. 
Diese Tatsache wurde den in 5 

dem Messingdraht vorhandenen 
Kaltbearbeitungsspannungen zu- fO 

geschrieben. Vor den definitiven 
f5 Messlmgen wurden die Proben 
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deshalb in sorgfaltjger Weise bei 
5900 C ausgegliiht. Das dann er
haltene Resultat ist bei Abb. 27, b 
ersichtlich. . 

i-"l 
ZOo qz WI /16 /18 ~o ~Zmm 

N unmehr schneiden sich die 

Abb. 27. Elektrotbermischer Homogen
effekt, als Funktion der Lange der 

Drosselstelle; 

mit d = 0,55, bzw. mit d = 0,82 erhaltenen Geraden genau an der 

~ -Achse. Die meisten Versuche waren nicht so regelmaBig wie bei dem 
~ 

ausgegliihten Messing - es istder Effekt fiir vorhandene Inhomogeni
taten offenbar sehr empfit;tdlich - die Tendenz der, verschied!;men 
d-Geraden war aber in jedem Falle die einander in einem von Null ver-

schiedenen Punkte der -T ~Achse Z~6 schneiden. 
Dies anfangs als entschieden paradox aufgefaBte Resultat besagt 

offenbar folgendes: eine gewisse Temperaturdilferenz u, zut' ersten Digni
tat von i proportional; kommt auch bei 1 = 0 zustande, d. h. in et·nem 
Zylinder mt"t uberall gleichmafHgem D~trchschnitt. 



62 ' C. BENEDICKS: 

Dies scheinbare Paradoxon wiirde offenbar eine Unmoglichkeit 
sein, wenn nicht zwischen den ffir die Messung'von u benutzten Lot
stellen noch bei 1 = 0 ein gewisser Abstand (3 mm) vorhanden w~he 
(wegen der angelOteten Cu-Fiitterungen I und II, Abb. 16). 

9. Elektrothermischer Homogeneffekt in einem Leiter gleich
maBigen Durchschnitts. Abb. 28 stellt einen langen, gleichmaI3igen 

Abb.28. Zur Festlegung des elek
trothennischen Homogeneffektes 
in einem langen gleichmli.Bigen 

Draht. 

Draht dar, durch welchen ein Gleich
strom in der einen oder anderen Rich
tung gesandt wird. Die zwei elektrisch 
sorgfaltig isolierten Lotstellen eines C u
Konstantanelementes befinden sich ein
ander gegeniiber wie aus der Abb. er
sichtlich; sie sind mit einem empfind
lichen Galvanometer verbunden (1 mm 
= 4,1'10-9 Volt). Das ganze ist gegen 
Luftstromungen und Warmestrahlung 
sorgfaltig geschiitzt. Als Material wurde 
1 mm Konstantandraht benutzt - wo 

eine erhebliche Warmemitfiihrung erwartet werden konnte - und zwar 
einmal von der Lange L = 5-m, weiter von der Lange L = 1 m. Die be
nutzte Stromstarke war 0,25 bis 0,50 Amp. 

u 
i 

88 

Zif 

ZO 
16 

1Z 

8 

If 

o 
-9 

-8 

-13 

-16 

7 
1\ 
~ 

0 

L-!too m 
~ 68 

1\ 
\ 

f\ 

1\ 

-~ t-~ 
t"" "-

l' L 5D en 
'~fj, 

!'... 
I', 
I' 

I" 
1"'-

'\ 
-/--;OZ 

-300 1 2 39m 5 

Abb.29· Elektrothermischer Homogeneffekt (links!) in einem 5 m 
Konstantandraht; Peltiereffekt (rechts!). 

Das bemerkenswerte Resultat ist aus Abb. 29 ersichtlich. 
Fassen wir zuerst den langeren Draht (L = 5 m) ins Auge. Bei 

groBerem (langs desDrahtes gemessenen) Abstand 1 zwischen den Lot
stellen, d. h. in der Nahe der Enden des Drahtes, tritt eine erhebliche 
elektrothermische Wirkung auf. Dies stellt offenbar den wohlbekannten 
Peltiereffekt dar (Cu-Zuleitungen!). Ware nun, wie man bisher ange- . 
nommen hat, der Peltiereffekt die einzige elektrothermische Wirkung, 
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welche in einem Leiter von (urspriinglich) gleichmaBiger Temperatur 

auftreten kann, dann miiBte 7- mit 1 symbat abnehmen, urn schlieBlich 

in der Mitte des Drahtes zu verschwinden. 
Statt dessen ersehen wir, daB schon bei 1 = 3,8 m eine Art Inversi-

onspunkt auftritt, wo 7- = o. Das Zeichen von u (ffir i = 1) andert 

sich dann und u wachst allmahlich zu einem Hochstwert (wo u von 1 
unabhangig wird). SchlieBlich bei kleinem 1, etwa von 50 bis 0 mm, 
findet sich eine strikte Proportionalitat zwische-n u u-nd 1. Dies ist als 
das Gebiet des· u-ngemischte-n elektrothermische-n Homogeneflektes zu be
zeich-ne-n, wie aus den obigen Versuchen hervorgeht. 

Derjenige u-Wert eines gegebenen Metalles, welcher z. B. in Abb. 27 
durch Extrapolation ffir l' = 0 1 erhaIten wurde - der aber einer tat
sachlichen MeBlange von 3 mm entsprach - erwies sich als nahezu iiber
einstimmend mit dem u-Wert, welcher im Gebiet der strikten Propor
tionalitat 1 = 3 mID entsprach. 

Von dem kfuzeren Draht (L = 1m), laBt sich sagen, daB die gan£e 
Erscheinung dem vorigen gleich ist, nur ist der LangenmaBstab ein 
geringerer. 

Experimente dieser Art wurden auBer mit Konstantan, noch mit 
Neusilber und 0,75% Kohlenstoffstahl ausgefiihrt. Das Resultat war 
in allen Fallen beziiglich des charakteristischen Aussehens der Kurve, 
nahezu identisch2• 

10. Temperaturdifferenz proportional zur Spannungsdifferenz. 
Ein Riickblick auf die soeben angefiihrten Versuche ergibt folgendes: 
a) Zuerst wurde festgestellt, daB die thermische Wirkung u pro-

portional zur Stromstarke i ist: 
u = const i. 

b) Es wrude dann gefunden, daB u zur Stromdichte proportional ist: 
i 

u=const s · 
c) SchlieBlich wurde 'festgestellt, daB u ebenfalls proportional 

zur Lange 1 ist. DemgemaB gilt ffir den mittleren Teil eines gleich
formigen Leiters die Gleichung 

i u = const s ·1. 

Andererseits ist die elektrische Spannungsdifferenz zwischen den 
zwei beriicksichtigten Punkten ebenfalls 

V . 1 
=consh· S · 

I l' = Lange des verjiingten Telles, mit dem jetzigenl nicht zu verwechseln. 
2 Es sei noch bemerkt, daB sich in einem zylindrisch verjiingten Draht 

ein geringer Unterschied zwischen den zentralen und peripherischen Teilen 
bemerkbar machen kann, es ist aber nicht einzusehen wie ein so1cher im Falle 
eines unverjiingten Drahtes einwirken konnte. 
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DemgemaB wird das sehr einfache Resultat gewonnen 
u = co:p.st V. 

Der elektrothermische Homogeneffekt ergibt in einem gegebenen 
Metali zwischen zwei Punkten eine Temperaturdifferenz, die zur SPan
nungsdifferenz proportional ist. 

VII. Die phoretische Elektronentheorie erfordert die 
Existenz des elektrothermischen Homogeneffektes. 
Wie oben angegeben, wurden die Arbeiten des Verfassers auf dem 

thermoelektrischen Gebiete durch die phoretische Grundauffassung 
der metallischen Leitung veranlaBt (S. 31). DemgemaB ist es von Inter
esse zu erfahren, in wie weit die gewonnenen experimentellen Resultate 
aus der pboretischen Grundauffassung ableitbar sind. 

Es hat sich tatsachlich herausgestellt, daB eine erstaunliche Klarung 
in dieser Weise gewonnen wird. Hier soli dies jedochnur gestreift werden I. 

Wie schon hervorgehoben (S. 32), gestattet die phoretische Theorie 
ohne irgendweIche b~sondere Hilfsannahme eine quantitative Her
leitung des ]ouleeffektes - was' durch die gaskinetische Elektronen
theorie nicht moglich war2. Die Grundannahme, daB die Elektronen 
nicht frei sind, sondern an die AtoIIfe gebunden (und nur bei den Zu
sammenstoBen von Atom zu Atom iibergehen), ergibt tatsachlich eine 
einfache Erklarung der ]ouLE-Warme: sie stellt denjenigen Zuwachs 
an kinetischer Energie der Atome dar, welcher davon herriihrt. daB 
.die Elektrizitatsladung des Atomes - seisie negativ oder positiv -
im angelegten elektrischen Felde bei jeder Hin- lmd Herbewegung eine 
Akzeleration erleiden muB; die geleistete elektrische Arbeit muB dem
nach im Zuwachs der kinetischen Energie der Atome zum Ausdruck 
kommen. 

Dieser Energiezuwachs der Atome 'muB nun, wie eben gesagt, genau 
derselbe, zu iz proportional. sein, sei es, daB die Atome leichter eine 
positive Ladung annehmen als eine negative, oder sei ihre Tendenz die 
umgekehrte. 

In einer anderen Hinsicht aber istes keineswegs gleichgiiltig, ob 
die Atome des Leiters die eine oder andere Ladungsart leichter auf
nehmen. 

r.Wir wollen zuerst annehmen, daB die Atome eines gegebenen Metalles 
ausschlieBlich positive Ladung annehmen oder iiberhaupt keine Ladung, 
d. h., daB sie entweder als positive /onen, oder aber als Neutralatome 
aUftreten. Wir betrachten ein 'Atom, welches zwischen zwei Nachbar
atomen hin und herschwingt, d. h. zwischen zwei Durchschnittslagen 
I und II oszilliert. 

I Vgl. weiter (74), S. IOS. 

2 Vgl. L. DECOMBE: J. d.e Physique (5) 4, rr6 (I9I4). 
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Nun sei ein elektrisches Feld hergestellt, welches bestrebt ist, einen 
positiven Strom in der Richtung I zu II zu geben. Nach der phoreti
schen Auffassung sowie der gemachten Vorsausetzung wird das Atom 
in der Lage I positive Ladung annehmen. Wahrend des Zurfickpralles 
muB seine Geschwindigkeit deshalb immerfort akzelerieren bis zu dem 
Moment, wo das Atom die Lage II erreicht. Die Ladung wird dann 
(zum Nachbaratom) abgegeben und das Atom prallt gegen I zUrUck 
und zwar mit konstanter Geschwindigkeit - da es nach der Hypothese 
nun ungeladen ist. Wiederum in die Lage I zurUckgekehrt, nimmt 
das Atom von neuem eine positive Ladung auf, wird beschleunigt usw. 

Es geht aus diesem Leitungsmechanismus direkt hervor, dafJ das 
Atom in der Lage II einen koheren Durchschnittswert der kinetischen 
Energie besitzen mufJ als in der Lage I. Seine kinetische Energie steigt 
ja immer - so lange das elektrische Feld vorhanden bleibt - wamend 
des Anpralles von I und II, nicht aber von II zu 1. (Wird die Ladung 
als e, die Potentialdifferenz zwischen I und II als V bezeichnet, muB 
der durchschnittliche EnergiefiberschuB in der Lage II offenbar 

betragen.) 

V 
e· -

2 

Dies aber bedeutet offenbar, dafJ die Temperatur in II hOher sein mufJ 
als in I. Dieselbe Betrachtung ergibt - vorausgesetzt, daB keine frem
den Einflfisse sich geltend machen -daB die Temperatur immerfort (linear) 
ansteigen mufJ, wenn wir in der Richtung des positiven Stromes fortschreiten. 

Dieser Zuwachs der Temperatur muB offenbar in umgekehrter 
Richtung erfolgen, wenn die Richtung des elektrischen Feldes, also 
der Stromstarke i, umgekehrt wird. Es folgt schon aus diesem Um
stand, daB dieser Temperaturzuwachs von i und nicht etwa von i2 
abhangig ist. 

Es ist einleuchtend, daB dieser in der Stromrichhmg zustandekom 
mende Temperaturzuwachs als ein elektrothermischer Homogeneffekt 
ersten Grades mit negativem Vorzeichen erscheinen mufJ, wie ein solcher 
z. B. fur Konstantan oder Pt gefunden wurde. 

2. Wir wollen nun ann ehmen, daB die Atome des Metalls aus
schlieBlich negative oder keine Ladung annehmen, d. h. daB sie ent
weder als negative Ionen, oder aber als N eutralatome auftreten. Es ist 
dann einleuchtend, daB die Temperatur ansteigen mufJ, wenn wir in 
der Richtung des negativen Stromes fortschreiten. 

Dies ist ein elektrothermischer Homogeneffekt ersten Grades mit 
positivem Vorzeichen, wie er z. B. in C u beobachtet wurde. 

3. Nun ist der Fall ja auch denkbar, daB die Atome eines Grund
stoffes ebenso leicht positive wie negative Ladungen annehmen, d. h. 
ebenso leicht positive wie negative Ionen bilden (oder aber fiberhaupt 
keine elektrische Ladung annehmen). 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 5 
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In diesem Falle wird .offenbar keine zu i proportionale thermische 
Wirkung merkbar. 

Wir diirfen annehmen, daB dieses Verschwinden des elektrothermi
schen Homogeneffektes ersten Grades ffir Pb zutrifft (wo bekanntlich 
der THOMsoNkoeffizient nahezu verschwindet). 

Die einzige vom phoretischen Standpunkt aus erforderliche Annahme 
ist also, da{J den Atomen eines Korpers ein bevorzzegter elektrischer Zu
stand zukommt: der elektrothermische, Homogenetfekt ersten Grades ist 
dann eine notige, Konsequenz. 

SchluBbemerkung. 
Wir haben nun gesehen, daB die Schliisse beziiglich der Existenz 

des elektrotbermischen Homogeneffektes, der von phanomenologischem 
Gesiehtspunkt aus als wahrscheinlich vorhanden anzunehmen war 
(Abschnitt V), in mehrfacher Weise experimentelle Bestatigung ge
funden b,aben (Abt. VI); so ist er im fliissigen H g und in langen gleieh
maBigen Drahten gefunden worden. SchlieBlich wurde gezeigt, daB 
die phoretische Auffassung der metallischen Leitung - die den Anfangs
punkt der Untersuchungen des Verfassers fiber den thermoelektrischen 
Homogeneffekt bildete - auch den elektrothermischen Homogeneffekt 
in einfacher Weise herzuleiten gestattet. 

Es ist also wohl nieht unberechtigt zu behaupten, daB der Erschei
nungskomplex der Thermoelektrizitat an Umfang, aber zugleieh an 
'innerer Koherenz gewonnen hat. 

Auffallend viele Probleme erwarten allerdings noch eine nahere 
experimentelle Behandlung. 

Es sei gestattet, an dieser Stelle als AbschluB die folgenden Worte 
SENECAS anzufiihren: 

"Unsere Vorlaufer haben viel ausgezeiehnete Arbeit geleistet, nieMs 
jedoch ganz vollendet. Viele Arbeit bleibt noch auszufiihren und das 
wird immer so bleiben." 
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I. Die ABBEsche Darstellung der Theorie der optischen 
Instrumente und ihre Fortbildung im einzelnen. 

Wollte man fiber die Entwicklung der Theorie der optischen Instru
mente seit ABBE nur so schreiben, daB man die seit ABBES Tode oder 
seit der Beendigung seiner Tatigkeit erschienenen Arbeiten nach irgend
einem Grundsatze ordnete und besprache, so ware b"ei der groBen Menge 
eine Dbersicht schwer zu erreichen, aber man wfirde auch vielleicht der 
Stellung ABBES nicht ganz gerecht werden. Wie jedes wissenschaftliche 
Gebiet, bedarf auch die Theorie der optischen Instrumente von Zeit zu 
Zeit einer Bearbeitung nach neuen Grundsatzen. Die Fortschritte der 
Wissenschaft in der Zwischenzeit fiigen sich entweder ein oder sie bleiben 
gewissermaBen als getrennte Nebengebaude neben dem Hauptbau stehen, 
bis eine N euaufffihrung ein gemeinsames Dach schafft. 

Die geometrische Optik hatte am Ende des I8. J ahrhunderts durch 
L. EULER! eine zusammenfassende, dem damaligen Stande der Wissen
schaft entsprechende Darstellung gefunden. Dieses Werk und seine mehr 
gemeinverstandliche Bearbeitung durch G. S. KLUGEL 2 galten der nach
sten Zeit als der eigentliche Bau, an dessen innerer Ausfiihrung weitere 
Arbeiter tatig waren. 

Das Ig. Jahrhundert brachte viele Entdeckungen: A. F. MOEBIUS, 
F. W. BESSEL, J. B. BIOT, C. F. GAUSS, E. ABBE behandelten die Bild-

I Dioptrica ... 3 Teile. Petersburg. Akad. d. Wiss. I769-I771. -
Neuausgabe: Euleri opera omnia ... SeT. III, 3 und 4. Leipzig und Berlin: 
B. G. Teubner 19II/19I2. 

2 Analytische Dioptrik in zwey Theilen. Leipzig: J. F. Junius 1778. 
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entstehung nach neuen Grundsatzen, L. J. SCHLEIERMACHER, E. ABBE 
bearbeiteten die Lehre von der Strahlenbegrenzung, W. R. HAMILTON, 
L. J. SCHLEIERMACHER, J. PETZVAL, L. SEIDEL, E. ABBE die Lehre von 
den optischen Fehlern. Dadurch, daB der alte FERMATsche Satz in eine 
neue Form gegossen wurde, die wir nach E. L. MALUS benennen, regte 
sich das Bestreben, allgemeine Gesetze ffir die optische Abbildung auf
zustellen. Endlich war die Theorie haufig durch Fortschritte der Praxis 
genotigt, nachzufolgen. So war eine neue Auffassung des Gesamtgebiets 
notwendig geworden. ABBE hat freilich selbst nur Aufsatze iiber einzelne 
Instrumente und iiber Einzelfragen veroffentlicht; in seinen Vorlesungen 
hat er seine gesamten Anschauungen vermittelt, der Offentlichkeit sind 
sie von seinen Schiilem und den Angehorigen der ZEIssischen Werkstatte 
iibergeben worden I • Man kann wohl sagen, daB die ABBESche Grund
auffassung in den jetzigen Darstellungen herrschend ist, mogen sie nun 
von unmittelbaren oder mittelbaren Schiilern ABBES oder von .A.uBen
stehenden herriihren. Daran andert auch die Tatsache nichts, daB"haufig 
die Meinung verbreitet ist, die Leistungen einzelner Vorganger, wie 
HAMILTON und SCHLEIERMACHER, seien nicht ausreichend beriicksichtigt. 
So sollen in diesem Abschnitte hauptsachlich die Dinge zusammengestellt 
werden, die Einzelheiten der ABBEschen Auffassung erganzen oder ver
bessem; in den folgenden seien einige grundsatzliche Fragen behandelt, 
deren Untersuchung vielleicht in eine Entwicklung hineingehort, die ein
mal den Rahmen der ABBEschen Darstellung sprengen kann. 

Die Theorie der optischen Instrumente ruht auf drei Grundlagen, der 
Lehre von den optischen Bildern, der Lehre von der Strahlenbegrenzung 
und Strahlungsvermittlung, und der Lehre von den Fehlern optischer 
Bilder. 1m Grunde beruht alles auf der Verfolgung einzelner Strahlen. 
Schon im Altertum konnte man die Richtung feststellen, in der ein Punkt 
in einem Spiegel gesehen wird. In spaterer Zeit lOste man die namliche 
Aufgabe ffir das Sehen durch eine Linse. Man konnte dann auch fUr 
einen ausgedehnten Gegenstand die scheinbare GroBe und das iiber
blickte Gesichtsfeld angeben. Dagegen gab man die Entfernung, in der 
man den Gegenstand mit der Vorrichtung sieht, unvollkommen oder 
falsch an. Spater beachtete man, daB von einem Dingpunkte nicht ein 
einzelner Strahl, sondern ein Biindel ausgeht, und begann dann zum 

I Hauptsachlich in zwei Werken: r) CZAPSKI, S.: Theorie der optischen 
Instrumente nach ABBE. Breslau: E. Trewendt 1893. (Handbuch der Physik 
von A. WINKELMANN.) 2. Auf!.: Grundziige der Theorie der optischen Instru
mente nach ABBE. (Herausgeg. von O. EpPENSTEIN.) Leipzig:' J. A. Barth 1904. 
- 3. Auf].: (S. CZAPSKI und O. EpPENSTEIN) ... (Herausgeg. von H. ERFLE und 
H. BOEGEHOLD.) Ebenda 1924. - Die letzte Auflage hat natiirlich viele Neu
erscheinungen verwertet. (1m folgenden mit Cz. angefiihIt.) 2) v. ROHR, M. : 
Die Theorie der optischen Instrumente. 1. Bd. : Die Bilderzeugung in optischen 
Instrumenten ... (mehr nicht erschienen; von den wissenschaftlichen Mitar
beitern der ZEIssischen Werkstatt bearbeitet). Berlin: Julius Springer 1904. 
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Dingpunkte die Stelle des Augenraums in Beziehung zu setzen, wo das 
Strahlenblindel einen moglichst engen Querschnitt hat; insbesondere wo, 
in der Sprache der modernen Mathematik, benachbarte Strahlen ein
ander schneiden. Die Lehre von diesen Punkten, den Bildpunkten, ge
wann im 17. und 18. Jahrhundert bestandig an Bedeutung; hauptsach
lich aus zwei Grlinden, einer Beschrankung und einer Erweiterung der 
optischen Instrumente. Einer Beschrankung: Mehr und mehr traten die 
Vorrichtungen hervor, die symmetrisch zu einer Achse angeordnet sind 
(Umdrehungsfolgen); bei ihnen kann wenigstens fUr jeden Achsenpunkt 
ein einzelner Bildpunkt angegeben werden. In den ersten Jahrzehnten 
nach der Entdeckung des Brechungsgesetzes fand man die Formeln, die 
Ding- und Bildort miteinander verbinden. Einer Erweiterung: Wenn 
auch im 17. und 18. Jahrhundert die Vorrichtungen, bei denen das Auge 
unmittelbar mitwirkt (Fernrohr, Mikroskop), bei weitem die groBere Be
deutung hatten, so muBte man sich doch gelegentlich mit den Fallen 
beschaftigen, wo das Bild an seinem Orte aufgefangen wird oder sonst 
in Erscheinung tritt (dunkle Kammer, Zauberlaterne), wo daher die Be
stimmung des Bildortes eine unbedingte Notwendigkeit istr. Noch wich
tiger aber war wohl, daB man neben den kunstlichen optischen Instru
men ten das Auge behandeln lernte, wo das beim deutlichen Sehen auf 
der Netzhaut entstehende Bild die Hautsache zu sein schien. Die Lehre 
vom Orte, der GroBe und der Helligkeit des optischen Bildes, die nach 
EULERS Zusammenfassung noch vielfach weitergefordert war, fand 1841 
durch C. F. GAUSS einen gewissen AbschluB. 

Die Abbildung in der Achse wird bestimmt durch die Lage der Brenn
punkte 'iY, F' und die beiden Brennweiten I, /" deren Verhaltnis durch 
die Brechzahlen in Ding-undBildraumgegebeuist (I': 1= (-I)"'+!' n' :n, 
wo m die Zahl der Spiegelungen ist). Sind 6' 6' die Entfernung des 
Ding- und des Bildpunktes von den entsprechenden Brennpunkten, so 
besteht die NEWToNsche Formel: 

H' = ff'· (I) 
Sind u, u' die ding- und bildseitige (halbe) Offnung eines dunnen Bun
dels, so ist die WinkelvergroBerung 

tgu' ;t; f 
r = tgu = T' = !' . (z) 

Fur den Fall eines unendlich fern en Gegenstandes oder Bildes tritt an 
die Stelle der Winke16ffnung zu die lineare Offnung zh, zh', und man 
kommt zu der GAussischen Definition der Breunweiten: 

h' 
t = tf5u' (za) 

-----

1'= ~. 
I tgul (zb) 

I Der Unterschied deckt sich gr6l3tenteils, aber doch nicht v6llig mit der 
alten Einteilung in Instrumente zu subjektivem und zu objektivem Gebrauch, 
genauer mit der Unterscheidung der unterbrochenen Abbildung von der un
unterbrochenen (v. ROHR, M.: Die optischen Instrumente, 3. Aufi., B. G. 
Teubner, Leipzig und Berlin 1918, S. 34). 
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Endlich kann man beiBeschrankung auf den "fadenformigen Raum urn 
die Achse" -diinne Biindel, geringeAchsenabstande -annehmen, daB ein 
achsensenkrecbtes Linienstiickchen oder Flachenstuckchen auf ein eben
soIches Punkt ffir Punkt abgebildet werde; dabei gilt ffir das Verbaltnis der 
Acbsenabstande(dieLateralvergroBerungodereinfacberdie VergroBerung): 

t)' t 1;', 
(1 = ~ = - i = - r' (3) 

Man hat sich gewohnt, die Beziehungen (1) bis (3) fUr eine erste An
naberung so zu benutzen, als waren sie ffir den ganzen Raum gultig. 
Dann kann man zu jedem Dingpunkte den Bildpunkt durch Rechnung 
oder Zeichnung finden. Urn die Brennweiten und die Lagen der Brenn
punkte zu finden, muB man .die Formeln haben, die sie aus den Bestim
mungsstucken, den Brechzablen, den Abstanden der brechenden und 
spiegelnden Flachen, endlich deren Kriimmungshalbmessern in der Acbse 
ableiten lassen. Es ist auf dieser Stufe gleich, ob die Flachen Kugel
flachen oder andere Umdrehungsflachensind. Langst bekannt, werden die 
Glelcbungen doch immer noch gelegentlich in eine andere Form gegossen. 

Die GAussische Abbildung ist von ABBE in einer besonderen Form 
dargestellt worden: Wenn uberhaupt der Dingraum Punkt fur Punkt ab
gebildet sein solI, so muB die Abbildung aus rein mathematischen Grun
den besondere Eigenschaften haben (muB kollinear, projektivisch sein); 
setzt man auBerdem Achsensymmetrie voraus, so kann man selbst ohne 
Anwendung des Brechungsgesetzes die Formeln (1) bis (3) ableiten. 

Die Ableitung der Gesetze der GAussischen Abbildung ist in jedem 
Lebrbuch ein wichtiger und wohl unentbehrlicher Teil. Wirklich Neues 
kann auf diesem Gebiete kaum mebr gefunden werden. Die Darstellungen 
kannmaninsoIcheeinteilen, beidenennachABBEvondemmathematischen 
Grundsatze der Kollineation ausgegangen wird, und in soIche, wo die Ab
leitungvon vornherein physikalisch, aus demBrechungsgesetz erfolgt, Von 
den mathematischen Ableitungen sind hier die erwabnenswert, bei denen 
statt des analytiscben Verfabren,s das synthetische angewandt istr. 

Von den anderen Arten der Darstellung sei die in England und Ame
rika ubliche erwabnt, die nicht von der SNELLSchen Form des Brechungs
gesetzes, sondern von der Fortpflanzung derWellenflache ausgeht2, Eine 
besondere Art, die Formeln in manchen Fillen bequemer zu schreiben, 

I BOGER, R.: Die optische Verwandtschaft in projektiver Darstellung. 
Hamburg:'M. Baumann 1907.-0ptische Geometrie. Z. mathem. u. natur
wiss. Unterr. 51, IIO-IIB, 14B-164 (1920). - SOUTHALL, J. P. C.: The 
principles and methods of geometrical optics. New York: Macmillan Compo 
1910. - Mirrors, prisms and lenses. Ebenda, I. Aufl. 1'9IB; 2. Auf I. 1923. -
BOEGEHOLD, H.: Cz. S. 65-71. (Mit Cz. ist iiberall die 3. Aufl. des CZAPSKI
schen Lehrbuchs gemeint.) - Geometrische Optik. Berlin: Gebr. Borntrager 
1927. 375, S. loB +. (Sammlung Borntrager, II.) 

• AlsBeispiel sei auch bier die Ableitung von J .P.C.SOUTHALL angefiihrt: 
Mirrors, prisms and lenses 266, vgL meine Wiedergabe: Geom. Opt., S. 169. 
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ist die GULLSTRANDsche Dioptrienrechnung I , die namentIich von den 
Brillentheoretikern angewandt wird (s. u.). Auf die verzerrte, sogeuannte 
anamorphotische Abbildung sei nur im Voriibergehen hingewiesen. 

Die Einseitigkeit der Darstellung, die in der bloBen Ableitung der 
optischen Bilder liegt, wo gar keine Riicksicht darauf genommen wird, 
welche Strahlen nun tatsachlich wirken, ist natiirlich zu allen Zeiten be
kannt geweseu; die Fragen der Helligkeit, des Gesichtsfelds; die Lehre 
von den optischen Fehlern muBten immer wieder besprochen werden; 
auch finden sich, namentIich in Biichern von L. EULER und L. J. 
SCHLEIERMACHER 2 Gesamtdarstellungen der hierher gehorigen Aufgaben . 
. Sie hatten, wenn auch nur zum Teil gelungen, doch die Erkenntnis fOr
dern konnen, wenn man sie nur mehr beachtet hatte. Das Begriffs
gebaude der Strahlenbegrenzung und der Strahlungsvermittlung ist im 
:wesentlichen durch E. ABBE3 und seine Nachfolger, namentlich M. v. 
ROHR, ausgebaut worden. 

An die wichtigsten Begriffe: Offnungsblende, Eintritts- und Aus
trittspupille, Gesichtsfeldblende, Eintritts- und Austrittsluke, Haupt
strahl, und an die Bestimmung der Offnung der StrahlenbUndel sowie 
die des wahren und scheinbaren Gesichtsfeldes sei nur kurz erinnert. 
Dagegen sei auf die Anderung verwiesen, die aIle Darstellungen im ersten 
JahrzehntdesneuenJahrhundertsdurcheineAnregungvonauBenerhaIten 
muBten. Beiden VorrichtungenzusubjektivemGebrauch warmangewohnt, 
zu den Offnungen des Instruments die Augenpupille hinzuzufiigen und nun 
anzunehmen, daB sie entweder aIs Austrittspupille oder aIs Austrittsluke 
wirke, wenn nicht etwa eine friihere Offnung diese Rolle iibernehme4• 

. Der Hinweis auf die Bedeutung der Augendrehung und des Augen
drehpunktes, den die Theoretiker der Optik von den Augenarzten 
F. OSTWALT, M. TSCHERNING und A. GULLSTRAND erhielten 5, veranlaBte 
eine vollige Umarbeitung und die scharfe Unterscheidang der beiden 
Fane: Wenndie AustrittspupiIIe des Instruments zuganglich ist, wirkt 
sie wie ein Schliisselloch, das Auge wird in die Nahe gebracht, und die 
verschiedenen Teile des Bildes werden nacheinander durch kleine Augen
und Kopfbewegungen beobachtet. 1m anderen FaIle erfolgt die Strahlen
~egrenzung durch das Auge, die Pupille bestimmt im allgemeinen die 

I GULLSTRAND, A.: lJber die Bedeutung der Dioptrie. Graefes Arch. 49, 
46-70 (1899). - Zusatze zur 3. Aufl. von HELMHOLTZ, H.: Handbuch der 
physiologischen Optik I. Hamburg und Leipzig: L. Voss 1909. 

2 EULER, L.: Dioptrica; siehe S. 69. - SCHLEIERMACHER, L. J.: Ana
lytische Optik. Da,rmstadt: G. Jonghaus 1842. 

3 Dber die Bestimmung der Lichtstarke optischer Instrumente (I871). 
Ges. Abh. I, ;£4-44. Jena: Gustav Fischer 1904. 

4 V gl. z. B. CZAPSKI, S.: Das Gesichtsfeld des GALILEI'schen Fernrohres. 
Z. Instrumentenkde 7,.409-4II (1887); 8, 102 (1888). 
. 5 V gl. . die geschichtliche Darstellung bei v. ROHR, M.: Die Brille als 
optisches Instrument, 3. Aufl., § 74 (siehe S. 77, Anm. I). 
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Helligkeit, wahrend als Kreuzpunkt der Hauptstrahlen der Augendreh
punkt anzusehen ist; das Gesichtsfeld wird in der Regel durch die auBere 
Vorrichtung bestimmtr. Wahrend die Theorie des GALILEIschen Fern
rohrs hierdurch eine Neubearbeitung erfuhr, konnte die Lehre von den 
Sehhilfen (Brillen usf.) erst jetzt ausgebildet werden. Das erste prak
tische Ergebnis war die Herstellung des Veranten. 

Schon fruher hatte M. v. ROHR die Bedeutung der Einstellebene und 
Mattscheibenebene, besonders fUr die Darstellung von Gegenstanden 
nicht ebener Gestalt, festgestellt 2 • Hieruber wird noch zu sprechen sein. 

Mit der Strahlenbegrenzung hangt die Perspektive bei optischen In
strumenten zusammen. Die verschiedenen Begriffe der VergroBerung, 
die ja schon seit zwei Jahrhunderten im Gebrauch waren, sind im letzten 
Jahrzehnt an der Hand der neuen Erkenntnisse behandelt worden 3• 

Verwickeltere Fragen der Perspektive hat M. v. ROHR4 behandelt. 
Von demselben Verfasser ruhrt eine Gesamtdarstellung des fraglichen 
Gebietes hers. Endlich sei auf seine groBe Arbeit uber binokulare In
strumente hingewiesen 6. Hier waren H. WENHAM 1853 und E. ABBE seit 
1880 vorausgegangen, hatten sich aber auf den Bildraum beschrankt. 
Die neueste Entwicklung dieser Vorrichtungen gehort mehr dem prak
tischen Gebiete an. 

Was die Fehler der optischen Instrumente anlangt, so ist die Lehre 
von den reinen Farbenfehlern im wesentlichen seit dem 18. Jahrhundert 
fertig, der Fortschritt ist hier Sache der Praxis, und zwar besonders der 
Glashutten. FRAUNHOFERS Vorversuche, die auf ABBES Veranlassung er
zielten Fortschritte von O. SCHOTT und seinen Mitarbeitern sind bekannt. 
J edoch ist auf die grundsatzliche Untersuchung hinzuweisen, die A. Ko
NIG 1904 der Moglichkeit gewidmet hat, mehr als zwei Farben zu ver
einigen 7• 

Der Farbenunterschied der spharischen Abweichung wurde vor ABBE 

I Vgl. v. ROHR, M.: Die optische nlnstrumente, 3. Aufl. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1918. (Aus Natur u. Geisteswelt. 88, 24/25) oder Cz. 
386/387. Auf SCHLEIERMACHERS fruhere Entdeckung habe ich gelegentlich 
hingewiesen. 

2 Zur Geschichte und Theorie des photographischen Teleobjectivs. 
Weimar: K. Schwier 1897. 

3 ERFLE, H.: Lupenvergrol3erung, Fernrohrvergrol3erung und Vergrol3e
rung. Dtsch. opt. Wschr. 7, 345-349 (1921). Vg!. die Bearbeitung durch 
O. EpPENSTEIN, Cz. 159-162. 

4 Die beim beidaugigen Sehen durch optische Instrumente moglichen 
Formen der Raumanschauung. Munch. Sitzgsber. 36, 487-506 (1906). 
Ferner bei Cz. 384-411. 

S Die Strahlenbegrenzung. Zztg Opt. u. Mech. 41 (1920), auch in der 
Sammlung optischer Aufsatze, herausgeg. von H. HARTING, Heft 3. 

6 Berlin: J. Springer, 1. Aufl. 1907; 2 Auf!. 1920. 
7 Bei v. ROHR, M.: Die Theorie der optischen Instrumente, S. 358-363. 

Siehe auch Cz. 295-300. 
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von A. C. CLAIRAUT, ]. D'ALEMBERT, S. STAMPFER, C. F. GAUSS behan
delt. ABBE hat ihn bekanntlich beim Mikroskopobjektiv erfolgreich be
kimpft. A. KERBER schrieb 1890 dariiber. Weitere Untersuchungen 
dieses Fehlers sind mir nicht bekannt. Die Frage des Farbenunterschie
des der VergroBerung ist geklart, neuere Fortschritte liegen auf prakti
schem Gebiet; doch kann bemerkt werden, daB F. STAEBLE' und M. BE
REK 2 auf die Ahnlichkeit der Formeln hinwiesen, die fUr die Hebung 
dieses Fehlers und fUr die Hebung der Koma gelten. 

Die von der Offnung der Linsen abhangigen Fehler, die man wegen 
der Kugelgestalt der meisten Linsenflachen als spharische Abweichungen 
im weiteren Sinne bezeichnet, werden bekanntlich nach einem doppelten 
Verfahren untersucht. Das gewissermaBen urwiichsigere Mittel ist, eine 
geniigende Anzahl Strahlen rechnerisch (allenfalls auch zeichnerisch) 
durch eine Reihe von Flachen zu verfolgen. Es ist nur dann anwendbar, 
wenn eine bereits wirklich oder doch auf dem Papier fertige Linsenfolge 
untersucht werden solI. Fiir den wichtigsten Fall, die Durchrechnung 
von Strahlen, die von einem Achsenpunkte einer ausgerichteten Folge 
von Kugelflachen ausgehen, sind die Formeln, wie wir sie im wesent
lichen heute noch anwenden, mindestens seit G. S. KLUGEL (1810) im 
Gebrauch. Die Verallgemeinerung auf andere Flachen, achsensymmetri
sche (sogenannte aspharische Flachen), doppelt-symmetrische und aUge
meine, ist in den beiden Sammelwerken (S. 70) ausfUhrlich behandelt, und 
die Ubersicht tiber hierher gehOrende Arbeiten ist bei Cz. bis 1924 fort
gefUhrt; ebenso sind die Formeln fUr Astigmatismus und Koma dort an
gegeben. Eine Wiederholung diirfte sich hier eriibrigen. 

Besonders haufig ist der in der Praxis nicht allzu oft vorkommende 
Fall eines windschief durch eine Kugelflache gehenden Strahles behan
delt worden. Die bis etwa 1904 veroffentlichten Formeln sind von 
A. KONIG und M. v. ROHR zusammengedellt worden. Seitdem hat A. KER
BER noch wiederholt in der Richtung gearbeiteP. Neue Versuche dieser 
Art hat M. HERZBERGER4 gemacht. 

Ware die GAussische Theorie nicht nur annahemd, sondem genau 
richtig, so wiirde fUr eine Umdrehungsfolge eine achsensenkrechte Ebene 

I Isoplanatische Korrektion und Proportionalitatsbedingung. Miinch. 
Sitzgsber. 1919, 163-196 "(auf S. 189--191). 

2 Studie zur Anwendung der Isoplanasiebedingung. Zztg Opt. u. Mech. 
47, 37-42 (1926). 

3 Vgl. auGer Cz. auch meinen Gedachtnisartikel. Z. Instrumentenkde. 
40, 199-201 (1920). 

4 Die Anwendung der Vektoralgebra auf die geometrische Optik. Zztg 
Opt. u. Mech. 45, 193-194 (1924). 3+' - Uber die Durchrechnung wind
schiefer Strahlendurch ein System zentrierter Linsen. Ebenda 46, 100-105 
(1925). 6 + . - Uber die Durchrechn ung von Strahlen d urch optische Systeme. 
Z. Physik 43, 750-768 (1927). 8+. - In diesen Arbeiten finden sich auch 
noch andere Durchrechnungsformeln. 
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in einer anderen, der Bildebene, scharf und ahnlich wiedergegeben wer
den. Tatsachlich aber treffen im allgemeinen Strahlen, die von einem 
beliebigen Dingpunkte ausgehen, die GAussische Bildebene mehr oder 
weniger vom GAussischen Bildpunkte entfemt, so daB die Scharfe und 
Treue der Abbildung leidet. Die Abweichungen sind von der Offnung 
und vom Gesichtsfeld abhangig und lassen sich - beide als klein an
gesehen - nach Potenzen beider entwickeln. Dies ist das zweite Ver
fabren, die F ehler zu behandeln. Seit L. SEIDEL kennen wir die flinf F ehler, 
die die niedrigste, dritte Ordnung in Offnung und Gesichtsfeld enthalten. 
Seine Ableitung, die im ganzen auf der Durchrechnung aufbaut, ist von 
A. KERBER zu weiteren Forschungen benutzt worden. ABBE setzte ihr 
ein anderes Verfahren an die Seite, das auf der Unveranderlichkeit ge
wisser Ausdriicke bei der Brechung beruht. Diese Untersuchungen sind 
nach den verschiedensten Richtungen fortgefiihrt worden. Einen "Ober
blick iiber die wichtigsten, hierher gehorenden Untersuchungen bis 1924 
habe ich im CZAPsKIschen Lebrbuche gegeben. Hier werde ich in spa
teren Abschnitten teils seitdem erschienene Arbeiten beriicksichtigen, 
teils einige Grundfragen erortem, beispielsweise die Abweichungen hohe
rer Ordnung. 

Hier sind wir bereits beim Obergang zu einem anderen Gebiete: Der 
Feststellung allgemeiner Gesetze: 1ch habe auch hier iiber die Geschichte 
im CZAPsKIschen Lehrbuch ausfiihrlich berichtet und erwahne deshalb 
nur das zum Verstandnis spaterer Stellen notige: Urn die Jahrhundert
wende wurde von H. BRUNS und F. KLEIN der allgemeine Beweis fiir 
die Unmoglichkeit geliefert, ein dreifach ausgedehntes Gebilde im Sinne 
der GAussischen Lehre projektiv abzubilden. 1m Verein mit alteren 
Satzen von MAxWELL folgte die Tatsache, daB auch zwei verschiedene 
Flachen im allgemeinen nicht durch dieselbe Folge scharf abzubilden 
sind. H. BRUNS zeigte andererseits, daB fiir die scharfe Abbildung einer 
Flache ein Eikonal oder vielmehr unendlich viele erhalten werden, diese 
also mit dem Satze von MALUS nicht unvereinbar ist. Es ist aber die 
Frage noch nicht entschieden, ob jedes Eikonal durch eine Folge opti
scher Flachen herstellbar ist, oder ob Beschrankungen bestehen. Das 
Eikonal selbst, eine Verallgemeinerung von Hilfsmitteln, die auf W. R. 
HAMILTON zuriickgehen, ist im neuen Jahrhundert viel benutzt worden. 

Einen der wichtigsten Satze fand E. ABBE' 1873, die Sinusbedingung 
fUr die scharfe Abbildung eines achsensenkrechten Linien- oder Flachen
stiickchens. Dieser Satz ist bestandig Gegenstand von Verallgemeine
rungen gewesen, in doppelter Weise, indem man ihn einmal auf nicht 
achsensymmetriscbe Folgen ausgedehnt und andererseits Gesetze dafiir 
gesucht hat, daB ein unendlich kleines oder selbst endliches Linien- oder 
Flachenstiick, zwar nicht scharf, aber docb gleichmaBig abgebildet wird. 
. Auf den Gesetzen der optischen Bilder, der Strablenbegrenzung und 
der optischen Fehler baut sich die Tbeorie der einzelnen 1nc;trumente auf, 
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wie sie in den Lehrbiichem ausfiihrlich behandelt ist. 1m neuen J ahr
hundert hat vor allem die Anreglmg A. GULLSTRANDS dahingefiihrt, daB 
auch die Sehhilfen, besonders die verschiedenen Arten von Brillen, die 
bisher stark vemachlassigt waren, eine ausfiihrliche theoretische Beband
lung erfahren haben, die viele praktische Fortschritte herbeigefiihrt hat 
und durch die Praxis immer wieder neu befruchtet worden ist. Hier 
war nur die Erkenntnis der Bedeutung des Augendrehpunktes imstande, 
die Hebung des Astigmatismus schiefer BUndel zu ermoglichen. 1m Zu
sammenhang damit gelang die richtige Wertung der Bildfeldfehler, bei 
einer vollkommenen Brille ware die Bildfeldwolbung nicht gehoben, son
dem hatte sich einer bestimmten Kugel, der Scharfenkugel, anzupassen. 
Da Astigmatismus schiefer BUndel und Bildfeldfehler nicht gleichzeitig 
zu heben sind, entstand die Frage, was das Wichtigere seL Die Aufgabe, 
auch bei den starksten Brillen (Starbrillen) den Astigmatismus schiefer 
BUndel zu heben, fUhrte auf GULLSTRANDS Anregung zur haufigen Be
nutzung aspharischer Flachen und regte zur Ausbildung ihrer Theorie an. 
Ebenso hat die Notwendigkeit, ffir astigmatische Augen den Fehler nicht 
nur in der Achse, sondem auch auBerhalb zu heben, die Untersuchung 
zweifach symmetrischer Folgen gefOrdert. Es seien hier nur die erfolg
reichsten Bearbeiter der Brillenfrage zusammengestelltI. 

In einigen Fallen sind durch Bediirfnisse der Praxis neue Instrumente 
in Gebrauch gekommen oder alte erheblich verbessert worden. Die
Theorie muBte in solchen Fallen Schritt halten oder doch bald nach
folgen. Es sei hier auf die Entwicklung der medizinischen Hohlen- und 
Rohrengucker, insbesondere des Kystoskops, hingewiesen 2. 

DaB die geometrische Optik nicht immer geniigt, war bekannt, schon 
I835 hat F. M. SCHWERD fUr das Femrohr die Beugung beriicksichtigt. 
K. STREHL hat ein Menschenalter hindurch darauf hingewiesen, daB die 
Beschrankung auf die geometrische Optik hiiufig zu irrtiimlichen Schliis-

I TSCHERN'ING, M.: Verres de lunettes orthoscopiques. Arch. Opt. I, 401 
bis 414 (1907/1908). - v. ROHR, M.: Die Brille als optisches Instrument, 
I. Auf!. Leipzig: Wilhelm Engelmann I9II; 3. Aufl. Berlin: Julius Springer 
I921. - Das Auge und die Brille. (Aus Natur u. Geisteswelt 372.) Leipzig 
und Berlin, 2. Auf!. I9I8. - WEISS, E.: Analytische Darstellung des Brillen
problems fiir spharische Einzellinsen. Zztg. Opt. u. Mech. 4I (1920), auch 
in der Sammlung optischer Aufsatze, herausgeg. von H. HARTING, Heft 5. 

Viele Einzelfragen sind von englischen Schriftstellern bebandelt worden, 
llingere Reihen von Veroffentlichungen durch A. WHITWELL und W. SWAINE 
hat die Zeitschrift "Optician" in den letzten J ahren gebracht. Zusammen
fassende Darstellungen findet man in den neuen Lehrbiichern, so bei Cz. 
(M. v. ROHR); im Handbuch der Physik von GEIGER und SCHEEL. XVIII. 
Bd. (M. v. ROHR); bei H. BOEGEHOLD (siehe S. 72, Anm. 1). . 

2 Die Fortschritte und auch verschiedene ausfiihrliche Darstellungen 
verdankt man O. RINGLEB und M. v. ROHR. Ganz knappe Darstellungen 
habe ich gegeben: Cz. 506-509 (mit Quellenangaben) und Geometrische 
Optik (S. 72, Anm. r) 319/320. 
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sen fiihrt, er hat Helligkeitsverteilungen sowohl fUr scharfe Abbildung, 
als auch fiir das Bestehen der verschieClenen Abweichungen berechnet 
und uns viele Aufklarungen tiber die Bedeutung der verschiedenen opti
schen Fehler gegeben. Einen ganz unabhangigen Nachfolger hat er in 
A. E. CONRADY gefunden I • 

Ftir die Abbildung nicht-selbstleuchtender Gegenstande hat E.ABBE 
bekanntlich eine besondere Bedeutung der Wellennatur des Lichts fest
zustellen.gesucht und auf die Bildentstehung beim Mikroskop angewandt. 
Seine Auffassung ist in aIle Lehrbticher tibergegangen; neuerdings hat 
ein Teil der Forscher ihre Bedeutung freilich mehr oder weniger ein
schranken wollen. 1927 habe ich selbst kurz tiber die 4ierher gehorenden 
VerOffentlichungen berichtet 2 • Zu einem genaueren Eingehen auf die 
Untersuchungen diirfte auch hier nicht der geeignete Ort sein, da sie 
nicht nur theoretischer, sondem auch experimenteller Art sind, femer 
eine volle Klarung noch nicht erfolgt ist, die Meinungen vielmehr ein
ander scharf gegentiberstehen 3. 

Weniger die Theorie der optischen Instrumente als ihre Anwendung 
zu MeBzwecken wird durch gewisse physiologische Untersuchungen, 
namentlich zur Kontrastlehre bertihrt. Es mag also auch hier die Er
innerung gentigen (vgl. Cz. 318/319). 

II. Begriff und Einteilung optischer Instrumente. 
Optische Abbildung und optische Projektion. 

Die im ersten Teile dieses Abschnitts zu besprechenden Fragen sind 
esonders fUr Darstellungs- und Lehrzwecke von Bedeutung. S. CZAP-

3KI4 hat erklart, "optische Instrumente seien Instrumente, die Bilder 
von auBeren Gegenstanden entwerfen". - Damit sind Refraktrometer, 
Spektrometer, tiberhaupt aIle Vorrichtungen ausgeschlossen, mit denen 
die Lichtstrahlung selbst untersucht wird. Diese Einschrankung des Be-

I Ober die hierher gehorenden Arbeiten ist von mir bei Cz. S. 308-319 
berichtet worden, ferner von F. ]ENTZSCH, Handbuch der Physik 18, 272 bis 
285. K. STREHL hat seine Anschauungen neuerdings im Zusammenhang 
dargesteIlt: Ztzg Opt. u. Mech. 47/48 (1926/1927). 

2 Im XVIII. Band des Handbuches der Physik, S. 511-515, vgl. auch 
F. ]ENTZSCH, Ebenda S. 268-272. 

3 Von neuen Abhandlungen (seit 1927) sei erwahnt: SIEDENTOPF, H.: 
Ober die optische Abbildung von Nicht-Selbstleuchtern. Z. Physik 50, 297 
bis 309, 15 Abb., Taf. I (1928). - BOAS, H.: Ober die optische Abbildung 
von Nichtselbstleuchtern. Bemerkungen zur Arbeit von Herm SIEDENTOPF. 
Ebenda 52, 287-298. - BEREK, M.: Ober die wirkliche Abbildung von 
Nichtselbstleuchtern und ihre Grenzen. Ebenda 53,483-493. - LAKEMAN, 
C. und GROOSMULLER, TH.: Ober mikroskopische Abbildungserscheinungen. 
Ebenda 53, 574-580. 

4 Theorie der optischen Instrumente (1893). Vorwort. (In der zweiten 
und dritten Auflage wieder abgedruckt.) 
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griffs ist wohl allgemein anerkannt. - Ich selbst habe 19241 eine ahn
liche Erklarung gegeben. Gegenwartig wfirde ich es ffir richtiger halten, 
den Zweck, nicht das Mittel ffir maBgebend zu erklaren. 1927 habe ich, 
wie folgt, zusammengefaBt': "AIle diese Vorrichtungen sollen unserem 
Sehwerkzeug auBere Gegenstande in veranderter Gestalt, GroBe, zu ande
rer Zeit,an anderenOrten zeigen." Wollte man verlangen, daB die Wie
dergabe des Gegenstandes als "Bild" bezeichnet werden. kann, so mtiBte 
man nicht nur Vorrichtungen, wie etwa die Lochkammer ausschlieBen, 
man kame auch in den Fallen in Schwierigkeiten, wo nur ein Teil des 
Gesichtsfeldes wirklich abgebildet wird (vgl. die Beispiele auf den fol
genden Seiten). Es ware auch wohl nicht folgerichtig, ein MindestmaB 
der technischen Mittel zu verlangen, etwa Vorrichtungen auszuschlieBen, 
die nur ebene Flachen benutzen: Ich mochte einen ebenen Spiegel ruhig 
als optisches Instrument, und zwar, wie sich aus dem folgenden ergibt, 
als das einfachste Beispiel eines wiederholenden Instruments bezeichnen. 

M. v. ROHR hat an mehreren Stellen 3 einen Oberblick tiber das frag
liche Gebiet gegeben. Seit 1913 hat er die frUher tibliche Haupteinteilung 
durch eine andere ersetzt. Meine Auffassungen sind durch M. v. ROHR 
stark beeinfluBt und stimmen im wesentlichen mit den seinigen tiberein. 
Auch von mir liegen schon zwei Veroffentlichungen vor4, eine dritte wird 
in nicht ferner Zeit erscheinen5• Ich beschranke mich daher auf eine 
kurz'e Zusammenfassung. 

ZweckmaBig wird die Klasse von Vorrichtungen abgesondert, die 
~inem fehlsichtigen - von der Regel abweichenden - Auge moglichst 
die Leistung eines rechtsichtigen geben soIlen, die Sehhilfen (Brillen). 
Der Sprachgebrauch ist nicht fest, ob man sie als optische Instrumente 
bezeichnen solI, die Frage ist sogar ·Gegenst~nd eines Rechtsstreits 
gewesen, eine englische Spruchbehorde hat sie 1927 verneint 6• 

Die eigentlichen optischen Instrumente teilt M. v. ROHR in ver
deutlichende und wiederholende. Die verdeutlichenden geben ein merk
lich groBeres Netzhautbild als das freie Auge und lassen daher Einzel
heiten erkennen, die dieses nicht unterscheiden kann. Die Grenze 
setzt M. v. ROHR, einer gewissen Willkfir bewuBt, bei einer zweifachen 
VergroBerung. Die wiederholenden Instrumente dienen dazu, den 
Gegenstand zu Zeiten oder an Orten, oder in Bewegungszustanden zu 

I Cz., S.14. 
2 Geometrische Optik (S. 72, Anm. I) II4/II5. 
3 Die optischen Instrumente. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner. (Aus 

Natur und Geisteswelt 88, I. Aufl. 1906, S.28/29; 2. Aufl. 19II, S.30/3I; 
3. Aufl. 1918, s. 33-35.) - Richtlinien in der Entwicklung, Erkenntnis und 
Wertung der optischen Instrumente. Naturwiss. I, 417-421, 445-450 
(1913). 

4 Cz., S. 14-16. Geometrische Optik, S. II2-II6. 
5 In der zweiten Auflage des Handworterbuchs der Physik, 
6 Siehe Z. ophthalm. Opt. 16,86-87 (1928). 
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sehen, wo dies sonst nicht moglich ist, z. B. auch den Blick in oder 
durch enge Rohren oder Hohlen zu lenken, in die er ohne kiinstliches 
Hilfsmittel nicht dringen kann. Verdeutlichende Instiumente sind 
(wenigstens bei ihrer gewohnlichen Anwendung) das' Fernrohr, das 
Mikroskop (einschlieBlich astrophotographischer und mikrophoto
graphischer Aufnahmen), wiederholende sind Zeichenvorrichtungen, 
die Aufnahmelinse (das photographische Objektiv), der Bildwerfer (ein
schlieBlich d~s Kinematographen), die Hohlen- und Rohrengucker, 
Periskope, die Zeitlupe usf. 

Die Einteilung ist insofem nicht vollstandig, als grundsatzlich auch 
eine Verkleinerung des Netzhautbildes oder iiberhaupt keine GroBen-, 
sondem eine FormanClerung (Verzerrung) bezweckt sein kann. Der 
erste Fall kommt gelegentlich vor, wenn die gleichzeitig auftretende 
Anderung der Perspektive untersucht werden solI; der zweite hat etwas 
mehr Anwendung gefunden (bei den sog. Anamorphoten), zuweilen 
dienen beide Anderungen scherzhaften Wiedergaben, jedenfalls handelt 
es sich urn Nebenklassen von geringerer Bedeutung. 

Zur Unterteilung der Hauptklassen empfiehlt M. V. ROHR die un
endliche oder endliche Entfemung des Gegenstandes, weiter die alte 
Unterscheidung zwischen Vorrichtungen zu objektivem und subjektivem 
Gebrauch. Meist, aber nicht immer, wird bei der erstgenannten Klasse 
ein zugangliches Bild entworfen und aufgefangen, haufig auch dauemd 
(als Zeichnung, Lichtbild, photographische Aufnahme) festgehalten. 
"Man darf aber nicht vergessen, daB ein solches nach allen Seiten strah
lendes Bild in einem gewissen Sinne unabhangig wird von dem erzeu
genden Instrument .... Hier kann man zweckmaBig den Begriff der 
unterbrochenen Abbildung einfUhren, mit dem eine neue, yom Augen
orte des Beschauers bedingte Regelung des Verlaufs der Hauptstrahlen 
zu verbinden ist"I. 

Die Wiedergabe eines Gegenstandes erfolgt durch Abbildung oder 
durch optische Projektion (GULLSTRAND), es kann auch bei einem Teile 
des Gesichtsfeldes das eine, bei dem Rest das andere der Fall sein. 
Ein einzelner Punkt wird "abgebildet " , wenn ihm auf der Bildseite 
ein "Bildpunkt" entspricht, wo sich wenigstens ein unerrdlich diinnes 
Biindel yom Dingpunkte ausgehender Strahlen vereinigt. Ein Ding
punkt in der Achse einer Umdrehungsfolge wird stets abgebildet. Wenn 
sich das ganze Biindel, nachdem es die Folge durchlaufen hat, im Bild
punkte schneidet, so heiBt die Abbildung scharf. Die Abweichung der 
Bildstrahlen von der verlangten Vereinigung ist der Fehler, der fUr den 
Achsenpunkt einer Umdrehungsfolge die spharische Abweichung ge
nannt wird. Eine andere Klasse von Fehlem entsteht, wenn kein einzel
ner Punkt, sondem ein Gegenstand wiedergegeben werden solI: Den 

I V. ROIIR, M.: Die optischen Instrumente (siehe S. 71), 3. Auf!. S.34. 
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Punkten auBer der Achse brauchen iiberhaupt keine wirklichen Bild
punkte zu entsprechen, es entstehen die als Koma und Astigmatismus 
bezeichneten Fehler. Bei Linsenfolgen ohne Symmetrieachse wird im 
allgemeinen iiberhaupt kein Dingpunkt abgebildet. Gleichwohl ist 
. bei unterbrochener Abbildung auf der Auffangflache haufig eine mehr 
oder minder deutliche Wiedergabe des Gegenstandes zu erkennen, 
und noch haufiger wird das Auge, wenn es unmittelbar durch die Folge 
beobachtet, eine solche Wiedergabe sehen konnen.· Diese Art Dar
stellung entsteht dadurch, daB die Offnungsblende (im zweiten Falle 
die Augenpupille) ein Teilbiindel aussondert; dem einzelnen Dingpunkte 
entspricht dann auf dem auBeren Schirme oder der Netzhaut zwar kein 
Punkt, aber doch nur ein kleiner Fleck, so daB die Teile des Gegen
standes noch einigermaBen geson,dert erscheinen. AuBer der mehr oder 
minder groBen Undeutlichkeit sind hier die VergroBerung und die Fehler 
gegen die Treue der Wiedergabe (Verzerr.ungen und Verzeichnungen) 
zu untersuchen. Man verfahrt so, daB man die Blende als Punkt an
nimmt und jeden Dingpunkt durch den Schnitt des an den einzelnen 
Flachen gebrochenen oder zurUckgeworfenen Lichtstrahls Dingpunkt
Blende mit der Auffangflache wiedergegeben denkt. Diese Wiedergabe 
bezeichnet GULLSTRAND als optische Projektion, die Untersuchung 
ihrer Gesetze hat GULLSTRAND allgemein durchgefiihrtx. Eine optische 
Projektion tritt auch dann auf, wenn zwar von einer Abbildung des 
Gegenstandes gesprochen werden kann, aber nicht von einer Bildflache, 
oder wenn Bildflache und Auffangflache verschieden sind. 

EinzelfaIle der optischen Projektion waren schon vor GULLSTRAND 
untersucht worden, so die Scheinbilder bei Zylinder- und Kegelspiegeln, 
auch bei zylindrischen Linsen •. Fiir Umdrehungsfolgen sind die Gesetze 
von den Schiilern ABBES unter der Annahme abgeleitet worden, daB 
fUr die Darstellung jedes Dingpunktes der durch die Mitte der Offnungs
blende geheJ;lde Strahl (der Hauptstrahl) maBgebend ist (I. und 2. Aufl. 
des CZAPsKIschen Lehrbuchs). 

Bei unterbrochener Abbildung wird der Gegenstand auf einer Flache, 
meist einer Ebene (Mattscheibe, photographische Platte, Bildschirm) 
wiedergegeben. Der Gegenstand wird aber meist keine einfache Flache 
sein .. ~ier ist eine Betrachtung anzuwenden; die M. v. ROHR r897 
eingefiihrt haP. Man nehme zunachst an, daB im Sinne der GAussi
schen Abbildung eine Ebene auf eine Ebene abgebildet werde. Der 
Auffangebene (Mattscheibenebene) wird dingseitig also eine Ebene ent-

I Die reelle optische Abbildung. Sv. Vetensk. Hdl. 41, Nr 3, 18 ff. (1906). 
- Tatsachen und Fiktionen in der Lehre von der optischen Abbildung. 
Arch. Opt. I, 1-41, 81-97 (S. 15 ff.) (1907). 

• Siehe die Zusammenstellung Cz. S. 141-145. Ich wiirde wiinschen, 
daB der Ausdruck "Scheinbild" fiir diesen Fall, nicht aber fiir ein nicht auf
fangbares (unzugangliches, "virtuelles") Bild gebraucht wiirde. 

3 Vgl. S. 74, Anm.2. 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 6 
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sprechen, die Einstellebene heiBt. Denkt man sich die Eintrittspupille 
von jedem Dingpunkte auf. die Einstellebene projiziert und den Pro
jektionskreis durch die Linsenfolge abgebildet, so hat man die Wieder
gabe des Gegenstandes: Die Unscharfe wird durch die GroBe des Bild
kreises bestimmt, und die Frage der Abbildungstiefe (Scharfentiefe) 
ist mit seiner Hilfe zu erledigen. AndrerseHs zeigt sich, daB die Treue 
der Darstellung die eines perspektivischen Bildes. ist - Verzeichnungs
freiheit vorausgeSetzt. - Die BetJ;achtungen lassen sich auf den Fall 
verallgemeinern, daB eine Ebene zwar abgebildet wird, aber nicht auf 
eine Ebene (Bildfeldwolbung) oder daB die Auffangflache nicht eben ist. 
Bei Vorrichtungen zu subjektivem Gebrauch tritt an die Stelle der Auf
fangflache die Netzhaut oder bei bewegtem Auge die $charfenkugel 
(s. S. 77), doch ist hier die Betrachtung nicht ganz von derselben Wich
tigkeit, da die Akkommodationsfahigkeit des Auges bei der Betrachtung 
des Bildes zu Hilfe kommt. 

A. GULLSTRAND hat auf FaIle hingewiesen, wo an die Stelle der opti
schen Projektion eine Abbildung tritt. aei einer Umdre~ungsfolge 
wird der Achsenpunkt des Gegenstandes ohne Astigmatismus, wenn ~uch 
im allgemeinen mit spharischer Abweichung abgebildet. Einem seit
lichen Punkte entsprechen auf dem durch die Blendenmitte gehenden 
Hauptstrahl zwei sog. astigmatische Bildpunkte,. d. h. uberhaupt kein 
eigentlicher Bildpunkt - es sei denn, daB durch besondere Eintichtung 
der Folge der Astigmatismus gehoben oder doch unmerklich gemacht 
wurde. Bei endlicher Blendenoffnung wird aber der Astigmatismus 
fur einen die Blende seitlich treffenden Strahl gehoben sein, so lange 
der Dingpunkt nicht zu weit auBerhalb der Achse liegt. Nicht not
wendig ist es, daB dieser Strahl die Achse schneidet. Der namliche Fall 
liegt bei einer nicht achsensymmetrischen Folge in der Nahe eines Ding
punktes vor, der nicht zwei sog. astigmatische Bildpunkte, sondern 
einen wirklichen "anastigmatischen" Bildpunkt hat. GULLSTRAND 
hat diese Art der Abbildung wiederholt behandelt I • 

Eine Abbildung - immer in bezug auf GroBen erster Ordnung -
kommt weiter zustande, wenn der Gegenstand aus einer Reihe be.stimmt 
angeordneter, Linien besteht. J eder Dingflache en tspreche:q in bezug 
auf ein Hauptstrahlenbiindel zwei sog. astigmatische Bildnach~n. Ein 
ebenes noch so enges Buschel, das von einem Punkte aus verfolgt wird, 
schneidet bildseitig den Hauptstrahl im allgemeinen nicht. , Eine Aus
nahme bilden zwei Buschel, die im Bildraume in zwei zueinander senk
rechten Ebenen verlaufen. Ihre Schnittpunkte mit dem Hauptstrahle 
sind die beiden astigmatischen. Bildpunkte, ihre Gesamtheit die Bild-

I Die reelle optische Abbildung, S. III/II2. Zur Wiirdigung der PETZ

vALschen Bedingung. Z. Instrumentenkde 30; 97-105 (1910). - Optische 
Systemgesetze zweiter und dritter Ordnung. Sv. Vetensk. Hdl. 63, Nr 13, 
35-37 (1924), 
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Wichen. Den beiden ebenen BuscheIn entsprechen auf der Dingseite 
ebene Biischel, die aber im allgemeinen nicht aufeinander senkrecht 
sein werden. GULLSTRAND haP diese bekannten Tatsachen neu ab
geleitet, die Beziehungen zwischen Dingpunkt und astigmatischen 
Bildpunkten, die Stellung der fraglichen Ebenen (der beiden Haupt
schnitte) allgemein festgestellt und wichtige Schlusse gezogen: Errichtet 
man auf der Dingflache in jedem Punkte die Senkrechten auf den Haupt
schnitten, so bekommt man insgesamt zwei Kurvenscharen, die im all
gemeinen nicht zueinander senkrecht sind. Nennt 'man willkiirlich 
einen der beiden Hauptschnitte den ersten, ebenso die Bildpunkte, 
Bildflachen usf., so entspricht der auf dem ersten Hauptschnitte senk
rechten Kurve eine Kurve auf der ersten Bildflache, und wie sich zeigen 
laBt, gehen alle von einem beliebigen Punkte der fraglichen Dingkurve 
kommenden Strahlen eines engen Bundels bis auf GroBen hoherer Ord
nung durch Punkte der Bildkurve, obwohl beide Kurven (nach GULL
STRAND "abbildbare Linie" und "Bildlinie") nicht etwa Punkt fiir Punkt 
aufeinander abgebildet werden. - Zu einer Dingflache die Bildflachen 
bestimmen, ist im allgemeinen eine Aufgabe hoherer Ordnung, nur die 
Lage der Bildpunkte und die Stellung der Hauptschnitte auf einem 
gegebenen Strahl (Hauptstrahl) sind mit Hilfe der GroBen erster Ord
nung festzulegen. Geht man auf dem Hauptstrahl von - 00 bis + 00, 

so andert sich die Lage der Bildpunkte und imallgemeinen die Stellung 
der Hauptschnitte. Die Gesetze sind Verallgemeinerungen der GAussi
schen Abbildung des, fadenfOrmigen Raums urn die Achse einer Um
drehungsfolge, GULLSTRAND hat sie allgemein abgeleitet". 

Hat die Blende eine endliche Offnung, so wird 3 einerseits die 
Abbildung der Linien durch die Abweichung~n hOherer Ordnung 
unscharf erscheinen, andrerseits wird, da verschiedene auBer der 
Blendenmitte verlaufende Strahlen an die Stelle des Hauptstrahls 
treten konnen, eine Linienabbildung auf, verschiedenen Bildflachen 
eintreten konnen. -

Bei Umdrehungsfolgen waren die entsprechenden Gesetze z. T. 
schon friiher benutzt worden underscheinen nun als Sonderfall. 

Die Bildflachen beriihren einander in der Achse. Die Hauptschnitte 
sind in Ding- und Bildraum uberall die Meridianebene und, die dazu 
senkrechte Eben,e (Sagittalebene). Auf jeder achsensymmetrischen 
Dingflache besteht die eine Schar abbildbarer Linien aus Kreisen· urn 
die Achse, die entsprechenden Bildlinien, ebenfalls Kreise urn die Achse, 
liegen auf der erst en , von den meridionalen (tangentialen) Strahlen-

I Die reelle optische Abbildung, S. II ff. und 25 ff. Tatsachen und Fik
tionen (siehe S. 81, Anm. I), S. 88 und 17 ff. 

• Das allgemeine optische Abbildungssystem. Sv. Vetensk. Hdl. 55, I 

bis 139 (1915). . 
3 Optische Systemgesetze zweiter unddritter Ordnung (siehe S. 82) S. 32 ff. 

6* 
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biischeln gebildeten BildfHiche. Die andere Schar abbildbarer Linien 
und Bildlinien verlauft senkrecht zur ersten, speichenrecht, die Bild
linien liegen auf der von den sagittalen Strahlenbiischeln erzeugten 
Bildflache. Haufig ist der Gegenstand eine Teilung, deren kurze Striche 
Kreise urn die Achse beriihren, und daher als Stucke so1cher, d. h. 
als abbildbare Linien betrachtet werden k6nnen. In diesem Falle braucht 
man den Astigmatismus nicht zu heben; will man aber die Teilung auf 
einer Schirmebene auffangen, so ist die Hebung der tangentialen Bild
feldw6lbung n6tig. Ferner hat man die Fehler h6herer Ordnung un
schadlich zu machen. 

Ein besonderer Fall dieser Art ist von K. SCHWARZSCHILDI behandelt 
worden. Der Gegenstand sei ein durch ein Prisma entworfenes Spektrum 
mit FRAUNHOFERschen Linien, von denen dasselbe gilt, was eben von 
den Strichen der Teilung gesagt wurde. Da aber das Licht, das von 
Punkten auBer der Achse in die Linsenfolge einfallt, eine andere Wellen
lange hat, als das von Achsenpunkten kommende, so werden die Bild
linien auf einer Flache liegen, deren Krummung von der tangentialen 
Bildfeldw6lbung einerseits, von der Farbenabweichung andrerseits 
abhangt. SCHWARZSCHILD zeigt, wie man beide Abweichungen bei 
einem Objektiv ohne jede Hebung der Farbenabweichung so gegenein
ander ausgleichen kann, daB das Bild des Spektrums in einer zur Achse 
schiefen Ebene entsteht, dabei kann man auch die Koma und die sphari
sche Abweichung unschadlich machen. 

Hat also der Begriff der optischen Abbildung in mancher Weise 
eine Erweiterung erfahren, so ist damit die Untersuchung der Abbil
dung und ihrer Fehler nicht uberflussig. A. GULLSTRAND hat hier 
eine andere Ableitung gewahlt als die Vorganger. Diese sind auJ3er 
HAMILTON wohl durchweg von einer Umdrehungsfolge (meist einer 
Folge von Kugelflachen) ausgegangen und haben die Abweichungen 
von der "idealen" GAussischen Abbildung eines Gegenstandes nach 
Potenzen der Offnung und des Gesichtsfeldes ent;"ickelt, meist sich 
aber mit den niedrigsten Gliedern begnugt. GULLSTRAND geht zunachst 
von einem beliebigen Strahl aus, dessen Umgebung er betrachtet". 
Er bedient sich des Satzes von MALus. 

1st '>C die Strecke zwischen einer Wellenflache und einem Punkte 
der brechenden Flache, so kann man setzen: 

n' x' - nx = Llnx = const., (I) 
wenn man die Wellenflache fUr das zweite Mittel nach ruckwarts ge
legen zeichnet. 

Die Gesetze der optischen Abbildung und Projektion leitet GULL
STRAND ab, indem er die Gleichung (I) differentiiert. Kommen die 

I -Cber Spektrographenobjektive. Berlin. Sitzgsber. 1912, S. I220-I239. 
2 Die reelle optische Abbildung (I906). Die anderen auf den letzten 

Seiten angefiihrten Abhandlungen enthalten weitere Ausfiihrungen. 
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den Ausgangsstrahl umgebenden Strahlen mit ihm von demselben 
Dingpunkte her, so bilden sie mit ihm nach dem Durchgang durch eine 
Anzahl brechender Flachen ein Normalenbiindel, eine zweifach unend
liche Mannigfaltigkeit. Die Gesetze ffir die Abbildung eines Punktes 
erhaIt man, indem man (I) nach zwei die Strahlen des Biindels kenn
zeichnenden Veranderlichen differentiiert. Eine DingfHi.che bildet aber 
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten, ihr entspricbt 
also eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Normalenbiindeln, 
die durch zwei weitere Veranderliche gekennzeichnet werden. GULL
STRAND wahlt die Veranderlichen so, daB er ffir jedes Normalen
biindel einen Hauptstrahl so annimmt, daB diese Hauptstrahlen sich 
irgendwo (im Blendenraume) schneiden. Ffir ein Hauptstrahlenbiindel 
gelten zunachst dieselben Gesetze wie flir ein Dingstrahlenbiindel. 
Indem GULLSTRAND aber Differentiationen nach den Veranderlichen 
des Dingstrahlenbundels und Variationen nach denen des Haupt
strahlenbiindels miteinander verknupft, gelangt er zu den verschiedenen 
von Offnung und Bildfeld abhangenden Gesetzen; die Ordnung der 
Differentialquotienten bestimmt die Ordnung der Gesetze und in der 
ublichen Sprache die Ordnung der Fehler. 

a) Durch einmalige Differentiation (oder Variation) von (I) ent
steht die Invariante erster Ordnung. Sie flihrt auf das SNELLSche 
Brechungsgesetz. 

b) Invarianten zweiter Ordnung (Gesetze erster Ordnung). Die 
Differentiation nach den Veranderlichen des Dingstrahlenbiindels er
gibt die beiden sog. astigmatischen Bildpunkte, sowie die Hauptschnitte. 
Variation nach dem Hauptstrahlenbundel kann fur die Bildflachen 
noch nichts ergeben, sondem nur die Gesetze der optischen Projektion, 
aus denen GULLSTRAND die. Linienabbildung ableitet. 

c) Invarianten dritter Ordnung (Gesetze zweiter Ordnung). GULL
STRAND beschrankt ,sich auf den Fall, daB die Linsenfolge eine Symme
trieebene hat, in der der Ausgangsstrahlliegt. Die Regeln erster Ord
nung liefem auf ihm die beiden Bildpunkte, die Symmetrieebene ist 
Hauptschnitt. Die weitere Differentiation fiihrt zu zwei Asymmetrie
oder Komawerten, deren geometrische Bedeutung GULLSTRAND fest
stellt I • 

Verbindung mit Variation en gibt die Neigung der. Bildflachen, 
femer die Kriimmung der einen Klasse der Bildlinien usf., endlich ffir 
die optische Projektion die Asymmetrie der VergroBerungen. Ein 
Sonderfall ist die Wirkung einer Umdrehungsfolge auBerhalb der Achse. 

x Gibt es keine Symmetrieebene, so sind vier Komawerte vorhanden. 
Die Formeln fur ihre Berechnung hat GULLSTRAND schon I890 gegeben. 
Als neue Ableitung der Asymmetriewerte sei erwahnt: HERZBERGER, M.: 
Dber die Durchrechnung der GroBen zweiter Ordnung durch ein optisches 
System. Z. angew. Mathem. u. Mech. 8, 396-402 (I928). 
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d) Invarianten vierter Ordnung (Gesetze dritter Ordnung). GULL
STRAND beschrankt sich auf den Fall, daB die Folge zum Ausgangs
strahl doppelt symmetrisch ist. Auf dem Ausgangsstrahl sind die Sym
metrieebenen Hauptschnitte. 1m Sonderfall der Umdrehungsfolge er
halt GULLSTRAND die flinf SEIDELSchen Bildfehler. Allgemein kommen 
IS GroBen in Frage, darunter ffir den Achsenpunkt drei Werte, Ver
allgemeinerungen der spharischen Abweichung. 

Ein Teil der Ergebnisse GULLSTRANDS wird in den folgenden Ab
schnitten auf andere Weise abgeleitet werden. Es solI von dem BRUNSi
schen Eikonal ausgegangen werden. Verfahren und Ergebnisse sind 
zum Teil Arbeiten von T. SMITH entnommen. Das Eikonal wird einmal 
allgemein, sodann fur den Sonderfall von Umdrehungsflachen an
gewandt. 

Eine wichtige Klasse der neuen Untersuchungen ist von der ABBE
schen Sinusbedingung ausgegangen. Allgemein ist die Frage gestellt, 
wann mit der scharfen Abbildung eines Punktes die scharfe Abbildung 
eines Linien- oder Flachenstuckchens vereinigt ist oder wann bei un
scharfer Abbildung eines Punktes ein solches Stuckchen wenigstens 
gleichmaBig abgebildet wird. Die Geschichte dieser Untersuchungen 
hat M. HERZBERGER kurzlich zusammengestellt. Ich habe mich an dem 
Meinungsaustausch uber diese Fragen wiederholt beteiligt. Hier sol1en 
nur die Ergebnisse im letzten Abschnitte kurz abgeleitet und zusammen
gestellt werden. 

III. Die verschiedenen Formen des Eikonals und ihre 
Benutzung im allgemeinen. 

Zur Entwicklung der Regeln fUr die optische Abbildung sind in den 
letzten Jahrzehnten haufig die Eil.wnale genannten Funktionen ver
wandt worden. Name und allgemeiner Begriff riihrt von H. BRUNS 
her (r89S), doch handelt es sich urn eine Verallgemeinerung von Funk
tionen, die schon in den zwanziger und dreiBiger Jahren des vorigen 
Jahrhunderts von W. R. HAMILTON ausfUhrlich behandelt und zur Ab
leitung von Gesetzen verwandt worden sind. Es solI hier nicht auf die 
Geschichte emgegangen, und nur die einfachste Ableitung benutzt 
werden. Vielfach schlieBe ich mich im folgenden an T. SMITH anI. 

I Ich stelle hier die fraglichen Abhandlnngen von T. SMITH zusammen, 
die ich im folgenden einfach mit der beigefiigten Zahl anfiihre: , 

1. The changes in aberrations when the object and stop are moved. Trans. 
Opt. Soc. Lond. 23, 3II-322 (1921/22). [Besprochen von H. BOEGE
HOLD. Zztg Opt. u. Mech. 46, 23/24 (1925).J 

2. The optical cosine law. Trans. Opt. Soc. Lond. 24, 31-40 (1922/23). 
[Besprochen von H. BOEGEHOLD: Naturwiss. II; 892 (1923); von M. 
HERZBERGER: Zztg Opt. u. Mech. 44, 211/212 (1923)·J 
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Optische Lange oder Lichtweg heiBt bekanntIich die Strecke: 

I = nzsz + n~s~ + ... nkSk, (I) 

wo nI, nz . . . die Brechungsverhaltnisse der von einem Strahle durch
querten Mittel bedeuten, SI, S2 • •• die in jedem Mittel durchlaufene 
Strecke. Bei stetiger Anderung des Brechungsverhaltnisses tritt an die 
Stelle von (I) 

l=fnds. (Ia) 

Die vierfach unendliche Mannigfaltigkeit der Geraden (SI' Sk; auch 
s,s') im Ding- und Bildraum wird durch je vier Koordinaten gekenn
zeichnet. Man kann hierzu (bei beliebigen, im allgemeinen beiderseitig 
unabhangig zu wahlenden Koordinatensystemen) die Schnittpunkte 
mit einerKoordinatenebene, etwa x=o (also Yo, Zo; y~, z~) und die Rich
tungskosinus mit den entsprechenden Achsen cos (s y) = M, cos (8 z).....:.. N; 
cos (s'y') = M', cos (s'z') = N' wahlen. Der letzte Richtungskosinus 
cos (s x) = L, cos (s'x') = L' ist bestimmt durch: 

(2) 

Es seien nun s, s' Teile eines Lichtstrahls, der die gegebene optische 
Flachenfolge durchquert. Bei Auswahl zweier dingseitiger. und zweier 
bildseitiger Koordinaten ist der Strahl bestimmt. Die Eikonale sind 
Funktionen solcher passend gewahlter Koordinaten, und zwar Licht
wege zwischen Punkten im Dingraum und solchen im Bildraum. 1m 
allgemeinen verlauft zwischen zwei solchen Punkten 0 und P' nur ein 
Lichtweg (oder allenfalls eine endliche Anzahl). 1st freilich P' das Bild 
von 0, so geht mindestens ein diinnes Biindel, ist P' ein astigmatische~ 
Bildpunkt, so doch ein diinnes Biischel durch beide Punkte. In diesen 
Fallen kann man die betreffenden Eikonale nicht anwenden. 

3. The distribution of corrective duties in optical instruments. Trans. Opt. 
Soc. Lond. 24, 168-183 (1922/23). 

4. A reference system for primary aberrations. Ebenda 25, 130-134 
(192 3/2 4)' 

5. The addition of aberrations. Ebenda 25, 177-199 (1923/24)' 
6. A general solution of the first order aberrational equations. Ebenda 25, 

273-282 (1923/24)' [3.-6. besprochen von H. BOEGEHOLD: Zztg Opt. 
u. Mech.46, (verschiedene Stellen) (1925).] 

7. Some uncultivated optical fields. Trans. Opt. Soc. Lond. 28, 225-284 
. (1926/27). 

8. On toric lenses. Ebenda 29, 71-87 (1927/28). 
9. Canonical forms in the theory of asymmetrical optical systems. Ebenda 

29, 88-98 (1927/28). 
10. The primordial coefficients of asymmetrical lenses. Ebenda 29, 167-178 

(1927/28). 
11. The theory of aplanatic surfaces. Ebenda 29, 179-186 (1927/28). 

[7.-11. besprochen von H. BOEGEHOLD: Z. Instrumentenkde 48/219 
(verschiedene Stellen) (1928/29).] 
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a) Die Punkte der beiden Koordinatenebenen x = 0 und x' = 0 mogen 
nicht im Verhaltnisse von Ding und Bild zueinander stehen. Dann geht von 
(yo, zo) nach (y~, z~) ein Lichtweg (oder hOchstens eine endliche Anzahl). 
Dessen optische ,Lange (oder eine der in Frage kommenden) sei V, so ist 

V = f (Yo, Zo; y~, z~) (3) 
(Streckeneikonal, charakteristische Funktion). 

Filit man in Ding- und Bildraum vom Koordinatenanfang Senk
rechte auf den Strahl, so ist der Lichtweg zwischen den FuBpunkten: 

E = n (Myo + Nzo) + V - n'(M'y~ + N'Z~). (4) 
Die beiden Ebenen 

Lx+My + Nz= 0, L'x' + M'y' + N't = 0 

beriihren Wellenflachen, auf denen der Strahl senkrecht steht. Aus der 
Betrachtung dieser Wellenflachen kann man folgern, daB die Variation 
von E nach den Punktkoordinaten verschwindet: 

aE aE aE aE --------0 ayo - azo - ay:, - az'o - . 

nM=_av n'M,=_a~. (5) 
ayo ayo 

nN = _ a v n' N' = a v . 
azo az:, 

b) 0, P' mogen im Unendlichen liegen. Ein Strahl wird durch M, 
N; M ' , N' bestimmt. Es muB der Fall ausgeschlossen werden, daB einem 
unendlich fernen Punkte ein unendlich ferner Punkt als wirklicher 
oder astigmatischer Bildpunkt entspricht (die Folge darf nicht afokal -
brennpunktlos - oder hemiafokal sein). Der Lichtweg von 0 nach P' 
ist unendlich, man kann ihn aber dUTCh einen endlichen ersetzen, indem 
man iiberall eine gleiche Strecke abzieht. Man falle auf beiden Seiten 
vom Koordinatenanfang aus auf jeden Strahl das Lot und setze fUr den 
Lichtweg zwischen den FuBpunkten: 

E = f (M, N; M', N') (6) 

(Winkeleikonal, auch einfach Eikonal). 
Die Weglange zwischen den YZ-Ebenen ist bestimmt durch: 

V = - n (M Yo + N zo) + E + n' (M' y~ + N' z~) . (7) 

Aus dem Satze von MALUS ist wieder zu folgern: 
av av av av 
aJ.'\! = aN = aM' = aN' = o. 

aE I, aE 8 
nyo = aM n Yo = - aM" ( ) 

aE I, aF 
n Zo = aNn z 0 = - aN" 

c) Unter entsprechenden Einschrankungen (Ausschaltung von Brenn
punkten) kann man zur Kennzeichnung auch Yo, Zo; M ', N' oder 1'11, N; 
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y:, z: benutzen. Die FUJ?ktionen (gemischte Eikonale) sind gekenn
zeichnet durch: 

W = f(yo, Zo; M,', N') und W' = t (M, N; y~, z~); (9) 
dabei wird 

V = W + n' (M' y~ + N' z~) = - n (Myo + Nzo) + W', 
(IO) 

E = n(Myo + Nzo) + W = W' - n' (M'y~ + N'z~). 
M aw " aw aw' 'M' aw' 

n = -ayo' nyo= -aM,;nYo=aM,n =ay:,' 
(loa) 

N aw, , aw. aw' 'N' aw' 
n = azo' n Zo = - aN" nzo = aN' n = az:, . 

Die Eikonale geben also die Moglichkeit, mit Hilfe der Gleichungen 
(5, 8, IO, loa) aus vier bekannten Koordinaten die vier librigen flir 
jeden Strahl zu bestimmen. Sind die dingseitigen Werte M, N, Yo, Zo 
gegeben, so sind die Gleichungen nach M', N', y:, z~ aufzulOsen. Ein 
Eikonal kennzeichnet also die Verwandtschaft, die zwischen den Strahlen 
im Dingraume und denen im Bildraume besteht. Es muB daher auch 
erkennen lassen, ffir welche Punkte eine anastigmatische Abbildung, 
flir welche zwei astigmatische Bildpunkte bestehen, welche VergroBe
rungen, Verzerrungen und Abweichungen auftreten. Am einfachsten 
ist dies -am Eikonal W zu erkennen. Aus (lOa) sieht man, daB die Ebene 

X.= 0 ohne Abweichung auf x' = 0 abgebildet wird, wenn ::' und :: 

nur von Yo, Zo, nicht von M', N' abhaugen; es muB also Win M', N' 

linear sein. Ist ::: = cYo, ::, = cZo, so ist die Abbildung auch noch 

ahnlich. 
Andererseits ist das Eikonal E in den meisten Fallen am leichtesten 

abzuleiten, daher soilen E und W im folgenden vorzugsweise benutzt 
werden. 

Eine Verallgemeinerung. Schon BRUNS hat noch weitere Eikonale 
angegeben. Es sei bier auf folgende allgemeine Form der Darstellung 
hingewiesen. Im Ding- wie im Bildraume seien die Strahlen durch die 
Koordinaten der Schnittpunkte mit zwei Flachen 

~,~,~;~,~,~;~,~,~;~,~,~. 

bestimmt; die Flachen seien !lurch Parameterdarstellungen 
XI = XI (uI , VI) ••• 

X. = X. (u., V.) ••. 
X~ = X: (1t;, V:) .•• 
x~ = x~ (u~, V;) ••• 

(II) 

gegeben, so daB in der Tat ein Strahl durch vier von den Koordinaten 
~tI, VI, u., V.; u~, v~, u~, v. festgelegt wird. Der Lichtweg zwischen den 
Flachen UI, VI; 11., V~ Eei 

VI = t (UI , VI, U:, V;), 

so hat man ffir den Weg zwischen U., V. und u:, v~: 
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v" = v. -n y (x" _X.)2+ (Y2 _y.)2 + (Z,. _Z.)2 

+n' y (X~ - x;) 2 + (y; - y;)2 + (Z; - Z;)2. 

Bei passender Wahl der FHi.chen und P~rameter wird: 

oV. n (X2 - x.) 0 x. 
oU. = - l' (x" - X.)2 + (y2 - y.)2 + (Z2 - Z.)2 0 U. 

n (Y2 - y.) oy. 
Y(x" - X.)2 + (y" - Y.)" + (Z2 - z.)" . oU. 

n (Z2 - z.) oz. 
y (X2 - X.)2 + (y2 - y.)2 + (z" - Z)2 • OU. 

(12) 

und drei weitere Gleichungen. Auch hier sind U,,' V2 ; u" v~ durch UI, VI; U:, V: 
ausgedriickt. Man kann aber auch schreiben: 

oV. = _ nL ox. _ nM oy. _ nN ·oz., (12a) 
ou. ou. ou. ou. 

fiir XI=O, UI=YO, VI=Zo geht dies in (5) fiber. 
Der'Hinweis auf diese allgemeinere Form mag hier genfigen. 
Anderung des Koordinatensystems. Die optische Weglange E andert 

sich bei einer Drehung nicht, es sind also auf L, M, N einfach die be
kannten Formeln -der analytischen Geometrie anzuwenden. Verschiebt 
man den Koordinatenanfang im ,Dingraume von (0, '0, 0) nach (a, b, c), 
im Bildraume nach (a', b', c' ), so andert sich 1!-tim die Zusatzglieder: 

E. - E = - n (La + Mb + Nc) + n' (L'a' + M'b' + N'c'). (13) 

L, L' sind nach (2) durch M, N; M ', N' auszudrficken. 
Die Lange V andert sich bei einer Drehung urn die X-Achse und 

bei einer Verschiebung innerhalb der YZ-Ebene nicht, es sind also die 
Formeln der Koordinatentransformation anzuwenden. 

-Fiir eine Verschiebung in der Richtung der X-Achse hat man: 
na n'a' 

V.- V= -Y+L'-' (13a) 

wo aber L, L' mit Hilfe von (5) und (2) zu bestimmen sind. AIuilich 
ist bei einer Drehung zu verfahren, bei der sich die Richtung der X-Achse 
andert. 

Der Obergang von einem Eikonal zum f1,ndern. Urn z. B. von V zu E 
fiberzugehen, hat man die Formel (4) anzuwenden und weiter mit Hilfe 
von (5) Yo, Zo; y~, to zu e1hninieren. Ein solcher Vbergang ist von 
K. SCHWARZSCHILDI ausgefiihrt worden, auch T. SMITH (9) hat Regeln 
fiir ihn angegeben. Da er hier nicht weiter verwandt wird, sei nur darauf 
verwiesen. 

Endlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB bei allen Eiko
nalen nur die Differentialquotienten verwandt werden. Auf konstante 

• Untersuchungen zur geometrischen Optik. 1. Einleitung in die Fehler
theorie auf Grund des Eikonalbegriffs. Gotting. Abh. 1905, N. F. 4, Nr. 1. 
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Glieder kommt es daher nicht an, sie werden im folgenden gelegentIich 
sti11schweigend weggelassen. 

Das Eikonal bei BYechung oder Zuriickwerltmg an einer einzelnen 
Flache. Die Flache habe die Gleichung I (x, y, z) = 0, dann erhalt man 
nach den Definitionen; 

E = n(Lx + My + Nz) - n'(L'x + M'y + N'z). (14) 

V = n iX2 + (y - Yo) 2 + (z - zo); - n' i X2 + (y - y~) 2 + (z - z~)". (I4a) 

W = n i X2 + (y - Yo)" + (z - ZO)2 - n' (L'x + M'y +N'z). (I4b) 

W' = n (Lx + My + N z) - n' -V X2 +(y ~ y~)2 + (z - Z~)2. (I4c) 
Aus diesen Gleichungen sind x, y, z zu eliminieren. Nun folgt (im 

Falle 14) aus dem FERMATschen Lehrsatze: 

:~ dx+ :: dy+ :~ dz = 0 furdl(x,y,z) = 0, (IS) 

also: ('L' L) ( 'M' M) ( 'N' N fJ f fJ f fJ f () n -n :n -n :n -n )=fJx:fJy:fJz' ISa 

Mit Hilfe von lIsa) und I (x, y, z) = 0 (3 Gleichungen) kann man 
x, .y, z durch M, M', N, N' ausdrucken und in (14) einsetzen, womit 
man das Eikonal erhalt. Wenn I eine algebraische.Funktion ist, so kann 

. man nach T. SMITH (7) so verfahren. Man fUhre eine Variable a ein, 
die I homogen macht, unter Umstanden spater I zu setzen ist und bilde 

die vier Differentialquotienten lx, lv, Iz, la (:~ = Ix). Es ist dann 

xlx+ylv+ztz+ala=o, (16) 
wegen (IS a) und (14) also: 

E n'L' - n L n'M' - n M n' N' - n N 
ala Ix =~--=--f-z-' (I6a) 

Nun kann man aus (r6) und den vier homogenen Funktionen 

t a = t a (a , x, y, z); t x = f x (a, x, y, z); tv = I v (a, x, y, z); 
I z = t z (a, x, y, z) 

die GroBen ao x, )I, z eliminieren,-man erhalt eine homogene Gleichung: 

([)(fa,tx,tv,/z)=o, (17) 

und nach (I6a) folgt daraus fUr das Eikonal: 

([) (~, i3, we,-~) = 0, (18) 

wo zur Abkurzung i3= n'L' -nL, we = n'M' -nM, ~= n'N' -nN 
gesetzt ist. Fur eine KugelfHiche, deren Mittelpunkt auf der X~Achse 
liegt, hat man: 

t (x, y, z) = (x - p) 2 + y" + Z2 - r2 = 0, 

homogen I (x,)I, z, a) = X2 + y2 + Z2 - Z apx + a2p. - a2y2 = 0, 

I (x) = zx - zap, Iv = z)" iz = zz, la = - zxP + zap2 - zar2. 
Die Elimination liefert 

([) (f a, t x, tv, f z) = I ~ + z f af xP- t; (r2 - P2) - (f; + I z)2 r2 = 0, 

E =- i3P-+--Y(i32+we2+~2)I/2. (I8a) 
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Die beiden Vorzeichen sind zu wahlen, jenachdem dieFlache als erhabene 
oder als hohle Flache wirkt. 

Fiir eine Umdrehungsflache hat man allgemein zu setzen, indem 
man die Achse zur X-Achse wahlt. 

y = wcosp, z = wsinp; t(x, w) = 0, :; = 0 

dy = dw cos P - w sin pdp dw = dy cos cp + dz sin cp 
oder 

dz=dwsinp+wcoscpdcp wdcp= -dysinp+dzcoscp 
at at at at· . ay = aw cos p, az = aw sm cp, nach (Isa) also. 

at at . 9l !JJl' 
tgcp = a-: -a = m:rol, sm cp = ---, coscp = . 

z y l'Rn2 + 912 VI)Jt2+ 912 
Setzt man in (I4) und (I5) ein, so bekommt man: 

E = -.2x - Yrol2 + m2w. (14*) 

!; dx + ~dw = ofiir t(x, w) = o. (ISb) 

.2: f~Jt" + m2 = :~: :~ (I5C) 

Die gleiche Behandlung wie oben ergibt: 
(JJ (fa, tfIJ, tw) = o. (I7b) 

(JJ (~,.2,~) = o. (iro = frol 2 + m2). (I8b) 

1st die Gleichung der brechenden Flache in der Form gegeben: 
x= x (u, v), y= y (u, v), z= z (u, v), (I9) 

(Sonderfall: Statt u, v treten zwei Koordinaten, etwa y, z), so hat man 
auBer Gleichung (14) noch: 

aE ax ay az 
- au = .2 au + rol au + 9l au = 0 

aE ax ay az 
- 7fV = .2 av + rol av + 9l av = 0 

(zo) 

Hieraus sind u und v als Funktionen von .2, rol, 9l zu erhalten, aus 
(I9) dann x, y, z; (I4) gibt E als Funktion von .2, rol, 9l. Bei Umdrehungs
flachen hat man statt (I9) und (zo): 

x = x (u), w = w (u) • 
aE ax aw y - au = .2 au + ~ au = 0 (~ = ~.n2 + 9l2) . (zoa) 

1st die Meridiankurve durch Polarkoordinaten gegeben: 

so wird: 
x = R (ljJ) cos t/J, w = R (ljJ) sin t/J, (ZI) 

(zz) 
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Setzt man in (14*) ein, so hat man: 
E = =t= (22 + :rE2)I/2 R2 (R2 + R~) -1/2. (24) 

1m allgemeinen ist hier 'IJl aus (23) zu bestimmen, R und R", = ~~ 
aus (21). Ffir R =const = r (Kugel, auf den Mittelpunkt bezogen) wird 
iibereinstimmend mit (IS a): 

. E = =t= r (22 + ilJl2 + ~2V/2 • 
Folgen mehrere brechende Fliichen aufeinander, und sind die Eiko

nale gegeben: 
EI (MI, NI,Mf, N/), Ell (Mll,Nll,MII, Nfl), ... E,. (M,.,N,.,MJ.,NJ.), 
so lasse man in jedem Mittel die beiden Koordinatenebenen zusammen
fallen. Das Eikonal der Abbildung ist dann laut Definition: 

E=EI+Ell+'" +E,.. (25) 

Weiter ist MI=Mll,Ni=Nll ... Mk-I=M,.,Nk_I=N,.. Es ist 
aber notig, diese Zwischenwerte fortzuschaffen, urn 

E(MI,NI; MJ.,Ni.) 
zu erhalten. Dem dienen die Gleichungen (vgl. S) : 

BEl BEll BEl BEll 
- BM; = iJMli' - BNI = BNll '" (26) 

Die Ausfiihrung der Elimination ist aber meist mit Schwierigkeiten 
verbunden, man wird sie fast nur dann ausfiihren· konnen, wenn man 
das Eikonal in eine Reihe entwicke1n kann. 

Besteht die Folge aus lauter Umdrehungsflachen, so sind die Eiko
nale EI , Ell ... Eh Funktionen von £z, m51 usf. wo (s. 14*, ISb): 

2I=n/L/-nILI=nIVI -M? -N? - nl VI -Mj -Nj. 

m5I= V(nIMI - nI M I)2 + (n/NI - nINI)". 
Denkt man sich EI usf. in Potenzen entwickelt, so konnen aus 

Symmetriegriinden (wenigstens, wenn die betreffende Flache in der 
Achse keine Singularitat hat) nur gerade Potenzen vorkommen, und 
aus den Formen ffir .21 und m51 geht hervor, daB alle Glieder Potenzen 
von 

Mj +Nj,M? +N'l,MIMI+NINI 
sind. Weiter wird: 

i}EI = _ BEl. M/ ni+ BEl. n/MI-nIMI nl 
BMi B £1 £'r B)illI )illI 

BEll _ BEl _ BEn M;, BEll nir Mir-n} M} , 
BMll - - BMI - - a£ll . £/ nl - B)ffill' )illll nI 

entsprechend ffir Ni. Die Elimination nach (26) liefert ffir M'/ + N;, 
MIM~ + NINI Gleichungen, die auch nur 

Mj +Nl, MIl +Nli, MIM1I+NIN'II 
enthalten. So ergibt die Elimination schlieBlich den Satz: 
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Das Eikonal E einer Folge von UmdrehnngsfHichen ist, wenn man 
es auf die Achse bezieht, eine Funktion der drei Gr6Ben 

M' +N', M" +N'\ M M'+NN'. 
Beschrankt man sich auf die Umgebung der Achse, so kann man E 

als Potenzreihe dieser drei Gi6Ben darste11en. Die Koeffizienten dieser 
Reihe mfissen die Eigenschaften der Abbildung bestimmen. Bevor dies 
naher untersucht wird, solI aber das Eikonal allgemein betrachtet 
werden. 

Die Reihenentwicklung des Eikonals allgemein. Wir nehmen nun an, 
daB die Umgebung eines Strahles zu betrachten sei, den wir als Haupt
strahl be~rachten. Wir wahlen diesen Shahl im Ding- und Bildr.aum 
als X-Achse. Nach S. 9I brauchen wir in E kein konstantes Glied an
zunehmen. Aus (8) folgt aberweiter, daB bei unsererWahl des Koordina-
t t r M N M' N' h a E a E a E a E ensys ems ur = = = = 0 auc aM = aN = aM' = aN' = 0 

ist, d. h. es miissen auch alle linearen Glieder verschwinden. Dagegen 
k6nnen vom quadratischen Gliede ab samtliche Verbindungen der Po
tenzen vorkommen. Man kann einen Teil durch Verschiebung der 
Koordinatensysteme in Richtung der X-Achse oder durch Drehungen 
urn diese Achse zum Verschwinden bringen. Tut man dies, so wird mall 
die Vergr6Berungen, Verzerrungen bei der optischen Projektion und 
Abbild.wig erhalten. Will man jedoch auch fiber die raumliche Lage 
von Ding- und Bildraum etwas aussagen, so ist die letzte Vereinfachung 
nicht immer zweckmaBig. 

Die niedrigsten Glieder der Reihenentwicklung schreiben wir mit 
T. SMITH (8, 9, 10): 

E =!..aM· + !..bN2 +!..c Mf2 + !..dN'· +eMN +1 M' N' 
2 2 2 2 (27) 

-gM.N' -hM'N -iMM'-fNN' 
und untersuchen zunachst, welche Form sie bei Brechung an einer 
Flache annehmen . 

. Die niedrigsten Glieder der Eikonalentwicklung bei Brechung an einer 
Flache. FUr das Eikonal haben wir die Gleichung (I4): 

-E = £x +Wly +?Rz, 
die Gleichung der Flache sei: 

x =!.. (ry'+ 2 syz +tz2 ) + ... 
2 

(28) 

Das Koordinatensystem sei also zunachstso gewahlt, daB die flachen
normale X-Achse, der Einfallspunkt Koordinatenanfang ist. 

Nach (Isa) wird: 
.. _ .ax.ax 

£.9.n.?R- -I. ay'az (29) 

oder mit Beschrankung auf die niedrigsten Glieder:· 



Dber die Erl.twicklung der Theorie der optischen Instrumente seit ABBE. 95 

oder aufge16st: 

1m 
ry+sz= - ,2' 

91 
sy+tz = -- B' 

,8 (rt - S2) Y = - tffR + sln 
,8(rt-s2)z = sffR-rln' 

oder, wenn man in (28) einsetzt: 
I ,82(rt - 52) X = - (t9.)i' - 2 sffRln + rln2) , 
2 

und damit flir das Eikonal: 
2,8 (rt - S2) E = tffR2 - 2 s9Rln + rln2. 

(3 0 ) 

(3 1 ) 

(31 a) 

(32 ) 

Der Hauptstrahl bilde mit der Flache im Dingraume den Winkel i.. 
im Bildraum i' (n sin i = n' sin i'), man drehe nun das Koordinaten
system in beiden Raumen urn diese Winkel. Dabei wahle man der 
Einfachheit halber die Einfallsebene als XZ-Ebene: 

L = LI cos i - M I sin i 
M = LI sin i + 1\111 cos i 

L' = L; cos i' - M: sin i' 
M' = L: sin t' + M: cos i. 

(33) 

2 (rt - S2) {(n' cos i'. L: - n cos iL,) - (n'sin i'M: - n sin i MI)} E = 
t{ (n' sin i'L~- n sin iLl) + (n' cosi' M~- n cosi· M I)} 2_ (34) 

-2 s {(n' sin i'L~- n sin iL,) + (n' cosi' M:- ncosi· MI)} (n'N' - nN) + 
+ r (n' N' - nN)2. 

Nun seien M I , N I , M~, N; kleine GraBen, nach denen man entwickeln 
kann. Die Glieder erster Ordnung verschwinden und flir die zweite 
Ordnung bleibt: 

2 (n' cos i' - n cos i) (rt - S2) E = t (n' cos i' M~- n cos iMI)2 
- 2 S (n' cosi' M~- n cos iM, ) (n' N' - nN) +r (n' N' - nN)2 = 
= tn2 cos' i M: - 2 sn2 cos i MIN + rn2 N2 + tn'2 cos 2 i' M~2 

- 2 sn'2 cos i' 1vl~N' -+ rn'2N'2 + (35) 

+ 2snn' cosiMIN' + 2snn' cosi'M~N - 2 tnn' cosi cosi' MIM:
-2rnn'NN'. 

Damit sind die SMITHischen Koeffizienten (27), b(lstimmt. 
Die Zu,sammensetzung mehrerer Fllichen. Die Eikonale flir jede Flache 

sind nach (35) zu bestimmen, beziehen sich dann aber auf den Einfalls
punkt. Urn die Gleichungen (26) anwenden zu kannen, muB man z. B. 
den Koordinatenanfang des ersten Eikonals urn die vom Hauptstrahl 
durchmessene Strecke T verschieben. Dies gibt nach (13): 

E -E =n' L'r= n'T-2. n'rM'2- 2. n'TN'2. 
1 2 2 

Bezeichnet man die neuen Koeffizienten mit a, usf., so ist: 
cI,=c-n'T, d,=d-n'T, 

wahrend aIle iibrigen Koeffizienten bleiben. 



H.BOEGEHOLD: 

Fiir die Zusammensetzung zweier Abbildungen liefem die Glei
chungen (26) ein Ergebnis, das hier in der von SMITH (8) angegebenen 
Form geschrieben sei: Die Koeffizienten der Eikonale seien a . .. j; 
a' ... 1'; die des zusammengesetzten Eikonals A ... I, so kann man 
ableiten: 

A -a~ -i2 u +2giv _g2w 
B-b= -h2u +2hjv _j2w 
C -c'= -i"u +2h'i'v -h"w 
D-d'= _g'2u +2g'j'v -j"w 
E-e=-hiu+(gh +ij)v -gjw 
F - t' = - g' i' u + (g'il + i' j') v - h' j' w 

[SMITH (8), S. 74]. 

G =. ig' u - (gg' + ij')v + gj' w 
H = hi'u - (hh' +ji')v +jh'w 
1= ii'u - (gi' +ih')v +gh'w 
I = g'hu- (jg' + hi')v +i1' w 

u v w 
d+b'= /+e' = c+ a' = 

I = uw-v' 
tC + a') (d + b') - (f + e')2 

Diese Gleichungen gelten fiir die Zusammensetzung zweier Abbil
dungen, die einzeln dUFCh beliebig viele Flacben vermittelt werden 
konnen. 

Allgemeine Betrachtungen iiber die Glieder zweiter Ordnung. Da die 
Funktion (27) zehn Konstanten enthalt, durch eine Flache aber nur fiinf 
eingefiihrt werden konnen (auBer r, s, t, i ist allgemein noch der Winkel 
gegen die XZ-Ebene willkiirlich), so konnen nicht alle moglichen Eiko
nale durch eine Flache hergestellt werden. In der Tat haben alle Bre
chungen durch eine Flache die Besonderheit, daB der Einfallspunkt sich 
selbst entspricht, und zwar als anastigmatischer Bildpunkt. Dasselbe 
gilt von allen unendlich diinnen Folgen; SMITH bestatigt, daB in den 
Werten der Konstanten hier noch eine Besonderheit besteht. 

Besonders untersucht SMITH den Fall, daB der Hauptstrahl alle 
Flachen senkrecht trifft (i = i' = 0). Hier zeigt der Vergleich von (27) 
und (35) fiir· eine Flache: 

n'2a = n2c = nn'i 
n"b = n2d = nn' j 
n'2e = n" = nn' g = nn'h, 

¥S sind also nur drei unabhangige Konstanten (r, s, t) vorhanden. 
Eine solche Brechung laBt nicht nur den Einfallspunkt als Bildpunkt 

sich selbst entsprechen, es ist dort obendrein die VergroBerung I, und 
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femer liegen fill samtliche Punkte des Hauptstrahls die beiden Haupt
schnitte des gebrochenen Biindels in den Hauptschnitten der brecbenden 
Flache. Dies laBt sich aus den Gleichungen (38) ableiten. SMITH zeigt, 
daB diese auch bestehen bleiben, wenn eine diinne Flachenfolge benutzt 
wird, also gilt sodann das gleiche. Bei Folgen mit Abstand wird aber 
im allgemeinen keinem Punkte ein wirklicher, anastigmatischer Bild
punkt entsprechen und, wenn nicht alle brechenden Flachen dieselben 
Hauptschnitte haben, so werden sich die Hauptschnitte des bildseitig 
einem Punkte des Hauptstrahls entsprechenden Biindels beim Fort
gehen auf dem Hauptstrahl in der Regel von Punkt zu Punkt andem, 
die Gestalt des Abbildungssystems wird die allgemeine, im folgenden 
Abschnitt zu betrachtende sein. 

Das Koordinatensystem ist bis jetzt so gewahlt, daB die Grund
ebenen vom Ding- bis zum Bildraum zusammenfallen. Dadurch wini 
nicht nur die VergroBerung und Verzerrung, sondem auch eine Drehung 
der Wiedergabe in den Konstanten bestimmt. SMITH fragt, inwieweit 
einem Astigmatismus des Auges durch eine Brille - bei dieser wirkt 
nur eine torische Flache -gehoben werdeu kann. Betrachtet man einen 
femen Dingpunkt in der Achse, so gibt die Gleichung (27) (M =N =0). 

- n'y~= ell!' + tN' 
-n'z~=t M' +dN'. 

Fur den Schnittpunkt mit einer anderen der YZ-Ebene parallelen 

Ebene hat man y' = y: + ~: X', hier aber kann man bei Beschrankung 

auf die niedrigsten Glieder L'=l setzen, so wird: 

n' y' = - (c - n' X) M' - tN' 
n' z' - t M' - (d - n' X') . 

Nimmt man nun an, X' sei die Entfemung der Netzhaut von der 
letzten Flache der Kristallinse, so wird eine Folge Brille-Auge dann 
ihren Zweck fur feme Achsenpunkte erfiillen, wenn c = d = n' X', 1= 0 

ist. Diese drei Gleichungen lassen sich stets durch den Zusatz einer 
torischen Brille zum Auge erfiillen. 

Fur unendlich feme Punkte auBer der Achse wird aber werden: 

n'y' =iM +hN. 
n'z'=gM+jN. 

1m allgemeinen wird also eine Verzerrung (ein VergroBerungsunter
schied) eintreten und eine Verdrehung stattfinden, die nur dann ver
schwinden, wenn g = h = 0, i = i ist. SMITH berechnet die Werte unter 
gewissen Annahmen fill die Kristallinse und die Homhaut. Es ist in
dessen der VergroBerungsunterschied, der schon bei bloBem Homhaut
astigmatismus auftritt, sowie die Brille nicht als Haftglas benutzt wird, 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 7 
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schon fruher bekannt gewesen. Man vergleiche meine unten erwahnte 
Arbeit I , sowie die Behandlung der sogenannten anamorphotischen 
(richtiger verzerrten) Abbildung bei Cz. (S. I38/4o). 

In einigen weiteren Arbeiten (9, IO) gibt SMITH den Koeffizienten 
des Eikonals und der charakteristischen F unktion noch andere; ge
legentlich bequemere Formen. Es solI hier nur auf die Vereinfachungen 
eingegangen werden, die moglich sind, wenn man auf die Darstellung 
der Lagenbeziehung zwischen Ding- und Bildraum verzichtet. 

Man kann in (27) oder (35) noch in beiden Raumen eine Drehung 
urn die X-Achse und eine Verschiebung in der Richtung der X-Achse 
vornehmen. Eine Drehung andert die Koeffizienten, man kann sie so 
vornehmen, daB e = t = 0 ist. Die Bedeutung wird am Anfang des 
nachsten Abschnitts festgestellt. Durch eine Verschiebung werden nur 
a, b; c, d geandert (ahnlich wie in 36); es solI b=-a, d=-c gemacht 
werden, allerdings ist diese Vereinfachung von geringer Bedeutung und 
die Formeln des folgenden Abschnitts wtirden ohne sie nur wenig ver
wickelter werden. 

IV. Die allgemeinen Gesetze der Abbildung und der 
optischen Projektion2 • 

Nach dem Schlusse des vorhergehenden Abschnittes kann man dem 
Eikonal bei Beschrankung auf die Glieder zweiter Ordnung die Form 
geben: 

E = ~a(M2 - N2) + ~C(M'2 - N'2) - gMN' - hM'N (I) 

-iMM' - jNN'. 

Dies gibt die Gleichungen: 

a E M N' 'M'" a E M' hN 'M nyo = aM = a - g - 2 ,n),o = - aM' = - c++ 2 • 

aE N hM' 'N' , I aE nzo = aN = - a - -1, n Zo = - aN' = 
(2) 

cN'+gM+jN. 

Diese Gleichungen geben die Moglichkeit, aus den dingseitigen 

I BildgroBe und Sehscharfe beim brillenbewaffneten Auge. Ein Abschnitt 
aus der Geschichte der Lehre von der Brille. Z. ophthalm. Opt. 10, 129-144, 
161-174 (1922). Namentlich der SchluB kommt in Frage. 

2 Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind zum graBen Teile von A. GULL
STRAND auf ganz anderem Wege abgeleitet worden (vgl. den II. Abschnitt 
und die dort angefiihrten Abhandlungen). Ziemlich gleichzeitig mit mir hat 
mein Kollege M. HERZBERGER ahnliche Untersuchungen angestellt wie ich, 
auch sein Verfahren ist etwas anders. Da zwischen uns beiden ein reger 
Gedankenaustausch stattgefunden hat, so hat sicher der eine den andern 
gefordert, es mag nicht immer moglich sein zu sagen, wer ein Ergebms 
zuerst gefunden hat. 
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Koordinaten Yo, ZO, M, N die bildseitigen Y~, ~, M', N' zu bestimmen 
und umgekehrt. Bedingung ist g h - i j ~ 0 I. 

Die Schnittpunkte eines Strahls mitder XZ-, X Y-, X'Z'-, X"Y'-Ebene 
haben die Abszissen XI, X2; X:, X:, diese sind bestimmt durch: 

Yo = - Mxl , Zo = - Nx2 ; y~ = - M'x;, z~ = - N'x:, (3) 
also: 

nxlM = - aM + iM' + gN', n'x' M' = cM' - iM - hN. 
nx2 N = aN + hM' + jN', n'x:N' = - eN' - gM - jN. (4) 

Nimmt man an, der Strahl schneide dingseitig die X-Achse, so ist 
XI = X2 = x; also geben die beiden linken Gleichungen: 

111 = _I_(iM' + gN'), N = _I_(hM' + jN') , (5) 
nx + a nx - a 

und setzt man dies in die rechten Gleichungen (2) und (4) ein, so wird: 

n', ' = _ cM' + (_i_2 _ + _h_2 _) M' + (-~ + ~)N" 
Yo nx + a nx - a nx + a nx - a (6) 

HZ' = + (~ + _!!L)' M' + cN' + (_g_2 _ + _f2_) N' . 
o nx + a nx - a nx + a 12x - a 

n' x' = + c _ ( __ i2_ +_~) _ (~_ + -'!L) . N' . 
I 12x + a nx - a 12x + a 12x - a M' 

, , (g2 f2) (gi hf ) M' 
nx2 =-c- 12x+a+nx-a - nx+li+nx-a 'N" 

(7) 

Nach (6) wird fUr X = 00, N' = 0 werden z~ = o. Der Strahl verlauft 
bildseitig in der X' Y'-Ebene. Nach (7) schneidet er die X'-Achse im 

Punktex~ =~. Furx = oo,M' = owirdy' = 0, undderStrahlschneidet n 

die X'-Achse in x: = -~. Diese Punkte entsprechen dem unendlich 
12' 

femen Punkte des Hauptstrahls als astigmatische Bildpunkte, die 
zwischen ihnen liegende Strecke heiBt die Hauptfokalstrecke. Bei der 
Wahl des Koordinatensystems ist also der Koordinatenanfang die Mitte 
der Hauptfokalstrecke, femer sind die X'Y'- und X'Z'-Ebene die Haupt
schnitte des dem unendlich fern en Punkte entsprechenden Strahlen
bundels. Doch werden wir bald auf eine Ausnahme stoBen. 

Andererseits wird nach (6) und (7) x' = 00 fUr X = 3'. und X = _3'. . 
n 12 

Denkt man sich nun Ding- und Bildraum vertauscht, so erscheinen 
die hierdurch bestimmten Punkte der X-Achse als astigmatische Bild
punkte des unendlich femen PuIiktes der X' -Achse. 'Aus (5) folgt aber 
,fUr den ersten N = 0, den zweiten M = 0, so daB die X Y- und XZ-Ebene 
Hauptschnitte sind. 

I Die Gleichungen (2) zeigen auch, daB E fUr eine afokale oder hemiafokale 
Folge nicht anwendbar ist. Bei einer solchen geht durch die unendlich fernen 
Punkte der X- und X'-Achse (M = N = M' = N' = 0) mindestens ein 
Strahlenbiischel, es diirfte also aus M = N = M' = N' = 0 nicht Yo = Zo 

= y~ = z~ = 0 hervorgehen. Die meisten Gesetze des Abschnittes gelten auch 
fUr cliese Folgen, wie aus anderen Formen des Eikonals zu schlieBen ist. 

7* 
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Allgemein wird die Stellung der bildseitigen Hauptsehnitte bestimmt, 
wenn man in (6) x~ = x:, = x' setzt und beide Gleichungen voneinander 
subtrahiert: 

(N' _ M') (~ ~) _ 2 c + i2 - g" h2 - j2 _ 0 (8) 
lVi' N' nx + a + nx - a nx + a + nx - a - . 

Dies ist eine quadratisehe Gleiehung, deren Losungen reziprok und 

entgegengesetzt sind. Sie sollen zur Abkiirzung a' und -~- genannt 
a 

d ' I P' wer en,a -, = . 
a 

Es folgt, daB die beiden Hauptsehnitte allgemein 

aufeinander senkreeht stehen. 
Sonderfalle. a) Orthogonalsysteme heiBen naeh GULLSTRAND soIche 

Folgen, bei denen die Stellung der Hauptsehnitte fur alle Punkte des 
Hauptstrahls dieselbe ist. a) Fur a= 0, C = 0 tritt das verlangte naeh 
(8) ein, doeh fallen die Hauptsehnitte hier nicht mit den Koordinaten
ebenen zusammen. Hier entspricht dann naeh (7) dem Punkte x = 0 

der Punkt x' = 00, dem Punkte X= 00, der Punkt x' = 0 als anastigmati
scher Bildpunkt. SoIche Punkte nennt man Fokalpunkte, es gibt 
also zwei Paare. 

(1) Fall C = 0, a ~ 0 . 

Hier wird: 
i2 _ g2 h2 _ j2 
--+--- -nx + a nx - a n(g2-h2-t2+j2)x-(g2 +h2_i2-j2)a 
~ ~ = n(gi+hj)x-(gi-hj)a (8a) 
nx + a + nx - a 

Dies Verhaltnis ist unabhangig von x fUr: 

oder 
(g2 _ h2 _ i2 + j2) (gi _ h j) = (g2 + h2 _ i2 _ j2) (gi + hj) 

- g2hj - gh'i + hi'j + gij2 = 0, oder wegengh - if ~ 0: 

[c = 0], hi + gj = 0 

r)Falla= o,c~o. 
Hier mussen, wie oben abgeleitet, bildseitig die Hauptsehnitte mit 

der X' Y'- und X'Z'-Ebene zusammenfallen; d.h. in (7) muB der Faktor 
N' M'·d t· h h . d von M" N' 1 en lse verse WIll en: 

[a = 0], gi + hj = o. 

0) Falla:s;: 0, C ~ 0. 

Aueh hier muB derselbe Faktor identiseh verschwinden. Wegen 
g It -i j ~ 0 gibt dies jetzt entweder g = h = 0 oder i = j = o. 

Beide Mogliehkeiten unterseheiden sieh nur dureh die Koordinaten
wahl. 

Bei Vertauschung von Ding- und Bildraum vertauseht sieh a gegen 
c, g gegen h, jede Flachenfolge wirkt also entweder in keiner oder in 
beiden Riehtungen als Orthogonalsystem. 
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An die bekannte Tatsache, daB es bei einem Orthogonalsystem zwei, 
einen oder keinen reellen Fokalpunkt gibt, daB aber auch alle Punkte 
Fokalpunkte sein konnen, sei nur kurz erinnert, ebenso daran, daB im 
zweiten und vierten Falle eine Abbildung ohne Verzerrung entsteht 
(Cz. 138/9). Auf eine Ableitung sei verzichtet. 

N' b) Fokalpunkte. Damit alle Strahlen durch x unabhangig von M' 

die Achse schneiden, muB gleichzeitig (nach 8): 

1. n (gi + hi) x + (hi - gi) a = 0 

und 

II. zc(n'x2 - a2) + nx(g2 _ h' - i' + j2) _ a(g2 + h2 _ i2 _ j2) = 0 

sein. Aus (I) folgt: 
gi - hi 

ill. nx=-. -h-.a, gz + J 

setzt man in (II) ein, so wird: 

za2c {(gi -lZJ~)2 _ 1} + gi - h~a(g'_h2_i2+ j2)_a(a'+ h'-i"-j2)=0. 
gz + hJ gz + hJ t> 

Abgesehen vom Faktor a gibt dies die Bedingung: 

- 8acghij + (g'i' - h'j')(g2 - h' - i' + j2) 
- (gi + hi)' (g' + h2 - i' - i2) = 0 

oder auch: 

IV. A = - 4acghii - g2h 2i' _ g2h?j' + g'i'j' + h'i'j' 
- ghii(g2 + h2 _ i' _ i2) = o. 

IVa. 4ac = (i' + j') (1 - ~;) - (g' + h')(1 - ;~) = 

(gi + hi) (gf + hi) (gh - if) 
- ~~ ghif 

AuBerdem aber ist fUr a = 0 und nach (8) fUr c = 0 ein Fokalpunkt 
vorhanden. a= 0: Bildseitig im Unendlichen, c = 0 dingseitig. 

DaB auch hier Vertauschbarkeit von Ding- und Bildseite besteht, 
ist eigentlich selbstverstandlich. 

c) Aus der Form der Gleichung (8) folgt, daB zu jedem Dingpunkte, 
jedem x, ein Wert von (J' gehOrt. Gehort umgekehrt zu iedem (J' ein Ding
punkt? (8) kann man auch schreiben: 

z cn'x' + nx (g' - h' - i' + j' - f:J' [gi + hj]) 
- za'c - a(g' + h' - i' - j' - (:J'[gi - hjJ) = o. 

Die Determinante ist: 

D = (g' - hz - i2 + j' - /:J'[gi + hJW + 16a 2 c2 

+ 8ac (g2 + h' - i' - j' - (3' [gi - hJJ). 

Fur groBe Werte von (J' (a' co 0 oder 00) hat (9) offenbar reelle Losungen. 
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Es konnen also Werte von P' nur ausfallen, wenn die Determinante der 
Gleichung D = 0 positiv ist. Diese Determinante hat den Wert: 

.d = E" - 4AT, wobei 
A = r6a"c' + 8ac(g'+h' - i" - f") + (g' - h' - i" + f')". 
B = - 2 (gi + hi) (g" - It' - i" + i") - 8ac (gi - hi). 
I' = (gi + hi)". 

Also: 

.d = 4{ r6a"c" (gi - hi)" + 8ac (g'i' - h"i') (g' - h" - i' + j") 
+ (gi + hi)" (g" - h" - i" + f')" 

_ (gi + hi),[r6a"c" + 8ac (g" + h" - i' - i') + (g" - h' - i" + i")"]} 
= 64 {- 4a'c"ghii + ac (gi + hj)( - g'hi - gh"i + hi'j + gii")}· 

.d = 64ac'{ - 4acghii - g'h'i' - g"h"i' + Ci'i" + h'i'j" 
- ghij (g" + h' - i" - j")}. 

(10) 

Dies ist also dieselbe GroBe, deren Verschwinden nach (IV) den 
Fokalpunkt bedeutete, und der Faktor ac zeigt an, daB 

V.d=o 

sogar die allgemeine Bedingung fUr den Fokalpunkt ist. 
Man hat hiernach die drei GULLSTRANDschen Klassen von Abbildungs

systemen; es ist zu beachten, daB wieder das Gleiche ding- and bild
seitig gilt: 

1. Fall: .d < o. 

D ist stets positiv, fUr jeden Wert von P' gibt es zwei Werte von x, 
die nie zusammenfallen. GULLSTRAND: Tordierte Systeme. 

2. Fall: d = o. Nach GULLSTRAND: Semitordierte Systeme. 

D ist positiv, fur einen Wert von P' aber Null. Ferner hat D die 
Form: 

D = r(tJ' + zBrY. 
Die Losung von (9) HiBt sich allgemein schreiben: 

&" - It" - i" + i~ VI', I In nx=---- --+-(J+-V D · 4C 4C 4C 

Daraus folgt, daB in unserem Fall die eine der beiden Losungen von 
p' unabhangig ist, und zwar wird sie: 

VI. nx = _ go - It' - i" + i' __ 13_ = gi - hi a 
4C 8cO'" gz + hj , 

d. h. alle Stellungen kommen einmal im bildseitigen Fokalpunkt vor, 
auBerdem entspricht jedes senkrechte Paar {J' noch einem Punkt. Aus
genommen ist das Paar, das dem Werte D=o, d. h.: 
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, B [j- - h2 - iz + f2 gi - hf 
VII. tl = - z r = gi + hf + 4 a c (gi + Itf)2 = 

I I I I 

g2h2i2 _ [j-h2f2 - g2i2f2 + h2i2f2 
(gi+hf)ghif 

-----+-e fl2 i2 f2 
____ --'c- (nach IVa) 

I I 

gi + hf 

entspricht. Dieses Ebenenpaar kommt nur dem Fokalpunkte zu. 

3. Fall: d > o. N ach GULLSTRAND: Retordierte Systeme. 
D wird fiir zwei Werte {3' Null. Dem entsprechen zwei Ebenenpaare, 

die vorkommende Ebenen von nicht vorkommenden abgrenzen. Aus 
(9a) folgt fiir die Grenzwerte: 

, B I ,1-
tl = - zr± zI yd, (9c) 

und fiir die entsprechenden Dingpunkte aus (9b) (D = 0) 

n x = - [j- - hz 4-C i2 + f2 sft=r± sv:!r =!~ : ~a + S C (:?: hf)' (9d) 

d) Orthogonalpunkte. Aus (5) folgt nun die dingseitige Lage der durch 
einen Punkt x gehenden Hauptschnitte: 

M M'. , N M' h ., . ,= --(z + gal; ,= --( + Ja) nx+ a nx- a 

M' (. g). M' ( i) M2 = nx + a Z -;;; ,N2 = nx _ a h - d . 
(II) 

Die Stellung der Ebenen ist durch :;, und :: gegeben. Sie stehen 

nur dann aufeinander senkrecht, wenn 
N, M2 . d 
M, + N2 = 0 1St, 0 er: 

i-f£ 
n x + a h + fa' n X - a a' --.--+ --.-~ =0 
nx-a i+ga' nx+a h-L 

fl' 

(nx + a)2 {h2 - i2 + hi(a' -~)} + (nx - a)2 {i2 - g2 + gi (a' -~)} = o. 

Fur a'- 1,_ ={3' ist jetzt der Wert aus (8) einzusetzen: 
a 

(nx+a)2(h2_j2)~+_t_ + (nx-a)2(i"- g2) ~+_~1_ ( . h' ) (. h' ) 
nx + a nx - a nx + a 12x - a 

+[(nx+a) 2h i+(nx-a)ogiJ(2C- i2_g2 _ h2-f2) = 0 
nx + a nx- a 

2 c (nx + a)2 hi + 2 C (nx - a)2 gi + (nx + a) ((h2 - j2) gi - (i2 - g2) hj} 
+ (nx - a) ((i2 - g2) hj - (h2 - j2) gil = 0 

cn2x2 (gi + hj) + 2 ac (hj - gil nx + a2c (gi + hj) 
+ a [(h 2 - j2) gi - (i2 - g2) hJ] = o. 

(12) 

Die Determinante diesel Gleichung ergibt sich zu d, d. h. bei tordierten 
Systemen gibt es keine Orthogonalpunkte, bei retordierten zwei, bei 
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semitordierten einen. Weiter zeigt die Gleichung sofort, daB bei semitor
dierten Systemen der Orthogonalpunkt eben der Fokalpunkt ist. 

Die L6sung der Gleichung (12) ist: 

_gi-hj +~r::r- ( ) 
nx- gi+hja- S c(gi+hj) 12a 

Also der namliche Wert, der schon in (9d) erhalten wurde. Dem 
Orthogonalpunkte entspricht auf der anderen Seite ein Paar Grenzhaupt
schnitte, wie sc~on GULLSTRAND abgeleitet hat. Man kann es auch 

so erhalten, daB man (3' nach n x differentiiert, man bekommt fur dd fJ' = 0 . nx 
die Gleichung (1~). 

e) Die Gleichung lilr einander entsprechendePunkte. Jedem Punkte x 
werden bildseitig zwei sogenannte astigmatische Bildpunkte x' ent
sprechen und umgekehrt. Eine Gleichung zwischen x und x' muB 
also in beiden vom zweiten Grade sein. Aus (8) kann man den Wert 
fur a' ableiten: 

2(!"(~+~)= nx+ a nx- a 

I 2 C + _!:_-_+z_·: - _~~_-__ J_: l 
.\ ± 1/ (2 C + g_2 ___ Z_'2 _ _ h2_-k) 2 + 4-(==g=i=-+-~~h_J~'=)-' . 

V nx + a nx - a nx + a nx - a 

(13) 

Da die beiden L6sungen der Gleichung a' und - ~ sind, kann man 
a 

auch a' + ~ hieraus ableiten: 
a 

V( g2-i' hZ_jZ)Z (gi . hj-)Z 
2C+--~-- +4 --+-- . 

nx + a nx - a ,nx + a nx - a 

(13a) 

Da die in Frage kommenden Strahlen die Achse schneiden, so ist 
in (7) zu setzen x: =x~ =x', also 

_ 2 n' x' = gz+ iz + hz + jz + (a' + !..) (~ + -.!!.L) (14) 
nx+a nx-a a' nx+a nx-a 

{zn'x' (n 2 x 2 - aZ) + nx(gZ + !t2 + i z + iZ) - a(gZ_ h2+ i2 - i2» 2 =) 
{2C (n2x2 - aZ) + nx (gz _ hz _ i2 + iZ) _ a(gz+ h2_ iz _ jZ)} 2 (14a) 

+ 4 {nx (gi + /tj) - a (gi - hj)} 2. 

Bringt man die Gleichung auf ound laBt zunachst die mit n Z x Z _a 2 

multiplizierten Glieder beiseite, so kann man wie folgt vereinfachen: 

Faktorvonnzxz: (gZ + hZ +i2 + i2)Z- (g' _ hz_i2 +jZ)Z_ 4(gi + hj)Z = 
4gz/tz + 4gZiz + 4hzjz + 4i'i2 - 4gZi2 - 8 ghij - 4h'j2 = 4(gh - i;)'. 

Faktor von 2 anx: - 2 (g2 + h2 + i' + j2)(g2 _ h2 + i2 _ jZ) 
+ 2 (g' - h2 _ i2 + j') (g2 + h 2 _ i2 _ f') + 8 (gziz _ hZj2) = 

= - 8 g2i2 + 8 hzi z + 8 (gZi2 - h'jZ) = o. 



Uber die Entwicldung der Theorie der optischen Instrumente seit ABBE. 105 

Faktor von a2: (g2 - h2 + i2 _ i2)2 _ (g2 + h2 - i2 - j2)2 - 4 (gi - hi)2 = 

= - 4g2h2 + 4g2i2 + 4h2j2 - 4i2j2- 4g2i2 - 4lt2j2 + 8ghij = 

- 4(gh - if)2. 

Danach kann man in (I4a) den Faktor 4 (n2x2_a 2), der nicht all
gemein Null wird, herausnehmen und behalt: 

n'2x'2 (n 2x 2 _ a2) + nn' xx' (g2 + 1t2 + i2 + j2) _ an' x' (g2 _ 1t2 + i2 _ f2) 
_ enx (g2 _ It 2 _ i 2 + i2) _ e2 (n° X2 _ a2) + ac (g2 + h2 _ i2 - i2) 

+ (g h - i 1)2 = o. 

Hierfiir kann man auch schreiben: 

(n'2 x'2 _ e2) (n2 x 2 _ a2) + nn' xx' (g2 + h2 + i2 +.12)-
an' x' (g2_h2+i2_ j2) _ enx(g2- h2_ i2+ j2) + ac (g2+ h2._ i2_ i2) (IS) 

. + (g h - i JY = 0, 

oder auch: 

(n'2 x'2 _ e2)(n2x2 - a2) + (n' x' - c) (nx - a) gO + 
(n'x' + c) (nx + a) h2 + (n' x' + c) (nx - a) i2 + (n' x' - c) (nx + a) i2 (16) 

+(gh-iJ)2=0. 

Fur das Orthogonalsystem zerfallt die Gleichung (16) in zwei, die 
beim GAussischen System (a = e = 0) in die bekannte NEwToNsche 
Gleichung iibergehen. 

f) Die abbildbaren Linien. Wir betrachten nun allgemeiner einen 
Strahl, der durch den Punkt x, y, Z geht und die Richtungskosinus 
M, N hat. 

Es ist y-Yo=Mx, z-zo=Nx, aus (2) folgt also: 

ny = (nx + a)M - iM' - gN' I n'y' = (n'x' - elM' + iM + hN (17) 
n z = (nx - a) N - h M' - iN' n' z' = (n' x' + c)N' + g M + iN, 

wo y', z' der Schnittpunkt des bildseitigen Strahles mit einer zum Haupt
strahle senkrechten Ebene ist; aus (17) kann man ahnlich wie aus (I) 
M', N', y', z' durch x, y, z, M, N bestimmen. 

Es ergibt sich weiter: 

M = _I - (ny + iM' + gN'), N = _I_(nz + hM' + iN'). (18) 
nx+ a nx- a 

Setzt man dies in die rechten Gleichungen ein, so treten offenbar 
wieder dieselben Koeffizienten auf, wie in (6) und (7). Schreibt man 
zur Abkurzung: 

i2 h2 ,:;i hj gz j2 
(! = nx + a + nx - a ,a = nx + a + nx - a' T = nx + a +nx - a' 

so lauten die entstehenden Gleichungen: 

.n'y' = (n'x' - elM' + (!M' + aN' + iny +~, 
nx+ a nx - a 

1Z'Z' = (n'x' + e)N' + aM' + TN' + gny +~. 
nx+ a nx- a 

(20) 
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Wir nehmen zunachst an, der Strahl schneide dingseitig die Achse 
in (x,o,o), so da13 die beiden letzten Glieder verschwinden und betrachten 
die Schnittpunkte des Strahls mit den zum Hauptstrahl senkrechten 
Ebenen durch die beiden "Bildpunkte", setzen also 

) 
, I , (J 

a n x = c - ~ - (ia = - C - 7: - d . 

n'l" = - (i{a' M' - N'); n'z' = (i (lVI' - ~:). (zoa) 

b) , , (J , n x = c - ~ + d = - c - 7: + (Ja • 

n'y' = (J(~' + N'); n'z' = (J{M' + fiN'). (zob) 

Es ist also unabhangig von M' und N /: 
z' I Z' , 

a) Y' = - ;;" b) yi = a . 

d. h. bis auf Gra13en haherer Ordnung liegt (x', y', Zl) in der Ebene, die 
senkrecht steht auf dem durch den entsprechenden Punkt gehenden 
Buschel. Dies gilt auch, wenn man fUr x' Werte x' +d x' setzt, wo d x' 
von der Gra13enordnung M' . .. ist. Hierin ist die Lehre von den STURM
schen Brennlinien und ihre Kritik durch GULLSTRAND enthalten (s. Cz. 
S. Z3ff.). 

Damit auch fUry ~ 0, z ~ 0 der Punkt x', y', z' in derselben Ebene 
liegt, ist notwendig: 

( gny jnz ) . (' £ny hnz ) I . 
nx + a + nx - a . nx + a + ux - a = - d' I 

_z (j+!Z) ___ y (g+!) 
nx - a a' - nx + a a' , 

z nx - a i + gc/ M - = - ~- . ~- = - NI', [vgl. (II)]. 
y 11 X + a /1 + j a' 

entsprechend im anderen FaIle: 
z 
y 

(ZI) 

(zza) 

(zzb) 

(x, y, z) mu13 also in einer Ebene liegen, die auf der Ebene (MIl N ,) oder 
(M2' N 2), der "Ebene fokaler Projektion", senkrecht steht. 

Hierin ist die GULLSTRANDsche Lehre von den abbildbaren Linien 
enthalten. 

g) Die Wiedergabe eines astigmatischen Strahlenbiindels. Es gibt ding
seitig eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit astigmatischer Strahlen
bundel (Normalenbundel), in denen die X-Achse enthalten ist. Jedes 
Blindel ist gegeben durch die Stellung der beidenHauptschnitte und durch 
die beiden Punkte, in denen die betreffenden dlinnen Buschel dieX-Achse 
treffen (die Punkte der Kaustik). Es solI aber zunachst von der Wellen
flache im Koordinatenanfang ausgegangen werden. Ihre Gleichung sei: 

I x = 2 (Ry2 + zSyz + TZ2) ... , 
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dann wird das BUndel gekennzeichnet durch: 
1\1 = - Ryo - Szo 
N = - Syo - Tzo 

[vgl. (31) und (31a)]. 

(23) 

R, 5, T dienen zur Bestimmung des Btindels. Man kann nach Yo, Zo 

aufli:isen: 
TM-5N 5M-RN 

Yo = - R T _ 52 ' Zo = R T - 52 , 

wofiir wir abgektirzt schreiben: 

Yo = -::tM + 6N, zo=6M - mN. 

Aus (2) folgt dann als Verallgemeinerung von (5): 

(n::t + a) M - n6N = iM' + gN', 
- n6M + (nm - a)N = hM' + jN'. 

Die Li:isung nach M und N kann man schreiben: 

",,{ = I .... _ X 
(nst + a)(n)Jt - a) - n20 2 

{[(n~l - a) i + n6h] M' + [(nm - a) g + n6j] N'}, 

N= I X 
(nst + a) (nlJi - a) - n20 2 

{ [(n::t + a) h + n6i] 1\11' + [(n% + a) j + n6g] N'} . 

(24) 

(25) 

(26) 

Setzt man dies in die rechten Gleichungen (2) ein, so erhiilt man aI, 
Verallgemeinerung von (6): 

, , M' (n;t + a) (11m - a) {[ i2 . h2 zn6hi] M' 
n Yo = - c. + (12 st+ a) (nlll-a) -n2 0" n;t + a + nut -a + (n%+a) (nlJi - a) -

[ gi Itj n6(gh+ij) ]N'\ 
+ n%+a+n~)(-a+(n;tf:a)(n~C:'a) r 

n'7'=cN'+ (n%+a) (nlJi-a)_ r[_~_+--'!L+ n6(gh+ij) ]M' 
NO (n;t+a) (nlJi-a)-n2~2 \ n%+ a nlJi-a (n%+a)(nlJi-a) 

[~ _j2_ zn3gj ]N'), (27) 
+ n\[+a + n~ -a + (n%+ a) (nlJi- a) 

In (27) kehrt ebenso wie in (6) und (23) ein Koeffizient wieder, dies 
verlangt der Satz von MALUS. Schreibt man: (28) 

ll'~'-c=- (n;t+a) (nlJi-a) r i2 , II" + zn6hi \ 
(n%+ a) (nlJi- a) _n2@;2 \ n% +a ,- n~R -a (n%+a) (n~l-a)1 

n'@/ (n%+<1) (nlJi-a) r f{i Itj n6 (gh+ij) \ 
(n%+a) (nlJi-a)-n2(52 \ 1/1:+a + n~lt-a + (nst+a)(nlH-a)1 

n'~r + c = _ (n%+a) (nlJi-a) (_~ + _j~ + z n6gj \ 
(n%+a)(nlJi-a)-n2@;2 n:t+a nlJi-a (n;t+a)(nlJi-a)J' 

so geht (27) tiber in: 

y~ = - ~'lH' + 6' N', z'o= 6' Ai' - m' N'. (29) 
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Nach (z4a) und (Z9) entsprechen 91 und 91', e und e', ;r und ;r' 
einander, die Beziehung zwischen Ding- und Bildraum wird durch (z8) 
gekennzeichnet. 

Nach (z4) und (z4a) ist: 
R 5 T 

91= RT-S2' e= RT-S2' ~= RT-S2 (30) 

In einem Plmkte der WellenfHiche Xo, Yo, Zo, der dem Koordinaten
anfang benachbart ist, wird die Gleichung der Normalen: 

x -x _ _ Y-Yo Z-Zo 
0- Ryo+Szo Syo+ Tzo (3 1 ) 

Xo ist zweiter Ordnung und kann daher vernachHissigt werden: 

y = ( - R X + I) Yo - 5 X Zo 

Z = - 5 X Yo + ( - T X + I) Zo . 
(3Ia) 

Setzt man in (3Ia) Y=Z=o, so muB der betrachtete Strahl die 
X-Achse schneiden. Die Bedingung kann aber nur erfilllt werden, wenn 
die Determinante Null ist, also: 

(RT-S2)X2-(R+T)X+I=O. (3Ib) 

Die Losungen dieser Gleichung geben uns die beiden Punkte (XI, X 2 ), 

wo der Hauptstrahl (die X-Achse) von den Strahlen des Bundels ge
schnitten wird. Wir vermerken: 

91 + ~ = X, + X 2 , m~ - @S2 = X, X 2 • (31 c) 
Setzt man in (3Ia) X =XI oder X = X 2; Y=Z = 0, so erhalt man 

die Stellung der beiden Hauptschnitte. Nennt man fl den Winkel des 
c;sten Hauptschnittes mit der XY-Ebene und schreibt tgfl = f), sowird 

f) = ;;_0, al<:o : 
Yo 

:} = - R X, + I , R + :} 5 = ~; _ ~ = - RX2 + I , :} R _ 5 = ~ . 
SX, X, {f SX2 X 2 

:} = 5 X, 5 n T if 5 X 2 n 5 T I 
- T X I + I' + tI = X, ; {f -=- T X 2 + I' tI - = X 2 ' 

oder durch Auflosung: 

R = _I (_I_ .,'/2) 5 _ ~ (~ _~) T __ I ({}2 ~'). 
I + {}2 X, + X 2 ' - I + {}2 X, X 2 ' - I + {}2 X, + X 2 (33) 

00: I 
[It = I +,'t2 «(}2 X, + X 2 ) = X, sin 2ft + X 2 cos 2 ft , 

@S = I :{f2 (X, - X 2) = (X2 - X,) sin III cos f t , (34) 

~ = I :{}2 (X, +:)2 X 2 ) = X, cos 2tt + X2 sin 2fl · 

Sind XI, X., ,U gegeben, so kann man nach (34) 91, @S, % bestimmen, 
durch (z8) 91', @S', %'; da bildseitig entsprechende Gleichungen gelten 
wie (34), kann man setzen: 

ffi'-%' "", 2~' , , 
-~j- = cOtgZIH, 91 +~ = X, + X 2 , -.--, =X 2 - X,, (35) 
Z~ SlilZIU 
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Setzt man (34) in (28) ein, so kann man Gleichungen erhalten, die 
von der Wahl des Koordinatenanfangs unabhangig sind. Es treten die 

GraBen XI -..:: ,XI + ..:: ... , d. h. entsprechend wie in der NEWToNschen 
n n 

Gleichuilg die Abstande von den "astigmatischen Brennpunkten" auf. 

Man hat: 

(n' X~ - c) cos 2lt' + (n' X~ - c) sin 2lt' = (36) 
{(nXI + a) cos 2fl';" (nX2 + a) sin 2fl} {(nXI - a) sin 2fl + (nX2 - a) cos 2fl} 

l(nXI +a) cos 2fl +(nX2+a) sin 2fl}{(nXI -a) sin 2fl + (nX2-a) cos 2fl} -n2(X2-XI )2 sin 2fl cos 2,11 

{ ~ ~ 

X (nXI + a) cos 2fl + (nX2 + a) sin 2fl + (n XI - a) sin 2fl + (n X 2 - a) cos 2fl 

+ 2nhi(X2-XI ) sinfl cosfl } 
{(nXI +a) sin 2fl+ (nX2+ a) sin 2fl}{(nXI - a) sin 2fl + (nX2-a)cos2fl 

und zwei ahnliche Gleichungen. Auch hier erscheint die NEWToNsche 
Gleichung als Sonderfall. 

Die Forme1n (28) und ihre Auflasung nach m, 6, ~ kann man auch 
so erhalten. Wenn man ebenso wie bei Ableitung von (25) verfahrt, 
dabei aber von der bildseitigen Wellenflache ausgeht, so entsprechen 
den Formeln (25) die folgenden: 

iM +hN = - (n'st' - c) M' + n'f!/N' 
(37) 

gM +iN = n'@5'M' - (n'~' + c)N' . 

Mit (25) kannen sich diese nur vertragen, wenn nicht allein die 
Determinante: 

nst+a -n@5 -~ -g 
-n@5 nm-a -It -i (38) 

i h n'st' - c -n'@5' 
g i -n'@5' n'm'+c 

sondern auch ihre samtlichen Unterdeterminanten dritten Grades ver
schwinden. Dies gibt die verlangten Formeln. 

h) Die GULLSTRANDsche Fundamentalgleichung. GULLSTRAND kenn
zeichnet die Strahlen eines astigmatischen Blindels durch die fokalen 
Offnungswinkel; es sind dies die Winkel, die die Projektionen eines 
Strahles auf beide Hauptschnitte mit dem Hauptstrahle bilden. Wir 
nennen die Richtungskosinus dieser Winkel IDe, W; IDe', W', dann hat 
man I : 

d. . '. 9Jt = M cos lL + N sin lt 
111gseltig . 

W= -MS111lL+NcOS!L, 
(IT}' M' , N" , 

bild .. ~J~ = cos It + SIn ,ll 
seltig In' M'" N' , .. ~ = - S111 It + cos II . 

I 9Jl, 9l haben hier also eine andere Bedeutung als im vorhergehenden 
Abschnitt (S.9I). 
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Ein auBerhalb des Bundels verlaufender Strahl wird von GULLSTRAND 
durch die Fokalkoordinaten gekennzeichnet. In den Punkten XI, X. 
werden auf dem Hauptstrahl senkrechte Ebenen, die Fokalebenen, er
richtet. Die in diesen Ebenen liegenden, auf dem zugehorigenHaupt
schnitt senkrechten Linien nennt GULLSTRAND Fokallinien. Die Fokal
koordinaten sind nun die Abstande, die die Schnittpunkte des be
trachteten Strahls mit einer Fokalebene von der zugehorigen Fokal
linie haben. Da die erste Fokallinie im zweiten Hauptschnitte liegt, so 
sind diese Koordinaten, wenn man die Richtungskosinus des auBerhalb 
des Blindels verlaufenden Strahles mit Mo ... bezeichnet (nach 17): 

dingseitig na, = (nX, + a) Mo cos fL + (nX, - a) No sin ,it 
- (i cos fl + h sin fl) M~ - (g cos fl + f sin fl) N~, 

na. = - (nX2 + a) jl10 sin fl + (nX2 - a) No cos fL 

+ (i sin fl - h cos.u) M~ + (g sin fL - j cos fl) N~, 
bildseitig n' a: = (n' X: - c) M~ cos fl' + (n' X~ + c) N~ sin ft' (40) 

+ (i cos ft' + g sin ft') M 0 + (h cos ,a' + i sin ,a' ) No, 
n' a~ = - (n' X~ - c) M~ sin ,H' + (n' X~ + c) N~ cos ft' 

- (i sin ft' - g cos tt') Mo - (h sin ft' - f cos ft') No. 
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt mit (39) und (28), wenn 

sich jetzt we ... auf einen Strahl des Bundels bezieht: 
na, ~Jl + na2 m: = (n X, cos'p + nX. sin 2fl + a) M Mo 

+ (nX, -nX2) sin ,a COSft MNo 
+ (nX, - nX2) sinfl cosp N Mo + (nX, sin 2ft + nX2 cos 2fl -a)NNo 

- iM M~ - gMN~ - hNM~-jNN~ 

= (n~ + a) MMo-nrsMNo-nrsN Mo +(n\R- a)NNo -iM M~ 
- gMN~ -hN M~ -jNN~ (s.34). 

Ebenso bekommt man bildseitig: 
n' a: we' + n' a: 9(' = (n'~' - c) 111.' At~ - n' rs' M' N~ - n' rs' N' M~ 

+ (n'\R' +c)N'N~+iM'Mo +hM'No +gN'Mo +jN'No ' 
Da nun jeder Strahl M, N, M', N' dem astigmatischen Bundel an

gehOrt, so folgt aus (25) und (37) identisch: 
na,9)( + na2 9( = n' a~ we' + n' a~~r, (4r) 

die GULLSTRANDsche Fundamentalgleichung, eine Verallgemeinerung 
der HUYGENS-HELMHOLTzischen Gleichung. Wenn im ding- und bild
seitigen Blindel die belden Hauptschnitte einander entsprechen, so ist 
we' nur von we, 9(' nur von 9( abhangig (oder we' von 9(, 9(' von we), 
die Gleichung (4r) zerfallt: 

na,we=n'a:9)r, na.9(=n'a~9('. (4ra) 
GULLSTRAND spricht dann von fokaler Projektion. 
Fokale Projektion liegt auch dann vor, wenn das Strahlenbundel 

dingseitig (oder bildseitig) anastigmatisch ist. Es stehen dann im Ding-
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raume die Hauptschnitte im allgemeinen nicht aufeinander senkrecht 
(vgl. S. 103). Nach GULLSTRAND gilt (4U), wenn man rot !n einfach auf 
das schiefwinklige Koordinatensystem bezieht; aI, a. hingegen so be
stimmt, daB man vom Schnittpunkte des Strahles La, M o, No mit der 
zum Hauptstrahle senkrechten Ebene durch den Ausgangspunkt auf 
die Hauptebenen Senkrechte fallt und deren Abstande vom Ausgangs
punkte mit aI, a. bezeichnet. Man hat dann: 

IDe - M sin 1-" - N cos 1-'0 !n __ M sin 1-'1 - N cos 1-'1 • (42) 
- sin (.u. - 1-'1) ,- sin (I-" - ,UI) 

aI = Y cos !II + zsin ,Ill' a. = Y cos !I. + z sin!l. , (42a) 

wo !IIl fl. durch (II) (tg !II = ~:); y, z durch (I7) zu bestimmen sind. 

naI = (nx + a) Mo cos III + (nx-a) No sin flI - (i cos III + h sin PI) M~ 
- (g cos ,Ill + i sin Ill) N~, 

na.= (nx + a)Mo cos fl. + (nx - a) No sin fl.- (i Cos!I.+hsinp.) M~ 
- (g cos fl. + i sin fl.) N~ . 

I 
nalIDe = t t (Mtg !I.-N) {(nx + a) Mo+ (nx- a)No tg!LI 

g 1-" - g 1-'1 
- (i + h tg PI)M~- (g + j tg fII)N~}. 
. nx+a h+ia' nx+a ha'-i Nach (II) Wlrd tg !LI = -- . -, --, , tg !L. = -- . -, -, -, nx-a t+ga nx-a H~-g 

1 '/1x-a (ia'-g) (i+ga') 
tgl-"- tg,UI = 1lx+a . (gh-ii) (I + a") , 

, .. 
Weiter ist hier nach (4): 

(nx+a)M =iM'+gN', (nx-a)N =hM'+iN'. 
Setzt man alles ein, so wird: 

I (M t N) i+f(a' (M' , N') 
tgl-'.-tgl-'I gfl.- = (nx+a) (I + a") +a . 

nalIDe= M'+~N'{(i+ga')Mo+(h+ia')No- [~+ ~ 
l+a' nx+a nx-a 

+(n;!a + n:l~a)a']M~-[n;!a + n:~a + (n::a + n!~a)a']Nq. 
Bildseitig gelten auch hier die Gleichungen (39) und (40), man kann 

aber jetzt setzen tgp,'=a', cOS'p,,=_1_, ; und so erhaIt man: 
1+a' 

n'a~IDe' = M' + It: N'{(n'X~-c)M~+ (n' X~+c) N~a' + (i+ ga')Mo 1+«' 

+ (h + j a') No }. 

Nun kann man Gleichung (7) in der jetzigen, etwas geanderten 
Bezeichnung schreiben: 

nX'-c=-(~+~)-(~+~)a' 
I nx+a nx-a nx+a nx-a ' 

(nX' + c) a' = _ (~ + ---.!!L) _ (~ + _i2_) a' 
I nx+a nx-a nx+a nx-a ' 
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also wird identisch: 

na,ffiI = nla:ffiI/, ebenso na2in = n'a~in'. 

Gesetzt, es sei O2 = 0, so schneidet der auBerhalb des Bundels ver
laufende Strahl die Ebene x im ersten Hauptschnitte. a1...L zur Fokal
linie ist nach GULLSTRAND die orthogonale Trajektorie zur abbildbaren 

Linie, entsprechend a~ im Bildraum; ai ware, wenn man die abbildbare 
aI 

Linie als Strich einer Teilung (Skala) auffaBt, deren VergroBerung. ~; 
ist die WinkelvergroBerung im entsprechenden Hauptschnitt. Also: 

n'pI/', = n'p2/'2 = n. 

YI und Y2 kann man aus (II) berechnen: 

M'2 + N'2 1 + a'2 
r; = M; + N~I = (~J!:~)2 + (h + fa')' 2' 

nx+a nx-a 
? I + ((.'2 

r; = (ia' - g)2 + (ha' - J)-;. 
nx + a nx - a 

Hiemach kann man Ausdrucke bestimmen, die den Brennweiten 
der GAussischen Abbildung und der Abbildung durch Orthogonalsysteme 
entsprechen. Setzt man die Hohe XVM2+ N2= 1), so hat than im Grenz
fall x = 00, wegen a' = o. 

Setzt man nx+a=o, so gibt (8): 

I 'I go - i2. I g d I i a - - = --,-, a = -.- 0 er a = --. 
a' gl 1 IJ 

Wie zu jedem x, gehoren auch zu nx + a = 0 zwei Werte von a', aber 

nur fUr einen ist x' = 00, und zwar nach (7) der Wert a' = ~. Hier 
1 

ist Lim n' x' (nx+a) = - (g2+ i2) und, wenn man X'VM' 2 + N'2=1) 
setzt, so ergibt (43): 

Ahnlich erhalt man aus nx-a=o: 

der ublichen Bezeichnung wurde also entsprechen: 

n'2 t; = g2 + i 2, n'2 t; = h2 + j2 
n2 t~2 = h2 + i 2, n2/: 2 = g2 + j2. 
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Das Vorzeichen der Brennweiten ist ebenso wie bei der GAussischen 
Abbildung nur durch besondere Verabredung zu bestimmen. 

Die optische Profektion. 1m Dingraume sei ein Gegenstand durch 
seine einzelnen Punkte x, y, z gegeben. Innerhalb der Folge optisch 
wirkender Flachen liege irgendwo eine enge Blende, die als Punkt des 
Hauptstrahls aufzufassen ist. Die Formeln dieses Abschnittes geben 
die Moglichkeit, die Normalenbiindel (9t" @So, ~ ; m:" @S~,~) zu bestimmen, 
die dem Blendenpunkte ding- und bildseitig entsprechen. Die Be
ziehungen zwischen mo , eo,~;~, e~, ~ werden durch (28) vermitteIt. 
Dies Normalenbiindel ist das Hauptstrahlenbiindel. Es wird die Pro
jektion des Gegenstandes auf einer Ebene im Bildraume gesucht. Der 
Einfachheit halber sei sie zum Hauptstrahle senkrecht (x'=const.). 

a) Aus (I7) und (25) folgt ,unter Elimination von M' und N' aus 
x, y, z jedesmal M und N. 

b) Aus (37) folgen M' und N'. 
c) Aus (I7) folgen y' und z'. 
Einiges uber Fokalpunkte. Die Abszisse des dingseitigen Fokalpunktes 

ist nach (III), S. IOI: 

gi - hi 
nx = gi + hi a , 

wobei die Bedingung (IV) erfiillt sein mull I • 

Den bildseitigen Fokalpunkt erhiilt man aus (7): 

n' x' = c _ gi + hi (.i.. _ ~) = c + (gi + hi) (g.h - ii) . 
a zg zl zagl 

Nach IVa, S. IOI ist: 
, .J zhi gi - hi 

n;{; =c- -.--.C = -.---;C. 
gl + h~ gl + hz . 

Bildseitig gab (VII) ein nur zum Fokalpunkt gehOrendes Ebenenpaar: 
I I I I 

(1'= -g;+"b+i'2-p 
I I 

gi + hi 

Entsprechend ist ein Ebenenpaar auf der Dingseite abzuleiten; 

I Andernfalls veriangt(44) nach (8) {I' = 00, dem Punkte entsprechen bei 
tordierten und retordierten Systemen dieselben Hauptschnitte wie dem un
endlich fernen Punkte, es ist nach GULLSTRAND der Hauptkreuzpunkt (das-

selbe gilt" bildseitig fUr n'x' = gi. - hi. c). 
gl + hz 

Ergebnisse der exakten Natunvissenschaften. VIII. 8 
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Die Beziehung der Richtungskosinus eines durch die FokaIpunkte 
gehenden Strahles erhalt man aus (4): 

_2gi aM=iM' N'.M=gi+hj('M1+N1) 
gi + hj + g, . 2a g i 

N = _ gi + hj (~I + N'). 
2a 1 k 

M,=+gj+hi(M +N) 
2C ,k z 

(48) 

N' = _ g i + hi (~ + N). 
2C 1 g 

Setzt man N =A M, N' =A' M', so geben die Gleichungen: 

I" I 'i.' 
, 7+-; . 7+1i ). = - --oder). = - --. 

I" I '" h+i g+i 
Zwei senkrechten Schnitten entsprechen senkrechte Schnitte, wenn: 

I " I I 

7+g+ h -J.i=0. 
I " I I 
Ii + i 7- "g 

Dies fUhrt fUr f3 = A-~ auf die Gleichung (47), entsprechend im 
Bildraum. 7. 

Fiir die WinkelvergroBerung erhalt man aus (48): 

4a2 I + "'2 
.,----,--'----;-=. (5 I) 
(gi + k j)2 (~+ ~)2 + (-.; + ~)2 

.g Z 1 h 

Zu beachten ist: Nach (IV) kann von g, h, i, i keine GroBe einzeln 
Null sein, da sonst das System brennpunktlos ware; sind zwei Null, 
so hat man nach S. roo ein OrthogonaIsystem, was wir ausschlieBen. 

Weiter sind folgende SonderfaIle nach (IVa) moglich: 

gi+hi=O,c=O} . h . OrthogonaIsysteme. 
g~+ J=o,a=o 
g i + hi = 0, a = 0 Fokalpunkt bildseitig im Unendlichen 
g i + h i = 0, C = 0 " . dingseitig" " 

Diese iibrigens nicht viel Besonderes bietenden FaIle seien ausge
schlossen. 

(51) zeigt, daB y nicht von A (A') unabhangig sein kann, eine Diffe
rentiation lehrt aber, daB der groBte und kleinste Wert in' den aus
gezeichneten Ebenen (46), (47) auftritt. 
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Aus Stetigkeitsgrunden folgt, daB alle Punkte in der Nachbarschaft 
des Fokalpunktes bis auf GroBen hOherer Ordnung abgebildet werden. 
Dies folgt aber auch so: Die Gleichungen (I7) haben in unserm FaIle 
die Form (ffir einen nicht durch den Fokalpunkt, sondem nahe ver
laufenden Strahl): 

2gi M 'M' N' , , 2hi M' 'M kN ny= -.-z:-;a o-~ o-g 0, ny =--. -'-.' c o+~ 0+ 0 
g~+", g1+"~ 

2hj N kM' 'N' 'i 2gj N' M 'N (52) nz=--. -L-.a 0- 0-1 0, n =-. -L-' C o+g 0+1 o' gz+,.r g1+,.t 

In unserm FaIle verschwindet nicht allein die Determinante dieser 
Gleichungen, sondem nach (IVa) auch die Unterdeterminanten dritter 
Ordnung; es mussen zwischen ihnen zwei unabhangige Beziehungen 
bestehen, man kann y', z' durch y, z ausdrucken und umgekehrt. 

In der Tat kann man leicht bestatigen (aus 52 und IVa): 

~gj .an'y' = jny - gnz ~hj .cny = jn'y' - kn'i 
gz + 11" g1 + hz (53) 

2hi " k' 2gi ". 'i -.-,.-. an z = ny - ~.nz -. -L-.cnz = gn Y - ~n , 
gz + "1 gJ + ,. t 

was sich ahnlich behandeln laSt wie (48). Fiihrt man ein Z= cpy, z'= cp'y', 
so wird: 

r I I I, 

, T-'hCP T-gCP 
CP=r I 'CP=r I, 

---:-CP ---:CP g 7 II, 7 

Weiter erhalt man ffir die VergroBerung: 

(" I I ')2 ( I 1)2 
n'2N2 = n 2(gi +hj)2. g -yqJ + 7 - h'qJ 

t' 4a2 I + qJ2 
4C2 1+ qJ'2 =n2 ____ . . 

(gj + hi)2 (~_!,. qJ,)2 + (!,. _ ~ qJ,)2 
, II, J z g 

(55) 

(54) und Differentiation von (55) zeigen, daB auch hier die aus
gezeichneten Ebenenpaare einander entsprechen und daB die Ver
groBerung in ihnen Extremwerte hat. 

Setzt man cp = A, so wird nach (54) und (49) nicht identisch cp' = A' 
werden (man kame als Bedingung auf den ausgeschlossenen FaIl des 
unendlich femen Fokalpunkts). Dagegen wird cp'=A' ffir Cp=A, 'wenn 
cp, A einer der ausgezeichneten Ebenen angehoren. Und endlich gilt fur 
die Strahlenbiischel und die Punkte in den ausgezeichneten Ebenen auch 
dieHELMHoLTZische Gleichung, wie man mit Benutzung von (47) oder: 

8* 
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Das Eikonal einer einzelnen Plache. Fur eine einzelne Flache war 
am Ende des vorigen Abschnitts erhalten (S. 95, 35): 

2 (n' cos i' - n cos i) (rt - SO) E = 
tn'cos'iM~ + rn2N2+ tn"cos'i' M~2+ rn"N"- 2 sn'cosiM,N 
- 2 sn"cosi'M~N' + 2 snn' cosiM,N' + 2 S n n' cosi'M:N 
- 2 t n n' cos i cos i' M: M', - 2 r n n' N N' . 

(57) 

Weiter ist schon (S. 98) bemerkt, daB durch Drehung beider Koordi
natensysteme um die X- 11nd X'-Achse e=t=o zu machen ist. Man 
setze: 

M% = M2 cos.[} - N, sin.[}. M~ = M~ cos :I - N~ sin.(f . 
N = M, sin.[} + N, cos.[}. N' = M~ sin:l + N~ cos .(f • 

2 (n' cosi' - n cos i) (rt - s')E 

= {t n·cos'.[}cos'i - 2 sn'cos.[} sin.[} cos i + rn'sin°.9} M! 
+ {- 2 tn' cos.[} sin .[}cos'i - 2 sn' (cos'.[} - sin'.[}) cos i 
+ 2 rna cos .[}sin.[}} M,N, 
+ {tn2 sin'.[} cos' i + 2 sn' cos.[} sin.[} cos i + rn' cos'.[}} N: 

(58) 

+ {tn" cos"..'I cos' i' - 2 sn" cos..'l sin:l cos i' + rn" sin' ..'I}M~2 
+ {- 2 tn" cos..'l sin..'l cos' i' - 2 sn" (cos':I - sin':I) cos i' 
+ 2 rn" cos:l sin:l} M~N~ 
+ {tn" sin'..'I cos'i' + 2 sn" cos:l sin:l cosi' +rn" cos':I}N~2 
+ {2 S nn' cos.[} cos :I cos i - 2 snn' sin.[} sin:l cos i' (59) 
+ 2 tnn' cos.[} sin :I cos i cos i' - 2 rnn' sin.[} cos:l} M, N~ 
+ {- 2 snn' sin.[} sin..'l cos i + 2 snn' cos..'J cos:l cos i' 
+ 2 tnn' sin .[}cos:l cos i cos i' - 2 rnn' cos '[}sin..'l}1I!J~N, 
+ {2 S n n' cos .[} sin ..'I cos i + 2 S n n' sin .[} cos ..'I cos i' 
- 2 tnn' cos .[}cos:l cos i cos i' - 2 rnn' sin '[}sin ..'I}M,M~ 
+ {- 2 snn' sin.[} cos..'l cos i - 2 S nn' cos.[} sin:l cos i' 
- 2 tnn' sin .[}sin:l cos i cos i' - 2 rnn' cos".(} cos:l} N, N~. 

Die Forderung e=t=o verlangt, daB die Koeffizienten von M.N" 
und M:N~ verschwinden: 

t 2.[}= 2scosi 
g r-tcos2i' 

t 2:1 = 2scosi' 
g r- tcos'i" (60) 

wodurch die Form 

E = ~aM'+ ~bN'+ ~CM'2+ ~dN"-gMN' -hM'N 
2 2 2 2 (Ia) 

-iMM'-jNN' 
entsteht. 

Damit das Abbildungssystem ein Orthogonalsystem wird, muB einer 
der S. IOO erwahnten Falle eintreten. Zunachst solI g = h = 0 und 
i = 1· = 0 untersucht werden. 
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a) Fiir s=o hat schon (57) die Form (Ia), es ist -8 =-8'= 0 und 
g = h = o. Die Einfallsebene des betrachteten Strahls fallt mit einem 
Hauptschnitte zusammen. 

b) Fiir i=i'=o (senkrechter EinfaIl) wird nach (60): 
, ·25 

tg2..9-=tg2..9'=r_t' 

und die Form der Koeffizienten von (59) zeigt, daB auch hier g = h = 0 ist. 
c) Sonst hat man kein Orthogonalsystem. 
Fiir C = - 2 (n' cos 1'-n cos i) (1't - S2) wird: 

~ (g+h) = 2 s cos (..9-+..9-') cosi + 2 5 cos (..9-+..9-') cos i' nn 
+ 2 t sin (..9-+ ..9-') cosi cosi' - 2 l' sin (..9-+ ..9-'), 

n:' (g ~h) = 2 s cos (..9--..9-') cosi + 2 S cos(..9--..9-') cosi' (6I) 

- 2 tsin W-..9-') cosi cos i' - 2 l' sin (..9-- ..9-'). 

~ (i +i)::;: - 2 s sin (..9-=..9-') cosi+ 2 5 sin (..9--..9-') cosi' nn 
-2 t cos (..9--..9-') cosi cosi' - 2 l' cos (.[}-..9-'), 

~ (i - i) = 2 s sin (-9 + ..9-') cos i + 2 5 sin (..9- +..9-') cos i' nn 
- 2 t cos (..9-+..9-') cos i cos i' + 2 l' cos (..9- +..9-') . 

g=h=o ergabe also: 
t (.[) ..9-') = 5 (cos i +,cos i:) t (..9-....:....9-') = 5 (cos i -,cos i:). (62) 
g + r - t cos t cos t" g r + t cos t cos t' 

t (..9- ..9-')= 25(r-tcosicosi')(cosi+cosi') 
g 2 + (r _ t cosi COSi')2_sa (cosi + cos i')2' 

tg (..9--..9-') _ 25(r+ tcosicosi') (cosi - cosi') . 
2 - (r+t cosi COSi/)2-sa (cosi -COSi')2 

(62a) 

Andererseits folgt aus (60): 
tg (..9- ..9-') _ 25 (r - t cos i cos i') (cos i + cos i'l 

2 + - (r _ t coS2 i) (r - t cOS2 i') - 452 cos i cos l' ' 

tg (..9- -..9-') _ 25 (r + t cos i cos i') (cos i-cos i') 
2 - (r-tcos2i)(r-tcos2i')+452cosicosi' 

(60a) 

(60a) und (62a) sind nur vereinbar fiir S=O, femer fiir 1=i'= 0, 

endlich fiir s2=1't; dies bedeutet aber, daB wenigstens einer der Kriim
mungsradien der Flache unendlich wird. In diesem Falle versagt aber 
das Eikonal E. 

i = i = 0 fiihrt zu demselben Ergebnis. 
Um die iibrigen FaIle S. IOO zu betrachten, muB man zunachst durch 

Verschiebung des Koordinatenanfangs a=-b, c=-d machen. Nach 
dem vorigen Abschnitt (36) bleibt hierbei a-b, c-d unverandert, man 
kann also nach (59) setzen: 

eta. . . 0.' '0. - -a = cos 2 v'COS 2 t- 2 5Slll2 v'cos 1-1' cos 2 v', n 2 

Cat" : at " at --,C=tcos2v Cos2 t-2Ss1n2v' COSt-rCOs2v·. n 2 
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Dies fiihrt fUr a= 0 oder c=o auf: 
t {} _ t cos· i - r tg 2 .()! = t cos· i' - r 
g 2 - 2 S cos i ' 2 S cos i' , (63a) 

was mit (60) nicht vereinbar ist. Nur fUr s = 0, r = t, i = i' = 0 wird 
a=c=o eintreten; dies ist die GAussische Abbildung und fallt unter 
die schon friiher erwahnte Annahme s' = o. 

Die Zusammensetzung von Abbildungen kann nachden im vorigenAb
schnitte angegebenen Regeln geschehen. N atiirlich kann man auch ahnlich 
verfahren, wiees beider GAussischen Abbildung ublich ist (Cz. 58 ff.), und 
dazu die Formel (38) benutzen. Die Ausfiihrung diirfte zu verwickelten 
Gleichungen fUhren. Die Glieder hoherer Ordnung hat A. GULLSTRAND 
fiir die von ihm uberhaupt behandelten Sonderfalle besprochen, natiir
lich ist statt seines Verfahrens auch das Eikonal anwendbar. 

Die Durchrechnung einzelner Strahlen, die Bestimmung der ver
schiedenen Abweichungen durch Durchrechnung ist zwar schon im 
vorigen Jahrhundert behandelt worden, doch geben auch hier die 
S.8r bis 83 aufgefUhrten GULLSTRANDschen Arbeiten eine viel groBere 
Allgemeinheit. . 

V. Umdrehungsfolgen. 
Die GAussische Abbildung. Wir setzen (vgl. S. 94) 

E = -~ a (M· + NZ) + aX (M M' + N N') + ~ a' (M'2 + N'2) + . .. (r) 
2 2 

und vernachlassigen die hoheren Glieder. 
Die Differentiation ergibt 

nyo = aM + a Xlvl'. - n'y~= aX M + a'M', 
n Zo = aN + aX N' , - n' z~ = a x N + a' N' . (z) 

Ein Strahl schneide dingseitig die Achse in XI, man kann ihn ohne 
Einschrankung der Allgemeinheit in der XY-Ebene annehmen, dann 
wird: 

Yo = -Mx, . (3) 
Fur den Verlauf des Strahls auf der Bildseite hat man bei entspre

chender Bezeichnung: 
y~ = - 111' x' . (3a) 

Aus (z), (3), (3a) kann man dann folgern: 
" aX2 - a' (nx, + a) M 

- n Yo = aX ' 

a' (nx, + ai - aX2 
x' - ' 

I - n'(nx, + a) 

.. ., a'.. a . , 
Fur x, = 00 wlrd X, = --" fur X, = - - Wlrd X, = 00. Setzt man X, = 

n n 

M h . d M"= nit aX It Fur X, = - ~ wird 00, X, = - , so Wlr (, x , 11 = M' . n 
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x 
nach (4) in entsprechender Bezeichnung h' =y~ = -I!,M. Danach be

n 
stimmt aX die Brennweiten. (Bei der iiblichen Vorzeichenwahl ist M = 

• , • I • aX, aX) a a'. d < d' - SIn U, M = - SIn u ; also t = ---'-' f = - - , - - und --, SIn Ie n n n n 
Koordinaten der Brennpunkte. Weiter folgt aus (4b) und (4a): 

M' nx, + a aX 
(n'x: - a') (n%, + a) = - aX2 (5) M = - ---ax- = n'x', -a" (sa) 

die NEWToNsche Gleichung und die Formel fUr die WinkelvergroBerung. 
Die beiden Punkte x = y = z = 0 und x' = y' = z' = 0 en tsprechen ein

ander fUr 

wie aus der Determinante von (2) oder auch aus (5) hervorgeht. Unter 
dieser Annahme ist 

(sc) 

dies ist die bekannte Formel fUr die VergroBerung. 
Eine einzelne achsensymmetrische Fliiche. Nach S. 92, (r4*} ist das 

Eikonal: 
E = - ~x - 1mw. (6) 

::VIan beziehe die Gleichung der FHiche auf den Scheitel und 
schreibe sie: 

W2 w4 
X = - + -8 3 (r + l) ... , 2r r (7) 

wo r der Krummungshalbmesser der Meridiankurve in der Achse ist. 
Die Gleichung (20a) auf S. 92 wird: 

BE {W w3 } - = - S3 < -- + - (r + l) - 1m = 0 iJ W r 2 r3 , (8) 

woraus dann unter Beschrankung auf die Glieder der beiden niedrigsten 
Ordnungen folgt: 

_ { )ill ~il3 \ 
w - r - F + 2,23 (r + I)J . 

r rnl2 3)lij4 } 
X = - \- - - - (r + I) . 

2 £2 4 524 
_ r r)ill2)ill4 1 

E - 8 \4lf - ,l.!3 (r + I)J . 

(8a) 

(8b) 

(9) 

Will man das Eikonal auf andere Punkte der Achse beziehen (im 
Dingraum den Koordinatenanfang urn s, im Bildraum urn s' verschie
ben), so erMIt man [S.90, Gleichung (r3)J: 

E x r {)ill2 )ill4 ( I } L 'L' , = 8" 4 -,2- - ,23 r + ) - n s + n s' (ro) 

Setzt man zur Abkurzung: 

M2 + N2 = ,u, MM' + NN' = flX, M'2 + N'2 = ft', (II) 
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so kann man entwickeln: 

L "r-:;---:: I I. 
= r I - [I = I - "2 !I - "8 II , 

,/--, I, 1'2 
L = 1 I -!I = I - "2 II - "8 II , 

).ill' = (n'M' - nM)· + (n' N' - nN)2 = n2 II - 2 nn' Ilx + n" II', 
, , , n n', n n', 2 

.8 = n L - n L = n - n + "2 II - 2 II + "8 II· - "8 II , 

I nfl - n',u' (IZ) 
.\3 n' - n -"2 (rt' - n)· , 

)ill. n· 2nn' x n'· , I n 3 • n'n' x 
- = -- II - -- II + -- 'I - - --- II + 'I It .\3 n' - n f' n' - n f' n' - n f' 2 (n' - n)' f' (n' _ n)2 f' , 

_ 2.. ~ II t' _ nn'· Ilx t' + 2.. n'3 1" 
2 n' - n f' I (n' _ n)' f' I 2 (n' _ n)' I . 

)ill4 n4 • 4n3n' x 4n'n" y, 2n'n" , 
.\33 = (n' - n)311 (n' - n)3!llt + (n' _ n)311 + (n' _ n)3!1[1 

4 nn'3 x' n'4 " 
(n' - n)3!1 II + (n' _ n)311 . 

Danach kann man das erste und zweite Glied der Entwicklung hin
schreiben I • Das erste Glied lautet: 

x r { n2 2n'n x n" '} I I, , E = - --- 't - --- 't + --- II + - ns 'I - - ns It • 
2 n' - n f' n' - n f' n' - n f' 2 f' 2 ' 

Aus (I3) kann man die Bedingung ableiten, daB s und s' AbsUinde 
von Punkten sind, die einander als Ding- und Bildpunkt entsprechen. 
(Sb) gibt: 

{ r;2 } f n'Z , '} n2n'2 1'-'-+ns )1" -ns = 1" n'-·n l -n (n'-n)2 , (I4) 

woraus sich leicht die bekannteFormel fUr die Achsenschnittweite ergibt: 

Ferner wird 

n' n n' - n 
S' - s- -r- = O. 

x n'n a = ----r 
n'- n ' 

undnach S. II8 sind die bekannten Formeln fUr die Brennweite abzuleiten. 
Die Formeln fUr die sagittale· und tangentiale Schnitt- und Brenn

weite auBer der Achse hat T. SMITH (7) abgeleitet. 
Die hOheren Gliede1' de1' Eikonalentwicklung und ihre Beziehung zu den 

Abweichungen. T. SMITH (1, 7 usf.) 2 fUhrt an Stelle der drei Verander
lichen,u,,u+,,u' drei andere ein, die von den GAussischen VergroBerungen 

, A. KOHLSCHiiTTER hat die Entwicklung noch ein Glied weiter fortge
fiihrt (Forme138 der S. 128 angefiihrten Arbeit). 

2 Es sei nochmals auf dieZusammenstellung der SMITHischenAbhandlun
gen (S. 86/87) veMesen. Weiter sei bemerkt, daB die von SCHWARZSCHILD 
und KOHLscHiiTTER (S. 128) benutzten GroBen (dort mit Ro, xo" !?, be
zeichnet) bis auf Koeffizienten mit den SMITHischen iibereinstimmen. 
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(fJ und B) der Dingebene und der Eintrittspupille abhangen. Setzt man 
der Kurze halber: 

G = t: Ij 5 = n' B (IS) 
n r, n' 

so sind die neuen Veranderlichen so definiert: 
A (5 - GY= III - 2GftX + G2ft' = (.711 - GM')2 + (N - GN')2, 

B (5 - G)2 = 2 {ft - (5 + G) ftX + SGft'} = 2 {(2v[ - GM') (.711 - SM') 
+ (N - GN')(N - SN')} , (16) 

C (5 - G)2 = fl - 2SflX + 5 2ft' = (.711 - 5.711')2 + (N - SN')2, 
oder aufgelost: 

III = S2A - SG B + G2. C, 
I 

,It x = 5 A - 2" (5 + G) B + G . C, 

ft'=A - B+ C. 

(17) 

Nennt man nun E A , EB, Ec die Differentialquotienten von E nach 
den neuen Veranderlichen, so wird aus Gleichung (8), S. 88: 

nyo (5 - G)2 = 2 (.711 - GM')(EA + EB) 

+ 2 (.711 - 5.711') (EB + Ed, entprechend 
n'y~ (5 - G)2 = 2 (.711 - GM')(GEA + SEB) fUr z, z' 

+ 2 (.711 - SM')(GEB + SEc), 

(5 - G) (n'y~ - Gnyo) = n'(S - G) (y~ - {lyo) = 2 (.711 - GM')EB 
+ 2 (.711 - 5.711') E c, 

n'(S - G)(z~- tho) = 2 (N - GN')EB + 2(N - SN')Ec. 

(18) 

(19) 

Fur; EB = Ec = a ist also y~ =fJ Yo, z~ =fJ Zo; die Ebene x=o wird 
ohne Abweichung auf x' = 0 abgebildet. 

Man denke sich nun E als Reihe entwickelt und fasse die Glieder 
gleicher Ordnung zusammen: 

E = E(2) + E(4) + E(6) + ... (20) 

Die Form von E(2) findet man in Gleichung (I). Entsprechen aber 
x = 0 und x' = 0 einander, so ist nach (5 c) : 

n' aX a' 
G = - !J = - - = - -, also nach (16): n I' a a~ 

E (2) __ ~. aX(S - G)2 A (21) 
- 2 G ., 

oder, wenn man die Brechkraft der Folge - nx = x setzt: 
a 

ZltG E(2) = n (5 - G)2A. 

E,2) _ n(S - G)2 E(2) _ EC'l:) - 0 
JA - 2xG ' B - C - • 

(2Ia) 

(22) 

Wenn x = 0 und x' = 0 einander entsprechen, so verschwinden in der 
Entwicklung des Eikonals nach A, B, C die Glieder erster Ordnung mit 
B und C. 
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Weiter ist im Gebiete der GAussischen Abbildung nach (z): 

nyo = aM + aXM'= a(M - GM') = - :G (M - GM') , 

n'y~ = - ~ (M - GM'), (z3) 
Yo 

nzo = - nG (N - GN'), n' z~ = - !!.- (N - GN'). 
Yo Yo 

Ebenso hat man ffir 'Y}o, Co; 'Y}~, ~~ die Y- und Z-Koordinaten in der 
Eintritts- und Austrittspupille: . 

nYjo = - ns (M - SM'), n'Yj~ = - ~ (M - SM'), 
Yo Yo 

n,o = - Yo~ (N - SN'), n'~~ = - :. (N - SN'). 

Setzt man nun weiter: 

E(4) =~bI A' + ~b,AB + ~b3AC + ~b4B' + !'-bsBC + ~b6C2, (z5) 
4 2 2 4 2 4 

so ist: 

E'J} = ~(b,A + b4 B + bs C), (z6) 
2 

Setzt man dies in (19) ein, so erhaIt man die FeWer niedrigster Ord
nung, die sogenannten SEIDELschen Abweichungen. Bei dieser Einset

'zungkann man in den Ausdriicken A, B, Cin (16) M - GM' nach (23), 
M-SM' usf. nach (z4) bestimmen, da man nur GraBen haherer Ord
nung vernachlassigt. 

A (S - G)2 = x'G"(y~ + z~); B (S - G)' = zx' GS (Yo Yjo + Zo ~o); . (z7a) 
C (S - G)" = x'S" (Yj~ + ~~). 

Weiter sci der betrachtete Dingpunkt in der X Y-Ebene angenommen, 
also zo=o. 

So erhaIt man aus (19) ffir die SEIDELSchen Abweichungen dy' 
und dz':' 

n' (S - G)3dy' = - x 3 [G3b.y! + G'S (b3 + zb4 ) y~ lj'o 

+ GS'bsYo(3YJ~ + ~~) + S3b6Yjo(Yj~ + ~~)], 
n' (S - G)3dz' = - x3 [G2Sb3Y~ '0 + zG S"bsyoYjo ~o 

+ S3b6~0(Yj~ + ,~)]. 

(z8) 

Danach sind b., b3 + z b4 , b3 , bs ' b6 die bekannten Koeffizienten der 
Verzeichnung, der tangentialen und sagittalen Bildfeldwalbung, der 
Koma, der spharischen Abweichung. bI kommt in (z8) nicht vor, seine 
Bedeutung ist nach T. SMITH zu erkennen, wenn man bedenkt, daB das 
Eikonal die Abweichungen nicht nur fUr einen bestimmten Ding- und 
Blendenort, sondern.ffir jede Lage von Ding und Blende ergeben muB. 

Eine Anderung des Dingortes ist beim eingeschlagenen Verfahren 
eine Verschiebung des Koordinatenanfangs, wodurch nach S.90 Glei-
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chung (r3) zur Entwicklung Glieder hinzukommen. Ferner sind A, B, C 
durch andere GroBen zu ersetzen, da S und Gin (r6) andere Werte er
halten. Die neuen Fehlerkoeffizienten b~, b: ... b6 haugen linear von 
bI , b2 ... b6 und von den Verschiebungen abo Die 6 Koeffizienten ge
ntigen, urn die Fehler niedrigster Ordnung fUr aile Ding- und Blenden
lagen zu bestimmen. Auch bei allen hoheren Ordnungen spielt der bloB 
mit einer Potenz von A multiplizierte Koeffizient dieselbe Rolle wie bI. 
Nach SMITH kann man diese Klasse von Koeffizienten auch zur Kenn
zeichnung der spharischen Abweichung des Blendenortes benutzer, sie 
sind aber bei deren Verschwinden nicht etwa Null, sondern nehmen be
stimmte Werte an. 

Die SEIDELschen Koeffizienten konnen mit Hilfe derGleichungen (ro) 
und (r2) und der Ubergangsformel (26) S.93 bestimmt werden. Dies 
hat K. SCHWARZSCHILDI durchgeftihrt, sich dabei jedoch eines Kunst
griffs bedient, indem er statt des Eikonals E eine aus W abzuleitende 
Funktion S benutzt, die er als SEIDELsches Eikonal bezeichnet, die ihm 
namentlich bei der Zusammensetzung mehrerer Flachen die Elimination 
der Zwischenwerte (s. S. 93) erleichtert. Von den SEIDELschen Ausdriicken 
unterscheiden sich seine Ergebnisse dadurch, daB sie nicht nur Kugel
flachen, sondern auch deformierte Flachen betreffen 2. Weitere Unter
suchlmgen tiber die Abweichungen niedrigster Ordnung findet man bei 
T. SMITH (namentlich 6). 

Die Abweichungen hoherer Ordnung. Das nachste Glied der Entwick
lung E(6) hat ro Koeffizienten, von denen 9 Fehler fUr eine bestimmte 
Ding- und Blendenlage bedeuten. In der Entwickhmg: 

I I I I E(6) = -6 Cr A3 + - c2A2B + - c3A2C + - c4A B2 + csABC 
2 2 2 

+ .: C6B3 + .: c A C, + .: CSB2C + : c B C2 + : c C3 6 2 7 2 2 9 6 10 

stellen aber die Koeffizienten C2 ••• CIO, deren Verschwinden die Hebung 
der Fehler nachsthOherer (in gewohnlicher Redeweise 5. Ordnllng) be-

I Untersuchungen zur geometrischen Optik. 1. Einleitung in die Febler
theorie optischer Instrumente auf Grund des Eikonalbegriffs (Gatting. Abb. 
N. F. 4, Nr I [1905]). 

2 Die SEIDELschen Fehler deformierter (aspharischer) Flachen waren1904 
von A. KONIG und M. v. ROHR angegeben worden (M. v. ROHR [siehe S. 70J 
326). Ein ]ahr nach der SCHWARZSCHILDschen Veraffentlichung hat A. GULL
STRAND (siehe S. 82) sie (auf eine dritte Art) bestimmt und zwar fur aIle 
zweifach symmetrischen Flachen. Auf die Ableitungen solI nicht weiter ein
gegangen werden, und uber das Ergebnis sei nur bemerkt, daB zu allen SEIDEL
schen Summen ein Glied hinzukommt, das bei der Entwicklung der Flachen-

. (h)"IY)4-"1 glelchungennach(7)dieForm.E -". (:':" - (n'-n) hat (hundyhaben 
hr. \YI r3 

die in den Lehrbuchern ubliche Bedeutung). Beim tangentialen Fehler ist dies 
Glied mit 3, beim sagittalen mit I multipliziert, die PETZV ALsche Bedingung 
hat daher bei deformierten Flachen dieselbe Form wie bei Kugelflachen. 
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deutet, nicht ebenso einfach wie die b2 ••• b6 in (28) die Koeffizienten 
der Entwicklung von dy' und ,dz' nach Yo, zo, rJo, 1;0 dar. Bei dieser 
letzten Darstellung mussen namlich, wenn nicht bI ••. b6 verschwinden, 
zu den Ausdrucken, die von E(6) abhangen, noch solche hinzukommen, 
die bei Ableittmg von (28) (S. 122) vernachlassigt waren. 

]. PETZVAL hat die Fehlerausdrucke in ahnlicher Weise bestimmt wie 
zuletzt angegeben I; so ist es begreiflich, daB er nicht auf 9, sondern auf 
12 unabhangige Koeffizienten kam. In der Tat gibt die Entwicklung von 
dy' und ,dz' so viel Glieder 5. Ordnung; diese setzen sich aber aus 9 Koef
fizienten von E(6) und den Fehlern niedrigster Ordnung so zusammen, 
daB 5 + 9 = 14 Gleichungen ausreichen, urn fUr einen festen Ding- und 
Blendenort aIle Fehlerausdrucke der beiden niedrigsten Ordnungen zum 
Verschwinden zu bringen. Auf diese Tatsache stutzt sich K. SCHWARZ
SCHILD, wenn er PETZVALS Zahlenangaben angreift2, wahrend A. KERBER 
bei seiner Verteidigung PETZVALS 3 sie zugibt. Danach sind beide Teile 
bis zu einem gewissen Grade im Recht4. 

Das Eikonal W. Manche Ergebnisse werden ubersichtlicher, wenn 
man statt E das gemischte Eikonal W (xo, Yo; M', N') benutzt. Setzt 
man: 

und zunachst: 

W(2) = :2 a (y~ + z~) + nax (yoM' + zoN') + ; a' (M'2 + N'2), (3 1) 

so wird fUr die GAussische Abbildung: 

- n'y~ = naXyo + a'M' 
- n'z~ = n(lxzo + (l'N'. 

Sollen Yo=zo=o und y~=z~=o einander entsprechen, so muB 
a' = 0 sein. Fur die VergroBerung hat man dann: 

{i = 
n x 

-;;;ta . 

Andererseits wird: 
- nM = n 2 ayo+ naYJvI' 
- nN = n 2JzQ + naxN'. 

I Bericht liber die Ergebnisse einiger dioptrischer Untersuchungen. 
Pesth. C. A. Hartleben 1843, S. 9 ff., die Angaben liber die Anzahl der 
Fehler S. 13/14. 

2 Untersuchungen ... S. 4. 
3 Die Differenzausdrlicke fUr die Bildfehler funfter Ordnung. Der Mecha

niker 18, 61-63 (1910). Beitrage zur allgemeinen Fehlertheorie. Z. In
strumentenkde 34, 173-179, 234-240 (1914)· 

4 Ein Irrtum liegt aber bei PETZVAL insofern vor, als er annimmt, die 
Zahl der unabhangigen Fehlerausdrlicke sei bei Folgen von deformierten 
Flachen gr6Ber als bei Folgen von Kugelflachen. 
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Fiir Yo =zo =0 gibt dies die WinkelvergroBerung im Koordinaten
anfang: 

I r = - aX' (35) 

Aus (33) und (35) folgt die HUYGENS-HELMHOLTzische Gleichullg. 
Ferner gibt (34) fUr M =N = 0: 

Flir M' =N' = 0 geben (32) und (34): 
yi, aX 

- 111 = - n'a = t· (37) 

CUber die Vorzeichen vgl. S. II9.) 
Die Dingebene wird offenbar abweichungsfrei und eben abgebilde1 I 

wenn: 
W = n 2t (y~ + z~) + nux (YoM' + zoN')g (y~ + z~) 

ist, wo t und g beliebige Funktionen sind. Es ist dann: 
- n'y~ = nu"yog (y~ + z~) 
- n'z~ = nuXzog (y~ + z~). (39) 

Die Abbildung ist verzeichnungsfrei, wenn g = const. = _ ~z~~ ist. 

Diese Eigenschaften des Eikonals W hat schon H. BRUNS 1895 be
merkt. In der Entwicklung: 

W(4) = .: 61 m2 + .: 6,m58 + ~ 63m(;); + ':6 458' + ~ 6558(;); + ~ 66(;);' (40 ) 
4 2 2 4 2 4 

['ll = y~ + z~, 58 = 2 (YoM' + zaN'), (;); = M'2 + N"], 
bestimmen die Koeffizienten 64 usf. ohne weiteres die SEIDELschen 
Fehler. Fiir Zo = 0 wird: 

- n' d y~ = 62Y~ + (63 + 2 64) y~ M' + 65>'0 (3 M'2 + N'2) 
+ 66M' (M'2 + N'2) 

- n'dz~ = 63y~N' + 26syoM'N' + 06N' (M" + N"). 
d y~ und LIz: sind so nach den bildseitigen Offnungswinkeln (M' und 

N') und nach den dingseitigen Achsenabstanden Yo und Zo entwickelt. 
Flir diese niedrigste Ordnung kann man aber auch ohne weiteres statt 
M', N' Koordinaten in der dingseitigen Blendenebene einfiihren, indem 
man mit Hilfe der HUYGENS-HELMHOLTzischen Gleichung setzt: 

n' f3 
n = y + M x = Y + - M' x ., 0 0 n ' 

wo x die Abszisse der Blendenebene ist. In der weitf'ren Entwicklung ' : 

W(6) = ~ c m3 + ~ c m2 58 + .: c, 2P~ + ~ c m58 2 + c m58 (;); 6 1 22 2" 24 5 

1 Die Zahlenfaktoren sind in dieser, wie in d.en ubrigen Entwicklungen 
natiirlich willkiirlich, daher sind sie auch von verschiedenen Schriftstellern 
verschieden angesetzt worden. 
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geben die Koeffizienten Werte ffir die nachsthoheren Glieder der Reihen 
von Lly nd LIz: nach Yo, Zo;. M ' , N ' . Fur die Entwicklung nach 
PETZV ALScher Art gilt aber dasselbe wie bei E bemerkt. 

Die Gmppen der Fehler nach SMITH. Bei (28) und (41) bemerkt man, 
daB das Verschwinden der Ausdrucke: 

genugt, damit in der Meridianebene verlaufende Strahlen keine Ab
weichungen haben. Dies hat T. SMITH zu einer wichtigen Einteilung der 
Fehler gefiihrt. 

Man schreibe die Gleichung (25) wie folgt: 

E(4) = ~ b,A' + ~ baA B + -~ (b3 + 2b4) (2A C + B·) + .: bsB C 
4 2. 12 2 

+ ! b6C· + ~ (b3 - b4)(4A C - B·) = ':b/o)A 2 + ':b,(o)A B (45) 
4 12 4 2 

+ ~ b3(0)(zA C + Ba) +: b (o)BC +.: bs(o) C· + ~ b,(I) (4A C - B'), 
4 2 4 4 4 

so beziehen sich b(o) b(o) bfo) b(o) b(o) auf Fehler von Meridianstrahlen 
t'2'3'4'5 ' 

b~) dagegen auf Fehler von Strahlen auBer der Meridianebene. Es ist 
namlich nach (16) 

(S - G)' (4A C - B') = 4 (M N' - N M')' . (46) 

Dieser Ausdruck ist aber bei Strahlen, die die Achse schneiden, Null. 
Ebenso kann man statt (29) schreiben: 

( I I I E 6) = -6 cIA 3 + - c,A' B + - (c3 + 4 c4 ) (A 'C + A B·) 
2 10 

I I + 21 (3 Cs + 2C6)(3A B C + B3) + 10 (c7 + 4 Cg) (A C, + B"C) 

I I I + -c9BC2 + 6CI0C3 + -(c3 - c4) (4A2C - A B2) 
2 10 

+ ~ (2Cs - C6) (4A B C - B3) + ~ (c 7 -Cg) (4A C, - B2C) 
14 10 

= .: C (0) A 3 + ~ C (0) A • B + ,I C (0) (A 2C + A B2) 
6' 2' 2 3 

+ ~ c4(0) (3AB C + B3) + iCs(O)(A C· + B'C) + ; c6(0)B C' 

+ ~ c7(0)C3 + ~ CI(I) (4A'C - A B') + ~Ca(I) (4A B C - B3) 

+ .: C3(I) (4A C· - B'C). 
2 

Die 3 Glieder mit dem oberen Zeiger (1) haben den Faktor 4A C _B2 
gemein, sind also nur fUr Strahlen, die die Achse nicht schneiden, von 
Null verschieden. 

Ahnlich kann in den Gliedern hoherer Ordnung verfahren werden, 
nur kommen hier auch Glieder vor, die eine hohere Potenz von 4AC-B' 
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enthalten. SMITH gibt folgendeRegel: Fur die Ordnung des Gliedes E(2"') 

bilde man den Ausdruck: 

'Uo (A - vB + v2C)'" + 'U, (A - vB + V2)11l-2(4A C - B2) 
+ U2 (A - vB + V2C)"'-2(4A C - B2)2 + ... 

und fasse aIle Ausdrucke zusammen, die mit demselben Faktor 'U~ Vi' 

muItipliziert sind. Die Glieder sind so in Gruppen (ote, 1te ... vte 
Gruppe) zusammenzufassen. Fur Strahlen, die die Achse schneiden, kom
men nur die Abweichungen der oten Gruppe in Frage. 

Der Ausdruck (46) ist unabhangig von 5 und G, also von der Lage 
von Ding und Blende. Beim Ubergang zu einem anderen Dingorte andert 
sich der Ausdruck des Eikonals nach S. 90, Gleichung (13), hierdurch 
werden aber nur die Fehler der oten Gruppe beeinfluBt. Daher erhaIt 
man nach SMITH fur die Fehler der erst en und der h5heren Gruppe ver
haItnismaBig einfache Transformationsformeln; die Fehler einer be
stimmten Gruppe und Ordnung setzen sich linear aus den namlichen 
Fehlern bei anderer Ding- und Blendenlage zusammen. Verschwindet 
eine solche Schar von Fehlern in einem FaIle, so auch, wenn Ding und 
Blende ihren Ort andern I • 

SMITH gibt folgende ZusammensteIlung fur die Zahl der Fehler
ausdrucke 2 • Es ist dabei zu beachten, daB bei bestimmter Ding- und 
Blendenlage fUr jede Ordnung ein Glied der oten Gruppe wegfaIlt . 

Ordnung 3 Gesamt-
II Gr::~pe I Gn:~pe I Gr:~pe . 3· I 4· 

zahl Gruppe Gruppe 

E(4) (,,3.0rdn.") 6 5 0 0 0 
E(6) (,,5. ,. ") 10 7 3 0 0 0 
E(8) (,,7. ,. ") 15 9 5 0 0 
E(·o) (,,9. "I 21 II 7 3 0 0 
E(.2) ("I!. ,. ", 28 13 9 5 0 
E('4)("I3· ,. "J 36 15 II 7 3 0 

E(2",) f(m+ I)(m+2) 2m+r 2m-3 2m-7 2m-II 2m-IS 

• Eine Bemerkung von SMITH (Trans. Opt. Soc, Lond. 23, 318 [1921 
bis 1922J) konnte so verstanden werden, als ob dies von jedem einzelnen 
Fehlerausdruck gelte. Dies ist nicht der Fall, wie man aus der SMITHischen 
Formel (21) (a. a. O. 319) oder auch aus den Ausdriicken KOHLSCHUTTERS 
sehen kann. Fur eine einzelne Flache sind die KOHLSCHUTTERschen Werte 5' 
S. 33/34 seiner Arbeit mit den Koeffizienten von W(6) in (43) identisch, doch 
in anderer Reihenfolge und abgesehen von Zahlenfaktoren. 

2 Trans. Opt. Soc. Lond, 23, 318 (1921/22). 
3 In der Bezeichnung der Ordnung besteht eine unerfreuliche Mannig

faltigkeit. SMITH spricht von Fehlern 1., 2., .. m-Iten Grades, diese haben 
in derEntwicklung von E in A, B, eden 2.,3., .. m-ten Grad (E(4), E(6) ... 
E(2m»), In Deutschland benennt man die Ordnung meist nach der Entwick
lung von Lly, Liz (Fehler 3ter, 5ter ... 2 m-Iter Ordnung). Die Uings. 
abweichung z. B. der spharischen Abweichung ist um I niedriger. 
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Einen Uberblick tiber die verschiedenen Fehler des Ausdrucks E(6) 

("fiinfter Ordnung") hat 1905 K. SCHWARZSCHILD a. a. O. gegeben. 
A. KOHLSCHUTTER hat das von SCHWARZSCHILD fill die SEIDELSchen 
Fehler angegebene Verfahren auf die nachsthohere Ordnung angewandt; 
die von ihm abgeleiteten Ausdrticke sind freilich nichts weniger als ein
fach!. Mit den von A. KERBER auf ganz anderem Wege erhaltenen For
me1n 2 sind sie aus den S. 124 angefiihrten Griinden nicht zu vergleichen. 
Allgemeine Betrachtungen tiber Fehler hoherer Ordnung finden sich in 
den Abhandlungen von SMITH, besonders ist (5) zu beachten, wo fill die 
Zusammensetzung mehrerer Flachen das Eliminationsverfahren aus
ftihrlich erortert wird. 

Die Hebung des Astigmatism~ts aufJer der Achse und die Bedeutung der 
PETZvALschen Bedingttng. Es sollen noch einige Ergebnisse von A. GULI.

STRAND3 mit Hilfe des gemischten Eikonals W abgeleitet werden. 
Das einem Achsenpunkte entsprechende Bunde} hat auf der Achse 

(ftir M' = N' = 0) einen anastigmatischen Bildpunkt. Es soli gepriift 
werden, ob auch ein Bundel, das einem achsennahen Punkte entspricht, 
einen solchen Bildpunkt hat (Yo klein, Zo = 0). Jedenfaliswird er auf einem 
Strahle· mit kleinem M', N' liegen, und seine Abszisse x' wird klein 
sein. Daher kann man nach (41) fill seine Ordinaten y', z' setzen: 

n'y' = n' PYo - 02Y~ - (03 + 2 04 ) y~M' - 0sYo (3M'2 + N'2) 
- 06 M' (M'2 + N'·) + x'M', (49) 

n'z' = - 03y~N' - 20syoM'N' - 06N' (M'2 + N'2) + x'N'. 

Ein benachbarter Strahl durch denselben Dingpunkt mit dem Rich
tungskosinus M' +bM', N' +bN' schneidet die Ebene x' in Punkten 
y'+by', z'+bz', wo: 

n'oy' = - (03 + 204 ) y~oM' - 20s (3M'oM' + N' oN') 
- 06 (M'2 + N'2) oM' - 206 M' (M' oM' + N' bN') + x'oM', (50) 

n'oz' = - 03y~oN' - 20syo(M'oN' + N'oM') 
- 66 (M'· + N'·) oN' - 206N' (M'oM' + N'oN') + x'oN'. 

Die beiden Strahlen schneiden einander in der Ebene x', wenr; 
by' = bz' = 0 ist, oder: 

{(03 + 204)Y~ + 60syoM' + 06 (3M'2 + N'2) + x'} oM' 
+(20syoN'+206M'N')oN'=0, (51) 

(2 Os YoN' + 206MN') oM' + {03Y~ + 20syoM' 
+ 06 (M'2 + 3N'2) + x') oN' = o. 

I Die Bildfehler fiinfter Ordnung optischer Systeme abgeleitet auf Grund 
des Eikonalbegriffes nebst Anwendung auf ein astrophotographisches Objek
tiv. Diss. Gottingen, W. Fr. Kaestner. 1908. 

2 Z. Instrumentenkde 34, 234 ff. (19I4)' 
3 Vgl. S.82. 
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1m allgemeinen kommt man durch Elimination von x' zu einer qua
dratischen Gleichung fiir bN'jbM', dies fiihrt auf die beiden Haupt
schnitte und die sogenannten astigmatischen Bildpunkte. Es konnen 
aber auch fUr einen Strahl und einen bestimmten Wert von x' die vier 
oder vielmehr drei Koeffizienten verschwinden, dann hat man einen an
astigmatischen Bildpunkt. Die Bedingungen sind: 

a) 2osyoN' + 2b6 M'N' = 0, 

1. Fall: N' = 0 ein Meridianstrahl, 

2_ Fall: M'= - :: Yo ein windschiefer Strahl. 

b) und c) (b3 + 2b4) y~ + 6bsyo M' + b6(3M" + N") + x' = O} 
b3Y~ + 2osYoM'+ bdM"+ 3N") +x'= 0 ' 

oder nach Elimination von x: 

04Y~ + 2osyoM' + o6(M'·-N")=o. 

Diese Gleichung fiihrt fiir (52£1) auf: 

M' Os yo ,/r.' b J:1 = - 06 Yo ± 06 f 1J 5 - 4 6 • 

1m zweiten -Falle (52{:J) hat man hingegen: 

b N" - 0 ,,_ 20~ • + o~ • 
6 - 4}o 06 Yo 06 Yo 

N' = ± ~: Yb4b6 - b~ . 

(52) 

_ (52a) 

(5 2 fl) 

(53) 

(54P') 

Fur b~ - 0406 > 0 gibt es bei genugend weiter Blende zwei die Achse 
schneidende, fiir 0; - b4li6 < 0 zwei zu ihr windschiefe Strahlen, fiir die 
der Astigmatismus gehoben ist. Fiir x' erhaIt man im ersten FaIle 
nach (5I): 

x' = - b y' + 20~ y' =F ~5Y~ 'Vo' _ b b _ o~ y' 
3 0 06 0 06 5 4 6 06' 0 

2bsy~ ,ir.. r. r. b~. r. (b r.) 2 ± b6' 1J 5 -1J4 U6 - b;5Yo + U4 Yo = - 3 - U4 Yo' 
(55£1) 

im' zweiten FaIle: 
, _ r. 2 20~ 2 b~. r. 2 30~ 2 

X - - u3Yo + b6Yo - b;5Yo - 3 u4 Yo + b6 Yo 

_ 0 2 r. 2 + 4b~ 2 - - 3Yo - 3 1J4 Yo b6Yo 

= - (03 - 04 ) y~ + 4 (04 06 - o~) ~: . (55f:l) 

1m ersten Falle, 52 a, 54£1, 55 a, den GULLSTRAND als den typischen be
zeichnet, wird die Flache der anastigmatischen Bildpunkte nach der 
PETzvALSchen Bedingung bestimmt (b 3 ~ 64 spielt dieselbe Rolle wie 

'b3-b4 in 45), anders im zweiten, von GULLSTRAND atypisch genannten 
Fane. Gleichung (4I) zeigt, daB 06 < 0 einer Unterbesserung der sphari
schen Abweichung entspricht. In diesem, bei sammelnder Folge ge-

Ergebnisse der exakten N aturwissenschaften. VIII. 9 
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wohnlichen, Falle wird eine atypische Folge nach SSP starker unter
bessert erscheinen. als der PETzvALschen Bedingung entsprache. 

FUr b; = b4 b6 gibt es nur einen Strahl mit gehobenem Astigmatis
mus; wie z. B. Cz. 272/4 gezeigt ist, -verschwindet fUr ibn auch die Koma. 

Bei gehobener spharischer Abweichung (06 =0) bekommt mau eben-

falls nur einen Strahl: N' = 0, M' = - b4b~. FUr bs = b6 = 0 ist entweder 
2 s 

der Astigmatismus identisch gehoben (04=0), oder fUr keinen Haupt
strahl (b4~ 0). Dies letzte ist eine langst bekannte Tatsache. 

VI. Die scharfe oder doch gleichmaBige Abbildung. 
Anfang der siebziger Jahre des vorigen Jahrhunderts gelang es 

ABBE und fast gleichzeitig HELMHOLTZ, fUr die Umdrehungsfolgen eine 
Bedingung abzuleiten, die erfilllt sein muB, wenn mit scharfer Abbildung 
eines Achsenpunktes auch die eines achsennahen Punktes verbundeu 
sein solI. Die Verallgemeinerung dieser Bedingung ist der Gegenstand 
einer groBe;n Reihe von Schriften. Eine Zusammenstellung findet man 
in einer noch haufiger auzufUhrenden Arbeit M. HERZBERGERS 1. 

Die ABBEsche Bedingung besteht bekanntlich in der Konstanz der 
Verhaltnisse der Sinus der Winkel zwischen Strahl und Achse vor und 
nach dem Durchgang durch eine Flachenfolge. Das allgemeine Gesetz 
kann sich nur auf Winkel zwischen Strahl und Linienstiickchen beziehen 
und hat daher nicht Sinus-, sondern Kosinusform, wie schon die Arbeiten 
von BRUNS und THIESEN in den neunziger Jahren oder auch die STRAU
BELSChen Satze (I902) zeigten (vgl. Cz., besonders S. 227 ff.). 

Es solI der allgemeine Satz zunachst fUr scharfe Abbildung angegeben 
werden. 

Die Kosinusbedingung. Ein Punkt 0 werde durch eine Folge von 
FIachen olmeAbweichung in 0' abgebildet; laBt sich eine Bedingung da
fUr ableiten, daB ein unendlich benachbarter Punkt 0, ebenfalls scharf 
in O~ abgebildet wird? 

Wenn man den Lichtweg von 0 nach 0' mit (OO') bezeiclmet, so wird 
gefordert: 

(00') = const. (I) (OIO~) = const. 

(OIO~) - (00') = const. 

(Ia) 

(2) 

OPP'O'sei ein beliebiger Strahl durch 0, OrPrP~Ol ein dem ersten 
benachbarter durch Or. Man lege durch Or eine Flache, die zu beiden 
Strahlen senkrecht ist (es sind unendlich viele Flachen moglich). Sie 
schneide OP in P. Tragt man auf samtlichen im Dingraum zu dieser 

I V"ber Sinusbedingung. Kosinusrelation, Isoplanasie unq Homooplana-. 
siebedingung, ihren Zusammenhang mit energetischen V"berlegungen und 
ihre Ableitung aus dem FERMATschen Gesetz. Z. Instrumentenkde 48, 313 bis 
327, 465-490 , 524-540 (1928). 



Dber die Entwicklung der Theorie der optischen Instrumente seit ABBE. 131 

Flache senkrecht verlaufenden Strahlen Lichtwege gleich (0 1 0:) ab, SO 

muB man im Bildraume zu einer Flache gelangen, die durch 0: geht 
und auf allen fraglichen Strahlen, also auch auf OPP'O' und 01PIPIO~ 
senkrecht steht. Sie schneide den Strahl OPP'O' in P', so wird: 

(PP') = (OxO~). 

Man falle nun von 0 1 und 0: Lote 01Q, O;Q' auf OP, P'O'; so wird: 

(00') = (OQ) + (QP) + (PP') + (P'Q') + (Q'O'). (4) 

Weiter ist aber: 

(OQ) = n 00, cos e, (Q'O') = - n'O'O: cos e', (5) 

wenn e, e'die Winkel zwischen Strahl und Linienstuckchen OOx, O'O~ 
sind. Also: 

(O'O~)- (00') = n'O'if. cos 8'- nOO, cose - (QP) - (P' Q'). (6) 

Die Gleichung (6) gilt allgemein, auch wenn die Punkte 0, 0 1; 0', O~ 
endlich voneinander entfernt sind. Rucken sich aber 0 und 0 1 und 
gleichzeitig die Strahlen unendlich nabe (und aus Stetigkeitsgriinden 
wird es bei Annaherung der Punkte auch stets einander unendlich be
nachbarte Strahlen geben), so werden die Pfeilhohen QP, Q'P' GraBen 
hoherer Ordnung werden. Dann ist also: 

(O.O~) - (00') = n'O'O~ cos 8'- nOO, cose. 

Die Ableitung dieser Gleichung ist aber ganz unabhangig davon, daB 
o und 0', Ox und 0: einander als Ding- und Bildpunkt entsprechen, sie 
gibt also ein allgemeines Gesetz fur den Unterschied zweier benachbarter 
Lichtwege. Als solches ist sie von M. HERZBERGER' auf anderem Wege 
abgeleitet und zur Herleitung weiterer Regeln benutzt worden: Gegeben 
seien in Ding- und Bildraum zwei benachbarte Strahlen in allgemeiner 
Lage. Auf beiden Strahlen nehmen wir im Dingraum wie im Bildraum 
je einen beliebigen Punkt an; die auf einem Strahle liegenden Punkte 
brauclIen einander nicht als Gegenstand urid Bild zu entsprechen. Die 
Punkte seien 0, Ox im Dingraum, 5', 5; im Bildraum, so ist: 

(0,5;) - (OS') = n' 5' 5: cos e' - nOO, cos 8. (7a) 

In unserem Falle folgt aus (2) und (7): 

n'O'O: cos8'- nOO. cose = const.odern'dl' cos8'- ndt cose= const. (8) 

Die ABBEsche Sinusbedingung, wie auch die HOCKINscbe Bedingung, 
erscheinen ohne weiteres als Sonderfalle (Cz.251). 

Das Gesetz hat aber seine Bedeutung auch, wenn 0 nicht scharf auf 

• Ein allgemeines optisches Gesetz. Z. Physik 53,237-247, 6 + (1929). 

9.* 
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0' abgebildet wird l • Es entspreche im Bildraume dem Punkte 0 eine 
Kaustik, die von zwei beliebigen Strahlen in den Punkten A', B' beriihrt 
werde. Welche Beziehung besteht, wenn die dem Nachbarpunkte 0 1 

entsprechende Kaustik (bis auf GroBen hoherer Ordnung) kongruent ist? 
Auf der zu 0 1 gehorenden Kaustik seien A:, B: zu A', B' homologe 

Punkte. Eine beliebige zu 0 gehOrende bildseitige WellenfHiche schneide 
die Strahlen OA' und OB' in P' und R'. Auf den Strahlen OIA: und 
OIB' trage man von A~ und B' die Strecken A:P~ = A'P' und B:R: 
= B'R' abo P'x und R~ liegen wegen der Kongruenz der Kaustiken auf 
einer 0 1 entsprechenden WellenfHiche. Also: 

(OF') = (OR'), (OlPx) = (OIR:). 
(OA') - (OIA~) =-= (OP') + (P'A') - (OIP:) - (P~A:) = 
(OP') - (OIP~) = (OR') - (OIR~) = (9) 
(OR') + (R'B') - (OIR~) - (R~B~) = (OB') - (OlB~). 

Fiir zwei die Kaustiken in homologen Punkten schneidende Strahlen 
ist der Unterschied der Lichtwege bis zur Kaustik konstant. Dann ist 
nach (7a): 

n'A'A~ COS/i' - nOOI cose = n'dl' cose'- ndl cose = const. (ro) 

Der Satz sei benutzt, urn die Bedingung dafiir abzuleiten, daB die 
nicht abweichungsfreie Abbildung eines Achsenpunktes 0 einer Um
drehungsflache nicht weiter verschlechtert wird, wenn man urn ein un
endlich kleines Stiick dy aus der Achse herausgeht; d. h. dafiir, daB das 
dingseitigvon einem achsennahen Punkte 0 1 ausgehende Strahlenbiindel 
auf der Bildseite urn einen Strahl, den Hauptstrahl, syrnmetrisch ist 2 • 

I Ich gebe die allgemeine Form, wie sie 1928 verOffentlicht worden ist: 
BOEGEHOLD, H. und HERZBERGER, M.: Zum allgemeinen Kosinussatz. Z. 
Physik 50, 187-194, 2 + (1928). 

Fur den Fall der scharfen Abbildung war die Beziehung schon ejnige Jahre 
fruher bekannt. Fur die Geschichte sei nochmals auf die S. 130 angefUhrte 
HERZBERGERSche Arbeit verwiesen, und nur besonders die Bedeutung des 
SMITHischen, S. 86 unter 2 angegebenen Aufsatzes betont. 

Man kann den Satz fUr den Fall der scharfen Abbildung nicht gut, wie ich 
es fruher getan habe, nach CONRADY benennen, vgl. SMITH, T.: Note' on the 
cosine law. Trans. Opt. Soc. Lond. 26, 281-286 (1924/25), ubersetzt von 
A. DRIESEN: Zztg Opt. u. Mech. 48, 217-219 (1927), auch meine an beiden 
Stellen zu findenden Bemerkungen. 

2 Die Bedingung ist fUr dunne Strahlenbundel 1907 von F. STAEBLE, fUr 
endliche Offnungen 1919 von F. STAEBLE und E. LIHOTZKI abgeleitet wor
den. STAEBLE sowohl wie LIHOTZKI verwenden den sogenannten LIPPICH
schen Satz, den M. HERZBERGER als nicht allgemein giiltig nachweist: Die 
Gesetzeerster Ordnung in optischen Systemen. Z. Physik 45, 86-96 (1927). 
N ach einer personlichen Mitteilung HERZBERGERS ist er von LIPPICH iuch 
nicht in der gewohnlich angewandten, unrichtigen Form ausgesprochen 
worden. 

DaB man die Bedingung aus dem allgemeinen Kosinussatze ableiten kann, 
habe ich 1925 bemerkt: Note o~ the STAEBLE and LIKOTZKI (Druckfehler!) 
condition. Trans. Opt. Soc. Lond. 26, 287-288 (1924/25). 
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Wenn Ox urn den Betrag dy senkrecht zur Achse tiber a liegt, so wird 
die Kaustik fUr Ox unter der angenommenen Forderung aus Symmetrie
grtinden zu der von a kongruent sein. Wenn ferner die FHichen in der 
Achse keine Singularitaten haben, muss en die Spitzen der Kaustiken auf 
einer achsensenkrechten Flache liegen, also durch Drehung urn einen 
Achsenpunkt auseinander hervorgehen. Die Abszisse des Drehpunktes 
sei z', die des GAussischen Achsenbildpunktes s'. Zu einem bildseitigen 
Offnungswinkel u' gehore die spharische Abweichung d s'. Zu dy gehore 
bildseitig die Drehung da'. Die Betrachtung des bildseitigen Biindels 
fUhrt, wie ich in der S. 132, Anm. 2 angefiihrten Arbeit gezeigt habe, 
fUr die Kosinusbedingung auf die Form: 

n'(s' + LIs' - z') da' sin u' - ndy sin u = const. (II) 

Da u = 0 und u' = 0 einander entsprechen, ist die Konstante Null. 
Ferner ist (s' - z') da' = dy' = {Jdy me GroBe des Linienstuckchens in der 
GAussischen Bildebene, {J also die VergroBerung. 

n sin u ds' 
----1- --. 
n' ~ sin u' - s' - z' (12) 

Zusatze. Aus der BeweisfUhrung fUr die Bedingung (1o)wird man er
kennen, daB sie nicht nur fur die Kaustiken gilt, sondern fUr je zwei ein
ander kongruente und homolog liegende FHichen, die die beiden a und 
Ox entsprechenden Strahlenbiindel schneiden. 

Die betrachteten Gleichungen konnen in mehreren Gestalten ge
schrieben werden. 

Es seien fiir einen der von a ausgehenden Strahlen ("Hauptstrahl") 
die Winkel 8 = 8 0 , 8' = e~ bekannt, dann wird aus (8) oder (!O): 

n'dl'(cos c' - cos e~) = ndl (cos e - cos eo). 

Fur den Fall scharfer Abbildung wird: 

n (cos e - cos 1'0) _ d t' _ _ t 
, _ - _ 1'1 _ cons . 

n (cos E' - cos ,,;,) dt t' 

M. HERZBERGER schreibt gelegentlich (13) in Vektorform: 

n'fJ W - 5~) a' = n(5 - 50) a. 

Hier sind 5,50 , 5', 5~ Einheitsvektoren langs der betrachteten Strah
len, a, a' Einheitsvektoren langs der Linienelemente. 

Ebenso gibt HERZBERGER (7a) in Vektorform: 

n's'da' - n 5da = dE. (7 b) 

Hier sind da and da' die Vektoren OOI und S'S~. 
Die Umkehrung des Kosinussatzes. Es solI nun gepruft werden, ob 

die aufgestellte Bedingung nicht nur eine notwendige, sondern auch hin
reichende Bedingung fUr scharfe oder doch gleichmaBige Abbildung ist. 
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1. 0 und 0 1 ,0' und 0: seien benachbarte Punkte, 0 werde ohne Ab
weichungen in 0' abgebildet, und es bestehe die Beziehung: 

n' 0' O~ cos l:- nO 0 1 cos 8 = const. , (8) 
dann wird auch 0 1 scharf in O~ abgebildet. 

Den ersten einwandfreien Beweis habe ich wohl I924 geliefertr. 
2. 0 und 0 1 seien benachbarte Punkte. Auf der Bilds'eite werde das 

o entsprechende Biindel von einer beliebigen Flache in den Punkten 
A', B' ... usf. geschnitten. Man verbinde die Punkte A', B' ... mit 
den homologen Punkten einer benachbarten kongruenten Flache A~, 
B'. ... , und es bestehe (in leicht verstandlicher Bezeichnung) die Glei
chung: 
nA'A~cos8A-nOOI cos8A=nB' B~cos8B-nOOl COS8S='" =const.,(Io) 
so sind die den Punkten 0,01 entsprechenden Strahlenbiindel einander bis 
auf GraBen hoherer Ordnung kongruent; A' B' ... und A~ B'. ... liegen 
homolog zu ihnen. 

1st A'B' ... die Kaustik, so auch A~B~ ... 
In dieser Form muD der Satz bewiesen werden, wenn die Bedingung 

von LIHOTZKI und STAEBLE als hinreichend nachgewiesen werden soll. 
Man denke sich die Lichtwege OlA:, OIB~ •. . gezeichnet und senk

recht zu ihnen eine Wellenflache P'. R: . .. Auf dem Lichtwege OA' 
schneide man die Strecke A' P' = A~P~ ab und lege durch P' eine 
Wellenflache P'R' ... Nach dem HERZBERGERSchen Satze (7a) ist: 

(OIA~) - (OA') = n'· A'A~cos 8A - nOOI cos 8A., 
(OIB~) - (0 B') = n'· B' B~cos EB - nOOI cos 8B. 

Also nach der Voraussetzung: 
(OlA~) -- (0 A') = (OIB~) - (0 B') = .. " 

weiter ist (OlP~) - (OF') = (O,R~) - (OR'), also: 
(PxA~) - (P'A') = (R~B~) - (R' B') = ' , '., 

oder, da P'A' = PxA~ gemacht war: 
PxA~ =P'A', R~B~ = RB... (I6) 

Andererseits gibt es eine Flache, die zu P'R' ... kongruent ist und 
zu A~Hx .. '. ebenso liegt, wie P'R' ... zu A B. ... Wir nennen sie vor-
laufig ~R~ ... , haben aber zum Beweise unseres Satzes zu zeigen, daB 
sie mit P~R: ... zusammenfallt. Jedenfalls ist auch: 

~A~ =P'A', R~B~ = RB... (r6a) 

FUr den Fall der scharfen Abbildung folgt unser Satz, wenn A' B' ... 
geniigend nahe an 0' liegt. Allgemein besteht noch die Aufgabe, folgen
den flachentheoretischen Satz zu beweisen: 

"Wenn man von einer Flache A~d. ... aus zwei Strahlenbiindel 
konstruiert und auf je zwei von einem Punkte ausgehenden Strahlen 

I Zum Cosinussatze von A. E. CONRADY und T. T. SMITH. Zztg Opt. u. 
Mech. 45, 107-108 (1924), 
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gleiche Strecken abtragt:, so konnen die von den Endpunkten P',.R: .... 
P'.R~ ... gebildeten Flachen nicht beide auf dem zugehOrigen Strahlen
biindel senkrecht stehen." 

Mein Kollege M. HERZBERGER hat mir ffir diesen Satz folgenden Be
weis geliefert: Die vektoriellen Koordinaten der drei Flachen seien von 
zwei Parametern u, v abhangig durch 0, VI, V. bezeichnet, so ist: 

V. = o+rsr 
(I7) 

Hier sind {ly, S,. Einheitsvektoren, alle GroBen Funktionen von u, v. 
Sollen VI und V. auf 51 und 5. senkrecht stehen, so muB gelten: 

Es ist aber: 

Also nach (IS): 

v,us. = V.v5. = V2u52 = V2v52 = o. (I8) 

V.u = au + rS.u + rus. usf. 
V.u5. = ausr + ru, ebenso: 
V.v5. =Ov5. +rv 
b2u52 = au52 + ru 
b.v5. = aVs2 + rv. 

(20) 

aus. +ru = a"s. + rv = au? + ru = aV~2 + r" = o. (2I) 
Dies ist aber nur moglich, wenn 5 I und S. ffir alle Punkte der Flache a 

zusammenfallen; dann sind aber die ganzen Flachen bI und V. identisch. 
Man konnte auch denken, die Kosinusbedingung so umzukehren, daB 

bei Bestehen einer Beziehung der Form (IO) zwischen passend gewahlten 
Punkten von Nachbarkaustiken diese kongruent sein miiBten; Dies 
diirfte aber falsch sein, iibrigens ist die Frage ffir die Optik von geringerer 
Bedeutung. 

Verallgemeinerung des Kosinussatzes und seine GuUigkeit lur Strahlen
buschel. Es ist Doch die Frage aufzuwerfen, ob der Satz auch auf den 
Fall anwendbar ist, daB schon dingseitig kein Punkt, sondern ein be
liebiges Strahlenbiindel, insbesondere ein Normalenbiindel, vorliegt. Diese 
Verallgemeinerung hat F. STAEBLE ffir seinen Satz versucht. T. SMITH 
hat sie in etwas anderer Weise auch vorgenommen (s. u.). Allgemein 
ist sie bisher nicht gegliickt. 

Die Beweisfiihrung von (S) und (IO) ist nicht davon abhangig, daB 
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit vorliegt. Die Bedingung gilt 
auch, wie ich im Falle scharfer Abbildung I924 bemerkt habe, wenn nur 
eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, ein BUschel, z. B. ein Kegel
mantel vorliegt. So ist der Satz von M. HERZBERGER in der S. I30 an
gefiihrten Abhandlung mehrfach benutzt worden. Die Umkehrung ist 
nicht so einfach zu beweisen, doch ist ein Bev.,eis nach einer personlichen 
Mitteilung HERZBERGERS auch moglich. 

T. SMITH ist (2) umgekehrt von einer dreifach unendlichen Mannig
faltigkeit ausgegangen. Uber den durch seine Arbeit entstandenen Mei-
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nungsaustausch mag man wieder die HERZBERGERSche Zusammenstel
lung vergleichen. 

Die scharfe Abbildung von Fliichen- oder Raumelementen. Sollen meh
rere von einem Punkte 0 ausgehende Linienelemente scharf abgebildet 
werden, so muB ffir jedes gelten: 

n'tJ cos b' - n cos e = C. (8 a) 

Hier sind p und C ffir verschiedene Linienstiickchen verschieden, aber 
von e unabhangigI. Ich habe wohl zuerst 2 die beiden Satze bewiesen: 

"Es werde 0 scharf auf 0' abgebildet, ferner gelte ffir zwei durch 0 
gehende Linienstiickchen dl" dl2 und zwei durch 0' gehende Linien
stiickchen dl~, dl~ die Gleichung (8a). Dann gilt sie ffir jedes in 
der Ebene (dl, , dl2 ) liegende durch 0 gehende Linienstiickchen dl3 , 

und ein passend gewahltes Stiickchen dl; auf der Bildsei~e (durch O~, 
in der Ebene dl:, dl~). Oder, wenn ein Punkt 0 und zwei durch ibn 
gehende Linienstiickchen scharf abgebiIdet werden, so wird ein Ebenen
stiickchen scharf abgebiIdet. Ferner ist die Abbildung projektivisch." 

"Wird ein Punkt 0 und drei durch ibn gehende, nicht in einer Ebene 
liegende Linienelemente s~harf abgebiIdet, so gilt dasselbe von allen 
durch 0 gehenden Linienstiickchen; es wird die ganze Umgebung von 0 
oder ein Raumelement scharf abgebiIdet. Dies ist aber nur moglich, 
wenn 0 die Eigenschaften eines Knotenpunktes hat, d. h. wenn bei der 
AbbiIdung die Winkel der durch 0 gehenden Strahlen erhalten bleiben 

und die VergroBerung p in allen Richtungen ± ~ ist." 
n 

Der letzte Satz ist eine Verallgemeinerung von Satzen, die E. ABBE 
1879 und F.KLEIN 1901 aufgestellt haben (Cz. 215, 217), s. auch S.76/7. 

Die scharfe Abbildung endlicher Fliichen. Die soeben besprochenen 
Untersuchungen sind erst in der S. 130 erwahnten HERZBERGERSchen 
Arbeit auf endliche Flachenstiicke angewandt worden. Alter sind die 
Betrachtungen der Form, die ein Eikonal haben muB, wenn es die scharfe 
AbbiIdung eines Flachenstiicks kennzeichnen solI. Mehrere Falle sind 

, Die Form (8a) erhiHt die Kosinusbedingung auch, wenn 0 und 0, nicht 
scharf abgebildet werden, die bildseitigen Kaustiken aber durch Parallel
verschiebung ineinander ubergehen. dt entspricht dann bildseitig kein ein
heitliches Linienstuck, sondern StUckchen von gleicher GroBe. Vgl. auch 
T. SMITH (2) und den Meinungsaustausch, der sich an diese Arbeit ange
schlossen hat. 

2 Weitere Bemerkungen zum Kosinussatze. Zztg Opt. u. Mech. 45, 295 
bis 296 (1924), -Die Satze sind etwas einfacher von M. HERZBERGER in der 
S. 130 angefUhrten Arbeit bewiesen. Verallgemeinerungen findet man noch 
bei C. CARATHEODORY: Dber den Zusammenhang der Theorie der absoluten 
optischen Instrumente mit einem Satze der Variationsrechnung. Munch. 
Ber. 1926, 18 S. - 'V. LENZ: Zur Theorie der optischen Abbildung, in der 
von P. DEBYE herausgegebenen Festschrift: Probleme der modernen Physik. 
ARNO SOMMERFELD zum 60. Geburtstage gewidmet von seinen SchUlern. 
Leipzig: S. Hirzel, 1928, S. 198-207. 
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schon im vorigen Abschnitt behandelt worden. Eine allgemeine Be
trachtung riihrt schon von H. BRUNS her I. 

Die geforderte Abbildung sei gegeben durch: 
x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), 

x' =x'(u, v), y' =y'(u,v), z' = z' (u, v), 
(22) 

d. h. beide Flachen durch zwei Parameter dargestellt; und demselben 
u, v mogen zwei einander zugeordnete Punkte entsprechen. 

Das Eikonal E ist dann fUr jeden Strahl zusammengesetzt aus den 
Lichtwegen vom FuBpunkte des Lots im Dingraum bis zur Dingflache, 
von der Ding- bis zur Bildflache, von dort bis zum FuBpunkt im Bild
raum. SolI abweichungsfrei abgebildet werden, so darf die zweite Strecke 
nur von u, v abhangen, nicht aber vom Wege. Man kann also setzen: 

E = n(Lx +My + Nz) - n'(L'x' +M'y' +N'z') + t/J (u, v), (23) 
wo 'IjJ (u, v) noch eine beliebige Funktion sein kann. Infolge der Definition 
des Eikonals muB aber gelten: 

oE =n(L ox +Moy + NOZ)_n'(L'Ox' + M'oy' + N'Oz') 
ou ou ou OU Ott OU fJu 

ol/J + OU = 0, 

oE =n(L ox +Moy + N0Z) _ n,('L'ox' + M,fJy' + N'OZ') 
OV OV OV OV fJv OV fJv 

fJl/J 
+Tv = 0. 

Es ist u, v aus (24) als Funktion von M, N, M', N' zu bestimmen, 
durch (22) x, y, z; x', y', Z', durch (23) E. Hiernach hiitte man sogar 
unendlich viele MogIichkeiten, eine beIiebige Flache mit beliebiger Ver
zerrung auf eine beliebige andere abzubilden. Es ist aber nicht fest
gestellt, daB jedes Eikonal auch durch Zusammensetzung brechender 
Flachen herzustellen ist. 

SolI eine Umdrehungsflache auf eine andere ohne Verdrehung abge
bildet werden, so kann man (22) wie folgt schreiben: 

x = x (R), y = R cos cp ,z = R sin cp, 
x'=x'(R), y'=R'(R)coscp, z'= R'(R)sinp. (25) 

~i =n(L :~+Mcos'P+Nsinp) 
'(L' dx' M,dR' N' dR', ) dl/J 6 -.- n dR + dR coscp+ dR smp + dR = 0, (2) 

~! = -n(M Rsin cp -NRcosp) +n'(M'R' sin p-N'R' cosp) = 0. 

n'N'R'-nNR . n'N'R'-nNR 
tg cp = 'M R' MR' sm p = ± -;;:;::~~;==;:~=~;:::::;:;:~=~:= n ' -n V(n'M'R' -nMR)2+(n'N'R' -nNR)2' 

n'M'R'-nMR (27) 
cosp= ± .' 

V(n'M'R' - nM R)2 + (n' N'R' - nNR)2 
I Das Eikonal. Die Ableitung fUr das Winkeleikonal E steht S, 37I /372 , 

die Anwendung auf andere Eikonalformen ist S, 380 erwahnt, 
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In (26) eingesetzt gibt dies: 

'L' dx' L dx 
n dR - n dR (28) 

(n'lVl'R' -nMR) (n'M' dR' - nM) +(n'N'R'-nNR)(n'N,dR' -nN) dtlJ 
+ dR dR d-~R'- = o. 
- V(n'M'Jr.' -nM R)2+(n'N'lt' -nNR)2 

Aus (28) kann man R erhalten, aus (27) cp, dann: 

E = n (Lx + My + Nz) - n'(L'x' +M'y' +N'z') + l/J (R) (29) 

= n Lx - n'L'x' +y(n'M'R' -nMR)2+ (n'N'R' - nNR)2+ l/J (R), 
x aus (25). 

Auch hier ist es zweifelhaft, ob jedesEikonaldurchmoglicheFHichen
folgen hergestellt werden kann. Umdrehungsfolgen ohne singuHire Punkte 
. d A h k·· . F k r dtl'(R)] . t III er c se onnen nur III rage ommen, wenn LdR R=:~ IS • 

Soli eine achsensenkrechte Ebene auf eine andere verzeichnungsfrei 
abgebildet werden, so setze man: 

x=e; R'={:JR; x'=e'. (30) 
~n'N' -nN . pn'N' -nN 

Aus (27) tg rp = I SIll rp = + 
pn'M' .. nM' - V(,~n'M' -nM)2+(pn'N' -nN)2' 

fin'M'-nM 
cos rp = + ::r:=:==;c;~~~c==~::::;::;::;:;===;~ 

- ~'M'-nM)2+(ijn'N'-nN)2 

Aus (28) ± y{fln'M' - nM)2 + (fln'N' - nN)2 - ~ = o. 

Aus (29) E = nLe - n'L'e' ± R V«(:Jn'M' - nM)2 + (f:Jn'N"---~ n-N-=-=-)2 

+ t/J (R). 

Aus diesen Gleichungen folgt, daB in dem Ausdruck fUr R die GroBen 
M2+N2, M'2+N'2, ]J!IA1' +NN' nur in der Verbindung: 

n2(M2+ N°) - 2 (:Jnn'(M M' + N N') + {l"n'2 (M'2+ N'2) = A 

vorkommen diirfen. Von E gilt das gleiche, wenn man die Ebenen, die 
einander entsprechen sollen, zu Koordinatenebenen wahlt (e=e' = 0). 
Umgekehrt fUhrt eine Differentiation von: 

.E = tln2(M2+N2) - 2 f:ln n' (MM' + N N') + (:J2n~2(M'2+ N'2)} (30) 

auf: 

8E (2M (.) 'M') df nyo = 8M = 2n - 2()nn dA· 

" 8E ( i'!'M (.)2 '2M') df -nYo=8M'= -2f'nn +2fJ n dA' 

d. h. y~ = fJyo, ebenso Z~ = fJzo; die Ebene x = 0 wird mit der Ver
groBerung fJ auf die Ebene x' = 0 abgebildet. Das von T. SMITH auf ganz 
andere Weise abgeleitete Ergebnis (S. IZI) wird hierdurch bestatigt. 

T. SMITH (11) hat I928 eine Regel fUr das zur aplanatischen Abbildung 
gehorende Eikonal aufgestellt, die ich in meiner Besprechung bekampft 
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habe. Da der Meinungsaustausch uber diese Frage noch nicht geschlossen 
ist, sei nur darauf hingewiesen. 

Die gleichmiifJige Abbildung durch eine Umdrehungsjolge I • Man habe 
ein gemischtes Eikonal von der Gestalt: 

W = W(y~ + z~, YoM' + zoN', M'2+ N'2), (31) 

das ubrigens auch veraligemeinert werden kann: Yo und Zo seien auf der 
Achse senkrechte, passend gewahlte Koordinaten, die eine Umdrehungs
£lache, nicht aber notwendig eine achsensenkrechte Ebene definieren; 
die Formeln werden sich etwas andern. 

Wir fragen: Wann entspricht jedem Punkte der Ebene (Yo, zo) bild
seitig ein Biindel, das zu einem Strahle (Hauptstrahl) symmetrisch ist? 
Dabei ist nicht anzunehmen, daB die Abweichung der Schnittpunkte mit 
dem Hauptstrahl (die spharische Abweichung auBer der Achse) denselben 
Betrag hat, wie fUr einen Achsenpunkt. 

Der Dingpunkt liege in der XY-Ebene, dann wird dasselbe vom 
Hauptstrahl gelten. Dieser bilde mit der Achse den Winkel a' und 
schneide die Ebene x' = 0 im Punkte y*, 0; dann ist seine Gleichung bei 
der in der Optik ublichen Bestimmung der Vorzeichen des Winkels: 

y'=y*-x'tga'· (32) 

Nennt man seine Richtungskosinus L*, M*, N*, so hat man: 

, _ * M*, . , _ M* *_ 
y-y + L*x, tga-- L*' N -0. 

Es wird nun verlangt, daB jeder Strahl des Biindels, das bildseitig 
dem von Yo , 0 ausgehenden Bundel entspricht, den Hauptstrahl schneide. 
Fur einen Strahl seien die Koordinaten des Schnittpunktes x', y'; die 
Richtungskosinus L', M', N'; dann ist fUr den Schnittpunkt mit del 
Ebene x' =0: . 

, ", lYI' yo=y*-x tga -x L" 

, ,N' 
zo= - x L'" 

Weiter solI nun x' (bei festem Yo und a') nur von dem Winkel ab
hangen, den der untersuchte Strahl mit dem Hauptstrahl bildet. Der 
Kosinus dieses Winkels ist: 

H' = L'L*+M'M*+ N'N*= L' cos a' - M'sincc'. (35) 

Also: 

, F (L' , M" ') { , M'\ Yo = y*- cos a -" sm a tg a + L' J ' 

z~ = - F (L' cos a' - M'sin a') ~: , wo F eine beliebige Funktion bedeutet. 

I Die hier behandelten Fragen sind mit ganz anderen Mitteln in der auf 
S. 130 angefiihrten HERZBERGERSchen Arbeit untersucht worden. 
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Setzt man ebenso wie S. 125 : 

y~+z~= 5ll, 2 (YoM' +zoN') =}8, M"+N"=~, 

so gibt das Eikonal die Gleichungen: 
, , aw M,aw 

-nYo=2yo 1758 +2 8([' 

-n'z.,= 2N,aw. air 
Aus (36) und (38) folgt: 

aw n' F(L' , M'· ') 8([ = z L' cos a - sm a , 

aw , y* ,tgcc'F L' , M'· ') 
-.<I0l = - n - + n - ( cos a - sm a . 
UfO zyo zyo 

Diesen Bedingungen geniigt ein achsensymmetrisches Eikonal von 
der Form: 

W = - n'p[L' cos {f&/I(5ll)} - 58_ sin {Y&/I(5ll)}; 5ll] - n' ~ 1.(5ll) , (40) 
zV~ z 

wo cp, lx, I. verschiedene Funktionen bedeuten. 
Es sei - zunachst zur Abkiirzung - gesetzt: 

,1m 58 -H'= L'cos {y5ll/I(5ll)} - ~sin {l'5ll/I(5ll)}· 
z r~{ 

Differentiiert man jetzt und setzt ~o = 0, so hat man: 

, , , M' aq; {I (')} , a q; . { 1 (.)} , 1 ( .) -nyo=n L'· aR'cos YOlYO +n aH,sm YOIYO -nyo.Yo' 

" ,N' aq; {/( .)} -nzo=n L' . aH'cos Yo I Yo . (42 ) 

Ein Vergleich mit (36) ergibt: 

Yo/.(Y~)=Y*; allgemein fY~ + z~/.(Y~ + z~) = f(Y*'+z*') 

Yo/I(y~)=a'; allgemein fy~+z~/I(y~+z~)=a' (43) 

aq; {I ()} aq; , F(L' , M'· ') , aR'cos Yo I Y~ = aR,cosa = cos a - sma =x. 

Die beiden Definitionen fiir H' aus (35) und (41) stimmen miteinander 
iiberein. Weiter ist die spharische Abweichung eines Strahlenkegels mit 
der Offnung arc cos H' bestimmt durch: 

aq; aq; , 
d= aR' - aH,[H =1]. (44) 

Wahlt man das Koordinatensystem so, daB die Ebene x' = 0 das 
GAussische Bild der Beriihrungsebene der Flache (yo, zo) ist, so hat man 
die Bedingung: 

~rO( - H'-]-a R' L'«- - 0, - I - 0 • 

Die Gleichung (40) kann man so schreiben: 
n'\!\ 

W = - n'p (H;5ll) - 2 I. (W), 
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oder fUr Zo = 0: 
'M' W=_n'p(H~y~)_n 2 YOf2(Y~)' (40b) 

Die Gleichungen (4Z) kann man schreiben: 

" ,M' arp "arp." 1(2) - nyo = n y' aH' cos a +n aR' sma - n~o 2 Yo, 

" ,N' arp , 
- n Zo = n L' . ah' cos a . 

Von einer Konstanten abgesehen, ist W der Lichtweg von (Yo, zo) bis 
zur Normalen, die bildseitig vom Koordinatenanfang auf den Strahl ge
faUt ist. Ffir den Lichtweg bis zur Ebene x' = 0 hat man W + n' M' y~ + 
n' N' z;. und bis zum Schnittpunkte mit dem Hauptstrahl (x' = ~h' cos a') : 

V W 'M' , 'N':/. r.' arp , = +n yo+n 0+ L" ah' cosa 

= - n'p (H:y~) + n'L' ::' cos a' - n'M' :~, sin a' (46) 

, (H' 2) 'H' arp =-np ,Yo +n aR" 

Ist fjJ eine Funktion ersten Grades von H', so wird Veine Konstante. 

Das muS ,so sein, da nach (44) die spharische Abweichung ffir ~H' = const. 

verschwindet. Dies kann unabhangig von Yo, es kann aber ebensowohl 
nur ffir einen bestimmten Wert von Yo eintreten .. 

Betrachtet man jetzt Yo, Zo als Koordinaten in der Ebene x = 0, so 
ergibt die Differentiat~on von (40) nach Yo und Zo ffir Zo =0: 

- nM = - zn'yo :: +n' i~, (L'sina' + M'cosa') {f,(Y~) + Yo df;~~)} 

.- n'M'yo df;;~) - n'M'f2(Y~)' (47) 

N ,N' arp , , 'N'I ( 2) - n = n yo ' a H' , sIn a - n 2 Yo' 

Diese Gleichungen wenden wir fiir den Grenzfall Yo = 0 an. Dabei 

bleibt Lim sin ee' = fr(o) endlich, Ferner kann man jetzt ohne Beein
yo 

trachtigung der Allgemeinheit N = N' = ° setzen, Dann fUhrt (47) und 
(4za) zu den Beziehungen: 

- nM = n'M'f, (0) ~~, [yo = oJ - n'M'/2 (0), 

, , ,M' arp [y J 
-nyo=nY'ah' 0=0. 

Nach (44) und (45) ist :~, (Yo = 0) = do die spharische Abweichung. 

Weiter ist nach (43): 
, y* 

12 (0) = LIm- = (l. yo 
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Fur do = 0 folgt also die ABBEsche Sinusbedingung: 
nM = nIM'tJ· (49) 

I * I {J 
FUr do =< 0 ist fr (0) = Lim!!...- = Lim Yo. ft* = X' , wenn X' der Ab-

yo Yo Yo 
stand ist, in dem der Hauptstrahl im Grenzfalle die Achse schneidet. 
Danach wird d!e erste Gleichung (48): 

nM do ( ) 
n'M'& - I = - X '-' 50 , 

Dies ist die LIHOTZKI-STAEBLEsche Bedingung (Cz.254, Gl. IS), die 
mit etwas andrer Bezeichnung schon in Gleichung (12) angefiihrt wurde. 

Macht man die Anllahme, die spharische Abweichung andere sich 
nicht auBerhaIb der Achse, so muB ein Sonderfall der aIIgemeinen Ko
sinusbedingung herauskommen. Diese Forderung lautet aber nach (44): 

iP rp o' rp [H' ] (H') aH'al)1 = aH'al)1 = I = const. (51) 

Dies ist erfiillt fUr: 
'I' = '1'1 (H') + H' '1'. (2() + '1'3 (2(). (52) 

iPrp _ drp.(-}!) arp _ H' dq-.(I)1) drp3(1)1) () 
aH'alJ1 - dr' ail( - d~C + dl)1-' 52a 

Setzen wir nlln wieder Zo = 0, so sind nach (43) und (32) die Koordi
naten des Schnittpunktes eines Strahls mit dem Hauptstrahl, d. h. die 
Punkte der Kaustik, gegeben durch: 

X' a rp I Y' * a rp . I = aH' cosa, =)' - oH' sma. 

Der 'Obergang zur Nachbarkaustik wird vermittelt durch: 

dX' a·cp 'd aq;. 'd I = aH'ay~ cosa )'0 - aH' sma a, 

dY' d * a·rp . 'd ocp 'd I = Y - aR'ayo sma Yo - aR' . cosa a. 

Hiernach erhalt man die bildseitig in der Kosinusbedingung vorkom
mende GroBe, wenn dl"=dX"+dY"; e' der Winkel eines Strahls mit 
diesem Linienstuckchen ist: 

n'dl'cosl= n'LldX'+ n'MldY' 
_ 'M'd * I iPrp 'd I acp . 'd I (55) - n y + n aR'ayo cos v Yo - n aH' sm va. 

Hier ist v' der Winkel zwischen dem betrachteten Strahl und dem 
Hauptstrahl (cos v' =H'). 

Dingseitig folgt aus (40a) oder (47): 
- ndlcose = - nMdyo 

_ I arp d I ocp . ,'d' 'M'd * - - n ayo Yo + n a H' sm v a - n y. 

Die Gleichung (52a) gilt auch, wenn man statt nach 2( nach Yo dif
ferentiiert. Mit ihrer Hilfe geben (55) und (56): 

n'di'cost' - ndlcose = -n'd'l'3 = const.(H'). (57) 
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In dem jetzt betrachteten FaIle trifft ein Strahlenkegel mit dem 
Offnungswinkel Vi in einem Punkte des Hauptstrahls zusammen. Geht 
man zu einem in derselben Meridianebene Iiegenden Nachbarpunkte liber 
und andert den Offnungswinkel nicht oder urn einen unendlich geringen 
Betrag, so hat man bildseitig einen Strahlenkegel, der den neuen Haupt
strahl ebenfaIls in einem Punkte, und zwar in der Nachbarschaft des zu
erst betrachteten Punktes schneidet. In diesem FaIle kann man nach 
S.135 auf den Strahlenkegel die Kosinusbedingung anwenden. M. HERZ
BERGER! schreibt sie in der Form (14), indem er so, s~ vom Hauptstrahl 
aus miBt. Dies ist im allgemeinen nicht richtig, da der Hauptstrahl 
nicht zu dem fraglichen Kegel gehort, sondern mit dessen samtlichen 
Strahlen einen endlichen Winkel bildet (bildseitig Vi, dingseitig verschie
dene Winkel). N ach (46) ist der Lichtweg auf einem Strahle des Kegels: 

V = - n'rp(H:yo) + n'H'orp~~~yo). (46) 

Der Weg auf dem Hauptstrahl bis zur Spitze der Kaustik ist: 

V ' ( ) ,Orp(I,yo) 
0= - n rp 1,Yo + n iJH'- . (58) 

Hieraus folgt nach (44) fUr den Lichtweg bis zum Schnittpunkt mit 
dem fraglichen Kegelmantel: 

V: = - n'rp(1,yo) + n'orp~~:?o). (59) 

Die Differentialgleichung 

V - V: = n'(H' - I) iJrp~!fj7°) - n'rp(H:yo) - n'rp(1,yo) = 0 

fiihrt auf ;;, = const., also gehobene spharische Abweichung. 

Indessen erfordert die Richtigkeit der HERZBERGERSchen Angaben 
nicht, daB V - V: A = 0 ist, die Ableitung der Kosinusbedingung wiirde 
auch dann noch zu libertragen sein, wenn beim Dbergang von einem 
Kegel zum anderen 

dV - dV: = 0 (59) 
ist. Dies ist zu erreichen, wenn man H' in bestimmter Weise andert. 

1m folgenden bezeichne ich zur Abkiirzung den Wert von rp fiir 
H' = I mit rpo usf. 

d V I orp d ' iJrp dH' , iJrp dH' = - n iJyo Yo - 11- BH' + n oH' 

'H' iJ2rp d 'H' 02rp dH' + n BH'iJyo Yo + n aH'; ) (60) 

dV* , drro d I iJ2rp d ' iJ2rp dH' 
0= - n dyo Yo + n iJH'()yo Yo + n BH'; . 

dV - d V* = n' (H' - r) ~ d1! _ n' (iJrp - drro) dy 
o iJH'iJyo';o iJyo dyo 0 

(60a) 
+ n' (H' - I) ;;::2 dH' . 

I a. a. o. (siehe S. 130) 485 ff. 
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Fur ein Linienelement hat man, indem man in (53) auch H' ver
anderlich macht: 

d X' 02rp , d 0 rp . , d' f}2rp 'dB' 
= oR'o- cos CI Yo - oR' SIll a a + oR'Z cos a , 

yo (61) 
d Y' - d * OZ(P·'d 0 rp 'd' 02rp. 'dB' - y - 0 h'oyo SIll a Yo - oR' cos a a - oB" SIll a . 

Bildet man nun den Ausdruck der Kosinusbeziehung einmal ffir einen 
beliebigen Strahl des Buschels, andererseits ffir den Hauptstrahl (L' = 

. cos a', JJ1' = - sin a'), so hat man: 

n'dl' (cos c' - cos c~) = n' (M' + sin a') dy* + n' (B' - 1) o~;~ dyo 
Yo (62) 

, orp . 'd' , (B' ) 02rp dB' - n oR' SIll v a + n - 1 iFii'; . 

Wahlt man jetzt das Linienstuckchen so, daB dV - dV: = 0 ist, und 
subtrahiert (60a) von (62), so bleibt: 

n'dl' (cosl- COSt~) = n'(M'+ sina')dy*+ n,(~({J - ~rpO)' dyo 
\uyo Yo (63) 

,orp . 'd' - n 0 H' SIll V Ct. 

Andererseits hat man dingseitig nach (56) auf die namliche Weise: 

dl( ) ,(orp drro)d ,orp·'d ' n cos C - cos Co = n oYo - dyo Yo - n oB' SIll V a (63a) 

+ n' (M' + sin Ct') dy*. 

So ist also (14) erfullt, wenn man beim Fortgehen von einem Ding
punkte zum anderen den Austrittswinkel v' nach einem bestimmten Ge
setze andert. HERZBERGERS weitere Schlusse wlirden zu einem allgemein 
richtigen Zusammenhang ftlhren, wenn die aus (61) abzuleitenden Rich
tungen der Linienstuckchen in allen Fallen parallel waren. In Wirklich
keit handelt es sich urn einen Sonderfall der Abbildung mit besonders 
einfachen Eigenschaften I; es kann bei Erfilllung der HERZBERGERSchen 
Bedingung nicht nur aus der Kaustik die Nachbarkaustik bestimmt wer
den, sondern es konnen aus der axialen Kaustik die wesentlichen 
Eigenschaften eines endlich entfernten Punktes erschlossen werden, da 
sich die Bedingung als integrabel erweist. 

Schlufibemerkungen iiber abweichungsfreie Abbildttng. Die scharfe Ab
bildung eines einzelnen Dingpunktes durch passend gestaltete brechende 

I HERZBERGER kommt zu folgendem Schlusse: Wenn durch eine Folge 
von Umdrehungsflachen ein endliches Flachenstiick so abgebildet wird, daB 
jedem Dingpunkte bildseitig ein Strahlenbiindel entspricht, das zu einem 
Hauptstrahl symmetrisch ist und ferner in der Achse die spharische Abwei
chung verschwindet, so muB sie fUr aIle Punkte des Flachenstiicks verschwin
den. Der Satz ist nicht allgemein richtig, wie man sieht, wenn man eine 
durch den aplanatischen Punkt einer einzelnen Kugelflache gehende, von 
der konzentrischen Kugel verschiedene Dingflache betrachtet. Dagegen gilt 
der Satz, wenn die HERZBERGERSche Bedingung erfiillt ist. 
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oder spiegelnde Flachen ist schon seit R. DESCARTES bekannt. Soll ein 
Linienstiickchen scharf abgebildet werden, so muB im allgemeinen die 
Kosinusbedingung erfiillt werden. Bei einer Umdrehungsfolge geniigt 
die Rebung der spMrischen Abweichung und die Erfiillung der ABBE
schen Sinusbedingung, urn zu verbiirgen, daB ein achsensenkrechtes 
Flachenstiickchen scharf (bis auf GroBen, die gegen seine Ausdehnung 
von hOherer Ordnung sind) abgebildet wird. M. LINNEMANN hat die Auf
gabe durch eine Linse mit zwei deformierten Flachen gelostr. 

Die Abbildung eines ausgedehnten Flachenstiicks ist praktisch na
mentlich seit PETZVALS Zeiten gefordert worden, die optischen Werk
statten haben hier mannigfachen, oft auch verschiedenen Anspriichen zu 
geniigen. Es ist selbstverstandlich, daB nicht alle Erfahrungen an die 
Offentlichkeit dringen. Es sei hier aber nochmals auf die Schriften KER
BERS verwiesen und bemerkt, daB auch von englischen Schriftstellem 
einige hierauf beziigliche Veroffentlichungen herrUhren. 

Die theoretische Frage hingegen, ob und wann es moglich ist, eine 
Rebung der Abweichungen nicht nur mit der praktisch geforderten An
naherung, sondem mit mathematischer Genauigkeit durch eine endliche 
Anzahl optisch wirkender Flachen zu erreichen·, ist noch wenig iiber die 
langst bekannten, einfachen Tatsachen hinaus beantwortet worden. 
Rierzu ware es beispielsweise ausreichend, wenn man wiiBte, wie man ein 
Eikonal mit bestimmten Eigenschaften durch Zusammensetzung von 
Flachen herstellen konnte. 

Die bekannten Falle seien zusammengestellt; Ein ebener Spiegel 
bildet den ga'nzen Raurn im Verhaltnis -I abo Jede einzelne brechende 
oder spiegelnde Flache bildet ihre eigenen Punkte im Verhliltnisse I ab; 

eine Kugel auBerdem die aplanatische Kugel im Verhaltnisse ~ 3. 
n 

Vber abweichungsfreie Abbildung endlicher Gebiete durch mehrere 
endlich voneinander entfemte Flachen war bis vor IO Jahren nllr be
kannt, daB beliebig viele ebene Spiegel den Raum mit der VergroBerung 
± I abbilden, und daB beliebig viele brechende Ebenen das unendlich 
feme nicht antasten. 

M. LANGE hat dem noch folgenden Fall hinzugefiigt4; 

t LJber nicht-spharische Objektive. Diss. Gottingen, W. Fr. Kaestner 
190 5. 

2 Auf den Fall von Mitteln mit stetig veranderlichem Brechungsverhaltnis 
gehe ich nicht ein. . 

3 Bei anderen einzelnen Flachen ist schon die gleichzeitige Hebung von 
spharischer Abweichung und Koma unmoglich; dies hat 1922 H. CHRETIEN 
bewiesen, doch beruht der Beweis auf einem seit 1904 bekannten Satze von 
S. TROZEWITSCH, vgl. Zztg Op. u. Mech. 43, 227-228 (1922). 

4 LJber ein eigentiimliches optisches System, das bis auf den Verzeich
nungsfehler von allen Abbildungsfehlern mathematisch streng befreit ist. Zztg 
Opt. u. Mech. 40, 248/249 (1919). Mein friiheresUrteil iiber diese LANGESche 
Folge (CZ.220) beruhte auf einem Fliichtigkeitsfehler. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 10 



146 H. BOEGEHOLD: Dber die Entwicklung der Theorie. 

Drei Mittel mit den Brechungsverhaltnissen nr, n 2 , n3 seien durch 
konzentrische Kugeln mit den Halbmessern r r, r 2 voneinander getrenn t, 
dabei sei n; =nrn3' nrrr = -n2 r 2 , n2 rI = -n3 r 2 • Man hat eine brenn
punktlose Abbildung, das unendlich ferne wird abweichungsfrei abge
bildet. Man kann die AuBenmittel durch ebene Flachen abschlieBen und 
erhalt dann ein Fernrohr, das unendliche ferne Gegenstande im Verhiilt-

nis n, ohne Abweichungen, allerdings nicht ohne Verzeichnung wie-
n3 

dergibt. 
Hat man p achsensymmetrische beliebig deformierte Flachen und 

will die Fehler bis zum Glied E(2 m) heben, so stehen zur Verfugung: der 
Dingabstand, p-r Abstande zwischen den Flachen, p Verhaltnisse von 
Brechzahlen, p Krummungshalbmesser, p (m-r) Deformationskoeffi
zienten, also p(m+2) GroBen, zwei weniger, wenn Bildort und Ver
groBerung gegeben sind. 

Die SMITHische Tafel (S. :j:27) gibt fUr das Glied E(2 m) die Zahl von 

~ (m+r) (m+2) Koeffizienten, nach den dortigenAuseinandersetzun-
2 

gen fiihrt dies auf eine Abweichung weniger, also auf ~ m(m+ 3). Durch 
2 

Summierung erhalt maninsgesamt ~ m(m+r) (m+ 5) - 2 Abweichun

gen von E(4) bis E(2 m). So groB ware also die Zahl der unabhangigen Glei
chungen, die von p (m + 2) GroBen zu erftillen waren, wenn eineEbene ab
weichungs- und verzeichnungsfrei auf eine Ebene abzubilden ware. Wollte 
man sich damit begnugen, daB eine beliebige Umdrehungsflache auf eine 
be1iebige Umdrehungsflache abgebildet wurde, und auch auf Verzeich
nungsfreiheit verzichten, so wiirde sich, so viel ich sehe, die Zahl der un
abhangigen Gleichungen um 3 m verringern. 

Nimmt man an, daB ebenso viel freie GroBen notig sind, wie man 
Gleichungen zu erfiillen hat, so konnte man jedenfalls mit einer endlichen 
Zahl Flachen nur bis zu einer gewissen Ordnung der Fehlerhebung kom
men. Die gegebenen Beispiele zeigen, daB in besonders einfachen Fallen 
eine geringere Zahl von Flachen genugt. DaB aber bei zunehmender Ver
wicklung noch wichtige Sonderfalle ahnlicher Art zu finden seien, er
scheint mir nicht besonders wahrscheinlich; daher glaube ich, daB die 
Aufgabe, endliche Flachenstiicke durch eine endliche Zahl brechender 
Flachen scharf abzubilden, allgemein nicht zu lOs en ist. Ein Beweis 
oder eine Widerlegung dieser Vermutung ware aber ein wichtiger Fort
schritt. 
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Die Frage nach dem Bau einer Molekel ist die Frage nach den Ener
gien ihrer Zustande und (soweit dies einen Sinn hat) nach den Bewe
gungen der Keme und Elektronen. Die neue Quantenmechanik gestattet 
im Prinzip, die Eigenschaften eines Systems zu berechnen, das aus 
einer gegebenen Anzahl Keme mit gegebeneR Ladungen und aus einer 
gegebenen Anzahl Elektronen besteht. Da die rechnerische Durch
fiihrung schon bei einfachen Systemen sehr miihsam ist, miissen wir 
uns fiir einen "Oberblick iiber die allgemeinen Eigenschaften der Molekeln 
mit groben Naherungen und qualitativen Betrachtungen begniigen. 

Wenn in der folgenden einfiihrenden "Obersicht iiber die Fortschritte 
in der Kenntnis des Molekelbaues und seines Zusammenhangs mit der 
chemischen Bindung die qualitativen Betrachtungen in den Vordergrund 
gestellt sind, so geschah das nicht aus Verkennung des groBen Wertes 
der exakten Rechnungen. Vielmehr glaubte der Referent, daB sich die 

10* 
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Bedeutung auch dieser Arbelten gerade durch Einordnung in das mehr 
qualitative Schema flir den Theoretiker und Nichttheoretiker verstand
lich machen laBt. Der Bericht beschrankt sich auf die Entwicklung in 
den letzten Jahren unter Beschrankung auf das ffir eine unter theoreti
schen Gesichtspunkten mogliche Ubersicht wesentliche. Ffir die vorher 
geschaffenen Grundlagen (HEURLINGER, HULTHEN, LENZ, KRATZER, 
MECKE u. a.) vgl. frlihere Ubersichten (1), ffir andere Zusammcnhange 
und empirisches Material andere neuere Zusammenstellungen (2, 3, 4). 

I. Vorbereitendes aus der Quantentheorie 
des Atombaus. 

Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips war es BOHR gelungen, 
einen Uberblick fiber die Eigenschatten der Atome und eine quanten
theoretische Erlauterung der periodischen Wiederkehr der Eigenschaften 
in der Reihe der Atome zu geben. Eine mehr ins einzelne gehende 
Beschreibung der Termsysteme erforderte' die Annahme eines vierten 
Freiheitsgrades des Elektrons (PAULI), des sogenannten Elektronen
spins (GOUDSMIT, UHLENBECK) und der Hypothese (PAULI), daB in 
einem Atom nie mehrere Elektronen im gleichen Quantenzustand sein 
konnen. In Fallen geringen Einflusses des Spins (dies ist bei leichten 
Atomen der Fall) bedeutet die letztgenannte Hypothese, daB hOchstens 
zwei Elektronen im gleichen Zustand sein konnen (wobei Zustande, 
die sich nur durch die Orientierung des Spins unterscheiden, als einer 
gezahlt werden). Zur Erklarung der Ordnung der Terme in MUltipletts 
war eine tbeoretisch nicht verstandliche Annahme notwendig: zwischen 
den magnetischen Momenten (Spins) der Elektronen schien eine starke 
Koppelung zu bestehen, gegen die die Wechselwirkung des magnetischen 
Moments mit dem yom Elektronenumlauf herrtlhrenden Magnetfeld 
(bei nicht zu schweren Atomen) nur eine kleine Storung war. 

Eine Obertragung det bei der Erklarung der Atomterme bewahrten 
Vorstellungen auf die Molekeln begegnete Schwierigkeiten. Mit der un
verstandenen Multiplettordnung konnte man zwar fertig werden, indem 
man die beim Atom gewonnenen Regeln einfach sinngemaB libertrug 
(HUND [5]). Damit fanden auch die verschiedenen mit der Multiplett
ordnung zusammenhangenden Rotationstermtypen eine Erklarung. Es 
erschien jedoch unmoglich, den Zusammenhang der Terme einer Molekel 
oder eines Systems mit zwei oder mehr Zentren COULoMBscher Krafte 
mit·den Termen einzusehen, die man erhalt, wenn der Zentrenabstand 
sehr groB ist (getrennte Atome oder Ionen) oder wenn ~r verschwindend 
klein ist (ein Atom). 

Die beiden Schwierigkeiten verschwanden in der neuen Quanten
mechanik. Sie ermoglichte nicht nur die exakte Berechnung von Term
werten, sondern sie unterschied sich von der korrespondenzmaBigen Me-
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thode auch durch qualitative Ziige ohne klassisches Analogon. Ffir uns sind 
zwei dieserZiige besonders wich tig, wir studierensie an einfachen Analogien. 

Die Erklarung der Ordnung der Terme in Multipletts gab zunach~t 
HEISENBERG (6) ffir Systeme mit zwei Elektronen (Heliumatom). Die 
Termwerte eines quantenmechanischen Systems lassen sich als Eigen
werte der SCHRODINGERSChen Differentialgleichung auffassen und die 
Termeigenschaften durch die zugehorige Eigenfunktion, eine Flmktion 
aller Koordinaten der Partikel, beschreiben. Ersetzen wir das Helium
atom (bei festem Kern sechs Koordinaten) durch ein System mit zwei 
Partikeln, die sich auf einer und derselben 
Geraden bewegen konnen (Koordinaten XI und 
X.) und zwischen denen eine abstoBende Kraft 
wirken solI, die sie aber nicht vollkommen hin
dert, einander zu durchdringen, so erhalten 
wir die wesentlichen Ziige. Bei geeigneterWahl 
der potentiellen Energie sind Eigenwerte und 
Eigenfunktionen analog den Eigenfreq uenzen 
und zugehOrigen Amplituden (Funktionen von 
XI und Xa) einer quadratischenMembran. Ohne 
gegenseitige Beeinflussung der beiden Partikel 
iIIi quantenmechanischen System sind im Bild 
die beiden Diagonalen gleichberechtigt; die Am
plituden sind in Abb. I links dUTch ihre Knoten
linien und durch NummernnI, na = 0,0 0,1 

1,0 ••• angegeben; letztere bedeuten. im Bild 
die Zahlen der XI- und X. -Knoten (die Diffe
rentialgleichung ist in XI und X. separierbar); 
sie sind Quantenzahlen im quantenmechani
schen System. Die Schwingungen mit nI*n. 

02§ @} 
.200 ~a. 

Abb. 1. Eigenfunktionen 
eines einfachen Systems 
mit zweigleichenPartlkeln. 

sind Doppelschwingungen; als Amplitude kann jede lineare Kombination 
der angegebenen auftreten, z. B. die in der zweiten Spalte der Abb. I 

angegebenen. 
Die Einfiihrung der abstoBenden Kraft zwischen den Partikeln im 

quantenmechanischen System zerstOrt im Bild die Gleichberechtigung 
der beiden Diagonalen, sie entspricht groBerer Massendichte auf der 
Diagonale XI =X •• Sie laBt aber die Symmetrie in XI und X. bestehen. 
Die Doppelschwingungen spalten in zwei Einzelschwingungen auf, die 
Amplitude der einen ist symmetrisch in XI und X. C'P (XIX.) = P (X. XI)) 
die der anderen antisymmetrisch (P (XIX.) = -P (X. XI))' Die anti
symmetrischen erhaltim jeweils den tieferenTon. 1m quantenmechanischen 
System entstehen zwei Termsyteme, ein in den Partikeln symmetrisches 
und ein antisymmetrisches. Es laBt sich zeigen, daB keine Obergange 
(weder durch Strahlung noch durch StOBe) zwischen Termen verschiede
ner Systeme auftreten konnen. 
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Analog zu Abb. I ist das Termschema eines Systems mit zwei Elek
tronen, zunachst ohne Spin. Von den Termen IS 2 , ISZS, ISZP • •• , die 
wir ohne Beriicksichtigung der Kopplung der Elektronen erhalten, 
spalten die mit verschiedenen Quantenzahlen der einzelnen Elektronen 
in symmetrische (Paraterme) und antisymmetrische (Orthoterme) auf. 
Die Terme IS 2 , ZS2 ••• werden symmetrische (Para-)Terme. 

sp 
ISZP <ap 

sS 
IS ZS <as 
IS2-_sS. 

Die Einfiihrung des Spins vviirde aus jedem Term vier mach en im 
Widerspruch zur Erfahnmg. HEISENBERG erhalt die richtige Mannig
faltigkeit durch Einfiihrung der dem PAuLIschen Prinzip analogen 
Hypothese: es existieren nur die Zustande in der Natur, deren spinfreie 
Eigenfunktion durch Hinzufiigung des Spins antisymmetrisch gemacht 
wird. Die ohne Spin symmetrischen Terme werden dann Tripletts, die 
antisymmetIischen Terme Sin gul etts. 

IP 
IS zP <3P 

IS 
IS zs <35 
IS2--IS. 

Es treten jetzt Interkombinationen auf (bei Helium sehr schwach, 
bei den analogen Systemen Mg, Ca . .. mit zunehmender Kernladung 
und dahet zunehmendem SpineinfluI3 starker). Der energetischeAbstand 
der Singlett- und Tripletterme hat nichts mit dem Spin zu tun; er ist 
eine Folge der elektrischen Krafte, nur die Triplettaufspaltung selbst 
riihrt von magnetiscben Kraften her. 

Die Untersuchung von Systemen mit mehr als zwei Elektronen ist 
von HEISENBERG, WIGNER u. a. (6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13) durchgefiihrt. 
Die allgemeine Formulierung der Gesetze iiber die Mannigfaltigkeit der 
Terme in der Quantenmechanik, die dem Vektormoclell (LANDE, RUSSELL
SAUNDERS, GOUDSMIT-UHLENBECK) der Korrespondenzmethode ent
spricbt, verdanken wir in erster Linie WIGNER und seiner Anwendung 
gruppentheoretischer Methoden. 

Bei drei Elektronen gibt es ohne Spin drei. Systeme verschiedenen 
"Symmetriecharakters"; in zweien davon lassen sich die Eigenfunktionen 
bei Einfiihrung des Spins zu antisymmetrischen erganzen; sie ergeben 
Dublett- und Quartetterme. Von den mit vier Elektronen auftretenden 
fiint Systemen verschiedenen Symmetriecharakters lassen sich in dreien 
die Eigenfunktionen durch Hinzufiigung des Spins zu antisymmetrischen 
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erganzen; sie ergeben Singlett-, Triplett- und Quintetterme. Es lassen 
sich immer nur diejenigen spinfreien Eigenfunktionen zu antisymme
trischen erganzen, die von nicht mehr als jedesmal zwei Elektronen 
symmetrisch abhangen. In Fallen, wo die Kopplung der Elektronen 
untereinander schwach ist, bedeutet dies genau das oben genannte 
PAULIsche Prinzip, daB bei VernachHissigung des Spins hochstens zwei 
Elektronen im gleichen Zustand sein konnen. Damit war die eine der 
ohen genannten Schwierigkeiten behoben. 

Die Moglichkeit, Zustiinde der Molekel oder des Mehrzentrensystems 
in Zustiinde getrennter Atome oder in Zustiinde eines Atoms (durch Ver
einigung der Kerne) uberzufuhren, beruht auf einer allgemeinen Eigen
schaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen quantenmechanischer 
Systeme. Die Eigenfunktionen P sind (abgesehen von Gebieten ge
ringerer Dimensionszahl als der Koordinatenraum, den "Knoten") von 
Null verschieden im ganzen Koordinatengebiet, das ffir das betreffende 
System zuganglich ist. Die GroBe IP (XIYIZIX • ••• znW wird als Wahr
scheinlichkeit gedeutet, daB die Koordinaten gerade die Werte Xl ••• zn 
haben. So ist das Verhalten qualitativ verschieden yom Verhalten in 
der klassischen Mechanik, wo bei gegebener Energie E die Koordinaten 
nur solche Werte haben konnen, ffir die die potentielle Energie U nicht 
groBer als E ist. Der Unterschied zwischen klassischer und Quanten
Mechanik ist besonders auffallend in Systemen, wo die potentielle 
Energie mehrere Minima hat. In der klassischen Mechanik bleibt bei 
geringer Energie eine bestimmte Bewegung immer in der Nahe eines 
Minimums; erst bei hoherer Energie kann sie die Schwelle zwischen 
zwei Minima iiberschreiten. In der Quantenmechanik kann bei jedem 
erlaubten Energiewert die bewegte Partikel iiberall sein. 

Als einfaches Beispiel betrachtet HUND (14) die Bewegung einer 
Partikel auf einer geraden Linie in einem Kraftfeld, dessen Potential 
zwei Minima hat (Abb.2). Die Eigenwerte bilden eine diskrete Folge, 
die Knotenzahl der Eigenfunktion nimmt von einem Eigenwert zum 
nachst hoheren urn I zu, sie ist gleich der Quantenzahl. Dberschreitet 
die Energie die Potentialschwelle, so tritt nichts besonderes auf. Dem 
Auseinanderfiihren der Kerne in einer Molekel entspricht hier eine un
endliche Erhohung der Schwelle, die das System in zwei getrennte 
Systeme zerlegt. Wahrend der ErhOhung andern sich zwar die quanti
tativen, aber nicht die qualitativen Eigenschaften der Zustande (Knoten
zahl, Reihenfolge). Jeder Term des Systems geht entweder in einen 
Term des linken oder in einen Term des rechten Teilsystems iiber. \venn 
gerade ein Term des linken mit einem Term des rechten im Grenzfall 
der Trennung zusammenfallt, so riicken zwei Terme des noch nicht 
getrennten Systems in den gemeinsamen Termwert der getrennten 
Systeme zusammen. Das letztere ist immer der Fall, wenn das Aus
gangssystem zwei gleiche Minima hat und die Trennung vollkommen 
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symmetrisch erfolgt (Abb. 3). Beginnen wirmitdengetrennten Systemen 
und erniedrigen wir die Schwelle, so spaltet hier jeder Termwert in zwei 
auf, einen, dessen Eigenfunktion symmetrisch in den beiden Gebieten 
niedriger potentieller Energie ist, und in einen, bei dem sie antisymme
trisch ist. 

Ahnliche Betracht:ungen liefern den ()bergang der Terme eines Zwei
oder Mehrzentrensystems in die Terme getrennter Atome .. Sie zeigen 
auch, daB die Rechts- oder Linkszustii1"A.e von optischen lsomeren ohne 

Abb. 2 •. Eigenfunktionen eines 
einfachen Systems mit zwei 

Gleichgewichtslagen. Abb. 3. Fast getrennte Gebiete. 
Gleiche Minima. 

"chemische Reaktion" ineinander iibergehen konnen (14). Sie zeigen, 
daB in einem elektrischen Feld ein Atom immer ein Elektron verlieren 
kann, auch wenn die Energie des Elektrons kleiner ist als die Schwelle 
zwischen der niedrigen potentiellen Energie in der Nahe des Kernes 
und in der Nahe der Anode. Die Betrachtungen spielen femer eine 
Rolle beim Austritt von Elektronen aus MetalloberfHichen unter dem 
EinfluB auBerer elektrischer Felder (15, 16). Sie geben schlieBlich die 
Moglichkeit zum Verstandnis monomolekularer Reaktionen, sowohl derer 
in der Chemie (17, 18), wie auch der radioaktiven Vorgange (19, 20). 
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Die neue Quantenmechanik hat zwar den Sinn der mechanischen 
Grundbegriffe (Ort, Geschwindigkeit, Zeit, Energie) geandert; aber die 
Berechnungsverfahren sind. den in der klassischen Mecha..lik und damit 
in der korrespondenzmaBigen Behandlung der atomaren Systeme ge
brauchten analog. Die Terme eines Atoms lassen sich z. B. berechnen, 
indem man zunachst die Bewegung jedes einzelnen Elektrons allein in 
einem Zentralfeld betrachtet, das durch Ausschmieren der iibrigen ent
steht, dann die feinere Wechselwirkung der Elektronen ohne Spin als 
Storung einfiihrt und drittens den EinfluB des Spins beriicksichtigt. In der 
ersten Naherung kann man jedem Elektron einzeln eine Eigenfunktion 
zuschr~iben und den Gesamtterm durch ein Symbol der Art (Beispiel Si) 

IS" 2S" 2p6 3s" 3P" 
beschreiben; in der zweiten Naherung erhalt der Term eine Zahl L, die 
dem Gesamtdrehimpuls entspricht und einen bestimmten Symmetrie
charakter in den Elektronen oder eine Multiplizitat S; wir schreiben z. B. 

IS'ZS"ZP6 3s"3P'3P 
in der dritten Naherung fiigen wir den J-Wert hinzu. Wir kOnnen also 
auch in der Quantenmechanik von 1 So, 2s-, 2p-. .. Bahnen sprechen 
und meinen den Zustand, in den das betrachtete System iibergeht, wenn 
wir die Kopplung zwischen den Elektronen verschwinden lassen oder 
durch ein Kraftfeld im gewohnlichen Raum ersetzen. 

II. Allgemeine Eigenschaften zweiatomiger Molekeln. 
I. Elektronen-, Schwingungs- und Rotationsterme. Fiir viele 

Zwecke ist es ausreichend, Schwingung und Rotation einer Molekel 
als kleine Storungen der Elektronenbewegung anzusehen. In diesem 
FaIle kann man die Bewegung der Bestandteile der zweiatomigen Molekel 
auffassen als eine Bewegung der Elektronen urn zwei feste Kerne, deren 
Abstand der mittlere Abstand der wirklichen Kerne ist, iiberlagert von 
einer Schwingung des Kernabstandes urn die MitteIlage und einer Rota
tion oder Kreiselbewegung der Kernachse. Die Energie setzt sich ge
nahert additiv zusammen aus der Energie des Systems mit den fest
gehaltenen Kernen, der Energie der Schwingung und der Rotation oder 
Kreiselbewegung. Die angegebene Zerlegung ist von BORN und OPPEN
HEIMER (21) als Beginn eines sukzessiven Naherungsverfahrens nach
gewiesen worden. 

Die Eigenschaften des Schwingungsanteils werden durch die Elek
tronenbewegung und· die des Rota~ionsanteils durch die Schwingung 
wenig beeinfluJ3t; wir konnen daher spater von der Schwingung absehen. 
FRANCK u. a. (22, 23, 24) haben gezeigt, wie man aus der Anderung des 
Schwingungsquants mit der Schwingungsquantenzahl auf die Disso
ziationsenergie schlieBen kann. Dadurch wurde erneut die weitgehende 
Giiltigkeit der Schwingungstermformel 

nvo[(n + I/.} - x(n + I/.}"] 
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gezeigt. MORSE und STUECKELBERG (25) haben ein Kraftgesetz fiiI die 
Schwingung angegeben, das mit der neuen Quantenmechanik eine ge
schlossene Darstellung der Terme erlaubt und zu der angegebenen zwei
gliedrigen Formel fUhrt. 

1m folgenden behandeln wir besonders die Elektronenterme. Man 
kann sie als Terme eines Systems mit zwei /estenZentren und tf,er gegebenen 
Zahl von Elektronen erhalten. In diesem Zweizentrensystem sind die 
Termwerte Funktionen des Zentrenabstandes. Diese Energien spielen 
die Rollen von potentiellen Energien tiiI die Schwingung (21); ihre 
Minima geben die Gleichgewichtsabstande der Kerne. 

• 2. Die Elektronenterme. Einige allgemeine Eigenschaften des Zwei
zentrensystems folgen aus den Symmetrieverhiiltnissen. Die potentielle 
Energie des Systems ist invariant gegen eine beiiebige Drehung urn die 
Zentrenachse und gegen eine Spiegelung an einer beliebigen Ebene 
durch diese Achse. Zweitens ist das System symmetrisch in den Elek
tronen (falls mehr als ein Elektron vorhanden ist). Dazu kommt bei 
gleichen Zentren (Kernen) noch die Invarianz gegen eine Vertauschung 
der Zentren. 

Wahrend im Atom oder im entsprechenden Einzentrensystem die 
Elektronen sich in einem zentralsymmetrischen Kraftfeld bewegen, hat 
das Kraftfeld im Zweizentrensystem nur die Rotationssymmetrie um die 
Kernachse und die Spiegelungssymmetrie an ieder durch die Kernachse 
gehenden Ebene. In der klassischen Mechanik folgt daraus, daB die 
Kompollente, des Gesamtdrehimpulses urn die Kernachse sich nicht 
mit der Zeit andert und daB Bewegungen, die sich nur durch den Dreh
sinn dieses Drehimpulses unterscheiden, spiegelbildlich gleich sind. Das 
Korrespondenzprinzip liefert die Existenz einernicht negativen Quallten
zahl I I, die diesem Drehimpuls entspricht, und die Kombinationsregel, 
daB nur solche Quanteniibergange einer Lichtemission oder -absorption 
entsprechen, bei denen sich I urn ± I oder 0 andert. Solange die Wechsel
wirkung des Elektronenspins mit den Bewegungea der Elektronenschwer
punkte klein ist, ist (in der klassischen Mechanik) auch der Drehimpuls 
der Elektronenbahnen aHein (d. h. ohne Spin) konstant, ihm entspricht 
(im Korrespondenzprinzip) eine Quantenzahl A mit der Kombinations
regel Ll A = 0, ± 1. Benutzen wir die SCHRODINGERSche Differential
gleichung, so erhalten wir bei Achsensymmetrie und ohne Spin die 
Eigenfunktionen in der Form 

sin 
'I/J=/("')cosAcp, (I) 

wo A die Werte 0, I, 2 •.• habell kann und q; eine Art mittleres ,Azimut 

I R. S. MULLIKEN und der Referent haben sich auf die im Folgenden ein
gefiihrten Quantenzahlen I A J E, t a geeinigt (im AnschluB an die von WIG
NER und WITMER eingefiihrten Bezeichnungen) und auf die Termsymbole 
~ n d ... , I8U, 28U, 2pU, 2ptl.,. 
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der Elektronen urn die Achse bedeutet. f hangt von q> nicht abo Bei 
einer bestimmten FJ.Ilktion f gehOrt zu jedem A ein Eigenwert (Term); 
zu allen A> 0 gehOren also zweiunabhangige Eigenfunktionen. Die 
Berechnung der Intensitaten fiir Lichtstrahlu..'1g liefert auch die Regel 
..1 A = 0, ± I. Die Terme mit A = ° sind entweder symmetrisch oder 
antisymmetrisch zu einer beliebigen durch die Kernachse gehenden 
Ebene [KRONIG (26)]. Sie heiBen .E oder .E'. Mit Spin sind. die Ergeb
nisse etwas verwickelter. WIGNER und WITMER (27) haben sie allgemein 
mit gruppentheoretischen Methoden untersucht. Man erhalt die Quanten
zahl I mit den Werten 0, I, 2 ... bei gerader Anzahl von Elektronen 
tlnd 1/9, 31 a ••• bei ungerader Anzahl von Elektronen und die Kom
binationszahl ..1 I = 0, ± I. 

Die der betrachteten Achsensymmetrie entsprechende Eigenschaft 
des einzelnen Atoms oder Einzentrensystems ist die Symmetrie urn 
einen Punkt. Sie fiihrt (in der klassischen Mechanik) zum konstanten 
Drehimpulsvektor, ibm entspricht (Korrespondenzprinzip) eine Quanten
zahl], oder, wenn wirvomSpin absehen,Lmit den Regeln ..1] = 0, ± I, 
..1 L = 0, ± I. In der Quantenmechanik folgt mit gruppentheoretischen 
Methoden (7, 10) ebenfalls die Existenz von] oder L. Flir den Fall 
nicht zu groBer Kopplung von Spin und Elektronenbewegung (also 
nicht zu schweren Kernen) sind die wichtigeren Eigenschaften des 
Atomterms durch L bestimmt; die gebrauchliche Termsymbolik legt 
daher den Wert von L zugrunde und versteht unter So, po, D- . .. 
Termen solche mit L = 0, I, 2 • •. Die wichtigeren Eigenschaften der 
Zweizentrensystemterme sind durch A bestimmt; daher erweist sich 
eine Termsymbolik als zweckmaBig, die unter .E-, II-, ..1- ... Termen. 
solche mit A = 0, I, 2 ••• versteht. 

In Fallen, wo die Kopplung zwischen den einzelnen Elektronen sehr 
gering ist, kann man die Elektronen ein~eln behandeln. Jedes Elektron 
hat dann im Atom eine Quantenzahl j oder (ohne Spin) lund heiBt 
SO, po, d- ... Elektron, je nachdem l = 0, I, 2 ••• ist. 1m Zweizentren
system hat es eine Quantenzahl £ oder (ohne Spin) A. und heiBt 0-, no, 
~- ... Elektron, je nachdem A. = 0, I, 2 ... ist. Die Untersuchung der 
Atomspektren hat gezeigt, daB fUr die qualitative Beschreibung der 
Termschemata die Annahme geringer Kopplung zwischen den Elektronen 
eine brauchbare Naherung ist. In diesen Fallen hat die alte Ausdrucks
weise: zwei Elektronen sind in Is-Bahnen, zwei in 2s-Bahnen uSW. 
auch in der neuen Quantenmechanik einen Sinn. Wir wollen im ent
sprechenden Sinne im folgenden von 0-, no, /5-Bahnen im Zweizentren
system oder der Molekel sprechen. 

Die SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen· des einzelnen Elektrons 
sind Funktionen im gewohnlichen Raum; sie sind daher anschauIich 
vorstellbar und sind oft als gute Illustrationen der Termeigenschaften 
zu gebrauchen. Die Eigenfunktionen von o-Termen haben keine Knoten-
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fHiche, die eine Ebene durch die Kernachse ist; die ;rr-Eigenfunktionen 
haben eine solche Ebene als KnotenfHiche; die ~-Eigenfunktionen haben 
zwei zueinander senkrechte Ebenen durch die Kernverbindung als 
Knotenflachen usw. 

Die Terme mit A> 0 oder I> 0 haben das Gewicht.2. Sie spalten 
in zwei auf, sobald die genan.Llte Symmetrie zerstort wird, z. B. in einem 
Magnetfeld. Spater brauchen wir den Fall eines homogenen oder rota
tionssymmetrischen Magnetfeldes Sj senkrecht zur Kernachse. Beim 
Einschalten eines solchen Feldes behalt das System die Symmetrie zu 
der durch die Kernachse gehende, auf. der magnetischen Achse senk
rechten Ebene. Daraus folgt, daB die Eigenfunktionen bei Spiegelung 
an dieser Ebene entweder ungeandert bleiben oder mit -I multipliziert 
werden (oder bei zufallig vorhandener Entartung aus Funktionen mit 
diesen Eigenschaften zusammengesetzt sind). Die Eigenfimktion ffir das 
Magnetfeld 0, an die sich die Eigenfunktionen mit Feld stetig anschlieBen. 
sind diejenigen Linearkombinationen der beiden Funktionen (I), die 
schon die Symmetrieeigenschaft haben, die sie im Feld haben miissen. 
Das sind 

. '1'= IsinAq; und '1'=/cosAq;, 
wenn wir q; von der durch ~ und Kernachse bestimmten Ebene aus 
rechnen. 

Die Symmetrie des ganzen Systems in den Elektronen fiihrt beim 
Zweizentrensystem zu den gleichen Ergebnissen wie beim Atom. Es 
konnen (ausgedriickt fUr geringe Kopplung der Elektronen) nicht mehr 
als zwei Elektronen auf der gleichen nichtentarteten Bahn sein. Es 
gibt hochstens zwei gleiche o-Bahnen und vier gleiche ;rr-, ~- ••• Bahnen. 
Die Anordnungen 0 2, ;rr4, ~4 ••• sind abgeschlossene Schalen und geben 
xL'-Terme. Fiir die anderen Anordnungen 00 (ungleich), o;rr, o~, ;rr2. 

:rr:rr, ;rr3, ;rr20, ;rr';rr- • •• lassen sich die Terme, am schnellsten mit Hilfe des 
Vektormodells (A parallel zur Achse und S) angeben (14, 6.3). 

Der Abstand der Terme verschiedener Multiplizitat ist also auch 
hier eine Folge der elektrischen Krafte und die Multiplettaufspaltung 
eine Folge der magnetischen Krafte. Ihre Beriicksichtigung fiihrt .zu 
dem Ergebnis, daB L'-Tenne im Zweizentrensystem nicht aufspalten 
und II-, LJ- .•• Terme bei nicht zu leichten Kernen aquidistante Multi
pletts bilden. Die Multiplettaufspaltung ist von der gleichen GroBen
ordnung wie im Atom. 

Auf die Analogie der Multipletts in der Molekel mit den Multipletts 
im Atom hat wohl zuerst MECKE hingewiesen (29). Zahlreiches Material 
ist auch von MULLIKEN und BIRGE zusammengetragen worden (28,30). 

Bei Molekeln mit zwei gleichen Kernen bzw. im Zweizentrensystem 
mit gleichen Zentren ist noch die Symmetrie des ganzen Systems in den 
beiden Zentren zu beriicksichtigen. Die nichtentarteten Terme sind ent
weder symmetrisch oder antisymmetrisch in den Zentren; die Eigen-
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funktionen der entarteten II-, ,1- ... Terme lassen sich aus einer symme
trischen und einer antisymmetrischen Eigenfunktion zusammensetzen. 
Symmetrische Terme des Zweizentrensystems konnen mit antisymme
trischen kombinieren (der Unterschied gegen die Symmetrie in den 
Elektronen riihrt daher, daB wir die Zentren als fest, nicht als beweg
liche Partikel ansehen; er verschwindet, wenn wir die Kernbewegung 
einflihren und die Folge der Rotationsterme betrachten). 

Wegen der A:> I-Entartung ist eine andere Unterscheidung der 
Terme zweckmaBig. Sie lassen sich einteilen in solche, deren Eigen
funktionen bei Spiegelung am Halbierungspunkt der Zentrenverbindung 
(genauerderTransformation XIYIZIX.Y 2Z2 .•• ~ - XI-YI - ZI-X2 -Y 2 - Z., 

wo der genannte Halbierungspunkt Koordinatenursprung ist) unge
andert bleiben, und solche, deren Eigenfunktionen dabei mit -I multi
pliziert werden. Erstere heiBen gerade, letztere ungerade Terme. II-, 
,1- ... Terme silld dann entweder gerade oder ungerade; in den Zentren 
symmetrische I-Terme sind gerade, in den Zentren antisymmetrische 
I-Terme sind ungerade. Wir bezeichnen die Gerad- und Ungeradheit 
durch die Schreibweise Ig> Itt' IIg , II" ... Fill Licht (nicht flir StoBe) 
gilt die Regel, daB gerade Terme nur mit ungeraden, ungerade Terme 
nur mit geraden kombinieren. Die Regel ist analog der RUSSELL
LAPORTEschen Regel in Atomen. Stellen wir die Terme durch Punkte, 
die Linien durch die Verbilldungsstrecken dar, so bilden die letzteren 
nur geradzahlige Vielecke. 

In Fallen, wo wir die Kopplung zwischen den Elektronen als gering 
ansehen konnen, gehort zu jedem Elektron eine Eigenfunktion, die ent
weder gerade oder ungerade ist. Wir konnen uns diese Eigenfunktionen 
im dreidimensionalen Raum vorstellen, ungerade Funktionen haben 
eine Knotenflache in der Mittelebene zwischen den Zentren, gerade haben 
keinen solchen Knoten. Die Terme des Zweizentrensystems lassen sich 
dann durch Symbole folgender Art beschreiben: 

Der Gesamtterm ist gerade (ungerade), wenn eine gerade (ungerade) 
Anzahl der Zustande der Einzelelektronen ungerade ist. 

3. Term- und Bandentypen. Durch Hinzufligung der Schwingungs
und Rotationsbewegung zu der Bewegung im Zweizentrensystem beim 
Gleichgewichtsabstand der Kerne erhalten wir genahert die Gesamt
bewegung. In Anbetracht der vielen Moglichkeiten flir die verschiedenen 
Einfllisse ist die Mannigfaltigkeit der Termtypen sehr groB. In zahl
reichen Fallen (nicht zu leichte und nicht zu schwere Kerne) ist der 
Termwert in erster Linie durch die Elektronenbewegung ohne Spin be
stimmt. Flir niedrige Rotationszustande kommt in zweiter Linie die 
Aufspaltung infoIge der magnetischen Wechselwirkung der Bahn mit 
dem Spin (WIt bei I- und bei Singlettermen fort) und in dritter Linie 
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der EinfluB der Rotation; der einzelne Rotatiousterm wird durch A, I 
und die RotationsquantenzahlI ( = I, I + I, I + 2 ... ) beschrieben. 
Fiir hohe Rotationszustande kommt in zweiter Linie die Rotation und 
in dritter Linie der EinfluB des Spins; der einzelne Term wird durch A, 
eine spinfreie Rotationsquantenzahl K (=A, A+I, A+2 ... ) und die 
endgiiltige Rotationsquantenzahl I (=IK-51, IK-51 +1 ... K +5) 
beschrieben. Da die Terme mit A> 0 im Zweizentrensystem das Ge
wicht 2 haben, gehoren in einer II-, ..:1- ••• Rotationstermfolge zu jedem 
I-Wert 'zwei Terme. Abb. 4 gibt die Termwerte (Abszisse) als Funktion 
von I -I (Ordinate) an. 

Solche Termtypen waren den Bandenforschem schon lange bekannt. 
MULLIKEN (28) gab eine Systematik. Die korrespondenzmaBige Er-

'1p. zp 

i-3 1.'2 Z 
Abb.4. Rotationsterm-Typen. 

klarung gab HUND (5). Den 'Obergang zwischen den beiden oben ge
nannten Kopplungsfallen berechneten KEMBLE (31) und HILL und VAN 
VLECK. Letztere geben auch eine elernentare und VAN VLECK eine 
exakte Berechnung der A> o-Aufspaltung (32). 

1m einzelnen lassen sieh zahlreiehe Besonderheiten in besonderen 
Kopplungsfallen angeben. Beim He.-Spektrum treten wegen des groBen 
Einflusses der Rotation schon bei niedrigen J -Werten Abweiehungen 
auf, die WEIZEL studied (33). Beim O. erkliirt KRAMERS (34) die empi
risch gefundene Struktur durch Analyse der Wechselwirkung der Elek
tronenmagnete miteinander. 

Auf Grund der Termtypen lassen sieh die hauptsachlichen empirisch 
gefundenen Bandentypen verstehen. Abgesehen von den schon aus dem 
Korrespondenzprinzip folgenden Auswahlregeln ergibt sieh, wie zuerst 
KRONIG gezeigt hat, eine Beschrankung der Liuien aus der Unabhangig-
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keit des Systems (jetzt aus Elektronen und beweglichen Kernen be
stehend) von einer beliebigen Drehung und Spiegelung (26). Die L'-Terme 
die im Zweizentrensystem symmetrisch zu einer durch die Kernachse 
gehenden Ebene sind, ergeben ffir ] = 0, z, 4 ... Rotationsterme der 
einen Symmetrieart (man kann sie gerade Terme der Molekel nennen -
nicht zu verwechseln mit geraden Termen des Zweizentrensystems mit 
gleichen Zentren) und fUr ] = I, 3, 5 ... Rotationsterme der anderen 
Symmetrieart (ungerade Terme der Molekel). Die L"-Terme, die.im 
Zweizentrensystem antisymmetrisch zu einer durch die Kernachse 
gehenden Ebene sind, ergeben die entgegengesetzten Symmetriearten; 
da Bur Terme verschiedener Symmetrie kombinieren, so folgt (mit 
iJ] = ± I) die Unmoglichkeit von L'~1,;"-Banden, lI-Termeergeben £fir 
jedes] Rotationsterme beider Arten; es folgt der schon lange empirisch 
bekannte Aufbau der II ~ 1,;', II -lI usw. Banden. Die empirische 
Bestatigung der KRONIGSchen Regel geschah durch HULTH:E:N und 
BENGTSSON (35). 

Bei Molekeln mit zwei gleichen Kernen zerfallen die Rotationsterme 
in soIche, die in den Kernen symmetrisch sind, und in soIche, die in den 
Kernen antisymmetrisch sind. Sie kombinieren nicht miteinander. Nach 
HEISENBERG konnen dann die Terme verschiedener Symmetrie ver
schiedenes statistisches Gewicht haben. So wird der von MECKE ge
fundene "Intensitiitswechsel" der Molekeln mit gleichen Kernen erklart 
(6, 14), Das Nichtkombinieren (auch bei StoBen) ist von WOOD und 
LOOMIS bei der Jod-Resonanz-Fluoreszenz experimentell gezeigt (36); 
indirekt zeigt sich der EinfluB des Nichtkombinierens nach BEUTLER 
(37) in derAnregung ultravioletter H 2 -Banden. 

'Ober die Zeemanejjekte von Bandenlinien sagt die Theorie aus, daB 
in den meisten Fallen entweder die GroBe der Aufspaltung sehr klein 
oder das Aufspaltungsbild sehr verwickelt ist. Flir die Analyse und 
Deutung von Banden dlirfte daher der Zeemaneffekt nicht die groBe 
Rolle spielen, die er bei den Linienspektren (BACK, LANDE) gespielt hat. 
Einige Zeemaneffekte von Banden sind gemessen und mit der Theorie 
in Zusammenhang gebracht worden (38, 39, 40). 

III. Termschemata zweiatomiger Moleke1n. 
I. Interpolation der Terme des Zweizentrensystems. Als ersten 

Schritt zur Aufstellung eines qualitativen Termschemas einer Molekel 
betrachten wir das entsprechende Zweizentrensystem. Wir kennen das 
Termschema in zwei Grenziallen, Flir sehr kleinen Abstand der Zentren 
ist es nahezu das Termschema eines Atoms mit der gleichen Elektronen
zahl; die Abweichungen vom Termschema des Atoms lassen sich leicht 
angeben. Flir sehr groBen Abstand der Zentren ist es nahezu das Term
schema zweier getrennter Atome oder lonen; die Abweichungen von 
diesem Termschema (dessen Terme einfach die Summen der Terme der 
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einzelnen Atome [lonen] sind und dessen Eigenfunktionen Linear
kombinationen von Produkten der Eigenfunktionen der einzelnen Atome 
[lonen] sind) lassen sich in einfachen Hillen leicht, in verwickelteren 
Fallen mit gruppentheoretischen Methoden angeben. Das Termschema 
fUr mittlereZentrenabstande, das wir brauchen, liegtirgendwie zwischen 
diesen beiden Grenzfhllen. 

Beginnen wir mit dem Atom, dessen Kernladung die Gesamtkern
ladung der zu betrachteten Molekel ist, teilen wir den Kern in zwei 
Zentren und rucken diese ein wenig auseinander. Aus einem Atom-S
Term wird dann ein L'-Term, aus einem P-Term wird ein L'- und ein 
II-Term, aus einem Term mit bestimmtem L werden Terme mit 
A = 0, I, 2 .•• L. Die Multiplizitat (bestimmt durch die Symmetrie
eigenschaft in den Elektronen) bleibt ungeandert. Wenn die Wechsel
wirkung zwischen den einzelnen Elektronen klein ist, konnen wir die 
Elektronen einzeln behandeln; ein s-Elektron wird ein a-Elektron; ein 
p-Elektron wird ein a- oder n-Elektron, wobei die a-Bahn tiefer liegt 
(14) usw. Bei gleichen Zentren konnen wir noch etwas mehr sagen: 
ein s-, d- . .. Elektron gibt gerade a; a, n, <5 ••• -Terme; ein p-, f- .. 
Elektron gibt ungerade a, n; a, n, <5, cp-Terme. 

Fur sehr nahe Zentren konnen wir also die Zweizentrensystemterme 
durch Symbole der Art 

Isa 2 zsa2 zpa 2 zpn4 3sa2 3Pa2 3Pn3 • "II 
qeschreiben. 1m Falle gleicher Zentren ist der Term genide (ungerade), 
wenn die Summe der I-Werte der einzelnen Elektronen gerade (ungerade) 
ist. Der 2 II-Term im Beispiel ist dann ungerade. 

Urn die Abanderung ·zu studieren, die das Termschema zweier ge
trennter Atome (lonen) erfahrt, wenn wir die Kerne als Zentren unseres 
Systems einander etwas nahern, storen wir zunachst die Kugelsymmetrie 
jedes der Atome, indem wir das andere Atom durch ein Kraftfeld er
setzen. Als zweiten Schritt ersetzen wir wieder das Kraftfeld durch 
ein Zentrum mit Elektronen. Bei ersten Schritt spalten die Atomterme 
in Terme mit A = 0, I, Z ... L auf, wie im Starkeffekt. Haben wir im 
ganzen nur ein Elektron und ungleiche Zentren, so liefert der zweite 
Schritt keine neue Aufspaltung (vgL die Analogie S. I5I f); bei gleichen 
Zentren spaltet jeder Term in einen geraden und einen ungeraden auf. 
1m Falle mehrerer Elektronen ist das Ergebnis des zweiten Schrittes im 
allgemeinen recht verwickelt, das allgemeine Ergebnis ist von WIGNER 
und WITMER angegeben (27). 

Wir haben das qualitative Termschema des Zweizentrensystems fUr 
nahe und weitgetrennte Zentren aufgestellt, die Frage ist jetzt die nach 
der Interpolation. Es ware uns schon einiges geholfen, wenn wir wuBten, 
welche Terme des einen Falles in Terme des anderen Falles ubergehen. 
Dies ist ein besonderer Fall des Problems: Bekannt sind die Terme 
eines quantenmechanischen Systems ffir zwei Werte eines verander-
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lichen Parameters a; in welch en Term geht ein bestimmter Term bei a. 
iiber, wenn a den Wert a. annimmt (adiabatischer Ubergang, wenn a 
als Parameter gedacht ist). Leider ist die adiabatische Zuordnung nicht 
immer die, die uns interessiert. Aber wegen der praktischen Notwendig
keit (hier, in Atomspektren usw.) miissen wir uns damit befassen. Bei 
einem einzigen Freiheitsgrad ist die Zuordnung so zu vollziehen, daB 
sich keine Terme schneiden; bei Separierbarkeit ist jeder Freiheitsgrad 
in diesem Sinne einzeln zu behandeln. Fiir allgemeine Falle hat HUND 
(41) Regeln angegeben x. Als praktischer Vorschlag fiir das Zweizentren
system mit leichten Kernen wird angegeben, nur Terme mit gleicher 
Multiplizitat zu verbinden (die Symmetrie in den Elektronen bleibt 
ungeandert), nur I- mit I-, I'- mit If_, JI- mit JI- usw. Termen zu 
verbinden (Symmetrie urn die Achse bleibt ungeandert), bei gleichen 
Zentren auch den geraden oder ungeraden Charakter der Terme un
angetastet zu lassen (Symmetrie in den Zentren bleibt ungeandert) und 
im iibrigen keine Uberschneidungen zu machen. 

Urn aus dem Termschema des Zweizentre.1systems das der Molekel 
zu erhalten, haben wir die Termwerte mit Hinzufiigung der potentiellen 
Energie zwischen den Kernen als Funktion des Kernabstandes zu be
trachten. Wenn diese Funktion kein Minimum hat, so entspricht dem 
Zweizentrensystemterm kein Elektronenterm der Molekel. 1m anderen 
Fall gibt das Minimwn den Kemabstand des rotations- und schwingungs
freien Molekelzustandes. 

2. Systeme mit einem Elektron. Die neue Quantenmechanik hat 
die Schwierigkeit beseitigt, die sich der Behandlung des Zweizentren
systems mit dem Korrespondenzprinzip entgegenstellte. 1m Falle 
eines einzelnen Elektrons und COULoMBschen Krliften ist die SCHRO
DINGERSche Differentialgleichung in elliptischen Koordinaten separier
bar. D. h. jeder Term des Zweizentrensystems laBt sich durch drei 
Quantenzahlen n~n'lnp bezeichenn, wo n~ die Zahl der Knotenflachen der 
Eigenfunktion angibt, die Ellipsoide sind, n~ die Zahl der KnotenfHi.chen, 
die Hyperboloide sind, und np die Zahl der Knotenebenen durch die 
Zentrenachse. Wenn wir die beiden Zentren zu einem vereinigen, so 
geht das System in ein Atom mit einem Elektron iiber (H, He+), die 
elliptischen Koordinaten in Polarkoordinaten, und die Termbezeichnung 
n~n~np laBt sich ohne weiteres mit der fiir Atome iiblichen in Beziehung 
setzen. Entfemen wir die Zentren unendlich weit, so gehen die ellip
tischen Kobrdinaten in die zur Beschreibung des linearen Starkeffekts 
iiblichen parabolischen Koordinaten tiber; n~ und np bleiben ungeandert, 
.n~ andert sich. Bei ungleichen Zentren werden bei festem n~ und np 
die Terme mit n~ = 0, I, 2 ... wo das Elektron beim einen Zentrum ist 
nnd mit n~ = 0, I, 2 ... , wo es beim andetenZentrum ist, der energeti-

• Anmerkung bei der Korrektur: Neuerdings von J. v. NEUMANN· und 
E. WIGNER bewiesen (PhysikaL Zeitschr. im Erscheinen). 

Ergebnisse der exakten Natunvissenschaften. VIII. II 
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schen Reihenfolge nach den Termell mit n'l = 0, I, 2 ... des Zweizentren
systems zugeordnet. Bei gleichen Zentren spaltet jeder Starkeffekt
tenn (n,;) in zwei Terme (n~ = zn-;;- und zn;; + r) des Zweizentrensystems 
auf. 

Abb. 5 gibt das so aufgestellte Termschema des Zweizentrensystems, 
das dem H;-Molekelion entspricht. 

Es braucht nicht jedcr Term des Zweizentrensystems einem Elek
tronenterm der Molekel zu entsprechen. Ffir zpa (010) ist es von vorn
herein unwahrscheinlich. Der Termwert am rechten Ende und linken 
Ende des Diagramms ist ohne Berticksichtigung der KernabstoBung 

.J 

2 

SturkeffH+H der gleiche, mit KernabstoBung 
100 wird sich also wahrscheinlich 

2 kein Minimum der Energie er
geben . 

Essind folgende Rechnungen 
tiber H; angestellt worden. 
BURRAU(42) hatzuerst die Ener
gie von I s a als Funktion des 
Zentrenabstandes 'und damit 
auch Energie und Kernabstand 
von H; berechnet. GUILLEMIN 
und ZENER (43) berechneten 
unter einer vereinfachten An
nahme tiber die Gestalt der 
Eigenfunktion dieselben GroBen. 
MORSE und STUECKELBERG (44) 
haben die hoheren Zustande an
genahert berechnet und ein der 

Abb. 5· QUalitatives Termschema des dem. Abb. 5 sehr ahnliches Schema 
H~ entsprechenden Zweizentrensystems. 

gefunden. Es hat sich gezeigt, 
daB nicht nur ffir sehr groBe Zentrenabstande, sondern auch ffir Zentren
abstande, wie wir sie in der Molekel haben, die Starkeffektaufspaltung 
den HaupteinfluB auf das Termschema hat. 

Ffir die Behandlung von Molekeln mit mebreren Elektronen mit 
einer Methode, die der des Leuchtelektrons in Atomen nachgebildet 1st, 
mUssen wir auch das Zweizentrensystem mit einem Elektron und llkht
coulombschen Kraftfeld der Zentren betrachten. Das System ist nicht 
'mehr in drei Koordinaten separierbar. 

3· Termschemata von Molekeln mit mehreren Elektronen. In den 
lctzten Jahren sind eine groBe Menge von Arbeiten erschienen, die ver
suchen, GesetzmaBigkeiten im H 2 -Spektrum, also im Vlellinienspektmm 
des Wasserstotts aufzufinden. Ein Urteil, wieviel davon nur als Deutungs
versuch, wieviel als gesichertes Ergebnis anzusehen ist, ist wohl dnrch 
die neuesten Arbeiten ermoglicht worden. Ais sicher konnen wir an-
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sehen die Deutung der Lyman- und Wernerbanden durch DIEKE, Hop~ 
FIELD und HORI (45, 46, 47) als ku- kg und llu-kg Vbergange mit 
dem Grundterm als Endterm. Mit Hilfe der von BURRAU (42) berechneten 
Energie des H; konnen wir aus einem KreisprozeB die Termwerte be
rechnen; sie sind in Tabelle I durch die effektiven Quantenzahlen n* 
angegeben (Termwert n!2) Ferner ist gesichert die von O. W. RICHARD

SON (48, 49, 51) gegebene und von FINKELNBURGund MEcKE (52) kritisch 
gepriifte und etwas abgeanderte Vervollstandigung des FULCHERschen 
Systems: eine Serie von llu- k g-Vbergangen und ein ku- k g-Vbergang 
mit dem gleichen Endterm; die Termwerte lassen sich aus der RYDBERG
RITz-Formel berechnen; der gerade Charakter des Endterms folgt aus 
der Art des Intensitatswechsels. Von einer Multiplettaufspaltung ist 
nichts zu sehen. Gesichert scheint noch ein drittes System, das auch 
zuerst von RICHARDSON (48, 50, 51) angegeben wurde und zuerst von 
ihm und DAVIDSON, dann besonders von FINKELNBURG und MECKE 
genauer analysiert und schlieBlich von WEIZEL bearbeitet wurde. Sein 
gemeinsamer End-Elektronenterm ist ein ku und hat die gleichen Eigen
schaften wie der Anfangsterm der Lymanbanden. Die Anfangsterme 
sind nicht so leicht deutbar, FINKELNBURG und MECKE deuten zwei 
davon als 3llg-Terme; jedoch sind dann die vorhandenen Kombinationen 
und die groBe Triplettaufspaltung theoretisch schwer zu deuten. WEIZEL 
sieht darin llg- und kg-Terme. Die auffallenden Anomalien deutet er 
durch starke Entkopplung des Elektronendrehimpulses von der Kern
achse infolge der Rotation (52a). Tabelle I stellt die Ergebnisse zu
sammen, die Zahl vor dem Termsymbol gibt n* an, dabei sind die n*
Werte fUr die nicht dem FULcHER-System angehorigen Terme besonders 
ffir hohere n natiirlich ungenau. 

Tabelle I. 

n LYMAN-WERNER- RrCHARDSONS neues FULCHER-
System System System 

6 5·.94 0., 
S 4,94 0., 
4 3,8 3,94 0., 

3 2,9 IIg 2,94 0., 
2,9 Ig ·2,83 Iu 

2 2,0 IIu 
1,8 It. '( Jo 1,8 Iu 1,93 Ig 
0,9 Ig 

Ein rohes theoretisches Schema konnen wir durch Interpolation 
zwischen den Termen des He-Atoms und den Termen zweier H-Atome 
gewinnen. Ein mogliches Zuordnungsschema gibt Abb. 6. Es liefert in 
der Lage der Terme n =I den einen Term I kg von den .hoheren Termen 
dfirften in erster Linie diejenigen zu stabilen Molekeln fUhren, die zu 

u* 
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Heliumtermen fUhren, deren n nicht hoher ist als in den H + H-Termen. 
Das sind fiir n =2 im Singlettsystem I Eg I Eu I IIu, im Triplettsystem 
3 Eg3 IIu. Es liegt sehr nahe, die beiden bekannten ultravioletten Banden
systeme als die beiden theoretisch moglichen Kombinationen zwischen 
zwei- und einquantigen Zustanden I Eu~ I Eg, I IIu~ I Eg zu deuten 
(I Eg kombiniert nicht mit I Eg; Triplett-Singlett-Kombinationen diirften 
sehr schwach sein). Das auf dem Anfangsterm der L"\"MAN-Banden auf
gebaute RICHARDsoNsche System enthielte dann die Ubergange, die 
im Singulettsystem zu dem zweiquantigen I Eu-Term gehen. Das FUL

He 

theoretisch als klein von der 
trum erwarten. 

H+H CHER-System kann man 
dann als Triplettsystem 
3IIu, 3Eu ~ 3Eg oder 
(wie WEIZEL) als Sin

gulettkombinationen 
IIIu', Eu~ IEgdeuten; 
das theoretische Schema 
laBt sowohl einen tiefen 
zweiquantigen 3 Eg-Term 
wie einen solchen I E[ 
Term erwarten. Es 
scheiat vorlaufig keine 
Moglichkeit zu geben, 
zwischen beiden Auf

. fassungen zu entschei
den. Das FeWen einer 
Multiplettstruktur im 
FULcHER-Systemistkein 
ArgumentgegendieDeu
tung als Tripletts, da wir 
die Triplettaufspaltung 

GroBenordnung wie im He-Atomspek-

Das neue RIcHARDSON-System, dessen Deutung als Singulettsystem 
nahe liegt, mochten FINKELNBURG und MECKE als Triplettsystem deuten. 
Ihre Griinde scheinen nach WEIZELS Deutung der Anomalien nicht 
mehr zwingend. Die Deutung der RICHARDSON-Banden als Triplett
system und der FULcHER-Banden als Singulettsystem hat vielmehr 
ernste Schwierigkeiten imGefolge. DieLYMAN-Banden miissen alsInter
kombination I Eu~ I Eg erklart werden, wahrend wir theoretisch nur 
ganz schwache Interkombinationen erwarten. Ferner ware es dann auf
fallend, daB das System I Eu(n = 2) ~ I Eg (n = r) nicht beobachtet ist. 
Immerhin, auch WEIZELS Deutung aller analysierten Banden durch 
Singletterme hat die Schwierigkeit, daB fiir die Triplettkombinationen, 
die im He-Atomspektrum die starksten Linien geben, im Hz keine 
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intensiven Banden mehr ubrig sind. Endlich die Deutung des LYMAN
WERNER-RICHARDSON-Systems durch Singletts, des FULcHE~-Systems 
durch Tripletts macht die Einfachheit des FULcHER-Systems gegenuber 
der Verwickeltheit des RICHARDSON-Systems nicht recht versHindlich. 
Wir sehen also, die Entscheidung, wie sich die beobachteten und weit
gehend gedeuteten Terme auf das Singlett- und auf das Triplettsystem 
verteilen, ist noch nicht ganz eindeutig moglich. Wir durfen hoffen, 
daB gerade die weitere Erforschung des Hz-Spentrums uns noch manchen 
Einblick in die feineren Wechselwirkungen in einer Molekel tun laBt; 
fUr die Demonstration unserer allgemeinen und groberen theoretischen 
Ergebnisse erweist es sich vorlaufig noch als kein gutes Beispiel. 

Es sind einige Termberechnungen ffir Hz angestellt worden. HEITLER 
und LONDON (53) haben die zu den Grundtermen der getrennten Atome 
gehorenden Terme berechnet und gefunden, daB '.Eg zu einer stabilen 
Molekel mit ungefahr den richtigen Eigenschaften fUhrt und 3 Xu keine 
stabile Molekel liefert. Der Grundterm ist genauer von SUGIURA (54) 
und besonders von WANG (55) berechnet worden. rm Gebiet der zwei
quantigen Terme hat HYLLERAAS (56) ohne Berucksichtigung der sp
Entaltung im H-Atom die von H+H: 1+2 ausgehenden X-Terme 
gerechnet. KEMBLE und ZENER (57) haben die von H +H: 1 + 2 aus
gehenden Il-Terme gerechnet und gefunden, daB bei Verringerung des 
Zentrenabstandes irn Zweizentrensystem 3 IIu und I IIu zll..nachst nach 
unten gehen, also zu Molekeltermen fUhren, und 3 Ilg und I Tfg nach 
oben, in qualitativer frbereinstimmung mit unserem Schema Abb. 6. 
GUILLEMIN und ZENER haben Berechnlmgen des tiefen zweiquantigen 
.Eu angestellt (58) I. 

Die Molekeln HeH und Hez sind Beispiele dafiir, daB die Terme des 
Zweizentrensystems nicht immer zu Molekeltermen fUhren (wir gehen 
im Abschnitt chemische Bindung naher darauf ein). Das durch CURTIS, 
WEIZEL, FUCHTBAUER, DIEKE, TAKAMINE, SUGA und IMANISHI (59, 60, 
61, 62) recht gut bekaimte Hez-Spektrum gehort zu angeregten Zu
standen der He-Atome. Seine Deutung im Sinne unserer Betrachtungen 
ist von WEIZEL versucht worden. Auch hier ist die Forsehung noch 
im Gang. 

Von den Molekeln mit mehr Elektronen erweisen sich zunachst die 
Hydride fUr eine Termvorhersage als gunstig. Da die Ladung des einen 
Kernes klein gegen die des anderen ist, erwarten wir, daB das Term
schema nicht allzuviel von dem eines Atoms mit der gleichen Elektronen
zahl abweicht. Wir konnen hoffen, die Terme der Hydride dureh Sym
bole der Art (z. B. OH) 

I Anmerkung bie der Korrektur: H. LUDLOFF hat neuerdings (Z. Physik 
55, 304, 1929) die Terme I sa2 IS und I sO' 2SO' IS und 3S berechnet. 
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beschreiben zu kannen. Auf die Analogie der Hydridspektren mit den 
Spektren der Atome mit gleicher Elektronenzahl ist schon von MECKE 
(29) hingewiesen worden. Ein systematischer Vergleich des theoretischen 
Schemas mit den experimentellen Befunden ist von HUND (14) und 
MULLIKEN (63) gegeben worden und gibt. Dbereinstimmung. Aueh 
HULTHEN, dem wir sehr viel in der empirischen Kenntnis und Systematik 
der Hydridspektren verdanken, vergleicht einige seiner Ergebnisse mit 
der Theorie (64). 

Die qualitative Vorhersage des Termschemas im allgemeinen Fall ist 
sehwieriger, da die energetische Reihenfolge der Elektronenbahnen im 
Zweizentrensystem starker vom Zentrenabstand abhangt. Wir benutzen 
folgendes ,Verfahren, das dem (zuerst von BOHR in der Theorie des 
periodischen Systems benutzten) bei Atomen angewandten Verfahren 
analog ist. Statt das allgemeine Problem der Bewegung von vielen 
(n) Elektronen im Felde zweier Zentren bei verschiedenem Zentren
abstand zu betraehten, betrachten wir ein Elektrpn in einem Kraftfeld, 
das dureh kontinuierliche Verteilung der negativen Ladung von n-I 
Elektronen entsteht. Die Energie eines Zustandes des Zweizentren
systems mit den n Elektronen wird dann genahert durch die Summe 
der Energien von n Zustanden des Einelektronensystems angegeben, 
wobei wir nur solche Summen zu bilden haben, wo haehstens 'zwei 
Elek~ronen in demselben (nichtentarteten) Quantenzustand sind. Wir 
tun dies bei versehiedenen Abstanden der Zentren. Fiir ein qualitatides 
Termschema ist es ausreichend zu wissen, welches die energetische 
Reihenfolge der Zustande im Einelektronensystem ist. 

1m folgenden beschranken wir uns (urn etwas konkretes zu haben) 
auf den Fall gleicher Keme. Tabelle 2 gibt in Spalte I die Nummer 
des Zustaudes, die er hat, wenn aIle Entartungen unter Beriick
sichtigung des Spins wegge$chafft sind. Spalte 2 gibt die Quanten
zahle.il fiir diese Zustande fiir Abstand Null der Zentren und Spalte 3 
fiir sehr geringen Abstand. Yom 19. Zustand ab ist zu beachten, daB 
in der Tabelle der Fall gewahlt ist, wo die Gesamtkernladung graBer 
als 20 ist; im anderen Fall ist die Reihenfolge 3P, 4s, 3d (vgl. K, Ca, Sc). 

In der letzten Spalte steht die Nummer des Zustandes fiir unendlieh 
weit getrennte Zeutren (die Falle, die sich nur durch die Wahl des 
Zentrums unterseheiden, in dessen Nahe das Elektron ist, sind als einer 
gezahlt). Die vorletzte Spalte gibt die Quantenzahlen dieser Zustande, 
die drittletzte Spalte gibt die Termbezeichnung fiir den Fall eudlichen 
imd sehr ,groBen Zentrenabstandes; s spaltet in ag und au auf, wo au 
einen Knoten in der Mittelebene, also hahere Energie hat; P spaltet in 
ag a~ 7lg1Eu auf, wo au und tlg einen Knoten in der Mittelebene haben, 
also wahrseheinlich hahere Energie; die Reihenfolge von tlu und 0 g' 

sowie von tlg und au ist natiirlieh zweifelhaft (Klammer in der TabeIleJ. 
Wenn der Zentrenabstand von kIdnen Werten zu groBen Werten ver-
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Tabelle 2. 

(b) (c) (d) (e) (f) 
Nummer Kleiner 

des Atom Zentren-
GroBer Unend- Nummer 

Zentren- ticher des 
abstand Zentren- . Zu

abstand standes 
Zu- abstand 

standes 

35,36 
33,24 
31,32 

29,30 

27,28 
25,26 

23,24 
21,22 

19,20 

17,18 
15,16 
13,14 
II,12 

9,10 

7,8 
5,6 
3,4 
1,2 

4P 

3P 

25 

IS 

1I" 

1I" } 
71g 

71g 

lIg } 
1I" ::} 

71" 

71g :; I :: 
71g 71g lIg 

lIg lIg 1I" 1I" } 

71" 71" 71g 71g 

1 __ 71_,, __ : __ 71_,, __ .,..!!L _71:.:;g~ __ : __ 71~g __ 1 

1I" lIg I lIg -I lIg } 

lIg lI"J 71" -- 71" 
71u 71" 71" --I __ 71':'::"~_I ___ _ 

1 __ 71..::" __ 1._71 ..... ,,_ 1I" -- 1I" 25 

71" 

3P 

1I" lIg 

IS 

18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 

II 

10 

9 
8 
7 
6 

5 
4 
3 
2 

1 

iindert wird, SO muB die Reihenfolge (b) in die Reihenfolge (f) fiber
gehen, und zwar wird sich zuerst ffir die tiefen Elektronenbahnen die 
Reihenfolge (f) herstellen, spater auch fUr die hOheren. Wir schlieBen 
also an Fall (b) einen Fall (c) an, wo die Reihenfolge der vier ersten 
Elektronenbahnen die endgiiltige ist, ffir die nachsten beiden ist sie es 
dann wahrscheinlich von selbst, da in (b) und (f) auBer der schon ver
brauchten og-Bahn eine tiefliegende og-Bahn vorhanden ist. Die Reihen
folge der hOheren Bahnen ist in (c) ein wenig in der Richtung auf (f) 
hin verandert. Wir schlieBen jetzt einen Fall (d) mit noch groBerem 
Zentrenabstand an, der bis zum 14. Platz die endgiiltige Reihenfolge 
hat, wir wahlen 14, weil beim Obergang von (b) zu (I) keine Bahn lmter 
15 mit einer Bahn fiber 14 vertauscht zu werden braucht (es geht dies 
nur bei 6 und 141). Dann kommt noch ein Fall (e). Die starke Linie 
in Tabelle 2 gibt die Stelle an, bis zu der die Reihenfolge die gleiche 
wie ffir unendlich weit getrennte Zentren ist; Klanmlern bei den h6heren 
Termen geben an, daB wir ffir diese Terme ungefahr gleiche Energie 
erwarten. 

Gegen das Verfabren, zur Aufstellung eines qUalitativen Termscbemas 
den einzelnen Elektronen Quantenzahlen zuzuscbreiben, laBt sich ein 
Bedenken erbeben, das wir am Beispiel des H. erlautern (Abb. 6). Die 
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beiden Terme ISO 2Po 3Eu und lEu miissen fUr groBen Zentrenabstand 
weit auseinanderriicken. Diese Schwierigkeit fiele nur dann weg, wenn 
der Grundterm von W +H- wenig iiber dem von H +H lage (geringe 
Kopplung detElektronen miteinander), dann batten wir das Zuordnungs
schema: 

2p02 I~ I 
ISO 2pa I~: {H+ +H- (IS· IS) 
Isa 2pa 3~1t H +H (I + I) 
ISO'. I~g 

entsprechend der Aufspaltung des Grundterms fUr ein Elektron in 
ISO' und 2PO. Wie stark dieser Umstand die Folgerungen aus unserer 
Methode stort, kann wohl nut weitere Erfahrung lehren. 

Wir-schlieBen ausTabelle2 einige allgemeine Eigenschaften von M oleke1n. 
Da geschlossene Schalen stets I E-Terme geben und die a-Schalen (Zweier
scbalen) haufiger sind als die 'J'C- und t5-Schalen (Viererschalen) , erwarten wir 
fUr die meisten Molekeln mit gerader Elektronenzahl IE Term und Dia
magnetismus. Die einzige als paramagnetisch bekannte Molekel mit gera
der Elektronenzahlist O2 ; wir verstehen diese Ausnahme mit Tabdle2. Bei 
I6 Elektronen haben wir im tiefsten Zustand zwein-Elektronen auBerhalb 
der geschlossenen Schalen, das gibt einen 3 E als tiefsten Term. VAN VLECK 
hat gezeigt, daB die paramagnetiscbe Suszeptibilitat von O2 sich unter 
der Annahme eines 3 E Grundterms verstehen laBt, und MULLIKEN hat 
gezeigt, daB der untere Term der atmospharischen Sauerstoffbanden 
ein 3 E Term ist (63, 66). Wir sehen ferner aus dem Schema, daB wir 
fUr die Grundterme keine hohere Multiplizitat als 3 zu erwarten haben 
(0 und 'J'C geben Dubletts; 'J'C. gibt 3 E, IE, ILl; n 3 gibt • II) , im Gegensatz 
zu den Atomspektren. 

Auf Grund der Tabelle 2 kann man qualitative Termschemata fiir 
Molekeln vorhersagen. Die energetischen Unterschiede zwischen den 
einzelnen Elektronenbahnen sind geringer als in den Atomen, einmal 
wei! die Terme starker unterteilt sind und die Hauptquantenzahl eine 
geringe Rolle spielt, und dann wei! die Ordnung fiir verschiedenen 
Zentrenabstand verschieden ist, es also Abstande gibt, wo zwei Elek
tronenbahnen nahezu die gleiche Energie haben. Wir konnen daher 
erwarten, daB ofter zwei Elektronen angeregt sind, als in den Atom
spektren, ebenso daB es neben dem Grundterm noch mehr tiefliegende 
Terme gibt, die mit dem Grundterm kombinieren oder nicht kombinieren. 
Unsere Tabelle liefert z. B. fUr I8 Elektronen (F.) und 34 Elektronen (C1.) 
'J'Cg 4 lEg; 'J'C/ au 3 Eu, 'Eu usw. als tiefliegende Terme. Vielleicht hangt 
damit die Farbigkeit von F. und C1. zusammen. 

1m einzelnen lassen sich einige empirische Befunde in Systemen 
mit I3 (N; und ahnlich BO, CO+, CN), I4 (N'J" CO), IS (0;, NO), 
I6 (0.) Elektronen verstehen. Mit diesen hat sich besonders MULLIKEN 
beschaftigt, als er versuchte, die Molekelterme durch Quantenzahlen 
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der einzelnen Elektronen zu beschreiben (28, 63). Unter den empirischen 
Tatsachen fallt die geringe Anregungsenergie von N; und die hohe An
regungsenergie von N z auf. Nach Tabelle 2 mag die niedrige Anregung 
von N; von der Nachbarschaft der Anordnungen n~ a; au 2 Eu (Grund
term in [b J) und n~ ag a; 2 Eg (Grundterm in [cJ bis [I]) herrtihren. Mit 
14 Elektronen erhaIten wir fUr (b) bis (j) im Grundzustand dieselbe 
Elektronenanordnung 

a; a:, a; a:' n~ a; 'Eg; 
wir erwarten einen groBeren Unterschied gegen die nachsten Terme 

· . n~ ag 1tu ',3 IIu 
· . n~ ag ng 1,3 IIg 
.. n~ agag I,3Eg 
· . ni; ag au ',3 Eu. 

Der Stickstoff spieIt etwas die Rolle eines "Edelgases" unter den 
Verbindungen mit hoher Anregungsenergie, hoher Ionisierungs- und 
Dissoziationsenergie. Es ist anzunehmen, daB diese besondere Stellung 
der N 2 -Molekel mit der genannten Grenzlinie beim 14. Elektron in 
Tabelle 2 zusammenhangt, nach der fUr aIle Zentrenabstande dieselbe 
Elektronenanordnung den Grundzustand des Zweizentrensystems liefert. 

4.Der Kernspin. HEISENBERG hatte den Intensitiitswechsel in der 
Rotationsstruktur der Molekeln mit zwei gleichen Kernen mit der Symme
trie der Eigenfunktion in den Kernen in Beziehung gebracht. Das 
symmetrische und das antisymmetrische Termsystem kombinieren nicht 
miteinander; es steht der Annahme verschiedener statistischer Ge-wichte 
fur beide nichts im Wege. HUND versuchte, das GewichtsverhaItnis 
durch die Annahme einer net.ten Kerneigenschaft (Spin) zu erklaren, 
vermoge derer die Kerne iiI einem Feld verschiedene Einstellungsmoglich
keiten haben, und durch die zweite Annahme, das nur diejenigen Terme 
existieren, die unter Berucksichtigung dieses neuen Freiheitsgrades in 
den Kernen symmetrisch sind, oder nur diejenigen, die antisymmetrisch 
sind. Mit zwei Einstellungsmoglichkeiten fUr jeden Kern erhaIt man 
statt eines Elektronentermes der Molekel vier (praktisch nicht trennbare) 
Terme. Bei dreien ist der nur yom Kernspin herruhrende Anteil der 
Eigenfunktion symmetrisch, bei einem antisymmetrisch. In der Natur 
kommen also je nach der Symmetrie des Elektronentermes drei oder 
einer dieser Terme vor. Die Molekel hat das GewichtsverhaItnis (In
tensitatsverhaItnis) 3 :1. Drei Zustande des einzelnen Kernes gibt 2 :1, 

vier gibt 5 :3. Eine einzige Moglichkeit (kein Spin) hat zur Folge, daB 
entweder nur das System mit symmetrischer oder antisymmetrischer 
Elektronenterm-Eigenfunktion vorkommt. 

Am interessantesten ist die Betrachtung des vVasserstoffkernes, des 
Protons, selbst. Der gemeinsame Endzustand der schwingungsfreien 
Banden des LYMAN- und WERNER-Systems im H 2 -Spektrum ist der 
Grundzustand der H 2 -Molekel, er ist ein 'Eg-Term. Die LYMAN-Band en 
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zeigen Intensitatswechsel und zwar gehoren die Rotationsterme J =1, 

3,5 ... zum starken System. Wir konnen uns mit der Tatsache be
gntigen, daB bier die beiden Systeme verschiedener Symmetrie in den 
Kernen (J = 0, 2, 4 . .. symmetrisch, J =1, 2, 5 . .. antisymmetrisch) 
mit verschiedenem statistischen Gewicht vorhanden sind. Wir konnen 
aber auch die verschiedenen Gewichte ahnlich wie beim Para- und 
Orthoheliumsystem erklaren. Dort fUhrten die beiden durch das ge
samte atomspektroskopische Material gesttitztefi Annahmen zum Ziel: 
Erstens, das Elektron hat einen vierten Freiheitsgrad (Spin) mit zwei 
Quantenzustanden; zweitens, es kommen in der Natur nur die Atom
zustande vor, deren Gesamteigenfunktion (einschlieBlich Spin} in den 
Elektronen antisymmetrisch ist. Wir konnen den Beflmd bei den 
H 2 -Banden analog durch die (nun ad hoc gemachten) Annahmen er
klaren: Das Proton hat einen vierten Freiheitsgrad mit mehr als einem 
Quantenzustand, und es existieren nur die M olekelzl1stande, deren Eigen
funktion (unter Berticksichtigung dieses vierten Freiheitsgrades) in 
den Protonen antisymmetrisch sind. Wenn das Proton zwei Zustande 
hat, ergeben sich fUr die zwei Protonen vier Moglichkeiten, drei mit 
symmetrischer, eine mit antisymmetrischer Verkntipfung. Da der Elek
tronenzustand symmetrisch, die RotationszusHinde 0,2,4 ... symme
trisch, I, 3, 5 . .. antisymmetri;ch sind, bekommen wir fUr die Ro
tationsterme I, 3, 5 das dreifache Gewicht als fUr 0, 2, 4 ... Drei Zu
stande fUr das einzelne Proton gabe das Verhaltnis 2:1, vier gabe 5:3. 

Eine genauere Bestimmung des Gewichtsverhaltnisses, als es aus 
den Banden moglich ist, ergibt sich aus dem Anstieg der spezifischen 
Warme von 3/2 R nach 5/2 R, der bei tiefen Temperaturen stattfindet. 
Von vielen Autoren ist versucht worden, die empirische Kurve theore
tisch zu erklaren. Geklart wurde der Sachverhalt durch D. M. DEN
NISSON (66); er erhielt die empirische Kurve unter der Annahme, daB 
das Wasserstoffgas eine Mischung aus zwei Wasserstoffarten ist, von 
denen die eine in den Rotationszustanden 0, 2, 4 ... des Grundterms vor
kommt, die andere in denZustanden 1,3,5 ... und wobei die letztgeflannte 
Art dreimal so haufig ist. Damit ist das Gewichtsverhaltnis 3 : I mindestens 
sehr wahrscheinlich gema'cht (2: I gibt nicht so gute Dbereinstimmung); 
3: I bedeutet aber: das Proton verhiilt sich qualitativ wie das Elektron. 

DENNISONS Rechnung ergab, daB die Umwandlung einer Wasser
stoffart in die andere in den Zeitraumen, die bei der Messung der spezi
fischen Warme benutzt wurden, vernachlassigt werden kann. Sie laBt 
auch die Moglichkeit offen, daB gar keine Umwandlung stattfindetr. 

I Unter der anderen moglichen Annahme, daB die Haufigkeit der Kom
binationen zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Termen so groB 
ist, daB bei den Messungen der spezifischen Warme Gleichgewicht angenom
men werden kann, war die spezifische Warme schon von HUND berechnet 
worden. Das Ergebnis erwies sich mit der spateren Analyse der Banden 
durch HOR! als nicht vertraglich. 
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Diese Umwandlung ist nun neuerdings experimentell nachgewiesen 
durch BONHOEFFER und HARTECK (67) und durch EUCKEN (68). BON
HOEFFER und HARTECK fanden im Wasserstoffgas bei niedrigen Drucken 
durch Messungen der Warmeleitfahigkeit, daB die Halbwertszeit Jahre 
betragen muB, bei hohen Drucken in MetallgefaBen geht sie bis auf 
Stunden herunter'. EUCKEN miBt die spezifische Warme von Wasser
stoffgas, daB 0, 6 und 13 Tage auf tiefer Temperatur gehalten wurde 
und findet nur bei frischem Wasserstoff das Verhaltnis 1:3, bei alterem 
andert sich das Verhaltnis in Richtung I: 1. 

In der Beobachtung des Intensitatswechsels der Banden (bzw. der 
Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme) haben wir einen 
neuen Zugang zu den Kerneigenschaften gewonnen. Interessant sind 
auch die Ergebnisse fUr die hOheren Keme. Tabelle 3 gibt eine Zu
sammenstellung der bisher bekannten Falle von Intensitatswechsel. 

TabeUe 3. Intensitatswechsel und Kernspin. 

Gemessenes Zahl derTerme 
Kern Intensitli.ts- fUr den Kern QueUe 

Verhli.ltnis 

IH 1: 3 2 
2He 0 1 
3 Li vorhanden >1 (69) 
6C o? 1 ? 
7N 1:2 3 (1) (70 ) 
80,6 0 1 

9 F 1: 3 2 (;1) 
II Na Ai 1 : 1 groB (72) 
17 Cl35 Ai 5:7 6 (73) 
53 J Ai 1: 1 groB 

Befriedigend ist, daB He und ° die extreme Art des Intensitats
wechsels zeigen, wo nur eines der beiden Systeme vorhanden ist. Dies 
bedeutet, daB der He- und O-Kern nur einen Term hat, also ein ab
geschlossenes Gebilde ist. [Die besonderen beim O2 gefundenen sehr 
schwachen Linien, die neuerdings von GIAUQUE und JOHNSTON (74) 
durch O-Isotope 17 und 18 erklart worden sind, sind nicht beriicksichtigt; 
die Molekiile, die aus 0 16 und 0 18 oder aus 0 16 und 0 17 bestehen, zeigen 
beideSysteme. (OI7)2 und (018)2 miiBtenIntensitatswechsel haben, doch 
sind Linien dieser MolekUle als auBerst schwach zu erwarten und noch 
nicht gefunden.] Eine ernste Schwierigkeit ist das von ORNSTEIN und 
VAN WYK gemessene Verhaltnis I: 2 in den N!' -Banden (70). Wenn 
das Proton sich wie das Elektron verhalt, erwarten wir fiir Kerne mit 
gerader Zahl von Partikeln (die Differenz der Zahl der Proton en und 

I Die von BONHOEFFER und HARTEcK gewli.hlten Bezeichnugen Para
und Ortho-Wasserstoff beziehen sich auf die hier wesentliche Symmetrie in 
den Kernen. Die Bezeichnung Para- und Ortho-Helium entspricht der Sym
metrie in den Elektronen. 
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Elektronen, also die Kemladung oder Atomnummer ist dann auch 
gerade) eine nngerade Zahl von Kemtermen, fUr ungerade Partikelzahl 
(ungerade Atomuummer) eine gerade Zahl von Kemtermen. Der Befund 
bei N scheint dem zu widersprechen (76); vier Kemterme wiirde 5: 3 
geben, und das scheint mit den Messungen nicht vereinbar. 

Vnter Benutzung der hier angegebenen 'Oberlegungen kann aus der 
Tatsache, ob bei .l'-Termen die ungeraden oder die geraden Rotations
zustande zum starken System gehoren, geschlossen werden, ob ein gerader 
oder ungerader Elektronenterm vorliegt. 

S. Atom- und Ionenzustande, Atom- und Ionenmolekeln. Aus 
den Erfahrungen der Chemiker tiber die Eigenschaften der Verbindungen 
hat sich die Vnterscheidung von Ionenmolekeln und Atommolekeln ent
wickelt. Vnter Ionenmoleke1n verst and man Gebilde, die man zunachst 
als aus Ionen bestehend ansehen konnte und deren Energie sich ge
nahert aus der Energie der Ioneu und ihrer elektrostatischen Anziehung 
berechnen lieB. Die Atommolekeln konnte man nicht im gleichen Sinne 
als aus neutralen Atomen bestehend ansehen; es gelang auch nicht. 
ihre Eigenschaften aus den Eigenschaften einze1ner Atome und Kraften 
zwischen diesen zu berechnen. Man nahm aber an, daB die Elektronen 
ungefahr im Verhaltnis der Kemladungen auf die Vmgebungen der 
einze1nen Keme verteilt sind. DaB eine rechnerische Behandlung der 
Ionenmolekeln (KOSSEL, BORN und Mitarbeiter, GRIMM, HERZFELD, 
FAJANS) so vielleichter moglich war, lag daran, daB unter den zwischen 
Ionen wirkenden Kraften die COULoMBschen Wirkungen der Ladungen 
vorherrschten und einem bekannten Gesetz folgten, wahrend man ffir 
Krafte zwischen Atomen nur unsichere Annahmen machen konnte. 
Immerhin konnte man gewisse Eigenschaften der Atommolekeln durch 
die Annahme gemeinsamer Elektronenpaare' usw. (LEWIS, LANGMUIR) 
erklaren. 

Wir miissen nun untersuchen, ob die auf Grund der Quantenmechanik 
gewonnene bessere Kenntnis der Molekelterme und ihrer Eigenschaften 
erlaubt, die Vnterscheidung in Ionen- und Atommolekeln aufrecht zu 
erhalten und ob sie eine Definition ermoglicht. FUr die Definition 
scheinen sich zwei Moglichkeiten zu bieten. Bleiben wir bei zweiatomigen 
Moleke1n, so gehen die Terme des entsprechenden Zweizentrensystems 
tiber in Terme getrennter Atome und in Tetme getrennter Ionen. Es 
liegt der Versuch nahe, Terme, die in so1che von Atomen tibergehen. 
Atomterme oder Atomzustande zu nennen und Terme, die in so1che 
von Ionen tibergehen, Ionenterme oder Ionenzustande zu nennen. Eine 
Molekel ware dann eine Atommolekel, wenn ihr Grundzustand ein 
Atomzustand ist, und eine Ionenmolekel, wenn ihr Grundzustand ein 
Ionenzustand ist. Leider hat dieZuordnung der Terme des Zweizentren
systems zu denen getrennter Atome oder Ionen (wie schon oben betont) 
die unangenehme Eigenschaft, daB die adiabatische Zuordnung oft 
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nicht die physikalisch sinnvolle ist. Vor Aufstellung der theoretischen 
Uberlegungen tiber die Molekelterme hat FRANCK (22, 24) eine Unter
scheidung der Molekeln auf Grund ihrer Zuordnung zu getrennten Ge
bilden versucht, die bisher eindeutige Ergebnisse geliefert hat. 

Eine andere, davon etwas verschiedene Definitionsmoglichkeit ist 
folgende: Ein Zustand einer Molekel heiBt Ionenzustand, wenn Term 
und E,igenfunktion so berechnet werden kann, daB man von den Eigen
funktionen getrennter Ionen ausgeht und in nachster Naherung die 
Wechselwirkung einfUhrt. Er heiBt Atomzustand, wenn man von den 
getrennten Atomen ausgehen muB. Damit ist def Umfang der Begriffe 
Atomzustande und Ionenzustande nattirlich etwas willktirlich geworden. 

Eine dritte Moglichkeit ist die, von Ionenzustanden zu sprechen, 
wenn solche Koordinatenwerte der Elektronen die haufigsten sind, wo die 
Zahl der Elektronen in der Nahe der Kerne nicht der Kernladung ent
spricht, sondern gleich der Elektronenzahl der Ionen ist. 

Der tiefste lEu-Term des H2 in Abb. 6 geht dort in einen Atomterm 
Uber. Er ware nach der ersten Definition ein Atomzustand. Bei geringer 
Kopplung der beiden Elektronen wtirde er in einen Term von H+ + H
tibergehen, er ware also ein Ionenzustand. Es ist durchaus moglich, 
daB bei einem geeigneten Naherungsverfahren auch fill die wirklich 
vorhandene Kopplung seine Eigenschaften sich yom Zustand getrennter 
Ionen her annahern laBt [vgl. die Rechnung von GUILLEMIN und ZENER 
(43)J. Was nun die Verteilung der Elektron~n anlangt, so hat er als 
lEu-Term immer eine gewisse Verwandtschaft mit Ionentermen. Es 

ist P(XlYlZlX2Y2 Z2 ) = P(X2Y2Z2Xl YIZI) 
und P (XI YI ZI X2 Y2 Z2) = - P(-XI-YI-ZI-X2-Y2-Z2)' 
d. h. Pist Null fUr XI = - X2, YI = - Y2' ZI = - Z2 und hat groBe Betrage 
fUr (XIYIZI) = (X2Y2Z2)' d. h. der Zustand, wo beide Elektronen in der 
gleichen Gegend sind, ist relativ wahrscheinlich. Entsprechend haben 
3Eu-Terme immer eine gewisse Verwandtschaft mit Atomtermen, es 
ist P=o fUr (XI YIZI) = (X2Y2Z2)' 

Dies hat nattirlich wenig physikalische Bedeutung. Bei Molekeln 
mit ungleichen Kernen wird die Eigenschaft auch mehr verwischt. All 
diese Angaben sollen nur zeigen, daB die Quantenmechanik keine scharfe 
Unterscheidung zwischen Atom- und Ionenmolekeln geben kann. Man 
kann die Begriffe nach wie vor fUr Grenzfalle gebrauchen, deren die 
wirklichen Molekeln mehr oder weniger entsprechen. 

IV. Mehratomige Molekeln. 
I. Elektronenterme. Die Behandlung von Molekeln mit mehr als 

zwei (k) Kernen kann man in ganz entsprechender Weise angreifen wie 
die von Molekeln mit zwei Kernen. Man wird versuchen, zunachst die 
allgemeinen Eigenschaften eines Systems mit k Zentren mit gegebener 
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Ladung und festen aber beliebig wahlbaren Koordinaten aufzufinden. 
Die Tenntypen werden von den speziellen Symmetrieeigenschaften ab
hangen. Dann wird man ein rohes Tennschema entwerfen, indem man 
durch Variation der Zentrenabstande das System in zwei getrennte 
Systeme uberfiihrt, etwa in eines mit k-r Zentren und in ein Atom, 
oder auch indem man durch Vereinigen der Zentren zu einem Atom 
ubergeht. SchlieBlich hat man noch den EinfluB von Schwingung und 
Rotation zu untersuchen. 

Allgemeine Tenneigenschaften des Mehrzentrensystems erhaIt man 
durch Betrachtung der Symmetrieeigenschaften. Die Symmetrie in den 
Elektronen gibt nichtkombinierende Termsysteme, die nach ZufUgung 
des Spins zu Systemen verschiedener Multiplizitat fuhren. Die Art der 
Multiplettaufspaltung hangt vom besonderen Fall abo Was die Symme
trie des Kraftfeldes anlangf, so seien nur einige einfache FaIle erwahnt. 
Liegen die Zentren auf einer Geraden (vielleicht fiir CO2 , CH2 , MgC12 

. " usw. geeignet), so erhalten wir genau wie 
+ q fruher £-, };'-, Ii-, .1- ..• Tenne mit der 

q 

Regel LlA = 0, ± I und fUr die einzelnen 
Elektronen Zweierschalen (0) und Vierer
schalen (;Jr, <5 ... ). In allgemeinen Fallen 
erhalten wir nur Zweierschalen. Wenn wir 

Abb.7. Beispiel von Termen z. B. mit einem Elektron von einem axial-
im Mehrzentrensystem. symmetrischen Fall ausgehen, wo die Stellen 

tiefer potentieller Energie (Kerne) auf der 
Achse liegen, dann zum wirklichen Fall ubergehen, wo sie nicht auf 
einer Geraden liegen, und .von da zu einem anderen axialsymmetri
schen Fall, wo die tiefe potentielle Energie auf einer Scheibe senk
recht zur Achse sitzt, so erhalten wir das qualitative Schema 
der Abb. 7. Ein Atom d-Term spaltet wegen des Obergangs der 
Kugelsymmetrie in die Achsensymmetrie in ein 0-, ;Jr- und <5-Term 
mit den Gewichten r, 2, 2 auf, wobei 0 tiefer als ;Jr und ;Jr tiefer als <5 
liegt. Auf der rechten Seite erhalten wir bei Achsensymmetrie dieselbe 
Aufspaltung, aber 0 liegt hoher als ;Jr und ;Jr hoher als <5. Wenn im all
gemeinen Fall (in der Mitte) das Kraftfeld eine Symmetrieebene hat 
(bei drei Zentren immer), so konnen wir noch Terme, die symmetrisch, 
und Terme, die antisymmetrisch zu dieser Ebene sind, unterscheiden 
(in der Abbildung mit+ und - bezeichnet. Solche Systeme mit nur 
Zweierschalen haben als Grundterm bei gerader Elektronenzahl einen 
Singlett-, bei ungerader einen Dubletterm. In Systemen, die nahezu 
Achsensymmetrie haben (vielleicht 03' C03, N03 • •• ), gibt es zwar nur 
Zweierschalen, aber die Viererschale wird insofern eine Rolle spielen, 
als manchmal zwei Zweierschalen energetisch wenig verschieden sind. 
Einige Systeme (z. B. CH4, 504) lassen sich vielleicht als genahert 
kugelsymmetrisch behandeln. Hier sind entsprechend den p- (d)-Schalen 
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des kugelsymmetrischen Falls vielleicht manchmal drei (flinf) Zweier
schalen energetisch benachbart. In allen solchen Hillen ist zu beach
ten, daB die Symmetrie der Molekel in verschiedenen Elektronzu
standen verschieden sein kann. Die Symmetrie in den Kernen bringt, 
wenn gleiche Kerne vorhanden sind, weitere Eigenschaften der 
Terme. 

2. Schwingungs- und Rotationsterme. Bei der Behandlung der 
Schwingung kann man bei kleinen Amplituden wie in der klassischen 
Theorie "Normalkoordinaten" einflihren und die mit dies en Koordinaten 
z. B. von BRESTER (76) gefundenen Ergebnisse tiber Mannigfaltigkeit 
und Kombination tibernehmen. Bei Molekeln mit mehr als drei Kernen 
kommt ein neuer Zug hinein (14). Wenn die Kerne im Gleichgewicht 
eine nicht ebene Anordnung haben, so existieren zwei Gleichgewichts
lagen, die sich spiegelbildlich unterscheiden. Die Eigenfunktionen der 
Schwingungen sind entweder symmetrisch oder antisymmetrisch in den 
beiden Koordinatengebieten mit tiefer potentieller Energie. An Stelle 
eines Terms, den man mit Normalkoordinaten und Korrespondenz
prinzip erhalten wtirde, erhalt man zwei Terme, einen im eben geI;lannten 
Sinne symmetrischen und einen antisymmetrischen. Die Tatsache, daB 
jeder stationare Zustand im Zeitmittel die Rechts- und die Linksan
ordnung enthalt, daB also jede Rechtsanordnung einmal in eine Links
anordnung iibergehen muB und umgekehrt, scheint im Widerspruch 
zu stehen mit der Existenz der optischen Isomeren ohne nachweisbare 
Razemisierung. Macht man aber eine Schatzung der Wahrscheinlich
keit des Uberganges von Rechts nach Links und damit der mittleren 
Lebensdauer dieser Zustande, so erhalt man unter in keiner Weise 
extremen Voraussetzungen Zeitraume, die gegen alle meBbaren sehr 
groB sind. Prinzipiell erhalt man jedesmal eine von 0 verschiedene 
Wahrscheinlichkeit flir den Ubergang, und wenn man viele Molekeln 
hat, flir die Razemisierung. Sie unterscheidet sich von der thermisch 
bedingten und als chemische Reaktion deutbaren Razemisierung theore
tisch dadurch, daB sie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur 
stattfindet. 

Wenn einige oder alle der Kerne gleich sind, so treten infolge der 
Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen in den Kernen neue Be
sonderheiten auf. AuBer dem einfachen Fall N H3 (14) sind sie flir 
Molekeln vom Typus CH4 und Tetraederform von ELERT (77) unter
sucht. In NH3 sind an einer Stelle, wo nach der klassischen Theorie 
nur eine Schwingungsfrequenz zu erwarten ist, zwei gefunden. 
Sie werden von BARKER (78) mit Hilfe eines in den beiden Gleich
gewichtslagen symmetrischen und eines antisymmetrischen Terms 
gedeutet. 

Bei der Behandlung der Rotationsstruktur kann man, wenn die 
Elektronenbewegung keinen Gesamtdrehimpuls hat (manchmal kann 
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ein Spindrehimpuls vernachlassigt werden), die Molekel zunachst als 
starren Korper behandeln. Fiir den Fall des symmetrischen Kreisels 
haben DENNISON, KRONIG, REICHE und RADEMACHER die Termstruktur 
angegeben, ffir den unsymmetrischen WITMER, LUTGEMEIER und mit 
einer strengen Methode KRAMERS und I TTMANN (79). 

Der EinfluB gleieher Kerne ist, auBer dem einfachen Fall NH3 (14), 
bei Molekeln vom Typus CH4 und Tetraederform von ELERT (77) unter
sucht. Bei der Behandlung der lntensitaten bei solchen Molekeln mit 
H-Kernen ist die Annahme des Protonenspins wesentlich. Die Her
stellung einer Beziehung zwischen der empirischen Rotationsstruktur 
der CH4-Banden und den theoretischen Erwartungen bei Tetraeder
struktur ist noch nieht gelungen. GUILLEMIN (80) versucht die Banden 
mit einer anderen Form der Molekel zu erklaren, doch ist dann das 
fehlende elektriscbe Moment der Molekel nieht verstandlieh. 

Was die Frage nach der Gestalt der mehratomigen Molekeln anIangt, 
so ist noch keine Methode gefunden, die bei Molekeln, die man nieht 
als aus lonen bestehend ansehen kann, ohne ganz miihsame Rechnung 
zum Ziel fiihrt. 

V. Chemische Bindung. 

I. Gesichtspunkte. Zwei oder mehr Atome oder lonen konnen eine 
Molekel bilden, wenn die Energie der fertigen Molekel geringer ist als 
die Summe der Energien der Bausteine. Die Frage, ob dies bei be
stimmten gegebenen Atomen der Fall ist, kann durch eine im allgemeinen 
sehr mUhsame Rechnung entschieden werden. Die Rechnung ist z. B. 
in dem einfachen Fall der H.-Molekel ausgefiihrt, zuerst von HEITLER 
und LONDON (53). 

Wenn wir ein Verstandnis der chemiscken Bindung suchen, so sind 
wir mit der Moglichkeit einer solchen Rechnung nieht zufrieden. Wir 
fragen nach Bedingungen, deren Erfiilltsein einen positiven Ausfall der 
Rechnung erwarten laBt. Vielleieht sind mehrere Merkmale zu beachten, 
die einander entgegenwirken konnen; dann ist es vielleiebt im Einzelfall 
schwierig vorherzusagen, ob eine Molekel gebildet werden kann; trotz
dem konnen wir dann von einem qualitativen Verstandnis der Bindung 
sprechen. 

Ein Merkmal, das mit der chemischen Bindung zusammenhangt, 
zeigt der Vergleieh der Termschemata der den Molekeln H. und HeH 
entsprechenden Zweizentrensysteme. Der Grundterm von H + H spaitet 
in zwei Terme auf, von denen der eine zwei Elektronen in gleiehen 
Iso-Bahnen hat und beim Zusammenfiihren der Kerne in den IS' rS
Grundzustand des He iibergeht, der andere geht in einen fast 20 Volt 
hoheren Term iiber. Wir vermuten den Termwert des ISO' II'-Grund-
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zustandes im Zweizentrensystem (gerechnet vom ionisierten Zustand 
aus) graBer als in H + H (von H + H+ aus). Der KreisprozeB 

D' 
Hz+------+H +H+ 

] 13,5 

>-H +H 
D 

la13t die Dissoziationsarbeit von Hz graBer als die von H: erwarten. In 
derTat, es ist D'= 2,7 undD= 4AVolt. 1m entsprechenden KreisprozeB 

D' 
HeH+ ------+ He + H+ 

1-
I 

] 13,5 

HeH ------+He+H 
D 

erwarten wirJ < 13,5, da der Gnmdterm von He + H in den Grundterm 
von Li mit geringerem Termwert iibergeht, er spaltet nicht auf. Daraus 
folgt D < D', wahrscheinlich wesentlich kleiner, so daB ein positiveI' 
Wert von D zweifelhaft ist. Die Ursache fiir das kleineJ ist der Um
stand, daB das dritte Elektron, das vom H-Atom kommend zu den 
zwei He-Elektronen tritt, nicht in dieselbe Quantenbahn kommen kann. 

Gegen die Abschatzung von Termwerten im Zweizentrensystem oder 
in der Molekel durch Vergleich mit den Termen des Atoms, das durch 
Zusammenschieben der Kerne entsteht, laBt sich ein Einwand erheben. 
Die Reihenfolge der Terme fiir graBere und mittlere Zentrenabstande 
braucht, wie z. B. die Rechnung von MORSE und STUECKELBERG (44) 
beim H; zeigt, nicht zwischen der Reihenfolge bei getrennten Atomen 
und der Reihenfolge bei sehr nahen Zentren zu liegen. Beim H; ist 
der line are Starkeffekt des H-Atoms die Ursache fiir die Termlage bei 
graBeren Zentrenabstanden. In allen Fallen, wo wir nicht H-Atome 
auf der einen und Ionen auf der anderen Seite der Molekel haben,fallt 
dieser Grund fort. Ob es FaIle gibt, wo die empirische Termordnung 
grob von der durch Interpolation gewonnenen theoretischen abweicht, 
bleibt abzuwarten. 

In unseren Beispielen sehen wir: Die Bindung zweier H-Atome und 
die mangelnde (oder geringe) Bindung eines He- und eines H-Atoms 
entsprechen der tiefen Energie des Grundzustandes bei einem Atom 
mit zwei Elektronen und der (vom Ion aus gerechneten) haheren Energie 

Ergebnisse der exakten ~aturwissenschaften. VIII. 12 
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bei einem Atom mit drei Elektronen. Ein Umstand, der bei Hz zur Bindung 
fuhrt, scheint der zu sein, dafJ Elektronen, die vorher verschiedenen Atomen 
angehorten, in die gleiche Elektronenschale kommen. 1m Zweizentren
system, das der HeH-Molekel entsprechen wiirde, bleiben zwar die zwei 
Elektronen des He-Atoms aquivalente Elektronen, das dritte aber 
kommt in eine hohere Schale. Fiigen wir zu einer H 2 -Molekel noch 
ein H-Atom hinzu, so kann das neue Elektron auch nur in einer hoheren 
Schale gebunden werden. Wir konnen damit die Tatsache verstehen, 
daB sich H2 -Molekeln bilden, aber keine HrMolekeln. Das Bindungs
bestreben eines H-Atoms wird durch das zweite H-Atom abgesattigt. 

Den erwahnten Zusammenhang zwischen chemischer Bindung und 
der· Moglichkeit aquivalente Elektronen zu erhaIten, haben zuerst 
HEITLER und LONDON (53) beim H2 studiert. Beide haben auch ver
sucht, allgemeinere Merkmale ffir das Auftreten der Bindung zu finden 
(81, 82). LONDON hat dabei gezeigt, daB sich eine quantenmechanische 
Deutung des Valenzbegrilfes geben laBt, d. h. es laBt sich ein System 
von Eigenschaften der Terme getrennter Atome aufstellen, das gerade 
die Eigenschaften des empirisch entstandenen Begrilfssystems der Che
miker hat, das mit dem Wort Valenz bezeichnet wird. WesentIich an 
dem letzteren ist, daB die Valenz eine dem einzelnen Atom zukommende, 
von den anderen Partnern unabhangige Eigenschaft ist, die durch eine 
gauze Zahl (wenn wir von der sogenannten Elektrovalenz absehen, 
durch eine nicht negative ganze Zahl) bezeichnet wird, und daB Valenzen 
sich gegenseitig absaUigen. 

LONDON zeigt zunachst nur das Entsprechen gewisser quanten
mechanischer Eigenschaften und der chemischen Valenzen. Wenn wir 
seine Ergebnisse in unsere energetischen Betrachtungen eingliedern 
wollen, so miissen wir versuchen, Merkmale anzugeben, die (vielleicht 
wenn nicht andere Merkmale ihnen entgegenwirken) eine Bindung er
warten lassen und die (stets, oder unter gewissen Einschrankungen) zu 
LONDONS Ergebnissen fWen. 

Giinstig . ffir chemische Bindung sind die Fane, wo das vereinigte 
Gebilde (Mehrzentrensystem, Molekel) moglichst nur abgeschlossene 
Schalen hat und die getrennten Atome unvollstandige AuBenschalen 
haben. Giinstig sind aber auch die Fane, wo der Term der getrenn
ten Atome stark aufspaltet. Beide Merkmale gehen manchmal parallel, 
aber nicht immer. Man kann also die Tatsache der Unvollstandig
keit in den Vordergrund stellen oder aber die Tatsache, daB der Term 
zweier Atome beim Nahern der Kerne aufspaltet. Je groBer die Zahl 
der Komponenten ist, desto mehr ist Aussicht vorhanden auf einen 
tiefliegenden MolekeIterm. Wir schematisieren jetzt etwas lind sagen, 
daB die Moglichkeit der Aufspaltung des Terms getrennter Atome ein 
Merkmal ist, das die Bindung begunstigt. Die AufspaItung kann her
riihren yom Wegfall der Entartung beim Ubergang von der KugeI-
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symmetrie des Atoms zur Achsensymmetrie der Molekel (Richtungs
entartung) oder vom Wegfall der Entartung, die getrennte Systeme 
mit gieichen Partikeln haben (Austauschentartung). Unter Bertick
sichtigung der Austauschentartung allein erhalten wir unter verein
fachenclen Annahmen tiber die Termstruktur die LONDoNsche Deutung 
cler Valenz, unter allgemeinen Annahmen tiber die Termstmktur 
einige Abanderungen. 

Bei allen diesen Betrachtungen ist die Zahl der Elektronen cler 
Partner das wesentliche. Weitergehende Betrachtungen hatten den 
EinfluB der Kerne (gleiche oder ungleiche, Moglichkeiten del' raum
lichen Anol'dnung) zu studieren, den EinfluB der raumlichen Ausdehnung 
der Elektronenhtille (Polarisierbarkeit) zu studieren. 

z. Oer EinfluB der Anzahlen der Elektronen - Londons quanten
mechanische Deutung des Valenzbegriffs. Die Analogie zwischen 
dem Valenzbegriff der Chemiker und dem Verhalten der Termschemata 
von Mehrzentrensystemen studieren wir zunachst an einem etwas ver
einfachten Fall. Die getrennten Atome sind Gebiide mit S-, p-, d-Elek
tronen. Das Mehrzentrensystem solI keine durch raumliche Symmetrie 
bedingten Entartungen haben, also nur Zweierschalen (a-, (3- ..• EIek
tronen). Ftir nicht zu groBe Kopplung zwischen den Elektronen gibt 
dies im Grundzustand bei gerader Elektronenzahl nul' abgeschlossene 
Schalen und Singuletterme (wir schreiben r T), bei ungerader Elektronen
zahl nul' Dubletterme (2 T). Wir betrachten zunachst das Zusammen
treten von zwei Atomen. Sie seien, um die Richtungsentartung vor
laufig zu vermeiden, beide in S-Zustanden. 

Wenn eines oder beide Atome in einem rS-Zustand sind, so findet 
beim Zusammenftihren del' Kerne keine Aufspaltung statt; in allen 
anderen Fallen spaltet der Term auf. Notwendig und hinreichend 
fUr die Aufspaltung ist also eine. von I verschiedene Multiplizitat, 
und es liegt nahe, die Mannigfaltigkeit cler Aufspaltung grob qualitativ 
durch die Multiplizitat zu messen. Wir definieren mit LONDON die 
Valeltz eines Atoms im Grundzustand durch die um 1 verminderte Multi
plizitat (durch die Zahl der in der Eigenfunktion nicht symmetrisch 
verkntipften Elektronen). Beim Grundzustand ist sie um I groBer als 
die Zahl der Elektronen in nichtabgeschlossenen Schalen oder als die 
Zahl del' "Lticken" in den nicht abgeschlossenen Schalen. Wenn wir 
auch andere als S-Terme zulassen, so wird die Aufspaltung zwar weit
gehend, aber nicht vollstandig durch die Multiplizitat bestimmt. 

Wenn zwei Atome mit gieicher Multiplizitat zusammentreten, so ist 
unter den durch Aufspaltung entstehenden Termen mindestens ein 
Singletterm. Unter del' Annahme, daB das vereinigte Gebilde nul' 
Zweierschalen hat, ist sein Grundterm ein Singuletterm; er dtirfte also 
aus den Grundtermen der getrennten Atome entstehen. Die fertige 
Molekel erhalt also die Valenz Null, die Valenzen del' Atome werden 

12* 
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abgesattigt. Fiigen wir zu dieser Molekel ein neues Atom zu, so erhalten 
wir keine Termaufspalt~mg, also nach unserer Verabredung keine Ver
anlagung zu neuer Bindung. 

Wenn zwei Atome mit ungleicher Multiplizitat zusammentreten, so 
kann kein Singuletterm entstehen. In dem vereinigten Gebilde ist (unter 
der Voraussetzung, daB es nur Zweierschalen gibt) der Grundterm ein 
IT oder 2 T. Bei gerader Elektronenzahl liegt der tiefste Tripletterm 
h5her als der Grundterm, da ein Tripletterm mindestens zwei, der 
tiefste Tripletterm wohl genau zwei Elektronen in nicht abgeSChlOSsenen 
Schalen hat. Entsprechend erwarten wir den tiefsten Quintetterm noch 
h5her usw. Bei ungerader Elektronenzahl erwarten wir den tiefsten 4T 
h5her als den Grundterm, den tiefsten 6T noch h5her. Von den aus 
den betrachteten Atomen entstehenden Molekeltermen erwarten wir 
den als tiefsten, der die. kleinste mit den Atomtermen vertragliche 
Multiplizitat hat. Die ist aber um I gr5Ber als die Differenz der Multi
plizitaten der Atomterme, d. h. die "Valenz" der fertigen Molekel ist 
gleich der Differenz der zusammentretenden Atome. Wir haben also 
wieder das, was der Chemiker Absattigung nennt. 

In diesem Begriffssystem sind im Grundzustand die Alkalien und 
Halogene einwertig, ebenso B und Al. Die Erdalkalien sind nullwertig, 
C, Si sind zweiwertig, 0, S ebenfalls, N ist dreiwertig. Die empirische 
Vierwertigkeit von C muB man entweder durch einen h5heren Quintett
zustand des C-Atoms deuten oder auf andere Bedingungen fUr die 
Bindung zuriickfUhren. Yom tiefsten Quintetterm des C-Atoms er
warten wir IS2 2S 2p3 5S. Da in der zweiten Periode des Systems der 
Elemente der Unterschied in der Bindung der auf3eren s- und p-Bahnen 
noch nicht so sehr groB ist, so diirfte dieser Term nicht allzuhoch iiber 
den tiefen Termen IS' 2S2 2P" 3P, ID, IS liegen; er ist spektroskopisch 
nicht bekannt. HEITLER und HERZBERG haben gezeigt, daB die Kon
vergenzstelle der Schwingungsterme des Grundzustandes 21: der CN
und N;-Molekel nicht zwei getrennten Atomen im Grundzustand ent
spricht; mindestens eines der Atome muB angeregt sein, HEITLER und 
HERZBERG vermuten N im Grundzustand 4S und C bzw. Ni- im Zustand 
IS2 2S Zp3 5S (83). 

Die allgemeine mehratomige Molekel diirfte unserer Voraussetzung 
entsprechen, daB es nur Zweierschalen gibt. Bei zweiatomigen Molekeln 
jedoch haben wir die 7(;-, 15- ... Viererschalel1 und erwarten daher Ab
weichungen von dem einfachen von LONDON skizzierten Verhalten. 
7(;2 kann auBer abgeschlossel1en Schalen auftreten und liefert einen 
31:-Grundterm. Es kann aus zwei Atomen gleicher Valenz eine Molekel 
mit zwei unabgesattigten Valenzen entstehen. Dies ist beim O2 del 
Fall. Die Molekel ware 

0--0 
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zu sehreiben, der Grundterm kann bei Zufiigung eines neuen Atoms 
noeh aufspalten. Vielleicht ist so die Bildung von 0 3 zu verstehen. 
Wenn wir die Molekeln CH, CH2 , CH3, CH4 ansehen und vom Grund
zustand des C ausgehen, so erwarten wir bei CH als Grundterm 
0 2 0 2 0 2 1£2 II, also Absattigung einer der beiden C-Valenzen; bei CH2 

erwarten wir, wenn die Kerne auf einer Geraden liegen, 0 2 0 2 0 2 1£ 2 3 E, 
also keineAbsattigung der noeh ubrigen einen Valenz von CH. CH2 hat 
jetzt zwei Valenzen, eine wird im CH3 abgesattigt, die zweite im CH4" 

So konnte man aueh die seheinbare Vierwertigkeit des C verstehen. 
Bisher haben wir nie auf die genauere Lage der Terme in der Molekel 

oder im Mehrzentrensystem geaehtet; wir haben nur die Mogliehkeiten 
abgesehlossene oder nicht a bgesehlossene Sehale beaehtet. Es ist aber 
moglieh, daB versehiedene Elektronensehalen sich energetiseh wenig 
unterseheiden, wie etwa im Atom die s- und p-Sehale, die zur gleichen 
"Achter"sehale gehoren. Z. B. konnte bei ziemlieh kugeligen Molekeln 
wie CH4 aueh die Achterschale, d. h. die Hauptquantenzahl, eine Rolle 
spielen, und die Vierwertigkeit des C besteht dann darin, daB es vier 
Elektronen in der auBeren Aehtersehale hat und daB aueh vier Elektronen 
zur vollen Aehtersehale fehlen. 

3. Andere Merkmale, die die Bindung begiinstigen. Bei der Ver
knupfung der LONDoNsehen Deutung der Valenz mit unserer energeti
sehen Betraehtung haben wir einseitig das Gewieht auf hestimmte 
Merkmale gelegt, auf die Mogliehkeit der Aufspaltung des Termes der 
getrennten Gebilde (als die Bindung begunstigend) und die Abhangig
keit der Termstruktur der Molekel von der Elektronenzahl (als die Ab· 
sattigung bestimmend). Naturlich konnen noeh andere Eigensehaften 
die Bindung begunstigen. 

Sind beide Partner geladen, also Ionen, so sind die elektrostatisehen 
Krafte zwischen den Ladungen das wesentliehe. Dureh sie kann der 
Term getrennter entgegengesetzt geladener lonen (etwa Na+ und Cl-) 
beim Zusammenfiihren so erniedrigt werden, daB er tiefer kommt als 
der Term, der von den neutralen Atomen ausgeht. So haben fruher 
KossEL u. a. eine groBe Zahl von Verbindungen gedeutet. Und die 
Dberlegungen bleiben giiltig, nur daB man jetzt viele Verbindungen 
aueh als Atombindungen deuten kann, die man fruher versuehte als 
lonenbindungen aufzufassen. 

Was die Terme des vereinigten Gebildes anlangt, so kam es bei 
LONDON auf die Symmetrie in den Elektronen an, d. h. die Lage der 
Knoten im Raume der Elektronenkoordinaten. Die Lage der Knoten 
relativ zu den Kernen wird natiirlieh aueh wesentlieh sein. Die beiden 
tiefen Terme des H2 in HEITLERS und LONDONS Reehnung I l:g tlnd 3 Eu 
unterseheiden sich nieht nur dureh ihre Symmetrie in den Elektronen, 
sie haben aueh versehiedene Symmetrie in den Kernen. Betraehten wir 
die von n= I, n=2 des Systems H +H ausgehenden II-Terme, so sind 
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in unserem Schema (Abb.6) und in der Rechnung von KEMBLE und 
ZENER (57) diejenigen zur Bindung begunstigt, deren Eigenfunktion 
keinen Knoten "zwischen den Kernen" haben, die II,,-Terme. 

Bei den bisherigen Gesichtspunkten (auBer der Ionenbindung) haben 
wir typisch quantenmechanische Effekte (Aufspaltung, Symmetrie in 
den Partikeln) beachtet. Es ist die Frage, wie weit auch ohne sie Atome 
zusammenhalten wurden. Zunachst wissen wir, daB auch Stoffe, deren 
Atome oder Molekeln auf Grund der bisherigen Betrachtungen nicht 
zur Bindung geeignet erscheinen, verflussigt werden konnen. Es muss en 
also (mindestens schwache) Anziehungskrafte vorhanden sein. Es ist 
anzunehmen, daB Atome eventuell Gebilde aus einem Kern und einer 
Wolke negativer Ladung auch vom Standpunkt der klassischen Physik 
zusammenhalten. Zur Abschatzung, welcher Anteil der wirklichen 
Bindungsenergie schon auf diese Weise erklart werden kann, sind noch 
keine einfachen Methoden ausgearbeitet worden. 

4. Bindung im Kristall. Die angegebenen Gesichtspunkte lassen 
zwar erwarten, daB auch die Festigkeit der Kristalle aus den quanten
theoretischen Eigenschaften der Atome oder Ionen verstanden werden 
kann. Doch gibt es keinen einfachen Weg, die Energien der Kristalle 
zu schatzen, auBer bei Ionengittern. 

Benutzt man nur den Gesichtspunkt der Valenz, so bekommt man 
uberhaupt keine Kristalle. Zwei H-Atome halten zusammen, aber mehr 
hochstens lose. In der Tat ist das Wasserstoffgitter ein Molekelgitter, 
in dem die festen Hz-Partikellose zusammenhalten. Bei Atomen, deren 
Grundterm nicht nur s, sondern auch p- oder d-Elektronen enthalten, 
tritt die Absattigung erst bei mehratomigen Molekeln ein; aber stets 
kommt nach ZufUgung einer endlichen Zahl von Atomen mal der Singlett
term. Es mtissen also beim Bau der festen Karper die anderen Merk
male fUr Bindung wesentlich werden. Es ist anzunehmen, daB die 
Symmetrieverhaltnisse der Eigenfunktionen in den gleichen Kernen 
(Zentren eines Vielzentrensystems) eine wesentliche Rolle spielen. 
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. Vorbemerkung zur Darstellung. 
Bei den im Folgenden wiedergegebenen Kurven des Wirkungs

querschnittes (WQ) ist stets aufgetragen: 
Auf der Abszisse die Geschwindigkeit der sondierenden Elektronen 

gemessen in YVolt. Ein Volt ist dabei die Endgeschwindigkeit, die ein 
urspriinglich auf der negativen Platte eines Kondensators ruhendes 
Elektron erlangt, das bei I Volt Potentialdifferenz der Kondensator-
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platten zur positiven Platte hiniiberfallt. ZahlenmiiBig gilt fiir den Uber
gang zur iibliehen Gesehwindigkeitsangabe: I iVolt = 0,60' IOB em/sec. 

Auf der Ordinate der gesamte Wirkungsquerschnitt alIer Gasmole
keln, die sich bei dem Druck von I mm Quecksilbersaule und 0° C 
in I cm3 Gas befinden. Er wird angegeben als Flache pro Volumen
einheit in cm2/cm3• Von dieser GroBe gelangt man zum mittleren Wir
kungsradius einer Molekel in AE mittels der elementaren Formel: 

Wirkungsradius in .. i.E = 0,30 -VWirkungsquerSChnitt in em:. em 
Wir werden im allgemeinen das in Abb. I C dargestellte Diagramm 

benutzen: 

0 1 2 3 ~ 5 6 7 Vti7J%F 
¢ I I I I 

! )a 
0 '1'108 2'108 3'108 ~'108 vti7cm/sec 

(jeschwindigkeils-lJmrechnung v-O,60'108¥ 
Abb. r a. 

cm2 
20 ~O 60 80 100 120 '1~ a wirk ti7 CffiY 

I I I i :;. 
o 1'10-8 2'10-8 3-10-8 I'wirk incm 

Oimensions-lJmrechnung I'wirk - 0,30'10-8· VQ",Jiok 

Abb. rb. 

Einleitung. 

~~~~Z--3~~¥L-~S~~6~V~~ 
Beidronengeschwimligkeif 

Abb. Ie. 

Unter den modernen Entwicklungsrichtungen der experimentellen 
Wirkungsquerschnitts-Forschung ist es eine, welche iiber das allgemeine 
theoretisch-physikalische Interesse hinausgehend einen praktisch-chemi
schen Nutzen zu bringen verspricht. Es ist das die Lehre von den Zu
sammenhangen zwischen Wirkungsquerschnitt und Molekelbau. Nach 
den auf diesem Gebiet bereits erzielten Ergebnissen scheint sie sich zu 
einem brauchbaren Hilfsmittel der Atomchemie, im besonderen der 
neuesten, auf physikalische Systematik der chemischen Verbindungen 
hinzielenden Bestrebungen zu entwickeln. 

Wenn auch die gesicherten Ergebnisse der neuen Methode noch spar
lich sind, so wird es doch niitzlich sem, schon jetzt einen Uberblick 
zu geben, um so mit diesem entwicklungsfahigen Gebiet bekannt zu 
machen und vielleicht auch zu intensiverer Bearbeitung' anzuregen. Die 
Atomchemie ist selbst noch stark in den Anfangen ihrer Entwicklung, 
neue experimentelle Hilfe kann ihr daher nur erwiinscht sein. -- Diese 
Orientierung des Berichtes bedingt eine weiter gehendeHeranziehung der 
entsprechenden atomchemischen Literatur, als es in den mehr physika
lisch orientierten Originalarbeiten bisher geschehen ist. Hier sind es im 
besonderen die Arbeiten von H. G. GRIMM und seine Zusammenstellungen 
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im Handbuch der Physik (52) " die wertvolles atomchemisches Problem
und V ergleichsma terial liefern 2. 

Den auBeren AnlaB zu dieser Zusammenfassung gab ein Vortrag, 
den ich im Januar dieses Jahres im Rahmen der Ges. fiir techno Physik 
zu Mannheim fiir die Herren der I. G. Farbenindustrie gehalten habe 
und der die damalige Kenntnis im Zusammenhang darstellte 3• In
zwischen ist manches neue experimentelie Material erhalten worden, 
das hier - die Hauptveroffentlichungen liegen teilweise noch nicht 
vor - erstmalig verarbeitet wird. Ebenso werden hier die KOLLATH
schen Reflexionskurven erstmalig zur Unterstiitzung der aus den Wir
kungsquerschnittskurven gezogenen Schliisse herangezogen 4• 

Seiner Anordnung nach zerfallt der Bericht in drei Teile. Zunachst 
wird nach einer kurzen moglichst anschaulchen Darstellung der Son
dierungs-Grundvorgange und ihrer experimentellen Erfassung (Teil I) 
geschildert werden, wie die schon friihzeitig aufgetauchte Vermutung 
von den Zusammenhangen zwischen Wirkungsquerschnitt und Molekel
bau erst vor einigen Jahren bestatigt werden konnte (Teil II). Dann 
wird die Reihe bereits bearbeiteter Probleme atomchemischer Natur 
besprochen und ein Ausblick auf weitere Anwendungsmoglichkeiten ge 
geben werden (Teil III). 

I. Die Methode der Sondierung. 
Beeinflussung der Sondenelektronen durch die Molekeln und 
die begriffliche und experimentelle Erfassung der Beeinflussung. 

Grundvorgang der Sondierung. Zur Veranschaulichung der Wechsel 
wirknngsvorgange zwischen Molekel und Elektron wollen wir uns das 
Elektron als eine raumlich sehr stark konzentrierte, sozusagen punkt-

I Ziffern in Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis .am 
SchluB der Arbeit. . 

2 Anmerkung bei der Korrektur. Man vergleiche auch die wahrend des 
Drucks dieser Zusammenfassung erschienene Arbeit von H. G. GRIMM: Zur 
Systematik der chemischen Verbindungen vom Standpunkt der Atom
forschung, zugleich liber einige Aufgaben der Experimenta1chemie (60). Diese 
Arbeit bedeutet flir die eingangs genannten Bestrebungen einen erheb-
lichen Schritt vorwarts. _. 

3 Der Bericht wurde zum Anfang Juni in Druck gegeben, kann also 
nur ein organisches Bild der Kenntnis bis zu diesem Zeitpunkt geben. Doch 
ist es durch weitgehendes Entgegenkommen des Verlages moglich geworden, 
die neuesten Ergebnisse, so die Arbeiten von RAMSAUER-KoLLATH, HOLTS
MARK, GRIMM und Messungen desVerfassers zu berticksichtigen oder doch 
wenigstens zu erwahnen. 

4 Zur Erganzung vergleiche man den Vortrag C. RAMSAUERS von der 
Hamburger Physikertagung (21)2, in we1chem ein Dberblick tiber die allge
meine Entwicklung der Wirkungsquerschnitts-Forschung gegeben und in 
groBen Ziigen die Reihe der modernen Probleme und unsere Kenntnis von 
~""'I"\£lt.T'I 01,...;1'7"7;0 .... + ;0+ 
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formige negative Ladung und die Molekel als ein mit einem schnell 
in der Entfernung abklingenden Kraftfeld umgebenes Planetensystem 
vorstellen I • Fliegt nun ein Elektron an einer Molekel in sehr groBer 
Entfernung vorbei, so werden wir keine Einwirkung auf das Elektron 
feststellen. Wir sprechen von "freiem Durchgang", wie es Abb. 2 an
gibt. Ein geeignet nahe an der Molekel vorbeifliegendes Elektron da
gegen wird eine Beeinflussung erfahren. Es wird flir den Beo-

. bachter, der den Vorgang nicht im einzelnen verfolgen kann, sondern 
nur den Endeffekt der Beeinflussung erkennt, so sein, als ob das Elektron 
mit einem ausgedehnten Korper zusammengestoBen sei. Man wird also 
von einem ZusammenstoB sprechen. Es liegt nahe, diese StOBe wie in der 

Mechanikzu untertei
len in elastische und 
unelastische StOBe, je 
nachdem, ob der 
Energieverlust des 
Elektrons gleich oder 
groBer ist, als es den 
StoBgesetzen ent
spricht. Beim elasti
schen StoB wird eine 
Richtungsanderung 

des Elektrons von 0 

bis 3600 auftreten 
konnen, beim unela
stischen StoB auBer-Abb.2. Die Moglichkeiten der Wechselwirkung 

zwischen Elektronen und Gasmolekeln. 
dem ein Geschwindig

keitsverlust von 0 bis zur vollstandigen Abbremsung ("Absorption")'" 
ohne oder mit Richtungsanderung. 

Wirkungsquerschnitt als Sondierungsmoglichkeit. Findet aberein 
"ZusammenstoB" zwischen dem punktformigen Elektron und der 
Molekel statt, so wird man der Molekel eine gewisse GroBe, eine Wir
kungsgroBe bzw. einen WirkungsquerschnitP (7) zuschreiben konnen. 
Der WQ einer Molekel ist also der Querschnitt einer um die Molekel 
gedachten Kugel, welche die Molekel beim ElektronenstoBvorgang ver
tritt. Kaum der Erwahnung bedarf es, daB es sich hierbei natiirlich 
um einen mittleren Wert handelt, ahnlich wie bei den gaskinetischen 

I Diese Vorstellung entspricht zwar nicht heutiger Anschauung, die das 
Elektron gerade als "verschmiert" ansieht, hat aber den Vorzug der An
schaulichkeit, worauf es bei diesem Dberblick atomchemischer Richtung 
mehr ankommt. 

2 Ob wir hierbei dem Mechanismus nach noch feinere Unterschiede be
rUcksichtigen miissen: "Reflexion" und "Diffusion" oder "Geschwindigkeits
verlust" und "Festhaltung" kann hier undiskutiert bleiben. 

3 Wirkungsquerschnitt, von jetzt ab in Abkiirzung WQ. 
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Begriffen der mittleren freien Weglange oder der mittleren Molekular
geschwindigkeit. Dieser "WQ der Gasmolekeln gegeniiber Elektronen" 
entspricht dem gaskinetischen Querschnitt, der in diesem Sinne als "WQ 
der Gasmolekeln gegeniiber gleichartigen Gasmolekeln" aufzufassen ist '. 
Die Bedeutung des WQ gegeniiber Elektronen ist indessen wesentlich 
weitgehender, denn das Elektron ist erne viel feinere Sonde, als die 
gleichartige Gasmolekel. Auch in anderer Beziehung ist der WQ von 
gr6Berer Bedeutung, denn wahrend wir bei der Gasmolekel auf die 
natiirliche gaskinetische Geschwrndigkeit angewiesen sind, ist die Ge
schwindigkeit des sondierenden Elektrons iiber viele Zehnerpotenzen 
der Geschwindigkeit wahlbar. Wir erhalten nicht nur einen Punkt, 
sondern eine Kurve, die WQ-Kurve. 

Wie k6nnen wir nun diesen WQ tatsaehlich messen? Die M6glich
keit, einzelne Elektronen in verschiedenem Abstand an erner Molekel 
vorbeizuschieBen und zu beobachten, von welchem Abstand an sie 
beeinfluBt werden, besteht natiirlich nicht. Wir brauchen aber nur 
statt einzelne Elektronen an einer Molekel vorbeizusehieBen, eine meBbar 
groBe Elektronenschar durch einen mit vielen Molekeln erfiiIlten Gas
raum zu senden. Von der hineingesandten Elektronenanzah11o kommt 
die Anzah11 unbeeinfluBt durch den Gasraum hindurch. Zwischen den 
beiden Anzahlen gilt die auf CLAUSIUS und LENARD (2 s. 737) zuriick-
gehende Beziehung: . 

J = Jo . e- iV . qwirk, 

wobei qwirk den gesuchten mittleren WQ einer Molekel und N die An
zahl der Molekeln in demjenigen Raume bedeutet, der von dem Elek
tronenstrahl bei I ern 2 Strahlquerschnitt durchstrichen wird. Etwas 
anders gesehrieben lautet die Formel: 

. 1 = 10 . e- Qwirk . I . j • 

Darin ist - und diese Bedeutung solI der WQ schlechthin kiinftig 
haben - Qwirk der gesamte WQ samtlicher in I cm 3 bei dem Druck 
von I mm Quecksilbersaule befindlichen Molekeln, wahrend p den 
Gasdruck und I die Lange des Strahlweges bedeutet. 

Der bekannteste der Apparate, die zur Durchfiihrung solcher Mes
sungen dienen, ist das in Abb.3 nach Abnahme der VerschluBkappe 
schematisch und photographisch dargestellte RAMSAuER-Kastchen (8). 
Der von der Zinkplatte Z lichtelektriseh ausge16ste ElektronenstrahI 
wird dureh negative Aufladung von Z auf eine gewiinschte Geschwindig
keit beschleunigt und dann dureh ein senkrecht zur Zeichenebene stehen-

, Natiirlich kann man auch noch in anderer Hinsicht vom WQ sprechen. 
vVenn man indessen diesen Begriff, der 19Z1 fiir unseren Fall der Gesamt
wirkung beim ElektronenstoB eingefiihrt wurde, neuerdings (W. SCHULZ: 
Z. Physik 48, 67 [19Z8]) auch in ganz anderem Zusammenhang benutzt, so 
erscheint es doch sehr zweifelhaft, ob dieses Vorhaben zweckmaBig ist. 
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des Magnetfeld in den durch die Blenden vorgeschriebenen Kreis ge
bogen. Gemessen wil'd bei bestimmtem Gasdruck P in der GroBenord

em 
l'-f -.-~--'1:'-' I --,;yc.,..+...-'if 

Abb. 3. RAMSAuER-Kastchen alterer Bauart 
(ge6finet). 

nung eines Tausendstel 
Millimeter Quecksilbersau
Ie die Elektronenintensitat 
Jo, welche auf dem Halb
kreis bis zum Kafig V ge
langt und die Intensitat J, 
welche auf dem Dreiviertel
kreis bis zum Kafig H ge
langt. Als Wegstrecke l gilt 
die Diffel'enz dieser beiden 
Strecken, also der Viertel
kreis in V. Das Magnetfeld 
und die Kafigblenden las
sen in den Kafig H nur 
Strahlen gelangen, welche 
pl'aktisch weder Geschwin

digkeits- noch Ricbtungsanderungen 
Definition des WQ entspricht. 

erfahren · haben, wie es del' 

F einere Sondierungsmoglichkeiten. 
der Molekel mussen wir erwarten, wenn 

Eine viel feinere Sondierung 
wir nicht nur nach der Zahl 

Wirlrungs-Ouerschniffs-Messung 
durch Ziihlung 

der unbeeinf'uOfen £iekfronen -; 
flelrtronen ohne Richlungs -. 
·ohne Geschwindigkeilsanderung 

Ablenkungs-Ouerschnitts-Messung 
durch Ziihlung 

der beein{luOten fiektron8n 

I 
Elelrtronen mit senkrecllter 
Richlungstinderung 

Abb.4. MeJ3prinzipe der Molekelsondierung durch 
Elektronen. 

der uberhaupt be
einfluBten Elektro
nen, sondern danach 
fragen, was mit den 
beeinfluBten Elek
tronen im einzelnen 
geschehen ist. Wie-
viel Prozen t der 
beeinfluBten Elek
tronen haben Ge
sch win dig kei tsver

luste, wieviel Rich
tungsanderungen 

erIitten? Wie vel'tei
len sich diese Elek
tronen auf die ein
zelnen Absolutgro-

Ben des Geschwindigkeitsverlustes, wie auf die einzelnen Richtungen? 
Wil' kommen so zu der Frage der Auflosung des "integralen" WQ 

entsprechend den auftretenden Einzelvorgangen (22). Diese Frage 
ist sehr vielseitig. Sie umfaBt im Rahmen der "Geschwindigkeits
verluste" das Gebiet der Anregung von Quantenspl'ungen durch St6Be, 
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im Rahmen der "Richtungsanderungen" die der Geschwindigkeitsab
bangigkeit der Elektronenablenkung. 

Aus allen diesen Erscheinungskomplexen, die samtlich - man denke 
besonders an die Spektren - Aussagen iiber den Bau der Atome und 
Molekeln machen, wollen wir nur den zuletzt genannten herausgreifen, 
der die WQ-Ergebnisse unmittelbar erganzt. 

Die interessantesten Resultate dieser Art brachte eine Arbeit von 
KOLLATH (23), der die Geschwindigkeitsabhangigkeit der senkrechten 
Elektronenablenkung (Reflexion) untersuchte. Abb. 4 zeigt zunachst 
den prinzipiellen Unterschied zwischen dieser und der bereits besproche
nen Anordnung zur WQ-Messung. Wahrend es bei der WQ-Messung 
auf die Zahlung der Elektronen ankommt, die den StoBraum ganzlich 
unbeeinfluBt durchflogen haben, handelt 
es sich hier urn die Zahlung derjenigen 
Elektronen, die ohne Geschwindigkeits
verlust gerade senkrecht abgelenkt wer
den. Die wirkliche Anordnung von 
KOLLATH ist in Abb. 5 schematisiert. Ein 
vom Gliihdraht G ausgehender und bis 
zur ersten Blende auf die gewiinschte Ge
schwindigkeit beschleunigter Elektronen-
strahldurchdringtdenStoBraumS.Langs ~~~ I ~"'~~11111 
des Strahlwegs finden ZusammenstOBe ~ " 

Dl'udr- Pumpe Elektro· Oos-
statt, von denen ein Teil zu senkrechten mesJ'vr:g meter einloJ"J' 

Ablenkungen fiihrt. Ein "Lamellenzylin- Abb.5. KOLLATHS Anordnung 
der" L sorgt dafiir, daB nur senkrecht oder zur Reflexionsuntersuchung. 
nahezu senkrecht (Spielraum im Winkel 
900 ± 3°) abgelenkte Elektronen in den Auffangszylinderkafig R gelangen 
konnen. Das Verhaltnis von den in den StoBraum eingetretenen Elektronen 
und den senkrecht abgelenkten gestattet unter der Annahme gleichartiger 
Ablenkungnach allen Seiten Idem WQ einen Ablenkungs- oder Reflexions
querschnitt gegeniiberzustellen, wie wir es des weiteren tun wollen. 

II. Die Entwicklung der Sondierungsmethode. 
Auftauchen der Einfllisse des Baues der Molekeln bei Uber
gang zu geeignet kleinen Geschwindigkeiten des Sondenelektrons. 

Zusammenhange zwischen WQ und Molekelbau. Die Art und 
GroBe der Beeinflussung, welche durch einen Gasraum fliegende 
Elektronen erfahren, ist von der Natur der Gasatome bzw. Gas-

I Diese Annahme ist kaum berechtigt, da die Ablenkung noch eine Win
kelabhangigkeit zeigen wird. Wir rnachen sie trotzdem, denn in unserem 
Zusammenhange ist diese Frage nicht von Wichtigkeit, wahrend uns die 
Annahme die Moglichkeit kurzerer Darstellung gibt. Der vorsichtige Leser 
mag diese Ungenauigkeit in Erinnerung behalten. 
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molekeln abhangig. Es liegt daher der Gedanke nahe, durch derartige 
Untersuchungen einerseits zu Aussagen tiber den Aufbau der Atome 
tiberhaupt, andererseits tiber den Aufbau der Molekeln aus Atomen, 
tiber die chemische Bindung und tiber sonstige atomchemische Fragen zu 
gelangen. Die Erkenntnis dieser beiden Aussichten ist so alt wie die 
Erkenntnis der Natur der Kathodenstrahlen selbst. Aber wahrend die 
erste Aussicht sich bald erftillte, indem man ausgehend von Elektronen
stoBbeobachtungen zum heutigen Atommodell vordrang I , schien die 
viel diffizilere zweite Aussicht bis vor kurzem unerfilllt bleiben zu 
sollen. - In den alteren Arbeiten tiber die Absorption von Elektronen 
beim Durchgang durch Materie waren Zusammenhange atomchemischer 
Natur zunachst nicht zu finden und konnten - wie man heute weiB -
auch nicht gefunden werden. Die bei den ersten Untersuchungen als 

8~Dbqchr/JnfJ$roum 

I'enster tl 
"rgr;-O." ~ 

Iro/hode Anod(l 

(rd, 

lnfludungsrohr 

In - 8«.OChl".,."9t",,-,m t 
r ,ilnschlufJge/afJ zur (josunfersucllung 

Abb.6. LE'I.\RDS Fcnstcrrohrc IP.94/ 1 95· 

? 5 1\ 

Sonden benutzten Elektronenstrahlen waren zu schnell, urn auf die Ver
schiedenartigkeiten der relativ schwachen Felder zu reagieren, welche 
durch die Elektronenhilllen der verschiedenen Molekeln bedingt sind. 
Erst bei ErhOhung der Sondenempfindlichkeit, wie sie durch Verringe
rung der Elektronengeschwindigkeit und Verbesserung der MeBmethodik 
erreicht wurde, sonten rund 30 Jahre nach den ersten quantitativen 
Untersuchungen an Kathodenstrahlen die gesuchten Zusammenhange 
zwischen WQ und Molekelbau tatsachlich gefunden werden. Verfolgen 
wir nun diese 30jahrige Entwicklung an den markantesten Unter
suchungen. 

Vergebliches Suchen nach Einfltissen des Molekelbaues bei groBen 
Elektronengeschwindigkeiten. 1895 miBt als erster LENARD die Ab
sorptionsquerschnitte an acht festen Stoffen und zw6lf Gasen gegentiber 
Elektronenstrahlen von ein Drittel Lichtgeschwindigkeit (1). Er findet 

I Auch die modernste Anschauung des Elektrons als eines Wellenpakets 
hat ihre stiirkste experimentelle Stiitze in Versuchen mit freien Elektronen, 
in den Beugungsversuchen gefunden. 
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mit seiner klassischen Anordnung, die in Abb. 6 dargestellt ist, die fiir 
Gase in Abb.7 und Tabelle I zusammengestellten Resultate I . Der 
"Absorptions"-Querschnitt, den wir fiir diese, nur auf Prinzipielles ge
richtete Betrachtung anstelle des WQ betrachten konnen, ist der 
Dichte, bei Gasen also dem Molekulargewicht, proportional. Ein Ein
fluB der "stofflichen Beschaffenheit " , wie LENARD sagt, ist dagegen 
nicht zu finden. Zu verstehen ist dies 
Resultat, wenn man bedenkt, daB derartig 
schnelle Elektronen vorzugsweise in kern
nahen Bereichen, und zwar in .einer der 
Kernmasse proportionalen Weise beein
fluBt werden. - Dies "Massenproportio
nalit[tsgesetz" kann fiir Gase in zwei 
logisch verschiedenartige Teilgesetze auf
gespaltet werden: In das "Proportionali
tatsgesetz" und in das "Additionsgesetz" Abb.7. LENARDS Massenpro-
oder die "Summenregel". Proportionali- portionalitatsgesetz. 
tatsgesetz: Bei den gasWrmigen Elementen 
sind die Querschnitte demMolekulargewicht proportional. Summenregel: 
Bei den gasformigen chemischen Verbindungen setzen sich die Quer
schnitte rein additiv aus denen der Elemente zusammen. 

I905 legt dann BECKER (3) fiir 
Strahlen der gleichen Geschwindigkeit Tabelle I. LENARDS Massen-

prop 0 rtio nali ta tsgesetz. 
Prazisionswerte der· Absorptionsquer- . __ -,... ___ --;-___ --;-__ _ 
schnitte einer Reihe von Gasen fest. MOlek.-1 AbSOrpt·1 
Er erhalt zum Teil erhebliche Abwei- Gas Gewicht Verm. 

fl ct760mm 
chungen yom Proportionalitatsgesetz, I 

Hz I 2,0 0,47 I findet jedoch keine Zusammenhange 
mit dem Molekelbau. 

I9IO priift SILBERMANN (4) unter 
Benutzung der BECKERschen Absolut
werte von H. und O. mit Strahlen von 
halber Lichtgeschwindigkeit die Sum
menregel an 24 Kohlenstoffverbindun
gen. Er findet sehr gute Erfiillung; 
irgendwelche Einfliisse der Bindungs
weise der Atome im Molekel - ein

CH4 
NH3 
CO 

C.H4 
N. 

Luft 
a. 

HaS 
CO. 
N.O 
SO. 

16,0 
17,0 
27,9 
27,9 
28,0 
28,9 
31,9 
34,0 
43,9 

2,0 
2,5 

3.4 
3,7 

0,24 

0,12 
0,15 
0,12 

0,13 
0,11 
0,12 

0,13 
0,12 
0,12 
0,10 
0,13 

fache, doppelte Bindung, Ketten- oder Ringbindung der C-Atome -
mach en sich nicht bemerkbar, wie es Tabelle 2 verdeutlicht. SILBERMANN 
laBt es offen (4, S.23), ob sich nicht bei noch viel weiter gesteigerter 

I Die Querschnittswerte sind hier entsprechend dem Original nicht auf 
die Molekeln eines Kubikzentimeter Gas bei I mm Quecksilbersaule, sondem 
bei 760 mm bezogen. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII .. 13 
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Genauigkeit der Messungen doch noch Schliisse auf die Konstitution 
der Molekeln wfirden ziehen lassen. 

I922 bringt schlieBlich BECKER (9) einen gewissen AbschluB in dieser 
Frage. Er fiihrt mit den verfeinerten Hilfsmitteln apparativer und 

Tabelle 2. SILBERMANNS Priifung der Summenregel. 

Ausgangsdaten Resultate der Berechnung. 
der Berechnung. 

S b t . [ReI. Abs.
u s anz Koeff. 

Luft I 
H 0,00 
o 0,51 

(nach A. 
BECKER) 

C 0,39 
(aus 

C2H40 2 

er-
rechnet) 

Substanz 

Methan 
Aceton .. 
Ather. 
¥ethylformiat 
fAthylformiat . 
lMethylazetat . 
{rropylformiat 
Athylazetat . 
Propylazetat . 
Benzol. 

Relativer 
Formel Abs.-Koeff. 

beob. berech. 

CH", 0,62 0,63 
CH3·CO.CH3 2,07 2,04 
C2 Hs·Q·C2 Hs 2,62 2,67 
H.CQ.Q.CH3 2,04 2,04 
H·CQ.Q.CH2 ·CH3 2,59 2,55} 
CH3·CQ.Q.CH3 2,47 2,55 
H.CQ.Q.CH2 ·CH2 ·CH3 2,98 3,00} 
CH3·CQ.Q.CH2·CH3 3,09 3,00 
CH3·CQ·Q·CH~.CH2·CH3 3,55 3,57 
C6H6 2,77 2,70 

methodischer Art eine Prazisionsuntersuchung durch. Als Sonden be
nutzt er dazu Elektronen von rund 0,4 Lichtgeschwindigkeit, er miSt 
"praktische Absorptionsvermogen". Wohl findet er einige Andeutungen 
von BindungseinfluB, da mit wachsender Zahl der Bindungen bei Kohlen-

7 
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Abb.8. Erste Messungen bei kleinen Geschwindigkeiten. LENARD 1903. 

wasserstoffen eine Abnahme der QuerschnittsgroBe merkbar wird, doch 
fiihrt die Untersuchung nicht zu deutlichen und klaren Zusammenhangen. 
Damit ist die Hoffnung, hier Zusammenhange zu finden, auch ffir die 
Zukunft aufzugeben, wie es BECKER selbst durch den Satz (9, S. 459) 
zum Ausdruck bringt: "Es ist daraus zu ersehen, daB das praktische 
Absorptionsvermogen im gegenwartig untersuchten Geschwindigkeits
gebiet weit iiberwiegend durch die Art der Einzelbestandteile einer 
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Substanz und jedenfalls nur in ganz untergeordnetem MaBe durch die 
Anordnung dieser Bestandteile bestimmt wird, so daB auch noch er
heblich verfeinerte kiinftige Messungen kaum eine Aussicht bieten 
dfirften, auf diesem Wege erheblich tiefere Einblicke in die elektrische 
Konstitution der Molekiile zu gewinnen." 

Vorboten des Erfolges bei Ubergang zu kleinen Geschwindigkeiten. 
1903 hatte LENARD (2) seine Querschnittsmessungen auch auf das 
Gebiet kleinerer Geschwindigkeiten ausgedehnt. Er fand, daB der 
Querschnitt der Molekeln auBerordentlich stark wachst, wie es Abb.8 
zeigt und daB er bei ungef1i.hr 10 Volt in die GroBenordnung des gaskine
tischen Querschnitts kommt. Jedenfalls wird-was bei klassischen Vor
stellungen unverst1i.ndlich ist - yom wirksamen Querschnitt des Molekels 
eine obere Grenze nicht 
uberschritten. Dieses 
experimentelle Ergeb
nis, das ffir unseren 
Zusammenhang beson
ders wichtig ist, be
deutet zugleich: Das 

ProportionaIitatsge
setzist beikleinenElek
tronengeschwindigkei
ten von der GroBen
ordnung 1/500 Licht
geschwindigkeit nicht 
mehr erfullt. Damit 
ist erstmalig das voll
standige ZUrUcktreten 
der Kemeinwirkung 
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Abb. 9. RAMSAUERS WQ-Messungen an den 
Edelgasen 1921/1923. 

gegenuber den AuBenkraftfeldem des Molekels erwiesen, man ist im 
Gebiet der geeigneten Geschwindigkeit angelangt. Wenn sich allerdings 
LENARDS Vermutung von der Querschnittsgrenze entsprechend dem 
gaskinetischen Querschnitt bestatigt, so hat man im besten Falle eine 
neue Methode zur Bestimmung des gaskinetischen Molekelquerschnitts 
gefunden, wahrend die Hoffnung auf neuartige Zusammenh1i.nge mit 
dem Molekelbau endgiiltig aufgegeben werden muB. 

1920 scheint H. F. MAYER (6) diese LENARDSche Vermutung tat
sachlich experimentell belegen zu konnen. Er gibt ffir H., N. und 
CO. Kurven mit horizontalem Endverlauf an. 

Da entdeckt 1920/21 RAMSAUER (7, 8) an den EdeIgasen eine neu
artige, dieser Vermutung ganzlich widersprechende Erscheinung. Die 
Resultate seiner Hauptmessungen an den schweren EdeIgasen (10) zeigen 
die in Abb. 9 dargestellten Kurven. Der WQ steigt bei den EdeIgasen 
auf das Mehrfache der gaskinetischen Querschnittswerte und sinkt 

13* 
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dann bei weiterer Verringerung der Strahlgeschwindigkeit rapide bis 
zu kleinen Bruchteilen dieses Wertes abo - Danach scheint also ein 
prinzipieiler Gegensatz zwischen dem Verhalten der Edelgase und dem
jenigen anderer Gase zu bestehen. 

1925-1926 untersuchen BRODE (11), RUSCH (12) und BRUCHE (15) 
nochmals die Niehtedelgase, die nach LENARDS Vermutung und MAYERS 
Messungen bei' sehr kleinen Geschwindigkeiten konstante Endquer
schnitte haben soilen. Aile drei Autoren finden, wie es die Beispiele der 
Abb. 10 zeigen, statt der erwarteten Konstanz starke Geschwindigkeits
abhangigkeit bis zur Untersuchungsgrenze. Damit ist nachgewiesen, daB 
die Edelgase keine Sondersteilung in der vermuteten Weise einnehmen, 

so 

elilf 
Brode 1.925 

so 

. ."8 
o Bruche 19ZG 
~ 

I~ 
00 

Hz 
Rusch 1$25 

00 0,5 1 ~5 YoH 

Abb.1O. Erste brauchbare WQ-Messungen an Nichtedelgasen bei kleinen 
Geschwindigkeiten. 

daB vielmehr WQ-Anomalien eine Ailgemeinerscheinung der Gase 
sind I • Verlaufen die Kurven der Gase aber nieht horizontal, so hat 
die Hoffnung Zusammenhange zwischen WQ und Molekelbau zu finden, 
wieder neue Aussiehten gewonnen. Tatsachlieh bietet auch bereits die 
BRoDEsche Arbeit den ersten Anhalt dafiir. BRODE, der neben anderen 
Gasen auch Stiekstoff und Kohlenoxyd durchgemessen hat, weist auf 
gewisse Ahnlichkeiten der von fum gemessenen Kurven im Zusammep
hang mit Gleichartigkeiten des Aufbaues hin. 

I Allerdings ist es trotzdern berechtigt, wenn auch in andetem Sinfle, 
von einer Sonderstellung der schweren Edelga~e zu sprechen. Denn das Ab
sinken der WQ-Werte nach einem Maximum bis auf sehr kleine Bruchteile 
dieses Maximalwertes (RAMsAuER-Effekt), ist bei den iibrigen Gasen (ab
gesehen von dem edelgasahnlichen Methan) bisher nicht beobachtet. 
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Etwa gleichzeitig (Durchfiihrung der Untersuchung I924/25, Ver
offentlichung I 926/27) wird zum ersten Male eine bestimmte atom
chemische Frage zum Problem einer WQ-Untersuchung gemacht und 
die Untersuchung danach eingerichtet. BRUCHE (17) stellt sich die 
Frage, ob die HCl-Molekel mit ihrer abgrenzenden Achterschale die 
gleiche WQ-Kurve besitzt wie die Ar-Molekel. Er findet angedeutet, 
"daB fUr den Charakter der Querschnittskurve nicht die Zusammen
setzung der Molekel aus bestimmten Atomen, sondern allein die An
zahl der Elektronen in der AuBenhiHle maBgebend ist". 
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Abb. II. Erster Beitrag zum Thema WQ und Molekelbau. 

In demselben Jahre I927 veroffentlicht BRUCHE (19) noch eine 
zweite an sechs Gasen durchgefUhrte Untersuchung, in welcher er die 
Frage nach den Zusammenhangen zwischen WQ und Molekelbau in 
groBerem Rahmen systematisch bearbeitet. - In dem ersten Teil der 
Diskussion kann er die bisherige Entwicklung insofern zum AbschluB 
bringen, als er nachweist, daB auch das zweite Teilgesetz des Massen
proportionalitatsgesetzes, namlich die Summenregel hei kleinen Ge
schwindigkeiten ungiiltig wird. 1m zweiten Tei! hringt er dann posi
tive Beitrage. Zunachst kann er zeigen, daB die bei BRODE ange
deutete Ahnlichkeit der Stickstoff- und Kohlenoxydkurve noch in 
wesentlich weitgehenderem MaBe vorhanden ist als es BRODE nach 
seinem Material erkennen konnte, indem BRUCHE die sehr charakteristi
schen Anfang~maxima dieser heiden Gase findet. Dann kann er durch 
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Vergleich der Kohlendioxyd- und Stickoxydulkurve darauf hinweisen, 
daB auch hier entsprechend der Aufbauahnlichkeit der Molekeln Ahn
lichkeit der Kurven vorhanden ist. 

Seit I927 hat der Verfasser eine Reihe von atomchemischen Pro
blemen bearbeitet. nber die Probleme und Resultate dieser Arbeiten, 
deren Material bisher nur zum Teil veraffentlicht sind, wird in den 
folgenden Abschnitten im Zusammenhang berichtet werden. -

Durch die letztgenannten Arbeiten ist zur GewiBheit geworden, daB 
die Vermutung von Zusammenhangen zwischen WQ und Molekelbau, 
nach denen man lange vergeblich gesucht hatte, durchaus berechtigt 
war. Es sollte den genauen Untersuchungen im Gebiet kleiner Elek
tronengeschwindigkeiten vorbehalten bleiben, diese Zusammenhange 
aufzudecken. 

Der erste Beitrag war, wie wir sahen, die Ahnlichkeit der Stickstoff
und Kohlenoxydkurve. Deswegen mage dieser der Entwicklung gewid
mete Teil unserer Zusammenfassung mit der Mitteilung der BRODE
schen und BRUcHEschen Messungen an diesen beiden Gasen abgeschlossen 
werden. Abb. II (aufS. I97), in der dieseMessungen wiedergegeben sind, 
zeigtdencharakteristischen und trotzdem fast identischen Verlauf beider 
Kurven, der die Ahnlichkeit der molekularen Kraftfelder widerspiegelt. 

III. Die Verwendungsart der Sondierungsmethode. 
Anwendung der WQ-Kurven zur Priifung und Erganzung 

atomchemischer Betrachtungen. 
Anwendungsgebiet der Methode. Ein Weg, den die Atomchemie 

beschreitet, urn den AnschluB zwischen den Erkenntnissen der Atom
physik und dem Tatsachenmaterial der Chemie anzubahnen, besteht in 
der Betrachtung der chemischen Verbindungen unter physikalischen Ge
sichtspunkten. Auf diese Weisegelangt die Atomchemiezuchemisch unge
wohnten Perspektiven und neuartigen Zusammenhangen und darf hoffen, 
auch Aussagen uber den Bau der Molekeln, das Wesen der chemischen 
Bindung und die Natur der Valenzzahlen zu erlangen. Weiterhin wird 
damit die wiinschenswerte Systematik der chemischen Verbindungen, 
die sich auf die Atomphysik griindet, vorbereitet I • 

Bei diesen physikalischen Betrachtungen der chemischen Verbin
dungen, die im allgemeinen in Form von Eigenschaftsvergleichen durch
gefuhrt werden, bevorzugt man naturgemaB die Gase, bei denen es sich 

I Ober alle diese Fragen vergleiche man den Handbuchartikel von H. G. 
GRIMM (52), der nach einer Skizzierung der AufgaQen der Atomchemie, die 
Eigenschaften, der die Verbindung aufbauenden Atome und lonen, den 
Aufbau der chemischen Verbindungen selbst und die Zusammenhange der 
Eigenschaften von Elementen und Verbindungen mit dem Bau der Atome 
und Molekeln behandelt. - Beziiglich neuartiger Systematik der chemischen 
Verbindungen vgl. (58) u. (60). 
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urn einzelne freie Molekeln handelt, bei denen also gegenfiber den Fliissig
keiten und festen Korpem mi.t ihren zwischenmolekularen Kraften 
relativ einfache VerhaItnisse herrschen. Zur Durchfiihrung solcher 
Eigenschaftsvergleiche werden - soweit man sich nicht mit denjenigen 
Daten begnfigt, die unmittelbar experimentell erhalten werden - An
gaben fiber "GroBe" und "Feld'wirkung" der Molekeln herangezogen. 
Diese Daten erhalt man aus den Untersuchungen der inneren Reibung 
und Warmeleitfahigkeit als gaskinetischer Querschnitt, aus den VAN 

DER W AALSchen Konstanten, der Verdampfungswarme, dem Siede
punkt, den Refraktionsuntersuchungen, den Dipolmomenten und 
anderem l • 

Zu diesen experimentel1en Methoden kommt nun die WQ-Messung 
in ihrer Eigenschaft als Sondierungsmethode der molekularen Kraft
felder hfuzu. Sie eignet sich zu der oben skizzierten Aufgabe der Atom
chemie insofem besonders gut, als sie sowohl fiber die Art als auch 
GroBe der Feldwirkung Aussagen erlaubt. Weiterhin zeichnet sie sich 
durch groBe Empfindlichkeit und Verwendung der denkbar einfachsten 
Sonde, des Elektrons aus 2 • 

Benutzungsart der Methode. Die WQ-Kurven der einzelnen Gase 
sind quantitatives Material, das definiette Aussagen fiber die mittlere 
GroBe einer Molekel gegenfiber Elektronen von verschiedenen Geschwin
digkeiten macht. Ware eine ins einzelne gehende Theorie3 vorhanden, 
die die Gestalt und Hohe der WQ-Kurven aus bestimmten Grundvor
.gangen und Modellvorstellungen heraus ableitet, so hatte man zu ver
suchen, jetzt rfickwarts aus den experimentell gefundenen quantita
tiven Kurven auf bestimmte Daten dieser Grundvorgange z. B. auf 

I nber die verschiedenen Methoden zur Bestimmung von GroBe und 
Bau der Molekeln vergleiche man den Beitrag von HERZFELD und GRIMM 
im Handbuch der Physik (48). 

2 Der hier behandelten Molekelsondierung durch Elektronen sind zwei an
dere Methoden besonders verwandt. Die erste, altere Methode besteht in der 
Ausmessung der Spektren. Hier sind es besonders die Bandenspektren, die 
fur die Atomchemie von Wichtigkeit geworden sind. [H. SPONER: Optische 
Bestimmung der Dissoziationswarme von Gasen. Erg. exakt. Naturwiss. 
6, 75 (I927) und MECKE, R.: Bandenspektra und ihre Bedeutung fUr die 
Chemie. Fortschr. Chern., Physik u. physik. Chern. 20,87 (I929)]. Die zweite, 
ganz klirzlich erst entwickelte Methode ist den WQ-Messungen bzw. den 
KOLLATHschen Reflexionsmessungen methodisch noch enger verwandt. Es 
ist die von DAVISSON, GERMER und Rupp in Zusammenhang mit der Elek
tronenbeugung untersuchte Elektronenreflexion, die hier ihre praktische 
Anwendung gefunden hat. Wahrend es sich bei KOLLATH urn die Reflexion an 
einzelnen Gasmolekeln handelt, wird hier die Reflexion an Gittern von Metall
molekeln usw. untersucht. 

3 Anmerkung bei der Korrektur: Wahrend des Druckes dieser Arbeit 
ist Herrn Prof. HOLTSMARK (26) ein wesentlicher Fortschritt in der Theorie 
gelungen, der bei unserer Darstellung leider nicht mehr beriicksichtigt 
werden kann. 
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Geschwindigkeiten bestimmter Elektronen usw. zu schlieBen. Wirwiirden 
so aus der Kurvenanalyse charakteris~ische Daten der Molekeln zu er
warten haben, die man dann abgesehen von direkter Benutzung ffir 
Modellvorstelhmgen zu vergleichen hatte I. Da eine derartige Auswertung 
der Kurven indessen noch nicht moglich ist, miissen wir uns mit einem 
roheren Vorgehen begniigen. 

Zunachst konnte man daran denken, solche WQ-Werte verschiedener 
Gase zu vergleichen, die ffir die gleiche Elektronengeschwindigkeit ge
wonnen sind. Doch abgesehen von Griinden experimenteller Ungenauig
keit ist dies Vorgehen auch prinzipiell kaum berechtigt. Man denke 
an den abnlichen Fall bei Dispersionskurven, oder bei Banden- und 
Linienspektra verschiedener Stoffe, bei denen man auch nicht einen 
punktweisen Vergleich vornehmen wird. Der Vergleich kann vielmehr 
nur so geschehen, wie es das Beispiel der N.- und CO-Kurve von 
Abb. 10 bereits zeigte: Wir vergleichen die WQ-Kurve (und ebenso die 
KOLLATHschen Reflexionskurven) als Ganzes. Dabei laBt der Vergleich 
der Gestalt Aussagen iiber abnIiche Feldwirkung, der Vergleich der 
Hoke Aussagen iiber die GroBe der MolekeIn zu. 

Vergleich der Methode mit anderen. Die Priifung atomchemischer 
Betrachtungen - handle es sich um Ahnlichkeit zweier Stoffe wie bei 
N. und CO oder um einen Entwicklungsgang wie bei den Hydriden

wurdebisher in der Weise durchgefiihrt, 
daB eine Reihe physikalischer Daten iiber 
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Abb. 12. "Zufiillige", entfemte 
Kurvenahnlichkeit bei 

N.Ound C2 H 4• 

GroBe und Feldwirkung, teilweiseaberauch 
Daten ohne genauere Bedeutung verglichen 
wurden. Wurde eine Ahnlichkeit des mole
kularen Aufbaus der vergIichenen Stoffe 
erwartet und zeigte die Reihe der ver
glichenen Daten Ahnlichkeit bzw. einen 
Gang in dem betreffenden Sinne, so wurde 
das als eine Bestatigung der Anschauung 
angesehen. 

Solche Schliisse sind natfirlich nicht 
zwingend, denn es ist denkbar, daB zwei 
Stoffe zufallig gleiche Siedepunkte haben, 
trotzdem aber verschieden aufgebaut sind. 

Der SchluB wird iiberzeugender, wenn neben der einen Angabe auch 
andere herangezogen werden und sich auch bei diesen das Erwartete 
zeigt. Erst, wenn die Gleichheit alier oder doch einer groBen Reihe 
von Einzeldaten festgestellt ist, ist der SchluB zwingend. 

I HOLTSMARK gibt in der in Anm. 3 (S. 199) genannten Arbeit (26 S. 445) 
an, daB zwar die riickwartige Berechnung des Atomfeldes aus den WQ-Kurven 
nicht eindeutig mc5glich ist, daB es jedoch scheint, "daB man eine vorhandene 
vorlaufige Feldkurve ziemlich eindeutig korrigieren kann". 
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Hier zeigt sich eine Dberlegenheit der neuen Methode. Sie macht 
nicht nur eine Angabe, wie Siedepunkt oder gaskinetischer Querschnitt, 
sondem vertritt in ihrer Eigenschaft als Kurve gleichsam eine Tabelle 
von Eigenschaftsdaten, ist also ffir sich in gewissem MaBe iiberzeugend. 

einMaximum zwel Maxima IIbsiitLe Endansfieg 

Abb. 13. Verschiedenartigkeit der WQ-Kurven . 

. Allerdings setzt das voraus, daB die Mannigfaltigkeit der Kurven so 
groB ist, daB eine "zufaIlige" Gleichartigkeit, bei der die gleiche Gesamt
wirkung durch verschieden gebaute Molekeln bedingt ist, nicht auftritt. 
Inwieweit diese "zufallige" Gleichartigkeit tauschen kann, zeigt Abb. 12, 

in der dasjenige Beispiel wiedergegeben ist, das in diesem Sinne am 
ungtlnstigsten ist. Man konnte geneigt 
sein, aus diesem Kurvenvergleic~ auf 
eine Ahnlichkeit von N.O und C. H4 
zu schlieBen, wenn auch charakte
ristische Unterschiede in der Kurven
struktur unverkennbar sind I. -- LaBt 
es also die in Einzelfallen fehlende 
Eindeutigkeit notwendig erscheinen, 
die Aussagen des Kurvenvergleiches 
durch die sonstigen physikalischen 
Daten zu kontrollieren, so ist die 
Mannigfaltigkeit der Kurven doch so 
groB, daB die neue Methode jeder der 
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Abb. 14. Keine 
Kurvenlihnlichkeit bei N. und Kr. 

alteren im einzelnen iiberlegen ist. Vergleicht man hierzu Abb. 13, so 
sieht man, daB auch die Unterschiede in den Kurven, die durch die 
gleiche Aussage zu beschreiben sind, sehr ausgepragt ist. 

I Aber vielleicht ist die Vermutung einer sehr entfernten Ahnlichkeit 
gar nicht ganz unberechtigt, denn auch die Reihe der sonstigen physika
lischen Daten ist nicht sehr verschieden. 
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Es ist daher auch der SchluB auf ungleichen Aufbau der MolekeIn 
im Gegensatz zu den von gaskinetischen Querschnitten oder anderen 
Einzeldaten gemachten Angaben im allgemeinen einwandfrei moglich. 
So wird man z. B. aus Abb.I4 eindeutig schlieBen, daB die beiden 
Stoffe N2 und Kr ungleiche molekulare Feldwirkung haben, wahrend die 
gaskinetischen Querschnitte mit 27 cm 2/cm 3 fUr N2 und 28 cm 2/cm 3 ftir 
Kr diese Aussage nicht machen. 

Grenzen der Methode. Wir hatten bisher von dem Ahnlichkeitsver
gleich def WQ-Kurven gesprochen, wobei wir relativweitgehend ahnlichen 
Molekelbau voraussetzten. Fassen wir nun den die Atomchemie beson
defs interessierenden Fall der Entwicklung innerhalb einer Stoffreihe ins 
Auge, wobei sich die Ahnlichkeiten von Glied zu Glied mehr verwischen. 
Wenn die Unterschiede im molekularen Aufbau der Stoffe immer groBer 
werden, so werden auch die Unterschiede in den WQ-Kurven groBer 
werden. In welch em MaBe hier Parallelitat besteht, kann nur ausge
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Abb. 15. Mogliche Entwicklung 
der C2 H 4 - Kurve aus der O2 -

Kurve. 

dehntes experimentelles Material zei
gen, das bisher noch nicht vorliegt. 
Eine gewisse Gefahr besteht aber 
sicherlich in einem Kurvenvergleich 
von Molekeln, deren entfemte Ahn
lichkeit vermutet wird, denn man 
wird geneigt sein, Zusammenbange zu 
sehen, wo moglicherweise nur zufallige 
Ahnlichkeiten bestehen. Rier sind 
wir vorlaufig an einer Grenze der 
Methode angelangt, die sie mit den 
bisher benutzten Methoden des Eigen
schaftsvergleiches gemeinsam hat. In 
solchen Fallen mtissen wir uns darauf 
beschranken, nachzuprtifen, ob keine 
grundsa tzlichen V ersch iedenartigkei ten 

bestehen. Das bisher ungtinstigste Beispiel dieser Art, bei dem eine sehr 
entfemte Ahnlichkeit zweier MolekeIn vermutet wird, zeigt Abb. 15. 
Wir werden nur aussagen kqnnen, daB keine grundsatzlichen Verschie
denartigkeiten zwischen den Kurven bestehen, daB man sich vielmehr, 
vvie es in der Abbildung angedeutet ist, die eine Kurve durch geeig
nete, aber sinngemaBe VergroBerung der Ordinaten aus der anderen 
entstanden denken kann. 

Eine andere Anwendungsmoglichkeit fUhrt bei dem heutigen Stand 
theoretischer und experimenteller Kenntnis in noch weiter gehendem 
MaBe in unsicheres Gebiet. Es ist das der Versuch, aus den Unter
schieden aIlgemein ahnlicher WQ-Kurven Feststellungen zu machen und 
wohl gar Vermutungen daran anzuschlieBen. Einen Fall dieser Art 
werden wir bei den Edelga8en kennen lemen. 
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Kritisches zur Methode. Bevor wir nun dazu iibergehen, die Resul
tate der neuen Methode zu besprechen, seien noch einige kritische Be
merkungen iiber das experimentelle Material und die Verwendung der 
WQ-Kurven zu atomchemischem Almlichkeitsvergleich eingeschoben. 

Bisher hatten wir stillschweigend angenommen, daB das vorliegende 
experimenteUe Material soweit gesichert ist, daB es ohne Bedenken zu 
atomchemischen Vergleichen benutzt werden kann. Diese Annahme ist 
indessen durchaus nicht selbstverstandlich, denn es sind bei diesen rela
tiv komplizierten Messungen mehrfach (6, 16) erhebliche Fehler aJ,f
getreten. Trotzdem glaubt der Verfasser, daB das neue hier verarbeitete 
Material sowohl beziiglich des Kurvellcharakters als auch der allgemeinen 
Hohenlage als gesichert gelten kann. Nur dort, wo es sich urn besondere 
Schwierigkeiten handelte, wie bei H 2 0, NH3, Zn, Cd, HCl, konnte 
bei spaterer sorgfaltiger Untersuchung moglicberweise ein etwas anderer 
Verlauf gefunden werden. Auch bei He und H2 ist der Kurvenverlauf 
unterhalb 2 V Volt nicht ganz eindentig, wie denn iiberhaupt immer dort 
gewisse Unsicberheiten vorhanden sind, wo der Kurvenverlauf bei sehr 
kleinen Geschwindigkeiten wenig charakteristisch ist. 1st er dagegen 
charakteristisch, treten z.E. in gewlssen Geschwindigkeitsbereichen starke 
Anderungen der QuerschnittsgroBe bzw. starke Anderungen des Differen
tialquotienten auf, so ist es nicht sehr schwierig, ihn eindeutig sicherzu
stellen. So ist z. B. an dem Maximum von N 2, CO, CO2, N 20 und C. H2 
in diesem Gebiet kein Zweifel zu hegen. Dagegen ist die Hohe so1cher 
scharfen Maxima nicht genau bekannt; man wird vermuten konnen, 
daB sie scharfer und hober sind als die Apparatur mit ihren verwischen
den Eigenschaften sie gibt. 

Wahrend also das Material der WQ-Kurven im groBen und ganzen 
als einwandfrei bezeichnet werden kann, ist die Art, in der wir 
es verwenden wollen, nicht ganz unbedenklich. Da eine befriedigende 
Theorie, die die Auswertung der WQ-Kuryen erlaubt, nicht vorliegt, 
sind wir darauf angewiesen, die Kurven nach Ahnlicbkeiten zu ver-' 
gleichen '. Dieses Vorgehen ist aber, wie wir bereits in den vorher
gehenden Abschnitten sahen, nicht frei von Tauschungsmoglichkeiten 
bzw. in seiner Anwendung begrenzt. Es ist jedoch zu bedenken, 
daB wir bei dem augenblicklicben Stande der Entwicklung die WQ
Methode nicht dazu benutzen wollen, neue Tatsacben zu finden, son
dem atomchemische Gedankengange nachzupriifeu. Wir werden uns 
also von der Kenntnis auf anderen Gebieten leiten lassen und diese 
Kenntnis stets zur Kontrolle und Erganzung heranziehen. Erst spater 
wird der schwierigere und Tauschungen leichter zugangliche Fall des 
Suchens nach Neuem mehr im Vordergrund stehen; dann wird aber 
auch bereits soviel experimentelles Material vorliegen, daB man die 
Kurven besser zu deuten weiB. 

, Vgl. S. I 99, Anm. 3 u. S. 20:), Anm. I. 



E. BRUCHE: 

Aus diesen Erwagungen heraus und urn auf die Moglichkeiten der 
neuen Methode aufmerksam zu machen, hat der Verfasser seine eigenen 
Bedenken zurtlckgedrangt. Er hat im folgenden entgegen· groBerer 
ZUrUckhaltung in den Originalarbeiten, das Spekulative starker aus
gefiihrt und manche mehr oder minder unsichere Diskussion ange
schlossen. Diese Diskussionen diirfen jedoch keineswegs als gesicherter 
Bestand angesehen werden. 

IV. Die Ergebnisse der Sondierungsmethode. 
Untersuchung bestimmter atomchemischer Probleme. 

Gruppeneinteilung der WQ-Kurven. Das Hauptergebnis der ersten 
Untersuchung des Verfassers (19) war die Einteilungsmoglichkeit der 
Gase in Gruppen nach Ahnlichkeit der Kurven und Ahnlichkeit des 
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Abb.16. Gruppeneinteilung der WQ-Kurven. 

Baues ihrer Molekeln. Es handelte sich hier also noch nicht urn eine 
direkte Fragestellung, sondern urn mehr oder minder zufallige Fest
stellungen, aus deren Gesamtheit zunachst zu entnehmen war, daB die 
Anwendung der Wirkungsquerschnittkurven zu atomchemischen Unter
suchungen moglich sei, und wie sie zu geschehen habe. 

Es sind bisher vier Gruppen unterschieden worden, die in Abb. 16 
zusammengestellt sind und vondenen hier dieN2 -, CO2 - und Ar-Gruppe 
betrachtet werden moge. - Die WQ-Kurven der einzelnen Gruppen 
sind in den Abb. 17-19 nochmals gemeinsam mit den Reflexions- und 
gaskinetischen . Querschnitten besonders aufgetragen. An jeder dieser 
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Abbildungen wird man zunachst die allgemeine Feststellung machen 
konnen, daB die WQ-Kurven und Reflexionskurven als verschiedene 
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Abb. 17. Die N 2 -Gruppe. 
tloskinel. - f2 

Ausdrucksformen der Molekelfeldsondierung sich in ihren Aussagen 
entsprechen, daB die letzteren also eine Bekraftigung der durch die WQ
Kurven gemachten Aussagen bilden. 

Die erste der hier in teressierenden 
Gasgruppen, die N 2 -Gruppe, faBt 
die beiden Gase N2 und CO zusam
men, deren engsteZusammengehorig
keit zuerst von WEIGERT (31) betont 
worden ist. Bedingt ist die Ver
wandtschaft durch die SteHung der 
atomaren Bausteine an benachbarten 
Stellen des periodischen Systems (vgl. 
Tabelle 3): Treten zwei N-Atome 

Tabelle 3. Gleiches Molekular
gewicht und ahnlicher Bau 
bei No und CO infolge der be
nachbarten Stellung von C, N 
undOim periodischen System. 

3 8 

Ne 

zu einer Molekel zusammen, so werden sich bei Eingehen der homoo
polaren Bindung die 2 X5 Elektronen der L-Ringe zu einer "beiden 

Tabell<,; 4. 
Ahnliche physikalische Eigenschaften "isosterer" Molekeln. 

N2 I CO CO2 NoO 

Molekulargewicht 28,0 28,0 44,0 44,0 
Schmelzpunkt in 0 K . 63 66 21 7 171 
Siedepunkt in OK .. 78 83 195 185 
Kritischer Druck in atm . 33,5 34,6 73 77 
Kritische Temperatuf'in OK 127 134 304 309 
Kritisches spez. Gewicht in g/cm3 0,31 0,3 1 0,46 0.45 
Warmeleitfahigkeit.106 bei 0° C 56 53 32 35 
Innere Reibung· 106 bei 0° C 167 165 140 138 
Dielektrizitatskonstante 1,00058 1,00066 1,00090 1,00100 
Brechungsindex fur 0,589,U 1,00040 1,00034 1,00045 1,00052 

Atomrumpfen gemeinsamen" Elektronenwolke zusammenschlieBen. 
Tritt ein C- und ein O-Atom zu einer Molekel zusammen, so bringt das 
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C-Atom 4, das O-Atom 6 Valenzelektronen mit, die sich nun in ganz 
entsprechender Weise zu einer beiden Atomriimpfen gemeinsamen 
Elektronenwolke von 10 Elektronen zllsammenschlieBen werden. Es 
entstehen so in beiden Fallen - wie LANGMUIR (35) sagt - "isostere" 
Molekeln, die sich nicht in der Elektronenzahl und allgemeinen Elek
tronenanordnung, sondem allein in der Verschiedenheit der Kem
ladungen und den dadurch bedingten verschiedenen Formen der Elek-
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Abb. 18. Die CO.-Gruppe. 

tronenhiille unterscheiden. Greifbar pragt sich die Ahnlichkeit des Auf
baus in der Ahnlichkeit der pyhsikalischen Eigenschaften aus (vgl. Ta
belle 4), worauf im besonderen LANGMUIR (35) hingewiesen hatt. Nun 
zeigt sich, daB auch die WQ-Knrven auBerordentlich ahnlich sind, 
und es erscheint daher der ScbluB berechtigt: Ahnlichkeit des Molekel
baus entspricht Ahnlichkeit der WQ-Kurven. 

Die zweite Gruppe, die CO.-Gruppe, bestatigt diesen SchluB durch
aus. Auch hier sind nach LANGMUIR (35) Aufbauiihnlichkeiten anzu

Tabelle 5. Gleiches Molekular
gewicht und ahnlicher Bau 

bei N.O und CO •. 

3 

C I N 10 F I Ne 

\ II I 
\ NN+O 
\ / 
'CO + 0 

nehmen, die sich in der Ahnlichkeit 
der physikalischen Eigenschaften 
auspragen, und auch hier sind die 
WQ- und Reflexionskurven einander 
ahnlich. Allerdings ist das in nicht 
mehr so weitgebendem MaBe der Fall 
wie bei der N.-Gruppe, so daB die 
Vermutung nabe liegt: Die Ahnlich
keit der WQ-Kurven ist urn so weit
gehender, je weitgehender die Ver

wandtschaft des molekularen Aufbaus der verglichenen Stoffe ist. 
Die dritte Gruppe, die Ar-Gruppe, fiihrt weiter. Denn hier 

haben Gase verwandte WQ-Kurven, die nicht wie bei den bisherigen 
Gruppen durchgehend sondem nur an der AuBenschale der Molekeln 
ahnlich aufgebaut sind, wahrend sie im Innem der abschlieBenden 
Achterschale wesentliche Unterschiede aufweisen. Aus der Ahnlich-

I Dber Ahnlichkeiten in den Spektren usw. vgl. (50) und (5I). 
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keit der Kurven (besonders bei Ar, Kr, X) mit ihrem typischen 
Abfall zu klein en Ges'chwindigkeiten und dem anschlieBenden Wieder-
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Abb. 19- Die Ar-Gruppe. 
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anstieg r folgt der ScbluB: Einer Almlichkeit des Molekelbaues 
AuBenschale entspricht gleicher Typ der WQ-Kurven. 

an der 

Die letzte allgemeinste Aussage laBt 
sich noch durch weiteres Material belegen. 
Es ist jetzt namlich, nachdem die BRODE
schen Messungen an Quecksilber (13), 220 

denen die von BEUTHE (16) widersprechen, zoo 
durch die Messungen von MAXWELL (14) 
und JONES (24) bestatigt sind, moglich 2 , 

die Kurven von Zn, Cd und Hg zu einer 
Gruppe mit hyperbolischem Kurvenanstieg 
bei kleinen Geschwindigkeiten zusammen- 1Z0 

zufassen, wie es in A1;>b. 20 geschehen ist. 
Auch hier haben wir, ahnlich wie bei den 
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80 

r Bei der Korrektur bin ich durch freund
liches Entgegenkommen von Herrn Prof. 
RAMSAUER und Herrn Dr. KOLLATH in der 
Lage hier und auf S. 212 eine neue Figur der 
Ar-Gruppe einzusetzen, we1che die soeben 
fertiggestellten lVlessungen dieser Herren un-

50 

zo 

terhalb I ]lVolt mitenthalt. Die sehr schwie- Abb. 20. BRODES ahnliche 
rigen lVlessunJen in diesem Gebiet sind im WQ-Kurven von Zn, Cd, Hg. 
besonderen auch fiir die Theorie von groBem 
Interesse. Dber die nach dies em Resultate deutlich hervortretende Sonder-
stellung des Neons vgl. man Abb. 24. . 

2 Anm. bei der Korrektur. Vgl. auch die neuen Messungen, die BRODE (28) 
jetzt veroffentlicht hat und die mit den alteren lVlessungen von BRODE, lVlAXC 
WELL und JO'ms in Dbereinstimrnung stehen. 
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Edelgasen, Molekeln mit gleichartigem AuBenaufbau aber verschieden 
vielen inneren Schalen. Trotzdem sind die WQ-Kurven iihnlich. 

Fassen wir die Feststellungen an den vier erwiihnten Gasgruppen 
damn zusammen: In erster Linie wird die Gestalt der WQ-Kurve 
durch den peripheren Bau der sondierten Molekeln bestimmt. Ahn
lichkeit des peripheren Baues zweier Molekeln bedingt Ahnlichkeit 
der WQ-Kurven, die bei Molekeln, welche auch im Innern weitgehend 
iihnlich aufgebaut sind, sich der Identitiit immer mehr anniihert. 

Unterschiede innerhalb der Kurvengruppen. Die betrachteten 
Gasgruppen zeigten, daB den Ahnlichkeiten des molekularen Aufbaus 
zweier Stoffe Ahnlichkeiten im Charakter der WQ-Kurven entsprechen, 
oder allgemein gesagt, daB sich Aufbaueigenttimlichkeiten der Molekeln 
in den WQ-Kurven widerspiegeln. Nachdem die Gesamtheit der 
Kurven dieses Resultat tiber die WQ-Kurven ergeben hat, wird man 
umgekehrt nun auch versuchen, die WQ-Kurven und ihre Unterschiede 
innerhalb einer Gruppe zu Aussagen tiber den Aufbau der Molekel usw. 
auszuwerten, wobei man sich jedoch stets der Gefahren dieses Vorgehens 
(vgl. S. 202-203) bewuBt bleiben wird. . 

In der N 2 - und CO2 -Gruppe bestehen Unterschiede fast allein in einer 
verschiedenen Hohen- und Geschwindigkeitslage der ersten, bei kleinerer 

zr--'-~-.-----r-,----,--, 

em 
80 
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90 

zo 

°O~~~Z~~3~~~~~~ 

Abb.2I. 
Zerlegung der WQ-Kurven von 

CO2 und N 2 0 nach zwei 
Vorgangen. 

Geschwindigkeit gelegenen Maxima, wiih
rend die zweiten Maxima praktisch iden
tisch sind. Liegt es danach schon nahe, 
einen prinzipiellen Unterschied in der 
physikalischen Natur der beiden Maxima 
zu sehen, so wird diese Vermutung durch 
die KOLLATHschen Reflexionskurven 
wesentlich gefestigt. Das Molekelfeld be
einfluBt nach KOLLATH sondierende Elek
tronen von der Geschwindigkeit des ersten 
Maximums wahrscheinlich ausschlieBlich 
durch Ablenkung ohne Energieverlust, 

wiihrend Elektronen von der Geschwindigkeit des zweiten Maximums 
vermutlich durch einen anderen mit Energieverlust verbundenen Vor
gang ausgeschieden zu werden scheinen I,2. Nehmen wir diese Ver
mutung zweier verschiedener Vorgiinge einmal als richtig an, so liegt es 
nahe, die beiden Maxima ganz voneinander zu trennen und ihre Aus-

I Es sei hier nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daB, bevor nicht 
ausgedehnteres experimentelles Material und eine allgemeine Theorie vorliegt, 
soIche. Schliisse nicht als "gesichert" betrachtet werden k6nnen, zum Teil
wie im obigen FaIle - sogar stark hypothetischen Charakter haben. 

2 Anmerkung bei der Korrektur: Auch fUr diese Dberlegungen sind die 
HOLTSMARKSchen Ergebnisse (26), die hier leider nicht mehr beriicksichtigt 
werden k6nnen, von Bedeutung. 
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sagen gesondert zu behandeln. Zu dies em Zwecke ware der Differenzquer
schnitt zwischen den BRlkHEschen und KOLLATHschen Messungen unter 
der Annahme auszurechnen, daB das erste Maximum ganz durch Re
flexion bedingt sei. In Abb. 2I ist diese Zerlegung fill den gtlnstigeren 
und charakteristischeren Fall der CO2 -Gruppe durchgefiihrt. - Die auf 
diese Weise erhaltenen Maximumsdaten der N 2 - und C027Gruppe 
sind in Tabelle 6 zusammengestellt. Die graphische Darstellung der 

,Tabelle 6. Daten "erster" und "zweiter" WQ-Maxima. 

Erstes (bei niedriger Geschwindigkeit gelegenes) WQ-Maximum. 

co CO2 N2D 

Geschwindigkeit in jlVolt . . .. 1.55 1,45 1,9 1,5 
H6he in cm2 /cm3 • • • • • • •• 96 122 53 82 

Zweites (bei h6herer Geschwindigkeit gelegenes) WQ-Maximum. 

Ge.sch'Yindigkeit "in VVolt .... I 4,8 I 5,2 I 5,8 I 5,8 
Hohe m cm2 /cm' . . . . . . .. 44 44 58 58 

Abb. 2I und die Tabelle zeigen deutlich, daB ein Unterschied innerhalb 
der beiden Gruppen nur bezuglich derjenigen Erscheinung besteht, 
welche das erste Maximum bedingt. - Welches der eigentliche Grund 
fUr die Unterschiede in den ersten Maxima ist, wissen wir nicht. Doch 
wird er in der N2-Gruppe sicherlich mit der durch die verschiedene 
Kernladung bedingten asymmetrischen Ladungsverteilung im Zu
sammenhang stehen. Einen Hinweis fUr die Richtigkeit dieser Aussage 
werden wir spater bei der Betrachtung des Dipoleinflusses finden. -
Vervollstandigen wir unsere Diskussion der beiden Gruppen durch Ver
gleich der maximalen WQ-Werte mit den Ergebnissen anderer Me
thoden. In Tabelle 7, in der der Vergleich durchgefUhrt ist, ist auch 

Tabelle 7. 
Vergleich von Molekelradien in AE nach verschiedenen Metho den. 

N2 CO CO2 N2 0 

Geschwindigkeitslage des ersten 
WQ-Maximum in roB cm/sek 0.92 0,86 1,20 0,89 

~ Erstes WQ-Maximum . 3,0 3,3 2,2 2,8 
~ Zweites WQ-Maximum 2,0 2,0 2,3 2,4 
.5 Innere Reibung 1,6 1,6 1,6 1,6 c 
III Vol. Korr. v. D. WAALS 1,6 2,3 1,6 :a Tetraedrische Lagerung in der 
oj 

iZ Fliissigkeit . 3.4 3,4 3,6 

die Geschwindigkeitslage des ersten scharfen Maximums mit aufge
nommen, da zu vermuten ist, daB gerade dieser Angabe der an Re
sonanzmaxima erinnernden Kurvenstucke eme besondere modell
theoretische Bedeutung zukommt. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 
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Die Unterschiede in der Gruppe schwerer Edelgase, die in Abb. 19 
dargestellt war, erlauben zunachst eine einfache GesetzmaBigkeit abzu
lesen. Ffir die Maxima I M der Edelgaskurven gilt namlich die Be
ziehung2 : 

MAr - MNe > Mx - MKr> M Kr - MAr 
oder in Zahlen: 

66 > 40 > 16 
Diese GesetzmaBigkeit in den Differenzen der Querschnitte, die von 

GRIMM (38, 47, 49) schon friiher ffir verschiedene physikalische Eigen
schaften und ffir die auf anderen Wegen ermittelten Querschnitte fest
gestellt war, ist ffir die Beziehungen zwischen Atombau und Chemie 
von besonderer Bedeutung. Sie gilt namIich nach GRIMM nicht nur fUr 

10 go 30 1f() 50 60 70 
Ordnungszohl % 

90 90 

Abb. 22. Kurven der Ionenradien nach GRIMM. 

die Edelgasatome allein, sondern auch ffir die Ionen yom Edelgastypus 
in den angrenzenden Gruppen. Abb. 22, die den GRIMMschen Arbeiten (47) 
entnommen ist, verdeutlicht diese Verhaltnisse. Ais Abszisse ist die 
OrdnungszahlZ, als Ordinate die mit Hilfe der BORN-LANDEschen Gitter
theorie aus den experimentellen Gitterabstanden binarer Verbindungen 
berechneten oder modellmaBig geschatzten Radien 3 aufgetragen. Die 

I Es liegt eine Willkiir darin, daB wir gerade die maximalen Querschnitte 
zum Vergleich heranziehen, und das urn so mehr, als die Beziehung fur 
Ordinatenvergleich bei gleicher Abszisse nur in geringem Bereich Giiltigkeit 
hat. Trotzdem scheint es, wenn man auf den Vergleich nicht ganz verzichten 
will, noch am verniinftigsten zu sein, so vorzugehen. 

2 Herrn Prof. GRIMM verdanke ich die Anregung, die WQ-Kurven der 
Edelgase in dieser Weise auszuwerten. 

3 Nach neueren Berechnungen der Ionenradien durch PAULING (56) und 
UNSOLD (54) liegen die Kurven etwas anders; ihre relative Lage zueinander, 
auf die es hier allein ankommt, bleibt jedoch ungeandert. 
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(vom Verfasser) ausgezogene Kurve enthaIt von links nach rechts die 
Punkte fUr Ne, Ar, Kr, X, Em und zeigt unmittelbar, ebenso wie die 
tibrigen Linienztige, die auch fUr unsere maximalen Wirkungsradien der 
Edelgase gilltige Ungleichung. Die atomtheoretische Ursache, fUr welche 
diese Ungleichung der auBere Ausdruck ist, laBt sich noch nicht klar 
fassen, doch ist soviel sicher, daB es sich hier urnZusammenhangemitder 
verschiedenartigen Schalenbildurig handeIt (47). - Urn unsere Wirkungs
radien mm auch quantitativ mit denen anderer experimenteller Methoden 
zu vergleichen, sind in Abb. 23 die von RABINOWITSCH (57) zusammen
gestellten Atomradien der Edelgase tiber den von GRIMM benutzten, 
die die Ordinate der 

Af #e A iii X Abb. 22 blldeten, aufge- 5r-ir--~-r-"'ir'-----T-r-'----".'I--'----' 

tragen. Wir erhaIten so, I I 
ahnlich wie bei der von I I 
GRIMM und WOLFF (49) l' I I I 
durchgefUhrten Auftra- I I I 
gung einer Reihe physi- J1Iirkun ~-2f1erS);'ti ~I'Y 

des 110 imtJrr.~ I /\ 
kalischer Daten von li- I 
nearer Dimension, die in 
Abb. 23 dargestellten 
Geraden. Die mit ein
getragenen maximalen 
Wirkungsradien von X, 
Kr und ArschlieBen sich 
bis auf Ne diesem Ver
halt en gut an, wahrend 
Ne wesentlich zu tief 

3 I 
I 

z 

Jnnere Reibung 
( Chupmun) 

#u/lpunldJ'dichfe 
Krisfulf{!1fer 

erIelgusohn//cherJOnen 

flO/um./(orr.(Y. d JYouls) 
Brechungsindex 
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derartiger Auftragung 
gewisse UnregelmaBig
keiten zeigt, ist eben

Abb. 23. Edelgasradien uach verschiedenen 
experimentellen Methoden.! 

falls bereits von' GRIMM (48, S. 505, Anm. 3) bemerkt worden und zeigt 
sich bei unserer Feldsondierung nun in besonders ausgepragtem MaBe. 
- Noch in anderer Beziehung nimmt der WQ des N e gegentiber dem der 
schwereren Edelgase eine Sonderstellung ein. Wahrend namlich die 
Knrven von Ar, Kr und X in gleicher Weise bei Ubergang zu klein en 
Geschwindigkeiten sinken, ein Minimum dnrchlaufen und dann wieder 
ansteigen, sinkt der Ne-Querschnitt dnrchgehend, wie es Abb. 24 zeigt. 
Das hat znr Folge, daB es zum Schnitt zwischen der Ne-Knrve und dem 
Kurvenbtindel der tibrigen Edelgase kommt, wie es nach RUSCHS (12) 
Messungen an Kr, Ar und N e zu vermuten war und jetzt durch die neuen 
Messungen von RAMSAUER und KOLLATH (27), denen die quantitative 

K nrvenfestlegung bis 0 A YVolt gelang I, bewiesen ist. Die V ermutung. daB 

I Vgl. S. 207. Aumerkung T. 
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es sich bei der Neonmolekel nicht um eine Sonderstellung handle, daD 
vielmehr auch bei Neon bei etwas tieferer Geschwindigkeit ebenfalls ein 
Minimum auftritt, hat durch diese neuen Messungen keine Stiitze ge
funden. 

Von allgemeinem Interesse ist die durch Abb. 23 ermaglichte Fest
stellung, daB unsere maximalen Wirkungsradien von Ar, Kr und X 
graBer sind als diejenigen aller iibrigen Methoden, wie denn iiberhaupt 
die maximalen Wirkungsradien beliebiger Gase fast ausnahmslos die
jenigen, die nach anderen Methoden ermittelt sind, iibertreffen. Die 
kleinsten Wirkungsradien der Edelgase dagegen unterschreiten die An

30.----.----,---,,--.--,,--------, 

zo 

10 

gaben nach andeten 
Methoden. So ist z. B. 
flir Ar der kleinste, bei 
0,6 -V Volt beobachtete 
Wirkungsradius klei
ner als ein Sechstel des 
gaskinetischen_ 

00 z 1/T1OF 

Die BRoDEschen 
WQ-Kurven von Zn, 
Cd und Hg - vgl. 
Abb. 20 - weisen bei 
einem Vergleich unter
einander eine Reihe 
von Eigenarten auf. 
Doch ist eszweifelhaft, 

Abb.24. Verlauf der WQ-Kurven der Edelgase 
bei kleinsten Geschwindigkeiten nach RAM SAUER 

und KOLLATH. 
o b hier eine ins einzelne 

gehende Diskussion angebracht ist, denn speziell bei derartigen Metall
dampfuntersuchungen sind die experimentellen Schwierigkeiten natur
gemaB besonders groB. Sieht man aber auch von einer Diskussion der 
Endgruppierung Cd-Zn-Hg ab, die nach der Stellung der Atome im 
periodischen System nieht zu erwarten ist, so kann man doch wohl 

als sieher betrachten, daB alle drei 
Tabelle 8. Ionimradien nach GRIMM Kurven relativ eng beieinander 

und WOLFF. 

Cu+o,60 
Ag+o,74 
AU+O.77 

2 

Zn++o,56 
Cd++O,71 
Hg++O,74 

3 

Ga+++o,53 
jn+++o,68 
Tl+++O,72 

liegen, im besonderen die Hg-
Kurve die iibrigen kaum iiberragt. 
DieseFeststellung ist insofem be
merkenswert, als beim Ubergang 
von Cd mit der Ordnungszahl 48 
zu Hg mit der Ordnungszahl 80 

die N-Schale von IS auf 32 Elektronen vervollstandigt und die neue 
O-Schale mit IS Elektronen eingebaut wiid. Die beiden Atome 
unterscheiden sieh demnach urn 32 Elektronen, haben dabei aber 
kaum verschiedene WQ-Werte. Dieses Verhalten steht wiederum im 
Einklang mit dem Verhalten der von GRIMM und WOLFF (49) ge-
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schatzten Ionenradien, wie es Tabelle 8 ffir Zn, Cd, Hg und ebenso 
ffir die angrenzenden Elemente angibt. Es ist eine allgemeine Er
scheinung, die von GOLDSCHMIDT (46) als "Lanthaniden-Kontraktion" 
bezeichnet wird. 

Kleiner Hydridverschiebungssatz und AuBenelektronenzahl. 
Wahrend die WQ-Kurven der schweren Edelgase X, Kr und Ar 
ohne Zweifel zusammengehoren, war bei N e eine gewisse Ausnahme
stellung deutlich, die man mit der Besetzung der zweitauBersten 
Schale mit nur zwei Elektronen in Zusammenhang bringen wird. Liegt 
diese Schale mit zwei Elektronen ganz auBen, d. h. gehen wir yom Ne 
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Abb. 25. Die Hi-Gruppe. 

zum He fiber, so werden wir, obwohl wir auch hier ein Edelgas vor uns 
haben, ein andersgeartetes Kraftfeld erwarten konnen. Die WQ-Kurve 
des He unterscheidet sich wie erwartet sehr stark von denen der 
anderen Edelgase und das in einem Sinne, wie es schon die Ne-Kurve 
andeutete. Sie zeigt nicht mehr den Abfall der schweren Edel
gase zu kleinsten Geschwindigkeiten, sondern bleibt fast horizon
tal. -- Vergleichen wir nun diese Kurve mit denen sonstiger Gase, 
so finden wir merkliche Ahnlichkeit mit der H.-Kurve, wie es Abb. 25 
verdeutlicht I. Die Kurvenahnlichkeit Tabelle 9. Kleiner Hydridver-
ist aber nach unseren frUheren Fest- schiebungssatz nach GRIMM. 
stellungen, wenn man nicht eine zu
fallige Ahnlichkeit der Kurven an
nehmen will, als eine Ahnlichkeit 
der AuBenfelder der He- und H.
Molekel zU deuten. Dieser SchIuB, 
den wir nach den WQ - Kurven 

1!lI 0 
E Rodil.ls 

o II lie 1 
~HH 1 

zu ziehen geneigt sind, findet beste "Obereinstimmung mit sonstiger 
atomchemischer Kenntnis. So konnte GRIMM (40, S. 523) bereits aus 
dem bisherigen Material den SchluB ziehen, daB die H.-Molekel "als 
Pseudoatom mit He-ahnlichem Bau" aufgefaBt werden kann. Einen 
anschaulichen Niederschiag findet diese Aussage in sein'em "kleinen 

I Hier muB darauf hingewiesen werden, daB der angegebene Verlauf der 
WQ-Kurve im Gebiet kleiner Geschwindigkeiten weder bei He noch bei H. 
vollstandig gesichert ist, vielmehr scheinen hier noch bisher nicht klar er
kannte Besonderheiten vorzuliegen. 



214 E. BRUCHE: 

Hydridverschiebungssatz" (Tabelle 9), der in Zusammenhang mit 
Beobachtungen an anderen Perioden -- z. B. F > HF > N e -- tiber 
die GroBe der Molekeln aussagt: H > HH > He. Auch diese Aus
sage steht, soweit sie nachprtifbar ist -- mit den WQ-Kurven in Ein
klang, die fUr die flachen Maxima bei ~ 2 Y Volt aussagen: Der 
H 2-Querschnitt ist 21/2 mal so groB wie der He-Querschnitt. Es 
sei noch erwahnt, daB den Aussagen dieses Hydridverschiebungssatzes 
bzw. der WQ-Kurven die Modellvorstellungen von KNORR (41) und 
anderen, die HUNDschen (53) Entwicklungen tiber das Zweizentren
problem und die Rechnungen von HEITLER und LONDON (55) entsprechen. 
1m besonderen konnten HEITLER und LONDON mit der neuen Quanten-
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Abb. 26. Verschiedene WQ-Kurven bei Molekeln gleicher AuBenelektronenzahl. 

theorie nachweisen, daB die Elektronen der Hz -Molekel sich in einem 
Zustand befin den , der bei Zusammenfiihrung der Kerne adiabatisch in 
den He-Grundzustand tibergeht. 

Es ist ohne Zweifel, daB die Anzahl der auBeren Elektronen, d. h. 
derjenigen Elektronen, die auBerhalb der abgeschlossenen Atomschalen 
stehen, auf das AuBenfeld des Atoms oder der Molekel einen maBgeb
lichen EinfluB haben werden. Man konnte daher in Anlehnung an 
manches atomchemische Material (52, S. 470) geneigt sein, fUr die Feld
gestaltung allein die Zahl der AuBenelektronen verantwortlichzumachen, 
also auch den Charakter der WQ-Kurve durch diese Angabe zu beschrei
ben, wie es der Verfasser ursprtinglich versuchte. DaB indessen diese 
Aussage noch nicht gentigt, zeigt wohl am deutlichsten der Vergleich 
zwischen der Gruppe He, H2 und der Gruppe Zn, Cd, Hg. Beide Gruppen 
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enthalten Molekeln mit zwei AuBenelektronen, trotzdem sind die 
WQ-Kurven grundverschieden. Wahrend die Kurven ffir He und H. 
bei klassischer Deutung auf ein mit der Entfernung rasch abklingendes 
Kraftfeld hindeuten, lassen sie fUr Zn, Cd und Hg ein streuendes Feld 
vermuten. Es konnte das damit im Zusammenhang stehen, daB es sich 
bei He und H. urn eine Edelgas- bzw. eine homoopolare Molekel han
delt, bei der die beiden Elektronen sich in der Nahe der Kerne auf
halten im Gegensatz zu den Zn,- Cd- und Hg-Atomen, deren zwei 
AuBenelektronen sich weit auBerhalb der letzten abgeschlossenen 
Schale befinden. 

Hydridverschiebungssatz und DipoleinfluB. Die erste bewu13te 
Fragestellung atomchemischer Natur war der Untersuchung der Hydrid-
reihe CH4-NH3-OH.-FH-Ne Tab. 10. Isostere Atome und 
zugrunde gelegt (25). Es han- Hydridkomplexe. 
delte sich urn die Frage: 1st der 4 5 6 7 8 

F+++ I Ne+++1 I 0++ F++ Ne++ 
N+ 0+ P+ Ne+ 

C IN 10 IF 

GRIMMscheH ydridverschiebungs
satz (45), nach demin den Durch
messern und einer Reihe physi
kalischer Eigenschaften ein Gang 
von Ne zu CH4 stattfindet, auch 
bei den WQ-Kurven erfiillt? 

N 
C--

o F 
N-- 0--

Diskutieren wir zunachst Ta
belle 10, urn den Hydridverschie-
bungssatz seinem Sinne nach zu J:\ 
verstehen. Das in der ffulften '\!; 

C--- N---
C----

Vertikalreihe des (angedeuteten) I 
periodischen Systems stehende N ~4_-t-::-s_t-1 ::;-6_t-1 ~7_iI'l ~8~ 
unterscheidet sieh von dem in C I N I 0 I F II Ne I 
der sechsten Reihe stehenden 0 CH NH OH FHD 
durch die Kernmasse 2 und die CH. NH. OH. 
Kernladung +1, zu deren Neu- CH3 NCH3 

-2!.4 tralisierung ein Elektron mit der 
Ladung -I in der L-Schale eingefiigt ist. Es ist moglich, sich aus 
dem N-Atom ein Atom entwickelt zu denken, das dem O-Atom rela
tiv ahnlich ist. Dazu fiihrt man durch irgendeinen auBeren Vorgang 
ein Elektron in die L-Schale ein und erhalt so eine ahnliche auBere 
Elektronenkonfiguration wie beim 0, jedoch bleibt die verschiedene 
Kernmasse und Kernladung. Entsprechend kann man umgekehrt durch 
lonisierung yom 0- zum N-Atom iibergehen bzw. durch Abspaltung 
von zwei Elektronen zum C-Atom. Auf die einfachen Verhaltnisse bei 
homologen lonen hat zuerst KOSSEL (33) b,ingewiesen. Sie fiihrten 
fun und SOMMERFELD (34) zur Aufstellung des spektroskopischen 
Verschiebungssatzes, der z. B. fur Na, Mg+ und Ar ahnlich geartete 
Spektren voraussagt. Fiir derartige Gebilde gleicher Elektronenzahl 
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- . seien es Atome oder Moiekeln - ist dann von LANGMUIR (35) die 
Bezeichnung isoster gepragt worden. Wir erhalten so unsere obere 
Teiltabelle isosterer Atome (untereinanderstehend), bei denen wir Ahn
lichkeiten im Bau und damit auch in den Eigenschaften haben werden. 

Tabelle II. Hydridverschiebungssatz 

o 

in GRIMMS Fassung. 

v 
Bruppe _ 
2l :YIl 0 

o f He 

I 

No 

Wahrend VI>IT es bei diesem 
"Ionenverschiebungssatz" mit 
geladenen Atomen zu tun haben. 
besteht auch die Moglichkeit, die 
gleiche Betrachtung mit unge
ladenen Atomen durchzufiihren. 
Dazu brauchen wir nur an Stelle 
eines einzelnen Elektrons ein neu
trales Wasserstoffatom zuzuftih
ren, das ein Elektron und ein 
Proton enthaIt. So kommen wir 
zu einem entsprechenden Satz. 
dem GRIMMSchen "Hydridver

schiebungssatz". Durch diese Verschiebung sind, wie es die untere Teil
tabelle von Tabelle 10 zeigt, in die EdeIgasreihe die Gase HF, OH., NH3• 

CH4 geIangt, die daher auch als PseudoedeIgase bezeichnet werden und 
von denen man auch Ahnlichkeit des Aufbaues -alle haben acht AuBen-
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elektronen - und der Eigen
schaften vermuten wird. Tat
sachlich findet man auch einen 
Gang in den Eigenschaften. So 
wachsen nach Abb. 28 (rechts} 
die gaskinetischen Querschnitte. 
nach Abb. 27 die Molrefraktio. 
nen von N e bis CH4 regeImaBig 
an. Diese letzte, von FAJANS 
und J oos (43) gegebene und 
diskutierte Darstellung ist in
sofern von besonderer Wichtig
keit, als sie vermuten laBt, daB 
die H-Kerne in die Elektronen
biille eingebaut und damit in 
ihrer Wirkung nach auBen ab-

Abb. 27. EinfluB des H-Kem-Einbaus geschirmt werden. 
auf die Molrefraktion nach FAJANS u. Joos. Das Problem der WQ-Unter-

suchung der Hydridreihe ist die 
Feststellung, ob sich ein Gang auch in den Kurven des WQ auspragt. 
In Abb.28 sind die Ergebnisse der Messungen an Ne, OH., NH3 und 
CH4 zusammengestellt, wahrend FH bisher nicht untersucht wurde. 
Betrachten wir zunachst denjenigen TeiI des Diagramms, der von 
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3 i Volt zu hOheren Geschwindigkeiten fUhrt, so werden wir Gleich
artigkeit der Kurven und eine Ordnung ihrer Hohe nach feststellen, wie 
sie dem Hydridverschiebungssatz entspricht. Danach ist also der Hydrid
verschiebungssatz in 
diesem Gebiet erfiillt. 

Interessanter ist 
aber noch die Nicht
erfiillung des Hydrid
verschiebungssatzes 

in dem Gebiet unter 
3 iVolt. Hier tritt 
eine ganz anders
artige Endgruppie
rung der Kurven ein, 
namlich: Ne, CH4, 

NH3, OH •. Man wird 

NH, 

I 
CH. 
N. 

oL....l...l-~.L 
2 3 .. 5 

DipoI-Eigenscl1of1en iYlf'Irung.r-e, Ooskinel:-e. 

Abb.28. WQ-Kurven der Hydridreihe. 

versucht sein, diesen Befund mit der Feststellung in Parallele zu 
setzen, daB. die Aussagen des Hydridverschiebungssatzes in Bezug 
auf den Gang der MolekelgroBe nur mit Hilfe solcher physikalischer 

I Dipol- Schmelz- Siede-Mo- pun1..i: punkt ment 

0,12 I (;6 83 N.O 
0 63 78 CO. 

in 10"18 abs. abs. 
I cgs I 

Dipol-
Mo-

ment 

0,25 
I 

0,06 
in 10-18 

cgs 

SChmelz-I Siede-
punkt punkt 

171 185 
1I7 195 
abs. abs. 

I 

I D:~:- Schmelz- Siede
ment punkt punkt 

H 2 0 I 1,85 273 373 
NH3 1,5 196 240 
CH4 0 89 1I2 
Ne 0 24 27 

o O!:--:--:-2 ---'3:--:*--:-5 -6:-rn~Oh 0 1 2 3 + 5 6 VYOIf 2 3 .. 5 6 0 

~ -lJruppe COz -lJruppe flytlritl-I?eihe 

Abb. 29. Dipolmoment und WQ-Kurven. 

Eigenschaften gepriift werden konnen, bei denen die Dipolmomente 
der Molekeln keine wesentliche Rolle spielen. Bei dipolabhangigen 
Eigenschaften wie Verdampfungswarme, Siedepunkt, Schmelzpunkt, 
Molekularpolarisation usw., ist nach den bisher gebrauchlicben Methoden 
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der Gang der MolekelgroBe meist durch den EinfluB der Dipol
momente verdeckt. Vergleicht man daraufhin die Endgruppierung der 
WQ-Kurven mit derartigen physikalischen Eigenschaften, so findet 
man, wie es aus Abb. 28 zu erkennen ist, eine durchaus gleichartige 
Gruppierung. Danach wird man auch bei den WQ-Kurven mit einigem 
Recht vermuten konnen, daB es der EinfluB der Dipolmomente ist, 
der diese Abweichungen bedingt. 

Mit der Vermutung, daB das DipoImoment auf die WQ-Kurven 
von EinfluB ist, stehen auch Beobachtungen an anderen Gasen in 
Einklang. So zeigt sich in der N z - und COz-Gruppe - man vergleiche 
dazu Abb. 29 I - daB dasjenige Gas bei kleinsten Geschwindigkeiten 
den groBeren Querschnitt hat, welches das gro13ere Dipolmoment be
sitzt. Die Eigenschaftsunterschiede zwischen N z und CO - und 
damit auch die Unterschiede in dem ersten WQ-Maximum - sind 

em' 
em 
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100 

80 

50 

20 

letzten Endes auf rue unsymmetrische 
LadungsverteiIung (37), d. h. auf dasDipol
moment zurlickzuflihren. 

Der GRIMMsche Hydridverschiebungs
satz, der fUr die Elemente der zweiten 
Horizontalreihe des periodischen Systems 
ausgefUhrt und in Tabelle IO bzw. II dar
gestellt war, bezieht sich ebenso auf die 
Elemente der dritten Horizontalreihe. Die 

0'OL---'L-..1Z-3-L--¥L-..15--"'6'Wiiif'~JIi~QIf Reihe der edelgasahnlichen Hydride ware 

Abb.30 . WQ-Kurven von hier: SiH4-PH3-SHz -ClH-Ar. Ohne 
He! und Ar. diese Zusammenhange zu kennen, hat der 

Verfasser in seiner zeitlich ersten atom
chemischen Untersuchung (17) bereits ein Teilproblem dieser Reihe zum 
Gegenstande gewahIt, indem er sich die Frage stellte: Zeigt die Kurve 
des Chlorwasserstoffes dem allgemeinen Kurvencharakter nach Ahnlich
keiten mit der des entsprechenden Edelgases? Das in Abb. jO dar
gestellte Ergebnis dieser Untersuchung spticht fUr eine Kurvenahnlich
keit zwischen Ar und HCl. Bei der Verwertung dieses Materials werden 
wir indessen sehr vorsichtig sein mlissen, denn die Schwierigkeiten 
experimenteller Natur waren so erheblich, daB das Maximum wohl als 
vorhanden angesehen werden darf, nahere Einzelheiten liber den 
~urvenverlauf indessen nicht bekannt sind. Gerade im Gebiet kleinster 
Geschwindigkeiten ware aber, wie wir jetzt wissen, die genaue Kenntnis 
des Kurvenverlaufs erwlinscht. Denn in diesem Gebiet wlirde sich der 
nach WRIGHT starke Dipol des HCl (p, = 2,I5 . IQ-IS el. st. E) wahr
scheinlich bemerkbar machen. Interessant ist an der HCl-KJrve die 
groBe Hohe, die kaum stark gefalscht sein wird. 

I Die Dipoldaten sind der DEBYEschen Zusammenstellung 159) ent
nommen. 
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Molekelverschiebungssatz undBindungseinfluB. Kehren wir noch
mals zur Tabelle isosterer GeDilde zuriick, die in Tabelle 12 erweitert 
dargestellt ist, urn ein zweites Problem kennen zu lemen, das sich 
ebenfalls als Fragestellung fUr eine WQ-Untersuchung eignet. Die 

Tabelle 12. Isotere Atome und 
Molekeln. 

I 4 5 
F-;++ Ne+++ 
Oi-+ pt+ 
N4- 0+ 

IC 

6 

Ne++ 
Ft 

1 0 

7 8 

Ne+ 

0- P
N-- 0-
C--- N---

C----

mittlere Tabelle dieses Diagramms, 
die den GRIMMSchen Hydridver
schiebungssatz darstellt, lieferte 
nur ein untersuchbares Problem. 
Allein die Molekeln der achten 
Vertikalreihe konnen selbstandig 
existieren und sind als Gase der 
Untersuchimg zuganglich, wwrend 
z. B. die Komplexe der fUnften 
Vertikalreihe mit nur fiinf AuBeu
elektronen N und CH, die an sich 
ahnlich sein sollen, natiirlich nicht 
untersuchbar sind. SchlieBt man 
dagegen immer zwei dieser Komplexe 

141 5 6 7 8 5 6 7 \ 8 

i C IN 10 IF I-:rv;- - \IN=N 0=0 I F-F II~ 
ICH NH OH FH 
I CH2 NH2 OH. 

\ 

CHg NHg 

I CH 4 

HC=CHI ,,#N=NH ~O-OH I 

,,#.C=CH ~;N-NH. 
iHgC-CHg 

I 

zusammen, so erhalt man die zwei untersuchbaren Stoffe N. und C.H •. 
Sind N und CH ahnlich aufgebaut, so wird man es auch von N. und 
C.H. vermuten konnen, worauf zuerst HUCKEL (37) hingewiesen hat. 

Tabelle 13. Tabelle 14. 

_-- Oktettrefraktion 0 Molrefraktion 

5 6 7 I 5 6 7 I 
=N ' 4,9 =0 3.4- -F 1,71 

I 
N. 4.4- O. 4,1 F. 2,91 

=CH 7,7 -OH 3,21 (CR). 8,5 (OR). 5,81 
=CH.7,6 -NH.5,1 (CH.). 10,8 (NH.). 8,91 

-CHg 6.3 ~ (CHg). 11,2. 

Man erhalt so drei neue Untersuchungsreihen, die durch die Umran
dungen rechts in Tabelle 12 hervorgehoben sind. In welchem MaBe 
eine Ahnlichkeit in den Daten zusammengehoriger Molekeln besteht, 
bzw. wie stark sich ein "Gang" auspragt, zeigen Tabelle 13 der Oktett
refraktionen nach FAJANS und KNORR (42) und die Tabelle 14 der 

0 

I 
t 



220, E. BRikHE: 

Molrefraktionen, die von GRIMM (45) in diesem Zusammenhange dis
kutiert wurden. 

Die Ergehnisse der Feldsondierung durch WQ-Untersuchungen fUr 
zwei dieser Reihen sind in Abb. 31 und Abb. 32 dargestellt (29). Die 
erste Reihe 02-(CH2)2 ist ffir die Untersuchtmg nicht sehr geeignet, 
da die Kurve des unbekannten Mittelgliedes (N H)2 fehIt. Doch wird 
man auch hier mindestens zugeben mussen, daJ3 keine grundsatz
lichen Verschiedenartigkeiten zwischen den Kurven bestehen, daJ3 man 
sich vielmehr die (CH2)2-Kurve durch geeignete, aber sinngemaJ3e Ver
groJ3erung der Ordinaten aus der 02-Kurve entstanden denken kann. 
Die wesentlich groJ3eren Ordinaten der (CH2)2-Kurve gegenubcr der 

C. C!TlZ 
17Ill3 Ciii} 
16'0 16'{} 

1'10 1'10 
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Abb. 3 I. WQ-Kurven von O2 u. (CH.).. Abb. 32. WQ-Kurven von N2 u. (CH)2' 

02-Kurve, d. h. die wesentlich gloBeren Querschnitte der (CH2)2-Molekel 
stimmen mit der Abstufung in den gaskinetischen Querschnittswerten 
usw. uberein. 

Eine Ahnlichkeit der Kurven tritt deutlicher bei den Gasen N2 und 
(CH), auf, die in der fUnften Vertikalreihe unmittelbar untereinander 
stehen und deren Verschiedenartigkeit daher nicht so gJ;"oB sein wird 
wie die von O2 und (CH2)2' Das scharfe Anfangsmaximum des N. zeigt 
sich noch ausgepragter bei (CH)2' dagegen scheint das zweite Maximum 
verwischter. Auch hier tritt also wieder bei Dbergang zu kleineren 
Geschwindigkeiten eine wesentliche VergroBerung des WQ von (CH). 
gegenuber N2 ein. Einerseits hieraus, andererseits aus der sonst ange
deuteten Kurvenverwandtschaft glaubt der Verfasser mit VorbehaIt 
den SchluJ3 ziehen zu durfen, daB der Molekelverschiebungssatz bezuglich 
der AuBenkraftfelder der sich entsprechenden Molekeln in gewissem 
MaBe erfullt ist. Die eingebauten H-Kerne scheinen nicht in prin
zipieller Beziehung .Anderungen zu bedingen, sondern nur ein starkeres 
Streuen der Felder in den die eigentlichen Molekeln umgebenden 
Raumgebieten zu bewirken. 
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Man konnte auch daran denken, an dem Material der Kohlenwasser
stoffe Bindungseinfliisse zu studieren, so z. B. unter Annahme voll
standiger EinfluBlosigkeit der eingebauten H-Kerne die Kurven von: 

HC= CH H. C = CH. H3C -CH3 

unter diesem Gesichtspunkte vergleichen. Jedoch ist weder diese An
nahme noch ein derart formales Vorgehen tiberhaupt berechtigt, denn 
die den beiden Komplexen gemeinsamen Elektronenpaare, die die 
homoopolare Bindung bedingen, brauchen durchaus nicht flir die 
WQ-Kurven von bestimmendem EinfluB zu sein. Wir werden uns 
zunachst ganz darauf beschranken mtissen, Molekeln ahnlichen Auf
baus und damit gleichartiger Bindung zu betrachteu. 

Gesattigte Kohlenwasserstoffe und Edelgascharakter. Die ge
sattigten Kohlenwasserstoffe bilden eine Reihe mit ahnlichen, sich von 
Glied zu Glied langsam andernden Eigen-
schaften. Dieser Gang in den Eigenschaf- c:'50 

ten ist durch ihren Aufbau bedingt; man 
1'10 wird daher auch verwandte WQ-Kurven 

erwarten konnen. Wie weit diese Ver- 1EO 

wandtschaft allerdings geht,HiBtsichnicht 100 

voraussehen. In Abb. 33 (30) sind die 80 

Kurven der bisher untersuchten drei ersten 
80 

Glieder der Reihe aufgetragen. Danach 
sind die WQ-Kurven von Methan, A.than '10 

und Propan in sehr ausgepragter Weise EO 

einander ahnlich. Alle drei Kurven haben °07~--~~~~5~~6~~M~~ 

Abb. 33. WQ-Kurven der ge
sattigten Kohlenwasserstoffe. 

ein sehr breites, aber auch nur ein WQ
Maximum, das auBerdem bei praktisch 
gleicher Geschwindigkeit der Sondenelek
tronen auftritt. Nach groBeren und nach kleineren Geschwindig
keiten sinkt der WQ bis zu den Untersuchungsgrenzen in entsprechen
der Weise. Dabei ist auffallig, daB sich im Gegensatz zu den Absolut
hohen der Kurven ihr Abstand nur in sehr geringem MaBe mit der 
Geschwindigkeit andert. Diese Feststellung brachte den Verfasser auf 
die Vermutung, daB man ein ahnliches Kurvenbild erhalten mtisse, 
wenn man tiber die Molekeln der hoheren Kohlenwasserstoffe folgende 
Annahmen macht: Die Molekeln von C.H6 und C3Ha sind Stabchen, 
deren Querschnitt gleich dem Querschnitt der kugelformigen CH4-

Molekel und deren Lange gegentiber der CH4-Molekel urn soviel groBer 
ist, rus der Abstand der zwei- bezw. drei C-Kerne betragt. Die durch 
diese Annahmen mogliche Errechnung des C-Kernabstandes gibt inso
fern eine Prtifung des zwar sehr rohen, jedoch im Grundgedanken mi.t 
der Kenntnis der organischen Ketten tibereinstimmenden Ansatzes, 
als der Abstand der C-Kerne als Konstante des Molekelbaues unab-
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hangig von der Geschwindigkeit der Sondenelektronen herauskommen 
muB. Wie weit die mit einer Abstandskonstanten von 2,3 AE er
rechneten Kurven von CH6 und C3Ha mit den gemessenen tiberein
stimmen, und was sich fUr die Kurve von C4 H,o vermuten laBt, zeigt 
Abb. 34, wahrend Tabelle 15 den Vergleich mit den C-Abstalldswerten 
nach anderen Methoden ermoglicht '. 
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Abb.34. Rechnerische Ableitung der WQ-Kurven von 
Kohlenwasserstoff-Ketten aus der experimentellen CH4-Kurve. 

Die Kurven der Paraffinreihe erlauben noch in anderer Hinsicht 
Feststellungen. Sie sind -- man vergleiche dazu die Abb. 19 und 33 -
den Kurven der Edelgase ahnlich und deuten damit darallf hin, daB 
diese vollstandig "abgesattigten" Molekeln edelgasverwandte AllBen
felder besitzen. Diese Feldiihnlichkeit ist beim C3HS nur gering, sie wachst 
beim Dbergang Zll CH4, wo sie geradezu tiberraschend ausgepriigt ist. 

Tabelle I5. C-Kern-Abstand in AE bei organischen Ketten. 

Methode 

Rontgenanalyse von Sauren 
Rontgenanalyse von Estern 
Diinne Schichten. .. 
Innere Reibung 

WQ-Kurven ... 

C-C 

2,0 
I,2 

I,5 
I,7 

Bemerkungen 

} 
Annahme von Stabchengestalt 
mit Querschnitt der Methan
molekel und vollstandig ge

streckter Gestalt. 

Es liegt danach nahe, bei CH4 einen ins Einzelne gehenden Ver&leich 
durchzufiihren (25). Zu diesem Zweck ist in Abb. 35 die CH4-Kurve mit 

, Anmerkung bei der Korrektur. Die inzwischen gemessene WQ-Kurve 
von C4 H,o zeigt abgesehen von unwesentlichen Abweichungen den vermu
teten Verlauf. 
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den Edelgaskurven zusammengezeichnet. Wir finden eine fast voll
standige Dbereinstimmung mit derjenigen des Kr. Dabei ist besonders die 
Dbereinstimmung bei kleinen Geschwindigkeiten bemerkenswert, denn 
ein derartiger Abstieg zu kleinsten Geschwindigkeiten ist auBer bei den 
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Abb. 35. WQ-Kurven des Methan und der Edelgase. 

Edelgasen und Methan bisher nicht beobachtet. Die weitgehende Kurven
ahnlichkeit ist, wie es Tabelle I6 erkennen laBt, in Ubereinstimmung 
mit sonstigen physikalischen Eigenschaften, worauf schon LANGMUIR (35) 
und RANKINE (36) hingewiesen haben. Wir werden daraus in Dberein-

Tabelle 16. 
Ahnliche GroBe von CH4 und Kr nach verschiedenen Methoden 

Durchmesser in AE CH4 NH3 OH2 FH Ne Ar Kr X 

Max. WQ-Durchmesser aus I 
dem WQ-Maximum . . 

Mittlere StoBdurchmesser nach 
5,6 5,2 4,8 - 2,2 4,8 5,9 7,0 

RANKINE u. SMITH (40) . 3,1 2,9 - - 2,3 2,9 3,I 3,4 
Gaskinetischer Durchmesser 

nach LANDOLT-BoRNSTEIN - - 2,6 
Durchmesser nach GRIMM bzw. 

- 2,3 2,8 3,2 3,5 

FAJANS U. HERZFELD. 2,0 I 1,9 1,7 - I 1,3 1,7 1,9 2,2 
--

MolekularrefraktlOn ..... I 6,551 5,6I 13,761 (1,9) 1 1'0014'2016'371-
v. d. WAALS VOlumen-Korrek-1 

tur in 10-6 • • • • • • • • 1910 1655 1362 - 763 3147 1776 -

stimmung mit neueren Modellvorstellungen schlieBen konnen, daB die 
CH4-M61ekel nach auBen gleichsam durch eine Itlektronenedelgasschale 
abgeschlossen ist, daB die H-Kerne also in ihrer Wirkung nach auBen 
abgeschirmt sind so wie sich das KNORR (41) zuerst vorgestellt hat. Be
sonders interessant ist dabei die Feststellung, daB die CH4-Molekel in ihrer 
GroBe gerade dem Kr-Atom mit dem stark besetzten Atominnern nicht 
etwa dem von N e- oder Ar-Atom besonders ahnelt. Diese Tatsache, hatte 
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man zunachst kaurn erwartet, denn man wird geneigt sein, die CH4 -

Molekel als ein gleichsam "aufgeblasenes" Ne-Atom aufzufassen. Auch 
jetzt weiB man diese Erscheinung im einzelnen nicht zu deuten. 

.+. 
II 

Abb·36. 
KNORRs CH4-Modell. 

Man kann unter der Annahme, daB die 4 H
Elektronen mit den 4 C-Elektronen eine die CH4 -

Molekel nach auBen abzuschlieBende Achter
schale im KOssELSchen Sinne bilden, nur ganz 
formal sagen: Beziiglich GroBe und Feldwirkung 
der Molekel sind die vier eingebauten -H-Keme 
bei Methan gleichwertig der L-Schale mit 8 plus 
der M-Schale mit I8 Elektronen des Krypton. 

Weitere Probleme. 
Bei strenger Auffassung des Zieles der "Ergebnisse", den augen

blicklichen Stand eines Wissensgebietes zu schildem, ware der Bericht 
hier abzuschlieBen. Doch scheint es mir, daB gerade auf diesem Gebiet, 
das soeben erst erschlossen ist und dessen eigentliche Resultate daher 
noch sparlich und wenig gefestigt sind, auch ein Ausblick auf die nun 
erkannten Moglichkeiten mit zur Darstellung des "augenblicklichen" 
Standes gehOrt. 

Wenn ich dieser Anschauung durch Anfiigung dieses Abschnittes 
iiber Probleme Rechnung trage, so will ich mich doch auf eine Auswahl 
solcher atomchemischer Probleme beschranken, die charakteristisch und 
unmittelbar angreifbar sind. 

a) Molekeln mit ahnlichem Bau an der AuBenhiille haben ahnliche 
Felder und geben daher auch ahnliche ·WQ-Kurven. Dieser Satz, 
der die Grundlage alIer unserer Schliisse bildet, ist bisher nur an 
Molekeln der Na- und COa-Gruppe, die eine besondere Stellung 
unter allen Verbindungen einnehmen, und an einatomigen Stoffen Ne, 
Ar, Kr, X und Zn, Cd, Hg studiert worden. Hier lieBe sich leicht weiteres 
Material beibringen, urn einerseits die grundlegenden Feststellungen zu 
priifen und zu erganzen, andererseits die feineren Unterschiede der 
Kurven besser deuten zu konnen. Untersuchbar ist die Frage an Stoffen, 
die zur gleichen Vertikalreihe im periodischen System gehOren, und zwar 
in dreifacher Weise 

an atomaren Elementen: 
an zweiatomigen Elementargasen: 
an Verbindungen: 

Li, Na, K, Rb, Cs 
Fa, Cl., By., f. 
HF, HCl, HBr,.HI! 

b) Besonders interessant ist die Frage: Tritt der charakteristische 
WQ-Abfall zu kleinsten Geschwindigkeiten (RAMSAuER-Effekt) bei allen 
zentralsymmetrischen Molekeln auf, wie es die Theorie erwarten laBt? 
Zu diesen Fragenkomplex gehort auch die Untersuchung von CH4, Si,H4 
und der Reihe: CF4, CCl4, CBr4, Cf4' 
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c) Der Hydridverschiebungssatz, der die Feldahnlichkeit von solchen 
Radikalen aussagt, die bis vier Stellen vor dem zugehOrigen Edelgas 
stehen, ist bereits mehrfach Untersuchungsproblem gewesen. Von einer 
ausfiihrlichen Bearbeitung dieses Gebietes, das von dem einfachen 
Hydridverschiebungssatz ausgehend zu der neuen GRIMMschen Syste
matik der chemischen Verbindungen (58,60) fiihrt, sind wir indessen noch 
weit entfernt. Dabei sind aber gerade hier durch systematische Unter
suchungen Aufschliisse Zil erwarten, die ffir die neuzeitliche Chemie 
von Wert sein konnen. - Parallel zu der bereits untersuchten ein
fachen Hydridreihe CH4-Ne ware untersuchbar: 

SiH4 PH3 SH2 CIH Ar. 

Die Untersuchungen komplizierter Stoffe - wie z. B. der Reihe N., 
C.H. -lieBe sich erganzen durch: 

F -F HO-OH H.N -NH. H3C -CH3. 

d) Auch der DipoleinfluB, der sich bereits bei der einfachen Hydrid
reihe zeigte, ware im Zusammenhang mit dem Hydridverschiebungs
satz besonders durch Untersuchung derjenigen Molekeln verfoIgbar, 
die aus zwei entsprechenden Komplexen des Hydridverschiebungssatzes 
gebildet sind, also z. B. die von HueHEL diskutierte Reihe: 

N_N N-CH HC_CH 

wobei gerade bei diesem Beispiel nach den Daten der Molrefraktion 
relativ einfache Zusammenhange mit dem H-Kerneinbau zu bestehen 
scheinen. - Eine andere kompliziertere Reihe, d:e ebenfalls in GRIMMS 
neuer Systematik enthalten ist, ware z. B.: 

F-CH3 HO-CH3 H.N-CH3 H3C-CH3· 

e) Eine "Verschiebungsregel" ffir kom
plizierte, nichtpolare Atomkomplexe, die in 
Tabelle 17 wiedergegeben ist, wurde von 
GRIMM (52, S.524) nach vorliegendem Mate
rial zusammengestellt. Sie ware ebenfalls der 
Untersuchung zugangIich. 

f) Unter b stellten wir die Frage auf: Hat 
C Cl4 dieselbe typische Edelgaskurve wie CH4? 
Hier bietet sich die Moglichkeit, die Auswechs
lung der vier AuBenkerne im Tetraedermodell 
fiber die Zwischenglieder zu verfolgen: 

H CI Cl 
I I I 

H-C-H H-C-H H-C-H 
I I I 

H H CI 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 

Tabelle 17. 
Verschiebungsregel 

nach GRIMM. 

If 3 Z 1 
I/olenzzohl 

Cl Cl 
I 

CI-C-H 
I 

CI-C-Ct 
I I 

Cl Cl 
15 
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g) Eine interessante Anwendungsmaglichkeit der Methode scheint 
in der Untersuchung von Isomeren zu liegen. Ein einfaches Beispiel 
ware die Strukturisomerie von BUTAN, der als Normal- und Isobutan 
der Untersuchung leicht zuganglich ist. 

h) Die begonnene Untersuchung der Paraffinreihe lieBe sich leicht 
vervollstandigen und auf andere Reihen, z. B. die ungesattigten Kohlen
wasserstoffe ausdehnen. 

i) Analog zur Reihe der Paraffine waren auch die von ANGELI (32) 
betrachteten organischen Verbindungen zu untersuchen: 

A-B A-C6H4-B A-C6H4. C6H4-B. 

j) Die Kombination von i) mit dem Hydridverschiebungssatz er
gibt z. B.: 

CH~-CH3 CH3-O-CH3 CH3-NH-CH3 CH3-CHz -CH3· 

Weitere Probleme dieser Art ergeben sich auch aus den Arbeiten von 
MULLER (44). 

k) Molekeln mit Ringbindung sind bisher in keinem FaIle untersucht 
worden. Es ist indessen durchaus mag-lich, daB bei derartigen Stoffen, 
z. B. beim Benzol besondere Verhaltnisse gefunden werden. 

1) Auch fiir feinere· Sondierungen der Molekelfelder kannten die 
WQ-Messungen bei weiterer Vervollstandigung der Methode brauchbar 
werden. So diirfte es z. B. hoffnungsvoll sein, die bekannten Oszilla
tionen der haheren Kohlenwasserstoffe auch in den molekulaten Feldem 
zu suchen. 

Mit dieser skizzenhaften Darstellung einiger Probleme will ich den 
Bericht abschlieBen. Wir haben gesehen, wie die Hoffnung, durch frei
fliegende Elektronen den Bau der Molekeln zu sondieren, sich zu er
fiiIlen anfangt. Die Wahl empfindlicherer Sonden, d. h. langsamer 
Elektronen und die Verbesserung der MeBmethode waren die Vor
bedingungen dazu. DaB die gesuchten Zusammenhange zwischen 
Wirkungsquerschnitt und Molekelbau bestehen, ist jetzt bewiesen. Es 
sind auch schon einige fiir die Atomchemie niitzliche Beitrage erzielt, 
obwohl von einer theoretischen Ausdeutung oder gar Auswertung der 
Kurven noch keine Rede ist. Aber schon jetzt glaube ich sagen zu 
kannen, daB die Sondierung der Molekeln durch Elektronen eine Methode 
darsteIlt, die den anderen Methoden des Atomchemikers zur Feld
sondierung mindestens ebenbiirtig ist. Ihre Anwendbarkeit auf die von 
zwischenmolekularen Kraften freien Gasmolekeln macht sie zuAtomfeld
sondierungen besonders geeignet. 
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I. Definition; Historisches. 
Wird gasformiger Stickstoff einer elektrischen Entladung ausgesetzt, 

so erhalt er unter geeigneten Umstanden die Fahigkeit nachzuleuchten, 
d. h. auch dann noch ~u leuchten, wenn er der direkten Einwirkung der 
Entladung entzogen ist. Die Erscheinung wird entweder im stromenden 
Gas beobachtet, wobei sich die durchstromten Rohrleitungen oft meter-
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weit mit dem leuchtenden Gas fiillen, oder im ruhenden Gas nach Unter
brechen der Entladung, wobei unter Umstanden viertelstundenlang das 
Nachleuchten zu beobachten ist. 

Wir bezeichnen den Zustand, in welchem der Stickstoff unter anderen 
Eigenschaften auch die des Nachleuchtens hat, als aktiv, bemerken aber 
zugleich, daB sich das Nachleuchten in gewissen Failen, von denen spater 
die Rede sein wird, als unzureichendes Kriterium fUr das Vorhandensein 
aktiven Stickstoffs erwiesen hat. 

Von dem Nachleuchten anderer Gase, insbesondere von dem der 
Stickstoff-Sauerstoffgemische, unterscheidet sich dasjenige des Stick
stoffs durch seine charakteristische gelbe Farbung von genau bekannter 
spektraler Zusammensetzung. Nur von den Erscheinungen, die dem 
Stickstoff alleinzuzuschreiben sind,soll der nachstehende Bericht handeln. 

Sie wurden urn das Jahr 1900 erstmalig von E. WARBURG und von 
P. LEWIS zum Gegenstand systematischer Untersuchungen gemacht. 
Spater (19II bis 1918) veroffentlichte R. J. STRUTT (Lord RAYLEIGH) 
eine Reihe von Abhandlungen, in denen das wichtigste Material fUr 
unsere Kenntnis d,es aktiven Stickstoffs niedergelegt ist. In ein neues 
Stadium ist seine Erforschung getreten, seit man die FRANcKschen Ideen 
tiber die Energietibertragung durch StoBe zweiter Art in weitem Um
fang anzuwenden gelernt hat. 

Uber die eigentliche Natur des aktiven Stickstoffs ist heute noch 
nicht das letzte Wort gesprochen; es scheint sogar kaum angangig, 
den aktiven Zustand des Stickstoffs scharfer zu definieren, als es oben 
versucht wurde. Ein Bericht tiber diesen Gegenstand muB sich daher 
beschranken auf kritische Wiedergabe des Tatsachenmaterials und der 
Versuche, es unter einheitlicher Hypothese zusammenzufassen. 

II. Entstehung. 
Aktiver Stickstoff wird durch kondensierte Entladung in StickstoffI 

meist' bei geringen Drucken gewonnen. Die ubliche Schaltung von Induk
torium, Leidener Flaschen und Funkenstrecke zeigt Abb. 1a; fur 
andere Zwecke - z. B. zur Demonstration (86) - wird die Methode 
des elektrodenlosen Ringstromes bevorzugt (Abb. 1b); GefaBe von 
10 bis 20 cm Durchmesser eignen sich hierbei erfahrungsgemaB am 
besten. . 

Bei etwa 2 mm Hg-Druck wird gewohnlich groBte Ausbeute an ak
tivem Stickstoff erzielt; doch hangt dies weitgehend von Art und Starke 
der Entladung abo Dementsprechend variieren auch die Angaben uber 
das Spektrum der Nachleuchten erzeugenden Entladung; nur scheint 

I Zur Reindarstellung .des Stickstoffs wird irn - allgerneinen das von 
KAUTSKY und THIELE (Z. anorg. Chern. 152,342, 1925) oder das von TIEDE 

(Ber. dtsch. chern. Ges. 49, 1742, 1916) angegebene Verfahren benutzt. 
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das Auftreten der· zweiten und vierten positiven Bandengruppe des 
Stickstoffmolekiils (67) und einiger roter und ultraroter Bogenlinien des 
Atoms (14) eine notwendige Vorbedingung zu sein. Eine Entladung, in 
der nur das Atomspek-

trum emittiert wird, lie- ~IllI==::rr:=::::;v::::I()I:-
fert nach FOWLER und ~ 
STRUTT (67) kein Nach
leuchten, jedoch ist dies 
m6g1icherweise auf Ne
beneffekte zurlickzufiih-
ren (37). 

Der Ort der Ent-
stehung in der Glimm
entladung ist nach Abb. I a u. I b. Die gebrauchlichen Anordnungen 
STRUTT (66) in der Nahe zur Erzeugung aktiven Stickstoffs. 

der Kathode zu suchen. 
Er maB photometrisch die Intensitat (J) des Nachleuchtens in Ab
hangigkeit von dem Ort, an welchem das nachleuehtende Gas aus der 
(mit Gleichstrom betriebenen) Entladung abgesogen wurde. Das 
Resultat zeigtAbb. 2. Auf ahn
liehe Weise konstatierte er, 
daB J von der elektrisehen 
Feldstarke nieht merklich ab
hangt, mit waehsender Strom
dichte aber zunimmt. Die 
STRuTTsehen Versuehe sind in
sofern nieht ganz eindeutig, als 
in der positiven Saule nieht nur 
Aktivierung, sondern aueh Ent
aktivierung stattfindet; er wies 
das nach, indem er das naeh
leuehtende Gas durch eine 
zweite, weit sehwaehere Ent
ladung str6men lieB, wobei das 
Naehleuehten aufh6rte. WREDE 
(85) konnte bei Uberlagerung 
einer sehwaehen Entladung 
liber die eigentliche erzeugende 
zeigen, daB die Konzentration 

1~ , i W ff : 

~bY....--.-lV ---:i 
I I 
I I 

-ti 4-
KaThode Anode 
Abb.2. Intensitat des Nachleuchtens (jJ 
in Abhangigkeit vom Entstehungsort in 
der Entladung bei 4,5 bzw. 1,4 mID Hg 
Druck nach STRUTT (66). I CRooKESscher 
Dunkelraum, II negatives Glimmlicht, 
III F ARADAYScher Dunkelraum, IV posi-

tive SauIe. 

an Atomen sieh hierbei ganz wesentlieh verringert (vgl. Absehnitt IV). 
Zur Untersuehung seiner Eigensehaften muB das Gas der direkten 

Einwirkung der Entladung entzogen werden. Dies gesehieht entweder, 
indem man den Stickstoff kontinuierlieh dureh das Entladungsrohr str6-
men laBt, das er (etwa bei A in Abb. Ia) aktiviert verlaBt, oder indem 
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man bei ruhendem Gase nur nach Abschalten der Entladung arbeitet; 
ffir optische Untersuchungen wird in dies em Faile haufig ein rotierender 
Sektor verwendet, der den Strahlengang erst freigibt, nachdem der Strom
kreis unterbrochen ist. 

III. Chemische Eigenschaften. 
I. Reaktionen mit anderen Substanzen. Aktiver Stickstoff ist im 

Gegensatz zu gewohnlichem hochst reaktionsf1ihig, welche Eigenschaft 
zu seiner Benennung AnlaB gegeben hat. Die Kenntnis der Reaktions
produkte ist weniger entwickelt, als etwa beim aktiven Wasserstoff. 

Mit den Metallen Na, K, Mg, Ca, Zn, Cd, Hg, Al, Tt, Sn, Pb und Fe 
blldet der aktive Stickstoff Nitride, die zum Tell chemisch, zum Tell 
spektroskopisch nachgewiesen werden Mnnen (64, 17, 18, 72, 78). Die 
Reaktionen finden nur mit verdampften Metallen statt, mit Ausnahme 
des Ca und Hg, die auch in festem bzw. flussigemZustand Nitride bilden 
(65,52). . 

Nitridblldung erfolgt auch mit B, As und 5 (64) (in diesem Falle 
entsteht S4N4), wahrend am P sich nur Umwandlung der weiBen Modi
fikation in die rote voilzieht (60), und auch mit den Halogenen (81) kein 
Reaktionsprodukt zu erzielen ist. 

Oxydbildung in Anwesenheit von Sauerstoff oder Ozon laBt sich nur 
spektroskopisch nachweisen am Auftreten der sogenannten fJ- und 
y-Banden (vgl. S. 245), die dem NO angehoren I • Mit Wasserstoff wird 
kein Ammoniak gebildet (61, 69, 80)'. 

H.O, CO, und CO werden nichtangegriffen; NH3 wirdheftig zersetzt 
(60, 80). 

HI und HBr zerfallen ebenfails, HCl dagegen nicht (61,80), umge
kehrt wird in Gemischen von Halogenen mit Wasserstoff unter der Ein
wirkung von aktivem Stickstoff HCl gebildet, aber weder HI noch HBr 
(61, 80). 

Stickoxyde rufen anscheinend immer eine charakteristische griine 
Lumineszenz mit kontinuierlichem Spektrum hervor; im Falle des NO ist 
das Reaktionsprodukt N.03 (37, 61). 

Die Reaktion mit CS" liefert sowohl ein blaues Sulfid, (NS)x, wie 
auch CS. Mit S. Cl. und H.S wird - ebenso wie mit 5 - N 4S4 erzeugt 
(60, 64). 

SnCl, und TiCl4 ergeben ebenfalls feste Metailnitride, die nicht naher 
untersucht sind (64). 

I Dber die Bildung von Stickoxyden mit aktiviertem Sauerstoff siehe 
A. KONIG (28); im Lichtbogen siehe F. FISCHER und E. HENE: Chern. 
Ber. 46, 603. 1913. 

, Die Bildung von NH3 geht anscheinend nur in Anwesenheit freier 
Wasserstoffatome vor sich. Siehe CARESS und RIDEAL: Proc. roy. Soc. Lond. 
A !'IS, 684. 1927. 
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Eine Reihe organischer Substanzen lieferl mit aktivem Stickstoff 
Cyanwasserstoff; es sind dies: Azetylen, Benzol, Penthan, Hepthan, 
Methylbromid, A.thylchlorid und -jodid, Chloroform, Bromoform, A.thy
len- und A.thyHdendichlorid und A.thyHither (64, 65). Mit Methan wird 
hingegen kein HCN gebildet (80) I. Fur Azetylen nimmt STRUTT (65) 
den Reaktionsverlauf: 

C.H. + 2N = 2HCN 

an, und einen entsprechenden ffir Benzol, jedoch liegen auch Anzeichen 
fUr die Bildung von Cyanbenzol (C.Hs CN) vor. 

Glyzerin reagiert nicht mit aktivem Stickstoff; Indigo, in konzen
trierter Schwefelsaure gelost, wird entfarbt (65). 

Die Lumineszenz, von der die meisten der genannten Reaktionen be
gleitet sind, wurde verschiedentlich und in weitem Umfange untersucht 
und beschrieben (17,18,60,68). Soweit dabeiSpektren emittierl werden, 
deren Struktur bekannt ist, werden sie im Abschnitt X, 5 und 6 be
handelt werden. 

Eine groBe Anzahl fester Korper, meist komplizierter chemischer Zu
sammensetzung, wird ferner durch aktiven Stickstoff zur Lumineszenz 
angeregt, ohne mit ihm merklich zu reagieren·. Da dieser Vorgang aber 
mehr Interesse hat im Hinblick auf die erregten Substanzen als auf den 
aktiven Stickstoff, so seien hier nur einer zusammenfassenden Note von 
TIEDE und SCHLEEDE (73) zwei Bemerkungen entnommen: 

1. Die am starksten lumineszierenden Substanzen enthalten fast aus· 
nahmslos im Gitterverband Stickstoff oder Elemente von kleinerer Ord
nungszahl. 

2. Die sonst als besonders stark lumineszenzfahig bekannten Sub
stanzen, wie die Sulfide und Oxyde der zweiten Gruppe des periodischen 
Systems, werden relativ wenig oder gar nicht angeregt. 

2. Katalytische Erscheinungen. Gewisse Substanzen vernichten das 
Nachleuchten, ohne daB irgendein Anzeichen ffir das Stattfinden einer 
chemischen Reaktion zwischen ihnen und dem Stickstoff zu bemerken 
ware; ihre Wirkung moge als katalytisch bezeichnet werden. 

Typisch in dieser Hinsicht sind die Metalloxyde, besonders CuD, in 
dessen Nabe das Nachleuchten spurlos verschwindet, obwohl keinerlei 
Lumineszenzerscheinung nochGewichtsanderung zu konstatieren ist (60). 
A.hnlich wirken (nach abnehmender katalytischer Wirksamkeit geord
net): Cu, Fe, Zn, Ag, Pt, W und Mo (36,81), ein Teil von ihnen jedoch 

I Vgl. auch A. KOENIG, und E. ELtlD: Chern. Ber. 14, 165, 1914. Ganz 
iihnlich verhiilt sich eine Reihe von Kohlenwasserstoffen gegeniiber ato
rnarern Wasserstoff. Insbesondere erweist sich Methan auch gegen ihn in
different; siehe K. F. BONHOEFFER und P. HARTECK: Ztschr. f. phys. Chern. 
A; HABER-Band, S. 64. 1928. 

• Ein sehr urnfangreiches Material zu dieser Frage ist in der Dissertation 
von H. TANNEBERGER enthalten (74), S. 46 ff. Vgl. ferner P. LEWIS (49)· 
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nur in einem gewissen Temperc..turintervall; WILLEY (81) deutet dies 
dahin, daB ein sich auf der Metalloberflache bildendes und nur in diesem 
Temperaturbereich bestandiges Nitrid der eigentliche Katalysator sei. 

Die lange umstrittene Frage, ob Hg-Dampf ausloschende Wirkung 
habe, diirfte nach TIEDE und TANNEBERGER (74) zu vemeinen sein. 

Handelt es sich bei den genannten Katalysatoren um Ausloschung 
des Nachleuchtens, so steht andererseits fest, daB ganz reiner Stick
stoff iiberhaupt nicht nachleuchtet I und unter Umstanden erst durch 
geringe Beimengungen von katalytisch wirksamen Gasen nachleuchWihig 
gemacht wird. Es sind dies (nach abnehmender Wirksamkeit geordnet) 
die folgenden: H.S, H.O, CO., CO, C.H., G,H4, CH4 0., Ct. und H. 
(5, 65)'. 

Die vollig verschiedenartige chemische Konstitution der ahnlich wirk
samen Substanzen macht in hohem MaBe wahrscheinlich, daB es sich 
auch hier um katalytische Vorgange handeIt; in einigen Fillen spieIt sich 
allerdings auBerdem offenbar eine chemische Reaktion abo Wir begniigen 
uns zunachst mit dieser nur beschreibenden Darstellung, werden jedoch 
im Abschnitt "Wandentaktivierung" naher auf die Wirkung der Kata
lysatoren einzugehen haben. 

3. Oberfla.chenschichtbildung. In einigen Fillen laBt sich eine Ver
anderung der Oberflache des dem aktiven Stickstoff ausgesetzten Korpers 
nachweisen: Pt bedeckt sich mit Platinmoor, blanke Kupfer- und Zink
flachen werden matt (69, 81), vermutlich infolge Bildung eines Nitrids, 
Indirekt - an der veranderten Einwirkung auf das Nachleuchten
kann man bei Quecksilber auf Oberflachenschichtbildung schlieBen. 
Eine Hg-Oberflache in Ruhe beeintrachtigt das Nachleuchten nicht, 
durch SchiitteIn in Bewegung gesetzt, bringt sie es momentan zum Er-
16schen; wird sie zuvor mit Schwefelsaure iiberschichtet, so bleibt dieser 
Effekt au.s (62). Mit der Bildung einer warmeableitenden Schicht er
klaren femer KENTY und TURNER (28) die Temperaturabnahme, die sie 
an erhitzten Wolframdrahten im aktiven Stickstoffstrom finden. Die 
Dicke der Schicht wird auf Grund besonderer Messungen auf etwa 
I Atomdurchmesser geschatzp. 

I Diese Tatsache wurde bereits von E. WARBURG (77), P. LEWIS (44), 
F. COMTE (8) und besonders in aller Scharfe von E. TIEDE und E. DOMKE 
(72) erkannt, von STRUTT anfangs entschieden bestritten, und gab AnlaB, 
zu bezweifeln, ob das Nachleuchten tatsachlich dem Stickstoff zuzu
schreiben sei, was erst durch die Kenntnis des Spektrums erwiesen wurde. 

• Die Angaben von M. PIRANI und E. LAX (53) konnen hiermit nicht 
verglichen werden, da sie sich auf ein blaues Nachleuchten beziehen. Nach 
Versuchen von G. HERZBERG (14) und B. LEWIS (40) erscheint es zweifclhaft. 
ob Sauerstoff atlein den Stickstoff nachleuchtfiihig machen kann. 

3 N a, Ka, Ga,Ba und M g zeigen Oberflachenfluoreszenz; Mg allerdings nur 
an einer Oberflache, die langere Zeit dem aktiven Stickstoff ausgesetzt war 
(52). 
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IV. Nachweis von Stickstoffatomen und Messung 
der Konzentration. 

Erst in letzter Zeit ist der Nachweis von atomarem Stickstoff im 
Nachleuchten gelungen, und zwar auf zwei verschiedenen Wegen: 1. BAY 
und STEINER (2) konnten durch eine schwache elektrodenlose Entladung 
im aktiven Stickstoff Bogen- und Funkenlinien des N-Atoms erzeugen; 
im inaktiven traten sienicht oder nur 
weit schwacher auf. 2. WREDE (86) jMIMometer1 

konstatierte eme Differenz der 
Drucke vor und hinter einer GefaB
wand, die mit einem sehr schmalen 
Diffusionsspalt (SP, Abb.3) versehen 
ist, und auf deren einer Seite (E) sich 
aktiver Stickstoff befindet. Diese 
Druckdifferenz ist im stationaren 
Zustand allein durch die Diffusion des 
teilweise dissoziierten Gases (von 
E her) bedingt, wahrend nur undis

!MOl1ometerc 

Abb. 3. Apparatur zur Bestimmung 
der Atomkonzentration nach E. 
WREDE (86). Die Kontrolleinrich-

tungen sind fortgelassen. 

soziiertes Gas entgegendiffundiert, wofiir durch geeignete Katalysatoren 
(K) gesorgt wird. 

Die WREDEsche Methode eignet sich unmittelbar zur Messung der 
Atomkonzentration. Esergeben sich unter den iiblichen Bedingungen 
etwa 2 vR, mit sehr 
heftigen, intermit
tierenden En tladun
gen 30 bis 4ovR.
Versuche, die Disso
ziation in der elek
trischen Entladung 
durch direkteDruck
messung nachzu
weisen I, schlugen 
fehl, vermutlich, weil 
die auftretenden 

Abb.4. Konzentrationsmessung und Nachweis der 
nichtleuchtenden Modifikation nach WILLEY (8z). 

Dissoziationsgrade zu klein sind, urn durch diese nicht sehr genaUt 
Methode erfaBt zu werden. 

Eine chemische Methode der Konzentrationsbestimmung hat 
STRUTT (61) angegeben : er mischte eine bekannte Menge aktivierten 
Stickstoffs mit NO und bestimmte nach Beseitigung des iiberschiissigen 
NO das Gewicht der entstandenen N 2 0r Menge. Unter der Annahme, 

I W. H. CREW und E. O. HULBURT (IO); zur Kritik ihrer Methode 
siehe E. WREDE: (86) S. 54. 
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daB die Reaktion durch N-Atome eingeleitet wird und in zwei Stufen 
erfolgt, namlich: 

2NO + N = N02 + N2 
N02 + NO = N 203, 

ergab sich die' Atomkonzentration zu 2,5 Gewichtsprozenten. Da aber 
die Moglichkeit eines ganz anderen Reaktionsverlaufes nicht von der 
Hand zu weisen ist, und da sieher stets ein Teil des aktiven Stickstoffs 
katalytisch, d. h. ohne Bildung eines Reaktionsproduktes entaktiviert 
wird, so ist die Methode nicht einwandfrei. - WILLEY (82) benutzte 
die Warmeentwicklung bei der Entaktivierung zur Konzentrations
messung, indem er ein Thermometer (TI' Abb. 4), das mit oxydiertem 
Kupferdrahtnetz umwickelt war, und ein freies, T 2 , dem in A aktivierten 
Stickstoff aussetzte; das erstere zeigte infolge der katalytischen Ent
aktivierung eine hohere Temperatur als das letztere. Die Temperatur
differenz ist ein MaB fUr die Starke der Aktivierung; da aber nicht fest
steht, daB die Warmeentwicklung nur durch Atomrekombination hervor
gerufen wird, so laBt auch dies Verfahren, selbst nachEichung mit einer 
der zuerst genannten Methoden, nur bedingte Schliisse auf die Atomkon
zentration zu. 

V. Nichtleuchtende Modiftkation. 
Wenn auch das gelbe N achleuchten ein sicheres Merkmal fur die 

Existenz einer nicht normalen Form des Stickstoffes ist, so ist damit 
durchaus nicht erwiesen, daB eine chemisch-aktive Modifikation sich 
notwendig durch Nachleuchten dokumentieren muB. In der Tat wird 
eine Reihe von Erscheinungen, die fur den aktiven Stickstoff typisch 
sind, beobachtet, auch wenn er die Fahigkeit nachzuleuchten bereits 
verloren hat oder ihr kunstlich beraubt worden ist: 

Wird z. B. ein von nachleuchtendem Stickstoff durchstromtes Rohr 
an einer Stelle kraftig erwarmt, so verschwindet dort das Nachleuchten, 
tritt aber weiterhin in den nicht erhitzten Rohrteilen wieder auf 
(STRUTT (60». CARlO u. KAPLAN (7, 26) konnten sogar nachweisen, 
daB bei genugend starker Erhitzung an derselben Stelle die Na-D
Linien auftreten, daB also der vom Glas abgegebene N a-Dampf vom 
nichtleuchtenden Gas angeregt wird. 

Bringt man durch Abschwachen der aktivierenden Entladung (Ver
mindern der KapazWit) das Nachleuchten zum Verschwinden, so wird 
durch eine ganz schwache Hilfsentladung in dem derart vorbehandelten 
Stickstoff ein anderes Spektrum (4. positive Bandengruppe) als in 
norrnalem erzeugt (BAY u. STEINER (3». Ebenso wird Phosphor
dampf von aktiviertem, aber nichtleuchtendem Stickstoff zu Lumines
zenz angeregt (34). 
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Ein hi:ichst merkwiirdiges Experiment endlich beschreibt STRUTT (61): 
In ein weites Rohr (Abb. 5) tritt bei B nachleuchtender, durch C nicht 
aktivierter, mit Phosphordampf beladener Stickstoff ein; das Gemisch 
wird bei D abgepumpt. Die Lumineszenz des Phosphordampfs tritt 
nun nicht an der Mundung von C auf, sondern erst an einer Stelle 
E, wo das Stickstoffnachleuchten bereits vi:illig abgeklungen ist '. 

Den Versuch einer systematischen Untersuchung machte WILLEY 
(82), indem er das (in A, Abb. 4) aktivierte Gas ein Rohr durchstri:i
men lieB, in welch em bei Beine schwache elektrische Entladung erzeugt 
werden konnte, die das Nachleuchten beseitigt, und danach (mit der 
NO- und der Thermometermethode) die Konzentration maB. Sie stellte 
sich als ziemlich unabh1ingig 
von der Intensitiitdes Nach
leuchtens heraus 2. 

Das einzig Sichere, was 
sich aus diesen Experimenten 
ergibt, ist, daB der aktive Abb. 5. Nachweis einer nichtl~uchtenden 
Stickstoff zugleich mit der Modifikation STRUTT (61). 

Fiihigkeit; nachzuleuchten, 
nicht diejenige, thermische und chemische Effekte hervorzurufen, sowie 
Lumineszenz zu erzeugen, zu verlieren braucht. BAY u. STEINER (3) 
nehmen an, daB der aktive Stickstoff in dieser nichtleuchtenden Modi
fikation vorwiegend Molekiile in einem energiereichen Zustand enthiilt. 

Wir haben demnach im folgenden zwischen Aussagen zu unter
scheiden, die sich auf die leuchtende und solchen, die sich auf die 
nichtleuchtende Modifikation beziehen; letzteres wird uberall der Fall 
sein, wo aus dem Verhalten des Nachleuchtens Schlusse gezogen 
werden. 

VI. EinfluB von elektrischem Feld, Druck und 
Te~peratur. 

LaBt man aktiven Stickstoff zwischen Elektroden hindurchstromen, 
zwischen denen ein elektrisches Feld (bis zu 3000 Volt/cm) erzeugt wird, 
so ist weder ein Erloschen des Nachleuchtens noch eine Ablenkung des 
leuchtenden Gases, noch sonst irgendeine Veranderung zu konstatieren 

, AuBerdem beobachtete STRUTT folgendes: Wird C in Richtung seiner 
Achse in das Rohr hineingeschoben, so verharrt die lumineszierende Wolke 
von Phosphordampf so lange an ihrem Platze, bis die Rohrmiindung bei 
ihr angelangt ist; wird enoch weiter geschoben, so wandert sie mit, wobei 
die Eumirreszerrz- an' Intensitat abnimmt. - Ein'e ahnlicne Erscheinung 
wurde auch von KONIG u. ELOD beobachtet (36). 

2 Dem widerspricht in gewissem Sinne das S.23I eJ;"wahnte Resultat 
WREDES, der unter ahnlichen Bedingungen Verringerung 'der Atomkonzen
tration beobachtete. 
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(61,6.3). Die Starke des zwischen den Elektroden flieBenden Stromes er
weist sich als proportional zur Elektrodenflache; er ist also lediglich als 
Photostrom anzusprechen. Ionen sind im aktiven Stickstoff (in beiden 
Modifikationen) demnach nicht enthalten (29, 9). 

EinEinfluB magnetischerFelderwurde ebenfalls nicht gefunden (28). 
Die Beeinflussung des Nachleuchtens durch Druckanderung kann nur 

im ruhenden Gase und unter Abtrennung von der erzeugenden Entladung 
untersucht werden, da andemfalls die Entladungsbedingungen und so
mit die Zusammensetzung des aktivierten Gases nicht konstant bleiben. 

B 

r: 

Abb.6. Die 
Druckabhangigkeit 
des Nachleuchtens 
nach STRUTT (62). 

STRUTT (62) benutzte die in Abb. 6 skizzierte 
Anordnung: Der bei A elektrodenlos aktivierte 
Stickstoff diffundiert rasch nach B und kann 
dort durch Heben der mit Schwefelsaure iiber
schichteten Quecksilbersaule C abgeschlossen wer
den. Komprimiert man ihn auf diese Weise in B, 
so wird das Nachleuchten heller und klingt 
rascher ab; solange noch eine Spur vorhanden ist, 
kann es durch weitere Kompression immer wieder 
verstarkt werden. UiBt man darauf das Gas 
durch Senken von C wieder bis zum anfanglichen 
Druck expandieren, so ist das Nachleuchten in B 
weit schwacher als in A, wo inzwischen keine 
merklichen Druckanderungen vorgenommen wur
den. Die Abklingungsgeschwindigkeit ist demnach 
yom Druck. abhangig, der Entaktivierungs
prozeB offenbar nicht monomolekular (vgl. Ab
schnitt VIII, 2). 

Spontane Druckverminderung. wahrend der 
Dauer des Abklingens wurde von WREDE (86) be

obachtet und als Folge der Atomrekombination gedeutet. 1m statio
naren Zustap.d, d. h. bei andauemder Bildung und Vemichtung von 
aktivem Stickstoff in einem abgeschlossenen Behalter, dagegen lieB 
sich keinerlei Druckanderung nachweisen, auch nicht bei der Tempe
ratur der fliissigen Luft, woraus zu schlieBen ist, daB der aktive Stick
stoff keine in dies em Temperaturbereich kondensierbaren Bestandteile 
enthalt (61). 

Wird ein Teil des GefaBes, in dem das Nachleuchten erzeugt wird, 
stark gekiihlt, so leuchtet das Gas an der Grenze zum kalteren Teil heller; 
jenseits von ihr erlischt das Leuchten fast unmittelbar. Dies letztere 
laBt sich verstehen als Folge der Dichteerhohung, die in dem gekiihlten 
Teil eintritt, und Aufhellung und beschleunigtes Abklingen des Nach
leuchtens bewirkt (siehe oben). 

Wird das ganze GefaB auf die Temperatur der fliissigen Luft gebracht, 
so beginnt das Nachleuchten nach Ah:chalten der erzeugenden Ent-
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ladung ebenfalls viel heller als bei Zimmertemperatur und klingt blitz
artig abo Dieser Effekt ist, da keine Anderung der Dichte vorgenommen 
wird, nicht auf die gleiche Art erklarbar. Ebensowenig die·Beobach
tung, daB bei 1000 C das Nachleuchten trotz kleinerer Anfangsintensitat 
ebenfalls rascher abklingt als bei Zimmertemperatur, daB also dann die 
gesamte ausgestrahlte Energie geringer ist (STRUTT [62J). 

VII. Volum- und Wandentaktivierung; EinfluB der 
Wandbeschaffenheit. 

DieTemperaturabhangigkeit desN achleuchtens wird nun einigermaBen 
verstandlich, wenn man-mit STRUTT (62) -zwei verschiedene Entakti
vierungsarten annimmt, eine Hypothese, die sich auBerordentlich be-· 
wahrt hat: I. Entaktivierung im gaserfiillten Volumen, die von Nach
leuchten begleitet ist und durch Druckerhohung oder Temperatur
erniedrigung beschleunigt werden kann; 2; nichtleuchtende Entakti
vierung an den GefaBwandungen, die von deren Beschaffenheit in hohem 
MaBe abhangt und mit wachsender Temperatur zunimmt. Bei hoher 
Temperatur iiberwiegt also die nichtleuchtende Wandentaktivierung, bei 
tiefer die leuchtende Volumentaktivierung I • 

DaB der leuchtende Entaktivierungsvorgang sich iiberwiegerid im 
GefaBinneren abspielt, laBt sich durch Photometrie des Nachleuchtens 
in Abhangigkeit von der Schichtdicke nachweisen, oder dadurch, daB 
man das nachleuchtende Gas durch einen Strom inaktiven Stickstoffs 
yom Beobachtungsfenster fernhalt; das Ergebnis beider Versuche (35) 
spricht durchaus ffir die STRuTTsche Hypothese'. 

A1s direkter Nachweis der Wandentaktivierung sei ein Versuch von 
HERZBERG (14) angefiihrt: Er arbeitete mit einem QuarzgefaB und elek
trodenloser Anregung; durch griindliches Ausheizen und Evakuieren ge
lang es ihm, das Nachleuchten vollig zutn Verschwinden zu bringen; 
setzte er nun Spuren von H, zu, so trat es mit unverminderter Starke 
wieder auf und blieb auch nach mehrmaligem Evakuieren und Neufiillen 
mit rein em Stickstoff bestehen; erst durch erneutes Ausheizen konnte 
es wieder beseitigt werden 3• Sehr reine entgaste Quarzoberflachen be
giinstigen demnach - im Gegensatz zu gasbeladenen - die Wan
dentaktivierung derart, daB in kiirzester Zeit die gesamte aktivierte 
Gasmenge in dennormalenZustandzuriickgekehrtist, und Volumentakti-

I 1hr Temperaturkoeffizient ist also - im Gegensatz zu allen chemischen 
Reaktionen - negativ. CARlO und KAPLAN (7) nehmen an, daB dies nur 
vorgetauscht werde durch Verunreinigungen, die sich bei tiefer Temperatur 
an den Wanden kondensieren und erh6hte Wandentaktivierung bewirken. 
Die gr6Bere Anfangsintensitat ist damit freilich nicht erkHirt. 

, 1ndirekt aus Leitfahigkeitsmessungen glauben KARRER und FAZEL (27) 
auf Volum- und Wandentaktivierung schlieBen zu k6nnen. 

3 Ahnliche Beobachtungen beschreiben KONIG und KLINK MANN (38), 
STRUTT (65), BONHOEFFER und KAMINSKY (5). 
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vierung, also Nachleuchten, uberhaupt nicht bemerkbar wird. Welche 
Faktoren ganz allgemein fUr die entaktivierende Wirksamkeit der Wande 
maBgebend sind, und ob diese unter allen Umstanden mit sinkender 
Temperatur ab- und mit steigender zunimmt, wie es zur Erklarung der 
Temperaturabhangigkeit des Nachleuchtens angenommen werden muB, 
daruber kann nach dem heutigen Stande noch nicht geurteilt werden. 

Unter diesen Umstanden und angesichts der Unabhangigkeit des 
Spektrums von der Natur der Nachleuchten erzeugenden Verunreini
gungen (5) liegt es nahe, die gesamte Wirksamkeit der Katalysatoren (vgl. 
Abschnitt IHz) auf erh6hte oder verminderte Wandentaktivierung zu
ruckzufUhren. Ohne Zweifel wirken in diesem Sinne die geringen Ver
unreinigungen, die reinen Stickstoff erst nachleuchtfahig machen, indem 
sie die Wandbeschaffenheit so verandern, daB Wandentaktivierung ver
hindert wird. Eine gewisse Menge des Zusatzgases soUte dann die Ent
stehung des Nachleuchtens erm6glichen, die Nachleuchtfahigkeit also 
nur yom Partialdruck des Zusatzgases abhangen. Mit anderen Worten: 
Der maximal zulassige Prozentsatz soUte bei geringen Drucken gr6Ber 
sein aIs bei hohen. Das wird fur Sauerstoffbeimengungen in der Tat 
durch verschiedene Beobachtungen bestatigt (74,5,14). Bei etwa4mmHg 
Gesamtdruck betragt der gunstigste Sauerstoffpartialdruck 0,1 mm Hg (5) ; 
bei sehr geringen Drucken gelingt es bereits in Luft das gelbe Nach
leuchten zu erzeugen (13, 47,14,40,22). - DaB gr6Bere Mengen von 
Fremdgasen das Nachleuchten zerstoren, ist demnach durch andere 
-wahrscheinIich chemische - Effekte zu erklaren (60,61,65,36,5,80). 

VIII. Das Abklingen des N achleuchtens. 

I. Die Abklingungsfunktion. Wir nehmen an, daB der von Nach
leuchten begleitete Entaktivierungsvorgang sich lediglich zwischen einer 
Art aktiver Partikeln und normalen Stickstoffmolekillen abspielt, und 
daB an jedem ElementarprozeB a aktive Partikeln und {3 Molekille be
teiligt sind; die Anzahl der ersteren pro Volumeneinheit (n) sei klein 
gegen diejenige der letzteren (N). Die Anzahl der Elementarprozesse 
pro Zeitelement dt ist dann proportional n" Nfl dt und zugleich proportio
nal dem Verlust an aktiven Partikeln: 

-dn=An"Nfldt [ 
Also n = [(a - I) (A Nfl t + C)] I-a. (I) 

Setzen wir ferner voraus, daB jeder Emissions- mit einem Entakti
vierungsprozeB verknupft ist und umgekehrt, so wird die ausgestrahlte 
Nachleuchtintensitat J ebenfalls proportional der zeitlichen Abnahme 
an aktiven Partikeln: 

dn J = B· -Tt=ABn"Nf1. (z) 
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Man eliminiert n und erhalt: 

] = A BNfl . [(a - I)· (A Nfl t + C)] I-a, 

worin C eine Integrationskonstante, die die Anfangsbedingungen enthalt. 
Das ergibt 

fUr a = I:] = ABNfl. e-ANflt-c; log] prop.t 

fUr a = 2 : ] = A B Nfl : (A Nfl t + C)-2; yy prop. t 

fur a = 3:] = ~A BN{J· (ANI~ t + C)-l; +/ prop.t. 
V8 J 3 

Tatsachlich ist nun die obige Voraussetzung, wie in Abschnitt VII 
gezeigt, durchaus nicht immer erfUllt: Sobald auch Wandentaktivierung 
statthat, ist nicht jeder EntaktivierungsprozeB mit Emission verbunden, 
ein Abklingen des Nachleuchtens nach einer der obigen Funktionen nicht 

zu erwarten l • Wird dagegen log] bzw. Y7 usw. proportional der Zeit 

gefunden, so ist das als Beweis dafiir anzusehen, daB die Wandentakti
vierung zu vemachlassigen und a = I bzw. 2 usw. zu setzen ist. 

2. Abklingungsmessungen. . Die Abklingungsfunktion ist bereits 
mehrfach gemessen worden. 1m ruhenden Gase von v. ANGERER (1) 

a b 

I / l ~ 
.~ ~ 

/Cf 
// 

+/ / ~sekl-o- ~sekf.;--

t~ t~ 

Abb.7. Abklingungskurven bei 0,1 mm Druck ohne und mit 
Wandentaktivierung; nach KNESER (33). 

mit einer photoelektrischen, selbstregistrierenden Anordnung, von 
RUDY (55), von KNESER (33) durch subjektive Photometrie bei wie
derholter Anregung. KONIG und KLINKMANN (38) sowie WILLEY (75) 
photometrierten (die ersteren photographisch und mit spektraler Zer
legung, der letztere kolorimetrisch) die Intensitat entlang einem vom 

I Der umgekehrte Fall, daB Emission ohne Entaktivierung eintritt, durftL' 
aus energetischen Grunden nicht in Betracht kommen. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 16 
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nachleuchtenden Gase durchstromten Rohre, wobei sich die zeitliche 
Abklingung aus der zu berechnenden Stromgeschwindigkeit ergibt. 

AIle diese Untersuchungen (mit einer Ausnahme) I ergaben unter Be
dingungen, die fur das Nachleuchten gfinstig sind, mit geringen Ab-

weichungen, line are Zeitabhangigkeit des Ausdrucks fr d. h. a = 2 (vgl. 

Kurve a der Abb. 7). Dagegen ist bei schwachem, kurzdauerndem Nach

leuch ten, also erheblicher W anden taktivierung, ~ nich t mehr proportional 
]lJ 

t (Kurve b) 2, was mit d~r oben entwickelten Anschauung ubereinstimmt. 
BONHOEFFER und KAMINSKY (5) verglichen die Nachleuchtintensi

tat] an zwei verschiedenen Stellen eines durchstromten Rohres in Ab-

J 

1 

1/./& !!.I)Z 
{K, nz 

Abb.8. Messung der Nachleuchtin
tensitat in Abhangigkeit von der 
Konzentration. Nach BONHOEFFER 

und KAMINSKY (5) 

die GroBe 

kI 
n, = 51 

hangigkeit von der Konzentration, 
die durch Zufuhr inaktiven Gases 
zwischen den Beobachtungsstellen 
(I und 2) in der zweiten verringert 
werden konnte. 1m ganzen Rohr 
ist der Druck und somit auch N 
konstant; hingegen ist an jeder 
Stelle n, die Anzahl aktiver Par
tikeln pro Volumeneinheit, umge
kehrt proportional der Stromge
schwindigkeit, d, h, der pro Sekunde 
den Rohrquerschnitt passierenden 
Gasmenge, die in I gleich 51' in 2 

gleich (51 + 52) sei. Demnach ist, 
wenn kI und k2 konstante Fak
toren bedeuten: 

k2 . 
n2 = 51 + 52 ' 

k.nI 51 + 52 
kI n2 51 

laBt sich durch Messung von 51 und 52 ermitteln. Mit Hilfe von 
Gleichung (2) erhalten wir 

I KONIG und KLINKMANN brachten das yom nachleuchtenden Gas 
durchstromte Rohr an die Stelle des Spaltes eines Spektrographen, maBen 
die Schwarzung 5 entlang den so erhaltenell Spektrallinien und fanden einen 
linearen Abfall von log 5. Hierin allein glaubt der Verf. nicht, einen 
Widerspruch gegen die erwahnten anderen Messungen sehen zu mussen. 

2 Der AbszissenmaBstab in Abb. 7b ist gegenuber 7a etwa 10 fach ver
groBert. - Es werden auch Falle beobachtet, in denen die Abklingungskurve 
einen Wendepunkt aufweist [( I4, S. 893) und (33, S. 727)] ; sie lassen sich viel
leicht durch veranderliche Wandbeschaffenheit erkHi.ren. 
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Das Resultat der Messungen (Abb. 8) beweist, daB J. linear von 
J2 

(::)" abhangt; das bedeutet wiederum: a = 2. 

Wir schlieBen daraus, daB stets zwei aktive Partikeln am elementaren 
Emissions- und EntaktivierungsprozeB beteiligt sind. 

Aus der Neigung (M) der Geraden, die il als Funktion von t dar-

stellen, in Abhangigkeit von N, d. h. vom Druck, ergibt sich fJ mit Hille 
von Formel (4): {J 

M= :ty]-= ~N-;. 

KNESER findet im Bereich von 0,05 bis 0,8 mm Hg den Neigungs
winkel ungefahr proportional der Wurzel aus dem Druck, d. h . 

• 
M = konst . N"2, P = I. 

Dasselbe Resultat erhaIt WILLEY bei hoheren Drucken, sofem 
Wandentaktivierung vermieden wird I. 

3. Der DreierstoBversuch. Die Ergebnisse des vorigen Abscbnittes 
lassen es kaum zweifelhaft erscheinen, daB am elementaren Emissions
akt des Nachleuchtens zwei aktive Partikeln und (wahrscheinlich) ein 
neutrales Molekiil beteiligt sind, daB man ibn also als DreierstoB an
sprechen muB. 

Diese Anschauung wird durch das folgende Experiment bestatigt: 
Da die Wahrscheinlichkeit fiir einen Dreierstoll der Anzahl neutraler 
Nz-Molekiile proportional ist, so mull die Nachleuchtintensitat bei Zu
fuhr nichtaktivierten Gases ansteigen; auch dann, wenn man die durch 
Drucksteigerung erhohte Ausloschung infolge von Stollen zweiter Art 
in Betracht zieht (5). Die in Abb. 9a wiedergegebenen Abklingungskurven 
zeigen diesen Effekt·, der durch Einlassen neutralen Gases in das von 
N achleuchten erfiillte GefaB erzielt wurde (33). Er kann nicht durch lokale 
Ansammlung aktiver Partikeln infolge des Druckstolles vorgetauscht 
sein, da, wie sich aus den Versuchsdaten abschatzen laBt, bereits nach 
etwa 1/. Sekunde v611ige Durchmischung eingetreten sein mull. Durch 

IDem Verf. vor der Publikation freundlichst mitgeteilt. 
• Nach BONHOEFFER und KAMINSKY (5, S. 13) findet bei diesem Ex

periment keine Aufhellung des Nachleuchtens statt. Sie setzten das inaktive 
Gas absichtlich langsam zu, wodurch moglicherweise die Verstiirkung des 
Nachleuchtens von dem infolge der Druckerhohung beschleunigten Intensi
tatsabfall schon sehr kurze Zeit nach Zufuhr des inaktiven Gases iiber
kompensiert wurde. (Der Veri. ist Herrn BONHOEFFER sehr zu Dank 
verpflichtet fiir den Hinweis auf diese Moglichkeit, die Diskrepanz zu er
klaren.) 

16* 
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diese Beobachtung und die Abklingungsmessungen erscheint das Vor
kommen von DreierstOBen experiment ell erwiesen. 

Zufuhr von Argon (Abb. 9b) bewirkt ebenfalls Aufhellung in merklich 
demselben MaBe; offen bar kann also an Stelle eines Stickstoffmolekiils 

a b 

~ ll- l 

\ 
GO 

\/\ 
G, 

'IlJ 110 

~~ 20 ~J~~ 
30 

~seM-

i-- t--
Abb.9. DreierstoBversuch; Aufhellung des Nachleuchtens durc.h Zufuhr 

neutralen Gases (Druck vorher "/20 , nachher "/2 mm Hg). ] in willkiirlichen 
Einheiten. Nach KNESER (33). 

ein Argonatom die Rolle des dritten StoBpartners iibernehmen. So ist 
es auch zu verstehen, daB in Stickstoffedelgasgemischen der Neigungs
winkelM, der ja nur Funktion vonN, d. h. von der Zahl derin der Volum
einheit enthaltenen nichtaktiven Partikeln, sehr viel starker abhangig 
vom Gesamtdruck als vom N 2 -Partialdruck ist (33). 

IX. Das Spektrum des Nachleuchtens. 
1m Molekiilspektrum des Stickstoffs unterscheidet man die folgenden 

Bandengruppen: 
erstej positive Gruppe (I050o-5000 A.E.) 
zweite (5300-2800 A. E.) 
vierte" (2900-2200 A. E.) 
negative Gruppe (5200-3800 A. E.) 
BIRGE-HOPFIELD-Gruppe (1900- I 200 A. E.) 

Die negative Gruppe gehort dem einfach ionisierten Molekiil an. Das 
frtiher als dritte positive Gruppe (3000 bis 2000 A.E.) bezeichnete Ban
densystem hat sich als zum NO gehorig erwiesen. 

Den genannten flinf Gruppen lassen sich Elektronenniveaus zuordnen, 
die durch das in Abb.IO abgebildete Schema dargestellt sind ". Ein dem 
tJbergang X-A entsprechendes Bandensystem wird weder in Absorp-

I Es sei hier auf eine Schwierigkeit hingewiesen: In manchen Fioillen, z. B. 
im Kanalstrahlspektrum, tritt die 2. positive Gruppe kraftig auf, die I. iiber
haupt nicht; nach dem obigen Schema ist das nicht verstandlich. 
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tion noch in Emission beobachtet, so daB A sehr wahrscheinlich ein 
metastabiler Zustand ist. Die Niveaudifferenz X-A ist aus dies em 
Grunde lediglich aus Elektronen
stoBmessungen bekannt, und des
wegen nur auf etwa + 0,3 Volt 
genau angebbar; das gleiche gilt 
fUr die Ionisierungsenergie(X -X'), 
wahrend alle ubrigen Niveaudif
ferenzen aus spektroskopischen 
Daten, also weit genauer, ermit
telt worden sind. 

Die spektroskopische Unter
suchung des Nachleuchtens zeigt, 
daB im ganzen Bereich zwischen 
I200 und I0500 AEr ausschlieBlich 
eine Auswahl von Banden der 
ersten positiven Gruppe 2 auftreten, 
namlich je drei oder vier benach
barte Banden im Grfin, Gelb, Rot 

"""T""--r----II' 
neg. 

Gruppe 
_-r-..L....-L _____ X,IJol1is.-

J'pal1l1g.} 
-r---.----O 

+--,--t-::-- C 
2 'l.pos. t: 6r. 

-t:--r-'--7--B 
l pos.Cruppe II ...--,.....-a-

L!lman-
8ir!l.e

/lop/ield 
GrlJppe 

---''--'------'---''---x 

und - wie neuerdings von CARIO Abb. IO. Niveauschema des N2-Mole-
kiils nach H. SPONER (58); erganzt. 

und KAPLAN3 festgestellt - im 
nahen Ultrarot mit ganz uberwiegender Intensitat, wahrend die an
deren Gruppen und das Atomspektrum v6llig fehlen. Die WellenHingen 

I Untersuchung des Spektrums 
im Vakuum-Ultraviolett sieh~ R. 
C. JOHNSON und H. G. JENKINS (20) 
und H. SPONER (59); im UltrarotG. 
CARIO und J. KAPLAN (7) und P. K. 
KICHLU und D. P. ACHARYA (31). 

2 Diese Banden wurden zuerst 
von P. LEWIS (43) beobachtet, von 
FOWLER und STRUTT (67) als a
Gruppe bezeichnet und mit Banden 
der ersten positiven Gruppe des N2 
identifiziert, wodurch ein strikter 
Beweis erbracht war, daB es sich bei 
dem nachleuchtenden Gas umStick
stoffhandelt. Diesogenannte p-und 
y-Gruppe, die FOWLER und STRUTT 
auBerdem beschreiben,sind dem NO 
zuzuschreiben (H. SPONER und J. 
HOPFIELD: Physic. Rev. 27, 640. 
1926) und verschwinden, wenn das 
Nachleuchten in sehr reinem Stick
stoff erzeugt wird (69, 15, 20, 47). 

Ie (A. E.) 

6788 
670 4 
6624 
6545 
6469 
6394 
6323 
6252 
6185 
6070 
6014 
5959 
5906 
5855 
5804 
5755 
5442 
540 7 
5375 

Tabelle 1. 

n' -+n" 

4-+ 2 

5 -+ 3 
6-+ 4 
7-+ 5 
8 ->- 6 
9->- 7 

10 ->- 8 
II -+ 9 
12 -+ 10 

6 ->- 3 
7 ->- 4 
8-+ 5 
9-+ 6 

IO-+ 7 
II -+ 8 
12-+ 9 

6 10-+ 
II -+ 
12-+ 

7 
8 

geschatzte 
Intensitat 

2 

4 
6 
4 
2 

3 
6 

10 

5 
3 

2 
6 

IO 
6 
2 
8 
5 

3 Fiir die Mitteilung dieser und anderer Resultate vor der Publikation 
ist der Verfasser Herrn CARlO sehr zu Dank verpflichtet; sie konnten in 
Tabelle 1 und Abb. II nur zum Teil beriicksichtigt werden. 
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ihrer Kanten, die geschatzten Intensitatswerte und die zugeh6rigen 
Quantenzahlen n' und n" (siehe unten) sind in Tabelle I angegeben I. 

Da das Spektrum h6chst wertvolle Aufschliisse fiber die Natur des 
aktiven Stickstoffs zu geben vermag, muB hier auf die Struktur der ersten 
positiven Bandengruppe naher eingegangen werden. Abb. II gibt das 

n 
11 
10 
9 

8 
7 
6 

5 
if 

3 

2 

1 

.1J 

n'-
19 

I 18 
17 
1fi 
15 
11/ T 13 

'= 12 :!::: 
11 ~ 
10 

"-

9 ~ 
8 

7 

nl/= 

15 
111-
13 
12 
11 
10 
9 
8 

~ '----v--' 
f/.. pos. 2.pos. 7 

Grvppe Grvppe 6 

A 
J \~--------~v~--------~ 

1. posifive Grvppe 

5 
1/ 
3 
2 
1 

a. 

'--v---' 
Lyman-8irge

/lop/ieJd-firvppe 

Abb. II. Schema der I. positiven Bandengruppe nach R. T. BIRGE, 
Phys. Rev. 23, 294. I924; erganzt. 

Niveau- (Kanten-) Schema nach BIRGE wieder; es ist als vervollstan
digtes Detail der Abb. 10 aufzufassen. Die Schwingungsquanten 
des Zustandes B (Anfangszustand der erst en positiven Gruppe in Emis-

I Nach R. 1. STRUTT (69), erganzt durch die Resultate von G. HERZBERG 
(15). R.C. JOHNSON (Phllos. Mag. 48, I069. I924) findet eine ganz ahnliche 
Intensitatsverteilung bei Durchgang einer schwachen Entladung durch 
Argon, das Spuren von Stickstoff enthalt. 
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sion) sind mit n' (= obis 19), die des Zustandes A mit n~' (= obis IS) 
bezeichnet. Die normalerweise beobachteten Dbergange sind durch ein
fache Verbindungslinien gekennzeichnet, die im Nachleuchten relativ 
starksten durch Pfeile. Sie nehmen ihren Ausgang vorzliglich von den 
mit n' = II und - nach CARlO und KAPLAN - n' = 6 bezeichneten 
Niveaus. Aus deren H6he liber dem A-Zustand (8,0 + 0,3 Volt) k6nnen 
wir schlieBen, daB flir den elementaren Emissionsakt Energien 

von (8,0 ± 0,3) + 3,47 = II,S ± 0,3 Volt 
bzw. (8,0 + 0,3) + 2,38 = 10,4 + 0,3 Volt 

zur Verfligung stehen. 
Ein Absorptionsspektrum des nachleuchtenden Stickstoffs ist nicht 

bekannt; selbst bei absorbierenden Schichten von I m Dicke traten im 
Bereich 10500 bis 2300 A. E. weder Absorptionslinien noch -banden auf 
(5, 54, 6). Es ist dies 
umso verwunderlicher, 
als nach Emission der 

N achleuchtbanden 
der vermutlich meta
stabile A-Zustand sich 

stark anreichern 
mliBte I . DaB insbe
sondere die n' -'>" 0-

Banden nicht in Ab-
sorption auftreten, 

scheint besondersnach 
CARIOS Untersuchun
gen im Ultrarot (6) er
wiesen. 

Die Intensitatsver
teilung im Spektrum 
wird durch Verunreini
gungen, soweit sie 
katalytisch - also in 
kleinen Quantitaten 
- oder die Wand-
beschaffenheit ver-

I I 

L 

A-----~::> 

posifve 
Silule 

1111.,1 IIlldll b 

'1,," c 

NaC'h
teuchfen 

Abb. 12. Intensitatsverteilung innerhalb der I. 

positiven Gruppe; a Nachleuchten im reinen Stick
stoffe, b in Ne mit Spuren von N2 (Lord RAY
LEIGH [70]), c bei sehr geriugem Druck, d bei der 
Temperatur der fllissigen Luft (G. HERZBERG [IS]). 

andernd wirksam sind, nicht merklich beeinfluBt (5). In Stick
stoffedelgasgemischen, in denen man bis zu verschwindend kleinen 

I Dies wird durch eine Beobachtung KAPLANS (24) bekraftigt: Er konnte 
in aktivem Stickstoff durch eine schwache Entladung die 4. positive Gruppe 
anregen, deren Ausgangsniveau urn 6,8 Volt liber dem A-Niveau, aber 
14,8 Volt liber dem Normalzustand liegt; in nichtaktivem Stick stoff ge
lingt dies c. p. nicht. - Auch nach Resonanzfluoreszenz, die in Anwesenheit 
metastabiler Molekiile zu erwarten ware, wurde vergeblich gesucht (35). 
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Stickstoffko~zentrationen noch kraftiges Nachleuchten erzeugen kann 
(85), tritt hingegen eine Verschiebung des Intensitatsmaximurns nach 
Rot innerhalb jeder Teilgruppe ein (70); nach Violett werden die In
tensitatsmaxima verschoben bei geringen Drucken (0,1 mm Hg) und 
tiefen Temperaturen (flu.ssige Luft) (Abb.I2). Der letztgenannte Effekt· 
wird von CARlO und KAPLAN (7) dahin gedeutet, daB beim Verschwinden 
der molekularen Wiirmebewegung die Selektivitat der Anregung - und 
zwar des 12. Schwingungsquants - schader hervortritt. 

X. Die Energie des aktiven Stickstoffs. 

Die Kernfrage, auf deren Beantwortung jede Hypothese iiber die 
Natur des aktiven Stiekstoffs fuBen muB, ist die nach seiner Energie. 

I. Bildungsenergie. Das experimentelle Material zu der Frage, 
welche Energie aufgewandt werden muB, urn aktiven Stiekstoff zu er
zeugen, ist sparlich, da bei den fast immer benutzten elektrischen Er
zeugungsmethoden unkontrollierbare Energiemengen fiir Nebeneffekte 
verloren gehen. Nur KENTY und TURNER (28) haben versucht, Stick
stoff durch StoB langsamer Elektronen zu aktivieren. Als Reagens fiir 
das Auftreten des aktiven Stickstoffs benutzten sie die Oberflachen
schichtbildung auf einem Wolframdraht, die an der Widerstandsande
rung erkannt wird (vgl. S. 234). Sie trat ein, wenn das umgebende Gas mit 
Elektronen von IO,8 ± 0,5 Volt beschossen wurde. Di~er Wert stimmt 
mit der Anregungsspannung der Nachleuchtbanden ungefiihr iiberein I. 

Versuche, Stickstoff auf thermischem Wege zu aktivieren, wurden 
von LANGMUIR angestellt und verliefen negativ. Vermutlich liegen die er
forderlichen Temperaturen weit hoher, als die experimentellerreiehbaren. 

2. Entaktivierungsenergie, gemessen durch thermische Effekte. 
RIDEAL und WILLEY (79) maBen im Thermostaten die Warmemenge, 
die frei wird, wenn man aktiven Stiekstoff durch NO-Zusatz entaktiviert, 
und bestimmten zugleich die Menge des Reaktionsproduktes. Da sich 
der Reaktionsmechanismus, der zur Berechnung der Entaktivierungs
wiirme herangezogen wird, der Nachpriifung entzieht, so ist das Ergebnis 
(etwa 42000 cal/Mol = 1,8 Volt) nicht sehr zuverlassig. 

Eine andere Methode (81) basiert auf Messung der Widerstandsande
rung eines Drahtes, die sich einstellt, wenn aktiver Stickstoff an ihm ent
aktiviert wird und seine Energie abgibt. Da auch hier die Konzentration 
des aktiven Stickstoffs in die Berechnung eingeht, und da die notwendige 
Annahme, die gesamte Entaktivierungswarme werde auf den Draht liber
tragen, sieher nur roh zutrifft, so ist das Resultat (47000 cal/Mol = 
2,0 Volt) ebenfalls mit einer erheblichen Unsicherheit behaftet. 

I Man dad wohl annehmen, daB sie emittiert wurden, obwohl die Ver
fasser dies nicht erwahnen. 
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3. Durch Dissoziationsprozesse. Von den durch aktiven Stickstoff 
verursachten chemischen Reaktionen liefern diejenigen, bei denen Zwi
schenprodukte auftreten konnen, wie z. B. bei der Bildung von N 2 03 aus 
NO, oder bei denen Einwirkung von Strahlung in Betracht zu ziehen 
ist, wie bei der Bildung von HCl aus H2 und Cl., kein einigermaBen 
zuverlassiges Material zur Bestimmung der Entaktivierungsenergie. 
Auch bei zweiatomigen Molekiilen, die vermutlich in einem Elementar
akt dissoziieren und deren Dissoziationsenergie (D) bekannt ist, kann 
sich die Dissoziation infolge rapider Rekombination der Produkte der 
Beobachtung entziehen; auBerdem ist bekannt, daB in gewissen Fallen 
Dissoziation ausbleibt, selbst wenn sie energetisch moglich ware, d. h. 
wenn die verfiigbare Energie groBer ist als D. 

Nachstehend sind einige Resultate einer Untersuchung von WILLEY 
(80) angegeben, die auf dem chemischen Nachweis der Reaktionspro
dukte basiert. Dissoziiert werden: HI (D = 2,9 V), HBr (D = 3,6 V) 
(und NH3). Nicht dissoziiert werden: H2 (D = 4A V), CO (D = II,2 V), 
HCl (D = 4,3 V) (und CO2 , N 20, H20)!. 

NO (D = 7,3 V) zerstort das Nachleuchten; Sauerstoff konnte als 
Dissoziationsprodukt chemisch nicht nachgewiesen. werden, wohl aber 
Bildung von N z 03, die schwerlich ohne vorherige Dissoziation des NO 
stattfinden kann. Ahnlich ist bei Zumischung von O2 (D = 7,0 V) zwar 
weder 0, noch 03, noch NO chemisch nachweisbar, jedoch treten die 
NO-Banden auf. Es muB demnach angenommen werden, daB in beiden 
Fallen Dissoziation eintritt. 

Angesichts der widerspruchsvollen Ergebnisse erscheint es nicht an
gangig, aus den obigen Daten Schliisse auf die Energie des aktiven Stick
stoffs zu ziehen. 

4. Durch Ionisation. Ionisierung unter der Einwirkung aktiven Stick
stoffs wurde von CONSTANTINIDES (9) mit der im Abschn. VI (S.237) be
schriebenen Anordnung nur in einem Falle beobachtet: Wird Joddampf 
dem aktiven Stickstoff zugesetzt, so ergibt sich ein deutlicher Ionisations
strom zwischen den Elektroden. Die Ionisierungsspannung von J od be
tragt 10,1 ± 0,5 Volt. Ahnliche Versuche mit Hz (16,1 V) und Hg
Dampf (lOA V) verliefen negativ. Demnach liegt die ftir Ionisierung ver
fiigbare Entaktivierungsenergie etwa zwischen 10,1 und lOA Volt. 

5. Durch Anregung von Spektrallinien. Das reichhaltigste und 
sicherste Material zu dieser Frage liefern die Spektren der Gase, die durch 
aktiven Stickstoff angeregt werden 2. 

I Die Zahlenwerte ftir D sind dem Bericht von H. SPONER tiber "Die 
optische Bestimmung der Dissozia tionswiirme" entnommen (Erge bn. d. exakt. 
Naturwiss. 6. Berlin: Julius Springer 1927) und ergiinzt nach R. T. BIRGE: 
Nature (London) 122, 842. 1928. 

2 Auch hierbei besteht jedoch, wie die Erfahrungen am aktiven vVasser
stoff lehren, die Moglichkeit, daB infolge chemischer Reaktionen des aktiven 
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Das Al-, Pt-, Cu-, W- und Ni-Spektrum laBt sich erzeugen, wenn fiir 
die anregende Entladung Elektroden aus dem betreffenden Material ver
wendet und hoch belastet werden (43, 44,66, 85); Si und Ti wurden in 
Form von Chloriden untersucht (17), Metalle von niedrigerem Schmelz
punkt einfach durch Erhitzen verdampft und dem aktiven Stickstoff 
zugesetzt (68, 54, 51). 

Das Ergebnis der zahlreichen Arbeiten, insbesondere derjenigen von 
OKUBO und HAMADA (51), ist im wesentlichen das folgende: In Al-, Cd-, 
Zn-, Mg-, Na-, K-, Tl- und Ca-Dampf treten die Bogenspektren so gut 
wie vollstandig auf, wahrend die Funkenspektren v611ig fehlen ' . Von 
den letzteren erfordern die Resonanzlinien des Mg II (2800 A.E.) die ge
ringste Anregungsenergie, namlich Ea = 12,0 Volt; sie treten nicht auf. 
Dagegen wird im Zn I-Spektrum der 9D-Term (Ea = 9,1 V) angeregt. 
Auch die Linien 1850 und 2062 A.E. des J odatoms (Ea ~ 8,4 V) werden 
beobachtet. Dber die im Vakuumultraviolett zu erwartenden Edelgas
linien liegen noch keine Untersuchungen vor2. 

Die scharfste Begrenzung der Energie liefert aber das Hg-Spektrum: 
Nach OKUBO und HAMADA werden alle Terme bis zum 4D-Term vom 
aktiven Stickstoff vollzahlig angeregt, h6here jedoch nicht; wahrend das 
Spektrogramm das Triplett 23P -43D (2652 A.E.; Ea = 9,51 V) deut
lich, aufweist, ist 2 3P - 53D (2483 A.E.; Ea = 9,65 V) trotz vielstun
diger Belichtung nicht zu erhalten 3• Demnach wird bei der Entakti
vierung eine Energie von 9,58 ± 0,07 Volt fUr Anregung von Fremd
atomen frei, ein Betrag, der mit den aus den Ionisierungsexperimenten 
gewonnenen erstaunlich gut ubereinstimmt. 

Die normalerweise fUr Multipletts gultigen Intensitatsregeln scheinen 
bei Anregung durch aktiven Stickstoff keine Giiltigkeit zu besitzen (54). 
Die Resonanzlinien der Alkalimetalle treten mit ungew6hnlicher In
tensitat auf (51). 

6. DurchAnregung von Bandenspektren. STRUTT undFoWLER(68) 
haben die Anregung von Banden an den Halogenen, CuCl, SnCl, J2' 
Stickstoffes mit d~r zu untersuchenden Substanz Linien angeregt werden, 
deren Anregungsenergie gri:iBer ist als die bei der Entaktivierung frei wer
dende. Jedoch lassen die nachstehenden widerspruchsfreien Resultate diese 
Befurchtung unni:itig erscheinen. 

I DaB STRUTT und FOWLER (68) im MgI-Spektrum die Linie 4703 A.E. 
(2P-5D) vermissen, durfte nureine Intensitatsfrage sern. JEVON'S (17) beob
achtet einige Linien des TiII-Spektrums ohne ihre Wellenlangen anzugeben. 
Die Anregung der Alkalidampfe variiert mit der Dichte stark (68, 52). 

2 In Anwesenheit von Sauerstoff beobachtet KAPLAN' (25) im Nach
leuchten die grune N ordlich tlinie (E a ~ 3 V), j edoch nur unmittelbar nach Auf
hi:iren der erzeugenden Entladung. 

3 1m Gegensatz hierzu nennen RUARK (54) und seine Mitarbeiter den 63D
Term als hi:ichsten; jedoch ist bei ihnen das Abbrechen des Spektrums 
nicht so evident, wie bei OKUBO und HAMADA. 
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HgJ, 5., CS. und verschiedenen Kohlenstoffverbindungen beobachtet, 
JEVONS (17,18) an SiCl4, TiCl4 und BC~, FERGUSON (12) anAuC~I. Von 
KNAUSS (32) ist die Anregung von Molekiilen, deren Niveauschema be
kannt ist, im Vakuumultraviolett (2500 bis 1000 A.E.) untersucht worden. 
,Er findet keine Anregung des H.-Spektrums (niedrigtse Anregungsspan
nung II Volt); hingegen werden in NO die Cl-Banden angeregt (Ea = 
6,44 V) und in CO Banden, die von den ersten sechs Schwingungsquanten 
des A-Niveaus ausgehen (Ea = 8,2 bis 9,0 V). Daraus ergeben sich die 
Grenzwerle 9,0 und II Volt. 

Die Anregungsspannung der im Nachleuchten emittierten Banden der 
ersten positiven Stickstoffgruppe betragt, wie erwahnt, IO,4 bzw. II,S ± 
0,3 Volt. 

7. Energie der nichtleuchtenden Modifikation. In aktivem Stick
stoff, der durch Erhitzen entleuchtet ist, werden die Na-D-Linien an
geregt (vgl. S. 236), dagegennichtdie gelb-griine (Ea=4,3 Volt). Auchdie 
,8-Banden des NO treten - bei Sauerstoffzusatz -nicht auf (Ea= 5,5 
Volt) (24). Daraus laBt sich die Energie der nichtleuchtenden Modi
fikation roh abschatzen: sie muB zwischen 2,I und 4,3 Volt liegen. 

XI. Zusammenfassung der experimentellen Ergebnisse. 

Aktiver Stickstoff vermag eine Anzahl chemischer Prozesse, zum Teil 
unter Chemilumineszenz, einzugehen, deren inaktiver Stickstoff nicht 
fahig ist. Er besteht mindestens zu einigen Prozenten aus freien Atomen, 
enthaIt wahrscheinlich auch metastabile Molekiile, jedoch keine Ionen. 
Die Entaktivierung vollzieht sich zu einem Teil spontan und ist dann 
meist, aber nicht notwendig, von Nachleuchten begleitet, zum anderen 
Teil ohne Nachleuchten unter Einwirkung der Oberflache von Fremd
korpem (GefaBwanden) ; dieser Anteil ist von der Oberflachenbeschaffen
heit und Temperatur in hohem MaBe abhangig. Die Abklingungsfunk
'tion des Nachleuchtens und ihre Druckabhangigkeit beweist, daB an dem 
mit Emission verbundenen elementaren EntaktivierungsprozeB zwei ak
tive und wahrscheinlich eine inaktive Parlikel beteiligt sind, d. h. daB 
er sich in Form eines DreierstoBes abspielt. Das Spektrum des Nach
leuchtens besteht ausschlieBlich aus einigen Banden der ersten positiven 
'Stickstoffgruppe, zu deren Anregung Energien von II,S bzw. 10,4 ± 0,3 
'y olt erforderlich sind. Fremdsubstanzen werden im aktiven Stickstoff 
angeregt oder ionisierl, sofem dazu nicht mehr Energie als 9,6 Volt be
notigt wird; in der nichtleuchtenden Modifikation betragen die Energie
grenzen anscheinend 2,I und 4,3 Volt. 

I Die Anregung durch aktiven Stick'stoff erweist sich unter Umstanden 
als sehr brauchbares Mittel zum Studium des Sl'ektrums wenig stabiler 
Molektile. Vgl. R. S. MULLIKEN, Phys. Rev. 26, I, 1925. 
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XII. Hypothesen tiber die Natur des aktiven Stickstoffs. 
I. Tristickstoff. Durch die Tatsache der auBerordentlich langsamen 

Riickbildung des aktiven Stickstoffs und ihres anscheinend negativen 
Temperaturkoeffizienten wurde TRAUTZ (75) zu der Annahme gefiihrt, 
daB zwar die Ausgangsprodukte der Entaktivierung Stickstoffatome 
seien, daB sich aber in unmeBbar kurzer Zeit ein Vorstoffgleichgewicht 
einstelle nach dem Schema: 

N2 +N-N3, 
und daB weiterhin die Riickbildung unter Lumineszenz auf dem Wege 

N3 +N -zNa 
erfolge. AuBerdem solI auch die Reaktion N + N - N2 ohne Lumines
zenz stattfinden, und zwar bei hoher Temperatur in iiberwiegendem 
Umfange; dadurch wird die mit Temperatursteigerung abnehmende In
tensitat des Nachleuchtens gedeutet. 

Mit den neueren Ergebnissen ist diese Hypothese unvereinbar; ins
besondere widerspricht sie den Druckmessungen von WREDE (86) und 
vermag den detaillierten spektroskopischen Beobachtungen nicht ge
recht zu werden. 

2. Metastabile Molekiile. Noch bevor das Elektronenniveauschema 
des Stickstoffmolekiils bekannt wurde, entwickelten SAHA und SUR (57) 
eine Hypothese, die auf der Annahme basiert, Trager der Aktivitat seien 
metastabile Molekiile, und zwar nahmen die Autoren den Ausgangszu
stand der im Vakuumultraviolett gelegenen LYMAN-BIRGE-HOPFIELD
Banden (a-Zustand) als metastabil und seine Energie zu etwa 8 Volt an. 
Diese Energie kann - nach Annahme von SAHA und SUR - durch einen 
StoB zweiter Art auf ein Fremdatom iibertragen werden und zu dessen 
Anregung fiihren. Das Nachleuchten sei nur eine sekundare Begleit
erscheinung und bleibe aus, wenn die Molekiile aus irgendeinem Grunde 
direkt, also ohne Emission sichtbarer Strahlung, in den Normalzustand 
zuriickkehren. 

Die Kenntnis des Niveauschemas veranlaBte BIRGE I (4), diese Hypo
these zu modifizieren, indem er den Ausgangszustand der Nachleucht
banden, also einen Zustand von der Energie II,4 Volt als metastabil 
annahm. Er gab auch eine Deutung fiir die Rolle der Verunreinigungen, 
die das N achleuchten ermoglichen: sie nehmen die freien Elektronen auf, 
die andemfalls direkte Riickkehr in den Normalzustand herbeifiihren 
konnten. In Anbetracht der sehr verschiedenen Konstitution der wirk
samen Substanzen erscheint diese Annahme gewagt. 

Von den Einwanden, die gegen diese Auffassung zu erheben sind 2, 

I Spater hat sich BIRGE der nachstehend referierten Atomauffassung 
angeschlossen. 

2 Vgl. H. SPONER (58). 
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seien hier nur die schwerstwiegenden genannt: Der Ausgangszustand 
der Nachleuchtbanden muB als metastabil und von abnorm groBer 
Lebensdauer angenommen werden - beides im Widerspruch mit der 
Erfahrung - und die Abklingung miiBte "monomolekular" erfolgen, 
was ebenfalls dem experimentellen Befund auf das scharfste wider
spricht. 

3. Atomarer Stickstoff; DreierstoBhypothese. Die an sich nahe
liegende Anschauung, aktiver Stickstoff sei atomar - wofiir nunmehr 
ja auch experimentelle Beweise vorliegen - und die chemischen und 
Lumineszenzerscheinungen seien auf die bei der Rekombination zweier 
Atome frei werdende Energie zuriickzufiihren, wurde bereits von P. LE
WIS (42) ausgesprochen. Ihr trat auch STRUTT (62), allerdings mit 
Vorbehalt, bei. Nach der heutigen Kenntnis der Molekiilbildung durch 
StoBe l darf man jedoch nicht annehmen, daB das durch Zusam
menstoB zweier Atome gebildete Molekiil die Dissoziationsenergie in 
Form von Anregungsenergie in sich aufnimmt. 

Diese Schwierigkeit wurde durch H. SPONERS Hypothese (58) be
hoben, die Rekombination im DreierstoB annahm; sie wurde nach
traglich durch die Abklingungsmessungen und den DreierstoBversuch 
bekraftigt. Die auffallend lange Dauer des Nachleuchtens erklart sich 
dann ganz zwanglos durch die Seltenheit eines solchen Ereignisses, und 
es erscheint angesichts der betrachtlichen Lebensdauer des atomaren 
Wasserstoffs (bis zu IO Sekunden) nicht bedenklich, den Stickstoffatomen 
eine urn eine GroBenordnung hohere zuzuschreiben. Aus der Anregungs
spannung der Nachleuclitbanden, deren Ausgangsniveau das elfte 
Schwingungsquant des B-Zustandes ist, schatzte H. SPONER die Disso
ziationsarbeit auf II,4 Volt oder einen wenig groBeren Betrag, 
der mit dem aus der Extrapolation der Schwingungsquanten sowohl 
des X-wie des A-Zustandes gewonnenen gut iibereinstimmte. Als 
dritter StoBpartner ko:nunt ein normales Stickstoffmolekiil oder ein 
Fremdatom oder -molekiil in Frage, das die freiwerdende Dissoziations
energie aufnimmt und eventuell als Strahlung wieder abgibt; jedoch 
kann offenbar auch das neugebildete Molekiil die Energie iibemehmen, 
denn durch die Anwesenheit einer iiberwiegenden Anzah! von Edelgas
atomen wird das Nachleuchten nicht wesentlich verandert, obwohl als 
dritte StoBpartner nur Fremdatome in Betracht kommen. 

Die DreierstoBhypothese steht mit keiner der experiment ellen Tat
sachen in direktem Widerspruch, wenn sie auch einige (die Existenz 
einer nichtleuchtenden Modifikation und die Anregung von Spektral
linien bis zu 9,6 Volt) nicht ohne zusatzliche Am1ahme zu erklaren ver
mag. Schwerere Bedenken tauchten erst auf, als neue spektroskopische 

I Vgl. hierzu J. FRANCK und P. JORDAN: Anregung von Quantenspriin
gen durch StoBe, Kap. 8, § 3; Berlin: Julius Springer I926. 
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Daten! bekannt wurden, die ffir einen bedeutend geringeren Werl der 
Dissoziationsarbeit (etwa 9,5 Volt) sprachen, so daB das Nachleuchten 
nicht mehr als einfache Anregung infolge von Atomrekombination ge
deutet werden konnte. 

4. Die kombinierte Auffassung. Unter diesen Umstanden haben 
CARlO und KAPLAN (6, 7,26) eineneue Hypothese entwickelt, die wir, da sie 
sich sowohl der DreierstoBprozesse als auch der Existenz' metastabiler 
Molekiile und Atome bedient, als kombinierle Auffassung bezeichnen 2 • 

Ihr zufolge ist wiederum das Ausgangsprodukt atomarer Stickstoff, der 
in der Entladung gebildet wird, und eine groBe Lebensdauer besitzt. Je 
zwei Atome rekombinieren im DreierstoB mit einem normalen Stickstoff
molekiil, wobei die Dissoziationsarbeit im Betrage von etwa 9,5 Volt frei 
wird, weitaus hinreichend, urn den metastabilen A-Zustand (8 Volt) 
oder em als dritter StoBpartner fungierendes Fremdatom, nicht abel' 
die Nachleuchtbanden anzuregen: 

N+N+N2~N1+N2' 

Treffen nun 2 der energiereichen Molekiile zusammen, so wird die Ge
samtenergie von 16 Volt zur Dissoziation eines der beiden in 2 angeregte, 
metastabile Atome (N")verwendet: 

N1 +N1~N2 +N" +N". 

Auf jedes Atom entfallt dabei eine Energiemenge von ~ (16-9,5) 
,...., 3,3 Volt. Tatsachlich hat es sich herausgestellP, daB das' N-Atom 
zwei metastabile Zustande von 2,37bzw. 3,56 Volt besitzt CDbzw. 2P); 
es wird angenommen, daB der letztere (Nfl) durch StoB oder Strahlung 
in den ersteren (N') iibergehen kann. Die Emission des Nachleucht
spektrums kommt nun nach CARlO und KAPLAN durch ZusammenstoBe 
zwischen metastabilen Molekiilen (N~) und Atomen (N' und N") zu
stande: 

N1+N"~N2+N+E. 
N1+N'~N2+N+E2 

Fiir E. und E2 ergeben sich mit den obigen Daten bzw. II,6 und lOA 
Volt, also gerade die zur Anregung der Nachleuchtbanden (II. und 6. 
Schwingungsquant des B-Zustandes) erforderli.chen Energiebetrage. , 

Unter dieser Hypothese HiJ3t sich dank ihrer komplizierlen Struktur 
fast der ganze bekannte Tatsachenkomplex verstehen. Sie widerspricht 

I G. HERZBERG (16); R. T. BIRGE und R. S. MULLIKEN: Nature (London) 
122, 842. 1928. . 

2 Schon fliiher haben E. J. B. WILLEY (82) und B. LEWIS (39) die Ver: 
mutung ausgesprochen, daB sowohl Atome wie auch metastabile Molekiile 
im aktiven Stickstoff vorhanden seien. 

3 K. T. COMPTON und J. C. BOYCE: Physic. Rev. 33, 145. 1929. 
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den Abklingungsmessungen nicht, denn auf die Emission eines hv enWillt, 
wie eine genauere Durchrechnung lehrt, ein Verlust von gerade 2 aktiven 
Partikeln, nalnlich Atomen. Der positive Ausfa1! des DreierstoBversuches 
ist wegen des ersten Prozesses verstandlich. Die Unterdruckung des 
Nachleuchtens durch eine schwache Entladung wird damit erklart, 
daB den an sich schon energiereichen metastabilen Molekillen leieht 
Energiebetrage zugefiihrt werden, die zur Ionisierung ausreiehen 
(etwa 9 Volt) I; Nachleuchten kann dann naturlich nicht zustande 
kommen. Auch fur die Existenz der nichtleuchtenden Modifikation, 
sofem sie durch Temperaturerhohung erzeugt wird, geben CARlO und 
KAPLAN eine Deutung: Die metastabilen Molekiile (A-Zustand) er
halten infolge der Warmebewegung Energien von der GroBenordnung 
0,2 Volt, durch die sie befiihigt werden, in den benachbarten a-Zu
stand und von diesem in den Normalzustand uberzugehen; dadurch 
werden alle zur Emission fiihrenden Prozesse unmoglich gemacht. Ob
wohl die .Aquidistanz der Schwingungsniveaus im A- und a-Zustand 
(vgl. Abb. II) einen solchen "Obergang moglich erscheinen laBt, muB doch 
bemerkt werden, daB die Lage des A-Zustandes nicht genau festgelegt 
ist, und daB bisher die BIRGE-HoPFIELD-Banden im Spektrum des 
Nachleuchtens noch nicht gefunden wurden. 

Gewisse Schwierigkeiten bereiten auch der kombinierten Auffassung 
noch die Temperaturabhangigkeit des Nachleuchtens und die auf ver
schiedenen Wegen gefundenen Energiegrenzen; insbesondere erscheint 
es nieht sieher, ob der bei Anregung und Ionisierung von Fremdgasen 
auftretende Energiebetrag von 9,6 Volt aus der Dissoziationsarbeit, die 
wahrscheinlich geringer ist, bestritten werden kann. 
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1. Einleitung. 
Nach den heutigen Anschauungen sind die Atome und Molekille au£

gebaut aus den beiden Elementarbausteinen der Materie, den positiv elek
trischen Protonen und den negativ elektrischen Elektronen. Die Unter
suchung der Anordnung dieser Elementarteilchen im Atom und Molekul 
ist eine wesentliche Aufgabe der modernen Physik. Fur die Atome ist 
dieses Problem durch die neuesten Fortschritte der Quantentheorie in 
Verbindung mit zahlreichen Experimenten schon weitgehend ge16st. 
Wenn auch die Quantenmechanik im Gegensatz zur alten Atomtheorie 
darau£ verzichten 11mB, die Bahnen der Elektronen imAtom raumzeit
lich zu beschreiben, so gibt sie doch statlstisch die durchschnittliche 
Verteilung der positiven und negativen Ladungen im Atom an. In allen 
bisher untersuchten Fallen hat es sich ergeben, daB beim normalen Atom 
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dieSchwerpunkte der positiven und negativen Ladungen zusammenfallen, 
so daB, da auch der Betrag der positiven und negativen Ladungen der 
gleiche ist, das Atom nach auBen hin wie ein elektrisch neutraler Korper 
wirkt. 

1m FaIle der Molekiile ermoglicht die Quantenmechanik ebenfalls 
prinzipiell die Berechnung der Ladungsverteilung. Die praktische Aus
rechnung sWBt aber auf groBe Schwierigkeiten und Wird wohl nur in 
wenigen FaIlen durchfiihrbar sein. Man kann jedoch auch versuchen, 
auf experimenteIlem Wege Naheres iiber die Verteilung der elektrischen 
Ladungen im Molekiil zu ermitteln. Hierbei hat sich ergeben, daB man 
im Gegensatz zum Fall der Atome bei den Molekiilen zwei Bautypen 
zu unterscheiden hat: solche, bei denen der Schwerpunkt der positiven 
Ladungen mit dem der negativen Ladungen zusammenfaIlt - nach DEBYE 
bezeichnet man solche Molekiile als unpolar - und solche, bei denen 
diese beiden Schwerpunkte nicht zusammenfallen. Diese Molekiile tragen 
ein "elektrisches Dipolmoment", dessen GroBe gegeben wird durch den 
Abstand der beiden Schwerpunkte multiplizieit mit dem Betrag der in 
ihnen vereinigten elektrischen Ladung. DEBYE bezeichnet derartige 
Molekiile als polar. Das Dipolmoment ist eine charakteristische Eigen
schaft des Molekiils, die ffir Betrachtungen iiber den Molekiilbau, ins
besondere iiber Symmetrieeigenschaften der Molekiile immer mehr heran
gezogen wird. 

Die hier eingefiihrten Bezeichnungen "polare" und "unpolare" Mole
kiile haben keinen unmittelbaren Zusammenhang mit der von ABEGG 
herriihrenden Einteilung der cbemischen Verbindungen in polare (hetero
polare) und unpolare (homoopolare) Verbindungen. Als charakteristischer 
Grenzfall der polaren Bindung kann der Typ KCl angefiihrt werden. Ver
bindungen dieser Art sind lonenverbindungen. Falls wir in erster Nahe
rung die lonen starr annehmen, so hat jedes dieser lonen Kugelsymmetrie 
und wirkt wie eine positiv bzw. negativ geladene Kugel, deren elektrische 
Ladung im Mittelpunkt vereinigt ist. Die chemische Bindung zwischen 
diesen beiden lonen erfolgt durch die COULOMBsche Anziehungskraft 
zwischen den ungleichnamigen Ladungen - "polare Bindung". Da in 
einem derartigen Molekiil die elektrischen Schwerpunkte der beiden La
dungen nicht zusammenfallen konnen, so besitzen solche Molekiile ein 
elektrisches Dipolmoment - auch in der Terminologie von DEBYE sind 
es polare Molekiile. 

Der Grenzfall der unpolaren Bindung wird gegeben durch ein Molekiil, 
in dem die Keme der beiden Atome so nahe zusammen liegen, daB 
wenigstens ein Teil der Elektronen beider Atome sich urn die beiden 
Keme gemeinsam bewegt. Dieser Grenzfall unterscheidet sich nur wenig 
von der Struktur eines Atoms. Tatsachlich sind auch die Spektren der
artiger Molekiile (N., CO) den Atomspektren mit der entsprechenden 
Elektronenzahl sehr ahnlich. 1m idealen Grenzfall faUt in einem sol-

17* 
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chen Molekill der positive Ladungsschwerpunkt mit dem negativen zu
sammen, das Molekill ist elektrisch neutral und hat auch kein Dipol
moment. 

Man glaubte nun, Molekiile mit polarer oder unpolarer Bindung da
durch unterscheiden zu konnen, daB diese kein, jene ein Dipolmoment 
besitzen. Dies ist jedoch nicht moglich, weil beide genannten Typen 
nur Grenzfalle sind, wahrend die tatsachlich vorhandenen Verbindungen 
alle moglichen Dbergangsstufen zwischen diesen beiden Typen bilden. 

Bringt man z. B. ein K-Ion oder ein Argonatom in ein elektrisches 
Feld, so libt dieses sowohl auf die negativen wie auf die positiven La
dungen eine Kraft aus, die die Ladungen gegeneinander verschiebt: das 
Ion oder Atom wird deformiert. In einem so deformierten Ion oder Atom 
fallen die Schwerpunkte der positiven und negativen Ladungen nicht 
mehr zusammen, das Atom erhalt im Feld einen elektrischen Dipol. 1m 
KCl-Moleklil deformieren sich die K- und Cl-Ionen gegenseitig, auch 
hierdurch wird die Ladungsverteilung im Molekill beeinfluBt. Besonders 

stark wird die Deformation, wenn der GroBen
~ unterschied der Ionen betrachtlich ist, z. B. im 
~ Fall der Halogen-Wasserstoffe, wo der Durch

Abb. I. Modell der messer des H-Ions nur ungefahr den ros. Teil 
CO2-Molekel. des Durchmessers des Anions ausmacht. Bei diesen 

Verbindungen wird das H-Ion ganz in die Elek
tronenwolke des Anions hineingezogen, hier liegt also schon ein Dber
gang zur homoopolaren Bindung vor. 

Bisher war nur von zweiatomigen MQlekiilen die Rede. Bei mehr
atomigen Molekiilen konnen noch kompliziertere Falle auftreten. So 
kann es typische Ionenverbindungen, also polare (heteropolare) Verbin
dungen ohne Dipolmoment geben, wenn gewisse Symmetriebedingungen 
erfiillt sind. Ein Beispiel hierflir bildet das Kohlendioxyd, dessen Bau 
schematisch durch Abb. r wiedergegeben wird. Hier heben sich die Di
polmomente der beiden CO-Bindungen wieder auf. Andererseits gibt 
es Falle typisch homoopolarer Verbindungen, die ein Dipolmoment be
sitzen, z. B. sehr viele organische Moleklile. Das Vorhandensein oder 
Fehlen eines Dipolmoments kann also keinen AufschluB liber die Art 
der chemischen Bindung geben, da sowohl heteropolare Verbindungen 
ohne Dipolmoment als auch homoopolare Verbindungen mit Dipolmo
ment vorkommen. 

II. Die1ektrizitatskonstante, Molekularpolarisation 
und Dipolmoment. 

I. Die Molekularpolarisation gasformiger Stoffe. Die Unter
suchung der elektrischen Dipolmomente ging nicht von dem Problem 
der Molekiilstruktur, sondem von Beobachtungen liber das dielektrische 
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Verhalten der Materie aus. Bezeichnet man die Dielektrizitatskonstante 
(DK) mit e, die Dichte mit d und das Molekulargewicht mit M, so sollte 
nach der Theorie von CLAUSIUS und MOSOTTI die elektrische Polarisier
barkeit pro Mol, auch Molekularpolarisation genannt, 

10-1 M p=_.-
10+2 d (I) 

von Druck und Temperatur unabhangig sein, und zwar sowohl bei Fliis
sigkeiten wie bei Gasen. Die Erfahrung hat nun gezeigt, daB bei einer 
Anzahl von Substanzen dieses Gesetz sehr gut durch die experimentellen 
Beobachtungen wiedergegeben wird, wabrend es andererseits eine groBe 
Anzahl von Stoffen gibt, bei denen systematische Abweichungen auf
treten. Nach DEBYE (6) sind diese Abweichungen auf die Existenz fester 
elektrischer Dipole in den Molekiilen der betreffenden Substanzen zu
riickzufiihren, und die von ihm entwickeIte, der LANGEVINSchen Theorie 
des Paramagnetismus analoge Theorie gestattet es, die Abhangigkeit der 
Molekularpolarisation von der Temperatur richtig wiederzugeben. 

Nach der CLAUSIUS-MosoTTIschen Theorie tragt jedes Molekiil oder 
Atom des Mediums zur dielektrischen Polarisation bei, indem unter der 
Einwirkung des elektrischen Feldes die Schwerpunkte der positiven und 
negativen Ladungen auseinandergezogen werden und so ein elektrischer 
Dipol entsteht. Die Summe der Wirkungen der durch diese Deformation 
entstehenden molekularen Dipole ergibt die dielektrische Polarisation 
des Mediums. Da diese Deformation (well das Feld hauptsachlich auf 
die Elektronen wirkt, wird sie auch Elektronenverschiebung genannt) 
durch die Warmebewegung· der Molekiile nicht beeinfluBt wird, so ist 
sie temperaturunabhangig. Die Elektronenverschiebung wird im FaIle 
der unpolaren Bindung auch durch die che!nischen Krafte zwischen 
den Atomen im Molekiil nicht wesentlich beeinfluBt, sie ist daher 
bei organischen Molekiilen !nit ziemlicher Genauigkeit additiv aus den 
Beitragen der einzelnen Atome zusammenzusetzen. Bei Substanzen, 
die dem CLAUSIUS-MosoTTIschen Gesetz gehorchen, riihrt also die Mole
kularpolarisation nur von diesem Anteil, der "Elektronenpolarisation" 
PE her. Diese ist nur von einer molekularen Konstanten, der "Deformier
barkeit" y abhangig. Fiir die deforInierende Wirkung auf die Molekiile 
kommt nicht nur das angelegte auBere Feld~, sondern auBerdem noch 
das von den umgebenden polarisierten Molekiilen herriihrende Feld in 
Betracht, so daB die gesamte "innere" Feldstarke lY aus ~ hervorgeht 
durch einen Zusatz, der proportional der Polarisationsfeldstarke $ ge
setzt werden kann. Es ist demnach 

lY = ~ + ')I. $. (2) 

Der Proportionalitatsfaktor v, die "Konstante des inneren Feldes", kann 
nur durch molekulartheoretische Dberlegungen erhalten werden. Die 
genaue Ausrechnung, die hier nicht wiedergegeben werden solI, ergibt 
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im Faile regularer Kristalle oder bei vollig ungeordneter Anordnung 
der Molekiile (Gase, Flussigkeiten) 

'J/ = 4;r 
3 

und daraus weiter fUr Substanzen, die dem CLAUSIUS-MosoTTIschen Ge
setz gehorchen 

Ii - I M 4n P=-_.---Ny=PE1 
Ii + 2 d 3 

wo N die Zahl der Molekiile im Mol (LOSCHMIDsche Zahl) ist. 
Sieht man die Polarisierbarkeit y als molekulare, insbesondere tem

peraturunabhangige Konstante an, so stellt Gleichung (3) das CLAUSIUS
MOSoTTIsche Gesetz dar. 

Besteht das Medium jedoch aus Molekiilen mit festen elektrischen 
Dipolen vom Moment f-l, so werden diese beim Anlegen des Feldes be
strebt sein, sich in Richtung des Feldes einzustellen. Dieser Einwirkung 
des Feldes wirkt die Warmebewegung der Molekiile entgegen und es 
entsteht so ein statistisches Gleichgewicht. Nach der klassischen Sta
tistik wird die Zahl der Molekiile, deren Dipolachsen im Raumelement 
dQ, das mit der Feldrichtung den Winkel f} bildet, liegen, proportional 
dem Ausdruck 

wobei E die Energie eines Molekiils in der betreffenden Lage, k die BOLTZ
MANNsche Konstante un,d T die absolute Temperatur bedeuten. Fur 
den betrachteten Fall ist 

E = !t . F . cos ,9- , 

wenn F die gesamte am Dipol angreifende Feldstarke ist, fUr die wie oben 

~ = Q; + 4 n I.l3 (F ist der Absolutwert von m 
3 

zu setzen ist. Da jedes dieser Molekule in Richtung von F eine Kom
ponente des Moments von der GroBe f-l • cos f} hat, so ist das mittlere 
Moment iii in der Richtung von F gegeben durch den Ausdruck 

(5) m = -------
fn _,IF. cos,'l· 

e kT .dSJ 
o 

Setzt man zur Abkurzung 
,uF 
kT =x, 

so ergibt die Ausrechnung wie in der LANGEVINSchen Theorie des Para
magnetismus 

In rr I - = \i!-otgx --. 
f' x 

(6) 
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In den praktisch vorkommenden Fallen ist x so klein, daB man inerster 
Naherung setzen kann 

und man erhalt so 

oder 

I x Q:otgx - - = -
x 3 

(7) 

~ f'2 F 
m = 3kT ' (7a) 

d. h., das induzierte mittlere Moment in der Feldrichtung ist der Feld
starke und dem Quadrat des natiirlichen Dipolmoments proportional. 
Nur bei extrem starken Feldem, wie sie von HERWEG (36) benutzt wor
den sind, reicht diese Naherung nicht mehr aus; hier· konnte eine Ab
weichung von der Proportionalitat zwischen induziertem Moment und 
Feldstarke beobachtet werden. 

Der von diesem mittleren Moment der orientierten Dipole herriihrende 
Beitrag der Molekularpolarisation Po:- "Orientierungspolarisation" -
wird 

PO =4 7f N.~ 
3 3kT ' 

(8) 

so daB die gesamte Molekularpolarisation den Betrag 

P = PE + Po = 4" N(r +~) 
3 \ 4kT (9) 

annimmt. Urn die Analogie mit dem magnetischen Fall besser hervor
zuheben, hat SOMMERFELD vorgeschlagen, den Dipolanteil Po als "pa
raelektrischen" und im Gegensatz hierzu den Deformierungsanteil PE als 
"dielektrischen" Anteil zu bezeichnen. Will man zum Ausdruck bringen, 
daB PE temperaturunabhangig, Po aber umgekehrt proportional der ab
soluten Temperatur ist, so schreibt man 

B 
P=PE+Po=A + T' (ro) 

wobei A = PE = 437f N r (roa) 

und (rob) 

zu setzen sind. 
Bei dieser Ableitung ist angenommen, daB ein Dipolmolekiil im Feld 

aIle moglichen Lagen annehmen kann. Nach der Quantentheorie kann 
es jedoch im Feld nur bestimmte Lagen einnehmen, in denen die Dipol
achse diskrete Winkel mit der Feldrichtung bildet. Es ist also bei def 
Berechnung des mittleren Moments nicht wie im klassischen Fall (DE
BYE) fiber aIle Winkel zu mitteln, sondern nur fiber die quantentheoretisch 
erlaubten. Die von PAULI (61) auf dieser Basis ausgeffihrte Mittelung 
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iiber cos {} ergibt fiir zweiatomige Gase mit einer nur bei sehr tiefen 
Temperaturen nicht mehr ausreichenden Naherung 

(II) 

Die Temperaturabhangigkeit von Po ist also dieselbe wie in der .klassi

schen Theorie, nur tritt an Stelle des klassischen Faktors ~ in dieser 
3 

"alten" Quantentheorie der Faktor 1,5367 auf. PAULING (62), der mit 
halben Quantenzahlen rechnet, kommt zur gleichen Formel, nur mit 
einem etwas anderen Zahlenfaktor (4,570). 

Durch die Entwicklung der "neuen" Quantenmechanik sind diese 
Arbeiten iiberholt worden. Wie MENSING und PAULI (59), und R. A. L. 
KRONIG (47) nach der Methode von HEISENBERG und MANNEBACK (54, 
55) nach der Methode von SCH<)RDINGER ieigen konnten, ergibt die 
Quantenmechanik bei nicht zu tiefen Temperaturen wieder den klassi-

schen Faktor~. In einer Reihe von weiteren Arbeiten hat dann auch 
3 

VAN VLECK (90, 91, 92) in allgemeiner Weise gezeigt, daB die Quanten-
mechanik auch bei mehratomigen Molekiilen wieder den klassischen Ver-

teilungsfaktor ~ liefert. Infolgedessen k6nnen auch die alten auf Grund 
3 

der klassischen Theorie berechneten Zahlenwerte der Dipolmomente 
weiter benutzt werden. 

AuBer diesen beiden Anteilen der Molekularpolarisation ist nach 
EBERT (11) noch zu beriicksichtigen, daB unter dem EinfluB des elek
trischen Feldes eine Verschiebung der (elektrisch geladenen) Atome, 
Ionen oder Radikale im Molekiil stattfinden kann. Auch durch eine 
derartige Deformation wird ein Beitrag zur Molekularpolarisation ge
liefert, der mit P A. bezeichnet wird, so daB man zu setzen hat 

P = PE + P A. + Po. (12) 

Die dem Beitrag P A. entsprechenden Eigenschwingungen liegen im lang
welligen Ultrarot, wahrend die dem Beitrag PE entsprechenden im Ultra
violett liegen. Der Beitrag P A. diirfte temperaturunabhangig sein, im 
iibrigen ist es sehr schwer, ihn zahlenmaBig abzuschatzen, er soIl daher 
im folgenden meist mit PE zusammengezogen werden. 

Die vorstehenden Dberlegungen gelten zunachst nur fUr Gase und 
Dampfe, d}e soweit verdiinnt sind, daB eine gegenseitige St6rung der 
Molekiile zu vernachlassigen ist. Da bei diesen e sehr nahe gleich list, 
geht Formel (I) iiber in 

P = E ~ I . ~~ , (13) 

so daB die Konstante des inneren Feldes keine Rolle mehr spielt. 
2. Molekularpolarisation beiFltissigkeiten und Assoziation. Gegen 

die Anwendbarkeit der Formel I auf Fliissigkeiten, d. h. gegen die Zu-
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Hissigkeit des Faktors des inneren Feldes 471 sind mehrfach Einwande 
3 

erhoben worden. Nach GANS (30) wird zwar das innere Feld ~, das die 
urngebenden Molekiile am Ort des betrachteten Molekills erzeugen, zeit-

lich urn den Mittelwert %-. = @ + 471 ~ schwanken. Wahrend nun die 
3 

Theorie von DEBYE nur diesen zeitlichen Mittelwert berficksichtigt, 
nimmt GANS noch den EinfluB der Schwankungen, ffir die er ein Wahr
scheinlichkeitsgesetz aufstellt, zur Berechnung der Orientierungswahr
scheinlichkeit hinzu und erhalt auf diese Weise noch ein Zusatzfeld ~2' 
so daB ffir die Einstellung derMolekille das Feld~=~. +~2 maBgebend 
sein soIl. Hiergegen wendet DEBYE (8) ein, daB die Schwankungen dieses 
Zusatzfeldes ~2 so schnell sind, daB von einer Einstellung der Molekille 
im Sinne des MAXWELL-BoLTZMANNschen Prinzips keine Rede sein kann. 
GANS beschrankt auf diesen Einwand hin die Gilltigkeit seiner "Ober
legungen auf extrem tiefe Temperaturen, bei denen die Warmebewegung 

( ...... _~!)c'-:t.+_--") 888 
Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4. 

Verschiedene Formen assoziierter Molekiile. 

hinreichend klein geworden ist. Da jedoch Untersuchungen fiber Dipol
momente bei derartig tiefen Temperaturen nicht vorliegen, werden wir 
im folgenden von der Theorie von GANS keinen Gebrauch machen und 
stets die urspriingliche DEBYESche Theorie zugrunde legen. 

Dagegen ist das Verfahren zur Berechnung der Dipolmomente aus 
der DK im flfissigen Zustand bei den meisten Dipolflfissigkeiten aus einem 
anderen Grunde nicht anwendbar. Jeder Dipol fibt nach auBen hin 
Krafte aus und neigt dadurch insbesondere zur Anlagerung an andere 
Dipole. Diese Assoziation, auf deren EinfluB bei der Betrachtung der di
elektrischen Eigenschaften DEBYE (8) und EBERT (11) ungefahr gleich
zeitig hingewiesen haben, macht sich auch bei anderen physikalisch
chemischen Eigenschaften, z. B. der Oberflachenspannung (Konstante 
des EOTvosschen Gesetzes) bemerkbar. Die Assoziation kann je nach 
der Form der Molekiile und nach der Lage des Dipols im Molekill so 
erfolgen, daB das resultierende Moment des durch die Assoziation ent
standenen Molekillaggregats groBer oder kleiner ist als das des Einzel
molekiils. In den Abb. 2 und 3 sind Assoziationskomplexe gezeichnet, 
deren Moment verschwindend klein ist, wahrend in Abb. 4 - Ketten
assoziation - der entstandene Komplex ein sehr groBes Dipolmoment 
hat. Der Beitrag Po kann also mit wachsendem Assoziationsgrad 
groBer oder kleiner werden. Es sind auch FaIle moglich, wo je nach 
dem Assoziationsgrad beide Assoziationstypen auftreten. So ist bei 
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geringem Assoziationsgrad die Bildung von zweiatomigen Ketten mit 
groBem Moment m6glich, wahrend bei starkerer Assoziation sich drei
atomige Aggregate mit kleinem oder verschwindendem Moment bilden. 
In diesen Fallen steigt Po mit zunehmender Assoziation zunachst an 
und nimmt dann wieder abo 

Urn den EinfluB der Assoziation auf Po naher verfolgen zu k6nnen, 
muB man eine Methode haben, die es gestattet, auch bei Fliissigkeiten 
die Konzentration und damit den Assoziationsgrad unabhangig von der 
Temperatur zu verandern. Dies kann nach DEBYE (8) durch Aufl6sen 
der Substanz in einem dielektrisch nonnalen (dipolfreien) LOsungsmittel, 
Z. B. in einem Kohlenwasserstoff, geschehen. Man erhalt dann die Mole
kularpolarisation des gel6sten Stoffes aus der der L6sung mit Hilfe der 
bekannten Mischungsformel. Driickt man die Konzentration durch den 
Molenbruch x aus, so ist die Molekularpolarisation P der L6sung 

- E- I M 
P = --. - = x· P + (1 - x) PLm 

S+2 d (14) 

wo e und d die g-emessene DK bzw. Dichte der L6sung, P die Molekular
polarisation des ge16sten Stoffes und PLm die des reinen L6sungsmittels 

Tabelle 1. Abhangigkeit der Molekularpolarisation von der 
Konzentration. 

Substanz Molenbruch to P fl' IO'S 

AthyHither. 0 25 0 54,50 1,1 
0,25 25 0 54,50 
0,50 25 0 54,50 
0,75 25 0 54,50 
I 250 54.50 

piphenyHither . 0,0658 20 75,0 1,0 

I 20 74,5 
0,0658 50 73,0 

50 72,7 
Athylamylather 

I 
0,0713 20 75,0 1,2 

20 75,5 

Anilin. 0,1095 20 76,6 1,5 
I 20 60,7 

Methylbenzoat . 0,0385 20 106,2 1,8 
0,0739 20 I06,4 
J 20 81,5 

Anisol. 0,0451 20 65,3 0,8 
0,I028 20 64,0 
I 20 58,0 

Phenetol 0,0437 20 76,1 1,0 
0,1207 20 74,6 
I 20 65,5 



Elektrische Dipolmomente von Molekiilen. 

bedeuten. Das "mittlere Molekulargewicht" M wird ebenfalls nach der 
Mischungsformel 

111 = x . M + (I -- x) !vI L1Il , (IS) 

wo M und M Lm die Molekulargewichte von gel6stem Stoff und L6sungs
mittel sind, be
rechnet. 

Untersuchungen 
tiber die Abhangig
keit der Molekular
polarisationgeli:ister 
Stoffe von der Kon
zentration sind zu
erst auf Veranlas
sung von DEBYE 
von L. LANGE (49) 
und spater von WIL
LIAMS und KRCHMA 
(102), ESTERMANN 
(20) u. a. vorgenom
men worden. Ei
nige Resultate sind 
in nebenstehender 
Tabelle I undinder 
Abb. 5 wiederge
geben. 

Bei nichtassozi
ierten Fltissigkei
ten, z. B. den 
Athern, ist also die 
Molekularpolarisa

tion von der Kon-
zentration unab
hangig, d. h. es liegt 
keine fUr die dielek-

trischen Eigen
schaften in Betrach t 
kommende Asso-
ziation vorl. Auch 
die Beobachtungen 
tiber die Konstante 
des EOTvosschen 

~ JOO 

zOtJI---\--

A 

1
150 

150.--------.-----~--

'4f 
e 

.. +--..--+---¥------+I C 

°O~-----5~--------~1.~~---
-N Konzentration 

wo~--------f~--------.----------. 

5 10 15 
Konzentration 

Abb. 5. Dipolanteil pi der Molekularpolarisation in 
Abhangigkeit von der Molzahl N im Liter. Losungs
mittel Benzol. a NitrobenzoI24°; b Pyridin 24°; cAther 
20°; d Propylalkohol 24°; e n-Butylalkohol 20°; t lso
butylalkohol200; g Amylalkohol (Dymethylathy1carbi
noll 24°; h Isoamylalkohol 18°. (Aus Z_ Physik Bd.33.) 

I Nach J. ROLINSKI (67) liegt auchbei Athylather eine geringe Assoziation 
vor, sie ist jedoch so gering, daB sie bei der in der Regel benutzten MeB
genauigkeit fur die Berechnung des Dipolmoments keine Rolle spielt. 
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Gesetzes deuten bei Ather nicht auf Assoziation hin. Man kann also 
bei diesen Substanzen die an der reinen Fltissigkeit gemessene Mole
kularpolarisation zur Berechnung des Dipolmoments benutzen. Bei an
deren Substanzen ist dies jedoch nicht mehr der Fall. Bei den hier in 
der Tabelle I angegebenen erhalt man bei der reinen Fltissigkeit infolge 
der Assoziation durchweg zu kleine Werte fUr P. Die GroBe des Dipol-

f 

150~---------+~~------4-~~----~~--~ 

WOL---------~-------,~~.~·~O.---------~Z~---i3 

I: 0 
:II: a 

2 
Z f/. 

~ N LJ. Konzentration. 

Abb. 6. Nitrobenzol. Dipolanteil der Molekularpolarisationen in verschie
denen L6sungsmitteln. Ia in Benzol 24°; Ib in Toluol 24°; Ie in CS2 24°; II a 
in Toluol 24°; lIb in Toluol 100°; IlIa in Benzol 24°; IlIb in Benzol 45°; 

IIIe in Benzol 65°. (Aus Z. Physik Bd. 33.) 

moments ist fUr die Assoziation nicht unbedingt ausschlaggebend (siehe 
Tabelle I), es kommt vielmehr, wie schon oben bemerkt, auch auf Form 
und GroBe des Molektils und auf die Lage des Dipols im Molektil an. 
Da der Assoziationsgrad sich mit steigender Verdtinnung dem Wert 0 

nahert, muB man zur Bestimmung des Dipolmoments die Molekular
polarisation bei verschiedenen (kleinen) Konzentrationen mess en und 
eventuell auf unendliche Verdtinnung extrapolieren. Nach Unter
suchungen von LANGE (49) und von WILLIAMS und GGG (105) hat das 
Losungsmittel keinen EinfluB auf den Wert von P, vgl. Abb. 6. Da bei 
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Stoffen mit kleiner DK die Bestimmung von P durch Messungen an 
sehr verdtinnten Losungen schon aus experimentellen Grtinden mit 
Fehlern behaftet sein muB, hat ESTERMANN (20) es trotz der hiergegen 
erhobenen Bedenken vorgezogen, zur Bestimmung des Dipolmoments 
von nicht merklich assoziierten Stoffen Messungen an reinen Fltlssig
keiten zu verwenden, urn so mehr, als sich gezeigt hat, daB in den unter
suchten Fillen auf diese Weise innerhalb der Fehlergrenze die gleichen 
Werte erhalten wurden wie bei Messungen an Dfunpfen oder verdtinnten 
Losungen. Man muB sich allerdings in jedem FaIle iiberzeugen, daB die 
Molekularpolarisation bei der betreffenden Substanz nicht von der Kon
zentration abhangt. 

Die von SANGER (68) gegen dieses Verfahren erhobenen Bedenken 
gehen von folgender Feststellung aus: ISNARDI (41) hat A.thyl- und Me
thylalkohol im fltlssigen Zustand untersucht und aus seinen Messungen 
unter Zugrundelegung der Theorie von GANS geschlossen, daB die Mole
kiile dieser beiden typischen Dipolsubstanzen kein elektrisches Moment 
besitzen. Dieser FehlschluB liegt in erster Linie darin begrtindet, daB 
die Theorie von GANS in der von ISNARDI benutzten Form die Assozia
tion der Molekiile nicht beriicksichtigt. Die Alkohole gehoren aber zu . 
den typisch assoziierten Fliissigkeiten. 

SMYTH (74, 75, 76) hat dann die Formeln von GANS in einer Weise 
erweitert, die es gestattet, auch die Assoziation zu beriicksichtigen. Aller
dings miissen dann der Deformierungsanteil der Polarisation PE und 
der Molekiildurchmesser aus anderen Beobachtungen (Brechungsexpo
nent, v. D. W AALssches b bzw. Viskositat) entnommen werden. Nach 
dieser Methode hat nun SMYTH (76, 77) fUr eine groBere Anzahl von or
ganischen Substanzen die elektrischen Momente berechnet. An seinen 
Ergebnissen fillt besonders auf, daB er vielen Kohlenwasserstoffen, ins
besondere dem Benzol, ein Moment zuschreibt, wahrend allgemein ge
rade das Benzol die Eigenschaften eines dipolfreien Korpers aufweist. 

Ganz allgemein ist nun, wie schon friiher bemerkt, die Anwendung 
der Theorie von GANS nur bei tiefen Temperaturen zweckmaBig. Da 
aber aile Messungen von SMYTH sich auf mittlere und hohere Tempera
turen beziehen, kommt meines Erachtens schon aus diesem Grunde den 
von ihm berechneten Dipolmomenten keine besondere Genauigkeit zu. 
Dazu kommt aber noch, daB die dabei angewandte Kombination von 
Messungen der DK mit dem optischen Brechungsindex und dem der 
Viskositat bzw. der v. D. WAALSschen Konstanten b entnommenen Mole
kiildurchmesser infolge der dabei moglichen erheblichen Fehler die Zu
verlassigkeit der berechneten Momente derart nachteilig beeinflussen 
wiirde, daB irgendwelche Schliisse aus dies en Momenten nicht gezogen 
werden sollten, selbst wenn man die theoretischen Grundlagen der Me
thode fUr einwandfrei halten wiirde. Wir werden daher die von SMYTH 
auf diesem Wege erhaltenen Werte nicht weiter benutzen und infolge-
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dessen auch dem von ihm berechneten Benzolmoment von 0,2' 10- 18 CGS 
nicht allzu viel Realitat zuschreiben. (In einer spateten Arbeit [79] macht 
SMYTH auch darauf aufmerksam, daB seine Methode keine sehr genauen 
Zahlenwerte liefert und das Benzolmoment sehr gut auch gleich Null 
sein konnte.) SANGER hat speziell das von SMYTH berechnete Benzol
moment dazu benutzt, um den Satz aufzustellen, daB allgemein "Ruck
schlusse auf das elektrische Moment aus dem thermischen Verhalten der 
DR in der Fliissigkeit nicht gemacht werden durfen", und daB "zuver
lassige Schliisse auf den Wert des Moments nur aus dem thermischen 
Verhalten von Gasen und Dampfen gezogen werden konnen". Dieser 
weitgehende SchluB scheint nach den obigen AusfUhrungen nicht ganz 
berechtigt zu sein. SANGER stellt weiter folgende Betrachtungen an: 

Bildet man beim Benzol den CLAUSIUS-MosoTTIschen Ausdruck 
8- 1 M p=-.-
8+2 d' 

so erhaIt man, wenn man die Messungen der DR von GRAFFUNDER (34) 
zugrunde legt, ein Ansteigen von P mit der Temperatur. 1m Sinne der 
Dipoltheorie von DEBYE wurde dann #. negativ, # also imaginar werden. 
Ein gleiches Resultat ergeben die aIteren Messungen von TANGL (88) 
fiber die TemperaturabhfuJ.gigkeit der DR des Benzols. SANGER unter
sucht nun die Frage, ob eine Anderung des CLAUSIUS-MosoTTIschen 
Ausdruckes in der Weise, daB fUr die Ronstante des inneren Feldes an 

Stelle von v != 4 n ein anderer Wert gesetzt wird, dieses "imaginare Mo-
3 

ment" zum Verschwinden bringt. P geht dann uber in 
li- 1 M B 

Y = 1 + C (8 _ I) • Ii = A + T' (16) 

wobei die Ronstante des inneren Feldes 'II = 4nc jetzt beliebig gewahlt 
werden kann. Untersucht man die Abhangigkeit von y von der Tem
peratur, so findet man, daB line are Beziehung (18) am besten fUr 

c = ~ oder 11 = 4 n erfiillt wird. Setzt man dagegen c = _I -, so wird 
3 3 5,4142 

Y = A, also unabhangig von der Temperatur. Fur c = ° oder c = 0,1 

nimmt y mit steigender Temperatur ab, und man kann aus B elektri
sche Momente nach der. DEBYESchen Theorie errechnen. Man wurde 
also erhalten ffir 

c=o 
1 

C =
IO 

fL = 0,43' 10-18 

fL = 0,26 . 10-18 

1 
c=--fL=o 

5,4142 

I 
C = - fL imaginar. 

3 
Fur die Werte von c = 0; 0,1 oder _1_ ist zwar die Linearitat von 

5,4142 
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y nicht so gut wie fUr c = ~, doch liegen die Abweichungen noch an der 
3 

Fehlergrenze der DK-Messungen. 
Da die Genauigkeit der Messungen den Wert der Konstanten des 

inneren Feldes bei Fliissigkeiten nicht eindeutig festzulegen gestattet, 
kommt SXNGER zu der oben genannten Schlu13folgerung und will fiir 
die Berechnung von Dipolmomenten nur die Benutzung von Messungen 
an Gasen oder verdiinnten Losungen zulassen I • 

Die gleiche Betrachtung wendet SXNGER auch auf Athylather und 

Athylalkohol an. Der Ausdruck y ist bei beiden Fliissigkeiten fiir c = ~ 
_ 3 

linear von T abhangig, doch ergibt sich dann fiir Ather ein positives, 
fiir Alkohol ein imaginares Moment. Die Linearitat ist jedoch fUr einen 
ganzen Bereich von c-Werten befriedigend und durch eine geeignete 

Wahl (fUr Ather c = 1:6' fiir Alkohol c = 7:6) kann man bei beiden 

Fliissigkeiten y temperatururtabhangig, also p = 0 machen. 
Es scheint uns aber wesentlich zweckmaBiger, an dem Faktor des 

inneren Feldes v = 4n bei Fliissigkeiten (wenn keine Assoziation vor-
3 

liegt) festzuhalten, da dieser Faktor sehr einleuchtend ist und sich iiber-
dies im optischen Gebiet als LORENZ-LoRENTzscher Faktor iiber einen 
sehr groBen Dichtebereich (Fliissigkeit bis Gas) bewahrt hat. DaB man 
durch Einfiihrung einer dritten, willkiirlich wahlbaren Konstanten (wie 
dieses c) unter entsprechender Anderung der Konstanten A und B bei 

den kleinen untersuchten Temperaturgebieten die Linearitat von y = t ( ~) 
fiir einen weiten Bereich der c-Werte aufrecht erhalten kann, spricht 

ebensowenig wie fiir einen anderen ,,-Wert gegen den Wert 'V = :J- n. Wir 
3 

mochten daher lieber die experimentellen Ergebnisse von T ANGL und 
GRAFFUNDER auf einen kleinen systematischen Fehler zuriickfiihren, zu
mal DURANTEZ (10) in einer neueren Arbeit gefunden hat, daB beim Benzol 
das CLAUSIUS-MosOTTISche Gesetz zwischen 0° und 72,9° giiltig ist. Es 
ist z. B. bei beiden Autoren der EinfluB von Temperatur und Druck auf 
den Versuchskondensator (thermische Ausdehnung, Anderung der DK 
des Dielektrikums) nicht geniigend untersucht. Bei der relativ geringen 
Empfindlichkeit der Versuchsmethode wiirde eine Anderung der Kapa
zitat des Versuchskondensators, die geniigen wiirde, urn das beobachtete 
Ansteigen von P zu erklaren, sich bei der. Messung der Temperatur
abhangigkeit des mit Luft gefUllten Kondensators noch nicht bemerkbar 
machen. Fiir das Vorliegen eines derartigen Effektes bei TANGL spricht 

I Hierin liegt unseren Erachtens eine Inkonsequenz. Halt man den 
CLAUSIUS-MosOTTISchen Ausdruck fUr fliissiges Benzol nicht fur anwendbar, 
so stehen auch seiner Anwendung auf LOsungen von Dipolsubstanzen in 
Benzol, vor aHem bei etwas groBeren Konzentrationen, Bedenken entgegen. 
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auch der Umstand, daB hier flir Toluol ein konstanter Wert von P ge
funden wurde, wahrend entsprechend dem kleinen Dipolmoment dieser 
Substanz eine Abnahme von P mit Tzu erwarten ware. Weiter ist zu 
bemerken, daB bei gewissen Kondensatorformen bei der Messung der 
Temperaturabhangigkeit der DK auch die Volumenvermehrung der 
Fliissigkeit beriicksichtigt werden muB, da bei groBerem Volumen mehr 
Kraftlinien in der Fliissigkeit verlaufen. Wir mochten daher vorlaufig 
das "imaginare Moment" beim Benzol auf experimenteile Ungenauig
keiten zUrUckfiihren und werden den CLAUSIUS-MosoTTIschen Faktor 

'jI = 47T auch weiterhin bei nicht assoziierten Fliissigkeiten und ver-
3 

diinnten Losungen anwenden. Dagegen sei nochmals ausdriicklich 
betont, daB bei assoziierten Fliissigkeiten, also in der iiberwiegenden 
Mehrzahl der Faile, Messungen der DK im fliissigen Zustand zur 
Berechnung von Dipolmomenten nicht verwendbar sind. 

3. Ermittlung des Dipolanteils der Molekularpolarisation. Zur 
Bestimmung des Dipolmoments ist es noch erforderlich, P in die Anteile 
PE, P.Ii und Po zu zerlegen, da nur der Anteil Po von der GroBe des Dipol
moments abhangt. Dies kann, da P.Ii und PE temperaturunabhangig 
sind, am einfachsten dadurch geschehen, daB die Temperaturabhangig
keit von P gemessen wird. Aus dieser berechnet man dann die Kon
stante B bzw. Po in Gleichung (ro) und daraus fL nach Gleichung (rob). 
Dieses Verfahren ist theoretisch einwandfrei, erfordert aber namentlich 
bei verdiinnten Losungen sehr genaue Messungen. Handelt es sich urn 
Stoffe mit kleiner DK oder urn sehr verdiinnte Losungen, so ist die Tem
peraturabhangigkeit der DK der verdiinnten Losungen von der des reinen 
Losungsmittels so wenig verschieden, daB eine einigermaBen richtige 
Bestimmung von Po eine viel groBere MeBgenauigkeit erfordert, als in 
den meisten Fallen benutzt wurde. Aus diesem Grunde mochten wir 
glauben, daB bei den A.thern trotz der eventuell vorhandenen geringen 
Assoziation die aus der Temperaturabhangigkeit der DK der reinen 
Fliissigkeit bestimmten Werte der Dipolmomente mindestens so genau 
sind wie die an verdiinnten Losungen bestimmten. 

Da diese Methode zur Berechnung von Po auf Schwierigkeiten stoBt, 
ist von EBERT (11) vorgeschlagen worden, die an den Substanzen im 
festen Zustand gemessenen Werte der Molekularpolarisation mit zu ver
wenden. Es wird hierbei angenommen, daB in festen Korpern die Dipole 
sich nicht einstellen konnen, so daB sie keinen Beitrag zur Molekular
polarisation mehr liefern. Man setzt also 

P fest = PE + P.A und 
Po = Plliissig - P fest bzw. Pgelost - P fest 

und berechnet aus Po in der angegebenen Weise das Moment fL. 
Dieses Verfahren ist jedoch, wie auch EBERT bemerkt hat, nicht frei 

von Unsicherheiten. Zunachst ist es durchaus nicht sichergestellt, daB 
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die Dipole im festen Zustand keinen Beitrag zu P geben. Es sei z. B. 
an die paramagnetischen Salze erinnert, bei denen der EinfluB der magne
tischen Dipole auch im festen Zustand vorhanden ist. Genaueres kann 
man nicht sagen, da man nicht weiB, ob eine Orientierung des elektri
schen Dipols bei den komplizierten organischen Molektilen eine Drehung 
des ganzen Molektils verlangt, oder ob eine Verschiebung einzelner Atome 
oder Atomgruppen ausreicht. Schon rein experimentelle Griinde spre
chen dafur" daB eine Mitwirkung der Dipole an der Polarisation der 
festen Karper vorhanden ist. So hat ERRERA (17) beobachtet, daB in 
der Nahe des Schmelzpunktes die DK fester Stoffe von der Frequenz 
abhangt, ferner konnte ESTERMANN (20) beobachten, daB sie bei kon
stanter Frequenz dicht unterhalb des Schmelzpunktes mit der Tempe
ratur stark ansteigt. Zweitens ist aber zu bemerken, daB bei festen 
Kristallen die CLAUSIUS-MosOTTISche Formel sicher nicht immer ange-

wendet werden darf, da der Faktor des inneren Feldes 'JI = 4" nur fUr 
3 

Kristalle des regularen Systems gilt, wahrend die in Frage kommenden 
Substanzen fast durchweg anderen Kristallsystemen angeharen. Auch 
dieser Einflul3 kann eine betrachtliche Unsicherheit im Werte von Po 
hervorrufen. 

Als dritte Methode wird besonders von DEBYE (9) empfohlen, den 
Wert der optischen Molekularrefraktion 

n2 - I il,l[ R=--·-
n2 + 2 d 

fUr den temperaturunabhangigen Teil der Molekularpolarisation ein
zusetzen. Da der "paraelektrische" Anteil von Pin Flussigkeiten eine 
Relaxationszeit von der Gral3enordnung 10- 10 Sekunden hat, enthalt die 
Molekularrefraktion fur optische Frequenzen keinen Orientierungsanteil 
mehr. Dieses Verfahren hat aber folgenden Nachteil: Da der Brechungsc 
exponent n und damit auch die Molekularrefraktion R von der Fre
quenz abhangig sind, muB man mit Hilfe einer Dispersionsformel auf 
Roo fUr unendlich lange Wellen extrapolieren. Dabei muB man durch 
ein ultrarotes Gebiet hindurch, in dem bei den meisten Dipolsubstanzen 
Absorptionsbanden liegen, die in der Regel nicht bekannt sind und deren 
Beitrag zu Roo infolgedessen nicht abschatzbar ist. In der Literatur wird 
nun entweder einfach R fur eine sichtbare Welle eingesetzt oder es 
wird Roo lediglich mit Benutzung einer ultravioletten Eigenschwingung 
aus der Dispersionsformel berechnet, ein Verfahren, das unter Um
standen sehr falsche Werte liefern kann. DaB diese Methode, die auf 
eine Vernachlassigung von P A hinauslauft, manchmal zu erheblichen 
Fehlern fuhren kann, ist mehrfach betont worden (z. B. bei SANGER 
[70J, DEBYE [9J, WILLIAMS [97]), doch liegen keine Untersuchungen 
daruber vor, wie groB die dabei auftretenden Fehler sind. Urn diese 
mehr praktische Frage, wie stark der Zahlenwert der berechneten Di-

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. IS 
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polmomente von der Verwendung der verschiedenen Methoden abhangt, 
zu untersuchen, hat ESTERMANN (20) flir eine Reihe von Substanzen die 
elektrischen Momente und den temperaturunabhangigen Teil von P 
nach diesen drei Methoden berechnet (Tabelle 2). 

Tabelle 2. Vergleich der nach verschiedenen Methoden 
berechneten Momente. 

Substanz 
I 

p" Pfest I 
RHa I Roo II 

1 
,u T I p'fest a' 

j opt. 

Phenylather . 54,0 

I 

53.0 52 ,9D I 1,0 I 1,0 I,OD 
~enzophenon 100 67 56,4 51,5 2,5 

I 
2,8 3,0 

A.-thylather 31,3 22,5 21,6 1,1 1,25 
Athylamylather 43,1 35,9 35,0 1,15 1,38 
Diamylather. 57 50,5 48,7 0·97 1,14 
Anisol. 52,7 32,7 30 ,0 0,8 1,28 
Phenetol 53,1 38,4D 1,0 I,3D 
Anilin. 25 30,3 27,4 

I 

1,6 1,5 
Methylbenzoat. 39 37,5 1,8 1,8 
c-Ester' . 

~ I 

47.5 51,2 

I 

42,3 I 1,0 
I 

0,96 I,I5Ha 
m-Ester. 52 56 

i 
2,4 2,4 

p-Ester (40)2 56 3,3 I 3,2 I 

Roo ist, wo Messungen von nHa und nHI~ vorhanden waren, aus RHa 

und RHfi mit Hilfe einer zweikonstantigen Dispersionsformel extrapoliert. 
Der Index D bzw. Ha bedeutet, daB die betreffenden Werte sich auf die 
D- bzw. Ha-Linie beziehen. Mit P" ist der aus der Temperaturabhangig
keit von P berechnete, temperaturunabhangige Anteil der Molekular
polarisation bezeichnet. Es ist zunachst festzustellen, daB bei Stoffen 
mit groBem Moment auch groBere Abweichungen im temperaturunab
hangigen Glied nur kleine Differenzen im berechneten Moment verur
sachen. Bei Stoffen mit kleinem Moment aber, wenn der Betrag Po nur 
klein ist, k6nnen die Unterschiede sehr erheblieh werden. Es sollten 
daher bei der Diskussion von Beziehungen zwischen Dipolmoment und 
anderen Eigenschaften des MolekUls, insbesondere der chemischen Kon
stitution moglichst nur solche Zahlenwerte von Dipolmomenten mit
einander verglichen werden, die nach der gleiehen Methode gewonnen 
sind, falls nicht die Unterschiede sehr graB sind. Aueh sollte man in 
Anbetracht der vorla,ufig noeh nicht zu beseitigenden Unsicherheit bei 
der Angabe von Zahlenwerten von Dipolmomenten nicht allzu viel De
zimalstellen verwenden. 

III. Experimentelle Methoden zur Bestimmung von 
Dipolmomenten aus Messungen der 

Dielektrizitatskonstante. 
4. MeBmethodik bei Gasen und Dampfen. Zur Bestimmung der 

DK von Gasen und Dampfen wurde in den alteren Arbeiten die bekannte 

I Es handelt sich urn die Methylester der drei Aminobenzoesauren. 
2 Wegen der geringen Loslichkeit des p-Esters ist dieser Wert unsicher. 
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Brtickenanordnung benutzt, mit der die Kapazitat eines mit dem zu 
untersuchenden Gas gefUllten Versuchskondensators mit der des leeren 
Kondensators verglichen wurde. Als Nullinstrument diente bei LEBE
DEW (50) und bei PORTH (64), die lediglich die DK verschiedener Gase 
bei konstanter Temperatur maBen, ein speziell konstruiertes Quadrant
elektrometer. BAEDEKER (1), der zuerst Messungen der Temperatur
abhangigkeit der DK von Gasen zur Prtifung des CLAUSIUS-MosOTTI
schen Gesetzes anstellte, verwendete ebenfalls die Brtickenmethode, je
doch in der von NERNST (60) angegebenen und von PHILIP (63) ver
besserten Form. Da diese Arbeiten. alter sind als die Dipoltheorie, ent
halten sie nur Zahlenangaben fUr die DK; diese wurden aber spater zur 
Berechnung von Dipolmomenten mitverwendet. 

Die erste Arbeit, die speziell zur Prtifung der DEBYEschen Dipol
theorie ausgefUhrt wurde, rtihrt von lONA (42) her und verwendet eben-

I 

Abb.7. Schaltungsschema der Schwebungsmethode. (Aus Z. phys.Ch.B,Bd. 1.) 

falls die NERNsTsche Brtickenmethode zur Messung der DK von Gasen 
und Dampfen bei verschiedenen Temperaturen. Alle spateren Arbeiten 
sind fast durchweg mit Hilfe von Hochfrequenz-Dberlagerungsmethoden 
(Schwebungsmethoden) ausgefUhrt worden. RIEGGER (66) verwendet als 
Schwingungsgenerator noch eine L6schfunkenstrecke, wahrend aile spa
teren Autoren, den Fortschritten der Hochfrequenztechnik entsprechend, 
kleine R6hrengeneratoren benutzen. Das Prinzip dieser Schwebungs
methode, die zuerst von PREUNER und PUNGS (65) angegeben wurde, be
steht darin, daB man von zwei Schwingungskreisen I und II (Abb. 7) 
konstante Schwingungen mit den Frequenzen V 2 und V2 erzeugen laBt, die 
zusammen einen Schwebungston VI -V2 = n ergeben, der mit einer Stimm
gabel verglichen werden kann. Als Schwebungsfrequenz n werden in der 
Regelsoo bis rooo Schwingungen benutzt. Zur Erh6hung der MeBgenauig
keit k6nnen noch die Schwebungen zwischen dem Stimmgabelton und 
dem Schwebungston n (Schwebungen zweiter Ordnung) benutzt werden. 
Zur Messung der DK dient wieder ein Versuchskondensator K, der mit 
Hilfe einer Wippe W parallel zum Kondensator C des einen Schwingungs
kreises eingeschaltet werden kann. Dadurch wird die Frequenz des be
betreffenden Kreises geandert. Durch Zurtickdrehen eines ebenfalls zum 
fest en Kondensator parallelliegenden MeBkondensators M wird die ur~ 

18* 
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spriingliche Frequenz wieder hergestellt und der Schwebungston auf die 
vorher eingestellte Schwingungszahl n gebracht. Dann ist die Kapazitat 
des Versuchskondensators gleich der Kapazitatsverminderung des MeB
kondensators, wobei allerdings die Zuieitung zum Versuchskondensator 
ebenfalls einen Beitrag zur Kapazitat liefert. Sollen nurrelative Messungen 
ausgefiihrt werden, so miBt man die Kapazitat des evakuierten Versuchs
kondensators nach Fiillung mit einem Bezugsgas und dem zu unter
suchenden Gas. Durch dieses Verfahren wird die Kapazitat der Zuleitungen 
eliminiert. 1st 80; die DK des zu untersuchenden Gases, und bezeichnet 
man mit 80 dieDK derNormalsubstanz und mit c, Co und Co; die Kapazi
tatsanderungen des MeBkondensators beim Einschalten des evakuierten 
Versuchskondensators (c), sowie des mit dem Bezugsgas (co) und der zu 
untersuchenden Substanz (co;) gefiillten Kondensators, so gilt die Formel 

80; - I = 80 - I· Cx_~. (I7) 
CO - C 

Sollen dagegen Absolutwerte der DK gemessen werden, so muB die 
Kapazitat des leeren Versuchskondensators ohne Zuleitung genau be
stimmt werden. Das kann dadurch geschehen, daB der Kondensator 
durch ein System ersetzt wird, das die Zuleitungen in moglichst genauer 
Nachbildung enthalt (ZAHN [112], STUART [86], WATSON [94]). Die 
Eichung bleibt jedoch immer noch sehr schwierig und laBt sich nicht 
mit derselben Genauigkeit durchfiihren wie die Relativmessung, so daB 
die DK-Werte verschiedener Beobachter oft um erhebliche Betrage 
differieren, . wahrend sie, falls man sie auf denselben Normalwert be
zieht, ganz bedeutend besser iibereinstimmen. 

Bei der in Abb. 7 schematisch skizzierten Versuchsanordnung wird 
der Kreis II gleichzeitig als Sender und Empfanger benutzt. Man kann 
jedoch die Versuchsanordnung auch so abandem, daB man einen be
sonderen Empfangerkreis III, der einen Detektor oder ein Audion ent
halt, zur Aufnahme des Schwebungstones benutzt. Der Schwebungston 
wirdentweder miteinemTelephon abgehort oderwiees neuerdings meist 
geschieht, verstarkt und einem Lautsprecher zugefiihrt. STUART benutzt 
an Stelle des Telephons ein Vibrationsgalvanometer nach dem Vorschlag 
von W. HAMMER (35). Urn ein gegenseitiges "Mitnehmen" der beiden 
Schwingungsgeneratoren zu vermeiden, muB man die Kopplung mog
lichst lose machen oder man koppelt nicht die Grundschwingungen, son
dem irgendwelche Oberschwingungen der beiden Kreise. Es braucht 
wohl nicht besonders betont zu werden, daB die Schwingungskreise 
elektrostatisch gut geschiitzt werden miissen und daB die Stromquellen 
keine Schwankungen aufweisen diirfen. Auch ist es notwendig, daB die 
Einstellung der Kondensatoren usw. mit Fembedienung' erfolgt, um 
Storungen durch die Eigenkapazitat des Beobachters zu vermeiden. 
Auch aus diesem Grunde ist es unzweckmaBig, zum Abhoren des Schwe
bungstones ein Telephon zu verwenden. 



Elektrische Dipolmomente von Molekiilen. 277 

Die Versuchskondensatoren miissen evakuierbar sein und bei Tem~ 
peraturanderungen dicht bleiben und auch ihre Kapazitat moglichst 
nicht andern. Es wurden von den verschiedenen Autoren im wesent~ 
lichen zwei Typen benutzt: Solche mit konzentrischen Zylindern und 
solche mit planparallelen Platten. In Abb. 8 ist eine charakteristische 
Form abgebildet, eine nahen~ Beschreibung diirfte sich 
wohl eriibrigen. 

Der Gang der Messung erfolgte bei fast allen Au
toren in der Weise, daB bei jeder Versuchstemperatur 
die Kapazitat des Versuchskondensators leer und nach 
Fiillung mit dem Gas gemessen wurde. Abweichend 
von dies em Verfahren arbeitet SANGER (69) mit zwei J7 

vollig gleichen Versuchskondensatoren, die sich in I r.;;m~ 

einem gemeinsamen Thermostaten befinden und von 
denen der eine mit Luft, der andere mit dem zu unter
suchenden Gas gefiillt wird, und die abwechselnd in 
die Versuchsanordnung eingeschaltet werden. Hier
durch will er den EinfluB von Temperaturanderungen 
beim Einstromen des Gases und den EinfluB von Druck
anderungen auf die Kapazitat des Versuchskonden
sators vermeiden. 

Da die Kapazitatsanderungen derVersuchskonden-
satoren beim Evakuieren und Fiillen, sowie bei Tem
peraturanderungen nur sehr klein sind, hat es sich als 
zweckmaBig erwiesen, nicht wie in Abb. 7 angegeben, 
einen kleinen MeBkondensator parallel, sondern einen 
groBen in Serie ~um festen Kondensator C zu schalten. 

-1.1 

Abb.8. Gas-
Kondensator 
nach STUART. 

(AusZ. Physik 
Bd·47·) 

Die Kapazitatsanderung des gesamten Systems ergibt sich dann aus der 
Gleichung fiir die Serienschaltung von zwei Kondensatoren 

I I I 

c= Cr + -C;· 

Nimmt man den MeBkondensator hinreichend groB, so entspricht einer 
kleinen Anderung der Kapazitat des Versuchskondensators ein groBer 
Ausschlag am MeBkondensator. 

5. MeBmethodik bei FIiissigkeiten und verdiinnten Losungen. Zur 
Messung der DK im fliissigen Zustand wurde von fast allen Autoren 
ebenfalls die im vorigen Abschnitt beschriebene Schwebungsmethode 
benutzt, nur in einigen alteren Arbeiten wurde noch von der NERNST
schen Briickenmethode Gebrauch gemacht. Die Versuchsanordnungen 
bei Gasen und Fliissigkeiten unterscheiden sich nur durch die Versuchs
kondensatoren. Abb.9 zeigt eine Ausfiihrungsform, die von EBERT, 
ErSENSCHITZ und v. HARTEL benutzt wurde. Der eigentliche Konden..: 
sator besteht aus drei Messingplatten, die durch Glaskugeln voneinander 
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isoliert sind und sich in einem GlasgefaJ3 befinden. Die Luftkapazitat 
des Kondensators betragt etwa 50 cm. Der Glasmantel G enthalt Pe
troleum, in dem zur Kontrolle der Temperatur ein BECKMANN-Thermo
meter angebracht ist. Ahnliche AusfUhrungsformen werden von den 
meisten Beobachtem, die nur die DK bei einer Temperatur messen, be
nutzt. Messungen der Temperaturabhangigkeit der DK von verdiinnten 
Losungen erfordem etwas andere Kondensatodormen, die folgende Be
dingungen ediillen mtissen: Die Eigenkapazitat dad nicht merklich tem
peraturabhangig sein, die Temperatur der Fltissigkeit solI gut definiert, 

bequem meJ3bar und schnell einstellbar 
sein, auJ3erdem dad sich die thermische 
Ansdehnung der Fltissigkeit nicht storend 

M bemerkbar machen. Schlie13lich solI der 

Abb. 9. Fliissigkeitskonden
sator nach EBERT u. M. (Aus . 

Z. phy. Ch. B, Bd. 1.) 

Kondensator dicht schlieJ3en, um Konzen
trationsanderung durch Verdampfen des 
Losungsmittels bei der Erwarmung zu ver-
meiden, und sich leicht reinigen lassen. 
Abb. IO und II zeigen eine von ESTERMANN 
benutzte AusfUhrung, die sich fUr dies en 
Zweck als gut brauchbar erwiesen hat. Der 
eigentliche Kondensator besteht aus einem 
Glasrohr A, in das bei B ein zweites 
Glasrohr C eingeschliffen ist. In das Rohr 
A ist bei D ein 21/2 cm langer Metallzylin
der eingeschmolzen, der die auJ3ere Be
legung des Kondensators bildet. Gegen
tiber von D ist das inn~re Glasrohr auf 
der AuJ3enseite platiniert und bildet so 
die innere Belegung. Der Tubus E dient 
zum Ein- und AusfUllen der Fltissigkeit. 
Am Schliff B wird wahrend einer MeH
reihe nichts geandert, es ist jedoch moglich, 
durch Verwendung mehrerer Einsatze mit 

verschieden weiten Rohren die Eigenkapazitat zu variieren. Der Ver
suchskondensator befindet sich in einem mit ParaffinOl gefUllten Dewar
becher G, der als Thermostat dient und durch eine elektrische Heizspirale, 
die auf den Glasrtihrer H gewickelt ist,erwarmt werden kann. Die Tem
peratur des Ols wird mit einem Thermometer gemessen, auHerdem wird 
die Temperatur des inneren Rohres B durch ein Thermoelement], dessen 
zweiteLotstelle sich im Olbad befindet, kontrolliert. DieZuleitungen er
folgen durch einen bei a durchgeschmolzenen Platindraht und durch 
einen dicken, in den Korken des Dewarbechers eingekitteten Messing
stab L. Eine Abhangigkeit der Kapazitat des Versuchskondensators 
von der Temperatur war nicht festzustellen. Wenn die Fltissigkeit min-
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.destens I cm tiber dem oberen Rande des Metallzylinders D steht, so 
hangt die Kapazitat des Kondensators nicht mehr yom Fltissigkeits
volumen abo 

In den meisten Fallen wurden relative Messungen bezogen auf Benzol 
vorgenommen. Da jedoch verschiedene Bezugswerte fUr die DK des 
Benzols zugrunde gelegt werden, unterscheiden sich die von den ver
schierA~A~ UAA"hAAJ..+A~ n~~A~A~enen DK-Werte oft ziemlich betracht-

A 
C 

H 

Abb. 10. 
Abb. 10. Abb. II. 

Fliissigkeitskondensator nacb ESTERMANN. (Aus Z. pbys. Cb. B, Bd. 1.) 

lich. Bei Messungen an verdlinnten Losungen spielt tibrigens der Zahlen~ 
wert der DK der Bezugssubstanz keine Rolle fUr die Berechnung der 
Dipolmomente, wenn alle Messungen auf den gleichen Wert bezogen 
werden. 

Die von den verschiedenen Beobachtern untersuchten Substanzen 
und die berechneten Dipolmomente sind in Tabelle 4, Abschnitt V, 
Ziffer 9 zusammengestellt. 

IV. Andere Methoden zur Untersuchung von 
Dipolmomenten. 

6. Die Molekularstrahlmethode. Gegen die Verwendung der aus 
Messungen der DK berechneten Dipolmomente zur Diskussion von Fra
gen der chemischen Konstruktion ist mehrfach der Einwand erhoben 
worden, daJ3 namentlich bei fltissigen Substanzen, aber auch bei ver
dtinnten Losungen die theoretischen Beziehungen zwischen Dielektri
zitatskonstante, Molekularpolarisation und Dipolmoment nicht gentigend 



geklart seien und daher die Messungen der Molekularpolarisation bzw. 
DK keinen absoluten Beweis fUr die Existenz fester Dipole in den Mole
killen liefem konnen (vgl. z. B. MELLE und SCHURlNK [58J). Wenn wir 
auch der Ansicht sind, daB diese Bedenken, wenigstens bei verdiinnten 
Losungen, nicht stichhaltig sind, besonders wenn zur Berechnung von 
Po die Temperaturabhangigkeit von P benutzt und damit die in P.A 
liegende Unsicherheit vermieden wird, so erscheint es doch wUnschens
wert, auch mit Hilfe einer ganz anderen, von den im Abschnitt I dar
gesteilten Theorien vollig unabhangigen Methode die Existenz fester 
elektrischer Dipole bei Molekillen nachzuweisen. Als solche ist die Mole
kularstrahlmethode besonders geeignet, da sie es gestattet, das Moment 
einzelner freier Molekille direkt zu untersuchen und infolgedessen von 
den Unsicherheiten aller anderen Methoden, die hauptsachlich von der 
Unmoglichkeit, die gegenseitige Wechselwirkung der Molekille ganz exakt 
zu beriicksichtigen, herrlihren, frei ist. 

Das Prinzip der Molekularstrahlmethode besteht darin, daB man auf 
einen "Strahl von Molekillen" auBere Einfllisse wirken laBt. Ein der
artiger Molekularstrahl wird erzeugt, indem man ein Gas oder einen 
Dampf durch eine kleine Blende in einen sehr hoch evakuierten Raum 
eintreten laBt. Durch eine zweite Blende werden aus den sich nach allen 
Richtungen geradlinig mit der thermischen Molekulargeschwindigkeit 
ausbreitenden Molekillen diejenigen ausgeblendet, die sich in der Rich
tung der Verbindungslinie der beiden Blenden bewegen. Die Molekular
strahlmethode ist vielfach zur Untersuchung atomarer Probleme, ins
besondere zu Untersuchungen liber die magnetischen Momente von 
Atomen herangezogen worden; liber die alteren Arbeiten auf dies em Ge
biet hat W. GERLACH (32) bereits in diesen Ergebnissen berichtet. Die 
Anwendbarkeit der Molekularstrahlmethode zur Bestimmung von elek
trischen Dipolmomenten ist zuerst von KALLMANN und REICHE (43), 
dann von STERN (83, 84) diskutiert worden. Sie beruht darauf, daB auf 
ein Molekill, das einen elektrischen Dipol tragt, in einem inhomogenen 
elektrischen Feld eine ponderomotorische Kraft wirkt. Infolgedessen 
wird ein Strahl aus derartigen Moleklilen beim Durchgang durch ein 
solches Feld abgelenkt. Die GroBe dieser Ablenkung hangt auBer von 
den Versuchsbedingungen (Starke und Inhomogenitat des Feldes, Strahl
dimension en) noch von der GroBe des Dipolmoments, der Geschwindig
keit der Molekille und dem Winkel zwischen Feldrichtung und Dipol
richtung abo 1m analogen magnetischen Fall, so weit er bisher unter
sucht ist, handelte es sich urn einatomige Molekille, die sich infolge der 
Quantenbedingungen (Richtungsquantelung) nur in wenigen diskreten 
Winkeln zur Feldrichtung einstellen konnen. Daher wird ein solcher 
Atomstrahl in mehrere diskrete Strahlen aufgespaIten. HandeIt es sich 
jedoch urn mehratomige Dipolmolekille, so wlirde infolge der Warme
rotation der Molekille das Dipolmoment zunachst verschwinden und erst 
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durch den EinfluB des Feldes auf die Rotation wird ein der Feldstarke 
proportionales Moment erzeugt. Die GroBe diesesresultierenden Moments 
hangt noch von der Rotationsgeschwindigkeit ab, die nach der Quanten
theorie auch die Richtungen der Molekiilachse im Feld bestimmt. Da 
bei den groBen Tragheitsmomenten und den bisher verwendeten mittleren 
und hoheren Temperaturen die Rotationsquantenzahlen schon recht 
groB sind, sind praktisch aile Rotationsgeschwindigkeiten und damit 
auch alle Stellungen im Feld moglich. Man erhalt daher auch keine dis
krete Aufspaltung, sondem, da Anziehungen und AbstoBungen vor
kommen, nur eine beiderseitige Verbreiterung des Strahles, die man 
mit Hilfe klassischer Ansatze berechnen kann. Die recht komplizierte 
Rechnung, die hier nicht wiedergegeben werden solI, erfordert zur Be
rechnung der Dipolmomente aus derartigen Versuchen die Kenntnis 
der Intensitatsverteilung im abgelenkten Strahl. Bei den bisherigen 
Versuchen ist es allerdings noch nicht moglich gewesen, die Inten
sitatsverteilung genau zu messen, daher konnten auch noch keine 
quantitativen Bestimmungen von elektrischen Momenten vorgenommen 
werden. Es ist aber zweifellos !l 

mo?lich, d~e Frage nach ~er [ ""':3~ i f J 
!::;:e~ ::e:n!~=~:e~ :ci ~~§~~~ - F --{ ----t 
die GroBenordnung abzu
schatzen. Man kann auch, 
wenn man unter sehr ahnlichen 

Abb.12. 
Molekularstrahlapparat (schematisch). 

Bedingungen (gleiche Feldstarke und Inhomogenitat des Feldes, gleiche 
Strahldimensionen, sowie moglichst gleiche Geschwindigkeiten der Mole
kiile) arbeitet, die Verbreiterung des Strahles direkt als MaB fUr das Di
polmoment auffassen und so die Momente von chemisch sehr ahnlichen 
Molekiilen, z. B. von Isomeren, auf diesem Wege vergleichen. 

Bei der Auswertung der Verusche ist noch zu berticksichtigen, daB 
infolge der Polarisierbarkeit der Molekiile (Deformierungsanteil PE, siehe 
Abschnitt I) auch ein dipolfreies Molekiil im Feld ein Moment erMlt; 
Dieses induzierte Moment steht aber stets, unabhangig von der Lage 
und Rotation des Molekiils, parallel zur Feldrichtung, das Molekiil wird 
also immer angezogen. Infolgedessen hat man auch bei dipolfreien Sub
stanzen eine einseitige Ablenkung des Molekularstrahls zu erwarten und 
zwar in der Richtung derlnhomogenitat des Feldes. Bei Verwendung 
von Dipolsubstanzen tiberlagert sich diese einseitige Ablenkung tiber die 
von den nattirlichen Dipolen herriihrende Verbreiterung. 

Das Schema der Versuchsanordnung wird durch Abb. I2 angegeben. 
1m hochevakuierten GetaB G befindet sich ein Of en 0, in dem die Sub
stanz verdampft wird. Aus dem Ofenspalt Osp stromen die Molekiile 
nach allen Richtungen geradlinig aus. Der Abbildespalt Asp blendet 
aus dies em Molektilkegel einen Strahl aus, der durch das elektrische Feld 
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FF hindurchgeht und auf dem AuWinger A niedergeschlagen wird. Die 
ersten Versuche dieser Art sind von WREDE (111) mit den binaren Salzen 
Kj, Tlj, Naj, CsCl und RbBr ausgefiihrt worden!. Der von ihm be
nutzte Apparat ist in Abb. I3 gezeichnet. Das Ofenrohrchen Or befand 
sich in einem von auBen zu heizenden Glasrohr Hr, fiber das ein elek-

~ 
trischer Heizkorper 
geschoben werden 

I1r Asp HP : -;1r konnte. Dieses Glas-
u Or Ii OSP~-'I ':]S~ ~,"o""" ,,; § ( <b'±""S-1t . <::r* .::_ ,':-=---- rn )' Gr 

#r Jr Ot .' ',"," " .. · ",:r~ ---..... 
SdI \ 

rohr ging in ein wei
teres Zylinderrohr Zr 
fiber, das in einem 
Konusschliff endete. 

Zr Ho 0 Pt Sell/ 
Abb. 13. Molekularstrahlapparat nach WREDE. 

(Aus Z. Physik Bd.44.) 
Der Fortsatz des 

Rohres am Mantelschliff schloB mit einem nach innen eingezogenen 
gabelformigen DewargefaB abo An dies em Gabelrohr Gr, das mit flfissiger 
Luft gekfihlt werden konnte, waren samtliche MetaHteile, abgesehen vom 
Of en und vom Auffangeplattchen, angebracht, und zwar die Elektroden 
des Feldes (Draht D und Platte P), dahinter ein Messingrohrchen,Mr, das 

Abb.14. Ablenkung eines Molekularstrahls 
von KJ. (Aus Z. Physik Bd.44.) 

den Abbildespalt trug 
und an dem auf der 
Ofenseite eine Vorrich
tung zur Abschirmung 
des Salzdampfes Sch an
gebracht war. Das Auf
fangeplattchen Pl saB 
mit einer AufsteckhUlse 
an einem Auffangerohr
chen Ar, das an eine~ 
Drehschliff angebracht 
senkrecht durch die bei
den Arme des Gabel
rohres hindurch ging. 
Durch schrage Auf
steHung des Apparates 
war es moglich, sowohl 
das Auffangerohrchen 

Ar als auch das dazu senkrecht stehende Gabelrohr mit fliissiger Luft zu 
kfihlen. 

Das inhomogene Feld wurde zwischen einem Draht von I mm Durch
messer und einer Platte im Abstand von etwa 0,8 mm erzeugt. Die an
gelegte Spannung betrug etwa II 000 Volt. Der Strahl lief in einem Ab
stand von etwa 0,I5 bis 0,3 mm am Draht entlang. Die sonstigen Daten 

I Nach einer Notiz in der Nature (London) hat auch CLARK (5) derartige 
Versuche ausgefiihrt, ohne jedoch verwertbare Resultate anzugeben. 
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der Versuehe waren: Ofenspalt 0,4'0,05 mm, Abbildespalt 4'0,5 mm, 
Lange des Feldes 4 em, ganze StrahlHinge 10,5 em, Ofentemperatur etwa 
6500 C. Abb. 14 zeigt die Aufnahme eines Niederschlages von KJ in 
seinen verschiedenen Veranderungen beim Stehenlassen an der Luft. 
Die naherungsweise Auswertung der Ablenkung laBt auf ein Moment 
von einigen 10-17 CGS-Einheiten sehlie13en. 

Von ESTERMANN (21) wurde die Versuehsmethode weiter entwiekelt 
und besonders im Hinbliek auf die Untersuehung leieht verdampfender 

! 
zurPumpe 

.\ bb . 15. 

Abb. 16. Molekularstrahlapparat nach ESTERMANN. 
(Aus Z. physik. Chemie B, Bd. 1.) 

v 

organiseher Substanzen ausgebaut. Abb. IS gibt eine Skizze des von 
ihm verwendeten Apparates, in Abb. 16 ist der innere Teil ("Metall
apparat") genauer gezeiehnet. Die Strahlen gehen wieder vom Of en
spalt (I) aus. Durch den starr mit dem Of en durch zwei Konstantan
bander (2) verbundenen Ahbildespalt (3) wird ein schmales Bundel aus
geblendet. Dieses lauft dann durch ein elektrisches Feld, das in dem Kon-

? 



I. ESTERMANN: 

densator (4), der aus Schneide und Halbzylinder besteht, erzeugt wird 
und wird schlieBlich auf dem mit flussiger Luft gekiihlten Auffanger (S) 
niedergeschlagen. Das entstehende Bild wird mit Hilfe des Prismas (6) 
durch das Fenster (7) von auBen mit einem Mikroskop beobachtet. Der 
Of en ist so konstruiert, daB der Ofenspalt die hochste Temperatur hat. 
Das Thermoelement (I3) zur Messung der Ofentemperatur ist am Ende 
der Hiilse (II), die die Substanz aufnimmt, angebracht und miBt infolge
dessen die fiir den Dampfdruck maBgebende (niedrigste) Temperatur. 
Der Abbildespalt sitzt in einem Block aus Phosphorbronze, an den die 
den Of en tragenden Konstantanbander hart ange16tet sind. An ihm ist 
auch der Schneidentrager (IS) des Kondensators angeschraubt. Die 
Schneide (I6), eine dreieckige Messingschiene mit einem eingelegten 
Draht von o,S mm Radius ist mit zwei Schrauben und zwei Winkeln 
justierbar am Trager angebracht. Der Halbzylinder (I7), der die auBere 
Belegung des Kondensators bildet, ist mit Hilfe von zwei U-formig ge
bogenen Glasstabchen isoliert am gleichen Trager befestigt. Der ganze 
Metallapparat befindet sich in einem aus zwei Teilen bestehenden Glas
apparat. DerOfenraum (I) und der Feldraum (II) sind durch den Schliff 
(III) verbunden. Auf die Verlangerung des Innenschliffs ist eine Messing
hiilse (I9) aufgesetzt, in die der Metallapparat eingeschraubt wird. Auf 
diese Weise sind der Of en- und der Feldraum bis auf ihre Verbindung 
durch den Abbildespalt vollstandig getrennt. Hierdurch wird verhindert, 
daB Streustrahlung aus dem Ofenraum in den Feldraum gelangt und 
dort das Vakuum verschlechtert. Der Metallapparat wird durch eine 
Hiilse mit federnder Zange (2I), die auf dem DewargefaB (IV) sitzt, mit 
flussiger Luft gekuhlt. Das AuffangegefaB (V) tragt eine Messinghiilse 
(22), an der das aus einer polierten Nickelplatte bestehende Auffange
blech befestigt ist. Of en- und Feldraum werden durch zwei getrennte 
Diffusionspumpen evakuiert. 

Die Versuchsdaten und die Dimensionen des Apparates sind: Of en
spalt I X O,OI mm, Abbildespalt 2 X 0,02 mm, Abstand Ofenspalt-Abbilde
spalt 6 cm, Lange des Kondensators 6 cm, gesamte Strahlenlange 20 em. 
Der Kriimmungsradius der Schneide betrug o,S mm, der des Halb
zylinders 2,S mm und der Abstand der Strahlmitte von der Schneide 
0,3 mm. Die angelegte Spannung, die mit einer kleinen Influenzmaschine 
erzeugt wurde, betrug 2I 000 Volt = 70 Els-CGS-Einheiten. Zur Be
rechnung der Feldstarke wurde die Anordnung als Zylinderkondensator 
betrachtet, dann ergibt sich fUr die Feldstarke an der Stelle des Strahles 

E = I,63·I0 5 Volt/cm und fUr die Inhomogenitat ~~ = 2· I06 Volt/cm 2. 

Die Ofentemperatur lag zwischen IOO und 2000 C. 
Zur Prufung der Apparatur wurden zunachst solche Substanzen un

tersucht, bei denen das Moment bereits aus DK-Messungen an ver
diinnten Losungen bekannt war. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 3. 
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Tabelle 3. Ergebnisse der Molekularstrahlversuche. 

Seitliche Ver- Maximale 
Substanz schiebung in Breite in ,u aus DK 

mm mm 

Diphenyl etwa 0,1 0,15 a 
Diphenylmethan 0,1 0,15 <0,4' W - I8 

Diphenylather. 0,1 etwa 0,30 1,0' 10- 18 

Benzophenon. . 0,15 0,60 2,5. 10- 18 

Ortho-Amillobenzoesaure-
methylester . 0,1 0,25 1,0' 10- 18 

Meta-Ester 0,1 0,5 2,4' 10-18 

Para-Ester 0,1 0,7 3,3. 10- 18 

Diphenyl und Diphenylmethan haben also auch nach diesen Ver
suchen, in Ubereinstimmung mit den anderen Untersuchungen, kein 
irgendwie in Betracht kommendes Moment. Bei den anderen Stoffen 
sind Momente einwandfrei nachgewiesen, und wenn man sie mit Hilfe 
der Ablenkungsbilder der GroBe nach ordnet, so erhalt man dieselbe 
Reihenfolge, die sich aus den DK-Messungen ergibt. Die naherungs
weise Ausrechnung der Momente aus der Breite der Ablenkungsbilder 
fUhrt zur GroBenordnung IO- 18 CGS, steht also in Ubereinstimmung mit 
den auf anderem Wege erhaltenen Resultaten. 

Nach diesen Ergebnissen wurde die Methode benutzt, urn eine viel 
diskutierte Frage aus dem Gebiet der chemischen Konstitutionslehre 
zu beantworten. Nach der Theorie von 
WEISSENBERG (96) sollen Substanzen 
vom Typ Ca4' also Methanderivate mit 
vier gleichen Substituenten, nicht nur 
in Form eines regularen Tetraathers g~_ 
baut sein, sondern es solI auch soIche 
Molekiilformen geben, bei denen das C
Atom · in der Spitze, die vier Substitu
enten an den vier Ecken der Grund
flache einer Pyramide angeordnet sind. 
Molekiile des ersten Bautyps dtirften 
kein elektrisches Moment besitzen, wah
rend die des zweiten Bautyps ein per

Abb. 17. AbJenkung eines Mole
kularstrahls . von Pentaerythrit. 
(Aus Z. physik. Chemie B, Bd. 2. ) 

manentes Dipolmoment zeigen sollen. Ais Beispiel fUr den zweiten 
Bautyp wird vielfach der Pentaerythrit C(CH2 0H)4 angefUhrt. Die 
Untersuchung des Moments nach der DK-Methode ist bei dies em 
Stoff nicht anwendbar, da er in dielektrisch-neutralen Losungsmitteln 
nicht lOslich ist und sich auch nicht in Dampf von gentigender Dichte 
tiberftihren laBt. Der Molekularstrahlversuch (ESTERMANN [23J) ergab 
eindeutig da:) Vorhandensein eines permanenten Dipolmoments am 
Pentaerythritmolektil. Aus der gefundenen Ablenkung - in Abb.17 
ist rechts ein Strich ohne und links ein Strich mit Feld zu sehen -laBt 
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sich unter Benutzung der in Tabelle 3 wiedergegebenen Versuche das 
Moment zu etwa 2 ' IO-IS CGS schatzen. Von ESTERMANN und WOHL
WILLI wurden dann noch einige weitere Substanzen vom Typ Ca4 (Deri
vate des Pentaerythrits) untersucht, bei denen bereits eine Bestimmung 
des Moments nach der DK-Methode vorlag. Das Tetrabromid (Abb. 18) 
zeigt in Ubereinstimmung mit den DK-Messungen kein Moment, es ist 
lediglich eine geringe seitliche Verschiebung des Striches an der Stelle 
starkster Inhomogenitat zu sehen. 1m Gegensatz hierzu zeigt das 
Tetraazetat (Abb. 19) eine sehr starke Verbreiterung, die auf ein be
trachtliches Moment schlieBen laBt. Auch diese Ergebnisse stehen in 
Einklang mit den Untersuchungen an verdiinnten Losungen. 

Abb. 18. Abb. I9. 
Ablenkung von Molekularstrahlen 

von Pentaerythrit-Tetrabromid. von Pentaerythrit-Tetraazetat. 

7. Elektrostriktions-Methode. Bringt man ein Gas in ein elektri
sches Feld, so beobachtet man eine Kontraktion, die man entweder als 
Druckverminderung oder als Volumenverminderung messen kann. Zwi
schen der GroBe dieser Elektrostriktion und der Dielektrizitatskonstante 
besteht eine Beziehung, die bereits von LIPPMANN (52) aus dem Energie
prinzip, spater von GANS mit Hilfe der MAXWELLS chen Theorie abge-
leitet worden ist: v 8 - I E2 

(18) 

Hierbei ist v die Volumenverminderung, Vo das Volumen im feldfreien 
Zustand, P der Druck und E die Feldstarke. Die Messung der Elektro
striktion ersetzt also eine Messung der DK, hat aber vor dieser den Vor
zug, daB sie direkt den Betrag e - I gibt, was bei Gasen, wo e sehr nahe 
= I ist, im Prinzip viel genauere Messungen ermoglichen sollte. Unter 
Verwendung der DEBYESchen Anschauung iiber die Natur zwischen
molekularer Krafte hat FRIVOLD (28) eine Molekulartheorie der Elektro
striktion entwickelt, dieeinen direktenZusammenhang zwischen derVo-

I Noch nicht ver6ffentlichte Versuche. 
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lumenkontraktion, der Polarisierbarkeit der Molekiile und dem Dipol
moment ergibt: Er erhalt die Gleichung 

v I E2 (. 1-'-2) 
Vo = "2 k T I' + 3 k 1 ' (19) 

die man iibrigens aueh aus der. obenstehenden Gleichung dureh Um
formen erhalten kann. Zur Bereehnung von # aus Messungen der Elektro
striktion ist es noen erforderlieh, 'Y zu eliminieren; dies kann entweder 
dureh M"essung bei iwei Temperaturen oder dureh Entnahme der Po
larisierbarkeit aus der Messung der Molekularrefraktion gesehehen (vgl. 
Ziffer 3). In Anbetraeht der Kleinheit der Volumenanderungen (IO- 4 

bis IO-5 em 3) ist die experimentelle Untersuehung sehr sehwierig und 
die Methode hat bisher nur selten Anwendung gefunden. Aueh die 
von FRIVOLD (28), FRIVOLD und HASSEL (29) und KLIEFOTH (44) ge
fundenen Zahlenwerte fiir die Dipolmomente diirften keine allzu hohe 
Genauigkeit beanspruehen. Es solI daher hier von einer naheren Besehrei
bung der experimentellen Methodik abgesehen werden, die Ergebnisse 
sind mit in die Tabelle 4 im Absehnitt V, Ziffer 9 aufgenommen worden. 

8. Dipolrotationseffekt. Eine weitere Methode zur BestiInmung 
von Dipolmomenten, die aueh nur der Vollstandigkeit halber erwahnt 
werden solI, da sie praktiseh bisher kaum angewendet worden jst, be
steht in der Beobaehtung des Dipolrotationseffekts. Bringt man eine 
Dipolfliissigkeit in ein elektrostatisehes Drehfeld, so werden die Dipole 
stets bestrebt sein, sich in Riehtung des Feldes einzustellen .. Infolge 
der inneren Reibung der Fliissigkeit werden sie aber gegen die Feld
richtung immer etwas zuriiekbleiben. Hierdureh entsteht ein Dreh
moment, das die Fliissigkeit in Rotation versetzt. Naeh BORN (2) hangt 
dieses Drehmoment L ab von der Feldstarke E, der Kreisfrequenz des 
Feldes OJ, der inneren Reibung1], dem Radius der Kugel R und sehlieBlieh 
vom Dipolmoment und der Temperatur. ZahlenmaBig ist L gegeben 
dureh die Gleichung . 

4 ( I-'- )2 L = E2, - n R3 (ll • YJ - • 
3 kT 

(20) 

Dieser Effekt ist experimentell von LERTES (51) beobaehtet worden und 
zwar mit Hilfe eines Feldes von 4 m Wellenlange, das mit zwei Rohren
sendern erzeugt wurde. Die Fliissigkeit befand sich in einer diinnwandi
gen Glaskugel, die an einem Torsionsfaden aufgehangt war. Die von 
ihm erhaltenen Werte sind nicht sehr genau. Nur beim Ather stimmen 
sie einigermaBen mit dem naeh anderen Methoden iiberein. Die groBen 
Abweichungen bei den von LERTES benutzten Fliissigkeiten (Alkohol, 
Nitrobenzol usw.) diirften auBer in der Sehwierigkeit der Experimente 
noeh darin begriindet sein, daB es sieh hierbei urn sehr stark assoziierte 
Fliissigkeiten handelt, bei denen Messungen im fliissigen Aggregatzu
stand zur Bereehnung von Dipolmomenten iiberhaupt nicht verwendet 
werden diirfen. 
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v. Ergebnisse der Dipolforschung. 
9. Tabelle der Dipolmomente. Wir bringen nun eine Zusammen

stellung aller bisher bekannten Dipolmomente in tabellarischer Form. 
Falls fUr eine Substanz mehrere Beobachtungen vorliegen, sind sie nur 
dann aufgenommen, wenn sie nach verschiedenen Methoden erhalten 
worden sind oder erheblich voneinander abweichen. Sonst ist im all
gemeinen nur ein Wert in der Tabelle aufgefiihrt. In Spalte 3 ist der 
Beobachter angegeben, die eingeklammerte Ziffer bezieht sich auf das 
Literaturverzeichnis. In Spalte 5 sind diejenigen Arbeiten angegeben, in 
denen ebenfalls Dipolmomente der betreffenden Substanz enthalten sind, 
die aber nicht in die Tabelle aufgenommen wurden. In Spalte 4 ist die 
Methode angegeben, nach der das Moment berechnet wurde. Es bedeutet: 

Gas: Messung der DK im gasformigen Zustand, 
FI: Messung der DK im fliissigen Zustand, 
Lsg: Messung der DK in verdiinnter Losung (das Losungsmittel ist in 

der Regel in Klammern angegeben, falls es sich nicht um Benzol handelt), 
T: Ermittlung von Po aus der Temperaturabhangigkeit der DK, 
fest: Ermittlung vonPo mit Hilfevon Messungen der DK im festen 

Zustand, 
opt: Ermittlung von Po mitHilfe von Messungen der Molekular-

refraktion, 
Es: Elektrostriktionsmethode, 
Rot: Dipolrotationseffekt, 
Mol: Molekularstrahlmethode. 

Tabelle 4. Zusammenstellung der bisher gemessenen Dipolmomente. 

Wei-

Substanz t-t. IOr8 Beobachter Methode tere 
Lite-
ratur 

A ·1 0 Iv. BRAUNMUHL (3) IGasT I 
O2 ,0 KLIEFOTH (44) Es I N2 :1 0 ZAHN (112) !GasT 

1
27

, 
44 

H2 0 V. BRAUNMUHL (3) I Gas T 66, 27 
J2 1,2 WILLIAMS U. ALLGEIER (104)[ Lsg opt 
He! 1,03 ZAHN (112) Gas T 

I 
1,2 V. BRAUNMUHL (3) GasT 
2,2 FALKENHAGEN (26) GasT , 
1,5 FRIVOLD U. HASSEL (29) Es 

l42 

HBr 0,79 ZAHN (112) GasT 
HI· 0,38 ZAHN (112) GasT 
H2O 1,87 SANGER U. STEIGER (71) GasT 

1,79 STUART (87) GasT 
r,7 WILLIAMS (98) Lsg opt 

H2 5 1,1 V. BRAUNMUHL (3) GasT 
0,9 ZAHN U. MILES (114) . GasT 

502 1,61 ZAHN (113) GasT 
r,8 JONA (42) : GasT 
1,9 FALKEN'HAGEN (26) , GasT 



Elektrische Dipolmomente von Molekiilen. 

Tabelle 4 (Fortsetzung). 

Wei-

Substanz p. . lOIS Beobachter Methode tere 
Lite· 
ratur 

, i 

I Es 502 1,8 FRIVOLD (28) 
1,7 KLIEFOTH (44) Es 

N 2 0 0,25 V. BRAUNMUHL (3) GasT 
NH3 IA8 WATSON (94) GasT 42,113 
PH3· 0,55 I WATSON (94) I GasT AsH3 0,16 WATSON (94) GasT 
CO . 0,12 WEIGT (95) GasT 66, 3 
CO2 ° ZAHN (113) GasT 86 

0,15 V. BRAUNMUHL (3) GasT 
0,2 FORRO (27) GasT 
0,1 RrEGGER (66) GasT 
0,3 JONA (42) GasT 
0,14 WEIGT (95) GasT 
0,2 KLIEFOTH (44) Es 

CS. 0,08 \VILLIAMS U. OGG (105) Lsg opt 
0·33 ZAHN U. MILES (11.5) GasT 

COS 0,65 ZAHN U. MILES (115) GasT 
SnJ4 ° WILLIAMS U. ALLGEIER (104) Lsg opt 
Ar;Ct04 4,7 WILLIAMS U. ALLGEIER (104) Lsg opt 
SbJ3' 0,4 WILLIAMS (100) Lsg opt 
Methan ° SANGER (69) GasT 
Athan ° SMYTH U. ZAHN (78) > GasT 
n-Penthan . 0,2 HOJENDAHL (38)* Gas. opt. 
IsopropyIa than 0,3 HOJENDAHL (38)* Gas. opt. 
Hexan ° SMYTH U. MORGAN (81) LsgT 

° SMYTH U. STOOPS (82) T 
Heptan ° SMYTH U. STOOPS (82) FIT 
2~2-Dimethylpenthan ° SMYTH U. STOOPS (82) FIT 
3-Athylpenthan ° SMYTH U. STOOPS (82) FIT 
n-Heptan 0,2 HOJENDAHL (38) GasT 
Oktan ° SMYTH U. STOOPS (82) FIT 
Athylen . ° SMYTH U. ZAHN (78) GasT 
a-Butylen 0,3 SMYTH U. ZAHN (78) GasT 
Amylen . 0,5 I HOJENDAHL (38)* Gas opt 
Trimethylathylen 0,5 HOJENDAHL (38) * Gas opt 
Acetylen ° SMYTH U. ZAHN (78) GasT 
Diphenylmethan <0,4 ESTER MANN (20) FIT 

° ESTER MANN (21) Mol 
asym. Diphenylathylen 0,5 ESTERMANN (22) FIT 
Benzol ° DURANTEZ (10) FIT 

° KRCHMA U. WILLIAMS (46) Lsg.CCl40pt 
0,35 HOJENDAHL (.38)* Gas opt 

Toluol °A KRCHMA U. WILLIAMS (46) Lsg CC140pt 
0,5 WILLIAMS U. KRCHMA (102) Lsg opt 
°A SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 

a-Xylol 0,5 KRCHMA U. WILLIAMS (46) Lsg opt 
0,6 SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 

m-Xylol °A6 SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 
p-XyIoi 0,2 SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 

0,1 WILLIAMS U. KRCHMA (102) Lsg opt 
s-Triathylbenzol 0,1 WILLIAMS (108) Lsg opt 
Mesitylen 0,1 WILLIAMS (108) Lsg opt 

* Von HO]ENDAHL aus den DK-Messungen von POHRT (64) berechnet. 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 19 



I. ESTERMA.'<N: 

Tabelle 4 (Fortsetzung). 

T 
Substanz Beobachter Methode !-'. 1018 , 

1 

Diphenyl .. i 0 WILLIAMS (99) Lsgopt 
Naphthalin 0,7 WILLIAMS U. OGG (105) Lsg opt 
Methylchlorid 1,7 SIRCAR (73) GasT 

1,9 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
1,86 SANGER** GasT 

Athylchlorid . 
2,0 WILLIAMS (109) Lsg opt. 
1,6 KRCHMA U. WILLIAMS (46) LSgCC!40pt 
1,75 WILLIAMS (109) Lsg opt 
2,1 HO]ENDAHL (38) * Gas opt 
2,0 SIRCAR (73) GasT 

n-Propylchlorid. . 2,1 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
[so-Propylchlorid . I 2,2 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
n-Butylchlorid . . 

:1 
2,2 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 

Allylchlorid • 2,2 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
Chlorpropylen 1,7 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
CH2 Cl2 ••• 1,6 SANGER (69) GasT 
CHC1=CHC1, cis 1,9 ERRERA (17) Lsg fest 

trans 0 ERRERA (17) Lsg fest 
CH2 =CCI2 1,2 ERRERA (17) Lsg fest 
CH2 Cl- CH2 Cl 1,6 GOSH (33) GasT 
CH3-CHCI2 2,1 GOSH (33) GasT 
CHCl3 0,95 SANGER (69) GasT 

1,05 SIRCAR (73) GasT 
1,1 WILLIAMS (102) Lsgopt 

CC14 0 SANGER (69) GasT 
Methylbromid 1,8 HO]ENDAHL (38) Gas opt 

Athylbromid 
1,9 WILLIAMS (l09) Lsg opt 
1,8 MAHANTI (53) GasT 
2,1 HO]ENDAHL (38) Gas opt 
1,9 SMYTH U. MORGAN (81) LsgT 
1,4 WILLIAMS (109) Lsgopt 

n- Propybromid 2,2 HO]ENDAHL (38) * Gas opt 
Vinylbromid 1,5 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
Allylbromid " 1,9 HO]ENDAHL (38) * Gas opt 
CHBI'=CHBI', cis 1,4 ERRERA (l7) Lsg fest 

trans 0 ERRERA (17) Lsg fest 
Methyljodid 1,7 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 

1,6 WILLIAMS (109) Lsg opt 
1,3 MAHANTI (53) GasT 

Athyljodid 2,0 HO]ENDAHL (38) Gas opt 
1 1,7 WILLIAMS (109) Lsg opt 
I 1,6 MAHANTI (53) GasT 

CH2]-CH2] I· 1,3 WILLIAMS (109) Lsg opt 
CH]=CHIds . 0,8 ERRERA (l7) Lsg fest 

trans. 0 ERRERA (17) Lsg fest 
CHC1=CHBl'cis. 1,6 ERRERA (17) Lsg fest 

trans 0 ERRERA (17) Lsg fest 
CH Cl = CH T cis*** . 0,6 ERRERA (19) Lsg fest 

traus*** 
:1 

1,57 ERRERA (19) 1 Lsg fest 
Meth lalkohol . 1,6 WILLIAMS 109) Ls 0 t y 4 g p 

* Von HO]ENDAHL aus den DK-Messungen von POHRT (64) berechnet. 
** Nach frdl. personlicher Mitteilung. 

*** Die cis-trans-Zuordnung erscheint uns unrichtig. (Vgl. S. 300.) 

Wei-
tere 

Lite-
ratur 

4, 20, 
[21 

(69) 

81,46 
14 

1 



Elektrische Dipolmomente von Molekiilen. 

Substanz 

Methylalkohol 

Athylalkohol 

Propyalkohol. 

Butylalkohol 
Iso-Butylalkohol 
Amylalkohol • 

Iso-Amylalkohol 

Glvkol ... 
Methylacetat 
Athylacetat . 
Dimethyliither 

D iathylather 

DipropyUither . 
DiisoamyHither 

Athylisoamyliither 

A 
A 

cetaldehyd . 
ceton 

Iethyl-Athyl-Keton l'I 
M 
M 
M 
1\ 
D 

ethyl-Propyl-Keton 
ethyl-Butyl-Keton 
ethyl-Hexylketon . 

Ilethyl-Nonylketon . 
iathylketon 

Pinakolin . . . . 
ipropylketon . 

.. examethylaceton 
D 
H 
A 
A 
"M 

thylenoxyd .. 
cetyIchlorid 
ethylamin . 

Athylamin . 
n -Propylamin 

llylamin .. A 
D 
D 
T 

iamylamin . 
iathylamin. . 
rimethylamin . 

! 

.. 

:1 
.1 

Tabelle 4 (Fortsetzung). 

1 

f" lO,S 1 Beobachter Methode 

1,73 I HO]ENDAHL (38)* Gas opt. 
1,65 I STRANATHAN (85) LsgT 
1,61 lONA (42) GasT 
1,63 WILLIAMS (109) Lsgopt 
1,72 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
1,74 STRANATHAN (85) LsgT 
I,ll SANGER (70) GasT 
1,53 LANGE (49) Lsgopt 
1,75 STRANATHAN (85) LsgT 
1,65 LANGE (49) Lsg opt 
1,72 LANGE (49) Lsg opt 
1,83 LANGE (49) LsgT 
1,62 STRANATHAN (85) LsgT 
1,76 LANGE (49) Lsg opt 
1,85 KRCHMA U. WILLIAMS (46) LsgCCt"opt 
1,5 WILLIAMS (109) Lsgopt 
1,67 KRCHMA U. WILLIAMS (46) LsgCCl40pt 
1,74 KRCHMA U. WILLIAMS (46) lUg ca,opt 
1,3 STUART (87) GasT 
I,2 HO]ENDAHL t38) * Gas opt 
1,14 STUART (87) GasT 
1,10 SANGER** GasT 
1,04 ESTERMANN (20) fliiss T 
1,22 LANGE (49) Lsgopt 
0,85 SANGER** GasT 
1,0 ESTERMANN (20) fliiss T 

(LsgT) 
1,2 ESTERMANN (20) fliiss T 

(LsgT) 
2,72 HO]ENDAHL (38) * Gas opt 
2,71 I KRCHMA U. WILLIAMS t46). Lsgopt 
2,97 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
2,84 1 STUART (87) GasT 
2,79 WOLF (110) Lsg opt 
2,72 WOLF (110) Lsgopt 
2,73 WOLF (110) Lsg opt 
2,70 WOLF (110) Lsg opt 
2,69 WOLF (110) Lsg opt 
2,72 WOLF (110) Lsg opt 
2,79 WOLF (110) Lsg opt 
2,73 WOLF (110) Lsgopt 
2,76 WOlF (110) Lsg opt 
1,9 STUART (87) GasT 
2,7 HO]ENDAHL (38) * Gas opt 
1,3 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
1,3 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
1,4 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
1,2 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
1,1 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
0,9 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 
0,8 HO]ENDAHL (38)* Gas opt 

* Von HOJENDAHL aus den DK-Messungen von PORTH (64) berechnet. 
** Nach frdl. personlicher Mitteilung. 

Wei-
tere 
Lite-
ratur 

I 
! 

103 

(70) 

46,102 

110 



29 2 . I. ESTERMANN: 

Tabelle 4 (Fortsetzung). 

Substanz p.' lOIS Beobachter Methode 

Methylcyanid 3,4 WILLIAMS (J09) I Lsg opt 

Athylcyanid . 
3,9 HOJENDAHL (38)* Gas opt 
3,4 WILLIAMS (109) Lsg opt 

Athylencyanid 
4,1 HOJENDAHL (38)* Gas opt 
3,8 WILLIAMS (109) Lsg opt 

Nitromethan . . 3,1 HOJENDAHL (.37) Lsg opt 
3,8 HOJENDAHL (38)* Gas opt 

Tetranitromethan 0 WILLIAMS (JOO) Lsg opt 
Nitroii.than 4,0 HOJENDAHL \ 38) * Gas opt 
Pentaerythrit etwa2 ESTERMANN (23) Mol 
C(CH2Br)4 0 EBERT U. M. (15) Lsg fest 

0 ESTERMANN (23) Mol 
C(CH2Cl)4 . 0 EBERT U. M. (J 5) Lsg fest 
C(CH2])4 . 0 EBERT U. M. (15) Lsg fest 
C(CH 2 N03) " vor- EBERT u. M. (15) Lsg fest 

hand en 
C(CH,COOCH3)4 . . etwaz,6 ESTERMANN (23) Mol 

2,6 EBERT u. M. (1/)) Lsg fest 
1,9 WILLIAMS (JOO) Lsg opt 

C(OCH3)4 . 0,8 EBERT u. M. (15) Lsg fest 
C(OCZHS)4 I EBERT U. M. (15) Lsg fest 
C(COOCH 3)4 I EBERT U. M. (15) Lsg fest 
C(COOCZHS)4 1 EBERT u. l\i. (15) Lsg fest 
a-Aminovaleriansa ure-

methylester . . . . I,6 ESTERMANN (20) LsgT 
d'-Aminovaleriansaure- I 

methylester . . . .' 2,7 ESTERMANN (20) LsgT 
Fluorbenzol . . I,{ WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
Chlorbenzol I,5 SMYTH U. MORGAN (81) LsgT 

I,6 WILLIAMS U. KRCHMA (102) Lsg opt 
o-Dichlorbenzol. . 2,2 ERRERA (17a) Lsg fest 

2,3 SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 
m-Dichlorbenzol 1,4 ERRERA (17a) Lsg fest 

1,5 SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 
p-Dichlorbenzol. 0 ERRERA (17) Lsg fest 
Brombenzol 1,5 WILLIAMS (100) Lsg opt 
o-Dibrombenzol. 1,7 ERRERA (17a) Lsg fest 

1,9 WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
m-Dibrombenzol 1,2 ERRERA (17a) Lsg fest 

1,6 WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
p-Dibrombenzol 0 ERRERA (17) Lsgfest 
5-Tribrombenzol 0 HOJENDAHL (38)* Lsgopt 
p-Chlorbrombenzol 0,1 WILLIAMS (108) Lsgopt 
Jodbenzol . 1,3 "WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
o-Dijodbenzol 1,6 ERRERA (17,],) Lsg fest 
m-Dijodbenzol 1,0 ERRERA(l7) Lsg fest 
o-Bromjodbenzol . 1,7 WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
m-Bromjodbenzol 1,1 WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
p-Bromjodbenzol 0,5 WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
o-Chlortoluol. 

:1 
I,4 WALDEN U. WERNER (93) I Lsg opt 

m-Chlortoluol 1,6 WALDEN U. WERNER (93) Lsg opt 
p-Chlortoluol .J I,7 WALDEN u WERNER (93) Lsg opt 

* Von HOJENDAHL aus den DK-Messungen von POHRT (64) berechnet. 

Wei-
tere 

Lite-
ratur 

1
100 

79 [1 7 
105,83 

17 
100 

179,1 7 
38,10 

a 
8 

17 

17 
[17 a 

107, 

117 



Elektrische Dipolmomente von Molekiilen. 

Substanz 

Phenol 
a-Chlorphenol 
p-Chlorphenol 
o-Kresol. 
m-Kresol 

p-Kresol 

Benzaldehyd . 
Benzoesa ure 
~ethylbenzoat 
Athylbenzoat . 
0-Phthalsa uredimethyl-

ester 
0-Ph thalsauredia thy 1-

ester 
Terephthalsa ure-

dimeth ylester 
Terephthalsaure-

diathylester 
H ydrochinon-

diathylather . 
H ydrochinondiaceta t 
Phloroglucin -

trimethylather . . 
Phloroglucintriaceta t 
Anisol 

Phenetol. 
Dipheny lather 
0-Kresylmethylather 
m-Kresylmethylather 
p-Kresylmethylather 
Benzophenon 
Anilin . 
p-Phenylendiamin 
Diphenylamin . . 
0-Amino benzosaure-

methylester 
m-Ester . 
p-Ester 
Nitrobenzol 
a-Dinitrobenzol 
m-Dinitro benzol 

p-Dinitrobenzol 
1 

s-Trinitrobenzol .1 

o-Nitrotoluol . 
m-Nitrotoluol 
p -Nitrotoluol 
a-Chlornitro benzol 

Tabelle 4 (Fortsetzung). 

fl' IO"S 

1,7 
1,3 
2,4 
1,4 
1,6 
1,8 
1,64 
1,8 
2,8 
1,0 
1,8 
1,8 

2,3 

2,{ 

2,2 

2,3 

1,7 
2,2 

1,8 
2,4 
1,2 
0,8 
1,0 
1,0 
2,{ 
1,2 
1,2 
2,5 
1,6 
0 
1,3 

1,0 
2,4 
3,3 
3,9 
6,0 
4,2 
3,7 
0,7 
0,3 
1,8 
0,7 
3,75 
4,2 

, 

Beobachter Methode 

WILLIAMS U. ALLGEIER (104) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
SMYTH U. MORGAN (79) Lsgopt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
SMYTH U. MORGAN (79) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS U. ALLGEIER (104) Lsg opt 
ESTERMANN (20) LsgT 
ESTERMANN (23) LsgT 

ESTERMANN (23) LsgT 

ESTERMANN (23) LsgT 

ESTERMANN (23) LsgT 

ESTERMA~N (23) LsgT 

WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 

WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
HOJENDAHL (38) Lsg opt 
ESTER MANN (20) LsgT 
ESTERMANN (20) LsgT 
ESTERMANN (20) Lsg T 
,\VILLIAMS (99) I Lsg opt 
WILLIAMS (99) Lsg opt 
WILLIAMS (99) I Lsg opt 
ESTERMANN (20) Lsg T 
ESTERMANN (20) [(107)1 Lsg T 
WILLIAMS U. WEISSBERGER Lsg opt 
ESTERMANN (21)) Lsg fest 

ESTERMANN (20) LsgT 
ESTER MANN (20) LsgT 
ESTERMANN (20) LsgT 
WILLIAMS U. OGG (105) LsgT 
WILLIAMSU.SCHWINGEL(106) Lsg opt 
WILLIAMS u. SCHWINGEL( 1 06) Lsg opt 
HOJENDAHL (38) Lsg opt 
HOJENDAHL (38) Lsg opt 
WILLIAMS u. SCHWINGEL( 1 06) Lsg opt 
VVILLIAMSU.SCHWINGEL (106)1 Lsg opt 
HOJENDAHL (38) I Lsg opt 
\VILLIAMSU.SCHWINGEL(106)I Lsg opt 
WILLIAMS u. SCHWINGEL(106) Lsg opt 
WILLIAMSU.SCHWINGEL 106 Ls 0 t ( 

I HOJENDAHL (38) 
WALDEN U. WERNER (93) 

) g P 
I Lsg opt 
Lsg opt 

293 

Wei-
tere 
Lite-
ratnr 

I 

\79,105 
I 

179 

100 

! 

21 

1

38 

i 

49,10 6 
38 

38 
1 

38 



294 I. ESTERMANN: 

Tabelle 4 (Fortsetzung). 
Wei-

Substanz fl' lO,S Beobachter Methode tere 
Lite-
ratur 

m-Chlomitrobenzol 3,4 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 93 
p-Chlomitrobenzol 2,6 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 93 
p-Bromnitrobenzol 2,5 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 
o-Nitroanisol . 4,8 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 
p-Nitroanisol 4,4 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 
p-Nitrobenzaldehyd 2,4 WILLIAMS (108) Lsg opt 
p-Nitrobenzoesaure 3,5 WILLIAMS (108) Lsg opt 

1 o-Nitranilin 4,5 HO]ENDAHL (38) Lsg opt 
m-Nitranilin . 4,7 HO]ENDAHL (38) Lsg opt 
p-Nitranilin . . 7,1 HO]ENDAHL (38) Lsg opt 
Dimethylanilin . 1,4 HO]ENDAHL (37) Lsgopt 
Pyridin ..•. 2,1 LANGE (49) Lsg opt 
p-Azoxyanisol . 2,4 EBERT u. v. HARTEL (14) Lsg fest 
P-Azoxyphenetol 2,3 EBERT u. v. HARTEL (14) Lsgfest 18 
Azoxybenzol • r,8 EBERT u. V. HARTEL (14) Lsg fest 
p-Azoxybenzoesaure-

Lsgfest athylcster • . . 3,2 EBERT U. V. HARLE'],' (14) 
a-Nitronaphthalin . 3,6 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 
1-8-Dinitronaphthalin 7,1 HO]ENDAHL (38) I Lsgopt 
1-5-Dinitronaphthalin 0,6 HO]ENDAHL (38) Lsgopt 
PP'-Difluordiphenyl . 0.35 BRETSCHER (4) Lsgopt 
PP' -Dichlordiphenyl 0,35 BRETSCHER (4) Lsgopt 

0 WILLIAMS U.WEISSBERGER 
(107) Lsgopt 

pp' -Dibromdiphenyl 0 BRETSCHER (4) Lsg opt 
PP'~Dinitrodiphenyl . 0 WILLIAMS U. WEISSBERGER 

(107) Lsgopt 
PP' -Dimethoxydiphenyl 1,5 BRETSCHER (4) Lsgopt 
pp'-Diathoxydiphenyl . 1,9 WILLIAMS U. WEISSBERGER 

(107) Lsg opt 
pp'-Diacetyldiphenyl 1,9 WILLIAMS (100) Lsg opt 
Benzidin (pp'-Diamino- 1,3 WILLIAMS U. WEISSBERGER 

diphenyl) ..•.. (107) Lsg opt 4 

10. Genauigkeit der Zahlenwerte. Die von den verschiedenen 
Autoren angegebenen Zahlenwerte der Dipolmomente haben wir in der 
Regel auf eine Stelle nach dem Komma abgerundet. Wie ein Blick in 
die Tabelle 4 zeigt, weichen namlich die Werte der verschiedenen Be
obachter bei einzelnen Stoffen erheblich voneinander ab, wahrend bei 
anderen gute Ubereinstimmung vorliegt. Zum Teil konnen diese Ab
weichungen daran liegen, daB namentlich in den alteren Arbeiten der 
Reinheitsgrad der benutzten Substanzen nicht genugend beachtet wurde. 
Auch die reinsten hande1sublichen Qualitaten enthalten oft noch merk
liche Verunreinigungen, von denen besonders das Wasser sich storend 
bemerkbar macht. Denn bei der abnorm hohen DK des Wassers ge
nugen schon sehr geringe Mengen, urn die DK-Messungen zu falschen; 
Mengen, die sich bei der Bestimmung anderer physikalischer Konstanten, 
z. B. des Brechungsexponenten, noch nicht bemerkbar machen. Neben 
diesen und anderen rein experimentellen Ursachen durfte aber ein Teil 
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der Abweichungen auf die Berechnungsmethode zuriickzufiihren sein. 
Die in alteren Arbeiten von SMYTH auf Grund der Theorie von GANS 
berechneten Werte weiehen besonders stark von allen anderen ab, sie 
sind nach Absatz I als unrichtig anzusehen und daher in Tabelle 4 nieht 
aufgenommen worden. Aber auch die drei hier verwendeten Methoden 
geben vielfach erheblich abweichende Werte, insbesondere bei Mole
killen mit kleinem Moment. Bei diesen ist der Orientierungsantell Po 
der Molekularpolarisation klein gegenuber den anderen Beitragen und 
wird also als kleine Differenz zweier groBerer Zahlen erhalten. Er kann 
infolgedessen leieht mit einem groBeren Fehler behaftet sein, der sieh dann 
auf das Dipolmoment iibertragt. Insbesondere dad bei solchen Stoffen 
der ultrarote Antell P.A nieht vernachlassigt werden, da man sonst zu hohe 
Werte erhalt. Als Beispiel sei der Athylather erwahnt, bei dem zahlreiehe 
Messungen nach verschiedensten Methoden vorliegen (Tabelle 5). 

Tab. 5. Dipolmoment von Ather nach verschiedenen Beobachtern. 

Beobachter Methode 

0,84 DEBYE Temperaturabhangigkeit der DKfliissig 
1,22 LANGE P aus Losung, P" optisch 
1,27 LERTES Dipolrotationseffekt 
1,43 lSNARDI Nach GANS aus DKflussig berechnet 
1,42 SMYTH Nach GANS aus DKfliissig berechnet 
1,51 SMYTH Nach GANS aus DKDampf berechnet 
I,IO SANGER Temperaturabhangigkeit der DKDampf 
1,04 ESTERMANN Temperaturabhangigkeit der DKflussig 
1,14 STUART Temperaturabhangigkeit der DKDampf 

Von dies en Werten diirfte der erste, der von DEBYE aus alten Be
obachtungen berechnet wurde, fiir die nahere Betrachtung ausscheiden, 
ebenso die Werte von SMYTH auf Grund der Theorie von GANS. Auch der 
aus dem Dipolrotationseffekt berechnete Wert ist aus experimentellen 
Griinden nieht sehr genau. Die theoretisch beste Methode ist unzweifel
haft die Messung der Temperaturabhangigkeit der DR des Dampfes. 
Auch der aus der Temperaturabhangigkeit der Fliissigkeit gefundene 
Wert kann wohl als einigermaBen zutreffend angesehen werden. Hier
aus folgt, daB die von ROLIN SKI (67) gefundene geringe Assoziation 
(3vH) des fliissigen Athylathers, die iibrigens von anderen Forschern (49, 
102) nicht gefunden wurde, auf die Berechnung des Moments keinenEinfluB 
hat. Die optischeMethode Iiefert bei den verschiedenen Beobachtern gut 
iibereinstimmende, aber sieher zu hohe Werte, da der ultrarote Antei! 
nieht vernachlassigt werden darf, wei! er von der gleiehen GroBenordnung 
wie Po ist I • Wir glauben daher, daB die von uns vorgenommene Abrun
dung dem augenbIicklichen Stand der Genauigkeit entspricht. 

I Es ist mir nicht verstandlich, warum K.L. WOLF (110) diese von mir (20) 
und anderen (11, 97, 70) an der optischen Methode geiibte Kritik unter Bezug
nahme auf die Messungen von STUART am Ather als unberechtigt zuruck-
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VI. Dipolmoment und Molekiilbau. 
II. Anorganische Verbindungen. 1m allgemeinen gibt das Dipol

moment einen Hinweis auf die Symmetrieverhiiltnisse im Molekul. Als 
bemerkenswertes Ergebnis ist zunachst festzusteilen, daB Molekille, die 
nach der chemischen Formel gleich gebaut sein soilten (z. B. CO. einer
seits und 502 oder OH. andererseits), durchaus nicht die gleichen Sym
metrieeigenschaften haben. Wahrend namlich C52 und CO2 dipolfrei 
sind (andere Messungsergebnisse diirften nicht reell sein) , haben die Ver
bindungen H2 0, H25 und 502 unzweifelhaft Dipolmomente. Man wird 
daher fiir letztere eine gestreckte Struktur O=C=O und 5=C=5 an
zunehmen haben, was auch wenigstens beim CO., wo diesbezugliche 

Abb.20. Modell der 
H 20-MolekeL 

(Aus Helvet. physic. 
Acta Bd. 1.) 

Messungen vorliegen, mit dem experimentellen Be
fund tiber Bandenspektren und spezifische Warme 
vereinbar ist (24,25). Dagegen hat man fUr Wasser 
und SO., sowie fUr H 2 5 eine andere Struktur anzu
nehmen. HUND (40) hat auch aus rein theoretischen 
Untersuchungen fUr Wasser ein geknicktes Modell 
vorgeschlagen, bei dem die beiden H-Atome und das 
a-Atom eingleichschenkligesDreieck bilden (Abb.20). 
S.~NGER und STEIGER (71) berechnen unter Benutzung 
der von EUCKEN (24) aus den ultraroten Absorptions
spektren bestimmten Haupttragheitsmomente die 
Seitenlange des Dreiecks a = 1,°7.10-8 cm und den 

halben Winkel an der Spitze b = 32°. 
Aus den Dipolmomenten konnen wir noch einige Aussagen uber GroBe 

und Polarisierbarkeit von lonen erhalten. Betrachtet man die Reihe 
der Halogenwasserstoffe 

HCl: /1 = 1,03' 10-18 

H Br: II = 0,79 . 10-18 

HI: [I = °,38 . 10-18 

so findet man, daB mit steigender GroBe des Anions das Moment ab
nimmt. Da die Dipollad'ung nicht kleiner werden kann als das elektrische 
Elementarquantum, so bedeutet dieser Befund, daB die Dipolliinge in 
der Richtung Cl-+ I abnimmt, also in umgekehrter Richtung geht wie 
die lonenradien. Das heiBt, daB die Halogenionen nicht starr sein 
konnen, sondern daB das H-Ion in die Elektronenwolke des Anions 
hineindringt und die Ladungsverteilung des Molekills urn so mehr sym-

weist. Selbst wenn man den 'Wert von STUART als richtig ansieht, so liefert 
die optische Methode immer noch einen wesentlich zu hohen Wert. Bei den 
von WOLF untersuchten Ketonen mit gro13em Moment spielt dieser Einflu13 
allerdings keine Rolle. 
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metrisch macht, je groBer das Anion und seine Polarisierbarkeit ist. 
Ganz analog verhalt sich die Reihe 

NH3 : fl = 1,48 . 10-18 

.PH3 : !t = 0,55 . 10-18 

AsH3: !t = 0,16.10-18 

Auch hier nimmt das Moment mit zunehmender GroBe des Zentral
atoms abo Ersetzt man dagegen das Wasserstoffatom durch groBere 
Atome, sO nimmt das Moment wieder zu. Messungen entsprechender 
Substanzen liegen zwar nicht vor, man kann jedoch das Moment des 
Sbh (004.10-18) als Hinweis in dieser Richtung ansehen. 

12. Aliphatische Verbindungen. Auch in der organischen Chemie 
gibt es zahlreiche Beziehungen zwischen Dipolmoment und Molekiilbau. 
Zunachst kann man wieder einige Symmetriebetrachtungen anstellen. 
Nach der klassischen Stereochemie sind die vier Valenzen des Kohlen
stoffatoms nach den vier Ecken eines regularen Tetraeders hin gerichtet. 
Das Methanatom hat also einen hohen Grad von Symmetrie und dem
entsprechend kein Dipolmoment. Ersetzt man ein Wasserstoffatom des 
Methans durch eine CH.-, C.Hs-usw. Gruppe, so bleibt immer noch eine 
hohe Symmetrie des Molekiils erhalten, denn auch die anderen alipha
tischen Kohlenwasserstoffe haben kein wesentliches Moment. Auch die 
Einffihrung eines Phenylrestes ruft keine groBere Abweichung von der 
Symmetrie hervor. Ungesattigte Kohlenwasserstoffe der Methanreihe 
sind ebenfalls dipolfrei; nur bei verzweigten Ketten (a-Butylen) tritt 
vielleicht ein kleines Moment auf. 

Ersetzt man dagegen ein H-Atom durch andere Atome oder Radi
kale, so wird die Symmetrie gestort und ein betrachtliches Dipolmoment 
entstehen. Betrachtet man homologe Reihen, z. B. die Chloride 

oder die Alkohole 

CH3 Cl: !t = 1,86 . 10-18 

C.HsCI: !t = 1,99 . 10-18 

C3H 7 CI: !I = 2,1 . 10-18 

C4H 9 Cl: II = 2,2 . 10-18 

CH30H: ,iI = 1,7· 10-18 

C.HsOH: II = 1,7 .10-18 

C3H 7 0H: !I = 1,8 . 10-18 

C4H 90H: ,ll = 1,7 . 10-18 

CSHIIOH: !t = 1,8.10-18 

so findet man, daB jedem derartigen Atom oder Radikal naherungsweise 
ein bestimmtes Moment zukommt, wahrend die Art des aliphatischen 
Restes keinen sehr groBen EinfluB auf den Wert des Moments hat. 
Ganz ahnlich verhalten sich auch Reihen mit in der Mitte liegenden 
Substituenten, z. B. die Ketone, deren Moment etwa 2,7.10-18 betragt, 
oder die Ather, bei denen zwar die experimentellen Werte etwas aus-
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einander gehen, aber doch alle in der Gegend von l' 10- 18 liegen. 
(Es ist jedoch sicher, daB bei den Athem noch individuelle Unterschiede 
vorhanden sind.) Man kann nach dem bisher vorhandenen Material eine 
Tabelle fUr die Momente einfach substituierter Gruppen in aliphatischen 
Kohlenwasserstoffen zusammenstellen (Tabelle 6). 

Tabelle 6. Dipolmomente von Substituenten, aliphatische Reihe. 

Substituent fl' 10-18 I Substituent fl' 10-18 

Cl 2,0 -COH 2,7 
Br 1,9 NH2 1·3 

CH!cOO 
1,7 CN 3,5 
1,7 -0- 1,0 

OH 1,7 -CO- 2,7 

Werden mehrere Atome durch dengleichen Substituenten ersetzt, 
so nimmt die Symmetrie wieder zu, das Moment also ab, da die Momente 
der einzelnen Gruppen naherungsweise als Vektoren aufzufassen und 
infolgedessen geometrisch zu addieren sind. Bei vier gleichen Subtsi
tuenten im Methan sollte also die ursprungliche Symmetrie wieder er
reicht und das Moment gleich 0 sein. Dies zeigt z. B. die Reihe 

CH4 : ,tt = 0 

CH3 Cl: !t = 1,97' 10-18 

CH.CI. : ,It = 1,59'10-18 

CH Cl3 : ,It = 0,95 . 10-18 

CCl4 : It = 0 

Es gibt jedoch Methanderivate von der Formel Ca4' also solche mit 
vier gleichen Substituenten, die diese hohe Symmetrie nicht besitzen 
und infolgedessen Dipolmomente haben. Nach MARCK und WEISSEN
BERG (56) sollen uberhaupt auBer der von der klassischen Stereochemie 
geforderten Konfiguration des regularen Tetraeders bei diesen Mole
kiilen auch andere, weniger symmetrische Konfigurationen vorkommen 
konnen. Nach kristallographischen und rontgenographischen Unter
suchungen von MARK und WEISSENBERG sollte besonders dem Penta
erythrit C( CH2 OH)4 im festen Zustand die Symmetrie eirier vierseitigen 
Pyramide zukommen, ebenso seinem Nitrat und Azetat. Wenn auch die 
Richtigkeit dieser Angaben auf Grund der neuesten Untersuchungen von 
KNAGGS (45), SEIFERT (72), MELLE und SCHURINK (58) als durchaus nicht 
erwiesen angesehen werden kann, so haben sie immerhin Veranlassung 
gegeben, die Symmetrieverhaltnisse derartiger Molekiile durch die Be
stimmung von Dipolmomenten zu untersuchen. Ein nach dem Pyra
midenmodell gebautes Molekiil sollte ein elektrisches Moment besitzen, 
wahrend ein Tetraedermolekiil dipolfrei sein sollte. Die diesbezuglichen 
Messungen haben nun ergeben, daB eine Anzahl dieser Verbindungen, 
namlich der Pentaerythrit C(CH2 0H)4' sein Nitrat C(CH2 N03)4 und 



Elektrische Dipolmomente von Molekiileo. 299 

Acetat C(CH2 OOCH3)4 und die analog gebauten Verbindungen C( OCH3)4, 

C(OCz Hs)4' C(COOCH3)4 und C(COOG,Hs)4 ein Dipolmoment haben, 
wahrend andere, wie CCI4, C(N03)4' C(CH,Cl)4' C(CHoBr)4 und C(CH,J)4 
dipolfrei sind. Es ist somit erwiesen, daB Substanzen vom Typ Ca4 in 
anderen Symmetrieformen als der des regularen Tetraeders vorkommen 
konnen; ob diese notwendig pyramidal gebaut sein mussen und ob die 
Symmetrie des ganzen Molekills notwendig dieselbe sein muB, wie die 
des zentralen Kohlenstoffatoms, soIl hier nieht weiter erortert werden. 
(Vgl. hierzu die Arbeit von HUCKEL [39J.) Dagegen scheint es sicher zu 
sein, daB die Symmetrie der Molektile im ge16sten oder Dampfzustand 
nicht notwendig dieselbe ist wie im festen Kristall. Denn beim Penta
erythrit und einigen seiner Derivate liegen im freien Zustand un zweifel
haft Dipolmolektile vor, wahrend imKristall mit groBterWahrscheinlich
keit symmetrischere Konfigurationen, die dipolfrei sind, anzunehmen 
sind. Das Umgekehrte liegt beim Tetranitromethan vor, bei dem nach 
den Rontgenaufnahmen von MARK und NOTHLING (57) die vier N0 2 -

Gruppen nieht gleichwertig sind, wahrend das Molekul im ge16sten Zu
stand kein Moment aufweist. 

Die Dipolmomente von substituierten Athylenderivaten sind von 
ERRERA untersucht worden. Er findet fUr 

CHCl = CHCl, cis ft = I,89 . IO-I8 

trans ft = 0 

CHz = CCl2 ft = I,2 . IO-I8. 

Ebenso findet er bei den entsprechenden Bromiden und Jodiden in der 
ds-Form endliche Momente, in der trans-Form aber das Moment o. 
Es liegt auch durchaus im Sinne unserer Symmetriebetrachtungen, daB 
bei den trans-Formen das Moment verschwindet. Bei den cis-Derivaten 
nimmt das Moment wie in der Methanreihe vom Chlor zum Jod hin abo 
Man kann sogar umgekehrt sagen, daB erst die Untersuchung der Dipol
momente die Moglichkeit ergibt, die Konfiguration bei der cis-trans
Isomerie eindeutig festzulegen. Auf Grund chemischer Reaktionen ist 
dies bei diesen Verbindungen nieht moglich. Man hat" im allgemeinen 
die Zuordnung auf Grund gewisser RegelmaBi.gke~ten in verschiedenen 
physikalischen Konstanten ausgefuhrt. Es lassen sich jedoch keine theo
retischen Beziehungen zwischen dies en Konstanten und der chemischen 
Konstitution angeben, diese Methode zur Konfigurationsbestimmung ist 
daher auBerst unsicher und es ist daher auch nicht weiter verwunderlieh, 
daB in manchen Fallen zwei Autoren die Zuordnung in verschiedener 
Weise vornehmen. ERRERA hat nun die Momente der beiden Chlorjod
athylene gemessen und findet fUr 

CHCl = CHI, cis IlL = 0,52' IO-IS 

trans ,It = I,27' IO-I8. 
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Dieses Ergebnis steht zu den sonstigen Erfahrungen im Widerspruch 
und veranlaBt ERRERA zu der Annahme, daB im Chlorjodathylen das 
Jod positiv zum Chlor geladen sein solI. Diese Annahme scheint uns 
jedoch nicht wahrscheinlich und wir mochten in Anbetracht der Un
sicherheit der chemischen Konfigurationsbestimmung viel eher glauben, 
daB das Chlorjodathylen mit dem Moment f' = 0,52· 1O- ,S die trans
Form, das andere dagegen die cis-Form ist. 

Bemerkenswert sind auch die Dipolmomente der Aminovaleriansaure
Methylester. Dieet-Form hat ein wesentlich kleineresMoment (1,6'1O- 'S) 

als die15-Form (2,7'10-Is), worausmanschlieBen kann, daB die Kohlen
stoffkette bei dieser Verbindung nicht zusammengebogen, sondern ge
streckt ist. 

13. Benzolderivate. Wal1rend das Benzol selbst dipolfrei ist, wird 
auch bei seinen Derivaten durch Ersatz eines Wasserstoffatoms durch 
ein anderes Atom oder Radikal ein elektrisches Moment erzeugt, das fiir 
den betreffenden Substituenten charakteristisch ist. Die Momente sind 
jedoch nicht genau dieselben, die bei der gleichen Substitution in alipha
tischen Kohlenwasserstoffen entstehen, 'wie Tabelle 7 zeigt. 

Tabelle 7. Dipolmomente von Substituenten, Benzolreihe. 

Substituent 

Ct 
By 

t 
OR 

COOCH3 

fl' lO,S 

- 1,5 
-1,5 
-1,3 
- 1,4 
-1,7 
- 1,8 

Substituent 

N02 

con 
OCH3 

COOH 
CH3 
NH2 

fl . lO'S 

-3,8 
-2,8 
- 1,0 

-0,9 
+0,4 

+1,5 

Fiihrt man zwei derartige Gruppen in verschiedenen Stellungen in 
den Benzolkern ein, so findet man, daB die Substituenten CH3 und NH2 
den entgegengesetzten elektrischen Effekt ausiiben wie die anderen ge
nannten Radikale oder Atome, entsprechend dem Vektorcharakter der 
Dipole versehen wir daher diese beiden Gruppen mit einem +-Zeichen, 
die anderen mit. einem --Zeichen. Nach J. J. THOMSON (89) sollte man 
das Moment von disubstituierten Benzolderivaten in der Weise berechnen 
konnen, daB man die in der Tabelle 7 angegebenen Einzelwerte nach 
den Regeln der Vektoraddition addiert, wobei der Winkel zwischen den 
Dipolvektoren in der ortho-Stellung mit 600 , in der meta-Stellung mit 
1200 und in der para-Stellung mit 1800 anzunehmen ist. Die Ergebnisse 
derartiger Rechnungen, die von verschiedenen Autoren durchgefiihrt 
worden sind, zeigen, daB man im allgemeinen qualitative, meist jedoch 
keine quantitative Ubereinstimmung mit den gemessenen Werten er
halt. Hat man zwei gleiche Substituenten, so wird durch den Eintritt 
des zweiten in die ortho-Stellung das Moment wesentlich vergroBert, in 
der meta-Stellung erreicht es wieder den Wert des einfach substituierten 
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Korpers und wird in der para-Stellung Null oder sehr klein. Dies sieht 
man z. B. bei den Chlor- und Nitrobenzolen: 

Chlorbenzol: fl = 1,6. 10-18 Nitrobenzol : fl = 3,9' 10-18 

o-Dichlorbenzol : ,U = 2,3 . 10-18 o-Dinitrobenzol : fl = 6,0' 10-18 

m-Dichlorbenzol : fl = 1,5' 10-18 m-Dinitrobenzol : ,U = 4,2' 10-18 

P-Dichlorbenzol: ,u = 0 p-Dinitrobenzol: ,u = 0,3'10-18 

Die umgekehrte Reihenfolge findet man, wenn der zweite Substituent 
das umgekehrte Vorzeichen hat wie der erste, z. B. bei den Nitrotoluolen, 
Kresolen und den Estern der Aminobenzoesauren. Hier wird durch den 
Eintritt des zweiten, das kleinere Moment erzeugenden Substituenteu 
in die ortho-SteUung das Moment verkleinert, wahrend es beim Eintritt 
in die para-Stellung vergroBert und naherungsweise gleich der Summe 
der Einzelwerte wird, wie sich aus nachstehender Zusammenstellung 
ergibt: 

Nitrobenzol: fl = 3,9' 10-18 Phenol: fl == 1,7 • 10-18 

Toluol: fl = 0,4' 10-18 Toluol: fl = 0,4 . 10-18 

o-Nitrotoluol: fl = 3,8· 10-18 o-Kresol: fl = 1M' 10-18 

m-Nitrotoluol: fl = 4,2' 10-,8 m-Kresol: fl = 1,60· 10-,8 

p-Nitrotoluol: fl = 4,5' 10-18 p-Kresol: ,U = 1,64' 10-18 

Methylbenzoat : fl = 1,8 . 10--18 

Anilin : fl = 1,6 . 10-,8 

o-Ester: fl = 1,0 . 10-,8 

m-Ester: fl = 2,4 . 10-18 

p-Ester : ,U = 3,3 . 10-18 

Quantitativ ist allerdings die Ubereinstimmung zwischen der Theorie 
von THOMSON und den Experimenten in vielen Fallen nicht besonders 
gut. Dies kommt daher, daB man den Effekt der Wechselwirkung der 
beiden Substituenten aufeinander und auf den Benzolring, der in der 
Formel nicht berucksichtigt wird, im allgemeinen nicht vernachlassigen 
darf. Besonders auffallig sind die Abweichungen bei den Kresylmethyl
athern und bei den Verbindungen: 

Hydrochinon-DiathyHither : fl = 1,7' 10-18 

Hydrochinon-Diacetat : fl = 2,2' 10-18 , 

also Paraverbindungen mit zwei gleichen Substituenten mit erheblichem 
Moment, die nach der THOMsoNschen Theorie das Moment 0 haben 
sollten. WILLIAMS (100) nimmt an, daB diese Verbindungen, bei denen 
Seitenketten durch ein Sauerstoffatom an den Benzolring gebunden sind, 
eine atherartige Struktur haben und daB die Abweichungen von der 
Theorie daher kommen, daB die Seitenketten nicht in der Ebene des 
Benzolringes liegen, sondern durch die Sauerstoffbrucke aus ihr heraus
gedrangt werden. Man hatte also die Strukturformeln der Hydrochinon
ather 

oder 
/ o 

I 
R 

'" o 
I 
R 
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und die der Kresole und KresylmethyHither 

bzw. 

zu schreiben. Die Sauerstoffbriicke am Kern ist jedoch nicht a1lein 
die Veranlassung dafUr, daB' disubstituierte Benzolderivate vom Typ 
C6H4a. in para-Stellung Momente aufweisen, es konnen auch in anderen 
Fallen, wenn der Substituent an der einer anderen Stelle "Briicken
sauerstoff" enthaIt, groBe Abweichungen von der einfachen Vektortheorie 
auftreten, z. B. 

Benzoesauremethylester: f-l = 1,8· 10--18 Athylester: f-l = 1,8.10-18. 

o~Phthalsaure-Dimethylester : f-l = 2,3. 10- 18 Diathylester : f-l = 2,4· 10--"8 

Terephthalsaure-Dimethyles~er: f-l = 2.2.10--18 Diathylester : f-l = 2,3. 10--18• 

Bei diesen Verbindungen wird durch den Eintritt der zweiten Seiten
kette in die ortho-Stellung das Moment bei weitem nicht so stark ver
groBert wie bei den Chloriden und Nitroverbindungen. Umgekehrt wird 
es in der para-Stellung nicht nur nicht aufgehoben oder verkleinert, son
dern ungefahr in gleicher Weise vergroBert wie in der ortho-Stellung. 
Das Moment hangt also hier im wesentiichen nur von der Wechselwirkung 
der Seitenketten untereinander ab, die Stellung im Molekiil ist nur noch 
von untergeordneter Bedeutung. Man kann also zur Erklarung der Dipol
momente von Benzolderivaten nicht ~it einem ebenen Modell auskom
men, sondern muB bei Verbindungen mit sauerstoffhaltigen Seitenketten 
ein dreidimensionales heranziehen. 

Ahnliche Beziehungen liegen bei den Verbindungen vom Typ 
I-3-5-C6H3a3 vor. Auch diese haben in der Regel, der einfachen Vektor
theorie entsprechend, kein Moment, z. B. die Halogenide. Eine Aus
nahme macht aber das s-Trinitrobenzol, sowie der Trimethylather und 
das Triacetat des Phloroglucin. Auch bei diesen Stoffen, die alle deutliche 
Dip0lmomente aufweisen, fiihrt die einfache Vektoraddition in der Ebene 
nicht zu richtigen Resultaten, man wird vielmehr auch hier ein raum
liches Molekiilmodell zugrunde legen miissen. Der "Valenzwinkel" am 
Sauerstoffatom wird auch zur Erklarung der Dipolmomente der in 
Ziffer I2 erwahnten aliphatischen Verbindungen vom Typ Ca+ heran
gezogen. 

Wir mochten jedoch die hier dargestellte Betrachtungsweise, bei der 
die Substituenten als feste Dipole und der Kohlenwasserstoffrest als un
beeinfluBter Trager derselben angesehen werden, iiberhaupt nicht fUr 
zweckmaBig halten. Wir mochten vielmehr die Substitutenten eher als 
stark deformierte Ionen auffassen, die ihrerseits eine Verschiebung der 
Ladungen im Kohlenwasserstoffrest hervorrufen und erst zusammen mit 
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diesem"deformierten" Rest einen Dipol bilden. Beim Nitrobenzol z. B. 
liegt also das Dipolmoment nieht nur in der Nitrogruppe, sondern inl 
ganzen Molektil, wobei in der Nitrogruppe ein UbersehuB negativer, im 
Benzolrest ein UbersehuB positiver Ladung vorhanden ist. Noeh deut
lieher sind diese Verhaltnisse bei einatomigen Substituenten, wie z. B. 
Chlor, die man ja iiberhaupt nieht als selbststandige Dipole ansehen kann. 
Sind mehrere Substituenten vorhanden, so iiberlagern sieh die polari
sierenden Wirkungen, und es ist durehaus nieht immer notwendig, daD 
das resultierende Molektilmoment sieh naeh den Regeln del' Vektoraddi
tion aus den Momenten der einfaeh substituierten Verbindungen zu
sammensetzt. Handelt es sieh etwa urn Verbindungen mit einem posi
tiven und einem negativen Substituenten, z. B. urn eine Aminosaure, 
so liegt der Sehwerpunkt der positiven Ladung in der NH2 -Gruppe, der 
der negativen Ladung in der COOH-Gruppe, daher hat auch der Ab
stand dieser beiden Gruppen im Molektil einen EinfluB auf die GroBe 
des Moments. AuBerdem konnen natiirlich auch die Substituenten selbst 
Dipoleigensehaften haben, so daB im allgemeinen die Verhaltnisse sehr 
kompliziert sind. 

14. Diphenylderivate. Aus der Tatsache, daB das Diphenyl selbst 
dipolfrei ist, konnen keine Schliisse auf seine Struktur gezogen werden. 
Seine PP'-Derivate zeigen verschiedenes Verhalten: 

pp'-Dicl.lordiphenyl: f' = 0 

PP'-Dibromdiphenyl: ,U = 0 

pp'-Dinitrodiphenyl: f' = 0 

pp'-Dimetoxydiphenyl:{t = I,S·ro-I8 

PP'-Diathoxydiphenyl: ,U = 1,9· 10-18 

pp'-Diacetyldiphenyl: ,U = I,9· 10-18 

pp'-Diaminodiphenyl: ,u = 1,3.10-18 

(Benzidin) 

Aus dem Verschwinden des Moments bei dem pp'-Dihalogen- und 
-Dinitroverbindungen muB man -schlie13en, daB die beiden Ringe des 
Diphenyls naeh einem eben en Schema angeordnet sind, z. B. 

/-'" /~ 
a ""_/ - ""_/ a . 

In anderen Fallen, namlich beim Diathoxy- und Diacetyldiphenyl wird 
man infolge der naherungsweisen Ubel'einstimmung der GroBe der 
Dipolmomente mit denen der entsprechenden Hydrochinonderivate an
nehmen konnen, daB aueh die Struktur die gleiehe ist. Es willden also 
die beiden Benzolringe in einer Ebene liegen, wahrend die Seitenketten 
beide nach derselben Seite herausragen. 

Beim Benzidin fehlt aber die Analogie mit dem Benzolderivat. Das 
ihm entsprechende p-Phenylendiamin hat das Moment o. 1m Benzol 
haben also die NH2 -Gruppen nicht das Bestreben, aus der Ebene des 
Benzolringes herauszutreten. Waren nun die Benzolringe des Benzidin 
genau so gestreekt wie bei den Dihalogenderivaten, so miiBte es eben-
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falls das Moment 0 haben. Da aber die Genauigkeit der Dipolmessung 
beim p-Phenylendiamin nicht sehr groB ist, mi:ichten wir aus diesen 
Beobachtungen keine weiteren SchluBfolgerungen ziehen. 

Wenn wir die Ergebnisse der Dipolforschung zusammenfassend be
trachten, so ki:innen wir etwa folgendes feststellen: In erster Linie ge
winnen wir eine befriedigende Erklarung des dielektrischen Verhaltens 
der Materie, insbesondere der Temperaturabhangigkeit der Molekular
polarisation. Dariiber hinaus erhalten wir einen Einblick in die Struktur 
der Molekiile. Allerdings muB noch die Einschrankung gemacht werden, 
daB diese neuen Erkenntnisse vorlaufig noch fast nur qualitativer Natur 
sind und nur ganz allgemeine GesetzmaBigkeiten zu erkennen gestatten. 
Je zahlreicher aber die Untersuchungen und je besser die experimentellen 
Methoden werden, desto genauere und speziellere Schliisse werden aus 
der Analyse der Dipolmomente mi:iglich sein. Es handelt sich nicht nur 
Urn das Gebiet des Molekiilbaues, sondem auch urn zahlreiche andere 
physikalische und chemische Eigenschaften, die mit dem Dipolcharakter 
der Molekiile in nahem Zusammenhang stehen. Hier sollen nur einige 
Beispiele erwahnt werden: Zunachst der groBe Komplex der zwischen
molekularen Krafte, die sich in der Assoziation, in den v. D. W AALsschen 
Konstanten und in den kritischen Gri:iBen bemerkbar machen, femer die 
Lichtzerstreuung und die damit zusammenhangenden Probleme und 
manche andere mehr. Wenn auf diese Untersuchungen im Rahmen des 
vorliegenden Aufsatzes nicht naher eingegangen wurde, so liegt das daran, 
daB hier noch nicht geniigend experimentelles Material vorliegt. Es ist 
aber sicher damit zu rechnen, daB die Dipoltheorie auch weiter zur Kla
rung vieler physikalischer und chemischer Erscheinungen beitragen wird. 
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Einleitung: Entwicklung und Bedeutung 
der Dipolbetrachtungen. 

Schon friih sind Versuche untemommen worden, die die1ektrischen 
Eigenschaft~n eines Mediums mit ihren chemischen und physiko-chemi
schen in Zusammenhang zu bringen und auf diese Weise ein neues Hilfs
mittel zu gewinnen, urn Fragen, wie die nach der chernischen StruktUf, 
der Assoziation und abnlichem, lOsen Zll helfen, bei denen die rein che
rnischen Betrachtungsweisen nicht oder nicht eindeutig zu einer Losung 
fiihren. Es seien in diesem Zusammenhange besonders die sehr eingehenden 
Arbeiten von WALDEN (90) erwahnt, die als Ziel die Aufdeckung solcher 
Zusammenhange haben; eine ganze Zahl augenfaIliger RegelmaBigkeiten 

20* 
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kamen zutage, die aber doch nicht durch das Zahlenmaterial ganz ein
deutig gestiitzt wurden. Neben den allgemeinen Schwierigkeiten, solche 
Zusammenhange zwischen den einzelnen Materialeigenschaften eindeutig 
oder gar formelmaBig zu erfassen, standen diesem Vorgehen in diesem 
Falle noch zwei besondere Schwierigkeiten entgegen, die sich an den Be
gr1ff der Dielektrizitatskonstanten ankniipfen. Die Dielektrizitatskon
stante einesMediums, definiert imSinne von FARADAY als das Verhaltnis 
der Kapazitat eines Kondensators vollstandig eingebettet in dieses Me
dium zu der des Kondensators im Vakuum, gibt nicht unmittelbar ein 
quantitatives MaB fiir eine molekulare Eigenschaft. Ferner ist sie merk
lich abhangig von der gegenseitigen Beeinflussung der Molekiile, also von 
der sogenannten Assoziation. Da . nun bei den meisten Betrachtungen 
die Daten von Fliissigkeiten benutzt wurden, WQ in der groBten Zahl 
der Falle die Assoziation sehr stark stort, so ist zu verstehen, daB auf 
diesem Wege nicht viele genaue RegelmaBigkeiten zu erwarten waren. 

SoIl ein Vergleich zwischen chemischen Eigenschaften eines Molekiils 
und seinen dielektrischen gezogen werden, so wird man wohl zuerst ein 
Gesetz zur Hand haben miissen, das uns erlaubt, aus der makroskopisch 
gemessenen Dielektrizitatskonstanten auf die entsprechende molekulare 
Eigenschaft selbst zu schlieBen. Als ein erster solcher Versuch ist das 
sogenannte CLAUSIUS-MosOTTlSche Gesetz zu werten, das in Analogie zu 
setzen ist mit dem LORENTZ-LoRENzschen Gesetze fiir Brechungsindices 
(das also den makroskopisch gemessenen Brechungsindex auf eine mole
kulare Eigenschaft zuriickfiihrt). Unter besonders einfachen Annahmen 

. 8-1 M 
fanden CLAUSIUS (6) und MOSOTTI (57), .daB der Ausdruck HZ'([ 

(8 = Dielektrizitatskonstante, M = Molekulargewicht, d = Dichte) dem 
Eigenvolumen der Atome bzw. Molekiile proportional sein sollte und 
zwar mit einem universellen Proportionalitatsfaktor. Die auf diese Weise 
erhaltenen Eigenvolumina stimmen in manchen Fallen mit den aus der 
VAN DER W AALsschen Zustandsgleichung berechneten gut iiberein. Auch 
das aus der Formel folgende Gesetz fiir die Additivitat bei Verbindungen 
und fiir die Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten stimmt 
fiir die gleiche Gruppe von Substanzen recht gut. Die Zahl der Abwei
chungen ist aber viel groBer als die Zahl der Substanzen, die dem Gesetz 
gehorchen. Ein wesentlicher Fortschritt bedeutete daher eine Umfor
mung dieses Gesetzes durch DEBYE (7), wodurch samtlich~ Anomalien 
erklarlich wurden. AuBerdem gestatten die neuen Formeln, die elek
trische Dissymmetrie (soweit es sich um Dipole, also nicht um hahere 
Symmetrie, wie Quadrupole usw. handelt) der Molekiile zu messen. Da
durch erlangt der Begriff des molekularen elektrischen Dipoles, mit dem 
schon friiher gearbeitet wurde (z. B. SUTHERLAND), ohne daB er pra
zisiert gewesen ware, eine reale Bestimmtheit. Solche Dipolmessungen 
bestreben nun, von dieser neuen elektrischen MolekulargroBe aus Riick-
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schliisse auf die chemische Konstitution und abnliche Probleme zu er
moglichen. In abnlicherWeise haben ja auch die anderen meBbaren elek
trischen MolekulargroBen, wie die Ladung (bei Betrachtung der hetero
polaren Bindung, der Elektrolyse usw.) und die Polarisierbarkeit oder 
Beweglichkeit der Ladungen im Molekiil (VAN DER WAALssche Krafte, 
usw.), vieles zur Losung solcher Probleme beigetragen. 

Kurze Zeit nach DEBYE hat J. J. THOMSON (87) ebenfalls eine Theorie 
der Dielektrizitatskonstanten unter Berucksichtigung der Orientierung 
von festen Dipolen gegeben; der sehr wesentliche Unterschied besteht 
aber darin, daB seine Formeln nur fUr Gase anwendbar sind (dort dann 
mit den DEBYESchen iibereinstimmen), wahrend er sie auch fUr Fliissig
keiten verwendet und daher falsche Zahlen erhaIt. Die DEBYESche 
Theorie dagegen gilt zwar exakt auch nur fUr Gase, liefert uns aber auch 
Methoden, Dipole von Molekiilen fliissiger oder fester Substanzen durch 
Dielektrizitatskonstantenmessungen geeigneter Losungen genau zu be
stimmen. Immerhin hat THOMSON verschiedene, sehr interessante 
Schliisse ziehen konnen; auch hat er bereits auf die Bedeutung solcher 
Dipolmessungen fiir chemische Fragen hingewiesen, z. B. im Hinblick 
auf Assoziation (er iiberlegte schon, ob Dipolkrafte fUr gewisse chemische 
Verbindungen geniigen wUrden) oder auf die Aktivierung durch Zusatz 
von Dipolmolekiilen, eine Frage, die in neuester Zeit von WOLF (109) 
wieder aufgegriffen worden ist. Auch zeigte er, daB sich das totale 
Dipolmoment eines komplizierteren Molekiils mittels Vektoraddition aus 
den Momenten der das Molekiil konstituierenden Gruppen berechnen 
lassen sollte. 

In den letzten Jahren ist die Zahl solcher Dipolmessungen rasch an
gestiegen. Ungefabr gleichzeitig haben EBERT (10), ERRERA (15) und 
SMYTH (76) an Hand genauerer Dipoldaten (SMYTH hatte allerdings die 
durch GANS [22} etwas modifizierten DEBYESchen Formeln verwendet) 

. zeigen konnen, daB sich aus ihnen wichtige und eindeutige Schliisse auf 
die chemische Konstitution ziehen lassen; besonders die Messungen 
ERRERAS an Isomeren haben den Wert dieser Methode klar vor Augen 
gefiibrt. Diese ersten Erfolge verfiibrten zu der Hoffnung, nunmehr eine 
nie versagende Methode zur Unterscheidung von Isomeren und fUr an
dere Konstitutionsbetrachtungen an der Hand zu haben. Die zahl
reichen Untersuchungen aber, die folgten, zeigten bald (WILLIAMS [101], 
H0JENDAHL [32], EBERT und Mitarbeiter [11]), daB auch diese Methode 
ihre engen Grenzen hat. Die Strukturchemie, wie sie von VAN 'T HOFF 
und LE BEL ausgebaut wurde und zu einfachen Strukturschematas 
fiihrte, hauptsachlich fuBend auf Isomeriebetrachtungen, ist heute noch 
kein vollendetes Gebaude. Fragen, wie die nach der freien Drehbarkeit 
im Molekiile oder die nach der Moglichkeit anderer Anordnungen, als 
sie diese "klassische" Theorie zulaBt (Theorie von WEISSENBERG [98]), 
sind noch lange nicht eindeutig entschieden. Damit ist aber auch die 
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Deutung der Dipolmomente nicht mehr eindeutig; bei komplizierten 
Molekiilen werden solche Dipolbestimmungen immer noch zwischen 
mehreren Moglichkeiten die Wabllassen. 

Mit der genauen Bestimmung von Dipolen ist auch gleichzeitig wieder 
der Versuch gemacht worden, Assoziation (ERRERA, EBERT, Ro
LINSKI u. a.), Reaktionsgeschwindigkeiten (HUCKEL [34]), Absorption an 
Oberflachen (WILLIAMS und FRUMKI.N [106]), kolloidchemische (ERRERA 
[13]; OSTWALD [59]) und ahnliche Fragen quantitativ mit der Moment
groBe in Zusammenhang zu bringen; leider sind die Ergebnisse noch 
sehr unbefriedigend. Andererseits werden in letzter Zeit noch verwandte 
Erscheinungen in den Betrachtungskreis gezogen, wie KERR-Effekt und 
Depolarisation des Tyndallichtes, um die Dipolbetrachtungen zu er
ganzen (85, 110). Auch parallelgehende Absorptionsmessungen konnen 
oft wertvolle Erganzungen in Dipolfragen liefern (ERRERA [15bJ; WOLF 
[109b, 110J). 

In dem vorliegenden Bericht sollen nur die GesetzmaBigkeiten be
rficksichtigt werden, die sich auf die chemische Konstitution der Mole
kiile beziehen; alle anderen Fragen sind beiseite gelassen worden. Da 
an dieser Stelle noch nicht fiber die Dipoltheorie referiert wurde, war 
es angezeigt, in einem ersten Kapitel kurz auf die Theorie, in einem zwei
ten auf die MeBmethoden und ihre Schwierigkeiten einzugehen. Dabei 
moge berficksichtigt werden, daB die Entwicklung dieser Gebiete eine 
so rasche war, daB gleichzeitig an verschiedenen Orten die gleichen An
sichten und Ideen niedergelegt wurden und eine genaue Feststellung 
irgendeiner Prioritat oft verunmoglicht. Ausfiihrliche Darstellungen, 
speziell der Theorie und ihrer Anwendungsmoglichkeiten, finden sich in : 
P. DEBYE: Handbuch der Radiologie 6 (1925); P. DEBYE: Polare 
Molekeln. Hirzel 1929. 

I. Theoretische Grundlagen. 
§ I. Dipoltheorie von DEBYE. Von den verschiedenen Methoden, die 

elektrische Dissymmetrie, d. h. das Dipolmoment I eines Molekiils, zu 
bestimmen, nimmt zweifellos die von DEBYE (7) vorgeschlagene, basie
rend auf DK-Messungen, den bedeutungsvollsten Platz ein. Es ist daher 
wohl angezeigt, kurz die Theorie zu erlautern, wiewohl sie schon des 
ofteren in gedrangterer und breiterer Form dargestellt wurde (DEBYE 
[7, 8], EBERT [10], ERRERA [15b], HENRI [30J, H0JENDAHL [32] u. a.). 

In der Elektrizitatslehre ffir einen Raum· mit Dielektrika unter
scheidet man bekanntlich zwischen zwel Feldstarken: die gemeinhin mit 

I Woo OSTWALD (58) u. a. unterscheiden zwischen dem "Einzelmoment", 
d.h. demDipolmomentdes isoliertenMolekiils, und dem Massen- oder Gruppen
moment, d. h. dem mittleren Moment, das in Erscheinung tritt, wenn die 
Molekiile sich gegenseitig beeinflussen, also sogenannte Assoziation vorhan
den ist. Wir befassen uns- hier nur mit Einzelmomenten. 
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dem Namen "Feldstarke" bezeichnete, ~, definiert durch f~d~ =0, zu 
integrieren liber eine beliebige geschlossene Kurve (Arbeit auf einem ge
schlossenen Wege = 0) und die sogenannte "dielektrische Verschiebung", 
~, ebenfalls definiert durch ein Integral: [~do=4~re, zu integrieren 
liber irgendeine geschlossene Flache, wobei e die Summe der durch die 
Flache eingeschlossenen Ladungen bedeutet (~ ist also ein MaB ftir die 
wahren Ladungen). Es HiBt sich allgemein zeigen, daB diese beiden 
GraBen durch eine Beziehung miteinander verknlipft sind 

~=~+4n\l3 (I) 
Hierin bedeutet \l3 die "Polarisation", das ist das elektrische Moment, 
das I cm 3 des Mediums unter der Einwirkung des Feldes annimmt. Die 
Entstehung der Polarisation ist so aufzufassen: Die Molekille des Me
diums bestehen aus positiven und negativen Ladungen, deren zeitlich 
gemittelte Schwerpunkte quasielastisch an bestimmte "Ruhelagen" im 
Molekill gebunden sind. Das elektrische Feld wird diese Schwerpunkte 
etwas auseinander ziehen und so zu einem Momente (Moment = Ladung 
malAbstand der Ladungen) AnlaB geben. Fallen die Schwerpunkte ohne 
Anwesenheit des Feldes zusammen, so nennt man diese Molekille elek
trisch symmetrisch, andernfalls unsymmetrisch. Bei unsymmetrischen 
Molekillen kann man also von einem permanenten Dipol reden. Infolge 
derTemperaturbewegung nehmen diese Dipole aIle Richtungen im Raume 
ein und geben im Mittel kein resultierendes Moment. 1m Felde jedoch 
werden die Dipole versuchen, sich parallel zu diesem Felde einzustellen, 
es wird ein MomentenliberschuB in Feldrichtung resultieren und einen 
zweiten Beitrag zur Polarisation liefern. Die Erscheinung der Polarisa
tion ist also an das Vorhahdensein von Molekillen gebunden; im Vakuum 
sind ~ und ~ identisch. 

Experimentell ist ebenfalls eine Beziehung zwischen ~ und ~ ge
funden worden. Bezeichnet e das Verhaltnis der Kapazitat eines Kon
densators, vollstandig umgeben von einem Medium, zu der Kapazitat 
des gleichen Kondensators im Vakuum, so nennt man e bekanntlich DK, 
und es gilt (flir isotrope Medien) 

~ =e~ (I') 
e wird hierin als Konstante, d. h. als unabhangig vom Felde angesehen. 
Flir die bei Experimenten gewahnlich verwendeten Felder wurden noch 
keine Abweichungen von dies em Gesetz gefunden; erst bei sehr hohen 
Feldstarken oder eigens praparierten Medien wird e feldabhangig. Be
schranken wir uns vorlaufig auf kleine Feldstarken, so flihrt dieser ex
perimentelle Befund zu der Annahme, daB \l3 proportional ~ sein muB, 
also \l3 ="'~, und daraus e = I + 4m,; '" wird Suszeptibilitat genannt 
und bedeutet das Moment, das I cm 3 im Felde I e. s. E. annimmt. Flir 
uns handelt es sich nun darum, von dieser makroskopischen Material
konstanten zu einer molekularen zu gelangen. 1st das mittlere Moment 
eines Molekills im Felde iii, so ist nach Definition \l3 =nm, wenn n die 
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Zabl der Molekiile im Kubikzentimeter bezeichnet. (Das tot ale Moment 
berechnet sich bekanntlich als Summe der Einzelmomente.) Dieses Mo
ment muB der Feldstarke proportional sein. Wir miissen nun aber be
achten, daB die am Molekiil angreifende Feldstarke nicht mit der "auBe
ren", makroskopisch definierten, notwendigerweise zusammenfallen 
muB. Diese Feldstarke wird daher zum Unterschiede als "innere" mit ~ 
bezeichnet; sie wird ihrerseits von dem elektrischen Zustande der das 
betrachtete Molekiil umgebenden Teilchen, d. h. von der Polarisation, 
abhiingen. Wir schreiben: 

ty = Q; + v\j3. (2) 
'/I ist eine Konstante, die dieser gegenseitigen Beeinflussung Rechnung 
tragen soll; sie wird "Konstante des inneren Feldes" genannt. Einen 
allgemein giiltigen Ausdruck fiir diese Konstante zu geben wird in An
betracht der komplizierten Verhiiltnisse (Abhiingigkeit vom gegenseitigen 
Abstande, von geometrischer Form usw.) sehr schwerfallen, es ist auch bis 
heute noch nicht gelungen. Fiir einige Spezialfiille ist es jedoch moglich, 
'/I zu berechnen. Fiir eine regellose Verteilung bei genugender Entfernung 
der Molekiile voneinander, so daB eine gegenseitige Beeinflussung fort
fiillt (Substanzen in gasformigem Zustande) und fUr eine regulare Gitteran-

ordnungwird (CLAUSIUS-MOSOTTI [6, 57], LORENTZ-LoRENZ [46,47]) '/I = 4371: 

Bei Verwendung dieses Wertes und des Ansatzes m=y~ folgt aus (I) 
und (2) E - I 471: ( ) 

E+2=3nr, 3 
womit die gesuchte Beziehung zwischen makroskopischer DK und mole
kularem y (molekulare Polarisierbarkeit, d. h. Moment eines Molekiils 
im Felde I e. s. E.) gefunden ware. Fiir viele Zwecke ist es angebracht, 
(3) durch Multiplikation mit dem Molekulargewicht M und Division 

durch die Dichte d zu modifizieren. Man erhalt dann, da n~ =N = 

6,06 10 23 (LOSCHMIDTSche Zabl) 

p=E-I.M =471:N •r. (3') 
E + 2 d 3 

P heiBt "Molekularpolarisation". Es bleibt nun noch ubrig, die Bedeu
tung von y zu diskutieren und sie mit den oben beschriebenen zwei 
Arten der Polarisationsmoglichkeit in Zusammenhang zu bringen. 

Wie bereits erwahnt, liefert die Tatsache der quasi-elastischen Bin
dung der elektrischen Ladungen im Molekiil eine Erklarung der mole
kularen Polarisierbarkeit. Wir wollen diesen Anteil Yo nennen (Ver
schiebungs- oder optischer Anteil). Bei Betrachtung des Brechungsindex 
gelangten LORENTZ-LoRENZ zu einem Ausdrucke, der "Molekularrefrak
tion", der auch ein MaB fiir diese Verlagerung der elektrischen Ladungen 
durch ein elektrisches Feld darstellt. Sie fanden, d~ 
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unter den gleichen Voraussetzungen fUr die Konstante des inneren Feldes, 
die wir fUr die Herleitung von (3') als gultig annahmen '. Die Identitat 
der Beziehungen (3') und (4) ist leicht ersichtlich, wenn man (4) fUr den 
auf die Frequenz 0 extrapolierten Brechungsindex anschreibt und nun 
die MAxWELLsche Beziehung hinzuzieht, nach der n:=o = [:; sein soil (wo
bei bekanntlich die magnetische Permeabilitat = I gesetzt wurde). FUr 
eine groBe Zahl von Stoffen besteht diese Dbereinstimmung wirklich 
sehr angenahert, besonders fUr symmetrisch gebaute, wie z. B. CH4• Fur 
die groBere Anzahl jedoch ergeben sich erhebliche Abweichungen. Auch 
bei Betrachtung der Temperaturabhangigkeit der Polarisation, die in (3') 
nur durch die der Dichte bestimmt sein sollte, zerfallen die Stoffe in die 
zwei gleichen Klassen. AIle diese Abweichungen werden nun erklart 
durch den zweiten Anteil zur Molekularpolarisation, der durch die Ein
stellung permanenter Dipole im Felde erzeugt wird. DEBYE (7) hat, in 
ahnlicher Weise wie LANGEVIN fUr den Paramagnetismus, das mittlere 
Moment y, eines Molekills in Richtung des Feldes berechnet. Fur den 
Fail kleiner Felder, d. h. kleiner potentiellet Energie des Dipoles im Felde 

im Vergleich zur Warmebewegung (kT), wird y, =f· :~, wobei,u das 

feste Dipolmoment des Molekills, k die BOLTZMANNsche Konstante 
I,37' IQ-I6 und T die absolute Temperatur bedeuten. Je hoher die Tem
peratur, je starker also die Temperaturbewegung, desto kleiner wird das 
mittlere Moment, was ja aus der die Einstellung der Dipole hindernden 
Wirkung der Temperaturbewegung hatte vorausgesagt werden konnen. 
Der Faktor I/3 kommt durch die Art der Mittelbildung in diese Formel. 
Der ursprunglichen Ableitung durch DEBYE liegt eine kontinuierliche 
Energieverteilung zugrunde. Eine Mittelung unter Heranziehung der 
Quantentheorie konnte also moglicherweise einen anderen Faktor er
geben, was auch wirklich nach der alteren Form herauszukommen schien 
(PAULI [61J, PAULING [62J). In der neuen Quantentheorie, sowohl in der 
Fassung von SCHRODINGER, wie auch in der von HEISENBERG, ergibt 
sich aber wieder der Faktor I/3 (KRONIG [41J, MENSING und PAULI [54], 
MANNEBACK [51J, VAN VLECK [89J). 

Setzen wir nun in (3') die gefundenen Werte fUr y ein, so wird 

p= 8.- I. M = 4 1T N (r +L) =p' +P". (5) 
8+2 d 3 0 3kT 

Diese Formel erlaubt uns denmach, von der DK [:; Ruckschlusse auf das 
Dipolmoment ,u des Molekills zu ziehen. 

Die Einstellung derDipole imFelde bedarf einer gewissenZeit, derso
genannten Relaxationszeit, die wesentlich von der inneren Reibung und 

I Die eigentliche CLAUSIUS-MosOTTISche Gleichung ist im Grunde nur 
diese Formel (also ohne Beriicksichtigung des Dipolanteiles), wobei Yo auf 
Grund der Annahme berec1met ist, daB die Molekiile metallisch leitendc 
Kugeln seien. 
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der MolekillgroBe abhangt. Unter unseren Voraussetzungen ist sie nach 

DEBYE l' = 4~:;3 (rJ = innere Reibung, a = Radius des Molekills). Ffir 

Fliissigkeiten ist l' unter gewohnlichen Umstanden von der GroBenordnung 
10-6 bis 1O-IO Sekunden, d. h. schon ffir ultrarote Strablen werden die Di
pole dem Feldwecbsel nicht mehr folgen konnen, ffir solche Felder wird 
I' =1'0' der Dipolanteil faJlt weg. Dieser Dipolanteil bedeutet immer eine 
VergroBerung der DK. Gehen wir bei der Messung der DK mit der Frequenz 
des elektrischen Feldes immer hober, so werden wir eine Stelle erreichen, 
wo die Dipole dem Felde nicht mehr voll zu folgen vermogen, und die DK 
wird bis auf ihren optischen Wert sinken. Da in diesem Frequenzgebiete 
gleichzeitig eine Phasendifferenz zwischen Dipoldrehung und F eldwechsel 
besteht, tritt hier eine besonders starke Absorption auf. Diese voraus
gesagten Erscheinungen, die eine starke Stiitze der Theorie bilden, sind 
schon frtlher beobachtet worden, z. B. von DRUDE (9), und in neuerer Zeit 
systematiscb, auch in ibrer Temperaturabhangigkeit von MIZUSHIMA (55) 
und KITCHIN und MULLER (38) untersucht worden. Da die Messungen 
immer an reinen Dipolfliissigkeiten vorgenommen wurden, ffir die, wie 
weiter unten gezeigt wird, unsere eingangs gemachten· Annahmen nicht 
zutreffen, ist ein quantitativer Vergleich der Theorie mit den Experi
menten nicht moglich; qualitativ aber zeigen die gemessenen Kurven 
den geforderten Verlauf, die aus der Relaxationszeit berechneten Werte 
der Molekiilradien haben verniinftige GroBenordnung. Quantitative 
'Obereinstimmung ist vielleicht bei Losungen von Dipolsubstanzen in 
dipollosen zu erwarten I; ein erster Versuch in dieser Richtung bedeutet 
die Untersuchung von HElM (29) an Alkohol in Paraffinol. Er findet auch 
eine Abnahme der DK, kommt aber mit der Wellenlange nicht weit genug 
herunter, bzw. verwendet zu hohe Temperaturen (geringe Reibung), urn 
bis auf den optischen Wert zu gelangen. Diese Erscheinung der anomalen 
Dispersion darf nicht auBer acht gelassen werden beim Vergleich von 
DK-Messungen bei verschiedenen Frequenzen. 

Forme1(3) erlaubt uns auch, auf einfache Weise eine Mischungsregel ffir 
DK anzugeben. Die Versuche, eine allgemein gilltige Mischungsregel zu 
finden, sind zahlreich, waren aber bisher erfolglos; eine ausfiihrliche Be
sprechung findet man bei LICHTENECKER (44). Ffir Substanzen, die un
seren Voraussetzungen geniigen; fiihren folgende 'Oberlegungen zu der 
gewtlnschten Regel. In Formel (3) bedeutet n·'Y bis auf einen konstanten 
Faktor das elektrische Moment eines Kubikzentimeters, additiv zusam
mengesetzt aus den Momenten der einzelnen M;olekille. Befinden sich 
nun im Kubikzentimeter ni Molekille der Polarisierbarkeit 'Yi, so wirdsich 
das Moment eines Kubikzentimeters wied€?r additiv zusammensetzen, d. h 
an Stelle von" n'Y ist .Ini'Yi zu setzen. Dabei sind die 'Yi ihrerseits 

i 
I Ober die Notwendigkcit, LOsungen zu Messungen heranzuziehen, siehe 

spater. 
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wieder mit der DK ei der reinen Substanz verkntipft durch die Bezie

hung C.;- I = ni Yi; n~ ist die Zahl der Molekille pro Kubikzentimeter der 
ci+ 2 

reinen Substanz. Wenden wir dieses Vorgehen auf ein System von zwei 
Komponenten an, wobei wir noch ein "Molekulargewicht der Lasung" 
MI2 = tIMI + t2M2 einftihren (II bzw. t2 Molenbmch der ersten bzw. 
zweiten Komponente, d. h. tI = Anzahl Mole von I dividiert durch An
zahl Mole von I + Anzahl Mole von II), so erhalten wir 

P I2 = ~I:~:. ~:2 = 431f N. (flY' + t2Y2) = tIP, + t2P., (6) 

PI bzw. P 2 ist die Molekularpolarisation der ersten bzw. der zweiten 
Substanz. Wie wir sehen werden, liefert uns diese Formel eine wert
volle Methode zur Messung von Dipolmomenten. 

§ 2. Grenzen der Anwendungsmoglichkeitenj Assoziation. Die in 
§ I beschriebene Theorie ist des afteren in verschiedenen Richtungen 
experiment ell geprtift worden, 
besonders die Abhangigkeit der (e-1)1oS 

Polarisation von der Temperatur 900 

und dem Dmck (d. h. der Dichte) 800 

und die Mischungsregel. In ver - 700 

schiedenen solchen Untersuchun- 600 

gen wurde aus Abweichungen auf 500 _ ~ClltCt8 
eine mehr oder weniger allgemeine 1/00 -----

Nichtgilltigkeit der Theorie ge- 900 ~~_,---<>_-o---o---.o---CHClJ 

schlossen. Aber in allen diesen CCl¥ 
800 

Fallen kann man zeigen, daB die 
100 

Voraussetzungen itir die Gtiltig-
keit der Formeln nicht erftillt 
waren. Versuche tiber die Tem- Abb. r. Polarisation von Gasen alsFunk
peratur- (JONA [36J; SANGER [69J, tion der Temperatur (aus SANGER [69]). 
ZAHN [113J u. a.) und Dichteab-
hangigkeit (K. WOLF [107]) der DK von Gasen, fUr die die idealen Gas
gesetze voll oder doch sehr angenahert gilltig sind, bei denen also die ge
genseitige Einwirkung der Molekille verschwindend klein geworden ist, 
haben stets die Theorie bestatigt. Ftir Gase, deren DK ja wenig von I ab
weichen, kann (5) geschrieben werden in der Form: 

E - I M 4 1f ( fl2 ) B 
P=-3-'(j"=3 N YO+3 kT =A+ y ' 

In der Abb. I, die einer Arbeit von SANGER (69) entnommen ist, ist e-I 

(bei konstanter Dichte) gegen ~ aufgetragen; es ist deutlich zu ersehen. 

daB die gemessenen Punkte auf einer Geraden liegen, wie es die Theorie 
verlangt. Die Neigung der Geraden ist durch B gegeben, es laBt sich also 
daraus f.J, berechnen. Nur solche Substanzen sollten eine geneigte Gerade 
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ergeben, die ein festes Moment aufweisen. Bei symmetrischen Molekiilen, 
wie CH4 , wird man kein Moment erwarlen; in der Tat ist hier die Gerade 

I 
parallel der T-Achse. 

Geht man jedoch zu Messungen an Flussigkeiten uber, so wird die 
Ubereinstimmung mit der Theorie, sowohl was die Temperatur- als auch 
die Druck(Dichte)-Abhangigkeit betrifft, sehr unbefriedigend. Selbstdi-

polloseFlussigkeitengehorchennichtmehrimmerdem ~-Gesetz. Ein viel 

diskutierles Beispiel bietet das Benzol. N ach Messungen von GRAFFUNDER 
(25) ist seine Temperaturabhangigkeit so, daB einimaginaresMomentda
raus errechnet wurde (die Messungen werden heute allerdings angezweifel t, 

s. dariiber spater). Der Fehler liegt hierin der Anwendung des Faktors 4; 
fur das innere Feld, wenn man diese .Anderung der Polarisation nicht der 
.Anderung.der molekularen Polarisierbarkeit zuschreiben will, was, bei 
diesen kleinen Temperaturanderungen, doch sehr unwahrscheinlich ist. 
SANGER (68) konnte dann auch zeigen, daB eine temperaturunabhangige 

Molekularpolarisation resultiert, wenn man 4371: ~urch 5~~4 ersetzt. Bei 

Dipol-Flussigkeiten ist natiirlich die Richtigkeit des Faktors ~71: noch 

fraglicher, und es ist also aus diesem Grunde schon eine gute 'Ober
einstimmung mit der Theorie bei Flussigkeiten nicht zu erwarten. 

Eine andere Erscheinung, die der Artwendungsmoglichkeit der DE
BYESchen Formeln enge Grenzen setzt, ist die sogenannte Assoziation. 
Dipole uben in ihrer nachsten Umgebung starke elektrische Krafte aus, 
die dann allerdings mit groBerer Entfernung rasch abnehmen. Sind Di
poie nahe beieinander gelagert, so werden sie sich gegenseitig beein
flussen und Aggregate aus zwei oder mehreren Molekiilen bilden. Dabei 
kann diese Bindung als starr oder als zeitlich variabel oder als feste 
Molekiilverbindung auftreten, jedenfalls kann und wird sie meistens ein 
falsches Moment vorlauschen, da bei der Ableitung der Formeln eine 
freie Einstellung des Einzelmolekiils im Felde vorausgesetzt wurde. Wie 
schon DEBYE (7) zeigte, kann diese Aneinanderlagerung in ganz ver
schiedener Weise erfolgen, z. B. durch Kettenbildung, wodurch das Mo
ment vergroBert wird, oder auch durch Anordnungen, bei denen sich 
die Momente zu 0 kompensieren. Die wirklichen Momente werden also 
erst in Erscheinung treten, wenn die Dipole weit genug voneinander 
entfernt sind, d. h. wenn die Dichte klein ist. In erster Linie kommen 
also auch von dies em Gesichtspunkte aus Messungen an Gasen und 
Diimpfen in Betracht. Eine leichter zu verwendende Methode ist die der 
verdiinnten Losungen von Dipolsubstanzen in dipollosen, die im II. Ka
pitel besprochen werden solI. 

Es ist verschiedentlich versucht worden, die Assoziation theoretisch 
zu fassen und mit anderen physikalisch-chemischen Erscheinungen in 
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Verbindung zu bringen. Da die Assoziation von vielen Faktoren, wie 
GroBe des Momentes, Form des Molekiils usw., abhangig ist, ist die Aus
beute an solchen GesetzmaBigkeiten sehr klein geblieben. Ein MaB ffir 
dies€' "elektrische Assoziation" konnen wir durch folgendes Vorgehen er
halten: Betrachten wir eine Losung einer Dipolsubstanz in einer Dipol
losen, z. B. Benzol, und wenden darauf die Formel (6) an, wobei wir 
Benzol als nicht assozuerend betrachten und daher p. ffir alle Konzen
trationen konstant setzen. Messen wir 8 •• und rechnen nun nach (6) 
p. aus, so sollte diese GroBe, wenn keine Assoziation auf tritt, von der 
Konzentration t. unabhangig sein. In den meisten Fallen ist dies nicht 
der Fall, sondern p. als Funktion von t. wird durch eine Kurve wieder
gegeben (siehe Abb. 3 auf S. 324). Nehmen wir weiterhin an, daB diese 
.Auderung von p. nur den Dipolanteil betrifft, Yo, der optische Anteil 
konstant ist (in engen Grenzen kann auch er variieren infolge der gegen": 
seitigen Beeinflussung), so gibt diese Kurve ein anschauliches Bild von 
der mit anwachsender Konzentration forlschreitenden Assoziation. Der 
Assoziationsgrad a kann z. B. so definierl werden, indem man berechnet, 
wieviele Molekiile mit einem Eigenmoment entsprechend dem isolierten 
Molekiile notig waren, um diesen scheinbaren Dipolanteil von p. hervor
zubringen. Die Restzahl der Molekiile nennt man "assoziierl", a ist nun 
das Verhaltnis der assoziierten zur gesamten Zahl der Molekiile. (Ro
LINSKI [67], WOLFKE [111], WOLF [109]; ERRERA [15c] hingegen defi
niert den Assoziationsgrad wieder anders.) Ein Bild vom eigentlichen 
Mechanismus der Assoziation vermittelt uns dieses a natiirlich nicht, es 
ist lediglich eine Definition, die ffir viele Betrachtungsweisen sicher besser 
durch andere ersetzt werden wird. 

ROUNSKI (67) versucht zu zeigen, daB dieses a wesentlich von der 
GroBe des Momentes abhangt; daB dem nicht so ist, geht z. B. aus Mes
sungen von WOLF (109) an Ketonen hervor, die alle dasselbeMoment, 
aber ganz verschiedene a haben. Diese Erscheinung erklart WOLF so, 
daB er das Moment, wie allgemein iiblich, einer bestimmten Gruppe im 
Molekiil zuschreibt, in diesem Falle der CO-Gruppe; das Fortschreiten 
in der homologen Reihe bedeutet ein "Abschirmen" des Momentes, das 
Molekiil wird "dicker", die anderen kommen nicht so nahe heran, die 
Kraftwirkungen und damit die Assoziation sind geringer. Diese Er
scheinung kann man auch an anderen homologen Reihen, z. B. an den 
Alkoholen, beobachten, Auch WILLIAMS (104) weist die Ungiiltigkeit 
der ROLINsKIschen Regel nacho Eine Berechnung von a versucht 
WOLFKE (111) und findet sie in "Obereinstimmung mit experimentellen 
Daten von ROLINSKI (67). Die Berechnung erfolgt auf Grund einer festen 
Anschauung iiber die Art der Assoziation, z. B. zwei Momente lagern 
sich immer so zu!?ammen, daB das Moment 0 resultiert. Infolge dieses 
zu speziellen Schemas kann man der Rechnung keine zu groBe allgemeine 
Bedeutung beimessen. 
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Von einer anderen Seite her versucht ERRERA (15e) das Problem der 
Assoziation etwas zu fordern. Er vergleicht die Formen der Kurven PI2 

als Funktion von 12 von Losungen sowohl in Dipolsubstanzen wie in 
dipoilosen mit Dampfdruck- und Zahigkeitskurven der gleichen Losungen 
und deckt gewisse RegehnaBigkeiten in ihrem Verlauf auf. Dabei unter
scheidet er zwischen Dipolassoziation, von der besonders P I2 ein Bild 
liefert, und dipolloser Assoziation, z. B. durch Quadrupole usw. analog 
der Erklarungsweise der VAN DER WAALsschen Krafte durch DEBYE. 
Beide Arten treten in Dampfdruck- und Zahigkeitskurven zutage. Schon 
DEBYE (7) versuchte, die P 2 -Kurve mit der Molekulargewichtskurve 
(schein bares Molekulargewicht einer ge16sten Substanz bei einer gewissen 
Konzentration) in Zusammenhang zu bringen, in der.Annahme, daB sich 
die "elektrische" Assoziation im Molekulargewicht bemerkbar machen 
werde. DaB auch bei dies em Vorgehen Vorsicht geboten ist, zeigt eine 
Notiz von WILLIAMS (104), wonach es Faile gibt, in denen P 2 konstant 
bleibt, das Molekulargewicht dagegen sich mit der Konzentration andert; 
aus den elektrischen Daten wurde man also auf keine Assoziation 
schlieBen, aus der Molekulargewichtsbestimmung dagegen wohl. Noch 
eine etwas andere Art der Assoziationsbetrachtung gibt SIDGWICK (73), 
der die Assoziation einer chemischen Verbindung durch "Elektronen
paarung" gleichsetzt. Ein eindeutiger Entscheid in irgendeiner Richtung 
ist heute noch nicht moglich. 

Von GANS (22) stammt ein Versuch, die DEBYESche Theorie ffu reine 
Flussigkeiten anwendbar zu machen, indem die Konstante des inneren 
Feldes noch als Funktion des Dipolmomentes und der Molekillgestalt 
aufgefaBt wird. SMYTH (76) hat diese Formeln noch etwas vereinfacht 
und sie dann zur Bestimmung einer ganzen Reihe von Dipolmomenten 
aus DK-Messungen an rein en Flussigkeiten verwandt, um gewisse Ge
setzmaBigkeiten zwischen Dipolmoment und Molekillstruktur festzu
steilen. Aber auch diese Formeln liefern (vgl. daruber besonders SANGER 
(68), DEBYE [7J) keine einwandfreien Resultate, da die Assoziation nicht 
genugend berucksichtigt wird. Wenn auch die so gefundenen Dipolwerte 
noch an mancher Steile der Literatur verwendet werden und auch sicher 
zur Aufdeckung einiger GesetzmaBigkeiten gefUhrt haben, so scheint 
doch immeF mehr das Bestreben zuzunehmen, nur noch Messungen an 
Gasen und verdunnten Losungen, wie sie weiter unten beschrieben wer
den, wo also die Assoziation mit groBter Wahrscheinlichkeit vernach
lassigt werden darf, zu verwenden. Aus dies em Grunde sind auch in 
diesem Referate die nach der GANsschen Methode gefundenen Werte 
nicht berucksichtigt worden. Es moge noch bemerkt werden, daB man 
fUr Gase nach dieser Methode wieder die gleichen Werte erhalt wie nach 
der DEBYESchen. 

Weitere Modifikationen der Theorie stammen von BUGOSLAWSKI (3), 
der unharmonische Bindung der Elektronen in Betracht zieht, und von 
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LUNDBLAD (48), der auch versucht, die Konstante des inneren Feldes 
neu zu berechnen, so, daB die Assoziation einigermaBen mitberucksich
tigt wird. Fur die Dipolbestimmungen sind beide Untersuchungen nicht 
von Bedeutung geworden. . 

Gerade das Gebiet der Assoziation ist noch so unklar und wenig ge
ordnet, daB es in diesem Rahmen unmoglich erscheint, weiter darauf 
einzugehen. Das Herausgreifen dieser wenigen neueren Ergebnisse solI 
lediglich zeigen, wie einerseits die Dipolbestimmung durch die Assozia
tion erschwert wird und wie andererseits diese Erscheinungen mit Auf
schlusse geben konnen uber Molekularstruktur und physikalisch-che
mische Wirkungen. 

§ 3. Einige weitere Folgerungen aus der Dipoltheorie. Zum SchluB 
dieser theoretischen Betrachtungen solI noch auf einige mit der Theorie 
in engstem Zusammenhange stehende Erscheinungen eingegangen werden. 

Bei Ableitung der Grundformel (4) haben wir den Dipolanteil der 

Polarisation gleich 43n n· 31.~2T ty gesetzt, d. h. proportional der Feld

sti;i.rke. Das bedeutet, daB die Verdrehung der Dipole im Felde diesem 
proportional ist. Dies wird aber nur fUr kleine Felder (f1F<i,kT) 
zutreffen, fUr groBe Felder werden die Dipole schon stark gerichtet sein 
und bei weiterer VergroBerung des Feldes keinen neuen Beitrag zur Pola
risation mehr liefern konnen; es tritt eine Sattigungserscheinungein wie 
im FaIle der ferromagnetischen Substanzen in einem Magnetfelde, nur 
sind die fUr die elektrische Sattigung benotigten Felder bedeutend groBer, 
einige Millionen Volt pro Zentimeter, so daB von dieser Feldabhangigkeit 
der DK unter gewohnlichen Umstanden nichts zu merken ist. An reinen 
Flussigkeiten wurde der Effekt nachgewiesen von HERWEG (31), KAUTSCH 
(37) und MALSCH (50). Aus den Abweichungen von der Konstanz der 
DK kann man auf die GroBe des Dipolmomentes schlieBen; bei nicht 
oder sehr schwach assozilerenden Flussigkeiten, wie Ather, stimmt das 
so bestimmte Moment gut mit den nach anderen Methoden gefundenen 
uberein. 

Ebenfalls eine Berechnung des Dipolmomentes wird moglich aus Mes
sungen der Elektrostriktion, d. h. der Dichteanderung z. B. eines Gases 
unter dem Einflusse eines elektrischen Feldes. SoIche recht schwierige 
Messungen sind von FRIVOLD (21) und KLIEFOTH (39) ausgefUhrt worden. 
Die gefundenen Dipolmomente sind in Ubereinstimmung mit den direkt 
bestimmten. 

In engem Zusammenhange mit der Dipoltheorie, aber gleichzeitig 
noch von der optischen Anisotropie der Moleklile abhangig ist der KERR
Effekt (vgl. z. B. DEBYE [7]). Unter Verwendung von Beobachtungen 
uber die Depolarisation des Tyndall-Lichtes kann auf das Dipolmoment 
geschlossen werden, vorausgesetzt, daB die Lage des Momentes im Mole
klile bezuglich des elektrischen Deformationsellipsoides bekannt ist. 1st 



320. H. SACK: 

das Moment aus anderen Messungen bekannt, so kann andererseits wieder 
auf Anordnungen im Molekiil geschlossen werden. STUART (84, 85) weist 
bereits auf diese Moglichkeiten hin. RAMAN und KRISHNAN (65) haben 
fiir einige Substanzen die Rechnung durchgefiihrt, die dann experimen
tell von SIRCAR (74) gepriift wurden. Noch ist das Material zu klein, 
urn iiber die Tragweite dieser Methode etwas aussagen zu konnen. 
LAUTSCH (48) hat den Depolarisationsgrad einer Reihe von Fliissigkeiten 
gemessen und versucht, ihn mit dem Dipolmoment und der Struktur in 
Zusammenhang zu bringen. Dieser kurze Hinweis moge geniigen und 
anregen, auch solche Messungen in den Gesichtskreis bei Konstitutions
betrachtungen zu ziehen. 

Eine weitere theoretische Moglichkeit zur Berechnung von Dipol
momenten gibt der Starkeffekt an ultraroten Banden (siehe DEBYE [8J). 
Doch liegen dariiber noch keine Messungen vor. 

II. Experimentelle Methoden der Dipolbestimmung. 
§ 4. Allgemeines tiber Messungen der DK. Da sich die groBte Zahl 

der Dipolbestimmungen aus DK~Messungen herleitet, sei eine kurze Be
schreibung der hauptsachlich zur Verwendung gelangten Methoden ge
geben. Sie beansprucht keine Vollstandigkeit und kein Eingehen auf 
Details. Ffir weitere Literatur sei auf den zusammenfassenden Ar
tikel.von BLUH (2) verwiesen. 

Es sind hauptsachlich drei Methoden, die ffir neuere DK-Messungen 
herangezogen wurden: die Briicken-, Dberlagerungs- und Resonanz
methode. Gemeinsam ist ihnen als Grundprinzip das Messen von Kapa
zitaten mittels hochfrequentem Wechselstrom, erzeugt durch Elektronen
rohren. Je hochfrequenter der Strom, desto weniger machen sichkleine 
Leitfahigkeiten storend bemerkbar. Doch ist es nicht ratsam, zu all zu 
kurzen Wellen iiberzugehen (etwa unter 2 m): erstens ist vorlaufig die 
MeBgenauigkeit noch nicht so groB, zweitens ist die Gefahr vorhanden, 
in ein Gebiet anomaler Dispersion (§ I) hineinzukommen. Die gewohn
lich verwendete Wellenlange ist IOO bis 600 m. Eine der Schwierigkeiten, 
die allen Methoden eigen ist, ist die Herstellung zuverlassiger MeB- und 
Substanzkondensatoren. MeBkondensatoren werden heute von der Tech
nik mit geniigender Genauigkeit hergestellt; die Kondensatoren, die zur 
Aufnahme der Substanz dienen, sind von Fall zu Fall verschieden, je 
nach Substanz, Substanzmenge, die zur Verfiigung steht, Genauigkeit 
und MeBmethode. Bei absoluten Bestimmungen der DK muB entweder 
die Eigenkapazitat I des Kondensators bekannt sein (meistens verwendet 
bei Gasmessungen), oder man muB einen Kondensator verwenden, der 
bei konstanter Kapazitat der Zufiihrung und Streukapazitat eine variable 

I Die Kapazitat braucht nicht in Zentimetem bekannt zu sein; es ge
niigt immer, sie in Einheiten des Me!3kondensators anzugeben. 
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Eigenkapazitat hat. (Methode von NERNST.) Sind namlich Cx und C2 die 
Eigenkapazitaten im Vakuum bzw. Luft bei zwei verschiedenen Ein
stellungen des Kondensators, Co die Kapazitat der Zuflihrungen, so 
mi13t man 

a = Co + Cx b = Co + C2 fur den leeren Kondensator, 
a' =Co +8Cx b' =Co +8C2 flir den gefliIIten Kondensator, 

, b' 
woraus: 8 = aa -=- b- . WesentIich ist, da13 die Anderungder Eigenkapazitat. 

also C2 -cx , immer die gleiche ist; ist dies erfilllt, so spieIt dann die Full
hahe keine Rolle mehr. 

Relative Messungen kommen hauptsachlich bei Lasungen in Be
tracht. Bei Betrachtung der flir die Bestimmung von Dipolen aus sol
chen Lasungen ma13gebenden Formel (6) kann man leicht uberlegen, da13 
besonders die Differenz zwischen der DK des reinen Lasungsmittels und 
der Lasung genau gemessen werden mu13, der Absolutwert spieIt keine 
so gro13e Rolle. Man wird also die DK des Lasungsmittels aus anderen 
Messungen als bekannt annehmen und die der Lasung nun darauf be
ziehen. Man kann leicht uberlegen, da13 aus einer Ungenauigkeit in der 
Kenntnis der DK des Lasungsmittels von 1% bei idealer Messung der 
Differenz zur DK der Lasung eine Unsicherheit von etwa '/4% fUr das 
Dipolmoment resultiert. eine Genauigkeit, die infolge anderer Fehler
quellen nicht leicht zu erreichen sein wird. Als Kondensatoren ver
wendet man mit Vorzug feste, deren Empfindlichkeit auf FuIlhahe nicht 

. zu gro13 ist. 1st die Eigenkapazitat C,' die Kapazitat der Zuflihrung Co, 

so wird am Me13kondensator abgelesen: 

a = Co + Cx fUr den leeren Kondensator, 
b = Co + eC, fUr den Kondensator mit Lasungsmittel (DK = e), 
c = Co + 8",C, fur den Kondensator mit der zu messenden Lasung, 

c-b 
woraus: Ll8= (8",-8) = (e-I) b _ a· SoIl LIe auf 2 0 / 00 gem essen werden, 

so mussen sowohl (c-b) wie (b-a) auf 1 0 / 00 gemessen werden; nun ist 
aber im allgemeinen (c-b) (Anderung der Kapazitat von Lasungsmittel 
zu Lasung) klein gegen (b-a) (Anderung der Kapazitat von Lasungs
mittel zu Luft). Da die besten Me13kondensatoren nicht viel genauer als 
0,5 0 /00 ihrer Maximalkapazitat sind, ist es oft besser, fUr den Schritt: 
Lasungsmittel-Lasung einen klein en Me13kondensator, fur Luft-La
sungsmittel einen zweiten, gro13en, geeicht in Einheiten des kleinen, zu 
verwenden. Oft ist es auch ratsam, besonders bei gro13en d8, zwei oder 
mehr Eichsubstanzen zu verwenden. Da Benzol am haufigsten als La
sungsmittel und dabei gleichzeitig als Eichflussigkeit Verwendung findet, 
sei noch auf eine neue Prazisionsmessung der DK von Benzol durch 
HARTSHORN und OLIVER (27) hingewiesen, wo auch der Reinheitsgrad 
der verwendeten Substanz und sein Einflu13 auf die DK berucksich
tigt ist. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 21 
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I'Ur beide Methoden ist Bedingung: Guter Thermostat, unverander
Hche (auch in chemischer Hinsicht) Kondensatoren mit einwandfreier 
Isolation. Bei Fliissigkeiten ist darauf zu achten, daB sich keine Luft
blaschen im Kondensator bilden. Ferner ist auf groBe Reinheit der Sub
stanz zu achten; gerade bei kleinen Dipolmomenten, wie z. B. Trinitro
benzql, konnen ganz geringe Verunreinigungen ein ganz falsches Moment 
vortauschen (H0JENDAHL [32]. EBERT [11]). Da es sich meist urn Mes
sungen bei Hochfrequenz handelt, ist es ratsam; 'die .Kondensatoren 
elektrisch abzuschirmen, urn definierte Kapazitaten zu erhalten. 

Die Brilckenmethode ist schon vor IgOO von NERNST iu Messungen 
von DK verwandtworden. Das Prinzip ist das der WHEATSToNEschen 
Briicke, wobei zwei Widerstande durch Kapazitaten ersetzt sind, neuer
dings auch alle vier (siehe Abb. 2). Cx und C2 sind fest, C3 ist die zu 
messende Kapazitat, C4 der MeBkondensator. Hat C3 Leitfahigkeit, also 
einen Widerstand.W, so muB, wenn das Briickeninstrument den Strom 0 

zeigt, sein: 

W2=W, 

Eine andere Anordnung ist die: C" C., C3, W fest, C4 bestehend aus 
dem Fliissigkeitskondensator plus dem MeBkondensator und allenfalls 

~ __ ", ___ -J 

Abb. 2. Schema der 
Briickenschaltung. 

noch parallel dazu ein variabler Widerstand; 
Anderungen der Kapazitat des Fliissigkeits
kondensators werdenmittels des MeBkonden
sators kompensiert. Oft wird noch eiIJ.e W AGNER- . 
sche Hilfsbriicke hinzugeschaltet. Die Vorteile 
der Briickenmethode sind: Unabhangigkeit von 
Frequenz- und Intensitatsanderungen der Strom
quelle; MeBmoglichkeit des Widerstandes. Eine 
eingehende Diskussion dieser MeBanordnung 
findet man 'bei SKANCKE und SCHREINER (75). 

Die Oberlagerungsmethode ist neueren Datums 
(IgIg PUNGS und PREUNER [64], Ig20 HERWEG [31] u. a.). Zwei Schwin

-'5Ullgskreise wirken auf einen aperiodischen Kreis mit Detektor und 
Niederfrequenzverstarker, dieSchwebungen zwischen den beiden nahezu 
'gleichfrequenten Schwingungen werden in einem Telephon bzw. Laut
. sprecher horbar und vergleichbar mit einer konstanten TonqueIle (Stimm
-gabel, Rohrengenerator horbarer Frequenz) .. Der eine Schwingungskreis 
bleibt konstant. 1m zweiten liegen Fliissigkeits- und MeBk.ondensator, 

. parallel oder in Serie geschaltet: Anderungen der Kapazitat des Fliissig

. keitskondensators . werden durch den MeBkondensator kompensiert, bis 
wieder. der gleiche Schwebungston horbar wird. Bedingung ist groBte 
Konstanz der Frequenz d.er heiden Schwingungskreise. (Eine Schaltung, 

. die besonders konstante Frequenz geben solI, siehe bei MASKE [53].) Die 
Vorteile sind: groBe Empfindlichkeit bei relativ einfachem Aufuau. 
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Die Resonanzmethode wurde von WALDEN und seinen Mitarbeitern 
(91) auf diesem Gebiete eingefUhrt. Ein moglichst konstanter Schwin
gungskreis ist lose mit einem Resonanzkreise, in dem sich MeB- und 
Flussigkeitskondensator befinden, gekoppelt. Die Kapazitat wird so ein
gestellt, daB Resonanz eintritt, die in einem dritten, aperiodischen De
tektorkreis wahrgenommen wird. Anderungen der DK werden wieder 
mittels des MeBkondensators kompensiert, bis wieder Resonanz eintritt. 

§ 5. Temperaturkoeffizient der DK von Gasen. Wie bereits 
erwahnt, ist die Theorie vor allem auf Gase anwendbaJ;. Es ist 

B-1 M B . 
P =-- . -d = A + -T' woraus slch berechnet 

0+2 

[1 = 0,OI27 fE. 
Die Experimente konnen auf zwei Arten ausgefUhrt werden: I. der 
Druck ist konstant, die Dichte variiert mit der Temperatur (ZAHN, 
SIRCAR u. a.), 2. die Dichte ist koristant (SANGER) (eine feste Menge Sub
stanz eingeschlossen in dem Kondensator) und der Druck andert sich 
mit der Temperatur. Die zweite Methode verdient wohl den Vorzug; 
denn man braucht bloB die Dampfdichte bei einer Temperatur und einem 
Druck zu kennen. Es ist leicht, gleichzeitig mit der DK-Messung eine 
Druckmessung zu verbinden; auf diese Art erhalt man zur Kontrolle 
eine Zustandsgleichung. Fur die erste Methode hingegen muB die Zu
standsgleichung als bekannt vorausgesetzt werden, und es ist leicht mog
lich, daB sich durch ungenaue Kermtnis dieser Zustandsgleichung (z. B. 
Verwendung der VAN der WAALsschen Gleichung ohne zusatzliche Kor
rektur) Fehler in der Dipolbestimmung ergeben. In beiden Fallen kon
nen aber falsche Resultate hervorgerufen werden durch: falsche Be
stimmung der Eigenkapazitat des Kondensators, Kondensation des 
Gases auf den Kondensatorplatten oder an ungleich erwarmten Stellen, 
Adsorption, schlechte Isolation, Feuchtigkeitsgehalt des Gases. Obwohl 
die Messungen nicht einfach sind, ist doch die Genauigkeit eine relativ 
sehr groBe. STUART (83, 84) z. B. gibt als Fehler ± 0,02 IQ-,8 an, ein 
Wert, der wohl zehnmal kleiner ist als der bei Dipolbestimmungen nach 
anderen Methoden. Diese Methode ist daher besonders zur Bestimmung 

von sehr kleinen Momenten geeignet. Die gefundenen (-"~ 1) Kurven 

als Funktion von ~ sind in allen untersuchten Fallen linear, nur MASKE 

(52) fand fUr Benzophenon eine gekrummte Kurve, was wohl auf Asso
ziation zuruckzufUhren ist. Solche Messungen an Gasen sind schon recht 
zahlreich ausgefUhrt worden; die von den verschiedenen Autoren ange
gebenen Werte fur ,die Dipolmomente stimmen nicht immer sehr gut 
uberein, so findet z. B. SANGER (69) fiir CH3Cl I,97 IQ-I8, SIRCAR (74) 
dagegen I,6g'. Fur CO2 schwanken die Werte zwischen 0 und 

I Nach neuesten, sehr sorgfaltigenMessungen findet SANGER (69a) fill' 
CH3 Cl 1,86; del' Wert von SIRCAR scheint also zu klein' zu sein. 

21* 
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0,3 . 10-18 ; doch ist der Wert 0 heute als der wahrscheinlichste anzusehen 
(STUART [83]). 

§ 6. DK von Losungen. Nicht alle Substanzen lassen sich ohne wei
teres in gasfonnigem Zustande untersuchen. Bestimmungen von Dipol
momenten aus DK-Messungen an Losungen einer Dipolsubstanz in einer 
dipollosen sind aus diesem Grunde und der groBeren experimentellen 
Einfachheit wegen in viel groBerem Umfange ausgefiihrt worden, ob
wohl die Grundlagen zu manchem Bedenken AnlaB geben. Diese Me
thode wurde von DEBYE (7) vorgeschlagen und erstmals von LANGE (42) 
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Abb. 3. Molekularpolari
sation als Funktion der 

Konzentration (aus 
P. DEBYE [8]). 

experimentell ansgefiihrt. Wir wollen nun 
zuerst das allgemein ubliche Vorgehen be
schreiben, um dann die einzelnen Schritte zu 
diskutieren. 

Man miBt bei einer bestimmten Tempe
ratur T die Dichte dI2 und die DK eI2 einer 
Losung von CI Molen dipollosem Losungs
mittel (z. B. Benzol) und C2 Molen der Sub
stanz, dessen Moment bestimmt werden 5011. 
Nun berechnet man fUr mehrere Konzentra
tionen C2 die Molekularpolarisation 

fl2 - I clMI + c2 M 2 

El2 + 2 . (CI + C2) • dI2 

Nach Formel (6) ist sie gleich 

_C_I _ PI +~P2 . 
CI+C2 CI +C2 

PI' d. h. die Molekularpolarisation des Lo
sungsmittels, wird als bekannt und konstant 
angesehen, man nimmt also an, daB es keine 
Assoziation zeigt. Diese Annahme erlaubt 
uns, P 2 zu berechnen und als Funktion von 

12 = ~~ aufzutragen (Abb.3). Fur einige 
CI + C2 

wenige Substanzen (z. B. CS2 [99]) I ergibt sich 
eine gerade Linie; in den allermeisten Fallen aber ist die Kurve gekriimmt, 
was, wie im §2 dargelegt wurde, der Wirkung der Assoziation zuzuschreiben 
ist. UmdiesenEinfluB zu umgehen, extrapoliert man P 2 auf den WertP~ 
fUr 12 = 0, indem man annimmt, daB in der Grenze fUr 12 = 0 die Assoziation 
verschwindet,da dann dieDipole ja sehr weit voneinander entferntsind. 
Dieses P~ wird also als der wahre Wert fur die Molekularpolarisa tion ange-

I Als Beispiel wurde auch oft Athylather angefiihrt (ESTERMANN [16], 
WILLIAMS [99]), nach ROLINSKI (67) ist aber auch hier P2(f2) leicht gekriimmt, 
was auf eine, wenn auch nur geringe Assoziation hinweist. Man muB also 
auch 'hier auf 12 = 0 extrapolieren, was die Diskrepanz zwischen den Re
sultaten von ESTERMANN und STUART (84) erkIaren diirfte. 
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sehen und nun nach Formel (5) = 4371 N(Yo+ 3~2t) =p: +p~ gesetzt. Wie 

im § I bereits bemerkt wurde, stellt P: den "optischen" Anteil der Pola
risation dar; man sollte ihn also, seiner Bedeutung nach, z. B. aus dem 
Brechungsindex, extrapoliert auf die Frequenz 0, nach der LORENTZ
LORENzschen Formel berechnen konnen. 1st P: auf diese oder eine ahn
liche Art bestimmt worden, so kennt man nun auch P~ und damit fl. 

Die erste Annahme, die diesem Vorgehen zugrunde liegt, betrifft das 
Losungsmittel. Es solI dipolfrei sein, urn eine Assoziation zwischen ge-
16stem Stoffe und Losungsmittel moglichst zu vermeiden und darf seIber 
keine Assoziation zeigen. Die erste Annahme ist enthalten in dem An
satze, daB die gesamte Polarisation sich additiv aus der der beiden Kom
ponenten zusammensetzt, die zweite auBert sich darin, daB die Polari
sation des Losungsmittels seiner Konzentration in der Losung propor
tional gesetzt wird. 1m allgemeinen wird man annehmen durfen, daB 
die einfachsten, symmetrisch gebauten Molektile, wie CH4, C6H6 usw., 
dipollos sein werden. Die einzig einwandfreie Methode aber, dies fest
zustellen, ist die mittels des Temperaturkoeffizienten von Gasen oder von 
geeigneten Losungen (siehe weiter unten). Von den gebrauchlichsten 
Losungsmitteln (C6H6' C6H I4 , CSz , CCl4 ) sind so nur CCl4 (SANGER 
[69J) und CS2 (ZAHNundMILES [l14J) gemessen worden, wobei CCl4 das 
Moment 0, CS2 dagegen 0,3z6 10-,8 zeigten. Trotz dieses (allerdings frag
lichen) Momentes fUr das letztgenannte Losungsmittel scheint es sich doch 
fUr Messungen zu eignen, wenigstens haben sich bis heute noch keine 
nennenswerten Abweichungen ergeben. Fur eine Reihe Substanzen wurde 
auch die Methode dieses Paragraphen angewandt. Es wurden folgende 
Losungen gemessen undinnerhalb der experiment ellen Fehlergrenze (etwa 
0,4'10-,8) dasMoment 0 gefunden: C6H6 in CS2 , CCl4und C6H I4 ; C6Hq 
in CSz und C6H6; CCl4 in C6H 6; CS2 in C6H6 und C6H'4 (WILLIAMS [99J, 
ROLIN SKI [67J), C6H'2 in C6H6 (SANGEWALD [71aJ). Auch ergaben sich 
alle P, z - Kurven als geradlinig, was auf Assoziationsfreiheit schlieBen laBt. 

Eine weitere Annahme, deren Berechtigung nicht ohne weiteres sicher 

ist, ist die des Faktors 471 fur die Konstante des inneren Feldes. Es 
3 

handelt sich immer urn Flussigkeiten, und da ist, wie bereits erwahnt, 
die Frage nach der genauen GroBe dieser Konstanten noch offen. Da 
SANGER (68) (siehe auch § z) gezeigt hat, daB z. B. fUr Benzol die Mole
kularpolarisation nur dann von der Temperatur unabhangig wird (und 
das wurde die exakte Anwendung der entwickelten Theorie fUr dipol
lose Substanzen verlangen), wenn fUr die Konstante des inneren Feldes. 

47l 4". ·hdh f b ·ht --4 statt ~ gesetzt wird. Man konnte SIC a er ragen, 0 es mc : 
5,21 3 
vemunftiger ware, diesen Faktor auch den Berechnungen der Losungen 
in Benzol zugrunde zu legen.Eine kleine Recbnung zeigt, daB man dann 
in der Tat etwas andere Momente aus den experimentellen Daten fUr 
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DK und Dichte errechnen wiirde, und zwar waren die Werte ffir diesen 
Fall etwa 3 bis 4% hoher. Flir jedes andere Losungsmittel ware ein 
anderer Faktor giiltig, die Momente der Dipolmolekiile mliBten dann, 
allerdings in engen Grenzen, mit dem Losungsmittel, in dem sie gemessen 
wurden, variieren. Die Erfahrung zeigt nun, daB eine solche Abhangigkeit 
nicht oder nur in sehr geringem MaBe besteht. Die Tabelle I moge das 

Geloste 
Substanz 

Benzol ... 

Nitrobenzol. 

Chlorbenzol. 

Naphthalin. 

Athyliither . 

Hydrochinon
dUithyliither 

Tabelle I. 

Losungsmittel 

CCl4 
CS2 

C6HI4 
C6H6 
CS2 

C6HI4 
C6H6 
CS2 

C6HI4 
CS2 

C6HI4 
C6H6 
CCl4 

a. 

C6H6 
CCl4 
CS2 

C6HI2 

b. 

Dipolmoment 
x 1018 

0,06 
0,10 
0,08 

3,90 
3,89 
3,89 
1,52 

1,52 
1,55 
0,69 
0,72 
1,22 

1,24 

1,76 
1,72 

1,74 
1;74 

illustrieren. Sie ent
halt die Werte von 
Dipolen, gemessen in 
Losungen mit ver
schiedenen Losungs
mitteln, und zwar 
unter a) von WILLIAMS 
(99) und unter b) von 
WEISSBERGER und 
SXNGEWALD (97). Die 
Abweichungen liegen 
durchwegs innerhalb 
der MeBfehler; es 
mlissen also schon 
bedeutend genauere 
Messungen ausge
fiihrt werden, bis eine 
mogliche Abhangig
keit yom Losungs
mittel sichtbar wird. 
Ahnlich sind die Re

sultate von SMYTH, MORGAN und BOYCE (79), EBERT (11), LANGE (42)'. 
Ausgeschlossen ist es nicht, daB besondere Stoffe, die zu Molekiilverbin
dungen neigen, eher eine solche Abhangigkeit zeigen werden. Ein wei
terer Hinweis darauf, daB die Methode vernlinftige Werte liefert, gibt 
der Vergleich der so gefundenen Werte mit denen nach anderen Methoden 
bestimmten. Auch hier ist die Ubereinstimmung eine relativ sehr gute; 
eine entsprechende Tabelle wird am Schlusse des nachsten Paragraphen 
gegeben werden. 
. . Da Benzol eine besonders ausgezeichnete Rolle als Losungsmittel 
spielt, seien noch einige Worte darliber gesagt. Wie schon verschiedent
~ich erwahnt, hat die Temperaturabhangigkeit der Molekularpolarisation 
des fllissigen Benzols hauptsachlich zu den Bedenken gegen die Ver-

wendung des Faktors 4 n AniaB gegeben. Die zugrunde liegenden Mes-
3 

sungen waren die von TANGL (86) und GRAFFUNDER (25). ESTERMANN 

I WOLF (109b) scheint bei einigen Ketonen eine geringe Anderung mit 
oem Losungsmittel (bes. CCI4) zu find en, . 
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(16), der die Methode der Losungen einer kritischen Priifung unterzog, 
schlieBt aus eigenen Messungen auf eine Konstanz der Polarisation. Zu 
dem gleichen Schlusse kommt PARTS (60). Dagegen finden HARTSHORN 
und OLIVER (27) in einer, wie es scheint, sehr eingehenden und sorg
faltigen Arbeit wieder den gleichen Temperaturkoeffizient der DK wie 
TANGL und GRAFFUNDER, was wieder zu einer temperaturabhangigen 
Polarisation fiihren wiirde. Die Differenzeu sind noch nicht aufgeklart; 
eine prinzipielle Bedeutung fUr unsere Methode kann dieser Frage aber 
nicht zugesprochen werden. Es moge noch erwahnt werden, daB SMYTH 
und STOOPS (81), LAUTSCH (43) u. a. fur einige dipolloseMolekille (z.B. 

Heptan, Diphenyl) im reinen flussigen Zustande mit dem Faktor 4 n eine 
temperaturunabhangige Molekularpolarisation finden. 3 

Die nachste, viel ernstere Schwierigkeit tritt auf bei der Extrapola
tion der Polarisation auf die Konzentration o. Wahrend ein groBer Teil 
der Substanzen fUr kleine Werte von 12 konstante Werte von P2 liefert, 
gibt es eine Reil~l.e anderer, deren Polarisation sich noch bei auBerst 
kleinen Konzentrationen mit dieser andert. FUr die erste Gruppe laBt 
sich daher der Grenzwert leicht genau angeben, bei der zweiten ist dies 
nur mit sehr groBer Unsicherheit moglich. Erschwerend falIt noch ins 
Gewicht, daB die Punkte der P I2 -Kurve fUr kleine Konzentrationen am 
ungenauesten zu messen sind und dadurch das Legen der Kurve und 
ihrer Verlangerung bis 12 =0 noch unsicherer wird. Einen besonders 

Molare 
Konzentration 

Tabelle 2. 

Molare 
Konzentration 

0,0076 86 0,005 IIO 
0,0053 98 0,0036 130 
0,003 I I 5 0,0026 160 
0,0015 193 0,002 ISO 
0,0008 250 0,0008 200 
0,0002 620 , 

Benzoesaure in CS2 • Benzoesaure in' C6HI4• 

Benzoesaure in Benzol P2 (/2 = 0) = 43. 

krassen Fall gibt die Tabelle 2 wieder. Sie ist aus Messungen von WIL
LIAMS und OGG (99d) zusammengestellt. Allerdings messen die Beob
achter seIber diesen Wert en der experimentellen Ungenauigkeit wegen 
keine Bedeutung bei und verwenden sie auch nicht zu Dipolbestimmungen; 
immerhin scheinen mir die Werte zu regelmaBig und auBerhalb des MeB
fehlers, wie er von den Autoren angegeben wird, zu liegen. Ob dieser 
starke Gang durch fehlerhafte Konzentrationsbestimmung hervorgerufen 
wird, ist fraglich. Die gewohnlich gefundenen Abweichungen sind aller
dings bedeutend kleiner. Es ist klar, daB hier der Grund fUr viele Dis
krepanzen zwischen den Dipolwerten der verschiedenen Autoren liegen 
kann. Die Genauigkeitkann hier nur dadurchweiter getrieben werden, 



H. SACK: 

daB man die DK und Dichten der Losungen genauer bestimmt und so 
die Moglichkeit gewinnt, noch klein ere Konzentrationen mit ausreichen
der Genauigkeit zu messen. Auch in Anbetracht der geringen Loslichkeit 
mancher sehr interessanter Stoffe ist eine solche Verfeinerung der Mes
sungen, wie sie z. B. von BRETSCHER (5) angestrebt wird, sehr erwfinscht. 
Vorlaufig ist das Verhalten in der Niihe I. = 0 noch nicht systematisch 
untersucht. HEDESTRAND (28) versucht die Extrapolation dadurch si
cherer zu gestalten, daB er DK und Dichte der Losung direkt nach der 
Konzentration in einer Reihe entwickelt, die Koeffizienten des ersten, 
allenfalls noch des zweiten Gliedes berechnet, und nun in der Formel 
fur die Molekularpolarisation einsetzt und zur Grenze verschwindender 
Konzentration ubergeht. Es ist klar, daB die auf diese Art bestimmten 
Momente nicht wesentlich von den durch graphische Interpolation be
stimmten abweichen konnen; es ist leicht einzusehen, daB dieses Vor
gehen aquivalent ist einer entsprechenden Entwicklung der Molekular
polarisation seIber nach steigender Konzentration unter Vemachlassi
gung der hOheren Glieder. Die Genauigkeit bleibt in beiden Fallen die
selbe und abhangig von der Genauigkeit, mit der die Werte fUr die kleinen 
Konzentrationen angegeben werden konnen. Dber die prinzipielle 
Schwierigkeit fUhrt dieses Vorgehen nicht hinweg l • 

1st p. ffir I. = 0 gefunden, so muB man, um den Dipolanteil zu er
halten, hiervon den "optischen Anteil" subtrahieren. Die Bestimmung 
dieses Betrages bringt eine letzte Unsicherheit in die Rechnung. Dieser 
Anteil ist bedingt durch die Verschiebungen, die die Ladungen unter 
Einwirkung des Feldes erfahren. EBERT (10) wies wohl als erster darauf 
hin, daB sich dieses P:aus zwei Teilen zusammensetzt: P: =Pe+Pa· 
Pe entspricht der elastischen Bindung der Elektronen, Pa der der Atome, 
Radikale usw. im Molekiilverbande'. P e wird mit ausreichender Niihe
rung gefunden, wenn man die Molekularrefraktion fur das sichtbare 
Spektrum mittels eines HELMHOLTZ-KETTLERschen Ansatzes mit ein oder 
zwei Eigenfrequenzen auf die Frequenz 0 extrapoliert. Sowohl die Dipol
einstellungen, wie auch die Verschiebungen der Atome und Radikale im 
Molekiile vermogen den Schwingungen des sichtbaren Lichtes nicht mehr 
zu folgen, woraus die Berechtigung zu dieser Berechnungsart folgt. Die 
Bestimmung von P a ist schon schwieriger. (Die Existenz von P a be
deutet das Vorhandensein ultraroter Eigenschwingungen und die daraus 
folgende Unmoglichkeit einer Extrapolation der Molekularrefraktion aus 

I Eine eingehende Diskussion einer graphischen Extrapolation und eine 
Fehlerabschatzung findet sich bei WEISSBERGER und SANGEWALD (97). 

• EUCKEN und MEYER (19) fiihren noch auJ3erdem den Begriff einer Po
larisation durch Drehung (Drehungspolarisation) ein, entsprechend der M6g
lichkeit, daJ3 in einem Molekiile mehrere Einzeldipole vorhanden sein k6nnen, 
die dann durch das Feld gedreht werden. Mir scheint, daJ3 diese Polarisation 
nicht zu trennen ist von der durch Verschiebung der Atome oder Radikale. 
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dem sichtbaren Gebiete auf die Frequenz 0.) EBERT (10) und ERRERA 
(15a) haben vorgeschlagen, zur Umgehung dieser Schwierigkeit, die DK 
der festen Substanz zu messen, daraus die Molekularpolarisation zu be
rechnen und sie gleich Pe+Pa zu setzen, indem sie annehmen, daB im 
festen Korper die Dipole vollkommen festliegen und infolgedessen keinen 
Beitrag zur Polarisation geben konnen. Dabei ist darauf zu achten, wie 
ERRERA (14) gezeigt hat, daB mit genugend hoher Frequenz und genu
nugend tief unter dem Schmelzpunkte gemessen wird; es hat sich nam
lich gezeigt, z. B. beim Eis, daB in der Nahe des Schmelzpunktes ffir 
genugend langsame Schwingungen die DK viel groBer sein kann, als es 
dem optischen Anteile entspricht, d. h. die Dipole tragen noch zur Pola
risation bei; erst bei tiefen Temperaturen oder hohen Frequenzen (etwa 
I Million Hertz) verschwindet dieser Beitrag. Ferner ist zu bedenken, 

daB im festen Zustande der Faktor 437f ffir die Konstante des inneren 

Feldes noch unsicherer ist und es Falle gibt, wo auch die Molekular
refraktion in festem und flussigem Zustande sehr verschieden ist. 

Die einzige Moglichkeit, den optischen Anteil genau zu bestimmen, 
bietet die Untersuchung des Temperaturkoeffizienten der DK von Gasen 
oder ge.eigneten Losungen (siehe nachsten §). Gehen wir zuruck auf Glei
chung (5), so liefert uns das temperaturunabhangige" Glied direkt P'. 
Die Abweichung dieser GroBe von P e ist P a' Messungen von STUART (84), 
SANGER (69), SMYTH und Mitarbeiter (80) u. a. ergaben so Werte von 
im Mittel IS ° / ° der Molekularrefraktion. Da meistens aber P a nicht 
berech~nbar ist, geht WOLF (109) so vor, daB er einfach 15% von P e 

fur Pain Rechnung setzt und so wahrscheinlich einen Minimalwert fUr P: erhalt, wahrend die meisten anderen Beobachter einfach die Mole
kularpolarisation einsetzen und P a vernachlassigen. (Oft ist jedoch P a 

bedeutend groBer als 15% von Pel) Die so gefundenen Werte sind dann 
etwas zu hoch. Bei groBen Momenten P"~P' wird sich dieser Fehler 
nicht stark bemerkbar machen, bei kleinen aber (z. B. bei Benzol und 
ahnlichen Substanzen) einen SchluB auf die genaue GroBe des Momentes 
direkt verunmoglichen. Momente bis 0'{'IO-18 e. s. E. sind daher nach 
dieser Methode im allgemeinen nicht mehr von Null zu unterscheiden. 
ESTERMANN (16) gibt eine Tabelle, die hier in Tabelle 3 im Auszuge wie
dergegeben ist, die diese auf verschiedene Arten gefundenen "optischen 

Tabelle 3. 

Substanz I P;' I P fest I P Ha I Pea I !-IT I !-lfest I !-lopt· 

iphenylmethan D 
P 
B 

henylather 
"" enzophenon . 
Athylather . . 

nisol . . ... A 
o -Aminobenzoesaure-

methylester . 

57,1 54,2 
54,0 53,0 

100 67 
31,3 
52,7 

47,5 51,2 

55,0 51,0 0,4 0,5 0,5 
52,9 1,0 1,0 1,0 
564 51,5 2,5 2,8 3,0 
22,5 21,6 1,0 1,25 
32,7 30,0 0,8 1,28 

42,3 1,0 0,96 1,15 
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Anteile" wiedergibt. In der ersten Kolonne sind die aus der Temperatur
abhangigkeit der DK einer Uisung der Substanz in Benzol gewonnenen 
Werte verzeichnet, in der zweiten die aus der festen Substanz, in der dritten 
die aus dem Brechungsindex fiir die H a-Linie, in der vierten schlie13lich die 
aus dem auf Frequenz 0 extrapolierten Brechungsindex. Die nachsten drei 
Kolonnen enthalten die entsprechen den Werte der Momente. Die Werte 
P~sind allerdings ziemlich unsicher, da die Messungen nur in einem sehr 
beschrankten Temperaturintervall ausgefiihrt worden sind; der Wert fUr 
Athylather, fUr den auch Messungen an Gasen vorliegen (STUART, 
SANGER), ist Z. B. urn etwa 6 zu groB. Auch bei EBERT (11) findet man 
einen Vergleich von P e mit Pjest- Eine weitere VorsichtsmaBregel in 
der Bestimmung von P'2 ist die von HOJENDAHL (32), WOLF (109), 
S.~NGEWALD (71a) angegebene, wonach die Molekularrefraktion fUr eine 
im sichtbaren Teil des Spektrums liegende Linie in der L05ung bestimmt 
wird und dann auf unendliche Verdiinnung extrapoliert wird. Die fol
gende kleine Tabelle von WEISSBERGER und SANGEWALD (97) zeigt, daB 

Tabelle 4. 

Hydrochinon
diathyHither in: 

Benzol ....... . 
Tetrachlorkohlenstoff . 
Schwefelkohlenstoff. . 
Cyclohexan. . . . . . 

IIS 
IIO 
113 
115 

50 ,2 

51,7 

1,76 
1,72 

1,74 
1,74 

ein wenn auch nur kleiner 
EinfluB des Losungsmittels 
auch auf diese GroBe vor
handen ist, und dieses Vor
gehen rechtfertigt. (Dies 
bedeutet, daB auch die Mo. 
lekularrefraktion von der 
Konzentration abhangig 

erscheint.) Die erste Kolonne gibt die gesamte Polarisation wi~er, die 
zweite die so bestimmte Molekularrefraktion, die dritte das daraus be
rechnete Moment. WALDEN (92), SMYTH (82) u. a. dagegen finden keine 
Abhangigkeit von der Konzentration. Auf jeden Fall scheint der durch 
Vemachlassigung dieses moglichen Einflusses verursachteF ehler durch die 
anderen Ungenauigkeiten dieser Methode iiberdeckt zu werden. Anderer
seits bietet die Bestimmung des Brechungsindex der Losung wenigstens bei 
einer Konzentration eine gute Kontrolle, da der Brechungsindex der rein en 
Substanz nicht immer genau bekannt ist. In Anbetracht all dieser Un
sicherheiten diirfte die Genauigkeit der nach dieser Methode erhaltenen 
Dipolmomente selten unter 0,1' 10-I8, oft aber etwas dariiber liegen. 

§ 7. DK von Gasen bei einer Temperatur; Temperaturabhangig
keit der DK von Losungen und reinen Fliissigkeiten. Kennt man den 
optischen Anteil, so geniigt es auch, die DK von Gasen und Dampfen 
bei nur einer Temperatur zu kennen. POHRT (63) hat nach einer alteren 
Methode die DK einer ganzen Reihe organischer Substanzen bei ver
schiedenen Drucken und ein oder zwei Temperaturen gemessen. HOJEN
DAHL (32) hat daraus die Dipolmomente berechnet, unter der Annahme 
der Giiltigkeit der idealen Gasgesetze. Fiir den optischen Teil setzt er 
die Molekularrefraktion fUr die H a-Linie ein. Eine gewisse Kontrolle 
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bietet der Vergleieh der SO gefundenen Momente bei verschiedenen Tem
peraturen. Die Werte scheinen im Vergleich mit anderen Messungen an 
Gasen und Losungen etwas zu hoch zu sein. Wie weit dies der Vernach
lassigung des ultraroten Gliedes (P a) oder MeBungenauigkeiten. zuzu
schreiben ist, laBt sieh nieht sieher entscheiden. 

Eine Kombination der Methode der Gase mit der der verdiinnten 
Losungen bedeutet die Messung des Temperaturkoeffizienten der DK 
verdiinnter Losungen, wie sie in besonders schoner ·Weise von SMYTH 
und MORGAN (80) ausgefiihrt worden ist. Die Assoziationsfreiheit, die 
.durch den gasformigen Zustand der Substanz im Falle der ersten Methode 
gewahrleistet wird, wird in diesem Vorgehen durch entsprechend ver
diinnte Losung der Dipolsubstanz in einer dipollosen zu verwirklichen 
versucht. Als Losungsmittel verwenden SMYTH lind MORGAN Hexan, 
wodurch ihnen ein Temperaturintervall von -900 bis +400 C zur Ver
fiigung steht. Bei den verschiedenen Temperaturen wird die Molekular
polarisation bei verschiedenen Konzentrationeri gemessen (die kleinsten 
Konzentrationen sind etwa 30/0) und auf unendliche Verdiinnung extra
poliert; der Theorie zufolge sollten diese extrapolierten Werte als Funk-

tion von ~eine Gerade bilden, aus deren Neigung das Moment berechnet 

werden kann. (Gleiehzeitig erhalt man auch einen Wert fiir P a wie bei 
·Gasen.) Die folgende Abbildung (Abb. 4), die der genannten Arbeit ent
nommen ist, zeigt den 
.extrapolierten Wert P 2 

multipliziert mit T, 
.gegen T aufgetragen; 
wie man sieht, ist die 
Ubereinstimmung mit 
·einer geraden Linie sehr 
.gut. Ahnliche Messun
.gen, nur in kleineren 

Temperaturinter
vallen, sind schon von 
LANGE (42) und in 
neuerer Zeit von 
ESTERMANN (16, 17) 
und STRANATHAN (82a) 
.ausgefiihrt worden. Da 
·die Genauigkeit der 
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Abb. 4. Temperaturabhangigkeit von Losungen 
(aus SMYTH u. MORGAN [80]). 

DK-Messungen seIber aber nicht genauer als bei SMYTH, das Tempe
raturintervall aber kleiner ist, sind diese Werte nieht so genau, wie 
bereits bei Besprechung der Tabelle von ESTERMANN im vorher
:gehenden Paragraphen bemerkt wurde. Auch fiir diese Methode ist eine 
Verfeinerung der Messtmgen unbedingt erforderlich, wenn man eindeu-
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tige Resultate erzielen will; denn um die Assoziation sieher auszusehaIten. 
muB man, wie wir gesehen haben, oft zu sehr verdiinnten Losungen iiber
gehen, und dann ist natiirlieh der Temperaturkoeffizient der Losung sehr 
gering. ESTERMANN gibt die Genauigkeit seiner Resultate auf 0,1 bis. 
0,2' 10-18 an; ferner bemerkt er, daB die Werte infolge Niehtberiieksieh
tigung derTemperaturabhangigkeit des Benzols wohl um 0,1 bis 0,2.10- 1 8-

zu klein seien, was natiirlieh einen Vergleieh mit den Resultaten anderer 
Autoren ersehwert. 

In manehen Fallen ist aueh der Temperaturkoeffizient der DK der 
reinen Fliissigkeit zur Bestimmung des Dipolmomentes benutzt worden .. 
so in neuerer Zeit von SMYTH und STOOPS (81) fiir dipollose Substanzen 
(versehiedene Heptane), von ESTERMANN (16) und LAUTSCH (43) auen 
fiir Dipolsubstanzen. Die Substanzen von SMYTH und STOOPS zeigen 
iiber einen sehr weiten Temperaturbereieh (etwa 2000 ) eine bis auf 2 % _ 

konstante Molekularpolarisation, die nur um etwa 1 em 3 hoher ist als 
die Molekularrefraktion; in diesem Faile ist daher der SehluB auBerst 
sieher, daB diese Stoffe kein Moment haben. ESTERMANN untersueht 
in den meisten Fallen, ob bei einer bestimmten Temperatur sieh die
Molekularpolarisation nieht andert, wenn er die Substanz in Benzol lost 
(1 Konzentration). 1st keine Anderung vorhanden, so verwendet er den 
Temperaturkoeffizient der reinen Substanz, andernfaIls miBt er den einer 
geeigneten Losung. LAUTSCH laBt aueh diese Kontrolle weg, seine Werte
fiir Dipolsubstanzen sind deshalb nieht in den Tabellen des folgenden 
Kapitels aufgenommen worden. 

Es ist vorauszusehen, daB bei der Versehiedenartigkeit der Methoden 
und der MeBgenauigkeiten die Ubereinstimmung zwischen den Werten 
der versehiedenen Autoren nieht immer die beste sein wird. Ais Beispiel 
guter Ubereinstimmung mit Abweiehungen, die innerhalb des experimen
tellen Fehlers liegen, seien Chlorbenzol und Athylather angefiihrt, deren 
Dipolwerte mal 10-18 in der Tabelle 5 angegeben sind. In der naehsten.. 

Beobachter 

STUART (84) ..•. 
SANGER U. STEIGER (71). 
ESTERMANN (16). 

Tabelle 5. 
a) AthyHither: 

Methode 

Gas T 
GasT 

Fliissigk. T 

I Moment I 
x 10,8 

1,14 
1,10 
1,04 

ROLINSKI (67) • 
LANGE (42) .. 
WILLIAMS (101) 

.} Losungen 

. ohne Ber. 

. v'Pa 

1,22 
1,22 
1,22 

WILLIAMS (99). • • . • • 
H0]ENDAHL (32). • • • • 
SMYTH u. Mitarbeiter (78) 

(79) 
(80) 

b) Chlorbenzol: 
Losung; Pe I 1,53 

" " 1,64 " "I 1,61 "Plest 1,56 
" T 1,52 

Bemerkung 

etwas zu klein; Assoziation?" 

} 
Bei Beriicksichtigung von 
Pa' entnommen den Mes-
sungen von STUART, wird. 

fl = 1,15· 

Mittel aus 3 Losungsmitteln 

2 Losungsmittel 
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Tabelle 6 finden sich einige Ergebnisse, die indessen sehr schlecht mit
einander ubereinstimmen, ohne daB die Abweiehungen bis heute erkHir
lich waren. 

Beobachter 

ESTERMANN (16). 

Tabelle 6. 
a) Anisol: 

Methode I M~~~~t I 
Losung; T 0.8 

H0JENDAHL (32) . "Pe 1,16 

Bemerkung 

Zu klein wegen Vernach
Hissigung des Tempera
turganges des Benzols? 

b) o-Chlornitrobenzol: 
H0JENDAHL (32). • . .. 1 Losung; Pe II 4,23 1 

WALDEN u. WERNER (92) • " " 3,78 

c) o-Phtalsauredimethylester: 

ESTERMANM (17). . . . . \ Losung; T \ 2,3 \ 
WE1SSBERGER u. WILLIAMS 

(96) • • . • . . . .• " Pe 2,8 

§ 8. Molekularstrahlmethode. AIle die bisher angefiihrten Methoden 
zur Bestimmung von Dipolmomenten stiitzen sieh auf DK-Messungen 
und damit auf die DEBYESche Theorie. Es ist daher sehr schon, in der 
in diesem Paragraphen zu besprechenden Molekularstrahlmethode ein 
Verfahren zu besitzen, das von den anderen ganz unabhangig ist. Die 
Methode ist das elektrische Analogon zu der STERN-GERLACHSchen Mole
kularstrahlmethode zur Bestimmung magnetischer Molekularmomente. 
Wie dort wird auch hier ein Strahl Molekille (in Dampfform) durch ein 
inhomogenes Feld geschickt; infolge der Kraftwirkung des Feldes auf 
die Dipole erfahren diese Anziehungs- und AbstoBungskrafte, wodurch 
eine Verbreiternng des Strahles erzielt wird. Wahrend im magnetischen 
FaIle die Richtungsquantelung noch merkbar ist, was eine Aufspaltung 
des Strahles in mehrere bedingt, ist eine solche "Feinstrnktur" des ver
breiterten Strahles im FaIle der elektrischen Momente noch nieht nach
weisbar gewesen; bei Verbessernng der experimentellen Anordnung wird 
sieh das aber vielleicht noch erreiehen lassen. Da die Molekille neben dem 
festen Dipolmoment noch eine Polarisierbarkeit besitzen, erfahren sie noch 
eine zweite Kraftwirkung, die aber nur in einer Riehtung wirkt, namlich 
so, daB die Molekille in das Feld hineingezogen werden; der Strahl erscheint 
dadurch nieht nur verbreitert, sondern auch aus seiner ursprunglichen 
Riehtung abgelenkt. Die Verbreiternng ist ein MaB fUr das Dipolmoment, 
die Ablenkung ein MaB fUr die Polarisierbarkeit, d. h. fUr das, was wir 
fruher "optischen Anteil" genannt haben. Die Methode wurde erstmals 
von WREDE (112) angegeben und dann von ESTERMANN (18) soausgebaut, 
daB einwandfreie Resultate moglich sind und das Dipolmoment wenig
stens abgeschatzt werden kann. Vielleicht gelingt es noch, die Methode 
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so zu vervollkommnen, daB sie eine genaue Messung der DipolgroBe zu
laBt. In der nachsten Abb. 5 sind zwei Aufnahmen ESTERlI1:ANNS wieder
gegeben, die erste von einer unpolaren, die zweite von einer polaren 
Substanz [C(CH2Br)4 bzw. C(CH2 00CH3)4J. Oben und unten ist der 
Strahl nicht durch das Feld gegangen, in der Mitte dagegell wohl, dort 
ist der Strahl also abgelenkt und in dem einen FaIle auBerdem verbreitert, 

a b 

C(CH2Br)4 C(CH2 00CH3)4 

Abb.5. Aufnahmen nach der Molekularstrahlmethode (aus ESTERMANN [I8b]). 

was auf den sehr schonen Aufnahmen deutlich sichtbar ist. Auf der 
rechten Aufnahm'e ist links noch der Strahl ohne Feld zu sehen. Diese 
Methode ist besonders dann von Vorteil, wenn es sich um Stoffe handelt, 
die erst bei hoher Temperatur verdampfen und auch nicht geniigend 
16slich sind, um nach einer der anderen Methoden untersucht zu werden, 
wie z. B. im FaIle des Pentaerythrits. 

III. Dipolmoment und chemische Struktur. 
Wir wollen nun im folgenden die Ergebnisse der Dipolmessungen be

sprechen und uns fragen, wie weit sie uns iiber die Struktur der Molekiile 
AufschluB geben konnen. Dabei beschaftigen wir uns in erster Linie mit 
organischen Molekiilen, da besonders in dieser Richtung die Erwartungell 
groB waren und infolgedessen auch eine sehr groBe Zahl von Dipol
bestimmungen vorgenommen wurden. 1m letzten Paragraph en soIl noch 
kurz auf die wesentlichsten Resultate bei anorganischen Substanzen ein
gegangen werden. Die chemische Seite, d. h. die Tatsachen, die den Che
miker zur Aufstellung einer g.ewissen Formel veranlaBt haben, soIl hier 
gar nicht beriicksichtigt werden. 

Dber die Genauigkeit der Dipolmessungen ist im zweiten Kapitel be
reits ausfiihrlich gesprochen worden; obwohl in den allermeisten Fallen 
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die Genauigkeit die Angabe einer zweiten Dezimalen nicht gestattet, so 
ist doch von einer Auf- oder Abrundung Abstand genommen worden; die 
Zahlen sind also genau so wiedergegeben, "'lie sie sich in den Originalab
handlungen vorfinden. Da bei den benutzten WellenHingen noch keine ano
male Dispersion zu erwarten ist (siehe § I), ist die Frequenz nicht besonders 
angegeben; dagegen ist jedem MeBergebnis die .Methode, mit der es ge
funden wurde, beigefligt, und zwar bedeuten: 

G T = Temperaturkoeffizient der Gase. 
GP = DK bei iener Temperatur von Gasen, optiscber Ant-eil aus der 

Molekularrefraktion ffir eine sichtbare Linie. 
L T = Temperaturkoeffizient an verdiinnten Losungen. 
FT = Temperaturkoeffizient an der reinen Fliissigkeit. 
LPe = Verdiinnte Losung, optischer Anteil aus der Molekularrefraktion. 
LPa = Verdiinnte LOsung, optischer Anteil mit Abschatzung des ultra-

roten Teiles. 
LP = Verdiinnte Losung, optischer Anteil aus der Molekularrefntktion 

der Losung. 
LPf = Verdiinnte Losung, optischer Anteil aus der DK der festen Sub-

stanz. 

Das Losungsmittel ist im ailgemeinen Benzol; wo Messungen in mehreren 
Losungsmitteln des gleichen Autors vorliegen, ist der Mittelwert ge
nommen worden. 

§ 9. Dipolmoment homologer Reihenj Moment einer Gruppe 
("Gruppenmoment"). Bei Betrachtung einer groBeren Zahl Dipol
momente fallt es besonders in die Augen, daB die Momente fUr Glieder 
einer homologen Reihe gleich oder nahezu gleich sind. Die Tabelle.7 
solI das illustrieren. Diese Tatsache, auf die am eindrlicklichsten SMYTH 
(76,81) hingewiesen hat (femer EBERT [10J), legt es' nahe, das Moment 
nicht auf das ganze Molekiil zu verteilen, sondem es einer Gruppe, dem 
CO im Falle der Ketone, dem OH bei den Alkoholen usw., zuzuschreiben. 
Dies ist urn so verlockender, als sich daraus die Moglichkeit ergibt, bei 
Zusammensetzung solcher Gruppen zu komplizierteren Molekiilen das 
Dipolmoment dieses Molekiils vorauszuberechnen und so vielleicht liber 
die Anordnung del' Gruppen, also liber die Konstitution, etwas aussagen 
zu konnen. Das Moment einer Gruppe miiBte dann als Vektor aufgefaBt 
werden und das Gesamtmoment durch Vektoraddition gefunden werden. 
Diese Anregung wurde bereits von THOMSON (88) gegeben und hat sich, 
wie wir sehen werden, als sehr fruchtbar erwiesen. Wir werden daher 
diese Anschauung im wesentlichen den weiteren Betrachtungen zugrunde 
legen. Wie SMYTH (76) gezeigt hat, laBt sich dann auch das Verhalten 
der homologen Reihen leicht erklaren. Er geht aus von der Tatsache, 
daB Methan (siehe Tabelle 7a) kein Moment hat. Nach der ailgemein 
liblichen Auffassung besteht Methan aus einem zentralen Kohlenstoffatom 
mit den vier Wasserstoffatomen in den Ecken eines regularen Tetraeders I. 

I Eine Kritik dieser Auffassung siehe bei EBERT (l1b, 12). 
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Tabelle 7. lVIomente ho.mologer Reihen. 

a) Gesattigte Kohlenwasserstoffe: 

Substanz 

lVIethan . . II 

Athan. ':1 n-Pentan 
Pent an (Iso-Propylathan). 

Hexan .1 

n-Heptan. 

Bruttoformel 

OH4 
OzH6 
OsH,• 
OSH,Z 

06H'4 

2,2 Dimethylpentan 1 
24 0 

t~" :1 
2 lVIethylhexan. J 
3 " . :: I 3 Athylpentan. 
2, 2, 3 Trimethylbutan 
2, 2, 4 Trimethylpentan 

(Octan) I 

Aceton 
lVIethylatbylketon 
lVIethylpropylketon . 
lVIethylbutylketon 
lVIethylbexylketon 
lVIethylnonylketon . 
Diathylketon . . . . . 
lVIethyltertiarbutylketon 
Dipropylketon . 
Hexamethylketon 

lVIethylalkohol . 

Athylalkohol 

n-Propylalkohol . 

n- Butylalkohol 

n - Hexylalkohol 
n - Octylalkohol 
n-Noxylalkohol 
n- Decylalkohol 
n-Duodecylalkohol. 

iso -Propylalkohol 

iso - Butylalkohol . 

CSH,S 

b) Ketone: 
OH3-OO-OH3 
OH3-00-02Hs 
OH3- 00 - 0 3H7 
OH3-OO-04H9 
OH3-OO-06H'3 
OH3-CO-09H'9 
02Hs-00-02Hs 
OH3-CO-0(OH3)3 

03H7 - 00 - 03H7 
(OH3l3 0 - 00- C(OH3h 

c) Alkohole: 

03H 70H 
C4H90H 

06H,30H 
OSH'70H 
09H'90H 

CroH2.0H 
C'2H2~OH 

Autor u. 
lVIethode 

66,69. GT 
77, GT 
32 , GPe 
32 , GPe 
99, LPe 
80, FT 
32 , GPe 
8I, FT 

8I, FT 

8I, FT 

I09, LPa 

LPe 
GPe 
LPe 
LPe 
GPe 
LPe 
LPe 

? 
? 

LPe 
? 

? 
LPe 

? 
LPe 
LPe 

? 
LPe 

lVIoment 
x 10,8 

o 
o 
o 
o 

o 

o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
c 

o 

2,71 
2,79 
2,72 
2,73 
2,70 
2,69 
2,72 
2,79 
2.73 
2,76 

1,64 
1,73 
1,65. 
1,64 
1,72 
1,74 
1,63 
1,66 
1,62 
1.65 
1,64 
1,62 
1,60 
1,63 
1,62 
1,66 
1,78 
1,53 
1,74 
1,79 
1,72 
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Ta belle 7 (Fortsetzung). 

Substanz 
I 

Bruttoformel 
I 

Autor u. Moment 
Methode x 1018 

I { 
24 a, ? 1,82 

iso-Amylalkohol .. CSHIIOH 42, LPe 1,76 

:1 
82 a, LPe 1,62 
99, LPe 1,85 

DimethyHitylcarbinol. CSHIIOH 42. LPe 1,83 

d) Chlor: 

{ 
32, GPe 1,89 

Methy1chlorid CH3C1 69· GT 1,97 
74, GT 1,69 (?) 

Athy1chlorid. C2 H sCl { 32, GPe 2,06 
74, G'I' 1,98 

n- Propy1chlorid C3H 7C1 32, GPe 2, II 
iso- .. 32, GPe 2,18 
n -Butyl~hlorid. C4H 9Cl 32, GPe 2,16 

Es folgt daraus, daB das Moment einer C-H-Bindung gleich sein 
muB dem der drei restlichen H gegen das C. Man darf daher immer eine 
CHrBindung ersetzen durch eine CH-Bindung von entgegengesetz
tem Vorzeichen. Es gilt diese Regel naturlich nur so lange, als das durch 
CH3 zu ersetzendeH an einem C ohne Doppelbindung hangt. Ersetzt man 
in einer OH-Gruppe das H durch ein CH3, so andert sich das Moment; 
z. B.: Phenol, C6HS OH, ,U= 1,7'10-18, Anisol, C6HsOCH3 fl= 1,0'10-18 

(Mittelwert); Phenetol, C6Hs OCzHs' fl = 1,0' 10-18, d. h. beim Ersetzen 
des an 0 gebundenen H ein Sprung im Momentwert, beim Ersetzen eines 
in CH3 gebundenen H dagegen ein Gleichbleiben des Momentes. Ebenso 
andert sich das Moment, wenn das zu ersetzende H an einem C, das 
seinerseits doppelt gebunden ist, hangt, wie die fol
genden Werte zeigen (SMYTH und ZAHN [77]): 

a-Butylen (H2 C= C(H ) fl = 0,37' 10-18 und 
C2 H S 

fur Athylen (H2 C=CH2 ), fl=o. 

§ 10. Vektoraddition der Gruppenmomente; 
gegenseitige Beeinflussung und "freie Drehbar
keit". Ahnlich, wie man sich bei Substitution 
einer Gruppe in einem gesattigten Kohlenwasser
stoff das Moment auf den Substituenten konzen-
triert denkt, kann man auch bei Substitution einer 

Tabelle 8. 

Moment 
Gruppe x IOIB 

N02 

C(O)H 
OH 
Ct 
Br 
OCH3 

C(O)OH 
CH3 

NH2 

-3,8 
-2,8 
- 1,7 
- 1,5 
- 1,5 
- 1,2 
-0,9 
+0,4 
+ 1,5 

Gruppe in irgendein symmetrisches Molekiil das dadurch erzeugte Mo
ment dieser Gruppe allein zuschreiben. Die nebenstehende Tabelle 8 gibt 
eine Reihe solcher Gruppenmomente wieder, die von WILLIAMS (101) 
bei Substitutionen in einem Benzolkem gefunden worden sind. Dabei 
kann der Vektor, der das Moment charakterisieren solI, zum Benzof
keme hin oder von ihm weg gerichtet sein; dies en zwei Moglich-

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 22 
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keiten ist durch das Vorzeichen Rechnung getragen, wobei fUr CH3 das 
+Zeichen gewahlt wurde. Schon diese ganz oberflachliche Darstellung 
ftihrt bei einfachen disubstituierten Benzolen zu guten Ubereinstim
mungen mit den gefundenen Werten. Betrachten wird z. Eo die drei 
Isomeren des Dichlorbenzols: Nehmen wir an,die Cl-Bindung habe das 
in der Tabelle angegebene Moment und die Richtung sei bestimmt durch 
die Verbindungslinie des Cl mit dem Kernmittelpunkt (der Benzolring 
ist als ein ebenes regulares Sechseck angenommen), so errechnet man als 
Momente X 10,8 fUr die Isomeren: ortho: 2,7, meta: 1,75; para: 0; 

Cl Cl Cl 
I Cl I ) ~ A ~ 0 V""Cl 

ortho meta I 
Cl para 

die Dbereinstimmung mit den gefundenen Werten: 2,25; lA8; 0 (SMYTH 
[79J) ist recht befriedigend. Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei Sub
stitution von zwei verschiedenen Gruppen, wenigstens so lange diese 
Gruppen einfach gebaut sind. Die Untersuchung der Para-Substitutions
produkte ergibt dann die Moglichkeit, das Vorzeichen der Gruppen zu be
stimmen, je nachdem sich die beiden Momente addieren (Grupp en haben 
verscbiedenes Vorzeichen) oder subtrahieren (Gruppen haben glcichge
richtete Momente), In einem besonderen Paragraphen werden wir die 
Resultate an den Benzolderivaten im einzelnen besprechen. 

Nachdem man auf diese Weise das Gruppenmoment definiert hat, 
wird man sich folgende Fragen vorlegen miissen: 1. Wie weit haben diese 

Gruppe 
(t 

CZ 
Br 

] 
CN 
OH 

NOz 

Tabelle 9. 

Moment x 10,8 

C6Hs(t 
I 

CH3 (t 
I 

1,52 1,96 
1,5 I 1,86 
1,25 1,6 
3,85 3,4 
1,70 1.64 
3,90 3,1 

H(t 

1,04 
0,79 
0,38 

1,8 

Momente konstante, den Sub
stituenten charakterisierende 
Werte; 2. stimmt die Richtung 
des Momentes immer mit der 
Richtung der Valenz iiberein oder 
wie liegt das Moment in der 
Gruppe? Auf beide Fragen hat 
schon WILLIAMS eine provisori
sche Antwort gegeben. Er findet 
bei Substitution derselben Gruppe 

in verschiedenen Molekiilen verschiedene Momente, wie die obige Ta. 
belle 9 (103) zeigt. Ferner fand er fUr gewisse p-Substitutionen in Benzol 

H H 
/CC'" 

z. B. Hydrochinondiathylather, Hs Cz 0 - < c c) - OCzHS ) 

"'~/ 
H H 
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ein relativ groBes Moment, ni:i.rnlich 1,7' 10-18 (101). Ware das Gruppen
moment so gerichtet, wiewir es beiin Cl annahmen, dann ware ein Moment 
in der p-Stellung tiberhaupt unmoglich; WILLIAMS schloB aus diesem 
experimentellen Befund, daB das Moment schrag in der Gruppe stehen 
mtisse 1. In der Tat enthalt diese substituierte Gruppe einen sogenannten 
Bruckensauerstotf, an dem, der klassischen Stereochemiezufolge, die Va
lenzen unter einem Winkel angreifen, also etwa so: C6Hs-O,,---

C2HS 
das legte es schon nahe, das Moment nicht in die Richtung C-O zu 
legen. 

Noch zwei weitere Schwierigkeiten fiihrten dazu, den Begriff des Grup
penmomentes einmal genauer zu analysieren. Es ist dies erstens der Be
fund, daB einige der klassischen Stereochemie nach symmetrische Derivate 
des Pentaerythrits (siehe weiter unten) Momente zeigen; zweitens hat es 
sichgezeigt, daB die in derTabelle 8 angegebenen Vorzeichen, z. B. fiir die 
OH -Gruppe, in verschiedenen Verbindungen falsche Werteliefern, und daB 
fiir diese Verbindungen gerade das umgekehrte Vorzeichen notig ware. 
Der Vergleich von OH mit CH3 wiirde schon vermuten lassen, daB beide 
Gruppen das gleiche Vorzeichen haben, da in beiden das H auBen, dem 
Benzolkem abgewendet, steht. H0JENDAHL (32) war wohl der erste, der 
durch Einfiihrung der freien Drehbarkeit von Gruppen, die man in der 
Stereochemie einfachen Bindungen der IsomerieverhaItnisse wegen zu
schrieb, versuchte, diese Schwierigkeiten zu lOsen. HUCKEL (33), EUCKEN 
und MEYER (19) und EBERT (12) haben versucht, diesen Begriff der 
freien Drehbarkeit zu prazisieren; ferner unternahmen es EUCKEN und 
MEYER und WOLF (loB) etwa gleichzeitig, auch den Begriff des Gruppen
momentes genauer zu definieren. 1m folgenden mogen die wichtigsten 
Ergebnisse dieser Untersuchungen angegeben werden. 

Als erstes definiert man, daB nicht die Gruppe: die substituiert wird, 
sondern die Bindung das momenttragende Element sei; also nicht CH3, 

sondern C-CH3 tragt das Moment. Man wird nun versuchen, fiir die 
wichtigsten Bindungen aus gemessenen, geeigneten Molekiilmomenten die 
Bindungsmomente zu berechnen. Dabei muB man nun eine Annahme tiber 
die auftretenden Valenzwinkel machen. EUCKEN und MEYER und WOLF 
nehmen an, daB die in der Stereochemie tiblichen Winkel allgemein Gel
tung haben. Die Winkel betragen demnach etwa IIOO zwischen je zwei 
Valenzen des C-Atoms und ebenso zwischen den beiden des O-Atoms; bei 
Doppelbindung werden zwei Valenzen zusammengefaBt. Es ist klar, daB 
nur unter Zugrundelegung solcher definierter Winkel Dipolbetrachtungen 
eindeutige Resultate in bezug auf Strukturfragen ergeben konnen. Auf 
Grund dieser Annahmen haben die Autoren die folgende Tabelle 10 zu
sammengestellt. Die Starrheit der Winkel ist natiirlich nicht absolut 

1 WILLIAMS scbreibt dieses Hinausdrehen des Momentes aus der Dia
gonalrichtung der gegenseitigen Beeinflussung der groBen Gruppen zu. 

22* 
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zu verstehen;Deformationen bis zum Betrage von 100 sollen moglichsein '. 
Mit dieser Annahme tiber die Winkel erhalten allerdings die tiblichen 
chemischen Strukturformeln eine reale Bedeutung. Die Formeln sind 

nicht mehr nur Schemata zur Er
klarung von Isomerieverhalt
nissen und chemischen Eigen
schaften, sondern sie werden zu 
genauen Abbildern der Molekular
strukturen.IndenwenigenFallen, 
in denen eine eindeutige Be
rechnung mittels dieser Bindungs
momente moglich ist, erhalt 
man gute Ubereinstimmung mit 
den experimentell gefundenen 
Daten. 

Bindung 

C-c 
H-O 
C=O 

H3 C - C 
H-C 
C-O 

C-Cl 

Tabelle 10. 

Moment 
berechnet aus 

C2 H6; f" = 0 
H 2 0; ,u = 1,8 

CH3 -CO-CH3 

fl = 2,7 
C6HsCH3 ; f" = 0,4 

CH3 ; f" = 0,4 
C2 H sOC2 Hs; 

jU = I~2 
C6HsCI; f" = 1,5 

Moment 
X 10,8 

o 
1,6 

0,7 
1,5 

Die zweite prinzipielle Frage betrifft, wie schon erwahnt, die soge
nannte freie Drehbarkeit. Urn gewisse Isomerieverhaltnisse, z. B. bei 
Athanderivaten, zu erklaren, nimmt man in der Stereochemie an, daB 
sich Gruppen urn einfache Bindungen drehen konnen. Es ist nattirlich 
nicht zu unterscheiden, ob eine wirkliche konstante Drehung infolge 
Temperaturbewegung stattfindet, oder ob gewisse Gleichgewichtslagen 
(also verschiedene Isomere bestehen), die energetisch so wenig sich unter
scheiden, daB sie nicht voneinander zu trennen sind. Diese letztere An
sicht vertritt besonders HUCKEL (33). Die ganze Frage ist, wie besonders 
EBERT (12) 2 betont, eine Energiefrage. Uns interessiert hier nur, wie 
weit die Drehbarkeit die Deutung des gemessenen Dipoimomentes be
einfluBt, und wie weit andererseits Dipolmessungen tiber ein eventuelles 
Vorhandensein freier ,Drehbarkeit AufschluB geben konnen. 

Nehmen wir einmal eine freie oder teilweise freie Drehbarkeit einer 
Gruppe an, in der das Moment nicht in die Valenzrichtung fallt, urn die die 
Gruppe rotieren kann, so heiBt das, daB die Richtung des Momentes zeitlich 
variabel ist, das resultierende (gemessene) Moment also einen Mittelwert 
darstellt. Dadurch konnen aber auchsymmetrisch angeordnete Gruppen ein 
Moment erzeugen, z. B. inp-Stellung am Benzolring oder in tetraedrischer 
Stellung in Verbindungen yom Typus Ca4 (H0JENDAHL [32J u. a.). 

Bereits WILLIAMS (103) hat bei Betrachtung einiger symmetrischer 
Disubstitutionsprodukte des Athans die freie Drehbarkeit der bejden 
CH3-Teile gegeneinander in Rechnung gesetzt. Die dort ftir den spe-

I DaB solche Deformationen wirklich auftreten, scheinen Rontgenauf
nahmen an Gasen von DEBYE und Mitarbeitern an CCI4 , CHCl3 und CH2 Cl2 

zu bestatigen (Physik. Z. 30, 84, I929. Ber. Sachs. Akad. 8r, 29, I029). 
2 Diese Untersuchung von EBERT befaBt sich sehr eingehend mit der Frage, 

wie weit die Annahmen der klassischen Stereochemie mit der wirklichen 
Molekularstruktur vertraglich sind. 
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ziellen Fall angestellte Rechnung kann man leicht verallgemeinem. Sind 
zwei Gruppen mit dem Moment a vollstandig frei drehbar, so wird das 
Gesamtmoment im Mittel {za. Dies ist leicht zu ersehen, wenn man be
denkt, daB sich zwei solche Gruppen wie zwei voneinander unabhangige 
Molekille bewegen, und die Momente zweier solcher unabhangiger Mole
kille addieren sich quadratisch. (Die Polarisationen addieren sich linear 
und diese sind quadratisch im Moment.) Ffir den Fall, daB die Momente 
sich nicM vollstandig frei bewegen, sondem einen Kegelmantel be
schreiben, kommen wir leicht zu einer ahn:lichen Forme!. Wir zerlegen 
das Moment in eine feststehende Komponente und in eine, die senkrecht 
dazu steht und infolge der Drehung einen Kreis beschreibt. Dieser Fall 
ist z. B. verwirklicht bei der Gruppe OH im Benzol. 

H H 
. /c c",,- 0 
Hy_-O~ .... """ .. 

H 

Urn die Achse C-O wird Heinen Kreis beschreiben; steht das Moment 
schrag in der Gruppe, wie wir das oben schon annahmen, so beschreibt 
das Moment bei der Drehung einen Kegel; die feststehende Komponente 
fallt dann in die Richtung C-O. Betrachten wir zwei solche Momente, 
deren feste Komponenten einen Winkelbl miteinander bilden (Abb. 6), 

so ist das resultierende Moment =1 r;a 2 + 4 ~. cos' e. Diesen F ormeln V:4(x 2 2 

kann man allerdings keinen groBen Wert beimessen, da, wie bereits 
H0JENDAHL bemerkte, diese Rotationen nie 
vollstandig ungehindert sein werden. Die Di
pole seIber iiben aufeinander Krafte aus, die 
oft geniigen konnen, die Rotation zu be
hindem und damit das resultierende mittlere 
Moment zu andem. AuBerdem konnen noch 
andere Krafte, chemischer Natur auftreten 
und schlieBlich noch sterische Behin
derungen, wenn die Atome oder Radikale 
so groB sind, daB sie sich nicht mehr an
einander vorbeidrehen konnen. 1m allge

Abb. 6. Zusammen
setzung zweier "dreh

barer" Gruppen 

meinen werden schon relativ kleine Bewegungen aus symmetrischen 
Ruhelagen heraus ein scheinbares Dipolmoment erzeugen konnen. 

In Anbetracht dieser Unsicherheiten gehen EUCKEN und MEYER so 
vor, daB sie ffir ein Molekill zwei extremale Momente berechnen, inner
halb deren die wirklich gemessenen Werte dann liegen sollen. Das eine 
Moment, das minimale, ist gegeben durch die Stellung, in der die Dipole 
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sich weitgehendst kompensieren. In diesem Falle ist die gegenseitige 
potentielle Energie der Dipole ein Minimum. Das maximale Moment ist 
bestimmt durch solche Stellungen der drehbaren Gruppen im Molekiil, 
aus denen ein besonders groBes Moment resultieren wiirde. Allerdings 
diirfte es bei kornplizierteren Molekiilen ziemlich schwierig sein, diese 
Lagen genau zu fixieren. 1m allgemeinen wird die Abweichung von dies em 
maximalen Momente ziemlich bedeutend sein. Schon im einfachen Falle 
einer reinen freien Drehung wird das mittlere (gemessene) Moment be
deutend kleiner sein als das mogliche maximale. 1m Beispiel zweier 
paralleler Gruppen (Abb.7), die sich senkrecht zu einer gemeinsamen 
Achse drehen konnen und von denen jede das Moment a hat, ist das maxi
male Moment 2a, das bei Temperaturbewegung dagegen nur l'Za. Tritt 
noch Behinderung ein, so wird diese in den allermeisten Fallen so wirken, 
daB sich die Dipole abstoBen, d. h. daB das Moment noch verkleinert wird. 
In einfachen Fallen, wo man solche Rechnungen leicht anstellen kann, 
wurden diese Ansichten durch das Experiment bestatigt (z. B. Athylen

---- It-----

Abb.7. Sche
. rna zweier 
. paralleler 
"drehbarer" 

Momente 

chlorid). Ein EinfluB des Feldes auf das Dipolmoment des 
Molekiils, wie es sich etwa EUCKEN und MEYER vorstellen, 
wird erst bei sehr hohen Feldstarken eintreten, wenn die 
Energie des Dipoles im Felde vergleichbar wird mit der 
Watmeenergie (kT). Eine Temperaturabhangigkeit des 
Dipolmomentes, woraufauchEucKENUndWOLFhinweisen, 
ware wohl moglich. In den wenigen Fallen, wo Dipole mit 
rotierenden Gruppen mittels der Methode des Temperatur
koeffizienten der DK gemessen wurden (ESTERMANN [16, 
17], GHOSH und Mitarbeiter [24b]) , hat sich innerhalb 

der Fehlergrenzen und der kleinen Temperaturintervalle kein solcher 
Effekt ergeben. 

Zusammenfassend kann man wohl sagen, daB durch die Moglichkeit 
der Rotation der Dipole die Reichweite der Aussagen der Dipoltheorie 
weitgehend eingeschrankt wird. Man wird in jedem speziellen Falle ver
suchen mussen, zu entscheiden, wie die wirklichen Verhaltnisse liegen; 
allgemein laBt sich heute uber die freie Drehbarkeit ·noch nichts defini
tives aus sagen. 

AuBer diesen groben Effekten sind es noch einige im allgemeinen 
kleinere, die die eindeutige Auslegung der Dipolmessungen erschweren. 
Wie H0JENDAHL (32), und vorihmschon THOMSON (87) erkannte, konnen 
Gruppenmomente neue Momente in den Kernmolekiilen und in den an
deren substituierten Gruppen induzieren. Dadurch wird das Gesamt
moment ebenfalls beeinfluBt. Man kann sich leicht uberlegen, daB diese 
im Molekiilinduzierten Dipole von einer solchen GroBenordnung sind, daB 
sie experiment ell schon edaBt werden konnen. Wir werden das im Falle 
der disubstituierten Benzole nachweisen konnen. Diese Beeinflussung 
kann sowohl eine VergroBerung (Dipolmoment und zu polarisierendes 
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Atom liegen hintereinander) als auch eine Verminderung (Moment und 
zu polarisierendes Atom liegen nebeneinander) des Gesamtmomentes her
vorrufen. Eine andere Erschwerung der Berechnung des Gesamtmomen
tes aus den Einzelmomenten besteht darin, daB Deformationen eintreten 
konnen, z. B., indem die substituierten Atome so groB sind, daB die gegen
seitigen AbstoBungskraJte zu groB werden. Eine solche AbstoBung wiirde 
eine Verminderung des Momentes bedeuten. ~ine dritte Moglichkeit 
schlieBlich, durch die das Moment geandert erscheinen kann, ist die, daB 
bei Substitution einer Gruppe in einen Rest das Moment auch davon 
abhangen wird, wie dieser Rest weiter gebunden ist (EUCKEN und MEYER). 
Ein Beispiel bietet die in § 9 besprochene Substitution des CH3• Aile 
diese Effekte, die im allgemeinen kleinerer GroBenordnung sind, sind 
schwer voneinander zu trennen. Man wird also bei der Berechnung sol
cher Momente an die Ubereinstimmung nicht so hohe Anforderungen 
stellen durfen, und wird sich zufrieden geben mussen, wenn die errech
neten und gefundenen Zahlen ungefahr ubereinstimmen. Die Ruck
schlusse, die man vom Dipolmoment auf die Struktur ziehen kann, 
werden dadurch naturlieh weiter beeintrachtigt. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir nun in den fol
genden Paragraphen die wichtigsten MeBergebnisse diskutieren. 

§ I!. Benzol und seine Derivate. Schon bei den ersten Arbeiten 
uber Dipolmessungen ist dem Benzol besondere Beachtung geschenkt 
worden. Die Struktur des Benzols ist viel diskutiert worden (vgl. HENRY 
[30J), und auch die Dipolmessungen sind zur Losung dieser Frage heran
gezogen worden (SMYTH und MORGAN [78], WILLIAMS [101], HOJEN
DAHL [32J). Das Moment des Benzols seIber darf heute als 0 angesehen 
werden; doch ist mit dieser Aussage uber die Symmetrie jede der wieh
tigsten Formeln, die fUr die Struktur in Vorschlag gebracht worden 
sind, vereinbar. Es handelt sich hauptsachlich urn zwei Anord
nungen: eine raumliche (z. B. LADENBURG) und eine ebene (z. B. 
KEKULE). Urn zwischen diesen Formeln zu entscheiden, haben die drei 
oben genannten Autoren disubstituierte Produkte des Benzols und 
WILLIAMS und HOJENDAHL auch trisubstituierte Derivate untersucht. 
Samtliche Ergebnisse, die an Benzolderivaten gewonnen worden sind, 
sind in Tabelle II niedergelegt. Man ersieht, daB fiir einfache trisubsti
tuierte Benzole, z. B. Tribrombenzol, das Moment 0 folgt. (Ob Trinitro
benzol wirklich ein Moment hat, ist noch nieht sieher). Dieser Befund 
ist wohl nur mit einer ebenen Formel oder, wie HOJENDAHL betont, mit 
einer nur sehr wenig aus der Ebene herausgebogenen Anordnung ver
einbar. 1m gleichen Sinne sprechen die Resultate an den Disubstitutions
produkten, die sich alle mit einer ebenen Formel, insbesondere mit einem 
ebenen regularen Sechseck, erklaren lassen. 

Wir wollen nun zusehen, wie weit eine Berechnung des Gesamt
momentes aus den einzelnen Gruppenmomenten moglich ist. Wir ver-



344' 

Substanz 

Benzol 
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Tabelle II. 
a) Benzol. 

Formel des Autor, 
Substituenten Methode 

32 , GP, 
99. LP, 
I6, FT 
60, FT 

Moment 

b) Monosubstituierte Benzole. 

Substanz Formel des I Autor. I Moment Bemerkungen Substituenten Methode X 1018 

Chlorbenzol. Ct s. Tab.5 1,53 
Brombenzol Br { 32, LP 1,56 

IOI, LP, 1.50 
Fluorbenzol. F 92. LPa 1,39 
Jodbenzol J 92, LPa 1.25 

{ 42, LP, 3,84 
Nitrobenzol. N02 99, LP, 3,90 

7. LP, 3,75 
Toluol. CH3 { 78, LP, 0,40 

99, LP, 0,46 

Phenol. OH { 78, LP, 1,73 
99, LP, 1,70 

Anilin NH2 { I6. LT 1,60 . 32, LP 1,51 
Cyanbenzol . CN I03. LP, 3,4 
Anisol . OCH3 { I6, LT 0,8 

32, LP 1,16 
Phenetol. OC2HS I6, LT 1,00 
Benzaldehyd C(O)H IOI, LP, 2,75 
Benzoesaure . C (0) OH 99, LP, 1,0 
Benzoesauremethyl-

ester . . . . . . . C(0)OCH3 I7. LT 1,8 
Benzoesaureathylester C(0)OC2Hs I I7, LT 1,8 I 

c) Disubstituierte Benzole mit 2 gleichen Substituenten. 

o-Dichlorbenzol. Ct {I ISb, LLPpf 2,245 2,68 
79, f 2,2 

m-
" 

p-

o-Dibrombenzol Br 

m-

p- " 
o-Dijodbenzol J 
m-

" 
p- " 

{ ISb, LPf I,37 
79, LPf 1,48 

{ ISb, LPf 0 
79, LPf 0 

o 

{ ISb, LPf 1,67 60 

{ 
92, f~f 1,87 2, 
ISb, Lpf 1,22 1,50 

{ 
92, Lpf 1.55 
ISb, Lpf 0 0 
92 , f 0 

ISb. LPf 

ISb, LPf 

ISb, LPf 

1,63 2,17 

1,01 1,25 

o o 
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Substanz 

0-Dinitro benzol. 

m-

p-

o-Xylol 
p- " 

" 

p-Diathylbenzol 
Brenzkatechin 

Brenzkatechindime-
thylather. 

Resorcindimethyl
ather .. 

Hydrochinondime
thylather. 

Brenzkatechindia
thylather. 

Resorcindiathylather 
Hydrochinondiathyl

ather. 

Hydrochinon-dibutyl
ather. 

Hydrochinon-dioctyl-
ather. 

poX ylylenchlorid 

Hydrochinondiacetat 

0-Phtalsauredime-
thylester . 

p-Phtalsauredime
thylester . 

o-Phtalsaurediathyl
ester •..... 

p-Phtalsaurediathyl
ester. 

p-Diaminobenzol . 

Tabelle II. (Fortsetzung.) 

I Formel des I 
Substituenten 

OCH3 (0) 

(m) 

(p) 

OC2HS (0) 
(m) 

(p) 

OC4H 9 (P) 

OCSH'7 (P) 

CH2Cl (P) 

O(O) CCH3 

C(O) OCH3 

{ 
{ 
{I 

]2, LP 
99, LPe 
32, LP 
99, LPe 
32, LP 
99, LPe 

99, LPe 

97, LP 

.. 
IOI, LPe 

97, LP 

IOI, LPe 

I7. LT 
96 • LPe 
I7. LT 
96. LPe 

I7, LT 

" 96, LPe 

6,00 
6,05 
3,70 
3,81 
o 
o 

6,5 8 

3,80 

10 

0.52 0,5 2 
o 0 

o 
2,16 

1.3 1 

1,81 

1,37 
1,70 

1,76 
1,70 

1,79 

1,63 

2,23 
2,2 

2,3 
2,8 
2,2 
2,2 

2,3 
o (?) 

345 

d) Disubstituierte Benzole mit verschiedenen Substituent en. 

:~:::::~::::::: :::. :~2 {I I;:: ~;e :,25 04,76 
92 ,,, 3,78 

m-

p-

o-Chlortoluol . 
m-
p- .. 

f 32, LP 3,38 
" l 92, " 3,18 

f 32 , LP 2,55 
l 92,,, 2,36 

1.39 
1,60 
1,74 

3,30 

2,25 

1,39 
1,78 
1,95 
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Tabelle II. (Fortsetzung.) 

Substanz Formel des I 
Substituenten 

Autor, 
Methode 

Moment 
X lOIB Bemerkungen 

o-Bromjodbenzol. 
m-

Br; ] I 
" ,. 

p-
p-Bromnitrobenzol 

o-Nitrotoluol . 

Br; N02 

N02 ; CH3 { 

m-

p- { 
o-Chlorphenol C I; 0 H 

m-
p-

o-Nitrophenol N02 ; OH 
m-
p-

o-Nitroanilin. N02; NH2 
m-
p-

o-Nitroanisol. NO.; OC H3 
p-

p-Nitrobenzaldehyd. N02 ; C(O)H 
p-Nitrobenzoesaure. N02 ; C(O)OH 

o-Kresol . CH3 ; OH 

m-

p-

32, LP 
32, LP 
99, LPe 

j~. LP 
99. LPe 

IOI. LPe 

IOS, 
IOI, 

IOS. LPe 

32, LP 

32. LP .. 
IOI. LPe 
IOI. LP. 

78. LPe 
IOI. 
78, 

IOI, 

78• 
IOI, 

" 

" 
o-Kresylmethylather CH3 ; OCH3 IOI, LPe 

m-
p-

o-Aminobenzoe
sauremethylester 

m-
p- " 

I6, LT 

1,73 
1,14 
0,49 

2,53 

3,64 
3,75 
4,20 
4,3 1 

4,5 

1,3 

2,17 
2,4 

3,1 
3,9 
5,05 

4,45 
4,72 
7,1 

2,4 
3,5 

1,54 
1,44 
1.75 
1,60 
1,81 
1,64 

1,0 
1,17 
1,20 

1,0 

2,38 
1,39 
0,25 

2,19 

3,61 

2,82 (1,63) 
[0,7- 2 ,9] 

0,15 (3,25) [2,47]' 
[2,3] 

3,33, (4045) 
4,91 (2.59) [4,35]' 

1,63 (1,93) 
[1.2 - 1,9] 
1,93 (1,63) 
[1,2-1,9] 
2,10 (1,30) [1,5] 

[1,6], 

1,06, (1,44) 
1,44, (1,06) 
1,60 (0,80) [1,13]' 

e) Sym. Trisubstituierte Benzole (gleiche Gruppen). 

Tribrombenzol Br I 32, LP 0 

{ 
32, LP 0,72 

Trinitrobenzol N02 60, LPe 0,8 

Trimethylbenzol 
Triathylbenzol 
Phloroglucintriacetat 
Phloroglucintrimethyl-

ather. 

IOI, LPe 0,8 

IOI, LPe ° 
o 

1.8 
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wenden vorerst die Tabelle 8 von WILLIAMS und bescbranken uns auf 
solche Gruppen, bei denen die freie Drehbarkeit keine Rolle spielt, bei 
denen also das Moment genau in der Diagonalrichtung des Sechseckes 
liegt; es sind dies die ersten fiinf Gruppen unter c) und die ersten sechs 
unter d). Die Dbereinstimmung zwischen Rechnung und Experiment 
ist recht gut, wie die unter "Bemerkungen" stehenden errechneten 
Zahlen zeigen; insbesondere wird der Gang richtig wiedergegeben, d. h. 
die Anderung des Momentes beim Durchlaufen der 0-, m- und p-Stellung. 
Die Abweichungen scheinen aber doch systematischer Natur zu sein. Es 
.erscheint namlich das berechnete Moment fiir die o-Stellung regelmaBig 
,groBer als das gemessene, fiir die p-Stellung, wenn eine Abweichung da 
ist, kleiner. Ausnahmen bilden Nitro- und Chlor-Toluol. Dieses Ver
halten kann durch induzierte Polarisation erklart werden. In den ersten 
Fallen haben beide Gruppen das gleiche Vorzeichen, sind also in der 
c-Stellung ungefabr parallel, in p entgegengesetzt gerichtet. Betrachtet 
man nur die induzierte Polarisation in den Gruppen seIber, so ist klar, 
daB in 0 jeder Dipol in der anderen Gruppe einen entgegeilgesetzten er
zeugt, d. h. das Moment verkleinert. In der p-Stell,u.ng konnen sich die 
Momente nur vergroBern. Man iiberlegt leicht, daB fur ungleiche Grup
pen, also fur Nitro- und Chlor-Toluol, sowohl in 0 wie in p die Momente 
vergroBert erscheinen. Diese Dberlegungen scheinen durch das Experi
ment bestatigt zu werden. Es darf aber nicht verhehlt werden, daB eine 
solche Anderung des Momentes auch durch kleine Deformationen der 
Gruppen bedingt sein konnte. 

Betrachten wir den nachst komplizierteren Fall: Eine feststehende 
Gruppe und eine drehbare (OH, OCH3) I. Aus Messungen an Kresolen 
nnd Kresylmethylather schloB WILLIAMS (101) auf das negative Vor
zeichen dieser Gruppen, urn den Gang der Zahlen beim Dbergang von 0 

zu m und p zu erklaren. Berechnet man mit den gleichen Vorzeichen 
Chlorphenol, so ist der ei:rechnete Gang gerade dem experimentell ge
fundenen entgegengesetzt. Wiirde man das Zeichen vertauschen, so er
gaben sich die in runde Klammern gesetzten Werte, die nun wieder 
fiir die Kresole nicht stimmen. Diese Diskrepanz findet ihre Klarung 
in der Tatsache, daB die Momente schrag in diesen Gruppen stehen, 
die Berechnung mit Winkeln von 600 , 1200 und 1800 zwischen den Mo
menten in den verschiedenen Stellungen also unzulassig ist. Verwenden 
wir dagegen die Berechnungsweise von EUCKEN oder WOLF, so erhalten 
wir die in eckigen Klammern bzw. in []' angegebenen Werte, die mit 
der Erfahrung ausgezeichnet ubereinstimmen. Fiir die p-Stellung fallen, 
wie man sich leicht uberlegt, die beiden Grenzwerte (nach EUCKEN) des 
Momentes zusammen; daher ergibt sich fiir dieses Isomere nur ein Wert. 

I CHg wird sich zwar auch urn die Bindung C-C drehen; der Symmetrie 
wegen liegt aber das Moment in dieser Richtung, iindert sich also bei einer 
Drehung nicht. 
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Ftir das andere Isomere liegt der experimentelle Wert zwischen den errech
neten Grenzwerten. Ein interessanter Fall ist das p-Nitroanilin, dessen 
gemessenes Moment bedeutend tiber dem berechneten liegt (7,I gegen 5,3). 

Geht man nun zu noch komplizierteren Hillen tiber, in denen beide 
Gruppen Winkel und Drehbarkeiten besitzen, so werden die Verhalt
nisse recht untibersichtlich, wie besonders die Messungen von WEISS
BERGER und SXNGEWALD (97) zeigen. Substituiert man zwei OCHr 
Gruppen, so nimmt das Moment von der Ortho-Stellung (Brenzkatechin
dimethyl ather) zur Parastellung (Hydrochinondimethylather) zu von 
I,3I auf I,SI. Selbst bei Berticksichtigung der freien Drehbarkeit etwa 
nach der Formel, wie sie im vorigen Paragraphen angegeben wurde,. 
mtiBte der Gang gerade der umgekehrte sein; die Momente dtirften hoch
stens gleichbleiben. Bei der GroBe der Gruppen ist es ja auch sehr wahr
scheinlich, daB in o-Stellung sterische Behinderung eintreten wird und 
genaue Aussagen tiber das Moment unmoglieh macht. Ersetzt man femer 
im Hydrochinondimethylather die OCHrGruppen durch OC2HS oder 
OC4H 9 , so bleibt das Moment konstant, und sinkt nur wenig beim 
Dbergang zu OCgH ,7 • Bei den Derivaten des Resorcins dagegen wird 
das Moment wesentlich groBer beim Dbergang vom Methyl- zum A.thyl
ather, was eigentlich nicht recht verstandlich ist. Es zeigt sich eben 
auch hier, daB durch Substitution von groBen Gruppen die Deutungs
versuche sehr erschwert werden. 

Eine besondere Rolle spielt das Diaminobenzol. Wie wir sehen wer
den, ist NH3 nicht eben, sondem pyramidal gebaut, mit N an der Spitze 
und den drei H an der Grundflache. Ersetzen wir nun ein H durch den 
Benzolring, so sollte das resultierende Moment nieht in der Benzoldiago
nale liegen, sondem schrag dazu; das wtirde aber bedeuten, daB zwei 
solche Gruppen in p-Stellung ein Moment ergeben sollten, was das Ex
periment nicht zu bestatigen scheint. Allerdings ist die Loslichkeit und 
damit die MeBgenauigkeit sehr gering; der Wert scheint mir daher noch 
nieht gentigend sieher gestellt I. 

Diese Schragstellung des Momentes in der Gruppe und die Drehbar
keit erklaren natiirlich auch die von 0 verschiedenen Momente fUr die 
symmetrischen trisubstituierten Benzole, namlich Phloroglucintriacetat 
und Phloroglucintrimethylather. AnschlieBend hieran sei noch bemerkt> 
daB LONSDALE (45) mittels Rontgenanalyse ftir Hexamethyl-Benzol im 
kristallinen Zustande eine ebene Anordnung des Benzolringes findet. 

§ 12. Diphenyl und seine Derivate. Auch fUr die Frage nach der 
Struktur des Diphenyls sind Dipolmessungen von Bedeutung geworden, 
die von WILLIAMS und WEISSBERGER (96, 102) und BRETSCHER (5) zu 
diesem Zwecke ausgefiihrt worden sind. Es gilt zu entscheiden, I. ob 
die beiden Benzolringe gestreckt aneinander liegen (a) oder geknickt (b) 
oder gar gefaltet (c) (KAUFLERsche Formel), 2. ob die beiden Ringe um 

I S. hierzu auch FuBnote auf S. 350. 
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ihre Verbindungsachse gegeneinander drehbar sind. Die Tabelle 12 gibt 
die gemessenen Werte fiir PP' und oo'-Derivate wieder. In der letzten 
Kolonne sind zum Vergleich Wer.te fiir die entsprechenden Benzolver
bindungen hinzugesetzt. 

Cf'CI a 0' 

PC>-<=)P' 
P P' 

a b c 

Das Diphenyl seIber hat kein oder nur ein sehr kleines Moment. Es 
lliBt sich daraus aber noch kein eindeutiger SchiuB auf die Struktur 
ziehen. Dagegen verlangen die ersten vier pp'-Derivate, deren Moment 

Tabelle ]2. Diphenylderivate. 

Substanz I Substituent I Autor, Moment !Moment 
Methode X 1018 imBenzol 

{ 
5, LP. 0 

} Dyphenyl .. I6, LT 0 ....... - FT 0 
43, 0 

96, LP. 0 

a) Substitution pp' 
pp' Difluordiphenyl . ·1 F 5, LP. 0 0 

p P' Dichlordiphenyl . Cl 5, LP. 0 
0 

96, 0 
PP' Dibromdiphenyl. Br 5, 0 0 
PP' Dinitrodiphenyl . N02 96, " 0 0 
P P' Dicyandiphenyl . CN 5, " 1,14 

Benzidin NH2 5, 1,43 o (?) 
96, " 1,3 

PP' Dimethoxydiphenyl OCH3 5, 1,52 1,74 
PP' Diathoxydiphenyl . OC2HS 96, " 1,9 1,74 
P P' Diphenoldiacetat . . . O(O)CCH3 96, " 1,9 2,2 
P p' Diphen y I-dicarbonsaure-

dimethylester C(O)OCH3 96, " 
2,2 2,2 

b) Substitutionen 00' 

00' Dichlordiphenyl 
:1 

Cl 5, LPe 1,72 
00' Dinitrodiphenyl N02 5, " 5,12 
00' Diaminodiphenyl. . I NH2 5, 2,0 
00' Dimethoxydiphenyl .. OCH3 5, 1,52 
00' Diphenoldiacetat. . . . O(O)CCH3 5, " 

2,18 
00' Diphenyl-dicarbonsaure-

C(O)OCH3 {I 5, 2,36 
dimethylester . . . . 96, 2,3 

o ist wieim Benzol, zu ihrer Deutung eine Anordnung (a). Beim PP'-Di
cyandiphenyl fehlt der entsprechende Wert fiir das Benzolderivat; es 
bleiben daher zwei Moglichkeiten fur die Struktur bestehen: Das Mo
ment des eN ist gegen die Benzoldiagonale geneigt, dann kann, besonders 
wenn die beiden Ringe sich gegeneinander drehen, ein Moment resul
tieren auch bei einer Struktur (a) ; liegt aber das Moment in Richtung der 
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Diagonale, dann konnte nur eine Formel (b) oder (c) den gefundenen 
Wert erklaren. EineEntscheidung kann man vielleicht durch eine Mes
sung von p-Dicyanbenzol erwarten; ist das Moment dort 0, so hieBe das, 
das Moment liegt in der Diagonalrichtung. Ganz zwingend ist dieser 
SchluB nicht; denn es ware auch bei geneigten Momenten moglich, daB 
ein Momen~ 0 resultiert. Dann miiBte aber die Drehbarkeit aufgehoben 
sein und die Momente miiBten stabil die bier skizzierte Anordnung haben. 

J>'< >/~ 
AIle bisherigen Erfahrungen widersprechen aber einer derartigen An
nahme. Genau so liegen die Verhi:i.ltnisse beim pp'-Diaminodiphenyl 
(Benzidin). Wie bereits erwahnt, ist zu erwarten, daB das Moment in 
der NH.-Gruppe gegen die Diagonale geneigt ist. Dann wird die For
mel (a) wahrscheinlich. Doch miiBte in diesem Falle auch das Diamino
benzol ein Moment zeigen. Sollte das Moment 0 fur das Benzolderivat aber 
richtig sein, da.,n miiBte man wohl annehmen, daB das Diphenylderivat 
nach (b) oder (c) gebaut ist. Aus chemischen Grunden ist in der Tat, 
wenn auch wohl irrtumlich, fUr das Benzidin auch die Formel (c) gelegent
lich angegeben worden, und WILLIAMS schloB aus seinen Messungen, daB 
diese Formel wirklich zutreffe. BRETSCHER ist dagegen der Meinung; daB 
doch die Formel (a) die richtige ist. Ein Entscheid wird wohl eineNach
messung des Diaminobenzols bringen I. Allerdings spricht die Kleinh,eit 
des gefundenen Momentes ffir Benzidin (1,4) schon sehr gegen eine For
mel (c); denn in diesem Fal1ewfirde man erwarten, daB das Gesamtmoment 
durch Addition der Einze1momente entsteht, die ja parallel gerichtet sind. 
Man berechnet so einen Wert von etwa 3,0, die Abweichung vom experi
mentell gefundenen Wert 1,4 ist so groB, daB sie nicht durch eine kleine 
Deformation aus der Lage (c) erklart werden konnte". 

Die pp'-Derivate liefern also keinen Beweis fUr die Drehbarkeit der 
Kerne gegeneinander. WEISSBERGER und WILLIAMS und BRETSCHER 
versuchten, ob vielleicht die oo'-Derivate in dieser Richtung etwas be
stimmtes ergeben wiirden. Das von WEISSBERGER untersuchte Derivat hat 
so komplizierte Gruppen, daB daraus kein eindeutiger SchluB gezogen 

I Die Annahme BRETSCHERS, daB durch das Benzidin die Drehbarkeit 
der beiden Keme gegeneinander verlangt wird, trifft nicht zu, da sich die 
Gruppen wahrscheinlich um ihre Bindung zum Benzolkem (C-N) drehen 
k6nnen. Ob eine soIche Drehung m6glich ist, wird das genaue Moment des 
p-Diaminobenzols ergeben k6nnen. 

2 Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen haben WEISSBERGER und SANGE
WALD (Zeitschr. f. Phys. Chem. (B) 5, 237, 1929) die entsprechenden methylier
ten Verbindungen untersucht (n-Tetramethyl-p-phenylendiamin und n-Tetra
methyl-benzidin), die beide das gleiche Moment haben (1,23 resp. 1,25' 10-18). 

Da durch das Methylieren die Struktur kaum wesentlich geandert wird, wird 
durch diese Untersuchung die Form (a) fUr das Benzidin weitgehend sicher
gestellt. 
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werden konnte. BRETSCHER schlieBt dagegen aus den Beobachtungen an 
oo'-Dichlordiphenyl auf eine Drehbarkeit der Keme gegeneinander. Mir 
scheint der SchluB nicht eindeutig: Berechnet man mit den WILLIAMS
schen Daten fUr die EinzeImomente das resultierende Moment, so folgt, 
sowohl bei freier Drehbarkeit, wie auch bei einer Stellung der beiden 
Benzolkeme nach (a) aber mit den Ebenen der Keme urn 900 gegen-, 
einander verdreht, ein Wert von 1,8; gemessen wurde 1,72. Es ist klar, 
daB daher kein eindeutiger SchIuB gezogen werden kann. 

§ 13. Verbindungen vom Typus Ca4 • Seit WEISSENBERG (98) eine 
neue Symmetriebetrachtung in die Stereochemie eingefUhrt hat, und 

Tabelle 13. Methanderivate (Ca4)' 

Substanz Substituent Autor, Moment 
Methode x 10,8 

Methan . .. H s. Tab. I 0 

Tetrachlorkohlenstoff Cl 69, GT 0 

99, LP. 0 
Tetranitromethan N02 IOI, LP. 0 
Tetrachlormethylmethan . CH2Cl II, LPj 0 

Tetrabrommethylmethan . CH2 Br. II, LPj 0 
IOI, LPG 0 

Tetrajodmethylmethan . CH2 j II, LPj ° Orthokohlensauremethyl-
ester. .. .. OCH3 II, LPj 0,8 

Orthokohlensaureathylester OC2HS II, LPj 1,1 

Pentaerythrittetraacetat CH2O(O)CCH3 
II, LPj 2,6 

IOI, LP. 1,9 
Pentaerythrittetranitrat CH2ON02 II, LPj 2,0 
Methantetracarbonsaure-

methylester. . . . . . 
Methantetracarbonsaure-

C(O)OCH3 II, LPj 2,8 

athylester .[ C(O)OC2 HS II, LPj 3,0 

darnit den Geltungsbereich der klassischen Theorie von VAN 'T HOFF und 
LE BEL einschrmken wollte, ist die Frage nach der Struktur des Penta
erythrits und ahnlicher Verbindungen in den Mittelpunkt des Interesses 
geriickt. Es handelt sich darum, ?U entscheiden, ob aIle Ca4 -Verbin
dungen tetraedrisch sind, wie es die klassische Theorie vedangt, oder ob 
es auch andere Konfigurationen gibt, die stabil sind, z. B. eine pyrami
dale, wie sie von MARK und WEISSENBERG aus Rontgenanalysen fUr 
das Pentaerythrit gefunden wurden. Aus neueren Rontgenuntersuchun
gen scheint aber hervorzugehen, daB sowohl Pentaerythrit seIber 
(SCHLEEDE [72J) wie auch Pentaerythrittetraacetat und Pentaerythrit
tetranitrat (REIS und Mitarbeiter [23, 56J, KNAGGS [40J) tetraedrisch ge
baut sind. Ganz eindeutig sind allerdings die Ergebnisse fur Penta
erythrit noch nicht, da immer Zwillingskristalle untersucht wurden. 
EBERT und Mitarbeiter (11) und WILLIAMS (101) haben nun versucht, 
durch Dipolmessungen die Sachlage zu klaren. In Tabelle 13 sind die 
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gemessenen Werte eingetragen. (EBERT hat nur die Polarisation ange
geben, aus der dann das Moment berechnet wurde; die Genauigkeit ist 
nicht sehr groB, da die Loslichkeit sehr gering ist. Immerhin diirfte die 
Existenz von Dipolen bei den entsprechenden Substanzen auBer Frage 
stehen.) Die Tabelle zeigt, daB es Molekille gibt, die ein Moment be
sitzen, z. B. gerade das Tetraacetat. Die SchluBfolgerung von EBERT, 
daB die Existenz solcher Dipole eine pyramidale Anordnung verlange, 
ist nicht ganz stichhaltig. Samtliche Gruppen, bei deren Substitution 
in CH4 ein Moment entsteht, haben einen Briickensauerstoff, sind also 
gewinkelt. Beriicksichtigt man noch die Drehbarkeit, so ist es leicht 
moglich, wie H0JENDAHL wohl zuerst zeigte, daB auch bei tetraedrischer 
Anordnung der Gruppen ein Moment zustande kommt, ahnlich wie bei 
den entsprechenden Paraderivaten des Benzols. Zu der gleichen SchluB
folgerung gelangen WILLIAMS, HUCKEL, BRETSCHER und EUCKEN und 
MEYER. Man kann also sagen, daB die Dipolmessungen keine Stlitze 
fiir die WEISSENBERGSche Theorie abgeben. Interessant ist allerdings, 
daB Tetrachlormethylmethan (C(CH2 Cl)4) und die entsprechenden Deri
vate flir Brom und Jod kein Moment ergeben. Man'sollte annehmen, 
daB auch in diesen Gruppen das Moment schrag angeordnet ist, und daher 
bei freier Drehbarkeit ein Gesamtmoment resultieren miiBte. 1m Falle 
des p-Xylylendichlorid, in dem diese Gruppe im Benzol substituiert ist, 
ergibt sich dagegen ein Moment von 2,2 (Tabelle II). Diese beiden Fest
stellungen scheinen sich gegenseitig zu widersprechen. WEISSBERGER 
und SXNGEWALD (97) versuchen eine Erklarung dadurch zu geben, daB 
sie annehmen, die Gruppen seien in p-Stellung im Benzol so weit von 
einander entfemt, daB eine Drehung moglich ist, wwend bei der Sub-

, stitution im CH4 die Gruppen einander so nahe kommen, daB sie nicht 
mehr aneinander vorbeidrehen konnen. 

ESTERMANN (18) hat auch nach der Molekularstrahlmethode Penta
erythrit und zwei Derivate untersucht (siehe § 8). Pentaerythrit, 
das infolge seiner schweren Loslichkeit und dem hohen Siedepunkt nach 
keiner anderen Methode untersucht werden kann, zeigt ein Moment, das 
ESTERMANN auf 2,5 schatzt. Die Messungen an den zwei Derivaten sind 
in 'Obereinstimmung mit den MeBergebnissen von EBERT. 

§ 14. Athylenderivate; Cis- und Trans-Isomerie. In Tabelle 14 
sind Substanzen dieser Gruppe aufgefiihrt. Besonderes Interesse be
anspruchen die Cis- und Trans-Derivate der Dihalogenathylene, die von 
ERRERA (15a) untersucht wurden und das erste Beispiel dafiir lieferten, 
wie Dipolmessungen die Strukturbestimmungen unterstlitzen konnen. 

Cl Cl Cl H 
I I 

Betrachten wir die zwei Formen C = C ; 
I I 

C = C , so bedeutet die 
I I I I 

cis H H H Cl trans 
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Tabelle 14- Verbindungen mit doppelt gebundenem C. 

Substanz Formel Moment 
X lOtS 

Athylen. ..... H.C = CH. I 77, 0 
cis-Dichlorathylen. HOC = ccm . ISb, 1,85 
trans-

" ISb, 0 

asymm.-" . H.C = CCI. ISb, 1,18 
cis-Dibromathylen. HBrC = CBrH ISb, 1,35 
trans-

" " ISb, 0 
cis-Dijodathylen. HJC = CJH ISb, 0,75 
trans-

" " ISb, 0 
cis- Chlorbromathylen HCIC = CBrH ISb, 1,55 
trans-

" " ISb, 0 
(?) cis- Chlorjodathylen HC1C = CJH Isa, 0,57 
(?) trans-

" " Isa, .. 1,27 
Vinylbromid. . • H.C = CHBr 32, GF. 1,48 
Trimethylathylen (CH3).C = CHCH3 32, " 047 
Diphenylathylen. H.C = qC6Hs)' I7, LT 0,5 
a - Chlorpropylen . HCIC = G'HCH3 32, GF. 1,66 
a-Butylen. · H.C = CHC.Hs 77, GT 0,37 
Allylamin . '1 CH. = CH - CH.NH. 32, GF. 1,20 
Allylbromid . · CH. = CH - CH.Br 32, 1,93 
Allylchlorid . · CH. = CH - CH.Cl 32, 1,97 

Existenz der zwei Isomeren, daB die beiden Ralften im Athylen nicht 
gegeneinander drehbar sind. Es ist also moglich, eine eindeutige Vektor
addition der einzelnen Gruppenmomente, erzeugt durch die C-Cl-Bin
dung, vorzunehmen. Dann ist es klar, daB in der Trans-Stellung beide 
Cl symrnetrisch liegen, also kein Moment erzeugen werden; im FaIle der 
Cis-Stellung hingegen muG eine elektrische Dissymmetrie resultieren, wie 
es der experiroentelle Befund auch bestatigt. EUCKEN und MEYERhaben 
ffir diesen FaIl auch mit ihren Annahmen das Moment berechnet und 
finden 0 bzw. I,9, ERRERA fand experimentell 0 bzw. l,85. Die 'Oberein
stimmung ist eine sehr gute, was doch eine sichere Stiitze ffir die Richtig
keit der Annahmen iiber die Valenzwinkel sein diirfte. 1m asymrnetri
schen Dichlorbenzolliegen die zwei Cl auch so, daB man ein Moment er
warten wird, was auch experiroentell bestatigt wird. Besonderes Inter
esse bietet auchdas Chlorjodathylen. Nach der Bezeichnung von ER
RERA ist hier die Reihenfolge gerade umgekehrt als man erwarten wiirde. 
Da Cl und J gleichgerichtete Momente haben, sollte die Trans-Stellung 
das kleinere Moment haben. (Natfirlich nicht gerade das Moment 0, da 
die beiden Gruppenmomente nicht gleich groB sind.) Die Messungen zeigen 
das Gegenteil. ERRERA versucht das so zu deuten, daB er annimmt, das J 
sei relativ zum Cl positiv geladen. Bei der Schwierigkeit der chemischen 
TrennungundIdentifizierungderbeidenIsomerenaberscheintesnichtaus
geschlossen, daB er die beiden Isomeren verwechselt hat. Vom Standpunkt 
der Dipolbetrachtung aus ist dies wohl als wahrscheinlicher anzusehen" 

I S. I. ESTERMANN: Leipziger Vortrage 1929 S.29. 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 23 
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Eine andere interessante Tatsache, auf die nun noch hingewiesen 
werden moge, ist die, daB die Substitution an einem C mit Doppel
bindung (-C=) das gleiche Moment ergibt, wie die gleiche Substitution 
iill Benzol, wo ja auch (nach KEKULE) der Substituent an einem C hangt, 
das seinerseits mit einer Doppelbindung weiter gebunden ist. Die Werte 
der Substitution an einfach gebundenen C-Atomen ergeben aber, wie 
bereits in § 10 bemerkt wurde (Tabelle 9) andere Werte. Allerdings liegen 
nur die Werte fiir Cl (a-Chlorpropylen), Br (Vinylbromid) und CH3 
(a-Buthylen) vor; es ware interessant, durch weitere Messungen zu ent-

Tabelle 15· Ather. 

Substanz Formel Autor, Moment 
Methode X 10r8 

{ 32 , GFe 1,23 
a) DimethyHither . CH3-O-CH3 7I, GT 1,29 

84, " 1,32 
DiathyHither . C2HS - 0 - C2HS s. Tab. 5 1,12 
Dipropylather . C3H7 - 0 - C3H7 7I, GT 0,86 
Diisoamyli:ither . . CSHII - 0 - CSHII I6, LT 1,0 
Athyl-isoamyHither . C2HS - 0 - CSHlI I6, 

" 
1,2 

Diphenyli:ither C6Hs - 0 - C6Hs 5, LFe 1,12 
I6, Ll' 1,0 

b) Athylenoxyd. 
H 2C-CH2 
~O/ / 84, GT 1,88 

Diphenylenoxyd 
C6H4-C~H4 

~O/ 5, LFe 0,88 

c) Diphenylmethan . C6Hs - CH2 - C6Hs I6, LT ° Diphenylamin . C6Hs-NH - C6Hs I6, 
" 1,3 

Diphenylketon (Benzo-
phenon) C6Hs - CO ~ C6Hs I6, 

" 2,5 

scheiden, ob hier wirklich die Bindungen dieselben sind wie im Benzol. 
Vielleicht konnte sich daraus ~ine neue Stiitze ffir die Formel nach KE
KULE, auch was die Art der Bindung des C betrifft, ergeben. Die Allyl
verbindungen, in denen der Substituent wieder an einem einfach ge
bundenen C sitzt, haben Momente ahnlich deneri der analogen Methan
derivate. 

§ IS. Ather und atherahnliche Molekiile. Die Unterscheidung 
dieser Gruppe ist nicht mehr sehr eindeutig, da schlieBlich jedes Molekiil 
mit einer Gruppe, in der ein Briickensauerstoff liegt, als atherahnlich 
betrachtet werden kann. Die Tabelle 15 gibt die gefundenen Werte. 
Mit der Atherstruktur haben sich hauptsachlich befaBt: WILLIAMS (101), 
STUART (84), ESTERMANN (16), SANGER und STEIGER (71), und BRET
SCHER (5). Den Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen bildet 
der Winkel am 0, der wohl durch die Tatsache, daB die gewohnlichen 

.symmetrischen Ather ein Moment haben, als gesichert angesehen werden 
darf. 
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Bei den symmetrischen Athem sehen wir, daB der Wert des Momentes 
vom Methyl zum Propyl abnimmt, und zwar bedeutend von 1,31 bis 
auf 0,86. Ftir den Isoamylather steigt das Moment wieder; die Messungen 
sind hier aber nicht so sicher wie die an den anderen symmetrischen 
A.them, die an Gasen mit einem Fehler von ± 0,02 ausgeftihrt worden 
sind. Nach dem in § 9 Gesagten wiirde man dagegen ein konstantes 
Moment erwarten, da ja immer ein CH3 in einer CHrGruppe ersetzt 
wird. Es ist wahrscheinlich, daB eine Deformation des Winkels eintritt, 
in der Weise, daB bei langeren Gruppen sich diese Gruppen abstoBen, 
der Winkel dadurch graBer wird. Eine solche VergraBerung des Winkels 
wiirde die Abnahme des Momentes erklaren. Eine andere Erklarung 
ware die durch eine Induktionswirkung im Sinne von HOJENDAHL. Diese 
beiden Erklarungsweisen bedeuten aber eigentIich dasselbe: der elek
trische Vektor der Bindung O-C scheint sich etwas aus seiner Lage ver
dreht zu haben, oder der Vektor seIber ist kleiner geworden. Es mage 
bemerkt werden, daB eine solche "Deformation" nicht heiBt, daB die 
.Kerne wirklich verschoben sein mtissen; es ist lediglich eine Aussage tiber 
die elektrische Ladungsverteilung. Es geniigt, wenn die Elektronen et
was abgedrangt werden, urn eine Anderung der Momentenrichtung zu er
zeugen. Diphenylather (1,12) hat ein etwas kleineres Moment als Di
methylather (1,31), was der allgemein beobachteten Tatsache entspricht, 
daB die Phenylgruppe ein kleineres Moment aufweist als die Methyl
gruppe. 

Wie wesentIich das Moment vom Winkel abhangt, den die Gruppen 
beim 0 miteinander bilden, kann BRETSCHER (5) an Hand der folgenden 
Verbindungen zeigen, bei denen die Winkel durch sogenannte "Span
nungen" r stark verandert erscheinen. Man sieht, wie durch das "Schlie-

CH3~~/CH3 

o 
MethyHither r,r2. ro-r8. 

CH2~ /CH2 

V o 
Athylenoxyd r,88. ro-r8. 

DiphenyHither r,12· 1O-r8. Diphenyloxyd 0,88. 1O-r8. 

Ben" der Ather, das mit Erzeugen von Spannung verbunden ist, das 
Moment wesentIich geandert wird. Unter der Voraussetzung, daB die 
einzige Anderung in dem Winkel am 0 auf tritt, miiBte man so auf einen 
kleineren Winkel als IIOO bei Athylenoxyd und auf einen graBeren beim 

, V gl. H UCKEL: Der gegenwartige Stand der Spannungstheorie. 
23* 
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Diphenylenoxyd schlieBen. Die Dipolmessungen scheinen also auch in 
dieser Richtung mit den uns gelaufigen Anschauungen der Stereochemie 
in Ubereinstimmung zu stehen. 

Unter c) sind noch einige von ESTERMANN untersuchte Verbindungen 
vom Typus C6Hs-X-C6Hs aufgezeichnet, die den Verbindungen 
H3C -X -CH3 zu vergleichen sind. Fiir CH2 resultiert das Moment 0; 
in der Tat wird man auch nur ein sehr kleines Moment erwarten konnen. 
Bei NH ist das Moment groBer als bei dem entsprechenden Dimethyl
amin (I,OS, Tabelle 19), bei CO kleiner als Aceton (2,77, Tabelle 16). 
Besondere Schliisse lassen sich aus diesen Momenten nicht ziehen. 

§ I6. Derivate der gesattigten Kohlenwasserstoffe. In Tabelle 16 
sind die gemessenen Dipolmomente angegeben. Der Vollstandigkeit 
halber ist die Reihe fUr die Chloride, die sich schon in Tabelle 7 vorfindet, 
nochmals angefUhrt. Man ersieht aus den Zahlen, daB auch bei dies en 
Verbindungen, wie bei der Substitution in Benzol, ein Abfall des Mo
mentes von der Cl-, zur Br-, zur J-Verbindung eintritt. Bei Verande
rung der Lange der aliphatischen Kette findet man im allgemeinen eine 
Zunahme des Momentes beim HinzufUgen der erst en neuen Methyl
gruppen, aber ein Konstantbleiben bei weiterer Verlangerung der Kette. 
Doch ist diese RegelmaBigkeit nicht iiberall sehr deutlich ausgepragt '. 
Auch ist eine groBe Zahl der Resultate, besonders der nach POHRT be
rechneten, nicht sehr zuverlassig. Eine Erklarung fUr dies en Effekt, der, 
wenn er wirklich existiert, nicht groB sein kann, ist vielleicht in einer 
induzierten Polarisation des aliphatischen Restes durch die substituierten 
Gruppen zu suchen. Wird der Rest groBer; so nimmt auch das induzierte 
Moment zu und vergroBert das Gesamtmoment. 1st die Kette bereits 
lang, so sind die elektrischen Felder in den weiter entfemten Partien 
sehr klein, da ja die von den Dipolen herriihrenden Feldstarken mit der 
Entfemung rasch abfallen; bei weiterer Verlangerung wird das :Moment 
daher nicht mehr zunehmen. 

Einen interessanten Fall bildet die sukzessive Substitution von Cl in 
Methan, die von SANGER (69) untersucht worden ist. Nimmt man als 
wahrscheinlichsten Wert fUr die CCl-Bindung I,S, fUr CH 0,4 an (Ta
belle 10), so erhalt man fUr CH4 : 0 (0); CH3Cl: 1,9 (1,9); CH2 Cl2 : 2,S 
(1,6); CHCl3 : 1,9 (I,OS); CCl4 : 0 (0); in Klammem stehen die gemessenen 
Momente. Die Abweichungen sind also ganz bedeutend. Eine Erklarung 
ware die, daB die Molekiile deformiert werden, und zwar so, daB die Cl 
weiter voneinander entfemt sind. Schon sehr geringe Deformationen, 
gemessen in der Abstandsanderung der Cl, geniigen, urn diese Verkleine
rung des Momentes erklaren zu konnen. Wie bereits S.340 erwahnt, 
haben Interferenzen von Rontgenstrahlen an Gasmolekiilen ein solches 

, SANGER (69a) findet neuerdings fur die Chloride, gemessen nach der ge
nauen Gas-Methode, eine Zunahme von Methyl- (J,86) zu Athyl- (1,99) und 
dann eine Abnahme zu Propyl- (1,87) Chlorid. 
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Tabelle 16. Derivate der gesattigten Kohlenwasserstoffe. 
a) Monosubstitutionen: 

Substanz Formel Autor, Moment 
Methode x 1018 

~ethy1chlorid (Mittel) CH3Cl s. Tab. 7 1,90 
Athylchlorid " CzHsCZ 2,02 
n- Propylchlorid. C3H7Cl 32, GPe 2,11 
iso- " " 32, 2,18 
n - Butylchlorid C4H9Ct 32, 2,16 

Methylbromid . CH3Br 32, GPe 1,82 

.Athylbromid. 
32, GFe 2,09 

CzHsBr 49, GT 1,78 
80, LT 1,86 

n-Propylbromid. C3H7Br 32, GPe 2,15 

{ 
32, GFe 1,66 

Methyljodid . CH3] 49, GT 1,31 (?) 
I03, LPe 1,6 

{ 
32, GPe 2,00 

.Athyljodid. CzHs] 49, GT 1,62 
I03, LP. 1,7 

Nitromethan. CH3N02 1 
32, GF. 3,78 
32, LP 3,05 

Nitroathan C2H sN02 32, GP. 4,03 
~ethylamin . CH3NH2 

I 

32, GPe 1,31 
Athylamin .. C2HSNH2 32, 1,3 I 
n- Propylamin . C3H7NH2 32, 1,39 

Acetonitril. CH3CN { 32, GFe 3,94 
I03, LFe 3,4 

Proprionitril . C2 HsCN { 32, GPe 4,05 
I03, LF. 3,4 

Acethylchlorid . CH3C(O)Ct 32, GPe 2,7 
Acetaldehyd . CH3C(O)H 32, " 2,71 

{ 
32, GPe 2,97 

Aceton CH3C(O)CH3 
84, GT 2,84 
99, LPe 2,63 

I09, LPa 2,71 
~ethylacetat CHP(O)CCH3 

I 
99, LP. 1,67 

Athylacetat . C2HsO(O)CCH3 99, LPe 1,74 
b) Disubstitutionen: 

Methylenchlorid . CH2Cl2 

JI 
69, GT 1,59 
26, LPe 1,86 

1,2 .Athylenchlorid ClH2 C - CH2Cl II 24 b, GT 1,56 (?) 
I03, LFe 1,75 

1,1 .Athylenchlorid CZ2HC-CH3 I 24 b, GT 2,05 
1 26, LFe 1,98 

1,2 ~thylenbromid . BrH2 C-CH2Br I03, LPe 1,4 
1,2 4thylenjodid . ]H2C-CH2] I03, 1,3 
1,2 4thylencyanid CNH2C - CH2 CN I03, 3,8 
1,2 Athylenglykol HOH2C - CH20H I 03, " 1,5 
1,1 Dichlorpropan Cl2 HC - CH2 - CH3 26, LPe 2,06 
1,2 . ClH2 C - CHCl - CH3 26, 1,85 
1,3 • I CZH2 C - CH2 - CH2CZ 26, 2,24 
2,2 .] H3C - CCl2 - CH3 26, 2,18 
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Tabelle 16. (Fortsetzung.) 

Substanz Formel Autor, I Moment 
Methode x 10.8 

a Aminovaleriansaure-
/H 

C3H7 - C - qO)OCH3 I6, LT 1,6 methylester 
"---NH. 

0' Aminovaleriansaure-
H.'-. 

C - C3H6- C(O)OCH3 I6, 2,7 
methylester I 

NH. 
c) Trisubstitution: 

{\ 
69, G1 0,95 

Chloroform . CHCl3 74, GT 1,05 
80, LT 1,05 

I 99, LP. 1,.10 
Triphenylmethan . CH(C6Hsh 43, FT <0,4 

Verhalten nahegelegt; immerhin sind diese SchluBfolgerungen auch nicht 
vollkommen sichergestellt. Eine andere Erklarung haben EUCKEN und 
MEYER vorgeschlagen: Sie nehmen an, wie in § 10 bereits besprochen 
wurde, daB das Moment einer CI-Bindung nicht unabhangig ist davon, 
wie das G, an das das CI angefiigt ist, weiter gebunden ist. 1st bereits 
ein Cl am C, so findet das nachste CI, das hinzugefUgt wird, andere Ver
haltnisse vor, als wenn das C nur an H gebunden ware. Auf ahnliche 
Weise haben dann auch die HC-Bindungen andere Werte. Dieser Effekt, 
der von den Autoren im aligemeinen als klein angenommen wird, solI 
hier nun infolge der besonders starken Gruppen auch besonders kraB in 
Erscheinung treten. Als Stiitze dieser Auffassung fiihren sie "Oberle
gungen von ELLIS an, der aus Spaltungswarmen, berechnet aus spektro

skopischen Daten, auf einen Unterschied der HC
Bindung in CHCl3 und in C6 HI4 schlieBt. Ein Ent
scheid zwischen diesen beiden Moglichkeiten steht 
noch aus. Eigentiimlich ist auch, daB beim Ersetzen 
des einen oder beider H im CH. Cl. durch CH3 oder 
C.Hs (1,1 Dichlorathan [2,02J; I,I [2,06J und 2,2 
[2,I8J Dichlorpropan) die Momente bedeutend 
hoher werden und untereinander etwa gleich sind. 

Besonderes Interesse beanspruchen auch die 
symmetrischendisubstituiertenDerivatedesAthans, 
die besonders WILLIAMS (103) eingehend untersucht 
hat, und bei denen zum ersten Male die freie Dreh

barkeit rechnerisch zu berucksichtigen versucht wurde. Man nimmt an, 
daB im Athan und seinen Derivaten die beiden Half ten gegeneinander 
urn die C-C-Bindung rotieren konnen. WILLIAMS setzt ungehinderte 
Drehung voraus und erhalt dann, bei Benutzung der in Abb. 8 gebrauch-
ten Bezeichnung, fUr das resultierende Moment 12 a sin e, wenn a das 
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Moment der entspreehenden Methanverbindung bedeutet. Mittels dieser 
Formel kann man aus den gemessenen Momenten den Winkel e bereeh
nen. Die Tabelle 17 gibt ein Bild von den vorliegenden Verhaltnissen. 

Tabelle 17. 

Moment x lOIS 
Substituent ('1 

X 
, C2 H 4X 2 

I 
C2 H4X 2 

CH3X , 0 

! beob. ber. 

Ct 1,9 
I 1,81 2,54 42 

By 1,82 1,4 2,43 33 
] 1,63 1,3 2,18 34 

CN 3.4 3,8 4,54 53 
OH i 1,64 1,5 I 2,19 40 

Die erste Kolonne bezeichnet den Substituent en ; die zweite gibt das 
Moment des monosubstituierten Methanderivates; die dritte das ge
messene Moment ffir die symmetrisehen disubstituierten Athanderivate; 
die vierte enthalt die naeh der gegebenen Formel bereehneten Momente 
un ter Annahme regularer T etraeder (e (Xl 700); die fiinfte sehlieBlieh die 
aus den gemessenen Momenten resultierenden Winkel e. Man ersieht, 
daB diese Winkel eine auBerordentliehe Deformation der Tetraeder
konfiguration bedeuten willden I. Man wird daher lieber der Ansehauung 
HOJENDAHLs zustimmen, naeh der diese Abweichungen dureh eine un
gleiehmaBige Rotation bedingt sind. Die Verkleinerung der Momente 
gegenuber den bereehneten Wert en kann dann damit erklart werden, 
daB die zwei substituierten Gruppen sich gegenseitig abstoBen, die Stel
lungen entgegengesetzt geriehteter Momente (groBte Entfernung der X) 
bevorzugt werden, das Moment dadureh verkleinert wird. Aueh wird 
eine gegenseitige induktive Beeinflussung, ahnlich wie wir es bei den 
Benzolderivaten kennengelernt haben, das Moment zu verkleinern suehen. 
Doeh seheint mir die GroBenordnung des Effektes nur dureh die An
nahme gehinderter Rotation wiedergegeben zu werden. Man kann noeh 
ein weiteres Ergebnis der Messungen anfiihren, das diese Hypothese zu 
stutzen seheint. Betraehten wir namlich die Diehlorpropane, die von 
GROSS (26) gemessen wurden, so sehen wir, daB ffir das I,2-Derivat, das 
dern Diehlorathylen am naehsten verwandt ist, ein nur wenig groBeres 
Moment (1,85) gefunden wird. (GROSS seIber findet aueh fur Dichlor
athylen den gleiehen Wert; der von uns angegebene Wert ist ein Mittel
wert.) In der I,3-Stellung aber, wo die Cl an den endstandigen Methyl
gruppen hangen, ist das Moment 2,24, also merklich groBer. Reehnet 
man fUr diesen Fall, unter den gleichen Annahmen wie ffir das Athylen 
(e=700), das Moment aus, so findet man 2,54. Die Abweichung dieses 
Wertes yom gemessenen ist prozentual lange nieht mehr so groB wie 
beim Athylenderivat. Man darf das vielleicht der Tatsaehe zusehreiben, 
daB die beiden Cl im Diehlorpropan weiter voneinander entfernt sind, 
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die Kraftwirkungen also geringer werden. Das wiirde auch eine Ver
ringerung der Drehbehinderung bedeuten, die lJbereinstimmung muB 
dann besser werden, was auch diesen Zahlen nach zuzutreffen scheint. 
Wenn auch diese lJberlegungen noch nicht ganz eindeutig sind und neue 
Messungen an' gUnstigen Substanzen abgewartet werden miissen, so 
scheint mir doch aus den 'Untersuchungen dieser Derivate die freie Dreh
barkeit und ihr EinfluB auf das Moment deutlich zu folgen. 

§ 17. Verschiedene organische Substanzen. In Tabelle 18 sind 
schlieBlich noch vereinzelte organische Substanzen aufgezahlt, die nicht 

Tabelle 18. Verschiedene organische Substanzen. 

Substanz Formel Autor, Moment 
Methode X 10·S 

Acetylen. .. HC=CH 77, GT ° 
a) N aphthalin . . . C.oHs 99, LP. 0,7 

a-Nitronaphthalin . C.oH7NOa . 32, LP 3,62 
1,5 Dinitronaphthalin C1oH6(NOa)2 32, I' 

0,6 
1,8 C1oH6(NOa)a 32 , 7,1 

b) Cyclohexan • C6H'2 7Ia, LP ° Cyclohexanon CsH,o-CO Io8, LPa 2,75 
Menthon. C9H ,s-CO Io8, 

" 2,77 

c) Dioxan 
O/CHa - CHa"O 

"'-CHa - CHa/ 
7Ia, LP <0,45 

Benzil. ..... Cu,H1oOa 7Ia, " 3,2 
44' Diathoxybenzil Cl4HloOa (OCaHs)a 7Ia, " 504 

d) Chinolin. C9H 7N 67, LP. 2,25 
Pyridin C6HsN 42 , 2, II 

e) p-Azoxyanisol H3COC6Hs - N(O)- Ioa, 
" 2,4 

N-C6HsOC~ 
P-Azoxyphenetol . HsCaOC6Hs - N( )- Ioa, 

" 2,3 
N - C6HsOCaHs 

p-Azoxybenzolsaureathy-
lester. HsCaO(O)CC6Hs - N(O) Ioa, 

" 3,2 
- N - C6HsC(O)OCaHs 

Azoxybenzol . C6Hs - N(O) - N - C6Hs Ioa, 
" 

1,8 

£) Dekalin . C,oH18 43, FT ° Dibenzyl. CI4HI4 43, " ° 
in groBeren Zusammenhwgen untersucht worden sind. Das Acetylen 
zeigt, daB eine symmetrische dreifache Bindung ahnlich wie die Doppel
bindung noch kein Moment erzeugt. 

Das Naphthalin scheint ein Momentzu haben. Von seinen Derivaten 
sind nur die Mononitro- und Dinitroverbindungen untersucht. In der 

I WILLIAMS denkt sich nur die Stellung des X im Tetraeder geandert. 
Das ist nicht ganz richtig: Man iiberlegtleicht, daB auch die HC-Bindungen 
"steiler" gestellt werden miissen; will man die HC-Bindungen unter dem 
Winkel von 700 lassen, so miissen die C-X-Bindungen noch starker geneigt 
werden, als es schon durch den errechneten Winkel e ausgedriickt wird. 
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I,8-Stellung ist das Moment etwa doppelt so groB wie das des Mono
derivates; die Nitrogruppen werden also ungeflihr parallel stehen. Yom 
stereochemischen Gesichtspunkte aus ist die Struktur des Naphthalins 
noch nicht eindeutig festgel~t; aus diesen wenigen Messungen aber kann 
zwischen keiner der chemisch mogiichen Anordnungen entschieden 
werden: 

Das Cyclohexan hat das Moment o. Der Chemiker nimmt bekannt· 
lich an, daB zwei Isomeren gleichzeitig existieren, eine cis-Form (Wanne) 
und eine trans-Form (Treppe): 

CHz CHz 
~CHz CHz-j 

CH. CH. 
cis 

Ferner ist die Anordnung den aliphatischen Verbindungen ahnlich, d. h. 
der Ring ist spannungsfrei, hat also die gewohnlichen Tetraederwinkel. 
Beide Isomere ergeben, wie man sich leicht iiberlegt, das Moment o. 
DaB die C-Atome im Cyclohexan sich so verhalten wie in gesattigten 
KoWenwasserstoffen, scheint mir auch darans hervorzugehen, daB zwei 
CO-Derivate, namlich Cyclohexanon und Menthon, das gleiche Moment 
zeigen wiein den aliphatischen Derivaten. (Ein CH. ist ersetzt durchCO.) 

Zwei ahnliche Isomere, wie bei Cyclohexan, sollte man auch beim 
Dioxan erwarten. In diesem Falle miiBte das cis-Isomere ein Moment 
haben, das trans dagegen keines. SANGEWALD und WEISSBERGER (7Ia) 
versuchten durch fortgesetzte fraktionierte Destillation das eine Isomere 
getrennt zu erhalten, indem sie von jeder Fraktion das Dipolmoment 
maBen. Mit zunebmender Zahl der Fraktionen wurde das Dipolmoment 
immer kleiner, der zuletzt gefundene Wert ist kleiner als 0,45, was die 
Anschanung iiber das Dioxan zu bestatigen scheint. Die Untersuchungen 
an Benzil und 44'-Diathoxybenzil haben die gleichen Autoren vorge
nommen, urn vielleicht einen Unterschied zwischen der weiBen und gelben 
Form zu finden. Die Verhaltnisse liegen aber so kompliziert, daB ein 
eindeutiger ScWuB auf die Konstitution nicht moglich scheint. 

Besonderes Interesse beanspruchen auch die Messungen von EBERT 
und v. HARTEL (lOa) an anisotropen Fliissigkeiten; die Ergebnisse sind 
unter e) zu finden. Die Untersuchung wurde vorgenommen, urn zu ent
scheiden, ob die BORNsche Theorie der Anisotropie dieser Substanzen 
die Verhaltnisse richtig wiedergibt. Nach BORN sollte die Anisotropie 
dadurch zustande kommen, daB in den Molekiilen Dipole vorhanden sind, 
die aufeinander so groBe Krafte ausiiben, daB eine Richtwirkung ein
tritt; diese Erklarung ware in Parallele zu setzen mit der WEIssschen 
Erklarung des Ferromagnetismus. EBERT kann aber zeigen, daB die ge-
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messenen Momente viel zu klein sind, urn die GroBenordnung des Effektes 
nach der BORNschen Theorie zu erkliiren. 

§ 18. Anorganische Substanzen. Tabelle I9 entbalt die MeB-

Tabelle 19. Anorganische Substanzen. 

Substanz 

a) Argon. 

Wasserstoff 

Stickstoff 

Jod. 
b) Chlorwasserstoff . 

Bromwasserstoff . 
Jodwasserstoff . 

Kohlenoxyd • 

c) Wasser 

Schwefelwasserstoff . 

" Schwefeldioxyd 

Kohlenstoffdioxyd . 

Schwefelkohlenstoff 
Stickoxydul . . . . 
Kohlenstoffoxysulfid 
Silberperchlorat 

d) Ammoniak. 

Phosphorwasserstoff 
Arsenwasserstoff . 
Dimethylamin 
DHithylaInin. . 
TriathylaInin 

e) Zinntetrajodid . 

Fonnel 

H 

N~ 

J~ 
HCI 
HBr 
HJ 

co 

NH3 

PH3 
AsH3 

NH(CH3)2 
NH(C2Hs)2" 
N(C2 Hsh 

SnJ4 

{ 

Autor, 
Methode 

4, GT 
4, " 

20, " 
66, " 

{ 20, " 
II3, " 
99, LP. 

II3, GT 
II3, " 
II3, " 

1 
4,,, 

20, " 
66, " 
94, " 

II4, " 

J 36,,, 

I 70,,, 
IOO, LP. 

{ 4, GT 
II4, " 

{ 
4,,, 

I 36, " 
II3, " 

1 
40" 

20, " 

36," " 
66, " 
83, " 
940 " 

II3, " 

{ 99, LP. 
II40 GT 

4, " 
II4, " 
99, LP. 
36, GT 
93, " 

II3, " 
93, " 
93, " 
32, GP. 
32 , " 
32 , " 

99, LP. 

Moment 
X 10.8 

° ° ° ° ° ° 1,2 
1,03 
0,71$ 
0,38 
0,124 
0,Il8 
0,128 
0,Il8 
0,10 
1,87 
1,847 
1,7 
1,10 
0,931 
1,60 
1,76 
1,61 
0,145 (?) 
0,208 (?) 
0,3 (?) 

<0,13 
0,00 
0,142 (?) 
0,06 

° 0,326 (?) 
0,249 
0,650 
4,7 
1,53 
1,44 
1,46- 1,51 
0,54-0,56 
0,13-0,18 
1,05 
0,94 
0,76 

° 
resultate, die an anorganischen Molekiilen gefunden wurden. Mono
atomare und diatomare Molekfile zeigen, wie erwartet werden muB, kein 
Moment; eine eigentfunliche Ausnahme bildet das Jod, das allerdings 
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nur in Losung (Molekillverbindung?) gemessen worden ist. Die Halogen
wasserstoffe zeigen die gleiche Abnahme des Momentes von Cl iiber 
Br zu], wie sie bei Methan- und Benzolderivaten auch gefunden 
wurde . 

. Besonderes Interesse haben H.O und NH3 • Die Existenz eines Mo
mentes deutet darauf hin, daB die Anordnung der Atome in diesen Mole
killen nicht linear bzw. eben, sondern gewinkelt bzw. pyramidalseinmuJ3. 
Damit sind atomtheoretische DberJegungen von HUND und HEISEN
BERG (35) in guter Obereinstimmung; zieht man namIich bei solchen 
lonenverbindungen die Polarisierbarkeit der Atome in Betracht, so er
gibt sich, daJ3 die stabilen Lagen wirklich durch solche gewinkelte bzw. 
pyramidale Anordnungen realisiert sind. 

A.hnlich werden die VerhaItnisse liegen bei H.S, SO., bzw. bei PH3 
und AsH3• CO. hingegen hat, gemaJ3 den besten experimentellen Daten 
(STUART, ZAHN), kein Moment; seine Struktur wird folglich eine linear 
angeordnete sein. Auch COS nimmt ZAHN (114) als gestreckt an, ebenso 
CS., trotzdem es ein Moment (?) hat. Nach HEISENBERG ist aber auch in 
einem gestreckten symmetrischen Molekille ein Moment moglich.· 

1m iibrigen sind Resultate an anorganischen Korpern in zu kleiner Zahl 
bekannt, als daB alIgemeinere RegelmaBigkeiten bemerkt werden konnten. 
Auch ist die Betrachtungsweise, die auf diesem Gebiete herrscht, wesent
lich verschieden von der, die bei der Diskussion der Dipolmomente or
ganischer Molekille vorherrscht. In der anorganischen Chemie sind es 
hauptsachlich die lonen und ihre Polarisierbarkeit, die bei einer Dis
kussion der Dipolmomente ausschlaggebend sein werden, wahrend, wie 
wir gesehen haben, auf dem Gebiete der organischen Chemie im alIge
meinen die Grundelemente die Bindungsmomente sind. Ein weiterer 
wesentlicher Unterschied ist der, daB Dipolmessungen in der organischen 
Chemie einen praktischen Hintergrund haben: man sucht sie zu einer 
neuen Methode zur Erkennung von Isomeren auszugcstaIten. Alles dies 
rechtfertigt, daB wir an dieser Stelle die anorganischen Substanzen so 
kurz behandelt haben. 
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31. Einleitung. Der vorliegende Bericht bildet die Fortsetzung eines 
Referates, das der eine von uns im vorigen Bande der "Ergebnisse" ver
offentlicht hat I. Zur Vereinfachung der Rlickverweisungen auf den 
I. Teil wurden die Abschnittsziffem und die Gleiehungen fortlaufend 
weitemumeriert, so daB beide Teile zusammen ein einheitliches Ganzes 
bilden. 

Die Aufgabe, eine moglichst leiehtfaBliche Darstellung der Quanten
und Wellenmechanik im Rahmen eines kurzen Referates zu geben, ist 
fast hoffnungslos schwierig und die Verfasser sind nieht sieher, ob sie 
diesem Ziel im vorliegenden Bericht auch nur einigermaBen nahe genug 
kommen konnten. Die Quantentheorie der Spektren war schon im ersten 
J ahrzehnt ihres Bestehens zu einer Wissenschaft von ganz ansehnlichem 
Umfang angewachsen; seit dem Erscheinen der epochemachenden Ar
beiten von HEISENBERG und SCHRODINGER setzte nun gar eine besonders 
stiinnische Entwicklung ein, so daB innerhaIb von knappen 4 Jahren ein 
neuer Wissenszweig sozusagen aus der Erde gestampft wurde, zu dessen 
erschopfender Behandlung eine zweisemestrige 5stllndige Universitats
vorlesung nieht ausreiehen wiirde. Die Quantentheorie ist heute schon 
ein groBeres Wissensgebiet aIs es beispielsweise die MAxWELLSche Elek
trodynamik zu jenerZeit war, alsABRAHAM sein bekanntesLehrbuch der 
Elektrizitat schrieb. Zudem zeiehnet sieh die neue Wissenschaft nieht 

I Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, Bd. VII, S.384, 1928. 
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allein durch groBen Umfang, sondern auch durch Tiefe aus: Ihr Studium 
wird durch begriffliche Schwierigkeiten, weitgehende Abstraktlonen und 
durch den groBen mathematischen Apparat so erschwert, daB die Mehr
zahl der Fachphysiker selbst heute noch weit davon entfernt ist, die 
neuere Entwicklung der Theorie mit wirklichem Verstandnis verfolgen 
zu konnen. Es ist daher nicht zu verwundern, daB es dem Nichtphysiker 
erst recht groBe Schwierigkeiten bereiten muB, in die verwickelten Ge
dankengange der neuen Theorie einzudringen. Trotzdem diirfte sich ffir 
die meisten, die die notige mathematische Vorbildung besitzen, die Miihe 
lohnen. Der asthetische Sinn des abstrakten Forschergeistes muG immer 
wieder an der von SOMMERFELD mit Recht hervorgehobenen bizarren 
Schonheit und harmonischen GesetzmaBigkeit der Spektren und ihrer 
Feinstruktur Gefallen finden und der mehr auf das Praktische gerichtete 
Forscher hat Aufklarungen fiber die Konstitution der Materie und fiber 
das Wesen der chemischen Bindungen zu erhoffen. Dieser Umstand 
rechtfertigt die groBe Zahl der neu erscheinenden Darstellungen der 
Quanten- un,d Wellenmechanik, zu denen auch der vorliegende kurz 
Qrientierende Bericht gehOrt. 

Der vorliegende II. Teil des Berichtes behandelt im Abschnitt VII die 
Weiterbildung der allgemeinen Grundlagen der Wellenmechanik: Die 
zeitabhangige und die relativistische SCHRODINGER-Gleichung, sowie die 
neuere Verallgemeinerung der Theorie durch DIRAC. Vor der Behandlung 
der DIRAcschen Theorie wird ein etwas weiter ausholender Exkurs fiber 
jene Gedankengange und Erfahrungstatsachen der alteren Quanten
theorie eingeschaltet, die ztir Aufstellung der Hypothese des Elektronen
spins durch UHLENBECK und GOUDSMIT fiihrten. 

In den Abschnitten VIII und IX wird ein Uberblick fiber die bisherigen 
LeistungenderTheoriegegeben:TheoriedesZEEMAN-undSTARK-Effektes, 
Streuung der a-Strahlen, kalte Elektronenemission, AUGER-Effekt, Radio
aktivitat, Dispersion, Photoeffekt, Comptoneffekt, Mehrkorperproblem, 
die Aufklarung des Heliumproblems, Molekiilbildung. Ferner wird auch 
der Zusammenhang mit der Statistik von Systemen vieler Freiheits
grade (BOSE-FERMI) besprochen. 

Der letzte Abschnitt X enthalt schlieBlich eine Diskussion der bis
herigen Interpretationsversuche der Theorie und eine Erorterung der zu
gehorigen begrifflichen Fragen: Wellenpakete, statistische Deutung der 
Wellenmechanik, die doppelte (korpuskulare und undulatorische) Natur 
von Materie und Strahlung, Ungenauigkeitsrelationen usw. usw. Die 
gegenwartige Sachlage laBt sich dahin charakterisieren, daB ein mathe
matischer Formalismus gefunden wurde, der nicht nur gewisse Fein
heiten der Spektren, sondern aucheine Anzahl anderer physikalischer 
Erscheinungen und obendrein das chemische Verhalten vieler Elemente 
in erstaunlich zutreffender Weise wiedergibt, daB jedoch dieser Erfolg 
Iiur durch Einfiihrung recht ungewohnter Begriffe und Vorstellungen er-

Ergebnisse der exakten N aturwissenschaften. VIII. 24 
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zielt werden konnte, wobei unsere Auffassung iiber die Grundprinzipien 
des physikalischen Geschehens und der Kausalitat weitgehend abge
andert wurde. 

Einige Worte seien noch iiber die Abgrenzung des Stoffes gesagt. 
Wenn auch die Verfasser vor mathematischen EIitwicklungen keines
wegs zuriickgeschreckt sind, sondern sogar die Methodik mancher 
Rechnungen ziemlich ausfiihrlich behandelt haben, so muBten sie doch 
auf die Darstelluug jener Teile der Theorie verzichten, die zu ihrer 
Entwicklung hOhere HiHsmittel benotigen. Hierher gehOren, urn nur 
die wichtigsten Punkte. zu nennen, die gruppentheoretischen Unter
suchungen, die .. Quantelung der Amplituden" und die Transformations
theorie in ihrer exakten Fassung. Mit der Weglassung dieser Gebiete 
soll jedoch keineswegs ein negativesWerturteil ausgesprochen werden
es sei denn eines iiber die Fahigkeit der Verfasser, diese Fragen heute 
schon in halbwegs verstandlicher Form darstellen zu konnen. 

VII. Relat.ivitat und Elektronenspin. 
32. Rekapitulation, die Anwendung der Wellengleichung auf kon

servative Systeme. Zur Erleichterung des Verstandnisses des Folgenden 
beginnen wir mit einer kurzen Rekapitulation. Die in Abschnitt VI dar
gestellte einfachste Fassung der Wellenmechanik bezieht sich auf kon
servative Systeme, d. h. insbesondere auf jene Atomprobleme, bei denen 
ein oder mehrere Elektronen sich unter vemachlassigbarer Wechsel
wirkung in statischen Kraftfeldern bewegen. Die auf dieser Stufe all
gemeinste Form der Wellengleichung war gegeben durch Gleichung(gl}: 

Diese Gleichung ist so zu verstehen: Man hat in·der HAMILTON-Funktion 

des Systems, H (P, q), die Impulse Pk durch die Operatoren ~ --1- zu 2nz uqk 
ersetzen: 

h e 
Pk~ 2ni eqk ' (go) 

wodurch der Ausdruck in der geschlungenen Klammer von (91) zu einem 
Differentialoperator zweiter Ordnung wird, der auf die "Wellenfunktion" 
"p anzuwenden ist. Der Energieparameter E bedeutet dabei die kon
stante Gesamtenergie des konservativen Systems, die dem numerischen 
Wert der HAMILToN-Funktion des Systems gleich ist: 

E = H (P,q). (g6) 

Vor der Ausfiihrung der Vertauschung (go) wiirde also der Klammer
ausdruckin (gl) identisch verschwinden. Als Beispiel fiir die Verwendung 
der in (gl) verwendeten Symbolik sei der Fall der Bewegung eines ein-
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ze1nen Elektrons von der Masse Jt in einem Potentialfeld V (q) heran
gezogen. Es gilt: 

H = _I ~Pl +V(q). 
2ft 

Die hierzu gehOrige Wellengleichung lautet nach Multiplikation mit 
8n2 ft 

--}i2 

.<Il/J + 8~:ft (E - V) 'l/J = o. (7I ) 

1m Gegensatz zu den Aufgaben der herkommlichen Feldphysik bildet 
nun niCht die Integration der Gleichung (7I), d. h. die Ermittlung der 
Losungsfunktion'lf' (q) das Hauptproblent. sondern vielmehr die Ermitt
lung jener Eigenwerte des Parameters E, ffir die (7I) nicht identisch ver
schwindende Losungen besitzt, die den natfirlichen Randbedingungen 
(Endlichkeit, Stetigkeit und Verschwinden im unendlich Fernen) ge
niigen. Die diskreten Eigenwerte E des Problems stel1en die Energie
stufen des Systems, also in der Sprache der alteren Quantentheorie die 
Energien der stationaren Bahnen dar. Die Frequenzen des von dem be
treffenden System emittierten Spektrums ergeben sich aus der BOHRSchen 
Frequenzpedingung: 

hv=Em-En. 
Die Frequenzen des Spektrums erhiilt man also allein schon durch 

Bestimmung der Eigenwerte En des Problems; zur Berechnung der 
Linienintensitaten (und des durch die Intensitaten gegebenen Polari
sationszustandes) benotigt man weiter noch die zu den Eigenwerten En 
gehOrigen Losungen 'If'n> die als die Eigenfunktionen der Gleichungen (7I) 
bzw. (gI) bezeichnet werden. Wie man aus den Eigenfunktionen zu den 
Matrizen q (nm) bzw. p (nm) gelangt, ist in den Ziffern 28 und 29 an
gegeben worden; die Berechnung der Linienintensitaten erfolgt sodann 
mittels der Gleichung (27), Ziffer 4. 

Der im vorstehenden angegebene Formelapparat ermoglicht also die 
Berechnung der Frequenzen und Linienintensitaten der Spektren solcher 
Atomsysteme, bei denen sich das Elektron, bzw. die Elektronen in einem 
statischen Kraftfeld befinden. Diese V oraussetzung ist exakt nur fUr 
das Einelektronenproblem und ffir die zugehOrigen Storungseffekte 
(z. B. STARK-Effekt) erfiillt. Zu den hier angefiihrten Einschrankungen 
des Verwendungsbereiches tritt bei dem verwendeten mathemati
schen Schemanoch eine weitere Einschrankung formaler Natur. Die 
durch (go) angegebene Vertauschung der Impulse durch die Differential
operatoren ist nur ffir die PTe selbst und ffir ihre positiv ganzzahligen Po
tenzen sinnvoll definiert. 1st also beispielsweise n eine ganze Zahl, so 
lautet die entsprechende Vertauschungsregel: 

( 
k )n an 

Pi. = 2ni aqj." (goa) 

24* 
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Die Aufstellung einer Wellengleichung durch Nachbildung einer HA
MILToN-Funktion HiBt sich also nur dann durchfiihren, wenn sich H durch 
ganzzahlige Potenzen und Potenzprodukte der Pk ausdriicken laBt. 
Dieser Umstand hat bei der Aufstellung der relativistischen Wellen
gleichung (Ziff. 34) eine Rolle gespielt. 

33. Die zeitabhangige Wellengleichung. Bei jenen Atomproblemen, 
wo es sich urn die Bewegung von Elektronen in zeitlich variablen Feldern 
handelt, z. B. beim Dispersionsproblem, kommt man mit den GleichUIi
gen vom Typus (71) bzw. (91) nicht mehr aus. In diesen Gleichungen war 
gemaB Ziffer 24 die Zeitabhangigkeit der 1p-Funktion durch den in der 
Schwingungslehre iiblichen Ansatz eliminiert worden: 

lfJ = f (x,y,z) e·ni'Vt. (68) 

Die genannten Gleichungen enthalten daher nur mehr die Ortskoordi
naten als unabhangige Variablen; sie waren exakt nicht mehr als eigent
liche "Wellengleichungen", sondern als "Schwingungs"- oder "Ampli
tudengleichungen" zu bezeichnen. 

Wie nun SCHRODINGER in seiner vierten Mitteilung bemerkte, bestand 
"das dringende Bediirfnis, die Theorie auf nichtkonservative Systeme 
auszudehnen, wei! sich nur auf diese Weise das Verhalten des Systems 
unter der Einwirkung vorgegebener auBerer Krafte, Z. B. einer Licht
welle oder eines vOriiberfliegenden fremden Atoms studieren HiBt" I. 
Wenn nun die potentielle Energie V die Zeit explizit enthalt, ist es im 
allgemeinen unmoglich, die Wellengleichung durch einen Ansatz von 
der Form (68) zu befriedigen, analog wie man ja beispielsweise auch die 
Gleichung fiir die erzwungenen Schwingungen eines Oszillators 

mx + kx = f(t) 
nicht durch einen mit der Eigenfrequenz des frei schwingenden Systems 
periodisch veranderlichen Ansatzerfiillen kann. Man findet also in 
solchen Fallen mit der Amplitudengleichung nicht mehr das Auslangen, 
sondern muB auf die eigentliche Wellengleichung zuriickgreifen. 

Dieses Zuriickgreifen auf die eigentliche Wellengleichung kann nun 
nicht etwa in der Weise vor sich gehen, daB man den in Ziffer 24 be
schrittenen Weg, der von der klassischen Wellengleichung 

LllfJ - ~2 ip = 0 (67) 

zur SCHRODINGERSChen Gleichung (71) fiihrt, nach riickwarts verfolgt. 
Denn dieser Weg fiihrte ja iiber die Relation 1P = -4:n;2V21p, die dem 
Ansatz (68) entspricht, der wie oben erwahnt, fiir den allgemeinen Fall 
nichtkonservativer Systeme nicht zu verwenden ist. 

Zur Aufstellung der zeitabhangigen SCHRODINGER-Gleichung wollen 
wir also gar nicht mehr an die Wellengleichung der Feldphysik (67) an-

I 1m Rahmen der Matrizentheorie war die Erweiterung der Theorie auf 
nichtkonservative Systeme schon friiher von HEISENBERG durchgefiihrt worden. 
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knupfen. Wir gewinnen die gesuchte Gleichung vielmehr durch sinnge
maBe Ubertragung jenes Formalismus, mit dem aus dem Energieansatz 
bzw. aus der HAMILToN-Funktion die HAMILTON-JAcoBIsche partielle 
Differentialgleichung (H. P.) gebildet wird. Allerdings handelt es sich 
bei den im folgenden angedeuteten Uberlegungen urn einen rein formalen 
Weg zur Aufstellung einer zeitabhangigen Wellengleichung, der durchaus 
nicht den Charakter einer zwingenden Ableitung besitzt. Wir deuten die 
Herleitung der Gleichung in zwei Schritten, namlich a) fUr konservative 
Systeme, b) fur nichtkonservative Systeme an. 

a) Konservative Systeme. Die Energiegleichung sei gegeben durch: 

H (q, ... q" p, '" PI) - E = o. (97) 

Die Integration des zugehorigen Systems von 21 Bewegungsgleichungen 
(r2) kann nun bekanntlich zuruckgefuhrt werden auf die Integration 
einer einzigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (H. P.), 
die man erhalt, indem man in (97) die Vertauschung vomimmt: 

as 
Pk = oqk' (98) 

wobei.s die aus der resultierenden partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung zu bestimmende unbekannte Funktion (Wirkungsfunktion) ist. 
Die Ausflihrung der Vertauschung (98) fUhrt also die Gleichung (97) 
uber in die H.P. 

(99) 

Die Anwendung dieser Gleichung auf die klassische, d. h. punktmecha
nische Behandlung eines Bewegungsproblems beruht auf folgendem 
Umstand: Hat man ein vollstandiges, d. h. auBer von den 1 unabhangigen 
Variablen qk und dem Energieparameter Enoch von 1 willkfulichen 
Integrationskonstanten ak abhangiges Integral der Gleichung (99) 
gefunden, 

(roo) 

so sind die Integrale der Bewegungsgleichungen in impliziter Form ge
geben durch das Gleichungssystem 

as as as .,,---- = Pk, .,,---- = {:lk, "E = t - to, (ror) 
uqk uak u 

wobei die fJ k weitere 1 willkfuliche Konstante sind. Die Gleichungen (ror) 
liefem nach Elimination von E ein System von 21 Gleichungen, welche die 
Unbekannten qk und Pk als Funktionen der Zeit und der Integrations
konstanten geben. Diese den Theoretikem schon seit nahezu einem Jahr
hundert bekannten Zusammenhange waren fur die Gedankengange 
SCHRODINGERS, die zur Aufstellung der Wellenmechanik gefUhrt hatten, 
von Bedeutung; sie spielen aber fUr die folgenden Betrachtungen der 
vorliegenden Darstellung keine Rolle mehr. 
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Aus den Ausfiihrungen dieser und der vorangehenden Ziffer ergibt 
sich, daB man von der Energiegleichung H (q, P) = E sowohl zur H.P. 
als auch zur SCHRODINGER-Gleichung gelangt, indem man die Impulse 
durch die partiellen Ableitungen nach den zugehOrigen kanonisch kon
jugierten Koordinaten ersetzt. Wodurch unterscheiden sich nun die 
beiden 'Obergiinge voneinander? Beim 'Obergang zur H.P. wird der 

Differentialoperator 00 zuerst an der Funktion S ausgeubt, sodann 
qk . 

wird das Resultat dieser Operation, namlich die partielle Ableitung 

~S als Argument in die Funktion H eingefUhrt, worauf die durch die uqk 
funktionelle Struktur von H vorgeschriebenen Operationen, z. B. Poten-

. oS 
zlerungen an .,,- vorgenommen werden. Beispiel: Massenpunkt in einem uqk 
Potentialfeld V (q): 
Energiesatz: 

H = ~(P~ +P: +P;)' + V(q) = E. 
2f-l 

(102) 

H.P.: 
I {(OS)2 (OS)2 (0 S)2} 2f-l OqI + Oq2 + Oq3 +V(q)-E=o. 

1m Gegensatz hierzu hat sich der 'Obergang yom Energiesatz zur 
SCHRODINGER-Gleichung in der folgenden Weise zu vollziehen: Anstelle 

der PI< werden die Operatoren ~ -1---- in H eingefiihrt und die durch die 
27U uqk 

Funktion H angegebenen Operationen wie Potenzierungen usw. sym
bolisch an diesen Operatoren vorgenommen, bevor noch die Differentia
tionen an der 1p-Funktion ausgefiihrt werden. Hierdurch entsteht ein 
zusammengesetzter Differentialoperator [H-E] , der erst nach seiner 
Fertigstellung an der Wellenfunktion 1p anzugreifen hat. So heiBt bei
spielsweise die zum Energiesatz (97) gehOrige SCHRODINGER-Gleichung: 

{ },,2 (i)2 02 i)2) } 
- 8n2f-l oq~ + oq~ + oq~ + V(q) - E l/J = o. (104) 

b) Nichtkonservative Systeme. 1m allgemeinen hat man es in der 
Punktmechanik mit einer zeitabhiingigen Wirkungsfunktion zu tun, die 
mit dem unter a) betrachteten, zeit~abhiingigen Anteil S der Wirkungs
funktion in dem nur ffir konservative' Systeme giiltigen Zusammenhang 
steht: 

W=E-St. (105) 

Die HAMILToN-Funktion ist fur die nichtkonservativen Systeme de
finiert durch: 

(106) 

wobei T die kinetische Energie des Systems darstellt. H muG im all
gemeinen Fall nichtkonservativer Systeme nicht mit der Gesamt-
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energie E identisch sein. Ersetzt man in (106) die qk durch die Pk, so 
wird H wieder eine Funktion der q und P und der Zeit t: 

H (qI ... ql, PI ... PI, t) + ( 107) 

Die zugehOrige H.P. lautet dann: 

( oW OW) oW 
H qI'" ql, OqI + •• iJq!' t + Tt = 0+ (108) 

Zur zeitabhangigen H.P. gelangt man also formal, indem man in der 
Relation H (q, p, t) -E = 0 (die nebenbei bemerkt fUr nichtkonservative 
Systemen nicht mehr mit konstantem E erfilllt ist!) die negativ ge-

E . ( E) d h d D'ff . I . oW nommene nergle - urc en 1 erentla quotIenten Tt er-

setzt. Der entsprechende Ubergang zur zeitabhangigen SCHRODINGER
Gleichung wird dann naturgemaB so zu erfolgen haben, daB man die 
Differenz H-E zu einem Operator macht, indem man erstens gemaB (go) 
die Impulse durch die zugeh5rigen Ableitungen nach den Koordinaten 
ersetzt und zweitens die Vertauschung hinzufUgt 

h 0 
(-E)--+2niBt+ (lOg) 

Die gesuchte zeitabhangige SCHRODINGER-Gleichung heiBt daher: 

H --- t +-- =0. { ( h 0 ) h O} 
q'2nzoq' 2niot l/J (IIO) 

Die zu 1p gehOrige konjugiert-komplexe Funktion "if; muB dann natfulich 
jener Gleichung genligen, die man aus (IIO) erhalt, indem man i durch 
-i ersetzt: 

{ ( - h 0 ) h iJ}-
H q'2ni()q,t -2niBt l/J=o. 

Flir den Fall, daB H die Form hat: 

H = 2.- ~Pk + V(q, t) 
2(-l~ 

(IIO*) 

(III) 

wobei das obere Vorzeichen fUr 1p und das untere fUr u gilt. Das Auf
fallende an dieser Gleichung ist, daB sie von zweiter Ordnung in den 
raumlichen Koordinaten und von erster Ordnung in t ist. Sie ist also 
nicht vom Typus der Wellengleichung (67) der Feldphysik, sondem vom 
Typus der Warmeleitungsgleichung. DaB die L5sungen von (III) perio
dische Funktionen der Zeit sind und nicht exponentiell von ihr abhangen 
wie die L5sungen der Warmeleitungsgleichung, liegt daran, daB der 

Koeffizient von ~~ in (III) imaginar ist. 

Die Anwendung der zeitabhangigen Wellengleichung (III) auf den 
Comptoneffekt und auf das Dispersionsproblem werden wir in den 
Ziffem 47-49 kennen lemen. 
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34. Die relativistische Wellengleichung nach SCHROEDINGER. Die 
bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf die Ubertragung der "klassi
schen", d. h. nichtrelativistischen Bewegungsgleichungen auf die Wellen
mechanik. Es bestand nun das Bedfirfnis nach einer Ausdehnung dieser 
Betrachtungen auf die Relativitatsmechanik. Die Griinde dazu liegen 
auf der Hand: Nach dem Relativitatsprinzip miissen alle Naturgesetze 
gegeniiber der LORENTz-Transformation invariant sein. Diese Forderung 
hatte sich wiederholt schon als heuristisch wertvoll erwiesen; es sei nur 
auf den Satz von der Tragheit der Energie verwiesen, der in voller All
gemeinheit erst aus dem Relativitatsprinzip gefolgert worden ist. Ins
besondere auf dem Gebiete der Quantentheorie der Spektren hatte die 
Einfiihrung der Relativitatsmechanik die ersten Aufklarungen iiber die 
Feinstruktur der wasserstoffiihnlichen Spektren geliefert. Die Wellen
mechanik ware also unvollstiindig, wenn sie nicht in die von der Rela
tivitatstheorie postulierte LORENTZ-invariante Form gebracht werden 
Mnnte. 

Der Wellenmechanik haftet ferner in jener Gestalt, in der sie in der 
vorliegenden Darstellung bisher gebracht wurde, Gl. (71), (91) und (III), 
der Mangel an, daB sie sich nur auf solche atommechanische Systeme 
bezieht, bei denen sich die Krafte aus einem Skalarpotential V (q) her
leiten lassen. Nun ist aber einer der wichtigsten Priifsteine jeder Spek
traltheorie das Problem des ZEEMAN-Effektes: die Aufspaltung der 
Energieniveaus in einem auBeren Magnetfeld. Die bei Anwesenheit 
magnetischer Felder auf das Elektron wirkenden Krafte lassen sich j edoch 
bekanntlich nicht mehr aus einem Skalarpotential V herleiten; sie hiingen 
ja auBer von den Koordinaten noch von der Geschwindigkeit des Teil
chens abo Die ponderomotorischen Krafte, die ein durch die Feld
vektoren ~ und ~ gegebenes elektromagnetisches Feld auf eine mit der 
Geschwindigkeit u bewegte Punktladung e ausiibt, ist bekanntlich ge
geben durch: 

f = e{~ + [u~]). {IIZ} 
Dabei lassen sich ffir den allgemeinen Fall eines zeitlich veriinderlichen 
elektromagnetischen Feldes die elektrische Feldstarke ~ und die magne
tische Feldstarke ~ in der folgenden Weise aus einem Skalarpotential V 
und einem Vektorpotential ~( herleiten: 

I 
~ = - grad V - -2l ~ = rot2l, (II3) c 

wobei V und 2l selbst L6sungen der verallgemeinerten POIsoNschen 
Gleichungen sind: 

I .. (,lb I .. 
d2l-c;2l=-4 7t c dV-c;V=-4 7t (J (II4) 

e und b bedeuten hier'Dichte bzw. Geschwindigkeit der felderzeugenden 
Ladungen, wiihrend u die Geschwindigkeit der vom Feld beeinfluBten 
Punktladung e ist. 
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Es handelt sich also darum, die Wellengleichung in eine relativistisch 
invariante Form zu bringen und sie gleichzeitig so zu verallgemeinem. 
daB sie auch solche Probleme zu behandeln gestattet, bei denen die auf 
die Elektronen wirkenden Krafte durch die Gleichungen (IIZ) bis (II4) 
gegeben. sind. 

SCHRODINGER (41), sowie GORDON (80) und KLEIN (93) ist es gelungen, 
den beiden hier gestellten Forderungen dadurch gerecht zu werden, daB 
sie den in der vorigen Ziffer erlauterten Formalismus der Nachbildung der 
Wellengleichung aus der H.P. auf jene Gestalt der H.P. ubertrugen, die 
in relativistisch invarianter Form die Bewegung eines Elektrons unter 
dem EinfluB eines elektromagnetischen Feldes beschreibt. 

Die betreffende Gleichung lautet: 

(~ oW + :V)~ (OW _ ~m",)~ (OW _ :mY)~(OW _ ~mz)~ fl'C' =0. (lIS) 
c at c ax c oy c oz c 

Das Rezept fiir die Umformung der H.P. in eine Wellengleichung besteht 
nun in der Vertauschungsvorschrift: 

oW It a oW h a 
7ft -+ 2ni at; ax -> 2ni ax usw. (II6) 

1m Sinne der Ausfiihrungen der letzten Ziffer hat dabei die Ausfiihrung 
der durch die Operatoren (II6) angegebenen Differentiationen erst nach 
dem Quadrieren zu erfolgen, wobei im vorliegenden Falle die Operatoren 
nur an der Wellenfunktion 'tjJ anzugreifen haben I. Der von der ersten 
Klammer in (IIS) herruhrende Term der entstehenden Wellengleichung 
heiBt also beispielsweise: 

( h)' 021fJ 2e h o1fJ (e)" 
- 2nciTt; + Co V 2niat + c V'tfJ· 

Die vollstandige relativistisch-magnetische Wellengleichung lautet nach 
n' 

Ausfiihrung der Vertauschung (II6) und nach Multiplikation mit - 4 h2 

d ,1,_ ~ o21fJ + 4nie(~ otl) + m grad ",) 
'r C2 at. h c cat 'r 

+ 4 n' e' (V.- m' _ p.2(4) ,I, = o. 
h'c' e' 'r 

(II7) 

Die Gleichung (II7) laBt sich mit Hilfe der in der relativistischen Elektro
dynamik ublichen Bezeichnungsweise in eine Form schreiben, die ihre Sym-

I Nach SOMMERFELD (Weilenmechanischer Erganzungsband, Vieweg 1928, 
§ 9 - im folgenden zitiert als "SOlV!J.\'lERFELD, W. E.") haben die Operatoren (116) 
auch an den Potentialfunktionen V und 2{ anzugreifen. Bei der Summation 
liber die vier Koordinaten verschwinden aber mit Rlicksicht auf die Be-

dingung div 'in + ~ ]I = 0 jene Glieder, we1che die Ableitungen der 'Potentiale 
c 

enthalten. Man kann daher im vorliegenden Faile einfacher von vornberein 
das Dbereinkommen treffen, die Operatoren nur an der Weilenfunktion u 
selbst angreifen zu lassen. 



OTTO HALPERN und HANS THIRRING: 

metrie hinsichtlich der Raum-Zeitkoordinaten besser zur Geltung bringt. 
Mansetzt xI=x, x2=y, x3=z, x4 =iet, (118) 

tDI=Ilf"" tD2 =llfy , tD3=llfz, ([)4=iV (II9) 
h 0 

Pk = 2ni OXk ' (120) 

wobei jetzt Pk gar nicht mehr eine Impulskomponente bedeutet, sondern 
direkt selbst schon jener Operator ist, durch den die Impulse beim Uber
gang zur Wellengleichung zu ersetzen sind. Die Ruhmasse des Elektrons sei 
schlieBlich mit flo bezeichnet. Dann heiDt die Wellengleichung insymme
trischer Gestalt 

(121) 

(Der Klammerausdruck ist wieder so zu verstehen, daB zuerst die 
innerl:mlb der Klammern stehenden Operationen auszufUhren sind, 
worauf dann erst die Operatoren Pk bzw. ihre Potenzen die Wellen
funktion 'I{J ergreifen.) 

In (121) ist der Wellengleichung des Einkarperproblems die all
gemeinste und vollendetste Form gegeben worden, die der im vorliegen
den Bericht bisher dargestellten Entwicklungsstufe der Theorie ent
spricht. Es liegt nahe zu fragen, ob sie auch als die endgilltige Form zu 
betrachten ist. Die Antwort auf diese Frage muBte sich nach dem Er
folge rich ten : man hat zu untersuchen, wie sich die Gleichung an jenen 
Problemen bewahrt, die sie tiber das Anwendungsgebiet der urspriing
lichen Wellengleichung hinaus zu behandeln gestattet. Diese Probleme 
sind der ZEEMAN-Effekt und die Feinstruktur der Wasserstofflinien. 

Zur Berechnung des ZEEMAN-Effektes vereinfacht man die Glei
chung (I2I), indem man die relativistischen Glieder (hahere Potenzen 
von lie) streicht und sich auBerdem auf die ersten Potenzen der Kom
ponenten der magnetischen Feldstarke beschrankt. Man erhalt dann die 
Naherungsgleichung I 

4ni{e( ) out 8n2{to d u + Ii:" c W grad u - flo 8t J - ~ e V u = 0 , (I22) 

aus der sich tatsachlich der normale ZEEMAN-Effekt mit den gleichen 
Aufspaltungen wie nach der urspriinglichen BOHRschen Theorie ergibt. 
Der Fortschritt gegentiber friiher besteht darin, daB man durch Bildung 
der HEISENBERGSchen Matrizen gemaD Ziffer 28 zu eindeutigen Auswahl
und Polarisationsregeln fUr die ZEEMAN-Komponenten gelangt (SOMMER
FELD, W.E. § 10). 

I Die in (122) auftretende Variable u ist mit der in (121) auftretenden 
Wellenfunlrtion l/J nicht direkt identisch, sondem geht aus ihr durch Ab
spaltung eines Zeitfaktors hervor, indem fur die Wellenfunktion der Ansatz 

21li + ~ {toc2t 
gemacht wird: l/J = ue . 1m Gegensatz zu SOMMERFELD bezeich-
nen wirdie zeitabhangige Wellenfunktion mit l/Jund die zeitunabhangige mit u. 
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Zur Behandlung der relativistischen F einstruktur spezialisiert man die 
ailgememe Gleichung (121), indem man $l( = 0 setzt und mit Riicksicht auf 
den statischen Charakter des Problems wieder die im folgenden mit u be
zeichnete zeitunabhiingige Wellenfunktion durch den Ansatz einfiihrt 

on; Et (123) 
"" = u (x, y, z) e k 

Man erhlilt dann die relativistische Gleichung fiir statische Felder 

du+ :9::{(E+!loC~-eV)2-~~C4}U=O, (124) 

aus der sich nach Streichung der Glieder, die c' im Nenner enthalten, 
die urspriingliche SCHRODINGER-Gleichung (71) ergibt. Die Ausrechnung 
der Eigenwerte dieser Gleichung fiihrt auf die gewohnlichen Wasserstoff
terme von der Form Rln9 , wobei jeder einzelne Termwert ebenso wie 
nach der lilteren Theorie n-fach aufgespalten ist, nur mit dem Unterschied, 
daB die Aufspaltung viel groBer ausflillt als friiher. Wahrend also die 
urspriingliche SOMMERFELDsche Theorie die Feinstruktur des Wasser
stoffspektrums richtig wiederzugeben vermochte, wiirde sich nach 
SCHRODINGER (und ebenso auch nach der mit der Wellenmechanik 
praktisch aquivalenten HEISENBERGSchen Theorie) eine Feinstruktur 
des Wasserstoffspektrums ergeben, die wesentlich grober ist als die 
wirklich beobachteten Werte. Die Aufdeckung dieses Umstandes ver
mochte aber das Vertrauen in die neue Theorie nicht mehr zu erschiittern, 
da man zu jener Zeit schon mit ziemlicher Sicherheit vermuten konnte, 
daB die Wasserstoffeinstruktur noch durch einen zweiten Faktor be
einfluBt wird, der erst mit den relativistischen Niveaudifferenzen zu
sammen das endgiiltige Aufspaltungsbild bedingt. Dieser zweite Faktor 
ist der von UHLENBECK und GciUDSMIT eingefiihrte Elektronenspin, iiber 
den in den nachsten Ziffern berichtet werden solI. 

35. tibersicht iiber die Entwicklung der Theorie der mehrfachen 
Quantelung'. Zur Darstellung der 'Oberlegungen, die zur Aufstellung 
der Hypothese des rotierenden Elektrons fiihrten, miissen wir ein wenig 
weiter ausholen und auf die Geschichte der Entwicklung der BOHRSchen 
Theorie zuriickgreifen. Wir werden dabei in den folgenden Ziffern 35-37 
durchweg mit den Elektronenbahnvorstellungen der lilteren Quanten
theorie operieren und erst nachtraglich den Weg zu den quanten- und 
wellenmechanischen Vorstellungen anbahnen. 

Der erste groBe Fortschritt, den die Quantentheorie der Spektren 
nach den grundlegenden Arbeiten BORRs gemacht hatte, bestand 
darin, daB S?MMERFELD im Jahre 1915 auf Grund der Relativitatstheorie 

, Das Wort "mehrfache Quantelung" ist hier im Sinne der alteren Sprach
weise gemeint; es bezieht sich auf die Einfiihrung mehrerer Quantenzahlen 
(SOMMERFELD, PLANCK, SCHWARZSCHILD) und hat mit der neuerdings im 
Rahmen der Quantenelektrodynamik ebenfalls als "mehrfache Quantelung" 
bezeichneten Quantisierung der Amplituden nichts zu tun. 
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eine Aufklarung der Feinstruktur des Wasserstoffspektrums geben 
konnte. Es ergab sich bei dieser Gelegenheit die wichtige Erkenntnis, 
daB die Energieniveaus der stationaren Zustande der Einelektronen
systeme nicht eine eindimensionale, sondern eine zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit bilden, also nach zwei Laufzahlen anzuordnen sind, da 
in entsprechender Weise auch die stationaren Zustande selbst durch zwei 
Quantenzahlen gekennzeichnet sind. Die stationaren Bahnen des 
Wasserstoffelektrons sind KEPLER-Ellipsen, deren groBe Achse pro
portional dem Quadrat der "Hauptquantenzahl" n ist und deren Para
meter (halbe Brennpunktssehne normal zur groBen Achse) proportional 
dem Quadrat der "Nebenquantenzahl" oder "Azimutalquantenzahl" kist. 
GemaB der allgemeinen Form (29) der Quantenbedingungen sind die 
mit h multiplizierten Quantenzahlen gleich den "Wirkungsvariablen" 
I" des Problems. Es gilt' 

II=nh 12=kh, 
wobei II nach dem oben Gesagten proportional der Wurzel aus der 

groBen Bahnachse ist und :: den "Bahndrehimpuls", d. h. den Dreh

impuls des umlaufenden Elektrons in bezug auf den Kern darstellt. 

Wahlt man etwa als Einheit des Drehimpulses die GroBe ~, so wird 
271: 

der Bahndrehimpuls einfach gleich k. 
N ach der klassischen Mechanik liegt die groBe Achse der Bahn

ellipse im Raume fest; die Bewegung des Elektrons laBt sich gemaB (20) 
in eine FOURIER-Reihe nach einer einzigen Grundfrequenz, der Umlaufs
frequenz des Elektrons, entwicke1n. Nach der Fundamentalformel 

aR (II .. . If) (I7a) 
'Ilk = aI,,_ 

ist daher wegen ')12 = 0 die Energie Hauch nur von der einen Wirkungs
variablen II, also nur von der Quantenzahl n abhangig:Bahnen gleicher 
Hauptachse und verschiedener Exzentrizitat besitzen die gleiche Energie. 
Man bezeichnet derartige bedingt periodische Systeme, bei denen der 
Periodizitatsgrad, d. h. die Zahl der voneinander unabhangigen Grund
frequenzen, geringer ist als die Zahl der Freiheitsgrade, als entartet. Dem 
klassischen Entartungsmerkmal des Zusammenfallens (bzw. des linear
ganzzahligen Zusammenhanges) gewisser Grundfrequenzen entspricht in 
der Quantentheorie gemaB (I7a) bzw. gemaB der damit in Zusammen
hang stehenden BOHRSchen Frequenzbedingung das Zusammenfallen 
von Energieniveaus, die zu verschiedenen Quantenzustanden gehoren. 
Ein System ware also, quantentheoretisch gesprochen, entartet, wenn 

I In Ziffer 8 waren die verschiedenen Quantenzahlen mit nk bezeichnet 
(29), wobei a1& Index der Buchstabe k verwendet wurde, der nicht mit der 
BOHRSchen Nebenquantenzahl k zu verwechseln ist. Der Zusammenhang 
zwischen der in Ziffer 8 und bier verwendeten Bezeichnungsweise ist: 
nI=n, ~=k. 
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gewisse stationare Zustande mit verschiedenen Quantenzahlen gleiche 
Energie besitzen oder, in die neuere Sprache der Wellenmechanik iiber
setzt: wenn zu einem und demselben Eigenwerte verschiedene Eigen
funktionen gehoren. Bekanntlich kann nun die Entartung durch das 
Angreifen von kleinen storenden Kraften aufgehoben werden: Es 
treten in der Bewegung neue' unabhangige Grundfrequenzen auf und 
die im entarteten System zusammenfallenden Energieniveaus spalten 
sich. Eine solche entartungsaufhebende storende Wirkung ist nun die 
relativistische Massenveranderlichkeit des Elektrons, die wie eine vom 
COULOMBschen Gesetz abweichende Zentralkraft wirkt: Unter ihrem 
EinfluB beschreibt das Elektron eine KEpLER-Bahn mit langsamer 
Periheldrehung, wobei die Perihellange, d. h. der Winkel zwischen der 
groBen Bahnachse und einer raurnfesten Richtung, gerade die zu I. 
kanonisch konjugierte Winkelvariable w. ='/1. t ist. GemaB (I7a) wird 
dann die Bahnenergie auBer von der groBen Achse noch vom Bahn
drehimpuls und damit wegen (29) auch von der Azimutalquantenzahl k 
abhangig. Die Umlaufsfrequenz '/I. der von der Massenveranderlichkeit 
herriihrenden Periheldrehung ist urn GroBenordnungen kleiner als die 
Umlaufsfrequenz '/II des Elektrons selbst. Infolgedessen ist gemaB (I7a) 
die Abhangigkeit der Energie von I. bzw. von der Nebenquantenzahl k 
eine sehr schwache, d. h. die zu verschiedenen Wert en von k gehorigen 
Energieniveaus unterscheiden sich nur sehr wenig voneinander; es resul
tiert dementsprechend die nur schwer auflosbare Feinstruktur der 
einzelnen Wasserstofflinien. 

Die Fruchtbarkeit des Gedankens der mehrfachen Quantelung, die 
durch SOMMERFELDS Feinstrukturtheorie und nahezu gleichzeitig auch 
durch die Behandlung des STARK- und ZEEMAN-Effektes in die Spektral
theorie eingefiihrt wurde, offenbarte sich insbesondere, als es BOHR 
gelang, die entsprechenden Betrachtung€m auf die Theorie der Alkali
spektren auszudehnen. Die Spektren der Alkalien stehen unter den 
optischen Spektren der Mehrelektronensysteme dem Wasserstoffspek
trum am nachsten, weil sie durch Quanteniibergange eines Elektrons, 
des sogenaunten "Leuchtelektrons", erzeugt werden, das im Mittel 
einen groBeren Abstand vom Kern besitzt als die iibrigen Elektronen des 
Atoms, so daB seine Bewegung angenahert durch die einer Punktladung 
in einem Zentralfeld beschiieben werden kann. Der Atomrumpf, d. h. 
das aus dem Kern und den iibrigen Elektronen des Atoms bestehende 
System, erzeugt ein angenahert zentralsymmetrisches Feld, wobei die 
Abhangigkeit der Kraft von der Entfernung nicht mehr exakt dem 
COULoMBschen Gesetz folgt, da der Atomrumpf nur auf groBe Distanzen 
Wie eine Punktladung wirkt. Die Abweichungen vom COULOMBschen 
Gesetz wirken nun als Storungskrafte, die analog wie die Relativitats
korrekturen die Entartung des Systems aufheben und eine Spaltung der 
zu gleichem n und verschiedenem k gehorigen Energieniveaus erzeugen. 
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Der Unterschied gegenuber dem Wasserstoff liegt darin, daB die Sto
rungskrafte der Rumpfelektronen viel ausgiebiger wirken als die rela
tivistische Massenveranderlichkeit, so daB also die Aufspaltung der 
Energieniveaus eine wesentlich groBere ist als im FaIle des Wasserstoffs. 
Man hat es nicht mehr mit einer Feinstruktur zu tun, sondern mit einem 
Zerfallen des Spektrums in verschiedene Reihen von Spektralserien. 

In der Tat hatte sich ja schon frUber aus den empirischen Unter
suchungen der Spektroskopiker ergeben, daB die SpektraIterme der 
Alkalien nach zwei Laufzahlen zu ordnen seien, die nun nachtraglich bis 
auf eine additive Konstante mit den Quantenzahlen zu identifizieren 

Na sind. Die Abb. I gibt das bekannte Term-
or--'[-s- ---Ti_--'idc---'fi- schema des Natriums wieder: Die Rohe 
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Abb. 1. Termschema des Na
triums. (Aus F. HUND, Linien
spektren, Berlin, Springer 1927). 

der einzelnen Punkte uber einem (nicht 
eingezeichneten) Nullniveau stellt den 
Energiewert der T erme dar ~ Die vertikaI 
ubereinander angeordneten Terme ge
horen zu gleichen k-Werten. Es hat sich 
aus spater zu erlauternden Griinden als 
zweckmaBig erwiesen, als Nebenquanten
zahl an Stelle von k die GroBe l = k - I 

einzufiihren I. Die von den Spektroskopi
kern mit s, p, d, t... bezeichneten 
Termreihen sind in der folgenden be
kannten Weise den Wert en der Neben
quantenzahll zuzuordnen: 

s Pdt . . . 
(=0 I 2 3 .. . 

Wiirde man die Terme des Wasserstoff
spektrums in ein der Abb. I entsprechen
des Schema bringen, so erhielte man eine 
Figur, die sich von Abb. I dadurch unter

scheidet, daB die zu gleichen n-Werten gehorigen Niveaus, die bei den 
AlkaIien verschieden hoch liegen, nahezu auf gleiche Rohe kommen. Es 
fallen dementsprechend beim Wasserstoff mehrere SpektraIserien zu einer 
einzigen mit Feinstruktur versehenen Serie zusammen. Die BALMER

Serie wiirde sich beispielsweise gemaB der Terminologie der Alkalispek
tren u.a. ausfolgendenSerien zusammensetzen: 2P - ms (scharfe N.S.); 
2P -md (diffuse N.S.) und 2S -mp (Rauptserie). 

I 1m Zusammenhang damit ist auch nicht mehr k, sondern I als der 
Bahndrehimpuls zu betrachten. Diese Annahme st6Bt im Rahmen der ur
spriinglichen BOHRschen Theorie auf die Schwierigkeit, daB die zu den 
s-Termen geh6rigen Bahnen mit 1=0 einen verschwindenden Drehimpuls 
haben miiBten, also "Pendelbahnen" waren, die zu einem ZusammenstoB 
zwischen Kern und Elektron fiihren wiirden. In der neueren Theorie ver
schwindet diese Schwierigkeit (vgl. Ziller 38). 
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Die Weiterentwicldung der Spektraltheorie mu13te nun der Erfah
rungstatsache Rechnung tragen, daB die einzelnen bereits nach zwei 
Quantenzahlen geordneten Energieniveaus der Alkalispektren (und auch 
anderer optischer Spektren) selbst noch eine Feinstruktur aufweisen. 
1m Falle der Alk~ien sind alle Terme mit Ausnahme des s-Terms doppelt; 
bei den in der nachsten Reihe des periodischen Systems stehenden Erd
alkalien treten Tripletts auf, in der nachsten Reihe wieder Dubletts 
und Quartetts usw. Nach dem von RYDBERG schon lange vor Auf
stellung der Quantentheorie empirisch gefundenen spektroskopischen 
Wechselsatz treten in der I., 3., 5. usw. Reihe des periodischen Systems 
geradzahlige Termaufspaltungen auf, in der 2., 4., 6. Reihe dagegen 
ungeradzahlige Termaufspaltungen. 

Die bei der oberflachliehen Betrachtung am nachsten liegende Ver
mutung, daB man es bei der Alkalifeinstruktur etwa so wie beim Wasser
stoff mit einem Relativitatseffekt zu tun habe, erweist sieh bei einiger 
Oberlegung sofort als unhaltbar. Denn die relativistische Massenver
anderliehkeit bewirkt eine Aufspaltung der zu gleiehen n- und ver
schiedenen k-Werten (bzw. in der neueren Ausdrucksweise zu ver
schiedenen l-Werten) gehorigen Niveaus. Diese Aufspaltung ist im Faile 
der Alkalispektren durch den storenden Einflu13 der Rurnpfelektronen 
ohnedies schon so weitgehend besorgt worden, daB das oben geschilderte 
Auseinanderfallen der einzelnen Serien erfolgte. Diese schon getrennten 
Alkaliniveaus werden also durch die relativistische Massenveranderlich
keit nur noch eine weitere, ganz unbedeutende Verschiebung, nicht aber 
eine nochmalige Aufspaltung erleiden. 

SOMMERFELD sah sieh daher im Jahre 1920 veranlaBt, zur Erklarung 
der Komplexstruktur der Spektren au13er n und k noch eine dritte 
Quantenzahl i einzufiihren, die er als die "innere Quantenzahl" be
zeiehnete. Ffir die modellmaBige Deutung dieser inneren Quantenzahl 
lag zu jener Zeit von seiten der deduktiven Spektraltheorie (Berechnung 
der Energieniveaus aus den Modellen) kein Anhaltspunkt vor; die Deu
tung mu13te erst schrittweise auf induktivem Wege gewonnen werden. 
Zunachst zeigte es sieh, daB man der beobachteten Anzahl der Fein
strukturkomponenten der Linien durch die folgenden Annahmen gerecht 
werden konnte: 

a) Jedem Termdublett ist ein urn je eine Einheit differierendes Paar 
von i-Werten zuzuschreiben; diese Paare riicken femer von Reihe zu Reihe 
urn eine Einheit weiter. Nach der gegenwlirtig als richtig erkannten 
Bezifferung lauten die i-Werte ffir die Dubletterme der Alkaliserien: 

p : 1/2 und 3/2; d: 3/2 und 5/2; I: 5/2 und 7/2 ••• 
b) Fur die Linienkombinationen gilt die Auswahlregel: 

{+ I 
di= 0 

-I 
(125) 
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Diese aus der Erfahrung hergeleitete Auswahlregel bildet den Schlussel 
fUr die modellmaBige Deutung von j. Wir wollen die diesbezuglichen 
Gedankengange nur in Schlagworten skizzieren: Wir vergleichen die 
Auswahlregel (125) mit jener, die fur die Azimutalquantenzahl k bzw. l 
gilt: Lll = -1- 1. Dies ist auf Grund des Korrespondenzprinzips folgen
dermaBen zu deuten: Die mit h multiplizierten Quantenzahlen sind 
gemaB (29) gleich den entsprechenden Wirkungsvariablen des Systems. 
Wenn die Bewegung der zugehorigen kanonisch konjugierten Variablen 
"obertonfrei" erfolgt, treten auch in dem zugeordneten quantentheore
tischen Spektrum nur die "Grundfrequenzen" auf, d. h. es sind nur 
solche Ubergange mit Strahlung verbunden, fUr die sich die betreffende 
Quantenzahl (hier l) urn hOchstens I andert. Aus der Gtiltigkeit der 
Auswahlregel (125) fUr j kann also umgekehrt geschlossen werden, daB hj 
eine Wirkungsvariable ist, deren zugehorige Winkelvariable einen gleich
formigen Umlauf ausfUhrt, ahnlich wie das bei der Perihellange der Fall 
ist, deren kanonisch konjugierte Wirkungsvariable, der Bahndrehimpuls, 
proportional list. 

Neben dem Bahndrehimpuls ist nun der Drehimpuls des gesamten 
Atomsystems eine Wirkungsvariable, deren zugehorige Winkelvariable 
"obertonfrei" fortschreitet. Die zum Gesamtdrehimpuls gehorige 
Quantenzahl muB daher, ebenso wie die zum Bahndrehimpuls gehorige, 
nach dem Korrespondenzprinzip eine Auswahlregel von der Form (125) 
erftillen. Man ist auf diese Weise zu der Vermutung geftihrt worden, 
daB die inn ere Quantenzahl j den Gesamtdrehimpuls des Atoms dar
stellt. Woher der Unterschied zwischen Bahndrehimpuls und Gesamt
drehimpuls kommt, wird in der nachsten Ziffer besprochen werden. 
Vorher behandeln wir im Zusammenhang mit "der Frage der mehrfachen 
Quantelung noch die EinfUhrung der vierten Quantenzahl m. 

Schon beim relativistischen Einelektronenproblem erreicht die Be
wegung den Periodizitatsgrad 3, sobald eine Starung, etwa in Form 
eines auBeren elektrischen oder magnetischen Feldes auftritt. Das Atom 
ist dann also (auch als dreidimensionales System betrachtet) nicht mehr 
entartet; den drei klassischen unabhangigen Grundfrequenzen ent
sprechend, treten auch drei Quantenzahlen n, lund m auf. Die im 
magnetischen Feld hinzutretende zusatzliche Bewegung besteht aus 
einer Prazession der Bahnebene urn die magnetische Feldrichtung als 
Achse (LARMoR·Prazession). Die Frequenz der LARMoR-Prazession ist 
proportional der magnetischen Feldstarke und hangt auBerdem nur von 
der Lage und Masse der umlaufenden Elektronen, nicht aber von den 
tibrigen Bahnelementen abo Sie betragt: 

o =~ e j&;Jl. (126) 
2n 2flC 

Die zu dem gleichmaBig fortschreitenden Prazessionswinkel kanonisch 
konjugierte Wirkungsvariable ist die Komponente des Drehimpulses in 
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der Richtung des Magnetfeldes. Bezeichnen wir sie mit 13> so ist die 
"magnetische Quantenzahl" m einzufiihren durch die Quantenbedingung 

mh 
13 =~. (127) 

h 
Wahlt man etwa wieder - als Einheit des Drehimpulses, so wird m 

2n 

direkt gleich der Impulskomponente in der Feldrichtung. Die Be
dingung (127) besagt dann einfach, daB die Impulskomponente in der 
Feldrichtung nur ganzzahlige Werle annehmen kann. Diese "Richtungs
quantelung" ist durch die bekannten Versuche von STERN und GER
LACH sehr eindrucksvoll bestatigt worden. 

Da dem mechanischen Impulsmoment bewegter Ladungen auch ein 
magnetisches Moment entspricht (vgl. Ziffer 36), und da weiter die 
Energie eines Magneten im Felde von der Orientierung seiner Momenten
achse gegen die Feldrichtung abhangt, so besitzen die verschiedenen, 
durch die Quantenbedingung (127) erlaubten Orientierungen im Magnet
feld verschiedene Energien. Es tritt die als ZEEMAN-Effekt bekannte 
Aufspaltung der Terme im Magnetfeld auf. 

Es stellte sich weiter im Laufe der Zeit heraus, daB schon beim Ein
elektronenproblem Bahnimpuls und Gesamtdrehimpuls nicht identisch 
sind (vgl. Ziffer 38). Man hat dann m als die Komponente des Gesamt
drehimpulses in der Feldrichtung anzusehen. Da diese Komponente bei 
paralleler oder antiparalleler Orientierung der Impulsachse zum Felde 
auBerstensfalls den Absolutbetrag i erreichen kanri, ist der Laufbereich 
der magnetischen Quantenzahl gegeben durch: 

m = - i, - i + I, ..... i-I, 1" (128) 
Vnter Benutzung der auf dem angedeuteten Wege allmahlich ge

wonnenen Erkenntnis von der vierfachen Quantelung der Elektronen
bahnen hat PAULI im AnschluB an STONERS Weiterbildung der BOHRschen 
Theorie des periodischen Systems ein Gesetz aufstellen k6nnen, das 
eine groBe heuristische Fruchtbarkeit erwiesen hat: Es durfen in einem 
Atom nicht zwei oder mehrere Elektronen vorkommen, die hinsichtlich 
aller vier Quantenzahlen n, 1, i und m miteinander ubereinstimmen. 
Auf dieses PAuLIsche Prinzip lassen sich sowohldieBesetzungszahlen der 
einzelnen Elektronenschalen (K-, L-, M-Schale usw.) zuruckfUhren als 
auch die damit zusammenhangenden Periodenlangen des periodischen 
Systems (vgl. hierzu Ziff. 36, letzter Absatz). 

36. Die Hypothese des Elektronenspins. Da nach den Ausfiihrungen 
der vorigen Ziffer zwischen dem Bahndrehimpuls und dem Gesamt
drehimpuls ein Vnterschied besteht, erhebt sich die Frage nach der 
modellmaBigen Deutung des zusatzlichen Drehimpulses i-1. Die nachst
liegende Idee war natiirlich die, den zusatzlichen Drehimpuls dem Atom
rumpf zuzuschreiben. Man denke an den einfachsten ~all eines Alkali
atoms: Beim Lithium lauft das Leuchtelektron auf einer zweiquantigen 

"Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 25 
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Bahn um den Atomrumpf, der aus dem Kern und den beiden einquan
tigen Elektronen der K-Schale besteht. Wenn beide K-Elektronen im 
gleichen Sinn umlaufen, ·dann miiBten sie ein von 0 verschiedenes resul
tierendes Impulsmoment erzeugen. Dieses Rumpfmoment wiirde 
zusammen mit dem Bahndrehimpuls l den resultierenden Gesamt
drehimpuls i liefern. 

1m Laufe der Entwicklung ergab sich jedoch die Unhaltbarkeit der 
Annahme, daB der restliche Drehiqipuls dem Atomrumpf zuzuschreiben 
seL Nab.eres dariiber findet sich bei F. HUND, Linienspektren und perio
disches System der Elemente, SPRINGER 1927, §§ 14, 16, IS. Von den 
diversen Griinden, die gegen die erwab.nte Annahme sprechen (anomaler 
ZEEMAN-Effekt, diamagnetisches Verhalten des Atomrumpfs, Ab
hangigkeit der GroBe des Alkalidubletts von der Atomnummer, Erd
alkalispektren) wollen wir hier nur einen einzigen zur Diskussion heran
ziehen, da die damit zusammenhangenden Betrachtungen ffir die Folge 
von Bedeutung sind: Wenn ein elektrisch geladener Massenpunkt mit 
der Ladung e und der Masse f£ einen Umlauf beschreibt, dessen Impuls
moment P ist, so besitzt das System gleichzeitig ein magnetisches Mo-

ment vom Betrage -2 e p. Das Wasserstoffelektron im Grundzustand, pc 

dessen Impulsmoment in absoluten Einheiten !!.-. betragt, erzeugt bei-
2n 

spielsweise ein magnetisches Moment vom Betrage 
• e h 

- - (BoHRsches Magneton). (129) 
2pC 2n 

Ebenso miiBte der Atomrumpf, dessen umlaufende Ladungen aile das 
gleiche Vorzeichen haben, ein magnetisches Moment besitzen, das 

2; c mal SO groB ist als sein Impulsmoment. 

Nun fiihrt aber die empirische Systematik der Serienspektren und 
des anomalen ZEEMAN-Effektes zu folgenden Schliissen: Der zusatzliche 
Drehimpuls unbekannter Herkunft (Differenz zwischen l und i) muB, 

in, 2hn als Einheit ausgedriickt, ± 1/2 betragen, dagegen muB das zu

gehorige magnetische Moment, dessen GroBe aus den ZEEMAN-Auf
spaltungen erschlossen werden kann, ein ganzes BOHRsches Magneton 
sein. Das Verhaltnis zwischen magnetischem und Impulsmoment jenes 
unbekannten Tragers des zusatzlichen Drehimpulses betragt also 

~ statt _e_, wie es bei einem System umlaufender punktformiger pc 2p c 
Ladungen zu erwarten ware. . Dieser Umstand zusammen mit anderen 
Anhaltspunkten, die gegen die Annahme des Rumpfdrehimpulses 
sprechen, fiihrte PAULI schon 1924 auf den Gedanken, den Unterschied 
zwischen Bahndrehimpuls und Gesamtdrehimpuls dem Elektron selbst zu
zuschreiben. U HJ..ENBECK und GOUDSMIT (81) haben dann im Herbste 1925 
die radikale Hypothese des Kreiselelektrons (spinning electron) aufgestellt : 
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Das Elektron besitzt einen Eigendrehimpuls von der GroBe ~ zit 
2 77: 

und ein magnetisches Moment _6_ ~. Das Elektron wirkt also gleich-
2ftC 211 

zeitig als Kreisel und als Magnet, was darauf hindeuten wiirde, daB es 
eine endliche Ausdehnung hat und um eine durch sein Zentrum gehende 
Achse rotiert. Das Verhliltnis zwischen magnetischem Moment und Dreh-

iropuls ist ~, also doppelt so groB wie bei einem aus umlaufenden 
ftC 

gleichnamig geladenen Massenpunkten bestehenden System. In der Tat 
ergibt sich, wie UHLENBECK und GOUDSMIT bemerkten, das von ihnen 

supponierte Verhliltnis ~ fiir eine rotierende massive Kugel konstanter 
. . ft C 

Massendichte, die mit Oberflachenladung versehen ist. Es ware aber 
vorlaufig wohl verfriiht, sich ein detailliertes BUd iiber das Zustande
kommen von mechanischem und magnetischem Moment des Elektrons 
zu machen. Die Annahme, daB das Elektron die oben angefiihrten 
Momente besitzt, geniigt allein schon, um fiir die Theorie der Komplex
struktur der Spektren und des anomalen ZEEMAN-Effektes die notigen 
modellmaBigen Anhaltspunkte zu liefem. 

Das Kreiselelektron unterliegt ebenso wie das Atom als Ganzes einer 
Richtungsquantelung. Infolge seines Umlaufes urn den Kern ist es 
einem Magnetfeld ausgesetzt, das von dem relativ zu ihm bewegten 
Kern erzeugt wird. Seine Drehachse kann deswegen bei nicht vor
handenem oder schwachem auBeren Feld nur parallel oder antiparallel 
der Achse des Bahndrehimpulses stehen. In starken Magnetfeldem 
richtet sich dagegen die Orientierung nach dem auBeren Feld (PASCHEN
BAcK-Effekt, vg1. HUND 1. c. § IS). 

In den Einheiten h/271 ausgedriickt hat der Drehimpuls des Kreisel
elektrons, der im folgenden kurz als "Spinmoment" bezeichnet werden 
soil, den Wert I/g • Wir ordnen also dem Elektron die "Spinquantenzahl" 
s = ± 1/2 zu. Der gesamte Drehimpuls ist dann fiir Systeme mit einem 
Leuchtelektron gegeben durch: 

i = 1 + s = 1 ± '/., (I30) 
was gerade auf die auf S. 383 angegebenen f-Werte fiir die Alkalidubletts 
fiihrt. Die Dublettaufspaltung der Alkaliniveaus ist natiirlich zurUck
zufiihren auf die magnetische Energie der Wechselwirkung zwischen 
dem vom Kemumlauf am Ort des Elektrons erzeugten Magnetfeld und 
dem als Elementarmagnet fungierenden Elektron selbst. Wenn ~ die 
Feldstarke des genannten Magnetfeldes ist und me das magnetische 
Moment des Elektrons, so ist die zusatzliche magnetische Energie ge
geben durch 

dE = - (~WI), 

wobei das Skalarprodukt (~9)1) bei Parallelstellung positiv und bei 
Antiparallelstellung negativ ist. Es blieb dann im Rahmen der Elek-

25* 
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tronenbahnauffassung bloB ungeklart, wieso die s-Niveaus keine Dublett
aufspaltung erleiden. Man hatte dieser Tatsache in der empirischen 
Termsystematik dadurch Rechnung getragen, daB man flir die s-Niveaus 
1 = 0 setzte und mit der Quantenzahl i den Absolutwert des gesamten 
Drehimpulses bezeichnete. Den s-Termen kommt dann nur der Wert 
i = '/. zu. In der modellmaBigen Erklarung muB man dementsprechend 
annehmen, daB die Bahnen mit 1 = 0 an sich weder Drehimpuls noch 
magnetisches Moment besitzen. Dieser Forderung hatten nach der 
aIteren Vorstellung nur die wegen der Kernzusammenst6Be als unm6glich 
angesehenen Pendelbahnen geniigt. Nach der Wellenm"echanik ergibt 
sich dagegen ganz von selbst das Verschwinden von Drehimpuls und 
magnetischem Moment ffir 1 = 0, sowie die Einfachheit der zugeh6rigen 
Energieniveaus (vgl. Ziffer 38). 

Es sei schlieBlich noch angedeutet, wieso das in der vorigen Ziffer 
formulierte PAULI-Prinzip unter Beniitzung der Hypothese des Elek
tronenspins die Herleitung der Besetzungszahlen ffir die Elektronen der 
K-, L-, M- . .... Schalen der Atome gestattet. Wir schicken dazu noch 
folgende Bemerkung voraus: Die Quantenzahlen n, 1 und i beziehen sich 
auf Absolutwerte und sind daher wesentlich positiv. Dagegen bedeutet 
s die Komponente des Spinmomentes in der Ricbtung des Bahndreh
impulses und m die Komponente des gesamten Drehimpulses in der 
Richtung einer ausgezeichneten Achse (Magnetfeld). s und m k6nnen 
daher gleichviel positive und negative Werte annehmen. 

Man bezeichnet nach PAULI Elektronen, die zu gleichen Werten von 
n und 1 geh6ren, die also nach der urspriinglichen BOHRschen Termino
logie auf gegebenen nk-Bahnen umlaufen, als aquiva1ente Elektronen. 
Wir fragen nun nach der maximalen Anzahl von aquivalenten Elek
tronen, die in einem Atom vorkommen k6nnen. Zu einem gegebenen 
1-Wert geh6ren gemaB (130) die beiden Werte ffir i: 

1·=1+ '/., i=l- ,/ •. 
Die Zahl der hierzu m6glichen m-Werte ergibt sich aus folgender Bilanz: 

j=I-'/.: m=-I+'/2, -1+ 3/ ••... 1- 3/2• 1-'/2. Anzahl:21 
j = I + '/2: m = -1- '/2, -I + '/2' .. . 1- '/2' 1+ '/2. Anzahl: 21 + 2 

Zusammen: 41 + 2 

Die maximale Anzahl der zur Quantenzahl 1 geh6rigen aquivalenten 
Elektronen betragt also z = 2 (21 + I). ZU einer vorgegebenen Haupt
quantenzahl n geh6ren nun die n verschiedenen Werte ffir 1: 0, I ... n-I. 
(Die friiher von BOHR beniitzte Nebenquantenzahl k = 1 + I lief be
kanntlich von Ibis n.) Wir gelangen dadurch zu folgender Aufstellung 
ffir die maximalen Besetzungszahlen: 

K-Schale: n= I 1=0 Z= 2 

L-Schale: n = 2 I = 0 Z = 2 
/=1 z= 6 

Maximalzahl der L-Elektronen: 8 
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M-Schale: n=3 1=0 Z= 2 
1= 1 Z= 6 
t= 2 Z= 10 

Maximalzahl der M-Elektronen~ 

N-Schale: n = 4 1=0 Z = 2 
1=1 Z= 6 
1= 2 Z= 10 

1 = 3 Z = 14 
Maximalzahl der N-Elektronen: 32 

Man gelangt also auf diese Weise gerade zu den fiir die Periodenlangen 
charakteristischen Zahlen 2, 8, 18, 32 ••..• 

Die Verteilung der Werte der einze1nen Quantenzahlen iiber die 
acht Elektronen der L-Schale (NEoN-Konfiguration) hat man sich bei
spie1sweise auf Grund des PAULI-Prinzips und der Spinhypothese gemaB 
folgender Tabelle vorzustellen, in der wir des leichteren Verstandnisses 
halber noch die durch die iibrigen Quantenzahlen ohnedies schon ge
gebene, also iiberschiissige Spinquantenzahl s hinzufiigen. 

n I (s) j m 
2 0 (l/.) l/. l/. 
2 0 ( _l/.) l/. _l/. 
2 1 (I/.) 3/. 3/. 
2 1 «/.) 3/. l/. 
2 N.) 3/. _l/. 
2 (I/.) 3/. _3/. 
2 ( _l/.) I/. I/. 
2 ( _ l/.) l/. _l/. 

Es ist iiberraschend, daB die Folgerungen aus dem· PAuLIschen 
Prinzip sich auch in ihrer Anwendung auf die inneren Elektronen
konfigurationen so gut bewahren. Denn die Quantenzahlen, mit denen 
dieses Prinzip operiert, beziehen sich ja urspriinglich auf die Einelek
tronensysteme, wahrend man es bei den abgeschlossenen Elektronen
schalen mit Systemen zu tun hat, in denen eine merkliche Wechsel
wirkung der Elektronen aufeinander zu erwarten ware. 

37. Die neuere Vorstellung von der Wasserstoff-Feinstruktur. 
Nach den Ausfiihrungen von Ziffer 35 besteht vom Standpunkt der 
aIteren Theori~ aus zwischen der Feinstruktur des Wasserstoffs und 
jener der Alkalien ein grundsatzlicher Unterschied: Die zu gleichen 
Werten von n und verschiedenen Werten von I gehorigen Energieniveaus 
bilden beim Wasserstoff einen Feinstrukturkomplex, bei den Alkalien 
dagegen gehoren sie- den verschiedenen Termserien s, p, d, t ... an. Die 
Feinstrukturkomponenten der Alkaliterme gehoren dagegen zu gleichen 
I-Werten; sie unterscheiden sich voneinander durch die innere Quanten
zahl j, bzw. nach der Interpretation auf Grund der Spinhypothese durch 
die beiden moglichen Orientierungen des magnetischen Momentes des 
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Leuchtelektrons. In der Tat besteht auch, abgesehen von der quanten
maBigen Deutung, ein grundlegender empirischer Unterschied zwischen 
den heiden Arten von Feinstruktur: Die Zahl der Feinstrukturkompo
nenten ist bei der Termreihe des Wasserstoffs gleich der Hauptquanten
zahl n; sie betragt bei der Grundbahn der BALMER-Serie 2, bei den 
Anfangsbahnen dieser Serie dagegen 3, 4 ... in info Dagegen hat man 
es bei den p, d, i . .. Serien der Alkaliterme immer mit Feinstruktur
dubletts zu tun. 

Trotz dieser grundlegenden Unterschiede ergaben sich mit der Zeit 
gewisse Anhaltspunkte, die ffir einen gemeinschaftlichen Ursprung 
beider .Arlen von Feinstruktur sprechen. Die Rontgenspektren, die be
kanntlich von jeher wasserstoff1ihnlichen Charakter zeigten, wiesen 
andererseits nach theoretischen Untersuchungen von LANDE und nach 
Experimenten von MILLIKAN und BOWEN auch eine bestimmte Analogie 
mit den Alkalispektren auf, so daB man, wie SOMMERFELD gelegentlich 
bemerkte, aus der Gleichung 

Wasserstoffspektren = Rorttgenspektren = Alkalispektren 

auf eine Wesensverwandschaft zwischen Wasserstoffspektren und Alkali
spektren einschlieBlich ihrer Feinstrukturen schlieBen muBte. Diese 
Vermutung wurde durch die Spinhypothese und ihre Erfolge noch weiter 
bestarkt. Solange man den ffir den Unterschied zwischen lund i ver
antwortlichen zusatzlichen Drehimpuls dem Atomrumpf zuschrieb, 
muBte man wohl annehmen, daB er beim Wasserstoff, dessen Atomrumpf 
aus dem nackten Proton besteht, verschwindet. Sobald man dagegen 
dem Elektron selbst Drehimpuls und magnetisches Moment zuschreibt, 
muB man auch beim Wasserstoff mit zwei verschiedenen Orientierungen 
der Spinmomente rechnen, die verschiedener magnetischer Energie ent
sprechen. Als Folge davon hatte .man noch eine weitere Dublettauf
spaltung der einzelnen Feiustrukturkomponenten zu erwarten. Vom 
gegenwartigen Standpunkt aus hat sich also die theoretische Behandlung 
des Problems der Wasserstoff-Feinstruktur in zwei Punkten von der 
urspriinglichen SOMMERFELDschen Theorie zu unterscheiden: a) Die Be
rechnung der Energieniveaus ffir die nrBahnen hat nicht nach der 
Punktmechanik, sondem nach der Wellenmechanik unter Benutzung 
der relativistischen SCHRODINGER-Gleichung (124), Ziffer .34, zu erfolgen. 
b) Die von der magnetischen Energie des Kreiselelektrons verursachte 
Dublettaufspaltung der einzelnen nrTerme ist zu berucksichtigen. 

Die Durchfiihrung der diesbezuglichen Rechnungen brachte nun den 
folgenden hochst bemerkenswerten Tatbestand zutage, der an die dra
matische Pointe eines JULES VERNE-Romans erinnert: Die unter a) und 
b) angefiihrten Anderungen der Theorie kompensieren einander, so daB 
nach der vervollstandigten Theorie in der angewendeten Naherung 
gerade wieder die SOMMERFELDschen Feinstrukturformeln resultieren! 
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SOMMERFELD hatte also bei seiner klassischen Behandlung des Fein
strukturproblems in Unkenntnis des Elektronenspins und der Wellen
mechanik einen doppelten Fehler begangen; beide Fehler kompensierten 
aber einander, so daB die PASCHENschen Feinstrukturmessungen gerade 
die von der Theorie vorhergesagten Resultate lieferlen. Dieser Umstand 
hatte bei den Theoretikern das Vertrauen auf die mehrfache Quantelung 
befestigt und so den AnlaB zum weiteren Aufschwung der Theorie ge
geben. Ratte man dagegen vor der Erkenntnis des Elektronenspins 
von vornherein mit der an sich wohl richtigeren SCHRODINGER-Gleichung 
gerechnet, so ware man zu Ergebnissen gelangt, die durch die Erfahrung 
soforl widerlegt worden waren, so daB sich das Zutrauen in die Theorie 
wesentlich verringerl hatte. 

DaB sich trotz der durch den Spin verursachten Dublettaufspal~ung 
die Zahl der Energieniveaus gegenuber der klassischen Behandlung nicht 
vermehrl, liegt an einer bei diesem Problem auftretenden Entartungs
erscheinung, die zur Folge hat, daB gewisse Energieniveaus wieder zu
sammenfallen. Der Grundterm des Wasserstoffs bleibt ebenso wie die 
s-Terme der Alkalien einfach (vgl. Ziffer 35). Fiir die beiden nachst
hOheren Terme, deren Differenz bekanntlich die H .. -Linie bildet, gibt 
die nachfolgende Tabelle die Termwerte und deren Zuordnung zu den 
Quantenzahlen nach der urspriinglichen SOMMERFELDSchen Theorie und 

nach der gegenwarligen Auffassung an. Es bedeutet dabei a = 2;;' die 
R('(' 

SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante und d~' = 7 die Dublett-

aufspaltung des Grundterms der BALMER-Serie. 

Termwert Zuordnung der Quantenzahlen 
altere Auffassung I neue Auffassung 

n k 'I'l- l S i C I ('(') { ~ 0 1/. 1/. R -+-- + Lip 2 
2' 4 24 _1/. 1/. 

R -+--e I a.) 
22 424 2 2 2 1/. 3/. 

(I I a.) (2r H 0 1/. 1/. R - + -- + 2 - Lip 3 - 1/. 1/. 3' 434 3 

(I l(2
) I(2r { ~ I 1/. 3/. R -+-- +- - Lip 3 2 2 _1/. 3/2 3' 434 2 3 

R -+--C I (2
) 

3' 434 3 3 I 3 2 1/, 5/. 

Die entsprechende graphische Darstellung wird durch Abb. 2 wieder
gegeben, die SOMMERFELDS W. E., § 9 E entnommen ist. 

So befriedigend es auf der einen Seite auch ist, daB der Elektronenspin 
die aus der Anwendung <:ler relativistischen Wellengleichung falsch 
resultierenden Termwerte wieder richtigstellt, so muBte es doch beim 
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Stand von I926 als ein Mangel der Theorie betrachtet werden, daB die 
Spinhypothese ad hoc fingiert werden muBte und einen Fremdkorper in 
der Wellenmechanik bildete. Es bestand zweifellos das Bediirfnis, die 
Grundgleichungen der Wellenmechanik von vornherein so zu fassen, daB 

k (pd) (SPJ (!IS) 

'{2:-~-
n;J 

f{ 

n;2{ 2 
1{ 

ala 
a,I"l ~I;~ 

E 
I 

t t 

1 % 2Pa 
1 )fL 2P. o 'Z 25 

Abb. 2. Anfangs- und End
niveaus der H",-Linie. Links 
die alte, reehts die neue Quan
tenbezifferung. (Aus A. SOM-

MERFELD, W.E., Kap. 1.) 

sich aus ihnen selbst schon der Elektro-
nenspin ergab. Dieses Ziel wurde nun in 
einer sehr bedeutsamen Erweiterung der 
Theorie durch DIRAC erreicht, tiber die 
in Ziff. 39 berichtet werden solI. 

38. Der wellenmechanische Vierer
strom. Vor der Einfiihruilg der DIRAC
schen Theorie wollen wir noch im An
schluB an die allgemeine relativistische 
Wellengleichung (I2I) Ziffer 34 einen 
Begriff einfiihren, der in den in VIII 
und IX behandelten Anwendungen der 
Theorie eine wichtige Rolle spielt. _ 

Die Berechnung von Intensitaten, 
Polarisationen unddie damit zusammen
hangende Herleitung von Auswahlregeln 
aus der Wellengleichung werden ermog
licht durch den in den Gl. 94 bzw. 95 
angegebenen Zusammenhang zwischen 
den Eigenfunktionen der Wellengleichung 

und den HEISENBERGSchen Matrizen (vgl. Ziff. I4, 28 und 29): 

qk(nm) = Qkl./JnlfJmdr:; Pk(nm) = -. l./Jn !:l1/1", dr:. f h r a-
2n:~. uqk 

Diese fiir das Folgende sehr wichtigen Beziehungen basieren auf der Tat
sache, daB die Eigenfunktionen 1jl" der Wellengleichung ein orthogonales 
Funktionssystem darstellen: 

f 1fJn1fJmd7: = 0, fUr n=l=m. (132 ) 

Die Orthogonalitatsrelation (132) laBt sich fiir die urspriingliche Gestalt 
der SCHRODINGER-Gleichung (71) ganz leicht mit Hilfe des elementaren 
GREENschen Satzes herleiten. Es gilt bekanntlich fiir zwei Funktionen 
fund g: 

f(f dg - gdl) dr = p (I :! -g :~ ) du, (133) 

wobei das Flachenintegral rechts tiber die Umgrenzung des Integrations
raurnes auf der linken Seite zu erstrecken ist. Setzt man nun 1 = 1jl,,, 

g = 1jl", und integriert man tiber den ganzen Raum, so verschwindet die 
rechte Seite, weil der Integrand des Oberflachenintegrals von hoherer als 
zweiter Ordnung verschwindet'. Die linke Seite formt man urn, indem 

D · h . d . d t . I '1 d1/1 . d . I 
I Ie 1/1 verse WIn en mill es ens WIe -, a so -d mill estens WIe -. r n t 2 
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man an Stelle von L11p seinen Wert aus der SCHRODINGER-Gleichung (71) 
einsetzt. Man erhalt dann 

(En - Em)! !/Jnt/Jmd7: = 0, 

was ffir E" =F Em auf die Orthogonalitatsrelation (132) fiihrt. Die 
Eigenfunktionen bilden also nur bei nicht vorhandener Entartung ein 
orthogonales Funktionensystem. Auch ffir das Produkt einer Eigen
funktion "1'" mit dem konjugiert komplexen Wert 1pnz einer anderen 
Eigenfunktion gilt eine analoge Orthogonalitatsrelation 

!!/Jntpmd7:=O, ffirn=Fm. (132 a) 

Man gelangt zu ihr in der gleichen Weise wie oben, indem man in (133) 
f = "1'", g = 1pm setzt. 

Die hier angegebene Ableitung von (132) bzw. (I32a) mit Hilfe des 
elementaren GREENschen Satzes (133) bezieht sich auf die EigenlOsungen 
von Wellengleichungen der Form Ll"l' N "1'. Dariiber hinaus laBt sich 
nun mit Hilfe einer Verallgemeinerung des GREENschen Satzes zeigen, 
daB die Orthogonalitat der Eigenfunktionen weiter auch fUr die Losungen 
jener Differentialgleichungen gilt, die sich in der Form schreiben lassen: 

L (u) = 0, (134) 
wobei L (u) ein sogenannter selbstadjungierter Differentialausdruck ist '. 
Die linke Seite der allgemeinsten (relativistisch-magnetischen) Form der 
Weij.engleichung ist nun ein solcher selbstadjungierter Differential
ausdruck, daher gilt die Orthogonalitatsrelation (132) auch fur die 
Losungen del;' allgemeinen Wellengleichung. 

Wegen der Homogenitat der Wellengleichung sind ihre Losungs
funktionen nur bis auf einen willkurlichen konstanten Faktor gegeben. 
Damit also die oben angegebenen, aus den Eigenfunktionen gebildeten 
Matrizen einen bestimmten Zahlwert erhalten, ist es notig; die Eigen
funktionen zu normieren, was in der ublichen Weise durch die Vor
schrift geschieht: 

(135) 

Diese letztere Gleichung laBt sich mit der Orthogonalitatsrelation (I32a) 
in die -Beziehung zusammenfassen: 

! !/JnlPmd7: = Onm. (I32b) 

Die Losungen Un der zeitabhangigen Wellengleichungen (III) bzw. 
(121) sind nun selbst Funktionen von t. Wenn also die Normierungs
bedingung (135) ffir einen bestimmten Zeitmoment erfiillt ist, so wird 
sie nur dann standig erfiillt bleiben, wenn 

:tf!/Jn Ipmd7: = 0, fur n=Fm und n = m (136) 

, R. COURANT-D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik, I. Bd .• 
Springer 1924, S.200; A. SOMMERFELD, W.E., S. 125. 
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ist, was eben wegen der Zeitabhangigkeit der Eigenfunktionen tt keines
wegs von vornherein selbstverstandlich ist. Es stellt sich aber nach
traglich heraus, daB die Beziehung (136) tatsachlich auch fUr die zeit
veranderlichen Eigenfunktionen u" edilllt ist, und zwar hangt dies eben
falls mit dem Umstand zusammen, daB die linke Seite der Wellen
gleichung ein selbstadjungierter Differentialausdruck ist. Aus den 
Losungen so1cher Gleichungen laBt sich :r;tamlich stets ein bestimmter 
vektorieller Differentialausdruck bilden, dessen verallgemeinerte Di
vergenz (Summe der partiellen Ableitungen der einzelnen Komponenten 
nach den entsprechenden Koordinaten) verschwindet. Wir deuten den 
Gedankengang der Ableitung der Einfachheit halber fUr den Fall der 
nichtrelativistisehen Wellengleichung (III) an, wobei wir uns auf den 
Fall ohne Magnetfeld, 2l = 0, beschranken. Aus der oben erwahnten 
Verallgemeinerung des GREENsehen Satzes laBt sich folgern, daB die 
Losungen der Gleichung (III) die folgende Beziehung erfUllen: 

:t ( t/J iJ!) + 4;i ft div (t/J grad iP - ip grad t/J) = o. (137) 

Die Gleichung (137) gilt aueh, wenn man in ihr fur ti' und iP fur sich 
jede beliebige Eigenfunktion einsetzt, also allgemein fur n = m oder 
n =f= m: 

:e( t/Jn ipm) + 4:i ft div (l/'ngrad iPm- iJ!m gradt/Jn) = o. 

Integriert man (137) uber den ganzen Raum, so laBt sich der die raum
liche Divergenz enthaltende zweite Term mittelst des GAussschen Satzes 
in ein Oberflaehenintegral verwandeln, das aus denselben Grunden ver
schwindet, wie das Flachenintegral in (133). Es bleibt daher 

:J(t/JnlJJm)dT = 0 

fUr beliebige W erte von n und m. Dadurch ist fUr n =f= m die "Persistenz 
der Orthogonalitat" und fUr n = m die "Persistenz der Normierung" 

f l/In iJ!md T = 0 nm 
gewahrleistet. 

Bei Verwendung der gemaB (13Zb) "auf Eins normierten" Eigen
funktionen ist die Gleichung (83) von Ziff. z8 ffir die Dichte der SCHRO
DINGERSchen "Ladungswolke" abzuandern, indem jener Faktor, der 
in der dort verwendeten, nicht normierten 1p-Funktion offen gelassen 
wurde, explizit hinzugefugt werden muB. Fur die dem einzelnen 
Elektron entspreehende Ladungswolke I hat zu gelten: 

f! = e t/J t/J, (83a) 
da sich durch Integration uber den gesamten Raum unter Benutzung 
dieses Ausdruekes und mit Hilfe von (13Zb) tatsaehlieh fUr die Gesamt
ladung der Wert e ergibt. Die Gleichung (83a) ordnet also der Wellen-

I Beziiglich der physikalischen Deutung der Ladungswolke vgl. Ziff.68u.69. 
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funktion eine fiktive elektrische Dichteverteilung des iiber den ganzen 
Raum "verschmierten" Elektrons zu (vgl. hierzu ebenfalls Ziff. 68). 

Die relativistische Verallgemeinerung dieser Zuordnung ergibt sich 
nun unter Verwendung der Gleichung (IZI). Die dem Dbergang von 
der nicht relativistischen (III) zur relativistischen Wellengleichung (121) 
entsprechende Verallgemeinerung der Beziehung (137) lautet I: 

Fiir die Zeitabhangigkeit der Wellenfunktion 'IjJ ist dabei gesetzt: 
211.l 

( ) - ,uo c2 t. tfJ = U x,Y,z e k 

... 
Die Gleichung (:r38) ist nun als das wellenmechanische Gegenstiick 

zu den Erhaltungssatzen der Materie und der Elektrizitat zu betrachten. 
In der Mechanik der Kontinua gilt bekanntlich die Kontinuitatsgleichung, 
die besagt, daB der Dichtezuwachs pro Zeiteinheit an irgendeiner Stelle 
des Korpers gleich dem DberschuB der in das Volumelement einstromen
den Materiemenge iiber die ausstromende Menge sein muB. Bezeichnet 
man also mit em die Dichte einer materiellen Fliissigkeit und mit e die 
elektrische Ladungsdichte, ferner mit u in beiden Fallen den Stromungs
vektor, so gelten: 

Die hydrodynamische Kontinuitatsgleichung 

aaf!;" + div ((.1m u) = 0 (141) 

und der gleichgebaute Satz von der Erhaltung der Elektrizitat 

~; + div ((.Iu) = o. (141 a) 

In der relativistischen Elektrodynamik wird nun bekanntlich die elek
trische Ladungsdichte mit den drei Komponenten der Stromdichte zu 
einem Tensor erster Stufe, dem sogenannten Viererstrom zusammen
gezogen: 

f!U", 
SI = -c-' 

Der Satz von der Erhaltung der Elektrizitat (I4Ia) nimmt dann in 
relativistischer Schreibweise die Gestalt an: 

aSk 
ax" = 0, 

die mit (138) formal vollig iibereinstimmt. Zu diesem Umstand kommt 
noch die Tatsache, daB die zeitliche Komponente S4 des Ausdrucks (139) 

I Vgl. SOMMERFELD, W. E., S. 127, Gl. (25), wo auch der Wert des in (139) 
verwendeten Normierungsfaktors begriindet ist. 
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unter Beniitzung von (140) in den mit i multiplizierten Ausdruck (83a) 
fiir die Ladungsdichte iibergeht (SOMMERFELD, 1. c. G1. [24J). Wir werden 
auf diese Weise dazu gefiihrt, den Ausdruck (139) in dynamischen 
Problemen ebenso als Viererstrom der fiktiven fluktuierenden "La
dungswolke" anzusehen, wie wir friiher den Ausdruck (83a) als die 
Ladungsdichte dieser Wolke betrachtet hatten. 

Der "V erschmierung" der Ladung des Elektrons iiber den ganzen 
Raum entspricht auch eine ebensolche Verschmierung seiner Masse. 
Man kann dann im gleichen Sinne und mit den gleichen Vorbehalten 
(Ziff. 68) wie von einer Ladungswolke auch von einer entsprechenden 
"Massenwolke" des Elektron sprechen, deren materielle Dichte ge
geben ist durch 

Unter Zuhilfenahme der hier angegebenen Begriffe einer fingierten 
Dichte der Elektrizitiit und Materie bzw. des zugehorigen Viererstroms, 
lassen sich nun gewisse Fragen kliiren, die im Rahmen der iilteren Elek
tronenbahnvorstellung Schwierigkeiten gemacht hatten; Bevor wir 
darauf eingehen, muB zur Erliiuterung noch folgende Bemerkung ein
geschaltet werden: Wir hatten bei unseren wellenmechanischen Be
trachtungen bisher die Eigenfunktionen und Eigenwerte der Einfachheit 
halber wie eine eindimensionale Mannigfaltigkeit behandelt und dem
nach mit einer einzigen Laufzahl n bzw. m versehen. Nun tritt bei 
mehrdimensionalen Problemen natiirlich ebenso wie in der iilteren 
Quantentheorie gemiiB Ziff. 35 eine mehrfache Quantelung auf; die 
Eigenwerte und Eigenfunktionen bilden eine nach mehreren Lauf
zahlen zu ordnende Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen die Quantenzahlen 
des Einelektronenproblems (zuniichst ohne Beriicksichtigung des Elek
tronenspins) in der iiblichen Weise wieder mit n, I, m(der Buchstabe m 
hatte in den oben beniitzten Ausdriicken wie z. B. '/fJ"1p,,, nur einen 
anderen numerischen Wert der einen Quantenzahl n bedeutet, wiihrend 
er im nachstehenden wieder als die "magnetische Quantenzahl" im Sinne 
von Ziff. 35 aufzufassen ist). Man hiitte also ausfiihrlicher zu schreiben 

statt l/Jn: l/Jn, 
statt l/Jm: l/Jn; 

l, m, , , 
1, m , 

wobei nf, If, mf irgendwelche andere numerische Werte der drei Quanten
zahlen n, I, m bedeuten. Bei Abwesenheit iiuBerer Felder und bei Ver
nachliissigung der Relativitiitskorrekturen tritt bekanntlich eine doppelte 
Entartung ein, die darin besteht, daB die Eigenwerte nur von n, nicht 
aber von lund m abhiingig sind, so daB die eindimensionale Anordnung 
der Eigenwerte Er, Ez ... E" ... bei Anwendung der erwahnten Niihe
rung gerechtfertigt ist. 
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Wir kniipfen nun an die allgemeinen Gedankengange von Ziff. 35 
S. 382 an. Wir hatten dort gesagt, daB es sich aus bestimmten Griinden als 
zweckmaBig erwiesen hat, als Azimutalquantenzahl die GroBe l=k-I 
einzufiihren und daB dementsprechend auch 1 an Stelle von k als das 
Impulsmoment der Bahn (gerechnet in den Einheiten h/z n) anzu
sehen sei. Den s-Bahnen kommt daher das Impulsmoment 0 zu, was 
im iibrigen auch mit der aus den magnetischen Eigenschaften hervor
gehenden Tatsache im Einklang steht, daB diese Bahnen auch kein 
magnetisches Moment besitzen. Auf Grund der Elektronenbahnvor
stellung konnte man sich nun eine Bahn mit verschwindendem Impuls
moment und verschwindendem magnetischen Moment nur so realisiert 
denken, daB das Elektron auf einer mitten durch den Kern gehenden 
Geraden hin- und herpendelt. Diese fingierten Pendelbahnen miiBten 
nun bei endlichen Dimensionen von Kern und Elektron zu einem Zu
sammenstoB dieser Korpuskeln fiihren, weshalb man in den Anfangen 
der Quantentheorie die Pendelbahnen schlechthin ausschloB. Durch 
die oben erwahnte Normierung fiir die s-Terme sah man sich nun ver
anlaBt, diese Pendelbahnen durch die Hintertiire wieder in die Theorie 
einzufiihren, ohne daB die erwahnten Schwierigkeiten beziiglich der 
Kernzusammenst6Be gemildert wurden. 

1m Lichte der Wellenmechanik stellt sich nun die Sachlage folgender
maBen dar. An Stelle der einzelnen Elektronenbahnen tritt das Wellen
feld der Eigenfunktionen '/fJ1l 1 "'. In ahnlicher Weise wie nun in der 
klassischen F eldphysik das' ~lektromagnetische F eld Energie trans
portiert, fiihren die '/fJ-Wellen gemaB (I39) bzw. (I39a) elektrische La
dung bzw. Materie mit sich. Wir wollen den raUilllichen Teil des durch 
(I39) gegebenen Viererstroms, also die gewohnliche dreidimensionale 
elektrische Stromdichte mit!3 bezeichnen, den entsprechenden, durch den 
raumlichen Teil von (I39a) gegebenen Materiestrom mit 13m • Bezeichnet 
man ferner mit r den Radiusvektor vom Koordinatenursprung (Atom 
kern) zum Volumelement dr, so erhalt man fiir das Impulsmoment 0 
und das magnetische Moment jJJ( des Systems 

0= J[tSrnJ dr 

we =~J[rsJ dr. 
2C· 

(I42) 

(I42a) 

Die GroBen 13 und 13", hangen gemaB (I39) bzw. (I39a) von den Eigen
funktionen '/fJn, 1, m abo Bildet man nun die Momente (I4z) bzw. (I4za) 
fiir die den s-Termen zugehorigen Eigenfunktionen mit 1 = 0, so erhalt 
man ;s = jJJ( = o. 

Aus dem Formalismus der Wellenmechanik ergibt sich also das Ver
schwinden des Impulsmoments und des magnetischen Momentes der 
s-Terme, ohne daB von Elektronenbahnen iiberhaupt, geschweige denn 
von durch den Kern laufenden Pendelbahnen die Rede ware. 
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Dariiber hinaus laBt sich zeigen, daB bei Mehrelektronensystemen 
die gemaB (q2a) gerechneten Momente der abgeschlossenen Elektronen
schalen (Edelgaskonfigurationen) ebenfalls verschwinden (SOMMERFELD, 
W. E., Kap. I, § 8 C). Diese Resultate stehen im Einklang mit der Er
fahrungstatsache, daB der Wasserstoff und die Edelgase diamagnetisch 
sind. . 

Ffir 1 =F 0 ergibt sich ein von der alteren Quantenmechanik etwas 
abweichendes Resultat, indem die Momente nicht einfach proportionall, 
sondern proportional y 1 (l + r) werden. Der Bahndrehimpuls, der zu 
einem Zustand mit der Azimutalquantenzahl 1 gehOrt, ist also gegeben 
durch 

h ,/-s = - r l(l + r)· 
2n 

Aus der Gleichung (r39) fUr den Viererstrom lassen sich noch die 
Grenzbedingungen ffir die VI-Funktion an irgendwelchen Unstetigkeits
flachen ableiten. Da der Viererstrom der Materie und Elektrizitat 
liberall endlich und stetig sein muB, folgt, daB sowohl die Funktion VI 

als auch die Ableitung ~~ (wobei n nicht eine Quantenzahl, sondern 

die Normalenrichtung bezeichnet) zu beiden Seiten einer Unstetigkeits
flache denselben Wert haben muB. Wenn also beispielsweise an der 
Grenzflache eines Korpers die elektrische Feldstarke von einem hohen 
Wert plotzlich auf Null abnimmt, so gelten an dieser "Unstetigkeits-

stelle des Feldes" die eben erwahnten Grenzbedingungen flir VI und :~. 
Hiervon wird beispielsweise bei der Behandlung des Problems des Elek
tronenaustritts aus Metalloberflachen Gebrauch gemacht (Ziff. 46). 

39. Die Diracsche Theorie des Kreiselelektrons bei Abwesenheit 
auBerer Felder l • Den AbschluB der bisherigen formalen Entwicklung 
der Quantenmechanik bildet die DIRAcsche Theorie des Kreiselelektrons. 
Wir mlissen uns bei ihrer Wiedergabe noch mehr als in manchen anderen 
Teilen dieses Berichtes in groBen Zligen referierend verhalten und auf 
die Angabe des Rechenganges im einzelnen verzichten; ja wir konnen 
es nicht einmal unternehmen, alle Gedankengange, die zur Aufstellung 
dieser Theorie geleitet haben, ganz konkret wiederzugeben, da zu ihrer 
Reproduktion Kenntnis gewisser Gebiete der Quantenmechanik (der 
Transformationstheorie) erforderlich ist, auf die wir auch im spateren 
Teil schon aus mathematischen Rlicksichten nur ganz kursorisch ein
gehen werden. 

Beginnen wollen wir mit der Aufzahlung der Leistungen, welche die 
DIRACsche Theorie des Kreiselelektrons zu verzeichnen hat. Sie stellt eine 
relativistisch invariante Theorie dar, welche gleichzeitig die Spineffekte 
ohne weitere Zusatzannahmen liefert. Hierzu gehort in ihrer Anwendung 

I DIRAC (66). 
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auf Atomprobleme die richtige Feinstrukturformel sowie der ZEEMAN
Effekt der Dublettatome. Durch sie ist, abgesehen von einigen noch 
unten zu besprechenden prinzipiellen Mangeln, der Problemkreis des Spin
elektrons vollkommen erschopft. 

Der Leitgedanke bei der Aufstellung der neuen DIRAcschen Gleichung 
war im wesentlichen cler folgende: Die relativistische Wellengleichung 
(121) hatte zwei Mangel. Sie enthielt die Erscheinungen des Spins nicht 
und sie war von zweiter Ordnung in der Zeit, wabrend die klassische 
Wellengleichung (III) (besser Warmeleitungsgleichung) von erster Ord
nung in der Zeit war. DaB dieses Auftreten der hoheren Ordnung einen 
Mangel darstellt, kann man nur im Zusammenhang mit den Uber
legungen der T ransformationstheorie wir klich exakt einsehen (vgl. Ziff .68) . 
Wir begnugen uns hier mit der einfachen Mitteilung, daB es sich als ma
thematisch nicht moglich erweist, die allgemeine Transformationstheorie 
auf Differentialgleichungen anzuwenden, die von hoherer als erster Ord
nung in der Zeit sind I. 

In diesem Zusammenhang ist vielleicht folgende Bemerkung recht 
aufklarend: Die relativistische HAMILToNsche Funktion lautet be
kanntlich 

11 p2 + p2 + p2 
H = ,uc2 1+ z y z + V 

fl2c2 

und die entsprechende HAMILTON-JACoBIsche Gleichung 

11 p2 + po + p2 iJW 
2 + X y Z +V uc I = ---;:;--t • , fl2c2 U 

Sie ist in den Impulsen von erster Ordnung, aber nicht linear. Nun ist 
in Ziffer 32 (vgl. 90a) die Notwendigkeit betont worden, nur ganze Funk
tionen von P in die HAMILToNsche Funktion aufzunehmen. Man half 
sich damit, daB man die in der klassischen Physik sicher richtige Glei
chung bildete 

I Wir greifen hier voraus auf die in Ziff. 47 gegebene DarsteIlung der 
Variation der Konstanten. Wenn wir den dart gegebenen Rechenvorgang 
auf eine Differentialgleichung iibertragen, die von zweiter, statt wie in 
(226) von erster Ordnung in der Zeit ist, so sieht man sofort, daB das Pro
blem manchmal undefiniert wird. Wir miiBten dann auBer den ak zur Zeit 
t = 0 auch noch die ak zur Zeit t = 0 kennen, was z. B. fiir die Anwendung 
der Storungsrechnung iiber unser physikalisches Wissen hinausreicht. Es 
wiirde dann der Ansatz 

am = I, an = o(n=j=m) 

keineswegs mehr geniigen, vielmehr miiBten wir iiber aIle an zur Zeit t = 0 

noch orientiert sein. Urn ahnliche Schwierigkeiten handelt es sich auch bei 
der Anwendung der Transformationstheorie. 
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In dieser jetzt in den Impulsen quadratischen Gleichung wurde dann 
die quantenmechanische Ubersetzung (rr6) vorgenommen. Eigentlich 
wurde aber durch diesen formal bedingten Umweg die Ordnung der 
Gleichung ganz unberechtigt erhOht und dieser Schritt ist es gerade, der 
jetzt von DIRAC durch seine neue Formulierung rtickgangig gemacht 
wird. Nattirlich muB man dann andere Hilfsmittel heranziehen, urn die 
Schwierigkeiten der in p irrationalen Funktion H zu beseitigen; diesen 
wollen wir uns jetzt zuwenden. 

'Venn wir die Gleichung von erster Ordnung in der Zeit schreiben, 
so muB sie auch wegen der relativistischen Symmetrie der Raum-Zeit
Koordinaten von erster Ordnung in den raumlichen Koordinaten sein, 
da sie nur dann gegen eine LORENTz-Transformation invariant sein kann. 
Nun ist die urspriingliche SCHRODINGERSche Gleichung, die von zweiter 
Ordnung in den raumlichen Koordinaten ist, abgesehen eben von den 
Spineffekten, durch die Erfahrung aufs beste bestatigt worden. Es 
ist nicht moglich, daB eine Differentialgleichung erster Ordnung fUr eine 
Funktion 7p vo11ig aquivalent sein solI einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung fUr 'II'. Wohl aber konnen wir uns ein System fUr zwei oder 
mehrere Funktionen 7pi denken, aus d~m durch gegenseitige Elimination 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung fUr die 7pi entstehen. Diese 
Eliminationsgleichungen mtissen dann mit groBer Annaherung den ur
spriinglichen SCHRODINGERSchen Gleichungen entsprechen '. 

Nach dies en einleitenden Bemerkungen wollen wir nun den DIRAC
schen Ansatz ohne weitere Begrtindung einfach hinschreiben. Dieser 
lautet zunachst fUr den Fall des kraftefreien Elektrons 

(Po + a,p, + a2P2 + a3P3 + a4flc)ljJ = o. 
Hierin bedeuten 

h I a 
Po = - 2ni C at' 

h a PI = -. a- usw. 2nt x 

Die GroBen ak sind Koeffizienten, deren Rechengesetze wir vorlaufig 
noch offen lassen. Wir konnen nur sagen, daB sie sicher nicht den Rechen
gesetzen der gewohnlichen Zahlen entsprechen werden. Denn dann wiirde 
in der Gleichung (146) nur die eine Funktion 7p vorkommen, wahrend 
wir doch frtiher schon gesagt hatten, daB wir ein System von Gleichungen 

I Wir illustrieren das im Text Gesagte an dem Verhaltnis der NEW
TONS chen und HAMILToNschen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik 
fiir einen Massenpunkt von einem Freiheitsgrad. Die NEWToNsche Be-

wegungsgleichung fl x = - ~: ist von zweiter Ordnung in der Zeit t. Ihr 

aquivalent ist das System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung 

I) lUX = P 2) ~~ = - ~:, worin P den Impuls des Massenpunktes be

deutet. Einsetzen von (I) in (2) liefert sofort die NEWToNsche Bewegungs
gleichung. 
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fiir mehrere unbekannte Funktionen aufstellen miissen. Die GroBen ak 
werden also so etwas wie ein zweireihiges Koeffizientenschema in einem 
System linearer Gleiehungen darstellen, das wir durch bestimmte Zu
satzforderungen festlegen werden. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den Operator 
(-Po+ aIPI + aaP" + a3P3 + a4 f1c) 

nochmals auf den Ausdruck (146) einwirken 

(-PO+alPI+.aaPa+a3P3+a4flc) } (147) 
~+~~+~~+~~+~p~~=o 

Wir miissen nun annehmen, daB die unbekannten GroBen ai nicht von 
den Koordinaten abhangen und deshalb mit den Impulsen vertauschbarI 
sind. Denn fiir ein kraftefreies Elektron sind die Punkte des Raumes 
gleiehberechtigt, wir konnen also setzen 

akpi~ = piak~ •.• (148) 
Dann wird (147) vollstandig ausgeschrieben so aussehen 

I+II+III=o ... (147a) 

Dabei ist es natiirlich nieht erlaubt, ajak an Stelle von akaj zu schrei
ben, da die GroBen a nach dem Gesagten sieher keine kommutative 
Multiplaktion gestatten werden. 

Wir fordernnun, daBim kriiftefreienFalle die durch einenEliminations
proze/3 gewonnene Ditferentialgleichung zweiter Ordnung fiir die GroBen 
1pi mit der relativistischen (121) ubereinstimmt. Tatsachlich laBt sieh 
diese Forderung durch passende Zerspaltung von (147a) leicht erfiillen. 
Wir geniigen ihr durch den folgenden Ansatz: 

I =II = III =0 

ai= I ... (149) 

Die Relationen (149) sind es nun, die zur Bestimmung der GroBen ale 

dienen. Wenn wir die GroBe a i kennen werden, so werden wir dann auch 

I Vertauschbar = kommutierbar. 
Ergebnisse de~ exakten Naturwissenschaften. VIII. 26 
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wissen, wieviele Funktionen "Pi wir einzufiihren gezwungen sind. Wir 
verzichten darauf, die allgemeine und systematische Losungsmethode 
fiir (149) hier zu diskutieren, sondern geben nur das Resultat an. Zu dem 
Zwecke betrachten wir nach dem Vorgange von DIRAC sechs Koeffizien
tenschemata von je vier Zeilen und Kolonnen, die wir der Reihe nach 
mit den Buchstaben (TI, a2 , a3, el, e., e3 bezeichnen. Diese Koeffizienten
schemata sehen folgendermaBen aus: 

0 I 0 

:1 
. o-i 0 

:1 I 0 0 i 0 0 
a[ = 0'. = 

0 0 0 :J 0 0 ~ -iJ 
0 0 I 0 0 ~ 0 

I 0 0 0 

~,~ [~ 
0 I 

~1 0-1 0 0 0 0 
a3 = 

~J 0 0 I 0 0 0 

0 0 0-1 I 0 

0 o -i 0 

~3 = r: 
0 0 

:1 0 0 o -i I 0 
(I. =:= 

i 0 0 0 l~ o -I oj 
0 i 0 0 o 0-1 

Die O'und~ sind also vierreihigeMatrizen, die auch denselbenRechen
gesetzen geniigen sollen, wie es in Ziff. 13 (36, 37) fUr die Heesen
bergschen Matrizen verlangt war. Z. B. gilt fUr e[, daB alle seine 
Elemente e~k 0 sind mit Ausnahme von e~ 3, ~~ 4, ei [, ei', die alle 
gleich I sind. Der untere Index bei den Matrizen ~i, O'i bezieht sich 
immer auf die Feststellung der Matrix, die oberen Indizes auf das ent
sprechende Element der durch den unteren Index festgelegten Materix. 
Entsprechend fUr a.: a~k = 0, auBer a~' = a; 4 = - i, O'~ I = (J! 3 = i. 
Fur die Multiplikation zweier Matrizen gilt dann das Gesetz (aiek)ln 

~ L (JIm e';:n ganz analog zu (37). 
m 

Von diesen Matrizen ai und elf laBt sich nun zeigen, daB sie den 
Relationen geniigen 

(Ji = (Ii = I. 

ai(Jk + akai = 0 • 

eiek + ekei = o. 

(149 a) 
(149 b) 
(149 c) 

a: = I bedeutet natiirlich, daB die durch Multiplikation entstandene 
Matrix aiUi eine Einheitsmatrix ist [vgl. Ziff. 12, (41)J. 

(aiai)lm = ~Im (aim = I, 1 = m). 
~lm=O, l*ln 
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Berechnen wir zur illustration etwa a: : 
(a:)lm =.2: a/k IJ2k",. 

k 

Diese Summe uber k enthalt h6chstens ein Glied, da a2 in jeder Zeile 
und Kolonne nur ein Glied hat. Fur 1 = mist dieses eine Glied wirk 
lich vorhanden z. B. 

((J~)II 7= L a~k(J!I == a~2. (J~l = (- i)i == I. 
k 

Fur 1 =1= n aber ist dieses Glied nicht vorhanden, z. B. 

(a2) 12 = "" 1J 'k ak2 = a '2 a 22 = 0 wegen a22 = 0 2 ":::"'2222 2· 

k 

Es ist also wirklich a: eine Diagonalmatrix. 
Entsprechend verifiziert man (149 b). 
So gilt z. B. : 

Also etwa fUr 1 = 3: 

(0: a )lm = "" alk akm 
I I ~ I 2 

k 

(a o:)lm= ""alkalm 
2 I ~ 2 I • 

k 

(a1 a2)3'" = al4a~11l = i0311l 
(a2 a1 )3 m = a~4a~17t = - i 03"" 

Durch Addition folgt sofort (149b). 
Wir konnten nun bereits die (}i bzw. (1i fUr die ai nehmen, da sie ,den

selben Relationen (149) genugen. Doch brauchen wir wegen (146) vier 
und nicht drei GroBen. Diese vierte GroBe gewinnen wir durch Ver
wendung der Relation 

IJi(lk = (lkUi. (149 d) 

Man bestatigt (149d) durch explizites Ausrechnen; wir zeigen es fUr das 
Produkt von (13 und (Jr. 

Etwa 1=4, 
(IJ3 (11)4'" =IJ~ 4 (l1 11Z = - O2,,,, 

(QI {}3)4 1Jt == e~ 2 03 11l == - 0211Z. 

Ebenso beweist man leicht die Richtigkeit der Relationen 

(13 (II = ~ (12) 
(12 (13 = ~ (I, 

(II (12 = ~ (13 

und entsprechend fur IJ. 

26* 
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5etzen wir nun 
Ctt = flt (Jt = (Jt flt 

Ct. = flt (J. = (J. fl. 
Ct3 = flt (J3 = (J3 fl. 
Ct4 = fl3 

so sind damit alle Relationen (149) erfiillt. 50 gibt z.B. 
a: = flt (J. fl. (J. = fl. fl. (J. (J. = I, 

(Isoa) 
(ISO b) 
(ISO c) 

(Isod) 

Ct3 Ct. = fl. (J3 fl. (J. = fl. fl. (J3 (J. = - fl. fl. (J. (J3 = - fli (J. fli (J3 = - Ct. Cta . 
Wir wollen nun mit den gewonnenen GroBen Ctt ••• Ct4 die Gleichungen 

(146) explizit angeben 

(Po + flt(J.P. + flt(J.P. + flt(J3P3 + fl3lLC) l/J = 0 (lSI) 
und daraus unter Verwendung von (I4ge) 

(fltPo + (JtP. + (J.P. + (J3P3 - ifl.[J-c) l/J = o. (ISla) 

Diese eine Gleichung (lSI) stellt natiirlich ein Quadrupel von Gleichung 
dar; z. B. lautet der Ausdruck f!31Jl ausfiihrlich geschrieben: 

(fl3l/J)i=2:fl~kl/Jk (i=I,2,3,4); (ISIb) 
k 

hierbei reduziert sich die 5umme fiber k wegen der Gestalt der Matrix f! 
(bzw.O') auf ein Glied. Die erste Gleichung (ISla) lautet also: 

+ ~ (_ t3.!.. 01/13 + (JI2 01/1. + (Jt. 01/1. + (JIt 01/1. 
2ni fl. C ot • ox. • ox. • OX3 

- ifl~3 !LCl/J3) = o. 
(IS2) 

Fiihct man ganz nach dem gegebenen Schema die Ausrechnung fiir alle 
vier Gleichungen durch, so erhalt man das folgende System, das wir der 
Vollstandigkeit und "Obersichtlichkeit halber hier noch explizit angeben: 

(Po + ftc) l/J. + (P. - ip.) l/J4 + P3l/J3 = o. (IS2a) 
(Po + It c) l/J. + (P. + ip.) l/J3 - P3l/J4 = o. (IS2 b) 
(Po - ftc) l/J3 + (PI - ip.) l/J. + P3l/Jt = o. (IS2C) 
(Po - ltc) l/J4 + (P. + ip.) l/JI - P3l/J. = o. (IS2d) 

40. Die Diracsche Theorie des Kreiselelektrons bei Anwesenheit 
auBerer Felder. Fiir den Fall der Anwesenheit eines elektromagneti
schen Feldes benutzen wir die friiher gegebene Verallgemeinerung [vgl. 
Ziff: 34, (II8) bis (121)] und setzen an Stelle von po bzw. PI 

e e 
Po + - cpo, bzw. Pt + - CPt USW. 

C C 

Dann tritt an Stelle von (lSI) . 

{Po + 7 cpo + flt [(J.(P. + 7 CP.) + (J. (P. + 7 P.) + 

+ (J3 (P3 + ~ P3)] + fl3lLC } ljJ = o. 
(IS3) 
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Bei Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes zeigt sich aber be
reits der wesentliche Unterschied des DIRAcschen Gleichungssystems von 
den bisherigen (II7) bzw. (121), wahrend die Eliminationsgleichung zwei
ter Ordnung im kriiftefreien Fall mit der alten relativistischen Gleichung 
(121) zur exakten Ubereinstimmung gebracht worden war. Wenden wir 
auf (153) wie fruher den Operator (vgl. (147)) 

[- (Po + ~ Po) + (!I {U(PI + ~ PI) + U. (Po + ~ P.) + 

+ a 3 (P3 + ~1Jl3)} + (!3,te ] 

an, so erhalten wir: 

[ - (Po + ~ por + {L;'Uk (Pk + ~ Pk r + fee·} l/J + 
k 

+ (! [{L;'ak (h + ~ IJlk )}(Po + ~ Po) - (154) 
k 

- (Po + ~ Po) {L;'Uk (Pk + ~ Pk)}]l/J = o. 
k 

Wir fUhren jetzt die in (154) angedeuteten Differentiationen 

( h 0) Pk=znioxk' 
soweit sie sich auf die Potentiale p beziehen, zum Teil aus; es ergibt 
sich so nach durchaus elementaren Zwischenrechnungen, bei denen nur 
immer die Nichtvertauschbarkeit der 12 beachtet werden muB, folgendes 
Gleichungssystem . 

{- (Po + f por+ L.' (Pk + f pk r+ ,t·c2 + 
k 

eh ~ h 1:eh ~ I\:} + Znc .r:;;..Uk''dk + znc (!I"::::;"; ak'l£k l/J = o. 
k k 

(ISS) 

Hierin bedeutet @:k und Sjk die entsprechende Komponente der elektri
schen und magnetischen Feldstarke, die sich nach (II3) aus den Pi ab
leiten lassen. 

Abgesehen von den Gliedern EkahSjk bzw. 12rEh Gk@:k stimmt (ISS) mit 
(121) genau uberein. Die beiden Zusatzglieder aber bewirken einen zwei
fachen Unterschied gegen die fruhere relativistische Wellengleichung. 

Erstens stellt (ISS) wieder ein Quadrupel von Gleichungen dar, doch 
sind jetzt die Gleichungen fUr die 1jli nicht mehr sepa;riert; im allgemeinen 
wird jede Gleiehung mehrere 1jl enthalten, vgl. (:i:51b). (1m Spezialfall des 
statischen Zentralfeldes gelingt, wie wir weiter unten sehen werden, 
eine solche Separation.) 

Der zweite wesentliche Unterschied gegen (121) liegt in der Gestalt 
der Faktoren, die die neu hinzutretenden 1jl in (ISS) tragen. 
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Betrachten wir zur Veranschaulichung den besonderen Fall &)2 = &)3 = 
@r =@2 =@3 = o. Dann erhalt die erste Gleichung (ISS) das Zusatzglied 

ehSjI (JI2,/, • 
271C I 't'2 

Wir konnen sie (in der natur lich nich t mehr vollig adaqua ten Sprache der al
teren Theorie) so charakterisieren, daB das Elektron schein bar ein magneti-

~ches Moment yom Betrage~, bzw. ein analoges elektrisches Mo-
4 n flC 

ment tragt I. Dies ist aber genau die eine Halfte des Inhalts der in Ziff. 36 
besprochenen GOUDSMIT-UHLENBEcKschen Hypothese, die sich hier als 
Konsequenz des allgemeinen DIRACSchen Ansatzes ergibt. N aturlich ist 
ein direkter allgemeiner Vergleich wegen der erwahnten Tatsache der 
Nichtseparierbarkeit in den 'lfJi nicht moglich, wir werden weiter unten 
im Falle des Zentralfeldes den "Spinterm" noch genauer kennen lemen. 
Auch das Auftreten eines elektrischen Momentes, das hier ganz formal 
auf tritt, wird sich in Ziff. 43 verstandlich machen lassen. 

Wir hatten noch, urn die vollige Richtigkeit der DIRAcschen Ansatze 
zu beweisen, den Nachweis zu fiihren, daB (146) gegenuber LORENTZ
Transformationen invariant ist. Dies ist von Haus aus nicht selbstver
standlich, da wir nicht wissen, wie sich die ar ... a4 bei LORENTz-Trans
formationen verhalten. DIRAC hat gezeigt, daB die notwendige In
varianz des Gleichungssystems (146) tatsachlich zu Recht besteht. 

Nun handelt es sich noch urn den anderen Teil der GOUDSMIT
UHLENBEcKschen Hypothese, nach der dem Elektron auch ein Dreh-

impuls von der GroBe ~ ~ zukommt. Mit jener Naherung, mit der wir 
2 2n 

uberhaupt bei einer neuen Theorie die Begriffe der alten anwenden dur
fen, folgt dies gleichfalls ohne weitere Zusatzannahme aus den DIRAC
schen Gleichungen. Wir skizzieren nur den Gedankengang, der zu diesem 
Resultat fiihrt. 

In Ziff. 38 waren fiir den Bahndrehimpuls bestimmte Werte angegeben, 
wie J = 0 fiir die s-Schale; daraus geht auch hervor, daB dieser Bahn
drehimpuls ein Integral der quantenmechanischen Gleichungen darstellt. 
Dies ist nun in der DIRACschen Theorie nicht mehr moglich; vielmehr 
zeigt hier die Rechnung, daB nicht der Bahndrehimpuls allein, sondem 
dieser, vermehrt urn Zusatzterme von ahnlicher Gestalt wie in (ISS), 

k t t· t D B di Z . r h D· ons an IS. er etrag eser usatzterme 1st genau "2 2 n . les ent-

spricht dem spektroskopischen Sachverhalt, der zur Einfiihrung der in
neren Quantenzahl j Veranlassung gegeben hat (vgl. Ziff. 35 bis 37). 

Fur zentralsymmetrische Felder, in denen das Vektorpotential ver
schwindet, kann man die Gleichungen (153) wesentlich vereinfachen und 

I Die Division mit 2,U ist n6tig, urn volle formale Analogie mit (I I r) herzu
stellen. 
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umformen. Man erreicht so auf einem Hingeren Rechenwege, den wir 
bier nicht naher angeben, als Eliminationsresultat eine Gleichung zweiter 
Ordnung von folgender Gestalt: 

(I56) 

I 
X = r tfJ3· 

Dann ist "PI gegeben durch die Gleichung 

'E ) 
.::I ' 2 n (- + V + aLl C 
V~3 1 C -or -+ -r 0/3 = h tfJx • 

Fiir "Pa und "P4 gelten dieselben Gleichungen, so daB wir an Stelle von vier 
verschiedenen Lasungen nur zwei erhalten. Dies hat eine allgemeine 
Bedeutung, die wir gleich naher besprechen werden. E bedeutet in (I 56) 
und (I57) den gesuchten Eigenwertparameter, V ist die potentielle 
Energie, die voraussetzungsgemaB nur Funktion von r ist, i entspricht 
in gewissem Sinne dem frUheren l. 

Den Vergleich von (I56) mit den anderen Theorien und mit der Er
fahrung verschieben wir auf Ziff. 43. 

Nach dieser Wiedergabe der Leistungen der DlRAcschen Theorie ist 
es noch angebracht, mit wenigen Worten zu sagen, warum sie nach der 
Ansicht ihres Urhebers nicht als eine befriedigende Lasung des Elek
tronenproblems angesehen werden kann. Wir gehen zu diesem Zwecke 
zuriick auf die Gleichung (I 53) flir ein Partike1 der Ladung e: 

[Po + 7 g;,o + (lx {~O'k(Pk + 7 Pk)} + (l3fl C ] tfJ = o. (I53) 
Ie 

Denken wir uns die Gleichung fiir ein Partikel der Ladung -e aufge
schrieben, welches bei derse1ben Masse,." sich in demselben Felde be
wegen mage, so lautet sie 

[Po -71]'0 + (lx {~O'k(Pk -7 Pk)} + (l3flC ] 0/ = o. (I53 a) 
Ie 

Nun steht es uns ohne weiteres frei, unsere Definition der Impulse dahin 
abzuandem, daB wir i an Stelle von - i setzen, also 

h 0 h f) Po = + 2nicf)t' Pk= - 2ni f)xk· 

Dies kann in dem SchluBresultate nichts andem, sondem hatte lediglich 
zur Folge, daB gewisse der GraBen "P an Stelle ihrer konjugiert Kom
plexen treten. 
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(153a) lautet dann: 

[PO + 7 tpo + e, {~(1k (Pk + 7 tpk)} - (-I3!IC]IJl = o. (153 b) 
k 

Nun ktinnen wir jederzeit an Stelle von eJ auch - eJ setzen. Denn hier
durch wird keine der Relationen (149a bis d), (150a bis d) verletzt'. 

Mit dieser Anderung aber lautet dann (153 b): 

[(Po + 7 tpo + (-I, {.f: (1k (Pk + 7 tpk)} + (-I3!IC] l/J = o. (153 c) 

Die Gleichung (153c) fiir das Partikel entgegengesetzter Ladung -e 
ist damit vollkommen identisch geworden mit der urspriinglichen 
(153) fiir das Partikel der Ladung + e und gleicher Masse. Wir konnen 
den Sachverhalt auch so ausdrucken: Das DlRAcsche Gleichungssystem 
(153) bezieht sich ebensowohl auf Partikeln der Ladung + e und - e, 
das heiBt aber, daB es fiir Partikel der Ladung + e zuviel Losungen ent
halt. Da weder + enoch - e voreinander bevorzugt sind, so be
ziehen sich gerade die Halfte der Losungen auf positive, die Halfte auf 
negativ geladene Partikel. Da im allgemeinen zwei verschiedene Losungen 
miteinander kombinieren konnen, d. h. ein Partikel entweder spontan 
oder unter dem EinfluB auBerer Felder aus dem Zustande mit einer 
Eigenfunktion, die zu +e gehOrt, in denZustand mit einer zu (-e) ge
hOrigen Eigenfunktion iibergehen kann, so bedeutet dies, daB nach der 
DlRAcschen Theorie die Elektronen das Vorzeichen ihrer Ladung wech
seln konnen. Dies ist ein Effekt, fiir den niemals experimentelle Anzei
chen beobachtet worden waren. Auch kann man zeigen, daB dabei, 
namlich bei dem 'Obergange der Ladung +e __ -e auch das Vorzeichen 
der Gesamtenergie E sich audem muB. (Dies ergibt sich aus genau dem
selben SubstitutionsprozeB, der uns friiher zu den Gleichungen [153a 
bis c] gefiihrt hat.) Da hier E die Gesamtenergie bedeutet, also etwa 
im feldfreien Falle • 

E = mc· + kinetische Energie 

so fiihrt die DlRAcsche Theorie zu dem in keiner Weise verstaudlichen 
Ergebnis, daB Partikel mit negativer Masse existieren mussen. 

Wir haben damit die prinzipiellen Einwaude, die sich gegen die 
DlRAcsche Theorie vorbringen lassen, wiedergegeben. Wir mochten nur 
hervorheben, daB diese keineswegs die DlRAcsche Theorie allein, sondem 
genau so z. B. die friihere relativistische Gleichung (121) treffen, was 
man auf genau dem gleichen Wege zeigen kann. In der Praxis wird man 
also bis zur Behebung dieser Schwierigkeiten so vorgehen, daB man ledig
lich die eine Halfte der Losungen, welche positiver Masse entsprechen, 
beibehalt und nur sie einem Vergleich mit der Erfahrung unterwirft. 

I Wir sehen an diesem Beispiel, daB unsere Losung fUr ak keineswegs 
die einzige ist, was ja auch fUr unsere Zwecke nicht gefordert wird. 
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DaB dieser in allen Punkten befriedigend ausfallt, hatten wir schon ein
leitend erwahnt und werden wir in Ziff. 43, 44 noch etwas naher aus
ftihren. 

Aus historischen GrUnden scheint es uns noch angebracht, darauf 
hinzuweisen, daB die Idee, das Verhalten des Spinelektrons statt durch 
eine durch mehrere Eigenfunktionen zu beschreiben, bereits vor DIRAC 
von PAULI' und DARWIN2 angewendet worden war. Ihre Theorie, die 
sich mit zwei Funktionen begnugt, hatte gegenuber der DIRAcschen den 
Nachteil, nicht relativistisch invariant zu sein. 

Leistungen der Theorie. 

VIII. Einkorperprobleme. 
41. Oszillator und Rotator; Methodisches. Als erste Anwendung 

der in Kapitel IV, VI, VII entwickelten theoretischen Anschauungen 
wollen wir uns mit den quantenmechanischen Eigenschaften des Oszil
lators und Rotators befassen. Die Beschaftigung mit dies en mathema
tisch einfachsten Systemen wird uns gleichzeitig Gelegenheit geben, Me
thoden zu illustrieren, die in der Quantenmechanik immer wieder zur 
Bestimmung der Eigenwerte angewendet werden. 

Die SCHRJDINGERSche Gleichung des linearen Oszillators, dessen po
tentielle Energie dem Quadrate der Elongation proportional ist, lautet: 

d2 1/1 8 n 2 U ( a2 ) dXi + h;'-- E - "2 X2 1/1 = 0 ... 

(27tV = y~_). 

Bei Aufsuchen der gewissen Regularitatsbedingungen (vgl. Ziff. 25, 
26) genugenden Losungen der SCHRJDINGER-Gleichunghat man sich ffir 
die singularen Punkte der Differentialgleichung zu interessieren. Diese 
singularen Punkte sind jene Werte der Koordinaten, fUr die ein Koeffi
zient der gesuchten Funktion oder ihrer Ableitung unendlich wird. Dabei 
denken wir uns immer mit dem Faktor der hochsten Ableitung durch-

dividiert, so daB das Glied dd2tfJ den Koeffizienten I tragt. AuBer diesen 
,X2 

singularen Stellen ist noch immer gesondert das Verhalten "im Punkte 
unendlich" zu untersuchen. Darunter versteht man folgendes: Wir er· 
setzen die unabhangige Variable durch die Substitution 

g=~ 
x 

und fragen dann, ob die so aus der urspriinglichen Gleichung ent
stehende Differentialgleichung 

d2 1fJ f(c)dlfJ (!:)_ 
d~2 + '" d~ + g '" t/J - 0 

, PAULI (35). 
2 DARWIN (63). 
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im Punkte ~ = 0 regular oder singular ist. Darnach sprechen wfr dann 
davon, ob die urspriingliche Differentialgleichung "im Punkte unend
lich" regular oder singular war. 

Wenn wir als Losung einer Differentialgleichung eine Potenzreihe 
ansetzen: 

t/J = Co + Cx (x - %0) + c2 (x - %0)2 + ... 
deren Koeffizienten Ci wir durch Einsetzen in sie bestimmen, so kon
vergiert diese Losung nach allgemeinen Satzen in einem Kreise um %0 

bis zum nachsten singularen Punkt. Das Verhalten der Potenzreihe in der 
Umgebung von %0, falls %0 seIber ein singularer Punkt ist, muB dann nach 
gut ausgearbeiteten Methoden der Theorie der Differentialgleichungen 
noch gesondert untersucht werden. (Mit einem solchen Fall haben wir 
es weiter unten beim Wasserstoffatom zu tun, wo man eine am Punkte 0 

beginnende Potenzreihe anzusetzen hat, nachdem man vorher das Ver
halten in der Umgebung von r = 0 besonders untersucht hat.) 

Die Differentialgleichung (158) zeigt keinen singularen Punkt im 
Endlichen. Hingegen ist der Punkt unendlich singular, wie sich aus der 

Substitution % = ; ergibt. 

d2 tfJ 2dtfJ Sn·m(E a.) 
d~' + I d~ + -11.-\[4 - 2~ I/J = o. 

Eine Potenzreihe in % 

t/J = Co + Cx % + C2 %. % •.• 

vom Ursprunge %0 = 0 aus angesetzt, wird also im allgemeinen fiir groBe 
Werte von % nicht beschrankt bleiben. Wir fiihren nun durch die folgen
den Substitutionen neue abhangige und unabhangige Variable ein, wobei 
wir auch noch die Koeffizienten von (158) durch passende Abkiirzungen 
ersetzen: 

Sn2pE 
-h-'- = 8, 

2nltpa = b 
II. 

_!...x. y 
t/J = e'. u (x) x = Vb' 

Dann wird (158) als Differentialgleichung fUr die unbekannte Funktion u, 
die als Funktion von y gedacht ist, folgende Gestalt annehmen: 

d2 u du (" ) dy' - zy dy + b - I U = 0 ..• 

b 

(Die Substitution I/J = e -...- x' u ist durch eine Betrachtung des angenaher
ten Verhaltens von 1J'anderStelle~=onahegelegt.) (I59)suchen wirnun 
durch eine Potenzreihe in y zu integrieren; als Bedingung mussen wir 
dabei fordem, daB u fUr groBe reelle Werte von y schwacher unendlich 

~ ~ 

wird als e +...- dann sind wir sicher, daB t/J = ~/ -; u fUr groBe y ver-

schwindet. 
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Einsetzen von 
U = co+'c1y + c2 y 2 + ... 

in (r59) liefert ffir die C k folgende Rekursionsformel: 

Ck( - i + 2k + r) = ck+2{k + r)(k + 2}. {r60} 

Nun sind zwei Hille zu unterseheiden: a) ein Koeffizient e" + 2 ver
sehwindet; b) kein Koeffizient c" + 2 versehwindet. 

1m ersten Falle versehwinden daun aueh wegen (r60) alle haheren 
Koeffizienten, die Reihe bricht ab und wird zu einem Polynom nten 
Grades in y. Unsere Regularitatsbedingung ist dann sieher erfiillt, denn 
jedes Polynom wird schwacher unendlich als die Exponentialfunktion. 
Das Verschwinden von c" + 2 (bei von Null verschiedenem c,,) ist aber nur 
maglich, wenn 

c = b {2n + r} ... {r6r} 

(r6r) setzt eine unendliche diskrete Mannigfaltigkeit von Werten flir e 
fest, die ein Erftillen der Regularitatsbedingung gestatten. Mit den alten 
Bezeichnungen lautet (r6r): 

En=(n+~)h1'... {r62} 

Wenn (r6r) nicht erftillt, so haben wir es nicht mehr mit einem Poly
nom, sondern mit einer ganzen transzendenten Funktion zu tun. Dann 
ist aber unsere Regularitatsforderung nicht mehr erftillbar; demi. eine 
leiehte Abschatzung der Koeffizienten zeigt, daB u flir groBe Werte von 

y2 
Y sich wie ey2 verhalt, demgemaB'If wie e-'; unendlich wird. Wir k6nnen 
also mit der Feststellung schlieBen, daB nur flir die durch (16r) bzw. 
(r62) gegebenen Werte des Eigenwertparameters e bzw. E eine regulare 
Lasung von (r58) existiert. 

Die hier abgeleiteten Polynome nennt man HERMITESche Polynome I 

mit der tiblichen Abktirzung Hn. Diese Methode, einen Reihenansatz 
durch Verftigung tiber den in die Rekursionsformel eingehenden Eigen
wertparamenter abbrechen zu lassen, ist das wichtigste Hilfsmittel zur 
strengen Lasung von derartigen Eigenwertproblemen. Die weitere Rech
nung geht dann gewahnlieh so vor sich, daB man ein Problem unter 
Abspaltung eines als kleine SWrung bezeichneten Teiles der potentiellen 
Energie streng lOst und das vollstandige Problem nach den weiter unten 
eingehend geschilderten Starungsmethoden behandelt. 

Physikalisch ist an dem Resultat (r62) merkwtirdig, daB der Oszil
lator nicht mehr wie in der frtiheren Theorie ganzzahlig, sondern halb
zahlig gequantelt ist. Dies macht sich im Spektrum nicht weiter be-

merkbar, da hier bei der Differenzbildung der konstante Teil ~hv 

1 Vgl. fiir die hier gegebene Darstellung COURANT-HILBERT, Methoden der 
mathematischen Physik, Band I, besonders Kapitel V. 
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wegfillt. Wahl aber spielt dieser Zusatz eine gewisse Rolle bei manch.en 
Betrachtungen uber Nullpunktsenergie (Streuung von Rontgenstrahlen 
an Kristallatomen, welche derartige harmonische Schwingungen aus
fiihren), sowie bei manchen Erscheinungen der Bandenspektren, auf die 
wir hier jedoch nicht naher eingehen konnen. Es scheint, daB die nicht 
ganz eindeutigen Experimente doch zugunsten der neuen halbzahugen 
Quantelung sprechen. 

Die Auswahlregel fiir den idealen Oszillator der alten BOHRSchen 
Theorie, nach der sich die Quantenzahl n nur urn ± I andern kann, 
laBt sich aus (162) sehr leicht gewinnen. Man kann namIich ohne groBe 
Muhe zeigen, daB 

+ 00 + 00 -In:2 
Xnm = Jxtpntpmdx = Jxe Hn (ybx) Hm (ybx) dx (163) 

-00 -co 

nur fur m=n± I von Null verschieden ist. 
Wir gehen zur Besprechung des Rotators uber. Die SCHRODINGER

sche Gleichung des Rotators, der sich urn eine feste Achse drehen kann, 
lautet infolge Abwesenheit jeglicher potentieller Energie 

d2tfJ + 87l2 J Etp = 0 
d cp2 h' 

(] = Tdigheitsmoment). 

Die Eigenfunktionen sind 

_ cos (V87l2E J ) 
l/J - sin h cp • •• (165) 

Da wir verlangen mussen, daB 

tp (cp + 271:) = tp (cp) 

ist, da der Winkel cp urn bis auf ganze Vielfache von 2n definiert ist 
und cp eine eindeutige Funktion von 'IjJ sein muB, erhalten wir 

V87l• EJ -h-2-=l, l=O,I,2 ... 

Damit ergibt sich fur die Energie 
l·h2 

Ez = 8. 7l J (166) 

in voller Dbereinstimmung mit dem Werte der alten BOHRSchen Theorie. 
Wesentlich anders wird der Sachverhalt, wenn wir einen Rotator be

trachten, dessen Achse nicht im Raume fest ist. Dies ist der in der Natur 
allein realisierte Fall, den wir etwa in den Rotationen zweiatomiger 
Molekiile verwirklicht finden. Fiir diese lautet dann die SCHRODINGER
sche Differentialgleichung unter der Voraussetzung, daB das Tragheits
moment urn beide Achsen gleich ist 

(167) 
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In (167) bedeuten {} und q; die bekannten Polarwinkel zur Fest
legung einer Richtung; die Gleichung entspricht vollig der Bewegung 
eines Massenpunktes mit konstantem Abstand vom Ursprung, also dem 
spharischen Pendel. Diese Differentialgleichung kann man nach der 
Methode der Separation der Variabeln Iosen. Wir setzen zu diesem 
Zwecke 

l/J = f({}) g (cp). 

Dann zerfallt (167) in zwei voneinander unabhangige gewohnliche Diffe
rentialg~eichungen 

d2g = _ A 2g(m) 
d rp2 J 

Si:,'idd,'i(s¥n {}~~) + (81l~! E - si~:,'i)f(:f) = 0 

von denen (168) die Losungen 

cos [ .] 
f! = sin Acp 

hat. Fill A muB man, um wieder 

g(cp + 2:7f) = g(lp) 

(168) 

(169) 

(170 ) 

zu erhalten, A = m, m = 0, I, 2 .•. setzen. Die Losung von (169) ge
lingt mit denselben Methoden (Reihenansatz), die wir bei der Behand
lung des Oszillators angewendet haben. Wir setzen zu diesem Zwecke 
zunachst 

cos{} = x 

und erhalten dann an Stelle von (169) 

(I - X2) ~2t _ 2X dt + f(x)(8712]E - ~') = 0 
aX2 dx h2 I -X2, 

(171) 

(171) ist die Differentialgleichung der zugeordneten Kugelfunktionen 
(vgl. COURANT-HILBERT, loco cit.). . 

Ihre singularen Punkte sind, abgesehen von dem uns vorlaufig nicht 
inter~sierenden Punkt "unendlich", die Stellen x = ± 1. Setzen wir 
also wieder eine Potenzreihe in der Gestalt 

t = ao·+ at x + a2 X2 + ... 
vom NuHpunkt aus an, so wird diese nur bis zu den Punkten + I, also 
innerhalb des Einheitskreises konvergieren. 

Setzt man zunachst m = 0, so laBt sich wieder eine zweigliedrige Re
kursionsformel aufstellen, wieder zeigt man, wie beim Oszillator, daB 
nur im Falle des Abb.rechens der Reihe Regularitat an den Punkten 
X=± I erzielt werden kann. Die Bedingung fUr dieses Abbrechen ist 
jetzt analog zu (162) eine Festlegung des Koeffizienten von f 

8 7l2 J E 
-h-2- = l(l + I); 1 = 0, 1,2 ... (172 ) 
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Daraus erhalten wir fUr die Energie des Rotators mit freier Achse 

(I + ~)2 h2 
E= __ 2 ___ ~~. 

871.'J 4871.'J 

Die so entstehenden Polynome sind die bekannten LEGENDRESchen Poly
nome, gewohnlich mit Pl (x) bezeichnet (einfache Kugelfunktionen). Aus 
ihnen gewinnt man die Losungen der Gleichung (171) fUr m * 0 nach 
der Formel 

1n 

lit -; d1l1 Ie (x) = (I - X') -d-Pl(X) 
%''' 

m..:::.l 

Man sieht es der Gleichung (171), ebenso wie friiher der Gleichung (159), 
an, daB sie bei einem Vorzeichenwechsel der unabhangigen Variablen 
ihre Gestalt nicht andert. Daraus folgt, daB die HERMITEschen und LE
GENDRESchen Polynome immer entweder nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen der Unabhangigen enthalten. 

Diese Polynome geniigen ebenso wie die HERMITEschen Polynome der 
allgemeinen Orthogonalitatsrelation (vgl. Ziff. 38). 

Zur physikalischen Interpretation von (173) bemerken wir, daB die 
Energieniveaus eines raumfesten und frei drehbaren Rotators nach (166) 
bzw. (173) nicht die gleichen sind. Abgesehen von einem fiir Spektren 
unwesentlichen konstanten Teil ist der frei drehbare Rotator halbzahlig 
gequantelt, was fUr viele Falle der Bandenspektren bereits vor Auf
stellung der neuen Quantentheorie bemerkt wurde. Hier kann man nam
lich bei Bildung von 

h1'nm = En - Em 

schon aus dem Spektrum den Unterschied zwischen halb- und ganz
zahliger Quantelung entnehmen, was beim Oszillator nicht moglich war. 

42. Storungstheorie konservativer Systeme. Wir beschaftigen uns 
in diesem Kapitel mit den Leistungen der Theorie auf dem Gebiete des 
Einkorperproblems. Darunter werden jene Falle verstanden, bei oenen 
auf das betrachtete Partikel Krafte wirken, wahrend die Riickwirkung 
des Partikels nicht beriicksichtigt zu werden braucht. Die zugehOrigen 
Probleme sind nun fast durchweg von der Art, daB die entsprechenden 
mechanischen Gleichungen bzw. die SCHRODI~GERSche Wellengleichung 
nicht streng integriert werden konnen und auch eine strenge Bestimmung 
der Eigenwerte im allgemeinen nicht moglich ist. Die einfachen Me
thoden der Ziffer 42 versagen gewohnlich bei komplizierteren Systemen. 
Man hat, urn iiber diese Schwierigkeiten hinwegzukommen, eine Reihe 
von Naherungsverfahren ausgearbeitet, die als die Storungstheorie der 
Quantenmechanik bezeichnet werden. Am praktischesten schlieBt man sich 
bei der Anwendung dieser Storungsverfahren an die SCHRODINGERSche 
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Wellengleichung an, flir die entsprechende Methoden von SCHRODINGER I 
selbst, BORN' und DlRAC3 gegeben sind. Wir behandeln im folgenden, 
ohne dabei Gewicht auf besondere Strenge und Allgemeinheit zu legen, 
die Starungstheorie abgeschlossener konservativer Systeme. 

Wir illustrieren das Verfahren zunachst an dem einfachen Beispiel 
flir den Fall eines Freiheitsgrades. Es sei die zugehorige Wellengleichung 

~2~ + 8~:u (E _ V) t/l = o. (7 1 ) 

Darin bedeutet V die gesamte potentielle Energie, die sich in zwei Teile 
zerlegen lassen moge, 

Wir setzen nun voraus, daB wir flir V = Vo die Gleichung streng inte
griert haben, d. h. die Eigenfunktionen und die zugehorigen Eigenwerte 
'IjJ~, E~ ermittelt haben. Wir fragen uns nun, welchen EinfluB das hinzu
tretende Glied Ii. VI in der Wellengleichung auf die bestimmten Eigen
funktionen und Eigenwerte hat. (Der Faktor Ii. wird hier, wie in der 
Storungsrechnung ublich, nur dazu verwendet, urn anzudeuten, daB wir 
es hier mit einem Gliede anderer GraBenordnung zu tun haben, da wir 
konsequenterweise bei einer Naherungsrechnung die Glieder hoherer 
Ordnung vernachlassigen werden; im SchluBresultate ist also Ii. einfach 
gleich I zu setzen.) Das Charakteristikum dieser Rechnung ist, daB wir 
nach der Veranderung eines bestimmten Eigenwertes Ek und einer be
stimmten Eigenfunktion 'ljJk durch die Storung fragen. Wir setzen dem
gemaB als Lasung der Differentialgleichung mit Storungsglied versuchs
weIse an 

l/Jk = t/l'k + J.. t/l}" 
Ek=E'k+J..E}" 

und trachten die 'ljJk und E'k so zu bestimmen, daB (71) bis auf Glieder 
von zweiter und hoherer Ordnung in Ii. erflillt ist. 

Gleichung (71) zerfallt dann in die beiden folgenden: 

(71 a) 

(7 Ib) 

Dabei ist (7Ib) gleich der Wellengleichung flir den ungestorten Fall mit 
dem Unterschiede, daB sie in '!fJk' nicht homogen ist. 

Zur Integration bedienen wir uns des bekannten Satzes, nach dem 
sich eine jede gewissen Regularitatsbedingungen genugende Funktion 

I SCHRODI:-<GER (40). 

2 BORN (17). 
3 DIRAC (67). 
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in eine Reihe nach Eigenfunktionen, die zueinander orthogonal stehen, 
entwickeln laBt. 

t (x) = L.: an l/Jn (x) • (175) 
It 

Die Koeffizienten an bestimmen sich dabei durch die Relation 
an = ft(X)l/Jn(x)dx. (176) 

Dies ist eine unmittelbare Folge von (132), wie man durch Multi
plikation der rechten und linken Seite von (175) mit 1fJn so fort einsieht. 

Wir fiihren nun diese Entwicklung fiir die rechte und linke Seite von 
(71 b) durch. Wir setzen 

l/J1 = L.: azl/J'l. (177) 
l 

Die Koeffizienten der unbekannten Funktion 1fJ" bestimmen wir jetzt 
durch Einsetzen vpn (177) in die Differentialgleichung (71b). Nun gilt 
aber wegen (71 a) 

l/,Off _ 8 n 2 fl V l/'O __ 8 n2 fl EO ./,0 
'f' Z h2 'f' Z - h2 Z 'f' z· 

Also erhalten wir nach Einsetzen dieser Beziehung in die linke Seite 
von (71b) 

(178) 

Die rechte Seite laBt sich ebenfalls nach Eigenfunktionen entwickeln 

(E'k - VI) l/J'k = L.:bll/J'l (179) 
z 

wobei wir betonen, daB hier alle Koeffizienten bz durch die nullte Nahe
rung bereits bekannt sind. Nun muB nach bekannten Satzen nicht nur 
der gesamte Ausdruck der linken Seite gleich dem der rechten sein, son
dem auch jeder Koeffizient von 1fJ~ fiir sich 

az(E'l- E'k) = bz. (180) 
Man erkennt dies ameinfachsten, indemman die rechte undlinke Seitemit 
1fJ~ multipliziert und liber x integriert. Dann verschwinden alle Koeffi
zienten bis auf den lten. Wir erhalten so als neue Eigenfunktion 

I "" bz 0 l/Jk = ~ £D _£0 l/Jz. 
z Z k 

(181) 

Diese Losung ist vollstandig bis auf den kten Koeffizienten, der wegen 
des verschwindenden Nenners unbestimmt bleibt. Wir bestimmen ihn 
durch die zusatzliche Bedingung, daB 

brr=o. (182) 
Damit ist jede Unstetigkeit in der Reihe (181) ausgeschaltet. 

Die Bedingung (182) konnen wir immer erfiillen, da wir ja noch liber 
die Eigenwertsstorung E" verfligen konnen, urn die EigenlOsung regular 
zu machen. Es ergibt sich so aus (179) und (176) 
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und damit fur El wegen (135) 
El = j dx VI l/l'k'. (IS4) 

Wir haben damit die vollstandige L6sung des Eigenwertproblems in 
erster Naherung erbracht und stellen nochmals die SchluBformeln zu
sammen. Sie lauten: 

I ~ bl 0 

l/lk = ...:;.; E't - E'k l/ll, 
I 

bk=O, 
El = jV, l/l'k' dx , 
l/lk = tP'k + l/ll, Ek = E'k + El. 

(lSI) 

In praktischen Fallen, wo es uns oft nur auf die Ausrechnung der Eigen
wertst6rung, d. h. der Energieanderung, und nicht auf Kenntnis der 
Eigenfunktion ankommt, k6nnen wir von der Relation (IS4) dahin Ge
brauch machen, daB wir die StOrungseigenwerte auf Grund der Kenntnis 
der Eigenfunktionen nullter Ordnung bestimmen, ohne die Eigenfunk
tionen erster Ordnung kennen zu miissen I. 

Bei Anwendung des Verfahrens auf Systeme von mehreren Freiheits
graden andert sich ffir sogenannte nicht entartete Systeme nichts. Unter 
entarteten bzw. nicht entarteten Systemen versteht man bekanntlich 
solche, bei denen zu einem Eigenwerte mehrere oder nur eine Eigenfunk
tion gehOren (vgl. Ziff. 35). Nach allgemeinen mathematischen Satzen 
geh6rt ffir einen Freiheitsgrad bei den in Betracht kommenden Differen
tialgleichungen zu jedem Eigenwert nur eine Eigenfunktion. Dies ist aber 
im allgemeinen nicht mehr der Fall ffir Differentialgleichungen von meh
reren Freiheitsgraden. Wenn man die Dbertragung des bisherigen 
Schemas auf den Fall mehrerer Freiheitsgrade mit Entartung sich durch
denkt, so sieht man gleich, an welcher Stelle des Rechenganges durch die 
Entartung gewisse Schliisse unm6glich gemacht werden. Es handelt sich 
wieder urn die Bestimmung derakl' ak2 ffir jeneEigenfunktionen, die den 
gleichen Eigenwert haben. Wir erhalten z. B., wenn zwei Eigenfunk
tionen kI' k. den gleichen Eigenwert Ek haben, die sinnlosen Gleichungen 

akl = E bklE ' (JSoa) 
k- k 

bk2 (ISO b) 
a~= Ek-Ek ' 

ganz analog zur friiheren Gleichung (ISO). Nun konnten Wir friiher die 
einzige Gleichung (IS2) mit dem einen Eigenwertparameter EI befrie-

I Es sei daran erinnert, daB dieses Storungsverfahren seine volle Ana
logie in dem mechanischen Storungsverfahren der alten BOHRSchen Theorie 
hat; auch bei dieser geniigte es, urn die Energie in erster Ordnung zu be
stimmen, die Bewegung in nullter Ordnung zu kennen. Die Zusatzenergie 
war dann einfach gleich dern Mittelwerte des Storungspotentials iiber die 
ungestorte Bewegung, ganz analog wie in (184). 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 27 
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digen, dies geht aber nicht mehr jetzt mit zwei Gleichungen (I8oa, b) 
und einem Eigenwertparameter E/.. Diese mathematische Betrachtung 
legt nahe, daB der EinfluB der Storung darin bestehen wird, daB der 
betrachtete Energiewert Ek in zwei Energiewerte aufspalten wird: 

Ei=E; + )'E~ , E'f = E; + )'E~. 
Wir haben dann gerade genug Koeffizienten, urn beiden Gleichungen 
(I8oa, b) zu geniigen. 

Hierzu tritt aber noch eine leichte Komplikation des Problems. 
Ebenso namlich wie bei einem betrachteten Eigenwerte Ek jede der 
beiden Eigenfunktionen • "Pie, und "Ple2 ffir sich der Gleichung 

L(l/Jk) + a(Ek - V)l/Jk = 0 

geniigt, so geniigt auch eine beliebige Linearkombination 

1/J = c.1/JIe, + c,.l/Jle2 , 

worin wir nur wegen 
!l/Jl./JdX=I 

C.C. + c,.c,. = I (185) 

fordem miissen. Welche Koeffizienten aber im gestorten System dann 
die richtigen sind, konnen wir von Haus aus nicht sagen, sondem miissen 
es vielmehr aus unserem Storungsformalismus erst bestimmen. Der Un
terschied gegeniiber dem Fall der nicht entarteten Systeme liegt also, 
UIl} es zu wiederholen, in folgenden zwei Punkten. Zunachst spaltet im 
allgemeinen ein Term, zu dem mehrere Eigenfunktionen gehoren, unter 
dem EinfluBder Storung in mehrere Terme auf und zweitens ist uns das 
Ausgangssystem der "Pk noch nicht bekannt, sondem muB zur Bestim
mUIig der ersten Niiherung vorher festgelegt werden. 

Wir illustrieren den Rechengang an dem Fall eines zweifach entarte
ten Systems. Die Formeln lassen sich aber ohne jede Miihe auf beliebige 
Entartung sofort iibertragen und werden nur ein biB chen umfangreicher. 
Es sei also in der ungestorten Differentialgleichuilg 

L(l/J) + (E - Vo)l/J = o. 

Ek ein Eigenwert, zu dem die beiden Eigenfunktionen "Pk. und "Pk. ge
horen. Wir bilden aus diesen beiden di'e Linearkombination 

l/Jio = Cn l/J1e, + c •• l/Jle2 } (186) 
1/J'f"= c •• 1/Jk, + c •• l/Jle2 

und setzen wieder als Losung der vollstandigen Gleichung an: 

1/Ji = l/J~o + pi } 
(187) 

l/J'f = l/J'f" + p'f 
Ek= E'k + 8k. ' (188) 

• 1/Jk, und 1/Jk2 konnen auch hier als orthogonal und normiert angenommen 
werden; sind sie es urspriinglich nicht, so lassen sich leicht zwei Linear
kombinationen bilden, die diese Bedingungen erfiillen. 
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Einsetzen von (r87) und (r88) in die Differentialgleichung und Ordnen 
nach Potenzen von A, liefert 

(r89) 

(r89) ist vollkommen analog zu (7rb). Um nun die notwendigen zwei 
Bedingungen zu erhalten (vgl. r80a, b), verlangen wir analog zu (r82), 
daB jetzt 

f dX(E - VI) l/liOl/lk1 = 0, 
f dX(E - VI)l/liOl/l~ = o. 

(r90a) 

(r90 b) 

Einsetzen der Ausdrucke (r86) liefert unter Berucksichtigung der 
Orthogonalitat folgende zwei linearen Gleichungen 

CIl (Ell - E) + CUEI,,= 0, 

CI.Eu + C".(E •• - E) = o. 
Hierin ist z. B. Elm eine Abkiirzung fur 

f dx VI l/Jkll/lkm = Elm. 

(r9ra) 
(r9rb) 

(r9r a, b) ist ein System linearer homogener Gleichungen zur Be
stimmung der Cik. Bekanntlich hat dieses System nur dann eine von 
Null verschiedene Losung, wenn die Determinante aus seinen Koeffi
zienten verschwindet: 

(r92 ) 

Diese Determinante ist eine quadratische Funktion von 8. Wir konnen 
also durch Bestimmung von 8 immer erreichen, daB sie verschwindet. 
Die verschiedenen Losungen ffir 8 geben dann die neuen Eigenwerte an. 
Nach Bestimmung der 8r, 8" konnen wir aus (r9ra, b) die GroBen Cik 

berechnen und damit ebenso wie frUher auch in erster Nli.herung durch 
Einsetzen in (r86) und (r89) die rp;', rpf. Wieder gilt aber, was schon 
bei dem nicht entarteten Fall hervorgehoben wurde, daB die Bestimmung 
der Eigenwerte in erster Nli.herung bereits mit Hilfe von (r92) moglich 
ist, bevor wir die Eigenfunktionen in erster Niiherung kennen. Ja wir 
brauchen nicht einmal das richtige Koeffizientenschema Cik berechnet 
zu haben, es genugt die Kenntnis der Eigenfunktionen 1jJk1 ' 1jJk2 nullter 
Ordnung mit be1iebigen Koeffizienten '.. 

Auf die Behandlung der Storungen hOherer Ordnungen (d. h. der 
Glieder proportional A," usw.), sowie auf Fragen der Konvergenz gehen 
wir hier nicht naher ein. Hingegen ist es ffir viele praktische Fli.lle wich
tig, folgende Punkte genau zu beachten. Bei Systemen, die, wie z. B. 
das Wasserstoffatom, sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches 

I Dber ein Storungsverfahren von WENTZEL und BRILLOUIN, das be
sonders den Zusammel}hang mit der friiheren SOMMERFELDSchen Quantenbe
dingung hervorlreten laBt, vgl. SOMMERFELD W.E. S. 158. 

27* 
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Spektrum haben I, genugt es nicht, bei der Entwicklung die Eigenfunk
tion 'ljJk lediglich als Reihe der diskreten Eigenfunktionen anzusetzen, 
sondem wir mussen hierzu noch das kontinuierliche Spektrum nehmen 

l/Jk= 2: an/Jl + f dE a(E)!fJ(E). 
I 

Besonders bei nicht stationaren Problemen spielt die Berucksichtigung 
des kontinuierlichen Eigenwertspektrurns eine entscheidende Rolle. 

Wir hatten bei unserer mehr referierenden Darstellung auf die detail
lierte Wiedergabe dieser mathematisch ungemein eleganten StOrungs
methode verzichtet, wenn nicht die Rucksicht auf die Erscheinungen bei 
Mehrkorperproblemen uns die genauere Darlegung der Behandlung ent
arteter Systeme nahegelegt batte. Tatsachlich ist, wie wir in Ziff. 52 
sehen werden, die Determinante (I9z) der mathematische Ausdruck fur 
jene groBe Gruppe von "Austauschphanomenen", die fUr die neue 
Quantentheorie so recht charakteristisch sind und die uberraschendsten 
experimentellen Verifikationen gestattet haben. 

Wir mochten nur noch zum Abschlusse der Storungsrechnung be
merken, daB dieses ganze Verfahren mit zahlreichen Anwendungen von 
SCHRODINGER selbst gegeben wurde (40). 

43. Das ungestorte Wasserstoffatom. Die Leistungen der Quanten
mechanik in der Frage des Wasserstoffatoms bzw. des einfach ionisierten 
Heliumatoms, das sich von diesem im wesentlichen durch die doppelte 
Kemladung unterscheidet, sind in ihrer Entwicklung bereits in den 
Ziffem z6, 35 bis 37 eingehend geschildert worden, so daB uns im wesent
lichen nur mehr eine Zusammenstellung einzelner Formeln, sowie die 
Besprechung des Einflusses auBerer Felder ubrig bleibt. Die ursprung
liche SCHRODINGERSche Wellengleichung (bzw. die ihr aquivalenten Ma
trizenprobleme) lieferte fUr das Wasserstoffproblem die Gleichung 

d!fJ + 8 ~: fl (E + Z:2) l/J = 0 . 

Hierin bedeutet, abgesehen von bekannten Symbolen, Z die Kernladung, 
die z. B. fUr He gleich z zu setzen ist. 

(I93) wird zweckmaBig in Kugelkoordinaten durch Separation ge16st: 
'IjJ=x(r)g({})h(cp). Man erbalt dann fUr g({}) h(cp) die Gleichung (I67), 
in der der Koeffizient von g ({}) h (cp) wieder 1 (l + I) wird. (Dies ist ver
standlich, denn g ({}) h (cp) beschreiben die Bewegung bei konstantem r, 
also eines "spharischen Pendels" oder Rotators mit freier Achse.) Die 
Losungen sind entsprechend die zugeordneten Kugelfunktionen 

g(,9) h(rp) = e±imrp F z1n (cos .:J) (I94a) 
l=O,I,z ... ;m=o,I,z ... ; m-c.l. 

I Jenes entspricht in der klassischen Theorie den Ellipsen-, dieses den 
Hyperbelbahnen. . 
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Fiir X (r) ergibt sich die Gleichung 

d'x + ~ dx + (8 7l2 ftE 8 n'ft Ze2 _ /(/+ I») = 0 (194b) 
dro r dr h' + h-r 1'2 X 

Die Diskussion von (194 b) mit den singularen Punkten r = 0, r = 00 

kann z. B. nach der Methode der Ziff. 41 durchgefiihrt werden. Wir be
gnugen uns mit der Angabe des Resultats. 

I. Fiir E < 0 gibt es keine im ganzen Raum endlich bleibenden Lo
sungen, auBer wenn 

2 noe4 ft z· 
En = - h' n = 1,2 . . . (195) 

n' • 
Dann ist 

(196) 

(196) ist die BALMER-Forme! bei Vemachlassigung der Feinstruktur I • 

r 
X (r) ist dann von der Gestalt L(r)e - a1l; hierin ist L(r) ein Polynom 

in r, dessen Gestalt und Grad von n und l abhangt (LAGUERREsches 

Polynom). a bedeutet • :'-z und ist gIeich dem Radius der Grund-4n em 

5 

/( TZ_~ l=o 

TZ-Z l-o /( TZ=1 l=o 

L TZ.=Z l=O 
o~~~'---~--~~~--~ 

0,8 
M11 n=J l=o 

l=1 

O~----~----~----------~ 
0,'1- 1112111122 TZ=,J Z=1 

o~~~~ __ ~~ __ ~~~ __ ~ 

o Z 'I- If 8 ~o ~z 1'1- 10· 18 ZO 0 Z 'I- If 8 ~o 12 1'1 16 76 ZO 

Abb. 3. Abb. 4. 
Ladungsdichte und Eigenfunktion beim H-Atom. 

bahn in der aIten Theorie. (a = 0,53 10- 8). Die Figuren 3 und 4 geben 
fur die niedrigsten Quantenzahlen den Verlauf von X und r·x'. 

• Man kann leicht zeigen, daB auch der EinfluB der Mitbewegung des 
Kernes ganz wie in der friiheren BOHRSchen Theorie geliefert wird; dies 
geschieht dadurch, daB nun die Wellengleichung in 6 Freiheitsgraden an
setzt und die Bewegung des Schwerpunktes separiert wird. 
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Wir sehen daraus, daB 'If fUr Werte von der GroBenordnung dieses 
Radius a merklich von 0 verschieden ist, hingegen fUr groBere Werte 
recht steil abfallt. 

2. Fur E>o haben wir bei beliebigen Werten von E im ganzen Raum 
regulare Losungen, wir sprechen demgemaB von einem kontinuierlichen 
Eigenwertspektrum. Die Losungen lassen sich in geschlossener Form 
nicht angeben, nur ihr asymptotischer Ausdruck fUr groBe r ist bekannt 
und lautet: 

21liV~ 
I ~---',-

x(r)=--ye It 

Das Wasserstoffatom ist in dieser Naherung ein mehrfach entartetes 
System. Zu jedem Wert von lund m gehort bei gleichem n ein und der
selbe Wert der Energie. Durch eine einfache Abzahlung der Kugelfunk
tionen erhalten wir den Grad der Entartung n 2 • 

Die relativistische Wellengleichung (II7): 

d2X 2 dx 2 [(E +ze2)-=--/'2C2 1(1+I)J 
~+--+4rc X c c1' -~~ =0 
d r2 r d r " hz 4 n2rZ 

liefert mit cp = Z e eine Feinstruktur, d. h. verschiedene Werte derEnergie r 
fUr verschiedene 1 bei gleichem n. Doch ist der numerische Wert nicht 
in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 

Die Relativitatskorrektur macht sich in (II7) so geltend, als ob, ab
gesehen von einem konstanten Term, eine Zusatzkraft proportional r- 3 

wirken wurde. 
Wie in Ziff. 37 auseinandergesetzt, hat noch der Elektronenspin einen 

EinfluB auf die Berechnung der Energiewerte. Ihn gewinnt man durch 
folgende Uberlegung: Das Elektron ist aquivalent einem Magneten vom 

magnetischen Momente U1 = ~~ gleich einem BOHRschen Magneton. 4,unc 
Es bewegt sichrelativ zum Kern mit der Geschwindigkeit tJ. Dies konnen 
wir auch so auffassen, als ob das Elektron ruhe und der Kern sich relativ 
zu ihm mit der Geschwindigkeit - tJ bewege. Dann erregt die Ladung 
des Kernes infolge ihrer Bewegung am Orte des Elektrons ein magneti-

sches Feld I von der GroBe Sj = C;3 [ r tJ] 
oder wenn man tJ durch den Drehimpuls ausdruckt 

Sj = ~ N (N = Drehimpuls der Bahn) 
,UC1" 

Die potentielle Energie des Elektrons ist dann nach 
durch Vspin = .s)U1. 

(131) gegeben 
(198) 

Eine genauere Diskussion der bei den einzelnen Transformationen ent
stehenden Verhaltnisse, die von THOMAS geliefert wurde, zeigten, daB 

I Dies erkennt man, weil der rotierende Kern einem Kreisstrom aqui
valent ist, z. B. aus dem BlOT-SA v ARTschen Gesetz. 
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I 
der Wert (I98) ffir die Berechnung der Energie noch um den Faktor 2 

zu verkleinern sei. 

Ein bewegter Magnet erHihrt also im elektrischen Feld eine Kraft. Die 
Berechnung der Termwerte hat nun so zu erfolgen, daB wir die beiden 
Storungsglieder I I 

Vrelr--J ~, V Bpin,-...J ~ r2 r3 

in die Wellengleichung einsetzen und nach der geschilderten Methode 
ffir entartete Systeme die Energie berechnen. 

Wir erhalten so als vollsHindige Wellengleichung 

8n2 m( e2 ) LlIfJ + ~\E + r - Vrel- VBPin tjJ = O. 

Als Resultat ergibt sich in der Bezeichnungsweise der Ziff. 35 bis 37 

E . = Rh [Z2 + 4n2e4Z4 {j (j + I) -I (I + I) - S (s +:2 
nIl n2 h2c2n3 (I) 

21 1+- (I + I) 
2, 

+43n- t:~}](S=~)' (zoo) 

Aus (ZOO) sieht man sofort den wesentlichen Unterschied in der alten 
und neuen Auffassung der Feinstruktur: Wahrend fruher bei Abwesen
heit des ersten Z4 proportionalen Termes eine Aufspaltung nur bei ver
schiedenem l (Bahndrehimpuls) eintrat, ist dies jetzt nicht mehr der Fall, 

da sich noch die j = l ± ~ voneinander unterscheiden konnen. Man 
2 

nennt Dubletts mit gleichem l, aber verschiedenem j Spin- oder eigent
lich relativistische Dubletts, wahrend man Dubletts bei gleichem j, aber 
verschiedenen l als Abschirmungsdubletts bezeichnet. 

Beim Wasserstoff bzw. He+ gilt 

(ZOI) 

(zoz) 

d. h. Abschirmungsdubletts existieren nicht. Wohl abet treten sie in 
Rontgenspektren auf, wo man die abschirmende Wirkung der anderen 
Elektronen neben der Kernladung zu berucksichtigen hat. 

Die DIRACSche Theorie des Kreiselelektrons liefert die beschriebenen 
Effekte ohne Zusatzannahme. Man erkennt dies leicht, wenn man in 
(I56) den letzten Term, urn den sich die DlRAcsche Gleichung fUr X von 
der gewohnlichen relativistischen unterscheidet, entsprechend umformt. 
Dabei muB man berucksichtigen, daB er wegen des groBen Nenners ftc 
eine kleine Korrektur ist. Man erhalt dann genau den Zusatzterm (Igg). 
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Die exakte Integration der DIRAcschen Gleichung liefert, wie GORDON' 
und DARWIN' gezeigt haben, fill die Energie den Ausdruck 

E = [lC2 

JI «2 (Z 0 3} 
1+ I 

(n +l'j2 _ «2)2 

( _ 2ne2 Z) 
a- hc . 

(Z03) ist der exakte Ausdruck der SOMMERFELDschen Feinstruktur
"formel, wie er in der alten BOHRschen Quantentheorie zu Recht bestand. 

(zoo) stellt die erste Naherung von (z03) dar. 
Hier fUgen wir nur noch eine kurze Bemerkung tiber die GraBe j (den 

Gesamtimpuls) der DIRACSchen Theorie an. j tritt in (156) in zwei Ge
stalten auf; als j(j +1) und als j +1. Der erste Term nimmt dieselben 
Zahlen 0, z, 6 usw. an, gleichgilltig, ob WIT j positive Werte mit Ein
schluB der Null, oder positive und negative Werte mit AusschluB der 
Null annehmen lassen. j +1 aber nimmt fUr j=k, und j=-k-1, die 
beide fUr j(j +1) den gleichen Wert k(k +.1) ergeben, die verschiedenen 
Werte k +1 und -k an. D. h. die beiden zugeharigen Energiewerte sind 
verschieden. DIRAC beziffert also j folgendermaBen: 

j = - I, + I, - Z, + Z " (z04)" 

un.d erhalt so die frtihere Auswahlregel fUr l. Doch mtissen wir uns hier 
mit diesen Andeutungen begntigen. 

44. EinfluB auBerer Felder auf das Wasserstoffatom. Der Ein
fluB eines auBeren elektrischen Feldes auf das Wasserstoffatom ist nach 
der Wellenmechanik nur bis auf Glieder, die bereits das Quadrat oder 
hahere Potenzen der Feldstarke enthalten, gleich dem der alten BOHR
schen Theorie. Die Wellengleichung des Systems lautet bei Annahme 
eines homogenen elektrischen Feldes in der z-Richtung 

dljJ + 8~:[l (E + e2
: -eFz) ljJ = o. (z05} 

Wie in der Mechanik kann man auch hier die Gleichung separieren, in
dem man sogenannte parabolische Koordinaten durch die Definition 
einfUhrt: 

x = [f(i COST, Y = [f(i sinp, z = ~ (A - a). 
2 

In Kugelkoordinaten haben A und (J die anschauliche Bedeutung r± z. 
(205) wird dann 

o (, ow) 0 (iJt/1) I (1 I) 02'/1 2n2[l [ -- "" '-'-- + - a - + - - + - - + -- E (A + a) + 81. O?. oa oa 4?. a Orp2 h2 

+ Z Z (2 - ~ e F W - ( 2 )] ljJ = 0, 

(z06} 
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(206) laBt sich dann in drei Gleichungen separieren durch den Ansatz 

l/J = t(A)g(a) h(cp). 

Diese sind von lihnlichem Typus wie die urspriinglichen SCHRODINGER
schen Gleichungen (Ig4a, b), und lassen sich nliherungsweise leicht 
integrieren. Wir erhalten als Resultat fiir die Energie im elektrischen 
Feld 

E=E + . 3h2 Fnn'- h6n4F2 • 
o 8n2flZe2 16,u3Z 4(2ne)6 

[I7n2 - 3n'2 - gm2 + Ig]. (207) 
± n', m = 0, 1,2,3 ... 

In (207) bedeuten n' und m neue Quantenzahlen; wir sehen, daB bei 
Berucksichtigung des Gliedes N F die Entartung nur noch eine Quanten
zahl betrifft, wahrend nach der vollstandigen Formel (207) die Energie 
von allen drei Quantenzahlen abhangt. 

Der in F lineare Term stimmt uberein mit der bekannten EpSTEIN
SCHWARZSCHIU)schen Formel fiir die Aufspaltung der Wasserstofflinien 
in maBig starken elektrischen Feldem. Fur sehr starke Felder muB der 
quadratische Term mit berucksichtigt werden, der mit dem alten Aus
drucke bis auf den Summanden Ig und eine verschiedene Zahlung von m 
ubereinstimmt. Eine Prufungsmoglichkeit der quantenmechanischen 
Formel bestand auch in der Auswertung des quadratischen Termes fiir 
den Grundzustand, in dem n = I, n' = m = 0 zu setzen ist. Wir erhalten 
dann fiir die elektrische Energie des Wasserstoffatoms im Grundzustand, 
bezogen auf den feldfreien Zustand F = 0 

dE = _ P 9 h6 ( 8) 256n6Z4fl3e6 , 20 

wahrend der Wert der alten Th~orie~ hiervon betrug. Nungiltnach der 

klassischen Elektrizitatslehre fiir die Dielektrizitatskonstante eines 
Gases mit N Atomen in der Volumeinheit 

8ndE·N 
8 = I - --P"'2:---

Die Einsetzung von (208) in (20g) liefert fUr die Dielektrizitats
konstante des atomaren Wasserstoffs 

9 N h6 
8=1+ 6' 32nS fl 3 e 

Dieser Wert stimmt mit dem beobachteten merklich besser uberein als 
der auf Grund der alten Theorie berechnete I. 

Die relativen Intensitaten der einzelnen Komponenten, in die jede 
einzelne Linie beim STARK-Effekt aufspaltet, wurden von SCHRODINGER2 

berechnet und in befriedigender Dbereinstimmung mit den Beobach-

I (95). 
2 SCHRODINGER (40). 



OTTO HALPERN und Hfu"'ilS THIRRING: 

tungen gefunden. pabei wurde als MaB ffir die Intensitat einer Linie 
das zugehOrige Dipolmoment 

x rtI n~ ; tl2 n~ = J x l/lnI n~ l/Jn2 n~ d '& 

verwendet, wie es dem alten HEISENBERGSchen Ansatze (z7a) entsprach. 
Der ZEEMAN-Effekt des Wasserstoffatoms bietet nach dem Gesagten 

(vgl. Ziff. 35 bis 37) bedeutendes Interesse, da wir ja das Wasserstoff
atom genau so aufzufassen haben wie ein AIkaliatom. Wir erganzen nur 
noch zu den Ausfiihrungen von Ziff. 37 folgende Einzelheiten uber den 
anomalen ZEEMAN-Effekt. Die Energie eines Partikels mit dem magne
tischen Momente m im Felde.p ist nach (131) 

dE = - (.pm). (131) 
Das magnetische Moment, das sich in der Sprache des Elektronenspins 
aus Bahn- und Eigenmoment des Elektrons zusammensetzt, ist nun im 
FaIle eines schwachen Magnetfeldes nicht direkt bekannt, da sowohl der 
Spin als auch das Bahnmoment keine Integrale der Bewegungsgleichungen 
sind, sondem nur der resultierende Gesamtimpuls. Die Kenntnis des 
GesamtimpuIses aIlein aber bzw. der magnetischen Quantenzahl m er
moglicht nicht ohne weiteres die Angabe des magnetischen Moments. 
Es hat nun bereits vor der Quantenmechanik LANDE auf halb empiri
schem, halb korrespondenzmaBigem Wege eine Formel angegeben, die 
aus der Kenntnis der Multiplettstruktur (Dublett, Triplett usw.) , der 
Art des Termes (s, p, d) und des resultierenden Drehimpulses die magne
tische Aufspaltung zu berechnen gestattet. Nach ihm gilt fUr die magne
tische Energie etwa eines Dublettatoms 

dE = eh~ mg, (ZI0) 
47f{-lC 

worin g den LANDEschen Faktor 
. I 
7 +;

g=-
t+ ~ 

2 

(ZII) 

bedeutet. Diese empirisch sehr weitgehend bestatigte Formel gilt nur 
ffir schwache Magnetfelder, d. h. fur solche, bei denen die Aufspaltung 
der einzeInen Terme infolge inneratomarer Krafte groB ist gegenuber 
der Aufspaltung des Terms durch das auBere Magnetfeld. Fur sehr 
starke Magnetfelder, bei denen sich das erwahnte Verhaltnis umkehrt, 
tritt ein sehr allgemeiner Effekt auf, der nach seinen Entdeckem PA
SCHEN-BAcK-Effekt genannt wird. Dieser besteht darin, daB die Kom
ponenten eines Multipletts gewissermaBen in eine Linie zusammenrucken, 
die dann ffir sich die normale LORENTzsche Aufspaltung zeigt. 

Der Wasserstoff genugt voIlkommen den hier geschilderten Bedin-

gungen. 1m Magnetfeld tritt zu den Storungsgliedem ,--J :2 und ,--Jr~ 
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noch die Storung durch das Magnetfeld hinzu. Bedeutet W den Bahn
impuls und @? den Spin des Elektrons, so gilt .wegen (131) 

-d E = ~ [(5)W) + (5)@?)]. (ZIZ) 
47f{-1C 

Darin bedeutet (5)"") gewissermaBen die Storung der Bahn durch das 
Magnetfeld, wab.rend (5)@?) die Wechselwirkung zwischen Spin und 
Magnetfeld miBt. Die genauere Rechnung, zuerst durchgefiilut in einer 
wichtigen Arbeit von HEISENBERG und JORDAN I, liefert fiir die Anderung 
der Energie des Wasserstoffatoms den Ausdruck 

hw h Vi ( I). dE=hwmm- 4D ±2 w;, + Z(rJam + w~ l +2 

In (ZI3) bedeutet Wm= ~, das ist die Frequenzanderung des 
47f{-1C 

normalen ZEEMAN-Effektes, wab.rend WD die Dublettaufspaltung infolge 
inneratomarer Krafte miBt. Dieser Ausdruck enthalt als Grenzfall einer
seits die LANDEsche g-Formel, andererseits den PASCHEN-BAcK-Effekt. 
Setzen wir namlich 

Wm< WD 
so wird (ZI3) gleich 

dE =hwmmg 
dem friiheren Ausdruck (ZI0). Umgekehrt wird fur 

(rJm> > WD 

der Energieunterschied gleich dem LORENTzschen Werte. 
Uber diese Berechnung der Energieniveaus hinaus hat die Quanten

mechanik in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit der Erfahrung eine 
Reihe weiterer, teils korrespondenzmaBig und empirisch gewonnener 
Formeln uber die Intensitaten in Multiplettstruktur und deren ZEEMAN
Effekten abzuleiten vermocht. Doch muss en wir fiir die nahere Dar
legung auf die bereits erwahnte grundlegende Untersuchung von HEI
SENBERG und JORDAN I verweisen. SchlieBlich sei noch ohne Rechnung 
mitgeteilt, daB auch die DIRAcsche Theone des Spinelektrons auBer der 
SOMMERFELDschen Feinstrukturformel den ZEEMAN-Effekt und die In
tensitaten in voller Ubereinstimmung mit der elementaren Theorie des 
Spins und mit der Erfahrung liefert. 

45. Probleme der Beugung der Materie. Die Ubereinstimmung in 
der Form der SCHRODINGERSChen Gleichung mit den Gleichungen der 
Optik ermoglicht es, Erscheinungen qualitativ vorauszusagen und dann 
auch quantitativ zu bestatigen, indem man die entsprechenden Phano
mene aus dem Gebiete der Strahlung auf die Materie ubertragt. Be
sonders zwei Beispiele sind fiir die einschlagigen Fragen von Wichtigkeit 
geworden. Wir meinen damit die Streuung der a-Partikel an Atomkemen 

I (84). 
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und die selektive Reflexion von Elektronen an Kristallen. Die erste 
Erscheinung war schon in der klassischen Theorie bekannt und verstand
lich. Wenn ein a-Partikel an einem, der Einfachheit halber als ruhend vor
ausgesetztem, Attraktionszentrum voruberfliegt, so wird es je nach dem 
Abstande, den es von diesem Zentrum bei groBter Annaherung aufweist, 
abgelenkt. Wir den ken uns eine Schar von a-Partikeln mit ursprung
lich gleicher Richtung auf die streuende Materieschicht auftreffen; neh
men wir an, daB infolge groBen Abstandes der streuenden Zentren ein 
a-Partikel in der Regel nur von einem Kern, wenn uberhaupt, merklich 
beeinfluBt wird, so gilt fUr die Intensitat der Streuung i unter einem Win
kel {} zur Einfallsrichtung die bekannte RUTHERFoRDsche Formel 

7lioe2 E2 
~ = ---'------co:-

4. if 
2fl2V sln4 2 

(214) 

e, E Ladung von a·Partikeln und Kern, io einfallender Strom, v Geschwin
digkeit, fl Masse der a-Partikeln. 

Auf den grundlegenden Unterschied der klassischen und quanten
theoretischen Auffassung, der darin besteht, daB wir in der klassischen 
Theorie den kleinsten Kernabstand p eines mit der Geschwindigkeit v 
bewegten a-Partikels prinzipiell noch angeben konnen, wahrend in der 
Quantentheorie die gleichzeitige Bestimmung von p und v nicht mehr 
moglich ist, gehen wir in Ziffer 70-72 sehr ausfiihrlich ein. An dieser 
Stelle wollen wir lediglich das Problem behandeln, wie wir eine soIche 
Stremmg von a-Partikeln unter Zuhilfenahme der SCHRODINGERSchen 
Gleichung und der Ausdrucke (I39) fUr den Viererstrom wiedergeben 
konnen. 

Die SCHRODINGERSche Differentialgleichung lautet in unserem Fall: 
Sn2 u 

dlfi + T (W - V(r»)tJ! = o. (2 I 5) 

Hierin bedeutet V(r) die potentielle Energie dieses Attraktionszentrums; 
dabei konnen wir fiir die in Betracht kommenden nahen Abstande V(r) 

durch das Potential de~ Kernes eE ersetzt denken, wahrend wir fiir r 
groJ3e Entfernungen noch die Abschirmung der Elektronenhiille in Rech
nung zu ziehen haben. Diese Gleichung konnen wir optisch so inter
pretieren, als ob wir es mit der Beugung einer Lichtwelle in einem Medium 
zu tun hatten, in dem der Brechungsindex eine Funktion des Radius 
darstellt. Bei einer soIchen Beugung wird nach bekannten Gesetzen eine 
Streuung des Lichtes nach allen Winkeln hin auftreten und es ist nun 
unsere Aufgabe, die Streuintensitat als Funktion des Winkels zu be
stimmen. In der Optik ist die Intensitat einer Welle proportional dem 
Quadrate ihrer Amplitude und ganz analog sind auch unsere Ausdriicke 
(I39) fiir den Viererstrom proportional dem Quadrate von 'IfJ und dessen 
Ableitung. 
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Die Integration der Gleichung geM praktisch am besten so vor sich, 
daB man durch sukzessive Approximationen dem EinfluB der Storung 
Rechnung tragt. Wir greifen, bevor wir den Rechengang skizzieren, das 
Resultat vorweg, daB der quantenmechanische Ausdruck fiir die Inten
sitat der Streuung exakt mit dem RUTHERFORDschen iibereinstimmt. Dies 
ergibt sich nicht nur auf Grund der angenaherten, sondem auch einer 
strengen Integration des Problems". 

Die Rechnung derartiger Probleme verlauft nun etwa folgender
maBen. Wir betracMen zunachst die ungestorte Bewegung, das ist der 
Fall, bei dem wir von der Wirkung des Attraktionszentrums absehen. 
Dann lautet die SCHRODINGERSche Gleichung: 

dl/Jo+k 2 l/Jo=0, l 
( k2= 8n2[t TV = 4n2. 

h2 1.2 ' 

i\. = ~ =Brogliesche WellenHinge!) f 
[tV . 

'l/Jo= eikz , 

(216 a) 

wenn wir das Koordinatensystem so legen, daB die ungestorte Welle 
parallel der z-Achse fortschreitet. 

In nachster Naherung setzen wir 

l/J = l/Jo + 11.0 

und bestimmen "PI durch Einsetzen in (215), wobei wir Glieder von der 
Gestalt i\.2 vemachlassigen. 

d /, + k' ,/, = 8 n2 ~ V _ ~~ eE ikz 
~1 ,/,,1 h' l/Jo - h2 r e . (216 b) 

Diese inhomogene Gleichung laBt sich dann nach bekannten Methoden 
der Potentialtheorie integrieren und liefert als Resultat fiir groBe r, 
bei denen ausschlieBlich beobachtet wird, einen Ausdruck von der Ge
stalt 

1/' = ~ f (5)e ikr 
,/,,1 r' , (216 b) 

worin {} den Winkel zwischen der in der z-Achse liegenden Einfalls
richtung und der Streurichtung bedeutet. 

DieserGestalt der Eigenfunktion (216b) entspricht dann gemaB (139) 
ein winkelabhangiger Viererstrom, dessen Radialkomponente gegeben 
ist durch 

(2 1 7) 

Durch eine Kugeloberflache yom Radius r geht dann die Teilchenzahl 

i,......" r"lr"""'" t2 (-S) • (218) 



OTTO HALPERN und HANS 'THIRRING: 

Die Ausrechnung zeigt, daB (218) mit dem Ausdruck (214) genau 
iibereinstimmt. Die hier gegebene Darstellung ist eine spezielle Anwen
dung der allgemeinen Theorie von M. BORN' iiber den ZusammenstoB 
materieller Partikel. BORN konnte in seiner Abhandlung auch das grund
legende Resultat der Experimente von FRANCK und HERTZ ableiten, 
nach dem ein Elektron beim"ZusammenstoB mit einem Atom entweder 
bei konstanter Energie (elastisch) gestreut wird, wie es auch bei dem friiher 
behandelten Fall des a-Partikels eintritt, oder unter Energieverlust wei
tergeht; dabei ist die Eriergieanderung .LIE gleich E2 -EI' worin E 1 , E2 
die Energieniveaus des Atoms vor und nach dem StoBprozeB bedeuten 
(unelastischer ElektronenstofJ). BORN hat auch die Konvergenz dieses 
Naherungsverfahrens untersucht und im allgemeinen bestatigt gefunden. 

Die RUTHERFORDsche Formel (214) ist von der Erfahrung mit ge
wissen Abweichungen gut bestatigt worden. Diese Abweichungen kann 
man nach dem Gesagten nicht mehr auf Rechnung der Quantenmechanik 
schieben, sondern man sucht sie durch Annahmen iiber die Struktur des 
Atomkernes zu deuten. 

Die zweite "Beugungserscheinung" ist die selektive Reflexion von 
Elektronen an Kristallen, die vielleicht den eindrucksvollsten Beleg ffir 
die Wellennatur der Materie bildet 2 • Trifft ein monochromatischer 
Rontgenstrahl der Wellenlange A auf die Oberflache eines regularen 
Kristalls auf, so treten bekanntlich dann in speziellen Richtungen in
tensive Beugungserscheinungen auf, wenn die LAuESchen Relationen zu 
Recht bestehen 

Hierin bedeuten 

d (a - ao ) = n, A, 
d (tJ - flo) = n 2 A , 
d(r-ro) = n3 A. 

af/r Richtungskosinus des gebeugten Strahls, 
aof/oro Richtungskosinus des einfallenden Strahles, 
d = Gitterabstand, 
n" n2 , n3 = ganze Zahlen. 

(218 a) 

(218 b) 

(218 c) 

Analoge Versuche, bei denen der Rontgenstrahl durch ein Elektronen
biindel von Elektronen einheitlicher Geschwindigkeit ersetzt war, fiihrten 
zu genau denselben Erscheinungen, wobei in die LAuESchen Relationen 
als Wellenlange die GroBe 

I BORN (17). 

h A=-
,u v 

2 Wir wollen mit dem Ausdrucke Wellennatur keineswegs der weiter 
unten gegebenen Diskussion vorgreifen, in der wir uns fUr den konsequenten 
Parlikelstandpunkt zu entscheiden haben werden, sondem lediglich die 
formale Analogie hervorheben, die zwischen den optischen und materiellen 
Erscheinungen in Intensitats- und Beugungsfragen besteht. 
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nach (60) einzusetzen ist. Ebenso wie man bei den Rontgenstrahlen eine 
Serie verschiedener Versuchsanordnungen zum Nachweis der Beugungs
erscheinungen ausgearbeitet hat, konnte man die entsprechenden Phano
mene bei Elektronenstrahlen wiederfinden. So haben die ersten Ent
decker der Erscheinung, die Amerikaner DAVISSON und GERMERI im 
wesentIichen mit der urspriinglichen LAUE-FRIEDRICH-KNIPPINGSchen 
Anordnung gearbeitet, mit dem Unterschiede, daB sie nicht im durch
gehenden, sondem im re£Iektierteh Strahle arbeiteten. Dies war not
wendig, wei! der Kristall fiir Elektronen ein unvergleichlich hOheres Ab
sorptionsvermogen besitzt als ffir Rontgenstrahlen. Nach der Methode 
von DEBYE und SCHERRER arbeiteten G. P. THOMSON' und RUpp3, die 
eine groBe Anzahl von Substanzen mit Kathodenstrahlen verschiedenster 
Geschwindigkeit untersuchten, regelrechte LAuE-Aufnahmen im durch
gehenden Strahl, bei diinnen Glimmerblattchen wurden von KIKUCHI4 

ausgefiihrt, der auBer den bekannten Raumgitterinterferenzen auch noch 
Flachengitterinterferenzen auffand. 

Bei allen Autoren, die mit relativ langsamen Kathodenstrahlen ar
beiteten (Energie der Primarelektronen etwa 100 V.) ,waren die LAUE
schen Relationen nicht genau erfiillt, im allgemeinen um so besser, je 
groBer die Primarenergie war. Diese Abweichung von der LAuEschen 
Relation lieB sich (ffir manche Falle sogar angenahert quantitativ) auf 
einen Brechungsindex des Kristalls zuriickfiihren. Ebenso namlich, wie 
ein Medium, das optisch anders beschaffen ist als das Vakuum, die 
Fortpllanzungsgeschwindigkeit des Lichtes bzw. die Wellenliinge andert, so 
andert auch ein Medium, in dem ein anderes Potential herrscht als im 
leeren Raum, die zugehOrige Wellenlange der Elektronen. Denken wir uns 
zwei Gebiete zusammenstoBend, in deren einem das Potential Null, in 
deren anderem das konstante Potential tJ) herrsche, dann gilt ffir Elek
tronen, die in beiden Raumen die gleiche Gesamtenergie E haben sollen, 
die Wellengleichung 

(219a,b) liefem: 
k _ 1/8n',uE _ 271:flV _ 271: 

I - V-h-'---h--T.' 

k = 1 /871:' fl (E - f/J) 
2 V h' , 

~: = vE~ f/J = VI - ;. 
I DAVISSON und GERMER (21). 

2 THOMSON (105). 
3 RUFP (100), (101). 
4 KIKUCHI (92). 

(219 a) 

(219 b) 
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Der Faktor von x in '1{Jr bzw. "P2 ist der WellenHinge verkehrt propor
tional. Die Wellenlange unterscheidet sich also in den beiden Raumen 
um den Faktor 

Ar =A2 VI -~. (220) 

N ach der optischen Relation A.I = n}'2 haben wir also 

n=VI-(!> 
E 

als Brechungsindex des Mediums 2 gegen das Medium I zu bezeichnen. 
Die Einfiihrung eines Brechungsindex zur Deutung der Abweichungen 
von der LAuEschen Relation wurde zuerst von ECKART ' vorgeschlagen 
und spater besonders von BETHE2 sehr ausfUhrlich im Zusammenhange 
mit den energetischen Eigenschaften eines Kristalls diskutiert. Quali
tativ spricht die Tatsache, daB fUr groBe E die Abweichungen von der 
LAuEschen Relation verschwinden, fUr die EinfUhrung des Brechungs-

index, da dann ; -+ o. Durch Vergleich der Beobachtungen mit der Re

lation (220) lassen sich fUr eine ganze Anzahl von Metallen die mittleren 
Potentiale q> bestimmen, die in ihnen herrschen. Es ergibt sich so, daB q> 
immer kleiner als Null ist und im Durchschnitt von der GroBenordnung 
10 Volt. Das Vorzeichen von q> ist in guter Dbereinstimmung mit der 
Tatsache, daB die Elektronen im Kristallinneren festgehalten werden 
miissen. Auf den Zusammenhang dieser GroBen mit der neuen Statistik 
und dem RrCHARDSON-Effekte (vgl. Zif£' 62) konnen wir hier nur kurz 
hinweisen, urn so mehr, da uns die Verhaltnisse noch keineswegs vollig 
gekHirt zu sein scheinen. 

46. Uberspringen eines Potentialberges. Wir behandeln in diesem 
Paragraphen ein Problem, das iiblicherweise als das Phanomen der 

Uberspringung einer Poten tialschwelle 
gekennzeichnet wird. Es handelt sich 
hierbei im Prinzip urn die folgende 
Erscheinung. 

Denken wir uns den Verlauf des 
Potentials etwa als Funktion des 
Radius rein schematisch durch die Abb. 5. Schematische Darstellung 

eines Potentialberges. beistehende Abb·5 gegeben. Wenn 
sich dann ein Partikel, in der Sprache 

der klassischen Mechanik gesprochen, im Gebiet der kleinen Radien 
befindet, so wird es in das Gebiet groBer Radien nur dann hiniiber
kommen konnen, wenn seine kinetische Energie groB genug ist, urn den 
skizzierten Potentialberg zu iiberwinden. 1st seine kinetische Energie 
kleiner, so bleibt es dauernd in dem Gebiete kleiner Radien eingeschlossen. 

I ECKART (72 ). 

2 BETHE (56). 
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In der Quantenmechanik ist diese Art der Beschreibung aus einer 
Reihe von Griinden unzureichend, ja sogar unzulassig. Die allgemeine 
Bedeutung, die das schematische Beispiel, das wir hier besprochen haben, 
fiir die Interpretation der quantenmechanischen Gleichungen besitzt, 
wollen wir hier auBeracht lassen und vielmehr in aller Ausfiihrlichkeit 
in Ziff.72 im Zusammenhange mit der allgemeinen Wiirdigung der 
HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation besprechen. Wir begnfigen 
uns hier mit der formalen Diskussion an Hand der Wellengleichung. 

Nach der Wellengleichung haben wir das Problem so anzupacken, 
daB wir eine Eigenfunktion mit zugehorigem Eigenwert aufsuchen, die 
im ganzen Raume giiltig ist, wobei in die Differentialgleichung der Wert 
des Potentials als Funktion des Radius einzusetzen ist. 

Wir konkretisieren die Behandlung sofor~ an einem praktisch wich
tigen Fall, dem der Emission von Elektronen aus kalten Metallen. 
Hierunter wird die Beobachtung verstanden, daB starke elektrische Fel
der (von der GroBenordnung I06 V/cm) in der Lage sind, auch bei Zim
mertemperatur Elektronen zum Austritt aus Metallen zu bringen. Da 
nach den Gesetzen der Elektrostatik die Feldstarke in das Metall nicht 
eindringt, ist dieser Effekt nicht ohne weiteres zu verstehen. Wir werden 
in Ziff.6I, 62 noch eingehender fiber die Struktur der Metalle und der in 
ihnen vorhandenen Elektronen auf Grund der neuen Quantenstatistik 
zu handeln haben. Hier genfige die durch eine Reihe von Erfahrungen 
(RICHARDsoN-Effekt, lichtelektrische Erscheinungen usw.) belegte Tat
sache, daB die Elektronen im Me-
tall durch eine Potentialdifferenz V 
von der GroBenordnung einiger 
Volt gegen den AuBenraum fest
gehalten werden 1. Der Potential
verlauf sieht dann schematisch 
folgendermaBen aus. An der Ober
flache des Metalls haben wir den 
erwahnten Sprung im Potential, 
das bei Anwesenheit auBerer Fel-
der bis ins Unendliche ungeandert 

Metall Vtl/rvvm 

Abb.6. PotentiaIverlauf an der Grenze 
Metall-Vakuum. 

bleibt (Abb. 6). Denken wir uns nun ein auBeres Feld von solcher 
Richtung eingeschaltet, daB es Elektronen vom Metall weg beschleu
nigen wiirde, so hat das Potential folgende Gestalt. Wir haben 
hier den durch Abb. 7 illustrierten Fall. Nach der kIassischen Me
chanik kOnnte ein Elektron auch bei Anwesenheit eines auBeren Feldes 
nur dann austreten, wenn seine kinetische Energie groBer als der Po
tentialsprung Metall-Vakuum ware. Nach der Wellenmechanik haben 
wir, \Vie oben bereits gesagt, eine Losung der SCHRODINGERSChen Glei-

1 Wir empfehlen die Lektiire dieses Abschnittes womoglich im Zu
sammenhange mit Ziff. 6r, 62 zu wiederholen. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 28 
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chung fiir den ganzen Raum aufzusuchen. Wir bilden sie praktisch in 
der Art, daB wir die zwei Gebiete Metall und AuBenraum gesondert be
hande1n unddie beiden Losungen 1jJM und 1jJA d~ch die an der Grenzflache 
giiltige Grenzbedingung (vgl. Ziff. 38) zusammensetzen. 

Wir haben damit eine vollstandige Losung, die im ganzen Raume 
giiltig ist, erhalten, und zwar gilt: 

8n2fl d tfJM + -h2 . (E - VM)ljJM = 0, (221 a) 

8712 fl 
dtfJA +Ji2(E - VA)ljJA = 0, (221 b) 

(221 c) 

(221 d) 

ljJM (0) = ljJA (0) , 

d1/JM ( ) _ dtbA ( ) 
dx 0 - dx o. 

1m AuBenraum hat das Elektron, wie man sofort einsieht, ein kon-
tinuierliches Eigenwertspektrum. Bildet man dann mit 1jJA den elektri

schen Strom nach (139), so be
kommt man die in der Zeitein
heit wegfliegende Anzahl von 

Me/qll I/qkuum Elektronen. Damitist einewellen

Abb. 7. Potential bei angelegtem Feld. 

theoretische Deutung des Phii.
nomens der kalten Elektronen
emission gegeben I. 

'1oraussetzung unserer Rech
nung ist natiirlich, daB die An
zahl der das Metall verlassenden 
Elektronen im '1 erhaltnis zur 
Gesamtmenge so klein ist, daB 

eine merkliche Anderung der Verhaltnisse durch den Strom nicht ein
tritt, eine Bedingung, die experimentell stets erfiillt ist. 

Der '1ergleich der detailliert ausgefUhrten Theorie mit der Erfahrung 
fallt mindestens qualitativ recht befriedigend aus. 

'1011kommen analog zu dem Fall der Elektronenemission ist auch die 
Erkl1i.rung, die unabhangig voneinander GURNEY und CONDON 2 einerseits, 
GAMOW3 andererseits zur Deutung der a-Strahlenemission radioaktiver 
Korper beigebracht haben. DaB a-Partikel im Atomkeme festgehalten 
werden, erklart man sich bei unserer augenblicklichen Unkenntnis der 
Gesetze des Kemaufbaues folgendermaBen: Nach dem COULoMBschen 
Gesetze miiBte ein a-Partikel yom Kern immer abgestoBen werden und 
konnte sich ihm niemals unbegrenzt nahem. Die Bindung von a-Par
tike1n im Kern deutet man deshalb rein schematisch durch die Annahme, 

I (J6). 
2 GURNEY und CONDON (62). 

3 GAMOW (77). 
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daB das COULOMBsche Potential in der Nahe des Kerns seine Gestalt 
iindert (vgl. die schematische Abb. 5). 

Durch dieses Umbiegen des Potentialverlaufes soll es ermoglicht wer
den, daB das a-Partikel an den Kern gebunden ist. Wir haben durch diese 
Schematisierung bereits wieder das Problem auf das frUher erwahnte 
Uberspringen eines Potentialberges zurfickgefiihrt. 1m Kerninneren be
findet sich das a-Partikel unter Wirkung uns unbekannter Krafte, fiber 
die wir schematisch die folgenden Annahmen machen. Wir behandeln 
das a-Partikel im Kerninnern so, als ob es bis zur Entfernung r=ro 
frei ware. Von ro bis ins Unendliche nehmen wir dann wieder schema
tisch den COULOMBschen Potentialverlauf 
an (Abb.8). ,Damit ist das Problem for
mal vollig identisch mit dem der Extraktion 
von Elektronen aus kalten Metallen gewor
den. Wir haben jetzt wieder eine im gan
zen Raum gilltige Losung der SCHRODINGER
schen Gleichung aufzusuchen, die wir wieder 
zweckmaBig aus zwei Teilen mit Zusammen

1~ 
l' '0 

Abb.8. Schematischer Poten
tialverlauf im lnnem und in 

der Nahe des Atomkemes. 

stuckelung an der Stelle ro aufbauen. Die Haufigkeit eines Austrittes von 
a-Partikeln aus dem Kern wird d~n genau so berechnet wie im Falle der 
Elektronenmission und lieferte das fiberraschende Resultat, daB die 
empirische GEIGER-NuTTALLsche Relation als ein Ergebnis der theore
tischen Ansatze herauskommt. Diese GEIGER-NuTTALLSche Relation be
sagt, daB die Zerfallskonstante eines Elementes und die kinetische Ener
gie des beim Zerfall ausgesandten a-Partikels in der Beziehung stehen 

logA,=A +BlogE. (222) 

Hierin sind A und B fUr eine radioaktive Familie konstant. 

47. Storungstheorie nicht stationarer Systeme. Die SCHRODINGER
sche Gleichung (71) ist bekanntlich nur dann korrekt, wen wir von einer 
konstanten Energie des Systems zu sprechen berechtigt sind. In allen 
Fallen, bei denen zeitabhiingige Krafte bestehen [z. B. V = V(t)], ist dies 
nicht mehr der Fall, und wir mfissen an Stelle von (71) die vollstiindige 
Gleich un g 

(III) 

zur Diskllssion heranziehen. 
Da die exakte Berechnung in diesen Fallen kaum jemals durchfiihr

bar ist, hat man ein sehr anschauliches Storungsverfahren ausgearbeitet, 
das in vielen Fallen ohne besondere Integration den Effekt storender 
Krafte voraussehen laBt. 

Schreiben wir (III) in der Form 

471i,U iJ1/J 871'fl d·',----- - -(V + V)"'=o 
't' h iJt h' 0 • 't' , 

(223) 

28* 
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worin v (X, y, z, t) = VO (X, y, z) + VI (X, y, z, t), 
SO konnen wir die allgemeine Losung von 

,d,', _ 4 11ifl o1jJ _ !!.!!2fl V = 0 
't' II ot 112 01/' 

in der Gestalt 
~ 271iEnt 2:1iEt 

l/J= ..:::.. ane-lt-Un + f dEa(E)e -It-U(x, E) (224) 

geben. Hierin bedeuten die an konstante Faktoren, die Un die bekannten 
Eigenfunktionen des ungestorten Systems und wir haben bereits durch 
die Schreibweise zum Ausdruck gebracht, daB wir nicht nur das dis
krete, sondern auch das kontinuierliche Eigenwertspektrum beriick
sichtigen. 1m folgenden wollen wir der bequemen Schreibweise halber 
nur die diskrete Terme hinschreiben, doch ist immer im Auge zu be
halten, daB die Formeln durch die Eigenfunktionen des kontinuierlichen 
Spektrums zu erganzen sind, wobei an Stelle der Summen Integrale 
treten. Wegen 

r [ 2 Jli(Ek-Ellt] 
J d'& I/' ljJ = f d '& ~ an an l/Jn ljJn + .2: l: aTe al I/'k 'In e It - = I 

.. k 1 

gilt 

" 
und zwar ffir alle Zeiten, nicht nur ffir die Anfangszeiten. Auch die 
vollstandige Gleichung (223) k6nnen wir nun mit dem Ansatze (224) 
zu befriedigen trachten, nur werden jetzt die an nicht mehr Konstante, 
sondern Funktionen der Zeit werden, die wir eben aus (223) bestimmen 
wollen. Dabei nehmen wir die an zur Zeit t = 0 als bekannt an. Einsetzen 
von (224) in (223) liefert dann: 

~ 2JliEkt h 2T1iEkt" 
V1.::.,..ak e It Uk-211i:2:dke 1, Uk=O. (225) 

k k 

Setzen wir Vkm(t) = f~kUm V,d'&, so ergibt Multiplikation von (225) mit 
einem Uk und Integration 

• 271i 
2112 ~V (t) --(Ek-E!jt 

1; = II":::" kl e It al' (226) 
I 

Dies ist ein System von totalen Differentialgleichungen ffir die Unbe
kannten ak (t), in denen die Koeffizienten Vkt{t) bekannte Funktionen 
der Zeit sind. Bis hierher waren die Ausfiihrungen vollkommen streng. 
Zur Integration ist es jedoch notwendig, Naherungsannahmen zu machen. 
Vorher aber wollen wir noch beweisen, daB .I an an = lauch bei zeitab
hangigen storenden Kr1iften zu allen Zeiten gilt, wenn es irgendeinmal 
gegolten hat. Zu dem Zwecke bilden wir 
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mit Hilfe von (226) und erhalten damit wegen Vkm = V mk das gewiinschte 
Resultat 

(227) 
n 

Diese Relation (227) ist von fundamentaler Bedeutung ffir die in Ziff. 68 
zu besprechende statistische Interpretation. Denn sie erlaubt es, die 
Grof3en anfinproportional der Anzahl der imZustanden befindlichen Atome 
zu setzen, da die Gesamtzahl der Atome wegen (227) sich nicht andert. 

Die naherungsweise Integration fiihren wir nun so durch, daB wir 
zunachst auf der rechten Seite ffir die GroBen ak ihre Werte ak zur Zeit 
t=o setzen. . 

Wir erhalten dann als Losung von (226) 
t 

2ni ~f 2" (Ek-El) 
ak(t) = ak(o) + h""'7-' Vkle It t aldt . 

o 

(228) 

Diese Losung ist natfirlich nur eine erste Naherung, doch laBt sic 
sich durch weitere Approximationen entsprechend verbessern und ge
niigt (abgesehen von der DIRAcschen Dispersionstheorie) praktisch fUr 
alle in Betracht kommenden FaIle. 

Die physikalische Bedeutung der Zeitintegrale in (228) laBt sich ein
fach angeben. Nehmen wir etwa an, daB fUr t=o alle az mit Ausnahmc 
von am gleich Null sind, dann gilt 

t f 2,.i(Ez-Emjt 

az(t) = 2;Z VIm (t)e It alit. (229) 
o 

Diese Integrale sind also ein MaB ffir die Wahrscheinlichkeit eines Ober
ganges von m nach 1 innerhalb der Zeit 0 <:::: t <:::: tI unter Voraussetzung 
des Anfangszustandes am=1, an=o, (n=l= m). 

Besonders interessant wird die Gestalt von (229), wenn die storenden 
Krafte und damit V km periodische Funktionen der Zeit sind. Wir er
halten dann durch Ausfiihrung der Integration aus (228) 

{ 2,.,' 2,.;} _ ek (En - Ez + It,,) t _ e----';- (En - Ez - It,,)t 

az- am emn E E h +Cnm E E h (229) n- 1+ P n- z- r 

Es ist dann also az als eine Fourierreihe nach der Zeit dargesteIlt, bei 
der die Amplituden charakteristische Nenner tragen. 

En-Ez ± h'J/. (230) 

In dieser Fourierreihe werden jene Glieder ausschlagegbend sein, fUr die 
ein Nenner sehr klein wird oder gar verschwindet. Jedoch bleibt auch 
ffir Verschwinden des Nenners 

Ek-Ez ± h'J/= 0 (231 ) 



OTTO HALPERN und HANS TlllRRING: 

der entspreebende Ausdruek in (229) endlieh. Denken wir uns den Zabler 
2ni (En - El ± 1",) t 

des Ausdruekes (229) e 1, fUr sehr kleine Zeit en entwiekelt, 
so erbalten wir als Amplitude 

alr-Jt. (232) 
Die Bereebnung von zeitabhangigen Storungsproblemen wird also im 

ailgemeinen so vor sieh gehen, daB wir naehsehen, wo kleine oder ver
sehwindende Nenner auftreten. Diese Nenner, Resonanznenner genannt, 
geben dann dem entspreehenden Terme das entsebeidende Ubergewieht 
fiber aIle anderen, sonst in Betraeht kommenden Ubergangsmogliebkeiten. 

Es handelt sich bier gewissermaBen um eine Erweiterung des Be
griffes "Entartung"; wahrend bei der stationaren U:isung Entartung so 
definierbar war, daB zwei Eigenfunktionen dieselbe Energie besitzen, d. h. 

also dieselbe Zeitabhangigkeit e 2n,: E t aufweisen, k6nnen wir bier im 

zeitabhangigen Faile nur mebr davon spreehen, daB zwei Eigenfunk
tionen dieselbe Zeitabhiingigkeit baben, ohne ibnen deswegen auch die 
gleiche Energie zuzuschreiben. Uberhaupt ist die eindeutige Zusehrei
bung der Energie nur moglicb, wenn die Eigenfunktion eine einfacb 
periodische Funktion der Zeit ist. Den tieferen Grund bierffir werden 
wir weiter unten bei Bespreehung der HEISENBERGSehen Ungenauigkeits
relation kennen lemen. 

48. Dispersionstheorie. Als erstes zeitabhangiges StOrungsproblem 
behandeln wir die Erseheinungen der Dispersion. Hierzll fibemehmen 
wir aus der klassisehen Tbeorie den aueb sieher in der Quantenelektro
dynamik zu Recht bestehenden Satz, daB der Breehungsindex eines 
Mediums bestimmt ist dureh das elektrisehe Moment, das die Partikeln 
unter dem EinfluB der einfallenden Welle annebmen. Es seien in der 
Volumseinheit N unabhangig voneinander sehwingende Gebilde vorhan
den. Bezeichnen wir die storende Kraft mit ~, so gilt fur den Breehungs
index des Mediums 

n2-I=4TCN~, (233) 

worin m das unter EinfluB der storenden Kraft entstandene elektrisehe 
Moment eines Atoms bedeutet. 

Die Bereehnung verlauft ganz analog zu dem in Ziff. 47 gegebenen 
Scbema. Es laute die vollstandige Gleicbung 

d1fJ - 4~ti,~ ~~- 8~:P (Vo + AZCOS2TC1Jt) 1fJ = 0, (234) 

worin A zeos 2 TCVt das Potential bedeutet, aus dem sich die elektrisebe 
Feldstarke ableitet. 

Bei den folgenden Betrachtllngen nehmen wir an, daB die einge-

strahlte Frequenz v mit keiner Absorptionsfrequenz Vkl = Ek ~ El zu

sammenfallt, so daB keiner der Nenner in (238) versehwindet. DieBehand-
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lung der Absorptionsprozesse sowie der Ruckwirkung des Atoms auf das 
Strahlungsfeld muS damit ausgeschaltet bleiben. Die Annahme ist not
wendig, urn die Konvergenz unserer Naherungsrechnung zu sichern. 

Wir betrachten etwa die Dispersion eines Systems, bei dem sich vor 
Einfallen der Welle alle Atome im Zustande mit <ier Energie En be
funden haben. Dann konnen wir ansetzen 

1/-'" = l/J~ + ).p,,(x,yzt) 
und erhalten damit wieder ffir 1'1£ eine inhomogene Gleichung 

4niltt oqJ" 8n2 fl 8n2 uAzwO 

L1 1'" - -h- 7ft - ~ Vo cpn = I h2 '''. COS2'1tvt . • (235) 

Durch ganz analoge Betrachtungen wie in Zif£' 42 und Ziff. 47 ergibt 
sich daraus mit den Abkfirzungen 

27tiEnt 
l/J~ = u~ e -,,-, -

2ni 2Jti 
cpn = w!e+~(E,,+l,V)t + w;;,e-T(En-'tl)t (236b) 

L1 ± 8 n 21u (E A V) ± _ 4 n2 fl A 0 w n + ~ n + tl' - 0 W n - 112 -- ZU n' (237} 

Aus der Losung fUr w~, bzw. pn konnen wir dann nach (139) die elek
trische Dichte finden, diese ergibt sich zu 

- t V (En - E 1) A znluo"Ulo 
0nn = Un Un + 2 cos 2 'It}J ..;;;;. (E E ) h '" I n,- l2- 21'2 

und entsprechend das elektrische Moment etwa in der x-Richtung 

m;n = f X(!n1' dr:. 

(238) 

Damit ist der mathematische Teil der Frage erledigt und wir haben jetzt 
noch die Interpretation von (238) durchzufiihren. 

In der klassischen Theorie war die Dispersionsformel eines Systems, 
das mehrere Eigenfrequenzen hatte (im Falle idealer linearer Oszilla
toren), gegeben durch 

n2 - I =.2;_5_1 -. (239) 
I V"l - pO 

Wir sehen hier die Analogie zu (238). In der Quantentbeorie sind ebenso 
wie in der klassischen die b,eobacJzteten Emissionsfrequenzen maBgebend 
fUr den Gang der Dispersionsformel. In der klassischen Theorie fielen 
diese Frequenzen 'lIn l zusammen mit den Frequenzen der Bewegung 
in der Quantentheorie ist dies nicht mehr der Fall, trotzdem gehen, 
wie es auch korrespondenzmaBig notwendig ist, in die Dispersionsformel 
nur die beobachtbaren optischen Frequenzen ein. Die GraBen Sl in 
(239) stellen ein MaB flir die Starke der Oszillatoren dar; ihnen ent
spricht in (238) die GroBe 

(En - EI)AznlUnUI. 

Noch eine Feinheit weist die hier gewonnene Dispersionsformel auf, 
die schon frUher von KRA~IERS korrespondenzmaBig gewonnen worden 
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war. Wir den ken uns etwa in der Sprache der alten BOHRSchen Theorie 
ein Atom in einem angeregten Zustande, dessen Energie En> Ez sei. 
Dann gehen in die Dispersionsformel als maBgebende Oszillatoren nicht 
nur die den "Obergangen En - Ez (l> n) entsprechenden Glieder der 
Summe (238) ein, die wir gewissermaBen als die Absorptionsglieder be· 
zeichnen k6nnten, sondem auch die Glieder (En- Ez) (l< n) I. 

SchlieBlich enthiilt die quantentheoretische Formel noch M6glich· 
keiten, dia wir, wenn auch auf anderem Gebiete, bereits in der klassi· 
schen Theorie angetroffen haben. Wir meinen damit das Auftreten von 
sogenannten Kombinations· (Summations- und Differenz·) Schwin· 
gungen. Darunter verstehen wir folgendes: Wenn ein mechanisches 
System, etwa ein linearer Oszillator, bei dem die rucktreibende Kraft 
der Elongation proportional ist, von einer periodischen auBeren Kraft 
zurn Schwingen angeregt wird, so treten nur zwei verschiedene Fre
quenzen in seiner Bewegung auf, namlich seine Eigenfrequenz 'Po und die 
Frequenz der auBeren Storung'P. Ganz andersliegt der Fall, wenn es sich 
,urn einen nicht harmonischen Oszillator handelt,. bei dem also die ruck
treibende Kraft noch h6here Potenzen der Elongation enthalt. Dann 
treten in der erzwungenen Schwingung auBer den beiden erwiihnten 
Frequenzen noch neue Frequenzen von der Gestalt 

')/0 +v 
auf, denen man nach ihrem Bau den oben erwabnten Namen Kombina
tionsschwingungen gegeben hat. Diese Erscbeinung ist in der Akustik 
seit sehr langer Zeit bekannt und vielfach studiert. Bei den Dispersions
erscheinungen der Optik ist man bisher praktisch immer mit der An
nahme ausgekommen, daB die betrachteten Gebilde sehr angenahert 
durch harmonische Oszillatoren darstellbar sind. Erst in den letzten 
Jahren haben Versuche, besonders des indischen Physikers RAMAN2 
gezeigt, daB dies nicht durchwegs zutrifft. Gewisse Molekiile, die 
mehrere Eigenfrequenzen (Kernschwingung, Rotation, Elektronenbe
wegung) aufweisen, zeigen im gestreuten Lichte nicht nur die Frequenz 
des einfallenden Strahles, sondem diese vermehrt bzw. vermindert urn 
eine Eigenfrequenz der Schwingung oder der Rotation. 

Es handelt sich hier also urn einen rein' klassischen Effekt, der nur 
zufiillig erst jetzt beobachtet wurde und ausgezeichnet in das quan
tentheoretische Schema'hineinpaBt. Die Bestimmung der in (238) ge
gebenen elektrischen Dichte {!nn des Zustandes n bestimmt ja allein 
nicht vollstandig das Verhalten eines Atoms, Es tritt noch hinzu das 
elektrische Moment, das den "Obergangcn zugeordnet ist 

(!nkd'C = t/Jn l.jJkd'l:. 

I Wir treffen hier jenes Verhalten an, das in der bekannten EINSTEINSchen 
Ableitung der PLANcKschen Strahlungsformel als positive nnd negative er
zwungene Absorption eine wichtige Rolle spielt. 

2 RAMAN (99). 
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'1fi(E,,-Ek±/&l')t 

Dieses elektrische Moment bat dann die Zeitabbangigkeit e " 
was genau unseren frUber gegebenen Darlegungen tiber Kombinations
tone entspricbt. 

Nur der Vollstandigkeit halber fiihren wir noch an, daB man bei der 
Berecbnung der Dispersionserscheinungen besondere Rticksicht auf das 
kontinuierlicbe Eigenwertspektrum zu nehmeu hat, da man nur mit 
seiner Hilfe eine modellmaBige Ableitung der Oszillatorenstarke in 'Ober
einstimmung mit der Erfahrung gewinnen kann. (Vgl. hierzu unsere 
Hinweise in Ziff. 42 und 47.) 

49. Photo- und Comptoneffekt. Die Erscheinungen des Photo
und COMPToN-Effektes haben scbon immer als die starkste Stiitze fiir 
die Quantennatur der Strahlung gegolten. 
In der Spracbe dieser Vorstellung aus
gedriickt, lauten die Erscbeinungen des 
Pboto- bzw. COMPToN-Prozesses folgen
dermaBen: 

I. Ein Lichtquant von der Frequenz 
11 verschwindet, ein Elektron, das mit 
der Energie En an ein Atom gebunden 
sei, fliegt mit einer kinetiscben Energie 
W davon, so daB 

W=lw-Eox. (240) 

(EINSTEINscbesGesetzdes Photoeffektes.) 
2. Ein Licbtquant der Frequenz trifft 

in seiner Fortpflanzung entlang der z
Acbse auf ein freies rubendes Elektron; 
hierbei andert es seine Frequenz v in eine 
andere v' und seine Richtung in die durch 
den Winkel e cbarakterisierte, wahrend 

.... '" § ~(.J 
is- q 

:~ ~ 
.~ §: 

.s: ~ 
Abb. 9. Veranschaulichung der 
Erhaltungssatze beim COMPTON

Effekt. 

das Elektron mit der Geschwindigkeit v in der Ricbtung f} davonfliegt. 
Hierbei gelten zwischen den GroBen v, v', e, v und f} die Relationen 
(siehe Abb. 9). 

( 
I ' 

h1l=hv' + flC' -I) 
YI -v'le' 

(24I) 

hv hv' flv -=-cos 0+ _ cos.(} 
e e Yl-volco (242a) 

hl/. D flV . Q 

0= --sm ~+ -Sln .. I 
e ]II - v'le' 

(242b) 

Die Wellenlangen des primaren und gestreuten Lichtstrahles bangen, 

I Eo ist der negative Termwert des Elektrons, dessen Energie bei~indung 
an das Atom immer negativ ist. 
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wie man durch Elimination sofort erkennt, folgendermaBen miteinander 
zusammen: 

h e )" =),+ - sin2 -
pC 2 

Diese Relationen (24I, 242a, 242b) stellen die Erhaltungssatze ffir 
Energie und Impuls dar, wobei dem Lichtquant von der Frequenz 'P die 

Energie h'P lmd der Impuls h II zugeschrieben werden. Bei dem ProzeB 
c 

der Streuung am freien Elektron wird also, wie aus (24I) hervorgeht, 
die Frequenz immer vermindert; dies ist eine selbstverstandliche Folge 
des Energiesatzes, da ja die Energie des Elektrons auf Kosten der pri
maren Lichtenergie gehen muB. 

Als freie Elektronen kann man im wesentlichen jene bezeichnen, bei 
denen die AblOsearbeit sehr klein ist gegenfiber dem Energiequant hv des 

einfallenden Lichtes. Dies gilt in gu ter 
Annaherung fUr die Streuang von 

~ Rantgenstrahlen an Elementen nie-
~ driger Ordnungszabl. Bei zunehmen-
~ .'-' der Ordnungszahl (abnehmender cg", 
~ ~ Frequenz) sind die Verhaltnisse 
~~ I 
~:§ I nicht mehr so einfacb zu schemati-
~ ~ / sieren und gehen schlieBIich, was die 
-<:> I AuslOsung der Elektronen anlangt, 
~/ / in die Gesetze des Photoeffektes 

fiber, fUr den nur mehr die Frage 
der Energiebilanz wesentlich ist. Urn 
die Impulsbilanz beim Photoeffekt 
braucht man sich deswegen nicht zu 
kiimmern, weil die im Verhaltnis zu 
hv mit betrachtlicher Energie ge
bundenen Elektronen in Wechsel
wirkung mit dem Atomrest stehen, 
der entsprechende GraBen des Im-

Abb. 10. Versuch von COMPTON- pulses aufnimmt. . 
SIlVION. Die in (240) und (24I, 242) ge-

gebenen Gesetze des Photo- und 
COMPToN-Effektes sind vom Experiment in weitestem Umfange bestatigt 
worden. AuBer den Beobachtungen fiber Energie der weggeschleuderten 
Elektronen und Frequenzanderungen des StreuIichtes sind vor aHem 
zwei Versucbe von BOTHE und GEIGER I einerseits, COMPTON lmd SIMON 2 

andererseits von bedeutendem Interesse. Die erstgenannten Experi
mente zeigen, daB die Streuo.1ng des Lichtes und das Wegfliegen der 

I BOTHE und GEIGER (60). 

2 COMPTON und SIMON (6!). 
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Elektronen beim COMPTON-Effekte innerhalb der MeBgenauigkeit gleich
zeitig erfolgt. Die COMPTON-SIMoNschen Versuche wiesen nach, daB das 
Gesetz von der Erhaltung des Impulses nicht nur statistisch zu Recht 
besteht, sondem ffir jeden EinzelprozeB. Sie zeigten durch Aufnahme in 
der WILsoN-Kamera (siehe Abb. IO) an einer groBen Anzahl von ei'l
zelnen Prozessen, daB die Winkel e und {} innerhalb der MeBgenauigkeit 
tatsachlich den Relationen (24I) , (242a, b) geniigen. Dies war, abge
sehen von den weiter unten besprocbenen Intensitatsfragen, im wesent
lichen der Stand der Theorie vor Aufstellung der Quantenmechanik. 
Wir sehen, daB es zur Deutung unJ.l11gauglich notig erscheint, korpus
kulare Annahmen iiber die Natur des Lichtes einzufiihren, wobei der 
Zusammenhang mit den Welleneigenschaften des Lichtes vollig dahin
gestellt blieb. 

Wir diirfen es nach dem Gesagten wohl als einen besonders impo
santen Erfolg der Quantenmechanik bezeichnen, daB sie in der Lage ist, 
die geschilderten Effekte ohne jede besondere korpuskulare Anilabme 
iiber die Natur des Lichtes wlederzugeben. Besonders leicht ist die for
male Beherrschung des Photoeffektes, der zur eigentlichen Gauze in den 
allgemeinen Formeln vonZiff.47 enthalten ist. Sehen wir wied~r, wie es 
den Tatsachen entspricht, das ungestorte Atom in dem Zustand mit 
der Eigenfunktion Um und lassen wir die periodische StOrung VI =Az 
cos 2nvt wirken, so treten noch (230) neue Eigenfunktionen auf, deren 
Koeffiziente die Nenner 

El-Em-hv. 

MaBgebend sind die Terme mit verschwindendem Nenner. Wir 
erhalten also sofort das EINSTEINsche lichtelektrische Gesetz 

El = hv+ Em (El> 0, Em< 0). 

In der Sprache der Quantenmechanik ausgedriickt, vollzieht sich der 
Photoeffekt also folgendermaBen: Ein Elektron mit der Eigenfunktion 

oniEmt 
Ume -It- wird durch die einfallende Frequenz v angeregt zu "Ober

oni (It,' + E ) t 
gangen nach dem Zustand mit der Eigenfunktion Ule It m • 

Hierbei muB immer 
EI>O 

sein, damit das Elektron wirklich frei davonIhegen kann. Wir haben es 
also hier mit der Kombination eines diskreten Eigenwertes mit einem 
kontinuierlichen zu Lm. 

Die Gesetze des COMPTON-Effektes lassen sich im Prinzip in genau 
derselben Weise ableiten Wle jene des Photoeffektes. Nur tritt hier noch 
eine besondere Bedingtmg hinzu. Wahrend namlich beim Photoeffekt 
eine Kombination des Anfangsterms mit jedem beliebigen Endterm mog 
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lich war, ist dies hier nur fUr solche Endtenne der Fall, bei denen der 
Impuls des Elektrons zusammen mit dem Impuls der ausgesandten Strah
lung gerade den Relationen (z4za, b) genfigt. Dies ist das Ergebnis 
einer Reclmung, die WIT in ihren Einzelheiten hier nicht wiedergeben 
konnen I • . 

Die fiberra<;chenden Ergebnisse der reinen Lichtquantentheorie sind 
also als Folgerungen der Quantenmechanik zu gewinnen, wobei der Aus
druck ffir das Viererpotential des Lichtes aus der MAXWELLSchen Theorie 
zu fibernehmen ist, ebenso wie friiher der Ausdruck ffir das Potential 
des Atomkernes. Es besteht also bei dem heutigen Stand unseres Wis
sens kein zwingender Grund zur Annahme von "Lichtatomen". Wie
weit gewisse allgemeine Anschauungen fiber den Parallelismus von 
Wellen und Korpuskeln auch zu einer Annahme von Lichtkorpuskeln 
bestimmen konnen, solI hier nicht besprochen werden; die Frage greift 
im Grunde bereits in das Gebiet der Quantenelektrodynamik fiber,' die 
erst iill Entstehen begriffen ist. 

Wir haben bisher noch nicht fiber die Haufigkeit ,mit der Streu
prozesse vor sich gehen, sowie fiber die Richtungsverteilung gesprochen. 
Zur Bestjmmung dieser GroBen liefert die reine Lichtquantentheorie gar 
keinen Anhaltspunkt, vielmehr muBten schon in der alten Qnanten
theorie korrespondenzmiiBige "Oberlegungen helfend eingreifen. Die neue 
Quantenmechanik kann diese Fragen eindeutig beantworten, da ja be
kanntlich der Viererstrom ein MaB ffir die Haufigkeit der Elementar
prozesse darstellt. Da nun die Eigenfunktionen im allgemeinen richtungs
abhangig sein werden, ergibt sich so die Moglichkeit zur Deutung der 
einschlagigen Fragen. Wir begnfigen uns, olme nahere Rechnungen, mit 
der Mitteilung, daB die theoretischen Voraussagen fiber Intensitat und 
Winkelabhangigkeit in guter "Obereinstimmung mit der Erfahrung stehen '. 

IX. Mehrkorperprobleme. 
50. Teilchenentartung, ein spezielles Beispiel. Wir haben uns im 

vorhergehenden durchwegs mit sogenannten Einkorperproblemen be
schaftigt und die Wechselwirkung zwischen der betrachteten Korpnskel 

I (70), (80). 
• Von besonderen Feinheiten der quantenmechanischen Behandlung er

wahnen wir noch die Untersuchung von WENTZEL iiber den Comptoneffekt 
an gebundenen Elektronen, die den friiher geschllderten Ubergang zum 
reinen Photoeffekt darstellen sollen, sowie die strenge Berechnung des 
Comptoneffektes nach der DIRACSchen Theorie an Stelle der SCHRODINGER
GORDoNschen relativistischen Wellengleichung von KLEIN und NISHINA (94); 
diese Autoren haben fiir die in Betracht kommenden Frequenzbereiche 
fast vollstandige Ubereinstimmung mit den im Text geschilderten Arbeiten 
gefunden, lediglich fiir sehr kurze Frequenzen etwa der durchdringenden 
Hohenstrahlung konnte man Abweichungen in Intensitat und Winkel
verteilung erwarten. 
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und anderen Atomen dureh auBere Felder sehematisiert, die ihrerseits 
keine Veranderungen dureh die Vorgange im betraehteten Atom er
fahren. Die folgenden Absehnitte sollen sieh im einzelnen mit dEf 
Weehselwirkung atomarer Gebilde besehaJtigen. Bei diesen Mehrkorper
problemen treten gewisse Erseheinungen neu auf, fUr die wir in der klas
sisehen Physik kein Analogon aufzuweisen haben. Diesen neuen Er
seheinungen verdanken wir aueh die Mogliehkeit, eine ganze Reihe 
qualitativ ratselhafter Erseheinungen, wie etwa die Multiplettstruktur 
und verwandtes, quantitativ zu deuten. Urn den Saehverhalt moglichst 
ansehaulieh hervortreten zn lassen, beginnen wir mit der Wiedergabe 
eines von HEISENBERG x herruhrenden Beispiels, das bereits alle eharak
teristisehen Merkmale aufweist. 

Betraehten wir zwei lineare Oszillatoren, die znnaehst ohne Weehsel
wirkung entlang einer Geraden Sehwingnngen ausuben sollen. Die Wel
lengleiehnng des Systems lautet dann: 

~~~ + ~2X~ + 8~:~ [E - a; (x~ + x~)] t/J = o. (245) 

Die Losnng dieser Wellengleiehnng "p ist einfaeh ein Prodnkt der 
beiden Wellenfnnktionen der einzelnen Oszillatoren oder allgemeiner ge
sproehen eine Snmme von linearen Funktionen dieser Produkte. Wir 
konnen von Hans ans gar nieht unterseheiden, ob bei gegebener Ge
samtenergie E der Oszillator I die Energie cx und der OszilIator 2 die 
Energie C2 hat, oder nmgekehrt, sofern nur ex + e2 = E. 

Die allgemeine Losnng laBt sieh also dnreh die Snmme geben 

l/J = Cx t/Jx + C2 t/J2 
t/Jx = t/J,x (xx) t/J'2 (x2), t/J2 = t/J '2 (xx) t/J Ex (x.), 

worin die Koeffizienten Ci wegen der Orthogonalitatsbedingung 

jt/JI./Jdxx dx. = I, !I./Jit/Jkdxx = Oik der Gleiehnng ~Ci'= I genugen 
mussen, ansonsten aber vollkommen willkurlieh sind. Wir haben also 
zn einem Eigenwerte nieht eine, sondem mehrere Eigenfunktionen, 
konnen also sagen, daB das System entartet ist. 

Die Behandlung so1cher entarteter Systeme geht in bekannter Weise 
so vor sieh, daB wir eine kleine Storung anbringen und untersuehen, 
ob dann die Eigenwerte anfspalten, so daB zn jedem Eigenwert sehlieB
lich nur mehr eine Eigenfunktion gehort. Dabei ist unser Fall von den 
fruher betraehteten der Energieentartnng insofem nntersehieden, als 
es bei der Energieentartnng einen physikalisehen Un tersehied ansmaeh te 2, 

ob sieh das Partikel im Znstand I oder 2 befand, wahrend es in nnserem 
Falle wegen der voransgesetzten vollkommenen Gleiehheit der beiden 
Oszillatoren vollig unnnterseheidbar ist, ob wir es mit dem Zustand ex, 

x HEISENBERG (27). 

2 Z. B. bei der kalten Elektronenmission innerhalb oder auBerhalb des 
Metalles. 
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e. odere., e. zu tun haben. Entartungen, die dureh die vollkommene 
Gleichheit (Vertausehbarkeit) der betraehteten Teile eines meehanisehen 
Systems hervorgebraeht werden, nennen wir Teilchenentartung (Aus
tauschentartung) . 

Nun bringen wir eine kleine Storung in der potentiellen Energie an, 
etwa von der Gestalt AX. X •• Diese Storungsfunktion ist in den Koordi
naten der Partikel symmetrisch I • Dies ist kein Zufall, sondem physika
tisch notwendig, eben wegen der vorher erwahnten Vertausehbarkeit der 
beiden Partikel. Aueh jede andere Storungsfunktion (elektromagne
tisehes Feld) muB in den Teilehenkoordinaten symmetriseh sein. Die 
Wellengleichung lautet dann in entspreehenden Einheiten. 

Q2l/J Q2l/J ::.---. + F2 + (E - Vo - AxI x.) I./J = o. (247) uX I uX. 

Dureh die Substitution 

laBt sie sich separieren und wir erhalten wie fruher die Losung als Pro
dukt zweier Eigenfunktionen von Oszillatoren, diesmal aber versehie
dener Frequenz: 

v~=v:+l', v:=v:-l' 

E = (nI + ±)hvI + (n. + ±)hv •. 
Die Entartung ist hiermit aufgehoben, die Terme liegen jetzt nieht 

mehr aquidistant, sondem versehieden. 
Wir interessieren uns nun ffir die Frage, welche Dbergange in dem 

gekoppelten System zunaehst bei Abwesenheit auBerer Storungen mog
lieh sind. Nun war in Ziff. 14 gezeigt worden, daB naeh der klassisehen 
Theorie die Ausstrahlung eines elektromagnetisehen Systems betiebiger 
Ladungsverteilung naeh der HERTzsehen Theorie dureh sein Dipolmoment 
bestimmt ist. Dieser Ansatz wurde in Ziff: 14 unter Zuhilfenahme kor
respondenzmaBiger Betraehtungen in die Quantenmeehanik ubernom
men, wobei (unter Voraussetzung kartesiseher Koordinaten) das Matrix
element des Dipolmomentes eX",n dem Dbergange m ~ n zuzuordnen 
war. 

Diese Darlegungen bediirfen nun noeh einer kleinen Erweiterung. 
Schon in der klassisehen Theorie bestimmen nicht allein das Dipol
moment, sondern aueh die sogenannten Multipole die Ausstrahlung. In 
dem von uns zu behandelnden Fall zweier linearer Oszillatoren ist das 
Dipolmoment gegeben dureh 

e(xI +x.) =eVzX., 
I Eine Funktion t (XI. X.) heiBt symmetrisch in XI und X2. wenn t (XI' X.) = 

t (X •• XI). und antisymmetrisch in XI und X •• wenn t (XI, X2) = - t (X •• XI). 
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die hoheren Pole sind z. B. durch Ausdriicke von der Gestalt 
x~ +x: usw. 

gegeben. Wenn der Dipol infolge irgendeiner mechanischen Eigenschaft 
des Systems verschwindet, so sind es eben die Multipolmomente, die 
dann die Ausstrahlung bestimmen. Dies gilt, wie gesagt, schon in der 
klassischen Theorie. In der Quantenmechanik sind dann ganz entspre
chend die Matrizenelemente der Multipolmomente 

(X~ + X:)mn, usw. 
zu bilden, die die Wahrscheinlichkeit ffir einen Vbergang zwiSchen m 
und n zu berechnen gestatten. 

In dem speziellen Falle der Giiltigkeit von (248), (249) hangt die 
Matrix der Separationskoordinate XI nur von der Quantenzahl nI, die 
der Separationskoordinate Xa nur von n. abo Die Matrix des Dipol
momentes e (XI + X. )mn berechnet sich dann laut (248) zu 

e Xlnln'I' 
Daraus ergibt sich, daB das den Vbergangen zuzuordnende Dipolmoment 
ausschlieBlich von n I abhangt, also vermoge des Dipolmomentes so wie 
beim linearen Oszillator nur Vbergange von nI ~ nI ± I auftreten kon
nen. Spontane Anderungen der Quantenzahl n. sind also in dieser Nahe
rung nicht moglich. 

Urn die exakten Werte der "Obergangswahrscheinlichkeiten zu be
stimmen, mussen wir aber jetzt noch den EinfluB der Multipolmomente 
berucksichtigen. Von diesen aber laBt sich ohne weitere Rechnung die 
wichtige Aussage machen, daB sie symmetrisch in den Koordinaten XI 
und X. sind; dies ist selbstverstandlich, da keiner der beiden Oszillatoren 
vor dem anderen ausgezeichnet ist. Eine symmetrische Funktion von 
XI und x. muB aber, in den Koordinaten XI und X. ausgedruckt, die 
Koordinate X. nur in geraden Potenzen enthalten, da sie wegen (248) bei 
Vertauschung von XI und Xa ihr Vorzeichen umkehrt. Die Matrix
elemente des linearen Oszillators sind nun (vg1. 4I) von der Gestalt 

Xik=l= 0 fUr i = k ± I. 

Dementsprechend sind die Matrixelemente von X. gleich 

X.no,n~ =1= 0, fur n. = n~ ± I. 

Bei der BerechnUJ:.1g der Matrixelemente einer geraden Potenz vonX. 
liefert nun die Anwendung der Matrizenmultiplikationsregel (37) so
fort das Resultat, daB nur solche Matrizenelemente (ik) von Null verschie
den sein konnen, bei denen sich i und k urn gerade Zahlen unterscheiden. 
Daraus folgt, daB die Strahlung auch bei Berucksichtigung aller Multi
pole nur Anderungen von n. urn eine gerade Zahl bewirken kann. Es ist 
durch spontane "Obergange nicht zu erreichen, daB das System aus einem 
Zustand mit ungeradem n. in einen solchen mit geradem n. ubergeht. 
Die Gesamtheit aller Termwerte zerfallt also in zwei Systeme, die mit-
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einander nicht kombinieren. Denken wir uns in der Natur anfanglich 
nur ein System realisiert, so kann durch spontane Ausstrahlung das 
zweite hieraus nieht entstehen. 

Diese Aussage ist nun zu erweitern durch Einbeziehung auBerer Sto
rungskrafte. Doch auch diese andern nichts an den eben gemachten 
Schltissen. Da sie namlich gleiehfalls sicher symmetrisch in XI und X. 

sind, also auch sieher die Koordinate X. nur in gerader Potenz enthalten 
werden, so liefern auch sie nur solche Matrixelemente, bei denen eine 
Anderung von X 2 um eine gerade Zahl auftritt. Der Zerfall in zwei nieht 
kombinierende Termsysteme bleibt also auch ffir den allgemeinsten Fall 
der Beriicksichtigung von Ausstrahlung und auBeren Kraften zu Recht 
bestehen. 

Diese weitreichenden Schliisse waren ausschlieBlieh ermoglicht durch 
die vollkommene Gleichheit der betrachteten Partikel; dies ist genau 
der ffir aIle Atomtheorien charakteristische Zug. Wir konnen demge
maB erwarten, daB wir auch bei allgemeinen mechanischen Systemen 
dasselbe VerhaIten, namlieh Aufhebung der Entartung bei Kopplung 
zweier gleicher Systeme und Auftreten nicht kombinierender Term
systeme, wiederfinden werden. 

51. Teilchenentartung, der allgemeine Beweis fUr N-Korper
Probleme. Um einen allgemeinen Beweis ffir das Auftreten nicht kom
binierender Termsysteme zu geben, betrachten wir die zeitabhangige 
SCHRODINGER-Gleichung des Mehrkarperproblems 

h OlP 
-. ~t- + (HI + H2 + ... Ht) l/J = o. (z5 0) 
2 nt u 

Hierin ist Hi der Operator des iten Elektrons; von einer Wechselwirkung 
sehen wir vorderhand abo Eine Losung dieser Wellengleichung ist dann 
gegeben durch: 

2 ;t i Et 

lJfI = e -h-l/J (EI,x,) l/J:(E2 ,X2 ) ••• IjJ(Etxt). (Z5 I ) 

Dabei gilt 
(Z5 Ia) 

Aus dieser Lasung gewinnen wir genau so wie frtiher belie big viel andere 
Lasungen, indem wir die Indizes vertauschen und die entstehenden Aus
drticke mit beliebigen Koeffizienten zu linearen Funktionen zusammen
setzen. 

2 n£Et 
lJfll = e -k-1jJ(EIXk) . .. l/J(EkXI ). (Z52 ) 

lJfm = CIlJfI+ClllJfll usw. (Z5za) 

Bei Abwesenheit von Wechselwirkung und Storungskraften wird dann 
jedes Elektron fUr sich in seinem Zustand verbleiben oder spontan Strah
lung emittieren. Denken wir uns Wechselwirkung hinzu, so wird nach 
den Formeln der allgemeinen Storungstheorie (vgl. Ziff. 47) Energie von 
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einem Elektron zu anderenElektronen fibergehen, der Anfangszustandalso 
nicht konstant bleiben. Wir behaupten nun folgenden allgemeinen Satz: 
Wenn zur Zeit t=o die betrachtete L6sung in den Koordinaten Xx, X2 

symmetrisch (antisymmetrisch) ist, so bleibt sie auch bei beliebigen 
Storungskraften ffir alle Zeiten symmetrisch (antisymmetrisch). 

Es sei also zur Zeit t=o !l'(I, 2, 3 ... ) = !l'(2, I, 3), dann ist auch 
H[!l'(I, 2, 3)] =H[!l'(2, I, 3 ... )]. 

Da !l'/ . .. PII jede ffir sich der SCHR,ODINGER-Gleichung gentigen, 
so gentigt auch ihre Differenz, es gilt also ffir t = 0 

h a 
H[!l'/-!l'II] - 2 ni at [!l'/- !l'//] =0. (253) 

Das heiBt wenn die Differenz zu einem Zeitpunkt verschwindet, ver
schwindet sie immer. Eine bestehende Symmetrie kann also nie gest6rt 
werden; ist anfanglich nur ein System bestimmter Symmetrie vorhanden, 
so geht es nie in eines anderer Symmetrie fiber. 

DaB auch !l'/-!l'II der SCHRODINGER-Gleichung genugt, k6nnen wir 
nur deswegen behaupten, weil aus physikalischen Symmetriegriinden 
jede Storungsfunktion in allen Koordinaten symmetrisch sein muB. Da
mit ist gezeigt, daB es sieher nieht-kombinierende L6sungssysteme der 
SCHRODINGER-Gleiehung gibt; wie viele nieht-kombinierende Systeme 
bei einem N-K6rperproblem auftreten, ist ein algebraisches Problem, 
dessen L6sung zuerst von WIGNER gegeben wurde. 

Wir greifen nun von allen nieht kombinierenden Termsystemen zwei 
heraus, die sieher weder untereinander noch mit irgendeinem anderen 
Termsystem kombinieren k6nnen. Bei dem ersten nehmen wir an, daB 
die Eigenfunktion symmetrisch in den kartesischen Koordinaten alter Par
tikel sein soll, d. h. also ihre Gestalt bei einer beliebigen Permutation der 
Indizes nieht andert. Wir nennen diese L6sung die symmetrische. Die 
zweite L6sung 1st jene, bei der die Eigenfuilktion bei Vertauschung zweier 
beliebiger Partikel ihr Vorzeiehen wechselt. Wir nennen sie die antisym
metrische. Beide L6sungen k6nnen nach dem Gesagten mit keiner ande
ren kombinieren, da jede andere L6sung weniger symmetrisch als die 
symmetrische L6sung und symmetrischer als die antisymmetrische ist. 
Wir gewinnen die symmetrische bzw. antisymmetrische L6sung im ein
fachen Faile, daB die L6sung gegeben ist als Produkt der Eigenfunk
tionen der einzelnen Systeme, folgendermaBen: Es soll sein 

IJI 81Jm = I 'I/1x '1/12 • • • '1/11 
l1/Jx (xx) ••• 1/Jj (xx) I 

lJIanti = l1/Jx (X2) • • • • 
1/Jx(Xj) 1/JiXj) 

und (255) 

Das Summenzeiehen in (254) bedeutet, daB fiber alle Permutation en 
der Indizes zu .summieren ist. 

Ergebnisse dex exakten Natnrwissenschaften. VIII. 29 
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DaB zwei symmetrische oder antisymmetrische Eigenfunktionen nur 
mit solchen gleicher Symmetrie kombinieren konnen, sieht man auch fol
gendermaBen leicht ein: Es sei V' die Storungs- (Wechselwirkungs-} 
Funktion, die, wie wiederholt betont, in den Koordinaten der Partikel 
symmetrisch ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit eines 'Oberganges 
~n proportional zu 

Jdx • ... dXj ••• l/Jm V' I./Jn • • • (256) 

(vgl. Ziff. 47) und natiirlich unabbangig von der Bezifferung der 
Variablen. 

Nehmen wir eine Vertauschung etwa von Xi mit Xk vor, so bleibt VI" 
und das Integrationselement ungeandert, "I'm "I'n aber andem ihr Vor
zeichen, wenn sie nicht die gleicher Symmetrie in Xi und Xk besitzen. 
Da also daslntegral einerseits bei derUmnumerierung seinen Wert nicht 
andem darf, andererseits sich mit (-1) multipliziert, muB es verschwin
den. Dies gilt fiir jedes Paar von Indizes i und k; eine in allen Indizes 
symmetrische (antisymmetrische) Funktion kann also ausschlieBlich mit 
symmetrischen (antisymmetrischen) Funktionen kombinieren. 

Welches Termsystem in der Natur realisiert ist, ob dieses Term
system von der Natur des Partikels abhangt, bzw. ob fiir ein PartikeJ 
mehrere Termsysteme existieren, konnen wir aus der Theorie bei ihrem 
heutigen Stande nicht entnehmen. Hingegen sagt die Erfahrung aus. 
daB tatsachlich zunachst fiir Elektronen nur ein Termsystem, namlich 
das antisymmetrische realisiert ist. Dies ist namlich in der Sprache der 
Wellenfunktionen ausgedriickt derInhalt des friiher formulierten PAULI
schen Verbotes. Denken wir uns etwa zwei Elektronen in einem Atom, 
so ist unter Vernachlassigung der Wechselwirkung ihre antisymmetrische 
Losung gegeben durch 

lJ!anf,i = l/J. (X.)l/J2 (x2) -l/J. (X2)l/J2 (XI) 

Sie verschwindet also identisch, wenn die Wellenfunktionen der einzelnen 
Elektronen gleich sind. Dies ist der Inhalt des PAuLI-Verbotes, dahin 
erweitert, daB auch in allen jenen Fallen, wo die Elektronen in verschie
denen Zustanden sich befinden, trotzdem nur die antisymmetrische Lo
sung realisiert werden darf. Wiirde namlich bei Elektronen in ver
schiedenen Zustanden auch eine andere, Z. B. die symmetrische Losung, 
in der Natur vorkommen, so konnte dann ein "Obergang zu jenem Zu
stand eintreten, bei dem beide Elektronen bei symmetrischer Eigenfunk
tion dieselben Quantenzahlen haben, im Widerspruch zu dem PAULI
schen Verbote. 

Fiir Protonen hat die Erfahrung erst in letzter Zeit durch Beobach
tungen iiber Bandertspektrum und spezifische Warme des Wasserstoff
molekiils gezeigt, daB auch bei ihnen nur das antisymmetrische System 
realisiert ist. Wir gehen hierauf weiter unten naher ein. 
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Die Definition der antisymmetrischen (symmetrischen) Losung und 
ihr Zusammenhang mit dem PAuLI-Verbot bezog sich ausdriicklich auf 
kartesische Koordinaten der Partikel. Dieser auffallige Umstand laBt 
sich bei dem heutigen Stand der Theorie, der das PAuLI-Verbot zwar 
gestattet, aber nicht fordert, nicht ganz verstehen. Wahrscheinlich hangt 
er damit zusammen, daB nur in kartesischen Koordinaten die Aus
strahlungswahrscheinlichkeit eine symmetrische Funktion der Koordi
naten ist (XI +X~). Betrachten wir etwa zwei Punkte von je einem Frei
heitsgrade und fwren wir relative Koordinaten ein 

§I = XI' §,. = X,. - XI 
so ist das Dipolmoment hier gegeben durch 

XI + Xa =2§. + §a' 
52. Das Helium-Atom. Die wichtigste Anwendung der Theorie auf 

Mehrkorperprobleme besteht in der genauen Analyse des Heliumatoms. 
Wie in Tell I dieses Referates geschildert, war es in erster Reihe dieses 
Problem, an dem die alte BOHRSche Theorie vollig gescheitert ist. Wir 
konnen dies nach dem Gesagten so ausdriicken, daB es eben die prin
zipielle Unmoglictlkeit ffir die Begriindung nicht kombinierender Term
systeme war, die eine Bewaltigung des Heliumproblems nicht gestattete. 

Beim Helium treten zwei Elektronen unter EinfluB des ffir die fol
genden Betrachtungen unveranderlich ruhend gedachten Kernes zu 
einem Atom zusammen. Vernachlassigen wir zunachst die Wechselwir
kung, so haben wir wieder den typischen Fall der Entartung; zu einer 
bestimmten Energie E gehoren mehrere Eigenfunktionen 1/JI (81) 1/Ja (82) 
bzw. t/JI (82) t/Ja (81) wenn nur 8. + 8,. = E. 

Berucksichtigen wir nun die elektrische Wechselwirkung der Elek
tronen, so spaltet jeder Term auf I. 

Durch Beriicksichtigung der elektrischen Wechselwirkung wird also 
diese Entartung aufgehoben. An dieserStelle macht sich nun die groBe 
Bedeutung der in Ziff.42 gegebenen StOrungstheorie der entarteten 
Systeme voll geltend. Wir haben in wortlicher Anwendung der Formeln 
(187)-(191) sowohl die 8 als die Wurzeln der Determinantengleichung, 
als auch die Cik zu bestimmen. Hier spielt wieder die Gleichheit beider 
Elektronen die entscheidende Rolle; sie bewirkt, daB auBer der ffir aUe 
Systeme zu Recht bestehenden Relation 8I~ =8"1 auch noch gilt 

81I = 8~2 (257) 
(dies folgt aus der Bedeutung von 8i", vgl. 191). Damit ergibt sich als 
Losung von (190) 

und entsprechend fUr Cile 

CII = ± Cu 

cIl = C22 

I Wir erhalten dann zwei verschiedene Eigenfunktionen. 

29* 

(258) 

(259 a) 
(259b) 
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femer wegen der Nonnierungsbedingung 

I 
en = Yz. 

Die gesuchten Losungen sind also 

I 
lJIs = Yz [( l/J'I (XI) l/J'2 (x2) + 1/J'2 (XI) 1/J'1 (X2)] , 

I 
lJI,A = Yz [1/J'J (XJ) l/J •• (xJ - 1/J'2 (XJ) 1/JEJ (X2)]· 

(259 c) 

(260a) 

(260b) 

(260a) ist die symmetrische, (260b) die antisymmetrische Losung. 
1m Falle des Zwei-Elektronenproblems existieren keine weiteren. 

Dies gibt das empirische Verhalten des Heliumatoms noch nicht voll
standig wieder. Wir haben beim Helium in der Natur zwei Termsysteme 
realisiert, das Ortho- und das Parasystem, von denen das erste ein 
Triplet-, das zweite ein Singuletsystem ist. Der Grundzustand gehOrt 
dem P-System an. Wir miissen also unser Modell noch etwas verfeinem, 
da wir es ja vorHiufig nur mit zwei streng nieht kombinierenden Tenn
systemen zu tun haben, wah rend die 0- und P-Systeme, wenn auch nur 
schwach, doch miteinander kombiniel~n. Die Unvollstandigkeit in un
serer Darlegung liegt in der VemacbHissigung des Elektronenspins. Die 
beiden magenetischen Momente konnen sowobl parallel als auch anti
parallel stehen. Bei Vertauschung von zwei Elektronen ist darauf zu 
achten, ob ihre Magnete gleiehgerichtet sind, da nur dann die beiden 
Elektronen als vollig aquivalent bezeiehnet werden konnen und die Ver
tauschung an dem physikalischen Zustand niehts andert. 

Wir wollen nun unsere Darstellung durch die Einbeziehung des Elek
tronenspins korrigieren. Wir nennen den P-Term jenen, der in den Ko
ordinaten der Elektronen, abgesehen vom Spin, symmetrisch, den 0-Term 
jenen, der in den Koordinaten der Elektronen (wieder abgesehen vom 
Spin) antisymmetrisch ist. Wir verabreden nun, die das Verhalten des 
Spins cbarakterisierende Eigenfunktion so zu zahlen, daB sie ibr Vor
zeiehen andert, wenn sieh die Richtung des Spins umkehrt. (Das ist 
eine Annahme, die sieh bei tieferer Untersuchung der gruppentheoreti
schen Verhaltnisse verifizieren laBt.) Dann miissen bei den P-Termen 
die Elektronenmagnete antiparallel, bei den O-Termen parallel stehen. 
Hierdurch ist gesichert, daB die totale von Koordinaten und Spin ab
hangige Eigenfunktion bei Vertauschung zweier Elektronen ihr Vor
zeiehen andert. 

Wenn wir von der "Ricbtung der Elektronenmagnete" sprechen, so 
hat dies nur einen Sinn, wenn wir eine Richtung im Rarim physikalisch 
auszeichnen. Hierzu denken wir uns ein Magnetfeld eingeschaltet; in 

I P-Terme hier Para-Terme, nicht zu verwechseln Init P=Principal.; 
Terme (Hauptserie)! 
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diesem konnen dann die Elektronenmomente folgende Werte annehmen. 
m = Gesamtmoment, 1ni = Einzelmoment. 

m = m, +mz 
I I 

m, = + 2' mz = + 2 
I 

m = 1, m, = mz = 2 

I I 
m = 0, m, = 2' mz = - 2 

I I 
m = 0, m, = - 2' mz = 2 

I I 
m, = - 1, m, = - 2' mz = - 2 

(261a) 

(261(J) 

(261Y) 

(2610) 

Zu jedem Wert von m gehort nach (131) ein bestimmter Wert der 
Energie. Der zu m=o gehorige Energiewert liiJ3t sich aber, wie aus 
unserer Aufstellung hervorgeht, auf zwei Arten realisieren, d. h. er ist 
entartet. 

Bisher hatten wir bei der Diskussion der Spinrichtungen so gespro
chen, als ob keine Wechselwirkung der Elektronen besttinde. Dies muB 
noch richtig gestellt werden, urn zum korrekten SchluBresultat zu kom
men. Die elektrische Wechselwirkung der Elektronen andert an der 
gegebenen Einteilung nichts, denn sie ist von der relativen Richtung 
der Momente unabhangig. Nun besteht aber auch eine magnetische 
Wechselwirkung, die von der relativen Orientierung abhangt. Wir haben 
also unsere Storungsrechnung, die bisher nur die COULoMBschen Krafte 
berucksichtigt hatte, durch die Spinkrafte zu erganzen, und mussen 
dabei den oben geschilderten Umstand berucksichtigen, daB das Aus
gangssystem auch bezuglich der Spinorientierung entartet war. 

Die Spinwechselwirkung hebt dieseEntartung in der Orientierung, 
wie die Rechnung zeigt, ebenso auf, wie es die COULoMBschen Krafte 
durchAufspaltung in P- und O-Terme getan hatten. Die Anordnungen 
(261a) und (261 <5) sind von Haus aus nicht entartet und in den Elek
tronenmomenten symmetrisch. Die beiden entarteten Anordnungen 
(261fJ) und (261Y) spalten in eine symmetrische und eine antisymmetri
sche auf (vgl. 259)' Wir erhalten also im ganzen drei in den Elektronen
momenten symmetrische und eine antisymmetrische Losung. 

Bezeichnet man die in den Elektronenkoordinaten symmetrische bzw. 
antisymmetrische Losung mit Ws bzw. Wa, die drei in den Momenten 
symmetrischen Eigenfunktionen mit XSI> XSz, XS3' und die eine in den 
Momenten antisymmetrische mit Xa, so lautet das vollstandige Schema 
aller Losungen 

([)S . %SI, ([)s· %sz, ([)s· %s3' ([)a' Xu 

([)s . Xa, ([)a' XSI, ([)a' XS2, ([)a' %83' 

(262 a) 
(262b) 
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Das System (262a) ist in den Elektronen symmetrisch, das System 
(262 b) antisymmetrisch. Nur dieses ist in der Natur realisiert. 

Wir rekapitulieren also schematisch die Verhaltnisse beim Helium
atom. Erste Naherung: beide Elektronen ohne Wechselwirkung. Zweite 
Naherung: Berucksichtigung der elektrischen Wechselwirkung. Jeder 
Term spaltet in zwei auf, die zugehorige Eigenfunktion ist in den Elek
tronenkoordinaten symmetrisch bzw. antisymmetrisch. Dritte Naherung: 
Berucksichtigung der magnetischen Wechselwirkung der Elektronen. 
Jeder (schon friiher in zwei aufgespaltene) Term spaltet jetzt in vier mal 
zwei Terme auf, von denen die Halfte in den Elektronenkoordinaten 
symmetrisch, die andere Halfte antisymmetrisch ist, wahrend sechs 
Terme in den Elektronenmomenten symmetrisch, zwei antisymmetrisch 
sind. Aus diesen acht Termen gewinnen wir das vollstandige, vier Term
reihen enthaltende antisymmetrische System, indem wir die in den 
Koordinaten symmetrischen Losungen mit den antiparallelen Magneten 
zusammensetzen und umgekehrt. Die anderen vier symmetrischen 
Losungen sind im Einklang mit dem PAuLI-Prinzip in der Natur nicht 
realisiert. 

Diese schematische Darstellung des He-Atoms beinhaltet bereits alle 
wesentlichen Zuge des He-Spektrums: Es gibt zwei Termsysteme, die 
miteinander schwach kombinieren (nur infolge der magnetischen Wechsel
wirkung), das eine System ist einfach (P-Terme) und ihm gehort der 
Grundzustand an; dies ist so fort verstandlich, da im Grundzustandbei 
gleichen "Bahnen" der Elektronen die Magnete antiparallel stehen 
mussen. 

Damit sind alle qualitativen Zuge des Heliumspektrums wieder
gegeben, sagar noch etwas uber die Beobachtung hinaus. Man hatte 
namlich ursptiinglich das Orthoheliumspektrum fUr ein Dublettspek
trum gehalten, was unter anderem auch im Widerspruch mit dem RYD
BERGSchen Wechselsatz stand. Erst neuere Beobachtungen haben ge
zeigt, daB es sich hier urn ein verschwimmendes Triplett handelt. Die 
Tripletteauffassung wird auch gestutzt durch die Intensitatsmessungen, 
die ein nach den Regeln von BURGER-DoRGELO anomales Intensitats
verhaltnis fUr Dublett, aber ein richtiges fUr verschwimmende Tripletts 
zeigen. Auch der Diamagnetismus des Heliums ist eine Konsequenz 
dieser qualitativen Ansatze. 1m Grundzustand ist namlich der Bahn
impuls s = 0 und die Magnete stehen antiparallel, es ist also kein magne
tisches Moment vorhanden. 

An quantitativen Aufgaben ist nun zweierlei zu 16sen: Die Berech
nung des tiefsten Termes, der gleich der Ionisierungsspannung ist, 
einerseits, und die Abweichung der Terme von den Wasserstofftermen 
fUr angeregte Zustande andererseits. Das erste Problem ist zum ersten
mal in befriedigender Weise von KELLNER ge16st worden, der sich hierzu 
einer Approximationsmethode nach RITZ bediente. Die Berechnung der 
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angeregten Terme wurde durch Storungstheorie von HEISENBERG selbst 
,durchgefiihrt, wobei sich befriedigende Ubereinstimmung zumindest fUr 
<lie Terme mit groBerem Bahnimpuls ergab. Der KELLNERscbe Wert 
fUr die Ionisierungsspannung lag bereits dem beobachteten recht nahe. 
Neuere Untersuchungen von HYLLERAAS haben diese Ubereinstimmung 
bis auf Promille verbessert. 

53. Theorie der Bandenspektren und Kernspin. Die theoretische 
Behandlung von Molekiilen gleicher Atome hat wichtige Aufschliisse 
iiber den Kemspin und die fiir Protonen giiltige Statistik (vgl. Ziff. 64) 
zu liefem vermocht. Wir erkennen dies am einfachsten durch Diskussion 
,des folgenden schematischen Beispiels. Betrachtet werde eine Molekel 
bestehend aus zwei gleiehen Atomen (z. B. H., N" 0,). In erster An
naherung konnen wir die Eigenfunktionen in Faktoren zerlegen, die 
den einzelnen Freiheitsgraden der Molekel entsprechen, diese Freiheits
.grade sind: I. Die Bewegung des Molekelschwerpunktes; diese Be
wegung ist von den inneren Bewegungen der Keme und Elektronen sieher 
unabhangig, ihre Eigenfunktion ist sicher symmetrisch in den Koordinaten 
beider Keme, damit auch fiir aIle folgenden Betrachtungen nicht mehr 
wesentlich. 2. Die Schwingungen der Keme relativ zueinander, die ihren 
Ausdruck in den sogenannten Molekiilschwingungsspektren finden. Auch 
hier gehen die Koordinaten beider Keme voIlkommen symmetrisch ein, 
wir konnen also diese Eigenfunktion eben so wie die der Translation fiir die 
Beurteilung des Symmetriecharakters ausschalten. 3. Die Bewegung der 
Elektronen innerhalb der Molekel. Hieriiber liegt eine Untersuchung von 
HUND (86a) vor, der gezeigt hat, daB die zugehOrige Eigenfanktion in den 
Koordinaten der Keme je nach dem Charakter der Bew€gung symmetrisch 
·oder antisymmetrisch ist; im Grundzustand ist sie immer symmetrisch. 
4. Die Rotation der Molekel, urn eine Achse durch ihren Schwerpunkt, 
·die sich im Rotationsspektrum ausdriickt. Wird der Winkel urn diese 

Achse mit cp und der Drehimpuls mit P cn = n h bezeiehnet, so ist die zu-
J' 277: 

gehOrige Eigenfunktion proportional ein(P, vgl. (165) und (165a). 
Ein Anwachsen von cp urn 'J"C bedeutet Vertauschung der Keme. Dabei 

andert die Eigf'.nfunktion ihr Vorzeichen oder bleibt ungeandert, je nach
dem n ungerade oder gerade ist. Wir konnen ans also folgendes Schema 
·der· symmetrischen bzw. antisymmetrischen Losungen einer Molekel 

Antisymmetrisches System 

Elektroneneigenfunktion 
. h h symmetnsc , p = - (1,3,5,7 ... ) 

277: 

Elektroneneigenfunktion 

antisymmetrisch, p = ~ (0, 2, 4 ... ) 
277: 

Symmetrisches System 

Elektroneneigenfunktion 

symmetrisch, p = (0,2,4 ... ) ~ 
277: 

Elektroneneigenfunktion 

antisymmetrisch,p = (1.3,5,7 ... ) ~ 
277: 
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machen, wobei wir nochmals darauf hinweisen, daB sich bier die Sym
metriebetrachtungen aut die Kerne und nicht auf die Elektronenkoordinate1f 
bezieben. 

Welcbes der beiden Systeme, die miteinander, wie bereits bekannt, 
nicht kombinieren konnen, in der Natur realisiert ist, konnen wir yon 
Haus aus nicht sagen. Hingegen wissen wir auf Grund des obigen Scbemas 
folgendes: Es sei etwa nur das antisymmetrische System realisiert. Dann 
kann eine Anderung in p wegen des Auswahlprinzips Hir den Rotator 
(vgl. Zif£. 4r) nur eintreten, wenn gleichzeitig auch ein Elektronensprung 
vor sich geht, d. b. eine Anderung des Elektronenterms von einer in 
den Kemkoordinaten symmetrischen zu einer antisymmetrischen Form 
bzw. umgekehrt. Betrachten wir zur Illustration den Ubergang von 
einem symmetrischen zu einem antisymmetrischen Elektronenterm. 
Dann sind nur Ubergange etwa von I nach 2, 3 nach 4 usw., nicht abe. 
von 2--+3, 4--+5 usw. moglich, jede zweite Linie, die wir sonst nach dem 
Auswahlprinzip erwarten mtiBten, taIlt aus. Dies ist tatsachlich bei 
den Banden des Sauerstoffes beobachtet worden. Dabei ist flir die Be
trachtung gleichgtiItig, ob das symmetrische oder antisymmetrische Term
system realisiert ist. 

Eine Bestatigung dieser theoretischen Anschauung wurde in letzter 
Zeit durch Beobachtungen tiber das Absorptionsspektrum des Sauer
stoffes gegeben I. Die ganzen Betrachtungen beruhen wesentlich auf der 
volligen Gleichheit der beiden Keme. Denken wir uns einen Kern durch 
ein Isotop ersetzt, so fallen alle Vertauschungsbetrachtungen weg und 
es mtissen in dem Spektrum alle Linien, nicht nur jede zweite auftreten. 
Diese Betrachtung hat ihre Bestatigung in auBerst prazisen Beobach
tungen tiber das Absorptionsspektrum des Sauerstoffes gefunden, bei 
dem man bisher von der Existenz von Isotopen nichts gewuBt hat. Be
trachtet man nur die starken Linien, so talIt tatsachlich eine jede zweite 
Linie aus, ganz im Einklang mit dem obigen Schema. Dazwischen lie
gend aber beobachtet man sehr schwache Absorptionslinien, die scheinbar 
verbotenen Ubergangen entsprechen. Diese Absorptionslinien liegen je
doch nicht an jener Stelle, die einem Sauerstoff mit dem Molekular
gewicht 32 und dem entsprechenden Tragheitsmomente zugeordnet sind, 
sondem leicht verschoben, so als ob Sauerstoff vom Molekulargew.icht 
33 bzw. 34 vorhanden ware. Wir haben es hier offenbar mit der Neu
entdeckung von Sauerstoffisotopen zu tun, HiT die derartige Auswahl
verbote nicht mebr zutreffen. Das Mischungsverhaltnis dieser Isotopen 
ist von der Gro13enordnung r O/ oo , so daB sie sich bisher der chemischen 
Atomgewichtsbestimmung zu entziehen vermochten. 

Neben dies em Typus von Banden, bei den en jede zweite Linie aus
£alIt, treten solche Banden auf, bei denen zwar aIle Linien vorhanden sind, 

I GIAUgUE und JOHNSTON, Journ. Amer. Chern. Soc. 5r , 1436 (r929). 
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aber wechselnde Intensitaten zeigen. Jede zweite Linie ist schwacher 
als die vorhergehende. Diese Tatsache HiBt sich in sehr schoner Weise 
deuten, wenn wir wieder den beiden Kernen einen Spin zuschreiben, so 
wie wir es mit den Elektronen im Helium getan haben. Wit miissen dann 
wieder die verschiedenen Moglichkeiten berticksichtigen, die durch die 
Einstellung der Kernmomente auftreten. Die Betrachtung ist voll
kommen analog zu der bei den Heliumelektronen. Wir haben wieder 
drei Fiille von parallel und einen von antiparaIlel gerichteten Momenten. 
Wir konnen jetzt unser System wieder vervollstandigen, indem wir das 
folgende Schema biIden: 

Antisymmetrisches System 

I. Elektroneneigenfunktion 
symmetrisch 

.> h 
a) p= -(0,2,4 ... ) 

21f 
Kernmagnete antisymmetrisch 

h 
b) P = - (103, 5· .. ) 

21f 
Kernmagnete symmetrisch 

2. Elektroneneigenfunktionen 
antisymmetrisch 

h 
a) p= -(0,2,4 ... ) 

21f 
Kernmagnete symmetrisch 

h 
b) p= - (103,5 ... ) 

27l 
Kernmagnete antisymmetrisch 

Symmetrisches System 

I. Elektroneneigenfunktion 
symmetrisch 

h 
a) p = 27l (0, 2, 4· .. ) 

, Kernmagnete symmetrisch 
h 

b) P = ~ (1.3, 5 ... ) 
27l 

Kernmagnete antisymmetrisch 
2. ElektroneneigenfuDktion 

antisymmetrisch 
. h 

a) p= 21f(0,2,4 ••• ) 

Kernmagnete antisymmetrisch 
h 

b) P = - (103, 5 ... ) 
27l 

Kernmagnete symmetrisch 

Ganz gleichgtiItig, ob das symmetrische oder antisymmetrische 
System in der Natur realisiert ist: jedenfalls hat bei beiden Schemata 
die Gruppe mit parallel stehenden Kernmomenten die dreifache Haufig
keit wie die mit antiparallel stehenden. Daraus ergibt sich bereits die 
Tatsache des Intensitatswechsels. Es kann jetzt wieder dank der Kern
momente jede Linie auftreten, aber jede zweite Linie ist dreimaI so 
haufig wie die vorhergehende. Die Betrachtung ist vollkommen analog 
zum Faile des Heliums, wo auch drei Orthoterme und nur ein Paraterm 
auftreten; die Entscheidung, welches Termsystem in der Natur vor
kommt, ware dadurch zu liefern, daB man ftir den Elektronengrund
zustand feststellt, ob die apriorische Haufigkeit der geraden oder un
geraden Rotationszahlen groBer ist. SpektraIe Beobachtungen haben bei 
Wasserstoff den Intensitatswechsel in dem theoretischen Verhiiltnis r:3 
aufgezeigt. 

Die Entscheidung tiber das reaIisierte Termsystem, das auch fUr 
Protonen das antisymmetrische ist, wurde erst durch Beobachtungen tiber 
die spezifische Wiirme des Wasserstoffs geliefert, auf die wir weiter unten 
im einzelnen eingehen (vgl. Ziff. 64). 
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54. Die Berechnung des Wasserstoffmolekiils. Zum Problem der 
Molekiilbildung hat die alte Quantentheorie keinen brauchbaren Beitrag 
zu liefern vermocht. Dies ist urn so eher verstandlich, als sie ja bereits 
bei dem einfacheren Beispiel des Heliumatoms keine Erfolge aufzuweisen 
vermochte. Die neue Qllantenmechanik hatte zunachst in gewisser Hin
sicht die Aussichten auf eineErklarung der Atomattraktion verschlechtert. 
Neutrale Atome ziehen einander bekanntlich an, wenn sie Dipole oder 
hahere Pole besitzen. Wenn sie vollkommen kugelsymmetrisch sind, so 
uben sie aufeinander keine Attraktionskrafte aus. Nun ist das Wasser
stoffatom im Grundzustande kugelsymmetrisch. Zwar bleibt diese 
Kugelsymmetrie nicht erhalten, wenn sich zwei Atome einander nahern, 
doch ist dies bereits ein Storungseffekt. Ungestorte Atome wurden nach 
den einfachen elektrostatiscben Betrachtungen aufeinander uberhallpt 
nicht wirken. 

Trotzdem war es HEITLER und LONDON maglich, eine Molektilbildung 
des Wasserstoffs obne Annahme einer gegenseitigen Polarisation ledig
lich auf Grund der Wechselwirkung der un gestor ten Atome weitgehend 
quantitativ zu deuten. Dies kommt dadurch zustande, daB wir es hier 
wieder mit einem entarteten System zu tun haben, bei dem durch die 
Teilchenentartung neue Maglichkeiten gescbaffen werden. 

Quantitativ druckt sicb das Gesagte folgendermaBen aus: Die SCHRO
DINGERSche Gleichung eines Wasserstoffmolekfils bei festgehaltenen Ker
nen, die sicb im relativen Abstand ao voneinander befinden, lautet: 

81f2 fl ( e2 eO eO e2 e2 e2 ) 
dIl/J + d 2 l/J + ~ E ----+-+-+-+- l/J= 0.(263) 

h2 r ab r l2 r al r a2 r b1 r b2 

Hierin bedeuten a, b die beiden Kerne, I, 2 die Elektronen, raI dement
sprecbend den Abstand des Kernes a von Elektron 1. (263) enthalt das 
Wecbselwirkungspotential aller Kerne und Elektronen. Dieses Problem 
wird nun in erster Naherung starungstbeoretisch behandelt. Als Grund
lasung setzen wir an, daB das Elektron I sicb um den Kern a, das Elek
tron 2 urn den Kern b bewegt, wobei von einer Wechselwirkung der 
bt<iden Atome vorlaufig abgeseben wird. 

Ais Storungsenergie fassen wir dann den EinfluB von Kern a und 
Elektron I auf Kern b und Elektron 2 und umgekebrt auf. Nun ist der 
betrachtete Ausgangszustand entartet. Es kannte namlich ebenso gut 
das Elektron 2 beim Kern a und Elektron I beim Kern b sicb befinden. 
Diese Entartung liefert ffir den Grundzustand zwei Eigenfunktionen, bei 
Berucksicbtigung der Wecbselwirkung spalten dann auch die Eigenwerte 
auf und wir erhalten wieder eine symmetrische und eine antisymmetrische 
Lasung. Nur die symmetrische Lasung zeigt einen negativen Wert und 
zwar ein deutliches Minimum der Energie fUr ao = 0'75 . ro-8 cm. 

Die antisymmetrische Lasling hat immer eine tiber Null liegende 
Energie, ihr entspricht also keine Vereinigung der Atome zu einem Mole-
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kill. Da aber naeh dem PAuLIsehen Prinzip die definitive Losung in den 
Koordinaten antisymmetriseh sein muB, erhalten wir als Losung fiir das 
Molekill die symmetrisehe Losung mit antiparallelen Elektronenmag
neten. 

Quantitativ ergeben sich naeh den Reehnungen von HEITLER" und 
LONDON bzw. sp1i.teren Arbeiten von WANG ffir die Dissoziationsarbeit 
und den Kemabstand folgende Werte: 

D = 3'8~ ao = 0·75 • 10-8 em 
wwend D = 4'3 ~, ao = 0'76.10-8 em beobaehtet wurde. 

HEITLER und LONDON haben anschlieBend mit analogen Methoden 
das Problem der Heliummolekillbildung untersueht. Aueh hier wiirde 
wieder die symmetrisehe LOsung Molekillbildung ergeben; doeh kann 
man jetzt dem PAULI-Prinzip nieht mehr dadureh Reehnung tragen, daB 
man die Elektronenmagnete antiparallel eingestellt denkt. Wir haben es 
ja schon beim Heliumatom mit zwei Elektronen und antiparallelem Spin 
zu tun, haben also keine Mogliehkeit mehr, zwei weitere Elektronen in 
diesen selben Zustand aufzunehmen. Aus dem PAuLIsehen Prinzip er
gibt sich so die beobaehtete Tatsaehe, daB das Heliumatom im Grund
zustand keine Molekille zu bilden f1i.big ist. 

Dieser selbe AussehlieBungsgrund aber gilt nicht mehr, wenn die 
Heliumatome angeregt sind. Dann befinden sich die Elektronen in ver
sebiedenen Quantenzustanden und es ist prinzipiell moglieh, dureh ge
eignete Verfiigung iiber die Stellung der Elektronenmagnete eine Mole
killbildung herbeizufiihren. Tats1i.ehlich wurden aueh Molekille von an
geregtem Helium beobaehtet. 

55. Ausblick auf Gruppentheorie und Chemie. Wirl haben bereits 
in der Einleitung die Griinde hervorgeboben, aus denen wir in diesem Ar
tikel"auf die Behandlung der gruppentheoretisehen Probleme Verzicht 
geleistet haben. Trotzdem moehten wir an dieser Stelle wenigstens an
deuten, welehe weitgehende Bedeutung ffir die eben auseinandergesetz
ten Fragen der Mehrkorpermechanik die Gruppentheorie besitzt. Es 
handelt sich da bei allen Fragen der Teilchenentartung immer wieder um 
Multiplizit1i.t von Termen, die durch die vollige Gleichheit der elementaren 
Partikel hervorgerufen wird. Diese entarteten Terme konnen nun durch 
1i.uBere Felder oder durch Weehselwirkung aufgespalten werden. Da auch 
diese storenden Kr1i.fte immer gewisse Symmetrien besitzen, die ihrer
seits wieder durch die Gleichheit aller Elementarpartikel bedingt sind, ver
steht man leicht, daB bier jene mathematische Disziplin eine maBgebende 
Rolle zu spielen berufen ist, die sich gerade mit der Symmetrie bei Ver
tauschung gleicher Elemente und mit der Ordnung solcher Vertau
schungen in bestimmte ausgezeichnete Klassen besch1i.ftigt. Mathe
matisch gesprochen handelt es sich immer um die Theorie einer 
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Gleichung, deren Ordnung gleich dem Entartungsgrad des betrachteten 
Terms ist. 

Physikalisch beobachtbar werd,en dann die behandelten Entartungs
erscheinungen sowohl bei den Multiplettspektren und deren Verande
rungen im elektrischen und magnetischen Feld, als auch bei der energe
tisch wichtigen Frage der Aufspaltung von Energiezustanden bei der 
WechselwirkungvonAtomen, also beichemischen Problemen. Wirhatten 
schon bei der Besprechung des Problems des Heliummolekiils erkannt, 
daB die Molekiilbildung im Grundzustande durch das PAuLIverbot 
unmoglich gemacht wurde. Ganz allgemein vermochte nun LONDON 

(96) zu zeigen, daB das Eintreten homoopolarer Bindung davon abhangt, 
ob die beiden Atome je ein oder mehrere Elektronen beistellen konnen, 
deren magnetischen Momente ohne Verletzung des PAuLI-Prinzips sich 
antiparallel einstellen konnen. So besitzt z. B. das Chlor sieben Elek
tronen im dreiquantigen Zustand. Es vermag nun eine homoopolare 
Bindung so einzugehen, daB es entweder ein Elektron als Valenzelektron 
beha.J.t und die sechs iibrigen sich paarweise antiparallel ste11en, oder 
drei Elektronen als Valenzelektronen und zwei Paare, flinf Valenzelek
tronen und ein Paar, sieben Valenzelektronen und kein Paar. Edelgase 
mit einer kompletten Scbale, in der paarweise die Magnete antiparallel 
stehen, zeigen im Grundzustand keine homoopolare Valenz. 

Wir miissen uns an dieser Stelle mit Riicksicht auf die bedeutende 
mathematische Komplikation des Gebietes versagen, naher auf diese 
Fragen einzugehen. 

56. Der Auger-Effekt. Eine interessante Erscheinung, die vielfach 
in Begleitung des gewohnlichen Photoeffektes auftrat, ist der sogenannte 
AUGER-Effekt. Unter ihm versteht man die Beobachtung, daB bei einem 
Photoprozesse haufig neben Elektronen, deren Energie der Relation 
(240) geniigt, auch solche der Energie 

E = PI - 2P... (264) 

auftreten. Man hat sich diesen Effekt folgendermaBen zu deuten. In 
'der Sprache der Lichtquantentheorie entferne ein Lichtquant der Energie 
h'Vetwa aus der K-Schale ein Elektron, fUr das eben die Relation (240) gilt. 
Das ionisierte Atom hat dann eine Liicke in der K-Schale, die dadurch 
beseitigt wird, daB ein Elektron aus einem Zustand hoherer Energie 
(L-, M-Schale usw.) in die K-Schale iibergeht und so fort, bis die Re
organisation des Atoms vollzogen ist. Bei dies en Dbergangen kann nun 
entweder die Energiedifferenz in Form von Strahlung ausgesendet wer
den, dann miiBte man infolge dieser Prozesse ~ontgenstrahlen von der 
Frequenz 

h'JI' = PI - p... (265) 

beobachten. Es kann aber auch sein, und dies ist der Fall des AUGER
Effektes, daB die frei werden de Energie PI -P2 nicht in Strahlung aus-
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gcsandt wird, sondem einem anderen Elektron, etwa der L-Schale, zu
gefiihrt wird, das dann mit der Energie 

E = P, - 2P" 
davonfliegt. In der Sprache der Quantenmechanik handelt es sich hier 
um eine Intensitatsfrage: je nachdem, ob die Wahrscheinlichkeit fiir die 
Ausstrahlung oder fiir den mechanischen ProzeB groBer ist, wird Ront
genemission oder AUGER-Effekt eintreten. Man kann natiirlich im Prin
zipe diese beiden Wahrscheinlichkeiten berechnen und naherungsweise 
ist dies von WENTZEL (54) und FUES ausgefiihrt worden. 

Wir konnen den Sachverhalt in einer uns schon gelaufigen Sprache 
etwaso ausdrucken : Zwischen den Eigenfunktiouen des Anfangszustandes, 
die im diskreten Spektrum liegen und denen des Endzustandes, die zum 
Tell im kontinuierlichenSpektrum liegen, besteht wegen (264) Resonanz, 
die zu 'Obergaogen Veranlassung gibt. 

57. Vorbemerkung iiber klassische Statistik. Zur richtigen Heraus
arbeitung der neuen quantenstatistischen Formulierungen wird es nutz
lich sein, zunachst mit einigen Worten die Prinzipien der bisherigen 
statistischen Warmelehre kurz wiederzugeben: Wir beschaftigen uns bei 
den in Betracht kommenden Anwendungen im wesentlichen mit Syste
men, die aus vielen einzelnen Partikeln bestehen, deren jedes unabhaogig 
von dem Zustande aller anderen Partikel die quantentheoretisch er
laubten Terme annehmen kann. Dann hat die klassische Statistik und 
unverandert die Statistik der BOHRschen Quantentheorie fiir die Be
recbnung von Mittelwerten folgende Vorschrift gegeben: Wenn wir der 
Reihe nach Termwerte und Atome durchnumerieren, so ist ein Zustand 
dadurch gekennzeichnet, daB wir dieAtome mit ihren Nummem angeben, 
die den ersten, den zweiten Terme usw. aufweisen. Die Wahrscheinlichkeit 
einer Verteilung, bei der wir nur wissen, daB ft, Atome den ersten, n. 
den zweiten Term usw. aufweisen, ist dann nach dem bekannten BOLTZ
MANNschen Ausdrucke gegeben durch 

W = N! (:l'ni = N). (266) 
nxfn.I •.. nk! 

Dieser Ausdruck kommt folgendermaBen zustande: Der Wert des Z1ihlers 
entsteht durch beliebige Permutationen der Nummem der Atome, die 
die verschiedenen Terme zeigen. Andererseits mussen wir noch durch die 
Zahl aller jener Vertauschungen dividieren, bei denen zwei Partikeln 
desselben Termwertes miteinander vertauscht wurden. Daher die ein
zelnen Glieder des Nenners. Das statistische Problem bestand nun darin, 
jene Verteilung der m aufzus.uchen, beider derAusdmck (2.66) ei.n..Maxi
mum wird unter Einhaltung der folgenden Bedingungen: 

:l'ni = N (267a) 
:l'~~=E. ~0~ 

Die erste besagt, daB die Anzahl aller Partikel konstant gebalten werden 
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muB, die zweite, daB die gesamte Energie des Systems bei jeder Ver
tauschung dieselbe ist. Diese wahrscheinlichste Verteilung ergibt sich 
dann folgendermaBen: 

'i 

ni=N rk'f 
'I 

~e-kT 
I 

(k = BOLTZMANNsche Konstante, 
T = absol. Temp.) 

(268) 

Durch das BOLTZMANNsche Prinzip, welches Wahrscheinlichkeit und En
tropie miteinander verkniipft, bzw. auf einem aquivalenten Wege, er
halt man dann Ausdriicke fill die thermodynamischen charakteristischen 
Funktionen; so wird die freie Energie 

'I 

F = - kTlog ~e-kT 
I 

(269) 

und es gelten dann die bekannten thermodynamischen Relationen 

:~ = ~ S (S Entropie) (270) 

of 
F = E + T 0 T . (27 I ) 

Um also das wesentliche der bisherigen Statistik nochmals hervor
zuheben: Ein Zustand I gilt in der bisherigen Statistik dann als eindeutig 
bestimmt, wenn wir von jedem individueUen Atom angeben, welchen 
Term es besitzt. 

Bei all diesen Uberlegunger hatten wir angenommen, daB jeder Term
wert nur auf eine Weise realisiert werden kann, d. h. wir hatten Ent
artungen als aufgehoben angenommen. Kann ein Termwert auf mehrere 
Weisen realisiert werden, z. B. der lte Term gzmal, so treten zu den For
meln (266), (268), (269) noch Faktoren hinzu, die sogenannten Gewichts
faktoren, welche die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten angeben. 
Wir erhalten dann z. B. 

(268a) 

'I 

F = - k Tlog~gle-kT. (269) 
I 

58. Die neue Statistik. Die bisher gemachten Bemerkungen iiber 
klassische Statistik werden nun sinngemaB in die Quantenstatistik iiber
tragen, erfahren jedoch dabei aus zwei Griinden eine entscbeidende Modi
fikation. Fill das individuelle Partikel gilt noch immer, daB sein Zu
stand durch seinen einfachen Eigenwert bzw. die zugeborige Eigenfunk
tion gekennzeichnet ist. Der Zustand des Gesamtsystems aber ist jetzt 

I Dabei ist Zustand im wesentlichen so definiert, wie in manchen Lehr 
biichern das Wort Mikrozustand erkHirt wird. 
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niebt mehr durch Kenntnis der Eigenfunktion eines jeden individuellen 
Partikels gegeben. Dies ware dann richtig, wenn auch im Gesamt
system die Eigenwerte einfach waren; das sind sie aber nieht wegen 
der in dem letzten Kapitel besprochenen Teilchenentartung. Betrachten 
wir z. B. ein System von zwei Partikeln, von denen jedes ohne Beriick
siehtigung der Wechselwirkung und des anderen Partikels z. B. drei ver
schiedene Terme (Eigenfunktionen) besitzen moge. Wir bezeichnen die 
Terme der Reihe nach mit I, 2, 3 und unterscheiden die Partikel durch 
die Indizes a und b. Dabei nehmen wir im folgenden an, daB die Eigen
werte der Partike1 durch die Anwesenheit des zweiten Partikels nicht 
merklich geaudert werden. 

Hatten wir es mit klassischer Statistik zu tun, so gabe es jetzt neun 
verschiedene Zustaude, die wir folgendermaBen charakterisieren konnen: 
Das Partikel a kann in jedem der Zustaude Ibis 3 sich befinden und un
abhaugig davon das zweite Partikel gleiehfails. Die neunEigenfunktionen. 
die wir bei klassischer Abzahlung erhielten, wiirden dann so aussehen: 

l/Ja (I) l/Jb{I) l/Ja (I) t/lb (2) 
l/Ja (2) t/lb (I) l/Ja (2) t/lb (2) 
l/Ja (3) t/lb (I) l/Ja (3) t/lb (2) 

l/Ja (I) t/lb (3) } 
l/Ja (2) t/lb (3) 
l/Ja (3) t/lb (3) 

Nach der Theorie der Mehrkorperprobleme ist aber in der Quanten
mechanik nieht die Gesamtheit der hier hingeschriebenen Losungen rea
lisiert, sondem nur ein mit den anderen nieht kombinierendes Term
system; in unserem Falle gibt es so wie bei Helium nur zwei nieht kom
binierende Termsysteme, namlich das symmetrische und das antisym
metrische. Das symmetrische I hat sechs verschiedene Zustaud~ 

l/Ja{I) t/lb{I) , l/Ja{I) t/lb (2) + l/Ja(2) t/lb{I) , l/Ja{I) (jJb{3) + l/Ja(3) t/lb{I) } (27I ) 
l/Ja(2)t/lb{2), l/Ja(2)t/lb{3) + l/Ja(3) t/lb(2) , l/Ja(3)t/lb{3), 

das antisymmetrische nur drei 

l/Ja (I) t/lb (2) -:. l/Ja (2) l/Jb (I), t/la (I) l/Jb (3) - l/Ja (3) t/lb (I)} (272) 
l/Ja (2) l/Jb (3) - t/la (3) t/lb (2). 

Wir sehen also, daB in der Quantenmechanik nicht die Gesamtheit der 
verschiedenen Zustaude moglich ist, sondem eine aus dieser Gesamtheit 
herausgegriffene klein ere Mannigfaltigkeit, deren Umfang je nach der 
Wahl des Termsystems verschieden ist. EinZustand ist also in derQuan
tenmechanik gekennzeichnet durch seine Eigenfunktion, die sich aUf aUe 
Elemente des Systems bezieht. Vertauschung zweier Partikel bewirkt, daB 
die Eigenfunktion hochstens in ihrem Vorzeiehen sieh andert. Fiir das 
folgende treffen wir die Verabredung, daB Eigenfunktionen, die sich nur 
in ihrem Vorzeiehen unterscheiden, nieht als verschiedene gezahlt werden 
sollen. Dies ist physikalisch vemiinftig; denn da aile physikalisc~en 

I Abgesehen von konstanten N ormierungsfaktoren. 
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Aussagen (vgl. Ziff. 38) durch das Quadrat der Eigenfunktion bestimmt 
sind, liefern zwei nur im Vorzeichen verschiedene Eigenfunktionen keine 
beobachtbaren Unterschiede. 

Durch die hier gemachten Bemerkungen ist im Prinzip die quanten
statistische Behandlung eindeutig vorgeschrieben. Wir wiederholen 
nochmals: Als verschiedene Zustande eines quantenmechanischen Sy
stems werden sinngemaB nur solche Zustande betrachtet, deren Eigen
funktionen sich (auch abgesehen yom Vorzeichen) unterscheiden. Aile 
diese Zustande werden von Haus aus als gleich wahrscheinlich ange
sehen. Die Berechnung statistischer Mittelwerte ist damit zurlickgeftihrt 
auf die Abzahlung aller Eigenfunktionen, die das betrachtete quanten
mechanische System besitzt. Dabei muB man von vornherein wissen, 
welche Statistik, d. h. welche Auswahl des nicht kombinierenden Systems 
(symmetrisch, antisymmetrisch) flir das betrachtete Partikel zu Recht 
besteht. 

59. Die statistischen Rechenmethoden; die Statistik von Bose 
und Fermi. Die im vorigen Abschnitt erwahnte Abzahlung aller Eigen
funktionen zur Lasung des statistischen Problems ist eine zwar voll
kommen korrekte, aber flir praktische Rechenzwecke unbequeme Vor
schrift. Wir haben es bei statistischen Problem en mit mechanischen 
System en zu tun, die eine ungehener groBe Anzahl von elementaren 
Partikeln enthalten. So befindet sich z. B. in 2 g H2 6'10 23 Moleklile. 
J ede einen Zustand definierende Eigenfunktion hangt von 3 N Variablen 
ab, ein direktes Rechnen ist kaum durchflihrbar. Es ist bequemer, flir 
die Berechnung Formeln anzugeben, die sich ausschlieBlich auf mecha
nische Eigenschaften des Einzelpartikels beziehen. 

Wir greifen nochmals zurlick auf das frlihere Beispiel von zwei Par
tikeln, von denen jedes drei Zustande annehmen kann, und setzen zu
nachst voraus, daB in der Natur nur das symmetrische Termsystem 
realisiert sei. Der erwahnte Unterschied zwischen klassischer und neuer 
Statistik, daB namlich in der einen zur vollstandigen Bestimmung des 
Zustandes die Kenntnis der Eigenfunktion des individuellen Partikels, 
in der Quantenmechanik aber nur die Eigenfunktion des Gesamtsystems 
notwendig ist, legt nun den Gedanken nahe, ob wir durch Umanderung 
der Statistik eine einfache Abzahlung der Eigenfunktionen des Gesamt
systems gewinnen kannen. Wir fragen also im folgenden nicht mehr dar
nach: In welch em Zustande befindet sich das individuelle Atom I, 2, 3 
usw., sondern wir fragen: Wieviel von den vorhandenen gi-Zustanden 
enthalten ni-Atome? Diese Umkehrung ist sinnvoll, denn wir haben 
damit bereits dem wesentlichen Zug der Quantenmechanik Rechnung 
getragen. Es ist uns gleichgliltig, ob das Atom a in dem ersten und das 
Atom b im zweiten Zustand sich befindet oder umgekehrt, diese scheinbar 
verschiedenen Zustande sind im Sinne der Quantcnmechanik voneinan
der gar nich t mehr un terschieden, denn die den Z ustand charakterisierende 
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Eigenfunktion ist symmetrisch in den Partikelkoordinaten und bleibt 
folglich ungeandert bei Vertauschung der Atome a und b. 

Bei Ausfiihrung an unserem Beispiellautet die Sache folgendermaBen: 
Wir fragen: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB beide Atome ein 
und denselben Zustand ha ben? Diese Wahrscheinlichkeit, die man durch 
Abzahlung der Eigenfunktionen (271) feststellt, ist gerade 1/2, wahrend 
die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden Atome in verschiedenen Zustan
den sieh gbefinden, auch I/a ist. Nach der BOLTZMANNschen Abzahlung 
(vgl. 270) ware die Wahrscheinlichkeit daffir, daB die Atome in ein und 
demselben Zustand sieh befinden, nur 1/3 gewesen. 

Ganz analog ist die Betrachtung ffir den Fall der antisymmetrischen 
Eigenfunktionen. Auch jetzt fragen wir wieder: Wie groB ist die Anzahl 
der Zustande, die von keinem oder einem Atom besetzt sind? Mehr als 
ein Atom kann nie in einem Zustande sitzen. An unserem friiheren Bei
spiel erkennt man, daB von den drei moglichen Zustanden immer je 
zwei besetzt sind. Die Wahrscheinlichkeit, daB aIle Atome sieh in einem 
Zustande befinden, ist Null. 

Diese einfache Abzahlung ffir drei mogliche Zustande und zwei Atome 
laBt sich nun formal sehr einfach erweitem auf gi Zustande und N Atome. 
Das betrachtete System habe die Energieniveaus 8x , 82 ••• 8k, von denen 
der Ite gz-fach entartet sei. Diese Angaben fiber Terme und ihre Vielfach
heit beziehen sieh, wie nochmals betont sei, auf das Einzelatom, nicht 
auf das Gesamtsystem. Wir behaupten nun, daB wir die moglichen Eigen
funktionen des Gesamtsystems in ihrer richtigen Vielfachheit durch 
Beantwortung der folgenden statistischen Fragen, die nur mit Termen 
des Einzelatoms befaBt sind, erhalten konnen. 

Sei zunachst das realisierte Gesamtsystem symmetrisch; wir fragen, 
welches die wahrscheinlichste Verteilung nl der Atome unter den Neben
bedingungen (267a, 267b) ist. Die Antwort lautet jetzt abweiehend von 
(266) : 

Man bestimme das Maximum des Produktes (gl=Gewiehtsfaktor) 
T7i gil 
III (0)1 (X),· (2) 

gl . gl . gl '" 
(273) 

( It)" ). i 
O...::::gl ...::::gl; gl = 0, I, 2... ~~gl =gl 

unter den Nebenbedingungen 

L L ig(;) = N (274) 
I i 

L L ii;) = E (275) 
I i 

glfJ bedeutet die Anzahl der Zustande der Energie 8l, die i Atome enthalten. 
Dann sind die wahrscheinlichsten Werte von ne gegeben durch 

nz = L ig~i). (276) 
i 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 30 
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Aus der Kenntnis der nz ergibt sich dann leicht die der thermodynami
schen Funktionen (vgl. 269). 

Zum Beweis unserer Behauptung betrachten wir zuniichst nur Ver
tauschungen, die den Term Bl betreffen. Denken wir uns etwa wie in 
Ziff. 57 bei der BOLTZMANNschen Statistik zwei Atome a und b ver
tauscht, so liefert das keine neuen Eigenfunktionen des Gesamtsystems, 
denn dieses ist in allen Atomen symmetrlsch. Wohl aber erhalten wir 
eine neue Eigenfunktion, wenn wir aus den gz ZusHinden der Energie Bl 

zwei herausgreifen und ihre Besetzungszahlen vertauschen. Dieser Aus
tausch liiBt die Bedingungen (274) und (275) intakt. Er entspricht in 
dem Schema (271) der Vertauschung zweier Eigenfunktionen. Der
artige Vertauschungen konnen wir nur gil ausfiihren, dies ergibt den 
Zahler eines Gliedes von (273). Wenn aber die beiden Zustande der 
Energie BZ die gleiche Anzahl von Atomen enthalten haben, so liefert 
ihre Vertauschung nichts neues; wir mtissen also aIle jene Moglichkeiten 
in Abzug bringen, die dieser Vertauschung entsprechen. Nun gibt es 
g(y Zustande der Energie Bl, die i Atome enthalten; eine Vertauschung 
zweier soIcher Zustande darf nicht als neue Moglichkeit gezahlt werden, 
wir mtissen also durch gp dividieren. Dies gilt fUr jedes i und liefert 
so den Nenner von (273). 

Ganz analog, nur noch etwas einfacher wird die Betrachtung fUr das 
antisymmetrische System von Eigenfunktion. Die Betrachtungen gelten 
wortlich mit dem Unterschied, daB gf nur fUr g~ und g; von Null ver
schieden. Da in keinem Zustand mehr als ein Atom sich befinden kann, 
lSt diese Einschrankung selbstverstandlich. Wir erhalten also an Stelle 
von (273) 

g ! g! 

liT 7; gI! = liT gO! (g' _ gO)' ! 
l l l l l 

(277) 

und an Stelle von (274, 275, 276) tritt 

2g,I=N (278) 
I 

2 8zg;=E 
z 

(280) 

Wir rekapitulieren die Bedeutung der neuen statistischen Rechen
methoden: Ebenso wie bei der BOLTZMANNschen Statistik beschaftigt 
man sich nur mit der Vielfachheit der Terme des Einzelatoms. Wahrend 
es aber dort einen Unterschied gemacht hat, ob das Atom a oder b eine 
Term innehatte, ist dies hier belanglos; wichtig ist nur wieviel Zustande 
bestimmter Energie vorhanden sind (gl) und wieviele von ihnen kein Atom 
oder mehrere enthalten (g~, gI). 

Man benennt diese neue statistische Rechenmethode nach ihren Ver
tretern BOSE (59) (symmetrische Eigenfunktionen) und FERMI (75) (anti-
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symmetrische Eigenfunktionen). Sie sind schon v9r dem Entstehen der 
neuen Quantenmechanik geschaffen worden. Auf die Gedankengange, 
die zu dieser neuartigen Statistik gefiihrt hatten, kommen wir weiter 
unten (vgl. Ziff. 60) noch zuruck. 

60. Theorie des idealen Gases. Dnter einem idealen Gas wird in 
der Quantenmechanik ebenso wie in der klassischen Theorie ein System 
von Partikeln verstanden, die aufeinander keine merkliehe potentielle 
Energie besitzen. Der Dnterschied gegenuber der klassischen Theorie 
liegt naturlieh. darin, daB wir auch bei solchen Systemen, wo der Ein·
fluB der potentiellen Energie auf die vorhandenen Eigenwerte sehr klein 
ist, doch immerdie Symmetriebedingungen des Gesamtsystems im Auge 
behalten mussen. Wir fUhren die Rechnung nach den in den vorigen 
Paragraphen gegebenen Formeln sowohl fUr symmetrische als auch ffir 
antisymmetrische Eigenfunktionen durch und werden erst im SchluB
result at entsprechend spezialisieren. 

Die Wellengleiehung eines Systems, bestehend aus N voneinander 
praktisch unabhangigen Partikeln, lautet dann 

N 8 2 

"2).Cht/J + ~/' E l[I= o. (278) 
1 

Wir konnen diese Gleiehung in N Gleiehungen aufspalten, von denen sieh 
jede nur auf ein Partikel beziehen 

8 n·" d·,',· + __ r- ".",. = 0 t oyt h- "t oy~ 

wobei die Summe der Eigenwerte die Bedingung 

L;8i =E 
i 

(278a) 

(278b) 

crfitllt. Diese N Partikeln mogen in einem GefaB von den Kantenlangen 
o..c:::: x..c:::: a, o..c::::y..c::::b, o..c::::z..c::::c 

eingeschlossen sein, als Bedingung dafUr schreiben wir an, daB 

t/Ji (0, )" z) = t/Ji (x, 0, z) = t/Ji (x, y, 0) = } 
(279) t/Ji (a, y, z) = t/Ji (x, b, z) = t/Ji (x, y, c) = 0 

Durch diese Bedingungen (279) sind wir sieher, daB am Rande sowohl 
die Dichte als auch der Strom verschwindet (vgl. Ziff. 38). 

Als Losung fUr ein Partikel erhalten wir durch Separation in x, y, z 
't/Jh = A sink, xsink.ysinksz (280) 

Die Bedingungen (279) liefern dann ffir die k., k., k3 die Relationen: 

k = nxn 
1 a 

k. = n·bn (nI' n., ns = 0, I, 2) 

k = n3 n 
3 c 

(28Ia) 

(28Ib) 

(28IC) 
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und ffir ei nach (278a) 
h. (n. n· n~) 

enI, no, n3 = 8p. a: + b= + c. • (282) 

Nach (282) sind also nur diskrete Energiewerte ffir jedes Partikel er
laubt. Doch liegen die moglichen Eigenwerte so dicht aneinander, daB 
wir die Anzahl der Eigenwerte in einem bestimmten Intervall mit ge
niigend groBer Annaherung durch eine kontinuierliche Funktion dar
stellen konnen. Diese kontinuierliche Funktion gibt uns an, wieviel 
Eigenwerte im Intervall 8, 8 +d8 zu liegen kommen. Der Vorgang ist 
identisch mit der Berechnung der Eigenschwingungen eines Hohlraurnes 
bzw. Kristalls in der alten Quantentheorie. Wir erhalten so 

2nabc 31 I 2nV I t/ g(e)de = h3 (2m) 2et2 de = Jj3(2mY2e 2de. (283) 

Unter Verwendung dieses Wertes konnen wir jetzt die Forme1n (273) 
bis (276), bzw. (277)-(280) auswerten. Die gesuchte wahrscheinlichste 
Verteilung der g. bzw. n. ergibt sich sofort durch die bekannte Berech
nung des Maximums von (273) bzw. (277). Die Rechnung geht bei BOLTZ
MANN, BOSE und FERMI vollig parallel. Wir erhalten als Resultat: 

BOSE: nee) = g~E) (284) 
e"+kT-I 

FERMI: n (e) = g~E) 
e"+kT+I 

Die Konstante a ist, wie oben, durch die Bedingung 

~n8=fn(e)de=N 
bestimmt. 

Es ist lehrreich, (268), (284) und (285) miteinander zu vergleichen. 
Zu diesem Zwecke schreiben wir (268a) in der Form 

nz = gzea + ;~, (268b) 

wobei a durch (267 a) bestimmt ist. Wir sehen sofort. daB wenn 
, . 

e a+ kT ~ ~ list, beide neuen Statistiken in die BOLTZMANNsche iibergehen. 
BOSE- und FERMI-Statistik unterscheiden sich nur urn das Vorzeichen 
der lim Nenner. Die Bedeutung von a ist ebenso wie in der klassischen 
Theorie gleich (+ k T) mal der freien Energie. Der Wert von a bestimmt 
die Abweichung vom klassischen Verhalten, die sogenannte Entartung. 

Wir diskutieren jetzt den Fall der symmetrischen Eigenfunktion. 
Dieser hat Bedeutung ffir den Fall der Lichtquanten. Wir denken uns 
die Strahlung nach dem Vorgange EINSTEINS aus lauter Lichtatomen 
zusammengesetzt, ffir die nach einer vor der Aufstellung der Quanten
mechanik entstandenen Arbeit von BOSE eine Statistik gilt, die jetzt 
als die der symmetrischen Eigenfunktionen erkannt wurde. Wir haben 
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dann auf Grund der fundamentalen EINSTEINscben Lichtquanten
hypothese 

e = hv 
zu setzen. 

Die Nebenbedingung (274) fant in diesem Falle weg (a=o). Denn 
es ist ohne weiteres moglich, daB sich ein Lichtquantum etwa von del 

Energie hv in zwei Lichtquanten von der Energie h; umsetzt. Eine 

Beschriinkung der Teilchenzahl ist ffir Lichtquanten nicht gegeben. Nur 
der Ausdruck ffir g(e) ist hier zu korrigieren, da wir hier nicht mehr 
mit der klassischen, sondern der relativistischen Wellengleichung zu 
rechnen haben und die verschiedenen Polarisationsmoglichkeiten des 
Lichtes beriicksichtigen miissen. Es tritt dann an Stelle von (283) der 
Ausdruck 

8nVv2 
g(e) = g(hv) =~. 

Damit erhalten wir also als Anzahl der Lichtquanten von der Frequenz v 
in dem Volumen V 

( )d 8nv2 Vdv 
nv V= (It. ). (286) 

c3 ekT _I 

Multiplizieren wir die Anzahl der Lichtquanten mit ihrer individuellen 
Energie hv, so erhalten wir die Energiedichte 

8nhv3 I 
(!(v) = -C3-~- (287) 

eltT - I 

in genauer "Obereinstimmung mit dem auf Grund ganz anderer Be
trachtungen abgeleiteten PLANcKschen Strahlungsgesetz. 

Em Grund daffu, daB ffir Lichtquanten diese Statistikder symme
trischen Eigenfunktionen (BosESche Statistik) gilt, ist a priori nicht ge
geben, vielmehr ist unser Rechenvorgang nur durch den Erfolg zu recht
fertigen. 

In der Entwicklung der Quantentheorie hat das Studium der Strah
lungsschwankungen eine groBe Rolle gespielt. Man verstand darunter die 
thebretische Berechnung der Abweichungen der Energieverteilung von 
ihrem Mittelwerte, der eben durch das PLANcKsche Gesetz bestimmt war. 
Diese auf Grund des PLANcKschen Gesetzes thermodynamisch berech
neten Schwankungen wiesen nun die betrachtIiche Schwierigkeit auf, daB 
man sie durch kein bekanntes Modell verstehen konnte. Dachte man sich 
die Strahlung aus Wellen zusammengesetzt, wie es die klassische Theorie 
des Lichtes forderte, so konnte man nur einen Teil der Schwankungen 
erkIaren, wahrend ein zweiter Teil unverstandHch blieb. Wurde um
gekehrt die Strahlung gewissermaBen als ein Gas aus Lichtatomen auf
gefaBt, woffir eine groBe Reihe neuerer experimenteller Untersuchungen, 
wie die oben geschilderten Photo- und COMPToN-Effekte usw. sprachen, 
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SO erhielt man ausschlieBlich den oben erwahnten ungedeuteten Teil der 
Schwankungsformel; dabei wurde selbstverstandlich bei dem damaligen 
Stande der Theorie der statistischen Berechnung die BOLTZMANNsche 
Formel zugrunde gelegt. Wenn man jedoch nach der hier gegebenen 
BosEschen Statistik die Schwankungen ausrechnet, so ergibt sich das
jenige Schwankungsgesetz fUr die Strahlung, das man auch aus rein 
thermodynamischen Betrachtungen auf Grund des PLANcKschen Strah
lungsgesetzes abgeleitet hatte. Es zeigt sich so auch in dies em zwar bis
her experiment ell nicht priifbaren, aber theoretisch sehr bedeutsamen 
Punkte eine merkIiche Uberlegenheit der neueren Anschauungen. 

Eine Anwendung der BosEschen Statistik auf materielle Systeme hat 
bisher noch zu keinen praktischen Erfolgen gefiihrt. Dies liegt daran, 
daB e" fUr aIle in Betracht kommenden Gase, Temperaturen und Drucke 
groB gegen list und somit die MAXWELLsche Verteilung gilt. Die Aus
wertung der Nebenbedingung (z74) liefert fiir eU den Naherungswert 

V 3/. 
eU = Nh3 (zn:m kT) . (z88) 

Einsetzen von Zahlenwerten zeigtr, daB (z88) selbst fUr die Gase mit 
kIeinstem Molekulargewicht (Elektronen ausgenommen) erst in der Nahe 
des absoluten Nullpunktes und bei so hohem Drucke mit I vergleichbar 
wird, daB eine Vernachlassigung der intermolekularen (VAN DER WAALS
schen) Krafte langst nicht mehr erIaubt ist. 

Es gilt also mit graBter Annaherung auch dann, wenn theoretisch 
die BosEsche Statistik richtig ware, fUr materielle Gase die MAXWELL
BOLTZMANNsche Verteilung. 

Wir spezialisieren nun fUr den fUr Elektronen wichtigen Fall der anti
symmetrischen Eigenfunktionen, fUr den (z85) gilt. Wieder erkennell 
wir, daB fiir e"~ I (z85) in die MAxWELLsche Verteilung iibergeht. 
Dies ist neuerIich aquivalent mit 

V 3/. 
Nh3 (znm kT) ~ I. (z88a) 

Wie bei der BOSE-Statistik gilt auch hier fUr aIle Gase aufJer freien 
Elektronen immer mit graBter Annaherung die klassische Statistik. 

Jene FaIle, in denen die Bedingung (z88a) nicht mehr zu Recht 'be
steht, nennt man FaIle der Entartung und man spricht von leicht ent,· 
artetem Gase, wenn der klassische Zustand noch angenahert, aber nicht 
mehr vollstandig zu Recht besteht und von vollstandiger Entartung, 
wenn 

eU~ I oder e" < I, 

das heiBt die klassische Statistik nicht einmal angenahert richtig ist. 
Eine merkwiirdige Eigenschaft, die der Statistik der antisymmetri, 

schen Eigenfunktionen, die nach ihrem Urheber auch FERMI-Statistik 

I Fur Heist eU bei Zimmertemperatur und Atmospbirendruck von der 
Gr6Benordnung lOS. 
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genan~t wird, zukommt, besteht in dem Auftreten einer Nullpunkts
energie und eines Nullpunktsdruckes, d. h. das FERMI-Gas besitzt auch 
am absoluten NuUpunkt noch kinetische Energie. Qualitativ kann man 
dies ohne jede Rechnung aus den Grundprinzipien.der FERMIschen Sta
tistik entnehmen. Die Zahl der Eigenfunktionen unterhalb der Energie 80 

<0 

ist nach (283) proportional f e 1/2 de. Dies ist jedenfalls eine endliche 
o 

Zahl; da zu keiner Eigenfunktion mehr als ein Atom gehoren dad, muB 
immer die Energie des Gesamtgases mindestens so groB sein, daB die 
Anzahl der Eigenfunktionen unterhalb dieser Energie groBer oder gleich 
der Anzahl der vorhandenen Atome ist. Eine analoge Betrachtung kann 
man auch ffir den Impuls durchfiihren. Quantitativ stellt sich das fol
gendermaBen'dar. 

Die niedrigste Energie, die das Gas annehmen kann, ist dadurch ge
geben, daB die Anzahl der vertretenen Eigenfunktionen, anfangend von 
der Energie 0 eines einzelnen Atomes bis zu einer Grenzenergie 80 eines 
Atoms 

(289) 
o 

gerade gleich der Zahl der vorhandenen Partikel ist. Dann ist aber die 
Gesamtenergie des Gases gleich 

= ..leoN. 
5 

(290 ) 

Diese Gesamtenergie des Gases am absoluten Nullpunkt ist vom Vo
lumen abhangig, woraus allein schon die Existenz eines Druckes am ab
soluten Nullpunkt thermodynamisch nach der Gleichung 

au +P=Tap 
av aT 

folgt. Dieser Nullpunktsdruck betragt 

p = 2- (i)2/3 h2 (N)S/3 . 
20 n m V (291) 

Noch eine weitere Eigenschaft sowohl der BOsEschen als auch der 
FERMIschen Statistik des idealen Gases ist von Bedeutung. Wahrend in 
der klassischen Statistik die Behandlung von Freiheitsgraden eines Atoms, 
die miteinander nicht ~n Wechselwirkung stehen, also z. B. der Trans
lationsbewegung des Schwerpunktes und der Rotationsbewegimg von
einander unabhangig waren, gilt dies in der Statistik von BOSE und 
FERMI nicht mehr. Dies kann man am einfachsten folgenderma,Ben ver
stehen. Zwei Partikel mit derselben Eigenfunktion der Translation, aber 
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verschiedenen Rotationszustanden, sind nicht Atome in demselben Zu
stand und demgemaB nicht mehr vertauschbar. Hingegen tritt wieder 
die alte Unabhangigkeit ein, wenn die Bedingung (288a) erfiillt ist,.so 
daB wir ffir alle materiellen Atome (abgesehen von den unten noch zu 
behandelnden Elektronen) diese Statistik unabhangig voneinander 
durchffihren k6nnen. 

61. Die Metallelektronen als entartetes Fermigas. Bereits die 
klassische Elektronentheorie hatte die Leitfahigkeit der Metalle durch 
die Annahme von frei in ihnen beweglichen Elektronen zu deuten ge
sucht und auf diesem Wege bedeutende Erfolge erzielt. Wir erinnem 
besonders an die Ableitung des WIEDEMANN-FRANzschen Gesetzes, wel
ches besagt, daB der Quotient aus Warmeleitfahigkeit und elektrischer 
Leitfahigkeit der absoluten Temperatur proportional ist, wobei die klas
sische Theorie sogar den Zahlenfaktor angenahert richtig wiederzugeben 
vennochte. In einer groBen Fiille von Einzelheiten freilich hat dann die 
Ausarbeitung der Theorie zu Widerspriichen in sich und mit den Ex
perimenten gefiihrt, so daB man das Bild der freien Metallelektronen 
im allgemeinen aufzugeben gen6tigt war. Der vielleicht wichtigste Ein
wand bestand in der Beobachtung, daB die spezifische Warme des Metalls 
bei den nonnalen Temperaturen nur so grQB ist, wie es sich auf Grund 
des Gesetzes von DULONG-PETIT berechnen lieB, so daB die angeblich 
freien, gasahnlich bewegten Elektronen gar keine spezifische Warme auf
zuweisen schienen. 

Seit dem Auftreten der Quantentheorie hat man wiederholt ver
sucht, unter gewissen Abanderungen der Statistik diese Metallelektronen 
als Gas aufzufassen, das aber nicht mehr dem idealen Gaszustand an
geh6ren, sondem entartet sein sollte. Doch hat erst die FERMIsche Sta
tistik in ihrer Anwendung durch SOMMERFELD auf diesem Gebiete Er
folge davonzutragen vermocht. 

Von den Metallelektronen macht sich SOMMERFELD das folgende Bild. 
Jedes Atom im Metall gibt ein oder mehrere seiner auBeren Elektronen 
(Valenzelektronen) ab, so daB es positiv geladen zuriickbleibt. Die Elek
tronen k6nnen sich danp im Metall so bewegen, als ob im Mittel auf sie 
keine Krafte wirken, da ja die freie Ionenladung durch die Elektroenn 
im Mittel kompensiert wird. Dieses Bild ist natfirlich nur rob, aber doch 
ffir viele Fragen eine sehr brauchbare Annaherung und hat den Aus
gangspunkt ffir wertvolle Verfeinerungen der Theorie der elektrischen 
Leitung gegeben, die unter Beriicksichtigung dieser Potentialverhalt
nisse im Kristallgitter von BLOCH und PEIERLS ausgefiihrt wurden. Wir 
beschranken uns in diesem Artikel schon aus rechnerischen Griinden auf 
die SOMMERFELDSChe Approximation. . 

Wenden wir auf dieses "Elektronengas" bei Zimmertemperatur unser 
Kriterium (288) an, so ergibt sich 

ea~ I. 
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Erst wenn T von der Groilenordnung 104 wird, nahert sich e er Eir.
heit. Wir haben es also nicht mit dem in der Nahe des klassischen Ver
haltens liegenden Fall zu tun, sondem vielmehr mit dem anderen 
Grenzfall der volligen Entartung. Fiir diesen sind bereits von FERMI 
Naherungsformeln aufgestellt worden. Sie lauten: 

( 2n8)' 1/3 (' V)2/3 mk2T2 U=u + - - --·N o 9 N h2 

_ (I6n8l1!1I/3 m k2 7 2 

P-Po+ 243fT) ~. 

(292 ) 

Man ersieht aus ihnen auiler dem schon erwahnten Auftreten der Null
punktsenergie und de.c; Nullpunktsdruckes auch die Art und Weise, wie 
die Energie bzw. die anderen thermodynamischen Funktionen fiir tiefe 
Temperaturen und groBe Entartung sich verhalten. 1m besonderen er
kennt man, daB die spezifische Warme eines entarteten Gases viel kleiner 

ist als dem Wert der klassischen Statistik 32
k entspricht undmit abnehm

mender Temperatur gegen Null geht. Die wesentliche Schwierigkeit 
der klassischen Annahme von praktisch frei beweglichen Elektronen ist 
hierdurch beseitigt. 

Von Interesse ist noch die GroBenordnung der mittleren kinetischen 
Energie, die einem Metallelektron bei Zimmertemperatur zukommt. 
Diese berechnet sich aus (290) zu etwa 10-II erg. (6 Volt). Die mittlere 
kinetische Energie der klassischen Theorie hatte etwa 10-14 erg. be
tragen. Dabei ist zu beachten, daB die Temperaturabhiingigkeit dieser 
groBen Energien (d. h. die spezifische Warme der Elektronen) sehr 
klein ist. 

Auf Grund dieser Vorstellungen hat SOMMERFELD ganz in Analogie 
zur klassischen Theorie elektrische und WarmeleiWihigkeit der Metalle 
untersucht und eine Reihe wesentlicher Erscheinungsgruppen zum Teil 
auch quantitativ wiederzugeben vermocht. 

Wir wollen auf die detaillierte Behandlung der Nichtgleichgewichts
zustande an dieser Stelle verzichten und nur noch in den nachsten zwei 
Paragraph en einiges nber thermionische Erscheinungen und den Para-
magnetismus von Metallen wiedergeben. . 

62. Lichtelektrische Grenze und Richardson-Effekt. Die Aus
sen dung von Elektronen aus heiBen Metallen wird durch die bekannte 
RICHARDSONSche Gleichung geregelt. Nach dieser berechnet sich die An
zahl der Elektronen pro Kubikzentimeter im Gleichgewichte mit einem 
heWen Metall unmittelbar an der Oberflache des Metalls zu 

y 

~ = A T'he- 1<1" (294) 

Hierin bedeutet X die Arbeit, die am absoluten Nullpunkt geleistet wer
den muB, urn ein Elektron aus dem Metall an die Oberflache zu fnhren. 
A ist eine fiir viele Metalle in der Gegend von 3,10 15 liegende Konstante. 
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Nach unserem Modell der Metallelektronen laBt sich diese Formel in ein
facher Weise folgendermaBen able it en : 1m thermodynamischen Gleich
gewicht muB die Differenz der freien Energie der Elektronen im Metall 
und im AuBenraum gleich der bei der DberfUhrung zu leistenden Arbcit 
sein. Wir hatten nun bereits friiher darauf hingewiesen, daB die Elek
tronen im Metall eine sehr groBe mittlere kinetsche Energie sogar am 
absoluten Nullpunkt besitzen. DaB sie das Metall nicht verlassen, kommt 
nur dadurch zustande, daB an der Grenzflache Metall-Vakuum ein 
Potentialsprung besteht, der die Elektronen im Metall zuruckzuhalten 
trachtet. Dieser Potentialsprung muB so groB sein, daB nach Abrech
nung der kinetischen Energie der Elektronen noch immer eine Arbeit 
notwendig ist, urn die Elektronen aus dem Metall zu entfernen. Diesen 
Potentialsprung konnen wir bei unseren jetzigen Kenntnissen theore
tisch nur sehr roh berechnen, er ist vorlaufig eine fUr das Metall charak
teristische empirische Konstante. 

Dann muss en wir unsere statistischen Betrachtungen noch in einem 
Punkte verfeinern. Bekanntlich ist das Elektron kein strukturloser 
Massenpunkt, sondern besitzt ein mechanisches (und magnetisches) Mo
ment. Denken wir uns ein sehr schwaches Magnetfeld eingeschaltet, 
dessen EinfluB auf die Energiewerte, wie schon viele Male bei solchen 
Betrachtungen, vernachlassigt werden soll, so kann das Elektron zwei 
Lagen annehmen, die beide von Haus aus gleicbberechtigt sind. Nacb 
unserer SchluBbemerkung von Ziff. 60 konnen wir also die ganze Sta
tistik so durchfUhren, als hatten wir im Metall zwei verschiedene Sorten 
von Elektronen, die jede fUr sich untereinander und mit dem AuBen
raum im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Dann gilt fUr die 
freie Energie innerhalb des Metalls I 

iJF 
FM = U + Tar = Uo (z95) 

und im AuBenraume, wo nur sehr wenig Elektronen vorhanden sind und 
wo wir demgemaB mit der klassischen Statistik rechnen durfen, fUr die 
freie Energie 

Fe = kT N (~-lOg Z;~~ (zn:mk T)3/2). 

Unser Wert weicht von dem ublichen urn den Summanden 

- Nk Tlogz 

(Z96) 

ab, was eben aus den zwei Einstellungsmoglichkeiten des Elektronen
spins sich erklart. 1m Gleichgewicht muB dann gelten 

, Wir sind berecJ.tigt, mit den am absoluten NuUpunkt geltenden Ver
haltnissen zu rechnen, da die Entartung vollstandig ist. 



· Die Grundgedanken der neueren Quantentheorie. 475 

worin Xo den geschilderten Potentialsprung bedeutet. Daraus ergibt sich 
dann d~ 

N {2 7lmk 1)3/a _7. 0 --~-N • (297) 
V = ~ = 2 h3 e kT 

Nach dem SOMMERFELDscben Modell ist also die Konstante A der 
RICHARDSONScben Gleicbung (294) universell und bat den Wert 

; (2nm k)"h. 

Als Arbeit am absoluten Nullpunkt fiir die Entfernung eines Elek
trons aus dem Metallinneren ergibt sich (vgl. 290) 

auo 5 Uo ( 8) X = Xo - aN = Xo - 3" N = Zo - 80. 29 

Wir sehen also, daB diese Arbeit nicht gleich dem ganzen Potential
sprung, sondern vielmehr gleich dem Potentialsprung weniger der maxi
malen kinetischen Energie ist, welche das Elektron am absoluten Null
punkt besitzt [(vgl. 290)]. Diese Arbeit ist aber aucb maBgebend fiir 
die sogenannte lichtelektrische rote Grenze. Denken wir uns, es werde 
dem Elektron im Metall von einem Lichtquantum seine Energie h'll ab
gegeben, so kann das Elektron aus energetiscben Griinden nur dann das 
Metall verlassen, wenn 

hv>x = XO - 80' 

Es gibt also eine rote Grenze der lichtelektriscben Wirkung, fiir die die 
Energie eines Lichtquants mit der RICHARDSONschen GroBe X zusammen· 
fa.I1t. 

63. Der Paramagnetismus der Metalle I. Die Tatsache, daB die Elek
tronen ein magnetisches Moment besitzen, wiirde nach der klassischen 
Statistik die Annahme eines Elektronengases im Metallinneren fast un
moglich machen. Es wiirden namlich in diesem Falle die Elektronen bei 
tiefen Temperaturen durch ein Magnetfeld iiberwiegend parallel gerichtet 
werden, was eine ungemein starke temperaturabbangige paramagne
tische Suszeptibilitat der Metalle zur Folge batte. Derartiges ist bisher in 
keinem Falle beobachtet worden, vielmehr zeigen die Metalle iiberwie
gend Diamagnetismus oder einen relativ scbwachen temperaturunab
hangigen Paramagnetismus. Die Tbeorie dieser Erscbeinung laBt sich 
nach PAULI (98) folgendermaBen geben: 

Die Elektronen im Metallinneren gehorchen der FERMI-Statistik, also 
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Elektron der kinetischen Ener-

gie Skin ein magnetisches Moment + ~ H in der Feldrichtung hat, 
4 71mc 

gegeben durch 

I In Ziff. 63 bedeutet ausnahmsweise m die Elektronenmasse und f-l 
das magnetische Element. 
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Das mittlere magnetische Moment eines Metalls ist dann gegeben durch 

frt n (s" + tl) de - J~t n(s., - fl)d e. 
o 0 

Naherungsweise ergibt dann die Ausrechnung fur das magnetische Mo
ment der Volumeinheit 

xH--- - H e2 (3~11a 
- 4nmc2 nV . (300) 

Wir haben hier nur den temperaturunabhangigen paramagnetischen 
Anteil hingeschrieben, der auch fUr Zimmertemperatur allein in Betracht 
kommt, und den sehr schwachen temperaturabhangigen Bestandteil weg
gelassen. Uber diesen paramagnetischen Effekt lagert sich natiirlich der 
von der Elektronenbewegung innerhalb der lonen herriihrende Diamagne
tismus, den wir hier nicht besonders in Rechnung gesetzt haben. Die 
PAuLIsche Formel stimmt der GroBenordnung nach recht gut bei den 
Alkalimetallen, wie aus der folgenden Tabelle hervorgeht: 

x 107 beob ... '.1 
x 107 ber. 

Na 

5'9 
6'6 

K 

5'1 
5'z 

Rb 

0'9 
4'9 

Cs 

-0'5 
4'5 

Bei den hoheren Atomnummern macht sich der Diamagnetismus be
reits uberwiegend geltend. 

Anschaulich laBt sich dieser schwache Paramagnetismus dadurch ver
stehen, daB die Elektronen im Metall gerade so wie etwa im Helium
grundzustand sich paarweise in den Zustanden kleinster kinetischer 
Energie zusammendrangen, wobei ihre Magnete auf Grund des PAULI
Verbotes antiparallel gerichtet sein mussen. Es tritt also eine weit
gehende Kompensation der Elementarmagnete durch das PAuLI-Verbot 
ein; mehr als zwei Elektronen konnen sich in einem Zustand nicht auf
halten. 

64. Die Rotationswarme des Wasserstoffmolekiils. Das Wasser
stoffmolekill zeigt bei mittleren Temperaturen die spezifische Warme 

5zk , die sich aus den Beitragen der Translation (3zk)und der Rotation 

urn zwei Achsen durch den Schwerpunkt (k) mit dem TragheitsmomentJ 
darstellen laBt. Bei tiefen Temperaturen nimmt diese spezifische Warme 

ab und sinkt bei etwa 700 auf 3zk • Dieser Abfall der spezifischen Warme 

ist qualitativ ohne we~teres verstandlich infolge der Quantelung der 
Rotationsenergie. Doch haben die alten Theorien eine quantitative Dar
stellung des Abfalles nicht zu bringen vermocht. (DaB wir hier die Rota
tionswarme ganz unabhangig von der Translationsbewegung nach der 
Quantenstatistik behandeln, ist dadurch gerechtfertigt, daB wir es mit 
einem Gas geringer Dichte zu tun haben. Vgl. hierzu die SchluBbemer
kungen von Ziff. 60.) 
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Nach der Quantenstatistikist die Rotationswarme gegeben durch den 
Ausdruck 

worin gl das Gewicht des Hen Zustandes bedeutet. Die Bestimmung 
dieser Gewichte hiingt nun vollkommen davon ab, welche Eigenfunktion 
ffir die Protonen gilltig ist. Aus den Bemerkungen iiber den Intensitats
wechsel im Wasserstoffbandenspektrum geht jedenfalls hervor, daB die 
Protonen einen Spin besitzen und daB nur eine Gruppe der Eigenfunk
tionen in der Natur realisiert ist. Wir konnen im folgenden entscheiden, 
daB es die antisymmetrische ist; da namlich nach einer Untersuchung 
von HUND (86 a) der Elektronengrundzustand immer symmetrisch in 
den Kernkoordinaten ist, so hat bei symmetrischer totaler Eigen
funktion der Keme der Rotationszustand 0 das statistische Gewicht I, 

wahrend der Rotationszustand I das statistische Gewicht 3 hat (Para
und Orthoterm). Eine Abzahlung der Kugelfunktionen (vgl. Ziff. 4I) 
liefert den EntartllIlgsgrad der Rotation des gewohnlichen Rotators zu 
2n + I; nach dem obigen erhalten dann dieZustande mit geraijem n den 
Faktor I, mit ungeradem den Faktor 3, herriihrend von den vier ver
schiedenen Orientierungsmoglichkeiten des Kemspins. Setzen wir nun 
dementsprechend ffir die Rotationswarme an: 

ct> ~2n co E 2n + 1 

~,g2nE2ne-kT + 3~g2n+IE2"+Ie-~ 
o 0 

E= ---------------------------------------
00 fan co "2n+l 
~g2ne-kT + 3~g2n+le-~ 

o 0 

so ergibt sich daraus eine Formel fiir die spezifische Warme, die mit den 
Erfahrungen gar nicht iibereinstimmt. Die Deutung dieses Umstandes 
laBt sich nach DENNISON folgendermaBen durchfiihren. Wenn die Kerne 
keinen Spin besaBen, so wfirden 'Obergiinge zwischen geradzahligen und 
ungeradzahligen Rotationsquantenzahlen im Elektronengrundzustand 
iiberhaupt unmoglich sein; infolge des Spins sind sie moglich, doch ist 
ihre Haufigkeit sehr gering, namlich proportional der Wechselwirkungs
energie der beiden Magnete. Es ist nun durchaus verniinftig, anzuneh
men, daB wahrend der relativ kurzen Beobachtungszeit, die etwa von 
der GroBenordnung einiger Tage ist, eine Kombination zwischen gerad
zahligen und ungeradzahligen Rotationsquantenzahlen nicht auftritt. 
Wir haben es dann gewissermaBen mit einer Mischung von zwei Gasen 
zu tun, von denen die eine Komponente nur geradzahlige, die andere 
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nur ungeradzahlige Rotationsquanten aufweist und bei denen das Ver
haltnis der apriorischen Wahrscheinlichkeiten, wie beim Para- und Ortho
term I: 3 ist. Wir haben demgemiiB fiir die freie Energie eines solchen 
Mischgases, das sich nicht ins Gleichgewicht setzt, anzusetzen. 

Daraus erhalten wir eine spezifische Warme, die mit den beobachteten 
Werten ausgezeichnet iibereinstimmt. 

Eine direkte Verifizierung der DENNIsoNschen Hypothese, daB wir 
es mit dem Gemisch von zwei selten kombinierenden Gasen zu tun haben, 
haben neuere Versuche von BONHOEFFER und HARTECK (58) einerseits, 
EUCKEN (74) andererseits erbracht. Durch Beobachtung von Wasserstoff 
sehr hohen Druckes war es moglich, bei tiefen Temperaturen die Um
wandlung der energiereicheren Orthomodifikation in die energiearmere 
Paramodifikation zu beobachten. LieB man diesen Wasserstoff mehrere 
Tage lang bei hohem Drucke stehen, so anderte sich ganz in Oberein
stimmung mit der Theorie seine spezifische Warme, und nahm langsam 
den Wert an, der ffir den Parawasserstoff zu Recht besteht. Die Steige
rung des Druckes batte den Zweck, haufigere Obergange zwischen den 
heiden Modifikationen durch VergroBerung der StoBzahl anzuregen. 

Weiters haben diese Versuche den Beweis erbracht, daB auch ffir 
Protonen die antisymmetrischen Eigenfunktionen Giiltigkeit besitzen. 
Da namlich der Grundzustand in den Kernkoordinaten symmetrisch 
ist, so miiBte bei Wahl der symmetrischen Eigenfunktion die Rotations
quantenzahl Null, die dreifache apriorische Haufigkeit der Rotations
quantenzahl I besitzen, im Widerspruche zu den Beobachtungen, die 
wie beim Heliumatom das umgekehrte Verhaltnis ergeben haben. 

65. Zur Theorie des Ferromagnetismus. Die Quantentheorie des 
Mehrkorperproblems hat einen iiberraschenden Beitrag zur Deutung der 
ferromagnetischen Erscheinungen beizubringen vermocht. Wenn auch 
der mathematische Apparat, der zur Herleitung der Resultate notwendig 
war, dem kompliziertesten Gebiete der Gruppentbeorie entnommen war, 
und auch die Ausrechnung einzelner Detailpunkte auf schwer iiberwind
Hche mathematische Schwierigkeiten stieB, so mochten wir doch nicht 
versaumen, an dieser Stelle ohne Eingehen auf die Rechnung, eine Ober
sicht iiber die physikalischen Leitgedanken zu geben, die bei diesen 
Untersuchungen in Anwendung kamen. 

Die Schwierigkeiten der klassiscben Theorien auf dem Gebiete des 
Ferromagnetismus bestanden bekanntlich in folgendem: Gewisse Korper 
(Eisen, Kobalt, Nickel, eben die Ferromagnetika) zeigten auch bei Ab-
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wesenheit jedes auBeren Magnetfeldes oft den Zustand spontaner Magne
lisierung, der bei manchen Substanzen durch auBere Felder vielfach 
wenig beeinfluBbar war und im wesentlichen von der Temperatur ah
hing. Bei hOheren Temperaturen oberhalb eines fUr die Substanz jeweils 
charakteristischen kritischen Punktes (CURIE-Punktes) verschwand dcr 
Ferromagnetismus und ging in Paramagnetismus nber, der selbstver· 
standlich nur bei auBerem erregendem Feld ein von Null verschiedenes 
magnetisches Moment aufwies. 

In der Sprache der Statistik ausgedrnckt, konnen wir diesen Sach
verhalt auch folgendermaBen charakterisieren. Wir nehmen an, daB die 
Atome der Ferromagnetika, wie von anderen Fallen her bekannt, Ele
mentarmagnete tragen. Wenn dann im Inneren des Metalls eine Wechsel
wirkung mit der Tendenz bestiinde, die Elementarmagnete einander 
parallel zu richten, so wUrde dies die qualitative Moglichkeit zur Ent
stehung ferromagnetischer Erscheinungen bieten. Man kann eine solche 
Wechselwirkung rein formal einfiihren, wie dies von P. WEISS in seiner 
Hypothese des inneren Feldes geschehen ist, und kann dann mit diesen 
Formeln eine Reihe von Erscheinungen qualitativ und angenahert quan
titativ wiedergeben. Unerklart bleibt dabei nur, welcher Art diese 
Wechselwirkungskrafte im Inneren des Metalls sein konnen. 

Zunachst scheiden nach einer einfachen GroBenordnungsbetrachtung 
magnetische Wechselwirkungskratte aus, da sie nur den Effekt Null oder 
hochstens einen sehr kleinen Effekt liefem konnten. Denken wir uns 
elektrische Krafte zwischen den Atomen wirkeu, die eine solche Gleich
richtung zur Folge haben mnBten, so kann man unter gewissen An
nahmen einfache Modelle durchrechnen, ohne jedoch damit ferromagne
tische Erscheinungen zu gewinnen. 

Einen ungemein aufklarenden Beitrag nber die Natur der Elementar
magnete brachten die bekannten Experimente von RICHARDSON, BAR
NETT, EINSTEIN, DE HAAS U. a. Bei diesen Effekten wurde festgestellt, 
daB die Elementarmagnete anomales Verhaltnis zwischen magnetischem 
und Impulsmoment haben. Als dann spater die Quantentheorie des 
Zeemeneffektes auf das gleiche anormale Verhaltnis und schlieBlich zur 
Aufstellung der Spinhypothese fiihrte, lag es nahe anzunehmen, daB 
man es beim Ferromagnetismus gleichfalls mit einem Spineffekt zu 
tun hatte. Diese Tatsache kombinierte HEISENBERG (83) mit der wei
teren, daB die Krafte zwischen gleichartigen Partikeln nicht einfach 
durch ihre elektrische Wechselwirkung gekennzeichnet sind, sondem daB 
hierzu noch die Wirkung des Teilchenaustausches tritt. Ein System von 
N Elektronen, wobei N von der GroBenordnung der Anzahl der Atome 
im Mol ist, ist zunachst entartet, wenn wir von der Wechselwirkung 
der einzelnen Elektronen absehen. 

Bei Berncksichtigung der Wechselwirkung spaltet das System in eine 
groBe Anzahl von verschiedenen Termen auf, von denen ein bestimmter 
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Teil zu antisymmctrischen Eigenfunktionen gehCirt. (Die Betrachtung 
ist hier genau so wie beim Heliumatom, !tur daB wir von N statt von zwei 
Elektronen sprechen.) Wir behandeln gewissermaBen das ganze Metall
stuck mit seinen N Elektronen als ein einheitliches mechanisches Riesen
atom. Unter diesen vielen Eigenfunktionen wird es, wie die Rechnung 
zeigt, eine groBe Anzahl geben, bei denen ein Teil der Elektronen, der 
groBer ist als die Halfte aller Elektronen, mit ihren Elementarmagneten 
in eine Richtung zeigt. Wir haben nun ganz nach den oben beschriebenen 
statistischen Prinzipien die Energie einer jeden solchen Eigenfunktion 
zu bestimmen, weiters zu berechnen, wie groB ihr resultierendes magne
tisches Moment ist und dann den statistischen Mittelwert des magne
tischen Momentes auszurechnen. 

Solange nicht irgend einma! ein auBeres Feld die Elektronenmagnete 
wenn auch nur teilweise gleichgerichtet hat, wird das magnetische Mo
ment eines makroskopischen Metallstuckes im Mittel Null sein, da die 
einzelnen unregelmaBig liegenden Mikrokristalle zwar jeder fUr sich ein 
magnetisches Moment besitzten, deren Richtung aber ganz dem Zufall 
iiberlassen ist, so daB sie im Mittel sich aufheben. Ein schwaches Magnet
feld bewirkt eine Gleichrichtung und damit auch nach seiner Abschaltung 
das Erscheinen einer remanenten Magnetisierung. 

Das Auftreten der ferromagnetischen Erscheinungen ist also ein sta
tistischer Effekt und demgemaB selbstverstandlich temperaturabhangig. 
Auch zeigt die Rechnung, ganz in tibereinstimmung mit der Beobach
tung, daB oberhalb der bestimmten kritischen Temperatur die Warme
bewegung so stark wird, daB eine spontane Magnetisierung sich nicht 
mehr ausbilden kann. 

Wir heben zum Schlusse noch einmal den prinzipiellen Unterschied 
dieser Erklarung und der klassischen, die ja auch elektrische Wechsel
wirkung eingefiihrt hat, hervor: 

In der klassischen Theorie war bestimmend die elektrische Wechsel
wirkung zweier oder mehrerer punktformiger Atome, in der Quanten
theorie hingegen die rein elektrostatische Wechselwirkung der beiden 
Atome, vermehrt urn diejenigen Glieder, welche infolge der Entartung 
den Partikelaustausch bewirken. Diese Austauschglieder ermoglichen 
den Erfolg der quantentheoretischen DeutUng. 

X. Interpretationen der Theorie. 
66. Problemstellung. Wir haben in den vorangehenden Abschnitten 

eine Reihe von Fallen untersucht, wie z. B. aIle nichtstationaren Pro
bleme, bei denen die Interpretation, die wir der Quantenmechanik im 
ersten Teile unseres Referates gegeben hatten, keineswegs mehr aufrecht 
bleibt. Es war dort gezeigt, wie nach der Matrizenmethode oder mit 
Hilfe der Wellengleichung die stationaren Zustande eines Systems, sowie 
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die Intensitaten bei einem Ubergang zu berechnen sind. Von Ort, Ge
schwindigkeit oder anderen mechanischen Bestimmungsstiicken einer 
Partikel, wie wir sie z. B. in der Theorie des COMPTON-Effektes einge
fiihrt hatten, war nirgends die Rede, ja es war sogar als besonderer Vorzug 
der HEISENBERGSchen Fassung ausgeftihrt, daB das Eingehen derartiger 
"prinzipiell unbeobachtbarer" GraBen in die Theorie vermieden wurde. 
Es konnte nun so aussehen, als waren wir in unseren weiteren Ausein
andersetzungen gewissermaBen ruckfallig geworden, und es ergibt sich 
so die Verpflichtung, eine zusammenfassende Interpretation der Glei
chungen von unserem jetzigen Standpunkte aus zu geben. Wir sind uns 
dabei vollkommen bewuBt, daB wir den Problemkreis der sogenannten 
mehrfachen Quantelung, wie er besonders in den Arbeiten von JOR
DAN, KLEIN und WIGNER (89, 90) eine maBgebende Rolle spielt, aus 
unseren Betrachtungen ausschalten. Es handelt sich bei den genannten 
Untersuchungen urn fundamentale Ansatze, deren anschauliche Be
deutung aber in vieler Hinsicht noch nicht vollig klar ist und wohl erst 
im Zusammenhang mit der im Entstehen begriffenen Quantenelektro
dynamik klar hervortreten wird. 

Wir erinnem in dies em Zusammenhange nochmals an die zwei, auf 
den ersten Blick gar nicht zusammenhangenden fundamentalen Schwie
rigkeiten, denen die Quantentheorie begegnet 1st. Es handelt sich erstens 
um den ganzen Komplex von Erscheinungen, der mit dem Worte "Licht
quantenphanomene" gekennzeichnet ist. Grob ausgedruckt lassen sich 
die einschlagigen Tatsachen so aussprechen, als ob dem Lichte auBer 
seiner ausnahmslos beobachteten Wellennatur noch eine korpuskulare 
Natur zukame, die sich in allen Fragen des Energie- und Impulsumsatzes 
als herrschend zeigt. Die zweite Gruppe von "Unverstandlichkeiten im 
klassischen Sinne" waren all die Erscheinungen, die mit den Worten 
"stationarer Zustand und Ubergang" zusammenhingen. Es sah hier so 
aus, als ob die klassischen kinematischen Relationen nicht mehr vallig 
zu Recht bestunden, so als ob aus der Gesamtheit aller kinematisch
dynamisch moglichen Bahnen gewisse aus unerklarlichen Grunden allein 
realisierbar waren. 

Hieran fiigen wir noch eine allgemeine Bemerkung uber einen Sach
verhalt, der in den J ahren vor Aufstellung der neuen Quantenmechanik 
vielfach diskutiert wurde. Es handelt sich hier um die prinzipielle Frage 
einer Messung in atomaren Gebieten. Es war eine Grundvoraussetzung 
der klassischen Physik, daB die Begriffe, mit denen sie operierte, einer 
st6rungsfreien Messung zuganglich waren. Dies sollte heiBen, daB fUr 
jede einzelne Messung ein Probekorper existiert, dessen EinfluB auf das 
zu mess en de System beliebig klein gemacht werden kann. Dies stellte 
ein Postulat der klassischen Physik dar; es war aber langst als fraglich 
angesehen, ob dieses Postulat sich mit der Existenz von Atomen, das ist 
kleinst denkbaren MeBkarpem, als vertraglich erweisen wurde. Prak-
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tische Bedeutung hatte diese hier geschilderte Problematik aber nicht 
gewonnen, sie war mehr als kritischer Einwand gegen gewisse Versuche 
gedacht, den Aufbau der kleinsten Partikel, Elektronen und Protonen 
feldmaBig zu deuten. 

67. Die urspriingliche Heisenbergsche Fassungj Schrodingers 
Wellenmechanik im weiteren Sinne. Den Gedankeninhalt der ur
spriinglichen HEISENBERGSchen Untersuchungen brauchen wir hier nicht 
mehr ausfiihrlich wiederzugeben, daerimersten TeildesReferateseineein
gehende Besprechung gefunden hat. Es mogen also die folgenden er
innemden Bemerkungen geniigen. Ein mechanisches Gebilde werde cha
rakterisiert durch seine HAMILToNsche Funktion, wobei aber die Ko
ordinaten und Impulse mit raum-zeitlichen GroBen direkt nichts zu tun 
haben, sondem Rechengesetzen geniigende rnathematische GroBen sind. 
Eine eindeutige Rechenvorschrift fUhrt ffir abgeschlossene Systeme zur 
Bestimmung der Koordinatenmatrizen und der Diagonalmatrix der 
Energie; diese Diagonalmatrix wird als die Gesamtheit der moglichen 
Energieniveaus des Systems charakterisiert, den Koordinatenmatrizen 
wird im spezieilen Faile, wo die HAMILToNsche Funktion in kartesischen 
Koordinaten aus der klassischen Physik iibemommen wurde, die Bedeu
tung eines MaBes fUr die Linienintensitaten zugeschrieben. 

Diese Theorie ist in sich weitgehend geschlossen. Als ihren wesent
lichen, natiirlieh im Entwicklungsstande begriindeten Mangel miiBte man 
bezeiehnen, daB sie keinerlei direkte Angaben macht, wie diese die op
tischen Verhaltnisse kennzeichnenden Matrizen begrifflich mit wirk
lichen raumzeitlichen Koordinaten und Impulsen zusammenhangen. Die 
Theorie muB ja auch auf den makroskopischen Koordinatenbegriff Bezug 
nehmen, wenn es sich urn die Berechnung der Intensitaten handelt; 
nieht aile Matrizen, sondem nur die den kartesischen Koordinaten nach
gebildeten sind hierfiir direkt brauchbar. Es war vorauszusehen, daB die 
Aus bildung der Theorie in irgendeiner Form dies en AnschluB liefem wiirde. 

Die SCHRODINGERSche Weilenmechanik laBt sieh nun von zwei Seiten 
in dies em Zusammenhange besprechen. In erster Reihe ist sie als mathe
matisches Verfahren voilsHindig aquivalent dem HEISENBERGSchen Ma
trizenverfahren; diese eindeutige Korrespondenz ist bekanntlich von 
SCHRODINGER (39) und ECKART (71) nachgewiesen worden. Wir sind be
rechtigt, jeden Sachverhalt mit Eigenfunktionen zu beschreiben, und 
sind dabei sieher, immer die entsprechende Matrizentheorie aufstellen 
zu konnen ' . 

I Wir fiihlen uns in dies em Zusammenhange berechtigt, von den beson
deren Feinheiten, die die Verschiedenheiten der nichtkommutativen Rechen
methoden (Matrizen, q-Zahl usw. einerseits, WlENER-, SCHRODINGER-, JORDAN-, 
DIRACScher Operatorkalkulus andererseits) ausmachen, hier zu abstrahieren, 
da sich hierdurch am Begrifflichen nichts Wesentliches bei dieser vereinfachten 
Darstellung andert. 



· Die Grundgedanken der neueren Quantentheorie. 4 83 

Soweit miiBte also eigentlich von einer besonderen Interpretation der 
SCHRODINGERSchen Theorie nicht die Rede sein, man konnte sich be
gniigen, von den verschiedenen heuristischen Gesichtspunkten zu spre
chen, die zu der Aufstellung der beiden Theorien gefiihrt haben. In 
zweiter Hinsicht jedoch liegt die Sache noch wesentlich anders. SCHRO
DINGER hat den Versuch gemacht, in einer ganz bestimmten Art und 
Weise AnschluB an die klassische Kinematik, ja noch mehr, sogar an die 
klassische FeIdphysik zu gewinnen. Obwohl er seIber (102) bereits einige 
Jahre vor der Aufstellung der neuen Quantenmechanik ffir die Mog1ich
keit, ja sogar Wahrscheinlichkeit einer nicht kausalen statistischen 
Theorie der Atomvorgange im Prinzipe eingetreten war, schien sich ibm 
in AnschluB an die BROGLIESchen Ideen doch die Moglichkeit zu bieten, 
mit Hilfe seines neuen Kalkiils ein mehr konservatives Programm durch
zufiihren. Sein Gedankengang, den wir schon in Ziff. 28 angedeutet 
hatten, war etwa der folgende: 

Bekanntlich verwendet man zur Berechnung der elektrischen Strah
lungserscheinungen vorteilhaft den Ausdruck 

(j= ~~ 

ffir die elektrische Dichte. ,Darin sei ~ durch den aligemeinsten Aus
druck (224) dargestellt. Dieser Wert ffir die elektrische Dichte sieht so 
aus, als ware das Elektron, urn dessen ~-Funktion es sich etwa hier han
deln wiirde, iiber den ganzen Raum kontinuierlich mit einer yom Ort 
abhangigen Dichte verschmiert. Die Eigenfunktion selbst ist durch eine 
trigonometrische Reihe in der Zeit dargestellt; die Abhangigkeit eines 
Gliedes dieser Reihe von t ist von der Gestalt 

'27liEnt 
e-k-

Ffir die Zeitabhangigkeit der GroBe ~1fJ erhalten wir dann im Gegensatze 
zu der Zeitabhangigkeit der Eigenfunktionen seIber die Ausdriicke 

Es sind nun im SCHRODINGERSChen Sinne Zustande, d. h. Eigenfunk
tionen gar nicht das physikalisch real Existente. Es sind auch diese 
Eigenfunktionen seIber bzw. ihre zeitliche Abhangigkeit ja gar nicht 
physikalisch beobachtet worden. Beobachtbar sind zunachst nur die 
Frequenzen und Intensitaten der Strahlung, die einem Ubergang korre-

27Zi' 

spondieren, also die zeitliche Abhangigkeit e k (Ell - El ) t besitzen. 

Wichtig ist auch noch der SCHRODINGERSche' Hinweis auf die be
sondere Art der raumlichen Verteilung einer solchen "Ladungswolke" 
(vgl. Ziff. 43. Abb. 3,4). Es zeigt sich, daB die Ladung im wesentlichen 
auf einen Bereich beschrankt ist, der von der GroBenordnung der iib
lichen Atomdimensionen ist, so daB sich ein Widerspruch mit der Er-
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fahrung aus dieser Annahme der kontinuierlichen Verteilung nicht er
geben wiirde. Weiters zeigte SCHRODINGER (103) an dem Beispiele linearer 
Oszillatoren, daB man durch eine entsprechende Superposition von Eigen
lOsungen 

P=,ICktpk 
k 

ein Gebilde herstellen konne, dessen Schwerpunkt sich ffir alle Zeiten 
so verhalt, wie ein harmonisch schwingender Massenpunkt. Man nennt 
derartige Gebilde, die man durch die Superposition von Eigenlosungen 
zusammensetzt, Wellenpakete. 

Der Vbergang von der klassischen zur Quantenkinematik ist nach 
SCHRODINGER im Prinzip recht einfach und anschaulich. Er ist vollig 
analog dem Obergang von der geometrischen zur Wellenoptik. Wir er
lautern dies am einfachsten am eindimensionalen Fall. Gegeben sei die 
Wellengleichung des Lichtes. Aus der Well~ngleichung 

a·rp _ n' a'rp 
ax' - c' ati 

(n = Brechungsindex) 
Mnnen wir durch die Substitution 

.ni (I't_.£) 
cp = e 1.n 

(S = Phase der Lichtquelle) 
die neue Gleichung fur S gewinnen 

2n:i d' S 4n2 (dS)' _ 4 n' 
1n dx' + A"n2 dx - Y' (30 5) 

Wir wissen, daB ffir sehr kurze Wellen die geometrische Optik zu Recht 
besteht. Tatsachlich erhalten wir, wenn wir in (305) den ersten Term 
vernachlassigen, die Gleichung 

(~!r = n2, 

die bekanntlich die geradlinige Ausbreitung des Lichtes und die Erschei
nungen der Reflexion und Brechung im Sinne der geometrischen Optik 
beherrscht. 

Ebenso konnen wir aus der SCHRODINGERSchen Gleichung durch die 
gleiche Substitution 

(306) 

zur Gleichung 

2;iW" _ 4;' W" + 8~:/-'(E_ V)=o (307) 

ubergehen, die ffir h -+ ° in die HAMILTON-JACoBIsche Differentialglei
chung der Mechanik 

--+V=E I (d~2 
2/-, dx 

ubergeht. 



· Die Grundgedanken der neueren Quantentheorie. 4 85 

Die SCHRODINGERSChe Interpretation lieB sich auch direkt tiber
tragen auf die Behandlung nichtstationarer Probleme. Wir haben es 
dann in seinem Sinne mit einer nichtmehr periodisch veranderlichen 
Ladungskonfiguration zu tun. 

Wir fassen also noch einmal diese spezielle Form der SCHRODINGER
schen Interpretation zusammen. Nach ihr besteht eine kontinuierliche 
Verteilung der Materie tiber den gesamten Raum; bestimmte angegebene 
Funktionen der Eigenfunktion kennzeichnen die Dichte von Energie und 
Impuls, Ladung und Strom an jeder Stelle und zu jeder Zeit. Die Funk
tion ljJ ist bestimmt, wenn wir ihre Differentialgleichung, d. h. die auBeren 
Felder und die Wechselwirkung der Partikel, sowie ihren Anfangszustand 
kennen. Aus diesem Anfangszustand ergibt sich dann streng determi-
niert der Verlauf der Funktion Ifl fiir alle Zeiten. . 

Diese SCHRODINGERSche Auffassung hat sich im allgemeinen nicht 
durchsetzen kannen. An ihre Stelle ist vielmehr bei der groBen Mehr
zahl der Physiker eine Anschauung getreten, die ausgesprochen statisti
schen Charakter tragt. Bevor wir die Griinde, die fUr dieses Abgehen 
von der SCHRODINGERSchen Interpretation maBgebend sind, naher aus
einandersetzen, machten wir diese dritte Auffassung kurz skizzieren. 

68. Die statistische Interpretation der Quantenmechanik; 
Transformationstheorie. Die dritte wesentliche Interpretation dcr 
Quantenmechanik ist eine rein statistiscp.e. In ihr werden die klassischen 
Begriffe von Ort, Geschwindigkeit, Impuls, Energie usw. des mechani
schen Systems unverandert beibehalten. Einschrankungen werden nach 
ihr nur durchgefUhrt, was die Verkntipfung und gleichzeitige Beobach
tung von mechanisch-kinematischen GraBen anlangt. Weiter behalt diese 
Interpretation von Haus aus den strengen Partikelcharakter bei, den 
auch die klassische Physik den Atomen zugeschrieben hat. Nach ihr ist 
es ohne weiteres maglich, von einem scharf bestimmten Orte eines Elek
trons zu sprechen. Sie laBt sich im wesentlichen etwa folgendermaBen 
formulieren: Gegeben sei z. B. eine Lasung der SCHRODINGERSchen Glei
chung eines abgeschlossenen Systems von der Gestalt 

2 ni 
-Et 

ljJ = e It UnI, n2 ••• nf" 

Durch Kenntnis dieser Eigenfunktion ist uns der Wert der Energie und 
eventuell noch weiterer (f-I)-Integrale des Systems, wobei t die Anzahl 
der Freiheitsgrade bedeutet, bekannt. Darunterist folgendes zu verstehen: 
In der ursprtinglichen BOHRschen Theorie waren durch die t Quanten
zahlen ebensoviel Funktionen von p und q festgelegt, die natiirlich Inte
grale der mechanischen Bewegungsgleichungen sein muBten. In die 
Sprache der Quantenmechanik iibersetzt bedeutet dies, daB wir t GraBen 
angeben kannen, deren Matrizen Diagonalmatrizen sein miissen (dabei 
sehen wirvon Entartungen der Einfachheit halber ab). Als Beispiel seien 
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die beim Wasserstoffatom festgelegten GraBen (vgJ. Ziff. 43 und Ziff. 72) 
angefUhrt; diese sind: 1. die Energie x(p, q); 2. das Quadrat des Dreh
impuls '2)xPy - YPX)2, das durch die Quantenzahl l bestimmt ist; 
3. die Komponente des Drehimpulses um die z-Achse (xPy-ypx), die 
durch die Quantenzahl m festgelegt wird. 

Aus der Eigenfunktion konnen wir dann in bekannter Weise Aus-
f}ifJ - olfJ driicke wie z. B. 1/J - - tfJ - usw. bilden, die wir schon bisher als oXI f}x I 

Viererstrom usw. interpretiert hatten. In der neuen Fassung bedeuten 
dann diese Gro(Jen die Wahrscheinlichkeit daliir, bei einem Experiment ein 
Partikel in dem Koordinatenbereich dx, . " dx! anzutrellen, wenn wir 
wissen, da(J das System sich im Zustand mit der Eigenlunktion U"I' .. "I 

belindet. . 
Dieses Verfahren laBt sich natiirlich ganz formal auf die nicht abge

schlossenen Systeme iibertragen. Auch dann ist das betrachtete System, 
dessen Losung etwa von der Gestalt (224) sei, charakterisiert durch die 
GraBen a", die wegen der Normierungsbedingung die Relation 

L.: anan = I 

" 
erfiillen miissen. Wir hatten in dem Abschnitt iiber Variation der Kon
stanten gezeigt, daB diese Relation immer dann fUr aIle Zeiten zu Recht 
besteht, wenn sie zu einer Zeit erfiillt ist. Dies erlaubt uns, die GraBen 
ak (ik als MaB fiir die Wahrscheinlichkeit zu betrachten, daB das be
treffende System zu einer bestimmten Zeit sich im Zustande mit der 
Eigenfunktion Uk befindet. 

Fiir abgeschlossene Systeme fiihrt diese Interpretation zu genau den
selben Gesetzen wie friiher. 

Wir wollen nun eine Reihe von Einzelheiten dieser hier gegebenen 
statistischen Interpretation diskutieren, urn so ein besseres Verstandnis 
fiir diese sehr allgemeine und weittragende Aussage zu gewinnen. Als 
erstes ist nach dem Gesagten folgende Frage sehr naheliegend: Welches 
Verhaltnis besteht zwischen denjenigen mechanischen GraBen, tiber die 
wir etwas wissen, und denjenigen, iiber die wir auf Grund unseres Wissens 
eine Wahrscheinlichkeitsaussage treffen? Nun ist ein jedes mechanische 
System von 1 Freiheitsgraden charakterisiert durch 2'1 GraBen, namlich 
1 Koordinaten und 1 gener~lisierte Impulse. Eine Eigenfunktion eines ab
geschlossenen, nicht entarteten Systems, legt 1 und nur t Funktionen von 
p undq fest, unter denen sich auch die Energie befindet. Die zu den t be
kannten GraBen kanonisch konjugierten GraBen sind nicht festgelegt und 
sie sind es gerade, auf die sich unsere Wahrscbeinlichkeitsaussagen be
ziehen. Dieser bier geschilderte Vorgang ist noch insofern speziell, als wir 
als Basis unserer Berechnung immer eine L6sung der SCHRODINGERSchen 
Gleichung angesetzt haben. DIRAC (69) und JORDAN (88) haben nun die 
folgende wesentliche Erweiterung des Formalismus durcbgefiihrt, die 
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man als Transformationstheorie der Quantenmechanik bezeichnet. Ebenso 
wie die SCHRODINGERSChe Gleichung dadurch entsteht, daB man die 
HAMILToNsche Funktion als 0l?erator ansetzt und deren Eigenwerte zu 
bestimmen sucht, kann man auch eine beliebige andere Funktion der 
Koordinaten und Impulse in Operatorform ansetzen und rein mathe
matisch die Eigenwerte dieser Funktion ebenso wie friiher der HAMILTON
schen Funktion bestimmen. Es haben dann DIRAC und JORDAN das we
sentliche Resultat abgeleitet, das wir folgendermaBen aussprechen: Urn 
zu bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir in einem System 
einer mechanischen Variablen q den Wert Q zuschreiben konnen, wenn 
wir wissen, daB der Wert einer anderen mechanischen GroBe f (P, q) 
Fist, hat man ein bestimmtes Eigenwertproblem zu lOsen, das mit der 
Funktion f als Operator gebildet wurde. Die entstehenden Eigenlosungen 
erlauben dann, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen. daB der GroBe q 
ein Wert Q zukommt. Wir sehen sofort, daB der SCHRODINGERSChe Fall 
ein Spezialfall dieses allgemeinen Verfahrens ist. Hier ist z. B. die ge
suchte GroBe Q die Itoordinate q seIber, die bekannte GroBe der HA
MILToNsche Operator; die HAMILToNsche Funktion liefert in das Eigen
wertproblem eingesetzt, gerade die SCHRODINGERSche Wellengleichung 
und der Ausdruck l/J 1jj die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das System sich 
gerade in einer Lage mit der Koordinaten Q befindet. 

Wir konnen begreiflicherweise auf die recht komplizierten mathema
tischen Deduktionen, die dies em kurz formulierbaren Satze zugrunde 
liegen, hier nicht naher eingehen. Wir wollen nur noch ohne Beweis das 
allgemeine Resultat angeben, das sich auf die gegen!?eitigeAbhangigkeit 
kanonisch konjugierter GroBen bezieht und das wir spater in einer groBen 
-Reihe von SpezialfaIIen noch naher erIautern werden. 

Wenn wir tiber den Wert der GroBe peine Aussage machen konnen
sei es, daB WIT ihr exakt den Wert P zuschreiben oder nur wissen, daB 
sie aUe moglichen Werte mit einer mittleren Abweichung (d Pt an
nehmen kann, so liefert dann die Theorie das Ergebnis, daB der Fehler 
(die mittlere Abweichung) der kanonisch konjugierten GroBe q der Re
lation gentigt 

(dP>" (dq)2 ~h2. 

Wenn uns also die eine der beiden kanonisch konfugierten GrofJen exakt 
bekannt ist, so ist die andere vollkommen unbestimmt. Diese Formulierung 
der sogenannten HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation haben wir 
hier nur des Zusammenhanges halber an die Transformationstheorie 
angeschlossen, ihre wesentliche Bedeutung werden wir an Hand einzelner 
Beispiele noch weiter unten besprechen. 

69. Nahere Diskussion der statistischen Interpretation; ein Ein
steinsches Gedankenexperiment. Die statistische Interpretation in der 
.Quantenmechanik weicht von den bisherigen Vorstellungen der Physik 
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SO grundlegend ab, daB es wohl angebracht erscheint, ihre begrifflichen 
Grundlagen genauer zu analysieren. 

Die kausale Physik laBt sich etwa folgendermaBen kennzeichnen: 
Der Zustand eines mechanischen Systems sei charakterisiert durch die 
Angabe von 2 1 GroBen, etwa der Koordinaten und ImpUlse. Kenntnis 
dieser GroBen zu einer bestimmten Zeit t = to erIaubt dann zusammen 
mit der Kenntnis der mechanischen Gesetze (abgesehen von Rechen
schwierigkeiten) die Bestimmung der 21 GroBen zu jeder beliebigen Zeit. 

Die statistische Interpretation hingegen besagt: Es seien zur Zeit t = to 
alle an dem System gleichzeitig meBbaren GroBen bestimmt; dann er
laubt die Kenntnis der Naturgesetze Wahrscheinlichkeitsaussagen zu 
machen fiber die Haufigkeit, mit der bei wiederholten Versuchsreihen 
yom gleichen Anfangszustande nach Ablauf ein und derseIben Zeit ver
schiedene Werte· der charakterisierenden GroBen angenommen werden. 

Sowohl in der klassischen als auch in der Quantenmechanik muB 
man also zunachst angeben, welche beobachtbaren GroBen den Zustand 
eines Systems charakterisieren. Es kann dabei von vornherein der Fall 
sein (und wir werden in Ziff. 70 auch sehen, daB dies tatsachlich in der 
Natur realisiert ist), daB bei einem mechanischen System nach der kIassi
schen und Quantenmechanik verschiedene GroBen als ffir den Zustand 
charakteristisch angesehen werden mfissen. Doch wollen wir davon vor
laufig absehen, da es in diesem ZU8ammenhang nicht wesentIich ist. 

Die Formulierung der statistischen Interpretation bezieht sich auf 
das Ergebnis wiederholter Versuchsreihen; wir haben dabei die Moglich
keit offen gelassen, daB einzelne ffir das System charakteristische GroBen 
bei jedem Versuch in derselben Weise sich andern, daB also ffir diese 
GroBen gewissermaBen Kausalitat gilt. Es ist ffir die Giiltigkeit einer 
statistischen Interpretation nur notwendig, daB mindestens eine das 
mechanische System charakterisierende GroBe in nicht eindeutig be
stimmter Weise sich mit der Zeit audert. 

Wir verweisen als Beispiel auf den Fall des Photoeffektes (vgl. 
Ziff.49). Wir hatten dort sowohl fiber die Energie (d. h. den Absolut
betrag der Geschwindigkeit), als auch fiber die Geschwindigkeitsrichtung 
der ausgelOsten Elektronen eine Aussage gemacht. Nun ging aus dem 
dortigen Paragraphenhervor, daB nur zwei Eigenfunktionen solcher Art 
miteinander kombinieren, daB die Energie des Elektrons der Gleichung 
(240) genfigt, wahrend die Winkelverteilung der wegfliegenden Elek
tronen durch den Viererstrom gekennzeichnet war; dieser erlaubte in 
keiner Weise eindeutig vorherzusagen, in welcher Richtung das Elektron 
wegfliegen wird. Es gilt also ffir den Ausfall eines Photoprozesses die 
Aussage, daB zwar die Energie eindeutig bestimmt ist, hingegen fiber 
die Geschwindigkeitsrichtung nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage ge
macht werden kann. 

Wir weisen ausdrficklich auf eine Moglichkeit hin, die ffir eine statisti-
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scbe Theorie zu Recht bestehen konnte, im Falle der Quantenmechanik 
aber, wie wir eben geseben haben, nicht gilt. Es hatte auch die Energie 
der wegfliegenden Elektronen alle moglichen Werte annehmen und nur 
ihr Mittelwert fiir viele Versuch.e der Gleichung (240) geniigen konnen. 
Die Erhaltungssatze fiir Energie und Impuls (vgl. Ziff. 49, COMPTON
Effekt) zeigen jedoch, daB dies nicht zu Recht besteht, sondem daB fUr 
diese GroBen exakt kausale Beziehungen besteben '. 

Die Verhaltnisse werden durch ein von EINSTEIN herriihrendes Bei
spiel ungemein veranschaulicht. Es handelt sicb hier urn folgendes Ex
periment: Ein Biindel a-Strahlen von gleicher Energie und Geschwindig
keitsrichtung falle auf eine kleine Offnung in einem Schirm auf und 
werde an dieser nach allen moglichen Richtungen zerstreut. Wir be
trachten das Schicksal eines einzelnen Partikels nach dem Passieren der 
Offnung. Hinter dem Schirm den ken wir uns (vgl. Abb. II) etwa einen 
Film aufgespannt, auf dem wir die Spuren der 
eintreffenden a-Partikel fixieren konnen. Dann 
gibt die winkelabhwgige GroBe tfJ 1fJ = t W) die 
Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB ein a-Partikel 
in der Richtung (D) davonfliegt. Nun wissen wir 1 
erfahrungsgemaB, z. B. aus Aufnahmen in der 
WILsoN-Kamera, daB ein a-Partikel sehr ange- Abb.lI. EINSTEINsches 
nahert geradlinig durch einen gaserfiillten Raum Gedankenexperiment. 
hindurchfliegt. Wahrend also zunachst die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, ein a-Partikel unter demWinkel +# bzw. -# an
zutreffen, aus Symmetriegriinden gleich groB war, konnen wir mit 
groBter Wabrscheinlichkeit behaupten, daB ein a-Partikel, von dem wir 
in dem gasgefiillten Raurn zwischen Schirm und Film eine Spur bei P, 
unter dem Winkel #, (vgl. Abb. II) beobachten, auch auf dem Film in 
einem nahe bei #, gelegenen Winkel auftreffen wird. Diesen Sachverhalt 
konnen wir aber auch so darstellen: Die Beobachtung des a-Partikels 
unter dem Winkel #, verandert die Wahrscheinlichkeit hierfiir, das 
a-Partikel unter einem Winkel #. anzutreffen. 

Bis hierher ist diese lJberlegung sehr alltaglich. Sie gewinnt jedoch 
besonderes Interesse durch den von EINSTEIN (73) hervorgehobenen Um
stand, daB es sich bier gewissermaBen um eine "Femwirkung" handelt. 
Dies sieht man folgenderweise leicht ein. VOY der Beobacbtung des 
a-Partikels bei P, bestand eine Wabrscheinlichkeit, etwa W(#3)' dafiir, 
das a-Partikel im Punkte P3 auf dem Film anzutreffen. Nach der Be
obachtung ist diese Wahrscbeinlichkeit nicbt mebr W(#3)' sondem 0 

[oder mindestens sehr vie! kleiner als w (#3)]' geworden. Nun konnen wir 
uns die Punkte P, und P 3 beJiebig weit auseinander denken, so daB nach 

, Wir sehen bei diesen Betrachtungen von gewissen Hillen (ier DIRAc
schen Dispersionstheorie (68) abo 
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der Feldphysik (dem Relativitatsprinzip) ein Signal von P, bis P 3 minde
stens die Zeit 

P, P3 = LIt 
c 

benotigt. 1m FaIle der Quantenmechanik jedoch hat sich die Wahr
scheinlichkeit in P 3 durch die Beobachtung in P, momentan geandert. 

So interessant diese Bemerkung ist, so deckt sie doch, wie wir glauben, 
keinen inneren Widerspruch in der Quantenmechanik auf. Die Quanten
mechanik lieB sich ja relativistisch invariant formulieren und es is! selbst
verstandlich, daB ihre Ergebnisse nicht im Widerspruch zu allgemeinen 
Satzen der Relativitatstheorie stehen durfen. Dies ist aber auch keines
wegs bei dem betrachteten Beispiel der Fall; denn die Relativitatstheorie 
verbietet lediglich die Ausbreitung eines Signals mit Oberlichtgeschwindig
keit. In unserem FaIle aber handelt es sich urn die Anderung der Wahr
scheinlichkeit lilr ein Versuchsergebnis, und es ist voIlkommen unmoglich, 
einen realen physikalischen Vorgang als ein Signal zu konstruieren, wel
ches diesem Verhalten der Wellenfunktion gleichgesetzt werden kann. 
Es kommt in diesem Beispiele besonders schon die form ale Natur der 
Beschreibung durch die Wellenfunktion zum Ausdruck. Man sieht deut
lich, daB eine direkte Zuordnung materieller Vorgange zu dem Verhalten 
der Eigenfunktionen im allgemeinen unmoglich ist und leicht zu Wider
spruchen mit dem fiir aIle physikalischen Theorien gultigen Relativitats
prinzip fiihren kann. 

Wir mochten zum AbschluB dieser Ziffer vor einem Irrtum ausdruck
lich warnen, dem man bei der Besprechung der hier behandelten Fragen 
haufig begegnet. Diese von uns bekampfte Ansicht lautet etwa folgender
maBen: Die statistische Interpretation der Quantenmechanik ist in 
keiner Weise notwendig oder im Wesen der Sache begrundet. Vielmehr 
legt det quantenmechanische Formalismus besonders in der Gestalt der 
SCHRODINGERSchen Theorie eine kausale Interpretation nahe. Diese 
kausale Interpretation besteht in folgendem: Die Eigenfunktion ljJ ist 
bestimmt, wenn wir sie zur Zeit t = to im ganzen Raume kennen. Tat
sachlich sieht man dann leicht ein, daB die SCHRODINGERSche zeit
abhangige Gleichung (III) nur eine Losung hat, die zur Zeit t = to in 
den gegebenen Anfangszustand ubergeht. (Dies folgt schon aus allge
meinen Satzen uber die Eindeutigkeit der Losungen von Differential
gleichungen.) Die Eigenfunktion !/J ist also "kausal" vollkommen be
stimmt. 

Unseres Erachtens liegt hier ein logischer Fehler vor, der durch eine 
stillschweigende Ersetzung der verwandten Begriffe Gesetzlichkeit und 
Kausalitat zustande gekommen ist. Unter "Gesetzlichkeit" soIl ganz 
allgemein jede Verkniipfung einer raum-zeitabhangigen GroBe mit ihren 
Weiten an einer anderen Stelle des Raumes und der Zeit verstanden 
werd~n. '"Kausalitat" ist der engere Begriff. Er bezieht sich auf die 



'Die Grundgedanken der neueren Quantentheorie. 49 I 

Gesetzlichkeit beobachtbarer GrofJen, d. h. solcher GroBen, deren Wert wir, 
wenn auch nur durch Gedankenexperimente, exakt angeben konnen. 
Ffir die GroBe 1./J gilt lediglich eine gesetzliche Formulierung; denn es ist 
von keiner Seite auch nur versucht, geschweige denn erreicht worden, 
ein Gedankenexperiment anzugeben, das eine Messung der GroBe 1./J ge
stattet. Jede Physik, sei sie kausal oder nicht kausal, wird Gesetze be
inhalten mfissen; die in diese Gesetze eingehenden GroBen, deren Ver
anderung mit der Zeit auch eindeutig bestimmt sein kann, werden aber 
in der statistischen Physik der Beobachtung unzuganglich sein, wahrend 
die beobachtbaren GroBen nicht als eindeutige Zeitfunktionen angebbar 
sein werden. 

70. Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation: Rein mecha
nische Probleme. Wir hatten die HEISENBERGSche Ungenauigkeits
relation im Zusammenhang mit der allgemeinen Transformationstheorie 
bereits kurz in ihrer mathematischen Gestalt wiedergegeben. In dieser 
lautet sie: Wenn zwei quantenmechanische GroBen q und p zueinander 
kanonisch konjugiert sind, und wir fiber die GroBe q bzw. fiber ihre Ab
weichung (dq)" vom Mittelwert eine Aussage machen konnen, so gilt 
ffir die Abweichung (dP)2 der GroBe p vom Mittelwert die Relation 

(dq)" (dp)' <Xl h2. 

Wir wollen in diesem Abschnitt uns hauptsachlich mit der physikali
schen Interpretation dieses HEISENBERGSchen Satzes befassen, ohne Ge
wicht auf eine exakte mathematische Formulierung der verwendeten 
Theoreme zu legen. Diese laBt sich in strenger und allgemeiner Form 
nur mit Hilfe des uns unzuganglichen Apparates der Transformations
theorie geben. Doch auch so glauben wir, abgesehen von mathemati
schen Feinheiten, eine erschopfende Darlegung des wesentlichen In
haltes der HEISENBERGSchen UngenauigkeitsreIation geben zu konnen. 

Wir wollen mit einigen allgemeinen Bemerkungen fiber "physika
lische" GroBen in der klassischen und Quantentheorie beginnen. Unter 
einer physikalischen GroBe wollen wir eine solche GroBe verstehen, zu 
deren quantitativer Bestimmungein Experiment mindestens in Ge
danken angebbar ist, die also, kurz gesagt, mef3bar ist. 

Es war eine zunachst stillschweigend, spater explizit gemachte Voraus
setzung der klassischen Theorie, daB die Messung der in sie eingehenden 
GroBen ohne merkliche Veranderung der zu messenden GroBen moglich 
sein sollte. Oder scharfer und exakter gesagt, daf3 einer physikalischen 
Grof3e ein eindeutiges Mef3resultat zugeordnet werden kann. Weiter war 
es eine stillschweigende Voraussetzung der klassischen Theorie, daB alle 
in sie eingehenden Grof3en unabhangig voneinander mef3bar sein sollen. 
Zur Erfiillung dieser Voraussetzungen hatte man den Begriff des Probe
kOrpers eingefiihrt, d. h. jenes beliebig klein zu wahlenden MeBinstru
ments, dessen Rfickwirkung auf die zu messende oder eine andere 
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das System charakterisierende GroBe beliebig klein gemacht werden 
kann. 

Jede Vorsteliung einer Atomistik der Materie macht die Fiktion eines 
solchen Probekorpers zumindest anzweifelbar, vielieicht sogar vollig 
sinnlos. Es ist nur schwer einzusehen, wie man mit Gebilden von defi
niter, nicht zu unterbietender GroBe andere Gebilde der gIeichen GroBen
ordnung ausmessen soli, ohne daB der MeBprozeB das Resultat in nicht 
vorherzusehender Weise beeinfluBt. Die Quantentheorie als eine spezi
fisch atomistische Theorie konnte diese klassischen Voraussetzungen 
nicht ohne weiteres tibernehmen; die Art und Weise, wie sie sie modi
fizierte, findet ihren anschaulichen Ausdruck in der HEISENBERGSchen 
Ungenauigkeitsrelation. 

Zunachst ist auf die fiir den ersten Anblick groBe Kompliziertheit 
des Problems des MeBkorpers hinzuweisen. Wir konnen uns beliebig 
komplizierte und zusammengesetzte Gebilde denken, mit denen wir un
sere Messungen ausfwen; eine allgemeine Aussage tiber die N atur 
quantenmechanischer Messungen laBt sich also nur durcb Herausgreifen 
einer verbaltnismaBig einfachen allgemeinen Eigenschaft alier mecha
nischen Systeme erreichen. Nun gehen in die quantenmechanjschen 
Gleicbungen keine universelien Konstanten ein, auBer dem Wirkungs
quantum. Denn Ladung und Masse der Partikel sind bei dem heutigen 
Stande der Theorie durchaus willkiirlich, und es ware obne weiteres mog
licb, daB in der Quantenmechanik gar keine Elektronen oder Protonen 
bestimmter Art Eingang finden. Wir konnen also erwarten, daB in eine 
allgemeine Aussage tiber q~antenmechanische Messungen (mindestens 
bei dem jetzigen Stande der Theorie) lediglich das Wirkungsquantum 
eingehen wird. 

Urn das Resultat vorweg zu nehmen: Die Quantenmechanik laBt die 
klassische Voraussetzung einer beliebig genauen Messung einer quanten
mechanischen GroBe zu Recht bestehen, hingegen zeigt sie die Unrichtig
keit der zweiten Voraussetzung, daB namlich alle physikalischen GroBen 
unabhangig voneinander beliebig genau gemessen werden konnen. Diese 
gleichzeitige MeBbarkeit schrankt sie auf bestimmte mechanisch ein
fach charakterisierte Gruppen von physikalischen GroBen ein. 

Zur Illustration bringen wir einige moglichst einfache Beispiele aus 
der Quantenmechanik. Die Losung der SCHRODINGERSchen Gleichung 
fiir ein freies Partikel konstanter Energie ist gegeben durch die Eigen-

funktion I l/J = eikx • Der Impuls, der diesem Partikel zuzuordnen ist, 
ist gegeben durch den Ausdruck 

dliJ - d1b 
Ixcx> l/J dx - l/J d~ cx>k. 

I Wir nehmen nur ebene Wellen in einer Richtung an, lassen also die 

L6sung e- ikx fUr die foJgende Betrachtung der Einfachheit halber weg. 
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Er ist also unabhangig von x tiberall proportional k. Wir haben es also 
mit einem mechanischen System einheitlichen Impulses zu tun oder in 
der tiblichen Sprache: D er I mpuls unseres Systems ist scharf bestimmt. 
Fragen wir umgekehrt im Sinne der statistischen Definition nach der 
Wahrscheinlichkeit daftir, das Partikel mit der erwahnten Eigenfunk
tion in einem bestimmten Gebiete mit der Koordinate Xo anzutreffen. 
Diees Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch 

l/J T/J 00 I. 

Sie ist also von x unabhangig, d. h. der Ort des Partikels mit dieser 
Eigenfunktion ist vollkommen unbestimmt, die Wahrscheinlichkeit, es 
an einem Punkte des Raumes anzutreffen, fUr alle Punkte gleich groB. 
In der Sprache der Quantenmechanik ausgedrtickt: der Ort des Partikels 
ist vollkommen unbestimmt. 

Wir konnen die Losung l/J = eikz nun in einfacher Weise so verall
gemeinern, daB Impuls und Koordinate gerade ihre Rolle vertauschen, 
was den Grad der Bestimmtheit anlangt. Zu diesem Zwecke bilden wir 
den Ausdruck 

+ 00 k21ti 

l/J= jdka(k)e471,ut /kz. 

-00 

l/J ist gleichfalls eine Losung der SCHRODINGERSchen Gleichung (III), 
nur ist sie nicht mehr so einfach von der Zeit abhangig, sondern ahnlich 
allgemein wie (224). 

Die Koeffizienten ak denken wir uns nach bekannten mathematischen 
Satzen tiber Darstellung unbestimmter Funktionen durch FOURIERSche 
Integrale so bestimmt, daB l/J fUr t = 0 nur an einem Punkte des Raumes 
merklich von Null verschieden ist, an allen anderen Punkten verschwin
det mit der Bedingung, daB f dXlpljJ= I. 

Bilden wir aus (309) nach bekannten Regeln den Impuls, so sehen 
wir, daB dieser jetzt von der Koordinate x abhangig ist und alle mog
lichen Werte zwischen - 00 und + 00 mit verschiedener Wahrschein
lichkeit annehmen kann. 

Wir konnen an dies em einfachen Beispiel sofort den wesentlichen 
Sachverhalt entnehmen. Koordinate und Impuls sind zueinander kano
nisch konjugiert. Einem scharfen Impulswerte entspricht ein einziges 
Glied 

eikx bzw. e- ikx . 

Dieses einzige Glied aber macht l/J lfJ von x unabhangig und liefert des
halb Unbestimmtheit der Koordinate. Umgekehrt erfordert Festlegung 
der Koordinate in (309) unendlich viel Glieder von der Gestalt eikx mit 
variablem k. Jedem einzelnen dieser Glieder aber entspricht ein anderer 
Impuls, so daB wir jetzt die Unbestimmtheit in der zur Koordinate kon
jugierten GroBe erhalten. 
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.Ahnlich steht es z. B. mit den in der klassischen Mechanik konjun
gierten Grossen Energie und Zeit. Wenn die HAMILToNsche Funktion 
des Systems zeitunabhangig ist, so lautet die Losung der SCHRODINGER
schen Gleichung bekanntlich 

21ZiEt 

l/J = U (x) e It 

Die GroBe l/J IP ist dann von der Zeit unabhangig und mit ihr aile Mittel
werte 

f l/J f (P, q) Ifi dx 

mechanischer GroBen. In unserer Sprache ausgedriickt: Bei scharfer 
Kenntnis der Enetgie ist das zeitliche Verhalten des Systems absolut sta
tionar. 

Hingegen laBt sich jede beliebige zeitabhangige Losung [vgl. (224)] 
durch eine Reihe (bzw. ein Integral) mit Gliedern der Gestalt 

JdEa(E)U(X,E)/:; Et 

darstellen. Wir konnen dann das Verhalten der Wahrscheinlichkeit ~,!p 
bzw. der mechanischen Mittelwerte 

f l/J f (P, q)!pd x 

bestimmen; diese GroBen werden zeitabhangig sein I. Dagegen ist es 
jetzt nicht mehr erlaubt, von einer bestimmten Energie des Systems zu 
sprechen. Diese Energie wird jetzt alle moglichen Werte je nach dem 
Zeitpunkt der Messung annehmen 2. 

Wir haben in unseren Beispielen einen Grenzfail diskutiert, da
durch gekennzeichnet, daB immer die eine Grope scharf bestimmt, die 
andere vollig unbestimmt war. Der ailgemeinere Fall wird natiirlich 
darin bestehen, daB die Eigenfunktion fiir beide kanonisch konju
gierten GroBen ein Intervall mit im allgemeinen variabler Wahrschein
lichkeit als zulassig erklart. Fiir diesen FalllaBt sich durch die folgende 
einfache Betrachtung eine Abschatzung der GroBe des Intervalls bzw. 
der Wahrscheinlichkeit, mit der die quantenmechanische GroBe die ein
zelnen Werte in diesem Intervall annehmen kann, folgendermaBen ge-

I Z. B. wird 1/1 tp bei zwei verschiedenen Termen 
a1liE1t 21liE2t 

tfJ = aI U I e I, + a2 U. e It 

von der Gestalt sein 
ani ani 

- 4 B -,-{EI-E.)t C -,-{E.-Edt 
tfJtfJ=" + e " + e" . 

• In der Sprache der Matrizen ausgedriickt, wird der HAMILToNsche Ope
rator jetzt nicht nur Diagonalglieder in der Energiematrix liefem, die ja 
zeitunabhangig waren, sondem auch Glieder, die Dbergangen entsprechen, 

2Ilt' 

also von der Zeit in der Form ek (Em - En) t abhangen. 
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winnen: Es seien also p und q zueinander kanonisch konjugiert, d. h. 
es gilt gemiH3 (90) und (93) fill die quantenmechanischen Operatoren 

h 
(pq - qP) I/J = -. (p. 

2nt, 

\Vir nehmen nun an, daB I 

!lpqI/JdT=q=O, !I/JPI/JdT=P=02. (3 IO) 

Der Mittelwert von q und p verschwindet also, wir interessieren uns 
im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie um die quadratische Abwei
chung vom Mittelwert 

(q - fi.)" = q2 - 7/ = ! l/lq2lfJdT = (dqt 

(P- J5t = p2_ 152 = ! l/,r I/JdT = (dpt· 
Dann folgt wegen ! l/'/fJ d T = I aus (3 II a) und (3IIb) durch Multiplikation 
die Ungleichung 3 

- -- I h2 
dt·dP2:="44712· (3 IZ) 

Unsere friiheren Beispiele ordnen sich dem allgemeinen Fall sehr schon 
unter. Wenn die eine der beiden kanonisch konjugierten GraBen scharf 

bestimmt ist ((dqt = 0), so muB die andere vollkommen unbestimmt 

sein ((d P t -+ 00), damit das Produkt ihrer quadratischen Abweichungen 
immer der Relation (3Iz) geniigt. Die Relation (3IZ) bezeichnet man als 
die HEISENBERGSche U ngenauigkeitsrelation. 

Unsere Auseinandersetzungen bezogen sich zunachst nur auf kano
nisch konjugierte GraBen. NUn handelt es sich in praktischen Fallen 
auch um allgemeinere Funktionen dieser kanonisch konjugierten 
GraBen und es erhebt sich die Frage, was man iiber die Messung dieser 
allgemeinen Funktionen aussagen kann. Da ergibt sich sofort folgende 
einfache Formulierung: Gleichzeitig scharf bestimmbar sind nur jene Physi
kalischen Gro(Jen, die miteinander (im Sinne der Operatorenrechmmg) ver-

I In diesel' Ziffel' bedeutet del' Querstrich iiber 1/J immer "konjugiert 
komplex", iiber den mechanischen Variabeln aber den wahrscheinlichkeits
theoretischen Mittelwert. 

2 Dies bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit. Denn wenn z. B. 

q= J t/!{ljjdT = a 

P = J 1/JpljJ dT = b 
sind. so brauchen wir lediglich die neuen GraBen 

q-a=q' 
p-b=P' 

einzufiihren, die dann wieder wegen 

(P'q' - q'P')1}J = ~1/J 
. 271Z 

zueinander kanonisch konjugiert sind und fiir die dann sicher q' = 15' = 0 

gilt. 
3 WEYL (53). 
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ta1tschbar sind. Denn wenn eine GroBe p nicht gleichzeitig mit ihrer 
kanonisch konjugierten GroBe q scharf bestimmt werden kann, so kann 
auch eine Funktion, die p enthalt, nicht gleichzeitig mit q scharf be
stimmt werden. Das mathematische Kriterium aber dafiir, daB eine 
Funktion die eine zu einer GroBe p konjugierte GroBe q enthalt, ist ihre 
Nichtvertauschbarkeit (fq) ~I * (q f) I/J. Von dieser Eigenschaft, daB nur 
miteinander vertauschbare quantenmechanische Operatoren gleichzeitig 
scharf gemessen werden konnen, werden wir weiter unten zur Auf
klarung einiger scheinbarer Paradoxien noch Gebrauch machen. 

71. Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation. Wechselwir
kung von Strahlung und Materie. Bei dieser Komplikation des 
Sachverhaltes erscheint es verlockend, nach einem Ausweg zu suchen, 
der vielleicht zunachst in folgendem erblickt werden konnte. Bei dem 
heutigen Stande der Theorie ist die Elektrodynamik mit der Quanten
mechanik noch nicht einheitlich verschmolzen. Vielleicht erlaubt die 
noch unbekannte Elektrodynamik die gleichzeitige Messung kanonisch 
konjugierter GroBen, die auf rein mechanischem Wege sich als undurch
fiihrbar erwiesen hat. Diese Hoffnung scheitert jedoch; soweit wir ohne 
Kenntnis der allgemeinen Elektrodynamik bisher die Wechselwirkung 
zwischen elektromagnetischem Feld und Materie kennen, geht auch in 
sie ein diskontinuierliches Element in solcher Weise ein, daB Koordinate 
und Impuls nicht simultan bestimmt werden konnen. 

Der physikalisch wesentliche Punkt fiir diese Behauptung ist un
sere Kenntnis des Mechanismus des COMPToN-Effektes. Der COMPTON
Effekt ist wohl der allgemeinste Fall fiir die Wechselwirkung zwischen 
Strahlung und freien Elektronen. Bei zusammengesetzten Atomen kann 
die Erscheinung noch dadurch kompliziert werden, daB das Atom auBer 
kinetischer Energie noch innere Energie durch Dbergang in einen hoheren 
Quantenzustand erhalt, doch andert dies nichts an dem allgemeinen 
Schema der Gleichungen (241), (242 a), (242 b), die die Erhaltung von 
Energie und Impuls garantieren. 

Stellen wir uns etwa die Aufgabe, den Ort eines Elektrons moglichst 
gena1t Z1t messen. Die Ortsbestimmung eines klein en materiellen Par
tikels fiihren wir praktisch etwa in einemMikroskop durch, das wir mit 
Licht passender Wellen lange beleuchten. Nun hat schon lange vor der 
Quantenmechanik die Beugungstheorie der optischen Instrumente ge
lehrt, daB wir mit Licht bestimmter WellenHinge A die Lage eines Ob
jektes nur bis auf die GroBe 

d=_A_ 
2 sin P.. 

2 

genau bestimmen konnen, worin cp den Offnungswinkel des Mikroskop

objektivs bedeutet oder, anders ausgedriickt, ~ den maximalen Streu-



· Die Grundgedanken der neueren Quantentheorie. 497 

ungswinkel, unter dem das durch einen COMPToN-ProzeB modifizierte 
Licht noch ins Mikroskop gelangt. Es ist also zur genauen Ortsbestim
mung angezeigt, eine moglichst kurze Wellenlange zu verwenden, und 
wir wollen in praktischen Grenzen hier keine prinzipielle Einschrankung 
erblicken und z. B. fiir unser Gedankenexperiment auch die Verwendung 
der kiirzesten bekannten Gammastrahlung als erlaubt ansehen. Dies 
fiihrt dann dazu, daB wir den Ort des zu messenden Gebildes mit der 
Genauigkeit 

A dqlXl--
2 sin C£ 

2 

als gegeben ansehen konnen. Nicht dasselbe gilt jedoch von der Messung 
des Impulses. Beim COMPToN-ProzeB wird bekanntlich auf das Elektron 
ein Impuls von der GroBenordnung 

ltv. Q 
~~ Sin v' 

C 

[vgl. (242 a), (242 b)] ubertragen. Dadurch erhalt der ursprungliche 
Elektronenimpuls eine Unbestimmtheit von der GroBe 

2 It v . rp LIp 1Xl--Sln-· 
C 2 

Das Produkt der Unbestimmtheit von Koordinate und Impuls ergibt 
sich dann zu 

(316) 
Wir sehen also, daB der Streuungsmechanismus des COMPToN-Effektes 
die Aufrechterhaltung der mechanisch bewiesenen Ungenauigkeitsrela
tion garantiert. 

Besonders illustrativ ist bei der Verwendung von Strahlung die ge
naue Bestimmung des Impulses bei ungenauer Ortsbestimmung, die wir, 
gleichfalls Auseinandersetzungen BORRS (57) folgend, hier wiedergeben. 
Um den Impuls, d. h. im wesentlichen die Geschwindigkeit eines Elek
trons, zu messen, wollen wir etwa die Freq~tenziinderung bestimmen, die 
beim COMPToN-Effekt an der Streustrahlung beobachtbar ist. Wird das 
Elektron am Anfang als ruhend vorausgesetzt (Impuls Null), so gelten 
die Formeln (241, 242a, 242 b). Diese Ausdrucke andern sich natiirlich, 
wenn das Elektron anfanglich eine Geschwindigkeit besitzt. Um zu den 
Gesetzen fUr den COMPToN-Effekt am urspriinglich bewegten Elektron 
zu gelangen, gehen wir am zweckmaBigsten so vor. Wir fiihren ein 
neues Bezugssystem ein, in dem das Elektron am Anfang ruhen soIl. 
In dies em Bezugssystem aber ist die Frequenz der einfallenden Welle 
nicht mehr dieselbe wie im urspriinglichen, sondern etwa 

V 
I - C cos rp 

1J 1 = Vo ~===c=c=
]I I - V2jC2 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 

(3 1 7) 

32 
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nach den Transformationsformeln der speziellen Relativitatstheorie 
(DoPPLER-Effekt). rp bedeutet in (3I7) den Winkel zwischen der Rich
tung der Primargeschwindigkeit des Elektrons und der Wellennormalen 
des Lichtstrahles. In diesem neuen Bezugssystem gelten dann, wenn man 
nur v durch v, ersetzt, die Formeln (24I, 242a, 242b). Hierauf trans
formieren wir wieder Winkel und Frequenz des zweiten Bezugssystems 
nach der Streuung in das erste Bezugssystem zurlick und erhalten so 
die neuen Gesetze des COMPToN-Effektes am bewegten Elektron, in die 
natlirlich die Anfangsgeschwindigkeit des Elektrons eingeht. Wegen der 
Abhangigkeit von v ist die .Anderung der Frequenz jetzt eine andere 
als beim COMPToN-Effekt am ruhenden Elektron. Damit ist gezeigt, 
daB prinzipiell eine Frequenzmessung beim COMPTON -Effekt zur Be
stimmung der Geschwindigkeit (des Anfangsimpulses) des Elektrons 
dienen kann. 

Urn nun die Frequenzanderung maglichst genau zu bestimmen, muB 
man folgenden Punkt genau beachten. Ein endlicher Wellenzug, der 
etwa zur Zeit t = to beginnen und zur Zeit t = to + 'i enden mage, hat keine 
scharf definierte Frequenz, sondern laBt sich mathematisch nur durch 
ein FouRIER-Integral darstellen, in dem aile maglichen Frequenzen auf
treteri werden. Sei der Lichtstrahl etwa durch sein elektromagnetisches 
Potential u charakterisiert, dann gilt 

+00 

u =fc('v)ei~tdv, (3 I8) 
-00 

wobei die c(v) durch die Bedingung zu bestimmen sind, daB u zwischen 
to und to + 'i gleicht ei"o t, sonst aber 0 ist. Allerdings kann man durch Aus
rechnen des FouRIER-Integrals leiclit zeigen, daB. im wesentlichen die 
Frequenzen in dem Bereich 

I 
V= vo+"-:r 

eine von Null verschiedene Amplitude c(v) besitzen werden, wahrend 
auBerhalb dieses Bereiches die Amplituden sehr stark abfallen. Der ideale 
Grenzfall 

[.t = ei~ot 
entspricht dem einer Welle von unendlicher Lange. Es ist also die Fre
quenz und damit die beim COMPToN-Effekt eintretende Impulsanderung 
nur bestimmt bis auf Glieder von der GraBenordnung 

1m Prinzip kann man durch genligende Lange des Wellenzuges (ent
sprechend spektrale Scharfe) die Impulsanderung beliebig genau be
stimmen. Dies ist ganz analog zu der Bemerkung liber die Ortsmessung, 
nach der man durch genligende Verkleinerung von A den Ort beliebig 
genau mess en kann. 
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Hingegen ist die Genauigkeit ffir die Messung des Ortes jetzt nicht 
mehr beliebig erhohbar. Der COMPToN-Effekt kann wahrend der ganzen 
Zeit des Voriiberstreichens der Welle, also zwischen to und to+-r ein
treten, ohne daB wir den Zeitpunkt des Eintretens exakt bestimmen 
konnen; denn wir miissen die Welle ungestort ablaufen lassen, urn die 
geniigende Genauigkeit in der Impulsmessung zu erhalten. Das Elektron 

kann also die Impulsanderung hvo an irgendeinem Zeitpunkt zwischen . e 
. to und to +-r erfahren haben, so daB seine Lage nur bis auf Glieder von 
der GroBenordnung 

hvo d mc'&C'O q 

genau bestimmbar ist. Man sieht sofort, daB wieder ffir 

dPd h me hVoT h q C'O VoT' me C'O 

die Relation (316) gilt. 
Diese Formulierung der HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation 

erlaubt uns nun einen deutlichen Einblick, warum die raum-zeitlichen 
Atomvorstellungen abzulehnen waren, um einen Fortschritt in der 
Quantenmechanik zu erzielen. Diese raum-zeitlichen Atommodelle der 
alten BOHRSchen Theorie hatten mit dem Begriff der mechanischen Bahn 
eines Partikels gearbeitet. Dieser Begriff ist aber nach dem jetzt Gesagten 
sinnlos. Wir konnen wohl prinzipie11 durch ein Experiment den Ort eines 
Elektrons im Wasserstoffatom bestimmen, wobei dieses Atom vor der 
Messung z. B. als im Grundzustand befindlich angesehen werden moge. 
Um jedoch von der Bahn im Grundzustande zu sprechen, miissen wir die 
zeitliche Aufeinanderfolge von Orten beobachten. Dies ist aber keines
wegs moglich, ohne dell Zustand des Atoms grundlegend zu beeinflussen. 
Soll die Bahn auch nur halbwegs genau angegeben werden, so muB die 
Wellenlange des ffir die Messung verwendeten Lichtes kleiner als die 
Bahndimension sein. Dann ist aber die Energie des zugehorigen Licht
quantes so groB, daB das Atom schon bei der ersten Messung aller Wahr
scheinlichkeit nach ionisiert oder zumindest in seinem Energiezustand 
betrachtlich verandert werden wiirde. Mathematisch formuliert ist dies 
selbstverstandlich, denn die Bezeichnung "Atom im Grundzustand" 
setzt eine scharfe Energiebestimmung voraus. Dann kann nicht gleich
zeitig die Koordinate scharf bestimmt werden, da die Energie auch die 
Impulse enth1ilt, und folglich mit der Koordinate nicht vertauschbar ist. 

Verstandlich ist auch nach der HEISENBERGSchen Ungenauigkeits
relation der Obergang zur makroskopischen klassischen Physik. Da die 
GroBe h ffir alle praktischen Dimensionen ungemein klein ist, bedeutet 
ein Fehler in Impuls und Koordinate von dieser GroBenordnung nichts, 
was ffir makroskopische Messungen auch nur einigermaBen in Betracht 
kommt. Es sind also streng genommen alle Aussagen der klassischen 
Physik nur genau bis auf Glieder von der GroBenordnung h, doch ist 

32* 
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der Fehler ffir alle praktischen Zwecke weit unter der Beobachtungs
grenze. 

72. Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation: AufkUirung 
scheinbarer Paradoxien in mechanischen Problemen. Die genaue Be
achtung der HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation hilft auch aus 
manchen scheinbar paradoxen Schwierigkeiten heraus, die aber ihren 
Ursprung mehr in Sprachnachlassigkeiten finden, hervorgerufen durch 
die unserem Denken ganz ungewohnte Einschrankung der gleichzeitigen 
MeBbarkeit verschiedener GrOBen. Wir wollen dies an zwei quanten-" 
mechanischen Beispielen im folgenden illustrieren. 

Betrachten wir etwa den folgenden moglichen einfachen Fall. Ein 
Partikel befinde sich in einem Felde konstanten Potentials, das ledig
lich etwa an der Stelle x = 0 einen Sprung aufweist 

x<o, V=o; x>o, V=W. 
Die Losung der Wellengleichung gewinnen wir durch Aneinanderstiickeln 
der Losungen ffir die beiden Gebiete an der Sprungstelle, wie es in 
Ziffer 38 und 46 auseinandergesetzt und angewendet wurde. 

Es gilt also 
x< 0: t/J = Aeikx + Be-ikx 

y> 0: 1/J = C eik'x + De-ik'x 

k' = 8n'p E 
h2 

k" = 8~:P(E_W). 

(320a) 

(320b) 

Von diesen Losungen miissen wir nun verlangen, daB t/J und ~~ ffir X= 0 

stetig sind; dies ist durch geeignete Verfiigung iiber die Konstanten 
immer erzielbar. Zunachst sei angenommen, daB 

.W<E. 
Dann haben wir es durchweg mit Exponentialfunktionen rein imagi
naren Arguments zu tun, so daB alle Losungen iiberall endlich bleiben. 
Fiigen wir noch die Bedingung hinzu, daB ffir x> 0 nur auslaufende 
Wellen vorhanden sein sollen, also nur Partikel, die von 0 nach 00 gehen, 
so haben wir C =0 zu setzen. Die einzelnen Glieder konnen wir dann 
folgendermaBen interpretieren: 

Be- ikx stellt die einfallende, A eikx die reflektierte und De-ik' x die 
durchgehende (gebrochene) Welle dar. Die etwas nachlassige Formu
lierung lautet dann: Es faUt von links eine Welle mit der Energie E 
auf eine Potentialschwelle W und wird an ihr reflektiert und gebrochen. 
Diese Formulierung fiihrt zu einem scheinbaren Paradoxon, wenn wir 
annehmen, daB der Potentialsprung W groBer als E ist. Dann werden 
n1i.mlich ffir x> 0 die Exponenten der e-Potenz reell, wir miissen den 
Koeffizienten C diesmal auf aIle Falle Null setzen, da die Eigenfunktion 
sonst ffir x -+ 00 wiirde und erhalten ffir positive x keine harmo-
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nische Welle mehr, sondem eine monoton abklingende Exponential
funktion. Wieder miBt der Ausdruck 

- 2 -2zV81t',u(W-E) 
1/1!fJ=De " 

die Wahrscheinlichkeit daflir, daB ein Partikel durch die Potential
schwelle hindurchgeht. Formulieren wir wieder den Sachverhalt in der 
friiheren nachHissigen Sprache, so wiirde er lauten: Eine Welle der 
Energie E falle von links auf eine Potentialschwelle, deren Sprung groBer 
ist als die kinetische Energie des Partikels. Wahrend nun in der klassi
schen Theorie kein einziges Partikel durch diese Schwelle hindurchtreten 
Mnnte, ist dies in der Quantentheorie nicht mehr der Fall. Hier besteht 
auch bei beliebig groBer Potentialschwelle eine von Null verschiedene 
Wahrscheinlichkeit daflir, daB Partikel kleinerer kinetischer Energie sie 
durchsetzen. 

Diese Formulierung muB nach den vielen Beispielen der letzten Ab
schnitte unbedingt paradox wirken, bedeutet sie doch gewissermaBen 
eine Verletzung des Energiesatzes: Beliebig wenig kinetische Energie 
vermag, wenn auch in seltenen Fallen, einen beliebig groBen Potential
unterschied zu uberwinden. Das Paradoxon ist jedoch lediglich durch 
eine unrichtige Beschreibung des Sachverhaltes entstanden. Die ver
wendeten Eigenfunktionen e±ikz, denen eine bestimmte Energie mit 
Recht zugeordnet werden kann, zeigen gar nicht die Eigenschaft, daB 
eine Welle "von links" auf eine Potentialschwelle auffallt. Dies ware 
auch nach dem Gesagten vollkommen unmoglich, denn die Aussage "von 
links" bedeutet eine ortliche Lokalisierung der Partikel, wemt auch nur 
in sehr geringem Umfang. Andererseits legt die Eigenfunktion e±ikz 

den Impuls scharf fest. Diese gleichzeitige Aussage ist auf Grund der 
Ungenauigkeitsrelation unmoglich. In Wirklichkeit bedeutet die Eigen
funktion e- ikz lediglich, daB eine Welle sich "von links nach rechts" 
ausbreitet. 

Wir wollen den Sachverhalt noch anders beleuchten. Der Ansatz ffu 
die Losung in den beiden Teilgebieten 

- ik-x 
X < 0, l/J = e 
x> 0, 1/1 = 0 

widerspricht den Randbedingungen, nach. denen 1/1, ~~ flir 

x=o 
stetig sein mussen. Er wfude den Fall einer von links auf die Schwelle 
auftreffenden ebenen Welle reprasentieren. Wollen wir umgekehrt wirk
lich den Fall einer von links auf den Potentialsprung treffenden ebenen 
Welle darstellen, so mussen wir die Eigenfunktion fur x < 0 in der Ge
stalt (224) ansetzen. Dann treten aber in ihr alle moglichen Energien 
und Impulse auf und es ist gar nicht verwunderlich, daB auch einmal 
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ein Partikel die Schweile libersetzen kann. Es willden dann, anschaulich 
gesprochen, eben solche Partikel durch die Potentialschweile hindurch
gehen, deren Energie gr6Ber als die Potentialdifferenz ist. 

Halten wir umgekehrt die Bedingung konstanten Impulses aufrecht, 
so HiBt sich dann keine 6rtliche Bedingung mehr vorschreiben, wir k6nnen 
dann nur mehr davon sprechen, daB der ganze Raum bereits von den 
1JI-Weilen erfilllt ist und, physikalisch gesprochen, daB auch am Anfang 
schon die Wahrscheinlichkeit dafiir ein Partikel auf der Seite x > 0 an
zutreffen, von Null verschieden war. 

Zur weiteren Illustration diene die Besprechung liber die Eigen
schaften des Drehimpulses und seiner Komponenten. In Ziffer 38 war 
gezeigt worden, daB die z-Komponente des Drehimpulses in Einheiten 

-"- gemessen durch den Wert m gegeben war, wobei m aile Werte von 2n 
+ 0, I, 2 ... 1 durchlaufen kann. Dabei ist 1 durch die Gleichung be
stimmt h2 

M2= -2 1(1 + I), 
4n 

worin M2 das Quadrat des Drehimpulses bedeutet. Anschaulich wlirde 
man etwa folgendermaBen argumentieren. Wir den ken uns das Atom 
z. B. durch ein auBeres Feld so gerichtet, daB sein Drehimpuls in die 
Richtung des Feldes, die wir als z-Achse wiihlen, falit. Dann ist 

M; = M 2 = ~m2 -= ~1". 
k 4n2 - 4 n" 

Dieser Wert ist kleiner als M2. 
Zur Lasung dieses Widerspruches haben wir folgendes zu liberlegen. 

Der Drehimpuls etwa in der z-Richtung 

Mz = XPy -YPx 
entspricht dem quantenmechanischen Operator 

h (8 0) Mz1Jl = 2ni ,x oy -)' 0% !fJ. 
Ebenso gilt 

Ma;111 = -, 'V - - z - 111 h (8 8) 
't 2n2' OZ oy '1"' 

h (0 0) M y1Jl = -, Z- -X- !fJ. 
2n2 0% OZ 

(32Ia) 

(32Ib) 

(3 2IC) 

Diese quantenmechanischen Operatoren M z, My, Mx sind miteinander 
nicht vertauschbar. Bestimmen wir z. B. die Differenz 

l11x11.fy 1/) - MyJl,l x 1/), 
so erhalten wir: 

(322) ist durch einfaches Ausdifferenzieren sofort zu bestatigen; natiir
lich gelten auch die entsprechenden Relationen bei zyklischer Vertau
schung von x, )" z. 
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Es ist also die Behauptung sinnlos, daB wir das Atom durch ein 
auBeres Feld so zu richten vermogen, daB sein Drehimpuls in die Feld
richtung fant. Wir konnen nicht gleichzeitig eine Messung von M z und 
My machen, da diese beiden GroBen nicht miteinandervertauschbar sind. 
Dies ware aber erforderlich, um eine solche Orientierung eines Atoms 
durchzufiihren. Denn diese Orientierung wiirde ja 

Mx=M,,=o 

M=~ 
z 271 

bedeuten. 
Wohl aber konnen wir gleichzeitig Mz und M" messen, denn es ist M" 

gleich dem quantenmechanischen Operator 

(M; + My + M;) 1/J = M 2 1/J • 

Wir iiberlassen die einfache Rechnung dem Leser, der sich durch Aus
fiihrung der Differentiationen sofort davon iiberzeugen kann, daB tat
sachlich die quantenmechanischen Operatoren M z und M2 miteinander 
vertauschbar sind. Es ist also keineswegs ein Paradoxon darin zu er
blicken, daB der Maximalwert von M: nicht mit M2 iibereinstimmt, son
dem vielmehr eine sehr schone und anschauliche Bestatigung der Ge
dankengange, die der HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation zu
grunde liegen. 

73. AbschlieBende Bemerkungen zur Wellenmechanik. Wir 
konnen jetzt auch die Griinde angeben, die gegen die SCHR5DINGERSChe 
Auffassung sprechen und deshalb ihre vollige Durchsetzung verhindert 
haben. Der er:>te bezieht sich darauf, daB in der SCHR5DINGERSchen 
Theorie der Partikelcharakter der Atome nicht geniigend Zum Ausdruck 
kommt. Wenn bei SCHR5DINGER die Atome iiber den ganzen Raum 
verteilt sind und man von einer bestimmten Lage nicht recht sprechen 
kann, so ist dem entgegenzuhalten, daB wir doch z. B. in der WILSON
Kamera oder bei sonstigen Experimenten die Lage eines Elektrons recht 
genau angeben konnen. Demgegeniiber hat SCHRODINGER darauf ver
wiesen, daB seine Wellenpakete ja auch nur eine kleine Ausdehnung be
sitzen und deswegen nicht in Widerspruch mit der Beobachtung stehen. 
Doch ist gerade das so instruktive Beispiel des Oszillators, auf das wir 
friiher verwiesen hatten, nicht geeignet, diesen Sachverhalt allgemein 
richtig zu charakterisieren. Denn z. B. gerade beim Falle eines Elek
tronenstrahls merklich gleicher Geschwindigkeit ist ein Wellenpaket im 
iiblichen Sinne gar nicht vorhanden, sondem die Ladungsdichte 1/J1JI iiber 
den ganzen Raum gleichmaBig verteilt. Bilden wir aber eine Eigenfunk
tion I/J, so daB etwa zur Zeit t = 0 die Ladungsdichte nur in einem relativ 
kleinen Bereich von 0 verschieden ist, so wird dieses Paket nicht dauemd 
beisammen bleiben, sondem sich mit der Zeit zerstreuen und schlieBlich 
beliebig groBe Dimensionen annehmen. Dieser Umstand ist es ja gerade, 
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der der Statistik einen SO guten Sinn gibt, indem dort die Ladungsdichte 
nur die Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Elementarpartikeln bedeuten 
wfude. Bei SCHRODINGER aber, der mit der Vorstellung der Ladungs
dichte Ernst macht, bildet sich das Dilemma heraus, daB eine einzelne 
Beobachtung eines Elektrons, wodurch wir etwa in der WILsoN-Kamera 
angenahert seine Lage bestimmen, gewissermaBen eine plOtzliche Kon
traktion des Wellenpaketes auf einen einzigen Punkt (ein sehr kleines 
Gebiet) zur Folge hatte. Diese Wirkung ware dann eigentlich ein physi
kalischer ProzeB mit Dberlichtgeschwindigkeit, also wirklich ein Signal, 
und ware von dem friiher geschilderten EINSTEINschen Einwand wohl 
viel mehr getroffen, als die Wahrscheinlichkeitspakete. Man mill3te dem
nach, um die SCHRODINGERSche Auffassung zu halten, ungefahr so argu
mentieren: Es ist gar nicht richtig, daB ein einzelnes Wellenpaket sich 
im Laufe der Zeit zerstreut, jedes Wellenpaket ffu sich halt zusammen 
und geht aus uns unbekannten gesetzlichen Riicksichten diejenige 
Bahn, die wir in der WILsoN-Kamera beobachten. Unsere Unkenntnis 
der Atomphysik erlaubt uns heute noch nicht, von jedem Wellenpaket 
den Weg exakt anzugeben, sondern wir miissen uns mit den statistischen 
Aufgaben begniigen. Diese Interpretation kann nicht widerlegt werden, 
man kann nur sagen, daB sie iiber den Rahmen unserer Erfahrung hinaus
geht und daB wir beim heutigen Stande unseres Wissens keinen Anhalts
punkt daffu haben, daB derartige Parameter atomarer Vorgange, die 
den Ablauf des Einzelprozesses gesetzlich regeln sollen, uns je bekannt 
wiirden. Eigentlich wiirde diese letzte Darstellung keine Interpretation 
der quantenmechanischen Gleichungen, sondern vielmehr ein Desidera
tum einer neuen Theorie darstellen. 

Ein zweiter Einwand gegen die SCHRODINGERSche Realitat der La
dungswolke mit seiner Ablehnung des Begriffes der stationaren Zustande 
ist die Tatsache der spontanen Emission. Wir wollen dies en Fall an 
einem sehr einfachen Beispiel erlautern. Ein Atom befinde sich etwa im 
Grundzustand und werde mit Licht einer Frequenz bestrahlt, welche 
durch Absorptionsprozesse (in der Sprache der alten Quantentheorie ge
sprochen) Ubergange in den Zustand 3 mit der Eigenfunktion 1P3 aus
lOse. Wir k6nnen uns die einfallende Strahlung belie big schwach denken 
(etwa gekennzeichnet durch ihre Amplitude a) und wissen dann, daB nach 
StOrungsrechnung auch lfJ3 dieser Amplitude a proportional sein wird. 
AuBerdem wird (vgl. Dispersionstheorie, Ziff. 48) auch noch die Anregung 
ohne Absorption durch Mitschwingen der anderen Zustande hervorge
rufen, die auch gleichfalls durchweg proportional a sein wird. Nach der 
alten Quantentheorie und auch nach der jetzigen statistischen Inter
pretation wird der Vorgang so zu verstehen sein, daB die im Zustand 3 
befindlichen Atome spontan unter Aussendung der entsprechenden Fre
quenzen in die Zustande 2 und I iibergehen, wobei die Ausstrahlungs
intensitaten den Ubergangswahrscheinlichkeiten proportional sein wer-
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den. Diese "Obergangswahrscheinlichkeiten sind vollkommen unab
hangig davon, ob Zustand 2 von Haus aus angeregt ist oder nicht. Nach 
der SCHRODINGERSchen Interpretation hingegen waren die "Obergangs
wabrscheinlichkeiten proportional 

W3+ I ex> a, W 3+. ex> a2 , 

well 
I/1I ex> aO, 1/1., 'l/J3 ex> a. 

Man sieht also, daB die "Obergange von 3 nach I und nach 2 verschiedene 
Haufigkeiten haben, je nach der Intensitat 'der einfallenden Strahlen. 
Durch Verringerung der Strahlungsintensitat kann man die Haufigkeit 
des "Oberganges 3-2 beliebig klein machen, entgegen der bisherigen Auf-
fassung und der Beobachtung I • . 

Wir miissen also zusammenfassend als die Ansicht der groBen Mehr
zahl der auf diesem Gebiete arbeitenden theoretischen Physiker die 
Meinung wiedergeben, daB der heutige Stand der Quantenmechanik eine 
Kontinuumsinterpretation, wie sie von SCHRODINGER versucht worden 
ist, nicht zulaBt. Es bleibt natiirlich unbenommen zu vermuten oder 
zu hoffen, daB die weitere Entwicklung die Formulierung der kausalen 
Theorie erlauben wird. Inwieweit man derartige Hoffnungen auf die 
heute noch nicht ausgearbeitete Elektrodynamik setzen soIl, kann an 
dieser Stelle nicht untersucht werden. Wir wollen aber mit der Bemer
kung nicht zuriickhalten, daB unseres Erachtens die heutige statistische 
Interpretation der Quantenmechanik keine erkenntnistheoretischen 
Mangel aufweist, die sich nicht auch in anderen Zweigen der Physik 
wiederfinden. 
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