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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Werk, aus Vorlesungen erwachsen, ist zum
Gebrauch neben Vorlesungen bestimmt. Es wendet sich hauptsiich-
lich an die Studierenden unserer Universititen. Darum lege ich
stets das Hauptgewicht auf eine exakte Formulierung der Grund-
begriffe der Infinitesimalrechnung und einen exakten Beweis ihrer
grundlegenden Sitze. Ich habe mich, wie es sich fiir einen Leit-
faden gehort, bemiiht, namentlich den methodischen Gehalt der
Beweise hervortreten zu lassen, und habe daher selten die Sitze
so allgemein ausgesprochen, als es mdglich gewesen wiire. Sonst
hiitte niimlich unwesentliches Beiwerk den Beweis schleppend ge-
macht und die Wirksamkeit und Zugkraft des Grundgedankens
verwischt. Uberall hatte ich das Bestreben, enzyklopédische Kiirze
zu vermeiden. Wo es notig schien, habe ich auch eine breite Dar-
stellung nicht gescheut. Kiirze und #uBerste Knappheit schien
mir nur da im Interesse des Lesers, wo es galt, einen Beweis
unter etwas anderen Umstéinden, aber mit demselben Grundge-
danken zu wiederholen. Die Arbeit, sich das Wort fiir Wort zu
iibersetzen, habe ich immer dem Leser iiberlassen. Geometrische
und andere theoretische Verwendungen sind nur insoweit beriick-
sichtigt, als sie zur Erlduterung, Belebung und Veranschaulichung
des Vorgetragenen dienlich schienen. Sie waren mir nur Mittel
zu diesem Zweck. Jedoch habe ich die Probleme, die die Anwen-
dungsgebiete der Theorie dieser selbst stellen, voll beriicksichtigt
und daher iiberall versucht, die Gedankenentwicklung so weit zu
fiihren, als es das Ziel einer praktischen Beherrschung der theo-
retischen Rechnungen und Uberlegungen verlangt. Das sind mir
schon rein pédagogisch vorziigliche Mittel zur Vertiefung des Ver-
stindnisses der Uberlegungen, die man allgemein der ,reinen“
Mathematik zurechnet. Es scheint mir nicht allein historisch ein
Fehler, diese Dinge von der ,reinen* Mathematik loszureifien, um
aus ihnen und manchen anderen ein neues Gebiet zu machen, die
angewandte Mathematik, die man dann zwischen die reine Mathe-
matik und ihre Anwendungsgebiete') keilen mdochte. Das zerstort
wider die Absicht den lebendigen Odem der Anregungen von auBen,

1) Das erst ist im richtigen Sprachgebrach ,angewandte'* Mathe-
matik. Was man gewdhnlich so nennt, miiite sprachlich richtig ,an-
wendbare'* oder praktische Mathematik heiBen

1 *



v Vorwort

der die Mathematik entstehen hieB und dem sie immerfort und
vielfach neues Leben verdankt.

Ich will mit dem Gesagten nicht bestreiten, dafl es niitzlich ist
wie andere Spezialgebiete der reinen Mathematik auch die Fragen
der Anwendbarkeit zusammenhingend zu behandeln. Das geht
aber nur auf Grund der Theorie und nicht ohne sie oder gar im
Widerspruch mit ihr.

Ich sage das alles zur Erléuterung, warum in diesem Werk so
eminent theoretische Fragen, wie die der stetigen, nirgends diffe-
renzierbaren Funktionen, und so anwendbare, wie die Methode der
graphischen Integration, eintrichtig nebeneinander stehen. Darum
habe ich mich auch immer bemiiht aufzuweisen, wie die Begriffs-
bildungen der Mathematik im Grunde begriffliche Fassung und
damit Stilisierung von Vorstellungsinhalten sind, welche selbst als
Unterlage logischer Operationen nichts taugen.

Verschiedene Male bin ich von den sonst iiblichen ausgetretenen
Pfaden der Beweisfiihrung abgewichen. Denn vielfach gibt es trotz
aller Tradition Beweise, die einfacher sind als die zumeist iib-
lichen. Ich verweise z. B. auf die Behandlung des Fundamental-
satzes der Integralrechnung.

Fiir treue Hilfe bei den Korrekturen sage ich Herrn Privat-
dozent Dr. O, Szész in Frankfurt und nicht minder Herrn Lehr-
amtskandida; E. Schwarck in Lotzen aufrichtigen Dank.

Frankfurt a. M., im Sommer 1917
Bieberbach.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zweite Auflage ist ein genau durchgesehener und verbesser-
ter Abdruck der ersten. Neuaufgenommen habe ich weitergehende
Veranschaulichungen der unendlichen Reihen und einen kurzen
Abschnitt iiber hyperbolische Funktionen. In den zweiten Band
soll die aus unseren heutigen Lehrbiichern meist verschwundene,
aber fiir die numerische Auswertung von Reihen und Integralen
so wichtige Eulersche Summenformel Aufnahme finden.

Berlin, im Sommer 1921.

Bieberbach.
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I. Der Funktionsbegriff.

§ 1. Die Funktion als analytischer Ausdruck. Ausdriicke
wie die folgenden y =2+ 1, y=22'+3, y—ax+b, y=Vz,
y =sinx, y = logx, y = x! erlauben es entweder, ohne weiteres
zu gegebenen Werten von « die zugehdrigen Werte von y zu be-
rechnen, oder es sind doch dadurch wie bei y = sin « und y = log
in bekannter Weise gegebenen Werten der unabhiingigen Vertinder-
lichen z bestimmte, etwa aus einer Tafel zu entnehmende Werte
der abh#ngigen Veréinderlichen y zugeordnet. Jedesmal, wenn dies
der Fall ist, heibt y eine Funktion von x. Man pflegt zur Abkiir-
zung y = f(x) zu schreiben. Dabei ist also mit f(z) die Vorschrift
oder der analytische Ausdruck oder der gesetzmiflige Zusammen-
bang bezeichnet, der die den einzelnen z-Werten zugehdrigen y-
Werte bestimmt. Immer heifit x die unabhingige Vertinderliche,
weil die Werte von z beliebig gegeben werden kénnen, und y die
abhiéngige Veriinderliche, weil die Werte von y eben durch die
gegebenen Werte von 2 bestimmt sind, also von diesen abhingen.
z und y heiBen Veriinderliche, weil sie nicht ein fiir allemal feste
Zahlen bedeuten, sondern weil sie verschiedene (verinderliche)
Werte annehmen konnen. Diese Angaben sind wohl eine gentigende
Erlduterung fir den Sinn der folgenden

Definition: y heiBt eine Funktion von x, wenn gegebenen Wer-
ten von # Werte von y zugeordnet sind.

Bemerkungen: 1. Es ist durch die Definition nicht verlangt,
daB jedem Wert von x ein Wert von y zugeordnet ist. Die Funk-
tion braucht also nicht fiir alle Werte von z erklért zu sein. Ein
Beispiel dafiir war schon zu Beginn des Paragraphen gegeben:
y = z!, eine Funktion, die also nur fiir ganzzahlige x-Werte er-
kldrt ist, nimlich als das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis
x,also y=1-2.8...2 Man liest y = z~Fakultit.

In #hnlicher Weise ist der Logarithmus wohl dem Leser auf der
Schule nur fiir positive Werte von z erklirt worden.

Wir wollen uns also den Vorrat der Werte von «, fiir die un-
sere Funktion erkldrt sein soll, ganz beliebig denken; es kann
bald dieser, bald jener sein, je nach den Zwecken, die man verfolgt.

2. Unsere Definition verlangt nicht, daB jedem x-Wert, fiir den
die Funktion erklirt ist, nur ein Wert von y zugeordnet ist. Es
konnen mehrere sein. Bei y =]/x gehoren ja bekanntlich zu jedem
x zwei Werte von y, die sich voneinander durchs Vorzeichen
unterscheiden.
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Erklirung: Wenn den z-Werten immer nur ein y-Wert zuge-
ordnet ist, so sprechen wir von einer eindeutigen Funktion; sind
allen oder einzelnen z-Werten mehrere Werte von y zugeordnet,
so haben wir es mit einer mekrdeutigen Funktion zu tun.

8. Nach unserer Definition der Funktionen einer unabhéngigen
Ver#inderlichen # wird es dem Leser klar sein, daf man 2 eine
Funktion # = f(#, y) der beiden unabhingigen Veriinderlichen z
und y nennen wird, wenn den Wertepaaren (z, y) Werte von #
zngeordnet sind; z. B. durch den Ausdruck ¢ = z° + 33°

4. Die in der Definition verlangte Zuordnung kann auf die
mannigfachste Art und Weise hergestellt werden; es kann durch
einen expliziten analytischen Ausdruck y = f(x) geschehen, aber
es gibt auch noch andere Mdglichkeiten dafiir. So kann z. B. die
Herstellung eines expliziten Ausdruckes erst noch Rechenarbeit
verlangen, sofern sie tiberhaupt mdglich ist. So ist z. B. durch
eine Gleichung wie 22 + z%? — 4y + 1 = 0 auch y als Funktion
von z definiert; wir brauchen ja nur den Wert von #, fiir den
wir y berechnen wollen, einzusetzen und dann die Gleichung nach
y aufzuldsen; oder wir konnen auch die Auflésung der Gleichung
ein fiir allemal bewerkstelligen und dann in die fertige Formel
gegebene x-Werte einsetzen und y berechnen. Das war nur ein
Beispiel; die vorgelegte Gleichung kann auch so kompliziert sein,
daB es ohne tiefere Hilfsmittel gar nicht mdglich ist, eine expli-
zite Formel aus ihr zu gewinnen. Nichtsdestoweniger wird man
hiufig in der Lage sein, nach Einsetzen des gegebenen z-Wertes
in die Gleichung z. B. durch Probieren zwar nicht absolut genaue
— was ja auch sonst nur in den seltensten Féllen moglich sein
wird —, aber doch praktisch brauchbare Néherungswerte zu fin-
den. Wie das in den einzelnen Fillen zu machen ist, wollen wir
bei der Fassung unserer Definition dahingestellt sein lassen. Wir
nennen y eine implizite Funktion von «, wenn eine Gleichung
f(z, y) = O zwischen  und y gegeben ist, wenn also zusammen-
gehorige Werte von 2 und y dadurch erkldrt sind, daf sie eine
Funktion zweier Variabler zum Verschwinden bringen.

Es sei uns eine Funktion durch einen analytischen Ausdruck von
der folgenden Art gegeben y=ay2" + a,2" " *+---4a,_,z+a,
z. B. y = 2234 32% — 2z + 1. Dabei soll #, der Grad der Funk-
tion, irgendeine positive ganze Zahl sein, die Koeffizienten a; sind
irgendwelche fest gegebene Zahlen. Eine derartige Funktion heifit
eine ganze rationale Funktion n*® Grades. Zu ihrer Berechnung
fiir gegebene x-Werte ist also nur die Verwendung der vier Grund-
rechnungsarten notig; insbesondere ist bei diesen ganzen Funk-
tionen niemals mit dem Wert von « eine Division auszufiithren;
denn # kommt nirgends im Nenner vor. Lassen sich Divisionen
mit = selbst nicht vermeiden, so liegt eine grbrochene rationale
Funktion vor. Eine solche liBt sich, wie man schon auf der Schule
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lernt, immer auf Hauptnenner bringen. Sie kann also immer in

der Gestalt a2 + a2t o+ @,
Y= 3,7+ 0,7 "+ -+ bm
geschrieben werden.
DaB hiernach eine ganze rationale Funktion von gwei Variabelen

durch einen Ausdruck von der Form|s = Za,ka;’_y" lerklart wird,
bedarf keiner niheren Erliuterung. Er entsteht also durch Sum-
mation von lauter Einzelausdriicken a,,2’y*. Die Exponenten i, k
sind wieder ganze positive Zahlen. Die hdchste in einem Glied
vorkoramende Summe der beiden Exponenten i 4~k heiBt die Ord-
nung oder der Grad der Funktion. So ist also z.B. z=a2y 4 a?
4+ y + 1 vom dritten Grade.

Eine Funktion, die durch Nullsetzen einer ganzen rationalen
Funktion f(z,y) erklirt werden kann, heiBt eine algebraische
Funktion. Alle anderen Funktionen, die also nicht Losungen
einer algebraischen Gleichung zwischen # und y sein kénnen, heiBen
transzendente Funktionen.

Ob eine gegebene Funktion transzendent ist oder nicht, bedarf
gewdohnlich einer niheren Untersuchung, die schwierig sein kann.
Es gibt jedoch ein elementares, oft ausreichendes Kriterium, das
wir ableiten wollen (§ 3). Wir werden daraus z. B. entnehmen
konnen, daB 5 = sinx eine transzendente Funktion ist.

§ 2. Graphische Darstellungen. Der in § 1 eingefiibrte
Funktionsbegriff ist einer wichtigen geometrischen Deutung fahig.
Wir erhalten sie, wenn wir die Grundvorstellungen der analyti-
schen Geometrie, insbesondere den Koordinatenbegriff, heranziehen.
Das sind Dinge, die wir als bekannt voraussetzen. Fassen wir
dann « und y als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes auf,
so wird das geometrische Bild einer Funktion y = f(x) eine Kurve
mit der Gleichung y = f(«). Umgekebrt aber ist auch durch die
Aufzeichnung einer Kurve in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system eine Funktion definiert; denn die aufgezeichnete Kurve er-
laubt es, zu vorgegebenen z-Werten zugehdrige y-Werte zu be-
stimmen. Das sind die Ordinaten derjenigen Kurvenpunkte, deren
Abszisse dem gegebenen x-Wert gleich ist. An einfachen Figuren
wie den umstehenden Figuren 1 und 2 wird sich der Leser den
Unterschied zwischen eindeutigen und mehrdeutigen Funktionen
klar machen. In Fig. 1 wird der Leser bei jeder Abszisse nur
einen Kurvenpunkt finden, in Fig. 2 dagegen gehoren zu einzelnen
Abszissen mehrere Kurvenpunkte. Die Funktion, deren geometri-
sches Bild die Kurve darstellt, ist also mehrdeutig.

Wir haben oben schlechthin das geometrische Bild einer Funk-
tion Kurve genannt. Die Kurven, die wir so erhalten, entsprechen
nicht immer den landliufigen Vorstellungen, die man sich und die
sich wohl auch der Leser von einer Kurve zu machen pflegt. Wenn
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sich z B. der Leser das geometrische Bild der Funktion y = x!
aufzeichnet, so sieht er oder weiBl es von vornherein, daB dieses
Bild, das wir oben Kurve nanpten, iberhaupt nur aus einzelnen
Punkten besteht. Nur zu ganzzahligen Abszissen gehdren Kurven-
ordinaten, weil unsere Funktion nur fiir ganzzahlige Werte von x
erklirt ist Nichtsdestoweniger wollen wir auch fiir diese geome-
trischen Bilder das Wort Kurve beibehalten.!) Wir haben dann
eine kurze Benennung. Was wir eben sahen, ist nicht das einzige
Unerwartete, was unserem Kurvenbegriff anhaftet. Wir werden
im Laufe unserer Betrachtungen noch manche Absonderheit treffen
(z. B. 8. 1071.). Und es ist auch gut, wenn der Leser sich von
vornherein daran gewohnt, daf zwar die meisten mathematischen

y y=fe) J/Q
/ l

i
/ - |

/ | ~

/y=f(x)

Fig. 1 Fig. 2.

Begriffsbildungen letzten Endes aus Anschauung oder Erfahrung
stammen, daB sie aber nie den vollen und genauen Inhalt unserer
Vorstellungen wiedergeben. Wollte der Leser versuchen, den Kur-
venbegriff so zu fassen, daB er den vollen Inhalt unserer Vorstel-
lung wiedergibe, so wiirde er sicher nicht ohne eine recht ver-
zwickte Beschreibung auskommen. Wir wollen daher das Wort
Kurve als einen bequemen Ausdruck fir das geometrische Bild
einer Funktion in irgendeinem Koordinatensystem verwenden.
Statt rechtwinkliger Koordinaten konnen dabei ebensogut schief-
winklige oder Polarkoordinaten usw. Verwendung finden.

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit einem Beispiel einer
Kurve bzw Funktion, auf die wir uns noch 8fter beziehen werden.
Wir wollen es der Theorie der Zykloiden entnehmen. Denken wir
uns einen Kreis auf einer anderen Kurve, etwa einer Geraden oder
einem Kreis, rollen, so beschreibt ein mit dem rollenden Kreis fest
verbundener Punkt eine Kurve, eine Rollkurve oder Zykloide. Der
Leser findet dariiber auch einiges in Frickes Leitfaden der ana-
lytischen Geometrie auf S. 83ff. Wir wollen einen Kreis auf einer
Geraden rollen lassen und die Kurve betrachten, die ein Punkt

1) Es handelt sich ja hier um ein Vorkommen isolierter Kurven-
punkte, die uns spiter auch sogar bei algebraischen Kurven wieder
begegnen werden (S. 126)



Kurven 5

seiner Peripherie beschreibt. Wir machen die genannte Gerade
zur 2-Achse und wahlen senkrecht dazu irgendwie die y-Achse.
Nun denken wir uns den Kreis auf die x-Achse gelegt und zu-
niichst den Punkt, der die Kurve beschreiben soll, als tiefsten
Punkt gewishlt. Er mag in dieser Lage etwa in den Koordinaten-
anfangspunkt fallen. Von dieser Ausgangslage an lassen wir den
Kreis rollen. Wir haben in der Fig. 3 eine weitere Lage gezeich-
net. Dabei mag der Kreis gegen die Ausgangslage um den Win-
kel ¢ gerollt sein. Dann wird also der Kreisradius, auf dem unser
Punkt liegt, gegen die Ausgangslage sich um ¢ gedreht haben.
Sei r die Linge des Kreisradius; dann konnen wir sofort die Ko-
ordinaten des Punktes in seiner neuen Lage aus der Figur ab-
lesen. Wir finden .

r=r@ — rsing,

y=7r—1rcosg.

Denn das Stick der z-Achse von O bis A muB dem darauf abge-
rollten Kreisbogen A bis P gleich sein, also gleich »@.') Davon
ist die Strecke B A oo
abzuziehen, die man
dem kleinen recht-
winkligen Dreieck ent-
nimmt. Aus diesem 0
liest man auch leicht

den angegebenen Ausdruck fiir y ab. Den ungefihren Verlauf der
Kurve haben wir in der Figur angegeben. Sie definiert uns eine
Funktion. Wir haben auch durch die Berechnung von z und y
einen analytischen Ausdruck fiir diese Funktion gefunden. Das
ist aber eine andere Art von analytischen Ausdriicken, als die,
welche wir im vorigen Paragraphen kennen lernten Diese neue
Art heiBlt Parametirdarsiellvng der Funktion bew. Kurve, weil die
Zuordnung der y-Werte zu den z-Werten nicht unmittelbar ge-
schieht, wie im vorigen Paragraphen, sondern durch Vermittlung
eines Parameters. Man greift oft zu diesem Mittel, weil eine solche
Parameterdarstellung vielfach einfachere Ausdriicke liefert, als die
im vorigen Paragraphen herangezogenen Mittel. Man kann natiir-
lich immer wenigstens in Gedanken zu einer Darstellung von der
Form y = f(x) iibergehen. Man hat ja nur das einem gegebenen
2-Wert zugehirige ¢ auszurechnen und in den Ausdruck von y
einzutragen, Das wiirde aber z. B. hier sehr weitliufig. Einfacher,
aber noch kompliziert genug, ist es, zunichst aus der zweiten
Gleichung ¢ durch y auszudriicken und in die Gleichung fiir z

|
X ;

B A4 g

1) Wir messen hier und in der Folge immer die Winkel im Bogen-
maB. Wir verweisen den Leser, der schon eine strenge Begriindung
vermiBt, auf die Ausfilhrungen iiber die Rektifikation des Kreises im
Bindchen iiber Integralrechnung.
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einzutragen. Man erhiilt so die Kurvengleichung in expliziter Ge-
stalt von der Form » = f(y).

Die hier besprochenen graphischen Darstellungen fithren uns
noch zu einer anderen Begriffsbildung hin, n#mlich zur Umkeh-
rungsfunktion. Eine gezeichnet vorgelegte Kurve definiert bei ge-
gebenem Koordinatensystem nicht nur eine Funktion, sondern
deren zwei Wir benutzten bisher die Kurve dazu, um zu gege-
benen Abszissen die zugehdrigen Ordinaten zu bestimmen. Wir
faBten also x als unabhingige, y als abhiingige Variabele auf.
Wir kénnen auch beide ibre Rolle vertauschen lassen und die zu
gegebenen Ordinaten zugehdrigen Abszissen ablesen. Lieferte nun
die erste Ablesung y = f(z) und die zweite z = ¢(y), so nennen
wir z = @(y) die Umkehrungsfunktion oder inverse Funkticn von
y= f(:r) Wenn wir y = f(z) haben, kdnnen wir sie natiirlich
auch rein rechnerisch finden, indem wir y = f(x) nach z aufldsen.

Der Unterschied zwischen ein- und mehrdeutigen Funktionen
war an den Kurven leicht klar zu legen. Der Unterschled Zwi-
schen algebraischen und transzendenten Funktionen springt geome-
trisch nicht immer sofort in die Augen. Doch werden wir bald
lernen, wie wir manchen Kurven doch sofort ansehen kénnen, daB
sie nicht algebraisch sind.

§ 3. Gangze rationale Funktionen und ihre Nullstellen.
Wenn o; und oy die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
a,2® + a, 2 + a, = 0 sind, so kennt jedermann die fiir alle ' gel-
tende Faktorzerlegung ayz® 4 a,2 4 a; = a,(z — o) (z — ).
In ibr ist jedenfalls die Aussage enthalten, dafl immer, wenn, e
eine Wurzel der Gleichung f(z) = O ist, die auf der linken Seite
stehende ganze rationale Funktion zweiten Grades f(z) durch
z — a; teilbar ist. Dabei nenne ich also allgemein die ganze ra-
tionale Funktion f(x) durch die ganze rationale Funktion g(z)
1)
P ()

rationale Funktion ist. -Der eben bei Funktionen zweiten Grades
festgestellte Satz gilt allgemein: Wenn o, eine Wurzel der Glei-
chung f(x) = agz™ + a2~ 4 --- + a, = 0 ist, so ist die ganze
rationale Funktion f(x) durch z — o, talbar.

Das 1dBt sich leicht einsehen, wenn man nur daran denkt, wie
man die Division f(#) durch # — «, auszufiihren pflegt. Man er-
hilt dabei einen Quotienten vom (% — 1)%*® Grad ¢, (x) und einen
Rest  von niedrigerem Grade als der Divisor £ — ¢, d. h. also
hier einen konstanten Rest. Ich kann daher das Resultat der
Rechnung so notieren: f(z) = ¢,(z)(x — @;) + #. Das gilt nun
fiir alle z, also namentlich auch tir £ = «,. Fiir diesen Wert er-
halte ich aber » = f(e,). Da aber &, eine Wurzel von f(z) =0
ist, so habe ich r = f(e,) = 0. Dabher gilt f(») = ¢,(2) (x — ).
Damit ist unser Satz bewiesen.

teilbar, wenn der Quotient q(x) selbst wieder eine ganze
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Wir konnen aus ihm sofort folgern, dag eine algebraische Glei-
chung n'* Grades a,a" + a,2"~'+--- 4 a, = 0 hichstens n
Waurzeln hat. Denn entweder hat der eben berechnete Quotient
(n — 1)t Grades keine Wurzel, oder er besitzt Wurzeln. Im
ersten Falle ist mein Satz bewiesen. Denn dann hat f(x) =0
selbst auBer £ = ¢, keine Wurzel. Wire niimlich z = «, eine solche
von e, verschiedene Wurzel, so hitte ich f(ey) = ¢, (0g) (g — &ry).
Wegen o, 4= «, muB also ¢,(wy) = O sein, gegen die Annahme
Hat aber ¢, () =0 selbst eine Nullstelle e, so kann ich schreiben
9, (%) = ¢5(2) (¢ — o). Daher gilt f(2) = (z— o) (2 — o) ().
ag ist also eine Wurzel von f(x) = 0. Auf die angegebene Weise
kann ich weiter schlieBen und immer neue Linearfaktoren abspal-
ten. Bei jedem dieser Schritte erniedrigt sich aber der Grad des
noch nicht in Linearfaktoren zerlegten Faktors um eine Einheit.
Ich kann also h&chstens mmal nacheinander Linearfaktoren ab-
spalten. Daraus fblgt aber, wie oben behauptet wurde, da$ eine Glei-
chung n**® Grades hochstens » Wurzeln hat. DaB sie bei ay=<=0 ge-
nau » Wurzeln hat,oder daB das Abspalten von Linearfaktoren genau
nmal geht, ist der Inhalt des Fundamentalsaizes der Algebra®): Jede
algebraische Gleichung n* Grades (n>0, ay=+=0) hat mindestens
eine Wurzel. Ich kann also jedesmal von dem noch nicht zerleg-
ten Faktor bei dem obigen ProzeB mindestens einen Linearfaktor
abspalten, solange dieser Faktor noch von « abhingt. Von z un-
abhiingig wird er aber selbstverstindlich erst nach n Schritten,
5o daB ich also immer nmal nacheinander je einen Linearfaktor
abspalten kann. Der dann schlieflich noch bleibende konstante
Schlubfaktor stimmt mit dem Koeffizienten g, iiberein. Man er-
kennt das sofort beim Wiederausmultiplizieren der Linearfaktoren
durch Betrachtung des Koeffizienten von ™. Daher bekomme ich
immer eine Zerlegung der folgenden Art:

(@) = ot 4+ 1, = g — )& — )+ o ).

Ist aber weiter f(«) = 0, so muB einer der Faktoren o« — ;=0
sein, so daB also auBer den «, keine Wurzeln auftreten. Wir
konnsn daher das Resultat so aussprechen: Eine jede algebraische
Gleichung hat n Wurzeln. Das ist also nur eine andere Sprech-
weise fiir die Tatsache, daB ich eine Funktion n'*™ Grades (mit
nichtverschwindendem Koeffizienten des hochsten Gliedes) immer
in genau # Linearfaktoren zerlegen kann. Diese brauchen natiir-

1) Wir werden diesen Satz in diesemn Buche immer als richtig an-
nehmen, wie er denn auch dem Leser von Beispielen her geldufig ist.
Sein Beweis ist nicht Gegenstand dieses Werkes. Der Leser, den die
Verwendung eines nicht bewiesenen Satzes stort, mag sich ruhig auf
den Standpunkt stellen, daB alles Gesagte eben nur fiir solche Fuank-
tionen gilt, fiir die der Satz richtig ist. Er kennt solche Funktionen,
und andere als solche werden ihm nie begegnen
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lich nicht alle voneinander verschieden zu sein, wie dem Leser
von trivialsten Beispielen geltiufig ist, z. B. 2+ 2az + a®= (z + a)*.
Wenn wir also nur die voneinander verschiedenen Wurzeln zihlen
wollen, so konnen dies weniger als 7 sein Man kommt aber iiber-
ein, einer jeden Wurzel eine gewisse Vielfachheit zuzuerteilen.
Man z#hlt némlich jede Wurzel « so oft, als bei der Zerlegung
von f(x) in Linearfaktoren der Faktor # — e auftritt. So rede
ich also von einer dreifachen Wurzel, wenn der Faktor 2 — «
genau dreimal vorkommt.

Zusatz: Wenn ich irgendwoher weil, daB eine ganze rationale
Funktion erstens héchstens vom #'°® Grade ist, und wenn ich zwei-
tens weiB, da sie fiir mehr als #» voneinander verschiedene Werte
verschwindet, so kann ich daraus schlieBen, daB die Funktion fiir
alle z-Werte verschwindet, daB ich es also mit der Funktion y =0
zu tun habe.?)

Denn gibe es eine solche Funktion von genau m%™ Grad (m
groBer als Null, aber kleiner oder hichstens gleich #), so kénnte
ich sie in genau m Linearfaktoren zerfillen. Ein solches Produkt
kann aber natiirlich nur fiir die m zur Bildung seiner Linear-
faktoren benutzten Werte verschwinden. Es muf also eine Funk-
tion nullten Grades, also eine Konstante vorgelegen baben. Da
diese aber fiir einzelne Werte der Variabelen z verschwindet,
andererseits aber fiir alle Werte von « denselben Wert annimmt,
so muB sie eben die Null sein, wie im Zusatz angegeben.

§ 4. Algebraische und transzendente Funktionen. Unter
einer algebraischen Kurve wollen wir das geometrische Bild einer
algebraischen Funktion verstehen. Ihre Gleichung ist also von der
Form f(x,y) = 0, und hier ist f(x,y) eine ganze rationale Funk-
tion von « und y. Sie entstebt also durch Addition von lauter
Gliedern der Form az'y™. Die Exponenten ! und m sind hier ir-
gendwelche ganze positive Zahlen. Die groBte bei den einzelnen
Gliedern einer ganzen rationalen Funktion vorkommende Expo-
nentensumme ! + m heifit nach S. 3 die Ordnung der Funktion.
Das geometrische Bild einer algebraischen Funktion, die einer
solchen Gleichung #'®* Ordoung geniigt, heiBt algebraische Kurve
n" Ordnung. Wir werden jetzt den Satz beweisen: FEine jede al-
gebraische Kurve w'®” Ordnung wird von eciner jeden ihr nicht voll-
stindig angehirigen Geraden in hichstens n Pumktcn geschnitten.
Es sei nimlich ez 4 fy+y=0 die Gleichung einer geraden
Linie, die ich mit der Kurve f(z,y) =0 zum Schnitt bringen will.
Das kann man so machen, daB man aus der Gleichung der Ge-
raden sich « oder y ausrechnet und den gefundenen Ausdruck in
die Gleichung der Kurve #** Ordnung eintriigt. Habe ich etwa ¥
der Gleichung der Geraden entnommen, so finde ich also fiir die

1) Diese fillt ja auch unter unsere auf S. 1 gegebene Funktions-
definition. Es ist eben jedem Wert von x der Wert y = 0 zugeordnet.
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Abszissen der Schnittpunkte die Gleichung f (x, j_“i';;?) = 0.

Das ist aber jedenfalls eine Gleichung héehstens vom #te® Grad,
wie man ohne weiteres sieht, wenn man sich das Aussehen der
einzelnen Glieder der ganzen rationalen Funktion #'** Ordnung
vergegenwirtigt. Ein jedes wird nach Einsetzen des Wertes

—ar—y .. . . .
Y= Z %7 hichstens vom #t°® Grad in . Wenn ich ferner die

einzelnen Glieder der ganzen rationalen Funktion nach Potenzen
von z geordnet habe und sie alle zusammenzihle, so kann der Fall
eintreten, daB sich einzelne Potenzen von x herausheben. Daher
ist der SchluBausdruck hickstens vom n*® Grade. Nach denin § 3
fiir algebraische Gleichungen #'®® Grades gewonnenen Ergebnissen
bat diese Gleichung, wofern ihre linke Seite nicht identisch ver-
schwindet, hochstens # Wurzeln (die reell oder imaginir sein kon-
nen, jedenfalls also auch hdchstens # reelle Wurzeln). Das sind
die Abszissen der Schnittpunkte. Der Gleichung der Geraden ent-
nehme ich dann ohne weiteres die zugehorigen Ordinaten der Schnitt-

punkte. Verschwindet aber f (:c, ——%’) identisch, so bedeutet

dies, daB die Gerade der Kurve vollig angehort Ein Beispiel fiir
dies Vorkommnis ist die in die beiden Geraden z —gy==0 und
% 4+ y = 0 zerfallende ,,Hyperbel® y? —22=0. So erhalte ich das
im obigen Satz ausgesprochene Ergebnis, das ich damit bewiesen
habe.

Dieser Satz ist hiufig ein bequemes Kriterium fiir transzendente
Kurven. Liegt mir n#mlich irgendeine Kurve vor und kenne ich
irgendeine Gerade, welche die

¥,
Kurvenichtinendlich vielen Punk- 4
ten schneidet, aber auch nicht in \ /
jhrem ganzen Verlauf der Kurve 0 B 2
als Bestandteil angehort, so kann =— \/

ich mit Sicherheit sagen, dafl die g 4

Kurve nicht algebraisch sein kann, Das trifft z. B. fiir die Funk-
tion y=sinz zu. Denn ihr geometrisches Bild besteht aus lauter
Wellen von der Linge 27 und der Amplitude + 1 (Fig. 4). Der
Leser sieht ohne weiteres, daB z. B. die Gerade y = } in unendlich

vielen Punkten schneidet; diese haben die Abszissen %-{— 2hm

oder %:1 + 2hm (kb eine positive oder negative ganze Zahl). Fir

alle diese Winkel ist ja der Sinus gleich ein Halb. Ebecso erkennt
man im Kosinus, im Tangens, im Kotangens transzendente Funk-
tionen; ebenso ist die Zykloide von § 2 eine transzendente Kurve.

Ausdriicklich sei der Leser noch darauf hingewiesen, dafl das
Kriterium nicht umgekehrt werden darf. Es kann eine Kurve sehr
wohl transzendent sein, obwohl sie von jeder Geraden nur in einem
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oder allgemein nur in endlich vielen Punkten geschnitten wird.
Um das ungefiihr klar zu legen, mag der Hinweis geniigen, daB
wir ja in unserer Zeichnung nur die reellen Schnittpunkte sehen
k6nnen; das kdnnen endlich viele sein, und trotzdem kann — wie
der Leser wohl ohne weiteres glaubt — der Fall eintreten, daB
unendlich viele imaginéire Schnittpunkte vorhanden sind. In der
Exponentialfunktion liegt z. B. eine solche Funktion vor, wie wir
hier nicht niher ausfiihren kénnen.!)

§ 5. Funktionen, die nicht als analytische Ausdriicke
goegeben sind. Streng genommen ist schon die auf der ersten
Seite angegebene Funktion y = sin # nicht durch einen analytischen
Ausdruck gegeben, in den wir nur die Werte des Winkels einzu-
setzen hitten, um den Wert seines Sinus zu finden. Solche ana-
lytischen Ausdriicke — allerdings auch nur in etwas tbertragener
Bedeutung, in der Gestalt unendlicher Reihen — werden wir erst
viel spiter kennen lernen. Vorliufig ist der durch die Bezeichnung
y=sinz gemeinte gesetzmiBige Zusammenhang durch eine geo-
metrische Vorschrift gegeben: Verhiltnis einer Kathete zur Hypo-
tenuse im rechtwinkligen Dreieck. Auch kennt der Leser Tafeln,
aus welchen man fiir die meist gebrauchten Werte des Winkels
den Sinus angeniihert entnehmen kann. Man kann die Zahlen dieser
Tafeln direkt als Definition einer Sinus genannten Funktion an-
gehen, die dann annihernd die Eigenschaften der gleichbenannten
trigonometrischen Funktion hat, angenihert, nicht genau, weil ja
in der Tafel nur angeniherte praktisch ausreichende Werte stehen.
Nicht viel anders ist die Sache beim Logarithmus. Statt der Tafel
kann man sich auch einer geniigend genauen Zeichnung des Funk-
tionsverlaufes bedienen, aus welcher man dann, wie in der Tafel,
durch Inmterpolieren die ungefihren Werte der Funktion auch fiir
y nicht in der Tafel stehende Winkel ent-
nehmen kann.

Bemerkung: Kriterien fiir die damit er-
reichte Genauigkeit werden wir spiter
kennen lermen, sowie auch Genauneres

0 /} 7”7 dber das Interpolieren selbst (8. 99f).
¥ Diese Beispiele mogen es dem Leser

nahe legen, daB die Zeichnung oder dis

Fig 5 Tafel neben den analytischen Ausdriicken

bequeme Methoden sind, Funktionen zu
definieren. Sie filhren uns auch recht eigentlich die groBe Mannig-
faltigkeit von Vorkommnissen vor Augen, welche die zwei Zeilen
in sich bergen, durch die wir auf der S.1 den Funktionsbegriff
definiert haben. Der verbliiffend reiche Inhalt dieser Definition

1) Dazu vgl. man meinen Leitfaden der Funktionstheorie. (Teub-
mers techn. Leitfiden Bd. 14.)
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wird uns nock oft tiberraschen. Nur ein paar Beispiele seien noch
angefiihrt: Man kann zur Definition einer Funktion mehrere ana-
lytische Ausdriicke ndtig haben. So seiz B. fir 0<z<1:y=2z
und fir 1 <o <1:y=1—2 In der graphischen Darstellung
wiirde dem die Kurve der beistehenden Fig.5 entsprechen.

Erkldrung: Das Zeichen < wird gesprochen kleiner als: a < b
bedeutet also, daB die Zahl a kleiner ist als die Zahl b. Analog
bedeutet > groBer als. Mit ¢ < b meinen wir, daB die Zahl a
kleiner oder gleich b sein kaun, Die Zahlen also, fiir die a <2 <b
ist, bilden die Gesamtheit aller Zahlen zwischen a und b, diese
beiden Zahlen mit eingerechnet. Man sagt, sie bilden das abge-
schlossene Intervall zwischen a und b —— abgeschlossen, weil An-
fang und Ende, nimlich die Zahlen ¢ und b mitgerechnet sind.
Auch die Gesamtheit aller Zahlen a << z < b bilden ein Intervall.
Das sind alle Zahlen zwischen a und b, diese beiden selbst nicht
mit eingerechnet. Man nennt das ein nichtabgeschlossenes oder ein
offenes Intervall. In a <z <b oder a <<z < b liegen weitere
Sorten von offenen Intervallen vor, bei welchen nur der eine der
beiden Endpunkte mit inbegriffen gedacht ist.

Zum SchluB noch ein letztes Beispiel, das eigentlich schon in
die Betrachtungen des folgenden Kapitels hiniibergreift. Fiir alle
rationalen Werte von z sei y = f(x) gleich Null, fiir alle irratio-
nalen Werte von « dagegen habe y den Wert Eins. Bedenkt der
Leser, daB man in der nichsten Nihe eines jeden Punktes der
2-Achse solche mit rationaler und solche mit irrationaler Abszisse
finden kann, so wird es einleuchten, wie merkwiirdig die Funktion
ist, mit der wir es in diesem Beispiel zu tun haben

Bemerkung: Wenn wir so von Funktionen reden, die nicht als
analytische Ausdriicke gegeben sind, so soll natiirlich damit nicht
gesagt sein, daB es nicht irgendwie mdglich ist, nachtriiglich ana-
lytische Ausdriicke zu finden, welche die Funktionen darstellen.
Methoden, die das erlauben, werden wir in groBer Zahl kennen
lernen. Fiir die in diesem Paragraphen angegebenen Funktions-
beispiele lassen sich, wie noch angefiigt sei, durchweg solche ana-
lytischen Ausdriicke finden.

II. Der Zahlbegriff,

Es ist nicht meine Absicht, in diesem Kapitel eine bis ins ein-
zelne durchgefiihrte Theorie der Irrationalzahlen zu entwickeln Es
sollen vielmebr die Betrachtungen iiber Dinge, welche dem Leser
wenigstens als Handwerkszeng vertraut sind, hiniiberleiten zum
Versténdnis der grundlegenden Gedanken, auf welchen letzten Endes
die ganze Differential- und Integralrechnung beruht.

§ 1. Vorbereitung Von Irrationalzahlen soll in diesem Kapi-
tel die Rede sein. Das Rechnen mit rationalen Zahlen, d. h. also

Teubn. Leitf.: Bieberbach, Differentialrechnung. 2 Aufl 2
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mit ganzen Zahlen und mit gewéhnlichen Briichen, und diese selbst
nehmen wir als bekannt und geldufig an, wiewohl man auch hier-
iiber manche prinzipielle Betrachtung anstellen kann. Das wiirde
uns aber von unserem eigentlichen Ziel zu sehr abfiihren. Nur
wollen wir uns die Regeln zusammenstellen, nach welchen dieses
Rechnen erfolgt. Es sind die Regeln, nach welchen jedes Kind
rechnen lernt, und die als gemeinsamer Zug allen Zahlenrech-
nens dem Schiiler beim Erlernen des Buchstahenrechnens zur Kennt-
nis gebracht werden. Woher uns die GewiBheit kommt, daB ein
Rechnen nach diesen Regeln nie zu Fehlern fiihren kann, dariiber
wollen wir, wie gesagt, Betrachtungen nicht anstellen, zumal sich
bis heute auch die Gelehrten noch nicht in jeder Richtung iiber
derartige wit den Grundlagen der Arithmetik zusammenhiingende
Fragen einig sind.

Sind also a, b, ¢ irgendwelche rationalen Zahlen (also positive

oder negative ganze Zahlen oder Briiche ) Wo m und 7 ganze

Zahlen sind), so gelten die folgenden Rechenregeln, die wir als die
Grundsitze oder die Axiome der Arithmetik bezeichnen wollen.
Unter einem Awiom verstehen wir also einen Satz, den wir nicht
weiter beweisen wollen, sondern den wir allen weiteren Beweisen
und Erdrterungen als Fundament zugrunde legen. Es ist ja ohne
weiteres klar, daB jedes Wissensgebiet ein solches Fundament be-
sitzen muB. Die Awiome der Arithmetik aber sind im wesentlichen
die folgenden:

1. @ + b ist eine eindeutig be- 1. ad ist eine eindeutig be-

stimmte Zahl. stimmte Zahl.,

2. a+b="0+ a kommutatives 2. ab = ba kommutatives Ge-
Gesetz der Addition. setz der Multiplikation.

8. (a+b)+c=a+(b+c)as- 3. (ab)c=a(bc) assoziatives
soziatives Gesetz derAddition. Gesetz der Multiplikation.

4. a(b + ¢) = ab + ac distributives Gesetz.
5. Die Gleichung p +2z =g be- 5. Wenn p == 0, so besitzt die

sitzt stets genau eine Lo- Gleichung px = g stets ge-
sung. nau eine Losung.

6. Es gibt eine Zahl 0, so da8 6. Es gibt eine Zahl 1, so daB
stets p + 0 = p. stets p -1 =p.

7. Von den drei Beziehungen a = b, a > b, a < b besteht stets

genau eine,
8. Aus a > b, b> ¢ folgt a > ct)

9. Es gibt mindestens 2 Zahlen, fiir welche die Relation a > b
besteht.

1) Siehe die Erklirung dieser Zeichen auf S. 11.
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10. Ausa>bfolgta +¢>b 10. Aus a > b folgt entweder
< ¢ Gesetz der Monotonie ac>be, wenn ¢ positiv oder
bei der Addition. ac<bc,wenn ¢ negativ oder

O0=ac="be, wenn ¢ =0
Monotoniegesetz der Multi-
plikation.

Bemerkung: Der Leser, welcher hier die Regeln fur Subtrak-
tion oder Division vermifit, sei darauf hingewiesen, daf die Sub-
traktion einer Zahl als Addition der entsprechenden Zahl von an-
derem Vorzeichen, und daB die Division durch eine Zahl als Multi-
plikation mit der reziproken Zahl definiert wird.

Bevor wir nun weitergehen, wollen wir gleich im Hinblick auf
oft zu machende Anwendungen, die Haupiregeln fiir das Rechnen
mit den Zeichen > und < zusammenstellen. Diese Regeln folgen
zwar alle aus den obigen Axiomen. Wir tun aber trotzdem gut
daran, sie uns einmal zusammenzustellen. Zunichst lassen sich die
Axiome Nr. 10 ohne weiteres umkebren. Aus @ + ¢ > b + ¢ folgt
niimlich sofort @ > b. Denn das Axiom 10 besagt doch, daB eine
Ungleichung — so nennt man n#mlich eine Beziehung von der
Form « > 8 oder von der Form o <{ § — daB also eine Unglei-
chung richtig bleibt, wenn men auf beiden Seiten dieselbe Zahl
(dort war’s ¢) addiert oder subtrahiert. Wenden wir diese Regel
auf @ -+ ¢ > b 4 ¢ an, addieren also auf beiden Seiten — ¢ oder
subtrahieren ¢, so erhalten wir ¢ > b. Das Axiom 10 gilt natiir-
lich auch fiir das Zeichen <. Aus a <D folgt a +¢c < b + ¢
Nach 7. und 8. darf man ndmlich die in den Axiomen ausge-
sprochene Regel von rechts nach links lesen. Dieselben Betrach-
tungen kniipfen sich an das Monotoniegesetz der Multiplika-
tion. Aus ac > bc folgt @ > b, wenn ¢ positiv ist. Es folgt aber
a < b, wenn ¢ negativ ist. (Aus a¢=">bc= 0 folgt natiirlich nichts
dartiber, welche der beiden Zahlen @ oder b die gréBere ist.) Die
in den Monotoniegesetzen ausgesprochenen Regeln lassen sich noch
erweitern. Aus a > b und ¢ > d folgt nimlich a + ¢ > b 4 d.
Ebenso folgt aus a > b und ¢ > d, dafl auch ac > bd, wofern
alle vorkommenden Zahlen das positive Vorzeichen haben. Endlich
noch eine Bemerkung tiber das Dividieren: Wenn m > 1, so ist

7%( 1 und umgekehrt, wenn m < 1, so ist —11’7 > 1. Ferner folgt
aus @ > b und ¢ > d, daB —Z—> % Bei allen diesen Regeln ist

wieder vorausgesetzt, da alle vorkommenden Zahlen nicht negativ

sind, und daB alle Nenner wesentlich positiv sind. (Wesentlich

positiv heilt eine von Null verschiedene nicht negative Zahl. Man

verwendet oft diese Benennung, weil man manchmal in iibertra-

gener Bedeutung die Null noch mit zu den positiven Zahlen rech-

net.) Der Leser wird alle diese Behauptungen leicht aus den Mo-
213
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notoniegesetzen folgern. Er wird sich auch leicht ihren Sinn an
Hand der Zahlengeraden, die wir gleich einfithren werden, an-
schaulich klar machen.

Wir wollen uns nun im Rest dieses Paragraphen mit einer
Frage befassen, die uns niher an den eigentlichen Gegenstand
dieses Kapitels heranfithren soll, nfimlich mit der Frage, ob die
rationalen Zahlen fiir alle die Zwecke ausreichen, fir die wir Zah-
len verwenden mochten, Wir werden sehen, daB dies nicht der
Fall ist. So werden wir zur Einfiihrung der Irrationalzahlen ver-
anlaBt werden.

Wir wollen uns mit der Aufgabe befassen, Strecken durch eine
gegebene Lingeneinheit zu messen. Wir konnen uns die zu mes-
sende Strecke und die Liingeneinheit von ein und demselben Punlkt
aus auf einer Geraden aufgetragen denken. Auf dieser Geraden
wollen wir uns nun gleich einen MaBstab einrichten unter Zu-
grundelegung der gegebenen Lingeneinheit. Diesen Mafstab wollen
wir Zahlengerade nennen. Sie wird uns ein geometrisches Bild der
gegenseitigen GroBenbeziehung der verschiedenen Zahlen geben.
Im Grunde haben wir auch die Zahlengerade im vorigen Kapitel
in der Abszissenachse und der Ordinatenachse der Koordinaten-
systeme verwendet. Sie wird uns jetzt von steigender Wichtigkeit
werden. Wir wihlen irgendeinen festen Punkt der Geraden aus.
An jeden Punkt der Geraden wollen wir dann als seine Abszisse
die Mafzahl seines Abstandes von dem festen Punkt aus anschrei-
ben, soweit das eben unter blofSer Verwendung der rationalen
Zahlen moglich ist. Der feste Punkt selbst bekommt so die Ab-
szisse Null. Um die beiden Seiten dieses Punktes auf der Geraden
unterscheiden zu kdnnen, tragen wir in bekannter Weise nach
rechts die positiven, nach links die negativen Zahlen auf. Be-
trachten wir nun irgend zwei Zahlen @ und b, und sei etwa a < b,
so liegt der Punkt mit der Abszisse @ (wir nennen ihn wieder
kurz den Punkt @) links vom Punkt b, und umgekehrt hat jeder
rechts von a gelegene Punkt eine griBere Abszisse als a. Damit
haben wir die geometrische Bedeutung der Beziehung gréfer und
kleiner in unserer geometrischen Deutung der Zahlen. GroBer be-
deutet soviel als ,rechts von“ und kleiner bedeutet ,links von“.

Auf der Zahlengeraden werden wir so ohne weiteres zu allen
rationalen Zahlen zugehdrige Punkte bekommen — die rationalen
Punkte oder Punkte mit rationaler Abszisse. Bekommt nun aber
jeder Punkt unserer Geraden eine rationale Abszisse, oder gibt es
Punkte, die keine rationale Abszisse besitzen? Von vornherein ist
Kklar, daB ein jeder Punkt durch seine Abszisse bestimmt ist, und
daB wir die Lage eines jeden Punktes unserer Geraden mit be-
liebiger Genauigkeit durch die Angabe passender Punkte mit ra-
tionaler Abszisse festlegen konnen. Das kann z. B. so geschehen:
Sei irgendein Punkt gegeben. Dann wird er entweder eine ganz-
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zahlige Abszisse baben, und ich kenne seine Abszisse mitabsoluter Ge-
nauigkeit. Oder aber er liegt zwischen zwei Punkten mit ganzzahliger
Abszisse, etwa a und @ + 1. Dann teile ich dies Intervall in 10 (oder
irgendeine andere Zahl) gleiche Teile. So bekommeich Punktemitden
Abszissen a, a + 5, a + & usw. Entweder fillt der gegebene Punkt
mit einem dieser zusammen, dann kenne ich wieder seine Abszisse
absolut genau oder aber er liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden
der angegebenen Punkte, dann kenne ich seine Lage auf ein Zehn-
tel der Lingeneinheit genau. Teile ich dann das Intervall wieder
in 10 gleiche Teile, so finde ich entweder jetzt die Abszisse ab-
solut genau, oder aber ich kenne doch dann die Lage des Punktes
auf ein Hundertstel genau. So fortfahrend kann ich die Lage des
Punktes durch Angabe passender Punkte mit rationaler Abszisse
mit jeder gewiinschten Genauigkeit festlegen. Aber ich kann sicher
nicht die Abszisse eines jeden Punktes absolut genau auf diese
Weise angeben, z. B. nicht die Abszisse 3. Denn der Leser weill
von den unendlichen Dezimalbriichen her (von deren Grundlegung
dies Kapltel handelt), daB ¥ keinem endlichen Demmalbruch orlewh
ist. Denn j liegt zw1schen Null und Eins, zwischen & und 00
zwischen 35 und 34 usw. Aber wenigstens hat dieser Punkt eine
bestimmte rationale Abszisse.

Wir erkennen jedenfalls aus dieser Betrachtung, daB wir mit
den rationalen Zahlen vollkommen ausreichen, solange wir nur
die praktische Aufgabe verfolgen, jeden Punkt durch eine Abszisse
genau genug festzulegen, — d. h so genau, wie es gerade unseren
Bediirfnissen entspricht. Dabei ist also jede einmal erreichte Ge-
nauigkeit verbesserungsfihig Es kann sein, da andere Aufgaben
eine erhohte Genauigkeit verlangen Aber immer reichen in praxi
die rationalen Zahlen aus. Anders wird die Sache, wenn wir die
Abszissen absolut genau bestimmen wollen. Diesem Fragenkreis
wenden wir uns nun zu.

Wir wollen uns zunichst davon iiberzeugen, daB es auf der
Geraden auch Punkte gibt, die keine (rationale) Abszisse haben,
welchen wir also auf dem bis jetzt festgehaltenen Weg keine Ab-
szisse zuerteilen konnen. Wir konstruieren ein gleichschenklig
rechtwinkliges Dreieck von der Kathetenlinge Eins und tragen

seine Hypotenuse (]@) auf unserer Geraden von Null nach rechts
ab. So erhalten wir einen Punkt, der, wie ich zeigen werde, keine
rationale Abssisse besitzt.

Bewiesen haben wir bis jetzt diesen Satz: Dic Punkie mit ra-
tionaler Abszisse liegen diberall dicht, d. h. in jeder Teilstrecke unse-
rer Geraden oder, was dasselbe ist, in beliebiger Nihe eines jeden
Punktes derselben lassen sich Punkte mit rationaler Abszisse an-

eben.
¢ Beweisen wollen wir jetzt am angegebenen Beispiel, daB zwi-
schen den Punkten mit rationaler Abszisse doch noch Liicken bleiben,
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daB z. B. der Endpunkt der Hypotenuse eines gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreiecks von der Kathetenlinge Eins in eine solche
Liicke fallt (obwohl in niéichster Nahe Punkte rationaler Abszisse
liegen). Wir haben nur zu zeigen, daB es keine positive rationale
Zahl gibt, deren Quadrat gleich 2 ist.

Im Gegensatz zur Bebhauptung nehme ich an, es giibe ein Paar

ganzer positiver Zahlen ¢ und w, fiir das 2 = %; - Hier darf man

sicher annehmen, daf ¢ und u teilerfremd sind. Wire nun also
?=2u? so miiBte ¢* also ¢ gerade sein. Daher wire die linke
Seite durch 4 teilbar, und daher mufl » gerade sein. # und « wéren
also gegen die Annahme nicht teilerfremd Unsere Annahme also,
daB 2 das Quadrat einer rationalen Zahl sei, hat uns auf einen Wider-
spruch gefiihrt. Sie ist also nicht richtig. Es gibt also keine ratio-
nale Zakl, deren Quadrat gleich 2 ist. Damit haben wir erkannt,
daB die rationalen Zahlen nicht ausreichen, um jedem Punkt einer
Geraden eine Abszisse geben zu konnen. Wollen wir dies also doch
erreichen, so werden wir uns nach anderen Zahlbildungen umsehen
miissen. Bevor wir jedoch dazu iibergehen, schicken wir im niich-
sten Paragraphen einige Betrachtungen fiber mehrere wichtige Be-
griffsbildungen voraus. Diese werden dann bald und von dann an
fortwihrend Anwendung finden.

§ 2. Der Grenzbegriff.!) Definition: Es sei uns nun eine un-
endliche Menge von (rationalen) Zahlen a,, a,, . . . gegeben. Die-
selben sollen sich umbegrenzt ciner Zahl A ndihern, d. h. von einer
gewissen Nummer N (&)%) an sollen alle Zahlen der Folge wm weniger
als eine beliebig vorgegebene positive Zahl e von A abweichen. Dann
schreibe ich A = lim a, und lese: A ist der Limes von a, fiir n

n->»o
gegen 0. (0o = unendlich.)

Wir wollen den Sinn dieser Festsetzung noch etwas ausfiihr-
licher darlegen. Ich habe also erstens die unendliche Zahlenfolge
a,, a3, . . . Ich gebe eine Zahl e (etwa 75) an. Dann sollen von einer
gewissen Nummer N(¢), meinetwegen von 100 an, alle Zahlen
@400+ g0y, - - - Um weniger als ¢ (also hier ;5) von A verschieden
sein. Das soll aber nicht nur fiir dies eine ¢ gelten, sondern fiir
jedes beliebige. Also sollen z. B. auch von einer gewissen Nummer
an, etwa von 755 an, alle Gy, Gy, - - . um weniger als 355 von A
verschieden sein. Allgemein soll sich zu jeder wesentlich positiven
Zahl ¢ eine Nummer N (&) bestimmen lassen, so daB von N(z) an

1) Fiir das Verstiindnis eines gewissen Teils der in diesem Kapitel
noch folgenden Paragraphen reicht es hin, wenn der Leser nur erst
von den Seiten 17 und 18 Kenntnis nimmt Man kann also die Lektiire
der Seiten 19 und 20 bis ans Ende dieses Kapitels verschieben.

2) Da die Nummer von ¢ abhiingt, ist sie eine Funktion von & und
wurde dementsprechend mit N(s) bezeichnet.
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alle a um weniger als ¢ von A verschieden sind. Dann schreibe

ich fiir diesen Sachverhalt kurz A =1lim a,. Etwas weniger prizis,
n->wo

aber vielleicht etwas anschaulicher, kann ich den Sachverhalt da-
hin bezeichnen, daB ich sage, die Zahlen meiner Folge nihern sich
unbegrenzt der Zahl A. Der prizise Sinn dieser populiren Aus-
drucksweise ist durch die obige Definition festgelegt.

Beispiel: 1. lim -~ = 0. Denn fiir jedes 7>~ ist — < ¢, ganz
n->» o " & n
einerlei wie ich & vorgebe.

2. lim i,= 0. Denn fiir jedes # > L st i2< e
n>w VB n
Wir fassen das iiber den Grenzbegriff Gesagte noch in Zeichen

zusammen: Wir schreiben 4 = lim g, falls sich zu jedem vor-
n->w

gegebenen positiven ¢ eine Zahl N(¢) bestimmen 1iBt, derart, daB
| 4 — a,| < & bleibt, sobald nur # > N(¢) ist. Haufig bedient man
sich auch kurz der folgenden Ausdrucksweise: Wenn fiir beliebig
gewihltes ¢ > 0 und alle gensigend grofBen n die Ungleichung

|d—a, <
gilt, dann ist A =lima,
n-»w

Erkldrung: Unter | B| verstehen wir entweder die Zahl B selbst,
wenn sie positiv ist, oder aber die Zahl — B, wenn B negativ isl.
|4 — a,| < ¢ heiBt also, daB a, zwischen A — ¢ und 4 + ¢ liegt,
oder in Zeichen, daff A — ¢ <<a, << 4 4 & Grenze ich also um
die Zahl A irgendein Intervall ab, in dessen Innerem A liegt, so
gehdren von einer gewissen Nummer N an alle Zahlen der Folge
diesem Intervall an, und dies gilt fiir jedes Intervall, das ich um
A abgrenze. (Das ist oben in Zeichen zunichst nur ausgesprochen
fiir Intervalle, die nach beiden Seiten gleich weit (¢) von 4 sich
entfernen, folgt aber daraus sofort fiir beliebige um 4 abgegrenzte
Intervalle).

Wenn ich ein Intervall um A abgrenze, so liegen in diesem
alle Zahlen a, der Folge von einer gewissen Nummer an. Statt dessen
kann ich auch sagen, daf alle Zahlen der Folge mit Ausnahme von
endlich vielen im Intervall liegen. Denn offenbar liegen nur end-
lich viele auBerhalb des Intervalles, wenn sie vom N*® an darin
liegen, ndmlich einige der N — 1 ersten oder alle. Wenn umgekehrt
alle bis auf endlich viele dem Intervall angehdren, so kann ich mir
die Nummern, fiir die das nicht so ist, merken. Darunter gibt
es eine grofite Nummer. Von der folgenden Nummer an liegen
alle @ im Intervall. Statt nun zu sagen: ,,Alle Dinge einer Menge
oder alle Zahlen einer Folge bis auf endlich viele hahen eine be-
stimmte Eigenschaft®, wollen wir fortan sagen: ,Fast alle Dinge
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oder fast alle Zahlen der Folge haben diese Eigenschaft.“ Fast
alle heift also alle bis auf endlich viele.
Unter Benutzung dieser Worte kinnen wir also die Aussage

lim a, = A auch dahin erkliren, dap einem jeden wm A abgegrenz-
n-> o
ten Intervall fast alle Zahlen a, der Folge angehoren sollen.

A heiBit der Grenzwert der Zahlenfolge a,, ag, . .. Es ist ohne
weiteres klar, daB eine Zahlenfolge nicht zwei verschiedene Grenz-
werte haben kann. Es kann also nur fiir eine einzige Zahl A die

Beziehung A = lima, gelten, Denn.seien andernfalls 4 und B
n->w

zwei verschiedene solche Zahlen. Dann grenze ich um 4 und B
Intervalle ab, welche keinen Punkt gemeinsam haben. Einem jeden
miifiten fast alle Zahlen der Folge angehdren. Das geht aber
nicht. Denn wenn in dem Intervall um A alle bis auf endlich viele
liegen, so konnen eben in dem Intervall um B nur einige von
diesen endlich vielen sich befinden. Mit diesen Ertrterungen, da
eine jede Zahlenfolge nur hdchstens einen Gremzwert haben kann,
ist natiirlich nicht behauptet, daf wirklich jede beliebige Zahlen-
folge einen Grenswert besitzt. Das ist in der Tat auch gar nicht
der Fall. Es gibt Zahlenfolgen ohne Grenzwert. Setze ich etwa

fir alle geraden Nummern n(n = 2m) das a,, = —;T, fiir alle

1
ungeraden n(n = 2m + 1) aber ay,,, =1 — -, so kann es

ersichtlich kein Intervall von der Linge I geben, in dem fast alle
diese Zahlen liegen. Denn enthélt ein solches Intervall von der
Lange 1 irgendeinen Punkt der Folge, so kann ich sofort unend-
lich viele Zahlen der Folge angeben, die von dieser um mehr als
+ verschieden sind, aus dem einfachen Grund, weil es beliebig
nahe bei Null sowohl wie bei 1 unendlich viele Zahlen der Folge
gibt. Daher kann die Folge keinen Grenzwert besitzen. Denn wenn
ich um diesen ein Intervall von der Liinge ; abgrenzte, so miiten
diesem fast alle Punkte der Folge angehren. Wie wir einer Zahlen-
folge ansehen konnen, ob sie einen Grenzwert besitzt oder nicht,
wird uns im n#chsten Kapitel sehr eingehend beschiftigen.

Hier wollen wir uns damit begniigen, noch ein paar Regeln an-
zugeben, die vielfach die Berechnung von Grenzwerten erleichtern.

1. Der Grenzwert einer Summe ist gleich der Summe der Grenz-

werte der Summanden. In Zeichen lim (a, + b,) =lim a, + lim b,.
n->wo n-»w n->w
Ich setze zum Beweie lim a, = 4 und limb, = B. Dann gibt es
n> 0 n->wo

eine Zahl N, (-;), sodaB |4 —a,|< ?E, sobald n > N, (%), und
es gibt eine Zahl N, (5 ), so daB |B — b,| <, sobald n.> N,
Sei nun N(e) eine Zahl, die sowohl gréBer ist als N, als auch
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groBer ist als N,. Dann gelten fiir alle # > N(e) die beiden Un-
gleichungen: |4 — a,| < ?s, IB—1b,|< —:— Beachten wir nun,
daB der absolute Betrag einer Summe hochstens der Summe der
absoluten Betriige der Summanden gleich ist (|a + | <|a|+|b])Y),
so finden wir |A + B — (a,+,)| < |4 —a,|+|B—1,|<s
fiir n > N(&). Da dies aber fiir jedes ¢ > O so ist, so folgt A + B
= lim (a” +b,). :

n-»w .
Diese Uberlegung lehrt auch, da 4 — B = lim (a, — b,). Das
n-r®o .
kann man auch daraus schlieBen, daB lim (— b,) = — limb,, wie
n->® n->w

ohne weiteres einleuchtet. Den hier fiir zwei Summanden ausge-
fithrten Schluf kann man nattirlich auch auf drei und mehr Summan-
den in der gleichen Weise iibertragen; oder ich kann auch durch
mehrmalige Anwendung des Schlusses bei zwei Summanden finden,
daB fiir beliebig viele Summanden gilt:

lim(a,+b,+ -+ k) =4A+B+ -+ K
n-»®

(Wir wollen uns aber gleich anmerken, daB wir dabei vorausselzen,
daB wir es mit endlich vielen Summanden zu tun haben. Fiir un-
endlich viele gilt jedenfalls unser Schluf nicht. Auch das gewon-
nene Resultat ist fiir unendlich viele Summanden im allgemeinen
nicht richtig, wie wir spiter sehen werden.)

2. Der Limes eines Produktes ist gleich dem Produkt der Einzel-

limites. Wir schlieBen ganz shnlich wie vorhin, daB 4 B=lim (a,-b,).
n->»wo

Jedenfalls gilt nimlich AB — a,b, = AB — a,B + 0,B — a,b,
Da die a, den Grenzwert A haben, so liegen sie fast alle zwischen
A -—1 und 4 4 1. Sie sind also fast alle dem absoluten Betrag
nach kleiner als | A| 4+ 1. Einen groBeren Betrag konnen nur
endlich viele der a, haben. Unter diesen gibt es eines mit einem
mdglichst groBen absoluten Betrag etwa M. Dannist M >|A4|41,
und ich sehe, daBl es eine Zahl M gibt, so daB fiir alle a, ohne
Ausnahme |a,|< M. Nun bestimme ich wie oben eine Zahl

N(e), so daB fir alle > N(¢) 1. |A~—a,,|<2~1iB—|’) und
e 1

1) Wenn beide Summanden von gleichem Vorzeichen, etwa posi-
tiv, sind, so ist |a +b|=at+b=|a|+ |b]. Wenn aber einer der
Summanden negativ ist, so ist der absolute Betrag gleich der Diffe-
renz des Betrages der absolut griéBeren Zahl minus den Betrag der
absolut kleineren, also jedenfalls kleiner als die Summe der absoluten
Betrige. Ebenso schlieBt man, daB |a-+b|>|a|—|b| und daB
la+b|>]b|—]|a|. Demnach ist sogar |a 4 blg“al — |b|[ Ferner
ist |a-b|=|a|-|b| und -g-i==—%-

2) Hier benutze ich, daB B==0.
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2. |B—b,|< 5% Daunfindeich aber | B(4—a,)+a,(B—Y,)|

<]B|-2f—eB—| +|“n|'§.%ﬂ <—;~+M-ﬁ[=e. Trage ich dies oben
ein, so habe ich | AB—a,b, | <, sobald n > N(e) ist.
3. Falls B = lim b, von Null verschieden ist, gilt

n-> o
lim a, lima, 4

n>wp,  limb — B

Das schlieBt man ganz #hnlich wie oben, wenn man die Differenz

A4 auf die folgende Form bringt:

B9,
A Un 1 1 1
b s n>+“n(——b—,,)

1 —B
—g— “)+“ 5B

Ich bestimme eine Zahl N(s) so, daB fiir alle n> N(e)
| B| £ ¢ |BI

L6 |>5) 2.|4—a,|<5[B| 8.|b,—B|< 5
Dann geht alles wie oben, wo auch schon die Bedeutung von M
erklirt wurde.

Wir haben jetzt in diesem Paragraphen noch einen letzten
Begriff zu erkliren, nimlich den Begriff des Hdufungspunktes.
Wenn auf der Zahlengeraden eine Folge von Punkten a,, ay, .. .
gegeben ist, so heiBt P ein Hiufungspunkt der Folge, wenn in
jedem um P abgegrenzten Intervall unendlich viele Punkte der
Folge liegen. Diese Eigenschaft besitzen 0 und 1 fiir das Bei-
spiel von S. 18: Dort war a, = % fiir #» = 2m und a, = 1——;1'
fir » = 2m + 1. Ein weiteres Beispiel eines Hiaufungspunktes
liegt im Grenzwert einer Zahlenfolge vor.

§ 3. Das Axiom der Intervallschachtelung. Wir gehen nun
wieder zu der Frage zuriick, die wir am Schlusse von § L ver-
lassen haben. Zu dem Zweck wollen wir zunichst die rationalen
Punkte einer Geraden mit der Gesamtheit aller ihrer Punkte ver-
gleichen.

Wir beginnen mit der folgenden Bemerkung. Wie die rationa-
len Punkte, so liegen auch die zwischen ihnen bleibenden Liicken
iiberall dicht®) (ohne daB sie jedoch eine Strecke restlos erfiillten).
Das leuchtet ohne weiteres ein, wenn wir etwa die schon oben be-
nutzte Hypotenuse des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks

1) Das gebt, weil von einer gewissen Nummer an alle b, um weni-
ger als % von B verschieden sind und weil B ==0.
2) Vgl. 8. 15.
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mit der Kathetenlinge 1 (also '|/§) zur Einheitsstrecke machen,
und alle Punkte aufsuchen, die bei Zugrundelegung dieser neuen
Einheitsstrecke rationale Abszissen bekommen. Diese Punkte liegen
natiirlich tiberall dicht, und keiner derselben fillt mit einem ra-
tionalen zusammen. AuBler den so erhaltenen gibt es natiirlich
noch mehr Liicken zwischen den rationalen Zahlen. So ist z. B.

]/2 + 1 eine derartige weitere Liicke. Wir wollen alle Punkte
mit einer nicht rationalen Abszisse kurz die irrationalen Punkte
nennen und nun versuchen, uns einen Uberblick iiber ihre Gesamt-
heit zu verschaffen.

Dazu kniipfen wir daran an, daf wir schon im §1 konstatier-
ten, daB wir jeden Punkt der Geraden durch rationale Punkte mit
jeder gewtinschten Genauigkeit approximieren konnen. Wir wollen
das nun in der folgenden Weise fiir unsere Zwecke noch etwas
genauer fassen. Wenn irgendein Punkt P der Geraden gegeben ist,
50 konnen wir eine unbegrenzte Folge von (abgeschlossenen)!)
Intervallen angeben, derart, daB jedes Intervall Teilintervall aller
vorher nambaft gemachten ist, und daB sich diese Intervalle auf
den Punkt P zusammenziehen. Ausfiihrlicher: I, ist ein erstes
Intervall von dem rationalen Punkt A4, bis zum rationalen Punkt
B,. I, ist ein Teilinter-
vall v«fn I, und reicht von } A:' t Aanl ?u: ?2 +
dem rationalen Punkt 4, 4 5 B 5
bis zum rationalen Punkt . 6
B, (Fig. 6). I, ist nun wieder in 7, enthalten und hat rationale
Endpunkte 4; und B;. So fahren wir ewig weiter. Jedes Intervall,
das wir neu konstruieren, ist in allen frither konstruierten ent-
halten. Der Punkt P gehort allen diesen Intervallen als innerer
oder Randpunkt an. Die Intervalle sollen sich auf diesen Punkt
zusammenziehen; was das heiBen soll, muB noch etwas genauer
gesagt werden. Es ist damit gemeint, daB der Grenzwert der In-
tervallingen Null sein soll, so daB also die Intervalle mit wach-
sender Nummer den Punkt P immer enger umschlieBen. Er soll
der innerste Punki der Intervallfolge genannt werden. Tch fasse
das Gesagte zusammen:

Definition: Eine Folge von abgeschlossenen Intervallen I,, I, . ..,
derart, daf jedes Intervall in allen mit kleinerer Nummer enthalten
ist, und daf der Grenzwert der Intervallingen Null ist, heifit eine
Intervallschachtelung.

Ein Beispiel wird dies klarer machen. Wir wollen den End-
punkt unserer Hypotenuse (]@) auf die beschriebene Weise ap-
proximieren. Die geometrische Bedeutung der Strecke war diese:

1) Wir verwenden weiterhin in § 3 und 4 nur abgeschlossene In-
tervalle.
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Sie ist die Seite eines Quadrates vom Inhalt 2. Wir miissen da-
her die vorderen Endpunkte der Intervalle, die wir zur Approxi-
mation verwenden wollen, so wihlen, dafl das Quadrat ihrer Ab-
szigse kleiner ist als 2, und die hinteren Endpunkte so, daB das
Quadrat der zugeordneten rationalen Zahl gréBer ist als 2. So
finden wir etwa folgende Intervalle, die wir brauchen kénnen. 7,
von 1 bis 2, I, von 1,4 bis 1,5, I; von 1,41 bis 1,42, I, von
1,414 bis 1,415, I, von 1,4142 bis 1,4143 usw. (Wendet man
das gewdhnliche Verfahren des Quadratwurzelausziehens auf V2
an, so findet man ohne weiteres nacheinander die Zahlen, die wir
zu den vorderen Enden unserer Intervalle verwendet haben; die
hinteren Enden bekommt man, indem man jeweils die letzte Ziffer
des approximierenden endlichen Dezimalbruches um eine Einheit er-
hoht.) Man sieht, wie alle unsere Intervalle nicht linger sind als 1,

wie sie vom zweiten an nicht linger sind als 15, wie sie vom dritten
. . 1 L -
an nicht linger sind als Toi» Wie sie a.llgemem ihrer Entstehung nach

vom #-ten an nicht linger sind als —— 1on—1 Also ist der Grenzwert

ihrer Lingen Null. Da wir uns gleich auf einen etwas allgemeineren
Standpunkt erheben wollen als in dieser Ankniipfung an Aller-
bekanntestes, so wollen wir bemerken, da8 das natiirlich nicht die
einzige Weise ist, wie wir uns eine umendliche Folge ineinander-
geschachtelter Intervalle verschaffen konnen, die sich auf irgend-
einen Punkt zusammenziehen. Wir haben hier gerade die rationa-
len Zahlen verwendet, deren Nenner eine Potenz von 10 ist. Zum
ersten Intervalle verwendeten wir die ganzen Zahlen. Wir bestimm-
ten ein Intervall, dessen Enden durch zwei aufeinanderfolgende
ganze Zahlen gegeben sind. Alsdann gingen wir zu den Zahlen mit
dem Nenner 10 iiber und verwendeten sie zur Konstruktion des
zweiten Intervalles. Als Anfangspunkt war die letzte vor dem ge-
gebenen Punkt gelegene dieser Zahlen zu nehmen, als Endpunkt
die erste darauf folgende. Ebenso fijhrten die Zahlen mit dem
Nenner 100 zur Konstruktion des dritten Intervalles usw. Statt
nun hier Zahlen zu nehmen, deren Nenner eine Potenz von 10 ist,
kopnen wir uns natiirlich auch der Zahlen bedienen, deren Nenner
eine Potenz von 2 oder 3 oder irgendeiner anderen Zahl sind. Bei

V2 2. B. erhalten wir beim ersten Schritt ein Intervall (von 1
bis 2) von der Linge 1, beim zweiten ein Intervall von der Linge
4 (von 1 bis $), beim dritten eines von der Linge 1 (von § bis

?) usw. Das (n+ 1) Intervall hat die Liinge 2%, ist also kiirzer als
01, falls » > 44. Denn es ist ja 10* kleiner als 2% und dies

kleiner als 2”. Vom (44 4 1)%" an sind also unsere Intervalle kleiner
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1 . . . N . .
als 1ot Sie ziehen sich also im oben beschriebenen Sinn auf den

gegebenen Punkt zusammen, nur nicht mehr so rasch wie vorhin,
als wir Potenzen von 10 im Nenner verwendeten. Ganz von selbst
wird sich der Leser sagen, daf der Erfolg unserer Approximation
durch ineinandergeschachtelte Intervalle nicht dadurch bedingt
ist, daBl wir gerade Potenzen einer festen Zahl im Nenner ver-
wenden, wir konnen auch irgendwelche Zahlen im Nenner ver-
wenden, wenn wir nur daran festhalten, daB die Intervalle inein-
andergeschachtelt sind, d. h. daB jedes Intervall Teilintervall aller
vorher konstruierten ist, und daB die Intervalle sich schlieBlich
auf den Punkt zusammenziehen, d. h. anschaulich gesprochen, da8
es keine Strecke gibt, die allen diesen Intervallen angehort. Da
nédmlich eine solche etwa vorhandene Strecke eine gewisse Linge,

etwa groBer als —1-:)—5, haben miilte, so haben wir in dem folgenden

Kriterium ein Kennzeichen dafiir, daB es keine solche Strecke
gibt: Wie auch die ganze Zahl » gewiihlt sein mag, immer sind

. . . 1 .
von einem gewissen an, alle Intervalle kiirzer als To7" Es sind

also fast alle Intervalle kurzer als 1—(1)5, wie auch die ganze Zahl
»n gewihlt sein mag.

Resultat der seitherigen Uberlegungen iber Intervallschachtelung:
Wenn auf der Zahlengeraden irgendein Punkt P gegeben ist, so
konnen wir auf mannigfache Weise eine Intervallschachtelung an-
geben derart, dap der Punkt P allen Intervallen der Schachtelung
angehort. Kein anderer Punkt hat dann fiir cine derartige P um-
schliefende Intervallschachtelung diese gleiche Eigenschaft.

Der letzte Teil folgt daraus, daf, wenn P und @ allen Inter-
vallen angehdren, auch alle dazwischen gelegenen Punkte allen
Intervallen angehéren miiBten. Das geht nicht, weil der Limes
der Intervallingen Null ist, die Léngen also fast alle kleiner sind
als der Abstand dieser beiden Punkte P und .

Sei nun umgekehrt eine Intervallschachtelung gegeben; gibt es
dann einen ganz bestimmten Punkt, der allen diesen Intervallen
angehdrt, auf welchen sich also die Intervalle zusammenziehen?

Es hat wohl fiir jedermann etwas zwingendes, diese Frage zu
bejahen. Mehrere Punkte konnen ja sicher nicht allen Intervallen
angehdren, wie wir eben schon sahen. Es bleiben also nur die
Moglichkeiten, daf ein oder kein Punkt allen Intervallen ohne
Ausnahme angehtrt. DaB kein Punkt da sei, widerstrebt unserer
Vorstellung von der Liickenlosigkeit der Geraden. Wenn wir be-
haupten, daf ein solcher Punkt und nur einer immer vorhanden
ist, so ist das nur eine (wie sich zeigen wird) mathematisch brauch-
bare Formulierung der populdren Vorstellung von dem lickenlosen
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Aufbau der Geraden aus ihren Punkien. Wir wollen diese Tat-
sache als eine Grundtatsache, als ein Axiom allem Weiteren zu-
grunde legen. Denn es ist klar, daB wir unsere Behauptung nur
beweisen konnten, wenn wir zuvor die Voraussetzung von der Liicken-
losigkeit der Geraden irgendwie anders begrifflich gefaBt hitten.
Das kann man tun.) Wir wollen aber darauf verzichten und also
folgendes Axiom zugrunde legen: Zu jeder Folge ineinandergeschach-
telter, abgeschlosscner Intervalle, deren Ldnge den Grenzwert Null
hat, gehort ein ganz bestimmter Punkt der Geraden, der allen diesen
Intervallen angehort (Axiom der Intervallschachtelung).

Um den Satz genau in diesem Wortlaut aussprechen zu kinnen,
miissen wir abgeschlossene Intervalle verwenden, d. h. nach der
Erklirungauf 8.11 Intervalle einschlieBlich ihrer Endpunkte. Denn
sonst wiirde z.B. die folgende Intervallfolge: I, von O bis 1, I, von

0 bis 4, allgemein I, von O bis r—t keinen innersten Punkt besitzen.
Denn auBer O kommt sicher keiner in Frage, weil jeder andere
Punkt fiir gentigend groBes » rechts von ;:— liegt oder iiberhaupt

links von 0. Der Punkt O gehdrt aber nur allen Intervallen an,
wenn wir die Anfangspunkte (das ist ja immer der Punkt O selbst)
den Intervallen zuzihlen. Ebenso muB man, eines #hnlichen anderen
Beispieles wegen, die Endpunkte mit zu den Intervallen rechnen,
weil wir unseren Satz im gew#hlten Wortlant aussprechen wollen.
Bei anderer Wahl des Wortlautes knnte man diese Beschrinkung
auf abgeschlossene Intervalle auch umgehen. Wir wollen aber beim
gewilhlten stehen bleiben. Auf diesem Axiom ruht die gesamte Diffe-
rential- und Intcgralrechnung.

Beispiel: Um eine Anwendung des Axioms der Intervallschach-
telung zu geben, wollen wir auf die am SchluB des letzten Para-
graphen erklirten Hiufungspunktezw tickkommen. Uber die Existenz
solcher Hiufungspunkte besteht nimlich der folgende allgemeine
Satz: Eine jede in einem endlichen Intervall enthaliene unendliche
Menge von Punkien besitet mindestens einen Haufungspunht, —
Zum Beweis teile ich das Intervall in zwei gleiche Teile. Dann
muB mindestens die eine der beiden Hilften unendlich viele der
Punkte enthalten. Eine solche Hilfte wird wieder halbiert und die-
jenige neue Hilfte herausgesucht, welche unendlich viele Punkte
enthilt. So weiterfahrend erhalte ich eine Intervallschachtelung,
deren jedes Intervall unendlich viele Punkte enthilt. In beliebiger
Niihe des innersten Punktes der Schachtelung liegen daher auch
unendlich viele Punkte der Menge. Er ist also ein Hiufungspunkt
der Menge.

1) Siehe z. B. § 5 dieses Kapitels.
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§ 4. Irrationalzahlen und unendliche Dezimalbriiche.!)
Vom Standpunkt des im vorigen Paragraphen formulierten Axi-
omes aus wollen wir nun einen Blick auf die dem Leser geliufige
Verwendung der unendlichen Dezimalbriiche werfen. Die ent-
scheidende Bemerkung ist dabei diese, daB der Satz von der Inter-
vallschachtelung fiir die Menge aller Punkte einer Geraden rich-
tig ist, daB er aber seine Richtigkeit verliert, sobald wir nur von
rationalen Punkten der Geraden reden. Jede Intervallschachtelung
definiert ndmlich einen Punkt, aber nicht jede Folge ineinander-
geschachtelter Intervalle mit lauter rationalen Endpunkten defi-
niert einen rationalen Punkt. Ein Beispiel war die vorhin gege-

bene Intervallschachtelung, die auf /2 fithrte. Aber es kann auch
einmal eine Intervallfolge mit rationalen Endpunkten wieder auf
einen rationalen Endpunkt fiihren; man denke z. B. an die zur
Dezimalbruchdarstellung von 4 gehorige, oben (auf 8. 15) schon
einmal benutzte Intervallschachtelung oder einfach daran, daB die
Menge der rationalen Punkte iiberall dicht liegt. Wenn wir zu
Beginn des vorigen Paragraphen uns vornahmen, die Menge aller
Punkte einer Geraden mit der Menge ihrer rationalen Punkte zu
vergleichen, so ist der Unterschied zwischen beiden nun klar aus-
gesprochen in den eben gemachten Bemerkungen iiber Intervall-
schachtelungen.

Damit ist auch klar der Grund angegeben, warum die Menge
aller rationalen Zahlen nicht ausreicht, um jedem Punkt der Ge-
raden eine Abszisse zuzuordnen. Wollen wir dies erreichen, so
miissen wir neue Zahlen einfuhren derart, daB fiir die Gesamtheit
dann wieder der Satz von der Intervallschachtelung gilt. Ohne auf
Vollstindigkeit Anspruch zu machen, wollen wir das noch etwas
niher ausfithren.

Das Axiom der Intervallschachtelung ist das Mittel, durch das
wir von den rationalen Punkten einer Geraden zu der liickenlosen
Gesamtheit ihrer Punkte aufsteigen. So muf auch das Axiom der
Intervallschachtelung das Mittel sein, um die Liicken zwischen den
rationalen Zahlen auszufiillen. Jedesmal dann, wenn eine Inter-
vallschachtelung im Gebiete der rationalen Zahlen keine rationale
innerste Zahl besitzt, baben wir eine Liicke vor uns. Wir fiillen
sie aus, indem wir einer jeden solchen Intervallschachtelung eine
neue Zahl zuordnen. Wir definieren also: Eine Intervallschachie-
lung ohne rationale innersie Zahl bestimmé eine Irrationalzahl. Wir
diirfen aber nicht zwei verschiedenen solchen Intervallschachte-
lungen immer verschiedene Irrationalzahlen zuordnen. Denn dann
bekommen wir mehr Irrationalzahlen als Punkte auf der Zahlen-

1) Piadagogische Bemerkung: Ein Leser, dem die folgenden mehr
andeutéenden als beweisenden Paragraphen dieses Kapitels noch zu
schwer sind, kann die Lektiire ruhig bei Kap 1II fortsetzen, nach-
dem er gegebenenfalls die Lektiire von § 2 zu Ende gefiihrt hat.
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geraden, Wir werden vielmehr zwei Intervallschachtelungen die-
selbe Irrationalzahl suordnen, wenn sie den gleichen innersten Punkt
besitzen.') Dann ist das Entsprechen zwischen Zahlen und Punkten
nun ein wechselseitig eindeutiges. Die Intervallschachtelungen, die
zur Definition der Irrationalzahlen dienten, sind nun sofort das
Mittel zu ihrer Bezeichnung. Wir kénnen ja auch den Ort eines
Punktes auf der Zahlengeraden durch Angabe einer beliebigen In-
tervallschachtelung festlegen, deren innerster Punkt er ist. Dies
kann auf die mannigfachste Weise geschehen. So haben wir nun
auch durch unsere Definition die mannigfachsten Mittel an der
Hand, die Irrationalzahlen zu bezeichnen. Am bequemsten wihlt
man natiirlich die Bezeichnung so, dal sie sich mdglichst eng an
das Dezimalsystem anlehnt, das uns von den ganzen Zahlen ge-
laufig ist. Wie die Dezimalbriiche, auf die wir so kommen, mit
unserer Definition zusammenhéingen, sei also noch kurz auseinan-
dergesetzt. Wir haben schon oben gezeigt, wie man auf der Zah-
lengeraden zur Festlegung ihrer Punkte vollstindig mit Interval-
len auskommt, deren Anfangs- und Endabszissen endliche De-
zimalbriiche sind. Diese endlichen Dezimalbriiche miissen also
auch als Anfangs- und Endzahlen der Intervallschachtelungen aus-
reichen, die wir zur Bezeichnung der Irrationalzahlen und der nicht
durch endliche Dezimalbriiche dargestellten rationalen Zahlen, wie
+ usw. verwenden wollen. Es geniigt vollig, irgendwelche Inter-

vallschachtelungen anzugeben, deren erstes Intervall die Linge 1,
deren drittes die Liénge i%i’ deren

. . . 1
deren zweites die Lénge 10’

fd}‘:i hat, um mit diesen Intervallschach-
telungen alle Irrationalzahlen und auch alle rationalen Zahlen zu
erfassen. Um z, B. V§ zu bezeichnen, hitten wir also zu notieren
(1;2), (1,45 1,5); (1,41; 1,42) . . .%) Da wir aber die Interval-

. . 1
lingen doch von vornherein kennen, némlich 1, bzw. bzw.l—02

n** allgemein die Linge

1

'1—6:
usw., so geniigt es, nur die Anfangszahlen aufzuschreiben, und da
diese immer bis auf die letzte Ziffer, die neu hinzukommt, mit den
vorhergehenden iibereinstimmen, schreiben wir iiberhaupt nur die

folgende Ziffernfolge /2 = 1,41 ... und merken uns: Was vor
dem Komma steht, ist der Anfang des ersten Intervalles, eine
Ziffer nach dem Komma hinzugefiigt, gibt den Anfang des zwei-
ten Intervalles usw. Dies Beispiel wird dem Leser geniigend den
Zusammenhang klar machen. Unter dieses allgemeine Schema
fallen dann auch die endlichen Dezimalbriiche, denn wir kénnen
Jja einfach unbegrenzt viele Nullen anfiigen. Der Leser sieht so
ohne weiteres, wie die endlichen Dezimalbriiche sich unserer all-

1) Wir sprechen dies Kriterium nachher noch etwas anders aus.
2) Unter (a; b) wird also das Intervall a <x<?b verstanden.
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gemeinen Bezeichnung als Spezialfall unterordnen. Die innerste
Zahl, die so der einem endlichen Dezimalbruch entsprechenden
Intervallschachtelung angehrt, tritt bei dieser Intervallschach-
telung in jedem Intervall entweder immer als Anfangszahl oder
immer als Endzahl auf. Anfangszahl ist z. B. 2,5, wenn ich diese
Intervallschachtelung verwende:

2,5 = 2,500000 . . .

Endzahl ist aber 2,5, wenn ich diese Intervallschachtelung ver-

wende:
2,5 = 2,4999 ...

Bemerkung: Statt zur Bezeichnung die Zahlen zu verwenden,
deren Nenner eine Potenz von 10 ist, kann man natiirlich auch die
Zahlen verwenden, deren Nenner z. B. eine Potenz von 2 ist. Neben
den Dezimalbriichen erhalte ich so die Dualbriiche als ein weiteres
Mittel zur Bezeichnung der Zahlen.

Bezeichne ich die Anfangszahl des n%*™ Intervalles irgendeiner
Schachtelung als n*" Naherungswert d,, die Zahl selbst mit D,

so will ich schreiben D = limd,,. Allgemein schreibe ich so, wenn
7> 00

von einer gewissen Nummer N(¢) an alle Zahlen d, einem um D
abgegrenzten Intervall der Linge ¢ angehoren. Wir konnen diesen
Sachverhalt auch kurz dadurch ausdriicken, daB wir sagen, von
n = N(¢) an unterschieden sich d, und D um weniger als &. So
soll fiir irrationale D der Grenzbegriff erklirt werden. Fiir diese
Erklirung bleiben die oben aufgestellten Regeln bestehen. Siestimmt
jaauch fast wortlich mit der 8. 16 fiir rationale D gegebenen tiber-
ein. Allerdings diirtten wir hier das ,;um weniger als &-Unterschie-
densein* nicht durch |d, — D| < e erkliren, weil noch nicht defi-
niert ist, was unter der Differenz d ,— D einer rationalen Zahl und
einer irrationalen Zahl D zu verstehen ist.

Die Benennung der Irrationalzahlen als Zahlen ist erst dann ganz
gerechtfertigt, wenn wir noch zeigen, da man mit diesen neuen
Zahlen ganz nach denselben Regeln rechnen kann, wie mit den
Rationalzahlen. Dazu miissen wir erkldren, was wir unter Summe,
Differenz, Produkt, Quotient zweier Zahlen verstehen wollen. Dann
miissen wir zusehen, ob fiir die gegebenen Erklirungen die auf
8. 12/13 stehenden Rechenregeln gelten.

Wenn da aber ein Leser meinen sollte, an den Summen zweier
Irrationalzahlen sei nichts zu erkliren, so bitte ich ihn den Dezimal-
bruch zu bestimmen, der als Summe von 0,3333 ... und 0,989898...
anzusprechen ist. Der Leser mdge die beiden Dezimalbriiche direkt
addieren.

Wenn ich 4 und B addieren soll, so nehme ich irgend zwei
Intervallschachtelungen, eine fiir 4 und eine fiir B. Sei etwa

Teubn Leitf.: Bieberbach, Differentialrechnung 2 Aufl. 3
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A= (a,;a,)"') und B =(b,;b,). Dann erklire ich die Summe
A + B durch die folgende Intervallschachtelung:
A+ B=(a,+b,;a,+b,).
Ist dies auch eine Intervallschachtelung? Ja! Denn es gilt:
0, L0, <y Za, wd b, <, <bpy L0
Daraus folgt durch Addition:
O+ b, Lty F by <lpyy + b, 6,40,
Jedes Intervall liegt also in den vorhergehenden. Ferner ist die
Intervallinge I, = a, + b, — (a, + b,). Also gilt:
liml, = lim(a, — a,) + lim(b, — b,) = 0.

n->oo
Nun kommt aber erst die Hauptschwierigkeit. Wenn ich von einer
anderen Darstellung von A oder von B durch eine Intervall-

&
R —

a
1 1 o |
T ¥———7—%
—_—  a,
¢ 4
Fig 7

schachtelung ausgehe, so kann ich darauf auch diesen Prozef der
Summenbildung anwenden. Bekomme ich aber da immer dieselbe
Summe, wie ich auch die A und B darstellenden Schachtelungen
wihlen mag? Wire dem nicht so, so wire die Summe zweier Ir-
rationalzahlen durch unsere Erkléirung nicht eindeutig bestimmt,
und wir wirep mit dem ersten unserer Axiome der Arithmetik im
Widerspruch. Soll also dies Axiom erfiillt sein, so muB die Summe
von der Auswahl der bei ibrer Erkldrung benutzten Intervall-
schachtelungen, also von der Bezeichnung der beiden Irrational-
zahlen unabhingig sein. Am raschesten gelangt man zu dieser
Einsicht auf dem folgenden Wege. Setze ich 4 = (a,; a,), so
habe ich nach 8.27: 4 = lima, = lima,. Ist weiter 4 = (a,;a,)

7 =» 00 n->oo
. 3 —_— . el . -
so wird auch 4 = lim @, = lim a,. Daber wird weiter
n > n->oo

lim (a, — @,) = 0. Denn von einem gewissen # = N(¢) an ge-
n > oo
héren a, und @, einem Intervall der Linge ¢ an, unterscheiden

sich also voneinander um weniger als 2¢. Denn sowohl 4 und a,
wie A und @, gehSren von einem gewissen N(e) an je einem
Intervall der Linge ¢ an. Da diesen beiden Intervallen A gemein-
sam angehort, so konnen sich a, und @, nicht um mehr als 2¢
unterscheiden (Fig. 7). Die gleichen Betrachtungen gelten fiir

1) Das erste Intervall der Schachtelung ist also a, <ax<aj, das
zweite a, < <ag usw.
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? = (b, bp) = (_bn;_ ). Ich setze S = (a, + b,; a, + b)),
= (a, + b,; @, + b,). Ich fiihre nun eine neue Intervallschach-
telung (&5 B,) ein. Hier sei stets e, die kleinere der beiden Zah-

len a, 4 b, und a, + b B, aber sei die groBere der beiden

Zahlen a,’ b, und @, +b,. Dab («,;f,) eine Intervallschach-
telung ist, folgt leicht aus den vorausgehenden Bemerkungen Da
aber das Intervall («,; f,) sowohl (a, 4 b, a, +b,) wie

(a + bn, a, + b ) enthilt, so sind S und S innerste Punkte von

(o5 B,). Also ist § = 8.

Ganz analog verfahre ich nun bei Differenz, Produkt und Quo-
tient. Ich erklire in verstindlicher Abkiirzung fiir wesentlich po-
sitive A und B, d. h. fur den Fall, daB fiir gentigend grofle »
die @, >0 und die b, >0 sind:

—B=(a,—Vb,;a,—b,) AB=(a,b,; ab,).

n

A a, a,

5= (55
Ganz wie oben rechtfertige ich diese Definition durch den Nach-
weis, dal die angeschriebenen wirklich wieder Intervallschachte-
lungen sind. Der Nachweis, daf das wieder Schachtelungen sing,
sichert fiir jede Wahl der 4 und B bestimmenden Schachtelungen
die Existenz von Produkt, Quotient usw. Die dadurch gesicherte
Bedeutung der in zweiter Linie angefithrten Grenzwerte beweist,
wie oben bei der Summe, die Unabhingigkeit der Produktdefini-
tion usw. von der Art der fiir A und B gewihlten Schachtelungen.
Fiir negative A und B sind die Erklirungen von Produkt und
Quotient entsprechend zu #ndern. Doch will ich das nicht niher
ausfiihren.

Nun noch die Rechenregeln: Das ist auch rasch gemacht. Dae
Rechenregeln gelten, kurz gesagt, darum wieder fiir die Irrational-
zahlen, weil sie fiir die Rationalzahlen gelten, die wir zur Approxi-
mation der Irrationalzahlen verwenden. Nehmen wir z. B. das distri-
butive Gesetz: Ich habe a, (b, +¢,) = a,b,+ a,c,. Daher gilt auch:

A(B + C) = lima, (b, +¢,) = lima,b, +lima,c,= AB + AC.
n-> n->oo n->w

Ebenso zeigt man die Giiltigkeit der anderen Rechenregeln.

Ich nenne weiter A > B, wenn die Anfangszablen einer 4 er-
klirenden Intervallschachtelung groBer gewihlt werden konnen
oder was dasselbe ist, fiir gentigend groBe Intervallnummer gro-
Ber sind als fast alle Endzahlen einer B bestimmenden Intervall-
schachtelung. Diese Erklirung erlaubt es nun auch, die noch
iibrigen Axiome der Arithmetik und die Betrachtungen von § 2
tiber den Grenzbegriff wortlich ins Gebiet aller reellen, rationalen
und irrationalen Zahlen zu tibertragen.

3.
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§ 5. Der Satz vom Dedekindschen Schnitt. Die Theorie
der Irrationalzahlen, welche wir hier im geometrischen Gewand
vorgetragen haben, ist auf das Axiom der Intervallschachtelung
begriindet. Wir haben oben schon darauf hingewiesen, daB es
nicht notig ist, die Vorstellung der liickenlosen Geraden durch
dieses Axiom mathematisch zu fassen. Es kann auch in anderer
Weise geschehen. Nur wird man natiirlich erwarten miissen, daB,
rein logisch genommen, beide Formulierungen #quivalent sein
miissen. Es muB mdglich sein, jede aus der anderen heraus zu
beweisen.

Man verdankt Dedekind eine Theorie der Irrationalzahlen und
damit eine Grundlage fiir die Differentialrechnung, welche auf einem
etwas anderen Axiom beruht. Wir wollen es nennen und zeigen,
daB es aus dem Axiom der Intervallschachtelung gefolgert wer-
den kann:

Es sei eine Einleilung simitlicher Punkte einer Geraden in
zwei Klussen gegeben von folgender Art: Jeder Punkt der Klasse 1
liegt links von jedem Punkt der Klasse I, (und jeder Punkt der
Klasse II lirgt rechts von jedem Punkt der Klasse I). Dann gibt es
genaw einen Punkt der Geraden, der diese Einteilung hervorbringt,
so daB also jeder Punkt der Klasse I entweder mit ihm zusammen-
fallt oder links von ihm liegt, und dup jeder Punkt der Klasse 11,
der nicht mit ihm zusammenfillt, rechts von ihm liegt.

Eine derartige Klasseneinteilung der Punkte erhalten wir z. B.,
wenn wir irgeadeinen Punkt 4 der Geraden ins Auge fassen und
in Klasse I etwa diesen Punkt und alle links von ihm gelegenen
aufnehmen, die Klasse IT aber aus allen Punkten rechts von 4 be-
stehen lassen. Jeder Punkt 4 bringt also eine Klasseneinteilung her-
vor, wie sie im Satz beschrieben ist. Der Sinn des Satzes ist nun
der, daB die beispielsweise eben angegebenen Klasseneinteilungen
die einzigen von der im Satz verlangten Eigenschaften sind, daB
sie also alle wie im Beispiel durch einen Punkt der Geraden er-
zeugt werden.

Wir wollen eine solche Klasseneinteilung einen Dedckindschen
Schnitt nennen und wollen nun beweisen, daB jeder Schnitt durch
einen Punkt hervorgebracht wird. Der Beweis flieBt natiirlich aus
dem Axiom der Intervallschachtelung. Ich bemerke zundchst, daf
jedesmal dann, wenn zwei Punkte 4 und B derselben Klasse an-
gehoren, auch alle zwischen beiden gelegenen Punkte dieser Klasse
angehdren. Denn liegt z. B. B rechts von A4 und gehdren z. B.
beide der Klasse I an, so gehoren dieser Klasse auch alle links
von B gelegenen Punkte an. Denn dort liegen keine Punkte der
Klasse 1I, weil diese alle rechts von B liegen. Zu diesen links
von B gelegenen gehdren aber auch die Punkte zwischen 4 und B.
Ebenso schlieBt man in den anderen Fillen. Es kdnnen nun nicht
alle ganzzahligen Punkte derselben Klasse angehtren. Denn sonst
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miifiten nach der eben gemachten Bemerkung iiberhaupt alle Punkte
einer Klasse angehtren. Wir wollen aber eine Einteilung in zwei
Klassen haben. Daher gibt es zwei aufeinanderfolgende ganzzahlige
Punkte, die verschiedenen Klassen angehoren. Zwischen diesen
beiden (die Grenzen mit eingerechnet) gibt es aus demselben Grunde
zwei aufeinanderfolgende Zahlen mit dem Nenner 10, die verschie-
denen Klassen angehdren. So fortfahrend erhalten wir eine Inter-
vallschachtelung, die einen Punkt A definiert. Dieser, behaupte
ich, bringt den Schnitt hervor. Denn jeder Punkt zu seiner linken
liegt auch links von fast allen der A definierenden Intervallanfinge,
gehort also zur Klasse I. Ebenso gehdren alle Punkte rechts von
A zur Klasse II. Damit ist der Satz bewiesen.

Umgekehrt kann man auch den Satz von der Intervallschach-
telung aus dem Satz vom Dedekindschen Schnitt beweisen. Wir
wollen indessen diesen Nachweis dem Leser iiberlassen, zumal wir
uns vorgenommen haben, unseren ganzen Bau auf dem Axiom der
Intervallschachtelung zu errichten.

Ich beschlieBe diesen Paragraphen mit einer Anwendung des
Satzes vom Dedekindschen Schnitt. Eine Zablenfolge heifit (nach
oben) beschrinkt, wenn ihre simtlichen Zahlen nicht gréBer sind
als eine feste Zahl M. Diese heifit eine obere Schranke der Folge.
Ebenso nennt man jede Zahl, welche so wie M wvon keiner Zahl
der Folge tbertroffen wird, eine obere Schranke der Folge. Uniter
diesen oberen Schranken gibt cs cine kleinste. Diese heif3t die obere
Grenze der Menge. Die Existenz dieser oberen Grenze ist es, die
wir mit Hilfe des Dedekindschen Schnittes beweisen wollen. Falls
es in der Zahlenfolge eine groBte gibt, so ist diese zugleich die
obere Grenze, da sie ja als groBte von keiner Zahl iibertroffen
wird. Aber nicht jede Zahlenfolge enthiilt eine grofite. So ist z. B.
unter den Abschnitten (d. h. endlichen abgebrochenen Dezimal-
briichen) eines unendlichen Dezimalbruches kein groBter vorhanden.
Erst der unendliche Dezimalbruch selbst ist die obere Grenze seiner
Abschnitte. Nun zum Beweis. Ich teile wie folgt alle Zahlen in
zwei Klassen ein. In die erste Klasse nehme ich alle iibertroffenen,
in die zweite Klasse alle uniibertroffenen Zahlen auf. Das heifit:
In Klasse I gehéren die Zahlen, die von geeigneten Zahlen der
Folge ubertroffen werden; in die Klasse II aber gehdren alle die
Zahlen, welche von keiner Zahl der Folge iibertroffen werden, also
kurz alle oberen Schranken der Folge, wihrend Klasse I alle
Zahlen enthilt, die nicht obere Schranken sind. Die Zahl, welche
den Schnitt hervorbringt, ist die obere Grenze.

Ganz entsprechend werden die Begriffe nach unten beschrinkte
Folge, untere Schranke, untere Grenze erkliirt.
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ITI. Unendliche Reihen.

§ 1. Fragestellung. Wir legen unseren Betrachtungen eine
Zahlenfolge u,, ug, t4g, ... zugrunde und nehmen uns vor, den
Summenbegriff auf diese Folge von unendlich vielen Zahlen zu
iibertragen, Zum Zeigen dieses Vorhabens pflegt man gerne die Glie-
der der Folge durch Pluszeichen zu verbinden statt sie durch Kom-
mata zu trennen und von einer unendlichen Reihe statt einer unend-
lichen Folge zu veden: u, 4y +.... Durch diese neue Schreib-
weise ist natiirlich der Begriff ,,.Summe einer unendlichen Folge oder
Reihe” noch nicht festgelegt, sondern dadurch sind nur die Reihen-
glieder » erneut notiert. Was man aber unter der Summe der Reihe
verstehen will, muB nun erst genau erklért werden. Am nichsten
liegt es, Glied wm Glied die Reihe zusammenzuzihlen. Diese Vor-
stellung fithrt zu der folgenden Erklirung. Die endliche Reihe
s, = U, + g + - - - + u,, die wir erhalten, wenn wir die unend-
liche nach # Summanden abbrechen, nennen wir #* Teilsumme.
Dann betrachten wir die Zahlenfolge s,, s, Sg, . .. und fragen, ob

der Grenzwert S = lim s, ewistiert. Ist dies der Fall, so nennen wir
n->0
die Reihe konvergent und nennen S ilre Summe. Existiert der Grenz-

wert nicht, so besitst die unendliche Reihe keine Summe und heifit
divergent. So besitzt z. B. die unendliche Reihe 1 4+1+4+1+---,
deren Glieder alle gleich eins sind, keine Summe, denn hier ist

s, =n und lim#» existiert nicht. Denn es gibt z. B. keine Zahl,
n->x
die von fast allen diesen Teilsummen um weniger als 1 verschie-

den ist.

Ebenso besitzt die Rethe 1 — 1 4+ 1 — 1 + ..., deren Glieder
abwechselnd + 1 oder — 1 sind, keine Summe. Denn die Teil-
summen sind abwechselnd + 1 oder 0. Es gibt aber z. B. keine
Zahl, die von 4 1 und von O weniger als 1 verschieden wire.

Dagegen besitzt die unendliche geometrische Reihe

L g B ()
eine Summe. Denn hier ist bekanntlich s, = ! 1_ (’},) . Da der
—
Grenzwert eines Quotienten gleich dem Quotient der Grenzwerte

. . 1 . . .
ist, so ist - = 2 die Summe der unendlichen Reihe.

1—3

Die Summe der unendlichen Reihe a + 75+ 10¢ + -+ in
welcher alle a;, a,, ... zwischen Null und neun liegen, ist der un-
endliche Dezimalbruch a,, @, aya, - - - Die Existenz der Summe
dieser speziellen unendlichen Reihe ist durch das Axiom der Inter-
vallschachtelung gewihrleistet.
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Die Frage nach der Summe einer unendlichen Reihe ist iden-
tisch mit der Frage nach dem Grenzwert einer unendlichen Zahlen-
folge. Denn die Teilsummen bilden einerseits eine unendliche
Zahlenfolge, deren eventuell vorhandener Grenzwert die Summe
der Reihe ist. Andererseits 188t sich jede unendliche Zahlenfolge
als Folge der Teilsummen einer passenden unendlichen Reihe auf-
fassen. Denn ist s, sq,83,...,8,,... die Zahlenfolge, so setze
ich u, =8, ug=28—8 ..., =8, —S,_ ;... und habe in
u, + ug + - -+ 4+ u, + + - - eine unendliche Reihe, deren Teilsum-
men die Glieder der Zahlenfolge sind.

Es gibt eine Reihe allgemeiner Kriterien, die es oft sehr rasch
erlauben, die Frage nach Konvergenz oder Divergenz einer vor-
gelegten Reihe zu unterscheiden. Einige derselben wollen wir nun,
mit dem einfachsten beginnend, kennen lernen.

§ 2. Geometrische Veranschaulichung. Neben der Deutung
einer Zahlenfolge als Punktfolge einer Zablengeraden bedient man
sich gerne noch einer anderen Veranschaulichung. Sie beruht dar-
auf, daB man die s, als,
Ordinaten y zur Abszisse
% =7 in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem
auftrigt. Die Anschaulich-
keit wird noch erhoht,
wenn man die so erhalte-
nen Punkte durch einen
Kurvenzug, z. B. einen Zug gerader Strecken verbindet. Fig. 8
bringt so eine konvergente Zahlenfolge s, mit dem Grenzwert s
zur Darstellung.

Die Bedingung, daB fiur gentigend groBe » sich die s, um hoch-
stens & von s unterscheiden sollen, hat zur Folge, daB der Zick-
zackzug sich von diesem % an nicht mebr um mehr als ¢ nach
oben oder unten von der beis gestriechelten Horizontalen entfernen
kann, Die Kurve muf daher in dem Streifen zwischen den Ge-
raden y = s + ¢ und y = s — ¢ von diesem # an verlaufen. Pro-
jiziert man die Kurvenecken durch Parallele zur #-Achse auf die
y-Achse, so erhilt man die seither allein benutzte Deutung auf
einer Zahlengeraden. Diese besagt ja, daB von einem gewissen n
an alle s, einem Intervall der Léinge 2¢ mit s als Mittelpunkt an-
gehoren miissen. Hat man es mit einer nie abnehmenden Folge
zu tun, ist also fiir alle n: s, ; > s,, so verliuft der ganze Zick-
zackzug unterhalb der Geraden y — s. Bei einer nie zunehmenden
Folge verlduft die Kurve ganz oberhalb der Horizontalen, der sie
sich asymptotisch anschmiegt.

Als Beispiel einer nicht konvergenten Zahlenfolge betrachten
wir die Teilsummen der Reihe 1 —1 41 —1 ..., die ja ab-
wechselnd 1 oder O sind. Das fithrt zu der folgenden Fig. 9.

Fig 8
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Vergleicht man beide Fig. 8 und 9 miteinander, so kommt man
zu der Vermutung, daB bei einer konwvergenten') Zahlenfolge der
Unterschied zweier aufeinanderfolgen-

den s, also s, , — s, gegen Null strebt,

daf also aus lims, =s folgt, daB

>0

lim (s, ,, —s,) = O ist. Tatstichlich
n->eo

01T ¢ ¥ 4 5

Fig. 9. folgt ja aus lims, =s, daB auch
. n-yrwo
lims, ,, = s ist. Daher ist in der Tat
n-> o
lim(s,—s,_;) = lims, — lims, _, =s—s=0.
7> 00 n-» 00 n->o

Beachtet man, daB man jede Zahlenfolge s, als Folge der Teil-
summen einer unendlichen Reihe #y + g -+ - - - ansehen darf, deren

allgemeines Glied u, =s, —s, _, ist (8. 33) so erkennt man, daf
in jeder konveryenten Reihe “1 + g + - - - stets limu, = O ist.
n-y»oo

§ 3. Stets wachsende Zahlenfolgen und Reihen mit posi-
tiven Gliedern. Wir betrachten eine unendliche Folge von Zah-
len sy, S, ... derart, daB jede Zahl der Folge nicht kleiner ist als
die vorhergehende. Es gelten also die Ungleichungen: s, = S,_,
———0———-—!————|————l—+—Hum|-——+-——— fir jedes 2. AuBerdem
soll die Za.hlenfolge
beschrinkt sein, d. h.
es soll eine Zahl M geben, die gréBer ist als alle Zahlen der Folge.
Es gilt also fiir alle #:s, < M. Eine derartige Zahlenfolge be-
sitzt, so behaupte ich, einen Grenzwert. Wir wollen also den fol-
genden Satz bewelsen Jede beschrinkte Folge stets wachsender
Zahlen besitzt einen Grenzwert S (Fig. 10).

Wir wollen also die Existenz einer Zahl S beweisen, von der
fast alle Zahlen der Folge um weniger als eine beliebig gegebene
Zahl ¢ abweichen. Das gelingt durch die Methode der Intervall-
schachtelung. Wir bemerken zunichst, daB immer nur endlich viele
Zahlen der Folge kleiner sind als eine gegebene Zahl der Folge
(nimlich die mit kleinerer Nummer als die gegebene). Wir be-
trachten das Intervall von 8 bis M. Thm gehdren alle Zahlen der
Folge an. Wir teilen es in zwei gleiche Teile (Teilpunkt M,).
Der einen Hilfte gehoren sicher fast alle Zahlen der Folge an.
Etwa der Hilfte von M, bis M. Diese teilen wir wieder in zwei
gleiche Teile, und wieder miissen der einen Hilfte fast alle Zahlen
angehdren. Denn da die Zahlen stdndig wachsen, kann immer nur
eine Hilfte unendlich viele Zahlen enthalten.

Fig. 10

1) d i. eine Zahlenfolge, die einen Grenzwert s besitzt
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So fortfahrend erhalten wir in den jeweiligen weiterzuteilenden
Intervallhilften eine unendliche Folge ineinandergeschachtelter
Intervalle von gegen Null konvergierender Linge, also eine Inter-
vallschachtelung. Einem jeden dieser Intervalle gehdren fast alle
Zahlen der Folge an. Die innerste Zahl der Folge ist darum von
fast allen Zahlen der Folge um weniger als irgendeine der vor-
kommenden Intervallingen verschieden, also auch um weniger als
irgendeine vorgegebene Zahl ¢, denn es gibt Intervallingen, kleiner
als diese Zahl. Daher ist die innerste Zahl der Intervallschachte-
Jung der Grenzwert der Folge.

Anwendung auf unendliche Reihen: w, 4+ ug + ++ - -+ u, 4 «--
sei eine unendliche Reihe mit lauter positiven Gliedern. Alle Teil-
summen sollen unterhalb einer .festen Grenze M liegen. Dann ist
die Reihe konvergent.

In der Folge der Teilsummen haben wir n#mlich, da alle
Reihenglieder positiv sind, eine stets wachsende Zahlenfolge vor
uns, die auBerdem beschrénkt ist. Sie hat also nach unserem Satz
einen Grenzwert, und der ist die Summe der Reihe.

§ 4. Konvergenzkriterien. Um die Konvergenz einer vorge:
legten Reihe von positiven Gliedern auf Grund des letzten Satzes
feststellen zu kdnnen, miissen wir uns nach Mitteln umsehen, die
es erlauben, die Beschrinktheit der Teilsummen zu erkennen.
Dies liefert das Prinzip der Reihenvergleichung. Es erlaubt, aus
der bekannten Konvergenz einer Reihe mit lauter positiven Glie-
dern auf die Konvergenz einer anderen Reihe mit positiven Glie-
dern zu schliefen, falls diese lauter kleinere Glieder hat. Sei also

0

fo %, = %, + Uy + -+ - eine konvergente Reihe positiver Glieder.

1
©

SeiE v, = ¥; ++ vy + + - eine weitere Reihe positiver Glieder,

1

und sei fir jedes #: v, < u,. Dann ist a.ucthk konvergent.
1

Denn fiir jedes » ist hiernach die #* Teilsumme der v Reihe klei-
ner als die #* Teilsumme der w-Reihe. Die Teilsummen der u-
Reihe indessen sind alle kleiner als die Summe der #-Reihe, weil
sie sich stets wachsend diesem Grenzwert nihern (Fig. 10). Da-
her sind alle Teilsummen der v-Reihe kleiner als diese Summe.
Sie sind daher beschriinkt. Die v-Reihe ist also konvergent. Der
eben bewiesene Satz enthilt als besondere Fille fast alle wichtigen
Konvergenzkriterien in sich. Solche erhalten wir, sowie wir uns
nach gewissen besonderen konvergenten Reihen positiver Glieder
umsehen und diese als Vergleichsreihen im Sinne des Satzes ver-
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wenden. Bevor wir das tun, sei noch das Gegenstiick zum bewie-
senen Satz abgeleitet.

o0

Sei Ek %, = Uy -+ g + -+ eine divergente Reihe von lauter posi-

1
o

tiven Gliedern und habe die Reihe E" v, = vy + vy + - - - auch
1

positive Glieder, die aber alle groBer sein sollen als die gleich-

numerierten der %-Reihe. Dann ist auch die v-Reihe divergent.

Denn wire sie konvergent, so miiBte nach dem eben bewiesenen

Satz auch die u-Reihe konvergieren,

Die erste Vergleichsreihe soll uns die geometrische Reihe

14 %+ K + - liefern. Sie konvergiert fiir k¥ < 1, und sie di-
vergiert fiir &> 1. Denn hier ist s, =}i:k—:, also lim s, = l—lk
- n->o0 -

fiir k< 1. Dagegen wichst s, fiir #>1 mit wachsendem # iiber

alle Grenzen. Man schreibt dafiir auch zur Abkiirzung lims, = co.
n->»o

(Dies bedeutet also, daB fast alle s, groBer sind als irgendeine
vorgelegte Zahl N.) Benutzen wir die geometrische Reihe als Ver-
gleichsreihe, so erhalten wir zwei wichtige von Cauchy herriih-
rende Krifericn.

o0

Die Reihe Ek w, mit positiven Gliedern konvergiert, falls es eine

1
positive Zahl 1 kleiner als eins gibt, so dap fast alle Quotienten

“;” klciner sind als diese. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn
n

lim ¥2*1 — 4 < 1. Die Reike divergiert jedoch, falls fast alle diese
n->»o0 n

Quotienten grofer sind als 1 oder gleich 1. Dies ist z B. dann der

Fall, wenn lim 22+t — [, > 1.
n > n

. . U, .
Wenn nimlich von N an —%* <[, so ist also
n

. pd
Uy i1 <1 Upr Uy g \l”N+17

Daraus folgt Uyr < l"uN. Also sind die Glieder der Reihe

Uy + uy +1 + - -+ kleiner als die Glieder der konvergenten geo-
metrischen Reihe: wy +- luy + 1w, + --- Also ist die Reihe
“y + 4y, , + - - gleichfalls konvergent. Die Summe der vorge-

legten Reihe u, 4 4 -+ w, 4 - - - ist dann noch um die Summe
Sy_y=u + -+ uy , groBer. Sie konvergiert also auch. (Wir
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1
v _[:‘z und daraus
die Konvergenz folgern.) Ganz ebenso beweist man das Divergenz-
kriterium.

kénnen auch direkt abschiitzen s Nh <Sy_ 1—{- u

Aus derselben Wurzel stammt das folgende Kriterium: Falls
fir fast alle n der Ausdruck ’i/un <k <1 (k von n unabhdngig),

so konvergiert die Reihe positiver Gliedcr: 2‘“1;- Ist aber "]/u:g 1
1

filr fast alle n, so divergiert die Reihe. Der Beweis ist derselbe

wie beim vorigen Kriterium.

0

.. z: 2’ x"
Beispicle: x + = + 5 + 0= il konvergiert fiir z <1
- 1

7
und divergiert fiir # > 1. Denn hier ist u, — - . Wir finden also

Ynt1 Dies ist fiir alle » kleiner als . Ist also x kleiner

. Uy, n+1
als 1, so haben wir Konvergenz. Ist aber x> 1, so sind alle
Quotienten von einem gewissen an gréfer als 1. Denn es ist

limx—I —limz -t = x also gréBer als 1. Da aber fast
n-»oo + n-» 0 1 _{_}A
n

alle Quotienten von ihrem Grenzwert um weniger als z — 1 ver-
schieden sind, so sind sie fast alle gréBer als 1. Darum haben
wir Divergenz. Unsere Kriterien versagen vollig fiir den Fall
x =1, Thn werden wir nachher besonders untersuchen. Die Reihe

o«

E"; ﬁn x—}- 31 + 31 + - konvergiert fiir alle positiven z.
1

7

P _x Unty . T
Denn hier ist «, = —. Daher ist wn S mEi Daraus folgt
lim “::"1 == (. Also sind fast alle Quotienten z. B. kleiner als 4
n-»00 n

Das gibt fiir jedes 2 die Konvergenz der Reihe.
Als weiteres Beispiel sei die fiir z == 0 divergente Reihe

]

Enn! " genannt.

1
Aber alle diese Hilfsmittel versagen, wenn wir sie auf die Reihen

o

1

(von welchen wir oben schon einen Spezialfall hatten) anwenden.
Wenn wir diese also noch besonders untersuchen, erhalten wir
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einen weiteren Vorrat an Vergleichsreihen. Wir beginnen mit der
sog. harmonischen Reihe:

2——1+ gt

Wir betrachten die folgenden Teilsummen: sg, 84 Sy« - o Sgny + - -

Falls wir zeigen konnen, daB lim s,, = 0o, so wissen wir damit,
n->o

daB die harmonische Reihe divergiert. Denn allemal ist sgn 5 > san.
Es wachsen also mit den speziell betrachteten dann iiberhaupt alle
Teilsummen ins Unendliche. Nun ist aber s,=1+  + (3 + 1),
also gréBer als 1 + 1+ (+ +4) =1+ 2-%. Zu s, nehme ich
vier neue Glieder hinzu, so erhalte ich sg. Jedes der neu hinzu-
gekommenen Glieder 4, 4, 7}, 1 ist aber nicht kleiner als das letzte,
alle vier also groBer als 4 -4, also groBer als 1. Also ist 5
groBer als 1 4+ 3 -4. Zu s; kommen die acht Glieder %, el
hinzu. So erhalte ich s;;. Keines ist kleiner als das letzte 3%, also
alle acht zusammen wieder groBer als §. Alsoists;z>1-44-3. So
weiterfahrend bekomme ich allgemein sy, > 1 4- n- 4. Also ist die

. 1 ..
RezheZt . divergent.

Daraus schlieBe ich durch Reihenvergleichung wegen i,‘ > in

fiir k< 1 allgemein: Die Reihe Dy - divergiert fir & < 1.
1

Nun untersuchen wir die gleiche Reihe fiir ¥ > 1. Wir werden
finden, daB sie konvergiert. Wir betrachten jetzt die Teilsum-
men S, S, Sz, Syp, - - - Sg"_q. Da allgemein s, < 8gn_;, so sind
alle Teilsummen beschrinkt, falls die eben bezeichneten be-

schrinkt sind. Nun aber ist s, = 1 4 2% + ::T . Hier ist aber
1 1 .

< 27, also ist 55 <1 4 2 2% =1+ QTI—Y Zu s; kommen vier
Gheder = bis ,‘ hinzu. So bekomme ich s;. Alle vier sind kleiner

als das erste % Also ist ihre Summe kleiner als

11 1\
4'E=F=(2_k’—”i)'

So weiterfahrend finden wir allgemein

a1 g () ()
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Also sind alle s, kleiner als die Summe der geometrischen Reihe

3
'(3¢5)" Also haben wir: Die Reike > e konvergiertfirk>1.

§ 5. Alternierende Reihen. Unter einer alternierenden Reihe
versteht man eine Reihe, deren Glieder abwechselnd das positive
oder das negative Vorzeichen besitzen. Hier gilt der folgende Satz:
Die alternierende Reihe u, — ug ++ ug — « « « konvergiert sicher dann,
wenn lim w, = 0 ist, und wenn fir alle n: |u,|<|u, 1.

n-r o

DaB die Reihe hochstens dann konvergieren kann, wenn ihre
Glieder den Grenzwert Null haben, ist von S. 34 bekannt. Diese Be-
dingung ist eben fiir jede konvergente Reihe erfiillt. Man kann
aber aus ihrem Erfiilltsein nicht umgekehrt schlieBen, daB die
Reihe konvergiert. Dies lehrt ja schon das im vorigen Para-
graphen betrachtete Beispiel der harmonischen Reihe. Sie war die
Summe der reziproken ganzen Zahlen, die also gegen Null kon-
vergieren; und doch ist die harmonische Reihe divergent. Um auf
die Konvergenz der Reihe schliefen zu kdnnen, miissen also noch
weitere Bedingungen erfiillt sein. Bei alternierenden Reihen — das
ist der Sinn unseres Satzes — braucht nur ganz wenig mehr erfiillt
2u sein. Die Voraussetzung, dafl die absoluten Betriige der Reihen-
glieder nie zunehmen, d.h. daB jedes Reihenglied dem Betrag nach
kleiner oder gleich dem Betrag des vorhergehenden sei, zusammen
mit der Annahme abwechselnder Vorzeichen gewihrleistet schon
die Konvergenz der alternierenden Reihe. Bei Reihen positiver
Glieder reicht, wie wieder die harmonische Reihe lehrt, das monotone
Abnehmen der Reihenglieder nicht aus.

Nach diesen Bemerkungen, die den Sinn des Satzes ins rechte
Licht setzen sollten, kommen wir zu seinem Beweis. Er wird sehr
schon gelingen, wenn wir dabei die Teilsummen auf der Zahlen-
geraden zur Anschauung bringen. Wir wollen etwa annehmen,
daB das erste Reihenglied positiv ist, und daB alsdann negative
und positive Glieder abwechseln. Die erste Teilsumme s, ist gleich u,.
Wir tragen diesen positiven Wert auf der Zahlengeraden auf. Um
$g daraus zu erhalten, haben wir nach links wy anzutragen. So er-
halten wir ein Intervall von s, bis s, in dem, wie wir sehen werden,
alle folgenden Teilsummen liegen. Um némlich 85 zu erhalten,
haben wir an s, das w«; nach rechts anzutragen. Damit fiigen wir
aber weniger hinzu, als wir gerade vorher weggenommen hatten,
da die Reihenglieder stindig abnehmen. s; liegt also links von s,,
also zwischen s; und s, Wenn wir nach links nun wieder w, an-
tragen, so erhalten wir s,. Das liegt aber noch rechts von s4, da
wir eben wieder weniger abzogen, als wir gerade vorher zufiigten.
So weiterfahrend erkennen wir, da in dem von zwei aufeinander-
folgenden Teilsummen s, und s,_, gebildeten Intervall immer alle
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auf s, folgenden ihren Platz haben. Je zwei aufeinanderfolgende
bilden ein Intervall, dessen Linge ein Reihenglied betrigt. Damit
erhalten wir eine Intervallschachtelung (Fig. 11). Ihr innerster
Punkt ist der Grenzwert der Teilsummen, also die Summe unserer
Reihe. Denn von diesem innersten Punkt sind fast alle Teilsummen
um weniger als ein beliebiges Reihenglied verschieden, also auch
um weniger als irgendeine vorgegebene Zahl &. Denn es gibt Reihen-
glieder kleiner als diese Zahl. Sie streben niimlich gegen Null

& 3 Sp1 Sp41
Fig. 11,

@

Wir erkennen gleichzeitig, daB jede Teilsumme um weniger als
den absoluten Betrag ihres letzten Gliedes von der Summe ver-
schieden ist. Die Teilsummen mit gerader Nummer sind zu klein,
die mit ungerader Nummer sind zu gro8.

Beispiel: 1 — 4 4+ 4 — 4 4 - - - konvergiert.

§ 6. Beliebige Zahlenfolgen und unendliche Reihen. Wir
nannten eine Zahlenfolge koniergent, wenn sie einen Grenzwert
besitzt. Hiertiber gilt der folgende Satz: Die Zallenfolge sy, sg, . . ,
konvergiert dann und nur dann, wenn es zu jedem ¢ eine Zahl N(e)
gibt, so daf fir n > N(c) und belicbiges positives p immer
[8pyp — 8, | < & ist. (Aligemeines Konvergenzprineip) Man muB
den Sinn dieser Bedingung ganz klar erfassen. Sie ist nicht iden-
tisch damit, daB fiir jedes einzelne p der lim (s, , — s,) = O sein

n->w

soll, wenn auch dies natiirhch in der obigen Aussage mit ent-

halten ist. Wir brauchen nur etwa fiir die s, die Teilsummen der
. . . 1
harmonischen Reihe zu nehmen. Dann ist Sppp — Sn= P

+5f—%—3 oo ;;_1?5) Da aber der Grenzwert einer Summe
gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden ist, so sieht

man, daB fir jedes einzelne p der lim (s,, , —s,) =0 ist. Um
n>w
ganz klar zu sehen, dafl dies weniger ist als die Bedingung unseres
Satzes, sprechen wir das im Beispiel eben Benutzte etwas anders
aus. Eben gab es zu jeder Zahl ¢ und zu jedem p > O eine Zahl
N(e,p) (die also von & und von p abhiingt), so daB fiir n > N(, p)
immer |s,,,—s,|<e ist. Vorhin aber sollte die Zahl N(¢) nur
von ¢ abhéingen. Es sollte fiir alle p dicsclbe Zahl N(¢) ausreichen,
um die Differenz kleiner als ¢ zu machen. Es kann wohl zu jedem
p eine besondere solche Zahl N geben, aber wenn dann zu p-Wer-
ten, die iiber alle Grenzen wachsen, N-Werte gehoren, die auch
iiber alle Grenzen wachsen, so gibt es eben keine gréfite unter
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diesen Zahlen, die fiir alle p ausreichte. Anders ausgedriickt: Wenn
N(e, p) < N(e) fiir alle p zugleich gilt, so kann man fiir jedes p
dies N(e) verwenden, und die Folge konvergiert. Es gibt ahber
nicht immer eine Zahl N, die groBer ist als alle N(s, p) (n#mlich
dann nicht, wenn unter diesen beliebig groBe vorkommen). Dann
ist die Folge divergent. Damit mag der Sinn unserer Bedingung
geniigend geklirt sein. Wir kommen zum Beweis des allgemeinen
Konvergenzprinzips.

1. Wenn ein Grenzwert existiert, so sei dieser S. Dann sind fast

. & . . .
alle 5, um weniger als 5 von § verschieden. Es gibt also eine

. e
Nummer N(¢), von der an alle s, um weniger als 3 von § ab-

weichen. Zwei beliebige unter diesen, etwa s, pund s,, sind dann
um weniger als ¢ voneinander verschieden. Alles in allem gibt es
eine Zahl N(¢), so daB fiir » > N(¢) und beliebiges p immer
|8,4p—8,| <& bleibt. Wenn also die Zahlenfolge konvergieren
soll; so muf notwendig unsere Bedingung erfiillt sein.

2. Wenn sie aber erfiillt ist, so konvergiert, wie jetzt zu zeigen
ist, die Zahlenfolge. Zum Nachweis verwenden wir das Prinzip
der Intervallschachtelung. Unsere Bedingung besagt, daB alle s,
mit einer Nummer groBer als N(¢) um weniger als & von sy(,
verschieden sind. Sie liegen also alle im Intervall sy() — ¢ bis
Sn() + & Man kann also ein Intervall von der Linge 2¢ angeben,
in dem fast alle s, liegen. Das geht fiir jede Zahl &. Ich whle
daher ein Intervall von der Linge 1, in dem fast alle s, liegen.
Alsdann wihle ich ein Intervall von der Linge §, in dem gleich-
falls alle s, liegen. Dieses Intervall kann unmdglich ganz aufler-
halb des zuerst bestimmten liegen, weil sonst jedes der Intervalle
unendlich viele Zahlen der Folge enthielte, dann also auBerhalb
des Intervalles von der Linge 1 doch noch unendlich viele der Zah-
len ligen; das geht nicht. Die Intervalle miissen sich also wenig-
stens zum Teil iiberdecken. Wenn das von der Linge § etwas
iberstehen sollte, so weiB man von vornherein, da8 der gemeinsame
Teil beider fast alle Zahlen enthalten muB, und nicht der iiber-
schiefende, denn sonst ligen auBerhalb des einen Intervalles un-
endlich viele Zahlen. In diesem Fall wihle ich als zweites Inter-
vall I, der zu konstruierenden Schachtelung den genannten ge-
meinsamen Teil. Alsdann konstruiere ich ein Intervall von der
Linge + und wihle dies als Iy, wenn es ganz in I, liegt. Ande-
renfalls wihle ich als I; den Teil, den es mit I, gemeinsam hat.
(Denn der muB nach der SchluBweise von vorhin fast alle Zahlen
enthalten.) So fabre ich fort und erhalte eine Intervallschachte-
lung. Denn die Intervalle liegen ineinander, und ihre Linge kon-
vergiert gegen Null. Der innerste Punkt ist der Grenzwert der
Zahlenfolge, wie ohne weiteres einleuchtet.
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Anwendung auf unendliche Reihen: Die unendliche Reihe
uy -+ Uy + - - - sei ganz beliebig, und die s, seien ihre Teilsummen.

Dann ist
Snpp ™ S = Uyqy + Up g2 +oe Tt Upp

Die allgemeinste Konvergenzbedingung ist also diese: Es muB zu
jedem & eine Zahl N(e) geben, so daB die Summe beliebig vieler
der auf uy() folgenden Reihenglieder dem Betrag nach kleiner
ist als dies &. Mif dieser Bedingung kann man nun anscheinend noch
nicht viel anfangen. Denn wie soll man erkennen, ob sie erfiillt
ist oder nicht? Trotzdem werden wir gleich sehr niitzliche An-
wendungen derselben sehen. Ich behaupte nimlich folgenden Satz:
FEine Reihe ist sicher dann konvergent, wenn die Reihe ihrer abso-
luten Betrdge konvergiert. Denn wenn |u, |+ |ug|+ - - - konver-
giert, so gibt es fiir jedes ¢ ein N(e), so daB fiir alle positiven p
die Summe |uyyy |+ [uyys|+ -+ jursp| <e ist. Nun ist
aber

luvir Fuvps+- o Fuwpp| <luwe] +luype|+ | umipl

Daker ist auch fir » > N(¢) die Differenz |5, ,—s,| <& Die
Reihe konvergiert also. Eine Reihe, fiir welche die Summe der ab-
soluten Betriige konvergiert, heiBt absolut konvergent. Es ist natiir-
lich nicht jede Reihe absolut konvergent, denn so konvergiert z. B.
1— 3+ §5—45+- wihrend 1 + 1 4 1 4+ 14 ... divergiert.
Wir kénnen also nun die im § 4 bei Reihen mit positiven Glie-
dern gefundenen Kriterien anwenden, um in vielen Fillen die (ab-
solute) Konvergenz einer vorgelegten Reihe zu erkennen.

Aus unserem allgemeinen Konvergenzprinzip lassen sich fibrigens
auch alle in jenem Paragraphen gewonnenen Kriterien erneut ab-
leiten. Wir verzichten darauf. Nur wollen wir noch einmal daran
erinnern, daB fiir jede konvergente Reihe lim u, = 0 ist. Das folgt

n-» o
aus dem allgemeinen Prinzip fiir p = 1. In diesem Satz ist das
gebriuchlichste Divergenzkriterium enthalten. Eine Reike, deren
Glieder nicht den Grenzwert Null haben, divergiert.

3 5
Beispiel: » — f:— + 3;— — + - - konvergiert fir |2 | < 1 und
L . s i -~ . - 21‘-1 3
divergiert fiir |2 |> 1. Hier ist a, = (— 1)"*’1-;67%_1 - Also ist
a 2n—1 \
~’;;—1 = g?. 2—::—;_7- Der Grenzwert ist #?. Also fir |2 | <1

ist die Summe der absoluten Betriige konvergent, die vorgelegte
Reihe also auch. Fiir |z|>1 erkenne ich, daB der Grenzwert
des Quotienten gréBer ist als eins, daB also von einer gewissen
Nummer an schon der Quotient gréfer sein muB als 1. Dann also
ist von dieser Nummer an jedes Reihenglied groBer als sein vor-
hergehendes dem Betrag nach. Da keines derselben Null ist, so
konnen sie also in diesem Fall nicht gegen Null streben. Die
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Reihe muB also divergieren. Nun bleibt noch | |=1 zu unter-
suchen. Fiir £ = 1 haben wir eine alternierende Reihe. Die abso-
luten Betriige ihrer Glieder nehmen stindig ab und konvergieren
gegen Null. Also ist die Reihe konvergent. Fir £ = — 1 gilt die
gleiche Uberlegung.

Allgemeines Beispiel: wy 4 ug 4 - -+ sei absolut konvergent.
Die absoluten Betriige aller Zahlen v;, v,, ... seien beschrinkt
(es gibt also eine Zahl M, unter der sie alle liegen). Dann ist die
Reihe u,v, + ugv, + - - gleichfalls absolut konvergent. Denn alle
Teilsummen von %, + u,; 4 - - - sind kleiner als die Summe der
Reihe der absoluten Betrige der #, etwa U genannt. Dann gilt

‘u1'01+“2v2+“'u’n”nlé'“lilvl}+'“+|MMH?J7¢|
SM{fuy |+ ug|+ -+, |} SHU.

Also sind die Betriige aller Teilsummen der Reihe |u,v; | 4 | upvy |
+ - -+ kleiner als UM. Die Reihe konvergiert also absolut. Un-
sere Bedingungen sind z. B. erfiillt, wenn sowohl | u, | wie
> |v,| konvergiert. Denn dann sind alle Glieder der v-Reihe

dem Betrag nach kleiner als die Summe ihrer absoluten Betriige.
Diese konnen wir dann als M nehmen.

§ 7. Bedingt und unbedingt konvergente Reihen. Der
Wert einer Summe ist von der Reihenfolge der Summanden un-
abhiingig. An diese Regel sind wir vom Rechnen mit endlichen
Summen gewthnt. Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob
die Summe der unendlichen Reihen diese Eigenschaft mit den
Summen von endlich vielen Gliedern gemeinsam hat.

Wir fragen zunfichst, wie man die Summe zweier unendlicher
Reihen bilden kann. Sei etwa U = u, 4 uy 4 - - - eine erste und
V= v, + vy + - - - eine zweite konvergente Reihe, und seien etwa
s, und 6, die 7*" Teilsummen der ersten und zweiten unend-
lichen Reihe. Dann haben wir natiirlich U + V= lim (s, + 6,).

n->o0

Nun ist aber s, + ¢, die #*® Teilsumme der unendlichen Reihe
(w, + v,) + (ug + vy) +---. Diese konvergiert also auch, und ikre
Summe ist gleich der Summe der beiden vorgelegten Reihen.

Wir betrachten nun eine unendliche Reihe U =u, + uy + - --
Sie wird positive und negative Glieder enthalten. Die positiven
seien etwa der Reihe nach mit p,, p, ..., die negativen gleich-
falls der Reihe nach mit #,, ng, . .. bezeichnet. Wir kénnen aus
den positiven Gliedern eine Reihe p, 4 p, + - - und aus den nega-
tiven eine Reihe n; 4 #, + - - - bilden. Wir wollen die Beziehung
dieser Reihen zu der vorgelegten untersuchen Die vorgelegte soll
konvergieren. Dann sind folgende Fille denkbar: 1. Beide Teil-
reihen konvergieren; 2. eine konvergiert und eine divergiert;
3. beide divergieren. Wir wollen untersuchen, wie weit diese an

Teubn Leitf. Bieberbach, Differentialrechnung 2. Aufl 4
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sich denkbaren Fille wirklich moglich sind. Jede Teilsumme s,
der u-Reihe besteht aus einer Teilsumme , der p- und einer

Teilsumme %2, der n-Reihe. Es soll also sein s, = 7, V2, Wenn

nun nur eine der beiden Teilreihen, etwa die n-Reihe, konver-
giert, so sei N ihre Summe. Dann haben wir also sicher s,
> m, + N. Nun wachsen aber die Teilsummen der divergenten

p-Reihe iiber alle Grenzen. Denn sonst miiBte diese Reihe von
positiven Gliedern konvergieren. Nach der eben festgestellten
Ungleichung wachsen also auch die Teilsummen der u-Reihe
uber alle Grenzen. Diese divergiert also auch. Die zweite Mog-
lichkeit unserer Aufzihlung scheidet also fiir eine konvergente
u-Reihe aus.

Wenn also die #-Reihe konvergiert, so miissen die p- und die
n-Reihe entweder beide konvergieren oder beide divergieren. Beide
Fille kénnen wirklich eintreten. Denn wenn die vorgelegte Reihe,
die u-Reihe, absolut konvergiert, so konvergiert natiirlich jede
Teilreihe auch absolut.') Namentlich konvergiert also die Reihe der
positiven und die der negativen Glieder. Umgekehrt, wenn diese
beiden konvergieren, so ist nach der Betrachtung zu Beginn des
Paragraphen der Wert der u-Reihe die Summe beider. Bilden wir
statt dessen die Differenz beider, so konvergiert diese auch und
ist weiter nichts als die Summe der absoluten Betrige der u-Reihe.

Auch der andere Fall, daB beide Reihen divergieren, kann ein-
treten, und zwar werden wir nach den bisher angestellten Betrach-
tungen erwarten, daf er dann eintritt, wenn eine konvergente
Reihe nicht absolut konvergiert. Ein Beispiel gibt die Reihe

Die zugehorige p-Reihe ist
PHii

DaB sie divergiert, erkennt man daraus, daB ihre Glieder durch
Halbierung der Glieder der harmonischen Reihe entstehen. Auch
die #-Reihe muB divergieren. Sie ist — + — 1 —... Ihre Glieder
sind jeweils dem Betrag nach gréBer als die entsprechenden Glieder
der Reibe § + ¢ + - - -, die natiirlich wie die p-Reihe, von der
sie ein Stiick ist, divergiert.

Beispiel: Aus unseren Betrachtungen folgt, dal eine konvergente
Reihe, die nur endlich viele Glieder vom einen der beiden Vor-
zeichen enthilt, absolut konvergiert. Denn sonst muBten beide Teil-
reihen, also auch die endliche, divergieren. Diese letztere ist aber
sicher konvergent.

1) Denn die Summe der absoluten Betrige irgendwelcher Reihen-
glieder ist kleiner als die Summe der absoluten Betriige aller.
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Wie weit darf man nun in einer konvergenten Reihe die Glieder
wmordnen, ohne dadurch den Wert der Summe zu dndern? Wir
wollen zun#chst feststellen, daB die Summe einer nicht absolut kon-
vergenten Reihe durch passendes Umstellen der Reihenglieder be-
einfluft werden kann. Wir bemerken dazu, daB wegen der Kon-
vergenz der u-Reihe die Glieder der p- und der n-Reihe gegen Null
‘konvergieren. Da beide Reihen divergieren, gibt es in beiden belie-
big groBe Teilsummen, da sie sonst wegen des gleichen Vor-
zeichens aller Glieder konvergieren miiiten. Nach dieser Vorbemer-
kung wollen wir zeigen, daB bei passender Anordnung der Glieder
die w-Reihe jeden beliebigen Wert erhalten kann. Der Gedanken-
gang wird geniigend klar werden, wenn wir zeigen, wie wir durch
passende Anordnung der Reihe

1 1
1—t+1—-...

den Summenwert eins verschaffen kénnen. Diesen hat sie in der
eben aufgeschriebenen Anordnung sicher nicht. Denn nach § 2
liegt ja die Summe dieser alternierenden Reihe immer zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Teilsummen, also z. B. zwischen % und
2, kann also nicht eins sein. Um eine Reihe mit der Summe eins
zu erhalten, ordnen wir die Glieder so an, daB die Teilsummen
der neuen Anordnung alle in den Intervallen einer Intervallschach-
telung mit dem innersten Punkt eins liegen. Gewisse jetzt niher
zu bezeichnende Teilsummen liefern also die Endpunkte der In-
tervallschachtelung. Ein jedes Intervall ist von zwei Teilsummen
s, und s, der neuen Reihe begrenzt. Diejenigen neuen Teilsummen,
deren Nummern zwischen # und % liegen, gehdren diesem Inter-
vall an. Wir wihlen als erstes Glied 1, als zweites %. Dann ist
s; =%, also groBer als 1. Als drittes Glied nehmen wir — 1, so
wird s; =2, also wieder kleiner als 1. Damit eine spitere Teil-
summe wieder grd8er als eins wird, nehmen wir nun wieder po-
sitive Glieder, so wie sie in der u-Reihe nacheinander kommen,
ohne eines zu vergessen, und zwar so viele, daB dadurch die Teil-
summe gerade wieder gréBer als eins wird. Hier geniigt es, L zu
nehmen. Dann wird s,=3}. Dann kommen wieder einige nega-
tive Glieder, doch nicht mehr als notig sind, um die Teilsumme
gerade kleiner als eins zu machen. Sie wird also hdchstens um den
Betrag des letaten dabei verwendeten Gliedes unter einsherunter
sinken. Beim nichsten Schritt steigt sie wieder iiber eins, jedoch
picht mehr als um den Betrag des letzten Gliedes. Da aber die
Betrige der Glieder gegen Null konvergieren, so konvergieren auch
die Unterschiede der Teilsummen der umgeordneten Reihe von
eins gegen Null. Also ist eins die Summe der umgeordneten Reihe.
Denn diejenigen Teilsummen der neuen Reihe, bei deren Nummer
ein Vorzeichenwechsel der Reihenglieder stattfindet, begrenzen
die Intervalle der vorhin erwihnten Schachtelung. So wie eins
4*
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konnen wir ihr, wie man sieht, jeden beliebigen Summenwert ver-
schaffen.

So haben wir eine merkwiirdige, bei endlichen Reihen gar nicht
gewohnte Eigenschaft mancher unendlichen Reihen kennen gelernt.
Die Summe einer unendlichen Reihe ist von der Reihenfolge der
Glieder abhdngig immer dann, wenn die Reihe zwar konvergiert,
aber nickt absolut konvergiert. Eine Reihe, deren Summe sich durch
Umstellen der Glieder #indert, heiBt bedingt konvergent, bleibt sie
bei beliebigem Umstellen wie bei endlichen Reihen unge#indert, so
heiBt die Reihe unbedingt konvergent. Wir wissen also jetzt schon,
dap jede unbedingt konvergente Reihe auch absolut konvergieren muf3.

Bemerkung: Bei gewissen Umstellungen bleibt natiirlich jede
Reihe ungeéindert. Wenn z. B. durch eine Umstellung fast alle
Teilsummen ungedndert bleiben, so bleibt deren Grenzwert natiir-
lich auch derselbe. Denn eine Abinderung endlich vieler Glieder
einer Zahlenfolge beeinflut den Grenzwert derselben nicht. Wenn
wir also z.B. die 100 ersten Glieder untereinander irgendwie ver-
tauschen, so bleiben alle Teilsummen mit hoherer Nummer un-
geindert.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daf einc jede absolut kon-
vergente Reihe quch unbedingt konvergiert. Sei also U=u, +us+---
eine absolut konvergente Reihe und § ihre Summe, s, ihre Teil-
summen. Dann ist die Summe der absoluten Betrige von irgend-
welchen Gliedern der Reihe kleiner als die Summe der absoluten
Betrige aller. Ordnen wir die Reihe nun irgendwie um, etwa zu
“11'*"“124‘ .-+, so seien ¢, die Teilsummen. Die neue Reihe kon-
vergiert auch absolut. Denn die Summe der absoluten Betrige
von irgendwelchen Gliedern liegt ja, wie wir sahen, unter einer
festen Grenze. Sei 2 die Summe der umgeordneten Reihe. Wir
wollen zeigen, daf S = 2. Dazu bestimme ich eine Zahl N(¢), so

daB fiir n> N(e) und beliebiges p immer |s, p—s,‘l<%, also
auch | S—s, | g% ist und so daB mit diesem N(e) die gleichen

Ungleichungen auch fiir die Summe der absoluten Betriige gelten.
(Haben wir N(¢) so gewshlt, daB dies fiir die Summe der abso-
luten Betriige zutrifft, so ist es mit diesem N(e) fiir die u-Reihe
erst recht der Fall.) Ferner sei ¢, eine beliebige Teilsumme der
umgeordneten Reihe, die alle Glieder von s, enthilt, und die noch
weitere Glieder enthalten kann. Die Differenz 6, — s, enthilt also
nur Glieder von hoherer Nummer als N(¢). Die Summe beliebig
vieler solcher ist aber nach unserer Annahme dem Betrag nach

kleiner als v; - Also haben wir ]6,,--snl<—;—- Endlich will ich

v so groB wihlen, da8 | = —GV]<§- Das geht wegen der Kon-

vergenz der umgeordneten Reihe. Nun haben wir
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|8 —Z|=|8—s,+s,—0,+6,—Z|<|8—5s,|+]|s,—0,]
+ I G, — >} I <e.
Da & beliebig ist, so folgt hieraus, daB die Differenz § — 2 dem
Betrag pach kleiner ist als eine beliebige positive Zahl, sie ist
also Null. Also ist S= 2.

§ 8. Die Multiplikation der absolut konvergenten Reihen.
Wir haben zu Bedinn des vorigen Paragraphen gesehen, wie man
Reihen addiert. Nun wollen wir sehen, wie wir sie miteinander
multiplizieren kénnen. Die Betrachtung wird dabei aber auf absolut
konvergente Reihenbeschriinkt bleiben. Esseienalso U= +u, -+---
and V=v,+ v, + --- zwei absolut konvergente Reihen. s, und
6, seien Teilsummen. Fir das Produkt I7 ist aber JJ=1lims,s,.")

n-> ®
Es wird alles darauf ankommen, das Produkt in méglichst hand-

licher Form wieder in Reihenform zu bekommen. Wir schreiben
die Glieder, aus welchen s,6, besteht, im folgenden quadratischen
Schema auf:

850, = Ug¥Vg + UgVy + Uy + -+ T U0,
+ U g+ Uy vy U Vgt Uy,
U+ Uy + UV e Up Y,

+ w, vy +u, v, + w05+ +u,0,.

Wir wollen sie uns nun so aufschreiben, da wir immer zusammen-
nehmen, was in einer von rechts oben nach links unten laufenden
Diagonalen steht, also so:

8,6, == g0+ (g 0y =+ 1ty 09) + (Ug v + 1ty 0+t vg) + -

- +(uy 0, + 130,y 10, g+t 10,0)
+ w0,
U0,y + g,
+ +ugt, gt Uty _ytugo, |0
+u, v+, vyt +u,e,
oder abgekurzt: s,6,=4,+ B,.

Was unter der lingsten dieser Diagonalen steht, baben wir in die
letzte Klammer zusammengefafit und durch B, abgekiirzt bezeich-

1) Man hat natiirlich auch JJ=1lims, v =wu v+ w, v+ .- Hier
n->wm
ist aber jedes Reihenglied u, - v selbst wieder eine unendliche Reihe,
withrend bei der im Text gegebenen Lisung jedes Reihenglied aus
nur endlich vielen Summanden besteht. Darin hat man einen Vor-
zug zu sehen
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net. Gehen wir hier zur Grenze #— 00 i{iber, so bekommen wir
den Wert des Produktes. Wir schreiben einmal versuchsweise
II=1im 4,4 lim B,, miissen uns aber dariiber klar sein, daB
das erst dann gerechtfertigt ist, wenn wir gezeigt haben, daB beide
Grenzwerte existieren. Was nun zunichst den ersten der beiden
anlangt, so bilden die 4, genannten Ausdriicke die Teilsummen
einer gewissen unendlichen Reibe. Der absolute Betrag einer je-
den solchen Teilsumme ist kleiner als die Summe der absoluten
Betrige, also kleiner als der analoge Ausdruck, den wir erhalten
hiitten, wenn wir alles fiir die Reihen der absoluten Betrige auf-
geschrieben hitten. Da dann aber unter dem ersten Limes nur
ein Teil der bei der Multiplikation der Teilsummen erhaltenen
Ausdriicke steht, so ist unser Ausdruck 4, kleiner als das Produkt

2 i“x|2|0x1<2‘l“4. levz]= U- V. Also konvergiert
[ 0

0 0
die Reihe, deren Teilsummen mit A4, bezeichnet wurden, absolut.
Der erste Grenzwert lim A existiert also. Da aber links eine be-

n->w

stimmte Zahl steht, so mufl auch der zweite Grenzwert lim B,
n-> w0

existieren. Wir wollen zeigen, dafl er Null ist. Dann wird das
Produkt-durch die eben untersuchte absolut konvergente Reihe
geliefert. Die Glieder in der letzten Klammer sind nun aber Teile
der auf die n* folgenden Teilsummen der eben betrachteten ab-
solut konvergenten Reihe. Also muB von einem gewissen # an
ihre Summe unter einer beliebig gegebenen Schranke liegen. Der
zweite Grenzwert ist also Null. Wir finden so fiir das Produkt
zweier absolut konvergenten Reihen den folgenden Wert:

U~V =gy + (uyvy + w3 0y) + (g + 14y 0y + tg7) + - -+
Beispiel: (1 +z+2'+ - )¥f=1+22+32%+--- =(T;1_97”
was man auch direkt bestiitigen kann, indem man ausrechnet:
(1—-2z24+2)(1+22+4382°+-)=1+22+ 32"+ 423+ .-
—2z—42? — 62— .-
+ 274228+
= 1.
-1
S --wF
§ 9. Die Berechnung der Summe unendlicher Reihen.
Die seither angestellten Betrachtungen bieten zunichst nur theo-
retisches Interesse. Denn wenn man praktisch den Wert einer un-

endlichen Reihe ausrechnen soll, so wird man genau wie bei den
unendlichen Dezimalbriichen — diesen speziellen unendlichen

Also ist 1 +2x 4 322+ .-
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Reihen — nach einer gewissen Zahl von Gliedern abbrechen und
so den Wert der Teilsummen als Niherungswert der Reihen-
summe auffassen. Dies hat aber natiirlich nur dann einen Sinn,
wenn man beurteilen kann, wie genaun die so benutzten Niherungs-
werte sind. Bei den unendlichen Dezimalbriichen weil man z. B,
daB der Wert jedes Niherungsbruches hichstens um eine Einheit
der letzten Ziffer vom genauen Wert abweichen kann. Im allge-
meinen Fall bieten uns die in den vorigen Paragraphen angestell-
ten Betrachtungen bei geringer Abiinderung sofort ein Mittel, die
Genauigkeit einer Niherung zu beurteilen. Wir schreiben einfach
S8 =s, + r,. Dabei nennen wir s, den n%*® Rest. Sein Wert
7,= 1,y + %, o+ ist also der genaue Unterschied zwischen
Niaherung und genauem Wert. Es handelt sich darum, die GriBe
dieses Fehlers, die GroBe von r,, zu beurteilen. Eine besonders be-
queme Methode dazu bietet sich im Falle der alternierenden Reihe,
wo wir schon auf S. 39 sahen, daB der Wert einer jeden Teil-
summe hochstens um das folgende Reihenglied von der Reihen-
summe verschieden ist. Das erste Glied des Restes also gibt uns
schon eine Vorstellung des Fehlers im Falle der alternierenden
Reihe. Er ist absolut kleiner als jenes. Ist zudem das erste Glied
positiv, so war die Teilsumme zu klein, ist es aber negativ, so ist
die Teilsumme zu groB. Im allgemeinen Falle ist natiirlich der
Fehler nicht kleiner als das erste Glied des Restes. Dies lehrt
schon die geometrische Reihe, deren Rest

. 1

xn+wn+l+ e =xn,1_m

fiir 0 < <1 groBer als 2" ist. Man muB jetzt etwas anders
vorgehen, um die Gr&8e des Restes zu beurteilen, z. B. so: Man
weiB ohne weiteres, daB

I’.nlélun+1l+lun+2|+“'

Nach dem Prinzip der Reihenvergleichung ersetzen wir die Reihe
rechts durch eine andere mit groBeren Gliedern, die wir bequem
summieren k¢nnen. Dann ist der Wert von [r”| kleiner als die
Summe dieser Reihe. Wir wollen z. B. die Summe

1 1 1
TR R R
so niherungsweise ausrechnen. Wir finden

1
Taroi T

,o— 1
n (m 4 1)!
1 1 1
~arm st Graers v
Diese Reihe ist kleiner als die folgende

(n-:-l)!(l +n-—1}-2+ (n—?—2)2+ )
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— n+2 1 . :
Also kleiner als A1 D Wenn wir also nur 9 Glieder
summieren, so wird der Fehler hichstens —:} . —1—10—6 Wir kénnen

die Summe auf Hauptnenner bringen; wir kénnen aber auch in
einen Dezimalbruch entwickeln. Brechen wir da nach einer ge-
wissen Stelle ab, etwa nach der sechsten, so bekommt jedes von
Tt)—é- Addieren wir
so die 10 ersten Dezimalbriiche, so haben wir in 2,718277 den

Wert unserer Reihe um hdchstens % zu klein. 4 Ziffern nach

7 (liedern noch einen Fehler von hoéchstens

dem Komma sind also sicher richtig; die fiinfte stimmt nicht mehr.
Die genauere Rechnung liefert fiir sie eine 8.

Wir betrachten als zweites Beispiel 2—7—:; Thr Rest ist 1—:—,

+ - 0 + T + -+ Dieser ist kleiner als
1 1 1
a=imtapEy T aFomEn T

T L

Andererseits ist der Rest groBer als

1 1
anF D T mFDEEn T
1 1 1 1 1
=(-1_1 _n+l)+('n+1~—n+2)+'”=7'

Hat man also z. B. alle Glieder bis zu (739—), zusammengezihlt,

so hat man die Reihensumme erst bis auf einen Fehler berechnet,

1
der zwischen g0 und Joo0 1000 liegt. Um also nur drei Dezimalen

der Summe zu sichern, hat man 1000 Reihenglieder nétig. Die
Berechnung der Reihensumme ist also nach dieser Methode nicht
durchfithrbar. Wir werden im zweiten Band zugkriftigere Me-
thoden kennen lernen.

IV. Stetige Funktionen.

§1. Grenzwerte von Funktionen. Seither haben wir den schon
auf S. 16 definierten Grenzbegriff im wesentlichen nur auf solche
Funktionen angewandt, welche nur fiir einzelne diskontinuierlich
verteilte Werte der unabhéingigen Variabeln erklirt waren, nim-
lich auf Zahlenfolgen. Die einzelne Zahl der Folge haben wir
dabei als Funktion ihrer Nummer aufgefaBt und den Grenzwert
untersucht, welchem diese Funktion bei ins Unendliche wachsen-
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der unabhiingiger Variablen, niimlich ihrer Nummer, zustrebte.
Jetzt wollen wir zu Funktionen iibergehen, die in einem gegebenen
Intervalle der unabhi#ingigen Variablen iiberall erklirt sind. Wir
koénnen dann den Grenzwert der Funktion bei Anniherung der
unabhéingigen Variablen an eine endliche oder bei Anngéherung an
eine unendliche Stelle untersuchen. Nach dem, was wir bisher ge-
macht haben, liegt es am nichsten, mit der Anniherung an eine
unendliche Stelle zu beginnen. Wir betrachten so eine Funktion,
die fiir alle Werte von x > M erklirt sein mdge. Dann soll «
durch positive Werte ins Unendliche wachsen. (Es ist keine Be-
schrinkung der Allgemeinheit, wenn wir diesen Fall allein be-
trachten. Der andere, wo z durch negative Werte ins Unendliche
geht, wird genau ebenso behandelt.) Wenn wir dann zu jeder po-
sitiven Zahl ¢ ein N(¢) bestimmen kinnen, so dap fiir alle z > N(z)
immer | f(x) — A| <& bleidt, so schreiben wir lim f(x) = A. Fiir

>y
den so erklarten Limesbegriff gelten natiirlich nach wie vor alle

auf 8. 18f abgeleiteten Regeln. Es ist also namentlich der Limes
einer Summe gleich der Summe der Einzellimites, der Limes eines
Produktes gleich dem Produkt der Einzellimites, der Limes eines
Quotienten gleicht dem Quotient der Einzellimites, wofern nur
der Limes des Nenners nicht verschwindet. (Denn dann konnten
nach wie vor z.B. Zihler und Nenner beide den Limes Null
haben. § aber hat keinen Sinn. Hat aber nur der Nenner den
Grenzwert Null und der Zshler einen von Null verschiedenen end-
lichen oder unendlichen Grenzwert, dann wichst der ganze Aus-
druck tiber alle Grenzen.)

. . 2z . 2 2
Beispiele : lim e lim el
Ty $+8 x.),gs_l___ 9
x
x*—x*+5

il_!)x;(x Va: 5) il—?;z'f”l/x’—!)

. sinz
Lim =0.
-y

0.

Dies letztere sieht man am besten ein, wenn man beachtet, daB

1 inx 1 . . si
-5 = su; é—;, oder geometrisch, daf die Kurve y = _1_1;_41:

zwischen den beiden Hyperbeln y = % und y = — ?t— verlduft,

die sich beide asymptotisch der 2-Achse nihern. Die zu unter-
suchende Funktion ist also jeweils um weniger als jede der bei-
den Hyperbelordinaten der gleichen Abszisse von Null verschieden.
Die Produktregel der Limesberechnung kann man hier natiirlich
nicht anwenden, da der eine Faktor sin # fir z—-> oo keinen
Grenzwert hat. Denn sin # schwankt immer zwischen — 1 und
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4 1 hin und her. Gleichwohl existiert der Limes des Produktes

%sinx und ist Null,

Nun betrachten wir eine in einem endlichen Intervall ¢ <<x <b
iiberall erklirte Funktion. Wenn sich bei Anniherung von z an
eine Stelle « des Intervalles f(z) unbegrenzt dem Werte A nahert,

so schreiben wir lim f(z) = A. Schiirfer erkliren wir also: Wenn
x>a

sich zu jeder positiven Zahl & ein d(c) bestimmen lipt, so daf fiir
alle dem Intervalle angehorigen und von « verschiedenen z- Werte,
fibr welche | — o | < 0(c) ist, auch immer | f(z) — A|< ¢ bleibt,

so schreiben wir lim f(x) = A.
z>a

Den Zusatz ,fiir alle dem Intervall angehdrigen x-Werte® haben
wir hier gemacht, weil ersichtlich nicht alle z-Werte, die um J(e)
nach der einen oder der anderen Seite von & abstehen, dem Inter-
valle @ << # < b anzugehdren brauchen; es sollen immer nur die
gemeint sein, fiir welche wir die Funktion als erklirt ansehen,
die also dem vorgelegten Intervalle angehdren. Dieser Fall wird
namentlich dann zu berticksichtigen sein, wenn wir den Grenz-
wert der Funktion bei Anniherung an das Intervallende oder den
Interfallanfang untersuchen.

Den Zusatz ,und von « verschiedenen® haben wir gemacht,
weil in genauer Ubertragung des bei Anniherung an einen un-
endlichen #-Wert (Gesagten ganz auBer Betracht bleibt, ob und
wie die Funktion f(z) fir # = « erklirt ist. Es handelt sich um
eine Eigenschaft der Funktion an den Nachbarstellen von z = «
und nicht um eine Eigenschaft von f(z) fiir # = « selbst. Daher
legten wir auch ein offenes Intervall zugrunde, in dem wir die
Funktion als erklirt ansehen. Wir konnten statt dessen auch
irgendeine Punktmenge zugrunde legen und das Verhalten der
Funktion bei Anniherung an einen ihrer Héufungspunkte unter-
suchen. Indessen geniigt uns der oben gegebene Wortlaut.

Die allgemeinen Rechenregeln fiir Grenziibergiinge gelten natiir-
lich auch hier ohne Einschrinkung.

Beispiel: lim E%E; = 1. Wir deuten auch hier wieder z im
s sin(—a«) _ singz

—z oz
uns auf positive z-Werte beschrinken. Man entnimmt der bei-
stehenden Figur 12 ohne weiteres, daB die Sehne 2sinz kiirzer

812w< 1. Aus der Figur 12

BogenmaB.') Da offenbar immer , 80 kdnnen wir

ist als der Bogen 22. Das liefert also

ersieht man weiter, daB 2tgx > 2z. Also ist sm—x—m > cosz. Da-

1) Siehe die FuBnote auf S 5
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her haben wir jetzt die doppelte Ungleichung cos 2 < El;—w <1.

Daraus entnimmt man

. 2 2
0<1——sm$<1—cosx=2sin2§<2%=%-
. sin &
Also ist 1 — < - Daher ist fiir | 2| <}V/2¢=0(c) immer
[1—‘3’3-" <& dh lim S2E_y
z>0 %
Dijese Betrachtungen haben uns winz A
bisher nur gelehrt, Wie man erken- x

nen kann, ob eine vorgelegte Zahl 4
Limes einer Funktion ist oder nicht.
Dazu muB nun noch genau wie bei x
Zahlenfolgen oder unendlichen Reihen sne bos
eine Untersuchung kommen, wie man

erkennt, ob eine vorgelegte Funktion Fig. 12.
bei Annsherung an eine bestimmte

Stelle einen Grenzwert hat oder nicht. Auch hier 148t sich alles,
was wir bei unendlichen Zahlenfolgen sagten, iibertragen.

Wir iibertragen zuniichst unsere Resultate iiber stets wachsende
Zahlenfolgen. Es sei etwa eine Funktion f(x) im Intervall a<<x<b
erkldrt, und sie moge etwa von o an bei Anndherung an b stels
wachsen. Sie soll dabei aber doch wunter einer festen Grenze M

bleiben. Dann existiert lim f(z). Den Beweis konnen wir auf die
x->b

Betrachtung einer unendlichen Zahlenfolge zuriickfiibren. Ich
bestimme mir eine unendliche Folge von wachsenden Abszissen x;,

1
&g, . - ., deren Gremzwert b ist. Ich kann dazu etwa z,=b——

setzen. Die zugehorigen Funktionswerte seien y,, 9;,... Dann
ist dies eine stets wachsende Zahlenfolge, die unter M bleibt. Sie
hat einen Grenzwert A. Dies A ist nun zugleich der Grenzwert
der Funktion, wenn sich z, beliebige Abszissenwerte des Inter-
valles durchlaufend, also wachsend, dem Intervallende nihert.
Denn daB lim J = A besagt doch, daB fir » > N(¢) immer

ly, — 4] < ¢ bleibt. Hier ist nun aber y, = f(z,). Also ist
| f(z,) — A| < . Betrachte ich nun aber einen beliebigen z-Wert
zwischen z, und b, so liegt f(z) zwischen f(z,) und A. Denn
zuniichst ist jedenfalls f(x) > f(x,), da die Funktion immer
wichst. Es ist aber auch f(x) nicht groBer als A. Denn wenn
sonst z,, eine Zahl der Folge wire groBer als z, so miite auch
f(2,, )> f(z) > A sein, was nicht zutrifft. Also habe ich nun
| (=) — A]<s, sobald |z — b | < |z, —b|=20(c). Also ist
lim f(2) =

z->b
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Diesem Satz kénnen wir noch einige #hnliche an die Seite
stellen. Auch dann existiert ein Grenzwert, wenn bei Anniherung
an das Intervallende oder den Intervallanfang die Funktion stin-
dig abnimmt, aber nicht unter eine gewisse Grenze heruntersinkt.
(Die negative Funktion ist nimlich dann eine stets wachsende.)
Auch fiir die Anndherung an einen inneren Punkt « des Intervalls
kdnnen wir #hnliche Sitze aufstellen. Wir miissen uns aber dabei
auf eine Anniherung durch stets wachsende oder durch stets ab-
nehmende Werte von x beschrinken. Meint man die Ann#herung
von rechts, so schreibt man lim f(z) = 4, meint man die von

z->a+0
links, so schreibt man lim f(z) = A.!) DaB hier fiir monotone
z>a—0

(das ist der gemeinsame Name fiir stets wachsende und stets ab-
nehmende) Funktionen dieselben Sitze gelten wie eben bei An-
néherung an das Intervaliende, erkennt man sofort, wenn man die
Betrachtung auf ein Intervall beschriinkt, dessen Anfang oder
dessen Ende eben x = « ist. Alles Gesagte wird man auch fiir
x —> 0o bei passender Anderung des Wortlautes ohne weiteres
iibertragen kdnnen.

Noch vor einem Irrtum sei gewarnt. Man kann nicht behaup-
ten, daB eine Funktion, die stets wichst, wenn 2 den Wert & aus
dem Intervallinneren passiert, fiir lim einen Grenzwert besitzt.
Denn auch durch T>a

y=z fir 20, y=z+1 fir >0
ist eine monotone, hier gleichzeitig geometrisch dargestellte (Fig.13)
¥ ‘} Funktion erklirt. Man sieht ohne wei-
teres, daB lim f(#) =0 und daB
z->—0

lim f(z) =+ 1. Aber der Grenzwert
1 x> +0
lim f(x) existiert nicht, in dem Sinne,

x>0
daB |f(x) — 4| <e, sobald || <d(z)
Denn dann miiBte es eine Zahl A ge-
Fig. 13 ben, die sowohl von O wie von 1 be-
liebig wenig verschieden wire. Diese

Sutze gelten also nur fiir rechtsseitige und fiir linksseitige An-
niherung, nicht fiir beliebige Grenziibergiinge.

Anders ist es mit dem allgemeinen Konvergenzprinzip, das sich
auch iibertragen lifit. Es lautet jetzt so:

Der Grenswert lim f1 (x) existiert dann und nur dann, wenn zu
zra

Jeder positiven Zahl ¢ cin J(c) gehirt, so daB fir alle z, & « und

1) Eigentlich h#tten wir vorhin lim schreiben miissen. Da aber
z->b—0
damals andere x-Werte als die aus dem Intervalle nicht in Betracht
kamen, pflegt man dort so zu schreiben, wie es geschah.
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Xy == o aus dem Intervall |z — o | < 0(e) immer | f(x,) — fzg) | <&
bleibt.

Wir zeigen zuniichst, daB die hier ausgesprochene Bedingung
erfiillt ist, sobald ein Grenzwert existiert. Denn dann kann man
um « ein Intervall abgrenzen, in dem alle Funktionswerte um
&
2
zwei derselben um weniger als ¢ voneinander verschieden. Wenn
aber umgekehrt die Bedingung erfiillt ist, so folgt daraus auch
die Existenz des Grenzwertes. Denn dann gibt es um « ein Inter-
vall, in dem alle Funktionswerte um weniger als ;. voneinander
abweichen. Dann gibt es um o« ein Teilintervall des eben kon-

weniger als — vom Grenzwert verschieden sind. Dann sind irgend

. . . . 1
struierten, in dem alle Funktionswerte um weniger als 108 Vor-

einander abweichen usw. Um nun die Existenz des Grenzwertes
einzusehen, betrachten wir die Intervalle der y-Achse, in welche
fiir die eben konstruierten Intervalle die Funktionswerte fallen.
Das erste hat die Liinge - Das zweite ist natiirlich ein Teilinter-
vall von diesem — denn es kommen ja nur Abszissen in Betracht,

die auch beim ersten Schritt schon verwendet wurden — und hat

die Liinge —%—,- So haben wir auf der Ordinatenachse eine Schach-
telung. Der innerste Wert ist der Grenzwert. Denn fur ein ge-

wisses der konstruierten z-Intervalle sind alle Funktionswerte von
. . 1 .
ithm um weniger als 107 verschieden.

Der folgende Satz enthilt ein Kriterium, das es oft in bequemer
Weise erlaubt, zu erkennen, daB lim f(x) nicht existiert: lim f(x)=A

z>a z>ra
existiert dann und nur dann, wenn fir jede gegen « Sstrebende
Zahlenfolge x,, xq, %5, ..., — fir die also lim x, = « ist —

nroo
lim f(z,) = A ist. Ein Grenzwert miiBte also fiir alle diese Zahlen-
n->roo

folgen existieren; er muB aber auch fiir alle diese Folgen der-
selbe sein. DaB diese Bedingung erfiillt ist, wenn limf(z) = 4

x>
ist, leuchtet ohne weiteres ein. Aber auch die Umkehrung gilt,

wie ich hier nicht n#her ausfithre, da wir keinen Gebrauch da-
von machen werden.

§ 2. Stetige Funktionen. Populér gesprochen versteht man
unter einer stetigen Funktion eine solche Funktion, deren Kurven-
bild glatt verliuft, wie etwa bei der Parabel oder bei der Ge-
raden, das also keine Spriinge macht, wie das auf 8. 54 betrach-
tete Beispiel, und das auch nicht ins Unendliche liuft, wie efwa

die gleichseitige Hyperbel y = aIE bei = 0. Es handelt sich nun

darum, diese populire, etwas unbestimmte Vorstellung begrifflich
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zu fassen: Wir werden so definieren: Eine Funktion y = f(x) sei

im abgeschlossenen Intervall a < xz < b diberall eindeutig erklirt.

Die Funktion heift dann an einer Stelle o« des Intervalles stetig,

wenn 1im f(z) = f(e) ist, d. h. also wenn dieser Grenzwert erstens
z>a

existiert und wenn zweitens dieser Grenzwert mit dem Wert iiber-
einstimmt, den die Funktion ihrer Definition nach an dieser Stelle
hat, wenn also zu jedem ¢ ein d(¢) gehort, so daB | f(z) — f(e) | <e,
sobald |z — | < d(¢). Um also die Stetigkeitsdefinition zu er-
halten, haben wir nur aus dem auf S. 52 gegebenen Wortlaut
der Limesdefinition die Worte ,und von « verschiedenen* wegzu-
lassen, und statt des dort offenen, wie es hierin schon liegt, ein
abgeschlossenes Intervall zugrunde zu legen.

Beispiele: 1. Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger
Funktionen sind wieder stetige Funktionen an jeder Stelle, wo der
Nenner nicht verschwindet. Also sind alle rationalen Funktionen

stetige Funktionen. Denn zundchst gilt doch sicher limz = «.
z>ra

Also ist y = 2 an jeder endlichen Stelle stetig. Daraus folgt, da
fiir jedes ganze positive #n: y = z" eine stetige Funktion ist, denn
es gilt doch wegen unserer Bemerkung iiber das Produkt stetiger
Funktionen lim #® = «”. Das gilt auch fiir negative Exponenten,
Tro
wenn « == 0 ist. Denn auch y = ; ist stetig auBer bei z = 0.
Ebenso ist y = ax™ stetig; denn es gilt limax® = ae™ Da die
z->a

Summe stetiger Funktionen stetig ist, so ist hiernach jede ganze
rationale Funktion tiberall stetig. Da ferner jede gebrochene ra-
tionale Funktion der Quotient zweier ganzer Funktionen ist, so
sind auch diese iiberall stetig, wo der Nenner nicht verschwindet.

2. Die trigonometrischen Funktionen sind stetige Funktionen.

Wir bemerken zunichst, daB lim sin z =0 und daB lim cos z = 1.
z->0 z->0

Das folgt aus den Betrachtungen, die wir schon auf S. 53 ange-
stellt haben. Denn dort fanden wir |sinz|<|z| und |1 — cos z|

2
< if;— Daraus ergibt sich alles. Nun ist weiter

lim sin # = lim sin (¢ + y) = lim (sin « cos ¥ + cos e sin y) = sin e
T->re y>0 y->0
Also ist sin x stetig. Ebenso fiihrt man den Nachweis fiir cos z.
Daraus folgt die Stetigkeit von tg .

Die stetigen Funktionen lernt man erst richtig schitzen, wenn
man sich ein wenig mit den unstetigen abgegeben und gesehen
hat, welch merkwiirdige Vorkommnisse sich da darbieten kdnnen.
Wir wollen daher jetzt ein paar Beispiele unstetiger Funktionen
vornehmen und damit diesen Paragraphen schlieBen. Ein Beispiel
lernten wir schon auf 8. 54 kennen. Dort besall die Funktion keinen
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Grenzwert und konnte darum nicht stetig sein. Auch die Funktion
y = sin%c— besitzt fiir £ = O keinen Grenzwert. Denn gerade wie

sin % bei Annsherung von x an 00, schwankt sie bei Annéherung an
z = 0 immer zwischen — 1 und 4+ 1 hin und her. Die Wellen-
hohe bleibt immer dieselbe. Aber die Wellenlingen werden bei

sin % immer kiirzer. Denn die Nullstellen liegen bei —;- =2k,
. .1 . .1 n
die Stellen, wo sin —-= 1, finden sich bei = (4% + 1)3, und
.1 .1 T
sin— wird — 1 bei — = (4% + 3) 5 -
Im Gegensatz hierzu ist die folgende Funktion wieder bei z =0

stetig. Es sei y =0 fira =0 und y =2 sin% fiir alle ande-

T | s g1 1
ren #. Dann ist @ sin— | <|x|. Also ist imzsin — = 0. Und
! L I x>0 T

daher ist die Funktion bei = O stetig. Das gleiche gilt auch
von z* sin—;— usw. Eine Funktion kann auch dann unstetig werden,

wenn sie einen Grenzwert besitzt. Definieren wir z. B. y = 0 fiir
x = 0 aber y=1 fiir x=0. Dann ist diese Funktion bei z=0
unstetig, denn der Grenzwert O stimmt nicht mit dem Funktions-
wert 1 tiberein. Unstetig ist auch die Funktion, die wir dadurch
erkliren, daB sie O sein soll fiir alle rationalen z, daB sie eins
sein soll fiir alle irrationalen z-Werte.

§ 3. Allgemeine Sitze iiber stetige Funktionen.!) Satz 1:
Falls f(z) fir a < & X b stetig und endlich ist und falls sgn f(a)
= — sgn f(b) (sgn lies signum = Vorzeichen), so verschwindet f(z)
an mindesiens einer Stelle im Innern des Intervalles [Die genaue
Zahl der Vorzeickenwechsel ist ungerade.]

Wir stellen zuniichst den anschaulichen Sinn des Satzes fest:
Eine stetig verlaufende Kurve sei z. B am Anfang desIntervallesunter
der x-Achse, am Ende des Intervalles itber der z-Achse. Dann mu8
sie dazwischen die z-Achse schneiden, und zwar im ganzen eine
ungerade Zahl von Malen. Die Funktion mufl dabei im Intervall
stetig sein, denn sonst konnte ihr Kurvenbild einen Sprung iiber
die z-Achse hinweg machen. Mit diesem anschaulichen Beweis
diirfen wir uns aber nicht begniigen. Denn wir haben unsere an-
schauliche Vorstellung von einer stetigen Funktion durch einen
exakten Begriff ersetzt. Und wir miissen nun erkennen, daB diesem
Begriff die eben anschaulich festgestellte Eigenschaft auch noch
zukommt. Das wird unseren Glauben an die ZweckmaBigkeit unserer

1) Wem die Exdrterungen dieses Paragraphen noch zu schwer sind,
mag gleich beim nichsten Kapitel weiterfahren und erst nach Be-
darf hierher zuriickkommen
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Definition stéirken. Der Beweis gelingt durch das Prinzip der Inter-
vallschachtelung, durch das wir eine Nullstelle direkt aufsuchen.
Ich teile das Intervall in zwei gleiche Teile. Wenn im Teilpunkt
die Funktion verschwindet, so ist die Behauptung bewiesen. Wenn
die Funktion dort nicht verschwindet, so muB an Anfang und Ende
der einen Intervallhilfte die Funktion verschiedenes Vorzeichen
haben. Dies Intervall teile ich wieder in zwei gleiche Teile und

mache denselben SchluB. So
//\ fortfahrend finde ich entweder
4 A 4 Az einmal einen Teilpunkt, der
/ 4 Fig. 14 zugleich Nullstelle ist, oder
s aber ich erhalte eine Intervall-
schachtelung (Fig. 14), derart, daB in den Intervallanfingen
alle Funktionswerte ein und dasselbe Vorzeichen haben, und daB
auch in den Intervallenden das Vorzeichen dasselbe ist, aber das
entgegengesetzte von dem in den Anfingen.!) Daher muB der Wert
im innersten Punkt der Schachtelung sowohl von positiven wie von
negativen Werten beliébig wenig verschieden sein. Er kann daher
nur Null sein.

Satz 2: Sei f(a) = A und f(b) = B; dann nimmt die Funktion
zwischen a und b jeden Wert zwischen A und B mindestens ein-
mal an. Denn sei m dieser Wert, so verschwindet nach Satz 1 die
Funktion f(x) = m mindestens einmal im Intervall, da 4 — m
und B — m verschiedenes Vorzeichen haben.

Satz 3: Eine in cinem abgeschilossenen endlichen Intervall stetige
(daher auch endliche) Funktion ist im Intervall nach oben beschrénkt,
d. h. sie liegt im ganzen Intervalle unter einer bestimmten end-
lichen Schranke. Fiir die Giiltigkeit dieses Satzes ist es wesentlich,
daf das Intervall abgeschlossen ist, da8 also auch an Anfang und
Ende die Funktion noch endlich und stetig ist. Denn z. B. ist
Y =% fir 0 < < 1 endlich und stetig, aber im Intervall nicht
beschrénkt, weil sie bei # = O unendlich wird, das heift bei An-
niherung an & = O iiber alle Grenzen wiichst. Wenn der Satz nicht
richtig wiire, so miiite es eine Folge von Funktionswerten y,,
Y3, - - - geben, die tiber alle Grenzen wiichsen. Es geniigt, anzu-
nehmen, sie seien alle positiv. Der Fall, daB alle negativ sind,
erledigt sich ebenso. Die zugehorigen Abszissen seien der Reihe
nach z,, @,, ... Diese Zahlen besitzen im Intervall oder an einem
seiner Enden einen Hiufungspunkt.?) Sei dieser £ Dann gibt es
also beliebig nahe bei & Stellen, wo f(z) oberhalb irgendeiner vor-
gegebenen Grenze bleibt. Andererseits aber ist f(x) bei & stetig

1) Wir beschreiben damit ein hiufig zur numerischen Berechnung
der Gleichungswurzeln verwandtes Verfahren.
2) Siehe S. 20
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und endlich. Es sei f(§) = =. Dann kann ich wegen der Stetig-
keit um 2 = § ein Intervall abgrenzen, in dem die Funktion unter
Z 41 bleibt. Andererseits miiBte es aber nach unseren Feststel-
lungen auch in diesem Intervalle Stellen geben, wo f(x) groBer
als = + 1 wird. Das geht nicht. Also ist die Funktion beschrinkt.

Unter allen Zahlen, die von keinem Funktionswert einer sol-
chen stetigen beschriinkten Funktion iibertroffen werden, gibt es
eine kleinste. Sie heiBt die obere Grenze der Funktion im Intervall.

Am bequemsten ist es, sie, wie S. 31 in &hnlichem Fall geschehen,
durch den Dedekindschen Schnitt zu bestimmen. Dort handelte es
sich um beschrinkte Zahlenfolgen. Ein Leser aber, der den dort
gegebenen Beweis sich wieder ansieht, wird gleich merken, daB
er fiir den jetzigen Fall unverindert Anwendung finden kann.

Ganz ebenso zeigt man, daB die Funktion nach unten beschrinkt
ist und eine umlere Gremsge besitat.

Satz 4: FEine in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion
besitzt ein Maximum und ein Minimum, &. h. eine Stelle, wo bie
ibrer oberen Grenze gleich wird (Maximum),
und eine Stelle, wo sie ihrer unteren Grenze
gleich wird (Minimum).

Ich bestimme eine unendliche Folge von

m

¥

Ordinaten, y,, ¥, ..., die sich unbegrenzt

der oberen Grenze nshern. x;, a5, . . . Fig. 15.
seien die zugehdrigen Abszissen. Diese be-

sitzen einen Hiufungspunkt £. Dann ist f(&) der oberen Grenze
gleich. Denn wegen der Stetigkeit ist f(§) = hm f(a:") = l1m 1LY,-
Ebenso beweist man die Exi-
stenz des Minimums.

e

Fig 16. ™ pig 11

In den Fig. 15, 16, 17 sind verschiedene Fille veranschaulicht.
Dort sind Maxima mit M, Minima mit m bezeichnet.

§ 4. Mittelbare und inverse Funktionen. I. y = f(u) sei
eine stetige Funktion von u; zugleich sei aber u = @ () eine stetige
Funktion von . Dann ist die mittelbare Funktion y = f(@(z)) auch
eine stetige Funktion von #. Denn es ist | f(u) — f(a) | < ¢, sobald
| u—a|<0(z). Nun sei a = @(e). Dann ist |p(z) — @ (a)| < J(e),
sobald |2 — | <y {d(c)} Also ist |f(p@) — f(p() | < &, so-
bald |z — o | < 7. Also ist f(p(2)) stetig.

Toubn Leitf.: Bieberbach, Differentialrechnung 2. Aufl 5
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IL y = f(x) sei im Intervall a <z < b stetig und monoton

z. B. stindig wachsend, und es sei f(a) = A4, f(b) = B; dann
nimmt, wie wir im vorigen Paragraphen auf S. 58 sahen, f(z)
jeden Wert zwischen 4 und B im Intervall an. Hier konnen wir
wegen der Monotonitit noch hinzuftigen, daB die Funktion'jeden
Zwischenwert nur einmal annmimmt, wenn sie nicht stiickweise
konstant ist. Diesen Fall wollen wir ausschlieBen. Es soll also
fiir x, > », immer auch f(x,) > f(2,), nie f(z,) = f(x,) sein.
Dahn gehort also zu jeder Ordinate y nur eine Abszisse x zwischen
a und b, wo diese Ordinate statthat. So wird die Abszisse z eine
im ganzen Intervall A bis B eindeutig definierte Funktion 2 = ().
Das ist die Umkehrungsfunktion oder die

7 inverse Funktion von y = f(x). Wir wol-
A feree ‘ len zeigen, daB diese iiberall zwischen A
A 4‘ .......... : und B eindeutig definierte Funktion wie-

der stetig ist. Am bequemsten liest man
dies aus der Fig. 18 ab, in der wir die
beiden Funktionen y = f(x) und z = @ (y)

g0 o a:.aa(;) > % veranschaulicht haben, nimlich die eine
oder die andere, je nachdem man x oder y
als die unabh#ingige Variable ansieht.

y = f(x) ist nach Voraussetzung eine stetige Funktion von z.
D. h. zu jedem ¢ kann man ein d(¢) so bestimmen, daB fiir alle
| — | < () immer |f(z) — f(a)| <e Setzen wir A = f(«)
und markieren auf der Ordinatenachse y = A4 sowie y = 4 — ¢
und y = 4 4 & Dann kdnnen wir, wie in der Figur geschehen,
sofort das Intervall auf der z-Achse bestimmen, in welchem die
Funktion die Werte zwischen 4 — ¢ und 4 + ¢ annimmt. Fiir
alle # aus dem kleinen Intervall « — d;(c) < # < @ + Jy(c) ist
immer |f(z) —A|<e [Das d(¢) in der obigen Formulierung
der Stetigkeit ist einfach die kleinere der beiden Zahlen d, und d,
also hier einfach ¢;.] Diese Konstruktion 148t sich fiir jedes hin-
reichend kleine ¢ ausfithren. Nun zur inversen Funktion. Man liest
aus der Figur ohne weiteres ab, daB immer dann, wenn die Ordi-
nate y dem Intervall A — ¢ <y < A + ¢ angehdrt, notwendig
auch die Abszisse « dem Intervall « — 0, < & <« -+ J, angehdren
muB. Anders ausgedriickt besagt dies, daB immer | (y) — a|<< d,(¢)
ist, sobald nur |y — 4| < e Diese Aussage enthilt die Stetigkeit
der inversen Funktion, sobald man nur noch beachtet, daB ich er-
sichtlich das ¢, von dem ich ausging, so einrichten kann, daB d,(c)
unter einer gegebenen Grenze liegt.

Beispiel: Der eben bewiesene Satz lehrt uns an jeder Stelle, wo
der sin y wiichst oder fillt, die Stetigkeit von arcsin z. In der Um-
gebung der Stellen, die der Sinus nicht wachsend oder fallend pas-
siert (das sind die Maxima und Minima der Funktion) ist der arcus-
sinus nicht eindeutig. Anschaulich macht sich das der Leser am

Fig. 18.
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besten an Fig. 4 S. 9 klar. Sie stellt ja sowohl y = sinx wie =
= arcsin y dar. Ebenso erschlieBt man die Stetigkeit von arcus-

cosinus und arcustangens. Ebenso erkennt man, dal ‘V:;: eine stetige
Funktion von x ist.

V. Differentialrechnung,

§ 1. Definition des Differentialquotienten. Die Veranlas-
sung zur Bildung des mathematischen Begriffes des Differential-
quotienten bietet die geometrische Vorstellung der Richtung, in
der eine gezeichnete Kurve einen ihrer Punkte passiert, oder auch
die mechanische Vorstellung der Geschwindigkeit, die einem be-
weglichen Korper in einem gegebenen Moment zukommt. Wenn man
annimmt, da8 die Fortbewegung immer gleich rasch erfolgt, so
versteht jedermann unter der Geschwindigkeit der Bewegung den
Quotienten des zuriickgelegten Weges durch die dazu verbrauchte
Zeit. (Sie ist also der in der Zeiteinheit zurtickgelegte Weg.) Wenn
aber die Bewegung nicht immer gleich raseh oder gleich langsam
vor sich geht, so kann ich natiirlich auch diesen Quotienten bilden,
aber er wird dann nur noch die Bedeutung einer durchschnittlichen
Geschwindigkeit haben. Wenn ich mich aber immer so bewege,
daB ich die gefundene Durchschnittsgeschwindigkeit einhalte,
dann komme ich ebenso rasch ans Ziel, wie wenn ich genau die
Art der Bewegung einhalte, von der wir ausgingen. Aber in den
Zwischenzeiten werde ich mich bei beiden Arten der Bewegung
nicht immer am gleichen Ort befinden, sondern ich werde bald
einen Vorsprung haben, bald werde ich zuriickbleiben. Wenn ich
fiir eine andere Zeitspanne den Quotienten Weg durch Zeit bilde,
so werde ich bei der gleichférmigen Bewegung immer denselben
Wert erhalten. Denn dabei komme ich in jeder Zeiteinheit des Be-
wegungsverlaufes immer um gleich viel voran. Wenn ich aber fiir
die ungleichférmige Bewegung wihrend verschiedener Zeitspannen
die durchschnittliche Geschwindigkeit bestimme, so werde ich jedes-
mal einen anderen Wert bekommen, weil ich mich bald rascher
und bald langsamer bewege. Trotz allem habe ich die Vorstellung,
daB ich injedem Augenblick eine bestimmte Geschwindigkeiteinhalte.
Es fragt sich, welche der verschiedenen Durchschnittsgeschwindig-
keiten ich als die wirkliche, in einem Zeitmoment zutreffende,
ansehen soll. Wenn ich aber nun eine gewisse Zeit lang eine
gefundene Durchschnittsgeschwindigkeit einhalte, so beschreibe ich
jedoch eine andere Bewegung als die, von der ich die Durchschnitts-
geschwindigkeit entnahm. Also kann ich keine der Durchschnitts-
geschwindigkeiten brauchen, solange ich sie wiihrend einer gewissen
Zeitspanne wirken lassen will. Da kommt uns nun die Vorstellang
zu Hilfe, daB die wirkliche Geschwindigkeit von der durchschnitt-
lichen um so weniger abweichen wird, fiir je kleinere Zeitriume

5$
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wir den Durchschnitt bilden. So kommen wir iiberein, unter der
Geschwindigkeit in einem Zeitmoment t den Grenzwert der Durch-
schnittsgeschwindigkeit fiir verschwindende Zeitlingen zu verstehen.
Sei also der zuriickgelegte Weg s(f). Zwischen dem Zeitpunkt ¢
und dem Zeitpunkt ¢ + At ist somit der Weg s(t + Af) — s(t)

V Differentialrechnung

s__st+AN)—s(t)

zurtickgelegt. Dann ist der Differenzenquotient % _——
die durchschnittliche Geschwindigkeit. Unter der Geschwindigkeit

zur Zeit ¢ verstehen wir den Grenzwert gs = lim

s(+A0) —s(),

dt  Ai>o At

‘Wir lesen dies ds nach d¢ und nennen dies den (ersten) Differen-
tialquotienten oder die (erste) Ableitung der Funktion s(f) nach .
Sie ist selbst wieder eine Funktion von ¢ und wird als solche auch
mit §'(t) bezeichnet.

Zu ganz 3hnlichen Uberlegungen fiihrt die Betrachtung der Rich-
tung einer Kurve y = f(z). Eine Sehne, die zwei Kurvenpunkte

|

Fig. 19

verbindet, gibt nirgends die ge-
naue Richtung der Kurve an,
sondern nur eine gewisse durch-
schnittliche Richtung. Je niher
wir aber die beiden durch die
Sehne verbundenen Punkte an-
einander legen, um so genauer
fillt die Sehne mit der Kurve
zusammen, und um So genauer
wird sie im Punkt P die Rich-
tung der Kurve angeben. Wir

haben versucht, das in der Fig. 19 zu veranschaulichen. So kom-
men wir auch hier dazu, unter der Richtung der Kurve in einem
ihrer Punkte (2, y) den Grenzwert

dy_
in =

Az->0

i [@+ 80— @)

Ax

zu verstehen. Der Leser sieht ohne weiteres, wie die Sehne beim
Zusammenriicken ihrer beiden Schnittpunkte mit der Kurve in die
Tangente der Kurve iibergeht oder vielmehr in die Gerade, die
wir in unserer Anschauung Tangente der Kurve nennen werden.
Die Tangente ist erreicht, sowie die beiden Schnittpunkte zusam-
menfallen. Wir definieren also und geben damit unserer Vorstel-
lung einen bestimmten begrifflichen Inhalt: Unter der Tangenie
an eine Kurve y = f(x) im Punkte (z, y) versichen wir eine Ge-
rade, die durch diesen Punlt geht und dabei mit der positiven x-

Achse einen Winkel bildet, dessen tangens gleich % ist. Ist der

Kurvenpunkt also (§ 1) (n = (), so lautet die Gleichung der
Tangente y — n = f'(£) (x — &). Unsere Betrachtung 1iBt erkennen,
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daB die Richtung der Tangente die Grenze der Richtungen der
verschiedenen den Beriihrungspunkt passierenden Sehnen ist.

Der Leser erkennt auch, da wir im Grunde oben bei den Ge-
schwindigkeiten und jetzt bei den Richtungen die gleichen Uber-
legungen angestellt haben. Die Ubereinstimmung wird noch deut-
licher, sowie wir die Funktion s=s(¢), die die Bewegung angab,
graphisch darstellen. Dann wird der Richtungstangens einer Sehne
eine durchschnittliche Geschwindigkeit. Die Sehne selbst kenn-
zeichnet den Zusammenhang zwischen Weg und Zeit bei einer Be-
wegung, die diese (konstante) Geschwindigkeit immer einhilt, und
zeigt, wie beide voneinander abweichen. Je kiirzer das Zeitinter-
vall ist, fiir das wir die Durchschnittsgeschwindigkeit bilden, um
80 niher liegen die Schnittpunkte der Sehne beieinander. Um so
besser approximiert die gleichférmige ,,Durchschnittsbewegung die
wirklich stattfindende. Die Geschwindigkeit im Zeitmoment selbst
ist der Richtungstangens der Kurventangente, die {iir ein sehr
kleines Intervall die wirkliche Bewegung sehr gut darstellt. Wie
gut die Approximation einer Kurve durch ihre Tangente ist, wird
uns im niichsten Kapitel eingehend beschiftigen, Festzustellen, wie
man aus den verschiedenen Augenblicksgeschwindigkeiten, deren
jede nur eine verschwindende Zeitspanne lang vorhanden ist, riick-
wiirts doch wieder die tatstichliche Bewegung aufbanen kann, wird
eine der Aufgaben der Integralrechnung sein.

Bei den Anwendungen wird es ebensowenig wie beim Rechnen mit
Irrationalzahlen nétig sein, den Grenzitbergang vollig auszufiihren.
Man wird da immer ohne merklicher Unterschied eine Kurve durch
ein Sehnenpolygon von gentigend vielen Seiten ersetzen. Wie weit
man da gehen muB, richtet sich nach der jeweils angestrebten Ge-
nauigkeit. Die reine Mathematik zieht es indessen vor, mit abso-
lut genauen GroBen zu rechnen, weil man dann die Miihe spart,
jedesmal die Genauigkeit eines Resultates besonders anzugeben.
Daneben tritt dann die fiir die Praxis wichtige Aufgabe auf,
festzustellen, wie genau die beim Grenziibergang durchlaufenen
Zahlen den wirklichen Wert approximieren und statt desselben
verwendungsfihig sind. Das ist eine Aufgabe, welche uns #hnlich
auch bei den unendlichen Reihen vorgelegen hat. Beides soll, wie
dort, getrennt behandelt werden.

Bemerkungen: 1. Im Differentialquotienten liegt wieder ein Bei-

flz+ Ax)— f(x)
Az

spiel fiir den Grenzwert eines Quotienten vor, den

man nicht nach der Quotientenregel bilden kann, weil man sonst
nur das nach wie vor unbestimmte Resultat § gewinnen wiirde.
2. Die Existenz eines Differentialquotienten’ ist keine Folge der
Stetigkeit einer Funktion, sondern eine selbsténdige Eigenschaft
neben dieser. Einige Beispiele sollen dies klarlegen. Die Funk-
tion y=2 fir 0z <1, y=2—z fir 1 <2< 2, tihnlich der
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in Fig. 5 8. 10 dargestellten, ist stetig, und doch wird der oberste
Punkt von der Kurve nicht in ein und derselben bestimmten
Richtung durchlaufen, sondern es findet dort ein sprungweiser
Richtungswechsel statt. Wird doch die Kurve in der ersten Hilfte
immer in der Richtung der ersten Geraden durchlaufen. Vom ober-
sten Punkt an miissen wir uns jedoch in Richtung der zweiten

Geraden fortbewegen Auch die Rechnung ergibt, daB der Grenz-
2 —(1+Ax)—1

wert lim ————— = — 1 existiert, ebenso wie der Grenz-
Ax->+0 Az
wert lim (—%=+ 1; aber beide sind voneinander ver-

Az->—0
schieden. Der Leser sieht, wie hier zwar von einem worderen und
einem hinteren Differentialquotienten gesprochen werden kann, aber
nicht von einer Richtung der Kurve schlechthin, weil bei der De-
finition des Differentialquotienten lim flo+ 8 — f@)

Ax->0 Az
men ist, daB A(z) positive und negative Werte durchliuft. Ein
weiteres Beispiel wird durch die Funktion:

angenom-

[y=xsin—;—(x=i=0), y=0 fiir x=0]

geliefert, die bei x=0 stetig ist. Denn fiir |2|<e ist auch
Ewsin—;- {l < &. Aber sie ist bel =0 nicht differenzierbar. Denn

der Differenzenquotient fi&f—%:’i@ wird hier fir =0 zu

I sin 1

.1 . T |
=sin ——- Aber wir wissen schon von 8. 57, da8 lim sin —
h h ryo P

nicht existiert. Betrachten wir aber:
[y=x2sin% fir <=0 und y =0 fiir ac=0],

so haben wir, wie man leicht sieht, wieder eine differenzierbare

2* sin 1_ 0
Funktion. Denn es ist /(0) = lim ———>—— =0.
z->0 v

Diesen Bemerkungen gegeniiber besitzt der folgende Satz eine
besondere Bedeutung. Wenn f(x) in einem x = z, enthalienden
Intervall eindeutiy definiert ist und wenn f(x) an der Stelle = x,
differenzierbar ist, so ist f(x) an der Stelle x =1, auch stetig.
f@y + 1) — f(

h

Denn sei lim —‘Q=m, so ist fiir alle || unter einer
10

gewissen Grenze |f(2,+ %) —f(z,) | <(|m|+1)1%|. Daher ist
lim f(zy + k) = f(,), also f(z) bei x ==, stetig.
P
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a@+h)+b—(@z+b)
- =

Beispiele: 1. y=az+b, y'=1lim
B>0

2. y =17, Parabel, y' =1lim - @ W7- h) =1lim 2z +limh = 2.

k>0 k>0 L-»0
I 2 % __ 2 _ 2
3 y=t Vi =zt (Kreis)) y =lim V"~ CF RN =
k>0
— 2hx —h?

h—>o h (V=@ 1) +Yri==?)

—2z h
;»o O Vr— @ LR Y r,ﬁVﬁGﬁrhﬂﬁiﬁ

§ 2. Differentiationsregeln. Wir gehen nun zur systema-
tisechen Betrachtung der verschiedenen elementaren Funktionen
und zur Bestimmung ihrer Differentialquotienten iiber.%)

1. Die Ableitung (= Differentialquotient) der Konstanten ist
f Y@+ A2)—y@) _c—ec 0,

Null. Sei ni#mlich y = ¢, so is Az Az
also auch lim 2% — y = 0.
Aa:-)OA‘”

2. Die Potenz y = a" (n positiv und ganz) liefert y = na"—1.
(x4 Aa:)

namhch ist von der Form

a” _bn 1 2 372 -1
6‘:6” = q"~ + ar" b + a® b + . + b* .
Also wird
(x+ Ax)* —

LI = (ot Bap-i o+ Mgy ta
+ @+ Az 4 2L,

@4 Az —a" _

=p. g
Az ¥

Daher finden wir lim
Az—>0

3. y = sinx liefert " = cosz. Denn es wird

sin (x 4- Z) —sinx _ sin 2 Egs_l_;l__ + cos 51: h
. cos h — 1] cosh —
Nun ist aber: | ——— l <5 (nach 8.53). Alsol m == 1 o.
Ferner nach S. 53 lmEZﬁ = 1. Also 3 = cosu.

L->0

1) Wir halten immer das positive Vorzeichen der Wurzel fest, be-
trachten also den oberhalb der x-Achse gelegenen Halbkreis.

2) Alle in der Folge vorkommenden Funktionszeichen bedeuten
differenzierbare Funktionen.
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4. y — cosx liefert y == — sinz. Denn es wird:
co8 (x4 k) — cosx cosh —1 . sinh
T = cosx ~—p—— — sinz —

Allgemeine Regeln: 5. Der Differentialquotient einer Summe ist
gleich der Summe der Differentialquotienten der Summanden
Denn es wird:

m[EFDE o@D (@ £ 9@ _ Mo+ 1 =)

h->0 h->0 h
+ lim @+ h) -h) — @)
h>0 7

wofern die beiden Gremzwerte rechts existieren. Die Ausdehnung
auf beliebig viele Summanden in endlicher Zahl leuchtet ein.

6. Wenn y ={1(2) - p(2), und wenn beide Funktionen differen-
zierbar (und stetig) sind, so ist auch das Produkt differenzierbar,

und es wird ¥ =£(2)¢'(2) + ' (2)p(x). Denn es ist:
Ay _fet+Arex+Az)—f(@)e@)

Azx Ax

_ fe+00)p@+A)—f2)9@+A2)+A0) 9 (@ +A2)—f2)g@)

Az
Also wird:
Az)— Ax)—

i =limp(s+ 8a) EFEI =IO 1 jim () 2+ LB =2

=o(@)f (2)+ ()¢’ (z)-

Bezspwl Y=  8in x, y, =gina + 2 COSZ.

7. Wenn wieder f(z) und q)(x) differenzierbare Funktionen
tiberall da differenzierbar, wo

P@F @) —(@)9 @)
[e @

sind, so ist der Quotient y =~

( p ()
der Nenner nicht verschwindet, und man hat y'=
Denn es ist:

fe+Ax)  f@)

Px+Az) 9@ _ fe+Azjp@) — @)@+ Ax)

Az Azg(@)e (x4 Ax)
_e@fetdy—f@) @@ —9g@tAn)
Azgp(@)g(x+Az) Azgp(@)p(z+A2)
Anwendungen: 8. y = x~" = 5;1; gibt
y¥=(Cnz"1=— ”x_nlii

Die Regel fiir die Differentiation der Potenz gilt also auch fir
negative ganze Exponenten
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sin 2 . , 1
9. y—tgo(=tos) bt ¥ =——=1+tgs.

cos?x
(Siche Regel 7.)

SO::) gibt § =— Ei'nl—’i =—(1 +ctg’2).
(Siehe Regel 7.)
11. Die mittelbare Funktion y = f(u(2)) liefert y’ = -~ . ——.
Denn es wird:
fu@+Ax) —fu@) _ f(u+ Au)— flu)
Ax Az

Aw)—
f(“+A12 fw ~F'(w)

10. y——ctgw(

Wegen

Au—)O

hat man aber M%%:ﬁﬁ) = f'(u) + :(Au)

oder flu+ Au) — f(u) = f (w) Au + :(Au)Au,
wo lim ¢(Aw) = O ist. Daher wird

Au—>0

fu 4 Au)— f(w)
Ax m—f()A +£(A“)Ax

Da aber fiir Az —>0 auch Awu-—>0 gilt, so hat man weiter

’ A - d d
y = tim [OFAO— @) _ oy du_ dr du

A:t-)O
Das Resultat ist also so zu verstehen, daB man erst die Funktion
f(«) nach w differenziert; in der so gefundenen Fupktion hat man
wieder u = u(x) emzutragen Dies Ergebnis hat man noch mit «’
zu multiplizieren. (Die gefundene Formel heiBt auch Ketienregel.)
Beispiel : y = cos® x liefert:
Y =2cosz - (— sinz) = — 2sinz cos .

12. Die inverse Funktion. Es sei y = f(x) und 2 = ¢(y). Dann

Ax 1 dx 1 ’ 1
IStAhEo—A—g = —**—A—?; - Also d—y = @ oder @ (y) = m .
Y lim —=
Az>0 AT dx

Man kann also ¢’(y) erhalten, indem man das reziproke von ' ()
bildet und darin  durch y ausdriickt.
1 1
18. Beispidl: y = o™ gibt y' = ~-a" , so daB die Potens-

regel auch hier wieder gilt. Denn es 1st r= y Also 2’ =ny"~*.

1

—-1
Also ' = ~1. Also endlich, da gy g Yoy
"yt
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L. 2 1\m , om -1
14. Beispiel: y=2x" =(x;) gibt y = PR A Die Potenz-

regel gilt somit fiir beliebige positive und negative rationale Ex-
ponenten. Ihre Giiltigkeit fiir irrationale Exponenten werden wir
erst spiter (8. 75) gewinnen.

15. y == arcsin z gibt ¢’ = VA—WT' Denn z = siny gibt

Hierdurch ist auch das Vorzeichen bestimmt, das man im SchluB-
resultat der J/1 — 2 geben muB. Es ist nimlich das gleiche, wie
das von cosy

16. y = arccosz gibt y = Denn z = cosy gibt

1
]/1—-—.'1:’.
= —siny = ]/1 — 2

17. y = arctgx glbt Denn z = tgy gibt

dx 1+x"
dx
_ o, dy i
18. y——a.rcctgx glbt a—x———lw

Wir haben damit die hauptsichlichsten Funktionen differenzieren
gelernt. Nur die Exponentialfunktion und der Logarithmus stehen
noch aus. Diese wollen wir erst im n#chsten Paragraphen vor-
nehmen, da wir etwas ausfiihrlicher dabei verweilen miissen. Auch
von der Differentiation der impliziten Funktionen war noch nicht
die Rede und von der Verallgemeinerung der Kettenregel, die sich
ergibt, wenn ich in einer Funktion von zwei oder mehr Variablen
fiir die Variablen Funktionen von z eingetragen denke. So er-
halte ich eine neue Funktion von x. Fir ihre Differentiation gilt
eine #hnliche Regel, wie wir sie bei den mittelbaren Funktionen
von einer Variablen fanden. Wir wollen aber die nihere Betrach-
tung bis an eine spitere Stelle verschieben (8. 117), weil wir erst
dazu einiges aus der Theorie der Funktionen von mehreren Varia-
blen lernen miissen. Wir konnen das um so eher tun, als man
fast immer mit dem auskommen wird, was wir hier bisher!) be-
sprochen haben. Das gilt auch von den mpliziten Funktionen,
welchen wir vorbehaltlich einer spiteren ausfihrlichen Erorterung
noch ein paar Worte widmen wollen. Wir wollen am Beispiel der
algebraischen Funktionen eine Regel kennen lernen, die wir spiter
allgemein bestitigt finden werden. Bevor wir das tun, miissen wir
erst eine Benennung einfiihren. Es sei eine Funktion 2= f(z, y)

1) Vgl. auch noch die ,logarithmische Differentiation* S. 76.
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von zwei Variablen vorgelegt. Wenn ich eine der beiden Varia-
blen festhalte und nur die andere sich #ndern lasse, so erhalte ich
jedesmal eine Funktion dieser anderen Variablen. Wir wollen an-
nehmen, diese seien differenzierbar. Man nennt die so gebildeten
Ableitungen der Funktion f(z, y) nach x oder nach y particlle Ab-

leitungen von f nach « bzw. nach y und bezeichnet sie mit gg =f,

of

und 5y = f,- Es ist also definiert:
e ox ,}T}, h

und analog a%’—; = f,- Der Grenziibergang ist jedesmal bei fest-

gehaltenen y bzw. x auszufiihren.

19. Differentiation der algebraischen Funktionen: Durch die
algebraische Gleichung f(x, y) = O sei die algebraische Funktion
y = y(z) definiert. Um sie zu differenzieren — daB sie immer
differenzierbar ist, werden wir erst spiiter lernen, doch kennen
wir vom Kreis und der Ellipse her Beispiele solcher differenzier-
baren Funktionen — haben wir es nicht nétig, erst die Gleichung
explizite nach y aufzulésen. Man kann einfacher vorgehen. Denken
wir uns némlich die Gleichung aufgeldst und y(x) bestimmt.
Tragen wir dies in die Gleichung ein, so ist diese identisch erfiillt
fir alle . Wir haben also einen Ausdruck von dieser Form

2,7 (y@)F,

der fiir alle # verschwindet. Daher muB auch seine Ableitung nach
x verschwinden, weil wir ja gelernt haben, daB der Differential-
quotient einer Konstanten Null ist. Wir finden daher nach der

. ; d
Produktregel, daB 2 a, k(zx‘"l (@) + 2k (y (@)~ d—z) =0
Diesen Ausdruck kénnen wir nun anders schreiben, némlich so:

2 a2 " (y@)F + 3—1 2 ka, o (y @)1

Hier steht nun in der ersten Summe offenbar weiter nichts als die
partielle Ableitung von f(#, y) nach z, und in der zweiten Summe
steht die partielle Ableitung von f(z,y) nach y. Also finden

gg + y'% = 0. Und daraus ergibt sich, falls nicht an der

betrachteten Stelle der algebraischen Kurve beide partielle Ab-

leitungen verschwinden, y' = - = — 2. Um also die Rich-

tung einer algebraischen Kuive in einem ihrer Punkte zu bestim-
men, habe ich nur in diesem Ausdruck fiir x und y die Koordinaten
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des betreffenden Punktes einzutragen. Das ist die Regel fiir die
Differentiation impliziter Funktionen, die wir auf S. 122 allgemein
bestitigt finden werden.

Bemerkungen: 1. Wir haben in diesem Paragraphen immer an-
genommen, daB die Funktionen, die wir betrachteten, alle diffe-
renzierbar waren. Unter dieser Voraussetzung haben wir also unsere
Regel fiir die Differentiation eines Produktes f(z)¢(z) abgeleitet.
Wir haben angenommen, da8 sowohl f(z) wie @(z) differenzier-
bar seien. Hier wollen wir nun bemerken, daB ein Produkt unter
Umstéinden auch einmal an einer Stelle differenzierbar sein kann,
an der die Faktoren nicht differenzierbar sind. Ich will dafiir kein
zu triviales Beispiel geben, das sich schon darbite, wenn ich nur

das Produkt f(z) ];(lm—) = 1 betrachte, in dem f(z) an einer Stelle

nicht differenzierbar ist. Das Produkt 1 ist aber auch dort diffe-
renzierbar. Ich will ein etwas komplizierteres Beispiel nehmen.

Schon auf S.57 haben wir konstatiert, daB die Funktion y=2? Sin‘%
auch bei «x = O stetig ist, wenn wir thr dort den Wert Null bei-
legen, obschon dort sin ~; selbst nicht stetig ist, welchen Wert wir

ihm auch dort beilegen, weil ja der limsin % nicht existiert.
z->0

8. 64 sahen wir sogar, daB sie auch bei x =0 differenzierbar ist,
obwohl sich an dieser Stelle die Anwendung der Produktregel
verbietet.

2. Wir wollen zum SchluB dieses Paragraphen noch zeigen,
wie unsere Betrachtungen zum Beweis des binomischen Satzes
verwandt werden konnen. Wir wollen (@ 4+ z)" nach Potenzen
von z ordnen. Wir wissen von vornherein, daB ein Ausdruck von
dieser Gestalt ¢, + ¢,# + ¢;2® + .-+ + ¢,2" mit konstanten Ko-
effizienten ¢, herauskommen muB. Durch n#heres Eingehen auf
den ProzeB des Ausmultiplizierens ist es auch nicht schwer, diese
Koeffizienten zu bestimmen. Wir wollen aber anders vorgehen.
Wir wissen néimlich, daB die Gleichung

(a4 2" —cg— e,z —cga® — -+ —¢a" =0
fiir alle x erfiillt ist. Es steht also links eine Funktion von z,
die fiir alle # verschwindet. Also ist ihre Ableitung auch Null.
Hiervon wollen wir Gebrauch machen. Wir finden also, daB fiir
alle # auch die folgende Gleichung richtig ist:

n(a+ 2"~ —¢, — 2¢2 — 3¢a* — -+ —me,a"" 1 =0.
Aus dem angegebenen Grunde muB auch die Ableitung der jetat
links stehenden Funktion fiir alle  verschwinden. Das liefert uns:

n(n—1)(a+ 2)"~?— 26, — 6cgx — 12¢,2% — - - -

—n(m— 1)c,a""2=0.
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Auch hier muB wieder die Ableitung der linken Seite verschwin-
den. So fortfahrend bekommen wir eine Reihe von Gleichungen,
aus welchen wir, wie ich jetzt zeigen werde, die Koeffizienten be-
stimmen konnen. Tragen wir in der ersten Gleichung # = O ein,
g0 finden wir ¢, = a”. Tragen wir nun in die zweite Gleichung
=0 ein, so finden wir na"~! = ¢;. Ebenso liefert die dritte

Gleichung ¢, = n(? 3 ~Lgn-2, Allgemein finden wir auf diesem
Wege: =D —2)---(n—k41) .,
=i 2 3 % “

Das sind bis auf die Faktoren a”~* die sogenannten Binomial-
koeffizienten (:) Das SchluBiresultat

a+z)=ad"+4na""'z+ ( 1) LA e
(
heiBt der binomische Sate.

§ 3. Die Exponentialfunktion und der Logarithmus. Die
Exponentialfunktion bezeichnen wir mit y = a®. Dabei soll a
immer eine positive Zahl sein. Was man unter a” fiir ein ratio-
nales x versteht, sehen wir als bekannt an. Wir bemerken nur,

daB z. B. a% an sich zwei Werte hat, einen positiven und einen
negativen. Wir verwenden immer den positiven. Die hiermit fiir
rationale z erklirte Funktion y = a® ist also stets positiv. Wenn
@ > 1, 50 nimmt sie mit wachsendem x stets zu. Wenn a < 1,
s0 nimmt sie mit wachsendem x stets ab. Da beide Fille durch
einen Vorzeichenwechsel von x aufeinander zuriickgefiihrt werden
konnen, so wollen wir fiir die weitere Betrachtung ¢ > 1 an-
nehmen. Wir wollen zun#ichst ein paar Worte iiber die Erklérung
der Exponentialfunktion fiir irrationales # sagen. Dazu will ich

zunichst zeigen, daB lim a® == 1, wenn x durch rationale Werte
x>0
-der Null zustrebt. Dazu geniigt es wieder wegen der Monotonitit

von a” anzunehmen, daf z die positiven oder negativen rezipro-
1

ken ganzen Zahlen durchliuft. Wir betrachten erst lim a®. Wir

n->o
| 1

wollen zeigen, daBl von einem zu bestimmenden » an la® — 1\ <&
1

ist. DaB ein Gremzwert existiert, ist ohne weiteres klar. Denn a”
nimmt mit wachsendem % stets ab und ist grdBer als 1. Nun
suchen wir ein #, fiir das n1/a <1+¢ d h fir das a<<(1 + o)
Nun ist aber (1 +4¢)">14ne.!) Bestimmen wir also # so, daB
a < 1 4 ne, so ist erst recht @ < (1 + &)* So finden wir: Fiir

1) Ma.n sieht dies sofort, wenn man auf (1 4 & den binomischen
Satz anwendet.
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a—1
&

ist stets | Va — 1 ] < &. Ahnlich ist der Fall nega-

1
tiver Exponenten zu behandeln. Fiir welche n» wird 1 —a < e?

n n
Das ist dann der Fall, wenn a < ( i _l_s) = (1 + l_i_;) . Nun

ist wieder:

n>

ne
11—z

(1+55)>1+

| -1 | BT
So finden wir: Bs ist | » — 1| <, sobald n > &= UL 8,
Aus den beiden gefundenen Ungleichungen entnehmen wir lim a®=1,
wenn z rationale Werte durchlguft. e>0

Nun betrachten wir allgemein den Grenzwert lim a® wobei
>,

wieder # durch rationale Werte sich 2, nihern mdge. x, kann
dabei rational oder irrational sein. DaB der Grenzwert existiert,
folgt wieder aus der Monotonitét in Verbindung mit der Tatsache,
daB alle verwendeten Werte der Exponentialfunktion kleiner sind
als a¥, wo M irgendeine rationale Zahl groBer als x, bedeutet.
Daher ist |a® —a®|=a%|a®n~ —1]|<a¥|a"""—1]. Wie
wir gerade vorhin gesehen haben, gibt es dann ein d(z), so daB
fiir |4, — x, | < 0(c) dieser Ausdruck kleiner als & wird. Daher
existiert nach dem allgemeinen Konvergenzprinzip in seiner An-
wendung auf Funktionen (s. 8. 54) der Grenzwert lima” Wie

>z,
man ohne weiteres sieht, stimmt er fiir rationales z, mit a® iber-
ein. Fiir irrationales x, aber erkliren wir a® durch den Grenz-

wert lim a”. Die so jetzt tiberall erklirte Exponentialfunktion ist
2>z,
ersichtlich eine monoton wachsende Funktion. Sie ist aber auch eine

stetige Funktion. Dazu miissen wir nur erkennen, dal lim a® = a%,
2> %

wenn wir # nun durch beliebige Werte sich x, nihern lassen und
nicht nur durch rationale, wie vorhin. Fiir rationale z-Werte
wissen wir aber bereits, daB | a% — a® | <, sobald |z — =, | < 0(e),
d. b. wir konnen zu jedem ¢ ein solches &(e) bestimmen. Wegen
der Monotonitit gilt aber dann |a® — a® | <& nicht allein fiir die
rationalen z-Werte, die der Ungleichung | — x4 | < 0 (&) geniigen,
sondern auch fiir die irrationalen. Also ist die Stetigkeit der Ex-
ponentialfunktion sichergestellt. Dafl auch die gewdhnlichen Rechen-
regeln fiir die Exponentialfunktion allgemein gelten, folgt wieder
aus der Giiltigkeit fiir rationale x durch den Grenziibergang, der
zur Definition der Funktion fiir beliebige x fithrte.

Die Umkehrungsfunktion der monotonen Funktion y = a* sei
@ =logy (siche IV.§ 4 S. 60f). Sie heiBt Logarithmus zur

Basis . Sie ist eine fiir alle positiven y erklirte stetige Funktion.
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Wir gehen nun zur Differentiation dieses Logarithmus iiber.

Vorab miissen wir dazu noch den lim (1 + ) untersachen. Wir
>
kénnen uns dabei auf ganzzahlige z beschrinken. Sei n#mlich

L 2>0ud n <z <%+ 1, dann ist auch

O EI R

Denn es ist i>—1—_>_
n xr —

Dann wird (1 + 1 1)n__<= (1 + i)“___(_ 1+ _1_)7‘

n- x @
w22

1 \n+1
Daraus folgt (—liy—'—j_—lll §(1 +;10—)z§ (1-{-;1‘—)". (1 _|_;1:).
1_,_n—{—l

Wenn also fiir ganzzahliges » der lim (1 + ) existiert, so ist

n->ro
fiir beliebiges x notwendig

i 1+ 2~ 1+ 2"

Sei I1. # < 0. Ich schreibe £ = — y. Dann habe ich den Aus-
druck (1 + %)z= (1 — %)_y zu betrachten. Ich finde

(=) =) = () - (=) (=)

Existiert also der lim (1 + )y, so existiert natiirlich auch der

y-—)oo

lim (1 + ;_—_—i)y_ und ist ihm gleich. Daher auch

y->oo
tm (14 3) =tim(1 = ) =tim (1) T (14 55)

—1im (1 + -;—)"’

y>e

Also alles in allem konnen wir uns tatsichlich auf den Grenz-
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wert lim (1 + ) fiir ganze positive » beschrinken. Nach dem

” >0

binomischen Satz (8. 70) ist nun aber
T I

#3036 ="7Y)

Mit wachsendem # nimmt dieser Ausdruck zu. Denn es kommen
immer neue Glieder hinzu, und die in den vorhandenen Ausdriicken
stehenden Klammern nihern sich wachsend der 1. Ferner sieht
man, daB der Ausdruck immer gréBer ist als 2. Er ist weiter
immer kleiner als

L4 1dgitg o+ <l+i+g +gtgst +am

also kleiner als 3. Daher existiert der Grenzwert und ist gleich

einer Zahl e, fiir die 2 <{e<(3. Die Berechnung dieser Zahl ver-

schieben wir auf das Ende dieses Paragraphen. Vorab wollen wir

nun den Logarithmus differenzieren. Sei also y = log . Dann wird
@

log (x + Ax) — log x 1
tim 2Y — lim ° * —lim log (1 + £2)**.

Az—)OAw Az->0 Az Ax->0 a

. x .
Setzen wir nun Ap =% 80 finden wir

A
= tmiog(1+ )"~ Flmbos(i-+ 3’

Da aber der Logarithmus eine stetige Funktion ist, so wird dies

=%log(hm(l+ )) Also haben wir ﬂ=%12ge.

a Z->0 dz

Diese Formel wird besonders einfach, wenn wir die Zahl e selbst
zur Basis des Logarithmensystems machen. Denn dann ist g—i = % .
Diese Logarithmeu zur Basis e heiBen natiirlicke Logarithmen. Wir
bezeichnen sie kurz mit y == log z; dann ist also % = —;—- Man
kann leicht von den natiirlichen Logarithmen zu irgendwelchen
anderen fibergehen. Denn es ist ja nach der Definition der Loga-
rithmen logz loga-logzx logz loge logx
r=q% =e¢ ¢ =e¢ =q°¢

Daraus findet man

logx = loge-logxz und logz =loga-logx.
a a a
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Nun zur Differentiation der Exponentialfunktion selbst. Sie ist
die Umkehrung des Logarithmus. lhre Differentiation geschieht
dv

daher nach der Regel auf 8. 167. Wir finden aus v = €7, - =¢"

Also v = € liefert difi: = ¢*. Die Funktion e* reproduziert sich

also beim Differenzieren.

Anwendungen: 1. Die PFunktion y = a® gibt y' = a” loga.
Denn es ist a® = ¢'°8® 2,

2. Bei beliebigem Exponenten % liefert die Potenz u = #" im-
mer ' = na"~ 1. Denn es ist 2" = ¢"1°8=, Also

W= ertons . by D gt
X X
Anhang : Berechnung der Zahl e.

Die Zahl e ist definiert durch den Grenzwert:

e=1im(1+1+‘1—'(]—l)—f—---

n-»oo n

PR =) (=10Y)

Um diesen Grenzwert auszurechnen, zerlegen wir die Summe rechts
in zwei Bestandteile, indem wir eine feste Zahl m von Gliedern
abspalten. Die Zahl m wird also beim Grenziibergang festge-
halten. Welchen Wert wir ihr zweckmiBig geben, werden wir
gleich festsetzen. Wir haben so also e=1lim s, 4 lim»,. Hier ist

n-»oo n->»>w
e D) e (Y
und
b 1)1
Fir alle » ist nun lrm|<—~|—2m+1 + -4 27.1_1 <2~ml__—1
Ich wihle nun
1. m so groB, daf lrm|<2m i <§-

2. n so groB, daf von ihm an
a)1+1+2|+ +—=6m von
1 1 m—1
R H Gy e o ) B ()
um weniger als —?‘; abweicht, und daB von diesem » an

b) e von (1 + %)num weniger als —;— abweicht.

Teubn Leitf. Bieberbach, Differentialrechnung. 2 Aufl 6
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Dann ist also:

(e ~(1+ i)) + ((1 + i)"-s,.,) + (5 =)

A1301st{e—6m|<s Alsoe=hm(1+1+2'+ -+ )

m->w
Oder c=1+1+~2—!+3_l+...

Den Wert dieser unendlichen Reihe haben wir schon aunf 8. 50
auf 4 Dezimalen genau berechnet. Eine etwas genauere Rechnung
gibt e = 2,7182818 ...

Diese Zahl e ist, wie wir noch anfiigen wollen, irrational. Denn

wiire ¢ = b , Wo a und b teilerfremde ganze Zahlen sind, so wire

|e—6m|=

r

T=1+1+2—!+3—,+"'+m+;‘,
Hier wire nach 8. 50 sicher 0 < r << 2. Dabher ist
1 1
;‘(n——l)!—(n-—l)!(l+1+2_!+...+m)sﬁ.

Wenn wir nun (n — 1) >'b wihlen, so ist b ein Teiler von
(» — 1)! Daher ist dann die linke Seite eine ganze Zahl, wihrend
die rechte Seite sicher zwischen Null und Eins enthalten ist. Sie
ist aber auch von Null verschieden, da ja r eine Summe von po-
sitiven Gliedern ist. Also kann die Annahme, da8 e rational sei,
nicht richtig sein. e ist irrational.

Anwendung: Logarithwisches Differenzieren: Oft ist es bequem,
statt einer zu differenzierenden Funktion erst einmal ihren Loga-
rithmus zu differenzieren. Es besteht n#mlich ein einfacher Zu

sammenhang zwischen der Ableitung von f(x) und der Ableitung
dlogy d]ogy

von log f(x), némlich dieser: Es ist — T ——y— odery =y——2>%
Dies Verfahren, die Ableitung einer Funktion f(z) zu gewmnen,
kann z B. im folgenden Fall mit Erfolg Verwendung finden.
Es soll y = (f(z))?® differenziert werden. Diese Funktion entsteht
dadurch, daB ich fiir die beiden Variablen % und v der Funktion
u° Funktionen von x eintrage. Wir haben so eine Funktion, die
wir noch nicht allgemein differenzieren gelernt haben. Gleichwoh!
werden wir die auf S. 69 fiir solche Fille bereits erwihnte Regel
wieder bestatigt finden. Wir bilden logy = ¢(#) log f(z). Dann

ist y @ o () + ¢ log f(x). Hieraus entnehmen wir

= @ (x)
= (@) (73 o(a) + 9'(2) log /()
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VI. Einige geometrische Anwendungen.

§ 1. Tangenten und Normalen. Schon zu Beginn des vorigen
Kapitels haben wir die geometrische Bedeutung der ersten Ablei-
tung von f(x) festgestellt Sie ist der Richtungstangens der Kurven-
tangente. Sei z = a, y = b = f(a) ein Punkt der Kurve y = f(),
so lautet die Gleichung der Tangente in diesem Punkt y — b
= f’(a) (x — a). Unter der Kurvennormalen versteht man die auf
der Tangente senkrechte Gerade durch den Kurvenpunkt (a, b).
Thre Gleichung wird daher » — a = — f'(a) (y — b).

Wir wollen auch noch fiir andere Gleichungs‘ormen einer Kurve
die Tangentenrichtung bestimmen. Sei die Kurve durch eine im-
plizite Gleichung gegeben uud algebraisch. Sei etwa @ (z, %) = 0.
Dann fanden wir oben im Kurvenpunkt a, b (¢ (a, b) = 0) fiir y

et e 9.(, b_) .
den Ausdruck: y' = s (@ B)
also ¢, (a, b)(y — b) + @.(a, b)(z —a)=0. Sei weiter die Kurve
in Parameterdarstellung gegeben: & = @(¢), y = y(¢). Sei f, der zu

betrachtende Kurvenpunkt. Die Ableitung ZZ% gewinnt man so:

Die Gleichung der Tangente wird

Man denke daran, daf man die Gleichung der Kurve in der Form
y = f(x) dadurch gewinnen kann, da man etwa x = ¢(?) nach

t auflost und die so gefundene Funktion 7 = {(z) in y = p(f)
. . dy dyp dt
eintriigt. So wird y = ¢ ({(x)). Also findet man 7= — -7 ——-

Nun ist aber nach der Regel iiber das Differenzieren der inversen

avp
. at 1 L dy dt . .
Funktionen iz = dn’ Also wird iz = dg Die Gleichung der

dat at
Tangente im Punkte #, wird also ¢'(t){y — b) = ¢/'(t,)(z — a).
Endlich sei die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ge-
geben: Dann hat man » = f(p) Also findet man sofort eine Pa-
rameterdarstellung der Kurve, némlich: z = r cos ¢ = f(p) cos g,
y = f(p) sinp. Daher wird der Richtungstangens der Kurven-

tangente: dy _ f(g)sing +f(p)cos g
dz~ {(p)cosp — f(g)sing

Auch den Winkel, den zwei Kurven in einem Schnittpunkt mit-
einander bilden, kénnen wir mit unseren Hilfsmitteln bestimmen,
sobald wir diesen Winkel definiert haben. Wir verstehen darunter
den Winkel der Kurventangenten in diesem Punkt. Dabei sind die
Kurventangenten ungerichtete Geraden, deren Richtungstangens
eben durch den Wert der ersten Ableitung bestimmt ist. Bildet
nun etwa die Tangente der Kurve € im Schnittpunkt den Win-
kel « mit der positiven z-Achse, die Tangente der Kurve & aber
6*
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den Winkel 3 mit der positiven 2-Achse, dann nenne ich « — f
den Winkel, den € mit & im Schnittpunkt bildet. Alle diese Win-
kel sind nur bis auf Vielfache von = bestimmt, denn in den Ab-
leitungen steht uns nur ihr Tantrens zur Verfiigung.

Beispiele: 1. Die Elhpse = + = 1: Tangente im Punkte
(“’1’ yl) xmx + y./l —1.

2. Die Zyklo1de # = r(p — sin @), y = r(1 — cos ¢): Tangente
im Punkte ¢,:

(y — (1 —cosgqy)) - (1 — cos ) = (¥ — r{gy — sin ) sin g,

§ 2. Die Vorzeichen der Ableitungen. Wenn in einem Kur-
venpunkt z, die erste Ableitung f'(%,) wesentlich positiv ist, so
bedeutet das, daB die Kurvenordinaten wachsen, wenn man vom
Punkte mit der Abszisse #, zu Punkten mit gréBerer Abszisse tiber-
geht, und daB die Kurvenordinaten kleiner werden, wenn man zu
Punkten mit kleinerer Abszisse iibergeht. Man kann den Sachver-
halt kurz dadurch kennzeichnen, daBl maun sagt, die Kurve passiere
steigend den betreffenden Punkt. Das negative Vorzeichen der
ersten Ableitung bedeutet, daf die Kurve fallend den Punkt pas-
siert. Da n#imlich die erste Ableitung f'(%,) der Limes des Diffe-
renzenquotienten fiir verschwindendes % ist, so ist fur hinreichend
kleine & der Differenzenquotient positiv, wenn die erste Ableitung

positiv ist. Sei nun also etwa fiir | 2| < ¢ immer f@+h +h) — (@)
> 0. Dann bedeutet dies bei positivem 7, daB immer f xy + )
> f(%,), und es bedeutet bei negativem %, daB immer f(z, + %)
<fl (xo) ist. Also gehdren zu groBeren Abszissen auch groBere Ordi-
naten in der Umgebung |z — x,| < & der Abszisse #,. Ahnlich
erkennt man den angegebenen Sachverhalt bei negativer erster
Ableitung.

Wenn in einem Kurvenpunkt die erste Ableitung verschwindet,
d. h. wenn dort die Tangente horizontal (parallel zur z-Achse)
verlduft, dann folgt daraus allein nichts dartiber, ob die Kurve
fallend oder steigend den Punkt passiert oder ob sie dort vom
Fallen zum Steigen tibergeht Das legen schon die folgenden Fi-
guren 20a, b, ¢ klar, die einige Moglichkeiten veranschaulichen.

. . .1 . . .
Man vergleiche auch die Kurve y = 22 sin —, die bei x = O eine
g Y rE

verschwindende Ableitung hat. Eines aber konnen wir diesen
Figuren sofort entnehmen, daB n#mlich immer dann, wenn die
Kurve ein Maximum oder ein Minimum passiert, wie in Fig. 20a
und 20b, die erste Ableitung verschwinden muf. Wir miissen in-
dessen dies Ergebnis noch etwas genauer aussprechen. FEin (re-
latives) Maximum ist daran zu erkennen, daB die finreichend nahe
rechts und links davon gelegenen Kurvenpunkte eine kleinere Or-
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dinate haben als der Punkt selbst. Wenn also (z,, f(x,)) der Punkt
von y = f(z) ist, dann hat die Kurve da ein Maximum, wenn es
eine positive Zahl ¢ gibt, so da8 f(z) < f(x,), immer dann, wenn
r— x| < e ’ 74
Wenn aber dann

immer f(z) >
f(,) ist, so hat N
die Kurve dort VS

ein  Minimum.
Setzen wir nun

iiberdies voraus, Fig 20a. Fig. 20D.
daB die Funktion an der betreflenden Stelle differenzierbar ist, so
mufl die erste Ableitung daselbst verschwinden.

Bemerkung: Auch die in Fig. 5, S. 10 dargestellte Funktion
hat in ihrem hochsten Punkt ein Maximum, und doch verschwin-
det dort die erste Ableitung nicht, aus dem einfachen Grunde, weil
die Funktion dort gar nicht differenzierbar ist.

Fiir Maximum und Minimum haben wir so nur ein gemeinsames
Kennzeichen, das dazu noch triigerisch ist, denn die Fig. 20 ¢ zeigt
uns, daB trotz verschwindender Ableitung weder Maximum noch Min-
mum vorzuliegen braucht, daB auch ”
dann noch die Kurve z. B. wachsend ’
den betreffenden Punkt passieren
kann Um zu erkennen, welcher Fall
eintritt, muB man den Verlauf der er- S
sten Ableitung selbst als Funktion von
« niher untersuchen. Die erste Ablei-

tung moge, wie wir voraussetzen wol-

len, selbst eine differenzierbare Funk-

tion sein. Ihre erste Ableitung heiBit zweite Ableitung von f(x) und
2

Fig. 20c.

wird als solche mit f”(x) bezeichnet oder auch mit gt Analog wird
z

die dritte Ableitung von f(x) als erste Ableitung der zweiten defi-
8

W1’

niert und so bezeichnet: @é = f""(x). Das Vorzeichen der zweiten

Ableitung gibt nun an, ob beim Passieren des betreffenden Punktes
die Tangentenrichtung steiler oder flacher wird. Wenn nimlich
" () > O ist, so wird beim Passieren des Punktes die Tangenten-
richtung steiler, ist aber f”'(z,) < 0, so wird sie flacher. Vorbehalt-
lich einer spiteren genaueren Durchfiihrung (8. 84) wollen wir
hier noch nachstehende Folgerungen aus dieser Feststellung ziehen.
Geometrisch entspricht dem Steilerwerden der Tangentenrichtung
eine nach oben, d. h. gegen die positive Richtung der y-Achse, offen
gekriimmte Kurve. Man nennt sie konkav. Der Leser wird dies
leicht aus der Fig. 21 entnehmen. Wird aber die Tangentenrich-
tung flacher, so ist die Kurve komvex nach oben, sieht also so aus
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wie Fig. 22. Aus diesen Bemerkungen ersieht der Leser nun jetzt
schon ein zwischen Maximum und Minimum entscheidendes Kenn-
zeichen, Ist die erste Ableitung in einem Kurvenpunkt Null, so
liegt ein Maximum vor, wenn dic zweite Ableitung negativ ist:
YA f" (xo) < 0:
7 wenn  aber
P die  zweite
Ableitung
positiv  ist:
" () >0,
so liegt ein
Minimum

> # yor. Wenn

Fig. 21. Fig 22. aber die
zweite Ableitung verschwindet, so wird im allgemeinen weder
Maximum noch Minimum vorliegen, wir haben es mit einem
Wendepunkt zu tun (Fig. 20¢, 8. 79). Die Kurve wechselt da also
die Art der Kriimmung. Sie geht von Konvexitit zu Konkavitit
iber. So ist es
4 auch in dem
Wendepunkte
mit nicht hori-
zontaler Tan-
gente Fig. 23.

» ¥ Indessen ist
darch diese Be-
merkungendas

y

letzte Wort
noch nicht ge-
sprochen. Denn wie man aus y = z* ersieht, ist eine verschwin-
dende zweite Ableitung unter Umstinden ganz gut mit dem Auf-
treten von Maximum oder Minimum vertriglich. Fig. 24 veran-
schaulicht die Kurve y — #* bei # = 0, wo 4" =0 und 5" =0.
Wir werden spiter sehen, daB in solchen Fillen die Vorzeichen
der htheren Ableitungen den Ausschlag geben.

§ 3. Einiges iiber Kurvendiskussion, Man wird oft vor die
Aufgabe gestellt, den Verlauf einer Kurve in groben Ziigen anzu-
geben. Man will also eine ungefahre Vorstellung iiber den Verlanf
der Kurve haben, ohne daf zunichst eine allzu genaue Kenntnis
der einzelnen Kurvenpunkte ndtig ist. Zur Losung derartiger Auf-
gaben gibt die Betrachtung der Ableitungen ein gutes Mittel an
die Hand. Wir wollen das in ein paar Beispielen etwas naher aus-
fiihren. Sei zuniichst der Verlauf von y = (z — 1)(z — 2)(z — 3)
festzustellen. DaB die Kurve bei 2 =1, 2, 3 die #-Achse passiert,
siecht man sofort. Die erste Ableitung wird y' = (z — 1) (z — 2)
+ (@ —1)(= —8)+ (r—2)(x—3) Die zweite isty”’ = 2(zr — 1

Fig 23. Fig 24
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+2—2+42—3)=6(x — 2). Daraus ersieht man, daB links
von # = 2 die Kurve konvex, rechts von x = 2 dagegen konkav
ist. Bei £ = 2 also liegt ein Wendepunkt. Wenn man weiter be-
achtet, daB die Kurvenordinaten bei jeder endlichen Abszisse end-
lich sind, so erkennt man schon, daB die Kurve nur so verlaufen
kann, wie in der Fig. 25 ge-

zeichnet ist. /
Das nichste Beispiel sel
: P /—\V s
Y= I’_—FE; . 1 2 3
Hier wird v = Man
(1 + “”) Fig. 26

erkennt ohne weiteres, daB fiir
2® > 1 immer ¥’ < 0, und daB fiir #* < 1 immer y" > 0. Also
links von £ = —1 und rechts von z = -1 fillt die Kurve.
Zwischen x = —1 und x == 41 steigt sie an. Daher liegt bei
z=-—1 ein Minimum, bei £ = 4 1 ein Maximum. Ferner ist
fir #<<0 auch y <0 und fir # >0 auch y > 0. Endlich ist

li - 1 -0.
i =0 wd i =0

Daher muB die Kurve so aussehen: (Fig. 26). (DaB sie durch den
Koordinatenanfang geht, sieht man ja sofort.)

y ' ¥ ]
' 1

1 1

1 1

! E

i i

T ! ) —

-1 +,

' )

1 [}

1 ]

: .‘

; :

H 1

| )

Tig. 26 Fig. 27.
1 2
Das letzte Beispiel sei: y = ~$ - Hier ist: 4 = g j_-:')z .

Fir z — F 1 strebt y —> 00. An allen anderen Stellen ist y end-

lich. Ferner ist lim L, =0 und lim —17 = (0. Man sieht,
x->+w1_x :c—)—nol_x

daB y >0 fir << — 1 und fir 0 <z < 1 und daB y < O fiir

z>1 und fir — 1 < 2 < 0. Ferner steigt die Kurve immer an,

Also muf sie so aussehen, wie Fig. 27 zeigt.
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VII. Die Taylorsche Formel.

§ 1. Der Satz von Rolle. In einem Intervall ¢ < o < b sei
die Funktion f(z) stetig und differenzierbar. Diese im abgeschlos-
genen Intervall stetige Funktion besitzt im Intervall Maxima und
Minima, wofern sie nicht tiberall denselben konstanten Wert hat
(8. 59). Diese Maxima und Minima konnen am Intervallanfang
oder Intervallende liegen oder im Innern des Intervalles. Wir haben
schon auf S. 78 gesehen, dafl in den im Innern des Intervalls ge-
legenen Maxima und Minima die erste Ableitung f’(z) verschwin-
den muB. (Im Anfang oder Ende des Intervalls 146t sich das nicht
behaupten, da ja am Anfang die Funktion z. B. nur grofer ist als
in Punkten rechts davon.) Wenn nun die Funktion an Anfang und
Ende des Intervalls verschwindet, so sind wir sicher, dal die viel-
leicht vorhandenen Maxima oder Minima im Innern des Intervalls
liegen. Auf alle Fille gibt es dann also im Innern des Intervalls
Stellen, wo die erste Ableitung verschwindet. So erhalten wir den
Satz von Rolle: Sei f(z) fir a < a < b stetig und differenzierbar,
und sei f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es im Innern des Intervalles
mindestens eine Stelle & fir die f'(§) =0 ist. Wir konnen den Satz
auch so aussprechen: Zwischen zwei Nullstellen von f(z) liegt min-
destens eine von f' ().

§ 2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Eine
der wichtigsten Folgerungen aus dem Satz von Rolle ist der so-
genannte Mittelwertsatzs. Er lautet:

Wenn die Funktion [(x) fir o < @ < 2, + h stetig und diffe-
rencierbar ist, so gibt es im Intervall mindestens cine Stelle x — z,

+ 8 (0 < &< 1), fir die: f(xy+ k) — f(xo) = hf'(z, + 8h)

bedeutet, daBl es im Intervall eine Stelle x, + &% gibt, fiir welche
die Kurventangente der die Punkte %y, f(2,) und 2, + %, (2o + %)
verbindenden Sehne parallel ist. In dieser Form ist der Satz geo-
metrisch einleuchtend. Aber das enthebt uns nicht der Pflicht,
seine Giiltigkeit fiir die Begriffe, durch welche wir die anschau-
lichen Vorstellungen ersetzt haben, zu beweisen. Wir kénnen ihn
aus dem Satz von Rolle sofort gewinnen, sowie wir von der vor-
gelegten Kurve die Ordinaten der Sehne abziehen, und so zu einer
Kurve iibergehen, deren Ordinaten die Abweichung unserer Kurve
von ihrer Sehne angeben. Wir betrachten also die Hilfsfunktion
f@, + -
h

o () = £(z) — fl2g) — 70! (g — ay).

Hier ist nun aber @(z,) = @(%, + &) = 0. Also gibt es nach Rolle

Sein geometrischer Sinn ist dieser:
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eine Stelle z, + 82(0 <9 < 1) zwischen z, und z, + &, wo
o'(zy + @h) = 0 ist. Nun aber ist
’ ’ 0 h)— 0
9 () = /() — [t D=T(E),
Also wird

0 = ¢/ (5 + #8) = " (g, + oh) — (TN =1,

Daraus entnimmt man den Mittelwertsatz. Dieser Satz ist von
grofer Wichtigkeit. Er bietet ein Mittel, um den Unterschied zweier
Kurvenordinaten zu beurteilen. Er gibt also ein Mittel an, um fest-
zustellen, mit welcher Genaunigkeit man in einem Intervall eine
Kurve durch eine einzige Ordinate ersetzen kann, d. h. durch
eine Gerade, die im Abstand einer Ordinate parallel zur z-Achse
verliuft. Auf den ersten Blick scheint diese Aufgabe durch die
Formel des Mittelwertsatzes nur sehr unvollkommen geldst. Denn
sie driickt ja die Differenz f(x, 4+ k) — f(x,) durch den Wert der
ersten Ableitung an einer Stelle aus, deren Existenz wir zwar
nachgewiesen haben, deren genaue Lage wir aber darum doch
nicht kennen. Demgegeniiber muB man aber bedenken, daf die
Frage, die wir uns vorgelegt haben, nur von der Beurteilung der
Genauigkeit eines Naherungswertes handelt. Dazu brauchen wir
aber den numerischen Wert des Fehlers gar nicht exakt zu kennen,
denn dann brauchen wir keine Niherungen mehr. Dazu gentigt
es, zu wissen, daf der Fehler hiochstens so und so groB sein kann.
Da sagt aber z. B. unsere Formel, daB der Fehler hochstens das #-
fache vom Maximum der ersten Ableitung im Intervall oy — 2 < 2
< %y + h sein kann. Von der Gréfe dieses Maximums kann man
sich aber im allgemeinen leicht eine Vorstellung verschaffen. Ein
Beispiel mag das noch etwas klarer machen. Die erste Ableitung

1 1
1 ist ———= - M k t, daB hi -—— fiir
von Y1 4 = is Wite an erkennt, 1er Vite
|z | < L Keiner ist als —— < 1,006 . . dem Betrag nach,
100 99

e

Mit welcher Genauigkeit kann ich nun im Intervall 12:—0 <1+ x<%
die Funktion }/1 4 x durch 1 annihern? Sei 1 -+ % eine Stelle

aus diesem Intervall, dann ist 1 h—1=h—=——- Hier
Y1+ oh

. 1 1 .

ist nun iTe < 1,006 und |2[< 55+ Also ist der Fehler

der Niherung hochstens 0,00503 Ebenso findet man fiir | 2 | < 115
einen Maximalfehler von 0,053.

§ 3. Einige Anwendungen des Mittelwertsatzes. 1. Wenn
wn einem Intervall a < x < U iberall f(x) stetig und differenzier-
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bar ist, und wenn dberall im Intervall f'(x) = 0, so ist f(z) eine
Konstante. Wenn nimlich a + % irgendeine Stelle des Intervalles
ist, so ist nach dem Mittelwertsatz f(a + ) — f(a) =hf (a + 9h).
Da aber die erste Ableitung iiberall verschwindet, so ist fiir alle A
f(a + 1) = f(a)-

2. Erneut (8. 78), aber weniger allgemein ergibt sich, daf po-
sitives Vorzeichen der ersten Ableitung ein Steigen der Funk-
tion nach sich zieht: Denn sei in einem die Stelle x, umgebenden
Intervall durchweg die erste Ableitung positiv. Weil fiir jede
Stelle dieses Intervalles f(x, + &) — f(,) = hf (zy+ O1) ist, so ist
fiir positives & immer f(z, + k) > f(,) und fiir negatives & im-
mer f(z, + k) < f(z,).

Bemerkung: Hier miissen wir ein ganzes Intervall haben, in dem
die erste Ableitung positiv ist. Auf S. 78 muBten wir nur wissen,
daB an der Stelle x, selbst die erste Ableitung positiv ist. Das
ist nicht ganz soviel. Wenn wir aber aulerdem noch wissen, da8
die erste Ableitung dort stetig isl, so haben wir damit sofort ein
solches Intervall. Aber es kann natiirlich auch ein solches Inter-
vall geben, ohne daB die erste Ableitung stetig ist.

3. Falls f(z,) = 0, f’(z) > 0 ist in einem Intervall um x,, so
hat f(z, + h) das gleiche Vorzeichen wie k. Denn es ist ja jetat
(@ + k) = hf' (2o + &h).

4. Wir wollen analytisch untersuchen, ob eine Kurve in der
Nghe des Bertihrungspunktes oberhalb oder unterhalb ihrer Tan-
gente verlduft. Dazu miissen wir die Differenz f(z, + b) — f(,)
— hf'(%,) untersuchen!) Um das bequem machen zu kbnnen,
stellen wir folgende Uberlegung an. Es mogen x, und x, -+ h awei
feste Stellen bezeichnen. Dagegen soll z, 4 % zwischen x, und
x, + h variabel sein (also k& zwischen O und %). Jedenfalls ist nun,
wenn wir die Existenz der zweiten Ableitung voraussetzen, fiir
ein passendes § und 9: f'(2y+ &) — £ (%) — &f” (wy + 9E) = 0.
Daher ist fiir positive %, & &

F (o + &) — 1 () — & Max. f”(z, + k) < 0

und
fxy+ &) —f(x) — & Min. f"(zy + k) >0 fiir 0 <<§< h.
Diese Ausdriicke sind nun aber die Ableitungen nack & von
2
@ + &) — fla) = § (o) — § Max. £ (s + ¥)
und von

Fla + §) — £(2) — EF () — & Min. £ (zy + &)

1) Vgl. auch die Bemerkung auf §. 79,



Anwendungen des Mittel wertsatzes 8H

Beide Ausdriicke verschwinden fiir £ = 0. Also kénnen wir hier
das unter Nr. 3 Gesagte anwenden. Wir finden fiir positives &

f(xo'*'g)’“f(“’o)"‘gf(“’o)—’ Max. *(z, + k) <O

Floo + ) — Fae) — EF () — 5 Min. (s, + k) > 0;

ftir negatives £ haben wir immer die entgegengesetzten Vor-
zeichen. Daraus schliefen wir, da8 auch der Ausdruck f(z, + k)

2
— f(xo) — hf’(z,) einem Werte zwischen ﬁ-— Max. f”’(z, + %) und

—? Min. f”(z, + k) gleich sein muB. Da aber die stetige zweite

Ableitung alle Werte zwischen ihrem Maximum und Minimum
im Intervall annimmt, so gibt es mindestens eine Stelle im Inter-
vall, an der

Fla + 1) = (@) — hf'(5) = o= " (s + ).

So haben wir die Abschdtzung unserer Differenz gefunden. Um
nur ein paar Anwendungen herauszugreifen, so sei die zweite
Ableitung im Intervall xy — d << <<z, + 0 positiv. Das hat
zur Folge, daB dort die Kurve oberhalb ihrer Tangente verliuft.
Sie ist also nach oben konkav (Fig. 21, S. 80). Wenn insbeson-
dere die Tangente horizontal ist, so liegt in diesem Fall ein Mini-
mum vor. Ebenso erkennt man, daB bei negativer zweiter Ablei-
tung die Kurve unter ihrer Tangente verliuft, also konvex ist. Bei
horizontaler Tangente liegt jetzt wieder ein Maximum vor. Man
erkennt auch, daB man wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitung
nur das Vorzeichen in dem betreffenden Punkt selbst zu kennen
braucht, um daraus einen Schluf auf das Vorzeichen in einem
ganzen Intervall um den Punkt ziehen zu kdnnen.

Beispiel: Wir wollen wieder das auf S. 83 behandelte Beispiel
vornehmen, damit uns recht deutlich zu BewuBtsein kommt, daB
die Tangente die Kurve besser approximiert als die Horizontale. Es

1 1
war T, Y = —_—_—: desisty =—— .
y=)1 + a9 TV ) Un v’ 4‘,(1_{_@“
Furlx|<loo ist nun aber
9y | 1 (10 1
2% <8(1@ 154< 0,00002

und fiir {x|<i16 ist

2% <) <V) < 0,002,
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Also wird die Funktion /1 + & durch 1+ ~;—— 2 approximiert, und

. . . 2 .
zwar bis auf einen Maximalfehler von v m Intervall

— I(l)—,— <z 171)*’ und bis auf einen Maximalfehler von 1%; im
1 1
Intervall — 7= <o < 7o

Den ProzeB, der uns zur Approximierung” der Kurve durch ihre
Tangente fiihrte, konnen wir fortsetzen. Wenn wir annehmen, da8
sich ' (x) nur langsam #ndert, so wird es nahe liegen, dio genaue
Korrektur 1;—— ' (zy + k) durch %— f’(%,) zu ersetzen, um so
eine noch bessere Approximation als durch die Tangente zu er-
zielen. Wir haben also dann die Differenz

Flay + 1) — £(zg) — bt (a) — 21" (a5)

zu untersuchen. Geometrisch bedeutet dies, daB wir die Kurve
statt durch ibre Tangente durch eine Parabel mit senkrechter Achse
approximieren, die in # = x,, y = f(=,) die Kurve beriihrt. Denn
die allgemeine Gleichung einer Parabel mit senkrechter Achse
lautet y = ay + b(x — 2y) + c¢(z — x,)%. Soll sie aber die Kurve
m zweiter Ordnung beriihren, d. b. in derselben Richtung den
Punkt passieren wie die Kurve selbst, und dort noch die zweite
Ableitung /' (x,) mit ihr gemeinsam haben, so ist

y = 1(5) + £ () (& — 7) + L& (o — )2
oder g = flag) + F (eo)h + 02

ibre Gleichung. Die Neuanwendung unseres Verfahrens zur Unter-
suchung der Differenz wiirde ergeben

Flay+ B) = f(zo) + hf’(z,) + o " (ay)
+ Z—:f’”(xo—{— 8h) (0 < & < 1).

So konnen wir beliebig fortfahren und die Kurve in der Umgebung
eines Punktes durch ,Parabeln“ von immer hoherem Grade ap-
proximieren, deren Gleichungen in immer mehr Ableitungen mit
den Ableitungen der zu approximierenden Kurve iibereinstimmen.
Wenn die Funktion

y=ay+ a,z+ agx® 4 - -- + a,a"

mdglichst viele Ableitungen bei & = x, mit f() gemeinsam haben
soll, so muB sie notwendig von der Form

Y= F(2o) + 1 (@) (o —2) + 1" (w0) CZT . g pio () B
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sein. Denn man kann sie nach Potenzen von x — x, entwickeln.
Trigt man niimlich & = xz, + (# — #,) ein und ordnet dann nach
Potenzen von x — 2, so wird

y=1co+ 6z — ) + c(@ — )+ + e,z — 7))

Die Werte der Ableitungen bei = x, werden ¢;, ¢;, 2¢5,... 70! c,.
Wenn sie mit den Ableitungen von f(z) tibereinstimmen sollen,
so findet man
) (o
0o =r(@o)s &y =1"(m) - - . cﬂ___f%"ﬁﬂ.

Es stimmen also n Ableitungen tiberein. Mehr kdnnen im allge-
meinen nicht gemeinsam sein, da die folgenden Ableitungen der
ganzen rationalen Funktion verschwinden. Unsere nichste Auf-
gabe ist es nun, zu beurteilen, mit welcher Genauigkeit durch den
angegebenen Ausdruck die Funktion f(x) approximiert wird. Wir
tiberlassen es dem Leser, den in diesem Paragraphen angedeuteten
Weg bis zu diesem Ziel zu verfolgen. Wir wollen im n#chsten
Paragraphen einen etwas anderen Gedankengang verfolgen, der uns
etwas mehr liefert, als wir so gewinnen konnten.

§ 4. Beweis der Taylorschen Formel. Um unsere Differenz
zu untersuchen, machen wir den folgenden Ansatz:

Fl@y + 1) = f(25) + hf' (%) + ’2}; (o)

WD)
+ I + i (n_ 1,!,5._4. he. Q_

Fiir @ wollen wir also einen handlichen Ausdruck gewinnen. Die-
ser Ansatz rechtfertigt sich durch die Erfahrungen, die wir in
speziellen Fillen gemacht haben. Zur folgenden Untersuchung
wollen wir annehmen, daB in einem Intervall a <z < b, dem
die Stelle x, angehort, f(x) samt allen seinen Ableitungen bis zur
nt*® gingchlieBlich endliche eindeutige Funktionen seien. DieStetig-
keit der Funktion samt den # — 1 ersten Ableitungen folgt hier-
aus nach S. 64 von selbst. Nun setze ich X = x, 4+ % und be-
trachte die Funktion

F(z) = f(X) — f(z) — f (@)(X — 2)
B [0) %l_—_ﬂl’;_!_i, QX — o).

Dabei ist die Zahl @ immer noch durch die Gleichung zu Beginn
des Paragraphen erklirt. Es ist also
0 = f(X) — (@) — ' (%) (X — )

Oyt B

X — 1
—_ f(n‘n(%)(W——ﬁl)-! — (X — ).
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Nun bilde ich F'(z). Ich finde
’ % X—z
F/(6) = Qp(X — a)p = — foo(e) E= 2

Nun ist aber F(z,) = F(X)=0. Also muB F’(z) nach dem
Rolleschen Satz an einer Stelle £ zwischen z, und X =z, + 7
verschwinden. Das liefert mir

’ - X - -1
0= F'(§) = Qp(X — 91— i) T
Daraus entnehme ich, wenn ich wieder X = 2, 4 hund § =z, 4 9k
setze, _ f(n)(x0 + ﬂ'h) (1 - ﬂ)ﬂ =P pr-p
Q - (mn— 1)!— P -t

Betze ich also r, = Qh?, so finde ich

. @ — o — o
TR V) »
Bisher haben wir iiber die Zahl p keine besondere Annahme ge-
macht. Wir wollen nun zwei Fiille besonders betrachten, nimlich

p=1 und p =n. Fir das Restglied r, der Taylorschen Formel
haben wir dann zwei Ausdrucksformen gefunden, nimlich

™ (z, + 9,k Cauchys Form des Rest-
1. =f o+ 1_2(1___,3.1)71—1},/11

" (n — 1)! gliedes.
(n)
2. 1, = f——ﬁ'%f'l;i—m h* Lagranges Form des Restgliedes.

Man kann die Taylorsche Formel noch in zwei anderen oft benutz-
ten Formen aussprechen, nidmlich einmal so, wenn ich & = z, + &
setze:

f(®) = £(%0) + (& — 7o) f' (=) + ‘(w——gml)’sf' “(20) + -+

@z o Oty a—a) (1=,

( -
+ &= (g + .
il (-’v—’n!-’co) O (@ + 8@ — )

oder, wenn ich insbesondere z,= 0 nehme und z statt  schreibe,
auch so:

) = 10) + o7 (0) + 2 £(0) 4+ - - + s fe=0(0)

1 (0,5)(1 = o)
+

z* £®(8,)

n! 2
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Fiir diese letztere Formel hat man ganz unndtigerweise noch einen
besonderen Namen eingefiihrt. Sie heift die Mac Laurinsche For-
mel. Das wichtigste an diesen Formeln sind die Restglieder. Denn
sie lassen erst ein Urteil dariiber zu, ob die ersten Terme rechts
wirklich eine Approximation der Funktion liefern und mit welcher
Genauigkeit man sie zur Darstellung der Funktion verwenden
kann. Diese Formeln erlauben nun auch fiir Funktionen wie €%,
sinz usw., fiir die bisher eigentliche analytische Ausdriicke nicht
vorlagen, solche anzugeben. So gewinnen wir die Mittel, diese Funk-
tionen fiir gegebene Werte von x wirklich zu berechnen. Das soll
in einigen der n#chsten Paragraphen weiter verfolgt werden.

§ 5. Maxima und Minima. Wir sind nun in der Lage, die
Frage nach den Maxima und den Minima der Funktionen ab-
schlieBend zu behandeln. An verschiedenen Stellen sind uns diese
Extreme schon begegnet. Zuerst wohl auf S. 59, wo wir allge-
mein erkannten, daB eine jede in einem abgeschlossenen Intervall
stetige Funktion in diesem Intervall einen gréBten und einen
kleinsten Wert besitzt. Diese Extreme werden wir zweckm#Big
als absolute Extreme bezeichnen, da es unter allen Werten des
endlichen Intervalles die groBten bzw. kleinsten sind. Eine Er-
weiterung der Definition des Maximums und des Minimums nahmen
wir dann auf 8. 78 vor. Wir fiihrten da die relativen Extreme ein.
Wir nannten einen Punkt ein relatives Maximum einer Kurve,
wenn alle Kurvenpunkte, deren Abszissen einem passend gewéhlten,
nicht zu grofen Intervall um die Abszisse dieses Punktes ange-
horen, kleinere Ordinaten besitzen. Der Punkt ist also der hochste
aus seiner Umgebung. Es braucht nicht der allerhdchste im ganzen
Intervall zu sein. Hier haben wir nun namentlich die im Innern
des Intervalles gelegenen Extreme betrachtet. Wir konnen sie mit
ihrer beiderseitigen Nachbarschaft vergleichen, wihrend dies am
Intervallanfang z B. nicht mdglich ist, weil uns da nur zur Rechten
Kurvenpunkte zur Verfiigung stehen. Sei nun bei x=2y(a<x,<b)
ein solches relatives Extrem im Intervallinnern gegeben, so wollen
wir annehmen, da8 alle Ableitungen von f(x), von welchen weiter-
hin die Rede sein wird, in dem Intervall a <<z <b stetig sind.
Dann lehrt uns die Formel f(z, + k) — f(x,) = hf'(z, + o),
daB f'(z,) weder positiv noch negativ sein kann, denn sonst wire
wegen der Stetigkeit auch fiir gentigend kleines h: f'(x, + @h) >0
bzw. <C 0. Dann wiirde aber bei Vorzeicheninderung von A die
Differenz ihr Vorzeichen #ndern. Soll dies also nicht der Fall sein,
so muf f'(x,) = O sein. Nun haben wir fiir die Differenz

Flmy+ ) — flag) = o 1" (2, + 81).

Man erkennt, daB diese Differenz fiir /(x,) > O in einem ge-
wigsen Intervall immer positiv ist, daB also ein Minimum vor-
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liegt. Ebenso schlieBt man aus f”(z,) < O auf ein Maximum.
Wenn aber f”(z,) =0, so versagt dieser SchluB. Dann betrach-
ten wir die Differenz

7 s 4 }2 4
oo+ 1) = flan) = b (2) — 5 ()
die aber wegen f' (%) =1"(%,) = 0 mit f(a;o + &) — f(x,) zusam-
menfillt. Thr Wert ist L— " (wy + @h). Wegen des Vorkommens

der ungeraden Potenz hs, die bei Vorzeichenwechsel von % ihr Vor-
zeichen wechselt, schlieBt man wie bei der ersten Ableitung, daB
im Falle eines Extremes notwendig jetzt auch f"'(x,) = O sein

4
muB. Unsere Differenz wird daher jetzt durch —Z—!~ & (zy+ Oh)

dargestellt. Fir f®(z,) < 0 liegt dann wieder ein Maximum vor,
fiir f®(x,) > 0 ein Minimum. Wenn aber auch f®(x,) = 0, so
mufl man wie angegeben weiter schlieBen. So findet man das fol-
gende Resultat: Wenn bei der Abszisse z, die Funktion f(z) ein
Extrem besitzen soll, so muB notwendig f'(2,) =0 sein. Ob dann
ein Extrem vorliegt oder nicht,-entscheiden die hoheren Ablei-
tungen. Es kann némlich nur dann ein Extrem vorliegen, wenn
die erste bei 2, nicht verschwindende Ableitung von gerader Ord-
nung ist. Ist diese dann positiv, so liegt ein Minimum vor. Ist sie
aber negativ, so liegt ein Maximum vor. Falls indessen die erste
nicht verschwindende hohere Ableitung von ungerader Ordnung
ist, so liegt weder ein Maximum noch ein Minimum vor, sondern
ein Wendepunkt. Er ist dadurch charakterisiert, daB die Kurve
in ihm ihre Tangente durchsetzt. Dabei ist aber vorausgesetzt,
daB es nichtverschwindende héhere Ableitungen gibt. Andernfalls
versagt unsere Betrachtung. Ein Beispiel dieser Art werden wir
im zweiten Band kennen lernen.

Analoge Kriterien gelten fiir die Konkavitit und die Konvexi-
tét in einem beliebigen Kurvenpunkt. Man hat nur in dem Be-
weis den Teil, der vom Verschwinden der ersten Ableitung han-
delt, wegzulassen. Im Wortlaut des obigen Resultates hat man
dann iiberall statt Maximum konvex und statt Minimum konkav
zu lesen.

§ 6. Die Taylorsche Reihe, Wir wollen nun in Beispielen die
Frage behandeln, inwieweit man eine vorgelegte Funktion durch
eine Taylorsche Formel von gentigender Gliederzahl mit jeder ge-
wiinschten Genauigkeit darstellen kann. Das Kriterium dafiir be-
steht darin, daB das Restglied der Formel, das ja die Giite der er-
reichten Approximation bestimmt, fiir unendlich wachsende Glie-
derzahl der Formel gegen Null konvergiert. Durch diesen Grenz-
tibergang erhalten wir dann eine konvergente unendliche Reihe,
die die Funktion darstellt. Da sie nach Potenzen von x oder von
(#—=z,) fortschreitet, ist die so erhaltene Taylorsche Reihe eine
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FPotenzreihe. Wir wollen das damit umschriebene Programm nun
in einigen Beispielen durchfiihren.

Wir beginnen mit der Exponentialfunktion ¢*. Da alle ihre Ab-
leitungen wieder €* sind, so finden wir unter Benutzung der La-
grangeschen Form des Restgliedes:

2 8 71 7
C=1+at gy + g T g o € H0<8<T)

Wir halten nun x fest und bestimmen zwei aufeinanderfolgende
ganze Zahlen, zwischen welchen | x| liegt. Sei also m << |z| <m +1
Dann ist jedenfalls €% < ¢m*1. Ferner ist fir n > m

x” " oz x x

ST mir
n
Setzen wir M = ,(]'L":‘L e"t1 und beachten, daB alle =l

m+h

kleiner sind als 1, so finden wir, da8 der Rest », der Ungleichung
, <ol

—, genigt. Dabher ist limr, = 0. Fiir alle # gilt also diese
Reihendarstellung von e*:

n-»rw

x’l‘l

F=ldato tagt ot

Einen besonderen Fall (x = 1) haben wir schon auf S. 49 rech-
nerisch verfolgt. Wir finden aus dem Restglied r,q < ;55 in Uber-

einstimmung mit unseren damaligen Uberlegungen.
Wir gehen zu den trigonometrischen Funktionen tiber. Sei:
f(z) = sinz. Man findet:
8 1] n—
Sinx:x—% + i:T +- (= 1)"—1(2%‘_1):
22n+1
+ (—1) @n st
Ebenso findet man:

-9
32" 2

x® x* 1)yt
cosa:=1———2~!~+ﬁ_|_...+(__ ) G

xin
+(—1)r @1 08 Bz

Genau wie bei der Exponentialfunktion findet man, da lim»,=0.
n-yn
Also gelten fiir sinz und cosz diese unendlichen Reihen:
. x? b
sing=x—or+ 47—+ -
? z*
cosx=1—§!—+1—!———+-

Teubn. Leitf.- Bieberbach, Differentialrechnung. 2. Anfl 7
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Wir wollen hiermit etwa sin1® ausrechnen. Da wir in den For-
meln BogenmaB verwenden, so haben wir

T
p= 72 =0,017453--

einzutragen. Wir finden weiter

mt
57 =0,000152 -
xB
37 =0,000000---

Daraus folgt sin 156 =0,01745.-. — 3, cosﬂx

n
und cosm=0,99984---+ i cosﬁx

In beiden Féllen betrigt also der Fehler weniger als eine Einheit
der fiinften Dezimale.

Wir behandeln noch den Logarithmus. Eine direkte Anwendung
der Formeln auf log# fiihrt nicht zum Ziel, da bei z = 0 der
Logarithmus nicht differenzierbar ist. Wir wollen daher die Funk-
tion log (1 4 #) zugrunde legen und auf sie die Maclaurinsche
Formel anwenden. Wir finden zunichst fiir positives x bei Ver-
wendung der Lagra,ngeschen Form des Restgliedes-

1
n (1 A4z

—— < 1. Also ist dieser Rest kleiner

log(1+42)=2— —:92: + (= 1)"
—

Auf alle Falle ist 0 < ——

o (1+4#a)
als —n—- Dieser Ausdruck strebt sicher gegen Null, wenn 2 < 1.

Fir 0 < « < 1 stellt also die Taylorsche Reihe den log (1 + )
dar. Wie steht es aber bei £>>1? Man kann dem Ausdruck fiir
r, nicht unmittelbar ansehen, da er dann nicht mehr dem Grenz-
wert Null zustrebt. Um uns nicht in eine lingere Erorterung ein-
zulassen, wollen wir einfacher feststellen, daB fiir > 1 die Reihe
iberhaupt nicht konvergiert, daB sie also auch nicht den Log-
arithmus darstellen kann. Wir betrachten den Quotienten zweier

aufeinanderfolgenden Glieder. Er ist bis aufs Vorzeichen xr';_—l .
Sein Grenzwert fiir » — 0o ist z, also in unserem Fall gréBer als
1. Von einem gewissen Gliede an wachsen also die absoluten Be-
trige der Reihenglieder. Ihr Grenzwert kann daher nicht Null
sein, er wiichst, wie man nebenbei erkennt, sogar iiber alle Grenzen.

X . o 7
‘Wir haben so nebenbei lim % —= oo fiir #> 1. Wir gehen zu
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negativem & iiber. Hier verwenden wir die Cauchysche Form des
Restgliedes. Wir finden:

22 m"-l n(l—a’)"—l
log(l—a)=—a— 5 — a—9z"

Der Rest ist dem Betrag nach sicher kleiner als z" —1——_1:5, wenn

@ < 1 (nicht gleich 1). Sein Grenzwert ist also Null. Hier stellt
die Reihe also die Funktion dar. Fir # = 1 finden wir die har-
monische Reihe, die also nicht konvergiert. Und fiir # > 1 haben
wir auch keine Konvergenz. Somit haben wir das Schlufiresultat:

log(1+2)—a—2 + 2 — 4.

gilt fir —1 <2< +1, d. h. so lange, als die Reihe iiberhaupt
konvergiert.

Bemerkung: Die oben gefundenen Reihen fiir €®, cosx, sinz
deuten auf einen tieferen Zusammenhang zwischen diesen drei
Funktionen hin. Wir wollen ibn dem Leser nicht vorenthalten,
wiewohl wir ihn hier nicht begriinden konnen. Er offenbart sich,
wenn wir imaginire Werte von « zulassen. Bezeichnen wir also
VY — 1 mit ¢, so finden wir ganz formal:

iy oYYy
ey—l-{—zy—ﬁ——zﬁ%—ﬁ---
Wir haben so ohne Beweis e¥=rosy + isiny. Sie ist fir manche
Rechnungen ein bequemes Hilfsmittel. Wenn wir z. B. cosny durch

cosy und siny ausdriicken sollen, so kénnen wir uns dazu der fol-
genden Methode bedienen: Es ist

¢ = cosmy + isinny und Y= (cosy + isiny)".
Nach dem binomischen Lehrsatz finden wir so z. B. fiir n = 4:
cos 4y + isindy = costy + 4icos’y sin y — 6 cos®ysin’y
—4icosysin®y 4 sinty
und daraus cos 4y = cos*y — 6 cos®ysin?y 4+ sinty
und sindy = 4 cos®y siny — 4 cosy sin®y,

Formeln, die man auch (allerdings weniger bequem) durch Rech-
nen bloB im Reellen in bekannter Weise ableiten kann. Man kann
gie tibrigens auch in mehr geometrischer Weise ohne Verwendung
der Exponentialfunktion verifizieren. Aus €'¥ = cosy -+ isiny und
¢~ = cosy — isiny folgt noch:

2Y L e~ tY iy __ oY

¢ ‘};e - und siny=f——2—:——'

cosy =

T
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Anhang: Uber hyperbolische Funktionen. Vielfach verwendet
man mit Nutzen die Funktionen
Y 1 e~? Y =¥
@Dg?/ = e—-{;‘i" ) @iny = ¢ “2—€’ .
Man liest auch hier Cosinus und Sinus und nennt die Funktionen
hyperbolischer Cosinus vnd Sinus. Dementsprechend bezeichnet
man sie auch mit coshy und sinhy. Die Benennungen Cosinus
und Sinus erinnern an den engen Zusammenhang der Funktionen
mit den trigonometrischen Funktionen. Man hat ja

cosiy = Qo3y wund siniy = iSiny.

Die Zusitze hyperbolisch deuten darauf hin, daB diese Funktionen
fir die Parameterdarstellung der Hyperbel eine dhnliche Bedeu-
tung haben, wie die trigonometrischen beim Kreis. Man findet
nimlich Co3?y — Sin’y == 1!) entweder aus cos’y 4 sinly = 1,
oder aus den Darstellungen beider Funktionen durch die Expo-
nentialfunktion, was vorzuziehen ist, wenn jemand dem Imagi-
niren nicht trauen sollte. Wir haben ja auch die Verwendung des
Tmaginéren nicht ordentlich begriindet. Immerhin kann man es
verwenden, um auch aus den Additionstheoremen der trigonome-
trischen Funktionen die fiir die hyperbolischen zu gewinnen Man
kann sie ja dann leicht mit Hilfe der Exponentialfunktion veri-
fizieren. So findet man:

Co3(y + 2) = Co3y o3z + Giny - Sinz.
€in(y+2) = SinyCo3z + Cody - Cinz.

Aus den Definitionsgleichungen findet man leicht:

d o2 . dGin
3y = Giny, S = Gosy
_ Giny __ Goszy
Setzt man noch Tgy = Cody’ Ctgy = iy’
aZgy L dGigy _ 1
50 hat man dy — Gy ay — &y

Die Gleichungen z=Co3y und x= Giny

kann man leicht nach y aufldsen und so die Umkehrungsfunk-
tionen bestimmen. Man nennt diese Area-Cofinud und Area-Sinusg?)

und sehreibt: y=ArCo8r und 2z = ArSiny.

1) Setzt man £ = G083y, n = Giny, so hat man eine Parameterdar-
stellang der Hyperbel £* — 72 = 1. Die geometrische Bedeutung des
Parameters konnen wir erst in der Integralrechnung besprechen.

2) Urea=Fluche. Der Grund der Benennung wird erst in der In-
tegralrechnung deutlich.
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Man findet fiir diese Funktionen die Darstellungen:
WrCosz — log(z + Vi—1),

ArCinz = log (x + V2 +1).
1+x

Ferner findet man: rTgz = - log T

AeCtga = — log :i i

Wendet man die Regel iiber die Differentiation der Umkehrungs-
funktion an, so findet man:

dUCo8z 1 dWBinz 1
dz yzi_1’ de 1+
dMTgx 1 dﬂr@tgx _ },, ‘1)

dx 1— %! dz  1—

Aus der Maclaurinschen Reihe fiir ¢ entnimmt man leicht:

@Déy—lJr +4. + -

Siny =y + 4+ 4+

§ 7. Die Berechnung der Logarithmentafeln. Die wirk-
liche Berechnung der Logarithmen geschieht nicht unmittelbar
durch die vorhin gewonnenen Formeln. Man wiirde eine sehr groBe
Zahl von Reihengliedern brauchen, um halbwegs gute Werte zu
erhalten. Der Herleitung besserer Formeln wenden wir uns jetzt zu.

Wenn wir die fiir log(1+ z) und log(1 — z) gefundenen
Reihen voneinander subtrahieren, so erbalten wir eine Reihe fiir

log (1 + ) Diese sieht so aus:
-+ wﬂn— 1
og((E =2 e+ 27+ %+ -+ 25)
$n+1 oy By .
+z (2n+1 i —a:)
Wir wollen sie verwenden, um z. B. log2 zu berechnen. Damit

14+

. . . 1 . .
= 2 wird, miissen wir x = 5 eintragen. Dann wird also der

2n+41
Rest der Formel kleiner als (%) * (:z_n_l-{:_l -+ §) Also schon

n 0 5+ Rechnet man die 7 Reihen-

glieder auf 7 Dezimalstellen genau aus, so findet man fiir ihre

fiir » = 7 wird der Rest kleiner als —

1) Man beachte, daB ArTga nur fir |x| <1, UrCtgx nur fir
J@|>1 reell ist
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Summe 0,6931467. So erkennt man, daf man durch diese 7 Reihen-
glieder log 2 = 0,69314 : .. auf 5 Dezimalen genau hat. Hitte
man die gleiche Genauigkeit mit der Reihe von log (1 -+ ) er-
reichen wollen, so hitte man gefunden: log2 =1 — 1 4 3 - -~
Wir hitten also hier mindestens 10® Glieder nétig gehabt, um
der gleichen Genauigkeit gewil zu sein. Wollte man unsere Reihe
verwenden, um log 8 mit derselben Genauigkeit auszurechnen, so
miiBten wir # = } eintragen. Jetzt hitten wir aber schon minde-
stens 11 Reihenglieder notig. Man sieht, daB jetzt die Sache un-
glinstiger ist. Sie wird das um so mehr, je groBer die Zahl wird,
deren Logarithmus wir ausrechnen wollen, Denn um so gréBer
wird auch das x, das wir in unserer Reihe eintragen miissen.
Darum empfiehlt sich jetzt schon fiir log3 ein anderer Weg. Es
bietet sich n#imlich ein bequemer Weg dar, um aus loga den
log(a + 1), also den Logarithmus der folgenden ganzen Zahl
auszurechnen. Es ist ndmlich

+ [
log (& + 1) == log (a) + log (1 + %) = loga + log M-Z—a{tl .
1—3 at1
.
Um also log 8 zu berechnen, miissen wir nur weiter log i
)

haben. Das gewinnen wir, indem wir in der Formel zu Beginn
des Paragraphen x =} eintragen. Je groBer nun die Zahl a wird,
d. h. je weiter wir die Logarithmen schon haben, um so giinstiger
stellt sich die Sache.!) Je weiter wir kommen, um so weniger
Reihenglieder reichen aus. Neben den hier besprochenen Rechen-
vorteilen kann man sich bei weiterer Vertiefung in die Sache noch
manchen anderen verschaffen. Wir wollen das aber nicht weiter
verfolgen. Lieber wollen wir noch ein Wort sagen iiber die Inter-
polation in 5-stelligen Tafeln. Man findet darin noch mit P.P.
bezeichnete Hilfstafeln, die der Interpolation nach Proportional-
teilen dienen. Die Frage, die wir zu beantworten haben, ist diese:
Inwieweit vertriigt es sich mit der gewiinschten Genauigkeit von
fiinf Dezimalen, zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zahlen die
Anderung des Logarithmus der Anderung des Numerus propor-
tional anzunehmen? Wir setzen also angeniihert:

log(a+«)~loga+ e[log(a+1) —loga]=1loga+ «log (1 + %) ,
withrend in Wirklichkeit log(a + «) = loga + log (1 + %) ist.

1) Auf die beim Fortschreiten fortgesetzte Addition der Fehler der
Einzelberechnungen ist dabei keine Riicksicht genommen.
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Nun ist aber 1. «log (1 + %) um weniger als —2—2—, von —Z— ver-

schieden?) und 2. ist aus demselben Grund log (1 -+ %) von ~Z

2
um weniger als 21;—, verschieden. Der Gesamtfehler betrigt also

hochstens ;7, ist also von a = 1000 an durchaus mit der ge-
wiinschten Genauigkeit vertriiglich; denn dann wird er kleiner als

1%- Durch den Umstand, daB wir nicht zwischen den genauen
Werten der Logarithmen, sondern zwischen Néherungswerten der-
selben interpolieren, kommt natiirlich keine neue Ungenauigkeit
herein. Eine noch bessere Fehlerabschitzung als die eben ge-
gebene werden wir in § 9 kennen lernen, wo wir die Interpolation
etwas eingehender studieren werden. Fiir die Briggischen Loga-
rithmen, die ja in den Tafeln stehen, stellt sich die Sache noch
giinstiger. Denn nach 8. 74 erhilt man die Briggischen Loga-

rithmen, indem man die natiirlichen mit io_gﬁ)’ das ist also mit

einer Zahl kleiner als %, multipliziert. Dabei multiplizieren sich
also auch die Fehler mit dieser Zahl Jetzt also betrigt der Fehler

. 1
héchstens T10°

§ 8. Der binomische Satz. Auf S. 70 haben wir den bino-
mischen Satz fiir ganze positive Exponenten abgeleitet. Jetat
wollen wir sein Analogon fiir gebrochene und fiir negative Ex-

ponenten entwickeln. Da immer (@ + b)" = a® (1 + %)", so diirfen

wir uns dabei auf den Fall (1 4 2)* beschrinken. Wir nehmen
1.  und n positiv an. Die Taylorsche Formel mit Lagrangeschem
Restglied liefert uns:

(tay=t+no+ () o+ (1) a4 (}) @ +0a)*

Hier haben wir zur Abkiirzung gesetzt: (7;»)= n(’fj—?l) .. " " (n——l;-l— L.
Von einem gewissen Glied an wird nun aber sicher der Stellen-
zeiger k grofler als die feste Zahl #. Daher wird von da an jeden-
falls 0 < (14 9x)"~*<1. Es bleibt so noch der Grenzwert von

n . .
( ) 2% zu untersuchen. Wir schreiben:

0

ikx T e ]~ ] 1

1) Siehe die alternierende Reihe fiir log (1 -+ —2—) und die 8, 39 und
40 besprochene Abschitzung des Restes solcher Reihen.

(n) k!='n n—1 n—[nj41 n—[n]“.j!fn~llcc+1lxk
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Dabei ist mit [#] die groBte ganze Zahl unter n bezeichnet. Setze

ich die feste Zahl % ot S e ) s N, so ist offenbar

(ﬂ) . 2 L]
k

< N -a* wird also mit wachsendem % beliebig klein,
falls # << 1 ist. Fiir z <1 gilt also jedenfalls die binomische Reihe

(1+ayr=1+nz+ (’;) 2t (5) o+

Ahnlich wie bei log (1 +- ) sieht man, daB fiir >>1 die bino-
mische Reihe divergiert, weil der Grenzwert des Quotienten zweier
aufeinanderfolgenden Glieder z ist, also groBer als 1. Fiir den
Fall £ = 1 selbst ist eine eingehendere Untersuchung nétig. Sie
ergibt Konvergenz und zeigt, daB

n

vestnt () + ()

Die Abschitzung des Restgliedes haben wir hier nur fiir groBe
Gliederzahlen durchgefiihrt, nimlich fiir Gliederzahlen, die den
Exponenten #n iibertreffen. Wir fanden fiir alle # unter eins bei
geniigend groBer Gliederzahl Kleinheit des Restes. Aber auch
wenige Glieder der binomischen Reihe geben bei gentigend kleinem
2 brauchbare Anniherungen. Denn wenn k < » ist, so sind die

endlich vielen (r;c) alle unter einer festen Grenze gelegen. Ebenso

liegt (1 + @x)"~* unter 2". Wegen des Faktors #* sieht man als-
dann, daB der Rest bei geniigend kleinem 2 recht klein wird. Ein
Beispiel hierzu begegnete uns schon auf S. 85, wo wir die Ap-
proximation von J/1 + « durch 1 + Lz niher betrachteten.
Wir betrachten 2. den Fall: = positiv und n negativ. Wir finden
eine ganz gleich aussehende Reihe. Wihrend aber vorhin unser
Beweis wesentlich darauf beruhte, daf alle Binomialkoeffizienten
beschriinkt waren (sie sind ja alle dem Betrag nach kleiner als
N), trifft dies hier nicht zu. Denn setzen wir »=—m, so wird

n mm-+1).-..(m+k—1)
(k)=(*1)k' 1-2 - k&

Da dies z. B. fiir m =2 zu (— 1)*(k+ 1) wird, so sind also hier

die Binomialkoeffizienten nicht beschrinkt, (Es ist ja nach S. 48

=1 — 20 +38a— +-+). Trotzdem wird auch hier

wieder lim (:) 2¥=0, falls < 1. Um das einzusehen, brauchen
k>w

wir uns nur von der Konvergenz der binomischen Reihe zu iiber-



Interpolation 99

zeugen. Daraus ergibt sich ja dann, daf der Grenzwert lim (’;) z*
ihrer Glieder verschwinden muB Wir finden: ke

i(k—{— _ n—k
f‘i“;,;“"! KF1)?

Der Grenzwert ist aber z, also kleiner als 1. Da auBerdem auch
(1 +9z)"~* < 1 ist, so stellt also wieder die binomische Reihe
die Funktion dar, wenn x <1, Endlich bleibt noch der Fall z<<O0.
Wir fassen uns hier etwas kiirzer. Wir setzen £ = — y. Dann
ergibt die Anwendung des Cauchyschen Restgliedes:

(1—y)r=1 ~ny+(7;)y2— (’.;)y!i..._*_(__l)k—l(k_n_l) e

+ (=) syt ()

Hier ist nun aber 0 << 9y <<9 und daher 0 <1 — 9 <<1—By.
Bezeichnet also &, eine weitere GriBe zwischen Null und Eins, so
wird dieser Rest:

—1
(D (3 q) #teny - (L =9yt 8y

Aus den vorhin angestellten Betrachtungen ergibt sich schon, dag
sein Grenzwert fiir unendlich wachsendes k Null ist. Also haben
wir nun das SchluBresultat: Fiir belicbiges n und alle —1 <<x<<+1
gilt die Reihe:

142)t=14+nx+ (7;) 2%+ (7;) ks SR

§ 9. Uber die Interpolation und ihren Zusammenhang
mit der Taylorschen Formel. Einen Spezialfall der Frage der
Interpolation haben wir schon auf S. 96 bebandelt, wo wir zwi-
schen zwei Logarithmen nach Proportionalteilen interpolierten.
Da haben wir die Logarithmuskurve durch eine gerade Linie ap-
proximiert, die in zwei Punkten mit ihr iibereinstimmte. Von der
Approximation der Kurven durch gewisse bertihrende Parabeln be-
liebigen Grades war gelegentlich der Taylorschen Formel die Rede.
Allgemein handelt es sich bei der Frage der Interpolation durch
ganze rationale Funktionen n'*® Grades darum, die Funktion f(x)
durch eine solche ganze rationale Funktion P(z) vom #'®® Grad
zu approximieren, deren Kurvenbild durch 2 4 1 Punkte der Kurve
hindurchgeht oder, anders ausgedriickt, die fiir % - 1 Werte der
unabhiingigen Variablen & die gleichen Funktionswerte wie y={(z)
besitzt. Durch die Angabe der Werte, die eine ganze rationale
Funktion %t*® Grades an n + 1 verschiedenen Stellen annehmen
soll, ist diese Funktion vollig bestimmt. Denn die Differenz zweier
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derartiger Funktionen ist eine ganze rationale Funktion von hoch-
stens 7™ Grad, die an # -+ 1 verschiedenen Stellen verschwindet.
Eine solche Funktion ist aber nach einem Ergebnis auf S. 8 fiir
alle 2-Werte Null. Es ist leicht zu verifizieren, daB die ganze ra-
tionale Funktion nt® Grades, die an den »n 4 1 Stellen #,,,,...x,
die Werte f(z,), 7(,), . -, f(,) annimmt, durch den folgenden
Ausdruck geliefert wird (Newtons Inierpolationsformel):

P(&) = (i) ()= 20 o oS o () sy )

x, —x, o) (g —

. @) (@ —,) ... (@—, 1)

+ +(x —x,) (%, —x,).. (@, -2, )(f(T) (@ »
Dabei ist allgemein mit s,(2) die Summe der % ersten Glieder
dieser Formel bezeichnet.

Man kann den Ausdruck dieser ganzen rationalen Funktion
noch auf eine etwas andere Gestalt bringen, die viel verwendet
wird. Wir setzen dazu @ (z) =(z—2,) (z—2,) - (x —x,). Man
erkennt nun sofort, daB wegen () =

lim 9@ = lim 9@ — ‘P(‘Tk) ,(a;k)

> h -> 3
x 3 x x

Dies folgt sofort aus der Definition des Differentialquotienten von
@(z). Dies vorausgeschickt, erkennt man, daB die Funktion

Ploy= (@) 9@ | @) 9@ , | fled) 9@

z—x, @ (x,) z—ax, r—a, 9 (@,

r—x, 9 (xl)

ganz und rational vom %' Grade ist und alle gewiinschten Eigen-
schaften besitzt. Man nennt das die Lagrangesche Interpolations-
formel. Sie ist natiirlich nur eine identische Umformung der New-
tonschen.

Wir wenden uns nun zu der Frage, wie man die Giite der durch
einen solchen Ausdruck erreichbaren Approximation beurteilen
kann. Dazu miissen wir den Unterschied zwischen f () und unserem
Polynom P(z) auf eine handlichere Form bringen. Das kann &hn-
lich wie bei der Taylorschen Formel, vielleicht sogar noch ein-
facher, geschehen. Wir machen den Ansatz

f(@) = () + v(@) - 9(a)-

In F(2) = f(z) — P(¢) — v(%)p(2) haben wir alsdann bei festem
« eine Funktion von # vor uns, die an # 4 2 verschiedenen Stellen
verschwindet, nimlich einmal fir 2z = %,, #;, ..., und dann
fiir 2 = «. Nun stiitzen wir uns auf eine Verallgemeinerung des
Rolleschen Satzes. Dort lag zwischen zwei Nullstellen von f(x)
mindestens eine von f’(x). Wenn wir aber nun drei Nullstellen
von f(x) zur Verfiigung haben, so schlieBen wir, daB in jedem
der zwei davon gebildeten Intervalle eine von f'(7) liegt, und
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zwischen diesen beiden so erhaltenen Nullstellen von f'(z) liegt
dann wieder eine von f”'(x). So weiterschlieBend erkennt man,
daB, wenn f(x) »+ 2 verschiedene Nullstellen besitzt, zwischen
der kleinsten und gréBten derselben mindestens eine von f(+1(z)
liegt. Das wenden wir hier auf die Funktion F(z) an. Sie hat
n-+ 2 verschiedene Nullstellen. Also gibt es dazwischen ein &, so

B ) = 0= feHI(E) — v(a) (n+ 1)!

Daraus entnimmt man »(z). Also bekommen wir das Resultat:

n+1)
1) = P@) + 18 ).
Wenn wir dabei namentlich z, wie es im Sinne der Interpolation
liegt, auf das Intervall z, bis x, beschrinken (z,<<z,<---<,),
50 ist £ eine Stelle aus diesem Intervall. Wir wollen uns aber fiir
spiiter merken, daB die Formel auch gilt, wenn wir % irgendwie
auBerhalb nehmen, wenn nur in dem ganzen Intervall, auf das
sich #,, %, . .. #,, # dann verteilen, die erforderlichen Differen-
tierbarkeitsbedingungen erfiillt sind.

Als Anwendung wollen wir, wie schon auf S. 97 angekiindigt,
nochmals den Fehler beim Interpolieren nach Proportionalteilen
in Logarithmentafeln vornehmen. Da wir dort geradlinig inter-
polieren zwischen # = a und z = a 4 1, so haben wir folgende
Formel:

logz=loga-+ (x—a)(log(a+ 1)-—logu)——(x—a)(w—~a-—1)% 517 .

1 1
2 108
schen Logarithmen wird der Fehler nach der Bemerkung auf
8. 97 sogar hochstens die Halfte von diesem. Das Interpolieren
ist also durchaus mit der Genauigkeit der Tafel vertriglich von
a = 10® an.

Nun wollen wir zeigen, daB die Taylorsche Formel ein Grenz-
fall dieser Interpolationsformel ist. Wir wollen, um das einzusehen,
die » 4+ 1 Stellen z,, @, ..., alle in eine, in x,, zusammen-
riicken lassen. Ich behaupte, daB dann als Grenzfall die Taylor-
sche Formel herauskommt. Man darf das angekiindigte Ergebnis
von vornherein erwarten, wenn man nur daran denkt, wie durch
den Grenziibergang aus der Sehne die Tangente, also aus der In-
terpolationsformel ersten Grades, die mit der Funktion in zwei
Stellen iibereinstimmt, die Taylorsche Formel wird, die mit der
Funktion gewissermaBen in zwei zusammenfallenden Punkten iiber-
einstimmt. So werden wir allgemein sehen, daB wir das Polynom
der Taylorschen Formel als eine Funktion ansehen konnen, die
y = (@) in n + 1 zusammenfallenden Punkten schneidet. Das ist
dann also der geometrische Sinn der Ubereinstimmung der Ab-

Der Fehler wird also fiir > 10% kleiner als - Bei Briggi-
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leitungen bis zur nt®® einschlieBlieh bei beiden Funktionen. Man
spricht dann auch von einem # - 1-punktigen Schnitt oder einer
Berithrung %" Ordnung. Nun zum Beweis. Ich untersuche zu-
n#chst, was beim Grenziibergang aus dem Interpolationspolynom
P(z) wird. Dazu wollen wir den Grenziibergang so ausfiihren,
daB wir erst x; nach x; riicken lassen. Wenn das geschehen ist,
soll x, nachriicken, dann x; usw., bis alle nach #, geriickt sind.
Dann wird gerade die Taylorsche Formel (ohne Restglied natiir-
lich) vor uns stehen. Lassen wir 2, nach w, riicken, so wird zu-
niichst
tim (f(og)+ (=) "EOZLO) = o) + (@ ) ().

Ly — T,

Aus sg(x) wird also 6,y(z) =f(2p) + (2 —x,) f'(%,). Das dritte
Glied unserer Funktion ist also jetat:

o (B Gt L 8 4900 —2)

€£L— @, B
( (2, — 2p)?

Lasse ich nun hier z, und x, zusammenriicken, so wird dies zu
° 2 0 ’
(x:éf‘ﬁ- f’(z,)- Daher ist jetzt das vierte Glied der Formel:

(e = e — @ = a0 = B @)
(s — 2)",

= ESE 1 (0, — ).

(z — )’

Lasse ich wieder 2, nach z, riicken, so finde ich dafiir G g"—)— 7 (z).

So weiterfabrend bekomme ich tatsichlich zum SchluB das Poly-
nom der Taylorschen Formel heraus. Nun zum Restglied. Die
zweite Formel auf 8. 101 lehrt, daB fiir ein festes auBerhalb des

Intervalls x, <=z, ...z, gelegenes z stets f(x)(pkxf’(m) (n+1)!
zwischen Maximum und Minimum liegt, dessen f*+¥ (&) fihig ist,
wenn man § in einem alle Stellen xy, «,, . .. 2, und x enthalten-
den Intervall variieren 148t Daher liegt der Ausdruck auch danm
noch zwischen diesen Schranken, wenn man in P(z) und ¢(z) alle
Stellen x, bis x, nach z, riicken 148t. Daraus folgt also, daB es
auch fir das Polynom 7'(x) der Taylorschen Formel ein § aus

dem Intervall o, <& <# gibt, fiir das M_) ( 4 1)! =+ 1)(,;)
ist Das ist aber gerade die Taylorsche Formel mit Restglied.
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VIIL. Unbestimmte Formen.

§ 1. -g— Wir verwenden in diesem Kapitel die Taylorsche
Formel zur Berechnung gewisser Grenzwerte. Wir beginnen mit
den Grenzwerten gewisser Quotienten, die man nicht dadurch be-
stimmen kann, daB man in Zshler und in Nenner fiir sich zur
Grenze iibergeht. Das wird dann nicht mdglich sein (nach den
Ergebnissen auf 8. 20), wenn dabei Zihler und Nenner zugleich
entweder beide verschwinden oder beide unendlich werden. In ver-
stindlicher Abkiirzung pflegt man da von den unbestimmten Aus-

driicken — und %2— zu reden. DaB indessen gleichwohl ein der-

0
artiger Ausdruck einen ganz bestimmten Grenzwert besitzen kann,
2 __ %
lehren schon die einfachsten Beispiele, z. B. lim %—_:% =2a

r>a
Jedermann wird da ganz von selbst, ehe er zur Grenze tibergeht,
erst Zahler und Nenner von dem gemeinsamen in der Grenze ver-
schwindenden Faktor £ — a befreien und dann den Grenziibergang
mit Leichtigkeit ausfithren kinnen. Diese gemeinsamen verschwin-
denden Faktoren von Z#hler und Nenner dréingen sich nicht immer
so unmittelbar auf, wie in diesem Beispiel. Indessen gibt die
Taylorsche Formel ein Mittel an die Hand, sie aufzufinden, wenn
sie sich dem unmittelbaren Augenschein entziehen.

Wir wollen also nun den Grenzwert lim LG betrachten
z>2,9 (@ 0

und dabei annehmen, daB x, vine endliche Stelle ist, und daf in
einer gewissen einseitigen oder beiderseitigen Umgebung von x,
die Funktionen f(z), ¢(x) samt allen jhren weiter zu verwenden-
den Ableitungen stetiz und auBer bei z, von Null verschieden®)
sind. Bei z = 2, moge iiberdies f(2,) = @(2,) = O sein. Dann
kann man unter zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes

@) _ @) —flay) _ w—am)f (@ + 8 @ — )

@) o@—om) (@—z)9 (%, + T @ —ay)
schreiben. Wenn nun f'(2,) und @' (x,) nicht beide verschwinden,
so ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Ableitungen

lim fley _ 1 1 (@ + 8 @ — ) — f'(xo).

= {1im 7 7
x_,,,,oql(w) x>z, P (o + By (2 — 2,)) 9’ (%)

(Dabei setzen wir gegebenenfalls f—%”i) = oo)

1) Diese Annahme 148t sich, wie dem aufmerksamen Leser nicht
entgehen wird, durch eine andere etwas weniger besagende ersetzen.
Indessen wollen wir der Kiirze halber an der gemachten Annahme
festhalten.
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Wenn aber beide ersten Ableitungen verschwinden, so konnen
wir von vornherein schreiben:

@) _ @) — @) —f @)@ —x) _ [ @+ 9 @—a)

P () P@) — PE) — ' @)@ —Z) @7 (X +F@—ay)’
falls bei @, nicht beide zweite Ableitungen verschwinden, sonst
gehen wir in der Bildung des Restes gleich noch weiter. So fort-
fahrend seien die n*" Ableitungen die ersten nichl beide verschwin-
f@ _ ")

(:c) (ﬂ)(mo)
ginn gesagt wurde, ist dies Ergebnis an bestimmte Voraussetzun-
gen gekniipft, und man kann nicht erwarten, daB das Verfahren in
allen Fillen, wo ein Grenzwert existiert, zum Ziel fithren muf.

denden. Dann finden wir lim ——= + Wie schon zu Be-

1

. . arcsin . Y1—x?

Beispiele:  lim = lim = 1.
x>0 x z->0
e* -2 z —
—¢ . e°Je
11m = lim + =2,
>0 8inz >0 COSZT

§ 2. Bine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. I[n
einem Intervall, das die Stellen x, und x, -+ h enthalten mige,
seien f(x) und @ (x) differenzierbar, und cs sei zwischen x, und
xy +  stets ¢’ () 'vo;z Null verschieden. Dann _ﬁzbthes ein & gwischen

@y + k) — f ('z'o) _ iz + k)
O und 1, 0 AaB oo L) ) (e, + B
dung des Mittelwertsalzes anf Zahler und Nennér wiirde eine shn-
liche Formel geben. Indessen wiirde dann in Z#hler und Nenner
nicht das gleiche & auftreten; daB man aber & so wiblen kann,
daB es in Zshler und Nenner dasselbe ist, das ist der Sinn dieser
Erweiterung des Mittelwertsatzes, die eine wesentliche Rolle bei

der Betrachtung der unbestimmten Form % im n#chsten Para-
graphen spielen wird.
Zum Beweis gehen wir #hnlich wie auf S. 82 vor. Wir setzen:

0 h)— 0
v(@) = (&) — f(zy) — Lt DT (o) — piay).

Dann ist y(z,) = (2, + k) = 0. Also gibt es eine Stelle z, + 9
fir die

W (@ + OR) = 0 = f (s, + o) —

Die Anwen-

f@ +h) — F&) .
T TR dh).
Pt —g(a) ¥ ot )
Daraus entnimmt man unsere Verallgemeinerung des Mittelwert-
satzes.
§3. 22 BEs seialso lim f(2) = 0o und 11m q)(m) oo, ferner
x> o
o(x) + 0 von einem gewissen z an. Nach dem vorigen Paragra-
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phen gibt es eine Stelle x, zwischen x und z,, so dafl

@ 1— P(x,)
f@—=f@) _ @) poyer wirds L&) (=) P (%)
P — o) " @) DT om = e m) T
f@
r@
z>w? @)
ich %, so groB, daf fiir alle #, > &, der Ausdruck LE% um weni-
1
@)
r-» aoq) (x)
1.2 ()
Dies w, halte ich dann fest und wihle noch £ so groB, da — ;J(S;))
0.
e
beliebig wenig von Eins abweicht. Dann ist also von einem ge-

wissen z an - f( )

9 (@)
f’(ac) verschieden. Ich habe so das Resultat: Wenn

lim f(x) = 00 und lim (%) = oo ist und wenn fir x > & immer

> >

@' (x) == 0 bleibt, wenn weiter 1i @

.n—)oo(p ( )

f(@) . S il C))

li d ist gleicl

lim =y und st gleich lim oex

dieses Satzes leicht selbst heweisen.

um weniger als eine irgendwie gegebene Zahl n

- Der Leser wird die Umkehrung

Bemerkung: Man kann den neuen Mittelwertsatz auch bei dem
Problem des § 1 verwenden. Man findet dann

f@ _ f@—fa) _ @)
) 9@ —o@) ¢@)

Daraus schlieft man: Die beiden Grenzwerte

/(@) f')
1i und lim
o> f@  are,® @
existieren gleichzeitig und sind einander gleich, sobald f(z,) = ¢ (%)
= 0 ist. 1

= 0.

. loga
1 P =

Beispiele: 1. 1

zr® x> ow

n
2. limw—x - Hier wird der Grenzwert der ersten Ableitungen
z>w €

selbst von der Form % « Ich muB also erst ihn untersuchen, bevor

n n
ich auf lim . schlieBen kann. Auch der Grenzwert lim ”(a:)
$%®cx z+m (@
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™ (@)
)

X, Erst der Grenzwert lim wird

oo
FEZ- X
1
lim Ln; 0. Daher existieren auch die Grenzwerte der Quotien-
x>yl
ten der anderen Ableitungen und sind diesem gleich. Also ist

auch schlieBlich lim - = 0. Man kann das so ausdriicken, daB

R ] e®
man sagt, ¢® werde stiirker 0o als jede Potenz von z.

§ 4. Andere unbestimmte Ausdriicke., Es gibt noch eine
Reihe anderer unbestimmter Formen, die man auf die bisher be-
handelten zuriickfithren kann,

1. lim @ _ 0

ist von der Form

, wenn x nach oo strebt. Man kann hier ent-

' x> m(p (x) 0
1
f(x) 9@
wederzliu:o @ —xl—mc = 5 setzen oder aber
f@
1 1
lim L&) 1imi(i) =2 lim f(g) —lim L@
1
z->0 (p(x) y->0 ,p(_l__) 0 y—»mq,'(i) z-)on(p (x)
Y Y
so daB also auch in diesem Fall die aligemeine Regel bestehen bleibt
2. lim L((acl) = ——— bei endlichem x,: Man setzt entweder
a:—)z
1 1
1imi‘(@5—1 28 2 oder lim f(()) im - (= f) -~
z>2,P >z, z>z,P y-> oo el
f@ ?(nt )
e, + — ,
— lim ( Y ) —=1lim? ,(";)). Auch hier bleibt also die allge-

. 1 P
Ve d i zrx,
P (xo + y)
meine Regel bestehen. Die Untersuchung aller unbestimmten For-
0
men o und % kann also auf die Untersuchung der Grenzwerte
der Quotienten der Ableitungen zuriickgefiihrt werden.

3. limf(z)p(x) = 0 - og. Man setzt:

lim f(z) - p(2) = lim 2P = 2 oger —LEL_ 0.
@) 9@
4. lim (f(z) — @(x)) = 00 — 00, Man kann z. B. setzen:

AN _ @),
lim (fla) — gio) = lim £(a) (1 — %)
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5. 0° o0° 1°. Man setat: (f(x))‘f(" = eP@)108S (%) 0+

1
Beispiele: lim# log s — lim °8-% — lim —%— — 0.
z->0 z-»0 __1__ z—»O_i
T x?
lim 2% = lim 1%8% = 1.

z>0 z->0

IX. Beispiel einer stetigen nirgends differenzier-
baren KFunktion.

Schon auf 8. 64 haben wir einige Andeutungen @iber den Zu-
sammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer Funk-
tion gegeben. Wir hatten damald erkannt, daB zwar die Diffe-
renzierbarkeit die Stetigkeit nach sich zieht, daB aber umgekehrt
vicht aus der Stetigkeit auf die Differenzierbarkeit geschlossen
werden kann. Wir hatten S. 64 Beispiele stetiger Funktionen
gegeben, die an einer Stelle nicht differenzierbar waren. Diese
Ausfithrungen sollen nun durch ein Beispiel einer stetigen Funk-
tion erginzt werden, welche sogar an kemer Stelle eines ganzen
Intervalles differenzierbar ist. Wir werden zun#chst in Para-
meterdarstellung « = z(f), y = y(¢) eine Kurve angeben, die
durch jeden Punkt eines ganzen Quadrates hindurch geht. Sie
filhrt nach Peano, der sie zuerst angab, den Namen Peanokurve.
Die Funktionen 2 = «(f) und y = y () werden sich zwar als stetig,
aber nicht als differenzierbar erweisen. Wir wollen zun#chst die
Zuordnung der Punkte des Quadrates zu den Punkten einer Strecke
definieren, auf der das Weitere beruht. Wir fassen so gewisser-
maBen zunichst die Punkte des Quadrates als eindeutige Funktion
einer Variablen ¢ auf. Zugrunde gelegt sei die Strecke 0 <t <1
und das Quadrat 0 L2 <1, 0 <y < 1. So wie wir gelernt
haben, die Punkte einer Strecke vermdge von Intervallschachte-
lungen zu erfassen, so kann man auch die Punkte des Quadrates
durch Quadratschachtelungen erfassen; indem man niimlich fiir die
Abszissen und die Ordinaten Intervallschachtelungen von jeweils
gleicher Intervallinge verwendet, erhilt man die Punkte des
Quadrates als innerste Punkte von Quadratschachtelungen. Wir
wollen nun festlegen, welcher Punkt des Quadrates einem ge-
gebenen Punkt der Strecke zugeordnet sein soll.

Wir teilen die Strecke in neun gleiche Teile ein und nume-
rieren sie von rechts nach links fortlaufend von 1 bis 9. Alsdann
teilen wir wieder jede Teilstrecke der ersten Unterteilung in neun
Teile, die wir wieder in jedem Intervall von links nach rechts mit
1 bis 9 numerieren. Das ist die zweite Unterteilung. Ihre Strecken
haben die Liinge (§)°. Wir teilen sie wieder in neun Teile und

Teubn, Leitf, Bieberbach, Differentialrechnung. 2. Aufl 8
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numerieren wie vorhin. So fahren wir unaufhorlich weiter. Die
Strecken der nte® Unterteilung haben die Liénge (§)*. Jeden Punkt
der Strecke konnen wir nun durch Angabe der Nummern der Teil-
strecken einer jeden Unterteilung, in deren Innerem er liegt, be-
zeichnen, hnlich wie wir das in Kap. 1I ausfihrlich erdrtert haben.

Den gleichen Proze wenden wir nun beim Quadrat an. Wir
zerlegen es in neun gleiche Teilquadrate von der Kantenlénge 3 und
erhalten so die erste Unterteilung; wir numerieren die Quadrate
fortlaufend mit 1 bis 9, jedoch so,
daB zwei Quadrate mit aufeinander-
3 4 9 folgender Nummer l#ings einer gan-
zen Kante aneinander grenzen. Das
kann so geschehen wie in der Fig. 28
angedeutet. Nun kommen wir zur

? y s zweiten Unterteilung. Wir erhalten
sie, indem wir wieder jedes Teil-
quadrat in neun gleiche Quadrate

z 6 7 teilen. Diese Quadrate der zweiten
Unterteilung haben also die Kanten-

Fig. 28. lénge ()% Wir numerieren sie auch

wieder mit 1 bis 9, und zwar wie-
der so, daB zwei aufeinanderfolgende Quadrate lings einer Kante
aneinander grenzen. Das kann im einzelnen Quadrat so geschehen
wie vorhin, jedoch miissen wir noch darauf achten, daB auch das
neunte Quadrat eines Teilquadrates der ersten Teilung in einer
Kante an das erste Teilquadrat des folgenden Quadrats der
ersten Teilung angrenzt. Auf diese Weise fahren wir unaufhér-
lich weiter. Wir erhalten dann bei der #*™ Unterteilung Qua-
drate von der Kantenlinge (;)". Wieder kann nun jeder Punkt
des Quadrates aufgefaBt werden als innerster Punkt einer ge-
wissen mit diesen Quadratteilungen erhaltenen Quadratschachte-
lung. Denn der Punkt liegt in einem Teilquadrat der zweiten
Unterteilung, einem der dritten usw. Wir konnen ihn also voll-
stindig bezeichnen, indem wir einfach nur die Nummern der be-
treffenden Teilquadrate angeben. Das kann so wie ein unendlicher
Dezimalbruch notiert werden. Nun kdnnen wir die Zuordnung der
Quadratpunkte zu den Punkten der Strecke angeben. Wir ordnen
jedem Punkt der Strecke den Quadratpunkt zu, der in der eben
eingefithrten Bezeichnungsweise die gleiche Benennung triigt.
Wir wollen uns nun zunichst davon fiberzeugen, daB hierdurch
die Quadratpunkte als eindcutige Funktion der Streckenpunkte
definiert sind. Wie bei den unendlichen Dezimalbriichen kann
nimlich ein und derselbe Streckenpunkt unter Umsténden in ver-
schiedener Weise bezeichnet werden, nimlich dann, wenn er selbst
einmal als Teilpunkt auftritt. Aber wie bei den Dezimalbriichen
bieten sich dann nur genau zwei verschiedene Moglichkeiten der
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Bezeichnung. Wir miissen uns also iiberzeugen, daB zwei ver-
schiedene Bezeichnungen, die denselben Punkt der Strecke liefern
immer auch denselben Quadratpunkt ergeben. Das kann aus der
Art unserer Numerierung bei den Quadratteilungen gefolgert wer-
den, und das war auch einer der Griinde dafiir, sie so zu wihlen
wie geschehen. Zwei verschiedene Bezeichnungen ein und des-
gselben Streckenpunktes stimmen némlich in einer gewissen Zahl
von Anfangsziffern iiberein. Alsdann kommen zwei verschiedene
aber aufeinanderfolgende Ziffern, dann in der einen lauter Einsen,
in der anderen lauter Neunen. Vergleichen wir zwei derartige
Quadratschachtelungen miteinander, so erkennen wir, daB eine
gewisse Zahl von Anfangsquadraten iibereinstimmen, dann kommen
zwei verschiedene aber aufeinanderfolgende der nichsten Unter-
teilung, die also in einer Kante aneinandergrenzen, dann kommen
in der einen lauter Einsen, d. h. immer die ersten Quadrate der
niichsten Unterteilungen, in der anderen lauter Neunen, d. h. die
letzten Quadrate der folgenden Unterteilungen. Diese stoBen aber
bei unserer Wahl der Bezeichnung immer in Kanten aneinander,
und ihr innerster Punkt ist ihnen daher gemeinsam. So sind die
Quadratpunkte eine eindeutige Funktion der Streckenpunkte. Wir
wollen beiléufig angeben, daB aber nicht umgekehrt die Strecken-
punkte eine eindeutige Funktion der Quadratpunkte sind. Denn
wenn ein Quadratpunkt einmal als Eekpunkt einer Teilung auf-
tritt, so ist er innerster Punkt von ¢ier verschiedenen Schachte-
lungen, die also nicht alle auf den gleichen Streckenpunkt fithren
konnen. Denn da ist ein jeder Punkt innerster Punkt von hdchstens
zwei verschiedenen Schachtelungen. Somit sind nun die Abszissen
und die Ordinaten der Quadratpunkte als eindeutige Funktionen
des Parameters ¢ definiert.

Wir wollen weiter sehen, daB sie stetige Funktionen sind. Es
geniigt (¢) zu betrachten. Bei y(¢) ist die Sache ganz #hnlich.
Wir miissen zeigen, daB es zu jedem ¢ ein d(e) gibt, so daB
|z (t,+ k) —z(t,) | <&, sobald | | << d(e). Zum Beweis betrachte
ich eine Teilstrecke, die aus zwei aufeinanderfolgenden Strecken
der nt*» Unterteilung besteht. Sie hat die Lange 2(j)". Die ihren
Punkten zugeordneten Quadratpunkte gehSren zwei lings einer
Kante aneinandergrenzenden Quadraten der »'*™ Unterteilung an.
Die bei ihnen vorkommenden Abszissendifferenzen sind also hoch-
stens 2(3)". Seien nun f, und £, 4+ zwei Punkte der eben ein-
gefihrten Strecke, und sei ¢, ein innerer Punkt der Strecke. Dann

ist also immer |2(f,+ k) — (%) | < ;,, Setze ich 31” =&, 80.ist

ohne weiteres zu sehen, daB durch hinreichend groBe Wahl von

n, d. h. der Unterteilung, der ich die beiden Strecken entnehme,

¢ unter jede Grenze herabgedriickt werden kann. Das zugehdrige

d(¢) der Stetigkeitsformulierung ist definiert als Minimalabstand
83
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von %, von den Intervallenden. So ist die Stetigkeit nachgewiesen.
Nun wollen wir zeigen, daB xz(f) nirgends differenzierbar ist.

Wir haben also zu zeigen, da fiir kein #; der Grenzwert

i 2 T h;)' — a(ty)

r>0

existiort. Das wird nach 8. 55 geschehen sein, sowie wir erkannt
haben, daB es beliebig kleine Werte von A gibt, fiir die der Diffe-
renzenquotient verschwindet,

74 und daB es andererseits be-

liebig kleine Werte von %
gibt, fiir die er tiber einer
irgendwie fixierten Grenze
liegt. Es soll wieder #, der
oben eingefithrten Doppel-
strecke angehdren, die wir ja
beliebig kurz withlen kénnen.
Man sieht sofort, daB es in
dem zugeordneten Doppel-
quadrat Punkte gleicher Ab-
szisse gibt. Ich kann daher
¢t ty+h in der Doppelstrecke

) ¥ig. 29 1 so wihlen, daB z(¢, + &)

=u(t)). Daraus folgt der
erste Teil der gewilnschten Feststellung. Uberall, wo der Differen=
tialquotient existiert, muf er Null sein. Daraus folgt schon, da8 er
nicht iiberall existieren kann, da sonst die Funktion #(z) konstant
sein miiBte. Er kann nicht einmal in einem Intervall existieren. DaB
er aber nirgends existiert, werden wir erkannt haben, sowie wir
gezeigt haben, daB es fiir jedes #, beliebig kleine h gibt, fiir die
der Differenzenquotient oberhalb einer festen Grenze bleibt. In
unserem Doppelquadrat kénnen wir nimlich immer eine Abszisse
z(fy + ) finden, die von z(4,) um mindestens die Hilfte der Kante
des Doppelquadrates absteht, die zur z-Achse parallel ist. Die
Linge derselben ist aber mindestens (4)" (n#mlich ()*, wenn die
Quadrate iibereinanderliegen und 2(%)", wenn sie nebeneinander-
liegen. Daher ist bei dieser Wahl von # immer | z(t, + h) — z (%) |
=3 (3)" Ferner ist aber || selbst natiirlich kleiner als 2(%)".
Daher ist !“’(to+h)—wggli>_1_3,L

‘ h 4 7

Damit ist der Beweis zu Ende. Man wird noch den Wunsch haben,
auch etwas anschaulich in das Zustandekommen der eben festge-
stellten Eigenschaft hineinzusehen. Man kann sich eine ungefiihre
Vorstellung von dem Verlauf der Funktion #(f) machen. Zu dem
Zweek muBl man an den Streckenzug denken, den wir in unsers
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Figur 28 eingezeichnet haben und dessen Bedeutung wir jetzt
angeben wollen. Das ist weiter nichts als ein Sebnenpolygon, das
der Peanokurve eingezeichnet ist. Man sieht niimlich leicht ein,
daB es die Eckpunkte mit der Peanokurve gemeinsam hat. Ich
kenne so auch die Werte der Funktion #(¢) in einzelnen Punkten,
ndmlich in allen Teilpunkten. Ich will nun die Funktion z(f) in
einem rechtwinkligen x--System deuten, und dabei die eben ge-
fundenen Stellen der Kurve xz(f) verwenden. Verbinde ich sie
durch gerade Linien, so er- :

halte ich als erste Annihe- ?
rung das Sehnenpolygon dex ;M
Fig. 29, der ersten Untertei- | N
lung entsprechend. Bei der | //'

W

zweiten Unterteilung wird es

durch das kompliziertere dex [Wi
niichsten Fig. 30 ersetzt. So | {
bekommt man einen unge-
fahren Einblick.

Man erkennt, wie die in der
Fig. 30 dargestellte zweite An-
nherung aus der ersten An- 7

Ilahel ung del Flg 29 dadurch

hervorgeht, daB jedes gerad- 7 Fig. 80. 7
linige Stiick durch einen Zick-

zackzug ersetzt wird. So erhéilt man auch jede folgende An-
néherung aus der vorhergehenden. Der Leser wird auch leicht
sehen, wie es kommt, daB es an jeder Stelle verschwindende und
sehr groBe Differenzenquotienten gibt.

X. Funktionen von zwei Variablen.

§ 1. Grenzwerte und Stetigkeit. Was man unter einer Funk-
tion von zwei Variablen versteht, ist dem Leser schon von S. 2
gelgufig. Als geometrische Deutung einer solchen Funktion
#=f(z, y) bietet sich die Darstellung durch eine Fliche in dem
dreiachsigen rechtwinkligen Koordinatensystem (z, y, #z). Wann
werden wir eine solche Funktion an einer Stelle (x, y) der unab-
héingigen Variablen stetig nennen? Doch jedenfalls immer dann,
wenn sich die Werte der Funktion in der Nachbarschaft des Punk-
tes xy, y, der x-y-Ebene von f(x,, y,) beliebig wenig unterscheiden,
einerlei ob die Funktion iiberall erklirt ist oder nicht. Um aber
mit dieser Vorstellung logisch operieren zu konnea, miissen wir
sie, wie bei einer Variablen, erst in ein begrifflich faBbares Ge-
wand bringen. Dazu sind vorab Erdrterungen iiber den Grenz-
begriff notwendig

Unter einer Umgebung einer Stelle (x,, y,) der 2-y-Ebene wol-
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len wir fortan immer entweder das Innere eines Kreises verstehen,
dessen Mittelpunkt dieser Punkt (x,, y,) ist, oder aber das Innere
eines Rechteckes, dessen Mittelpunkt wieder (z,, %,) ist. Das ist
also die genaue Verallgemeinerung des um einen Punkt der Zahlen-
geraden abgegrenzten Intervalles, wie denn hier iiberhaupt an die
Stelle der Zahlengeraden die Zahlenebene, die z-y-Ebene, tritt.
Von der Verallgemeinerung des Intervallschachtelungsprinzips war
schon auf S.107 die Rede. Nun zur Definition des Grenzweries
einer Funktion f(z, y) beim Ubergang zur Stelle (xy, %,). Wir

werden schreiben lim f(z, y) = A dann und nur dann, wenn sich
x>z,

Y>Yo

fur jedes vorgegebene ¢ um die Stelle (x,, y,) eine Umgebung ab-
grenzen LGt derart, daB fir alle x, y dieser Umgebung immer
|f(z,y) — A| <e ist. Fiir diesen hiermit definierten Doppellimes
gelten ganz &hnliche Gesetze wie fiir den Limes bei Funktionen
einer Variablen, namentlich auch das allgemeine Konvergenzprin-
zip: Der Doppellimes existiert dann und nur dann, wenn sich fir
jedes ¢ wm die Stelle eine Umgebung abgrenzen lift, so daf fiir
zwei beliebige Punkte (z,y,) und (2,y,) dieser Umyebung immer
| 7(24, 1) — f(2, 95) | < ist. Der Beweis ist genau der gleicho wie
bei einer Variablen, wofern man nur in dem dort auf 8. 55
gegebenen Wortlaut tiberall statt ,Intervall um x = o liest:
,Umgebung von (%,%,)*. Der Leser mag den Beweis also dort
nachsehen.

Ein Kreis um (z, ?/o) ist analytisch charakterisiert durch die
Ungleichung (2 — ,)? + (y — ,)® <&, wihrend die beiden Un-
glelchungen |2 —2,| <ée und |y —y,| <& ein Rechteck um den
Punkt liefern.

_ 5 —
Beispiele: 1. |2*+y®| <e fir ]x[<V-; und .y]<V§

Also ist die Funktion stetig bei =0, y=0.

yi< LW o ot 4 y2< 2e.

2 ey Y,

Also ist die Funktion stetig bei =0, y = 0, wenn man ihr dort
den Wert Null beilegt.

Der hier definierte Doppellimes muB scharf unterschieden wer-
den von dem doppelten oder zweifachen Limes lim lim f(z, y). Bei

z2->0y->0

diesem handelt es sich darum, erst y nach Null riicken zu lassen.
Dabei bleibt  fest. Man nihert sich also dabei dem Punkt «
der z-Achse. Wenn das geschehen ist, soll man weiter den Grenz-
tibergang « —> 0 ausfithren. Von allen Werten, die die Funktion
in der Umgebung von #==0, y =0 annimmt, kommen also bei
diesem zweifachen Limes nur die in der Nihe der x Achse ange-
nommenen vor. Darin liegt, daB das etwas anderes sein kann als
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der doppelte Grenziibergang lim lim f(z, y) liefert, bei dem nur
y->0z2->0

die Reihenfolge der Grenziiberginge vertauscht ist. Denn da hangt
der Grenzwert nur ab von den Werten, die f(#, ) in der Nihe
der y-Achse besitzt, oder richtiger ausgedriickt von den Grenz-
werten, die f(x, y) bei Ann#herung an die y-Achse besitzt. In-
dessen gilt, wie man leicht iibersieht, ein wichtiger Satz tiber die
Beziehung zwischen doppeltem Limes und Doppellimes: Wenn
der Doppellimes Iim f (%, y) und die beiden doppelten Limites

lim lim f(z, y) und hm lim f(z, y) existieren, so sind alle drei
Z2>0y>0 y->0z->0
einander gleich. Denn dann sind alle bei den beiden doppelten

LimitéS” vorkommenden Funktionswerte, soweit sie in einer ge-
niigend kleinen Umgebung von (0, 0) angenommen werden, um
weniger als ¢ voneinander verschieden, also sind auch die doppel-
ten Limites selbst beide voneinander und vom Doppellimes um
weniger als ¢ verschieden. Also sind sie einander gleich, da & be-
liebig angenommen werden kann.

Man kann indessen aus der Existenz des Doppellimes nicht fol-
gern, daB auch nur einer der doppelten Limites existiert. Be-

trachten wir z. B. die Funktion: f(w,y)=y sin% fir x40,
f(z,y) = 0 fiir x = 0. Der Doppellimes lim (=, y) existiert und

z->0
y>0

ist gleich Null; denn fiir |y | <& und behebwes x, also erst recht
fir |2|<<e und |y | <e, ist immer }ysm—1-| < &. Jedoch existiert

1 1
der lim lim % sin — nicht. Denn schon limy sm —- existiert nicht.
y>0z->0 x x>0

In diesem Beispiel existiert zuféllig noch der lim lim g sin L _o.
z2>0y>0 x

Aber das ist wirklich nur ein Zufall. Denn bei
f(z, y)zysiu% —i—::;sinyi fir £==0, y=+0, f(z,9)=0 fir z =0

und fiir y =0 existiert zwar der Doppellimes, aber keiner der

doppelten Limites.
Ebensowenig kann man umgekehrt aus der Existenz der beiden

doppelten Limites die Existenz des Doppellimes erschlieBen. Be-
trachten wir ndmlich z. B. die Funktion ;j'?—a, s0 ist

lim lim =1 und limlim ——5=0.
e>0y>0 T T Y* y>0z>0 + Yt
Aber der Doppellimes existiert nicht; denn auf der x-Achse ist ja
unsere Funktion 1, auf der y-Achse dagegen ist sie 0. Also kann
es keine Zahl geben, die von beiden beliebig wenig abweicht.
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Der Leser denkt vielleicht, das liege daran, daB eben die bei-
den doppelten Limites verschieden waren. Wenn sie aber gleich
sind, ist es genau cbenso. Ich will ein Beispiel einer Funktion
angeben, fiir die nicht allein die beiden doppelten Limites einander
gleich sind, nein, in dem sogar bei jeder geradlinigen Anniherung
an den Nullpunkt (0, 0) f(z, y) demselben Grenzwert Null za-

strebt, und wo doch der Doppellimes nicht existiert. Ich setze
4yix . s .
flz, y)= (y,{!}_w - Dann ist :1.1:10 !}1:) f(z,y9) =0, und es ist
Lim lim f(x, y) = 0. Ferner ist lings der Geraden
y>0x>0
4k .
y=kx:f(z,y)=m- Also mlil)l:}f(.’ﬂ, k$)=0.

Und doch kann der Doppellimes nicht existieren, da es z. B. in
jeder Nihe von (0, 0) noch Punkte gibt, wo f(z,y)=1. Das
sind die Punkte der Parabel z = y%

Man kann sich von den hier beriibrten Dingen auch anschau-
lich leicht eine Vorstellung verschaffen. Ich gebe daher noch fol-
gendes Beispiel, das bei (0, 0) ganz dasselbe Verhalten zeigt, wie
das vorbergehende, das aber wohl anschaulich durchsichtiger ist
als dieses. Die Funktion f(x, y) sei so definiert: Fir x =10 soll
f(z, y) =0 sein, fiir die Punkte der zy-Ebene, die der Gleichung

y*==z(« — ) geniigen, soll f(z,y)= T—{T" sein. Die Punkte,

die bei einem bestimmten « der Gleichung y? = z(« — z) geniigen,
liegen auf einem Kreis, der die y-Achse im Koordinatenanfang
beriihrt. Jedem Wert des Parameters o entspricht ein solcher
Kreis. Ich erhalte eine Kreisschar, deren Parameter das « ist. Die
Kreise mit positivem o liegen rechts, die mit negativem « links
der y-Achse. «—> 00 liefert die y-Achse selbst. Die Kreise mit
kleinem |« | haben einen kleinen Radius, der sich mit abnehmen-
dem || fortwiihrend verkleinert und fiir || =0 verschwindet.
Die Kreise mit kleinerem |« | liegen im Inneren der Kreise mit
groBerem |«|. Diese Kreise sind nun die Hohenlinien unserer
Fliche. Denn léings eines jeden derselben hat f(w,y) denselben

Wert. Den Verlauf der Funktion z= -——-—. haben wir auf S. 81

1+«
studiert. Demnach nimmt unsere Funktion ihren griBten Wert
auf dem Kreise « =1 ein, ihren kleinsten auf dem Kreise ¢ = — 1.

Mit wachsendem oder gegen Null abnehmendem «| nihert sich
{(x, y) unbegrenzt der Null. Wenn ich den Verlauf der Fliche
tiber irgendeiner Geraden y —mx durch den Koordinatenanfang
verfolge, so bat lings dieser Geraden bei Anniherung an (0, 0),
f(z, y) immer den Grenzwert Null, welche Gerade ich auch nehmen
mag. Denn eine solche Gerade trifft in der Umgebung von (0, 0)
nur Kreise mit sehr kleinem Parameter. Fine Ausnahme macht
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nur die y-Achse. Auf dieser Geraden aber verschwindet die Funk-
tion ja obnedies. Also léngs jcder Geraden ist der Grenzwert
Null. Aber wenn ich mich lings eines der Kreise meiner Schar
dem Koordinatenanfang nshere, so ist der Grenzwert natiirlich

gleich T{—&;, wenn « den Parameter des Kreises bedeutet, auf

welchem ich mich dem Koordinatenanfang niéhere. Ich kann als
Grenzwert jeden Wert zwischen — 1 und -+ % herausbekommen.
Bei der nun gleich folgenden Definition der Stetigkeit wird
der Doppellimes eine wichtige Rolle spielen. Er ist die eigentliche
Verallgemeinerung des Limes bei Funktionen einer Variablen. Fiir
ihn, wie auch tiir die doppelten Limites, gelten die folgenden
Regeln wie bei einer Variablen: Der Limes einer Summe ist gleich
der Summe der Einzellimites, ferner der Limes eines Produktes
ist gleich dem Produkt der Einzellimites, der Limes eines Quo-
tienten ist gleich dem Quotient der Einzellimites, wofern der Limes
des Nenners nicht Null ist. Der Beweis wird genau wie bei einer
Variablen gefiithrt. Wir gehen daher nicht niher darauf ein.
Wir nennen eine Funkiion an der Stelle xy, y, stetig, wenn
lim f(z, y) = f(x, Yp) ist. Man darf sich von dem Aussehen des

geometrischen Bildes einer nur an einer Stelle stetigen Funktion
keine falsche Vorstellung machen. Stetig im Sinne dieser Defini-
tion ist bei (0, 0) auch die Funktion z=y fir £>0, e=—y
fiir #<C0. Man veranschaulicht sich dieselbe am besten geome-
trisch dadurch, daB man sich die (z, y)-Ebene lings der y Achse
aufgeschnitten denkt und dann die beiden Halbebenen um die -
Achse gegeneinander dreht, so daB dabei der Schlitz immer tiber
der y-Achse bleibt.

Sditze uber stetige Funktionen: Summe, Differenz, Produkt und
Quotient stetiger Funktionen sind wieder stetige Funktionen iiber-
all da, wo der Nenner nicht verschwindet. Der Beweis verlduft
genau wie bei einer Variablen. Wir bemerken noch, dafl natiirlich
x und y selbst stetige Funktionen der beiden Variablen z und y
sind. Dann konnen wir schlieBen, daB alle rationalen Funktionen
von  und y wieder stetige Funktionen sind, aufler an den Null-
stellen des Nenners. Wir konnen weiter bemerken, daB alle ste-
tigen Funktionen der einen Variablen x auch stetige Funktionen
der beiden Variablen z und y sind, denn wir kénnen sie als solche
Funktionen der beiden Variablen auffassen, deren Wert an jeder
Stelle nur von x abhiingt.

Wenn wir in einer stetigen Funktion f(u, v) fiir die beiden
Variablen wieder stetige Funktionen % (z, y) und v(z, y) eintragen,
so ist die mittelbare Funktion wieder eine stetige Funktion. Also
ist z. B. auch f(u(x), v'z)) eine stetige Funktion von z, wenn w(z)
und v(z) solche Funktionen sind und wenn f(u, v) eine stetige
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Funktion seiner beiden Variablen ist, fiir solche Werte derselben
nattirlich, die von %(z) und »(z) angenommen werden.

Um nun weiter die allgemeinen S#tze iber stetige Funktionen
ibertragen zu konunen, miissen wir erst wieder ein paar Grund-
begriffe fiir das zweidimensionale Gebiet neu einfiihren. Wenn in
der zy-Ebene eine unendliche Menge von Punkten gegeben ist, so
heiBt ein Punkt P Haufungspunkt dieser Menge, wenn in jeder
Umgebung dieses Punktes unendlich viele Punkte der Menge liegen.

Eine Punktmenge heilt beschrdnrkt oder im Endlichen gelegen,
wenn sich ein Quadrat (oder, was dasselbe bedeutet, ein Kreis)
angeben 14Bt, der alle Punkte der Menge im Inneren enthilt.

Eine beschrinkte wunendliche Punktmenge besitzt mindestens
einen Haufungspunkt. Der Beweis geht #hnlich wie auf der Ge-
raden durch Quadratschachtelung. Wir teilen das Quadrat in vier
gleiche Teilgnadrate. Mindestens eines enthilt unendlich viele der
Punkte. Dieses oder (wenn es mehrere sind) irgendeines derselben
teilen wir wieder in vier Quadrate. So weiterfahrend erhalten wir
eine Quadratschachtelung, deren innerster Punkt ein Hiufungs-
punkt ist.

Unter einem Bereich verstehen wir eine Punktmenge von fol-
gender Art: Jeder Punkt der Menge besitzt eine Umgebung, die
nur aus Punkten der Menge besteht. Irgend zwei Punkte der
Menge aber lassen sich durch einen Polygonzug miteinander ver-
binden, welcher nur Punkte der Menge passiert (Polygonzug heiBt
oine Kurve, die aus endlich vielen geradlinigen Stiicken besteht).
Ein Bereich ist also z. B. das Kreisinnere, das Ellipseninnere und
viele andere.

Unter einem Grenzpunkt oder Randpunkt eines Bereiches ver-
stehen wir einen Punkt, der selbst nicht dem Bereich angehdrt,
der aber Hiufungspunkt von Bereichpunkten ist, in dessen belie-
biger N&he also Bereichpunkte liegen; z. B. die Kreisperipherie,
der Rand der Ellipse usw.

Ein Gebiet (abgeschlossener Bereich) entsteht aus einem Be-
reich durch Hinzunahme der Randpunkte, also z. B. Kreisinneres
plus Rand.

Allgemeine Sditze diber stetige Funktionen: Eine in einem abge-
schlossenen, ganz im Endlichen gelegenen Bereich stetige und
endliche Funktion (d. h. stetig im Inneren und auf dem Rande)
ist beschriinkt. Denn sonst lieBe sich eine Stelle angeben, an
welcher der Betrag der Funktion groBer als 1 wire, eine Stelle,
wo ihr Betrag groBer als 2, allgemein eine Stelle, wo ihr Betrag
groBer wire als die beliebige ganze Zahl n. Diese Punkte besitzen
dann mindestens einen H#ufungspunkt, der dem Bereich oder
seinem Rand angehort. Da aber hier die Funktion einen endlichen
Wort besitzt, so besitzt sie auch fiir alle Stellen einer gewissen
Umgebung einen Wert unterhalb einer gewissen Schranke, wihrend
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nach unserer Konstruktion in jeder Umgebung dieses Punktes
Stellen ligen, wo der Betrag itber jeder gegebenen Schranke liegt.
Daher existiert nun auch fir die Funktionswerte eine obere und
eine untere Grenze, die aber beide irgendwo von der Funktion an-
genommen werden. Das erkennt man wie bei einer Variablen.
Daher hat jede im abgeschlossenen Bereich stetige Funktion im
Bereich ein Maximum und ein Minimum.

§ 2. Ableitungen. Diepartiellen Ableitungen der Funktion f(z,y)
haben wir schon auf S. 69 eingefithrt Wir haben der dort gege-
benen Definition nichts hinsuzufiigen. Als eine Anwendung des
seither Besprochenen wollen wir nun die Kettenregel auf mittel-
bare Funktionen f(x(f), y()) erweitern. Durch die Gleichungen
z=2() und y = y(¢) fir t{, <¢ <t wird eine Kurve der xy-
Ebene definiert Die Funktion f(x, y) mige eine stetige Funktion
der beiden Variablen 2 und y sein in einem Bereich, der diese
Kurve ganz im Innern enthdlt. Ferner sollen die partiellen Ab-

leitungen p(z, y) = % und ¢(z, y) = % existieren und stetig
sein. Weiter sollen auch «(f) und y(¢) differenzierbar sein. Dann
ist auch die mittelbare Funktion f(x(?), y(t)) differenzierbar, und
e gilt af _ofdx | ofdy

dt ~ oxdt + dy dt

Der Beweis flieBt aus der Definition der Differentialquotienten und
der Stetigkeit. Wir haben nimlich:

o [@C+ A, yt+ A0) — [ 9)
At—)O At

At—)O At

At->0

Dies wird nach dem Mittelwertsatz

= hmp(x—!— 9 Ax,y+ Ay) hm At + hm q(w, ¥+ 0,Ay) lun

At->0

8fda: afd

Die Verallgemeinerung der Kettenregel auf mittelbare Funkticnen,
die aus Funktionen von noch mehr Variablen entstehen, liegt hier-
nach auf der Hand, wie denn iiberhaupt der Leser imstande sein
wird, alles bisher Gesagte sich auch bei Funktionen von mehr als
zwei Variablen zurechtzulegen.

Wir kommen zu den hoheren Ableitungen. Sie werden erhalten,
wenn die partiellen ersten Ableitungen wieder differenziert werden.
So aber erhilt man schon 4 partielle Ableitungen zweiter Ordnung,
némlich je nachdem ob wir p oder ¢ wieder nach # oder nach y
differenzieren. Jeder, der sich naiv oder rein mechanisch mit diesen
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Dingen befaBt, kommt ganz von selber darauf, daB es Funktionen

3 o't o*'f _ odg A
gibt, fir die Py dyoz " dzoy 0w’ fiir die also die Reihen
folge der Dlﬁ'erentmtlonen gleichgiiltig ist. Mancher wird auch
ohne weiteres Nachdenken es fiir selbstverstindlich halten, da8 es

so ist. Aber dem ist nicht so Das wiire ein Irrtum. Schon die
2

ganz einfache Funktion 2z = zy - e bewelst das Gegenteil. Sie
besitzt, wie wir oben sahen, bel (O, 0) einen Grenzwert, nimlich

Null. Erkliren wir also fiir (0, 0) die Funktion dadurch, da8 wir

dort 2 = O setzen, erkliren wir sie aber an allen anderen Stellen
I 2

(wo dieser Ausdruck ja nicht versagt) durch z = L
ist sie bei (0, 0) stetig. Nun wird
z? — ¢
Yooy —0
2(0,y) =lim ° :;—3{“‘ =y
2yt )
TY g —
und ¢(z,0) =lim - g+ x.
y>0 Y
. o' .
Daher wird PPEE (0,0) = — 1, dagegen }') a 7 (0,0)=1. Ein

z? 4 2y*
weiteres solches Beispiel wird durch die Funktion ¢ = 2y Ty
fir (2, y) = (0, 0) und £ = O fiir (=, ) = (0, 0) gegeben. Auch

diese Funktion ist bei (O, O) stetig. Denn es ist
.i’-—i—y’ (w + 2./2)l< x:__l_y: (2‘; + 2?/2)’<2 |xl|./l<5 fir

ol <Y 50 191<)/ &

Hier wird p(0,y) = 2y und Q(x, 0) = z. Daher wird 3aafx= 2

_o*f
und 5209 =1.
Wir wollen noch suchen, einen geometrischen Einblick in den

2 2

Sachverhalt zu gewinnen. Die Fliche z = zy '—:5_——;; sieht in der
Umgebung von (0, 0) ihnlich aus wie das hyperbolische Para-
boloid # = zy. Genau wie dieses passiert sie in den beiden gerad-
linigen Erzeugenden z = 0 und y = 0 die 2y-Ebene und ist im
ersten und dritten Quadranten oberhalb, im zweiten und vierten
unterhalb dieser Ebene gelegen. Um nun weiter die geometrische

of und T einzusehen
oxdy oyiéx !
was ja bei ¢ = xy anders ist, fragen wir zuniichst nach der geo-
metrischen Bedeutung der beiden partiellen ersten Ableitungen p

Bedeutung der Verschiedenheit von
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und ¢. Wenn wir durch die Fliche # = f(x, y) einen Schnitt legen
parallel zur xz-Ebene, etwa beiy = y,, so erhalten wir eine Schnitt-
kurve mit der Gleichung # = f(=, y,). Der Richtungstangens dieser
Schnittkurve ist p(#, y,). Schneiden wir parallel zur yz-Ebene bei
2 = m,, so erhalten wir eine Schnittkurve mit der Gleichung
2= f(%, y). Ihr Richtungstangens wird ¢(z, y). Die zweiten
Ableitungen geben nun an, wie sich diese Richtungstangens #ndern,
wenn man sie lings einer Parallelen zur 2- oder y-Achse auf der
Fliche verfolgt. Die in unserem Beispiele aufgeschriebenen waren
direkt die Richtungstangens der Schnittkurven in den Punkten
der z-Achse bzw. den Punkten der y-Achse. Wihrend beim Para-
boloid die Schnittkurven diese beiden Geraden gleich steil durch-
setzen, besteht hier ein Unterschied der Steigungen. Die y-Achse
wird steiler durchsetzt wie die z-Achse. Dazu nimmt die Steigung
lings der y-Achse bei Anniherung an den Koordinatenanfang
rascher ab als lings der z-Achse.

Wenn man den hier dargelegten Sachverhalt mit der evidenten
Tatsache vergleicht, daB bei ganzen rationalen Funktionen die
Reihenfolge der Differentiationen sich als vertauschbar erweist, so
driingt sich einem die Frage nach den Bedingungen auf, unter welchen
diese Gleichheit stattfindet, zumal fiir das bloBe Auge gar kein so
groBer Unterschied z. B. zwischen unserer Fliche und dem Para-
boloid bei (z, y) = (0, 0) zu bestehen scheint. Wir werden in
dieser Richtung den folgenden Satz beweisen:

*f o'f
9, dzdy’ dyoa
or _ o
oxdy Odyox
Zum Beweis miissen wir auf die Definition der Ableitungen

suriickgehen. Es ist p(zy, y) = lim &+ h y;»_ @0 %), Daner
h>0

In einer Umgebung von z,, y, sollen f(z, ), p,

evistieren und stetig sein, dann ist an dieser Stelle

21 e lim limf(ﬁ’o+h7?lo+k)—f(x° ot B) — Flae+hye) +1 (@0, ¥o) )
Yoz 1 on>0 hk

1@ Yo £ M= 10%) | ung o5 wird

Ferner ist aber q(z, y,) = lim
E>0

Ad ..
3 Ff == lim lim
Z0Y  p>or>0

{@a+ M Yo+ 8) —F( @ PsYy) — (0, Yo +5) + £ (@, Y5) i
hk

Die beiden Ausdriicke unterscheiden sich also nur durch die Reihen-
folge der beiden Grenziibergiinge. Wir hatten schon oben 8. 112
Beispiele dafiir, daB die Reihenfolge zweier Grenziibergiinge nicht
gleichgiiltig ist. Hier finden wir neue Beispiele. Wir erkannten
damals, daB beids sicher dann gleich sind, wenn der zugehorige
Doppellimes existiert. Dieser Satz wird bei unserem Beweis eine
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Rolle spielen. Wir wenden den Mittelwertsatz mehrmals an. Um
H

o7 umzuformen, setze ich:
0y ox

h, y) — y
oot )= 160at) _
Dann wird
f = limlim P& FH = 9@) _ ;09
ayow (o 90 = Sl = i iy G 48)
8 8
oo (ot yo+«‘r.k)—;)§<wo,yo+a.k>
= lim lim :
k>04>0
— limlim ;27 (g + 8,k y, + 8,5)
E>01>00%0Y * ° 3o g

2
Nun existiert aber wegen der Stetigkeit von %5,3_/ der Doppel-
limes und ist diesem doppelten Limes gleich (8. 115). Daher ist

lim lim =00 (2 + Bk, 4o + 9,%) = 2L (20, y0)
oy o 2/ Yo 1 2z dy 0s Yo

E>0h>0
PP o
Also ist wirklich: %—a% (%95 %0) = gy—a‘f; (%01 %o)-

Es bleibt noch ein Wort tiber die d:'itten lllsld hoheren Ablei-

3
tungen. Man bezeichnet sie so: g—x':, a—ﬁafy—,, 55—;’;—‘” +++ Der Leser
wird sich leicht sholiche Vertauschbarkeitssitze auch dort tiberlegen.

Aus diesem Satz folgt z. B., daB fiir alle rationalen Funktionen
die Differentiationsordnung gleichgiiltig ist mit Ausnahme der
Stellen, wo der Nenner verschwindet.

§ 3. Implizite Funktionen. Wir sind nun imstande, eine
Frage in Angriff zu nehmen, die wir frither zurtickstellen muBten,
nimlich Fragen iiber implizite Funktionen, die also durch Glei-
chungen von der Form F(x,y) =0 definiert sind. Die erste
Frage ist die nach der Existenz von Losungen. Nun kann man
natiirlich nicht erwarten, daB eine jede solche Gleichung eine Lo-
sungsfunktion besitzt, das heiBt eine Funktion y = f(z), durch
deren Einsetzen die Gleichung identisch erfiillt wird. Denn z. B.
¢*~¥ wird nie Null. Aber es gibt einen Satz von ungefihr folgen-
dem Charakter: Wenn eine solche Funktion an einer Stelle (%5 %)
zu Null wird, dann gibt es auch eine Funktion y = f(), die sie
zu Null macht. Wir miissen, bevor wir beweisen konnen, die Vor-
aussetzungen, die wir machen wollen, klar formulieren. Ich stelle

folgenden Satz auf:

. . OF orF .
Es sei F(%y,,) =0 und F(z,y) sowie 75 und Ty Stetig in

einer Umgebung von (z,, y,). Aupferdem sei —g;F (9, o) von Null
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verschieden. Dann kann man um die Abszisse x, ein Intervall ab-
grenzen, und wm die Ordinate y, glcichfalls ein Intervall angeben,
derart, daf zu jedem x, aus dem ersten Intervall ein y, aus dem
zweiten gehart, fir die F(z,, y,) =0 ist. Die so definierte Losung
y = f(z) ist ein%‘eutig und bei x, stetig und differenzierbar, und

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, will ich zum Be-
weis annehmen, daB (xo, ¥,) > 0ist. Ich grenze nun um (z,, y,)
als Mittelpunkt ein Rechteck (Fig. 31) ab, in dem 1. F(x, y) und

seine Ableitungen stetig sind, und in welchem 2. durchweg Ty

positiv ist. Das geht, weil ja aa—f (%45 ¥o) > O und dort stetig ist.
Betrachte ich nun die Parallele zur y-Achse bei = z,, so muf

F, weil aa’

gang zu groBeren y-Werten positiv, beim Ubergang zu kleineren
y-Werten dagegen negativ werden. Ich kann also auf dieser Ge-
raden die Punkte 4 und B in glei-
cher Entfernung von (x, ,) so wih-

positiv ist, und weil F(z,, y,) = O ist, beim Uber-

len, daB in ihnen F'(x,y) verschie- Ytef----[~=--

den,es Vorzeichen bes(itzt.)Und ZWar
ist in A: >0, in B dagegen 0%y
F < 0. Daher kann ich nun wieder

um 4 und B zwei Rechtecke abgren- , .\ | °B

zen, in deren einem F' positiv, in
deren anderem aber F' negativ ist.
-7-'0’6 Zo+0

Ich darf sogar annehmen, daB diese Fig. 8
Rechtecke kongruent sind. Die Ab-

szissen dieser Rechtecke mogen zwischen xy — d und x, 4 d liegen
und jhre Ordinaten zwischen y, — ¢ und y, - & Dann sind

2 — 0L 2L +0 ud y—eZLy=<y,+¢

zwei Intervalle, fiir die unser Satz gilt. Denn verfolge ich F(z, y)
lings irgendeiner Geraden x = x,, deren Abszisse dem Intervall
angehdrt, so ist F bei der Ordinate y, — ¢ negativ, bei der Ordi-

nate ¥, + ¢ dagegen positiv. Da aber inzwischen %%v positiv ist,

so wichst dazwischen F' monoton und passiert einmal die Null.
Damit ist also die im Satz erwihnte eindeutige Losung y = f()
gefunden. Sie ist auBerdem stetlg bei © = ,, weil einer Ande-
rung von & um weniger als 0 eine Anderung von y um weniger
als ¢ entspricht, und J wie ¢ beliebig klein gewiihlt werden konnen.
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Es bleibt also noch die Aussage iiber die Differentialquotienten zu
beweisen. Wir geben auf die Definition des Differentialquotienten
zurfick. Tragen wir die Losung y = f(z) in F(x, y) ein, so ist
die mittelbare Funktion F(x, f®)) fir alle £ Null. Daher sind
auch die Differenzenquotienten Null. Wir finden also:

0= F(z, 4 Az, fla, + A1)~ F(x,, f,)

Az
— F,+ Az, y,+AY)—F(x,,9,+4Y) + F(@y, 9+ Ay)—F(2y,9,)
Az Ax

A
= (g + 9,82, 9y +A9) + gz, 9+ 9, A9) - 7%

Daraus ergibt sich: —2—:’3 =2 (x;;j;f_:’q{“j;w- Da nun aber

p(z,y) und g(z, y) bei 2y, stetig sind, so existieren die Grenz-

werte lim p(z, + 9, A%, o + Ay) und lim ¢(,, ¥, + 9;Ay), und
Ay->0

Az->»0
Ay—>0
da auBerdem g(z,, ¥,) von Null verschieden ist, so existiert auch

der Grenzwert lim &Y = f'(x). Daher ist y = f(x) differenzier-
Ax—-)()Aw

. , X

bar, und es ist f'(z,) = — Z———Ex: Z:: .
Den Fall, wo an der betreffenden Stelle ¢ = 0, aber p 4= 0 ist,
behandelt man ebenso. Wenn aber an einer Stelle beide erste par-
tielle Ableitungen verschwinden, so versagt
unsere Uberlegung vollig. Dann 1iBt sich
auch keine allgemeine Aussage tiiber die
Existenz von Loésungen machen. Es kann
sein, daB gar keine Ldsung vorhanden ist,
wie z. B. bei z® 4 y® = 0, das im Reellen
nur bei 0,0 (Einsiedlerpunkt) verschwindet.
Es kdnnen aber auch zwei Losungen ver-
schiedener Richtung (Doppelpunkt) da sein,
wie bei x* — y® = 0, die beiden Geraden
y=2x und y = — z (siehe auch S. 124).
Endlich kénnen auch zwei Losungen gleicher
Fig. 52 Richtung da sein, wie z. B bei y® = 2% Das
gibt ein derartiges Kurvenbild (Fig. 32) mit
Spitze. Wir haben damit nur die einfachsten Fille aufgezihlt, es
gibt deren noch viele andere. Die Kriterien, die es ermdglichen,
sie voneinander zu trennen, wollen wir nicht mehr ausfiihrlich
behandeln. Wir wollen nur noch angeben, wie man die Richtung
eines Kurvenastes bestimmen kann, der einen solchen, wie man
sagt, singuliren Punkt passiert, wenn man erst weil, daB der Ast
eine sich bis in den Punkt stetig #ndernde Tangentenrichtung be-
gsitzt. Dann kann man so verfahren: Man geht wieder von der

k7
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identisch richtigen Gleichung aus: F(z, f(z)) = 0. Wenn man sie
einmal differenziert, so kann man daraus im allgemeinen wie vor-
hin y” entnehmen. Wenn aber im singuliren Punkt p und ¢ beide
verschwinden, so geht das nicht. Ich differenziere alsdann die Glei-
chung noch einmal und erhalte:

_a_g ap 14 .a_q ’ é_g r9 "
7o Tag¥ To29 t 5,9 Tay =0

Hieraus bestimmt man im allgemeinen y”. In unserem Falle
aber verschwindet der Koeffizient von y”. Ich erhalte also wie-
der eine Gleichung fiir y’, nimlich:

0P 4 (9P 4 09)  ,209_
2219 (8y+3m)+y by—qo'

Aus ibr kann man nun im allgemeinen y” berechnen; geht es wieder
nicht, weil wieder alle Koeffizienten verschwinden, so differenziert
man noch einmal und fihrt so fort, bis vielleicht einmal die Be-
stimmung von gy’ gelingt. Im allgemeinen erhiilt man dabei meh-
rere verschiedene Richtungen (reell oder imaginir) entsprechend
den verschiedenen Kurveniisten, die im allgemeinen den Doppel-
punkt oder mehrfachen Punkt passieren.

Wir wollen es nicht unterlassen, noch die folgende manchmal
niitzliche Bemerkung zu machen. Wir werden in einem der néchsten
Paragraphen die Maxima und Minima der Flichen studieren und
dafiir Kriterien angeben. Diese Kriterien sind nun direkt Kriterien, um
daraus in gewissen Fillen die Existenz der Losungsfunktion zu er-
kennen; denn es ist ja unmittelbar klar, daB, wenn die z-Koordi-
nate Null eine hiochste Erhebung oder eine tiefste Senkung be-
deutet, daB dann in der Nachbarschaft des betreffenden Punktes
die Fliche die xy-Ebene nicht trifft und daB auch umgekehrt dann,
wenn die 2y-Ebene in der Umgebung einer Nullstelle von z = f(z, y)
nicht getroffen wird, ein eigentliches Maximum oder Minimum der
Fliche vorliegen muB.

Zusatz: Den am Beginn dieses Paragraphen ausgesprochenen
und bewiesenen Satz kann man ohne weiteres auf Funktionen be-
liebig vieler Variablen tibertragen. Auch der Beweisgang 148t sich
leicht den neuen Verhidltnissen anpassen. Man muB nur in dem
Raum gehen. An die Stelle der z-Achse von damals tritt jetat
die z,u-Ebene; die y-Achse geht senkrecht dazu in den Raum.
Statt Intervallen benutzen wir nun Umgebungen, statt Umgebungen
der dort mit A4 und B bezeichneten Punkte nun Kisten um die
entsprechenden Raumpunkte. Hiernach wird der Leser leicht den
Beweis durchfithren konnen.

Beispiel: Durch 2% + y®> — 3azy = 0 wird eine nach Cartesius
wegen ihrer Gestalt Cartesisches Blatt genannte Kurve dargestellt
Wir wollen ihre in der Fig. 33 skizzierte Gestalt zu bestimmen

Teubn Leitf. Bieberbach, Differentialrechnung. 2. Aufl. 9
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suchen. Die Kurve ist symmetrisch zur Winkelhalbierenden y = x,
denn bei Vertauschung von z und y bleibt die Gleichung unge-
indert. Die Winkelhalbierende selbst wird auBer in (0,0) im
Punkte # =y = 24 getroffen, wie man
sofort nachrechnet. Um aber zu erkennen,
wie die Kurve in der Nihe dieses Punktes
verliuft, denken wir zunichst an unser Exi-
stenztheorem. Man sieht sofort,daB indiesem
Punkt seine Voraussetzungen erfillt sind.

Dann entnimmt man der Gleichung

¥

&

, ay —xt

- yx_axa

daB die Kurve die Winkelhalbierende senk-
Fig. 33 recht passiert. Liegt sie aber nun in der
Nihe dieses Punktes auf derselben Seite
ihrer Tangente wie der Koordinatenanfang,
den sie ja auch passiert, oder auf der entgegengesetzten? Um das
zu erkennen, haben wir zwei Feststellungen nétig. Einmal kon-
statieren wir, daB jede Gerade mit einer Gleichung von der Form
y = — 2 + « die Kurve hochstens in zwei Punkten trifft. Thre
Abszissen bestimmt man ja aus der Gleichung

3:62(0! + a) — 3.13(0:2 -+ aa) + o= 0.

Hiernach fithren wir Polarkoordinaten ein: =17 cos ¢, y =7 sin g
. 3asing cosg
und finden als Gleichung der Kurve r = ———"—2-. Daher
sin’g 4 cos®g
liegt in jeder Richtung hichstens ein Punkt, und es wird beim
Grenziibergang @ - > 0 auch 7 = 0. Diese Erkenntnis mit der
erstgenannten zusammen lehrt uns, daB die Kurve im ersten Qua-
dranten so aussieht, wie in der Figur angegeben. Denn wenn sich
die Kurve in der Nihe des Schnittpunktes mit der Winkelhalbie-
renden erst jenseits ihrer Tangente befinde, dann aber mit flacher
werdendem Azimut sich unbegrenzt dem Koordinatenanfang niherte,
so miite eine jenseits von # = y = 3 o gelegene, zur Tangente
in diesem Punkt parallele Gerade gegen unsere Feststellung wegen
der Symmetrie der Kurve in mindestens 4 Punkten getroffen werden.
Man erkennt auch aus dieser Uberlegung, da8 die Kurve im Ko-
ordinatenanfang die z- und die y-Achse beriihrt. Diese beiden Ge-
raden selbst werden indessen von der Kurve nur im Koordinaten-
anfang getroffen. Ahnliche Uberlegungen lassen uns auch im zweiten
und vierten Quadranten die Gestalt der Kurve erkennen. DaB sie
im dritten Quadranten keine Punkte hat, entnimmt man aus der
Kurvengleichung auf Grund Ger Tatsache, daB dort sowohl z wie
y negativ sind. Die Gerade z + y 4 a = 0 ist Asymptote der
Kurve, d. h. sie beriithrt die Kurve in einem ibrer unendlich fernen
Punkte. Man erkennt das schon im Endlichen daran, daB der Kur-
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venast sich dieser Geraden unbegrenzt nihert. Um sie analytisch
zu bestimmen, hat man zunichst aus der Kurvengleichung den

lim L zu bestimmen. Dieser Grenzwert gibt die Richtung der

zra
Asymptote. Denn er gibt an, in welcher Richtung die Kurve ins
Unendliche geht. Dividiert man die Kurvengleichung durch #? und

188t £ — 0o streben, so findet man lim Y — —1. Daher schneidet
x>a
man nun die Kurve mit den Geraden y = — z + « und hat noch
o so zu bestimmen, daB moglichst viele Schnittpunkte der Ge-
raden mit der Kurve ins Unendliche fallen. Der Schnitt fihrt zu
der Gleichung von S. 124 Mitte. Ihr Grad wird mdglichst klein,
wenn man « = — @ setzt. Daher wird y = — x — a Asymptote.
Der Koordinatenanfang erweist sich als ein singulirer Punkt
der Kurve, und zwar hier speziell als ein Doppelpunkt, weil ihn
zwei Aste der Kurve passieren. Dort verschwinden ja auch die
beiden ersten partiellen Ableitungen. Differenziert man also die
Kurvengleichung zweimal nach x, um die Richtungen der Kurven-
#iste im Doppelpunkt zu finden, so erhilt man:

6z + 6y-y'®+ 3y*y” — 6ay’ — 3axy” = 0.

Hieraus findet man nun natirlich fiir 2 =y = 0 nur die eine
Richtung y’ = 0; die andere y'= 0o wiirde man erhalten, wenn
man die Umkehrungsfunktion differenziert hitte.

Wir wihlen noch ein zweites lehrreiches Beispiel, das wir der
Theorie der sog. divergierenden Parabeln entnehmen. Wir be-
trachten die Kurve

Y=@—a)(z—b)(z—c)(0<a<b<c)
Ersichtlich besitzt sie nur da reelle Punkte, wo die rechte Seite
positiv ist. Das ist zwischen a und b einerseits, sowie rechts von
¢ andererseits der Fall. Weiter ist die Funktion an jeder
- Stelle endlich und stetig, wichst aber bei ins Unend-
liche wachsendem # iiber alle Grenzen. Zwischen a und
b muB sie daher beschrinkt sein.

Da sie auBerdem symmetrisch /_\\

zur z-Achse ist, so muB sie un- /
gefthr aussehen, wie in Fig. 34 \\/
gezeichnet. (DaB sie in den drei
Punkten a, b, ¢ die x-Achse senkrecht trifft, rechnet
man ja sofort nach.) Der geschlossene Zug zwischen a
und b ist ein konvexes Oval, d. h. er kann keine Ein-
buchtungen haben. Die genaue mathematisch begriff-
liche Formulierung dieser Aussage ist die: Die Verbindungs-
strecke zweier Punkte des Ovalinneren trifft (zwischen diesen
beiden Punkten) die Kurve nicht. Andernfalls wiirde eine solche
Teubn Leitf : Bieberbach, Differentialrechnung. 2. Aufl. 9*

Tug. 4.
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Gerade die Kurve mindestens viermal treffen. Das kann aber
bei einer Kurve dritter Ordoung nie eintreten. Auch die Ge-
stalt des unendlichen Zuges kann man noch etwas besser fest-
legen Ich behaupte, er besitzt zwei zur x-Achse symmetrisch
gelegene Wendepunkte. Dazu verfolge ich den Kurvenzug von
seinem Schnitt mit der z-Achse an. Er setzt dort senkrecht ein.
Gebe ich nach oben weiter, so mufl seine Tangentenrichtung
alshald flacher werden. Sie kann aber nicht unbegrenzt sich der
Horizontalen nihern, da sonst die Tangenten auch noch das
Oval in zwei Punkten, die Kurve also im ganzen in vier Punkten
schnitten (zwei fallen immer im Beriihrungspunkt zusammen). Das
wiren wieder zuviel Schnittpunkte. Wenn sie also doch immer
flacher wiirde, so miiBite sie sich einer Grenzlage néhern, die flacher
ist als die y-Achse. Man entnimmt aber der Ableitung
_e—Ya—gft@—al@—ea+@—a(@—1b
! 2YiE— @)= 0= 9 '

daB ihr Limes fiir £ — oo wieder oo ist. Also muB} irgendwann
die Tangentenrichtung wieder beginnen steiler zu werden. Dort
liegt aber nach den Erorterungen auf 8. 79 ein Wendepunkt
der Kurve. Man kann auch noch zeigen, daB auf jeder Seite der
z-Achse nur einer liegt. Wir wollen das aber nicht mehr weiter
ausfilhren. LiBt man b und ¢ zusanmemiicken, so siecht man wie
ein Doppelpunkt entsteht Fallen a, b, ¢ alle drei zusammen, so
kommt der Spitzentypus von Fig. 32 heraus. Fallen aber ¢ und
b zusammen, so schrumpft das Oval zu einem Einsiedlerpunkt zu-
sammen,

Uber die Auflisung von Gleichungssystemen. Mit Riicksicht aut
spitere Anwendung im zweiten Band wollen wir hier noch die
Frage behandeln, wann es zwei Funktionen z = x(u,7), y =y (u,v)
gibt, die das Gleichungssysystem w = f(x,9), v = g(z,y) losen.
Die Entscheidung dariiber wird im allgemeinen durch das Ver-
schwinden oder Nichtverschwinden der sog. Funktionaldeterminante

d(w,v)  odudv _ 0uov

d@,y) owdy dyox
gegeben. Wir wollen zuniichst folgenden Satz beweisen: Die Funk-
tionen w = f(x,9), v=g(x,y) seien in emem gewissen Bereich
stetig. Fiir einen inneren Punkt xyy, desselben sci uy= (%4, Yo)r
vy = 9(%y,Yy)- In der Umg bung diescs Punktes sollen die vier par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung existicren und stetig sein. Ferner
d(u, v)
d(z,y)
schwinden. Dann gibt es zwei in ciner Umgebung von wuy, v, stetige
Funktionen x = z(u,v), y = y(u,v), die der Gleichung geniigen,
und fiir die zg=x(uy, vy), Yo =y (1, V). Sie haben auferdem bei
Uy, v, stetige Ableitungen.

soll in diesem Punkt die Funktionaldeterminante nicht ver-
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Der Beweis beruht auf unserem zu Beginn des Paragraphen
bewiesenen Satz. Wenn die Funktionaldeterminante nicht ver-
schwindet, muB mindestens eine der vier partiellen Ableitungen

von Null verschieden sein. Es sei etwa g’i+0. Dann kann ich

nach dem Zusatz 8. 128 w — (2, y) = O nach y auflésen. Ich finde
eine Funktion y =y (u,x,), die in einer gewissen Umgebung von
#, definiert und eindeutig ist. Was ich aber hier fiir x = x, ge
macht habe, kann ich auch fiir die # einer gewissen Umgebung

von %, machen. Denn wegen der Stetigkeit ist auch da noch E_Tf =+ 0.

So erhalte ich eine Funktion y = y(u,z) der beiden Variablen u
und . Diese Funktion trage ich nun in die zweite Gleichung ein
8o erhalte ich v—g(x, 5 (u,2)) =0, und es ist v,— g (2,9 (4, 24) =O0.
Ich habe nun noch zu zeigen, daB ich hier wieder in der Umgebung
von v, #, nach & aufldsen kann. Dazu muB ich nur wissen, da8

die partielle Ableitung gz dort nicht verschwindet. Fiir sie findet

og oy . . . oy
man aber P =g.+ gy-_ P Hier bestimmt sich aber 35 208
der Gleichurg f, +f, gz— =0. Also wird »Z—g—=gz—gy- );i, und
v

das kann nicht verschwinden, weil die Funktionaldeterminante
nicht verschwindet. Daher kann ich nun wieder auflésen und finde

= x(u,v). Trage ich das in y =79 (u,x) ein, so habe ich noch
y=y(u,9). Im ganzen habe ich also die Auflésung z=z(u,v),
y=1y(u,v) gefunden.

Nun bleibt noch die Stetigkeit und die zum Teil schon benutzte
Differenzierbarkeit zu beweisen. Wir haben das bis jetzt verschoben
im Interesse einer glatten Gedankenentwicklung. Beim Nachweis
der Stetigkeit reduziert sich alles darauf, daB nach dem Zusatz
S. 123 die Auflésung von  — f(2,) = O nach y in der Umgebung
von %, x, eine stetige Funktion der beiden Variablen u,x ergibt.
Ebenso ergibt sich die Differenzierbarkeit.

Wenn an einer Stelle die Funktionaldeterminante verschwindet,
30 148t sich ohne weiteres keine allgemeine Aussage dartiber machen,
ob eine Lésung existiert oder nicht. Wir wollen nur noch einen
Fall betrachten, nimlich den, daB in cinem Bereich der x, y-Ebene
die Funktionaldeterminante an jeder Stelle verschwindet. Dann ist
die Auflosung sicher nicht mdglick. Es ist vielmehr g(z,y) als
Funlktion von f(z,y) darstellbar, das will sagen, daB der Wert,
den ¢g(z,y) an einer Stelle des Bereiches annimmt, feststeht, so-
wie dort der Wert von f(x,y) bekannt ist.

Dieser Batz ist die Verallgemeinerung des Satzes bei einer Va-
riablen, der besagt, daBl eine stetige Funktion, deren Ableitung
in einem Intervall iiberall verschwindet, dort konstant ist. Der
Beweis ergibt sich genau an Hinden der seitherigen Entwick-
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lungen. Wenn némlich die beiden ersten Ableitungen iiberall im
Bereich verschwinden, so sind die Funktionen f(z, y) und g(z,y)
von x und y unabhiéingig. Dann ist der gewiinschte Beweis bereits
erbracht, Wenn aber an einer Stelle und damit wegen der Stetig-
keit in einer gewissen Umgebung derselben eine Ableitung, etwa

gf , nicht verschwindet, so kénnen wir die seither befolgte SchluB-

weise zuniichst einhalten, bis wir zur Berechnung der partiellen
Ableitung von g(z, y(u, #)) nach z kommen. Diese erweist sich
aber nun als Null, so daB in jener Umgebung eben g(2, y (4, z))
nicht von #, sondern nur von u abhingt. Dann ist also g(z, y)
als Funktion von f dargestellt.

§ 4. Die Taylorsche Formel. Bei einer Variablen handelte es
sich darum, die Funktion f(x+ %) durch ein nach Potenzen von
h fortschreitendes Polynom zu approximieren. Hier wird es sich
darum handeln, die Funktion f(z+ %, y-%) durch eine nach
Potenzen von % und % fortschreitende ganze rationale Funktion
anzunihern, Dies gelingt sehr leicht durch einen kleinen Kunst-
griff. Fiir =1 geht die Funktion

f(z+ ht, y+ ki) = F(t)

in f(x+ h,y + k) tiber. Wir wollen nun die Funktion ¥'(t) nach
der Maclaurinschen Formel behandeln und dann ¢=1 eintragen.
Wir wollen so zunichst den Mittelwertsatz tibertragen. Als Wert
der ersten Ableitung finden wir:

v 0 or
F (f)=h—a‘£(a‘+ ht, y+ kz‘)-}—k;;(.r—}ht,?/-Fkt).

Daher wird die Differenz
FQ)—FO)=f(z+b y+k) —f(z,y)

==h§£ (z+ 9h, y—}—«‘)k)-#—lc%(w-}—ﬁh, ¥+ 9k).

Dies ist also unsere Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. Die
Voraussetzungen, die diese Operation legal machen, sind offenbar
die, daB in einem die beiden Stellen z, ¥ und z + k, ¥ 4k sowie
ihre geradlinige Verbindung « + ht, y + k¢ (0 <t < 1) enthalten-
den Gebiet f(z, y) samt allen bei der Betrachtung auftretenden
Ableitungen endlich und stetig ist. An dieser Voraussetzung hal-
ten wir fest, wenn wir jetzt zum allgemeinen Fall der Taylor-
schen Formel iibergehen. Dann ist ndmlich auch in allen Fillen,
wie wir 8. 119 saben, die Reihenfolge der verschiedenen Differen-
tiationen nach « und y gleichgiiltig. Wir finden so:
2 9 f o*f 3 O*f

N eway sl

F(t)=
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Ferner finden wir:
1 3 f
) 2 2 s 0
F (t) B+ 38k ,ay+3hk 8x6y’+k

Man siebt, wie hier jede Ableltuug in & und % homogen ist, d. h.
in jedem Term ist die Summe der Exponenten von % und k die-
selbe. Ferner sieht man, daB als Koeffizienten immer die Binomial-
koeffizienten auftreten. Wir schreiben die SchluBformel noch beim
Vorgehen bis zur zweiten Ableitung auf. Es Wird dann:

f@+hy+k)= f(x,?/)-i-h (x,y)-Hc (w,y)

@ oy + O+ L@t 0y +0h)

2 1

+ (h’a l@+on, y+8k)+2hk

§ 5. Theorie der Maxima und Minima. Wir wollen die
Taylorsche Formel verwenden, um Kriterien fiir die hdchsten und
tiefsten Punkte einer Fliche zu finden. Sei ein solcher bei , y,
gelegen, so haben wir seine z-Koordinate mit den 2-Koordinaten
der Nachbarpunkte zu vergleichen. Dazu betrachten wir die
Differenz

f(@o + by Yo + &) — £ (24, %o) = h (“’o+‘9ha Yo+ OF)

kﬁ(wo—l-ﬁh, Yo+ 0%).

Haben wir nun etwa ein Maximum, so muB fiir alle % und % einer
gewissen Umgebung von (0, 0) immer f(z -+ h, Yo + &) < f(2g, ¥o)
sein. Verschwinden nun nicht die beiden partiellen ersten Ab-
leitungen 62.2 und 685 an dieser Stelle, so kénnten wir wegen ihrer
Stetigkeit eine Umgebung von x,, y, angeben, in welcher sie nicht
Null werden, also auch das gleiche Vorzeichen haben wie in x, y,
selbst. Wenn wir aber dann in % und % die Vorzeichen #ndern,
so dindert auch die rechte Seite des Mittelwertsatzes ihr Vor-
zeichen; also kann die Differenz f(x, + %, %y + k) — (2, 9,) nicht
immer dasselbe Vorzeichen haben. Fiir das Auftreten eines Maxi-
mums oder eines Minimums ist also eine notwendige Bedingung
die, daB die beiden') partiellen Ableitungen p und ¢ an der be-
treffenden Stelle verschwinden. Geometrisch bedeutet diese Be-
dingung, daB die Tangentialebene des Flichenpunktes horizontal
ist. Wir schalten, um das klar zu sehen, eine kleine Betrachtung
iiber die Tangentialcbene ein. Ihre Definition beruht auf einem
Satz. Dieser lautet: Die Tangenten an beliebige Flichenkurven
durch den betreffenden Punkt liegen in einer Ebene. Diese heift

1) Wenn nur fy==0 wire, so setze man h==0 und mache auf
Grund des wechselnden Vorzeichens von % denselben Schluf wie vorhin.
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Tangentialebene der Fliche in dem betrachteten Punkt. Wir
wollen das hier!) allein zeigen fiir den uns interessierenden Fall
eines Flichenpunktes, in dem die ersten Ableitungen verschwin-
den. Wir wollen die Fliche mit irgendeiner vertikalen Ebene
schneiden und zeigen, daf alle Schnittkurven diesen Punkt hori-
zontal passieren. Wir haben einzutragen y=m(z—z,)+ 7,
Dann wird die Gleichung der Schnittkurve z == f(x, m(z — 2,)+9,).
Also ist der Richtungstangens ihrer Tangente in x,, y,:

¢ 0
l( o %) a—g(ﬁ’m Yo)m =0

Sie ist also wieder horizontal.

Diese Bedingung horizontaler Tangentialebene ist nun natiir-
lich nicht hinreichend fiir die Existenz eines Maximums oder Mini-
mums. Man braucht nur etwa an einen Gebirgssattel zu denken
oder an das hyperbolische Paraboloid z= 2y im Koordinaten-
anfang. Dazu ist es ja auch nur eine gemeinsame Bedingung fiir
Maximum und Minimum Um die verschiedenen Fille zu trennen,
ziehen wir das niichste Glied der Taylorentwicklung heran. Da
aber die beiden Ableitungen p und ¢ verschwinden, so erhalten
wir eine Abschitzung der Differenz f(z, + b, y, + k) — (2o, %o)
durch die zweiten Ableitungen. Wir haben nimlich:

(@ + by Yo + &) — (20 %) = ) 3903(“0 + 8k, yo + #k)

ko
+kkaway(’”°+"’” Yo+ 9k) + 5 '97’;(%4'37&, Yo+ 9F).

Hier muB nun fiir alle 2 und % einer gewissen Umgebung von
h=0, k=0 die rechte Seite immer positiv sein, wenn ein Mini-
mum vorliegen soll, sie muB immer negativ sein, wenn ein Maxi-
mum da sein soll. Wegen der Stetigkeit der Ableitungen geniigt
es also, zu verlangen daB fiir alle &, & einer gewissen Umgebung

0* 3 o*f
von Null R=1 20 (2, 9o) + 20k ;2L 5 @0, 90) + B3] L (s %)
stindig positiv bzw negativ sei. Wir untersuchen Jet7t die Be-
dingungen, welche dies fiir die Ableitungen nach sich zieht, die
hier als Koeffizienten der quadratischen Form in k und % auftreten
Wir wollen zuniichst annehmen, daB keine der Ableitungen
crf . 0f _9r

f _a"zi7 fxy~éw—ay’ fyy-—w

verschwindet. Dann bringen wir R in diese Gestalt:
T2y

()

1) Vgl. auch Bd. 2 Kap. VII § 6




Maxima und Minima 131

Hieraus erkennt man, daf eine hinreichende Bedingung fiir ein
Maximum die ist, daB £, , <O und daB £, f,, — f y>> 0. Daraus
folgt noch £, < 0. Ebenso 1st hinreichend fiir ein Mmlmum, daB
[22>0 und daB f,.f, —f%,,>0. Daraus folgt noch f, > 0.
Wie weit sind aber diese Bedmgungen notwendig? Unsero seit-
herige Uberlegung zeigt nur die Notwendlgkelt der Bedingung
R <0 beim Maximum und der Bedingung R >0 beim Minimum.
Sei zuniichst noch frek0; dann ist erswhthch notwendig beim
Maximum, daB f”<0 und daB f,.f,, —f%,=0. Belm Mini-
mum st notwendig, daB £,,>0 und fmf f2 >0. Wenn
aber f,, =0, so sei zuniichst noch f, == 0. Dann zelgt t die gleiche
Uberlegung, daB notwendig auch fzy—O sein muf. Wenn nun
aber alle Ableitungen verschwinden, so konnen wir gar keine
Schliisse ziehen, Wir miissen die hoheren Ableitungen betrachten.
Wir gehen darauf nicht mehr ein.
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Von Prof. Dr. L. Bieberback erschien ferner:

Integralrechnung. Mit 25 Fig. [VIu. 142 S.] Steif geh. M. 10.20.

Bringt die Hauptsiitze aus der Theorie der Funktionenreihen und als Musterbeispiel eine
elementare, aber eindringende Behandlung der Fourierschen Reihen und endlich die Behand-
lung der Doppel- und Kurvenintegrale, Eine Einleitung in die Funktionentheorie einer kom-
plexen Variablen beschlieft das Werk.

Lehrbuch der modernen Funktionentheorie. Bd. I: Elemente der
Funktionentheorie. Mit 8o Fig. im Text. [VI u. 314 S.] gr.8. 1921. Geh.
M. 70.—, geb. M, 8o,—

Das Werk gibt eine fiir die Hand der Studierenden bestimmte Darstellung der modernen
Funktionentheorie komplexer Variabler. Der erste Band bebandelt unter Verschmelzung
Riemannschen und WeierstraBischen Geistes die El te der all und der speziellen
Funktionentheorie, der zweite wird die Auswirkung der Methoden in den modernen funk-
tionentheoretischen Arbeitsgebieten zum Gegenstand haben.

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An-
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch.
Braunschweig. gr.8. 1. Bd.: Differentialrechnung. 2.u. 3. Aufl. Mit 129 in d. Text
gedr.Fig., 1 Samml.v. 253 Aufg. u. 1 Formeltab. [XIIu.388S.]1921.Geh. M.80.—
geb.M. g6.—. I1.Bd.: Integralrechnung. 2.u. 3. Aufl. Mit 1001n d. Text gedr.Fig.,
1 Samml. v.242 Aufg.u.1 Formeltab.[IVu.406S.] 1921. Geh. M.80.—, geb.M.g6.—

Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der hdheren Mathematik an den Tech-
nischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht.nur wiederholt besprochen und
in Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur
wesentlich beeinfluBt. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsen.

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Urspriinglich
Ubersetzung des Lehrbuches von /. 4. Serret, seit der 3. Aufl. ginzlich
neu bearbeitet von Geh. Reg.-Rat Dr. G. Sckeffers, Prof. an der Techn.
Hochschule Berlin. gr. 8. I. Band: Differentialrechnung. 6. u. 7. Aufl.
Mit 70 Fig. [XVI u. 670S.] 1915. Geh. M. 82.70, geb. M. 96.— 1L Band:
Integralrechnung 6.u.7.Aufl. Mit 108 Fig. [XII u.612 S.] 1921. Geh. M. 86.70,
geb. M. 100.— III. Band: Differentialgleichungen und Variationsrechnungen.
4.u.5. Auﬂ. Mit 64 Fig. [XIV u.735S.] 1914. Geh. M. 86.70, geb. M. 100.—

»Die rasche Aufeinanderfolge der Auflagen spricht zur Geniige fiir die Giite des Buches,
das auch wegen der Reichhaltigkeit des Stoffes und der leicht faBlichen Darstellung Lehrenden
und Lernenden aufs wirmste empfohlen werden kann.“ (Archiv der Mathematik u. Physik.)

Vorlesungen itber Differential- u.Integralrechnung. Von Hofrat Dr.
E. Czuber, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Wien. 1. Bd. gr. 8. 4., sorgf. durchges.
Aufl. Mit 128 Figuren. [XII u.569 S.] 1918. Geh. M. 60.—. II. Band.
5. Aufl. Mit 119 Figuren. [XIu.599S.] 1921. Geh. M. 60.—, geb. M, 72.—

»Die Darstellung ist ungemein klar und einfach, die Anordnung des Stoffes musterhaft, die An-
wendungen, besonders aus dem Gebiete der Geometrie, vortrefflich ausgew3hlt und vielfach durch-
aus originell. Auch die Ausfiihrung der zahlreichen Figurenist zuloben.“(Archiv d.Math.u.Phys.)

Einfuhrung in die hdhere Mathematik. Von Hofrat Dr. C. Czuber,
Prof. an der Techn. Hochschule Wien. 2. Aufl. Mit 114 Fig, [X u. 382 S.]
gr. 8. 1921. Geb, M. 70.—

Das Buch umfaBt eine recht eingehende Entwicklung des Zahlbegriffs, die Darstellung
von Zahlen durch unendliche arithmetische Prozesse, eine Einfiihrung in die Funktionentheorie,
im Anschlusse daran die Elemente der Differentialrechnung, weiter die Determinantentheorie,
endlich die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes.

Hohere Mathematik fir Ingenieure. Von Prof. Dr. /. Perry. Autor.dtsch.
Bearb. v. Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braun-
schweig in Verbindung mit #. Sut/ttmg. Prof. a. d. Bergakad. in Clausthal.
3.Afl.M.1061.d. Textgedr. Fig.[XVIu.450S.]gr.8.1919. Geh.M.60.—,geb.M.66.—

,Hier ist ein Lehrmittel entstanden, das bei der Reichhaltigkeit der in die mathematischen
Aufgaben bineingearbeiteten Sammlung von Anwendungsbeispielen weit mehr bietet als ein
gewdohnliches Lehrbuch derIntegral- und Differentialrechnung.“ (Zentralbl, d, Bauverwaltg.)
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Unter Mitwirfung von Sadjgenoffen Herausgegeben von .
Oberftudiendir. Dr. X0, Liehmann u. Oberftudienrat Prof. Dr. A. Witting
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