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Vorwort zur ersten Auflage. 
Das vorliegende Werk, aus Vorlesungen erwachsen, ist zum 

Gebrauch neben Vorlesungen bestimmt. Es wendet sich haupt­
sächlich an die Studierenden unserer Universitäten. Darum lege 
ich stets das Hauptgewicht auf eine exakte Formulierung der 
Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung und einen exakten Be­
weis ihrer grundlegenden Sätze. Ich habe mich, wie es sich für 
einen Leitfaden gehört, bemüht, namentlich den methodischen 
Gehalt der Beweise hervortreten zu lassen, und habe daher selten 
die Sätze so allgemein ausgesprochen, als es möglich gewesen wäre. 
Sonst hätte nämlich unwesentliches Beiwerk den Beweis schlep­
pend gemacht und die Wirksamkeit und Zugkraft des Grund­
gedankens verwischt. Überall hatte ich das Bestreben, enzyklo­
pädische Kürze zu vermeiden. Wo es nötig schien, habe ich auch 
eine breite Darstellung nicht gescheut. Kürze und äußerste 
Knappheit schien mir nur da im Interesse des Lesers, wo es galt, 
einen Beweis unter etwas anderen Umständen, aber mit dem­
selben Grundgedanken zu wiederholen. Die Arbeit, sich das Wort 
für Wort zu übersetzen, habe ich immer dem Leser überlassen. 
Geometrische und andere theoretische Verwendungen sind nur 
insoweit berücksichtigt, als sie zur Erläuterung, Belebung und 
Veranschaulichung des Vorgetragenen dienlich schienen. Sie 
waren mir nur Mittel zu diesem Zweck. Jedoch habe ich die 
Probleme, die die Anwendungsgebiete der Theorie dieser selbst 
stellen, voll berücksichtigt und daher überall versucht, die Ge­
dankenentwicklung so weit zu führen, als es das Ziel einer prak­
tischen Beherrschung der theoretischen Rechnungen und Über­
legungen verlangt. Das sind mir schon rein pädago.gisch vorzüg­
liche Mittel zur Vertiefung des Verständnisses der Überlegungen, 
die man allgemein der "reinen" Mathematik zurechnet. Es 
scheint mir nicht allein historisch ein Fehler, diese Dinge von der 
"reinen" Mathematik loszureißen, um aus ihnen und manchen 
anderen ein neues Gebiet zu machen, die augewandte Mathematik, 
die man dann zwischen die reine Mathematik und ihre Anwen­
dungsgebiete1) keilen möchte. Das zerstört wieder die Absicht 
den lebendigen Odem der Anregungen von außen, der die Mathe­
matik entstehen hieß und dem sie immerfort und vielfach· neues 
Leben verdankt. 

1) Das erst ist im richtigen Sprachgebrauch "angewandte" Mathe­
matik. Was man gewöhnlich so nennt, müßte sprachlich richtig 
"anwendbare" oder praktische Mathematik heißen. 
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IV Vorwort 

Ich will mit dem Gesagten nicht bestreiten, daß es nützlich ist, 
wie andere Spezialgebiete der reinen Mathematik auch die Fragen 
der Anwendbarkeit zusammenhängend zu behandeln. Das geht 
aber nur auf Grund der Theorie und nicht ohne sie oder gar im 
Widerspruch mit ihr. 

Ich sage das alles zur Erläuterung, warum in diesem Werk so 
eminent theoretische Fragen, wie die der stetigen, nirgends diffe­
renzierbaren Funktionen, und so anwendbare, wie die Methode 
der graphischen Integration, einträchtig -nebeneinander stehen. 
Darum habe ich mich auch immer bemüht aufzuweisen, wie die 
Begriffsbildungen der Mathematik im Grunde begriffliche Fassung 
und damit Stilisierung von Vorstellungsinhalten sind, welche 
selbst als Unterlage logischer Operationen nichts taugen. 

Verschiedene Male bin ich von den sonst üblichen ausgetretenen 
.Pfaden der Beweisführung abgewichen. Denn vielfach gibt es 
trotz aller Tradition Beweise, die einfacher sind als die zumeist 
üblichen. Ich verweise z. B. auf die Behandlung des Fundamen· 
talsatzes der Integralrechnung. 

Für treue Hilfe bei den Korrekturen sage ich Herrn Privat­
dozent Dr. 0. Szaßz in Frankfurt und nicht minder Herrn Lehr­
amtskandidat E. Schwarck in Lötzen aufrichtigen Dank. 

Ji'rankfurt a. M., im Sommer 1917. 
Bieberbacb. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Die zweite Auflage ist ein genau durchgesehener und verbesser­

ter Abdruck der ersten. Neuaufgenommen habe ich weitergehende 
Veranschaulichungen der unendlichen Reihen und einen kurzen 
Abschnitt über hyperbolische Funktionen. In den zweiten Band 
soll die aus unseren heutigen Lehrbüchern meist verschwundene, 
aber für die numerische Auswertung von Reihen und Integralen 
so wichtige Eulersche Summenformel Aufnahme finden. 

Berlin, im Sommer 1921. 
Bieberbacb. 

Vorwort· zur dritten Auflage. 
Der Text wurde erneut durchgesehen und an einigen Stellen 

verbessert und ergänzt. Hinzugefügt habe ich einen Paragraphen 
über Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. Für einige 
wertvolle Ratschläge bin ich Herrn Kollegen Kamke in Tübingen 
zu Dank verpflichtet. 

Berlin, im Herbst 1927. 
Bieberbaeb. 
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I. Der Funktionsbegriff. 

§ 1. Die Funktion als analytischer Ausdruck. Ausdrücke wie 
nie folgenden: y =X+ 1, y = 2x2 + 3, y = ax+ b, y = Vx' 
y = sin x, y =log x, y = x! erlauben es entweder, ohne weiterBS 
zu gegebenen Werten von x die zugehörigen Werte von y zu be­
rechnen, oder es sind doch dadurch wie bei y = sin x und y = logx 
in bekannter Weise gegebenen Werten der unabhängigen Ver­
änderlichen x bestimmte, etwa aus einer Tafel zu entnehmende 
Werte der abhängigen Veränderlichen y zugeordnet. Jedesmal, 
wenn dies der Fall ist, heißt y eine Funktion von x. Man pflegt 
zur Abkürzung y = f(x) zu schreiben. Dabei ist also mit f(x) 
die Vorschrift oder der analytische Ausdruck oder der gesetz­
mäßige Zusammenhang bezeichnet, der die den einzelnen 
x-Werten zugehörigen y-Werte bestimmt. Immer heißt x die 
unabhängige Veränderliche, weil die Werte von x beliebig gegeben 
werden können, und y die abhängige Veränderliche, weil die 
Werte von y eben durch die gegebenen Werte von x bestimmt 
sind, also von diesen abhängen. x und y heißen Veränderliche, 
weil sie nicht ein für allemal feste Zahlen bedeuten, sondern weil 
sie verschiedene (veränderliche) Werte annehmen können. Diese 
Angaben sind wohl eine genügende Erläuterung für den Sinn der 
folgenden 

Definition: y heißt eine Funktion von x, wenn gegebenen 
Werten von x Werte von y zugeordnet sind. 

Bemerkungen: 1. Es ist durch die Definition nicht verlangt, 
daß jedem vVert von X ein Wert von y zugeordnet ist. Die Funk­
tion braucht also nicht für alle Werte von x erklärt zu sein. Ein 
.Beispiel dafür war schon zu Beginn des Paragraphen gegeben: 
y = x!, eine Funktion, die nur für ganzzahlige x-Werte erklärt 
ist, nämlich als das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis x, 
also y = 1 · 2 · 3 ... x. li'Ian liest y = x-Fakutät. 

In ähnlicher Weise ist der Logarithmus wohl dem Leser auf der 
Schule nur für positive Werte von x erklärt worden. 

Wir wollen uns also den Vorrat der Werte von x, für die eine 
Funktion erklärt sein soll, ganz beliebig denken; es kann bald 
dieser, bald jener sein, je nach den Zwecken, die man verfolgt. 

2. Unsere Definition verlangt nicht, daßjedem x-Wert, für den 
die Funktion erklärt ist, nur ein Wert von y zugeordnet ist. Es 
können mehrere sein. Bei y = Yx gehören ja bekanntlich zu 

Teubners teehn.Leitf.4: B iobcrb ach, Dißcrcntialrechnung. 3.Antl. 1 



2 I. Der Funktionsbegriff 

jedem x zwei Werte von y, die sich voneinander durehs Vor­
zeichen unterscheiden. 

Erklärung: Wenn den x-Werten immer nur ein y-vYert zn­
geordnet ist, so sprechen wir von einer eindeutigen Funktion; 
sind allen oder einzelnen x-Werten mehrere Werte von y zu­
geordnet, so haben wir es mit einer mehrdeutigen Funktion zu 
tun. 

3. Nach unserer Definition der Funktionen einer unabhängigen 
Veränderlichen X wird es dem r,eser klar sein, daß man z = f (x, y) 
eine Funktion der beiden unabhängigen Veränderlichen x und y 
nennen wird, wenn den "\Vertepaaren (x, y) Werte von z zuge­
ordnet sind; z. B. durch den Ansdruck z = x3 + 3y2• 

4. Die in der Definition verlangte Zuordnung kann auf die 
mannigfachste Art und Weise hergestellt werden; es kann durch 
einen expliziten analytischen Ausdruck y = f(:r) geschehen, aber 
es gibt auch noch andere Möglichkeiten dafür. So kann z. B. die 
Herstellung eines expliziten Ausdruckes erst noch Rechenarbeit 
verlangen, sofern sie überhaupt möglich ist. So ist z. B. y auch 
durch eine Gleichung wie x2 + xy2 --· 4y + 1 = 0 als Funktion 
von x definiert; wir brauchen ja nur den Wert von x, für deu wir 
y berechnen wollen, einzusetzen und dann die Gleichung nach y 
aufzulösen; oder wir können auch die Auflösung der Gleichung 
ein für allemal bewerkstelligen und dann in die fertige Formel 
gegebene x--Werte einsetzen und y berechnen. Das war nur ein 
Beispiel; die vorgelegte Gleichung kann auch so kompliziert sein, 
daß es ohne tiefere Hilfsmittel gar nicht möglich ist, eine explizite 
Formel aus ihr zu gewinnen. Nichtsdestoweniger wird man häufig 
in der Lage sein, nach Einsetzen des gegebenen x-Wertes in die 
Gleichung, z. B. durch Probieren, zwar nicht absolut genaue- was 
ja auch sonst nur in den seltensten Fällen möglich sein wird -, 
aber doch praktisch brauchbare Näherungswerte zu finden. \Vie 
das in den einzelnen Fällen zu machen ist, wollen wir bei der 
Fassung unserer Definition dahingestellt sein lassen. Wir spre­
chen von einer impliziten Definition der Funktion, wenn eine 
Gleichung f ( x, y) = 0 zwischen x und y gegeben ist, wenn also 
zusammengehörige Werte von x und y dadurch erklärt sind, daß 
sie eine Funktionzweier \'ariabler zum Verschwinden bringen. 

Es sei uns eine Funktion durch einen analytischen Ausdruck von 
der folgenden Art gegeben y = a0 xn + a1 xn--1 + · · · + an-l x + an, 
z. B. y = 2x3 + 3x2 - 2x + 1. Dabei soll n, der Grad der 
Funktion, irgendeine positive ganze Zahl sein, die Koeffi­
zienten a; sind irgendwelche fest gegebene Zahlen. Eine der­
artige Funktion heißt eine ganze rationale Funktion n ten Gra­
des. Zu ihrer Berechnung für gegebene x-Werte ist nur die 
Verwendung der vier Grundrechnungsarten nötig; insbesondere 
ist bri diesen ganzen Funktionen niemals mit dem \Yert von x 



Analytische Ausdrücke 3 
eine Division auszuführen; denn x kommt nirgends im Nenner 
vor. Lassen sich Divisionen mit x selbst nicht vermeiden, so liegt 
eine gebrochene rationale Funktion vor. Eine solche läßt sich, 
wie man schon auf der Schule lernt, immer auf Hauptnenner 
bringen. Sie kann also immer in der Gestalt 

a0 xn + a 1 xn- 1 + · · · + Cln y = ·-------- -- ----- --
boxm+ b1xm-1 + ... + b". 

geschrieben werden. 

Daß hiernach eine ganze rationale Funktion von zwei Variablen 
durch einen Ausdruck von der Form z = I;a;kxiyk erklärt wird, 
bedarf keiner näheren Erläuterung. Er entsteht also durch 
Summation von lauter Einzelausdrücken a;kxiyk. Die Expo­
nenten i, k von x und y sind wieder ganze positive Zahlen. Die 
höchste in einem Glied vorkommende Summe der beiden Ex­
ponenten i + k heißt die Ordnung oder der Grad der Funktion. 
So ist also z. B. z = x2 y + x2 + y + 1 vom dritten Grade. 

Eine Funktion, die durch Nullsetzen einer ganzen rationalen 
Funktion f(x, y) erklärt werden kann, heißt eine algebraische 
Funktion. Alle anderen Funktionen, die also nicht Lösungen 
einer algebraischen Gleichung zwischen x und y sein können, 
heißen transzendente Funktionen. 

Ob eine gegebene Funktion transzendent ist oder nicht, bedarf 
gewöhnlich einer näheren Untersuchung, die schwierig sein kann. 
Es gibt jedoch ein elementares, oft ausreichendes Kriterium, das 
'A-ir ableiten wollen (§ 4). Wir werden daraus z. B. entnehmen 
können, daß y = sin x eine transzendente Funktion ist. 

§ 2. Graphische Darstellungen. Der in § 1 eingeführte Funk­
tionsbegriff ist einer wichtigen geometrischen Deutung fähig. 
Wir erhalten sie, wenn wir die Grundvors~ellungen der analyti­
schen Geometrie, insbesondere den Koordinatenbegriff, heran­
ziehen. Das sind Dinge, die wir als bekannt voraussetzen. Fassen 
wir dann x und y als rechtwinklige Koordinaten eines I'Jmktes 
auf, so wird das geometrische Bild einer Funktion y = f (x) eine 
Kurve mit der Gleichung y = f(x). Umgekehrt aber ist auch 
durch die Aufzeichnung einer Kurve in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem eine Funktion definiert; denn die aufgezeich­
nete Kurve erlaubt es, zu vorgegebenen x-Werten zugehörige 
y-Werte zu bestimmen. Das sind die Ordinaten derjenigen 
Kurvenpunkte, deren Abszisse dem gegebenen x-Wert gleich ist. 
An einfachen Figuren wie den umstehenden Figuren 1 und 2 
wird sich der Leser den Unterschied zwischen eindeutigen und 
mehrdeutigen Fnnktionen klar machen. In Fig. 1 wird der Leser 
bei jeder Abszisse nur einen Kurvenpunkt finden, in Fig. 2 da­
gegen gehören zu einzelnen Abszissen mehrere Kurvenpunkte. 

1* 
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Die Funktion, deren geometrisches Bild die Kurve darstellt, ist 
also mehrdeutig. 

Wir haben oben schlechthin das geometrische Bild einer Funk­
tion Kurve genannt. Die Kurven, die wir so erhalten, entsprechen 
nicht immer den landläufigen Vorstellungen, die man sich, und 
die sich wohl auch der Leser von einer Kurve zu machen pflegt. 
Wenn sich z. B. der Leser das geometrische Bild der Funktion 
y = x! aufzeichnet, so sieht er oder weiß es von vornherein, daß 
dieses Bild, das wir oben Kurve nannten, überhaupt nur aus ein­
zelnen Punkten besteht. Nur zu ganzzahligen Abszissen gehören 
Kurvenordinaten, weil unsere Funktion nur für ganzzahlige 
Werte von x erklärt ist. Nichtsdestoweniger wollen wir auch für 

'!J 11 

Fig.l. Flg.ll. 

diese geometrischen Bilder das Wort Kurve beibehalten. 1) Wir 
haben dann eine kurze Benennung. Was wir eben sahen, ist nicht 
das einzige Unel'Wartete, das unserem Kurvenbegriff anhaftet. 
Wir werden im Laufe unserer Betrachtungen noch manches Ab­
sonderliche treffen (z. B. S. 128ff.). Und es ist auch gut, wenn 
der Leser sich von vornherein daran gewöhnt, daß zwar die 
meisten mathematischen Begriffsbildungen Ietzen Endes aus 
Anschauung oder Erfahrung stammen, daß sie aber nie den vollen 
und genauen Inhalt unserer Vorstellungen wiedergeben. Wollte 
der Leser versuchen, den Kurvenbegriff so zu fassen, daß er den 
vollen Inhalt unserer Vorstellung wiedergäbe, so würde er sicher 
nicht ohne eine recht verzwickte Beschreibung auskommen. 
Wir wollen daher das Wort Kurve als einen bequemen Ausdruck 
für das geometrische Bild einer Funktion in irgendeinem Koordi­
natensystem verwenden. Statt rechtwinkliger Koordinaten 
können dabei ebensogut schiefwinklige oder Polarkoordinaten usw. 
Verwendung finden. 

Wir beschließen diesen Paragraphen mit einem Beispiel einer 
Kurve bzw. Funktion, auf die wir uns noch öfter beziehen werden. 

1) Es handelt sich hier um ein Vorkommen isolierter Kurvenpunkte, 
die uns später wieder begegnen werden (S. 182). 
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Wir wollen es der Theorie der Zykloiden entnehmen. Denken wir 
uns einen Kreis auf einer anderen Kurve, etwa einer Geraden oder 
einem Kreis, rollen, so beschreibt ein mit dem rollenden Kreis 
fest verbundener Punkt eine Kurve, eine Rollkurve oder Zykloide. 
Der Leser findet darüber auch einiges in Frickes Leitfaden der 
analytischen Geometrie auf S. 8Sff. Wir wollen einen Kreis auf 
einer Geraden rollen lassen und die Kurve betrachten, die ein 
Punkt seiner Peripherie beschreibt. Wir machen die genannte 
Gerade zur x-Achse und wählen senkrecht dazu irgendwie die 
y-Achse. Nun denken wir uns den Kreis auf die x-Achse gelegt 
und zunächst den Punkt, der die Kurve beschreiben soll, als 
tiefsten Punkt gewählt. Er mag in dieser Lage in den Koordi­
natenanfangspunkt fallen. Von dieser Ausgangslage an lassen 
wir den Kreis rollen. Wir haben in der Fig. S eine weitere Lage 
gezeichnet. Dabei mag der Kreis gegen die Ausgangslage um den 
Winkel cp gerollt sein. Dann wird der Kreisradius, auf dem unser 
Punkt liegt, gegen die Ausgangslage sich um cp gedreht haben. 
Sei r die Länge des Kreisradius; dann können wir die Koordinaten 
der Punktes in seiner neuen Lage aus der Figur ablesen. Wir 
finden x = rrp- r sin rp, 

y = r -r cos f/J· 

Denn das Stück der x-Achse von 0 bis A muß dem darauf ab­
gerollten Kreisbogen A bis P gleich sein, also gleich r VJ. 1) Davon 
ist die Strecke BA abzuziehen, die man dem kleinen rechtwink­
ligen Dreieck entnimmt. Aus diesem liest man auch den ange­
gebenen Ausdruck für y ab. Den ungefähren Verlauf der Kurve 
haben wir in der Figur angegeben. Sie definiert uns eine Funk­
tion. Wir haben auch durch die Berechnung von x und y einen 
analytischen Ausdruck für diese Funktion gefunden. Das ist 

aber eine andere Art ~---··· .. V 
von analytischenAus- P-::.. ·\ 
drücke~, ~ls die, ~el-~ ) 
~he wu rm vor1gen ~_.. _ 
Paragraphen kennen --;0!-_-~·r·,,_A.-...'-·:c...·--------&--
lernten. Diese neue Flg. u. 

Art heißt Parameterdarstellung der Funkt·ion bzw. Kurve, weil 
die Zuordnung der y-Werte zu den x-Warten nicht unmittelbar 
geschieht, wie im vorigen Paragraphen, sondern durch Vermitt­
lung eines Parameters. Man greift oft zu diesem Mittel, weil eine 
solche Parameterdarstellung vielfach einfachere Ausdrücke liefert 

1) Wir messen hier und in der Folge immer die Winkel im Bogenmaß. 
Wir verweisen den Leser, der schon eine strenge Begründung vennißt, 
auf die Ausführungen über die Rektifikation des Kreises im Bändchen 
über Integralrechnung. 
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als die im vorigen Paragraphen herangezogenen Mittel. Man kann 
natürlich immer wenigstens in Gedanken zu einer Darstellung 
von der Form y = l(x) übergehen. Man hat ja nur das einem 
gegebenen x-Wert zugehörige q; auszurechnen und in den Aus­
druck von y einzutragen. Das würde aber z. B. hier sehr weit­
läufig. Einfacher, aber noch kompliziert genug, ist es, zunächst 
aus der zweiten Gleichung q; durch y auszudrücken und in die 
Gleichung für x einzutragen. Man erhält so die Kurvengleichung 
in expliziter Gestalt von der Form x = f (y). 

Die hier besprochenen graphischen Darstellungen führen uns 
noch zu einer anderen Begriffsbildung hin, nämlich zur Um­
kehmngsfunktion. Eine gezeichnet vorgelegte Kurve definiert 
bei gegebenem Koordinatensystem nicht nur eine Funktion, 
sondern deren zwei. Wir benutzten bisher die Kurve dazu, um 
zu gegebenen Abszissen die zugehörigen Ordinaten zu bestimmen. 
Wir faßten also x als unabhängige, y als abhängige Variable auf. 
Wir können auch beide ihre Rolle vertauschen lassen und die zu 
gegebenen Ordinaten zugehörigen Abszissen ablesen. Lieferte 
nun die erste Ablesung y = l(x) und die zweite x = cp(y), so 
nennen wir x = cp (y) die U mkeh1·ungsjunktion oder inverse 
Funktion von y = l(x). Ebenso heißt y = f(x) die Umkehrungs­
funktion von x = cp(y). Wenn wir y = f(x) haben, so können 
wir die U mkehrungsfunktion rein rechnerisch finden, indem wir 
die Gleichung y =I (x) nach x auflösen. 

Der Unterschied zwischen ein- und mehrdeutigen Funktionen 
war an den Kurven leicht klar zu legen. Der Unterschied zwischen 
algebraischen und transzendenten Funktionen springt geome­
trisch nicht immer sofort in die Augen. Doch werden wir bald 
lernen, wie wir manchen Kurven doch sofort ansehen können, 
daß sie nicht algebraisch sind. Dabei nennen wir eine Kun-e 
algebraisch, wenn sie die graphische Darstellung einer algebra­
ischen Funktion ist, wenn also ihre Gleichung durch Nullsetzen 
einer ganzen rationalen Funktion der cartesischen Koordinaten 
gewonnen wird. 

§ 3. Ganze rationale Funktionen nnd ihre Nullstellen. Wenn 
a1 und a2 die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
a0x~ + a1x + a2 = 0 sind, so kennt jedermann die für alle x 
geltende Faktorzerlegur_J.g a0 x2 + a1 x + a2 = a0 ( x - a 1) ( x -a2). 

In ihr ist jedenfalls die Aussage enthalten, daß immer, wenn a 1 

eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 ist, die auf der linken Seite 
stehende ganze rationale Funktion zweiten Grades f(x) durch 
x - a 1 teilbar ist. Dabei nenne ich also allgemein die ganze 
rationale Funktion I ( x) durch die ganze rationale Funktion cp ( x) 

teilbar, wenn der Quotient q(x) = ~t~ ~elbst wieder eine ganze 

rationale Punktion ist. Der eben bei Funktionen zweiten Grades 
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festgestellte Satz gilt allgemein: Wenn a1 eine Wurzel der Glei­
chung f (x) a0 xn + a 1xn-l + · · · + an= 0 ist, so ist die ganze 
rationale Funktion f (x) dt~rch x - a1 teilbar. 

Das läßt sich leicht einsehen, wenn man nur daran denkt, wie 
man die Division f (x) durch x - a 1 auszuführen pflegt. .Man 
erhält dabei einen Quotienten vom (n -1) ten Grad q1 (x) und 
einen Rest r von niedrigerem Grade als der Divisor x - a 1, d. h. 
also hier einen konstanten Rest. Ich kann daher das Resultat 
der Rechnung so notieren: f(x) = q1 (x) (x -a1) + r. Das gilt 
nun für alle x, also namentlich auch für x = a1• Für diesen Wert 
erhalte ich aber r = f(a1). Da aber a 1 eine Wurzel von f(x) = 0 
ist, so habe ich r = f(a1) = 0. Daher gilt f (x) = q1 (x) (x -- a1). 

Damit ist unser Satz bewiesen. 
Wir können aus ihm sofort folgern, daß eine algebraische Glei­

chung n ten Grades a0 xn + a1 xn-l + · · · + an = 0 höchstens n 
Wurzeln hat. Denn entweder hat der eben berechnete Quotient 
(n- 1) ten Grades keine Wurzel, oder er besitzt Wurzeln. Im 
ersten Falle ist der Satz bewiesen. Denn dann hat f (x) = 0 
selbst außer x = a 1 keine Wurzel. Wäre nämlich x = a2 eine 
solche von a 1 verschiedene Wurzel, so hätte ich f (a2) = q1 (a2) 

(a2 - a1). Wegen a2 9= a1 muß also q1 (a2) = 0 sein, gegen die 
Annahme. Hat aber q1 (x) = 0 selbst eine Nullstelle a 2, so kann 
ich schreiben q1 (x) = q2 (x) (x -a2). Daher gilt f(x) = (x -a1) 

(x -a2)q2 (x). a2 ist also eine Wurzel von f(x) = 0. Auf die 
angegebene Weise kann man weiter schließen und immer neue 
Linearfaktoren abspalten. Bei jedem dieser Schritte erniedrigt 
sich aber der Grad des noch nicht in Linearfaktoren zerlegten 
Faktors um eine Einheit. Ich kann also höchstens nmal nach­
einander Linearfaktoren abspalten. Daraus folgt aber, wie oben 
behauptet wurde, daß eine Gleichung n ten Grades höchstens 
n Wurzeln hat. Daß sie bei a0 9= 0 genau n Wurzeln hat, oder 
daß das Abspalten von Linearfaktoren genau nmal geht, ist der 
Inhalt des Ftmdamentalsatzes der A lgebm1): Jede algebraische 
Gleichung n ten Grades ( n > 0, a 0 9= 0) hat mindestens eine 
Wurzel. Ich kann also jedesmal von dem noch nicht zer­
legten Faktor bei dem obigen Prozeß mindestens einen Linear­
faktor abspalten, solange dieser :Faktor noch von x abhängt. 
Von x unabhängig wird er aber selbstverständlich erst nach 
11 Schritten, so daß ich also immer nmal nacheinander je einen 

1) Wir werden diesen Satz in diesem Buche immer als richtig an­
nehmen, wie er denn auch dem Leser von Beispielen her geläufig ist. 
Sein Beweis ist nicht Gegenstand dieses Werkes. Der Leser, den die 
Verwendung eines nicht bewiesenen Satzes stört, mag .sich ruhig auf 
den Standpunkt stellen, daß alles Gesagte eben nur für solche Funktio­
nen gilt, für die der Satz richtig ist. Er kennt solche Funktionen, und 
andere als solche werden ihm nie begegnen. 
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Linearfaktor abspalten kann. Der dann schließlich noch bleibende 
konstante Schlußfaktor stimmt mit dem Koeffizienten a0 überein. 
Man erkennt das daraus, daß der Koeffizient der höchsten Potenz 
von x in jeder der noch in Faktoren zu zerlegenden Funktionen 
q1 (x), q2 (x) usw. jedesmal a0 ist. Dies springt in die Augen, wenn 
man daran denkt, wie z. B. die Division f (x) : (x - a1) ausgeführt 
wird. Man bekommt daher immer eine Zerlegung der folgenden 
Art: 

f(x) = a0 x" + · · · + a,. = a0 (x -a1) (x -a2) ••• (x-an)· 

Ist aber a irgendeine Zahl, für die f (a) = 0 ist, so muß einer der 
Faktoren a - ak = 0 sein, so daß also außer den ak keine Wur­
zeln auftreten. Wir können daher das Resultat so aussprechen: 
Eine jede algebraische Gleichung hat n Wurzeln. Das ist also nur 
eine andere Sprechweise für die Tatsache, daß ich eine Funktion 
nten Grades (mit nichtverschwindendem Koeffizienten des 
höchsten Gliedes) immer in genau n Linearfaktoren zerlegen 
kann. Diese brauchen natürlich nicht alle voneinander ver­
schieden zu sein, wie dem Leser von trivialsten Beispielen her 
geläufig ist, z. B. x2 + 2ax + a2 = (x + a)2• Wenn wir also nur 
die voneinander verschiedenen Wurzeln zählen wollen, so können 
dies weniger als n sein. Man kommt aber überein, einer jed.en 
Wurzel eine gewisse Vielfachheit zuzuerteilen. Man zählt nämlich 
jede Wurzel a so oft, als bei der Zerlegung von f(x) in Linear­
faktoren der Faktor x - a auftritt. So rede ich also von einer drei­
fachen Wurzel, wenn der Faktor z - a genau dreimal vorkommt. 
Dies ist eine präzise Begriffsbildung, weil man leicht erkennt, 
daß die Zerlegung in Linearfaktoren nur auf eine Weise möglich 
ist, daß sie also insbesondere von der Reihenfolge unabhängig 
ist, in der die Wurzeln von f(z) Verwendung fanden. Soll näm­
lich für alle z 

a0 (x -· a1) ••• (x-an) = b0 (x- {J1) ••• (x -fJm) 

sein, so trage man z. B. x = a1 ein. Da dann auch die rechte 
Seite verschwinden muß, so muß entweder b0 = 0 sein, oder 
a1 einem der fJ gleich sein. Wäre aber b0 = 0, so wäre die rechte 
Seite für alle z Null, daher auch die linke. Daher wäre Go= 0, 
weil doch ein Produkt nur verschwinden kann, wenn ein Faktor 
verschwindet. 

Nehmen wir also ao + 0, b0 =F 0 an, so haben beide Seiten 
den Faktor z - a1 gemein. Wir heben ihn weg und wiederholen 
den gleichen Schl!lß. So gelangt man zu der Einsicht, daß 
n = m ist, und daß jede Wurzel auf der einen Seite genau ebenso­
oft vorkommt wie auf der anderen. 

Zusatz: Wenn ich irgendwoher weiß, daß eine ganze rationale 
Funktion erstens höchstens vom n ten Grade ist, und wenn ich 
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zweitens weiß, daß sie für mehr als n voneinander verschiedene 
Werte verschwindet, so kann ich daraus schließen, daß die Funk­
tion für alle x~Werte verschwindet, daß ich es also mit der Funk­
tion y = 0 zu tun habe.1) 

Denn gäbe es eine solche Funktion von genau mtem Grad 
(m größer als Null, aber kleiner oder höchstens gleich n), so 
könnte ich sie in genau m Linearfaktoren zerfällen. Ein solches 
Produkt kann aber natürlich nur für die m zur Bildung seiner 
Linearfaktoren benutzten Werte verschwinden. Es muß also 
eine Funktion nullten Grades, also eine Konstante vorgelegen 
haben. Da diese aber für einzelne Werte der Variablen x ver­
schwindet, andererseits aber für alle Werte von x denselben 
Wert annimmt, so muß sie eben die Null sein, wie im Zusatz 
angegeben. 

§ 4. Algebraische und transzendente Funktionen. Unter einer 
algebraischen Kurve wollten wir das geometrische Bild einer 
algebraischen Funktion verstehen. Ihre Gleichung ist von der 
Form f (x, y) = 0, und dabei ist f (x, y) eine ganze rationale 
Funktion von x und y. Sie entsteht durch Addition von lauter 
Gliedern der Form axlym. Die Exponenten l und m sind hier 
irgendwelche ganze positive Zahlen. Die größte bei den einzelnen 
Gliedern einer ganzen rationalen Funktion vorkommende Expo­
nentensumme l + m heißt nach S. 3 die Ordnung der Funktion. 
Das geometrische Bild einer algebraischen Funktion, die einer 
solchen Gleichung n ter Ordnung . genügt, heißt algebraische 
Kurve nter Ordnung. Wir werden jetzt den Satz beweisen: Eine 
jede algebraische Kurve nter Ordnung wird von einer jeden ihr 
nicht vollständig angehörigen Geraden in höchstens n Punkten ge­
schnitten. Es sei nämlich a x + ß y + y = 0 die Gleichung einer 
geraden Linie, die ich mit der Kurve f (x, y) = 0 zum Schnitt 
bringen will. Das kann man so machen, daß man aus der Glei­
chung der Geraden sich x oder y ausrechnet und den gefundenen 
Ausdruck in die Gleichung der Kurve n ter Ordnung einträgt. 
Habe ich etwa y der Gleichung der Geraden entnommen, so 
finde ich also für die Abszissen der Schnittpunkte die Gleichung 

f ( x,- a p- ,..) = 0. Das ist aber jedenfalls eine Gleichung höch­

stens vom n ten Grad, wie man ohne weiteres sieht, wenn man 
sich das Aussehen der einzelnen Glieder der ganzen rationalen 
Funktion n ter Ordnung vergegenwärtigt. Ein jedes wird nach 

Einsetzen des Wertes y = - a p-,.. höchstens vom n ten Grad 

in x. Wenn ich ferner die einzelnen Glieder der ganzen rationalen 

1) Diese fällt ja auch unter unsere auf S. 1 gegebene Funktions· 
definition. Es ist eben jedem Wert von z der Wert y= 0 zugeordnet. 
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Funktion nach Potenzen von x geordnet habe und sie alle zu­
sammenzähle, so kann der Fall eintreten, daß sich einzelne 
Potenzen von x herausheben. Daher ist der Schlußausdruck 
höchstens vom n ten Grade. Nach den in § 3 für algebraische 
Gleichungen n ten Grades gewonnenen Ergebnissen hat diese 
Gleichung, wofern ihre linke Seite nicht identisch verschwindet, 
höchstens n Wurzeln (die reell oder imaginär sein können, jeden­
falls also auch höchstens n reelle Wurzeln). Das sind die Abszissen 
der Schnittpunkte. Der Gleichung der Geraden entnehme ich 
dann ohne weiteres die zugehörigen Ordinaten der Schnitt-

punkte. Verschwindet aber f (=-<I-ß-=- 11) identisch, so bedeu­

tet dies, daß die Gerade der Kurve völlig angehört. Ein Bei­
spiel für dies Vorkommnis ist die in die beiden Geraden x - y = 0 
und x + y = 0 zerfallende "Hyperbel" y2 - x2 = 0. So erhalte 
ich das im obigen Satz ausgesprochene Ergebnis, das ich damit 
bewiesen habe. 

Dieser Satz ist häufig ein bequemes Kriterium für trans­
zendente Kurven. Liegt mir nämlich eine Kurve vor und kenne 
ich irgendeine Gerade, welche die Kurve nicht in endlich vielen 

y1 Punkten schneidet, aber auch 
Tl' nicht in ihrem ganzen Verlauf der -=s\: / Kurve als Bestandteil angehört, 

-'(~ "'S: __7 ' z. so kann ich mit Sicherheit sagen, 
daß die Kurve nicht algebraisch 

Fig. 4· sein kann. Das trifft z. B. für 
die Funktion y = sin x zu. Denn ihr geometrisches Bild besteht 
aus lauter Weilen von der Länge 2:n; und der Amplitude ± 1 
(Fig. 4). Der Leser sieht ohne weiteres, daß z. B. die Gerade 
y = l in unendlich vielen Punkten schneidet; diese haben die 

Abszissen ~ + 2h:n; oder 5: + 2h:n; (h eine positive oder negative 

ganze Zahl). Für alle diese Winkel ist ja der Sinus gleich ein Halb. 
Ebenso erkennt man im Kosinus, im Tangens, im Kotangens 
transzendente Funktionen; ebenso ist die Zykloide von § 2 eine 
transzendente Kurve. 

Ausdrücklich sei der Leser noch darauf hingewiesen, daß das 
Kriterium nicht umgekehrt werden darf. Es kann eine Kurve 
sehr wohl transzendent sein, obwohl sie von jeder Geraden 
nur in einem oder allgemein nur in endlich vielen Punkten 
geschnitten wird. Um das ungefähr klar zu legen, mag der 
Hinweis genügen, daß wir ja in unserer Zeichnung nur die 
reellen Schnittpunkte sehen können; das können endlich viele 
sein, und trotzdem kann - wie der Leser wohl ohne weiteres 
glaubt - der Fall eintreten, daß unendlich viele imaginäre 
Schnittpunkte vorhanden sind. In der Exponentialfunlrtion liegt 
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z. B. eine solche Funktion vor, wie wir hier nicht näher aus­
führen können.1) 

§ 6. Funktionen, die nicht als analytische Ausdrücke gegeben 
sind. Streng genommen ist schon die auf der ersten Seite an­
gegebene Funktion y = sin x nicht durch einen analytischen 
Ausdruck gegeben, in den wir nur die Werte des Winkels ein­
zusetzen hätten, um den Wert seines Sinus zu finden. Solche 
analytischen Ausdrücke --; allerdings auch nur in etwas über­
tragener Bedeutung, in der Gestalt unendlicher Reihen - werden 
wir erst viel später kennen lernen. Vorläufig ist der durch die 
Bezeichnung y = sin x gemeinte gesetz- y 
mäßige Zusammenhang durch eine geo-
metrische Vorschrift gegeben: Verhältnis 
einer Kathete zur Hypotenuse im recht-
winkligen Dreieck. Auch kennt der Leser 
Tafeln, aus welchen man für die meist ~<=0---~----++x 
gebrauchten Werte des Winkels den Sinus }i 1 

angenähert entnehmen kann. Man kann 
die Zahlen dieser Tafeln direkt als Defi­
nition einer Sinus genannten Funktion Yig. 5. 

ansehen, die dann annähernd die Eigenschaften der gleichbe­
nannten trigonometrischen Funktion hat, angenähert, nicht ge­
nau, weil ja in der Tafel nur angenäherte, praktisch ausreichende 
Werte stehen. Nicht viel anders ist die Sache beim Logarith­
mus. Statt der Tafel kann man sich auch einer genügend ge­
nauen Zeichnung des Funktionsverlaufes bedienen, aus welcher 
man dann, wie in der Tafel, durch Interpolieren die ungefähren 
Werte der Funktion aueh für nicht in der Tafel stehende Win­
kel entnehmen kann. 

Bemerkung: Kriterien für die damit erreichte Genauigkeit 
werden wir später kennen lernen, sowie auch Genaueres über das 
Interpolieren selbst (8. 99ff.). 

Diese Beispiele mögen es dem Leser nahe legen, daß die Zeich­
nung oder die Tafel neben den analytischen Ausdrücken bequeme 
Methoden sind, Funktionen zu definieren. Sie führen uns auch 
recht eigentlich die große Mannigfaltigkeit von Vorkommnissen 
vor Augen, welche die zwei Zeilen in sich bergen, durch die wir 
auf der S. 1 den Funktionsbegriff definiert haben. Der ver­
blüffend reiche Inhalt dieser Definition wird uns noch oft über­
raschen. Nur ein paar Beispiele seien noch angeführt : Man 
kann zur Definition einer Funktion mehrere analytische Aus­
drücke nötig haben. So sei z. B. für 0::::;:; x ~ t : y = x und für 

1) Dazu vergleiche man meinen Leitfaden der Funktionentheorie. 
(Teubners techn. Leitfäden Bd. 14.) 
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! ~ x ~ 1 : y = 1 - x. In der graphischen Darstellung würde 
dem die Kurve der vorstehenden Fig. 5 entsprechen. 

Erklärung: Das Zeichen < wird gesprochen kleiner als: 
a < b bedeutet also, daß die Zahl a kleiner ist als die Zahl b. 
Analog bedeutet > größer als. Mit a ~ b meinen wir, daß die 
Zahl a kleiner oder gleich b sein kann. Die Zahlen also, für die 
a ~ x ::;;; b ist, bilden die Gesamtheit aller Zahlen zwischen a 
und b, diese beiden Zahlen init eingerechnet. Man sagt, sie bilden 
das abgeschlossene Intervall zwischen a und b - abgeschlossen, 
weil Anfang und Ende, nämlich die Zahlen a und b mitgerechnet 
sind. Auch die Gesamtheit aller Zahlen a < x < b bilden ein 
Intervall. Das sind alle Zahlen zwischen a und b, diese beiden 
selbst nicht mit eingerechnet. Man nennt das ein nichtabgeschlosse­
nes oder ein offenes Intervall. In a::;;; x < b oder a < x::;;; b liegen 
weitere Sorten von offenen Intervallen vor, bei welchen nur der 
eine der beiden Endpunkte mit inbegriffen gedacht ist. 

Zum Schluß noch ein letztes Beispiel, das eigentlich schon in 
die Betrachtungen des folgenden Kapitels hinübergreift. Für 
alle rationalen Werte von x sei y = f (x) gleich Null, für alle 
irrationalen Werte von x dagegen habe y den Wert Eins. Be­
denkt der Leser, daß man in der nächsten Nähe eines jeden 
Punktes der x-Achse solche mit rationaler und solche mit irra­
tionaler Abszisse finden kann, so wird es einleuchten, wie merk­
würdig die Funktion ist, mit der wir es in diesem Beispiel zu 
tun haben. 

Bemerkung: Wenn wir so von Funktionen reden, die nicht 
als analytische Ausdrücke gegeben sind, so soll natürlich damit 
nicht gesagt sein, daß es nicht irgendwie möglich ist, nachträg­
lich analytische Ausdrücke zu finden, welche die Funktionen 
darstellen. Methoden, die das erlauben, werden wir in großer 
Zahl kennen lernen. Für die in diesem Paragraphen angegebenen 
Funktionsbeispiele lassen sich, wie noch angefügt sei, durchweg 
solche analytischen Ausdrücke finden, wofern man den Begriff 
"analytischer Ausdruck" nur erst in genügender Allgemeinheit 
erklärt hat. 

II. Der Zahlbegriff. 
Es ist nicht meine Absicht, in diesem Kapitel eine bis ins ein­

zelne durchgeführte Theorie der Irrationalzahlen zu entwickeln. 
Es sollen vielmehr die Betrachtungen über Dinge, welche dem 
Leser wenigstens als Handwerkszeug vertraut sind, hinüber­
leiten zum Verständnis der grundlegenden Gedanken, auf welchen 
letzten Endes die ganze Differential- und Integralrechnung be­
ruht. 



Axiome der Arithmetik 13 
§ 1. Vorbereitung. Das Rechnen mit reellen Zahlen1), d. h. also 

mit ganzen Zahlen, mit gewöhnlichen Brüchen, mit endlichen 
und unendlichen Dezimalbrüchen und diese selbst nehmen wir 
als bekannt und geläufig an. Wir verfolgen indessen die Absicht, 
die Kenntnisse des Lesers in diesem Kapitel etwas zu vertiefen 
und zu erweitern und dasjenige besonders hervorzuheben, was 
für das Folgende von entscheidender Wichtigkeit ist. Zunächst 
wollen wir die Regeln zusammenstellen, nach welchen das Rech­
nen erfolgt. Es sind die Regeln, nach welchen jedes Kind rechnen 
lernt, und die als gemeinsamer Zug allen Zahlenrechnens dem 
Schüler beim Erlernen des Buchstabenrechens zur Kenntnis 
gebracht werden. Woher uns die Gewißheit kommt, daß ein 
Rechnen nach diesen Regeln nie zu Fehlern führen kann, darüber 
wollen wir, wie gesagt, Betrachtungen nicht anstellen, zumalsich 
bis heute auch die Gelehrten noch nicht in jeder Richtung über 
derartige mit den Grundlagen der Arithmetik zusammenhängende 
Fragen einig sind. 

Sind also a, b, c irgendwelche reellen Zahlen, so gelten die 
folgenden Rechenregeln, die wir als die Grundsätze oder die 
Axiome der Arithmetik bezeichnen wollen. Unter einem Axiom 
verstehen wir dabei einen Satz, den wir nicht weiter beweisen 
wollen, sondern den wir allen weiteren Beweisen und Erörte­
rungen als Fundament zugrunde legen. Es ist ja ohne weiteres 
klar, daß jedes Wissensgebiet ein solches Fundament besitzen 
muß. Die Axiome der Arithmetik aber sind im wesentlichen die 
folgenden: 
1. a + b ist eine eindeutig be­

stimmte Zahl. 
2. a + b = b + a kommutati­

ves Gesetz der Addition. 
S. (a + b) + c = a + (b + c) 

assoziatives Gesetz der Ad­
dition. 

1. ab ist eine eindeutig be­
stimmte Zahl. 

2. ab= ba kommutatives Ge­
setz der Multiplikation. 

3. (ab) c = a (bc) assoziatives 
Gesetz der Multiplikation. 

4. a (b + c) = ab+ ac distributives Gesetz. 
5. Die Gleichung p + x = q 5. Wenn p 9= 0, so besitzt die 

besitzt stets genau eine Lö- Gleichung p:t = q stets genau 
sung. eine Lösung. 

6. Es gibt eine Zahl 0, so daß 6. Es gibt eine Zahl 1, so daß 
stets p + 0 = p. stets p • 1 = p. 

7. Von den drei Beziehungen a = b, a > b, a < b besteht stets 
genau eine. Insbesondere ist a = a. Aus a = b und b = c 
folgt a=c. 

1) Imaginäre (komplexe) Zahlen a + ib, wo i = y- 1 gehen uns 
vorerst gar nichts an. 
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8. Aus a = b folgt b = a; aus a > b folgt b < a; aus a < b folgt 
b >a. 

9. Aus a > b, b > c folgt a > c.1) 

10. Es gibt mindestens 2 Zahlen, für welche die Relation a > b 
besteht. 

11. Aus a > b folgt a + c > b 
+ c. Gesetz der Monotonie 
bei der Addition. 

10. Aus a > b folgt entweder 
ac > bc, wenn c positiv, 
oder ac < bc, wenn c 
negativ, oder 0 = ac = bc, 
wenn c = 0 ist. Monotonie­
gesetz der Multplikiation. 

Bemerkung: Der Leser, welcher hier die Regeln für Subtrak­
tion oder Division vermißt, sei darauf hingewiesen, daß die Sub­
traktion einer Zahl als Addition der entsprechenden Zahl von 
anderem Vorzeichen, und daß die Division durch eine Zahl als 
Multiplikation mit der reziproken Zahl definiert wird. 

Bevor wir nun weitergehen, wollen wir gleich im Hinblick auf 
oft ZU machende Anwendungen, die Hauptregeln für das Rechnen 
mit den Zeichen > und < zusammenstellen. Diese Regeln folgen 
zwar alle aus den obigen Axiomen. Wir tun aber trotzdem gut 
daran, sie uns einmal zusammenzustellen. Zunächst lassen sich 
die Axiome Nr. 11 ohne weiteres umkehren. Aus a + c > b + c 
folgt nämlich sofort a > b. Denn das Axiom 11 besagt doch, daß 
eine Ungleichung -so nennt man nämlich eine Beziehung von 
der Form a > p oder von der Form a < p - daß also eine Un­
gleichung richtig bleibt, wenn man auf beiden Seiten dieselbe 
Zahl (dort wars c) addiert oder subtrahiert. Wenden wir diese 
Regeln auf a + c > b + c an, addieren also auf beiden Seiten 
- c oder subtrahieren c, so erhalten wir a > b. Das Axiom 11 
gilt nach 8. auch für das Zeichen<. Aus a < b folgt a + c < b + c. 
Dieselben Betrachtungen knüpfen sich an das Monotoniegesetz 
der Multiplikation. Aus ac > bc folgt a > b, wenn c positiv 
ist. Es folgt aber a < b, wenn c negativ ist. (Aus ac = bc = 0 
folgt natürlich nichts darüber, welche der beiden Zahlen a oder b 
die größere ist.) Die in den Monotoniegesetzen ausgesprochenen 
Regeln lassen sich noch erweitern. Aus a > b und c > d folgt 
nämlich durch zweimalige Anwendung von 11. a + c > b + d. 
Ebenso folgt aus a > b und c > d, daß auch ac > bd, wofern 
alle vorkommenden Zahlen das positive Vorzeichen haben. 
Endlich noch eine Bemerkung über das Dividieren: Wenn m > 1, 

so ist..!.. < 1 und umgekehrt, wenn 0 < m < 1, so ist ..!.. > 1. m m 
(Aus nt < 0 folgt natürlich nicht ~ > 1.) Ferner folgt aus m 

1) Siehe die Erklärung dieser Zeichen auf S. 12. 
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a > b und c > d > 0, daß d > 0 · Der Leser wird alle diese 

Behauptungen leicht aus den Monotoniegesetzen folgern. Er wird 
sich auch leicht ihren Sinn an Hand der Zahlengeraden, die wir 
gleich einführen werden, anschaulich klar machen. 

Wir wollen uns nun im Rest dieses Paragraphen mit einer 
Frage befassen, die uns näher an den eigentlichen GegenRtand 
dieses Kapitels heranführen soll, nämlich mit der Frage, ob die 
rationalen Zahlen für alle die Zwecke ausreichen, für die wir 
Zahlen verwenden möchten. Wir werden sehen, daß dies nicht 
der Fall ist. 

Rational heißen bekanntlich die positiven und die negativen 

ganzen Zahlen, dieNull und die Brüche!!_ mit ganzzahligem Zähler 
m 

und Nenner. 
Wir wollen uns mit der Aufgabe befassen, Strecken durch eine 

gegebene Längeneinheit zu messen. Wir können uns die zu 
messende Strecke und die Längeneinheit von ein und demselben 
Punkt aus auf einer Geraden aufgetragen denken. Auf dieser 
Geraden wollen wir uns nun gleich einen Maßstab einrichten 
unter Zugrundelegung der gegebenen Längeneinheit. Diesen 
Maßstab wollen wir Zahlengerade nennen. Sie wird uns ein geo­
metrisches Bild der gegenseitigen Größenbeziehung der verschie­
denen Zahlen geben. Im Grunde haben wir auch die Zahlen­
gerade im vorigen Kapitel in der Abszissenachse und der Ordi­
natenachse der Koordinatensysteme verwendet. Sie wird uns 
jetzt von steigender Wichtigkeit werden. Wir wählen irgend­
einen festen Punkt der Geraden aus. An jeden Punkt der Geraden 
wollen wir dann als seine Abszisse die Maßzahl seines Abstandes 
von dem festen Punkt aus anschreiben, soweit das eben unter 
bloßer Verwendung der rationalen Zahlen möglich ist. Der feste 
Punkt selbst bekommt so die AbszisseN ull. Und die beiden Seiten 
dieses Punktes auf der Geraden unterscheiden zu können, tragen 
wir in bekannter Weise nach rechts die positiven, nach links die 
negativen Zahlen auf. Betrachten wir nun irgend zwei Zahlen a 
und b, und sei etwa a < b, so liegt der Punkt mit der Abszisse a 
(wir nennen ihn wieder kurz den Punkt a) links vom Punkt b, 
und umgekehrt hat jeder rechts von a gelegene Punkt eine größere 
Abszisse als a. Damit haben wir die geometrische Bedeutung der 
Beziehung größer und kleiner in unserer geometrischen Deutung 
der Zahlen. Größer bedeutet soviel als "rechts von" und kleiner 
bedeutet "links von". 

Auf der Zahlengeraden werden wir so ohne weiteres zu allen 
rationalen Zahlen zugehörige Punkte bekommen -die rationalen 
Punkte oder Punkte mit rationaler Abszisse. Bekommt nun aber 
jeder Punkt unserer Geraden eine rationale Abszisse, oder gibt 
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es Punkte, die keine rationale ~bszisse besitzen? Von vornherein 
ist klar, daß ein jeder Punkt durch seine Abszisse bestimmt ist, 
und daß wir die Lage eines jeden Punktes unserer Geraden mit 
beliebiger Genauigkeit durch die Angabe passender Punkte mit 
rationaler Abszisse festlegen· können. Das kann z. B. so ge­
schehen: Sei irgendein Punkt gegeben. Dann wird er entweder 
eine ganzzahlige Abszisse haben, und ich kenne seine Abszisse 
mit absoluter Genauigkeit. Oder aber er liegt zwischen zwei 
.Punkten mit ganzzahliger Abszisse, etwa a und a + 1. Dann 
teile ich dies Intervall in 10 (oder irgendeine andere Zahl) gleiche 
Teile. So bekomme ich Punkte mit den Abszissen a1 a +fo-, 
a + f.; usw. Entweder fällt der gegebene Punkt mit einem dieser 
zusammen, dann kenne ich wieder seine Abszisse absolut genau, 
<>der aber er liegt zwischen zwei aufeinander folgenden der an­
gegebenen Punkte; dann kenne ich seine Lage auf ein Zehntel 
der Längeneinheit genau. Teile ich dann dies Zehntelintervall, 
in dem er liegt, wieder in 10 gleiche Teile, so finde ich entweder 
jetzt die Abszisse absolut genau, oder aber ich kenne doch dann 
die Lage des Punktes auf ein Hundertstel genau. So fortfahrend 
kann ich die Lage des Punktes durch Angabe passender Punkte 
mit rationaler Abszisse mit jeder gewünschten Genauigkeit fest­
legen. Aber ich kann sicher nicht die Abszisse eines jeden Punktes 
absolut genau auf diese Weise angeben, z. B. nicht die Abszisse}. 
Denn der Leser weiß von den unendlichen Dezimalbrüchen her, 
daß ! keinem endlichen Dezimalbruch gleich ist. Denn l liegt 
zwischen Null und Eins, zwischen il; und :ii, zwischen ;;0 und 
1~~ usw. Aber wenigstens hat dieser Punkt eine bestimmte 
rationale Abszisse. 

Wir erkennen jedenfalls aus dieser Betrachtung, daß wir mit 
den rationalen Zahlen vollkommen ausreichen, solange wir nur 
die praktische Aufgabe verfolgen, jeden Punkt durch eine Ab­
szisse genau genug festzulegen, - d. h. so genau, wie es gerade 
unseren Bedürfnissen entspricht. Dabei ist im a.llgemeinen jede 
einmal erreichte Genauigkeit verbesserungsfähig. Es kann sein, 
daß andere Aufgaben eine erhöhte Genauigkeit verlangen. Aber 
immer reichen in praxi die rationalen Zahlen aus. Anders wird 
die Sache, wenn wir die Abszissen absolut genau bestimmen 
wollen. Diesem Fragenkreis wenden wir uns nun zu. 

Wir wollen uns zunächst davon überzeugen, daß es auf der 
Geraden auch Punkte gibt, die keine rationale Abszisse haben, 
welchen wir also auf dem bis jetzt festgehaltenen Weg keine 
Abszisse zuerteilen können. Wir konsttuieren ein gleichschenklig­
rechtwinkliges Dreieck von der Kathetenlinge Eins und tragen 
seine Hypotenuse (V2) auf unser!'lr Geraden von Null nach rechts 
ab. So erhalten wir einen Punkt, der, wie ich zeigen werde, keine 
rationale Abszisse besitzt. 
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Bewiesen haben wir bis jetzt diesen Satz: Die Punkte mit ratio­
naler Abszisse liegen überall dicht, d. h. in jeder Teilstrecke unserer 
Geraden oder, was dasselbe ist, in beliebiger Nähe eines jeden 
Punktes derselben lassen sich Punkte mit rationaler Abszisse an­
geben. 

Beweisen wollen wir jetzt am angegebenen Beispiel, daß zwi­
schen den P't/,nkten mit rationaler Abszisse doch noch Lücken bleiben, 
daß z. B. c:fer eben erwähnte Endpunkt der Hypotenuse eines 
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks von der Kathetenlänge 
Eins in eine solche Lücke fällt (obwohl in nächster Nähe Punkte 
rationaler Abszisse liegen). Wir haben nur zu zeigen, daß es keine 
positive rationale Zahl gibt, deren Quadrat gleich 2 ist. 

Im Gegensatz zu der Behauptung nehme ich an, es gäbe ein 

Paar ganzer positiver Zahlen t und u, für das 2 = t•,. Hier darf 
u 

man sicher annehmen, daß t und u teilerfremd sind. Wäre nun 
also t2 = 2 u2, so müßte t2, also t gerade sein. Daher wäre die linke 
Seite durch 4 teilbar, und daher muß u gerade sein. t und u 
wären also gegen die Annahme nicht teilerfremd. Unsere An­
nahme, daß 2 das Quadrat einer rationalen Zahl sei, hat uns so 
auf einen Widerspruch geführt. Sie ist also nicht richtig. Es gibt 
also keine rationale Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. Damit haben 
wir erkannt, daß die rationalen Zahlen nicht ausreichen, um jedem 
Punkt einer Geraden eine Abszisse geben zu können. Wollen wir 
dies doch erreichen, so werden wir uns nach anderen Zahlbil­
dungen q.msehen müssen. Der Leser weiß, daß man dazu die 
irrationalen ( d. h. nicht rationalen) Zahlen -unendliche Dezimal­
brüche - verwendet. Bevor wir näher darauf eingehen, schicken 
wir im nächsten Paragraphen einige Betrachtungen über mehrere 
wichtige Begriffsbildungen voraus. Diese werden dann bald und 
von dann an fortwährend Anwendung finden. 

§ 2. Der Grenzbegrül. Definition: Es sei eine unendliche 
Menge von (reellen) Zahlen a1, a2, ••• gegeben. Dieselben sollen 
sich unbegrenzt einer Zahl A nähern, d. h. von einer gewissen 
Nummer N (e) 1) an sollen alle Zahlen der Folge um weniger als 
eine beliebig vorgegebene positive Zahle von A abweichen. Dann 
schreibe ich A = lim a,. und lese: A ist der Limes von a,. für n .. -)-.. 
gegen oo. (oo =unendlich.) 

Wir wollen den Sinn dieser Festsetzung noch etwas ausführ­
licher darlegen. Ich habe erstens die unendliche Zahlenfolge a1, 

~ •... Ich gebe eine positive Zahle (etwaitr) an. Dann sollen 
von einer gewissen Nummer N (e), meinetwegen von 100 an, alle 
Zahlen a 100, a101, ••• um weniger als e (also hieritr) von A verschie-

1) Da die Nummer von a abhängt, ist sie eine Funktion von e und 
wurde dementsprechend mit N(a) bezeichnet. 

Teubner• Mcbu.Lettf.(: Bleberbaoh, Dllrer811tlalnclmung. S.Auft. 2 
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den sein. Das soll aber nicht nur für dies eine e gelten, sondern für 
jedes beliebige. Also sollen z. B. auch von einer gewissen Nummer 
an, etwa von 7 55 an, alle a755 , a 756, ••• um weniger als 1~0 von A 
verschieden sein. Allgemein soll sich zu jeder positiven Zahl c; 
eine Nummer N (e) so bestimmen lassen, daß von der Nummer 
n = N (e) an alle an um weniger als 8 von A verschieden sind. 
Dann schreibe ich für diesen Sachverhalt kurz A = lim an. 

n-+oo 
Etwas weniger präzis, aber vielleicht etwas anschaulicher, kann 
ich den Sachverhalt dahin bezeichnen, daß ich sage, die Zahlen 
meiner Folge nähern sich unbegrenzt der Zahl A. Der präzise 
Sinn dieser populären Ausdrucksweise ist durch die obige Defi­
nition festgelegt. 

B . . 1 1 1' 1 0 D f" . d 1 . t 1 e1sp1e: . Im-=. enn U!Je esn>-Is -<t:,ganz 
n+oon 6 n 

einerlei, wie ich 8 > 0 vorgebe. 

2 1. 1 0 D f" . d 1 . t 1 . 1m ~ = . enn ur Je es n > -:;;- 1s 2 < 8. 
n+oo n I' 6 n 

Wir fassen das über den Grenzbegriff Gesagte noch in Zeichen 
zusammen: Wir schreiben A = lim an, falls sich zu dem vor-

n-+oo 
gegebenen positiven e eine Zahl N (t:) bestimmen läßt, derart, 
daß I A -an I < 8 bleibt, sobald nur n > N (8) ist. Häufig be­
dient man sich auch kurz der folgenden Ausdrucksweise: Wenn 
für beliebig gewähltes 8 > 0 und alle genügend großen n die Un-
gleichung I A _an I < 8 

gilt, dann ist A = liman• 
n-+oo 

Erklärung: Unter I BI verstehen wir entweder die Zahl B 
selbst, wenn sie positiv ist, oder aber die Zahl - B, wenn B 
negativ ist, I A -an I < 8 heißt also, daß a,. zwischen A - e 
und A + e liegt, oder in Zeichen, daß A - s < a,. < A + s. 
Man nennt I BI den absoluten Betrag von B. Grenze ich also 
um die Zahl A irgendein Intervall ab, in dessen Innerem A liegt, 
so gehören von einer gewissen NummerN an alle Zahlen der 
Folge diesem Intervall an, und dies gilt für jedes Intervall, das 
ich um A abgrenze. (Das ist oben in Zeichen zunächst nur ausge­
sprochen für Intervalle, die nach beiden Seiten gleich weit, nämlich 
um e, von A sich entfernen, folgt aber daraus sofort für beliebige 
um A abgegrenzte Intervalle). 

Wenn ich ein Intervall um A abgrenze, so liegen in diesem 
alle Zahlen lln der Folge von einer gewissen Nummer an. Statt 
dessen kann ich auch sagen, daß alle Zahlen der Folge mit Aus­
nahme von endlich vielen im Intervall liegen. Denn offenbar 
liegen nur endlich viele außerhalb des Intervalles, wenn sie vom 
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Nten an darin liegen, nämlich einige der N -1 ersten oder alle. 
Wenn umgekehrt alle bis auf endlich viele dem Intervall an­
gehören, so kann ich mir die Nummern, für die das nicht so ist, 
merken. Darunter gibt es eine größte Nummer. Von der folgen­
den Nummer an liegen alle an im Intervall. Statt nun zu sagen: 
"Alle Dinge einer Menge oder alle Zahlen einer Folge bis auf end­
lich viele haben eine bestimmte Eigenschaft", wollen wir fortan 
sagen: "Fast alle Dinge" oder "fast alle Zahlen" der Folge haben 
diese Eigenschaft." "Fast alle" heißt also "alle bis auf endlich 
viele". 

Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise können wir die Aus­
sage lim an = A auch dahin erklären, daß einem jeden tim A ab-

n-+oo 
gegrenzten Intervall fast alle Zahlen an der Folge angehören sollen. 

A heißt der Grenzwert der Zahlenfolge av a2, • • • Es ist ohne 
weiteres klar, daß eine Zahlenfolge nicht zwei verschiedene Grenz­
werte haben kann. Es kann also nur für eine einzige Zahl A die 
Beziehung A = lim an gelten. Denn seien andernfalls A und B 

n-+oo 

zwei verschiedene solche Zahlen. Dann grenze ich um A und B 
Intervalle ab, welche keinen Punkt gemeinse,m haben. Einem 
jeden müßten fast alle Zahlen der Folge angehören. Das geht aber 
nicht. Denn wenn in dem Intervall um A alle bis auf endlich viele 
liegen, so können eben in dem Intervall um B nur einige von 
diesen endlich vielen sich befinden. Mit der Feststellung, daß 
eine jede Zahlenfolge nur höchstens einen Gren:t.wert haben kann, 
ist natürlich nicht behauptet, daß wirklich jede beliebige Zahlen­
folge einen Grenzwert besitzt. Das ist in der Tat auch gar nicht 
der Fall. Es gibt Zahlenfolgen ohne Grenzwert. Setze ich etwa 

1 
für alle geraden Nummern n(n =2m) das a2m = -, für alle 

m 
1 

ungeraden n(n =2m+ 1) aber a2m+l =1-m' so kann es 

ersichtlich kein Intervall von der Länge! geben, in dem fast alle 
diese Zahlen liegen. Denn enthält ein solches lntervall von der 
Länge! irgendeinen Punkt der Folge, so kann ich sofort unend­
lich viele Zahlen der Folge a.ngeben, die von dieser um mehr als 
l verschieden sind, aus dem einfachen Grund, weil es beliebig 
nahe bei Null sowohl wie bei 1 unendlich viele Zahlen der Folge 
gibt. Daher kann die Folge keinen Grenzwert besitzen. Denn 
wenn ich um diesen ein Intervall von der Länge l abgrenzte, ~o 
müßten diesem fast alle Punkte der Folge angehören. Wie wir 
einer Zahlenfolge ansehen können, ob sie einen Grenzwert be­
sitzt oder nicht, wird uns im nächsten Kapitel sehr eingebend be­
schä.ftigen. 

Hier wollen wir uns damit begnügen, noch ein paar Regeln anzu­
geben, die vielfach die Berechnung von Grenzwerten erleichtern. 

~* 
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1.. Der Grenzwert einer Summe existiert, wenn die Summanden 
Grenzwerte besitzen und ist gleich der Summe der Grenzwerte 
der Summanden. In Zeichen: lim (a,. + b,.) = lim a11 + lim b,.. 

u~• n+• n+• 
Ich setze zum Beweise lim a .. = A und lim b11 = R Dann gibt 

n-Ho 

es eine Zahl N 1 (~),so daß I A - a11 I < i• sobald n > N1(-~-), 
und es gibt eine Zahl N2 (~). so daß I B -b,. I<-~-, sobald 

n >N2 • 

Sei nun N (s) eine Zahl, die sowohl größer ist als N1 als auch 
größer ist als N 2• Dann gelten für allen> N (e) die beiden Un-

gleichungen: I A - a11 I < -~, I B ---- bn I < {-. Beachten wir 

nun, daß der absolute Betrag einer Summe höchstens der 
Summe der absoluten Beträge der SummanP,en gleich ist: 
(I a + b I ::::;;: I a I + I b 1) 1), so finden wir I A. + B - (a,. + b,.) I 
~I A- a,. I+ I B ~b,. I< e für n > N(s). Da dies aber für 
jedes e > 0 so ist, so folgt A + B = lim (a.,. + b,.). 

Diese Überlegung lehrt auch, daß A - B = lim (a,.- b .. ). 
n+oo 

Das kann man auch daraus sc.hließen, daß lim (- b11) = -limbm 
·n +oo 1t_.,oo 

wie ohne weiteres einleuchtet. Den hier für zwei Summanden 
ausgeführten Schluß kann man auch auf drei und mehr Sum­
manden in der gleichen Weise übertragen; oder man kann auch 
durch mehrmalige Anwendung des Schlusses bei zwei Summanden 
finden, daß für beliebig Yiele Summanden gilt 

lim (a .. + b71 + · · · + kn) = A + B + .. · + K. 

Wir wollen uns aber gleich anmerken, daß wir dabei voraus­
setzen, daß wir es mit endlich vielen Summanden zu tun haben .. 
Für unendlich viele gilt jedenfalls unser Schluß nicht. Auch das 
gewonnene Resultat ist für unendlich viele Summanden im all­
gemeinen nicht richtig, wie wir später sehen werden.) 

2. Der Grenzwert eines Produktes existiert, wenn die Faktoren 
Grenzwerte besitzen und ist gleich dem Produkt der Einzel-

1) Wenn beide Summanden von gleichem Vorzeichen, etwa. positiv, 
sind, so ist I a+ b I= a+ b= I a I+ I b I· Wenn aber einer der 
Summanden negativ ist, so ist der absolute Betrag gleich der Differenz 
des. Betrages der absolut größeren Zahl minus den Betrag der absolut 
klemeren, also jedenfalls kleiner als die Summe der absoluten Beträge. 
Ebenso schließt man, daß I a + b J ~ I a I - I b I und daß I a + b I ~ 
I b 1-1 a I· Demnach ist sogar I a + b I~ I a 1-1 b II Ferner ist 
I . _ a !_ jaj a bl-lal·lbJund .-----= -. 

b! 1 b! 
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grenzwerte. Wir schließen ganz ähnlich wie vorhin, daß AB 
= lim (a,. · b,.). Jedenfalls gilt nämlich A B - a,. b,. = AB - a,. B 

n-+oo 
+ a,.B- a,.bn. Da die a .. den Grenzwert A haben, so liegen sie 
fast alle zwischen A - 1 und A + 1. Sie sind also fast alle dem 
absoluten Betrag noch kleiner als I A I + 1. Einen größeren Be­
trag können nur endlich viele der a,. haben. Unter diest~n gibt 
es eines mit einem möglichst großen absoluten Betrag etwa M. 
Dann ist M 2 I AI+ 1, und ich sehe, daß es eine Zahl M gibt, 
so daß für alle a,. ohne Ausnahme I a,. I ~ M. Nun bestimme 
ich wie oben eint~ Zahl N (e), so daß für alle n > N (e) erstens 

I B II A - a,. I < ; 1) und daß zweitens I B - bn I < 2~. Dann 

finde ich aber I B(A - a .. ) + an(B- b.,.) I< ; +I a., I· 2~ 
< ; + M · 2~ = e. Trage ich dies oben ein, so habt~ ich 

I AB - a,.b" I < e, sobald n > N (e) ist. 

S. Falls B = lim b" von Null verschieden ist, gilt 

lim a.. lim a.. A 
n-+ao -;;,;-=limbn = B. 

Das schließt man ganz ähnlich wie oben, wenn man die Differenz 

1r- :: auf die folgende Form bringt: 

A - a., = _!__ • (A - a .. ) + a .. (_!- - _1_) 
B bn B B bn 

1 bn-B 
= B (A - a .. ) + a,. b;B · 

Ich bestimme eine Zahl N (e) so, daß für alle n > N (e) erstens 

Ibn J > I; II), zweitens I A - a,.l < ~ ! BI und daß drittens 

I b .. - B I < : · ~~. Dann geht alles wie in 2., wo auch schon 

die Bedeutung von M erklärt wurde. 
Wir haben in diesem Paragraphen noch einen letzten Begriff 

zu erklären, nämlich den Begriff des Häufungspunktes. Wenn 
auf der Zahlengeraden eine Folge von Punkten a1, a2, • • • ge­
geben ist, so htlißt Pein Hli.ufungspunkt der Folge, wenn in jedem 

1) Im Falle B = 0 gilt das für allen. Ist B = 0, so kann man N(a) 

so bestimmen, daß I A -a,.l < 21eB I fi1r n >N(e). 

2) Das geht, weil von einer gewissen Nummer an alle b,. um weniger 

als I B I von B verschieden sind, und weil B + 0. 
2 
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um P abgegrenzten Intervall unendlich viele Punkte der Folge 
liegen. Diese Eigenschaft besitzen 0 und 1 für das Beispiel von 

8.19: Dort wa.r a., =_!_für n =2m und a .. = 1 _ _!_für n =2m m m 
+ 1. Ein weiters Beispiel eines Häufungspunktes li(!gt im Grenz­
wert einer Zahlenfolge vor. 

§ 3. Das Axiom der Intervallschachtelnng. Wir gehen nun wie­
der zu der Frage zurück, die wir am Schlusse von § 1 verlassen 
haben. Zu dem Zweck wollen wir zunächst die Menge der ratio­
nalen Punkte einer Geraden mit der Menge aller ihrer Punkte ver­
gleichen. 

Wir beginnen mit der folgenden Bemerkung. Wie die rationalen 
Punkte, so liegen auch die zwischen ihnen bleibenden Lücken 
überall dicht!) (ohne daß sie jedoch eine Strecke restlos erfüllten). 
Das leuchtet ohne weiteres ein, wenn wir die schon oben benutzte 
Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit der 
Kathetenlänge 1 (also,y2) zur Einheitsstrecke machen und alle 
Punkte aufsuchen, die bei Zugrundelegung dieserneuen Einheits­
strecke rationale Abszissen bekommen. Diese Punkte liegen 
überall dicht, und keiner derselben fällt mit einem rationalen 
zusammen. Außer den so erhaltenen gibt es noch mehr Lücken 
zwischen den rationalen Zahlen. So ist z. B. y2 + 1 eine der­
artige weitere Lücke. Wir wollen alle Punkte mit einer nicht 
rationalen Abszisse kurz die irrationalen Punkte nennen und nun 
versuchen, uns einen Überblick über ihre Gesamtheit zu ver­
schaffen. 

Dazu knüpfen wir daran an, daß wir schon in § 1 konstatierten, 
daß wir jeden Punkt der Geraden durch rationale Punkte mit 
jeder gewünschten Genauigkeit approximieren können. Wir 
wollen das nun in der folgenden Weise für unsere Zwecke noch 
etwas genauer fassen. Wenn irgendein Punkt P der Geraden ge­
geben ist, so können wir eine unbegrenzte Folge von (abgeschlosse­

.A• 
I 

A, S B3 

Fig. 6. 

nen) 2) Intervallen an­
geben, derart, daß jedes 
Intervall Teilintervall 
aller vorher namhaft ge­
machten ist, und daß sich 

diese Intervalle auf den Punkt P zusammenziehen. Ausführlicher: 
11 ist ein erstes Intervall von dem Punkt A1 bis zum Punkt B1 • 

12 ist ein Teilintervall von 11 und reicht von dem Punkt A 2 bis 
zum Punkt B2 (Fig. 6). 13 ist nun wieder in 12 enthalten und hat 
Endpunkte A3 und B3• So fahren wir ewig weiter. Jedes Inter-

1) Vgl. S 17. 
2) Wir verwenden weiterhin in § 3 und 4 nur abgeschlossene Inter­

valle. (Vgl. die ErklärWlg auf S. 12.) 
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vall, das wir neu konstruieren, ist in allen früher konstruierten 
enthalten. Der Punkt P gehört allen diesen Intervallen als inne­
rer oder Randpunkt an. Die Intervalle sollen sich auf diesen 
Punkt zusammenziehen; was das heißen soll, muß noch etwas 
genauer gesagt werden. Es ist damit gemeint, daß der Grenzwert 
der Intervallängen Null sein solll), so daß also die Intervalle mit 
wachsender Nummer den Punkt P immer enger umschließen. 
Er soll der innerste Punkt der Intervallfolge genannt werden. 
Ich fasse das Gesagte zusammen : 

Definition: Eine Folge von abgeschlossenen Intervallen 11 , 

12, ••• , derart, daß jedes Intervall in allen mit kleinerer Nummer 
enthalten ist, und daß der Grenzwert der Intervallängen Null ist1), 

heißt eine Intervallschachtelung. 
Ein Beispiel wird dies klar machen. Wir wollen den Endpunkt 

unserer Hypotenuse (y2) auf die beschriebene Weise approxi­
mieren. Die geometrische Bedeutung der Strecke war diese: 
Sie ist die Seite eines Quadrates vom Inhalt 2. Wir müssen 
daher die vorderen Endpunkte der Intervalle, die wir zur Appro­
ximation verwenden wollen, so wählen, daß das Quadrat ihrer 
Abszisse kleiner ist als 2, und die hinteren Endpunkte so, daß 
das Quadrat der zugeordneten Zahl größer ist als 2. So finden 
wir z. B. folgende Intervalle, die wir brauchen können. 11 von 
1 bis 2, 12 von 1,4 bis 1,5. 13 von 1,41 bis 1,42, 13 von 1,414 bis 
1,415, 1 4 von 1,4142 bis 1,4143 usw. (Wendet man das gewöhn­
liche Verfahren des Quadratwurzelausziehans auf Y2 an, so 
findet man ohne weiteres nacheinander die Zahlen, die wir zu 
den vorderen Enden unserer Intervalle verwendet haben; die 
hinteren Enden bekommt man, indem man jeweils die letzte 
Ziffer des approximierenden endlichen Dezimalbruches um eine 
Einheit erhöht.) Man sieht, wie alle unsere Intervalle nicht länger 

sind als 1, wie sie vom zweiten an nicht länger sind als 1
1
0 , wie 

sie vom dritten an nicht länger sind als -/02 , wie sie allgemein 

ihrer Entstehung nach vom n ten an nicht länger sind als 10!~i · 
Also ist der Grenzwert ihrer Längen ~ull. Da wir uns gleich auf 
einen etwas allgemeineren Standpunkt erheben wollen als in 
dieser Anknüpfung an Allerbekanntestes, so wollen wir bemerken, 
daß das natürlich nicht die einzige Weise ist, wie wir uns eine 
unendliche Folge ineinandergeschachtelter 1 ntervalle verschaffen 
können, die sich auf irgendeinen Punkt zusammenziehen. ·wir 
haben hier gerade die rationalen Zahlen verwendet, deren Nenner 

1) Statt dessen kann man auch fordern, daß kein anderer Punkt 
als P allen Intervallen angehören soll. 



24 II. Der Zahlbegriff 

eine Potenz von 10" ist. Zum ersten Intervalle verwendeten wir 
die ganzen Zah1en. Wir bestimmten ein Intervall, dessen Enden 
durch zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen gegeben sind. Als­
dann gingen wir zu den Zahlen mit dem Nenner 10 über und ver­
wendeten sie zur Konstruktion des zweiten Intervalles. Als 
Anfangspunkt war die letzte vor dem gegebenen Punkt gelegene 
dieser Zahlen zu nehmen, als Endpunkt die erste darauffolgende. 
Ebenso führten die Zahlen mit dem Nenner 100 zur Konstruktion 
des dritten Intervalles usw. Statt nun hier Zahlen zu nehmen, 
deren Nenner eine Potenz von 10 ist, können wir uns auch der 
Zahlen bedienen, deren Nenner eine Potenz von 2 oder 3 oder 
irgendeiner anderen Zahl sind. Bei 112 z. B. erhalten wir beim 
ersten Schritt ein Intervall (von 1 bis 2) von der Länge 1, beim 
zweiten ein Intervall von der Länge -f (von 1 bis J), beim dritten 
eines von der Länge! (von i bis !) usw. Das (n + 1) te Intervall 

hat die Länge ;ii• ist also kürzer als l~l' falls n > 4Ä.. Denn es 

ist ja 1 Ol kleiner als 24;. und dies kleiner als 2". Vom ( 4A + 1) ten 

an sind also unsere Intervalle kleiner als l~l· Sie ziehen sich also 

im oben beschriebenen Sinn auf den gegebenen Punkt zusammen, 
nur nicht mehr so rasch wie vorhin, als wir Potenzen von 10 im 
Nenner verwendeten. Ganz von selbst wird sich der Leser sagen, 
daß der Erfolg unserer Approximation durch ineinandergeschach­
telte Intervalle nicht dadurch bedingt ist, daß wir Potenzen 
einer festen Zahl im Nenner verwenden, wir können auch irgend­
welche Zahlen im Nenner verwenden, wenn wir nur daran fest­
halten, daß die Intervalle ineinandergeschachtelt sind, d. h. daß 
jedes Intervall Teilintervall aller vorher konstruierten ist, und 
daß die Intervalle sich schließlich auf den Punkt zusammen­
ziehen, d. h. anschaulich gesprochen, daß es keine Strecke gibt, 
die allen diesen Intervallen angehört. Da nämlich eine solche 
etwa vorhandene Strecke eine gewisse Länge, etwa größer als 

i~n' haben müßte, so haben wir in dem folgenden Kriterium ein 

Kennzeichen dafür, daß es keine solche Strecke gibt: Wie auch 
die ganze Zahl n gewählt sein mag, immer sind von einem ge-

wissen Punkte an alle Intervalle kürzer als 1 ~,.. Es sind also fast 

alle Intervalle kürzer als l~ii , wie auch die ganze Zahl n gewählt 

sein mag. 
Resultat der bisherigen Überlegungen über Inter­

vallschachte 1 u n g: TV enn auf der Zahlengeraden irgendein 
Punkt P gegeben ist, so können 10ir auf mannigfache Weise eine 
lntervallschachtelung angeben derart, daß der Punkt P allen Inter­
mllen der Schachtelung angehört. J(ein anderer Punkt hat dann für 
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eine derartige P umschließende Intervallschachtelung diese gleiche 
Eigenschaft. 

Der letzte Teil folgt daraus, daß, wenn P und Q allen Inter­
vallen angehören, auch alle dazwischengelegenen Punkte allen 
Intervallen angehören müßten. Das geht nicht, weil der Limes 
der Intervallängen Null ist, die Längen also fast alle kleiner sind 
als der Abstand dieser beiden Punkte P und Q. 

Sei nun umgekehrt eine Intervallschachtelung gegeben; gibt 
es dann einen bestimmten Punkt, der allen diesen Intervallen 
angehört, auf welchen sich also die Intervalle zusammenziehen? 

Es hat wohl für jedermann etwas Zwingendes, diese Frage zu 
bejahen. Mehrere Punkte können ja sicher nicht allen Intervallen 
angehören, wie wir eben schon sahen. Es bleiben also nur die 
Möglichkeiten, daß ein oder kein Punkt allen Intervallen ohne 
Ausnahme angehört. Daß kein Punkt da sei, widerstrebt unserer 
Vorstellung von der Lückenlosigkeit der Geraden. Wenn wir be­
haupten, daß ein solcher Punkt und nur einer immer vorhanden 
ist, so ist das nur eine (wie sich zeigen wird) mathematisch brauch­
bare Formulierung der populären Vorstellung von dem lückenlosen 
Aufbau der Geraden aus ihren Punkten. Wir wollen diese Tat­
sache als eine Grundtatsache, als ein Axiom allem Weiteren zu­
grunde legen. Denn es ist klar, daß wir unsere Behauptung nur 
beweisen könnten, wenn wir zuvor die Voraussetzung von der 
Lückenlosigkeit der Geraden irgendwie anders begrifflich ge­
faßt hätten. Das kann man tun.1) Wir wollen aber hier darauf 
verzichten und folgendes Axiom zugrunde legen: Zu jeder Folge 
ineinandergeschachtelter, abgeschlossener Intervalle, deren Länge 
den Grenzwert Nu.ll hat, gehört genau ein ganz bestimmter Punkt 
der Geraden, der allen diesen Intervallen angehört (Axiom der 
I ntervallschachtelung). 

Um den Satz genau in diesemWortlautaussprechen zu können, 
müssen wir abgeschlossene Intervalle verwenden, d. h. nach der 
Erklärung auf S.12 Intervalle einschließlich ihrer Endpunkte_ 
Denn sonst würde z. B. die folgende lntervallfolge: I 1 von 0 bis 1, 

I2 von 0 bis !, allgemein 1.,. von 0 bis ! keinen innersten Punkt 

besitzen. Denn außer 0 kommt sicher keiner in Frage, weil jeder 

andere Punkt für genügend großes n rechts von _!__ liegt oder n 
überhaupt links von 0. Der Punkt 0 gehört aber nur allen Inter­
vallen an, wenn wir die Anfangspunkte (das ist ja immer der 
Punkt 0 selbst) den Intervallen zuzählen. Ebenso muß man, 
eines ähnlichen anderen Beispieles wegen, die Endpunkte mit 
zu den Intervallen rechnen, weil wir unseren Satz im gewählten 
Wortlaut aussprechen wollen. Bei anderer Wahl des Wortlautes 

1) Siehe z. B. § 5 dieses Kapitels. 
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könnte man diese Beschränkung auf geschlossene Intervalle auch 
umgehen. Wir wollen aber beim gewählten stehen bleiben. Auf 
diesem Axiom ruht die gesamte Differential- und Integralrechnung. 

Beispiel: Um eine Anwendung des Axioms der Intervall­
schachtelung zu geben, wollen wir auf die am Schluß des letzten 
Paragraphen erklärten Häufungspunkte zurückkommen. Über 
die Existenz solcher Häufungspunkte besteht nämlich der folgende 
allgemeine Satz von Bolzano-W eierstraß: Eine jede in einem end­
lichen Intervall enthaltene unendliche Menge von Punkten besitzt 
mindestens einen Häufungspunkt. Zum Beweis teile ich das Inter­
vall in zwei gleiche Teile. Dann muß mindestens die eine der 
beiden Hälften unendlich viele der Punkte enthalten. Eine solche 
Hälfte wird wieder halbiert und diejenige neue Hälfte heraus­
gesucht, welche unendlich viele Punkte enthält. So weiter­
fahrend erhalte ich eine Intervallschachtelung, deren jedes Inter­
vall unendlich viele Punkte enthält. In beliebiger Nähe des 
innersten Punktes der Schachtelung liegen daher auch unendlich 
viele Punkte der Menge. Er ist also ein Häufungspunkt der 
Menge. 

§ 4. Irrationalzahlen und unendliche Dezimalbrüche. Vom 
Standpunkt des im vorigen Paragraphen formulierten Axiomes 
aus wollen wir nun einen Blick auf die dem Leser geläufige Ver­
wendung der unendlichen Dezimalbrüche werfen. Die ent­
scheidende Bemerkung ist dabei diese, daß der Satz von der 
Intervallschachtelung für die Menge aller Punkte einer Geraden 
richtig ist, daß er aber seine Richtigkeit verliert, sobald wir nur 
von rationalen Punkten der Geraden reden. Jede Intervall­
schachtelung definiert nämlich einen Punkt, aber nicht jede Folge 
ineinandergeschachtelter Intervalle mit lauter rationalen End­
punkten definiert einen rationalen Punkt. Ein Beispiel war die 
vorhin gegebene Intervallschachtelung, die auf "V2 führte. Aber 
es kann auch einmal eine Interfallfolge mit rationalen Endpunkten 
wieder auf einen rationalen Endpunkt führen; man denke z. B. 
an die zur Dezimalbruchdarstellung von t gehörige, oben (S. 16) 
schon einmal benutzte Intervallschachtelung oder einfach daran, 
daß die Menge der rationalen Punkte überall dicht liegt. Wenn 
wir zu Beginn des vorigen Paragraphen uns vornahmen, die 
Menge aller Punkte einer Geraden mit der Menge ihrer rationalen 
Punkte zu vergleichen, so ist der Unterschied zwischen beiden 
nun klar ausgesprochen in den eben gemachten Bemerkungen 
über Intervallschachtelungen. 

Damit ist auch klar der Grund angegeben, warum die Menge 
aller rationalen Zahlen nicht ausreicht, um jedem Punkt der 
Geraden eine Abszisse zuzuordnen. Wollen wir dies erreichen, 
so müssen wir neben den rationalen noch die irrationalen Zahlen 
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einführen derart, daß für die Gesamtheit dann wieder der Satz 
yon der Intervallschachtelung gilt. Ohne auf Vollständigkeit 
Anspruch zu machen, wollen wir das noch etwas näher aus­
führen. 

Das Axiom der Intervallschachtelung ist das Mittel, durch das 
wir von den rationalen Punkten einer Geraden zu der lückenlosen 
Gesamtheit ihrer Punkte aufsteigen. So muß auch das Axiom 
der Intervallschachtelung das Mittel sein, um die Lücken zwischen 
den rationalen Zahlen auszufüllen. Jedesmal dann, wenn eine 
Intervallschachtelung im Gebiete der rationalen Zahlen keine 
rationale innerste Zahl besitzt, haben wir eine Lücke vor uns. 
Wir füllen sie aus, indem wir einer jeden solchen Intervallschach­
telung eine neue Zahl zuordnen: Eine I ntervallschachtelung ohne 
rationale innerste Zahl bestim1r:t eine IrrationalzahL Wir dürfen 
aber nicht zwei verschiedenen solchen Intervallschachtelungen 
immer verschiedene Irrationalzahlen zuordnen. Denn dann be­
kommen wir mehr Irrationalzahlen als Punkte auf der Zahlen­
geraden. Wir werden vielmehr zwei Intervallschachtelungen die­
selbe Irrationalzahl zuordnen, wenn sie den gleichen innersten 
Punkt besitzen.1) Dann ist das Entsprechen zwischen Zahlen und 
Punkten ein wechselseitig eindeutiges. Die Intervallschachte­
lungen, die zur Definition der Irrationalzahlen dienten, sind 
sofort das Mittel zu ihrer Bezeichnung. Wir können ja auch den 
Ort eines Punktes auf der Zahlengeraden durch Angabe einer 
beliebigen Intervallschachtelung festlegen, deren innerster Punkt 
er ist. Dies kann auf die mannigfache Weise geschehen. So haben 
wir nun auch durch unsere Definition die mannigfachsten Mittel 
an der Hand, die Irrationalzahlen zu bezeichnen. Am bequemsten 
wählt man natürlich die Bezeichnung so, daß sie sich möglichst 
eng an das Dezimalsystem anlehnt, das uns von den ganzen Zahlen 
geläufig ist. Wie die Dezimalbrüche, auf die wir so kommen, 
mit unserer Definition zusammenhängen, sei also noch kurz aus­
einandergesetzt. Wir haben schon oben gezeigt, wie man auf der 
Zahlengeraden zur Festlegung ihrer Punkte vollständig mit 
Intervallen auskommt, deren Anfangs- und Endabszissen end­
liche Dezimalbrüche sind. Diese endlichen Dezimalbrüche müssen 
also auch als Anfangs- und Endzahlen der Intervallschachte­
lungen ausreichen, die wir zur Bezeichnung der Irrationalzahlen 
und der nicht durch endliche Dezimalbrüche dargestellten ratio­
nalen Zahlen, wie ! usw. verwenden wollen. Es genügt völlig, 
irgendwelche Intervallschachtelungen anzugeben, deren erste;; 

Intervall die Länge 1, deren zweites die Länge 1~, deren drittes 

die Länge i~•, deren ntes allgemein die Länge 10!:::1 hat, um mit 

1) Wir sprechen dies Kriterium nachher noch etwas anders aus. 
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diesen Intervallschachtelungen alle Irrationalzahlen und auch 
alle rationalen Zahlen zu erfassen. Um z. B. Y2 zu bezeichnen, 
hätten wir also zu notieren (1; 2), (1,4; 1,5), (1,41; 1,42) ... 1) 

Da wir aber die Intervallängen doch von vornherein kennen, 

nämlich 1, bzw. 110 , bzw. 1~. usw., so genügt es, nur die Anfangs­

zahlen aufzuschreiben, und da diese immer bis auf die letzte 
Ziffer, die neu hinzukommt, mit den vorhergehenden überein­
stimmen, schreiben wir überhaupt nur die folgende Ziffernfolge 
ß = 1,414 ... und merken uns: Was vor dem Komma steht, 
ist der Anfang des ersten Intervalles, eine Ziffer nach dem 
Komma gibt den Anfang des zweiten Intervalles usw. Dies 
Beispiel wird dem Leser genügend den Zusammenhang klar 
machen. Unter dieses allgemeine Schema fallen dann auch die 
endlichen Dezimalbrüche, denn wir können ja unbegrenzt viele 
Nullen anfügen. Der Leser sieht so ohne weiteres, wie die end­
lichen Dezimalbrüche sich unserer allgemeinen Bezeichnung als 
Spezialfall unterordnen. Die ionerste Zahl, die so der einem 
endlichen Dezimalbruch entsprechenden Intervallschachtelung 
angehört, tritt bei dieser Intervallschachtelung in jedem Intervall 
entweder immer als Anfangszahl oder immer als Endzahl auf. 
Anfangszahl ist z. B. 2,5, wenn ich diese Intervallschachtelung 
verwende, 

2,5 = 2,500000 ... 

Endzahl ist aber 2,5, wenn ich diese Intervallschachtelung ver­
wende, 

2,5 = 2,4999 ... 

Bemerkung: Statt zur Bezeichnung die Zahlen zu verwenden, 
deren Nenner eine Potenz von 10 ist, kann man natürlich auch 
die Zahlen verwenden, deren Nenner z. B. eine Potenz von 2 ist. 
Neben den Dezimalbrüchen erhalte ich so die Dualbrüche als ein 
weiteres Mittel zur Bezeichnung der Zahlen. 

Stellt man sich auf den Standpunkt, daß man erst über die 
rationalen Zahlen verfügt, und neben ihnen die irrationalen ein­
führen will, so bedeuten die vorausgegangenen Zeilen dieses 
Paragraphen die Definition der Irrationalzahlen. Von diesem 
Standpunkt bleibt dann aber weiter erst zu erklären, wie man 
mit den Irrationalzahlen rechnen kann. 

Auch ist die Benennung der Irrationalzahlen als Zahlen erst 
dann ganz gerechtfertigt, wenn wir noch zeigen, daß man mit 
diesen neuen Zahlen ganz nach denselben Regeln rechnen kann, 
wie mit den Rationalzahlen. Dazu müssen wir erklären, was wir 
unter Summe, Differenz, Produkt, Quotient zweier Zahlen ver-

1) Unter (a; b) wird also das Intervall a;;;; x;;;; b verstanden. 
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stehen wollen. Dann müssen wir zusehen, ob für die gegebenen 
Erklärungen die auf S. 13/14 stehenden Rechenregeln gelten. 

Wenn da aber ein Leser meinen sollte, an den Summen zweier 
Irrationalzahlen sei nichts zu erklären, so bitte ich ihn den 
Dezimalbruch zu bestimmen, der als Summe von O,SSSS ••• und 
0,989 898 .•. anzusprechen ist. Der Leser möge die beiden Dezi­
malbrüche direkt addieren. 

Wenn ich A und B addieren soll, so nehme ich irgend zwei 
Intervallschachtelungen, eine für A und eine für B. Sei z. B. 
A = (a,.; a~) 1) und B = (b,.; b~). Dann erkläre ich die Summe 
A + B durch die Intervallschachtelung 

A + B = (a,. + b,.; a~ + b~). 
Ist dies auch eine Intervallschachtelung? Ja! Denn es gilt 

a,.:::;;: a,.+l < a~+l:;::;; a~ ,und b,.:;::;; bn+I < b~+l ~ b~. 
Daraus folgt durch Addition 

a,.-+ b,. ~ an+l + bn+l < a~+I + b~+l ~ a~ + b~. 
Jedes Intervallliegt also in den vorhergehenden. Ferner ist die 
Intervallänge l,. = a~ + b~- (a,. + b,.). Also gilt 

Jim l,. = lim (a~ - a,.) + lim (b;. - b,.) = 0. 

Ganz analog erklären wir 

A-B= (a,.- b~; a~- b,.) . 

.Rechts steht wieder einer Intervallschachtelung. Denn es gilt 

a.,.:;::;; an+l < a~+l < a;,; - b;.:;::;; - b~+ 1 < - b,.+ 1 ~ - b,.; 

und daraus folgt durch Addition 

a,.- b~ ~ an+l- b~+l < a~+l- bn+l ~ a~- b11 • 

Auch ist der Limes der Intervallängen Null. Denn es ist 

lim [(a~ - b,.) - (a,. - b~)] = lim (a~ - a,.) + lim (b~- b11) = 0. 
u-+oo 

Nun kommt aber erst die Hauptschwierigkeit. Wenn ich von 
einer anderen Darstellung von A oder von B durch eine Intervall­
schachtelung ausgehe, so kann ich darauf auch diesen Prozeß der 
Summenbildung anwenden. Bekomme ich aber da immer die­
selbe Summe, wie ich auch die A und B darstellenden Schachte­
lungen wählen mag? Wäre dem nicht so, so wäre die Summe 
zweier Irrationalzahlen durch unsere Erklärung nicht eindeutig 

1) Das erste Intervall der Schachtelung ist also a1 ~ x ~ a~, das 
zweite a1 :::;;: x :;::;; a'. usw. 
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bestimmt, und wir wären mit dem ersten unserer Axiome der 
Arithmetik im Widerspruch. Soll also dieses Axiom erfüllt sein, 
so muß die Summe von der Auswahl der bei ihrer Erklärung be­
nutzten Intervallschachtelungen, also von der Bezeichnung der 
beiden Irrationalzahlen unabhängig sein. Am raschesten ge­
angt man zu dieser Einsicht auf dem folgenden Wege. Setze 
lieh A= (an; a~), so habe ich nach S.l9 1): A = lim an= lim a~. 

n-+oo n--)o-oo 
Ist weiter A =(an; a~) so wird auch A = lim an= lim a~. Da-

n-*oo n~oo 

her wird weiter lim (an - an) = 0. Denn von einem gewissen 
n-*oo 

n = N (8) an gehören an und an einem Intervall der Länge 8 an, 
unterscheiden sich also voneinander um weniger als 28. Denn 
sowohl A und an wie A und an gehören von einem gewissen N (8) 

8 
än ______.A-.. 

x 'I )( 
E A 

l<'ig. 7. 

an je einem Intervall der Länge 8 an. Da diesen beiden Inter­
vallen A gemeinsam angehört, so können sich an und iin nicht 
um mehr als 28unterscheiden (Fig. 7). Ebenso ist lim (a~ -a~)=O. 

Die gleichen Betrachtungen gelten für B = (bn; b~) = (bn; b~). 
Es ist lim (bn - bn) = 0, lim (b~ - b~) = 0. Ich setze S = 

(an+ bn; a~ + b~), S =(an+ bn; a~ + b~). Ich führe nun 
eine neue Intervallschachtelung (an; ßn) ein. Hier sei stets an 
die kleinere der beiden Zahlen an + bn und a~ + b~. ßn aber sei 
die größere der beiden Zahlen a~ + b~ und ii~ + b~. Daß (an; ßn) 
eine Intervallschachtelung ist, folgt leicht aus den vorausgehen­
den Bemerkungen. Da aber das Intervall (an; ßn) sowohl (an + bn; 
a~ + b~) wie (tin + bn; a~ + b~) enthält, so sind S und S innerste 
Punkte von (an; ßn)· Also ist S = S. Ebenso schließt man im 
Falle der Differenz. 

Ganz analog verfahre ich nun bei Produkt und Quotient. 
Ich erkläre in verständlicher Abkürzung für positive A und B, 
d. h. für den Fall, daß für genügend große n die an > 0 und die 
bn > 0 sind AB = ( b . , b') an n' an n. 

1) Man muß sieh hier der Erklärung des Limes bedienen, die 
nicht die Differenz A-an benutzt. Denn das Rechnen ist ja erst 
für rationalf' Zahlen erklärt. 
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Ganz wie oben rechtfertige ich diese Definition durch den Nach­
weis, daß die angeschriebenen wirklich wieder Intervallschachte­
Jungen sind. Der Nachweis, daß das wieder Schachtelungen 
sind, sichert für jede Wahl der A und B bestimmenden Schachte­
lungen die Existenz von Produkt, Quotient usw. Die dadurch 
gesicherte Bedeutung der in zweiter Linie angeführten Grenz­
werte beweist, wie oben bei der Summe, die Unabhängigkeit der 
Produktdefinition usw. von der Art der für A und B gewählten 
Schachtelungen. Für negative A und B sind die Erklärungen 
von Produkt und Quotient entsprechend zu ändern. Doch will 
ich das nicht näher ausführen. 

Nun noch die Rechenregeln, die S. 13 unter dem Namen 
"Axiome der Arithmetik" zusammengestellt sind. Sie müssen 
nun alle in dem erweiterten Zahlengebiet als gültig nachgewiesen 
werden. Das ist rasch gemacht. Nehmen wir z. B. das distri­
butive Gesetz. Es ist für positive Zahlen 

A (B + C) =(an; a~) { (bn; b~) + (cn; c~)} 

=(an; a~) {bn + cn; b~ + c~} 
= (anbn + ancn; a~b~ + a~c~) 
= (anbn; a~b~) + (ancn; a~c~) 

= (an; a~) (bn; b~) + (an; a~) (cn; c~) 

=AB+ AC. 

Ebenso zeigt man die Gültigkeit der anderen Rechenregeln. 
Ich nenne weiter A > B, wenn die Anfangszahlen einer A er­

klärenden Intervallschachtelung größer gewählt werden können 
oder, was dasselbe ist, für genügend große Intervallnummer 
größer sind als fast alle Endzahlen einer B bestimmenden Inter­
vallschachtelung. Diese Erklärung erlaubt es nun auch, die noch 
übrigen Axiome der Arithmetik und die Betrachtungen von § 2 
über den Grenzbegriff wörtlich ins Gebiet aller reellen (rationalen 
und irrationalen) Zahlen zu übertragen. 

Als Anwendung werde noch die S. 27 gestellte Aufgabe gelöst. 
Es sollte die Dezimalbruchdarstellung der Summe 0,3333 ... 
+ 0,989898 ... angegeben werden. Zunächst stellen wir b&ide 
Zahlen als Intervallschachtelungen dar. Dann ist 

0.88 ... = { (0; 1), (0,8; 0,4) (0,88; 0,84) ... } 

0,98 ... = { (0;1), (0,9; 1,0), (0,98; 0,99) ... } 

Also wird eine lntervallschachtelung für die Summe: 

{(0; 2), (1,2; 1,4) (1,81; 1,SS), (1,822; 1,824), (1,3231; 1,3233)} 
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Man entnimmt hieraus, daß die Dezimalbruchdarstellung der 
Summe so beginnen muß: 1,323 ... In der Tat ist die Summe ja 

~91 = 1,323232 ... 

§ ö. Der Satz vom Dadakindschen Schnitt. Die Theorie der 
Irrationalzahlen, welche wir hier im geometrischen Gewand 
vorgetragen haben, ist auf das Axiom der Intervallschachtelung 
begründet. Wir haben oben schon darauf hingewiesen, daß es 
nicht nötig ist, die Vorstellung der lückenlosen Geraden durch 
dieses Axiom mathematisch zu fassen. Es kann auch in anderer 
Weise geschehen. Nur wird man natürlich erwarten müssen, daß, 
rein logisch genommen, beide Formulierungen äquivalent sein 
müssen. Es muß möglich sein, jede aus der anderen heraus zu 
beweisen. 

Man verdankt Dedekind eine Theorie der Irrationalzahlen und 
damit eine Grundlage für die Differentialrechnung, welche auf 
einem etwas anderen Axiom beruht. Wir wollen es nennen und 
zeigen, daß es aus dem Axiom der Intervallschachtelung gefolgert 
werden kann: 

Es sei eine Einteilung sämtlicher Punkte einer Geraden in 
zwei Klassen gegeben von folgender Art: Jeder Punkt der Klasse 1 
liegt links von jedem Punkt der Klasse 11, (und jeder Punkt der 
Klasse 11 liegt rechts von jedem Punkt der Klasse 1). Außerdem 
möge jede der beiden Klassen Punkte enthalten. Dann gibt es genau 
einen Punkt der Geraden, der diese Einteilung hervorbringt, so 
daß also jeder Punkt der Klasse I entweder mit ihm zusammen­
fällt oder links von ihm liegt, und daß jeder Punkt der Klasse 11, 
der nicht mit ihm zusammenfällt, rechts von ihm liegt. 

Eine derartige Klasseneinteilung der Punkte erhalten wir z. B., 
wenn wir irgendeinen Punkt A der Geraden ins Auge fassen und 
in Klasse I etwa diesen Punkt und alle links von ihm gelegenen 
aufnehmen, die Klasse II aber aus allen Punkten rechts von A 
bestehen lassen. Jeder PunktAbringt also eine Klasseneinteilung 
hervor, wie sie im Satz beschrieben ist. Der Sinn des Satzes ist 
nun der, daß die beispielsweise eh® angegebenen Klasseneintei­
lungen die einzigen von den im Satz verlangten Eigenschaften 
sind, daß sie also alle wie im Beispiel durch einen Punkt der Ge­
raden erzeugt werden. 

Wir wollen eine solche Klasseneinteilung einen Dedekindschen 
Schnitt nennen und wollen nun beweisen, daß jeder Schnitt durch 
einen Punkt hervorgebracht wird. Der Beweis fließt natürlich 
aus dem Axiom der Intervallschachtelung. Ich bemerke zunächst, 
daß jedesmal dann, wenn zwei Punkte A und B derselben Klasse 
angehören, auch alle zwischen beiden gelegenen Punkte dieser 
Klasse angehören. Denn liegt z. B. B rechts von A und gehören 
z. B. beide der Klasse I an, so gehören dieser Klasse auch alle 
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links von B gelegenen Punkte an. Denn dort liegen keine Punkte 
der Klasse II, weil diese alle rechts v-on B liegen. Zu diesen links 
von B gelegenen gehören aber auch die Punkte zwischen A und B. 
Ebenso schließt man in den anderen Fällen. Es können nun nicht 
alle ganzzahligen Punkte derselben Klasse angehören. Denn sonst 
müßten nach der eben gemachten Bemerkung überhaupt alle 
Punkte einer Klasse angehören. Es sollte aber keine Klasse leer 
sein. Daher gibt es zwei aufeinanderfolgende ganzzahlige Punkte, 
die verschiedenen Klassen angehören. Zwischen diesen . beiden 
(die Grenzen mit eingerechnet) gibt es aus demselben Grunde 
zwei aufeinanderfolgende Zahlen mit dem Nenner 10, die ver­
schiedenen Klassen angehören. So fortfahrend erhalten wir eine 
Intervallschachtelung, die einen Punkt S definiert. Dieser, be­
haupte ich, bringt den Schnitt hervor. Denn jeder Punkt zu 
seiner linken liegt auch links von fast allen der S definierenden 
Intervallanfänge, gehört also zur Klasse I. Ebenso gehören alle 
Punkte rechts von S zur Klasse II. Damit ist der Satz bewiesen. 

Umgekehrt kann man auch den Satz von der Intervallschachte­
lung aus dem Satz vom Dadakindschen Schnitt beweisen. Wir 
wollen indessen diesen Nachweis dem Leser überlassen, zumal wir 
uns vorgenommen haben, unseren ganzen Bau auf dem Axiom 
der Intervallschachtelung zu errichten. 
· Ich beschließe diesen Paragraphen mit einer Anwendung des 

Satzes vom Dadakindschen Schnitt. Eine Zahlenfolge heißt (nach 
oben) beschränkt, wenn ihre sämtlichen Zahlen nicht größer sind 
als eine feste Zahl M. Diese heißt eine obere Schranke der Folge. 
Ebenso ~ennt man jede Zahl, welche so wie M von keiner Zahl 
der Folge übertroffen wird, eine obere Schranke der Folge. Unter 
diesen oberen Schranken gibt es eine kleinste. Diese heißt die obere 
Grenze der Menge. Die Existenz dieser oberen Grenze ist es, die 
wir mit Hilfe des Dadakindschen Schnittes beweisen wollen. Falls 
es in der Zahlenfolge eine größte gibt, so ist diese zugleich die 
obere Grenze, da sie ja als größte von keiner Zahl übertroffen 
wird. Aber nicht jede Zahlenfolge enthält eine größte. So ist 
z. B. unter den Abschnitten (d. h. endlichen abgebrochenen 
Dezimalbrüchen) eines unendlichen Dezimalbruches, im allge­
meinen kein größter vorhanden. Erst der unendliche Dezimal­
bruch selbst ist die obere Grenze seiner Abschnitte. Nun zum 
Beweis. Ich teile wie folgt alle Zahlen in zwei Klassen ein. In 
die erste Klasse nehme ich alle übertroffenen, in die zweite Klasse 
alle unübertroffenen Zahlen auf. Das heißt: In Klasse I gehören 
die Zahlen, die von geeigneten Zahlen der Folge übertroffen wer­
den; in die Klasse II aber gehören alle die Zahlen, welche von 
keiner Zahl der Folge 1i.bertroffen werden, also kurz alle oberen 
Schranken der Folge, während Klasse I alle Zahlen enthält, die 
nicht obere Schranken sind. Die Zahl S, welche ·den Schnitt 

Teubaenteobn.Leitf.,:Bieberbaeh, Dttrereatlalreelmuag S.Aufl. S 
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hervorbringt, ist die obere Grenze. Denn alle Zahlen der Folge -
mit Ausnahme der vielleicht vorhandenen größten Zahl der Folge -
gehören zur Klasse I. Also wird S von keiner nicht mit S zu­
sammenfallenden Zahl der Folge übertroffen. S ist also obere 
Schranke und als kleinste Zahl der Klasse II zugleich obere 
Grenze. 

Ganz entsprechend werden die Begriffe nach unten beschränkte 
Folge, untere Schranke, untere Grenze erklärt. 

111. Unendliche Reihen. 
§ 1. Fragestellung. Wir legen unseren Betrachtungen eine Zah­

lenfolge u1, u11, u3, ••• zugrunde und nehmen uns vor, den Summen­
begriff auf diese Folge von unendlich vielen Zahlen zu über­
tragen. Zum Zeichen dieses Vorhabens pflegt man gern die Glieder 
der Folge durch Pluszeichen zu verbinden statt sie durch Kom­
mata zu trennen und von einer unendlichen Reihe statt einer 
unendlichen Folge zu reden: 'Ut + Us + · · · Durch diese neue 
Schreibweise ist natürlich der Begriff "Summe eintr unendlichen 
Folge oder Reihe" noch nicht festgelegt, sondern dadurch sind nur 
die Reihenglieder u erneut aufgeschrieben. Was man aber unter 
der Suntme der Reihe verstehen u'ill, muß nun erst genau erklärt 
werden. Am nächsten liegt es, die Glieder der Reihe eines nach 
dem anderen zusammenzuzählen. Diese Vorstellung führt zu 
der folgenden Erklärung. Die endliche Reihe 811 = u1 + 'Utr 
+ · · · + u11 , die wir erhalten, wenn wir die unendliche nach 
n Summanden abbrechen, nennen wir nte Teilsumme. Dann 
betrachten wir die Zahlenfolge s1, s2, s8, • • • und fragen, ob der 
Grenzwert S = lim S11 existiert. Ist dies der Fall, so nennen wir ....... 
die Reihe konvergent und nennen 8 ihre Summe. E:ristiert der 
Grenzwert nicht, so besitzt die unendliche Reihe keine Summe und heißt 
divergent. So besitzt z. B. die unendliche Reihe 1 + 1 + 1 + · · ·~ 
deren Glieder alle gleich eins sind, keine Summe, denn hier ist. 
s" = n und lim n existiert nicht. Denn es gibt z. B. keine Zahl,. 

" ..... 
die von fast allen diesen Teilsummen um weniger als 1 ver-
schieden ist. 

Ebenso besitzt die Reihe 1 - 1 + 1 -1 + · · ·, deren Glieder 
abwechselnd + 1 oder - 1 sind, keine Summe. Denn die Teil­
summen sind abwechselnd + 1 oder 0. Es gibt aber z. B. keine 
Zahl, die von + 1 und von 0 weniger als l verschieden wire. 

Dagegen besitzt die unendliche geometrische Reihe 

1 + i + (t)1 + ... + (i)" + ... 
eine Summe. Denn hier ist bekanntlich s,. = 11 (~"· Da der 
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Grenzwert eines Quotienten existiert, falls Zähler und Nenner 
einen Grenzwert besitzen, und gleich dem Quotient der Grenz-
werte ist, so ist -1 1 

1 = 2 die Summe der unendlichen Reihe. 
-"2" 

Die Summe der unendlichen Reihe a0 + ;~ + 1a~. · · · , m 
welcher alle av a2, ••• zwischen Null und neun liegen, ist der 
unendliche Dezimalbruch a0, a1 a2a3 ••• Die Existenz der Summe 
dieser speziellen unendlichen Reihe ist durch das Axiom der 
Intervallschach telung gewährleistet. 

Die Frage nach der Summe einer unendlichen Reihe ist iden­
tisch mit der Frage nach dem Grenzwert einer unendlichen Zahlen­
folge. Denn die Teilsummen bilden einerseits eine unendliche 
Zahlenfolge, deren eventuell vorhandener Grenzwert die Summe 
der Reihe ist. Andererseits läßt sich jede unendliche Zahlenfolge 
als Folge der Teilsummen einer passenden unendlichen Reihe 
auffassen. Denn ist s1, s2, s3, ••• , sm •.• die Zahlenfolge, so setze 
man u1 = s1 , U 2 = s2 - 81 ••• Un =Sn -s,._1 ••• und hat in 
u1 + u 2 + · · · + u .. + · · · eine unendliche Reihe, deren Teil­
summen die Glieder der Zahlenfolge sind. 

§ 2. Geometrische Veranschaulichung. Neben der Deutung einer 
Zahlenfolge als Punktfolge einer Zahlengeraden bedient man 
sich gern noch einer anderen Veranschaulichung. Sie beruht 

szisse x = n in einem 8 _ _ _ _ _ _ 
rechtwinkligen Koordi­
natensystem aufträgt. 

darauf, daß man die Sn !I 

als Ordinaten y zur Ab- t 
Die Anschaulichkeit wird )(" noch erhöht, wenn man L-....... ________ _.___..__:;_ 

die so erhaltenen Punkte Flg. 8· 
durch einen Kurvenzug, z. B. einen Zug gerader Strecken ver­
bindet. Fig. 8 bringt so eine konvergente Zahlenfolge zur Dar­
stellung. 

Die Bedingung, daß für genügend große n sich die Glieder der 
Folge sn um höchstens e von der Summe S unterscheiden sollen, 
hat zur Folge, daß der Zickzackzug sich von diesem n an nicht 
mehr um mehr als e nach oben oder unten von der bei S gestri­
chelten Horizontalen entfernen kann. Die Kurve muß daher in 
dem Streifen zwischen den Geraden y = S + e und y = S - e 
von diesem n an verlaufen. Projiziert man die Kurvenecken durch 
Parallele zur x-Achse auf die y-Achse, so erhält man die bisher 
allein benutzte Deutung auf einer Zahlengeraden. Diese besagt 
ja, daß von einem gewissen n an alle s,. einem Intervall der Länge 
2e mit S als Mittelpunkt angehören müssen. Hat man es mit einer 
nie abnehmenden Folge zu tun, ist also für allen: s,.+ 1 ~ s .. , 

3* 
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so verläuft der ganze Zickzackzug unterhalb der Geraden y = S. 
Bei einer nie zunehmenden Folge verläuft die Kurve ganz ober­
halb der Horizontalen, der sie sich asymptotisch anschmiegt. 

Als Beispiel einer nicht konvergenten Zahlenfolge betr_achten 
wir die Teilsummen der Reihe 1 - 1 + 1 - 1 ... , die ja ab­
wechselnd 1 oder 0 Hind. Das führt zu der folgenden Fig. 9. 

1 
0 1 2 3 4 5 

Flg. 9. 

... 

Vergleicht man beide Fig. 8 und 9 
miteinander, so kommt man zu der 
Vermutung, daß bei einer konver­
genten1) Zahlenfolge der Unterschied 
zweier aufeinanderfolgenden sk, also 
Sn+l -Sn gegen Null strebt, daß also 
aus Ihn Sn = S folgt, daß lim (s .. +l-sn) 

n +oa "_.,!10 
= 0 ist. Tatsächlich folgt ja aus lim Sn = 8, daß auchlimsn+l = S 

n~~ n+oa 
ist. Daher ist in der Tat 

lim (sn - sn+l) = lim sn - lim sn+l = 8 - S = 0. 
11+00 I 

Beachtet man, daß man jede Zahlenfolge Sn als Folge der Teil­
Hummen einer unendlichen Reihe u1 + u2 + · · · ansehen darf, 
deren allgemeines Glied Un = sn- sn-1 ist (S. 85), so erkennt 
man, daß in jeder konvergenten Reihe u1 + u2 + · · · stets lim U 11 

= 0 ist. 

§ 3. Monotone Zahlenfolgen und Reihen mit nur positiven 
Gliedern. Wir betrachten eine unendliche Folge von Zahlen Sv 

s2, ••• derart, daß jede Zahl der Folge nicht kleiner ist als die 
vorhergehende. Wir nennen eine solche Zahlenfolge monoton 

1\.1. (nicht abnehmend). 
1 I I ·I I 1111111! I Es gelten also die Un-
·•, ., ":. s,, s Jl 1 . h 

g e1c ungen: s,. ~sn+l 
Fig. 10. f . d A ß ür Je es n. u er-

dem soll die Zahlenfolge beschränkt sein, d. h. es soll eine Zahl 
geben, die größer ist als alle Zahlen der Folge. Es gelte also 
für ein passendes M und alle n : Sn ~ M. Eine derartige 
Zahlenfolge besitzt, so behaupte ich, einen Grenzwert. Wir 
\vollen also den folgenden Satz beweisen: Jede beschränkte Folge 
nie abnehmender Zahlen besitzt einen Grenzwert S (Fig. 10). 

Wir wollen die Existenz einer Zahl S beweisen, von der fast 
alle Zahlen der Folge um weniger als eine beliebig gegebene 
positive Zahl e abweichen. Das gelingt durch die Methode der 
Intervallschachtelung. Wir bemerken zunächst, daß immer nur 

1) d. i. eine Zahlenfolge, die einen Grenzwerts besitzt. 
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endlich viele Zahlen der Folge kleiner sind als eine gegebene Zahl 
der Folge. Sie sind unter denjenigen enthalten, die eine kleinere 
Nummer als die gegebene haben. Wir betrachten das Intervall 
von s1 bis M. Ihm gehören alle Zahlen der Folge an. Wir teilen 
es in zwei gleiche Teile (Teilpunkt M 1). Der einen Hälfte gehören 
sicher fast alle Zahlen der Folge an. Z. B. der Hälfte von M 1 
bis M. Diese teilen wir wieder in zwei gleiche Teile, und wieder 
müssen der einen Hälfte fast alle Zahlen angehören. Denn da die 
Zahlen nie abnehmen, kann immer nur eine Hälfte unendlich 
viele Zahlen enthalten. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir in den je­
weiligen weiterzuteilenden Intervallhälften eine unendliche Folge 
ineinandergeschachtelter Interva.Ue von gegen Null konvergieren­
der Länge, also eine Intervallschachtelung. Einem jeden dieser 
Intervalle gehören fast alle Zahlen der Folge an. Die innerste 
Zahl der Intervallschachtelung ist darum von fast allen Zahlen 
der Folge um weniger als irgendeine der vorkommenden Intervall­
längen verschieden, also auch weniger als irgendeine vorgegebene 
positive Zahle, denn es gibt Intervallängen, kleiner als diese Zahl. 
Daher ist die innerste Zahl der Intervallschachtelung der Grenz­
wert der Folge. 

Anwendung auf unendliche Reihen: u1 + u2 + · · · 
+ u,. + . · · sei eine unendliche Reihe 1nit lauter positiven Gliedern. 
Alle Teilsummen sollen unterhalb einer festen Grenze M liegen. 
Dann ist die Reihe konvergent. 

In der Folge der Teilsummen haben wir nämlich, da alle 
Reihenglieder positiv sind, eine stets wachsende Zahlenfolge 
vor uns, die außerdem beschränkt ist. Sie hat also nach unserem 
Satz einen Grenzwert, und der ist die Summe der Reihe. 

§ 4. Konvergenzkriterien. Um die Konvergenz einer vorge­
legten Reihe von positiven Gliedern auf Grund des letzten 
Satzes feststellen zu können, müssen wir uns nach :Mitteln um­
sehen, die es erlauben, die Beschränktheit der Teilsummen zu 
erkennen. Diese liefert das Prinzip der Reihenvergleichung. Es 
erlaubt, aus der bekannten Konvergenz einer Reihe A mit lauter 
positiven Gliedern auf die Konvergenz einer anderen Reihe B mit 
nichtnegativen Gliedern ztt schließen, falls die Glieder der Reihe B 
nie größer sind als die Glieder gleicher Nummer in der Reihe A . .. 
Sei also ~ u~: = u1 + u2 + · · · eine konvergente Reihe positiver 

1 .. 
Glieder. Sei~ vA: = v1 + V2 + · · · eine weitere Reihe nicht-

1 
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negativer Glieder, und sei für jedes n: vn;;:::; 1~n· Dann ist auch ., 
2} vk konvergent. Denn für jedes n ist hiernach die n te Teil-

1 

summe der v-Reihe nicht größer als diente Teilsumme der u-Reihe. 
Die Teilsummen der u-Reihe indessen sind alle kleiner als die 
Summe der u-Reihe, weil sie sich stets wachsend diesem Grenz­
wert nähern (Fig. 10). Daher sind alle Teilsummen der v-Reihe 
nicht größer als diese Summe und nach Annahme nicht negativ. 
Sie sind daher beschränkt. Die v-Reihe ist also konvergent. Der 
eben bewiesene Satz enthält als besondere Fälle einige wichtige 
Konvergenzkriterien in sich. Solche erhalten wir, sowie wir uns 
nach gewissen besonderen konvergenten Reihen positiver Glieder 
umsehen und diese als Vergleichsreihen im Sinne des Satzes ver­
wenden. Bevor wir das tun, sei noch das Gegenstück zum be­
wiesenen Satz abgeleitet. 

Sei ~ uk = u1 + u2 + · · · eine divergente Reihe von lauter 
1 ~ 

nichtnegativen Gliedern und es habe die Reihe ~vk = v1 + v2 + · ·· 
...:...; 

1 

positive Glieder, die aber alle größer oder doch nicht kleiner sein 
sollen als die gleichnumerierten der u-Reihe. Dann ist auch die 
v-Reihe divergent. Denn wäre sie konvergent, so müßte nach 
dem eben bewiesenen Satz auch die u-Reihe konvergieren. 

Die erste V ergleichsreihe soll uns die geometrische Reihe 
1 + k + k2 +···liefern. Sie konvergiert für k < 1, und sie diver-

giert für k ~ 1. Denn hier ist sn = 1
1 ~n' also lim Sn = 1 

1 · k 
n-+~ 

für k < 1. Dagegen wächst Sn für k ~ 1 mit wachsendem n über 
alle Grenzen. Man schreibt dafür auch zur Abkürzung lim sn =oo. 

n-+oo 

(Dies bedeutet also, daß fast alle Sn größer sind als irgendeine 
vorgelegte Zahl N.) Benutzen wir die geometrische Reihe als 
Vergleichsreihe, so erhalten wir zwei wichtige von Cauchy her­
rührende Kriterien. 

~ 

Die Reihe Luk mit positiven Gliedern konvergiert, falls es eine 
1 

positive Zahl l kleiner als eins gibt, derart daß fast alle Quotienten 
11n+1 kleiner sind als diese Zahl l. Das ist z. B. dann der Fall, 

'Un 

wenn lim Un+• = m < 1. Die Reihe divergiert jedoch, falls fast 
n-)o-X> 'll·n 

alle diese Quotienten größer sind als 1 oder gleich 1. Dies ist z. B. 

dann der Fall, n·enn !im !:'n+t = L > 1. 
n~oa Un 



Konvergenzkriterien 

Wenn nämlich von n = N an UnH < l, so ist 
Un 

UN+l < l· UN' UN+2 < luN+l' ... 
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Daraus folgt uN+/1 < l"u.v für h > 0. Also sind die Glieder der 
Reihe uN + uN+t +···kleiner als die Glieder der konvergenten 
geometrischen Reihe: u N + lu N + z2 u N + . . . Also ist die 
Reihe uN + uN+1 + · · · gleichfalls konvergent. Die Summe der 
vorgelegten Reihe u1 + u2 + · · · + u .. + · · · ist dann noch um 
die Summe sN_ 1 = u1 + · · · + uN_ 1 größer. Sie konvergiert 
also auch. (Wir können auch direkt abschätzen sN+-h < sN_ 1 

+uNi 1 l und daraus die Konvergenz folgern.) Ganz ebenso 

beweist man das Divergenzkriterium. 
Aus derselben Wurzel stammt das folgende Kriteriurn: Falls 

fiir fast alle n der Ausdruck 'Vtt., ~ k < 1 (k von n u11,abhängig), 
00 

.so konvergiert die Reihe positiver Glieder: »-Ji.,; Ist aber VU: ;::;;; 1 
1 

für fast alle n, so divergiert die Reihe. Der Beweis ist ganz ähnlich 
wie beim vorigen Kriterium. 

00 

x2 x• ~xn 
Beispiele: x + 2- + -:f + · · · = ~"n konvergiert für 

1 

0 ::;::;; x < 1 und divergiert für x > 1. Denn hier ist u .. = x~. 
n 

Wir finden also Un+t = x+n----1 . Dies ist für alle n kleiner als x. 
Un n 

Ist also das nichtnegative x kleiner als 1, so haben wir Konvergenz. 
Ist aber x > 1, so sind alle Quotienten von einem gewissen an 

größer als 1. Denn es ist lim x __!':__ = lim x __ ! ____ = x also 
,.-+,. n + 1 ,.--+,. 1 + _!_ 

n 
größer als 1. Da aber fast alle Quotienten von ihrem Grenzwert 
um weniger als x - 1 verschieden sind; so sind sie fast alle größer 
a.ls 1. Darum haben wir Divergenz. Unsere Kriterien versagen 
völlig für den Fall x = 1. Ihn werden wir nachher besonders 
untersuchen . .. 

~ xn x2 x• . 
Die Reihe n --I = X + - + ... -+ . . . konvergiert für alle n. 2! 3! 

1 . 

. . D h" . t xn D h . Un+t X pos1t1ven x. enn 1er 1s u .. = 1 . a er 1st --- = --+- 1 . n. u.. n 
Daraus folgt lim Un+t = 0. Also sind fast alle Quotienten z. B. 

n-+:~G Un 

kleiner als !· Das lehrt für jedes x die Konvergenz der Reihe. 
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Als weiteres Beispiel sei die für x =+= 0 divergente Reihe 
00 

~n! x" genannt. 
1 

Aber alle diese Hilfsmittel versagen, wenn wir sie auf die Reihe 

00 1 1 1 .2} nk = 1 + 27< + 3k + ... (k > 0) 
1 

(von welchen wir eben im ersten Beispiel für x = 1 schon einen 
Spezialfall (k = 1) hatten) anwenden. Wenn wir diese also noch 
besonders untersuchen, erhalten wir einen weiteren Vorrat an 
V ergleichsreihen. Wir beginnen mit der sog. harmonischen 
Reihe 

00 1 1 1 ~--=1 + -+-+··· ~·n 2 3 
1 

Wir betrachten die folgenden Teilsummen: s2, 8,, 8 8, ••• , 8 2,., ••• 

Falls wir zeigen können, daß lim 82,. = oo, so wissen wir damit, .. ~ .. 
daß die harmonische Reihe divergiert. Denn allemal ist 82,.+ h > 82 ,.. 

Es wachsen also mit den speziell betrachteten dann überhaupt 
alle Teilsummen ins Unendliche. Nun ist aber 8 4 = 1 + l + (!+!) 
also größer als 1 + i + (! + l) = 1 + 2 ·l· Zu 8' nehme ich 
vier neue Glieder hinzu; so erbalte ich 88• Jedes .der neu hinzu­
gekommenen Glieder!, l• t, listaber nicht kleiner als das letzte, 
alle vier also größer als 4 ·!, also größer als f. Also ist 88 größer 
als 1 + S · f. Zu 81 kommen die acht Glieder f, . . . {s hinzu. 
So erhalte ich 818' Keines ist kleiner als das letzte -ft, also alle 
acht zusammen wieder größer als f. Also ist 811 > 1 + 4 • f. 
So findet man allgemein 82,. > 1 + n · f, also ist die Reihe 

_j} ! divergent. 
1 

Daraus schließe ich durch Reihenvergleichung wegen 11: > __!_ n n 

für k < 1 allgemein: Die Ref,he ~ :1: divergiert für k :::::;; 1. 
1 

Nun untersuchen wir die gleiche Reihe für k > 1. Wir werden 
finden, daß sie konvergiert. Wir betrachtenjetzt die Teilsummen 
81, 83, 87, 816, ••• 82._1 • Da allgemein 8,. ~ 81._1 , so sind alle Teil­
summen beschränkt, falls die eben bezeichneten beschränkt 

sind. Nun aber ist 83 = 1 + i1: + i~:· Hier ist aber :1: < i1: • 
also ist 8 3 < 1 + 2;7< = 1 + 2:_1 • Zu 8 3 kommen vier Glieder 
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~ bis ik hinzu. So bekomme ich s7• Alle vier sind kleiner als das 
1 

erste 4k. Also ist ihre Summe kleiner als 

4 ·lk = 4:-1 = (2:-1r 
So finden wir allgemein 

1 ( 1 )2 ( 1 )n-1 
82"-1 < 1 + 2i:-=-i + 2k-i + ... 21:-1 • 

Also sind alle s,. kleiner als die Summe der geometrischen Reihe 

~(2~_1r. Also haben wir: Die Reihe i:~~:konvergiertfürk> 1. 
1 

§ 5. Alternierende Reihen. Unter e:ner alternierenden Reihe 
versteht man eine Reihe, deren Glieder abwechselnd das positive 
oder das negative Vorzeichen besitzen. Hier gilt der folgende 
Satz: Die alternierende Reihe u 1 - u2 + u3 - • • • konvergiert 
sicher dann, wenn !im u,. = 0 ist, und wenn für allen: I u,.l ~ I u,._1 1. 

n-+oo 
Daß die Reihe höchstens dann konvergieren kann, wenn ihre 

Glieder den Grenzwert Null haben, ist von S. 86 bekannt. Diese 
Bedingung ist eben für jede konvergente Reihe erfüllt. Man 
kann aber aus ihrem Erfülltsein nicht umgekehrt schließen, daß 
die Reihe konvergiert. Dies lehrt ja schon das im vorigen Para­
graphen betrachtete Beispiel der harmonischen Reihe. Sie war 
die Summe der reziproken ganzen Zahlen, die also gegen Null 
konvergieren; und doch ist die harmonische Reihe divergent. 
Um auf die Konvergenz der Reihe schließen zu können, müssen 
also noch weitere Bedingungen erfüllt sein. Bei alternierenden 
Reihen - das ist der Sinn unseres Satzes - braucht nur ganz 
wenig mehr erfüllt zu sein. Die Voraussetzung, daß die absoluten 
Beträge der Reihenglieder nie zunehmen, d. h. daß jedes Reihen­
glied dem Betrage nach kleiner oder gleich dem Betrag des vor­
hergehenden sei, zusammen mit der Annahme abwechselnder 
Vorzeichen gewährleistet schon die Konvergenz der alternierenden 
Reihe, falls der Grenzwert der Reihenglieder Null ist. Bei Reihen 
positiver Glieder reicht, wie wieder die harmonische Reihe lehrt, 
das monotone Abnehmen der Reihenglieder nicht aus. 

Nach diesen Bemerkungen, die den Sinn des Satzes ins rechte 
Licht setzen sollten, kommen wir zu seinem Beweis. Er wird sehr 
schön gelingen, wenn wir dabei die Teilsummen auf der Zahlen­
geraden zur Anschauung bringen. Wir wollen z. B. annehmen, 
daß das erste Reihenglied positiv ist, und daß alsdann negative 
und positive Glieder abwechseln. Die erste Teilsumme s1 ist 
gleich u1• Wir tragen diesen positivenWert auf der Zahlengeraden 
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auf. Um 82 daraus zu erhalten, haben wir nach links u2 anzu­
tragen. So erhalten wir ein Intervall von 82 bis s1, in dem, wie 
wir sehen werden, alle folgenden Teilsummen liegen. Um näm­
lich 8 3 zu erhalten, haben wir an 82 das u3 nach rechts anzutragen. 
Damit fügen wir aber weniger hinzu, als wir gerade vorher weg­
genommen hatten, da die Reihenglieder ständig abnehmen. 
s3 liegt also links von 81, also zwischen s1 und 82• Wenn wir nach 
links nun wieder u 4 antragen, so erhalten wir s4• Das liegt aber 
noch rechts von s2, da wir eben wieder weniger abzogen, als wir 
gerade vorher zufügten. So weiterfahrend erkennen wir, daß in 

s 
I I I I I I I I 

'• '• Bn-l Bn+1 s .. Ba BJ 

Fig.ll. 

dem von zwei aufeinanderfolgenden Teilsummen s.. und 8n-l 

gebildeten Intervall immer alle auf s .. folgenden ihren Platz 
haben. Je zwei aufeinanderfolgende bilden ein Intervall, dessen 
Länge ein Reihenglied beträgt. Damit erhalten wir eine lntervall­
schachtelung (Fig. 11). Ihr innerster Punkt ist der Grenzwert 
der Teilsummen, also die Summe unserer Reihe. Denn von diesem 
innersten Punkt sind fast alle Teilsummen um weniger als ein 
beliebiges Reihenglied verschieden, also auch um weniger als 
irgendeine vorgegebene Zahle. Denn es gibt Reihenglieder kleiner 
als diese Zahl. Sie streben nämlich gegen Null. Wir erkennen 
gleichzeitig, daß jede Teilsumme um weniger als den absoluten 
Betrag ihres letzten Gliedes von der Summe verschieden ist. 
Die Teilsummen mit gerader Nummer sind zu klein, die mit 
ungerader Nummer sind zu groß. 

Beispiel: 1 -! + t -!+···konvergiert. 

§ 6. Beliebige Zahlenfolgen und unendliche Reihen. Wir nann­
tcm eine Zahlenfolge konvm·gent, wenn sie einen Grenzwert be­
sitzt. Hierüber gilt der folgende Satz: Die Zahlenfolge 81 , 8 2, ••• , 

konvergiP.rt dann und nur dann, wenn es zu. jedem e > 0 eine Zahl 
N (e) gibt, .~o daß fii:r n > N (e) und beliebiges positive.~ p immer 
I snH>- s .. I < e 1".st. (Allgemeines Konvergenzprimip.) Man muß 
den Sinn dieser Bedingung ganz ldar erfassen. Sie ist nicht 
identisch damit, daß für jedes einzelne p dt1r lim (s,.+J> -·8 .. ) = 0 ...... 
sein soll, wenn auch dies natürlich in der obigen Aussage mit 
enthalten ist. Wir brauchen nur z. B. für die s .. die Teilsummen 

der harmonischen Reihe zu nehmen. Dann ist Sn+P- s .. = n-.f·i 
+ 1 + ... + ___ !___ __ Da aber der Grenzwert einer Summe 

-n+:l n+p 
gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden ist, so sieht 
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man, daß für jedes einzelne p der lim (.~n+21 -s,.) =' 0 ist. Um ganz 
n-+oo 

klar zu sehen, warum dies weniger ist als die Bedingung unseres 
Satzes, sprechen wir das im Beispiel eben Benutzte etwas anders 
aus. Eben gab es zu jeder Zahle und zu jedem p > 0 eine Zahl 
N (e, p) (die also von e und von p abhängt), so daß für n > N (e, p) 
immer I s,.+P - s,. I < e ist. Vorhin aber sollte diaZahl N (e) nur 
von e abhängen. Es sollte für alle p die.selbe Zahl N (e) ausreichen, 
um die Differenz kleiner als e zu machen. Es kann wohl zu jedem 
p eine besondere solche Zahl N geben, aber wenn dann zu p-Wer­
ten, die über alle Grenzen wachsen, N-Werte gehören, die auch 
über alle Grenzen wachsen, so gibt es eben keine größte unt.er 
diesen Zahlen, die für alle p ausreichte. Anders ausgedrückt: 
Wenn N (e, p) < N (e) für alle p zugleich gilt, so kann man für 
jedes p dies N (e) verwenden, und die Folge konvergiert. Es gibt 
aber nicht immer eine Zahl N, die größer ist als alle N (e, p) 
(nämlich dann nicht, wenn unter diesen beliebig große vorkom­
men). Dann ist die Folge divergent. Damit mag der Sinn unserer 
Bedingung genügend geklärt sein. Wir kommen zum Beweis des 
allgemeinen Konvergenzprinzips. 

1. Wenn ein Grenzwert exit;:tiert, so sei dieser S. Dann sind 

fu.st alle s,. um weniger als i von S verschieden. Es gibt also 

eine Nummer N(e), von der an alles,. um weniger als i-von S 

abweichen. Zwei beliebige unter diesen, etwa sn+s> und s,., sind 
dann um weniger als e voneinander verschieden. Alles in allem 
gibt es eine Zahl N (e), so daß für n > N (e) und beliebiges p 
immer I sn+ 21 - s,. I < e bleibt. Wenn also die Zahlenfolge 
konvergieren soll, so muß notwendig unsere Bedingung erfiillt 
sein. 

2. Wenn sie aber erfüllt ist, so konvergiert, wie jetzt zu zeigen 
ist, die Zahlenfolge. Zum Nachweis verwenden wir das Prinzip 
der IntervaUschachtelung. Unsere Bedingung besagt, daß alle .s,. 
mit einer Nummer größer als N (e) um weniger als e von SN1•) 

versenieden sind. Sie liegen also alle im Intervall SN<•> - e bis 
SN(•) + e. Man kann also ein Intervall von der Länge 2e angeben, 
in dem fast alle s,. liegen. Das geht für jede Zahl e > 0. Ich wähle 
daher ein Intervall von der Länge 1, in dem fast alle s,. liegen. 
Alsdann wähle ich ein Intervall von der Länge}, in dem gleichfalls 
fast alle s,. liegen. Dieses Intervall kann unmöglich ganz außer­
halb des zuerst bestimmten liegen, weil sonst jedes der Intervalle 
unendlich viele Zahlen der Folge enthielte, dann also außerhalb 
des Intervalles von der Länge l doch noch unendlich viele der 
Zahlen lägen; das geht nicht. Die Intervalle müssen sich abo 
wenigstens zum Teil überdecken. Wenn das von der Länge ! 
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etwas überstehen sollte, so weiß man von vornherein, daß der 
gemeinsame Teil beider fast alle Zahlen enthalten muß, und nicht 
der überschießende, denn sonst lägen außerhalb des einen Inter­
valles unendlich viele Zahlen. In diesem Fall wähle ich als 
zweites Intervall 12 der zu konstruierenden SchachteJung den 
genannten gemeinsamen Teil. Alsdann konstruiere ich ein Inter­
vall von der Länge ! und wähle dies als 13, wenn es ganz in 12 
liegt. Anderenfalls wähle ich als 13 den Teil, den es mit 12 ge­
meinsam hat. (Denn der muß nach der Schlußweise von vorhin 
fast alle Zahlen enthalten.) So fahre ich fort und erhalte eine 
Intervallschachtelung. Denn die Intervalle liegen ineinander, 
und ihre Länge konvergiert gegen Null. Derinnerste Punkt ist 
der Grenzwert der Zahlenfolge, wie ohne weiteres einleuchtet. 

Anwendung auf unendliche Reihen: Die unendliche 
Reihe u1 + u2 + · · · sei ganz beliebig, und dies,. seien ihre Teil­
summen. Dann ist. 

Sn+ I>- Sn= Un+l + Un+2 + • • • + Un+l>' 

Die allgemeinste Konvergenzbedingung ist also dies~: Es muß zu 
jedem e eine Zahl N (e) geben, so daß die Summe beliebig vieler 
aufeinanderfolgender unter den auf uN(•) folgenden Reihengliedern 
dem Betrag nach kleiner ist als diese. Mit dieser Bedingung kann 
man nun anscheinend noch nicht viel anfangen. Denn wie soll 
man erkennen, ob sie erfüllt ist oder nicht? Trotzdem werden 
wir gleich sehr nützliche Anwendungen derselben sehen. Ich 
behaupte nämlich folgenden Satz: Eine Reihe ist sicher dann kon­
vergent, wenn die Reihe ihrer absoluten Beträge konvergiert. Denn 
wenn I u1 I + I u2 I + · · · konvergiert, so gibt es für jedes e ein 
N(e), so daß für alle positiven p die Summe I uN+tl +I uN+i I 
+ · · · + I uN+p I <eist. Nun ist aber 

I UN+l + UN+2 + ... + UN+p I ;5 I UN+1 I + I UNH I + ... 
+I UN+p l· 

Daher ist auch für n > N (e) die Differenz ls,.+P - s,. I < e. 
Die Reihe konvergiert also. Eine Reihe, für welche die Summe 
der absoluten Beträge konvergiert, heißt absolut konvergent. Es 
ist natürlich nicht jede Reihe absolut konvergent, denn so kon­
vergiert z. B. 1 - ! + t -! + · · ·, während 1 + ! + ! + i + · · · 
divergiert. Wir können also nun die im § 4 bei Reihen mit posi­
tiven Gliedern gefundenen Kriterien anwenden, um in vielen 
Fällen die (absolute) Konvergenz einer vorgelegten Reihe zu 
erkennen. 

Aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip -lassen sich übrigens 
auch alle in jenem Paragraphen gewonnenen Kriterien erneut 
ableiten. Wir verzichten darauf. Nur wollen wir noch einmal 
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daran erinnern, daß für jede konvergente Reihe lim u,. = 0 ist. 
11-+00 

Das folgt aus dem allgemeinen Prinzip für p = 1. In diesem 
Satz ist das gebräuchliche Divergenzkriterium enthalten. Eine 
Reihe, deren Glieder nicht den Grenzwert Null haben, divergiert. 

Beispiel: x-; + :'-+ ···konvergiert für I x I:::::; 1 und 

divergiert für 1· x I > 1. Hier ist a,. = (- 1 )"+I · 2:"-~ • Also 

ist \ a::1 \ = x2 • :: + ~. Der Grenzwert ist x2• Also für I x 1 < 1 
ist die Summe der absoluten Beträge konvergent, die vorgelegte 
Reihe also auch. Für I x I > 1 erkenne ich, daß der Grenzwert 
des Quotienten größer ist als eins, daß also von einer gewissen 
Nummer an schon der Quotient größer sein muß als 1. Dann 
also ist von dieser Nummer an der absolute Betrag eines jeden 
Reihengliedes größer als der des vorhergehenden. Daher können 
sie in diesem Fall nicht gegen Null streben. Die Reihe muß also 
divergieren. Nun bleibt noch I x I = 1 zu untersuchen. Für 
x = 1 haben wir eine alternierende Reihe. Die absoluten Beträge 
ihrer Glieder nehmen ständig ab und konvergieren gegen Null. 
Also ist die Reihe konvergent. Für x = - 1 gilt die gleiche Über­
legung. 

Allgemeines Beispiel: u1 + u2 +···sei absolut konvergent. 
Die absoluten Beträge aller Zahlen v1, v2, ••• seien beschränkt 
(es gibt also eine Zahl M, unter der sie alle liegen). Dann ist die 
Reihe u 1 v1 + u2v2 + · · · gleichfalls absolut konvergent. Denn 
alle Teilsummen von u1 + u2 + · · · sind kleiner als die Summe 
der Reihe der absoluten Beträge der u, etwa U genannt. Dann 
gilt 

I U1 V1 + U2 V2 + · · · u,. v,. I ~ I 'Ut II 'I\ I + · · · + I u,. II Vn I 
~ M {I ull + lu2l +···+I UnI} ::;;; MU. 

Also sind alle Beträge aller Teilsummen der Reihe I u1 v1 ·1 + 
+ I u 2v2 1 + · · · kleiner als UM. Die Reihe konvergiert also 
absolut. Unsere Bedingungen sind z. B. erfüllt, wenn sowohl 
~I un I wie ~I Vn I konvergiert. Denn dann sind alle Glieder 
der v-Reihe dem Betrag nach kleiner als die Summe ihrer abso­
luten Beträge." Diese können wir dann als M nehmen. 

§ 7. Bedingt und unbedingt konvergente Reihen. Der Wert 
einer Summe ist von der Reihenfolge der Summanden unab­
hängig. An diese Regel sind wir vom Rechnen mit endlichen 
Summen gewöhnt. Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob 
die Summe der unendlichen Reihen diese Eigenschaft mit den 
Summen von endlich vielen Gliedern gemeinsam hat. 

Wir fragen zunächst, wie man die Summe zweier unendlicher 
Reihen bilden kann. Sei etwa U = u1 + u2 + · · · eine erste und 
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V = r1 + v2 + eine zweite konvergente Reihe, und seien 
s,. und a,. die nten Teilsummen der ersten und zweiten unend­
lichen Reihe. Dann haben wir U + V= !im (s,. + a,.). Nun 

n4-oo 

ist aber s,. + a .. die nte Teilsumme der unendlichen Reihe 
(u1 + v1) + (u2 + v2) + · · · Diese konvergiert also auch, und 
ihre Summe ist gleich der Summe der beiden vorgelegten Reihen. 

Wir betrachten nun eine unendliche Reihe U = u1 + u 2 + · · · 
Sie wird positive und negative Glieder enthalten. Die positiven 
seien der Reihe nach mit PI• 112 , ••• , die negativen gleichfalls der 
Reihe nach mit n1, n2, ••• bezeichnet. Wir können aus den posi­
tiven Gliedern eine Reihe PI + p2 + · · · und aus den negativen 
eine Reihe ni + n2 + · · · bilden. Wir wollen die Beziehung 
dieser Reihen zu der vorgelegten untersuchen. Die vorgelegte 
soll konvergieren. Dann sind folgende Fälle denkbar: 1. Beide 
Teilreihen konvergieren; 2. eine konvergiert und eine divergiert; 
3. beide divergieren. Wir wollen untersuchen, wie weit diese an 
sich denkbaren Fälle wirklich möglich sind. Jede Teilsumme sk 
der u-Reihe besteht aus einer Teilsumme n 2k der p- und einer 
Teilsumme v.~k der n-Reihe. Es soll also sein sk = n,k + v.lk• 
Wenn nun nur eine der beiden Teilreihen, z. B. die n-Reihe, 
konvergiert, so sei N ihre Summe. Dann haben wir also sicher sk 
> n.<k + N. Nun wachsen aber die Teilsummen der divergenten 
p-Reihe über alle Grenzen. Denn sonst müßte diese Reihe von 
positiven Gliedern konvergieren. Nach der eben festgestellten 
Ungleichung wachsen also auch die Teilsummen der u-Reihe über 
alle Grenzen. Diese divergiert also auch. Die zweite Möglich­
keit unserer Aufzählung scheidet also für eine konvergente 
u-Reihe aus. 

Wenn die u-Reihe konvergiert, so müssen demnach die p- und 
dien-Reihe entweder beide konvergieren oder beide divergieren. 
Beide Fälle können wirklich eintreten. Denn wenn die vorgelegte 
Reihe, die u-Reihe, absolut konvergiert, so konvergiert natürlich 
jede Teilreihe auch absolut.I) Namentlich konvergiert also die 
Reihe der positiven und die der negativen Glieder. Umgekehrt, 
wenn diese beiden konvergieren, so ist nach der Betrachtung zu 
Beginn des Paragraphen der Wert der u-Reihe die Summe beider. 
Bilden wir statt dessen die Differenz beider, so konvergiert diese 
auch und ist weiter nichts als die Summe der absoluten Beträge 
der u-Reihe. 

Auch der andere Fall, daß beide Reihen divergieren, kann ein­
t.reten, und zwar werden wir nach den bisher angestellten Be­
trachtungen erwarten, daß er dann eintritt, wenn eine kon-

1) Denn die Summe der absoluten Beträge irgendwelcher Reihen­
glieder ist kleiner als die Summe der absoluten Beträge aller. 
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vergente Reihe nicht absolut konvergiert. Ein Beispiel gibt die 

Reihe i _ i + i _ ! + ... 

Die zugehörige PeReibe ist 

i+i+i+··· 
Daß sie divergiert, erkennt man daraus, daß ihre Glieder durch 
Halbierung der Glieder der harmonischen Reihe entstehen. Auch 
dien-Reihe muß divergieren. Sie ist -! - i - · · · Ihre Glieder 
sind jeweils dem Betrag nach größer als die entsprechenden Glie­
der der Reihe!+ l + ···,die natürlich wie die p-Reihe, von der 
sie ein Stück ist, divergiert. 

Beispiel: Aus unseren Betrachtungen folgt, daß eine kon­
vergente Reihe, die nur endlich viele Glieder vom einen der beiden 
Vorzeichen enthält, absolut konvergiert. Denn sonst müßten 
beide Teilreihen, also auch die endliche, divergieren. Diese letztere 
ist aber sicher konvergent. 

Wie weit darf man nun in einer konvergenten Reihe die Glieder 
urnordnen, ohne dadurch den Wert der Summe zu ändern? "Wir 
wollen zunächst feststellen, daß die Summe einer nicht absolut 
konvergenten Reihe durch passendes Umstellen der Reihenglieder 
beeinflußt werden kann. Wir bemerken dazu, daß wegen der 
Konvergenz der u-Reihe die Glieder der p- und die der n-Reihe 
gegen Null konvergieren. Da beide Reihen divergieren, gibt es in 
beiden beliebig große Teilsummen, da sie sonst wegen des gleichen 
Vorzeichens aller Glieder konvergieren müßten. Nach dieser Vor­
bemerkung wollen wir zeigen, daß bei passender Anordnung der 
Glieder die u-Reihe jeden beliebigen Wert erhalten kann. Der 
Gedankengang wird genügend klar werden, wenn wir zeigen, wie 
wir durch passende Anordnung ihrer Glieder der Reihe 

1-!-+i-··· 
den Summenwert eins verschaffen können. Diesen hat sie in der 
eben aufgeschriebenen Anordnung sicher nicht. Denn nach § 2 
liegt ja die Summe dieser alternierenden Reihe immer zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Teilsummen, also z. B. zwischen-! und 
i, kann also nicht eins sein. Um eine Reihe mit der Summe eins 
zu erhalten, ordnen wir die Glieder so an, daß die Teilsummen 
der neuen Anordnung alle in den Intervallen einer Intervall­
schachtelung mit dem innersten Punkt eins liegen. Gewisse jetzt 
näher zu bezeichnende Teilsummen liefern die Endpunkte der 
Intervallschachtelung. Ein jedes Intervall ist von zwei Teil­
summen sh und sk der neuen Reihe begrenzt. Diejenigen neuen 
Teilsummen, deren Nummern zwischen h und k liegen, gehören 
diesem Intervall an. Wir wählen als erstes Glied 1, als zweites}. 
Dann ist s2 = f, also größer als 1. Als drittes Glied nehmen wir 
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- t. so wird s3 = t. also wieder kleiner als 1. Damit eine spätere 
Teilsumme wieder größer als eins wird, nehmen wir nun wieder 
positive Glieder, so wie sie in der u-Reihe nacheinander kommen, 
ohne eines zu vergessen, und zwar so viele, daß dadurch die Teil­
summe gerade wieder größer als eins wird. Hier genügt es, ~ zu 
nehmen. Dann wird s4 = ~· Dann kommen wieder einige nega­
tive Glieder, doch nicht mehr als nötig sind, um die Teilsumme 
gerade kleiner als eins zu machen. Sie wird also höchstens um den 
Betrag des letzten dabei verwendeten Gliedes unter eins herunter 
sinken. Beim nächsten Schritt steigt sie wieder über eins, jedoch 
nicht mehr als um den Betrag des letzten Gliedes. Da aber die 
Beträge der Glieder gegen Null konvergieren, so konvergieren 
auch die Unterschiede der Teilsummen der umgeordneten Reihe 
von eins gegen Null. Also ist eins die Summe der umgeordneten 
Reihe. Denn diejenigen Teilsummen der neuen Reihe, bei deren 
Nummer ein Vorzeichenwechsel der Reihenglieder stattfindet, 
begrenzen die Intervalle der vorhin erwähnten Schachtelung. 
So wie eins können wir ihr, wie man sieht, jeden beliebigen 
Summenwert verschaffen. 

So haben wir eine merkwürdige, bei endlichen Reihen gar nicht 
gewohnte Eigenschaft mancher unendlichen Reihen kennen ge­
lernt. Die Summe einer unendlichen Reihe ist von der Reihenfolge 
der Glieder abhängig immer dann, wenn die Reihe zwar konvergiert, 
aber nicht absolut konvergiert. Eine Reihe, deren Summe sich 
durch Umstellen der Glieder ändert, heißt bedingt konvergent; 
bleibt sie bei beliebigem Umstellen wie bei endlichen Reihen 
ungeändert, so heißt die Reihe unbedingt konvergent. Wir wissen 
also jetzt schon, daß jede unbedingt konvergente Reihe auch absolut 
konvergieren muß. 

Bemerkung: Bei gewissen Umstellungen bleibt natürlich jede 
Reihe ungeändert. Wenn z. B. durch eine Umstellung fast alle 
Teilsummen ungeändert bleiben, so bleibt deren Grenzwert natür­
lich auch derselbe. Denn eine Abänderung endlich vieler Glieder 
einer Zahlenfolge beeinflußt den Grenzwert derselben nicht. Wenn 
wir also z. B. die 100 ersten Glieder untereinander irgendwie ver­
tauschen, so bleiben alle Teilsummen mit höherer Nummer un­
geändert. 

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daß eine jede absolut kon­
vergente Reihe auch unbedingt konvergiert. Sei U = u1 + u2 + ... 
eine absolut konvergente Reihe und S ihre Summe, sk ihre Teil­
summen. Dann ist die Summe der absoluten Beträge von irgend­
welchen Gliedern der Reihe kleiner als die Summe der absoluten 
Beträge aller. Ordnen wir die Reihe nun irgendwie um, etwa zu 
u;.1 + 1112 + · · ·, so seien uk die Teilsummen. Die neue Reihe 
konvergiert auch absolut. Denn die Summe der absoluten Be-
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träge von irgendwelchen Gliedern liegt, ja wie wir sahen, unter 
einer festen Grenze. Sei 1: die Summe der umgeordneten Reihe. 
Wir wollen zeigen, daß S = E. Dazu bestimme ich eine Zahl N (e), 

so daß für n > N (e) und beliebiges p immer I sn+2> - s,. I < : , 

also auch I S --s,.l ~ ; ist und daß mit diesem N (e) die gleichen 

Ungleichungen auch für die Summe der absoluten Beträge 
gelten. (Haben wir N(e) so gewählt, daß dies für die Summe der 
absoluten Beträge zutrifft, so ist es mit diesem N (e) für die 
u-Reihe erst recht der Fall.) Nun sei n>N (e). Ferner seia11 eine 
beliebige Teilsumme der umgeordneten Reihe, die alle Glieder 
von s,. enthält und die noch weitere Glieder enthalten kann. Die 
Differenz a11 - s,. enthält also nur Glieder von höherer Nummer 
als N (e). Die Summe beliebig vieler solcher ist aber nach unserer 

Annahme dem Betrag nach kleiner als : . Also haben wir 

I a11 - s" I < ; . Endlich will ich v so groß wählen, daß 

I E- a 11 J < ; . Das geht wegen der Konvergenz der umgeord­

neten Reihe. Nun haben wir 

I s - EI = I s- s,. + s,. - a., + a. -1: I ~ I s- s,.J 
+ 'I s,. - a. I + I a. -EI < e. 

Da e beliebig ist, so folgt hieraus, daß die Differenz S - 1: dem 
Betrag nach kleiner ist als eine beliebige positive Zahl, sie ist also 
Null. Also ist S = 1:. 

§ 8. Die Multiplikation der absolut konvergenten Reihen. Wir 
haben zu Beginn des vorigen Paragraphen gesehen, wie man 
Reihen addiert. Nun wollen wir sehen, wie wir sie miteinander 
multiplizieren können. Die Betrachtung wird dabei aber auf 
absolut konvergente Reihen beschränkt bleiben. Es seien 
U = u0 + u1 + · · · und V = v0 + v1 + · · · zwei absolut kon­
vergente Reihen. s5 und a,. seien Teilsummen. Für das Produkt[] 
ist aber IJ = lim s,.a,..1) Es wird alles darauf ankommen, d~s ....... 
Produkt in möglichst handlicher Form wieder in Reihenform zu 
bekommen. Wir schreiben die Glieder, aus welchen s,.a,. besteht, 
im folgenden quadratischen Schema auf: 

1) Man hat natürlich auch n = lim s,. • 11 = Uo11 + 'U111 + ... Hier 
" ..... 00 

ist aber jedes Reihenglied u,. • v selbst wieder eine unendliche Reihe, 
während bei der im Text gegebenen Lösung jedes Reihenglied aus nur 
endlich vielen Summanden besteht. Darin hat man einen Vorzug zu 
sehen. 

Teubners techn. Leilt. I.: BI e b erb a c h, Ditrerentialreohnung. 8. Anß. 4 
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SnGn = u,0 v0 + 11c1'I + 'UoV2 + · • •--!-- U0 Vn 

--j- U1 1'0 + 11 1 r 1 -j- 'U 1 112 -j- · · · -j- U1 1'r. 

-i- u2 r0 -+- u 2 r 1 + u 2 v 2 + · · · -'-- 1t2 t'n 

+ UnVo + 1tn1\ + H,.V2 + · · · + Unt'·n· 

IVir wollen sie uns nun so aufschreiben, daß wir immer zusarnmen­
nehmen, was in einer von rechts oben nach links unten laufenden 
Diagonalen steht, also so: 

snan = u 0 v 0 + (u0 v1 + u 1v0) + (u0 v 2 + u 1 v1 + u 2v 0) + · · · 
+··· + (uovn + ulvn-1 + 'U2Vn-2 + 

+ Unt'o) 

( 
+ U1t'n) + 'U2Vn-1 + U2Vn 

+ . . . +. "'~"-~ + "'."" .' + ·~·· ' 
+ UnVl + UnV2 • · · + UnVn 

oder abgekürzt 

Was unter der längsten dieser Diagonalen steht, haben wir in die 
letzte Klammer zusammengeiaßt und durch Bn abgekürzt be­
zeichnet. Gehen wir hier zur Grenze n - oo über, so bekommen 
wir den Wert des Produktes. Wir schreiben einmal versuchsweise 
II = lim An+ lim Bn, müssen uns aber darüber klar sein, daß 
das erst dann gerechtfertigt ist, wenn wir gezeigt haben, daß beide 
Grenzwerte existieren. Was nun zunächst den ersten der beiden 
anlangt, so bilden die An genannten Ausdrücke die Teilsummen 
einer gewissen unendlichen Reihe. Der absolute Betrag einer 
jeden solchen Teilsumme ist kleiner als die Summe der absoluten 
Beträge, also kleiner als der analoge Ausdruck, den wir erhalten 
hätten, wenn wir alles für die Reihen der absoluten Beträge auf­
geschrieben hätten. Da dann aber unter dem ersten Limes nur 
ein Teil der bei der ~fultiplikation der Teilsummen erhaltenen 
Ausdrücke steht, so ist unser Ausdruck An kleiner als das Produkt 

n ,, oo oo 

L; I n"j2; I Vxl < .L} I uxl ~ lv"j = U· V. Alsokonvergiert 
0 0 u 0 

die Reihe, deren Teilsummen mit An bezeichnet wurden, absolut. 
Der erste Grenzwert !im An existiert also. Da aber links eine be-

n-+oo 
stimmte Zahl steht, so muß auch der zweite Grenzwert !im Bn 

n-+oo 
existieren. Wir wollen zeigen, daß er Xull ist. Dann wird das 
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Produkt durch die eben untersuchte absolut konvergente Reihe 
gdiefert. Die Glieder in der letzten Klammer sind nun aber ein 
Teil der Glieder der eben betrachteten absolut konvergenten 
Reihe, welche die Teilsumme An zur Teilsumme An• ergänzen. 
Also muß von einem gewissen n an ihre Summe unter einer be­
liebig gegebenen Schranke liegen. Der zweite Grenzwert ist also 
~ull. \Vir finden so für das Produkt zweier absolut konver­
genten Reihen den folgenden Wert: 

U ·V= u0 v0 + (u0 v1 + tt1 v0) + (u0 v2 + u1 v1 + u2 v0) + · · · 

Beispiel: (1+x+x2 +-··) 2 =1+2x+3x2 +-··=(l 1 x)•' 

was man auch direld bestätigen kann, indem man ausrechnet 

(1 - 2x + x2) (1 + 2 x + 3x2 + · · ·) = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + ... 

- 2x - 4 x2 - 6 x 3 - • • • 

+ x2 + 2x3 + · · · 

:\!so ist 

=1. 

1 + 2 x + 3 x2 + · · · = --1-- · (1- x) 2 

§ 9. Di(' Berechnung der Summe unendlicher Reihen. Die 
bisher angestellten Betrachtungen bieten zunächst nur theore­
tisches Interesse. Denn wenn man praktisch denWert einer un­
endlichen Reihe ausrechnen soll, so wird man genau wie bei 
den unendlichen Dezimalbrüchen- diesen speziellen unendlichen 
Reihen --nach einer gewissen Zahl von Gliedern abbrechen und 
so den Wert der Teilsummen als Näherungswert der Reihen­
summe auffassen. Dies hat aber natürlich nur dann einen Sinn, 
wenn man beurteilen kann, wie genau die so benutzten Nähe­
rungswerte sind. Bei den endlichen Dezimalbrüchen weiß man 
z. B., daß der Wert jedes Näherungsbruches höchstens um eine 
Einheit der letzten Ziffer vom gerrauen Wert abweichen kann. 
Im allgemeinen Fall bieten uns die in den vorigen Paragraphen 
angestellten Betrachtungen bei geringer Abänderung sofort ein 
Mittel, die Genauigkeit einer Näherung zu beurteilen. Wir 
schreibenS = sn -+- rn. Dabei nennen wirrn dennten Rest. Sein 
Wert r n = un+1 + un+2 + · · ·ist der genaueUnterschied zwischen 
Näherung und gerrauem Wert. Es handelt sich darum, die Größe 
dieses Fehlers, den absoluten Betrag von rm zu beurteilen. Eine 
besonders bequeme Methode dazu bietet sich im Falle der alter­
nierenden Reihe, wo wir schon auf S. 41 sahen, daß der Wert 
einer jeden Teilsumme höchstens um das folgende Reihenglied 
von der Reihensumme verschieden ist. Das erste Glied des Restes 
also gibt uns schon eine Abschätzung des Fehlers im Falle der 
alternierenden Reihe. Er ist absolut kleiner als jenes. Ist zudem 

4* 
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das erste Glied positiv, so war die Teilsumme zu klein; ist es aber 
negativ, so war die Teilsumme zu groß. Im allgemeinen Falle 
ist natürlich der Fehler nicht immer kleiner als das erste Glied 
des Restes. Dies lehrt jede Reihe mit positiven Gliedern, wie 
z. B. die geometrische Reihe, deren Rest 

1 x" + a;"+l + ... = a:" • --
1-z 

für 0 < a: < 1 größer als x" ist. Man muß jetzt etwas anders 
vorgehen, um die Größe des Restes zu beurteilen, z. B. so: Man 
weiß ohne weiteres, daß 

Ir,. I~ I u,.+ll +I u,.+21 + · · · 
Nach dem Prinzip der Reihenvergleichung ersetzen wir die Reihe 
rechts durch eine andere mit größeren Gliedern, die wir bequem 
summieren können. Dann ist der Wert von I r,. I kleiner als die 
Summe dieser Reihe. Wir wollen z. B. die Summe 

näherungsweise ausrechnen. Wir finden 

1 1 
r,. = (n.f.1jT+ (n+2)! + · · · 

1 ( 1 1 ) 
= (1i+1)! 1 + n+2 + (n+2)(n+3) + · · · · 

Diese Reihe ist kleiner als die folgende: 

___ 1 - (t + _1_ + (-1 )' + .. ·). 
(n+ 1)! n+ 2 n+2 

Also kleiner als : t ~ · (n! 1)!. Wenn wir also nur 9 Glieder 

summieren, so wird der Fehler höchstens ! · 1~,. Wir können 

die Summe auf Hauptnenner bringen; wir können aber auch in 
einen Dezimalbruch entwickeln. Brechen wir da nach einer ge­
wissen Stelle ab, etwa nach der sechsten, so bekommt jedes von 

7 Gliedern noch einen Fehler von höchstens 1~ . ·Addieren wir 

die 10 ersten Dezimalbrüche, so haben wir in 2,718277 den Wert 

unserer Reihe um höchstens 1~1 zu kleiD. 4 Ziffern nach dem 

Komma sind also sicher richtig; die fünfte stimmt nicht mehr. 
Eine genauere Rechnung liefert für sie eine 8. 
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Wir betrachten als zweites Beispiel L; ~­
+ (n ~ 1)• + · · · Dieser ist kleiner als 

Ihr Rest ist 1 
n' 

1 1 1 
(n-1)n + n(n-+1) + (n+1)(n+2) + · · · 

= (-1-- _!_) + (_!_- _1 ) + ... = ___ !__ . 
n-1 n n n+1 n-1 

Andererseits ist der Rest größer al~ 

1 1 
n(n + 1) + <n + 1) <n + 2Y + • · · 

= ( ~ - n ~ 1) + (n ~ 1 - n ~ 2) + ' ' · = ! ' 
Hat man also z. B. alle Glieder bis zu (9~)• zusammengezählt, 

so hat man die Reihensumme erst bis auf einen Fehler berechnet, 

der zwischen 9!9 und 1! 0 liegt. Um also nur drei Dezimalen 

der Summe zu sichern, hat man 1000 Reihenglieder nötig. Die 
Berechnung der Reihensumme ist also nach dieser Methode nicht 
durchführbar. Wir werden im zweiten Band zugkräftigere 
Methoden kennenlernen. 

IV. Stetige Funktionen. 
§ 1. Grenzwerte von Funktionen. Bisher haben wir den schon auf 

S.17/19 definierten Grenzbegriff im wesentlichen nur auf solche 
Funktionen angewandt, welche nur für einzelne diskontinuierlich 
verteilte Werte der unabhängigen Variabeln erklärt waren, näm­
lich auf Zahlenfolgen. Die einzelne Zahl der Folge haben wir dabei 
als Funktion ihrer Nummer aufgefaßt und den Grenzwert unter­
sucht, welchem diese Funktion bei ins Unendliche wachsender 
unabhängiger Variablen, nämlich ihrer Nummer, zustrebte. 
Jetzt wollen wir zu Funktionen übergehen, die in einem gegebenen 
Intervalle der unabhängigen Variablen überall erklärt sind. Wir 
können dann den Grenzwert der Funktion bei Annäherung der 
unabhängigen Variablen an eine endliche oder bei Annäherung an 
eine unendliche Stelle untersuchen. Nach dem, was wir bisher 
gemacht haben, liegt es am nächsten, mit der Annäherung an 
eine unendliche Stelle zu beginnen. Wir betrachten so eine Funk· 
tion, die für alle Werte von z > M erklärt sein möge. Dann soll 
z durch positive Werte ins Unendliche wachsen. (Es ist keine Be­
schränkung der Allgemeinheit, wenn wir diesen Fall allein be· 
trachten. Der andere, wo x durch negative Werte ins Unendliche 
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geht, wird genau ebenso behandelt.) Wenn wir dann zu jeder 
positiven Zahle ein N (e) bestimmen können, so daß für alle x > N(e) 
immer I f(x) --AI < e bleibt, so schreiben wir lim f(x) = A. Für 

z+oo 
den so erklärten Limesbegriff gelten natürlich nach wie vor alle 
aufS. 20/21f. abgeleiteten Regeln. Es ist also namentlich der Limes 
einer Summe gleich der Summe der Einzellimites, der Limes eines 
Produktes gleich dem Produkt der Einzellimites, der Limes eines 
Quotienten gleich dem Quotient der Einzellimites, wofern alle 
Einzellimites existieren und wofern der Limes des Nenners nicht 
verschwindet. (Denn dann könnten nach wie vor z. B. Zähler 

und Nennerbeide den Limes Null haben. ~ aber hat keinen Sinn. 

Hat aber nur der Nenner den Grenzwt3rt Null und der Zähler einen 
von Null verschiedenen endlichen oder unendlichen Grenzwert, 
dann wächst der ganze Ausdruck über alle Grenzen.) 

lim -~ = lim - 2- = -2- • 
., .. ."5x+B x-+ao 5 +~ 5 

(!; 

Beispiele: 

, 1--- z2 z2 + 5 lim (x --. y x2 - 5) = lim - = 0. 
z-+» x-+oox+Vx2 -5 

I. sin x 0 lm --= . 
x-.m X 

Dies letztere sieht man am besten ein, wenn man beachtet, daß 
1 <sin:z:<l d t' h dßd' K. sinz - ·z- = --;- = x, o er geome r1sc , a 1e urve y = -;-

zwischen den beiden Hyperbeln y = _!._ und y = - _.!-__ verläuft, 
X X 

die sich beide asymptotisch der x-Achse nähern. Die zu unter­
suchende Funktion ist also jeweils um weniger als jede der beiden 
Hyperbelordinaten der gleichen Abszisse von Null verschieden. 
Die Produktregel der Limesberechnung kann man hier nicht 
anwenden, da der eine Faktor sin x für a: --+ oo keinen Grenz­
wert hat. Denn sin x schwankt immer zwischen -1 und + 1 
hin und her. Gleichwohl existiert der Limes des Produktes 

_!_ sin x und ist Null. 
(!; 

Nun betrachten wir eine in einem endlichen Intervall a < x < b 
überall erklärte Funktion. Wenn sich bei Annäherung von x an 
eine Stelle c des Intervalles f (x) unbegrenzt dem Werte A nähert, 
so schreiben wir limf(x) = A. Schärfererklären wir also: Wenn 

x-+c 
sich zu jeder positiven Zahl e ein !S (e) bestimmen läßt, so daß für 
alle dem Intervalle angehörigen und von c verschiedenen x-Werte, 
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für welche Ix-cI < b(e) ist, auch imrner I f(x) - A I < e 
bleibt, so schreiben wir lim f(x) = A. 

x-+c 
Den Zusatz "für alle dem Intervall angehörigen x-Werte" 

haben wir hier gemacht, weil ersichtlich nicht alle x-Werte, die 
um !5 (e) nach der einen oder der anderen Seite von c abstehen, 
dem Intervalle a < x < b anzugehören brauchen; es sollen 
immer nur die gemeint sein, für welche wir die Funktion als erklärt 
ansehen, die also dem vorgelegten Intervalle angehören. Dieser 
Fall wird namentlich dann zu berücksichtigen sein, wenn wir 
den Grenzwert der Funktion bei Annäherung an das Intervall­
ende oder den Intervallanfang untersuchen. 

Den Zusatz "und von c verschiedenen" haben wir gemacht, 
weil in genauer Übertragung des bei Annäherung an einen un­
endlichen x-Wert Gesagten ganz außer Betracht bleibt, ob und 
wie die Funktion f(x) für x = c erklärt ist. Es handelt sich um 
eine Eigenschaft der Funktion an den Nachbarstellen von x = c 
und nicht um eine Eigenschaft von f (x) für x = c selbst. Daher 
legten wir auch ein offenes Intervall zugrunde, in dem wir die 
Funktion als erklärt ansehen. Wir könnten statt dessen auch 
irgendeine Punktmenge zugrunde legen und das Verhalten der 
Funktion bei Annäherung an einen ihrer Häufungspunkte unter­
suchen. Indessen genügt uns der oben gegebene Wortlaut. 

Die allgemeinen Rechenregeln für Grenzübergänge gelten 
natürlich auch hier ohne Einschränkung. 

Beispiel: lim sinx = 1. Wir deuten auch hier wieder x im 
:r-+0 X 

B ß 1) D . sin (- x) sin x k" . ogenma . a Immer _ x = -x-' so onnen Wir uns 

auf positive x-Werte beschränken. Man entnimmt der um­
stehenden Fig. 12 ohne weiteres, daß die Sehne 2 sin x kürzer 

ist als der Bogen 2x. Das liefert also sin x < 1. Aus der Fig. 12 
X 

ersieht man weiter, daß 2 tg x > 2x. Also ist sin x > cos x. 
X 

Daher haben wir jetzt die doppelte Ungleichung cos x < sin x < 1. 
X 

Daraus entnimmt man 
sin x x x2 x• 

0 < 1 - -- < 1 - cos x = 2 sin2- < 2 - = · 
X 2 4 2 

Also ist 1 - sin x < ~. Daher ist für I x I < V2e = !5 (e) immer 
X X 

j sinxl . sinx 
. 1 - -- < e, d. h. lim -- = 1. 

X z-+x X 

1) Siehe die Fußnote aufS. 5. 
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Diese Betrachtungen haben uns bisher nur gelehrt, wie man 
erkennen kann, ob eine vorgelegte Zahl A Limes einer Funktion 
ist oder nicht. Dazu muß nun noch genau wie bei Zahlenfolgen 
oder unendlichen Reihen eine Untersuchung kommen, wie man 
erkennt, ob eine vorgelegte Funktion bei Annäherung an eine 

bestimmte Stelle einen Grenzwert 
hat oder nicht. Auch hier läßt sich 
alles, was wir bei unendlichen Zah­
lenfolgen sagten, übertragen. 

Wir übertragen zunächst unsere 
Resultate über stets wachsende 
Zahlenfolgen. Es sei eine Funktion 
f(x) im Intervall a < :1: < b erklärt, 
und sie möge oon :1: = c an bei An­
näherung an b stets wachsen. Sie 
soll dabei aber doch unter einer festen 

Grenze M bleiben. Dann existiert Iim f (x). Den Beweis können wir 
· z-+b 

auf die Betrachtung einer unendlichen Zahlenfolge zurückführen. 
Ich bestimme eine unendliche Folge von wachsenden Abszissen :I:t• 
x2, ••• , deren Grenzwert b ist. Ich kann dazu z. B. :~:" = b - _!_ n 
setzen. Die zugehörigen Funktionswerte seien y1, y2, • • • Dann 
ist dies eine stets wachsende Zahlenfolge, die unter M bleibt. Sie 
hat einen Grenzwert A. Dies A ist nun zugleich der Grenzwert 
der Funktion, wenn sich x, beliebige A bazissenwerte des Intervalles 
durchlaufend, also wachsend, dem Intervallende nähert. Denn 
daß lim y" = A ist, besagt doch, daß für n > N (e) immer 

n+ao 
I y"- AI < e bleibt. Hier ist nun aber Yn = f(zJ. Also ist 
I f(z,.)- AI < e. Betrachte ich nun aber einen beliebigen :~:­
Wert zwischen:~:,. und b, so liegt f(z) zwischen f(zJ und A. Denn 
zunächst ist jedenfalls f{z) ~ f(:x;.), da die Funktion immer 
wächst. Es ist aber auch f(z) nicht größer als A. Denn wenn 
sonst :~:". eine Zahl der Folge wäre ,größer als z, so müßte auch 
/(x",) > f(z) > A sein, was nicht zutrifft. Also habe ich nun 
I f(z) - A I < e, sobald I :1:- b I < I :x;.- b I = 6(e). Also ist 
limf(z} = A . 
... ..,.6 

Diesem Satz können wir noch einige ähnliche an die Seite 
stellen. Auch dann existiert ein Grenzwert, wenn bei Annäherung 
an das Intervallende oder den Intervallanfang die Funktion 
ständig abnimmt, aber nicht unter eine gewisse Grenze herunter­
sinkt. (Die negative Funktion ist nämlich dann eine stets 
wachsende.) Auch für die Annäherung an einen inneren Punkt r. 
des Intervalls können wir ähnliche Sätze aufstellen. Wir müssen 
uns aber dabei auf eine Annäherung durch stets wachsende oder 



Grenzwerte von Funktionen 57 
durch stets abnehmende Werte von x beschränken. Meint man 
die Annäherung von rechts, so schreibt man lim f (x) = A, meint 

:r-+c+O 
man die von links, so schreibt man lim f(x) = A.l) Daß hier für 

x-+c-0 
monotone (das ist der gemeinsame Name für stets wachsende und 
stets abnehmende) Funktionen dieselben Sätze gelten wie eben 
bei Annäherung an das Intervallende, !I 
erkennt man sofort, wenn man die Be-
trachtung auf ein Intervall beschränkt, 
dessen Anfang oder dessen Ende eben 
z = c ist. Alles Gesagte wird man auch 
für x -- oo bei passender Änderung des 
Wortlautes ohne weiteres übertragen 
können. 

Noch vor einem Irrtum sei gewarnt. 
Man kann nicht behaupten, daß eine 

Flg. 13. 

Funktion, die stets wächst, wenn x den Wert c aus dem Inter­
vallinneren passiert, für lim einen Grenzwert besitzt. Denn auch 
durch x-+c 

y =X für X;;::;; 0, 

ist eine monotone, hier gleichzeitig geometrisch dargestellte 
(Fig. 13) Funktion erklärt. Man sieht ohne weiteres, daß lim f (x) 

z-+~0 

= 0 und daß lim f(x) = + 1. Aber der Grenzwert lim (fx) 
z-++0 z-+0 

existiert nicht, in dem Sinne, daß l f(x)- Al< e, sobald 
I x I < <5 (e). Denn dann müßte es eine Zahl A geben, die sowohl 
von 0 wie von 1 beliebig wenig verschieden wäre. Diese Sätze 
gelten also nur für rechtsseitige und für linksseitige Annäherung, 
nicht für beliebige Grenzübergänge. 

Anders ist es mit dem allgemeinen Konvergenzprinzip, das sich 
auch übertragen läßt. Es lautet jetzt so: 

Der Grenzwert lim f(x) existiert ilann und nur dann, wenn zu 
z-+a 

jeder positiven Zahl 8 ein d (e) gehört, so daß für alle x1 + a und 
x2 +a aus dem Intervall Ix-aI< <5(8) immer lf(x1) -/(:z:01 
< 8 bleibt. 

Wir zeigen zunächst, daß die hier ausgesprochene Bedingung 
erfüllt ist, sobald ein Grenzwert existiert. Denn dann kann man 
um a ein Intervall abgrenzen, in dem alle Funktionswerte um 

weniger als ; vom Grenzwert verschieden sind. Dann sind irgend 

1) Eigentlich hätten wir vorhin 1im schreiben müssen. Da aber da­
.:+6-o 

mals andere x-Werte als die aus dem Intervalle nicht in Betracht 
kamen, pflegt man dort so zu schreiben, wie es geschah. 



58 IV. Stetige Funktionen 

zwei derse~ben um weniger alsevoneinander verschieden. ·wenn 
aber umgekehrt· die Bedingung erfüllt ist, so folgt daraus auch 
die Existenz des Grenzwertes. Denn dann gibt es um a ein Inter­
vall, in dem alle Funktionswerte um weniger als iff voneinander 
abweichen. Dann gibt es um a ein Teilintervall des eben kon-

struierten, in dem alle Funktionswerte um weniger als 1~8 von­

einander abweichen usw. Um nun die Existenz des Grenzwertes 
einzusehen, betrachten wir die Intervalle der y-Achse, in welche 
für die eben konstruierten Intervalle die Funktionswerte fallen. 
Das erste hat die Länge -fo. Das zweite ist natürlich ein Teil­
intervall von diesem - denn es kommen ja nur Abszissen in Be­
tracht, die auch beim ersten Schritt schon verwendet wurden -

und hat die Länge 1~. So haben wir auf der Ordinatenachse 

eine Schachtelung. Derinnerste Wert ist der Grenzwert. Denn 
für ein gewisses der konstruierten x-Intervalle sind alle Funk-

tionswerte von ihm um weniger als 1~71 verschieden. 

Der folgende Satz enthält ein Kriterium, das es oft in bequemer 
Weise erlaubt, zu erkennen, daß lim f(x) nicht existiert: lim f(x) 

x~a z~a 

= A existiert dann und nur dann, wenn für jede gegen A strebende 
Zahlenfolge x1, x2, x3, ••• , - für die also lim X71 = a ist -

,. ...... 
lim f (x,.) = A ist. Ein Grenzwert müßte also für alle diese 
,. ...... 
Zahlenfolgen existieren; er muß aber auch für alle diese Folgen 
derselbe sein. Daß diese Bedingung erfüllt ist, wenn lim f ( x) = A 

z-+u 
ist, leuchtet ohne weiteres ein. Aber auch die Umkehrung gilt, 
wie der Leser selbst beweisen möge. 

§ 2. Stetige Funktionen. Populär gesprochen versteht man unter 
einer stetigen Funktion eine solche Funktion, deren Kurven­
bild glatt verläuft, wie etwa bei der Parabel oder bei der Ge­
raden, das also keine Sprünge macht, wie in dem auf 8.57 betrach­
teten Beispiel, und das auch nicht ins Unendliche läuft, wie etwa 

die gleichseitige Hyperbel y = ...!._bei x = 0. Es handelt sich nun 
X 

darum, diese populäre, etwas unbestimmte Vorstellung begrifflich 
zu fassen: Wir definieren so: Eine Funktion y = f (x) sei im ab­
geschlossenen Intervall a ~ x ~ b überall eindeutig erklärt. Die 
Funktion heißt dann an einer Stelle c des Intervalles stetig, wenn 
lim f(x) = f(c) ist, d. h. also, wenn dieser Grenzwert erstens 
o:+c 
existiert und wenn zweitens dieser Grenzwert mit dem Wert über­
einstimmt, den die Funktion ihrer Definition nach an dieser Stelle 
hat, wenn also zu jedem e ein !5(e) gehört, so daß lf(x) -/(c) I <e, 
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sobald \ x- c \ < ö(s). Um also die Stetigkeitsdefinition zu 
erhalten, haben wir nur aus dem aufS. 54/55 gegebenen Wortlaut 
der Limesdefinition die Worte "und von c verschieden" wegzu­
lassen, und statt des dort offenen, wie es hierin schon liegt, ein 
abgeschlossenes Intervall zugrunde zu legen. 

Beispiele: 1. Summe, Differenz, Produkt und Quotient ste­
tiger Funktionen sind wieder stetige Funktionen an jeder Stelle, 
wo der Nenner nicht verschwindet. Also sind alle rationalen 
Funktionen stetige Funktionen. Denn zunächst gilt doch lim x = c. 

x-+c 
Also ist y = x an jeder endlichen Stelle stetig. Daraus folgt, daß 
für jedes ganze positiven : y = xn eine stetige Funktion ist, denn 
es gilt doch wegen unserer Bemerkung über das Produkt stetiger 
Funktionen !im xn = cn. Ebenso ist y = axn stetig; denn es 

x-+c 
gilt lim axn = acn. Da die Summe stetiger Funktionen stetig 

x-+c 
ist, so ist hiernach jede ganze rationale Funktion überall stetig. 
Da ferner jede gebrochene rationale Funktion der Quotient 
zweier ganzer Funktionen ist, so sind auch diese überall stetig, 
wo der Nenner nicht verschwindet. 

2. Die trigonometrischen Funktionen sind stetige FunktionelL 
Wir bemerken zunächst, daß lim sin x = 0 und daß !im cos x = 1. 

r-+0 x-+0 

Das folgt aus den Betrachtungen, die wir schon auf S 55 an­
gestellt haben. Denn dort fanden wir \ sin x \ < \ x \ und 

2 

Jl -- cos x \ < ~- Daraus ergibt sich alles. Nun ist weiter 

!im sin x = lim sin (c + y) =!im (sin c cos y + cos c sin y) = sinc. 
x-+c y-+0 y-+0 

Also ist sin x stetig. Ebenso führt man den Nachweis für cos x. 
Daraus folgt die Stetigkeit von tg x. 

Die stetigen Funktionen lernt man erst richtig schätzen, wenn 
man sich ein wenig mit den unstetigen abgegeben und gesehen 
hat, welch merkwürdige Vorkommnisse sich da darbieten können. 
Wir wollen daher jetzt ein paar Beispiele unstetiger Funktionen 
vornehmen und damit diesen Paragraphen schließen. Ein Bei­
spiellernten wir schon auf S. 57 kennen. Dort besaß die Funktion 
keinen Grenzwert und konnte darum nicht stetig sein. Auch die 

Funktion y = sin _!_ besitzt für x = 0 keinen Grenzwert. Denn 
X 

gerade wie sin x bei Annäherung von x an oo, schwankt sie bei 
Annäherung an x = 0 immer zwischen - 1 und + 1 hin und 
her. Die Wellenhöhe bleibt immer dieselbe. Aber die Wellen-

längen werden bei sin _!_immer kürzer. Denn die Kull~tellen 
X 
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liegen bei_!_ = 2k ~ · die Stellen, wo sin _!_ = 1, finden sich bei 
X Z' X 

_!_ = (4k + 1)~2-; und sin_!_ wird -1 bei_!_= (4k + S) ~ · 
X X X ..., 

Im Gegensatze hierzu ist die folgende Funktion wieder bei x = 0 

stetig. Es sei y = 0 für x = 0 und y = x sin _!_für alle anderen x. 
X 

Dann ist I x sin _l.l ~ I x I· Also ist lim x sin _!_ = 0. Und daher 
X x-+0 X 

ist die Funktion bei x = 0 stetig. Das gleiche gilt auch von 

x2 sin _!_ usw. Eine Funktion kann auch dann unstetig werden, 
X 

wenn sie einen Grenzwert besitzt. Definieren wir z. B. y = 0 für 
x =1= 0 aber y = 1 für x = 0. Dann ist diese Funktion bei x = 0 
unstetig, denn der Grenzwert 0 stimmt nicht mit dem Funktions­
wert 1 überein. Unstetig ist auch die Funktion, die wir dadurch 
erklären, daß sie 0 sein soll für alle rationalen x und daß sie eins 
sein soll für alle irrationalen x-Werte. 

§ 3. Allgemeine Sätze über stetige Funktionen. 1) Satz 1: 
Falls f(x) für a ~ x ~ b stetig und endlich ist und falls sgn f(a) 
= - sgn f(b) (sgn lies signum = Vorzeichen), so verschwindet 
f(x) an mindestens einer Stelle im lnnern des Intervalles. 

Wir stellen zunächst den anschaulichen Sinn des Satzes fest: 
Eine stetig verlaufende Kurve sei z. B. am Anfang des Intervalles 
unter der x-Achse, am Ende des Intervalles über der x-Achse. 
Dann muß sie dazwischen die x-Achse passieren, und zwar im 
ganzen eine ungerade Zahl von Malen. Die Funktion muß dabei 
im Intervall stetig sein, denn sonst könnte ihr Kurvenbild einen 
Sprung über die x-Achse hinweg machen. Mit diesem anschau­
lichen Beweis dürfen wir uns aber nicht begnügen. Denn wir 
haben unsere anschauliche Vorstellung von einer stetigen Funk­
tion durch einen exakten Begriff ersetzt. Und wir müssen nun 
erkennen, daß diesem Begriff die eben anschaulich festgestellte 
Eigenschaft auch noch zukommt. Das wird unseren Glauben an 
die Zweckmäßigkeit unserer Definition stärken. Der Beweis 
gelingt durch das Prinzip der Intervallschachtelung, durch das 
wir eine Nullstelle direkt aufsuchen. Ich teile das Intervall in 
zwei gleiche Teile. Wenn im Teilpunkt die Funktion verschwin­
det, so ist die Behauptung bewiesen. Wenn die Funktion dort 
nicht verschwindet, so muß an Anfang und Ende der einen Inter­
vallhälfte die Funktion verschiedenes Vorzeichen haben. Dies 
Intervall teile ich wieder in zwei gleiche Teile und mache den­
selben Schluß. So fortfahrend finde ich entweder einmal einen 

1) Wem die Erörterungen dieses Paragraphen noch zu schwer sind, 
mag gleich beim nächsten Kapitel weiterfahren und erst nach Bedarf 
hierher zurückgreifen. 
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Teilpunkt, der zugleich Nullstelle ist, oder aber ich erhalte eine 
Intervallschachtelurig (Fig. 14), derart, daß in den Intervall­
anfängen alle Funktionswerte ein und dasselbe Vorzeichen haben, 
und daß auch in den Intervallenden das Vorzeichen dasselbe 
ist, aber das entgegenge­
setzte von dem in den An­
fängen.1) Daher muß der 
Wert im innersten Punkt 
der SchachteJung sowohl 

Fig. 14. 

von positiven wie von negativen Werten beliebig wenig ver­
schieden sein. Er kann daher nur Null sein. 

Satz 2: Sei f(a) = A und f(b) = B; dann nimmt die Funktion 
zwischen a und b jeden zwischen A und B gelegenen Wert mindestens 
einmal an. Denn sei m ein solcher Wert, so verschwindet nach 
Satz 1 die Funktion f(x) = m mindestens einmal im Intervall, 
da A - m und B - m verschiedenes Vorzeichen haben. 

S a t z 3 : Eine in einem abgeschlossenen endlichen 1 ntervall 
stetige (daher auch endliche) Funktion ist im Intervall nach oben 
und nach unten beschränkt, d. h. sie liegt im ganzen Intervalle 
unter einer bestimmten endlichen Schranke, und sie liegt im 
ganzen Intervall über einer bestimmten unteren Schranke. Für 
die Gültigkeit dieses Satzes ist es wesentlich, daß das Intervall 
abgeschlossen ist, daß also auch an Anfang und Ende die Funk-

tion noch endlich und stetig ist. Denn z. B. ist y = _!_ für 
X 

0 < x :;::;; 1 endlich und stetig, aber im Intervall nicht beschränkt, 
weil sie bei x = 0 unendlich wird, das heißt bei Annäherung an 
x = 0 über alle Grenzen wächst. Ich beweise nun die Beschränkt­
heit nach oben. Wenn der Satz nicht richtig wäre, so müßte es 
eine Folge von Funktionswerten y1 , y2 , ••• geben, die über alle 
Grenzen wüchsen. Die zu den y1, y2, • • • gehörigen Abszissen 
seien der Reihe nach x1, x2, • • • Diese Zahlen besitzen im Intervall 
oder an einem seiner Enden einen Häufungspunkt.2) Sei e ein 
solcher, dann gibt es beliebig nahe bei e Stellen, wo f(x) oberhalb 
irgendeiner vorgegebenen Grenze bleibt. Andererseits aber ist 
f(x) bei e stetig und endlich. Es sei/(~)= E. Dann kann man 
wegen der Stetigkeit um X= e ein Intervall abgrenzen, in dem 
die Funktion unter E + 1 bleibt. Andererseits aber müßte es 
nach unseren Feststellungen auch in diesem Intervalle Stellen 
geben, wo f(x) größer als E + 1 wird. Das geht nicht. Also ist 
die Funktion nach oben beschränkt. 

1) Wir beschreiben -damit ein häufig zur numerischen Berechnung 
der Gleichungswurzeln verwandtes Verfahren. 

2) Siehe S. 21. 



ß2 IV. Stetige Funktionen 

Unter allen Zahlen, die von keinem Funktionswert einer solchen 
Htetigen beschränkten Funktion übertroffen werden, gibt es 
eine kleinste. Sie heißt die obere Grenze der Funktion im Intervall. 

Am bequemsten ist es, sie, wie S. 33 in ähnlichem Fall gesche­
hen, durch den Dadakindschen Schnitt zu bestimmen. Dort han­
delte es sich um beschränkte Zahlenfolgen. Ein Leser aber, der 
den dort gegebenen Beweis sich wieder ansieht, wird gleich 
merken, daß er für den jetzigen Fall unverändert Anwendung 
finden kann. 

Ganz ebenso zeigt man, daß die Funktion nach y,nten beschränkt 
ist und eine untere Grenze besitzt. 

Satz 4: Eine in einem abgeschlossenenIntervallstetige Funktion 
besitzt ein Maximum und ein Minimum, d. h. eine Stelle, wo sie 

ihrer oberen Grenze gleich wird (Maxi­
mum), und eine Stelle, wo sie ihrer un­
teren Grenze gleich wird (Minimum). 

Ich bestimme eine unendliche Folge von 
Ordinaten, y1, y2, ••• , die sich unbegrenzt 

Flg. 15. der oberen Grenze nähern. x1, x2, ••• 

seien die zugehörigen Abszissen. Diese be­
sitzen einen Häufungspunkt ~- Dann ist lW der oberen Grenze 
gleich. Denn wegen der Stetigkeit ist/(~)= limf(xn) = lim Yn· 
Ebenso beweistmandieExi- n~"" n~"" 

stenz des Minimums. 
AI 

M 

m 111 
Fig.l6 Flg.l7. 

In den Fig.15, 16, 17 sind verschiedene Fälle veranschaulicht. 
Dort sind Maxima mit M, Minima mit m bezeichnet. 

§ 4. Mittelbare und inverse Funktionen. I. y = f(u) sei eine 
~tetige Funktion von u; zugleich sei aber u = tp(x) eine stetige 
Funktion von x. Dann ist die mittelbare Funktion y = f (cp(xl) 
auch eine stetige Funktion von x. Denn es ist I f(u)- f(a) I < e, 
~obald I u- a I < <5(e). Nun sei a = tp (c). Dann ist I tp (x) 
- tp (c) I < ~(e), sobald I x - c I < 1J { ~(e)}, bei passender 
Wahl der Funktion 1J 1~). Also ist lf(tp(x·') -f(tp(c,) I <e, 
sobald I x - c I < 1J· Also ist f (tp (x)) stetig. 

II. y = f (x) sei im Intervall a ;;;; x ~ b stetig und monoton 
z. B. ständig wachsend, und es sei f(a) = A, f(b) = B; dann 
nimmt, wie wir im vorigen Paragraphen auf S. 61 sahen, f(x) 
jeden Wert zwischen A und B im Intervall an. Hier können wir 
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wegen der Monotonität noch hinzufügen, daß die Funktion jeden 
Zwischenwert nur einmal annimmt, wenn sie nicht stückweise 
konstant ist. Diesen Fall wollen wir ausschließen. Es soll also 
für x2 > X 1 immer auch f(x2) > f(x1), me f(x2) = f(x1) sein. 
Dann gehört zu jeder Ordinate y nur 
eine Abszisse x zwischen a und b, wo !I 

diese Ordinate statthat. So wird die A+• 

Abszisse x eine im ganzen Intervall A At----.r 
bis B eindeutig definierte x = rp (y). Das A-t 

ist die Umkehrungsfunktion oder die in-
verse Funktion von y =I (x). Wir wollen 
zeigen, daß diese überall zwischen A und 
B eindeutig definierte Funktion wieder 
stetig ist. Am bequemsten liest man dies 

Fig. 18. 

aus der Fig. 18 ab, in der wir die beiden Funktionen y =I (x) und 
x = rp (y) veranschaulicht haben, nämlich die eine oder die andere, 
je nachdem man x oder y als die unabhängige Variable ansieht. 

y = I ( x) ist nach Voraussetzung eine stetige Funktion von x. 
D. h. zu jedem e kann man ein b (e) so bestimmen, daß für alle 
Ix-aI< b(e) immer I f(x)- l(a) I< c;. Setzen wir A = l(a) 
und markieren auf der Ordinatenachse y = A sowie y = A - e 
und y = A + s. Dann können wir, wie in der Figur geschehen, 
sofort das Intervall auf der x-Achse bestimmen, in welchem die 
Funktion die Werte zwischen A - e und A + e annimmt. Für 
alle x aus dem Intervall a- 81 (e) < x < a + 82 (s) ist immer 
I f (x) - A I < e. [Das 8 (e) in der obigen Formulierung der 
Stetigkeit ist einfach die kleinere der beiden Zahlen 81 und <5 2 , 

also hier einfach 81.] Diese Konstruktion läßt sich für jedes hin­
reichend kleine positive e ausführen. Nun zur inversen Funktion. 
~Ian liest aus der Figur ohne weiteres ab, daß immer dann, wenn die 
Ordinate y dem Intervall A - e < y < A + s angehört, not­
wendig auch die Abszisse x dem Intervall a- 81 < x < a + 82 

angehören muß. Anders ausgedrückt besagt dies, daß immer 
\ rp (y) - a I < <5 2 (s) ist, sobald nur I y - A I < B. Diese Aus­
sage enthält die Stetigkeit der inversen Funktion, sobald man 
nur noch beachtet, daß man das c;, von dem wir ausgingen, so 
einrichten kann, daß 82 (s) unter einer gegebenen Grenze liegt. 

Beispiel: Der eben bewiesene Satz lehrt uns an jeder Stelle, 
wo sin y wächst oder fällt, die Stetigkeit von arcsin x. In der 
Umgebung der Stellen, die der Sinus nicht wachsend oder fallend 
passiert (das sind die Maxima und Minima der Funktion) ist der 
arcussinus nicht eindeutig. Anschaulich macht sich das der Leser 
am besten an Fig. 4 S. 10 klar. Sie stellt ja sowohl y = sin x 
wie x = arcsin y dar. Ebenso erschließt man die Stetigkeit von 
arcuscosinus und arcustangens. Ebenso erkennt man, daß 'Vr 
eine stetige Funktion von x ist. 
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V. Differentialrechnung. 
§ 1. Definition des Di:tlerentialquotienten. Dia Veranlassung 

zur Bildung des mathematischen Begriffes das Differential· 
quotienten bietet die geometrische Vorstellung der Richtung, in 
der eine gezeichnete Kurve einen ihrer Punkte passiert, oder auch 
die mechanische Vorstellung der Geschwindigkeit, die einem be· 
wegliehen Körper in einem gegebenen Moment zukommt. Wenn 
man annimmt, daß die Fortbewegung immer gleich rasch erfolgt, 
so versteht jedermann unter der Geschwindigkeit der Bewegung 
den Quotienten des zurückgelegten Weges durch die dazu ver· 
brauchte Zeit. (Sie ist also der in der Zeiteinheit zurückgelegte 
Weg.) Wenn aber dia.Bewegung nicht immer gleich rasch oder 
gleich langsam vor sich geht, so kann ich natürlich auch diesen 
Quotienten bilden, aber er wird dann nur noch die Bedeutung 
einer durchschnittlichen Geschwindigkeit haben. Wenn ich mich 
aber immer so bewege, daß ich die gefundene Durchschnitts· 
geschwindigkeit einhalte, dann komme ich ebenso rasch ans Ziel, 
wie wenn ich genau die Art der Bewegung einhalte, von der wir 
ausgingen. Aber in den Zwischenzeiten werde ich mich bei beiden 
Arten der Bewegung nicht immer am gleichen Ort befinden, son· 
dern ich werde bald einen Vorsprung haben, bald werde ich zurück· 
bleiben. Wenn ich für eine andere Zeitspanne den Quotienten 
Weg durch Zeit bilde, so werde ich bei der gleichförmigen Be­
wegung immer densalben Wert erhalten. Denn dabei komme ich 
in jeder Zeiteinheit des Bewegungsverlaufes immer um gleich 
viel voran. Wenn ich aber für die ungleichförm:ge Bewegung 
während verschiedener Zeitspannen die durchschnittliche Ge­
schwindigkeit bestimme, so werde ich jedesmal einen anderen 
Wert bekommen, weil ich mich bald rascher und bald langsamer 
bewege. Trotz allem habe ich die Vorstellung, daß ich in jedem 
Augenblick eine bestimmte Geschwindigkeit einhalte. Es fragt 
sich, welche der verschiedenen Durchschnittsgeschwindigkeiten 
ich als die wirkliche, in einem Zeitmoment zutreffende, ansehen 
soll. Wenn ich aber nun eine gewisse Zeitlang eine gefundene 
Durchschnittsgeschwindigkeit einhalte, so beschreibe ich jedoch 
eine andere Bewegung als die, von der ich die Durchschnitts­
geschwindigkeit entnahm. Also kann ich keine der Durchschnitts­
geschwindigkeiten brauchen, solange ich sie während einer ge· 
wissen Zeitspanne wirken lassen will. Da kommt uns nun die Vor­
stellung zu Hilfe, daß die wirkliche Geschwindigkeit von der 
durchschnittlichen um so weniger abweichen wird, für je kleinere 
Zeiträume wir den Durchschnitt bilden. So kommen wir überein, 
unter der Geschwindigkeit in einem Zeitnwment t den.Grtr~&Zwert der 
Durchschnittsgeschwindigkeit für verschwindende Zeitlängen zu ver­
stehen. Sei also der zurückgelegte Weg s(t). Zwischen dem 
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Zeitpunkt t und dem Zeitpunkt t + !::l.t ist somit der Weg 
s (t + ~t) - s (t) zurückgelegt. Dann ist der Differenzenquotient 

~ = 8 (t_+ ~~;- s(t) die durchschnittliche Geschwindigkeit. 

Unter der Geschwindigkeit zur Zeit t verstehen wir den Grenzwert 
ds l" s(t + t.t) -s(t) w· l . d d ({t = 1m -~t;-t --. Ir esen dies ds nach t un nennen 

at~O 

dies den (ersten) Differentialquotienten oder die (erste) Ableitung 
der Funktion s (t) nach t. Sie ist selbst wieder eine Funktion von 
t und wird als solche auch mit s' (t) bezeichnet. 

Zu ganz ähnlichen Überlegungen führt die Betrachtung der 
Richtung einer Kurve y = f(x). Eine Sehne, die zwei Kurven-
punkte verbindet, gibt nir- 11 

gends die genaue Richtung 
der Kurve an, sondern nur 
eine gewisse durchschnitt­
liche Richtung. Je näher 
wir aber die beiden durch 
die Sehne verbundenen 
Punkte aneinander legen, 
um so genauer fällt die 
Sehne mit der Kurve zu- :c 

sammen, und um so genauer Fig. 10· 

wird sie im Punkt P die Richtung der Kurve angeben. Ich habe 
versucht, das in der Fig. 19 zu veranschaulichen. So kommen 
wir auch hier dazu, unter der Richtung der Kurve in einem 
ihrer Punkte (x, y) den Grenzwert 

~y = lim fJ:I:± t.x)-f(~) 
dx ~x-+O l:>x 

zu verstehen. \Yir bezeichnen ihn auch mit f' (x). Der Leser sieht 
Dhne weiteres, wie die Sehne beim Zusammenrücken ihrer beiden 
Schnittpunkte mit der Kurve in die Tangente der Kurve über­
geht oder vielmehr in die Gerade, die wir in unserer Anschauung 
Tangente der Kurve nennen werden. Die Tangente ist erreicht, 
sowie die beiden Schnittpunkte zusammenfallen. Wir definieren 
also und geben damit unserer Vorstellung einen bestimmten be­
grifflichen Inhalt: Unter der Tangente an einer Kurve y = f(x) 
im Punkte (x, y) verstehen wir eine Gerade, die durch diesen Punkt 
geht und dabei mit der positiven x-Achse einen Winkel bildet, dessen 

tangens gleich ~~ ist. Ist der Kurvenpunkt (~, rJ) (17 = f (~ ), so 

lautet die Gleichung der Tangente y -rJ = f'(~) (x- ~). 
Unsere Betrachtung läßt erkennen, daß die Richtung der Tan­
gente Grenzwert der Richtungen der verschiedenen den Berüh­
rungspunkt passierenden Sehnen ist. 

Teubners techn. Leitf. t: B ie b erb a c h, Differentialrechnung. 3. Auft. 5 
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Der Leser erkennt auch, daß wir im Grunde oben bei den Ge­
schwindigkeiten und jetzt bei den Richtungen die gleichen Über­
legungen angestellt haben. Die Übereinstimmung wird noch deut­
licher, sowie wir die Funktions= s(t), die die Bewegung angab, 
graphisch darstellen. Dann wird der Richtungstangens einer 
Sehne eine durchschnittliche Geschwindigkeit. Die Sehne selbst 
kennzeichnet den Zusammenhang zwischen Weg und Zeit bei 
einer Bewegung, die diese (konstante) Geschwindigkeit immer 
einhält, und zeigt, wie beidevoneinander abweichen. Je kürzer 
das ZeitinMrvall ist, für das wir die Durchschnittsgeschwindig­
keit bilden, um so näher liegen die Schnittpunkte der Sehne bei­
einander. Um so besser approximiert die gleichförmige "Durch­
schnittsbewegung" die wirklich stattfindende. Die Geschwindig­
keit im Zeitmoment selbst ist der Richtungstangens der Kurven­
tangente, die für ein sehr kleines Intervall die wirkliche Bewegung 
sehr gut darstellt. Wie gut die Approximation einer Kurve durch 
ihre Tangente ist, wird uns im nächsten Kapitel eingehend be­
schäftigen. Festzustellen, wie man aus den verschiedenen Augen­
blicksgeschwindigkeiten, deren jede nur eine verschwindende 
Zeitspanne lang vorhanden ist, rückwärts doch wieder die tat­
sächliche Bewegung aufbauen kann, wird eine der Aufgaben der 
Integralrechnung sein. 

Bei den Anwendungen wird es ebensowenig wie beim Rechnen 
mit Irrationalzahlen nötig sein, den Grenzübergang völlig aus­
zuführen. Man wird da immer ohne rnerklichen Unterschied eine 
Kurve durch ein Sehnenpolygon von genügend vielen Seiten er­
setzen. Wie weit man da gehen muß, richtet sich nach der jeweils 
angestrebten Genauigkeit. Die reine Mathematik zieht es indessen 
vor, mit absolut genauen Größen zu rechnen, weil man dann die 
Mühe spart, jedesmal die Genauigkeit eines Resultates besonders 
anzugeben. Daneben tritt dann die für die Praxis wichtige Auf­
gabe auf, festzustellen, wie genau die beim Grenzübergang durch­
laufenen Zahlen den wirklichen Wert approximieren und statt 
desselben verwendungl!fähig sind. Das ist eine Aufgabe, welche 
uns ähnlich auch bei den unendlichen Reihen vorgelegen hat. 
Beides soll, wie dort, getrennt behandelt werden. 

Bemerkungen: 1. Im Differentialquotienten liegt wieder 

ein Beispiel für den Grenzwert eines Quotienten f(z + ~ ~- f(z) 

vor, den man nicht nach der Quotientenregel bilden kann, weil 
man sonst nur das nach wie vor unbestimmte Resultat -!!- ge­
winnen würde. 2. Eine Funktion, die an einer Stelle einen Diffe­
rentialquotienten besitzt, nennen wir an dieser Stelle differenzier­
bar. Die Existenz eines Differentialquotienten ist keine Folge der 
Stetigkeit einer Funktion, sondern eine selbständige Eigenschaft 
neben dieser. Einige Beispiele sollen dies klarlegen. Die Funktion 
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y = X für 0 ~ X~ 1/2, y = 1 -X für 1/2 =:;:;: X~ 1, die in Fig. 5 
S. 11 dargestellt ist, ist stetig, und doch wird der oberste Punkt 
von der Kurve nicht in ein und derselben bestimmten Richtung 
durchlaufen, sondern es findet dort ein sprungweiser Richtungs­
wechsel statt. Wird doch die Kurve in der ersten Hälfte immer 
in der Richtung der ersten Geraden durchlaufen. Vom obersten 
Punkt an müssen wir uns jedoch in Richtung der zweiten Geraden 
fortbewegen. Auch die Rechnung ergibt, daß der Grenzwert 

I. 1- (1/2 + t:. x) - 1/2 1 . . b . d G Im t:. = - eXIstiert, e enso Wie er renz-
,...,~+0 z 

wert lim (1/2 + ~xL- 112 = + 1; aber beide sind voneinanderver-
t.x-+-0 ..,u; 

schieden. Der Leser sieht, wie hier zwar von einem vorderen und 
einem hinteren Differentialquotienten gesprochen werden kann, 
aber nicht von einer Richtung der Kurve schlechthin, weil bei der 

Definition des Differentialquotienten lim f(z+ ~z)- f (x) an-
""'-+O Z 

genommen ist, daß ß(a:) positive und negative Werte durch­
läuft. Ein weiteres Beispiel wird durch die Funktion 

[ y = x sin : (x + 0), y = 0 für x = 0 J 
geliefert, die bei x = 0 stetig ist. Denn für I x I < e ist auch 

j x sin ! j < e. Aber sie ist bei x = 0 nicht differenzierbar. Denn 

der Differenzenquotient f(x+ h~ -f(z) wird hier für x = 0 zu 

hsin-1-
-~ = sin -} . Aber wir wissen schon von S. 59, daß lim sin ~ 
nicht existiert. Betrachten wir aber 

[ y = x1 sin ~ für x + 0, und y = 0 für x = 0 J , 
so haben wir, wie man leicht sieht, wieder eine differenzierbare 

h1 sin _!_- 0 
Funktion. Denn es ist f' (0) = lim : = 0. 

11-+0 
Diesen Bemerkungen gegenüber besitzt der folgende Satz eine 

besondere Bedeutung. Wenn f(x) in einem x = x0 enthaltenden 
Intervall eindeutig definiert ist und wenn f(z} an der Stelle z = x0 

differenzierbar ist, so ist /(z) an der Stelle x = x0 auch stetig. 
Denn sei lim f(zo+h) -f(zo) = m, so ist für alle I h I unter einer 

11-+0 h 
gewissen Grenze I f(Xo + h) -/(x0) I< (Im l+l)lhl. Daher ist 
limf(x0 +h) =f(xo), alsp f(x) bei x=x0 stetig. 
11~0 

5* 
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Beispiele: 
1 +b , 1. a(x+h)+b-(ax+b) . y = ax , y = 1m h -=a. 

h->-0 

2. y =x2, Parabel,y' =lim (x + h~•-x• =lim 2:.c + limh = 2x. 
h->-0 ,, .... o h->-0 

s. y=+Vr2-=x2 (Kreis?) y'=lim V'r•-ca:-t-h"}l--,..r,:z=ä:a 
h->-0 h 

. --2hx-h• =hm __ _ 
" .... oh(Vr•-(a:+h)2 +Jir•-x•) 

= lim - __ - 2 x _ lim- -=-=-:-=-~'!-__ ----'--=--=-
,._,.o yr•-(x+hF+ Jlr•-x• ,, .... oyr•-(x+h)•+ Vr•- x• 

-X X = ----- = ---. 
-,Ir•- x2 Y 

§ 2. Differentiationsregeln. Wir gehen nun zur systematischen 
Betrachtung der verschiedenen elementaren Funktionen und zur 
Bestimmung ihrer Differentialquotienten über.2) 

1. Die Ableitung (=Differentialquotient) der Konstanten ist 
Null. Sei nämlich y = c, so ist y(x) + t.(x)- y(x) = c- 0 - 0 

t.x l!J.x - ' 

also auch lim ~ Y = y' = 0. 
~~. ...... o ... x 

2. Die Potenz y = :.c" (n positiv und ganz) liefert y' = nxn-1. 
(x+Llx)"-xn • . · Ll a: namhch 1st von der Form 

an-bn _____ = a n-1 + a"-2b + an-3b2 + ... + bn-1. 
a-b 

Also wird 
( X + Ll a:)" - xn -------- = (:.c + Ax)n-1 + (:.c + A:.c)n-2:,c 

Lla: + (:.c + Ax)"-3:.cll + ... + x"-1. 

Daher finden wir lim (a: + Llx)"- a:n = n. :,c"-1. 
M:->-0 l!J.x 

8. y = sin :.c liefert y' = cos x. Denn es wird 

sin (x + h)- sin a; • cos h -1 + sin h 
h - - - = sm x h cos :.c --h . 

N . t b ,, cos h - 1 l h ( h s ) Al l' COB h -- 1 un IS a er --h-- 1 < <> nac .55. so 1m--h-- =0. 
I .... A-+0 

. sinh 
Ferner nach S. 55 hm T = 1. Also y' = cos :.c. 

h->-0 

1) Wir halten immer das positive Vorzeichen der Wurzel fest, be­
trachten also den oberhalb der x-Achse gelegenen Halbkreis. 

2) Alle in der Folge vorkommenden Funktionszeichen bedeuten 
differenzierbare Funktionen. 
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4. y = cos x liefert y' = -- sin x. Denn es wird 

cos(x+h)-cosx cosh-1 . sinh ____ h ____ - = COS X -- h ---- -Sill X h- • 

Allgemeine Regeln: 5. Der Differentialquotient einer 
Summe ist gleich der Summe der Differentialquotienten der 
Summanden. Denn es wird 

lim f(x±~)_:f:_cp_(;~;_j-11)~ (f'x'+CF_<x>) = I im~~~+ h)- f~) 
h--..o h h-+O h 

wofern die beiden Grenzwerte rechts existieren. Die Ausdehnung 
auf beliebig viele Summanden in endlicher Zahlleuchtet ein. 

6. Wenn y = f(x) ·qJ(x), und wenn beide Funktionen diffe­
renzierbar (und stetig) sind, so ist auch das Produkt differenzier­
bar, und es wird y' = f (x) q/ (x) + f' (x) cp (x). Denn es ist 

f (x + D. x)cp (x + D. x)- f(x)cp (x) 
-----~-------

f_(x + D._~cp(x±~:rl:::-f(~!J!(x+ ~~-±f(:);)q7_(a;_+ D._x)-=--- tCa;)lp(x_). 

Also wird 

dy = lim q;(x +D-x/(.1:± D.x) -fCa;l + limf(x)cp(x + D.x) -gJ(x_l 
dx ,.,x_-,.o D.x t.x__-,.o ll.x 

= cp(x)f'(x) + f(x)qJ'(x). 

Beispiel: y = x sin x, y' = sin x + x cos x. 

7. Wenn wieder f (x) und cp (x) differenzierbare Funktionen sind, 

so ist der Quotient y =~~~)überall da differenzierbar, wo der 

Nennernicht verschwindet, undmanhat y'= cp(x)f' (x) -[(3_p_'_(3__ 
Denn es ist [!J!(x)]2 

f(x+ll.x) f(x) 
~_(x +~:!:) -q!(c) f(x + ll. x) !J!(x)- f(x)q;(x + t::. x) 

D.z = ---D.-xq;(x)q;(x+ D.x) --

= 'E1a1(f<x+ D.x)=fl~~ +f(x)(q;<x)__--:::_q;<x+ ßx,). 
D.xq;(x)tp (x + 6 x) t::.xq:>(x)q;(x + D. x) 

Anwendungen: 8. y = x-n =' l_ gibt 
X~ 

' ( ) -n-1 l y = - n x = - n _x.o·,:.-1 • 

Die Regel für die Differentiation der Potenz gilt also auch für 
negative ganze Exponenten. 
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( sin x) 9. y= tgx =­cosx gibt ' 1 1 2 y = ---- = + tg x. 
cos• x 

(Siehe Regel 7 .) 

10. Y = ctg X(= C?SX) gibt y' =- + =- (1 + ctg2x). 
smx sm x 

(Siehe Regel 7). 

11. Die mittelbare Funktion y = f (u(x)) liefert y' = _dd[ • ddu • 
'!1. X 

Denn es wird 

f(u(x + l::..xJ)- f(u(x)) f(u + t::..u) -f(u) 
t::..x = ---~- -- • 

Wegen lim ti'!t_+ ll u) -f_('!J,2 = f'( 1l) 
<~.u-+0 llu 

hat man aber f_('!l+t::..u)-f(u) = f'(u) + e(ßu) 
t::..u 

oder f(u + 611) -f(u) = f'(u)ßu + e(ßu)ßu, 

wo lim e (ßu) = 0 ist. Daher wird 
<~>u-+D 

f_(u_-j-t::..u) -f(tj_ = f' (u)llu + e(ßu) t::..u. 
t::..x t::..x t::..x 

Da aber für L1 x-+ 0 auch L1 u -+ 0 gilt, so hat man weiter 

y' = lim fl'll_ -:-~u)_ -=1 (u) = f'(u) d~ = dj_ • d'IJ,. 
<~>x+O l:!.x dx du dx 

Das Resultat ist also so zu verstehen, daß man erst die Funktion 
f(u) nach u differenziert; in der so gefundenen Funktion hat man 
wieder u = u(x) einzutragen. Dies Ergebnis hat man noch mit u' 
zu multiplizieren. (Die gefundene Formel heißt auch Ketten­
regel.) 

Beispiel: y = cos2x liefert 

y' = 2 cos x • (- sin x) = -- 2 sin x cos x. 

12. Die inverse Funktion. Es sei y = f(x) monoton 
(wachsend oder abnehmend) und x = rp(y) die auf S. 63 ein-

geführte U mkehrungsfunktion. Dann ist lim !::.. x = __ _!_- - • 
<~>y+ol::..Y lim lll!_ 

<~>x-+0 llx 
dx 1 , 1 

Also ify = dy oder rp (y) = f' (x). Man kann also rp' (y) erhalten, 

lix 
indem man das reziproke von f' (x) bildet und darin x durch y 
ausdrückt. Die Umkehrungsfunktion rp(y) von f(x) ist also 
differenzierbar, wenn f (x) differenzierbar ist. 
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1 

1 ---1 
18. Beispiel: y = x" gibt y' = --xn , so daß die Potenz­

n 
regelauch hier wieder gilt. Denn es ist x = yn. Also x' = nyn-1. 

1 1 
1 1 1 -- 1 

Also y' = - -- . Also endlich, da y = x" : y' = -- x" n yn-1 n 

14. Beispiel: y = x~ = (x~rgibt y' = ~x~-l. Die 
n 

Potenzregel gilt somit für beliebige positive und negative rationale 
Exponenten. Thre Gültigkeit für irrationale Exponenten werden 
wir erst später (S. 78) gewinnen. 

15 . 'bt ' 1 D . 'b . y=arcsmxgi y= . ennx=smyg~t 
Y1-x2 

x' = cos y = V1-x2 • 

Hierdurch ist auch das Vorzeichen bestimmt, das man im Schluß­
resultat der y1 - x2 geben muß. Es ist nämlich das gleiche, wie 
das von cos y. 

16. y = arccos x gibt y' = - 1 · . Denn x = cos y gibt 
Jl1- x1 

x' = - sin y = yr=- x2: 

Hier ist nun als Vorzeichen der Wurzel das dem von sin y 
entgegengesetzte zu nehmen. 

17. y = arctg x gibt : ~ = 1 ~ x' . Denn x = tg y gibt 

dx dy = 1 + tg2 y = 1 + x2• 

'b dy 1 18. y = arcctg x g1 t d x = - !+ x' · 

Wir haben damit die hauptsächlichsten Funktionen differen­
zieren gelernt. Nur die Exponentialfunktion und der Logarithmus 
stehen noch aus. Diese wollen wir erst im nächsten Paragraphen 
vornehmen, da wir etwas ausführlicher dabei verweilen müssen. 
Auch von der Differentiation der impliziten Funktionen war noch 
nicht die Rede und von der Verallgemeinerung der Kettenregel, 
die sich ergibt, wenn ich in einer Funktion von zwei oder mehr 
Variablen für die Variablen Funktionen von x eingetragen denke. 
So erhalte ich eine neue Funktion von x. Für ihre Differentiation 
gilt eine ähnliche Regel, wie wir sie bei den mittelbaren Funktionen 
von einer Variablen fanden. Wir wollen aber die nähere Betrach­
tung bis an eine spätere Stelle verschieben (8.1.22), weil wir erst 
dazu einiges aus der Theorie der Funktionen von mehreren Varia­
blen lernen müssen. Wir können das um so eher tun, als man 
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fast immer mit dem auskommen wird, was wir hier bisher1) be­
sprochen haben. Das gilt auch von den impliziten Funktionen, 
welchen wir vorbehaltlich einer späteren ausführlichen Erörte­
rung noch ein paar Worte widmen wollen. Wir wollen am Beispiel 
der algebraischen Funktionen eine Regel kennenlernen, die wir 
später allgemein heRtätigt finden werden. Bevor wir das tun, 
müssen wir erst eine Benennung einführen. Es sei eine Funktion 
z = f (x, y) von zwei Variablen vorgelegt. Wenn ich eine der 
beiden Variablen festhalte und nur die andere sich ändern lasse, 
so erhalte ich jedesmal eine Funktion dieser anderen Variablen. 
Wir wollen annehmen, diese seien differenzierbar. Man nennt die 
so gebildeten Ableitungen der Funktion f(x, y) nach x oder nach 
y partielle Ableitungen von f nach x bzw. nach y und bezeichnet 

sie mit :: =· f., und :~ = f11 • Es ist also definiert 

f x = _Cj_ = lim fj~ +h.1f)-=-:- f (x, y) 
ox lt-+0 h 

und analog :~ = f 11• Der Grenzübergang ist jedesmal bei fest­
gehaltenen x und y auszuführen. 

19. Differentiation der algebraischen Funktionen: 
Durch die algebraische Gleichung f(x, y) = 0 sei die algebraische 
Funktion y = y(x) definiert. Um sie zu differenzieren - daß 
sie immer differenzierbar ist, werden wir erst später lernen, doch 
kennen wir vom Kreis und der Ellipse her Beispiele solcher diffe­
renzierbaren Funktionen - haben wir es nicht nötig, erst die 
Gleichung explizite nach y aufzulösen. Man kann einfacher vor­
gehen. Denken wir uns nämlich die Gleichung aufgelöst und y (x) 
bestimmt. Tragen wir dies in die Gleichung ein, so ist diese iden­
tisch erfüllt für alle x. Wir haben also einen Ausdruck von dieser 
Form ;E auxi (y(x))k, 

der für alle x verschwindet. Daher muß auch seine Ableitung nach 
x verschwinden, weil wir ja gelernt haben, daß der Differential­
quotient einer Konstanten Null ist. Wir finden daher nach der 

Produktregel, daß~ a; k(ixi- 1 (y(x))k + xik(y(x))k-1: ;) = 0 

ist. Diesen Ausdruck können wir nun anders schreiben, näm­
lich so: 

~ ia;kxi-l(y(x))k + ~~ ~ ka;kxi(y(x))k-1. 

Hier steht nun in der ersten Summe offenbar weiter nichts als 
die partielle Ableitung von f (x, y) nach x, und in der zweiten 

1) Vgl. auch noch die "logarithmische Differentiation" S. 80. 
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Summe steht die partielle Ableitung von f (x, y) nach y. Also 

finden wir :~ + y' ~~ = 0. Und daraus ergibt sich, falls nicht 
an der betrachteten Stelle der algebraischen Kurve die partielle 

of 
Ableitung fv verschwindet, y' = 8fx = - j~ . Um also die 

oy 
Richtung einer algebraischen Kurve in einem ihrer Punkte ztt be­
stimmen, habe ich nur in diesem Ausdruck für x und y die Koordi­
naten des betreffenden Punktes einzutragen. Das ist eine Regel 
für die Differentiation impliziter Funktionen, die wir auf S. 126 
allgemein bestätigt finden werden. 

Bemerkungen: 1. Wir haben in diesem Paragraphen immer 
angenommen, daß die Funktionen, die wir betrachteten, alle 
differenzierbar waren. Unter dieser Voraussetzung haben wir 
die Regel für die Differentiation eines Produktes f(x)cp(x) ab­
geleitet. Wir haben angenommen, daß sowohl f (x) wie cp (x) 
differenzierbar seien. Hier wollen wir nun bemerken, daß ein 
Produkt unter Umständen auch einmal an einer Stelle differen­
zierbar sein kann, an der die Faktoren nicht differenzierbar sind. 
Ich will dafür kein zu triviales Beispiel geben, das sich schon 

darböte, wenn ich nur das Produkt f(x) • t!x) = 1 betrachte, 
in dem f (x) an einer Stelle nicht differenzierbar ist. Das Produkt 
1 ist aber auch dort differenzierbar. Ich will ein etwas kompli­
zierteres Beispiel nehmen. Schon aufS. 60 haben wir konstatiert, 
daß die Funktion y = x2 sin _! auch bei x = 0 stetig ist, wenn 

X 

wir ihr dort den Wert Null beilegen, obschon dort sin ~ selbst nicht 
X 

stetig ist, welchen Wert wir ihm auch dort beilegen, weil ja der 
lim sin _!_ nicht existiert. S. 67 sahen wir sogar, daß sie auch bei 
:r-+0 X 

x = 0 differenzierbar ist, obwohl sich an dieser Stelle die Anwen­
dung der Punktregel verbietet. 

2. Wir wollen zum Schluß dieses Paragraphen noch zeigen, 
wie unsere Betrachtungen zum Beweis des binomischen Satzes 
verwandt werden können. Wir wollen (a + x)n nach Potenzen 
von x ordnen. Wir wissen von vornherein, daß ein Ausdruck von 
dieser Gestalt c0 + c1 x + c2 x2 + · · · + Cn xn mit konstanten 
Koeffizienten ck herauskommen muß. Durch näheres Eingehen 
auf den Prozeß des Ausmultiplizierens ist es auch nicht schwer, 
diese Koeffizienten zu bestimmen. Wir wollen aber anders vor­
gehen. Wir wissen nämlich, daß die Gleichung 

(a + x)n - c0 - c1 x - c2 x2 - · · · - cn xn = 0 
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für alle x erfüllt ist. Es steht also links eine Funktion von x, 
die für alle x verschwindet. Also ist ihre Ableitung auch Null. 
Hiervon wollen wir Gebrauch machen. Wir finden also, daß für 
alle x auch die folgende Gleichung richtig ist: 

n(a + x)"- 1 - c1 - 2c8x- Sc3 x8 - • • ·- nc,.x"- 1 = 0. 

Aus dem angegebenen Grunde muß auch die Ableitung der jetzt 
links stehenden Funktion für alle x verschwinden. Das liefert 
uns 

n (n -1) (a + x)"- 2 - 2c2 - 6c3 x ...::...12c3 x4 - • • • 

- n (n -1)c,.xn- 11 = o: 
Auch hier muß wieder die Ableitung der linken Seite verschwin­
den. So bekommen wir eine Reihe von Gleichungen, aus welchen 
wir, wie ich jetzt zeigen werde, die Koeffizienten bestimmen 
können. Tragen wir in der ersten Gleichung x = 0 ein, so finden 
wir c0 = a". Tragen wir nun die zweite Gleichung x = 0 ein, 
so finden wir nan-t = c1• Ebenso liefert die dritte Gleichung 

c 11 = n(~ • 2
1) an-11. Allgemein finden wir auf diesem Wege 

_n(n-1)(n-2) ·· · (n-k+ 1) n-Tc 
c,.-1 2 3 k a • 

Das sind bis auf die Faktoren an-k die sogenannten Binomial­

koeffizienten (~) = k! (nn}_ k) 1 • Das Schlußresultat 

n(n-1) (a + x)" = a" + nan-tx + - --- an-zxa + ... + xn 
1·2 

heißt der binomische Satz. 

§ 3. Die Exponentialfunktion und der Logarithmus. Die Ex­
ponentialfunktion bezeichnen wir mit y = a•. Dabei soll a eine 
positive Zahl sein. Was man unter a• für ein rationales x versteht, 

1 

sehen wir als bekannt an. Wir bemerken nur, daß z. B. a s 
an sich zwei Warte hat, einen positiven und einen negativen. 
Wir verwenden immer den positiven. Die hiermit für rationale 
x erklärte Funktion y = a• ist also stets positiv. Wenn a > 1, 
so nimmt sie mit wachsendem x stets zu. Wenn a < 1, so nimmt 
sie mit wachsendem x stets ab. Da beide Fälle durch einen Vor­
zeichenwachsei von 'x aufeinander zurückgeführt werden können, 
so wollßn wir für die weitere Betrachtung a > 1 annehmen. Wir 
wollen zunächst ein paar Worte über die Erklärung der Exponen­
tialfunktion für irrationales x sagen. Dazu will ich zunächst 
zeigen, daß lim a• = 1, wenn x durch rationale Werte der Null 

z-+0 
zustrebt. Dazu genügt es wegen der Monotonitä.t von a• anzu-
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nehmen, daß x die positiven oder negativen reziproken ganzen 
1 

Zahlen durchläuft. Wir betrachten erst lim a-n-. Wir wollen 
n+oo 

zeigen, daß von einem zu bestimmenden n an I a ~ - 1 I < e 
ist, wenn e eine gegebene positive Zahl bedeutet. Daß ein Grenz-, 
wert existiert, ist ohne weiteres klar. Denn a-; nimmt mit 
wachsendem n stets ab und ist immer größer als 1. Nun suchen 

wir ein n, für das ya < 1 + e, d. h. für das a < (1 + e)n. Nun 
ist aber (1 + e)n > 1 + ne.1) Bestimmen wir also n so, daß 
a < 1 + ne, so ist erst recht a < (1 + e)n. So finden wir: Für 

n > a - 1 ist stets I Va- 1 I < e. Ähnlich ist der Fall nega-
e 

1 

tiver Exponenten zu behandeln. Für welche n wird 1 - a---;;-< e? 

Dann ist der Fall, wenn a < (1 1 
8r = (1 + 1 8 

8r. Nun ist 

wieder ( 8 )n n 8 

1 +1-e > 1 +1-e· 

So finden wir: Es ist I a-~ -1/ < e, sobald n > (a- 1) (1 -e). 
8 

Aus den beiden gefundenen Ungleichungen entnehmen wir 
lim a"' = 1, wenn x rationale Werte durchläuft. 
x+O 

Nun betrachten wir allgemein den Grenzwert lim a"', wobei 
z-+x0 

wieder x durch rationale Werte sich x0 nähern möge. x0 kann 
dabei rational oder irrational sein. Daß der Grenzwert existiert, 
folgt wieder aus der Monotollität in Verbindung mit der Tatsache, 
daß alle verwendeten Werte der Exponentialfunktion kleiner sind 
als aM, wo M irgendeine rationale Zahl größer als x0 bedeutet. 
Daherist I a"'•- a"'•l = a"• I a"'.-"'' -11 < aM I a.r,-x, -11. Wie 
wir gerade vorhin gesehen haben, gibt es dann ein b (e), so daß 
für I x2 - x1 I < b (e) dieser Ausdruck kleiner als e wird. Daher 
existiert nach dem allgemeinen Konvergenzprinzip in seiner An­
wendung auf Funktionen (s. S. 57) der Grenzwert lim a"'. Wenn 

%-=Jo-Xo 

man die eben vorgenommene Betrachtung mit x2 = x0 wieder­
holt, so sieht man, daß für rationales x0 der Grenzwert lim a"' = a.t• 

X~Xo 

ist. Für irrationales x0 aber erklären wir a•• durch den Grenz­
wert Iim a"'. Die so jetzt überall erklärte Exponentialfunktion 

x-:p.:eo 
ist ersichtlich eine monoton wachsende Funktion. Sie ist aber 

1) Man sieht dies sofort, wenn man auf (1 + e)n den binomischen 
Satz anwendet. 
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auch eine stetige Funktion. Dazu müssen wir nur erkennen, daß 
lim a111 = a"'o, wenn wir x nun durch beliebige Werte sich x0 
Z-+Zo 
nähern lassen und nicht nur durch rationale, wie vorhin. Für 
rationale x-Werte wissen wir aber bereits, daß I a"'o - aa: I < e, 
sobald I x- x0 I < 15(e), d. h. wir können zu jedem e ein solches 
15(e) bestimmen. Wegen der Monotonität gilt aber dann I a'"-a..,ol 
< e nicht allein für die rationalen x-Werte, die der Ungleichung 
I x - x0 I < 15 (e) genügen, sondern auch für die irrationalen. 
Also ist die Stetigkeit der Exponentialfunktion sichergestellt. 
Daß auch die gewöhnlichen Rechenregeln für die Exponential­
funktion allgemein gelten, folgt wieder aus der Gültigkeit für 
rationale x durch den Grenzübergang, der zur Definition der 
Funktion für beliebige x führte. 

Die Umkehrungsfunktion der monotonen Funktion y = a'" 
sei x =log y (siehe IV. § 4 S. 62f.). Sie heißt Logarithmus zur 

a 

Basis a. Sie ist eine für alle positiven y erklärte stetige Funktion. 
Wir gehen nun zur Differentiation dieses Logarithmus über. 

Vorab müssen wir dazu noch den lim (1 + _!_).., untersuchen . 
.,-+,. z 

Wir können uns dabei auf ganzzahlige x beschränken. Sei näm­
lich I. x > 0 und n ~ x ~ n + 1, dann ist auch 

(1 + _1_)" < (1 + _!_)a: <(1 + _!_)n+l. 
n+l - z - n 

Denn es ist _!_ 2: ]_ ~ -~ --, also 1 + }_ 2: 1 + 1 > 1 + - 1-- • 
n- x -n+1 n- z- n+I 

. ( 1 )" ( 1 )" ( 1 )'" Dann wud 1 + n + 1 < 1 + --;; < 1 + --;; 

. ( 1 )" ( 1 )110 ( 1 )" + 1 Also wud tatsächlich 1 + n+ 1 < 1 + -;- < 1 + n · 

(1+n-f:-l)n+ 1 
( 1)"' ( 1)" ( 1) Daraus folgt 1 -- < 1 + ;;- .::::;;: 1 + n · 1 + n · 

1+n+1 
Wenn also für ganzzahliges n der lim (1 + _!_)" existiert, so ist 

"-+oo n 
für beliebiges x notwendig 

. ( 1 ). . ( 1 )" lim 1 + - = lim 1 + - . 
"'-+ao Q; II+ ao 11 
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Sei II. x < 0. Ich schreibe x = - y. Dann habe ich den Aus-

( 1)"' ( 1)-n druck 1 + x = 1 - y zu betrachten. Ich finde 

(1 _ __:~:_)-11=(-L)11=(1 + __ 1 )11=(1 +_1 )v-1·(1+_1_)· 
y y-t y-1 y--1 y-1 

Existiert also der lim (1 + _!__) 11
, so existiert auch der 

y-+oc Y 

lim (1 + - 1 1)y-t und ist ihm gleich. Daher auch 
y-+<t> y 

lim (1 + _!_) "'= lim (1 - _!_) - 11 = lim (1 + _1_ ) v-l(1 + 1 __ ) 
"-+-oo X y-+oo Y y-+oo Y 1 Y 1 

Also alles in allem können wir uns tatsächlich auf die Unter­

suchung des Grenzwertes lim (1 + _!__)" für ganze positive n be-
n-+oo n 

schränken. Nach dem binomischen Satz (S. 74) ist nun aber 

( 1 + ! ) n = 1 + 1 + lr ( 1 - ! ) + 31! ( 1 - ~) ( 1 - ! ) + ... 

+ ~! (1- !) ... (1- n ~1). 

Mit wachsendem n nimmt dieser Ausdruck zu. Denn es kommen 
immer neue Glieder hinzu, und die in den vorhandenen Aus­
drücken stehenden Klammern nähern sich wachsend der 1. 
Ferner sieht man, daß der Ausdruck immer größer ist als 2. Er 
ist weiter immer kleiner als 

11 1 111 1 
1 + 1 +21 +sr + ···+;n1< 1 + 1 +2 + 22 +w+ · · · + 2-.=-1· 

also kleiner als S. Daher existiert der Grenzwert und ist gleich 
einer -Zahl e, für die 2 < e < S. Die Berechnung dieser Zahl 
verschieben wir auf das Ende dieses Paragraphen. 

Vorab wollen wir nun den Logarithmus differenzieren. Sei 
also y = log x. Dann wird 

log(x+~x)-logx _1 

I• ~Y li a a 1· 1 (1+~x)t>.z 1m -- = m = 1m og - · 
t>.z-+O~X t>.z-+0 ~X t>.z-+0 a X 

S • X f• d • etzen wrr nun ~x = z, so m en w1r 

: Y = lim log (1 + _!_)-;- = _!_ lim log (1 + _!__) • · 
X •-+oo a Z X z-+oo a Z 
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Da aber der Logarithmus eine stetige Funktion ist, so wird dies 

1 ( . ( 1 ).) . dy 1 =---log hm 1 + - . Also haben w1r d =--log e. 
X a z-+oo Z X X a 

Diese Formel wird besonders einfach, wenn wir die Zahl e selbst 
zur Basis des Logarithmensystems machen. Denn dann ist 

dd Y = I_. Diese Logarithmen zur Basis e heißen natürliche 
X X 

Logarithmen. Wir bezeichnen sie kurz mit y = log x; dann ist 

also d~_Y = _!_. Man kannleicht von den natürlichen Logarithmen 
X X 

zu irgendwelchen anderen übergehen. Denn es ist ja nach der 
Definition der Logarithmen 

logx Joga· logx logx Ioge logx 
X=aa =e a =e =aa 

Daraus findet man 

log x = log e · log x und log x = log a · log x. 
a a a 

Nun zur Differentiation der Exponentialfunktion selbst. Sie ist 
die Umkehrung des Logarithmus. Ihre Differentiation geschieht 

daher nach der Regel auf S. 70. Wir finden aus v = e"', :: = e"'. 

Also v = e"' liefert ~~ = e"'. Die Funktion e"' reproduziert sich 

also beim Differenzieren. 

Anwendungen: 1. Die Funktion y = a"' gibt y' = a"' log a. 
Denn es ist a"' = eioga · x. 

2. Bei beliebigen Exponenten n liefert die Potenz u = x" immer 
u' = nx"- 1. Denn es ist x" = enlosx. Also 

, 11 log x 1 1 n n - 1 U=e ·n·- =n•-·X =nx . 
X X 

Anhang: Berechnung der Zahl e. 
Die Zahl e ist definiert durch den Grenzwert 

c = lim r 1 + 1 + -\ (1 - _!_) + ... 
n-+ool 2. n 

Um diesen Grenzwert auszurechnen, zerlegen wir die Summe 
rechts in zwei Bestandteile, indem wir eine feste Zahl rn von 
Gliedern abspalten. Die Zahl m wird also beim Grenzübergang 
festgehalten. Welchen Wert wir ihr zweckmäßig geben, werden 
wir gleich festsetzen. Wir haben so also e = lim s", + lim r m. 

n-+oo n ...... oo 
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Für alle n ist nun 

Ich wähle nun 

1. m so groß, daß I rm I < 2~-i < ; und halte dann m fest. 

2. Alsdann N so groß, daß für n > N. 

a) 1 + 1 + J1 + · · · + ~! = am von 

1 +1 +_!_(1-_!_)+···+-!_ (1-_!_)···(1-m-1) 2! n m! n n 

um weniger als -ä- abweicht, und daß für n > N 

b) e von (1 + ~)"um weniger als i abweicht. 

Dann ist also 

! e- am I=\ (e- (1 + ~)") + ( (1 +~)"-Sm)+ (sm- am) I· 
Also ist I e - am I < e. Also -e = lim (1 + 1 + ~ + · · · + --;). 

m~~ •· m. 
1 1 

Oder e = 1 + 1 + 21 + 31 + · · · 

Den Wert dieser unendlichen Reihe haben wir schon auf B. 52 
auf 4 Dezimalen genau berechnet. Eine etwas genauere Rechnung 
gibt e = 2,7182818 ... 

Diese Zahl e ist, wie wir noch anfügen wollen, irrational. Denn 

wäre e = : , wo a und b teilerfremde ganze Zahlen sind, so wäre 

a 1 1 1 r 
-b- = 1 + 1 + 2! + 8! + ... + (n-1)! + n""i" 

Hier wäre nach S. 52 sicher 0 < r < 2. Daher ist 

a ( 1 1 1) r b(n-1)!-{n-1)! 1+ +2r+···+cn-1)! =-n· 
Wenn wir nun (n -1) > b wählen, so ist b ein Teiler von 
(n -1)! Daher ist dann die linke Seite eine ganze Zahl, während 
die rechte Seite für n > 2 zwLchen Null und Eins enthalten ist.. 
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Sie ist aber auch von Null verschieden, da ja reine Summe von 
positiven Gliedern ist. Also kann die Annahme, daß e rational 
sei, nicht richtig sein. e ist irrational. 

Anwendung: Logarithmisches Differenzieren: Oft ist es be­
quem, statt einer zu differenzierenden Funktion erst einmal ihren 
Logarithmus zu differenzieren. Es besteht nämlich ein einfacher 
Zusammenhang zwischen der Ableitung von f(x) und der Ab-
leitung von log f ( x), nämlich dieser: Es ist d ldog Y = y.:_, oder 

X y 

y' = y d ;; Y. Dies Verfahren, die Ableitung einer Funktion 
f(x) zu gewinnen, kann z. B. im folgenden Fall mit Erfolg Ver­
wendung finden. Es soll y = (/(x))rp("') differenziert werden. 
Diese Funktion entsteht dadurch, daß ich für die beiden Variablen 
u und v der Funktion u" Funktionen von x eintrage. Wir haben 
so eine Funktion, die wir noch nicht allgemein differenzieren ge­
lernt haben. Gleichwohl werden wir die aufS. 71 für solche Fälle 
bereits erwähnte Regel wieder bestätigt finden. Wir bilden 

logy=rp(x)·logf(x). Dann ist~ =~f:?rp(x}+rp'logf(x). 
Hieraus entnehmen wir 

y' = (f(x))'p(x)(~~=~ · cp(x) + q/(x) logf(x)). 

VI. Einige geometrische Anwendungen. 
§ I. Das Vorzeichen der ersten Ableitung. Wenn in einem 

Kurvenpunkt x0 die erste Ableitung f' (x0) positiv ist, so bedeutet 
das, daß die Kurvenordinaten wachsen, wenn man vom Punkte 
mit der Abszisse x0 zu Punkten mit größerer Abszisse übergeht, 
und daß die Kurvenordinaten kleiner werden, wenn man zu 
Punkten mit kleinerer Abszisse übergeht. Man kann den Sach­
verhalt kurz dadurch kennzeichnen, daß man sagt, die Kurve 
passiere steigend den betreffenden Punkt. Das negative V orzei­
chen der ersten Ableitung bedeutet, daß die Kurve fallend den 
Punkt passiert. Da nämlich die erste Ableitung f' (Xo) der Limes 
des Differenzenquotienten für verschwindendes h ist, so ist für 
hinreichend kleine h der Differenzenquotient positiv, wenn die 
erste Ableitung positiv ist. Sei nun also etwa für I h I < ~ immer 
f(xo+h~-f(zo) > 0. Dann bedeutet dies bei positivem h, daß 

immer f (x0 + h) > I (x0), und es bedeutet bei negativem h, daß 
immer I (Xo + h) < I (x0) ist. Also gehören zu größeren Abszissen 
auch größere Ordinaten in der Umgebung I z - z0 I < ~ der 
Abszisse Xo· Ähnlich erkennt man den angegebenen Sachverhal~ 
bei negativer erster Ableitung. 
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Ist nun in einem Punkte x0 die Ableitung f' (:r0) + 0 und ist 

f' (x) in der Umgebung stetig, so hat die Ableitung in einer ge­
wissen Umgebung von x0 einerlei Vorzeichen. Nach der voraus­
geschickten Überlegung ist daher die Funktion in dieser Um­
gebung monoton, und daher existiert nach S. 62 eine stetige Um­
kehrungsfunktion, die nach S. 70 eine Ableitung besitzt. 

§ 2. Tangenten und Normalen. Schon zu Beginn des vorigen 
Kapitels haben wir die geometrische Bedeutung der ersten Ab­
leitung von f (x) festgestellt. Sie ist der Richtungstangens der 
Kurventangente. Sei x = a, y = b = f (a) ein Punkt der Kurve 
y = f (x). Dann ist y- b = f' (a) (x- a) die Gleichung der 
Tangente in diesem Punkte. Unter der Kurvennormalen ver­
steht man die auf der Tangente senkrechte Gerade durch den 
Kurvenpunkt (a, b). Thre Gleichung wird daher x - a = - f' (a) 
(y- b). 

Wir wollen auch noch für andere Gleichungsformen einer Kurve 
die Tangentenrichtung bestimmen. Sei die Kurve durch eine im­
plizite Gleichung gegeben und algebraisch. Sei etwa q;(x, y) =0. 
Dann fanden wir oben im Kurvenpunkt a, b, (tp(a, b) = 0) für y' 
den Ausdruck: y' = - 'P:z((a,bb)) • Die Gleichung der Tangente 

'Pv a, 
wird daher rp."(a, b) (y- b) + tp:x:(a, b) (x- a) = 0. Sei weiter 
die Kurve in Parameterdarstellung gegeben: x = rp(t), y = 1p(t). 
Sei t0 der zu betrachtende Kurvenpunkt. Er sei ein regulärer 
Punkt, d. h. es sollen die Ableitungen q;' (t0) und 1p' (t0) nicht 

beide verschwinden. Es sei z. B. tp' (t0) + 0. Die Ableitung :! 
gewinnt man dann so: Man denke daran, daß man die Gleichung 
der Kurve in der Form y = f(x) dadurch herstellen kann, daß 
man x = rp(t) in der Umgebung von t = t0 gemäß§ 1 nach tauf­
löst und die so gefundene Funktion t = t (x) in y = "P (t) ein-

trägt. So wird y = 1p(trx)). Also findet man :; = ~r · ~· 
Nun ist aber nach der Regel über das Differenzieren der inversen 

dtp 

Funktionen :~ = ~;;· Also wird:~=;~. Die Gleichung der 

dt dt 
Tangente imPunktet0 wird also tp'(t0) (y-b)=1p'(t0) (x-a). 

Endlich sei die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ge­
geben: Dann hat man r = f(tp). Also findet man sofort eine 
Parameterdarstellung der Kurve, nämlich x = r cos rp = f (rp) cos q;, 
y = f(rp) sin rp. Daher wird der Richtungstangens der Kurvon-

taugante d Y /'(f/J) sin rp + f(fiJ) cos rp 
d z = f'(fiJ) cos rp- f(rp) sin rp' 

Teubnen tecbn.Leitt(: Bleberbacb, Dllferennalrechnnng. S. Aaft. 6 
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Auch den Winkel, den zwei Kurven in einem Schnittpunkt mit­
einander bilden, können wir mit unseren Hilfsmitteln bestimmen, 
sobald wir diesen Winkel definiert haben. Wir verstehen darunter 
den Winkel der Kurventangenten in diesem Punkt. Dabei sind 
die Kurventangenten gerichtete Geraden, deren ~ichtungs­
tangens eben durch den Wert der ersten Ableitung bestimmt ist. 
Bildet nun etwa die Tangente der Kurve Ir im Schnittpunkte 
den Winkel a mit der positiven x-Achse, die Tangente der 
Kurve ~ aber den Winkel fJ mit der positiven x-Achse, dann 
nenne ich a - fJ den Winkel, den ~ mit ~im Schnittpunkt bildet. 
Alle diese Winkel sind nur bis auf Vielfache von ~ bestimmt, 
denn in den Ableitungen steht uns nur ihr Tangens zur Ver­
fügung. 

!I 

Beispiele: 1. Die Ellipse::+:: =' 1: Tangente im Punkte 

( ) xx1 YY1 1 xl> Yl : (il + -b~- = . 

2.Die Zykloide x=r(<p-singJ), y=r(1-cosgJ): Tan­
gente im Punkte <p0 : 

(y - r(l - cos <p0 \) • (1 - cos 9'o) = ( x -· r(<p0 - sin <p0)) sin 9'o· 

§ 3. Maxima und Minima. Wenn in einem Kurvenpunkt die 
erste Ableitung verschwindet, d. h. wenn dort die Tangente hori­
zontal (parallel zur x-Achse) verläuft, dann folgt daraus allein 
nichts darüber, ob die Kurve fallend oder steigend den Punkt 
passiert oder ob sie dort vom Fallen zum Steigen übergeht. Das 
legen schon die folgenden Figuren 20a, b, c klar, die einige Mög­
lichkeiten veranschaulichen. Man vergleiche auch die Kurve 

y = x2 sin _!_, die bei x = 0 eine verschwindende Ableitung hat. 
X 

Eines aber können wir diesen Figuren sofort entnehmen, daß 
nämlich immer dann, wenn die Kurve ein Maximum oder ein 
Minimum passiert, wie in Fig. 20a und 20b, die erste Ableitung 

,\... / 
!I verschwinden 

7' 

muß. Wir müs­
sen indessen 
dies Ergebnis 
noch etwas ge-
nauer ausspre-

z - z eben. Ein (re-
Fig. 2oa. Hg. tob latives) Maxi-

mum ist daran zu erkennen, daß die hinreichend nahe rechts 
und links davon gelegenen Kurvenpunkte eine kleinere Ordinate 
haben als der Punkt selbst. Wenn also (Xo, f(:t:0)) der Punkt 
von y = f(x) ist, dann hat die Kurve da ein Maximum, wenn 
es eine positive Zahle gibt, so daß f(x) < f(Zo), immer dann, 
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wenn I x - x0 I < e. Wenn aber dann immer f(x) > f(x0) ist, 
so hat die Kurve dort ein Minimum. Setzen wir nun überdies 
voraus, daß die Funktion an der betreffenden Stelle differenzier­
bar ist, so muß die erste Ableitung daselbst verschwinden. 

Bemerkung: Auch die in Fig. 5, S. 11 dargestellte Funktion 
hat in ihrem höchsten Punkt ein Maximum, und doch verschwin­
det dort die erste Ableitung nicht, aus dem einfachen Grunde, 
weil die Funktion dort gar nicht differenzierbar ist. 

Für Maximum und Minimum haben wir so nur ein gemein­
sames Kennzeichen, das dazu noch trügerisch ist, denn die Fig. 20 c 
zeigt uns, daß trotz verschwin- !I 
dender Ableitung weder Maxi­
mum noch Minimum vorzuliegen 
braucht, daß auch dann noch 
die Kurve z. B. wachsend den 
betreffenden Punkt passieren 
kann. Um zu erkennen, welcher 
Fall eintritt, muß man den Ver­
lauf der ersten Ableitung selbst 

--~------------------~x 
Fig.IOc. 

als Funktion von x näher untersuchen. Die erste Ableitung 
möge, wie wir voraussetzen wollen, selbst eine differenzierbare 
Funktion sein. Ihre erste Ableitung heißt zweite Ableitung 
von f (x) und wird als solche mit f" (x) bezeichnet oder 

. d•f auch mit dx•· Analog wird die dritte Ableitung von f (x) 

als erste Ableitung der zweiten definiert und so bezeichnet: 

:a~ = f"' (x). Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt nun 

an, ob beim Passieren des betreffenden Punktes die Tangenten­
richtung steiler oder flacher wird. Wenn nämlich f" (x0) > 0 
ist, so wird beim Passieren des Punktes die Tangentenrichtung 

y 

"!/ 

/ /'-
z r 

Fig. !1. Fig. 92. 

steiler, ist aber f" (x0) < 0, so wird sie flacher. Vorbehaltlich 
einer späteren genaueren Durchführung (S. 98) wollen wir hier 
noch nachstehende Folgerungen aus dieser Feststellung ziehen. 
Geometrisch entspricht dem Steilerwerden der Tangentenrich­
tung eine nach oben, d. h. gegen die positive Richtung der 

6* 
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y-Achse, offen gekrümmte Kurve. Man nennt sie 1.-onka'V. Der 
Leser wird dies leicht aus der Fig. 21 entnehmen. 'Vird aber die 
Tangentenrichtung flacher, so ist die Kurve konvex nach oben, 
sieht also so aus wie Fig. 22. Aus diesen Bemerkungen ersieht 
der Leser nun jetzt schon ein zwischen Maximum und Minimum 
entscheidendes Kennzeichen. Ist die erste Ableitung in einem 
Kurvenpunkt Null, so liegt ein Maximunt vor, wenn die zweite 
Ableitung negativ ist: f" (x0) < 0, wenn aber die zweite Ableitung 
positiv ist: f"(x0) > 0, so liegt ein Minimum vor. Wenn aber die 
zweite Ableitung verschwindet, so wird im allgemeinen weder 
Maximum noch Minimum vorliegen, wir haben es mit einem 
Wendepunkt zu tun (Fig. 20c, S. 83). Die Kurve wechselt da 
also die Art der Krümmung. Sie geht von Konvexität zu Kon-

!I ?I 

/ 
~r-----------------r 

Fig. 23. Fig. 21. 

kavität über. So ist es auch in dem Wendepunkte mit nicht 
horizontaler Tangente Fig. 23. Indessen ist durch diese Be­
merkungen das letzte Wort noch nicht gesprochen. Denn wie 
man aus y = x4 ersieht, ist eine verschwindende zweite Ab­
leitung unter Umständen ganz gut mit dem Auftreten von Maxi­
mum oder Minimum verträglich. Fig. 24 veranschaulicht die 
Kurve y = x4 bei x = 0, wo y' = 0 und y" = 0. Wir werden 
später sehen, daß in solchen Fällen die Vorzeichen der höheren 
Ableitungen den Ausschlag geben. 

§ 4. Einiges über Kurvendiskussion. l\Ian wird oft vor die Auf­
gabe gestellt, den Verlauf einer Kurve in groben Zügen anzu­
geben. Man will also eine ungefähre Vorstellung über den Ver­
lauf der Kurve haben, ohne daß zunächst eine allzu genaue Kennt­
nis der einzelnen Kurvenpunkte nötig ist. Zur Lösung derartiger 
Aufgaben gibt die Betrachtung der Ableitungen ein gutes Mittel 
an die Hand. Wir wollen das in ein paar Beispielen etwas 
näher ausführen. Sei zunächst der Verlauf von y = (x- 1) 
(x- 2) (x- 3) festzustellen. Daß die Kurve bei x = 1, 2, 3 
die x-Achse passiert, sieht man sofort. Die erste Ableitung wird 
y' = (x -1) (x- 2) + (x -1) (x- S) + (x- 2) (x- S). Die 
zweite ist y" = 2(x -1 + x- 2 + x -S) = 6(x- 2). Dar­
aus ersieht man, daß links von x = 2 die Kurve konvex, rechts 
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von x = 2 dagegen konkav ist. Bei x = 2 also liegt ein Wende­
punkt. Wenn man weiter beachtet, daß die Kurvenordinaten 
bei jeder endlichen Abszisse endlich sind, so erkennt man schon, 
daß die Kurve nur so verlaufen kann, wie in der Fig. 25 ge­
zeichnet ist. 

Das nächste Beispiel sei 
!/ 

X 
y = i=t--a:·· 

H" . d I 1-x• M 
Ier wir y = (r+ x•)•· an Flg. 25 _ 

erkennt ohne weiteres, daß für 
x2 > 1 immer Y1 < 0, und daß für x2 < 1 immer y1 > 0. Also 
links von x = - 1 und rechts von x = + 1 fällt die Kurve. 
Zwischen x = - 1 und x = + 1 steigt sie an. Daher liegt bei 
x = - 1 ein Minimum, bei x = + 1 ein Maximum. Ferner ist 
für x < 0 auch y < 0 und für x > 0 auch y > 0. Endlich ist 

und lim -1 +~• = 0. 
x-+-:xo X 

Daher muß die Kurve so aussehen: (Fig. 26). (Daß sie durch den 
Koordinatenanfang geht, sieht man ja sofort.) 

!I !! 

l!'lg. 26. Fig. 27. 

' : 
' I 
I X +Jl( 

D B . . I . x H" . t 1 1 + x2 
as letzte eispie sei y = -~ ~--. Ieris y = ----~- --· 

1 - x2 (1 - x1) 1 

Für x~ + 1 strebt y~oo. An allen anderen Stellen ist y 

endlich. Ferner ist lim ~ = 0 und lim ~2 = 0. Man 
z++ool-x z+-oo -X 

sieht, daß y > 0 für x < - 1 und für 0 < x < 1 und daß y < 0 
für x > 1 und für - 1 < x < 0. Ferner steigt die Kurve immer 
an. Also muß sie so aussehen, wie Fig. 27 zeigt. 
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VII. Die Taylorsehe Formel. 
§ 1. Der Satz von Rolle. In einem Intervall a < x < b sei 

die Funktion f(x) stetig und differenzierbar. Diese im abge­
schlossenen Intervall stetige Funktion besitzt im Intervall 
Maxima und Minima, wofern sie nicht überall denselben kon­
stanten Wert hat (S. 62). Diese Maxima und Minima können 
am Intervallanfang oder Intervallende liegen oder im Innern des 
Intervalles. Wir haben schon auf S. 83 gesehen, daß in den im 
lnnerri des Intervalls gelegenen Maxima und Minima die erste 
Ableitung f' (x) verschwinde:fl muß. (Im Anfang oder Ende des 
Intervalls läßt sich das nicht behaupten, da ja am Anfang die 
Funktion z. B. nur größer ist als in den Punkten rechts davon.) 
Wenn nun die Funktion an Anfang und Ende des Intervalls ver­
schwindet, so sind wir sicher, daß die vielleicht vorhandenen 
Maxima oder Minima im Innern des Intervalls liegen. Auf alle 
Fälle gibt es dann also im Innern des Intervalls Stellen, wo die 
erste Ableitung verschwindet. So erhalten wir den Satz von 
Rolle: Sei f (x) für a < x < b stetig und differenzierbar, und sei 
f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es im lnnern des Intervalles min­
destens eine Stelle ~. für die f' (~) = 0 ist. Wir können den Satz 
auch so aussprechen: Zwischen zwei Nullstellen von f(x) liegt 
mindestens eine von f' (x). 

§ 2. Der Mittelwertsatz der DifterentiaJreehnung. Eine der 
wichtigsten Folgerungen aus dem Satz von Rolle ist der so­
genannte Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Er lautet: 

Wenn die Funktion f(x) für x0 ::;;;: x < x0 + h stetig und diffe­
renzierbar ist, so gibt es in diesem 1 ntervaU mindestens eine Stelle 
x = x0 + {}h (0 < {) < 1), für die f(x0 + h) -f(x0) = hf' (x0 + {}h). 

Seingeometrischer Sinnist dieser: f(:r:o + kk-f(:r:o) =I' (x0+{}h) 

bedeutet, daß es im Intervall eine Stelle x0 + {)h gibt, für \velche 
die Kurventangente der diePunkte x0, f(Xo) und x0 + h, f(x0 +h) 
verbindenden Sehne parallel ist. In dieser Form ist der Satz 
geometrisch einleuchtend. Aber das enthebt uns nicht der Pflicht, 
seine Gültigkeit für die Begriffe, durch welche wir die anschau­
lichen Vorstellungen ersetzt haben; zu beweisen. Wir können ihn 
aus dem Satz von Rolle sofort gewinnen, sowie wir von der vor­
gelegten Kurve die Ordinaten der Sehne abziehen, und so. zu 
einer Kurve übergehen, deren Ordinaten die Abweichung unserer 
Kurve von ihrer Sehne angeben. Wir betrachten also die Hilfs­
tunktion 

cp(x) = f (x) - f (Xo) - f(:~:o + hi- f(zo) (z - Zo)· 

Hier ist nun aber cp(Xg) =cp(x0 + h) = 0. Also gibt es nach 
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Rolle eine Stelle x0 + Dh(O < {} < 1) zwischen x0 und x0 + h, 
wo cp' (x0 + Dh) = 0 ist. Nun aber ist 

q/(x) = f'(x) _ f(a:o+ h~_-f(a:o). 

Also wird 
0 = ql(x0 + Dh) = f'(x0 + fJh) __ f(a:o_+h~_-::f_(~). 

Daraus entnimmt man den Mittelwertsatz. Dieser Satz ist von 
großer Wichtigkeit. Er bietet ein Mittel, um den Unterschied 
zweier Kurvenordinaten zu beurteilen. Er gibt also ein Mittel 
an, um festzustellen, mit welcher Genauigkeit man in einem 
Intervall eine Kurve durch eine einzige Ordinate ersetzen kann, 
d. h. durch eine Gerade, die im Abstand einer Ordinate parallel 
zur a:-Achse verläuft. Auf den ersten Blick scheint diese Aufgabe 
durch die Formel des Mittelwertsatzes nur sehr unvollkommen 
gelöst. Denn sie drückt ja die Differenz f(x0 + h)- f(a:0) durch 
den Wert der ersten Ableitung an einer Stelle aus, deren Existenz 
wir zwar nachgewiesen haben, deren genaue Lage wir aber darum 
doch nicht kennen. Demgegenüber muß man aber bedenken, daß 
die Frage, die wir uns vorgelegt haben, nur von der Beurteilung 
der Genauigkeit eines· Näherungswertes handelt. Dazu brauchen 
wir aber den numerischen Wert des Fehlers gar nicht exakt zu 
kennen, denn dann brauchen wir keine Näherungen mehr. Dazu 
genügt es, zu wissen, daß der Fehler höchstens so oder so groß 
sein kann. Da sagt aber z. B. unsere Formel, daß der Fehler 
höchstens das h-fache vom Maximum der ersten Ableitung im 
Intervall a:0 - h < x < x0 + h sein kann. Von der Größe dieses 
Maximums kann man sich aber im allgemeinen leicht eine Vor­
stellung verschaffen. Ein Beispiel mag das noch etwas klarer 

machen. Die erste Ableitung von V1 + x ist -_1 • Man er-
2y'l + a; 

kennt, daß hier ---=1 _ für I x I < 1001 kleiner ist als ,~·~ 
y'1 + a: r 99 

< 1,006 ... dem Betrag nach. Mit welcher Genauigkeit kann 

ich nun im Intervall ;0~ < 1 + x < ~~~ die Funktion V1 + x 

durch 1 annähern? Sei 1 + h eine Stelle aus diesem Intervall, 

dann ist V1 + h -1 = h 1 . Hier ist nun ,~-
2Vl +8-h r 1 +Oh 

< 1,006 und I h I < 1~. Also ist der Fehler der Näherung 

höchstens 0,00508. Ebenso findet man für I h I < fo einen 

Maximalfehler von 0,058. 

§ 3. Einige Anwendungen des Mittelwertsatzes. 1. Wenn in 
einem Intervall a ~ x ~ b überall f(x) stetig und differenzierbar 
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ist, und wenn überall im Intervall f' (x) = 0, so ist f (x) eine Kon­
stante. Wenn nämlich a + h irgendeine Stelle des Intervalles 
ist, so ist nach dem Mittelwertsatz I (a + h) - f (a) = hf' (a + {} h). 
Da aber die erste Ableitung überall verschwindet, so ist für alle h 
f(a + h) = f(a). 

2. Erneut (S. 80), aber weniger allgemein ergibt sich, daß 
positives Vorzeichen der ersten Ableitung ein Steigen der Funk­
tion nach sich zieht: Denn sei in einem die Stelle x0 umgebenden 
Intervall durchweg die erste Ableitung positiv. Weil für jede 
Stelle dieses Intervalles f(x0 + h)- l(x0) = hf'(x0 + ffh) ist, 
so ist für positives h immer l(x0 + h) > f(x0) und für negatives 
h immer f(x0 + h) < f(x0). 

Bemerkung: Hier müssen wir ein ganzes Intervall haben, in 
dem die erste Ableitung positiv ist. Auf S. 80 mußten wir nur 
wissen, daß an der Stelle x0 selbst die erste Ableitung positiv ist. 
Das ist nicht ganz soviel. Wenn wir aber außerdem noch wissen, 
daß die erste Ableitung dort stetig ist, so haben wir damit sofort 
ein solches Intervall. Aber es kann natürlich auch ein solches 
Intervall geben, ohne daß die erste Ableitung stetig ist. 

3. Falle f (x0) = 0, f' (x) > 0 ist in einem Intervall um x0 , so 
hat f(x0 + h) das gleiche Vorzeichen wie h. Denn es ist ja jetzt 
f (:r0 + h) = h f' (x0 + {}h). 

4. Wir wollen analytisch untersuchen, ob eine Kurve in der 
Nähe des Berührungspunktes oberhalb oder unterhalb ihrer 
Tangente verläuft. Dazu müssen wir die Differenz f(x0 + h) 
- f(x0) - hf' (x0) untersuchen. Um das bequem machen zu 
können, stellen wir folgende Überlegung an. Es mögen x0 und 
x0 + h zwei feste Stellen bezeichnen. Dagegen soll x0 + k 
zwischen x0 und x0 + h variabel sein (also k zwischen 0 und h). 
Jedenfalls ist nun, wenn wir die Existenz der zweiten Ableitung 
voraussetzen, für jedes ~ zwiscl-Jen 0 und h und für passendes {} 

Daher ist für positive h, ~. k 

f' (x0 + ~) - f' (x0) - ~ Max. /" (x0 + k) < 0 und 

f'(x0 + ~)- f'(:r0)- ~Min. f"(x0 + k) > 0 für 0 < ~ < h. 

Diese Ausdrücke sind nun aber die Ableitungen nach ~ von 

f(x0 + ~)- l(x0)- U'(x0)- ;
2 Max. j"(x0 + k) 

und von 

I (x0 + ~)-I (xo) - ~I' (x0 ) - ~ Min. f' (x0 + k). 
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Beide Ausdrücke verschwinden für ~ = 0. Also können wir hier 
das unter Nr. 3 Gesagte anwendt:m. "\Vir finden für positives ~ 

t (xo + ~) -I (xo) - ~f'(xo) - -~ Max. r (xo + k) < 0 

f(x0 + ~)- l(x0)- U(x0)- ~2 Min. f"(x0 + k) > 0; 

für negatives~ haben wir immer die entgegengesetzten Vorzeichen. 
Daraus schließen wir, daß auch der Ausdruck f(x0 + h) - f(x0) 

- hf' (x0) einem Werte zwischen h; Ma.x. I" (x0 + k) und h; Min. 

f" (x0 + k) gleich sein muß. Da aber die stetige zweite Ableitung 
alle W ert.e zwischen ihrem Maximum und Minimum im Inter­
vall annimmt, so gibt es mindestens eine Stelle im Intervall, 
an der 

So haben wir die Abschätzung unserer Differenz gefunden. Um 
nur ein paar Anwendungen herauszugreifen, so sei die zweite 
Ableitung im Intervall x0 - () < x < x0 + () positiv. Das hat 
zur Folge, daß dort die Kurve oberhalb ihrer Tangente verläuft. 
Sie ist also nach oben konkav (Fig. 21, S. 83). Wenn insbesondere 
die Tangente horizontal ist, so liegt in diesem Fall ein Minimum 
vor. Ebenso erkennt man, daß bei negativer zweiter Ableitung 
die Kurve unter ihrer Tangente verläuft, also konvex ist. Bei 
horizontaler Tangente liegt jetzt wieder ein Maximum vor. Man 
erkennt aueh, daß man wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitung 
nur das Vorzeichen in dem betreffenden Punkt selbst zu kennen 
braucht, um daraus einen Schluß auf das Vorzeichen in einem 
ganzen Intervall um den Punkt ziehen zu können. 

Beispiel: Wir wollen wieder das auf S. 87 behandelte Bei­
spiel vornehmen, damit uns recht deutlich zu Bewußtsein kommt, 
daß die Tangente die Kurve besser approximiert als die Hori­

~1-- I 1 1 
zontale. Es war y = r 1 + x, y = -- ---~-=, und es ist 

2 V1+x 
" 1 1 F" I I 1 . t b Y = - -4- • ur x < -- IS nun a er 

}'(1 + x)• 100 

1 x2- < -- -- - <000002 : y" I 1 ( 10 )3 1 
: 2 1 8 }199 10' ' 

und für 1 z 1 < 1~ ist 

I y" 'I 1 (1 /10)3 1 
: xz -2 < -s V 1f · io• < 0•002· 
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Also wird die Funktion Vf+x durch 1 + } x approximiert, 

und zwar bis auf einen Maximalfehler von 1~5 im Intervall 

- fo.- < x < i~• und bis auf einen Maximalfehler von 1~. im 
1 1 

Intervall -- :::;; x s -- · 10- - 10 
Den Prozeß, der uns zur Approximation der Kurve durch ihre 

Tangente führte, können wir fortsetzen. Wenn wir annehmen, 
daß sich f" (x) nur langsam ändert, so wird es nahe liegen, die 

h1 h" 
genaue Korrektur -2- f"(x0 + {}h) durch ~f f"(x0) zu ersetzen, 

um so eine noch bessere Approximation als durch die Tangente 
zu erzielen. Wir haben also dann die Differenz 

f(x0 + h)- f(x0)- hf'(x0)- ~ f"(x0) 

zu untersuchen. Geometrisch bedeutet dies, daß wir die Kurve 
statt durch ihre 'l'angente durch eine Parabel mit senkrechter 
Achse approximieren, die in x = x0 , y = f(x0) die Kurve be­
rührt.. Denn die allgemeine Gleichung tiner Parabel mit senk­
rechter Achse lautet y = a0 + b (x - x0) + c (x - x0) 11• Soll 
sie aber die Kurve in zweiter Ordnung -berühren, d. h. in der­
selben Richtung den Punkt passieren wie die Kurve selbst, und 
dort noch die zweite Ableitung f" (x0) mit ihr gemeinsam haben, 
so ist , f"(x0) 2 y = f(x0) + f (x0)(x- x0 ) + - 2- (x- x0) 

oder y = f(x0) + f'(x0)h + f"(xo)h2 
2 

ihre Gleichung. Die erneute Anwendung unseres Verfahrens zur 
Untersuchung der Differenz würde ergeben 

, h· 
f (x0 + h) = f (x0) + hf (x0) + 2 !" (x0) 

+ ~;f"'(x0 + Dh) (0 < D < 1). 

So können wir beliebig fortfahren und die Kurve in der Umgebung 
eines Punktes durch "Parabeln" von immer höherem Grade 
approximieren, deren Gleichungen in immer mehr Ableitungen 
mit den Ableitungen der zu approximierenden Kurve überein­
stimmen. Wenn die Funktion 

tJ =" a0 + a1 x + a1 x1 + · · · + a,.x" 
möglichst viele Ableitungen bei x = Xo mit f (x) gemeinsam 
haben soll, so muß sie notwendig von der Form 

y = f (xo~ + f' (x~ (x- xo) + f" (xo) (x- z.)• ... + f'nl (xo) (z-zo)" 
2 n! 



Beweis der Taylorschen Formel 91 
sein. Denn man kann sie nach Potenzen von x - x0 entwickeln. 
Trägt man nämlich x = x0 + (x- x0) ein und ordnet dann nach 
Potenzen von x - x0, so wird 

y = c0 + c1 (x ~ x0) + c2(x- x0) 2 + · · · + cn(X- x0)n. 

Die Werte der Ableitungen bei x = x0 werden c0 , cv 2c2, ••• n! c ... 
Wenn sie mit den Ableitungen von f (x) übereinstimmen sollen, 
so findet man 

' t<nl (xo) 
Co= f (xo), C1 = f (xo) · · · Cn = - - 1- • n. 

Es stimmen also n Ableitungen überein. Mehr können im all­
gemeinen nicht gemeinsam sein, da die folgenden Ableitungen 
der ganzen rationalen Funktion verschwinden. Unsere nächste 
Aufgabe ist es nun, zu beurteilen, mit welcher Genauigkeit durch 
den angegebenen Ausdruck die Funktion f (x) approximiert wird. 
Wir überlassen es dem Leser, den in diesem Paragraphen an­
gedeuteten Weg bis zu diesem Ziel zu verfolgen. Wir wollen im 
nächsten Paragraphen einen etwas anderen Gedankengang ver­
folgen, der uns etwas mehr liefert, als wir so gewinnen könnten. 

§ 4. Beweis der Taylorschen Formel. Wir machen den folgen­
den Ansatz: 

f(x0 + h) = f(x0) + hf'(x0 ) + ~~f"(x0) 
hn-trn-ll(x) ···+ (n-l)!o+hP·Q. 

Für Q wollen wir einen handlichen Ausdruck gewinnen. Dieser 
Ansatz rechtfertigt sich durch die Erfahrungen, die wir in 
speziellen Fällen gemacht haben. Zur folgenden Untersuchung 
wollen wir annehmen, daß in einem Intervall a ~ x ~ b, dem 
die Stelle x0 angehört, f (x) samt allen seinen Ableitungen bis zur 
nten einschließlich endliche eindeutige Funktionen seien. Die 
Stetigkeit der Funktion samt denn -1 ersten Ableitungen folgt 
hieraus nach S. 67 von selbst. Nun setze ich X= x0 + h und 
betrachte die Funktion 

F(x) = f(X)- f(x)- f'(x)(X- x) 

- ... - rn-ll(x) (X- x)n-~- Q(X -x)P. 
(n-1)! 

Dabei ist die Zahl Q immer noch durch die Gleichung zu Beginn 
des Paragraphen erklärt. Es ist also 

F(x0) = 0 = f(X)- f(x0) - f' (x0) (X- x0) 

- •.. - f<n-1) (xo) (X- Xo)n-1 - Q (X - Xo)''. 
(n-1)! 
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Nun bilde ich F'(x). Ich finde 

F' (x) = Q p (X - x) P-1 - f<n) (x) ~- x)n-l • 
(n-1)! 

Nun ist aber F(x0) =F(X) = 0. Also muß F'(x) nach dem 
Rolleschen Satz an einer Stelle ~ zwischen x0 und X = x0 + h 
verschwinden. Das liefert 

0 = F' (~) = Q p (X - ~)P-1- j("l(~) (X-- .;)n-l • 
(n--1)! 

Daraus entnehme ich, wenn ich wieder X= x0 + h und ~ = r 0 

+ ßh setze, 

Setze ich also r,. = Qhf!, so finde ich 

f<"l(x0 + Dh) (1- fl)n-f!h" r = - ~----· 
n (n-1)! p 

Bisher haben wir über die Zahl JJ keine besondere Annahme ge­
macht. Wir wollen nun zwei Fälle besonders betrachten, näm­
lich p = 1 und p = n. Für das Restglied r,. der Taylorschen 
Formel haben wir dann zwei AusdJ.ucksformen gefunden, nämlich 

1. r = t<n>(xo + ff,h) (l _ {} )"-1h,. Cauchys Form des Rest-
" (n -1)! 1 gliedes. 

2. r n = t<n>(x"nT ff2h) h" Lagranges Form des Restgliedes. 

Man kann die Taylorsche ] 1ormel noch in zwei anderen oft be­
nutzten Formen aussprcehen, nämlich einmal so, wenn ich 
x = x0 + h setze, 

f(x) = f(x0) + (x- x0)f'(x0 ) + (x 2 Xo)
1f"(x0) + · · · 

f (x-xo)"f<"l( + D ( )) (1 {} )n-1 (x-xo)"-1 n 1 (n-1)! Xo 1 X-Xo - 1 + --· -- f< - >(xo) + { 
(n -1)! l ~-n~o)" f<"l(xo + #2(x- Xo\) 

oder, wenn ich insbesondere x0 = 0 nehme und x statt h schreibe, 
auch so: 

f(x) = f(O) + xf'(O) + ~~ f"(O) + · · · + (n:l:"~)!f<n- 1)(0) 

I~ f<"l({}l x) (1 - Dl)n-1 + (n-1)! 

x" r;)<nl(#2 x) 
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Für diese letztere Formel hat man ganz unnötigerweise noch einen 
besonderen Namen eingeführt. Sie heißt die Mac Laurinsche 
Formel. Das wichtigste an diesen Formeln sind die Restglieder. 
Denn sie lassen erst ein Urteil darüber zu, ob die ersten Terme 
rechts wirklich eine Approximation der Funktion liefern, und mit 
welcher Genauigkeit man sie zur Darstellung der Funktion ver­
wenden kann. Diese Formeln erlauben nun auch für Funktionen 
wie e"', sin x usw., für die bisher eigentliche analytische Ausdrücke 
nicht vorlagen, solche anzugeben. So gewinnen wir die Mittel, 
diese Funktionen für gegebene Werte von x wirklich zu be­
rechnen. Das soll in einigen der nächsten Paragraphen weiter 
verfolgt werden. 

§ 5. Maxima und Minima. Wir sind nun in der Lage, die 
Frage nach den Maxima und den Minima der Funktionen ab­
schließend zu behandeln. An verschiedenen Stellen sind uns 
diese Extreme schon begegnet. Zuerst wohl auf S. 62, wo wir 
allgemein erkannten, daß eine jede in einem abgeschlossenen 
Intervall stetige Funktion in diesem Intervall einen größten und 
einen kleinsten Wert besitzt. Diese Extreme werden wir zweck­
mäßig als absolute Extreme bezeichnen, da es unter allen Werten 
des endlichen Intervalles die größten bzw. kleinsten sind. Eine 
Erweiterung der Definition des Maximums und des Minimums 
nahmen wir dann auf S. 82/83 vor. Wir führten da die relativen 
Extreme ein. Wir nannten einen Punkt ein relatives Maximum 
einer Kurve, wenn alle Kurvenpunkte, deren Abszissen einem 
passend gewählten, nicht zu großen Intervall um die Abszisse 
dieses Punktes angehören, kleinere Ordinaten besitzen. Der 
Punkt ist also der höchste aus seiner Umgebung. Es braucht 
nicht der allerhöchste im ganzen Intervall zu sein. Hier haben 
wir nun namentlich die im Innern des Intervalles gelegenen 
Extreme betrachtet. Wir können sie mit ihrer beiderseitigen 
Nachbarschaft vergleichen, während dies am Intervallanfang 
z. B. nicht möglich ist, weil uns da nur zur Rechten Kurven­
punkte zur Verfügung stehen. Sei nun bei x = x0 (a < x0 < b) 
ein solches relatives Extrem im Intervallinnern gegeben, so 
wollen wir annehmen, daß alle Ableitungen von f (x), von welchen 
weiterhin die Rede sein wird, in dem Intervall a < x < b stetig 
sind. Dann lehrt uns die Formelf (x0 + h) - f(x0) = hf' (x0 + {}h), 
daß f' (x0) weder positiv noch negativ sein kann, denn sonst 
wäre wegen der Stetigkeit auch für genügend kleines h: 
f'(x0 + {}h) > 0 bzw. < 0. Dann würde aber bei Vorzeichen­
veränderung von h die Differenz ihr Vorzeichen ändern. Soll 
dies nicht der Fall sein, so muß f' (x0) = 0 sein. Nun haben wir 
für die Differenz 

f (x0 + h) - f (x0) = -~~ f"(x0 + #h). 
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Man erkennt, daß diese Differenz für f" (x0) > 0 in einem ge­
wissen Intervall immer positiv ist, daß also ein Minimum vor­
liegt. Ebenso schließt man aus /" (a:0) < 0 auf ein Maximum. 
Wenn aber f" (x0) = 0, so versagt dieser Schluß. Dann be­
trachten wir die Differenz 

f (xo + h) - f (xo) - hf'(a:o) - -~~f" (xo), 

die aber wegen f' (x0) =I" (x0) = 0 mit I (x0 + h) - f (x0) zu­

sammenfällt. Ihr Wert ist ~~ f"'(a:0 + {}h). Wegen des Vor­

kommens der ungeraden Potenz h3, die bei Vorzeichenwechsel 
von h ihr Vorzeichen wechselt, schließt man wie bei der ersten 
Ableitung, daß im Falle eines Extremes notwendig jetzt auch 
I"' (a:0) = 0 sein muß. Untere Differenz wird daher jetzt durch 

~~ j('l (a:0 + {}h) dargestellt. Für f<'l {x0) < 0 liegt dann wieder 

ein Maximum vor, für 1<4l(x0) > 0 ein Minimum. Wenn aber auch 
1<4) (a:0) = 0, so muß man ähnlich wie vorhin weiter schließen. 
So findet man das folgende Resultat: Wenn bei der Abszisse x0 
die Funktion f(x) ein Extrem besitzen soll, so muß notwendig 
f' (x0) = 0 sein. Ob dann ein Extrem vorliegt oder nicht, ent­
scheiden die höheren Ableitungen. Es kann nämlich nur dann 
ein Extrem vorliegen, wenn die erste bei x0 nicht verschwindende 
Ableitung von gerader Ordnung ist. Ist diese dann positiv, so 
liegt ein Minimum vor. Ist sie aber negativ, so hegt ein Maximum 
vor. Falls indessen die erste nicht verschwindende höhere Ab­
leitung von ungerader Ordnung ist, so liegt weder ein Maximum 
noch ein Minimum vor, sondern ein Wendepunkt. Er ist dadurch 
charakterisiert, daß die Kurve in ihm die Tangente durchsetzt. 
Dabei ist aber vorausgesetzt, daß es nichtverschwindende 
höhere Ableitungen gibt. Andernfalls versagt unsere Betrachtung. 
Ein Beispiel dieser Art werden wir im zweiten Band kennen­
lernen. 

Analoge Kriterien gelten für die Konkavität und die Kon­
vexität in einem beliebigen Kurvenpunkt. Man hat nur in dem 
Beweis den Teil, der vom Verschwinden der ersten Ableitung 
handelt, wegzulassen. Im Wortlaut des obigen Resultates hat 
man dann überall statt Maximum konvex und statt Minimum 
konkav zu lesen. 

§ 6. Die Taylorsehe Reihe. Wir wollen nun in Beispielen die 
Frage behandeln, inwieweit man eine vorgelegte Funktion 
durch eine Taylorsche Formel von genügender Gliederzahl mit 
jeder gewünschten Genauigkeit darstellen kann. Das Kriterium 
dafür besteht darin, daß das Restglied der Formel, das ja die 
Güte der erreichten Approximation bestimmt, für unendlich 
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wachsende Gliederzahl der Formel gegen Null konvergiert. Durch 
diesen Grenzübergang erhalten wir dann eine konvergente un­
endliche Reihe, die die Funktion darstellt. Da sie nach Potenzen 
von x oder von (x - x0) fortschreitet, ist die so erhaltene Taylor­
sche Reihe eine Potenzreihe. Wir wollen das damit umschriebene 
Programm nun in einigen Beispielen durchführen. 

Wir beginnen mit der Exponentialfunktion e"'. Da alle ihre 
Ableitungen wieder e"' sind, so finden wir unter Benutzung der 
Lagrangeschen Form des Restgliedes 

Wir halten nun x fest und bestimmen zwei aufeinanderfolgende 
ganze Zahlen, zwischen welchen I x I liegt. Sei also m < I x ! 
~ m + 1. Dann ist jedenfalls es"' < em + 1• Ferner ist für n > 1n 

X" zm X X X 

n!= m! m-tl. m+2 ... n,-· 

Setzen wir M = ~m+l)m em+I und beachten daß alle ~~~ 
m!· ' m+h 

kleiner sind als 1, so finden wir, daß der Rest r11 der Ungleichung 

r,. < l__:;_l M genügt. Daher ist !im r11 = 0. Für alle x gilt also 
n n -+oo 

diese Reihendarstellung von e"': 

x• 'x• x" 
e"' = 1 + x + ·· + ~' + · · · +- + · · • 2! 3! n! 

Einen besonderen Fall (x = 1) haben wir schon auf S. 52 rech­

nerisch verfolgt. Wir finden aus dem Restglied r10 < 1~. in 

Übereinstimmung mit unseren damaligen Überlegungen. 
Wir gehen zu den trigonometrischen Funktionen über. Sei 

f (x) = sin x. Man findet 

g:;3 a;5 x•n-1 
sin x = x- 3! + 5! + ... + (- 1) .. -\2n~lf! 

x•n+l + (- 1)"-~ -- - cos {}x 
(2n+ 1)! · 

Ebenso findet man 

x• x• x•n- 2 

cosx = 1- 2 ,+ 4! + · · · + (-1)"-\2n.::__2)! 

a;2n 

+ (- 1)" (2n)! cos {}x. 
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Genau wie bei der Exponentialfunktion findet man, daß lim r n 
n-+oo 

= 0. Also gelten für sin x und cos x diese unendlichen Reihen 

. x 3 x• 
Sill X = X - S ! + 5 ! - + · · · 

x' x• 
COS X = 1 - - + - - + · • · 2! 4! 

Wir wollen hiermit etwa sin 1° ausrechnen. Da wir in den For­
meln Bogenmaß verwenden, so haben wir 

x = 1; 0 = 0,017 453 ... 

einzutragen. Wir finden weiter 

x' 
2! = 0,000152 ... 

x• 
3! = 0,000000 ... 

Daraus folgt 
n x• 

sin - - = 0 017 45 · · ·- - cos {};r, 
180 ' 3! 

und 
n x• 

cos iSo = 0,999 84 ... + n cos {}x, 

In beiden Fällen beträgt also der Fehler weniger als eine Einheit 
der fünften Dezimale. 

Wir behandeln noch den Logarithmus. Eine direkte An­
wendung der Formeln auf log x führt nicht zum Ziel, da bei 
x = 0 der Logarithmus nicht differenzierbar ist. Wir wollen daher 
die Funktion log (1 + x) betrachten und auf sie die Maclau­
rinsche Formel anwenden. Wir finden zunächst für positit,es x 
bei Verwendung der Lagrangeschen Form des Restgliedes 

x8 zl xn-l zn 1 
log(l + x) =X- 2- + ß • .. {-l)n n-1 + (-1)n+l n,· (i + i)z)n 

Hier ist 0 < (1-+18- x)n < 1. Also i3t dieser Rest kleiner als ~ · 
Dieser Ausdruck strebt sicher gegen Null, wenn x::::::: 1. Für 
0 ~ x::::::: 1 stellt also die Taylorsche Reihe den log (1 + x) dar. 
Wie steht es aber bei x > 1? Man kann dem Ausdruck für r n 

nicht unmittelbar ansehen, daß er dann nicht mehr dem Grenz­
wert Null zustrebt. Um uns nicht in eine längere Erörterung 
einzulassen, wollen wir einfacher feststellen, daß für x > 1 die 
Reihe überhaupt nicht konvergiert, daß sie also auch nicht den 
Logarithmus darstellen kann. Wir betrachten den Quotienten 
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zwei er aufeinanderfolgenden Glieder. Er ist bis aufs Vorzeichen 

X n-~ 1 . Sein Grenzwert für n~ 00 ist X, also in unserem Fall 

größer als 1. Von einem gewissen Gliede an wachsen also die 
absoluten Beträge der Reihenglieder. Ihr Grenzwert kann daher 
nicht Null sein, er wächst, wie man nebenbei erkennt, sogar 

über alle Grenzen. Wir haben so nebenbei lim xn = oo für 
n-)ooo n 

x > 1. Wir gehen zu negativem x über. Hier verwenden wir die 
Cauchysche Form des Restgliedes. Wir finden 

x• x,n-l (1- {})n-l 
log (1- x) =-X- 2- ... - n:__l- xn(l-ifx)n. 

Der Rest ist dem Betrag nach kleiner als X" -1 1 , wenn x < 1 -x 
(nicht gleich 1). Sein Grenzwert ist also Null. Hier stellt die 
Reihe also die Funktion dar. Für x = 1 finden wir die har­
monische Reihe, die also nicht konvergiert. Und für x > 1 
haben wir auch keine Konvergenz. Somit haben wir das Schluß­
resultat x• x3 

log (1 + x) = x-- - + ---- + .. · 
2 3 

gilt für - 1 < x ~ + 1, d. h. so lange, als die Reihe überhaupt 
konvergiert. 

Bemerkung: Die oben gefundenen Reihen für ez, cos x, sin x 
deuten auf einen tieferen Zusammenhang zwischen diesen drei 
Funktionen hin. Wir wollen ihn dem Leser nicht vorenthalten, 
wiewohl wir ihn hier nicht begründen können. Er offenbart sich, 
wenn wir imaginäre Werte von x zulassen. Bezeichnen wir also 
FI mit i, so finden wir ganz formal 

. . y• . ya y' 
e'11 = 1 + ty- 2! - t 3! + :{! ... 

Wir haben so ohne Beweis die Eulersche Forrnel: ei 11 = cos y 
+ i sin y. Sie ist für manche Rechnungen ein bequemes Hilfs­
mittel. Wenn wir z. B. cos ny durch cos y und sin y ausdrücken 
sollen, so können wir uns dazu der folgenden Methode be­
dienen: Es gilt der Moivresche Satz 

ei n II = cos n y + i sin n y und ein 11 = ( cos y + i sin y)n. 

Nach dem binomischen Lehrsatz finden wir so z. B. für n = 4: 

cos 4y + i sin 4y = cos4 y + 4i cos3 y sin y- 6 cos2 y sin2 y 

- 4i cos y sin3 y + sin4 y 

und daraus cos 4 y = cos4 y- 6 cos2 y sin2 y + sin4 y 
und sin 4y = 4 cos3 y sin y- 4 cos y sin3 y, 

Teubnero teohn. Leitf. 4: B ie b erb a ob , Dilierentialrechnung. 3. A nß. 7 



98 VII. Die Taylorsche Formel 

Formeln, die man auch (allerdings weniger bequem) durch Rech­
nen bloß im Reellen in bekannter Weise ableiten kann. Man kann 
sie übrigens auch in mehr geometrischerWeise ohne Verwendung 
der Exponentialfunktion verifizieren . 

.A.us ei!1 = cos y +isin y und e-i!l = cos y- i sin y folgt 
ei!l + e-i!l 

cos y = 2 und 
e•v-e-i!l 

sin y = --2:o-~,-. -

Anhang: Über hyperbolische Funktionen. Vielfach ver­
wendet man mit Nutzen die Funktionen 

« eil+ e-Il 
~o~y= 2 ' 

. er-e-r 
®tny=-2~· 

Man liest auch hier Cosinus und Sinus und nennt die Funktionen 
hyperbolischer Cosinus und Sinus. Dementsprechend bezeichnet 
man sie auch mit cosh y und sinh y. Die Benennungen Cosinus 
und Sinus erinnern an den engen Zusammenhang der Funktionen 
mit den trigonometrischen Funktionen. Man hat ja 

cos iy = (f,oßy und sin iy =- i6iny. 

Die Zusätze hyperbolisch deuten darauf hin, daß diese Funk­
tionen für die Parameterdarstellung der Hyperbel eine ähnliche 
Bedeutung haben, wie die trigonometrischen oder Kreisfunktionen 
beim Kreis. Man findet nämlich ~oß2 y - @5in2 y = 11) entweder 
aus cos2 y + sin2 y = 1, oder aus den Darstellungen beider 
Funktionen durch die Exponentialfunktion, was vorzuziehen 
ist, wenn jemand dem Imaginären nicht trauen sollte. Wir 
haben ja auch die Verwendung des Imaginären nicht ordentlich 
begründet. Immerhin kann man es verwenden, um auch aus 
den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen die 
für die hyperbolischen zu gewinnen. Man kann ja dann leicht 
mit Hilfe der Exponentialfunktion verifizieren. So findet man 

~o~(y + z) = ~ßy~oßz + @5iny • 6inz .. 
®in (y + z) = 6in y ~o~z + ff,o~ y • @5inz. 

Aus den Definitionsgleichungen findet man leicht 
d[o!!y . d@iiny -- 1iy-=6my, -dy =rrosy. 

Setzt man noch l::g y = ~~n Y , ~tg y = ~!! Y , 
~!! y -=-tn y 

so hat man d%g Y - - 1 i d~tg Y 1 
d y - [o!!2 y' dy- = - 6in1 y · 

1) Setzt man ~ = [oey, 1J = @iiny, so hat man eine Panr.meter­
darstellung der Hyperbel ~· - 7J1 = 1. Die ~metrische Bedeutung 
des Parameters können wir erst in der Integralrechnung besprechen. 
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Die Gleichungen x = (tos y und x = @iin y 
kann man nach y auflösen und so die Umkehrungsfunktionen 
bestimmen. Man nennt diese ~te~ofinus und ~tea•@iinußl) und 

schreibt y = ~tl.tos x und x = ~t@iiny. 

Man findet für diese Funktionen die Darstellungen 

~tl.tos x = Iog(x + y x2 -1), 

~t@iinx = log(x + v'X2+1). 

Ferner findet man 1 t+z 
~t%g x = ---- Iocr - -

2 "'1-z' 

1 z+t 
~tl.ttg x = - log-2 z-1 

Wendet man die Regel über die Differentation der Umkehrungs­
funktion an, so findet man 

d~t(Wh 1 d~r6inz 1 
-;ri- = y;~--=1 · dz = yf+xä' 
d~agx 1 
~ = 1:._z1 ' 

d~r@:tgz = __! __ ·2) 
dz 1-z1 

Aus der Maclaurinschen Reihe für ez eiltnimmt man leicht 
y• y4 

~.tos y = 1 + 2 1 + -4 + · · · 
. ya y& 

\Smy = Y + s! +in+··· 
§ 7. Die Berechnung der Logarithmentafeln. Die wirkliche Be­

rechnung der Logarithmen geschieht nicht unmittelbar durch 
die vorhin gewonnenen Formeln. Man würde eine zu große Zahl 
von Reihengliedern brauchen, um halbwegs gute Werte zu er­
halten. Der Herleitung besserer Formeln wenden wir uns 
jetzt zu. 

Wenn wir die für log (1 + x) und log (1 - x) gefundenen 
Reihen voneinander subtrahieren, so erhalten wir eine Reihe für 

log G + :) . Diese sieht so aus: 

( 1 .J.. z) ( w z5 z•n-1 ) 
log c' z = 2 X+ S- + 5 + • • • + 2n-1 

+ x••~+I (~ + ~--). 
2n+1 1-z 

1) Slrea = Fläche. Der Grund der Benenntmg wird erst in der 
Integra.lreohnung deutlich. 

2) Man beachte, da.ß ilt.tg z nur für I z I < 1, ~~g z nur für 
1 x 1 > 1 reell ist. 

7* 
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Wir wollen sie verwenden, um z. B. log 2 zu berechnen. Damit 
1 +x 2 . d ·· . · 1 . t D . d I 
1 _ x. = Wir , mussen w1r x = 3 em ragen. ann Wir a so 

der Rest der Formel kleiner als (! rn+l (2n ~ i + ~). Also 

schon für n = 7 wird der Rest kleiner als 1~7 • Rechnet man die 

7 Reihenglieder auf 7 Dezimalstellen genau aus, so findet man 
für ihre Summe 0,6931467. So erkennt man, daß man durch 
diese 7 Reihenglieder log 2 = 0,69314 ... auf 5 Dezimalen 
genau hat. Hätte man die gleiche Genauigkeit mit der Reihe 
von log (1 + x) erreichen wollen, so hätte man gefunden: 
log 2 = 1 - t +! ... Wir hätten also hier mindestens 106 Glie­
der nötig gehabt, um der gleichen Genauigkeit gewiß zu sein. 
Wollte man unsere Reihe verwenden, um log 3 mit derselben 
Genauigkeit auszurechnen, so müßten wir x =! eintragen. 
Jetzt hätten wir aber schon mindestens 11 Reihenglieder nötig. 
Man sieht, daß jetzt die Sache ungünstiger ist. Sie wird das um 
so mehr, je größer die Zahl wird, deren Logarithmus wir aus­
rechnen wollen. Denn um so größer wird auch das x, das wir in 
unserer Reihe eintragen müssen. Darum empfiehlt sich jetzt 
schon für log 3 ein anderer Weg. Es bietet sich nämlich ein be­
quemer Weg dar, um aus log a den log (a + 1), also den Log­
arithmus der folgenden ganzen Zahl auszurechnen. Es ist 
nämlich 1 

( 1) 1 + 2a+1 log (a + 1) =log (a) + log 1 + a =log a + log ---1-. 
1---

2a-1 

1 1+ . 
Um also log S zu berechnen1 müssen wir nur weiter log--{ 

1-s-
haben. Das gewinnen wir, indem wir in der Formel zu Beginn 
des Paragraphen x = t eintragen. Je größer nun die Zahl a 
wird, d. h. je weiter wir die Logarithmen schon haben, um so 
günstiger stellt sich die Sache.1) Je weiter wir kommen, um so 
weniger Reihenglieder reichen aus. Neben den hier besprochenen 
Rechenvorteilen kann man, sich bei weiterer Vertiefung in die 
Sache noch manchen anderen verschaffen. Wir wollen das aber 
nicht weiter verfolgen. 

Lieber wollen wir noch ein Wort sagen ilber die Interpolation 
in 5-stelligen Tafeln. Man findet darin noch mit P.P. bezeichnete 

1) Auf die beim Fortschreiten fortgeeewte Addition der Fehler der 
Einzelberechnungen ist dabei keine Rücksicht genommen. 
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Hilfstafeln, die der Interpolation nach Proportionalteilen 
(= partes proportionales) dienen. Die Frage, die wir zu beant­
worten haben, ist diese: Inwieweit verträgt es sich mit der ge­
wünschten Genauigkeit von fünf -Dezimalen, zwischen zwei auf­
einanderfolgenden Zahlen die Änderung des Logarithmus der 
Änderung des Numerus proportional anzunehmen. Wir setzen 
also angenähert 

log (a + a).._,loga + a [log(a+ 1) -loga] =loga+ alog (1 + ~), 

während in Wirklichkeit log (a + a) = log a + log ( 1 + ~) ist. 

Nun ist aber 1. a log (1 + ~) um weniger als 2: 2 von ~- ver­

schieden 1) und 2. ist aus demselben Grund log ( 1 + ~) von : 
2 

um weniger als 2cx.a2 verschieden. Der Gesamtfehler beträgt also 

höchstens --\-, ist also von a = 1000 an durchaus mit der ge-
a 

wünschten Genauigkeit verträglich; denn dann wird er kleiner 

als 1~. . Durch den Umstand, daß wir nicht zwischen den ge­

nauen Werten der Logarithmen, sondern zwischen Näherungs­
werten derselben interpolieren, kommt natürlich keine neue Un­
genauigkeit herein. Eine noch bessere Fehlerabschätzung als die 
eben gegebene werden wir in § 9 kennenlernen, wo wir die Inter­
polation etwas eingehender studieren werden. Für die Briggssehen 
Logarithmen, die ja in den Tafeln stehen, stellt sich die Sache 
noch günstiger. Denn nach S. 78 erhält man die Briggischen 

Logarithmen, indem man die natürlichen mit lo: 10 , das ist 

also mit einer Zahl kleiner als !, multipliziert. Dabei multi­
plizieren sich also auch die Fehler mit dieser Zahl. Jetzt also 

1 
beträgt der Fehler höchstens 2 . 10, • 

§ 8. Der binomische Satz. Auf S. 14 haben wir den bino­
mischen Satz für ganze positive Exponenten abgeleitet. Jetzt 
wollen wir sein Analogon für gebrochene und für negative Ex-

ponenten entwickeln. Da immer (a + b)" = a" (1 + :r. so 

dürfen wir uns dabei auf den Fall (1 + x)" beschränken. Wir 

1) Siehe die alternierende Reihe für log ( 1 + ~) und die S. 41 

besprochene Abschätzung des Restes solcher Reihen. 
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nehmen 1. x und n positiv an. Die Taylorsche Formel mit La­
grangeschen Restglied liefert uns 

(1 + x)n= 1 +nx+ G)x2 + .. ·(k_::_ 1)xk-l+(~)xk(1 + Dx)n-k. 

H. h b . Abk" t t(n) n(n-1) ... (n-k+1) 1er a en Wirzur urzung gase z k = 1 . 2 ... k --· 

Von einem gewissen Glied an wird nun aber sicher der Stellen­
zeiger k größer als die feste Zahl n. Daher wird von da an jedEm­
falls 0 < (1 + D x)n-k < 1. Es bleibt so noch der Grenzwert von 

( ~) xk zu untersuchen. Wir schreiben 

G) xk I = i . n 2 1 ... ~- ~:~ ±! . [n] ~nt .. ·In-~ + 1 j x". 

Dabei ist mit [n] die größte ganze Zahl untern bezeichnet. Setze 
ich die feste Zahl~. n- 1 . · · n-[n]+i = N so ist offen-

1 2 [n] ' 

bar I ( ~) x" I < N · xk, wird 'also mit wachsendem k beliebig 

klein, falls x < 1 ist. Für x < 1 gilt also jedenfalls die binomische 

Reihe (n) (n) (1 + x)n = 1 + nx + 2 x2 + 3 x3 + · · · 

.Ähnlich wie bei log (1 + x) sieht man, daß für x > l die bino­
mische Reihe divergiert, weil der Grenzwert des Quotienten 
zweier aufeinanderfolgenden Glieder x ist, also größer als 1. 
Für den Fall x = 1 selbst ist eine eingehendere Untersuchung 
nötig. Sie ergibt Konvergenz und zeigt, daß 

2n = 1 + n + {;) + {;) + ... 
Die Abschätzung des Restgliedes haben wir hier nur für große 

Gliederzahlen durchgeführt, nämlich für Gliederzahlen, die den 
Exponenten n übertreffen. Wir finden für alle x unter eins bei 
genügend großer Gliederzahl Kleinheit des Restes. Aber auch 
wenige Glieder der binomischen Reihe geben bei genügend kleinem 
:r. brauchbare Annäherungen. Denn wenn k ~ n ist, so sind die 

G), die in diesen wenigen Reihengliedern vorkommen, alle 

unter einer festen Grenze gelegen. Ebenso liegt (1 + {} x)n-k 
unter 2n. Wegen des Faktors x" sieht man alsdann, daß der Rest 
bei genügend kleinem x recht klein wird. Ein Beispiel hierzu be­
gegnete uns schon auf S. 89/90 wo wir die Approximation von 
V1 + x durch 1 + l x näher betrachteten. 

Wir betrachten 2. den Fall: x positiv und n negativ. Wir finden 
eine ganz gleich aussehende Reihe. Während aber vorhin unser 
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Beweis wesentlich darauf beruhte, daß alle Binomialkoeffi­
zienten beschränkt waren (sie sind ja alle dem Betrag nach kleiner 
als N), trifft dies hier nicht zu. Denn setzen wir n = - m, so 

wird (n) = (- 1)k. ~(m ± 1) ---~-(~_j-_1.:__--::::-1). 
k 1· 2 . . . k 

Da dies z. B. für m = 2 zu ( -l)k(k + 1) wird, so sind also hier 

die Binomialkoeffizienten nicht beschränkt. (Es ist ja nach 

S. 51 (l ~ x)2 = 1- 2x + 3x2 -- + · ·-). Trotzdem wird auch 

hier wieder lim (~) xk = 0, falls x < 1. Um das einzusehen, 
k-+oo 

brauchen wir uns nur von der Konvergenz der binomischen 
Reihe zu überzeugen. Dara"Q.s ergibt sich ja dann, daß der 

Grenzwert lim (~) xk ihrer Glieder verschwinden muß. Wir 
k-+oo 

finden 
\ ( n )xk+l 

I-~~) X~-- = I ~+~I X. 

Der Grenzwert ist aber x, also kleiner als 1. Da außerdem auch 
(1 + {} x)n-,. < 1 ist, so stellt also wieder die binomische Reihe 
die Funktion dar, wenn x < 1. Endlich bleibt noch der Fall 
x < 0. Wir fassen uns hier etwas kürzer. Wir setzen x = - y. 
Dann ergibt die Anwendung des Cauchyschen Restgliedes 

(1 _ y)n = 1 _ ny + G)y2- G) ya ... + (-1)k-l(k~ 1)yk-1 

+ (-1)k(n-1) yk-1. ny (1- {)y)n-1. (~--=-!!_)k-1. 
k-1 1-{)y 

Hier ist nun aber 0 < {)y <{}und daher 0 < 1- {) < 1 - {}y. 
Bezeichnet also {}1 eine weitere Größe zwischen Null und Eins, 
so wird dieser Rest 

(- 1)k(~= D yk-1. ny . (1 _ {)y)n-1. {)1" 

.\us den vorhin angestellten Betrachtungen ergibt sich schon, 
daß sein Grenzwert für unendlich wachsendes k Null ist. Also 
haben wir nun das Schlußresultat: Für beliebiges n und alle 
- 1 < x < + 1 gilt die Reihendarstellung 

(1 + x)n= 1 + nx + G)x2 + (;)x3 + ... 
§ 9. t}ber die Interpolation und ihren Zusammenhang mit der 

Taylorsehen Formel. Einen Spezialfall der Frage der Interpola­
tion haben wir schon aufS. 101 behandelt, wo wir zwischen zwei 
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Logarithmen nach Proportionalteilen interpolierten. Da haben 
wir die Logarithmuskurve durch eine gerade Linie approximiert, 
die in zwei Punkten mit ihr übereinstimmte. Von der Approxi­
mation der Kurven durch gewisse berührende Parabeln belie­
bigen Grades war gelegentlich der Taylorschen Formel die Rede. 
Allgemein handelt es sich bei der Frage der Interpolation durch 
ganze rationale Funktionen n ten Grades darum, die Funktion 
f(x) durch eine solche ganze rationale Funktion P(x) vom nten 
Grad zu approximieren, deren Kurvenbild durch n + 1 Punkte 
der Kurve hindurchgeht oder, anders ausgedrückt, die für n + 1 
Werte der unabhängigen Variablen x die gleichen Funktions­
werte wie y = f(x) besitzt. Durch die Angabe der Werte, die 
eine ganze rationale Funktion n ten Grades an n + 1 verschie­
denen Stellen annehmen soll, ist diese Funktion völlig bestimmt_ 
Denn die Differenz zweier derartiger Funktionen ist eine ganze 
rationale Funktion von höchstens n tem Grad, die an n + 1 ver­
schiedenen Stellen verschwindet. Eine solche Funktion ist aber 
nach einem Ergebnis aufS. 8/9 für alle x-Werte Null. Es ist leicht 
zu verifizieren, daß die ganze rationale Funktion n ten Grades, 
die an denn+ 1Stellen x0, x1 , ••• Xn die Werte f(x0), f(x1), •• • , 

f (xn) annimmt, durch den folgenden Ausdruck geliefert wird 
(Newtons Interpolationsformel): 

P(x) = f(x0 ) + x-_xo (f(xl)- f (Xo 1)+(::_-=_xiJ)(x -x,) (f(x2)-s2(x2l) 
x1-x0 (x2-x0)(x2-x1) 

+···+ (x-x.)(x-x,) ... (x-xn-::'L(f(xnl-sn(Xn>). 
(xn- Xo) (xn- x,) ... (Xn- Xn-t) 

Dabei ist allgemein mit sk(x) die Summe der k ersten Glieder 
dieser Formel bezeichnet. 

Man kann den Ausdruck dieser ganzen rationalen Funktion 
noch auf eine etwas andere Gestalt bringen, die viel verwendet 
wird. Wir setzen dazu rp(x) = (x- x0) (x- x1) ••. (x- xn)· 
Man erkennt nun sofort, daß wegen rp (x1,) = 0 

lim _q:> (x)_ = lim q:>(x)- q:> (xk2 = rp'(x~c)· 
X~XkX-Xk :I!~Xk X-Xk 

Das folgt sofort aus der Definition des Differentialquotienten 
von rp (x). Dies vorausgeschickt, erkennt man, daß die Funktion 

P(x)= f(xo) .• ~~+ fS_~_q:>jil:)+···+ f(a;n) q:>(x) 
x- X0 q:>'(x0) x- x1 q:>' (x1) x- Xn q:>'(xn) 

ganz und rational vom n ten Grade ist und alle gewünschten 
Eigenschaften besitzt. Man nennt das die Lagrangesche lnter­
polationsformel. Sie ist natürlich nur eine identische Umformung 
der N ewtonschen. 
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Wir wenden uns nun zu der Frage, wie man die Güte der durch 
einen solchen Ausdruck erreichbaren Approximation beurteilen 
kann. Dazu müssen wir den Unterschied zwischen I (x) und 
unserem Polynom P (x) auf eine handlichere Form bringen. Das 
kann ähnlich wie bei der Taylorschen Formel, vielleicht sogar 
noch einfacher, geschehen. Wir machen den Ansatz 

l(x) = P(x) + v(x) · cp(x). 

In F (z) = I (z) - P (z) - v (x) cp (z) haben wir alsdann bei festem 
x eine Funktion von z vor uns, die an n + 2 verschiedenen 
Stellen verschwindet, nämlich einmal für z = x0, x1, ••• , x,. und 
dann für z = x. Nun stützen wir uns auf eine Verallgemeinerung 
des Rolleschen Satzes. Dort lag zwischen zwei Nullstellen von 
f(x) mindestens eine vonf'(x). Wenn wir aber nur drei Null­
stellen von l(x) zur Verfügung haben, so schließen wir, daß in 
jedem der zwei davon gebildeten Intervalle eine von f' (x) liegt, 
und zwischen diesen beiden so erhaltenen Nullstellen von f' (x) 
liegt dann wieder eine von f" (x). So weiterschließend erkennt 
man, daß, wenn n + 2 verschiedene Nullstellen von I (x) vor­
liegen, zwischen der kleinsten und größten derselben mindestens 
eine von I<"+ 1) (x) liegt. Das wenden wir hier auf die Funktion 
F(z) an. Sie hat n + 2 verschiedene Nullstellen. Also gibt es 
dazwischen ein ~' so daß 

F (n+I) (~) = 0 = f fn+I> (~)- v(x) (n + 1)! 

Daraus nimmt man v(x). Also bekommen wir das Resultat 
f<"+ll(~) 

l(x) = P(x) + -(n :-Fl) cp(x). 

Wenn wir dabei namentlich x, wie es im Sinne der Interpolation 
liegt, auf das Intervall x0 bis x,. beschränken (x0 < x1 < · · · < x,.), 
so ist ~ eine Stelle aus diesem Intervall. Wir wollen uns aber für 
später merken, daß die Formel auch gilt, wenn wir x irgendwie 
außerhalb nehmen, wenn nur in dem ganzen Intervall, auf das 
sich x0 , x1, ••. , Xm x dann verteilen, die erforderlichen Diffe­
renzierbarkeitsbedingungen erfüllt sind. 

Als Anwendung wollen wir, wie schon auf 8.101 angekündigt, 
nochmals den Fehler beim Interpolieren nach Proportional­
teilen in Logarithmentafeln vornehmen. Da wir dort geradlinig 
zwischen x = a und x = a. + 1 interpolieren, so haben wir 
folgende Formel: 

logx= loga+(x-a.) (log(a+ 1)-loga)-(x-a.)(x-a-t)J! :~. 

Der Fehler wird also für a ~ 108 kleiner als -;- 1~8 • Bei Briggs­

sehen Logarithmen wird der Fehler nach der Bemerkung auf 
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S. 101 sogar höchstens die Hälfte von diesem. Das Interpolieren 
ist also durchaus mit der Genauigkeit einer fünfstelligen Tafel 
verträglich von a = 103 an. 

Nun wollen wir zeigen, daß die Taylorsche Formel ein Grenz­
fall dieser Interpolationsformel ist. Wir wollen, um das einzu­
sehen, die n + 1 Stellen x0, Xv .•. , Xn alle in eine, in x0, zusam­
menrücken lassen. Ich behaupte, daß dann als Grenzfall die 
Taylorsche Formel herauskommt. Man darf das angekündigte 
Ergebnis von vornherein erwarten, wenn man nur daran denkt, 
wie durch den Grenzübergang aus der Sehne die Tangente, also 
aus der Interpolationsformel ersten Grades, die mit der Funktion 
in zwei Stellen übereinstimmt, die Taylorsche Formel wird, die 
mit der Funktion gewissermaßen in zwei zusammenfallenden 
Punkten übereinstimmt. So werden wir allgemein sehen, daß 
wir das Polynom der Taylorschen- Formel als eine Funktion 
ansehen können, die y = f (x) in n + 1 zusammenfallenden Punk­
ten schneidet. Das ist dann also der geometrische Sinn der Dber­
einstimmung der Ableitungen bis zur n ten einschließlich bei beiden 
Funktionen. Man spricht dann auch von einem n + 1- punktigen 
Schnitt oder einer Berührung n ter Ordnung. Nun zum Beweis. 
Ich untersuche zunächst, was beim Grenzübergang aus dem 
Interpolationspolynom P(x) wird. Dazu wollen wir den Grenz­
übergang so ausführen, daß wir erst xi nach x0 rücken lassen. 
Wenn das geschehen ist, soll x2 nachrücken, dann x3 usw., bis 
alle nach x0 gerückt sind. Dann wird gerade die Taylorsche 
Formel (ohne Restglied natürlich) vor uns stehen. Lassen wir 
xi nach x0 rücken, so wird zunächst 

Aus s2 (x) wird also a2 (x) = f (x0) + (x- x0)f' (x0). Das dritte 
Glied unserer Funktion ist also jetzt 

<x-x )2 {/( x2J-f(xol-<x.-Xolf'<xol) = (x-xo)'t''(x +{)(x -x )). 
o (x.- Xo)• 2 o 2 o , 

Lasse ich nun hier x2 und x0 zusammenrücken, so wird dies zu 

(x 2 xoF f" (x0). Daher ist jetzt das vierte Glied der Form&! 

3 
( /(x)1 -f/X0)-(x3-x0)/'(x0)- lxa 2 Xo)• f"(xo)) 

(x- x0) ( )• 
Xa-Xo 

= (:I; st")' f"' (xo + {}(xa- Xo)). 

Lasse ich wieder x3 nach x0 rücken, so finde ich dafür ( x-; !xo)• f'" (0a:). 
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So weiterfahrend bekomme ich tatsächlich zum Schluß das Poly­
nom der Taylorschen Formel heraus. Nun zum Restglied. Die 
zweite Formel auf S. 105 lehrt, daß für ein festes außerhalb des 

f(x)-P(x) 
Intervalls x0 < x1, ••• , x11 ·gelegenes x E~tets tp(x) (n + 1)! 

zwischen Maximum und Minimum liegt, dessen j(n+t) (~) fähig 
ist, wenn man ~ in einem alle Stellen x0, x1, ••• , X11 und x ent­
haltenden Intervall variieren läßt. Daher liegt der Ausdruck auch 
dann noch zwischen diesen Schranken, wenn man in P (x) und 
fP (x) alle Stellen x0 bis x" nach x0 rücken läßt. Daraus folgt also, 
daß es auch für das Polynom T (x) der Taylorschen Formel 
ein ~ aus dem Intervall x0 < ~ < x gibt, für das 

f(x)- T(x) (n + 1)! = f (n+ I) (~) 
(x- x0)" 

ist. Das ist aber gerade die Taylorsche Formel mit Restglied. 

Eine Aufgabe für den Leser sei es, den vorstehenden Ge­
dankengang so anzuordnen, daß daraus ein Beweis der Taylor­
chen Formel sich ergibt. 

VIII. Unbestimmte Formen. 
0 § 1. 0 . Wir verwenden in diesem Kapitel die Taylorsche 

Formel zur Berechnung gewisser Grenzwerte. Wir beginnen mit 
den Grenzwerten gewisser Quotienten, die man nicht dadurch 
bestimmen kann, daß man in Zähler und in Nenner für sich zur 
Grenze übergeht. Das wird dann nicht möglich sein (nach den 
Ergebnissen auf S. 21), wenn dabei Zähler und Nenner zugleich 
entweder beide verschwinden oder beide unendlich werden. In 
verständlicher Abkürzung pflegt man da von den unbestimmten 

Ausdrücken ~ und ~zu reden. Daß indessen gleichwohl ein 

derartiger Ausdruck einen ganz bestimmten Grenzwert besitzen 

kann, lehren schon die einfachsten Beispiele, z. B. lim xz- az = 2a. 
z-+a x-a 

Jedermann wird da ganz von selbst, ehe er zur Grenze übergeht, 
erst Zähler und Nenner von dem gemeinsamen in der Grenze 
verschwindenden Faktor x - a befreien und dann den Grenz­
übergang mit Leichtigkeit ausführen können. Diese gemein­
samen verschwindenden Faktoren von Zähler und Nenner 
drängen sich nicht immer so unmittelbar auf, wie in diesem Bei­
spiel. Indessen gibt die Taylorsche Formel ein Mittel an die 
Hand, sie aufzufinden, wenn sie sich dem unmittelbaren Augen­
schein entziehen. 
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Wir wollen also nun den Grenzwert lim f((x)) = -0°- betrachten 
:r:+x/P X 

und dabei annehmen, daß x0 eine endliche Stelle ist, und daß in 
einer gewissen einseitigen oder beiders.eitigen Umgebung von x0 

die Funktionen f(x), rp(x) samt allen ihren weiter zu verwenden­
den Ableitungen stetig und q; (x) samt seinen Ableitungen außer 
bei x0 von Null verschieden sind. Bei x = x0 möge überdies 
f(x0) = q;(x0) = 0 sein. Dann kann man unter zweimaliger An­
wendung des Mittelwertsatzes 

f (x) f(x) -f(xo) (z- Xo) f' (xo + 01 (X- Xol) 
p (zj = tp(X) -tp(x~) = (z- Xo)tp'(xo+ 0o(X- Xol) 

schreiben. Wenn nun f' (x0) und q;' (x0) nicht beide verschwinden, 
so ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Ableitungen 

lim f(x) =lim f'(\zo+ßl(x-xo)) =f'(x0). 

x-+:r0 9'(X) x+x0 9''(xo+ßz(X-Xo)) p'(xo) 

(Dabei setzen wir gegebenenfalls f'~o) = oo.) 
Wenn aber beide ersten Ableitungen verschwinden, so können 

wir .von vornherein schreiben 

f(x) f(x)-f(xo)-f'(zo)(z-zo) f"(x0+81(Z-Z0l) 
p (x) = q~(x)- tp (x0)- tp'(x0)(x ::___ x0) = p"(xo+ 81(X- Z 0 ')' 

falls bei x0 nicht beide zweite Ableitungen verschwinden; sonst 
gehen wir in der Bildung des Restes gleich noch weiter. So fort­
fahrend seien die n ten Ableitungen die ersten nicht beide verschwin-
de :~_ D f" de . 1· f(x) t<''' (xo) w· h B n-n. ann 'Ln n wt.r 1m 91 (x) = p(">(xof 1e sc on zu e-
ginn gesagt wurde, ist dies Ergebnis an bestimmte Voraus­
setzungen geknüpft, und man kann nicht erwarten, daß das 
Verfahren in allen Fällen, wo ein Grenzwert existiert, zum Ziel 
führen muß. 

Beispiel: 
. 6'1'-e-a: . e"' + e-z 

lim -.- = hm = 2. 
a:+O Stn X z-+O COS X 

§ 2. Eine Verallgemeinerung des Mlttelwertsatzes. In· einem 
Intervall, das die Stellen x0 und ~ + h enthalten möge, seien 
f(x) und q;(x) diffet'enzierbar, und es sei zwischen Xo und x0 + h 
stets q;' (x) von Null verschieden. Dann gibt es ein {} zwischen 0 

und 1, so da/3 f(xo+:~-f(xo)) = f'(zo+ßoh) • Die Anwendung 
p(xo+ -q:>(Xo 9"(x0 +81&) 

des Mittelwertsatzes auf Zähler und Nenner würde eine ähnliche 
Formel geben. Indessen würde dann in Zähler und Nenner nicht 
das gleiche {} auftreten; daß man aber {} so wählen kann, daß 
es in Zähler und Nenner dasselbe ist, das ist der Sinn dieser 
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Erweiterung des Mittelwertsatzes, die eine wesentliche Rolle bei 

der Betrachtung der unbestimmten Form~ im nächsten Para­oo 
graphen spielen wird. 

Zum Beweis gehen wir ähnlich wie auf S. 86/87 vor. Wir setzen 

f(x.+h)-f(xo) 
1/J (x) = I (x)- f(xo)- tp(zo + h) -!p(zo) (!p(X)- IP (xo)). 

Dann ist 1p(x0) = 1p(x0 + h) = 0. Also gibt es eine Stelle 
x0 + {}h für die 

1p'(x0 + {}h) = 0 =I' (x0 + Dh)- f(xo -+:_~.:- f(zo) p' (x + {}h). 
IJI(z0 +h)-q:>(:Eo) 0 

Daraus nimmt man unsere Verallgemeinerung des Mittelwert­
satzes. 

§ 3. :. Es seien f(x) und !p(X) für genügend große x stetig 

und differenzierbar; es sei lim f ( x) = oo und lim 111 ( x) = oo; 
:e4o-oo z-+oo 

ferner sei 111 (x) 9= 0 und p' (x) =I= 0 von einem gewissen x an. 
Nach dem vorigen Paragraphen gibt es zu je zwei genügend 
großen x und x0 eine Stelle x1 zwischen x und x0, so daß 

1-'PJ~·~ 
f(x)-f(xo) f'(zl) Daher wird f(x)_= f'(xl) _q;>(x), 
q;>(x)=--,;;cx.) = 'P'(x;) · tp(z) 'P'(xl) 1 _tC!!...o~ 

f(z) 

Ich nehme nun an, der Grenzwert lim f:{{z)) existiere. Dann 
:r-+oo 'P a; 

wähle ich x0 so groß, daß für alle x1 > x0 der Ausdruck f' ( a;l) 

tp' ( a;l) 

um weniger als eine irgendwie gegebene positive Größe e von 

Iim f:((z)) abweicht. Dies x0 halte ich dann fest und wähle noch 
.z-+aoiP Z 

1 _ q;>(Xo) 

x so groß, daß ic~:~ beliebig wenig von Eins abweicht. 
1---

f(:t) 
D . I . . f(x) . l . ann 1st asovon emem gew1ssen x an cp(x) um wemgar a s eme 

irgendwie gegebene positive Zahl1J von lim 1: ((x)) verschieden. Ich 
z-+oo 'P :t 

habe so das Resultat: W ennlim I (x) = oo undlimp(x) = ooist und 
._..oo ~+oo 

wenn f'iJ,r x > E immer p' (x) + 0 bleibt, wenn we-iter lim f',<(z)) 
:r-+ao cp :t 

• • ...: ... • L lim f(z) _;, . t 1-~-L lim f'(z) D e:mstiert, so e ........ iert auc,. -( ) Unu u g~.tnlfm --,--{ ) • er 
-~- cp a; z+oo cp X 

Leser wird die Umkehrung dieses Satzes leicht selbst beweisen. 
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Bemerkung: Man kann den neuen Mittelwertsatz auch bei 
dem Problem des § 1 verwenden. Man findet dann 

f(x) _ f(x)-f(xo) _ f'(:Ih) 
g;(x)- g;(x)-(}'(xo)- 9J'(x1) • 

Daraus schließt man: Die beiden Grenzwerte 

I. f(x) 
liD 

x-+x0 g;(x) 
und I . f'(x) 

lm--
x-+x. g;'(x) 

existieren gleichzeitig und sind einander gleich, sobald f(x0) 

= gJ (x0) = 0 ist. 
1 

Beispiele: 1. lim ~g~ = lim ~= 0. 
x-+oo X :z:-+ao 1 

2. lim X,:. (n ganz positiv.) Hier wird der Grenzwert der ersten 
x~:lele 

Ableitungen selbst von der Form~. Ich muß also erst ihn unter­
oo 

suchen, bevor ich auf lim x: schließen kann. Auch der Grenzwert 
.z~oo e 

f" (x) oo f(n)(x) lim ----,-,---( ) ist von der Form -- . Erst der Grenzwert Iim ~( ) .,_..,.g.> X 00 x-+oo lp . X 

wird lim ;;. = 0. Daher existieren auch die Grenzwerte der 
x~ooe 

Quotienten der anderen Ableitungen und sind diesem gleich. 

Also ist auch schließlich Iim x: = 0. Man kann das so aus-
x......,oo e 

drücken, daß man sagt, e"' werde stärker oo als jede Potenz von x. 

§ 4. Andere unbestimmte Formen. Es gibt noch eine Reihe 
anderer unbestimmter Formen, die man auf die bisher behan­
delten zurückführen kann. 

. f(x) 0 1. lrm -( -) = 0 , wenn x nach oo strebt. Man kann hier ent­
:x:-+aolJ' X 

1 

weder Iim f((x)) = Iim 'P 1(x) = ~ setzen oder aber 
.,_..,.lp X z-+oo 00 

f(x) 

t (~) r(~) 
Iim jj~) = lim _Y_ = ~- = Iim - Y = ]im 1: (z) , 
z-+olJ'(X) J-+oo (~) 0 y-+oo •(~) z-+oo'P (x) 

dO ,'~~y 4'~~y 

so daß also auch in diesemEall die allgemeine Regel bestehen bleibt. 
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2. lim /((z)) =~bei endlichem x0 : Man setzt entweder 
z-+:rofP Z 00 

lim f(f!)_ = lim rp~z) =0 oder lim f(x) = lim t(zo+ ~) = ()() 
:r~:r.fP(X) z-+x0 _ _!__ x-+z0 rp(z) v-+""cp(x +_!-) 00 

f(x) 0 y 

_ . t'(zo+}) _ . f'(x) 
- hm 1-- hm -,---( ) . Auch hier bleibt also die all-

y-+oop'(zo+-y) :t:-+:ro'P X 

gemeine Regel bestehen. Die Untersuchung aller unbestimmten 

Formen ~ und: kann also auf die Untersuchung der Grenz­

werte der Quotienten der Ableitungen zurückgeführt werden. 

3. lim f(x)f(J(X) = oo · 0. Man setzt 

limf(x) · f(J(X) = lim'E._~~=: oder 

Tcr&) 

f(z) 0 =-r- = 0. 
cp (x) 

4.. lim (f~x) - f{J(x,) = oo- oo. Man kann z. B. setzen 

lim(f (x)- f[J(X)) = lim f (x) (1 - 'ff((x))) • 
~+oo z~oo X 

5. 0°, oo0, 1'". Man setzt (f(x))'P{"') = e.P{z)logf(x). 

Beispiele: _1_ 

1. l lim log z li z 0 1m x og x = - 1- = m - 1- = . :t:-+0 x~O :t:~O _ 
z z• 

lim x" = lim ezlog:r = 1. 
z-+0 z-+0 

IX. Beispiel einer stetigen nirgends differenzierbaren 
Funktion. 

Schon auf S. 67 haben wir einige Andeutungen über den Zu­
sammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer 
Funktion gegeben. Wir hatten damals erkann~, daß zwar die 
Differenzierbarkeit die Stetigkeit nach sich zieht, daß aber um­
gekehrt nicht aus der Stetigkeit auf die Differenzierbarkeit ge­
schlossen werden kann. Wir hatten S. 67 Beispiele stetiger 
Funktionen gegeben, die an einer Stelle nicht differenzierbar 
waren. Diese Ausführungen sollen nun durch ein Beispiel einer 
stetigen Funktion ergänzt werden, welche sogar an keiner Stelle 
eines Intervalles rJ;ifferenzie'l'bar ist. Wir werden zunächst in 
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Parameterdarstellung x = x(t), y = y(t) eine Kurve angeben, 
die durch jeden Punkt eines ganzen Quadrates hindurch geht. 
Sie führt nach Peano, der sie zuerst angab, den Namen Peano­
kurve. Die Funktionen x = x (t) und y = y (t) werden sich zwar 
als stetig, aber nicht als differenzierbar erweisen. Wir wollen 
nun die Zuordnung der Punkte des Quadrates zu den Punkten 
einer Strecke definieren, auf der das Weitere beruht. Wir fassen 
so gewissermaßen die Punkte des Quadrates als eindeutige 
Funktion einer Variablen t auf. Zugrunde gelegt sei die Strecke 
0 ~ t < 1 und das Quadrat 0 < x ~ 1, 0 ~ y ~ 1. So wie 
wir gelernt haben, die Punkte einer Strecke vermöge von Inter­
vallschachtelungen zu erfassen, so kann man auch die Punkte des 
Quadrates durch Quadratschachtelungen erfassen; indem man 
nämlich für die Abszissen und die Ordinaten Intervallschachte­
Jungen von jeweils gleicher Intervallänge verwendet, erhält man 
die Punkte des Quadrates als innerste Punkte von Quadrat­
schachtelungen. Wir wollen nun festlegen, welcher Punkt des 
Quadrates einem gegebenen Punkt der Strecke zugeordnet sein 
soll. 

Wir teilen die Strecke in neun gleiche Teile ein und numerieren 
sie von rechts nach links fortlaufend von 1 bis 9. Alsdann teilen 
wir wieder jede Teilstrecke der ersten Unterteilung in neun Teile, 
die wir wieder in jedem Intervall von links nach rechts mit 1 bis 9 
numerieren. Das ist die zweite Unterteilung. Ihre Strecken 
haben die Länge (!) 2• Wir teilen sie wieder in neun Teile und 
numerieren wie vorhin. So fahren wir unaufhörlich· fort. Die 
Strecken der nten Unterteilung haben die Länge (!)n. Jeden 
Punkt der Strecke können wir nun durch Angabe der Nummern 
der Teilstrecken einer jeden Unterteilung, in deren Innerem 
er liegt, bezeichnen, ähnlich wie wir das in Kap. II ausführlich 
erörtert haben. 

Den gleichen Prozeß wenden wir nun beim Quadrat an. Wir 
zerlegen es in neun gleiche Teilquadrate von der Kantenlänge i 
und erhalten so die erste Unterteilung; wir numerieren die Qua­
drate fortlaufend mit 1 bis 9, jedoch so, daß zwei Quadrate mit 
aufeinanderfolgender Nummer längs einer ganzen Kante an­
einander grenzen. Das kann so geschehen wie in der Fig. 28 an­
gedeutet. Nun kommen wir zur zweiten Unterteilung. Wir 
erhalten sie, indem wir wieder jedes Teilquadrat in neun gleiche 
Quadrate teilen. Diese Quadrate der zweiten Unterteilung haben 
also die Kantenlänge {!)2• Wirnumerieren sie auch wieder mit 1 
bis 9, und zwar wieder so, daß zwei aufeinanderfolgende Quadrate 
längs einer Kante aneinander grenzen. Das kann im einzelnen 
Quadrat so geschehen wie vorhin, jedoch müssen wirnoch darauf 
achten, daß auch dasneunte Quadrat eines Teilquadrates der ersten 
Teilung in einer Kante an das erste Teilquadrat des folgenden 
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Quadrats der ersten Teilung angrenzt. Auf diese Weise fahren 
wir unaufhörlich fort. Wir erhalten dann. bei der nten Unter­
teilung Quadrate von der Kantenlänge (i)n. Wieder kann nun 
jeder Punkt des Quadrates aufgefaßt werden als innerster Punkt 
einer gewissen mit diesen Quadrat­
teilungen erhaltenen Quadratschach­
telung. Denn der Punkt liegt in 
einem Teilquadrat der zweiten Unter­
teilung, einem der dritten usw. Wir 
können ihn also vollständig bezeich­
nen, indem wir einfach nur die N um­
mern der betreffenden Teilquadrate 
angeben. Das kann· so wie ein un­
endlicher Dezimalbruch notiert wer­
den. Nun können wir die Zuord­
nung der Quadratpunkte zu den 
Punkten der Strecke angeben. Wir 

l!'ig. 28. 

ordnen jedem Punkt der Strecke den Quadratpunkt zu, der in 
der eben eingeführten Bezeichnungsweise die gleiche Benennung 
trägt. 

Wir wollen uns nun zunächst davon überzeugen, daß hierdurch 
die Quadratpunkte als eindeutige Funktion der Streckenpunkte 
definiert sind. Wie bei den unendlichen Dezimalbrüchen kann 
nämlich ein und derselbe Streckenpunkt unter Umständen in 
verschiedener Weise bezeichnet werden, nämlich dann, wenn er 
selbst einmal als Teilpunkt auftritt. Aber wie bei den Dezimal­
brüchen bieten sich dann nur genau zwei verschiedene Möglich­
keiten der Bezeichnung. Wir müssen uns also überzeugen, daß 
zwei vel'schiedene Bezeichnungen, die denselben Punkt der Strecke 
liefern, immer auch denselben Quadratpunkt ergeben. Das kann 
aus der Art unserer Numerierung bei den Quadratteilungen ge­
folgert werden, und das war auch einer der Gründe dafür, sie 
so zu wählen, wie geschehen. Zwei verschiedene Bezeichnungen 
ein und desselben Streckenpunktes stimmen nämlich in einer ge­
wissen Zahl von Anfangsziffern überein. Alsdann kommen zwei 
verschiedene, aber aufeinanderfolgende Ziffern, dann in der 
einen lauter Einsen, in der anderen lauter Neunen. Vergleichen 
wir zwei derartige Quadratschachtelungen miteinander, so er­
kennen wir, daß eine gewisse Zahl von Anfangsquadraten über­
einstimmen, dann kommen zwei verschiedene, aber aufeinander­
folgende der nächsten Unterteilung, die also in einer Kante 
aneinandergrenzen, dann kommen in der einen lauter Einsen, 
d. h. immer die ersten Quadrate der nächsten Unterteilungen, 
in der anderen lauter Neunen, d. h. die letzten Quadrate der 
folgenden Unterteilungen. Diese stoßen aber bei unserer Wahl 
der Bezeichnung immer in Kanten aneinander, und ihr innerster 

Teubnen techn.Leitr.,: Bi ab erb ach, Difl'erentialrechnung. S.Anfl. 8 
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Punkt ist ihnen daher gemeinsam. So sind die Quadratpunkte 
eine eindeutige Funktion der Streckenpunkte. Wir wollen bei­
läufig angeben, daß aber nicht umgekehrt die Streckenpunkte 
eine eindeutige Funktion der Quadratpunkte sind. Denn wenn 
ein Quadratpunkt einmal als Eckpunkt einer Teilung auftritt, 
so ist er innerster Punkt von vier verschiedenen Schachtelungen, 
die also nicht alle auf den gleichen Streckenpunkt führen können. 
Denn da ist ein jeder Punktinnerster Punkt von höchstens zwei 
verschiedenen Schachtelungen. Somit sind nun die Abszissen 
und die Ordinaten der Quadratpunkte als eindeutige Funktionen 
des Parameters t definiert. 

Wir wollen weiter sehen, daß sie stetige Funktionen sind. Es 
genügt x (t) zu betrachten. Bei y (t) ist die Sache ganz ähnlich. 
Wir müssen zeigen, daß es zu jedem e ein ö (e) gibt, so daß. 
I x(t0 + h)- x(t0) I< e, sobald I h I< Ö(e). Zum Beweis be­
trachte ich eine Teilstrecke, die aus zwei aufeinanderfolgenden 
Strecken der n ten Unterteilung besteht. Sie hat die Länge 2 (!)n. 
Die ihren Punkten zugeordneten Quadratpunkte gehören zwei 
längs einer Kante aneinandergrenzenden Quadraten der n ten 
Unterteilung an. Die bei ihnen vorkommenden Abszissendiffe­
renzen sind also höchstens 2 (!)n. Seien nun t0 und t0 + h zwei 
Punkte der eben eingeführten Strecke und sei t0 ein t~nnerer 

9. 
Punkt der Strecke. Dann ist also immer I x (t0 + h) - x (t0) I < 3:, • 

Setze ich 3~ = e, so ist ohne weiteres zu sehen, daß durch hin­

reichend große Wahl von n, d. h. der Unterteilung, der ich die 
beiden Strecken entnehme, e unter jede positive Grenze herab­
gedrückt werden kann. Das zugehörige ö (e) der Stetigkeits­
formulierung ist definiert als Minimalabstand von t0 von den 
Intervallen den. So ist die Stetigkeit nachgewiesen. 

Nun wollen wir zeigen, daß x (t) nirgends differenzierbar ist. 
Wir haben also zu zeigen, daß für kein t0 der Grenzwert. 

lim x(t0 + h)- x(t0) 

h+O h 

existiert. Das wird nach S. 58 geschehen sein, sowie wir erkannt 
haben, daß es beliebig kleine Werte von h gibt, für die der Diffe­
renzenquotient verschwindet, und daß es andererseits beliebig 
kleine Werte von h gibt, für die er über einer irgendwie fixierten 
Grenze liegt. Es soll wieder t0 der oben eingeführten Doppel­
strecke angehören, die wir ja beliebig kurz wählen können. Man 
sieht sofort, daß es in dem zugeordneten Doppelquadrat Punkte 
gleicher Abszisse gibt. Ich kann daher t0 + h in der Doppel­
strecke so wählen, daß x(t0 + h) = x(t0). Daraus folgt der erste 
Teil der gewünschten Feststellung. Überall, wo der Differential-
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quotient existiert, muß er Null sein. Daraus folgt schon, daß er 
nicht überall existieren kann, da sonst die Funktion z (t) konstant 
sein müßte. Er kann nicht einmal in einem Intervall existieren. 
Daß er aber nirgends existiert, werden wir erkannt haben, so wie 
wir gezeigt haben, daß es 

X 
für jedes t0 beliebig kleine 
h gibt, für die der Diffe- 1 

renzenquotient oberhalb 
einer festen Grenze bleibt. 
In unserem Doppelqua­
drat können wir nämlich 
immer eine Abszisse 
x (t0 + h) finden, die von 
z {t0) um mindestens die 
Hälfte der Kante des 
Doppelquadrates absteht, 
die zur x-Achse parallel jY 
ist. Die Länge derselben 
ist aber mindestens (!)n 
{nämlich (!)n, wenn die 

Fig. 19. 

Quadrate übereinanderliegen und 2(})n, wenn sie nebenein­
anderliegen.) Daher ist bei dieser Wahl von h immer 
; x(to + h)- x(t0) I~ t(!)n. Ferner ist aber I h I selbst kleiner 
als 2{j-)n. Daher ist 

Damit ist der Beweis zu x 
Ende. Man wird noch den 1 

Wunsch haben, auch etwas 
anschaulich in das Zu­
standekommen der eben 
festgestellten Eigenschaft 
hineinzusehen. Man kann 
sich eine ungefähre Vor­
stellung von dem Verlauf 
der Funktion x(t) machen. 
Zu dem Zweck muß man 
an den Streckenzug den­
ken, den wir in unsere 
Fig. 28 eingezeichnethaben 
und dessen Bedeutung wir 

Fig. 30. 1 

jetzt angeben wollen. Das ist weiter nichts als ein Sehnenpolygon, 
das der Peanokurve eingezeichnet ist. Man sieht nämlich leicht 
ein, daß es die Eckpunkte mit der Peanokurve gemeinsam hat. 
Ich kenne so auch die Werte der Funktion x (t) in einzelnen 

8* 
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Punkten, nämlich in allen Teilpunkten. Ich will nun die Funktion 
x(t) in einem rechtwinkligen x-t-System deuten und dabei die 
eben gefundenen Stellen der Kurve x(t) verwenden. Verbinde 
ich sie durch gerade Linien, so erhalte ich als erste Annäherung 
das Sehnenpolygon der Fig. 29, der ersten Unterteilung ent­
sprechend. Bei der zweiten Unterteilung wird es durch das kom­
pliziertere der nächsten Fig. SO ersetzt. So bekommt man einen 
ungefähren Einblick. 

Man erkennt, wie die in der Fig. 30 dargestellte zweite Annähe­
rung aus der ersten Annäherung der Fig. 29 dadurch hervor­
geht, daß jedes geradlinige Stück durch einen Zickzackzug ersetzt 
wird. So erhält man auch jede folgende Annäherung aus der vor­
hergehenden. Der Leser wird auch leicht sehen, wie es kommt, 
daß es an jeder Stelle sowohl verschwindende als auch sehr große 
Differenzenquotienten gibt. 

X. Funktionen von zwei Variabeln. 
§ 1. Grenzwerte und Stetigkeit. Was man unter einer Funk­

tion von zwei Variablen versteht, ist dem Leser schon von S. 2 
geläufig. Als geometrische Deutung einer solchen Funktion 
z = f(x, y) bietet sich die Darstellung durch eine Fläche in dem 
dreiachsigen rechtwinkligen Koordinatensystem (x, y, z). Wann 
werden wir eine solche Funktion an einer Stelle (x, y) der unab­
hängigen Variablen stetig nennen? Doch jedenfalls immer dann, 
wenn sich die Werte der Funktion in der Nachbarschaft des 
Punktes x0 , y0 der x-y-Ebene von f (x0, y0) beliebig wenig unter­
scheiden, einerlei ob die Funktion überall erklärt ist oder nicht. 
Um aber mit dieser Vorstellung logisch operieren zu können, 
müssen wir sie, wie bei einer Variablen, erst in ein begrifflich 
faßbares Gewand bringen. Dazu sind vorab Erörterungen über 
den Grenzbegriff notwendig. 

Unter einer Umgebung einer Stelle (x0, y0) der x-y-Ebene 
wollen wir fortan immer entweder das Innere eines Kreises ver­
stehen, dessen Mittelpunkt dieser Punkt (x0, y0) ist, oder aber 
das Innere eines Rechteckes, dessen Mittelpunkt wieder (x0 , y0) 

ist. Das ist die genaue Verallgemeinerung des um einen Punkt 
der Zahlengeraden abgegrenzten Intervalles, wie denn hier über­
haupt an die Stelle der Zahlengeraden die Zahlenebene, die x-y­
Ebene, tritt. Von der Verallgemeinerung des Intervallschachte­
lungsprinzips war schon aufS. 113 die Rede. Nun zur Definition 
des Grenzwertes einer Funktion f (x, y) beim Übergang zur Stelle 
( x0, y0). Wir werden schreiben lim f ( x, y) = A dann und nur 

Z-)o.X0 
1J---}Io-!Jo 

dann, wenn sich fü.r jedes vorgegebene posit·ive e um die Stelle 
(x0, y0) e1"ne Umgebung abgrenzen läßt, derart, daß fü.r alle x, y 
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dieser Umgebung immer I f (x, y) - A I < e ist. Für diesen hier­
mit definierten Doppellimes gelten ganz ähnliche Gesetze wie 
für den Limes bei Funktionen einer Variablen, namentlich auch 
das allgemeine Konvergenzprinzip: Der Doppellimes existiert 
dann und nur dann, wenn sich für jedes positive e um die Stelle 
eine Umgebung abgrenzen läßt, so daß für zwei beliebige Punkte 
(x1 y1) und (x2y2) dieser Umgebung immer I f(x1, Y1)- f(x2 , Y2) I 
< e ist. Der Beweis ist genau der gleiche wie bei einer Variablen, 
wofern man nur in dem dort auf S. 57 gegebenen Wortlaut 
überall statt "Intervall um x = a" liest: "Umgebung von 
(x0 y0)." Der Leser mag den Beweis also dort nachsehen. 

Ein Kreis um (x0 y0) ist analytisch charakterisiert durch die 
Ungleichung (x- x0) 2 + (y - y0) 2 < e, während die beiden 
Ungleichungen I x- x0 I < e1 und I y- y0 I< e2 ein Rechteck 
um den Punkt liefern. 

Beispiele: 1.1 x2 + y3 l <e für I x I< -y{: und I Y I< Yf· 
Also ist die Funktion stetig bei x = 0, y = 0. 

2 I xy~::-Y~i<lxiiYl<~+IYl"<e für lx'2+1yj'2<2e · x•+ y• , 2 • I ; · 

Also ist die Funktion stetig bei x = 0, y = 0, wenn man ihr dort 
den Wert Null beilegt. 

Der hier definierte Doppellimes muß scharf unterschieden 
werden von dem doppelten oder zweifachen Limes lim lim f(x, y) • 

..... o 11 -+o 
Bei diesem handelt es sich darum, erst y nach Null rücken zu 
lassen. Dabei bleibt x fest. Man nähert sich also dabei einem 
festen Punkt der x-Achse. Wenn das geschehen ist, sollman weiter 
den Grenzübergang x~O ausführen. Darin liegt, daß das etwas 
anderes sein kann, als der doppelte Grenzübergang limlim f (x, y) 

v-+o ..,_.o 
liefert, bei dem die Reihenfolge der Grenzübergänge vertauscht 
ist. Z. B. ist . . x+y . x 

hm Iim --- = hm-= 1 
z-+0 v-+O x-y ..,_.oX 

und lim lim x Tll = lim _}/_ = - 1. 
11~o z-+O x-y 11 ~o -y 

Indessen gilt, wie man leicht übersieht, ein wichtiger Satz über 
die Beziehung zwischen doppeltem Limes und Doppellimes: 
Wenn der Doppellimes !im f (x, y) und die beiden doppelten Limites 

..... o 
y-+0 

lim lim f (x, y) und !im lim f (x, y) existieren, so sind alle drei 
"'-+ 0 !f~O y-+0 .,_.o 
einander gleich. Denn dann sind alle bei den beiden doppelten 
Limites vorkommenden Funktionswerte, soweit sie in einer ge-
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nügend kleinen Umgebung von (0, 0) angenommen werden, um 
weniger als e voneinander verschieden, also sind auch die doppel­
ten Limites selbst beidevoneinander und vom Doppellimes um 
weniger als e verschieden. Also sind sie einander gleich, da e be­
liebig angenommen werden kann. 

Man kann indessen aus der Existenz des Doppellimes nicht 
folgern, daß auch nur einer der doppelten Limites existiert. Be-

trachten wir z. B. die Funktion: f (x, y) _ y sin _!_ für x =!= 0, 
X 

f (x, y) = 0 für x = 0. Der Doppellimes lim f (x, y) existiert und 
z--)-0 
y--)-0 

ist gleich Null; denn für I y I < e und beliebiges x, also erst recht 

für I x I < e und I y I < e, ist immer I ysin ~ I < e. Jedoch 

existiert der lim lim y sin _!_ nicht. Denn schon lim y sin _!_ 
y--)-0 :t--)-0 X z--)-0 X 

existiert nicht. In diesem Beispiel existiert zufällig noch der 

lim lim y sin _!_ = 0. Aber das ist wirklich nur ein Zufall. 
"'-)-Oy-)-0 X 

Denn bei 

f (x, y) = y sin _!_ + x sin _!__für x =+= 0, y =+= 0, f (x, y) = 0 für x = 0 
u; y 

und für y = 0 existiert zwar der Doppellimes, aber keiner der 
doppelten Limites. 

Ebensowenig kann man umgekehrt aus der Existenz der 
beiden doppelten Limites die Existenz des Doppellimes er-

schließen. Betrachten wir nämlich z. B. die Funktion +x 2 , 
u; y 

so ist I" I. x 1 d I" 1. z 0 
Im liD -+ 1 = UD liD Im -+- 2 = . 

"'-)-0y-)-9Z Y y~Oz-)-Ou; Y 

Aber der Doppellimes existiert nicht; denn auf der x-Achse ist ja 
unsere Funktion 1, auf der y-Achse dagegen ist sie 0. Also kann 
es keine Zahl geben, die von beiden beliebig wenig abweicht. 

Der Leser denkt vielleicht, das liege daran, daß eben die beiden 
doppelten Limites verschieden waren. Wenn sie aber gleich 
sind, ist es genau ebenso. Ich will ein Beispiel einer Funktion 
angeben, für die nicht allein die beiden doppelten Limites ein­
ander gleich sind, nein, in dem sogar bei jeder geradlinigen An­
näherung an den Nullpunkt f (x, y) demselben Grenzwert Null zu­
strebt, und wo der Doppellimes nicht existiert. Ich setze 

f(x, y) = ~Y+2 z 1 • Dann ist lim lim f(x, y) = 0, und es ist 
(y zJ ..,~o u~o 

lim lim f (x, y) = 0. Ferner ist längs der Geraden 
y~Oz-+0 

4k1 x 
y = kx: f(x, y) = (k•x+ t)li • Also !~f(x, kx) = 0. 
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Und doch kann der Doppellimes nicht existieren, da es z. B. in 
jeder Nähe von (0, 0) noch Punkte gibt, wo f (x, y) = 1. Das 
sind die Punkte der Parabel x = y2• 

Man kann sich von den hier vorgetragenen Sachverhalten auch 
anschaulich leicht eine Vorstellung verschaffen. Ich gebe daher 
noch folgendes Beispiel, das bei (0, 0) ganz dasselbe Verhalten 
zeigt, wie das vorhergehende, das aber wohl anschaulich durch­
sichtiger ist als dieses. Die Funktion f (x, y) sei so definiert: 
Für x = 0 soll f(x, y) = 0 sein, für die Punkte der xy-Ebene, 

die der Gleichung y2 = x (a - x) genügen, soll f (x, y) = 1 _; as 

sein. Die Punkte, die bei einem bestimmten a der Gleichung 
y2 = x (a - x) genügen, liegen auf einem Kreis, der die y-Achse 
im Koordinatenanfang berührt. Jedem Wert des Parameters a 
entspricht ein solcher Kreis. Ich erhalte eine Kreisschar, deren 
Parameter a ist. Die Kreise mit positivem a liegen rechts, die 
mit negativem a links der y-Achse. a~oo liefert die y-Achse 
selbst. Die Kreise mit kleinem I a I haben einen kleinen Radius, 
der sich mit abnehmendem I a I fortwährend verkleinert und für 
j a I = 0 verschwindet. Die Kreise mit kleinerem I a I liegen im 
Inneren der Kreise mit größerem I a I· Diese Kreise sind nun die 
Höhenlinien unserer Fläche. Denn längs eines jeden derselben hat 

f(x, y) denselben Wert. Den Verlauf der Funktion z = 1 _;a2 

haben wir aufS. 85 studiert. Demnach nimmt unsere Funktion 
ihren größten Wert auf dem Kreise a = 1 ein, ihren kleinsten auf 
dem Kreise a = -1. Wenn ich den V er lauf der Flächeüber irgend­
~iner Geraden y = m x durch den Koordinatenanfang verfolge, 
so hat längs dieser Geraden bei Annäherung an (0, 0), f (x, y) immer 
den Grenzwert Null, welche Gerade ich auch nehmen mag. Denn 
eine solche Gerade trifft in der Umgebung von (0, 0) nur Kreise mit 
sehr kleinem Parameter. Eine Ausnahme macht nur die y-Achse. 
Auf dieser Geraden aber verschwindet die Funktion ja ohnedies. 
Also längs jeder Geraden ist der Grenzwert Null. Aber wenn ich 
mich längs einem der Kreise der Schar dem Koordinatenanfang 

nähere, so ist der Grenzwert gleich 1 ~ as' wenn a den Para­

meter des Kreises bedeutet, auf welchem ich mich dem Koordi­
natenanfang nähere. Ich kann als Grenzwert jeden Wert 
zwischen -! und +! herausbekommen. 

Bei der nun gleich folgenden Definition der Stetigkeit wird 
der Doppellimes eine wichtige Rolle spielen. Er ist die eigentliche 
Verallgemeinerung des Limes bei Funktionen einer Variablen. 
Für ihn, wie auch für die doppelten Limites, gelten die folgenden 
Regeln wie bei einer Variablen: Der Limes einer Summe ist gleich 
.der Summe der Einzellimites; ferner der Limes eines Produktes 
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ist gleich dem Produkt der Einzellimites; der Limes eines Quo­
tienten ist gleich dem Quotient der Einzellimites, wofern der 
Limes des Nenners nicht Null ist. Der Beweis wird genau wie 
bei einer Variablen geführt. Wir gehen daher nicht näher dar­
auf ein. 

Wir nennen eine Funktion an der Stelle x0, y0 stetig, wenn 
lim f(x, y) = f(x0, y0) ist. Man darf sich von dem Aussehen des 
.1::--l'-Zo 

1/-+1/o 
geometrischen Bildes einer nur an einer Stelle stetigen Funktion 
keine falsche Vorstellung machen. Stetig im Sinne dieser Defi­
nition ist bei (0, 0) auch die Funktion z = y für x ~ 0, z = - y 
für x < 0. Man veranschaulicht sich dieselbe am besten geo­
metrisch dadurch, daß man sich die (x, y)-Ebene längs der 
y-Achse aufgeschnitten denkt und dann die beiden Halbebenen 
um die x-Achse gegeneinander dreht, so daß dabei der Schlitz 
immer über der y-Achse bleibt. 

Sätze über stetige Funktionen: Summe, Differenz, Pro­
dukt und Quotient stetiger Funktionen sind wieder stetige Funk­
tionen überall da, wo der Nenner nicht verschwindet. Der Be­
weis verläuft genau wie bei einer Variablen. Wir bemerken noch, 
daß natürlich x und y selbst stetige Funktionen der beiden 
Variablen x und y sind. Dann können wir schließen, daß alle 
rationalen Funktionen von x und y wieder stetige Funktionen 
sind, außer an den Nullstellen des Nenners. Wir können weiter 
bemerken, daß alle stetigen Funktionen der eine.p. Variablen x 
auch stetige Funktionen der beiden Variablen x und y sind, denn 
wir können sie als solche Funktionen der beiden Variablen auf­
fassen, deren Wert an jeder Stelle nur von x abhängt. 

Wenn wir in einer stetigen Funktion f(u, v) für die beiden 
Variablen wieder stetige Funktionen u(x, y) und v(x, y) ein­
tragen, so ist die mittelbare Funktion wieder eine stetige Funk­
tion. Also ist z. B. auch f(u(x), v(x)) eine stetige Funktion von 
x, wenn u (x) und v (x) solche Funktionen sind und wenn f (u, v) 
eine stetige Funktion seiner beiden Variablen ist, für solche 
Werte derselben natürlich, die von u(x) und v(x) angenommen 
werden, und an denen u(x) und v(x) stetig sind. 

Um nun weiter die allgemeinen Sätze über stetige Funktionen 
übertragen zu können, müssen wir erst wieder ein paar Grund­
begriffe für ·das zweidimensionale Gebiet neu einführen. Wenn 
in der xy-Ebene eine unendliche Menge von Punkten gegeben 
ist, so heißt ein Punkt P Häufungspunkt dieser Menge, wenn in 
jeder Umgebung dieses Punktes unendlich viele Punkte der Menge 
liegen. 

Eine Punktmenge heißt beschränkt oder im Endlichen gelegen, 
wenn sich ein Quadrat (oder, was dasselbe bedeutet, ein Kreis) 
angeben läßt, der alle Punkte der Menge im Inneren enthält. -
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Eine beschränkte unendliche Punktmenge besitzt mindestens 

einen Häufungspunkt. Der Beweis geht ähnlich wie auf der 
Geraden durch Quadratschachtelung. Wir teilen das Quadrat 
in vier gleiche Teilquadrate. Mindestens eines enthält unendlich 
viele der Punkte im Inneren oder am Rand. Dieses oder (wenn 
es mehrere sind) irgendeines derselben teilen wir wieder in vier 
Quadrate. So fortfahrend, erhalten wir eine Quadratschachte­
lung, deren innerster Punkt ein Häufungspunkt ist. 

Unter einem Bereich verstehen wir eine Punktmenge von 
folgender Art: Jeder Punkt der Menge besitzt eine Umgebung, 
die nur aus Punkten der Menge besteht. Irgend zwei Punkte der 
Menge aber lassen sich durch einen Polygonzug miteinander ver­
binden, welcher nur Punkte der Menge passiert (Polygonzug 
heißt eine Kurve, die aus endlich vielen geradlinigen Stücken be­
steht). Ein Bereich ist also z. B. das Kreisinnere, das Ellipsen­
innere und viele andere. 

Unter einem Grenzpunkt oder Randpunkt eines Bereiches ver­
stehen wir einen Punkt, der selbst nicht dem Bereich angehört, 
der aber Häutungspunkt von Bereichpunkten ist, in dessen be­
liebiger Nähe also Bereichpunkte liegen; z. B. die Kreisperipherie, 
der Rand der Ellipse usw. 

Ein Gebiet (abgeschlossener Bereich) entsteht aus einem Be­
reich durch Hinzunahme der Randpunkte, also z. B. Kreisinneres 
plus Rand. 

Allgemeine Sätze über stetige Funktionen: Eine in 
einem abgeschlossenen. ganz im Endlichen gelegenen Bereich 
stetige und endliche Funktion (d. h. stetig im Inneren und auf 
dem Rande) ist beschränkt. Denn sonst ließe sich eine Stelle an­
geben, an welcher der Betrag der Funktion größer als 1 wäre, 
eine Stelle, wo ihr Betrag größer als 2, allgemein eine Stelle, wo 
ihr Betrag größer wäre als die beliebige ganze Zahl n. Diese 
Punkte besitzen dann mindestens einen Häufungspunkt, der dem 
Bereich oder seinem Rand angehört. Da aber hier die Funktion 
einen endlichen Wert besitzt, so liegen auch ihre Werte an allen 
Stellen einer gewissen Umgebung unterhalb einer gewissen 
Schranke, während nach unserer Konstruktion in jeder Um­
gebung dieses Punktes Stellen lägen, wo der Betrag über jeder 
gegebenen Schranke liegt. Daher existiert nun auch für die 
Funktionswerte eine obere und eine untere Grenze, die aber beide 
irgendwo von der Funktion angenommen werden. Das erkennt 
man .wie bei einer Variablen. Daher hat jede im abgeschlossenen 
Bereich stetige Funktion im Bereich oder an seinem Rande ein 
Maximum und ein Minimum. Auch nimmt sie jeden zwischen 
Maximum und Minimum gelegenen Wert irgend wo im Bereiche 
oder an seinem Rande an. 
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§ 2. Ableitungen. Die partiellenAbleitungender Funktion I ( x, y) 
haben wir schon auf S. 72 eingeführt. Wir haben der dort gegebe­
nen Darlegung nichts hinzuzufügen. Als eine Anwendung des 
bisher Bepsrochenen wollen wir nun die Kettenregel auf mittel­
bare Funktionen l((xt), y(t)) erweitern. Durch die Gleichungen 
:x: = x (t) und y = y (t) für t0 :::;; t :::;; t1 wird eine Kurve der 
:x:y-Ebene definiert. Die Funktion I (x, y) möge eine stetige 
Funktion der beiden Variablen :x: und y sein in einem Bereich, 
der diese Kurve ganz im Innern enthält. Ferner sollen die par-

tiellen Ableitungen p (x, y) = g f und q (x, y) = ~I existieren 
u X uY 

und stetig sein. Weiter sollen auch :x: (t) und y (t) differenzierbar 
sein. Dann ist auch die mittelbare Funktion f(x(t), y(t)) diffe­
renzierbar, und es gilt 

r!J = of r!_x_ + Ei_ c!Jt . 
dt oxdt oydt 

Der Beweis fließt aus der Definition der Differentialquotienten 
und der Stetigkeit. Wir haben nämlich 

lim f(x(t+ßt), y(t+ßt))-f(x, y) 
~H·O ßt 

= lim f(x + ßx, y + ßy)-f(x, y + ßy) + lim f(x, y+t:.y)-f(x, y). 
~1-+0 t:.t M .... O At 

Dies wird nach dem Mittelwertsatz 

= lim p (x + '!?16.x, y + 6.y) lim ~~ + lim q (x, y + D2y) lim ~!' 
M-+0 <~.1--+-0 M_..O ~1--+-0 

dx dy ofdx Ofdy 
= P (x, y) dt + q (x, y) dt = o x dt + o y dt · 

Die Verallgemeinerung der Kettenregel auf mittelbare Funk­
tionen, die aus Funktionen von noch mehr Variablen entstehen, 
liegt hiernach auf der Hand, wie denn überhaupt der Leser im­
ßtande sein wird, alles bisher Gesagte sich auch bei Funktionen 
von mehr als zwei Variablen zurechtzulegen. 

Wir kommen zu den höheren Ableitungen. Sie werden erhalten, 
wenn die partiellen ersten Ableitungen wieder differenziert werden. 
So aber erhält man schon vier partielle Ableitungen zweiter 
Ordnung, nämlich je nachdem ob wir p oder q wieder nach x 
oder nach y differenzieren. Jeder, der sich naiv und rein mecha­
nisch mit diesen Dingen befaßt, kommt ganz von selber darauf, 

daß es Funktionen gibt, für die ~P = '"'o•! = ~o•! = ~q, für 
u y uyux OXqy (/ x 

die also die Reihenfolge der Differentiationen gleichgültig ist. 
Mancher wird auch ohne weiteres Nachdenken es für selbst-
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verständlich halten, daß es so ist. Aber das ist voreilig. Es wäre 

x•-ys 
ein Irrtum. Schon die Funktion z = xy ---.---+----. beweist das 

X y 
Gegenteil. Sie besitzt, wie wir oben sahen, bei (0, 0) einen 
Grenzwert, nämlich Null. Erklären wir also für (0, 0) die Funk­
tion dadurch, daß wir dort z = 0 setzen, erklären wir sie aber 
an allen anderen Stellen (wo dieser Ausdruck ja nicht versagt) 

durch z = xy x:+ Y:, so ist sie bei (0, 0) stetig. Nun wird 
X y 

und 

x•- x 2 
xy-----0 . x•+ y• p(O, y) = ltm -------- =- y 

x-+0 X 

x•-y• 
xy x•+ 2 -0 

q (x, 0) = lim Y = x. 
y-+0 y 

. o•t o•t . 
Daher wud oyiJx (0, 0) = - 1, dagegen iJx oy (0, 0) = 1. Em 

weiteres solches Beispiel wird durch die Funktionz = xy x".++2 ~· 
X y 

für _ (x, y) 9= (0, 0) und z = 0 für (x, y) = (0, 0) gegeben. Auch 
diese Funktion ist bei (0, 0) stetig. Denn es ist 

-;/!_/!. y• ( x 2 + 2 y2) / < j x• ~ y2 (2 x2 + 2 y2) I < 2 I x y I < s für 

! X I< V·i-' I y I< V-~. 
~., 

Hier wird p (0, y) = 2 y und q (x, 0) = x. Daher wird -:.0 " = 2 
uyux 

o•t 
und oxoy = 1. 

Wir wollen noch versuchen, einen geometrischen Einblick in 

den Sachverhalt zu gewinnen. Die Fläche z= x y x•.~2 ~· sieht in 
X y 

der Umgebung von (0, 0) ähnlich aus wie das hyperbolische 
Paraboloid z = xy. Genau wie dieses passiert sie in den beiden 
geradlinigen Erzeugenden x = 0 und y = 0 die xy-Ebene und 
ist im ersten und dritten Quadranten oberhalb, im zweiten und 
vierten unterhalb dieser Ebene gelegen. Um nun weiter die 

~., 

geometrische Bedeutung der Verschiedenheit von 0~ oy und 

0;•: x einzusehen, was ja bei z = x y anders ist, fragen wir zu­

nächst nach der geometrischen Bedeutung der beiden partiellen 
ersten Ableitungen p und q. Wenn wir durch die Fläche z =I (x, y) 
einen Schnitt legen parallel zur xz-Ebene, etwa bei y = y0, so 
erhalten wir eine Schnittkurve mit der Gleichung z =I (x, y0). 
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Der Richtungstangens dieser Schnittkurve ist p (x, y0). Schneiden 
wir parallel zur yz-Ebene bei x = x0 , so erhalten wir eine Schnitt­
kurve mit der Gleichung z = f (x0 , y). Ihr Richtungstangens 
wird q (x0, y). Die zweiten Ableitungen geben nun an, wie sich 
diese Richtungstangens ändern, wenn man sie längs einer Paral­
lelen zur x-oder y-Achse auf der Fläche verfolgt. Die in unserem 
Beispiele aufgeschriebenen waren direkt die Richtungstangens 
der Schnittkurven in den Punkten der x-Achse bzw. den Punkten 
der y-Achse. Während beim Paraboloid die Schnittkurven diese 
beiden Geraden gleich steil durchsetzen, besteht hier ein Unter­
schied der Steigungen. Die y-Achse wird steiler durchsetzt wie 
die x-Achse. Dazu nimmt die Steigung längs der y-Achse bei 
Annäherung an den Koordinatenanfang rascher ab als längs der 
x-Achse. 

Wenn man den hier dargelegten Sachverhalt mit der evidenten 
Tatsache vergleicht, daß bei ganzen rationalen Funktionen die 
Reihenfolge der Differentiationen sich als vertauschbar erweist, 
so drängt sich einem die Frage nach den Bedingungen auf, unter 
welchen diese Gleichheit stattfindet, zumal für das bloße Auge 
gar kein so großer Unterschied z. B. zwischen unserer Fläche 
und dem Paraboloid bei (x, y) = (0, 0) zu bestehen scheint. Wir 
werden in dieser Richtung den folgenden Satz beweisen: 

c•t iN 1 n einer Umgebung von x0 , y0 sollen f ( x, y), p, q, ~, ;c----0 · ozuy oy x 

existieren und stetig sein, dann ist an dieser Stelle" o•! = . o•t . 
uzuy oy ux 

Zum Beweis müssen wir auf d!.e Definition der Ableitungen 
zurückgehen. Es ist p(x0, y) = lim f(zo:f-_"!!!.JJ)=f_(zo,_Yj_ Da-

h-+O h 
her wird 

Ferner ist aber q(x, y0) = lim f(z, Yo+ k)-f(zo, Yo), und es wird 
k-+0 h 

Die beiden Ausdrücke unterscheiden sich also nur durch die 
Reihenfolge der beiden Grenzübergänge. Wir hatten schon oben 
S. 117 Beispiele dafür, daß die Reihenfolge zweier Grenzüber­
gänge nicht gleichgültig ist. Hier finden wir neue Beispiele. Wir 
erkannten damals, daß beide sicher dann gleich sind, wenn der 
zugehörige Doppellimes existiert. Dieser Satz wird bei unserem 
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Beweis eine Rolle spielen. Wir wenden den Mittelwertsatz mehr­

o•t mals an. Um j}y 0 x umzuformen, setze ich 

Dann wird 

~~- (x0 , y0 ) = lim lim rp(yo + k)- rp(y!') = lim lim (; rp (y0 + D1 k) 
oyox k-+0 h-+0 k k-+o h+Ooy 

= lim lim "o•t (x0 + D2 h, Yo + D1k). 
k-+0 h-+0 u Xu Y · 

Nun existiert aber wegen der Stetigkeit von o!•ty der Doppel­

limes und ist diesem doppelten Limes gleich (S.ll7). Daher ist 

. . ~~ ~~ 
hm hm ~ (x0 + IJ2h, Yo + D1 k) = ~ (x0 , y0). 
k-+Oh-+Ouxuy uxuy 

Al . . kl. h o•t ( ) o•t ( ) so ISt Wir IC oxoy Xo, Yo = oyox Xo, Yo. 

Es bleibt noch ein Wort über die dritten und höheren Ab-
. . . . a•t o•t o•t 

Ieitungen. Man bezeichnet Sie so. ox•' oxoy•' oy•cx... Der 

Leser wird sich leicht ähnliche Vertauschbarkeitssätze auch dort 
überlegen. 

Aus diesem Satz folgt z. B., daß für alle rationalen Funktionen 
die Differentiationsordnung gleichgültig ist mit Ausnahme der 
Stellen, wo der Nenner verschwindet. 

§ 3. Implizite Funktionen. Wir sind nun imstande, Fragen in 
Angriff zu nehmen, die wir früher zurückstellen mußten, näm­
lich Fragen über implizite Funktionen y(x), die also durch 
Gleichungen von der Form F (x, y) = 0 definiert sind. Die erste 
Frage ist die nach der Existenz von Funktionen y (x), die einer 
solchen Gleichung genügen. Man kann natürlich nicht erwarten, 
daß eine jede solche Gleichung eine Lösungsfunktion besitzt, 
das heißt eine Funktion y = f (x), durch deren Einsetzen die 
Gleichung identisch erfüllt wird. Denn z. B. e'"-Y wird nie Null. 
Aber es gibt einen Satz von ungefähr folgendem Charakter: 
Wenn eine Funktion F(x, y) an einer Stelle (x0 , y0) zu Null wird, 
dann gibt es auch eine Funktion y = f (x), die sie zu Null macht. 
Wir müssen, bevor wir beweisen können, die Voraussetzungen, 
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die wir machen wollen, klar formulieren. Ich stelle folgenden 
Satz auf: 

Es sei F(x0, y0) = 0 und F(x, y) sowie~~ und~: stetig in 

einer Umgebung von (x0, y0). Außerdem sei ~: (x0, y0) von Nun 

verschieden. Dann kann man um die Abszisse x0 ein Intervall ab­
grenzen, und um die Ordinate y0 gleichfalls ein Intervall angeben, 
derart, daß zu jedem :11_ aus dem ersten Intervall genau ein y1 aus 
dem zweiten gehört, für die F ( x1, y1) = 0 ist. Die so definierte 
Lösung y = f (x) ist eindeutig und bei x0 stetig und differenzierbar, 
und es ist oF 

dy ox 
d.x =- oF'" 

oy 

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, will ich zum 

Beweis annehmen, daß ~: (x0 , y0) > 0 ist. Ich grenze nun um 

(x0, y0) als Mittelpunktein Rechteck (Fig. Sl) ab, in dem l.F(x,y) 
und seine Ableitungen stetig sind, und in welchem 2. durchweg 

~: positiv ist. Das geht, weil ja ~: (x0, y0) > 0 und dort stetig 

ist. Betrachte ich nun die Parallele zur y-Achse bei x =x0 , 

so muß F, weil ~F positiv ist, und weil F(x0, y0) = 0 ist, beim 

Übergang zu grö~eren y-Werten positiv, beim Übergang zu 
kleineren y-Werten dagegen negativ werden. Ich kann also auf 

y dieser Geraden die Punkte A und B 

Y0+E ·-·· --------~ 

0 XoYo 

~r~ ... ·._-_-_-·-·-----i-',..--o B--;1---' 

in gleicher Entfernung von (x0, y0) 

so wählen, daß in ihnen F(x, y) ver-· 
schiedenes Vorzeichen besitzt. In A 
ist F > 0, in B dagegen F < 0. 
Daher kann ich nun wieder um A 
und B zwei Rechtecke abgrenzen, 
in deren einem F positiv, in deren 

-+----=:'--:----::!--:-.....--•x anderem aber F negativ ist. Ich darf 
Xo-6 Jo+tl sogar annehmen, daß diese Recht-
Fig.Sl. 

ecke kongruent sind. Die Abszissen 
dieser Rechtecke mögen zwischen x0 - ~ und Xo + !5 liegen und 
ihre Ordinaten zwischen y0 - e und y0 + e. Dann sind 

x0 - ~ ~ x ~ x0 + !5 und Yo - e ~ y ~ Yo + e 

zwei Intervalle, für die unser Satz gilt. Denn verfolge ich F (x, y) 
längs irgendeiner Geraden x = x1 , deren Abszisse dem Intervall 
x0 - !5 ::;;;; x ~ Xo + ~ angehört, so ist F bei der Ordinate y0 - B 
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negativ, bei der Ordinate y0 + s dagegen positiv. Da aber da­

zwischen ~F positiv ist, so wächst dazwischen F monoton und oy 
passiert genau einmal die Null. Damit ist die im Satz erwähnte 
eindeutige Lösung y = f (x) gefunden. Sie ist außerdem stetig 
bei x = x0 , weil einer Änderung von x um weniger als (j eine 
Änderung von y um weniger als s entspricht und (j wies beliebig 
klein gewählt werden können. Es bleibt noch die Aussage über 
die Differentialquotienten zu beweisen. Wir gehen auf die Defi­
nition des Differentialquotienten zurück. Tragen wir die Lösung 
y = f(x) in F(x, y) ein, so ist die mittelbare Funktion F(x, f(xl) 
für alle x Null. Daher sind auch die Differenzquotienten Null. 
Wir finden also: 

O = F(x0 + ßx, f(xo+ ßx)) -F(a:0 , f(x0l)_ 
ßx 

= F(re0+ßx, !lo-l-ßy)=F(x_o,_Y()j-ßy)+ F(xo, Yo-l-ßy)-F(xo,y0) 

ßx ßx 

A ßy 
= p(x0 + fAux, Yo + D.y) + q(xo, Yo+ {}2D.y) · ßx • 

Daraus eraibt sich ß y = - p ( Xo + 01 ß x' Yo + ß y) sobald 
0 ßa: q(x0 , Yo-l-{}2ßy ' 

man 6 x und damit L y so klein wählt, daß q(x0, Yo + {}2 6 y) 
von Null verschieden ist. Da nun aber p (x, y) und q (x, y) bei 
x0 y 0 stetig sind, ao existieren die Grenzwerte 

lim p (x0 + {}1 6 x, Yo +LI y) 
.'\x~O 

l>y4-0 

und lim q (x0, y0 + ß26 y), und da außerdem q (x0, y0) von Null 
"y-+0 

verschieden ist, so existiert auch der Grenzwert lim ~ Y = 
d%4-0'-' X 

f' (x). Daher ist y = f(x) differenzierbar, und es ist f' (x0) 

P (XoYo) 
=- q(XoYo). 

Den Fall, wo an der betreffenden Stelle q = 0, aber p + 0 ist, 
behandelt man ebenso. Wenn aber an einer Stelle beide erste 
partielle Ableitungen verschwinden, so versagt unsere Über­
legung völlig. Dann läßt sich auch keine allgemeine Aussage 
über die Existenz von Lösungen machen. Es kann sein, daß 
gar keine Lösung vorhanden ist, wie z. B. bei x2 + y2 = 0, das 
im Reellen nur bei 0,0 (Einsiedlerpunkt) verschwindet. Es 
können aber auch zwei Lösungen verschiedener Richtung 
(Doppelpunkt) da sein, wie bei x2 -- y2 = 0, die beiden Geraden 
y = x und y = - x (siehe auch S. 129). Endlich können auch 
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zwei Lösungen gleicher Richtung da sein, wie z. B. bei y2 = x3. 
Das gibt ein Kurvenbild mit Spitze (Fig. 32). Wir haben damit 
nur die einfachsten Fälle aufgezählt, es gibt deren noch vit>le 
andere. Die Kriterien, die es ermöglichen, sie voneinander zu 

Fig. 32. 

trennen, wollen wir nicht mehr ausführ­
lich behandeln. Wir wollen nur noch an­
geben, wie man die Richtung eines Kurven­
astes bestimmen kann, der einen solchen, 
wie man sagt, singulären Punkt passiert, 
wenn man erst weiß, daß der Ast eine 
sich bis in den Punkt stetig ändernde 
Tangentenrichtung besitzt. Dann kann 
man so verfahren: Man geht wieder von 
der identisch richtigen Gleichung aus: 
F(x. f(x)) = 0. Wenn man sie einmal 
differenziert, so kann man daraus im all­
gemeinen wie vorhin y' entnehmen. Wenn 
aber im singulären Punkt p und q beide 

verschwinden, so geht das nicht. Ich differenziere alsdann die 
Gleichung noch einmal und erhalte 

0 p + 0 p , + 0 q , + () q '2 + " = 0 
ox oyY oxY oyY qy · 

Hieraus bestimmt man im allgemeinen y". In unserem Falle 
aber verschwindet der Koeffizient von y". Ich erhalte also wieder 
eine Gleichung für y', nämlich 

cp+ '(cp+ oq)+ ,2 17_q=O. 
0 X y .0 y 0 X y 0 y 

Aus ihr kann man nun im allgemeinen y' berechnen; geht es 
wieder nicht, weil wieder alle Koeffizienten verschwinden, so 
differenziert man noch einmal und fährt so fort, bis vielleicht ein­
mal die Bestimmung von y' gelingt. Im allgemeinen erhält man 
dabei mehrere verschiedene Richtungen (reell oder imaginär) 
entsprechend den verschiedenen Kurvenästen, die im allgemeinen 
den Doppelpunkt oder mehrfachen Punkt passieren. 

Wir wollen es nicht unterlassen, noch die folgende manchmal 
nützliche Bemerkung zu machen. Wir werden in einem der 
nächsten Paragraphen die Maxima und Minima der Flächen 
studieren und dafür Kriterien angeben. Diese Kriterien sind nun 
direkt Kriterien, um daraus in gewissen Fällen die Existenz der 
Lösungsfunktion zu erkennen; denn es ist ja unmittelbar klar, 
daß, wenn die z-Koordinate Null eine höchste Erhebung oder eine 
tiefste Senkung bedeutet, daß dann in der Nachbarschaft des 
betreffenden Punktes die Fläche die xy-Ebene nicht trifft und 
daß auch umgekehrt dann, wenn die xy-Ebene in der Umgebung 
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€in er N nilstelle von z = f ( x, y) sonst nicht getroffen wird, ein 
eigentliches Maximum oder Minimum der Fläche vorliegen muß. 

Zusatz: Den am Beginn dieses Paragraphen ausgesprochenen 
und. bewiesenen Satz kann man ohne weiteres auf Funktionen be­
liebig vieler Variablen übertragen. 
Auch der Beweisgang läßt sich leicht Y 
den neuen Verhältnissen anpassen. 
Man muß nur in den Raum gehen. 
An die Stelle der x-Achse von da­
mals tritt bei einer nach y aufzu­
lösenden Gleichung F(x, y, tt) = 0 
zwischen drei Veränderlichen die r 
x, u-Ebene; die y-Achse geht senk­
recht dazu in den Raum. Statt 
Intervallen benutzen wir nun Um-
gehungen, statt Umgehungen der J<"ig. 33• 

dort mit A und B bezeichneten 
Punkte nun Umgehungen des ent-
sprechenden Raumpunktes. Hiernach wird der Leser leicht den 
Beweis durchführen können. 

Beispiel: Durch x3 + y3 - 3axy = 0 wird eine nach Car­
tesius wegen ihrer Gestalt Cartesisches Blatt genannte Kurve 
dargestellt. Wir wollen ihre in der Fig. 33 skizzierte Gestalt zu 
bestimmen suchen. Die Kurve ist symmetrisch zur Winkel­
halbierenden y = x, denn bei Vertauschung von x und y bleibt 
die Gleichung ungeändert. Die Winkelhalbierende selbst wird 
außer in (0, 0) im Punkte x = y =Ja getroffen, wie man sofort 
nachrechnet. Um aber zu erkennen, wie die Kurve in der Nähe 
dieses Punktes verläuft, denken wir zunächst an unser Existenz­
theorem. Man sieht sofort, daß in diesem Punkte seine Voraus­
setzungen erfüllt sind. Dann entnimmt man der Gleichung 

' ay-a;z 
y = Y."-aa:' 

daß die Kurve die Winkelhalbierende senkrecht passiert. Liegt 
sie aber nun in der Nähe dieses Punktes auf derselben Seite ihrer 
Tangente wie der Koordinatenanfang, den sie ja auch passiert, 
oder auf der entgegengesetzten? Um das zu erkennen, haben wir 
zwei Feststellungen nötig. Einmal konstatieren wir, daß jede 
Gerade mit einer Gleichung von der Form y = - x + a die 
Kurve höchstens in zwei Punkten trifft. Ihre Abszissen bestimmt 
man ja aus der Gleichung 

3x2 (a + a)- 3x(a2 + aa) + a3 = 0. 

Hiernach führen wir Polarkoordinaten ein: x = r cos q;, y = r sinp 

und finden als Gleichung der Kurve r = ~a.sin+rp 00!1!--. Daher 
Sill rp COB fP 

Toubnera techr.l.eitf.4: llieborbach: Differentialrechnung. 3.Autl. 9 
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liegt in jeder Richtung höchstens ein Punkt, und es wird beim 
Grenzübergang qJ--+0 auch r = 0. Diese Erkenntnis mit der 
erstgenannten zusammen lehrt uns, daß die Kurve im ersten 
Quadranten so aussieht, wie in der Figur angegeben. Denn wenn 
sich die Kurve in der Nähe des Schnittpunktes mit der Winkel­
halbierenden erst jenseits ihrer Tangente befände, dann aber mit 
flacher werdendem Azimut sich unbegrenzt dem Koordinaten­
anfang näherte, so müßte eine jenseits von x = y = fa gelegene, 
zur Tangente in diesem Punkt parallele Gerade gegen unsere 
Feststellung wegen der Symmetrie der Kurve in mindestens 
·1 Punkten getroffen werden. Man erkennt auch aus dieser Über­
legung, daß die Kurve im Koordinatenanfang die x- und die 
y-Achse berührt. Diese beiden Geraden selbst werden indessen 
von der Kurve nur im Koordinatenanfang getroffen. Ähnliche 
toerlegungen lassen uns auch im zweiten und vierten Quadranten 
die Gestalt der Kurve erkennen. Daß sie im dritten Quadranten 
keine Punkte hat, entnimmt man aus der Kurvengleichung auf 
Grund der Tatsache, daß dort sowohl x wie y negativ sind. Die 
Gerade x + y + a = 0 ist Asymptote der Kurve, d. h. sie be­
rührt die Kurve in einem ihrer unendlich fernen Punkte. Man 
erkennt das schon im J<jndlichen daran, daß der Kurvenast sich 
dieser Geraden unbegrenzt nähert. Um sie analytisch zu be-

stimmen, hat man zunächst aus der Kurvengleichung den lim Jf_ 
x~a x-

ZU bestimmen. Dieser Grenzwert gibt die Richtung der Asym­
ptote. Denn er gibt an, in welcher Richtung die Kurve ins Un­
endliche geht. Dividiert man die Kurvengleichung durch x2 und 

läßt x--+oo streben, so findet man lim 1!_ = -1. Daher schnei-
x--}1-ax: 

det man nun die KurYe mit den Geraden y =- x + a und hat 
noch a so zu bestimmen, daß möglichst viele Schnittpunkte der 
Geraden mit der Kurve ins Unendliche fallen. Der Schnitt führt 
zu der Gleichung von S. 129 unten. Ihr Grad wird möglichst 
klein, wenn man a = - a setzt. Daher wird y = - x - a 
Asymptote. 

Bemerkung: Noch sei bemerkt, daß man bequemer, als im 
vorstehenden dargelegt, zur Bestimmung der Asymptoten ge­
langt, wenn man nach den Regeln der projektiYen Geometrie zu 
homogenen Koordinaten übergeht, dann die uneigentlichen 
Punkte der Kurve und die Tangenten in denselben bestimmt. 
Dies sind dann die Asymptoten. 

Der Koordinatenanfang erweist sich als ein singulärer Punkt 
der Kurve, und zwar hier speziell als ein Doppelpunkt, weil ihn 
zwei Äste der Kurve passieren. Dort verschwinden die ersten 
partiellen Ableitungen. Differenziert man die Kurvengleichung 
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zweimal nach x, um die Richtungen der Kurvenäste im Doppel­
punkt zu finden, so erhält man 

6x + 6y · y' 2 + 3y2 y"- 6ay'- 3axy" = 0. 

Hieraus findet man für x = y = 0 nur die eine Richtung y' = 0; 
die andere y' = oo würde man erhalten, wenn man die Umkeh­
rungsfunktion differenziert hätte. 

Wir wählen noch ein zweites Beispiel, das wir der Theorie der 
divergierenden Parabeln entnehmen. Wir betrachten die Kurve 

y2 = (:r- a) (x- b) (x - c) (0 < a < b < c). 

Ersichtlich besitzt sie nur da reelle Punkte, wo die rechte Seite 
positiv ist. Das ist zwischen a und b einerseits sowie rechts von 
c andererseits der Fall. Weiter ist die Funktion an jeder x-S~elle 
endlich und stetig, wächst aber bei ins Unendliche wachsendem x 
ü her alle Grenzen. Zwischen a und b muß sie da­
her beschränkt sein. Da sie außerdem symmetrisch 
zur x-Achse ist, so muß sie ungefähr aussehen, 
wie in Fig. 34 gezeichnet. 
(Daß sie in den drei Punk-
ten a, b, c die x-Achse senk- :& 

recht trifft, rechnet man ja 
sofort nach.) Der geschlos­
sene Zug zwischen a und b ist ein konvexes 
Oval, d. h. er kann keine Einbuchtungen haben. 
Die genauemathematisch begriffliche Formulierung 
dieser Aussage ist die: Die V erbindungsstrecke l'ig. 3~· 

zweier Punkte des Ovalinneren trifft (zwischen diesen beiden 
Punkten) die Kurve nicht. Andernfalls würde eine solche Gerade 
die Kurve mindestens viermal treffen. Das kann aber bei einer 
Kurve dritter Ordnung nie eintreten. Auch die Gestalt des unend­
lichen Zuges kann man noch etwas besser festlegen. Ich behaupte, 
er besitzt zwei zur x-Achse symmetrisch gelegene Wendepunkte. 
Um das einzusehen, verfolge ich den Kurvenzug von seinem Schnitt 
mit der x-Achsean. Ersetzt dort senkrecht ein. Geheich nach oben 
weiter, so muß seine Tangentenrichtung alsbald flacher werden. 
Sie kann aber nicht unbegrenzt sich der Horizontalen nähern, 
da sonst die Tangenten auch noch das Oval in zwei Punkten, die 
Kurve also im ganzen in vier Punkten schnitten (zwei fallen 
immer im Berührungspunkt zusammen). Das wären wieder 
zuviel Schnittpunkte. Wenn sie also doch immer flacher würde, 
so müßte sie sich einer Grenzlage nähern, die flacher ist als die 
y-Achse. Man entnimmt aber der Ableitung 

I ~-~~-~+~-~~-~+~-~~-~ y =. - . ' 
2V(x-a) (x-b) (x-c) 

9* 
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daß ihr Limes für x ~oo wieder oo ist. Also muß irgendwann 
die Tangentenrichtung wieder beginnen, steiler zu werden. Dort 
liegt aber nach den Erörterungen auf S. 83 ein Wendepunkt 
der Kurve. Man kann auch noch zeigen, daß auf jeder Seite der 
x-Achse nur einer liegt. Wir wollen das aber nicht mehr weiter 
ausführen. Läßt man b und c zusammenrücken, so sieht man, wie 
ein Doppelpunkt entsteht. Fallen a, b, c alle drei zusammen, so 
kommt der Spitzentypus von Fig.128 heraus. Fallen aber a und 
b zusammen, so schrumpft das Oval zu einem Einsiedlerpunkt 
zusammen. 

Über die Auflösung von Gleichungssystemen. Mit 
Rücksicht auf spätere Anwendung im zweiten Band wollen wir 
hier noch die Frage behandeln, wann es zwei I<'unktionen 
x=x(u,v), y=y(u,v) gibt, die das Gleichungssystem 
u = f(x, y), v = g(x, y) lösen. Die Entscheidung darüber wird 
im allgemeinen durch das Verschwinden oder Nichtverschwinden 
der sog. Funktionaldeterminante 

d(u,v) ou ()v o"ov 
(1) d(x-:iJ) = 0 a;() y- oyox 

gegeben. Wir wollen zunächst folgenden Satz beweisen: Die 
Funktionen tt = f ( x, y), v = g ( x, y) seien in einem gewissen 
Bereich stetig. Für einen inneren Punkt x0 y0 desselben sei 
u0 = f ( x0 , y0), v0 = g ( x0, y0). In der Umgebung dieses Punktes 
sollen die vier partiellen Ableitungen erster Ordnung existieren 
und stetig sein. Ferner soll in diesem Punkt die Funktional-

determinante :i:: ~ nicht verschwinden. Dann gibt es eine U rn­

gebung U von u 0 , v0 und eine Umgebung I von x0, y0 derart, daß 
zu jeder Stelle ui, vi aus U genau eine Stelle Xv YI aus I gehört, 

derart daß ui = f ( Xv YI), VI = g ( Xv YI) 

ist. Dadurch sind in U zwei Funktionen 

x = x(u,v), y = y(u, v) 

eindeutig erklärt. Sie sind in U stetig und mit stetigem partiellen 
Ableitungen erster Ordnung versehen. Endlich ist 

~_(1J_,_x) • d('!f,~) _ 1 
d(u, v) d(x, y)- · 

Der Beweis stützt sich auf eine zweimalige Anwendung des 
Zusatzes auf S. 129. 

Ich grenze um x0, y0 ein Rechteck I x - x0 I < a, I y- y0 I < b 
ab; in ihm seien die Voraussetzungen des Satzes erfüllt. Es sei 

darin außerdem ~~ =FO. Wegen des Nichtverschwindens von cy 
(1) muß nämlich in x0, y0 mindestens eine der vier in (1) vor-
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kommenden partiellen Ableitungen von Null verschieden sein. 
Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit anzunehmen, daß 

;1 + 0 sei. Wir wählen dann noch a und b so, daß in dem Recht-
Y ~~ 

eck I x- x0 I < a, I y- y0 I < b noch ~Y stetig und von Null 

verschieden bleibt. In diesem Rechteck mögen u = f (x, y), 
v = g (x, y) Wertepaare u, v annehmen, die Ungleichungen 
I u- u0 I < c, jv -v0 I < d bei passender Wahl der c, d ge­
nügen. Wir wenden dann den Zusatz von 8.129 auf die Gleich­
ung u- f(x, y) = 0 und das Intervall! x- x0 I< a, I y-y0 I 
< b, I u - u0 I < c an, in der Absicht, die Auflösung nach y zu 
bewerkstelligen. Der Zusatz lehrt, daß es drei Zahlen a1 < a, 
b1 :::;;: b, c1 :::;;: c gibt, so daß sich durch Auflösung von u -I (x, y) 
= 0 eine in I x - x0 I < a1, I u - u0 I < c1 stetige, mit stetigen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion 
y = y(u, x) ergibt, die nur Werte aus I y- y0 I< b1 annimmt. 
Diese Funktion y = fj (u, x) kann man in v - g (x, y) = 0 ein­
tragen und erhält eine Gleichung v - g(x, fj (v, x)) = 0, deren 
linke Seite für I x - x0 I < a1 , I u - u0 I < cv lv - v0 I < d 
stetig ist und stetige partielle Ableitungen erster Ordnung be­
sitzt. Außerdem ist 

a ( ( - ) a-y 0 X V - g X, y (u, X) = - g,.- 9'11 0 X 

+ t .. 
=-f!,. 9!1-,;· 

Dies ist in I x - x0 I < a1, I u - u0 I < c1 von Null verschieden. 
Wendet man dann den Zusatz von 8.129 erneut auf diese Glei­
chung und das Intervall I x - x0 I < a1, I u - '.Lo I < c1 , 

lv- v0 I < d an in der Absicht, sie nach x aufzulösen, so erhält 
man drei Zahlen a2 ~ a1, c2 ~ Cv d1 ~ d, so daß eine in 
I u - u0 I < c2, jv - v0 I < d1 stetige mit stetigen partiellen 
Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion x = x(u, v) 
die Auflösung leistet. Diese nimmt in I u - u0 I < c2, I v -v0 I< d1 
nur Werte aus I x - x0 I < a2 an. Man kann daher diese Funktion 
in y = y (u, x) eintragen, und erhält so y = y (u, v). Diese 
Funktion ist dann in I u - u0 I < c2, I v - v0 I < d1 stetig 
und mit stetigen partiellen Ableitungen versehen und nimmt 
darin nur Werte aus I y - y0 I < b1 an. Diese Funktion zusam­
men mit x = x(u, v) stellt dann in I u- u0 I < c2, jv- v0 I < d1 
die gesuchte Auflösung dar. In diesem Rechteck gilt identisch 
für diese Funktionen 

u = f(x(u, v), y(u, v)) 

v = g(x(u, v), y(u, v)) 
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Differentiation nach u und v liefert 

1 = f.,·x,.+ f11·y,., 0 = f.,x.,+ f11Yv 

0 = g., x,. + g11 y,., 1 = g.,x" + g11 y". 

Diese Relationen beweisen die am Ende des Satzes ausgesprochene 
Behauptung über das Produkt der beiden Funktionaldeter­
minanten. 

Die zuletzt aufgeschriebenen Relationen lehren noch das Fol­
gende. Wenn u = f(x, y), v = g(x, y) in der Umgebung von 
x0 , y0 stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, 
wenn u0 = f(x0 , Y0), v0 = g(x0 , y0) ist, wenn weiter die Funktio­
nen x = x(u, v), y = y(u, v) in der Umgebung von u0, v0 stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnungen besitzen, und wenn in der 
Umgebung von x0, Yo identisch x = x(f, g), y = y(f, g) gilt, so 
ist stets die Funktionaldeterminante (1) von Null verschieden. 

Die Fälle, in denen die Funktionaldeterminante verschwindet, 
wollen wir nicht weiter verfolgen. 

Wir wollen nur noch einen Fall betrachten, nämlich den, daß 
in einem Bereich der x, y-Ebene die Funktionaldeterminante an 
jeder Stelle verschwindet. Dann ist die Aufwsung sicher nicht 
möglich. Es ist vielmehr entweder g (x, y) als Funktion von I (x, y) 
oder f als Funktion von g darstellbar; das will sagen, daß der Wert, 
den die eine der beiden Funktionen an einer Stelle des Bereiches 
annimmt, feststeht, sowie der Wert bekannt ist, den die andere 
daselbst annimmt. 

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Satzes bei einer 
Variablen, der besagt, daß eine stetige Funktion, deren Ableitung 
in einem Intervall überall verschwindet, dort konstant ist. Der 
Beweis ergibt sich an Händen der bisherigen Entwicklungen. 
Wenn nämlich die ersten Ableitungen überall im Bereich ver­
schwinden, so sind die Funktionen I (x, y) und g (x, y) von x und 
y unabhängig. Dann ist der gewünschte Beweis bereits erbracht. 
Wenn aber an einer Stelle und damit wegen der Stetigkeit in 

einer gewissen Umgebung derselben eine Ableitung, z. B. :~. 
nicht verschwindet, so können wir die bisher befolgte Schluß­
weise zunächst einhalten, bis wir zur Berechnung der partiellen 
Ableitung von g ( x, y (u, x)) nach x kommen. Diese erweist sich 
aber nun als Null, so daß in jener Umgebung eben g(x, y(u, x)) 
nicht von x, sondern nur von u abhängt. Dann ist also g (x, y) 
als Funktion von f dargestellt. 

§ 4. Die Taylorsche Formel. Bei einerVariablen handelte es sich 
darum, die Funktion I (x + h) durch ein nach Potenzen von h 
fortschreitendes Polynom zu approximieren. Hier wird es sich 
darum handeln, die Funktion f(x + h, y + k) durch eine nach 
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Potenzen von h und k fortschreitende ganze rationale Funktion 
anzunähern. Dies gelingt sehr leicht durch einen kleinen Kunst­
griff. Für t = 1 geht die Funktion 

f(x + ht, y + kt) = F(t) 

in f (x + h, y + k) über. Wir wollen nun die Funktion F (t) nach 
der Maclaurinschen Formel behandeln und dann t = 1 eintragen. 
Wir wollen so zunächst den Mittelwertsatz übertragen. Als Wert 
der ersten Ableitung finden wir 

F' (t) = h ~~ (x + ht, y + kt) + k ~ f (x + ht, y + kt). 
0~ uy 

Daher wird die Differenz 

F(l)- F(O) = f(x + h, y + k)- f(x, y) 

= h :~ (x + Dh, y + 1!k) + k:~ (x + Dh, y + 1!k). 

Dies ist also unsere Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. Die 
Voraussetzungen, die diese Operation legal machen, sind offenbar 
die, daß in einem die beiden Stellen x, y und x + h, y + k sowie 
ihre geradlinige Verbindung x + ht, y + kt(O ~ t < 1) ent­
haltenden Gebiet f(x, y) samt allen bei der Betrachtung auf­
tretenden Ableitungen endlich und stetig ist. An dieser Voraus­
setzung halten wir fest, wenn wir jetzt zum allgemeinen Fall der 
Taylorschen Formel übergehen. Dann ist nämlich auch in allen 
Fällen, wie wir 8. 125 sahen, die Reihenfolge der verschiedenen 
Differentiationen nach x und y gleichgültig. Wir finden so 

F"(t) = h2 a•t + hk a•t + k2 c•t . 
{)~· oxoy oy• 

Ferner finden wir 

F'"(t) = h3 O"f + Sh2k o•t- + Shk2 "is_[__ + ka c3 f. 
0~ ox•oy c~oy• oy' 

Man sieht, wie hier jede Ableitung in h und k homogen ist, d. h. 
in jedem Term ist die Summe der Exponenten von h und k die­
selbe. Ferner sieht man, daß als Koeffizienten immer die Bi­
nomialkoeffizienten auftreten. Wir schreiben die Schlußformel 
noch beim Vorgehen bis zur zweiten Ableitung auf. Es wird 
dann 

f (x + h, y + k) = f (x, y) + h :~ (x, y) + k ;~ (x, y) 

(h• ;~. fx+Dh, y+tJk)+2hk0:•: y (~+Dh, Y+~k) +k• ~~(x+Dh, Y+~k) 
+ 2! . 
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§ 5. Theorie der Maxima und Minima. Wir wollen die Taylor­
sche Formel verwenden, um Kriterien für die höchsten und 
tiefsten Punkte einer Fläche zu finden. Sei ein solcher bei x0 , y0 

gelegen, so haben wir seine z-Koordinate mit den z-Koordinaten 
der Nachbarpunkte zu vergleichen. Dazu betrachten wir die 
Differenz 

of f (xo + h, Yo + k)- f (x0, Yo) = h (fx (x0 + Dh, Yo + {} k) 

rf + Tc i;y (x0 + Dh, Yo + Dk). 

Haben wir nun etwa ein Maximum, so muß für alle h und Tc einer 
gewissen Umgebung von (0, 0) immer f (x0 + h, y 0 + Tc) ::::;; 
f (x0, y0) sein. Verschwänden nun nicht die beiden partiellen ersten 

Ableitungen f~ und ~·~ an dieser Stelle, so könnten wir wegen 

ihrer Stetigkeit eine Umgebung von x0 , y0 angeben, in welcher 
sie nicht Null werden, also auch das gleiche Vorzeichen haben 
wie in x0 y0 sei bst. Wenn wir aber dann in h und k die Vorzeichen 
ändern, so ändert auch die rechte Seite des Mittelwertsatzes ihr 
Vorzeichen; also kann die Differenz f ( x0 + h, Yo + k) - f (x0 , y0) 

nicht immer dasselbe Vorzeichen haben. Für das Auftreten eines 
Maximums oder eines Minimums ist also eine notwendige Be­
dingung die, daß die beiden1) partiellen Ableitungen erster Ord­
nung an der betreffenden Stelle verschwinden. Geometrisch 
bedeutet diese Bedingung, daß die Tangentialebene des Flächen­
punktes der x y-Ebene parallel ist. Wir schalten, um das klar 
zu sehen, eine kleine Betrachtung über die Tangentialebene ein. 
Ihre Definition beruht auf einem Satz. Dieser lautet: Die Tan­
genten an beliebige Flächenkurven durch einen festen Punkt der 
Fläche liegen in einer Ebene. Diese heißt Tangentialebene der 
Fläche in dem betrachteten Punkt. Wir wollen das hier2) allein 
für den uns interessierenden Fall eines Flächenpunktes zeigen, 
in dem die ersten Ableitungen verschwinden. Wir wollen die 
Fläche mit irgendeiner Ebene parallel zur z-Ebene schneiden 
und zeigen, daß alle Schnittkurven diesen Punkt parallel zur 
x y-Ebene passieren. Wir haben in Parameterdarstellung ein­
zutragen x = x0 + mt, y = y0 + nt, wo t = 0 der Parameter­
wert des Punktes x0 , y0 ist und m, n Konstanten bedeuten. 
Dann wird die Gleichung der Schnittkurve z = f (x0 + m t, 
Yo + nt). Also ist in x0 , y0 

dz ot of 
dt ="--· (xo, Yo)m + ~- (xo, Yo)n = 0. 

CX Oy 

Die Kurve verläuft also in x0, y0 parallel zur x y-Ebene. 

1) Wenn nur fv + 0 wäre, so setze man h = 0 und mache auf 
Grund des wechselnden Vorzeichens von k denselben Schluß wie vorhin. 

2) Vgl. auch Bd. 2 Kap. VII § 6. 
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Diese Bedingung für die Tangentialebene ist nun natürlich 

nicht hinreichend für die Existenz eines Maximums oder Mini­
mums. Man braucht nur etwa an einen Gebirgssattel zu denken 
oder an das hyperbolische Paraboloid z = xy im Koordinaten­
anfang. Dazu ist es ja auch nur eine gemeinsame Bedingung für 
Maximum und Minimum. Um die verschiedenen Fälle zu trennen, 
ziehen wir das nächste Glied der Taylorentwicklung heran. Da 
aber die beiden Ableitungen p und q verschwinden, so erhalten 
wir eine Abschätzung der Differenz f (x0 + h, y0 + k) - f (x0 , y0) 

durch die zweiten Ableitungen. Wir haben nämlich 

h• o•t f (xo + h, Yo + k)- f (xo, Yo) = 2 0 x• ( Xo + & h, Yo + & k) 

a•t k• o'f + hk~ (x0 + ßh, Yo + {}k) + -2 -. 2 (x0 + Dh, Yo + {)k). 
ux~y oy 

Hier muß nun für alle h und k einer gewissen Umgebung von 
h = 0, k = 0 die rechte Seite immer nichtnegativ sein, wenn ein 
Minimum vorliegen soll; sie muß immer nichtpositiv sein, wenn ein 
Maximum da sein soll. Wegen der Stetigkeit der Ableitungen 
genügt es also, zu verlangen, daß für alle h, k einer gewissen 

rJ2f a•t 
Umgebung von Null R = h2 ~ (x0 , y0) + 2hk o,-----;;;-- (x0 , y 0) 

o x vxuy 

+ k 2 ;.·~ (x0 , y0) ständig positiv bzw. negativ sei. Wir unter­

suchen jetzt die Bedingungen, welche dies für die Ableitungen 
nach sich zieht, die hier als Koeffizienten der quadratischen Form 
in h und k auftreten. Wir wollen zunächst annehmen, daß keine 
der Ableitungen 

a•t o•t o•t 
f.,.,= ax•' f.,11= öxoy' 11111= oy• 

verschwindet. Dann bringen wir R in diese Gestalt: 

, .,.,(h + k ~::r + k 2 ('"'"'''7.,., ~'~) ~ R. 

Hieraus erkennt man, daß eine hinreichende Bedingung für ein 
Maximum die ist, daß f .,., < 0 und daß f zz/1111 - f2.,11 > 0. Daraus 
folgt noch / 1111 < 0. Ebenso ist hinreichend für ein Minimum, daß 
f.,., > 0 und daß f.,,.f1111 - f2.,11 > 0. Daraus folgt noch f 1111 > 0. 
Wie weit sind aber diese Bedingungen notwendig? Unsere bis­
herige Überlegung zeigt nur die Notwendigkeit der Bedingung 
R < 0 beim Maximum und der Bedingung R ~ 0 beim Minimum. 
Sei zunächst noch f .,., + 0; dann ist ersichtlich notwendig beim 
Maximum, daß f.,., < 0 und daß f."6,f1111 - f2n ~ 0. Beim Mini­
mum ist notwendig, daß f.,z > 0 und f,..,/1111 - f2.,u ~ 0. Wenn 
aber f :e:r: = 0, so sei zunächst noch /1111 =l= 0. Dann zeigt die gleiche 
Überlegung, daß notwendig auch /1111 = 0 sein muß. Wenn aber 
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alle Ableitungen verschwinden, so können wir gar keine Schlüsse 
ziehen. Wir müssen die höheren Ableitungen betrachten. Wir 
gehen darauf nicht mehr ein. 

Verallgemeinerung auf n Variable. Durch genau die 
gleichen Betrachtungen gelangt man auch zu notwendigen und 
zu hinreichenden Bedingungen für Maxima und Minima bei 
einer Funktion I (x1, ••• , x,.) von n Veränderlichen. Soll bei der 
Stelle x1 = ~1, ••. , x,. = ~ .. ein Maximum oder Minimum liegen, 

so müssen notwendig sämtliche erste Ableitu11gen :~; (~1 , ••• , ~ .. ) 
= 0 sein (i = 1 ... n). Für ein Maximum ist weiter notwendig, 

daß die quadratischeForm ~ 0 °~ (~1, ••• , ~ .. )h;hk:::;:;: 0 ist 
~ X; xk 

i 1 k=l11 ••• n 

für beliebige h;, hk; für ein Minimum dagegen muß notwendig 

~ 0 °i (~v ... , ~ .. ) ~ 0 sein für alle h;, hk. Löscht man in 
~ X; xk 

i= t. •• n 
k=l ..... 

den zuletzt aufgestellten Bedingungen das Gleichheitszeichen, 
so erhält man Bedingungen, die zusammen mit dem Verschwinden 
der ersten Ableitungen für das Auftreten eines Maximums oder 
Minimums an der Stelle ~1 ••• ~ .. hinreichend sind. Sache der 
Algebra ist auch in diesen allgemeineren Fällen, ähnlich wie oben 
für n = 2 die Bedingungen dafür aufzusuchen, daß eine quadra­
tische Form nur positive oder nur negative Werte annehmen kann. 

§ 6. Maxim~ und Minima mit Nebenbedingungen. Man wird 
oft vor die Aufgabe gestellt, die Maxima und Minima der Funk­
tion l(x, y) für diejenigen Wertepaare x y zu suchen, zwischen 
denen eine Gleichung g(x, y) = 0 besteht, die man Neben­
bedingung nennt. In geometrischer Sprechweise handelt es sich 
um die höchsten und tiefsten unter denjenigen Punkten der 
Fläche z = l(x, y), welche über der Kurve g(x, y) = 0 liegen. 
Als ersten Gedanken wird wahrscheinlich der Leser den haben: 
Man drücke aus g (x, y) = 0 z. B. y durch x aus: y = tp (x), 
trage dies in I ein und suche die x-Werte, für welche l(x, cp(x)) 
zum Maximum oder Minimum wird. Bei diesem Verfahren hat 
man demnach erst von einer impliziten zu einer expliziten Funk­
tion überzugehen und steht dann vor einer Aufgabe der gewöhn­
lichen Maxima und Minima. Vorteilhafter ist es, nicht in jedem 
konkreten Fall nach dieser Regel zu verfahren, sondern noch 
mit allgemein gelassenen l!'unktionen I und g das Verfahren etwas 
weiter durchzuführen. Man hat nämlich zur Ermittlung der 
Maxima und Minima von l(x, q>(x,) nach x zu differenzieren 
und die Ableitung Null zu setzen. Dies liefert 

(l) ~+ of. ay = 0 
(Jz oy dx • 
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Hier aber ist ~! durch Differentiation von g (x, y) = 0 zu be­

stimmen. Man findet 
(2) og + %-g_ dy = o. 

ox cydx 

Man setzt dementsprechend voraus, daß ~: + 0 für alle in Be­

tracht zu ziehenden Wertepaare x, y. Nimmt man nun an, man 
hätte eine Stelle x, y gefunden, an der die beiden Gleichungen 

(1) und (2) gelten (bei passender Wahl von ~-~). Dann muß es 

zwei Zahlen A. und p, geben, die nicht beide verschwinden, so 
daß an dieser Stelle of og 

flay+A.oy=O 

ist. Multipliziert man dann die Gleichung (1) mit A., die 
Gleichung (2) mit p, und addiert beide, so sieht man, daß auch 

of ~ og 
ft 0 X + II. C X = O. 

Dabei ist sicher p, + 0, weil :: + 0 ist nach Voraussetzung. 

Man darf daher wegen der Homogenität der beiden Glei­
chungen p, = 1 nehmen. So sieht man: Zu jeder Stelle x, y, 
wo f ein Extrem hat, während g = 0 ist, gehört eine Zahl A., 
so daß of og 

ox+A.ax=O 

und ~+A.::=O. 
Auf diese Gleichungen wäre man aber geführt worden, wenn man 
die Maxima und Minima von 

t + A.g 
gesucht hätte. So haben wir folgende Regel: Man sucht für eine 
beliebige Zahl A. die Stellen, wo f + A.g ein Extrem ·haben kann, 
und bestimmt dann A. so, daß für die gefundenen Stellen g = 0 
ist. Mit anderen Worten: Man bestimme die drei unbekannten 
Zahlen x, y, A. aus den drei Gleichungen 

ß1+ A. ~= 0 
OX 0 X 

of +;,. og = 0 oy o y 
g(x, y) = 0. 

Der V orteil dieses Verfahrens liegt darin, daß man nur noch 
Gleichungen für unbekannte Zahlen zu lösen hat, während 
früher erst eine Gleichung für eine unbekannte Funktion auf-
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zulösen war. Man nennt dies Verfahren Multiplikatorenmethode 
(.A. ist der Multiplikator). Man kann es ganz analog anwenden, 
wenn eine Funktion von mehreren Veränderlichen zum Extrem 
zu machen ist, während eine größere Zahl von Nebenbedingungen 
vorliegt. Z. B. soll f (x1, ••• , Xn) = Extrem werden, während 
g1 (x, ... , x,.) = 0, g2 (x1, ••• , x,.) = 0 sein soll. Dann findet man 
alle die Extremstellen, an denen 

d(gl1 g~ =!= 0 
d(zk,Xm) ' 

ist, für ein passendes Paar verschiedener Zahlen k, m, in dem 
man die Aufgabe behandelt: 

f + .A.1g1 + .il2Us 
soll Extrem werden. Das führt zu den n + 2 Gleichungen 

0 (f + },it + Äag.) = 0 i = 1 ... n 
IJJt 

U1(x1, · • ·• Xn) = 0 
g~(x, .• • , Xn) = 0 

für die unbekannten n + 2 Zahlen x1, ••• , x,., A1, l 2• 
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Integralrechnung. 2., verb. u. verm. Au:fi. Mit 25 Fig. [IV u. 152 S.] 8. 
1923. (Teubn. techn. Leitf. Bd. S·) Kart . .1Ut 4·-

Der zweite Band des vorliegenden Werkt's bringt die lntegralrecbnung und damit 
auch die Hauptsitze aus der Theorie der Funktionenreihen und als Musterbeispiel eine 
elementare aber eindringende Behandlung der Fouriersehen Reiheu. Es folgt die Integral­
rechnung im Gebiete der Funktionen zweier Variablen, also die Behandlung der Doppel­
und der Knrvenintegrale. Eine Einleitung in die Fuuktionentheorie einer komplexen 
Variablen beschließt das Werk. 

Funktionentheorie. Mit 34 Fig. im Text. [IV u. 118 S.] 8. 1922. (Teubn. 
techn. Leitf. Bd. 14.) Kart . .JUt 3.20 

"In gedrängter, ab•r klarer Sprache, mit schönen Figuren und guten Beispielen durch­
setzt, wird eine Einf'dhrnng in die Theorie der Funktiouenlehre gegeben, die, mit den 
komplexen Za.blen beginnend, in streng logischer Kette &ur konformen Transformation f'ührt. 
Wie immer, wenn man des Verfassers Arbeiten liest, bietet die Lektüre einen Genul, 
denn sie gibt Eigenes, Persönliches." (Unterrlc:htsbl. f. Mathem. u, Naturwissensc:h.) 

Lehrbuch der Funktionentheorie. 
I. Band: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb. Au:fi. Mit So Fig. 

im Text. [VI u. 314 S.] gr. 8. 1923. Geh . .JUt 12.-, geh . .7Ut 15.-
11. Band: Moderne Funktionentheorie. Mit44 Fig.imText. [VII u. 366 S.] 

gr. 8. 1927. Geh . .JUt 20.-

Der erste Band gibtunter Venchmel&ung Rlemannschen und Welerstrallischen Geistes 
eine einheitliche Dantellang der Elemente der allgemeinen und der spe&iellen Funktionen­
theorie. Er umfa.Jit aumit einmal alle die Begriffsbildungen und Methoden, welche die 
moderne Vunktioueutheorie beherrschen, und reicht andererseits von den rationalen Funk­
tionen llber die periodischen Funktionen bis zu den doppelperiodischen und den ellip­
tischen Integralen. 

Der zweite Band stellt in acht Abschnitten dasjenige dar, was iu der Theorie der 
P'unktionea ebaer komplexen Veränderlichen durch die Arbeit der lebten Jahrzehnte an 
bleibenden Ergebnissen und Methoden gewonnen worden iot. Er bevorzugt dabei die 
Dinge, llber die es zusammenhingende Darstellungen noch nicht gibt, So handeln einzelne 
Ab.Chnitte vom Picardschen Satz, von der Theorie der gan&en Funktionen, von der 
analytischen Fortsetzung, der komormen Abbildung und der Uniformisierung. 

Algebra. Auf Grund von Bauer, Vorlesungen über Algebra. Mit 12 Fig. 
im Text. [U. d. Pr. 1927] 

Du Buch hält auch in der nouen Bearbeitung von Prof. Bieberbach an dem Ziel 
der Bauerachen Ansgabe feot, eine fllr die Zwecke der Lehramtskaadidaten beotimmte 
Einfllbnmg in die Algebra. zu liefern, IDld will daher nicht die Algebra. üa eit&er splendid 
isolation von den übrigen Gebieten der Mathematik, aundern gerade in Fühlung mit den­
selben aufbauen. Im Mittelpunkt oteht wieder die Theorie der llgebradchea Gleichungen, 
Der Bearbeiter der vierten Anfl&ge hat eein Bedrohen dahin gerichtet, nach Stoff und 
Form der Darstellung dem heutigen Stand der Wissenschaft gerecht zu werden. Nen hin&u­
gef'Ugte Abschnitte betreffen u. L die graphieehe Auflösung von Gleichungen, die mannig· 
fachen Sitze über die Lage der GleichiDlgawaraeln und die Galaissehe Gleicbungstheorie, 

Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E. Netto, weil. Prof. a. d. Univ. 
Gießen. 2., verb. Aufl., neubearb. von L. Bie/Jer!JacA. fVl u. 123 S.] 8. 
1925. (Samml. math.-phys. Lehrbücher Bd. 9·) Kart . .JUt 4.40 

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft 
im Urteil der mathematischen Denker. Von Dr. F. Enrigues, Prof. a. d. 
Univ. Rom. Deutsch von L. BiUef-/Ja&A. [V u. 240 S.] 8. 1927. (Wiss. 
u. Hypothese Bd. XXVI.) Geh • .floß 1 1.-

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 



Höhere Mathematik ftlr Mathematiker, Physiker und Ingenieure. 
Von Dr. R. Rollte, Prof. a. d. Techn. Hochsch. in Berlin. (Teubn. techn. 
Leitf. Bd. 21 -23) 

I. Band: Differentialrechnung und Grundformeln der Integralrechnung 
nebst Anwendungen. 2. Aufi. Mit 155 Fig. im Text. [VII u. 186 S.] 8. 
1927. Kart . .1Ut 5·-

11. Band: Integralrechnung, Unendliche Reihen, Vektorrechnung nebst 
Anwendungen. [In Vorb. 1927] 

111. Band: Raumkurven und Flächen, Linienintegrale und mehrfache 
Integrale, gewöhnliche und partielle Dlft'erentialgleichungen nebst 
Anwendungen. [In Vorb. 1927] 

Angewandte Infinitesimalrechnung. Von Prof. Dr . .E<: F. P. Bisacre, 
Ascania Helensburgh. Deutsch von Dr. E. Trifftz, Prof. a. d. Techn. Hoch­
schule in Dresden, und Dr. phil. E. König, Elberfeld. [U. d. Pr. 1927] 

Das Bach gibt eine Einführung ia die Infinitesimalrechnung etwa in dem Umfange, 
der dem Unterricht im ersten Semester an unseren Technischen Hochschulen entspricht 
(Koordinaten, Funktionen, Greuwerte, Differentiation, Integration einfacher Funktionen, 
einfachste Dilrerentialgleichungen). Es wendet sich in enter Linie an solche Studierenden 
der Naturwissenschaften und Technik, "die sich die Fähigkeit erwerben wollen, die Infini­
tesimalrechnaag praktisch aa handhaben." Dementsprechend enthält es in besonders aas­
fllhrlicher Darstellung eiae reiche Auswahl von Anwendungen aus der Mechanik, der 
Elektriaitätslehre, der physikalischen Chemie und der Thermodynamik. 

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dingeldey, Prof. a. d. 
Techn. Hochschule in Darmstadt. (Teubners Lehrbücher der mathem. 
Wissensch. Bd. XXXII, I u. 2) 
I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Differentialrechnung. 2. Aufi. 

Mit 99Fig. [Vu.2o2S.] gr.8. 192I. Geh • .fi.Jt 6.-, geb. JEN 8.-
11. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 3· Aufi. Mit 

g6Fig. [1Vu.387S.] gr.8. I923. Geh.U 13.-, geb.JUt 15.-

Praktische Analysis. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a. d. Techn. Hochschule 
in Hannover. 2.,verb.Aufi. Mit32Abb.imText. [XVII1u.I95S.] 8. 1923. 
(Handb. d. ang. Math. I.) Kart . .71..1( 5.6o 

Mathematisches Praktikum. Von Dr. H. v. Sandm, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule in Hannover. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 27) 
1. Band. Mit 17 Fig. im Text sowie 20 Zahlentaf. als Anhang. [V u. 122 S.] 

8. 1927. Geb • .1U 6.8o 
11. Band. [In Vorb. I927f 

Filr viele Berufe beilarf das Stadium der syatematUchen Mathematik aaerkanntermaßen 
einer Ergiazang in praktischer Richtung. Diesem BedilrfDil kommt das "Mathematische 
Praktikum" entgegen, das in der Form einer AufgaheDBalllllllllll&' die Aawendbarkeit der 
mathematiochen Becrilfe auf Probleme der Pruis seist uad eine gewi- Gewandtheit 
im numerischen Rechnen ausbUden wiU. 

Der vorliegende ente Band setst nur die Grnadbellrilfe der Dift'ereatial· und Integral· 
rechnang voraus und behandelt den Rechenschieber, cfe11 Lehraata von Taylor, die Aaf­
löanng algebraischer und tr&Duendenter Gleichungen, die Ansgleiclwechnang, die nume­
rische Integration und Dilfereatistion sowie die Zerlegung und ZlllllllllllenBiang perio­
düocher Fnaktionen. Die wichtigstell mathematiachen Grandlagen Bind jeweils kura 
zuanunengestellt und die Aafgabllll oelbd uter sorgfältiger Geaaaigkeitadi.lkuuioa bio 
zur letzten Zahl durchgerechneL Eia &weiter Band id ia V orbereitu"lt nad soll in gleicher 
W elae die gewöhnlichen Dilrerentialgleichangen behandela. 

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 
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Herausgegeben von Prof. Dr. E. Trefftz 
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Universily Cambridge U. S. A. Deutsch von Dr. Fr. M. Urban, Brünn. [IX u. 212 S.) 
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Integralgleichungen. Von Dr. G. Wiarda, Prof. an der Technischen Hochschule Dresden. 
[ln Vorb. 1928.] · 

Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. H. N ~t I o, weil. Prof. a. d. Univ, G e'l,n, 2., verb. Aufl. 
von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. [VI u. 123 S.] Kart. /li.Jf 4.40 (Bd. IX.) 
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wirkung von Dr. E. Naetsch, Prof. an derTechnischen Hochscbule Dresden. Mll 25 Fig. 
!VII u. 186 S.l Kart . .7/.Jf 5.40 . . . . . . . • • • • . . . . . . . . . • • • • (Bd. XIII.) 

Dl• Theorie der Hesseischen Funktionen. Von Dr. P.Schafheill in1 Prof.am Sophieu-Reai­
IIYmnasium zu Berlin. Mit I Figurentalel. [V u. 129 S.] Kart . .7/.Jt 4.- • • . • . (ßd. IV.) 

Das Lebesguesohe Integral. Eine Einlnhrung in die neuere Theorie ~er reellen Funldionen. 
Von Dr. E. Kamke, Professor an der Universität Tübingen. Mit 9 Piguren im Text. 
IV u. 151 S.J Kart. .7/.Jf 7.- . . . . . . . . . • • . . . . . . . . . . . . (Bd. XXIII.) 

Konforme Abbildung. Von Dr. L. Lewent, weil. Oberlehrer in Bertin. Hrsg. von weil. Oeh. 
Bergrat Prof. Dr. E. Jahnke. Mit Beitrag von Dr. W. Blaschke, Prof. aa der Univ. 
Hamburg. Mit 40 Abb, [VI u. 118 S.) Kart . .71../t 3.80 • . . . . . . . . . . . . (l:ld. XIV.) 

Funkttonentafeln mit Formeln und Kurven. Von Ueh.liergrat Dr. B. J ahn ke, w~il. Prof. an der 
Technischen Hochschule zu Berlin und F. B m d e, Prof. an der Technischen Hochschule 
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Weitere Binde in Vorbereitung. 
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