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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Werk, aus Vorlesungen erwachsen, ist zum
Gebrauch neben Vorlesungen bestimmt. s wendet sich haupt-
sachlich an die Studierenden unserer Universitdten. Darum lege
ich stets das Hauptgewicht auf eine exakte Formulierung der
Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung und einen exakten Be-
weis ihrer grundlegenden Sitze. Ich habe mich, wie es sich fir
einen Leitfaden gehort, bemitht, namentlich den methodischen
Gehalt der Beweise hervortreten zu lassen, und habe daher selten
die Satze so allgemein ausgesprochen, als es moglich gewesen wire.
Sonst hatte ndmlich unwesentliches Beiwerk den Beweis schlep-
pend gemacht und die Wirksamkeit und Zugkraft des Grund-
gedankens verwischt. Uberall hatte ich das Bestreben, enzyklo-
padische Kiirze zu vermeiden. Wo es notig schien, habe ich auch
eine breite Darstellung nicht gescheut. Kiirze und #duBerste
Knappheit schien mir nur da im Interesse des Lesers, wo es galt,
einen Beweis unter etwas anderen Umstinden, aber mit dem-
selben Grundgedanken zu wiederholen. Die Arbeit, sich das Wort
fiir Wort zu iibersetzen, habe ich immer dem Leser iiberlassen.
Geometrische und andere theoretische Verwendungen sind nur
insoweit beriicksichtigt, als sie zur Erlduterung, Belsbung und
Veranschaulichung des Vorgetragenen dienlich schienen. Sie
waren mir nur Mittel zu diesem Zweck. Jedoch habe ich die
Probleme, die die Anwendungsgebiete der Theorie dieser selbst
stellen, voll beriicksichtigt und daher iuberall versucht, die Ge-
dankenentwicklung so weit zu fithren, als es das Ziel einer prak-
tischen Beherrschung der theoretischen Rechnungen und Uber-
legungen verlangt. Das sind mir schon rein padagogisch vorziig-
liche Mittel zur Vertiefung des Verstindnisses der Uberlegungen,
die man allgemein der ,reinen’‘ Mathematik zurechnet. Es
scheint mir nicht allein historisch ein Fehler, diese Dinge von der
,reinen‘* Mathematik loszureifien, um aus ihnen und manchen
anderen ein neues Gebiet zu machen, die angewandte Mathematik,
die man dann zwischen die reine Mathematik und ihre Anwen-
dungsgebiete!) keilen mochte. Das zerstort wieder die Absicht
den lebendigen Odem der Anregungen von auBen, der die Mathe-
matik entstehen hieB und dem sie immerfort und vielfach neues
Leben verdankt.

1) Das erst ist im richtigen Sprachgebrauch ,,angewandte* Mathe-
matik. Was man gewdhnlich so nennt, miiite sprachlich richtig
,anwendbare oder praktische Mathematik heiflen.

a*



v Vorwort

Ich will mit dem Gesagten nicht bestreiten, daf es niitzlich ist,
wie andere Spezialgebiete der reinen Mathematik auch die Fragen
der Anwendbarkeit zusammenh#ngend zu behandeln. Das geht
aber nur auf Grund der Theorie und nicht ohne sie oder gar im
Widerspruch mit ihr.

Ich sage das alles zur Erlduterung, warum in diesem Werk so
eminent theoretische Fragen, wie die der stetigen, nirgends diffe-
renzierbaren Funktionen, und so anwendbare, wie die Methode
der graphischen Integration, eintrichtig nebeneinander stehen.
Darum habe ich mich auch immer bemiiht aufzuwelisen, wie die
Begriffsbildungen der Mathematik im Grunde begriffliche Fassung
und damit Stilisierung von Vorstellungsinhalten sind, welche
selbst als Unterlage logischer Operationen nichts taugen.

Verschiedene Male bin ich von den sonst iiblichen ausgetretenen
Pfaden der Beweisfilhrung abgewichen. Denn vielfach gibt es
trotz aller Tradition Beweise, die einfacher sind als die zumeist
ublichen. Ich verweise z. B. auf die Behandlung des Fundamen-
talsatzes der Integralrechnung.

Fir treue Hilfe bei den Korrekturen sage ich Herrn Privat-
dozent Dr. O. Szasz in Frankfurt und nicht minder Herrn Lehr-
amtskandidat BE. Schwarck in Lotzen aufrichtigen Dank.

Frankfurt a. M., im Sommer 1917.
Bieberbach.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zweite Auflage ist ein genau durchgesehener und verbesset-
ter Abdruck der ersten. Neuaufgenommen habe ich weitergehende
Veranschaulichungen der unendlichen Reihen und einen kurzen
Abschnitt iiber hyperbolische Funktionen. In den zweiten Band
soll die aus unseren heutigen Lehrbiichern meist verschwundene,
aber fiir die numerische Auswertung von Reihen und Integralen
so wichtige Fulersche Suramenformel Aufnahme finden.

Berlin, im Sommer 1921.
Bieberbach.

Vorwort zur dritten Auflage.

Der Text wurde erneut durchgesehen und an einigen Stellen
verbessert und erganzt. Hinzugefiigt habe ich einen Paragraphen
iiber Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. Fir einige
wertvolle Ratschlige bin ich Herrn Kollegen Kamke in Tiibingen
zu Dank verpflichtet.

Berlin, im Herbst 1927. Bieberbach.
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I. Der Funktionshegriff.

§ 1. Die Funktion als analytischer Ausdruck. Ausdriicke wie
die folgenden: y =2+ 1, y =222+ 8, y=az+b, y=V=,
y == sin «, y = log z, y = z! erlauben es entweder, ohne weiteres
zu gegebenen Werten von z die zugehoérigen Werte von y zu be-
rechnen, oder es sind doch dadurch wie bei y = sin z und y =1logz
in bekannter Weise gegebenen Werten der unabhéngigen Ver-
anderlichen z bestimmte, etwa aus einer Tafel zu entnehmende
Werte der abhingigen Verdnderlichen y zugeordnet. Jedesmal,
wenn dies der Fall ist, heiBt y eine Funktion von z. Man pflegt
zur Abkiirzung y = f() zu schreiben. Dabei ist also mit f(x)
die Vorschrift oder der analytische Ausdruck oder der gesetz-
miBige Zusammenhang bezeichnet, der die den einzelnen
z-Werten zugehorigen y-Werte bestimmt. Immer heiBt 2 die
unabhingige Verénderliche, weil die Werte von « beliebig gegeben
werden konnen, und y die abhéngige Verdnderliche, weil die
Werte von y eben durch die gegebenen Werte von z bestimmt
sind, also von diesen abhéngen. z und y heiBen Verénderliche,
weil sie nicht ein fiir allemal feste Zahlen bedeuten, sondern weil
sie verschiedene (verdnderliche) Werte annehmen kénnen. Diese
Angaben sind wohl eine gentigende Erlauterung fiir den Sinn der
folgenden

Definition: y heiBlt eine Funktion von z, wenn gegebenen
Werten von 2 Werte von y zugeordnet sind.

Bemerkungen: 1. Es ist durch die Definition nicht verlangt,
daBl jedem Wert von z ein Wert von y zugeordnet ist. Die Funk-
tion braucht also nicht fur alle Werte von z erklirt zu sein. Fin
Beispiel dafiir war schon zu Beginn des Paragraphen gegeben:
y = x!, eine Funktion, die nur fir ganzzahlige z-Werte erklart
ist, namlich als das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis =,
also y =1-2-3 ... x. Man liest y = z-Fakutit.

In dhnlicher Weise ist der Logarithmus wohl dem Leser auf der
Schule nur fiir positive Werte von x erklart worden.

Wir wollen uns also den Vorrat der Werte von z, fiir die eine
Funktion erklirt sein soll, ganz beliebig denken; es kann bald
dieser, bald jener sein, je nach den Zwecken, die man verfolgt.

9. Unsere Definition verlangt nicht, dal jedem 2-Wert, fiir den
die Funktion erklart ist, nur ein Wert von y zugeordnet ist. Es
kénnen mehrere sein. Bel y = J/z gehoren ja bekanntlich zu

Teubners techn.Leitf.4: Bieberbach, Difierentialrechnung. 3. Aufl. 1



2 I. Der Funktionsbegriff

jedem z zwei Werte von y, die sich voneinander durehs Vor-
zeichen unterscheiden.

Erklarung: Wenn den z-Werten immer nur ein y-Wert zu-
geordnet ist, so sprechen wir von einer eindeutigen Funktion;
sind allen oder einzelnen x-Werten mehrere Werte von y zu-
geordnet, so haben wir ex mit einer mehrdeutigen Funktion zu
tun.

3. Nach unserer Definition der Funktionen einer unabhingigen
Verdnderlichen 2 wird es dem Leser klar sein, dafl man z =f(z. y)
eine Funktion der beiden unabhéngigen Veranderlichen z und y
nennen wird, wenn den Wertepaaren (z, y) Werte von z zuge-
ordnet sind; z. B. durch den Ausdruck z = 23+ 8y2.

4. Die in der Definition verlangte Zuordnung kann auf die
mannigfachste Art und Weise hergestellt werden; es kann durch
einen expliziten analytischen Ausdruck y = f(z) geschehen, aber
es gibt auch noch andere Moglichkeiten dafiir. So kann z. B. die
Herstellung eines expliziten Ausdruckes erst noch Rechenarbeit
verlangen, sofern sie iberhaupt mdoglich ist. So ist z. B. y auch
durch eine Gleichung wie z® 4 zy? -~ 4y + 1 = 0 als Funktion
von z definiert; wir brauchen ja nur den Wert von z, fiir den wir
y berechnen wollen, einzusetzen und dann die Gleichung nach y
aufzuldsen; oder wir konnen auch die Auflosung der Gleichung
ein fir allemal bewerkstelligen und dann in die fertige Formel
gegebene z-Werte einsetzen und ¥ berechnen. Das war nur ein
Beispiel ; die vorgelegte Gleichung kann auch so kompliziert sein,
daf es ohne tiefere Hilfsmittel gar nicht méglich ist, eine explizite
Formel aus ihr zu gewinnen. Nichtsdestoweniger wird man héufig
in der Lage sein, nach Einsetzen des gegebenen z-Wertes in die
Gleichung, z. B. durch Probieren, zwar nicht absolut genaue — was
ja auch sonst nur in den seltensten Fillen méglich sein wird —,
aber doch praktisch brauchbare Néherungswerte zu finden. Wie
das in den einzelnen Fillen zu machen ist, wollen wir bei der
Fassung unserer Definition dahingestellt sein lassen. Wir spre-
chen von einer impliziten Definition der Funktion, wenn eine
Gleichung f(z, y) = 0 zwischen z und y gegeben ist, wenn also
zusammengehorige Werte von « und y dadurch erklart sind, daB3
sie eine Funktion zweier Variabler zum Verschwinden bringen.

Es sel uns eine Funktion durch einen analytischen Ausdruck von
der folgenden Art gegeben y = aga® 4 a4 -+ a,_,z + a,,
z. B. y = 2%+ 822 —2x 4 1. Dabel soll n, der Grad der
Funktion, irgendeine positive ganze Zahl sein, die Koeffi-
zienten a; sind irgendwelche fest gegebene Zahlen. Eine der-
artige Funktion heifit eine ganze rationale Funktion nten Gra-
des. Zu ihrer Berechnung fiir gegebene z-Werte ist nur die
Verwendung der vier Grundrechnungsarten nétig; insbesondere
ist bei diesen ganzen Funktionen niemals mit dem Wert von z
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eine Division auszufithren; denn # kommt nirgends im Nenner
vor. Lassen sich Divisionen mit x selbst nicht vermeiden, so liegt
eine gebrochene rationale Funktion vor. Eine solche 148t sich,
wie man schon auf der Schule lernt, immer auf Hauptnenner
bringen. Sie kann also immer in der Gestalt

_ G En T ey
Y= box™ 4~ byzm=1 4. L b,
geschrieben werden.

DaB hiernach eine ganze rationale Funktion von zwei Variablen
durch einen Ausdruck von der Form z = Y a;, 2% y* erklart wird,
bedarf keiner niheren Erliuterung. FEr entsteht also durch
Summation von lauter Einzelausdriicken a;z‘y®:. Die Expo-
nenten 1, k von z und y sind wieder ganze positive Zahlen. Die
hochste in ¢inem Glied vorkommende Summe der beiden Ex-
ponenten @ + k heifit die Ordnung oder der Grad der Funktion.
So ist also z. B. 2 = 22y 4 22 + y + 1 vom dritten Grade.

Eine Funktion, die durch Nullsetzen einer ganzen rationalen
Funktion f(z, y) erklirt werden kann, heifit eine algebraische
Funktion. Alle anderen Funktionen, die also nicht Lésungen
einer algebraischen Gleichung zwischen z und y sein konnen,
heiBen transzendente Funktionen.

Ob eine gegebene Funktion transzendent ist oder nicht, bedart
gewohnlich einer ndheren Untersuchung, die schwierig sein kann.
Es gibt jedoch ein elementares, oft ausreichendes Kriterium, das
wir ableiten wollen (§4). Wir werden daraus z. B. entnehmen
konnen, daB y = sin z eine transzendente Funktion ist.

§ 2. Graphische Darstellungen. Der in § 1 eingefithrte Funk-
tionsbegriff ist einer wichtigen geometrischen Deutung fihig.
Wir erhalten sie, wenn wir die Grundvorstellungen der analyti-
schen Geometrie, insbesondere den Koordinatenbegriff, heran-
ziehen. Das sind Dinge, die wir als bekannt voraussetzen. Fassen
wir dann z und y als rechtwinklige Koordinaten eines Runktes
auf, so wird das geometrische Bild einer Funktion y = f(z) eine
Kurve mit der Gleichung y = f(z). Umgekehrt aber ist auch
durch die Aufzeichnung einer Kurve in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem eine Funktion definiert; denn die aufgezeich-
nete Kurve erlaubt es, zu vorgegebenen z-Werten zugehdrige
y-Werte zu bestimmen. Das sind die Ordinaten derjenigen
Kurvenpunkte, deren Abszisse dem gegebenen z-Wert gleich ist.
An einfachen Figuren wie den umstehenden Figuren 1 und 2
wird sich der Leser den Unterschied zwischen eindeutigen wund
mehrdeutigen Funktionen klar machen. In Fig.1 wird der Leser
bei jeder Abszisse nur einen Kurvenpunkt finden, in Fig. 2 da-
gegen gehdren zu einzelnen Abszissen mehrere Kurvenpunkte.

1*



4 I. Der Funktionsbegriff

Die Funktion, deren geometrisches Bild die Kurve darstellt, ist
also mehrdeutig.

Wir haben oben schlechthin das geometrische Bild einer Funk-
tion Kurve genannt. Die Kurven, die wir so erhalten, entsprechen
nicht immer den landliufigen Vorstellungen, die man sich, und
die sich wohl auch der Leser von einer Kurve zu machen pflegt.
Wenn sich z. B. der Leser das geometrische Bild der Funktion
y = «! aufzeichnet, so sieht er oder weil es von vornherein, dag
dieses Bild, das wir oben Kurve nannten, iiberhaupt nur aus ein-
zelnen Punkten besteht. Nur zu ganzzahligen Abszissen gehoren
Kurvenordinaten, weil unsere Funktion nur fir ganzzahlige
Werte von « erklart ist. Nichtsdestoweniger wollen wir auch fir

y y=f) Y y=f
/ .

/

2.
/

Fig. 1. Fig. 8.

diese geometrischen Bilder das Wort Kurve beibehalten.?) Wir
haben dann eine kurze Benennung. Was wir eben sahen, ist nicht
das einzige Unerwartete, das unserem Kurvenbegriff anhaftet.
Wir werden im Laufe unserer Betrachtungen noch manches Ab-
sonderliche treffen (z. B. 8.128ff.). Und es ist auch gut, wenn
der Leser sich von vornherein daran gewohnt, daB zwar die
meisten mathematischen Begriffsbildungen letzen Endes aus
Anschauung oder Erfahrung stammen, daB sie aber nie den vollen
und genauen Inhalt unserer Vorstellungen wiedergeben. Wollte
der Leser versuchen, den Kurvenbegriff so zu fassen, dal er den
vollen Inhalt unserer Vorstellung wiedergibe, so wiirde er sicher
nicht ohne eine recht verzwickte Beschreibung auskommen.
Wir wollen daher das Wort Kurve als einen bequemen Ausdruck
fiir das geometrische Bild einer Funktion in irgendeinem Koordi-
natensystem verwenden. Statt rechtwinkliger Koordinaten
konnen dabei ebensogut schiefwinklige oder Polarkoordinaten usw.
Verwendung finden.

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit einem Beispiel einer
Kurve bzw. Funktion, auf die wir uns noch 8fter beziehen werden.

_1) Es handelt sich hier um ein Vorkommen isolierter Kurvenpunkte,
die uns spiter wieder begegnen werden (S. 182).
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Kurven b}

Wir wollen es der Theorie der Zykloiden entnehmen. Denken wir
uns einen Kreis auf einer anderen Kurve, etwa einer Geraden oder
einem Kreis, rollen, so beschreibt ein mit dem rollenden Kreis
fest verbundener Punkt eine Kurve, eine Rollkurve oder Zykloide.
Der Leser findet daritber auch einiges in Frickes Leitfaden der
analytischen Geometrie auf 8. 88ff. Wir wollen einen Kreis auf
einer Geraden rollen lassen und die Kurve betrachten, die ein
Punkt seiner Peripherie beschreibt. Wir machen die genannte
Gerade zur z-Achse und wihlen senkrecht dazu irgendwie die
y-Achse. Nun denken wir uns den Kreis auf die z-Achse gelegt
und zunédchst den Punkt, der die Kurve beschreiben soll, als
tiefsten Punkt gewihlt. Er mag in dieser Lage in den Koordi-
natenanfangspunkt fallen. Von dieser Ausgangslage an lassen
wir den Kreis rollen. Wir haben in der Fig. 8 eine weitere Lage
gezeichnet. Dabei mag der Kreis gegen die Ausgangslage um den
Winkel @ gerollt sein. Dann wird der Kreisradius, auf dem unser
Punkt liegt, gegen die Ausgangslage sich um ¢ gedreht haben.
Sel r die Lange des Kreisradius ; dann konnen wir die Koordinaten
der Punktes in seiner neuen Lage aus der Figur ablesen. Wir
finden z=rp —rsing,
Y =17 —7cos @.

Denn das Stiick der z-Achse von 0 bis 4 muB dem darauf ab-
gerollten Kreisbogen A bis P gleich sein, also gleich r ¢.1) Davon
ist die Strecke B A abzuziehen, die man dem kleinen rechtwink-
ligen Dreieck entnimmt. Aus diesem liest man auch den ange-
gebenen Ausdruck firr y ab. Den ungefihren Verlauf der Kurve
haben wir in der Figur angegeben. Sie definiert uns eine Funk-
tion. Wir haben auch durch die Berechnung von z und y einen
analytischen Ausdruck fiir diese Funktion gefunden. Dasg ist
aber eine andere Art e

von analytischen Aus- ¢ )
driicken, als die, wel-
che wir im vorigen L
Paragraphen kennen 0 B 4
lernten. Diese neue

Art heiBt Parameterdarstellung der Funktion bzw. Kurve, weil
die Zuordnung der y-Werte zu den z-Werten nicht unmittelbar
geschieht, wie im vorigen Paragraphen, sondern durch Vermitt-
lung eines Parameters. Man greift oft zu diesem Mittel, weil eine
solche Parameterdarstellung vielfach einfachere Ausdriicke liefert

&
™.

Fig. 3.

1) Wir messen hier und in der Folge immer die Winkel im Bogenma8.
Wir verweisen den Leser, der schon eine strenge Begriindung vermigt,
auf die Ausfithrungen iiber die Rektifikation des Kreises im Biéndchen
iiber Integralrechnung.
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als die im vorigen Paragraphen herangezogenen Mittel. Man kann
natiirlich immer wenigstens in Gedanken zu einer Darstellung
von der Form y == f(z) itbergehen. Man hat ja nur das einem
gegebenen x-Wert zugehorige @ auszurechnen und in den Aus-
druck von y einzutragen. Das wiirde aber z. B. hier sehr weit-
laufig. Einfacher, aber noch kompliziert genug, ist es, zunichst
aus der zweiten Gleichung @ durch y auszudriicken und in die
Gleichung fiir z einzutragen. Man erhélt so die Kurvengleichung
in expliziter Gestalt von der Form x = f(y).

Die hier besprochenen graphischen Darstellungen fithren uns
noch zu einer anderen Begriffsbildung hin, némlich zur Um-
kehrungsfunktion. Eine gezeichnet vorgelegte Kurve definiert
bei gegebenem Koordinatensystem nicht nur eine Funktion,
sondern deren zwei. Wir benutzten bisher die Kurve dazu, um
zu gegebenen Abszissen die zugehorigen Ordinaten zu bestimmen.
Wir faBiten also z als unabhéngige, y als abhéngige Variable auf.
Wir konnen auch beide ihre Rolle vertauschen lassen und die zu
gegebenen Ordinaten zugehOrigen Abszissen ablesen. Lieferte
nun die erste Ablesung y = f(x) und die zweite z = @ (y), so
nennen wir = @(y) die Umkehrungsfunktion oder inverse
Funltion von y = f(x). Ebenso heiit y = f(z) die Umkehrungs-
funktion von « = @ (y). Wenn wir y = f(z) haben, so konnen
wir die Umkehrungsfunktion rein rechnerisch finden, indem wir
die Gleichung y = f () nach z aufldsen.

Der Unterschied zwischen ein- und mehrdeutigen Funktionen
war an den Kurven leicht klar zu legen. Der Unterschied zwischen
algebraischen und transzendenten Funktionen springt geome-
trisch nicht immer sofort in die Augen. Doch werden wir bald
lernen, wie wir manchen Kurven doch sofort ansehen konnen,
daB sie nicht algebraisch sind. Dabei nennen wir eine Kurve
algebraisch, wenn sie die graphische Darstellung einer algebra-
ischen Funktion ist, wenn also ihre Gleichung durch Nullsetzen
einer ganzen rationalen Funktion der cartesischen Koordinaten
gewonnen wird.

§ 3. Ganze rationale Funktionen und ihre Nullstellen. Wenn
a; und a, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
ag2® + a4+ a; = 0 sind, so kennt jedermann die fur alle x
geltende Faktorzerlegung aga® + a,x + a, = ¢ (z — ;) (r —azy).
In ihr ist jedenfalls die Aussage enthalten, daBl immer, wenn «,
eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0 ist, die auf der linken Seite
stehende ganze rationale Funktion zweiten Grades f(z) durch
T —a, teilbar ist. Dabei nenne ich also allgemein die ganze
rationale Funktion f(x) durch die ganze rationale Funktion ¢ (z)
teilbar, wenn der Quotient g(z) = t(%

rationale Iunktion ist. Der eben bei Funktionen zweiten Grades

selbst wieder eine ganze
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festgestellte Satz gilt allgemein: Wenn a; eine Wurzel der Glei-
chung f(z) = ag2™ + a;2" 1+ - - - + a,, = 0 1st, so ist die ganze
rationale Funktion f(z) durch x — a, teilbar.

Das 148t sich leicht einsehen, wenn man nur daran denkt, wie
man die Division f(2) durch z — @; auszufithren pflegt. Man
erhalt dabei einen Quotienten vom (n — 1)ten Grad g, () und
einen Rest r von niedrigerem Grade als der Divisor 2 — a,, d. h
also hier einen konstanten Rest. Ich kann daher das Resultat
der Rechnung so notieren: f(z) = ¢, (2) (¢ —a;) + r. Das gilt
nun fir alle «, also namentlich auch fir z = «,. Fir diesen Wert
erhalte ich aber r = f(a;). Da aber «, eine Wurzel von f(z) =0
ist, so habe ich r = f(e;) = 0. Daher gilt f(z) = ¢, (%) (z — a;).
Damit ist unser Satz bewiesen.

Wir konnen aus ihm sofort folgern, daf eine algebraische Glei-
chung nten Grades aga™ + a2 1 4 -+ 4 a, =0 hiéchstens n
Wurzeln hat. Denn entweder hat der eben berechnete Quotient
(n — 1)ten Grades keine Wurzel, oder er besitzt Wurzeln. Im
ersten Falle ist der Satz bewiesen. Denn dann hat f(z) =0
selbst auBer x = a, keine Wurzel. Wire ndmlich z = a, eine
solche von @, verschiedene Wurzel, so hitte ich f(ay) = ¢, (@y)
{@y —ay). Wegen a,==a; muB also g, (ay) = 0 sein, gegen die
Annahme. Hat aber ¢, (z) = 0 selbst eine Nullstelle ¢,, so kann
ich schreiben ¢, () = ¢, () (x — @y). Daber gilt /(z) = (z — )
(T — y) @ (). @, ist also eine Wurzel von f(z) = 0. Auf die
angegebene Weise kann man weiter schlieBen und immer neue
Linearfaktoren abspalten. Bei jedem dieser Schritte erniedrigt
sich aber der Grad des noch nicht in Linearfaktoren zerlegten
Faktors um eine Einheit. Ich kann also hiochstens nmal nach-
einander Linearfaktoren abspalten. Daraus folgt aber, wie oben
behauptet wurde, dafl eine Gleichung nten Grades hdchstens
n Wurzeln hat. DaB sie bei ¢q <=0 genau n Wurzeln hat, oder
dafl das Abspalten von Linearfaktoren genau nmal geht, ist der
Inhalt des Iundamentalsatzes der Algebra): Jede algebraische
Gleichung mten Grades (n >0, ag==0) hat mindestens eine
Wurzel. Ich kann also jedesmal von dem noch nicht zer-
legten Faktor bei dem obigen Prozel mindestens einen Linear-
faktor abspalten, solange dieser Faktor noch von z abhéingt.
Von  unabhinglg wird er aber selbstverstindlich erst nach
n Schritten, so daB ich also immer nmal nacheinander je einen

1) Wir werden diesen Satz in diesem Buche immer als richtig an-
nehmen, wie er denn auch dem Leser von Beispielen her geldufig ist.
Sein Beweis ist nicht Gegenstand dieses Werkes. Der Leser, den die
Verwendung eines nicht bewiesenen Satzes stért, mag sich ruhig auf
den Standpunkt stellen, da8 alles Gesagte eben nur fiir solche Funktio-
nen gilt, fiir die der Satz richtig ist. Er kennt solche Funktionen, und
andere als solche werden ihm nie begegnen,



8 1. Der Funktionsbegriff

Linearfaktor abspalten kann. Der dann schlieBlich noch bleibende
konstante SchluBfaktor stimmt mit dem Koeffizienten a, itberein.
Man erkennt das daraus, daf der Koeffizient der hochsten Potenz
von z in jeder der noch in Faktoren zu zerlegenden Funktionen
¢1(2), g2 (¢) usw. jedesmal ayist. Dies springt in die Augen, wenn
man daran denkt, wie z. B. die Division f (2) : (z — a,) ausgefuhrt
wird. Man bekommt daher immer eine Zerlegung der folgenden
Art:

f(@) =agz® 4+ -+ F gy =ag(x —ay) (T —ay) ... (2 —ay).

Ist aber @ irgendeine Zahl, fir die f(a) = 0 ist, so muB einer der
Faktoren & — a;, = 0 sein, so daB also auffer den a; keine Wur-
zeln auftreten. Wir konnen daher das Resultat so aussprechen:
Eine jede algebraische Qleichung hat n Wurzeln. Das ist also nur
eine andere Sprechweise fiir die Tatsache, daB ich eine Funktion
nten Grades (mit nichtverschwindendem Xoeffizienten des
hochsten Gliedes) immer in genau = Linearfaktoren zerlegen
kann. Diese brauchen natiirlich nicht alle voneinander ver-
schieden zu sein, wie dem Leser von trivialsten Beispielen her
gelaufig ist, z. B. 22 4 2ax + a2 = (z 4 a)%. Wenn wir also nur
die voneinander verschiedenen Wurzeln zihlen wollen, so kénnen
dies weniger als n sein. Man kommt aber iiberein, einer jeden
Wurzel eine gewisse Vielfachheit zuzuerteilen. Man z&hlt namlich
jede Wurzel « so oft, als bei der Zerlegung von f(z) in Linear-
faktoren der Faktor z — a auftritt. Soredeich also von einer drei-
fachen Wurzel, wenn der Faktor £ — « genau dreimal vorkommt.
Dies ist eine prazise Begriffsbildung, weil man leicht erkennt,
daB die Zerlegung in Linearfaktoren nur auf eine Weise moglich
ist, daB sie also insbesondere von der Reihenfolge unabhingig
ist, in der die Wurzeln von f(z) Verwendung fanden. Soll nim-
lich fur alle =

(2 —ay) ... (T —ay) =bo(z—fy) ... (2 —Pm)

sein, 80 trage man z.B. £ = ; ein. Da dann auch die rechte
Seite verschwinden muB, so muB entweder by = 0 sein, oder
@, einem der B gleich sein. Ware aber by, = 0, so wire die rechte
Seite fur alle « Null, daber auch die linke. Daher wire ay = 0,
weil doch ein Produkt nur verschwinden kann, wenn ein Faktor
verschwindet.

Nehmen wir also ay=0, by==0 an, so haben beide Seiten
den Faktor £ — ¢, gemein. Wir heben ihn weg und wiederholen
den gleichen SchluB. 8o gelangt man zu der Einsicht, da8
n = m ist, und daB jede Wurzel auf der einen Seite genau ebenso-
oft vorkommt wie auf der anderen.

Zusatz: Wenn ich irgendwoher wei, daB eine ganze rationale
Funktion erstens hochstens vom nten Grade ist, und wenn ich
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zweitens weil, daB sie fiir mehr als » voneinander verschiedene
Werte verschwindet, so kann ich daraus schlieen, da die Funk-
tion fiir alle z-Werte verschwindet, daf ich es also mit der Funk-
tion ¥ = 0 zu tun habe.)

Denn gibe es eine solche Funktion von genau mtem Grad
(m groBer als Null, aber kleiner oder hochstens gleich =), so
konnte ich sie in genau m Linearfaktoren zerfillen. Ein solches
Produkt kann aber natiirlich nur fir die m zur Bildung seiner
Linearfaktoren benutzten Werte verschwinden. Es mull also
eine Funktion nullten Grades, also eine Konstante vorgelegen
haben. Da diese aber fiir einzelne Werte der Variablen z ver-
schwindet, andererseits aber fiir alle Werte von 2 denselben
Wert annimmt, so muB sie eben die Null sein, wie im Zusatz
angegeben.

§ 4. Algebraische und transzendente Funktionen. Unter einer
algebraischen Kurve wollten wir das geometrische Bild einer
algebraischen Funktion verstehen. Ihre Gleichung ist von der
Form f(z, y) = 0, und dabei ist f(z, y) eine ganze rationale
Funktion von z und y. Sie entsteht durch Addition von lauter
Gliedern der Form axly™ Die Exponenten ! und m sind hier
irgendwelche ganze positive Zahlen. Die groBte bei den einzelnen
Gliedern einer ganzen rationalen Funktion vorkommende Expo-
nentensumme ! 4 m heit nach 8.8 die Ordnung der Funktion.
Das geometrische Bild einer algebraischen Funktion, die einer
solchen Gleichung nter Ordnung genigt, heiBt algebraische
Kurve nter Ordnung. Wir werden jetzt den Satz beweisen: Eine
jede algebraische Kurve nter Ordnung wird von einer jeden thr
nicht vollstdndig angehorigen Geraden in hochstens n Punkten ge-
schnitten. Es sei namlich ez + By + y = 0 die Gleichung einer
geraden Linie, die ich mit der Kurve f(z, y) =0 zum Schnitt
bringen will. Das kann man so machen, daB man aus der Glei-
chung der Geraden sich « oder y ausrechnet und den gefundenen
Ausdruck in die Gleichung der Kurve nter Ordnung eintragt.
Habe ich etwa y der Gleichung der Geraden entnommen, so
finde ich also fiir die Abszissen der Schnittpunkte die Gleichung

f(a:, -———‘ZF') = 0. Das ist aber jedenfalls eine Gleichung héch-

stens vom mten Grad, wie man ohne weiteres sieht, wenn man
sich das Aussehen der einzelnen Glieder der ganzen rationalen
Funktion nter Ordnung vergegenwéartigt. Ein jedes wird nach

Einsetzen des Wertes y = T 227 hpchstens vom nten Grad
in 2. Wenn ich ferner die einzelnen Glieder der ganzen rationalen

1) Diese fallt ja auch unter unsere auf S.1 gegebene Funktions-
definition. Es ist eben jedem Wert von x der Wert y = 0 zugeordnet.
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Funktion nach Potenzen von & geordnet habe und sie alle zu-
sammenzihle, so kann der Fall eintreten, dafl sich einzelne
Potenzen von z herausheben. Daher ist der SchluBausdruck
héchstens vom nten Grade. Nach den in §8 fir algebraische
Gleichungen nten Grades gewonnenen Ergebnissen hat diese
Gleichung, wofern ihre linke Seite nicht identisch verschwindet,
hochstens n Wurzeln (die reell oder imaginir sein kénnen, jeden-
falls also auch hochstens n reelle Wurzeln). Das sind die Abszissen
der Schnittpunkte. Der Gleichung der Geraden entnehme ich
dann ohne weiteres die zugehorigen Ordinaten der Schnitt-

punkte. Verschwindet aber f(jgfzfy) identisch, so bedeu-

tet dies, daB die Gerade der Kurve vollig angehort. Ein Bei-
spiel fiir dies Vorkommnis ist die in die beiden Geraden z — y =0
und z 4 y = 0 zerfallende ,,Hyperbel** 4> — 2 = 0. So erhalte
ich das im obigen Satz ausgesprochene Ergebnis, das ich damit
bewiesen habe.

Dieser Satz ist hiufig ein bequemes Kriterium fur trans-
zendente Kurven. Liegt mir ndmlich eine Kurve vor und kenne
ich irgendeine Gerade, welche die Kurve nicht in endlich vielen
% Punkten schneidet, aber auch
+1 nicht in ihrem ganzen Verlauf der
/ . Kurve als Bestandteil angehort,

i x\/‘zr/ " so kann ich mit Sicherheit sagen,

= - daB die Kurve nicht algebraisch

Fig- 4. sein kann. Das trifft z. B. fir
die Funktion y = sinz zu. Denn ihr geometrisches Bild besteht
aus lauter Wellen von der Liange 27 und der Amplitude 41
(Fig. 4). Der Leser siecht ohne weiteres, daB z. B. die Gerade
y =% in unendlich vielen Punkten schneidet; diese haben die

Abszissen % + 2h 7 oder ig + 2h7 (h eine positive oder negative

ganze Zahl). Fir alle diese Winkel ist ja der Sinus gleich ein Halb.
Ebenso erkennt man im Kosinus, im Tangens, im Kotangens
transzendente Funktionen; ebenso ist die Zykloide von § 2 eine
transzendente Kurve.

Ausdriicklich sei der Leser noch darauf hingewiesen, da8 das
Kriterium nicht umgekehrt werden darf. Eg kann eine Kurve
sehr wohl transzendent sein, obwohl sie von jeder Geraden
nur in einem oder allgemein nur in endlich vielen Punkten
geschnitten wird. Um das ungefdhr klar zu legen, mag der
Hinweis geniigen, da8 wir ja in unserer Zeichnung nur die
reellen Schnittpunkte sehen konnen; das konnen endlich viele
sein, und trotzdem kann — wie der Leser wohl ohne weiteres
glaubt — der Fall eintreten, daB unendlich viele imaginare
Schnittpunkte vorhanden sind. In der Exponentialfunktion liegt
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z. B. eine solche Funktion vor, wie wir hier nicht nidher aus-
fithren kdénnen.?t)

§ 5. Funktionen, die nicht als analytische Ausdriicke gegeben
sind. Streng genommen ist schon die auf der ersten Seite an-
gegebene Funktion y = sin # nicht durch einen analytischen
Ausdruck gegeben, in den wir nur die Werte des Winkels ein-
zusetzen hitten, um den Wert seines Sinus zu finden. Solche
analytischen Ausdriicke — allerdings auch nur in etwas tber-
tragener Bedeutung, in der Gestalt unendlicher Reihen — werden
wir erst viel spéater kennen lernen. Vorldufig ist der durch die
Bezeichnung y =sin z gemeinte gesetz- ,
méiBige Zusammenhang durch eine geo-
metrische Vorschrift gegeben: Verhiltnis
einer Kathete zur Hypotenuse im recht-
winkligen Dreieck. Auch kennt der Leser

Tafeln, aus welchen man fiir die mreist [j T
gebrauchten Werte des Winkels den Sinus /2
angenéhert entnehmen kann. Man kann
die Zahlen dieser Tafeln direkt als Defi-
nition einer Sinus genannten Funktion
ansehen, die dann annihernd die Eigenschaften der gleichbe-
nannten trigonometrischen Funktion hat, angenihert, nicht ge-
nau, weil ja in der Tafel nur angeniherte, praktisch ausreichende
Werte stehen. Nicht viel anders ist die Sache beim Logarith-
mus. Statt der Tafel kann man sich auch einer geniigend ge-
nauen Zeichnung des Funktionsverlaufes bedienen, aus welcher
man dann, wie in der Tafel, durch Interpolieren die ungefihren
Werte der Funktion auch fiir nicht in der Tafel stehende Win-
kel entnehmen kann.

¥ig. 5.

Bemerkung: Kriterien fiir die damit erreichte Genauigkeit
werden wir spéter kennen lernen, sowie auch Genaueres iiber das
Interpolieren selbst (S. 991f.).

Diese Beispiele mdgen es dem Leser nahe legen, daB die Zeich-
nung oder die Tafel neben den analytischen Ausdricken bequeme
Methoden sind, Funktionen zu definieren. Sie fithren uns auch
recht eigentlich die groBe Mannigfaltigkeit von Vorkommnissen
vor Augen, welche die zwei Zeilen in sich bergen, durch die wir
auf der S.1 den Funktionsbegriff definiert haben. Der ver-
bluffend reiche Inhalt dieser Definition wird uns noch oft tiber-
raschen. Nur ein paar Beispiele seien noch angefiihrt: Man
kann zur Definition einer Funktion mehrere analytische Aus-
driicke notig haben. Soseiz. B.fur0 = ¢ <} :y = z und fur

1) Dazu vergleiche man meinen Leitfaden der Funktionentheorie.
(Teubners techn. Leitfiden Bd. 14.)
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1<2z=<1:y=1—2 In der graphischen Darstellung wiirde
dem die Kurve der vorstehenden Fig. 5 entsprechen.

Erklarung: Das Zeichen < wird gesprochen kleiner als:
a < b bedeutet also, daBl die Zahl @ kleiner ist als die Zahl b.
Analog bedeutet > grofer als. Mit a < b meinen wir, daB die
Zahl @ kleiner oder gleich b sein kann. Die Zahlen also, fiir die
a < x < b ist, bilden die Gesamtheit aller Zahlen zwischen a
und b, diese beiden Zahlen mit eingerechnet. Man sagt, sie bilden
das abgeschlossene Intervall zwischen a und b — abgeschlossen,
weil Anfang und Ende, ndmlich die Zahlen a und b mitgerechnet
sind. Auch die Gesamtheit aller Zahlen ¢ < £ < b bilden ein
Intervall. Das sind alle Zahlen zwischen a und b, diese beiden
selbst nicht mit eingerechnet. Man nennt das ein nichtabgeschlosse-
nes oder ein offenes Intervall. Ina =< z <bodera < z = b liegen
weitere Sorten von offenen Intervallen vor, bei welchen nur der
eine der beiden Endpunkte mit inbegriffen gedacht ist.

Zum SchluB noch ein letztes Beispiel, das eigentlich schon in
die Betrachtungen des folgenden Kapitels hiniibergreift. Fir
alle rationalen Werte von z sei y = f(z) gleich Null, fiir alle
irrationalen Werte von « dagegen habe y den Wert Eins. Be-
denkt der Leser, daf man in der ndchsten Nédhe eines jeden
Punktes der z-Achse solche mit rationaler und solche mit irra-
tionaler Abszisse finden kann, so wird es einleuchten, wie merk-
wirdig die Funktion ist, mit der wir es in diesem Beispiel zu
tun haben.

Bemerkung: Wenn wir so von Funktionen reden, die nicht
als analytische Ausdriicke gegeben sind, so soll natirlich damit
nicht gesagt sein, daB es nicht irgendwie méglich ist, nachtrig-
lich analytische Ausdriicke zu finden, welche die Funktionen
darstellen. Methoden, die das erlauben, werden wir in groSer
Zahl kennen lernen. Fiir die in diesem Paragraphen angegebenen
Funktionsbeispiele lassen sich, wie noch angefiigt sei, durchweg
solche analytischen Ausdriicke finden, wofern man den Begriff
»analytischer Ausdruck nur erst in geniigender Allgemeinheit
erklart hat.

IL. Der Zahlbegriff.

Es ist nicht meine Absicht, in diesem Kapitel eine bis ins ein-
zelne durchgefithrte Theorie der Irrationalzahlen zu entwickeln.
Es gollen vielmehr die Betrachtungen iiber Dinge, welche dem
Leser wenigstens als Handwerkszeug vertraut sind, hiniiber-
leiten zum Verstandnis der grundlegenden Gedanken, auf welchen
letzten Endes die ganze Differential- und Integralrechnung be-
ruht.
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§ 1. Vorbereitung. Das Rechnen mit reellen Zahlen'), d.h. also
mit ganzen Zahlen, mit gewdhnlichen Briichen, mit endlichen
und unendlichen Dezimalbriichen und diese selbst nehmen wir
als bekannt und geldufig an. Wir verfolgen indessen die Absicht,
die Kenntnisse des Lesers in diesem Kapitel etwas zu vertiefen
und zu erweitern und dasjenige besonders hervorzuheben, was
fir das Folgende von entscheidender Wichtigkeit ist. Zunichst
wollen wir die Regeln zusammenstellen, nach welchen das Rech-
nen erfolgt. Es sind die Regeln, nach welchen jedes Kind rechnen
lernt, und die als gemeinsamer Zug allen Zahlenrechnens dem
Schiiler beim Erlernen des Buchstabenrechens zur Kenntnis
gebracht werden. Woher uns die GewiBheit kommt, daB ein
Rechnen nach diesen Regeln nie zu Fehlern fithren kann, dariiber
wollen wir, wie gesagt, Betrachtungen nicht anstellen, zumal sich
bis heute auch die Gelehrten noch nicht in jeder Richtung iber
derartige mit den Grundlagen der Arithmetik zusammenhéngende
Fragen einig sind.

Sind also a, b, ¢ irgendwelche reellen Zahlen, so gelten die
folgenden Rechenregeln, die wir als die Grundsitze oder die
Axiome der Arithmetik bezeichnen wollen. Unter einem A xziom
verstehen wir dabel einen Satz, den wir nicht weiter beweisen
wollen, sondern den wir allen weiteren Beweisen und Erdrte-
rungen als Fundament zugrunde legen. Es ist ja ohne weiteres
klar, daB jedes Wissensgebiet ein solches Fundament besitzen
muB. Die Axiome der Arithmetik aber sind im wesentlichen die
folgenden:

1. a + b ist eine eindeutig be- 1. ab ist eine eindeutig be-
stimmte Zahl. stimmte Zahl.

2.a + b = b 4 a kommutati- 2. ab = ba kommutatives Ge-
ves Gesetz der Addition. setz der Multiplikation.

B.a+b +ec=a+ (b+c) 8. (ab)e = a(bc) assoziatives
agsoziatives Gesetz der Ad- Gesetz der Multiplikation.
dition.

4. a(b - ¢) = ab + ac distributives Gesetz.
5. Die Gleichung p 4+ z =¢ 5. Wenn p <=0, so besitzt die

besitzt stets genau eine Lo- Gleichung px = g stets genau
sung. eine Losung. _

6. Es gibt eine Zahl 0, so daB 6. Es gibt eine Zahl 1, so daB
stets p + 0 = p. stets p-1 =p.

7. Von den drei Beziehungen a = b, a > b, a < b besteht stets
genau eine. Inshesondere ist a =a. Ausa="b und b=c¢
folgt a =c.

1) Imaginire (komplexe) Zahlen a - ib, wo ¢ = )/—1 gehen uns
vorerst gar nichts an.



14 I1. Der Zahlbegriff

8. Aus a = b folgt b = a; aus @ > b folgt b < a; aus a < b folgt
b > a.

9. Aus a > b, b > ¢ folgt a > ¢.1)

10. Es gibt mindestens 2 Zahlen, fiir welche die Relation a > b
besteht.

11. Ausa >bfolgta+c>b 10. Aus a > b folgt entweder
-+ ¢. Gesetz der Monotonie ac>be, wenn ¢ positiv,
bei der Addition. oder a¢c < be, wenn ¢

negativ, oder 0 = ac = be,
wenn ¢ = 0 ist. Monotonie-
gesetz der Multplikiation.

Bemerkung: Der Leser, welcher hier die Regeln fiir Subtrak-
tion oder Division vermifit, sei darauf hingewiesen, daf die Sub-
traktion einer Zahl als Addition der entsprechenden Zahl von
anderem Vorzeichen, und daB die Division durch eine Zahl als
Multiplikation mit der reziproken Zahl definiert wird.

Bevor wir nun weitergehen, wollen wir gleich im Hinblick auf
oft zu machende Anwendungen, die Hauptregeln fiir das Rechnen
mit den Zeichen > und < zusammenstellen. Diese Regeln folgen
zwar alle aus den obigen Axiomen. Wir tun aber trotzdem gut
daran, sie uns einmal zusammenzustellen. Zunichst lassen sich
die Axiome Nr. 11 ohne weiteres umkehren. Aus a4 ¢ > b - ¢
folgt niamlich sofort @ > b. Denn das Axiom 11 besagt doch, daB
eine Ungleichung — so nennt man némlich eine Beziehung von
der Form & > f oder von der Form ¢ < — daB also eine Un-
gleichung richtig bleibt, wenn man auf beiden Seiten dieselbe
Zahl (dort wars ¢) addiert oder subtrahiert. Wenden wir diese
Regeln auf a + ¢ > b+ ¢ an, addieren also auf beiden Seiten
— ¢ oder subtrahieren ¢, so erhalten wir @ > b. Das Axiom 11
gilt nach 8. auch fiir das Zeichen <<. Ausa < bfolgta +c<<b+ec.
Dieselben Betrachtungen kniipfen sich an das Monotoniegesetz
der Multiplikation. Aus ac > be folgt @ > b, wenn ¢ positiv
ist. Es folgt aber a < b, wenn ¢ negativ ist. (Aus ac =bc =0
folgt natiirlich nichts dariitber, welche der beiden Zahlen a oder b
die groBere ist.) Die in den Monotoniegesetzen ausgesprochenen
Regeln lassen sich noch erweitern. Aus ¢ > b und ¢ > d folgt
némlich durch zweimalige Anwendung von 11. a 4+ ¢ > b 4 d.
Ebenso folgt aus a > b und ¢ > d, daB auch ac > bd, wofern
alle vorkommenden Zahlen das positive Vorzeichen haben.
Endlich noch eine Bemerkung iiber das Dividieren: Wennm > 1,

S0 ist% <1 und umgekehrt, wenn 0 < m < 1, so ist —71; > 1.

(Aus m < O folgt natirlich nicht 5; > 1.) Ferner folgt aus

1) Siehe die Erklirung dieser Zeichen auf 8. 12.
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Behauptungen leicht aus den Monotoniegesetzen folgern. Er wird
sich auch leicht ihren Sinn an Hand der Zahlengeraden, die wir
gleich einfithren werden, anschaulich klar machen.

Wir wollen uns nun im Rest dieses Paragraphen mit einer
Frage befassen, die uns ndher an den eigentlichen Gegenstand
dieses Kapitels heranfithren soll, ndmlich mit der Frage, ob die
rationalen Zahlen fiir alle die Zwecke ausreichen, fir die wir
Zahlen verwenden méchten. Wir werden sehen, dafl dies nicht
der Fall ist.

Rational heiBen bekanntlich die positiven und die negativen

a>bund ¢ >d >0, daﬁ% > 2. Der Leser wird alle diese

ganzen Zahlen, die Null und die Briiche %mit ganzzahligem Zahler
und Nenner.

Wir wollen uns mit der Aufgabe befassen, Strecken durch eine
gegebene Léngeneinheit zu messen. Wir konnen uns die zu
messende Strecke und die Lingeneinheit von ein und demselben
Punkt aus auf einer Geraden aufgetragen denken. Auf dieser
Geraden wollen wir uns nun gleich einen MaBstab einrichten
unter Zugrundelegung der gegebenen Lingeneinheit. Diesen
MaBstab wollen wir Zahlengerade nennen. Sie wird uns ein geo-
metrisches Bild der gegenseitigen GréBenbeziehung der verschie-
denen Zahlen geben. Im Grunde haben wir auch die Zahlen-
gerade im vorigen Kapitel in der Abszissenachse und der Ordi-
natenachse der Koordinatensysteme verwendet. Sie wird uns
jetzt von steigender Wichtigkeit werden. Wir wihlen irgend-
einen festen Punkt der Geraden aus. An jeden Punkt der Geraden
wollen wir dann als seine Abszisse die Mafzahl seines Abstandes
von dem festen Punkt aus anschreiben, soweit das eben unter
bloBer Verwendung der rationalen Zahlen méglich ist. Der feste
Punkt selbst bekommt so die Abszisse Null. Und die beiden Seiten
dieses Punktes auf der Geraden unterscheiden zu konnen, tragen
wir in bekannter Weise nach rechts die positiven, nach links die
negativen Zahlen auf. Betrachten wir nun irgend zwei Zahlen a
und b, und sei etwa a << b, so liegt der Punkt mit der Abszisse a
(wir nennen ihn wieder kurz den Punkt a) links vom Punkt b,
und umgekehrt hat jeder rechts von a gelegene Punkt eine groBere
Abszisse als a. Damit haben wir die geometrische Bedeutung der
Beziehung groBer und kleiner in unserer geometrischen Deutung
der Zahlen. GroBer bedeutet soviel als ,,rechts von* und kleiner
bedeutet ,,links von‘‘.

Auf der Zahlengeraden werden wir so ohne weiteres zu allen
rationalen Zahlen zugehorige Punkte bekommen — die rationalen
Punkte oder Punkte mit rationaler Abszisse. Bekommt nun aber
jeder Punkt unserer Geraden eine rationale Abszisse, oder gibt
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es Punkte, die keine rationale Abszisse besitzen? Von vornherein
ist klar, daB ein jeder Punkt durch seine Abszisse bestimmt ist,
und daB wir die Lage eines jeden Punktes unserer Geraden mit
beliebiger Genauigkeit durch die Angabe passender Punkte mit
rationaler Abszisse festlegen konnen. Das kann z.B. so ge-
schehen: Sei irgendein Punkt gegeben. Dann wird er entweder
eine ganzzahlige Abszisse haben, und ich kenne seine Abszisse
mit absoluter Genauigkeit. Oder aber er liegt zwischen zwei
Punkten mit ganzzahliger Abszisse, etwa @ und a + 1. Dann
teile ich dies Intervall in 10 (oder irgendeine andere Zahl) gleiche
Teile. So bekomme ich Punkte mit den Abszissen a, a 45,
a + 2 usw. Entweder fillt der gegebene Punkt mit einem dieser
zusammen, dann kenne ich wieder seine Abszisse absolut genau,
oder aber er liegt zwischen zwei aufeinander folgenden der an-
gegebenen Punkte; dann kenne ich seine Lage auf ein Zehntel
der Lingeneinheit genau. Teile ich dann dies Zehntelintervall,
in dem er liegt, wieder in 10 gleiche Teile, so finde ich entweder
Jjetzt die Abszisse absolut genau, oder aber ich kenne doch dann
die Lage des Punktes auf ein Hundertstel genau. So fortfahrend
kann ich die Lage des Punktes durch Angabe passender Punkte
mit rationaler Abszisse mit jeder gewiinschten Genauigkeit fest-
legen. Aberich kann sicher nicht die Abszisse eines jeden Punktes
absolut genau auf diese Weise angeben, z. B. nicht die Abszisse 3.
Denn der Leser weil von den unendlichen Dezimalbriichen her,
daB  keinem endlichen Dezimalbruch glelch ist. Denn % liegt
zmschen Null und Eins, zwischen 3 und &, zwischen £ und
& usw. Aber wenigstens hat dieser Punkt eine bestimmte
rationale Abszisse. )

Wir erkennen jedenfalls aus dieser Betrachtung, daB wir mit
den rationalen Zahlen vollkommen ausreichen, solange wir nur
die praktische Aufgabe verfolgen, jeden Punkt durch eine Ab-
szisse genau genug festzulegen, — d. h. so genau, wie es gerade
unseren Bediirfnissen entspricht. Dabei ist im allgemeinen jede
einmal erreichte Genauigkeit verbesserungsfahig. Es kann sein,
daB andere Aufgaben eine erhéhte Genauigkeit verlangen. Aber
immer reichen in praxi die rationalen Zahlen aus. Anders wird
die Sache, wenn wir die Abszissen absolut genau bestimmen
wollen. Diesem Fragenkreis wenden wir uns nun zu.

Wir wollen uns zunichst davon tiberzeugen, daB es auf der
Geraden auch Punkie gibt, die keine rationale Abszisse haben,
welchen wir also auf dem bis jetzt festgehaltenen Weg keine
Abszisse zuerteilen kénnen. Wir konstruieren ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck von der Kathetenlinge Eins und tragen
seine Hypotenuse (}/2) auf unserer Geraden von Null nach rechts
ab. So erhalten wir einen Punkt, der, wie ich zeigen werde, keine
rationale Abszisse besitzt.
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Bewiesen haben wir bis jetzt diesen Saiz: Die Punkte mit ratio-
naler Abszisse liegen iiberall dicht, d. h. in jeder Teilstrecke unserer
Geraden oder, was dasselbe ist, in beliebiger Nahe eines jeden
Punktes derselben lassen sich Punkte mit rationaler Abszisse an-
geben.

Beweisen wollen wir jetzt am angegebenen Beispiel, daB zwi-
schen den Pynkten mit rationaler Abszisse doch noch Liicken bletben,
daB z. B. der eben erwihnte Endpunkt der Hypotenuse eines
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks von der Kathetenlange
Eins in eine solche Liicke fillt (obwohl in nichster Nihe Punkte
rationaler Abszisse liegen). Wir haben nur zu zeigen, da8 es keine
positive rationale Zahl gibt, deren Quadrat gleich 2 ist.

Im Gegensatz zu der Behauptung nehme ich an, es gibe ein

Paar ganzer positiver Zahlen t und u, fir das 2 = % Hier dart

man sicher annehmen, daB ¢ und « teilerfremd sind. Wére nun
also 2 = 2u?, so mulite 2, alsot gerade sein. Daher wire die linke
Seite durch 4 teilbar, und daher mufi » gerade sein. ¢ und u
wiren also gegen die Annahme nicht teilerfremd. Unsere An-
nahme, daBl 2 das Quadrat einer rationalen Zahl sei, hat uns so
auf einen Widerspruch gefiihrt. Sie ist also nicht richtig. Es gibt
also keine rationale Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. Damit haben
wir erkannt, daf die rationalen Zahlen nicht ausreichen,um jedem
Punkt einer Geraden eine Abszisse geben zu kénnen. Wollen wir
dies doch erreichen, so werden wir uns nach anderen Zahlbil-
dungen umsehen miissen. Der Leser weiB, daB man dazu die
irrationalen (d. h. nicht rationalen) Zahlen — unendliche Dezimal-
briiche — verwendet. Bevor wir nidher darauf eingehen, schicken
wir im néchsten Paragraphen einige Betrachtungen iiber mehrere
wichtige Begriffsbildungen voraus. Diese werden dann bald und
von dann an fortwihrend Anwendung finden.

§ 2. Der Grenzbegriff. Definition: Es sei eine unendliche
Menge von (reellen) Zahlen a;, a,, . .. gegeben. Dieselben sollen
sich unbegrenzt einer Zahl A néhern, d. h. von einer gewissen
Nummer N (g)!) an sollen alle Zahlen der Folge um weniger als
eine beliebig vorgegebene positive Zahl ¢ von 4 abweichen. Dann

schreibe ich 4 = lim a,, und lese: A ist der Limes von a, fir n
n>o

gegen oo. (co = unendlich.)

Wir wollen den Sinn dieser Festsetzung noch etwas ausfithr-
licher darlegen. Ich habe erstens die unendliche Zahlenfolge a,,
ay, ... Ich gebe eine positive Zahl ¢ (etway) an. Dann sollen
von einer gewissen Nummer N (¢), meinetwegen von 100 an, alle
Ziahlen ay4q, G1¢;, - - - um weniger als £ (also hier-;) von 4 verschie-

1) Da die Nummer von & abhéngt, ist sie eine Funktion von & und
wurde dementsprechend mit N (¢) bezeichnet.

Teubners techn. Leitf.4: Bieberbach, Differentialrechnung. 8. Aufl. 2
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den sein. Das soll aber nicht nur fiir dies eine £ gelten, sondern fiir
jedes beliebige. Also sollen z. B. auch von einer gewissen Nummer
an, etwa von 755 an, alle aqg5, a6, - . . um weniger als ;37 von 4
verschieden sein. Allgemein soll sich zu jeder positiven Zahl ¢
eine Nummer N (¢) so bestimmen lassen, daBl von der Nummer
n = N (¢) an alle a, um weniger als ¢ von 4 verschieden sind.

Dann schreibe ich fir diesen Sachverhalt kurz 4 = lim a,,.
700

Etwas weniger prézis, aber vielleicht etwas anschaulicher, kann
ich den Sachverhalt dahin bezeichnen, daB ich sage, die Zahlen
meiner Folge nidhern sich unbegrenzt der Zahl 4. Der prizise
Sinn dieser populdren Ausdrucksweise ist durch die obige Defi-
nition festgelegt.

Beispiel: 1. lim L — 0. Denn fiir jedes n > %ist;lt— <&, ganz
n->oo
einerlei, wie ich ¢ > 0 vorgebe.

2. lim i, = 0. Denn fiir jedes n > 1t l, < e
n->00 Vﬁ "
Wir fassen das iber den Grenzbegriff Gesagte noch in Zeichen

zusammen: Wir schreiben 4 = lim q,, falls sich zu dem vor-
) n—>o00

gegebenen positiven ¢ eine Zahl N (g) bestimmen l&Bt, derart,
daB | 4 — a, | <& bleibt, sobald nur » > N (¢) ist. Héaufig be-
dient man sich auch kurz der folgenden Ausdrucksweise: Wenn
fir beliebig gewéhltes ¢ > 0 und alle geniigend grofen n die Un-

gleichung |4 —a,| <e
gilt, dann ist 4 =lima,.
n->cw

Erkléarung: Unter | B| verstehen wir entweder die Zahl B
selbst, wenn sie positiv ist, oder aber die Zahl — B, wenn B
negativ ist, | 4 —a, | <e¢ heiBt also, daB a, zwischen 4 — ¢
und 4 +- ¢ liegt, oder in Zeichen, daB 4 —e¢ <a, < 4 + &.
Man nennt | B| den absoluten Betrag von B. Grenze ich also
um die Zahl 4 irgendein Intervall ab, in dessen Innerem A4 liegt,
so gehoren von einer gewissen Nummer N an alle Zahlen der
Folge diesem Intervall an, und dies gilt fiir jedes Intervall, das
ich um 4 abgrenze. (Das ist oben in Zeichen zunichst nur ausge-
sprochen fiir Intervalle, dienach beiden Seiten gleich weit, namlich
um ¢, von 4 sich entfernen, folgt aber daraus sofort fiir beliebige
um A4 abgegrenzte Intervalle).

Wenn ich ein Intervall um A abgrenze, so liegen in diesem
alle Zahlen a,, der Folge von einer gewissen Nummer an. Statt
dessen kann ich auch sagen, daB alle Zahlen der Folge mit Aus-
nahme von endlich vielen im Intervall liegen. Denn offenbar
liegen nur endlich viele auerhalb des Intervalles, wenn sie vom
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Nten an darin liegen, ndmlich einige der N — 1 ersten oder alle.
Wenn umgekehrt alle bis auf endlich viele dem Intervall an-
gehdren, so kann ich mir die Nummern, fir die das nicht so ist,
merken. Darunter gibt es eine grofte Nummer. Von der folgen-
den Nummer an liegen alle a,, im Intervall. Statt nun zu sagen:
,»Alle Dinge einer Menge oder alle Zahlen einer Folge bis auf end-
lich viele haben eine bestimmte Eigenschaft*, wollen wir fortan
sagen: ,,Fast alle Dinge** oder ,fast alle Zahlen‘‘ der Folge haben
diese Eigenschaft.” ,Fast alle* heiflt also ,alle bis auf endlich
viele’.

Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise kinnen wir die Aus-
sage im a, = A auch dahin erkliren, daf3 einem jeden um A ab-

n-»oo
gegrenzten Intervall fast alle Zahlen a, der Folge angehiren sollen.
A heiBt der Grenzwert der Zahlenfolge a;, a,, ... Es ist ohne

weiteres klar, daB eine Zahlenfolge nicht zwei verschiedene Grenz-
werte haben kann. Es kann also nur fir eine einzige Zahl 4 die
Beziechung 4 = lim @, gelten. Denn seien andernfalls 4 und B

n-y»ow
zwel verschiedene solche Zahlen. Dann grenze ich um 4 und B
Intervalle ab, welche keinen Punkt gemeinsem haben. Einem
jeden miiBten fast alle Zahlen der Folge angehdren. Das geht aber
nicht. Denn wenn in dem Intervall um A alle bis auf endlich viele
liegen, so konnen eben in dem Intervall um B nur einige von
diesen endlich vielen sich befinden. Mit der Feststellung, daf
eine jede Zahlenfolge nur hchstens einen Grenzwert haben kann,
ist nattirlich nicht behauptet, daf3 wirklich jede beliebige Zahlen-
folge einen Grenzwert besitzt. Das ist in der Tat auch gar nicht
der Fall. Es gibt Zahlenfolgen ohne Gremzwert. Setze ich etwa

fiir alle geraden Nummern n(n == 2m) das day, = ;1{, far alle

ungeraden n(n = 2m + 1) aber agp ., =1 — %, so kann es

ersichtlich kein Intervall von der Linge } geben, in dem fast alle
diese Zahlen liegen. Denn enthilt ein solches lntervall von der
Linge 4 irgendeinen Punkt der Folge, so kann ich sofort unend-
lich viele Zahlen der Folge angeben, die von dieser um mehr als
} verschieden sind, aus dem einfachen Grund, weil es beliebig
nahe bei Null sowohl wie bei 1 unendlich viele Zahlen der Folge
gibt. Daher kann die Folge keinen Grenzwert besitzen. Denn
wenn ich um diesen ein Intervall von der Lange } abgrenzte, o
miiften diesem fast alle Punkte der Folge angehdren. Wie wir
einer Zahlenfolge ansehen kdnnen, ob sie einen Grenzwert be-
sitzt oder nicht, wird uns im nichsten Kapitel sehr eingehend be-
schaftigen.

Hier wollen wir uns damit begniigen, noch ein paar Regeln anzu-
geben, die vielfach die Berechnung von Grenzwerten erleichtern.

DE 3
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1. Der Grenzwert einer Summe existiert, wenn die Summanden
Grenzwerte besitzen und ist gleich der Summe der Grenzwerte
der Summanden. In Zeichen: lim (a, + b,) = lim @, + lim b,,.

" >0 n-»oo n-»oe

Ich setze zum Beweise lim a,, = 4 und lim b, = B. Dann gibt

n>e n>w

es eine Zahl N, (%), sodaB| 4 —a, | < %, sobald n > Nl(—;—) s

und es gibt eine Zahl Nz(%), so daB | B —b,| < —g—, sobald
n > N,.

Sei nun N (¢) eine Zahl, die sowohl groBer ist als N, als auch
groBer ist als N,. Dann gelten fiir alle n > N (¢) die beiden Un-
gleichungen: |4 —a,| < ,%, | B—b,| < %. Beachten wir

nun, daB der absolute Betrag einer Summe hochstens der
Summe der absoluten Betrige der Summanden gleich ist:
(led+d|=la]+]|b])Y, so finden wir | 4 + B — (a, + b,) |
<|4 —a,|+|B—b,] <e fir n > N(). Da dies aber fir
jedes € > O so ist, so folgt 4 + B = lim (a, + b,).

n">%
Diese Uberlegung lehrt auch, daB 4 — B = lim (a, — b,).
n-»o
Das kann man auch daraus schlieBen, daB lim (— b,) = — limb,,
"0 n-> oo

wie ohne weiteres einleuchtet. Den hier fiir zwei Summanden
ausgefithrten Schluf kann man auch auf drei und mehr Sum-
manden in der gleichen Weise tibertragen; oder man kann auch
durch mehrmalige Anwendung des Schlusses bei zwei Summanden
finden, daB fiir beliebig viele Summanden gilt

n-» oo
Wir wollen uns aber gleich anmerken, dai wir dabei voraus-
setzen, daB3 wir es mit endlich vielen Summanden zu tun haben. .
Far unendlich viele gilt jedenfalls unser SchluB nicht. Auch das
gewonnene Resultat ist fiir unendlich viele Summanden im all-
gemeinen nicht richtig, wie wir spéter sehen werden.)

2. Der Grenzwert eines Produktes existiert, wenn die Faktoren
Grenzwerte besitzen und ist gleich dem Produkt der Einzel-

1) Wenn beide Summanden von gleichem Vorzeichen, etwa positiv,
sind, 80 ist a4 b|=a-+b=|a|+4 |b]. Wenn aber einer der
Summanden negativ ist, so ist der absolute Betrag gleich der Differenz
des Betrages der absolut groBeren Zahl minus den Betrag der absolut
kleineren, also jedenfalls kleiner als die Summe der absoluten Betriige.
Ebenso schlieBt man, daB [a4-b]| = |a|—|b|und daB a4 b | =
|b] —|a|. Demnach ist sogar |a+b|=|a|—|b]| Ferner ist

I laj
‘b = . ‘7—a-":: .
la-b|l=1a] lblund:b; D
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grenzwerte. Wir schliefen ganz dhnlich wie vorhin, dal 4 B
=lim (a,, - b,). Jedenfalls gilt ndmlich 4 B —a,b,=4B —a, B
n->ow
+ a, B — a,b,. Da die a, den Grenzwert 4 haben, so liegen sie
fast alle zwischen 4 — 1 und 4 4 1. Sie sind also fast alle dem
absoluten Betrag noch kleiner als | 4 | + 1. Einen groBeren Be-
trag kénnen nur endlich viele der a, haben. Unter diesen gibt
es eines mit einem moglichst groBen absoluten Betrag etwa M.
Dann ist M = | 4 | 4+ 1, und ich sehe, daB es eine Zahl M gibt,
so daB fur alle a, ohne Ausnahme |a, | < M. Nun bestimme
ich wie oben eine Zahl N (¢), so daB fir alle n > N (s ) erstens

|B]|A—a,,}<%1) und dal zweitens | B —b, |< . Dann
finde ich aber | B(4 — a,) + a,(B — .n)|<§+|an|.m

< %—l— M - 2LM =¢. Trage ich dies oben ein, so habe ich
| 4B — a,b, | <e¢, sobald n > N (g) ist.
3. Falls B = lim b, von Null verschieden ist, gilt

n->0n
Lm %n hma,, A

n>w b, Hmb,

Das schlie8t man ganz dhnlich wie oben, wenn man die Differenz

4 o auf die folgende Form bringt:
B bn
A [

Fom=p e ta(p—y)

b,—B
B(A-—“a’ﬂ)_*_an bB

Ich bestlmme eine Zabl N (g) so, daB fur alle n > N (g) erstens
| b, | > "), zweitens |4 —a, | < 5 ° | B| und daB drittens
[B?

|b, — B | < T + 31 - Damn geht a.lles wie in 2., wo auch schon

die Bedeutung von M erklirt wurde.

Wir haben in diesem Paragraphen noch einen letzten Begriff
zu erkliren, nimlich den Begriff des Hiufungspunktes. Wenn
suf der Zahlengeraden eine Folge von Punkten a,, a,, . .. ge-
geben ist, so heiBt P ein Haufungspunkt der Folge, wenn in jedem

1) Im Falle B=0gi1tds,sfiira]le‘n Ist B =0, so kann man N (s)
so bestimmen, da | 4 —a,| < 7] Blfﬁr n > N (e).

2) Das geht, weil von einer gewissen Nummer an alle b, um weniger
als —I%L von B verschieden sind, und weil B 0.
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um P abgegrenzten Intervall unendlich viele Punkte der Folge
liegen. Diese Higenschaft besitzen 0 und 1 fiir das Beispiel von

S.19: Dortwata,,z%fﬁrn:2mundan=1 ——%fﬁrn=2m

+ 1. Ein weiters Beispiel eines Haufungspunktes licgt im Grenz-
wert einer Zahlenfolge vor.

§ 3. Das Axiom der Intervallschachtelung. Wir gehen nun wie-
der zu der Frage zuriick, die wir am Schlusse von § 1 verlassen
haben. Zu dem Zweck wollen wir zunéchst die Menge der ratio-
nalen Punkte einer Geraden mit der Menge aller ihrer Punkte ver-
gleichen.

Wir beginnen mit der folgenden Bemerkung. Wie die rationalen
Punkte, so liegen auch die zwischen ihnen bleibenden Liicken
itberall dicht') (ohne daf sie jedoch eine Strecke restlos erfillten).
Das leuchtet ohne weiteres ein, wenn wir die schon oben benutzte
Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit der

Kathetenlinge 1 (also,}/2) zur Einbeitsstrecke machen und alle
Punkte aufsuchen, die bei Zugrundelegung dieser neuen Einheits-
strecke rationale Abszissen bekommen. Diese Punkte liegen
iiberall dicht, und keiner derselben fillt mit einem rationalen
zusammen. AuBer den so erhaltenen gibt es noch mehr Liicken

zwischen den rationalen Zahlen. So ist z. B. 2+ 1 eine der-
artige weitere Liicke. Wir wollen alle Punkte mit einer nicht
rationalen Abszisse kurz die irrationalen Punkte nennen und nun
versuchen, uns einen Uberblick iiber ihre Gesamtheit zu ver-
schaffen.

Dazu kniipfen wir daran an, daBf wir schon in § 1 konstatierten,
daB wir jeden Punkt der Geraden durch rationale Punkte mit
jeder gewiinschten Genauigkeit approximieren konnen. Wir
wollen das nun in der folgenden Weise fir unsere Zwecke noch
etwas genauer fassen. Wenn irgendein Punkt P der Geraden ge-
geben ist, so kénnen wir eine unbegrenzte Folge von (abgeschlosse-

nen)?) Intervallen an-

: ":2 \ A.". 1,3", ‘32 , geben, derart, dafB jedes
4, A 8 B B Intervall  Teilintervall
Fig. 6. aller vorher namhaft ge-

machten ist, und daB sich
diese Intervalle auf den Punkt P zusammenziehen. Ausfiihrlicher:
I, ist ein erstes Intervall von dem Punkt 4, bis zum Punkt B,.
1, ist ein Teilintervall von I; und reicht von dem Punkt 4, bis
zum Punkt B, (Fig. 6). I, ist nun wieder in I, enthalten und hat
Endpunkte 45 und B;. So fahren wir ewig weiter. Jedes Inter-
1) Vgl. 817
2) Wir verwenden weiterhin in § 8 und 4 nur abgeschlossene Inter-
valle. (Vgl. die Erklarung auf S. 12.)
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vall, das wir neu konstruieren, ist in allen frither konstruierten
enthalten. Der Punkt P gehort allen diesen Intervallen als inne-
rer oder Randpunkt an. Die Intervalle sollen sich auf diesen
Punkt zusammenziehen; was das heilen soll, muBl noch etwas
genauer gesagt werden. Es ist damit gemeint, daB der Grenzwert
der Intervallingen Null sein soll?), so daB also die Intervalle mit
wachsender Nummer den Punkt P immer enger umschlieBen.
Er soll der innerste Punkt der Intervallfolge genannt werden.
Ich fasse das Gesagte zusammen:

Definition: Eine Folge von abgeschlossenen Intervallen I,
I,, ..., derart, daB jedes Intervall in allen mit kleinerer Nummer
enthalten ist, und da8 der Grenzwert der Intervallingen Null ist?),
heiBt eine Intervallschachtelung.

Ein Beispiel wird dies klar machen. Wir wollen den Endpunkt

unserer Hypotenuse ()/2) auf die beschriebene Weise approxi-
mieren. Die geometrische Bedeutung der Strecke war diese:
Sie ist die Seite eines Quadrates vom Inhalt 2. Wir miissen
daher die vorderen Endpunkte der Intervalle, die wir zur Appro-
ximation verwenden wollen, so wahlen, daf das Quadrat ihrer
Abszisse kleiner ist als 2, und die hinteren Endpunkte so, dafl
das Quadrat der zugeordneten Zahl groBer ist als 2. So finden
wir z. B. folgende Intervalle, die wir brauchen koénnen. I, von
1 bis 2, I, von 1,4 bis 1,5. I; von 1,41 bis 1,42, I; von 1,414 bis
1,415, 1, von 1,4142 bis 1,4143 usw. (Wendet man das gewohn-
liche Verfahren des Quadratwurzelausziehens auf /2 an, so
findet man ohne weiteres nacheinander die Zahlen, die wir zu
den vorderen Enden unserer Intervalle verwendet haben; die
hinteren Enden bekommt man, indem man jeweils die letzte
Ziffer des approximierenden endlichen Dezimalbruches um eine
Einheit erhoht.) Man sieht, wie alle unsere Intervalle nicht linger

sind als 1, wie sie vom zweiten an nicht linger sind als o0 Wie
sie vom dritten an nicht linger sind als 7, wie sie allgemein

ihrer Entstehung nach vom nten an nicht linger sind als 15}':'1 .
Also ist der Grenzwert ihrer Langen Null. Da wir uns gleich auf
einen etwas allgemeineren Standpunkt erheben wollen als in
dieser Ankniipfung an Allerbekanntestes, so wollen wir bemerken,
daB das natirlich nicht die einzige Weise ist, wie wir uns eine
unendliche Folge imeinandergeschachtelter Intervalle verschaffen
konnen, die sich auf irgendeinen Punkt zusammenziehen. Wir
haben hier gerade die rationalen Zahlen verwendet, deren Nenner

1) Statt dessen kann man auch fordern, daB kein anderer Punkt
als P allen Intervallen angehotren soll.
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eine Potenz von 10 ist. Zum ersten Intervalle verwendeten wir
die ganzen Zah'en. Wir bestimmten ein Intervall, dessen Enden
durch zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen gegeben sind. Als-
dann gingen wir zu den Zahlen mit dem Nenner 10 iiber und ver-
wendeten sie zur Konstruktion des zweiten Intervalles. Als
Anfangspunkt war die letzte vor dem gegebenen Punkt gelegene
dieser Zahlen zu nehmen, als Endpunkt die erste darauffolgende.
Ebenso fithrten die Zahlen mit dem Nenner 100 zur Konstruktion
des dritten Intervalles usw. Statt nun hier Zahlen zu nehmen,
deren Nenner eine Potenz von 10 ist, kénnen wir uns auch der
Zahlen bedienen, deren Nenner eine Potenz von 2 oder 8 oder

irgendeiner anderen Zahl sind. Bei }/2 z. B. erhalten wir beim
ersten Schritt ein Intervall (von 1 bis 2) von der Linge 1, beim
zweiten ein Intervall von der Lange 1 (von 1 bis §), beim dritten
eines von der Linge 1 (von £ bis §) usw. Das (n + 1)te Intervall

21n-, ist also kiirzer als o1’ falls » > 4A. Denn es
ist ja 10* kleiner als 2% und dies kleiner als 2*. Vom (44 4 1)ten

an sind also unsere Intervalle kleiner als%l. Sie ziehen sich also

im oben beschriebenen Sinn auf den gegebenen Punkt zusammen,
nur nicht mehr so rasch wie vorhin, als wir Potenzen von 10 im
Nenner verwendeten. Ganz von selbst wird sich der Leser sagen,
daB der Erfolg unserer Approximation durch ineinandergeschach-
telte Intervalle nicht dadurch bedingt ist, daB wir Potenzen
einer festen Zahl im Nenner verwenden, wir konnen auch irgend-
welche Zahlen im Nenner verwenden, wenn wir nur daran fest-
halten, daB die Intervalle ineinandergeschachtelt sind, d. h. daB
jedes Intervall Teilintervall aller vorher konstruierten ist, und
daB die Intervalle sich schlieBlich auf den Punkt zusammen-
ziehen, d. h. anschaulich gesprochen, daf es keine Strecke gibt,
die allen diesen Intervallen angehort. Da namlich eine solche
etwa vorhandene Strecke eine gewisse Linge, etwa groBer als

hat die Linge

i%’ haben miiBite, so haben wir in dem folgenden Kriterium ein
Kennzeichen dafiir, daB es keine solche Strecke gibt: Wie auch
die ganze Zahl n gewdahlt sein mag, immer sind von einem ge-

wissen Punkte an alle Intervalle kiirzer als 1% Es sind also fast

alle Intervalle kiirzer als 135 , wie auch die ganze Zahl n gewéhlt

sein mag.

Resultat der bisherigen Uberlegungen iiber Inter-
vallschachtelung: Wenn auf der Zahlengeraden 1irgendein
Punkt P gegeben ist, so konnen wir auf mannigfache Weise eine
Intervallschachtelung angeben derart, daff der Punkt P allen Inter-
vallen der Schachtelung angehort. Kein anderer Punkt hat dann fiir



Intervallschachtelung 25

cine derartige P umschlieflende Intervallschachtelung diese gleiche
Eigenschaft.

Der letzte Teil folgt daraus, dal, wenn P und @ allen Inter-
vallen angehdren, auch alle dazwischengelegenen Punkte allen
Intervallen angehéren miiten. Das geht nicht, weil der Limes
der Intervallingen Null ist, die Langen also fast alle kleiner sind
als der Abstand dieser beiden Punkte P und @.

Sei nun wmgekehrt eine Intervallschachtelung gegeben; gibt
es dann einen bestimmten Punkt, der allen diesen Intervallen
angehort, auf welchen sich also die Intervalle zusammenziehen ?

Es hat wohl fiir jedermann etwas Zwingendes, diese Frage zu
bejahen. Mehrere Punkte konnen ja sicher nicht allen Intervallen
angehoren, wie wir eben schon sahen. Es bleiben also nur die
Maoglichkeiten, daB ein oder kein Punkt allen Intervallen ohne
Ausnahme angehort. Dab kein Punkt da se1, widerstrebt unserer
Vorstellung von der Liickenlosigkeit der Geraden. Wenn wir be-
haupten, dafl ein solcher Punkt und nur einer immer vorhanden
ist, so ist das nur eine (wie sich zeigen wird) mathematisch brauch-
bare Formulierung der populdren Vorstellung von dem liickenlosen
Aufbau der Geraden aus thren Punkten. Wir wollen diese Tat-
sache als eine Grundtatsache, als ein Axiom allem Weiteren zu-
grunde legen. Denn es ist klar, da wir unsere Behauptung nur
beweisen kénnten, wenn wir zuvor die Voraussetzung von der
Liickenlosigkeit der Geraden irgendwie anders begrifflich ge-
faBt hiatten. Das kann man tun.!) Wir wollen aber hier darauf
verzichten und folgendes Aziom zugrunde legen: Zu jeder Folge
ineinandergeschachielter, abgeschlossener Intervalle, deren Ldnge
den Grenzwert Null hat, gehort genau ein ganz bestimmier Punkt
der Geraden, der allen diesen Intervallen angehort (Axiom der
Intervallschachtelung).

Um den Satz genau in diesem Wortlaut aussprechen zu kénnen,
miissen wir abgeschlossene Intervalle verwenden, d. h. nach der
Erklirung auf S.12 Intervalle einschlieBlich ihrer Endpunkte.
Denn sonst wiirde z. B. die folgende Intervallfolge: I, von 0 bis 1,

I, von O bis 4, allgemein I, von 0 bis % keinen innersten Punkt
besitzen. Denn auBer 0 kommt sicher keiner in Frage, weil jeder
andere Punkt fiir geniigend grofes m rechts von % liegt oder

iberhaupt links von 0. Der Punkt 0 gehort aber nur allen Inter-
vallen an, wenn wir die Anfangspunkte (das ist ja immer der
Punkt O selbst) den Intervallen zuzdhlen. Ebenso mufl man,
eines dhnlichen anderen Beispieles wegen, die Endpunkte mit
zu den Intervallen rechnen, weil wir unseren Satz im gewihlten
Wortlaut aussprechen wollen. Bei anderer Wahl des Wortlautes

1) Siehe z. B. § 5 dieses Kapitels.
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konnte man diese Beschrinkung auf geschlossene Intervalle auch
umgehen. Wir wollen aber beim gewahlten stehen bleiben. Auf
diesem Axiom ruht die gesamte Differential- und Integralrechnung.

Beispiel: Um eine Anwendung des Axioms der Intervall-
schachtelung zu geben, wollen wir auf die am Schlufl des letzten
Paragraphen erklirten Haufungspunkte zuriickkommen. Uber
die Existenz solcher Héufungspunkte besteht ndmlich der folgende
allgemeine Satz von Bolzano-W eierstraf3: Eine jede in etnem end-
lichen Intervall enthaltene unendliche Menge von Punkten besitzt
mindestens einen Haufungspunkt. Zum Beweis teile ich das Inter-
vall in zwei gleiche Teile. Dann muB mindestens die eine der
beiden Hélften unendlich viele der Punkte enthalten. Eine solche
Halfte wird wieder halbiert und diejenige neue Hélfte heraus-
gesucht, welche unendlich viele Punkte enthidlt. So weiter-
fahrend erhalte ich eine Intervallschachtelung, deren jedes Inter-
vall unendlich viele Punkte enthélt. In beliebiger Nahe des
innersten Punktes der Schachtelung liegen daher auch unendlich
viele Punkte der Menge. Er ist also ein Hiufungspunkt der
Menge.

§ 4. Irrationalzahlen und unendliche Dezimalbriiche. Vom
Standpunkt des im vorigen Paragraphen formulierten Axiomes
aus wollen wir nun einen Blick auf die dem Leser gelidufige Ver-
wendung der unendlichen Dezimalbriiche werfen. Die ent-
scheidende Bemerkung ist dabei diese, dafl der Satz von der
Intervallschachtelung fir die Menge aller Punkte einer Geraden
richtig ist, daB er aber seine Richtigkeit verliert, sobald wir nur
von rationalen Punkten der Geraden reden. Jede Intervall-
schachtelung definiert namlich einen Punkt, aber nicht jede Folge
ineinandergeschachtelter Intervalle mit lauter rationalen End-
punkten definiert einen rationalen Punkt. Ein Beispiel war die
vorhin gegebene Intervallschachtelung, die auf J/2 fithrte. Aber
es kann auch einmal eine Interfallfolge mit rationalen Endpunkten
wieder auf einen rationalen Endpunkt fithren; man denke z. B.
an die zur Dezimalbruchdarstellung von } gehorige, oben (8. 16)
schon einmal benutzte Intervallschachtelung oder einfach daran,
dafl die Menge der rationalen Punkte iiberall dicht liegt. Wenn
wir zu Beginn des vorigen Paragraphen uns vornahmen, die
Menge aller Punkte einer Geraden mit der Menge ihrer rationalen
Punkte zu vergleichen, so ist der Unterschied zwischen beiden
nun klar ausgesprochen in den eben gemachten Bemerkungen
itber Intervallschachtelungen.

Damit ist auch klar der Grund angegeben, warum die Menge
aller rationalen Zahlen nicht ausreicht, um jedem Punkt der
Geraden eine Abszisse zuzuordnen. Wollen wir dies erreichen,
s0 miissen wir neben den rationalen noch die irrationalen Zahlen
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einfithren derart, daf fur die Gesamtheit dann wieder der Satz
von der Intervallschachtelung gilt. Ohne auf Vollstindigkeit
Anspruch zu machen, wollen wir das noch etwas ndher aus-
fihren.

Das Axiom der Intervallschachtelung ist das Mittel, durch das
wir von den rationalen Punkten einer Geraden zu der lickenlosen
Gesamtheit ithrer Punkte aufsteigen. So mul auch das Axiom
der Intervallschachtelung das Mittel semn, um die Liicken zwischen
den rationalen Zahlen auszufilllen. Jedesmal dann, wenn eine
Intervallschachtelung im Gebiete der rationalen Zahlen keine
rationale innerste Zahl besitzt, haben wir eine Liicke vor uns.
Wir fiilllen sie aus, indem wir einer jeden solchen Intervallschach-
telung eine neue Zahl zuordnen: Eine Intervallschachtelung ohne
rationale immerste Zahl bestimi:t eine Irrationalzahl. Wir diarfen
aber nicht zwei verschiedenen solchen Intervallschachtelungen
immer verschiedene Irrationalzahlen zuordnen. Denn dann be-
kommen wir mehr Irrationalzahlen als Punkte auf der Zahlen-
geraden. Wir werden vielmehr zwei Intervallschachtelungen die-
selbe Irrationalzahl zuordnen, wenn sie den gleichen innersten
Punkt bestitzen.) Dann ist das Entsprechen zwischen Zahlen und
Punkten ein wechselseitig eindeutiges. Die Intervallschachte-
lungen, die zur Definition der Irrationalzahlen dienten, sind
sofort das Mittel zu ihrer Bezeichnung. Wir kénnen ja auch den
Ort eines Punktes auf der Zahlengeraden durch Angabe einer
beliebigen Intervallschachtelung festlegen, deren innerster Punkt
erist. Dies kann auf die mannigfache Weise geschehen. So haben
wir nun auch durch unsere Definition die mannigfachsten Mittel
an der Hand, die Irrationalzahlen zu bezeichnen. Am bequemsten
wiahlt man naturlich die Bezeichnung so, daB sie sich moglichst
eng an das Dezimalsystem anlehnt, das uns von den ganzen Zahlen
gelautig ist. Wie die Dezimalbriiche, auf die wir so kommen,
mit unserer Definition zusammenhéngen, sei also noch kurz aus-
einandergesetzt. Wir haben schon oben gezeigt, wie man auf der
Zahlengeraden zur Festlegung ihrer Punkte vollstindig mit
Intervallen auskommt, deren Anfangs- und Endabszissen end-
liche Dezimalbriiche sind. Diese endlichen Dezimalbriiche miissen
also auch als Anfangs- und Endzahlen der Intervallschachte-
lungen ausreichen, die wir zur Bezeichnung der Irrationalzahlen
und der nicht durch endliche Dezimalbriiche dargestellten ratio-
nalen Zahlen, wie 3 usw. verwenden wollen. Es geniigt vollig,
irgendwelche Intervallschachtelungen anzugeben, deren erstes

Intervall die Lénge 1, deren zweites die Lange 1 deren drittes

10’
. 1 . . " .
die Lange 102’ deren mtes allgemein die Linge 101:1 hat, um mit

1) Wir sprechen dies Kriterium nachher noch etwas anders aus.
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diesen Intervallschachtelungen alle Irrationalzahlen und auch

alle rationalen Zahlen zu erfassen. Um z. B. /2 zu bezeichnen,
hitten wir also zu notieren (1; 2), (1,4; 1,5), (1,41; 1,42) ...}
Da wir aber die Intervallingen doch von vornherein kennen,

Ilﬁ’ bzw. 1% usw., so geniigt es, nur die Anfangs-
zahlen aufzuschreiben, und da diese immer bis auf die letzte
Ziffer, die neu hinzukommt, mit den vorhergehenden iwiberein-

stimmen, schreiben wir iiberhaupt nur die folgende Ziffernfolge

]/5 = 1,414 ... und merken uns: Was vor dem Komma steht,
ist der Anfang des ersten Intervalles, eine Ziffer nach dem
Komma gibt den Anfang des zweiten Intervalles usw. Dies
Beispiel wird dem Leser geniigend den Zusammenhang klar
machen. Unter dieses allgemeine Schema fallen dann auch die
endlichen Dezimalbriiche, denn wir konnen ja unbegrenzt viele
Nullen anfiigen. Der Leser sieht so ohne weiteres, wie die end-
lichen Dezimalbriiche sich unserer allgemeinen Bezeichnung als
Spezialfall unterordnen. Die innerste Zahl, die so der einem
endlichen Dezimalbruch entsprechenden Intervallschachtelung
angehort, tritt bei dieser Intervallschachtelung in jedem Intervall
entweder immer als Anfangszahl oder immer als Endzahl auf.
Anfangszahl ist z. B. 2,5, wenn ich diese Intervallschachtelung

verwende, 2,5 = 2,500000 . . .

namlich 1, bzw.

Endzahl ist aber 2,5, wenn ich diese Intervallschachtelung ver-

wende, 2,5 = 2,4999 . . .

Bemerkung: Statt zur Bezeichnung die Zahlen zu verwenden,
deren Nenner eine Potenz von 10 ist, kann man natiirlich auch
die Zahlen verwenden, deren Nenner z. B. eine Potenz von 2 ist.
Neben den Dezimalbriichen erhalte ich so die Dualbriiche als ein
weiteres Mittel zur Bezeichnung der Zahlen.

Stellt man sich auf den Standpunkt, daB man erst iiber die
rationalen Zahlen verfigt, und neben ihnen die irrationalen ein-
fithren will, so bedeuten die vorausgegangenen Zeilen dieses
Paragraphen die Definition der Irrationalzahlen. Von diesem
Standpunkt bleibt dann aber weiter erst zu erkliren, wie man
mit den Irrationalzahlen rechnen kann.

Auch ist die Benennung der Irrationalzahlen als Zahlen erst
dann ganz gerechtfertigt, wenn wir noch zeigen, daB man mit
diesen neuen Zahlen ganz nach denselben Regeln rechnen kann,
wie mit den Rationalzahlen. Dazu miissen wir erkliren, was wir
unter Summe, Differenz, Produkt, Quotient zweier Zahlen ver-

1) Unter (a; b) wird also das Intervall a < z < b verstanden.
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stehen wollen. Dann miissen wir zusehen, ob fiir die gegebenen
Erklarungen die auf S.18/14 stehenden Rechenregeln gelten.

Wenn da aber ein Leser meinen sollte, an den Summen zweier
Irrationalzahlen sel nichts zu erkliren, so bitte ich ihn den
Dezimalbruch zu bestimmen, der als Summe von 0,33888 ... und
0,989898 . .. anzusprechen ist. Der Leser mdge die beiden Dezi-
malbriiche direkt addieren.

Wenn ich 4 und B addieren soll, so nehme ich irgend zwei
Intervallschachtelungen, eine fir 4 und eine fiir B. Sei z. B.
A = (a,; a,)t) und B = (b,; b,). Dann erklire ich die Summe
A + B durch die Intervallschachtelung

A4 B =(a,+ by ay+b).
Ist dies auch eine Intervallschachtelung? Ja! Denn es gilt
Up S Upgy <Oy =0y und by Kby <bpy; < b,
Daraus folgt durch Addition
Op 4 by S piy + bpgy <Ay + by S a4 by
Jedes Intervall liegt also in den vorhergehenden. Ferner ist die
Intervallinge 1, = a, + b, — (a, + b,). Also gilt
liml, == lim (a,, — a,) + lim (b; —b,) = 0.
n> n>o0 n->x
Ganz analog erkliren wir
A —B=(a, —by; ap, —by).
Rechts steht wieder einer Intervallschachtelung. Denn es gilt
Un = Qpyq < a;z+1 Sy == b < —byy £ —by;
und daraus folgt durch Addition
Ay — by S @y — by < Gnig —bpuy S ap —b,.
Auch ist der Limes der Intervallingen Null. Denn es ist

lim (a,, — b,) — (a, — by)] = lim (a, — a,) + lim (b, —b,) = 0.
n-ro oo g

Nun kommt aber erst die Hauptschwierigkeit. Wenn ich von
einer anderen Darstellung von 4 oder von B durch eine Intervall-
schachtelung ausgehe, so kann ich darauf auch diesen Prozef} der
Summenbildung anwenden. Bekomme ich aber da immer die-
selbe Summe, wie ich auch die 4 und B darstellenden Schachte-
lungen wiéhlen mag? Ware dem nicht so, so wire die Summe
zweier Irrationalzahlen durch unsere Erklirung nicht eindeutig

1) Das erste Intervall der Schachtelung ist also a; < z < a}, das
zweite a, = T < a), usw.
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bestimmt, und wir wiren mit dem ersten unserer Axiome der
Arithmetik im Widerspruch. Soll also dieses Axiom erfiillt sein,
so muBl die Summe von der Auswahl der bei ihrer Erklirung be-
nutzten Intervallschachtelungen, also von der Bezeichnung der
beiden Irrationalzahlen unabhingig sein. Am raschesten ge-
angt man zu dieser Einsicht auf dem folgenden Wege. Setze
Tich A= (a,; a,), s0 habe ich nach 8.19Y): 4 = lim a, = lim aj,.

n-y>row n-»oo
Ist weiter 4 = (G,; @) so wird auch 4 = lim @, = lim a,. Da-
n->o00 n->» 00
her wird weiter lim (a, — @,) = 0. Denn von einem gewissen

n-¥»00
n = N (g) an gehoren a, und a, einem Intervall der Linge ¢ an,
unterscheiden sich also voneinander um weniger als 2¢. Denn
sowohl 4 und a, wie 4 und @, gehdren von einem gewissen N (g)

_ &
Q) ——P———
V3 L1 % 1
T % %
—_—
¢ 4
Fig. 7.

an je einem Intervall der Linge ¢ an. Da diesen beiden Inter-
vallen 4 gemeinsam angehort, so konnen sich a, und @, nicht

um mehr als 2¢ unterscheiden (Fig. 7). Ebenso ist lim (a, —a;)=0.
n->oo

Die gleichen Betrachtungen gelten fiir B = (b,; by) = (b,; by).
Es ist lim (b, —b,) =0, lim (b, —b,) = 0. Ich setze S =
>0 n-—>o0

(@n + by; ap+ b)), S= (@, + b,; G,+ b,). Ich fithre nun
eine neue Intervallschachtelung (a,; f,) ein. Hier sei stets a,
die kleinere der beiden Zahlen a, + b, und a, + b,. B, aber sei
die groBere der beiden Zahlen a, + b, und @, -+ b,. DaB (a,; B,)
eine Intervallschachtelung ist, folgt leicht aus den vorausgehen-
den Bemerkungen. Daaber das Intervall (o, ; 8,) sowohl (a, + b,;
a, + by) wie (@, + b,; @, + b,,) enthalt, so sind S und S innerste
Punkte von (a,; B,). Also ist S = S. Ebenso schlieBt man im
Falle der Differenz.

Ganz analog verfahre ich nun bei Produkt und Quotient.
Ich erklare in verstindlicher Abkiirzung fiir positive 4 und B,
d. h. fur den Fall, daB fiir geniigend groBe n die a, > 0 und die

by > 0 sind AB = (a,b,; a,b)).

A __ (. a’,,)
B (b’,, ’ by
1) Man muB sich hier der Erklirung des Limes bedienen, die

nicht die Differenz 4 —a, benutzt. Denn das Rechnen ist ja erst
fiir rationale Zahlen erklart.
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Ganz wie oben rechtfertige ich diese Definition durch den Nach-
weis, daB die angeschriebenen wirklich wieder Intervallschachte-
lungen sind. Der Nachweis, daB das wieder Schachtelungen
sind, sichert fir jede Wahl der 4 und B bestimmenden Schachte-
lungen die Existenz von Produkt, Quotient usw. Die dadurch
gesicherte Bedeutung der in zweiter Linie angefithrten Grenz-
werte beweist, wie oben bei der Summe, die Unabhingigkeit der
Produktdefinition usw. von der Art der fiir 4 und B gewahlten
Schachtelungen. Fir negative 4 und B sind die Erklirungen
von Produkt und Quotient entsprechend zu dndern. Doch will
ich das nicht naher ausfithren.

Nun noch die Rechenregeln, die 8.13 unter dem Namen
»Axiome der Arithmetik* zusammengestellt sind. Sie miissen
nun alle in dem erweiterten Zahlengebiet als giiltig nachgewiesen
werden. Das ist rasch gemacht. Nehmen wir z. B. das distri-
butive Gesetz. Es ist fiir positive Zahlen

A (B + C) = (an; ap) { (bn; by) + (¢ ) }
= (tn; @) {bn + a3 by + €5}
= (anby + ancp; ayby + agc})
= (anbn; anby) + (ancy; an0y)
= (ag; @7) (bys bp) -+ (ans @7) (C; C3)
=AB+ AC.

Ebenso zeigt man die Giiltigkeit der anderen Rechenregeln.

Ich nenne weiter 4 > B, wenn die Anfangszahlen einer 4 er-
klarenden Intervallschachtelung gréBer gewiahlt werden konnen
oder, was dasselbe ist, fiir geniigend groBie Intervallnummer
groBer sind als fast alle Endzahlen einer B bestimmenden Inter-
vallschachtelung. Diese Erklirung erlaubt es nun auch, die noch
itbrigen Axiome der Arithmetik und die Betrachtungen von § 2
itber den Grenzbegriff wortlich ins Gebiet aller reellen (rationalen
und ifrationalen) Zahlen zu ubertragen.

Als Anwendung werde noch die S. 27 gestellte Aufgabe gelost.
Es sollte die Dezimalbruchdarstellung der Summe 0,3338 . ..
-+ 0,989898 . . . angegeben werden. Zunichst stellen wir beide
Zahlen als Intervallschachtelungen dar. Dann ist

0.88...={(0;1),(0,8;0,4) (0,88;0,34) ...}
0,98 ... = {(0;1), (0,9; 1,0), (0,98;0,99) ...}
Also wird eine lntervallschachtelung fiir die Summe:

{(0; 2), (1,2; 1,4) (1,81; 1,88), (1,822; 1,824), (1,3281; 1,3238)}
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Man entnimmt hieraus, daB die Dezimalbruchdarstellung der
Summe so beginnen muf}: 1,828 ... In der Tat ist die Summe ja
131 )

59 = 1,828232...

§ 5. Der Satz vom Dedekindschen Schnitt. Die Theorie der
Irrationalzahlen, welche wir hier im geometrischen Gewand
vorgetragen haben, ist auf das Axiom der Intervallschachtelung
begriitndet. Wir haben oben schon darauf hingewiesen, daB es
nicht notig ist, die Vorstellung der liickenlosen Geraden durch
dieses Axiom mathematisch zu fassen. Es kann auch in anderer
Weise geschehen. Nur wird man natiirlich erwarten miissen, daB,
rein logisch genommen, beide Formulierungen dquivalent sein
miissen. HEs mufl mdglich sein, jede aus der anderen heraus zu
beweisen,

Man verdankt Dedekind eine Theorie der Irrationalzahlen und
damit eine Grundlage fiir die Differentialrechnung, welche auf
einem etwas anderen Axiom beruht. Wir wollen es nennen und
zeigen, daf es aus dem Axiom der Intervallschachtelung gefolgert
werden kann:

Es sei eine Einteilung samtlicher Punkte einer Geraden in
2wetr Klassen gegeben von folgender Art: Jeder Punkt der Klasse 1
liegt links von jedem Punkt der Klasse 11, (und jeder Punkt der
Klasse 11 liegt rechts von jedem Punkt der Klasse I). AwufSerdem
mage jede der beiden Klassen Punkte enthalten. Dann gibt es genau
einen Punkt der Geraden, der diese Einteilung hervorbringt, so
daf} also jeder Punkt der Klasse I entweder mit thm zusammen-
fdllt oder links von ihm liegt, und daf jeder Punkt der Klasse 11,
der micht mit thm zusammenfdllt, rechts von thm liegt.

Eine derartige Klasseneinteilung der Punkte erhalten wir z. B.,
wenn wir irgendeinen Punkt 4 der Geraden ins Auge fassen und
in Klasse I etwa diesen Punkt und alle links von ihm gelegenen
aufnehmen, die Klasse IT aber aus allen Punkten rechts von 4
bestehen lassen. Jeder Punkt 4 bringt also eine Klasseneinteilung
hervor, wie sie im Satz beschrieben ist. Der Sinn des Satzes ist
nun der, dal die beispielsweise eben angegebenen Klasseneintei-
lungen die einzigen von den im Satz verlangten Eigenschaften
sind, daB sie also alle wie im Beispiel durch einen Punkt der Ge-
raden erzeugt werden.

Wir wollen eine solche Klasseneinteilung einen Dedekindschen
Schnitt nennen und wollen nun beweisen, da8 jeder Schnitt durch
einen Punkt hervorgebracht wird. Der Beweis flieBt natiirlich
aus dem Axiom der Intervallschachtelung. Ich bemerke zunachst,
daB jedesmal dann, wenn zwei Punkte 4 und B derselben Klasse
angehéren, auch alle zwischen beiden gelegenen Punkte dieser
Klasse angehoren. Denn liegt z. B. B rechts von 4 und gehdren
z. B. beide der Klasse I an, so gehoren dieser Klasse auch alle
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links von B gelegenen Punkte an. Denn dort liegen keine Punkte
der Klasse 11, weil diese alle rechts von B liegen. Zu diesen links
von B gelegenen gehoren aber auch die Punkte zwischen 4 und B.
Ebenso schlieBt man in den anderen Fallen. Es konnen nun nicht
alle ganzzahligen Punkte derselben Klasse angeh6ren. Denn sonst
miiBten nach der eben gemachten Bemerkung iiberhaupt alle
Punkte einer Klasse angehoren. Es sollte aber keine Klasse leer
sein. Daher gibt es zwei aufeinanderfolgende ganzzahlige Punkte,
die verschiedenen Klassen angehoren. Zwischen diesen beiden
(die Grenzen mit eingerechnet) gibt es aus demselben Grunde
zwei aufeinanderfolgende Zahlen mit dem Nenner 10, die ver-
schiedenen Klassen angehdren. So fortfahrend erhalten wir eine
Intervallschachtelung, die einen Punkt S definiert. Dieser, be-
haupte ich, bringt den Schnitt hervor. Denn jeder Punkt zu
seiner linken liegt auch links von fast allen der S definierenden
Intervallanfange, gehort also zur Klasse I. Ebenso gehoren alle
Punkte rechts von S zur Klasse II. Damit ist der Satz bewiesen.
Umgekehrt kann man auch den Satz von der Intervallschachte-
lung aus dem Satz vom Dedekindschen Schnitt beweisen. Wir
wollen indessen diesen Nachweis dem Leser iiberlassen, zumal wir
uns vorgenommen haben, unseren ganzen Bau auf dem Axiom
der Intervallschachtelung zu errichten.
" Ich beschlieBe diesen Paragraphen mit einer Anwendung des
Satzes vom Dedekindschen Schnitt. Eine Zahlenfolge heiBt (nach
oben) beschriankt, wenn ihre sdmtlichen Zahlen nicht gro8er sind
als eine feste Zahl M. Diese hei3t eine obere Schranke der Folge.
Ebenso nennt man jede Zahl, welche so wie M von keiner Zahl
der Folge tibertroffen wird, eine obere Schranke der Folge. Unter
diesen oberem Schranken gibt es eine kleinste. Diese heifit die obere
Grenze der Menge. Die Existenz dieser oberen Grenze ist es, die
wir mit Hilfe des Dedekindschen Schnittes beweisen wollen. Falls
o8 in der Zahlenfolge eine groBte gibt, so ist diese zugleich die
obere Grenze, da sie ja als groBte von keiner Zahl iibertroffen
wird. Aber nicht jede Zahlenfolge enthilt eine groBte. So ist
z.B. unter den Abschnitten (d.h. endlichen abgebrochenen
Dezimalbriichen) eines unendlichen Dezimalbruches, im allge-
meinen kein groBter vorhanden. Erst der unendliche Dezimal-
bruch selbst ist die obere Grenze seiner Abschnitte. Nun zum
Beweis. Ich teile wie folgt alle Zahlen in zwei Klassen ein. In
die erste Klasse nehme ich alle iibertroffenen, in die zweite Klasse
alle uniibertroffenen Zahlen auf. Das heiBt: In Klasse I gehoren
die Zahlen, die von geeigneten Zahlen der Folge iibertroffen wer-
den; in die Klasse II aber gehoren alle die Zahlen, welche von
keiner Zahl der Folge fibertroffen werden, also kurz alle oberen
Schranken der Folge, wihrend Klasse I alle Zahlen enthilt, die
nicht obere Schranken sind. Die Zahl S, welche den Schnitt
Teubners techn. Leitf.4: Bieberbach, Differentialrechnung. 3. Aufl. 3
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hervorbringt, ist die obere Grenze. Denn alle Zahlen der Folge —
mit Ausnahme der vielleicht vorhandenen groBten Zahl der Folge —
gehoren zur Klasse I. Also wird S von keiner nicht mit S zu-
sammenfallenden Zahl der Folge tibertroffen. S ist also obere
Schranke und als kleinste Zahl der Klasse II zugleich obere
Grenze.

Ganz entsprechend werden die Begriffe nach unten beschrinkte
Folge, untere Schranke, untere Grenze erklirt.

III. Unendliche Reihen.

§ 1. Fragestellung. Wir legen unseren Betrachtungen eine Zah--
lenfolge u,, uy, Ug, ... Zugrunde und nehmen uns vor, den Summen-
begriff auf diese Folge von unendlich vielen Zahlen zu wiber-
tragen. Zum Zeichen dieses Vorhabens pflegt man gern die Glieder
der Folge durch Pluszeichen zu verbinden statt sie durch Kom-
mata zu trennen und von einer unendlichen Reihe statt einer
unendlichen Folge zu reden: u; + uy + -+ Durch diese neue
Schreibweise ist natiirlich der Begriff ,,Summe einer unendlichen
Folge oder Rethe'* noch nicht festgelegt, sondern dadurch sind nur
die Reihenglieder u erneut aufgeschrieben. Was man aber unier
der Summe der Rethe verstehem will, mufl nun erst genau erklért
werden. Am nichsten liegt es, die Glieder der Reihe eines nach
dem anderen zusammenzuzéhlen. Diese Vorstellung fithrt zu
der folgenden Erklirung. Die endliche Reihe s, = u; 4 uy
+ +++ 4+ u,, die wir erhalten, wenn wir die unendliche nach
n Summanden abbrechen, nennen wir nte Teilsumme. Dann
betrachten wir die Zahlenfolge sy, g, Sg, ... und fragen, ob der
Grenzwert S = lim s, ezistiert. Ist dies der Fall, so nennen wir

n>o .

die Rethe konvergent und memnen S thre Summe. Ezistiert der
Grenzwert nicht, so besitzt die unendliche Rethe keine Summe und heifit
divergent. 8o besitzt z. B. die unendliche Reithe 1 4+ 14 14---,
deren Glieder alle gleich eins sind, keine Summe, denn hier ist
s, = n und lim n existiert nicht. Denn es gibt z. B. keine Zahl,

n->ow
die von fast allen diesen Teilsummen um weniger als 1 ver-
schieden ist.

Ebenso besitzt die Rethe 1 —1 4+ 1 —1 - -+, deren Glieder
abwechselnd + 1 oder — 1 sind, keine Summe. Denn die Teil-
summen sind abwechselnd + 1 oder 0. Es gibt aber z. B. keine
Zahl, die von + 1 und von 0 weniger als } verschieden ware.

Dagegen besitzt die unendliche geometrische Reihe

1H3+ @+ + @+
1— e

1—}

« Da der

eine Summe. Denn hier ist bekanntlich s, =
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Grenzwert eines Quotienten existiert, falls Zihler und Nenner
einen Grenzwert besitzen, und gleich dem Quotient der Grenz-

. . 1 . . .
werte ist, so ist —i= 2 die Summe der unendlichen Reihe.
z
B

Die Summe der unendlichen Reihe a4+ 10 + 1“—6’2 c--, in

welcher alle a,, a,, ... zwischen Null und neun liegen, ist der
unendliche Dezimalbruch ay, a,a,a5... Die Existenz der Summe
dieser speziellen unendlichen Reihe ist durch das Axiom der
Intervallschachtelung gewihrleistet.

Die Frage nach der Summe einer unendlichen Reihe ist iden-
tisch mit der Frage nach dem Grenzwert einer unendlichen Zahlen-
folge. Denn die Teilsummen bilden einerseits eine unendliche
Zahlenfolge, deren eventuell vorhandener Grenzwert die Summe
der Reihe ist. Andererseits 148t sich jede unendliche Zahlenfolge
als Folge der Teilsummen einer passenden unendlichen Reihe
auffassen. Denn ist s;, s,, 85, . . ., S, . . . die Zahlenfolge, so setze
man U, ==8;, Uy =8y — 85 ...U, =S8, —§, ;... und hat in
#; + ug + - -+ 4 u, + - -+ eine unendliche Reihe, deren Teil-
summen die Glieder der Zahlenfolge sind.

§ 2. Geometrische Veranschaulichung. Neben der Deutung einer
Zahlenfolge als Punktfolge einer Zahlengeraden bedient man
sich gern noch einer anderen Veranschaulichung. Sie beruht
darauf, daB man die s, y
als Ordinaten y zur Ab-
szisse £ =m in einem ¢
rechtwinkligen Koordi-
natensystem  auftragt.
Die Anschaulichkeit wird
noch erhdht, wenn man
die so erhaltenen Punkte
durch einen Kurvenzug, z. B. einen Zug gerader Strecken ver-
bindet. Fig. 8 bringt so eine konvergente Zahlenfolge zur Dar-
stellung.

Die Bedingung, daB fiir geniigend groBe = sich die Glieder der
Folge s, um hdochstens ¢ von der Summe S unterscheiden sollen,
hat zur Folge, daB der Zickzackzug sich von diesem » an nicht
mehr um mehr als ¢ nach oben oder unten von der bei S gestri-
chelten Horizontalen entfernen kann. Die Kurve mu8 daher in
dem Streifen zwischen den Geraden y =S+ ecund y =8 —¢
von diesem n an verlaufen. Projiziert man die Kurvenecken durch
Parallele zur z-Achse auf die y-Achse, so erhélt man die bisher
allein benutzte Deutung auf einer Zahlengeraden. Diese besagt
ja, daB von einem gewissen n an alle s, einem Intervall der Lange
2¢ mit S als Mittelpunkt angehoren miissen. Hat man es mit einer
nie abnehmenden Folge zu tun, ist also fiir alle n: s,,, = s,,,

3#

Fig. 8.
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so verlauft der ganze Zickzackzug unterhalb der Geraden y = S.

Bei einer nie zunehmenden Folge verlduft die Kurve ganz ober-
halb der Horizontalen, der sie sich asymptotisch anschmiegt.

Als Beispiel einer nicht konvergenten Zahlenfolge betrachten

wir die Teilsummen der Rethe 1 —1+1—1 ..., die ja ab-
wechselnd 1 oder O sind. Das fiahrt zu der folgenden Fig. 9.

Vergleicht man beide Fig. 8 und 9

miteinander, so kommt man zu der

Vermutung, daB bei einer konver-

gentenl) Zahlenfolge der Unterschied

zweier aufeinanderfolgenden s, also

o1 2 3 4 3 Spr1 — S gegen Null strebt, daB also
Fig. 9. aus lim s, = S folgt, daB lim (s, ., —s$,)

n > Hu-»x
= 01ist. Tatsachlich folgtja auslim s, = S, daB auchlims, , =S

n-»o0 nr>o

ist. Daher ist in der Tat

lim (s, — $,4,) = lims, —lims,,;, =S — 8 =0.
n>oec n-»oo nyo

Beachtet man, daBl man jede Zahlenfolge s, als Folge der Teil-
summen einer unendlichen Reihe u; 4 w, | --- ansehen darf,
deren allgemeines Glied u, = s, — s, ist (S.85), so erkennt
man, daf3 in jeder konvergenten Rethe u, 4 wuy + - - - stets lim u,,

nrx
= 0 ust.

§ 3. Monotone Zahlenfolgen und Reihen mit nur positiven
Gliedern. Wir betrachten eine unendliche Folge von Zahlen s,,
Sy, ... derart, daB jede Zahl der Folge nicht kleiner ist als die
vorhergehende. Wir nennen eine solche Zahlenfolge monoton

M, (nicht abnehmend).
s 5 R S A Es gelten also die Un-

gleichungen: s, =s,,,
fur jedes m. AuBer-
dem soll die Zahlenfolge beschrinkt sein, d. h. es soll eine Zahl
geben, die groBer ist als alle Zahlen der Folge. Es gelte also
fur ein passendes M und alle n:s, < M. Eine derartige
Zahlenfolge besitzt, so behaupte ich, einen Grenzwert. Wir
wollen also den folgenden Satz beweisen: Jede beschrankte Folge
nie abnehmender Zahlen besitzt einen Grenzwert S (Fig. 10).

Wir wollen die Existenz einer Zahl S beweisen, von der fast
alle Zahlen der Folge um weniger als eine beliebig gegebene
positive Zahl & abweichen. Das gelingt durch die Methode der
Intervallschachtelung. Wir bemerken zunachst, daB immer nur

Fig. 10.

1) d.i. eine Zahlenfolge, die einen Grenzwert s besitzt.
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endlich viele Zahlen der Folge kleiner sind als eine gegebene Zahl
der Folge. Sie sind unter denjenigen enthalten, die eine kleinere
Nummer als die gegebene haben. Wir betrachten das Intervall
von s, bis M. Thm gehoren alle Zahlen der Folge an. Wir teilen
es in zwei gleiche Teile (Teilpunkt M,). Der einen Halfte gehoren
sicher fast alle Zahlen der Folge an. Z.B. der Hilfte von M,
bis M. Diese teilen wir wieder in zwei gleiche Teile, und wieder
miissen der einen Hilfte fast alle Zahlen angehéren. Denn da die
Zahlen nie abnehmen, kann immer nur eine Hélfte unendlich
viele Zahlen enthalten.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir in den je-
weiligen weiterzuteilenden Intervallhilften eine unendliche Folge
ineinandergeschachtelter Intervalle von gegen Null konvergieren-
der Liange, also eine Intervallschachtelung. Einem jeden dieser
Intervalle gehoren fast alle Zahlen der Folge an. Die innerste
Zahl der Intervallschachtelung ist darum von fast allen Zahlen
der Folge um weniger als irgendeine der vorkommenden Intervall-
lingen verschieden, also auch weniger als irgendeine vorgegebene
positive Zahl ¢, denn es gibt Intervallingen, kleiner als diese Zahl.
Daher ist die innerste Zahl der Intervallschachtelung der Grenz-
wert der Folge.

Anwendung auf unendliche Reihen: u; + uy 4+ ---
+ u, - » - - se1 eine unendliche Reihe mit lauter positiven Gliedern.
Alle Teilsummen sollen unterhalb einer festen Gremze M liegen.
Dann 1st die Rethe konvergent.

In der Folge der Teilsummen haben wir ndmlich, da alle
Reihenglieder positiv sind, eine stets wachsende Zahlenfolge
vor uns, die auBerdem beschrinkt ist. Sie hat also nach unserem
Satz einen Grenzwert, und der ist die Summe der Reihe.

§ 4. Konvergenzkriterien. Um die Konvergenz einer vorge-
legten Reihe von positiven Gliedern auf Grund des letzten
Satzes feststellen zu konnen, miissen wir uns nach Mitteln um-
sehen, die es erlauben, die Beschrinktheit der Teilsummen zu
erkennen. Diese liefert das Prinzip der Reihenvergleichung. Es
erlaubt, aus der bekannien Konvergenz einer Reihe A mut lauter
positiven Gliedern auf die Konvergenz einer anderen Rethe B mit
nichtnegativen Gliedern zu schliefen, falls die Glieder der Rethe B
nie grofer sind als die Glieder gleicher Nummer in der Rethe A.

Sei also Ek Uy == Uy + Uy + - -+ eine konvergente Reihe positiver

1
[

Glieder. Sei Ek vy =0, + v, + - -+ eine weitere Reihe nicht-

1
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negativer (ilieder, und sei fiir jedes »: v, =< u,. Dann ist auch
o

ka konvergent. Denn fiir jedes n ist hiernach die nte Teil-
1

summe der v-Reihe nicht grofer als die nte Teilsumme der u-Reihe.
Die Teilsummen der u-Reihe indessen sind alle kleiner als die
Summe der u-Reihe, weil sie sich stets wachsend diesem Grenz-
wert ndhern (Fig. 10). Daher sind alle Teilsummen der v-Reihe
nicht gréBer als diese Summe und nach Annahme nicht negativ.
Sie sind daher beschrankt. Die v-Reihe ist also konvergent. Der
eben bewiesene Satz enthilt als besondere Fille einige wichtige
Konvergenzkriterien in sich. Solche erhalten wir, sowie wir uns
nach gewissen besonderen konvergenten Reihen positiver Glieder
umsehen und diese als Vergleichsreihen im Sinne des Satzes ver-
wenden. Bevor wir das tun, sei noch das Gegenstiick zum be-
wiesenen Satz abgeleitet.

Sei Ek Uy == Uy + 1y + - - - eine divergente Reihe von lauter

1 ©

nichtnegativen Gliedern und es habe die Reihe}}vk =0+ vy -

1

positive Glieder, die aber alle gréer oder doch nicht kleiner sein
sollen als die gleichnumerierten der u-Reithe. Dann ist auch die
v-Reihe divergent. Denn wire sie konvergent, so mifite nach
dem eben bewiesenen Satz auch die u-Reihe konvergieren.

Die erste Vergleichsrethe soll uns die geometrische Reihe
14k + k2 - .- liefern. Sie konvergiert fiir k < 1, und sie diver-
11__’;:’ alsoii_r}xis,‘ = f_l_ ,
fiir k << 1. Dagegen wéchst s, fiir k¥ = 1 mit wachsendem n iiber

alle Grenzen. Man schreibt dafiir auch zur Abkiirzung lim s,, = co.
n >0

(Dies bedeutet also, daB fast alle s, groBer sind als irgendeine

vorgelegte Zahl N.) Benutzen wir die geometrische Reihe als

Vergleichsreihe, so erhalten wir zwei wichtige von Cauchy her-

rithrende Kriterien.

giert fiir k¥ = 1. Denn hier ist s, =

Die Rethe 2“"' mat positiven Gliedern konvergiert, falls es eine

1
positive Zahl | kleiner als eins gibt, derart daf fast alle Quotienten

1—‘::“ kleiner sind als diese Zahl 1. Das st z. B. dann der Fall,

wenn lim “—Z*—‘ = m < 1. Die Reihe divergiert jedoch, falls fast
n->x n

alle diese Quoticnten grofer sind als 1 oder gleich 1. Dies st z. I3.

dann der Fall, wenn lim "+ = L > 1.

nye N
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‘Wenn nidmlich von n = N an Z—“ < 1, so ist
n

<lu u < lu

1\+1 N+2 N4g1?°°°

Daraus folgt w, , <I"u, fiar b >0. Also sind die Glieder der
Reihe Uy + Uy, +oe kleiner als die Glieder der konvergenten
geometrischen Reihe: w4 luy + Buy 4 ... Also ist die
Rethe u, 4 u, +1 T - gleichfalls konvergent. Die Summe der
vorgelegten Reihe u; + uy + - - - + u, 4 - -+ ist dann noch um
die Summe s,  =wu; + -+ u, , groBer. Sie konvergiert

also auch. (Wir konnen auch direkt abschitzen s <s$

N+ N-1

+uy 1—1————1 und daraus die Konvergenz folgern.) Ganz ebenso
beweist man das Divergenzkriterium.

Aus derselben Wurzel stammt das folgende Kriterium: Falls
fiir fast alle n der Ausdruck Vu, <k < 1 (k von n unabhingig),

so konvergiert die Rethe positiver Glieder: Emk\ Istaber Vu, =1

1
fiir fast alle n, so divergiert die Rethe. Der Beweis ist ganz dhnlich
wie beim vorigen Kriterium.
2 3 t
Beispiele: z 4 % + % 4 .- :Z;zm—: konvergiert fiir
1 o
n

Wir finden also 2+ — _®"_ Dies ist fir alle n kleiner als z.
Uy n—+41

Ist also das nichtnegative 2 kleiner als 1, so haben wir Konvergenz.
Ist aber z > 1, so sind alle Quotienten von einem gewissen an

0< x <1 und divergiert fir £ > 1. Denn hier ist u, =

groBer als 1. Denn es ist lim 2 ———= =lim z — 1 = z also
n>rn + 1 n-»% 1 + i

grofer als 1. Da aber fast alle Quotienten von ihrem Grenzwert
um weniger als £ — 1 verschieden sind; so sind sie fast alle grofer
als 1. Darum haben wir Divergenz. Unsere Kriterien versagen
vollig fir den Fall £ = 1. Thn werden wir nachher besonders

untersuchen.
0

Die B.elhezt1 So=z+ 2' + 3' + - konvergiert fur alle
1

o . . . g;:' s Ungr T
positiven z. Denn hier ist u, =i Daher 15t v, a1
=0. Also sind fast alle Quotienten z. B.

Daraus folgt lim -2+ Ynt1

n->rx n
kleiner als . Das lehrt firr jedes x die Konvergenz der Reihe.
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Als weiteres Beispiel sei die fiixr <0 divergente Reihe

Z:n! z® genannt.
1
Aber alle diese Hilfsmittel versagen, wenn wir sie auf die Reihe

N 1 1 1
Z'n—k=1+§i+§,;+"'(k>0)
1

(von welchen wir eben im ersten Beispiel fiir £ = 1 schon einen
Spezialfall (k = 1) hatten) anwenden. Wenn wir diese also noch
besonders untersuchen, erhalten wir einen weiteren Vorrat an
Vergleichsreihen. Wir beginnen mit der sog. harmonischen
Reihe -

1 1,1
21(7,_’7:14—?.;_?4_...

Wir betrachten die folgenden Teilsummen: s,, 4, Sg, « - -5 Sgny -« . -
Falls wir zeigen konnen, da8 lim s,» = oo, 50 wissen wir damit,

n->w
daB die harmonische Reihe divergiert. Denn allemal ist $yn, 5 > Spa.
Es wachsen also mit den speziell betrachteten dann iiberhaupt
alle Teilsummen ins Unendliche. Nunistabers, =1+ %+ (3+3})
also groBer als 1+4++ 3+ 3) =1+ 2% Zu s, nehme ich
vier neue Glieder hinzu; so erhalte ich s;. Jedes.der neu hinzu-
gekommenen Glieder 4, 4, 4, 4 ist aber nicht kleiner als das letzte,
alle vier also groBer als 4 - 3, also gréBer als §. Also ist sg groBer
als 14-8-}. Zu s, kommen die acht Glieder }, ... % hinzu.
So erhalte ich s;q. Keines ist kleiner als das letzte X%, also alle
acht zusammen wieder groBer als 3. Also ist s,4>1 4 4-4.
So findet man allgemein s,z > 1+ n-4, also st die Reihe

2: % divergent.
1

Daraus schlieBe ich durch Reihenvergleichung wegen ,%5 > %
fir k < 1 allgemein: Die Reihei‘l divergiert fir k < 1
: 1 nE <1
1

Nun untersuchen wir die gleiche Reihe fiir k > 1. Wir werden
finden, daB sie konvergiert. Wir betrachten jetzt die Teilsummen
815 83, S35 Syps - - - Sgn_y. Da allgemein s, < s44_4, 80 sind alle Teil-
summen beschriankt, falls die eben bezeichneten beschriankt

gind. Nun aber ist sq =14 21_1: + % Hier ist aber % < % ’

also ist s <1 4 2% =14 2—:_—, Zu sy kommen vier Glieder
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1
4%
erste —1— Also ist ithre Summe kleiner als

ix
g 11 1y
N et (Qk——l) .
So finden wir allgemein

bis ;76 hinzu. So bekomme ich s,. Alle vier sind kleiner als das

Also sind alle s, kleiner als die Summe der geometrischen Reihe

2 (g;cl—;jl)” Also haben wir: Die Reihe u% konvergtertfiirk > 1.
1

§ 5. Alternierende Reihen. Unter e'ner alternierenden Reihe
versteht man eine Reihe, deren Glieder abwechselnd das positive
oder das negative Vorzeichen besitzen. Hier gilt der folgende
Satz: Die alternierende Rethe uy; — uy, + ug — -+ - konvergiert
sicher dann, wenn lim u,, = 0 ist, und wenn fir alle n:|u, | < | u,_, |-

n-»o

DaB die Reihe hiochstens dann konvergieren kann, wenn ihre
Glieder den Grenzwert Null haben, ist von S. 86 bekannt. Diese
Bedingung ist eben fur jede konvergente Reihe erfullt. Man
kann aber aus ihrem Erfiilltsein nicht umgekehrt schliefen, daf
die Reihe konvergiert. Dies lehrt ja schon das im vorigen Para-
graphen betrachtete Beispiel der harmonischen Reihe. Sie war
die Summe der reziproken ganzen Zahlen, die also gegen Null
konvergieren; und doch ist die harmonische Reihe divergent.
Um auf die Konvergenz der Reihe schlieBen zu konnen, miissen
also noch weitere Bedingungen erfiillt sein. Bei alternierenden
Reithen — das ist der Sinn unseres Satzes — braucht nur ganz
wenig mehr erfiillt zu sein. Die Voraussetzung, daB die absoluten
Betrige der Reihenglieder nie zunehmen, d. h. daB jedes Reihen-
glied dem Betrage nach kleiner oder gleich dem Betrag des vor-
hergehenden sei, zusammen mit der Annahme abwechselnder
Vorzeichen gewihrleistet schon die Konvergenz der alternierenden
Reihe, falls der Grenzwert der Reihenglieder Null ist. Bei Reihen
positiver Glieder reicht, wie wieder die harmonische Reihe lehrt,
das monotone Abnehmen der Reihenglieder nicht aus.

Nach diesen Bemerkungen, die den Sinn des Satzes ins rechte
Licht setzen sollten, kommen wir zu seinem Beweis. Er wird sehr
schon gelingen, wenn wir dabei die Teilsummen auf der Zahlen-
geraden zur Anschauung bringen. Wir wollen z. B. annehmen,
daB das erste Reihenglied positiv ist, und daB alsdann negative
und positive Glieder abwechseln. Die erste Teilsumme s, ist
gleich u,. Wir tragen diesen positiven Wert auf der Zahlengeraden
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auf. Um s, daraus zu erhalten, haben wir nach links u, anzu-
tragen. So erhalten wir ein Intervall von s, bis s;, in dem, wie
wir sehen werden, alle folgenden Teilsummen liegen. Um nam-
lich s; zu erhalten, haben wir an s, das u; nach rechts anzutragen.
Damit fugen wir aber weniger hinzu, als wir gerade vorher weg-
genommen hatten, da die Rethenglieder stindig abnehmen.
s3 liegt also links von s,, also zwischen s, und s,. Wenn wir nach
links nun wieder w4 antragen, so erhalten wir s,. Das liegt aber
noch rechts von s,, da wir eben wieder weniger abzogen, als wir
gerade vorher zufiigten. So weiterfahrend erkennen wir, daB in

L
¥ L LJ ] 1] J 1 Ll
8, S, Spel Spyt 8 8 5
Fig. 11.

dem von zwel aufeinanderfolgenden Teilsummen s, und s,
gebildeten Intervall immer alle auf s, folgenden ihren Platz
haben. Je zwei aufeinanderfolgende bilden ein Intervall, dessen
Linge ein Reihenglied betrigt. Damit erhalten wir eine Intervall-
schachtelung (Fig. 11). Thr innerster Punkt ist der Grenzwert
der Teilsummen, also die Summe unserer Reihe. Denn von diesem
innersten Punkt sind fast alle Teilsummen um weniger als ein
beliebiges Reihenglied verschieden, also auch um weniger als
irgendeine vorgegebene Zahl e. Denn es gibt Reihenglieder kleiner
als diese Zahl. Sie streben nidmlich gegen Null. Wir erkennen
gleichzeitig, daB jede Teilsumme um weniger als den absoluten
Betrag ihres letzten Gliedes von der Summe verschieden ist.
Die Teilsummen mit gerader Nummer sind zu klein, die mit
ungerader Nummer sind zu groB.

Beispiel: 1 —4 + 1 —1 + .- konvergiert.

§ 6. Beliebige Zahlenfolgen und unendliche Reihen. Wir nann-
ten eine Zahlenfolge konvergemt, wenn sie einen Grenzwert be-
sitzt. Hieriiber gilt der folgende Satz: Die Zahlenfolge sy, 85, . - .,
konvergiert dann und nur dann, wenn es zu jedem £ >0 eine Zahl
N (e) gibt, so daf fiir n > N () und beliebiges positives p tmmer
| $nip — s, | <edst. (Allgemeines Konvergenzprinzip.) Man muB
den Sinn dieser Bedingung ganz klar erfassen. Sie ist nicht
identisch damit, daB3 fir jedes einzelne p der lim (5,4, —$,) =0

. n-»roo .
sein soll, wenn auch dies natiirlich in der obigen Aussage mit
enthalten ist. Wir brauchen nur z. B. fiir die s, die Teilsummen

. . . 1
der harmonischen Reihe zu nehmen. Dann ist s, 5 — S, = Py
1 1 .
+ nt2 4 -4 Wi Da aber der Grenzwert einer Summe

gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden ist, so sieht
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man, daf fuar jedes einzelne p der lim (s, , —s,) =:0ist. Um ganz

klar zu sehen, warum dies weniger ist als die Bedingung unseres
Satzes, sprechen wir das i Beispiel eben Benutzte etwas anders
aus. Eben gab es zu jeder Zahl £ und zn jedem p > 0 eine Zahl
N (e, p) (die also von & und von p abhingt), so daB fir n > N (¢, p)
immer | s,,, — s, | << gist. Vorhin aber sollte dis Zahl N (¢) nur
von ¢ abhéngen. Es sollte fiir alle p dieselbe Zahl N (¢) ausreichen,
um die Differenz kleiner als € zu machen. Es kann wohl zu jedem
p eine besondere solche Zahl N geben, aber wenn dann zu p-Wer-
ten, die iber alle Grenzen wachsen, N-Werte gehoren, die auch
tther alle Grenzen wachsen, so gibt es eben keine grofite unter
diesen Zahlen, die fur alle p ausreichte. Anders ausgedriickt:
Wenn N (g, p) < N(e) fir alle p zugleich gilt, so kann man fir
jedes p dies N (g) verwenden, und die Folge konvergiert. s gibt
aber nicht immer eine Zahl N, die groBer ist als alle N (g, p)
(ndmlich dann nicht, wenn unter diesen beliebig groBe vorkom-
men). Dann ist die Folge divergent. Damit mag der Sinn unserer
Bedingung geniigend geklart sein. Wir kommen zum Beweis des
allgemeinen Konvergenzprinzips.

1. Wenn ein Grenzwert existiert, so sei dieser S. Dann sind

fast alle s, um weniger als g von S verschieden. Es gibt also

. . €
eine Nummer N (g), von der an alle s, um weniger als 5 von S

abweichen. Zwei beliebige unter diesen, etwa s,,, und s,, sind
dann um weniger als ¢ voneinander verschieden. Alles in allem
gibt es eine Zahl N (¢), so daB fiir n > N (¢) und beliebiges p
immer |8p,p —8,| <& bleibt. Wenn also die Zahlenfolge
konvergieren soll, so muB notwendig unsere Bedingung erfiillt
sein.

9. Wenn sie aber erfiillt ist, so konvergiert, wie jetzt zu zeigen
ist, die Zahlenfolge. Zum Nachweis verwenden wir das Prinzip
der Intervallschachtelung. Unsere Bedingung besagt, da8 alle s,
mit einer Nummer groBer als N (g) um weniger als ¢ von sy
verscnieden sind. Sie liegen also alle im Intervall sy, — ¢ bis
sxe) + € Man kann also ein Intervall von der Linge 2¢ angeben,
in dem fast alle s, liegen. Das geht far jede Zahl ¢ >0. Ich wihle
daher ein Intervall von der Linge 1, in dem fast alle s, liegen.
Alsdann wihleich ein Intervall von der Lange 4, in dem gleichfalls
fast alle s, liegen. Dieses Intervall kann unméglich ganz auBer-
halb des zuerst bestimmten liegen, weil sonst jedes der Intervalle
unendlich viele Zahlen der Folge enthielte, dann also auBlerhalb
des Intervalles von der Linge 1 doch noch unendlich viele der
Zahlen lagen; das geht nicht. Die Intervalle miissen sich also
wenigstens zum Teil diberdecken. Wenn das von der Linge
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etwas iiberstehen sollte, so well man von vornherein, daB der
gemeinsame Teil beider fast alle Zahlen enthalten muf}, und nicht
der aberschiefende, denn sonst lagen aulerhalb des einen Inter-
valles unendlich viele Zahlen. In diesem Fall wihle ich als
zweites Intervall I, der zu konstruierenden Schachtelung den
genannten gemeinsamen Teil. Alsdann konstruiere ich ein Inter-
vall von der Linge } und wiahle dies als I;, wenn es ganz in I,
liegt. Anderenfalls wihle ich als I3 den Teil, den es mit I, ge-
meinsam hat. (Denn der muB nach der SchluBweise von vorhin
fast alle Zahlen enthalten.) So fahre ich fort und erhalte eine
Intervallschachtelung. Denn die Intervalle liegen ineinander,
und ihre Lange konvergiert gegen Null. Der innerste Punkt ist
der Grenzwert der Zahlenfolge, wie ohne weiteres einleuchtet.

Anwendung auf unendliche Reihen: Die unendliche
Reihe %, -+ uy + - - - sei ganz beliebig, und die s, seien ihre Teil-
summen. Dann ist.

Spip = Sp =Ugry + Unyo+ -+ Upyp.

Die allgemeinste Konvergenzbedingung ist also dies¢: Es muB zu
jedem ¢ eine Zahl N (¢) geben, so daB die Summe beliebig vieler
aufeinanderfolgender unter den auf u y(.) folgenden Reihengliedern
dem Betrag nach kleiner ist als dies &. Mit dieser Bedingung kann
man nun anscheinend noch nicht viel anfangen. Denn wie soll
man erkennen, ob sie erfiillt ist oder nicht? Trotzdem werden
wir gleich sehr niitzliche Anwendungen derselben sehen. Ich
behaupte ndamlich folgenden Satz: Eine Reihe ist sicher dann kon-
vergent, wenn die Reihe threr absoluten Beirige konvergiert. Denn
wenn | u, | + | uy | + - -+ konvergiert, so gibt es fir jedes ¢ ein
N (), so daB fur alle positiven p die Summe |u, |+ |u

NEP uN+p| < g ist. Nun ist aber

w73 |

lu”+1+u1v+2+"'+uﬂ+pl = IuIV+1 | + |“N+sl+"’
+Iu1v+p]'

Daher ist auch fiir n > N(g) die Differenz |s,,, —s,| <e.
Die Reihe konvergiert also. Eine Reihe, fiir welche die Summe
der absoluten Betrage konvergiert, heiBt absolut konvergent. Es
ist natiirlich nicht jede Reihe absolut konvergent, denn so kon-
vergiertz. B.1 —} 4+ 31—} + ..., wihrend1 + 3+ 3 -+ 4 + .-
divergiert. Wir konnen also nun die im § 4 bei Reihen mit posi-
tiven Gliedern gefundenen Kriterien anwenden, um in vielen
Fallen die (absolute) Konvergenz einer vorgelegten Reihe zu
erkennen.

Aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip lassen sich iibrigens
auch alle in jenem Paragraphen gewonnenen Kriterien erneut
ableiten. Wir verzichten darauf. Nur wollen wir noch einmal
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daran erinnern, daf fir jede konvergente Reihe lim u, = 0 ist.
n->0

Das folgt aus dem allgemeinen Prinzip fir p =1. In diesem
Satz ist das gebriuchliche Divergenzkriterium enthalten. Eine
Reihe, deren Glieder micht den Grenzwert Null haben, divergiert.

Beigpiel: z —%a—k i:; — 4 « .. konvergiert fir | z | =< 1 und

divergiert fir | x| > 1. Hier ist a, = (—1)m+1. 222':11- Also
! —
ist a;:‘ l = z?- Z:—_,_—i Der Grenzwert ist 22, Also fiir [z | <1

ist die Summe der absoluten Betrige konvergent, die vorgelegte
Reihe also auch. Fiir [ 2| > 1 erkenne ich, da8 der Grenzwert
des Quotienten groBer ist als eins, daB also von einer gewissen
Nummer an schon der Quotient groBer sein muf als 1. Dann
also ist von dieser Nummer an der absolute Betrag eines jeden
Reihengliedes groBer als der des vorhergehenden. Daher kénnen
gie in diesem Fall nicht gegen Null streben. Die Reihe muf also
divergieren. Nun bleibt noch | z| =1 zu untersuchen. Fir
z = 1 haben wir eine alternierende Reihe. Die absoluten Betrige
ihrer Glieder nehmen stindig ab und konvergieren gegen Null.
Also ist die Reihe konvergent. Fiir z = — 1 gilt die gleiche Uber-
legung.

Allgemeines Beispiel: u; 4 u, 4 - - - sei absolut konvergent.
Die absoluten Betriage aller Zahlen v, v,, ... selen beschrinkt
(es gibt also eine Zahl M, unter der sie alle liegen). Dann ist die
Reihe u;v, + uyv, + - -« gleichfalls absolut konvergent. Denn
alle Teilsummen von %, 4+ u, + - - - sind kleiner als die Summe
der Reihe der absoluten Betrige der u, etwa U genannt. Dann
gilt
[y vy 4 ugvy + oo | Slug | Jog | oo+ up || g |

SEM{Ju |+ w4+ +u |} = MU.

Also sind alle Betrage aller Teilsummmen der Reihe |uv, | +
4+ | ugvy | + - -+ kleiner als UM. Die Reihe konvergiert also
absolut. Unsere Bedingungen sind z. B. erfillt, wenn sowohl
Y| u, | wie X}|v,| konvergiert. Denn dann sind alle Glieder
der v-Reihe dem Betrag nach kleiner als die Summe ihrer abso-
luten Betrige. Diese konnen wir dann als M nehmen.

§ 7. Bedingt und unbedingt konvergente Reihen. Der Wert
einer Summe ist von der Reihenfolge der Summanden unab-
hingig. An diese Regel sind wir vom Rechnen mit endlichen
Summen gewdhnt. Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob
die Summe der unendlichen Reihen diese Eigenschaft mit den
Summen von endlich vielen Gliedern gemeinsam hat.

Wir fragen zunichst, wie man die Summe zweier unendlicher
Reihen bilden kann. Seietwa U = u; 4 u, + - - - eine erste und
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V=1v,+ ty+ --- eine zweite konvergente Reihe, und seien
s, und o, die nten Teilsummen der ersten und zweiten unend-
lichen Reihe. Dann haben wir U + V = lim (s, 4+ ¢,,). Nun

n-y»oo

ist aber s, -- g, die nte Teilsumme der unendlichen Reihe
(uy + vy) + (uy 4 vy) + -+ Diese konvergiert also auch, und
thre Summe st gleich der Summe der beiden vorgelegten Reihen.

Wir betrachten nun eine unendliche Reihe U = u; + uy + - -*
Sie wird positive und negative Glieder enthalten. Die positiven
seien der Reihe nach mit p,, p,, . . ., die negativen gleichfalls der
Reihe nach mit ny, n,, . .. bezeichnet. Wir konnen aus den posi-
tiven Gliedern eine Reihe p; + p, + - - und aus den negativen
eine Reihe n, 4 ny + --- bilden. Wir wollen die Beziehung
dieser Reihen zu der vorgelegten untersuchen. Die vorgelegte
soll konvergieren. Dann sind folgende Fille denkbar: 1. Beide
Teilreihen konvergieren; 2. eine konvergiert und eine divergiert ;
8. beide divergieren. Wir wollen untersuchen, wie weit diese an
sich denkbaren Fille wirklich moglich sind. Jede Teilsumme s,
der u-Reihe besteht aus einer Teilsumme 7, der p- und einer

Teilsumme vy, der n-Reihe. Es soll also sein s, =, —+ v,,.

Wenn nun nur eine der beiden Teilreihen, z. B. die n-Reihe,
konvergiert, so sei N ihre Summe. Dann haben wir also sicher s
= 73, + N. Nun wachsen aber die Tellsummen der divergenten

p-Reihe wiber alle Grenzen. Denn sonst miite diese Reihe von
positiven Gliedern konvergieren. Nach der eben festgestellten
Ungleichung wachsen also auch die Teilsummen der u-Reihe iiber
alle Grenzen. Diese divergiert also auch. Die zweite Moglich-
keit unserer Aufzihlung scheidet also fir eine konvergente
u-Reihe aus.

Wenn die u-Reihe konvergiert, so miissen demnach die p- und
die n-Reihe entweder beide konvergieren oder beide divergieren.
Beide Fille kénnen wirklich eintreten. Denn wenn die vorgelegte
Reihe, die u-Reihe, absolut konvergiert, so konvergiert natirlich
Jede Teilreihe auch absolut.l) Namentlich konvergiert also die
Reihe der positiven und die der negativen Glieder. Umgekehrt,
wenn diese beiden konvergieren, so ist nach der Betrachtung zu
Beginn des Paragraphen der Wert der u-Reihe die Summe beider.
Bilden wir statt dessen die Differenz beider, so konvergiert diese
auch und ist weiter nichts als die Summe der absoluten Betriage
der u-Reihe.

Auch der andere Fall, daf beide Reihen divergieren, kann ein-
treten, und zwar werden wir nach den bisher angestellten Be-
trachtungen erwarten, daB er dann eintritt, wenn eine kon-

1) Denn die Summe der absoluten Betrige irgendwelcher Reihen-
glieder ist kleiner als die Summe der absoluten Betrige aller.
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vergente Reihe nicht absolut konvergiert. Ein Beispiel gibt die
Reihe 11411
Die zugehorige p-Reihe ist

R S R
Daf} sie divergiert, erkennt man daraus, daB ihre Glieder durch
Halbierung der Glieder der harmonischen Reihe entstehen. Auch
die n-Reihe muB divergieren. Sieist — 4 — 4 — ... Ihre Glieder
sind jeweils dem Betrag nach groBer als die entsprechenden Glie-
der der Reihe § + } + - -+, die natiirlich wie die p-Reihe, von der
sie ein Stiick ist, divergiert.

Beispiel: Aus unseren Betrachtungen folgt, daf eine kon-
vergente Reihe, die nur endlich viele Glieder vom einen der beiden
Vorzeichen enthilt, absolut konvergiert. Denn sonst miilten
beide Teilreihen, also auch die endliche, divergieren. Diese letztere
st aber sicher konvergent.

Wie weit darf man nun in einer konvergenten Rethe die Glieder
umordnen, ohne dadurch den Wert der Summe zu dndern? Wir
wollen zunéchst feststellen, daB die Summe einer nicht absolut
konvergenten Reihe durch passendes Umstellen der Reihenglieder
beeinflut werden kann. Wir bemerken dazu, daf wegen der
Konvergenz der u-Reihe die Glieder der p- und die der n-Reihe
gegen Null konvergieren. Da beide Reihen divergieren, gibt es in
beiden beliebig groBe Teilsummen, da sie sonst wegen des gleichen
Vorzeichens aller Glieder konvergieren miiten. Nach dieser Vor-
bemerkung wollen wir zeigen, daB bei passender Anordnung der
Glieder die u-Reihe jeden beliebigen Wert erhalten kann. Der
Gedankengang wird geniigend klar werden, wenn wir zeigen, wie
wir durch passende Anordnung ihrer Glieder der Reihe

T L

den Summenwert eins verschaffen kénnen. Diesen hat sie in der
eben aufgeschriebenen Anordnung sicher nicht. Denn nach §2
liegt ja die Summe dieser alternierenden Reihe immer zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Teilsummen, also z. B. zwischen 3 und
8, kann also nicht eins sein. Um eine Reihe mit der Summe eins
zu erhalten, ordnen wir die Glieder so an, dafl die Teilsummen
der neuen Anordnung alle in den Intervallen einer Intervall-
schachtelung mit dem innersten Punkt eins liegen. Gewisse jetzt
niher zu bezeichnende Teilsummen liefern die Endpunkte der
Intervallschachtelung. FEin jedes Intervall ist von zwei Teil-
summen §, und s, der neuen Reihe begrenzt. Diejenigen neuen
Teilsummen, deren Nummern zwischen h und k liegen, gehoren
diesem Intervall an. Wir wihlen als erstes Glied 1, als zweites 1.

3
Dann ist s, = $, also groBer als 1. Als drittes Glied nehmen wir
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— 3, so wird s; = &, also wieder kleiner als 1. Damit eine spétere
Teilsumme wieder grofer als eins wird, nehmen wir nun wieder
positive Glieder, so wie sie in der u-Reihe nacheinander kommen,
ohne eines zu vergessen, und zwar so viele, dall dadurch die Teil-
summe gerade wieder groBer als eins wird. Hier genigt es, 1 zu
nehmen. Dann wird s; = 3. Dann kommen wieder einige nega-
tive Glieder, doch nicht mehr als nétig sind, um die Teilsumme
gerade kleiner als eins zu machen. Sie wird also hochstens um den
Betrag des letzten dabei verwendeten Gliedes unter eins herunter
sinken. Beim nédchsten Schritt steigt sie wieder iiber eins, jedoch
nicht mehr als um den Betrag des letzten Gliedes. Da aber die
Betriage der Glieder gegen Null konvergieren, so konvergieren
auch die Unterschiede der Teilsummen der umgeordneten Reihe
von eins gegen Null. Also ist eins die Summe der umgeordneten
Reihe. Denn diejenigen Teilsummen der neuen Reihe, bel deren
Nummer ein Vorzeichenwechsel der Reihenglieder stattfindet,
begrenzen die Intervalle der vorhin erwidhnten Schachtelung.
So wie eins konnen wir ihr, wie man sieht, jeden beliebigen
Summenwert verschaffen.

So haben wir eine merkwiirdige, bei endlichen Reihen gar nicht
gewohnte Eigenschaft mancher unendlichen Reihen kennen ge-
lernt. Die Summe einer unendlichen Rethe ist von der Reihenfolge
der Glieder abhdngig immer dann, wenn die Reihe zwar konvergiert,
aber micht absolut konvergiert. liine Reihe, deren Summe sich
durch Umstellen der Glieder &ndert, heilt bedingt konvergent;
bleibt sie bei beliebigem Umstellen wie bei endlichen Reihen
ungeiindert, so heiit die Reihe unbedingt konvergent. Wir wissen
also jetzt schon, daf jede unbedingt konvergente Reihe auch absolut
konvergieren muf.

Bemerkung: Bei gewissen Umstellungen bleibt natiirlich jede
Reihe ungeéndert. Wenn z. B. durch eine Umstellung fast alle
Teilsummen ungeéndert bleiben, so bleibt deren Grenzwert natiir-
lich auch derselbe. Denn eine Abdnderung endlich vieler Glieder
einer Zahlenfolge beeinflult den Grenzwert derselben nicht. Wenn
wir also z. B. die 100 ersten Glieder untereinander irgendwie ver-
tauschen, so bleiben alle Teilsummen mit héherer Nummer un-
gedndert.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daf eine jede absolut kon-
vergente Reihe auch unbedingt konvergiert. Sei U == u;, 4+ u, - - - .
eine absolut konvergente Reihe und S ihre Summe, s; ihre Teil-
summen. Dann ist die Summe der absoluten Betrige von irgend-
welchen Gliedern der Reihe kleiner als die Summe der absoluten
Betrage aller. Ordnen wir die Reihe nun irgendwie um, etwa zu
wy, + ), -+ SO seien oy die Teilsummen. Die neue Reihe

konvergiert auch absolut. Denn die Summe der absoluten Be-
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trage von irgendwelchen Gliedern liegt, ja wie wir sahen, unter
einer festen Grenze. Sei 2’ die Summe der umgeordneten Reihe,
Wir wollen zeigen, daBi S = 2. Dazu bestimmeich eine Zahl N (g),

so daB fir » > N (g) und beliebiges p immer | s,,, —s, | < %,

also auch | S —s,|< ¢ ist und daB mit diesem N (¢) die gleichen

Ungleichungen auch fiir die Summe der absoluten Betrige
gelten. (Haben wir N (¢) so gewihlt, daB dies fiir die Summe der
absoluten Betrige zutrifft, so ist es mit diesem N (g) fur die
u-Reihe erst recht der Fall.) Nun sei n> N (¢). Ferner sei o, eine
beliebige Teilsumme der umgeordneten Reihe, die alle Glieder
von s,, enthilt und die noch weitere Glieder enthalten kann. Die
Differenz o, — s, enthilt also nur Glieder von htherer Nummer
als N (¢). Die Summe beliebig vieler solcher ist aber nach unserer
&

_3_ .
oy — 8a] < g Endlich will ich v so gro8 wahlen, daB

Annahme dem Betrag nach kleiner als Also haben wir

| X —on] < —;~ Das geht wegen der Konvergenz der umgeord-
neten Reihe. Nun haben wir

|18 —2|=|8—s+ 8 —0p+0,—2|=|8S—5s,]
+ s —0p| + oy —2| <e.

Da ¢ beliebig ist, so folgt hieraus, daB die Differenz § — 2’ dem
Betrag nach kleiner ist als eine beliebige positive Zahl, sie ist also
Null. Also ist S = X

§ 8. Die Multiplikation der absolut konvergenten Reihen. Wir
haben zu Beginn des vorigen Paragraphen gesehen, wie man
Reihen addiert. Nun wollen wir sehen, wie wir sie miteinander
multiplizieren konnen. Die Betrachtung wird dabei aber auf
absolut konvergente Reihen beschrinkt bleiben. KEs seien
U=muy-+ u,+-+- und ¥V =95+ v; 4 .-+ zwei absolut kon-
vergente Reihen. s, und g, seien Teilsummen. Fiir das Produkt 17

ist aber JJ =1lims,0,.}) Es wird alles darauf ankommen, das

n->x
Produkt in mdglichst handlicher Form wieder in Reihenform zu
bekommen. Wir schreiben die Glieder, aus welchen s, 0, besteht,
im folgenden quadratischen Schema auf:

1) Man hat natiirlich auch JJ = lim 8, - v= w0+ u,v - - - - Hier
7% >0
ist aber jedes Reihenglied u, - v selbst wieder eine unendliche Reihe,
wiithrend bei der im Text gegebenen Lésung jedes Reihenglied aus nur
endlich vielen Summanden besteht. Darin hat man einen Vorzug zu
sehen.

Teubners techn. Leitf.4: Bieberbach, Differentialrechnung. 3. Aufl. 4
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SpOp == UgTg + UgPy = UgVg + - - L UV,
=+ Uy g U Ty A Uy Vy e w1,

~F Uy T T Uy - Ug Vg - = - = Uy,

—+ 1w, 0y + Uy vy + U,V - - w,,.

Wir wollen sie uns nun so aufschreiben, daf wir immer zusaiunen-
nehmen, was in einer von rechts oben nach links unten laufenden
Diagonalen steht, also so:

$p0p = UgVy + (Vg -+ U0) + (UgTy + Uy ty + UsVy) + - - -

e + (UoVy + UgVp g + UsVpp F -
+ Uy, )
+ U3V,
+ UpVp_g + UD,
+ + UV - UgVy_y + UV, s
+ U Uy UpVy - - + U0,
oder abgekiirzt 8,0, = 4, + B,.

Was unter der léngsten dieser Diagonalen steht, haben wir in die
letzte Klammer zusammengefaBt und durch B, abgekiirzt be-
zeichnet. Gehen wir hier zur Grenze n — oo iiber, so bekommen
wir den Wert des Produktes. Wir schreiben einmal versuchsweise
IT =1lim 4, + lim B,, miissen uns aber daritber klar sein, daB
das erst dann gerechtfertigt ist, wenn wir gezeigt haben, daB beide
Grenzwerte existieren. Was nun zunéchst den ersten der beiden
anlangt, so bilden die 4, genannten Ausdriicke die Teilsummen
einer gewissen unendlichen Reihe. Der absolute Betrag einer
jeden solchen Teilsumme ist kleiner als die Summe der absoluten
Betriige, also kleiner als der analoge Ausdruck, den wir erhalten
héatten, wenn wir alles fiir die Reihen der absoluten Betrige auf-
geschrieben hétten. Da dann aber unter dem ersten Limes nur
ein Teil der bei der Multiplikation der Teilsummen erhaltenen
Ausdriicke steht, so ist unser Ausdruck 4, kleiner als das Produkt

n n ;.;-’ 0 .
| 1, v, | < Drluy| Dx|ve]=U-V. Alsokonvergiert

die Reihe, deren Teilsummen mit 4, bezeichnet wurden, absolut.
Der erste Grenzwert lim 4, existiert also. Da aber links eine be-
n->»eoo

stimmte Zahl steht, so mufl auch der zweite Grenzwert lim B,
n > o0

existieren. Wir wollen zeigen, dafl er Null ist. Dann wird das
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Produkt durch die eben untersuchte absolut konvergente Reihe
geliefert. Die Glieder in der letzten Klammer sind nun aber ein
Teil der Glieder der eben betrachteten absolut konvergenten
Reihe, welche die Teilsumme A, zur Teilsumme A4,: ergénzen.
Also muB von einem gewissen n an ihre Summe unter einer be-
liebig gegebenen Schranke liegen. Der zweite Grenzwert ist also
Null. Wir finden so fir das Produkt zweier absolut konver-
genten Reihen den folgenden Wert:

U -V = uyvp + (upvy + uy0) + (ug?s + s 03 + o) + - -

Beispiel: (1+x+x2+---)2:1+2$+3x2+:(1_1$)Zy

was man auch direkt bestdtigen kann, indem man ausrechnet.
1 —2z+2)(1+22+822+ -+ ) =1+ 22+ 32>+ 4234 --.
—2x—422— 62—

+ 2?2+ 2234 - ..

i

1.
Also ist 14+2z 48224 ... = (T;l_z')z

§ 9. Die Berechnung der Summe unendlicher Reihen. Die
bisher angestellten Betrachtungen bieten zunéchst nur theore-
tisches Interesse. Denn wenn man praktisch den Wert einer un-
endlichen Reihe ausrechnen soll, so wird man genau wie bei
den unendlichen Dezimalbriichen — diesen speziellen unendlichen
Reihen — nach einer gewissen Zahl von Gliedern abbrechen und
so den Wert der Teilsummen als Naherungswert der Reihen-
summe auffassen. Dies hat aber natiirlich nur dann einen Sinn,
wenn man beurteilen kann, wie genau die so benutzten Nahe-
rungswerte sind. Bei den endlichen Dezimalbrichen wei man
z. B., daB der Wert jedes Naherungsbruches hichstens um eine
Einheit der letzten Ziffer vom genauen Wert abweichen kann.
Im allgemeinen Fall bieten uns die in den vorigen Paragraphen
angestellten Betrachtungen bei geringer Abidnderung sofort ein
Mittel, die Genauigkeit einer Naherung zu beurteilen. Wir
schreiben S = s, 4- r,. Dabei nennen wir r,, den nten Rest. Sein
Wert 7, = %y, + Uy, + ---ist der genaue Unterschied zwischen
Niherung und genauem Wert. Es handelt sich darum, die Grofle
dieses Fehlers, den absoluten Betrag von r,, zu beurteilen. Eine
besonders bequeme Methode dazu bietet sich im Falle der alter-
nierenden Reihe, wo wir schon auf 8. 41 sahen, daB der Wert
einer jeden Teilsumme hochstens um das folgende Reihenglied
von der Reihensumme verschieden ist. Das erste Glied des Restes
also gibt uns schon eine Abschéitzung des Fehlers im Falle der
alternierenden Reihe. Er ist absolut kleiner als jenes. Ist zudem
4%
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das erste Glied positiv, so war die Teilsumme zu klein; ist es aber
negativ, so war die Teilsumme zu groB. Im allgemeinen Falle
ist natiirlich der Fehler nicht immer kleiner als das erste Glied
des Restes. Dies lehrt jede Reihe mit positiven Gliedern, wie
7. B. die geometrische Reihe, deren Rest

P pntl e e =",

fiur 0 << z << 1 grofer als z® ist. Man muB jetzt etwas anders
vorgehen, um die GroBe des Restes zu beurteilen, z. B. so: Man
weill ohne weiteres, da

lrn|§|un+ll+|“’n+2l+' *

Nach dem Prinzip der Reihenvergleichung ersetzen wir die Rethe
rechts durch eine andere mit groBeren Gliedern, die wir bequem
summieren kénnen. Dann ist der Wert von | r,, | kleiner als die
Summe dieser Reihe. Wir wollen z. B. die Summe

1 1 1
24 grtgr ot
ndherungsweise ausrechnen. Wir finden

)|+ 2)| +

(n+1 (n+

1
=(n+1)! (1 +n+2+(n+2)(n+3")’+"')'

Diese Reihe ist kleiner als die folgende:

a1 +n—1m+(n:uz)z+“')'

Also kleiner als "i? (ﬁql_ T Wenn wir also nur 9 Glieder
summieren, so wird der Fehler hochstens — 1 L Wir kénnen

3 T 1ov
die Summe auf Hauptnenner bringen; wir kénnen aber auch in
einen Dezimalbruch entwickeln. Brechen wir da nach einer ge-
wissen Stelle ab, etwa nach der sechsten, so bekommt jedes von
7 Gliedern noch einen Fehler von hochstens 1% ‘Addieren wir
die 10 ersten Dezimalbriiche, so haben wir in 2,718277 den Wert

unserer Reithe um héchstens %,— zu klein. 4 Ziffern nach dem

Komma sind also sicher richtig; die fiinfte stimmt nicht mehr.
Kine genauere Rechnung liefert fur sie eine 8.
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. . .. 1 ., 1
‘Wir betrachten als zweites Beispiel ZF Thr Rest ist =

+ -(n—_%? 4- .+« Dieser ist kleiner als

1 1 1
R T CE S N TR = R
1 1 1 1 1

=Gzi—w) ) tmasy
Andererseits ist der Rest grofer als

1 1
A FD T eI D@+ T

=G40 Ty agg b=

Hat man also z. B. alle Glieder bis zu (q—;g;? zusammengezihlt,

g0 hat man die Reihensumme erst bis auf einen Fehler berechnet,

. 1 1 .. . .
der zwischen 599 und 1000 liegt. Um also nur drei Dezimalen

der Summe zu sichern, hat man 1000 Reihenglieder nétig. Die
Berechnung der Reihensumme ist also nach dieser Methode nicht
durchfithrbar. Wir werden im zweiten Band zugkriftigere
Methoden kennenlernen.

IV. Stetige Funktionen.

§ 1. Grenzwerte von Funktionen. Bisher haben wir den schon auf
8.17/19 definierten Grenzbegriff im wesentlichen nur auf solche
Funktionen angewandt, welche nur fiir einzelne diskontinuierlich
verteilte Werte der unabhangigen Variabeln erklart waren, nim-
lich auf Zahlenfolgen. Die einzelne Zahl der Folge haben wir dabet
als Funktion ihrer Nummer aufgefaft und den Grenzwert unter-
sucht, welchem diese Funktion bei ing Unendliche wachsender
unabhingiger Variablen, namlich ihrer Nummer, zustrebte.
Jetzt wollen wir zu Funktionen iibergehen, die in einem gegebenen
Intervalle der unabhingigen Variablen iiberall erklart sind. Wir
konnen dann den Grenzwert der Funktion bei Anndherung der
unabhéingigen Variablen an eine endliche oder bei Anndherung an
eine unendliche Stelle untersuchen. Nach dem, was wir bisher
gemacht haben, liegt es am nachsten, mit der Anndherung an
eine unendliche Stelle zu beginnen. Wir betrachten so eine Funk-
tion, die fiir alle Werte von = > M erklirt sein mége. Dann soll
z durch positive Werte ing Unendliche wachsen. (Es ist keine Be-
schrankung der Allgemeinheit, wenn wir diesen Fall allein be-
trachten. Der andere, wo x durch negative Werte ins Unendliche
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geht, wird genau ebenso behandelt.) Wenn wir dann zu jeder
positiven Zahl ¢ ein N (¢) bestimmen kinnen, so dafs fir alle x> N ()

ammer | f(x) — A | < ¢ bleibt, so schreiben wir lim f(z) = 4. Fur
r-ro
den so erklarten Limesbegriff gelten natirlich nach wie vor alle

auf 8.20/21 1. abgeleiteten Regeln. Esist also namentlich der Limes
einer Summe gleich der Summe der Einzellimites, der Limes eines
Produktes gleich dem Produkt der Einzellimites, der Limes eines
Quotienten gleich dem Quotient der Einzellimites, wofern alle
Einzellimites existieren und wofern der Limes des Nenners nicht
verschwindet. (Denn dann kénnten nach wie vor z. B. Zahler

und Nenner beide den Limes Null haben. %aber hat keinen Sinn.

Hat aber nur der Nenner den Grenzwert Null und der Zahler einen
von Null verschiedenen endlichen oder unendlichen Grenzwert,
dann wachst der ganze Ausdruck iiber alle Grenzen.)

Beispiel i 2z i 2 2
eispiele: lim o——— =lim ——=_.
P z>wd2+8 x—>w5+.§ 5
T
- 2 2
lim (a:—,—]/a:z-——5) =limw—x,,i_5_=0.
z> % z>e T+ Yat—5
lim 222 — o,
z>m T

Dies letztere sieht man am besten ein, wenn man beachtet, daB

-1 = s o < l, oder geometrisch, daB die Kurve y = an @
T T x T
zwischen den beiden Hyperbeln y = -:1; und y = — % verlduft,

die sich beide asymptotisch der z-Achse nihern. Die zu unter-
suchende Funktion ist also jeweils um weniger als jede der beiden
Hyperbelordinaten der gleichen Abszisse von Null verschieden.
Die Produktregel der Limesberechnung kann man hier nicht
anwenden, da der eine Faktor sin z fiir £ — oo keinen Grenz-
wert hat. Denn sin £ schwankt immer zwischen — 1 und 4 1
hin und her. Gleichwohl existiert der Limes des Produktes

% sin z und ist Null.

Nun betrachten wir eine in einem endlichen Intervalla < z < b
iiberall erkldrte Funktion. Wenn sich bei Annaherung von z an
eine Stelle ¢ des Intervalles f (z) unbegrenzt dem Werte 4 nahert,

s0 schreiben wir lim f(2) = 4. Scharfer erklaren wir also: Wenn
T->c

sich zu jeder positiven Zahl ¢ ein 8 (¢) bestimmen lift, so daf fiir
alle dem Intervalle angehirigen und von c verschiedenen z-Werle,
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fir welche |z —c| <<d(e) ist, auch wmmer |f(x) — 4| <e

bleibt, so schreiben wir lim f(x) = A4.
r->c

Den Zusatz ,fur alle dem Intervall angehorigen z-Werte*
haben wir hier gemacht, weil ersichtlich nicht alle z-Werte, die
um J(g) nach der einen oder der anderen Seite von ¢ abstehen,
dem Intervalle a < z <<b anzugehéren brauchen; es sollen
immer nur die gemeint sein, fiir welche wir die Funktion als erklart
ansehen, die also dem vorgelegten Intervalle angehoren. Dieser
Fall wird namentlich dann zu beriicksichtigen sein, wenn wir
den Grenzwert der Funktion bei Annaherung an das Intervall-
ende oder den Intervallanfang untersuchen.

Den Zusatz ,,und von ¢ verschiedenen‘ haben wir gemacht,
weil in genauer Ubertragung des bei Anndherung an einen un-
endlichen z-Wert Gesagten ganz auBer Betracht bleibt, ob und
wie die Funktion f(z) fir £ = ¢ erklart ist. Es handelt sich um
eine Kigenschaft der Funktion an den Nachbarstellen von = = ¢
und nicht um eine Eigenschaft von f(z) fiir = ¢ selbst. Daher
legten wir auch ein offenes Intervall zugrunde, in dem wir die
Funktion als erkldrt ansehen. Wir konnten statt dessen auch
irgendeine Punktmenge zugrunde legen und das Verhalten der
Funktion bei Anndherung an einen ihrer Hiufungspunkte unter-
suchen. Indessen geniigt uns der oben gegebene Wortlaut.

Die allgemeinen Rechenregeln fiir Grenziiberginge gelten
natiirlich auch hier ohne Einschrankung.

_— . sing . . . .
Beispiel: lim — =1. Wir deuten auch hier wieder z im
z>0

sin (—=z) _sinz
— T

auf positive z-Werte beschrinken. Man entnimmt der um-

stehenden Fig. 12 ohne weiteres, dafl die Sehne 2 sin z kiirzer

ist als der Bogen 2x. Das liefert also %ff < 1. Aus der Fig. 12

Bogenmaf.l) Da immer , 50 konnen wir uns

ersieht man weiter, daB 2tg z > 2z. Also ist ? > cos &.

Daher haben wir jetzt die doppelte Ungleichung cos z < g;;—f <1

Daraus entnimmt man

_snz 4 —2sin2 Z <2 BT,
0<1 - <l—cosz=2sin* 5 <2 =
1 2
Also ist 1 —Eu—;f < '% Daher ist firr | # | < }/2e = & (¢) immer
[1 222 <o dbim =T =1,
v z x>z

1) Siehe die Fufinote auf S. 5.
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Diese Betrachtungen haben uns bisher nur gelehrt, wie man
erkennen kann, ob eine vorgelegte Zahl A Limes einer Funktion
ist oder nicht. Dazu muB nun noch genau wie bei Zahlenfolgen
oder unendlichen Reihen eine Untersuchung kommen, wie man
erkennt, ob eine vorgelegte Funktion bei Anniherung an eine

bestimmte Stelle einen Grenzwert

hat oder nicht. Auch hier 18t sich
tgz  alles, was wir bei unendlichen Zah-
z lenfolgen sagten, iibertragen.

Wir tibertragen zunichst unsere
Resultate iiber stets wachsende
Zahlenfolgen. Es sei eine Funktion
f(x) im Intervall a < z <b erklirt,
und sie moge von & ==c an bei An-
ndherung an b stets wachsen. Sie
soll dabei aber doch unter einer festen
Grenze M bleiben. Dann ezistiert lim f (z). Den Beweis konnen wir

z->b

sin zx

auf die Betrachtung einer unendlichen Zahlenfolge zuriickfithren.
Ich bestimme eine unendliche Folge von wachsenden Abszissen z;,

Ly, « - ., deren Grenzwert b ist. Ich kann dazuz.B. sz, =b — %

setzen. Die zugehorigen Funktionswerte seien y;, 4, . .. Dann
ist dies eine stets wachsende Zahlenfolge, die unter M bleibt. Sie
hat einen Grenzwert 4. Dies 4 ist nun zugleich der Grenzwert
der Funktion, wenn sich z, beliebige A bszissenwerte des Intervalles
durchlaufend, also wachsend, dem Intervallende nihert. Denn
daf lim y, = 4 ist, besagt doch, daB fiir n > N(¢) immer
n-» oo

| ¥» — 4| <& bleibt. Hier ist nun aber y, = f(z,). Also ist
| f(zs) — 4| <e. Betrachte ich nun aber einen beliebigen z-
Wert zwischen z, und b, so liegt f(z) zwischen f(z,) und 4. Denn
zundchst ist jedenfalls f(z) = f(z,), da die Funktion immer
wachst. Es ist aber auch f(z) nicht groBer als 4. Denn wenn
sonst z,, eine Zahl der Folge ware groBer als z, so miiBte auch
f(zm) > f(2) > A sein, was nicht zutrifft. Also habe ich nun
|f(z) — 4| <e, sobald [z —b| < |z, —b|=46(). Also ist
lim f(z) = A.

F Y]

Diesem Satz konnen wir noch einige ahnliche an die Seite
stellen. Auch dann existiert ein Grenzwert, wenn bei Anniherung
an das Intervallende oder den Intervallanfang die Funktion
stdndig abnimmt, aber nicht unter eine gewisse Grenze herunter-
sinkt. (Die negative Funktion ist namlich dann eine stets
wachsende.) Auch fiir die Annaherung an einen inneren Punkt ¢
des Intervalls konnen wir ahnliche Satze aufstellen. Wir miissen
uns aber dabei auf eine Annaherung durch stets wachsende oder
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durch stets abnehmende Werte von z beschrinken. Meint man
die Anndherung von rechts, so schreibt man lim f(z) = 4, meint
x->c40
man die von links, so schreibt man lim f(z) = 4.%) DaB hier fir
x>»c-0
monotone (das ist der gemeinsame Name fiir stets wachsende und

stets abnehmende) Funktionen dieselben Satze gelten wie eben

bei Anndherung an das Intervallende, ¥
ertkennt man sofort, wenn man die Be- ‘r
trachtung auf ein Intervall beschrankt,

dessen Anfang oder dessen Ende eben 7

z=cist. Alles Gesagte wird man auch
fiir z — oo bei passender Anderung des
Wortlautes ohne weiteres iibertragen
konnen.

Noch vor einem Irrtum sei gewarnt.
Man kann nicht behaupten, daB eine
Funktion, die stets wichst, wenn x den Wert ¢ aus dem Inter-
vallinneren passiert, fiir lim einen Grenzwert besitzt. Denn auch
durch x>e

y=a fir 250, y=xz-+1 fir 2>0

Fig. 18.

ist eine monotone, hier gleichzeitig geometrisch dargestellte
(Fig. 18) Funktion erklirt. Man sieht ohne weiteres, da8 lim f(z)
0

> -

=0 und daB limf(z) =+ 1. Aber der Grenzwert lim (fz)
x->+0 z->0

existiert nicht, in dem Sinne, daBl |f(z) — 4| <¢, sobald
|z | < 8(e). Denn dann miite es eine Zahl 4 geben, die sowohl
von 0 wie von 1 beliebig wenig verschieden wire. Diese Sitze
gelten also nur fir rechtsseitige und fir linksseitige Anndherung,
nicht fiir beliebige Grenziibergénge.

Anders ist es mit dem allgemeinen Konvergenzprinzip, das sich
auch iibertragen liit. Es lautet jetzt so:

Der Grenzwert lim f(x) existiert dann und nur dann, wenn zu
Tra

jeder positiven Zahl ¢ ein 6 (¢) gohdort, so daB fir alle z, 4= und
2, 4= aus dem Intervall | ¢ —a | << &(e) tmmer | f(x,) — f(z,) |
< ¢ bleibt.

Wir zeigen zunichst, daB die hier ausgesprochene Bedingung
erfiillt ist, sobald ein Grenzwert existiert. Denn dann kann man
um ¢ ein Intervall abgrenzen, in dem alle Funktionswerte um

. & . . . .
weniger als 5 vom Grenzwert verschieden sind. Dann sind irgend

1) Eigentlich hitten wir vorhin lim schreiben miissen. Da aber da-
z-»b—-0
mals andere z-Werte als die aus dem Intervalle nicht in Betracht
kamen, pflegt man dort so zu schreiben, wie es geschah.
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zweil derselben um weniger als ¢ voneinander verschieden. Wenn
aber umgekehrt die Bedingung erfillt ist, so folgt daraus auch
die Existenz des Grenzwertes. Denn dann gibt es um « ein Inter-
vall, in dem alle Funktionswerte um weniger als 4 voneinander
abweichen. Dann gibt es um « ein Teilintervall des eben kon-
strulerten, in dem alle Funktionswerte um weniger als Tl(ﬁ von-
einander abweichen usw. Um nun die Existenz des Grenzwertes
einzusehen, betrachten wir die Intervalle der y-Achse, in welche
fiir die eben konstruierten Intervalle die Funktionswerte fallen.
Das erste hat die Linge -&. Das zweite ist natiirlich ein Teil-
intervall von diesem — denn es kommen ja nur Abszissen in Be-
tracht, die auch beim ersten Schritt schon verwendet wurden —
1

102
eine Schachtelung. Der innerste Wert ist der Grenzwert. Denn
fiir ein gewisses der konstruierten z-Intervalle sind alle Funk-

und hat die Lénge So haben wir auf der Ordinatenachse

. . . 1 .
tionswerte von ihm um weniger als 107 verschieden.

Der folgende Satz enthélt ein Kriterium, das es oft in bequemer

Weise erlaubt, zu erkennen, daB lim f(z) nicht existiert: lim f(z)
rra zra

= A existiert dann und nur dann, wenn fir jede gegen A strebende
Zahlenfolge x,, x4, %3, ..., — fir die also imz, = a st —
n->rx

lim f(x,) = A4 ist. Ein Grenzwert muBte also fiir alle diese
n-»0o0

Zahlenfolgen existieren; er mufl aber auch fir alle diese Folgen
derselbe sein. DaB diese Bedingung erfillt ist, wenn lim f(z) = 4

zrra
ist, leuchtet ohne weiteres ein. Aber auch die Umkehrung gilt,

wie der Leser selbst beweisen moge.

§ 2. Stetige Funktionen. Populir gesprochen versteht man unter
einer stetigen Funktion eine solche Funktion, deren Kurven-
bild glatt verliuft, wie etwa bei der Parabel oder bei der Ge-
raden, das also keine Spriinge macht, wie in dem auf S.57 betrach-
teten Beispiel, und das auch nicht ing Unendliche lauft, wie etwa

die gleichseitige Hyperbel y = % bei £ = 0. Es handelt sich nun

darum, diese populire, etwas unbestimmte Vorstellung begrifflich
zu fassen: Wir definieren so: Eine Funktion y = f(x) se1 vm ab-
geschlossenen Intervall a < x < b iiberall eindeutig erklirt. Die
Funktion heift dann an einer Stelle ¢ des Intervalles stetig, wenn
lim f(z) == f(¢) ist, d.h. also, wenn dieser Grenzwert erstens
x->c

existiert und wenn zweitens dieser Grenzwert mit dem Wert aber-
einstimmt, den die Funktion ihrer Definition nach an dieser Stelle
hat, wenn also zu jedem ¢ ein d (¢) gehort, so daB |f(z) —f(c) | <e,
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sobald | © — ¢ | < d(e). Um also die Stetigkeitsdefinition zu
erhalten, haben wir nur aus dem auf S. 54/55 gegebenen Wortlaut
der Limesdefinition die Worte ,,und von ¢ verschieden* wegzu-
lassen, und statt des dort offenen, wie es hierin schon liegt, ein
abgeschlossenes Intervall zugrunde zu legen.

Beispiele: 1. Summe, Differenz, Produkt und Quotient ste-
tiger Funktionen sind wieder stetige Funktionen an jeder Stelle,
wo der Nenner nicht verschwindet. Also sind alle rationalen

Funktionen stetige Funktionen. Denn zundchst gilt doch lim z =e¢.
x>c

Also ist y = z an jeder endlichen Stelle stetig. Daraus folgt, daf
fiir jedes ganze positive # : ¥y = z™ eine stetige Funktion ist, denn
es gilt doch wegen unserer Bemerkung iiber das Produkt stetiger
Funktionen ]im " = ¢®. Ebenso ist y = az™ stetig; denn es

xr->c
gilt lim az™ = ac®. Da die Summe stetiger Funktionen stetig

z->c
ist, so ist hiernach jede ganze rationale Funktion iiberall stetig.
Da ferner jede gebrochene rationale Funktion der Quotient
zweier ganzer Funktionen ist, so sind auch diese tiberall stetig,
wo der Nenner nicht verschwindet.

2. Die trigonometrischen Funktionen sind stetige Funktionen.

Wir bemerken zunéchst, daB lim sin £ = 0 und daB lim cos = = 1.
r>0 z->0

Das folgt aus den Betrachtungen, die wir schon auf 5 55 an-

gestellt haben. Denn dort fanden wir |sinz|<| x| und
2

|1 -—cos x| < i. Daraus ergibt sich alles. Nun ist weiter

limsin z = limsin (¢ 4 y) = hm (sin ¢ cos y + cos ¢ siny) =sine.

z->¢ y->0

Also ist sin « stetig. Ebenso fuhrt man den Nachweis far cos .

Daraus folgt die Stetlgkelt von tg x.

Die stetigen Funktionen lernt man erst richtig schatzen, wenn
man sich ein wenig mit den unstetigen abgegeben und gesehen
hat, welch merkwiirdige Vorkommnisse sich da darbieten kénnen.
Wir wollen daher jetzt ein paar Beispiele unstetiger Funktionen
vornehmen und damit diesen Paragraphen schliefen. Ein Bei-
spiel lernten wir schon auf S. 57 kennen. Dort besall die Funktion
keinen Grenzwert und konnte darum nicht stetig sein. Auch die

. .1 . .
Funktion y = sin — besitzt fiir £ = 0 keinen Grenzwert. Denn

gerade wie sin z bei Anndherung von z an oo, schwankt sie bei
Annaherung an z = 0 immer zwischen — 1 und 4 1 hin und
her. Die Wellenhohe bleibt immer dieselbe. Aber die Wellen-

- .. 1. . L
lingen werden bel sin - lmmer kiirzer. Denn die Nullstellen
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liegen bei —i = 2kg—; die Stellen, wo sin i— =1, finden sich bei

L @k 1T wd sin s wird —1 bei - = (4k + 8) 7

Im Gegensatze hierzuist die folgende Funktion wieder bei z = 0

stetig. Es sel y = Ofiir z = 0 und y = z sin % fiir alle anderen .

Dann ist | zsin L ) < |z]. Alsoistlim zsin 1 _ 0. Und daher
v >0 z

ist die Funktion bei £ = 0 stetig. Das gleiche gilt auch von
22 sin % usw. FEine Funktion kann auch dann unstetig werden,

wenn sie einen Grenzwert besitzt. Definieren wir z. B. y == 0 fiir
z =0 aber y =1 fir z = 0. Dann ist diese Funktion bei z = 0
unstetig, denn der Grenzwert 0 stimmt nicht mit dem Funktions-
wert 1 iiberein. Unstetig ist auch die Funktion, die wir dadurch
erkliaren, daB sie 0 sein soll fiir alle rationalen = und daB sie eins
sein soll fir alle irrationalen z-Werte.

§ 3. Allgemeine Sitze iiber stetige Funktionen.l) Satz 1:
Falls f(z) fir a < x < b stetig und endlich ist und falls sgn f(a)
= —sgn f(b) (sgn lies signum = Vorzeichen), so verschwindet
f(z) an mindestens einer Stelle im Innern des Intervalles.

Wir stellen zunéchst den anschaulichen Sinn des Satzes fest:
Eine stetig verlaufende Kurve sei z. B. am Anfang des Intervalles
unter der z-Achse, am Ende des Intervalles iiber der z-Achse.
Dann muf} sie dazwischen die z-Achse passieren, und zwar im
ganzen eine ungerade Zahl von Malen. Die Funktion muf3 dabei
im Intervall stetig sein, denn sonst kdnnte ihr Kurvenbild einen
Sprung iiber die z-Achse hinweg machen. Mit diesem anschau-
lichen Beweis diirfen wir uns aber nicht begniigen. Denn wir
haben unsere anschauliche Vorstellung von einer stetigen Funk-
tion durch einen exakten Begriff ersetzt. Und wir miissen nun
erkennen, daBl diesem Begriff die eben anschaulich festgestellte
Eigenschaft auch noch zukommt. Das wird unseren Glauben an
die ZweckmiaBigkeit unserer Definition stirken. Der Beweis
gelingt durch das Prinzip der Intervallschachtelung, durch das
wir eine Nullstelle direkt aufsuchen. Ich teile das Intervall in
zwei gleiche Teile. Wenn im Teilpunkt die Funktion verschwin-
det, so ist die Behauptung bewiesen. Wenn die Funktion dort
nicht verschwindet, so mu8 an Anfang und Ende der einen Inter-
vallhilfte die Funktion verschiedenes Vorzeichen haben. Dies
Intervall teile ich wieder in zwei gleiche Teile und mache den-
selben SchluB. So fortfahrend finde ich entweder einmal einen

1) Wem die Erorterungen dieses Paragraphen noch zu schwer sind,
mag gleich beim nichsten Kapitel weiterfahren und erst nach Bedarf
hierher zuriickgreifen.
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Teilpunkt, der zugleich Nullstelle ist, oder aber ich erhalte eine
Intervallschachtelung (Fig. 14), derart, daB in den Intervall-
anfingen alle Funktionswerte ein und dasselbe Vorzeichen haben,
und daB auch in den Intervallenden das Vorzeichen dasselbe
ist, aber das entgegenge-
setzte von dem in den An-
fingen.!) Daher muf der ——4—r
Wert im innersten Punkt / *
der Schachtelung sowohl :
von positiven wie von negativen Werten beliebig wenig ver-
schieden sein. Er kann daher nur Null sein.

Fig. 14.

Satz 2: Seif(a) = 4 und f(b) = B; dann nimmt die Funktion
awischen a und b jeden zwischen 4 und B gelegenen Wert mindestens
einmal an. Denn sei m ein solcher Wert, so verschwindet nach
Satz 1 die Funktion f(z) = m mindestens einmal im Intervall,
da 4 — m und B — m verschiedenes Vorzeichen haben.

Satz 8: Ewne in einem abgeschlossenen endlichen Inmtervall
stetige (daher auch endliche) Funktion ist im Intervall nach oben
und nach unten beschrdnkt, d. h. sie liegt im ganzen Intervalle
unter einer bestimmten endlichen Schranke, und sie liegt im
ganzen Intervall iiber einer bestimmten unteren Schranke. Fiir
die Giiltigkeit dieses Satzes ist es wesentlich, daB das Intervall
abgeschlossen ist, daB also auch an Anfang und Ende die Funk-

tion noch endlich und stetig ist. Denn z.B. ist y = % fur

0 < < 1 endlich und stetig, aber im Intervall nicht beschrénks,
weil sie bei z = 0 unendlich wird, das heiBt bei Annédherung an
z = 0 iiber alle Grenzen wachst. Ich beweise nun die Beschrankt-
heit nach oben. Wenn der Satz nicht richtig wire, so mufite es
eine Folge von Funktionswerten y,, y,, ... geben, die iiber alle
Grenzen wiichsen. Die zu den y,, ¥,, ... gehorigen Abszissen
seien der Reihe nach x,, £,, . . . Diese Zahlen besitzen im Intervall
oder an einem seiner Enden einen Hiufungspunkt.?) Sei & ein
solcher, dann gibt es beliebig nahe bei & Stellen, wo f(x) oberhalb
irgendeiner vorgegebenen Grenze bleibt. Andererseits aber ist
f(z) bei & stetig und endlich. Es sei f(£) =Z. Dann kann man
wegen der Stetigkeit um x = & ein Intervall abgrenzen, in dem
die Funktion unter Z + 1 bleibt. Andererseits aber miiBte es
nach unseren Feststellungen auch in diesem Intervalle Stellen
geben, wo f(2) groBer als 5 + 1 wird. Das geht nicht. Also ist
die Funktion nach oben beschrankt.

1) Wir beschreiben damit ein hédufig zur numerischen Berechnung
der Gleichungswurzeln verwandtes Verfahren,
2) Siehe 8.21.
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Unter allen Zahlen, die von keinem Funktionswert einer solchen
stetigen beschrankten Funktion ibertroffen werden, gibt es
eine kleinste. Sie heiBt die obere Grenze der Funktion im Intervall.

Am bequemsten ist es, sie, wie S. 33 in dhnlichem Fall gesche-
hen, durch den Dedekindschen Schnitt zu bestimmen. Dort han-
delte es sich um beschriankte Zahlenfolgen. Ein Leser aber, der
den dort gegebenen Beweis sich wieder ansieht, wird gleich
merken, daB er fir den jetzigen Fall unverindert Anwendung
finden kann.

Ganz ebenso zeigt man, dafl die Funktion nach unten beschrankt
ist und eine untere Grenze besitzt.

Satz 4: Eine vn einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion

besitzt evn Maximum und ein Minimum, d. h. eine Stelle, wo sie

y ibrer oberen Grenze gleich wird (Maxi-

mum), und eine Stelle, wo sie ihrer un-
teren Grenze gleich wird (Minimum).

Ich bestimme eine unendliche Folge von

der oberen Grenze ndhern. z;, Z,, ...
seien die zugehorigen Abszissen. Diese be-
sitzen einen Héufungspunkt & Dann ist f(£) der oberen Grenze
gleich. Denn wegen der Stetigkeit ist /(&) = lim f(x,) = hm y,,
Ebenso beweist man die Exi- n>e

stenz des Minimurs.

Fig. 13.

] Ordinaten, ¥y, ¥s, - - ., die sich unbegrenzt

M
o /b\
m m
Fig. 16 Fig. 17.

In den Fig. 15, 16, 17 sind verschiedene Falle veranschaulicht.
Dort sind Maxima mit M, Minima mit m bezeichnet.

§ 4. Mittelbare und inverse Funktionen. I. y = f(u) sei eine
stetige Funktion von u; zugleich sei aber u = @ (z) eine stetige
Funktion von z. Dann ist die mattelbare Funktion y = f (p(2))
auch eine stetige Funktion von z. Dennesist |f(u) —f(a) | <e,
sobald |# —a| <d(). Nun sei a =¢(). Dann ist | (z)
—@(c)]| < b(), sobald | z — ¢ | <n{dE)}, bei passender
Wahl der Funktion n!d}. Alsoist [f(p(®) —f(p)]| <e,
sobald |z —¢| <7 Also ist f(@(x) stetig.

II. y = f(x) sei im Intervall ¢ < = < b stetig und monoton
z. B. standig wachsend, und es sei f(a) = 4, f(b) = B; dann
nimmt, wie wir im vorigen Paragraphen auf S.61 sahen, f(z)
Jeden Wert zwischen 4 und B im Intervall an. Hier kénnen wir
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wegen der Monotonitidt noch hinzufiigen, daf die Funktion jeden
Jwischenwert nur einmal annimmt, wenn sie nicht stickweise
konstant ist. Diesen Fall wollen wir ausschlieBen. Es soll also
fir @y > o, immer auch f(z,) > f(x,), nie f(xy) = f(x,) sein.
Dann gehort zu jeder Ordinate y nur
eine Abszisse x zwischen a und b, wo
diese Ordinate statthat. So wird die A+ef-roeeenens .
Abszisse x eine im ganzen Intervall 4 4 :
bis B eindeutig definierte z = @ (). Das ™[ 777/ :
ist die Umkehrungsfunktion oder die in-
verse Funktion von y = f (). Wir wollen : .
zeigen, dall diese iberall zwischen 4 und a=g, S “‘:“’z o
B eindeutig definierte Funktion wieder
stetigist. Am bequemsten liest man dies
aus der Fig. 18 ab, in der wir die beiden Funktionen y = f(x) und
¢ = @ (y) veranschaulicht haben, ndmlich die eine oder die andere,
je nachdem man z oder y als die unabhéngige Variable ansieht.
y = f(x) ist nach Voraussetzung eine stetige Funktion von z.
D.h. zu jedem & kann man ein § () so bestimmen, daB fir alle
|z —a| << d(e) immer | f(x) —f(a) | <& Setzen wir 4 = f(a)
und markieren auf der Ordinatenachse y = A sowiey = 4 —e¢
und y = A + &. Dann kénnen wir, wie in der Figur geschehen,
sofort das Intervall auf der z-Achse bestimmen, in welchem die
Funktion die Werte zwischen 4 — ¢ und 4 + ¢ annimmt. Fir
alle  aus dem Intervall ¢ — 8, () < = < a + 0,() ist immer
|f(z) —A| <e [Das d() in der obigen Formulierung der
Stetigkeit ist einfach die kleinere der beiden Zahlen §; und 9,,
also hier einfach d,.] Diese Konstruktion lafit sich far jedes hin-
reichend kleine positive ¢ austithren. Nun zur inversen Funktion.
Man liest aus der Figur ohne weiteres ab, daf immer dann, wenn die
Ordinate y dem Intervall 4 —e <<y << 4 -+ ¢ angehdrt, not-
wendig auch die Abszisse z dem Intervalle — 6, <z << a 4 J,
angehdren muB. Anders ausgedriickt besagt dies, daf immer
lp(y) —a| < ;) ist, sobald nur |y — A4 | <e. Diese Aus-
sage enthalt die Stetigkeit der inversen Funktion, sobald man
nur noch beachtet, daB man das ¢, von dem wir ausgingen, so
einrichten kann, dal d,(¢) unter einer gegebenen Grenze liegt.
Beispiel: Der eben bewiesene Satz lehrt uns an jeder Stelle,
wo sin y wichst oder fillt, die Stetigkeit von arcsin z. In der
Umgebung der Stellen, die der Sinus nicht wachsend oder fallend
passiert (das sind die Maxima und Minima der Funktion) ist der
arcussinus nicht eindeutig. Anschaulich macht sich das der Leser
am besten an Fig. 4 S.10 klar. Sie stellt ja sowohl y = sin z
wie z = arcsin y dar. Ebenso erschlieBt man die Stetigkeit von

o
arcuscosinus und arcustangens. Ebenso erkennt man, da8 }/z
eine stetige Funktion von & 1st.

¥

Fig. 18.
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V. Differentialrechnung.

§ 1. Definition des Differentialquotienten. Die Veranlassung
zur Bildung des mathematischen Begriffes des Differential-
quotienten bietet die geometrische Vorstellung der Richtung, in
der eine gezeichnete Kurve einen ihrer Punkte passiert, oder auch
die mechanische Vorstellung der Geschwindigkeit, die einem be-
weglichen Korper in einem gegebenen Moment zukommt. Wenn
man annimmt, da die Fortbewegung immer gleich rasch erfolgt,
so versteht jedermann unter der Geschwindigkeit der Bewegung
den Quotienten des zuriickgelegten Weges durch die dazu ver-
brauchte Zeit. (Sie ist also der in der Zeiteinheit zuriickgelegte
Weg.) Wenn aber die Bewegung nicht immer gleich rasch oder
gleich langsam vor sich geht, so kann ich natirlich auch diesen
Quotienten bilden, aber er wird dann nur noch die Bedeutung
einer durchschnittlichen Geschwindigkeit haben. Wenn ich mich
aber immer so bewege, daB ich die gefundene Durchschnitts-
geschwindigkeit einhalte, dann komme ich ebenso rasch ans Ziel,
wie wenn ich genau die Art der Bewegung einhalte, von der wir
ausgingen. Aber in den Zwischenzeiten werde ich mich bei beiden
Arten der Bewegung nicht immer am gleichen Ort befinden, son-
dernich werde bald einen Vorsprung haben, bald werde ich zuriick-
bleiben. Wenn ich fir eine andere Zeitspanne den Quotienten
Weg durch Zeit bilde, so werde ich bei der gleichférmigen Be-
wegung immer denselben Wert erhalten. Denn dabei komme ich
in jeder Zeiteinheit des Bewegungsverlaufes immer um gleich
viel voran. Wenn ich aber fiir die ungleichform'ge Bewegung
wihrend verschiedener Zeitspannen die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit bestimme, so werde ich jedesmal einen anderen
Wert bekommen, weil ich mich bald rascher und bald langsamer
bewege. Trotz allem habe ich die Vorstellung, daB ich in jedem
Augenblick eine bestimmte Geschwindigkeit einhalte. Es fragt
sich, welche der verschiedenen Durchschnittsgeschwindigkeiten
ich als die wirkliche, in einem Zeitmoment zutreffende, ansehen
soll. Wenn ich aber nun eine gewisse Zeitlang eine gefundene
Durchschnittsgeschwindigkeit einhalte, so beschreibe ich jedoch
eine andere Bewegung als die, von der ich die Durchschnitts-
geschwindigkeit entnahm. Also kannich keine der Durchschnitts-
geschwindigkeiten brauchen, solange ich sie wahrend einer ge-
wissen Zeitspanne wirken lassen will. Da kommt uns nun die Vor-
stellung zu Hilfe, daB die wirkliche Geschwindigkeit von der
durchschnittlichen um so weniger abweichen wird, fiir je kleinere
Zeitraume wir den Durchschnitt bilden. So kommen wir iberein,
unter der Geschwindigkeit in einem Zeitmoment t den Grenzwert der
Durchschnittsgeschwindigkest fiir verschwindende Zeitlingen zu ver-
stehen. Sei also der zuriickgelegte Weg s(f). Zwischen dem
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Zeitpunkt ¢ und dem Zeitpunkt ¢ + At ist somit der Weg
s(t + At) — s(t) zuriickgelegt. Dann ist der Differenzenquotient

bs _ sCHA)—=50) i, gurchschnittliche Geschwindigkeit.

At At

Unter der Geschwindigkeit zur Zeit ¢ verstehen wir den Grenzwert
ds 1 s(t4- At)—s(b) . .

gt = dm Wir lesen dies ds nach dt und nennen

At->0

dies den (ersten) Differentialquotienten oder die (erste) Ableitung
der Funktion s(f) nach ¢. Sie ist selbst wieder eine Funktion von
t und wird als solche auch mit s’(¢) bezeichnet.

Zu ganz ihnlichen Uberlegungen fiihrt die Betrachtung der
Richtung einer Kurve y = f(z). Hine Sehne, die zwei Kurven-
punkte verbindet, gibt nir- ¢
gends die genaue Richtung
der Kurve an, sondern nur
eine gewisse durchschnitt-
liche Richtung. Je néher
wir aber die beiden durch
die  Sehne verbundenen
Punkte aneinander legen,
um so genauer fillt die
Sehne mit der Kurve zu- z
sammen, und um so genauer Fig. 19.
wird sie im Punkt P die Richtung der Kurve angeben. Ich habe
versucht, das in der Fig. 19 zu veranschaulichen. So kommen
wir auch hier dazu, unter der Richtung der Kurve in einem
ihrer Punkte (z, y) den Grenzwert

dy _ {4+ o) —f(2)
de =m0 Ay

Azx>0

zu verstehen. Wir bezeichnen ihn auch mit f'(x). Der Leser sieht
ohne weiteres, wie die Sehne beim Zusammenricken ihrer beiden
Schnittpunkte mit der Kurve in die Tangente der Kurve iber-
geht oder vielmehr in die Gerade, die wir in unserer Anschauung
Tangente der Kurve nennen werden. Die Tangente ist erreicht,
sowie die beiden Schnittpunkte zusammenfallen. Wir definieren
also und geben damit unserer Vorstellung einen bestimmten be-
grifflichen Inhalt: Unter der Tangente an einer Kurve y = f(z)
im Punkte (z, y) verstehen wir esne Gerade, die durch diesen Punkt
geht und dabei mit der positiven z-Achse einen Winkel bildet, dessen

tangens gleich 3% ast. Ist der Kurvenpunkt (&, n) (n = f (&), so

lautet die Gleichung der Tangente y —n=7f'(&) (z — &).
Unsere Betrachtung 1i8t erkennen, daB die Richtung der Tan-
gente Grenzwert der Richtungen der verschiedenen den Beriih-
rungspunkt passierenden Sehnen ist.

Teubners techn. Leitf. {: Bieb erbach, Differentialrechnung. 3. Aufl, 5
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Der Leser erkennt auch, daf3 wir im Grunde oben bei den Ge-
schwindigkeiten und jetzt bei den Richtungen die gleichen Uber-
legungen angestellt haben. Die Ubereinstimmung wird noch deut-
licher, sowie wir die Funktion s = s(t), die die Bewegung angab,
graphisch darstellen. Dann wird der Richtungstangens einer
Sehne eine durchschnittliche Geschwindigkeit. Die Sehne selbst
kennzeichnet den Zusammenhang zwischen Weg und Zeit bei
einer Bewegung, die diese (konstante) Geschwindigkeit immer
einhilt, und zeigt, wie beide voneinander abweichen. Je kiirzer
das Zeitintérvall ist, fir das wir die Durchschnittsgeschwindig-
keit bilden, um so naher liegen die Schnittpunkte der Sehne bei-
einander. Um so besser approximiert die gleichférmige ,,Durch-
schnittshewegung*’ die wirklich stattfindende. Die Geschwindig-
keit im Zeitmoment selbst ist der Richtungstangens der Kurven-
tangente, die fiir ein sehr kleines Intervall die wirkliche Bewegung
sehr gut darstellt. Wie gut die Approximation einer Kurve durch
ihre Tangente ist, wird uns im néchsten Kapitel eingehend be-
schiftigen. Festzustellen, wie man aus den verschiedenen Augen-
blicksgeschwindigkeiten, deren jede nur eine verschwindende
Zeitspanne lang vorhanden ist, riickwarts doch wieder die tat-
sichliche Bewegung aufbauen kann, wird eine der Aufgaben der
Integralrechnung sein.

Bei den Anwendungen wird es ebensowenig wie beim Rechnen
mit Irrationalzahlen nétig sein, den Grenzitbergang véllig aus-
zufithren. Man wird da immer ohne merklichen Unterschied eine
Kurve durch ein Sehnenpolygon von geniigend vielen Seiten er-
setzen. Wie weit man da gehen muB, richtet sich nach der jeweils
angestrebten Genauigkeit. Die reine Mathematik zieht es indessen
vor, mit absolut genauen GréB8en zu rechnen, weil man dann die
Miihe spart, jedesmal die Genauigkeit eines Resultates besonders
anzugeben. Daneben tritt dann die fiir die Praxis wichtige Auf-
gabe auf, festzustellen, wie genau die beim Grenziibergang durch-
laufenen Zahlen den wirklichen Wert approximieren und statt
desselben verwendungsfahig sind. Das ist eine Aufgabe, welche
uns dhnlich auch bei den unendlichen Reihen vorgelegen hat.
Beides soll, wie dort, getrennt behandelt werden.

Bemerkungen: 1.Im Differentialquotienten liegt wieder
ein Beispiel fiir den Grenzwert eines Quotientsen&:l%—_M
vor, den man nicht nach der Quotientenregel bilden kann, weil
man sonst nur das nach wie vor unbestimmte Resultat 2 ge-
winnen wiirde. 2. Eine Funktion, die an einer Stelle einen Diffe-
rentialquotienten besitzt, nennen wir an dieser Stelle differenzier-
bar. Die Existenz eines Differentialquotienten ist keine Folge der
Stetigkeit einer Funktion, sondern eine selbstdndige Eigenschaft
neben dieser. Einige Beispiele sollen dies klarlegen. Die Funktion
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y=zfur0=2=<12,y=1—zcfur1/2 <2 <1, die in Fig. 5
5. 11 dargestellt ist, ist stetig, und doch wird der oberste Punkt
von der Kurve nicht in ein und derselben bestimmten Richtung
durchlaufen, sondern es findet dort ein sprungweiser Richtungs-
wechsel statt. Wird doch die Kurve in der ersten Halfte immer
in der Richtung der ersten Geraden durchlaufen. Vom obersten
Punkt an miissen wir uns jedoch in Richtung der zweiten Geraden
fortbewegen. Auch die Rechnung ergibt, daB der Grenzwert
L L2+ A) —12

— 1 existiert, ebenso wie der Grenz-
Azxz>+0 Az 1
wert lim 12 +A4z)—1/2 = -} 1; aber beide sind voneinander ver-
Azx>—0 Az

schieden. Der Leser sieht, wie hier zwar von einem vorderen und
einem hinteren Differentialquotienten gesprochen werden kann,
aber nicht von einer Richtung der Kurve schlechthin, weil bei der
Definition des Differentialquotienten lim [t b2) —f(2) an-

Az>0 Az
genommen ist, dal A(x) positive und negative Werte durch-
lauft. Ein weiteres Beispiel wird durch die Funktion

[y=a:sin%(a:=i=0), y =0 fir a:=0]

geliefert, die bei z = 0 stetig ist. Denn fiir | 2| << & ist auch

l z sin % < ¢. Aber sie ist bei £ = 0 nicht differenzierbar. Denn
der Differenzenquotient f—(mh—_m wird hier fir £ =0 zu
hsin L~ . .
— = sin W Aber wir wissen schon von S. 59, daB lim sin 53

nicht existiert. Betrachten wir aber
[y =xzsin%fi'1r z =0, und y = 0 fiir a:=0:|,

so haben wir, wie man leicht sieht, wieder eine differenzierbare

sin & —0
Funktion. Denn es ist f(0) = im — = 0.
h>0

Diesen Bemerkungen gegeniiber besitzt der folgende Satz eine
besondere Bedeutung. Wenn f(z) in einem z = z, enthaltenden
Intervall eindeutig definiert ist und wenn f(x) an der Stelle x = z,
differenzierbar ist, so ist f(x) an der Stelle z = z, auch stetig.
Denn sei lim /(&M —1(2) _

E>0 h
gewissen Grenze | f(xy + h) —f (%) | << (| m |+1)|k]. Daher ist
lim f(zy + k) = f(x,), also f(x) bei z = x, stetig.
h->»0

m, so ist fir alle | k | unter einer

5*
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Beispiele:
1.y=ax+b vy —hma(z_}_h)-{_b—(”"_b):a_
h>0
2. y =2, Parabel, y —hm(z+h) —= =lim2z+limh=2z.
k>0 h>0 h>0
8. y=-+1/ri—at (Ereis)t) y'=lim V" —E LN Vi ot
h>0 ’
— lim —2hz — h?
1ok (V= o B + V/ri— )
—2z h
h—»o]/rZ——(:c—i—h) +yre—g? /,—>0Vr2—(z—|—h)2 Vri—at
% 2
C Yr—g Yy

§ 2. Differentiationsregeln. Wir gehen nun zur systematischen
Betrachtung der verschiedenen elementaren Funktionen und zur
Bestimmung ihrer Differentialquotienten iber.2)

1. Die Ableitung (= Differentialquotient) der Konstanten ist
(2) + 8@ —y@ __c—e _ 0

Az -

Null. Sei némlich y =¢, so ist ¥

A Az
also auch lim =¥ =y = 0.
rz->0D T y
2. Die Potenz y = 2" (n positiv und ganz) liefert y’ = nan—1,
(—L—lﬁ“ 7" namlich ist von der Form
‘i:vzl;;' = a1t an2h 4 a3 ... L bl
Also wird

(03+AA-’D): — " (x-{-Az)"*l—}—(a:—{—Ax)“‘zw
+ (2 Ag)2at e g,

n__
Daher finden wir lim (etAz)t—an
Az>0 Az

8. y = sin z liefert y' = cos #. Denn es wird

sin (z+h) —sinz _ gin z cosh—1 + cosz El%“h.

[ h
Nun ist aber |9%F =11 < 5 (nachS 55). Alsolim &P —1 _¢
ok a0 R

Ferner nach $. 55 lmsm—h =1. Also y' = cos z.

B a0 B
1) Wir halten immer das positive Vorzeichen der Wurzel fest, be-
trachten also den oberhalb der z-Achse gelegenen Halbkreis.
2) Alle in der Folge vorkommenden Funktionszeichen bedeuten
differenzierbare Funktionen.

=n- gL
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4. y = cos z liefert ¥y’ = — sin . Denn es wird
cos(z +h) —cosz cosxgb?s;;i—f}——snxgu—;;f-

Allgemeine Regeln: 5.Der Differentialquotient einer
Summe ist gleich der Summe der Differentialquotienten der
Summanden. Denn es wird

fet+h+o+h)—Fo+o@) f(w-l-h)——f(w)

llm i

>0 /l—)O

: k) — @ (2)
lim 2@+ 1) — (@) ,
+ >0 h
wofern die beiden Grenzwerte rechts existieren. Die Ausdehnung
auf beliebig viele Summanden in endlicher Zahl leuchtet ein.
6. Wenn y = f(z) - ¢(x), und wenn beide Funktionen diffe-
renzierbar (und stetig) sind, so ist auch das Produkt differenzier-

bar, und es wird y' = f(z) ¢’ (z) + f' ()@ (x). Denn es ist
f(m-i-AfB)'P(fC-l-Am)—f(m)W(x)

A T
f<z+A:c)¢<w+Ax)—f<z>¢<a:+Ax)+f(g>g@+Az)-f(z)q»(z)
A
Also wird e
ai=lim g+ aat et L2 =1 4 tim pet 80— (@)

= g(2)f'(z) + {(2) ¢/ ().

Beispiel: y=2xsinz, gy =sinz -4 zcosz.

7. Wenn wieder f(z) und (p (z) differenzierbare Funktionen sind,

so ist der Quotient y = -ﬁ tiberall da differenzierbar, wo der
Nenner nicht verschwindet, und manhat y’: e@f (ﬁ,))(;)f]z(z)w @),

Denn es ist

f(e+Az) f(z)

pz+82) ¢(@)_f(e+A2)p@) —f(2)e(@+Ad)
Az Azp(z)p(z+ Ax)

e -|—Aa:)—f(:c))_l__f(z)((p(z)—_—q)(z-i-A:cn)_

T Azp(@)p(z+ L2 Azp(2)p(z + Ag)

Anwendungen: 8. y = z~% = —11,; gibt

’ -_—n— 1
y=(—mnz 1—_-—"5;;[;{

Die Regel fiir die Differentiation der Potenz gilt also auch fir
negative ganze Exponenten.
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. ’ 1
9. y—tgx( 0123:) gibt y—»(;sz»—l—}-tgm
(Siehe Regel 7.)
. , 1
10. y~ctg:1;( uf:) gibt y —_——éinzz-z—(l—i—ctgzx).
(Siehe Regel 7).
11. Die mittelbare Funktion y = f (u(x)) liefert y' = gﬂ C o=

Denn es wird

flue+ Am) —fu@) _ flu+bw)—f(w),
Az Az

fu+ A‘u) g 4] — @)

Wegen lim

Au->0
hat man aber L{u—l_—AA’?:(i) = f (u) + ¢(Au)
oder flu4 Au) —f@) =f wAu + c(Au)Au,

wo lim ¢ (Au) = 0 ist. Daher wird
Au—>0

Pt =10 _ pw) R + o (Au) 5o

Da aber fiir Az — 0 auch A« — 0 gilt, so hat man weiter

f( A“‘)_"f(’“’) —_ f ( df du

y—hm )da: du dz’

Az >0
Das Resultat ist also so zu verstehen, daB man erst die Funktion
f () nach w differenziert; in der so gefundenen Funktion hat man
wieder 4 = u(z) einzutragen. Dies Ergebnis hat man noch mit «’
zu multiplizieren. (Die gefundene Formel heiBt auch Ketten-
regel.)

Beispiel: y = cos?z liefert
y' = 2cos &+ (— sin 2) = — 2 sin & €08 .

12. Die inverse Funktion. Es sel y=/(z) monoton

(wachsend oder abnehmend) und z = @(y) die auf S.68 ein-

gefithrte Umkehrungsfunktion. Dann ist lim g_a; =—

Ay>0 Yy lim ﬁ?ﬁ
Az>»0 Az
Also g‘% = ,1,.1,1 oder ¢'(y) = . Man kann also ¢’ (y) erhalten,

indem man das reziproke von f' () bildet und darin z durch y
ausdriickt. Die Umkehrungsfunktion ¢(y) von f(z) ist also
differenzierbar, wenn f(z) differenzierbar ist.
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1 1

18. Beispiel: y =z" gibt ¢y =

31'—‘

, 80 daf die Potenz-
regel auch hier wieder gilt. Denn es ist z = y*. Also &’ = ny*~ 1L
1 1
,_ 11 . _om, ., 1 Tt
Also Y= pi- Also endlich, da y = = Y= .
m 2\m m1
14. Beispiel: y = z" = (a:") gibt 3y = ;ﬁx” " Die
Potenzregel gilt somit fiir beliebige positive und negative rationale

Exponenten. Thre Giiltigkeit fiir irrationale Exponenten werden
wir erst spater (S. 78) gewinnen.

15. y = aresin z gibt y' = Denn z = sin y gibt

Vi—a*
2 =cosy =1 —22

Hierdurch ist auch das Vorzeichen bestimmt, das man im SchluB-

resultat der J/1 — z% geben muB. Es ist namlich das gleiche, wie
das von cos y.

. 1

16. y = arecos z gibt 4’ = - -,
y A

= —siny = )1 — a?.

Denn z = cos y gibt

Hier ist nun als Vorzeichen der Wurzel das dem von sin y
entgegengesetzte zu nehmen

17. y = arctg = gibt —x T + 3. Denn z=tg y gibt

‘;x—1+tg y =1+ a
1
18. y = arcctg x gibt E=—I—+Tu'

‘Wir haben damit die hauptsachlichsten Funktionen differen-
zieren gelernt. Nur die Exponentialfunktion und der Logarithmus
stehen noch aus. Diese wollen wir erst im néchsten Paragraphen
vornehmen, da wir etwas ausfithrlicher dabei verweilen miissen.
Auch von der Differentiation der impliziten Funktionen war noch
nicht die Rede und von der Verallgemeinerung der Kettenregel,
die sich ergibt, wenn ich in einer Funktion von zwei oder mehr
Variablen fiir die Variablen Funktionen von z eingetragen denke.
So erhalte ich eine neue Funktion von . Fiir ihre Differentiation
gilt eine ahnliche Regel, wie wir sie bei den mittelbaren Funktionen
von einer Variablen fanden. Wir wollen aber die nihere Betrach-
tung bis an eine spétere Stelle verschieben (8322), weil wir erst
dazu einiges aus der Theorie der Funktionen von mehreren Varia-
blen lernen miissen. Wir kénnen das um so eher tun, als man
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fast immer mit dem auskommen wird, was wir hier bisher?) be-
sprochen haben. Das gilt auch von den impliziten Funktionen,
welchen wir vorbehaltlich einer spateren ausfiihrlichen Erorte-
rung noch ein paar Worte widmen wollen. Wir wollen am Beispiel
der algebraischen Funktionen eine Regel kennenlernen, die wir
spater allgemein bestétigt finden werden. Bevor wir das tun,
miissen wir erst eine Benennung einfithren. Es sei eine Funktion
2= f(x, y) von zwei Variablen vorgelegt. Wenn ich eine der
beiden Variablen festhalte und nur die andere sich dndern lasse,
so erhalte ich jedesmal eine Funktion dieser anderen Variablen.
Wir wollen annehmen, diese seien differenzierbar. Man nennt die
so gebildeten Ableitungen der Funktion f(z, y) nach z oder nach
y partielle Ableitungen von f nach x bzw. nach y und bezeichnet

sio mit % —, und g_fy —f,. Es ist also definiert
fz = b_a: = llm —_—— "W*'h- ———

>0
und analog aal = f,. Der Grenziibergang ist jedesmal bei fest-
gehaltenen z und y auszufiithren.

19. Differentiation der algebraischen Funktionen:
Durch die algebraische Gleichung f(«, y) = 0 sei die algebraische
Funktion y = y(x) definiert. Um sie zu differenzieren — daf
sie immer differenzierbar ist, werden wir erst spéter lernen, doch
kennen wir vom Kreis und der Ellipse her Beispiele solcher diffe-
renzierbaren Funktionen — haben wir es nicht nétig, erst die
Gleichung explizite nach y aufzulosen. Man kann einfacher vor-
gehen. Denken wir uns ndmlich die Gleichung aufgelost und y ()
bestimmt. Tragen wir dies in die Gleichung ein, so ist diese iden-
tisch erfallt fiir alle 2. Wir haben also einen Ausdruck von dieser

Form o .
Sagat (y(x)F,

der fiir alle « verschwindet. Daher mu8 auch seine Ableitung nach
z verschwinden, weil wir ja gelernt haben, daB der Differential-
quotient einer Konstanten Null ist. Wir finden daher nach der

Produktregel, daBZa,- k(i i1 (y (@) + 'k (y (@)1 %Z) =0

ist. Diesen Ausdruck kénnen wir nun anders schreiben, nim-
lich so:

2 iana @) + Y D kagai (@),

Hier steht nun in der ersten Summe offenbar weiter nichts als
die partielle Ableitung von f(z, y) nach z, und in der zweiten

1) Vgl. auch noch die ,,Jogarithmische Differentiation‘* S. 80.
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Summe ste}}t die partielle Ableitung von f(z, y) nach y. Also
finden wir gi; + 9y ;—f = 0. Und daraus ergibt sich, falls nicht
an der betrachteten Stelle der algebraischen Kurve die partielle

_o
Ableitung f, verschwindet, y = # = ]7:“ Um also die
v
dy

Richtung einer algebraischen Kurve in einem threr Punlkte zu be-
stimmen, habe ich nur in diesem Ausdruck fir « und y die Koordi-
naten des betreffenden Punktes einzutragen. Das ist eine Regel
fir die Differentiation impliziter Funktionen, die wir auf S. 126
allgemein bestétigt finden werden.

Bemerkungen: 1. Wir haben in diesem Paragraphen immer
angenommen, daB die Funktionen, die wir betrachteten, alle
differenzierbar waren. Unter dieser Voraussetzung haben wir
die Regel fir die Differentiation eines Produktes f(z)¢(z) ab-
geleitet. Wir haben angenommen, daB sowohl f(z) wie ¢ (z)
differenzierbar seien. Hier wollen wir nun bemerken, daB} ein
Produkt unter Umstinden auch einmal an einer Stelle differen-
zierbar sein kann, an der die Faktoren nicht differenzierbar sind.
Ich will dafir kein zu triviales Beispiel geben, das sich schon

darbote, wenn ich nur das Produkt f(z) - ﬁ =1 betrachte,

in dem f(x) an einer Stelle nicht differenzierbar ist. Das Produkt
1 ist aber auch dort differenzierbar. Ich will ein etwas kompli-
zierteres Beispiel nehmen. Schon auf 8. 60 haben wir konstatiert,

daBl die Funktion y = «%sin —i auch bei x =0 stetig ist, wenn

wir thr dort den Wert Null beilegen, obschon dort sin % selbst nicht
stetig ist, welchen Wert wir ihm auch dort beilegen, weil ja der

lim sin % nicht existiert. 8.67 sahen wir sogar, daf sie auch bei
x>0
« = O differenzierbar ist, obwohl sich an dieser Stelle die Anwen-

dung der Punktregel verbietet.

2. Wir wollen zum SchluBl dieses Paragraphen noch zeigen,
wie unsere Betrachtungen zum Beweis des binomischen Satzes
verwandt werden konnen. Wir wollen (@ 4+ z)* nach Potenzen
von z ordnen. Wir wissen von vornherein, daf ein Ausdruck von
dieser Gestalt ¢y + ¢;z + cpa® 4 - -+ + ¢, 2" mit konstanten
Koeffizienten ¢; herauskommen muB. Durch niheres Eingehen
auf den ProzeB des Ausmultiplizierens ist es auch nicht schwer,
diese Koeffizienten zu bestimmen. Wir wollen aber anders vor-
gehen. Wir wissen namlich, daBl die Gleichung

(@4 o) —cg—cyx —cga? —.vo —cz" =0
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fir alle x erfilllt ist. Es steht also links eine Funktion von =z,
die fiir alle z verschwindet. Also ist ihre Ableitung auch Null.
Hiervon wollen wir Gebrauch machen. Wir finden also, daB fiir
alle z auch die folgende Gleichung richtig ist:

n(a 4+ a1 —e¢; — 2oz —8eg22 — - —ne a1 = 0.

Aus dem angegebenen Grunde muBl auch die Ableitung der jetzt
links stehenden Funktion fiir alle x verschwinden. Das liefert

o n—1)(a + o2 —2¢, — 6cy2 —12¢32, —

—n(n—1)¢,az"2 =0.

Auch hier muB wieder die Ableitung der linken Seite verschwin-
den. 8o bekommen wir eine Reihe von Gleichungen, aus welchen
wir, wie ich jetzt zeigen werde, die Koeffizienten bestimmen
konnen. Tragen wir in der ersten Gleichung z = 0 ein, so finden
wir ¢y = a®. Tragen wir nun die zweite Gleichung £ = 0 ein,
so finden wir na®~! =¢,. Ebenso liefert die dritte Gleichung

¢y = 11(—71‘—_2#) a"~2. Allgemein finden wir auf diesem Wege

= —2)--- (n—k 1) ,_
kST g 3 % "=k,

Das sind bis auf die Faktoren a”—* die sogenannten Binomial-

koeffizienten (;:) = k'—(ﬁn"—!fﬁ)_' . Das SchluBresultat

a -+ z)"=a" 4 na""tx 4 a2y -+
( ) 1 ( 1) 2 2
heiBt der binomische Satz.

§ 3. Die Exponentialfunktion und der Logarithmus. Die Ex-
ponentialfunktion bezeichnen wir mit y = a® Dabei soll a eine
positive Zahl sein. Was man unter a® fiir ein rationales z versteht,

1
sehen wir als bekannt an. Wir bemerken nur, daB z.B. a®
an sich zwei Werte hat, einen positiven und einen negativen.
Wir verwenden immer den positiven. Die hiermit fiir rationale
z erklarte Funktion y = a® ist also stets positiv. Wenn a > 1,
so nimmt sie mit wachsendem 2 stets zu. Wenn a < 1, so nimmt
sie mit wachsendem z stets ab. Da beide Falle durch einen Vor-
zeichenwechsel von 'z aufeinander zuriickgefithrt werden kénnen,
50 wollen wir fiir die weitere Betrachtung a > 1 annehmen.Wir
wollen zunéchst ein paar Worte tiber die Erklirung der Exponen-
tialfunktion fiir irrationales z sagen. Dazu will ich zunichst
zeigen, daB lim a® = 1, wenn z durch rationale Werte der Null

z-»0
zustrebt. Dazu geniigt es wegen der Monotonitdt von a® anzu-
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nehmen, daB ¢ die positiven oder negativen reziproken ganzen
1

Zahlen durchliuft. Wir betrachten erst lima®. Wir wollen

n>x
1

zeigen, daB von einem zu bestimmenden n an [a* —1 | <&

ist, wenn & eine gegebene positive Zahl bedeutet. DaB ein Grenz-
1

wert existiert, ist ohne weiteres klar. Denn a” nimmt mit
wachsendem 7 stets ab und ist immer groBer als 1. Nun suchen
wir ein n, fir das %< 14 ¢, d.h. fir das ¢ < (1 + &)*. Nun
ist aber (1 + &)"> 14 ne.l) Bestimmen wir also n so, daB
a < 1 -+ ne, so ist erst recht @ << (1 + ¢)*. So finden wir: Fuar

n> %L ist stets |¥a —1|<e. Ahnlich ist der Fall nega-

&
1

tiver Exponenten zu behandeln. Fiir welche n wird 1 — a "< g?
Dann ist der Fall, wenn a < ( 1 )n= (1 -+ i )n. Nun ist

1—e 1—e¢

wieder

(L+=) >+

1—e

1
So finden wir: Es ist ‘ a "—1 ‘ <, sobald n> @~ 1)3(1 —e) .

Aus den beiden gefundenen Ungleichungen entnehmen wir

lim a® = 1, wenn x rationale Werte durchlauft.
z>0

Nun betrachten wir allgemein den Grenzwert lim a®, wobei
T-> T,

wieder x durch rationale Werte sich x, nihern moge. x, kann
dabei rational oder irrational sein. Dafl der Grenzwert existiert,
folgt wieder aus der Monotonitéit in Verbindung mit der Tatsache,
daB alle verwendeten Werte der Exponentialfunktion kleiner sind
als a¥, wo M irgendeine rationale Zahl groler als x, bedeutet.
Daherist| a® —a% | =a%|a® = —1| < a¥|an"= —1|. Wie
wir gerade vorhin gesehen haben, gibt es dann ein 6 (¢), so da
fiir | 2y — 2, | < 0(¢) dieser Ausdruck kleiner als ¢ wird. Daher
existiert nach dem allgemeinen Konvergenzprinzip in seiner An-

wendung auf Funktionen (s. S. 57) der Grenzwert lim a®. Wenn
>z, X

man die eben vorgenommene Betrachtung mit z, = z, wieder-

holt, so sieht man, daB fiir rationales z, der Grenzwert lim a® = a%
>z,

ist. Fur irrationales x, aber erkliren wir a* durch den Grenz-

wert, lim a®. Die so jetzt iberall erklirte Exponentialfunktion
TF>x, | . . .

ist ersichtlich eine monoton wachsende Funktion. Sie ist aber

1) Man sieht dies sofort, wenn man auf (1 4 ¢)* den binomischen
Satz anwendet.
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auch eine stetige Funktion. Dazu miissen wir nur erkennen, daB

lim a® = a®*, wenn wir « nun durch belicbige Werte sich «,
z-> T,
niahern lassen und nicht nur durch rationale, wie vorhin. Fiir

rationale xz-Werte wissen wir aber bereits, daB | a™ — a®| <e,
sobald |  — x4 | < d(e), d. h. wir kénnen zu jedem ¢ ein solches
0 (¢) bestimmen. Wegen der Monotonitét gilt aber dann |a® —a®|
< ¢ nicht allein fiir die rationalen z-Werte, die der Ungleichung
| £ — g | << §(c) geniigen, sondern auch fiir die irrationalen.
Also ist die Stetigkeit der Exponentialfunktion sichergestellt.
DaB auch die gewshnlichen Rechenregeln fir die Exponential-
funktion allgemein gelten, folgt wieder aus der Giiltigkeit fiir
rationale z durch den Grenziibergang, der zur Definition der
Funktion fir beliebige « fithrte.

Die Umkehrungsfunktion der monotonen Funktion y = a®
sei © = log y (siehe IV. § 4 S. 62£.). Sie heiit Logarithmus zur

Basis a. Sie ist eine fiir alle positiven y erklarte stetige Funktion.
Wir gehen nun zur Differentiation dieses Logarithmus iber.

Vorab miissen wir dazu noch den lim (1 + %)x untersuchen,
x>
Wir konnen uns dabei auf ganzzahlige z beschrinken. Sei nim-

lich .z>0und n <z < n 4+ 1, dann ist auch

(+ ) <e+3) <0+
Denn es ist %gigv}rﬁ, also 14"‘3‘,‘21‘5‘:,'21"‘,7_}_‘1"

Dann wird (1 + ;qu_—l)né (1 + %)“é (1 + %)“

und (+ ) 20 +2) 20+

n z

Daraus folgt —-————1—~) < (1 -+ ;)zé (1 + %)" (1 + %) .

Wenn also fir ganzzahliges n der lim (1 + %)ﬂ existiert, so ist
R->oo

fiir beliebiges = notwendig

i 1+ 1) =m 1+ 2)

zre n-> o
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Sei II. x << 0. Ich schreibe £ == — y. Dann habe ich den Aus-
druck (1 + —i—)z = (1 — %)*" zu betrachten. Ich finde

(=) =G0 =+ 20) =+ ) (5 )

Existiert also der lim (1 —+ l)", so existiert auch der
Y>> y

lim (1 + ~—~)y~1 und ist ihm gleich. Daher auch

y>o

R AT Ry (T

£>-> y>o y>» y—1

_hm(1+ )

Y>>
Also alles in allem konnen wir uns tatsichlich auf die Unter-

suchung des Grenzwertes lim (1 4~ ) fiir ganze positive n be-

n—>o0
schrinken. Nach dem binomischen Satz (8. 74) ist nun aber

N O R
FH-3)-mg)

Mit wachsendem n nimmt dieser Ausdruck zu. Denn es kommen
immer neue Glieder hinzu, und die in den vorhandenen Awus-
driticken stehenden XKlammern nadhern sich wachsend der 1.

Ferner sieht man, daB der Ausdruck immer groBer ist als 2. Er
ist weiter immer kleiner als

1 11 1
R R T

also kleiner als 8. Daher existiert der Grenzwert und ist gleich
einer -Zahl e, fiir die 2 << e << 8. Die Berechnung dieser Zahl
verschieben wir auf das Ende dieses Paragraphen.

Vorab wollen wir nun den Logarithmus differenzieren. Sei
also y = log z. Dann wird

log(z+ Az)—log 2 ‘I,
lim 2% — lim 2 2 =lim log(l + )A .

Az—»()Aw Az->0 Az AZ>0 a

. X . .
Setzen wir nun Agp =% %0 finden wir

%—hmlog(l-{- )z——hmlog(1+ )

I>® a Z>® a
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Da aber der Logarithmus eine stetige Funktion ist, so wird dies

1 . 1\ . dy 1
= l?lg zllni (1 + é—) ) Also haben wir s = % loag e.
Diese Formel wird besonders einfach, wenn wir die Zahl e selbst
zur Basis des Logarithmensystems machen. Denn dann ist
% = % Diese Logarithmen zur Basis ¢ heilen natiirliche
Logarithmen. Wir bezeichnen sie kurz mit y = log z; dann ist
also gz = % Man kann leicht von den natiirlichen Logarithmen
zu irgendwelchen anderen itbergehen. Denn es ist ja nach der
Definition der Logarithmen
logx loga - logx logx loge logx
r=—=qaq% =e¢ @ =g =q¢°

Daraus findet man

logx =loge-logz und logz =1loga:-loga.

Nun zur Differentiation der Exponentialfunktion selbst. Sie ist
die Umkehrung des Logarithmus. Thre Differentiation geschieht
daher nach der Regel auf 8.70. Wir finden aus v = ¢¥, ;L; == %,
Also v = e® liefert % =¢% Die Funktion ¢* reproduziert sich
also beim Differenzieren.

Anwendungen: 1. Die Funktion y = a® gibt ¥’ = a® log a.
Denn es ist a® = elosa =,

2. Bei beliebigen Exponenten n liefert die Potenz u = 2" immer
uw'=nz"=1. Denn es ist 2" = ¢"1987, Also

e-n logzx A 1

, 1 -
u'= N =Mne—g"=na" "
T z

Anhang: Berechnung der Zahl e.
Die Zahl e ist definiert durch den Grenzwert

e=lim{1 414 (1—2)+ -

n

A=) =)

Um diesen Grenzwert auszurechnen, zerlegen wir die Summe
rechts in zwei Bestandteile, indem wir eine feste Zahl m von
Gliedern abspalten. Die Zahl m wird also beim Grenziibergang
festgehalten. Welchen Wert wir ihr zweckmiBig geben, werden

wir gleich festsetzen. Wir haben so also e = lim s, + lim r,,.
ny>re n->o
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Hier ist
1 1 1 1 m—1
=1+ 145 (1—g)+ g (=) (1=757)
und

) S I NS ML=

. . 1 1 1 1
quallenlstnun !rm!<2_m+ém_+l+"+ﬁ?l<r

m—1
Ich wihle nun

1
=~ < £ ynd halte dann m fest.

L. m so groB, daB | r, | <gm—g 3

2. Alsdann N so groB, daB fiir n > N.
9 1+14+ -+ 1 =0, von

m!

141 +$(1_%)+...+’;i_!(1_%)...(1_"L—J)

n

£ abweicht, und daB fir n > N

um weniger als 3

1\» . & .
b) e von (1 + ?) um weniger als 3 abweicht.

Dann ist also
mow =] () (3 )

Also ist | e — g, | <e Alsoe=lim (l+1+21!+...+7%).

m-»oc

Odere=1+1-|-21!+3l!+...

Den Wert dieser unendlichen Reihe haben wir schon auf 8. 52
auf 4 Dezimalen genau berechnet. Eine etwas genauere Rechnung
gibt e = 2,7182818 ...

Diese Zahl e ist, wie wir noch anfiigen wollen, irrational. Denn

- a . . <
wire ¢ = -, WO @ und b teilerfremde ganze Zahlen sind, so wire

a 1 1 1 r
y=ltltgtgt - Tazmtar
Hier wire nach 8. 52 gicher 0 << r << 2. Daher ist
1 1
%(n—»l)!—-—(n—l)!(1+1 + gy +"'+@T1)!> —

r.
n
Wenn wir nun (n —1) > b wihlen, so ist b ein Teiler von
(n — 1)! Daher ist dann die linke Seite eine ganze Zahl, wahrend

die rechte Seite fiir n > 2 zwi:chen Null und Eins enthalten ist.
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Sie ist aber auch von Null verschieden, da ja r eine Summe von
positiven Gliedern ist. Also kann die Annahme, daf e rational
sel, nicht richtig sein. e ist irrational.

Anwendung: Logarithmisches Differenzieren: Oft ist es be-
quem, statt einer zu differenzierenden Funktion erst einmal ihren
Logarithmus zu differenzieren. Hs besteht ndmlich ein einfacher
Zusammenhang zwischen der Ableitung von f(z) und der Ab-

leitung von log f(x), ndmlich dieser: Es ist %ﬁ—y = ygl, oder
=y 3108Y g Verfahren, die Ableitung einer Funktion
Y=Y,

f(x) zu gewinnen, kann z. B. im folgenden Fall mit Erfolg Ver-
wendung finden. Es soll y = (f())¥™® differenziert werden.
Diese Funktion entsteht dadurch, daB ich fiir die beiden Variablen
% und v der Funktion «” Funktionen von z eintrage. Wir haben
so eine Funktion, die wir noch nicht allgemein differenzieren ge-
lernt haben. Gleichwohl werden wir die auf S. 71 fiir solche Falle
bereits erwihnte Regel wieder bestitigt finden. Wir bilden
log y = @ (2)log f(x). Dann ist % = Z;—% o (zy 4+ ¢ log f(x).
Hieraus entnehmen wir

¥ = (@)™ (5D - p(@) + ¢/0) log1@)

VI. Einige geometrische Anwendungen.

§ 1. Das Vorzeichen der ersten Ableitung. Wenn in einem
Kurvenpunkt , die erste Ableitung f' (x,) positiv ist, so bedeutet
das, daB die Kurvenordinaten wachsen, wenn man vom Punkte
mit der Abszisse z, zu Punkten mit gréBerer Abszisse iibergeht,
und daf die Kurvenordinaten kleiner werden, wenn man zu
Punkten mit kleinerer Abszisse iibergeht. Man kann den Sach-
verhalt kurz dadurch kennzeichnen, daB man sagt, die Kurve
passiere steigend den betreffenden Punkt. Das negative Vorzei-
chen der ersten Ableitung bedeutet, da8 die Kurve fallend den
Punkt passiert. Da namlich die erste Ableitung f'(z,) der Limes
des Differenzenquotienten fiir verschwindendes h ist, so ist fiir
hinreichend kleine % der Differenzenquotient positiv, wenn die
erste Ableitung positiv ist. Sei nun also etwa fiir | & | < 6 immer

w > 0. Dann bedeutet dies bei positivem k&, daB

immer f(zo 4 k) > f(x,), und es bedeutet bei negativem k, daB
immer f(z, 4+ h) < f(z,) ist. Also gehoren zu groBeren Abszissen
auch groBere Ordinaten in der Umgebung |z — 24| <& der
Abszisse z,. Ahnlich erkennt man den angegebenen Sachverhalt
bei negativer erster Ableitung.
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Ist nun in einem Punkte z, die Ableitung f'(z,) &0 und ist
{'(2) in der Umgebung stetig, so hat die Ableitung in einer ge-
wissen Umgebung von z, einerlei Vorzeichen. Nach der voraus-
geschickten Uberlegung ist daher die Funktion in dieser Um-
gebung monoton, und daher existiert nach S. 62 eine stetige Um-
kehrungsfunktion, die nach 8. 70 eine Ableitung besitzt.

§ 2. Tangenten und Normalen. Schon zu Beginn des vorigen
Kapitels haben wir die geometrische Bedeutung der ersten Ab-
leitung von f(x) festgestellt. Sie ist der Richtungstangens der
Kurventangente. Sei = a, y = b = f(a) ein Punkt der Kurve
y=f(x). Dann ist y —b=7f"(a) (x —a) die Gleichung der
Tangente in diesem Punkte. Unter der Kurvennormalen ver-
steht man die auf der Tangente senkrechte Gerade durch den
Kurvenpunkt (a, b). Ihre Gleichung wird daher z —a = — f’'(a)
(y —b).

‘Wir wollen auch noch fiir andere Gleichungsformen einer Kurve
die Tangentenrichtung bestimmen. Sei die Kurve durch eine im-
plizite Gleichung gegeben und algebraisch. Sei etwa ¢ (z, y) =0.
Dann fanden wir oben im Kurvenpunkt q, b, (¢(a, b) = 0) fur y’
— :LEZ’TI;). Die Gleichung der Tangente

> \%
wird daher @, (a, b) (y —b) + @u(a, b) (x —a) =0. Sei weiter
die Kurve in Parameterdarstellung gegeben: z = ¢(t), y = p(f).
Sei t, der zu betrachtende Kurvenpunkt. Er sei ein reguldrer
Punkt, d.h. es sollen die Ableitungen ¢'(t,) und y’(f;) nicht

beide verschwinden. Es sei z. B. ¢'(tg) & 0. Die Ableitung g—g

gewinnt man dann so: Man denke daran, daB man die Gleichung
der Kurve in der Form y = f(z) dadurch herstellon kann, daB
man £ = ¢ (t) in der Umgebung von ¢ = ¢, geméaB § 1 nach ¢ auf-
16st und die so gefundene Funktion £ =#(x) in y = yp(t) ein-

den Ausdruck: y' =

i ird y = i dy _dy dt
trigt. So wird y == y(t@). Also findet man o= dt " das
Nun ist aber nach der Regel iiber das Differenzieren der inversen

dy
. at _ 1 Csdy At
Funktionen is = d Also wird iz — dg' Die Gleichung der
dt dt

Tangente im Punkte ¢, wird also @’ (ty) (y —b) = v’ (t) (x —a).

Endlich sei die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ge-
geben: Dann hat man r =f(p). Also findet man sofort eine
Parameterdarstellung der Kurve, nimlich x =7 cosp = f () cos ¢,
y = f (@) sin ¢. Daher wird der Richtungstangens der Kurven-

tangente dy __f(p)sing + f(p) cosp

dz  f(p)cosp—f(p)sin
Teubners techn. Leitf.4: Bieberbach, Differentialrechnung. 3. Aufl. 6
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Auch den Winkel, den zwei Kurven in einem Schnittpunkt mit-
einander bilden, kénnen wir mit unseren Hilfsmitteln bestimmen,
sobald wir diesen Winkel definiert haben. Wir verstehen darunter
den Winkel der Kurventangenten in diesem Punkt. Dabei sind
die Kurventangenten gerichtete Geraden, deren Richtungs-
tangens eben durch den Wert der ersten Ableitung bestimmt ist.
Bildet nun etwa die Tangente der Kurve € im Schnittpunkte
den Winkel @ mit der positiven z-Achse, die Tangente der
Kurve & aber den Winkel § mit der positiven z-Achse, dann
nenne ich ¢ — f den Winkel, den € mit & im Schnittpunkt bildet.
Alle diese Winkel sind nur bis auf Vielfache von & bestimmt,

denn in den Ableitungen steht uns nur ibr Tangens zur Ver-
fugung.

Beispiele: 1. Die Ellipse :—z—}— g—: =: 1: Tangente im Punkte
(@ ): 4+ B =1,

2. Die Zykloide £ =r(p —sing), y=r(1 —cosg): Tan-
gente im Punkte g;:

(y —r(d —cos @) * (1 —cos @g) = ( — (@, — sin @) sin @,.

§ 3. Maxima und Minima. Wenn in einem Kurvenpunkt die
erste Ableitung verschwindet, d. h. wenn dort die Tangente hori-
zontal (parallel zur z-Achse) verlduft, dann folgt daraus allein
nichts dariiber, ob die Kurve fallend oder steigend den Punkt
passiert oder ob sie dort vom Fallen zum Steigen iibergeht. Das
legen schon die folgenden Figuren 20a, b, ¢ klar, die einige Mog-
lichkeiten veranschaulichen. Man vergleiche auch die Kurve

y = % sin lz, die bei z =0 eine verschwindende Ableitung hat.
Eines aber konnen wir diesen Figuren sofort entnehmen, daf
namlich immer dann, wenn die Kurve ein Maximum oder ein
Minimum passiert, wie in Fig. 20a und 20b, die erste Ableitung
y verschwinden

muf. Wir miis-
sen indessen

N\ / dies Ergebnis
VY noch etwas ge-

nauer ausspre-

4 z .
I Fig. 20 a. Fig. 20b.

+2z chen. Ein (re-

latives) Maxi-
mum ist daran zu erkennen, daB die hinreichend mahe rechts
und links davon gelegenen Kurvenpunkte eine kleinere Ordinate
haben als der Punkt selbst. Wenn also (z,, f(z,) der Punkt
von y = f(=) ist, dann bat die Kurve da ein Mazimum, wenn
es eine positive Zahl ¢ gibt, so daB f(z) < f(z,), immer dann,
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wenn | £ — x,| <e. Wenn aber dann immer f(z) > f(z,) ist,
so hat die Kurve dort ein Mintmum. Setzen wir nun iberdies
voraus, dafl die Funktion an der betreffenden Stelle differenzier-
bar ist, so muB die erste Ableitung daselbst verschwinden.

Bemerkung: Auch die in Fig. 5, S. 11 dargestellte Funktion
hat in threm hdchsten Punkt ein Maximum, und doch verschwin-
det dort die erste Ableitung nicht, aus dem einfachen Grunde,
weil die Funktion dort gar nicht differenzierbar ist.

Fir Maximum und Minimum haben wir so nur ein gemein-
sames Kennzeichen, das dazu noch triigerisch ist, denn die Fig.20¢
zeigt uns, daB trotz verschwin-
dender Ableitung weder Maxi-
mum noch Minimum vorzuliegen
braucht, daB auch dann noch
die Kurve z. B. wachsend den
betreffenden Punkt passieren
kann. Um zu erkennen, welcher
Fall eintritt, muB man den Ver-
lauf der ersten Ableitung selbst
als Funktion von x naher untersuchen. Die erste Ableitung
mobge, wie wir voraussetzen wollen, selbst eine differenzierbare
Funktion sein. Ihre erste Ableitung heiit zweite Ableitung
von f(x) und wird als solche mit f”(z) bezeichnet oder

v

Fig. 20c.

auch mit %’; Analog wird die dritte Ableitung von f(x)

als erste Ableitung der zweiten definiert und so bezeichnet:
azf
azd
an, ob beim Passieren des betreffenden Punktes die Tangenten-
richtung steiler oder flacher wird. Wenn namlich ' (xy) > 0
ist, so wird beim Passieren des Punktes die Tangentenrichtung

YA

= f"""(x). Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt nun

y‘r‘

Fig. 21. Fig. 22.

steiler, ist aber f'(z,) <0, so wird sie flacher. Vorbehaltlich

einer spateren genaueren Durchfithrung (8. 98) wollen wir hier

noch nachstehende Folgerungen aus dieser Feststellung ziehen.

Geometrisch entspricht dem Steilerwerden der Tangentenrich-

tung eine nach oben, d.h. gegen die positive Richtung der
6*
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y-Achse, offen gekrimmte Kurve. Man nennt sie lonkav. Der
Leser wird dies leicht aus der Fig. 21 entnehmen. Wird aber die
Tangentenrichtung flacher, so ist die Kurve konvez nach oben,
sieht also so aus wie Fig. 22. Aus diesen Bemerkungen ersieht
der Leser nun jetzt schon ein zwischen Maximum und Minimum
entscheidendes Kennzeichen. Ist die erste Ableitung in einem
Kurvenpunkt Null, so liegt esn Maximum vor, wenn die zweite
Ablestung negativ ist: f''(zy) << 0, wenn aber die zweite Ableitung
positiv ast: f' (x,) > 0, so liegt etm Minimum vor. Wenn aber die
zweite Ableitung verschwindet, so wird im allgemeinen weder
Maximum noch Minimum vorliegen, wir haben es mit einem
Wendepunkt zu tun (Fig.20c¢, S.83). Die Kurve wechselt da
also die Art der Kriimmung. Sie geht von Konvexitat zu Kon-

¥ y

Fig. 23. Fig. 24.

kavitat tber. So ist es auch in dem Wendepunkte mit nicht
horizontaler Tangente Fig.23. Indessen ist durch diese Be-
merkungen das letzte Wort noch nicht gesprochen. Denn wie
man aus y = «* ersieht, ist eine verschwindende zweite Ab-
leitung unter Umstdnden ganz gut mit dem Auftreten von Maxi-
mum oder Minimum vertriglich. Fig. 24 veranschaulicht die
Kurve y = 2 bet £ =0, wo 3’ == 0 und 3" = 0. Wir werden
spater sehen, daf in solchen Fillen die Vorzeichen der hoheren
Ableitungen den Ausschlag geben.

§ 4. Einiges iiber Kurvendiskussion. Man wird oft vor die Auf-
gabe gestellt, den Verlauf einer Kurve in groben Ziigen anzu-
geben. Man will also eine ungefdhre Vorstellung aber den Ver-
lauf der Kurve haben, ohne daB zunéchst eine allzu genaue Kennt-
nis der einzelnen Kurvenpunkte nétig ist. Zur Losung derartiger
Aufgaben gibt die Betrachtung der Ableitungen ein gutes Mittel
an die Hand. Wir wollen das in ein paar Beispielen etwas
niher ausfithren. Sei zundchst der Verlauf von y = (z — 1)
(z —2) (x — 8) festzustellen. DafB die Kurve bei 2 =1, 2, 8
die 2-Achse passiert, siecht man sofort. Die erste Ableitung wird
Y= —1(x—2+(@x—1)(z—38)+ (z —2) (x—8). Die
zweite ist ' =2(z —14+ 2 —2+4+ £ —8) =6(x —2). Dar-
aus ersieht man, daB links von £ = 2 die Kurve konvex, rechts
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von z = 2 dagegen konkav ist. Bei & = 2 also liegt ein Wende-
punkt. Wenn man weiter beachtet, daf die Kurvenordinaten
bei jeder endlichen Abszisse endlich sind, so erkennt man schon,
daBl die Kurve nur so verlaufen kann, wie in der Fig. 25 ge-
zeichnet ist.

g
Das nichste Beispiel sei [ /
z TN\ -
1 2N—"3

—_— z,__,7
y= 1422
X . , 1— 22
Hier wird y’' = A+ Man Fig. 25.

erkennt ohne weiteres, daf3 fiir
22> 1 immer y’ < 0, und daB fir 22 <1 immer y' > 0. Also

links von £ = —1 und rechts von z = -+ 1 fillt die Kurve.
Zwischen z = — 1 und £ = + 1 steigt sie an. Daher liegt bei
2z = — 1 ein Minimum, bei = 4 1 ein Maximum. Ferner ist

fiir £ << 0 auch y < 0 und fir £ > 0 auch y > 0. Endlich ist

m 72 =0 und lim ;7 =0.
x-ilfool—*_ z* o x—i]ilx]'—*_ z?
Daher muB die Kurve so aussehen: (Fig. 26). (DaB sie durch den
Koordinatenanfang geht, sieht man ja sofort.)

7 g

|
N

4

Fig. . Fig. 7.
. . S , 1 2
Das letzte Beispiel sei y = i};, Hierist y' = (f’i_:s‘):
Fir z—»> F 1 strebt y—>oco. An allen anderen Stellen ist y

endlich. Ferner ist lim ~—>; = 0 und lim —%— = 0. Man

z_>+“1—a:’ 2> _al—T
sieht, daBy > Ofirz < —1 und fir0 <z <lund daB y <0
fir > 1 und fiir — 1 < z < 0. Ferner steigt die Kurve immer
an. Also muB sie so aussehen, wie Fig. 27 zeigt.
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VII. Die Taylorsche Formel.

§ 1. Der Satz von Rolle. In einem Intervall a < < b sei
die Funktion f(x) stetig und differenzierbar. Diese im abge-
schlossenen Intervall stetige Funktion besitzt im Intervall
Maxima und Minima, wofern sie nicht iiberall denselben kon-
gtanten Wert hat (S.62). Diese Maxima und Minima kénnen
am Intervallanfang oder Intervallende liegen oder im Innern des
Intervalles. Wir haben schon auf S. 83 gesehen, daf in den im
Innern des Intervalls gelegenen Maxima und Minima die erste
Ableitung f'(z) verschwinden muB. (Im Anfang oder Ende des
Intervalls 148t sich das nicht behaupten, da ja am Anfang die
Funktion z.B. nur groBer ist als in den Punkten rechts davon.)
Wenn nun die Funktion an Anfang und Ende des Intervalls ver-
schwindet, so sind wir sicher, daB die vielleicht vorhandenen
Maxima oder Minima im Innern des Intervalls liegen. Auf alle
Fille gibt es dann also im Innern des Intervalls Stellen, wo die
erste Ableitung verschwindet. So erhalten wir den Satz von
Rolle: Sei f(x) fur a < x b stetig und differenzierbar, und ses
f(a) = f(b) = 0. Dann ¢ibt es im Innern des Intervalles min-
destens evne Stelle &, fir die f'(£§) = 0 ist. Wir konnen den Satz
auch so aussprechen: Zwischen zwei Nullstellen von f(z) liegt
mindestens eine von f'(z).

§ 2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Eine der
wichtigsten Folgerungen aus dem Satz von Rolle ist der so-
genannte Maittelwertsatz der Differentialrechnung. Er lautet:

Wenn die Funktion f(x) fir o < & < x4+ h stetig und diffe-
renzierbar ist, so gibt es in diesem Intervall mindestens eine Stelle
z=gy+ Ph (0 <& < 1), fiir die f (2y 4 h) —f (zo) =hf (2o+ D).

Sein geometrischer Sinnist dieser: ﬂlz—:&i) =f"(zg+9h)
bedeutet, daB es im Intervall eine Stelle z, + ¢k gibt, fir welche
die Kurventangente der die Punkte x, f (z,) und zy + &, f (24 4 h)
verbindenden Sehne parallel ist. In dieser Form ist der Satz
geometrisch einleuchtend. Aber das enthebt uns nicht der Pflicht,
seine Giiltigkeit fiir die Begriffe, durch welche wir die anschau-
lichen Vorstellungen ersetzt haben, zu beweisen. Wir konnen ihn
aus dem Satz von Rolle sofort gewinnen, sowie wir von der vor-
gelegten Kurve die Ordinaten der Sehne abziehen, und so zu
einer Kurve iibergehen, deren Ordinaten die Abweichung unserer
Kurve von ihrer S8ehne angeben. Wir betrachten also die Hilfs-
funktion

(@) = (@) — f(z) — [@FNZT@ (4

Hier 1st nun aber @ (z,) = @(xo + h) = 0. Also gibt es nach
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Rolle eine Stelle z, + #h(0 << & < 1) zwischen &, und xy + h,
wo @' (g + #h) = 0 ist. Nun aber ist
, , h) —f (=,
@ (3;) = / (a;) —_ f(m‘—+;);hf(i) .
Also wird
0 = /(@ + O) = (g + Oh) — [ EN=1®),

Daraus entnimmt man den Mittelwertsatz. Dieser Satz ist von
groBer Wichtigkeit. Er bietet ein Mittel, um den Unterschied
zweier Kurvenordinaten zu beurteilen. Er gibt also ein Mittel
an, um festzustellen, mit welcher Genauigkeit man in einem
Intervall eine Kurve durch eine einzige Ordinate ersetzen kann,
d. h. durch eine Gerade, die im Abstand einer Ordinate parallel
zur x-Achse verlauft. Auf den ersten Blick scheint diese Aufgabe
durch die Formel des Mittelwertsatzes nur sehr unvollkommen
gelost. Denn sie driickt ja die Differenz f(z, + k) — f(z,) durch
den Wert der ersten Ableitung an einer Stelle aus, deren Existenz
wir zwar nachgewiesen haben, deren genaue Lage wir aber darum
doch nicht kennen. Demgegeniiber mufl man aber bedenken, da3
die Frage, die wir uns vorgelegt haben, nur von der Beurteilung
der Genauigkeit eines: Ndherungswertes handelt. Dazu brauchen
wir aber den numerischen Wert des Fehlers gar nicht exakt zu
kennen, denn dann brauchen wir keine Naherungen mehr. Dazu
geniigt es, zu wissen, daBl der Fehler hochstens so oder so gro8
sein kann. Da sagt aber z. B. unsere Formel, daB der Fehler
hochstens das h-fache vom Maximum der ersten Ableitung im
Intervall g —h < 2 < #y + h sein kann. Von der GroBe dieses
Maximums kann man sich aber im allgemeinen leicht eine Vor-
stellung verschaffen. Ein Beispiel mag das noch etwas klarer

machen. Die erste Ableitung von /1 4 « ist 71% Man er-
&T
kennt, daB hier ﬁlr—z fur | z| <% kleiner ist als O

< 1,006 ... dem Betrag nach. Mit vselcher Genauigkeit kann

ich nun im Intervall 100 <14+ z<< m dle Funktion Vl + F7

durch 1 anndhern? Seil -|- h eme Stelle aus diesem Intervall
dann ist l 1 + h—1= m Hier ist nun —1——!————0—"

< 1,006 und |k]| < —IFO" Also ist der Fehler der Niaherung

hochstens 0,00508. Ebenso findet man fir |k| < 1—10 einen
Maximalfehler von 0,058.

§ 3. Einige Anwendungen des Mittelwertsatzes. 1. Wenn in
einem Intervall a < z < b iberall f(z) stetrg und differenzierbar
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ist, und wenn dberall vm Intervall f'(x) = 0, so ist f () etne Kon-
stante. Wenn ndmlich a -+ h irgendeine Stelle des Intervalles
ist, so ist nach dem Mittelwertsatz f (a + h) — f(a) = hf (a -+ ?h).
Da aber die erste Ableitung iiberall verschwindet, so ist fiir alle
fla+ k) = f(a).

2. Erneut (8.80), aber weniger allgemein ergibt sich, daB
positives Vorzeichen der ersten Ableitung ein Steigen der Funk-
tion nach sich zieht: Denn sei in einem die Stelle z, umgebenden
Intervall durchweg die erste Ableitung positiv. Weil fir jede
Stelle dieses Intervalles f(zy + h) — f(z,) = hf (z, + Oh) ist,
so ist fur positives h immer f(zy + h) >> f(z,) und fiir negatives
h immer f(zy + h) < f(z,).

Bemerkung: Hier missen wir ein ganzes Intervall haben, in
dem die erste Ableitung positiv ist. Auf S.80 muBten wir nur
wissen, daB an der Stelle z, selbst die erste Ableitung positiv ist.
Das ist nicht ganz soviel. Wenn wir aber auBerdem noch wissen,
daB die erste Ableitung dort stetig ist, so haben wir damit sofort
ein solches Intervall. Aber es kann natirlich auch ein solches
Intervall geben, ohne daB die erste Ableitung stetig ist.

8. Falle f(zy) =0, f'(z) > 0 ist in einem Intervall um z,, so
hat f(z, + h) das gleiche Vorzeichen wie k. Denn es ist ja jetzt
H(zo 4 1) = hf' (20 + Oh).

4. Wir wollen analytisch untersuchen, ob eine Kurve in der
Néhe des Berithrungspunktes oberhalb oder unterhalb ihrer
Tangente verlduft. Dazu miussen wir die Differenz f(zq + h)
— f(xg) — hf' (z)) untersuchen. Um das bequem machen zu
kénnen, stellen wir folgende Uberlegung an. Es mogen x, und
zo+ h zwei feste Stellen bezeichnen. Dagegen soll x4+ k
zwischen z, und z, -+ h variabel sein (also k zwischen 0 und ).
Jedenfalls ist nun, wenn wir die Existenz der zweiten Ableitung
voraussetzen, fir jedes & zwischen 0 und % und fiir passendes &

' (@ + &) — [ (@) — &F" (zo + 9&) = 0.
Daher ist fir positive h, &, k
(o 4 &) — [ (&) — & Max. f"(z+ k) <0 und
['(@o + &) — [ (20) — & Min. £ (2o + k) > 0 fiir 0 <& <.
Diese Ausdriicke sind nun aber die Ableitungen nach & von
F@o + &) — fla) — &f (20) — & Max. f"(z + B)
und von

Fao + & — f(z) — & (20) — 5 Min. £z, + b).
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Beide Ausdriicke verschwinden fiir £ = 0. Also konnen wir bier
das unter Nr. 8 Gesagte anwenden. Wir finden fiir positives &

Z
-

f (@0 -+ &) — f (20) — £ (2) — i Max. (2 + k) < 0

1 (o + &) — [(zg) — &f (20) — 5 Mln (@ + k) >

fiir negatives £ haben wir immer die entgegengesetzten Vorzeichen.
Daraus schliefen wir, daB auch der Ausdruck f(zy4- h) — f(:ro)

— hf (x,) einem Werte zwischen ;J— Max. f"(xg + k) und Mln

f"' (zg 4+ k) gleich sein muB. Da aber die stetige zweite Ableltung
alle Werte zwischen ihrem Maximum und Minimum im Inter-

vall annimmt, so gibt es mindestens eine Stelle im Intervall,
an der

F (@0 + 1) — £ (o) — hf (20) = o f" (2 + O).

So haben wir die Abschitzung unserer Differenz gefunden. Um
nur ein paar Anwendungen herauszugreifen, so sei die zweite
Ableitung im Intervall zy — & < « < ¢ ++ d positiv. Das hat
zur Folge, daB dort die Kurve oberhalb ihrer Tangente verlduft.
Sie ist also nach oben konkav (Fig. 21, S. 83). Wenn insbesondere
die Tangente horizontal ist, so liegt in diesem Fall ein Minimum
vor. Ebenso erkennt man, daB bei negativer zweiter Ableitung
die Kurve unter ihrer Tangente verlauft, also konvex ist. Bei
horizontaler Tangente liegt jetzt wieder ein Maximum vor. Man
erkennt auch, daB man wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitung
nur das Vorzeichen in dem betreffenden Punkt selbst zu kennen
braucht, um daraus einen SchluB auf das Vorzeichen in einem
ganzen Intervall um den Punkt ziehen zu konnen.

Beispiel: Wir wollen wieder das auf 8.87 behandelte Bei-
spiel vornehmen, damit uns recht deutlich zu BewuBtsein kommt,
daB die Tangente die Kurve besser approximiert als die Hori-

zontale. KEs war y = Vl 4z, Yy = % Vl;—?:’ und es ist
y'=— 1 1 | Fa lz| < L ist nun aber
4 ya+op 100

@< (;g) < 0,00002

1 18
10

iy’_ . 10)
2| < S(V 10'<0002
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Also wird die Funktion /1 + z durch 1 + ;—.1; approximiert,

und zwar bis auf einen Maximalfehler von 1% im Intervall

102 Lz<L- 10, und bis auf einen Maximalfehler von %,— im

Intervall — 10 <z S

Den ProzeB, der uns zur Approximation der Kurve durch ihre
Tangente fithrte, kénnen wir fortsetzen. Wenn wir annehmen,
daB sich f'(zx) nur langsam andert, so wird es nahe liegen, die

genaue Korrektur - f" (xo + Oh) durch 5 f”(a;o) zu ersetzen,

um so eine noch bessere Approximation als durch die Tangente
zu erzielen. Wir haben also dann die Differenz

F (@0 4 ) — [ (@o) — hf (z) — o "(20)

zu untersuchen. Geometrisch bedeutet dies, daB wir die Kurve
statt durch ihre Tangente durch eine Parabel mit senkrechter
Achse approximieren, die in x == x,, ¥ = f(z;) die Kurve be-
rithrt. Denn die allgemeine Gleichung einer Parabel mit senk-
rechter Achse lautet y=ay + b(x — z;) 4- c(z — xo)2. Soll
sie aber die Kurve in zweiter Ordnung berithren, d.h. in der-
selben Richtung den Punkt passieren wie die Kurve selbst, und
dort noch die zweite Ableitung f'’ (x,) mit ihr gemeinsam haben,

o ist ,
Py =1 + e — )+ -
oder Y = f(zo) + f’(xo)h + f”gto)ha

ihre Gleichung. Die erneute Anwendung unseres Verfahrens zur
Untersuchung der Differenz wiirde ergeben

F (2o + ) = F (@) + B (20) + 21" (z0)
+ B @+ 90 <9 < 1).

8o konnen wir beliebig fortfahren und die Kurve in der Umgebung
eines Punktes durch ,Parabeln’* von immer hoherem Grade
approximieren, deren Gleichungen in immer mehr Ableitungen
mit den Ableitungen der zu approximierenden Kurve iiberein-
stimmen. Wenn die Funktion

Y=o+ 0,2+ aga® + -+ aua"

moglichst viele Ableitungen bei z = z, mit f(z) gemeinsam
haben soll, so muB sie notwendig von der Form

y=F@o) +F (@) @—50 + 1" (@) TG o 4 (gg) B2
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sein. Denn man kann sie nach Potenzen von # — x, entwickeln.
Trigt man nimlich £ = x5 + (# — x,) ein und ordnet dann nach
Potenzen von x — x;, so wird

Y = Co+ 1 (T — Tg) + (T — Z)? + - -+ + cp(T — TY)""

Die Werte der Ableitungen bei £ = z, werden ¢, ¢;, 2¢,, . . . n! ¢,.
Wenn sie mit den Ableitungen von f(z) tibereinstimmen sollen,
so findet man
(n)
co=[(%o), cy=1 (o) - - . Cn Zf”h(;zl)'

Es stimmen also n Ableitungen iiberein. Mehr konnen im all-
gemeinen nicht gemeinsam sein, da die folgenden Ableitungen
der ganzen rationalen Funktion verschwinden. Unsere néchste
Aufgabe ist es nun, zu beurteilen, mit welcher Genauigkeit durch
den angegebenen Ausdruck die Funktion f(x) approximiert wird.
Wir iiberlassen es dem Leser, den in diesem Paragraphen an-
gedeuteten Weg bis zu diesem Ziel zu verfolgen. Wir wollen im
nichsten Paragraphen einen etwas anderen Gedankengang ver-
folgen, der uns etwas mehr liefert, als wir so gewinnen koénnten.

§ 4. Beweis der Taylorschen Formel. Wir machen den folgen-
den Ansatz:

F o+ 1) = f(z) + hf (o) + ;1" (20)

hn—t f(n-l) (a;o)

m—Dr T he - Q.

Fir Q wollen wir einen handlichen Ausdruck gewinnen. Dieser
Ansatz rechtfertigt sich durch die Erfahrungen, die wir in
speziellen Fallen gemacht haben. Zur folgenden Untersuchung
wollen wir annehmen, daf in einem Intervall a < z < b, dem
die Stelle z, angehort, f(z) samt allen seinen Ableitungen bis zur
nten einschlieBlich endliche eindeutige Funktionen seien. Die
Stetigkeit der Funktion samt den n — 1 ersten Ableitungen folgt
hieraus nach 8. 67 von selbst. Nun setze ich X =z, 4+ k und
betrachte die Funktion

F(a) ={(X) — &) — [ @ X —2)
— e @) S — (X — o

Dabei ist die Zahl @ immer noch durchr die Gleichung zu Beginn
des Paragraphen erklart. Es ist also

F(zg) = 0 = f(X) —f(zo) — ' (o) (X — =)

X — a:o)’l—l
(.

— e — 1 (@ S — QX — 2.
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Nun bilde ich F'(z). Ich finde
, X — gyn—t
F'(9) = Qp(X — 2)p1 — f(a) =22
Nun ist aber F(zy) =F(X) = 0. Also muBl F'(z) nach dem
Rolleschen Satz an einer Stelle & zwischen z, und X = x4, + I
verschwinden. Das liefert

0= F'(§) = Qp(X — &1 — fourg) & -

Daraus entnehme ich, wenn ich wieder X = 27+ h und & = 1,

+ dh setze, (g + OR) (L — B2 hn=p
T e—=prp

Setze ich also r, = @Qh?, so finde ich

o ["(@ - OR) (L —An=2hn
T (m—1)! p

Bisher haben wir iiber die Zahl p keine besondere Annahme ge-

macht. Wir wollen nun zwei Fille besonders betrachten, nim-

lich p =1 und p =n. Fiur das Restglied r, der Taylorschen

Formel haben wir dann zwei Ausd.ucksformen gefunden, namlich

_ (@ &h) o o.._17n Cauchys Form des Rest-
L= (n—1)! (= d)=th gliedes.
2. r,= f(mi"n_fﬂh” Lagranges Form des Restgliedes.

Man kann die Taylorsche Formel noch in zwei anderen oft be-
nutzten Formen aussprechen, némlich einmal so, wenn ich
T = xo + h setze,

f (@) = f(zg) + (& — o) (o) +

(z—zo)?
(n—1)!

(e (g, + Oyta— )

(z — z)*

2 ) + -

f™) @+ Dy (x— zo)) )

(n—

+ Gy e Ve) + |

oder, wenn ich insbesondere z, = 0 nehme und « statt k schreibe,
auch so:
&

F@) = 1O + o/ O+ 5 7O + -+ s (" 1(0)

. ARG Al
iﬂf(“)(ﬂ x)
n! 2
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Fiir diese letztere Formel hat man ganz unnétigerweise noch einen
besonderen Namen eingefithrt. Sie heiBlt die Mac Laurinsche
Formel. Das wichtigste an diesen Formeln sind die Restglieder.
Denn sie lassen erst ein Urteil daritber zu, ob die ersten Terme
rechts wirklich eine Approximation der Funktion liefern, und mit
welcher Genauigkeit man sie zur Darstellung der Funktion ver-
wenden kann. Diese Formeln erlauben nun auch fir Funktionen
wie e%, sin « usw., fiir die bisher eigentliche analytische Ausdriicke
nicht vorlagen, solche anzugeben. So gewinnen wir die Mittel,
diese Funktionen fiir gegebene Werte von z wirklich zu be-
rechnen. Das soll in einigen der nichsten Paragraphen weiter
verfolgt werden.

§ 5. Maxima und Minima. Wir sind nun in der Lage, die
Frage nach den Maxima und den Minima der Funktionen ab-
schlieBend zu behandeln. An verschiedenen Stellen sind uns
diese Extreme schon begegnet. Zuerst wohl auf 8.62, wo wir
allgemein erkannten, daBl eine jede in einem abgeschlossenen
Intervall stetige Funktion in diesem Intervall einen groften und
einen kleinsten Wert besitzt. Diese Extreme werden wir zweck-
miBig als absolute Extreme bezeichnen, da es unter allen Werten
des endlichen Intervalles die groBten bzw. kleinsten sind. Kine
Erweiterung der Definition des Maximums und des Minimums
nahmen wir dann auf 8. 82/88 vor. Wir fithrten da die relativen
Extreme ein. Wir nannten einen Punkt ein relatives Maximum
einer Kurve, wenn alle Kurvenpunkte, deren Abszissen einem
passend gewihlten, nicht zu groBen Intervall um die Abszisse
dieses Punktes angehoren, kleinere Ordinaten besitzen. Der
Punkt ist also der hochste aus seiner Umgebung. Es braucht
nicht der allerhéchste im ganzen Intervall zu sein. Hier haben
wir nun namentlich die im Innern des Intervalles gelegenen
Extreme betrachtet. Wir konnen sie mit ihrer beiderseitigen
Nachbarschaft vergleichen, wihrend dies am Intervallanfang
z. B. nicht moglich ist, weil uns da nur zur Rechten Kurven-
punkte zur Verfigung stehen. Sei nun bei z = z3(a < x4 < b)
ein solches relatives Extrem im Intervallinnern gegeben, so
wollen wir annehmen, daB alle Ableitungen von f(z), von welchen
weiterhin die Rede sein wird, in dem Intervall a < & << b stetig
sind. Dann lehrt uns die Formel f (zg + k) — f(zy) =hf (zo+ Oh),
daB f'(x,) weder positiv noch negativ sein kann, denn sonst
wire wegen der Stetigkeit auch fir geniigend kleines h:
f (zo + ©h) > 0 bzw. < 0. Dann wiirde aber bei Vorzeichen-
veranderung von k die Differenz ihr Vorzeichen &ndern. Soll
dies nicht der Fall sein, so muf f' (z,) = 0 sein. Nun haben wir
fiur die Differenz

Flaa+ B) — F(ze) = o f"(zq + B,
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Man erkennt, daB diese Differenz fiir f'(z;) > 0 in einem ge-
wissen Intervall immer positiv ist, daB also ein Minimum vor-
liegt. Ebenso schliet man aus f'’(x,) <0 auf ein Maximum.
Wenn aber f'(z,) =0, so versagt dieser Schluf. Dann be-
trachten wir die Differenz

o+ 1) — f (o) — B (5 — 51" (zo),

die aber wegen f'(z,) = f”(wo) =0 mit f(zg+ h) — f(zy) zu-
sammenfallt., Thr Wert ist — f”’(xo #h). Wegen des Vor-

kommens der ungeraden Potenz h3, die bei Vorzeichenwechsel
von h ihr Vorzeichen wechselt, schlieBt man wie bel der ersten
Ableitung, daB im Falle eines Extremes notwendig jetzt auch
f'"' (xg) = 0 sein muB. Untere Differenz wird daher jetzt durch

7;;; @ (zy + Oh) dargestellt. Fiir f@ (z,) < 0 liegt dann wieder

ein Maximum vor, fiir f#(z,) > 0 ein Minimum. Wenn aber auch
f9(zy) = 0, so muB man dhnlich wie vorhin weiter schlieBen.
So findet man das folgende Resultat: Wenn bei der Abszisse x,
die Funktion f(z) ein Extrem besitzen soll, so muB notwendig
{'(xo) == 0 sein. Ob dann ein Extrem vorliegt oder nicht, ent-
scheiden die hoheren Ableitungen. Es kann nidmlich nur dann
ein Extrem vorliegen, wenn die erste bei z, nicht verschwindende
Ableitung von gerader Ordnung ist. Ist diese dann positiv, so
liegt ein Minimum vor. Ist sie aber negativ, so hegt ein Maximum
vor. Falls indessen die erste nicht verschwindende hohere Ab-
leitung von ungerader Ordnung ist, so liegt weder ein Maximum
noch ein Minimum vor, sondern ein Wendepunkt. Erist dadurch
charakterisiert, daB} die Kurve in ihm die Tangente durchsetzt.
Dabei ist aber vorausgesetzt, daB es nichtverschwindende
hohere Ableitungen gibt. Andernfalls versagt unsere Betrachtung.
Ein Beispiel dieser Art werden wir im zweiten Band kennen-
lernen.

Analoge Kriterien gelten fiir die Konkavitit und die Kon-
vexitét in einem beliebigen Kurvenpunkt. Man hat nur in dem
Beweis den Teil, der vom Verschwinden der ersten Ableitung
handelt, wegzulassen. Im Wortlaut des obigen Resultates hat
man dann iberall statt Maximum konvex und statt Minimum
konkav zu lesen.

§ 6. Die Taylorsche Reihe. Wir wollen nun in Beispielen die
Frage behandeln, inwieweit man eine vorgelegte Funktion
durch eine Taylorsche Formel von geniigender Gliederzahl mit
Jjeder gewiinschten Genauigkeit darstellen kann. Das Kriterium
dafiir besteht darin, daB das Restglied der Formel, das ja die
Gite der erreichten Approximation bestimmt, fir unendlich
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wachsende Gliederzahl der Formel gegen Null konvergiert. Durch
diesen Grenzitbergang erhalten wir dann eine konvergente un-
endliche Reihe, die die Funktion darstellt. Da sie nach Potenzen
von z oder von (z — x,) fortschreitet, ist die so erhaltene Taylor-
sche Reihe eine Potenzrethe. Wir wollen das damit umschriebene
Programm nun in einigen Beispielen durchfithren.

Wir beginnen mit der Exponentialfunktion ¢®*. Da alle ihre
Ableitungen wieder ¢? sind, so finden wir unter Benutzung der
Lagrangeschen Form des Restgliedes

et —1 +x+2ﬁ:+§:+--»+£_—;)—!+%e“("<"<1)-

Wir halten nun z fest und bestimmen zwei aufeinanderfolgende
ganze Zahlen, zwischen welchen | z | liegt. Seialso m << |z}
< m -+ 1. Dann ist jedenfalls e?% << ¢m+1. Ferner ist fur n > m

2l m z T x

nl” mimyl my2 T n

(m+1) ¢”*t1, und beachten, daB alle ‘_l—l-ih
kleiner sind als 1, so fmden wir, daB der Rest r, der Ungleichung
T < '—l— geniigt. Daher ist limr, = 0. Fir alle z gilt also

7 -» o0
diese Relhendarstellung von e*:

Setzen wir M =

=1t at gt S+

Einen besonderen Fall (z = 1) haben wir schon auf S. 52 rech-
nerisch verfolgt. Wir finden aus dem Restglied 7y < l—t; in
Ubereinstimmung mit unseren damaligen Uberlegungen.

Wir gehen zu den trigonometrischen Funktionen iber. Sei
f(z) = sin . Man findet

. A _q TP
sing=z—g+g5+ -+ U gy
n m2ﬂ+1
+ (—' 1) (2‘”—_‘:1)] cos Yz.

Ebenso findet man

cosz=1——2$—j+;;+ s+ =t l(x 2)|

+ (— 1)"(—2"%{! cos V.
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Genau wie bei der Exponentialfunktion findet man, daB lim 7,
n-» 0o

= 0. Also gelten fir sin £ und cos z diese unendlichen Reihen
. 3 g
sma:::z;—g+5—r!—+
xz? zt
cosx=1—2—!+4r!———|—---

Wir wollen hiermit etwa sin 1° ausrechnen. Da wir in den For-
meln BogenmaB verwenden, so haben wir

T = 187) = 0,017458.

einzutragen. Wir finden weiter

xZ
51~ 0,000152 . ..

S =0,000000 . ..
Daraus folgt sin 180 =0,01745.-.— ‘aﬁ cos ¥z
und cos 1—;% =0,99984... 4 }: cos P .

In beiden Fillen betrigt also der Fehler weniger als eine Einheit
der fiinften Dezimale.

Wir behandeln noch den Logarithmus. Eine direkte An-
wendung der Formeln auf log z fithrt nicht zum Ziel, da bei
z = 0 der Logarithmus nicht differenzierbar ist. Wir wollen daher
die Funktion log (1 + z) betrachten und auf sie die Maclau-
rinsche Formel anwenden. Wir finden zunichst fiir positives x
bei Verwendung der Lagrangeschen Form des Restgliedes

z” n o 1yn+1 & 1
log(l +2)=z— 5+ (=1 = 1+( Dmry (1 oo
Hier ist 0 < +119 2 < 1. Also i1st dieser Rest kleiner als a;;

Dieser Ausdruck strebt sicher gegen Null, wenn z < 1. Pir
0 < z < 1 stellt also die Taylorsche Reihe den log (1 4 z) dar.
Wie steht es aber bei 2> 1? Man kann dem Ausdruck fir r,
nicht unmittelbar ansehen, daB er dann nicht mehr dem Grenz-
wert Null zustrebt. Um uns nicht in eine lingere Erorterung
einzulassen, wollen wir einfacher feststellen, daB fir z > 1 die
Reihe iiberhaupt nicht konvergiert, daB sie also auch nicht den
Logarithmus darstellen kann. Wir betrachten den Quotienten
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zweier aufeinanderfolgenden Glieder. Er ist bis aufs Vorzeichen
z ﬁ{:ﬁ . Sein Grenzwert fiir n—>co ist z, also in unserem Fall
groBer als 1. Von einem gewissen Gliede an wachsen also die
absoluten Betrige der Reihenglieder. Ihr Grenzwert kann daher
nicht Null sein, er wichst, wie man nebenbei erkennt, sogar

iiber alle Grenzen. Wir haben so nebenbei lim % — oo fiir
n->x

x> 1. Wir gehen zu negativem x aber. Hier verwenden wir die

Cauchysche Form des Restgliedes. Wir finden

z* R k) L

log(l—x)——'—w—é—---—h;_i»~z Q—da

1
(nicht gleich 1). Sein Grenzwert ist also Null. Hier stellt die
Reihe also die Funktion dar. Fir x =1 finden wir die har-
monische Reihe, die also nicht konvergiert. Und fiir > 1
haben wir auch keine Konvergenz. Somit haben wir das SchluB-
resultat

Der Rest ist dem Betrag nach kleiner als 27 —i—z, wenn x <1

2
log (1 +:1:)=:1:——Z——l——a;——l—-~
gilt fiir —1 <<z < 4 1, d. h. so lange, als die Reihe iberhaupt
konvergiert.
Bemerkung: Die ober gefundenen Reihen fiir ¢, cos z, sin z
deuten auf einen tieferen Zusammenhang zwischen diesen drei
Funktionen hin. Wir wollen ihn dem Leser nicht vorenthalten,

wiewohl wir ihn hier nicht begriinden kénnen. Er offenbart sich,
wenn wir imaginire Werte von z zulassen. Bezeichnen wir also

J/— 1 mit 4, so finden wir ganz formal
. . 2 g8 "
c”l:l_l_f,,y_.g'__q/l_*_.?i..-

Wir haben so ohne Beweis die Eulersche Formel: ¢'¥ = cos y
+ i sin y. Sie ist fir manche Rechnungen ein bequemes Hilfs-
mittel. Wenn wir z. B. cos ny durch cos y und sin y ausdriicken
sollen, so konnen wir uns dazu der folgenden Methode be-
dienen: Es gilt der Motvresche Satz

einV —cosny -+ isinny und ef"Y = (cosy - isin y)".
Nach dem binomischen Lehrsatz finden wir so z. B. fiir n = 4:
cos 4y + v 8in4y = costy 4 41 cos®y sin y — 6 cos?y sin*y

— 41 cos y sindy - sinty
und daraus cos4y=cos*y— 6 cos?y sin?y + sinty

und sin 4y = 4 cos®y sin y — 4 cos y sindy,
Teubners techn. Leitf.4: Bieberbach, Differentialrechnung. 3. Aufl. 7
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Formeln, die man auch (allerdings weniger bequem) durch Rech-
nen bloB im Reellen in bekannter Weise ableiten kann. Man kann
sie iibrigens auch in mehr geometrischer Weise ohne Verwendung
der Exponentialfunktion verifizieren.

Aus €' = cos y +isin y und €% = cos y — i sin y folgt

i i g—i
cos y = e“”—-{ée;’_ﬂ und siny =9L—2:—v-

Anhang: Uber hyperbolische Funktionen. Vielfach ver-

wendet man mit Nutzen die Funktionen

@Oéyzey_l'ze_y, @Iﬁy:——;'

Man liest auch hier Cosinus und Sinus und nennt die Funktionen
hyperbolischer Cosinus und Sinus. Dementsprechend bezeichnet
man sie auch mit cosh y und sinh y. Die Benennungen Cosinus
und Sinus erinnern an den engen Zusammenhang der Funktionen
mit den trigonometrischen Funktionen. Man hat ja

cosiy = C@osy und sindiy=—1Giny.

Die Zusétze hyperbolisch deuten darauf hin, daB diese Funk-
tionen fiir die Parameterdarstellung der Hyperbel eine hnliche
Bedeutung haben, wie dis trigonometrischen oder Kreisfunktionen
beim Kreis. Man findet nimlich €032y — Gin?y = 11) entweder
aus cos®y 4 sin®y =1, oder aus den Darstellungen beider
Funktionen durch die Exponentialfunktion, was vorzuziehen
ist, wenn jemand dem Imagindren nicht trauen sollte. Wir
haben ja auch die Verwendung des Imaginiren nicht ordentlich
begriindet. Immerhin kann man es verwenden, um auch aus
den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen die
fiar die hyperbolischen zu gewinnen. Man kann ja dann leicht
mit Hilfe der Exponentialfunktion verifizieren. So findet man

Co3(y 4 2) = Co8y Co32z 4 Giny - Gine,
Sin(y + 2) = Giny Cosz + Co3y - Ginz.
Aus den Definitionsgleichungen findet man leicht
dGosy dGiny

_Giny _ Gy
Setzt man noch Ygy = 5y’ Ctgy = Giny’
d%gy _ 1, dGtgy 1
s0 hat man iy = Gosiy’ Iy — &y

1) Setzt man & = @08y, n = Siny, so hat man eine Parameter-
darstellung der Hyperbel £2 — 72 ="1, Die geometrische Bedeutung
des Parameters konnen wir erst in der Integm{::chnung besprechen.
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Die Gleichungen z =C@o3y und =z = Giny

kann man nach y auflésen und so die Umkehrungsfunktionen
bestimmen. Man nennt diese 2rea-Eojinu3 und Yrea-Sinusl) und

schreibt y=MCo3z und « = ASiny.

Man findé}t fir diese Funktionen die Darstellungen
ABos z = log(z + V22 —1),
WMBinz = log(z + Y22 + 1).

o 1+=z

Ferner findet man ArFgz = % log 1

bty s = 5 log 217

Wendet man die Regel iiber die Differentation der Umkehrungs-
funktion an, so findet man

d%iGoss 1 dWBinz _ 1
dz Yar—1 ’ dz Vi"_i__a,é’
dlZgz 1 dWCigz 1
dr =~ 1—z2’ dz ﬁl-zz')

Aus der Maclaurinschen Reihe fiir e* entnimmt man leicht
2 4
Cosy=1+ 3+ 5 +---
3 b5
Giny=y+ &+ 5+

§ 7. Die Berechnung der Logarithmentafeln. Die wirkliche Be-
rechnung der Logarithmen geschieht nicht unmittelbar durch
die vorhin gewonnenen Formeln. Man wiirde eine zu groBe Zahl
von Reihengliedern brauchen, um halbwegs gute Werte zu er-
halten. Der Herleitung besserer Formeln wenden wir uns
jetzt zu.

Wenn wir die fir log (1 + z) und log (1 — ) gefundenen
Reihen voneinander subtrahieren, so erhalten wir eine Reihe fiir

log G i 2) . Diese sieht so aus:
B R A=\
+ @t (2::;-1 + 1%’5)'

1) Area = Fliche. Der Grund der Benennung wird erst in der

Integralrechnung deutlich.
2) Man beachte, da8 ZTgz nur fir |z| <1, btgz nur fir
| z|> 1 reell ist.

7%
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Wir wollen sie verwenden, um z. B. log 2 zu berechnen. Damit

142 . . . 1 . .
Te_ o wird, miissen wir £ = - eintragen. Dann wird also

1—=z. 3

. 1\2n+1 1 3
der Rest der Formel kleiner als (—3~) (ﬂ_—}——l + -2—). Also
schon fiir n = 7 wird der Rest kleiner als i%’ Rechnet man die

7 Reihenglieder auf 7 Dezimalstellen genau aus, so findet man
fiir ihre Summe 0,6931467. So erkennt man, daB man durch
diese 7 Reihenglieder log 2 = 0,69814 ... auf 5 Dezimalen
genau hat. Hatte man die gleiche Genauigkeit mit der Reihe
von log (1 4 @) erreichen wollen, so hitte man gefunden:
log2 =1—%+ % ... Wir hatten also hier mindestens 10® Glie-
der notig gehabt, um der gleichen Genauigkeit gewil zu sein.
Wollte man unsere Reihe verwenden, um log 8 mit derselben
Genauigkeit auszurechnen, so miiten wir z =4 eintragen.
Jetzt hiatten wir aber schon mindestens 11 Reihenglieder notig.
Man sieht, daB jetzt die Sache unginstiger ist. Sie wird das um
so mehr, je groBer die Zahl wird, deren Logarithmus wir aus-
rechnen wollen. Denn um so gréB8er wird auch das z, das wir in
unserer Reihe eintragen miissen. Darum empfiehlt sich jetzt
schon fiir log 8 ein anderer Weg. Es bietet sich namlich ein be-
quemer Weg dar, um aus log @ den log (a + 1), also den Log-
arithmus der folgenden ganzen Zahl auszurechnen. Es ist

némlich 1

1 I toaii

log (@ + 1) == log (a) +log(1 -+ ;) =loga + log —— i
T 2¢—1

1

. 1+ 5

Um also log 8 zu berechnen; miissen wir nur weiter log —

1 - -

5

haben. Das gewinnen wir, indem wir in der Formel zu Beginn
des Paragraphen z =4 eintragen. Je groBer mun die Zahl a
wird, d.h. je weiter wir die Logarithmen schon haben, um so
giinstiger stellt sich die Sache.r) Je weiter wir kommen, um so
weniger Reihenglieder reichen aus. Neben den hier besprochenen
Rechenvorteilen kann man sich bei weiterer Vertiefung in die
Sache noch manchen anderen verschaffen. Wir wollen das aber
nicht weiter verfolgen.

Lieber wollen wir noch ein Wort sagen iber die Interpolation
in 5-stelligen Tafeln. Man findet darin noch mit P.P. bezeichnete

1) Auf die beim Fortschreiten fortgesetste Addition der Fehler der
Einzelberechnungen ist dabei keine Riicksicht genommen.
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Hilfstafeln, die der Interpolation nach Proportionalteilen
(= partes proportionales) dienen. Die Frage, die wir zu beant-
worten haben, ist diese: Inwieweit vertrigt es sich mit der ge-
wiinschten Genauigkeit von fiinf -Dezimalen, zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Zahlen die Anderung des Logarithmus der
Anderung des Numerus proportional anzunehmen. Wir setzen
also angenahert

log (@ + &) ~log a + & [log (¢ + 1) —loga] =loga -+ elog (1 +-%) ,
wihrend in Wirklichkeit log (@ 4 &) = loga -+ log (1 + 2) ist.

Nun ist aber 1. ¢ log (1 + %) um weniger als 2%3 von % ver-
schieden?!) und 2. ist aus demselben Grund log (1 + —:— von %
um weniger als E‘% verschieden. Der Gesamtfehler betrigt also

hochstens —al—z, ist also von a = 1000 an durchaus mit der ge-
wunschten Genauigkeit vertrdglich; denn dann wird er kleiner

als Durch den Umstand, da8 wir nicht zwischen den ge-

1
108 °
nauen Werten der Logarithmen, sondern zwischen Néherungs-
werten derselben interpolieren, kommt natiirlich keine neue Un-
genauigkeit herein. Eine noch bessere Fehlerabschitzung als die
eben gegebene werden wir in § 9 kennenlernen, wo wir die Inter-
polation etwas eingehender studieren werden. Fiir die Briggsschen
Logarithmen, die ja in den Tafeln stehen, stellt sich die Sache
noch giinstiger. Denn nach 8. 78 erhélt man die Briggischen

Logarithmen, indem man die natirlichen mit ;—o, das ist

1

log10’
also mit einer Zahl kleiner als 4, multipliziert. Dabei multi-
plizieren sich also auch die Fehler mit dieser Zahl. Jetzt also

1
betragt der Fehler hochstens 3.i0%"

§ 8. Der binomische Satz. Auf S. 14 haben wir den bino-
mischen Satz fir ganze positive Exponenten abgeleitet. Jetzt
wollen wir sein Analogon fiir gebrochene und fir negative Ex-

ponenten entwickeln. Da immer (a + b)* = a" (1 + %)", 80
diirfen wir uns dabei auf den Fall (1 + z)* beschrinken. Wir

1) Siehe die alternierende Reihe fiir log (1 + %—) und die S.41
besprochene Abschitzung des Restes solcher Reihen.
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nehmen 1. x und n positiv an. Die Taylorsche Formel mit La-
grangeschen Restglied liefert uns

1+2)"=1+nz+ (g)xz—}— .- (kil) a:"“l—l-(;:) ¥ (1 4 dz)n %,

'n) _ﬁn(n———l)...(n—k—l—l)-
k 1-2 .. k

Von einem gewissen Glied an wird nun aber sicher der Stellen-
zeiger k groBer als die feste Zahl n. Daher wird von da an jeden-
falls 0 < (1 + #a)»* < 1. Es bleibt so noch der Grenzwert von

(:)x" zu untersuchen. Wir schreiben
(n)a:" anr.n——ln_n——['n]—{—l_'n—[n]_“|n—k+13xk
k 173 R = R R
Dabei ist mit [n] die groBte ganze Zahl unter n bezeichnet. Setze

: : n n—1 n—[n]41
ich die feste Zahl T g ]

bar | (") 2% | < N - z¥, wird ‘also mit wachsendem % beliebi
k g

Hier haben wir zur Abkiirzung gesetzt (

= N, so ist offen-

klein, falls z << 1ist. Fiirz < 1 gilt also jedenfalls die binomische
Reihe
I+ 2)=1+nz+ (;") z2 -+ (g)x3+ “e

Ahnlich wie bei log (1 4 z) sieht man, daB fiir > 1 die bino-
mische Rethe divergiert, weil der Grenzwert des Quotienten
zweier aufeinanderfolgenden Glieder z ist, also groBer als 1.
Fir den Fall z =1 selbst ist eine eingehendere Untersuchung
notig. Sie ergibt Konvergenz und zeigt, daB

n

petent () ()

Die Abschitzung des Restgliedes haben wir hier nur fiir groBe
Gliederzahlen durchgefiihrt, ndmlich fiir Gliederzahlen, die den
Exponenten n iibertreffen. Wir finden fur alle z unter eins bei
geniigend groBer Gliederzahl Kleinheit des Restes. Aber auch
wenige Glieder der binomischen Reihe geben bei geniigend kleinem
x brauchbare Annidherungen. Denn wenn k < n ist, so sind die

(Z), die in diesen wenigen Reihengliedern vorkommen, alle

unter einer festen Grenze gelegen. TEbenso liegt (1 + & z)n*
unter 2. Wegen des Faktors z* sieht man alsdann, daf der Rest
bei geniigend kleinem 2 recht klein wird. Ein Beispiel hierzu be-
gegnete uns schon auf S.89/90 wo wir die Approximation von
V1 + « durch 1 + }« naher betrachteten.

Wir betrachten 2. den Fall: z positiv und n negativ. Wir finden
eine ganz gleich aussehende Reihe. Wahrend aber vorhin unser
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Beweis wesentlich darauf beruhte, daB alle Binomialkoeffi-
zienten beschrinkt waren (sie sind ja alle dem Betrag nach kleiner

als N), trifft dies hier nicht zu. Denn setzen wir n == — m, so
S () D E,
k)Y 1.2 ..k

Da dies z. B. fir m = 2 zu ( — 1)*(k + 1) wird, so sind also hier

die Binomialkoeffizienten nicht beschrankt. (Es ist ja nach

1 .
8. 51 EE =1—2z+8x% — + - ) Trotzdem wird auch
hier wieder lim (Z)az" =0, falls £ <<1. Um das einzusehen,
A>oo

brauchen wir uns nur von der Konvergenz der binomischen
Reihe zu tberzeugen. Daraus ergibt sich ja dann, daB der

Grenzwert lim (n) z* ihrer Glieder verschwinden mufB3. Wir

k—>x k
‘I (k_";'_ 1)zk+1

R rR R

finden

Der Grenzwert ist aber x, also kleiner als 1. Da auBerdem auch
{1 + dx)»—* <1 ist, so stellt also wieder die binomische Reihe
die Funktion dar, wenn z << 1. Endlich bleibt noch der Fall
z << 0. Wir fassen uns hier etwas kiirzer. Wir setzen £ = — y
Dann ergibt die Anwendung des Cauchyschen Restgliedes

A —y)n=1—mny+ (72‘>y2_("3")y3 + (-l)k_l(kil)yk_l

(ML) ye-a, — gyt (LN
H L)y (= By (F )
Hier ist nun aber 0 << ¢y <& und daher0 <1 —9% <1 —dy.
Bezeichnet also ¢, eine weitere GroBe zwischen Null und Eins,
so wird dieser Rest

—1
— l)k(z_l) yetony (1 =yt Dy

Aus den vorhin angestellten Betrachtungen ergibt sich schon,
daB sein Grenzwert fiir unendlich wachsendes k Null ist. Also
haben wir nun das SchluBresultat: Far beliebiges n und alle
—1 < o << + 1 gilt die Rethendarstellung

A4+2z)r=1+nz+ (g)zz-{-(g)ﬁ_}....

§ 9. Uber die Interpolation und ihren Zusammenhang mit der
Taylorschen Formel. Einen Spezialfall der Frage der Interpola-
tion haben wir schon auf S. 101 behandelt, wo wir zwischen zwei



104 VII. Die Taylorsche Formel

Logarithmen nach Proportionalteilen interpolierten. Da haben
wir die Logarithmuskurve durch eine gerade Linie approximiert,
die in zwei Punkten mit ihr iibereinstimmte. Von der Approxi-
mation der Kurven durch gewisse berithrende Parabeln belie-
bigen Grades war gelegentlich der Taylorschen Formel die Rede.
Allgemein handelt es sich bei der Frage der Interpolation durch
ganze rationale Funktionen nten Grades darum, die Funktion
f(x) durch eine solche ganze rationale Funktion P (z) vom nten
Grad zu approximieren, deren Kurvenbild durch » + 1 Punkte
der Kurve hindurchgeht oder, anders ausgedriickt, die fiir » + 1
Werte der unabhingigen Variablen z die gleichen Funktions-
werte wie y = f(x) besitzt. Durch die Angabe der Werte, die
eine ganze rationale Funktion nten Grades an m 4 1 verschie-
denen Stellen annehmen soll, ist diese Funktion véllig bestimmt.
Denn die Differenz zweier derartiger Funktionen ist eine ganze
rationale Funktion von héchstens ntem Grad, die an n + 1 ver-
schiedenen Stellen verschwindet. Eine solche Funktion ist aber
nach einem Ergebnis auf 8. 8/9 fiir alle z-Werte Null. Es ist leicht
zu verifizieren, daf die ganze rationale Funktion nten Grades,
die an den n + 1 Stellen zy, z,, . . . z, die Werte f(z), f(2y), - - -»
f(x,) annimmt, durch den folgenden Ausdruck geliefert wird
(Newtons Interpolationsformel):
T — Ty

P(e)=f(zo) + g (r—F @)+ — o E = () — s fay)

T~ T —Zo) (To——y)

NN (z—z) (x—m,) . (95 Tn— ‘)(f(x

( .—‘zo) (zn"“ $1) a; — Ty, n)—sn (Zn\).

Dabe1 ist allgemein mit s;(z) die Summe der k ersten Glieder
dieser Formel bezeichnet.

Man kann den Ausdruck dieser ganzen rationalen Funktion
noch auf eine etwas andere Gestalt bringen, die viel verwendet
wird. Wir setzen dazu @(z) = (z — ) (x — ) . .. (x — x,).
Man erkennt nun sofort, da wegen @ (z,) =0

lim
x> I‘k

2@ _ 2@ —e@) _ @'(28).
T— T z—)zk T — Ty
Das folgt sofort aus der Definition des Differentialquotienten

von @ (x). Dies vorausgeschickt, erkennt man, da8 die Funktion

T— 3z ¢ (7)  z— 3¢ (21) T—x, @ (T,)

ganz und rational vom nten Grade ist und alle gewiinschten
Eigenschaften besitzt. Man nennt das die Lagrangesche Inter-
polationsformel. Sie ist natiirlich nur eine identische Umformung
der Newtonschen.
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Wir wenden uns nun zu der Frage, wie man die Giite der durch
einen solchen Ausdruck erreichbaren Approximation beurteilen
kann. Dazu missen wir den Unterschied zwischen f(z) und
unserem Polynom P (x) auf eine handlichere Form bringen. Das
kann dhnlich wie bei der Taylorschen Formel, vielleicht sogar
noch einfacher, geschehen. Wir machen den Ansatz

f(2) = P(2) + v(2) - @(a).

In FF(2) = f(2) — P(2) — v(2) @ (2) haben wir alsdann bei festem
z eine Funktion von 2z vor uns, die an n -} 2 verschiedenen
Stellen verschwindet, ndmlich einmal fir 2 =z, ,, ..., @, und
dann far z = 2. Nun stiitzen wir uns auf eine Verallgemeinerung
des Rolleschen Satzes. Dort lag zwischen zwei Nullstellen von
f(z) mindestens eine von f (x). Wenn wir aber nur drei Null-
stellen von f(:c) zur Verfiiggang haben, so schlielen wir, dafl in
jedem der zwei davon gebildeten Intervalle eine von f' () liegt,
und zwischen diesen beiden so erhaltenen Nullstellen von f'(x)
liegt dann wieder eine von f'(x). So weiterschlieBend erkennt
man, daB, wenn n + 2 verschiedene Nullstellen von f(x) vor-
liegen, zwischen der kleinsten und groBten derselben mindestens
eine von f®+1 (z) liegt. Das wenden wir hier auf die Funktion
F(2) an. Sie hat n + 2 verschiedene Nullstellen. Also gibt es
dazwischen ein &, so daf

Fo4D (6 =0 =[5+ (&) —»(z) (n + 1)!

Daraus nimmt man »(z). Also bekommen wir das Resultat

f@)= P+ 178 g (a).
(” +1°
Wenn wir dabei namentlich z, wie es im Sinne der Interpolation
liegt, auf das Intervall z, bis z, beschrinken (z, <z, <---<<z,),
so ist & eine Stelle aus diesem Intervall. Wir wollen uns aber fir
spater merken, dafl die Formel auch gilt, wenn wir z irgendwie
auBerhalb nehmen, wenn nur in dem ganzen Intervall, auf das
sich zg, %, ..., T, « dann verteilen, die erforderlichen Diffe-
renzierbarkeitsbedingungen erfiillt sind.

Als Anwendung wollen wir, wie schon auf S.101 angekiindigt,
nochmals den Fehler beim Interpolieren nach Proportional-
teilen in Logarithmentafeln vornehmen. Da wir dort geradlinig
zwischen £ =a und z =a -+ 1 interpolieren, so haben wir
folgende Formel:

logz = loga + (z—a) (log{a 4+ 1)—loga)—( :c—av) (ac—a——l)2—-' R

Der Fehler wird also fiir a = 103 kleiner als - Bei Briggs-

2 10“
schen Logarithmen wird der Fehler nach der Bemerkung auf
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S.101 sogar hochstens die Halfte von diesem. Das Interpolieren
ist also durchaus mit der Genauigkeit einer fiinfstelligen Tafel
vertraglich von o = 10° an.

Nun wollen wir zeigen, daf die Taylorsche Formel ein Grenz-
fall dieser Interpolationsformel ist. Wir wollen, um das einzu-
sehen, die » -+ 1 Stellen z,, x;, . . ., z, alle in eine, in x,, zusam-
menriicken lassen. Ich behaupte, daB dann als Grenzfall die
Taylorsche Formel herauskommt. Man darf das angekiindigte
Ergebnis von vornherein erwarten, wenn man nur daran denkt,
wie durch den Grenziibergang aus der Sehne die Tangente, also
aus der Interpolationsformel ersten Grades, die mit der Funktion
in zwei Stellen iibereinstimmt, die Taylorsche Formel wird, die
mit der Funktion gewissermafBen in zwei zusammenfallenden
Punkten iibereinstimmt. So werden wir allgemein sehen, dafl
wir das Polynom der Taylorschen Formel als eine Funktion
ansehen konnen, die y = f(z) in » 4+ 1 2usammenyfallenden Punk-
ten schneidet. Das ist dann also der geometrische Sinn der Uber-
einstimmung der Ableitungen bis zur n ten einschlieBlich bei beiden
Funktionen. Man spricht dann auch von einem n - 1-punktigen
Schnitt oder einer Berithrung nter Ordnung. Nun zum Beweis.
Ich untersuche zunichst, was beim Grenzitbergang aus dem
Interpolationspolynom P(z) wird. Dazu wollen wir den Grenz-
iibergang so ausfithren, daB8 wir erst z; nach =, riicken lassen.
Wenn das geschehen ist, soll x, nachriicken, dann z; usw., bis
alle nach x, geriickt sind. Dann wird gerade die Taylorsche
Formel (ohne Restglied natiirlich) vor uns stehen. Lassen wir
x; nach z, ricken, so wird zunéchst

Ty — &g

lim (f(zg) + (2 — ) D=LE) @) 4 (@ — 20)f (20):

Aus s;(x) wird also g,(z) = f(x) + (2 — %) f' (p). Das dritte
Glied unserer Funktion ist also jetzt

(o g (1 ENT R0l 00)  C8 0y 1 D (@0 a).

Lasse ich nun hier z, und z, zusammenriicken, so wird dies zu
A 2 0
(L—o—z‘i 1" (x5). Daher ist jetzt das vierte Glied der Formel

(@) — (es— ) '@ — 25 2 pay)
@—a

- (“’_3'&1’ 1 (2o + Hy — T4)).

(z — z)®

Lasseich wieder 23 nach z,riicken, so findeich dafiir (i%a—"!)—'f”'("w) .
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So weiterfahrend bekomme ich tatsichlich zum SchluB das Poly-
nom der Taylorschen Formel heraus. Nun zum Restglied. Die
zweite Formel auf S. 105 lehrt, daB fir ein festes auBerhalb des

Intervalls zy < 24,..., z, gelegenes z stets f—(z)—_;)i(i) n + 1)!

zwischen Maximum und Minimum liegt, dessen f®+ (&) fahig
ist, wenn man £ in einem alle Stellen z,, z;, ..., z, und « ent-
haltenden Intervall variieren 14B8t. Daher liegt der Ausdruck auch
dann noch zwischen diesen Schranken, wenn man in P (x) und
@ () alle Stellen z, bis z, nach x, riicken 1aBt. Daraus folgt also,
daB es auch fir das Polynom T'(z) der Taylorschen Formel
ein £ aus dem Intervall zy << & < = gibt, far das
EAZLE (0t = foen

(z— o)

ist. Das ist aber gerade die Taylorsche Formel mit Restglied.

Eine Aufgabe fiir den Leser sei es, den vorstehenden Ge-
dankengang so anzuordnen, daB daraus ein Beweis der Taylor-
chen Formel sich ergibt.

VIII. Unbestimmte Formen.

§1. -%- Wir verwenden in diesem Kapitel die Taylorsche

Formel zur Berechnung gewisser Grenzwerte. Wir beginnen mit
den Grenzwerten gewisser Quotienten, die man nicht dadurch
bestimmen kann, daB man in Zahler und in Nenner fir sich zur
Grenze ubergeht. Das wird dann nicht moglich sein (nach den
Ergebnissen auf S.21), wenn dabei Zahler und Nenner zugleich
oentweder beide verschwinden oder beide unendlich werden. In
verstindlicher Abkiirzung pflegt man da von den unbestimmten

Ausdriicken % und gg zu reden. DaB indessen gleichwohl ein
derartiger Ausdruck einen ganz bestimmten Grenzwert besitzen
22— a2

kann, lehren schon die einfachsten Beispiele, z. B.lim =2a.

z>a

Jedermann wird da ganz von selbst, ehe er zur Grenze iibergeht,
orst Zahler und Nenner von dem gemeinsamen in der Grenze
verschwindenden Faktor & — a befreien und dann den Grenz-
itbergang mit Leichtigkeit ausfithren konnen. Diese gemein-
samen verschwindenden Faktoren von Zihler und Nenner
dringen sich nicht immer so unmittelbar auf, wie in diesem Bei-
spiel. Indessen gibt die Taylorsche Formel ein Mittel an die
Hand, sie aufzufinden, wenn sie sich dem unmittelbaren Augen-
schein entziehen.
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Wir wollen also nun den Grenzwert lim f ((m )) v betrachten
z-):c

und dabei annehmen, daB z, eine endliche Stelle ist, und da8 in
einer gewissen einseitigen oder beiderseitigen Umgebung von z,
die Funktionen f(z), ¢(z) samt allen ihren weiter zu verwenden-
den Ableitungen stetig und ¢ () samt seinen Ableitungen auBer
bei , von Null verschieden sind. Bei z = z, moge iiberdies
f(zg) = @(zo) = 0 sein. Dann kann man unter zweimaliger An-
wendung des Mittelwertsatzes

f@ _ f(@—f@) _ (@— 20)f (€ (2 — 20)
@) @) —e@) (22— 20)¢ (%t di(z— 20)

schreiben. Wenn nmun f' (z,) und @' (x,) nicht beide verschwinden,
so ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Ableitungen

(=) f'&zo+ '91(“’ - -"fo» f (-”’o)
Mm@ =R e+ Bae—20) @ (@)
f ( o) oo)

(Da.bel setzen wir gegebenenfalls

Wenn aber beide ersten Ableitungen verschwinden, so kdnnen
wir .von vornherein schreiben

(=) — f (@) —f (zo) — ' (@) (£ — @) — (%04 O1(z— 2y)
2@ @@ —@@)— () (z—2)  ¢"(Te+ h(z— o)’

falls bei x, nicht beide zweite Ableitungen verschwinden; sonst
gehen wir in der Bildung des Restes gleich noch weiter. So fort-
fahrend seien die nten Ableitungen die ersten nicht beide verschwin-
(B,
denden. Damn finden wir 11m / (a:) ;,:}((:"; Wie schon zu Be-
ginn gesagt wurde, ist dies Ergebms an bestimmte Voraus-
setzungen gekniipft, und man kann nicht erwarten, daB das
Verfahren in allen Fillen, wo ein Grenzwert existiert, zum Ziel
fithren muB.

o . . eP—e® . et e?®
Beispiel: lim ———=lim _%x_
z>0 x>0

=2

§ 2. Eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. In.einem
Intervall, das die Stellen zo und z,+ h enthalien moge, seien
f(z) und @ () differenzierbar, und es sei zwischen z, und z, + h
stets @' () von Null oersc;vieden. Dann qibt es ein & 2wischen 0

f(Zo4-B)—Ff(zo) _ (%4 OR) :
und 1,- so daf Pzt R — (@) — o (2L Oh) ° Die Anwend.ung
des Mittelwertsatzes auf Zahler und Nenner wiirde eine d&hnliche
Formel geben. Indessen witrde dann in Zahler und Nenner nicht
das gleiche ¥ auftreten; daB man aber ¥ so wihlen kann, daB
es in Zahler und Nenner dasselbe ist, das ist der Sinn dieser
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Erweiterung des Mittelwertsatzes, die eine wesentliche Rolle bei

der Betrachtung der unbestimmten Form g im nédchsten Para-
graphen spielen wird.

Zum Beweis gehen wir dhnlich wie auf 8. 86/87 vor. Wir setzen

¥ (@) = f@)— fla) — LT DZTE (40)— g ).
Dann ist y(x)) =9 (ze+ h) = 0. Also gibt es eine Stelle
zo -+ O h fur die
o+ R o) 7
¥ (@o+ Bh) = 0 = f (2 + 08 — LETHNZIE, o1 g g,

Daraus nimmt man unsere Verallgemeinerung des Mittelwert-
satzes.

§ 3. Z. Es seien f(z) und @ (x) fir geniigend groBe x stetig

und d1fferenz1erbar es sel lim f(z) = oo und hmqa(a:) = o0;
>

ferner sei @(2)=+0 und ¢'(x) =0 von einem gew1ssen T an.
Nach dem vorigen Paragraphen gibt es zu je zweli geniigend
groBen z und =, eine Stelle z, zwischen z und z,, so daB

0 1w e

f(@)—f(ze) __f'(%) z (2 ()

p@ g " p@ DM o= g 1z
f(z

Ich nehme nun an, der Grenzwert lim f' (=) existiere. Dann

1‘—)00 ,( )

' (=)
9'(z,)

um weniger als eine irgendwie gegebene positive GroBe & von

wihle ich z, so groB, daB fir alle x; > z, der Ausdruck

lim ! ,(( )) abweicht. Dies «, halte ich dann fest und wiahle noch
z>0 P
@ (%)

T e(e)

z so groB, daB Fa) beliebig wenig von Eins abweicht.
0.

1= %@

Dann ist also von einem gewissen z an ——:

f(z)
@ (z)

um weniger als eine

f'(2)

irgendwie gegebene positive Zahl7n von lim ; (@ verschieden. Ich
x->o
habe so das Resultat: Wennlim f (z) = co undlim ¢ (z) = coist und
zZ->oo zr®

wenn fir x> & immer ¢’ (z) 4= 0 bleibt, wenn weiter lim G

x> '(

existiert, so existiert auch h f(( )) und st gleich Lim f,((z)) Der
0 Z-Vﬂ

Leser wird die Umkehrung dieses Satzes leicht selbst beweisen.
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Bemerkung: Man kann den neuen Mittelwertsatz auch bei
dem Problem des § 1 verwenden. Man findet dann

1@ _ @ —f@) _ f(z)
@) @@ —@@) ¢(z)

Daraus schlieBt man: Die beiden Grenzwerte

f (@) und lim Iz

Hz, ?(2) s>z, ¥ (D)

existieren gleichzeitig und sind einander gleich, sobald f(xzg)
= @ (xg) = 0 ist.

1
Beispiele: 1. lim = = lim % 0.
>0 x>0
2. hm = . (nganz positiv.) Hier wird der Grenzwert der ersten

't—)ao

Ableitungen selbst von der Form gz Ich muB also erst ihn unter-

suchen, bevor ich auf lim ?f schlieBen kann. Auch der Grenzwert

x-»roo
lim / ,,( 2) ist von der Form . Erst der Grenzwert lim f®)(2)
e>=?() o rre P(@)
n!
wird lim ;x'- = 0. Daher existieren auch die Grenzwerte der
x-ro

Quotienten der anderen Ableitungen und sind diesem gleich.

Also ist auch schlieBlich lim x—: =0. Man kann das so aus-
F )

driicken, daB man sagt, e* werde stérker oo als jede Potenz von z.

§ 4. Andere unbestinmte Formen. Es gibt noch eine Reihe
anderer unbestimmter Formen, die man auf die bisher behan-
delten zuriickfithren kann.

1. Im f ((Z)) o wenn & nach oo sirebt. Man kann hier ent-
2-)@
1
weder lim =% f(z) = lim 8% ?(2) = — setzen oder aber
x—)ooq,(z) 2ywo__ 1
i)
1 (1
1@ f(—)‘ 0o .. f(—) f'(2)
lim = lim = — = lim — s
z—»»"’(‘”) y—>w¢(l) Y y-«)oq,'(l) z—)uq’ (=)
* v Y 7 \y

so daB also auch in diesem Fall die allgemeine Regel bestehen bleibt.
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2. xl})u:o% = g:bei endlichem z,: Man setzt entweder
1 1
— fA@et—
tim L — tim 20 0 oder lim f((x))—lm e y)zz
x>z, x>Ty -‘l’—>¢'o >0
i@ w>eo(aty)

= lim ( )— (@)
y"‘”(p’(ﬂ:—l— ) z—>x‘p()

gemeine Regel bestehen. Die Untersuchung aller unbestimmten

Auch hier bleibt also die all-

Formen % und %Z kann also auf die Untersuchung der Grenz-

werte der Quotienten der Ableitungen zuriickgefithrt werden.
3. lim f(x)@(x) = oo - 0. Man setzt

— 0’( z) _ _H®_0
limf(z) - @(¢) =lim 5~ =—" oder = T=0"
f(“’) @(z)

4. lim (fix) — @(x)) = oo — oo, Man kann z. B. setzen

lim(f (2) — @ (2)) = lim f() (1 — ?’_@) .

f(z)
5. 00, cof 1°. Man setzt (f(x))?@ = ¥ @logs (),
Beispiele: 1
lim ¢ log z = lim °8% — lim % = 0.
z->0 x>0 _— z>0 __
T z?

lim 2% = lim e?18% — 1,
z->0 z>0

IX. Beispiel einer stetigen nirgends differenzierbaren
Funktion.

Schon auf S.67 haben wir einige Andeutungen iiber den Zu-
sammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer
Funktion gegeben. Wir hatten damals erkannt, da zwar die
Differenzierbarkeit die Stetigkeit nach sich zieht, daB aber um-
gekehrt nicht aus der Stetigkeit auf die Differenzierbarkeit ge-
schlossen werden kann. Wir hatten S.67 Beispiele stetiger
Funktionen gegeben, die an einer Stelle nicht differenzierbar
waren. Diese Ausfithrungen sollen nun durch ein Beispiel einer
stetigen Funktion erganzt werden, welche sogar an keiner Stelle
eines Intervalles differenzierbar ist. Wir werden zundchst in
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Parameterdarstellung z = x(f), y = y(t) eine Kurve angeben,
die durch jeden Punkt eines ganzen Quadrates hindurch geht.
Sie fithrt nach Peano, der sie zuerst angab, den Namen Peano-
kurve. Die Funktionen z = z (f) und y = y(f) werden sich zwar
als stetig, aber nicht als differenzierbar erweisen. Wir wollen
nun die Zuordnung der Punkte des Quadrates zu den Punkten
einer Strecke definieren, auf der das Weitere beruht. Wir fassen
so gewissermaen die Punkte des Quadrates als eindeutige
Funktion einer Variablen ¢ auf. Zugrunde gelegt sei die Strecke
0=<t=<1 und das Quadrat 0 =< 2=<1, 0=y =1. So wie
wir gelernt haben, die Punkte einer Strecke vermége von Inter-
vallschachtelungen zu erfassen, so kann man auch die Punkte des
Quadrates durch Quadratschachtelungen erfassen; indem man
nidmlich fiir die Abszissen und die Ordinaten Intervallschachte-
lungen von jeweils gleicher Intervallinge verwendet, erhilt man
die Punkte des Quadrates als innerste Punkte von Quadrat-
schachtelungen. Wir wollen nun festlegen, welcher Punkt des
Quadrates einem gegebenen Punkt der Strecke zugeordnet sein
soll.

Wir teilen die Strecke in neun gleiche Teile ein und numerieren
sie von rechts nach links fortlaufend von 1 bis 9. Alsdann teilen
wir wieder jede Teilstrecke der ersten Unterteilung in neun Teile,
die wir wieder in jedem Intervall von links nach rechts mit 1 bis 9
numerieren. Das ist die zweite Unterteilung. Thre Strecken
haben die Léange (§)2. Wir teilen sie wieder in neun Teile und
numerieren wie vorhin. So fahren wir unaufhérlich- fort. Die
Strecken der mten Unterteilung haben die Linge (})*. Jeden
Punkt der Strecke kénnen wir nun durch Angabe der Nummern
der Teilstrecken einer jeden Unterteilung, in deren Innerem
er liegt, bezeichnen, dhnlich wie wir das in Kap. II ausfihrlich
erortert haben.

Den gleichen Prozel wenden wir nun beim Quadrat an. Wir
zerlegen es in neun gleiche Teilquadrate von der Kantenlinge }
und erhalten so die erste Unterteilung; wir numerieren die Qua-
drate fortlaufend mit 1 bis 9, jedoch so, daB zwei Quadrate mit
aufeinanderfolgender Nummer ldngs einer ganzen Kante an-
einander grenzen. Das kann so geschehen wie in der Fig. 28 an-
gedeutet. Nun kommen wir zur zweiten Unterteilung, Wir
erhalten sie, indem wir wieder jedes Teilquadrat in neun gleiche
Quadrate teilen. Diese Quadrate der zweiten Unterteilung haben
also die Kantenlinge (4)2. Wir numerieren sie auch wieder mit 1
bis 9, und zwar wieder so, dal zwei aufeinanderfolgende Quadrate
lings einer Kante aneinander grenzen. Das kann im einzelnen
Quadrat so geschehen wie vorhin, jedoch miissen wir noch darauf
achten, daB auch dasneunte Quadrat eines Teilquadrates der ersten
Teilung in einer Kante an das erste Teilquadrat des folgenden
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Quadrats der ersten Teilung angrenzt. Auf diese Weise fahren
wir unaufhorlich fort. Wir erhalten dann bei der nten Unter-
teilung Quadrate von der Kantenlinge (3)». Wieder kann nun
jeder Punkt des Quadrates aufgefait werden als innerster Punkt
einer gewissen mit diesen Quadrat-
teilungen erhaltenen Quadratschach-
telung. Denn der Punkt liegt in | 7 4 9
einem Teilquadrat der zweiten Unter-
teilung, einem der dritten usw. Wir
konnen 1hn also vollstdandig bezeich- |
nen, indem wir einfach nur die Num-
mern der betreffenden Teilquadrate
angeben. Das kann so wie ein un-
endlicher Dezimalbruch notiert wer- | ! 6 7
den. Nun koénnen wir die Zuord-
nung der Quadratpunkte zu den
Punkten der Strecke angeben. Wir
ordnen jedem Punkt der Strecke den Quadratpunkt zu, der in
der eben eingefiihrten Bezeichnungsweise die gleiche Benennung
tragt.

Wir wollen uns nun zunichst davon iiberzeugen, daff hierdurch
die Quadratpunkte als eindeutige Funktion der Streckenpunkte
definiert sind. Wie bei den unendlichen Dezimalbriichen kann
ndmlich ein und derselbe Streckenpunkt unter Umstinden in
verschiedener Weise bezeichnet werden, nimlich dann, wenn er
selbst einmal als Teilpunkt auftritt. Aber wie bei den Dezimal-
briichen bieten sich dann nur genau zwei verschiedene Méglich-
keiten der Bezeichnung. Wir miissen uns also iiberzeugen, daB
zwel vecschiedene Bezeichnungen, die denselben Punkt der Strecke
liefern, immer auch denselben Quadratpunkt ergeben. Das kann
aus der Art unserer Numerierung bei den Quadratteilungen ge-
folgert werden, und das war auch einer der Griinde dafiir, sie
so zu wahlen, wie geschehen. Zwei verschiedene Bezeichnungen
ein und desselben Streckenpunktes stimmen ndmlich in einer ge-
wissen Zahl von Anfangsziffern iiberein. Alsdann kommen zwei
verschiedene, aber aufeinanderfolgende Ziffern, dann in der
einen lauter Einsen, in der anderen lauter Neunen. Vergleichen
wir zwel derartige Quadratschachtelungen miteinander, so er-
kennen wir, daB eine gewisse Zahl von Anfangsquadraten iber-
einstimmen, dann kommen zwei verschiedene, aber aufeinander-
folgende der nichsten Unterteilung, die also in einer Kante
aneinandergrenzen, dann kommen in der einen lauter Einsen,
d.h. immer die ersten Quadrate der ndchsten Unterteilungen,
in der anderen lauter Neunen, d.h. die letzten Quadrate der
folgenden Unterteilungen. Diese stoBen aber bei unserer Wahl
der Bezeichnung immer in Kanten aneinander, und ihr innerster

Teubners techn. Leitf.4: Bieberbach, Differentialrechnung. 3. Aufl. 8

¢
38
<,

Fig. 28.
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Punkt ist thnen daher gemeinsam. So sind die Quadratpunkte
eine eindeutige Funktion der Streckenpunkte. Wir wollen bei-
laufig angeben, daf aber nicht umgekehrt die Streckenpunkte
eine eindeutige Funktion der Quadratpunkte sind. Denn wenn
ein Quadratpunkt einmal als Eckpunkt einer Teilung auftritt,
so ist er innerster Punkt von vier verschiedenen Schachtelungen,
die also nicht alle auf den gleichen Streckenpunkt fithren konnen.
Denn da ist ein jeder Punkt innerster Punkt von héchstens zwes
verschiedenen Schachtelungen. Somit sind nun die Abszissen
und die Ordinaten der Quadratpunkte als eindeutige Funktionen
des Parameters ¢ definiert.

Wir wollen weiter sehen, daB sie stetige Funktionen sind. Es
geniigt x(t) zu betrachten. Bei y () ist die Sache ganz dhnlich.
Wir miissen zeigen, dafi es zu jedem & ein d(¢) gibt, so daB
|zt + h) —z(ty) | <&, sobald |k | < d(). Zum Beweis be-
trachte ich eine Teilstrecke, die aus zwei aufeinanderfolgenden
Strecken der nten Unterteilung besteht. Sie hat die Lange 2(3)".
Die ihren Punkten zugeordneten Quadratpunkte gehdren zwei
lings einer Kante aneinandergrenzenden Quadraten der mten
Unterteilung an. Die bei ihnen vorkommenden Abszissendiffe-
renzen sind also hdchstens 2 (3)®. Seien nun #, und #, -+ h zwei
Punkte der eben eingefithrten Strecke und sei #, ein innerer

Punkt der Strecke. Dann ist also immer | z(fy 4+ &) — (%) | < 33,;

Setze ich 5; =g, so ist ohne weiteres zu sehen, daf durch hin-

reichend groBe Wahl von n, d. h. der Unterteilung, der ich die
beiden Strecken entnehme, & unter jede positive Grenze herab-
gedriickt werden kann. Das zugehorige J(c) der Stetigkeits-
formulierung ist definiert als Minimalabstand von ¢, von den
Intervallenden. So ist die Stetigkeit nachgewiesen.

Nun wollen wir zeigen, daB z(f) nirgends differenzierbar ist.
Wir haben also zu zeigen, daB fiir kein f, der Grenzwert

@ (to -+ h) — z(to)

lim W

k>0
existiert. Das wird nach S. 58 geschehen sein, sowie wir erkannt
haben, daB es beliebig kleine Werte von & gibt, fir die der Diffe-
renzenquotient verschwindet, und daB es andererseits beliebig
kleine Werte von % gibt, fiir die er iiber einer irgendwie fixierten
Grenze liegt. Es soll wieder t, der oben eingefithrten Doppel-
strecke angehoren, die wir ja beliebig kurz wahlen konnen. Man
sieht sofort, daB es in dem zugeordneten Doppelquadrat Punkte
gleicher Abszisse gibt. Ich kann daher {y+ h in der Doppel-
strecke so wihlen, daB z(fy + h) = z(ty). Daraus folgt der erste
Teil der gewiinschten Feststellung. Uberall, wo der Differential-
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quotient existiert, muf} er Null sein. Daraus folgt schon, dafl er
nicht uberall existieren kann, da sonst die Funktion & (f) konstant
sein miilte. Er kann nicht einmal in einem Intervall existieren.
DaB er aber nirgends existiert, werden wir erkannt haben, so wie
wir gezeigt haben, dal es
fiir jedes t, beliebig kleine
h gibt, fir die der Diffe- *’
renzenquotient oberhalb
einer festen Grenze bleibt.

In unserem Doppelqua-
drat konnen wir nimlich
immer eine  Abszisse
z(ty + h) finden, die von
z(ty) um mindestens die
Halfte der Kante des
Doppelquadrates absteht, -
die zur z-Achse parallel }{9
1st. Die Lange derselben .
ist aber mindestens (}) 1 Fig. 19. 1
(ndmlich (})*, wenn die

Quadrate iibereinanderliegen und 2(})®, wenn sie nebenein-
anderliegen.) Daher ist bei dieser Wahl von & immer
Y2ty + k) —z(ty) | = 3 (3)*. Ferner ist aber | | selbst kleiner
als 2(})". Daher ist

et +h) — z(t)
| DR

i i

x

1,
>—43.

Damit ist der Beweis zu =2
Ende. Man wird noch den ]
‘Wunsch haben, auch etwas
anschaulich in das Zu-
standekommen der eben
festgestellten Eigenschaft
hineinzusehen. Man kann
sich eine ungefihre Vor-
stellung von dem Verlauf
der Funktion z(f) machen.

Zu dem Zweck mufl man

an den Streckenzug den- 7
ken, den wir in unsere |
Fig. 28 eingezeichnethaben 76 | Fgw !
und dessen Bedeutung wir

jetzt angeben wollen. Das ist weiter nichts als ein Sehnenpolygon,
das der Peanokurve eingezeichnet ist. Man sieht ndmlich leicht
ein, daB es die Eckpunkte mit der Peanokurve gemeinsam hat.
Ich kenne so auch die Werte der Funktion z(f) in einzelnen

8*
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Punkten, namlich in allen Teilpunkten. Ich will nun die Funktion
z(f) in einem rechtwinkligen z-t-System deuten und dabei die
eben gefundenen Stellen der Kurve z(f) verwenden. Verbinde
ich sie durch gerade Linien, so erhalte ich als erste Anndherung
das Sehnenpolygon der Fig.29, der ersten Unterteilung ent-
sprechend. Bei der zweiten Unterteilung wird es durch das kom-
pliziertere der nichsten Fig. 80 ersetzt. So bekommt man einen
ungefahren Einblick.

Man erkennt, wie die in der Fig. 80 dargestellte zweite Annihe-
rung aus der ersten Anniherung der Fig.29 dadurch hervor-
geht, daB jedes geradlinige Stiick durch einen Zickzackzug ersetzt
wird. So erhilt man auch jede folgende Anndherung aus der vor-
hergehenden. Der Leser wird auch leicht sehen, wie es kommt,
daB es an jeder Stelle sowohl verschwindende als auch sehr groBe
Differenzenquotienten gibt.

X. Funktionen von zwei Variabeln.

§ 1. Grenzwerte und Stetigkeit. Was man unter einer Funk-
tion von zwel Variablen versteht, ist dem Leser schon von S. 2
geldufig. Als geometrische Deutung einer solchen Funktion
2z = f(z, y) bietet sich die Darstellung durch eine Fliche in dem
dreiachsigen rechtwinkligen Koordinatensystem (z, y, 2). Wann
werden wir eine solche Funktion an einer Stelle (z, y) der unab-
héngigen Variablen stetig nennen ? Doch jedenfalls immer dann,
wenn sich die Werte der Funktion in der Nachbarschaft des
Punktes z,, y, der z-y-Ebene von f (x4, y,) beliebig wenig unter-
scheiden, einerlei ob die Funktion uberall erklirt ist oder nicht.
Um aber mit dieser Vorstellung logisch operieren zu konnen,
miissen wir sie, wie bei einer Variablen, erst in ein begrifflich
faBbares Gewand bringen. Dazu sind vorab Erdrterungen iiber
den Grenzbegriff notwendig.

Unter einer Umgebung einer Stelle (zy, y,) der z-y-Ebene
wollen wir fortan immer entweder das Innere eines Kreises ver-
stehen, dessen Mittelpunkt dieser Punkt (z,, y,) ist, oder aber
das Innere eines Rechteckes, dessen Mittelpunkt wieder (xq, y,)
ist. Das ist die genaue Verallgemeinerung des um einen Punkt
der Zahlengeraden abgegrenzten Intervalles, wie denn hier iiber-
haupt an die Stelle der Zahlengeraden die Zahlenebene, die z-y-
Ebene, tritt. Von der Verallgemeinerung des Intervallschachte-
lungsprinzips war schon auf S. 113 die Rede. Nun zur Definition
des Grenzwertes einer Funktion f(x, y) beim Ubergang zur Stelle

(xg, Yo). Wir werden schreiben lim f(z, y) = 4 dann und nur
z >,
Y>> Y

dann, wenn sich fir jedes vorgegebene positive ¢ um die Stelle

(x4, yo) eine Umgebung abgrenzen laft, derart, daf fir alle z, y
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dieser Umgebung immer | f(z, y) — A | < e ist. Fir diesen hier-
mit definierten Doppellimes gelten ganz dhnliche Gesetze wie
fitr den Limes bei Funktionen einer Variablen, namentlich auch
das -allgemeine Konvergenzprinzip: Der Doppellimes eaistiert
dann und nur dann, wenn sich fir jedes positive ¢ um die Stelle
eine Umgebung abgrenzen lift, so daf fir zwei beliebige Punkte
(z191) und (zyY,) dieser Umgebung immer | (3, y1) — f (25, Ya) |
< g ist. Der Beweis ist genau der gleiche wie bei einer Variablen,
wofern man nur in dem dort auf S.57 gegebenen Wortlaut
itberall statt ,,Intervall um z = a* liest: ,,Umgebung von
(o Yg)."* Der Leser mag den Beweis also dort nachsehen.

Ein Kreis um (xy7,) ist analytisch charakterisiert durch die
Ungleichung (z — )% + (y — y,)%2 <&, wihrend die beiden
Ungleichungen | z — 4| << &, und | y — ¥, | < &, ein Rechteck
um den Punkt liefern.

_ s —
Beispiele: 1.| 224 *| <& fur |:1:]<V; und |y | <V—%-
Also ist die Funktion stetig bei z = 0, y = 0.
. Lol ol

myxz +

|y |<*— <e, fir 22+ y[2<2e.
Also ist die Funktion stetig bei z = 0, y = 0, wenn man ihr dort
den Wert Null beilegt.

Der hier definierte Doppellimes muB scharf unterschieden

werden von dem doppelten oder zweifachen Limes lim lim f(z, ¥).
z>0y->0
Bei diesem handelt es sich darum, erst y nach Null riicken zu

lassen. Dabei bleibt z fest. Man nahert sich also dabei einem
festen Punkt der z-Achse. Wenn das geschehenist, soll man weiter
den Grenziibergang £—>0 ausfithren. Darin liegt, daB das etwas

anderes sein kann, als der doppelte Grenziibergang lim lim £ (z, y)
. Yy>0x>0
liefert, bei dem die Reihenfolge der Grenziiberginge vertauscht

ist. Z.B. ist

lim lim 2ty _ lim % =1
z>0y>0 " z>0 T
und lim lim +y—hm~yr=—1.

y->0 >0 r—Yy y>0 —Y

Indessen gilt, wie man leicht iibersieht, ein wichtiger Satz @iber
die Beziehung zwischen doppeltem Limes und Doppellimes:
Wenn der Doppellimes lim f(:t, y) und die beiden doppelten Limates

lim lim f(z, y) und hm hmf(:c, y) existieren, so sind alle drei
z»0y<0 y->

einander gleich. Denn dann sind alle bei den beiden doppelten
Limites vorkommenden Funktionswerte, soweit sie in einer ge-
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niigend kleinen Umgebung von (0, 0) angenommen werden, um
weniger als ¢ voneinander verschieden, also sind auch die doppel-
ten Limites selbst beide voneinander und vom Doppellimes um
weniger als ¢ verschieden. Also sind sie einander gleich, da & be-
liebig angenommen werden kann.

Man kann indessen aus der Existenz des Doppellimes nicht
folgern, daBl auch nur einer der doppelten Limites existiert. Be-

trachten wir z. B. die Funktion: f(z, y) = ysin %; fir z 40,
f(z, y) =0 fiur £ = 0. Der Doppellimes lim f(x, ) existiert und
z->0

y>0
ist gleich Null; denn fiir | ¥ | << & und beliebiges z, also erst recht

fir |z] <e und |y| <e, ist 1mmer|ysm Ll <& Jedoch

existiert der lim lim ysin 1 nicht. Denn schon llm Y sin —
y>0z-»0 z >0
existiert nicht. In diesem Beispiel existiert zufalhg noch der

lim lim ysml =0. Aber das 1ist wirklich nur ein Zufall.
z->0y->0
Denn bei

f(z,4) =y sin —}}-—}-xsin%fﬁr & =40, y+0,f(z,y) =0 fir z=0

und fir y = O existiert zwar der Doppellimes, aber keiner der
doppelten Limites.

Ebensowenig kann man umgekehrt aus der Existenz der
beiden doppelten Limites die FExistenz des Doppellimes er-

schlieBen. Betrachten wir namlich z. B. die Funktion %y”
0 ist

lim lim ——— =1 und lim lim — =0.

x>0 y>0 + : y>0 >0 + i

Aber der Doppellimes existiert nicht; denn auf der z-Achse ist ja
unsere Funktion 1, auf der y-Achse dagegen ist sie 0. Also kann
es keine Zahl geben, die von beiden beliebig wenig abweicht.
Der Leser denkt vielleicht, das liege daran, daB eben die beiden
doppelten Limites verschieden waren. Wenn sie aber gleich
sind, ist es genau ebenso. Ich will ein Beispiel einer Funktion
angeben, fiir die nicht allein die beiden doppelten Limites ein-
ander gleich sind, nein, in dem sogar bei jeder geradlinigen An-
niherung an den Nullpunkt f(z, y) demselben Grenzwert Null zu-
strebt, und wo der Doppellimes nicht existiert. Ich setze
_ 4y’z . . . - .
flz, y) = Gt Dann ist ll_r»r:’ 51_13 f(z, y) =0, und es ist
lim lim f (2, y) = 0. Ferner ist langs der Geraden
y>0x>0 dktz

y=kx:f(z,y)= T e Also limf(z, kz) = 0.

z->0
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Und doch kann der Doppellimes nicht existieren, da es z. B. in
jeder Nihe von (0, 0) noch Punkte gibt, wo f(z, y) = 1. Das
sind die Punkte der Parabel x = y2.

Man kann sich von den hier vorgetragenen Sachverhalten auch
anschaulich leicht eine Vorstellung verschatfen. Ich gebe daher
noch folgendes Beispiel, das bei (0, 0) ganz dasselbe Verhalten
zeigt, wie das vorhergehende, das aber wohl anschaulich durch-
sichtiger ist als dieses. Die Funktion f(z, y) sel so definiert:
Far z = 0 soll f(z, y) =0 sein, fur die Punkte der xy-Ebene,
die der Gleichung y? = z(z — x) geniigen, soll f(z, y) = i¢a;2
sein. Die Punkte, die bei einem bestimmten « der Gleichung
y2 = x (¢ — z) geniigen, liegen auf einem Kreis, der die y-Achse
im Koordinatenanfang berithrt. Jedem Wert des Parameters «
entspricht ein solcher Kreis. Ich erhalte eine Kreisschar, deren
Parameter ¢ ist. Die Kreise mit positivem ¢ liegen rechts, die
mit negativem ¢ links der y-Achse. a—>oco liefert die y-Achse
selbst. Die Kreise mit kleinem | & | haben einen kleinen Radius,
der sich mit abnehmendem | « | fortwéhrend verkleinert und fir
| & | =0 verschwindet. Die Kreise mit kleinerem | ¢ | liegen im
Inneren der Kreise mit groerem | ¢ |. Diese Kreise sind nun die
Hohenlinien unserer Fliche. Denn langs eines jeden derselben hat

f(z, y) denselben Wert. Den Verlauf der Funktion z = ﬁ;

haben wir auf 8. 85 studiert. Demnach nimmt unsere Funktion
ihren groBten Wert auf dem Kreise a =1 ein, ihren kleinsten auf
dem Kreise ¢ = —1. Wennich den Verlauf der Fliche iber irgend-
einer Geraden y = maz durch den Koordinatenanfang verfolge,
so hat lings dieser Geraden bei Annéherung an (0, 0), f (z, y) immer
den Grenzwert Null, welche Gerade ich auch nehmen mag. Denn
eine solche Gerade trifft in der Umgebung von (0, 0) nur Kreise mit
sehr kleinem Parameter. Eine Ausnahme macht nur die y-Achse.
Auf dieser Geraden aber verschwindet die Funktion ja ohnedies.
Also lings jeder Geraden ist der Grenzwert Null. Aber wenn ich
mich lings einem der Kreise der Schar dem Koordinatenanfang

. . a
nahere, so ist der Grenzwert gleich o g Ve e den Para-

meter des Kreises bedeutet, auf welchem ich mich dem Koordi-
natenanfang nihere. Ich kann als Grenzwert jeden Wert
zwischen — } und + } herausbekommen.

Bei der nun gleich folgenden Definition der Stetigkeit wird
.der Doppellimes eine wichtige Rolle spielen. Erist die eigentliche
Verallgemeinerung des Limes bei Funktionen einer Variablen.
Fiir ihn, wie auch fiir die doppelten Limites, gelten die folgenden
Regeln wie bei einer Variablen: Der Limes einer Summe ist gleich
der Summe der Einzellimites; ferner der Limes eines Produktes
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ist gleich dem Produkt der Einzellimites; der Limes eines Quo-
tienten ist gleich dem Quotient der Einzellimites, wofern der
Limes des Nenners nicht Null ist. Der Beweis wird genau wie
bei einer Variablen gefihrt. Wir gehen daher nicht néher dar-
auf ein.

Wir mennen eine Funktion an der Stelle xy, y, stetig, wenn
lim f(x, y) = f(xy, yo) 9st. Man darf sich von dem Aussehen des

T->2,
y—)yo 3 . . - . .
geometrischen Bildes einer nur an einer Stelle stetigen Funktion

keine falsche Vorstellung machen. Stetig im Sinne dieser Defi-
nition ist bei (0, 0) auch die Funktion z =y firz =2 0,2 = — y
fiir £ << 0. Man veranschaulicht sich dieselbe am besten geo-
metrisch dadurch, daB man sich die (z, y)-Ebene lings der
y-Achse aufgeschnitten denkt und dann die beiden Halbebenen
um die z-Achse gegeneinander dreht, so daB dabei der Schlitz
immer iiber der y-Achse bleibt.

Sdtze tiber stetige Funktionen: Summe, Differenz, Pro-
dukt und Quotient stetiger Funktionen sind wieder stetige Funk-
tionen iiberall da, wo der Nenner nicht verschwindet. Der Be-
weis verliuft genau wie bei einer Variablen. Wir bemerken noch,
daB natiirlich z und y selbst stetige Funktionen der beiden
Variablen z und y sind. Dann konnen wir schlieBen, daf alle
rationalen Funktionen von 2 und y wieder stetige Funktionen
sind, auBer an den Nullstellen des Nenners. Wir kénnen weiter
bemerken, daB alle stetigen Funktionen der einen Variablen z
auch stetige Funktionen der beiden Variablen z und y sind, denn
wir konnen sie als solche Funktionen der beiden Variablen auf-
fassen, deren Wert an jeder Stelle nur von x abhiéngt.

Wenn wir in einer stetigen Funktion f(u, v) fiir die beiden
Variablen wieder stetige Funktionen u(z,y) und v(z, y) ein-
tragen, so ist die mittelbare Funktion wieder eine stetige Funk-
tion. Also ist z.B. auch f(u(x), v(x)) eine stetige Funktion von
z, wenn % (z) und v (z) solche Funktionen sind und wenn f(u, v)
eine stetige Funktion seiner beiden Variablen ist, fir solche
Werte derselben natiirlich, die von u (x) und v(z) angenommen
werden, und an denen u(z) und v (z) stetig sind.

Um nun weiter die aligemeinen Séatze iiber stetige Funktionen
iibertragen zu kénnen, miissen wir erst wieder ein paar Grund-
begriffe fiir das zweidimensionale Gebiet neu einfithren. Wenn
in der zy-Ebene eine unendliche Menge von Punkten gegeben
ist, so heiBt ein Punkt P Hdufungspunkt dieser Menge, wenn in
jeder Umgebung dieses Punktes unendlich viele Punkte der Menge
liegen.

Eine Punktmenge heibit beschrdankt oder im Endlichen gelegen,
wenn sich ein Quadrat (oder, was dasselbe bedeutet, ein Kreis)
angeben 1aBt, der alle Punkte der Menge im Inneren enthalt. -
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Eine beschrinkte unendliche Punktmenge besitzt mindestens
einen Hdufungspunkt. Der Beweis geht dhnlich wie auf der
Geraden durch Quadratschachtelung. Wir teilen das Quadrat
in vier gleiche Teilquadrate. Mindestens eines enthilt unendlich
viele der Punkte im Inneren oder am Rand. Dieses oder (wenn
es mehrere sind) irgendeines derselben teilen wir wieder in vier
Quadrate. So fortfahrend, erhalten wir eine Quadratschachte-
lung, deren innerster Punkt ein Haufungspunkt ist.

Unter einem Bereich verstehen wir eine Punktmenge von
folgender Art: Jeder Punkt der Menge besitzt eine Umgebung,
die nur aus Punkten der Menge besteht. Irgend zwei Punkte der
Menge aber lassen sich durch einen Polygonzug miteinander ver-
binden, welcher nur Punkte der Menge passiert (Polygonzug
heiBit eine Kurve, die aus endlich vielen geradlinigen Stiicken be-
steht). Ein Bereich ist also z. B. das Kreisinnere, das Ellipsen-
innere und viele andere.

Unter einem Grenzpunkt oder Randpunkt eines Bereiches ver-
stehen wir einen Punkt, der selbst nicht dem Bereich angehort,
der aber Haufungspunkt von Bereichpunkten ist, in dessen be-
liebiger Nahe also Bereichpunkte liegen; z. B. die Kreisperipherie,
der Rand der Ellipse usw.

Ein Gebiet (abgeschlossener Bereich) entsteht aus einem Be-
reich durch Hinzunahme der Randpunkte, also z. B. Kreisinneres
plus Rand.

Allgemeine Satze iber stetige Funktionen: Eine in
einem abgeschlossenen, ganz im Endlichen gelegenen Bereich
stetige und endliche Funktion (d. h. stetig im Inneren und auf
dem Rande) ist beschrinkt. Denn sonst lieBe sich eine Stelle an-
geben, an welcher der Betrag der Funktion gréfer als 1 wire,
eine Stelle, wo ihr Betrag groBer als 2, allgemein eine Stelle, wo
ihr Betrag groBer wire als die beliebige ganze Zahl n. Diese
Punkte besitzen dann mindestens einen Hiufungspunkt, der dem
Bereich oder seinem Rand angehort. Da aber hier die Funktion
einen endlichen Wert besitzt, so liegen auch ihre Werte an allen
Stellen einer gewissen Umgebung unterhalb einer gewissen
Schranke, wihrend nach unserer Konstruktion in jeder Um-
gebung dieses Punktes Stellen ligen, wo der Betrag tiber jeder
gegebenen Schranke liegt. Daher existiert nun auch fir die
Funktionswerte eine obere und eine untere Grenze, die aber beide
irgendwo von der Funktion angenommen werden. Das erkennt
man wie bei einer Variablen. Daher hat jede im abgeschlossenen
Bereich stetige Funktion im Bereich oder an seinem Rande ein
Mazimum und ein Minimum. Auch nimmt sie jeden zwischen
Maximum und Minimum gelegenen Wert irgendwo im Bereiche
oder an seinem Rande an.
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§ 2. Ableitungen. Die partiellen Ableitungen der Funktion f (x,y)
haben wir schon auf S. 72 eingefithrt. Wir haben der dort gegebe-
nen Darlegung nichts hinzuzufiigen. Als eine Anwendung des
bisher Bepsrochenen wollen wir nun die Kettenregel auf mittel-
bare Funktionen f((zf), y(t)) erweitern. Durch die Gleichungen
z=z() und y = y() fur ¢, =t =<t, wird eine Kurve der
zy-Ebene definiert. Die Funktion f(x, y) moge eine stetige
Funktion der beiden Variablen & und y sein in einem Bereich,

der diese Kurve ganz im Innern enthélt. Ferner sollen die par-

tiellen Ableitungen p(z, y) = gg und q(z, y) = % existieren

und stetig sein. Weiter sollen auch « (f) und y () differenzierbar
sein. Dann ist auch die mittelbare Funktion f(z(@), y@®) diffe-
renzierbar, und es gilt

df _ofdz , of dy,

dt_ Jzdt ' oydt
Der Beweis flieit aus der Definition der Differentialquotienten
und der Stetigkeit. Wir haben nidmlich

At>0

—lim[@TAs Y+ DY =@y + Ay | @Y+ (@Y,
At>0 At At->0 At

Dies wird nach dem Mittelwertsatz

=limp (z+ Az, y +Ay) hm + hm q(a: Y +02y) hm %t
At>0
ay __ 9f dz a/ dy

d
=p(,Y) dt+q(w,y) =szdi Taydt

Die Verallgemeinerung der Kettenregel auf mittelbare Funk-
tionen, die aus Funktionen von noch mehr Variablen entstehen,
liegt hiernach auf der Hand, wie denn iiberhaupt der Leser im-
stande sein wird, alles bisher Gesagte sich auch bei Funktionen
von mehr als zwei Variablen zurechtzulegen.

Wir kommen zu den héheren Ableitungen. Sie werden erhalten,
wenn die partiellen ersten Ableitungen wieder differenziert werden.
So aber erhilt man schon vier partielle Ableitungen zweiter
Ordnung, nimlich je nachdem ob wir p oder q wieder nach z
oder nach y differenzieren. Jeder, der sich naiv und rein mecha-
nisch mit diesen Dingen befa8t, kommt ganz von selber darauf,

f _ éf 8q fir
By dyoz azay oz’

die also die Reihenfolge der leferentlatlonen gleichgiiltig ist.
Mancher wird auch ohne weiteres Nachdenken es fiir selbst-

daB es Funktionen gibt, firr dle
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verstédndlich halten, da8 es so ist. Aber das ist Voreilig Es wire

Z beweist das

Gegentell Sie besitzt, wie wir oben sahen, bei (0, 0) einen
Grenzwert, namlich Null. Erkliren wir also fir (0, 0) die Funk-
tion dadurch, daB wir dort z = O setzen, erkliren wir sie aber
an allen anderen Stellen (wo dieser Ausdruck ja nicht versagt)

durch z = zy H, so ist sie bei (0, 0) stetig. Nun wird

sy B2 0
x2 2
p(0, y) = lim 4;’/ —y
- i‘/

Y —0

und q(z, 0) = lim — z? + v _ .
y>0 Y
Daher wird ;1 (0,0) = —1, dagegen —sz (0,0) =1. Ein
oyex 7 T » dagegen o , V) =
2

weiteres solches Beispiel wird durch die Funktlon 2=y _:_25

fir (x, y) == (0,0) und z = 0 fir (z, y) = (0, 0) gegeben. Auch
diese Funktion ist bei (0, 0) stetig. Denn es ist

Ly ] <[

PR (2x2+2y2)l<2|x§§y]<s fiar

2+2

=<V ly<)%

Hier wird p(0, y) = 2y und g(z, 0) = . Daher wird _FZ"gw —9

*f
und 300y = 1.
Wir wollen noch versuchen, einen geometrischen Einblick in
den Sachverhalt zu gewinnen. Die Fliache z=ay + y sieht in

der Umgebung von (0,0) ahnlich aus wie das hyperbohsche
Paraboloid z = zy. Genau wie dieses passiert sie in den beiden
geradlinigen Erzeugenden £ = 0 und y = 0 die zy-Ebene und
ist im ersten und dritten Quadranten oberhalb, im zweiten und
vierten unterhalb dieser Ebene gelegen. Um nun weiter die

geometrische Bedeutung der Verschiedenheit von 5 g und
aa g einzusehen, was ja bel z = zy anders ist, fragen wir zu-
na.chst nach der geometrischen Bedeutung der beiden partiellen
ersten Ableitungen p und g. Wenn wir durch die Fliche z = f (z, y)
einen Schnitt legen parallel zur xz-Ebene, etwa bei y = y,, s0
erhalten wir eine Schuittkurve mit der Gleichung z = f(z, y,).
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Der Richtungstangens dieser Schnittkurveist p(z, y,). Schneiden
wir parallel zur y2-Ebene bei £ = =, so erhalten wir eine Schnitt-
kurve mit der Gleichung 2z == f(x,, ¥). Ihr Richtungstangens
wird q(x,, y). Die zweiten Ableitungen geben nun an, wie sich
diese Richtungstangens 4ndern, wenn man sie lings einer Paral-
lelen zur z- oder y-Achse auf der Fliche verfolgt. Die in unserem
Beispiele aufgeschriebenen waren direkt die Richtungstangens
der Schnittkurven in den Punkten der z-Achse bzw. den Punkten
der y-Achse. Wahrend beim Paraboloid die Schnittkurven diese
beiden Geraden gleich steil durchsetzen, besteht hier ein Unter-
schied der Steigungen. Die y-Achse wird steiler durchsetzt wie
die z-Achse. Dazu nimmt die Steigung lings der y-Achse bei
Anndherung an den Koordinatenanfang rascher ab als lings der
z-Achse.

Wenn man den hier dargelegten Sachverhalt mit der evidenten
Tatsache vergleicht, daB bei ganzen rationalen Funktionen die
Reihenfolge der Differentiationen sich als vertauschbar erweist,
so dréngt sich einem die Frage nach den Bedingungen auf, unter
welchen diese Gleichheit stattfindet, zumal fir das bloBe Auge
gar kein so groBer Unterschied z.B. zwischen unserer Fliche
und dem Paraboloid bei (z, y) = (0, 0) zu bestehen scheint. Wir
werden in dieser Richtung den folgenden Satz beweisen:

2 2

In einer Umgebung von x4, yo sollen f(z, y), p, qa;?:—gy- , &;12!%5

existieren und stetig sewn, dann ist an dieser Stelle = - .
0z0y oyox

Zum Beweis miissen wir auf die Definition der Ableitungen

zuriickgehen. Es ist p(z,, ) = lim f@+ _Z'Ly;){t,t(z_“’_yl. Da-
A->0

her wird
_ azfﬁ — lim lim f(@o+hyyot-k) —f(Zo, yg+k)—f(zo+h:yo) ~+£(20s Yo) .
CYOT  xyon>0 ki

1(25 Yo k) — f (20, Yo)
h

Ferner ist aber q(z, y,) = lim , und es wird
>0

f — lim lim f(xo+h, Yo+ k) —F(z+ Ry Yo) —1(Zo: Yo 1K) - 1(Zo, Yo) .
920Y ) s0z>0 hk

Die beiden Ausdriicke unterscheiden sich also nur durch die
Reihenfolge der beiden Grenziiberginge. Wir hatten schon oben
S.117 Beispiele dafiir, da die Reihenfolge zweier Grenziber-
ginge nicht gleichgiiltig ist. Hier finden wir neue Beispiele. Wir
erkannten damals, daB beide sicher dann gleich sind, wenn der
zugehorige Doppellimes existiert. Dieser Satz wird bei unserem
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Beweis eine Rolle spielen. Wir wenden den Mittelwertsatz mehr-

mals an. Um s umzuformen, setze ich
oyox
f(zo+ by y) — [ (T0, y)

= ey)
Dann wird

~ (g, Yo) = lim lim 2o+ 8 — 9 Wo) _ jim fim ¢ ? (yo + 94k)
9yaa: E>0h>0 k>0 h—)Oa

of of
a o\ h’ [] Gy k) — = 0r JO
g Fg et B — g G et OB

k>0h->0 h

=lim lim —- 3 (xo + Db, Yo+ B4h).

k>0 k>0 a

Nun existiert aber wegen der Stetigkeit von kf der Doppel-
limes und ist diesem doppelten Limes gleich (S 117) Daher ist

mmmaam+ﬂm%+mm %%JJ

k>0%h>0
. e . o0*f N
Also ist wirklich o0y (Zg Yo) = Gyiz (o, Yo)-

Es bleibt noch ein Wort iiber die dritten und hoheren Ab-
2t & Pt pDer
0x® oxdy* 0yidw
Leser wird sich leicht &hnliche Vertauschbarkeitssitze auch dort
iberlegen.

Aus diesem Satz folgt z. B., daB fir alle rationalen Funktionen
die Differentiationsordnung gleichgiiltig ist mit Ausnahme der
Stellen, wo der Nenner verschwindet.

leitungen. Man bezeichnet sie so:

§ 3. Implizite Funktionen, Wir sind nun imstande, Fragen in
Angriff zu nehmen, die wir frither zuriickstellen muiten, nim-
lich Fragen iiber implizite Funktionen y(z), die also durch
Gleichungen von der Form F (, i) = O definiert sind. Die erste
Frage ist die nach der Existenz von Funktionen y(z), die einer
solchen Gleichung geniigen. Man kann natiirlich nicht erwarten,
daB eine jede solche Gleichung eine Losungsfunktion besitzt,
das heiBt eine Funktion y = f(z), durch deren Einsetzen die
Gleichung identisch erfillt wird. Denn z. B. ¢*~¥ wird nie Null.
Aber es gibt einen Satz von ungefahr folgendem Charakter:
Wenn eine Funktion F (z, y) an einer Stelle (a:o, 1) zu Null wird,
dann gibt es auch eine Funktion y = f(z), die sie zu Null macht.
Wir miissen, bevor wir beweisen konnen, die Voraussetzungen,
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die wir machen wollen, klar formulieren. Ich stelle folgenden

Satz auf:

Es ser F(xy, yo) =0 und F(x, y) sowie °F ma —g—l; stetig in

ox

einer Umgebung von (z,, yo). AupPerdem sei g—F (2gs Yo) von Null

verschieden. Dann kann man wm die Abszisse &, ein Intervall ab-
grenzen, und um die Ordinate y, gleichfalls ein Intervall angeben,
derart, dafi zu jedem z, aus dem ersten Intervall genau en y, aus
dem zweiten gehort, fur die F (x,, y,) = 0 vst. Die so definierte
Lisung y = f () ist eindeutig und bei x, stetig und differenzierbar,

und es 1st

oF
dy o
dz = OF’
b

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, will ich zum

Beweis annehmen, daf %ﬁ (29> Yo) > 0 ist. Ich grenze nun um

(Zgs Yo) 2ls Mittelpunkt ein Rechteck (Fig. 81) ab,indem 1. F (=, y)
und seine Ableitungen stetig sind, und in welchem 2. durchweg

%' positiv ist. Das geht, weil ja S—g (Zg> Yp) > 0 und dort stetig

ist. Betrachte ich nun die Parallele zur y-Achse bei T =z,

so muB F, weil oF
oy

positiv ist, und weil F(z,, o) = 0 ist, beim

Ubergang zu groBeren y-Werten positiv, beim Ubergang zu
kleineren y-Werten dagegen negativ werden. Ich kann also auf

Y
y0+ Efmmeclmmmmmm - -OA
°ZYo
.94—61»---- --------- °B
Zo-0 ]a"‘l’
Fig. 1.

dieser Geraden die Punkte 4 und B
in gleicher Entfernung von (x,, ¥,)
so withlen, daB in ihnen F(z, y) ver-
schiedenes Vorzeichen besitzt. In A4
ist FF >0, in B dagegen F <C0.
Daher kann ich nun wieder um 4
und B zwei Rechtecke abgrenzen,
in deren einem F positiv, in deren
anderem aber F negativ ist. Ich darf
sogar annehmen, daf diese Recht-
ecke kongruent sind. Die Abszissen

dieser Rechtecke mogen zwischen z, — é und z, + & liegen und
ihre Ordinaten zwischen 9y — ¢ und y,+ &. Dann sind

2g—0<z<2+6 und y—eZysy,+e

zwei Intervalle, fiir die unser Satz gilt. Denn verfolge ich F (z, y)
lings irgendeiner Geraden z = x,, deren Abszisse dem Intervall
Ty — 0 = z = x4+ 6 angehort, so ist F bei der Ordinate y, — ¢
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negativ, bei der Ordinate y, + & dagegen positiv. Da aber da-
zwischen %‘ positiv ist, so wichst dazwischen F monoton und

passiert genau einmal die Null. Damit ist die im Satz erwihnte
eindeutige Ldsung y = f(z) gefunden. Sie ist auBerdem stetig
bei & = x,, weil einer Anderung von z um weniger als é eine
Anderung von y um weniger als £ entspricht und 6 wie & beliebig
klein gewihlt werden konnen. Es bleibt noch die Aussage itber
die Differentialquotienten zu beweisen. Wir gehen auf die Defi-
nition des Differentialquotienten zuriick. Tragen wir die Losung
y = f(2) in F(z, y) ein, so ist die mittelbare Funktion F(x, f(x))
far alle £ Null. Daher sind auch die Differenzquotienten Null.
Wir finden also:

0=F(mn+ A, f(zo+ Az)) —F (x4, f (2,))

Az
=F(a:,,—|—Am, yo+Ay)—F(xQ3‘yqj'_Ai/)+F($ov Yo+ A Y) —F (o, Yo)
Az Az

A
= p(xo+ 9, Dz, yo+ Ay) + q(@4, Yo+ F28Y) - E?i

_A__?l _ _P(‘%'i‘ﬂwa, Y+ADy)

. Az A q(Zo, Yo+ 20y , sobald
man Az und damit Ay so klein wihlt, daB q(z,, yo + F2 y)
von Null verschieden ist. Da nun aber p(z, y) und g(zx, y) bei
Z4Yo stetig sind, go existieren die Grenzwerte

lm p(zy + H Az, yy+ Ay)
Az>»0
AYy>0

Daraus ergibt sich

und lim q (g, ¥ + 922 y), und da auBerdem g(x,, yo) von Null

Ay—>0
verschieden ist, so existiert auch der Grenzwert lim Ay _
Az>0DT
t'(z). Daher ist y==f(x) differenzierbar, und es ist f(z)
_ Do) |
o q(Zo Yo)

Den Fall, wo an der betreffenden Stelle ¢ = 0, aber p == 0 ist,
behandelt man ebenso. Wenn aber an einer Stelle beide erste
partielle Ableitungen verschwinden, so versagt unsere Uber-
legung vollig. Dann 148t sich auch keine allgemeine Aussage
iiber die Existenz von Losungen machen. Es kann sein, daB
gar keine Losung vorhanden ist, wie 7. B. bei 22 4- 4% = 0, das
im Reellen nur bei 0,0 (Einsiedlerpunkt) verschwindet. s
konnen aber auch zwei Losungen verschiedener Richtung
(Doppelpunkt) da sein, wie bei 22 — 4? = 0, die beiden Geraden
y = z und y = — « (siche auch S.129). Endlich konnen auch
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zwei Liosungen gleicher Richtung da sein, wie z. B. bei y2 = g3,
Das gibt ein Kurvenbild mit Spitze (Fig. 82). Wir haben damit
nur die einfachsten Fille aufgezahlt, es gibt deren noch viele
andere. Die Kriterien, die es ermoglichen, sie voneinander zu
trennen, wollen wir nicht mehr ausfiihr-
lich behandeln. Wir wollen nur noch an-
geben, wie man die Richtung eines Kurven-
astes bestimmen kann, der einen solchen,
wie man sagt, singuliren Punkt passiert,
wenn man erst weil, dal der Ast eine
sich bis in den Punkt stetig #ndernde
Tangentenrichtung besitzt. Dann kann
man so verfahren: Man geht wieder von
der identisch richtigen Gleichung aus:
F(z.f(x)) = 0. Wenn man sie einmal
differenziert, so kann man daraus im all-
Fig. 32. gemeinen wie vorhin y’ entnehmen. Wenn
aber im singuldren Punkt p und ¢ beide
verschwinden, so geht das nicht. Ich differenziere alsdann die
Gleichung noch einmal und erhalte

oq ,

8p ,
ozY

e "
Lty + +ta,¥ ey =0
Hieraus bestimmt man im allgemeinen %’. In unserem Falle
aber verschwindet der Koeffizient von 3. Ich erhalte also wieder

eine Gleichung fir y’, nimlich

op (Cp , Oq 9 0q

Gt ¥yt ryiga=o
Aus ihr kann man nun im allgemeinen y’ berechnen; geht es
wieder nicht, weil wieder alle Koeffizienten verschwinden, so
differenziert man noch einmal und fahrt so fort, bis vielleicht ein-
mal die Bestimmung von 3’ gelingt. Im allgemeinen erhalt man
dabei mehrere verschiedene Richtungen (reell oder imaginir)
entsprechend den verschiedenen Kurvenisten, die im allgemeinen
den Doppelpunkt oder mehrfachen Punkt passieren.

Wir wollen es nicht unterlassen, noch die folgende manchmal
niitzliche Bemerkung zu machen. Wir werden in einem der
nichsten Paragraphen die Maxima und Minima der Flichen
studieren und dafiir Kriterien angeben. Diese Kriterien sind nun
direkt Kriterien, um daraus in gewissen Fillen die Existenz der
Lésungsfunktion zu erkennen; denn es ist ja unmittelbar klar,
daB, wenn die z-Koordinate Null eine hochste Erhebung oder eine
tiefste Senkung bedeutet, daB dann in der Nachbarschaft des
betreffenden Punktes die Fliche die zy-Ebene nicht trifft und
daB auch umgekehrt dann, wenn die zy-Ebene in der Umgebung
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einer Nullstelle von z = f(z, y) sonst nicht getroffen wird, ein
eigentliches Maximum oder Minimum der Fliche vorliegen mu8.

Zusatz: Den am Beginn dieses Paragraphen ausgesprochenen

und bewiesenen Satz kann man ohne weiteres auf Funktionen be-
liebig vieler Variablen iibertragen.
Auch der Beweisgang 148t sich leicht y
den neuen Verhidltnissen anpassen.
Man muB nur in den Raum gehen.
An die Stelle der z-Achse von da-
mals tritt bei einer nach y aufzu-
losenden Gleichung F(zx, y, u) =0
zwischen drei Verdnderlichen die
z, u-Ebene; die y-Achse geht senk-
recht dazu in den Raum. Statt
Intervallen benutzen wir nun Um-
gebungen, statt Umgebungen der
dort mit 4 und B bezeichneten
Punkte nun Umgebungen des ent-
sprechenden Raumpunktes. Hiernach wird der Leser leicht den
Beweis durchfithren konnen.

Beispiel: Durch #® + y* —8axy = 0 wird eine nach Car-
tesius wegen ihrer Gestalt Cartesisches Blatt genannte Kurve
dargestellt. Wir wollen ihre in der Fig. 38 skizzierte Gestalt zu
bestimmen suchen. Die Kurve ist symmetrisch zur Winkel-
halbierenden y = z, denn bei Vertauschung von z und y bleibt
die Gleichung ungeéndert. Die Winkelbhalbierende selbst wird
auBer in (0, 0) im Punkte £ = y = $a getroffen, wie man sofort
nachrechnet. Um aber zu erkennen, wie die Kurve in der Nihe
dieses Punktes verlduft, denken wir zunéchst an unser Existenz-
theorem. Man sieht sofort, dafl in diesem Punkte seine Voraus-
setzungen erfillt sind. Dann entnimmt man der Gleichung

Fig. 83.

oy —a

Y=

y2—az’

daf die Kurve die Winkelhalbierende senkrecht passiert. Liegt
sie aber nun in der Nahe dieses Punktes auf derselben Seite ihrer
Tangente wie der Koordinatenanfang, den sie ja auch passiert,
oder auf der entgegengesetzten ? Um das zu erkennen, haben wir
zwei Feststellingen notig. Einmal konstatieren wir, daB jede
Gerade mit einer Gleichung von der Form y = — z 4 « die
Kurve hochstens in zwei Punkten trifft. Thre Abszissen bestimmt
man ja aus der Gleichung

822(a + a) — 3z (a? + aa) + a® = 0.

Hiernach fiihren wir Polarkoordinaten ein: x = r cos @, y =rsing
. . 3asing cos
und finden als Gleichung der Kurve r = -, PEO°% | Daher
sin*p 4 cosdg
Toubners techr.Leitf. 4: Bieberbach: Differentialrechnung. 5. Aufl. 9
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liegt in jeder Richtung hochstens ein Punkt, und es wird beim
Grenziibergang ¢—>0 auch r = 0. Diese Erkenntnis mit der
erstgenannten zusammen lehrt uns, daf die Kurve im ersten
Quadranten so aussieht, wie in der Figur angegeben. Denn wenn
gich die Kurve in der Nihe des Schnittpunktes mit der Winkel-
halbierenden erst jenseits ihrer Tangente befénde, dann aber mit
flacher werdendem Azimut sich unbegrenzt dem Koordinaten-
anfang niherte, so mibte eine jenseits von z = y = §a gelegene,
zur Tangente in diesem Punkt parallele Gerade gegen unsere
Feststellung wegen der Symmetrie der Kurve in mindestens
4 Punkten getroffen werden. Man erkennt auch aus dieser Uber-
legung, daBl die Kurve im Koordinatenanfang die z- und die
y-Achse beriihrt. Diese beiden Geraden selbst werden indessen
von der Kurve nur im Koordinatenanfang getroffen. Ahnliche
Uberlegungen lassen uns auch im zweiten und vierten Quadranten
die Gestalt der Kurve erkennen. Daf sie im dritten Quadranten
keine Punkte hat, entnimmt man aus der Kurvengleichung auf
Grund der Tatsache, da dort sowohl z wie y negativ sind. Die
Gerade = -+ y 4 a = 0 ist Asymptote der Kurve, d. h. sie be-
rithrt die Kurve in einem ihrer unendlich fernen Punkte. Man
erkennt das schon im Endlichen daran, daB der Kurvenast sich
dieser Geraden unbegrenzt niahert. Um sie analytisch zu be-

stimmen, hat man zunichst aus der Kurvengleichung den Iim Y

r-ra
zu bestimmen. Dieser Grenzwert gibt die Richtung der Asym-

ptote. Denn er gibt an, in welcher Richtung die Kurve ins Un-
endliche geht. Dividiert man die Kurvengleichung durch a2 und

148t z—» co streben, so findet man lim ¥ — _1. Daher schnei-
xra
det man nun die Kurve mit den Geraden y = — 2 + « und hat

noch ¢ so zu bestimmen, daB moglichst viele Schnittpunkte der
(eraden mit der Kurve ins Unendliche fallen. Der Schnitt fithrt
zu der Gleichung von 8.129 unten. Ihr Grad wird méglichst
klein, wenn man ¢ = —a setzt. Daher wird y = —x —a
Asymptote.

Bemerkung: Noch sei bemerkt, da8 man bequemer, als im
vorstehenden dargelegt, zur Bestimmung der Asymptoten ge-
langt, wenn man nach den Regeln der projektiven Geometrie zu
homogenen Koordinaten iibergeht, dann die uneigentlichen
Punkte der Kurve und die Tangenten in denselben bestimmt.
Dies sind dann die Asymptoten.

Der Koordinatenanfang erweist sich als ein singulirer Punkt
der Kurve, und zwar hier speziell als ein Doppelpunkt, weil ihn
zwei Aste der Kurve passieren. Dort verschwinden die ersten
partiellen Ableitungen. Differenziert man die Kurvengleichung
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zweimal nach z, um die Richtungen der Kurvendste im Doppel-
punkt zu finden, so erhilt man

6x+4+ 6y-y'2+ 8y2y”’ —6ay —8Baxy”’ =0.

Hieraus findet man fiir £ = y = 0 nur die eine Richtung ¥’ = 0;
die andere 3 = oo wiirde man erhalten, wenn man die Umkeh-
rungsfunktion differenziert hitte.

‘Wir wihlen noch ein zweites Beispiel, das wir der Theorie der
divergierenden Parabeln entnehmen. Wir betrachten die Kurve

y=@—a)(@g—0b)(x—c) 0<<a<b<o).

Ersichtlich besitzt sie nur da reelle Punkte, wo die rechte Seite
positiv ist. Das ist zwischen a und b einerseits sowie rechts von
c andererseits der Fall. Weiter ist die Funktion an jeder z-Stelle
endlich und stetig, wichst aber bei ins Unendliche wachsendem z
itber alle Grenzen. Zwischen a und b muf} sie da- ’
her beschrinkt sein. Da sie auBerdem symmetrisch

zur z-Achse ist, so muf sie ungefihr aussehen,

wie in Fig. 84 gezeichnet.

ten a, b, ¢ die z-Achse senk-
recht trifft, rechnet man ja
sofort nach.) Der geschlos-
sene Zug zwischen @ und b ist ein konvexes

Oval, d.h. er kann keine Einbuchtungen haben.

Die genaue mathematisch begriffliche Formulierung

dieser Aussage ist die: Die Verbindungsstrecke Fig. 34.
zweier Punkte des Ovalinneren trifft (zwischen diesen beiden
Punkten) die Kurve nicht. Andernfalls wiirde eine solche Gerade
die Kurve mindestens viermal treffen. Das kann aber bei einer
Kurve dritter Ordnung nie eintreten. Auch die Gestalt des unend-
lichen Zuges kann man noch etwas besser festlegen. Ich behaupte,
er besitzt zwel zur z-Achse symmetrisch gelegene Wendepunkte.
Um das einzusehen, verfolge ich den Kurvenzug von seinem Schnitt
mit der z-Achse an. Ersetzt dort senkrecht ein. Gehe ich nach oben
weiter, so mub seine Tangentenrichtung alsbald flacher werden.
Sie kann aber nicht unbegrenzt sich der Horizontalen néhern,
da sonst die Tangenten auch noch das Oval in zwei Punkten, die
Kurve also im ganzen in vier Punkten schnitten (zwei fallen
immer im Berithrungspunkt zusammen). Das wiren wieder
zuviel Schnittpunkte. Wenn sie also doch immer flacher wiirde,
go miiBte sie sich einer Grenzlage nahern, die flacher ist als die
y-Achse. Man entnimmt aber der Ableitung

y—EmBE—t @) @—)+@—a (@b
2 (z—a) (z—b) (z—0) ’

(DaB sie in den drei Punk- /_\

g*
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daB ihr Limes fir £ —-oo wieder oo ist. Also muf irgendwann
die Tangentenrichtung wieder beginnen, steiler zu werden. Dort
liegt aber nach den Erorterungen auf S.83 ein Wendepunkt
der Kurve. Man kann auch noch zeigen, daB auf jeder Seite der
z-Achse nur einer liegt. Wir wollen das aber nicht mehr weiter
ausfithren. LaBt man b und ¢ zusammenriicken, so sieht man, wie
ein Doppelpunkt entsteht. Fallen a, b, ¢ alle drei zusammen, so
kommt der Spitzentypus von Fig.128 heraus. Fallen aber ¢ und
b zusammen, so schrumpft das Oval zu einem Einsiedlerpunkt
zusammen.

Uber die Auflosung von Gleichungssystemen. Mit
Ricksicht auf spatere Anwendung im zweiten Band wollen wir
hier noch die Frage behandeln, wann es zwei Funktionen
z=1=z(u,v), y=1y(u0v) gibt, die das Gleichungssystem
u=f(z, y), v=g(, y) lisen. Die Entscheidung dariber wird
im allgemeinen durch das Verschwinden oder Nichtverschwinden
der sog. Funktionaldeterminante

1 dw,v) _ou E)'z)_aui)v
(1) d(z,y) 0wdy Oyoda

gegeben. Wir wollen zunichst folgenden Satz beweisen: Die
Funktionen w = f(z,y), v=g(x, y) seien in einem gewissen
Bereich stetig. Fiir einen inneren Punkt x4y, desselben sei
g = [(Tgs Yo)» Vo = 9 (g Yo). In der Umgebung dieses Punktes
sollen die vier partiellen Ableitungen erster Ordnung existierem
und stetig sein. Ferner soll in diesem Punkt die Funktional-
Z((:’g nicht verschwinden. Dann gibt es eine Um-
gebung U von uo: v, und eine Umgebung X von zy, y, derart, daf3
2u jeder Stelle uy, v, aus Ul genau eine Stelle x,, y, aus X gehort,

derart dafs uy = (2, %) v; = (2, Y1)
ast. Dadurch sind i U zwer Funktionen

z = z(u,v), Y=y

determinante

eindeutig erkldrt. Sie sind in U stetig und mit stetigem partiellen
Ableitungen erster Ordnung versehen. Endlich ist

d(y, 2) d(u, ) _
dw,v) d(z,y)

Der Beweis stiitzt sich auf eine zweimalige Anwendung des
Zusatzes auf S.129.

Ich grenze um z,, y, ein Rechteck | ¢ —ay | < a,| y—yo | < b
ab; in ihm seien die Voraussetzungen des Satzes erfullt. Es sei
darin auBerdem ;l=}=0. Wegen des Nichtverschwindens von

(1) muB nimlich in z, y, mindestens eine der vier in (1) vor-
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kommenden partiellen Ableitungen von Null verschieden sein.
Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit anzunehmen, daf
g == 0 sei. Wir wihlen dann noch a und b so, daf in dem Recht-
Y o
cy
verschieden bleibt. In diesem Rechteck mogen w = f(z, y),
v =g(x,y) Wertepaare u, v annehmen, die Ungleichungen
fu —ug| <e, |v—uv| <d bei passender Wahl der ¢, d ge-
niigen. Wir wenden dann den Zusatz von 8.129 auf die Gleich-
ung u —f(x, y) = 0 und das Intervall|z — x| <a, | y—y, |
< b, | w —ug| <can, in der Absicht, die Auflosung nach y zu
bewerkstelligen. Der Zusatz lehrt, daB es drei Zahlen a; < q,
by = b, ¢; = c gibt, so daB sich durch Auflésung von u—f(z, )
=0 eine in | z — zy | < ay, | u —uy | < ¢, stetige, mit stetigen
partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion
y = Yy (u, z) ergibt, die nur Werte aus | y — y, | < b, annimmt.
Diese Funktion y = y(u, ) kann man in v —g(z, y) = 0 ein-
tragen und erhilt eine Gleichung v — g(z, § (v, 2)) = 0, deren
linke Seite fir |z —z| <ay, |u—uy| <e, |v—0vy| <d
stetig ist und stetige partielle Ableitungen erster Ordnung be-
sitzt. AuBerdem ist

eck |z —xy| <a, | y — yo| << b noch ;= stetig und von Null

0 — 01
3z (v——g(a;, y (u, x)): ‘gw_gva_g;

==t gup

Dies ist in | # — &y | < a;, | 4 — %y | < ¢; von Null verschieden.
‘Wendet man dann den Zusatz von S.129 erneut auf diese Glei-
chung und das Intervall |z — 20| <a,, |u—1u| <e,
| v — vy | << d anin der Absicht, sie nach z aufzulésen, so erhalt
man drei Zahlen gy, < a;, ¢, <¢;,, d;<d, so daB eine in
|u —ug| <€y |v—1v| <<d, stetige mit stetigen partiellen
Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion z = z(u, v)
die Auflosung leistet. Diese nimmtin | u — ug | < ¢y |v—2vy| < d;
nur Werte aus | z — 23| < a, an. Man kann daher diese Funktion
in y == y(u, x) eintragen, und erhilt so y=y(u,v). Diese
Funktion ist dann in |u —uy| <<e, |v—0uy| < d, stetig
und mit stetigen partiellen Ableitungen versehen und nimmt
darin nur Werte aus | y — y,| << b, an. Diese Funktion zusam-
men mit £ = z(u, v) stellb dannin | w —uy | < ey |v — 1] < d)
die gesuchte Auflosung dar. In diesem Rechteck gilt identisch
fiir diese Funktionen

u = f(c(u,v), yu,v)
v=yg(z@,v), y@u,v)
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Differentiation nach u und v liefert
l=fo @t fy Yur O=faZo+ fulo
0=9: Zut9 Yu» 1=0gaC+ gu¥s.

Diese Relationen beweisen die am Ende des Satzes ausgesprochene
Behauptung iiber das Produkt der beiden Funktionaldeter-
minanten.

Die zuletzt aufgeschriebenen Relationen lehren noch das Fol-
gende. Wenn u = f(x,y), v =g (2, y) in der Umgebung von
Tg, Yo stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen,
wenn 4y = f (g, Yo)> Vo = ¢(%q, Yo) 18t, wenn weiter die Funktio-
nen z = z(u, v), ¥ = y(u,v) in der Umgebung von u,, v, stetige
partielle Ableitungen erster Ordnungen besitzen, und wenn in der
Umgebung von &, ¥, identisch # = z(f, 9), y = y(f, 9) gilt, so
ist stets die Funktionaldeterminante (1) von Null verschieden.

Die Fille, in denen die Funktionaldeterminante verschwindet,
wollen wir nicht weiter verfolgen.

Wir wollen nur noch einen Fall betrachten, nimlich den, daf
in einem Bereich der z, y-Ebene die Funktionaldeterminante an
jeder Stelle verschwindet. Dann ist die Auflosung sicher micht
maglich. Es ist vielmehr entweder g (z, y) als Funktion von f(z, y)
oder f als Funktion von g darstellbar ; das will sagen, dal der Wert,
den die eine der beiden Funktionen an einer Stelle des Bereiches
annimmt, feststeht, sowie der Wert bekannt ist, den die andere
daselbst annimmt.

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Satzes bei einer
Variablen, der besagt, daB eine stetige Funktion, deren Ableitung
in einem Intervall iiberall verschwindet, dort konstant ist. Der
Beweis ergibt sich an Hinden der bisherigen Entwicklungen.
Wenn namlich die ersten Ableitungen iiberall im Bereich ver-
schwinden, so sind die Funktionen f(z, y) und g(z, y) von x und
y unabhingig. Dann ist der gewiinschte Beweis bereits erbracht.
Wenn aber an einer Stelle und damit wegen der Stetigkeit in

einer gewissen Umgebung derselben eine Ableitung, z. B. g—f

nicht verschwindet, so kénnen wir die bisher befolgte SchluB-
weise zundchst einhalten, bis wir zur Berechnung der partiellen
Ableitung von g (z, y (%, £)) nach & kommen. Diese erweist sich
aber nun als Null, so da8 in jener Umgebung eben g (z, y (u, x))
nicht von z, sondern nur von % abhingt. Dann ist also g (z, y)
als Funktion von f dargestellt.

§ 4. Die Taylorsche Formel. Bei einer Variablen handelte es sich
darum, die Funktion f(z -+ k) durch ein nach Potenzen von h
fortschreitendes Polynom zu approximieren. Hier wird es sich
darum handeln, die Funktion f(z 4 h, y 4 k) durch eine nach
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Potenzen von h und k fortschreitende ganze rationale Funktion
anzundhern. Dies gelingt sehr leicht durch einen kleinen Kunst-
griff. Far ¢t =1 geht die Funktion

fz+ ht, y+ kt)y =F(1)

inf(z + h, y + k) iber. Wir wollen nun die Funktion F'(f) nach
der Maclaurinschen Formel behandeln und dann ¢ = 1 eintragen.
Wir wollen so zunéchst den Mittelwertsatz iibertragen. Als Wert
der ersten Ableitung finden wir

of

FO=hil@tn,y+r+h; f(a:—{—ht y + ki).

Daher wird die Differenz
F1) —F©) =f(z+h y+ k) —f(z )
=L+ oh,y +19k)+k%(m+19h, y + Ok).

Dies ist also unsere Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. Die
Voraussetzungen, die diese Operation legal machen, sind offenbar
die, daB in einem die beiden Stellen x, y und z + h, y 4 k sowie
ihre geradlinige Verbindung z 4+ ht, y+ kt(0<t=<1) ent-
haltenden Gebiet f(z, y) samt allen bei der Betrachtung auf-
tretenden Ableitungen endlich und stetig ist. An dieser Voraus-
setzung halten wir fest, wenn wir jetzt zum allgemeinen Fall der
Taylorschen Formel iibergehen. Dann ist namlich auch in allen
Fallen, wie wir 8.125 sahen, die Reihenfolge der verschiedenen
Differentiationen nach z und y gleichgiltig. Wir finden so

Fo=mil+nk 2l e 2L

Ferner finden wir

s O°f
T K s i
Man sieht, wie hier jede Ableitung in % und k homogen ist, d. h.
in jedem Term ist die Summe der Exponenten von h und k die-
selbe. Ferner sicht man, da als Koeffizienten immer die Bi-
nomialkoeffizienten auftreten. Wir schreiben die SchluBformel
noch beim Vorgehen bis zur zweiten Ableitung auf. Es wird
dann

f(x+hy+k)—f(x,y)+h (:c, )+k (-%y)

(w 2L (o4-0h,y+ 00 +2hk; 0 | S(@+0h,y+0k)+ie ,(z+oh,y+0k)
+- 21 :

’ S+ ke

F®) = ca;ay
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§ 6. Theorie der Maxima und Minima. Wir wollen die Taylor-
sche Formel verwenden, um Kriterien fir die hochsten und
tiefsten Punkte einer Fliche zu finden. Sei ein solcher bei zq, ¥,
gelegen, so haben wir seine z-Koordinate mit den z-Koordinaten
der Nachbarpunkte zu vergleichen. Dazu betrachten wir die
Differenz

Fao+ T yo+ ) — 1@y, yo) = b 2L (24 Oh, yo - O
+ & f(xo—}—z?h Yo+ K).

Haben wir nun etwa ein Maximum, so muB fiir alle k und k einer
gewissen Umgebung von (0,0) immer f(zo+h, yo+ k) =
f (y, yo) sein. Verschwénden nun nicht die beiden partiellen ersten

f

Ableitungen th und 5 o0 dieser Stelle, so konnten wir wegen

ihrer Stetigkeit eine Umgebung von z,, Y, angeben, in welcher
sie nicht Null werden, also auch das gleiche Vorzeichen haben
wie in x4y, selbst. Wenn wir aber dann in & und k die Vorzeichen
andern, so dndert auch die rechte Seite des Mittelwertsatzes ihr
Vorzeichen; also kann die Differenz f (z, -+ h, ¥y + k) — f (295 Yo)
nicht immer dasselbe Vorzeichen haben. Fir das Auftreten eines
Maximums oder eines Minimums ist also eine notwendige Be-
dingung die, da3 die beiden!) partiellen Ableitungen erster Ord-
nung an der betreffenden Stelle verschwinden. Geometrisch
bedeutet diese Bedingung, daB die Tangentialebene des Flichen-
punktes der z y-Ebene parallel ist. er schalten, um das klar
zu sehen, eine kleine Betrachtung iiber die Tangentialebene ein.
Thre Definition beruht auf einem Satz. Dieser lautet: Die Tan-
genten an beliebige Flachenkurven durch einen festen Punkt der
Fliche liegen in einer Ebene. Diese heiit Tangentialebene der
Fliche in dem betrachteten Punkt. Wir wollen das hier?) allein
fir den uns interessierenden Fall eines Flichenpunktes zeigen,
in dem die ersten Ableitungen verschwinden. Wir wollen die
Fliche mit irgendeiner Ebene parallel zur z-Ebene schneiden
und zeigen, daB alle Schnittkurven diesen Punkt parallel zur
z y-Ebene passieren. Wir haben in Parameterdarstellung ein-
zutragen z = z,+4 mt, y =y, + nt, wo t =0 der Parameter-
wert des Punktes g, Y, ist und m, n Konstanten bedeuten.
Dann wird die Gleichung der Schnittkurve z = f(z, + mt,
Yo + nt). Also ist in z,, y,
2
T =2 o yom + 2L (20, yohn = 0.

Die Kurve verlduft also in z,, y, parallel zur z y-Ebene.

1) Wenn nur f,-+0 wire, so setze man h = 0 und mache auf
Grund des wechselnden Vorzeichens von k denselben Schlul wie vorhin.
2) Vgl. auch Bd. 2 Kap. VII § 6.
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Diese Bedingung fiir die Tangentialebene ist nun natirlich
nicht hinreichend fir die Existenz eines Maximums oder Mini-
mums. Man braucht nur etwa an einen Gebirgssattel zu denken
oder an das hyperbolische Paraboloid z = zy im Koordinaten-
anfang. Dazu ist es ja auch nur eine gemeinsame Bedingung fur
Maximum und Minimum. Um die verschiedenen Fille zu trennen,
ziehen wir das nachste Glied der Taylorentwicklung heran. Da
aber die beiden Ableitungen p und g verschwinden, so erhalten
wir eine Abschitzung der Differenz f (xy + h, yy + k) — f (24, Yo}
durch die zweiten Ableitungen. Wir haben niamlich

h2 72
[0+ b o+ W)= [ (@ 40) =5 2.k (za+ Bl 3o+ OB)
+ 1k 2L ot 00 got 08) + 5 Zh @t 9h, yo+ 9.

Hier muB nun fir alle b und k einer gewissen Umgebung von
h = 0, k = 0 die rechte Seite immer nichtnegativ sein, wenn ein
Minimum vorliegen soll; sie muB immer nichtpositiv sein, wenn ein
Maximum da sein soll. Wegen der Stetigkeit der Ableitungen
geniigt es also, zu verlangen, dal far alle h, k einer gewissen

0* o
Umgebung von Null R=h? &’—i (Tgs Yo) + 2RE b?:a% (20, Yo)

2 .
+ k2 aaz—;; (2¢y ¥o) stdndig positiv bzw. negativ sei. Wir unter-

suchen jetzt die Bedingungen, welche dies fiir die Ableitungen

nach sich zieht, die hier als Koeffizienten der quadratischen Form

in h und k auftreten. Wir wollen zunéchst annehmen, da keine
der Ableitungen

A S

xx T a mz 2 Y

*f / _&f
cxdy’ 'YV 94

verschwindet. Dann bringen wir R in diese Gestalt:

faw 2 2 f:cacfw—fzzv —
el ) )
Hieraus erkennt man, daB eine hinreichende Bedingung fiir ein
Maximum die ist, daB f,, < 0 und daB f,.f,, — f?2, > 0. Daraus
folgt noch f,, < 0. Ebenso ist hinreichend fiir ein Minimum, daB
fzz > 0 und daB f..fyy — f2zy = 0. Daraus folgt noch f,, > 0.
Wie weit sind aber diese Bedingungen notwendig? Unsere bis-
herige Uberlegung zeigt nur die Notwendigkeit der Bedingung
R < 0 beim Maximum und der Bedingung B = 0 beim Minimum.
Sei zunichst noch f,, 4 0; dann ist ersichtlich notwendig beim
Maximum, daB fy, << 0 und daB ferfyy — f2ey = 0. Beim Mini-
mum ist notwendig, daB f,, > 0 und f,.fyy — %2y = 0. Wenn
aber f,, = 0, so sei zunéchst noch f,, == 0. Dann zeigt die gleiche
Uberlegung, daB notwendig auch f,, = 0 sein muB. Wenn aber
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alle Ableitungen verschwinden, so konnen wir gar keine Schliisse
ziehen. Wir miissen die héheren Ableitungen betrachten. Wir
gehen darauf nicht mehr ein.

Verallgemeinerung auf n Variable. Durch genau die
gleichen Betrachtungen gelangt man auch zu notwendigen und
zu hinreichenden Bedingungen fiir Maxima und Minima bei
einer Funktion f(z,, ..., ,) von n Veranderlichen. Soll bei der
Stelle z, = &,, ..., &, = &, ein Maximum oder Minimum liegen,

s0 miissen notwendig simtliche erste Ableituggen% G- &n)
=0sein (2 =1...n). Fir ein Maximum ist weiter notwendig,
daB die quadratlsche Form 2 Frwrs _PF (&1 v v o &) lihy = 0 st

x; 0 T
$ k= 11,
fir beheblge hy, hy; fir ein Mlnlmum dagegen muB notwendig

a.’c da: (&5 - - s &) = 0 sein fir alle by, hy. Loscht man in
i=1..

k=1n

den zuletzt aufgestellten Bedingungen das Gleichheitszeichen,
so erhélt man Bedingungen, die zusammen mit dem Verschwinden
der ersten Ableitungen fiir das Auftreten eines Maximums oder
Minimums an der Stelle & ... &, hinreichend sind. Sache der
Algebra ist auch in diesen allgemeineren Fillen, &hnlich wie oben
fiir n = 2 die Bedingungen dafiir aufzusuchen, da8 eine quadra-
tische Form nur positive oder nur negative Werte annehmen kann.

§ 6. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. Man wird
oft vor die Aufgabe gestellt, die Maxima und Minima der Funk-
tion f(x, y) fiir diejenigen Wertepaare x y zu suchen, zwischen
denen eine Gleichung g¢(z,y) = 0 besteht, die man Neben-
bedingung nennt. In geometrischer Sprechweise handelt es sich
um die hochsten und tiefsten unter denjenigen Punkten der
Fliche 2z = f(z, y), welche iiber der Kurve g(z, y) =0 liegen.
Als ersten Gedanken wird wahrscheinlich der Leser den haben:
Man driicke aus g(zx,y) =0 z. B. y durch z aus: y = ¢ (z),
trage dies in f ein und suche die 2-Werte, firr welche f(z, @(x))
zum Maximum oder Minimum wird. Bei diesem Verfahren hat
man demnach erst von einer impliziten zu einer expliziten Funk-
tion iiberzugehen und steht dann vor einer Aufgabe der gewdhn-
lichen Maxima und Minima. Vorteilhafter ist es, nicht in jedem
konkreten Fall nach dieser Regel zu verfahren, sondern noch
mit allgemein gelassenen Funktionen f und g das Verfahren etwas
weiter durchzufithren. Man hat nédmlich zur Ermittlung der
Maxima und Minima von f(z, ¢ () nach z zu differenzieren
und die Ableitung Null zu setzen. Dies liefert
6)) af + af dy

oy dz
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Hier aber ist d Y durch Ditferentiation von g(z,y) =0 zu be-
stimmen. Man findet

ogdy__
@) + tyda

Man setzt dementsprechend voraus, daBl g—g == 0 fiir alle in Be-

tracht zu ziehenden Wertepaare z, y. Nimmt man nun an, man
hitte eine Stelle z, y gefunden, an der die beiden Gleichungen

(1) und (2) gelten (bei passender Wahl von ZZ) Dann muB es

zwei Zahlen 4 und g geben, die nicht beide verschwinden, so
daB an dieser Stelle 0’«
+ 2299

By
ist. Multipliziert man dann die Gleichung (1) mit A, die
Gleichung (2) mit g und addiert beide, o sieht man, daB auch
f + = 0.

Dabei ist sicher u =0, well e +0 ist nach Voraussetzung.

Man darf daher wegen der Homogemtat der beiden Glei-
chungen g =1 nehmen. So sieht man: Zu jeder Stelle x, y,
wo f ein Extrem hat, wihrend g = 0 ist, gehort eine Zahl 4,

so daBB
31‘+ @_0
@1 09
und ; —}—Zay 0.

Auf diese Gleichungen wire man aber gefiithrt worden, wenn man
die Maxima und Minima von

[+ 29
gesucht hatte. So haben wir folgende Regel: Man sucht fiir eine
beliebige Zahl A die Stellen, wo f + Ag ein Extrem-haben kann,
und bestimmt dann A so, daB fiir die gefundenen Stellen g = 0
ist. Mit anderen Worten: Man bestimme die drei unbekannten
Zahlen z, y, A aus den drei Gleichungen

oy 00

f+,1L

g(z, y) =0.
Der Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, daf man nur noch
Gleichungen fiir unbekannte Zahlen zu ldsen hat, wahrend
frither erst eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion auf-
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zuldsen war. Man nennt dies Verfahren Multiplikatorenmethode
(4 ist der Multiplikator). Man kann es ganz analog anwenden,
wenn eine Funktion von mehreren Veridnderlichen zum Extrem
zu machen ist, wahrend eine groBere Zahl von Nebenbedingungen
vorliegt. Z.B. soll f(z, ..., z,) = Extrem werden, wihrend
g(2 ..o 2,) =0, go(xy, .+, T,) = 0 sein soll. Dann findet man
alle die Extremstellen, an denen

4(91, 92)

d(zk: mm)
ist, fiir ein passendes Paar verschiedener Zahlen k, m, in dem
man die Aufgabe behandelt:

f+ 291 + 229,
soll Extrem werden. Das fithrt zu den n + 2 Gleichungen
WAhnthi) g ;1. .4
oxi
91(ZTpy 0y Ty) =0
gu(2y .y xy) =0
tiir die unbekannten » -+ 2 Zahlen z, . .., z,, 4;, 4,.

’



Abgeschlossenes Inter-
vall 12
Ableitung, erste 65
—, héhere 83. 122
—, partielle 72. 127
absolute Konvergenz 44
absoluter Betrag 18
algebraische Kurve 9
algebraische Funktion
3. 9ff. 72
allgemeines Konver-
genzprinzip 42.57.117
— —, bei Funktionen

alternierende Reihen 41

Axiom 13

Axiome der Arithmetik
18

Axiom der Intervall-
schachtelung 22

BedingteKonvergenz 45
Bereich 121
Berithrung n-ter Ord-
nung 106
beschriankt 36. 120
binomischer Satz74.101
Bolzano-Weierstraf 26

Cartesisches Blatt 129
Cosinus 95

Dedekindscher Schnitt
32

Dezimalbriiche 27

Differentialquotient 64

Differentiationsregeln
68

Differentiationsreihen-
folge 128

Divergenz 34. 43

Doppellimes 117

doppelter Limes 117

Eindeutige Funktion 2
Erklarung der Zeichen
>, <12

Register.

Erklarung des Zeichens
la|l18

———mn!1

— — — o017

Eulersche Formel 97

explizite Funktion 2

Exponentialfunktion
4. 95

Extrem 93

Fakultiat 1

fast alle 18/19

Fundamentalsatz der
Algebra 7

Funktion 1

Funktionaldetermi-
nante 134

Gebiet 121

Gleichungssystem 132
graphische Darstellung
3

Grenzbegriff 17. 53
Grenzwert lim 2% 55
x>0

. 1\n
—hm(l-{-f) 76
n-»roo n

Harmonische Reihe
Haufungspunkt 21. 26.
121

hinterer Differential-
quotient 67

hyperbolische Funktio-
nen 98

Implizite Funktion 2.
2. 125

Interpolation 103

Interpolationsformeln
104

Intervall 12

Intervallschachtelung
22

inverse Funktion 6. 62.
70

Irrationalitat von e 78
Irrationalzahl 27

Kettenregel 70

konkav 84

Konvergenz einer Reihe
34

— einer Zahlenfolge 36,
42

Konvergenzkriterien 37
konvex 84

Kurve 4
Kurvendiskussion 84

Lagranges Interpola-
tionsformel 104

Limes 17

Logarithmentafeln 98

logarithmischeDifferen-
tiation 80

Logarithmus 74. 95

Maclaurinsche Formel
93

Maximum 62. 82. 93.
136

mehrdeutige Funktion2

Minimum 62. 82. 93.
136

mittelbare Funktion 62

Mittelwertsatz 86. 108

monoton 57

Moivrescher Satz 97

Multiplikatoren-
methode 139

NewtonsInterpolations-
formel 104
nichtabgeschlossenes
Intervall 12
Normale 81

Obere Grenze 33, 62
offenes Intervall 12

Parameterdarstellung 5
partielle Ableitung 72



142

Peanokurve 112

Potenzreihe 95

Prinzip der Reihenver-
gleichung 37

Randpunkt 121

rationale Funktionen
8.6

Rechnen mit >, < 14

——]a| 20

— — lim 20

——Irrationalzahlen29

Reihenvergleichung 37

Restglied der Taylor-
schen Formel 92

Rollescher Satz 86

Register

Schnitt in # zusammen-
fallendenPunkten106

Sinus 95

Stetigkeit 58. 120

Summe einer unend-
lichen Reihe 34, 51

Tangente 65, 81

Tangentialebene 136

Taylorsche Formel 91.
134

— Reihe 94

transzendente Funktion
3.9

Uberall dicht 17

Umgebung 116

Umkehrungsfunktion6.
62. 70

unbedingte Konvergenz

unendliche Reihen 34
Ungleichung 14
untere Grenzen 33. 62

Vorderer Differential-
quotient 67

Wendepunkt 84

Zahlengerade 15
: Zykloide 5



Von demselben Verfasser erschiemen ferner:

Integralrechnung. 2., verb. u. verm. Aufl. Mit 25 Fig. [IV u. 152S.] 8.
1923. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 5.) Kart. 24 4.—

Der zweite Band des vorliegenden Werkes bringt die Integralrechnung und damit
auch die Hauptsitze aus der Theorie der Funktionenreihen und als Musterbeispiel eine
elementare aber eindringende Behandlung der Fourierschen Reihen. Es folgt die Integral-
rechnung im Gebiete der Funktionen zweier Variablen, also die Behandlung der Doppel-
und der Kurvenintegrale, Eine Einleitung in die Funktionentheorie einer komplexen
Variablen beschlieBt das Werk.

Funktionentheorie. Mit 34 Fig. im Text. [IVu. 118 S.] 8. 1922. (Teubn.
techn. Leitf. Bd. 14.) Kart. 24 3.20

»In gedringter, aber klarer Sprache, mit schénen Figuren und guten Beispielen durch-
setzt, wird eine Einfihrung in die Theorie der Funktionenlehre gegeben, die, mit den
komplexen Zahlen beginnend, in streng logischer Kette zur konformen Transformation fiihrt.
Wie immer, wenn man des Verfassers Arbeiten liest, bietet die Lektiire einen GenuB,
denn sie gibt Eigenes, Personliches.“ (Unterrichtsbl. f. Mathem. u. Naturwissensch.)

Lehrbuch der Funktionentheorie.

1. Band: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb, Aufl. Mit 8o Fig.
im Text. [VI u. 314 S gr. 8. 1923. Geh. 4 12.—, geb. BK 15.—

11. Band: Moderne Funktionentheorie. Mit 44 Fig.imText. [VII u. 366 S.}
gr. 8. 1927. Geb. 24 20.—

Der erste Band gibt unter Verschmel Ri hen und Weierstraﬂlschen Geistes
eine einheitliche Darstell der El te der allgemei und ds i unktionen-
theorie. Er umfaBt somit einmal alle die Begnifsblldungen und Methoden, welche die
moderne Funktionentheorie beherrschen, und reicht andererseits von den rationalen Funk-
tionen #ber die periodischen Funktionen bis zu den doppelperiodischen und den ellip-
tischen Integralen.

Der zweite Band stellt in acht Abschnitten dasjenige dar, was in der Theorie der
Funktlonen emer komplexen Verinderlichen durch dxe Arbelt der letzten Jahrzehnte an

Er nd Methoden gewonnen worden ist. Er bevorzugt dabei die
Dinge, iiber die es hi de Dar gen noch nicht gibt. So handeln einzelne
Abschnitte vom Picardschen Satz, von der Theorie der ganzen Funktionen, von der
analytischen Fortsetzung, der konformen Abbildung und der Uniformisierung.

Algebra. Auf Grund von Bauer, Vorlesungen iiber Algebra. Mit 12 Fig.
im Text. [U.d.Pr. 1927]

Das Buch hilt auch in der neuen Bearbeitung von Prof. B:eberbach an dem Ziel
der Bauerschen Ausgabe fest, eine fiir die Zwecke der Lehr didaten

Einfiihrung in die Algebra zu liefern, und will daher nicht die A]gebra in einer splendid
isolation von den iibrigen Gebieten der Mathematik, sondern gerade in Fiihlung mit den-
selben aufbauen. Im Mittelpunkt steht wieder die Theorie der algebraischen Gleichungen.
Der Bearbeiter der vierten Auflage hat sein Bestreben dahin gerichtet, nach Stoff und
Form der Darstellung dem heutigen Stand der Wissenschaft gerecht zu werden. Neu hinzu-
gefiigte Abschnitte betreffen u. a. die graphische Auflosung von Gleich . die ig
fachen Sitze iiber die Lage der Gleichungswurzeln und die Galoissch Glei gstheorie,

Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E. Netfo, weil. Prof. a. d. Univ.
GieBen. 2., verb. Aufl,, neubearb. von L. Bieberback. [VI u. 123 S.] 8.
1925, (Samml. math.-phys. Lelirbiicher Bd. 9.) Kart. Z4 4.40

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft
im Urteil der mathematischen Denker. Von Dr. F. quues, Prof. a. d.
Univ. Rom. Deutsch von L. Bieberbach. [V u. 240 S.] 8. 1927. (Wiss.
u. Hypothese Bd. XXVL) Geb. A& 11.—

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin



Hbohere Mathematik fiir Mathematiker, Physiker und Ingenieure.
Von Dr. R. Rotke, Prof. a. d. Techn. Hochsch. in Berlin. (Teubn. techn.
Leitf. Bd. 21—23)

1, Band: Differentialrechnung und Grundformeln der Integralrechnung
nebst Anwendungen. 2. Aufl. Mit 155 Fig. im Text. [VII u. 186 S.] 8
1927. Kart, 24 5.—

1I. Band: Integralrechnung, Unendliche Reihen, Vektorrechnung nebst
Anwendungen. [In Vorb. 1927]

III. Band: Raumkurven und Flichen, Linienintegrale und mehrfache
Integrale, gewdhnliche und particlle Differentialgleichungen nebst
Anwendungen. [In Vorb. 1927]

Angewandte Infinitesimalrechnung. Von Prof. Dr. 7. F. P. Bisacre,
Ascania Helensburgh. Deutsch von Dr, E. Trefiz, Prof. a. d. Techn. Hoch-
schule in Dresden, und Dr. phil. £. Kdnig, Elberfeld. [U. d. Pr. 1927]

Das Buch gibt eine Einfilhrung in die Infinitesimalrechnung etwa in dem Umfange,
der dem Unterricht im ersten Semester an unseren Technischen Hochschulen entspricht
(Koordinaten, Funktionen, Grenzwerte, Dlﬁ'erennanon, Integration einfacher Funktionen,
einfachste Differentialgleichungen). Es wendet sich in erster Linie an solche Studierenden
der Naturwissenschaften und Technik, ,,die sich die Fibigkeit erwerben wollen, die Infini-
tesimalrochnung praktisch zu handhaben.“ Dementsprechend enthilt es in besonders aus-
filhrlicher Darstellung eine reiche Auswahl von Anwendungen aus der Mechanik, der
Elektrizitiitslehre, der physikalischen Chemie und der Thermodynamik.

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dingeldey, Prof. a. d.
Techn. Hochschule in Darmstadt. (Teubners Lehrbiicher der mathem.
Wissensch. Bd. XXXII, 1 u.2)

I.Teil: Aufgaben zur Anwendung der Differentialrechnung. 2. Aufl.
Mit g9 Fig. [Vu.202S] gr.8. 1921. Geh. 4 6.—, geb. K 8.—

II. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 3.Aufl. Mit
96 Fig, [IVu.387S.) gr.8. 1923. Geh. K 13.—, geb. BK 15.—

Praktische Analysis. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a.d. Techn. Hochschule
in Hannover. 2.,verb.Aufl. Mit 32 Abb. im Text. [XVIIIu.195S.] 8. 1923.
(Handb. d. ang. Math. 1.) Kart. 24 5.60

Mathematisches Praktikum, Von Dr. A. v. Sanden, Prof. a. d. Techn.
Hochschule in Hannover. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 27)

1. Band. Mit 17 Fig. im Text sowie 20 Zahlentaf. als Anhang. [V u. 122 S.]
8. 1927. Geb. A/ 6.80
2. Band. [In Vorb. 1927]

Fiir viele Berufe bedarf das Stadium der sy tischen Mathematik -.um" Ben
einer Erginzung in praktischer Richtung. L" Bediirfnis k das ,Mathematische
Praktikum® entgegen, das in der Form einer Aufgabensammlung die Anwendbarkeit der
mathematischen Begriffe auf Probleme der Praxis zeigt und eine gewisse Gewandtheit
im numerischen Rechnen ausbilden will

Der vorliegende erste Band setzt nur die Gnmdbegnﬂ'a der Differential- und Integral-

rechmmg voraus und handelt den R , den Lehmu von Taylor, die Auf-
16sung algeb und tr denter Gleich dle Ausgl g, die nume-
rische Integratlon und Ddfmntunon :owxe die Zorlegung und Zunmmeml:ung perio-
discher Funktionen. Die Grundlagen sind joweils kurz

zusammengestellt und die Au.fgnbm selbst unter aorgmnger Genamgkeat.ulukuumn bis
zur letzten Zahl durchgerechnet. Ein tweiter Ba.nd mt in Vorborommg und soll in gleicher
Weise die gewShnlichen Differentialgleich

Verlag von B. G.Teubner in Leipzig und Berlin
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Sammlung

mathematisch-physikalischer Lehrbiicher

Herausgegeben von Prof. Dr. E. Trefitz
Zahlenrechnen. Von Dr, L. Schrutka, Prof. in Wien. [X 1.146 S.] Kart. £/ 4.40 (Bd. XX.)

Einfithrung in die Wahrsch Von J.L.Coolidge, Prof. an der Harward
University Cambridge U.S. A. Deutsch von Dr Fr. M. Urban, Brinn. [IX u. 212 S|
Geb. BK 10.— . . . . . ... (Bd. XXIV.)

Integralgleichungen. Von Dr. G. Wlarda Proi an der Techmschen Hochschule Dresden.
[In Vorb. 192 %

Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E.Netto, weil. Prof. a. d. Univ. G e3+n. 2,,verb. Aufl,
von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlm \VI u, 123 S.] Kart. ZA 440 (Bd. IX.)

Theorie der elliptischen Funktlonen Von weil. Geh. Hotrat Ptol. r. M Krause, unter Mit-
witkung von Dr. E. Naetsch, Prol. an der Technischen Hochschule Dresd "Mit 25 Fig.

Vil u. 186 S.1 Kart. BHBAD . o e e e e e e e e (Bd. xm)
Die Theorle der Besselschen Fuuktionen. Von Dr. P.Schatheittin, Prof.am Sophien-Real-
gymuasium zu Berlin. Mit 1 Figurentatel, [V u. 129 S.] Kart. ZA 4.— . (Bd.1V.)

Das Lebesguesche Integral. Eine Einftihrung in die neuere Theorie der reellen’ Funkllonen
Von Dr. E. Kamke, Professor an der Universitat Taibingen. Mit 9 Figuren im_Text,
IVu. 151 S Kast. BATo— o . o v o i e i e e e e e e e e e (Bd. XXI1IL.)

Konforme Abblldung von Dr. L. Lewent, weil. Oberlehrer in Berlin, Hrsg. von well Geh.
Bergrat Proi. Dr. E. Jahnke., Mit Bentrag von Dr. W. Blaschke, Prof. an der Univ.
Hamburg. Mit 40 Abb. [VIu. 118 S.] Kart. #4380 . . . .. ... ... . . (8¢. XIV.)

Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh.Bergrat Dr.E.Jahnke, weil. Prof.an der
Tecnnischen Hochschule zu Berlin und F. Emde, Prof. an der Technischen Hochschule
zu Stuttgart. Mit 53 Textfig. [XIl u.176 S.] Kart. £A 8.— . . . . ... .. . . .

Bd. V.
Graphische Methoden. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Rnuge weil. Prof. an der Univ. Gottingen.

3. Aufl. Mit zahlr. Fig, im Text. [In Vorb. 1928] . (Bd. XVIIL)
Theorle der Krafteplane. Von Dr. H. E. 11mcmmg, Prof. an der Techn. Hochechule Braun-
schweig. Mit 46 Figuren. [Vl u. 99 S| Kart. Zk 3.— (Bd. VIL.)

Die Vektoranalysis und ihre Anwendung in der meoretischen Physik Von Dr. w. v. lgna-
towsky, Prof. a. d. Univ. Leningiad. |. Die Vektoranalysis. 3., umgeand. Aufl. Mit 27 Texlhg
[VIII u, 110 S.] Il. Anwendung der Vektoranalysis in der theoret. Physik. 3., neubearb.
Aufl. Mit 14 Textfig. [IV u. 120 S.] Kart. je Z45.60. . . . . . . . (Bd VI, 1u.2)

Die ebene Vektorrechnung und ihre Anwendungen in der Wechselstromlechn!k Von Dr. ~Ing.
H. Kafka in Ladowitz bei Dux. Teil I: Grundlagen. Mit 62 Fig. im Text. [VII wu.
132 S.] Kart. BH T.—. Teil M Besondere Anwendung in aer Wechselstromtechnik.

[In Vorb. 1928] . . (Bd. XX1I 1 u.2)
EinfGhrung in die Theorle des Mngnetismus Von Dr. R. (xans, ‘Prof. an der Universitit
Kdnigsberg. Mit 40 Figuren., [VI u.110S.] Kart. 24320 . . . .. ... . . . . (Bd L)

Einithrung in die Maxwellsche Theorle der ElektrizitAit und des Magnetismus. Von Dr.
Cl.Schaefer, Prof. an der niversitdt Breslau. Mit Bildnis J. C. Maxwells und 33 Abb.
2. Aufl, [VI u. 174 S.] Kart. ZA 560 . . . . . . . . v v v v (Bd. I1L.)

Grundziige der mathematisch-pnysikalischen Akustik, Von Dr. A, Kaldhne, Professcr an
der Technischen Hochschule Danzig. 2 Teiie. 1. Teil: [VII u, 144 S.] Kart. 24 4.—,
1l. Teil: Mit 57 Fig. im Text. [X u. 225 S| Kart. Z£6.75 .. ...... (Bd. X1, 1u.2)

Einfthrung in die Kinetische Theorie der Gage. Von Dr. A, Byk, Professor an der Universitat
und der Techn, Hochschuie Berlin. 1. Teil: Dic idealen Gase. Mit 14 Figuren. [V u. 102 S.]
Kart B 3.—. . . . . . e e e e e e e e e e B

Dispersion und Absorption des Lichts in ruhenden isotropen Kdrpern. Theorie und itire Folge-
rungen, Von Dr. D, A Gold hammer, Professor an der Universitit Kasan. Mit 28 Fig,

[VI u. 144 S.] Karl. A4 440. (Bd. XV1).)
Die Theorie der Wechselstrdme. Von Geh. Reg -Rat Dr. E. Ovh ch, Prof.a.d. Techn. Hochschule
Berlin-Chaclottenburg. Mit 37 Fig. (IVu.94S.] Kart. #X3.— . . ... .. . . XIL)

Eleklromagneﬂscn Ausgleichsvorgfinge in Freileitungen und Kabeln. VYon Dr. Dr.—Ing h c. K.
W.Wagn er, Prof. a.d. Techn. Hochschule Berlin-Charlottenbury. Mn"stg fiv u lOQS
Kart. RK 3. 20 .........
Die mathemafischen Instrumente. Von Reg.-Rat Protessor Dr. A. Galle in Polsdam M
86 Abbildungen. [VI u. 187 S.1 Kart. 24 5.60 .
Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse. Von Proltssor Dr. P, Schwahn,
"zell %rekmt der Ueselischaft u. Sternwarte ,,Urania® in Berlin. Mit 20 Fig. |VI n. xzsus‘g
art, ZH 380 . . . ... e e e e e e e e e .
Elemente det technischen Hydmnechnnlk. Von Dr. Dr.-Ing. R.v.Mises, Prol. a. d Umversntm
Berlin. 1. Teil. Mit 72 Fig. im Text. [VIII u. 212 S.] Kart. R 6.— [II. In Vorh.
19281 o v e e e e e e ee s e e e e e e (Bd. XVII, 1 u. 2)
Graphische Hydraumt. Von Zivilingenieur Dr. A.Schoklitsch, Prof.a.d. deutschen techn.
Hochschule in Briann. Mit45 Fig. i. T. u. auf 2 Tafeln. [IVu. 2s .] Kart. 4% 2,60 (Bd. XXI.)
Weitere Binde in Vorbereitung.
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