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V orwort zur ersten Auflage. 

Auf wiederholte Anregung von seiten Meiner £riiheren, schon lii.nger 
in der Praxis . stehenden Schuler habe ich mich zur Herausgabe des vor­
liegenden Buches entschieden, das in der Hauptsache den Lehrgang darstellt, 
dep ich seit Jahren in meinem Unterrichte an der Stiidtischen Maschinen­
bausch~le in Leipzig verfolge. 

Mit dem Buche soIl dem angehenden Techniker ein Leitfaden in die 
Hand geiE'ben werden, der bei elementarer Darstellung die voUstandige 
mathematrsche Entwickelung gibt. Hierauf ist besonders Wert gelegt 
worden,' um jeden, der uber die elementaren mathematischen Kenntnisse 
verfugt, ein Lehrbuch der Festigkeitslehre' zum Selbstunterricht, meinen 
Schulern ein Buch zur Wiederholung, dem in der Praxis stehenden Tech­
niker aber ein schnell ~u ubersehendes und vor aHem leicht verstandliches 
Handbuch zu bieten. Die vorhandenen grosseren Werke sind ihrer weit­
gehenden WissenschaftJichkeit wegen mehr ffir den Hochschultechniker 
geschrieben, ffir den Mittelschultechniker deshalb teilweise zu schwer ver­
stiindlich, fUr den Anfiinger aber fast gar nicht zuganglich. Die kleineren 
Werke dagegen haben teils zu geringen, teilweise gar keinen Wert auf die 
Entwickelung . der Gleichungen gelegt, vielfach fehlt; ihnen auch die Voll­
standigkeit, so daa durch sie keine genugend'e 'Obersicht uber den Stoff 
der Festigkeitslehre, soweit er von jedem Techniker gekannt unel beherrscht 
werden soUte, gewonnen werden kann. 

. Das vorliegende Buch soIl paher eine wirklich bestehende Lucke aus­
zufullen suchen, und ich glaube, daa es innerhalb der erwahnten Kreise 
auch seinen Zweck zu erfiillen imstande ist. Besonders wird die Auf­
gabensammlung mit ihren zahlreichen und gewahlten Beispielen aus dem 
praktischen Maschinenbau und der Baukonstruktion, nebst den beigerugten 
Erlliuterungen aus der Maschinenlehre zu selbstandigen Dbungen anregen. 

So11te das Buch, wie ich hoffe, eine beifiillige Aufnahme finden, so 
beabsichtige ich auch noch die Herausgabe eines zweiteIi Buches, uas die 



IV Vorwort. 

zusammengGstzte Festigkeit, soweit sie praktischen Wert hat, in moglichst 
vollstiindiger Weise behandelt. 

FUr die freundliche Mithilfe bei der Durchsicht der Korrekturbogen 
von seiten meines Heben Kollegen, des Herrn Oberlehrer Eng elm ann, 
s~reche ich hiermit Meinen Dank ans. 

Leipzig, im November 1906. 

Ernst Wehneri. 

V orwort zur zweiten Auflage. 

Die vorliegende zweite Auflage Meiner Einfiihrung in die Festigkeit;s.. 
lehre um£a..at wieder denselben Lehrstoff wie die erste Auflage. Auch 
die Einteilung des Stoffes ist dieselbe geblieben. Indessen enthiilt das 
neue Werk neben einigen Verbesserungen und Ergiinzungen des als Lehr­
buch dienenden ersten TeUes im zweiten oder praktischen .. Teile eine 
wesentlich grOssere Aufgabensammlung als das seitherige. Die fiinfund. 
siebzig vollstil.ndig gelosten Aufgaben der ersten Auflage sind auf hundert 
erhOht worden. Dazu kommen aber noch weitere vierzig Beispiele, die 
nur mit den Endresultaten versehen sind, die dem Studierenden lediglich 
zur selbstiindigen Durcharbeitung dienen sollen. 

Da auch fUr die zweite Auflage dieselben Gesicht@punkte maagebend 
waren, wie sie bereits im Vorwort zur ersten AUflage gekennzeichnef worden 
sind, so ist hier von einer nochmaligen Wiedergabe derselben abgesehen 
worden. Dagegen will ich noch auf mein in gleichem Verlage erschienenes 
Lehrbuch der zusammengesetzten Festigkeit hinweisen, d~ eine weitere 
Sanimlung von fiinfundvierzig vollstiindig durchgerechneten Beispielen 
enthalt. 

Leipzig, im September 1910. 

Ernst Webnert. 
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Einleitung. 

Wiihrend die Lehre von der Statik und der Dynamik, als 1. und 
2. Teil der Mechanik,sich mit den Bedingungen und Gesetzen des Gleieh­
gewichOOs und der .Bewegung der Korper beschiiftigen, befait sieh die 
Lehre von der Elastizitit, aIs 3. Teil der Mechanik, mit der Formande­
rung der Korper. 

Mit der Elastizitiitslehre eng verkniipft ist die Festigkeitslehre, dar 
die Aufgabe, zukommt,_ die ~ Abmessungen und Formen der Korper so zu 
bestimmen, dai die FormiiDderungen derselben innerhalb bestimmter.. 
Grenzen bleiben. 

U Door der Festigkeit eines Korpers versteht man den Widerstand, 
den der Korper infolge seiner Molekularkraft (Kohision) der durch iiuBare 
Krafteinwirkungen entstehenden Trennung seiner Teile (Molekiile) ent­
gegensetzt. Je nach der Art der Beanspruchung eines Korpers unter­
scheidet man in der Regel folgende sachs Grundfestigkeiten: 

1. Absolute - oder Zugfestigkeit, 
2. Riickwirkende - oder Druckfestigkeit, 
3. Schuh- oder Scherfestigkeit, 
4. Relative - oder Biegungsfestigkeit, 
O. Torsions- oder Drehungsfestig~eit, 
6. Knickfestigkeit. 

Beanspruchen jedoch die angreifenden Krafte einen Korper derart, 
daB mehrere der vorgenannten Festigkeitsarten gleichzeitig auf denselben 
einwirken, so spricht man auch noch von zusammengesetzter oder kombi­
nierter Festigkeit. 

Wehnert. EinflibrllDg, 2. AIllI. 



Erster Abschnitt. 

§ 1. Allgemeines fiber Zug- und Druckfestigkeit. 
1. Lingen-~ Q:u.erschnitt~. und Spannungsiindcl·ung. 

a) Beansprucht. eine Kraft P, wie Fig; 1 zeigt, einen" Korper 8.uf 
Zug, so verlangert siclt dieser Korper uuter Einwirkung der Kraft P von 

der urspriinglichen Lange 1 auf die Lange 11 ; 

;;;~~~~~~~~ gleichzeitig findet aber auch in Querschnittsrieb­
" f tung eine Zusammenziehung (Kontraktion) start,. 

wobei sich del' anfangliche Durchmesser d auf dt'n 
Durchmesser dt vermindert. Die Ver1ii.ngerung oder 
Ausdehnung 1 des Korpers ergibt sich somit au~ 

Fig. 1. 

. 
f 
I 
I 
I 

1. 1=11 -1 
und die Kontraktion oder Zusammenziehung ans 

2. o=d-d1• 

Bezeichnet nun noch s die auf cinen qmm. 
Querschnitt entfallende gleiehma6ig verteiJte KImt.. 
ill kg zu Beginn der Belastung, sJ dagegen die: 
Kraft nach eingetretener Ausdehnung, so eiliiiIt. 
man die auf einen qmm kommende, infolge; der 
Querschnittsverminderung sich ergebende Be­
lastungs- oder Spannungserh()hung IJ Zll 

3. a=sl-s. 
b) Beansprucht eine Kraft P eimlll Korper, wie Fig. 2 zeigt,. allf 

Druck, so tritt infolge dieser Krafteinwirkung eine Verkiir:t.llng des. Korpers 
von der Liinge 1 auf 11 ein, wobei gleichzeitig in der Querschnittsriehtullg 
cine V ergro~erung des Durchmessers d auf d1 eintritt. 

Die Verkiirzung ), des Korpers ergibt sieh somit zu 
1. A. =1- 1\ 

und die VergroJ3erung des Durcbmessers ails 
2. o=d1 -d. 

Bezeichnet s wieder die sogenannte Spannung (d. h. die Bean­
spruehung pro qmm Querschnitt) im Anfangszustande, 81 die Spannllng 



§ 1. Spannung. Bruchmodul. EllUltizitiit nnd Elaatizitiitsgrenze. Tragm.odul. 3 

nach eingetretener Zusammendriickung des Korpers. so betrigt die Span­
Dungsverminderung 

3. (1= s- Sl" 

c) Der Vergleich der unter a und b ge­
Dannten Erscheinungen zwischen Zug- ~nd Druck­
wirkung zeigt, da£ die Umkehrung der Kraft­
richtung auch die Formanderungen lies Korpers 
umkehrt. 

Wird somit die Richtung der ziehenden 
Kraft als positiv und die der driickenden Kraft 
als negativ bezeichnet, so lassen sich die oben 
genannten, je drei fUr Zug und Druck giiltigen 
Gleichungen zu den folgep.den drei Gleichungen 
zusammenfassen: 

J.= + (11 -1) 
o=±(d-d1} 

(1= ±(Sl -s) 

2. SpBnnung. Bruchmodul. 

Fig. 2. 

1 
2 
3 

Wie bereits vorher gesagt, versteht man unter Spannung den durch 
die inn ere Festigkeit des Materials gegebenen Widerstand, der einer auiileren 
Belastung in kg entspricht, mit der die Querschnittseinheit eines Korpers, 
in der Regel 1 qmm oder 1 qcm, in Richtung seiner Uingsachse bean-
8prueht werden kann. Wirkt die Belastung so auf den Korper ein,. dati 
die inneren, dieser Belastung widerstehenden KriUte senkrecht zum Quar­
sdmitt gerichtet sind, so bezeichnet man die Spannung als Normal .. 
spannung- im Gegensatz zu der in § 11 Abs. 2 genannten Schubspan .. 
uung, bei der die Kraftrichtung mit jener des Querschnittes zusammen­
faUt. Die Belastung aber. dienotig ist, den genannten KQrper von 1 qmm 
oder 1 qcm Querschnitt. zu zerreililen oder zu zerdrucken, nennt man den 
Bru8hmodul. 

3. Elastizitat und Elastizitatsgrenze. Tragmodul. 

Wie bereits die Fig. 1 und 2 gezeigt haben, besitzt jeder Korper die 
Eigenschaft, unter der Einwirkung iiutlerer Kriifte eine Anderung 8einer 
Gestalt zu erfahren und mit dem Aufhliren dieser Einwirkung die erlit,tene 
Formanderl1ng mehr oder minder vollstii.ndig wieder zu verlieren. 

In5loweit er die erlittene Formanderung wieder verliert, d. h. zurii.ck­
federt, wird er als "elastisch" bezeichnet. 

1st die Riickkehr in die ursprungliche Forrrf eine voUstandige, so 
nennt man den Korper "vollkommen elastisch". 

1* 



4 Erster Abschnitt. 

Die letzte Eigenschaft hat nun kein Korper, jedoch kann man annehmen, 
dna fast alie K5rper innerhalb bestimmter Grenzen eine mehr oder weniger 
vollkommene Elastizitat besitzen; diese' Annahme fiihrt zum Begriff der 
Elastizitatsgrenze, worunter man .diejen1ge Grenze versteht, his zu der 
eine Kraft einen Korper. so belasten bezw. auadehnen oder zusammen­
driicken darf, daf3 naehBesei~gung der Kraft die aus ihrer Lage ge­
hrachten Molekiile wieder in ihre friihere Luge zuriickkehren, d. h. also, 
daJil der Korper keine bleibende Formanderung enahrt. 

Hieraus . ergiJ:>t sieh, daf3 bei allen in der praktischen Technik vor­
kommenden Konstruktionen die Belastung eines Korpers nur so groJ3 zu 
wahlen iat, dna er bis hOehatens zur Elastizitatsgrenze ausgedehnt oder 
zusammengedriickt werden kann. 

piese Itochstbelastung. nennt man den Tragmodul im Geg{ln}latz _zu 
d_ern Ullter 2 genannten Bruchmodul, die heide fiir. jedes Material ver­
schieden und durch praktische Versuche zu ermitteln bezw. festzu­
stellen sind. 

Die bei praktischen Ausfiihrungen matlgebende Belastung darf jedoeh 
auchdiesen Tragmodul nieht erreichen, sondern betragt zumeist nur das 
1/8_ oder l/a-faehe desselhen. 

4. Proportionalitatsgrenze. 

Die infolge der Belastung eines Korpers eintretende Verliingerung 
oder Verkiirzung (allgemein Dehnung genannt) richtet sich nun ganz lUlch 
der Grotle der Belastung, und zwar wird die Dehnung grotler werden, 
sobald die Belastung groJiler ist und umgekehrt; diese Eigenschaft haben 
aHe Materialien miteinander gemein. 

Eine Reibe vou Materialien besitzt aber Doch' die weitere Eigen­
schaft, datl bis zu einer gewissen Belastung eine Projlortionalitat zwischen 
Dehnung und Spanuung besteht, d. h., nimmt die Belastung pro Fllichen­
einheit (die Spanunng) etwa um gleiche Teile zu, so nimmt auch die 
Dehnung in gleicher Weise zu. Die Grenze, bis zu welcher der propor-. " 

tlOn:'J.le Zusalllmenhang zwischen Dehnung und Spannung besteht, nenl1t 
man Pl'oportionaUtitsgrenze. Wird diese Grenze iiberschritten, so 
wachsi'. die Dehnung bei sonst gleichbleibender Belastungszunahme immer 
mehr und mehr, bis endlieh der Bruch selbst eintritt. 

Die. beistehende Fig. 3 gibt eine bildliche, d. h. graphische Dar­
stellung des zuletzt beschriebenen Zusammenhanges zwischen Dehnung 
und Spannung. Es mogen A. die bei Zug sieh ergebenden V erlangerun~­
zunahmen und P die zugehOrigen Belastungeubezeichnen. Diese trage 
man im beistehenden Koordinatensystem in beliebigem Maf3stabe auf der 
Ordinateuachse, die durch die Belastungen sich ergebenden Dehnungen 
dagegen in einem groger zu wahlen den Matlstabe auf der Abszissenachse 



§ 1. Proportionalitatsgrense. 5 

auf. Verbindet man nun die siimtlieh aufgetragenen Punkte miteinander, 
so erhilt man die Belastungskurve OPrS. Wie ersichtlich, verlii.uft dj~se 
Kurve bis zum -Punkte P r - als Gerade, 
womit bildlich die Proportionalitit zwischen 
Verlingeruogen (Dehnungen) und Bela­
stungen (Spannungen) gekennzeicbnet ist. 
An der Stelle Prist also die Proportio. 
nalititsgrenze, wozu die Belastung OP 1'1 

-und die Ansdehnung OP l'lI gehOren. 
Wird nun die Belastung OP r iiber­

schritten, so neigt sieh die Belastungskurve 
von. der Geraden OPr nach rec~ts etwa bis 
zum Punkte S, was eine Dehnungszunahme 
bedeutet. Von der Stelle S an beginnt das 
Strecken oder Fliegen des Korpers, WeB­

halb man diese Grenze bei Ztigbeanspru­
chung ala die Sneok. oiler Flielgrenze, 
bei Druekbeanspruchung aIs Flie1i~ oder 

J 
I 
I 
I I 

£~ -----------1---
I .1. 

It, t- --------- I. 
I ' 
I 
I 
I 

I , ' 

I :ef:$. 0:- -----<- ~~- -l:~:-----l 

Fig. 3. 

Quetschgrenze bezeichnet hat. Die zu der Flieagrenze gehOrende Be­
lastung ist dann OSl, die zugehOrige Verlii.ngerung aber gleich -OS •• 

Die Fig. 4 zeigt bei Zugbeanspruehung die Fortsetzung der Be­
lastungskurve von der Flieagrenze San. Diese Kurve lauft zuniichst 
eine Streck" ~Jahezu 
parallel zur Abszissen· 
achse und steigt hier­
auf langsam an bis 
ZUIl\ Punkte B, an 
welcher Stelle die 
Hoohstbelastung 0 B; 
hei einer Liingenzu. 
nahme gleich 0 B2 
vorliegt; - ciiese Bela­
stung nennt man die 
Br~chbelastung, ob-
gleieb an dieser Stelle 
der Bruch noeh nieht 
eintritt. Der Bruch tritt 
vieImehr erst an del' 
Stelle Rein und zwar 
bei einer geringeren 

3 
I 
I ~ 

~t----------------------- , 
e1tt-:---------------- -----+--- eq, 

- I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

I I 
I I 
I I 
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i~ 
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! 
I I 
I I 
I I 
I I 

I I 
_'il. I '~ 

---t--------------------------~L---.b----A o· 
Fig. 4. 

Belastung OR1, bei einer Liingeniinderung O~. 
Die Fig. {) zeigt bei Druckbeanspruebung den Verlauf der Be­

lastungskurve an. Aueh hierbei ist in gleieher Weise wie bei Zug eiDe 



6 Erster Abschnitt. 

Proportionalitiitsgrenze und FlieDgrenze vorhanden. Eine weitere allgemeine 
"Obereinstirnmung liegt aber in der Form der Belastungskurve nicht mehr 

~9. Q, etio _._._._.,._._._._._.- _._._._ . ...,-._._.,- .-
, I I 
I I I 
I I I 
I I I 
, I I 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
, I 

i ~ . 
I eJ~ ·t/"" 
I I 
i ! 
-------in G. i l 

I I 
--------.. --- - - -------------e At 

~ 1~1 
i 
i 

Fig. 5. 

vor, denn der Verlauf der­
selben von der FlieD- oder 
Quetschgrenze Q an ist eine 
wesentlich andere als bei 
Zugbeanspruchung. 

Die Bruchgrenze B 
fUr Druck ist nur bei spro­
den Stoffen, z. B. GuDeisen, 
Stein, Zement u. a., deutlich 
erkennbar, wahrend zlibe 
und verhalt.nismiiDig weiche 
Korper, wie Blei, Kupfer, 
Flui3eisen etc., nicht zum 
Bruche gebracht werden 
konnen, da sie sehr groi3e 
Formveranderungen unter 
Druckbeanspruchullg ver­
tragen, ohne dass irgend ein 
Anzeichen von Bruch auf­

tritt. Bei diesen Korpern bnn man die Belastung sehr stark steigern, 
ohne einen Bruch zu erzeugen, wie das der von B aus dargestellte weitere 
VerIau£ der Kurve andeutet. 

Fig. 6. 

Wlihrend also bei sproden Korpem der GutemaDstab 
von der Bruchgrenze B abbangig gemacht wird, gilt bei 
ziihen Korpem die fiir den Konstrukteur wichtige Quetsch­
grenze Q, bei der das Material anfiingt, unter der Be­
wtung in erheblichem MaDe nachzugeben. 

Bei der Zugbeanspruchung eines Korpers erkliirt 
sich die geringere .Belastung an der Brucltstelle daraus, 
daB, wie Fig. 6 zeigt, an del' Belastungsstelle B der 
Korper eine Einschniirung erleidet, wodurch sich der 
Querschnitt wesentlich verringert. 

Zur Bestimmung der Bruchfestigkeit oder Bruch­
spanDung oder, was dasselbe ist, des Bruchmoduls miii3te 
streng genommen der an der Bruchstelle verminderte 
Querschnitt £1 in Rechnung g.eset:;;t werden, der jedoch 
sehr schwer bestimmt werden kann. Mit Rucksicht 
darauf setzt man an dessen Stelle den genau bestimm­
baren, urspriinglichen Querschnitt fein, was nur im 
Interesse der groi3eren Festigkeit des Materials liegt. 



§ 2. Die Zag. and DroClkfestigkeit. 7 

Die Querschnittsverminderung eines auf Zug beanspruchten Korpers 
driiekt man am besten durch das Verhiiltnis aus: 

f 
p=~ 4 

oder in Prozenten des urspriinglichen Querschnittes: 

p = 100 (1 - f; ) = 100 f f fl 5 

Zweiter Abschnitt. 

Zug und Druck. 

§ 2. Die Zug- und Druckfestigkeit. 
1st ein Korper von beliebigem Querschnitte nach Fig. 7 oder 8 auf 

Zug oder Druck beansprucht und verteilt sich die Kraft P gleichmiigig 
tiber den ganzen Querschnitt, so ist ohne wei teres einzusehen, d~ die 
Querschnittseinheit (d. i. 1 qmm oder 
1 qem) um soviel mal weniger be· ~~:&;/.'~~~~ 
lastet ist, als Einheiten auf den 
Quersehnitt kommen. 

Bezeichnet also s die im § 1 
Abs. ~ angegebene Belastung der 
Querschnittseinheit bis zum Bruch 
und hat der Quersehnitt des Korpers 
f Einheiten, so ergibt sich die Ge· 
samtbelastung PBr, die den Korper 
zum Bruch fiihren wiirde, aus P 13r 

= f . s, d. h. die Kraft oder die .Be­
lastung ist proportional dem Quer­
sehnitte f. 

Fig. 7. Fig. 8. 

Bei der Elastizitiitsgrenze wiirde indessen eine Belastung PE = f . (J 

erforderlich sain, wenn C1 den Tragmodul bezeichnet. 
Da nun im angewandten Maschinenbau, so wie in anderen technisehen 

Gebieten, kein Korper bis zum Bruch und auch nicht bis zur Traggrenze 
beansprucht werden darf, sondern eine mehr oder weniger groGe Sicher· 
heit gegen beide Grenzen gewahren soll, so wird nur ein Teilbetrag der 
Spannung s bezw. C1 in Rechnung gezogen, der dann in der Praxis unter 
der zuliissigen Spannung k verstanden wird. 



8 Zweiter Absohnitt. Zug und DlUck. 

Bezeiebnet m den Sieherheitsgrad gegen Bruch und It den. 
selben gegen Blastizitit, 80 ergibf; sich die zulissige. Materialspannung 

s a 
k=-und k=-- . . . . . . . 6 

m p: . 
Bezei<ibnet nun noob allgemein k. die zulissige Spaunung gegen Zug 

und ~ dieselbe Spannung gegen Druck, so sehreibt sich die der Festigkeits­
reehnung zugrunde ge1egie Gleiehu.tg gegen Beanspruchungen 

auf Zug: P = f kit . . . . . . . 7 
auf Druek: P = flea . . . . . . . 8 

Die Spannungen k. und kilt die fUr die meisten Materialien ver­
sehieden sind, liegen gewohnlich unterhalb der Proportionalitits- und der 
Elastizitii.tsgrenze und sind 

1. fUr ruhende Belastu[lg, 
2. fUr weehselnde Be1astung zwischen 0 und einem maximum, 
s. fUr beliebig zwischen einem gro.aten .negativen und gro.aten porsi-

·tiven Werte der Belastung, also zwischen - oder + max. 
erfah»un~gemi.a so verschieden, dai die beim. 3. Belastungsfalle zu wihlende 
Spannung das l/S fache, die beim 2. Falle zu verwendende Spaunung das 
lI'sfache der im Fall 1 bei ruhender Belastung iiblichen Spannung betragt. 

§ 3. Dehnungskoeffizient. Dehnung. Hookesches 
Gesetz. Elastizitatsmodul. 

Wie in § 1 bereits gesagt, verlingert oder verkiirzt sich ein Korper, 
sobald er auf Zug oder Druek bE>.ansprucht wird. 

J-t 

1~ 
I f .. t 
L_r--~~---l 

eX. I r' ------ 1 : 
, I I I 
I I I I 

! i [~i 
I l I 
I I I 
\ I I 
I I I 

Wird nun, wie Fig. 9 zeigt, 
ein Korper von der Llinge 1 (1 em 
oder 1 mm) und vom Querscbnitt 1 
(1- qcm oder 1 qmm) mit 1 kg auf 
Zug oder Druck booosprucht, 80 

verlingert oder verkiirzt sieh der 
Korper um die Streeke a. 

Die fur jedes Material dureh 
Versuehe festzustellende Erblh-: : I 
rungszahl a nennt man den Deb· 

// '. . ~ nungskoetflzienten. Er gibe also 
Fig. 9. 

allgemein die Ungeniinderung eines 
Korpers von der Langen- und Quersehnittseinheit, unter der Einwirkiing~ 
dar Ki'afteinheit, an. 

Wird nun derselbe Karper, wie Fig. 10 zeigt, nieht nur mit 1 kg 
sondern mit (J kg belastet, so verlingert ooer verkiirzt er sich unter Be­
zugnahme auf § 1 Abs.4 nm 

lJ=aa,.. . . 9 



§ 3. DebnuDgskoefftzient. Dehnung. Hookeilebes Gesetz. Elastizitiitswodul. 9 

welche Langeniinderung man a1s Delmung bezeichnet. 
Gleicbung versteht man das Hookesche Gesetz. 

Besitzt, wie ,Fig. 11 zeigt, 
der vorhenannte mit (J kg belastete 
Korper eine beliehige Linge 1· (in : 

I 

Unter dieser 

em oder rum· gem essen), so ergiht ,I j 

sich unter der Annahme, d~ die ~ 'I 
,- --- ----- I 

, : I I 

Dehnung 6 an allen Stellen des I 
Korpers dieselhe ist, eine ge- """ ...... -!,- __ 1 
samte Lingenanderung A,= 61, f-'4 L __ L __ ~. 
oder in Prozenten der urspriing-
lichen Lange 1 ausgedriickt, !,O 

wie es in der Praxis vielfach 
gehrauchlich ist, die prozentuale Dehnung 

/0 

Fig. 10. 

1 + (11 -1) 
0= 100 1:=1001=100- 1 

" = + 100 C: - 1 ) . 

I I I 

! II~1 
I I I 
I I I 
I I I 
I I I 
I I 

. 10 

Setzt man in die Gleichung fUr A, den obigen 

a den Wert aus § 2, namlich (} = ~ ein, so erhalt 

P 
A,=cl=aal=a1 1 } 

Wert fiir c und fUr 

PI 
,,--:-a{, 

In dieser Gleichung bezeichnet 
f den Querschnitt eines mit 
der Kraft P auf ~ug oder 
Druck beanspruchten Korpers, 
dessen Lange 1 betriigt. 

1st bei der Berechnung 
der Liingeuanderung das im 
§ 8 aufgefiihrte Eigengewicbt G 
des Korpers zu beriicksichtigen, 
so ist der Kraft P noch das 
halbe Korpergewicht zuzufiigen, 
womit man 

P+0,5G 
A=a(}l=a--f--~l 118. 

erhalt. 
Lost man die Gleichung 

v 
(5 

man 

Fig. 11. 

r- ---------

11 nuch P auf und setzt A, = 1 und f = 1. so ergibt sich 

p=U=l~=~=E 
al al a 

11 

12 



10 Zwe1ter Abschnitt. Zug und Druck. 

Die Kraft E gibt den in der 'fechnik allgemein beb.'&llten EIQ,s~. 
zititsmodnl an, unter dem man nach dem vorh~rgehenden diejenige Kr"~~t 
versteht, bei der ein in seiri.cr Langsrichtung beanspruchter KOl",Per. urn 
seine ganze Lange ausgedehnt .oder zusammengedriickt. wiirde. fulls das 
ohne Uberschreitung der in § 1 fo-.bs. 3. genannten Elastizititsgrenze mOg, 
Hch ware, was nun freilich bei qen in der Technik verwendeten Materialien 
nicht der Fall ist. 

So betriigt z. B. der Elastizitatsmodul fiir Schmiedeeisen rund 
2 000000 kg, d. b., es wiirden 2000000 kg notwendig sein, un) clnen 
sehmiedeeisernen Korpel' von 1 qcm- Querschnitt um seine eigne Lange 
zu verlangern oder zu verkiirzen. In Wirklichkeit wurde aber schon hei 
ca. 1500 kg die Proportionaliilitsgrenze iiberschritten, welche den Gleichungen 
9 bis 12 zugrunde liegt und auaerdem \viirde bei etwa 4000 kg der Korper 
zum Bruch gefiihrt werden. 

Fur die ElastizWi.ts- und Festigkeitslehre ist es deshalb zweckmal3iger 
und vor aHem anschaulicher, nur mit dem Begriff des Dehnungskoef­
fizienten zu rechnen. 

§ 4. Langenanderung durch Warme- und 
Spannungsanderung. 

Au dieser Stelle ist zunachst zu bemerken, dal3 der Abschnitt uber 
Langenanderung dm'ch Warmeiinderung eigentlich in das Gebiet der Warme­
lehre gehOrt. 

... 
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Fig. 12. 
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Fig. 13. 

Fig. 12a. 
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Fig. 13a. 

!-__________ ~C~-~J 

.. ·l------ -.. ----~).-~ 
Fig. 14. 

Da aber bei vielen Festig­
keitsberecbnungen auch die 
Temperatureinfliisse mitbe­
riicksichtigt werden mussen, 
so ist es zweckmal3ig, den 
vorliegenden Abschnitt an 
dieser Stelle mitaufzufiihren. 

a) Wird ein Korper er­
wiirmt, so dehnt er sich aus, 
wird er dagegen abgekiihlt, 
so findet eine Zusammen­
ziebung statt. 

Die Ausdchl}ung odeI' Zu­
sammenziebung kann nun 
innerhalb gewisser Tempera­
turdifferenzcll proportional der 
Temperaturzu- oder abnahme 
angesehen werden. 

t. Wird z. B. ein stabformiger Korper, wie Fig. 12 zeigt, von der 
Lange gleich 1 (in mm, cm oder m gemessen) und von der Temperatur 



§ 5. Erweiternng des Hookeschen Gesetzes. 11 

to Celsius, urn 1° Celsius erwarrnt, so dehnt sich hierbei der Stab um a 
aus; diese Ausdehnung nennt man den linearen oder Langenausdehmmgs­
koeffizienten. 

Wird nach Fig. 13 die Temperatl.lr to des gleichen Stabes auf 11° 
gesteigert, so betragt die zugehorige Ausdehnung 8 = a (~ - t). 

Da sich nun jcde Stabliingeneinheit urn gleichviel ausdehnt, so wird 
sich, wie Fig. 14 zeigt, eih Stab von der Lange 1 auch 1 mal soviel aus­
dehnen, sodaa die gesamie Ausdehnung l. = a (tl - t) 1 betragt. 

Bei Abkiihlung gilt dann nach den Fig. 12a, 13a und 14a, wenn 
t die hOhere Anfaugs- und ~ die Endtemperatur. bedeutet: l. = a (t - t1) 1. 

Bezeichnet man zuletzt noch die 
Zunabme der Tempel'atur als positiv, die 
Abnahme dagegen als negativ, so Iassen 
sich die beiden letzten Gleichungen zur 
Gleichung 

l = + a (t1 -- t) 1 13 
vereinigen. 

I , I 
J r , I 

I ... ·A·~ 
~--------------- i[ ---------- --~ 

Fig. 148. 

2. Handelt es sich dagegen urn eine Fl8.chen- oder KOl'perausdeh­
nuug, so la.at sich die letztgenannte Gleichu'1g such sofort anwenden, 
wenn man nur den Langenausdeh­
nungskoeffizienten a mit dem zwei­
mal so groaen Flachen-, bezw. 
dreimal so groaen V olumenausdeh­
nungskoeffizienten und die Lange 1 
des Korpers mit der Flache f 
bezw. dem Volumen V vertauscht. 

b) Wird ein Korper nach 
Fig. 15 auf Zug oder Druck be­
ansprucht und bedeutet (J die An­
fangs-, a1 die Endspannung, a den 
in § 4 genannten Debnungskoef­
fizienten, so ergibt sich, wenn Zug 
ala +. Drunk durch - bezeicbnet 
wird, die Verlangerung oder Ver-

I 
I 
I 
I 
I 

t 

.Y 

i I A '?jL ....J ___ • 

kiirzung . l. = ± a (0'1 - a) I 
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Fig. 15. 

14 

§ 5. Erweiternng des Hookeschen Gesetzes. 
Dem in § 3 genannten H 0 0 k e schen Gesetze ,,8 = a a" kommt, wie 

die Erlahrung gezeigt hat, keine allgemeine GUltigkeit zu, es hat somit 
nur fUr eine Minderzahl von Materialien Geltung, worunter aber die ffir 
den Maschinen- und Ingenieurbau besonders wichtigen Stoffe, Schmiede­
eisen und Stahl, gehOren. 



12 Zweiter Abaohnitt. Zag and Druck. 

Eine fUr weitere Materialien - darunter GuJileisen, Granit, Korper 
aus Zement, Zementmortel, Beton; ferner Kupfer, Bronze, Messing u. a. -
giiltige Gleichung hat 1895 der Ingenieur'Schiile in dem Gesetz 

e=a.om . 15 
gefunden. 

Dieses Gesetz ist iibrigens schon im Jahre 1729 von Bfilffinger ange­
geben und 1822 in der ElastizitAtslehre von Hodgkinson erwihnt worden. 

FUr m liegen folgende V ersuch~rte von B a c h vor: 
bei Guieiien 

1. fUr Zug, wenn vorher nicht helastet m = 1,083 
" "stark " m = 1,1 

2. fUr Druck, wenn vorher nicht belastet m = 1,0686 
wenn vorher noch nicht durch Druck helastet m = 1,035 

" " stark durch Druck belastet m = 1,052, 1,048 
b6i Kupfer, fUr Zug m= 1,098, 1,074, 
" Bronze, " .. m = 1,028 
., Messing, fUr Zug m = 1,085 
"Leder, "" m=0,7 
" Zementkorper, fUr Druck m = 1,09 
" Gran i t, 1.. fi!r Druck m = 1,374 

2. " Zug m = 1, t 32, 1,109. 
Die von B a c h gemachten Versuche haben ergehen, daB in dem 

Gesetz "e = a om" fUr den Fall, daa der Exponent m grOier als 1 iet. 
die Dehnungen e rascher wachsen als die Bpannungen a, uDd £iir den 
Fall, daa m kleiner als 1 ist, die Dehnungen 8 langsamClr wacheen als 
die Spannungen o. 

-~-~ 0, 

I 

i/ .,+---------- --e 0: 
Fig. 16_ Fig. 17. Fig. 18. 

Also, fiir m> 1 wiichst e macher als 0, 

II m < 1 " e langsamer als 0, 

" ,m = 1 ergibt sich das H 0 0 k e sche Geeetz. 
Dieses graphisch aufgetragen, zeigt) daa, je groier die Abweichung 

des Exponenten m von der Einheit ist, sich die Dehnungskurve ,,8 = (¥(JIB" 

urn so mehr gegen die e- oder o-Achse wolbt, d. h. bei m> 1 'kebrt 
die Kurve der e-Achse ihre hohle Beite zu (Fig. 16), hei m < 1 kehrt 
sie der a-Achee ihre hoble Beite zu (Fig. 17), und bei m = 1 erhilt man 
eine gerade Linie (Fig. 18). 
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~ 6. Gesamte, bleibende und federnde 
Langenandernngen. Ma.13 der Vollkommenheit 

(Elastizitatsgrad ). 
,a) In den vorangegangenem Paragraphen ist ain Maa zur Bestim­

mung der Langenanderung aines auf Zug oder Druck beanspruchten 
Korpers fur den Fall gegeben, daa die Belastung bestandig wirkt. In 
der praktischen Technik gibt es nun aber l1uch Korper, die' abwechselnd 
belastet und wieder entlastet werden. 

Mit Bezug auf § 1 A bs. 3 erleidet ein Rorper bei Belastung eine 
Formanderung, die bei Entlastung ruehr Oller weniger wieder versehwindet. 
Dem zufolge sind, wie Fig. 19 zeigt, 
arei Langenanderungen zu unter- ~"~~~~~~///Z&:/'7.f ~-------r-----.---I 
scheiden: 'tj-.- -- --- .!r.. t 

1,-- -f 
1. die gesamte Langeniinderung A, 
2. " bleibende lb. 
3. " federnde Af. 

Je groaer die Belastung des 
Korpera ist, um so hedeutender ist 
auch die bleibende Langen- odel' 
Formiinderung. Letztere darf nun bei Konstruktionsteilen entweder gar 
nicht oder nur in gam: geringem Grade auitreten, wie bereits aus dem 
Gesagten im § 1 Abs. 3 'hervorgeht. 

Fur die ausfiihrende Technik bat deshalb die fedemde undsomit 
auch die bleibende Liingenandel'ung keine ooer doch wenigstens geringe 
Bedeutung; rlagegen ist diese Anderung fiir die Beurteilung des Materials 
von groaer Wichtigkeit. 

b) Ein Maa fUr die Vollkommenheit del' Elastizitat eines Korpers 
(Elastizitatsgrad) erhiilt man in dem Quotienten 

At fedemde Debnung 
fl = T = gesamte Dehnung 16 

Fur p.t = 1 ergiht sich die fruber genmmte Elastizitiitsgrenze. 

§ "I. Mail del' Znsammenziehmllg. Malte senkrecht 
ZHr Stabachse. Gehinderte Zusammenziehnng. 

Wird ein auf Zug beanspruchter Korpel', wie bereits im § 1 Abs. l' 
gesagt und aus beistehender Fig. 20 ersichtlich ist, in del' .A.chsenrichtung 
um e ausgedehnt (Giehe § 3), so erliihrt er zu gleicher Zeit eine Q,uerzu­
sammenziehung Sq, die einen Teil von E darstellt. Bezeichnet m diesen 
Teil, so ergibt sich die Querzusammenziehung 

e 
eq=m' 17 
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worin m eine erfahrungsmaaig zwischen. 3 uud 4, liegende Kon­
stante ist. 

1. Wirkt nun, wie aus Fig. 21 ersichtlich ist, auf einen aus isotropem 
und Proportionalitiitsgrenze besitzendem Materiale hel'gestellten Korper in 
einer besimmten Richtung, z. B. in Richtung der x-Achse, eine Kraft 
Px ziehend ein, so ergibt sich die in dieser Richtung auftretende Dehuung 

(5 
Fig. 20 

Ex 
B%. = aG%.. WOTaus ax = -- folgt. 

a 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

..... L _____ . 

// 

// 

~ / "'--./ /~-+-------'" 

r 

- .. -X 

Fig. 21. 

Die hierbei auftretende Zusammenziehung in Richtung der y- und 

z-Achsc betriigt dann je Eq = ~~, und e8 haben die Spannungen in der y­
m 

und z-Achse, Gy und az, den Wert Null. 
2. Wirkt dagegen auf einen Korper in Richtung der y-Achse eine 

Kraft P y ziehend cin, so betragt die ill dieser Richtung auftr~tende 

Dehnung By = aay, woraus ay = 2. sich ergibt. Die hiel'bei auftl'etende 
a 

Zusammenziehung in Richtung del' x- und y-Achse ist dann je Bq = !X, 
m 

wahrend die Spannungen in diesen Achsen-RichtungelJ ax und Gz den 
Wert Null hahen. 

S. Wirkt dagegen auf einen Korper in Richtung der x-Achse eine 
Kraft Pz ziehend ein, so betriigt die in dieser Richtung auftretende Dehnung 

Ez = aGz, woraus (]z = Ez folgt. . a 
Die hierbei auftretende Zusammenziehung in der Riehtung der x- und 

y-Achse ergibt sich dann zu je Eq = ~z., wahreud die Spannungen in diesen 
m 

Richtungen, ax und ay, gleich Null werden. 
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4. Wirken nun die genannten Krafte P;p .1> y und P z gleiehzeitig 
auf em und denselben Korper em. so betragen die resultierenden, in die 
X-, y- und z-Achse entfallenden Delmungen S1' 6a und Es: 

m" d A Sy Ez By + Bz RIChtung er x- chse, 61 = Ex - ~- - - = Ex .-or , 
m m m 

" y. 
Ex Ez ex +Ez 

c2=Ey - m -ill =By - -m--' 
Ex Ey , Ex+Ey 

" z· es = Ez - m - m ~ Cz - . n~-' 

Da nun aber Ex =. aux, By = aay und Ez = ao;. ist, so iolgt: 

e1 =a(aX'- uY+-~)oder~J..=ox-fIy±~, woraus(Jx 8t I ay+aZ'j 
TIl a m a m 

c2.=a ((Jy_~.X+UZ)·., ~.=ay_ o:x+~~, 6r=E2 +~X+0'~118 
m a m a m 

c3.=a;(aZ-~+m <1I) " ~l!..=(Jz_t!~+ay •. , tlz =~+tJx+ay. 
a m a ill 

Die letzten Gleichungen iehren, da./3 bei gehinderter Zusammenziehung 
die Dehnung eines Korpers in Richtung seiner Achse kleiner win! als 
bei der im § 3 vorliegenden nngehinderten Belastung, und da6 damit 
auch bei solchen MateriaIien, die im FaIle des ZerreiJ3ens eine verhiiltnis­
miiJiJig groJ3e Zusammenziehung iri Richtung des Querschnittes erfahl'en, 
die Zugfestigkeit des KOrpers erhOht wird. 

Aus die5em erkl.'art sich auch die Eigentiimlichkeit, die bereits 1863 
Ki l' k a 1 d Y bei Zel're.iiiversuchen mit mehreren aus einem Stiicke ange­
fertigten Rundeisenstaben gefunden. 
hatte, daB die Festigkeit bei den nacn 
Fig. 22, Fall a, emgedrehten Staben 
weit gro~er ist, als bei den nicht eiil.­
gedrehten nach Fiill 1 und 2. Wird 
namlich der Stab 3 in Richtung sewer 
Achse belastet, so dehnen sica die 
Fasern, welche durch den kleinsten 
Querschnitt der Hohlkehle g~hen, 
wo.bei gleichzeitig eine Zusrunmen­
ziehung in Querschnittsrichtung ein­
tcitt. Dieser Zusammenziehwg wird 
Bun aber durch das den kleinsten 
Querschnittsich an schlie~ende Material 
der groJ3eren Querschnitte del' Hohl­

Fig. 22. 

, , 
I , 
I J , 
I--..a,-~ 

kehle ein del' Stabbelastung gunstiger Widerstand entgegeugesetzt, wodurch 
die in der Stabacbse auftretenden Dehnungen vermiudert und die Festig­
keit erhOht wird. 
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Der unter dem 2. Fall angegebene Stab ist durch Abdrehen des 
Stabes unter 1 entstanden. 

Versuchsergebnisse sind: 

Hiirtes te Sorte Walzeisen. 

1. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D = 2,54 em, 
Sz = 4560 kg pro gem; 51,00 010 Querschnittsvermindenmg. 

Stab nach Fall 2 mit d = 1,85 em, 
Sz • 4920 kg pro qcm; 49,23 0/0 

Stab nnch Fall 3 mit d = 1,85 cm, 
Sz = 6420 kg pro gem; 8,03% 

G e s ch m i e dete s Walzei sen. 

2. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D = 2,5.4 cm, 
Sz = 5025 kg pro qem; 40,71 % Querschnittsvermindernng. 

Stab naeh Fall 2 mit d = 1,78 em, 
Sz = 5020 kg pro gem; 36,02 0/ 0 

Stab naeh Fall 3 mit d = 1,78 em, 
sz=6910kgproqcm; 13,77% 

Walzeisen. 

3. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D= 2,59 cm, 

auch 

Sz = 4040 kg pro qcm; 47,38 % Querschnittsvermindernng. 
Stab nach Fail 2 mit d = 1,80 em, 

Sz = 4360 kg pro qcm; 46,91 0/ 0 

Stab nach Fall 3 mit d = 1,80 COl, 

Sz= 4950 kg pro qcm; 21,27% 

Die im vorliegenden Paragraphen genannten Gleichungen haben nun 
bei den auf Druck beanspruchten Korpern Geltung, denn hindert man 

Fig. 23. Fig. 24. 

die Q,uerdehnung durch 
sen krecht zur Achse wir­
kende Kriifte, dann kann 
die Achsial- Belaatung 
entsprechend vergroBert 
werden. 

Ein Beispiel hierfur 
zeigen die Fig. 23 und 
24. Wahrend bei Fig. 23 
der seitlichen Auswei­
chung der unter Druck 
stehenden Platte kein 

direktes Hindernis im Wege steht, verhindert 
Querdehnung fast vollstandig. 

die Spur bei Fig. 24 die 
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Eine allerdings unbeabsicbtigte Hinderung findet auch bei Fig. 28 
insofern statt, als ,die zwischen den DruckfIachen auft.retende· Reibung die 
Querdehnung zu verhindern sucht, worauf die mittlere Ausbauchung der 
Platte zuriickzufiihren ist. 

§ 8 .. Die Zng- nnd Drnckfestigkeit mit Beriicksich·· 
tignng des Eigengewichtes. 

Die in'§ 2 aufgestellten Gleichungen ,fiir Zug- und Druckfestigkeit 
nehmen keine Riicksicht auf das Eigengewicht.: des belasteten Korpers, was 
in der Praxis auch zumeist geniigt. 

Nur in den Fillen, wo sebr lange Korper, wie Ketten, Seile; ·Ge­
stii.nge etc., auf Zug oder hohe Mauern, PIeiler etc. auf Druck Qeansprucht 
werden, ist es notwendig, . das Eigengewicht mit in Rechnung zu ziehen. 

In Fig. 25 wird z. B. die unterste. Querschnittsstelle, da sie '.auier 
der Be1astung P kein Eigengewicht des. Korpers zu tragen hat,. eman 
kleineren Fliicheninhalt beaospruchen ala beispielsweise der 
Querschnitt an der Anfbingeste1le, an dem. das ganze Ge­
wicht des Korpers hingt. meraus ist zu ersehen, dai die 
Quenillhnitte, entsprechend der GeWichtsverminderung. von 
einem gro1i\ten an der Aufbingestelle . gelegenen Werte bis 
zu einem am unteren Ende des Korpers befindlichen, kleinsten 
Werte abnehmen. Die auf diese Weise entstebende Korper­
form nennt man eine solche gleicber ZUgfestigkeit, wie 
selbige in § 9 Erwahnung finden soll. 

Dasselbe gilt aber auch fiir den umgekehrten Be­
lastungsfall. Fiir Schmiedeeisen, Stahl, Rolz und dergl. 
Materialien kommt die theoretische Koiperform wenig ZlU' 

.f 

! 
I 

, 
I 

t , 
I , 

Fig. 25. 

Verwendung, weil die Herstellung schwierig und viel zu kostspielig gegen­
iiber der Materialersparnis ist. W 0 aber eine Querschnittsverminderung ver-­
langt wird, fiihrt man an Stelle der theoretischen Form die aus § 9 er­
sichtliche stufenweise Querschnittsverminderung aus. 

Bezeichnet nun P wieder die den Korper auf Zug und Druck be­
anspruchende Belastung, 1 die Lange des Korpers, r das spezifische Ge­
wicht des zur Verwendung kommenden Materials, f den am meisten be­
msteten Querschnitt, k die zuliissige Beanspruchung gegen Zug oder Druck 
und G = fl r das Gewicht' des Korpers, so gilt bier die Gleichnng 

worallS 

oder 

P+G=fk, 
P+fly=fk, 

P=fk-fly P f(It-Ir)} 

f = k "":-fY falgi; 

Wehnert. Elnfllhrnng, 2. Aull. 

. 19 

2 
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Diese Gleichung bilclet il1nerhalb der Festigkeitsgleichungen insofern 
eine AuSnahmegleichung, als sie das' spezifische Gewieht y mit enthiilt, 
das bekanntlich das Gewieht von 1 cem oder 1 cdm Material in gr oder 
kg darstellt. 

Es ist zweckmiWig, die Belastung P nur in kg einzusetzen, womit 
natiirlich fUr den Querschnitt fund die Lange 1 die sonst in der Festig­
keitelehre ungebrauchliehe Einheit des Dezimeters bedingt wird, we1che 
dann auch fUr die Materialspannung zugrunde zu legen ist. 

§ 9. Korper von gleicher Zug- und Druckfestigkeit. 
8011 z. B. ein mit P kg auf Zug beanspruchter Korper so hergestellt 

werden, daa an jeder Stelle desselben eine gleichgro.ae Materialbean­
spruehung vorhanden hit, so· spricht man - wie bereits in § 8 ange­
deutet -! von einem Karper gleieher Festigkeit. 

Da hierhei der Karper an jeder Stelle, entsprechcnd seinem daran 
hangenden Eigengewichte, einen anderen Querschnitt besitzt, so kommt es 

--t-­
Y 

----t--, 
~ .. , 

-+ 
..:... 

Fig. 26. 

darauf an, eine Gleichung aufzustellen, mittelst·der 
man in der Lage ist, jeden beliebig zu wahlenden 
Quersehnitt des Korpera bestimmen zu konnen. 

. Um diese Gleiehung zu erreichen. denke man 
sich, wie aus Fig. 26 ersiehtlieh, den 1 Meter langen 
Karper in eine beliebige Anzahl versehieden langer 
Teile eingeteilt, (lie die Langen 11' 12, •••••.•••• In 
mit den zugebOrigen Maximalquersehnitten fl' fll• 
fs' ..... fn haben. Die Gewichte dieser Teile seien 
mit G1, G2, Gs •..... Gn bezeichnet. 

Nach . den Ausfiihrungen des .§ 8 ergibt sieh 
dann fUr die einzelnell Querschnittstellen fl' f2• fs' 
. . . . . In' wenn kz und kd kurzweg mit k be­
zeichnet wird: 

1. !t.k=P+G1 =P + f1 .11 .y 
2. f2 .k=P + G1 +G2 = P +f1 .11·,,+f2 .Il!'" 
3. f3 • k = P + G1 + G2 + Gs = P + fl .11 . ,,+ f2 .1l! . " + fs .1s . r 
4. f",.k =P+G1 + G2 + Gs +G" =P+ft ·l1·y+f2 ·la .r+ 

+ fs .ls . r + f4- .14 • r 



§ 9. Korper von gleicher Zug- und Druckfestigkeit. 19 

, 
Setzt man nun diesen 'Vert - in Gleichung 4 - ein und verfiihrt man so 
weiter, so ergibt sich in analoger Weise: 

kS 
f -p--- .-=--~_ -----

4 - (k-llr)(k -12y)(k- lsr){k-14Y) 
k4 -

f5 =P (k-lly)(k-1BrHk -lsyHk ~ I.y) (k-I"y) 
- . 
. . kn - 1 

~=p . 
(k --lly)(k -12r)(k -Isr)(k -14 y) _ •..... (k -lnY) 

Multipliziert man nun den Zahler und N enner dieser letzten allgemein 
gUltigen Gleichung noch mit k, so folgt 

P kn . 
fn =--------- ---------------.20 

k(k-11l,)(k-12 y)(k-lsr)(k-14-y) •..•... (k-InY) 

Werden nunmehr noch die Teile des Korpers gleich grog gemacht, 

also 11 = 12 = Is = 14 = . . . . . = In =.!., so 1autet die 1etzte Gleichung 
n 

P kn P 1 
fn=k( 1 )n--k-(---T-)n' 

k-nr I-nk Y 

Da ferner nach einem algebraischen Satze: 

(l+nlkYr=e~i' und (l-J"kYY =e-~" 
2* 
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fiir n = QD ist, ...0 ersibt aich der Maximalquerschnitt eines durch die 
Kraft P und sain Eigengewicht G belasteten KOl"per8 zu 

P 1." 
fn = it. e It , . • . 21 

worln e = 2,71828 ...... die Basis des Logarithmus naturalis bezeichllet. 

Fig. 27. 

Diese Gl~chung besagt, daB heispw. der Karper 
gleicher Zugfestigkeit, wie Fig. 27 zeigt, als Form 
der Begrenzuogslinie einelogarithmische Linie hat. 

Fiir einen heliebigen, im Abstande x yom 
unteren Ende des Korpers aus gelegenen Quer­
schnitt f hat man die Gleichung 

P ~" 
fx -:- k . e It . 22 

Fur den Abstand x = 0, d. h. fUr die unterste 
Querschnittsstelle, nimmt diese a1lgemein giUtige 
Gleichung wieder die Form der bereits im § 2 
aufgefiihrten einfachen Zug- und Druckfestigkeits-

~,. . 
gleichung an, denn die Potenz ek erhilt fUr x = 0 den Wert 1. 

It 10. Anwen~ung der Zng- und Drnckfestigkeit 
auf Hohlzylinder und Hohlkngel. 

Die ·Berecbnung der Wandstirlten von ROhren und Holilkuge1n ist 
abhii.ngig von der GroJk des Innendruckes Pi oder des Au&ndruckes p •. 
1st dieser Druck nicht' allzu hoch, d. h. liegen geringe Wanddicken Yor, 
so geniigt zu dereD Bestinimung die einfache Zug- oder Druckfestigkeit. 
Hierbei wird dann angenommen, dai sich die Materialspannung liber den 
ganzen tragenden Querschnitt gleichmiiig verteilt, was in Wirklicbkeit 
nicht der Fall ist. Die Spannung nimmt z. B. bei Innendruck voh innen 
nach atillen ab, und umgekehrt verkleinert sie sich bei Auaendruck von 
auaen nacb innen. Die Spannungsdifferenz kann aber ibres geringen 
Betrages wegen bei schwachen Wandungen vemachIassigt werden, wie 
dieses a,,-cb in folgender Entwickelung geschehen ist. 

a) Rohre mit innerem Druck. 
1. Das in Fig. 28 dargestellte Rohrbnn unter der Emwirkung 

des Druckos auf die beiden Stimwiinde einen Querria erleiden, wenn die 
Festigkeit der Wandung keinen genugenden Widerstand zu leisten vermag. 

Bezeichnet P1 den gegen die Stirnwand ausgeiibten Druck, Pi den 
Innendruck in Atmosphiren, di den lichten Durchmesser des Rohres und 
41 die Wandstirke d~sselben, so erhiilt man die letztere wie folgt: 
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der Druck gegen die Stirn wand: Pt=fi.Pi= di:n 'Pb 

die Zugfestigkeit der 

sobald dj der Einfachhejt balher 
den mittlerem Durchmesser gleieb­
gesetzt wird. 

Das Gleichsetzen der heiden 
Gleiehungen liefen daDn: 
di 2 n 
T . Pi=d j 1lot . k •• 

dt = 40t kz, 1 
Pi 

di Pi 1 Pi J 01 = 4k. = 4k:d1 

23 

Wandung: P t =fi .kz =dinot.k., 

"--"fT 

-------- 0 -
.:. __ --0-

&, 
Fig. 28. 

2. Das Rohr kann aber auch, wie Fig. 29 zeigt, -unter der Ein­
wirkuDg des Druckes auf die UmwanduDg eiDeD Liingsria erhalteD. 

i ..... __ ._ ... t. ............... _________ J 

, iWL,' f-;;ell « 

f. .._. -----.- fl., 

Fig. 29. 

U m eiDe 'Obersicht tiber die Rohe des die RohrwanduDg bean 
spruchenden Druckes Pgzu bekommen, denke man sich die Wandtmg in 
schmale LiDgsstreifen von der Breite bI , bl/, ba etc. und dergemein­
sehaftliehen Lange 1 zerlegt, so werden dieselben infolge des radial ge­
riehteten Innendruckes mit den NormaldriiekeD Pt' P2' Pi etc. beaDsprueht. 
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Bedeutet nun Pi wieder den Atmospbiirendruck, so ergeben sich die letzteren 
Driicke aus PI=£I.Pi=b11'Pi, 

Ps= £2 'PI= b.l.Pi, 
Pa ==£. 'PI = bal. Pi> .. . . . 

Zerlegt man diese N ormaldriicke in Horizontal- und Vertikalkompo­
nenten, so heben sich die ersteren gegenseitig auf, wii.hrend die Summe 
der letzteren die die Robrwandung beanspruchende Kraft Pa ergibt. 

Nach den in der Figur eingeschriebenen Beziehungen ergeben sich 
Dun die Vertikalkomponenten: 

PVI =PI' cos a1 = bllpi . cos a1• 

PYa = Pa • COB as = bal Pi. cos all' 
P~3 =Ps' cc:m Os = balPi· ~8 Os, .. . . . . . 

dereD Sum me daDn den Gesamtdruck Pa darstellt: Man erbiilt 

Pa = PVI +Pva + Pva + ................ = ~'py, 
,. = bl 1 Pi . cos a1 + bal PI . cos all + bal PI . COB a. + ., = ~ (b I Pi . cos a), 
" = IPl(bl cosal + ba cos all + hs COBOs + ..... ) = 1 PI ~ (b cos a), 
,,=lptCPl +P2+PS+ ............... ) =lpi~p, 

worin ~ P den lichten Durchmesser dl des Rohres bildet. Bezeichnet O2 

die Wandstlirke des Robres, so folgt: 
der Druck gegen die Rohrwand: PlI=dil.PI, •.. 24 
die Zugfestigkeit der Wsndung: Pa = £ •• kz = 2101/' ka• 

Beide Werte gleichgesetzt, liefert 

di I Pi = 2lef. kz, 

dl = 2 eft kz, 1 
Pi 

~ =..!..Pi d./· 
II, 2 k. 1 

. 25 

Wie die Gleichungen 2S und 26 erkennen lassen, erfordert das 
Rohr in der JAngsrichtung eine doppelt so grol3e Wandstlirke als in 
der Querrichtung. Fiir praktische Rechnungen hat man deshalb den 
grOiten Wert dll zu benutzen, der daDn mit Riicksicht auf die Herstellung, 
Abnutzung und die Wirkung des Eigengewichtes der Rohre noch um eine 
Ecfahrungskonstante c vergro.aert wird, die nach Wei s b s c h betr/igt: 

c = 3 rom bei Schmiedeeisen, 
c = 9" "GuBeisen, 
c = 4" "Kupfer, 
c= I).. " Blei, 
() = 4 ,. ., Zink. 
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3. Rommen Rohre in Anwendnng, die' einen hohen Innendruck, 
bezw. eine grQ~e Wandstilrke haben, so kann man zu deren Bestimmnng 
die folgenden mit Hilfe der· hOheren Analysis entwickelten Gleichnngen 
von B a c h benutzen: 

da = di 1 lin kz + (ill - i) Pi = di 1 Ikz + 0,4 Pi , . . . 26 
V m kz -(m+ l)Pi V kz - 1,3Ft 

o=! (dt 1 /kz + 0,4 PI -di) ~ • .!. (l/kz + 0,4 Pi -l)di . 2680 
2 V kz - 1,3 Pi • 2 V kz - 1,3 Pi 

In der letzten Gleichnng bedeutet m = ~O das bereita in § 8 genannte 

Verhii.ltnis der Liingsdehnnng zur Querzusammenziehung. Der Druck Pi 
kann. yon etwa, 10 Atm. angehend ged~cht werden. 

Da der Materialspannnng kz sehr enge Grenzen gezogen sind, ist 
man auch mit der Wahl des Druckes Pi beschriinkt. Die Wablmoglicb­
keiten gehen a\lS den nachbenannten VerhiUtnissen bervor: 

Aligemein . ist Pi < m+ 1 kr; bezw. kPi < m -+ 1 } 
m r; m . 

10 k . . . . 2Gb 
f~ . z d Pi 
ur m =SPi < l,3 0 er kz <0,77. 

b) Spezialgleichungen fir Dampikessel und Zylinder. 
Die im vorangegangenen Abschnitte a angegebenen Gleichnngen 

konnen auch zur Bestimmung der Wandstarken bei Dampfkesseln nnd 
bei Dampfgeblase-, Pumpenzylindem etc. benutzt werden. Man hat hier­
bei mit Riicksicht auf die Herstellnng und Abnutzung oder, wie es bei 
Zylindern der Fall ist, auf NachbohrUl'g erfahrungsmiGige Zuschliige zu 
geben, auf Grund deren sich in der Praxis verschiedene Rechnungsweisen 
berausgebildet haben. Zur Erliiuterung mogen folgende Beispiele dienen. 

1. Die Wandstiirken neuer' Dampfkessel mussen nach den Ham­
burger Normen von 1898 so bemessen werden, d~ bei dem hOcbsten 
Betriebsuberdrucke p die Zugspannnng des Bleches an der schwiichsten 

Stelle nicht mehr als ~ Jer Bruchspannung gegen Zug betriigt. 
4,6 . 

Bei Anwendnng doppelt gelaschter Niihte dad die Zugspannnng bis 
1 

. zu 4" der Bruchspannung des Bleches betragen. In Preuien sind zur Zeit 

noch statt -\- nnd -!.. durch den Ministerialerlaa vom 28. November 1897 
4,1.1 4 

~ nnd 4~ vorgeBchrleben. 



Zweiter AbschDiU. Zug und Druck. 

Die der Rechnung zugrunde gelegte Gleichung . ist diev()rher ffir 
einfache ZUgfestigkeit aufgestellte Gleicbung 

O=(~.£.d) =~p.m. d . . 27 
2 k2s.q> 

Hierin bedeutet 

p den groaten Betriebsuberdruck ill.. kg pro· qcm, 
d den inneren Durchmesser des Kessels in cm, 
s die Bruchspannung dee Materials gegen Zug in kg pro qcm, 
m = 4,6 bezw. 4 den Sicherheitsgrad, gegen Bruch, 
cp das Verhiiltnis der Festigkeit d.er Nietnaht zu der des voIlan 

Bleches. 

Die Blechdicke darf jedoch nie geringer als 0,7 cm genommen 
werden. Auch ist zu erwiigen, ob je nach den 'o~lichen Betriebseinflussen 
ein.-Zuschlag von 0,1 bis 0,3 em und mehr! zu machenist. Notwendig 
ist ein, soleher, wenn die Rechnung eine Blechdicke unter f cm ergibt. 
Fur das Festigkeitsverhii.ltnis kann bei Dampfmantelnmit ein-, zwei- und 
dreireihiger Oberlappungsnietung gesetzt werden 

cp=0,56, 0,70, 0.75. 

Die Festigkeit gut geschwei1ater, als auch mittelst Oberlappung ge­
schweiater Niihte kann zu 0,7 der Festigkeit des' voUen Bleches in Recb­
nung, gesetzt werden. 

2. Die Wandstiirke kann man auch nach ;v;,~; Rei c h emit Hilfe der 
einfachen Festigkeitsgleichung berechnen; der Sicherheit halber hat man 
aber die zuliisllige Beanspruchung des Kesselbleche.s mit 500 kg pro qcm 
anzunehmen. Die Rechnung wird dann'mit einer2 Atm. groBeren Dampf­
spannung durchgefuhrt, als die wirkUch vorbandene groBte Oberdruck­
spannung betl'iigt. 

Die hierauf bezugliche Gleichung lautet dann 

1 p+2 
o='2·-k-. d+ c , 28 

worin c = 3 mID als erfabrungsmiiaiger Zuscblag fur Schweia- und weiches 
Fluaeisell und FluBstablblech zu geiten bat. Die Materialspannung filr 
FluBstahlblech kann mit etwa 700 kg p~o qcm zuIassig angenommen 
werden. 

3. Die Wandstiirke von guJileisernen Dampfzylindern berechnet man 
nach v. Reiche auch nach derletztgenanntenoGleichung, und zwar mit 
einer zulassigen Materiaispannung von 130 kg pro qcm. 

Der groJilte Dampfiiberdruck wird bei liegenden Zylinderu um 2 Atm.; 
bei stehenden Zylindern, die eine geringere Abnutzung erfabren, um 1,0 Atm., 
innerhalb der Rechnung vergroJilert. 
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Die Wandstirke wird dann mit Riieksieht auf die wiederholte Nach­
bohrung beini liegenden Zylinder um 16 mm, baim stehenden dagegen 
nur urn 10 mm vergrOiert. 

4,. Die Wandstirken der Dampf- und Pumpenzylinder kann man 
in gewohnliehen Fillen aueh naeh den folgenden Erfahrungsgleiehungen 
bestimmen: . 

Pnmpenzylinder: 

,,= 510 d + 1 em, wenn stehend gegossen } 
1. . . 29 ,,= 40 d + 1,2 em, wenn liegetid gegossen 

Dampfzylinder: 

1 l ,,= 50 d + 1,3 em, wenn stehend gegossen 
.. 30 

" = _~ d + 1,6 em, wenn liegend gegossen 
40 

c) Rohre mit lluJierem Druck. 
1. W.erdeD Rohre von auQen auf Druek heansprueht und ist ein 

Flachdriieken oder Einbeulen der Wandung und hei groQer Lange eine 
Kniekung der Rohre nieht zn befiirehten, so kann man sie hei verhiUtnis­
miiaig geringen Wandstiirken nach der bereits in Ahschnitt a aufgestellten 
Gleicbung berechnen. An Stelle der Zugbeanspruehung kz t.ritt hier die 
durch den AuQendruek P. hervorgerufene Druckspannung kd , der lichte 
Durehmesser di wird durch den AuQendurchmesser da ersetzt. Die Glei­
chung hat dann die Form 

.31 

2. Die Wandstii.rken der Dampfkesselflammrohre werden aueh naeh 
der von B a e h entwiekelten Gleiehung 

,,= 2~:0 (1 + -V'-1 +-;-l-;-~-d-) +e. .. 32 

beetimmt. Hierin bedeutet 
d den inneren Du~messer des Flammrohres in em; 
1 die Linge des Rohres oder die grO.Ste Entfernung der wirk­

samen Versteifungen voneinander in em, wobei als solehe 
Versteifungen neben den StirnpIatten aueh Winkeleisenringe 
mit einem Abstande derselben vom Flammrohre von etwa 25 
bis 30 mm; ferner Flansehverbindungen der einzelnen Flamm~ 
rohrsch6sse mit zwischengelegten Flacheisenringen mit, Gallo­
w8yriihren darstellen. 
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(} die Bleehdieke in em, wobei (} stets > 0,7 em sein muG, 
p den gro.aten Betriebsiiberdruek in kg pro qem, 
a = 100 fiir liegende lonre mit uberlappter Langsnabt, 

a = 70 "stehende """ " 
a = 80 " liegende Rohre mit gelasehter oder gesehwei.ater 

Langsnaht, 
a = 50 " stehende Rohre mit gdasehter oder gesehwei.ater 

Langsnaht, 
e einen Zusehlag, der mit entsprechenden Abrund'lngen zu setzen ist: 

e = 0,15 em, je naehdem p = 0 bis 5 Atm., 
c = 0,1 em,.. " p = 6 Atm., 
c = 0,05 em, " " p = 7 Atm., 
e = Gem, " " p > 7 Atm. 

3. 1m iibrigen kann ma.n die Wandstarken der auf hohen Au.aen­
druck beanspruehten Rohre, sofern ein Einknieken derselben' nicht zu 
erwarten ist, auch Dach den folgenden Gleichungen von Bach bestimmeD, 
die ahnlieh den im A bsehnitt a fUr hohen lnnendruck aufgefiihrten Glei­
chungen lauten. 

da = di 1 /----m--=-k-d--- = di 1/ kd, 33 
Y mkd-(2m---:-l)Pa y ~-1,7Pa 

(} = ~ ( di -V kd -~:'7 Pa - di ) = ~(-V kd _k:,7 Pa - 1) di . 33a 

d) Hohlktl,geln. 

Aueh hier hat man Innen- und Au.aeDdruck zu unrerscheiden. Handelt 
es sich al>er um geringe Wandstiirken und ist bei AuI3endruck ein Ein­
beuleD der Hohlkugel nicht zu befiirchten, so kann man die 'Vandstiirke 
- da nur QueFi.~se maglich silJd - bei lnnen- als auch bei AuBcndruek 
geniigend genau lHlllh der im Abschnitt a, 1 dieses Paragraphen aufgestellten 
Gleiehung 

bereehnen. 

Bezeiehnet daher 

Pi den Innendruek in Atm., 
, Pa den AuBendruck in Atm., 

kz die Zugspannung des Materials, 
kd " Druckspannung des " 
di den liebten Durchmesser der Hohlkugel, 
da "auBeren " " 

. 34 
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so ergibt sich, unter Beachtung des in Abschnitt a, 2 angegebenen er­
fahrungsmiiaigen Zuschlagsc, die Wandstarke 0 

1. bei Innendruck zu 
1 Pi 

01 =-'k- di+C, • 4 z 
o 0 . 0 . 0 . 35 

2. bei Au~endruck zu 

.t 1 P... + 
U2 = -4 k- da C. -d . 

.36 

3. Bei verhiiltnismaaig groaen Wandstiirken kann man zu deren 
Bestimmuug die folgenden, von B a c h aufgestellten Gleichungen benutzen. 

1. fiir 1nnend ruck: 

da=di - 2mkz +2(m-2) Pi -dt Vkz+~-
2mkz -(m+l)Pi - ks -O,65p/" 

o 37 

0=~(diVk~+0'4Pi -do) =!. (V'kz +O,4 Pi -1) dt 
;:! kz - 0,65 Pi 1 2 kz - 0.65 Pi 

.878 

Moglich sind hierin nur solche Verhaltnisse, fiir die 

kz d Pi . 
Pi < 0,65 0 er kz < 1,54 1St . .. 37b 

20 fii .. Auaendruck: 

da = di i f 2 m kd = di il-" ~~ ____ ~ 
. V 2mkr":"'S(m-l)Pa r kd -1,05p,. 

.38 

1( if kd ) . 1(3 -.~~- ) 
0= 2 di V kd~ 1,05Pa -di =2 V kd -l,05 p,. -1 dt .38a 

worin nur solche VerhiU~Disse moglich sind, bei denen 

p,. < 1~5 oder ~ < 0,95 isto • • 
o 0 38b 

Dritter Abschnitt. 

Schuh. 

§ 11. Allgemeines tiber Sc hub- oder Scherfestigkeit. 
1. Schiebung oder Gleitung. 

1st ein Korper, wie Fig. SO zeigt, eingespannt und wird er an seinem 
freien Teile von der Seite, d. h. senkrecht zu seiner geometrischen Achse, 
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durch eine gleichmiiGig verteilte Kraft P beansprucht, so wird er an der 
Befestigungsstelle a - b abgeschnitten, abgeschoben oder abgeschert. Bevor 

Fig. 30. 

jedoch eine Abscherung eintritt, wird 
eine mehr oder weniger groBe gegen­
seitige Verschiebung der Querschnitts­
elemente eintreten, die in iihnlicher 
Weise - wie bei Zug und Druck -
eine Dehnung zur Folge haben wird. 

U m nun einen Begriff von der 
Verschiebung zu erhalten, denke man 
sich in Fig. 31 einen Wiirfel an seiner 
untersten Flache fest eingespannt und 

mit einer in der oberen Flache wirkenden, gleichmiiGig verteilten Kraft P 
beansprucht, so wird sich die obere Fliiche A D E F nach Ai Dl El F 1 

verschieben, wobei der urspriinglich rechte Winkel ABC urn den spitzen 
Winkel A B Al = -t: r ver"kleinert wird. 

Diese Winkeliinderung ist aber bestimmt durch 

AA 
tgy= _1, 

AB 
wofiir uoter der V oraussetzung, da13 es sich nur urn kleine Anderungen 
handelt, 

AA ~ 
tgr= 1 =y 

AB 
gesetzt werden kaoo, wobei r im Bogp,nmaa zu messen ist. 

Fig. 31. Fig. 32. 

Wird nun nach Fig. 32 die Wiirfelseite A B = 1 gesetzt, so gibt 
der Quotient 

~ _ AAl _ AAt _ ';t."-A r- - - -4 1 
AB 1 
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aber auch zugleich die VerscJmJbung an, welche die obere Fliiche gegeniiber 
der unteren, unter der vorher genannten Beanspruchung, erfihrt. Auos 
diesem Grunde wird die Anderung r des urspriinglich rechten Winkels auch 
als spezifische Verschiebung odei' kiirzer als Sehiebung oder Gleitun.g 
bezeichnet. 

s. SchubspannuJlg. 

Der vorher (in Fig. 32) genannte und del' Betrachtung unterzogene 
Wiirfel sei jetzt ein Bestandteil des in Fig. 33 dargestellten festen K5rpefs, 

Fig. 33. 

und es nehme dieser Wiirfel unter der oben in Fig. 30 vorausgesetzten 
Krafteinwirkung die bereits beschriebene Verschiebung an, so versteht man 
unter der Schubspannung diejenige Kraft, mit der sich die iri der oberen 
Wiirfel£lii.che AD E F anschlie~enden Korperteile (Molekiile) der genannten 
Verschiebung bis zur Lage Al Dl El Fl widersetzen. Man kann die 
Schubspannung eines Korpers auch als diejenige Kraft in kg erkliiren, 
die, in Richtung des Querschnittes angreifend, auf 1 qClI\ oder 1 qmm 
desselben einwirkt. 

Die Schubspannung unterscheidet sich daher von der in § 1 A.bs. 2 
genannten N ormalspanmmg dadurch, daa die erstere Kraftrichtung in die 
Querschnittsebene hineinfiillt, wiihrend die letztere senkrecht zum Quer­
schuitt gerichtet ist. 
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§ 12. Die Schuh- ode.r Scberfestigkeit. 
Wie im § 11 Abs. 1 bereits gesagt, liegt eine Inanspruchnahme 

eines Korpers ailf Schuh vor, sobald er. von einer iiu~eren, gleichm~ig 
verteilten Kraft senkrecht zur Achsenrichtung bcansprucht wird, die, wifl 
hierselbst noch erweiternd hinzugefiigt sein soll, durch eine gleic~groae 
Geg~nkraft ersetzt werden kann, deren Richtung mit der gefiihrlichen 
Querschnittsrichtung zusammenfiillt. 

Erfiillt erscheint die letzte Voraussetzung heispielsweise nur in dem 
Augenblic1.t. wo die in Fig. 34 dargestellten Scherblittter einer Metall­
schere gerade das zu schneidende Werkstiick beriihreu. In der Praxis 

Iii 
I ' 

Fig. 34. Fig. 35. 

trifft jedoch auch dieses 
nicht zu. weil die Schnitt­
flachen einer Schera nia­
mals genau in eine Ebene 
fallen konnen, sondern 
in mehr oder weniger 
geringer Entfemung an­
einander vorubergleitl'ln: 
Dadurch ergibt sich aber 
schon bei Beginn des 
Schueidenr;; neben der 

Schubbeauspruchung 
auch noch aine Beanspruchung auf Biegung, die nun um so groaer wird, 
je tiefer' die beiden ScherbHitter, s. Fig. 35, in .das Material eindringen. 

Aus vorstehendem ist daher geniigend ersichtlich, daB praktisch 
niemals eine Schubinanspruchnahme allein auftreten kann, s<mdern daB sie 
stets von einer Biegungsanstrengung begleitet ist, die aber ihrer Gering­
fugigkeit wegen in den meisten Fallen vernachliissigt werden kann. 

Damus ergibt si.ch abel' auch noch weiter die Tatsache, daa die im 
§ 11 Abs. 2 definierte. im gefiihrlichen Querschnitte auftretende Schub­
spannung nicht in allen Querschnittseinheiten die gleiche. sein wird, sondern 
verschiedene Werte haben mua. 

In der Folge sei jedoch angenommen, da~ die genanlite Schub­
spannung - bei der in gleicher WeiRe, so wie es bei der in § 2 genannten 
Normalspannung der Fall war,~ eine Bruch-, Elastizitit'ts- und praktisch 
zulitssige Spannung zu unterscheiden ist -- fiir jede Querschnittseinheit 
denselben 'Vert habe. Bezeichnet man die konstant bleibende Spannung 
bis zur Bruchgrenze mit ss. bis zur Elastizitatsgrenze mit 'l: und bis zur 
praktisoh zulii.ssigen Grenze mit kElt so ergibt sich das der Schub- oder 
Scherfestigkeit zugrunde liegende Gesetz auf gleiche Art, wie bei der im 
§ 2 aufgefiihrten Zug- und Druckfestigkeit, namlich 
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P Br = f . e., bie zum Bruch, 
PE = f . ~, ,. zur Traggrenze, 
P = f . kat" zur praktisch zuliissigen Grenze, 

wobei wieder zwischen den Spannungen die Beziehungen beetehen 

ka = S. und ka =.!.., . 41 
m f.l 

sofern m un~ f.l die SicherheitskoefftzienteD. bezeichnen. Fur ks gilt 
auch noch das im §. 2 fUr kz und kd Gesagte. 

§ 18. FortsetzUilg des Paragraphen It. 
1. Schubkoefflzient. Schubelastizita.tsmodul. 

Wie im § 11 Aha. 1 gesagt, verschieben eich die Querschnitte eines 
Korpers gegeneeitig" sobald er auf Schqb beansprucht wird. 

Wird nun, wie Fig. 36 zeigt, heiepielsweise ein Wurfel von der 
Kantenlanga 1 cm oder 1 mm mit 1 kg auf Abscherung beansprucht, 
so verschiebt sich die obere Flii.che gegenuber der nnteren um die Strecke (1, 
die man als den Schubkoefftzienten bezeichnet hat. Dieser Koeffizient 
ste11t eben so; wie der Dehnungskoeffizient bei Zug und Druck, eine fiir 
jades Material durch Versuch zu ermittelnde Erfahrungszahl dar. 

Fig. 36. Fig. 37. 

Wird nun derselbeWiirfeI, wie Fig. 37 zeigt, nicht nur mit 1 kg, 
sondem mit ~ kg auf Abscherung beansprucht, so verschieben sich die im 
Abstande 1 voneinander entfernten Flachen um die Strecke r; die nach 
§ 11 Abs. 1 die Schiebung darste11t. Sie bildet nun in der Form 

r=(J·'t: . 42 
eine mit. dem im § 3 genannnten H 0 0 k e schen Gesetz iibereinstimmende 
Gleichung. 

Besitzen die heiden mit 't: kg beanspruchten Fliichenelemente des 
vorbenann.ten KOrpers ainen Abstaml' von I cm oder Imm, so erhii.It man 
nach Fig. 38, unter der Annahme, daa die Schiebung y innerhalb eines 
gewissen Spannungsgebietes an allen Stellen des Korpers konstant ist, eine 
gesamte Verschiebnng ).. = r. 1. 
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Setzt man in diese Gleichung den obigen Wert fUr· r and fUr 't: 

den Wert &US § 12, niimlich '" = ~ ein, so ergibt sich die ElastbJitits­

gleichu.g gagen Schuh zu 
~ P PI 

1=y.l=p",.I=P1.1=(JT' . 43 

r-l~ 
I 

/r""?l=--~-77 worin f den Querschnitt eines mit der Kraft P 

r--f--!", '-!--i--fC 

, I 
I ' 
I , 

l ' 
! I 

I 

I auf Schub beanspruchten Korpers bezeichnet, 
I dessen Lange 1 jst. Lost man die letzt-I genannte Gleichung nach P auf und setzt 

I 1=1 und f= 1, so folgt 

/' J,f 1.1 1 
I P= fJl=7if=:P=G, . . 44 
: 
! worin die Kraft G den in der Technik allge-

mein bekannten Schubelastizititsmodul be­
zeicbnet, dar nach § 13 Gleichung 02 das 
0,4- fache des Elastjzitiitsmoduls betrigt. 

Fig. 88. 1m iibrigen sei hier nooh auf die OOOr­
einstimmung der vorstehenden Gleichungen 

mit den im § S iiir Zug und Druck genannten aufmerksam ge~t. 

2. PalU'Weises Auftreten der Schubspannungen. 

Infolge der im § 11 Abs. 1 auftretenden Schiebung, der, um das 
Gleichgewicht zu erhaIten, eine. entsprechende Gegenwirkung von seiten der 
Nachbarelemente zur Seite tret.en mna, tritt nunmehr die Fraga auf, wie 
sich die OOziiglichen Beanspruchungen auf die N achbarelemente verteilen, 
OOzw. unter welchen Bedingungen Gleichgewicht hargestelIt wird. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns ein unendlich kleines Parallel­
epiped aus einem auf Schub beanspruchten Korper herausgeschnitten, das 
in. dar Fig. 39 zur Darstellung gebracht worden ist. AIle inneren Krii.fte, 
welche auf die das Korperelement begrenzenden Schnittflii.chen wirken, 
konnen hierbei ala iiuaere Kriifte aufgefait werden, die in Verbindung 
mit den auf die Masse wirkenden Kriften im Gleichgewicht stehen, so 
daa auch unter anderem das Gesamtmoment fiir eine beliebige Schwer­
punktsachse, z. B. die Achse A B, den Wert Null erhaIten mua. 

Da man nun die auf die 6 Begrenzungsebenen des Korperelementes 
entfallenden Kri.fte sich in den einzelnen Schwerpunkten der Fliichen 
wirkend vorstellen kann, so ist aus der Figur zur Geniige ersichtlieh, daa 

1. die senkrecht auf die 6 Begrenzungsfliichen wirkenden Kriifte. die 
N ormalspannungen entsprechen; nichts zu einem zur Schiebung 
des Korpers notwendig gehOrenden Drehmomente beltragen, da sie 
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entweder, wie bei den Fliichen fs und i" in die Achsenrichtung 
A B fallen oder, wie bei den Flachen f l , f2' fli und fs' die Achse 
A B schneiden und somit keinen Hebelarm ergeben, woran die 
fraglichen Krtifte angreifen konnten. 

2. Von den iunerhalb der Fliichenelemente gelegenen, d. h. in der 
Richtung derselben wirkenden Krii.ften kommen aber aueh die 
Fliiehen fs und f4 zur Momentenbildung nieht in Frage, weil diese 
Krafte ebenfails die Aehse A B sehneiden. 

3. Da nun aber aueh der Schwerpunkt S des Korpers auf der Achse 
A B liegt, so tragen auch die Massenkriifte niehts zur Bildung 
eines Momentes bei. 

4. Fur die Bildung des fraglichen Momentes kommen demnaeb nur 
noeh die Kriifte in Frage, die in der Riehtung der 4 Fliichen 
fl' f2 und fo' f6 wirken. 
Zerlegt man nun aber 
diese Kl'iifte parallel 
und senkreebt zur Aehse 
A B, so tragen auch die 
parallel zur Achse A B 
gerlchteten Komponen. 
ten naeh dem untel' 1 
Gesagten niehts zum 
~Iomeute' bei, so da~ 
nur noeh die aus der 
Figur zu ersehenden 
senkreeht zur Achse ge­
richteten Komponenten 

Fig. 39. 

'C1 und 'C2 hezw. 'Cl ' und '1:2' a18 wirkende Krafte 
Diese Krafte ergeben sich nach Fig. 39 zu 

PI 0= £2' 'Cl = a b. 'Ct , 

P2 = £5' 'C2 = ae . '(2' 

PI' = f1 . 'C/ = ah''Z'I' =ab('Z'l +L1t ), 

P2 ' =fs ''C2' = ae. 'C2' = aC('C2 +L12), 

uhrig bleiben. 

die, wie Fig. 40 zeigt, folgende Motnente hervorrufen: 

c b 
Ml = Pi 2' 112,= P2 2' 

M '_P' C 
1 - 1 2 ' 

Da nUll, urn Gleichgewicht zu erhalten, die Summe dieser Momente, 
bezogen auf die Aehse A B, gleicb Nun sein mu~, so ergibt. sich die 
Gleichgewj~htsbedillgung Ml - M2 + Ml i - M2' = 0 

Wehnert, Eillfiihl'ung, 2. Aull. 3 
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c b ,c ,b 
P t --P2 -+Pt --P2 -=0 

2 2 2 2 
c b c b 

aht 2 -ac'&2 "2-+ ab ('&l + 4 1) 2- ac ('&. + d 2 ) 2 =0 

ab{l'&t - abc'&2 + abc'&1 +abcd1 - abc'&2 - abc d 2 = 0 

'&1 - '&2 + '&1 + 41 - '&2 - d 2 = 0 
2'&1-2'&2+&1-&2 =0. 

I 
I , , 
1$ ----1'-- .e 
I , 
1 
I 
I 
I 

Fig. 40. 

Vernachlassigt man nun lloch die unendlich 
kleinen Krafte d 1 und d 2, deren Differenz ja auch 
unendlich klein ist, so ergibt sich 

2'&1 = 2'&2 
oder '&1 = '&2 45 

Dieses Resultat besagt, daB die Schubspan­
nungen niemals einzeln, sondem immer paarweise 
so auftreten, da.f3 sie sellkrecht zueinander gerichtet 
und gleichgro.f3 sind. 

Hiernach lii.f3t sich folgender Lehrsatz aus­
~' sprechen : 

eJ4 Legt man innerhalb eines Korpers zwei 
einander senkrecht schneidende Ebenen, so sind 
die Schubspannungen fiir zwei Flachenelemente 
der beiden Ebenen, die zu einem Punkte ihrer 
Schnittgeraden gehOren und darauf senkrecht stehen, 

einander gleich 
oder beide von 

und entweder beide nach der Schnittgemden hin gerichtet 
ihr abgewandt. 

3. Schiebungen und Dehuungen. 

Um einen Zusammenhang zwischen der Verschiebung der j;'asern 
und der dadurch veranIaGten Dehnung zu errcichen, sei, unter Bezugnahme 
auf § 1 Abs. 3, zuniichst darauf aufmerksam gemacht, duJil auch bei Be­
anspruchungen auf Schub, in analoger ·Weise wie beini Zug und Druck, 
die Elastizitiitsgrenze llicht iiberschritten werden darf. 

Zur Veranschaulichullg des genannten Zusammenhanges diene Fig. 41. 
In derselben s~i ein dem auf Schub beanspruchten Korper zugehOrendes 
Parallelepiped aus -ler Ul'spriinglichen Lage ABeD in die Lage A1BCD1 

verschoben worden. Hierbei hat die Diagonale 1 eine Verliingerung bezw. 
Dehnung um die Strecke ), erfahren, so daB die neue Diagonale 11 nach 
der Verschiebung 11 = 1 +~. betriigt, woraus sich dann A. = 11 -1 ergibt. 

Die Stl'ecke ). hat sieh, wie Fig. 42 zeigt, konstruktiv so ergeben, 

daB mit del" neuen Diagonale 11 = Bl)1 von B aus ein Kr;j~bvgen be-
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scbrieben worden ist, der die verHingerfA; urspriinglicbe Diagonale 1 = BD 
im Punkte F scblleidet. Da nun die Strecke FDl :;;ehr klein ist, so kann 
das Dreieck DFDI als ein roobtwinkliges Dreieck angesehen werden. 

Fig. 41. 

Es folgt dann 
). = DDI . COS f/', 

aus dem rccht.winkligeIl Dreiecke BCD 

CD 
1,-.. ::-.-·, 

sm q; 

uud nach § 3 die Beziehung I. == e 1 bez\\. c' = ~ . 
Setzt mun in .liose 

GleicllUng die Werte fUr 
). und 1 ein, so ergibt "ich 
die Dehnung E zu: 

__ 01\ . co;.: Cf! 
E -- __ _ 

CD 
Sill «j' 

Dj) . 
,,= or:. co!' fJ'. SID p*) 

Dl\ 1 . " = - "). Sill 2 Ill. CD:" ., 
---------t-----

*) sin (a + m = sin a . cos p + COS". Sill ,J. 
sin (a + a) .... = sin a. cos« + cos a. sin «. 
sin 2a = 2 sin a. cos a, 
. 1 . 2 

SID (f. cos a = 2 . Sill ' U. 3" 
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Weiter folgt aus 

nReh § 11 Abs. 1 zu 

dem rechtwinkligen Dreiecke ODDt die Schiebung y 
y = DDt, so da.@ dieser Wert, in die vorstehende 

CD 
Gleichung eingefiihrt, 

~1. 1~'2 
' e = r . 2 . Sill 2 cp = 2 r sm If' 

liefert. Diese Dehnung erreieht nun fur cp = ~ = 45 0, womit die qua­

dratisehe Form des vorliegenden rechteckigen Karpers bedingt ist., 8einen 
groaten Wert 

1._. 0 1~ 1~ 46 
cmax = 2 r 8111 2 . 45 = 2 r . 1 = 2' r 

Die zweite Diagonale AC des quadratis~hen Querschnittes erfahrt 
hierbei gleichzeitig den kleinsten Dehnungswert bezw. den groaten Wert 
del' Zusammendruekung in dem Ausdrucke 

1'~'240 1~ 
COlin = - 2' l' 8m . [) = - 2- y 47 

NB. 
1 -

Die Gleiehung "Cmax =2")" woraus y <: 2 ClUax folgt, besagt, 

oaf,) der zulassige Sehiebungswert y hochstens doppeIt so grog sein 
darf als die uoch iiuBerst zulassige Dehuung Sma:>.' 

Fiihrt man nun noch in die letzte Gleichung die zulassige Zug­
spannung nach dem in § 3 aufgefiihrten H 0 0 k e schen Gesetze 

und nach dem gleichen 
spannung ein7 so ergibt 

smax=akz 

Gesetz aus§ 13, 
sieh 

y< 2limax 

(J . k.:C~ 2 a kz, 
c-.~ a 

k s < 2 fj k" 

r = pks, die zuliissige Schub-

48 

Dieser letzte A uiidruck setzt allerdings voraus, daB das vorgelegte 
Material isotrop ist und dail die Dehnungs- und Schubkoeffizienten a und 
(J als konstant Rngesehen werden konnen. 

4. Beziehung zwischen Helmungs- und Schubkoeffizienten. 

Auf den in Fig.i3 dargestellten Wtirfel von der Seitenlilnge s = 1 
wirke eine Normalspannung (j ein; bierdurch wird der Wurfel in das 
in Fig. 44 dargestellte Parallelepiped u.bergehen. wobei, wie bereits in § 1 
Abe. 1 und § 7 gesagt, sich die Kiirperseiten in del' Kraftrichtung aus­
dehuen, senkrecht dagegcn verkul'zen. 
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Die urspriingliche W iirfelseite A B = s wird hierbei urn B verlangert, 

80 daB At BI = S + f: = 1 + Ii betriigt; die andere Wiirfelseite AD = 1 

k " . h h' b' e ver urzl; SIC ler et um Eq = -', 
m 

--- B 
AtDt = S - f'q = 1- m betriigt. 

Beim Wiirfel schlossen die 
beiden Diagonalebenen A C und BD 

so daf3 die kiirzer gewordene Seite 

einen reehten \Vinkel ein, der sieh unter der Krafteinwirkung (J um den 
Winkel y geiindert hat. Dieser Winkeliinderung entspricht eine Verschie­
bung, beispielsweise des Punktes A der Diagonalebene A C gegeniiber der 

d D· I b B D ~ F M b' A' -F k h an eren lagona e ene ,von tgy = Y = A--F' wo el ,1 Ben ree t 
1 

F M geriehtet ist. 

Die siimtliehen Fasern im Innern des Wiirfels sind also bis zur 
vollstandigen Querkontraktion verschoben; die Verschiebungen der Fasern 
unt-er sich sind aber ganz verschieden. 

Das mittlere Mag der Verschiebungen kann nun in die Diagonal­
ebene BDEG verlegt gedaeht werden, die mit der Wiirfelseite den Winkel 

cP = 45° = i einschliegt, Inf~lge der Ausdehnung,aber ist dieser Winkel 

urn ~ kleiner geworden, sofern man daran denkt, daf3 die Verschiebung r­
eich auf den Diagonalrichtungswinkel von 90° bezogen hat. Es hat des­

halb der Winkel t'Ill den Wert CPt = cP - )~ = 45 _1 = ~ _1. 
T 2 2 4 2 
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Da Hun Dneh Fig, 44 

A;.Dl b W 1. tgtpl == -~- oder, die () igen erte einge;o;etzt, 
AlBl 

E 

tg(~-~)= ~+1: 
und nach einl"m trig<Hlometrisehen Natze *) 

to" 11: -- to' 1'. 
1;1' -, ') 0 4 b 2 

2. tgl. _!. =------
\4 21 11: i' 

1 + tg 4· tg 2 1 -1- 1. tg~ 
ist, ,,0 folgt ~U8 diesel! heiden Gleichungen 

1 _1'. 1 ---!.. 
2 m 

l+y=T+F.' 
2 / 

woraus man (1 __ l)' (1 -1-_ 8) = II __ E) (1+1:) 
2 I \ Ill,' '27 

oder 

" 

erhiilt. Vernachliissigt Ulan noch die dureh die Produkte r. E und .~ r 
2 ill 2 

dargestellten, UJwndlicb kleincn 'VerOO, so liefel't die Gleichung 

- " <:;=~ y -'- m 

_ "E.m+-;; m+l 
odeI' y = 8 + -- =.- --'-' -== --- - <- 49 

III m 111 

eine allgemeine Beziehung 7.wischcn del' Verschiebung und Debnung eines 
Wiirfels. 

* sin (a -- » sin a . cos ,i - - cos a . Rin fJ ) tg (a - .J) = ----- -- -- =c ------------ -- ---,----"7----. 
, cos (a -- ;1) cos a . cos {J t- sm a .sm (i 

Zahler und Nenner mit .cos a. cos.a< dividiert, gibt 
Sill a cos fJ - cos a :;in fJ 
----.~---~--.--- _._--

. cosacos,8 
-tg la - fJ) = -----::"-:-~-,.-.::_ 

{:~~_a. ~s_ fJ_+_siu a sin ~ 
cosa cos ,8 

~in a c?!!.i! _ co~ a si~~ 
cos a COB fJ cos a cos,8 tg a - i;g fJ 
cos a COS t~ , sin IX sin fJ = 1 +tg,a. tgi 
;~os a cos /J T cos a cos (1 
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Wird nun weiter, wie Fig. 45 zeigt, der oben gen8onte- Wiirfel in 
der Diagonalebene B D auseinander geschnitten, so iet im Interesse des 
Gleichgewichtszustandes, eine auf 
die Diagonalebene wirkende N or­
malspannung 00' desgleichen eiDe 
in der Richtung der Diagonale 
wirkende SchubspaDnung '& an­
zubringen, mit deren Hilie sich 
die beiden Gleicbgewicbtsbedln-
gungen 

1. °1 +°.=0', 
2.01 -oa :.....0 

ergeben. Die Spannungen 01 ulid 
02 entwickeln sich 8US den gleich­
schenkligen Dreiecken zu 

(fooo)2 = (fl 01)2 + (f1 01)2 
= 2 (f101)1, 

woraus 

_ 1 /(fo oo)'1. = fooo =~. 1. 00 = ](2,00 = 0: 

°1 - V 2 fl II fql2 12 • 12 y'2 0 

UDd 
. (fO,&)2 = (fa 0.)8 + (faos)e = 2 (f202)2, 

worau!! 

(£0,&)2 £0'& d. 1 .1: 12. '& 
-2 = --= -2---- = --='t: folgt. 
2f2 fay'2 1.V2 y'2 

Setzt man die WeTta in die Gleichgewicbtsbedingungen ein, so 
erhiilt man eiDe Beziehung zwischen der Schuh- uDd NormalspannuDg, 
Dimlich 

woraus 

und 

Da nun 

so ist auch 

1. 00+1:=0, 

2.°0 -1:=0 ----
200 =0 

° =2folgt. 

= '& ist, 

° =2' 

Dieses Spannungsverhiltnis in die im § 3 und § 13 Abs, 1 auf· 
gefiihrten Elastizititsgleichungen 

" = a ° bezw. r = (11: eingefiihrt, gibt 
y ° 1 8 -='f=-=-.-. 
(1 2 2 a 
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Se~t man in diesem Ausdruck6 noch den \\T ert fur y aus der 
Gleichung 49 {Jin, so erhiilt man in der foIgenden Gleichung eine Btl­
ziehung zwischen dem Schub- und Dehnungskoeffizienteu, namlich 

eder 

ergibt, 

01-1-1 
-~- E 

m' Ie 'h m +1 ----= - ,~, woraus SIC ----, 2 a = (J 
(J 2 a m 

m+l 
(J=2---a 

m 
50 

Da nun die Konstante m nach § 7 eine erfahrungsmiillig zwischen 
3 und 4 liegende Zahl bedeutet, 80 betragt der S c hub k oe ffi z ie n t (1 

3+1 , 4+1 
(1 = 2 -3-- a bis 2--4-a 

4 b' 5 ,,=2 3,a IS 24"a 

8 5 1 
0, = sa " 2a j 
,,= 2,67a " 2,50; 

und der Dehllungskoeffizient a 

3 b' 2 a =8(1 IS b,'] 

" = 0,375(1 bis 0,4(1. 

51 

52 

Bestimmt man auBerdem noeh aus der Gleichung 50 das Ver­

haltnis ~- und fiibrt es in die im Ahsatz 3 des vor1iegenden Paragraphen 

entwickelte Gieicbung 48 ein, 80 erhiilt man 

a m 
(1 2(m+l) 

und k < 2 _<:r k <2 _ m k - m k 
• (J Z 2(m+l) z< 01+1 z, 53 

woraus fur 01 = 3 bis 4 die zwischen der Schub- und Zugspannung eines 
Materials bestehende Beziehung 

= 3 ,4 
ks < 3 + 1 kJ; biS <1 + 1 kz 

= 3 k b' 4 k 1 ,,< 4 z IS -fj- Z f 
,,"Z 0,76 kz bis 0,8 kz 
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erhalten wird. Dieses Verhiiltnis ist nun der im § 12 genannten Schub­
festigkeitsrechnung zugrunde zu legen. In der Regel verwendet man hoi 
praktischen Rechnungen 

55 
NB. Dber die Schubspanullugen im gebogenen Korper bandclt der 

vierte Abschnitt meines Lehrbuches von der zusammengesetzten Festigkeit. 

Viertel' Abschnitt. 

Biegung. 

§ 14. Die Biegungsfestigkeit. 

1. Vorgang beim Riegen. Uestimmung des Grundgesetzes. 
Triigheits- und Widerstandsmoment. 

Wircl nach Fig. 46 ein prismatischer Korper, z. B. eill Balkell oder 
dergleichen, mit clem einen Encle fest eingcspannt, wiihrencl das andere 
Ende durch eine Kraft P belastet iet, so wird del' Balken, wie Fig. 47 
zeigt, eine Biegung erfahren, wobei 
die oberen Fasel'll des Balkens eine 
Verliingenmg, die unteren Fasern 
dagegen eine Verkiirzung erleiden. 

Fig. 46. Fig. 47. 

Den Verliingerungen entsprechen Zug-, den Verkiirzungen Druck­
spannungen, die in den iiu./leren .Fasern am groi3tell sind, woselbilt aU<lh 
die groBten Dehllullgen auftreten. Nach clem inneren Teile des Balkern:; 
zu nchmen die Dehnungen immer mehr ab, bis schlie13lich eine Faser­
schicht NN kommt, die weder verHingert noch verkiirzt, sondern nur ge­
hagen i!'t. Diese ~chicht Denut man die neutrale Faserschicht, in der 
weder Zug-, noch Druckspannung herrscht, 



Vierter Abschnitt. Biegung. 

Jeder durch den Korper gelegte Querscbnil.t schneidet die neutrale 
Fasersehicht in einer Linie NN, welche die neutrale Achse des Quer­
scbnittes genannt wird. 

Ein in der Liingsrichtung des Ba)kens und zwar in Richtung der 
Biegnngsebene. ausgefiihrter Schnitt schneidet die neutrale Faserschicht 
NN in einer Linie, die als elastische I..inie bezeichnet wird, Die Gestalt 

. dieser Linie ist flir das MaB der Durchbiegung des Balkens bestimmend. 
FUr die weitere Betrachtung sei nach Fig. 46 fur einen beliebigen, 

im Abstande x vom freien Ende des Balkens aus gelegenen Querschnitt 
ABMx = Px das sogenannte biegende oder auBere Moment, dem, sofern 
der Balken nicht zerstort werden soil, dic im besagten Querschnitte auf­
tretenden Momente der Zug- und Druckspanmmgen genugend Widerstand 
leisten mussen. 

Fig. 48. 

Werden nun die letzten Momente - die mit ml , m2, ms •.... 
fur Zug, mit mI, mil. mlII etc. fUr 'Druck bezeichnet sein mogen -
innare Momente genanni;, so ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung 
zwischen dem auaeren Momente Mx = P x und den inneren Momenten zu 

MX =ml +m2 +ma+. '" . +ml+mu+miU+ ..... 
n [n] 

" =~m+~m. 
1 I 

FUr die aus Fig. 48 ersichtlichen Faserschichten fl' f!l' fa etc. auf 
der Zugseite und fI> fll' fm etc. auf der Druckseite, in de.nen die Zug­
spannung!i!U kl , ke• ka etc., hezw. Druckspannungen kI' kIl• klII etc. auf­
"i.."6ten,. ergeben sich die ~ugehorigen inneren Momente 



1. -fir Zag: 

~ = PI·1Jt =£1 k:t ·1]1 
IRs =. P2 -1']2 = i.t Kg . "72 
~ = P3'~S = is~s ·1]s 
· . . · .. .. · . . 

:nln = Pn . 'In =111 kn ·1}n 

2. fm Druck: 

mI = PI • 'it = f;r kl -1]1 
mn = PH -1lJl = fIl klI .I]n 

n:w = Pm -'J.U1 = fm k}II' J}IU . . . -. . 
tDtal = p[u~ '1][8] = irn1 k[n] • 'l1'n] 
[n] 

~'m-.:flkl'll+fnkIl1]n+ .•.. 
J . 

Wemen .diese Momenta in die oben genannte Glei~ewiehtsbe­
~eiJn;gesetzt, so erhalt man 

M:x=:f1 kl1lt +f2 ka'1]2+' ... +fl k1''lI+ fn kll1Jn+ _ • - •• 

.Da:nUll weiter naen "§ :a Proportionalitat zwischen Dehnung 8 bezw. 
Verlingem.mg 'ader Verkiirzung l, und Spannung hesteht, farner die :aus 
Fig. 48 ·er~io'htIichen F~derungsdreiecke .ihnlich sind, 80 folgt, hei 
"Bezeie~gtler in derolaeren F.aser herrsChenden zuliissigengroSten 
.ZugspannU'flg k z und der in der untersten Faser auftretendeJlDruck­
-spann1lI1g ltCb 
auf der :Z~eite: 1. 11 ~ lz _ ~:. kz I ~ : Az __ k2 ~ kzl·ls ~ .iz _ ks ~ .. k.z -etc. 

2, Al ··.l.z -1]1 . t1. },2')Z -1]2' ~ .As ,,},-z - '13' flt ,,, 
'woraus 'llUl:D k1 : kz = "71 : e1 k2 : kz = "72 : E\ ks: kz =7]3 :.e1 

·oder 

erhii.lt. 

kl = kot ·1]1 kll = kz ·1}a ks = kz·1}u 
e1 e1 e1 

Auf ,der Druekseite folgt in gleicber Weise 

kJ = k~~'l! ku = ~~ ·1}II km = kd . 17m -etc. 
ell es e2 

Die 'Spannungswerte in die Gleichung fUr Mx eingefilhrt, .geben 

'1U" _ .1. .kz 17J +.1. kz 1}2 kd "71 + kd.1Jll +' 
...iU;X - .IJ·· 1]1 .12 - --172 + ... + fI --1}I in --"?}II •• 

~ ~ ~ ~ 

." =~z\(.fl1}12+f2.1}22+ .. , .. )+ kd(£11}12+fllnn2+.~. , .) 
et · e2 
k·nkd [n] 

- z ""f 2+ '" i 2 " - --- 1] -_. '1J. 
"'11 egI' 

'n 

. ., 

.Der Ausdruck ~f r;2, d. h: die Summe aller P~odukte .ausden F1tSer­
''luerschriitten und den .Quadraten ihrer Abstiinde von der lleutralen Achse, 
'Wild .lias Triigheitsmoment des Q,uerschnittes genannt, das in derFolge 
'mite -hezeichnetwerden soIl. 

Mit dieser Bezeiclmung lautet dann die fiir,jedes Materlal.gultige 
:Bi.¥ungsgleichung.: 

. . .. , . - , .56 
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Kann nun die zuliissige Zug- oder Druckspannung - wie es hei 
den zumeist RUS Schmiedeeisen oder Stahl hergestellten ,Maschinen- und 
Eisen-Konstruktion..'looilen Rnniihernd der Fall ist - als gleichgro13 ange­
sehen werden und wird hierbei mit der ungiinstigsten Spannung gerechnet, 
die stets die Zugspannung sein wird. eo Cl'hiilt man unt.er Einfilhrung 
der hier geeigneten Spannungsbezeichnung kb die spezielle Biegungs-
gleiehung , 

Mx = kb (01 + ~~) =kb(Wz+ Wd ), 51 
e1 es 

worin Wz das sogenannte Widerstandsmoment des Querschnittes auf del' 
Zugseite, W d das Widerstand"moment auf der Druekseite bedeutet, wii.hrelld 
die Faserabstiiude e1 und ell auf del' Zug- und Druckseite nach Ma13gabe 
e!er angenommeuen Materialbesehl"'dnkung unter weiterer Bezugnahme auf 
§ 20 Gleichung F gIeich grof3 .sind. 

Bezeichnet nun noeh "W = Wz+ Wd'( das V{iderstandsmoment 
(les 'gauzen Querschnittes bezogen auf die neutrale Achse NN, f) das 
Tl'iigheitsmoment d~s ganzen Querschnittes inbezug auf die gleiche Achse, 
e die Entfernung der iiuflersten, ani meisten heanspruehten Fasern und 
wird (bs fUr einen heliehigen Querschnitt des Korpers giiltige Biegungs­
moment M:J: durch das groBte Moment Mb ersetzt, 80 erhiilt man in der 
Gleichung 

58 

einen Ausdruek, der gewissermaflen das Grundgesetz der Biegungsfestigkeit 
darstellt., mit dem praktisch fast nur gerechnet wird. 

In W orien lautet das Grundgesetz: 

Fur jeden Querschnitt eines gebogenen Korpers hestebt zwischen den 
au13eren -nnd inneren Kraften Gleichgewicht" wenn die algehraische Summe 
del' Momente alIer iiuaeren Kriifte, bezogen auf die neutrale Achse des 
Qllersehnittes, gleieh ist dem Produkte aus dem Widerstandsmomente nnd 
der Biegungsspalmung des, Querschuitte.s. 

Das 'l'riigheitsmoment und somit auch das 'Viderstandsmom~nt laat 
sieh fUr'alIe mathematisch bestimmten Querschnitte ermitteln. wie die Para­
graphen 16 bis 20 leh1'en. 

Das Grundgesetz dient 

1. in der Form: Mb = W kb Z1ll" Etmittelllng der Tragkraft eines 
gegebenen Korpers, 

2. in der Form: W = ~k b zur Ermittelung del' Dimensionen eines 
, b 

Korpers fiir eine gegebene Belastung und 
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3. In der Form: kb = ~ zur Bestimmung der gro/3ten in einem ge­

gebenen Korper auftre~Dden zuliissigen Spannung, bei Bekannt­
sein der Belastung. 

NB. 1m allgemeinen fruit der Wert W verschieden aus, je naehdem 
man das Triigheitsmomellt 0 durch den Abstand e1 der am meisten g\:­
zogenen Faser oder durch den Abstand e2 der am meisten gedruckten 
Faser teilt. 

Demzufolge hat man auch von jedem Querschnitte zwei 'Viderstands­
momente 'V. und W2 zu unterscheiden, bei deren Benutzung dann auch 
die zuliissige Zug- oder Druckspannullg einzusetzen ist. Der kleinste auf 

o 0 
diese Weise erhaltene Wert zwischen ,,- kz = W 1 k: und - kd = \V 2 kd" 

e1 ell 
ist bei hierauf bezuglichen Recbnungen zu verwenden. 

2. Lage der nentralen Achse • . 
Damit die vorher genannten Abstiinde e1 und e2 bei jedem Quel­

schnitte bestimmt werd~n konllell, ist die Kenntms der genanen Lage der 
neutralen Aehse notig. Diese 
Achse -wird sieh nun bei der 
Biegnng offenbar ganz von 
seibst so legen, daB die 
Summe aller Zugkriifte auf 
der einen Seite gleich der 
Summe aller Druckkriifte auf 
dei anderen Seite ist ocier, 
mit bezugauf die Fig. 48 
und 49, dal3 die algebraische 
Summe der auf den Quer-
sehnitt A B wirkenden Krafte gleich N uIl 

n [nJ 

Fig. 49. 

wird. 

Also ~ P - :!' P = 0 oder kiirzer :S p = O. 
1 I 

Da nun aber nach Fig. 4:8 eine beliebige Faserkraf~ z. B. PI' den 

'Vert £1 k1 hat, und andererseits kl = k7Jl war, so ergibt sicb die Summe 
e 

der Faserkrii.fte zu ~p = ~f k == ~f k 1] = ~ ~f 7J = O. 
e e 

Da ferner der Wert ~, weil vom Material und Querschnitt abbiingig, 
e 

niemals Null sain kann, so muG ~f1] = 0 seiD, d. h. die Summe der 
statischen Momente in bezug auf die Jleutrale Achse mu~ gleich. Null 
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seW, ~as aber die Bedingung dafUr ist, daB die neutl'ale Ach~ - weil 
der . Querschnitt, darauf bezogen, im. Gleicbgewicht sein soll - durch 
den Schwerpunkt. des Querschnittes hindurch geht. 

Hieraus ist zur Geniige ersichtlich.· dd das Material auf die Lage 
dar neutraIen Achse keinen Einfluss hat, sie also nur ganz allein von 
dar Form des Qu~rsohnittes und dar Art del' BelastuJIg abhii.ngt. Teilt 
z. B., me in der vorstehenden Betrachtung angenommen worden ist, die 
Kraftebene einen Quersohnitt symmetrisoh, so steht die neutrale Achse 
senkrecht zur Kraftehene. 

3. Dureh-"iegung des auf Biegung beansprnehten Korpers. 
Kriimmungshalbmess~r. Elastische Linie. 

Zur Beurteilung des Materials und zur Kontrolle ·der· unter 1 zu he­
rechnenden Dimensionen ist es von besonderer Wichtigkeit zu wissen, welche 
Kriimmung odeI' Durchbiegung eiri durch au13ere Kl'afteinwirkung auf 
Biegung beanspruchter Balken erfiihrt, um danach die Dehnung he'zw. die 

Fig. 50. 

darstellt - zugehOrige 
Weise bestimmt. 

---~--

Verlangerung oder Verkiirzung del' oben 
genannten Fasern beul'teilen zu konnen, 
damit die Elastizitat nicht iiberschritten 
wird. 

Bezeichnet in Fig. 50 It den Ab-
stand del' beiden im unbelasteten Zu­
stande parallel angenommenen Quer­
schnit,te A B und At B1, so wird sieh 
infolge del' Belastung des Korpers del' 
Quel'schnitt At Bl aus del' purallelen 
in die geneigte Richtung A' H' 'ein­
stellen nnd mit del' Richtung A B den 
Winkel p einschlie13en. Wiihrend sich 
hierbei die oberen Fasern verlangert, 
die . unteren dagegen verkUrzt haben, 
hat die in del' neutralen Paser liegende 
Strecke 11 keinerlei Langeniinderung er­
fahren, sondern ist' n ur gebogen worden. 
Der dem Bogenstucke 11 - das ein 
StUck del' sogenannten elastischen Liuie 

KrUmmungshalbmesser e wird daun in folgender 

Nach § 3 besteht das Gesetz A = E 1 = «01, welches, den hier vor­
liegenden Verhiiltnissen entsprechend, A = a kb 11 gesehrieben wel·den kann. 

Da nUll die aus Fig. 50 ersichtlichen Formanderungsdreiecke auf 
der Zug- und Druckseite iihnlich si~d , so kann man an Stelle ).r; 
uud ).d kurzweg A setzen, womit sich rI.ann die allgemeine Beziehung 



§ 14. Gleichung der elastischen Lillie_ 

1 I d 1 ell 'b A: e = 1: (! 0 er A = - ergt t. 
(! 

Diesen Wert ohen eingesetzt, liefert 

ell ·1 
-=akb l' 
t! 

. woraus 
_~L __ e_ 

f! - a kb1l - akt. . • 59 

folgt, Die unter 1 ~ufgestellte Biegungsgleichung ,.Mb = 0 kb" bestimmt 
e 

, M 'I k Mb . e d" h d K halb eille aterls spannung b = -e' Ie, III vorste en e riimmungs -

messergleichung eingesetzt, den genannten Halbmesser 
e 0 

odeI' die .Kriimmung 

Q= aMbe=aMb 
f!.). 

1 (1Mb 
t! --0· 

60 

61 

ergibt. Diese beiden Gleichungen besagen, dag del' Kl'ummungshalbmessel' 
mit dem biegenden, von del' Lage des Querschnittes abhiingigen Momente 
veranderlich ist, weshalb die elastische Linie auch keille Kreislinie sein kann. 

Die Momente verandern sich nach paraholischem Gesetze, woraus zu 
schliegen ist, daJ3 auch del' yom Moment abhangige Krummungsradius und 
damit auch die elastische Linie selbst in das Gebiet der p8l'abolischen, 
Kurven gehOrt. 

4. Gleicbung der elastischen Linie. 

a) Allgemeiner Fall. 

Wie aus der Fig. 51 ersicht­
Hch is4besteht z.wischen del' Lange x 
des Balkens ·und del' zugehorigen 
Durchbiegung y eine Abbiingigkeit, 
die durch die Gleichung y = f (x) 
ausgedriickt werden kann. 

Fur den Krummungshalbmesser 
(! einer beliebigen Kurve besteht'ill 
del' hOheren Analysis die Differen­
tialgleichun g Fig. 51. 

I 

! 
I ---------..., 

62 



Vierter Absehnitt. Biegung. 

Bei praktiiIChen Bestimmungen der elastischen Linie verllachliissigt 

man in derRegel den unenulich kleinen Wert (~r, so daa die ge­

l 
niigend genaue Anniiherungsgleichung lautet (! = ±_ d2y' woraus sich 

1 d2 dx2 
d' Kr" y 'b Ie ummung - ~-'--: ± -I 2 ergl t. 

Q {x 

Setzt man in der letzten Gleichung den vorher unter 3 angegebenen 
1 aMb " . 

Wert der Kriinllllung ,,- = -"£,. - ein, so ist 
t! 0 

+ ~y = a Mb, woraus Mb = + ~ ~2I folgt. } 63 
-- dx 2 e . - a dx! 

NB. Diese bereits der hOheren Analysis allgehOrende Gleichung, -lie 
bier nur der Vollstiindigkeit wegen mit aufgefiihrt worden ist, bildet die 
Basis zur Entwickelung der Gleichungen der "Elastischen Linien". die bei 
den einzelnen im § 23 behandelten Belastungsfiillen der Vollkommenheit 
halber zugefugt worden sind. 

b) Besonderer Fall. 

1. Freitriiger. Besitzt nach ,Fig. 52 ein auf Biegung bean­
!lpruchter Korper (Balk en, Trager etc.). wie im § 24 genauer erliiutert 
werden wird, eine gleicbbleibende Spannung kb' so beiat der Korper 

, 

It -- --- -----~ 

Fig. 52. 

I 
1 
I 
I 

-I 
I 
I 
I 

"Trager gleicher Festig­
kei t". 

I 
! , 
~ 
! , 

Fig. 53. 

Hat ferner dieser Korper, wie· 'e" in § 24 Abschnitt 1 b der Fall 
ist, eine gleichbleibendt> Hohe h, 80 ist auch der unter Abs. 1 des vor-
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liegenden Paragraphen genannte .Faserabstand e als Teilbetrag der Rohe 
konstant. 

Fur einen derartigen Korper ist JlflCh der unter Abs. 3 entwickelten 

9-leichu~g 59 "e = (¥'~b" aucll der KriimmuDgsllalbmesser f! kOllstant, 

d. h. die zugehOrige elastische Linie ist ein Kreisbogen yom Radius eo 
Die Durchbiegung (t cines solcben Korpers laBt sich dalln in folgender 
einfachen Weise bestimmen. . 

Nach Fig. 53 ist i die niittlere Proportionale zwischen 0 und (2(' - o~ 
daher ist }2=0(2('-·0)<=2('0-,-02. 

Da die Durchbiegung 0 E'ille kleine Gr(i~e ist. so ist der Wert 02 

gegeniiber 2 ('0 verschwindend klein und kanll deshalb vernachlassigt 
werden. 

Die GJeiehung lautet dann 11 = 2n.d, WGraus sich ,,= 1: bestimmt . 
. '. ~ 2(' 

Fur tl den vorher genimtlten Wert eingesetzt, gibt 

III 12 a kb 
0=--=-; 

e 2e 
2-

akb 

hierin rur kb den Wert aUE! der unter Aba. 1 genannten Biegungsgleichung 
58 eingefiihrt, liefert 

2. Fijr einen Trager 
auf zwei Stutzen, der in 
der Mitte, wie Fig. 54 zeigt, 
helastet ist und der auBer­
dem die beim Freitrager ge­
staHten Vorftussetzungen "e 
und kb konstant" crfiillt, 
l!rgibt sich die groBtc, in 
der Mitte Iluftretende Durch­
biegung 0 ehenso, als wenn 

64 

I 

ir----~---k~------l i 
I ------ ~ - ------1 

1--------·------1·-:..-----------l 
Fi.g,54. 

1 
der 1'riiger aus zwei Freitriigern von je der Lunge 2 bergestellt 

worden sei. 

W ehnert. EinflUirung. 2, AuA. 4 
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Wird demnaeh in 

Vierter Abschnit.t. Biegung. 

der Gleiehung 64 anstatt 1 die Lange 
1 . 
2 emge-

setzt, so ""ist 
(1)2 
~ aMb 12(dh 

0=-20 -= 80 . 65 

§ 15. Allgemeine Bestimmung der aquatorialen, 
reduzierten und polarell Traglieits- nnd Widerstands­

momente ebener Flachell. 

1. Das - iiquatoriale Tragheitsmoment. 

Wie im §" 14 Ahs. 1 bereits gesagt worden ist, versteht man unter 
dem Tragheitsmomente "einer Fliiche, hezogen auf die dllrch den Schwer­
punkt der Fliiche gehende neutrale Aehse NN, '"die Summe aller Produkte 
aus den Faserquerschnitten nnd den Quadraten ihrer Abstii.nde von der 
neutralen, stets durch den Schwerpunkt gehenden Achse". . 

Wird in der Fig. 55 das Triigheitsmornent mit 0 bezeichnet, so ist 
o = ~f1J2. . . 66 

2. Das reduzierte TragJ~eitsmomellt. 

In vielen Fiillen ist es notwendig, nicht aUein das unter 1 genannte 
iiquatoriale Tragheitsmoment zu wi;;sen, sondern das Tragheitsmoment einer 
Fliiehe aueh in bezug auf eine beliebige, innerhalb oder auBerhalb der­
selhell gelegene, zur Sehwerpunktsachse (neutralen Achse) parallellaufende 
Achee zu' kennen. 

Fig. 55. 

e -T-fl""~#I";Lf-h'hr,t,.1 
i 
I 

I 
I 
I 
I e1 _.1. ___ . __ . ____ . __ 

Fig. 56 •. 

Soll also das Tragheitsmoment 0 1 der ill Fig. 56 angegehenen, im 
Ahstande a von der lleutraJen Achse" angenommenell Aehse hestimmt 
werden, so gilt auch hier die unter 1 ausgesprol'bene Definition. 
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Da -nun ein heliebiges 1i'liichenelement f von der fragljchen Achse 
den Abstand "a + "I" besitzt" so ist das geiO!uehte TIigbeitsmoment 

0 1 = ~f (a + 7])2 oder entwickelt, 
" =~f(a2+2a7J-t-7]2)=~(fa2- t-2af7J+f1J2) 
" = a2 ~f -+- 2 a~f7] 4- ~f7J2. 

Hierin ist ~f = F, del' Inhalt des vorliegenden (-.tuerschnittes, 
~f1J = 0, das statische Moment des Qllerschnjtte~ in bezug 

- auf die Schwerpunktsachse, 
~"f1J2 = e, da~ auf die neutrale Achse bezogene T .. jjghtlit~­

mOrne!lt. 

Die,..e Werte, in ilie yoriltE·hende Gleichung eingesetzt. geb!,11 

0 1 =a~F+O+ e= 0+ Fa2, 67 
tl. h. das Triigheitsmompllt !'iner FHiche in bezug auf eine beliebige Achse 
ist gleich dem Tl'iigbeitsmornentt', b'~zogell auf die zu (lieser _I.chse parallel 
gerichtete Schwerpunkt~r. 'hs!', yermehrt urn das Produkt au" dem Quer­
schnitte und ,lem (l'l:ldl'atischell A hstll.nUe beider Achseu. 

3. Das aquatori:tle Traglteitsmoment einer zusftnunengesetztell 
Flache, bezogell aul' die S<:11werlJUnktsftc~se Ilerselben. 

a) 'Vie Fig. 57 zeigt. lit6t ;.ieh jede beliebig zUflammellgeseLzte Flache 
III solche Fliiehenteilp 7erlegen. VOIl uenen d;e auf die zugehorigen Schwer­
punktsachsen bezoge­

llell Tragheitsmo-
mente hekallnt !Oint!. 

Werden die~w 

Fliichenteile mil Fl' 
F~, Fa pte. und dit· 
zugehorigen'friigheit,s- e -----­
momente mit 0 11 O2, 

EJs etc. bezeicbnet.; 
haben ferner die 

l!"liichenflchwer­
punkt!'ach,,{m von dcr 

Sch werpunktsachse 
del' ganzen Fliiche tHe 
Abstiinde ai' a2, as etc-. Fig. 57. 
so ergiht flich das 
iiquatoriale TragheitsmOlllt·nt (oJ del' gauzeu FJiiche miL Hilie cle'~ vorher 
nnwr 2 gellunnten ,'eduzierten Triigheit."moment-·'l Zll _ 

e = (01 + FI _ :l12) !. ((':J~ + F~. 8 22) + (133 + Fa . :t~2) -j-
n 

., = ~'(e --f- F _ a·~I. 
11' • 

4* 
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d. h. daaTriigheltsmoment eineI' beliebig zusammengesetzten Fliiche in 
bezltg auf ihre Schwerpuuktsachse ist gleich der Summe der reduzierten 
Tragheitsmomente" der einzelnell Fliichellteile. 

Fig. 58. 

werden, so folgt 

b) Liegen, wie Fig. 58 zeigt, 
die einzelnen Fliichenteile RO, daB 

_ ihre Schwerpunkte samtlich in die 
Schwerpunktsachse der ganzen Flache 
fallen, also daLl die in letzter Glei­
chung genallnten Achsenabstiinde 

n 

0=01 +02 +03 +0",+ ... . =::se, 
1 

69 

d. "h. das iiquatoriale Tragheitsmoment der ganzen Fliiche jst gleich der 
algebraischen Sum me der Tragheitsmomente der einzelnen Flachenteile. 

4. Das polare Triigheitsmoment. 

Wird das Triigheitsmoment einer Fliiche nicht, wie es vorher der 
Fall war, auf eine in der Fliiche liegende Schwerpunktsachse, sondern, wie 

Fig. 59 zeigt, auf die durch den 
Schwerpunkt gehende und senkrecht 
zur Fliiche gerichtete Achse hezogen, 
so erhiilt man das sogenannte pollne 
Triigheitsmoment 0 p =;;Sf r2. Da 
nun aber r2 = x 2 + y2 ist. so folgt 
auch 

.-._JC Op = ;;Sf(x2 +y2)= ~'fX2 + ~'fy2 
:-= 0 x + 0 y • 70 

. d. h. das pol are Triigheitsmoment 
einer Fliiche ist gleich der Summe 
zweier aquatorialen Triigheitsmomente 
in bezug auf zwei senkrecht zuein· 
ander stehende Schwerpunkti![whsen. 

Fig. 59. 
In gleicher Weise, wie es beim 

iiquatorialen 1)-iigheitsmomelltc ein 
aquatoriales Widerstandsmoment gibt, steht hier beim polal'cn Tragheits­
momente auch ein poIares 'Viderstandsmoment zur Seite, da~. clem frliheren 

e 0 
Ausdrucke ,,'V = --" entsprechend, Wp = J Iautet, worin eden g.roBten 

e e 
Abstand des Umfanges yom Schwerpunkte bedeutet. 



§ 16. 088 Trligheits- nnd WideratRlldsmoment del Parallelogrammes. 53 

§ 16. Tliigheits- nnd Widm'standsmomentbestim­
mung einiger in del' Praxis hanfig angewandten 

einfachen Qnerschnitte. 
1. Das Triigbeits- uml Widerstandsmoment des Parallelogrammes. 

a) Bezogen auf eine dt~rch die Grttndlinie geltende Achse A B. 
Das Parallelogramm denke man sich, \Vie Fig, 60 zeigt, in unendlich. 

viele Fliichenelemente von gleicher Hohe 0 zerlegt, so ergibt sich nach 
§ 15 Abs. 1 das gesuchte Triigbeitsmoment 

eg = ~ff}2 
" =ft1]12+fll1]22,+fsf}s2+f4'l42+ .. " +fn 1]n2, 

da aber fl = f2 = fs = f4 = . . . . . . . . . . . = fn = f 
angenommen worden ist; so ist 

@g=f(f}12+1]22+"1a2+J742+ ....... +"1n2) 

" = bo [(~O)2+ (~O)2+ (~O)2+ (~O)2+ .. + (~n 2~O)2] 
" =b;Sr12+32+52+711+ ... +(lh-l)2J . 

bos n(4n 2 -1) " = -4 . ----3---' *) 

worin n die Anzabl der Fliicbenelemente bedeutet . 

.. ) Die Summe der vorliegenden arithmetischen Reihe 2. Ordnung, 
nlimlieh 12 3', 52 72 92 112 132 152 

oder 1 9 25 49 81 121 169 225 
1. Differenz 8 16, 24 32 40 48 56 
2.. 8 8 8 8 8 8' 
entwickeIt sich in folgender Weise: 

Setzt man in das allgemeine Sllmmenglied 'der Reihe 2. Ordnnng 
ana + bn2 + en 

der Reihe Bach n = ], n = 2 nnd n = 3, so ergibt sich fur 
n=1 a+ b+ c=1 I -2 1- 3 
n=2 • . . . . . . . • 8a+4b+2c=1+9=10 
n=3 ........• 27a+9b+3c=1+9+25=35 I I 

Aus Gleichung 1 u. 2 folgt: 6a+2b = 8 1-31 4 
1 u. a 24a+6b =32 -1 

6a = 8 
8 4 

a = 6=3; 
2b =0 

o 
b = 2=0; 

. 4 
Aus Gleichung 1 folgt: c = 1 - a - b = 1-S - 0 

3-4 1 
c=-a--=-s 



Vierter Abscbnitt. Biegung. 

Wird nun die Zahl n -unendlich groB angenommen, so kann in' dem 
Klammerwerte der $ubtrahend 1 vemachlissigt werden, 

14---- V ____ ~ , 10 ' , I 

Fig, 60. Fig. 61. 

Die letzte Gleichuog lautet daon unter weiterer Beriicksicht.igung 
der aus Fig, 60 zu ersebenden Beziebung "h=na" 

bos 04 n2 b 03nS b (an)a b bS 

0 g =T-s-=-s-=--S-=S' 

b) Bezogen auf die ZU1' Grundlinie A B parallel ge:richtete und durch 
den Scluverpunkt des Pamllelogrammes gehende Achse. 

Wird nach Fig. 61 das auf die Schwerpunktsachse bezogene Trag­
heitsmomcnt mit 0.bezeichnet, so ergibt sich dasselbe nach. § 1b Abs. 2 zu 

0 1 =0+Fa2, 

woraus 0=01 _Fa2 =b:S -bh(~r 
bh3 bhS bhS 

., =3-- --4="12' 
Das hierzu gehOrige 'Viderst,andsmoment jst clann 

bh8 

o 12 bh2 
W=-=-=-, 

e it 6 
2 

Diese gefundenen Werta in das Summenglied eingefUhrt, gibt die gesuebte 
Summe der vorgelegten arithmetischen Reihe zu 

4 . ( 1) an8 + bn2 + en::.::: 3n3 +On2 + -3 n 

4 3 1 
• =3 n - 3n 

4'n3 -n n(4n2-1) • = -----'3--' = ---3--' 
worin n die Anzahl der Glieder darstellt. 
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Mit Hilfe dieser Resultate-- die fur jedes Parallelogramm Geltllng 
haben - lassen sich nun mit Leichtigkeit folgende Triigheits- bezw. 
'Viderstandsmomente berechnen. ' 

2. Das Trii.gbeits- nnd Widerstalldsmoment des Dreieckes. 

a) Bezogen (Itt! die in halbe-r Hiihe und parallel ZU)' G-rundlinie 
gerichtete Achsc A B. 

Da die vorgelegte Achse A B mit der Schwerpunktsachse des zuge­
horigen Parallelogrammes (d. h. tlesjelligen von gIeicher Grundlinie und 
Hohe) ubereinstimmt und die Dreiecksfliiche die Hiilfte des Parallelo­
grammes betriigt, so ist auch das Tragheitsmoment der Dreiecksfliicbe, be­
zogen auf die genannte Achse A B - siehe Fig, 62 -, gleich der Hiilfte 
des auf dieselbe Achse des Parallelogrammes bezogenen Triigh~itsmomentes. 

lc--~------ k -------j 
Fig. 62. Fig. 63. 

Es ist somit unter Be~ugnahme auf §, 16 Abs. lb das gesuchte 
bh9 bhl 

Traghe~tsmoment 9 m = 0,5 '12 = 24' 

b) Bezogen a·ufdie Schwet)!ltnktsachse NN des Dreieckes . 
. Nach § 15 Aba. 2 lautet mit bezug auf Fig. 63 das gesuchte Trag-

beitsmoment 9 1 = 9 + F a2, woraus 

9=9 _Fa2=bh~_bh(_~h_~)2=bhS_ b~(4b-3h)2 
1 24 i 11 l! 24 2, 6 

" 
= bh3 __ bh (~)2.= 3bhs '-:"'bhs = 2b~~= bhS. 

24 2 6 3, 24 72 36 
Die hienu gehOrigen Widerstandsmomente ergeben sich dann zu 

bh3 

e 36bh3 3 bh2 

W1 = e1 =TI=3'6 2h=2'4 
3 

bpS 

und 
9 36 bh8 3 bh3 

Wa =ea=h=36h=12' 
3 



56 V~erter Abschnitt. Biegung. 

c) Bezogen auf die durch die GT1tndlinie gehpnde Achse des Dreiedces. 

Auch dieses Triigheitsmoment wira mit Hilfe des in § 1 f) Abs. 2 
entwickeltell reduzierten Triigheitsmomentes nach Fig. 64 gewollllcn. 

bh3 hh(h)2 bh3-1-2bh2 __ 3bh3_hh3 
0 g = 0+Fa2 =afj-+T "3 =-. --36 - - --;3{j- -12' 

~--------h --.----~ 
Fig. 04. Fig. 65. 

d) Bezogen auf die dU1'ch die Spitze gehende Achse des D1'eieclces. 

In gleicher Weise erhiilt man nach Fig, 65 dus Triigheitsmoment 

bh3 I bh (2h)2 bhs bh4h2 bh3 +8bhs 
08 =0 +Fa2 = 36 12 "3 =3(f+-iv--= '-'-3-6--

9bhB bh3 

" =36=4' 

3. Das Trii,gheits- und Widerstandsmoment der Kreisflache. 

'Vie im vorliegellden § 16 Abs. 2d entwickelt, betragt JU8 Trag­
heitsmoment eines Dreieckes, bezogell Ruf die durch die Spitze parallel 

bha 
zur Grundlinie gehende Achse, 0 8 = -T' 

Denkt man sich nun die Kreisfliiche in Fig. 66 in unendlich viele 
Dreiecke zerlegt, so besiLzt ein jedes i:iolches Dreieck, wie Fig. 66a zeigt, 

. Tr- h . brs h' b" II d' .1 em ag eltsmoment von 4; ler el 1st a er mgs vorausgesel.zt, ua13 die 

durch die Spitze gehende Achse AB parallel zur Grundlinieb gerichtet 
ist. Diese V oraussetzung ist nun abel' fast vollstiindig in bezug auf die 
durch den Schwerpunkt gehellde polare Achsc ·erfiillt.. sobald, wie hier 
angenommell ist, die Dreiecke uncndlich schmal sind, d. h. eine unendlich 
kleine Grundlinie b haben. 

Nach diesem erhiilt man nach § 15 Abs. 4 ZlUlllcliflt das polare Trig-
hI'S f3 

heitsmomellt der vorgelegten KreisfHiche zu 0" =.sfr = ~ - = - ~. 
4 4 
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Fig. 66. 

Das gesuchte iiquatoriale Tl'iigheitsmomen~ @, bezogen auf die neutrale 
Schwerpul1ktsachse NN, wird dunn nach § 15 Abs. 4 erbalten zu 

@P=@X+@1 

oder, da beim Kreis ex = @y = @ ist, @p = 2@, 

r4 n; d4n; 

@ 2" r~'n; 32 d4n; 
woraus @= ; ='"'2=(- =T=6'4 folgt. 

Das Widerl'tandsmolllcnt findet sieh dann aus 
r'n d'n 

@ -4 r8 n 6·;r d3 n 
W=e=-r-=--4--=T= 32' 

2 

4. Das Tragheits- und Widerstandsmoment dl3s elliptiselten 
Quersc)mittes. 

Sind die beiden Halbaebsen einer Ellipse gegebtm, so findet man 
einen beliebigen Kurvenpunkt P del' Ellipse, indem man, wie Fig. 67 
zeigt, mit den beiden Halbachsen als Radien Kreise vom Mittelpunkte S 
der Ellipse aus beschreibt und hierauf einen beliebigen Strahl SB zieht, 
dessen Schnittpunkt A und B mit den heiden Kurven dureh Vertikal­
und Horizontalprojektion den Kurvenpunkt P Hefern. 
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Aus diesel' Konstruktion ergibt sich dann: 

6. CBS", 6. PBA, woraus CB: CP = SB: SA folgt; 

da nun 

so ist auch 

und 

S B : SA = a: b ist. 

CB:CP=a:b 
- b-

CP =-.CB. 
a 

In gleicher Weise findet man aus del' AhnHchkeit der beiden Drei-
- - b--

ecke BICS nnd BIPIAICPl=-BlC, 
It 

ijr";7'Wfi'~#r;.;?t-··--r-+-~ 

\ 
\ 

I 
- I 

't1----~ 
I 

Fig. 67. 

I I 

l / 
i / 

Denkt man sich nun illl Abstande- 1] von del' neutralen Achse ein 
sowahl fUr den gro~en KreIs als auch fUr die Ellipse gemeinschaftliches 
Flachenelement, das die Dicke 0 besitzt, so ergibt sich das gesuchte Trag­

heitsmoment der Ellipse zu 0 = :s (fEll, 1/2) = ~. (Pt Po. ",2). 

- --- - . h - b--
Da Hun' P1P=CP1--t-CP = -.B1C+-CB a a 

b--- - b-
bezw. ,,=-(B1C+CB)=--.B1B ist, 

a a 

so ist @=:S(PIPO .. 1j2)=:S(~BIBo.1j2) =~ :S(B1Bo.1j2) 

b b 
,,= --:SfKr .,,2)=-0Kr, a . '/ a . 
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wOl'in @Kr. das Tl'agheitsmoment del' yorher bestimmten Kl'eisfliiche dar· 
ur' ., d £.:.\ b a4 n aSbn 

steUt. Diesen ., ert emgesetzt, gmt ann \':f = a T = -4-' 

Bezeichnet in Fig. 68 D and d den groBen und den kleinen Durch­
messer, R und r die zugebOrigen Radien del' Ellipse, so hat man das 
fragJiche Triigheitsmoment 0 in gleicher Schreibweise wie beim Kreis, nul' 
daB bei del' Ellipse die Abmessung in del' Rich­
tung del' neutralen Achse ein MaB vom 1. Grade. 
dagegen in senkl'echter Richtung zul' lleutralen 
Achse ein Mag vom 3. Grade darstellt. 

Das Tragheitsmoment und das Widerstands­
moment des elliptischen Querschnittes betriigt 

(D)3d 
aSbn R3 l'n "2 2 n D3dn 

@=-4-=-4--= ~4---6T' 

RSrn D3 dn 
@-4-R2rn6"C-D2 dn 

W=e=Ir=4-=j)=~' 
2 

---j-

Fig. 68. 

§ 17. Tragheits- und Widerstandsmomentbestim­
mung zusammengesetzter Querschnitte, bezogen auf 
die als Symmetrieachse dienende Se.hwel'punktsacitse. 

1. Fiir das Quadrat. 

a.) Bezogen aiif' die parallel zn den Seiten laufende 
Schwerpunktsaehse. 

Dieses Tl'iigheitsmoment wird mit Bezug auf Fig. 69 nach dem im 
§ 16 AbE'. 1 b filr das allgemeine Parallelogramm Gesagten gefunden zu 

aas a4 

0=12=12' 

@ 12 a3 
Das Widerstandsmoment ist dunn W -- - - - - --e-a-6' 

2 

b) Bezogen auf die d-urch die Diagonale gehende Schwerpunkisachse. 

Da sich die in Fig. 70 dal'gestellte Fliiche aus zwei gleichen, iiber 
der Diagonale als gemeinschaftliche Basis liegenden, gleichschenkligen 
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Dreiecken zusammensetzt., so jst das gesuchte Tdigheitsmoment die Summe 
del' Triigheitsmomente der einzelnen Dreiecke, bezogen auf die durch die 
gemcinschaftliche Grundlinie der Dreiecke gehende.Achse. 

, 
Ic----- - .a --- --.1 

Fig. 69. 

Es ergibt sich also das gesuchte Tragheitsmoment 0, unter Bezug­
nahme auf § 1{! Abs. 26, zu 

( ai2)3 
2de8 2aV2 T 2ay'i"asVifs V2'ia4 4a4 a4 

0=-T2=-- 1::1 ---=-- 12.8 =-6:8=6.8=12' 
Das Widerstandsmoment belriigt dann 

&,4 

o -12 a4 2 aSV2 V2 
W = - = --...", = ---- = ---- = --- as = 0,1179 hS. 

e aV2 12 a-y'2 6 2 12 

2 

NB. Schneidet man die obere und untere Ecke wagerecht ab, so wird 
das Widerstandsmoment W gro~er; verkiirzt man beiderseitig die Diagonaled 
um 1/18 ibl'er Lange, so ergibt sich als groater Wert 

Wmax =0,1242a8• 

(S. Z. d. V. d. lng. 1899 S. 1108.) 

2. Fiir· den geteilten re(lhteckigen Querschnitt. 

Da die in Fig. 71 dargestellte Fliiche als Differenz des vollen und 
des bohlen Rechteckes mit den Triigheitsmomellten 0 1 und O2 aufgefaGt 
werden kann, so ergiht sich das gesllchte TriigheitslIlonlllut 0, ullter Hin­
weis auf § 16 Ahs. 3b • Zll 

bH3 bhs b 
0=01-02 = 12-12=12(H3- h3); 

das Widerstandsmoment betriigt dann 



§ 17. Triigbeits· uud Widerstandsmomentbestirumungen. 

b H3 1 S --( -1) 
UT_ 0_12 
n - e - ----=H=--

2 

3. FUr das hohle Qlilldrat. 

61 

a) Bezogen auf die parallel zu den Seiten lauJenile 8chwerpunktsachse. 
Di~ in Fig. 72 angegebene Fliiche kann ehenso 'wie vorher als 

Differenz alIS ganzer nnd hohler FIacho mit den zugehorigen Tragheits­
momenten. @l und @2. angesehen werden. 

. . 
I 
I 

i 
f'o"'UJ.U./.=='4------- , 

--4 
I 
I 
I 

"-·i~~·---·~·-··-I"''':I!:.:'''''-- ~ 

;...---~--- J@ .. ---~ 
Fig. 71. Fig. 72. 

Es wird deshalb das gesuchte Triigheitsmoment & wieder nach § 15 
Abl'l. ab bestimmt zu 

H4 h4 1 
0=01 -02 =-12 -1"2 =r2 (H4_h') 

.!.(H4- h4) o 12 1 H4_h4 
und W = -eo = H "6 --H--

b) Bezogen auf die dU1'ch die 
Diagonale gehende Schwer­

punktsachse. 

Auch die in Fig. 73 ange­
gebene Flache kahn mi t Bezugnahme 

2 

I 

auf den vodiegenden § 17 A bs. 1 b e 
als Diffe.renz aus gaozer und hobler 
Fliicbe mit den zugehOrigen Trag­
heitsmomenten 0 1 und @2 angesehen. 
werden. _______ --__ . ___ 1 

Das gesuchte Triigheitsmoment 
ist somit ° 

I 
I 

Fig. 73. 
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- H' b' 1 
8 = 8 1 -- @2 = 12 - _12 = 12 (H' - h4) 

@ 112 (H4 - b4) 1 (H' _ h4) V2 Vi H' _ h4 
und·'V=---=---------= =---

e ~V-2 12 ~V2V2 12 H 

H4_h4 
,,=O,1179 n 

4. FUr die beisteltenden, Rusgesparten rechte~kjgeli Querschnitte 
von gleichen Abmessungen. 

Auch die ill Fig. 74 angegebenen Querschnitte kann man, wie vor­
her gesagt, als Differenz aus gnl1zer ullll hohler Fliiche mit den Trag­

Fig. 75. 

-------~ 

I 

: 
i 
I 

~ 

heitsmomenten 01 und 
02 ansehen. § 16 Ab~. 1 b 

ergibt. dann das geRucht,· 
Tragheitsmoment 
0=0,-02 

BH3 bhs 
"=--Df-- 12 

~ -.! :..--& 1 BH8 I I a "=ni( --)1) 

Fig. 74. und das 'Vider8tandslUoment 

!-- (B H3 - bh3) 
w = _l? =~ u _______ _ 

e H 

,. 

2 

1 B H3_ bh3 

6 II 

5. Fiir llie beistehellden, dOPlteJt 
ausgesparten Querscimitte von 

gleicben .A b messullgen. 

Das Tragbeitsmoment 0 ffir die 
in Fig. 75 dargestelltel1 Fliichen ergibt 
sich auch als Differeuz der Tragheits­
momente aus voUel' FHiche uud Loch-
fliiche. -

pas Tragheits- uud Widerstands­
moment betragt dann 
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6. Fur die beistellenden Quersc1mitte von gleicllen Abmessungen. 

Das Tragheitsmoment fUr <lie in Fig. 76 <largestellten FHichen ergibt 
sich am einfachsten als Summe tier Triigheit.smomente au:;; den einzelnen 
Reehteckfliichen, wie folgende Darstellung zeigt. 

Fig". 76. 

BHa bh 3 1 e= ----+ -- =-IBH3-l--bh3) 12 12 12' , , 

e lBl:P+bh3 
das 'Viderstandsl1lol1lent W = -= -- -- -. 

e 6 H 

7. }'ur die Kreisringftache. 

Da. die in Fig. 77 ungegebene 
Ringfliiehe aus der Differenz del' 
voUen una del' ausgesparten Kl'e;s­
fliiehe besteht, so ergibt sich das 
Tl'agheitslllom en t 

J)4n d4.n j[ 

e= 64---6J = 64(D4.- d4 ) 

n n 
,,=-[(2R)4--(2r)i)= (R4_ r4) 

64 4 I 
i 

und das 'Viderstan(lsmoment aus Fig. 77. 

._)J 
i 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

-'!!.... (D4_ d4) e 64 n Dol_dol n (2R)4-(2r)4 nR4- r4 
W = e = ----y)-- = 3-2 ----n-- -= 32 ---2R---=4 -- R 

2 



Vierter Absehhltt. Biegong. 

8. Fur die elliptische Ringflic1le. 

Dns Triigheitsmoment e del' ill .Fig. 78 angegebenen Ringflache er­
gibt sich ebenfalls als Differenz aus voller Fliiche und Lochfliiehe. 

.. -. -----------
i 

! -l 

i ! 
! I e . . 

--;D --] . .' 

! ! 
I. 

I 
I , 

1 __ ----~L---- i 
: : ! I 

1-'--' .-t(,) .. ..., 

~'1(41.. ~ . --- ~ ,,--- ._--, 
, . , . . : 

. A..cl(~ 

l---.---"~. 4.----------
Fig .• 8. 

. a3 b1t a, 8 b1 11;' 
Es ist 0= -4-,---4- . 

oder 

dann 

oder 

1t " = 4" (aSb - a,Sb1) 

n:(R8 RS') ,. = 4' r- 1 r1 

_ DSd1t Dt Sdt 1l' 
,. -'-'64 - -- 64-

,,= 0: (DBd-D,3dt )· 

Das Widerstaudsmoment folgt 
aus 

W = ~=_1t aSb - a1sh1 

e' 4 a 

1t RSr-R1Srt 
,,= :r----R-'-

Tt Dad - DI 3 dt 
" = 32 ----0---

9. )1'iir die beistehellde I'litcbe. 

I 
f 
f 
I 
I 
I 

~~~~~~~---j 
f 

! . I 

l--------..a. -7-----·..; 
Fig. 79. 

Da aueh die iu Fig. 79 auge­
gebene Fliiche aus der vollen Qua­
dratmiche, abzuglich der runden, 
ausgespurten Flache gebildet wird, 
IJO cntwiekelt sich das gesamte Trag­
hcitsmoment zu 

e.:= :;-~;= ~ (~-{!;;) 
L- _~ (a4 _ ~~~) 

,,~ 12 16' 

und das Widf'rstandsmoment 

W =-~ 6~ (a4 - ~'ifi~~)' 
10. Jc'iir delt sternfijrJUigen Querschllitt. 

Dns' fur die Fig. 80' ill Frage kommellde l'rilgheitsmoment e ergibt 
sich aus der Sumille der Tragheitsmomenik der vollen Kreisfliiche, der 
beiden horizontalen upd vertikalen Rechteckfliicheu l.U 
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e 

0= _d'_n + ~~ -_d_) b_s +- b (hS - dS) 
. 64 12 ---'----:-12"---

,,= II! [~:d4+-(h-d)b8+b(hS-d3)]. 
----1, ---­: ! : --- --------- ------I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

'l"M~~~,.,..--j 

,,<,"v~A--h b 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

~"'""- ---.- --- --_._-----_1 
i 
Fig. 80. 

Das Widerstandsmoment betragt dann 

W= 0-=~[~~d'+(h_d)03+b(h8_dS)]. 
e 6h 16 

11, Fur den Wellenquerschnitt eines Tragerwellbleches. 

65 

Wie die Fig. 81 erkennen Iaat, wird sowohl an der Fliiche ais auch 
andem Tragheitsmomente derselben nichts geandert, wenn man die beiden 
unteren Viertelkreisringflachen - wie punktiert angedeutet ist - nach 
innen zu einem halben Ringstiicke verlegt. . Dann bildet abereine Welle 
eine geschlossene Ringfigur, deren Tragheitsmoment 0 aus der Differenz 
der Tragheitsmomente 0 1 und O2. der vollen und der Lochfliiche sieh, wie 
foIgt, bestimmen liiat. 

0= @1 - @a, worilldie Tragheitsmomente @1 '1lnd O2 sich nach 
§ 15 Abs ga, unter weiterer Benutzung des im § 18 Abs. 3 entwickelten 
Tragheitsmomentes fUr die Halbkreisfliiche, in folgender 'Veise ergeben: 

B(2a)B [( n 1) B2'1j; ( 2B)2] 
@1=~+-2 128~18jr B4+- 4.2 ,a+ 3n 

_ B8as + ( 2n 2) B4 
" - --r2 128 - 18n- . 

+- 2B2n (a2+~B; +- 2a 2 B) 
4.2 9w an 

Wehnert, Einfiihrnng, ·2. Autl. 5 
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@1 = ~BaS + (~- ~--) B' +8
11n B8+.-!...B'+~BB 

S 64 91' 4 . 9n 3' 

@= b(2a)B +2 [(~-:.._1 __ ) b' +b2n (a+~)I] 
2 12 128 181' 4.~ 3n 

b8aB + ( 2n 2) b' +2bl n (a2+ 4h2 
I 2a 2b) 

,,= 12 128 - 181' 4.2 91'8 T 8n 

2has + (~ __ 1_) b' +a2nb2+_1_h4+~hB 
. ,,= T 64 9n 4 91' S' 

r 
I 
I 
I 

-----.------~--------~..l 
I 

Fig. 81. 

Diese Werte, ohen eingesetzt, geben das gesnchte Triigbeitsmoment 

@=[!liaB + (~_ ~) B' + a2n BII + _1_ B' -l-~ BS] _ [! bas + 
S 64 9 n 4 9n I 3 . ~ 

+ (!!.-~) h'+~~b2+_~h'+.!. bal 
64 9n' 4 9n S 

2 (n 1 ) BIn 
"=aaS(B-b)+ 64: -91' .(B'-b')+T(B2+ b2)+ 

+91n(B'-b')+; (BI~ bS) 

n 1 n 2 " = 64 (B'--b') + -3- a (BS - hi) +"4 a2 (Bt-+ b8) + 3" as(B - h). 

Das Widerstaodsmoment folgt druID aus 
@ @ @ 2@ 

W=e= a+ B ==!a+B=2a+B' 
2 2 
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12. Fur die beistehende Halbkreisflitehe. 0 

Dn nach § 16 Abs. 3 das Triigheitsmoment einer gan2en Kreisfliiche 

den Wert ~: hat, so ergibt sich dasselbe fiir die in Fig. 82 dargestellte 

Halbkreisflache, bezogen auf 
dieselbe Achse, als die HiiUte 
des vorbenannten Triigheits­
momentes. 

Das gesuchte Triigheits­
moment betriigt dann 

1 d4n d4 1fo 

0=2" 64=128 
und das Widerstandsmoment 

d4 n 
B 128 dlln 

W=-e=T=6"4' 

2 

---- ---- ------. 
I , 
I 

I 
I 
I 

._,d. 

I 
I 
I 
I 
I ________________ f 

~'ig. 82. 

§ 18. Tragheits- und Widerstandsmomentbestim­
mung zusammengesetzter Quel'schnitte, bezogen au~ 

die unsymmetJ.'isch gelegene Schwerpunktsachse. 
Bei diesen beliebig' gestalteten, regelmaBig oder unregelmaBig ge­

form ten Q,uerschnitten ist in erster Linie die Lage der neutralen oder 
Schwerpunktsachse nach den in der Mechanik aufgestellten Regein iiber 
Schwerpunktsbestimmung zu ermitteln. 

Erst nach Kenntnis dieser Lage kann daun das Tragheitsmoment 
nnch der einen oder der anderen der folgenden Forme]n bestimmt werden: 

1. nnch § 15 Abs. 2 mit Hilfe des reduzierten Trag-
heitsmomentes B=B1-FaB, 0 

2. n a c h § 14 A b s. 1 a IsS u m m e de r b e ide n , auf die 
Schwerpunktsachse als Basis bezogenen'rriigheits­
momente der Zug. und Druckseite B=Bz +0d, 

3. nach der in § 15 Abs. 3 aufgestellten Gleich.lug 

e=~(B+Fa2). 

1. FUr die beistehenden drei Fliichen yon gleichen Abmessuugen. 

Zunachst ergibt sich nach den in Fig, 83 angenommenen Bezeich­
nungen der Schwerpunktsabstand e1 aus 

5* 
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Fig. 83. 

B= 1~ [bd (4dt + 12Elt2 -- 12e1 d) + aH (41;1· + 12~8 -12e2 H)] 

4 ,,= 12 [bd (dl!+ 3eI 2-3e1 d)+aH(H2 + 3~1- 3~H)J, 

da nun H =et +e2 und d=e1 - h ist, 80 ist 

,,= ~ [b (e1 - h) {(ej - b)2 + 3e1 (Elt - (e1 - b»)} + 

.. j 

i 
! 
I 
I 

~ 

+a(e1 +~){(el +~)1!+3~(e2-(el+~))}] 
1 ,,= 3 Lb (e1 - h)(Elt 2 - 2e1 h + hI! + Sel h) + a (01 + ea)(e12 + 2e1 e8' + 

+ e22 - BElt ell)] 
1 

" =U[b(e1 - h)(el 2 + e1 h+h2) + 8(01 +e2)(eI 2 -e1 e2 + e211)] 

1 
I. =3 [b(e13 + Elt2b+elh2-eI2h-elbl - hS)+a(et S - e12 e2 + 

+ e1 e22 + e12 e2 - e1 ~l + e211)] 
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1 
0=3' [b (et 3 - h3) + a (et 3 + e2 3)] 

- .! (b 3 _ b h3 + 3 + 3) .. - 3 et set ae2 • 

Setzt man nun noch im ersten Gliede fiir b = B -- a ein, so er­
gibt sich 

1 
0= 3' [(B- a) et 3 - b h3 + set 3 +- aea3] 

1 
,,= 3 (BetS -- aet3 - b h3+aet3+aea3) 

1 
,,= '3 (Bet 3 - b h3 -+ !le23). 

e 0 
Das WiderstlJndsmoment folgt aus Wt =.-::: -- und Wa = 

et e2 

2. }'iir den beistehenden Querschnitt. 

Zuniichst ist nach Fig. 84 die Lage . der neutralen Achse be-
stimmt durch 

-------- k-----i 
i ~ ~ : 
i 1 -; A r- 1;L-j 

fJ - T 
~ I 

~:..z.z.a.. ----- f-
I 

i , 

~ 

Fig. 84. 
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Das Tragheitsmoment e el'gibt sich aus 

e = (el + F1 a12) + (02 +FII 8 a2)+<e3 +Fsai) 

.. = [B;:a +B1 d (e1~~r] + [a~8 +aH (ell ~~r] + 

+ [b~~IS+hldl(ea_d;r] 
,,= [B;;8+ BId (e12-e1d+ ~)] +- [a;=!3 +aH(~2-e2H+ ~2)] + 

+ [\~ a + hI dt (~2 ~ ead1 + ~ 2) ] 
= BldB+B d 4~2-4eld+d2+aHS+a H 4e211 -4e, H+H2+ 

" 12 1 ·4 12 4 . 

+b1 dI 3+b d 4~2-4e2dl +dl~ 
12 1 1 4 

= ~1 dS+ BId 4e~2:- 4~Ld.+d2 + aH3+aH4ea2 -4ea H*~J2+ 
" 12 4 14'. 4-

+ b1d1ll + b d 4eg2 -4ead1 +d12 

12 1 1 4 

" = 112 [Bl dS + 3B1 d (4eI 2 - 4e1 d + dll) + aH3+ 

+ 3aH(4e2 2 - 4e2 H + H2) + b1 dlB + 3b1 dl (4e22 - 4eadl + d12») 
1 . 

,,= 12 [(Bl d3 + 12Bl de1 2 -12B1 e1 d2 + 3Bt d3)+ 

+ (aH3+ 12ae22H - 12aeaHa + 3aHlI) + 
+ (hi d13 + 12 hi ea 2 d1 - 12 hI e2 dt II + 3 ht d t 3)1 

1 
,,= 12 [4Bl d3 + 12Bl del (e1 -d) + 4aH3+ 12aHe2 (e2 - H)+ 

+. 4bt d1 3+ 12b1 d1 e2 (e2 - dl )] 

,,=~[Bl d3 + 3Bl del (el -d)+aHS +3aHea (e2 -H)+ 

+ h1d1 3 + 3h1 d1 e2 (e2 - d~)l· 

Werden nun hierin die in Fig. 84 angegebenen MaJ3e fur <1, dt und H, 
d. h. fur d = e1 - h, d1 = e2 - hi und H = el + e2, eingesetzt, so erhalt 
man nach entsprechender Entwickelullg das Resultat 

1 e = 3(BeI 3 - Bl h8+ bea3 - bl h18). 

Die Widerstandsmomente sind Wt = e und Wa = e. 
e1 es 



§ 19. Vergleiehende Triigheits- und Wider9taDd8momeDt~timmungeD. 7i 

3. Fur dell balbkreisi'Ormigen Querscbnitt, bezogen auf die parallel 
zum Durcbmesser gericbtete Schwerpunktsachse NN. 

Das auf den Durchmesser der in Fig. 85 vorgelegten Flii.che be-
zogene Triigheitsmoment 9 1 ist 
die Hiilfte vom TriigheitsUlomente 
der voUen Kreisflii.che, bezogen 
auf dieselbe Achse, 

1d4n d'n 
also 9 t =264= 128' 

Das gesuchte Triigheitsmo­
ment 9 ergibt sich dann mit Be­
zugnabme auf § 15 Abs. 3a zu 

9 1 =@+,Fa2, 
Fig. 85. 

woraus9=9t -Fa2 = d'n _ d21li(~~r 
128 4.2 Sn: 

" 
d4n 4nd4 ( n 1 ) 

= 128 ~ 4. i:9n2 = 128 -18n d4 

" = 0,00686 d4 = 0,11 r4 foIgt. 

Die Widerstandsmomente ergeben sich aus 

9 9 
Wt = -: und Ws =-, 

et 6s 
2d . d 2d . 

e1 = -S - = 0,2122d und p- =---= O,2878d 1St. n . ~ 2 Sn 
worin 

§ 19. Vergleichende Tragheits- und Widm'stands­
momentllestimmnng zllsammengesetzter, nnsymme­

trischer Querschnitte, bezogen auf die Schwer­
punktsachse. 

1m folgenden Beispiele ist fUr den in Fig. 86 dargestellten Quer­
sc.hnitt daiS Tragheitsmoment 9 nach allen drei im § 18 angegebeuen 
Regein vergleichsweise ermittelt. 

Beispiel. Nachdem wieder die Lage der neutralen A.chse mit 

::SFr; F t 171 + F2 'Yj2 
e1 = ... ·F =-F ..LF -

-- 1 I 2 

BIYl ~ + (H - Ot) 0 (H -; °1 +<11 ) 

,,= - BOt ·-HH - ~l)cJ 
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_ 4:5. 5 . 2,5 + 30.3.20 _ 7 
,,- . 40.0 + '30.3 -2 

und ea=H-el =30-7,5= 27,5 
festge1egt ist, ergibt sich das Tragheitsmoment@ 

nach der 1. Regel: @=@1 -Fall, 

(B - 0)0 8 0 HI 1 
worin @l= .3 1 +3="3(42.58 +3.36 8)= 44626 betriigt 

zu @=@1 ....:[(B-o)o .. +oH] all = 44626 -.(42.0 + 3 .S5) 7,52 

" =44626-17718,76 =·26.906,26 ; 

1"'5=~--. 

r------------'~' ----------------------f 
I / I 
I I 
i I . . 
f 
I 

-t!, 
I 
I 
I 

! 

: l 
1-44~:....:....:;.~~~~~:....::..::..:~ _____ i~ __ ._J 

I , 
I 

---------...... 
Fig. 86. 

nach der 2. Regel: e = @z +.@d, 

. deaz ~L27,5s . 
wonn@z=3-=----3-=20796,875 

uud@d=.Bels _ ~~_-:-:-~2.(el -=~J~ = ~ (45.7,53 - 42. 2.n3) 
S 33' 

" = 6 109,87 I) isJ., 
zu @ = @z + @d = 20796,876 + 6109,37 {) = 26906,25; 

naeh der 8. Regel: @=.l'(@+Fa 2)=.I@+.l'Fall, 

zu @= (B~:)018 + O{!3 +(B-O)Ol (e1- ~r +oH (e2-~r 
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H= 'i~ (42.58 +3.308)+42.6.51 +3.35 .1()2 

" = 11156,25 + 5250 + 10 bOO = 26906,25. 

Die Widerstandsmomente des ganzen Querschnittes betragen aann 

W -!! - ~6906,25 -9784 
2- ~ - 27,5 - " 

WI = e = 26906,25 = 3587,5. 
e1 7,5 ---

§ 20. Qnerschnitte von gleicher Sicherheit auf del' 
Zug. und Druckseite. 

Kommt es darauf an, Querschnitte auszubilden, hei denen das Mat.erial 
auf der Zugseite ehenso ausgenutztwerden soIl, ala es auf der Druckseite 
der FaU ist, d. h. werden die iinGersten, am meist gespannten Zug- und 
Druekfaserschichten auf gleiche Sicherheit h€:ansprucht, so hat man von 
vornherein die foIgenden beiden Fiille zu ..,unterscheiden: 

1. 0 h das Material eine gleiche Zug- UDd Druckfestig­
keit besitzt, wie daB z. B. hei Schrnieueeisen und Stahl der ' 
Fall ist, oder 

2. oh das Material aine andere Druck- aIs Zugfestig­
keit ha.t, wie z. B. beirn GufAeisen, wo die zu1ii,ssige Druck­
spannung nahezu om al so groa als di e Spannung gegen 
Zug ist. 

Da nun nach der im § 14 Aha. 1 aufgestellten :Biegungsgleichung 
~b . 

"Mb = Wkb", woraus kb =W folgt, bei sonst gleichbleibendem Biagungs-

momente, die groate zulii.ssige Spannubg kb nur aUein von dem Wider­

standsmomente W abhangig ist und dasselbe nach der Gleichung W = ~€!-
e 

wiederum vom Ahstande e dar am meist gespannten Druck- bezw. Zug. 
faser . ahhii.ngt, so folgt aus 

kz = Mb = Mb = ~ber; und kd = Mb_ = Mb = ~bPd durch Division 
Wz e @ Wd @ e 

Mbez 
kz -@-- Mb ez -ez 
'ltd = Mbed = Mbad = e~' 

... , .. F 

---e-
d. h. die Zug- und Dl'Ilckspannung ist proportional den iblaerst gespanmen 
Zug- und Druckfaserahstanden von der neutralen Achse. 
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Diese Gleichung besagt, dag bei eioem vollstii.ndig ausgenutzten Quer­
schnitte 

1. bei einem Materialp gleicher Zug- und Druckspannungdie neu­
trale Achse stets in der Mitte zwischen der zumeist angespannten Zug­
und Druckfaserschicht, d. h. in halber Hohe des Querschnittes Hegen mua, 

2. bei einem Materiale verschiedener Zug- und Druckspannung die 
neutrale Achse so gelegt werden· mtill, dal3 die genannten Faserabstande 
auf der Zug- und Druckseite in demselben Verhiiltnisse stehen wie die 
zugehOrigen Spann un gen. 

a) Querschnitte aus Materialien gleicher Zug- und Druck­
festigkeit. 

Wie schon vorher unter 1 gesagt, mna bei diesen Querschnitten die 
neutrale Schwerpunktsachse in halber Hohe Hegen, was bei den symmetri­
schen Querschnitten auch immer der Fall ist. 

Unsymmetrische Querschnitte dagegen mussen erst in diesem Sinne 
dimensioniert werden, was am > einfachsten durch Annahme aller Dimen­
sionen bis auf eine geschehen kann, die dann, als einzige Unbekannte, mit 
Hilfe der Schwerpunktslehre so bestimmt wird, d~ der Schwerpunkt des 
Querschnittes auf die halbe Rohe desselben zu Hegen kommt. 

Ebenso einfach wird die Dimensionierung eines unsymmetrischen 
Querschnittes vorg~nommen, indem alle Abmessungen in VerhaItnis zu­
einander gesetzt werden, wobei zuletzt wieder nur eine Unbr,kannte zu be­
stimmen ist. 

Das letzte Verfahren hat auch auf das bereits geit 1879 bekannte 
Normalprofilwesen gefuhrt, worauf sich eine ganze Reihe vorhandener 
Tabellen beziehen, die eine Rechnung fast ganz entbehrlich machen, weil 
neben den Triigheits- und Widerstandsmomenten auch sofort die Dimen­
sionen des fraglicben Querscbnittes ahgelesen werden konnen. 

1. Beispiel: Der Querschnitt eines scbmiedeeisernen Korpers habe 
die in Fig. 87 eingeschriebenen Abmessungen. 

Es soIl nun die letzte nicht mehr annehmbare Flanschendicke Os 
so bestimmt werden, daa die neutrale Achse in der balben Rohe liegt, 
damit die Zug- und Druckseite gleich stark beanaprucht wid. 

Losung: Do. hier der mittlere Fliichenteil von der Oroae O. H in 
bezug auf die reutrale Achse bereits ausbruanziert ist, so braucht nur noch 
eine Gleichgewichtsbedingllng fur die vorspringenden Flanschenteile auf­
gestellt zu werden, woraus sich dann die Flanschendicke O2 in folgender 
Weise bestimmen liiat: F 1171 - F 2172 = 0 

ocler (b-o)oa (e - ~) -(B-O)Ol (e- ~) =0. 
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Die Zablenwerle eingefiihrt, gibt 

(110 - 20) 02 (200- ~ ) ~- (150 - 20) 24 (200 - 12) = 0 

90.200°2 - 45022 . -130.24.188 = 0 
-45°22+18000°2 -684560 =0 

022 -40008 +13036,86 =0 

° _ 400 ± 114002 - 4.13035,36 400 ±2328,4 = 200 + 164,2, 
a- 2 

Oll' = 200 + 164,2 = 364,2 mm und °2" = 200 -164,2 = 35,8 mm. - - - -

Fig. 87_ 

Von den beidenWerten jst der gro~ere dann zu verwenden, wenn 
dns groate Triigheitsmoment des vorliegenden Querschnittes erhalten wer­
den soU. 

Hierauf kann nUll dllS Tragheits- und das WiderstandsmomeIit nnch 
§ 18 Abs. 2 angegeben werden. 

b) Querschnitte aus Materialien ungleicher Zug- uud Druck­
fe~tigkeit. 

Wie in dem vorliegenden Paragraphen unter 2 gesagt und auch. in 
Fig. 88 graphisch dargestellt worden ist, mufi bei diesen Querschnitten 
die neutrale Schwerpunktsachse 80 gelegt werden, daa die Ahstiinde der 
iiuaerst gespannten Fasern auf der Zug- und Druckseite in demselben 
Verhiiltnisse stehen wie die zugehOrigen Spannungen. Daraus geht zur 
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Geniige hervor, da13 bei Materialien ungleicher Zug- und Druckfestigkeit 
ein vollstiindig ausgenutzter Querschnitt stets eine auf die Schwerpunkts­
achse bezogene, unsymmetrische Form haOOn mu13, wi€. dieses auch immer 
bei den in der Praxis vielfach verwendeten Gu13eisen-Materialien der 
Fall ist . 

. Bei der Dimensionierung solcher Quer~chnitte kann man ebenso, 
wie unter Abs. a angedeu~t, verfahren. Man kano also beispielsweise 
eine Dimension annehmen und die ftbrigen - bis auf eine, die berechnet 
werden mu13 - in Verhiiltnis zu derselben setzen. 

/ 

1m nachfolgenden seien einige Beispiele fUr gu13eiserne Querschnitte 

/ 

, 
I 

, 
I ,.---

~4 

-, ,~- ---4 
, I 

/ f 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

i ,2 
I 
I 
I , 
I 

angefiihrt, wobei angenommen worden ist, 
dma die Dl'Ilckspannung gleich der 3 fachen 
Zugspannung sein solI, was auch den A us­
fiihrungen in der Praxis zumeist entspricht. 

-- e.1>=oOO%.----: . 
---+.~=~.,.,.,.,.,-:=I'- -~---I-------_:- -

~; l 

GY~-+--·---·-·--li?:#1----·--t i i 
I ' 
I I 

x,=.!too",/", j ~ 
.e2·~OO% I ~.: ~ 

I. : 'tl.t 1 

__ --_----I _____ -~l ~ iii 
____________ t __ -----ul-J 

i t _________ _ 

Fig. 88. Fig. 89. 

2. Beispiel: Es soIl die Flanschendicke & des aus Fig. 89 ersicht­
lichen gu13eisernen Quel'scbnittes bestimmt werden. 

Losung: Aus der Sch lVerpunktsgleichung folgt: 

(Fi + F2)1j' = F1 1t + F2 1]2 

oder, die Werte eingesetzt, 

+ ( O') H-o [Bo b(H:-o)]e2 =BO' H-:2 +b(H-o)-2--

B b 
(Bo-bO)e2 +bHe2 =BHo- 202+2(H2- 2HeJ +02) 

B bHIl b . 
ea(B-b)o + bHea =BHO'-2<J2+ -2- - bHo+2' 02 

(-~ _~-,)o2+e2(B-b)O--H(B-b)o+bH(e2~-~-) - 0 

B - b .1>2 + B b ( H -.1>+ b H -2 --- u (-) e2 - )Y2--(2f.'g - H) = O. 
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Die Zablenwerte eingefiihrt, gibt 

30 ~ 2 02 +(30 _ 2){30- 40)0+ 2"240 (2.30-:..40)=0 

14d2 - 2800 + 800 = 0 
7d2 :.....-1400+.400=0 

0= 140±}' 1402-=_~-_:=7-•. 4:-::()()"" = 10 + 20 y'ii 
2.7 -14 

" = 10 ± 6,546 = 16,546 em und 3.454 em. 

Beide Resultate sind verwendbar; den gro.aten Wert wird man bei 
Erzielung des gro.aten Tragbeitsmomentes benutzen. 

3. Beispiel: Wie breit mua die Flansehe des in Fig. 90 anga­
gebenen hochstegigen Querschnittes gemaeht werden, wenn das Material 
wieder Guaeisen sein soll? 

LOsung: (Fl +F2) '1 = Fl fit + F2lla 

[oB+o(H-o)]e2 =oB (H- ;) + o(H_o)H 2 0 

[oB+o11oJ90=oBll,50+ ; (110)2 

9B02 + 9908 = 11,5 Boll + 60,508, . 
dureh 02 dividiert, gibt 

woraus 

9B+990= 11,5B+60,50 
38,50= 2,5 B, 

B = 38,& 0 = 15,40 folgt. 
2,5 -

Das Trigheitsmoment entwickelt sich dann unter-Anwendung der im 
§ 18 Abs. 1 aufgestellten Gleichung, unter Beachtung der daselbst ein­
gefiihrten Bezeichnungen, zu 

_ 0= ! (Be18-bh3+·ae23) 

oder, auf die in Fig. 90 eingeschriebeuen Werte. bezogen, 
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e= ! [B(30)3_(B-o)(20)S + 0(90)8] 

,,= ~ (15,40270s-14,408ds+07290S) 

11. " =3 (415,80' -116,20" + 7290") = "31029,60"=~O". 
Die Widerstandsmomente ffir die Zug. und Druckseite betragen dann 

W - e _ 343,204 -114 4.!1I d W _ e _ 343,204 - 3813.!8 
1- - ..I' - , u un a- - ..t - , u. 

e1 3u - e2 9u -

4. Beispiel: Welcbe Flanschenbreite B erhiilt, der in Fig. 91 ange­
gebene und mit niedrigem Stege versehene, guI*liserne Querschnitt? 

~~)& 
t _____________ .. _J.L"4-•. ______ . __ ~.-•• ---ll-----.I .. -.Il_-__ .1 

Fig. 91. 

Losung: (F1 +F2)7J=F1 1]1 +F2 1]2 

(Bel +oe2)e2 =Be1 (H--;) + oe2 ;2 

(Bd+d30)30=B03,oo+: (S(W 

3 Bo2 + 903 = ij,5 B02 + 4,5 as, 
mit 02 dividiert, gibt 3 B + 90 = 3,5 B + 4,50 

4,oo=0,5B, . 

B= 4,° 0 =90. 
0,0 -

Das . Triigheitsmoment betriigt dann nach § 18 Aba. 1 
1 1 . e ='"3 (Bel S - bhs + aeg3) = "3 [90dS - (B -0}03 + 0 (30)8J 

,,=! (9tJ" + 27d") = !S6o"= 120', 
3 3-

die Widerstandsmomente auf der Zuk- und Druckseite betragen 

e 12d" e 12d4 
Wl=-=~=12Qs und "\V2 =-=-g.! =4ds. 

el u. - 82 U.-
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§ 21. Vergleichender Materialallfwand von Quer­
schnitten gleicher Tragfahigkeit. 

Von besonderem Interesse ist es, den Materialaufwand von Quer­
schnitten miteinander zu vergleichen, die ein nnd dieselbe Tragf1ihigkeit 
besitzen. 

Nach der_ im § 14 Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung "Mb 

= W . kb" ist die Tragfiihigkeit (daa Moment) verschiedener Querschnitte 
bei gleicher Maximalfaserspannung direkt proportional den Widerstands-
momenten derselben. -

Sollen z. B. die - im 3. und 4. Beispiele des vorher;gehenden § 20 
unter den Fig. 90 und 91 aufgefiihrten Querschnitte gleicbe Tragfiihig­
keit haben, d. h. gleiche Momente iibertragen, so miissen beispielsweise 
die Widerstandsmomente auf der Zugseite gleich sein. 

Fig_ 92. 

, 
J 

~.ltb.. 
~~~6 .. ! 

, J , , 
, J 

1""'1_ -____________ -- __ L ___ J 

Fig. 93. 

1. Beispiel: Werden nun in den bereits genannten, in den Fig. 92 
und 93 nochmals dargestellten Querschnitten, zum Zwecke besserer Unter­
scheidung, die Stegbreiten mit 09 und 0" bezeichnet, so ist 

W 1(3) = W 1(4) 

oder, die vorher bestimmten Werte eingesetzt, 

114,403 8 = 120,8 

'Vird nun z. Ro, als gegebEmangenommen, so bereehnet sich die 

Stegbr61te Os zu os= ---"-=0, ____ = 0,471 J,. . - V120 a V-T2-
- 114,4 114,4 

Die Fliicheninbalte der beiden QuerschDitte Fs uDd }<"', betragen dann 

Fa = Bsos + Os (Hs - as) = 15,4 Os Os + as 11 as = 26,40all, 

F,=B,d" + o"(H,,-o,,)=904 o,,+0,,30,, = 120,2. 

Bildet man weiter das Verhiiltnis zwischen den heiden Querscbnitts­
illhalten uDd setzt fUr as den vorhergehenden -Wert ein, so ist 
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Fa 26,4JS2 26,4(0,4710,)2 26,4.0,221841 - - ----- -------- -------- ° 488 F, - 1204 2 - 1204.2 - 12 -" 

woraus F 3 = 0,488 F 4. folgt. 

Dieses Resultat besagt, daa bei Anwendung des in Fig. 92 ange­
gebenen Querschnittes gegelluber dem in· Fig. 93' eine Materialersparnis 
von 01,2% erzielt wird. 

2. Beispiel: Sobald der in Fig. 94 dargestellte Kreisringquer­
schnitt _mit dem in Fig. 95 angegebenen Kreisquerschnitte gleicbe Trag­
fahigkeit besitzen soIl, mussen aucb bier die heiden zugebOrigen Wider­
standsmolllente gleich groa sein, also 

oder 

D4 - d4 , n dlsn 
D 32= 32-
D4._d4 

-0-- = dis. 

------l 
--~ 

, 
-.~?t--,-,+ --'-'¥#A-~ ~ 

I 

~&A-'f%#----' i 
"'«j~ ______ , ____ J 
Fig. 94. Fig. 95. 

Wird nun allgemein d = a D gesetzt, worin a <1 das Hoblungs­
verbiiltnis bezeicbnet, so erhalt man 

D4_(aD)4 
--D-=dl s< 

oder D3(1- a4) = dIS. 

Fiir beispielsweise a = 0,7 ist 

dIS = DS(-1 - 0,74)= DB (1-0,2401) = 0,7599 D3 en 0,76 DS, 
3 --

woraus D = VO~76" dl = 1,12dl und d=a D = 0,7.1,12 dl = 0,78dl 

folgt. 
Die Flacheninhalte sind nun 

D 2n d2n n n 
F R= 4-- 4"-= ~ [(t,12dl)2- (0,7Bdl )2] = '4 dI 2(1,2544 - 0,6084) 

n n dl 2n 
,,= '4 dll! . 0,6460 = 0,646 dl 2 '4 und F Kr. = 4' 
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Das Verhii.ltnis· beider Fliichen ergibt sich dann aus 

0646 dt 2n , 4 

dttn 
4 

0,646, woraus FR = 0,646 FKr. folgt. 

Das Resultat, besagt, daa bei Anwendung eines Kreisringquer­
schnittes 35,4% Materialgewinn erzielt werden kann. 

NB. Bei dem letzten Beispiele ist noch ganz besonders damuf auf­
merksam zu machen, da/.l - 8Off>.nl nicht Grinde konstruktiver N awr 
vorliegen - der Materialgewinn in der Regel allein bei der Anwen­
dung des sich leicht und ohne Schwierigkeit zu formenden GuSejsenmateri~18 
den Vorzug hat, nicht aber bei Schmiedeeisen und Stahl, wo die kost­
spielige Bearbeitung den Materialgewinn wesentlich iiberstiege. 

Aus demselben Grunde wird man auch das Holzmaterial nicht voll­
stiindig ausnutzen wollen; man gibt diesem Materiale lieber die volle 
Form, was umsomehr berechtigt is~ da hierbei den hohen Bearbeitungs­
kosten noch. nicht einmal eine praktische Holzersparnis zur Seite steht. 

Weiter geht aUs· dem vorstehenden hervor, daa die Spannungen -
wie bereits im § 14 gesagt worden ist - nach der neutralen Achse zu 
bis auf Null abnehmen und daa deshalb auch nur das weiter entfernt 
liegende Material' voll ausgenutzt werden kann. Demzufolge wird es, 
sofern es ohne groSe Miihe moglich ist, stets ratsam sein, das nach der 
neutralen Achse zu gelegene Material zu sparen oder, was dasselbe ist, 
Hohlkorper zu verwenden. 

§ 22. Graphische .Darstellung des statischen 
Momentes M und des Tragheitsmomentes @. 

Wiihrend in den §§ 15 bis 20 zur Geniige gezeigt worden ist, wie 
die Trii.gheitsmomentbestimmung dereinzelnen verschieden gestalteten Flachen 
analytisch vorgenommen werden kann, sollen nunmehr im vorliegenden 
Paragraphen zwei Verfahren zur Beantwortung der Frage angegeben 
werden, wie man bei zusammengesetzten, insbesondere bei unregelmat3ig 
begrenzten Querschnitten durch einfaches zeichnerisches Verfahren schneller 
das Tragheitsmomen't bestimmen kann, als es durch Rechnung moglich ist. 

Der erste, von Neb 1 s angegebene Weg gibt auLIer der Tragheits­
momentenbestimmung einer Fliiche auch nooh die Bestimmung des statischen 
Momentes derselben Fliiche an. 

Der zweite, von CuI man n und M 0 h r angegebene Weg gibt nach 
ersterem das statische Moment, nach letzterem das Triigheitsmorrient einer 
be1iebig vorgelegten . Fliiche. 

Wehnert, Einfilhrttng.2. AnA. 6 



Vierter !bsohDitt. BieguDg. 

1. Vertahren von Nehls. 

Dieses Verfahren gibt sowohl das stati8('.he 'Moment M, ale auch das 
Trigheitsmoment 8 einer vorgelegten Fliche, bezogen auf eine ganz be­
liebige Achse in Form einer Fliohe ao. 

Das M und 8 der in Fig. 96 zugrunde gelegten Fliche F; bezogen 
auf die Achse X, ergeben slch auf folgende Weise: 

Man ziehe zur gegebenen Achee· x lwei Parallelen, und zwar eine 
Parallele;1 im beliebigen Abstande h, eine zweite Sa durch einen beliebigen 
Umriapunkt P der vorgelegten Fliiche. Von dem Punkte P aus fille 
man das Lot P a auf die Parallele;1 nnd ziehe durch den beliebigen 
Punkt 0 der Achse x und den Punkt a einen Strahl, der die Parallele 
gil im Punkte m schneidet. Fillt' man von dem Punkte m abermals 
ein Lot auf die ParaUele S1' so erhiilt man einen Punkt b, der, mit 0 
verbunden, in der Verliingerung die Parallele Sa im Punkte i schneidet. 

--.------.,l 
Fig. 96. 

Bestirumt man nun fur weitere Umrillpunkte P in gleicher Weise 
die Durchschnittspunkte m und i, die auf der durch den jedesmal neu 
gewiihlten Punkt P gehenden, zur x-Achse parallel gerichteten Achse Sa 
ihre Lage baben, nnd verbindet man dann die Punkte m und ebenso die 
Punkte, i miteinander, so ergeben sich die aus Fig. 96 ersichtlichen K nrVen 
AmB nnd AiB.' 

Werden nun nooh die von den genannten Kurven eingeschlossenen 
F1ii.chen mit. F m und' Fi bezeichnet, so ist 

J. das statieqhe Moment der vorgelegten Fliiche F, bezogen auf die 
x-Achse M=Fm.h, •••..... 71 

2. dns Triigheitemoment derselben Fliiche F, auf dieselbe Achse x 
bezogen, 8=Fi .h • . . • . . . . 72 
Wird der Abstand h = 1 gewll.hlt, so erhiilt man M = Fm und 
@=Fi · 
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2. A.llgemeine Bestimm11llg des statisehen und des Trlgheits. 
Momentes nach dem Verfahren von Culmann. 

Bezeicboeo io Fig. 97 Pl' Ps, PI' •..•• PD eioe beliebige .A.nzabi 
paralleIe, in eio uod derse1ben Ebene E gelegene Krafte uod Xl' Xli' 
Xu' • • • . . XD die in irgend einer Richtung gemessenen Abstinde der 
Krllfte von e.iner ebeofalls in dar Ebeoe 
E gelegeoeo geraden Linie L L, so DeDnt 
man die Summe 
Pl Xln+P2x1lD + PsxaD + ... 

D 

... +PDXDD=~pxn 
1 

<las Moment nter OrdnUBg der Krlifte P . 
in bezug auf . die Achee L L. 

1m FaIle n = 1,. also ~'Px= M, 
bildet das Moment wieder das statisehe 
Homent der Krafte P. 

1m Falle n = 2, also .l'Px' = e, 
erhiilt man das Triigheitsmoment etc. 

Da sich nun das statische Moment 
als Moment 1. Ordnung graphisch dar­

e! 'f -,., ef 

;' I i I 
!..~- -.;L .. I / 

... .r;-' I 
- .. -~ .. --... 

Fig. 97. 

stelleo liil3t und da sieh farner die Momenta 2., 3. etc. Ordnung, wie 
die Werte 

iPx, .l'(Px)x, ~(Pxl!)x, ~(PXs)x, ...•. .l'(Pxn-l)x 
zeigen, auf die Form des statischen Momentas zuruckfiihren lassen, so 
hat man, um ~pxn zu finden, nur notig, der Reihe nach die genannten 
statischen Momenta zu bilden. 

Von diesen sogenannten hOheren Momenten sind fur die Praxis in 
der Regel nur die Momente 1. nnd 2. Ordnung, d. i. £las statische und 
das Tragheits-Moment, voo Wichtigkeit, die in den Fig. 98& bis 9Sd fur 
den . in Fig. 98 vorgelegten Krnfteplan graphisch ermittelt worden sind. 

1. Das statisehe Moment M ergibt sicb iofolgender Weise: Man 
trage die gegebenen Krafte, PI' Ps' Ps usw. auf einer parallel zu den 
Kraftrichtuogen angenommeoen Geraelen hintereinander an uoel verbinde 
die Enden der Kriifte mit einem ganz beliebig zu wablenden Pole 0, 
dano erhiilt man das io Fig. 98& darge'3te11te Kriftepolygon mit den 
Kraft,en I, II, III etc. 

Mit diesen Krii.ften bestimme man weiter durch deren .Aneinander­
reihen das io Fig. 9Sb dargestellte Seilpolygon. 

Werden nun die Seilpolygoneeiten eo weit gefiibrt, d~ sie sich mit 
dar beliebig gelegenen, zu den Kriften PI' P2' Pa etc. parallel gerichteten 
,Acbse LL in den Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6,7 schneiden, so sind die Dreiecke 

lA2, 2B3, 3e4, 4D5, 5E6 uod 6F7, 
6* 
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welche die Achse LL mit je 2 anfeinander folgenden Seiten des Seil­
polygons bildet, den ihne~ entsprechenden Dreiecken des Kraftepolygons 

GoH. HoJ, J oK, KoL, LoM nnd MoN 
iibnlicb, nnd es' ergibt sicb, wenn H die in der Richtnng x gemessene 
Polweite darstellt, 
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$1, 
Xl: 12=H:PI 

~:23=H:P2 

xs :34=H:Ps 
x4 :45=H:P4 

x 6 :56=H:Pr. 
xs :67=H:Ps 

1\ 

Fig. 98. 

oder 

" 
" 
" 
" 
" 

Pt,XI = H.12 
P2 .x2 =H. 23 
Ps ·xs =H.34 
P4 ,x4 =H.45 
P6 .X5 = H.W 
Ps ·xs ==H.67 

~Px= H(12+'23+34+45+56+67). 
1 
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In dem Klammerausdrucke sind die einzelnen Strecken: 12, 23, 

34 usw. mit Beriicksichtigung ihrer Vorzeiehen zu aJdieren, die bei den 
in gleiehem oder positivem Sinne wirkenden Kriiften mit dem Vorzeichen 
der entsprechenden x iibereinstimmen. 

Schneiden nun die au13ersten Seiten des Seilpolygons auf der Aehse 

LL die Strecke a = 17 ab, so ist, ohne Riicksichtnahme auf das Vor­
zeichen, 2·Px = Ha . 73 
womit das statische Moment erhalten ist. 

Dieses Moment wird positiv, sobald die von der Aehse LL reebts­
gelegenen Momente, als positiv angenommen, gro13er sind als die links 
gelegenen oder negativen Momente, und umgekehrt. 

Da andererseits die Summe der positiven Absehnitte 3-4, 45, 56 und 

67 gro13er ist al!! die Sum me der negativell Absehnitte 12 und 23, so 
ergibt sich auch· hieraus, daB das vorliegende statische Moment ~P x 
positiv ist. 

NB. Ails der Gleiehung 73 ist zu ersehen, da13 das ;;tatii'che Moment 
allein von dem Abstande a der beiden, auf der Achse L L gelegenen, 
iiuBersten Seilpolygonseiten, also von der Streeke zwischen den Dureh­
schnittspunkten 1 und 7, abhiingig ist. 

1st der Abstand a gleich Null, was dann eintritt, wenn die Aehse 
durch den gemeinsehaftliehen Sehnittpunkt R der iiu13erl'lten Seilpolygon­
saiten geht (siehe Achse LoLo in Fig. 98), so ist aueh das statische 
Moment ~ Px = 0, was besagt, da13 der Punkt R der Schwerpunkt des 
vorliegenden Kriifteplanes ist, wodureh die Resultierende geht. 

2. Das 'fragheitsmoment e wird in folgender Weise erhalten: 

Betrachtet man die auf der Aehse LL gelegenen Abschnitte 12, 
23, 34 etc. als Krlifte, die in den Richtungslinien der Krafte Pl , P 2' 

Pl!' ..... wirken, und konstruiert man das in Fig. 986 dargestellte 
Kriiftepolygon, so la13L sich mit letzterem wieder ein Seilpolygon AI, B', 
CI, DI, ..... konstruieren, dessen Seiten II, II', III', IVI usw., wie die 
Fig. 98(1 zeigt, die fragliehe Aebse LL in den Punkten 11, 21, 31 usw. 
schneiden. 

Es sind auch hier die Dreiecke des in Fig. 98d dargestellten Seil­
polygons 

l1A121, 2IB' 31, 31(;141, 4IDI5', DIE' 61 und 61F ' 71 

iihnlich den Dreiecken des Kriiftepolygonto in Fig. 986 • 

G'O'HI, HI 01 J', JIOIK', KlolL', L'01M.1 und Mlo'NI. 

Be7..eiehnet man nun noeh die in Fig. 9Sc beliebig angenommene 
und in der eben genannten x-Riebtung gemessene Polweite mit b, so et:­
gibt sich in gleichel' 'Veise, wie beim statischon Momente, 
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Xl: 1'21-=h: 12 

~: 2'31 =h:23 
xs: 3141 =h:34 
x,: 4'51 =h:45 
Xs : DISI = h : 56 

xu: S'7 f =h:67 

oder 

" 
" 
" 
" 
" 

x 12 = h -1 l i i 
1 .-

x2 23=h 2'31 

xs S4=h 8141 

x,45 =h 4'51 

Xli 56=h 516' 

XII 67 = h 6'7'. 
Da ferner unter Hillweis auf das vorher beim statischen Momente 

Gesagte die Abschnitte nach Fig. 98b 

-- . P1 x1 - P2 xg "'4~P8X8 4"'_~'x, - P;X5 
12=-ji-' 23=--jf-' OJ - H' i.1- H ' 56=--II- und 

-- P x 
67=-L! 

H 
sind, so erhiilt man durch Einsetzen der Werte 

x P x . ----
PI .X,2 =H. h 1'ii folgt, ....L.L! - h 112' worau;; H - , 

X2~X2=h 213;, 
" P2 .~2 = H. h 213' " 

Xs Pa Xa _ h .-1-' 
~- 34, " Ps ·xa2 =H,h3'4' " 
x.P'X4=h415' 

H ' " p •. x,2=H.h 4'[;' " 
x" Ps XI; h -.-:1 
~= 56, " P 5 ·X5 2 =H.h5'6' " 
xsP6xs_h6'7' H - , " Pu·xs2 =H.h6'7' " 

Durch Addition dieser Gleicbung erhiilt man dann das gesucbte 
Tragbeitsmoment 

6 __ _ _ _ ____ _ __ 

0= .:sPx2 =HhW21 + 2'31 + 3'4' + 415' + 51S' + SI7') 
1 

" =Hhb, 74 
worin der Klammerausdruck die Strecke b bedeutet, welche die iiu.Gersten 
Seiten des 2., in Fig. 98d dargestellten Seilpolygons auf der Acbse LL 
abschneiden, und welche stets positiv ist, sobald aHe Kriifte in gleichem 
(positiven) Sinne wirken. 

Wird H mit dem Kriiftema.Gstabe gemessen, so stellen b und h 
Langen dar. 

NB. Siebt man die auf der L L-Achse gelegenen Abschnitte 1'2', 
2'3'~ 3'4' etc. wiederum als Krii.fte an und verfiibrt man wie vorher, so 
wird damit das Moment 3. Ordnung erhalten. 
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Dnrch Fortsetznng dieses Verfahrens kann man mit Leicbtigkeit 
jMes hOhere Moment von beliebiger Ordnung erbalten. 

3. BestiJnmlUlg des Triigheitsmomentes. nach . dem Verlahren 
von Mohr. 

Mit Hilfe des vorher erbaltenen ersten SeilpolygoIJ8 At BIOs . . . 
mit den Seiten I, II, III ns~. lii~t sich auch - ohne .weitere Polyg?ne 
konstruieren zn mussen - das Triigheitsmoment, bezogen auf ·die Achse 
LL, wie folgt, ermitteln. 

Der Flicheninhalt F m, der von dem eraten Seilpolygone, nnd zwar 
von den iuli\ersren Seiten I nnd VII einerseits nnd von der Achse LL 
andrerseits, also von der Fliicbe 1 ABC D.E F 7 1 gebildet wird, ergibt 
sich zn 

Fm= 1::. (lA2+2B3+304+4D5+oE6+6F7) 
1- - _. - - -

" = 2(12hl +23bs +34ba + 46h, + 5~h5 +67hs) 

1 -------,,= 2" sina(t2xl +23xs+84xs+45x4+o6x5+67x6) 

" = ~n; (PI XI 2 + PaxslI + Ps xall + P4X42 + P5xli~ + Pe xe2) 

• 6 • 
=8m a~Px2=SlD~e 

" 2H 1 2H' 

e=2~Fm •. 76 
SID a 

Bierin bezeichnet a den Winkel, den. in Fig. 98 die parallelen 
Krii.fte P mit den x-Richtnngen einschlie.aen. 

4. Beziehungen zwischen zwei auf ,arallele A.chsen bezogene 
Trig-heitsmomente. 

Bezeichnet die Achse Lo Lo, wie bereits in Fig. 98 angedentet wurde, 
die durch den Schnittpunkt R der iiuaersten Seilpolygonseiten gehende, 
parallel zur Achse L L gerichtete resultierende Achse nnd habendie Kriifte 
P l , PI' P a nsw. VOJl der letzteren die in Fig. 99 eingescbriebenen, in der 
x-Ricbtung gemessenen Abstiinde gl' ~. ga usw., so betragt das auf die 
Acnae Lo Lo bezogene Triigheitsmoment eo = ~P ;11, und das statische 
Moment, wie bereits nnrer 1 erwii.hnt, bezogen anf diesalbe Achse LoLo. 
:SP;=O. 

Wird nun nooh mit e der ebenfalls in der x-Rich tung gemessene 
Abstand der Achse LLvon der J-oLo-Achse bezeichnet und setzt man 
X = S + e, 80 erhilt man 
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e=:~pX2=~P(;+e)2 -=- ~p;2+ 2e~'P; + e2~p 
" =~p;a+e2~P, 

oder e=eo+e2~P. 

J; 
I 
i 
I 

I 

/ 
/ 
I' 

I 
I 
I 

I 

I 
I 
I 
I 

I 
I 

I 

: 
I 

J 
I 

I 
;....-----------,t. --. ; ~ 

I 

e,! 

Fig. 99. 

In derselben Weise ergibt. sich fur eine andpre il1l A bstandp ej von 
der Lo Lo·Achse gelegene Achse Ll Ll das TJ"agheitsmoment 

I----~~ 
---...... ~ 

~~ 

Fig. 100. 

e1 =00 + e1 2 ~P. 
Bildet man die Diff.o -

renz zwischen den letztl'll 
beiden Gleichungen fiir 

o und 0 1, so ist 
01-0=(e12-e~).:!Y 

5. Bestimmung des 
Triigheitsmomentes 

einer beliebigen 
Fliiche~ 

SoIl das Tragheitsmo­
ment einer beliebig ge­
stalteten Flache, z. B. 
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des in Fig. tOO dargestellten Querschnittes einer Eisenbahnsebiene, bezogen 
auf cine beliehig gerichtete und gelegene Achse, graphil'<ch ermittelt werden, 
so zerlege man den Querschnitt in uer gegebenen Achsenrichtung in eine 
Anzahlleichtibestimmbarer Flachenstiicke, deren Inbalte fl' f2' fa etc. man 
als . Krafte auffa.@t, die in den Bchwerpunkten 81' S2' Sa etc. angreifen . 

. Hierauf verfahre man in der bereits im Abs. 2 dieses Paragraphen 
an gegebenen , in der Fig. 98 dargestel1ten 'Yeise. 

§ 23. Die verschiedenen Belastnngsfalle. 
Wiihrencl in den §§ 14 bis 21 vorwiegend die, bei del' Biegung eines 

Korpers odeI' Triigers wachgerufenen, im Innarn desselben auftretenden 
Spannungen und Beanspmchungen besprochen worden sind, sollen nun· 
mehr in dem vorliegenden Paragraphen die au!3eren Heanspruchungen Be· 
riicksichtigung finnen, die sich infolge verschiedenartig auf den Korper 
oder Trager einwirkender Belastungen ergeben. 

In der Hauptsache kommt es also hier darauf an, das im § 14 
unter 1 genannte, der allgemeinen Biegungsgleichung zugmnde liegend~ 
Biegungsmomimt fUr jeden beliebigen Belastungsfall zu bestimmen, um 
damit die sich aus dem Widerstandsmomente ergebenden Querschnittsab· 
messungen des Korpers ermitteln zu konne\] . 

. Diese Momentenbestimmung laBt tlich fiir die einfachen Belastungs. 
fane sehr leicht mit Hilfe des mech!:lllischen Batzes, 

die algebraische Bnmme der um einen Drehpunkt 
wirkenden Momente mu!3 gleieh Null sein, durchfiihren. 

AuBer diesem sind bei den einzelnen Belastungsflillen sowohl die 
zugehorigen J\'Iomenten· und Transversalkraftfiachen, als auch die Glei· 
chungen der <;llastischen Linien und del' grogten Durchbiegungen angegeben, 
die mit Hilfe der im § 14 Abs. 4a angedeuteten, der M'heren Analysis 
angehOrenden allgemeinen Gleichung der elastischen Linie entwickelt wor· 
den sind (Siehe einige in § 14 Abs~ 4,b angegebene NiiherungswertJe.) 

Was die Momentenflii.ehen betrifft, so gebel1 sie eine bildliche 
Ubersicht iiber die in den einzelnen Triigerarten auftretenden Bean· 
spruchungen. Die Konstruktion dieser Flacben ergiLt sich entweder mit 
Hilfe des in § 22 Abschnitt 2, 1 aufgefUhrten Seilpolygons, oder man 
tragt, beispielswei;;e von einer borizontalen Linie ausgeband, in einem be· 
liebig zu wiihlenden Ma!3stabe - der jedoch bei der Durchfiihmng eines 
Beispieles beibehalten werden muB -, die fur die einzelnen Querschnittsstellen 
durch Rechnung bestimmten Biegungsmomente zweckmaBig 809 auf, daB 
aIle auf einen beliebig angenommenen Querschnittbezogenen rech~drehen· 
den oder positiv genannoon Momente senkrecht nach unten, aUe links. 
drehenden oder negativen Momente dagegen senkrecht nach oben angetragen 
werden. Unter dieser Annahme ergibt :;ich die Lage der Momentenfliichen 
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unterhalb der angenommenen Horizontallioie, falls ein Trager, Balken etc. 
nach onten durchgehogen wird; im FaIle einer Durchbiegung nach oben 
liegt auch die Momentenflache oberhalb. 

Da nun die GroUe der zwischen zwei Laststellen gelegenen Biegungs­
momente nur allein von den Absmnden der fraglichen Querschnittsstellen 
abhiingig ist, d. h. im proportionalen Verhiiltnisse steht, so werden. diese 
Momente durch eine gerade Linie begrenzt, welche die Laststellenmomente 
verbindet. Es ist deshalb' beim Konstruieren der Momentenfliiche auch 
nur notig, die an den Laststellen auftretenden Biegungsmomente rechnerisch* 
zu ermitteln und in. der angegebenen 1Veise aufzutragen. Die Begrenzungs­
linie der Momentenfliiche bildet dann eine gebrochene Linie, die bei einer 
liber die ~orperliinge ganz oder aueh nur teilweise gleichmalaig verteilten 
Belastung,· BOwf,lit die letztere 'reicht, in einen Parabelbogen iibergeht, zu 
dessen Konstruktion man die gleichmii.laige Belastung als eine beliebig 
grolae Summe gleichgroaer Einzellasten ansehen kano, deren Biegungs­
momente in der vorher besehriebenen Weise aufzutragen sind. DieGe­
nauigkeit der Begrenzungskurve hiingt natiirlich ganz von der Anzahl der 
aufgetragenen Momente abo . 

Beachtung verdient noch die Tatsache, daa ao den Stellen, WQ eine 
Einzellast wirkt, die Momentenfliiche stets eine Ecke hat, gleiehviel ob 
an dieser Stelle zu gleicher Zeit stetige Belastungen wirken oder nicht. 
1m ersteren Falle bildet sicb die Ecke aus gekriimmten, im letzteren 
dagegen aus geraden Linien. 

Zu einem Scberkraftdiagramm gelangt man durch die 'Ober­
legung, dala die einen Korper auf Biegung beanspruchenden Vertikalkrlifte 
den Korper auch gleichzeitig auf Abscheren beansprucben. Die in jedem 
Querscbnitte des Korpers auftretende Scberkraft ergibt sich aus der 
algebraischen Summa aller Krafte, die, von der fraglichell Querschnitts­
stelle ausgehend, auf der linken oder rechten Seite des Korpers auf ihn 
einwirken. 'Venn nun auch in dlOln meisten Fallen die in den einzelnen 
Querschnitten auftretenden Schubspannungen gegenilber den Biegungs­
spannungen so klein ausfallen, daa sie vermlchlassigt werden konnen, so 
bietet doch immerhin das sehr einfach und schnell konstruierbare 8cher­
kraftdiagramm eine nicht Zll unterscbatzende lTbersicht liber die einzelnen 
Scheranstrengungen. Bei der Konstruktion des Diagramms ist darauf zu 
achten, dala bei nur mit Einzellasten behisteten Korpern an den Be­
lastungsstellen eine sprungweise Anderung der Scherkraft eintritt, wiihrend 
sie zwischen den Belastungsstellen konstant bleibt. 

Die Eegrenzungslinien bilden in diesem FaIle eine abgetreppte Figur. 
Siehe Fig. 102, 104, 107, 108-112, 117 und 120. Bei den Korpern 
mit ganzer ode~ auch nur mit teilweiser stetiger Belastung dagegen andel'll 
sich die Scherkrafte innerhalb der stetigen Lastverteilung auch- stetig, was 
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im Diagramm durch eine schrage gerade Linie dargestellt wird. Siebe 
Fig. 105, 113, 115, 116, 118 und 121. 

Eine sprungweise Anderung der Linie findet z. B. an solchcn 
Stellen statt, wo zu der gleichmii.l3igen Lastverteilung noob EinzeIkriifte 
hiilzutreten. Siehe Fig. 106, 114, 119 und 1:.!2. Wie die Fig. 107 bis 
123 erlrennen lassen, liegen die groaten Biegungsmomente an den Stellen, 
wo die 8chubkriifte ihre Vorzeichen wechseln, d. h. wo in den Transversal­
kraft- oder Schubkraftdiagrammen die horizontalen 'friigerachsen durch­
schnitten werden. Man kann deshalb auch die letzten Diagramme zur 
Bestimillung der Lagan der am meisten beanspruchten Querschnittsstellen 
und der damit im Zusammenhange stehenden gl'Oaten Biegungsmomente 
benutzen, was hei komplizierten Belastungsfiillen,· -die sonst weitgehende 
Rechnungen erforderlich machen, besonders wichtig iat. Vergl. hierzu 
noch die im Ahs. b, 1 dieses Paragraphen angerugteu Erluuterungen zur 
Fig. 107. 

a) Der Freitrager. 
Uuter einem Freitl'iiger versteht man einen an einem~Ende fest ein­

gespannten Trager, der in beliebiger Weise belastet sain kanll. 
Mit der Einspannung des Tragers ist der Begriff verknupft, daa 

die in § 14 unter a, 3 und 4 und h, 1 und 2 genannte elastische Linie an 
der Einspannstelle die ursprunglich gerade Tragerachse zurTangente hat. 

Die Einspannung des Tragers kann man sich beispielsweise so vor­
stellen, da.@ das eingespannte Ende durch zwei, wie aus bflistehender 
Fig. 101 a ersichtlich ist, entgegengesetzt gerichtete und unveranderlich 
wirkende Auflager gehalten wird. Ais Einspannstelle gilt die Querschnitts­
stelle A. 

Will man nun die beiden Auflagerdrucke an der Stelle A und C 
hestimmen, so denkt man sich nach Fig. 101 b zwei gleiche, aber entgegen­
gesetzt gerichtete Krafte + P und - P an der Einspannstelle A ange­
braeht, wodurch an dem Gleichgewichtzustande nichts geandert wird. 

Wird von dem Eigengewichte des' Tragers abgesehen, so wirken an 
ihm drei Krafte, namlich die am freien Ende B wirkende Kraft P und 
die heiden an der Stelle A zugefugten Krafte + P und - P. Von den 
letzten heiden Kraften kann man sich die Kraft + P durch die Auf­
lage A aufgehohen, d. h. wirkungslos denken, so daa nur noch die beiden, 
an der Stelle A mit - P und am froien Ende B mit + P wirkenden 
Kriifte in Frage kommen, die mit der freitragenden Triigerlange 1 ein 
rechtsdrehendes Moment M = PI bilden. 

Dieses Moment mua nun durch ein innerbalb del' eillgespannten 
Strecke AC zur Wirkung· kommendes Gegenmoment - M = Pxx ins 
Gleicbgewicbt gebracht werden, woraus die Bedingung Pl= p~x sich 
ergibt. 
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Den an del' Atelle C anzuol'dnenden Widerlagerdruck P x erhiilt man 
dann aus der vorliegenden Gleichgewicht.sbedingung zu Pl 

Px ='-' 76 
x 

~: -----i -- -----C"-~ 

Denkt man sich nun' 
nach Fig. 101 c auch diesen 
Druck an del' Einspann­
stelle A als -+- P x und - P x 

zugefiigt, so hebt sich del' 
erstere Druck + P x mit 
der Auflage A auf, wiihrend 
der letztere Druck - P x 

mit dem Widerlagerdrucke 
hei ° das linksdrehende 
Moment. bildet. 

Die Auflage A ergibt 
sich danll nnch dem vor­
hergehenden zu 

PI 
A=P+Px=P+-

x 

=P(l+~). 77 

A n mer k u n g : Die 
verschieden hohf'n Wider­
lagerdriicke hei A und 0, 

t[J die um so groI3er werden, 
~ sobald die Strecke x im 

VerbaltnilS ZUl' Lange I sehr 

-.. __ ._------...-1 , 

klein wird, geben sehr leicht 
die Veranlassung zu einer 

Zusammendriickung des 
Unterstiitzungs- als auch 
des Tragermaterials an den 

Fig. 101. WiderIagerstellen A und C. 
Infolge der Zusammendriickung wird aber eine Lageiinderung der 

Auflagestellen A und C aus det HOl'izontalrichtung flO eintteten, da6 del' 
Trager bei A abwiirt.g und bei C aufwiirts bewegt wird. Durch diese Be­
wegung tritt nun aber eine Neigung des Tragers aus seiner Anfangslage 
ein, womit die am Eingange <lieses Abschnittes ausgesprochent Vorau;;­
setzung, die elastische Linie habe an del' Einspannstelle A die anfiinglich 
gerade Triigerachse zur Tangente, nicht mehr genau zutrifft. 

Die Zusammeudriickung des Materials wird auch dann noch - wenn 
'auch in weit geringerem Ma6e - zu erwarten sein, wenn, so wie es in 
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Fig. 101 d an den Auflagestellen A und C der Fall ist, die Widerlager­
dIiicke auf untergelegte Platten einwirken. 

1. Der durch eine IUnzellast am freien Ende belastete Freitriiger. 
Fur den aus Fig. 102 ersichtlichen, beliebigen Querschnitt BB, der 

von· der Einspannstelle AA den Abstand x hat, ergibt sich das Biegungs-
moment Mx = P (1- x). 

I 
I 
I 

f---- X ---~ ! 
________ ~LJ ______ ~--1 

--- i b 
V r &J: : --1" 

--------.----;l.. ----------~ I 
Fig. 102. 

Da nUll fur x = 0 das Moment Mx seinen groaten'Vert 
Mmax= PI . 78 

erreicht, so findet auch nach § 14, 1 die groate Beanspruchung au del' 
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Einspannstelle AA statt, weshalb man auch diesen Querschnitt als den 
gefahrlichen Querschnitt bezeichnet. 

Die Gleichung der elastischen Linie flir die Durchbiegung an heliehiger 
Stelle des Trligers ist 

~ ----------l. ------1 ! 
~ 1 I I ------------ ----t-------~ 

I I, 
, I I 

! (;'wr.. ...... to •• J.! 1. D I : Wi ,/l~'ofVV~~J/ ....... ~~ i 
~//j I I 

Fig. 103. 

Die groate Durchbiegung betriigt fur x = I 
o_lPla _Ir.!al" :- sRe-s-e-' 
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Der grGiten Durchbiegung IJ entapricht dann auch der gt6ste Winkel!p, der 
von der Kurventangente und Borizontalen geblldet wird. Er wird gefunden aus 

IP}I nna 
tg9'=2E8=~f""1r 

An mer k U D· g: Wirkt die Einzellast PI nicbt am Ende des Frei­
triigers, sondern an einer beliebigen Stelle, so woo nach Fig. 103 das 
groate Biegungsmoment Mmax = Pill' die Durchbiegung an der LaststelIe, 

. b ..t 1 Pills 
Wle vor er, III = a E@' 

0: I I 

--A.If"--1 U .: I! 
-----t--1.j ---1 1 I I 

------1--------;--- l ---...j 1 I 

-----~-------_t-------- ... -- t-....j 
I I I, 
I I I I 
I I 

I 
I 
I 
I 
I 

Die Dorchbiegung am Ende el'gibt sich dann aus 
IJlDax = 1J1 + Jt = 1J1 + (1 -11) sin 9" 

Da nun aber ftlr kleine' Winkel " sin 9' = tg9''' gesetzt werden kaun and 
tg..,=!Pl 11 2 

T 2 E8 
betrl!.gt, ao erhilt man die gr6ste Durchbiegang 

1 PI It' 1 P l lx2 

IJma:r.=S E 8 +(l-ld 2 ~-8' 



96 Vierter A bachnitt. Biegung. 

2. Der dureh mehrere beliebig verteilte Einzellasten belastete 
Freitriiger. 

Das groite Biegungsmoment ergibt sich fUr den in Fig. 104 dar­
gestellten Belastungsfall wieder an der Einspannstelle zu 

oder allgemein 
Mmax = P1l1 +P2,12+ Ps1s+ P,1, . 79 

n 
Mmu=..IPl. 

1 

Anm er k u n g: Da jede eillzelne Last eine gro13te Durchbiegung 
des freien Trii.gerendes veranlait, so el'gibt sich die gesamte Durchbiegung 
aus der Summe der Einzeldul'chbieguilgen. Dieses Verfabren nennt man 
das Prinzip der iihereiuanderlagerung (Superposition), womit man ver­
wickeltere Beiastungsfalle auf einfache FaIle zuriickfiibren kann. 

Wirken Lasten entgegengesetzt, so werden die zugehorigen Durch­
biegungen subtrahiert. 

3. Der liber die gauze Liinge gleiehmii.lig verteilt belastete l'reitriiger_ 

1st ein Trngel', wie Fig. 105 zeigt, iiber seine ganze Lange mit 
einer Gesamtlast Q gleicbmaiig verieilt belastet, so kann man sicb die 
Last Q im Schwel'punkte S konzentriert denken. 

Da' nun wegen der gleichmiiaigen Last.. rteilung der Schwerpunkt S 

im Abstan~ ~'von der Einspannstelle liegt so ergibt sicb das groite 

QI 
Biegungsmoment Mmax = '2 80 

FUr einen beliebig im Abstande x von l 'r Einspannstelle gelegenen 
Querscbnitt betriigt das zugebOrige Moment 

I-x (l-x)1I 
Mx =p(l-x)-2-' =P-"if-" 

wenn p die gleichmiiaige Belastung rur die Liingeneinheit bedeutet. 
Diese allgemeine, fiir jeden Querschnitt des Tragers giiltige Moment.en­

gleicbung liefert fUr x = 0 das bereits angegebene groate Biegungs­
moment. 

Die Gleichung der elastischen Linie lautet 

IIx = 24t"8 (413x·· x 4) '" lk~ (413 X _. Xi), 

Die grtilite Durehbiegung betrli.gt dann ffir x = I 
. . 1 p14 1 QP 1 QaP 

11----:'8 EB =8 E&=S-e 
1 QI2 

und der dazu gehorige Winkel tg p = fiE e' 
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4. Der iiber seine ganze J..jinge gleichmii8ig verteilt und am 
. freien Ende mit einer Einzellast belastete Freitriiger. 

97 

Nach .Fig. 106 ergibt sich das Biegungsmoment fUr den beliebigen, 
urn x von cler' Einspallnstelle abstehenden Querschnitt BB aus 

(1-x)2 
Mx = P(l-X)+P-~2-·-

I 
I 

------~_J 

I 
I 
I 
I 

I 

i 
I 

~ I : I 

-~7,:t_--=--=-~--=..;:-:.::-.:.:..~-=-~...;.~ __ 1 -__ ~-t 
-- ! S 

---~--- x------~~ I-r 
-~-----------l------------~ ; 

Fig. 105. 

Webnert, EinfUhrllng, 2. Anti. " I 
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I------J ; 
I 

I 
I 
I 
I 

~~kaftf~~ i 
~~~~~~~'JJ 

I 
1 , 
I 

~~,,~ .! 
I 

r 

-7fft--..--=-.;;,;;;--;:;.:--=~J-~~,-~ -------~ --f 
" I S I ..... ~ I 

-------.-~ ------1 : _i 

\--------------- L --------------...l 
Fig. 100. 

. 81 
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Die Gleichung der elastlschen Linie heillt 

Jx=; [~ (l-~)+: (l'-~lx +~t)]XI; 
die gr613te Dnrchbiegung am freien Enda- erhiilt man fUr x=l mit 

8 

a (P PI) 3 a (P Q) 3_
1P+gQ 

3 
J=1j 3+8' 1=83+8 1 -3 Ee 1. 

.Der groaten Durchbiegung entspricht der Winkel 

IPll lQI' 1(P+~Q)12 
P=2Ee+SEe=2 EB . 

Au mer k u n g: Auch hier gilt fur mehrere Einzellasten das im 
FaIle 2 genanntePrinzip der Ubereinauderlagerung. 

N B. Bei weiteren Belastungsarten steUt das maximale Biegimgs­
moment gleichfalls die algebraische Summe der von den einzelnen Be· 
lastungen hervorgerufenen Biegungsmomente dar. 

SoIl hei einer Konstruktion das Eigengewicht eines Triigers mit Be· 
riicksichtigung finden, so knnn es als eine uber die ganze Lange des 
Triigers gleichmjU~ig verteilte Belastung angesehen ,werden. 

b) Del' frei auf zwei Stiitzen liegende Tritger. 
Sobald ein Trager auf 2 Stiitzen gelagert ~st, mussen zuerst die 

Auflage- oder Reaktionsdriicke bestimmt werden. Sie lassen sich ehenfalls 
sehr leicht nach dem bereits am Eingange dieses Paragraphen genannten 
Satze der Mechanik, 

"die algebraische Sum~ der um einen Drehpunkt wirkenden Momente 
niila 1m FaIle des Gleichgewichtes gleich Nullsein", 

bestimmen, sofern an Stelle eines Lagerdruckes ein Drehpunkt gedacht 
wird, urn den sich der Trager bewegen kann. 

Wahrend man nun auf diese Weise beide :Reaktionen ermitteln kann, 
geniigt es auch, nur eine derselben Bach dem genannten Hebelgesetze zu 
bestimmen, wahrend die zweite Reaktion sich mit. Hilfe des weiteren 
mechanischen Satzes, 

.. die algebraische Summe der in einer Richtung wirkenden . Kriifte 
mua im Falle des Gleichgewichtes gleich ~ul1 ~in", 

angeben liiit, was in den meisten Fiillen viel schneller zum Ziele fiihrt. 

1. Der Trager ist In der Mitte mit einer Einzellast belastet. 

Die in Fig. 107angegebene Belastung P verteilt sich auf beide- Auf­
lagan gleieh~ig, weshalb die Reaktionen die Werte 
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82 
erhalten. 

Sieht man nun die in del' Mitte liegende Laststelle als Dnter­
stiitzung an, so. wirkt der yorliegende Trager ebenso wie 2 Freitl'ager, an 

derell freien Enden die Kraft ! angreift. 

1 
Das groBte, im Abstande 2 von A odeI' B gelegene Biegungsmoment 

I P I PI 
ergibt sich dann aps Mmax = A 2 = 22 = 4: 83 

OL t----. t-----J t-, I V ______________ --1, 
1------ ---------- A" -
I ' , 
: I 1 
; : I 

! ~D~~~c, i 
.~1:111,1 , I , ' 
I ' I I : 

I l 
I I , 

i $~~,!J~~ i 
I I 1 

9. ~1II11111111111111111111111111111111111111111'llll1l11ll1l11lllillllllllllilllllll.J~ 
I i I 
I : Ie 
, I , 

i ~bkle:,A,. ~ i 
I _________ £ _____ 'S-~------------ I 

I 
~--~ ---~ : 
I i I .... ---__ ------..1 , ' 

Fig. 107. 

; 
I 

Wie bereits im Vorwort 
des vorliegenden Paragraphen 
angegeben, erhalt man die 
Momentenflache, wenn man 
das genannte groBte Biegungs­
moment in einem beliebig zu 
wahlen den Magstabe in del' 
Mitte des Tragers senkrecht 
auftragt und den Endpunkt 
dieser Ordinate mit den freien 
Auflagerstellen A und B ver­
bindet. Die von den Verbin­
dungslinien begrenzten Ordi­
naten ergeben dann die Bie­
gungsll10mente fUr die zuge­
hOrigen Querschnittsstellen. 

Da man sich - wie es 
in Fig. 101 fiir die Einspann­
stelle .A des Freitragers schon 
angezeigt wurde - die ge­
gebene. Einzellast P an jeder 
beliebigen Querschnittsstelle 

des Tragers zweimal mit ent­
gegengesetzten V orzeichen wir­
kend denken kann, wovon 

dann die eiue Hilfskraft mit del' gegebenen Einzellast das sogenannte 
Kriiftepaar darste11t, welches das zugehorige Biegungsmoment hervorruft, 
so ist ohne wei teres einzusehen. daD die zweite Hilfskraft die fiir jeden 
Querschnitt gleich groBe Schubkraft bildet. 

Die Schubkraftfliiche ist 80fort graphisch darzustellen, wenn die 
Auflagerdriicke A und B bekannt sind. An d(>m linken Tragerende A 
tl'sge man in eillem beliebigen KriiftemaDstabe den Lagerdruck A senk-
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recht nach oben auf, gehe dann parallel zur Triigerrichtung bis zur Last­
stelle P, welcbe senkrecht nach unten angetragen wird. Geht man nun 
parallel bis zum Trigerende B, so entspricht die don nacb oben gerichtete 
Kraft dem Auflagerdrucke B. 

Betrachtet man z. B. noch die von A .ausgehende. Schubkraftflli.che, 
so findet man, daB der bis zu irgend einem Tragerquerschnitt vorliegende 
Inhalt dieser Fliiche mit dem Biegungsmomente des fraglichen Querschnittes 
iibereinstimmt, so daB schlielnich auch die Schubkraftflii.che zur Berechnung 
der Biegungsmomente benutzt werden kann. Besonders wichtig ist aber die 
Erkenntnis, daa an der Stelle des" QUflrschnittes, an der die Schubkriifte 
das Vorzeichen wechseln, d. h. wo die Schubkraftflli.che die Achsenrichtung 
schneidet, das· groate Biegungsmoment bezw. der am meisten beanspruchte 
Querschnitt des Triigers vorliegt. 

Die Gleichung der ela· 
stischen Linie wird aus der 
zu Fig. 102 gehllrigen Glei· 
chung so gefunden, daJil man 

ffir P und I die W erte -~. und 

~ einsetzt; man erhiiIt so~it 
P 

OX =~\J 3 (.!)2X_X3l 
6E e 2.· f 

" = 12~8 (~)2X_X3) 
" ="48{ ij(SI2 x - 4x3) 

,,= fg{, (Sl'x - 4x3). 

Die grilfite Dnrchbiegnng 
erhiilt man dann fur 

I 1 PI3 
X= 2" aus d= 48 Ee' 

2. Del' Trager ist an be­
liebiger Stelle mit einer 
. Einzellast belastet. 

Zur Bestimmung der 
aus Fig. 108 ersichtlichen 
Reaktion A lege man, wie 
Fig. 108& zeigt, in B den 
Drehpunkt, dann ergibt sich 

AI-Pb=O, 

A=P~ 84 1 • 

3 
t . 

~t"'.-4 ----.L-------n~ _n _____ J~ 
~----~------~----- ~ --------------~ 
I I I 

~ !I - i 
A 'I '" ~ + t ~ 
4 + i 

I ' 

I 1 
I 

, 
I 

I ~~~~~ 
I 
I • 

, 
I 
I 

I 
,I 
I 
I 

:! i 

~---~,---~r------~ 
j •• ~J' ~ ,..-:t--..,j I .... -- -- :t -------
l---~--~ ---..;.-------~--, -------...; ;. I ~ I 

Fig. 108. 
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Um nun B zu .ermitteln, lege man entweder den Drehpunkt, wie 
Fig. 10gb ~igt, nach A, so ist BI-Pa'_Q, 

Pa :a ..... T ' 
oder man· bildet den. SUmmensatz A + B --- P = 0, 

woraus sich.dann B=~.-A ~ ... p_ ~b =Pl~Pb 
P(I-b). Pa ' ,,= l' =1 ......... 80 

besti..-mefiliiit. 
Das groite, an der Laststelle P auftretende Biegungsmoment ergibt 

sicb -Bach Fig. 108\1 durch Annahme der Laststelle ala Unterstutzungs­
oder Drehpu,nkt, wodurch der vorliegende Triger in .2 Wigleich lange 
Freitriger zerlegt wird, an deren :freien Endendie Kriifte A bezw. B 
wirken. 

Die gleichgroien biegenden Momente der Freitriiger bilden dann 
das groite Biegungsmoment 

Pb .ab 1 Mma.x=Aa=.-l-a= P-c 
" = Bb= ~a b==p a

1
b J .. 86 

Die Gleichung der elastisehen Linie fllr die reehte Trigel'Seite 18utet 

P b2al (x x x' ) ox= E86I 2b+a-b2a ' 
. P a2bl (y y vB) 

ff1r die linke dagegen 01 = E 86T 2 a + Ii - isb . 
Die grliSte Durchbiegung ergibt sich fllr 

,;-r-;2i 
1. x=b V S'+1fb' wenn b > 8, 

,~ 
2. y=8 V 3+8.' wenn b< a, 

P 18 b' a' 
zu d= E8SI'1" 

3. Der Trii.ger ist dureh mehrere Einzellasten belastet. 
Nimmt man in Fig. 109 den Drehpunkt bei A an, so betriigt die 

Reaktion B 

Die zweite Reaktion A folgt daun aus 
. A+B-P1 -P2 -·PS -P,=0, 

.... 87 

A=P1 +p.+P.+P,-B . 88 
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Der am meisten oeanspruchte Querschnitt des Triigers liegt nun an 
der LaststeUe, wo das BieguDgsmotnent am groateD ist; 1*1 ist deshalb 
Dotwendig, dna fur jede La9t-
stelle das Biegungsmoment be- . ~ 
stimmt wird.· ! I 1'3 

Um die Momente der 
Reihenfolge nach zu berechnen, .x:===:!::=====f=::::;::l:::::::::==:!=::::::J.. 

. denke man sich, wie in Fig. Q;..--L.-.l ~ i I : ~ 
. I • I 1 I 

109a bis loed dargestellt ist, c:.-..:==~t~~----~~::,.- LJ --...1 : 
in iedem einzelnen FaIle den ~----+----------!-~----;..--- 1.. --_ 
Dreb- oder Unterstiitzungs- r-----+--------+--L --+-------~ --

,I I 

punkt an die Laststelle ge-: 1 . : 
legt, fUr die das biegende Mo- ,4, ~-...... --~t--__*~--+____i 

!Dent' festgestellt werden soU. .t, : t : 
Auf diese Weise wird der ,C. 1-~ _~I..-__ -+ __ -±-__ --"'_-I 

vorgelegte Trager wieder in,a. ~_..J... ___ '-_~:""' __ *,"---,I 

zwei Fre,itrager zerlegt, die an 
der Unterstutzungsstelle ihren 

groaten gett1Binschaftlichen 
Querllchnitt haben, fur, den die 
beiderseitig biegenden Momente 
gleich groa sind. Es ist des­
halb auch glei~hgiilfjg, fur 
welche Seite das Moment in 
Rechnung gezogen wird; der 
Zweckmaaigkeit halber wiihlt 
man am besten die Seite, woran 
die wenigsten Krafle angreifen. 

Danach ergeben sich die Fig. 109. 
Momenta: 

1. an der Laststelle PI nnch Fig. 109a 

Ml =AI1 

odar auch " '=B(I-I1)-P, (1, -11)- Ps (la·-It) - Pa(la -11), 
2. all der LaststeUe Pa nach Fig. lO9b 

M2 = All! - P1 (12 -11) 

odtr auch " = B (1-12) - PI, (1, - 12 ) - Pa (Is -Ill)' 
3. 'an der Laststelle Pa nach Fig. 10ge 

Ma = Ala - P1 (la- 11)- Pa (Is -Is) 
oder sucb " = :8(1- )s) - PI, (14 -18')' 

4. an der Laststelle PI. I)ach Fig. l09d 

M,=Al, -P1 (I. -~)-PllQ,,-")--PS'(i4 -18) 
oder such ,. = B (J -I.). 
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4:a. Der Trager ist durch zwei symmetriseh liegende, gleichgrof3e 
EinzeHasten innerhalb der Auflager beansprucht. 

Wegen del' aus Fig, 110 ersichtlichen symmetrischen Belastung des 
Triigers kommt aufjede Auflage die Hiilfte del' Gesamtbelastung, also 

A=P~dB=P , ~ 

.J ~ 

* t!e t A 

g.~~~-~~~-~-~±~~~:- t ----~~=~~~~~j ~ 
I : I ! 

: I I : 
I ~~ I 

~illllllllllllllllllllllllllllllllll~ I . ' • , 

c5j,~X:.-lftk~~ ! 
I VJVIAAj/':F \( I 

I I I : 

G{,JIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII~ if . i 
i J~lllllllllllllliillllllllljllt~ 
• I 

1 I&k~~ 1 
I I I 

I --------.i(":---------r------------------- I 

: '1I:t ." 
I 'a I ____ ~----

~~~~~=- 4 --------~ 
I 

Fig. 110, 

Mmax=Pa 

Um das del' Dimensio­
nierung des Triigers zugrunde 
zu legende, grofite Biegungs­
moment zu' bestimmen, er­
mittele man zunachst das Mo­
men t fiir einen beliebig zwischen 
den beiden Laststellen P ge­
legenen Querschnitt C, der 
beispielsweise von der linken 
Laststelle den Abstal1d x bat; 
dieses Moment betriigt 

Mx=A(a+x)-Px 
" =P(a+x)-Px 
" =Pa+Px-Px=Pa. 

Da nun die biegenden 
Momente fUr aIle zwischen del' 
U nterstiitzungs- und Laststelle 
liegel1den Querschllitte, des 
kieiner als a betragenden Ab­
"tandes halber, kleiner werden, 
RO ist das inllerbalb der beiden 

Laststellen gleichbleibende, 
grofite Biegungsmoment, wie 
oben bereits angegeben ist, 

90 
Die Gleichung del' elastischen Lillie betragt 

Ox =-~(312x - 4x3) = _..!'_- (6J2x - 8x3) =J".a_(612 x - 8x3 ) 
24E@ 48E@' 48(9' 

I 
Die groute Durchbiegung ergibt sich fUr, x = 2 zu 

,IPP IPal3 IMaJ2 
0= 24 E@ =-24- e -= 24-0' 

4: b. Her Trager ist durch zwei symmetrisch liegellde Eiuzellasten 
aul3erhalb der Auflager beansprueht. 

Da die in Fig. 111 vorliegende Belastung symmetrisch auf den 
Trii~r einwirkt, so erhalten die beiden Auflagen A und B je die Halfte 
del' Gesamtlast, also A = P und B = P , 91 
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Fur eine beliebige im Abstande x von "der Auflage A gelegene 
QuerschnittssteIle C ergibt sich das Biegungsmoment zu 

MX=Ax-P(x+a)=Ax - Px-Pa=Px-Px-Pa=-Pa, 

Dieses Resllltat besagt, 'P 
daa die Biegungsm{)mente fur eJ 
aIle Querschp.itte innerhalb der 
beiden Unterstutzungen A und 
B gleich groa, dagegen fUr 
aIle auaerhalb der Auflagen 
gelegenen Querschnitte kleiner 
werden, 

Das groat.e Moment be­
triigt deshalb 

Mmax =Pa, 92 
Die GleichuDg der 

sUscheD LiDie lautet 

&x = 2 ~ ~ (Ix - x 2) 

P a a (I ") = 26 x-x·, 

ela-

Die griifite Durchbiegung 

'bt 'h f" I ergl SIC UJ' X = 2 zu 

IPaP IPal'a 
0= -- ---- =- ~ ---, 

!;EI9 819 " I ' , die Durchbiegung fiir die aD den - --t-- ---- -- --- ---T--- j - -- --- -- -- ----- - : 

freien Enden gelegenen Last- ~i ' :..._ x--"; :.. __ L __ -! J 
stellen aus f i---.a.--": :, t ~--.o..--J 

P (a3 a2 1) op= EA 3+"2 . Fig. 111. 

EA e f) 
Der konstante Kriimmullgshalbmesser ist (! =- = ---- = -- . 

Pa Paa Ma 

5. Der Trager ist dureb mebrere Einzellasten innerhalb und 
8u6erhalb der Lagerstellen belastet. 

Urn die Reaktion A zu erhalten, nehme man in Fig, 112 den 
Drehpllnkt bei Ban, wodurch der daselbst vorhandene Auflagerdruck fur 
die Biegung wirkungslos wird, Es ist dann 

Al+PEi lb + P616 =P1 (1 +11) + P2 (1-12) + Pa (1-13)+ P4 (1--'--14)' 

A = PI (1+11) + P 2 (1-12) + Pg (l=)g)± P4 (1-14) -- Pa 1a -PsIs. 93 
1 _ 
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Die zweite Reaktion B hat den Wert 
6 

A+B=~P, 
1 
6 

B=~P-) . . 94 

Das maximale Biegungsmoment ergibt sich nun, wie unter 3 bereits 
gesagt worden ist, als da,s groBte der bei A. Pe' Pa, P,. B und P5 ge­
legenen Momente. Diese 6 Biegungsmomente hetragen: 

, 

---l~----~ 
~ --

----------t--- -
A~--~----~--_+------~--~--L---~ 

!~~--~--~----L--+~~-J 

Fig. 112. 

l. an der Laststelle A nach Fig. 112& (linke Seire) 
MA=Ptl1, 

2. an der Laststelle Pa Da6h Fig. 112b (Huke Seite) 

Ma = Pt (11 +1a) - AI •• 
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3. an der La.:tstelle.P a nach Fig. 112° (linke Seite) 
Ma = P l (i, + Is) - Ala + P.(la -Is), 

4. an der Laststelle P, nach Fig: 112d ' (linke Seite) 
~=~~+~-A~+~~-~+~~-~ 

5. an der Laststelle B nach Fig. 1128 (rechte Seite) 
Ma = Pal, + :P61~, 

6. an der Laststelle P5 nach Fig. 112f (rechte Seite) 
M6 == p&\1a --15)· 

107 

6. Del Trliger ist gleichmiilig fiber seine gauze Lange belastet. 
In Fig. 113 sind wegen der symmetrischen Lastverteilung beide 

Auflagerdriicke gleieh grolil. 

Bezeichnet Q, die gieich- f . ~ce Q 
m~igverteilte Last, so ist II , 'l ~ , , l , , , j , , , 

Q' Q • e *~ 
A=2 nnd B=2-· 95 Q.~-·-X----- ifi 

FUr eineQ beliebigen, im J..------.----------I---------------J. , 
Abstande x von der Auflage i 
A gelegenen Querschnitt CC, i ~P~.Q.J., ..... 
an welcher Stelle ~an sich den' ":: ~== 
Drehpnnkt denken kann, er­
gibt sich das biegende Moment 

. x 
Mx=Ax.-px "2 

Q px2 

" ="2 x-2 
1 

,; ="2x(Q- px), , A 
worln p die gleichmililig ver­
teilte Belastung fiir die Ungen­
einheit darstellt 'und die Ge­
samtlast Q = pI ist. 

,Das grolilte Biegungs-

I. ~ 1. 
moment IeLert x = if mIt 

I ~~J,~~ , 

.1 ~----------tt----.~----------------- : 
: . : 
;"'---X .---....: I : : I': I 

~------- 1-------+ 
Fig. 113. 

Mmu ="!"'!' (Q_P.!..) =.!.. (Q_ Q) = Ql . 
. 2 2 2 ,4. 2 8 . . 96 

Die Gleiehuug der elastisoben LiDieist 

dx = 24~8(X4...., 2lxl+I'x)=~~(:x:.-2Ir+Jax). 
. . . I 5 pI' 5 Qd3 

D18 gr6.6te Durobbleguag far x = 2 betrAgt 1=884 E 8 = 384 -S. 
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7. Der Trager ist gleichmalig tiber seine gauze Lange und 
aulerdem durch eine nDsymmetrisch gelegene Einzellast belastet. 

Die in Fig. 114 vorliegenden Auflagerreaktionen A und B ergeben sieh 
1. Uliter der Annllhme, da.6l die Einzellast P aUein auf den Trager ein­

I I II j j I ~ I Ip II j j 

~ t! ~----~---- $' i 
:... ---------- -a- ---------i-o---~ ---~ 
~- --------------- t----+--------1 
I , 
• I 
I , 
I I 
I I . , 

wirkt, naeh dem Ab­
schnitte b, -2 dieses 
Paragraphen zu 

Pb Pa 
A=-l- u. B=-l-' 

2. unter der Annahme 
bei nur gleichmaaig 
verteilter Belastung, 
nacb Absehnitt b, 6 
dieses Paragraphen 

Q Q 
A=2 u.B=2· 

Da nun im vor­
liegenden FaIle beide 

Lasten gleicbzeitig 
auf den Trager ein­
wirken, so ergeben 
sieb die Auflager­
rea:ktionen A und B 
als die Summe der 
-vorgenannten Lager­
driicke zu 

Pb Q 
A=-1-+-2 und 

B=Pt+ ~ .97 

Fig. 114. 

welche im vorliegenden Belastungsfalle 

Mit diesen Auf­
lagerdrueken kann 

nun die Sehubkraft­
flaehe konstruiert 

werden, wie sie aus 
Fig. 114 fUr zwei 

Belastungsmoglieh­
keiten zu ersehen ist, 

denkbar sind. 

Diese FIa.cben zeigen, da.6l der am. meisten beanspruehte Triiger­
querschnitt 
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1. an der Einzellaststelle 0 liegt, wenn die. Einzellast P bedeut.end 
groGer ist aIs die gleichmii.Gig verteilte Last Q, und daG er 

2. zwischen der Triigermitte und der Einzellaststelle C auftritt, falls 
die Last Q wesentlich groaer als P ist. 

Wiihlt man zuniichst einen heliebigen Querschnitt D D des Triigers, 
der von der Auflage A den Abstand x hat, so betragt das zugehOrige 
Biegungsmoment 

X pX2 
Mx = Ax-p x"2 = A x~ T .... 98 

das im ersteren Falle fUr x = a, 
im letzteren FaIle aber fur A = P x bezw. fur 

Pb Q 

x=~= l~ 2 =2P~t Ql=~b +~ 
T 

seinen groGten Wert erreicht, worin A den linken Auflagerdruck und p 
die von Q herriihrende gleichmiU~ig verteilte Belastung pro. lfd. m Trager 
bedeutet. 

Wahrend also mit dem letzteren FaIle zu rechnen ist, wenn 
Pb 1 

x<a oder Q+"2<a 

Pb< I 2.a-l<2a- (a+b) 
"Q a-2"<--2- 2 

P a-b 
"Q<21) ist, 

kommt der erstere Fall in Frage, wenn 

P a-b 
x>a bezw. Q>-2b - wird. 

Damit ergeben sich nun die groaten Biegungsmomente: 

1. fUr ·x<a 

Mmax=Ax_px2 = (Ph + Q)(~b +~) _£ (~~+.!)l! 
2 12 Q 2 2Q 2 

= (Pb)1I + Pb + ~~ f ~!) _ «Pb)2 pI + ~b pI + p .!2) 
" Q 1 . 2 2 4 2 Q2 I 2 Q 8 

= (Pb)! +Pb + 9~_ (Pb)2 _ ~b -J.- _~_! 
" QI . 4 2Ql 2 8 

=~~b1.:+Pb+Ql=(p~+Q)II_I 99 
" 2QI 2 8 . I 2 2 Q" . . . . . • 



110 Vierter Ab!IChnitt. Biegitng. 

2. fUr x=a 

M =.A.a_pa2.=(P~+~)a~pat 
JIlP: 2 1 2 2 

=a (Pb+~_pa) =~ (2 Pb-LQl-pla) 
" 1 2 2 21 I 

" 'Jal [2 P b + Q (1- a) ] = ;1 (2 P b + Q b) 

.ab 
.. =(p+O,hQ)T ........ . . 100 

N B. Dieses letztgenannte Biegungsmoment liefert 

1. Fur Q = 0, das bereits im .A.bschnitte b,2 dieses Paragraphen 

( '0) ab ab genannnte Moment Mmax = . P+ 2"' T=PT , 

2. fUr Q = 0 und a = b = .~, das im Abschnitte b,l t Ifgeffihrte 

1·1 

Moment ( 0)22 PI 
Mmax= .. P+ i 1=4""' 

3. ffir P = 0, wobei a = b = ~ iet, das im Abschnitte b,6 ent­

I 1 

. ( Q) '2 if Ql 
Wlckelte Moment Mmax = ° + 2" }7 = -8' 

Die GJeichung der elastiscben Li~ie fttr die Hnke TrAgerseite von der 
a ( ab(a+2b) Qli ) . 

Liinge a betragt Ox = e P --6-1-. - + 24. ' fllr die rechte Strecke b des 

'" a ( ab (2a + b) Ql') .ragers dagegen Ox = B P --6C-- + 24 . 

( l'+ab) a!b 'l 
Die Durchbiegung an der Laststelle P ist ,,= P + 8&b Q . aE @l' 

1. An mer k u n g. Fur den Fall, da./3 der Abstand a = b = { ist, 

also die Einzellast P in der Mitte nngreift, ergibt sich die Gleichung der 

elastischen Linie zu ox= Oy = ; :: (p + ~ Q.) 
und die groate in der Mitre des Triigers auftrerende Durchbiegung 

o=~~(P+~Q) 
e.48 8' 

Wir(l die gleichmii.aige Belastung Q = 0, so erhiilt man wieder den 
in Fig 107 dargestellten ersten Belastungsfall. 
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2. An mer k un g. Wenn das Eigengewieht eines Triigers bei Be­
l'eehnungen Berileksiehtigu[}g finden soIl, so kann das Gewieht zumeist 
ala eine gleichmaJilig liber die ganze Lange des Triigers verteilte Belastung 
angesehen werden. . 

Kommt dann zu dem Eigengewichte noch eine beliehige innerhalb 
der Auflagen befindliche Einzellast hinzu, so liegt, wie hereits im vor­
hergehenden .unter 2 gesagt ist, das gro1ilte Biegungsmoment an der Be­
lastungsstelle, so lange das Eigengewicht des Triigers in bezug auf das 
Gewicht der Einzellast nicht allzugr01il ist. 

8. Der Trager ist durch eine. teilweise symmetrisch zu den beiden 
Auflagen angeordnete, gleichmii.t\ig verteilte Belastung beansprucht. 

Da in diesem Falle, wie Fig. 115 zeigt, eine zu den beiden Auf­
lagen A und B symmetriseh gelegene Belastung vorliegt, so sind auch die 
Auflagen gleich groJil, also ~ 

Q . Q. ~ 

A=- und B=····· 101 
2 2 

Wie hier ,ohne weiteres 
IU erkelmen ist, liegt der 
am meisten beanspruehte 
Querschnitt des Triigers in 
der Mitte, woselh~t aucb 
die groJilte Biegung eintritt. 

Zur Bestimmung des 
groiteil Biegungsmomentes 
denke man sieh den Triiger 
in der Mitte drehhar ge. 
lagert, wodureh er wieder 
in lwei Freitriiger zerlegt 
wird, die ihren groJilten 
Quersebnitt an der Dreb­
punktstelle haben. 

Nach Absehnitt a, 4 
dieses Paragraphen ist nun Fig. 115. 

. 1 Ql 
das groJilte Biegungsmoment Mmax = A 2 - '2 '4 

I Ql 
=A~--· 

" 2 8 
Ql Ql 

" =22-S 

" = ~(21-1) 102 



112 Vierter Abschnitt. Biegnng. 

N R ErhiiJ.t die gleichmRaig verteilte Last Q 
1. eine Lange ! = I, so ergibt sich das im Ab@chnitte b,6 dieses 

Paragraphen angegebene Moment 

Mmax= ~(21-!) = ~(21-1) . ~I, 
2. fur eine Lange A. = 0, ist das im Abschnitte b, 1 genannte Moment 

Mmax = Q(21-1)=9(21-0)= Q 21 =QI. 
8 8 8 4, 

9. Der Tritger ist teilweise durch eine unsymmetrisch zu den beiden 
Auflagen angeordnete, gleichmUig verteilte Belastilng beansprucbt. 

Die in Fig. 116 auftretenden AuHage- oder Reaktionsdriicke A 
und B werden nach Abschnitt b,2 dieses Paragraph en gefunden" indem 
man die gleichma13ig verteilte Last Q als Einzellast auffa13t, die im Schwer­
punkte, d. h. in der Mitte von 1 angreift. Es ist dann . 

AI-Q (~+b) =0, WOl'ttu@ A= Q ({+ b) = Q(l+ 2b) 1 
2 I 21 103 

.BI-Q(a+~)=o, " B=_9 (-}+a) =Q(l+2a) j 
2 1 21 . 

folgt. Zur Bestimmung des groJilten Biegungsmomentes ist es zweckmii.13ig, 
sich des beistehenden Schubdiagramms zu bedienen, aus dem zu erkennen 
ist, da13 die den gefil.hrlichsten Querschnitt CC bestimmenden Abschnitte x 
und y im gleichen Verhiiltniti>le stehen, wie die Auflagen A und B. 

Es besteht deshalb die· Proportion 

woraus sich dann 
oder 

x: y = A: B oder x: (A. - x) = A :B. 
xB=(l-.x)A=lA-xA 
x(B+A)=lA 

" x = -~-l ergibt . . . . . . . . 104 
A+B 

Das gro13te Biegungsmoment erhiilt man dW'ch Annahme des Dreh­
punktes an der gefahrlichen Querschnittsstelle C C zu 

x 
Mmax =A(a+x)-px 2 , 

worin p wieder die gleicnmiWIig verteilte Belastung del' Langeneinheit des 
'1:'rii.gers bedeutet. 

Da nun aber nach Fig. 116 die Proportion 
x:l=px:Q 
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besteht, woraus die Belastung 
Qx px=;: 

folgt, 80 ergibt sich durch Einsetzen dieses Wertes 

, , , , 
: 

. Qxx 
Mmax = A (a + x) - -;.- 2 

Qx2 

" =A(a+x)- n. 

~--'------

Fig. 116. 

Wehnert, Einfiihrung, 2. And. 

113 



114 Vierter Abscbnitt. Biegung. 

Q(l+ 2b)( l + 2b ) 
Mmax = 21 a+(A,+2b)+(l+2a) l -

Q( A+2b )2 
-i}. (l+2b)+I;:-+2a)l 

QO.+2h) ( ).+2b) Q ().+2b )2 
,,= 2'1 a + 2 (A. + b + a/ - 2 Iv 2 O. + b + a) ). 

=Q(l+2b)( +l+2b ).')_ Q (~+2b)2A2 
" 21 a 21 21 21 

= Q(l+ 2h) [(a+ ~ + 2b l) _ ~,t + 2b A] 
" 21 21 2 21 

= Q(A + 2b) (a+-~ ).+~~A) =9(A.+2b)41a+(l + 2b)A. 
" 21 ~ 21 21 41 

_ Q(l+ ~b)(4al+A2+2bl) 
" - 8PI 

" = 8~2 (l+2b)(l2+2bl+4al)_,. 105 

NB. Diese letzte Gleichung, die das groBte Biegungsmoment dil'ekt 
aus den gestellten,Bedingungen berechnen laJ3t, zeigt, dag trotz der noch 
sehr einfachen Belastungsweise die allgemeine Entwickelullg scholl 8ehr 
umstandlich wird"so daJ3 es bei noch ungiinstigeren Belastungsfiillen 
zweckmiigig ist, von del' allgemeinen algebraischen Entwickelung ahzu­
sehen, sondern die :Rechnung zahlenma.aig zu verfolgen, wie beispw. die 
Aufgabe 78 genugend ,erkennen lii.at. 

c) Der eillgespannte Trager. 
Wahrend die im Abschnitte a und b dieses Paragraphen aufgefiihrten 

Triigerarten eine elem~ntare Entwickelung del' Hauptgleichungen gestatteten, 
bedingt die im vorliegenden Abschnitte c in Frage kommende Triigerart 
zu ihrer Untersuchung die Anwendung der bereits im § 14 a Abs. 4 
genannten allgemein giiltigen Gleichung del' elastischen Linie, die zu ihrer 
Verwertung die Kenntnis del' Differential- und Illtegralrechnung notwendig 
macht. 

Da also die En~wickelungen del' Gleichungen del' elastischen Linien 
au.aerhalb des Rahmens dieses 'Verkes liegen, mogen an diesel' Stelle nul' 
die Ergebnisse genannt sein, soweit sie fiir die Behandlung del' nachbe­
nannten Belastungsfalle notig sind. 

1. Der Triiger ist an beiden Enden eingespannt und in der lfitte 
mit einer Einzellast belastet. 

Die Auflagerdriicke sind nach Fig. 11 7 
P P 

A=-- und B=---
2 2 

106 
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Die elastisebe Linie 
hat die in der Figur dar­
gestellte - Gestalt ACDEB 
und besitzt an den Stellen 
Cund E sogenannte Wende· 
oder Inflexionspunkte, in 
denen keine Biegungsspan­
Dung vorbanden ·ist. 

N aeb der Theorie der 
Elastizitiit Hegen die Wende· 
punkte um 0,201 von den 
Auflagen A und B entfernt. 

Man kann sieh nun 
das Mittelstiick CEdes 
Tragers an den Stellen C 
uDd E, den Endpunkten 
der beiden. als Freitriiger 
wirkenden Taile A C und 
BE, aufgehangt oder ge· 
lagert denken, dann betragt 
das bei A und B auftre· 
ten de Biegungsmoment der 
Freitriiger nacb Abscbnitt 
a, 1 dieses Paragraphen 

P I PI 
MA=MB =--=--. 

2 4 8 
Da such das Biegungs. 

moment an der Mittelstelle 
D den gleicben Wert liefert, 
so ist naeb Abs. b, 1 dieses 
Paragraphen das grojte, der 
Berechnung des Triigers zu­
grunde zu legende Moment 

PI 
Mmax = 8- 101-

Die Gleichung der/ ela· 
stischen Linie iet 

~---------------------1-: ---- -- ----- ---------<IW/h; 

! 
~ 

Fig. 117. 

8* 



116 Viertel' Abschnitt. Biegung. 

20 Del' Trager ist an beiden Enden eingespannt und libel' seine 
ganze Hinge gIeichmiUiig verteilt belastet. 

In Fig. 118 betragen die Auflagerdriicke der sYIDmetrischen Be­
lastung zufolge 

Q Q 
A=- und B=-

2 2 
... 108 

, ijlllllfC!i:j 
, I 'w:::: 

,., ! (i),.: ,W@ 
&b~~~l n 

i I'~ 
y. : ~& ---'-c. ___ .1_ .. __ ._. ___ -+_ - . 

II~ & . ~ 
.... ·x --"-~ ~--- --' i ------ I 

i%. 
Fig, 118. 



§ 23. Die verschiedenen Belastungsfiille. 117 

Die aus Fig. 118a ersiohtliche elastische Linie ACDEB besitzt 
auch hier zwei Wendepunkte C und E, die von der Mitte des Triigers 

1 
aus die Abstande von je ,r haben. 

2 V;3 

Infolge der Spannungslosen Stellen C und E kann man sich den 
vorliegenden Trager wieder in drei einzelne· Trager zerlegtdenken. 

Die auf clem 1\1itteltrager vOl'handene Last Ql betragt dann 

p21 pI Q 
Ql = 21"3=173= va 

Das an der Stelle D des Mittelstiickes auftretende Biegungsmoment 
hat nach Abschnitt b,' 6 dieses Paragraphen den 'Vert 

1\1 _ Ql11 _ Q 21 Q 1 
D--8--V32-V;3~8- 24' 

Die auf den Fl'eitragern ruhende Last ~ ist 

(1 1) va-I V3-1 
Q2=pI2 =p 2-21"3 =pl 21"3 =Q 21"3' 

Da das letztere Moment groBer ist als das erstere MD, so ist es der 
Berechnung des vorliegenden Tragers zugrunde zu legen; dasselbe betriigt 

Ql 
Mmax = 12 . . 109 

Die Gleichung der elastischen Lillie betragt 

Ox =~~~e (r: - 21; + 1:) = 2~ ~ (lx2 - 2x3 +l) 
I. QP QPe.: 

Die griiJ3te Durchbiegung liefert x = 2 mit <1 = 384E EJ = 3840 . 



118 Vierter Abschnitt. Biegung. 

3. Der Trager ist an beiden Enden eingespannt, iiber die ganze 
Lange gleichmiUUg verteilt und aul1erdem noch mit einer in der 

Mitte angreifenden Einzellast belastet. 

Da sich hier gewisserma~en die beiden vorgenannten Belastungsfiille 
veJ,"einigen, so kann man nach dem Prinzip der Ubereinanderlagerung 

IJ. 
8 : 

I 

tt: 
T 

Fig. 119. 

die einzelnen Momenten,- und Schubkraftfliichen zu einer resultierenden 
Momenten- und Schubkraftfliicbe zusammensetzen, wie as auch in Fig. 119 
angegeben . ist. 

Wenn nun diese zusammengesetzten Fliichen aucb alIes Wissens­
werte des vorliegenden Belastungsfalles ergeben, so sei im folgenden docb 
lloch eine besondere Entw~ckelung der Hauptgleichungen angefii~t. 
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Bezeichnet wieder Q =pl die gieichmiU~ig iiber die Triigerliinge ver­
teilte Belastung und P die in der Mitte wirkende EinzeUast, so sind die 
Auflagerdriicke w.egen der Symmetrie der Be1astung 

P Q P Q 
A=2+2 und B=-2+2 . . 110 

Fiir einen beliebigen im Abstande x von der EinspannsteUe A ge­
legenen Querschnitt erhillt man das Biegungsmoment 

Pxll -
~=~+~-T' 1~ 

Setzt man ffir Mx den Wert aus § 14 a, 4 ein, so Iautet die vorstehende 
Gleichnng 

e d2 y pxt 
- _ .. -=llA+Ax- --. 

a dx' 2 
Durch einmalige Integration findet man 

€J dr AX2 px3 

- ~d; = MAX + T -6 + c. 
Die Integrationskonstante C ist aber gleich Null, weil anf Grund dllr vor~us· 

gesetzten Befestigungsweise die trigonometrisehe Tangente :: an der Befestigu~gs-

stelle A gIeieh Null, d. h. filr x = 0 aueh:; = 0 ist. 

Da nun aber weiter filr x --:- ~ aucb ~; = 0 sein mUB, so nimmt die let?;te 
1 AI" pta 

Gleichung die Form an, 0 = M.A. 2 + "2 '4" - Ii 8' 

woraus dann das Bi~gungsmoment an der Einspannstelle A auf folgend~ 
W-eise erhalten wird; 

M.A. =_ (All! _pp)! = _ ((-~+~ )12 _ P18)~ 
8 48 I 8 48 1 

"(P Q ) = __ 122 2" + 2' p~ = _ 21 (P + Q _ ~) 
" 1 8 48 16 48 

=_ 2I3P::+-3Q-Q=_2I~"~+ 2Q= _13P+ 2Q 
" 48 . 48· 24 

= _ (3PI+2QI) =_ (PI +Ql). 
" 24 24 8 12. 

Das Minuszeichen besagt, daB das Moment M.A. ein linksdrehendes 
ist, wie es den Ausfiihrungeniin § 23 Abschnitt a vollkommen entspricht. 

Setzt man nunmebr das Moment MA a.\s auch den AUflagedrucla }.. 
in die obige Biegungstnomentengleichung 110a ein, so erhilt man 

Mx= _ (Pl+ 9!) + (~+ Q) x_ pX2 110b 
8 12 2 2 2 . 



120 Vierter A bschnitt. Bieguug. 

Fur den in der Tragermitte C gelegenen Querschnitt, d. h. fiil' 

X =}, liefert die vorliegende Gleichung das Biegungsmoment 

Mc= _ (PI.+- QI) + (_P_+ Q) !_E 
8 I 12 \2 2· 2 2. 4 

=...:..... (PI+Ql) +! (P+ Q _ Q) 
" ~ 12 2 2 2 4 

= _ (PI+QI) +.!. (~+ Q) = _ (~! + QI) -I-- PI +Q.I 
" 8 12 2 2 4 8 12' 4 8 

__ P-.!+PI_ Ql+QI_ PI , QI 
,,- 8 4 12 8 - tl T 24' 

Da dieses rechtsdrehende Moment um ~: geriliger als das links­

drehende Moment MA iet, so mM der Dimensionierung des Tragers auch 

das letztere Biegungsmomeut Mmax = P I + Q 1 . 111 
8 ,12 

zugrunde gelegt werden, was 3uoh bereits aus der Fig. 119 zu eraehen war. 
Die verschie~en drehenden, d. h. positiven und negativen Momente 

Me und MA besagen auch, da~ zwischen der Einspannstelle A bezw. B 
und der Tragermitte je ein Wendepunkt der elastischen Linie liegt. Der­
selbe hat einen von der Befestigungsstelle aus gemessenen Abstand von 
0,2113 1. 

Die groJ3te Durchbiegung ergibt sich aus del' Summa del' heiden vorher­
gehenden Belastungsfalle zu 

1 P J3 1 Q P 1 IS ( Q) 1 a J3 ( Q) 
6=192Ee+384Ee=1921ITe P+'2 = 192-e' P+'2' 

Anmerkung. Die Jetzte Momentellgleichung liefert wieder die im 
vorgenannten Abs. 1 und 2 aufgefiihrten einzelnen Momente 

PI QI 
1. Mmax = 8" und 2. Mmax = 12' 

je nachdem Q = ° oder P:- ° gesetzt wird. 

4. Der Trager ist an -eiuem }~nde horizontal eiugespannt, am 
audereu Ende frei aufliegend uud triigt in der Mitte eine 

Einzellast. 

Auch die elastische Linie dieses Tragers besitzt, wie Fig. 120b zeigt, 
lin del' Stelle C einen Wendepunkt, der von der Einspannstelle A einen 

3 
Abstand 11 1 hat. 

Man kann sich !laher den in Fig. 120& vorgeIegten Triiger nach 
Fig. 120e aus zwei Teilen zusammengesetzt den ken, wovon del' eine Teil 
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einen Freitrager von der Lange tl 1, der andere Teil einen auf zwei 

Stiitzen ruhenden Trager von der Lange 181 1 darstellt. 

1 : 
_.~ .~~_ T_~.~~· ~~~.1-.--.-------

I 

I : 

I , , 
-i 

I , 
I , 
I 
I 

~ 

:& 
t 

~ i t -----. 4--- ---- I 

Fig. 120. 



122 Vierter Abschnitt. Biegung. 

Die Auflagerdrucke A und B ergeben sich dann nach dem Ab­
schnitte a Abs. J und b Abs. 2, wie folgt: 

Man lege den Drebpunkt des Triigerteiles BO an die Stelle 0, so 

R (1 S·) ergibt sich der AuflaO"el'druck B zu B -- 1 = P - - ---I 
>:> 11 211' 

P (~-~l) P~-~_ 
13= 2 11 _ 22 =P{)l=~p 

~_ 1 2 . 8 I 1 61 16 
11 22 

wol'aus 

folgt. Der Auflagerdruck A ist dann 

A +B=P, 

112 

{) 11 
A=P-B=P--P=-P lU 

16 16 

Das groBte Biegungsmoment des Tragerteils BO liegt nach Ab­
scbnitt b Abs. 2 an der Laststelle P, es betriigt 

1 {) I {) 
Mp=B -=-P-=-Pl. 

2 16 2 32 

Das gro£te an der Einspannstelle A gelegene Biegungsmoment des 
Freitragerteiles A 0 hat abel' den Wert 

M =!!P~-I=~Pl. 
A 16 11 16 

Da das letzte Moment das groBere ist, so ist es auch der Berech­
nung des vorgelegten Triigers zugrunde zu legen. Es ist also 

3 
Mmax=-Pl , 16 

.. 114 

Die Gleiehung der elastisehen Lillie lautet fiir die reehte RiUfte des Triigers 

Ox = 32~-e (J2x -; xa) = ~~ (12K --:; xs), 

woraus die grofite Dnrchbiegung fiir x = I v.1 = 0,45 I zu 

1 }3, /1 PI" P 13 III • o = 48 P E B V ;5 = 0,45 48): @ = 0,45 48 €) erhalten wlrd. 
1 

Die Durehbiegung im Angriffspullkte der Last P wird fUr x = "2 

7 P P . 7 P 13 III 1 P 13 III 

01' = 768 E @ = 768 @-- = C/) lTo -8"-' 
Dip GleichuDg der elastischen LiDie lautet fiir die linke Tragerhli.lfte 

6Y=-3R~e (it+~f.~- ~1 i.") =32~B- GpY+~IY'- ~1 y3)-
Auch diese Gleichung liefen fiir x = ~ die an der Laststelle P vorhandene 

Durohhiegtl.ng oP. 
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5. Der Trager ist an einem Ende horizontal eingespannt, am 
anderen Ende ,frei aufliegend und tiber die ganze Lange gleich. 

milig verteilt belastet. 
Die in Fig. 121 b dargestellte elastische LiniE.' des Tragers besitzt 

an der Stelle C einen Wendepunkt, der von der EinspannsteUe' A den 
1 

Abstand "4 hat. 

.~ -- --------- -- -1 ---------------....; 
I 
1 
I 
1 
I 
I 

I 
I 
I 

,I 
I 
I 
1 , 

f-~r~+mFq~ia 
Fig. 121. 



124 Vierter Abschnitt. Biegung. 

Man kann sich deshalb den in Fig. 12ta vorgelegten Trager eben so 
wie im vorhergehenden Falle aus zwei Teilen bestehend denken, wie dieses 
Fig. 121 e zeigt. 

Mit Bezugnahme auf Abschnitt a Abs. 4 und b Abs. 6 ergeben 
sieh dann die Auflagerdre.eke A nnd B, wie folgt: 

N aeh Fig. 121 e ist del' A uflagerdruck 

B= Ql =..!.~ Q=~Q 115 
2 24 8' 

del' Auflagerdruek A dagegen 

A+B=Q, 
3 5 

A=Q-B=Q-SQ =SQ 116 

Das gro~te Biegungsmoment fiir den Tragerteil Be betriigt nach 
3 3 
- Q-l 

Abschnitt b Abs. 6 M = Ql11 =~=~Ql 
b 8 .!:! 128' 

das gro~te Biegungsmoment des Freit.ragerteiles A C dr.gegen nach Ab­
schnitt a Abs. 4 

M = Qll +Q ~=~Q~+~Q~=~Ql+~QI=QI. 
A 2 2 2 2 8 4 4 8 32 32 !:! 

Das letztere Moment bildet, als das gro~ere, das der Berechnung 
des Tragers zugrunde zu Iegende maximale Biegungsmoment 

Mmax=~l 117 

Die Gleichung der elastischen Linie lautet 

Ox = 4~ lIe (3x3 - 21~ -l"X) =A'EQg (3x3 - 2x;- - 12X} 
welche die groate Durchbiegung liefert fUr 

x = iii 1 (1 + V33) = 0,42151 C/) 0,4221 zu 

1 Q13 Qra 1 Q1" 
0= 48 0,261 E e = 0,00544 ];-e (/) 184 -'EEl' 

6. Del' an einem Ende horizontal eingespannte, am anderen Ende 
abel' frei aufliegende Trager ist anller einer gleic}uuallig libel' 
seine ganze Lange verteilten Belastung noeh mit einer in del' 

Mitte angreifenden Einzellast belastet. 

Del' in Fig. 122 vorgelegte Beiastungsfall setzt sieh aus den beiden 
vorhergehenden, in Fig. 120 und Fig. 121 angegebenen Belastungsfiillen 
zusammen. 
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Bezeichnen At und Bt die Au£lagerdriicke nach Fig. 120, ferner 
A2 und Bs die gleichen naeh Fig. 121, so betragen die hier vorliegenden 
Lagerdriicke 

1 
1 

&&~tf~ 
1 

I 
1 

Illiiiiiiiiii"iiii;;;=,-.-._1 

Fig. 122. 

. 11 5 1 1 
A= A1 +Ag = 16 P +S Q = lS(llP+ lOQ) 

531 J~ 
B=Bt +B2 =16 P +S Q = 16(5P+6Q) 

118 



126 Vierter Abschnitt. Biegung. 

Bezeichnet weiter Ml das gro./ilte Biegungsmoment nach Fig. 120 und 
M2 das gleiche nach Fig. 121, so erhiilt man das gro13te fur den vorliegen­
den Trager in Rechnung zu ziehende Moment aus 

;3 1 1 
Mmax=Mt +M2=16PI+SQl=16L(3P+2Q) . 119 

Der Wendepunkt C liegt zwischen 1311 und ~ 1 oder zwischen ~! 1 

11 
und 441 von der Einspannstelle A entfernt. 

7. Der Trager ist an einem Ende horizontal eingespannt, am 
anderen Ende aufliegend und triigt an belie,b~ger Stelle eine 

Einzellast. 

Da hier in Fig. 123 die heiden Reaktionen A und B ala auch das 
Moment an der Einspannstelle A statisch unbestimmbar sind, so kann 
man mit Hilfe des in' diesem Paragraphen unter Ahs. a, 1 und 2 ge­
nannten Prinzipes der LJbereinanderlagerung hezw. der daselbst aufgefuhrten 
Durchhiegungs- oder Forinanderungsgleichung, beispielsweise die Reaktion B, 
wie folgt, bestimmen: 

Man denke sich die Reaktion B als Kraft wirkend, so da./il del' 
vorliegende Belastungsfall als ein Freitrager angesehen werden kaun, an 
dem die heiden Kriifte P und B Rngreifen. 

Wirkt nun nach Fig. 1230 die Kraft P allein, so ergibt sich die 
gro./ilte Durchbiegung am freien Ende zu 

.t .t 1 Pla3+ 1 PIt 122 
Omax=Vl + va =3 E@ ·2 E@· 

Wirkt dagegen nach Fig. 123d die Reaktion B allein, so betrilgt 
1 BIB 

die Durchbiegung (} = - 3 E @. 

SolI nun Beine unbewegliche Stutzstelle darstellen, so mu13 die alge­
braische Summe der' Einzeldurchbiegungen gieich N ull sein, «. h. also 

omax+o=O 

odeI' (~.PliS +.!. PI~i.) _.!. BpI = o. 
SE@ 2 E@ 3E@ 

A us dieser Glei'lhung erhiilt man dann die Reaktion B zu 

.!.P18 I ~Pll 2=.!.BIs 
3 2 T2 12 a 

Pial! (2]2 + 311) = 2 BP, 

B =.!. pIlla (2la + 311) =.~ PIg2 (31-1~1 120 
2 -p 2 18 



§ 23. Die verschiedenen BelastungsfulJe. 

Die zweite Reaktion A folgt aus 

A+B=P mit A=P-B 
Das an der Einspannstelle gelegene Moment ergibt sich zu 

MA =-(-Bl+PI2)=BI- PI~. 

~ ~~============~==~ 1 : ~ ,et 
........ -.... --- .... -- ..... .,.. ... -,1. ---., . 

'l. g I 1 , 

----------------- N -·--·-----t-------..! 
, I .: 

.. X ... ~ 
I 

; I 

I .1. 

~---,.,-~. -=--=. -:-=:-.:::":. -:=-.. :::--:::-+ .. -. ---.. , 1iI.,~ .. 
: Qiel : 
, ' 

127 

... 121 

-----""1-' 

i~3 
~~===7"""""'"==JJ.UW=~==,,-.L 

Fig. 123. 

Innerhalb der Strecke 11 ist das an der Laststelle P gelegene Bie­
gungsmoment Mp am gro.@ten, es betragt 

1 Plf/ (31-12) 
Mp =-Bl1 =-2 ---is ----(1-12) ... 122 



128 Vierter Abachnitt. Biegung. 

Innerhalb der Strecke Is erreicht das Biegungsmoment an 
5pannstelle A den gro~ten Wert 

IPlIl2(31-12) 
MA = -Bl+P(1-11)=-----lS-·-·---I+PI2 2 

,,=+~ ~!lI(212-3112+122) 
_ +.!. PI2 (l-la) (21-=:-12) 

,,- 2 12 

der Ein-

123 

Da die ersten Klammerglieder I und 21>12 sind, so ist das Moment 
MA stets positiv, also abwiirtswirkend. 

Der gefiihrliche Querschnitt des vorliegenden Triigers kann entweder 
an der Einspannstelle A oder an der Laststelle P liegen, je nachdem das 
Moment MA oder Mp einen gro~eren Wert besitzt. 

FUr den Fall, d~ beide Momente gleiche Werte erreichen sollen, 
miissen die Lastabstande 11 und III folgende Werte haben: 

oder 

Aus der Bedingung MA = Mp 

1 PI2 (1-12)(21-I2)_ 1 PIg2(31-12}{1-12} 
.~ ....... --[2--· - - 2 -----}S----' 

21-12 - !J31.-12) 
- 1 ' 

21s -12 1=3121-122, 

212 -4121+122 =0 

folgt Is=21± V212=1(2± V2)=1(2-Y2)=O,5861 
und It =1-12 =0,4141. 

In nachstehender Tabelle sind die Resultate fUr einige in der Praxis 
Ofters vorkommende Teilungsverhaltnisse zwischen 11 und III aufgefiihrt. 

--------. -,_._._--_.-
1 !I !I 2 ~l II = 4,1 3 2 31 4 
3 2 !I !l !I 12 =41 31 2 3 4 
81 14 5 4 11 

B= n~8P 27 P ... p 2'/P 128 P 16 
47 l~p !1 P 23 p !!zp A= 1~8P I 27 16 27 128 
81 14 5 8 33 Mp=-·-PI ---PI -- 32 PI -- 81 PI - 512 Pl 512 81 
15 4 3 5 21 

MA=US PI 27 PI IS PI 27 PI ! 128 P1 



§ 24. Korper von gleieher BiegllDgsfestigkeit. 129 

Die Gleichnng der elastischen Linie betriigt 
1. ffir den Fall, dati innerhalb der Strecke A P das Maximum der grofiten 

Durchbiegung liegt, was nur dann mllglich sein kann, sofern 1,>0,5861 
. t A. _1 P12" (212 - S1l2 + 122) (31 -12)2. 
IS, ",max - 3 E' & - , (::!!2 + 2TI~-=--122)2 -, 

2. flir den Fall, dafi innerhalb der Strecke BP die grllfite DUl'chbiegung 
eintritt, was nur ftir 12 < 0,586 moglich ist, 

OJ m.~ =! PI2~~ -:::121' /} -12-. 
~ '6 Ee V SI-V 

S. filr den Fall, dati die grllfite Durchbiegung an der Laststelle P eintritt, 
d. h., dati die Stracke AP den Wert 12 = 0,5861 erreicht, 

o=~ (210 _ (~I-I~)21~). 
6}; e - 213 

Das filr eine Stelle innerhalb der Strecke A P in Frage kommende 
Biegungsmoment gleieh Null ergibt sich aus der Bedingung 

P(12 -x)-B(l-x)=O 
oder PI2 -Px-Bl+Bx=0, 
woraus die Lage des Wende- oder 1nflextionspdnktes foIgt mit 

Bl-·P~ 
x= B-P' 

Anmerkung: Nach der Formanderungsg1eichung im § 14 Abs. 3 

1 aMb . t f" MOd K" d' . W d - = ~ IS ur b = er rummungsra IUS '(! = 00, was elDem en e-
Q ~ 

punkte an der Stelle x entspricbt. 
Fur den bereits im Abschnitte CAbs. 4 dieses Paragraphen aufge-

fUhrten speziellen Fall der Mitte1belastung, bei dem 11 = 12 = ~ und das 

Moment MA am gro.@ten ist, liegt die maximale Durchbiegung innerhalb 
der Stre<;ke BP, weil 12 < 0,586 1 ist. Diese Durchbiegung betriigt 

PIS 
01 (max) = 0,0093 e E' 

3 
Der Wendepunkt liegt hier bei x = 11 1. 

§ 24. Korper von gleieber Biegnngsfestigkeit. 
1m vorhei'gehenden § 23 kam es darauf an, fUr die einze1nen unter 

den verschiedenartigstell Lagerungen und Belastungen angeuommellen 
Trageral'ten, das gro.@te Biegungsmoment zu bestimmen, mit dem die Dimen­
sionierung der Trager nach der im § 14 Abs. 1 aufgestellten Biegungs­
gleichung 10Mb = 'V kb" vorgenommeu werden konnte. 

Der so ermittelte, gefahrlichste Quersehnitt, in dem die gro.@te 
l\faterialspannung auf tritt, wurde dann fUr die ganze TI agerlange beibe-

Wehnert, Einfiihrung, 2. Anti. 9 



130 Vierter Absclmitt. Biegung. 

halten, womit jedoch eine mehr oder weniger gro13e Matef"iaiverschwendung 
verknupft war, da nach der genannten Biegungsgleichung, bei gleichbleiben­
dem 'Viderstandsmomente, jeder Querschnittsstelle des Tragers ein anderes 
Biegungsmoment und damit aucb eine andere Spannung entspricht. Wenn 
D~D in der Praxis trotz der Materialversc4wendung, die vielfach durch hOhere 
Bearbeitungskosten wieder aufgehoben wird, die obigen Triigerformen meistens 
Verwendung finden, so werden doch auch Korperformen verlangt, bei 
denen die Materialspannung einen kOl1stanten Wert hat, der Karper also 
an allen Stellen gleicbe Festigkeit besitzt. Ein solcher Korper bietet aber 
zngleich auch eine gro~ere Sicherheit gegen Sto.ewirkungen als ein Korper 
mit konstantem Querschl1itte, bei dem sich· die Formanderung fast nur 
auf den gefiihrlicben Querscbnitt erstreckt, wahrend sie sich bei einem 
Korper gleichen Widerstandes fast gleichmii.@ig fiber aUe Querschnitt.e 
verteilt. 

Um eine Obersicht zu gewinnen, seien im folgenden einige Korper 
gleicher Festigkeit bestimmt. 

1. Der am ·freien Ende mit einer Einzellast belastete }'reitrager. 

Nach § 23 Abschnitt a, 1 betriigt fur den in Fig. 124 angenommenen 
Belastungsfall das an der Einspannstelle A gelegene Maximillmoment 

MA = PI. 

i 

I : 
I 

---------------- --------------~ 

I 

Fig. 124 •. 

Das Biegungsmoment be­
sitzt fur jeden Querschnitt 
einen Hllderen "r ert, wesbalb 
auch nach der Biegungsglei­
chung, bei gleichbleibender 
Spannung, das Widerstands­
moment fur jeden Querschnitt 
einen anderen \Vett erhalten 
muB. Damit ist nun aber aueh 
die Veriinderliehkeit des Quer­
sehnittes bedingt, fur den sieh 

eiue allgemeine Beziehungsgleichung III folgender Weise aufstellen lii.~t. 

Nach Fig. 125& erbalt Illall fur den reehteekigen QuerRchnitt an der 
Einspannstelle 

Mmax= Wmukb = b~~ kb bezw. kb = ~-:J~. 
Fur einen beliebigen, im Abstande x von dem freien Ende gelegenen 

Querscbnitt gilt dagegen 
zy2 

Mx= Wx kb= Skb oder 



§ 24. Korper von gleichel' Biegungsfestigkeit. 131 

Aus lIen beiden Gleichungen del' konstanten Spannung kb ergibt. 
sich nun 

6 Mmox 6 Mx 
bij2·· = ··~y2 

ouer (~-r= ~-~~. 
Da aber Mmax = PI 

und Mx = Px ist, so er­
halt man in dem Ausdruck 

( ~ ) 2 == ~. ~1 = .~. '1: 124 

cine allgemeine Bezie­
hungsgleichung, in del' 
die Breit~) z und die Hohe y 
verHlIderlich ,..ind. 

FiiI' die praktische 
Verwendung hat diese Kor­
perform, dieauch linge­
nahert durch eine in Fig. 

, , 
~--
I 

, , , 
i 
I , 

, I 

~ -- X --.-.. ....; 
--1~----- .-.~ , 

Fig. 125a. 

125b dargestellte abgestumpfte Pyramide ers('tzt werden kann, wenig Be­
deut.ung, dagegen firldet sie bei Balallzier- und Kurhelarmen, hei Lager­
konsolen, Standern etc. hiiufig fiir die konstante Breite z Anwendung. 

Au13erdem kann 
aber auch die Hohe y 

konstant gehaJt£n 
werden. 

Oftlllais findet 
man auch kreisfor­

migell Querschnitt 
au~gefiihI't. 

Fur die einzelnen 
Querschnittsformen 

ergeben sich nun­
mehr die Biegungs­
gleichuugen, mit dcren 
Hilfe sich gegebenen­
falls die Profilformen 

schnell auftragen 
lassen, wie folgt: 

a) Ifur kon­
stan te Breite b 

I'·. (9 I f.~-._-._-'--_-_-.-_-._-._-._-._-._-_-._-_....:.._.-_.--~ il 
r- I I 1 __ t 

i ~-- I f' 
I, I n r t-.l;Jo 
~ i 

Fig. 125b. 

I 
I - ---~ 

("ielle Fig. 126& und 126b) erhalt mun die 
cler allgemeinen Beziehungsgleichung 124 

zugehOrige Profilgleichung fiUS 

9* 
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durcb 

Vierter Abschnitt. Biegung. 

(~-r = ~ ~, 
Einsetzen der Breite b ~ Stelle der sonst Veriinderlicben 

(~r =: ~ = ~ oder -f= -V~ bezw. y=b -V~ 

I 
I 

L ~_---';-----=--!' 
! ~---·-X------1 

~-------- I--------------J 

Fig. 126&. 

, 
\ 

z, zu 

125 

Diese Gleicbung besagt, daa die Profilkurve des vorliegenden Triigers 
eineParabel darstellt, die nun nacb Fig. 126a als ganze oder nach 
Fig. 126b ais balbe Parabel aufgetragen werden bnn. 

Fig. 126b. 
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Angenahert lii~t sich auch, wie Fig. 126c zeigt, der vorliegende 
Korper durch eine abgestumpfte Pyramide ersetzen. 

~""» r--..l....- --------..... -",----T 
~' : It., ,--' : ~ 

1 ____ -- ---' 

~ ----- .. ,~/~ 
AO 1,~-1) 

i 
I 
I 
I 
I 
I 

--------------~ 

Fig. 1260, 

Die Gleichung der elastischen Linie Iautet 
PIa ( 4 .1-- 2 )' ox= -(r 2Ix- 3 x vIx- 3 P, 

welche ffir x = 0 die gl'ofite Durchbiegung 
2 PIa« 2 PIs« 8PI"a, 

d = 3 -- g ... = 3"'b1i" = -l)-Iia-- hefen, 

b)Fiirkonstallte 
R 0 h e h (siehe Fig. 
127) findet sich. die 
Profilg1eichung eben­
falls aus der allge­
meinen Beziehungsglei- " 
chung 124 

(i-r = ~I-' 
durch Einsetzen der " 
Rohe h an Stelle der 
Veranderlichen y, zu 

(~)2=_~ 7. 
b x 

l=z l' 
b 

z=Tx 126 

-il~-

Fig. 127. 



134 Vierter Abschnitt. Biegung. 

Diese Gleichung liefert als Begrenzungslinie eine gerade Linie. Der 
Grnndrifa des Korpers ist ein Dreieck. 

Die elastische Linie ist. wie bereits in § 14 Abs. h, 1 angegeben, eine 
Kreislinie mit dem Krummungsradius 

e 
e e eW e~e- e 

(!=akb~M=aM= aM = liM 
fXw 

}2 PaM PIB« PIa« BP}"« 
und der grllfiten Durchbiegung Q=2(1=-2@=-~fe= bh" =-hh3-' 

212 
c) Fur kreisformigen Querschnitt (siehe Fig. 128) findet 

sich folgende Profilgleichung: 

10.- - ~~~ -~ ---- J 
Fig. 128. 

Fur die Einspannstelle gilt das Biegungsmoment 

M "1:7 k kb -_ Mmax _- PsI -__ ~2s~~~" ... max = Hmax b odeI' W max d 7(; d n 
32 

fur eine beliebig gelegenl' Querschnittsstelle betragt das Biegungsmoment 

Mx = W x kb' woraus kb = Mx = P: = ~2 ~x . 
Wx dx n; dx n 

32 

Da nun wieder die Materialspannungen gleichen Wert haben sollen, 
80 folgt durch Gleichsetzen beider Gleichungen 



§ 24. Klirper vou gleicber Bieguogslestigkeit. 

32 PI 3:2Px 
d8 n -- dx8n' 
I x 

-J.8 = -d:r;II' 

d = i/~dii=d-t/~-
:r; t' 1 V I' 

i 
. i 
I U ! 
i-------- ------ ;t, ----- ------------/ 

Fig. 129. 

135 

. 127 

Diese Gleichung stellt. eine kubiscbe Para bel aIs Provilkurve dar. 
Die K5rperform selbst ist ein Rotationsparaboloid, das auch die theoretische 
Gtundform der Tragachsen bildet. 

Eine angeniiherte Korperform gibt der in Fig. 129 dargestellte' ab­
gestumpfte Kegel, der bis auf Ijs d verjiipgt ist. 

2. 'Der iiber seine Hinge gleichmiUlig belastAte FreitriLger. 

Nach § 23 Abs. a,3 hetragt das gro~te, an der Einspannstelle dt>r 
Fig. 130 gelegene Biegungs­
moment 

QI pH pf2 
M - -" - --- "----

ma:r;- ~ - 2 - 2' 

fur eiJ}e andere im Abstande x 
vom freien Ende aus gelegene 
Querschnittsstelle ergibt sich 
nach Fig. 131 das Biegungs-

~-·----·-------------l---------------J 

moment 
X pxll 

Mx=px 2 =2' 

Fig. 130. 
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Setzt man diese Biegungsmomente nebst. den zugeholigen Wider­
standsmomenten in Beziehung zueinander, 130 Iautet die Profilgieichung 

piB 
Mmax -2 BpI2 

l\fmax = Wmax kb' woraus kb = W~ax = w= bh2 ' 

6 

px 2 

Mx 23pX2 
kb=-=--=--· Wx zy2 zy2 " 

6 

Durch Gleichsetzung folgt 
3pI2 3px2 
bh2 =-Zy2-' 

12 xl! 
b-j}2- =zyB-' 

(fY = ~ (fY 128 

I , 
I , 

:--- -- X ,------1 

------ ---- If __________________ J 

Fig. 131. 

guitige Beziehungsgieichung 128 

(~r = (~r~ 
den W'ert (fY= (7r 

In diesel' Profil­
gleichung sind die 
Abmessungen y und z 
veranderliche Werte, 
was' weniger Bedeu­
tung fur die prak­
tische Verwertung hat. 

Dagegen kommen 
die }]achgenannten 

Korper mit konstanter 
Breite oder auch kon­
stanter Rohe hiiufig 
vor. 

a) Fur kon­
stante Breite (siehe 
Fig_ 132) liefert die 
vorliegende, fur recht­
eckigen Querschnitt 



§ 24. Korper von gleicher Biegongsie.stigkeit. 

Y= V(~)\2 
h 

"=T% 

137 

129 

Diese Profilgleichung besagt, dai die Begrenzungslinie eine gerade 
Linie ist. 

b} Fur konstante Bo'he (siehe Fig. 133) entwic,elt sich aus der 
allg~meinen Gleichung 128 

(:r=~(~r 
der Ausdruck 

1 =~, (~)2, 

z=b (~r, 130 

der eine parabelformige 
Begrenzung andeutet. 

c) Fur a'rchi. 
tek to nische Zwecke. 
z. B. bei Anwendungen 
von, Tragsteinen, macbt 
man auch noch die 
Breite z' und die Bobe y , 
so veranderlicb, daa 
sich nach beiden Rich­
tungen hin parabolische 
Begrenzungslinien ergeben. 
meinen Gleichung 128 

Fig. 132. 

Dieses geschieht, wenn man in der allge-

(~r=-~(1r 
fl d W · z.h fund h b o gim e erte emsetzt: 1. y = T' ge en aus y: = z: , 

b.y 
2. z=T' 

Den ersten Wert eingefiihrt, gibt 

" " y:h=z:b. 

(Zh)2 
-f =~-(~r oder (~r= ~ (~r 

" (if ,(~r 
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Vlerter Abschnitt. BieguDg. 

z=f~GT 
= h -V(~r. 131 

Mit dem zwaiten 
Werte erhiilt man 

oder 

(~r=~-~- (-ff 
oder 

{ilf=(yr 
y= h lIt-i-r' 132 

Fig. 133. 
Die Gleicbungen 

131 und 132 ergeben 
die semiparabolische Form des in Fig. 134 dar­
gestellten Korpers. 

d) Fur kreisformigen Querschnitt 
ergibt sich nach Fig. 135a die Profilgleichung 
in folgender Weise; 

Das groate Biegungsmoment fur den an der 
Einspannstelle gelegenen Querl;'cbnitt betriigt 

x 
I --- ---~ 

J!'ig. 134. 

Ql 
Mmax = 2"--

pH pF 
" ="2 =-2' 

Das Biegungsmo­
ment fur eineD be­
liebigen, im Abstande 
x vom freien Ende 
aus gelegeDen Quer­
;;chnitt ist 

x pxll 
Mx =px-;!=2' 

Diese MomeDte, 
mit den zugehOrigeIl 
Widerstandsmomen­

ten in Beziehung ga. 
satzt, liefam 
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-------1 
Fig, 135a. 

Fig. 135b. 

I , 
I 
I , 
I 
I 
i 

~--.x----~ 
I 
I 
I --_ ....... 

139 
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Die heiden 

hezw. 

oder 

Vierter Abschnitt. Biegung. 

Spannungswerte gieichgesetzt, gibt 
16 pI!! 16pX2 

dSn; = dxsn;-' 

12 x 2 dx3 x2 

dS = dx3 oder (IS =)2 

Y-.:x2 1!i2-
dx = d~ 12 = d 12- 133 

Auch durch diese Gleichung ist cine semikubische Parabel als Be­
grellzung gekennzeichnet, die annaherungsweise {lurch einen in Fig. 135b 

dargestellten, abgeAtumpften Kegel ersetzt werden kann, der sich his auf 
l/S d verjungt. 

I 

/ 

l--k-------------------
/ . " , / I 

::,.,,' 

I 
I, 
I 
I 
I 

I 

! I 

I " I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

! 
I 

~----lA-----~ 1 
~--- --------------- ----------------, 

Fig. 137. 
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3. Der auf zwei Stiitzen ruheude, durch eine festliegende Elnzel­
last belastete Trager. 

Wie bereits in § 23 Abschnitt bunter 2 gesagt, kann man sich 
den. in Fig. 136 vorgelegten Trager aus zwei Freitriigern zusamniengesetzt 
denken, die an der Laststelle unterstUtzt und an den beiden Enden mit 
den Reaktionen A und B beansprucht werden. 

Jeder der beiden Frei-
trager erhiilt dann nach del' 
Fig. 126b im Abschnitte 1 
un tel' a dieses Paragraphen je 
eine Parabel als Begrenzungs­
linie, die an der Laststelle ihre 
gro2te Rohe h el'reicht. 

Die Fig. 137 zeigt einen Q. 

~Z!~~VO~~~c~:~kif~~~:::~ ~-------1~ ----J 
1---------------------1 .------------Breite, bei dem 'die Parabel 

nach einer Seite hin aufgetragen Fig. 138. 

worden... ist. . 
Die Fig. 138 stellt einen Korper von rundem Querschnitte dar, wie 

er als Grundkorper der Tragachsen charakterisiert ist.. Er bildet ein 
Rotationsparaboloid. 

Be III e r k un g: Da diese reinen Biegungskorper fur die Auflager­
stellen A und B keinen Querschnitt ergeben, so sind die Stellen noch 
besonders gegen die abscherendel1 Kriifte A und B zu dimel1siol1ieren. 

4. Der auf zwei Stiitzen ruheude, durch eine wandelbare Einzel­
last belastete Trager mit rechteckigem Querschnitte. 

Fur die aus Fig. 139 ersichtlicbe l1l0mentane Laststelle C' ergibt 
sich die Auflagerreaktion' A aus 

Al=Px, 
Px 

A=-T' 

Diese Reaktion liefert fur die Stelle C das Biegungsmomellt 
Px 

Me = A (l-x)= 1 {l- x), 

I 
das fUr x = - das grotHe, in der Mittelstelhmg D auftretende Moment 

2 

MD = IPI (l-.!.) = PI ergibt. 
.2 2 4 
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Aus den BiegungB- und den zugehOrigen Widerstandsmomenten liiJ3t 
sich nach Fig. 140 die Profilgleichung in folgender Weise bestimmen. 

~f 1 ! Ie t~ ,-------- - -------~--- x- ---
: 2 1 ' 

f.c----------- x ------------~ I 
I I 

L--------------------l ------- -----.J 
Fig. 139. 

f 

P. x 1 
Me T ( --x) 6Px(l-x) 

Me = W(: kb' woraus kb = - = - .-----.---
We zY~ Izy2 

I 
"e-------
I 
I 
I 
I ,---- . 

6 
PI 

MD 4 6PI 
kb= WD =jjjiii= 4bh2' 

I 
I 

6 

I I 

-----+-- -X---~ 
I 1 I 
I I 

-----X ------------...l 

------1--- ---------J 
Fig. 140. 
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Werden nun wiener die Werte von kb gleich gesetzt, so folgt 
6 P x (1-- x) 6 PI 
----)Z}:2- = 41) h 2' 

xO-x) 1 
-liy2 = 4tjh2' 

z y~ x 11- xi 
4b h2 = ----12-

Um nun die Form des vorgelegten Tragel's bessel' beurteilen zu 
konnen, lege man den Koordinatenanfang nach der Triigermitte D, woful' 

del' Querschnittsabstallu x =! + Xl hetragt. Setzt man den Wert in die 

letzte Gleichung ein, so ist 

zy2 (-~+Xl) [1- (~+XI)] (1)2 
~ -X12 

4bh2 --- }2 --------- - ----12--
zy2 l2-4x 2 
bh2 =r --12-),-" 

12 - 4Xl2 
--412-- oder 134 

In diesel' Gleichung sind die Werte z und y veranderHcb. Je 
nachdem man nun z oder y konstant annimmt, ergeben sich die folgenden 
heiden FaIle: 

a) fUr kOllsiante Breite, d. h. z=b, erhiiIt man 
b y2 _12_4x12 _ 4X12 

b h2 -:--~ - 1 ----v-' 

(~)'+ (~lrd 135 

Die Gleichung hesagt, dag die Begrenzungslinie des vorliegenden 
Tragers eine Ellipse sain mug, deren kieine Halbachse h und die halbe 

1 
gl'oMe Achse ;3 1 betragt. 

b) fur konstan t.e 
Hohe, d. h. y = h, er­
gibt sich die aus Fig. 141 
ersichtliche Profilform, 

zh2 12- 4xt 2 

bhl! --12--

x 2 

'I = 1 - (11) 2' 
--1 

,;.! 

_~= 1- (Xl)2 
b 1 

-1 
\~ 

, f: 
I I 1 

I 0 I : 1 
I ,(. I 1 : 

r-------i"------"'t'- ---Xf---J : 
I 1 I 
1 I I 

I-------------X ---------- ~ I 

L----------------l -----~-------~ 
Fig. 141. 
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Setzt man wieder 
I . 

Xl -:- X - 2' so 1St 

b=l- (x {1~)'~ \ - ('Xr 1)'= 1- ('r -\)' 
oder ~ = 1- (-V'Y + 4t -1 = ~~_QI2 __ ~1 136 

Diese Gleichung Ilefert eine Parabel als Begrenzungslinie. 

5. Der auf 2 Stiitzen fuhende und gleichmii.f3ig belastete Tragel' 
mit rechteekigem Quersehnitte. 

Auch fiir den in Fig. 142 dargestellten Belastungsfall hat die Aus­
fiihrung unter ,1 Geltung. 

-1 
:Fig. 142. 

Bei kOl1stanter Breite ist die Begrenzungslinie eine Ellipse, hei kon­
stanter Hohe dagegen eine Parabel. 

Die beiden Auflagerreaktionen A und B als Schubkrafte bedingen 
an den beiden Seiten des _ Tragers eine MindesthOhe, die sich nach del' 
Schubfestigkeit folgendermal3en bestiuullen liiJ3t. 

Q Die Auflagerdriicke betragen A == B = 2' 

Da nun A=fks=bhtks • 

Q 
A 2 Q 

hl = --- =-=.-.-
bk. bks 2bk~ 

137 so ist 
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Funfter Abschnitt. 

Knickung. 

§ 25. Die Knickfestigkeit. 

1. Allgemeines iiber Kniekung. 

Bei der in § 1 und 2 erliiuterten Drullkfestigkeit wurde angenommen, 
dal3 die einen Korper auf Druck beansprucbende Kraft P sich gleicbma.iig 
iiber den ganzen Querscbnitt verteilt. Diese Annabrne kann nun aber 
nur dann richtig sein, wenn 

1. das Material des Korpers iiberall gleicbartig und gleicb dicht is~ 
2. der Korper so ausgerichtet ist, daa er del;l Bedingungen einer 

geraden Linie entspricbt, 
3. dal3 die Ricbtung der Druckkraft P genau mit der geometrischen 

Achse des Korpers zusarnmenfallt, und 
4. daa der Korper von keinerl~i Seitenkriiften beeinflnat wird. 

Obwobl nun diese Voraussetzungen niemals vollstandig erfiillt sind, 
konnte de.nnoch bei verhiiltnismaaig kurzen, auf Druck beanspruchten 
Korpern das Feblen dieser Eigenschaften iibersehen werden, denn der 
Bruch dieser Korpel' erfolgte den Erwartungen gerniia lediglicb durch Zer­
driicken derselben. 

Ganz anders erscheint nun aber der Bruch eines eben falls auf Druck 
'beanspruchten Korpers, der im Verhliltnis zurn Querscbnitt. eine groae 
Lange besitzt, wie es bei allen stabformigen Korpern, z. B. Saulen, Fach­
werkstreben, Pleuelstangen etc. der Fall ist. Bei diesen Korpern tritt 
niemals ein Bruch dureh Zerdriicken ein, sondern es biegen sich dieselben 
infolge der oben genannten fehlerbaften Eigenschaften schon bei kleineren 
Belastungen durch, als die Brucblast des Materials betragt. Es tritt 
also in diesen Fallen eine aus Druck nnd Biegung znsammengesetzte 
Festigkeit auf, die man als Knickungsfestigkeit bezeicbnet hat. 

2. Bestimmung der allgemeinen Kniekungsgleiehung. 

1. Der weiteren Betracbtmg sci zuniicbst ein in Fig. 143 dargestellter 
stabforrniger Korper unterzogen, der, am nnteren Ende A eingespannt, d. h. 
unwandelbar befestigt, am oberen Ende B dagegen frei beweglich und in 
der Achsenrichtung mit einer Kraft P bela stet ist. 

Wehuert, Einfllhruug, 2. Ani!. 10 
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Unter der Belastung P wird sich nun der Stab am freien Ende 
urn die Stracke & ausbiegen, wobei eine Seitenkraft Q iiberwunden wird, die, 
an der Stablii.nge 1 an greifend, den Stab auf Biegung beansprucht. Da die 

Fig. 143. 

Ausbiegung 0' in Wirklich­
keit nur einen sehr klein en 
Wert erhlilten darf, so kann 
auch der gekriimmte Stab 
ohne merkbaren Fehler durch 
seine Sehnenliinge s ersetzt 
werden, die mit der urspriing­
'licben geraden Stabachse den 
Winkel a ein~chlieBt. 

Fig. 143a. 

Zerlegt man nun noch die Kraft P in die beiden parallel ~ur Bebne 

s und Beitenkraft Q gerichteten Komponenten, so ergibt sich sin a = ~: 
A d ... 0' & 'I 

n ererselts 1St sm a = S = (/) -r ' wei sin a == tg a fiir kleine 

Winkel a gesetzt werden kann. 

Aus den beiden Gleichungen folgt ~ = ~, 
woraus man das Biegungsmoment Q 1 = P & = Mb erhiilt. 

Nach § 14,3 betriigt der Kriimmungshalbmesser 
@ @ 

woraus die Belastung 

(!=---=--, 
aMb aPO' 

@ 
P=-- Mgt. 

a()cJ 
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Unter der weiteren Annahme einer beisbogenformigen Kriimmung, 
siehe .Fig. 14S&; betragt nach§ 14 Absehnitt 4 unter b, ~ 

III =J(2e.-J)= 2(1d-JII, 
woraus mit Vernaebliiss~gung der unwesentliehen Gro.ae JII sieh III = 2 ()(J 

oder. ItJ = ~ bestlmmt. 
~, 2 

Wird dieser Wert oben eingefUbrt,. so erhiilt' II,I~ die' folgende Niibe-

9 29 1 e 
rungsgleiehung P = "1i = all = 2 a 11' 

a- . 
l!, 

die mit der allgemeinen, mit Hilfe der hOheren. ,Analysis entwiekelten 
. 2 

Kniekungsglelchung bis auf die Zahl 2, fUr die der W I'lrt ~ = 2,46 zu 

setzen ist, vollstiindig iibereinstimmt. 

In der Gleichung bedeutet .p die Bruehbelastung, weshalb noob del' 
Sicherheitsgrad m in die Gleichung einzufiihren is.t, um sie praktisch ver­
wendbal' zu machen. 

Hiernach erhiilt man die zulissige Belastung P fiir den in Fig. 143 
vorliegenden Belastungsfall zu 

112 1 1 9 
P ="4 m a 12 ......... 138 

In gewohnlichen FaIlen nimrnt man bei ruhender Belastung den 
Sicherheitsgrad m fiir Schmiedeeisen = 5,. Gu.Gei.aen = 6, Holz = 10. 

Bei weehselnder Belastung zwischen Null und max. oder zwischen 
minus und plus max. rechnet' man das 2 bezW. Sfaehe dieser Werte . 

. 2. Weitere, in der 'P11l1Cis vielftllh verweildete Belastungsfalle zeigen 
die Fig. 144b, C und d, unter denen der in Fig. 144b dargestellte Fall am 
meisten in, Rechnung gezogen wird. Die Enden dieses Stabes sind in 
ihrer Lage festgelegt, ohoe daa der Stab selbst an der Durehbiegung' ver­
hiridert wird. 

Da hierbei die grij.ate Durehbiegung Jin der Mitte 'des Stabes liegt, 
so kann man jede Stabhiilfte fUr sieb als den in Fig. 144& genannten 
Belastungsfall ansehen, und es ergiht sicb daher die zugehOrige Kniekungs­
gleichung, wenn man in die fUr den Fall a entwiekelte Gleiehung 138 

an Stelle der ganzen Lange 1 nur die balhe. Lange ~. einfUhrt, 

111 1 1@ 1 1 @ 
P-:"4ma(!)2=1I1I' mall •.•.. 139 

. 2 
Die info1ge der Durehhiegung J in c:ter Mitte auftretende Seitenkraft Q 
beansprucbt den Stab eben so, wi& § 28 Ab.schnitt b,l zeigt. 

l()$ 
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3. Der in Fig. 144" dargestellte Stab biegt sieh erfahmogsmiiiig 80 

durch, dai er anniihernd aus drei einzelnen Stii.ben von je-~ der Linge 

gedacht werden kaun, die sich wie der Stab in Fig. 1443 verbalten. Filhrt 

man deshalb io die Gleiehung 138 den Wert -~ ein, so ergibt sicb die IU 

Fig. 144~ gehOrige 3llgenii.hsl'te Knickungsgleiebung 
n;211 e 9 lie 

p---------n;8----
-4ma(~r-4 mall' 

die mit der mit Hilfe der hOheren Analysis entwickelten Gleicbung bis auf die 

Zahl ~, filr die der Wert 2zu treten bat, vollstii.ndig ilbereinstimmt. 

JY1)-t 
Fig. 144a-d. 

Eietzt man 'noch den letzten Wert ein, so erhilt man die genaue 
Gleichung 

lie p= 2 n;2 -- ---­
rna }2 

.. 140 

Bezilglich der Seitenkraft Q sei auf § 23 Abschnit.t c, 7 verwiesen. 

4:. Der in Fig. 144d vorgelegte Stab erreicht in der Mitte seinegroate 
Durcbbiegung 0, an welcher Stelle aucb die Seitenkraft Q ilberwunden wird. 

In § 23 Abscbnitt C, 1 wurde bereits gesagt, daa ein solcher Stab, 

im Abstande! von den Eiuspannstellen aus gemessen, je einen -Wende-
4 

punkt besitzt. 
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Man kann sich deshalb den ganzen Stab in 4 gleiche Teile geteilt 
denken, wobei jeder Teil den Belastungsfall a darstellt. 

Setzt man daher in die Gleichung 138 an Stelle der Linge I DU,r 
den 4. Teil derselben ein, so ergibt sich die Knickungsgleichung ffir den 
hier vorliegenden Fall, 

n 2 1 1 ell e 
p-------4n2~-- 141 
-4ma(~r- maP 

Allgemein. Wie ein Vergleich der 4 aufgestellten Knickungs­
gleichungen erkennen liiat, stimmen sie bis auf die ersten, von den einzelnen 
Belastungsfallen ahhiingigen Zahlenwerten vollstiindig iiberein. 

Werden nun diese Werte noch mit w bezeichnet, so erhiilt man die 
fiir aIle Belastungsf'alle giiltige Knickungsgleichung 

wn2@ 
P=--- 142 

m a 12 

worin 
1 

ffir den BelastungsfaIl in Fig. 144a, w=-
4 

w=l " " " " " 
144b (Eulersche Gleichung), 

w=2 " " " " " 144°, 
w=4 " " " " " 

144d. 

3. Bestimmung der Grenze zwischen Druck und Knickung. 

Setzt man in der vorstehenden Knickungsgleichung vOriibergehend 
w n 2 

den konstanten Wert -- - = a, 
ma 

e 
so lautet die Gleichung P = a 12 

oder e=~F. 
a ' 

Diese Gleichung liefert nun fur verschiedene Werte von I verschiedene 
Tragheitsmomente oder Querschnitte, die fur I = 0 auch den Wert N uIl 
erreichen. 

Da nun aber die am Eingang dieses Paragraphen erwahnte Druck­
festigkeit, die vollstiindig unabhangig von der Lange ist, bereits einen 
Mindestquerschnitt bedingt, so ist es von besonderem Interesse iu wissen, 
welche Lange diesem Mindestquerschnitte entspricht. 

Diese Liinge wird dann zugleich auch ,die Grenze zwischen Druek 
und Knickung insofern darstellen, als ein auf Druck beanspruchter Korper 
auf Knickung berechnet werden mua, Bobald die Grenzlange uberschritten 
wird; dagegen liefert bei Unterschreitung diesel' Liinge die einfache Druck­
festigkeit einen groaeren Querschnitt. 
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An der Grenze selbst ist es einerlei, ob auf Druck oder Knickung 
gerechnet wird. 

Uin ejne~darauf beziigliche Gleichung zu erhalten, verfahre man in 
folgender WeiBe: 

1. Die· zuliissige Belastung hei K nick un g 
. w n~ e 
1St P=--12' rna 

2. " 
Da nun 

die Grenzliinge 

" " " 
Druck " P=£kd · 

beide Belastungen P gleiche Werte darstellen, so ergibt sich 

.W n 2 e 
-----=:fkd, 
.m. a. }2 

1 = V~: f~~ =11 -V~:~- 143 

4. Bestimmung der Kuickullgsgleichung von Navier. 
Die in Abschnitt 2 dieses Paragraphen aufgestellte Knickungs­

gleichung 142 enthiilt, entgegen der sonstigen Gewohnheit, keine Material-

I 

beanspruchung k, sondem einen Sicherheitsgrad m, der, den 
cP verschiedenartigsten Verhiiltnissen entsprechend, gro13er oder 

eJ kleiner zu wahlen ist. 

J 

Will man nun die Materialspannung k, wie es oft­
mals gewiinscht worden ist, in einer Gleichung darstellen, 
so verfahre man nach N a vi e r I wie folgt: 

Man denke sieh, so wie es in Wirklichkeit auch mehr 
oder weniger zutrifft, den in Fig. 145 dargestellten 8tab 
von der Kraft P so angegriffen, da13 sie exzentrisch auf 
den Querschnitt einwirkt, dann ergibt sich infolge der da­
durch veranlassten Durchbiegung des' Stabes nach § 14 
Abs . .1 und § 25 Abs. 2, 1 das filr den mittleren Quer­
schnitt des Stabes giiltige Biegungsmoment 

. . e . Pie 
Mb = PI = Wk1 = - kll WObel kl = '£'> 

e ~ 

den Druck auf die innere Faserschicht darstellt. 

Da nun der 8tab au13er der Biegung auch noch auf 

Druck beansprucht wird, so ist P = f k.. . woraus k2 = ~ 
ebenfalls als Druck auf die innere FaRerschicht folgt. 

Fig. 145. 

Die genannte Faserschicht erleidet daher eine Pres­
sung von 

P Pie P ( ief) k 
k=f+ 0 =y 1 + e bezw. P=f ief 

1+ e 
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Di,:, in der Gleichung einzige Unbekannte i hat nun die Bestim­
mung, alle die im Abschnitte 1 dieses Paragraphen aufgefub~n und 
sonstigen Voranesetzungen, die auBerhalb dar theoretiechen Betrachtungen 
liegen, zu beriiekeicbtigen. 

Um nun deilDoch eine Unterlage fUr diese Groje zu erhalten, ist 
weiter darauf hin~uweieeD. daB iDfolge des Biegungsmomentes "Mb = Pi" 

in der a~reten Faserschicht aine Spannung von kl = P~e auf tritt, zu dar 

8 ' 
eine Dehnung von E = a k1• woraus ~ = - folgt, gebOrt. 

a 
Werden die letzten beiden Werte von kt glaicbgeeetzt, 'so erbaIt man 

Pie 8 8 ~ -,-- ='-, oder P = --;-. 
~ a a Ie 

Setzt man den Wert mit der in Abschnitt 2 entwiekelten Knickungs­
gleichung 142 gleich, so ist 
, p_~~=~n2~ 

- a ie mall 

oder 

Hierin bedeutet 
8m 

X= n;2 w' 

Wird dieeer Wert in obige Gleichung fUr P eingese~ so erhilt man 
k k 

P = f xllf = f --"'(-::""11 )';-:'., . . . . 144 
1+@ 1+X'; 

worin r den Trigheitshalbmesser bezeichnet, der slch aus der Momenten­
gleichung ~ = frs bestimmen Wt. 

Sechster Abschnitt. 

Torsion. 

§ 26. Die Torsionstestigkeit. 
1. VOl!gaDg heim VerdreheD. 

1st ein' Korper, wie beistebende Fig. 146 zejgt, an einam Ende in 
iJ'gend einer, Weise eingeklemmt .oder festgehalten und wir<! das andere 
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Ende dureh ein Kriiftepaar VOll der Gro13e M = Pr, dessen Drehungs­
ebene senkrecht zur Achse des vorliegenden Korpers geriehtet ist, ver­
drehend beansprucht, so verdrehen und versehieben sieh die Querschnitte 
so gegeneinander, da13 die Verschiebungen der einzelnen Quersehnitte ge­
genuber dem in Ruhe verbleibendeneingeklemmten Querschnitte direkt 
proportional den zug~hOrigen Abstiinden sind. Die gro13te Verschiebung 
bezw. Verdrehung erleidet demnaeh der au13erste, im Abstande 1 befind­
Hehe Quersehnitt mit l = BB!" 

Den genannten Verdrehungen oder Verschiebungen entsprechen nun 
aber auch sogenannte Verdrehungs- oder Torsionswinkel, die sieh ergeben, 
sohald man die Anfangs- und Endpunkte der Versehiebungen, wie z. B. 
in Fig. 146, die Punkte CCl bezw. BBI mit den sogenahnt.en Torsions­
mittelpunkten 81 bezw. 8 verbindet. 

Fig. 146. 

Die von Null an stetig zunehmenden, bis zu einem im freien End­
querschnitte erreichten gro£ten Winkel cp besagen, da£ die Verdrehungen 
am Umfange des Korpers am gro.aoon sind und nach der Mitte zu bis 
auf Null abnehmen. Die 8cheitelpunkte samtlicher Torsionswinkel liegen, 
wie nachfolgend unter 2 nachgewiesen wird, auf der durch die 8chwer­
punkte del' einzelnen Querschnitte gehenden geometrischen Aohse, die 
auch, da sie schiebungs- und damit auch spannungsfrei ist, als neutrale 
Achse bezeichnet werden kann. 

Nach dem Umfange zu nehmen, wie Fig. 146a zeigt, auch die 
Maximalspannungen, die hierbei als 8chubspannungen auftreten, propor­
tional den 8chiebungen zu. 

Diese Schnbspannungen, die nach § 13 Abs. 2 soots paa.rw~ise 
auftreten, wirken sowohl in der Querschnittsrichtung als auch, wie 
das in F~ 147 dargestellte Korperelement Beigt, senkrecht dazu, also in 
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Aehsenrichtung. Die letzte Kraft ist auch die Ursache, dafUr; daB bei 
gewalztem SCbweijeisen, Draht etc. infolge der ausgepriigten Faserrichtung 
und . des darnit verkniipften geringen Wider-
standes sehr leicht Liingsrisse auftreten. 

Die Querschnitte selbst bleiben bairn 
zylindrischen Korper auch wiihrend der Ver­
d,rehung eben und senkrecht zur Achse ge­
richtet, dagegen wolben sich die Querschnitte 
beirn elliptischim. reckteckigen oder quadra­
tischen stabformigen Korper, wiihrend die 
beiden Hauptachsen ihre· Lage in der ur­
spriingltchen Ebene und ihre senkrechte Rich-
tung beibehalten haben. Fig. 147. 

2. Lage des Drehungsmittelpunktes. 

Denkt man sich in Fig. 148 den beliebig gestaltenen Querschnitt 
emes auf Drehung beanspruchten Korpers vorgelegt und bezeichnet S den 
Drehungs- oder Torsionsmittelpunkt, so ergibt sich fUr ein durch den Punkt 
S gelegtes Koordinatensystem folgendes: 

Bezeichnen fl' fal fs etc. ,. 
beliebige Fliichenelemente, die 
vom Punkte S die Abstiinde 
(11' f/a. (Is etc. haben, und 
stellen ""I' ""2' ""s etc. die in den 
einzelnen Fliichenelementen 
wirkenden Scm1bspannungen 
dar, so ergeben sich die in den 
Elementen wirkendE!n Tangen­
tilllkriifte T1, Til, Ts etc. zu 

T1 =f1 ""1 T2 =f2 ""2 

'fa = f8 ""3 etc., 
die die im Querschnitte \Vir- Fig. 148. 
kenden inneren Momente 

m1 = T1 f/l IDg = TaQa m3 = Tsf/s etc. 
hervorrufen, deren Summe sich mit dem auLleren Drehmomente 
das Gleichgewicht balten IDUa. 

Es besteht somit die Gleichgewichtsbedingung 

-x 

• 

Mt=Pr 
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'Zerlegt man nun die Tangentialkrift.e T, die nach § 13 Aba. 2 
bezw. nach Fig. 147 au<ih in der Achaenrichtung wirken, in die ~itan­
kriifte H und' V, so veranlassen 

1. Die Momenta mh! = Hty;. mha = HlIy,. nihS = HaYs etc. eine 
Veracbiebung der Flachenelemente um die- x-Achee, 

2. die Momenta mVl = VI Xl' mVII = VIIXe, m~8 = Vsxsetc. eine 
Verschiebung dieser E,lemente urn die y-Achse. 

Da nun aber def Torsionsmittalpn~kt S weder eine V.erschiebung· in 
der Richtung der :x-Achs('~ nO(}h senktecht dazu erleiden duf, so miissen 
sich die letztgenannten Momenta, nir sich allein betrachtet, gegenseitig 
aufheben. Es bestehen somit di~ heiden Bedingungsgleichungen 

1 . .l'mh = .l'Hy 0......: 0, 2 . .l'mv = .l'V x = 0.. 141) 
Die beiden Gleichungen besagen, daB die x- und die y-Achse, wie 

es in' § 14. Abs. 2 bereits gesagt worden ist,. sogenannte Schwerlinien des 
Querschnittes darstellen, die ibren gemeinschaftlichen Schwerpunkt im 
Durchschnittspunkte S haben. 

Damit ist nun aber ~ie 'Obereinstimmung des Torsionsmittelpunktes 
mit dem Schwerpunkte des auf Verdrehen beanspruchten Querschn,ttes 
gegeben. . 

3. Entwiekelung der Festigkeitsgleichung der' D:rehung. 

a) F1'ir kreisformigen Querschnitt. 

Wie bereits vorher unter 2 ~usgefiihrt worden jst, sind die Tangential­
Idiifte Tl , Til' Ta etc. abhiingig von 
den Fl8chenelementen i1• fll, fa etc. 
und den Schubspannungen. ""1' "'S' "'s etc., 
die nun ihrerseits wi'ed.er von den Ab­
stiinden ql' qa' ()a etc. abhangen. Nach 
dem unter 1 Gesagten besteht zwischen 
den Schubspannungen und . den' zuge­
hOrigen Abstiinden Proponionalitat, so dlii 
der aus Fig. 149 ersichtlichen auiersten 

. Faserschicht auch die groBte SpannuQg ~ 
t zugehor~ 

Fig.0'149. Die in den einzelnen Elementen 
herrschenden Spannungen ergeben, sich zu-: 

1'1 = ~:I . "'II = "':8 
Setzt man diese Wert.e in die 

bedingung 

"'8 : ~.= q. : r etc. 
"'()a "',=- etc. . r 

unter 2 genannte Gleichgewichts-
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M t = Tl~l + T2 (111 + T3 (>:I + . 
" =f1 t"1()1 +f2 t"2(>a+ fst"sc.>3 + 

ein, so ergibt sich 

. '=~Tc.> 
. =~he 
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Der Klammerwert stellt aber das bereits in § 16 Abe. 4 erwibnte 
polare Tragbeitsmoment Bp dar, dem das polare Widerstandsmoment 

, B 
W p = 2 zur Seite stebt. Fiibrt man diese Bezeichnungen in die Mo-

r 
mentengleicbung ein und wird noch die Spannung t" durch die zulassige 
Spannung kt ersetzt, so ergibt sich die der Drehung zugrunde liegende 
Festigkeitsgleichuug , 

kt Bp 
~=-~=-~=~4. . . m 

r" r 

Die Gleichting setzt nun einen konstanten Schubkoeffizieriten voraus, 
was bei dem in der Praxis zumeist verwendeten Material Scbmiedeeisen 
und Stahl fast vollstandig zutrifit. 

Handelt es sich dagegen um Guieisen, 
bei dem der Scbubkoeffizient {J mit wacbsend~r 
Scbiebung bezw. Spannung zunimmt, so braucht 
man nur in der vorliegerrden Momentenglei" 
chung die Schubspannung t" durch den ver­
iinderlichen Koeffizienten {J nach der'im § 13 
Abe: 1 aufgefiihrten Elastizitatsgleichung 

r = fJt", woraus t" = ~ folgt, zu ersetzen,. 

An Stelle des polaren Triigheitsmo­
mentes kann man auch nacb § 1& Abs. 4 

Fig. 150. 

das iiquatoriale Tragbeitsmoment in die Festigkeitsgleichung einfiihren, wie 
es die allg~meine Gleicbung in dem folgenden Abecbnitte b erkennen l~t. 

NB. Setzt man in der vorstebenden Gleicbung 146 das polare Wider­
standsmoment fUr den Kreisquerschnitt ein, so ergiht sich der Durcbmesser 
von scbmiedeeisernen Wellen aus 

din; 
Mt =Wp kt =1i kt 

d = 16 ~. = 1,72 Xkt. • • .'. • 147 V- ~ 
n; ~~ * 
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Wiihlt man fiir norlilule Verhiiltnisse die Schubspannung k t = 
2,11 kg/qmm als einen praktisch ,viel gebrauchten Mittelwert, so erhiilt man 
den nur auf Festigkeit berechneten Wellendurebinesser 

d= 1,72 V2~; = 1,341 fIMt- 148 

Da nun naeh den Regeln der Meehanik die Arbeit aus Kraft mal 
Weg gefunden wird, so ergibt sieh nach Fig. lIlO fUr einen Punkt am 
Umfange der Welle, in dem die Umfangskraft P am Radius r wirkt, die 
Arbeit in einer Sekunde 

A -P -P 2rnn k = P2rnn k m=~r?tn PS 
- s - 60~.J9 60 .1000 ~lL 60.1000.75 

Pr2nn 2nnMt 

oder N = 60.1000. 75 60.1000.75 

" Mt = 60.1000. 75 N ="" 716200 N 
2n n n 
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Betzt man diesen Wert in die Gleichung 148 eil!, so berecbnet 
sieh der Wellendurehmesser, ausgedruckt durch Pferdestiirken und Touren­
zahl, aus V i/-d = 1,341 716200~ = 120 V : 150 

b) Fiir .elliptischen und rechteckigen Querschnitt. 

In fruberer Zeit hat man die vorher filr den Kreisquerschnitt auf­
gestellte Festigkeitsgleichung auch fUr andere Querschnitte angewandt, in­
dem man fur den Halbmesser r den groaten Abstand des Querschnittes, 
vom Torsionsmittelpunkte aus gemessen, einfiihrte. womit angenommen 
wurde, daa im groaten Abstande auch die groate Spannung vorhanden 
sei. Die weiteren Erfahrungen haben indessen ergeben, dalilnicht im 
grolilten, sondern im kleinsten Faserabstande eines Querschnittes die groaten 
Spannungen auftreten .. 

Eine solche Spannungsverteilung zeigen die Figuren 151 und 152, 
und zwar zeigt die Figur 151, da1i\ fur Fliichenteilchen in del' Richtung 
einer beliebigen Halbachse des elliptischen Querschnittes Proportionalitiit 
zwischen den Schubspannungen und den zugeborigen, vom Mittelpunkte 
aus gemessenen Abstiinden besteht. 

Ebenso zeigt die Fig. 152 eine Proportionalitat fiir die beiden Haupt­
achsen des rechteckigen Querschnittes; auaerdem gibt diese Figur nocb 
eine "Obersicht uber die Spannungsverteilungen in den Querschnittselementen 
der Umfangs. und der Diagonalrichtung. 
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Wiihrend nun jede Q,uerschnittsform eine eigene Entwickelung notig 
macht, deren Durchfiihrung selhst fiir die beiden vorliegenden Q,uerschnitte 
aufi\erhalh der Grenzen dieses Buches liegt, so sei doch an dieser Stelle 
darauf aufmerksam gemacht, daa sich die Resultate der Festigkeits­
gleichungen fiir die Ellipse und das Rechteck in der bereits unter a dieses 
Abschnittes fiir den Kreis aufgestellten Festigkeitsgleichung 146 darstellen 
lassen, sofern man noch einen It'aktor w einfiihrt, der die einzelnen Q,uer­
schnitte zu beriicksicbtigen hat. 

Die allgemeine Festigkeitsgleichung lautet 

o 
Mt<w--k t 151 , 

I 

, 
I 
I 

! 
i 
I 

i 
I , 

I io.--.t __ .....! 
Fig. 151. 

Hierin bedeutet 

- e 

·--x 

Mt das Moment des drehenden Krii.ftepaares, 

~ 
I , 

i , 

~--,t .- .. J 
Fig. 152. 

EJ das kleinere der beiden Haupttriigheitsmomente, 

· __ ·-x 

e den kleineren der beiden in den Hauptachsenrichtungen zu messeo­
den ii.u~ersten Faserabstand, falls die Abstiinde verschieden sein sollten, 

kt die zulassige Materialspannung gegen Drehung, 
w eineo Zahlenwert, der 

1. fiir den Kreis und den Kreisring 
2. fUr die Ellipse und den Ellipsenring 

3. fiir das Rechteck 

betriigt. 

w=2, 

w=2, 
4 

w=-
3 
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N B. Der allgemeineren Festigkeitsgleichung .151 folgen auch gerade 
stabfi$rmige Korper, deren Quersclinitte ein gleichseitiges· Dreieck oder ein 
gleichseitiges Sechseck darstellt; 

fUr den ersteren Fall ist w:- 1,385, 

" " . letzteren " " w= 1,694. 

4. Entwickelung der Formitnderungsgleichung, Verdrehungswiukel. 

In der praktischen Anwendung kommen viele FaIle vor, wo die 
Dimensionierung. der auf Drehung beaospruchten Korpel," 'nach der uoter 
3 aufgestellten Festigkeitsgleichung allein nicht geniigt. Die so erhaltenen 
Resultate konnen bei grolilem Drehmomente und langen KOl,"Pern, wie es 
bei Triebwerkswellen mei8tens der Fall ist, zu kleine Werte erreichen, so 
dalil die Korper eine praktisch unzuliissige Verdrehung erleiden konnten. 

Es maebt sicb deshab notwendig, alle auf Festigkeit berechneten Korper 
noch auf Verdrehung zu untersuchen. Um eine solche Gleichung fur 
kreisformigen Querschnitt zu erhalten, venabre man, wie folgt: 

Nach· Fig. 163 betriigt die groJ3te Verdrehung A. des Endquer­
schnittes gegenuber dem festgeklemmten 

A. = BBl = rareep. 

Nach der im § 13 Abs. 1 vorliegenden Schubela:stizitiitsgleichung 43 
ist die Verdrehung A. = yl = p'd. 

Durch Gleicbsetzen dl'lr beiden A-Werte erhlilt man 

p'd 
rareep = P'",l oder arcep = -. 

r 
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Die Schubspannung '& entwickelt sich nun nach der im Ahschnitte 
e 

3,. a dieses Paragraphen aufgefiihrten Gleichung 146 "Mt = -:,&" zu 

Mtr 
-r; =-----

0 p 

Diesen Wert oben eingesetzt, gibt 
Mtr l 

p e~- pMtl Mt 1 
arccp = --- = -- = - ----. 

r 01' 0 0 p 
t5la 

Fiihrt man nun den letzten Wert in die' Verhiiltnisgleichung des 
Einheitskreises arcq;: cpo = 2'1£: 3600 
ein, so erhfilt man den Verdrehullgswinkel bezw. die Formanderungs-

o 360arccp 180 q; = --- -= ----- arclf' 
2'1£ '1£ 

gleichung 

180 (1Mt l 180 Mt 1 "=-n--e; =-n -0 ~ .' 
Hierin bedeutet 

Mt das Drehmoment, 
1 die Lange des auf Drehung beanspruchten zylindrischell Korpers, 
01' das polare Triigheitsmoment; 
p den SchubkQeffizienten, 
G ded Schubelastizitiitsmodul, der das O:4fache vom Elastizitiitsmodul E ist. 

ErtahmngsgemiiJ3 l~t man bei schmiedeeisernen Wellen eine Ver­
drehung von 1/4 0 fUr den laufenden Meter zu, was bei einer 1 Meter 

1l1ngell Welle einem Vu,lrehungswinkel von p = ~ I =~ Grad und bel 

1 
einer 1 Millimeter langen· Welle einen solchen von q; == 4: 1000 Grad 

entspl'icht. 

Da nun ferner llach 
1 1 1 1 

§ 13 Abs.1 .(1=-=-=-----=--
. 0 ~E ~20000 8000 

[) 5 

und nach § 16 Abs. 3 0 = d~ ist . so liefert die vorstehende Form-
p 32 ' 

iinderungsgleichung 15 i einen Wellendurchmesser von 
180 Mt 1 

If' = 1i--G e' 
p 

180 Mt 1 
4000 =-n- 8000d4n' 

H2 

d _- V1804000--32 ---' -~. Mt -= 4,125 t/Mt 
on; 8000 on; J' 

153 



HIO Secbster Abscbnit,t. Torsion. 

Mit Bezugnahme auf die der Mechanikangeh<irenden Arbeitsgleichnng 
N" 

149 "Mt = 716200 -, womit das drehende Moment durch Pferdestarken 
n 

und Tourenzahl ersetzt werden kann. ergibt sicb der Wellendur.chmesser 

d = 4,125l'( 716~-~~ ~- ~ '" 120 V: 154 

NB. Eine fiir kreisfOrmige, elliptische und rechoockige Querscbnitoo 
giiltige Formii.ndernngsgleichung ist 

0= OJ !_~~ ex + 0 y (lMt I = OJ 18~ e p Mt I 155 
qJ n 4@xey n 4@xey G ' 

worin @x und @y die beiden Haupttragbeitsmomenoo, 
@p aas polare Triigheitsmoment, 
I die Lange des Korpers 

und OJ = 1 fur kreis- und kreisringformige Querschnitoo, 
OJ = 1 fUr elliptische Querschnitoo, 
OJ = 1,2 fiir aIle rechteckigen Querschnitte darsOOllt. 

Diese Gleichung gilt natiirlich auch fiir gerade und gewundene 
Drehungsfedern. 

5. Grenzwertbestimmung zwischen Festigkeit nnd Formii.ndernng. 

Da eine nach Abschnitt 3 nur' auf Festigkeit berechneOO Welle in 
den meisten Fallen auch einer gegebenen Formanderung entsprerhen soIl, 
umgekehrt aber auch eine nach Abschnitt 4· auf Verdrehung bestimmte 
Welle der Festigkeitsgleichung Geniige leisten mua, so geht daraus hervor, 
daB von beiden Rechnungsarten soots der groate Wert fur die praktische 
Anwendung zu benutzen ist. 

Da man nun aber nicht immer voraussehen kann, welche Gleichung, 
den groaten Wert liefert. so ist e~ von Interesse zu wissen, was fiir einen 
Grenzwert beida Gleichungen gemeinsam haben. 

Dieser Wert ergibt sich in folgender Weise: 

1. Nach der Festigkeit ist 

2. n a c h de r For m ii. n d e run g 

woraus 

d3n 
Mt = Wp kt = -f6- kt, 

0_ 180 (lMtl 
qJ -n€J 

p 

180 1 1 
"=--G -d' M t, 

" 'If 
32 
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Da in heiden FaJlen Mt dasselbe Moment ist, so erhiilt man dureh 
n 2Grod4 _ d3 n". 

gleichsetzen 'Y ,-- k 180.321-16 t, 

nGcpd = kb 
180.2.1 

d = 180.2 .lkt = 114,588 lkt 

nGcp cpG 
. 156 

Dieser Grenzdurchmesser hesagt, daa hei Unterschreitung desselhen 
die Wellen auf Verdrehung, hei "Oherschreitung dagegen auf Festigkeit 
herechnet werden mussen. 

Der genannte Durchmesser betriigt unter den in Ahschnitt 3 und 4 
gemachten Annahmen, niimlich k t = 2,11 kg pro qmm, G = 8000 kg 

0,251 25 1 
pro qmm und cp = 1000 = 100000 1 = 4000 Grad, 

d 1.2,11 114,588.2,11.100000 = 114,588 -2-,5---- - 25 .8000 
1000001. 8000 

,,= 120,89", 121 mm . . 157 
Unter Einsetzung dieses Durchmessers in eine der heiden Torsions­

gleichungen ,146 bezw. 152 kann man auch einen Grenzwert fiir das 
drehende Moment herleiten. So erhiilt man z. n. aus der Festigkeits­
gleichung 146-

M _d3nk -n2,lldS-n2,11121S-733900 k' 158 
t -16- t ---u; -16 - gmm 

Wird das Moment unterschritten, so muB auf Verdrehung, im 
anderen FaIle dagegen auf Festigkeit gercchnet werden. 

1m iibrigen ergehen auch die im Abschnitte 3 und 4 aufgestellten 

-V- -u-
spez1ellen Gleichungen, ,namlich d = 120 ~ und d = 120 V -~, fiir 

das Verhaltnis ~ = 1 ein und denselben Wellendurchmesser. Wird das 
n 

Verhiiltnis kleiner als eins, so liefert die 4. Wurzel der Formiinderungs­
gleichung den groBten Wert, ist aber das Verhiiltnis groBar als eins, so 
gibt die 3. Wurzel der Festigkeitsgleichung d.en groBten Wert. 

NB. Zu beachten ist immer, daB fiir jede apdere Materialspannung 
oder fur' einen anderen Verdrehungswinkel die Grenzwerte andere Werte 
annehmen. 

We h Il e r t. Einfiihl'ung, 2. Autl. 11 



Anwendungen der Festigkeitslehre. 

Erste Aufg::tbengruppe. 

Zu § 2. Zug. und Druckfestigkeit. 

1. Beispiel. Fiir einen auf 5 Atmosphiiren Uherdruck bean­
spruchten Dampfzylinder von. 600 mm Durchmesser soll der Kerndurch­
messer der Deckelschrauben fiir den Fall bestimmt werden, daa 10 Stiick 

Fig. 154. 

derselben bei einer :mliissigen Materialbeanspru­
chung von 3 kg pro qmm zur Verwendung kommen 
sollen. 

Losung~ ~ach Formel 7. 

D 2 n 
1. DerDampfdruck. P=-4~P' 

2. Der Kerndurchmesscr dl • 

<11 = V~tkz -;=v n1\:-~:n; =D -Vit=60VIJ~3=24'49~ 
Dieser Durchmesser entspricht einer 11/," Schraube nach Whitworth 

mit 01 -= 27,10 nlln Kerndurchmesser. -

Fig. 155. 

2. Beispiel. Eine aus 4 gleichschenkligen 
Winkeleisen hergestellte kreudormige Zugstange 
werde mit 700 kg/cm2 Querschnitt beansprucht. 
Die SchenkelhOhe der Winkeleisen sei mit 
130 mm, die mittlere Dicke der Schenkel mit 
16 mm und der Durchmesser der zur Verbin­
dung benutzten Nieten mit 25 mm gegeben. 

Welche Belastung kami die Stange er­
halten? 



Zug- und Druckfestigkeit. 

LOsung: Nach Formel 7. 

P= fkz =i{bo'+<h-o-d)o}kz=iokz(b +h-o-d) 
" =iokz (2h-o-d}=4.16.7(2.130-16-26) 
,,=448.219=~ kg. 
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8. Beispiel. ~s soll die Brucbfestigkeit eines vorbandenen Forder­
seiles bestimmt werden. Dasselbe bestebt aUB 7 Litzen, wobei jede Litze 
aus 18 Drahten von je 2,6 mm Durchmesser hergeBtellt ist. Die bei 
6 facher Sicherheit in Frage kommende Tragfii.bigkeit des Sailes betrage 
12000 kg. 

Losung: Nach den Formeln 6 und 7. 

P=fkz=f sz, 
m 

Pm Pm 12000.5 
Sz=---= = 2 =97 kg pro qmm. 

f 7' o¥n; 7 I' 8 2,5 n;_ 
I 4 .• 4 

4. Beispiel.. Fiir einen Riemenzug von 72 kg solI die Dicke des 
Riemens ermi~telt werden, wenn die Breite desselben 120 mm und die 
Materialspannung 12 kg pro qcm betragt. 

Losung: Nach Formel 7. 

P = fkz = bokz, 

o=~= 72 =5 mm. 
bkz 120.0,12 -

+ 
iJ-5000D~ 

Fig. 156. Fig. 157. 

5. Beispiel. Ein Kettenglied zerreist bei einer Zugbelastung 
50 Tonnen. 

Welche Brucbfestigkeit besitzt das Material, wenn der Durchmesser 
des aus Rundeisen hergestellten Ketteneisens 26 mm betriigt? 

11! 
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Gegeben: P = 50 t 
d=25 mm 

Gesucht: Sz = ? 

Erste Aufgabengruppe. 

Losung: Naeh Formel 7. 
d21f 

P = fsz = 24 Sz, 

s~ = ~~_ = 50000. 4, = 50 9 
,. 2. d21f 2. 252 • 1f ' 

" '" 51 kg pro qmm. 

6. Beispiel. Ein auf 2 Mauern gelagerter I-Eisentrager werde in 
der Mitte mit 12000 kg belastet. , 

Fig. 158. 

1-4-ox'. 

i 
Fig. 159. 

J-r~ 

1""S'" + ,----'--'-
L .... 

I ; 
k. .. · .. ··l·l.~.d.·~ 

Fig. 160 

Welehe Auflageliinge mua derselbe erhalten, 
wenn die 'Flansehbreite 18,5 em betragt und eine 
besondere Dluckplatte nicht angewendet werden 
solI? Die Beanspruchung des Mauerwerks sei 
mit 12 kg pro qcm vorgesehrieben. 

Losung: Naeh Formel 8. 
P=fkd=bI2kd, 

l=~= 12000 = 100=27 em. 
'2bkd 2.18,5.12 3,7 --

'4. Beispiel, Es 8011 der liehte Durehmesser 
einer kUr2en, hohlen, guaeisernen SiiuTe bestimmt 
werden, die bei einem iiuaeren Durchmesser 
von 140 mm 1!,Ild 500 kg Materialspannung 
eineBelastung von 40 t tragen kann. 

Losung: N aeh Formel 8. 

( D21f d21f) 1f 
P=ikd = ---- kd=(D2-d2)-kd' 

444 

woraus 4P _D2=_d2, 

1fkd 

d= l/Dll __ ~= '/1402 4.40000 
V 1fkd V 1f. 5 

" = 20 -V 49 - ~o = 20 V 49 - 20,48 

" = 20 V23,52 = 20.4,85 = 97,OOmm iolgt. 

3 8. Beispiel. Ein schmiede-
t eiserner Zapfen beanspruche den 

LagerkOrper mit 2000 kg, Die 
I.iinge des Zapfens sei gleich dem 
1,4 fachen Durchmesser desselben, 
der mit 40 mm gegeben ist. 

Wie groa ist der Flachendruek 
zwischen Zapfen und Lager? 



Zug- und Drnckfestigkeit. 

LOsung: Naeh Formel-S.­
P=fp=dlp=d.1,4d.p 
,,= 1,4dll p, 

P_ 20005 
P = 1,4d2 = 1,4. 4011 = 5,6 

,,=0,893 kg. 

9. Beispiel. FUr eine in der Aehsen­
riehtung mit 12500 kg- belastete Welle soIl 
der Durchmesser des Spurzapfens fUr den 
Fall bestimmt werden, daJ3 die aUB Bronze 
hergestellte Spurplatte als RiDgplatte -mit 
einer Bohrung gleieh dem halben Zapfen­
durchmesser ausgebildet ist und daa der 
Flliehendruek 0,35 kg pro qmm nieht liber­
sehreitet. 

LOsung: Naeh Formel S. Fig. 161. 

n: 1(, 
P=fp = (dll --d18)"4 p = {dB - (0,5 d)l!}"4p 

" =d2(1-0,25)~p=0,75~d2p, 

woraus ,/ 4P ,rp '1/ 12500 
d= V.-O,75n:p-=4.0,564 V 3p=2,206 V 3.0,35 

" = 245,99 = '" 246 mm folgt. 

10. Beispiel. Wie gro~ muG 
der Wellendurchmesser eiDes Kamm­
zapfens ausgefiihrt werden, wenn die 
aufzunehmende Kraft 7600 kg, die 
'rourenzahl 200 betrigt und 5 Ringe 
in Frage kommen? Die Ringbreite 
soIl hierbei das 0,1 fache des Zapfen­
durchmessers betragen; der von der 

Fig. 162. 
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Tourenzahl abhij.ngig zu machende Flliehendruek sei nacb, der empirischen 

G leichung p = 33 festzustellen. 
n 

Gegeben: P = 7600 kg 
i=5 

n=200 
33 P=-n 

LOsung: N aeh Formel 8. 

P=fp=i{(d + 2b)ll_dll}!!S3 
4n 

,,= i~!3 {(d +,2.0,1 d)lI_ dll} 



166 Erste Aufgabengruppe. 

b=O,ld 
Gesueht:d = ? 

P = i~!3 {(1,2d)2 _d2} 

_ in33 (144d2 _ d2 
,,- 4n' ) 

_in33 2_ id2 
"--4-0,44 d -3,63n-, 

n n 

,/Pn ,/7500.200 ,/150 
woraus d = V 3,63ni = V -3,63. n. 5 = 100.0,564 V 3,63.5 

. ,/1000 564,111'\ 
,,=56,4 V 121 =11 v10 =51,27.3,16 

,,= 162 mm foigt. 

11. Beispiet Eine gu13eiserne Saule vom liehten Durehmesser 
12 em beansprueht ein aus Ziegeisteinen hergestelltes Fundament mit 
50000 kg. 

Welehe Seitenlange mu13 die quadratisehe Fu13pIatte erhalten, wenn 
die runde Aussparung beriieksiehtigt und 1 qem Mauerwerk mit 12 kg 
belastet werden soll? 

Gegeben: 
P=50000 kg 
kd = 12 kg pro qem 
Gesueht: 

a=? 

I-soooo~ 

----I-

i 
, 
I 

j 
"'--.,-!_ 1----'>l.·J· 

I 

Fig. 163. 

Losung: N aeh Formel 8. 

P=fkd = (a2_ d:n) kd, 

-VP +d2n a_ - -
kd 4 

= ' /50000 + 122n 
" V 12 4 

" = -V 4166,67 + 113,09 
,,= 1"4279,76 = 65,4 em. 

12. Beispiel. Fur eine Zuglast von 2500 kg 
soll ein Spannsehlo13 naeh beistehender Ausfiihrung 
hergestellt werden. Die MutterhOhe betrage das 1,5· 
faehe des Gewindedurehmessers, der liehte Abstand 
der Muttern sei das 3 faehe der MutterhOhe. 

1. Welehen Kern- und Gewindedurehmesser er­
halt die Sehraube, wenn mit Riieksieht auf das An­
ziehen derselben aueh wahrend des Betriebes nur 
300 kg pro qem Materialspannung in Reehnung 
gesetzt werden soIl? 

2. Wel~hen Durehmesser erhalten die runden Verbindungseisen fur 
eine zul!issige Beanspruehung von 480 kg/em2 ? 
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3. Welche Hohen haben die Muttern und welche Lange ist dem 
Spannschloi zu geben? 

LOsimg: 

1. Der Kern- uud Gewindedurchmesser. Naeh Formel 7. 
odin 

P=fkz=Tk,;, 

,/4p· . ,/p ,/2600 
d1 = V nk~ = 1,128 V kz = 1,128 V 300 = 3,26 em 

Diesem entspricht eine 1 1/2 11 Schraube mit d = 38,10 mm Gewinde­
durchmesser und dt = 32,68 mm Kerndurchmesser. 

f 

Fig. 164. 

2. Der Durchmeaserder Verbindungseisen. Nach Formel7. 

d22n d 2n 
P = fkz = 2 --kz = _2 __ kz, 

4 2 

,/2P ,/2P ,/2.2500 
d2 = V 1(, k~ . 0,564 V kz· = 0,564 V 480 = 1,818 '" 1,9 em. 

3. Die Mutterhohe und die liehte Lange 
sehlosses. 

h=1,6d== 1,5.38,10=57,15",58 mm, 

1= 3h=3.58=174 mm. 

Zweite Aufgabengruppe. 

Zu § 3. Elastizitit., 

18. Beispiel. Eine Zugstange von Flacheisen mit 
2,6 X 7 em Querschnitt und 3,5 m Lange werde mit einer 
Kraft von 18 t beansprucht. 

1. Weleher Anstrengung iet das Material ausge­
sotzt, und 

2. welche. Verliingerung wird die Stange erleiden? 

de s Spann-

I 

~J~~ 
~¢ 
Fig. 165. 
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Gegeben: 
P=16 t 
1= 3,6,·m 
d=2.D em 
b=7 em 

Gesueht: 
1. kz=? 

. 2.). =? 

Zweite Aufgabengruppe. 

I 

LOsung:Nach den Formeln 7 und 11. 
1. P=fkz=dbkz, 

k _~_18000 
z- ob- 2,5.7 

,. = 1028,6 kg pro qem. 

2. ). = aul.:.-. 200~000 1028,6.350 

,,=0,18 em. 

U. Beispiel. Es soIl die Lange aines mit 450 kg pro qem hean-
8pruehten Kupferdnmtes bestimmt werden, der sieh unter der Belaetung 
um 6 em verlii.ngert hat. 

Dar Elastizitiitsmodul betragt 1 300000 kg pro qem. 

Gegeben: k =450 kg LOsung: Nach den Formeln 11 l:lnd 12 
Z emil 1 
1 5' l=aul=E"kzl, "'= em . 

E=lS00000 kg I . 1==~~=5.1300000 
--:~ ___ e_m_2 I kz . 450 

Gesueht: 1 = ? I" = 14444,4em = 144,444 m. 

15. Beispiel. Welehen Durehmesser hat eine sehmiedeeiserne Stange, 

die bei 15000 kg· Belastung eine Verlii.ngerung von 30~0 ihrer Lange erleidet. 

Losung: Nach Formel 11. 

P 1 P 4PI 
).=aul=al1= Ed2nl= Ed2n' 

4" 
d = V 4Pl = 1128 V- pT- = 1 128 yU;000-:3000 

E).n' E_l_' 2000000 
3000 

1,128 ~r- ~ 
';=-2- .,90=6,30 em. 

16. Beispiel. Unter der Belastung von 246 t driiekt sieh eine 
40 em lange Guieisenstange von 360 qem Quersehnitt um 0,28 mm 
zilsammen. 

Weleben Elastizitatsmodul besitzt 'das vorliegende Material? 
Gegeben: P = 246 t I Losung: Nach den Formeln 11 und 12. 

f=350 qem I 1_ 1-~~1, 
1=0,28 mm I ",-au -E f 

1=40 em I E=~l ·246000.40 
Gesueht: E = ? ). f 0,028. 350 

I ,,= 1000000 kg pro qcm. 
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17 . . Beispiel. Fiir eine Kraft von 2500 kg soll bei 6 kg pro 
qmm Materialinanspruchnabme eine 2 m lange Zugstange von Rundeisen 
hergestellt werden. 

Fig. 166. 

Gegeben: P = 2500 kg 

kz =6 kg '. 
qmm 

1=2 m 
Gesucht: 1. d = ? 

2. l~? 

1.Wie groi ist der Durchmesser der 
Stange zu wahlen? 

2. Um welchen Betrag wird sich dieselbe 
unter der genannten Belastung verlangem? 

! . J. !! 

I . t.--------l.L------. ___ !{~ ~t5oo~ 
Fig. 167. 

Losung: N nch den Formeln 7 und 11. 
d2n 

1. P=flrz =4,-kz, 

d= ,/4:(>1= ,/~OO 
V nkz V n. 6 

,,=23 mm. 
1 

2. l=aal=2000000600.2 

,,=0,0006 m=0,6 ~ 

18. Beispiel. Zwei gleichlange Rundeisenstabe sind in 16,4 m 
Abstand derart charnierartig aufgehii.ngt, dai die Stabenden A und B in· 
gleicher Rohe liegen, wiihrend die anderen Enden sich im Punkte ever· 

.. ,~~ ..... - .1 
_. __ . -----------1-._._-- _._.-._-

f 

11'" 

:' ............... '1'" 

.r.o1t5~ 

}'ig. 168. 



170 Zweite Aufgabcngruppu. 

elIUgeD, in dem noeh ein dritter, vertikal geriehteter Stab drehbar befestigt 
iat, an dessen unterelil Ende D eine Last von 1250 kg wirkt. 

1. Walehe Durehmesser mussen die einzelnen Stabe erhalten, und 
2. welehe Senkung wird die Kraftangriffsstelle D erleiden, wenn 

die zu]iissige Beanspruehung des Materials 500 kg/emil betragen soll? 
LOsung: 

1. Die Durehmesser d1 und d2• Nach Formel 7. 

Die Stab-Zugkraft P2 : Naeh den in der Figur markierten iihnliehen 
Dreieeken ist 

Die Durehmesser: 

und 

,,= 1250V8,2J+3,1! = 1767,4<"'-'1768 kg. 
2.3,1 -----

... ~ .. ~""----

Fig. 169. 

din 
P --f k - 1 k 1- 1 Z--4 z' 

1/4P~ ,/1250 
d1 = Y -k = 1,128 V -;;--0 = 1,78 <"'-' 1,8 em 

n z 00 

1I4P; 111768 d2 =-k--=1,128 --=2,1 em. 
n s 500 
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2. Die Senkung'A, des Kraftangriffspunktes D. 

a) Die Verlingerung 19 des Stabes 1,. N ach Formel 11., 

19=aoI" 11'0 Ia==V8,21+3,11=8,766 mist, 

1 
" = 2000000600.8.766 = 0.00219 m, 

]2' = 12 + 1. = 8,766 +0,00219 =8,76819 m. 

b) Die Senkung la' des Knotenpunktes C. 

hl = V<I,')I- (if = ys,76819J -8,21 = 3,101) m, 

A,2'=h1 -h=3,101)- 3,1 =0,005 m. 

e) Die Verliingerung ~ des Stabes 11' Naeh Formel 11. 

1 
At = aolt = 2000000. 500 . 5,4 = ~~ 

d) Die geauchte Senkung 1. des Punktes D. 

1. =).1 + ).2' = 0,00135 + 0,005 

" = 0,00635 m = 6,35 mm. 
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19. Beispiel. Unter welcher Belastung verliingert sich ein 800 m 
langer Draht von I) mm Durehmesser urn 30 em. 

und 

Maung: Naeh Formel 11&. 

P+O,5G 
).=aol=;;:a--f-l, 

G fl (6 . 0,01 )In 
11'0 :;= Y=, 4 .8000.7,8=19,63.0,8.7,8 

" = 122,49 <Xl 122,6 kg, 

1 
).= SO em, a~ 2000000' 1=800m 

f = dan = O,~n = 0,1963 ems. 
4 4 ' 

).f 30.~1963 
P = al- O•6G = 1 - 0,5.122;5 

200000080000 

Damit wird 

,,= 1,47,226 -61,25 = 85,97 ",86 kg. ---
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Dritte Anfgabengrnppe. 
Zu § 4:. Ausdehnung dureh Wirme. 

20. Beispiel. Eine schmiedeeiserne Fs.chwerkstrebe von 6 m Lange 
ist einer Temperaturschwankung von t:t = - 20° C bis ta = 600 C aus: 

gesetzt. 

Fig. 170. 

1. der Radius, 

Um wieviel wird sich die Strebe ausdehnen, 
wenn der Ausdehnungskoeffizient fUr das vorliegende 
Material 0,1231 . 10-4 betrii.gt? 

Losung: Nach Formel 13. 
A.=a(t2-t1)I=O,12Bl .10-4{60-(-20)}6 
,,= 0,1231 . 10-4 .80.6 = 0,005 908 8 m 

=5,9088 mm. 

21. Beispiel. : Eine massive Kugel aus Kupfer 
hat bei einer TempeJ'atur von 1700 0 einen Radius 
von 4,5 cm. 

Um wieviel verkleinert sich infolge der Zu-
sammenziehung 

2. die Oberlliiche und 
3. der Rauminbalt der Kugel, wenn die Temperatur his auf 10° C ab-

gekiihlt wird und der Ausdehnungskoeffizient des Kupfers 18 . 10-6 betriigt. 
Losurig: Nach Formel IS. 
1. A. = a (t:t - t2) I = 18 . 10-6 (170 - 10) 4,5 = 0,01296 cm. 
2. w=4r12n-4r1l2n=4n(r12-ra2) 

,,= 4n{4,5 2 - (4,5 -O,01296)2}=_1.;..,4_6_2_8_9_q~c~ 

4 s . 4 3 4n( S 3 
3. v=a r1 n-gra n=3 r1 -r2 ) 

4n ,,= 3 {4,5S - (4,5 - 0,01 296)3} = 3,2969 ccm. 

Fig. 171. Fig. 172. 

22. Beispiel. Ein aus Schweiaeisen hergestellter Schrumpfring 
habe bei 750° R einen lichten Durchmesser von 50 cm. Die Breite des 
Ringes betrage 12 em und die Dicke 6 cm. 
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Auf welchsn Hchten Durchmesser wird sich der. Ring zusammen­
ziehen, wenn er sieb auf 180 C abgekfihlt hat und von der kleinen 
Zusammenziehung in' Richtung des Querschnittes abgesehen werden solI? 
Der Ausdehnungskoeffizient betragt 0,1212 . 10-4• 

I '+l~ ! I 
t:.=:.:~~:::::.~:::.~~::~ .. :.:t=~ .. Si;.::~:::::::~:::::~'.::=~:-~J 

Fig. 173. 

LOsung nach den Formeln 1 und 18. 

12=11-A=~ -a(t1-ta)11=11{1-a(t1 -ta)}, 
oder die Werte eingesetzt, . 

(da + cJ) n = (dt + 0) n {1 - a (~ - ~)}, 
woraus ds = (dl + o){ 1 - a(~ - ta)} - cJ 

" = (50 + 6) {1- 0,1212 .10-4(750. ! ~ 18)} - 6 

" = 56 (1- 0,1212 .10-4 .919,5) - 6 = 56 .0,9889 - 6 

" = 55,3784 - 6 = 49,3784 = '" 49,38 cm folgt. 

23. Beispiel. Es soU 1. die Kraft ermittelt 
werden, die bei der Ausdehnimg einer Flacheisen­
stange von 25 mm Dicke und 70 mm Breite .fiber­
wunden werden kann, wenn die Stange eine Lange 
von 3,5 m besitzt und von FluSeisen hergestellt ist. 
Die Temperatur der Stange erhOht sich von 120 R 
auf 500 C. 

Der Elastizimtsmodul des vorliegenden Materials 
betriigt 2000000 kg pro qcm, der Ausdehnungskoef­
fizient 0,1176.10-4. 

2. Welche Arbeitsleistung kann bei der frag­
lichen Erwarmung geleistet werden? 

Losung: 

1. P=aE(ta--tl)f=aE(ta-~)bO 

Lt 
). t.... . ,t1--1f~ 

.1---, .... , tt·so e 
! .."."..J t.W'v !"""toO "II ,.. 

··..;."~o,, ... 
Fig.!1.74. 

,,=0,1176 .1O-J • 2000000 (50-12.!) 7.2,5 = 14406 ~ 
PA Pa . 

2. A=2=2(~-tl)1 

,,=14406.0,1176.1O-4.(50_12.~)3,5=1O,3765 kgm. 
24--
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24:. Beiipi~l. Gegeben ist ein Schrumpfring, der bei 16° Celsius 
einen Durchmesser haben . soIl, der um 0,001 desselben kleiner ist als dar 

Durcbmesser der N abe bezw. des 

. e'" . '.~~ .. ,,~,~~~ ... -...... :;::.:= • . ... """"j . . . j . 1 -:.=r'--

- ," .. -. = - = .. _ ..... 
• - -.-- 1"11 

\ ,.' -.~~. ~ .. ;:::;':.';:.._---- --- -. ._--._-.--

Horns, anf dem der Ring auf­
gezogen werden solI. 

1. Bis auf welche Temperatur 
mna der Ring erwiirmt werdeQ, 
damit er aufgezogen werden kann, 
wenn der Ausdehnungskoeffizient. 
des Materials 0,117. 10-4 be­
tiiigt, und 

. 
i, 

i 
~.lV 

(·JllI 

Fig. 175. 

,'I 
il.l 

It'I;.i ~. 
2. welcher Materialspannung 

ist hierbei der Ring im Betriebe 
ausgesetzt. 

Losung: 

1. Die Temperatur ~. 

Nach Formel 13 :.It=l+ A=I+a(~ - ~)I=I[l+a(tll- tl)]' 
nach Voraussetzung: It = I + i = I + 0,0011 = I (1 + 0,001). 
Durch Oleichsetzen folgt: 1[1 + a(~ - t1)] = 1 (1 + 0,001), 

1+a(t2 -t1)= 1 +0,001, 
a (~ - t1) = 0,001, 

= 0,001 + = 0,001. + 16 
~ a ~ 0,117.10-4 

" = 85,47 + 16 = ("-.J 1000 Celsius. 

2. Die Matcrialspannung a. Nach Formel 11. 

A=al=aal, 
c =aa, 

c 0,001 
a 1 

2000000 

Vierte Aufgabengruppe. 

2000 kg/cm2• 

Zu § 5. Erweitertes Hookesches Gesetz. 

25. Beispiel. Ein neuer Lederriemen von 10 m Lange werde mit 
27 kg pro qcm beansprucht. 

Welche Ausdehnung wird der Riemen erleiden, wenn der Dehnungs-
1 .' 

koeffjzient -- betragt? 
1250 



Gehinderte Dehnung. 

LOsung: N aeh den Formeln 11 und 15. 

1 10 A.= el= (Xl1ml=--. 270.1 10=--.27°,7 
1250 . 1250 

,,=NO,7Iog27 +log10-log 1250 

,,= NO,7 .1,43136 + 1- 3,09691 =N2,00195 - 3,0969T 
" == NO,90504 - 2 = 0,08036 m = 8,036 em. 
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26. Beispiel. Es solI die Hohe eines Fundamentes aus Grimit be­
stimmt werden, wenn das Material mit 45 kg pro qcm beansprucht wird 
und eine Zusammendriickung von 0,0004 m ecliihrt. 

1 
Der Dehnungskoeffizient betriigt 240000. 

Losung: N aeh den Formeln 11 und 15. 

;, = 81 = (lamI, 

I = ~= NIogl-loga- mloga ,a am 

" = NlogO,0004 -log 1 + log 240 000 - 1,37410g45 

" =NO,60296-4-0,O+5,38021-1,374 .1,65321 

,,=N5.98227 - 6,2715(== NO,71076 -1 =0,511376 Dl. 

Fiinfte Aufgabengruppe. 

Zu § 7. Gehinderte Dehnung-. 
27. Beispiel. Ein scbmiedeeiserner Korper habe ein Lange von 

1,2 m, eine Breite von 0,4 m und eine Hobe von 0,8 m. 
Der Korper werde in 

der Liingsriehtung mit einer 
Kr~£t von 75 t, in der Breiten- @i-15t 
ricbtung mit 500 t und in 
Riebtung der Hobe mit 1,50 t -'1'--500" 11' 

£ Z b h D E Q4 '" 121>: - 500t au ug eansprue t. e1' r-
fahrungswert m sei mit 3,5 
angenommen. 

U m wieviel wird sieh der 
Korper in der Langsriehtung 
ausdehnen? 

Losung: Naeh Formel 18. 

~-\50t 
Fig. 176. 

B1 = Ex - ~!I(Y) + E~~~ =aax _ aay_*~~ = a (l1x _ (j"~=I-o"z), 
m ll\ 'm 
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. Px Px 600000 625 
wonn (1x = Ix = 1h- = 120 . 80 = 12 = 52,08 kg pro qem, 

Py Py 160000 126 
(1Y=f;-=bT= 40.120= 4=31,25 kg" " 

und (1• = ~ = ~ = 75000 = 187,5 = 23,44 kg . 
~ fz b h 40 . 80 8 " ,,1St. 

Nach Einsetzung der Werte ergibt sieh 

_ 1 -(. 31,25 + 23,44) _ 1 
El - 2000000 52,08 - --3:5-- - 2000000 (62,08 -15,63) 

_ 1 ~ 18,225 _ -8_ 
" - 2.106 36,45 - ~ - 18,225.10 - 0,000018 225 em. 

Sechste Anfgabengrnppe. 

Zu § 8. Zugfestigkeit mit Beriieksichtigung deS Eigengewiehtes. 

28. Beispiel. Eine sehmiedeeiserne Rundeisenstange von 2,7 m 
Lange und 1,8 em Durehmesser werde mit 6500 kg belastet. 

Fig. 177. 

Welcher gro.aten Spannung ist das Material Rusgesetzt, 
wenn die Stange vertikal angeordnet ist und das spezifisehe. 
Gewieht 7,6 betragt? 

Losung. N Reh Fonuel 19. 
P = f (kg -ly), werin P = 6500 kg, Y = 7,6, 

d2 OT 182".. 
f - _'u - _'_'''_' - 2 ~ 45 ems - 4 - 4 -,0 

und 1= 2,7 mist. 
P 6500 

Damit wird kz = T + ly = 0,02545 + 27.7,6 

" = 256402,75 + 205,2 = 255607,95 kg/dm2 

" = '" 2556 kg/em!!. 

29. Beispiel. Es soIl der Querschnitt eines 250 m langen scbmiede­
eisernen Schachtgestanges flir den Fall bestimmt werden, daa es aui3er 
seinem Eigengewiehte noch eine Last von 36000 kg tragen kann. Das 
spezifische Gewicht des Materials sei mit 7,6 und die Inanspruchnahme 
desselben mit 7,6 kg proqmm vorausgesetzt. 

Losung: Nach Ji;ormel 19. 

f=-~-=- 350~0 __ = 36000 
kz-ly 7,5.10000-2500.7,6 2500(7,5.4-7,6) 

,,= :2~4 = 0,625 dms = 62,5 em2• 
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30. Beispiel. Ein ul'spriinglicb auf 5 facbe Sieberbeit berecbnetes 
Forderseii von 300 m Liil!ge· hesteht . aus 7 Litzen, deren jede aus 
18 Drii.bten von je 2,5 mm Durobmesser gebildet ist. 

'Es solI nUD der Brucbmodul des Ma'terials angegeben werdell,. wenn 
bei der geminnten Sicherbeit die Tragfihigkeit des Seiles au.6ler dem Eigen­
gewjcbt 9000 kg und das spezifiscbe Gewicbt 7,8 betriigt. 

LOsung: Nacb· Formel 19. 
P P 

f=k-l'= ,. 
III'-r ~lr 

m 

. (Sz ) d Sz P +1· woraus f m-1r :::::;P 0 er m=T y, 

Sz= (~ +lr ) m = (dll :. +lr) m 
4 1• 7 

( 
9000 \ ,,= 0,0252:/t +3000.7,8)6 

4 .18.7 

Sz = (14&590,948+23400) 5= 168990,948.5 = 844964,740kgproqdm 
Sz '" 84,0 kg pro qm~...: 

31. Beispiel. Ein Pumpengesmnge von Flacheisen 
babe die Lange von 2.0 m und werde mit einer Last von 
1500 kg beansprucht. Die Materialspannung sei mit 600 kg 
pro qcm und das spezifische Gewicbt des in Frage kom­
menden Materials mit 7~6 vorgeschrieben. 

Welche Abmessungen mu.61 der Querschnitt erhalten, 
wenn die Breite und Dicke im Verhiiltnis steben wie 7: 2,5? 

LOaung: NacbFormel 19. 
P. 7d . 1&2 

f=kz-1r' worm f=bo= 2,5 0=2,5 

7&24 8..t2 • ,,=--=2, IJ 1St. 
10 

. .. t. 

I-/ls~ 

~::t~ 
...... ".,;,.. -' 

"~-l'~5 

"-¥. 
Den Wert eingesetzt, gibt Fig. 178 • 

..t2 P 
2,8v = k I' 

z- r 
worau9 0 = ' /_~- _1_ = -V 1500 = 0096 dm V kz - Ir 2,8 (60000 - 250 . 7,6) 2,8 ' 

" = 9,6 mm <"-' 10 111m 
7d und b = 2,& = 2,8d = 2,8 .9,6 = 26,88 mm '" ~!! folgt. 

Wehnert, Einfilhrnng, 2. And. 12 
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32. Beispiel. Die beistehend skizzierte, aus Rundeisen von 3& mm 
Durchmesser hergestellte Kette werde mit· einer Hochstlast von 6000 kg 

. belastet.· Die in dar Praxis vielfach benutzte Material­
spannung ist mit 6 kg gegeben, die einer' 4: bis 
6 fachen Sicherheit gegeniiber einer zwischen ·N ull und 
max.wechselnden Belastung entpricht. Das spezifiscbe 
Oewicht des Ketteneisens betragt 7,7. 

,--------
l 
i 
I 
1 · · · 
~ 
; 

~ 
I 
I 

I 

Welche Tragliinge erhiilt die Kette? 
LOsung: 

1. Mittlerer Umfang eines Ketten­
gliedes. 

Fur das Verhaltnis 

t. ______ _ b (0,76 + 0,5) d 1,26 _ 0 "I 
a= (1,3 + 0,5)d 1,8 - , 

I -spoO 
wird der mittlere Umfang aus der folgenden An­
naherungsgleichung bestimm,t. 

u = 4,4 v'al + b' = 4,4 V<ll8d)' + (l,26d)1 

" == 4,4d v'S,24 + 1,5625 e::: 4,4: d v' 4:,8025 
Fig. 179. " =4,4d.2,1908=9,64d=NlOd. 

2. Tragfiihigkeit. Nach Formel 7 und 19. 
d2n' d'n 

P+ 0 = fk,,=2 Tkz =Tkz. 

3. Oew ich t eine s Ketten glied es. 
dIn 

g= Vr=fur= -:r- lOdr· 

.t. Anuhl der Kettenglieder pro l£d. Meter. 
I 

A=2,6d' 

5. Gewicht pro lfd. Meter Kette. 
den I 

0 1 =gA =T10dr 2,6.d' 

6. Gewieht der gao-zen Rette. 
dIn 1 

G=01 L=410dt2,6d L. 

7. Traglii. nge der Kette.· 

P + G -.-.: ~; kz, oder die Werie eingesetzt, 

dIn 1. din 
P+ T I0dr2,6d L-= Tkz 
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woraus L= (d211 k _p) 4.2,6 
2 z d2~10rl 

(0,352~ ) 4. 2,6 
,,= -2-'-60000-6000 0,352n.10.7,7.10 

" = 65,45 356 0,09622~~3. 7,7 = 229,68 m. 

33. Beispiel. Welche Traglange erh1ilt ein aus i Drahten ge­
drehtes Seil fUr den Fall, daa das Drahtmaterial mit ·12 kg beansprucht 
werden kann und das spezifische Gewicht 7,8 betragt? 

Beirn Drehen des Seiles verkiirzen sich die einzelnen Drahte urn 
10 % ihrer Lange. 

e 
I , 

Fig. 180. 
0-

Fig. 181. 

Losung: 
1. Tragfiihigkei t. 

2. Gewich t pro lfd. Meter Drahtseil. 
G1 = Vy=f(l+O,l.l)r= 1,1 flr. 

3. G e w i c h t des g Ii n zen S e il e 8. 

G=GtL. 
4:. Trag lange des S ailes. 

G= fkz oder G1L = fkz, 
woraus L _ fkz _ fkz _ kz _. 120000 

- G1 -l,In" -l,lly -1 .. 1.10.7,8 
2000 

,,= 1,43 = 1398 Dl folgt. 12* 
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34. Beispiel. Wie lang mug das lIB em dieke Drahtseil eines 
Luftballons werden, - wenn er einen Auftrieb von 1000 kg besitzt und 
das Seil mit der Erde in Beriihrung bleiben soll? 

Das spezifische Gewicht des Seilmaterials sei 7,8. 
Losung: 
1. Tragfahigkei t. 

dl!n 
P=fkz =-kll= 1000 kg. 

4 -

2. Gewicht des Seiles. 
d29']; 

G = V Y = fJ 1= -4 y L. 

-3. Seillange. 
(Fn 

G=PoderTyL=P, 

P4 1000.4 1000.4 
L=2-= 2 = 2 4 dny 0,05 n. 7,8 5 .10- . n. 7,8 

8000000 ,,=---- =65294,3 dm=6529,43 m. 
1194,59 

35. Beispiel. Welcher Materialspannung wird die im vorhergehen­
den Beispiele bestimmte Seillange entsprechen? 

Losung: Nach Formel 7. 
d2n 

P=4- kz• 

kz = d-~~- := 4. 1 O~~ = 5095,5 kg. 
-n 0,52 • n qcm 

36. Beispiel. Bei welcher Lange wiirde das verwandte Seil rei13en, 
wenn der Bruchmodul 40 kg pro qmm betragt? 

Losung: 
P=G, worin P=fkz 

und G=fLy ist. 
Eingesetzt, gibt fkz = fLy, 

kz 400000 d-L = --- = ----- = 51282,05 ill = 5128,205 m. 
y 7,8 

Siebente Aufgabengruppe. 
Zu § 9. Korper von gleicner Zug- uud Druckfestigkeit. 

37. Beispiel. Das aus Rundeisen hergestellte Gestange einer Pumpen­
anlage habe eine Lange von 150 m und soIl aus 5 gleichlangen Teilen 
von konstantem Querschnitte hergestellt werden. Der auf dem Kolben 
lastende Wasserdruck einschlieglich des Kolbengewichtes und der Reibung 
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ootrage 20 Tonnen. Die Materialspannung sei niit 4 kg und das spezi­
fisehe Gewieht mit 7,6 in Rechnung gezogen. 

Welehe Durchmesser sind den 5 Stangenteilen zu geben? 

Losung: Nach. Formel 19 und 20 ergeben sieh folgende Werte: 

d 2n P 
1. f1 = ---L-4 = k I" 

z- 1/' 

dl = ,/~_ ~_-== 1,128'/ 20000 
V nkz-Ilr V 40000-300.7,6 

_ 1128' I 20000 __ 1128" / 50 
,,-, V 400(100-3.1,9)-' V 100- 5,7 

,/50 " = 1,128 V 94,3 = 0,821 dm = 82,1 mm. 

2. £2 = d:/~= _____ Pkz , 
4 (kz -11 y)'(kz - ~ y) 

d _ ,/4 Pb 
2 - V n (kz -11 r)(kz -lar) 

= 1 128' / 20000.40000 
, Y (40000-300.7,6)2 

,/ 50 
" = 11,28 V 8892,49 0,8458 din 

= 84,58mm. 

3 f _ d311 n _ Pkz2 

. 3- - , 
4 (kz -llr)(kz -12 y) (kz -lsr) 

d3='/~ ~~_p_k~za~~ __ ~~ 
V n (kz-llr)(kz-12y)"(kz-lsY) 

, / 20000.400002 

" = 1,128 V (40000 _ 300.7,6)8 

112,8,/50 
" = 94,3 V 94,3 = 0,8710 dOl = 87,1 mm. 

IJ.~ 
... J , 
4l~ ... , 
~; 

i '··:r 
! ·~i~ ! '1 
! - I J~ .... 
L._ ...... 1. 

'-'J4K-
Fig. 182 • 
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, / 20000. 400008 

d,= 1,128 V(~OOOO-SOO. 7,6)' 
1128 .. 1-

" = 94,Sa V 60 = 0,8969 dm = 89,69 mm. 

f5 = dbr = P~~ __ 
O. 4 (kz-llr)(kz-~r) (kz-Isr) (kz-I,r) (kz- 1s1) 

d _ ,/! Pkz'_ 

s - V n(kz-l1y)(kz-iar) (kz -Isr) (kz-l,r) (kz -)5r) 

,/ 20000.40000' 11280,/ 50 
" = 1,128 V (40000 _ 300.7,6)6 = 94,38 V 94,S 
" = 0,9237 dm = 92,S7 mm. 

38. Beispiel. Eine mit 5000 kg belastete Zugstange von Flach­

.. -_ ... ,---.... 
~::~ !Ill 

,U-s.s:1,& 
'-W-Jt~· 

Fig. 183. 

Da nun 

eisen soU unter Beriicksichtigung des Eigengewichtes 
fur-den Fall bestimmt werden, da1\ die Lange derselben 
35 m und das Verhiltnis der Breite ?our Dicke. des 
Querschnitte8 gleich 0,5 zu 1,5 -sein und die Material­
beanspruehung 6 kg pro qmm betragen soIl. 

Das spezifische Gewicht. betrage 7,6. 

Berechnet 8011en werden 

1. die Abmessungen des gra1\ten Querschnittes, 

2. die Querschnittsabmes8ungen, im Abstande 
20 m vom freien Ende aUs gemessen, und 

S. die 8eiten des kleinsten Querschnittes. 

Losung: Nach Formel 22. 
P I 850 

1 f = _ k1 =. 5000 2 71828 00000 • 7.6 
• k e 60000 ' 

= 0,1 . 2,71828°,0589 

=0,10547 qdm = 10,647 qcm. 

f=bo= 11 0.0 =.!:..!.OB ist, 
. 3 3 

so erhalt man d= ,fif= ,/S.10,547 1,696 em 
Vli V. 11 

und 
11 11 . 

b = 30= 3' 1,696 = 6,216 cm. 

P 11 "'000' 200 7 6 
2 f =- t 1 =_u __ 2 71828 50000 ' 

• 1 k e 60000' 
" = 0,1 . 2, 71828°·03«H. = 0,10807 qdm = 10,307 qcm. 
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b ~ 11 ~ -" 11 .9 B • 
Da nun fl =. lUi = Sill" Ul = 3 Ut 1St, so folgt 

(} = '/3f~= ,/3.10,307 1,676cm 
I V ll V 11 

und 
'11 11 

bl = 301 = 3 1,676 = 6,149 cm. 

p~" PoP 6000 
3. fO=1Cek = k e =k=50000=0,1qdm= 10qcm. 

. _ -",~1l-" ~ _11-1'2 
Nun 1St aber fo - bouo - 3uo ,uo --auo' woraus 

,/3fo ,/3.10 
0'0= V 11= V 11= 1,651 cm 

und 
11 11 

bo = 3 00 = 3.1,651 = 6,050 cm folgt. 

Achte Aufgabengruppe. 
Zu § 10. Hohlzylindel' und Hilhlkugel. 

39. Beispiel. Ein gulleisernes Robr babe einen Hehten Durch­
meSser von 450 mm und eine Wandstiirke von 15 mm. 

WeleheJI Dberdruek wird das' Rohr aushalten konnen, wenn das 
Material mit 150 kg pro qem beansprueht werden soIl? 

Losung: Naeli Formel 25. 

(} IPd 2ko 2.150.1,5 
=2'k ' woraus P=T= 45 10 Atm. folgt. 

40. Beispiel. Ein schmiedeeisernes Rohr habe einen Hchten Durch­
messer von 30 em, das zur Fortleitung einer unter 5 Atm. Dberdruek 
stehenden Fliissigkeit dienen solI. Die Materialspannung soIl 4 kg he­
tragen. Mit Riicksicht auf die Ahnutzung und die Eigengewichtswirkung 
soIl dem Festigkeitswerte noeh eine Konstante von 8 mm zugefiigt werden. 

Welche Wandstiirke mua das Rohr haben? 

LOsung: Naeh Formel 25. 

1 P 1 5 
0'= 21{ d+e='2 400 30+0,8=0,187 +0,8 =0,987 cm. 

4:1. Beispiel. Es soIl die Wandstiirke einer aus Kupfer herge­
steUten Hohlkugel von 90 em lichtem Durchmesser fUr den Fall angegeben 
werden, daa die MateriaIspannung 2,2 kg pro qmm, der Inneni.'Lberdruck 
3,5 Atm. betriigt und daa der durch die Rechnung sieh ergebel1den Wand­
starke noch ein Erfahrungswert von 4 mm zugdiigt wird. 
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LOsung: Nach Fonnel 23. 

1 P 13,5 
d = 4 k d +c = 4 220 90 + 0,4 = 0,358 + 0,4 = 0,758 cm. 

42. Beispiel. Der Durchmesser des Zylinders einer liegeDden 
Dampfmaschine betrage 60 cm. Die absolute Dampfspannung sei 8 Atm. 
Die Materialspannung des. vorliegenden GUBeisens sei 130 kg pro qcm. 

Welcbe Wandstiirke mna der Dampfzylinder erhalten? 
LOsung: Nach Fonnel 28. 

0- !(p-l)+2 d+ - ~ (8-1)+260+15-173+ 15 
- 2 k c_ 2 130 ' - , , 

. " = 3,23 em. 

43. Beispiel. Die Blechstiirke eines Dampfkessels von 1,5 m 
lichtem Durchmesser soIl fiir' 12 Atm. Oberdruckspanllung ermittelt werden. 

Die Materlalspannung des vorliegenden Kesselblecbes sei mit 600 kg 
pro qcm in Rechnung zu ziehen. 

. LOsung: Nach Formel 28. 

Ip+:2 112+2 . 
0=2-k- d + c =2 500 150+0,3=2,1 +0,3=2,4cm. 

44. Beispiel. Wie groa ist die Blechstiirke eines Lokomotivkessels, 
mit 120 cm licbtem Durchmesser und 9 Atm. Oberdruck zu wahlen, 
wenn Schwei~eisen fUr das Blech- und Nietmaterial mit 3000 kg Brueh­
modul zur Verwendung und zweireihig versetzte Oberlappungsnietung bei 
4,5facher Sicherbeit in Frage kommen soIl? Die Festigkeitsverhaltniszabl 
der Nietnaht sei erfahrungsgemaa mit 0,70 gegeben. Der sieh aus . der 
Reehnung 'ergebenden Wand starke soIl noeh, ein Zuscblag von 0,8 mm 
zugefUgt werden. 

LPsung: Nach Formel 27 • 

.t 1 pm d + 1 9.4,5 20 + 0 08 116 + 0-08 123 
t1 ="2 ~ fjJ e = "2 3000. 0,70 1 ,= , , =, em. 

45. Beispiel. Es soU der ii.uaere Durchmesser und die Wand­
dieke eines auf 12 Atm. beanspruebten Dampfkesselbeizrobres von 40 em 
liebtem Durehmesser far eine Materialspannung von 5 kg pro qmm be­
stimmt werden. 

Lilsung: Naeh Formel 33. 

d =d.'/ kd =,/ 500 = 
a 1 y kd -1,7 pa ' 40 V I)()O -1,7.12 40,84 em, 

1 ,1 ' 1 
0= 2 (da - di ) = 2 (40,84 -- 40) = 2. 0;84 = 0,42 em. 
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4:6. Beispiel. Das Hauptdampfrohr zu einem Wasserrohrkessel von 
750 mm DurQhmesser hat eine Wandstarke von 10 mm, del' Dampfdruck 
bet.ragt. 14 Atm. 

Welcher Beanspruchungist das Material ausgesetzt, wenn der Giite­
grad der Nietnaht 0,94 betriigt? 

Losung: Nach Formel 27. 
1pm 

0=2--d, wo 0=10mm, p=14 Atm., 
sffJ 

ffJ = 0,94 und d = 75 em iat. 
_ s _ 1 P d _ 14.76 _ II 

kz - m - 2" j ffJ - 2 . 1 .0,94 - 558 rv 560 kg/em. 

47. Beispiel. Welche Teilung isteiner 
einreihigen und einschnittigen Nietnaht zu 
geben, wenn zwischen dem Nietdurchmesser d 
und der Blechdicke 0, z. B. naeh Un win, 
die.Beziehung "d = e,3 Va" besteht, welche 
den Druck im Nietloch sowie die Herstellung 
des Schlie13kopfes durch Stauchen des Ma-
terials beriicksichtigt? a: 

Losung: . 
Nach Schwedler denkt man sich urn 

jeden Nietbolzen einen schmalen Blechstreifen 
oder ein Blechband von der Dicke 0' und der 
Breite 0,5 b seilartig gelegt, so mu13 die 
Festigkeit' eines Nietbolzens ~leich der Festig­
keit des Blechbandes sein. 

Es ist also 
1. die Schubfestigkeit des Nietbolzens: 

dan 
Pl=4-· ks, Fig. 184. 

2. die Zugfestigkeit des Blechbandes: P 1 = 2 . 0,5 b . 0 . kz = b 0 . kz• 

Dutch Gleicbseizen £olgt: 
d2 n d2 n ks ,td2 ks 
T·ka=bo.kz oder b=-4'ok~=4"-d'kz' 

Damit erhilt man an Hand ,der Figur die Teilung im allgemeinen 
11; d2 k 11; dl! k 

t = .b + d = :.' . 4" J' k: + d = I-' J . k: + d. 

Sol1 noch das eventuelle Abrosten des Bleches Berucksichtigung £inden, 
so hat man 0 n~ch mit einem Werte 'f/ zu multiplizieren, der in der Regel 
r; = O,SO bis 0,90 ist, welcher einer Abrostung von 20 bis 10% entsprieht. 



186 Aol\te Aufgabengruppe. 

Setzt man ka = k., wie es bei normalen, gut ausgefiihrten Eisen­
nietungen der Fall ist, und bestiinmt man aus der angegebenen Beziehungs­
gleichu.ng 

d2 
d=."S((t den Wert(f=S9,7, 

so erhillt miln die Tefiung 
1J 

t = i' 89,7 • 1 + d "" d + SO, 

wo d in mmzu setzen ist. 

Bei dieser Bereehnung ist die ungiinstig wirkende, hohe Biegungs­
beanspruchung des Nietbolzens gegeniiber des zugunsten der Konstruktion 
wirkenden Reibungswiderstandes zwischen den Blecheq vernaehliissigt worden, 
sowie as in der Regel bei Festigkeitsreehnungen zu gesehehen pflegt. 

An m·e r k un g: 'Znr Wahl eines passenden Nietdurchmessers konnen 
auaer der in der vorstehenden Aufgabe angegebenen Beziehungsgleichung 
auch noch folgende Erfahrungsgleichungen benutzt werden: 

360 9d . 
1. nach Grove d=9+t10der 0=36_d(t1 nnd d 10 10m), 

2. 

3. nach Bach 

-lL 
Fig. 185. 

d = " + 9 oder 0 = d - 9 fUr Schweiaeisenblech 
(d und () in 10m), 

d = 0 + 10 oder 0 = d - 10 fUr Fluaeisenblech, 

d=~-£),4 odero= (d+O,4)2 (d uod 0 incm). 
. I) 

Zur Berechnung der Teilung liegt such 
noch die von B a c h angegebene GleichuIIg 
t = 2 d + 0,8 (t und d in cm) vor, die inner­
halb der praktisch moglichen Grenzen mit 

. der vorgenannten Teilung nabezu den gleichen 
Wart liefert. 

Den Abstand der Blechkante von der 
Nietnaht macht man erfahruogsgemU gleich 
1,5d. 

4:8. Beispiel. Welche Teilung und 
welchen Nietnahtabstand l1ltla eine zweireihige, 
einschnittige Nietoaht erhalten, wenn d und 0 
wieder den Durchmesser des Nietbolzens . und 
die Blechdicke bezeichnen, zwischen denen 

wieder die Beiiehungsgleichung "d = 6,3 yJ" 
besteht. 

LOsung: 
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Da man auch hier um jeden Nietbolzen in tIer vorher bescbriebenen 
Weise ein Blechband seilartig legen kann, wo jedes Band wieder die vor­
her berechnete Breite 

11 d i ks 
b="4°tf'kz 

erhalten muJi, so folgt an Hand dar Figur die gesuchte Teilung 
11 dll kg 

t = 2b + d = 2 0"4' J' kz. + d. 

Setzt man wieder ks = kz und ~ = 39,7, so betriigt die Teilung 

11 
t=2'"4.39,7 .1+d~d·+ 60, 

worin d in mm zu setzen ist. 
Auch hier liegt eine von Bach angegebene Erfahrungsgleichung 

t= 2,6d + 1,6 (t und d in em)· 
vor, nach der man eine passende Teilung ermitteln kann. 

Den Nietnahtabstand e erhilt man aus. dem in der Figur markierten 
Dreieck zu . 

e= V a2 _ (~r = V<b+d)2- eb;-d)" =~ Vd(4b+3d) 

oder auch nach der von Bach angegebenen Gleichung 
e=0,6t (e und t in em). 

Annrerkung. Fur Kettennietungen kann man t=2,6d+ 1,0 
Ilnd e = Q,$ t verwenden, worln wieder aIle A bmessungen in em zu .setzen sind. 

49. Beispiel. Welchen Gleitungswider­
stand erhiilt die Liings-Niethnaht eines Dampf­
kessels, dessen lichter Durchmesser D ist? Es 
bezeichne ferner p den Dampfiiberdruck, t die 
Teilung der Nietnaht, i die Anzahl der auf 
einer Rohrliingil gleich der Teilung befindlichen 
Nieten, f den Nietquerschnitt und ks den Glai­
tungswiderstand oder, was dasselbe ist, die vor­
liegende Schubspann~g des Nietmaterials. 

LOsung: 

Dar Dampfdruck gegen die Rohrwand: P 1 = D t . p, 
Fig. 186. 

die Beanspruchung einer Wandung bezw. der Nietpaht, welche von 
. N' hal . Pl Dt.p 
1 leten zusammen ge ten 1st: '"2 = ~, 

Dtp 
die Beanspruchung eines Nietquerschnittes: 2i' 
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woraus dann die Beanspmchung von 1 qcm Nietquerschnitt oder der ge­
suchte ·Gleitungswiderstand 

erhalten wird. 

Dtp 
k.= 2if 

Anmerkung. Der Gleitungswiderstand kann bei sachgemaf*lr Aus-
fiihmng und bei Verwendung von gutem Material betragen: 

1. bei einscbnittiger, E!inreihiger Vernietung zu 600 bis 700 kg/cm2, 
2. " " , zweireihiger " 'J 550 ,,650 " 
3. " " , dreireihiger " "5qo,, 600 " 
4. ~, zweischnittiger, einreihiger " ,,500 ,,600 " 
5. " " , zweireihiger " "475,, 575 " 
6. " "., dr~ireihiger " ,,450 ,,550 " 

50. BeispieL ES sollen die VerbaltnisRe einer zweireihigen Ober­
lappungsnietung fiireinen mit 8 Atm. "Oberdruek arbeitenden Dampfkessel 
von 180 em Dw:chmesser festgestellt werden. Das ztir Verfiigung stehende 
Fluieisenolech babe eine absolute Festigkeit von 3600 kg pro qem. 

Losung: 

1. Die Blee hdieke o. Naeh .Formel 27. 
1 pm 

0=-2 .-D, ,vo m=6, s=36CO kg/em2, 
sp . 

p= 8 Atm., p=0,7 und D= 180 em. 
o 1 8.6 

= 2"' 3600.0,7. 180 = 1,43", 1,5 em. 

2. Der Nietdurehmesser d. Nach Aufgabe 47. 

d = Y 50 - 0,4 = ~ - 0,4 = 2,33", 2,4 em. 
-.---

3. Die Niettei lung t. Naen Aufgabe 48. 
t= 2,6d+ 1,5 = 2,6.2,4 + 1,5 = 7,74 ~ 7,8 cm. . -

4. Der Gleitungswiderstand ks. Naeh Aufgabe 49. 

k = D t p = 180.7,8.8 = 6206 k I i 
s 2 if 2,42% ' g em...: 

2.2'-4-

Da dieser Wert noch innerbalb des gro~ten zulassigen Betrages von 
.650 kg liegt, so sind die berechneten Abmessungen brauehbar. 

5. Der Abstand e der Nietnahte. Nach Aufgabe 48. 

e =.0,6 t =-= 0,6 . 7,8 = 4,68 '" 4,7 em. 

6. Der wirklich vorliegende Giitegrad p. 

=t-d= 7,8-2,4=5,4=0,69. 
cp t "7,8 7,8 
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51. Beispiel. Das vorher angefiihrte Beispielsol1 fUr· eine zwei­
reihige, Lasebennietung nachgereehnet werden. 

LOsung: 
1. Die Bleehdieke o. Naeh F()rmel 27. 

1 pm 
0=-2 .-D, wo p=8Atm., m=4,5, 

s~ . 
. s = 3600 kg/emll, D = 180 em, q; = 0,75, 

o 1 8.4,5 80 2 
="2' 3600.0,75 . 1 = 1, -em. 

2. Der Nietdurehmesser d. 

d = "Jt'5(f - 0,6 = Y 5.1,2 - 0,6 = 1,84 '" ~ 

-¢- -;- ----- -~ --~- _-'_-.1" -·-+--fu-·-~ --$---1-- ~ i I ! I I 
~ I I I r 

--- ~-·+-·-t---i--<D--

-- ~ --4 --1--4-·- ~-.-
I ! I I ! 

- 1""\ __ ~ ___ !... __ . .;_ -.9--
W i I I \:P 

: I I I , 

--r'- -¢- ---r'-'~'-' -i--
I I I I 

-- $-. -+--+-.- -}- --0_ 
.: ' ~ 

I . 
I I 

~ 
I 

Fig. 187. 

3. Die Nietteilung t. 
t = 3,5d+ 1,5 = 3,5.1,8 + 1,5 = 7,8 em. 

4. Der Gleitungswiderstand ks• Naeh Aufgabe 49. 

k ._Dtp _180. 7,8.8 _ 5"'17 kg! II 

8 - 2 if -.2.4. 1,82~:-- u , em . 
4 

Dieser Wert liegt noob innerhalb des zulassigen Betrages von 475 bis 
676 kg. 

5. Der Abstand e der Nietnabte. 
e = 0,5 t = 0,6·.7,8 = 3,9 em. 
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6. D er wi r klieh vor1ie·gend e G ii tegJ."ad q>. 

_t-d_7,8-1,8_ 6 -0769 
'P--t -- 7,8 -:- '1,8 -, " 

52. Beispiel! Welehe VerhaItnisse erhalt die alB einreihige Dber­
lappungsnietung ausgefiihrte Quer- oder Rundnaht eines Dampfkessels, 
der die iui Beispiel 61 berechnete Nietverbindung als Liingsnaht hat? 

Losung: 
1. Die TeUung t. Nach Aufgabe 47. 

t = 2 d + 0,8 = 2 . 1,8 + 0,8 = 3,6 + 0,8 = 4,4 em. 

2. Der Gleitungswiderstand k •. 

r 
•. ..1 

'-'1 

-----
I ~·-t I 
.~-.-.-. ~1-'-

(J) 

------ (J) 

~- -
f-- <I> 

I 
."... 

7 
Fig. 188. Fig. 189. 

Der VOIl dem Rohrwandquers<?hnitt bezw. von der Nietnabt aufzu­
Dan 

fangende Bodendruek P des Kessels betriigt P = 4 . p. 

DIn 
-p 

Auf 1 em Umfangkommt ein Druck: PI = DP = -D4 = DP., 
11 11 4 
Dpt 

auf t em " "" " Pl' t = 4' 
der von i Nieten auigenommen werden mna, die a~f einer Teilung der 
Nietnaht sieh befinden. 

Auf einen Nietquerschnitt kommt dann die Belastung D4:p, woraus 
, 1 

die Belastung fUr 1 qem Nietquersebnitt oder dar gesuebte Gleitungs­
widerstand 

Dtp 
k.= 4if 
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~rhaltenwird. 1'3ei der vorliegenden Nietnaht wird nun 

k - 180 . 8 . 4,4 _ 622 4 k' / 2 s- II - , gem, 
4 1 1,8~ .• 4 

191 

welcher Betrag noeh innerhalb der zulassigen Werte von GOo - 700 kg liegt. 

53. Beispiel. In einel'n Dampfk.essel yom Durchmesser D = 220 em, 
12 Atm. Oherdruek, dem Giiteverhiiltnis p = 0,85, . der Blechdicke 0 = 
2,1 em und einem Nietdurchmesser von d = 2,6 em soIl ein Mannloch 
hergestellt werden. Die Breite des quergelegten Loehes eetrage a = 30 CPt; 
der Verstiirkungsring soU eine Dicke von 2,5 em erhalten. Der Glei­
tungswiderstand sei mit 'Riicksicht auf die nicht gleichmiiaige Verteilung 
der Kraft auf die einzelnen Nietbolzen nur mit 500 kg/eml in RecbnWlg 
zu setzen. 

1. Welehe Breite m~ der Ring erhalten, und 
2. mit wieviel Nieten ist der Ring zu befestigen? 
Losung: 

1. Die Ringbreite b. 

Der berausgeschnittene Blechstreifen vom Inhalt f = b 0 mua dureh 
den als Ersatz dienenden Ringquerschnitt ersetzt werden, wobei beachtet 
wrn;den kann, daa die Blechdieke 0 naeh Maagabe des Giiteverhiiltnisses 
p der Liingsnietnaht an der ungeschwaehten Stelle etwas zu gro.a ist, wes­
halb der Ring eineentsprechendgeringere Breite zu erbalten brattcht. 
Es 'ist 

die Zugfestigkeit d~s herausgeschnittenen Bleches: P = a" p . kz, 

" " " Ersatzringquerschnittes: P = 2 (b -----' d) 01 • kz• 

Durch Gleiehsetzen folgt: 

a 0 p . kz = 2 (b - d) 01 • kz oder a 0 p = 2 (b - d) 01, 

b = a/o'P + d, wo a = 30 em,. '.c)' = 2,1 em, p = 0,85, 01 = 2,5 em und 
t 

Damit wird 
d = 2,6cm ist. 

b 30.2,1. <>!85 + . 
= 2.2,5 + 2,6 = 10,71 . 2,6 = 13,3 <Xl ~ 

2~>tHe Anzahl der.Nieten. 

Auch hier gilt die im Beispiel 49 entwiekelte Gleichung, in der nur 
an Stelle der Teilungt eine Rohrlinge gleich dar Ausschnittliinge a zu 
setzEln isto . 

Damit el'hiilt man die auf eine Ringhalfte kommenden Nieten 

Dap . Dap 
ks= 2 if bezw. 1= 2 ksf' 
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wo D= 220 em, a=30em, p= 12 Atm., 
. dBn 2,6Bn 

k. = 606 kg/cmB und f =4 =-4-= 5,31 ems, 

E' 'b ,. 220,30,12 lA.9 5· N' 
mgesetzt, . gt t 1 = 2. 600 .6,81 =. '*, "". 1 leten. 

Zur Befestigung des ganzen Ringes gebOren demnaeh 

2 i = 2 . 16 = 30 NieteR, 

54:. Beispiel. Mit welehem Uberdruek kann ein aus Guieisen her­
gestelltes Rohr von 25 em lichtem und 54 em iiuaerem Durchmesser be­
ansprucht werden, wenn die Materlalspannung 250 kg betragen soIl? 

LOsung: Nach Formel 26. 

d - d. ' /kz=Fo;4p 
a-- I V kz -1,3p' 

(!;) II (kz. -1,3 p) = kz + 0,4 p, 

(:;)\z- (!;Y l,3p=kz+0,4p, 

kz [(!;Y -1] =p [1,3 (:;Y +1]. 
kz[(~r -1] 260 [(~r -1] 260 (2,168 -1:) 

p 
1,3 (!;Y + 1 = 1,3 (:!f + 1 = 1,3.2,162 + 1 

260.3,665.6 916,4 
" = 1,3,4,6656 + 1 = 7,06628 = 129,7 ':sJ 130 .A tm. 

Neunte Aufgabei!gruppe. 

Zu § 12. . Schub- oder Seherfestigkeit. 

55. Beispiel. Welche Kraft hat man beim~Lochen eines schmiede­
eisernen Bleches von 10 mm Dicke aufzuwenden, wenn der Lochdurch­
m~ser des Bleches 30 mm und die Schubfestigkeit ·gegen Bruch 35 kg 
betriigt? 

Losung:. Nach Formel· 40. 

Pmax=fss=dnoss = 30n .10.36 
" =32970 kg. 

56. Beispiel. Bis zu welcher Grenze lassen sich in vorstehender 
Blechtafel noch LOcher stanzen, wenn die Bruehfestigkeit gegen Druck 
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des geharteten Stablstempele 100 kg betragt, und wie groi miiate hierbei 
die zum Lochen notige Kraft sein? 

oder 

Loeung: Nach den Formeln 40 und 8. 
1. Der Lochdurchmeeser d. 

P -= d n 0 Ss gegen Schub, 
dan 

P =-4- Sd gegen Druck. 

Fig. 190. 

Durch Gleichsetzen folgt: 

Fig. 191. 

d2 n d 
dnos8=4sd, woraus man OS8=4, Sd 

s 35 
d = 40 __ 8 = 4 .10. ---= 14 mm erhiilt. 

Sd 100 ---
2. Die Kraft P = dnoss = 14n .10.35 = 15386 kg. 

57. Ueispiel. Welche Abmessungen erhiilt die beistehende Zug­
stallgenverbindullg fiir eine Belastung von 10000 kg bei 750 kg Material­
spannung? 

Losung: Nach den Formeln 7 uud 40. 

1. Der Zugsta ngend urch messer d. 
d2 n 

P = f kz = ---- kz, 
4 

, /4P- v,r- ,Ji.-
d = V --k- = 1,128 --;;-( = 0,041~ V P 

n z 70) 

,,= 0,0412 V10000 = 0,0412.100 = 4,12 cm = ~ ~ 
2. Die Gllbeldicke O. 

P=fkz=2dokz, 
P 10000 

0= 2-dk; = 2 .40,2. 750 = 1,59 em = ~ 16 mm. 

3. Der Bolzendurchmesser dl." 
_ . _ 2 d12 ,-,; _ 2 

P -- fkg - -4- 0,8 kz - 0,4 <i1 n kz, 

Wehnod, Einfiihrung, 2. Auf!. 13 
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d1 = ' /--p = = 0,564 1 /10. 1000~ =-= 3,26 cm = '" 33 mm. 
V 0,4nkz 2 V 750 

4. Der Augendurchmesser D. Die beiden Augen der Gabel 
konUE;n entweder durch Zerreiaen senkrecht zur Stangenrichtung oder durch 
Herausscheren des Bolzens in Ricbtung der Stange zum Bruche gefiihrt 
werden. 

Fig. 193. 

1. gegen Zug: P = fkz = CD - d1) 0 2 kz, 

P 10000, 
D=2..tk +d1 =9. 16 "'_0+ 3,3=4,167+3,3 

Uz ~.,.'n, 

" = 7,467 cm= '" 75 mm. 

2. g~gen Schub: P = fk. = 201 02.0,8 kz = 3,2 010kz, 
P , 10000 

VI = 3,2kzo"':- 3~~f. 750-:-1,6=2,604 cm. 

D=201 +d1 = 2. 2,604-+3,3=8,508cm="'~~ 

Der letzte Durchmesser, als der gro.@ere, ist der Ausfiihrung zugrunde 
zu legen. 

58. Beispiel. Es sind die Abmessungen eines einfachen Hange­
werkes fiir eine Spannweite und Hohe von 8 bezw. 3 m zu bestimmen. 

Der Elastizitiitsmodul .fur Holz betragt rund 100000 kg/qcm. Die 
Sicherheit in den Streben sol1 10 fach sein. Die zuliissigen Spannungen 
gegen Zug, Druck und Abscherung sind fur das Holzmaterial mit 100,60 
und 10 kg/qcm, fur Schmiedeeisen dagegen mit 750 kg vorgeschrieben. 

Zu ermitteln sind also 
1. die Lange 11 der beiden Streben, 
2. der Neigungswinkel a zwischen Horizontalbalken und Strebe, 
3. der Strebendruck S, 
4. der Horizontaldruck H t , 

5. der Horizontaldruck Ha, 
6. die Seite 01 des quadratischen Querschnittes der Streben, 
7. die Seite O2 des quadrati!'lchen Querschnittes der Hangesaule, 
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8. die Hohe hI des iiberstehenden Kopfes der Siiule, 
9. die Materialspannungen ge~n Schub nnd Druck der Straben 

gegeniiber der Siiule, 
10. die Durchmesser der beiden Sebraubenbolzen, womit die Flach· 

eisen an der Siule befestigt sind. 
11. die Breite b1 der zu einer Sebraube ansgebildeten Flacheisen, 

daren Dicke mit 10 mm angenommen ist, 
12. der Kerndurchmeaser d der Sehraube, 
13. die Plattendieke os, deren Breite gleieh der Flacbeiaenbreite 

sein solI, 
14. der Bolzenabstand h2 vom Siiulenende, 
15. die Breite bl! der Zapfen, womit sieh die Streben auf den Hori­

zontalbalken stutzen, und 
16. die Lange 12 des vor den Zapfen stehenden Holzes, fur eine 

Zapfentiefe von 5 em. 
Losung: 

1. Die· Strebenliinge 11' 
N Inlh dem geometrischen Satze des Pythagoras ergibt sich 

Fig, 194. 

2. Der Neigungswinkel o. 

. h 3 b smo=i;:=K=0,6 ezw. 

3. Der Strebendrnek S. 

Aus der AhnliChkeit des halben Dachbinderdreieckes mit dem 
sebraffierten Kri.ftedreiecke folgt der Strebendruck 

18* 
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P 
11 - , 

S = -2. = 11 P = 5 . 6000_ = 5000 k.,. 
h 2h 2. g n' 

4. Der Horizontaldruck HI' 

Aus den gleichen Dreiecken foIgt auch 

I P 
I P 2' 2- IP 8.6000 

HI :2=I: h oder H t =T=4h=4.-g-=4000 kg. 

5. D e rHo r i Z 0 n tal d rue k H2• 

Auch der Druck H2 ergibt. sich aus der KQngruenz der beiden 
schraffierten Kraftdreieeke ebenso grog als der Druck HI' 
also H2 = HI = 4000 kg. 

6. Die Quadratseite 01 der Strebe'n. Naeh Formel 142. 

Die Berechnung der Streben ist auf Knickungsfestigkeit vorzunehmen, 
die zwar noeh nicht an diese Stelle gehOrt, der Vollstiindigkeit halber aber 
nach der genannten Formel ausgefiihrt werden soll. 

wn2 e 
P=- ---, 

maP 

worin w = 1 eine Erfahrungszahl, m = 10 den vorgeschriebenen Sieher-

heit~(rrad 7[2 = rd 10 a ==---~-- den Dehnungskoeffizienten, e = d112,'" 
'b " "100000 

das Tl'iigheitsmoment, I die Strebenlange in em gemessen und P die Be-
Iastung in kg bezeiehnet. 

N aelt e aufgelost folgt die Gleichung 

10· -}--.12P 
e=ma~= 100000 

ron2 1.10 

P12 
10000(j" 

Will man diesen Ausdruck noch auf eine in del' Praxis gut be­
kannte Formel iibel'filhren, so hat man nur notig, die Kraft P in Tonnen 
und die Liinge 1 im Meletmaae auszudriieken, indem man das crate Maa 
mit 1000, das letzte dagegen mit 100 multipliziert, 

D· f b 'b Q_PI21000.1002 - 0 Pl2 les auege ii rt, gl t ~7 - 100000 - 1 0 . 

1Vird in diese GIeiehung der oben genannte Wert ftir e cingesetzt, 
15' . 

so ist-.!·=100P12, woraus ol=tl12.ioOPI2=V12.100.6.5~ 
12 

= 5. 2 V18= 10. 2,0= ~ folgt. 
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7. Die Quadratseite O2 der Hangesaule. Nach Formel 7. 

Den kleinsten Querschnitt. hat die Saule an der Stelle, wo die beiden 
Streben dip auf Zug beanspruchte Saule unterstiitzen. 

Die Quadratseite 0'2 wird dann un tel' del' Annahme, daa die Streben 
da!:! 1/5 fache von 0'2 in die Saule eing-elassell sind, erhalten aus 

P = fkz =(0'2 -- 2 c)0'2kz = (0'2 - 2 ~l) 02k. = 0,6 022 kz, 

0'2= -V- P - = 116000 -Vio-o= 10 cm. 
O,/} kz 0,6. 100 

Das Resultat besagt, daa eine 
Hiingesiiule mit 10 cm Quadratseite 
den gestellten . Bedingungen voll­
sHindig entspricht. Da nun abel' die 
Streben bereits eine Quadratseite von 
20 em erhalten mussen, so ist es 
angebracht, del' Hangesaule die 
gleiche Abmessung zu. geben. Es 
sei rleshalb 0'2 = ~ ange· 
nommen. 

8. Die iiberstehende Kopf-
hohe h1 der Saule. Nach 
Formel 40. 

Del' Zug P der Rangesaule 
wird von den beiden Vertikaldriieken 
der Streben von je 0,5 P aufgefangen, Fig. 195. 

die nun £las vor ihnen stehende 
Holzmaterial von der Rohe hI abzuscherell suehen. Die dadurch bedingte 
MindestbOhe erg-ibt sich lius 

. P 6000 
P=fk =2h 0 k zu h =-_.-- =----.-- = 15 cm s 1 2 s 1 2 0'2 ke 2.20 10 ___ . 

9. Die Materialspannungen zwischen SauIe unrl Streben. 

1. Man hat sich zu uberzeugen, ob die durch den Querschnitt der 
Streben festgelegte Rohe a der abscherenden Vertikalkraft geniigend Wider­
stand Ieistet. 

Die Formel 40 ergibt die Schubspannung zu 
o P = fke = 201 aks = 201 ._.1_ k., 

cos a 
k - P . cos a _ 6000·.0,800 _ 6 k I 

8 --2(j~2- - 2 . 202 - g qcm. 

Da die zuliissige Schubspannung mit 10 kg/qem vorgeschrieben war, 
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der vorliegende Wert aber innerhalb dieser Grenze bleibt, 80 kann die 
Hohe a beibehalten werden. 

2. Die Streben driicken mit dem Horizontaldrncke Hs gagen die 
HiogesAule, deren Drnckflache so groil sein mu13, dai die zulissige Druck­
spsnnung nicht iiberschritten wird. 

Die Formel 8 liefert eine Materialspannung 
d (JII 

Hs = fkd = d1 a~ = d1 - 1- kd = _1_ kd• 
9OS(J cos a 

k - H1 • COS (J _ 4000. 0,800 _ 8 k / 
d- dl! ---2~- gqcm. 
, 1 

Auch diese Spannung liegt innerhalb der zuliieeigen Greme, die mit 
60 kg/qcm vorgeschrieben iet. 

10. Die Bolzendurchmeseer dll• Nach Formel 40. 

P = fk. = 4 da:n 0,8 kz = 0,8 d.2nkz• 

l/-P- , CF , / 6000 
d. = V 0,8nkz = 0,282 V 5-kz = 0,282 V I) 750 = 1,78 I"-' ~ 

r!-@ooo~ 
Fig. 196. 

Bei der Wahl der Bolzen­
durchmesser ist aber auch noch 
auf den Leibungsdruck, der 
60 kg/qcm nicht iiberschreiten 
solI, Riicksicht zu nehmen. 

N sch Formel 8 findet sich 
ein solcher Durehmesser da zu 

P=fkd= 2dsoakd' 
woraus sich 

P 6000 
dl/=--=---CC-

202 kd 2 . 20 . 60 
" = 2,5 em 

ergibt, welcher Wert der Aus­
fiihrung zugrunde zu legen ist. 

11. Die Flanschenbreite bs. Nach Formel 7. 

'0 _= fk. = 2 (b1 - da)dkz, 
p 6000 

b1 =20kz +dil= 2.1.750 +2,5=4+2,5=~ 

12. Der Schraubendurchm&Sse~ dl . Nach Formel 7. 

P = fkz = 2 d1:1' k. = 0,5 d12nkz• 
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d1 = VO.5~kz=0.564~=0.564~ 
" = 0.564 ' / 2 6000 = 0.564.4 = 2.256 em = 22;56 mm. V !i50 
Diesem entsprieht naeh dar G~windetabelle von Whitworth ein Ge­

winde von 11/8" mit d2 = 23,93 mm. 

13. Die Plattendieke ~s. Nach Formel 40. 
P= fk.= 2b1 ~30.8kz .:.....1.6bl~skz, 

P 6000 
. ~8=l,6blkz = 1,6.6,5.750 =0.77",1 em. 

14. Del' Bolzenabstand ha. Naeh Formel 40. 
Del' auf die Bolzen wirkende Druck mul3 von dem darunter liegenden 

Holze aufgmo~men werden. Die beiden Abscherungsflichen erfordern 
eine MindesthOhe hll' die sich aus dem N aehstehenden, ergibt: 

P = fks = 2ha~lks. 
. P .6000 

hi = 2d'iks = 2. 20 ~ 10 = ~ 
Da aul3er der Abscherung auch noeb ein Aufreiien in der Mitte 

der Hangesaule moglieh sein kann, so wird in der Praxis die zuletzt er­
mittelte Hohe bis auf den doppelten 
Wert vergroaert. 

15. Die Zapfenbreite ba­
N ach Formel 40. 

Die Kraft HI beansprueht die 
Strebe gegeniiber dem Horizontal­
balken auf Verschiebung, die von dem 
Zapfenquerschnitte aufzunehmen ist. 

Da die Zapfenliinge. abhangig 
vom Strebenquerschni~te ist, hnn 
nur nooh die Breite des Zapfens auf 
folgende Weise bestimmt werden: 

. ~1 
HI = fk. = baa1 ks = b. -.-kso 

Slna 

Fig. 197. 

b H •. sin a _ 4000.0,6 -12 
.- k - - em. ~1 8 20.10.-

16. Die Linge I. des Vorholzes. Nach Formel 40. 

Ha = fk. = (bal. + hsl.2)ks = l.(ba+ 2hs)kB• 

HI 4000 200 
I. (b.+2hs)ks = (12+2.5)10 =11= 18.18",~ 
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Wenn nun in del' Praxis lmeh diese Lange oftmals iiberschritten 
wird, liegt doch -dazu um so weniger Grund VOl', als die d-urch den Vertj· 
kalUruck bewirkte Reibung zwischen Strebe und Balken den Widerstand 
noch vergro13ert._ 

59. Beispiel. Welche Abmessungen erhiilt ein liil1glicher Schrumpf. 
ring (Schrumpfband) nach Ma13gabe del' in der Figur eingeschriebenen 
Mage, wenn del' Querschnitt quadratisch sein, die Zugbeanspruchung des 
Ringes 400 kg und die Sehubbeanspruchung des Schwungringmaterials das 
0,2:) faehe des letztgenanIlten \Vertes betragen solI? 

'-+---1---- ; 

I', d , . 

Fig. 198. 

Losung: 

1. Die Zugkraft. des Schrumpfringes: P = 262 • kz, 

2. die Schubkraft des Schwungringansatzes: P :=i (21' I + r~n). ks 

Durch Gleichsetzen folgt: 2.r2 k _ ,2 rl ± r2 71 !~ 
u . z- 2 '..j' 

,/2rl+r2n 1',/--- 65 ~--. o = V--H·~2- = J V 8 + n = -i--v 11 ,14 = fi,3!! '" 5,4 em. 

Zehnte Aufgabengruppe. 

Zu § -14-24. Die Biegungsfestigkeit. 

60. Beispiel. Ein I!.US lIolz hergestellter Freitriiger von recht­
eekigem Querschnitt hat eine Lange von 1,5 m und wird am £reien Ende 
mit 1100 kg helastet. Die Materialspannung solI mit 45 kg/qem in Recb· 
Dung gezogen werden. 

'Velche Abmessungen mula del' Querscbnitt erhalten. wenn sieh die 
Breite zur Hohe wie 5: 7 verhiilt? 



Die Biegun<!Sfestigkeit. 

Losung: Nach den Formeln 58 und 78. 
bhz . 

Mb = ·Wkb, worin Mb = PI und W = 6 1st. 

Fig. 109. 

I 

m-- t. ,,6 
, ; --I 
: I ' 

.-,.,~ .... -

201 

D b h . 11 . h b fi h'b h I a nun : = 5: 7 sem so , woraus sle = -.- ergl t, so er ii t 
7 

man dureh Einsetzen del' 'Verte 
5h 
- .. - h2 

bh2 7 5 
PI =--- kb = -- kb = --- h3kb 

(j (j 42' 

h =f /42!! = ,3/ 42 . 1100 . 1 i)() 
V 5kb V flo 45 

31,34 em, 

f) 5 
b = h =-.81,34 = 22,4 em. 7 7 . 

61. Beispiel. Ein aus Se)lllliedeeisen hergestellter Stirnzapfen 
werde mit 270i) kg beansprueht. Die Materialspannung solI 5 kg/qmm 
betragen. 

1. Wie' groJ3 muJ3 der Dureh. 
!!lesser des Zapfens ausgefiihrt werden, 
wenn der Fliiehendruek zwischen 
Zapfen und Lager 0,25 kg!qmill 
nieht iiberschreiten solI? 

2. 'Velcher Durchmesser ist 
zu wiihlen, wenn die Tourenzahl des 
Zapfens 500 betragt und wie gro13 
wird in diosem Falle der FIiichen-
druck sein? 

Ii' , ..... - ~ 
, I , , , 
~ ______ . ~-------..J 

Fig. 200. 

Losung: Zuniichst ist das von der Materiaispannung und dem Fliichen­
druok abhiingige VerhiiJtnis zwischen Durchmesser und Lange des Zapfens 
zu ermitteln. 

1. Das Verhaltnis zwischen der Liinge 1 und dem Durch­
messer d des Zapfens. Nach den Formeln 58 und 80. 

d3n PI 
Mb= Wkb =-3 -kb ".I(),ld3 k b, wo Mb= <j- ist. 

2 ~ 
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Damit ist 

Da nun nach Formel 8 auch P = fp = dl P ist, so erhilt man 

durch Gleichsetzen dIp = 0'2~akb oder 

(.!..)I·-.:.. 0,2kb d· .!.._ "';O,2kb_ ,/0,2.6 -,1A4-9. 
d - P 0 er d - V· p - V 0,25 - V '"' - ..::. 

2. Der Durchmesser d. Nach Formel 58. 

Mb=O,ldskb· bezw. ~l =O,ldskb, woraus mit d dividiert 

Pl_ II _,/ PI 
2d -O,ld kb oder d- JI 0,1 .. 2dkb 

" = 10 V54 = 73,48 ~ ~ foigt. 

S. Flihrt der Zapfen in der ;Minute mehr als 100 Umdrehungen 
aus, so macht man das Verhiiltnis der Lange zUm Durchmesser von der 
Tourenzahl abhingig. Eine fur Schmiedeeisen, Stahl und Gu.aeisen brauch­
bare Mittelgleichung ist 

oder 

! = 0,14 Vn = 0,14 Y 500 = 1,4 y5 = 3,13, 

Den Wert in die oben stehende Gleichung eingesetzt, liefert 

d = 11 5 ~ ! == -V 5 2:00 3,13 = 30 V 9,39 = 91,9 ~ 92 mm. 

Der spezifische Flichendruck erhiHt daun einen Wert von 
P=fp=dIp 

P P 2700 
P=-dl=-d -d= Il 0,102 kg. . 3,13 3,13.92 

62. Beispiel. Ein 

Fig. 201. 

habe eine Lange von 1,4 m. 
1m: Abstande 0,5 m von der 
Wandstelle aus gemessen wird 
der Trager durch das eine Ende 
eines Quertrigers mit 3000 kg 
belastet. Ferner wirke am freien 
Ende des Freitriigers noch eine 
liber 0,38 m Lange gleichmiiGig 
verteilte Last von 2200 kg. 

Welches Profil muG der aus 
I -Eisen bestehendeTriger erhalten, 
wenn er mit 875 kg/qcm bean­
sprucht werden solI? 
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wsnng: Nach Formel 58 nnd 81. 

Mb = Wkb, WO Mb=PI1 +Q (1-:) 
" =3000.50+2200 (140- 328) =416200 cmkg 

und kb = 875 kg/cm2• 

W = Mb = 416200 4 II 
kb 875 75,6 em . 

Diesem entspricht. ProfU 27 mit W = 491 ems. 

68. Beispiel. Fur eine Hobelmaschine sollen die ltbmessungen des 
beistehend skizzierten gro~ten Querschnittes der Supportstander ermittelt 
werden. Die groBte Span­
dicke sei mit 1,2 em, der 
gro13te V orschub gleich 
der Spanbreite mit 0,3 
em und die Festiglieit 
des zu bearbeitenden Ma­
terials mit 4000 kg/cm2 

gegeben. Die zuliissige 
Zugspannung der gu13-
eisernen Stander sei mit 
Riicksicht auf die gute 
Stabilitiit der Stander, 
wovon die Giite der zu 
hobelnden Werkstiicke 
abhangt, nur mit 25 
kg/cm2 in Rechnung zu 
setzen. 

Losung: 
1. Die Beanspru­

chung der Stander. 
Fig. 202. 

Die ungiinstigste Beanspruchung der Stander einer Hobelmaschine 
tritt ein, wenn der Support sich ganz auf der Seite befindet, wobei fast 
der ganze Arbeitsdruck auf einen Stander kommt. 

Die die Hobelmaschine beanspruchende Kraft ist der Druck, der an 
der Schneide des Stahles auftritt. Dieser berechnet sich nach dem aus der 
Teclinologie bekannten .Ahnlichkeitsgesetz "P = A . eX • bY, worin P den 
Gesamtdruek, A· den spezifischen Druck in kg/mm2, e die Spandicke (Vor­
schub), b die Spanbreite (Tiefe) und x und y Werte darstellen, die erfah­
rungsma13ig in der Niihe von 1 liegen. 

1m vorliegenden Falle erhiilt man den auf einen Stiinder entfallenden 
Arbeitsdruck 
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r = A . eX • by = 40 . 12 • 3 = 1440 "-' 1500 kg, 

cler den Stander in H == 1,2 m Rohe angreifen soli. 

2. Die Lage des Schwerpunktes. 

Hier ist zunacbst zu bemerken, dat\ im Interesse der Vereinfachung 
der Rechnung der Standerquerschnitt in die aus der Figur ersichtlich an­
gen1ihel'te Form gebracht werden kann. 

Nach den in der Figur eingeschriebenen Mat\en folgt: 

F1j = F11i1 + F21i2 + Fs1is, 
. c h (d) 

F +F~ +F (a--O')c.- + oh. -2 +(b - o)d. h--
1 "11 2 172 3 1i~ 2 , 2 1i = - .. - --- .. - .. - ...... = - --. ----... --.. -~~-
F1 +F2+Fa (a-o)c+oh+(b-o)d 

_ (12··- 4). O,3h. O,H)h + 4h. n,5h + (8 - 4). 0,05 h(h- U,025 h) 
,,- (12 - 4)0,311- --- -... + 4h .... + (8 _ .. 4) 0,05 h--"-' 

= ~2{0,3.6 + _2_±.0~l!:)5~ = .;~?~ h = 0 387 h und 
" h (2,4 + 4- + 0,2) 6,6 .....;'--

e2 =h -e1 =h - 0,387 h =O.613b. 

&J, 
I 

~t-.~_OY1':~~770~~..,.rM· .··.·.lJ 
~I .." 
~i .. ~~~~~~ 

r-' --- o.,.L_~i--.-'!.L __ . 
l....-. ___ . ___ . ~L_ . 

__ ~. .~.t.l.~_. + __ . __ . __ ~O.GI3 f, __ .., 

e iCJ'~ 
Fig. 203. 

3. Das Tragheitsmoment (>9. 
3 

0=~(0+Fa2) 
1 

" = 01 + O2 +03 +F1 Rt 2 + F 2 8 22 -r FJ 8 S2 

" = /2 [(a- d')c3 +ohS + (b - 0) dSJ + (a - o)e (e1 - iY 
+ oh (e2- ~r +(b-o)d (e2-~r 
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@ = 112 [(12 - 4) (0,3 h)8 + 4 hI + (8 - 4) (0,05 h)S] 

+ (12 - 4) 0,3 h (0,387 h - 0,15 h)2 + 4 h (0.613 h - 0,5 h)2 
+ (S - 4) 0,05 h (0.613 h - 0,025 h)2 

hI 
" = 12 (0,216 + 4 + 0,0005) + hI (0,1348056 + 0,051076+0,0691488) 

" = (0,351375 + 0,2550304) h3 = 0,6064054 hS• 

4. Die Hohe h des gro.@ten Querschnittes. 

Da die Stander auf Biegung beansprucht werden, erhiilt man nach 
der Biegungsgleichung 58 

Mb = Wt kz• wo Mb = PH = 1500. 120 -= 180000 cm kg, 

WI = ~=06064054~~= 1,567h2 
e1 0.387 h 

und kz = 2f) kg/cm2 ist. 

Damit wird Mb = 1,567 h2 • kz• 

h= V- ~b = V1800°t?_=67,SC'Vfi8 Clll. 
1,567 kz 1,567 . 25 

64:. Beispiel. Gegeben ist der beistehende Querschnitt von Schmiede­
eisen, von dem die aus der Skizze ersichtliche Abmessung x derart er­
mittelt werden solI, da13 das Material auf der Zug- oder Druckseite voll 
ausgenutzt wird. 

f 

ttf-~ 
ff. 

;;J Ii,. 

~ 

ff, 
~ 

~ 

Fig. 204. 
Losung: 
Nach § 20 Abs. a liegt die neutrale Achse in der Mitte der Quer­

schnittsbOhe. 



206 Zehnte Aufgabeogruppe. 

Denkt man sich die neutrale Achse als Drehachse, so liefett uas 
Schwerpunktsgesetz 

Ftl'Jl +F21J1I= Fs1Js +F,7), 

rlln (h ir) (h x) (h h--r) - --r+- +(2r-o)x --r-- =(h-r)o ----
2 2 3n 2 2 2 2 

+(B~d)a (~-i) 
40:.~ (12,50 ~ 20 + ~.~~) + (2. 20-0) ao (12,50- 20 _ a/) 

= (250 - 20)0(12,50 -11,50)+ (120 -0) 1,50 (12,50 -0,750) 

20sn (10,5+ 3~) + 3008 (10,5 - 0,5 a) = 2303+ 11.1,5 .11,75. OS 

16 
21 n + 3 + 31,5a -1,5a2 = 23 + 193,875, 

1,5a2 - 31,5a + 2145,569 = 0, 

= 31,5 + V-31-,5--=-g---4. 1,?~_45,569 = 31,5 + V112,83 = 10 5 + 3 63 
« 2 . 1,5 3' -' , 

01 = 10,5 + 3,63 = 14,13 und all = 10,5 - 3,63 = 6,87 .. 

Beide Resultate sind pl'aktisch verwendbar; den gro6eren Wert wird 
man nehmen, wenn es sich um einen Querschnitt halldelt, der eine sehr 
gro13e Tragfahigkeit besitzen solI. 

65. Beispiel. Welche Widerstalldsrr.omente hat der senkrecht durch 
die Lagermitte gelegte Querscbnitt des Hoblgnl3rahmens einer Gasmaschine. 
der die heistehenden Abm ssungen hat? 

Losung: 
1. Die Lage des Schwerpunktes. 

F11JI + F217l1+ Fs1Js + F,,1J, 
1J Fl +F2 +Fa+F4 

2 .hOI.~+2. b. ~2' ~+ 2(hl +(2)03 , ~+b20,(hl +O.2-~,) 
,,- 2. h<J1 + 2. hi 02+ 2 (hI +02}cJa + bllo', 

hSol + b102l1 + (hI +02)2' 03 + bao, (hi +02 - ~,) 
,,= 

2.ho1 + b1 0a+2(h1 +(2)os+b20, 
802 .1,8 + 20. 2,52 -r (59 + 2.5)2.2 + 60.2 (50 + 2,5 - 1) 

" . 2.80.1;8 t2.20.2,5+2(50+2,5)2+60.2 ' 

5760 + 62,5 + 2756,25+ 3090 11668,75 = 32 50 
" 359 359' em 

und e2=h-el=80-32,50=E~ 
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Fig. 205. 

2. Das Trigheitsmoment -@. Nach ForJr.el 68. 
4 

@=~(@+Faa), 
1 -

AI '&,,20. _I 

re~:::.::--:.-: 

Ie 
}-----
~~-
~ 

~.1~ 1 , 
I 
I 

,_---t~~~L-_____ --+I _______ ~_mL_--
! 

Fig. 206. 



Zehute Aufgabeugruppe. 

e=~+~+~+~+~~+~~+~~+~~ 

"=}2 [2 .Olhs-t- 2. bl 023 + 2 .os(b. +Oa)8 + baa,,:] + 2 .Olh(ea-~r 
( 0)1 (h +0)8 + 2 . b10a e1 -; + 2 • 03 (hI + O2) e1 - _1 "2-~ 

+ b20, [e2 - (11-02 - hI +~) r 
1 ,,= 12[2 .1,8 .808+ 2.20.2,58 + 2.2(50+2,5)8+ 60. 28] 

-I-- 2.1,8.80(47,5 - 40)2+2.20.2,5 (32,5 -1,25)2+ 2.2(50+2,5) 
(32,5 - 2(l,25)2 + no. 2 [47,5 - (80 - 2,5 - 50 + 1)2J, 

" = 142 (460800 + 156,25 + 144823,125) + 4- (4-050 + 24'414,0625 

+ 2050,78125 + 1(830), 

,,=~. 60577H,37[) + 4.41344-,84375 = 367 B05,8333 C/) 367 3~(l em'. 

3. Die Widerstandsmomente WI und W2• 

e 367306, s 
WI = --, = --,----- = 11 B02 em , 

e1 32,5 
(3 367 ?06 ~. 3 Wa ,,=--- = ------ = 7 133 em , 
e2 47,5 ----' 

66. Beispiel. Welehe Dicke mussen 
die Schenkel des beistehendEm schmiede­
eisernen \Vinkelhebels erhalten, wenn sie 
an. der N abe von g em Durchmesser tan­
gieren sollen und an clem langen Schenkel 
eine Kraft von 180 kg angJ'eift? 

----------------_____ I 

-- ---- ---- ------ --,- ---------0-

Fig. 201. 
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LOsung: Nach Formel 58. 
. JD2 

Mb = Wkb, WO Mb . PI!, W = 6 und kb = t. 900 = 300 kg/em!!. 

D . . PI . oD2 k ~ 6PI1 6. 180.35 
amit wud 1 = -6-' b oder u = D2kb = 92. 300 1,55",,1,6 cm. -

Da der andere Schenkel dasselbe Moment auszuhalten hat, mna er 
die gleiche Dicke erhalten. 

67. Beispiel.· Fiir die Schubstange eines Horizontalgatters ist der 
Durchmcsser des StahI-Kugeizapfens zu bestimmen, fiir den das Verhiiltnis 
zwischen der Llinge und dem Durchmesser des Zapfens ca. 1,4 und die 
Materialbeanspruchung 5 kg betrii.gt. 

Losung: 
Mb = Wkb, wo· Mb=P. 0,51, W =O,lds und kb=5 kg/mml!. 

Eingesetzt, gibt P}=0,ld3 kb, 

PI_ O• d2 k 2d -,.L b, 

_ ... /-P-I _ ,/r, 500 _ 
d- V 5'k;;'(f- V o·5· 1,4-26,45",27mm. 

Damit wird der Ktlgeldurchmesser 

D = Vl2 + d2 = V(1,4d)2 + dll = d 1"1,42 + 1, 
., =1,72d=1,72.27=46,4 mm. 

Bei dieser Zapfenart ist nach Bach 
die Reibung um 40 010 hOher als die eines 
zylindrischen Zapfens. __ . __ _ 

68. Beispiel. Welche A bmessungen J --~~~~"3!"R~""""~~ 
sind bei 4 kg Materialspannung der schmiede­
eisernen Achse einer Seilscheibe zu geben, 1 
deren Gewicht 300 kg betragt und bei der . _______ ~~~~ 
die beiden Seilenden mit 1600 kg angespann t 
sind. Wahrend das eine Seilende mit der 
Senkrechten einen Winkel von 15 () hildet, 
schlieaen die beiden Seilrichtungen einen 
solchen von 55 0 20' ein. Die zwischen clen 
Zapfenmitten gemessene Achsenlange sei mit 
320 mm vorgeschrieben. Die Tourenzahl 
sei 75. 

LOsung: 
1. Die heiden LagerdruckeA und B. 

Wehnert. Einfiihrung, 2. Aull. 

g>. SooAJ 

Fig. 208. 

14 
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a) Die Mittelkraft &.. 
~ a a ""2 = Q cos 2" oder Rl = 2 Q cos 2' 

b) Der Achsendruck R. 
R2=R12 + G!+2~ q, wo q= Gcosr ist. 

R= yR12+G2 + 2Rl q 

,,= V(2QCOS]-r +G8+2.2Q,COS~GC08Y 
,,= -V4Qcosi(Qcos~+Gcosy) +GlI 

,,= y4 .1600 cos 27° 40' (1600co8 270 40' + SOO cos 12° 40')+ 3002 

,; = 1001"64.0,88566 (16. 0,88566 + 3.0,97566) + 9 

,,= 100 y56,68224 .1-7,09704 + 9 

,,= 100 Y969,10 + 9 = 3127,0 ="-' 3128 kg. 

"'-
r·t~\ '1-.. is-l~OO~ 

I ,J +'I 
I , ... t 

. "-' 
Fig. 209. 

c) Die Lagerdriicke A und B. Nach Formel 82 . 
. R 3128 

A=B=-=--= 15fj4 kg. 
2 2 --

2. Der Achsendurchmesser D. Nach den Formeln 58 und 83. 
Mb == Wkb = 0,1 D 3 kb , 

D = -: {},!'r!_ = 11\/10 At = -t /5 . 1564. 320 = 20 lIV' 78,2 
V 0,1 kb 2 kb V . 4 

., = 85,52,,-,86 mm. 

3. Der Durchmesser d und die Llinge I der Stirnzapfen. 
Nach den Formeln 58 und 80. 
Bei frcier Wahl des Vcrhiiltnisses zwischen Zapfenlii.nge und Durch-
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messer wiihlt man bei Schmiedeeisen und Stahl 1,4, sofern die Touren­
zabl n <: 100 ist. 

Also ~ = 1,4 oder I = 1,4 d gesetzt, gibt, in nachstehende Gleichung 

eingefuhrt, W kb = Mb, 

oder 01d3k -A I_A.1,4d_ 0 Ad 
, b- 2- 2 -,7 , 

,/0,7 A- ,/ 1564 _.-
womus d = V O"Jkb = V 7-4- = V2737 = 52,3(X)~ 
und 1 = 1,'fd == 1,4.52 = 72,S", 73 mm folgt. 

69. Beispiel. Pur eine Maschine von 390 mm Zylinderdurch­
messer und einer Uberdruckdampfspannung von 15 Atm. soIl der Gabel­
zapfen berechnet werden, womit der 
Kolbenstangendruck auf die Pleuel- ... .:i-. 
stange ubertragen wird. i ! 

Die Berechnung solI derart durch- C:J~~~~ 
gefUhrt werden, daB der Zapfen ~---

a) ungenau und 

b) sehr sorgfiiltig eingepaBt ist. L_[=::t~~~::; 
Die Materialbeanspruchung des 

Zapfens solI 4 kg/qmm, der Flaehen­
druck mit. Rucksicht auf die geringe 
Drehung 1,5 kg betragen. Fig. 210. 

V>sung: 
Der Kolben- oder Zapfendruck P. Nach Formel 8. 

D 2 n 392 n 
P = fp = -4 p = -T15 = 17919", 18000 kg. 

a) B e i u n g e n a u erE i n pas sun g. 

1. Das Verhiiltnis zwischen Lang£> lund Durchmesser d 
des Zap fen s. 

Daa vorliegende Verhiiltni;; wird in gIeicher Weise entwickelt, wie 
das bereits einmal im 47. -Beispiele durchgefiihrt worden ist. 

Nach den Formeln 58 und 96. 

Mb = Wkb = 0,1 d 3 k b , wo Mb = ~l iat. 

Damit ist PI = 0 1 d3kb bezw. P = o,8dla~. 
l:l ' 

Da nun aber nach Formel 8 auch P = f P = I d p ist, so erbii.lt 

man durch Gleichsetzen Id _ 0,8 dS kb p- 1 ' 

(~) 2_ 0,8!c~ 
d - p , 14* 
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~ "= ' / ~8 k""i, = ' / ~s.. 4 = 1 46,,-, 1,5 
d V P V 1,5 ' -' 

2. Der Zapfendurchmesser d. 
Wie schon vorher angegeben, Iautet die Biegungsgleichung 

PI 
S=0,1dSkb 

oder, mit d dividiert, Pl_ d2 k 
8d -0,1 b 

d='/ PI =~,/r. P I =0r.'/51800015 
V 8 d 0,1 kb 2 V D kb d ,D V. 4 ' 

" = 93,2 '" 100 mm. 

Die hohe Abrundung ist deshalb berechtigt, weil der Zapfen auf 
Biegung und Abscherung beansprucht wird, die letztere aber vernachliissigt 
worden ist. Desgleichen ist die durch Reibung verursachte Abnutzung zu 
beriicksichtigen. 

b) Bei BorgHI tiger Ei n pas sung. 

1. Das VerhaItnis zwischen lund d des Zapfens. 

Da der Zapfen diesesmal als beiderseitig eingespannter Trager zu 
PI 

betrachten ist, wofiir das Biegllngsmoment nRch Formel 109 mit Mb = 12 
einzusetzen ist, so folgt in der vorher angegegebenen Weise das Verhiiltnis 

~ _111,2 ~~ -V1,2 . 4 - 1 '"'8 1 8 - - - ,I "-' , • 
d P 1,5 -

2. Der Zapfendurchmesser d. 

Hier lautet die Biegungsgleichung 

PI _ dSk 12-0,1 b. 

PI _ ° d2 k 12d -,1 b. 

, / 1 P 1 1/ 1 18000 
d = V 1,2' k~ . d = V 1,2' --4- . 1,8 = 82,2 = ex> 82 mm. 

70. Beispiel. Ein Trager von 7 m Liinge werde in den aus der 
. heistehenden Skizze ersichtlichen Abstanden mit den Lasten 1500, 3000 
und 750 kg beansprucht. 
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Welehe Abmessungeu mui der Quersehnitt erhalten, wenn die in 
der Skizze angegebenen VerhiUtnisse Berftcksiehtigung finden sollen und 
die l1aterialspannung mit 750 kg vor­
geschrieben wird? 

Zu bestimmen Rind also 
1. die beiden Auflagerreaktionen A 

und B, 
2. das gro.ate Biegungsmoment Mma:E' 
3. der Schwerpunktsabstand Ct bezw. 

ea, 
4. das Triigheitsmoment @, 

5. das Widerstandsmoment W und 
6. die VerhiUtnisgro.ae b. 

Losung: 

1. Die Auflagerreaktionen 
A und B. 

Nach Formeln 87 und 88. 
Den Drehpunkt an die Stelle A geIegt, gibt 

a 
BI = ~PI, 

1 

I a 1 
B = -r ~PI . T(P1 l1 + Pgls.+ PsIs) 

" = ~ (1500. 1,5 + 3000.4,5 + 750 . 5,5) = 2R39,3 <Xl 2840 kg. 

a 
A=~P-B=PI +P2 +Ps-B= 1500+ 3000+750- 2840 

1 

.= 2410 kg. 

2. Das griHhe Biegungsmoment Mmn. 

Zur Berechnung dieses Momentes kann man das in der Einleitung 
df',s § 23 naher beschriebene und in der Fig. 109 dm:gestellte Schubkraft­
diagramm benutzen, was immer zweekm&aig ist, sobaid viele Einzellasten 
vorliegen oder voraussichtlieh groSe Zahlenrechnungen auszufiihren ."ind. 

Da sich im vorliegenden Falle die Einzelmomente ohne gro.ae Millie 
ermitteln lassen, so soll das Maximalmoment dureh Recbnung festgestellt 
werden. . 

Den Drehpunkt an die Laststelle PI gelegt, gibt 
Ml = All = 2410 . 1,5 = 3615 mkg. 

Wird der Drehpunkt an die Laststelle Pa gelegt, so erhiilt man 
Ms = Ala - Pl (Is -11) = 2410.4,5 -1500 (4,5 - 1,5) 
" = 6345 mkg. 
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FUr die Laststelle Ps als Drehpunkt ergibt sich 
Ma = B (1- Is) = 2840 (7 - 5,5) = 4260 mkg. 

Das MaXimalmoment liegt somit an der Laststelle P a' 

3. Der Schwerpunktsabstand ~ bezw. ea. 
s 

F.el=~F.1'J' 
1 

F1 '1Jl + Fa'1Ja+ Fs1'Ja 
~-- F1 +FII +Fs 

Bb}+HcJ(~+ b) +B1 cJ1 (H+ b+~) 
" = Bb+Ho+Bto1 

15bb} + 20bO,8b (~+ b) + lOb 1,2b (20b + b+~,:b) 
,,= 15bb+20bO,8b+l0b1,2b ---.----

7,5 bS + 176bB + 259,2 bS 442,7 bl 

" = 15bl!+ 16b2+ 12ba = 43b! 

" = 10,295 b '" 10,3 b, 

ea =b+H+o1 -el =b+20b+ 1,2b-1O,3b --~ 

i rc---- c$c--->j . 

-..5;- -.::{--------------
T 

.4, 
i 

,~=-&--~~+-~~~-~~~i---- 115 
I , 
I 

I i 
II 

I J' 
~~~~~"-"I ----------r- _' L 
~-------.~ -----.J ~ 111 

Fig. 212. 

4. Das Trigheitsmoment e. 
Fig. 213. 

-.-:-+ 
I 
I 

f 
-'t 

I 

! 

Unter Verwendung der Formel 68 ergibt sich das Tragheitsmoment 
e nach der im 2. Beispiele des § 18 entwickeltell GIeichung unter Ein-
fiihrung der hier vorIiegenden Beziehunge1:l zu . 

1 . 
e=3[B~a_(B-J)(el - b)3 + Bl eaB-:-(B1 -0)(e2-I11)8] 
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o = ~[15 b(10,3 }.\!l-(15 b-O,8 b)(10,3 b- b)S + 10b(11,9 b)3_ 

- (10 b - 0,8 b)(11,9 b - 1,2 b)3] 

" =~ (16391 b4 -11421,8 b'+ 16851,6 b' -11270,4 b4) 

1 " = 3" 10550,4 b' = 3516,8 b4• 

5. Das Widerstandsmoment WI bezw. W2 . 

WI = ~= 3516,8 b4 = 341,4 b3, 
e1 10,3 b 

W - ~ - 3516,8 b' - 29~ 5 b3 
2- e2 - 11,9b - 0, • 

6. Die Verhaltnisgro/3e b. Nach Formel 58. 
Damit die Groae b den beiden Widerstandsmomenten auf der Zug­

und Druckseite entsprechen kann, ist zur Berechhung das kleinere Moment 
W 2 zu benutzen. 

Es ist demnach Mmax = Wkb = 295,5 b3 kb, 

V Mm:;- if 6345 . 1000 
woraus b= 295,5~= -295,5.7,5-= 14,19",,]4,2 mm folgt. 

Fig. 214. 

7t. Beispiel. Fur dle beistehende Konsole sollen die Abmessungen 
d('s groaten Querschnittes fur den Fall berechnet werden, daa das Lager 
mit 6000 kg Belastung im groaten, von der Wandplatte aus gemessenen 
Abstande vou 600 mm auf den Wandarm einwirkt und das Guaeisen­
material auf der Zug. und Dl'Uckseite nach dem Spannungsverhiiltnis 1 : 3 
bei 2 kg Zugspannullg beansprucht wird. 
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AuBerdem ist noch der Durcbmesser der Scbraubenbo1zen bezw. die 
Schrauben~orte unter der Annahme anmgeben, daB die Belastungen der 
oberen und· \Ulteien Scbrauben gleich groB sind und die Materialinansprucb­
nahme 6 kgbetragen soll. 

Zu berechnen sind somit 
1. die Rippendicke 0, 
2. <las Trigheitsmoment 8, 
3. -die Verhiiltniszahl b, 
4. die Zuglast PI der Schrauben und 
5. der Durchmesser d1 der Schrauben. 

LOsung: 

r----~----->l 
l q~ 

1---1~~~-------4 , " ~ 
I I. _'If 

: k, _-t' --------Ifls. ------. I !~~ I 
I I : I -+-+.-.. ', i: , , " 11", 
~ I . 
~ I ~: 

I I I 
I I • I 

I I ~: I 
1 ~~~,.f) - ---~ ill 
: -~---------.et ---.:: I ,: f '-'4}t I I I LJ___ :~::~~.::-_-!f_ J-tlJJ_ 

i--I-J&-~ I ~ 111 I ~ 

Fig. 215. 

1. Die Rippendicke 0. 
4 

Fel =.l'F7J, 
1 

~+~+~+~~=~~+~~+~~+~~ 

(Bb+hb-l-hb+Bto)es =Bbi+hb (b+~) +hb (H-o-}) 
+B1o(H-i) 

(5 b b+5 bb2 +10bo)27 b=o bb}+ 5 bb(b+ 2,& b+ 

. + 86 b - 0- 2,5 b)+ lObcJ(36 b -0,50) 
405 b8 + 270 bllo= 2,5 bS+ 185 b8-5 b2 cJ+360 b2 cJ- 5 bcJ2 

Ii b 01 - 85 b 0 + 217,5 bB = 0, 
cJl-17 bo+43,5 ~a=o, 
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tJ= 17b+ 1"(17 b)l-4. 43,6b2 = 17 b+b -.(116 
·22 

" = 0,6 b(17 + 10,72),. 
o' = 0,6 b. 27,72 = 13,6 b, 
0" = 0,5 b . 'l~7.2 = 3,86 b '" 3,9 b. -Der kleinere Wert ist zu benutzen. 

2. Das Triigheitsmoment 9. Nach Formel 68. 

9=91 +92+ 9 3 +94 +Fl8t1l+F21l:l2+Fa&s2+F4a42 
9= (B- b)bS + b(h+ b)3 + b(h+0)8 + (Bl - bloB + 

12 12 12 12 

217 

+(B-b)b (e1-i)2+b (h+ h) (6t _b_~)2 
+b (h + 0)(6:t-O-~)2+(Bl- b)o (e2_~)2 

I I-*~ 
-r1.--.t 
T i~/l­
~ : J, 
: A;a I : , l ___ ~_ 

9t ! : 
-.~.+.-.~>t-i 

Jb-~"i I 
I 

~ 
i -r--
I~" , 

:: i • 

" -t:~.i 1 __ '- _£1-~"",' 'UfPA'~ 
Fig. 216. 

9 = l~ (4 b4 + 216 b4+ 705 b4+ 533,9 b4) + 2809 b' + 3314,1 b' 

+ 40,56 b4 + 1744,5 b' 

" = 112 .14~8,9 b4 + 7908,16 b4 = (121,57 + 7908,16) b' 

" = 8029,73 b4 ", 8030 b'. 

3. Die Verhiiltniszahl b. Nach Formel 58. 
9 8030b' 

Mb = Wkb ·= e;kz = 9 b .2= 1784,4 ba; 

~ /~ VPl V6OOO • 600 
b = f 1784,4 = 1784,4 = 1784,4 = 12,6 mm. 
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Fig. 217. 

a 

5. Der Behraubendurcbmesser d1• Naeb Formel 7. 
d 2n 

P1 =T kz, 

... /4Pt 11'2631 .. /-
d1 = Vnkz = 1,128 -6-= 1,128 V 438,5 = 23,6 mm. 

Esist eine 1 1/s*·Bebraube mit d1 = 23,9 mm "nach der Tabelle von 
Witworth zu nehmen. 

72. Beispiel. Es soIl die quadratische FuBplatte fur eine mit 
30 t belastete Baule bergestellt werden. Die Platte ist aus Gul3eisen bei 
250 kg/qem Materialspannung anzufertigen und mit 8 Rippen zu verseben. 
Bie ruht auf gutem Ziegelmauerwerk, das mit 12 kg/qem beansprueht 
werden kann. Der i~ere Durchmesser der Nabe betrage 18 em. 

LOsung: 
1. Die BeitenIa"nge a der quadratisehen Platte. Naeh 

Formel 8. 
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2. Die Platten- und Rippenstarke 15. 

Urn einen Anhalt fiir die Plattendicke zu gewinnen, hetrachtet man 
einen zwischen den Rippen liegenden Streifen von der Lange a1 und der 
Breite hi' 

Der Streifen wird nun gleichmii13ig helastet, und man kann ihn 
als einen gleichmiil3ig helasteteD, heiderseitig gelagerten Trager auffassen. 
Dabei ergiht sich an Hand der heistehenden Skizze folgeDdes: 

Pt a1_ W k 
8 - I b, WOrlD P 1 = a1 h1 kd die Belastung 

woraus 

l 

d W hl,J2 • 
un 1 = -6- 1st. 

Diese Werta roDgesetzt, giht 

8 l h1 kd Rt = hI 152 kb 
8 6' 

Fig. 218. Fig. 219. 

,) = -V~ ;.~: ~:~ = t v' 3 ~: = i v' 3 21:0 

,,=O,5Rt .0,379 = 0,189al ,,-,0,19a1 folgt. 

Zur zahlenmiiJ3igen Bestimmung von Rt sei die Breite hi mit hl =0,18a 
angenommen, daDn erhalt man nach heistehender Figur 

a!-~-a-8=~-~-~-~'~ 
1 2 2 2 3 2 2 2 2 V'" 

a-h1 ,J .10 
" =-2--2(1 + V 2). 
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Die Einfiihrung meses Wertes in die obere Gleichung liefert die 
Plattendieke 

, {a - hi 0 ,rm} 0,11) ,1, 
o=0,19 1lt =0,19 -2--'2(1 + f 2)-T(a-bl -2,414u), 

o 
0,095 + 2,414 o=a- b1, 

(10,526 + 2,414) 0 = a - 0,18a = 0,82 n, 
12,9400 = 0,82 a, 

o 0,82.50 3 16 ' 3 ° = 12,94 - = , '''-I " em. 

Fig. 220. 

3. Berechnung der Rippenh5hen h1 und hz. Naeh Formel 58. 
1. Erfahrungsgemii,l3 ist der beistehende Querschnitt ein gefahrlieher 

Querschnitt, der als der 8. Teil der ganzen Platte auch nur mit ~ P 

gleichmii,13ig belastet wird, die man sieh im Schwerpunkte S angreifend 
denken kaun. 

Fur den T-f5rmigeu Querschnitt gilt nun die Biegungsgleichung 

M1 =W1 kb, 

worin 
P P a ,,,-

M1 =8'1)=8'12 f 2 
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und nach der im § 18,1 entwickelten Gleichung 

e ~[BlelS --(B1 -o)hs +oea3] 

W1 =--
e1 e1 

ist. Setzt man nun in den letzten Ausdruck die Werte Bl = .;. y2, 
loH12+(B1 -0)02 

et =2" oHt +<B1 -0)0' e2 =H1 -el und h=h1 - ez 
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ein, so ergibt sich mit Riicksicht darauf, daI3 der Wert Bl im Verhaltnie 
zu hI sehr grog ist, der abgerundete Wert 

WI <"'V 232 0(& Bt + h12) =:2 0(0';' Y2 + hI2). 

Das Widerstandsmoment in die vorstehende Biegungsgleichung ein­
gefiihrt, liefert die RippenhOhe hI zu 

~ la2 Y2 = ~ 0 (i ° Y2" + ht 2) kb, 

_ lip a ,!c. 22 a ,;;, _ '/aY2" ( - llP ) 
woraus h1 - V 8"12 V 23tfk~ - 2"0Y 2 - V-2- 2. 12. 30k~ - 0 

" = V50 .1,4-14 (_ 11.30000 -3) 
2 2.12.3.3.250 

" = ' / 25. 1,414 55 2~ = 10 y9,898 V 9 3 

" = 10,49 "-' 10,5 em folgt. 

2. Wie auch weiter die Erfahrung gelehrt hat, kann - wie bei­
stehende Skizze zeigt - aueh ein Ausbreehen der Platte eintreten. Rechnet 
man wieder die schraffierte Flache als den 8. Teil der ganzen Platte, so 
kann man den Teil als einen gleiehmagig belasteten Freitrager ansehen, 
der einen _L- formigen gefahrliehen Querschnitt von "der RippenhObe h2 
besitzt. 

Die Robe der Rippe ergibt sieh dann nach der Formel 58 zu 

M2 =W2 kb, 

worin P P (a,;- D) P ,/0 
M2 =8"1J=8" 2"V2-"2 =1G(a v2-D) 

und nach § 18,1 

e ~ [,B2e111 - (B2 - 0)h3 + oe23] 

W2=--------"~-· 
e1 e1 

ist. Fiihrt man aueh hier die Werte B2 <"'V 2o, 
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1 oHas + (Ba-o)of! 
e1 = - -.---------, e2:= Ha - e1 und h = ha - e2 

2 oHs + (B2-0)0 
ein, 'So erhiUt man mit Riicksieht darauf, daJ3 der Wert Ba im VerhiUtnis 
zu ha klein ist, das Widerstandsmoment· 

Ws"" ~: o(oBa+hs!l)=T40(020+ ha2) = 1340(202 + hal). 

Fig. 221. 

Dieses Moment, in die vorstehende Biegungsgleichung eingesetzt, gibt 
die RippenhOhe hs zu 

P ,/- 3 
16 (a V 2 - D) =140(202 +h22)kb' 

,/p -. 14 
ha = V 16 (a y2 - D) "3(jkb - 202 . woraus 

, = J/30000(50 .1414 -"1";) ----?==-~;_ ~~. , V !:!' , 3 " 3 "250' • 

" = V -'} . 52,7 . 7 - 18 = V596,8 = 24,4 ('m folgt. 

73. Beispiel. Zwei Triehwerkllwellen, die in der Minute 75 und 
120 Touren maehen sollen, sind durch ein Stirnraderpaar zu verbinden. 
Die zu iibertragende Leistung betragt 6,5 PS. ' 

Welohe Verhiiltnisse miissen die Rader bekommen, wenn die Ziihne 
zahl des kleinen Rades mit 40, die Rad- oder Zahnbreite gleieh der 
3 faohen Teilung und die zuliissige Beanspruehung des Materials mit 
2 kg{qmm gegeben ist? ' 
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Zu berecbnen sind 
1. die GeschwindigkeitBiibersetzung 1/1, 
2. die Krafmbersetzung p, 
3. die Ziihnezahl zl des grol3en Rades, 
4. die Momente M1 und M2 der Rader, 
o. die Teilung t der Riider, 
6. die Radbreite b, 
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7. die Wellendurchmesser d1 und d2 hei einer Materialbeanspruchung 
von 5 kg, 

8. die Radien r1 und r2 der Zahnriider, 
9. die Anzahl Rt und ~ der Radarme, 

Fig. 222. 

10. die Dicke {J und Hohe hI bezw. b2 der I~adarme, unter der 
Allnabme einer Dicke gleich der balben Teilung, 

11. der Zahndruck P, 
12. die Umfangsgeschwindigkeit v und 
13. die Nabcnbreiten hl ullfl b2, die Radkranz- und Nabendicke 01 

bezw. O2 und 03 , 

LOsung: 
1. Die G'!~:chwindigkeitsiibersetzung 1/'. 
Bezeichnen n1 und D2 die Tourenzahlen del' Zahllriider, so findet 

man die gesuchte Ubersetzung aus dem Verhiiltnis der Umfangsgeschwindig­
keiten der beiden Rader zu 

_ 1l2 '_ 120 8_ 
l/J----_-=~--1,6. 

III {O a -
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2. Die Kraftiibersetzung cpo 
Bildet man das Verhiiltnis zwischen den Radien, Ziihnezahlen und 

Momenten beider Rader, so erlialt man die Kraftiibersetzung, die mit der 
Geschwindigkeitsiibersetzung im reziproken Verhiiltnisse steht. Die Ver­
hiiltnisse ergeben sich aus 

a) z2t=2r21t 
zt t=2rt 1t 

b) M2 =Pr2 

Ml~Prl 

r2: r1 = n1 : n2' 
M r z n 

wovon cp = ...-.! = .--!.. = _2 die Kraftiibersetzung und 1/1 = -~- die Ge-
~ ~ ~ ~ 

schwindigkeitsiibersetzung darstellt, zwischen denen die Beziehung cp = ~ 
besteht, die das Grundgesetz der Mechanik ausspricht. 

1m vorliegenden Eeispiele ergibt sich aber die Kraftiibersetzung zu 

cp = ~ = 1~6 = 0,625. 

3. Die Zahnezahl Zt des groRen Rades. 

Ad Z2 b· d us er Kraftiibersetzung cp = - bertlcbnet, ergi t slOb ie ge-
ZI 

suchte Ziihnezabl 
Z2 40 

zl = P = 0,625 = 40 . 1,6 = 64. 

4. Die Momen te Ml und M2 der Rader. 

Aus der unter Formel 149 angegebenen Arbeitsgleichung entwickelt 
sich das Moment Ml des groRen Zahnrades zu 

''''. N 6,5 k 
.lUI = 716200 - = 716200 -5 = 62070,7", 62071 mm g. 

n1 7 

Das Moment M2 des kleinen Rades folgt dann aus cp = M2 mit 
Ml 

Mg = CPM1 = 0,625.62,071 = 38794,3", 38795 mmkg. 

5. Die Teilung t der Rader. 

Die Teilung liiRt sich entweder aus dem Zahndrucke P oder aus dem 
:,!oment M und der Zahnezahl z auf folgende Weise ermitteln. 

Zur Berechnung des auf Biegung beanspruchten Zahnes denke man 
sich den sonst im Teilkreis wirkenden Zahndruck P am auJilersten Ende 
des Zahnes angreifend, so ergibt sich nach Formel 58 
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bedeutet. 

oder 

" 
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Mb= Wkb, worin Mb=Ph =PO,7t 

bx2 b (~r bt2 
W= --t"V -_ .. -

6 6 24 
Durch Einsetzen der Werte folgt weiter 

bt2 
P 0,7 t = 24 kb, 

Mt 

b - ~~. 24 P _ 16 8 ! __ 16 8 r - 168 M t 
t. - kb - , kb - , kb - , r kb 

M t . M t M t 
" = 16,8--= 16,8.2n:-k-= 105,6"tk. 

zt k zt b .z b 
2n b 

In diesen Gleichungen setzt man 
1. fur Kranrader, die eine Um­

fangsgeschwindigkeit, bis etwa 0,5 m haben, 
eine Zahnbreite b = 2 t und eine Bean­
spruchullg des Gul3eisenmaterials kb = 2,5 
bis 5 kg, im Mittel etwa 3,75 kg, womit 
sich dann eine Teilung 

t = 1,5 Vi> = 2,4 -V~~ ergibt; 
z 

2. . ·.f.ii r T r i e b w e r k r a d e r , bei 
denendieUmfangsgeschwil1digkeitv>0,5m Fig. 223. 
ist, eine Zahnbreite b = 2 t bis 5 t, im 

2'J5 

Mittel etwR b = 3 t, wobei mit Ru.cksicht auf Reibung und Abnutzung 
die Grenzen 

~bn < 500 hei Eisen und Pbn < 300 bis 400 bei Holz 

zu beachten sind. 
Die zweckmiil3ig von den Umfangsgeschwindigkeiten ahhangig Zll 

macheooen Materialspannungen wahle man nach der Erfahrungsgleichung 

kb v ::-~ 1 fUr Gul3eisen, ~~ kb fUr Gul3stahl und 0,6 kb fUr Holz. 

Fur die Mittelwerte b = 3 t und kb = 2 kg ergibt sich die Teilung V-t = 1,67 vP = 2,6 ~~. 
z 

Auf das vorliegende Beispiel angewandt, wird 

V· M; V()2071 t = 2,6 ---. = 2,6 .----. - = 25,7 "-' 8,2 n. 
zl 64 --

Wehner!, Einfiihrung, 2. Auf!. 15 
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6. Die Radbreite b. 
N ach den in der Aufgabe gestellten Bedingungen ist 

b = 3t = 3.25,7 = 77,1", 77 mm. 

7. Die Wellendurchmesser dl und da• 

Die Durchmesser ergeben sich nach Formel 157 zu 

i /M- -V 62071 
dt = 1,72 II kt

1 = 1,72 -5- = 39,83 "'~. 

-11M:" V38795 da = 1,72 II ~ = 1,72 -5-- = 34,05 1"..1 ~. 

8. Die Radien r1 und ra der Zahnrader. 

Die Radien konnen aus der Gleichung z t = 2 r n berechnet werden. 

Es sind _ Zl t _ 64 . 8,2 n - 262 4 r l - 2n - 2n - ,mm, 

_ Za t _ 40. 8,2 n _ 164 
rll - 2n - 2n - mm. 

9. Die An zahl a. und as der Radarme. 

Es ist zweckmaaig, die Armzahl eines Rades von dem Radius oder 
der Ziihnezahl bezw. der Teilung abhiingig zu machen. Eine Unterlage 
gewihrt folgende Erfahrungsgleichung: 

-
---'\(. 

\ 

\. 
\ 
\ 

\ 

.~s~ 
I . : 

., 
\ 

Fig. 224. 

, '_ tl 

I 

a = 2 + ~ = 2 + 262,4_ 
1 3 t 3. 8,2n 

,,=2+3=~ 

-2+!!.-9 ! -~ a2 - 3 t - .... T 3 . 8,2 n 

,,=2+2=!..: 

10. Die Dicke (J und Bohe h 
der Radarme . 

Bei der Berechnung der aUf Bie­
gung beanspruchten Arme nimmt man 
an, daa sich das Moment durch den 
Radkranz gleichmi.Big auf die einzelnen 
Arme yerteilt, was in Wirklichkeit frei­
Hch nicht der Fall iat. 

Obwohl man die Armquer­
schnitte an jeder Stelle berecbnen kann, 
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ist es in der Praxis zur Gewohnheit geworden, sich den Arm bis zur 
Wellenmitie ver1.ii.ngert "zu danken und fUr diese Stelle den Querschnitt 
bezw. die" Rohe h des Armes zu ermitteln. Auch pfiegt man die Neben­
rippen nicht mit in Rechnung zu ziehen, man betrachtet sie nur als 
seitliche Versteifung der Radarme. Auf diese Weise erhiilt man nach 
FQrmel 58 

woraus sich 

,,= 53,78 ~ ~ ergibt. 

2. Die ArmMhe he des klein en Rades. 

Mil =Wkb =phIl2 kb , 
aa 6, 

h - ,/6M2 -~. 6M2 _,/6.38796 - 4754 48 
II - V - -- - V - , "" mm. aaPkb t k 4.4,111.2 ---

a22 b 

Verjii~gt man die Arme auf eine im Teilkreise zu messende Robe 

hi = 0,75 h, 
so erhiilt man eine der Rechnung gut angeniiherte Armform. 

zu 

Die letzten Hohen betragen 

1. h11 = O,75h1 = 0,75.54 = 40,5 "" 40 mm, 

2. h21 = O,75hll =0,75.48= 36mm. 

11. Der Zahndruck P. 

Die Umfangskraft P berechnet man aus der Momentengleichung 

M1 = Pr1 

_Ml_ 62071_ 
P - - - . 624 - 236,9 "" 237 mm. 

1"1 2, 

12. Die Um fangsgesch win'digkei t v. 

_ 2r21Jn2 _ r2 11D2 _ 1641J120 _ 20608 206 
v - 60 - 30 - 30 - , mm "", m. 

13. Die Nabenbreiten b1 und ba, die Radkranz und 
Nabendicken 01 bezw. 01 und os. 

Infolge der uDgleichen Beanspruchungen der Radnabe und de-If Rad-
15* 
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kranzes liefert die Reehnung zu kleine Wandstiirken. Man wihlt sie 
deshalb nach Erfahrungsgleiohungen, z. B.: 

1. Die Radkrauzdicke fur beide Rader 
t 

01 = - = 4,1ft = 12,88", 13 mm, 
2 . --

2. die Nabendicken 

011 = 0,4 (d1 + 10) = 0,4 (40 + 10) = ~, 
00 = 0,4 (dll + 10) = 0,4 (35 + 10) = 18 mm, 

oder mali .nimmt gleich den halben Wellendurchmesser an. 

3. Die Breite der Naben ergibt sich aus 

bl = b + 0,06r1 = 77 + 0,06.262,4 = 92,74 ox 93 mm, 

bl! = b + 0,06r2 = 77 + 0,06 .164 = 86,84 ~~. 

74. Beispiel. Ein auf 2 Mauern zu lagernder I-Trager von 8 m 
Lange wird pro lfd. Meter mit 500 kg und in einem 2 m von der ein~n 
Auflage aus gemessenen Abstande noch mit einer Einzellast von 700 kg 
belastet. 

Welches Prom ist dem Trager zu geben, wenn die zulassige Material­
spannung 875 kg/qcm betragen soIl? 

Fig. 225. 

Losung: 

1. Die Auflagerdriicke A und B. Nach Formel 97. 

A = P b -l- Q = 700 ~~ + 500.8 = 2175 kg 
1 I 2 8 2 ' 

P a Q 700 {6500. 8 
B=-l +-2-=-8+ -2-=2525kg. 

2. Die Lage des gefii.hrlichen Querschnittes x. 

Nach Formel 98. 

Pb I 700.2 8 
x = ci: + 2 = 5i)O~+ -2 = 4,35 m. 
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3. Das groJHe Biegungsmoment Mmax. 
Das groite Momen~ tritt im gefihrlichen Querschnitte auf. Hat 

'man die Lage desselben noeh niebt. ermittelt, so gelangt man nach § 23 
Abs; b, 7 zn dem gesuebten Momente, weun man feststellt, ob 

P ~a-b 
Q>2b 

ist. Setzt man daber in diese Bedingungsgleiehuug die vorliegenden Werte 
700 6-2 . 

ein, so folgt 50(:;-.-8< ~ oder 0,175< 1, womlt festgestellt ist, 

daG das groGte Biegungsmomeut naeh Formel 99 zu berechnen ist. Es 
betragt 

( b Q)2 1 ( 2 500.8) 2 8 " 
Mmax= P T +-2" 2Q= 700 8 +---2-- 2.500.S=4130,625mkg 

" = 473062,5 emkg. 

Mit Hilfe des Quersebnittabstandes x erhiilt man das groGte Moment 

Mmax=Ax-pxi-=x(A-- P2x) 

~ ( 500 . 4,35) k " = 4,3.., 2175 - 2 = 4730,625 m g. 

4. Das Widerstandsmoment 'V uud das Profil. 
N aeh For~el 58. 

Mmax =Wkb , 

woraus W = ~m~ = 4730~~,5 = 54064 cms 
kb 875 ---'-----

folgt. Dieser Wert entspricht einem Profile ~ mit W= 541cmB• 

75. Beispiel. Ein Balkontriiger aus I-Eisen werde fiber seine 
1,5 m betragende Liinge mit einer gleiebmaGig verteilten Lalit von 500 kg 
nnd am freien Ende mit einer aus 40 em starlrem Manerwerke herriihren­
den Last von 1000 kg belastet. . Die Materialspannnng soIl 1000 kg/qem 
betrageu. Der Trager iat in einer 64 em starken und 90 em breiten 
Mauer zu befestigen. Das fiber dem Trager liegende Mauerwerk babe ein 
Gewicbt von 20 t • 

. In welcher Weise iat die Konstruktion auszuffibren? 
I..osung: 

1. Das groGte Biegungsmoment Mmax. Nach F9rmel 81. 

Mmax=Qa]a+Ql ~ . 1000(150- 20)+ 500. 75 = 167500 kg em. 

2. Das Widerstandsmomen t W und N. Profil. 
. N aeh Formel 58. 
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W - Mmax =- 167500 = 167 I! 8 
- kb 1000 ,u em , 

wozu ein N. Pro 19 mit W = 185 nnd einer Br£'ite der Flansehen von 
8,6 em erforderlieh iet. 

3. Die resultierende Belastung R. 
Zur Ermittelung der Spannungen im Auflager und der Abmessungen 

der Unterlagsplattert oder Unterziige i"st es zweekma.lilig, erst die Resuitante 
R festzustellen. Sie betragt 

R=Ql +Qg=500+ 1000=1500 kg. 

Fig. 226. 

4. 'Der Abstand Ix des Angriffspunktes der Resultante 
vom Au'flager bezw. von der Kippkante A. 

Da das Moment aus der Resultante R und dem Abstande Ix gIeieh 
dem ~Oiten Biegungsmomente sein mu.lil, so erhiilt man Ix aus 

Mmax=RIx, 

Ix = Mma.x = 167500 = 335 = 111,67 <Xl 112 em. 
R 1500 3 
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5. Der Kantep.druck bei A. 

Nach Formel 77 wird das Mauerwerk an der Auflage A mit dem 
resultierenden Drucke (nach der Formel' 8) 

R = fkcb womus die Druckspannung kd = ~' folgt) 

und mit einer sich aus dem Biegungsmomente 

'Mb R (Ix +~) = Wdkd 

ergebenden Druckspannung 

R(lx+~) 
kd= Wd 

R 
"2 (21x + 0) 

@ 

0,00 
beansprucht, so daG sich der FIachendruck ki(d) an der Kante A aus der 
Summe'der einzelnen Druckspannungen ermitteln 1ii.lirt. 

Er betragt 
k. _R +R(21x +d)o _ R+R(21x +o)0 

l(d) - f 4: @ - co c03 

412 

_R (~+ 3(21x +O») _ R 0+6lx + 30 
"-c 0 cJ2 -c d2 

R 2(20+31x) 2R(20+31x) 
"=c d2 = cd2 • 

Fiir die c em lange Kante bei A ergibt sieh dann der Druck 

K k 2R(20+3lx) 2.1500(2.64+3.112) 
d=C i(d)= 02 = 642 

10875 " = 32-- = 339,8 (Xl 340 kg. 

6. Der Kan tenzug bei B. 

Wiihrend. auch hier der sich liber die ganze Auflagaflache gleieh­
R 

miiBig verteilte resultierende Druck Reine Druekspannung kd = I er-

zeugt, beWirkt das Biegungsmoment 

Mb- R (lx+~) =Wzkz 

" R(lx+~) !(21x+.o) R(2Ix +0)0, 
aIDe Zugspannung kz = W " = @ = --0---

z • 4~ 

m 
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welche durch geeignete Konstruktionsmittel ~kungslos gemacht werden 
mai, wie aus Abs. 13 dieses Beispieles zu erseben ist. 

Wird nun die Zugspannung als positiv, die Druekspannung dagegen 
als negativ bezeicbnet, so erhiUt man die Materialspannung ki(z) an der 
Kante B zu 

'k _ R+R(21x+0)d_R(2Jx+J}J R 
l(z)--T 4B - dd8 dJ 

41:2 

-!l_ (3(21x+o) _~) _R 61x +30-0 
"-d 011 o-d JlI . 

R.61x+20 2R(31x+J) 
" = d JI dJII' 

Fiir die d em lange Kante bei B ergibt sieb daDn ein Zug 
2 R(31x +J) 

Kz = dki(z) d!--

_ 2 . 1500{3 .112 + 64) _ ~~?75 _ 292 9k 
" - 642 - 32 - , g. 

7. Die Plattenbreiten a und .b. 

Aus der .Abnliebkeit der aus der Figur ersiebtlieben Spannungs­
dreieeke erhalt man die Plattenbreite b aus Kd: Kz = a: b 1.U 

2R(31x + J) 
K" d2 31x + 0 

b = a Kd = a 2 R (3Ix + 20) = a 31~-+-2 J' 
02 

Den Wert in die Geiebung 0 = a + b eingesetzt, gibt die Platten­
breite a, wie folgt: 

0' -' + 3Ix + d _ (1 + 31x + 0 ) _ 31x + 20 + 31x + ~ 
- a a 31x + 20 - a 3Ix + 20 - a 3Ix + 20 ' 

a(61x + 30) = 0(31x+ 20), 

a = J (31x + 20) _ 64 (~12+2.64) _ 1856 ~ 34 37 
3(21x+d) - 3(2.1.12+64) - 54 - , em. 

Die Plattenbreite b betragt dann 

b = d - a = 64 - 34,37 = 29,63 em. 

(Vergl. LOsung 1 der Aufgahe 13 auf Seite 128 meines Lehrbuchs 
der zusammengesetzten Festigkeii.) 

8. Der gesam te Druck Pd auf der Strecke AC = a. 

Da die iiber der Strecke A C wirkenden Druekspannungen, vom 
Dreh- oder N ullpunkte C ausgehend, proportional den Abstiinden zunehmen 
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und an der Stelle A den bereits in Fraga 6 angegebenen groiten Wert 
ki(d) bezw. den Kantendruck Kd erreichen, so hat man zur Ermittelung 
des gesuchten Druckes P d nur notig, die HaIfte des Druckes Kd mit der 
Strecke A C = a zu multiplizieren. 

Man erhiilt somit 

P Kd 1 2R(20+3Ix) 0(31x+ 2 0) 
d=T a =2"· 02 'S(21x +of 

= R (20 + 31x)2 = 1600 (2 . 64 + 3 . 112)1 = 5840278 k 
" 30(0+2Ix) 3.64(64+2.112) -' g. 

9. Der gesamte Zug Pz auf der Strecke BC=b. 

Da liber der Stracke B Caine ahnlicbe Spannungsverteilung vorlie~ 
wie iiber der vorber genannten Strecke AC, so ergibt sich der gesamte Zug 

P _~! b _! 2R (31x + 0) ~Jo+ 3 Ix) _ R(o + 3Ix)! 
z- 2 - 2 02 • 3(o+21x)- 30(o+21x> 

= 1600 (64 + 3 . 11_~~ = 4340278 k 
" 3 . 64 (64 + 2 • 112) ,..J . 

10. Die Bes tatigun g de s G lei qhge wichtszus tandes. 

Zur Kontrollierung der in den beiden Vorfragen festgestellten Krii.fte 
dient die Erkenntnis, daa die algebraische Summe dieser Kriifte gleieh dar 
in Frage 3 bereehneten resultierenden Kraft R sein mua. 

Also 
R = Pd - Pz = !l840,278 - 4340,278 = 1500 kg. 

11. Die Lange c der guaeisernen Unterlagsplatte a. 

Es sei angenommen, daj die Unterlagsplatte auf einem Sandstein­
wiirfel lagere, dessen zuliissige Beanspruchung kd = 25 kg/emS betriigt. 

Das liber dem Trager liegende Mauerwerk von 20 Tonnen Gewicht 
belastet die Unterlagsplatte pro qcm nach Formel 8 zu 

G=fp=Lop, 

G 20000 
P = LJ= 90.64= 3,47 kg. 

Die Plattenliinge c berechne man dann unter Bezugnahme auf das 
in Frage 5 Gesagte, wie folgt: 

Kd = cki(d), 

Kd Kd 340,0 
c = -- = -.-- = ---'---

ki(d) kd - P . 25 - 3,47 

340 
,,= 21,53 = 15,8 em. 
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12; Die Dicke 03 der Unterlagsplatte a. 

Da der in 1!~rage 2 berechnete Trager nach Tabelle eine Flansch­
breite von b1 = 8,6 cm hat, so besitzt die Unterlagsplatte zu beiden Seiten 
des Tragers eine freitragende Lange von 

_ c - b l _ 15,8 - 8,6 _ 7.2 _ 36 
c1--2-- 2 -2-' cm. 

Die Ermittelung der Plattendicke geschieht nun nach den Formeln 
58 und 80 in folgender Weise: Mb = Wkb, 

c1 a C12 kd a d~ 2 • 
worin Mb = a c1 kd 2 = -2- und W = -6- 1St. 

Wiihlt man noch fiir Gu1\eisen eine zuliissige Beanspruchung von 
250 kg/qcm, so ergibt sich die Plattendicke Os zu 

aC12k~ = aOs2 kb 
2 6 

oder 2k os2kb 
c1 d=-S-' 

..t 1/3ct 2kd -V3kd ·1 f"3T5 11'-Vs= V ~=C1 ~=3,6 V 260=0,36 SO=1,97C'Q~ 

13. Die ~ii.nge d der I-Quertrager. 

Da die auf der Strecke Be = b auftretende Zugkraft P z den Trager 
an dieser Stelle vom Mauerwerk abzuheben sucht, wobei die Kante A als 
Kippkante dient, so mu1l oberhalb des Tragers eine Platte angeordnet 
werden, die so lang zu bemessen ist, dag das darauf lastende Mauerge. 
wicht, mit der halben Mauerstiirke multipliziert, dem ersten Kippmomente 
das Gleichgewicht halten mu1\. 

Fiihrt man die Rechnung fur eine doppelte Sicherheit gegen Kippen 
durch, eo wie es in der Praxis vielfach geschieht, so ergibt sich die Platten­
Hinge d in folgender Weise: 

2Pz (a+~b)=Gl~ 
4Pz + b oder 30 (Sa 2) = 0 11 

0(31x +20) .. 
worin a= 3(2Ix+o) nach der LOsung 7, 

0(0+ 3 Ix) h d L" d 
b = 3 (0 + 2 Ix) nac en osungen 7 un 9 

und G1 = dop bedeutet. 
Diese Werte eingesetzt, liefen 

~Pz (3 0(31x +20)+2 0(0+31x)) =do 
30 3(21x + 0) 3(0 + 21x) P 



oder 

Die Biegungsfestigkeit. 

d- 4Pz091x+60 + 20 + 61x_ 4Pz 80+ 151x 
- 302p 3(0+ 21x) -90p 0+21x 

4Pz (80 + 15lx) 4.4340,3(8.64 + 15 .112) 
,,= 90p(0+21x) = 9.64.3,47(64+2.112) 

594621;1 
,,= 8994,24 = 66,1·:x; 66em. 
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Damit die Platte nieht zu stark ausgefiihrt werden mna, sollen 2 
Trager von I formigem Quersehnitte den Zug P z abfangen. 

14. Das Tragerprofil. 

N aeh den Formeln 58 und 80 bereehnet sieh unter der Annahme 
einer Biegungsbeanspruchung von kb = 1000 kg pro qem 

Mb=Wkb, 

worin Mb = ~<!! = d1 bpd1 = d1 2 bp 
222 

betragt. Den Wert eingesetzt und die Gleiehung nach W aufgelOst, liefert 

( 66 -8,6)2 
Mb d 2b --2--. 29,63.3,47 

W = k; = ~ kb
P-= 2 . 1000 = 42,34 cmB• 

Das Widerstandsmoment verteilt sieh auf beide Triiger, so da1il auf 
einen Trager nur der halbe Betrag 21,17 emB kommt, wofiir ein Profil 
No.9 mit einem Widerstandsmomente von 25,9 emB zu wahlen ist. ---

76. Beispiel. Zur Uberdeekung des zu einem gewolbten Raume 
gehorenden recht-eekigen Luftsehaehtes· solI ein aus Flaeheisenstaben her­
zustellender Rost angefertigt 
werden. Die in Mittelabstanden 
von 3 em anzuordnenden Stabe 
eollen eine Breite von 6 mm und 
eine Spannweite von 1,5 mer, 
halten. 

Welehe Rohe mna den 
Stiiben gegeben werden, damit bei 
400 kg pro qm Verkehrslast eine 
in der Mitte auftretende groate. 
Durehbiegung von 0,5 mm nieht 
iibersehritten wird? 

Losung: 

l' ..... ~l""'i"" 
, .. Ii!" "I" III" H!<' III!'" !j~ 

/ ' , 
" ' 
~---- ---- -._- ------ "-ts-- - - - --------~ 

It~'t 
Fig. 227. 

Da hier die Durehbiegung vorgesehrieben ist, so hat man zunaehst 
das Tragheitsmoment e aus der im § 23 Abs. b, 6 aufgefiihrten Glei­
ehung der elastisehen Linie fur die in der Mitte auftretende groBte Durch-
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5 Qals . 
bieguD:! 0, namlich 0 = -- ---- zu. bestlmmeD Man erhalt 

CJ 384 0 ' . 

5 QaJS 
@----- woriJ:! Q=fp=alp 

-384 0 ' 
" =0,03.1,5.400= 18 kg 

uncl .0 = ~~-~ ist. 
12 

Die Werte eingesetzt, gibt eine StabhOhe von 

olhs _ 5 Qals 
-i2~ - 384 -(f-' 

V5.12QIS Il~ 150V3 -- 5.18 
h= 384Eo1o=2 V 4W;&=-2 4.2000000.0,6.0,05 

" = 5,4.08 IX) 5,4 em. 

$-m0l.t 77. Beispiel. Ein aus Gugeisen 
hergestellter hohler Stirnzapfen werde mit 
5200 kg beansprucht. Die Materialspan­
nung soIl 2 und del' Flachendruck 0,23 
kg/qmm betragen. Das Hohlungsverhalt­
nis, d. h. das Verhaltnis zwischen Iichtem 
uncI augerem Durehmes8er, sei 0,7. 

!.. ________ e-------~ Losung: 
Fig. 228. Als erstes ist, wie beim vollen Zapfen 

im Beispiele 2, das Vel'haltnis zwischen 
Materialspannung und Flaehendruek festzustellen. 

worin 

Nach den Formeln 58 und 80 ist 
D4 - d4 'if. D4 _ d4 

Mb = W kb· = ----- -kb IX) 0 1 ----- kb D 32 ,. D ' 

L 
Mb = P-- und d = aD bedeutet. 

2 

Die Werte eingesetzt, gibt 

PI D4_ (aD)4 
2 = 0,1 ----n-- kb = 0,1 D3 (1- a4) kb bezw. 

P ~ 0,2 DB ~lL a4) kb• 

Da nach Formel 8 P = fp = D Lp 
ist, so ethlilt man durch Gleichsetzel1 der beiden P Werte 

D L _ 0,2 D3 (1 - a') kb 
p- L ' 
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( L)2 = 0,2 (1-- a') kb, 
D' P 

~ = 1/ 0-=-,-=-2 'kb-(-l--a-') = -V 0,2-. _-=-2 -(1--0-,7-') = 1,149 I"V "1,2. 
D V P 0,23 . 

Den Durchmesser und die Lange des Zapfens findet. man nun aus 
der bereits genannten Biegungsgleichung 

PL 2 = 0,1 DB (1 - a') kb 

zu D-'/ PL _ 1/~~~ 1 
- V 0,2 (1- a') kbD - V kb D 1-:- u' 

= '/~.5200.~ = '/5.2S.00.~~=19341"V194 " V 2(1-0,7') V 0,7599 ' mm. 

L = 1,2 D = 1,2 . 194 = 232,8 I"V 233 mm. 

78 •. BeispieL Auf einem freitragenden Trager von 4,22 m Lange 
ruht eine Korridorwand von 13 cm Dicke und das eine Ende eines Quer­
triigers, . der eiDe Seitenwand von 13 cm Dicke abzufangen hat. Die 
genannten Winde gehen durch 3 Stockwerke hindurch, von denen die 
Hohen 4,3 m, 4 m und 3,75 m betragen. 

Welches Profil ist dem I-Trager zu geben, WE1nn er in beistehender 
Weise belastet und mit 750 kg/emS beansprucht wird? . 

Losung: 

1. Die .A!uflagen A und B. 
Bei dieser Berechnung denkt man sich die gleichm~ig verteilren 

Belastungen Ql und Qs in dt!l" Mitte. derselben angreifend. 
Das oherhalb der Tiiren gelegene Wandgewicht wirkt an den Stellen 

der Tiirgewandewie Eintellasten. Es ist, bei B den Drehpunkt gedacht, 

Al =Q1 (1- ;) + PI (1- a)+P1 (I-a - b)+Qs (; +d) 

+P(d+e)+Psd 
" = 1303 (4,22 - 0,26) + 567 (4,22 - 0,52 + 4,22 - 0,52 - 1,0) 

+ 4261 (0,86 + 1,0) + 4565 (1,0 + 0,38) + 567 . 1,0. 

" = 5159,88 + 3628,8 + 7882,85 + 6299,7 + 567 = 23538,23, 

A = 23638,23 5577,7 kg. 
4,22 

B=Ql +Qs+ 2 .P1 +P2 +P-A 

" = 1303 + 4261 + 2 .567 + 567 + 4565 - 5577,7 

" = 6242,3 kg. 
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2. Die Lage des gefahrlichen Querschnittes. 

Unter Bezugnahme auf § 23 Ahs. h, 1 liegt der am meisten hean­
Bpruchte Q,uerschnitt an der SteRe, wo die Schuhkraftflache das Vorzeiohen 
wechselt. An dieser Stelle teilen sich die ahwarts wirkenden Krifte der­
art, dd die in der heistehenden Figur auf der linken Tragerseite, also 

Fig. 229. 

iiher der Lange x angreifenden Kriifte' sich mit der AuHage A das 
Gleichgewicht balten mussen, wahrend die uher der rechten Triigerseite 
wirkenden Lasten mit dar Auflage B im Gleichgewichte stehen. 

Damit ist A= Ql + 2Pl +p(x-a - h), 

x-a _ b=A-Q~ - 2Pl = 5577,7 -1~3 - 2. 567 

c 



Ole Biegnngsfestigkeit. 

_ -b= 3140,7 . 1;7 = 1253 
x a 4261 " 

x = 1,253 +a+ b = 1,253+0,52 + 1 = 2,773 m. 

3. Das grofhe Biegungsmoment. 

Mmax =AX-Q1 (x - ;) - P1 (x-a) -Pt (x -a-b)­

x--a-b 
-Qx. 2 

" 

" 

" 

= 5577,7 . 2,773 - 1303 (2,773 - 0,26) - 567 (202,773-

_ 2 052 --' 1) _ 42~~ (2,773 - 1,52)2 
. , 1,7 2 

= 15466,9621- 3274,439 -1987,902 -1967,579 

= 15466,9621 - 7229,920 = 8237,0421 mkg. 

4. Das Widerstandsmom en t und Profil. 

Mmax=Wkb , 

W - ~m8X _ 823704,21 _ 109827 s 
- kb - 750 - _ ' em. 

Diesem entspricht Profil 36 mit W = 1088 ems. 
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79. Beispiel. Fur einen Eisenbahnwagen sind die aus 8 Lamellen 
gebildeten Tragfedern zu berechnen. Der Wagen lastet auf jeder Feder 
mit 6400 kg. Die naeh einem Krbisbogen gekriimmte Feder habe aine 
Sehnenliinge von 84 em und biegt sich unter der Belastung 2,7 em dureh. 

Welche Dicke und Breite miissen die einzelnen Lamellen erhalten, 
wenn sie mit 5000 kg ill Ansprueh genommen werden sollen? 

Losung: 

1. Die Federdick"e H. 
Da hier die gro.l3te Durchbiegung vorgesehrieben ist, so hat man 

die Lamellendicke h aus der zugehOrigen Durchhiegungsgleichullg zu er­
mitteln. " 

Nach § 24 Abs. 1, b ist 

o_12 aMJ! 
- 2@ , 
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woraus dann die LamellendiClke 

= 12akb = 422.1.5000 = 15 em 
h <1 2200000.2,7 ' 

folgt. 

Die Federdieke betriigt dann H = i h = 8 . 1,5 = 12 em. 

t~.6I,Oo,k% 

Fig. 230. 

2. Die Breite b der Feder. 

Diese Abmessung erhiilt man aus der Biegungsgleichun~ 5S 
Bhll 

Mb=Wkb, wo Mb=Pl, W=--s-

ullcl kb = 5008 kg/em2 ist. 

Bh2 

PI = -:-6-' kb' 

B _ P 16 _ 3200.42,. 6 _ '"'2 
-h2k~ -1,5~. 5000_-~ 

Dieses wiirde die gr5.13te Breite del' Feder sein, wenn sie nur aus 
einem Stucke hergestellt ware. Da sie aber aus 8 Lamellen hergestellt 
sein solI, teilt man die Breite B nach der beistehenden Figur in gleich­
breite Streifen b ein, bildet also gewisserma.l3en einzelne Trager von kon­
stanter Breite b und Hohe h, die dann ilbereinauder gelegt werden. 

Die Lamellenbreite odeI' die Breite b der Feder betragt dann 

B=ib bezw. b=~= 72 =9 em. 
. 18----

80. Beispiel. In einer Masehinenfabrik . soIl eine Galerie hergestellt 
werden, wozu nach der beistehenden Anordnung I-Trager von 6,~ m Lange 
Verwendung f~nden sollen, die in 1) m Abstanddureh Saulen unterstiitzt 
werden! 



Die BieguBgsfeatigkeit. 241 

Die, BeJastung der Galerie soil derart sein, dai die· Trager pro 
lfd. Meter mit 1800 kg gleichmiiiig vetteilt und am iuiersten Ende 
noch mit der von einem Laufkran herriihrenden Einzellast von 2000 kg 
belastet sind. 

/ .... _______ ._----'=-_"--= _____ ~ 1,,~ 
, 
, 

/~~~--------------------------~~~~ 

, 
; 

" 

II III II I! II jj! WI! II! W I II I WI I III I I! j j r 
CI~ C!j i , 

1T1nIT=~nmrrnnTIT~r=~~~m@~~ 
~ 

Fig. 2,31. 

a) Wolches Profil ist den Trigern zu geben, 'wenn 750 kg Material­
beanspruchung in Frage kommen soil, 

b) wo liegt die hiegungsspaDnungslose stene, und 
Wehnert. EinfIlhrung, 2. Au'. 16 
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c) welchen Durchmesser erhalten die gsajeisernen S~en von 4,8 m 
Hohe, wenn das Hohlungsverhii.ltnis 0,8und der Sicherheitsgr8.d 8 
betragen soll? 

Losung: 
a) Das Pro:lll des Ttiigers. 

1. Die Auflagen A und B. 
Den Drehpunkt bei A gedacht, gibt 

B I = P (1 + 11) + Ii (1 + It) .1 ~ 4 

" = 2000.6,2 + 1800.6,22 = 12400 + 34606, 
. 2 

47006 
B = -5- = 9401,2 '" 9400 kg, 

A = p(l+I1)+P-B= 1800.6,2 + 2000-9400 = 3760 kg. 

2. Die Lage des gefah"rlichen Querschnittes. 

Wie die Schubkraftflache erkennen IaJ3t, gibt es hier zwei Durch­
gange bezw. zweimal Vorzeichenwechsel, was darauf hinweist, dalil der 
vorHegende Trager einen Wende- oder Inflexionspunkt' besitzt, in dem die 
Biegungssp~nnung den Wert Null erreicht. Fur die so entstehenden zwei 
Trager geben die vorgenannten Durchgange B und D die Stellen an, in 
denen die Trager ihre groJ3ten Biegungsmomente haben. 

Der aus der Figur zu ersehende Abstand x des Durchgangspunktes D 
folgt aus der Gleichgewichtsbedingung 

A 3760 
A =px zu x =p = 1800 = 2,088 m. 

3. Das Maximalmoment. 

Fur die Stelle D: 
x . 1800 . 2,0882 

Mx = Ax - QX"2 = 3760.2,088 - ---~-

" = 7850,88 - 3923,7696 = 3927,1104 mkg. 

FUr die Stelle B: 

MB=Plt + Ql i 
_ 2000 1 2 + 1800 . 1,22 

,,- ., 2 

" = 2400+ 1296 = 3696 mkg. 
Es ist somit 

Mmax = Mr = '" ·392 711 cmkg. 
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4. Das Widerstandsmoment und Profil. 

Mmax= Wkb , 

W - M:max _ 392711_ 523 6 s 
- kb - 750 - , em. 

Diesem entspricht Prom 28 mit W = 541 ems. 

b) Die ~ de.s Wende- oder Iuitexionspnuktes C. 

Denkt man sich den Drehpunkt an die spannungslose Stelle C ge­
legt, so ist 

By = P til + y) . 11 t. Y + P (11 + y) 1) 

" =P2 (112+'211y+y2)+P(l1+Y) Ie 
8, 

" = 0,5 P 11 2 + P 11 Y + 0,5 p y2 + P 11 ~---'f-____ ~J.--.-i 
+Py, Fig. :233. 

0,5Py2+(pll + P - B)y + 0,5p112 + Pl1 = ° 
0,9 y2 + (1,8 .1,2 + 2,0 - 9,4)y + 0,9.1,22 + 2,0.1,2 = ° 

0,9 y2 - 5,24 Y + 3,696 = 0, 

5,24::+- V5,242 - 4 . 0,9 . 3;696 5,24 + V14,152 
y = = ---~-----, 

2.0,9 1,8 

1_ 5,24 + 3,761 _ 9,001- _ 5 001 d 
Y - _ - -, m un 

1;8 1,8 

,,_ 5,24 - 3,761_ 1,479 _ ° 8206 Y - --- -, n1. 1,8 1,8 -

Nur der Ietzte Wertist praktisch moglicb. 
Wiibrend die Biegungsfestigkeit an der Wendepunktsstelle C des 

Triigers keinen Q,uerscbnitt bedingt, verlangt indessen die daselbst wir­
kende Schubkraft einen Mindestquerschnitt. 

Nach der letzten Figur erhiiJ.t man die Schubkraft 

Py+P(y+ll)+ P= B, 
P y = B - p (y + 11) - P = 9400 - 1800 (0,8206 + 1,2) - 2000 

" = 7400 - 3637,08 = 3762,92 '" 3763 kg. 

c) Die Durchmesser D uud d der Siule. Nacb Formel 142. 

wn2 @ _ 
P = - - -12 ' wo W = 1, m = 8, ao = 0,8, rna 

1 
a= 1000000' 1=h=4,8m, P= B....: 9400 kg 

16* 



Damit folgt 
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und @=(D'-d') ~ =[D'-(aoD)4] ~ 

" = D' (1 - ao'). ~ ist. 

Pm(JIII 9400. 8 '100~OOO' 48011 

@ = - w n B . = 1 . 10 

" = 94.8.2,304 = 1732,608 

odeI' D' (1 - ao4) ~ = 1732,608, 

D = 1/1732,608.64 = 156", 16 
J' n(1-0,8') , .' ~, 

d =aoD=0,8.16 = 12,8 ",~. 

81. Beispiel. Zur "Oberdeckung eines 3 m im liehten gemessenen 
Sehaufensters soIl ein aus 3 gIeiehen I-trii.gem zusammengesetzter Unter­
zug hergestellt werden. Die von dem Unterzug abzufangende Mauermasse 
belaste diesen pro lfd. Meter mit 6000 kg. 

Fig. 234. 

1. Welehes Profil ist den einzelnen Tragern zu geben, wenn sie mit 
800 kg/eml beansprueht werden sollen, 

2. w1e lang mua der UnterJlug beiderseitig eingemauert sein, wenn 
er als eingespannt gelten solI, uDd 

3. welehen Durehmesser -miissen die aus der Figur zu ersehenden 
beiden Ankerbolzen erhalten, mittels welchen die nur 0,5 m Iaog einge­
mauerten Enden des Unterzugs kiinstlich zu eingespannten Triigerenden 
gemacht werden? 
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LOsung: 
1. Das Profil der Trager. Naeh Formel 109. 

M -Wk M _.Ql_pI.I_ 6000.3.300 
mu-- b, WO mU-12-l2"- . 12-

" = 450000 cmkg, W = aWl 
und kb = 800 kg/emil ist. 

W _Mmu_ 450000 _ ·8 1:- 3kb - 3.800 -187,5 em. 

Diesem entspricht.Profil 19 mit "'1 = 185 ems. 

2. Die Lange x der Einmauerung. 
Unter Hinweis auf § 23 Abs. a und e, 2 nebst den Figuren 101 

und 118 mua das an den Einspannsiellen auftretende groate Biegungs­
moment von den eingemauerten Trii.gerenden aufgefangen werden. 

Es DlUa also sein 

M Q x b Q.l Qx.x 
max= x' 2 ezw' 12=-2-

oder· pI. I px. x 
-12=-2-

12 
--xl! 6- , ., 

,/12 1 1 
x = V "6 = (3 I V6 = (3 • 3 . 2,4495 

" = 1,229 '"" 1,23 m. 

3. Der Durchmesser d. der Ankerbolzen. 
Auch bier gilt das vorher Gesagte. 

Es mua sein Mmu; = Qy . ~ + P . y, 

y QI y 
Mmu - Qy . 2 ·12 - Qy. 2 _ Q .1- ~ Qy . y 

p= y - y - 12y 

_ pI. I - 6 . P Y . Y _ 6000 (32 - 6 . 0,511) 

,,- 12y - 12.0,5 

" = 1000(9 -1,5) = 7500 kg. 
Mit dieser die A lfkerbolzen beansprucbenden Zugkraft erbiilt man 

nach der Zuggleichung 
d8 1J 

P=fkz =2· T ·500, 

,/ .41>" ,/7500 
d= V 21J. 506 = 0,1128 V 10= 3,08 '"" ~ 
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Elfte Aufgabengruppe. 

Zu § 26. Die Knickungstestigkeit. 

82. Beispiel. Eine schmiedeeiseme runde Pleuelstange habe einen 
Durchmesser von 60 mm und eine Linge von 1,4 m. Dar Zylinderduroh­
messar sei 260 trim, die absolute Dampfspannung 6 Atm. 

1. Mit welehem SichOlrheitsgrade ist die Stange im Gebraueh? 
2. Mit welcher Kraft widersteht die Stange dar unter Vernach­

lAssigung des Sehleuderns in der Mitte auftretenden Durchbiegung, wenn 
der Bruchmodul des vorliegenden Materials 4000 kg pro qem hetragt? 

3. Welche Durohbiegung wird die Pleuelstange erleiden, wenn an­
genom men wird, da1l die Tourenzahl der zugehOrigen Maschine gering ist? 

LOsung: . 
1. Dil im vorliegenden Beispiele der Hub der Maschine nieht an­

gegehen ist, rechnet man den Dampfdruck als die dar Beanspruchung der 
Pleuelstange zugrunde liegellde Kraft. 

Nach Formel 142 bezw. 189 ist 

woraus 

w n" @ 
P=m a I!' 

d4 n 
wn2 -. 

w~@ M ~ w~ 
m=--! = \I =--2----2 

Pal D '" (p -1)a12 16 D (p - l)al 
4 

10.1.64 1! I 
---·--1---- = 24,4 LO gt. 

16.261(6-1)2000000.1402 
,,= 

2. Unter Bezugnahme auf § 25 Abs. 2, 2 erhiUt mall die Seit.en­
kraft Q. aus 

Q,l 
T=Wkb• 

Q, = 4: Wkb = 4.. 0,id3kb 4.0,1.68 .4000 = 10116 k 
I 1 140.24,4 ,g. 

3. Die Durehbiegung 0 ergibt sieh naeh § 23 Abs. b, 1 zu 

3 1 ° IBaQ, IRaQ, 413aQ, 4.140. 2000000 . 1 1,16 

0= 48@=- d4n = 3nd' = 3.3,14.6,04 
. 48'64 

" = 0,02 313. em. 

83. Beispiel, Es solI der Durchmesser einer aus Flu1lstabl her­
gesteUten Kolbenstange VOll der Liinge 1,5 m ffir eine 15fache Sicherheit 
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bestimmt werden. Der auf den Kolben und somit auf die Stange wir­
kende DampfclrUck sei 5000 'kg. . 

LOsung: 
Nach den Formaln 142 bezw. 139 ergibt sieh der StangeJi.qureh-

messer d zu 
d'n 

&)nl-
w '" e 64 1J~ wd' 1 . t.rJd' p=---= ----""----;"--/ . mall mall 64 medII 2 medII' 

d = V2mcdlP = V2.15.1.150a.6000 / 
w . 1. 2200000 . 6,2 "" ,6' em. 

Sf. Beispiel. Von welcher Lange ab mua die vorgenannte Kolben­
stange auf Knickung berechnet werden, wenn die Druckspannung an der 
Bruchgrenze 6006 kg/qcm betriigt? ' 

LOsung: 
Nach Formel 143 erbilt man die Grenzlinge 

d'n 
w64' 

" = 901,9 "" 902 mm. 

85. Beispiel. Fiir eine 6,5 m lange, hohle 
guieiserne Siu!e, die einen A~endurchmesser von 
200 mm und eine~ Wandstiirlre von 18 mm hat, soIl 
fiir eine 6 fache SiCherheit die Tragkraft P festge­
stent werden. 

LOsung: 
Nach den Formeln 142 bezw. 139 ist 

wnll @ • 1 
P=ma12' WOrlD W= 1 a=1000000 

und 
. n n 

@=(D'-,d')64 =(20'-16,4') 64 

= 4300,8 em' ist. 

f : 
i 

'f-
! 
I 

I -/-... -rn,..,.# 
i-f::::=:!=, 

}.~ 
Fig. 236. 
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Eingesetzt, erhiilt man 

P = 1 . 10 .4300,8 
1 2 

6 '1000000.650_ 

16966", 17000 kg. 

86. Beispiel. Welehe Quersehnittsabmes­
sungen wird die vorhergehende Saule bei der­
selben- Tragkraft haben, -wenn sie aus Sehmiede­
eisen -bestehen und aus 4 Quadranteisen ge­
bilrlet sein sell? 

Losung: 

In diesem Falle ist die vorgenannte 
Fig. 237. Kniekungsgleichung nach dem Tragheitsmomente 

aufzulosen, womit dann die gesuehten Dimen­
sionen aus der zugehorigen -Tabelle gefnnden werden. 

M wn2 e 
Man erhalt P = -- - -}2' 

ma 

0_ PmaI2 _ 17000.6.1.6502 _ 2154 ' 
0' - (lJ n2 - 1. 10.2000000 - ,75 cm . 

Dieses entspricht einem Profil No. 71/2 mit e = 2982 cm"', wofiir 
sieh die in der' beistehenden Skizze eingesehriebenen Ab~essungen ergeben. 

87. Beispiel. Es solI fiir eine Dampfmasehine von 30 em Zylinder­
durchmesser und 60 em Hub die aus Sehmiedeeisen angefertigte Treib­
stange von 1,5 m Lange -fiir eine gro~te Beanspruchung von 6000 kg so 
bereehnet werden, da~ die Hohe des rechteekigen Querschnittes gleich der 
1,8 faehen Breite desselben betrageD und eine 15 faehe Sieherheit in Frage 
kommen soll. 

Losung: 
Die Formeln 142 und 139 ergeben 

w n 2 e. 1 
P = m a-P' wonn w = 1, a =2000000' m = 15 

und o_hb3 _1,8bb3 -0 5b' b .. 
0' -12 -~ --,1 etragt. 

Damit wird P = w n 2 0,15 ~, 
ma12 

11 2 4 .-:-cc-:---,-:--:-_ -~2---

b= Pm~= V 6000.15.1.,150 -=5,09 ",5 em, 
wn2 0,15 1.10.2000000.0,15 -

h = 1,8 b = 1,8 . 5 = 9 em. -'-
88. Beispiel. Welohe Tragfahigkeit hat eine schmiedeeiserne Saule 

von dem beistehenden Quersehnitt, wenn ihre Hohe 5 m und die Be­
anspl'Uchung gegeniiber Druck 750 kglcm 2 nieht iiberschreium solI? 
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LOsung: 

3) Berechn.ung gegen Knickung. 

W n2 e 
P=----12' wo W= 1, m=5, n 2 "'-JI0, m_a 

1 I. 
a =21 )00"000' = 0 m fA' 

. {'I\\-. 
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und 

e= 112 {(22 -18,5) 143 + 18,5 .1,4S}. 

i ! 
·~~~·-·--··t 

" = 804,55 "'-J 805 em'. 

Damit wird 

P= 1.10.805 =12880 kg. 
. 1 002 

5. "20(JOOOO . 5 

b) Berechn un g gegen Druck. 

P =fkd = [BH-(B"- 0) h] kd 
" = [14.22 - (14 -1,4) 18,5]750 
" =74,90.700=56175 kg. 

len, 
Fig. 238. 

Da . die Belastung gegeD. Druck viel gro.l3er ist als bei Knickung, 
SO kommt nur die Knickungslast in Fraga. 

Zwolfte Aufgabengruppe. 

Zu § 25, Die Torsionsfestigkeit. 

89. Beispiel, Eine Welle hat 84 mm Durchmesser und macht 
45 Touren. 

Wieviel Pferdestlirken kann sie iibertragen, wenn die zulii.ssige Be­
anspruchung der W ~le mit 3 kg angenommen wird? 

Losuug: 
dSn 

Nach den Formeln 146 uod 70 ist Mt = W p kll = 16 kt 

N 
uud nach Formel 149 Mt = 716200-. 

oder 

n 
Durch Gleichsetllen der beiden gleichen Drehmomente erhiilt n.'i.n 

N dSn 
716200 n = 16kt 

N - d8~ k n _ 848 • n • g .45 - 22 PS 
- 16 t 716200 - 16.116200 - ,7 . 



Zw3lfte Aafgallengruppe. 

00. Beispiel. Auf einer Welle von 25 m Linge sitzt an dem 
einen Ende eine Riemeilscheibe vom RadillS = 1,2 m, 'auf die die Kraft 
von'125 kg ge!eitet wird. 

1. Welehen Durcbmesser mua die Welle unter gewohnlichen Ver­
biUtnissen erhalten? 

2. WievielPferdestirken konnen 'bei 95 Umdrehungen pro Minute 
ubertragen werden? 

Fig. 289. 

LOsung: 

1. Der Wellendurchmesser d. 

Naeh Formel 1&3 ergibt sich dar Durchmesser zu 

d=4,13t!Mt --:- 4,lSVPR = 4,13f'125 .1200 
" = 81,28 '" 80 mm. '-

2. Die Anzahl N der Pfe rdestli.rken. 

Nach Forme! 154 ist d;= 120 V~, 

woraus man N = (1:0) 4 n = (182~) 495 = 18,7 PS erhiilt. 

91. Beispiel. Welchen Durchmesser mua die im letzten Beispiele 
angegebene Welle erhalten, . wenn fUr 1 lfd. Meter eine Verdrehung von 
0,80 zulissig sain soli? 

LOsung: 
Nach Formel 152 ~gibt sich der Durchmesser aus 

0_ 180 pMtl_ 180 Mtl _ 180Mt l 
t:p - n; @p - 1l Gd4n;-.n; 0,ld4G 

32 
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d- -t/180 Mt1 
zu - V 'IJ O,lpoG 

v180 .125.1200.25000 = 60,8 "" 60 llllll. 
11:.0,1. (0,8.25).8000 

92. Beispiel. Eine 2,8 m lange, hohle Welle 
aus G~eisen solI bei 40 U mdrehungen pro Minute 
80 Pferdestiirken iibertragen. Das Material solllllit 
89 kg pro qcm beansprucht werden. Das Verhilt· 
nis des lichten zum auGeren Durchlllesser sei mit 
0,7 vorgeschrleben. 

1. Welche Durchmesser m~ die Welle er· 
halten, und 

2. welche Verdrehung wird sie erleiden? 

Losung: 

1. Die Wellendurchmesser D und d. 

I e ------l 
---, l 

. :. 
- ~~~ Ii: / __ t i _________ l 

I 

Fig. 240. 

Nach den Formeln 146 und 149. ergeben sich die Durchmesser in 
folgender Weise: 

worln 

und 
D'-- d' 'II D'(1- a') 'II 

Wp =-n-16- D 16 

" "" 0,2 DB (1- a') ist. 

Die Werta eingefiihrt, liefert 

716200 N = 0,2 D3 (1 - ( 4)kt , 
n 

woraus sich der A~endurchmesser zu 

worin 

V· 716200 N 1 V 80 
D = 0,2 n (l~a{)kt = 5.716200. 40(1-0,7') 89 

" = 219,6 "" 220 mm bereehnet. 

Der lichte Durchmesser d betrigt dann 

d=aD=0,7 .220= 154mm. 

2. Der Verdrehungswinkel p. 

• 0 _180 ~Mtl_ 180 Mtl 
Nach Formel 152 .Ist p --n@---n G@' 

p p 

N 80 
Mt = 716200-U= 716200 40 = 1432400 kgmm, 

2 2 
G = 5 E = 5 .10000 =8000 kg/qmm, 
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und 

Zwollie A1Jfgllbengruppe. 

0 p = (D4 - d4) ~ .D' (1- a4) ~ "-' 0,1 D4 (1 - a") 

" =0,1.2204(1-0.74)= 178010000 mm4 betragt. 

Die Werte in die vorstehende Formanderungsgleichung eingesetzt, 
liefert den Verdrehungswinkel 

0= 180.1432400. 2800 =016°. 
f/J 1t. 8000.178010000 ' 

93. Beispiel. . Am Windeisen einer 5 m langen Bohrstange aUB 
Vierkanteisen arbeiten 2 Mann mit je 18 kg am Hebelarme von 0,7 m. 

worin 

oder 

Fig. 241. 

Welche Eisensorte ist zu 
wahlen, wenn die gro.ate Material­
spannung3H kgjqmm betragen 
solI ? 

Losung: 
Naeh Formel 151 ist 

0. 
Mt=([}.-kt, 

e 
4 a4 

Mt = 2PI, {[} - und 0 = -- ist. -3 12 

Die Werte eingesetzt, gibt 
a4 

4 12 4 a3 
2PI=---kt =--- -kt 

;) a 3 6 
2 

-V2P13 . (5 _ V2-~ 18. 700:1H - 3 -8 .32 
a - ------.rk-t - - 4.3,6 - - l,o '" mm. 

94. Beispiel. Welche Verdrehung pro lfd. Meter wird die vor­
genannte Stange erleiden? 

worin 

Losung~ 

Nach Formel 155 erhalt man die ganze Verdrehung zu 

f/J 0 = (rJ 180 0 p_ .~~ L = w 180 0 p Mt L, 
1t 4 0 x 0 y G 1t 4 0~ G 

b h . aa a4 
w=12. 0 =_(h2...Lb2)=-(a2 +a2)=--

,. p 121 12' _ 6' 
a4 

0-­-12' 

Mt =2Pl und G=~E=~.2000000:::::i:800000 kg/qcm ist. 
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Eingesetzt. gibt· 
a4 

180 :s- 2 PIL 27 PIL 
po = 1,2 (a4 )2 = 1,2 10000na.' 

n4 -- 800000 
12 

1,2. 27. 18.70.500 9 0 " = 4 6,1. 9", 6,2 . . 10000. n. 3,2 

Auf den ltd. Meter kommt dann ein Winkel 

0.0 ~ po _ 6,2 _ 1 240 
"-L-I)-·~ 

95. Beispiel. Ein Wellenstrang von 30 In Liinge 
Boll 50 Pferdestlirken bei 200 Touren ubertragen. Der 
Strang sei aus 5 Wellenstucken von 8, 7, 6, I) und 4 m 
herzustellen. Von der ersten Welle sollen 22, von der 
zweiten 15, von der dlitten 6, von der vierten 4 und 
von der funften 3 Pferdest&rken abgegeben werden. 

Zu berechnen sind die einzelnen Wellendurch-
messer. 

Losung: 

253 

Fig. 242. 

Da hier keine besonderen Bedingungen uber die Beallspruchung des 
Materials und der Formiinderungen gegeben sind, rechnet man llach den 
Formeln 150 nnd 154, und zwar mit derjenigen, die den groaten Wert 
liefert. 

Nach den Ausfuhrungen des § 26 Abs. 5 ist die Formel 154 zu 
benutzen. 

Man erbiilt die Durcbmesser: 
Fur die 1. Welle 

d =120 ~/N = -VN1_+~?_t N3_+N,-t~5. 
1 V n n 

4 r 50 
" = 120 11 2~o6 = 120 i/O,25 = 84;8 '" 85 mm. 

Fur die 2. Welle 

da= 120}lN n N; = 120 .Y50 2~/2 = 120V'O,14 = 73,4 '" 75 mm . 

. Fur die 3. Welle 

ds = 120 ~VNs+ N, +N5 = 120i /6 +4+ ~= 120fo~065 
n V 200 

.. = 60,59 '" 60 mfn. 
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Fur die 4. Welle 

VN",-t!NIi V4+ 3 -- ~ dil = 120 , n = 120 200 = 120 VO,OBo = n1,9 '" 50 mm. 

Fur die 6. Welle 

N 3 4--V- -V-db = 120 nli = 120 200 = 120yO,010 = 41,99 '" 40 mm. 

98. Beispiel. Welche Bohrung mufi eintl Kegelscbalenkuppelung 
erhalten, zu deren Einriickung eine Achsialkraft von 80 kg aufzuwenden 

Fig. 243. 

ist? Die Kuppelung habe einen 
Radius gleich der 5 fachen Bo~ 
rung und ,einen Neigungswinkel 
der Arbeitsfliiche zur Achsenrich­
tung von 12 0 301 • Der Reibungs­
koeffizient betrage 0,12. 

LOsung: 
Da die Bohrung oder, was 

dasselbe ist, der Wellendurcb­
messer d von dem Drebmomente 
abhiingig ist, mufi zunlichst die 
am Umfange der Kuppelung wir­
kende Umfangskraft P ermittelt 
werden. 

Eine Beziehungsgleicbung 
zwischen der Achsialkraft Q und 
der Umfangskraft P erhiilt man 
auf folgende Weise: Es bezeichne 

p die am Umfange wirkende 
Kraft (Normalkraft rur 1 qcm 
Arbeitsbezw. Reibflliche), 

F die gesamte Arbeitsfliiche in qcm, 
ql die zur Erzeugung von p wahrend der Betriebszeit in Achsen­

ricbtung aufzuwendende Kraft, 
Ql die flir die ganze Arbeitsflacbe wiihrend der Betriebszeit notige 

Achsialkraft, 
q2 die wabrend der Dauer der Eimiickung zur lJberwindung der 

zwiscben den beiden' Arbeitsfliichen auftretenden gegenseitigen Reibung in 
Acbsenricbtung notige Kraft pro qcm Fliiche, 

~ die wahrend der Einriickungsperiode erforderliche gesamte Achsial­
kraft, 

Q die Summe der vorgenannten Krafte, 
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P die am Umfange wirkende Kraft, 
P D die mgehorlge Normalkraft und 
it den Reibungskoeffjzienten. 

1. Die Achsialkraft QJ" 
~ = Fql' worin Pn=Fp und ql =psin a . . P 

bedeutet. Da nun P = Pn • U = F P f.t ist, woraus F =-
.. r pf.t 

folgt, so erhillt man durch Einsetzen der Werte in die Achsendruckgleichung 

Q P. . Psina 
l=-psma=--. 

Pll f.t 
2. Die Achsialkraft ~. 

Qa = Fq:ao worln F den vorherigen Wert 
und q2 = P {t. cos a 

darstellt. Eingesetzt, gibt ~ = ~ P {t cos a = P cos a. 
P{t . 

3. Der gesamte Achsendruck Q . 

. Q_~. +Qa_Psina+ p _psina+f.tcosa - --- cosa- , . f.t .f.t . 
woraus sich die Umfangskraft 

P=. Q{t. , 
sma+ {t cos a 

80,0,12 

~ ~ Wk ~ " = 0,2.1644 + 0,12,0,97630 = 0,333 596 28,78", __ gergI t. 

4. Der Wellendurchmesser d. 

Da fUr die Berechnung deg Durchmessers keine besonderen Be­
dingungen gestellt sind, so ist wie im vorhergehenden Beispiele eine der 
FormeIn 150 und 154 zu verwenden. 

N 
Aus Formel 149 Mt =716200-

n 

folgt 
N Mt J;lr Pad 
n= 716200 ='716200 = 716200· 

Diesen Ausdruck in die Formel 154 eingefUhrt, gibt 

d= 120V: 
oder ( d)4 N Pad 

120 = n = 716200' 
dB Pa 

120'= 716200' 
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V Pa 4 V·120Pa V12.30.r, 
d = -ii6200 120 = 120 71620() = 120 71620 

" = 120 fO,02513 = 35,15 mm. 

Die Formel 150 wiirde nUr einen Wert von 

d = 120 yO,02513 = 19,02 ~m 
ergeben haben, der gegeniiber dem ersten vicl au klein ware. 

Da die Kraftiibertragung von dar Welle zur Kuppelung und um­
gekehrt mittelst einer einge1egten Feder erfolgen soil, so ist noch zum 
Wellendurchmesser der Keilzuschlag 

h = 0,5 b = 0,5 (0,2d + 6) = 0,5 (0,2 . 35,15 + 6) = 6,5 mm 
hinzufiigen, so daB die Bohrung einen Durchmesscr von 

D = d + h= 35,15 + 6,0 = 41,65", 42 mm 
el'halten mui. -

97. Beispiel. Zur Verbindung der Hiilften einer Scheibenkuppe­
lung werden 5 SchraubilD von 14 mm Durchmesser verwendet und in 
gleichen Abstiinden auf einem Kl'eise von 140 mm Halbmesser verteilt. 

W c!ehen Durchmesser mussen die Wellenenden haben, wann das 
Material derselben mit 3 kg und das der Sehraube mit 4 kg beansprucht 
werden . soIl ? 

Fig. 244. 

LOsung: 
Obwohl die Schrauben ihrer Konstruktionseigenschaft nach nur dazu 

. bestimmt sind, die heiden Kuppelungshiilften so stark zusammen zu driicken, 
daB die zwischen den Scheiben auftretende Reibung das Mitnehmen der 
getriebenen Welle bewirkt, so ist es beim Fehlen der notigen Sicherheit 
nicht ausgeschlossen, daB die Schraubenbolzen auch als Mitnehmer dienen 
konnen, in welchem Falle aber sie dann auf Abscheren zu berechnen sind. 

Nach Formel 40 iilt die auf die Schrauben wirkende Kraft 

P = fks = i d:1J 0,8kz = 0.2id2nkz. 
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Den Wellendurchmesser erhalt man dann aus der Formel 147 zu 

D = 1,72i! Mk t = 1,72 VPkR = 1,72 3Vo,2id~nkzR 
z z z 

-172 8VO,2. 5 .14B.n.4.140 - 83 6 85 ,,- ., 3 -, "'" mm. 

Hierro kommt nun wieder der Keilzuschlag. 

98. Beispiel. Zw~i mit 3 kg Spannting berechneteWellen von 
50 mm Durchmesser sollen mittelst· einer guaeisernen Muffenkuppelung 
verbunden werden. 

1. Welchen Durchmesser mulil die Kuppelung erhalten, wenn sie 
mit 1 kg beansprucht werden soli, und 

2. welche Breite DlU~ der aus Stahl hergestellten Feder bei 5 kg 
Beanspruc:"ung gegeben werden, wenn die Lange der Muffe gleich der 
15 fachen Keilbreite ist. 

Fig. 245. 

Losung: 

1. Der D urch messer D der K uppel un g. 

Be· . h W dSn d I W'd d d W 11 zelC net P1 = 16 as po are I er,;tan smoment er e e, 

D4_d4 n 
W P2 = D Hi das polare Widerstandsmoment der Muffe, 

kl die Materialspannung der Welle und ks die Materialspannung 
der Muffe, 
so iilt nach Formel 146 1. Mt = W Pl k1 und 2. Mt = W P2 k2' 
woraus durch Gleichsetzen W PI kl = W Pi ks 

dSn D4_d4 n; 
oder 6 kl = -D-16 k2' 

d3k1 = (D3_ ~) k2 

folgt. In der Praxis pflegt man diese Gleichung 4. Grades zumeist durch 
Probieren zu IOsen, iQd'em man fur das im Nenner stehende D einen 
Schiitzungswert einsetzt und das iibrige nsch D, wie folgt, auflost. 

Wehnert. Einfllhrung. 2. Auft. 17 
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DB- dSkl + d4 

- k2 D' 

D = i Ids kl + d4 = d 18 /k1 + d. V kll D k2 . D 

Fur D",2d oder~= :d=~=O,5 gesetzt, gibt 

~/k- Vs -
D = d V k: + 0,5 = 50 1 + 0,5 --..: 50 Va,1) = 75,9 mm. 

Rechnet man hierzu nooh den Keilzuschlag von etwa 
h =O,5b=O,5(0,2d+ 6)=0,5(0,2.50+6)=0,5.16= 8 mm, 

so betragt der Durchmesser der Muffe 
D = 75,9+ S = 83,9 mm, 

der mit Riicksicht auf die beim Eintreiben des Kells auftretenden Span­
nungen auf 90 mm erhoht werden kann. 

2. Die K e il b rei t e b. 

Der Keil wird neben Biegung - die bier vernachliissigt werden 
soll - durch die am Umfange der Welle wirkende Kraft auf Abscheren 
beanspmcht. Diese Kraft betrigt nach Formel 146 

Mt=Wp1K1 
d dSn 

oder P'2= 16 k1 ",0,2dsk1, 

P=0,4d2kl" 

Den Wert in Formel 40 eingesetzt, gibt 
_ _1 _15b _ 2 

P_fks-'2bk.-Tbks-7,5b ks, 

woraus man die Breite des Keiles zu 

b l /P~ 1/0,4d2kl 2d,~ ,/T 
= /'iJ;ks = V 7,5k~ .5 V '3k;;=O,4.50 V 3.5=8,94"'~ 

erhiUt. Nach der Erfahrungsgleichung ergibt sieh eine Breit{:: von 

h = 0,2d + 6 = 0,2.50 + 6 = 10 + 6 = 16 mm. 
Eine rur die Praxis brauchbare Breite liefert das Mittel zwischen 

den heiden genannten Werten, also etwa 
1 . 
'2 (9 + 16) = 0,5 . 25 '" 2!~ 

99. Beispiel. Mittelst eiDes offen en Riementriebes sollen bei 8 m 
Wellenentfernung 4 Pferdestiirken iibertrageD werden. Die Tourenzahlen 
der beiden Scheiben seien 50 und 30. Der kleine Seheibenradius betrag~ 
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400 mm, die Riemenspannung 0,25 kg/qmm. Die Dicke des Riemens 
sei mit 6 mm angenommen. 

Bestimmt sollen werden 
1. die beiden Wellendurchmesser d1 

.und da• 
2. der Radius r1 der gro13en Scheibe, 

13. der Riemenzug T und 
4. die Riemenbreite b. '''-, 
LOsung: 

1. Die Wellendurchmesaer 
dt und da. 

Da das Verhatnis N < 1 ist, so sind 
n 

die Wellendurchmesser naoh der Verdre­
hungsformel 154 zu ermitteln. 

Man erhiUt 

Y- , ,-
d1 = 120 : = 120 V'3~ 

1 

= 72,5 ~ 75 mm. 

dll = 120 -V~ = 120 'v' 5~ 
= 63,8 ~ 65 mm. 

2. Der Radius r1 der groBen Scheibe. 

Nach dem 53. Beispiel ist r1 :ra=D.:n1 

oder r1 = rlDa = 400.50 = 667 mm. 
n1 30 

3. Der Riem enzug T. 

I I 

I r 
I I 
I I 
I I 

II 
I' 
I , 

Fig. 246. 

Bezeichnet T die Zugkraft im angespannten, d. h. im ziehenden 
Riementeil, t dagegen den Zug im losen odor gezogenen Teil, so bildet 
die Differenz dieser Krii£te die Umfangskraft P ,die durch die Reibung 
zwischen Soheibe und Riemen erzeugt ist. 

Es ist also P = T - t. 
Zwischen den beiden Riemen-Zugkriiften besteht nun nach der aus 

der Meohanik zu entnehmenden Reibungstheorie der Zugorgane die Be-

ziehung T=te~a oder t=~, 
e~a 

worin e = 2,71828 die Basis des log. nat., 
/-l den Koeffizienten der Reibung zwisohen Soheibe 

und Riemen 
17* 
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G=al'C a 
Fiihrt man den Wert t in die erste Gleichung ein, so erhiilt 

Riemenzug 
T 0 ( 1 ) epa;--l 

P=T-ePa=T 1-ePa =T epa' 

epa 
r=epa _1 P, 

FUr das Bogenmd a kann auch das WinkelmaB nach den Ver­
hiiltnisseIi im Einheitskreise, nim1ich 

2nao nau 
a:2n=Go:3600 oder a= 3600 = 1800' 

gesetzt werden. 
Es ist zweckmiiig erst die Potenz auszurechnen, wozu der Winkel 

a gebraucht wird. 
Aus dar Figur folgt 

o r1 - r. 667 - 400 267 
cos {J = -1-= ----soOO~- = 8000 = 0,03337, 

womus man {J=8806' und aO=2{J=2.8806'=17601O' 
erhiilt. Die Potenz hat dann den Wert 

on aP 0 8,14 . 1780 10' 8,14 . 10570 
ell"=~"'18QO = 2f718280,29~-~ = 2,718280,29 180.60 _2,718280.8912 
,,=2,438. 0 

Die U mfangskraft P folgt z. B. aus 
N 

M.=Pr.= 716200-, 
nil 

P = 716 200 ~ = ~~~_2~0. 4 = 143,2 kg. 
r2 n2 400.50 

Der Riemenzug T betragt dann 
o elia 2,438 
T = ef'"-l P= 1,438 P= 1,6954P 

" '" 1,7 P .:....1,7. 143,2 = 243,4", 244 kg. 

U m diese zeitraubende Rechnung zu ersparen, rechnet man in der 
Praxis zumeist mit einem durchschnittlichen Riemenzuge 

T=2P. 

4. Die Riemenbreite b. 
Nach Formel 7 ist T=fkz=bokz 

oder 
T 244 

b = okz = 6.0,25 = 162,7 N 163 mm. 

100. Beispiel. Gegeben ist eine gehii.rtete, zylindrische Schrauben­
feder vom Halbmesser R=4 em, die mit 12e kg belastet ist. 
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1. Welchen Durchmesser bat der Rundstabl, wenn er mit 4600 kg/cms 
beansprucht werden soIl, und 

2. um wieviel verlfuigert sich die Feder, wenn sie aus 4,5 Windungen 
bestebt? 

LOsung: 

1. Der Durchniesser d. 

Da bier die Windal;lgen· gleichen Durchmesser 
haben, sowird jeder Quer&ili.nitt der' Feder mit dem 
Moment ,,)1;= PR" verdrehend beansprucht, demdie 
inneren Spannlnii.fte entsprechend Widerstand leisten 
mussen. 

Es ist 
dB", 

Mt=Wp '&, wo WP=1(f 

. d8 ", 

PR = 16"'&' 

und '& = 4600 kg/cmll ist. 

d = V16PR= 8 16.120.4_081 
'f& '& 'f& • 4600 - , . em. 

2. Die Federung o. 
Fig. 247. 

Betrachtet man das kurze Stuek AB = 11 einer Windung, das mit 
groaer Annii.herung als ein gerader Stab angesehen werden kann, so ver­
drehen sich unter Einwirkung der Belastung P die heiden Q,uerschnitte A 
und B nach der Gleichung 151 a um 

Mi 4 
arc.cp-= G . @p' 

Ein mit der Achse der Feder verbundener Punki des Q,uerachnittes 
B senkt sicb dann gegenuber einem ebenfalls mit der geD,annten Achee 
fest verbundenen Punkt des Q,uerschnittes A um den Betrag 

01 =R.arccp. 

Die VerIangerung 0 der gauzen Feder erhiilt man nun aus der Summe 
der einzelnen Stabelemente zu 

0= ~01 =.$.R.arccp=R.larccp, 
Mt ~ RMt RMt . • 

,,=R~ G .Q =G@ . .l'11 =GQ .2R'f&.1, 
O'p P O'p 

PRs . 5",PR8 i 5",.120.48 .4,5 
,,= 0,4E@p· 2 R'f&l E@p - 2200000'.0,814n 

32 
" = 5,839 '" 5,84 cm. 
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Dreizehnte Aufgabengl1uppe. 

Zu §§ 2 bis 26. Fur aIle sechs Gruudfestigkeiten. 

101. Beispiel. Fiir den Zylinder einer Dampfmaschine, die mit 
9 Atm. Lrberdruck arbeitet, sind die aus Schwei~eisen hergestellten Deckel­
sehrauben zu berechnen. Der Zylinderdurchmesser sei 350 mm, der Teil­
oder Lochkreisdurchmesser der Deckelschrauben 525 mm, der im Loehkreis 
gemessene Schraubenabstand soll hoehstens 16,5 cm und die Materialbean­
spruehung der Sehrauben mit Riicksicht auf den Anzug derselben das 
0,6 fache der sonst iibliehen Spannung betragen. 

Losung: d1 = 1,75 cm der 7/8". 

102. Beispiel. Essoll der Durchmesser eines warm eingezogenen 
Nietkopfes so berechnet werden, d~ der spezifische. Flachendruck der 
vom Nietkopf gedriickten Flache nicht gro~er wird, als die im Nietsehafte 
vorhandene Material~pannung betragt. 

Losung: D", 1,5 d. 

103. Beispiel. Welche Rohe m~ ein Nietkopf in der Verlange­
rung des Sehaftes erhalten, wenn angenommen wird, da~ mit Riicksicht 
auf die anfbiegende Beanspruchung des gedriickten Kopfquerschnittes die 
Sehubbeanspruchung nur das 2/s fache der gewohnliehen Schubspannung 
betragt? 

Losung: h", 0,5 d. 

104. Beispiel. Welche Teilung mu~ eine gut ausgefiihrte einreihige, 
einschnittige Nietnaht erhalten, wenn das Niet- und Blechmaterial Schmiede­
eisen ist, und wenn zwischen d und 0, dem Nietdurchmesser und der 
Blechdicke, z. B. nach Unwin die empirische Gleichung "d = 6,3 -yd'" 
besteht, die einerseits den Druck zwischen Bolzen und Lochwand, andrer­
seits das Stauchen des Materials berqcksichtigt? 

Losung: t '" d + 30. 

105. Beispiel. Der Rahmen einer 400 Tonnen schweren Maschine 
ruhe auf einem Granitblock, dessen Bruchmodul gegeniiber Druck 600 kg/cm2 

betragt. 
Welche Kl'anzbreite ni~ del' Rahmen erhalwn, wenn angenommen 

wird, da~· sieh das Maschinengewicht gleichmaBig auf den ganzen Rahmen 
verteilt und das Fundament gegen 20 fache Sicherheit geschiitzt werden 
solI? Der Rahmen habe eine auBere Lange und Breite von 1,8 m und 
1,4 m. 

Losung: 0' '" 25 .cm. 
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lOG. Beispiel. . In eiilem Lokomotivkessel betriigt der Dampfdruck 
12,4 kg/emil. Die Stehbolzen, welehe die ebenen Saiten der i'etierbficbae 
mit . dem K-esselboden verbinden, sind in horizontaler und vembler Rich­
tung 10 em voneina.nder en.tfemt. 

Wie groi ist die' auf einen Stehbolzen wirkende Zugkraft, und 
wel~hen ~chm~ser. muli\ der Bolzen erhalten, wenn das M~ria1 nur 
'800 kg/em2 ausge~etzt werden soIl? 

wsung? P = 1240 kg; d = 14 mD;l. 

iO'i. Beispiel. Welehen Durchmesser erhilt jecie der vier Siulen 
einer hydraulisehen Presse, deren Preikolben 30 em Durchmesser hat, 
wenn 'der groioo Druck im Preizylinder 270 Atm. und die Material­
beanspruehung del' Saulen 700 kg/emll betr8.gt? 

LOsung: d = 9,3 em. 

108. Beispiel. Welehe. BreiOO b erhiilt ein Riemen 8QS Kubleder 
von der 'Starke 4 mm, der bei halber Umspannnung der Riemenscheibe 
eine Umfangskraft P ubertragen soIl? Der Reibungskoeffizient zwischen 
Scheibe und Riemen sei -0,28, die Beanspruehung des Leders 54 kg/emil. 

LOsung: b = 0,078 P. , 

109. Beispiel. Ein Silberdraht von 4 m Linge und 1 qmm Quer­
sehnitt 'werde am oberen Ende aufgehingt und am unOOren Ende mit 
4 kg belasoot. . 

Wie groi ist del' Elastizititsmodul des vorliegenden Materials, wenn 
sieh der Draht unter der Lasieinwirkung um 2,16 mm verliingert hat? 

LOsung: E = 747663:5 kg/emil. 

110. Beispiel. Eine. runde Kupferstimge vo~ 12,5 mm Durchmesser 
und 1,2 m LAnge und aine Rundeisenst.ange von 15 mm Durchmesser und 
0,9 m Lange sollen sieh um gleiche Betriige verlangern. 

I-n welehem Verhiltnis sOOh,en die hierzu notigen Zugkrafte, wenn 
der Elastizitatsmodul fUr Kupfer 1,24.106 , fUr Eisen 2,12.106 kg/emil 
betriigt? ' 

Losung: ,Pt : Pl! = 0,30: 1. 

111. Beispiel. Ein Schill ist d~ch zwei Drahtseile von 25 m 
und 32 m Lange vertaut. Das erste Seil streckt sieh um 60 mm, das 
zweiOO u~-OO mm unter der Zugkraft des Schiffes. 

Welehen Dehnungen sind die beiden Seile. ausgesetzt? 
LOsung: ;.,. =:0,0024 m; As = 0,0025 m. 

112. Beispiel. Ein von recht.eckigen Fliichen begrenzoor schmiede­
eiserner ,Korper . babe die KanoonUingen 20, 30 und 40 mm. Er warde 
senkrecht zu den Fl8.chen mit ie 4800 kg derart auf. Zug beansprucht, 
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daSeine gleicbmii,jige Verteil1Jng der Zugbifte auf die einzelnen Fliohen 
stattfiildet. 

Weloo.e Dehnungep werden in den 3 RichtUngen des Korpers 
auftreten? 

~ng: 81 = 0,26 . 10-8 j es = -1,0 .. 10-5; .. 88 = 0,12 . 10-8• 

118 •. Beispiel~ BiS z~ welcher Hobe konnJ;e eine aus Basalt an­
ge£ertigte Siule errichtet werden, wenri das spezifische Gewieht 2,8 und 
del" Bruehmodul 197 kg/eml betrigt? 

~ung: h.' 703,6 m. 

114:. Beispiel. Ein 2 1/1 Stein starker Pfeiler von quadratischem 
Querschnitt und 4,6 m Hohe 'warde mit. 4000 kg gleiehmUig verteilt belastet. 

W ~eher Materialbean!'Pruehung sind die untersten Steine ausgesetzt? 
LOSung: kd = ("\,J 1,1 kg/eml . 

116. BeiQiel. . Ein aus Ziegelstein hergestellter Pfeiler von qua­
.dmtischem Quersehnitt werde.mit OOO.Tonnen belastet. Der aus 4 Teilen 
von je 3 m Hohe hergest6ute Pfeiler soll mit 10 kg pro qem beansprueht 
werden. 

Wie gro/;\ wird die. Quadratseite des 1Ultersten Querschnittes werden? 
LOsung: s = 1,905 m. 

116. ,Beispiel. Eil). Kesselschu.13 ist in Langsriehtung mit einer 
ehll'eihigenNietnaht iiberlappt, welehe einer Kl1lft von 25 Tonnen Wider­
stand leisten soll. Es sollen· zur Vemietung bereits vorhandene Nieten 
von 22 mm Durehmesser verwendet werden, 'daren .zulissige Bearispruchung 
600 kg betragen soIl. 

1. Wieviel Nieten sind zur Verbindung notig? 2. Welehe Blech­
dicke ist zu .iihIen? . 3. Wie langwird das Rohr? 4. Welche Teilung 
ist der Nietnaht zu ge~n? 5. Wie gro1\ ist der Abstand. der Nietnaht 
von der Blechkante, und 6. welchen Giitegrad hat die Verbindung? 

LOsung: 1. i ·...:...11; 2. 0 = 1,3 em; 3. 1.- 57 cm; 4. t = 1),2 em; 
5. 61 "':'" 3,3 em und 6. q> == 0,6. 

117. Beispiel. Der Durchmesser eines Damp~esseIs betrage 160 em, 
der Dampfiiberdruek 8 Atm. Das zur Verfilgung stehende Flu1\eisenblech 
babe eine absolute Festigkeit von 3500 kg. 

Es soU eine zweireihige 'OberJ,appungsnietnaht hergestellt w~rden, fUr 
welehe 1. die Blechdieke.; 2. der Nietdurehmesser;3. die Nietteilung; 
4. der Gleitungswiderstand; 5. der Abstand der Nietnahte uod der Bleeh­
kante~abstand !1nQ. 6. das FestigkeitBverhiltnis zuermitteln ist. 

Losung: 
1. 0"" 1,4 em; 2. d = 2,2 em; 3. t = 7,2 em; 4. ks = 607 kg; 

O. e = 4,3 em, e1 = 3,3 em; 6. qr = 0,69. 
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118. BeispieL 1m letztgenanhten Ke$sel solI ein Mannloch von 
einer in dar IAngsriehtung des Ro~ geinesseneo' Rreite vo~ 30 em her­
geste11t werden. 

1. Mit wieviel Nieten ist dar Verstirkungsring des geschwachten 
Blechrandes, zu befestigen, uud2. welehe Bteite, mna der .Ring erh81ten, 
w.enn seine Dicke mit 1,8 em angenommen. wild ? 

LOsung: 1. i~ 20 Nieten; 2. b '" 10 em. 

119. Beispiel. An den Enden eines nalkens sind rechtkantige 
LOCher ein~mmt, urn die Zapfen von Streben aufzunehmen. 

Welche Entfernungen mussen die iuaeren Wandungen der LOcher 
von den Balkenenden mindestens habeny wenn die Strehan einen Hori­
zontalsehub von 800' kg iibertragen und die Bieite .und Tiefe der LOebar 
4 wid 8 em betrigt .und eine zulissige Materialspann~g von 40' Atm. 
in Fraga komm·t? 

LOsung: a = 1 em. 

120. Beispiel. Es sonen die Abmessungen eines schmiedeeisernen 
Sehrumpftinges von quadratisch~m Quersehnitt. festgestellt werden, -del' zur 
Verbindung zweier Radnab~blUften' dienen solI. Dar Nahenansatz babe 
30 em Durehmesser, die Bohrung der Nabe hetrage 18 em. Die iulissige 
Zugspannung des Ringmaterials sei 400 kg pro qem;, wihrend die Schuh­
spannung der Nabe nur das 0,25 fache der arsteren betriigt. 

LOsung: J = 5,3 em. 

121. Beispiel. Bei einem Stimridergetriebe sei dar Z8.bndruek 
500 kg, die Zahnbreite gleich 4 mal der Zahndioke. 

Welehe Abmessungen haben die Zihne bei einer Materialbeanspru­
chung von 200, kg/emS? 

LOsung: J = 2,3 em; b = 9,2 cm. 

122. Beispiel. Eine Riemenscheibe von 800 mm Durchmesser soU 
bei 12 m Umfangsgeschwindigkeit den Effekt von 10 Pferdestirken liber­
tragen. 

Welcbe Breite und Hobe erbalten ,die Arme, wenn der' Quersehnitt 
elliptisch und die. Materialspannung mit Riicksieht auf die ungleicbe Ober .. 
tragung des Drehmomentes auf die Arme nur 100 kg/emil 'betragen soll,? 
Die ArmhOhe sei das Doppelte der Armbreite. 

Losung: P = 62 kg; b = 2,2 em; h = 4,4 em. 

I 123.--Beispiel. Ein. I-Eisen, NormalJ?rofil 20 soU ala Freitrager 
von 2 m freitragender Lange ausgebildetwerden, dar am iiuiersten Ende 
eine Last von 648 kg tragen solI. 

Welcber 'Spannung ist der gefihrlicpe Querschnitt ausgesetzt? 
LOsUng! kb '" 600 kg/cmll. 
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184,. Beispiel. Wie groi wiirde die Materialbeanspruehung werden, 
weim im letzten Beispiele auSer dar Einzellast nooh eine gleiclimaaig fiber 
die ganze Lange verteilte Last von 400 kg vorliegen wiirde? 

U>sung: kb N 800 kg/eml • 
1.1 " 

1,25. Beispiel. Ein Freitrii.ger von 1,2 m Liinge werde am freien 
Ende mit 800 kg belastet. Das Material sei Schmied,eeisen, welches, mit 
7,5 . kg pro qrnm konstant beansp~eht werden solI. Der Querschnitt des 
Triigers sei ein Rechteck, dessen konstante Hohe 1,5 em betriigt. 

1. Welehe Breite hat der· groate Querschnitt bezw. welche Breite 
erhalten die Lame-lIen,' wenn' deren 14 Stiick in Frage kommen sollen? 
2. W ttlche Durchbiegung erleidet' der Trager, und 3. welcher Kriimmungs­
halbme!lser liege-, bier vor?' 

LOsung: 1: B"" 3.42 em, b = 24,4 em; 2. 0= 3,6 cm; 3. e"" 20 m. 
" I'" 

128. Beispiel. Ein an beiden Enden frei aufliegender Tr8.ger, der 
aus zwei iibereinander gelegten kiefernen Balken gebildet ist, habe eine 
Lange von 9 m und ist mit 10 Tonnen gieichmiiig verteilt belastet. Die 
Materialspannung betrage 80 kg/cml • 

Welche Hohe und Breite hat der Triiger, wenn letztere das 1/sfaehe 
der ersteren betragt? 

LOsung: h "" 80 em; b = 26,7 cm. 

127. Beispiel. Welehe Hohe und Breite wird der vorgenannte 
Trager erhalten, wenn die beiden iibereinander gelegten Balken verdiibelt 
werden und die Starke der aus zwei Querkeilen hergestellten Diibel das 
1/18 fache der TrigerhOhe betragen sollen? . 

Auch hier solI die Triigerbreite wieder das lIs fache der Hohe seine 
Losung: h = 64 cm; b = 21,3 cm. 

128. Beispi~l. Fiir einen Raum von 6 m Lange und I) mBreite 
solI eine Decke aus I-Tragern und dazwischen liegenden Kappen herge­
stellt werden, wobei der Triigerabstand 1 m betragen solI. Die Belastung 
"der Decke betrage 900 kg pro qm. 

Welches Profil ist den Triigern zu gaben, wenn deren Beanspruchung 
mit 800 kg/cm2 vorgeschrieben ist? 

Losung: Profil 28. 

129. Beispiel. Ein I.Trager solI auf 5 m Stiitzweite eine 0,25 m 
starke und 4, m hohe Mauerwand unmittelbar aufnehmen, die im Abstande 
gieich 1 m von einem Stiitzpunkte aus gemessen eine TiirOffnung von 
1,5 m .Breite und 2 m Hohe hat. 

1. Wie groll sind die Auflagerdriieke? 2. W 0 liegt der am meisten 
beanspruchte Querschnitt? 3. Weichen Betrag hat das groate Biegungs­
moment, und 4. welches Profil ist dem Trager' zu geben, wenD 1000 kg 
Beanspruchung zu1issig ist? 
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Losung: 
1. A= 3220 kg, ·B=3580kg; 2. x=2,7625m, y=2,2375m; 

3. Mmax = 400512 emkg; 4. Profil 26. 

130. Beispiel. Ein 6,2 m langer,hOlzerner Balken von 18 em 
Breite ist an einem Ende horizontal eingemauert und am andern Ende 
dureh eine Saule unterstiitzt. Die Belastung des Balkens sei eine gleieh­
maaig verteilte im Betrage von 450 kg pro lid. m. 

Welche Rohe hat der Balken, der mit 60 kg/em2 angestrengt ist? 
LOsung: h"" 35 em. 

131. Beispiel. Ein aus Tiegelstahl angefertigter Gabelzapfen werde 
mit 6000 kg belastet. Die zulas~ige Beanspruehung des Materials sei 
500 kg, der spezifisehe Druck zwischen Zapfen und Lager 100 kg/em2• 

Welchen Durchmesser und welche Lange erhalt der Zapfen einnial 
bei ungenauer Einpassung und ein zweites Mal bei sorgfiiltiger Lage­
rung desselben? 

Losung: d, '" 5,5 em, 11 = 11 eD1; ds '" 5 em, 12 = 12,3· em. 

132. Beispiel. Ein hohler Balken aus " Gulileisen von 20 m Lange 
ist an beiden Enden eingespannt und triigt in der Mitte eine Einzellast 
von 20 Tonnen. 

Welahe Starke mulil die Wandung des Balkens erhalten,. wenn dessen 
aulilere Breite und Rohe 31 bezw. 50 em ist und 440 kg pro qm Bean­
spruehung des Materials nicht iibersehritten werden solI? 

Losung: ,,= 8,7 em. 

133.· Beispiel. Eine auf zwei Blechtragem ruhende Briieke babe 
eine Spannweite von 20 m. Diese 2 m hohen Trager sind durch eine 
gleichmaaig verteilte Last von 3000 kg pro lfd. m, durch eine in der 
Tragermitte angreifende Einzellast von 10 Tonnen und dureh ja eine 
Einzellast von 5 Tonnen belastet, die in einer Entfermmg von 5 m zu 
beiden Seiten der Tragermitte angreifen. 

Welehen Wert haben die an den Einzellaststellen auftretenden 
Biegungsmomente, und welche Querschnitte mulil del' Trager an diesen 
Stellen haben, wenn 1100 kg/em2 als zulassige Belastung in Frage kommen? 

Losung: 92506 und 81250 mkg; 252 und 222 em2• 

134. Beispiel. Ein schmiedeeisernes Rohr von 6 m Lange, einem 
lichten Dlirchmesser von 6 em und 0,75 em Wandstiirke werden an beiden 
Enden frei gelagert. 

Welcha Durchbiegung erleidet das Rohr infoige seines Eigengewichtes, 
und welehe Einzellast kann das Rohr nooh in der Mitte aufnehmen, wenn 
700 kg/em2 als zulassige Beansprnehung gaiten solI? 

Losung: 0 = 1,26 em; P = 90 kg. 
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130. Beispiel. Eine schmiedeeiseme volle Welle ven 25 cm Durch­
messer. soIl durch eine Hohlwelle von gleiehem Materiale 'ersetzt werden, 
dessen Bohrung das 0,5 fache des Atillendurehmeesers betragen soll . 

. Um wieviel Prozent wird sieh das Gewieht der HoblweIle. giinstiger 
stellen und welche Abmessu.ngen er)liilt die. letztere? 

LOsung: 22°/0; D=25,5 und d=12,75 em. 

136. Beispiel. Der Zylinderdurehmesser einer Hochdruckdampf­
masehine betrage 350 mm, der Kolbenhub 450 mm. Die Mas<thine arbeite 
mit einer Ad~sionsdampfspannung von 10 Atm. 'Oberdruck. Die Kolben­
stange hahe eine Lange 'von 800 mm und einen Durehmesser von .64 mm. 

,Mit w~lehem Sicherheitsgrade ist ~e .kolbenstange bereehnet,' und 
welchen Durehmesser muB die 125 ~: lange Pleuelstange erhalten, wenn 
siE7 die gleiehe Sieherheit, haben soll' wle die Kolhenstange ? , 

LOsung: . Itt = 26,7; d = 8 em. 

137. Beispiel. Eine guieiserne.. bohle Saule von. 4 m Hohe. soll 
fUr eine ruhende Belastung von 60 Tonnen mit mogllcbst geringem Material­
aufwande ber~stellt werdep.· 

Welehe Abmessungen muB der Quersehnitt erhalten, wenn die Druck­
beanspruchung des Materials 800 kg/cmBbetragen solI? 

LOsung: D=25,7em; d=23,8em. 

138. Beispiel. Von welcher Lange an ist eine unter normalen 
Verhiiltnissen beanspruehte Kolbenstaage auf Kniekung zu berechnen, 
Vl~nn d der Durchmesser der Stange iet. 

LOsung: 1", 16d. 

139. Beispiel. Am freien Ende einer 45 em langen, geraden 
Drehungsfeder . wirkt eine Kraft von 50 kg am Umfange einer Scheibe 
VOn 20 em Halbmesser. 

Um wieviel verdreht sieh die Feder, wenn der iechteckige Quer­
schnitt derselhen 0,5 em Breite und 0 em Bohe hat? 

Losung: (j3 = 11,65 em. 

140. Beispiel. Um wievie1 driickt sich eine unter 800 kg Be­
lastung stehende Puffer- oder Kegelfeder von reebteckigem Q,uerschnitt, 
1 em Breite und 5 em . H5he, zusammen, wenn sie 2 m lang und ihr 
groiter Halbmesser 20 em ist? 

LOsung: cJ = 0,27 em. 
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I. Allgemeiner Teil. 843 Aufgaben nebst Losungen. Viertel ver­
mehrteund verbesserte Auflage. Mit 627 Textfiguren. Unverll,nderter 
Neudruck. Gebunden Preis M. 36.- * 

II. Fe s t i g k e it s 1 e h r e. 611 Aufgaben nebst Losungen und einer :Formel­
sammlung. D ri tt e, verbesserte Aufiage. Mit 505 Textfiguren. Dnver­
linderter Neudruck. Gebunden Preis M. 39.­

m. FIll s s i g k e i ten un d G-a s e. 634 Aufgaben nebst Losungen und 
einer Formeisammlung. Dritte, vermehrle und verbesserte Auflage.' Mit 
433 Textfiguren. 1921. Gebunden Prpis M. 50.-

* Hierzu TeuerungszuBchlage 
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Lehrbueh der technischen Mechanik. Von Professor M. Griibler (Dresden). 
Erst e r Band: Bewegungslehr!lo Z wei t e , verbesserte Auflage. Mit 

144 Textfiguren. Preis M. 22.-
Z w e it e r Band: statlk der starren K6rper. Mit 222 Textfiguren. 

Preis M. 18.-* 
Dritter Band: D)'D&mik staller K6rper. Mit 77 Tex1:figuren. 

Preis M. 24.-

Leitraden der Mechanik fUr Maschinenbauer. Mitzablreich~nBeispielen 
fIlr den Selbstunterricht. Von Prqf. Dr.-lng. Karl Laudlen, Breslau.. Mit 
229 Textfi~n. Preis M. SO.-

Die teehnische Mechanik. des Maschineningenieurs, mit besonderer Be­
rtlcksichtigung der' Anwendungen. Von Dipl.-lng. P. Stephan, Regierungs­
baumeister, Professor. In 4 BlI.nden. 
E r s t e r Band: Allgemeine Statlk. Mit 300 Textfig. Gab. Preis M. 40.-

Ingenieur.Mathematik. Lehrbuch der Mheren Mathematik fUr die technischen 
Berufe. Von Dr.-lng. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-lngenieur, vormals 
Professor fUr lngenieur-Mechanik und Materialprllfnng an der Technischen 
Hochschule Drontheim. 
E r s t e r Band: Niedere Algebra und Analysis. - Lineare Gebilde der 

Ebene und des Raumes in aualytischer und vektorieller Behandlung. -
Kegelschnitte. Mit 320 Textabbildungen und 675 vollstiindig geltlsten 
Beispielen und Aufgaben. Bericbtigter Netidruck. 

Gebunden Preis etwa M. 90.-
Z wei t e r Band: Differential- und lntegralrechnung. - Reihen und 

Gleichungen. - Kurvendiskussion. - Elemente der Differentialgleichungen. 
- Elemente der Theorie der FIlI.chen- und Raumkurven. - Maxima und 
Minima. Mit 477 Textabbildungen und nber 1000 vollstiindig geillsten Bei­
spielen und Aufgaben. Gebunden Preis etwa M. 100.-

D r itt e r Band: Gewtlhnliche Differentialgleichungen , FlII.chen, Raum­
kurven, partielle Differentialgleichungen, Wahrscheinlichkeits- und Aus­
gleichsrechnung, Fouriersche Reihen usw. In V orbereitung 

Lehrbuch der Mathematik. FUr mittlere technische Fachschulen der Ma­
schinenindustrie. Von Prof. Dr. R. NeuendorU,' Oberlehrer an der Staat­
lichen Mheren Schiff- und Maschinenbauschule, Privatdozent an der Uni­
versitlit in Kiel. Z wei t e, verbesserte Auflage. Mit 262 Textfiguren. 

Gebunden Preis M. 12.-* 
Planimetrie mit einem Abrill ilber die Kegeischnitte. Ein Lehr- und tibungs­

buch zum Gebrauch an technischen Mittelschulen. Von Dr. Adolf HeB, 
Professor am Kantonalen Technikum in Winterthur. Z wei t e Auflage. 
Mit 207 Textfiguren. Preis M. 6.60 * 

Trigonometrie fUr Maschinenbauer und Elektrotechniker. 
Aufgabenbuch fUr den Unterricht nud zum Selbststudium. 
HeB, Professor am Kantonalen Technikum in Winterthur. 
lage. Mit] 12 Textfiguren. 

Ein Lehr- und 
Von Dr. Adolf' 
D ri tte Auf­
Preis M. 6.- * 

Die Technologie des Maschinentechn,ikers. Von Prof. Ing. Karl Meyer 
in Kiiln. Filnfte, verbesserte Auflage. Mit 431 Textfig. Gab. PreisM. 28.-* 

_ .. _." - - =-=== 

* Hierzu Teuerungszuschlli.ge 




