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Vorwort zur ersten Auflage.

Auf wiederholte Anregung von seiten meiner fritheren, schon linger
in der Praxis stehenden Schiiler habe ich mich zur Herausgabe des vor-
liegenden Buches entschieden, das in der Hauptsache den Lehrgang darstellt,
den ich seit Jahren in meinem Unterrichte an der Stidtischen Maschinen-
bauschule in Leipzig verfolge.

Mit dem Buche soll dem angehenden Techniker ein Leitfaden in die
Hand gegeben werden, der bei elementarer Darstellung die vollstéindige
mathematische Entwickelung gibt, Hierauf ist besonders Wert gelegt
worden, um jeden, der iiber die elementaren mathematischen Kenntnisse
verfiigt, ein Lehrbuch der Festigkeitslehre zum Selbstunterricht, meinen
Schiilern ein Buch zur Wiederholung, dem in der Praxis stehenden Tech-
niker aber ein schnell zu iibersehendes und vor allem leicht verstindliches
Handbuch zu bieten. Die vorhandenen grosseren Werke sind ihrer weit-
gehenden Wissenschaftlichkeit wegen mehr fir den Hochschultechniker
geschrieben, fiir den Mittelschultechniker deshalb teilweise zu schwer ver-
stindlich, fiir den Anfinger aber fast gar nicht zuginglich. Die kleineren
Werke dagegen haben teils zu geringen, teilweise gar keinen Wert auf die
Entwickelung "der Gleichungen gelegt, vielfach fehlt thnen auch die Voll-
stindigkeit, so daB durch sie keine geniigende Ubersicht iiber den Stoff
der Festigkeitslehre, soweit er von jedem Techniker gekannt und beherrscht
werden sollte, gewonnen werden kann.

- Das vorliegende Buch soll daher eine wirklich bestehende Liicke aus-
zufiillen suchen, und ich glaube, daB es innerhalb der erwihnten Kreise
auch seinen Zweck zu erfilllen imstande ist. Besonders wird die Auf-
gabensammlung mit ihren zahlreichen und gewihlten Beispielen aus dem
praktischen Maschinenban und der Baukonstruktion, nebst den beigefiigten
Erlauterungen aus der Maschinenlehre zu selbstandigen Ubungen anregen.

Sollte das Buch, wie ich hoffe, eine beifillige Aufnahme finden, so
beabsichtige ich auch noch die Herausgabe eines zweiten Buches, das die



1v Vorwort.

zusammengestzte Festigkeit, soweit sie praktischen Wert hat, in mdglichst
vollstindiger Weise behandelt.

Fir die freundliche Mithilfe bei der Durchsicht der Korrekturbogen
von seiten meines licben Kollegen, des Herrn Oberlehrer Engelmann,
spreche ich hiermit meinen Dank aus.

Leipzig, im November 1905.
Ernst Wehnert.

Yorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage meiner Einfilhrung in die Festigkeits-
lehre umfaBt wieder denselben Lehrstoff wie die erste Auflage. Auch
die Einteilung des Stoffes ist dieselbe gebliehen. Indessen enthilt das
nene Werk neben einigen Verbesserungen und Erginzungen des als Lehr-
buch dienenden ersten Teiles im zweiten oder praktischen /Teile eine
wesentlich grossere Aufgabensammlung als das seitherige. Die fiinfund-
siebzig vollstindig geldsten Aufgaben der ersten Auflage sind auf hundert
erhoht worden. Dazu kommen aber noth weitere vierzig Beispiele, die
nur mit den Endresultaten versehen sind, die dem Studierenden lediglich
zur selbstéindigen Durcharbeitung dienen sollen.

Da auch fiir die zweite Auflage dieselben Gesichtepunkte mafBgebend
waren, wie sie bereits im Vorwort zur ersten Auflage gekennzeichnet worden
sind, so ist hier von einer nochmaligen Wiedergabe derselben abgesehen
worden. Dagegen will ich noch auf mein in gleichem Verlage erschienenes
Lehrbuch der zusammengesetzten Festigkeit hinweisen, das eine weitere
Sammlung von fiinfundvierzig vollstindig durchgerechneten Beispielen
enthilt.

Leipzig, im September 1910,
Ernst Wehnert.
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Einleitung.

Wihrend die Lehre von der Statik und der Dynamik, als 1. und
2. Teil der Mechanik, sich mit den Bedingungen und Gesetzen des Gleieh-
gowichtes und der Bewegung der Korper beschiftigen, befaBt sich die
Lehre von der Elastizitiit, als 3. Teil der Mechanik, mit der Forménde-
rung der Korper.

Mit der Elastizitiitslehre eng verkniipft ist die Festigkeitslehre, der
die Aufgabe zukomms, die Abmessungen und Formen der Korper so zu
bestimmen, daB die Forménderungen derselben innerhalb bestimmters
Grenzen bleiben.

Unter der Festigkeit eines Korpers versteht man den Widerstand,
den der Korper infolge seiner Molekularkraft (Kohdsion) der durch fuBere
Krafteinwirkungen entstehenden Trennung seiner Teile (Molekiile) ent-
gegensetzt. Je nach der Art der Beanspruchung eines Korpers unter-
scheidet man in der Regel folgende sechs Grundfestigkeiten:

. Absolute — oder Zugfestigkeit,

. Riickwirkende — oder Druckfestigkeit,
. Schub- oder Scherfestigkeit,

. Relative — oder Biegungsfestigkeit,

. Torsions- oder Drehungsfestigkeit,

. Knickfestigkeit.

Beanspruchen jedoch die angreifenden Kriifte einen Korper derart,
dal mehrere der vorgenannten Festigkeitsarten gleichzeitig auf denselben
einwirken, so spricht man auch noch von zusammengesetzter oder kombi-
nierter Festigkeit.
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Erster Abschnitt.

§ 1. Allgemeines iiber Zug- und Druckfestigkeit.
1. Lingen-, Querschnitts- und Spannungsiinderung.

a) Beansprucht eine Kraft P, wie Fig: 1 zeigt, einen Korper auf
Zug, so verlingert sich dieser Korper unter Einwirkung der Kraft P von

Y,
i
) B
S D N > 2
1
L, 1
A
i
1
1
] -
b
) ] .
l__./.L_______J___.
.9’

J

Fig. 1.

i

e\

\
A

der urspriinglichen Linge 1 auf die Linge k;
gleichzeitig findet aber auch in Querschnittsrich-
tung eine Zusammenziehung (Kontraktion) statt,
wobei sich der anfingliche Durchmesser d auf den
Durchmesser d; vermindert. Die Verlingerung ader
Ausdehnung 4 des Korpers ergibt sich somit aus.

1. A= Il —1
und die Kontraktion oder Zusammenziehung aus
2. d=d—d,.

Bezeichnet nun noch s die auf einen qmm.
Querschnitt entfallende gleichmiBig verteilte Kyaft.
in kg zu Beginn der Belastung, s, dagegen die:
Kraft nach eingetretener Ausdehnung, so erhilk
man die auf einen gmm kommende, infolge der
Querschnittsverminderung  sich ergebende: Be-
lastungs- oder Spannungserhéhung ¢ zu

3. o=s8—s

b) Beansprucht eine Kraft P einen Korper, wie Fig. 2 zeigt, auf
Druck, so tritt infolge dieser Krafteinwirkung eine Verkiirzung des Karpers
von der Lénge 1 auf 1, ein, wobei gleichzeitig in der Querschnittsrichtung
gine VergroBerung des Durchmessers d auf d, eintritt.

Die Verkiirzung A des Korpers ergibt sich somit zu

1. A=1-1

und die Vergroferung des Durchmessers aus

2, 0=d;, —d

Bezeichnet s wieder die sogenannte Spannung (d. h. die Bean-
spruchung pro qmm Querschnitt) im Anfangszustande, s, die Spannung



§ 1. Spannung. Bruchmodul. Elastizitit und Elastizititsgrenze. Tragmodul. 3

nach eingetretener Zusammendriickung des Korpers, so betrigt die Span-
nungsverminderung
3. o=8-—3s,.

¢) Der Vergleich der unter a und b ge-
nannten Erscheinungen zwischen Zug- und Druck-
wirkung zeigt, daB die Umkehrung der Kraft-
richtung auch die Formiinderungen des Korpers
umkehrt.

Wird somit die Richtung der ziehenden
Kraft als positiv und die der driickenden Kraft
als negativ bezeichnet, so lassen sich die oben
genannten, je drei fir Zug und Druck giiltigen
Gleichungen zu den folgenden drei Gleichungen
zusammenfassen:

A=+, - 1
d=x+(d—d) 2
6=+ (3; —8) 3

2. Spannung. Bruchmodul.

Wie bereits vorher gesagt, versteht man unter Spannung den durch
die innere Festigkeit des Materials gegebenen Widerstand, der einer dufSeren
Belastung in kg entspricht, mit der die Querschnittseinheit eines Korpers,
in der Regel 1 qmm oder 1 gem, in Richtung seiner Lingsachse bean-
sprucht werden kann. Wirkt die Belastung so auf den Kérper ein,. daB
die inneren, dieser Belastung widerstehenden Kriifte senkrecht zum Quer-
schnitt gerichtet sind, so bezeichnet man die Spannung als Normal-
spannung im Gegensatz zu der in § 11 Abs. 2 genannten Schubspan-
nung, bei der die Kraftrichtung mit jener des Querschnittes zasammen-
fillt. Die Belastung aber, die nétig ist, den genannten Kérper von 1 gmm
oder 1 gqem Querschnitt zu zerreifien oder zu zerdriicken, nennt man den
Bruchmodul.

3. Elastizitiit und Elastizititsgrenze. Tragmodul.

Wie bereits die Fig. 1 und 2 gezeigt haben, besitzt jeder Korper die
Eigenschaft, unter der Einwirkung &uBerer Krifte eine Anderung seiner
Gestalt zu erfahren und mit dem Aufhiren dieser Einwirkung die erlittene
Forminderung mehr oder minder vollstéindig wieder zu verlieren,

Insoweit er die erlittene Formianderung wieder verliert, d. h. zariick-
federt, wird er als ,,elastiseh* bezeichnet.

Ist die Riickkehr in die wurspriingliche Formi eine vollstindige, so
nennt man den Korper ,,velilkommen elastischss,

1*



4 Erster Abschnitt.

Die letzte Eigenschaft hat nun kein Korper, jedoch kann man annehmen,
daB fast alle Korper innerhalb bestimmier Grenzen eine mehr oder weniger
vollkommene Elastizitdt besitzen; diese’ Annahme filhrt zum Begriff der
Elastizitiitsgrenze, worunter man diejenige Grenze Versteht, bis zu der
eine Kraft einen Korper so belasten bezw. ausdehnen oder zusammen-
driicken darf, daB nach Besemgung der Kraft die aus ihrer Lage ge-
brachten Molekille wieder in ihre frithere Lage zurfickkehren, d. h. also,
daBl der Korper keine bleibende Formandemng erfihrt.

Hieraus ergibt sich, daB bei allen in der praktischen Technik vor-
kommenden Konstruktionen die Belastung eines Kérpers nur so groB zu
wihlen ist, daB er bis hochstens zur Elastizititegrenze ausgedehnt oder
zusammengedriickt werden kann.

Diese Hochstbelastung nennt man den Tragmedul im Gegensatz zu
dem unter 2 genannten Bruchmodul, die beide fiir.jedes Material ver-
schleden und durch praktische Versuche zu ermitteln bezw. festzu-
stellen sind.

Die bei praktischen Ausfithrungen mafBgebende Belastung darf jedoch
auch ‘diesen Tragmodul nicht erreichen, sondern betrigt zumeist nur das
1/g- oder 1/s-fache desselben.

4. Proéorﬁonalitﬁtsgrenze.

Die infolge der Belastung eines Korpers eintretende Verlingerung
oder Verkiirzung (allgemein Dehnung genannt) richtet sich nun ganz nach
der Grofe der Belastung, und zwar wird die Dehnung gréfler werden,
sobald die Belastung grofler ist und wmgekehrt; diese Eigenschaft haben
alle Materialien miteinander gemein.

Eine Reibe von Materialien besitzt aber noch' die weitere Eigen-
schaft, daB bis zu einer gewissen Belastung eine Proportionalitiit zwischen
Dehnung und Spannung besteht, d. h., nimmt die Belastung pro Flichen-
einheit (die Spannung) etwa um gleiche Teile zu, so nimmt auch die
Dehnung in gleicher Weise zu. Die Grenze, bis zu welcher der propor-
tionale Zusammenhang zwischen Dehnung und Spannung besteht, nennt
man Proporiionalitiitsgrenze, Wird diese Grenze iiberschritten, so
wiciist die Dehnung bei sonst gleichbleibender Belastungszunahme immer
meht und mehr, bis endlich der Bruch selbst eintritt. ]

Die beistehende Fig. 3 gibt eine bildliche, d. h. graphische Dar-
stellung des zuletzt beschriebenen Zusammenhanges zwischen Dehnung
und Spannung. Es mégen A die bei Zug sich ergebenden Verldngerungs-
zunahmen und P die zugehérigen Belast.ungen bezeichnen. Diese trage
man im beistehenden Koordinatensystem in beliebigem MaBstabe auf der
Ordinatenachse, die durch die Belastungen sich ergebenden Dehnungen
dagegen in einem gréBer zu wihlenden MaBstabe auf der Abszissenachse
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auf. Verbindet man nun die simtlich aufgetragenen Punkte miteinander,
so erhilt man die Belastungskurve OP.S. Wie ersichtlich, verliuft diese
Kurve bis zum . Punkte P,  als Gerade,

womit bildlich die Proportionalitiit zwischen J

Verlingérangen (Dehnungen) und Bela- !

stungen (Spannungen) gekennzeichnet ist. '
An der Stelle P, ist also die Proportio-
nalititsgrenze, wozu die Belastung OP,,
‘und die Ausdehnung OP,, gehéren.

Wird nun die Belastung OP, iiber-
schritten, so neigt sich die Belastungskurve
von, der Geraden OP, nach rechts etwa bis
zum Punkte S, was eine Dehnungszunahme
bedeutet. Von der Stelle S an beginnt das
Strecken oder Fliefen des Korpers, wes-
halb man diese Grenze bei Zugbeanspru-
chung als die Streck- oder Fliefigrenze,
bei Druckbeanspruchung als FlieB- oder :
Quetschgrenze bezeichnet hat. Die zu der FlieBgrenze gehérende Be-
lastung ist dann OS,, die zagehorige Verlingerung aber gleich -OS,.

Die Fig. 4 zeigt bei Zugbeanspruchung die Fortsetzung der Be-
lastungskurve von der FlieBgrenze S8 an. Diese Kurve lauft zuniichst
eine Streck, =ahezu
parallel zur A bszissen-
achse und steigt hier-
auf Jangsam an bis
zum Punkte B, an
welcher  Stelle  die
Hachstbelastung O B,
bei einer Léngenzu-
nahme gleich OB,
vorliegt; diese Bela-
stung nennt man die
Bruchbelastung, ob-
gleich an dieser Stelle
der Bruch noch nicht
eintritt. Der Bruch tritt
vielmehr erst an der
Stelle R ein und zwar
bei einer geringeren
Belastung OR,, bei einer Lingeninderung OR,.

Die Fig. 5 zeigt bei Druckbeanspruchung den Verlauf der Be-
lastungskurve an. Auch hierbei ist in gleicher Weise wie bei Zug eine
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Proportionalitiitsgrenze und FlieBgrenze vorhanden. Eine weitere allgemeine
Ubereinstimmung liegt aber in der Form der Belastungskurve nicht mehr
vor, denn der Verlauf der-
selben von der FlieB- oder
Quetschgrenze Q an ist eine
wesentlich andere als bei
Zugbeanspruchung,

Die Bruchgrenze B
fiir Druck ist nur bei spro-
den Stoffen, z. B. GuBeisen,
Stein, Zement u. a., deutlich
erkennbar, wihrend zihe
und verhaltnisméBig weiche
Korper, wie Blei, Kupfer,
FluBeisen etc., nicht zum
Bruche gebracht werden
koénnen, da sie sehr grofle
Formverinderungen unter
‘ Druekbeanspruchung  ver-

Fig. 5. tragen, ohne dass irgend ein

Anzeichen von Bruch auf-

tritt. Bei diesen Korpern kann man die Belastung sehr stark steigern,

ohne einen Bruch zu erzeugen, wie das der von B aus dargestellte weitere
Verlauf der Kurve andeutet,

‘Wiihrend also bei sproden Korpern der Giitemalstab
von der Bruchgrenze B abhingig gemacht wird, gilt bei
zdhen Korpern die fiirr den Konstrukteur wichtige Quetsch-
grenze Q, bei der das Material anfingt, unter der Be-
lastung in erbeblichem MaBe nachzugeben.

Beit der Zugheanspruchung eines XKorpers erklirt
sich die geringere Belastung an der Bruchstelle daraus,
daB, wie Fig. 6 zeigt, an der Belastungsstelle B der
Korper eine Einschniirung erleidet, wodurch sich der
Querschnitt wesentlich verringert.

Zur Bestimmung der Bruchfestigkeit oder Bruch-
spannung oder, was dasselbe ist, des Bruchmoduls miifite
streng genommen der an der Bruchstelle verminderte
Querschnitt f; in Rechnung gesetzt werden, der jedoch
sehr schwer bestimmt werden kann. Mit Riicksicht
darauf setzt man an dessen Stelle den genau bestimm-
Fig. 6. baren, urspriinglichen Querschnitt f ein, was nur im

Interesse der groferen Festigkeit des Materials liegt.
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Die Querschnittsverminderung eines auf Zug beanspruchten Korpers
driickt man am besten durch das Verhiltnis aus:

f
p=1% 4
oder in Prozenten des urspriinglichen Querschnittes:
p=100(1 —fT‘)zloof—_}ﬁ . . . ... b

Zweiter Abschnitt.

Zug und Druck.

§ 2. Die Zug- und Druckfestigkeit.

Ist ein Korper von beliebigem Querschnitte nach Fig. 7 oder 8 auf
Zug oder Druck beansprucht und verteilt sich die Kraft P gleichmifig
iiber den ganzen Querschnitt, so ist ohne weiteres einzusechen, dafl die

Querschnittseinheit (d. i. 1 gmm oder
1 gem) um soviel mal weniger be-
lastet ist, als Einheiten auf den
Querschnitt kommen.

Bezeichnet also s die im § 1
Abs. 2 angegebene Belastung der
Querschnittseinheit bis zum Bruch
und hat der Querschnitt des Korpers
f Binheiten, so ergibt sich die Ge-
samtbelastung Pg,, die den Korper
zum Bruch fibren wiirde, aus Pg
=f.s, d.h. die Kraft oder die Be-
lastung ist proportional dem Quer-
schnitte f.

W

J
zZL %
J
Fig. 7. Fig. 8.

Bei der Elastizitiitsgrenze wiirde indessen eine Belastung Pg=1f.¢
erforderlich sein, wenn ¢ den Tragmodul bezeichnet.

Da nun im angewandten Maschinenbau, so wie in anderen technischen
Gebieten, kein Kérper bis zum Bruch und auch nicht bis zur Traggrenze
beansprucht werden darf, sondern eine mehr oder weniger grofe Sicher-
heit gegen beide Grenzen gewihren soll, so wird nur ein Teilbetrag der
Spannung s bezw. ¢ in Rechnung gezogen, der dann in der Praxis unter
der zuliissigen Spannung k verstanden wird.
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Bezeichnet m den Sicherheitsgrad gegenm Bruch und . den-
selben gegen Elastizitiit, so ergibt sich die zuliissige- Materialspannung

k="wdk=% . . . . .. . 6
m

Bezeichnet nun noch allgemein k, die zf:l{\ssige Spannung gegen Zug
und ky dieselbe Spannung gegen Druck, so schreibt sich die der Festigkeits-
rechnung zugrunde gelegte Gleichung gegen Beanspruchungen

auf Zug: P=1=£k, . . . |
auf Druck: P=fkgy . . . . . . 8

Die Spannungen k, und kg, die fiir die meisten Matenahen ver-
schieden sind, liegen gewohnlich unterhalb der Proportionalitiits- und der
Elastizititsgrenze und sind

1. fiir rubende Belastung,

9. fiir wechselnde Belastung zwischen O und einem maximum,

3. fiir beliebig zwischen einem grofiten negativen und grofiten posi-

‘tiven Werte der Belastung, also zwischen — oder -}~ max.
erfahrungegemiB so verschieden, dafl die beim. 3. Belastungsfalle zu wihlende
Spannung das !/sfache, die beim 2. Falle zu verwendende Spannung das
2/3fache der im Fall 1 bei ruhender Belastung iiblichen Spannung betriigt.

§ 3. Dehnungskoeffizient. Dehnung. Hookesches
Gesetz. FElastizititsmodul.

Wie in § 1 bereits gesagt, verlingert oder verkiirzt sich ein Korper,
sobald er auf Zug oder Druck beansprucht wird.
i Wird nun, wie Fig. 9 zeigt,
Qszzrizz 1/&% ein Korper von der Linge 1 (1 cm
?}4 oder 1 mm) und vom Querschnitt 1
=~ (l'qem oder 1 gmm) mit 1 kg auf
! Zug oder Drack beansprucht, sc
E verlingert oder verkiirzt sich der
I/= ! Korper um die Strecke .
|
j

JuS———

[

ﬁ
}
|
|
|
i
|

SR -

—

CR .

- L"i’"“"» Die fiir jedes Material durch

Versuche festzustellende Erfah-

4/(’«% 7 77y Tungszehl @ nennt man den Deh-

Fig 9.  mungskoeffizienten. Er gibi also

allgemein die Lingenénderung eines

Korpers von der Léngen- und Querschnittseinheit, unter der Einwirkung
der Krafteinheit, an.

Wird nun derselbe Korper, wie Fig. 10 zeigt, nicht nur mit 1 kg

sondern mit ¢ kg belastet, so verlingert oder verkiirzt er sich unter Be-

zugnahme auf § 1 Abs, 4 um

E=CG, - . .« . « « .« .« . .9
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welche Liéngeniinderung man als Dehmung bezeichnet. Unter dieser
Gleichung versteht man das Hookescho Gesetz.
Besitzt, wie Fig, 11 zeigt, )

der vorbenannte mit ¢ kg belastete Dz & ; l

Korper eine beliebige Linge 1.(in i i & /} *

cm oder mm gemessen), so ergibt I

sich unter der Annahme, daf} die !

Dehnung ¢ an allen Stellen des |
L

Korpers dieselbe ist, eine ge=
samte Lingeniinderung 1 = &l, f.'l -~
oder in Prozenten der urspriing- v
lichen Lénge 1 ausgedriickt, so 6 VA
wie es in der Praxis vielfach Fig. 10.
gebranchlich ist, die prozentuale Dehnung

) + (I, —1)

d=100 e:lO()T 100 = i

e I 1
Setzt man in die Gleichung fiir 4 den obigen Wert fir & und fir

. mk-—-ﬁ‘——u—
~ e
!
J——

T ——t

o den Wert aus § 2, nimlich ¢ = g ein, so erhilt man
l=el=aal=a§l
Pl . . . . . . 11

9130‘?1

In dieser Gleichung bezeichnet
f den Querschnitt eines mit i
der Kraft P auf Zug oder i
Druck beanspruchten Kérpers, :
dessen Linge 1 betriigt. ! ; i
Ist bei der Berechnung ? i /f, 1
| r
:
i

U

I
| - )

|
i
v
i

1
der Léngeninderung das im : ol e i
§ 8 aufgefiibrte Eigengewicht G ; | 2 f
des Korpers zu beriicksichtigen, ; ! i /ﬁ
so ist der Kraft P noch das | 4 i P
halbe Kérpergewicht zuzufiigen, -4 //r ; 1 ! % j
womit man bcdeen X % b
h=—aol=a 220 410 ! A
G A
erhilt. Flg. 11,
Lost man die Gleichung
11 nach P auf und setzt =1 und f==1, so ergibt sich
pti LI 1 _m 12
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Die Kraft E gibt den in der Technik allgemein bekannten Elasti-
gititsmodul an, unter dem man nach dem vorhergehenden digjenige Kraft
versteht, bei der ein in seiner Léngsrichtung beanspruchter Kérper um
seine ganze Lénge ausgedehnt oder zusammengedriickt wiirde, falls das
ohne Uberschreitung der in § 1 Abs. 3 genannten Elastizitdtsgrenze mog-
lich wire, was nun freilich bei den in der Technik verwendeten Maserialien
picht der Fall ist. A

So betriigt z. B. der Elastizitiitsmodul fiir Schmiedeeisen rund
2000000 kg, d. h., es wirden 2000000 kg notwendig sein, um einen
schmiedeeisernen Korper von 1 gem- Querschnitt um seine eigne Linge
zu verlingern oder zu verkiirzen. In Wirklichkeit wiirde aber schon bei
ca. 1500 kg die Proportionalitiitsgrenze iiberschritten, welche den Gleichungen
9 bis 12 zugrunde liegt und auBerdem wiirde bei etwa 4000 kg der Kérper
zum Bruch gefiihrt werden.

Fir die Elastizitits- und Festigkeitslehre ist es deshalb zweckmaBiger
und vor allem anschaulicher, nur mit dem Begriff des Dehnungskoef-
fizienten zu rechnen.

§ 4. Lingeninderung durch Wirme- und
Spannungsinderung.

An dieser Stelle ist zunichst zu bemerken, daBl der Abschnitt tiber
Lingeniinderung durch Wirmeédnderung eigentlich in das Gebiet der Wirme-
lehre gehort.

2. oy Da aber bei vielen Festig-
i & & 9 keitsberechnungen auch die
r 0 ! Temperatureinfliisse  mitbe-
e | o el riicksichtigt werden miissen,
-omooe - f ool g0 st es zweckmiBig, den
Fig, 12. Fig. 12a. vorliegenden Abschnitt an
, dieser Stelle mit aufzufiihren.
g W a) Wird ein Korper er-
j [ wiarmt, so dehnt er sich aus,
I E— e € > wird er dagegen abgekiihlt,
o f oo > go findet eine Zusammen-
Fig. 13. Fig. 13a. ziehung statt.

o o= Die Ausdehnung oder Zu-

R ;

sammenziehung kann nun
. innerhalb gewisser Tempera-
e f{ e turdifferenzen proportional der
o Temperaturzu- oder abnahme

angesehen werden.
1. Wird z. B. ein stabformiger Korper, wie Fig. 12 zeigt, von der
Liinge gleich 1 (in mm, cm oder m gemessen) und von der Temperatur

|
L

Fig. 14.
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t% Celsius, um 19 Celsius erwiirmt, so dehnt sich hierbei der Stab um o
aus; diese Ausdehnung nennt man den linearen oder Léngenausdehmmgs-
koetfizienten,

Wird nach Fig. 13 die Temperatur t° des gleichen Stabes auf t,°
gesteigert, so betrfigt die zugehorige Ausdehrung e==¢a (t; —t).

Da sich nun jede Stabliingeneinheit um gleichviel ausdehnt, so wird
sich, wie Fig. 14 zeigt, ein Stab von der Linge 1 auch 1 mal soviel aus-
dehnen, sodaf die gesamie Ausdehnung A= @ (t; —t)1 betrigt.

Bei Abkiihlung gilt dann nach den Fig. 12a, 13a und 14a, wenn
t die hohere Anfangs- und t, die Endtemperatur. bedeutet: 4 =q (t— ;)L

Bezeichnet man zuletzt noch die -
Zunahme der Temperatur als positiv, die A“

£

Abnahme dagegen als negativ, so lassen : ]

sich die beiden letzten Gleichungen zur ‘)k’i.

Gleichung [ { ____________ -
A=+ a(t, —t)] . 138 !

vereinigen.

2. Handelt es sich dagegen um eine Flichen- oder Korperausdeh-
nung, so lift sich dic letztgenannte Gleichung auch sofort anwenden,
wenn man nur den Lingenausdeh-
nungskoeffizienten @ mit dem zwei- L7772
mal so groflen Flichen-, bezw. {;
dreimal so groBen Volumenausdeh- 1)
nungskoeffizienten und die Linge 1 '
des Korpers mit der Fliche f !

i
|

bezw. dem Volumen V vertauscht.
b) Wird ein Kéorper nach

Fig. 15 auf Zug oder Druck be- G

ansprucht und bedeutet ¢ die An-

fangs-, g, die Endspannung, « den &1

in § 4 genannten Dehnungskoef-

fizienten, so ergibt sich, wenn Zug

als 4, Druck durch — bezeichnet Fig. 15.

wird, die Verlingerung oder Ver-

kiirzung S A=+alop—o)l . . . . . . . . 14

e Gy — = ™

5.

G

|
i
I
I

| IR B
-

' Y
oy A
'

=

T e
eff A

§ 5. Erweiterung des Hookeschen Gesetzes.

Dem in § 3 genannten H ookeschen Gesetze ,,6 = ¢ ¢ kommt, wie
die Erfahrung gezeigt hat, keine allgemeine Giiltigkeit zu, es hat somit
nur fiir eine Minderzabl von Materialien Geltung, worunter aber die fiir
den Maschinen- und Ingenieurbau besonders wichtigen Stoffe, Schmiede-
eisen und Stahl, gehoren.
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Eine fiir weitere Materialien — darunter GuBeisen, Granit, Korper
aus Zement, Zementmortel, Beton; ferner Kupfer, Bronze, Messing u. a. —
giiltige Gleichung hat 1895 der Ingenieur Schiile in dem Gesetz

E=ea.6® . . . . . . . . . 15
gefunden.

Dieses Gesetz ist iibrigens schon im Jahre 1729 von Btilffinger ange-
geben und 1822 in der Elastizititslehre von Hodgkinson erwithnt worden.

Fir m liegen folgende Versuchswerte von Bach vor:
bei GuBeiBen :

1. fir Zug, wenn vorher nicht belastet m == 1,083
» ,»  stark » m==1,1
2. fiir Druck, wenn vorher nicht belastet m == 1,0686

wenn vorher noch nicht durch Druck belastet m = 1,035
stark durch Druck belastet m==1,052, 1,048

»” »

bei Kupfer, fir Zug m = 1,098, 1,074,
», Bromnze, , m = 1,028
» Messing, fir Zug m == 1,085
] Leder, [ Y] m == 0,7
, Zementkdérper, fiir Druck m=1,09
, Granit, 1. fir Druck m=1,374
2., Zug m==1,182, 1,109.

Die von Bach gemachten Versuche haben ergeben, daff in dem
Gesetz ,e=0a¢™“ fir den Fall, daB der Exponent m grofer als 1 ist,
die Dehnungen g rascher wachsen als die Spannungen ¢, und fiir den
Fall, da m kleiner als 1 ist, die Dehnungen & langsamor wachsen als
die Spannungen ¢. '

¢ e &
i ?
I ! '
§ i )
| | |
| )
j | |
]
i ! E
! i , ;
o I e I S
Fig. 16. Fig. 17. Fig. 18,

Also, fir m >>1 wichst ¢ rascher als ¢,
., m<1 » € langsamer als ¢,
» m=1 ergibt sich das Hookesche Gesetz.

Dieses graphisch aufgetragen, zeigt, daB, je groBer die Abweichung
des Exponenten m von der Einheit ist, sich die Dehnungskurve ,,& = ago™«
um so mehr gegen die g oder ¢-Achse wolbt, d. h. bei m > 1 kehrt
die Kurve der g Achse ihre hohle Seite zu (Fig. 16), bei m <1 kehrt
sie der g-Achse ihre hohle Seite zu (Fig. 17), und bei m==1 erhdlt man
eine gerade Linie (Fig. 18).
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§ 6. Gesamte, bleibende und federnde
Liéngenéinderungen. MaB der Vollkommenheit
(Elastizitiitsgrad).

a) In den vorangegangenem Paragraphen ist ein Maf zur Bestim-
mung der Lingeniinderung eines auf Zug oder Druck beanspruchten
Korpers fiir den Fall gegeben, daBl die Belastung besténdig wirkt. In
der praktischen Technik gibt es nun aber auch Korper, die’ abwechselnd
belastet und wieder entlastet werden.

Mit Bezug auf § 1 Abs. 3 erleidet ein Korper bei Belastung eine
Formanderung, die bei Entlastung mehr oder weniger wieder verschwindet.
Dem zufolge sind, wie Fig. 19 zeigt,
drei L#ngenéinderungen zu unter-
scheiden :

1. die gesamte Liingenéinderung A,
2. ., bleibende " b
3. ,. federnde " Ag

Je groBer die Belastung des
Korpers ist, um so bedeutender ist
auch die bleibende Léngen- oder
Forminderung. Letatere darf nun bei Konstruktionsieilen entweder gar
nicht oder nur in ganz geringem Grade auftreten, wie bereits aus dem
Gesagten im § 1 Abs. 3 hervorgeht.

Fir die awvsfithrende Technik bat deshalb die federnde und somit
auch die bleibende Liingeninderung keine oder doch wenigstens geringe
Bedeutung; dagegen ist diese Anderung fiir die Beurteilung des Materials
von grofer Wichtigkeit.

b) Ein MaB fiix die Vollkommenheit der Elastizitit eines Korpers
(Elastizititsgrad) erhélt man in dem QJuotienten
__ Ay federnde Dehnung

H= 77 gesamte Dehnung
Fiir =1 etgibt sich die frither genannte Elastizitétsgrenze.

16

8§ 7. Maf der Zusammenzichung. Kriifte senkrecht
zur Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung.

Wird ein auf Zug beanspruchter Korper, wie bereits im § 1 Abs. 1
gesagt und aus beistehender Fig. 20 ersichilich ist, in der Achsenrichtung
um g ausgedehnt (siche § 3), so erfihrt er zu gleicher Zeit eine Querzu.
sammenzichung g;, die einen Teil von ¢ darstellt. Bezeichnet m diesen
Teil, so ergibt sich die Querzusammenziehung

T |
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worin m eine erfabrungsmiBig zwischen 3 und 4 liegende Kon-
stante ist.

1. Wirkt nun, wie aus Fig. 21 ersichtlich ist, auf einen aus isotropem
und Proportionalititsgrenze besitzendem Materiale hergestellten Korper in
einer besimmten Richtung, z. B. in Richtung der x-Achse, eine Kraft
Py ziehend ein, so ergibt sich die in dieser Richtung auftretende Dehnung

&
§x = G0y, WOraus gyg = 5 folgt.

w2 > L i — o
A /rj[‘—/ oy

} .
1]
o i 7
gl ilabq !
P !
o e —t g
| |
H {
: I |
1 | ) SR SO S —
| : - X
L LT -~
-------- R A s

Fig. 21.

=
[
Lo
=]
=~
le'a =

Die hierbei auftretende Zusammenziehung in Richtung der y- und
o . & . .
z-Achse betrigt dann je eqz}%, und es haben die Spannungen in der y-

und z-Achse, gy und ¢, den Wert Null.
2, Wirkt dagegen auf einen Korper in Richtung der y-Achse eine
Kraft Py ziehend ein, so betrigt die in dieser Richtung auftretende

&y . . T
Debnung &y = @6y, woraus gy ==~ sich ergibt. Die hierbei auftretende
o

: . . . . . €
Zusammenziehung in Richtung der x- und y-Achse ist dann je eqzi ,

wihrend die Spannungen in diesen Achsen-Richtungen ¢ und ¢, den
Wert Null haben.

3. Wirkt dagegen anf einen Korper in Richtung der x-Achse eine
Kraft P, ziehend ein, so betriigt die in dieser Richtung auftretende Dehnung

&
&, == @0z, WOraus g, = —a-:— folgt.
Die hierbei aufiretende Zusammenzichung in der Richtung der x- und
y-Achse ergibt sich dann zu je &g = E’-, wihbrend die Spannungen in diesen

Richtungen, 6; und gy, gleich Null werden.
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4. Wirken nun die genmmmten Krifte P;, Py und P, gleichzeitig
auf ein und denselben Korper ein, so betragen die resultierenden, in die
x-~, y- und z-Achse entfallenden Dehnungen &, &, und g:

I & & £
in Richtung der x-Achse, & =g — > — — =& = + 2

m m m

& & & 4 &

” K » Yoo &y — & — ~ —;; =& — T

3 I oy L=, 33:,&——5'5_.& "-—*‘-87 — ?‘i’fz
’ ’ m m mn

Da nun aber &= aox, & =— ¢dy wnd & = ag, ist, so folgh:

© Oy © & Gy 40, & , 6y+o
& :a(o‘x_ _y;n__f) oder ; —_— o-x.__._y;l_._, WOoraus gy — L[._Y___z_’l
18

a m
: o0\ e o & , Ux—-0
) gt ol
— ox -0y & 0x -0y & OxOy
s=Ee ) v Ta o T

Die letzten Gleichungen ichren, daB bei gehinderter Zusammenziehung
die Dehnung eines Korpers in Richtung seiner Achse kleiner wird als.
bei der im § 3 vorliegenden ungehinderten Belastung, und daB damit
auch bei solchen Materialien, die im Falle des Zerreifens eine verhiltnis-
miBig groBe Zusammenziehung i Richtung des Querschnittes erfahren,
die Zugfestigkeit des Korpers erhoht wird.

Aus diesem erkldrt sich auch die Eigentiimlichkeit, die bereits 1863
Kirkaldy bei Zerreiiversuchen mit mehreren aus einem Stiicke ange-
fertigten Rundeisenstithen gefunden
hatte, daB die Festigkeit bei den nach: 4 : 3
Fig. 22, Fall 3, eingedrehten Stibem
weit grofer ist, als bei den nicht eim-
gedrehten nach Fall 1 und 2. Wird
nimlich der Stab 3 in Richtung seiver D -
Achse belastet, so dehnen sich die A~
Fasern, welche durch den kleinsten
Querschnitt der Hohlkehle gehen,
wobei gleichzeitiz eine Zussmmen- l l

g

DL kD-

1
X
i
le- QL4 e 0L -

[ . e o e e o e e o o e v e

zichung in Querschnitisrichtung ein-

tritt. Dieser Zusammenzichung wird J

pun aber durch das den kleinsten

Querschnittsich an schlieBende Material Fig. 22.
der groBeren Querschnitte der Hohl-

kehle ein der Stabbelastung giinstiger Widerstand entgegengesetzt, wodurch
die in der Stabachse auftretenden Dehnungen vermindert und die Festig-
keit erhoht wird.

:
¢
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Der unter dem 2. Fall angegebene Stab ist durch Abdrehen des
Stabes unter 1 entstanden.

Versuchsergebnisse sind:

Hirteste Sorte Walzeisen.
1. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D = 2,54 cm,
s, =4560 kg pro gem; 51,00°/o Querschnittsverminderung.
Stab nach Fall 2 mit d = 1,85 em,
8, == 4920 kg pro qem; 49,23 % ,
Stab nach Fall 3 mit d = 1,85 em,
8, == 6420 kg pro qcm; 8,08% "
Geschmiedetes Walzeisen.
2. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D = 2,564 cm,
's; = 5025 kg pro qem; 40,71% Querschnittsverminderung.
Stab nach Fall 2 mit d = 1,78 cm,
s, = 5020 kg pro qem; 36,02 %6 "
Stab nach Fall 3 mit d = 1,78 em,
8, == 6910 kg pro gem; 13,77% "
Walzeisen.
8. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D ==2,59 cm,
s, = 4040 kg pro qem; 47,38%0 Querschnittsverminderung.
Stab nach Fall 2 mit d = 1,80 em,
s, = 4360 kg pro qem; 46,9196 ”
Stab nach Fall 3 mit d = 1,80 em,
8, = 4950 kg pro qem; 21,27%0 "

Die im vorliegenden Paragraphen genannten Gleichungen haben nun
auch bei den auf Druck beanspruchten Kérpern Geltung, denn hindert man
die Querdehnung durch
senkrecht zur Achse wir-
kende Krifte, dann kann
die  Achsial - Belastung
entsprechend vergréBert
werden.

Ein Beispiel hierfiir
zeigen die Fig. 23 und
24. Wihrend bei Fig. 23
;  der seitlichen Auswei-
Fig. 24. " chung der unter Druck

stehenden Platte kein
direktes Hindernis im Wege steht, verhindert die Spur bei Fig. 24 die
Querdehnung fast vollstindig.
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Eine allerdings unbeabsichtigte Hinderung findet auch bei Fig. 23
insofern statt, als die zwischen den Druckflichen auftretende Reibung die
Querdehnung zu verhindern sucht, worauf die mittlere Ausbauchung der
Platte zuriickzufiihren ist.

§ 8. Die Zug- und Druckfestigkeit mit Beriicksich-
tigung des Eigengewichtes.

Die in-§ 2 aufgestellten Gleichungen -fir Zug- und Druckfestigkeit
nehmen keine Riicksicht auf das Eigengewicht-des belasteten Korpers, was
in der Praxis auch zumeist geniigt.

Nur in den Fillen, wo sehr lange Korper, wie Ketten, Seile, -Ge-
stéinge etc., auf Zug oder hohe Mauern, Pfeiler etc. auf Druck heansprucht
werden, ist es notwendig, das Eigengewicht mit in Rechnung zu zichen.

In Fig. 25 wird z. B. die unterste Querschnittsstelle, da sie :auBer
der Belastung P kein FEigengewicht des Kéorpers zu tragen hat, éinen
kleineren ¥lacheninhalt beanspruchen als beispielsweise der
Querschnitt- an der Aufhéingestelle, an dem das ganze Ge-
wicht des Korpers hiingt. Hieraus ist zu ersehen, daB die
Querschnitte, entsprechend der Gewichtsverminderung, von
einem groBten an der Aufhiingestelle gelegenen Werte bis
zu einem am unteren Ende des Korpers befindlichen, kleinsten
Werte abnehmen, Die auf diese Weise entstehende Kéorper-
form nennt man eine solche gleicher Zugfestigkeit, wie {’.,
selbige in § 9 Erwihnung finden soll.

Dasselbe gilt aber auch fiir den umgekehrten Be- J
lastungsfall. Fiir Schmiedeeisen, Stahl, Holz und dergl. Fig. 25.
Materialien kommt die theoretische Korperform wenig zur
Verwendung, weil die Herstellung schwierig und viel zu kostspielig gegen-
iiber der Materialersparnis ist. Wo aher eine Querschnittsverminderung ver-
langt wird, fiihrt man an Stelle der theoretischen Form die aus § 9 er-
sichtliche stufenweise Querschnittsverminderung aus.

Bezeichnet nun P wieder die den Korper auf Zug und Druck be-
anspruchende Belastung, 1 die Linge des Korpers, y das spezifische Ge-
wicht des zur Verwendung kommenden Materials, f den am meisten be-
lasteten Querschnitt, k die zuldssige Beanspruchung gegen Zug oder Druck
und G =1ly das Gewicht des Korpers, so gilt hier die Gleichung

P-4 G ={k,
P|-fly =1k,
woraus P.—:f,k——fly_f(k—ly)
oder f= " _—1 folgt 19

Wehnert, Einflhrung, 2. Aufl, 2
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Diese Gleichung bildet innerhalb der Festigkeitsgleichungen insofern
eine Ausnahmegleichung, als sie das spezifische Gewicht y mit enthils,
das bekanntlich das Gewicht von 1 ccm oder 1 edm Material in gr oder
kg darstellt.

Es ist zweckmiiBig, die Belastung P nur in kg einzusetzen, womit
natiirlich fiir den Querschnitt £ und die Linge 1 die sonst in der Festig-
keitslehre ungebrauchliche Einbeit des Dezimeters bedingt wird, welche
dann auch fiir die Materialspannung zugrunde zu legen ist.

8§ 9. Korper von gleicher Zug- und Druckfestigkeit.

Soll z B. ein mit P kg auf Zug beanspruchter Korper so hergestellt
werden, daB an jeder Stelle desselben eine gleichgroBe Materialbean-
spruchung vorhanden ist, so" spricht man — wie bereits in § 8 ange-
deutet — von einem Korper gleicher Festigkeit.

Da hierbei der Korper an jeder Stelle, entsprechend seinem daran
hingenden Eigengewichte, einen anderen Querschnitt besitzt, so kommt es
e s darauf an, eine Gleichung aufzustellen, mittelst -der

ﬁ e man in der Lage ist, jeden beliebig zu wihlenden
= Querschnitt des Kérpers bestimmen zu kdnnen.
5T * i Um diese Gleichung zu erreichen, denke man
- sich, wie aus Fig. 26 ersichtlich, den 1 Meter langen
= H Korper in eine beliebige Anzahl verschieden langer
£ L Teile eingeteilt. die die Léngen 1, 1, ... .. R
= mit den zugehdrigen Maximalquerschnitten f,, f,,
T 1: fg eenns f, haben. Die Gewichte dieser Teile seien
~r mit Gy, Gy, Gy ... Gy bezeichnet.
i S i Nach - den Ausfithrungen des § 8 ergibt sich
¥ { dann fir die einzelnen Querschnittstellen f,, f,, f;,
@? ..... f, wenn k, und kg kurzweg mit k be-
Fig. 26. zeichnet wird:
1, f,.k=P4G, =P+ 1.}.y
2 £, k=P LG, +G=P41£.].y45.1.7
8. . k=P 1+ G, + G, + G =P+ f .}, .y+5.L.y4+ ..y
4 k=P G+ GGyt Go=Ptiyloy i doyt

n gy k=Pt GGy GGy . . .+ Ga=P £ L.y}
B T ok 7T FUB TS S /00 VR L SIRIPIPUIE 55 S0 M2
P

Aus Gleichung 1 folgt nun: f; (k—1;9)=P oder { =E~—l—}—’.
M
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Diesen Wert in Gleichung 2 eingesetzt gibt:
fk=P Lyl
k—1ly

woraus f,(k —lyy)=P (1 +E—191,17) =P

oder f,= - folgt.

k
(k—ll}’)(k"—lzy)
Setzt man diesen Wert in Gleichung 3 ein, so erhilt ‘man:

P K
f3k=P+E—:ﬂ;lly+P(k—-l },)(k ‘187)127+fs]37’

— 2 klyy
g (k——lsy)—P <1+k 117+ (E—1Lpk—Ly
(k""‘lﬂ’)(k—ls)')+11}’(k—12)’)+k127’
(k—lﬁ’)(k_lz}’)

b2l :P
& Ly (k —127)
k2
fg="P

”

} k—Ly) k—Ly) (k—l)
Setzt man nun diesen Wert in Gleichung 4  ein und verfibrt man so
weiter, so ergibt sich in analoger Weise:

f=P — k*
P (k_lﬁ’)(k“‘12}’)(1‘;137’)(1‘—'_147)

fi—=P

® (k—Ly)(k—1ly) (k“_—laﬁ’)(k—‘lo.')’) (k—1ly)

f- kp—1

T (11—-117)(k—127)(k—— 57 (k—17) . c (BE—Lyy

Multipliziert man nun den Zihler und Nenner dxeser letzten allgemein
giiltigen Gleichung noch mit k, so folgt

ko |
f == — — .
kk—Ly)k—Ly)k—Tlynk—Ly....... (k—1lny)
Werden nunmehr noch die Teile des Korpers gleich grof gemacht,

20

also I, =L, =L=L=..... == nl, so lautet die letzte Gleichung
P k» P 1
k

I \ k I \=
(‘*‘;7) (“‘nf)

Da ferner nach einem algebraischen Satze:

n L L
(1—-]—;1%—{7'} ..—=eky und <1———~~7) _“7

fy =

o¥
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fiir n== o ist, g0 ergibt sich der Maximalquerschnitt eines durch die
Kraft P und sein Eigengewicht G belasteten Korpers zu
1
fn=k£.e—k_y, L 21
...... die Basis des Logarithmus naturalis bezeichnet.
Diese Gleichung besagt, dal beispw. der Korper
gleicher Zugfestigkeit, wie Fig. 27 zeigt, als Form
der Begrenzungslinie eine logarithmische Linie hat.
Fiir einen beliebigen, im Abstande x .vom
unteren Ende des Korpers aus gelegenen Quer-
schnitt f bat man die Gleichung
fo=—r e%’ 22
, x = K e
Fiir den Abstand x =0, d. h. fiir die unterste
Querschnittsstelle, nimmt diese allgemein giltige
Gleichung wieder die Form der bereits im § 2
aufgefithrten einfachen Zug- und Druckfestigkeits-

x

gleichung an, denn die Potenz e* erhdlt fiir x =0 den Wert 1.

§ 10. Anwendung der Zug- und Druckfestigkeit
auf Hohlzylinder und Hohlkugel.

Die Berechnung der Wandstirken von Réhren und Hohlkugeln ist
abhingig von der GroBe des Innendruckes p; oder des AuBendruckes p,.
Ist dieser Druck nicht allzu hoch, d. h. liegen geringe Wanddicken vor,
so geniigt zu deren Bestimmung die einfache Zug- oder Druckfestigkeit.
Hierbei wird dann angenommen, daf sich die Materialspannung fiber den
ganzen tragenden Querschnitt gleichmiBig verteilt, was in Wirklichkeit
nicht der Fall ist. Die Spannung nimmt z. B. bei Innendruck von innen
nach auBen ab, und umgekehrt verkleinert sie sich bei AuBendruck von
auflen nach innen. Die Spannungsdifferenz kann aber ibres geringen
Betrages wegen bei schwachen Wandungen vernachlissigt werden, wie
dieses auch in folgender Entwickelung geschehen ist.

a) Rohre mit innerem Druck.

1. Das in Fig. 28 dargestellte Robr kann unter der Einwirkung
des Druckes auf die beiden Stirnwinde einen Querrifl erleiden, wenn die
Festigkeit der Wandung keinen geniigenden Widerstand zu leisten vermag.

Bezeichnet P, den gegen die Siirnwand ausgeiibten Druck, p; den
Innendruck in Atmosphéren, d; den lichten Durchmesser des Rohres und
d; die Wandstiirke desselben, so erhiilt man die letztere wie folgt:
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2
der Druck gegen die Stirnwand: P,=f.p;= di4
die Zugfestigkeit der Wandung: P, =1 .k, =din61>. ks,

sobald d; der Einfachheit halber
den mittlerem Durchmesser gleich-
gesetzt wird,
Das Gleichsetzen der beiden
Gleichungen liefert dann:
di2 T
4 7
dy = 40, k, l
Pi
< s ) 23
6 =Yk _ 1P, ]

7
Py

R:diﬂdl.k,,

2. Das Rohr kann aber auch, wie Fig. 29 zeigt, unter der Ein-
wirkung des Druckes auf die Umwandung einen Lingsri erhalten.

Fig. 29.

Um eine Ubersicht iiber die Hohe des die Rohrwandung bean
spruchenden Druckes P, zu bekommen, denke man sich die Wanding in
schmale Liingsstreifen von der Breite b, b, b; ete. und der gemein-
schaftlichen T.énge 1 zerlegt, so werden dieselben infolge des radial ge-
richteten Innendruckes mit den Normaldriicken p,, p, ps etc. beansprucht.
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Bedeutet nun p; wieder den Atmosphirendruck, so ergeben sich die letateren
Driicke aus pr="f .pi=Db; l.p;,

pp="H.p=bl.p;,

Pp=f§-Pi=bsl~Ri,

Zerlegt man diese Normaldriicke in Horizontal- und Vertikalkompo-
nenten, so heben sich die ersteren gegenseitig auf, wihrend die Summe
der letateren die die Rohrwandung beanspruchende Kraft P, ergibt.

Nach den in der Figur eingeschricbenen Beziechungen ergeben sich
nun die Vertikalkomponenten:

Pvy =Dy .co8 0y ==h;1p;.cosq,,
Prg = Py . €08 @y = b, 1 p;. cos a,,
py3=ps.c?sas=bslpi.cqsa3,

deren Summe dann den Gesamt'druck P, darstei.lt; Man erhilt

Pyp=py~+put+pst+ .. ... ... ... =2py

» ==b;1pj.cosa; 4 bylp;.cosag4bylp;.cosa;+.. == (blp;.cosa),
» =1py(bycos@, |-bycosay{bgeosag . . ... ) =1lp = (bcosa),
w=lpilpy dpupfpus+ . oo oo ) =Ip 3y,

worin Sy den lichten Durchmesser d; des Rohres bildet. Bezeichnet d,
die Wandstiirke des Rohres, so folgt:
der Druck gegen die Rohrwand: Po=d;l.p;, . . . 24
die Zugfestigkeit der Wandung: P,=f,.k,=214,.k,.
Beide Werte gleichgesetat, liefert
d;1p;=214d,k,,

di =2—6';;E$!

i
d‘—__}‘&25
2_21{’1

Wie die Gleichungen 23 und 25 erkennen lassen, erfordert das
Robr in der Lingsrichtung eine doppelt so grofle Wandstirke als in
der Querrichtung. Fiir praktische Rechnungen hat man deshalb den
grofiten Wert d, zu benutzen, der dann mit Ricksicht auf die Herstellung,
Abnutzung und die Wirkung des Eigengewichtes der Rohre noch um eine
Eriubrungskonstante ¢ vergréfert wird, die nach Weisbach betriigt:

¢ = 3 mm bei Schmiedeeisen,
c=9 , , GuBeisen,
c=4 . , Kupfer,

c=5 . , Bl

=4 , . Zink,
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3. Kommen Rohre in Anwendung, die einen hohen Innendruck,
bezw. eine groBe Wandstirke haben, so kann man zu deren Bestimmung
dic folgenden mit Hilfe der hoheren Analysis entwickelten Gleichungen
von Bach benutzen:

do—d; 1/mEFm—p g 1/ Rt 0AN | 9
mk, ——(m—I—-l)Pi k, —1,3p;

o= (a7 Eat04p g V= Ll(7/ k04 _1)4 . 26a
2 k, —1,3p; ©2 k, —1,3ps

In der letzten Gleichung bedeutet m = 13—0 das bereits in § 8 genannte

Verhiiltnis der Lingsdehnung zur Querzusammenziehung, Der Druck p;
kann von etwa 10 Atm. angehend gedacht werden.

Da der Materialspannung k, sehr enge Grenzen gezogen sind, ist
man auch mit der Wahl des Druckes p; beschrinkt. Die Wabhlmoglich-
keiten gehen aus den nachbenannten Verhiltnissen hervor:

Allgemein .ist Pi m:}; ! k; bezw. % <m +-1

=" ... . %D
firm = 0p, o X oder Pt 0,77
=3 P<i3 S

b) Spezialgleichungen fiir Dampfkessel und Zylinder.

Die im vorangegangenen Abschnitte a angegebenen Gleichungen
konnen auch zur Bestimmung der Wandstirken bei Dampfkesseln und
bei Dampfgeblise-, Pumpenzylindern etc. benutzt werden, Man hat hier-
bei mit Ricksicht auf die Herstellung und Abnutzung oder, wie es bei
Zylindern der Fall ist, auf Nachbohruftg erfahrungsméBige Zuschlige zu
geben, auf Grund deren sich in der Praxis verschiedene Rechnungsweisen
herausgebildet haben. Zur Erlduterung mégen folgende Beispiele dienen.

1. Die Wandstirken neuer Dampfkessel miissen nach den Ham-
burger Normen von 1898 so bemessen werden, daB bei dem hdchsten
Betriebsiiberdrucke p die Zugspannung des Bleches an der schwichsten
Stelle nicht mehr als &}—5— der Bruchspannung gegen Zug betriigt.

b

Bei Anwendung doppelt gelaschter Niihte darf die Zugspannung bis
zu —i« der Bruchspannung des Bleches betragen. In Preuflen sind zur Zeit

noch statt Z% und :}— durch den Ministerialerla vom 28. November 1897
1

Y und —:—15- vorgeschrieben,
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Die der Rechnung zugrunde gelegte Gleichung ‘ist die vorher fiir
einfache Zugfestigkeit aufgestellte Gleichung
[1 __lp.m
J_(?}_d)_?vq e ... 27
Hierin bedeutet
p den groBten Betriebsiiberdruck in_kg pro gem,
d den inneren Durchmesser des Kessels in cm,
s die Bruchspannung des Materials gegen Zug in kg pro gem,
m==4,5 bezw. 4 den Sicherheitsgrad -gegen Bruch,
@ das Verhiltnis der Festigkeit der Nietnaht zu der des vollen
Bleches.

Die Blechdicke darf jedoch nie geringer als 0,7 cm genommen
werden. Auch ist zu erwdgen, ob je nach den &rtlichen Betriebseinfliissen
ein-Zuschlag von 0,1 bis 0,3 cm und mehr, zu machen ist., Notwendig
ist ein solcher, wenn die Rechnung eine Blechdicke unter 1 cm ergibt.
Fiir das Festigkeitsverhiilinis kann bei Dampfmiinteln mit ein-, zwei- und
dreireihiger Uberlappungsnietung gesetzt werden

@ = 0,56, 0,70, 0,75.

Die Festigkeit gut geschweiBiter, als auch mittelst Uberlappung ge-
schweiBter Nihte kann zu 0,7 der Festigkeit des vollen Bleches in Rech-
nung. gesetzt werden.

, 2. Die Wandstiirke kann man auch nach.vi:Reiche mit Hilfe der
einfachen Festigkeitsgleichung berechnen; der Sicherheit halber hat man
aber die zuléissige Beanspruchung des Kesselbleches mit 500 kg pro qem
anzunehmen. Die Rechnung wird dann mit einer'2 Atm. grofieren Dampf-
spannung durchgefiihrt, als die wirklich vorbandene gréBte Uberdruck-
spannung betrigt.

Die hierauf beziigliche Gleichung lautet dann

_1p+2
6__2.——k——.d+c, . .. ... .28
worin ¢==3 mm als erfahrungsmiBiger Zuschlag fiir SchweiB- und weiches
FluBeisen und FluBstahlblech zu gelten hat. Die Materialspannung fiir
FluBstahlblech kann mit etwa 700 kg pro gem zuldssig angenommen
werden.

8. Die Wandstéirke von guBeisernen Dampfzylindern berechnet man
nach v. Reiche auch nach der letatgenannten” Gleichung, und zwar mit
einer zuldissigen Materialspannung von 130 kg pro qem,

Der groBte Dampfiiberdruck wird bei liegenden Zylindern um 2 Atm.,
bei stehenden Zylindern, die eine geringere Abnutzung erfabren, um 1,6 Atm.
innerhalb der Rechnung vergroBert.
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Die Wandstiirke wird dann mit Riicksicht auf die wiederholte Nach-
bohrung beim liegenden Zylinder um 15 mm, beim stehenden dagegen
nur um 10 mm vergriflert.

4. Die Wandstirken der Dampf- und Pumpenzylinder kann man
in gewdhnlichen Fillen auch nach den folgenden Erfahrungsgleichungen
bestimmen : -

Pumpenzylinder:

d=51—6d+ 1 cm, wenn stehend gegossen
d=4—16~d+ 1,2 em, wenn liegenid gegossen

Dampfzylinder:
J=§6d+ 1,3 cm, wenn stehend gegossen

0= 4% d-}-1,5 cm, wenn liegend gegossen

¢) Rohre mit fiuBierem Druck.

1. Werder Rohre von auBen auf Druck beansprucht und ist ein
Flachdriicken oder Einbeulen der Weandung und bei groBer Linge eine
Knickung der Rohre nicht zu befiirchten, so kann man sie bei verhiltnis-
méBig geringen Wandstirken nach der bereits in Abschnitt a aufgestellten
Gleichung berechnen. An Stelle der Zugbeanspruchung k, iritt hier die
durch den AuBlendruck p, hervorgerufene Druckspannung kg, der lichte
Durchmesser d; wird durch den AuBendurchmesser d, ersetzt. Die Glei-
chung hat dann die Form

— 1P ‘
s=gRa .0 &

2. Die Wandstirken der Dampfkesselflammrohre werden auch nach
der von Bach entwickelten Gleichung

__pd a 1 ]
bestimmt. Hierin bedeutet

d den inneren Durchmesser des Flammrohres in cm;

1 die Lénge des Rohres oder die grifte Entfernung der wirk-
samen Versteifungen voneinander in cm, wobei als solche
Versteifungen neben den Stirnplitten auch Winkeleisenringe
mit einem Abstande derselben vom Flammrohre von etwa 25
bis 30 mm; ferner Flanschverbindungen der einzelnen Flamm-
rohrechiisse mit zwischengelegten Flacheisenringen mit Gallo-
wayrhren darstellen,
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d die Blechdicke in cm, wobei ¢ stets > 0,7 em sein muB,

p den groBten Betriebsiiberdruck in kg pro gem,

a == 100 fiir liegende onre mit uberlappter Langsnabt,

"a= 70 , stehende |, v "

a=— 80 , liegende Rohre mit gelaschter oder geschweifiter
Langsnaht :

a—=— 50 , stehende Rohre mit gulaschter oder geschwexﬁter
Lingsnaht,

¢ einen Zuschlag, der mit entsprechenden Abrundangen zu setzen ist:

¢ = 0,15 cm, je nachdem p = O bis 5 Atm,,

c=10,1 cm,, » p =6 Atm,
¢ ==0,0b em, , ” p= 7 Atm,,
ce=6 om,, ” p 2> 7 Atm,

8. Im iibrigen kann man die Wandstiirken der auf hohen Aufen-
druck beanspruchten Rohre, sofern ein Einknicken derselben nicht zu
erwarten ist, auch nach den folgenden Gleichungen von Bach bestimmen,
die #hnlich den im Abschnitt a fiir hohen Innendruck aufgefiihrten Glei-
chungen lauten.

. mkd
d““d‘mGa—(dm——')pa = de——l’lpa SRR

1 " ke kq
0= 2<ai ]/kd_.m — )_ 2‘(]/_—_1{&_1,7 . 1) 4. 33a

d) Hohlkugeln.

Auch hier bat man Innen- und AuBendruck zun unterscheiden. Handelt
es sich aber um geringe Wandstirken und ist bei AuBendruck ein Ein-
beulen der Hohlkugel nicht zu befiirehten, so kann man die Wandstirke
— da nur Quer-isse moglich sind —— bei Innen- als auch bei Auflendruck
geniigend genau nach der im Abschnitt a, 1 dieses Paragraphen aufgestellten
Gleichung :

d=-d. . . . .. ... 3

N
Wl

berechnen.

Bezeichnet daher

pi den Innendruck in Atm,
" pa den Aufendruck in Atm,,

k, die Zugspannung des Materials,

kg , Druckspannung des ,,

d; den lichten Durchmesser der Hohlkugel,
d, , é#uBeren wo » ’
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80 ergibt sich, unter Beachtung des in Abschnitt a, 2 angegebenen er-

fahrungsmiBigen Zuschlags ¢, die Wandstirke d
1. bei Innendruck zu

1p’d—]—c,........35
2 bei AuBendruck zu

1
62:_-2%‘%—]—70. -

3. Bei verhiltnismiBig groBen Wandstirken kann man zu deren
Bestimmung die folgenden, von Bach aufgestellten Gleichungen benutzen.

1. fiir Innendruck:

d.,:dils 2mkz—+—2(m——2) Pi :d‘ 8 kz+0a4piv 37
2mk, —(m 4 1)p; k,—065p’ =~ =

1 k, 0,4 p; 1 ]/k «+ 04 ps
6-—-—-' (d ‘l/k——:-_"u’—ss‘l—)l' di)——-— 2( ——O,ﬁb Pl 1 di . . 37&

Moglich sind hierin nur solche Verhiltnisse, fiir die

p<0650der fc1B4ist . . . . . .37b
2. fitr AuBBendruck:
3 |- I A
—d. 2mkd . / de
d“"d‘V 2mky—3(m—1)p, =4 kg—1,06ps =~ 38

Tk Y R R VY T
"“2<d‘1/ka‘——f,o—s$:“"‘>“”é(l/k:‘—m“l G 38

worin nur solche Verhiilinisse moglich sind, bei denen

kq
p3<1050det 20,95 ist. . . . . . . 38b

Dritter Abschnitt.
Schub.

§ 11. Allgemeines iiber Schub- oder Scherfestigkeit.

1. Schiebung oder Gleitung,

Ist ein Korper, wie Fig. 30 zeigt, eingespannt und wird er an seinem
freien Teile von der Seite, d. h. senkrecht zu seiner geometrischen Achse,
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durch eine gleichmiBig verteilte Kraft P beansprucht, so wird er an der
Befestigungsstelle a — b abgeschnitten, abgeschoben oder abgeschert. Bevor
]edoch eine Abscherung eintritt, wird
eine mebhr oder weniger groBe gegen-
seitige Verschiebung der Querschnitts-
elemente eintreten, die in &dhnlicher
Weise — wie bei Zug und Druck —

—
—
S~
g
— '5 .
eine Dehnung zur Folge haben wird

-
Um nun einen Begriff von der

///ﬂ/////// //// Verschiebung zu erhalten, denke man
Fig, 30. A 7 sich in Fig. 31 einen Wiirfel an seiner
untersten Fliche fest eingespannt und

mit einer in der oberen Fliche wirkenden, gleichmiBig verteilten Kraft P
beansprucht, so wird sich die obere Fliche ADEF nach A,D E F,
verschieben, wobei der urspriinglich rechte Winkel A BC um den spitzen

Winkel ABA, = 3 y verkleinert wird.
Diese Winkelinderung ist aber bestimmt durch

oy AAL
=3B

wofiir unter der Voraussetzung, daB es sich nur um kleine Anderungen

handelt,
gy BB
Y N =y
gesetzt werden kann, wobei y im BogenmaBl zu messen ist.
T
55 ¢ L
4 i 7 y)
/| / /1 /f
S oS/ f i /1 C Al
i / 1 / 1y //
! !
a aq / 9779, /l ! {:' Jh ll 4|
A/ . l { : f
/ ' /
i/ /
// ,’// ,’
b =€ )
Fig. 31. Fig. 32.
Wird nun nach Fig. 32 die Wiirfelseite AB=1 gesetat, so gibt
AL, _AA gy, . 2

der Quotient

s
]

1

g =
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aber auch zugleich die Verschiebung an, welche die obere Fliche gegeniiber
der unteren, unter der vorher genannten Beanspruchung, erfihrt. Awus
diesem Grunde wird die Anderung y des urspriinglich rechten Winkels auch
als spezifische Verschiebung odet kiirzer als Sehiebung oder Gleitung
bezeichnet.

2. Schubspannung.

Der vorher (in Fig. 32) genannte und der Betrachtung unterzogene
Wiirfel sei jetzt ein Bestandieil des in Fig. 33 dargestellten festen Korpers,

0%

Fig. 33.

und es nehme dieser Wiirfel unter der oben in Fig. 30 vorausgesetzten
Krafteinwirkung die bereits beschriebene Verschiebung an, so versteht man
unter der Schubspannung diejenige Kraft, mit der sich die in der oberen
Wiirfelfliche A D EF anschlieBenden Korperteile (Molekiile) der genannten
Verschiebung bis zur Lage A, D, E;F, widersetzen. Man kann die
Schubspannung eines Korpers auch als diejenige Kraft in kg erkliren,
die, in Richtung des Querschnittes angreifend, auf 1 qem oder 1 gmm
desselben einwirkt.

Die Schubspannung unterscheidet sich daher von der in § 1 Abs. 2
genannten Normalspannung dadurch, daB die erstere Kraftrichtung in die
Querschnittsebene hineinfallt, wihrend die letztere senkrecht zum Quer-
schnitt gerichtet ist,
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§ 12. Die Schub- oder Scherfestigkeit.

Wie im § 11 Abs. 1 bereits gesagt, liegt eine Inanspruchnahme
eines Korpers auf Schub vor, sobald er von einer duBeren, gleichmiBig
verteilten Kraft senkrecht zur Achsenrichtung beansprucht wird, die, wie
hierselbst noch erweiternd hinzugefiigt sein soll, durch eine gleichgroBe
Gegénkraft ersetzt werden kann, deren Richtung mit der gefihrlichen
Querschnittsrichtung zusammenfill.

Erfiillt erscheint die letzie Voraussetzung beispielsweise nur in dem
Augenblick, wo die in Fig. 34 dargestellien Scherblitter einer Metall-
schere gerade das zu schneidende Werkstiick beriihrenn, In der Praxis
trifft jedoch auch dieses
nicht zu, weil die Schnitt-
fiichen einer Schere nie-
mals genau in eine Ebene
fallen konnen, sondern
in mehr oder weniger
geringer Entfernung an-
einander voriibergleiten,
Dadureh ergibt sich aber
schon bei Beginn des
Schneidens neben der

Schubbeanspruchung
auch noch eine Beanspruchung auf Biegung, die nun um so gréBer wird,
je tiefer ‘die beiden Scherblitter, s. Fig. 85, in .das Material eindringen,

Aus vorstehendem ist daher geniigend ersichtlich, da praktisch
niemals eine Schubinanspruchnahme allein auftreten kann, sondern daf sie
stets von einer Biegungsanstrengung begleitet ist, die aber ihrer Gering-
fiigigkeit wegen in den meisten Fillen vernachlissigt werden kann.

Daraus ergibt sich aber auch noch weiter die Tatsache, dafl die im
§ 11 Abs. 2 definierte, im gefiihrlichen Querschnitte auftretende Schub-
spannung nicht in allen Querschnittseinheiten die gleiche sein wird, sondern
verschiedene Werte haben muf.

In der Folge sei jedoch angenommen, dafl die genannte Schub-
spannung — bei der in gleicher Weise, so wie es bei der in § 2 genannten
Normalspannung der Fall war,. eine Bruch-, Elastizitiits- und praktisch
zuliissige Spannung zu unterscheiden ist —— fiir jede Querschnittseinheit
denselben Wert habe. Bezeichnet man die konstant bleibende Spannung
bis zur Bruchgrenze mit s, bis zur Elastizititsgrenze mit # und bis zur
praktisch zulissigen Grenze mit ke so ergibt sich das der Schub- oder
Scherfestigheit zugrunde liegende Gesetz auf gleiche Art, wie bei der im
§ 2 sufgefithrien Zug- und Druckfestigkeit, ndmlich
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Ppy=1£.8, bis zum Bruch, 1
Pg =f.7z, , zur Tragptenze, & 40
P ==f.k, , zur praktisch zulissigen Grenze,

wobei wieder zwischen den Spannungen die Beziehungen bestehen

L |

kszfgund ks=—,
m 1%

sofern m und g die Sicherheitskoeffizienten bezeichnen. Fir k, gilt
auch noch das im § 2 fiir k, und kg Gesagte.

§ 13. Fortsetzung des Paragraphen 11.
1. Schubkoeffizient. Schubelastizititsmodul.

Wie im § 11 Abs. 1 gesagt, verschieben sich die Querschnitte eines
Korpers gegenseitig,, sobald er auf Schub beansprucht wird.
: Wird nun, wie Fig. 86 zeigt, beispielsweise ein Wiirfel von der
Kantenlinge 1 em oder 1 mm mit 1 kg auf Abscherung beansprucht,
so verschiebt sich die obere Flidche gegeniiber der unteren um die Strecke {3,
die man als den Sehubkoeffizienten bezeichnet hat. Dieser Koeffizient
stellt ebenso, wie der Dehnungskoeffizient bei Zug und Druck, eine fiir
jedes Material durch Versuch zu ermittelnde Erfahrungszahl dar.

T 7
kg ,—-'B’-F- H i
P e e ~1 !
e 7 o~
]
f /

N
- [3 - o
‘ g [ .
!

i

\
\

e

————
S
—__

-4

\\
\

i
{
!
|
.‘

14

Fig. 36. Fig. 37.

Wird nun derselbe <Wﬁt;fel, wie Fig. 37 zeigt, nicht nur mit 1 kg,
sondern mit = kg auf Abscherung beansprucht, so verschieben sich die im
Abstande 1 voneinander entfernten Flichen um die Strecke y, die nach
§ 11 Abs. 1 die Schiebung darstellt, Sie bildet nun in der Form
y=g.t . . . .

eine mit dem im § 3 genannnten H o okeschen Gesetz iibereinstimmende

Gleichung,
Besitzen die beiden mit 7 kg beanspruchten Flichenelemente des

vorbenannten Kérpers einen Abstand von 1 em oder 1 mm, so erhilt man
nach Fig. 38, unter der Annahme, daB die Schiebung ;7 innerhalb eines
gewissen Spannungsgebietes an allen Stellen des Korpers konstant ist, eine

gesamte Verschiebung A= ; L

42
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32
Setzt man in diese Gleichung den obigen Wert fiir y und fir ¢
den Wert aus § 12, ndmlich 7 = 7 ein, 50 ergibt sich die Elastizitiits-
... 43

gleiehung gegen Schub zu
Z.--y.l:ﬂr.l:ﬁ-l-;-.l:—_p_f_,
T — worin f den Querschnitt eines mit der Kraft P
~"_~1 { auf Schub beanspruchten Korpers bezeichnet,
{ dessen Lange 1 ist. Lost man die letat-
[I genannte Gleichung nach P auf und setat
’," A=1 und f=1, so folgt
/ p=AM_Ll_1_g6 . . u
/ gl g1 g
/ worin die Kraft G den in der Technik allge-
/U mein bekannten Schubelastizititsmodul be-
zeichnet, der nach § 13 Gleichung 52 das
| 0,4 fache des Elastizitatsmoduls betriigt.
Im iibrigen sei hier noch auf die Uber-
einstinmung der vorstehenden Gleichungen

Fig. 38.
mit den im § 8 fir Zug und Druck genannten aufmerksam gemacht

P

1
!
1
J
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2. Paarweises Auftreten der Schubspannungen.

Infolge der im § 11 Abs. 1 auftretenden Schiebung, der, um das
Gleichgewicht zu erhalten, eine entsprechende Gegenwirkung von seiten der
Nachbarelemente zur Seite treten mufl, tritt nunmehr die Frage auf, wie
sich die beziiglichen Beanspruchungen auf die Nachbarelemente verteilen,

bezw. unter welchen Bedingungen Gleichgewicht hergestellt wird.
Zu diesem Zwecke denken wir uns ein unendlich kleines Paxa].lel-

epiped aus einem auf Schub beanspruchten Korper herausgeschnitten, das
in. der Fig. 39 zur Darstellung gebracht worden ist. Alle inneren Kriifte,
welche auf die das Korperelement begrenzenden Schnittflichen wirken,
konnen hierbei als #ufere Krifte aufgefaBt werden, die in Verbindung
mit den auf die Masse wirkenden Kriiften im Gleichgewicht stehen, so
daf} auch unter anderem das Gesamtmoment fiir eine beliebige Schwer-

punktsachse, z. B. die Achse A B, den Wert Null erhalten muB
Da man nun die auf die 6 Begrenzungsebenen des Kirperelementes

entfallenden Kriifte sich in den einzelnen Schwerpunkten der Flichen
wirkend vorstellen kann, so ist aus der Figur zur Geniige ersichtlich, daB
1. die senkrecht auf die 6 Begrenzungsflachen wirkenden Kriifte, die

Normalspannungen entsprechen, nichts zu einem zur Schiebung
des Korpers notwendig gehdrenden Drehmomente beitragen, da sie
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entweder, wie bei den Flichen f; und f,, in die Achsenrichtung
A B fallen oder, wie bei den Flichen f,, fy, f; und f;, die Achse
A B schneiden und somit keinen Hehelarm ergeben, woran die
fraglichen Krifte angreifen kénnten,

2. Von den innerhalb der Flichenelemente gelegenen, d. h. in der
Richtung derselben wirkenden Kriften kommen aber auch die
Flichen f; und £, zur Momentenbildung nicht in Frage, weil diese
Krifte ebenfalls die Achse A B schneiden,

3. Da nun aber auch der Schwerpunkt 8 des Korpers auf der Achse
A B liegt, so tragen auch die Massenkrifte nichts zur Bildung
eines Momentes bei,

4. Fir die Bildung des fraglichen Momentes kommen demnach nur
noch die Krifte in Frage, die in der Richtung der 4 Flichen
f,, f, und f;, f; wirken.
Zerlegt man nun aber
diese Kriifte parallel
und senkrecht zur Achse
A B, so tragen auch die
parallel zur Achse AB
gerichteten Komponen-
ten nach dem unter 1
Gesagten nichts zum
Momente bei, so dafl
nur noch die aus der
Figur zu erschenden
senkrecht zur Achse ge- Fig. 39.
richteten Komponenten
7; und 7, bezw. 7;’ und 7, als wirkende Kriifte iibrig bleiben.
Diese Kriifte ergeben sich nach Fig. 39 zu

P, =f,.7z,=ab.q,
Py=f,.z,=ac .7,
P/=f .79/ =ab.7;=ab(z; + ),
Py =t;. 0 =ac.1y = ac(z, -+ ),
die, wie Fig. 40 zeigt, folgende Momente hervorrufen:
b
2 2
b
5
Da nun, um Gleichgewicht zu erhalten, die Summe dieser Momente,
bezogen auf die Achse A B, gleich Null sein muB, so ergibt. sich die

Glelchvewmht%bpdmuung M, —M,+M,'— M, =0
Wehnert, Einfihrung, 2. Aufl, 3

M, =P, ‘ai M, =P,

My =Py, My=Py
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e b e b
Pl '2———P2 —§-+P1‘.-§-—-Pel§-=0

b e b
abg, % —acT, '2‘+ab(71 + 4) g Re (ts + ) Gl

abez, —aber, - aber, +-abed;, —aber, —abe 4, =0
TW— T+ 0+ 4 —T—dy=0
2%, — 270y, + A — A, =0.

g Vernachliissigi man nun noch die unendlich
Y kleinen Krifte 4, und 4, deren Differenz ja auch
$ = unendlich klein ist, so ergibt sich
! 27, =27,
coder =117, . . . . . 45
Dieses Resultat besagt, dafi die Schubspan-
nungen niemals einzeln, sondern immer paarweise
so auftreten, daB} sie senkrecht zueinander gerichtet
und gleichgrof sind,
Hiernach lift sich folgender Lehrsatz aus-

S
;

, ., sprechen:

7 ef Legt man innerhalb eines Korpers zwei
ij' einander senkrecht schneidende Ebenen, so sind
() die Schubspannungen fiir zwei Flichenelemente

Fig. 40. der beiden FEbenen, die zu einem Punkte ihrer

Schnittgeraden gehtren und darauf senkrecht stehen,
einander gleich und entweder beide nach der Schnittgereden hin gerichtet
oder beide von ihr abgewands.

3. Schiebungen und Dehnungen.

Um einen Zusammenhang zwischen der Verschiebung der fasern
und der dadurch veranlaBten Dehnung zu errcichen, sei, unter Bezugnahme
auf § 1 Abs. 3, zunfichst darauf aufmerksam gemacht, daf auch bei Be-
anspruchungen auf Schub, in analoger Weise wie beim Zug und Druck,
die Elastizitiitsgrenze nicht tiberschritten werden darf.

Zur Veranschaulichung des genannten Zusammenhanges diene Fig. 41.
In derselben sei ein dem auf Schub beanspruchten Korper zugehirendes
Parallelepiped aus der wspriinglichen Lage ABCD in die Lage A;BCD,
verschoben worden. Hierbei hat die Diagonale 1 eine Verliingerung bezw.
Dehnung um die Strecke 2 erfahren, so dafl die neue Diagonale 1, nach
der Verschiebung 1, =1 4 betriigt, woraus sich dann A==1, —1 ergibt.

Die Strecke 4 hat sich, wie Fig. 42 zeigt, konstruktiv so ergeben,
daB mit der neuen Diagonale 1, = BD, von B aus ein Kreishogen be-
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schrieben worden ist, der die verlingertc urspriingliche Diagonale 1==BD

im Punkte F schneidet. Da nun die Strecke FD, sehr klein ist, so kann
das Dreleck DFD, als ein rechtwinkliges Dreieck angesehen werden.

\

e ~

Es folgt dann
4=DDy .cos ¢,
aus dem rechtwinkligen Dreiceke BCD

-]
sin o
und nach § 3 die Beziehung 2 =-¢gl bezw. &= /i

Setzt man in diese
Gleichung die Werte fiir
Aund 1 ein, so ergibt sich
die Dehnung & zu:

e DDy cos g
CD
s
I)i)1 . i
= =t L COS (. 8in @F
BT R
Db, 1 .
== =T sin 2

*) sin (e -} 8) = sina . cos g -} cos . sin J,
gin (@ -+ ¢) ~=8in«.cos u 4 cos a. sin «,
sin 2o = 2sine . cos a,

. )
sin ¢ . cos @ = ; .sin 2q. i
2 o
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Weiter folgt aus dem rechtwinkligen Drejecke CDD), die Schiebung
nach § 11 Abs. 1 zu ?::%%—‘, so daB dieser Wert, in die vorstehende

Gleichung eingefiihrt,
~ 1 1 ..
’8=7.§* .sin2¢ = —;é—ysm2(p

liefert. Diese Dehnung erreicht nun fiir (p=%=45°, womit die qua-

dratische Form des vorliegenden rechteckigen Korpers bedingt ist, seinen
grofiten Wert \
1_ . 1 1.
Emax =7 78in2.45°=—-% 1==7% . . 46
2 2
Die zweite Diagonale AC des quadratischen Querschnittes erfihrt
hierbei gleichzeitig den kleinsten Dehnungswert bezw. den gréBten Wert
der Zusammendriickung in dem Ausdrucke

7. ... . 47

0o =

1 ...
smjnz:.——-2—y3m2.45°=—

1 o~
NB. Die Gleichung ,,emax = ) 7, woraus y < 2 ewax folgt, besagt,

daB der zulissige Schiebungswert 3 hochstens doppelt so grof sein
darf als die noch duferst zuldssige Dehnung &nax.

Fithrt man nun noch in die letzte Gleichung die zuliissige Zug-
spannung nach dem in § 3 aufgefiihrten Hook eschen Gesetze

Emax = .k,
und nach dem gleichen Gesetz aus § 13, y==gk, die zuliissige Schub-
spannung ein, so ergibt sich

8. ko< 2 ak,

== Q .

kS<‘2§k7‘ e e e e 48

Dieser letzte Ausdruck setat allerdings voraus, daf das vorgelegte

Material isotrop ist und dafB8 die Dehnungs- und Schubkoeffizienten o und
g als konstant angesehen werden konnen.

4, Beziehung zwischen Dehnungs- und Schubkoeffizienten.

Auf den in Fig. 43 dargestellten Wiirfel von der Seitenlinge s==1
wirke eine Normalspannung ¢ ein; bierdurch wird der Winfel in das
in Fig. 44 dargestellte Parallelepiped iibergehen, wobei, wie bereits in § 1
Abs. 1 und § 7 gesagt, sich die Kérperseiten in der Kraftrichtung aus-
dehnen, senkrecht dagegen verkiurzen,
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Die urspriingliche Wiirfelseite A B =13 wird hierbei um & verlingert,
so daf A, B, =3 s=1-¢ betriigt; die andere Wiirfelseite A D = 1

verkiirzt sich hierbei um & =--, so daB die kiirzer gewordene Seite
m

— 8
ADj=s—¢g=1 ———Ebetrﬁgt. e
Beim Wiirfel schlossen die ; & ,
beiden Diagonalebenen AC und BD 6, | 9
. f \:\\\\ J\/ i /'/
G ; ,){ﬁ ~N
i 3 | eV
l w f:},%
¥ ik
2r o S o < /E \\
| N Lo
! N L : 1, N S S
= ) ; S, ;
o SPIN o T~
!3 ‘~%y//' ! y\\‘ e&; $ :@‘
P N g ; |
i) ] e : G !
G Bl R
Fig. 43. Fig. 44.

einen rechten Winkel ein, der sich unter der Krafteinwirkung ¢ um den
Winkel y geiindert hat. Dieser Winkeliinderung entspricht eine Verschie-
bung, beispielsweise des Punktes A der Diagonalebene A C gegeniiber der

anderen Diagonalebene BD, von tgy:::?:-w, wobei A, F senkrecht

— 1
F M gerichtet ist.

Die simtlichen Fasern im Innern des Wiirfels sind alse bis zur
vollstindigen Querkontraktion verschoben; die Verschiebungen der Fasern
unter sich sind aber ganz verschieden.

Das mittlere MaBl der Verschiebungen kann nun in die Diagonal-
ebene BDEG verlegt gedacht werden, die mit der Wiirfelseite den Winkel

=459 :g einschlieBt. Infolge der Ausdehnung aber ist dieser Winkel
7

um & kleiner geworden, sofern man daran denkt, daB die Verschiebung %

sich auf den Diagonalrichtungswinkel von 90° bezogen hat. Es hat des-

halb der Winkel ¢, den Wert ¢, = ¢ — ; =45— —22—: % — %’
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Da onun nach Fig. 44

L. igg, -—:{:l—gl oder, die obigen Werte eingesetzt,
A4 By

£
1 —2=

(7 _\___m
%(4 2) T 1d-e

i
und nach einem trigonometrischen Satze ¥)

T 4 7 7
to - —tg L 1 —tp 1L
{;7 7 £ = 2 ¥ 2 2
2. tg‘\;l—i":: ’: —_— —
' - 14 tg— tg)- 1-+1.tg%t 1—{—%
ist, so folgt aus diesen beiden Gleichungen
7
Z m
= _]'_
yp o e
2 7
. / 3)‘ - / e )
woraus man (1 ‘-5) (1 &) == ( — m') <1»—1¢—)
e T gl F_ BT
oder e 2 27" +2 m m 2
T emg P T
? ¢ 2'6—2'2 m m 2
erhilt, Vernachlissigt man noch die durch die Produkte Z‘a und & Zz
2z m
dargestellten, unendlich kleinen Werte, so liefert die Gleichung
& == }} —— E
& cem-ts m--1
dor Fomp t ke mAd o
oder § =z n m m 49

eine allgemeine Beziehung zwischen der Verschiebung und Debnung eines
Whiirfels.

i -3 sine. i --cosSa.si
%) ig(a——ﬁ)—-swni(va~ d) __sina.cosg--cosq.sing

T ceos{x— 3 cose.cos@  sine.sin g
.Ziahler und Nenner mit. ,co8 a . cos 3¢ dividiert, gibt
sinecos § — cos e sin g
Tcosacos g
¢08 & ¢oS A -} sin o sin 3
T Tcosacosg
sinecosf cosasing

cosacosg cosacosg  tga—igg
cosccosg , sinesing | 1-ttge.tgp

08 ¢ CO8 § T cos o cos 3

tgla— )=
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Wird nun weiter, wie Fig. 45 zeigt, der oben genannte Wiirfel in
der Diagonalebene BD auseinander geschmtl;en, so ist im Interesse des

Gleichgewichtszustandes, eine auf G

die Diagonalebene wirkende Nor-

malspannung ¢, desgleichen eine a f &

in der Richtung der Diagonale 1~ S
wirkende Schubspannung 7 an- AN

zubringen, mit deren Hilfe sich
die beiden Gleichgewichtsbedin-

i 7

gungen - G, N yd

1. 6,0, =0, & !q (%/

2. Gy — 03 = 0 A A A T | '<@V’
ergeben, Die Spannungen ¢, und ,; G ’
0, entwickeln sich aus den gleich- 7 | G @
schenkligen Dreiecken zu B bf

(f00)2 = (f,6,)* -+ (f, 6,)% \“\ e d
=2(f,6,)% A4

woraus Fig. 45.

N 000)2 foo d 1.0y Ve. Oy _
21,7 TIe vz V2

' (for)? = (f;05)° + (fo05)% = 2 (f6,)?,

B . _d.l.'z_ﬁ-f__

Setzt man dle ) Werbe in die Gleichgewichtsbedingungen ein, so
erhdlt man eine Bezichung zwischen der Schub- und Normalspannung,

und

woraus

nimlich

1. Oy + T—0,

2. 6p—7=0
woraus 20 =g
und G, = g folgt.
Da nun Gy = g ist,
so ist auch T = %.

Dieses Spannungsverhiltnis in die im § 3 und § 13 Abs. 1 auf-
gefiihrten Elastizititsgleichungen

g=a0 bezw. 7 =7 eingefithrt, gibt

1
2°

™)
I

ol Q

Q]m



40 Dritter Abschnitt, Schub.

Setzt man in diesem Ausdrucke noch den Wert fiir ¥ aus der
Gleichung 49 ein, so erhilt man in der folgenden Gleichung eine Be-
ziehung zwischen dem Schub- und Dehnungekoeffizienten, namlich

m-1 s
e M .
___r_n___::zf, woraus sichgj——-.2a=p’
g 2 o m
1
oder p’=2r-n%—a 1]

ergibt,
Da nun die Konstante m nach § 7 eine erfahrungsmiBig zwischen
3 und 4 liegende Zahl bedentet, so betriigt der Schubkoeffizient g

1 1
g= 3+ - o bis 2~i~a
4

4 . _5b
,,=2§,a bis 22(1
8 5 |
i R Y 5 |
»=2,67a , 2,5a

und der Dehnungskoeffizient a
83, .,.2
a=gh bisyp ! S B2
»=0,8754 bis 0,44.
Bestimmt man auBerdem noch aus der Gleichung 50 das Ver-
haltnis g— und filbrt es in die im Absatz 3 des vorliegenden Paragraphen

entwickelte Gleichung 48 ein, so erbalt man

9_,_—_ m
g 2(m+1)
und k,T22k,Z2 kS —ky . . . . B3

5 k< "é‘(m—l-n k< m1

woraus fiir m =3 bis 4 die zwischen der Schub- und Zugspannung eines
Materials bestehende Beziehung

k

4
5<3+1k b1s4+]k,,

" —4- k, bis 3 k, |

- . 54
»< 0,79k, bis 0,8 k, [
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erhalten wird. Dieses Verhiiltnis ist nun der im § 12 genannten Schub-
festigkeitsrechnung zugrunde zu legen. In der Regel verwendet man bei

praktischen Rechnungen
ky=08k, . . . . . . . . 85

NB. Uber die Schubspannungen im gebogenen Korper handelt der
vierte Abschnitt meines Lehrbuches von der zusammengesetsten Festigkeit.

Vierter Absehnitt.

Biegung.

§ 14. Die Biegungsfestigkeit.

1. Vorgang beim Biegen. Bestimmung des Grundgesetzes.
Trigheits- und Widerstandsmoment.

Wird nach Fig. 46 ein prismatischer Korper, z. B. ein Balken oder
dergleichen, mit dem einen Ende fest eingespannt, wihrend das andere
Ende durch eine Kraft P belastei ist, so wird der Balken, wie Fig. 47
zeigt, eine Biegung erfahren, wobei
die oberen Fasern des Balkens eine
Verlingerung, die unteren Fasern
dagegen eine Verkiirzung erleiden.

%'{ e e e e e --{- e — e r-*%
o
Vi $
Fig. 46. Fig. 47.

Den Verlingerungen entsprechen Zug-, den Verkiirzungen Druck-
spannungen, die in den duBeren Fasern am grofiten sind, woselbst auch
die groBten Dehnungen auftreten. Nach dem inneren Teile des Balkens
zu nchmen die Dehnungen immer mehr ab, bis schlieBlich eine Faser-
schicht NN kommt, die weder verlingert noch verkiirzt, sondern nur ge-
bogen ist. Diese Schicht nennt man die neutrale Faserschicht, in der
weder Zug- noch Druckspannung herrscht,
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Jeder durch den Korper gelegte Querschnitt schneidet die neutrale
Faserschicht in einer Linie NN, welche die neutrale Achse des Quer-
schnittes genannt wird.

Ein in der Liingsrichtung des Balkens und zwar in Richtung der
Biegungsebene . ausgefithrter Schnitt schneidet die neutrale Faserschicht
NN in einer Linie, die als elastische Linie bezeichnet wird, Die Gestalt
~dieser Linie ist fiir das MaB der Durchbiegung des Balkens bestimmend.

Fir die weitere Betrachtung sei nach Fig. 46 fiir einen beliebigen,
im Abstande x vom freien Ende des Balkens aus gelegenen Querschnitt
ABM,=Px das sogenannte biegende oder fuBlere Moment, dem, sofern
der Balken nicht zerstirt werden soll, die im besagten Querschnitie auf-
tretenden Momente der Zug- und Druckspannungen geniigend Widerstand
leisten miissen.

Fig. 48.

Werden nun die letzten Momente -~ die mit m;, m, m,, . .
fir Zug, mit my, my, myy ete. fir Druck bezeichnet sein mogen —
innere Momente genanni, so ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung
zwischen dem #uBeren Momente M; = P x und den inneren Momenten zu

My=m, +mymg- . .... G my-oympyp .

[n
» =2m- Zm.
1 1

Fiir die aus Fig. 48 ersichtlichen Faserschichten f,, f,, f; etc. auf
der Zugseite und fy, fi, fy ete, auf der Druckseite, in denen die Zug-
spannungen k;, k,, k; etc., bezw. Druckspannungen kj, kp, kyp ete. auf-
ireten,. ergeben sich die sugehdrigen inneren Momente
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1. fir Zug: 2. fiir Druck:
my=p,.0 =% k.9 my =p; . =f k .y
my =P = Hky. 7 mi =pu -gu =fn ky .7
my == P35 = fy “ks s Wyl = P - Yuig = Ty k_m-l]m
W =Py o=t kntm Wy = Pl « Jie) == Ty Kpm) - Py

n {n]
Tm=fkpy kg ... ~m=fkp+nkngu- ..
‘Werden diese Momente in die oben genanunte Gleichgewichtsbe-
dingung eingesetzt, so erhlt man
Me=hkmy+hknt- .. +hkotfukom+ ... ..
Da mun weiter nach § 3 Proportionalitit zwischen Dehnung & bezw.
Verlingerung ‘oder Verkiirzung 4, und Spannung besteht, ferner die aus
Fig. 48 -ersichtlichen Forminderungsdreiecke dhnlich sind, so folgt, bei
Bezeichnung der in der oberen Faser herrschenden zulissigen groBten
Zugspannung k, und der in der wuntersten Faser auftretenden Druck-
spannung kg,
auf der Zugseite: 1. 4,:4, =k, :k; |14, =k,:k, | d3:4;, = k;:k, ete.
2. Myidy=ayie |Ayihp==myie |dgtd,=my ey 5,

‘woraus ‘man kitk, =m0, kyik,=u,:¢, k4 kz =nz:€
- k. k. .
oder k, = -2 kg ==zl g ko7 .
. € €y ey
erhilt,

Auf der Druckseite folgt in gleicher Weise
ky == kamy ky = .lf.d'_’il_lkm _Eamm

N e
Die ‘Spannungswe;te in die Glegiohung fitr 1:[2 eingefﬁhrt, geben

M, =4, k, 14 n 1, 72‘12 b fIKd M 7]I+f11 ']n+

n = ';Z~<f1 '+ f2-7722+ ----- )+ e—2(f1 ’2l2‘+ filn’zllz‘i' g

. sz B -i‘.\ .

/1 1

Der Ausdruck ‘"f %% d. h. die Summe aller Pvodukte aus den Faser-
-querschnitten und den Quadraten ihrer Abstinde von der neutralen Achse,
wird das Triigheifsmoment des Querschnittes genannt, das in der Folge
it ‘@ bezeichnet werden soll.

Mit dieser Bezeichnung lautet dann die fiir jedes Material giiltige
Biegungsgleichung:

k
M =lf_z@1+_‘¥(~)2 . e . . . . . b6
€ €2
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Kann nun die zuldssige Zug- oder Druckspannung — wie es bei
den zumeist aus Schmiedeeisen oder Stahl hergestellten Maschinen- und
Eisen-Konstruktionsteilen annithernd der Fall ist — als gleichgroB enge-
sehen werden und wird bierbei mit der ungiinstigsten Spannung gerechnet,
die stets die Zugspannung sein wird, eo crhilt man unter Einfithrung
der hier geeigneten Spannungsbezeichnung k;, die spezielle Biegungs-
gleichung

o,
Mx———kh(%-{—»é;"):kb(wz—}-wd)’ -

worin W, das sogenannte Widerstandsmoment des Querschnittes auf der
Zugseite, W4 das Widerstandsmoment anf der Druckseite bedeutet, withrend
die Faserabstiude e, und e, auf der Zug- und Druckseite nach MaBgabe
Jer angenommenen Materialbeschrinkung unter weiterer Bezugnahme auf
§ 20 Gleichung F gleich gro8 sind.

Bezeichnet nun noch , W =W, W4 das Widerstandsmoment
des ‘ganzen Querschnittes bezogen auf die neutrale Achse NN, @ das
Triagheitsmoment des ganzen Querschnittes inbezug auf die gleiche Achse,
¢ die Entfernung der #duflersten, am meisten beanspruchten Fasern und
wird das fir einen beliehigen Querschnitt des Kérpers giiltige Biegungs-
moment My durch das grofte Moment M), ersetzt, so erhdlt man in der

Gleichung

M,,:W.kb:—?kb ... . 58

einen Ausdruck, der gewissermaBen das Grundgesetz der Biegungsfestigkeit
darstellt, mit dem praktisch fast nur gerechnet wird.

In Worien lautet das Grundgesetz:

Fiir jeden Querschnitt eines gebogenen Kiorpers besteht zwischen den
duBeren und inneren Kriften Gleichgewicht, wenn die algebraische Summe
der Momente aller #uBeren Kriifte, bezogen auf die neutrale Achse des
Querschnittes, gleich ist dem Produkte aus dem Widerstandsmomente und
der Biegungsspannung des Querschuittes.

Das Trigheitsmoment und somit auch das Widerstandsmoment 1a8¢
sich fiir alle mathematisch bestimmten Querschnitte ermitteln, wie die Para-
graphen 16 bis 20 lehren.

Das Grundgesetz dient

1. in der Form: Mp=—Wk;, zw Ermittelung der Tragkraft eines
gegebenen Korpers,
2. in der Form: W:}]\;& zur Ermittelung der Dimensionen eines
)
Korpers fiir eine gegebene Belastung und



§ 14, Lage der neutralen Achse., 4b

3. fn der Form: k, = - zur Bestimmung der groften in einem ge-

W
gebenen Korper auftretenden zuléissigen Spannung, bei Bekannt-
sein der Belastung.

NB. Im allgemeinen fillt der Wert W verschieden aus, je nachdem
man das Trigheitsmoment © durch den Abstand e, der am meisten ge-
zogenen Faser oder durch den Abstand e, der am meisten gedriickten
Faser teilt.

Demzufolge hat man auch von jedem Querschnitte zwei \Vlderstands‘
momente W, und W, zu unterscheiden, bei deren Benutzung danu auch
die zulass1ge Zug- odur Druckspannung einzusetzen ist. Der kleinste auf

diese Weise erhaltene Wert zwischen ,,? k,=W,k, und ?kd: W, kg«
1 2
ist bei hierauf beziiglichen Rechnungen zu verwenden.

2. Lage der neutralen Achse.

Damit die vorher genannten Abstiinde e, und e, bei jedem Quer-
schnitte bestimmt werden koénnen. ist die Kenntms der genauen Lage der
neutralen Achse notig. Diese

Achse -wird sich nun bei der (’jé

Biegung offenbar ganz von P

selbst so legen, dafl die %M? {1:,,*‘1

Summe aller Zugkrifte auf _ [  ° Yy :74_;__________.____@7
der einen Seite gleich der % r“"fv";( 9
Summe aller Druckkriifte auf g }@wae

der anderen Seite ist oder, — oy }

mit bezug auf die Fig. 48 o

und 49, daf die algebraische Fig. 49,

Summe der auf den Quer-
schnitt A B wirkenden Krifte gleich Null wird.

n [n]
Also Zp— Xp==0 oder kiirzer Jp=20.
1 I

Da nun aber nach Fig. 48 eine beliebige Faserkraft, z. B. p,, den

k qy ey
Wert f, k, hat, und andererseits k, =e—7]l war, so ergibt sich die Summe

der Faserkrifte zu Sp= Jfk= ‘fkﬁ qu—O

Da ferner der Wert k, weil vom Material und Querschnitt abhingig,

niemals Null sein kann, go muB Zfg=0 sein, d. h, die Summe der
statischen Momente in bezug auf die neutrale Achse muB gleich. Null
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sein, was aber die Bedingung dafiir ist, da$ die neutrale Achse — weil
der Querschnitt, daranf bezogen, im . Gleichgewicht sein soll — durch
den Schwerpunkt.des Querschnittes hindurch geht.

Hieraus ist zur Geniige ersichtlich, daB das Material auf die Lage
der neutralen Achse keinen Einfluss hat, sie also nur ganz allein von
der Form des Querschnittes und der Art der Belastung abhiingt. Teilt
z. B, wie in der vorstehenden Betrachtung angenemmen worden ist, die
Kraftebene einen Querschnitt symmetrisch, so steht die neutrale Achse
senkrecht zur Kraftebene.

3. Durchbiegung des auf Biegung beanspruchten Kirpers.
Kriimmungshalbmesser. Elastische Linie,

Zur Beurteilung des Materials und zur Kontrolle der unter 1 zu be-
rechnenden Dimensionen ist es von besonderer Wichiigkeit zu wissen, welche
Kriimmung oder Durchbiegung ein durch #uflere Krafteinwirkung auf
Biegung beanspruchter Balken erfibrt, um danach die Dehnung bezw. die

7/ Verlangerung oder Verki;"xrzung def oben
// l 8 B, & genannten Fasern beurteilen zu kdnnen,

damit die Elastizitit nieht tiberschritten

Z

, — wird.

7 Bezeichnet in Fig. 50 1, den Ab-

Z starid der beiden im unbelasteten Zu-
stande parallel angenommenen Quer-

schnitte AB und A; B,, so wird sich
/| ' infolge d?r Belastung des Korpers der
Querschnitt A; B, aus der purallelen
/ @(P in die geneigte Richtung A‘B’ ‘ein-
€ / stellen und mit der Richtung A B den
/ Winkel ¢ einschlieBen. Wihrend sich
i hierbei die oberen Fasern verlingert,
die "unteren dagegen verkiirzt haben,
i hat die in der neutralen Faser liegende
/ Strecke 1, keinerlei Lingeniinderung er-
N fahren, sondern ist nur gebogen worden.
TFig. 50. Der dem Bogenstiicke 1, — das ein
Stiick der sogenannten elastischen Linie
darstellt — zugehérige Kriimmungshalbmesser ¢ wird dann in folgender
Weise bestimmt,
Nach § 3 besteht das Gesetz 4= gl = a0, welches, den hier vor-
liegenden Verhiltnissen entsprechend, 4 = k1, geschrieben werden kann.
Da nun die aus Fig. 50 ersichtlichen Forminderungsdreiecke auf
der Zug- und Druckseite shnlich sind, so kann man an Stelle 4,
und A4 kurzweg A setzen, womit sich dann die allgemeine Beziehung
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A:e=1 :9 oder l:%l ergibt,

Diesen Wert oben eingesetst, liefert
el

e 3 == k'bl1 ’
¢ 1,
e e
woraus 0= —&—Eb 11 ok . . 89

folgt. Die unter 1 aufgestellte Biegungsgleichung ,,Mb:—?kb“ bestimmt

My.e
e
messergleichung eingesetzt, den genannten Halbmesser
e 0
0= aMye oM,
o
oder die Kriimmung 1_eMy I 1 1
e © '
ergibt. Diese beiden Gleichungen besagen, daB der Kriimmungshalbmesser
mit dem biegenden, von der Lage des Querschnittes abhéingigen Momente
veréinderlich ist, weshalb die elastische Linie auch keine Kreislinie sein kann.
Die Momente veriindern sich nach parabolischem Gesetze, woraus zu
schlielen ist, daB auch der vom Moment abhanglge Kriimmungsradius und
damit auch die elastische Linie selbst in das Gebiet der parabolischen,
Kurven gehért.

eine Materialspannung k, = die, in vorstehende Kriimmungshalb-

60

4. Gleichung der elastischen Linie.
a) Allgemeiner Fall.
Wie aus der Fig. 51 ersicht-

lich ist, bestcht zwischen der Liinge x ////7< @{

des Balkens und der zugehérigen Z
Durchbiegung y eine Abhiingigkeit,

————— ]
die durch die Gleichung y==f(x) % : 7"\\\\\ LS
ausgedriickt werden kann. Y N
|
u

Fiir den Kriimmungshalbmesser Zn X e

¢ einer beliebigen Kurve besteht in / D ——
der hoheren Analysis die Differens //%/A L

tialgleichung o
V[ Vi@

Ty Y

’b

62
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Bei praktischen Bestimmungen der elastischen Linie vernachliissigt

2
man in der Regel den unendlich kleinen Wert (i’-’) , so daB die ge-

niigend genaue Anniherungsgleichung lautet =+ (1—123; , woraus sich
, 1 @ dy?
die Kriimmung — == + —)—; ergibt. *
0 dyx

Setzt man in der letzten Gleichung den vorher unter 3 angegebenen

Wert der Kriimmung ,,71)_= ?—Igi’ ‘ ein, 0 ist
d?y oM, O 4%y
et e 7 =+ - .= 3 . e
+ dx G Woraus M, L folgt } 63

NB. Diese bereits der hoheren Analysis angehorende Gleichung, die
hier nur der Vollstindigkeit wegen mit anfgefiihrt worden ist, bildet die
Basis zur Entwickelung der Gleichungen der ,Elastischen Linien*, die bei
den cinzelnen im § 23 behandelten Belastungsfillen der Vollkommenheit
halber zugefiigt worden sind.

b) Besonderer Fall.

1. Freitriager. Besitzt nach Fig. 52 ein auf Biegung bean-
spruchter Korper (Balken, Triger etc.), wie im § 24 genauer erldutert
werden wird, eine gleichbleibende Spannung ky, so heiit der Korper
»ITriger gleicher Festig-

7 | kei te.
7 f o
’ L |
4~___h.,_£.-~r S 'k 0
. I I - ///W/ €
] 7
e o A -
; 7 7 / i /"/"/}/2//// S Zj_;‘__.‘s
i ! L R
7 i ek
/// 99 ) ! .'/
—— : .: I:
7 - : j
7 ;
7 / : ¢
,/// 7 i ;
Fig. b2, Fig. b3.

Hat ferner dieser Korper, wie ‘es in § 24 Abschnitt 1% der Fall
ist, eine gleichbleibende Hohe h, so ist auch der unter Abs. 1 des vor-
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liegenden Paragraphen genannte Faserabstand e als Teilbetrag der Hohe
konstant.

Fiir einen derartigen Korper ist nach der unter Abs. 3 entwickelten

Gleichung 59 ”Q::(-x—ek_“ auch der Kriimmungshalbmesser ¢ konstant,
: ky,

d. h. die zugehirige elastische Linie ist ein Kreishogen vom Radius g.
Die Durchbiegung & eines solchen Korpers 1aBt sich dann in folgender
einfachen Weise bestimmen. '

Nach Pig. 53 ist 1 die mittlere Proportionale zwischen ¢ und (2¢ — d),
daher ist 12=0 (29 —d)=200 — 6%

Da die Durchbiegung J eine kleine Grife ist, so ist der Wert J2
gegeniiber 29d verschwindend klein und kann deshalb vernachléssigt
werden.

2,
Die Gleichung lautet dann 12 = 204, woraus sich = 21@.7 bestimmt.

Fiir ¢ den vorher genannten Wert eingesetat, gibt

d-»._l-z-..:—.pgkh;
22 ©
akb

hierin fiir k;, den Wert aus deér unter Abs. 1 genannten Biegungsgleichung
58 eingefithrt, liefert

12 M,
5— ‘W 1aM,
T T 2e  2eW
12g Mb s 12 1\1]0
WE e g 64
2e—-
e
2. Fur einen Triger @®
auf zwei Stlitzen, der in G)
der Mitte, wie Fig. 54 zeigt,
belastet ist und der auBer- Y
dem die beim Freitriger ge- == =
\\\\\\\\\\\ ________,.-——"" o
stellten Voraussetzungen e C"z l{ i’ ““““ ‘\\_ ] QL
und k;, konstant¢ ecrfiillt, L Y S o 2

/ 2
ergibt sich die groBte, in { /Z'“”” _ N
der Mitte auftretende Durch-
biegung d ebenso, als wenn
. i } l
der Triiger aus zwei Freitriigern von je der Linge ry hergestellt

worden sei,
W ehnert, Einfillirung, 2. Aufl. 4
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1
Wird demnach in der Gleichung 64 anstatt 1 die Linge —2-einge-

1)2 "
("2‘“ “T powM,
20 80

65

setzt, so “ist Jd=

§ 15. Allgemeine Bestimmung der dquatorialen,
reduzierten und polaren Triigheits- und Widerstands-
momente ebener Flichen.

1. Das dquatoriale Trigheitsmoment.

Wie im § 14 Abs. 1 bercits gesagt worden ist, versiehit man unter
dem Trigheitsmomente ‘einer Fliche, bezogen auf die durch den Schwer-
punkt der Fliche gehende neutrale Achse NN, ', die Summe aller Produkte
aus den Faserquerschnitten und den Quadraten ihrer Abstinde von der
neutralen, stets durch den Schwerpunkt gehenden Achse«.

Wird in der Fig. 55 das Triigheitsmoment mit @ bezeichnet, so ist

2. Das reduzierte Trigheitsmoment.

In vielen Fillen ist es notwendig, nicht allein das unter 1 genannte
dquatoriale Trigheitsmoment zu wissen, sondern das Trigheitsmoment einer
Fliache auch in bezug auf eine beliebige, innerhalb oder auflerhalb der-
selben gelegene, zur Schwerpunktsachse (neutralen Achse) parallel laufende
Achse zukennen.

Fig. 56.,

Soll also das Triigheitsmoment @, der in Fig. 56 angegebenen, im
Abstande a von der neutralen Achse angenommenen Achse bestimmt
werden, so gilt auch hier die unter 1 ausgesprochene Definition.
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Da nun ein beliebiges ¥lichenelement f von der fraglichen Achse
den Abstand a4« besitzt, so ist das gesuchte Trigheitsmoment
6, = Sfa %) oder entmckelt,
» =If(@24-2an -+ p?)=Z(fa® |- 2afyt19?
» =alIf4-2aXfp 4 Jfn?
Hierin ist Xf=T, der Inbalt des vorliegenden Querschnittes,
Sfn=0, das statische Moment des Querschnittes in  bezug
' auf die Schwerpunktsachse,
Ify? =@, das auf die neutrale Achse bezogene Trigheits-
moment,
Diere Werte, in die vorstehende Gleichung eingesetzt. geben
O, =a*F +0+0O=0--Fa% . . . . . . 67
d. h. das Triigheitsmomens einer Fliche in hezug auf eine beliebige Achse
ist gleich dem Trigheitsmomente, bezogen auf die zu dieser .\chse parallel
gerichtete Schwerpunkise -bse, vermehrt um das Produkt aus dem Quer-
schnitte und Jdem quadvatischen Ahstande beider Achsen.

3. Das #quatoriale Trigheitsmowent einer zusammengesetzten
Fliche, bezogen aul die Schwerpunktsachse derselben.

a) Wie Fig. 57 zeigt. 1aBt =ich jede beliebig zusammengeseizte Fiiche
in solche Fliichenteile zerlegen, von denen die auf die zugehirigen Schywer-
punktsachsen bezoge-

nen Trigheitsmo-
mente bekannt sind,

Werden  diesc
Fléchenteile mit F|.
F,, F; ete. und die
zugehdrigenTragheits-
momente mit &, €,
G, ete.  bezeichnet;

haben ferner die

Flichenschwer-

punktsach-en von der
Schwerpunktsachse
der ganzen Fliche die
Abstiinde a,, a,,a, etc,
so ergibt sich das
iquatoriale Triagheitsmoment @ der ganzen Flidche mit Hilfe des vorher
unter 2 genannten reduzierten T

N 77 _/__’
TN ST 8
7 >a4’f,// [

2 g Prigheit=moments zun

O = (0, + F, .0, | (0, F,.0,0 (0 + Fy.09) |

4‘#
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d. h. das Triigheitsmoment einer beliebiz zusammengesetzten Fliche in
bezug auf ibre Schwerpunktsachse ist gleich der Summe der redunerten
Triigheitsmomente der einzelnen Flichenteile.

b) Liegen, wie Fig. 58 zeigt,
die einzelnen Flichenteile so, dafl
-~ ihre Schwerpunkte siimtlich in die
Schwerpunktsachse der ganzen Fliche
fallen, also daB die in letater Glei-
chung genannten Achsenabstinde

werden, so folgt
n
‘Q=@1+@2+®3+@4+--..-————r\:@,'. . . . 69

d. h. das fiquatoriale Trigheitsmoment der ganzen Tliche ist gleich der
algebraischen Summe der Triigheitsinomente der einzelnen Flichenteile.

4. Das polare Triigheitsmoment.

Wird das Trigheitsmoment einer Fliche nicht, wie es vorher der

Fall war, auf eine in der Flache liegende Schwerpunktsachse, sondern, wie
Fig. 59 zeigt, anf die durch den
Schwerpunkt gehende und senkrecht
zur Fliche gerichtete Achse bezogen,
so erhilt man das sogenannte polare
Trigheitsmoment @, = 3fr%>. Da
nun aber x'2~x2—{--y2 ist, so folgt

auch

Op = Zf(x¥-|- y?)= Jfx? | Xfy?
w =0c+6y, . . . . .70
+d. h. das polare Trigheitsmoment
einer Fliche ist gleich der Summe
zweier Aquatorialen Trigheitsmomente
in bezug auf zwei senkrecht zuein-
ander stehende Schwerpunktsachsen.
In gleicher Weise, wie es beim
dquatorialen Trigheifsmomente ein
dquatoriales Widerstandsmoment gibt, steht hier beim polaren Trigheits-
momente auch éin polares Widerstandsmoment zur Seite, das, dem {fritheren

Fig. 59,

o] 6
Ausdrucke ”‘VZE“ entsprechend, W, = —F lautet, worin e den griften
e K]

Abstand des Umfanges vom Schwerpunkte bedeutet.
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§ 16. Triigheits- und Widerstandsmomentbestim-
mung einiger in der Praxis hiufig angewandten
einfachen Querschnitte,.

1. Das Triigheits- und Widerstandsmoment des Parallelogrammes,

a) Bezogen auf eine durch die Grundlinie gehende Achse A B.

Das Parallelogramm denke man sich, wie Fig, 60 zeigt, in unendlich
viele Flichenelemente von gleicher Hohe J zerlegt, so ergibt sich nach
§ 15 Abs. 1 das gesuchte Trigheitsmoment

Op = Jin?

w =gl dfp? - hnd A2+ o fad
da aber ==y =f,=........ ... =f, =1
angenommen worden ist; so ist

Oy =1t + P+l .. ... ~+ 7

(e G () (T o)

=2 s @1
_bF® n@nt—1)

” 4 3
worin n die Anzahl der Flichenelemente bedeutet.

¥) Die Summe der vorliegenden arithmetischen Reihe 2. Ordnung,

nimlich 12 3.5 7 92 117 13* 152
oder 1 9 25 49 81 121 169 225
1. Differenz 8 16 24 32 40 48 56
2. » 8 8 8 8 8 8

entwiekelt sich in folgender Weise:
Setzt man in das allgemeine Summenglied 'der Reihe 2. Ordnung
an®+bn®+cn
der Reihe nach n=1, n=2 und n =23, so ergibt sich fiir

n=1 ... ... ... a4+ b} c=1 —2 ] -3
n=2 . . ... .. .. 8at}4b+42c=1+49=10 1
n=3 . . . . . . 2a49b+8c=149425=35] i
Aus Glelchung 1 u. 2 folgt: 6a-+2b ——3 4
» » 1w " 24a-16b _7::32 _1
6a = 8
. _8_4
6 ¥
2b == 0
0
:§=0’
Aus Gleichung 1 folgt: ¢c=1l—a—b=1—5—20
3—4 1
C = -
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Wird pun die Zahl n . unendlich grof angenommen, so kann in-dem
Klammerwerte der Subtrahend 1 vernachldssigt werden.

b

o
P
|

10 )] T h
| T &
: 7 b
1B -k [

Fig, 60. TFig. 61.

Die letzte Gleichung lautet dann unter weiterer Beriicksichtigung
der aus Fig. 60 zu ersehenden Beziehung ,h=mnd“
bd®ndn?  bd*n®  b(dn)p* bh?
G=4"3 =3 — 35 — 3

b) Bezogen auf die zur Grundlinie A B parallel gerichtete und durch
den Schwerpunkt des Parallelogrammes gehende Achse.

Wird nach Fig. 61 das auf die Schwerpunktsachse bezogene Triig-
heitsmoment mit @ bezeichnet, so ergibt sich dasselbe nach § 15 Abs. 2 zu

@, =6 4 Fa?
3 2
Wworaus Q=06 —Fa= E‘-}il* —bh (_123)

__bh® bh3® Dbhd
T3 4T a2
Das hierzu gehérige Widerstandsmoment ist dann

bb?
w—9_12  bh?
e h 6
2

Diese gefundenen Werte in das Summenglied eingefiihrt, gibt die gesuchte

Summe der vorgelegten arithmetischen Reihe zu

an3—§—bn2+cn::‘§n3+0n2—1; (——;v)n

” » k4

» » »

worin n die Anzahl der Glieder darstellt.
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% 16. Das Trigheits- und Widerstandsmoment des Dreieckes. ab

Mit Hilfe dieser Resultate — die fir jedes Parallelogramm Geltung
haben — lassen sich nun mit Leichtigkeit folgende Triigheits- beaw.
Widerstandsmomente berechnen,

2. Das Trigheits- und Widerstandsmoment des Dreieckes.

a) Bezogen auf die in halber Hohe und parallel zur Grundlinie
gerichiete Achse A B.

Da die vorgelegte Achse A B mit der Schwerpunktsachse des zuge-
hérigen Parallelogrammeﬂ (d. h. desjenigen von gleicher Grundlinie und
Hohe) tibereinstimmt und die Dreiecksfliche die Hiilite des Parallelo-
grammes betriigt, so ist auch das Triigheitsmoment der Dreiecksfliche, be-
zogen auf die genannte Achse A B — siehe Fig. 62 —, gleich der Hilfte
des auf dieselbe Achse des Parallelogrammes bezogenen Trigheitsmomentes.

/

!

’I

— _-m»-l

Fig. 62.

Es ist somit unter Bezugnahme auf § 16 Abs. 1P das gesuchte

Trach ¢ P 0.5 bh® bht
righeitsmomen == 5 =i

1) Bezogen auf die Schwerpunkisachse NN des Dreieckes.
- Nach § 15 Abs. 2 lautet mit bezug auf Fig. 63 das gesuchte Trig-

heitsmoment 0, = O -+ Fa? woraus
O —F ,_ bh3 bh(zh_ h)z_bh3 bh(4h—-3h)2
O=0,—Fa=or—v B2 aw s %
bh?® bh ( 2 3bh®—bh® 2bh® bhd
» ~S— () = =T =
Die hierzu gehérigen Widerstandsmomente ergeben sich dann zn
bh?

w o O_35_bhi3 b
"¢ 2h 36 2h 24

3
bh3
® 36 _bh®3 _bh?
r S0 el
und Wem =T~ 31" 13

ws|



H6 Vierter Abschnitt, Biegung.

¢) Bezogen auf die durch die Grundlinie gehende Achse des Dreieckes.

Auch dieses Trigheitsmoment wird mit Hilfe des in § 15 Abs. 2
entwickelten reduzierten Triigheitsmomentes nach Fig. 64 gewonnen.

bh3  bh /h\2 bh?*-}-2bh® 3bh? bh?

@g=@+Fa2:.§g+‘?< ) _ Ohi-2bhE  8bLT_ bW

3

86 36 12’

e

d) Bezogen auf die durch die Spitze gehende Achse des Dreieckes.

In gleicher Weise erhiilt man nach Fig. 65 das Trigheitsmoment

bh®  bh (2h\2 bh® bhdh? bh?®-| 8bh?
—0 . g__ 20t o PR fem .. nh%
0,=0 +Fa 36*2(3)

_ 9bh®  bh?

” T 36 4

T86 U2 9 T 36

3. Das Triigheits- und Widerstandsmoment der Kreisfliche.

Wie im vorliegenden § 18 Abs. 2¢ entwickelt, betrdigt das Triig-
heitsmoment eines Dreieckes, bezogen auf die durch die Spitze parallel

- bh?
zur Grundlinie gehende Achse, @5=—4—f.

Denkt man sich nun die Kreisfliche in Fig. 66 in unendlich viele
Dreiecke zerlegt, so besiizt ein jedes solches Dreieck, wie Fig. 662 zeigt,

R br? . . .
ein Trigheitsmoment von = hierbei ist allerdings vorausgesetzt, daB die

durch die Spitze gehende Achse AB parallel zur Grundlinie b gerichtet
ist, Diese Voraussetzung ist nun aber fast vollstindig in bezug auf die
durch den Schwerpunkt gehende polare Achse erfiillt, sobald, wie hier
angenommen ist, die Dreiecke uncndlich schmal sind, d. h eine unendlich
kleine Grundlinie b haben.

Nach diesem erhiilt man nach § 15 Abs. 4 zunachst das polare Triig-

8 13
heitsmoment der vorgelegten Kreisfliche zu @, = Sfr =X l—)‘f = %Eh



§ 16, Das Trigheits- und Widerstandsmomeni des elliptischen Querschnittes.  H7
Da nun Xb==2rmn ist, so folgt

d )4
8 2rin vin (§ T
@p _—...E 2rmg— 1 == -——2— == ——véA-_— = —32 .

3]
S S DA S

Fig. 66,

Das gesuchte diquatoriale Triigheitsmoment @, bezogen auf die neutraje
Schwerpunktsachse NN, wird dann nach § 15 Abs. 4 erbalten zu

O = 0x+ 0Oy
oder, da beim Kreis O; = @y =0 ist, @, =26,
rtn di
G, 9 vax 32  dn
= e — ___ folet.
woraus @ 3 3 2 > o1 folg
Das Widerstandsmoment findet sich dann aus
r‘n d4rp
6 4 1’ 64 d°
W==T=y=T"%"

2

4. Das Trigheits- und Widerstandsmoment des elliptischen
Quersehnittes.

Sind die beiden Halbachsen einer Ellipse gegeben, so findet man
einen beliebigen Kurvenpunkt P der Ellipse, indem man, wie Fig. 67
zeigt, mit den beiden Halbachsen als Radien Kreise vom Mittelpunkte S
der Ellipse aus beschreibt und hierauf einen beliebigen Strahl SB zeht,
dessen Schnittpunkt A und B mit den beiden Kurven durch Vertikal-
und Horizentalprojektion den Kurvenpunkt P liefern,



58 . Vierter Abschnitt. Biegung.

Aus dieser Konstruktion ergibt sich dann:
A CBS~ A PBA, woraus CB:CP=8B:SA folgt;

da nun SB:SA =a:b ist,
so ist auch CTB:CT’:a:b‘
und CP :;. ’B.

In gleicher Weise findet man aus der Ahnlichkeit der beiden Drei-

ecke B,CS und B,P;A,CP, =-E—BTC.

//A BN _{5

N

/

Denkt man sich nun im Abstande # von der neutralen Achse ein
sowohl fir den groBen Kreis als auch fiir die Ellipse gemeinschaftliches
Fliachenelement, das die Dicke d besitzt, so ergibt sich das gesuchte Trig-

heitsmoment der Ellipse zu @ = V(fEu %) =2(P, P4, %?).
Da aun' PP = (JP1 +CP= % 3, C g"

¢
bezw. — (B O+ 0B)=

o}

+

B
b ooh
a

N

80 ist-@:E(PlPd.nz)ZE(%B:‘Bd.rf

b : b
9 = a“ ke, 772)=3. Ok,
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worin @y, das Trigheitsmoment der yorher bestimmten Kreisfliche dar-

b at a%b
stellt, Diesen Wert eingesetzt, gibt dann @:-;114_”::1171,

Bezeichnet in Fig. 68 D und d den groBen und den kleinen Durch-
messer, R und r die zugehérigen Radien der Ellipse, so hat man das
fragliche Trigheitsmoment @ in gleicher Schreibweise wie beim Kreis, nur
daB bei der Ellipse die Abmessung in der Rich-
tung der neutralen Achse ein Maf vom 1. Grade,
dagegen in senkrechter Richtung zur neutralen
Achse ein MaB vom 3. Grade darstellt.

Das Triigheitsmoment und das Widerstands-
moment des elliptischen Querschnittes betrigt 9

()5
2/ 2" _Ddn

a’bnr Rirn

O=—"=— =7 64
Rérm ' D3dn
W:_(-)_zT:Rzmz‘ﬁszgdn
e R 4 D 32 °
P)

§ 17. Trigheits- und Widerstandsmomentbestim-
mung zusammengesetzter Querschnitte, bezogen aunf
die als Symmetrieachse dienende Schwerpunktsachse.

1. Fiir das Quadrat.
a) Bezogen auf die parallel zu den Seiten laufende
Schwerpunktsachse.

Dieses Trigheitsmoment wird mit Besug auf Fig. 69 nach dem im
§ 16 Abs. 1* fiir das allgemeine Parallelogramm Gesagten gefunden zu

aa® at
o=~ 17
at
. ) 12 8
Das Widerstandsmoment ist dann W == g = ia_ = .%._
2

b) Bezogen auf die durch die Diagonale gehemde Schwerpunkisachse.

Da sich die in Fig. 70 dargestellte Fliche aus zwei gleichen, iiber
der Diagonale als gemeinschaftliche Basis liegenden, gleichschenkligen



60 Vierter Abschnitt. Biegung.

Dreiecken zusammensetzf, so ist das gesuchte Trigheitsmoment die Summe
der Trigheitsmomente der einzelnen Dreiecke, bezogen auf die durch die
gemeinschaftliche Grundlinie der Dreiecke gehende. Achse.

e S

<
b
~
1]
)
e

Im/
P A

(S ™ | aat
N
£

Fig. 69,

Es ergibt sich also das gesuchte Trigheitsmoment @, unter Bezug-
nahme auf § 1€ Abs. 29 zu

ay/e

'3
O = 2de® 2~a]/§( 2 > . 27/ 2a3)/23 o V2%t _ 4at At

12 12 — 12.8 T 6.8 6.8 12
Das Widerstandsmoment betrigt dann
ot
19 4 31/ 9 5
wo©0_12 _ 8 2 _ &2 V2, 0

e E’E:Ezﬁé‘“ 6 2 12
2

NB. Schneidet man die obere und untere Ecke wagerecht ab, so wird
das Widerstandsmoment W grofer; verkiirzt man beiderseitig die Diagonale d
um /15 ibrer Linge, so ergibt sich als gréBter Wert
Wiz ==0,1242 a2,
(S. Z. d. V. d. Ing. 1899 8. 1108))

2. Fiir den geteilten rechteckigen Querschnitt.

Da die in Fig. 71 dargestellte Fliiche als Differenz des vollen und
des hohlen Rechteckes mit den Trigheitsmomenten @, und @, aufgefalBt
werden kann, so ergibt sich das gesuchte Triigheitsmoment @, unter Hin-
weis auf § 15 Abs. 3%, zu

bH3 bh® b
O=0, —06,= 3 T 13 =13 (H3 — h¥;
das Widerstandsmoment betriigt dann
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b
_— 3 3
W M e
e H 6 H

3. Fiir das hohle Quadrat.

a) Bezogen auf die parallel zu den Seiten laufende Schwerpunktsachse.

Die in Fig. 72 angegebene Fliiche kann ebenso wie vorher als
Differenz aus ganzer und hohler Fliche mit den zugehdrigen Trigheits-
momenten. ¢, nnd @, angesehen werden.

i L% A Bl

L

/e

S SR /S

Fig. 71. Fig, 72.

N 1
[P %%_._ Jp——

£
1

Es wird deshalb das gesuchte Trigheitsmoment @ wieder nach § 15
Abs. 30 bestimmt zu

HY ht 1
o B SR L = YR
O-—@,-—-@z——12 12—«12(}] ht)
1
—(H*—h?
2
und W:g—'———l

b) Bezogen auf die durch die
Diagonale gehende Schwer-
punktsachse.

Auch die in Fig. 73 ange-
gebene Fliche kann mit Bezugnahme
auf den vorliegenden § 17 Abs, 1P
als Differenz aus ganzer und hobler
Fliche mit den zugehoérigen Trig-
heitsmomenten @, und @), angesehen.
werden,

Das gesuchte Triigheitsmoment \
ist somit ' , Fig. 73.
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. _Hfi h4——1 s .
1
. 4 ___ h4 -
2] ip (Hf— 19 1(Ht—h% Y2 3/2 Ht —ht
und-\’V :;-: —_ ﬁ/»——— = %) — :ﬁ H
sVe 12 Sy2y
H4___h4
»=01179 o

4. Piir die beistchenden, ausgesparten rechteckigen Querschnitte
von gleichen Abmessungen.

Auch die in Fig. 74 angegebenen Querschnitte kann man, wie vor-
her gesagt, als Differenz aus ganzer und hohler Fliche mit den Trig-
heitsmomenten @, und

I T 7 ; 77770 7
37 /////K/Z//%//// 7 /////é/ﬁ 7///%%‘/ | f @, ansehen, §16 Ab=. 1b
4 7 7 % /; I: i ergibt dann das gesucht-
8 7 f 3/,//’} b j@ Trigheitsmoment
T T e
; 777777, /; ) /// 7 é// T A ' : — BHS b }13
T v b ;ﬂ /A T R T
Wb SELIEL L Lb S 1
R e P i = — (BH?3 - b h?¥
a B < e - 12(BH b h¥)
Fig. 74. und das Widerstandsmoment

1 :
e 3 __bh3
s {B H bh?)

LA @ ——
W _é. - B H"
. 1 B H 73 b b:}
Y H A

5. Fiir die beistehendon, doppelt
ausgesparten Querschnitie von
gleichen Abmessungen.

Das Triagheitsmoment @ fiir die
b in Fig. 75 dargestellten Flichen ergibt

& \\\ TR S B sich auch als Differenz der Triigheits-

' N ' 3 :\\\‘w_-_i momente aus voller Fliiche und Loch-

S S T S MR fliiche. ‘

e R Rl R Das Trigheits- und Widerstands-

Fig. 75. moment beirigt dann
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_BH3 Bh® | bh3 bhy? - 1 5 5 . .
3__ 1.3 3__ 13
und W:—Q:l.B(H A.P_l ;)_I"b(hl_ b, )_
e 6 H

6. Fiir die beistehenden Querschnitto von gleichen Abmessungen.

Das Triagheitsmoment fiirr die in Fig. 76 dargestellten Flichen ergibt
sich am einfachsten als Summe der Triigheitsmomente aus. den einzelnen
Rechteckflichen, wie folgende Darstellung zeigt.

_BH&{

3
6= bh* _ 1 p s | pus),

TR T
s : 3 3
das Widerstandsmoment W =— ?: é B HH+ b‘h .

7. Fiir die Kreisringfiiiche.

Da. die in Fig. 77 angegebene
Ringfliche aus der Differenz der
vollen und der ausgesparten Kreis-
fliche besteht, so ergibt sich das
Tragheitsinoment

Dt d'n =

L L L YOV
O="%r " %6s e )

T 4 (o] — "V m4e 4
b= L[ERE — (2] =" (Bt — Y
und das Widerstandsmoment aus

T orya_ g4
wo@_ 80P o a merp—ep AR
T e D T3 D "3 2R T~ 4 R

2
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8. Fiir die elliptische Ringfiiiche.

Das Triigheitsmoment @ der in Fig. 78 angegebenen Ringfliche er-
gibt sich ebenfalls als Differenz aus voller Fliiche und Lochfliche,
a’br  a,8h s

Esist @@= T
» == ’;(a?*b —a,%b,)
"= 2&5 (R®r —R,®r,)
oder ” :Padn _Dyidym
64 64

T
y = ﬁ (D2d— D,3d,).

D#s Widerstandsmoment folgt
dann aus

O  matb—a?’h

T R33'——R‘3rl
3 4 R
: 7 D3d— D,3d,
oder e ey 1

9. Kiir die beistehende Fliiche.

Da auch die in Fig. 79 ange-
gebene Fliche aus der vollen Qua-
draifliche, abziiglich der runden,
ausgesparten Fliche gebildet wird,
8o entwickelt sich das gesamte Trig-
heitsmoment zu

O at dfzm 1 (a‘* (1472)
127 64 4\3 16,
- _1_( ' é‘f!f‘f)
712 16 /)
! : A und das Widerstandsmoment
- S — w21 (a4_?,7‘_@f>_
Fig. 79. e 6a 16

10. Fiir den sternférmigen Quersechnitt.

Das fir die Fig. 80 in Frage kommende Triighcitsmoment € ergibt
sich ans der Sumine der Triigheitsmomente der vollen Kreisfliche, der
beiden horizontalen und vertikalen Rechteckflichen zn
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(h—d)bs  b(h®—d?)

0=

64 12 + 12

= 11; [ d* - (h — d)b* -} b (b8 — d3)|.

Das Widerstandsmoment betrigt dann

_6 1|37, — A\E3 3__ a8
W— _6h[16d—|—(h Q)B4 b (03— a9)].

e

11, Fiir den Wellenquerschnitt eines Trigerwellbleches.

Wie die Fig. 81 erkennen lift, wird sowohl an der Fliche als auch
an .dem Triigheitsmomente derselben nichts gedindert, wenn man die beiden
unteren Viertelkreisringflichen — wie punktiert angedeutet ist — nach
innen zu einem halben Ringstiicke verlegt. - Dann bildet aber eine Welle
eine geschlossene Ringfigur, deren Triigheitsmoment @ aus der Differenz
der Triigheitsmomente @; und @, der vollen und der Lochfliche sich, wie
folgt, bestimmen laBt.

0 =0, — 0, worin die Tragheltsmomente @, und O, sich nach
§ 15 Abs 33, unter weiterer Benutzung des im § 18 Abs. 3 entwickelten
Tragheitsmomentes fiiv die Halbkreisﬂiiche, in folgender Weise ergeben:

=20 (s — ) B QBY]
0, = 12 +2 128 187 4 22 t3,

__B8a® 27 2 ) . 2Bn<2 L B* 2_]§)
ST +<128—18n B +' 37

Wehnert, Einfiihrung, 2. Aufl. 5
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4 - 2 ;
@1==EB3,3 +(£;__ 51;_‘) Bt +§Z7E_B2+_LB4+_§33.

b(2 )8 1 b2 2b
0, =75 +2 [(128 T_ii) b4+4—7":( .—m)]
b8a3 +<2n_ 2 )b"’ 24b;t( 2+4Tl:2+2 ::)

"= 12 128~ 18nm
__2ba? T 1) . . . .
e R i L e
!
!
|
R
P
S+
yol
-

Diese Werte, oben eingesetat, geben das gesuchte Triigheitsmoment

o NN

97T

(g o e 3]

—as(B b)+<-————) (B“—b“)-l— (Bz-}—bl)—}—
g (B — b 5 (B — b)
= -—(34—-1)4) 4 »--a(B‘—-b’)+——a2(82+b9)+—§-a3(B——b).
Das Widerstandsmoment folgt dann aus
6 ® 6 20

W = 5 B 2B
s T B
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12, Fiir die heistehende Halbkreisfliche.
Da nach § 16 Abs. 3 das Triigheitsmoment einer ganzen Kreisfliche
den Weri d;——l—t hat, so ergibt sich dasselbe fiir die in Fig. 82 dargestellte

Halbkreisfliiche, bezogen auf
dieselbe Achse, als die Hilfte
des vorbenannten Trigheits-
momentes.

Das gesuchte Triigheits-
moment betriigt dann
1 din d'm

O=3 %1 —iss
und das Widerstandsmoment
dir
® 128 dx
W=<= E Yy
2

§ 18. Trigheits- und Widerstandsmomentbestim-
mung zusammengesetzter Querschnitte, bezogen auf
die unsymmetrisch gelegene Schwerpunktsachse.

Bei diesen beliebig “gestalteten, regelmiBig oder unregelmiBig ge-
formten Querschnitten ist in erster Linie die Lage der neutralen oder
Schwerpunktsachse nach den in der Mechanik aufgestellten Regeln iiber
Schwerpunkisbestimmung zu ermitteln.

Erst nach Kenntnis dieser Lage kann dann das Triigheitsmoment
nach der einen oder der anderen der folgenden Formeln bestimmt werden:

1. nach § 15 Abs. 2 mit Hilfe des reduzierten Trig-
heitsmomentes @ =0, —Fa?

2. nach § 14 Abs 1 als Summe der beiden, auf.die
Schwerpunktsachse als Basis bezogenenTrigheits-
momente der Zug- und Druckseite O=0,-}- 04,

3. nach der in § 15 Abs. 3 aufgestellten Gleichung
0 =I(0-Fa?).

1. Fiir die heistehenden drei Fliichen von gleichen Abmessungen,

. Zundchst ergibt sich nach den in Fig, 83 angenommenen Bezeich-
nungen der Schwerpunktsabstand e, aus
B¥
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d H
_Fp+ g " ame e
A=TF IF, = bdtaH  2aHbd
und eg—=H—e,.
Im AnschluB hieran entwickelt sich das Trigheitsmoment @ zu
2
6= T(9+F32)'—_-@1+@2+F1312+F2322
__bd® aH3 | ( d)” ( H)2
”———~1“2—+—1—2‘+bd G35 +-aH ez—-—éi
a2 d\? H? H\2
o= [+ (st g) T rem [+ (o= 3)]
a2 dz H? He
— el 2 bl il 2__ il
»=bd (S et pedt ) Fel (G ter—aut )

—bd d2+12e,2——12eld+3d"+aHH”—|—-12eg2——-12e2H—|-3H2
” 12 12
o a

A A ek fa o

A o

o} .._i_._///( , . A

) a4 ‘.?' /—3 f-—t 81 __;\_ut i

07 0% W (5 ) %Y A |

72 a7 &R
T 0 B Tt o bd gl b
U S— - &b (P S

Fig, 83,

O= [bd (43 4 1267~ 12¢,d) + a H (4HI 4 126, — 12¢, H)]

,,=—1“1~2-[bd(d2-{- 3e,*—3e,d)aH (H® 4 3¢,® — 3, H)),
da nun H=e, -}-e, und d=e; —h ist, so ist
» =%[b (e, —b){(e; —h)*-3e, (e, — (e, —h))} +
~+a (e + eg) {(e; +€2)* + Bey (e — (e, - e))]
"= %[b(‘ﬁ —h) (> —2e; h - h?{3e, h)+a(e, + ;) (e +- 2¢, e+
+ e,2— 3e, ,)]
» ='_‘-1;[b(el"'h)(elg"*"elh—l—hz)_i_a(el +e0) (e, — ey €5 + 7))

b= % [b(e®+ e2h - e, h2— e, *h — e, h? — h¥) |-a (e, — e,2¢, -
+ ere,” + e,%e; —e 6" + &%)
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@:_.;; [b (e,® — h3) -+ a (e * - e,7)]
1

=3 (be;3—bh3} ae? - ae,?).

Setzt man nun noch im ersten Gliede fiir b——=B-—a ein, s0 er-

gibt sich
0= %[(B——a)el"— bh3 4 ae, 3 -} ae,’]

1
2= 3 (Beyd —ae? — b ae+aey)
e 713 (Be,®—bh3 -} ae,d).

(0]

Das Widerstandsmoment folgt aus W, ::g und W, =

1 2

2. Fiir den beistehenden Querschnitt.

Zuniichst ist nach Fig. 84 die Lage der neutralen Achse be-

stimmt durch

N R K
% ‘1- /’//j ' 1 :
I o
. ey i !
" 7% O
e MM ia, B L&
P 2/ h :
2 - 7% ,,_x_ i ‘ :
A ; i 'YL 5 ;
% L'—' - d i ; *—_J-——i_
| S ’ [N B T 1
- - Y ) >
. ) o
Fig. 84.
d H d
B, d— H=-1+b,d (H——»l)
61=F1711+F2’72+Fs’73: 1, 2—{—-& 2+ i 2

F,+F;+F, ' Byd+aHAbd,
1B d®*4-aH?1-bd,(2H—d))
” T2 B,d-aH b d,
und e, =H —e,..

O I
-

P

o

[
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Das Triigheitsmoment @ ergibt sich aus
0 = (6, + Fy2,*) 4 (O - Fa2,") +(Oy + Fya,)
B,d? d\? HE -H\2
o= mafa- \]+[%+“H(e*‘5”+

P ot)]

» == [Ell—ga—{- B,d (elzweld—}-z)] -+ [——E—-—]-aH(ee2~e2H+§.2~>] -+

b,d,3
+ [ e, (eg — ety + )]
B, d? 4e,2—4e,d-1-d2  aHS® — 4e,H |- H?
”=_il—~+Bld 1 -41 + + 2+ H Z +
4e,2—4e,d, | dy?
1121 —-}—bldl € 42 1 T4
__B,d® 4eld+d aH? -«4e2H—-|—H
7;-”~+Bd 4 '+‘ + H 1 +
?—4ed, 4 d;?

+‘1]-2i‘+b1d1 % 4
» =15 [By 48 4 3B,d (4e,?— doyd & aH 4
4+ 3aH (4o, — de H 4 H2) - byd,3 -} 3b,d, (de,® — deyd, + ;%]
= 1%[(81 84128, de,2 —12B,e,d2 3B, d%) -+

+ (aH? | 122¢,2H — 12ae, H? - 3aH?)
+ (b d;®4-12b, ey*d; — 12b, e;d, + 3D, d,7)]
= 112 [4B,d8+ 12B, de, (¢; — d) - 4aH3 | 12aHey(e, — H) -+
+4b1d 54-12b,d;e5(e; —d,)]
§ [B,d3-}-3B,de, (¢, —d)-}-aH? | 3aHe, (e, — H) -}
~+-byd;® + 3b,d; e (e, — dy)l
Werden nun hierin die in Fig. 84 angegebenen MaBe fiir d, d; und H,

d. h. fiir d=e, —h, d; =e,—h,; und H==e¢, |- e, eingesetat, so erhilt
man nach entsprechender Entwickelung das Resultat

,—a

0= %(Bels — By h®4-Dbey® — b, ).

Die Widerstandsmomente sind W, ==e9 und W, = e@.
1 2
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3. Fiir den halbkreisfsrmigen Querschnitt, bezogen auf die paralle}
zum Durchmesser gerichtete Schwerpunktsachse NN.

Das auf den Durchmesser der in Flg 85 vorgelegten Fliiche be-
zogene Trigheitsmoment @, ist
die Hiilfte vom Trigheitsmomente
der vollen Kreisfliche, bezogen
auf dieselbe Achse,

) @, — A
also y = —2- ﬁ ] 12—8.

Das gesuchte Trigheitsmo-
ment @ ergibt sich dann mit Be-
zugnahme auf § 15 Abs, 3% zu

@1 =0 +F a2

woraus ¢ = @1——Fa—_—_—-—..—__(___\)

T 128 4.2.9a% \128 18w
» = 0,00686 d* = 0,11r* folgt.

dér 4rgds ( T 1 )d‘

Die Widerstandsmomente ergeben sich aus

<] o
Wl:; und WB=‘9‘;’
2d d 2d
worin 91*73“7;“‘02122(1 und ez__-é-——-é;—02878d ist.

8 19. Vergleichende Trigheits- und Widerstands-
momenthestimmung zusammengesetzter, unsymme-
trischer Querschnitte, bezogen auf die Schwer-
punktsachse.

Im folgenden Beispiele ist fiir den in Fig. 86 dargestellten Quer-
schaitt das Trigheitsmoment @ nach allen drei im § 18 angegebenen
Regeln vergleichsweise ermittelt.

Beispiel. Nachdem wieder die Lage der neutralen Achse mit

:-\:F’7=F17?1+F2"?2
1T XF ¥, +F,

61%—|—(H~61)6(
" B, 4-(H —dy)d

H—-Lfl

+4,)
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_4!5.5.“3,5—{—30..‘3.2'0___75
"7 45.5 -+ 80.3 T —
und eg=H—e =356—756=27h
festgelegt ist, ergibt sich das Trﬁgheitsmoment_@_
nach der 1. Regel: @O =0, —Fa?

(B—d)d®  JH?
R

worin @, = %(42 .53 3.358%) = 44625 betrigt
zn @=0, —[(B—0J)d, - 0H]a?—44625-—(42.5 +} 3.35) 7,5

» = 44625 — 17718,75 —=-26906,25;

i i
: i
| :
i i
i :
3 1
! !
I 35
y: |
% T §
f !
=R, !
: i
¥ B
nach der 2. Regel: 0 =06,} 6,
3 # 3
worin @ == d-gl = 9_:2_;;,3 = 20796,875
3 — — 3
und @y = -ljgl— _ B f?)—(z_?—mfs g % (45.7,6% — 42 . 2,43

, = 6109,375 ist,
2 6 = 6,4 O3— 20796,875 + 6109,375 = 26906,25;

nach der 3. Regel: O = =(@ } Fa?)=30-}- Z¥Fa?

(B—od)d,® |, 6H3 d,\? H\?
B 00 (o= 3) o (o)

m @@=
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0::_12, 42.5%}3.35%) | 42.5,57}-3.35. 102

» == 11156,25 + 5250 + 10500 = 26906,25.

Die Widerstandsmomente des ganzen Querschnittes betragen dann
@ 26906,25

Wy = =984,
Wi 8 __ 2690625 o o005
o 5 39875,

§ 20. Querschnitte von gleicher Sicherheit auf der
Zug- und Druckseite.

Komumit es darauf an, Querschnitte auszubilden, bei denen das Material
auf der Zugseite ebenso ausgenutzt werden roll, als es auf der Druckseite
der Fall ist, d. h. werden die duflersten, am meist gespannten Zug- und
Druekfaserschichten auf gleiche Sicherheit becansprueht, so hat man von
vornberein die folgenden beiden Fille zu junterscheiden:

1. ob das Material eine gleiche Zug- und Druckfestig-
keit besitzt, wie das z. B. bei Schmiedeeisen und Stahl der -
Fall ist, oder

2. ob das Material eine andere Druck- als Zugfestig-
keit hat, wie z. B. beim GuBeisen, wo die zuldssige Druck-
spannung nahezu bmal so grofl als die Spannung gegen’
Zug ist,

Da nun nach der im § 14 Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung
»My = Wky*, woraus ky, = L%‘l folgt, bei sonst gleichbleibendem Biegungs-
momente, die groBte zulidssige Spannubhg k, nur allein von dem Wider-
standsmomente W abhingig ist und dasselbe nach der Gleichung W = 7?4
wiederum vom Abstande e der am meist gespannten Druck- bezw. Zug-
faser .abhingt, so folgt aus

M, M, Mb eg M, M, M;, ea
Tl e —_— —_ 2 h
K WV, 6 6 und kq W, ‘—@ | 'S durch Division
e, ea

kg Mpeg Myes eg’
o
d. h. die Zug- und Druckspannung ist proportional den duflerst gespannten
Zug- und Druckfaserabstinden von der neutralen Achse.
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Diese Gleichung besagt, daf} bei einem vollstiindig ausgenutzien Quer-
schnitte

1. bei einem Materiale gleicher Zug- und Druckspannung die neu-
trale Achse stets in der Mitte zwischen der zumeist angespannten Zug-
und Druckfaserschicht, d. h. in halber Hohe des Querschnittes liegen mu8,

2, bei einem Materiale verschiedener Zug- und Druckspannung die
neutrale Achse so gelegt werden muB, daB die genannten Faserabstinde
auf der Zug- und Druckseite in demselben Verhiltnisse stehen wie die
zugehérigen Spannungen.

a) Querschnitte aus Materialien gleicher Zug- und Druck-
festigkeit.

Wie schon vorher unter 1 gesagt, muB bei diesen Querschnitten die
neutrale Schwerpunktsachse in halber Hohe liegen, was bei den symmetri-
schen Querschnitten auch immer der Fall ist.

Unsymmetrische Querschnitte dagegen miissen erst in dxesem Sinne
dimensioniert werden, was am ,einfachsten durch Annahme aller Dimen-
sionen bis auf eine geschehen kann, die dann, als einzige Unbekannte, mit
Hilfe der Schwerpunktslehre so bestimmt wird, dafl der Schwerpunkt des
Querschnittes auf die halbe Hohe desselben zu liegen kommt.

Ebenso einfach wird die Dimensionierung eines unsymmetrischen
Querschnittes vorgenommen, indem alle Abmessungen in Verhiltnis zu-
einander gesetzt werden, wobei zuletzt wieder nur eine Unbekannte zu be-
stimmen ist. :

Das letzte Verfahren hat auch auf das bereits seit 1879 bekannte
Normalprofilwesen gefiihrt, worauf sich eine ganze Reihe vorhandener
Tabellen beziehen, die eine Rechnung fast ganz entbehrlich machen, weil
neben den Trigheits- und Widerstandsmomenten auch sofort die Dimen-
sionen des fraglichen Querschnittes abgelesen werden kénnen.

1. Beispiel: Der Querschniti eines schmiedeeisernen Kérpers habe
die in Fig. 87 eingeschriebenen Abmessungen.

Es soll nun die letate nicht mehr annehmbare Flanschendicke d,
so bestimmt werden, daf die neutrale Achse in der halben Hdhe liegt,
damit die Zug- und Druckseite gleich stark beansprucht wird.

Losung: Da hier der mittlere Flichenteil von der GroBe J.H in
bezug auf die reutrale Achse bereits ausbalanziert ist, so braucht nur noch
eine Gleichgewichtshedingung fiir die vorspringenden Flanschenteile auf-
gestellt zu werden, woraus sich dann die Flanschendicke d, in folgender
Weise bestimmen 1iBt: F,5, — Fymy =0

9

oder (b—d)d, (e——-z—)-(B——d)dl (e—%l)=0.
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Die Zahlenwerte eingefithrt, gibt

(110 —20)d, (200‘—- %&) — {150 — 20)24 (200 — 12)=0
90.2000, — 45d,% —130.24.188 =0
— 45 4,2 -+ 18000 4, — 584560 =0
| 0,2— 4004, -+-13035,36 =0
+ 2__4.130: +
62=400__1/400 . 4 13065,36=400,_0328,4:200i164’2’

dy' =200 -} 164,2 == 364,2 mm und d," = 200 — 164,2 = 35,8 mm,

ol m = m e @%- 450% ----- 2]

-
1
1
'
t
!
!

&
U SR
©
(&)

Do i

‘o RS
i .
{
i
]
t

N N\

$ é“
&
T

'
1
— -
J
i

T
s A
S
S

5
XD

ote;
X
%0

o

i

i

l\l‘-
1
1
1
5ES
b 2,
2545
55
e 7 ]

1
1
1
1
.
|
]
i
)
(>
05
X5
0%
K&
dolee8s
RS
I
!
)
|
1
b mm e mem

Von den beiden Werten ist der gréBere dann zu verwenden, wenn
das groBte Trigheitsmoment des vorliegenden Querschnittes erhalten wer-
den soll.

Hierauf kann nun das Triigheits- und das Widerstandsmomerit nach
§ 18 Abs. 2 angegeben werden.

b) Querschnitte aus Materialien ungleicher Zug- und Druck-
festigkeit.

Wie in dem vorliegenden Paragraphen unter 2 gesagt und auch in
Fig, 88 graphisch dargestellt worden ist, mufl bej diesen Querschnitten
die neutrale Schwerpunktsachse so gelegt werden, daf die Abstinde der
duBerst gespannten Fasern auf der Zug- und Druckseite in demselben
Verhiltnisse stehen wie die zugehdrigen Spannungen. Daraus geht zur
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Geniige hervor, daB8 bei Materialien ungleicher Zug- und Druckfestigkeit
ein vollstindig ausgenutzter Querschnitt stets eine auf die Schwerpunkts-
achse bezogene, unsymmetrische Form haben muB, wie dieses auch immer
bei den in der Praxis vielfach verwendeten GuBeisen-Materialien der
Fall ist.

‘Bei der Dimensionierung solcher Querschnitte kann man ebenso,
wie unter Abs. a angedeutet, verfahren. Man kann also beispielsweise
eine Dimension annehmen und die iibrigen — bis auf eine, die berechnet
werden muBl — in Verhélinis zu derselben setzen.

Im nachfolgenden seien einige Beispiele fiir guReiserne Querschnitte

angefithrt, wobei. angenommen worden ist,
/&z daB die Druckspannung gleich der 3fachen

*7~"] Zugspannung sein soll, was auch den Aus-
v A,/ filhrungen in der Praxis zumeist entsprichs.
B A
7"* - “‘“"} - Io=B00Me =
a ! . 7 Y /: g T
A= w000 8 M g
. | % 3 ERE
. | ” .
S 4 4 Btk 5|
7 ] . & i y 1
jA—— : £,° 300, ,7/ | 7|:‘ : L
, : 7 ' el
im _ A 7 i L
gz _________ ... S IR
Rd : R 7
Fig. 88. Fig. 89.

2. Beispiel: Es soll die Flanschéndicke J des aus Fig. 89 ersicht-
lichen guBeisernen Querschnittes bestimmt werden.
Losung: Aus der Schwerpunktsgleichung folgt:
(Fi +Fo)n="Fyn + Fyp
oder, die Werte eingesetat,

[Bd4-b(H —d)]e, = Bd (H— ‘;) —{—b(H——d)Eg—g
(B6 —bdye, - bHe, =BHJ — gdu—g—(ﬂz-— 2HJ -+ 0?)

2
eg(B—b)d +bHe,—BHJI—= ¢ "L" — bHO 4 ©

'B
(s
B~

=P e (B by ey — HYI 0 (26, — H) =0,

——’2’) 8o, (B—b)d — H(B—b)d-+bH (eg_.v I;) —0
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Die Zahlenwerte eingefiihrt, gibt

30 J‘-’—]—(30— 2)(30 — 40)d -+ w@ 30 —40)=0

1462 — 2800 + 800 =10

702 — 1400 -+ 400 =10
140 + 1/ 1402 —4.7.400

0= 2.1
2.7

» =104 6,546 == 16,546 cm und 3,454 cm.

20 —
— + 1/
=10+ V21

Beide Resultate sind verwendbar; den grofiten Wert wird man bei
Erzielung des groBten Triigheitsmomentes benutzen.

mslf% G
1,“_.

N

S

K
"
o
o
VIR
L

————
1

o SR T 1 1

e
Fig. 90.

i

3. Beispiel: Wie breit muB die Flansche des in Fig. 90 ange-
gebenen hochstegigen Querschnittes gemacht werden, wenn das Material
wieder Gufleisen sein soll?

Losung: (Fy+Fy)p=F, 3 4 Fy 9,

H —
[6B—- G (H — d)] e, — 6B (H-—-%) +(H - J

[dB+6116J96=6B11,56+2(115)2
9B4? -+ 990° = 11,6 BJ® -+ 60,588,
durch ¢? dividiert, gibt
9B 4990 =11,5 B} 60,50

38,560 =2,56B,
Woraus B= 52855 d= 164 J folgt.

Das Triigheitsmoment éntwickelt sich dann unter-Anwendung der im
§ 18 Abs. 1 aufgestellten Gleichung, unter Beachtung der daselbst ein-
gefithrten Bezeichnungen, zu

O= 3 (Be,® — bl }-aey?)

oder, auf die in Fig. 90 eingeschriecheuen Werte. bezogen,
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0= 3 [B(Edf —(B—0)(20f -+ 3 (901
., =%(15,462763—14,46863—}-672963)

1 - '
» =g (416,80* — 115,204 4 72064 = —;;1029,664 = 343,20%,

Die Widerstandsmomente fir die Zug- und Druckseite betragen dann
© _ 343,20* s __ O 3432¢*
Wl——a‘— 39 —-—114,46 undWB—;;-— 96
4. Beispiel: Welche -Flanschenbreite B erhilt der in Fig. 91 ange-
gebene und mit niedrigem Stege versehene, guBeiserne Querschnitt?

= 38,130°%.

77 b
Yz a7 L _—
stz G = Tf
! s gl
4:',35 Z %‘:LS ' é_?,_ 1
H 7 : P i
t DU O 18 S
g
Fig. 91.
Losung: (Fy+Fo)p=Fy7 +Fyr

(Be, 4 dp)e, = Be, (H_'g) 00, 2
(BS +33)30 = B4 3,50+ 5 (30)°

3B02 4 99° =3,5Bd% -} 4,50%
mit 02 dividiert, gibt 3B+ 9d=3,5B-} 4,50
4,50=0,5B, -

4,5
= 225=2094.
05%=2¢

Das Triigheitsmoment betrigt dann nach § 18 Abs. 1
1 .
0= (Be® — bbe | agy?) = 2 (9808 — (B —8)0°+3 (3

. =% (90* 4 2704 = %3664= 1204

die Widerstandsmomente auf der Zug- und Druckseite betragen

_@_123“_ 3 __@__1264___ .
‘vl—-—e:*—T—-_lg_d und ‘Vg——-e:-—-‘%‘*—é_d;.
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§ 21. Vergleichender Materialaufwand von Quer-
schnitten gleicher Tragfihigkeit.

Von besonderem Interesse ist es, den Materialaufwand von Quer-
schnitten miteinander zu vergleichen, die ein und dieselbe Tragfihigkeit
besitzen.

Nach der. im § 14 Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung ,Mj
=W .k, ist die Tragfihigkeit (das Moment) verschiedener Querschnitte
bei gleicher Maximalfaserspannung direkt proportional den Widerstands-
momenten derselben, '

Sollen z. B. die-im 3. und 4. Beispiele des vorhergehenden § 20
unter den Fig. 90 und 91 aufgefiihrten Querschnitte gleiche Tragfihig-
keit haben, d. h. gleiche Momente iibertragen, so miissen beispielsweise
die Widerstandsmomente auf der Zugseite gleich sein.

&,

Pt i &
woss, L0 5 | S WU
! I N 7 ich |
" %o, ' | Bews,
‘2'.983 ll 21‘38,. E
' ; o
i ! S N
Bl Sons ot Bt
Fig. 92, Fig. 93,

1. Beispiel: Werden nun in den bereits genannten, in den Fig. 92
und 93 nochmals dargestellten Querschnitten, zum Zwecke besserer Unter-
scheidung, die Stegbreiten mit d; und d, bezeichnet, so ist

Wi = Wiy
oder, die vorher bestimmten Werte eingesetzt,
114,46,8 =124,
Wird nun z B. d, als gegeben angenommen, so berechnet sich die

: : 8 /75 38 To
Stegbreite dy zn 0; = 12d,° d, 12 _oan 8,
’ 114,4 114,4

Die Flicheninhalte der beiden Querschnitte F; und F, betragen dann

¥y =B,d; -+ J5 (Hg — d;) = 15,4 J30; -} 6,11 53 == 26,4655,

¥,=B,0,+ J,(H,—d,)=9d,0,+} 6,3, =124,%

Bildet man weiter das Verhiiltnis zwischen den beiden Querschnitts-
inhalten und setzt fiir d; den vorhergehenden Wert ein, so ist
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F; 2644, 26,4(0,471d,)% _ 26,4.0,221841
F, 1202 120,2 - 12
woraus Fy = 0,488 F, folgt.

Dieses Resultat besagt, daB bei Anwendung des in Fig. 92 ange-
gebenen Querschnittes gegeniiber dem in Fig, 93 eine Materialersparnis
von 51,290 erzielt wird.

2, Beispiel: Sobald der in Fig. 94 dargestellte Kreisringquer-
schnitt mit dem in Fig. 95 angegebenen Kreisquerschnitte gleiche Trag-
fihigkeit besitzen soll, miissen auch hier die beiden zugehdrigen Wider-
standsmomente gleich groB sein, also

Di—dtm_ djm

== 0,488,

D 32 32
D4_ 4
oder D—d~=d13.
____________ |
T
4 9
t

Wird nun allgemein d = ¢ D gesetzt, worin azl das Hohlungs-
verhiiltnis bezeichnet, so erhdlt man
l_)j—_—_ia_Dl*_ — .3
D -/ Y1
oder D31 — ot =d,%

Fir beispielsweise ¢ —=0,7 ist
d;?=D3%@1 — 0,79 =D?(1 — 0,2401) = 0,7599 D3 v» 0,76 D3,

8

woraus D= |/ e dy = 1,124, und d=aD=07. 1,12, = 0,784,
folgt.
Die Flicheninhalte sind nun

2 2
Fre D 87 T 13d,0— (0,78d,)% = " d,2(1,2544 — 0,6084)

T 1T 14 1

d 2
b= 5 42.06460=0,646d,* T und Fx, = e
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Das Verhiltnis beider Flichen ergibt sich dann aus

2
o 0646 4’
F;{R: = —-d—l%—— =0,646, woraus Fg= 0,646 Fg,, folgt.
4

Das Resultat - besagt, dafl bei Anwendung eines Kreisringquer-
schnittes 35,4%¢ Materialgewinn erzielt werden kann.

NB. Bei dem letzten Beispiele ist noch ganz besonders darauf auf-
merksam zu machen, dal — sofern nicht Griinde konstruktiver Natur
vorliegen — der Materialgewinn in der Regel allein bei der Anwen-
dung des sich leicht und ohne Schwierigkeit zu formenden GuBejsenmaterials
den Vorzug hat, nicht aber bei Schmiedeeisen und Stahl, wo die kost-
spielige Bearbeitung den Materialgewinn wesentlich iiberstiege.

Aus demselben Grunde wird man auch das Holzmaterial nicht voll-
stindig ausnutzen wollen; man gibt diesem Materiale lieber die volle
Form, was umsomehr berechtigt ist, da hierbei den hohen Bearbeitungs-
kosten noch. nicht einmal eine praktische Holzersparnis zur Seite steht.

Weiter geht aus- dem vorstehenden hervor, da die Spannungen —
wie bereits im § 14 gesagt worden ist — nach der neutralen Achse zu
bis auf Null abnehmen und dafl deshalb auch nur das weiter entfernt
liegende Material voll ausgenutzt werden kann. Demzufolge wird es,
sofern es ohne grofe Mithe moglich ist, stets ratsam sein, das nach der
neutralen Achse zu gelegene Material zu sparen oder, was dasselbe ist,
Hobhlkorper zu verwenden.

§ 22. Graphische Darstellung des statischen
Momentes M und des Trigheitsmomentes 6.

Wiihrend in den §§ 15 bis 20 zur Geniige gezeigt worden ist, wie
die Triigheitsmomentbestimmung der einzelnen verschieden gestalteten Flichen
analytisch vorgenommen werden kann, sollen nunmehr im vorliegenden
Paragraphen zwei Verfahren zur Beantwortung der Frage angegeben
werden, wie man bei zusammengesetzten, insbesondere bei unregelmaBig
begrenzten Querschnitten durch einfaches zeichnerisches Verfahren schneller
das Trigheitsmoment bestimmen kann, als es durch Rechnung mdglich ist.

Der erste, von Nebls angegebene Weg gibt auBer der Triigheits-
momentenbestimmung einer Fliche auch noch die Bestimmung des statischen
Momentes derselben Fliche an.

Der zweite, von Culmann und Mohr angegebene Weg gibt nach
ersterem das statische Moment, nach letzterem das Trigheitsmoment einer
beliebig vorgelegten "Fliche,

Wehnert, Einfihrung, 2. Aufl. ‘ 6



82 Vierter Abschnitt. Biegung.

1. Verfahren von Nehls.

Dieses Verfahren gibt sowohl das statische Moment M, als auch das
Trigheitsmoment @ einer vorgelegten Fliche, bezogen auf eine ganz be-
liebige Achse in Form einer Fliiche an.

Das M und @ der in Fig. 96 zugrunde gelegten Fliche F; bezogen
auf die Achse x, ergeben slch auf folgende Weise:

Man ziehe zur gegebenen Achse x zwei Parallelen, und zwar eine
Parallele £ im beliebigen Abstande h, eine zweite &, durch einen beliebigen
Umripunkt P der vorgelegten Fliiche. Von dem Punkte P aus fille
man das Lot Pa auf die Parallele & und ziehe durch den beliehigen
Punkt O der Achse x und den Punkt a einen Strahl, der die Parallele
&y im Punkte m schneidet. Fillt man von dem Punkte m abermals
ein Lot auf die Parallele £, so erhiilt man einen Punkt b, der, mit O
verbunden, in der Verlingerung die Parallele £, im Puunkte i schneidet,

v
]
AN\
I & &
t e
2 / 1y
> /,’ E v
ek ,
| ray !
i /' //
i );°
[ |
-._..6?(.....__._._.._—_-_. 1 £
Fig. 96.

Bestimmt man nun fir weitere Umrifipunkte P in gleicher Weise
die Durchschnittspunkte m und i, die anf der durch den jedesmal neu
gewidhlten Punkt P gehenden, zur x-Achse parallel gerichteten Achse &,
ihre Lage haben, und verbindet man dann die Punkte m und ebenso die
Punkte i miteinander, so ergeben sich die aus Fig. 96 ersichtlichen Kurven
AmB und AiB.

Werden nun noch die von den genannten Kurven eingeschlossenen
Flichen mit F, und F; bezeichnet, so ist

1. das statische Moment der vorgelegten Fliche F, bezogen auf die

x-Achse M=F,.h . . . .. 7
2. das Trigheitsmoment dex'selben Flache F, auf dleselbe Achse x
bezogen, O=F;.h . . A 1

Wird der Abstand h=1 gewihlt, so erhalt man M = Fp und
0=F;
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2. Aligemeine Bestimmung des statischen und des Triigheits-
Momentes nach dem Verfahren von Culmann..

Bezeichnen in Fig. 97 P, Py, Py, . . . . . P, eine beliebige Anzahl
parallele, in ein und derselben Ebene E gelegene Krifte und x;, x,,
Xgy o0 0 u s x, die in irgend einer Richtung gemessenen Abstinde der

Kriifte von einer ebenfalls in der Ebene
E gelegenen geraden Linie LL, so nennt
man die Summe .

Pix» - Poxy" - Pyxgn - .. o
. —I-ann":l{'Px“
1

das Moment n'¢r Ordnung der Krifte P
in bezug auf .die Achse L L,

Im Falle n=1, also SPx=M,
bildet das Moment wieder das statische
Moment der Krifte P,

Im Falle n=2, also 3IPx?2=0,
erhalt man das Triigheitsmoment ete.

Da sich nun das statische Moment Fig. 97.
als Moment 1. Ordnung graphisch dar-
stellen laBt und da sich ferner die Momente 2, 3, ete. Ordnung, wie
die Werte

2Px, T(Px)x, 2(Px¥x, T(Px¥x, ..... Z(Pzxr—hHx
zeigen, auf die Form des statischen Momentes zuriickfithren lassen, so
hat man, um ZPx® zu finden, nur notig, der Reihe nach die genannten
statischen Momente zu bilden.

Von diesen sogenannten héheren Momenten sind fiir die Praxis in
der Regel nur die Momente 1. und 2. Ordnung, d. i. das staiische und
das Triigheits-Moment, von Wichtigkeit, die in den Fig. 982 bis 98¢ fir
den "in Fig. 98 vorgelegten Kriifteplan graphisch ermittelt worden sind.

1. Das statische Moment M ergibt sich in folgender Weise: Man
trage die gegebenen Kriifte P, P,, P; usw. auf einer parallel zu den
Krafirichtungen angenommenen Geraden hintereinander an und verbinde
die Enden der Krifte mit einem ganz beliebig zu wihlenden Pole O,
dann erhilt man das in Fig. 98 dargestellte Kriftepolygon mit den
Kriften I, II, T etc.

Mit diesen Kriften bestimme man weiter durch deren Aneinander-
rethen das in Fig. 98" dargestellte Seilpolygon.

Werden nun die Seilpolygonseiten so weit gefithrt, daB sie sich mit
der beliebig gelegenen, zu den Kriften P,, P,, P, etc. parallel gerichteten
Achse LL in den Punkten 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7 schneiden, so sind die Dreiecke

1A2, 2B3, 3C4, 4D5, 56E6 und 6F7,

6*
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welche die Achse LL mit je 2 aufeinander folgenden Seiten des Seil-

polygons bildet, den ihnen entsprechenden Dreiecken des Kriftepolygons
GoH, HoJ, JoK, KoL, LoM und MoN

ahnlich, und es -ergibt sich, wenn H die in der Richtung x gemessene

Polweite darstellt,

i £
)
1 /!
/ ,5_5
‘f 5: * Fig. 98.

x,:12=H:P, oder P,.x,=H.12
xgng:H:P2 ” P2.x2:H.§E
x;:34=H:P; » P,.x;=H.34
X4:Z__._5=H:P4 » P4.x4—::H.j{5
}:5:§)E=H:P5 " Py.x; = H.56
:!41‘6:67:--'H::P6 ” PG.XGTT—H.67

>

SPx— H(13--93 3415156 1 67).
1
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In dem Klammerausdrucke sind die einzelnen Strecken: 12, 23,
34 usw. mit Beriicksichtigung ihrer Vorzeichen zu éx?dieren, die bei den
in gleichem oder positivem Sinne wirkenden Kriften mit dem Vorzeichen
der entsprechenden x iibereinstimmen.

Schneiden nun die auflersten Seiten des Seilpolygons auf der Achse
LL die Strecke a=:17 ab, so ist, ohne Riicksichtnahme auf das Vor-
zeichen, 2Px=Ha . . . . . . . . . 73
womit das statische Moment erhalten ist.

Dieses Moment wird positiv, sobald die von der Achse LL rechts-
gelegenen Momente, als positiv angenommen, groBer sind als die links
gelegenen oder negativen Momente, und umgekehrt.

Da andererseits die Summe der positiven Abschnitte 34, 45, 56 und
87 groBer ist als die Summe der negativen Abschnitte 12 und 23, so
ergibt sich auch “hieraus, da das vorliegende statische Moment SPx
positiv ist.

NB. Aus der Gleichung 73 ist zu ersehen, daB das statische Moment
allein von dem Abstande a der beiden, auf der Achse L L gelegenen,
auBersten Seilpolygonseiten, also von der Strecke zwischen den Durch-
schnittspunkten 1 und 7, abhangxg ist.

Ist der Abstand a gleich Null, was dann eintritt, wenn die Achse
durch den gemeinschaftlichen Schnittpunkt R der #uBersten Seilpolygon-
seiten geht (siehe Achse L L, in Fig. 98), so ist auch das statische
Moment *Px =0, was besagt, daB der Punkt R der Schwerpunkt des
vorliegenden Krifteplanes ist, wodurch die Resultierende geht.

2, Das Trigheitsmoment @ wird in folgender Weise erhalten:

Betrachtet  man die auf der Achse LL gelegenen Abschnitte 12,
23, 34 otc. als Krifte, die in den Richtungslinien der Krifte P, P,

Py, oo wirken, und konstruiert man das in Fig. 98° dargestellte
Kriftepolygon, so laBt sich mit letzterem wieder ein Seilpolygon A', B!,
c,Dy... .. konstruieren, dessen Seiten I', II', TII' 1V' usw., wie die

Fig. 984 zeigt, die fragliche Achse LI, in den Punkten 1%, 24, 3 usw.
schneiden.

Es sind auch hier die Dreiecke des in Fig. 98¢ dargestellten Seil-
polygons

1'Al2l, 21B'3!, 3'C'4", 4'D'sY, 5'E'6' und 6'F' 7
dhnlich den Dreiecken des Kriftepolygons in Fig. 98
Gl'o'H', H'o'J!, J'o'K', K'o'Ll, L'o'M' und M'o'N!,

Bezeichnet man nun noch die in Fig. 98¢ beliebig angenommene
und in der oben genapnten x-Richtung gemessene Polweite mit h, so-er-
gibt sich in gleicher Weise, wie beim statischen Momente,
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x,: 1'2' =h:12 oder x, 12=h 1"2!
x,:ﬁ—-‘:h:ﬁ » ¥, 23=h argh
%31 34" =h:34 » X3 34 =h §'4'
x,: 4'6' =h:45 » x445=h Py
x5: 6'6' =—h:56 » x; 56 =h 576’
xszé'—’l_"zh:ﬁ_'i » x66_7=h§'7~'_.

Da ferner unter Hinweis auf das vorher beim statischen Mowmente
Gesagte die Abschnitte nach Fig. 98P

P, x, _Pyxy Pyxy — Puxy o Pixg
12—-*-&——, 23-—-—":‘[_"1—, ‘34 TI—, 45———H ) H6 = H und
, Pgx,
67= H

sind, so erhilt man durch Einsetzen der Werte

ﬁ%ﬁzh' 1'2", woraus P,.x,2=H.h172" folgt, -

%Z——Az 1?5‘; ” P2.X22=H.h2_l§| ”»

Xs_i’la_x_azhmr, , Pyx?=H.h32

P _wgm , pLx2=H.hi'B
H

Eé)}iéé:h;a, , Py x?=H.h5'6

Eﬁﬁzhﬁ’ ” PG Xg ?=H.h T »

Durch Addition dieser Gleichung erhilt man dann das gesuchte
Triagheitsmoment

6 S — e .
0=SPx*=Hh(I'?' - 2'3' + 8'4' 4 £'5' | 576" - 6'7))
,,—-th................74
worin der Klammerausdruck die Strecke b bedeutet, welche die dufBersten
Seiten des 2., in Fig. 987 dargestellten Seilpolygons auf der Achse LL
abschneiden, und welche stets positiv ist, sobald alle Krifte m gleichem
(positiven) Sinne wirken.

Wird H mit dem Kriftemafistabe gemessen, so stellen b und h
L