


В.Р. КУЗНЕЦОВ, 
В.А. САБЕЛЬНИКОВ 

ТУРБУЛЕНТНОСТЬ 
И ГОРЕНИЕ 

МОСКВА "НАУКА·· 

ГЛАВНАЯ РЕдАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИГЕI'АТУI'Ы 

1986 



ББК 22.253.3 
К �9 

УДК 532.5 

Кузнецов В.Р., Сабельников В.А. Турбулентность и горение. - М .: 
Наука. Гл. ред. физ.-мат. :пит., \986, l88·c. 

Рассматривается с единых позиций турбуле11111ое горение 111308 и l"llt ао про­
с:'Ов теории турбулентнос1'И. Об1.едИиенllе <tТНХ 11аучных дИСЦИ IUJИII в рам ках 
одНой книги предпринято впервые. и оно достигнуто благодари широ кому 
использованию плотностсй распределений вероятностей концентраций, скорос­
ти и друi'НХ величин в турбулентных потоках. Систематизированы методы вы­
вода и замыкании уравнений дnи распределений вероятностей, 

'
значительное 

внимание уделено описанию перемежасмоt'ТИ. Исследуется рид проблем гор� 
нии неперемешанных 1'830В и l'орении однородной I'Орючсй смеси . 

Дnи специалистов по теории турбулснтноt'ТИ и горении. аспиранrов и сту­
дентов старших курсов .  

Ил. 92. Библиогр. 475 назв. 

Рецензенты 
дбюор rехнически.к наук Г.Н. Абрамо•ич. 
nоктuр фиJико-матеоматичеоских наук Ю.С Р11711нцев 

к 1703040000-IOS 
------=--'- 76-86 

05 3 (02)-86 

'9 Издательство "Наука" 
Главная редакции 
физи ко-математической 
литературы, 1 986 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Пр�дисловие 

Введение . .. 
Г л а в а 1. Персмежаемосn и ка•ествеииыi вид плоткостей распределений версиrrнос:теi в турбулентных потоках • • • • • • • • • • • . • • • • .  

§ 1.1. Перемежаемосnв турбуленmых потоках .... ......... . .. . § 1.2. Качественн8JI структура двухточечных и трехточечных плоткостей 
распределений вероиmостей разностей скоростей в локально одно­
родной турбулентности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

§ 1 .3. Качественный вид плотнос111 распределении вероиmостей концентра-
ции пассивной примеси в турбуленmых течекних . . . . . . . . . . . . . 

§ 1.4 . Качественный вид плотности распределении вероиmостей концентра­
ции при горении однородной смеси . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Г л а в а 2. УравиевИJI дпк плоткостей распределений вероктностеi • . . • • • •  

§ 2.1 . Уравнеине дли плоmости распределении вероитностей коицеН1раuии. 
§ 2.2. Уравнение дли двухточечной плотности распределении вероиmостей 

разности скоростей в локально однородной турбулентносm ..... . 
§ 2. 3 .  Гипотезы, используемые при замыкании уравнений nли распределе-

ний вероиmостей ................. .............. . 

Г л а в а 3. Распределение вероитностеi концентрiЩИи. паеснаной примеси • .  

§ 3.1 . Уравнение дли условной плоmости вероиmостей концентрации в 
турбуленmой жидкости. Граничные условии . . . . . . . . . . . . . . . 

§ 3 .2. Гипотеза замыкании nли слагаемого, описывающего процесс смеше­
нии до молекулирмого уровНJI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1' 

§ 3.3 .  Гипотеза замыкаиИJI nли конвективного слагаемого ......... . 
§ 3.4. Распределение вероJIТНОстей концентрации в однородной турбулент-

ности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

§ 3 .5. Приближеиное описание распределении вероиmостеl концентрации в 
свободных турбуленmых течекних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1 .  Решение на оси или плоскости симметрии (94) . 2. Решение в об­
ласти максимального поперечного градиента средней концентра­
ции (97). 3. Решение на краю турбуленmого потока (98) 4. При­
ближенный метод определении распределения вероитностеА концент­
рации и коэффициента пе�межаемости (101). 

§ 3.6 .  Математические свойства уравненНJI дли плоmостн вероJ1111остей 
концентрации в свободных турбулен111Ых течениях. Постановка крае-
вой Зада'IИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1. ОсновНhlе уравнения (l 04). 2. Автомодельная задача (l 07) 3. Об­
wие своиства уравнения nли автомодельной задачи (1 09). 4 . Поста­
новка краевой задачи ( 112) . 5 .  Решеине на особой линии t = О ( 1 1 3) . 
6. Решеине иа особой линии t = .. (120). § 3. 7. Численное решение краевой зада'IИ .................... . 

5 
11 

17 
17 

35 
38 

48 

�4 

55 

60 
63 

70 

71 
74 
110 
87 

93 

lu4 

127 

3 



§ 3.'R. С 1-ру к 1ура изоскшiИJНIЫХ нон�рхно�теll в турбуленmык потока" · · · 132 
1.  Изо�кал ирные пон�рхнопи. ра�попоженные внутри турбул�нmоll 

ЖИ}lКОСIИ ( 1 3.' ) . 2. Пр�делЬНЫ� ИЗО�КШ!ИрНЫе IIOB�JJXIIO�"fll ( 135) · 

3. ( "вяз•· rтруК1уры изо�калярных 110веркнопеll t' l"раничными у�­
пониими и нер�межа�мо�тью ( 136 1 . 

г 11 а в а 4. Статистические характеристики мелкомасwтабиоii турбулентности 139 

§4.1.ГИ1ют�за подобия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . .  142 § 4.2 . Снизь характери�mк турбуленmой и нетурбулентной жидкостей . . . 146 
§ 4.3. Нзаимод�.-'ll�твие между турбуJJ�нтпой и нетурбуленmой жидко�.--тими 149 
§ 4 4. Впииние визко�.--ти на �труктуру МеJJкома�штабных пу11�аuий 156 
§ 4.5. Эк�периментаJJЬНЫе исследования структуры мелкомасштабной час-

m с&&ектра турбул�нтно�ти . . . . . . . . . 159 

Г 11 а в а 5. Турбулентное диффузионное горение • • • • • • • • • • • • • • • • • • 166 

§ 5.1. Газодинами••е�ки� �ффекrы при ·rу1)буп�11mом диффузионном J"O· 
рении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 

§ 5 .2. В11ияние пу11ьсаций температуры и концентрации на t-реднюю ско-

роr&·ь 1)еакций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . • . . . 178 
§ 5.3. 8J&ииние итуче11ии на характеристики турбуJ&енmо&-о диффузионно-

1"0 • ·орении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . • 11! 1 
§ S.4. ВJ&ияни� скоро1.."111 химических реакций на турбулен·rное диффузион-

пое •·орение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . • . . . . . . . II!S 
1. Очень мш1ые отклонения о1 термодинамическо&"О равновесия( 11!6 ). 
2. Влияние скороt-ти химических реакций на не слишком большие 
оrю&оиения от термоди11амическоrо равновесия (187). 3. Уеловис 
суще�тнонания турбулен·ntо&"О диффузионно•·о JUJ3Мe/IИ ( 1 971 . § S.5. Образова11ие окислов азота 11\) И турбу11енmом диффузионном шре-
нии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 

§ 5.6. ТурбуJ&ентное горение чаt·тично п�р�мешанных l"азон .lfiS 
Г л а н :1 6. Tyl)бyJ&cиmoc горение однородной сМI..'СИ 215 

§ 6.1. Основные 
·

нробJ&емы . . . . . . . . . . . . . . 115 § (1.2. Мекани!м 1"YI)бyJ&eii"I1IOГO горе11н 11 . . . . . . 223 
§ 6.3. Влияние различий в коэффициентах мoJJ�tкyляplloi"O перено�а на 

струк I"YPY JUiaMeiiИ 11 JIИДНI)YIOUJJfX ТОЧКаХ . . . . . . . . . . . . . . . 228 
§ 6.4 С&Jектрш•ьио� представление �короt-ти распространения JU&амени . 232 
§ (1 5 IJЛИИIIИе неуt"ТОЙ11ИВОСI"И IUIBM�HИ На l"ypбyJieHI1Юe I"ОреНИе ОДНОJ)QД· 

нoll смеси . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 � 6 6 КрИ1 �риа льиоt! онисание •·урбу11ен·•ного 1-орении однородной смеси 242 § (1.7.JJpeдeJIЬИO ВОЗМОЖ113 И ИНI�Н�ИННОt"ТЬ llpOЦeCCa TypбyЛI!IITHOI"O 1"9Р�-
1\ИЯ одtюродной rмеси . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 7 § 6.1!. fl ер�нективы .цЭJ&ьнейшеrо раJви &"ИИ 1еории турбу11енmоrо горения 
однородной см�си 25S 

Заклю••ение . . . 25 7  
Список литературы 265 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

В настоящее время значительная часть используемой энергии вырабаты­
вается при сжигании газов или испаренного жидкого топлива в турбулент­
ном потоке. По-видимому,.  такой способ получения Jнергии еще долго 
будет оставаться преобладающим, в особенности на транспорте. Поэтому 
изучение турбулентного горения представляет значительный практический 
интерес. 

В исследованиях турбулентного горения наблюдается заметный разрыв 
между фундаментальными и прикпадными разработками,  что сдерживает 
развитие техники , поскольку устройства для сжигания топлива достигли 
в ысокого совершенства и дальнейшее увеличение их эффективности невоз­
можно без тщательного анализа гидродинамических особенностей камер 
сгорания, в частности характеристик турбулентности. Между тем в послед­
нее время теория турбулентности значительно продвинулась вперед. Разу­
меется , удовлетворительное количественное описание всех турбулентных 
течений с единых позиций в настоящее время невозможно. Однако достиг­
нуто качественное понимание многих особенностей турбулентности,  а на­
копленный экспериментальный м.атериал и соображения размерности 
позволяют достаточно точно оценивать характеристики турбулентности в 
широком классе течений. (' другой стороны, сейчас ясны и многие особен­
ности горения газов в ламинарном потоке. Поэтому возникают предпосыл­
ки создания теории турбулентного горения. 

Предлагаемая монография ставит своей целью изложить с единой точки 
зрения основы этой теории, сформулированные к настоящему времени. 
Выбор круга проблем, на которых иллюстрируются основные понятия, 
идеи и методы теории,  в значительной мере продиктован собственными 
исследованиями авторов . Уже самые начальные этапы этих исследований 
показали, что создание теории турбулентного горения невозможно без 
развития собственно теории турбулентности и, в частности, тех ее разделов , 
которые бьmи менее всего изучены (перемежаемость, распределения веро­
ятностей различных гидродинамических параметров) . Как это часто слу­
чается , исследование указанных вопросов приобрело самостоятельное 
значение,  и хочется надеяться, что полученные результаты повлияют на 
развитие теории турбулентности . Высказанные соображения определили 
название книги и отбор материала. Несмотря на определенную уязвимость 
и тенденциозность, такой подход, по-видимому, наилучшим образом позво­
л яет выполнить поставленную задачу. Теория турбулентного горения на­
ходится в стадии становления .  Авторы сознают, что предлагаемая моно-
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rpaфиsr - лишь небольшой (но тем не менее необходимый) шаг на пути 
решения nроблем турбулентности и турбулентного горения. 

Монография состоит из введения, шести глав и заключения. За исклю· 
чением § 1.4, четыре первые главы nосвящены исследованию течений бе: 
химических реакций. Это исследование nроведено на основе уравнениil 
дпя ruютностей расnределений вероятностей различных характеристик 
турбулентности. 

В главе l изучается nеремежаемость турбулентных течений и ее влияние 
на качественный вид nлотностсй расnределений вероятностей скорости и 
концентрации. В главе 2 дается вывод уравнений для мотносгей расnреде­
лений вероятностей различных гидродинамических величин и nроведем 
обзор известных методов замыкания этих уравнений. 

В главе 3 анализируется уравнение для мотости расnределения вероят­
ностей концентрации nассивной nримеси. Получены, nроанализированы 
и сопоставлены с-эксnериментом решения этого уравнения. В главе 4 иссле­
дуется уравнение для nлотности расnределения вероятностей разности 
скоростей в двух точках, расстояние между которыми nринадлежит инер­
ционному интервалу сnектра турбулентности. 

Результаты, nолученные в nервых четырех главах, используются для 
анализа диффузионного горения (глава 5) и горения однородной смеси 
(глава 6). Главный результат главы 5 - метод расчета основных характе­
ристик турбулентного диффузионного горения. 

В методе учтен цепной характер хи�ческих реакций. Показано, что 
влияние турбулентности на условия nротеkания химических реакций 
определяется скалярной диссипацией. Дан метод расчета концентрации 
окислов азота. 

В главе 6 построена качественная схема, в рамках которой учитывается 
влияние неустойчивости пламени и различий в коэффициентах молекуляр­
ного переноса на nроцесс горения однородной смеси. Получен ряд нетри­
виальных критериев, характеризующих расnространение мамени. На осно­
ве теории лакальна однородной турбуленmости дана оценка nредельной 
теnлонаnряженности nроцесса горения и показано, что эта теплонаnряжен­
ность существенно ниже теманаnряженности в нормальном мамени, если 
интегральный масштаб турбулентности много больше, чем толщина нор­
мального фронта пламени. 

Развитие теории турбулентности и турбулентного горения, как и разви­
тие любой физической теории, невозможно без тесной и неnрерывной 
связи с экспериментом. Поэтому большое вkИМание уделяется подбору 
и анализу экспериментальных данных, иллюстрирующих nринятые гипо­
тезы и сделанные выводь1. Развитые в монографии методы могут быть 
использованы в научных и nрикладных задачах, связанных с исследованием 
влияния турбулентности на nротекание химических реакций (наnример, 
в химической технологии, в газодинамических лазерах и т.д.). Авторы 
надеются, что данная монография будет способствовать дальнейшему 
взаимному проникновению и обогащению методов теории турбулентности 
и теории турбулентного горения и стимулировать новые исследования на 
стыке этих двух теорий. 

Все основные физические идеи и математический аппарат теорп турбу­
лентности и теории горения даются в тексте только в том объеме, который 
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находит непосредственное применение в теории турбулентного горения. 
Дополнительные сведения по теории турбулентности, теории горения, а 
также широко используемой в монографии теории подобия можно найти 
1 специальной литературе (см. Бэ1Челор ( 195 3), Таунсенд ( 1956),  Хинце 
[ 1 959), Мокии и Яrлом f1965. 1 967), Франк-Каменецкий ( 1967), Щетин­

ков [1965) . Вильяме (1 965), Седов [ 1 977) и Щ>угие книги, ссьmки на 
которые имеются в тексте монографии). 

Разработка общего плана монографии и обсуждение отдельных глав 
проводились совместными усилиями обоих авторов, тем самым они в 
равной мере о .ветственны за возможные недочеты и упущения. 

Авторы считают своим приятным долгом выразить благодарность ака­
демику О.М. Белоцерковскому и членам-корреспондентам АН СССР 
В.М .  Иевлеву и 8.8. Сычеву за просмотр некоторых разделов рукописи 
этой монографии. Больщую приэкательность авторы испытывают к редак­
тору этой книги А.Н. Секундову, замечания которого способствовали 
существенному улучщению качества книги, и Ю.Я. Бурико, в сотрудни­
честве с которым получен ряд результатов. 



ВВЕДЕНИЕ 

Для создания теории турбулентного горения необходимо соединить в 
единое целое методы и представления, сложившиеся в двух существенно 
различающихся областях науки -- теории турбулентности и кинетике хими­
ческих реакций. Чтобы решить эту задачу, прежде всего необходимо уста­
новить , какие характеристики турбулентности представляют главный 
интерес для теории горения . Ответ дается теорией ламинарного горения, 
которая исходит из того , что толщина зоны осуществлен!fя процессов хи­
мического превращения много меньше характерного размера задачи . 
Например, при ламинарном горении однородной стехиометрической про­
пано-воздушной смеси в нормальных условиях толщина зоны реакции 
меньше 0,5 мм. Кроме того . при горении происходит сильное изменение 
температуры, а скорости химических реакций сильно зависят от темпе­
ратуры . Это обстоятельство также приводит к тому , что химические реак­
ции локализуются в узких зонах. 

На основе указанной особенности в теории ламинарного горения разра­
ботаны методы, позволяющие существенно упростить описание .явления. 
В самом деле, зону химических реакций можно рассматривать как некото­
рый пограничный слой. Тогда решение этой внутренней задачи (т .е. рас­
пределения концентраций и температуры в зоне реакций) находится с 
помощью сравнительно простых методов ,  поскольку в уравнениях диф­
фузии и теплопроводности перенос тепла и вещества вдоль фронта пла­
мени несуществен, и. следовательно , достаточно проинтегрировать систе­
му обыкновенных дифференциальН"IХ уравнений. При решении внешней 
задачи химические реакции можно не учитывать , а сращивание внутрен­
него и внешнего решений позволяет определить положение фронта пла­
мени. 

Для иллюстрации сказанного приведем два характерных примера -
ламинарное горение неперемешанных газов (диффузионное горение) и 
горение однородной смеси . В первом случае используется изящный прием, 
который предложен Бурке и Шуманом ( 1928], а именно вводится так на­
зываемая восстановленная концентрация горючего z = ( S t с1 - с0 + l) 1 ( 1 + 
+ St), где St - стехиометрический коэффициент (показывающий,  сколько 
граммов окислителя необходимо для. полноt·о сгорания одного грамма 
тоrшива ) , с - массовая концентрация .  индексы j и о относятся к горючему 
и окислителю соответственно . Введенную величину можно интерпретиро­
вать как концентрацию атомов горючего во в�ех Образовавшихея хими­
ческих соединениях. Следовательно , химические реакции явно не влияют 

8 



на ее распределение и последнее находится из решения уравнения диффу­
зии без источников. Поскольку химическая реакция идет с большой ско­
ростью, то во фронте IL'lамени концентрации rорючеrо и окислителя одно­
временно близки к нулю, т.е. фронт пламени в первом приближении есть 
поверхность, на которой выполняется условие :: = z f = 1 1 ( 1 + S t) . Исследо­
вание внутренней структуры фронта пламени при диффузионном rорении 
проведено Зельдовичем [ 1949] в предположении о том, что химическая 
реакция является одноступенчатой и необратимой . Это исследование сво­
дится к решению одного обыкновенного дифференциального уравнения с 
нелинейным источником. 

Другим примером служит ламинарное горение однородной смеси. Реше­
ние этой задачи получено Зельдовичем и Франк-Каменецким [ 1938 а ,б] . 
в работах которых проанализировано распространение нормального (плос­
коrо) фронта пламени . В пламени выделяются две зоны. В первой (теп­
ловой) химические реакции несущественны . В ней вследствие конвекции 
и теплопроводности происходит прогрев смеси . Во второй зоне (зоне хи­
мических реакций) происходит превращение веществ . Конвекция в этой 
зоне несущественна, а отвод тепла определяется лишь теплопроводностью. 
Существенно, что толщина зоны химических реакций во мноrо раз меньше 
толщины тепловой зоны. Позтому зону реакций можно рассматривать 
как некоторую поверхность, на которой выполняются определенные гра­
ничные условия. Первое условие очевидно: температура равна температуре 
термодннамически равновесных продуктов сrорания. Второе условие свя­
зывает скачок производной от температуры по нормали  к зоне реакции со 
скоростью химической реакции и коэффициентами молекулярного пере­
носа (существование такого скачка следует из того , что тепловыделение 
1.:осредоточено на поверхности ) . 

Метод Зельдовича и Франк-Каменецкоrо можно использовать и дня опи­
сания rорения однородной смеси в общем случае . Для этого следует ре­
шить уравнение теплопроводности без источников с двумя граничными 
условиями: 1) на поверхности фронта пламени температура равна темпе­
ратуре продуктов сrорания и 2) на бесконечном удалении от фронта пла­
мени температура равна температуре свежей смеси . Еще одно граничное ус­
ловие для скачка производной от температуры по нормали к зоне реакций 
определяет положение фронта пламени. 

В ряде случаев решение может быть еще более упрощено, так как не 
только толщина зоны реакций, но и тепловая толщина фронта пламени 
зачастую мала по сравнению с характерным размером задачи (как уже 
отмечалось, при горении однородной смеси пропапа с воздухом в нор­
мальных условиях основное изменение температуры происходит на рас­
стоянии меньше миллиметра). Позтому фронт пламени можно рассмат­
ривать как поверхность, на которой происходит скачкообразное измене­
ние скорости, плотности , концентраций и температуры . Скорость движе­
ния этой поверхности относительно свежей смеси является пекоторой 
физико-химической постоянной, обычно называемой нормальной ско­
ростью распространения и". Таким образом, определение положения фрон­
та пламени сводится к решению чисто кинематической задачи: найти по­
верхность, каждая точка которой движется со скоросrью и+ u"n (и -
скорость свежей смеси, n - единичная нормаль к фронту пламени) . 
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Из вышеизложенного следует, что в ламинарном потоке как при горе­
нии заранее не перемешанных газов , так и при горении однородной смеси 
положение фронта пламени можно определить, не рассматривая деталей 
химической кинетики. 

Указанные выше методы можно использовать как при анализе турбу­
лентного горении. однорuдной смеси (Дамкелер ( 1940] , Щелкни ( 1943] ) , 
так и при исследовании турбулентного диффузионного горении (Гауссорн, 
Уиддел и Хоттел ( 1 949] ) .  В настоящее время нет больших сомнений в том, 
что при турбулентном диффузионном горении зону реакций можно счи­
тать тонкой (здесь и далее зона реакций определяется по неосредненным 
распределенним температуры и концентраций). Что же касаетсJ! турбулент­
ного горении однороАНОЙ смеси,  то известные экспериментальные данные 
(хоти в настоящее время и весьма немногочислеиные) также свидетель­
ствуют о том,  что в большинстве случаев толщина зоны реакций мала по 
сравнению с характерным размером задачи . 

Таким образом, исследование турбулентного горении можно провести 
в два этапа. На первом этапе изучается внутренняя структура зоны реакций. 
Эта структура определяется только локальными характеристиками турбу­
лентности. Например, если толщина зоны реакций много меньше, чем ми­
нимальный пространственный масштаб пульсаций скорости, то в окрест­
ности зоны реакций можно принять, что скорость среды и восстановлен­
ная концентрации горючего меняются линейно . Такой подход уже использо­
вался в теории горении однородной смеси (Климов ( 1963 ]  ) . На втором 
этапе исследуются крупномасштабные колебании зоны реакций, которые 
приводит к ее перемещениим как целого . В этом случае основной интерес 
представляют амплитудные характеристики колебаний, так как они опре­
деляют среднюю протяженность зоны горении. На этом этапе детали химн­
ческой кинетики не имеют особого значении. 

Чтобы сформулировать, какие параметры турбулентности и какие 
методы исследовании необходимо использовать на каждом из указанных 
этапов ,  рассмотрим основные особенности турбулентных течений и выте­
кающие из этих особенностей направлении в теории турбулентности. Сей­
час в этой теории можно вьщелить два основных подхода. Целью первого 
(традиционного) является нахождение различных статистических харак­
теристик. Второй возник сравнительно недавно в связи с поивленнем 
мощных ЭВМ и основан на численном интегрировании уравнений Навье­
Стокса,  т.е . на выиснении более или менее детальной картины течении. К 
этому направлению относится и исследовании так называемых когерентных 
структур, т .е .  неслучайных или не вполне случайных крупномасштабных 
колебаний скорости . 

Выбор правильного подхода должен основываться на главной особен­
ности турбулентности, которая vбусловлена многомасштабностью харак­
теристик течении. 

Дли поиснении напомним, что любое сложное пространствеиное распре­
деление скорости можно представить в виде суперпозиции гармонических 
колебаний . В турбулентных потоках длина волны крупномасштабных ко­
лебаний сопоставима с характерным линейным размером задачи . Длиhа 
волны наиболее мелкомасштабных колебаний намного меньше характер­
ного размера задачи и. что самое главное, уменьшается по мере роста 
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числа Рейнольдса. Поэтому в рассматриваемой суперпозиции (т.е. в спектре 
турбулентности) представлено очень большое число колебаний, длины волн 

которых сильно варьируютси. Крупномасштабные колебании определиют 

энерrию турбулентности, а мелкомасштабные - ее диссипацию, котораи 

оказываетси существенной при всех числах Рейнольдса (т.е. при любой 
СКОЛЬ угодНО малой ВИЗКОСТИ) . 

Последнее обстоительство заслуживает особого вниманИJI. Из общих 
соображений исно, что крупномасштабные колебании скорости· практичес­
ки не зависит от виэкости, так как числа Рейнольдса дли них обычно очень 
велики. Такие колебании, однако, неустойчивы, в результате чего обраэу­
ютси колебании с меньшим пространствеиным масштабом и несколько 
меньшим числом Рейнольдса. Этот процесс продолжаетси, пока не поивит­
си колебанИJI со столь малым пространствеиным масштабом, что их числа 
Рейнольдса будут поридка единицы. Эти колебании усТОЙ-4ИВЫ из-за силь­
ного влиинии вязкой диссипации. Следовательно, с уменьшением визкости 
наименьший пространственный масштаб колебаний падает, что· приводит 
к увеличению градиента скорости, и поэтому в среднем диссипации энерrии 
остаетси неизменной. 

Из описанной картины вытекает, что многомасштабность процессов тур­
булентного переноса приводит к автомоделькости турбулентных тече­
ний по числу Рейнольдса. Выражаись точно, это означает, что средине значе­
нии всех величин, определиемых крупномасштабными колебаниими ско­
рости, не зависят от числа Рейнольдса, если это число стремитси к беско­
нечности. К таким величинам относится, например, скорость, давление или 
концентрации инертной примеси, а также разлJtЧНые степени этих величин. 
Принцип автомоделькости по числу Рейнольдса, вообще rовори, неприме­
ним к описанию rрадиентов rидродинамических параметров, поскольку 
эти rрадиенты определяютси мелкомасштабными колебаниими скорости. 
Справедливость рассматриваемого принципа хорошо подЦtерждена экспе­
риментально и в настоящее времи не вызывает особых сомнений. 

Из сказанного следует ряд важных выводов. Прежде всеrо ясно, что 
описание одних только энерrосодержащих, крупномасштабных колеба­
ний скорости не может быть замкнутым. В самом· деле, эволюция таких 
колебаний определяется вязкой диссипацией, зависящей от мелкомасштаб­
ных пульсаций. Более тоrо, поскольку энергетический спеюр пульсаций 
непрерывен, крупно- и мелкомасштабные колебания не моrут рассматри­
ваться изолированно, подобно тому, как в теории ламинарного движения 
сплошной среды рассматриваются макроскопические и молекулярные 
движения. Поэтому возможны только два пути создания теории турбулент­
ности. На первом рассматриваются характеристики колебаний всех масшта­
бов. При этом учет вязких эффектов обязателен и, следовательно, в такой 
теории должен фиrурировать коэффициент кинематической вязкости. Рас­
сматриваемый путь, однако, связан с анализом в известном смысле излиш­
ней информации, так как основные черты турбулентности не зависит от 
числа Рейнольдса. 

Поэтому более естествен второй путь, основанный на поиске универсаль· 
ных связей между характеристиками мелко- и крупномасштабных пуль­
саций. Как ясно из теории Колмогорова [1941) и Обухова (1 94 1 ], такие 
свиэи действительно существуют, если характерные масштабы кdлебаний, 
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определяющих энергию турбул ентности и ее диссипацию, сильно различны . 
Эти связи являются следствием принципа автомодельности турбул ентности 
по числу Рейнольдса . 

Строго говоря, такой подход предпол агает рассмотрение предела реше­
ний уравнений Навье - Стокеа при Re ___, оо . В этом случае возникаст труд­
ность, для пояснения которой обратимся к известно му из квантовой меха­
ники рассуждению, илл юстрирующему необходимость статистического опи ­
сания пр<>блемы. Следуя идеям квантовой механики, рассмотрим. возмож­
но ли измерение какой-либо величины (в то м числ е и диссипации энергии) 
при Re --> 00. Под термином "измерение" е..:тественно понимать не только 
собственно измерение с помощью какого-либо физического прибора, но 
и численное решение уравнений Навье - Стокса. 

Ясно , что в л юбом опыте или численном решении уравнений Навь е- Сюк­
са определяются лишь вел ичины, осредненные по искоторой пространствен ­
но -временной области (такие величины удобно назвать частично осреднен ­
ными). Если число Рейнольдса стремится к бесконечности, то проблема 
измерения (или численного расчета) становится особенно важной, носколь ­
ку пространствеиные масштабы колебаний скорости. определяющих дисси­
пацию, стремятся к нулю.  Очевидно , что теория имеет объективное значе­
ние, только если в ней рассматриваются величины, имеющие предел при 
стремлении к нулю размера области, по которой производится осреднснис 
(в противном случае разные измерительные приборы или разные численные 
алгоритмы будут давать несовпадающие между собой результаты).  Таким 
образом, необходимо проанализировать двойной предельный переход, 
когда, с одной стороны, число Рейнольдса стремится к бесконечности ,  
а с другой - размер области /, по которой производится осредиение . 
приближается к нулю . С практической точки зрения это означает . 
что производится серия опытов, в которых варьируются величины 1 
и Re, а затем результаты измерений экстраполируются в область 
1 = О, Re = оо_ 

Существующие экспериментальные данные вполне определенно свидt:­
тельствуют о том, что такая экстраполяция принципиально невозможна. 
Этот вывод основан на многочисленных опытах, в которых исследовалась 
перемежаемость. т.е. крайне нерегулярное распределение градие�тов скоро­
сти и концсtнтрации в турбулентных потоках, когда области с чрезвычайно 
малыми значениями градиентов (нетурбулентная жидкость) нерегулярны м  
образом персмежаются с областями, в которых значения градиентов очень 
велики (турбулентная жидкость) - Корсии [ 1 943 ) , Бэтчелор и Таун­
сенд [ 1 949), Т аунсеид [ 1 956 ]  и др. Скорость диссипации энергии турбу-

1 (ди; дui ) 2 
лентности € = :;- v - + -- и скалярная диссипация концентрацион-- дхi дх; 

ных неоднородностей N= D ( �) 2 (v, D - кинематическая вязкость 
дхk 

и коэффициент молекулярной диффузии соответственно ) квадратичны по 
градиентам, поэтому сказанное в равной степени относится и к полям с 
и N, которые играют важнейшую роль в тео рии турбул ентности и турбу­
лентного смешения.  
12 



в нетурбулентной жиnко�ти nиссипация энергии и мелкомасштабные 
колебания скорости отсутствуют. В турбулентной жидкости nиссипация и 
мелкомасштабные колебания скорости всегда играют важную роль. 

Поэтому, если  измерения проводятся внутри турбулентной жидкости, 
ro при 1 = cuн�t всегда найдется такое достаточно большое число Рей­
нольдса. что nиссипаuия энергии будет существенно изменяться внутри 
измерительноi"о объема. Следовательно, измеренное значение  диссипации 
3ави�ит от размера и формы области ,  по которой производится осреднение. 
Сказанное озна•Jает. что в турбулентной жидкости,  по-видимому, не сущест­
вует объе ю ивно го снособа нахождения частично осредненной диссипации 
знергии . Таким образом , если число Рейнольдса стремится к бесконечности , 
ro возможно пюнь статистическое описание течения в турбулентной жидко­
сти (т.е. там, 1ле Е > О). С' другой стороны, в нетурбулентной жидк..,сти 
де 1 ерминированное описание течения возможно, так к ак в ней отсутствуют 
мелкомасштабные колебания скорости и, следовательно, измерения 
величин  Е и N возможны. 

Отсюда ясны трудности, возникающие в им направлении исследования 
т урбул ентно�ти. которое связано с исследованием детальной картины 
течения. Действител ьно, численное интегрирование уравнений Навье -
Стпкса возможно при не столь больших числах Рейнольдса, какие представ­
ляют основной интерес в конкретных научных и прикладных задачах. Dля 
преололения этих трудностей предnожен ряд так называемых подсеточных 
моделеИ турбулентности , в которых непосредственно рассматриваются 
частично осредненные характеристики течения. Вычисление этих характе­
ристi:к основано на уравнениях движения, в которых влияние колебаний 
с дnинами волн. меньшими масштаба осреднения, описывается с помощью 
коэффициента турбулентной (точнее , микротурбулентной) вязкости. 
Однако ясно, что с помощью подсеточных моделей нельзя решить всех 
проблем, поскольку, как уже отмечал ось, персмежаемость приводит 
к тому , что не существует объективного способа нахождения частично 
осредненной nиссипации энергии. По той же причине нельзя дать и 
замкнутого описания когерентных структур. 

Значительные трудности существуют и в статистическом подходе 
В зюм подходе можно выделить три направления: 1) исследование 
формализма моментов, связанных бесконечной зацепляющейся цепочкой 
уравнений Келлера - Фридмана [ 1924] : 2) функциональный подход 
к теории турбулентности, основанный на рассмl)трении характеристическо­
го функционала, введенного Кол могоровым [ 1 93 5 ] , дnя которого 
Хопфом [ 1 952] получено линейное уравнение в вариационных производ­
ных: 3) формализм конечномерных распределений вероятностей, введен­
ных сравнительно недавно в работах Моиина [ 1967] , Ландгрена [1967] , 
Новикова [ 1967 ) , Улинича и Любимова [ 1 968), Кузнецова [ 1967) . 

Лишь функциональный подход к теории турбулентности является 
замкнутым. Однако отсутствие математической теории уравнений в ва­
риационных провзводных и ,  что не менее важно, отсутствие ясности в тех 
nополнительных ограничениях, которые позволяют выделить мнс;жество 
функционалов, представляюших интерес для теории турбулентности, не 
позволяют получить до сих пор на 1том пути какие-либо конкретные 
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результаты •). Кроме тоrо, характеристический функционал описывает все 
стаmстические свойства поли скорости, в том числе зависящие от числа 
Рейнольдса свойства мелкомасштабных пульсаций. Следовательно, такой 
подход связан с переработкой в известном смысле излишней информации. 

Остальные направлении, в том числе и модели турбулентности, в кото­
рых rлавные усилии направлены на отыскание первых двух одноточечных 
моментов поли скорости и концентрации, основаны на точных (но не 
замкнутых) соотношениях, вытекающих из уравнений Навье - Стокса. 
Дли замыкании этих соотношений привпекается информации, которая 
заимствуетси из опыта. Неемотри на отдельные успехи, такой путь, однако, 
не привел к созданию универсальной теории, способной с достаточной дпи 
практики точностью описать все турбулентные течении. 

Таким образом, значительные трудности возникают как при использова­
нии статистических методов, так и при попытках выяснить детальную кар­
тину течении. По-видимому, лишь сочетание обоих подходов, статистическо­
rо и детерминированноrо, позволит решить проблему описанИJI турбу­
лентности. Такое сочетание, как сейчас станет ясно, важно и в теории тур­
булентноrо rорении. 

Ранее указывалось, что в большинстве случаев толщина зоны реакций 
весьма мала. Поэтому дЛJI приближенноrо описании rорении можно ввести 
некую поверхность, вблизи которой локализованы реакции. Эта поверх­
ность сильно искривлена турбулентными пульсациями разных масштабов и, 
если можно так выразиться, имеет вид сильно смитоrо комка бумаrи со 
множеством внутренних пустот самых разнообразных размеров. Неемотри 
на столь сложную структуру, можно отдельно рассмотреть две проблемы: 
1 )  какова внутреННJiи структура зоны реакций, 2) какова структура по­
верхности, вблизи которой она локализована? 

Рассмотрим первую проблему. Так как толщина зоны химических 
реакций мала, то ее структура определяется локальными характеристиками 
турбулентности. На основе теории Колмоrорова [1941) и Обухова [194 1 ,  
1949) можно предположить, что эти характеристики определяются коэф­
фициентами молекулирноrо переноса, диссипацией энерrии е и, если речь 
идет о rорении неперемешанных rазов, скалярной диссипацией N. 

При исследовании внутренней структуры зоны реакций статистическое 
описание процесса в известном смысле оказывается излишним. В самом 
деле, если зона реакций локально плоская, то в системе координат, сви­
заниой с какой-либо изотермой в этой зоне, все характеристики процесса 
описываются одномерными, квазистационарными уравнениями диффузии 
и теплопроводности. В эти уравнении входит компонента скорости среды, 
нормальная зоне реакций, и, если рассматривается rорение неперемешанных 
rаэов, восстановлениая концентрации rорючеrо. В связи с тем, что толщина 
зоны реакций мала, можно принять, что эти величины линейно зависит от 
координаты, нор�альной зоне реакций. Поэтому решение уравнений диф­
фузии и теплопроводности внутри зоны реакций можно получить с 
помощью достаточно простых методов. В решение, очевидно, войдут 

•) Подробное обсуждение проблемы и изложение crporиx результатов, относ• 
щихс.вк уравнению Хопфа, содерЖИТСJI в книге Вишика и Фурсикова (1980 ) .  
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неосредненные градиенты скорости и восстановленной концентрации 
горючего, которые следует рассматривать как случайные параметры. 
в рамках такого подхода статистические методы необходимы лишь для 
определения средних характеристик процесса внутри зоны реакций. 

Понятно, что решение этой задачи очень тесно связано с исследованием 
статистических характеристик мелкомасштабной части спектра турбу­
лентности. Отсюда видно, что диссипация энергии и скалярная диссипация 
играют фундаментальную роль не только в теории турбулентности (Колмо­
горов [ 1 94 1 ] , Обухов [ 1 941 , 1 949] ) ,  но и в теории турбулентного 
горения. 

Рассмотрим вторую проблему. Ее решение должно основываться на ана­
лизе распределений вероятностей различных гидродинамических парамет­

ров. Действительно, из геометрических соображений понятно, что плот­
ность вероятностей температуры (или концентрации) может быть связана 
с объемом, заключенным между двумя близкими изотермами, в частности, 
и между теми, где происходит основное 

'
превращение вещества. Последний 

объем пропорционален поверхности, вблизи которой локализованы химиче­
ские реакции. Это обстоятельство обуславливает особую роль плоткостей 
вероятностей в теории турбулентного горения. Формально она проявляется 
в том, что при решении уравнений, описывающих поведение реагирующего 
газа, приходится осреднять скорости химических реакций, нелинейно 
зависящие от температуры и концентрации. 

На рассматриваемом этапе исследования детали химической кинетики 
не играют особой роли. Например, при горении неперемешанных газов зона 
реакций находится вблизи поверхности, на которой восстановленная кон­
центрация горючего, т.е. концентрация примеси, не участвующей в реакции, 
является постоянной. Это означает, что статистические характеристики 
колебаний фронта пламени непосредственно не зависят от скорости химиче­
ской реакции, т.е. задача сводится к исследованию распределения вероятно­
стей инертной (нереаrирующей) примеси. 

При горении однородной смеси зона реакций расположена вблизи по­
верхности, на которой температура постоянна и близка к температуре 
продуктов сгорания. Тем самым описание крупномасштабных колебаний 
фронта пламени сводится к изучению распределения вероятностей темпера­
туры. Детали химической кинетики не имеют значения и в этом случае, 
поскольку часто можно считать, что скорость движения зоны реакций отно­
сительно среды близка к и" и, таким образом, особенности химических 
реакчий влияют только на нормальную скорость распространения 
пламени. 

При использовании описанных представлений
· 

в исследованиях турбу­
лентного горения необходимо учесть целый ряд нетривиальных эффектов. 
Один из них обусловлен влиянием изменения плотности газа на гидродина­
мическую структуру течения, вследствие чего изменяются средние скоро­
сти исходных горючих компонентов и продуктов сгорания. Этот процесс 
прежде всего воздействует на крупномасштабную часть спектра турбу­
лентности. Следовательне, характеристики последнего слабо зависят от 
кинетики химических реакций и в основном определяются отношением 
плоткостей исходных горючих компонентов и продуктов сгорания. При 
горении однородной смеси, помимо отмеченных факторов, существенную 
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роль может играть гидродинамическая (тепловая) неустойчивость пламени, 
которая при определенных условиях может приводить к допошmтельной 
турбулизации потока. Из линейной теории устойчивости (Ландау [ l944J) 
известно, что инкремент нарастания амплитуды гармонического колебания 
пламени возрастает с уменьшением масштаба этого колебания или с увели­
чением нормальной скорости распространения пламени. Поэтому прежде 
всего должна возникнуть мелкомасштабная турбулентность. Характе­
ристики этой турбулентности зависят от и", т.е. определяются скоростью 
химических реакций. 

Друrая rpynпa эффектов связана с влиянием процессов молекулярноrо 
переноса на структуру зоны химических реакций. В этой связи следует 
подчеркнуть, что поскольку толщина зоны рt'акций мала, то ее структура 
определяется мелкомасштабной частью спектра турбулентности, для 
описания которой принцип автомодельности по числу Рейнольдса неприме­
ним. Отметим также, что важную роль моrут сыграть и различия между 
коэффициентами молекулярноrо переноса, которые приводят к измене­
нию состава и температуры в зоне реакций. 

Наконец, при анализе внутренней структуры фронта пламени необходи­
мо учесть цепной характер химических реакций, т.е. следует иметь в виду, 
что химические превращения происходят в несколько стадий, на которых 
образуется мноrо промежуточных веществ (атомов и свободuых 
радикалов) . 



ГЛАВА 1 

ПЕРЕМЕЖАЕМОСТЬ И КА ЧЕСУВЕННЫЙ ВИД 
ПЛОТНОСТЕЙ РАСПРЕдЕЛЕНИЙ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
В ТУРБУЛЕНТНЫХ ПОТОКАХ 

В данной главе обсуждаются основные представления о турбулентном 
движении при больших числах Рейнольдса, необходимые для анализа струк­
туры турбулентных потоков и закономерностей протекания в них химиче­
ских реакций. Масштабы д.'tины и скорости, определяющие число Рей­
нольдса Re , соответствуют крупномасштабным флуктуациям в потоке, 
т.е. Re = qL jv, rде q- среднеквадратическое значение пульсационной ско­
рости , L - интегральный масштаб турбулентности, v - кинематичес­
кая молекулярная вязкость. В главе рассматривается персмежаемость 
и качественный вид плоткостей распределений вероятностей в турбу­
л ентных потоках. Как указывалось во введении. эти характеристи· 
ки имеют первостепенное значение для теории турбулентного горения и 
собственно теории турбулентности. В настоящее время благодаря обшир­
ным экспериментальным исследованиям стало ясно, что качественный вид 
шютностей распределений вероятностей существенно определяется персме­
жаемостью и локальной структурой турбулентности, вследствие чего эти 
вопросы невозможно рассматривать изолированно друг от друга. 

Изпожение перечисленных вопросов следует этой точке зрения, которая 
высказана в статье Кузнецова и Сабельникава ( 1981  а ] . 

§ 1 .1 .  Персмежаемость в турбуленmых потоках 

В теории турбулентности фундаментальную роль играет предположение 
о том, что средние значения скорости диссипации энерrии ( Е  ) и скалярной 
диссипации < N> стремятся к конечным и отличным от нуля преnелам при 
R e  ..... оо (далее, слово "скорость" в этих словосочетаниях для краткости 
опускается). Здесь v( OU; 0Uj ) 2 --> 2 02U;Uj е=- - +- =-vlwl +2v . N=D( V z)2• 2 OXj ОХ; OX;OXj 

D. 11 - коэффициент диффузии и кинематическая вязкость,  и - вектор 
скорости. х - радиус-вектор точки в декартовой прямоугольной системе 
координат. v = (а 1 ах.' д/ ах2. дf nxj) - символ операции градиента 

(оператор l"амилыона) , � = V Х и - вектор вихря (завихренность) , 
z - концентрация инертной примеси (т .е .  примеси, не участвующей в хими­
ческой реакции): по повторнюшимея индексам производисся суммирова­
ние, а угловы ми скобками ( ) oбoэиilie"Q WX�AIЩ осреднение. 
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Подобно тому, как величина Е характеризует уменьшение знерrии тур­
булентности из-за вязкости, скалярная диссипация N описывает, с какой 
скоростью происходит выравнивание неосредненных концентрационных 
неоднородностей из-за молекулярной диффузии. Поэтому можно сказать, 
что скалярная диссипация дает скорость смешения вещества до молеку­
лярноrо уровня. 

Предположение о существовании конечных пределов величин ( Е  } и 
( N >  при Re --. оо хорошо подтверждается экспериментально. Ero качест­
венное обоснование обычно опирается на теорию rидродинамической 
устойчивости, а именно счи rается, что при уменьшении вязкости из-за 
неустойчивости течения образуются более мелкомасштабные движения. 
Этот процесс автоматически приводит к такому увеличению неосредненных 
rрадиентов скорости и концентрации, которое в среднем компенсирует 
уменьшение вязкости. Указанные соображения положены в основу теории 
локально однородной и изотропной турбулентности Колмогорова [ 1 94 1 ] , 
Обухова i 1 941 , 1 949) , подробное изложение которой содержится в книге 
Моиина и Яглома (1 967 ) . Согласно этой теории пространственный 
масштаб наиболее мелкомасштабных движений, так называемый 
колмогоровекий или внутренний масштаб турбулентности 11 равен 
J7 = 1.1 3/4 ( Е } - 1 /4 • 

Следует отметить, что скалярная диссипация и диссипация энергии не 
зависят от коэффициентов молекулярного переноса и в ламинарном по гра­
ничном слое при большом числе Рейнольдса. Примером может служить 
течение в пограничном слое при нулевом градиенте давления Н111f в слое 
смешения меЖду двумя плоскопараллельными потоками. В обоих случаях 
увеличение числа Рейнольдса приводит к уменьшению толщины погранич­
ноrо слоя и соответствующему возрастанию градиентов скорости и Кl)н­
центрации. В результате, как это легко проверить из решения Блазиуса 
(см., например, lllлихтинг (1 960] ), величины Е и N остаются в точности 
нt"изменными. Такая картина течения наблюдается только внутри узкоrо 
пограничноrо слоя (толщина слоя стремится к нулю при увеличении числа 
Рейнольдса), вне которого процессы молекулярноrо переноса несуществен­
ны, т .е. Е = N = О, а характеристики потока описываютtя уравнениями 
Эйлера (в ряде случаев дпя описания течения вне пограничноrо споя можно 
использовать предположение о потенциальности течения) . 

Описанная структура потока характерна дпя мноrих задач гидродинами­
ки в том смысле, что при очень больших числах Рейнольдса силы вязкости 
существенны лишь в очень узких областях, вне которых процессы молеку­
лярного переноса не играют роли. Этот вывод - вполне естественное 
следствие уравнений Навье - Стокса, в которых при больших числах Рей­
нольдса содержится малый параметр при старшей производной. 

Аналоrичная структура наблюдается и в турбулентных потоках. В этом 
случае процессы диссипации также происходят лишь в узких областях. Осо­
бенность турбулентного течения проявляется в том, что эти области хаоти­
чески п�ремещаются в пространстве, а значения Е и N в них, вообще rоворя, 
зависят от числа Рейнольдса. Описанное явление впервые обнаружено 
Кореиным [ 1 943 ] и обычно называется перемежаемостью. В настоящее 
время установлено. что оно характерно дпя всех турбулентных течений. 
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Разnичают два вида перемежаемости - внешнюю и внутреннюю. Дли 
поиснении тоrо, что понимаетен под этими терминами, обратимся к на­
глЯдНОму примеру - истечению струи дь1ма из трубы зnектростанции. 
Наблюдении за такой струей пока�ывают, что сушествует достаточно резкая 
граница, за которую дь1м не проникает. Эта граница искривлена и неста­
ционарно колеблетси . Такая граница наблюдаетси не только в струих, но 
и в следах и в пограничных слоих. Измерении свидетельствуют о том, что 

вне границы диссипации энергии равна нулю (Тауисеиц [1956) ) .  Таким 
образом, пространствеиное распределение диссипации энергии оказываетси 
очень неравномериым: области, в которых Е >  О, чередуются с обпасти­
ми, в которых Е = О. Колебание границ следов, струй, пограничных слоев 
обычно называется внешней перемежаемостью, причем слово "внешнии" 
часто опускаетси. 

Известно, что внутри границ этих течений пространствеиные распреде­
ления диссипаi.ОПI энергии и скалярной диссипаiЩи также весьма нерав­
номерны: области, в которых наблюдаютек интенсивные пульсации градиен­
тов скорости и концентрации, перемежаютси с областями, в которых такие 
пульсации практически отсутствуют. Это явление впервые обнаружено 
Бэтчелором и Таунсеидам [ 1 949] . Оно получило название внутренней пе­
р�межаемости. 

Сушественно, что из-за пульсаций давлении флуктуации скорости наблю 
даются во всем потоке .  Поэтому исследование перемежаемости не може1' 
основыватьси на рассмотрении поли скорости. В силу сказанного нанболее 
распространенный способ изучения перемежаемости связан с анализом 
поли градиентов скорости, т.е. диссипации энергии. В этом способе, однако, 
возникает проблема разделении внешней и внутренней перемежаемостей. 
Чтобы подчеркнуть важность этой пробпемы, проанализируем результаты 
исследований обоих типов перемежаемости. 

Согласно установившейси терминологии будем говорить, что области 
с малыми значениями градиентов скорости или концентрации заполнены 
нетурбулентной жидкостью, а области с большими значениями градиен­
тов - турбулентной жидкостью .  В литературе вместо термина "нетурбу­
лентная" жидкость часто используетси выражение "потенциальная" жид­
кость, т.е. предnолагается, что существуют области, в которых течение 
потенциально. Указанное предположение будет использоваться в настои­
щей книге. хоти и его справедливость в настоишее времи полностью неясна 
(см., напримея, Монин [1978) ) . 

Характеристики внешней перемежаемости подробно исследовапись в 
целом риде работ (Хедли и Кеффер [ l 974a, б] , Томас [1 973 J , Фабрис 
(1979а , б] , Пайцис и Шварц [ 1 974, 1 975] , Мобс [ 1 968] , М ерлис, Зай и 
Брэдшоу [1982 ) , Вуд и Брэдшоу [1982]  и т .д.) . Они основаны на измере­
ниях различных условно осредненных моментов , т . е. на осреднении по 
таким промежуткам времени, когда в рассматриваемой точке наблюдается 
турбулентная жидкость. Такое осредЙение далее обозначаетси символом 
( ) r .  Обычно считается . что жидкость явлиется турбулентной, если квад­
рат градиента · скорости превышает некоторое нороговое значение (Таун­
сенд [ 1956 J ) . Иногда примимают, что градиент скорости должен превышать 
пороговое значение в течение векоторого промежутка времени, продолжи­
тельность которого не менее некоторой за.nанной величины (Хедпи и 
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'Рис.  l . l .  "Замороженные" распределения темпе­
ратуры в плоской затопленной струе по данным 
Уберои и Сингха f l 9 7  5 )  . Распределения пол учены 
в сечении х, !d =45 .  d = 3, 1 8  мм. Макси мал ьн ый 
п!!р!!грсв в на чал ьном сечен ии равен 50 "С; мак­
си мальнаи среднии ско рость в сечении измерении 
равна 0, 305 м/с ; скорость персмещении J ер мо­
мстра сопротивления равна 6 . 1  м/с О сuиллограм­
М ЬI 1 - 4 пол учены в разные моменты в р емени . 
Ед11ницы и з мерении по оси ординат произвольны 

Кеффер [ 1 974а, б] ) . В ряде случаев в ка­
честве индикатора турбуленmости исполь­
зуется поле концентрации, т .е. жидкость 
считается турбулентной, если z > О. Подроб­
ный обзор различных экспериментальных 
методик выбора индикатора турбулентнос-
ти при измерении уело но '>Средненных 
характеристик в турбулентных потоках 
можно найти в работах Антониа [ 1 981  J , 
Шона и Шарне [ 1 977) . 

Для иллюстрации применимости ноля концентрации (или температуры) в 
качестве индикатора турбулентности на рис .  1 .1  приведсны осциллограммы, 
полученные в работе Уберои и Сингха [ 1 975 ) *) . Опыты проведсны со слабо­
подогретой плоской струей , вытекающей в неподвижное пространство . В 
этих опытах термометр сопротивления передвигался перпендикулярно плос­
ко�ти симметрии со скоростью, в 20 раз большей , чем максимальная ско ­
рость струи в том сечении , где производились измерения. Поэтому на 
рис . 1 . 1 изображены "замороженные" распределения температуры. Видно , 
что на границе струи происходит ilочти скачкообразное изменение темпера­
туры . Следовательно, в данном случае идентификация турбулентной жид­
кости не вызывает особого труда. Такая ситуация , по-видимому, харак­
терна для не слишком больших чисел Рейнольдса (в данном случае число 
Рейнольдса, вычисленное по неосредненной ширине струи и максимальной 
средней скорости , л ежит в диапазоне 1 03 - 1 ,3 · 1 03 ) .  Как будет видно да­
лее,  область , которая на рис . 1 . 1 целиком заполнена пульсациями, при 
Re -+ оо приобретает гораздо более сложную структуру. 

В результате исследования внешней персмежаемости установлены сле­
дующие факты . В тех областях потока, где существенна персмежаемость 
(т .е . часто наблюдается граница течения) . одноточечные распределения ве­
роятностей скорости и концентрации сил ьно отличаются от нормального 
распределения . Например, в работах Ля Рю и Либби [ 1 974) . Антониа, 

• 1 На лом и други х рисун ках 11спользуются еледующи е  обозначения : х 1 - про-
дольная координата . изм еряемая вдоль основно1 о направлении потока : х, - попе­
р�!чная к..ю рнина rа ш1я шюt'ки х reчeнtt A и ра;щ м ьнаи - J L'IЯ осе си м ме rричных.  Начало 
координат расположено . для струй - в плос кости выходного сечен ия сопла на оси 
или плоскости симметрии ; для следа за кр уговым uилиндром - на оси цилиндра; 
ШJ И  слоя см ешения - в  точ ке. t·де происходит контакт дв ух потоков . Часто также 
вмес1 о х 1 и х  • ис пользуются обозначения х и у соо t"В стств снно . 
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Прабху и Стефенсона [ 1975 ] показано , что коэффициенты асимметрии А 
и эксцесса Е пульсаций концентраций могут быть больше десяти. Здесь 

( (� - < 0)3 ) ( (� - < 0)4 > А = Е =  - 3  
( (� - Ц )) 2 )3 /2 ' ( (� - Ц ))2 > 2 ' 

где под величиной � понимается скорость или концентрация. Далее будут 
употребляться также величины А r и Е, ,  которые получаются, если в фор­
мулах для А и Е осреднение производится по турбулентной жидкости . 

В противоположность безусловным распреДелениям вероятностей, ус­
ловные распределения вероятностей скорости и концентрации в турбу­
лентной жидкости слабо отличаются от норм�ьных. Например, измерения 
Ля Рю и Либби ( 1 974 J , Антониа, Прабху и Стефенсона [ 1 975 ] свидетельст­
вуют о том, что величины А ,  и Е, для поля концентрации не превышают 
нескольких десятых . Аналогичное утверждение справедлчво и для поля 
скорости (Таунсенд [ 1 956] ) .  

Установлено также, что в струях и следах величины, осредненные по тур­
булентной жидкости, в поперечном направлении изменяются гораздо 
слабее , чем безусловно осредненные величины. Этот вывод впервые сделан 
Т аунсеидом [ 1 956 J . В качестве примера на рис . 1 .2 представлены результа­
ты измерений диссипации энергии в следе за цилиндром, приведеиные в его 
работе (d - диаметр цилиндра, Uo - скорость набегающего потока) . Анало­
гичные данные получены и для поля концентрации в осесимметричных 
струях Беккером, Хоттелем и Вильямсом ( 1967] , Антониа, Прабху и 
Стефенсоном ( 1 975 ] . Результаты первой работы помещены на рис . 1 .3 ,  
1 .4 ,  а второй - н а  рис . 1 .5 ,  1 .6 (d - диаметр сопла , u 0  - скорость истече­
ния струи , Uoo - скорость спутного потока) . 

Из рис . 1 .3 ,  1 .4 видно , что при изменении х2/х 1 в диапазоне 0, 1 4-0,26 
безусловно осредненная концентрация меняется на два порядка, в то 
время как концентрация , осредненная по турбулентной жидкости, меняется 
всего в 2 ,5 раза, а интенсивность пульсаций концентрации в турбулентной 
жидкосrи остается практически неизменной . 

Как показывают измерения Фабриса [ 1 979а , б] в следе за подогретым 
круговым цилиндром, такой же характер имеют и средние значения квад­
рата производной температуры (а т; а t )  2 (рис . 1 .  7) . Используя гипотезу 
Тейлора о заморожениости турбулентности (т.е . предположение о том, что 
a/a t  = - ( u l ) a jax l )  и предположение о локальной изотропии турбулентнос­
ти , можно сделать заключение , что сказанное в равной степени относится 
и к скалярной диссипации . 

Рис. 1 . 2 Профили безусловно и условно 
о�реднсиной скоросси диссипации энергии 
турбулентности в следе за круговым Wl­
линдрuм 'nu данным Таунсеида [ 1 956 ] ." x , /d = 1 60 .  Red = u 0 dj,, = 8 ,4 · I O ' ; / -
( f )0 • < Е' } (х ,  - x , . > ' l < u � d ) ,  2 - и >j = 

= < < > , < х ,  - х, 0 ) 2  / (11 �d ), t = х, /.J(x , - :r 1 0 )d. 
x, 0 = - 20 d  

0,05 

о 0,1 
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Рис. 1 . 3 .  Профили безусnовио и усnовио осре.11Нениой концентрации в затопленной 
осесимметричной струе по данным Беккера, Хоттела и Випuмса ( 196 7) .  х1 /d = 20 - 36. 
Red = u0d/v = 5,4 · 1 04 • d = 2,4 1  см, u0 = 1 30 м/с, < z>c - среднu концентра1U1.11 на 

оси струи, t = x2 /(z1 - х1 0 ), Z1 0 = - 4,8d 
Рис-. 1 .4.  Безусnовные и усnовные среднеквадратнческие концентрации в затопленной 
осесимметричной струе по данным Беккера, Хоттела и Вильям са 1 1 96 7 1 . о• = 
= ( (z - < z > )2 > 1 12t< z > , о ; = ( (% - <  z >1)2 > :12j< z >,. Усnовии onьrroв и обозначенИ.II те же. 

что и на рис. 1 .3 
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Рис. 1 .5 .  Профипи безусnовио и усnовно осредненной концентрации в сnутной осесим­
метричной струе по данным Антониа, Прабху и Стефенсона ( 1 9 75 1 .  x 1 /d =59, Red = 
= и0d/11 = 4,3 · 104 ,  и 0 /и ... = 6 ,6 ,  d = 2 ,03 см, u0 = 32 м/с ; 1 - < z >1< z >с . 2 - < z >1/< z >с, 
< z  >с - cpeдii.IIJI концентрации на оси струи, L 0  - линейный масштаб, равный расстои­
нню от оси симметрии, при котором < z > = < z >е/2 
Рис. 1 .6.  Профипи безусnовных и усnовиых средне квадратнчески х концентраций 
в спутной осесимметричной струе по данным Антониа. Прабху и Стефенсона 1 1975 1 .  

1 - о • "' ( (Z - < z > ) 2 > 1 12t< z >c. 2 - o ; "' «z - < z >1)2 >: 12t< z >c, < z >e - средн.11.11 коицеи­
траци.ll на оси струи . Усnови• опытов те же, что и на рис. 1 .5 
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Рис. 1 . 7 .  Профили безусловно и условно осременных квадратов производной темпе­
ратуры в следе за круговым цилиндром по данным Фабри са 1 1979а, б J . х ,  /d = 400, 
Red = и0 d/v = 2 ,7 · 1 03 • d = 6 ,25 мм, и0 = 6 ,46 м/с; 1 - n = < <�z/'IJr) ' > d ' /"'� · 2 - n, = 
= < ( 'flz/1Jr) 2 > 1d 2 /и : ,  z = А  Т/( А  7)max• А Т = Т - Т.., 

Рис. 1 .8 .  Профили безусловных и условных срем�квадратических пульсаций продоль­
ной скорости в турбулентной и нетурбулентиой жидкостих и коэффициента переме­
жаемости в турбулентном пограннчном спое на пластине по данным Коважноrо. Ки­
бенса и Блэкуелдера 1 \ 970 }. Измерении проведены в сечении, расположенном на 
расетоинии х , = 9 м от носика пластины,  ТОЛ1101На пограиичноrо сnои ь = 1 0  см, 
R · li = u..,li/1' = 2 ,75 · \ 04 •  и .., = 4,3 м/с; 1 - и ; = ци , - < и , >,) 2 >� 12jи ..,, 2 - и 0 = 
= < (и , 

- < и , ))2 > 1 12/и..,, З - и � = < (и , - < и , >п>' >� /2/иоо.  4 - "'(  

В отличие от концентрации примеси, которая не проникзет в нетурбу­
лентную жидкость,  энергия пульсаций в нетурбулентной жидкости не равна 
нулю, что обусловлено пульсациями давления, которые, как известно , 
обуславливают нелокальный характер 11роцессов переноса в турбулентных 
потоках . Для иллюстрации обратимся к рис . 1 .8 ,  где изображены результа­
ты измерений условно осредненных моментов { (и 1 - { и 1 ), )2 )� 1 2  и 
{ (и 1 - {  и 1 > п) 2 )�1 2 в турбулентном пограничном слое на пластине (нижний 
индекс n соответствует осреднению .по нетурбулентной жидкости) . Эти дан· 
ные приведены Коважным, Кибенсом и Блэкуелдером [ 1 970) (аналогич­
ные результаты получены в плоской струе Дженкинсом и Гольдшмидтом 
( 1 976) , Олером, Дженкинсом и ГольдШМJЩТОМ [ 1 98 1 ) ) .  Видно, что если 
рассматриваемая точка расположена не слишком далеко от средней грани­
цы пограничного слоя, то энергия флуктуаций в обеих жидкостях одного 
порядка, т .е .  пульсации давления достаточно эффективно перераспределяют 
энергию . 

Рассмотрим теперь результаты исследований внутренней перемежаемости . 
Уже в первой работе, посвященной анализируемому вопросу (Бэтчелор и 
Таунсенд [ 1949) ) ,  установлено , чrо коэффициенты эксцесса пульсаций 
градиента скорости (и, следовательно, коэффициенты эксцесса пульсаций 
диссипации энергии) очень велики . Показано также (и это нанболее важно) , 
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••ю ли коэффициенты растут с увел ичением числа Рейнольдса. Результаты 
0 1 1Иса1шых опытов позже подтверждены Поидом и Стюартом [ 1 965 ]  
Гурвичем ( 1966 . 1967] . Стюартом , Вильсоном и Б ерлингом ( 1 970] , Винга 
ардом и Теннекесом [ 1970] . Гибсоном, Стегемом и Вильямсом [ 1 970 J 
Гибсоном . Стегемом и Мак-Коинелом ( 1 970] . В иньянск им и Фидп ером 
( 1970] . Куо и Кореиным ( 197 1 1 .  Ченом 1 1 97 1 ] .  Гибсомом и Масейо ( 197 1 ] . 

Шейхом, Теннекесом и Ламл и  [ 197 1 ]  • Антониа [ 1 973 J • Вингаарцом и 
П<tо [ 1975 J .  Френки.аем и Клебановым [ 1 975 J .  Вингаардом, Пао и Виньянс­
ким [ 1976] , Антониа и Дан ем [ 1977]  . а также рядом других исследова­
телей . 

В качестве примера на рис . 1 .9 ,  1 . 1 0  представлены зависимости коэф· 
фициентов эксцесса пульсаций одной из компонент градиента скоро�ти 
"дu t f'дx t  от числа Rел = J( (и 1 - ( u 1 ) ) 2 } Л/v - Re 1 1 2 , где Л 2 = ((u 1 -

. ( u 1 )  )2 >/( ( 'д и 1 /'дх 1 ) 2 ), Л - микромасштаб Тейлора. Рис. 1 .9 взят из работы 
Ван Аrта и Антониа ( 1 980] . а рис . 1 . 1 0 - из работы Френкиля и Клебано­
ва [ 1 975 J . Результаты измерений коэффициентов эксцесса градиента 
концентрации носят аналогичный характер (рис. 1 . 1 1 ,  заимствованный из 
работы Тэваулэриса и Кореина [ 1 98 1  б] ) . 

Результаты рассмотренных измерений свидетельствуют о том,  что в пото ­
ке существуют обпасти , в которых диссипация энергии намного превышает 
среднее значение. Поскольку ( е ) не зависит от числа Рейнольдса , а коэф­
фициент эксцесса пульсаций диссипации энергии, по-видимому, неограни­
ченно растет с увеличением числа Рейнольдса, то отсюда вытекает , что дис­
сипация энергии происходит в объеме, который стремится к нул ю  при 
Re ... оо . Для пояснения сделанного вывода заметим, что распределение ве­
роятностей случайной величины е можно рассматривttть как отношение 
той части объема. в которой выполняется неравенство е < е о '  к общему 
объему системы (для простоты предполагается, что распределение е (х) 
статистически однородно , а процесс эргодичен) . В связи с этим остановим­
ся на вопросе, каковы распределения верояmостей диссипации энергии и 
скалярной диссипации. 

Хотя известны и непосредственные измерения этих распределений (см. 
литературу , приведеиную выше) , здесь удобно ряд заключений сделать на 

100�------------------------------, 
Fu 

• 

• • 

10 

ю 
Рис. 1 .9 .  З ависимость ко эффициента эксцесса производной скорости от числа Рdt­
нольдt·а по данны м  разны х авторов ( рисунок соотвстt-твуст опытам н при земном по· 
грани чно м слое и в лабора 1 орных услови и х l . Р11 = ( ( i1 11 1 / il x 1  ) 4 >/( ( 3 111 {ilx1 1 2'2 = 3 + 1:.�,. 
Разл и чн ы ми значками обозначены данные разны '\  ав1 орон 
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Рис. 1 . 1 0 .  З ависимость коэффициента эксцесса nроизводной скорости от числа 
Рейнольдса в nри земном nо 1·ранично м слое и в лабораторных оnытах по данным ·раз­
ны х авторов . f'u = ( ( о и , / а х, J ">/( ( "д u 1 / iJ x1 ) 2 > 2 = 3 + Eu· Различн ы ми значками обозначе­
ны данные разны:�. авто ров 
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Рис 1 . 1 1 .  Зави си мость ко:.ффи ци сн rа эк щесса производной концентрации от чи сл а  
Рейнольдса по цанн ы м разных ав·юров . r'z = ( ( uz/ax , ) 4 ) /< ( дz/ах ,  ) ' > ' = 3 + t'z · Различ­
ны ми значками о бозначены данные р:пных авторов 

Рис 1 1 2 . Расnределение в е роятно е гей квадрата разности темnератур в дв ух близки х  
I о чка х  в nриземном пограни чно м слое п о  данным Г урви ча [ 1 96 7 ) .  Датчи ки устанавл и­
в ал ись на в ьн :о 1 с  Н = 4 м 01 поверхнос rи земли на расстоянии / = 2 см друг от друга в 
наnравлении средн ей скоро с rи н� 1·ра 1 - Rен = < w ,  >H/v = 1 ,8 · 1 06 ,  < и , > = 7 м/с, 2 -
R�н = < w , iH/t• = 1 .4 · J o• . < и , > = 5 м/с.  �. = lg [ C � 1 1) 2 /< (� 1 T) ' > [ . Р(� < �. ) - вероят­
ность событи я t < t ., .  < и , > - средняя ско ро сть ветра : Jависимости / .  2 соответств у­ют дв ум отрезкам запи си ·�чТ. пол уче нным в разные дни ; масштаб по оси о рдинат в ы б­
Р <�Н Т<� ки м о бразо м ч rобы нормальному закону распределени я соответстновала пря­
мая л иния 

25 



О((� 
f:= 
� 
0.,95 
0,90 
0,80 
0,60 
0,40 

D - / 
1!. - 2 
о - 3  

o,zo ":-....L---'-�---L-�--'----:�:-' 
О 3 5 7 �о 

Рис. 1 . 1 3 . Распределение вероJJТностей кв ад­
рата разности скоростей в двух близкик 
точкак в приземном пограничном слое по 
данным Гибсона, Стегена и ВилЫiмса 
( 1 970 J .  Датчики устанавливались на высоте 
Н = 1 .  2 и 7 м от поверкиости земли на 
расстоJIНИи 1 .. 1 см друг от друга в на­
правлении средней скорости ветра. 1 -

Н "' 7 М, 2 - Н = 2 М, J - Н = 1 М, � 0 "' 

= ln 1.6 t// ,  )2 + const. P(t  < to ) - веро.11тиость 
событи.11 1' < Е о :  масштаб по оси ординат 

выбран тем же способом. что и на рис . 1 . 1 2  

основе измерений распределений вероятностей разности скоростей или 
температур в двух близко расположенных точках . Из теоретh �еских работ 
Колм�горова [ 1 962а .  б] , Обухова [ 1 962) , Яглома ( 1 966) . Б етхова [ 1 974, 
1 975 , 1 976] . Б етхова и Ларекцена [ 19741 . Бетхова и Лapcelta ( 1 98 1 ]  из­
вестно, что эти распределения принципиально отличаются от нормального. 
Для иллюстрации на рис .  1 . 1 2  приведены результаты измерений в призем­
ном пограничном слое распределения вероятностей квадрата разности тем-

пературы в двух близко расположенных точках ( .:l1 Т) 2 = [Т (х 1 + 1)  -

- Т (х 1 ) ) 2 (ось х 1 расположена в направлении среднего ветра) . Эти данные 
получены Гурвичем [ 1 967] . Аналогичные данные для квадрата разности 
скоростей (.:1tи 1 )  2 = [и 1 (х 1 + /) - и 1  (х 1 )  ] 2 представлены на рис. 1 . 1 3 , 
на котором помещены результаты опытов Гибсона, Стегена и Вильямса 
[ 1 970] (см. также Гурвич [ 1 966] ) .  В обоих случаях расстояние между 

точками 1 удовлетворяет неравенству 11 < 1 < L • 

Из приведеиных данных видно, что в первом приближении рассматрива­
емые распределения близки к логнормальному (т.е. логарифм величины 
распределен по нормальному закону) . Попытка теоретического обоснова­
ния этого закона содержится в работе Яглома [ 1 966 ] . В указанной работе 
рассмотрено поле диссипации энергии е1 , осредненной по области с малым 
размером 1. На основе достаточно правдаподобной гипотезы показано, что 
IШотносrь вероятностей величины e t имеет вид 

1 { (In(ef/(e)) + а�/2)2 } 
Р (е) = -==-- ехр - , 

.J']:i а" е' 2 а� 

af = p. ln (L/1) = ( (ln et - ( ln е }  ) 2 }, 

( ln et } = ln ( е }  - * al , 

( 1 . 1 ) 

где р. - некоторая константа. Часто предполагается, что эта формула дает 
IDJoтнocrь распределения вероятностей неосредненной диссипации, если 
1 - 71 (см., например, Френкиль и Клебанов [ 1975 ] ) .  Из приведенн.>й фор­
мулы следует, что при 1 = 11 предел 

lim f P (el) d el 
R e-+ oo k ( E )  

равен нулю при любом сколь уrодно малом (но фиксированном) значе-
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нии k .  Отсюда вытекает, что при Re ..... оо диссипация энерrии сосредотачи­
вается в области, объем которой стремится к нулю (Мандельброт r 1 974. 
1 976) ) . 

Возникает вопрос, каким образо м можно интерпретировать и3Ложенные 
выше результаты. Еще раз напо мним, что при больших числах Рейнольдса 
течение описывается системой уравнений с малым параметром при старших 
производных. Хорошо известно, что решения таких уравнений , как прави­
ло, имеют особенности, состоящие в том, что возникают области двух ти­
пов . В первом типе областей старшие производвые (которые в данном слу­
чае описывают силы вязкости) несущественны. Во втором типе областей 
силы вязкости всеrда иrрают важную роль;  объем этих областей стремитса 
к нулю при увеличении числа Рейнольдса. Теория ламинарною поrраиично­
rо споя на твердой поверхности хорошо иллюстрирует эту картину течения. 

В свободном потоке, по-видимому, также моrут возникать такие поrра­
ничные слои. Этот вывод, в частности, находит подтверЖдение в линейной 
теории устойчивости (напомним о так называемом критическом слое ,  
внутри которою силы вязкости всеrда существенны) . С точки зрения тео­
рии идеальной жидкости поrраничные слои рассматриваемоrо типа можно 
интерпретировать как танrенциальные разрывы. 

К этой интерпретации следует относиться с большой осторожностью, 
так как возможно, что развитие неустойчивости в идеальной жидкости при­
водит к возникновению особенностей друrою типа. Об этом свидетельству­
ют результаты, полученные в численном расчете течения, соответствующеrо 
вихрю Тейлора - Грина [ 1 937) , т.е. и 1 = cos х 1 sin x2 cosx3 . и2 = 
= -s in х 1  co s x2 cos x3 ,  и 1  = О при t = О. Такие расчеты для идеальной жид­
кости проводипись Морфо м, Оржеюм и Фришем [ 1 980) 1 а для вязкой ­
Бречитом и др. [ 1 983) . Установлено , УТО при t > О течение становится 
трехмерным, а вихревые трубки растяrиваются с нарастающей по времени 
скоростью и, как следствие, завихренкость становится бесконечно большой 
через конечный промежуток времени . Разумеется, сейчас нет полной уве­
ренности в том, что указанный результат отражает принципиальные свойrт· 
ва уравнений rидродинамики, а не,обусловлен несовершенством численною 
алrоритма. Более подробное обсуЖдение вопроса о возникновении особен­
ностей в решениях уравнений Эйлера и Навье - Стокеа дано в работах Ла­
дыженской [ 1 970) . Сафмена [ 1 978, 1 98 1 ] .  Сафмена и Б эйкера [ 1 979 ) , 
Марсдева и Мак-Кракена [ 1 976) . Здесь отметим лишь наиболее важный ре· 
зультат , заключающийся в том, что особенности моrут возникать только 
в трехмерном случае, так как в двумерном случае для rладких начальных 
условий доказана теорема о rлобальном существовании и единственности 
решения как для уравнений Эйлера, так и для уравнений Навье - Стокеа 
(см., например, Ладыженская [ 1 970) ) . В трехмерном случае такую теоре· 
му доказать не удается, и поэтому была высказана rипотеэа Q том, что в 
решении нестационарных уравнений Эйлера и Навье - Стокеа с rладкими 
начальными условиями через конечное время возникает особенность (Лере 
[ 1 934) , Крейкнан [ 1 975 ] , Мандельброт [ 1 976) ) .  

Продолжим теперь обсуЖдение причин возникновения перемежаемости . 
Рассмотрим дальнейшую "судьбу" танrенциальною разрыва. Известно, 
что в линейном приближении этот разрыв неустойчив , а инкремент нараста­
ния амплитуды возмущения (поверхности) обратно пропорционален дли-
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не волны возмущения (см . .  например, Ландау и Лифшиц [ 1 954) , Бэтчелор 
[ 1 967) ) .  Последнее обстоятельство имеет, по-видимому, очень большое 
значение, так �ак при достаточно большой начальной интенсивности мелко­
масштабных возмущений площадь поверхности ,разрыва сильно возрастает 
за малое время . 

Можно предположить, что поверхность разрьmа компактна (т.е. ее точки 
не выходят за пределы ограниченной пространствеиной обпасти) , а ее пло­
щадь бесконечно велика. Такая поверхность в известной мере напоминает 
губку, т.е . образование со множеством внутренних пустот , имеющих широ­
кий спектр характерных размеров, и нечетко определенной внешней грани­
цей (существуют тонкие "каналы", соединяющие внутренность образова­
ния с внешним пространством) . С этой точки зрения колебания внешией 
границы "rубки" можно назвать внешией перемежаемостью, а колебания 
внутренних каналов - внутренней перемежаемостью . 

Геометрические схемы перемежаемости, отражающие описанную вьПllе 
картину , развивались Новиковым и Стюартом [ 1 964] , Новиковым [ 1 965 , 
1 966, 1 969 , 1 97 1 ] ,  Ягломом [ 1 966) , Мандельбротом [ 1 976] (см. также 
обзор в книге Моиина и Яглома [ 1 967) ) .  Попьпки описания перемежае­
мости , основанные на численном интегрировании уравнений гидродинами­
ки , предприняты Сиrrиа и Петерсоном [ 1 978 ] , Сиггиа [ 1 98 1 ) , Пуллипо м 
[ 1 98 1 ) , Чорином [ 1 98 1 ] , Бречитом и др. [ 1 983 ) . 

По-видимому , наиболее точно и вместе с тем просто отражает существо 
дсна модель Новикова и Стюарта [ 1 964) , в которой предполагается� что 
поток можно разби rь на n 3 одинаковых кубов таких, что вся диссипация 
Jнергии сосредоточена в "'( n ·' из них (О < 'У <  1 ) , а в остальных равна нулю.  
Предполагается также , что каждый из числа "'( n 3  кубов можно снова раз­
бить аналогичным образом, а при Re -> оо процесс разбиения можно продол­
жить неограниченно . Таким образом, в любой точке потока можно найти 
нетурбулентную жидкость. Характерный размер обпастей, заполненных 
этой жидкостью. варьируется от нуля до интегрального масштаба турбу­
лентности. Обпасти , занятые тур_булентной жидкостью , тесно "переплетают­
ся" с обпастями , в которых находи rся нетурбулентная жидкость. 

Аналогичные соображения высказаны Мандельбротом [ 1 974. 1 975 , 
1 9 76. 1 977) , в работах которого дня описания структуры турбулентной 
ЖИДКОСТИ ИСПОЛЬ30Ва1IОСЬ ПОНЯ IИе О фракталях. 

В пра�<;тических исследованиях зто понятие появилось в связи с опреде­
лением длины береговой линии на основе картографических измерений . 
Оказалось, что она степенным образом растет нри увеличении масштаба 
карты (учитываются все бопее и более мелкие детали) . Основной количест­
венной характеристикой фрактзлей является размерность Хаусдорфа -
Безиковича. определяющая меру "запутанности" множества. Не приводя 
фермальноrо определения этой размерности. ограничимся простым, но 
нестрогим пояснением. 

Пусть в пекотором кубе есть множество точек .  Разобьем этот куб на N 3  
одинаковых кубиков . l:>уцем счнтаrь, что известно правило,  позволяющее 
найти те кубики, в которых есть точки анализируемого множест�а. Пусть 
M (N )  - число таких кубиков.  Разме рность Хаусдорфа - Безиковича мож­
но определит'> 110 формуле d = l im ln M (N ) / In N .  Легко Rидеть.  что если 

tv - � 
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множесню 1очек имеет прив ычный вид, то d - целое число : d = О дJ I Я  ко ­

нечно го числа 10че к :  d = 1 ДII Я линии конечной дл ины:  d = 2 ДII Я поверх ­
но сти коне •tной площади : d = 3 дЛЯ конечного объема .  В обшем случае 
число d - неtrелое . Таки м образо м, величина d дает также и обобщение по­
НЯIИЯ о числе изме рений пространства . 

(огн асно Мандельброту [ 1 976, 1 977]  nри Re � "" диссиnация энергии 
сосредоточена на множестве точек,  которое с топологической точки зрения 
явл яется поверхностью . Эта поверхность имеет бесконечную nлощадь и 
является столь "заnутанной" ,  ч1о ее можно рассматривать как фракталь, 
wtя которого 2 < d < 3 .  

Другая точка зрения н а  моделирование персмежаемости может Ьыть 
основана на nонятии о странных аттракторах. Проблеме странных аттракто­
ров nосвящен· специальный сборник персводов "Странные аттракторы" 
под редакцией Синая и Ыильни кова [ 198 1 J , а также обзоры Рабиновича 
f i Q78]  и Монина [ 1978] . 

Основной резул ьтат ,  достиг.tутый в этой области ,  можно сформулиро­
в ат ь  следующи м образом . Решения детерминированных систем обыкновен­
ных нелинейных дифферснциан ьных уравнений первого nорядка с числом 
уравнений , равным или боньши м  трех , часто оказываются nлохо "прогно­
зируемыми" (и стохастическими с точки зрения экспериментатора) даже 
в том сл учае , когда решение существует и единственно и, следовательно , 
1:1 л ом решении не возникает никаких особенностей . Такая структура ре­
шений обусловлена тем, чт о каждая фазовая траектория неустойчива (т.е .  
с течением времени расстояние между двумя первоначально бли:>-,ими фа­
:ю в ы ми траекториями экспоненцианьно растет) . Множество фазовых 
t раек rорий (странный ап рактор) компактно в том смысле,  что все его 
точки не выходя:r за пределы некоторого конечного фазового объема. Для 
неконсервативных систем фазовый объем (точнее , лебегова мера) равен 
нулю , подобно тому , как равен нулю объем турбулентной жидкости 
при Re .... ""- Расnреденение фазовых точек также напоминает распределение 
точек ,  nринll.дЛежащих турбулентной жидкости , в физическом nространст­
в е .  Связь между странными аттракторами и фракталями прослеживается 
ВПОЛНе ОТЧеТJJ ИВО (Мандельброт f 1976 )  ). 

Рассмотренные выше экспери ментальные данные и резулыатьJ их  теоре­
тического анал иза указывают на то , что количественное определение ха­
ра кт еристик персмежаемости связано с рядом принципиальных трудностей. 
Во -нервых,  н еясно , как определить границы турбулентной жидкости (как 
уже указывалось , внутрь области , которая на перв ый взrпяд целико м  
заполнена турбулентной жидкостью, могут "проникать" тонкие каналы, 
заполненные нстурбупентной жидкостью) . Во-вторых, поскольку при 
Re -+ "" вязкис эффекты существенны ,  по-видимому ,  лишь в области с 
нулевым объемом, спtновится неясным,  что такое коэффициент переме­
ж.tсмости , ко торый обычно понимается как относительная величина объе­
мн , заполненного турбулентной жидкостью . В-тре rьих,  возникает воnрос,  
какая гидродинамическая характерJ:tстика наилучши м образом подходит 
:u • я оnр'еденсния перемежаемости . В самом деле, в бJtизи турбулентной 
об! l ас J и  всегда найдется не т урбулен l Ная . Если раз!\'!еры обеих областей од· 
но го nорядка , то энергии пуньсациi1 также одноt·о порядка, чrо ясно из ра-
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бот Ландау и Лифшица ( 1 954) . Филлипса [ 1 955) (пульсации давлении 
приводят к нелокальному переносу энерrии) . Следовательно , по характе­
РУ пульсаций скорости обе жицкости моrут оказаться трудно различимыми. 

Рассмотрим, как можно преоrюлеть указанные трудности . Очевидно , что 
последняя из них может быть устранена, если анmизировать величины, оп­
ределяемые наиболее мелко масштабными пульсациями . Одной из таких 
величин JIВЛЯется диссипация энерrии. Она и будет рассматриваться в 
цальнейшем. 

Заметим теперь, что при любом конечном числе Рейнольдса иэ-за вязкой 
диффузии завихренкости диссипация энерrии в любой точке отлична от 
нуля. Аналогичное утверждение справедливо и цля концентрации примеси , 
т.е . из-за молекулярной диффузии скалярная диссипация веэде отлична от 
нуля. Таким образом, перемежаемость, если так можно выразиться , явле­
ние ,. которое возникает только при Re = оо, а при конечном числе Re стро•·о­
rо определения не имеет. Тем не менее, как это довольно часто бывает в 
физике вообще и в теории турбулентности в частности, введение при конеч­
ном числе Рейнольдса (пусть нестроrоrо и приближенного) пон.IIТия о пе­
ре межаемости о казывается чрезвычайно плодотворным * ) . В этом случае, 
одиако, при количественном определении перемежаемо'-'ТИ требуется ввести 
некоторый граничный уровень Ео , счита.11 жидкость турбулентной , если 
Е > Е о , и нетурбулентной - в противном случае. Так как не существует 
сколько-нибудь удовлетворительного способа выбора Е о .  то , несмотря на 
свщо естественность и широкое использование в экспериментальных иссле­
дованиях, приведеиное определение неконструктивно . Отмеченную труд­
ность, казалось бы , можно преодолеть, если устремить число Рейнольдса 
к бесконечности и в связи с этим считать , что Ео � О . 

Однако в этом случае возникает нова.11 трудиость,  связанная с тем, что 
объем турбулентной жидкости стремится к нулю И ,  следовательно , харак­
теристики персмежаемости нельзя измерить. Несмотря на указанные труд· 
JЮсти, количественные характеристики персмежаемости можно ввести , 
исходя из схемы Обухова ( 1962 )  (см. также Яrлом ( 1 966) ,  Гурвич и 
Яrлом ( 1 967) ) . Рассмотрим поле диссипации е1 , осреднениой по областям 
с размером 1, скажем по сферам с радиусом 1 и центром в точке х. Рассмот-
рение поля е1 представляется не только естественным, но и даже вынуж­
денным, если уче' ть, что в ОJIЬПах всеrда измеряются величины,  осреднен­
ные по векоторой конечной области (размер этой области определяется, 
конечно , локальностью используемого измерительного устройства) . В ка­
честве rраничноrо уровня днссипации энерrии Ео возьмем Ео = ( Е  >/Re. 
Такой выбор основан на интуитивных соображениях. согласно которым 
можно ожидать, что в нетурбулентной жидкости lim д и; /д хi конечен и, 

R� - оо 

следовательно , диссипация энерrии в этой жид.кости обратно пропорцио­
нальна числу Рейнольдса. 

* ) Цель ввeдeiUUI такого noHJJ'ПIЯ основана на стремл еЮIИ разделить о бл асть течс­
ИИJJ на участки, в которых существенна молекулврнаJI в я з кость и диссипация, и участ­
ки, где вязкие процессы не важны. Такое разделение позволит далее не только ка­
чественно, но и количественно оnисать многие сложн ые ивлении, наблюд/lЮIШIССИ в 
турбулентных течениях . 
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Введем функцию (инJJ.Икатор) перемежаемости 1 ' 1(х, t l :  
Г 1 = 1 .  еСЛИ Е l > Е о .  

Г 1 = 0 .  если е 1 < Ео . 
Для моментов этой функции используем следующие обозначения : 
< Г ' > = 'У ' ·  
( [ Г 1 (х ( 1  > ) - 1� 1 (x< 2 > ) J  2 ) = D�..,

. 

( Г 1 (х < 1  ) ) Г 1 (х<2 >) Г 1 (х< 3 >) ) = S�.,.., . 
В случае локально однородной турбулентности имеем 

D�"Y = D�"Y (r). S�п = S�п (r, R ) , 
r = x< 2 > - x O >, R = x<3 > - xO > . 

( 1 . 2 )  

( 1 .3) 

Рассмотрим также вероитност�о тоrо , что в одной части точек пространст­
ва находи-си турбулентнаи жидкость, а в друrой - нетурбулентнu. Такой 
аналttз необходим дли выяснении структуры двух- и трехточечных мот­
ностей распределении вероитностей скорости (см. rлаву 4) . Эти вероятнос­
ти будем обозначать символом 'У1 с нижними индексами t и n (индекс t 
относитси к турбулентной, а n - к нетурбулентной жидкости ; поридковый 
номер индекса соответствует номеру точки) .  Например, символ 'Y� tn озна­
чает, что рассматривается вероятность такоrо событии, коrда в первой 
и третьей точках находитси нетурбулентнаи жидкость, а во второй - турбу­
лентнаи . Введенные вероятности свизаны с функцией перемежаемости . 
Так , например, 

'У:, = (  Г1 (x( t) 1 Г1 (х<2> )) . 'Y:n t = ( Г1(х0 )) ( 1 - Г1(х< 2 ) )] Г1{х(3 ) ) ) 

и т .д. Используи определение структурной функции D�.., и соотношении, 
снизывающие 'У�,. . . .  , 'У�11 с функцией перемежаемости , для локально 
однородной турбулентности найдем 

< Г 1(х( l >) Г1 (х <2 >р = 'У:, = 'У ' - � D �"Y (r) 
< Г1(х ( l ) ) [ 1 - Г1 (х (2) )] > = 'У �п = �D �"Y (r) .  

< [ l - Г1 (х < 0  ) ) Г 1(х <2> )) = 'У� , = � D �"Y (r). 

< [ 1  - Г1(х < 1 > )J [ 1 - Г1(х <2> )] > = 'У�п = 1 - 'У ' - � D� y (r) . 

( 1 .4) 

Из общих соображений исно, что рациональное определение характерис­
тик перемежаемости должно основьmатьси на двойном предельном пере­
ходе, коrда Re - оо и 1 --. О . Результат такоrо перехода, по-видимому, неод· 
нозначен . Косвенно этот вывод подтверждаетси тем, что до сих пор не выра­
ботан общепринитый алrоритм измерении коэффициента· персмежаемости 
Известны и примые доказательства ero справедливости . В частности, в рабо· 
те Куо и Кореина [ 197 1 ] бьm избран алrоритм измерении, приведший 
к необычным результатам. Во-tiервых, бьmо установлено , что коэффициент 
перемежаемости уменьшаетси с ростом числа Рейнольдса . Во-вторых. полу­
ченные значении 'У оказались существенно меньше едмницы в тех областих 
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потока,  в которых трад�tционно считается, что 'У = 1 (например, на оси за­
юпненной струи) . 

Таким образом, можно предположить, что мо111tенты функции персме­
жаемости стремятся к некоторым значениям, которые существенно зави­
сят от тоrо , по каким законам стремятся 1 к нулю и Re к бесконечности. 
В частности , дп я коэффициента персмежаемости можно получить любое 
значение в интервале О Е:;; 'У Е:;; "Yma >.  Е:;; \ .  Здесь нижняя оценка 'У выбрана н2 
основе изложенных выше rеоретических соображений и эксперименталь 
ных данных, из  которых следует, что объем, занятый турбулентной жид· 
костью, стремится к нулю при Re - ао . Очевидно , что если сначала 1 стрс­
ми rся к нулю.  а затем Re - к бесконечности , т .е .  все измерения проводятся 
точно , то будет получено нулевое значение "'f. Тем самым буду1 измерены 
характеристики внутренней перемежаемости . Друrой вариант предельного 
перехода основан на том,  что сначала устремляется к бесконечности чи с ­

ло Re , а затем устремляется к нулю размер области / .  В этом случае про­
исходит максимальное сглаживание всех мелкомасштабных деталей , и, 
следовательно , можно предnоложить, что в таком варианте получается 
максимально возможное значение "'f.  

На основе проведеиной ранее аналоrии между турбулентной жидкостью 
и rубкой можно ожидать, что такое сглаживание как бы "закрывает" все 
внутренние каналы,  которые идут внутрь от ее внешней rраницы. При этом 
в турбулентной жидкости моrут оставаться неодносвязные нетурбулентные 
области , размер которых сильно варьируется (он может быть и порядка 
интеrральноrо масштаба турбулентности) . Таким образом, представляется, 
что второй вариант предельного перехода дает характеристики внешней 
перемежаемости . Сравнение обоих вариантов предельного перехода пока­
зывает, что при строrом понимании нет двух разных видов пеvемежаемос­
ти , а есть лишь одна перемежаемость, характеристи ки которой до сих пор 
определялись неоднозначно . 

Представляется, что второй в ариа.чт предельного перехода ( liш liш ) 
/ � о Re � оо  

наилучшим образом соответствует ал горитмам, которые используются в 
опьпах при исследо вании так называемой ннешней перемежаемости. 

Сделанное заключение основывается на следующих соображениях. 
Обратимся к формуле ( 1 . 1 ) .  Хотя и в настояшее время существуют серьез­
ные сомнения в справедпивости лоrнормальноrо закона (см. rлаву 4) , эта 
формула иллюстрирует основную качественную особенность распределения 
диссипации,  состоящую в том, что амплитуда пульсаций величины е изме­
няется в исключительно широком диапазоне значений . Следовательно , оце­
нивая локальность измерительного устройства, размер области , по которой 
производится осреднение, необходимо сравнивать не с колмоrоровским 
масштабом,  определяемым по величине ( е } , а с колмоrоровским масшта­
бом, вычисляемым по истинному (неосредненному) значению е. Посколь­
ку е > ( е } в турбулентной жидкости, то требования, предъявляемые к 
локальности измерительной аппаратуры, сильно возрастают.  В частности, 
оценки, проведеиные в rлаве 4, пок,зывают, что в большинстве случаев дпя 
точноrо измерения е необходимо,  чтобы размер осредняюшей области бьт 

меньше, чем v 3 '4 1< е} 1 '4 . Это условие ,  насколько известно , не выполнялось 
ни в одном из известнь1х исследований . Таким образом, в опытах изме-
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ряются значительно сглаженные характеристики и, следовательно, сущест­
вует определенная аналогия между предлоокенным теоретическим алгQрит­
мом и апгоритмами, используемыми в экспериментальных исследованиях 
(легко видеть , что при Re -> со  и 1 =1= О также рассматриваются сглаженные 
характеристики турбулентности) . Следует также отметить, что в ряде ис­
следовёtний специально используЮтся алгоритмы,  фактически основанные 
Нёi рассмотрении сглаженных характеристик ;  например, жидкость считает­
ся турбулентной , если пороговое значение прев ышается в течение проме­
жутка времени, продолжительность которого не менее заданной величины 
(Хедли и Кеффер [ 1 974а ,  б ] ) . 

В соответствии с проведеиным выше анализом, далее, под величинами 'У. 
1 1 1 D "У "У • S "У "У "У понимаются такие пределы 'У , D "У'У ' S 'У"У "У '  ко::да сначала Re -> со 

при 1 = const , а затем 1 -> О. При этом в формулах ( 1 .2) - ( 1 .4) верхний 
индекс 1 будет опускаться. 

В заключение этого параграфа остановимся на результатах измерений 
некоторых характеристик перемежаемости, которые потребуются для 
интерпретации результатов ,  полученных в главах 3 и 4 .  Начнем с изучения 
поведения структурпой функции D п,  о котором можно судить по 
результатам изм�рений спектра корреляции функции перемежаемости 
( Г (х <  1 > ) Г (х< 2 >  ) )  в работе Ля Рю и Либби [ 1 976)  (измерения этой корре­
ляции проводились также Коважным, Кибенсом и Блэкуелдером [ 1970] , 
Барсоумом, Каваллом и Кеффером [ 1978 ] , Моумом, Каваллом и Кеффе­
ром [ 1 979 ] ; их результаты аналогичны данным Ля Рю и Либби [ 1 976] ) .  
В этой работе исследовался след за нагретым круговым цилиндром, а гра­
ницы турбулентной жидкости определялись по полю температуры (приме­
нимость этого способа измерения перемежаемости рассматривалась выше ; 
см. также § 1 .3) . Хотя и нет полной уверенности в адекватности введенно­
го в.ыше определения перемежаемости и определения, использованного в 
опытах Ля Рю и Либби [ 1 976) , все же можно ожидать, что качественный 
характер функции Dп (r) в эксперименте установлен правильно . Согласно 
данным Ля Рю и Либби [ 1 976] (рис. 1 . 1 4) спектр структурной функции 
D -r-r пропорционален к - 2 (к - велновое число) и, следовательно , D-y-y (;)-r 
(в опытах значения r лежат в диапазоне r = 0,01 - 0, 1  L c , L c  - ширина 
следа) . Из соотношений ( 1 .4) тогда получаем, что 'Yr r возрастает с умень-

Рис. 1 . 1 4 .  Нормированный спектр функции 
перемежаемости в следе за круговым цилинд­
ро м по данным Ля Рю и Либби [ 1 9 76 ) .  х, /d = 

= 400, Red = U., d/v = 2,8 · 1 03 ,  d = 0,66 СМ, U11 = 
= 7 ,6 м/с ,  E�-y "' E-y-yfle « Г  - < Г >) 2 1 , Е-у-у -
спектр корреляции < Г (х, ) Г (JC1 + r) > ,  к - вол­
новое число ,  ll' = .J<x, - Х10 ) d, х1 0 = -40d. На 
рисун ке показаны данные на раэпичных рас­
стояниях от моекости симмеrрии следа в диа­
пазоне х, /1" = 0,294 - 0,396 , 'У =  0,299 - 0,762  

3.  В.Р.  Кузнецов 
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шеинем r .  Поскольку величина 'У" по своему физическому смыслу харак­
теризует относительный объем областей , занятых турбулентной жидкостью 
и имеющих размер поряд._.а r то проявление персмежаемости уменьшается 
по мере перехода к малым масштабам.  

Так как энерrия передается от крупномасш:rабных возмущений к мелко· 
масштабным, то естественно предnолагать, что возмущения с размером 
порядка r возникли в результате неустойчивости течения в областях с бОль· 
шими, чем r ,  размерами . Увеличение 'Yr r  при r/L -+ О  показывает, что проис­
ходит захват нетурбулентной жидкости. Обратный процесс (переход тур­
булентной жидкости в нетурбулентную) невозможен, поскольку жидкие 
частицы не выходит из области , занятой вихревым движением (см. , на­
пример, Ландау и Лифшиц [ 1 954) ) .  

Величины 'Ym и 'Ym характеризуют относительный обьем областей, в 
которых наблюдаются одновременно обе жидкости . Эти величины, спедо­
вательно , моrут служить мерой искривленности rраницы области ,  занятой 
турбулентной жидкостью. Из ( 1 .4) видно, что 'Yr n  = 'Yn r - О при r/L --+ О  
(Dп --+ О) ,  т.е .  rраницы турбулентной жидкости искривлены не слишком 
сильно . Количественную меру этих искривлений удобно дать позже (см. 
§ 3 . 1  и 3 .8 )  при обсуждении вопроса о площади изоскалярных nоверхно­
стей в турбулентных nото ках. Полученный вывод nодтверждается измере­
ниями плотности вероятностей Р( т) протяженности т "турбулентных" ин ­

тервалов (промежутков времени , в течение которых в цаиной точке на­
блюдается турбунентная жидкость : такие промежутки времени можно свя­
зать с пространствеин ыми масштабами, используя rипотезу Тейлора о за­
мороженности 1 урбулентности ) .  В работах Кореина и Кистлера [ 1 9 5 5 ] , 
Ля Рю и Либби [ 1 976,  1 978 ) , Кавалла. и Кеффера [ 1 979 ) , Шеврэ и Туту 
[ 1 978 ] , Барсоума, Каванна и Кеффера [ 1 978 ] 

. 
М о ума . Кавалл а и Кеффера 

1, 2 рО 

0,8 

0,+ " 
е 
" 

о 

оН 
о

'Ь'Ь 

о - f 
l> - 2 
" - J  

о 'la., � 4o 
-�z --�---0�--�--z�����O-��-oв����u 

Ри с. 1 1 5  Плuпtоt'1 ь расnредсп ении н срuитнu .: I I!й нро i иженнuсти " rурбулентных . .  
ин 1 срналов по дан н ы м  J lи Рю и Л и бби 1 1 9 76 j 1 - "а /ll' = 0.294 , ) = О, 76 2 .  l х1 !1�: "" 

= 0.349.  1 = 0.5 09. З - х1 ,1с = 0,39 . у =  0.2 9 9 .  р• = т Р ,  т О  � (т -- < т • l /т ' , ( т) - сре�­
нии продuл жи • �л ьнос1 ь "турбул ентн ых" ин t ерн&Jюн.  т· = < ( т ' т • J 2 > 1 1 2  - срепне­

квадраl и ческое значс:н и е  нрuдuJ i жи rен ьио С1 и  . .  , у рбуп ентных .. и нтерн8i1ов УСJiовии 
о t t ытов re же. чrо и на рис 1 1 4  
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[ ! 979 )  покаэано , что Р( т) -+ 0  при т -+ 0. В качестве примера, ИJUiюстрирую­

щего сказанное, на рис .  1 . 1 5  показавы экспериментальные данные Ля Рю 

и Либби [ 1 9761 (измерения проводились в следе за нагретым круговым 
ЦJоUIИНдром). Если границы турбулентной жидкости бьmи бы сильно искрив­
лены то рассматриваемая плотность вероятностей принимала бы очень 
боль�ие значения при т -+ 0. Таким образом, наблюдаемый в опытах хар-.ак­
тер поведения Р( т )  при т -+ О согласуется с приняты м определением коэф­
фициента перемежаемости.  

§ 1 .2. Качестве1018J1 структура двухrочечных и 
трехточечных rшопtостей 
распределений вероипtостей разностей скоростей 
в локально однородной турбуленпtОС'IИ 

В предыдущем параграфе уже говорилось, что персмежаемость оказыва­
ет существенное влииние на п-точечные (n ;;;.. 2) плотности вероятностей 
скоростей в турбулентных потоках. В особенности зто относится к случаю, 
когда расстояние между какими-либо двумя точками мало по сравнению 
с масштабом турбулентности L = q 5 /< € ) , q 2 = ( ( и - ( и  ) ) 2 ) .  Целью этого 
параграфа является качественный анализ влияния персмежаемости на вид 
рассматриваемых плотностей вероятностей для n = 2 и n = 3 .  

Вначале проанализируем структуру двухточечной wютности вероятнос-

тей разности скоростей v = u(x< 2 > ) - и(х< 1 > ) , r = х( 2 > - х< 1 > . Введем 
в рассмотрение четыре условные двухточечные плотности вероятностей 
разности скоростей : Р1 1 ,  Р, " , Рпr , Р"" , которые соответствуют вероят­
ностям 'Yr r o 'Yr n •  'Yn r • 'Ynn · Согласно формуле Бейеса для безусловной плот­
ности вероитностей разности скоростей имеем 

P(v, r) = 'У tt Pr r  + 'Yn rpn t + 'YrnPrn + 'У""Р nn · ( 1 . 5 )  

Рассмотрим случай , когда расстояние между точками удовлетворяет 
неравенству r � /, . Как уже отмечалось , пульсации давления, возникающие 
в турбулентной жидкости, генерируют колебания скорости в нетурбулент­
ной жидкости. Поэтому можно предположить, что при переходе через гра­
ницу этой жидкости энергия турбулентности меняется не слишком сильно . 

Это предположение согласуется с измерениями в струях, следах и по гра­
ничных слоях различных одноточечных моментов , полученных условным 
осреднением по турбулентной и нетурбулентной жидкостям (Коважиый,  
Кибенс и Блэкуелдер [ 1 970) , Дженкинс и Гольдшмидт Р976] , Олер, Джен ­
кинс и Гольдшмидт [ 1 98 1 ] и т.д.) . В качестве характерного примера 
сошлемся на рис. 1 .8 ,  где приведсны результаты измерений в пограничном 
слое на пластине. 

Напомним также о теоретических результатах Ландау и Лифшица ( 1 954) 
и Филлипса ( 1955 )  относительно движения в нетурбулентной жидкости . 
Ими показано , что по мере удаления от границ турбулентной жидкости 
пульсации скорости затухают плавным образом. В силу сказанного можно 
предположить ,  что пульсации давления настолько эффективно перераспре­
деляют энергию между обеими жидкостями,  что 

з •  
P" r  = Prn = Prr  при r/L -+  О. ( 1  .6) 
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Эти формун ы  неснраведлины при нюбом фиксированном значении r/1. , 
так как из работ Ландау и Лифшица и Филнипса известно , что по мере про­

движения в гнуби неtурбулентной жидкости амплитуда пул ьсаций затухает 

тем бьн .. "Трее , чем больше ее вонновое число.  
Рассмотри м rелерь общие свойства функции Р" " .  Две точки могут ле­

жа rь нибо бн изко от границ турбулентной жидкости , н ибо дале ко от них.  
Как установнено в § 1 . 1 .  ;JТИ границы искривлены не сл ишко м  сильно , 
и ,  следо вательно ,  при r/L -+ О  можно пренебречь вероятностью первого со­
бытия и рассматривать только второе,  т .е .  наибол ьший в кн ад в условную 
пло rность вероятностей Р"" дают события , происходящие в точках, кото­
рые нахонятся • ·лубоко в нетурбулентной жидкости (на расстояниях от гра­
ниц мно ю больше r ) . По мере прони кновсиня в гн убь нетурбулентной 
жидкос 1 и  гармонические конебания давпения и скорости !tкспоненltИаJJ ьно 
за1 ухаю r, а декремент 3 rого затухания обратно пропорционаJ1ен волно­
вому числу  (J iаннау и Лифшиц [ 1 954] , Финлипс [ 1 955 ] ) . Отсюда вытекает 
ряд важных выводо в .  В нетурбунентной жидкости интенсивность мел ко­
масштабных пун ьсаций мана ,  в связи с чем можно считать. что в обл асти 
с характерны м  размером порядка r (r/1 . ... О) скорость меняется 110 л и­
нейному закону (�то нрсдположение нс�ривиально , так как Re = 00 ) , т .е .  
v; = A ;i 'i • ще А ii - неко1·орый сл учайный тензор. Поскол ьку в нетурбу­

лентную жидкость проникают главным образом крупномасштабные пун ь­
сации,  то 1 ензор A ;i определяется крупномасштабным двиЖением в 
турбулентной ЖИ/tкости . Следоватеньно , пульсации скорости в нетурбу­
лентной жидкости локаньно однородны (v зависит л ишь от расстояния 
между точками ) ,  но , вообще говоря, не изотропны (тензор Aii зависит от 
крупномасштабных флуктуаций ) .  Отсюда Уакже следует, что в нетурбу­
лентной жидкости при малом расстоянии между точками структурная 
функция пул ьсаций скорости ( v; Vj >" определяется крупномасштабными 
пульсациями .  

Таким образом ,  влияние турбулентной жидкости на  нетурбулентную 
определяется непосредственным взаимодействием крупномасш1 абных и 
мел комасштабных флуктуаций . Из проведеиного анализа следует также, 
что поскольку v; = A ;i 'i • то справедs1ива оценка 

( v
" >" =::: A k (r/1. ) " , ( 1 .7) 

где A k не зависит от r. 
В § 1 . 1 установлено , что Dп (r) -+  О при r/1. -+ О. Используя JТот рсзуль-

rат , из ( 1 .5 )  с помощью ( 1 .4) , ( 1 .6) , ( 1 . 7) получи м следующее асимптоти­
ческое представление безусловной двухточечной пнотности вероятностей 
разности скоростей : 

P(v. r ) -+ -yP,, + ( I - -y ) P" "  при r/1. -+ 0. ( 1 .8) 

Формул а  ( 1 .8 )  свидетельствует о том, что есл и r/1. __. О, то при нахождении 
величиИ 'Уu · 'У," . -у" , , -у""  обе точки можно формаJJьно рассматривать 
как одну.  

Покажем теперь, что аналогичные результаты справедпивы и WJ Я 
трехточечной безусловной плотности вероятностей разностей скоростей 

P( v, Jl, r, R ) .  Jl =  u(x < 3 > )  u (x ( 1 > ) . R = х < з > - х< •  > .  Связь :пой функции с 
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условными трехточечными плотноетими вероятностей имеет вид 

P( v, V, r, R ) = 1tttpt t t  + 1 t rn P"" + · · · + 'У," ,Р," , + "t" ""P""" . ( 1 .9) 

Здесь вместо остальных че1ырех членов , вид которых ясен из структуры 
формулы, стоит многоточие . 

Вероятности 1,,, . . . .  · 'Уппп легко выражаются через -у, D -y-y и S'Y'Y'Y с 

помощью соотношений , аналогичных формулам ( 1 .4) . Далее, основной 
интерес будут представпять два случая : 1 )  rfL -+ О, R - L; 2) r/L -+ О. R/L -+0. 

По-прежнему будем считать, что если в одной из точек находится турбу­
лентная жидкость, то во всех остальных близко расположенных точках 
статистические свойства пульс.сЩИЙ такие же, как и В· турбулентной жид­
кости . Тогда в первом случае по аналогии с формулой ( 1 .6) имеем соот­
ношения 

Р" ," = Р,"" = Р,," . Р" ,, = Р," , = Р111 ,  

и, следовательно , формула ( 1 .9) принимает вид 

Р(;, V, r, R ) = (1m + 'Yn t t + "f", ,)Pm + "t"" , Pn n t  + 
+ ("fttn -f 'Yn tn + 1,,." )Pun + 'УпппРппп · 

( 1 . 1 0) 

( 1 . 1 1 ) 

Поскольку R - L, то при нахождении вероятностей 1,,, . . . .  · 'У ппп  в пер­
вом приближении можно считать, что появление турбулентной жидкости 
в точке х< з > не зависит от тоrо ,  какая жидкость находится в точках x( l > 
и х< 2 > . Учитывая это замечание , а также то . что при r/L -+ О структурная 
функдив D'Y'Y стремится к нулю, петрудно показать, что справедливы со­
отношения 

1,,, ..... 1 2 • 1" ,, = 1," , ..... 0. 1" ," = -у"," -+ О, 

1,," = 111 n t -+ "f( l - "(). 1""" .... ( 1 - "()2 , rjL -+ 0, R - L. 

Во втором случае имеем 

Р,," = Р,"" = Pn rn = Р" " , = Р" ,, = Р," , = Р,,, . r/L - О.  R/L -+  О, 

и формула ( 1 .9) дает 

P(v, V, r, R) = ("( t t t  + 'Yttn + 1 rnn  + 1 n tn + 'Упп t + 1" t t т 1 ,",)Р,,, + 

( 1 . 1 2) 

( 1 . 1 3) 

+ "f"""P""" , rjL -+ 0, R/L -+ 0. ( 1 . 1 4) 
Вероятности 1, , , .  1, , " , . . .  выражаются через момент S'Y'Y'Y ' дпя нахож­

дения асимптотики которого при r/L -+ О, R/L -+ О рассмотрим тождество 
(при проверке этого тождества надо учесть, что из определения функдин 
перемежаемости следует, что [Г(х))2 = Г(х)) 

S'Y'Y'Y = � 1 ( Г(х( l )) Г(х<3 >) >  + ( Г(х<2 > ) Г(х<з >р -
- ( ( Г(х< ! > ) - Г(х<2 >)]2 Г(х <3 >) ) 1 . 

Поскольку 1 � Г � О, то 
( [ Г(х< 1 ) )  - Г(х(2 )))2 Г(х<3 ) ) }  :r;;;; 

:r;;;; < [ Г(х0 >) - Г(х <2 >)] 2 > = D,.,,., (r) .  
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Так как D 'У'У � О при r /L � О, то из полученного неравенства и соотно ­
шений ( 1 .4) следует, что 

S-уп � "/, r/L � О . R/L � О . 

Используя условия S'Y'Y'Y � "f, D'Y'Y - О при r/L � О , R/L -+ О, можно пока­
зать, что среди 'У, , , , . . . иенулевые пределы су шествуют лишь у 'У, , ,  и 

'Ynnn • т.е. 

'Yrrr � "f, 'У nпп -+ 1 - "f, r/L -+ 0, R/L -+ 0. ( 1 . 1 5) 

Формула ( 1 . 1 5 ) показывает, что во втором случае при нахождении "!, , , , . . . 
. . . , 'У nnn все три точки можно формально рассматривать как одну. 

Подставляя предельные зависимости ( 1 . 1 2) и ( 1  . 1 5 ) в соотношения 
( 1 . 1  I )  и ( 1 . 1 4) соответственно, получим следующие асимптотические пред­
ставления дня P(v, V, r, R): 

и 

- 2 • 2 P( v, V, r, R ) - 'У Pm + "/( 1 - "/ ) (Р"11 + Р11 11 1 ) + ( 1 - "/) P1111 n , ( 1 . 1 6) 

r/L -+ 0, R - L. 

P(v, V, r, R ) = "/Pm + 0 - "t) P11 11n . r/L -+ 0, R/L -• 0 .  ( 1  . 1 7) 

§ 1 .3 .  Ка��ествеиный вид nлonrocnt 
распределения верояnrостей концеиrраЩtи пассивной примеси 
в турбулен111Ьlх те��ениях 

Особенно сильное влияние персмежаемость оказывает на плотности ра�­
пределения вероятностей скалярных величин, изменяюшихся как правило, 
в ограниченном интервале. В данном параграфе зто влияние анализируется 
в случае динамически пассивной примеси. концентрациR которой будет 
обозначаться буквой z .  Известно, что при мап ых перегревах жидкости 
(т .е . когда архимедовы силы малы по сравнению с инерционными) темпе­
ратурное поле 1 акже может рассматриваться как пассивная примесь. Отме­
ченное свойство широко используется в зк�периментальных исследованиях. 
При этом роль концентрации играет безразмерная разность температур 
AT/ (A 7) ma ... (здесь А.Т = Т - Т0 , Т0 - минимальное значение темпера1 уры 
в потоке) . 

Как ясно из § 1 . 1 ,  структура полей диссипации знерrии е и скалярной 
диссипации N качественно одинакова. В тех областях потока, где Е = О, 
можно ожидать, Ч1 О и N = О (напомним еше раз. что имеется в виду предель­
ный случай, когда числа Рейнольдса и Пекле стремятся к бесконечности; 
поскольку дпя газов коэффициенты молекулярного переноса близки меж­
ду собой, далее, дпя краткости будем говорить только о числе Рейнольдса) . 
Так как предполагается, что в начальный момент времени примесь в нетур­
булентной жидкости отсутствует, то пульсации давления, возбуждаюшве 
флуктуации скорости в нетурбулентной жидкости, не могут генерировать в 
ней фпуюуации концентрации, поскольку в уравнении диффузии нет члена, 
аналоmчного градиенту давления в уравнении движения . Поз1 >му наличие 
или отсутствие пульсаций концентрации в нетурбулентной жидкости зави­
сит то!lько от начальных условий . Вследствие одностороннеrо обмена меж-
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ду турбулентной и нетурбулентной жидкостями (см. предыдуUUIЙ па­
раrраф) можно ожидать, что сели при t = О в нетурбулентной жидкосrи 
примеси не был'о , то она будет отсутствовать в ней и во все последуюUUfе 
моменты времени . Это заключение подтверждается наблюдениями в струях, 
следах и друrих свободных течениях (см. ,  например, работы Уберои и Синr­
ха [ 1 975 ) , Фабркеа [ 1 979а, б) , Брайдеьталя [ 1 98 1 ) , Лонrа и Чу ( 198 1 ) ,  
Лонrа, Чу и Ченrа [ 1 98 1 ] ) .  Поэтому коэффициенты перемежаемости 'У и 
'Yz , определенные по динамическому и скалярным полям соответственно , 

Рис. 1 . 1 6 . Профиль ко эффициента перемежае­
моСJ'И в слое с мешения на начальном участке за­
топленной оодогретой осе�о-имметричиой L"трУИ 
по данны м Кузнецов а и Расщупкика [ 1 9 7 7 J .  Из­
мерения nроводились на раСI.'ТОЯНИИ .х, = 30 см 
от кром ки сопла;  толшина динамического nо­
гранично го слоя на кро мке сопла 3 = 7 мм ; тол­
щина тем пературного пограиичио rо слоя на IIO· 
рядо к меньше ;  Reo5 = и0 6 /v = 3 , 7 3  · 1 0 ' ,  110 = 
= 8 м/с ;  1 - 1 ·  2 - 1'= , t = х1 /х, ; начаnо коорди­
На1 рас оолаl'а�тся на кро м ке сопл а ;  ось х, на­
наnравлена под прямым углом к оси симметрии 
�о'Труи в сторону зато пленнu i'О nро�о'Транства 

l'• 7z 
0,8 

О,+ 

-0,1 о 0,1 

о - 1 
• - 2  

обычно совпадают (возможные исключения проанализированы ниже) . 
Последнее обстоятельство используется во мноrих экспериментальных 
работах (см. ,  например, Беккер, Хоттел и Вильяме ( 1 967) , Антониа, Праб­
ху и Стефенсон [ 1975 ) , Ля Рю [ 1 974) , Ля Рю и Либби ( 1 974) , Башир и 
Уберои [ 1 97 5 ] , Андерсон,  Ля Рю и Либби ( 1 979 ] ) .  Тем не менее необходи­
мо отчетливо сознавать, что персмежаемость есть чисто гидродинамическое 
явление , описание котороrо должно опираться на уравнения Навье - Сток­
са . Свойства поля концентрации служат лишь косвенными признаками, 
по которым можно судить о проявлении перемежаемости. 

Остановимся теперь на обсуждении уже упомянутых выше случаев, коr­
да возможны отклонения от равенства 'У = 'Yz . Из интуитивных соображе­
ний , основанных на физической картине течения, ясно , что примесь рас­
пространяется, вообще rоворя,  не по всей турбулентной жидкости, так как 
отдельные "куски" такой жидкости не обязательно имеют oбUUfe границы. 
Наблюдения за струей дыма, распростраюпощейся в турбулентной атмосфе­
ре, иллюстрируют сказанное.  Очевидно, что коэффициенты 'У и 'Yz связаны 
неравенством 

'У ;;;г, 'Уz ·  ( 1 . 1 8) 

Неравенство ( 1 . 1 8) для свободных турбулентных течений подтверждено 
в опытах Кузнецова и Расщупкина ( 1 977) (рис. 1 . 1 6) .  В этих опьrrах ис­
следовался слой смешения на начальном участке подогретой осесимметрич­
ной струи, вытекавшей в неподвижный холодный воздух. В начальном се­
чении ширина nинамическQrо поrраничноrо слоя была на порядок меньше 
ширины теплового поrраничноrо слоя, в силу чеrо и выполнялось нера­
венство { 1 . 1 8 ) . 

На о,снове вышеизложенного можно предположить, что особенно силь­
ные различия между 'У и 'У z возникают в тех случаях, коrда число не 
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связанных между собой "кусков" турбулентной жидкости велико . Такая 
ситуация может иметь место , например, в потоке за турбулиэирующими 
решетками и течениях в каналах. Здесь число "кусков" столь велико , что 
rидродинамический коэффициент перемежаемости практически не отли­
чается от единицы, т.е . 'У � 1,  в то время как 'Yz может быть близким к ну­
лю. Указанный эффект целиком обусловлен различными начальными ус­
ловиями для скалярного и динамического поля и не связан с какими-либо 
принципиальными особенностями перемежаемости . 

Экспериментальному исследованию поля концентрации в таких течениях 
посвящено достаточно большое количество работ (Расщупкин и Секундов 
[ 1 978) , Гад-Эль-Хак и Мортон [ 1979 ) , Кеффер, Ольсев и Кавалл [ 1 977) , 

Ля Рю и Либби [ 1 98 1 ]  , Мешков и Щербина [ 1 98 1 ] , Ля Рю, Либби и Сешад­
ри [ 198 1 ] , Щербина [ 1 982 ) ) .  В этих работах изучалось статистически неод· 
народное поле концентрации в однородной турбулентности. В этих случаях 
перемежаемость особенно сильнр сказывается на характеристиках скаляр· 
ного поля и процесс турбулентного переноса примеси обладает целым 
рядом особенностей (Расщупкин и Секундов [ 1 978) ) . 

В данной книrе такие случаи рассматриваться не будут. Ниже основной 
интерес представляют течения, близкие к автомодельным (дальний след, 
основной участок струй) , в которых величины 'У и 'Y:z практически нераэли­
чнмы, вследствие чего,  далее, индекс z часто будет опускаться. 

Если в нетурбулентной жидкости при месь отсутствует, то усповная плот­
ность вероятностей концентрации в ней есть дельта-функция. В простейшем 
случае есть два типа областей , занятых нетурбулентной жидкостью : в одних 
областях z = О, а в друrих z = 1 .  При любом сколь угодно большом, но ко­
нечнt'м числе Re таких областей в строгом смысле не существует. Поэтому 
во избежание недоразумений еще раз подчеркнем, что в этих рассуждениях 
число Рейнольдса предполагается равным бесконечности, а результат такого 
анализа будет далее использован для приближенного описания течений при 
конечном числе Рейнольдса. Если вероятность наблюдения в нетурбулент­
ной жидкости значения z = 1 м�а (дальний след, основной участок струй) , 
безусловная плотность вероятностей концентраЦии имеет вид (Кузнецов 
[ 1 972а) , Кузнецов и Фрост [ 1 973) ) 

P(z ) = -yP, (z) + ( 1  - -y) 6 (z ) 

P, (z ) = 8 (z )F(z ) . 
( 1 . 1 9) 

Здесь Р, - условная плотность распределения вероятностей концентрации 
в турбулентной жидкости, F - rnадкая функция, 8 (s ) - функция Хеви­
сайда, т.е . 8 (s) = О  при s < О  и 8 (s) = 1 при s > О. 

Обобщение формулы ( 1 . 1 9) достаточно очевидно (Брэй и Либби [ 1 976) , 
Кузнецов,  Лебедев , Секундов и Смирнова [ 1 98 1 ) ,  Сабельников [ 1 979 , 
1 980б) , Либби и Брэй [ 1 98 1 ]  ) :  

P(z) = -y0 6 (z) + -у 1  Б (z - 1 ) + 'Yz P, (z) , 

'Уо + -у 1  + -yz = 1 , P, (z ) :;; [8 (z ) - 8 (z - 1 )] F(z ) . 
( 1 .20) 

Формула ( 1 . 20) применима, например, к смешению большого количества 
близко расположенных струй в камере смешения (Кузнецов.  Лебедев , Се­
кундов и С мирнова ( 1 98 1 ] ) .  
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Коэффициент перемежаемости 'Yz и условная плотность веро.итностей 
концентрации в турбулентной жидкости Р, ,  �ходЯщие в формулы ( 1 . 1 9) и 
( 1 . 20) , характеризуют степень смешения до молекулярного уровня. В част­
ности, если коэффициент молекулярной диффузии D равен нулю и в на­
чальный момент концентрация принимает лишь два значения О и 1 ,  то по­
лучим 'У 1 = ( z } , 'Уо = 1 - ( z ) , 'Yz = Р, = О  и ( z " } = ( z } = 'У1 • В указанном 
случае происходит просто турбулентная диффузия меченных жидких 
частиц (см. обзор в книrе Моиина и Яrлома [ 1965 ] ) ,  процесс, который в 
питературе иногда назьmается "черно-белым" смешением (ПруДIПiков 
и др. [ 1 9 7 1 ]  ) . Дисперсия пульсаций концентрации при "черно-белом" 
смешении достигает максимапьно возможи�х значений о�ах = ( z 2 } -
_ ( z }2 = ( z > ( l - ( z  >) .  По этой причине отношение о2 / [ ( z } ( l  - < z } )] . 
часто используется как количественная характеристика степени молекуляр­
ного смешения в турбулентных потоках (см., например, Рошко [ 1976] ) .  

Далее , неоднократно будет использоваться геометрическая интерпрета­
ция плотности вероятностей как величины, пропорционапьной объему меж­
ду двумя близкими изоскапярными поверхностями. Для большей нагляд­
ности рассмотрим статистически однородное поле концентрации. Пусть 
V - некоторый достаточно большой объем, а 6 V z - объем, заключен­
ный между двумя изоскапярными поверхностями z и z + dz , полностью 
расположенными в объеме V. Тогда в силу эргодичности справеДJiиво со­
отношение 

P(z) dz = lim 
v - oo  

Объем 6 V z определяется очевидной формулой l · az , - 1 
6 Vz = dz f - dSz . Sz дп 

( 1 .2 1 )  

( 1 .22) 

Здесь Sz - площадь изоскапярной поверхности z (x ,  t )  = const,  n - еди­
ничная нормапь к этой поверхности. 

Из соотношений ( 1 .2 1 )  и ( 1 .22) дпя плотности веро.итностей концентра­
ции получим следующую формулу : 

1 1 дz , - 1 s � дz , - l) 
P(z) = lim - f - dSz = lim -=... - , 

v .... .. v s z дп v - .. v дп z 
( 1 .23) 

где нижний индекс z у угловых скобок означает условное осреднение при 
заданном значении концентрации . 

Обобщение формулы ( 1 . 23) на с:tучай неоднородноrо поля имеет вид 

P(z) = lim d ( Sz } /1 � , - 1) . ( 1 .24) 
a v- o  dV \1 дп z 

Формулы ( 1 .23) и ( 1 .24) справедпивы лишь в тех случаях, когда отдель­
ные значения концентрации не мory:r наблюдаться с конечной веро.итностью. 
Как обсуждалось выше, дпя турбулентных течений из-за перемежаемости 
характерен противоположный случай, когда в областях с КОJJечиым 
объемом концентрация принимает постоянные 

·
значения (при Re -+ао) . 
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В этих областях ozfon = О, и формальнос при менекие соотношения ( 1 . 23 ) 
дает P(z ) = 00 • В действительности же , согласно соотношению ( 1 . 20) ,  шют­
ность вероятностей содержит сингулярные до бавки (заметим, что форму­
ла ( 1 .2 1 )  остается справедливой , если ее понимать в смысле обобщенных 
функций ; нелравил ьна лишь формула для Б Vz ( 1 . 22 ) ) . 

Формулы ( 1 .2 1 ) , ( 1 . 23) и ( 1 . 24) легко видоизменить так ,  чrобы они 
бьmи справедливы дня условной Imотности вероятностей конценrрации 
в турбулентной жидкости . Для этого нужно только заменить в них 1,' на 
'Yz V  и d V на 'Yzd V. В результате в место ( 1 . 2 1 ) ,  ( 1 .23) и ( 1 . 24) лолучи м 
соответственно такие соотношения : 

'Y2P, (z ) dz = liш 
v - oo  

б V2 liш 
R e - oo  V 

sz (1 oz 1 - l) 
'Y2 P1 (z) = 1im liш 

v - oo  R e - oo V оп t / 

( 1 . 25 ) 

( 1 . 26) 

-y2P, (z) = liш liш d < Sz > �� � � - \) 
. ( 1 . 27) d V - o  Re - oo  d J--' \1 оп t, z 

Зависимости ( 1 . 1 9} , ( 1 .20} , ( 1 .25) - ( 1 .2 7) справедливы только при Re -+ оо .  
В связи с этим несомненный интерес представляют следующие два вопро­
са : 1 )  каков качественный характер влияния числа Рейнольдса на плот­
ность вероятностей концентрации и 2) каков порядок отброшенных чле­
нов? Проанализируем вначале лервый вопрос. Из физических соображений 
ясно , что основное изменение rтотности вероятностей из-за эффектов 
молекулярного лереноса произойдет в окрестности границы фазового 
пространства, т.е. вблизи точек z = О  и z = 1 , так как дельта-функции, 
содержащиеся в предельных формулах ( 1 . 1 9} и ( 1 .20) , окажутся "раз­
мазанными" на конечный интервал,  длина которого по порядку величины 
должна совладать с характерным значением амrтитуды мелкомасштабных 
пульсаций, определяемых вязкими процессами zv , оценку которой удобно 
дать ниже. Сразу отметим, что наблюдаемая в рассмотренных ниже экспе­
риментах "размазанность" дельта-функций может быть вызвана как обсуж­
даемым принципиальным влиянием процессов молекулярного переноса, 
так и неточиостью измерений . Ответ на вопрос, какой из названных факто­
ров оказывает большее влияние на rтотность вероятностей , требует спе­
циального рассмотрения в каждом конкретном случае. Некоторые сообра­
жения о влиянии неточиости измерений на wютность вероятностей будут 
высказаны после обсуждения влияния числд. Рейнольдса. 

Для иллюстрации "размазывания" дельта-функций на рис. 1 . 1 7  приве­
дены результаты опытов Б эрча, Брауна, Додеона и Томаса [ 1 9 78 ) , в кото­
рых измерялась плотность вероятностей концентрации на краю затопленной 
осесимметричной струи метана. Видно резкое увеличение Р (z ) при z -+ О, 
что можно интерпретировать как слеД дельта-функции. Аналогичные ре­
зультаты получены Кузнецовым и Расщулкиным ( 1 977) . Шринивасаном, 
Антониа и Стефенсоном [ 1 979) , Раджагопаланом и Актокна [ 1 980] , Меш· 
ковым и Щербиной ( 1 98 1 ] . В качестве еще одного примера на рис. 1 . 1 8 
приведены данные измерений плотности в ероятностей температуры на 
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ной с1 руи Mt'1 alla но цан н ы м  Бэрча. Брауна. Додеона и То маса 1 1 9 78 1 х, id = 1 О. 
x1 1d = 1 .49, Re d "' llod/11 = 1 .6 l O" . rf -= 1 .3 r м. u, = l 9 м/c  
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� = А  Т/(А  Пmах . Усповии опы юu и система коорди на r  т е  же. что и на р и r  1 .1 6  

начальном участке подогретой осесимметричной струи, вытекавшей в 
не подвижный холодный воздух (Кузнецов и Расщупкии [ 1 977] ) .  Во всех 
трех точках измеренные плотности вероятностей получились бимодальны­
ми , т.е. имеющими по два максимума. Один из максимумов в каждой 
из точек обусловлен "раэмазанностью" дельта-функции. Действительно, 
в точке .х2 /х1  = О максимум на s = 1 ,5 (s = (z - ( z  >) /о, о2 = ((z - ( z  >) 2) -
дисперсия пульсаций концентрации) соответствует z = 0,92, при х2 /х, = 
= -0,067 максимум на s = 0,85 соответствует z = 0,98 ,  а при х2 /х1 = 0,067 
максимум на s = - 1 ,7 соответствует z = 0 , 1 5 .  Поэтому мжсимумы при 
х2 /х 1 = О и х2 /х1 = --0,067 являются "следом" li (z - 1 ) ,  а максимум при 
х2 /х1 = 0,067 - "следом" б (z ) . В этих оценках использованы результаты 
измерений (z > и о, приведеиные в рассматриваемой работе. 

Продолжим обсуждение влияния числа Re на поведение плотности веро­
ятностей концентрации в окрестtюсти точек z = О и z = 1 .  Важно подчерк­
нуть , что при конечном числе Рейнольдса, пусть сколь угодно большом, 
в любой конечной области минимальное Zmin и максимальное Zmax зна­
чения концентрации, в силу принципа максимума дпя уравнения диффу­
зии *) , оmичаются от нуля и единицы. Надо также иметь в виду, что при 
конечном числе Рейнольдса величины Zmin и Zmax являются функциями 
координат (и времени , если задача нестационарна в среднем) . Определение 
этих функций - достаточно сложная задача, и она здесь не рассматривается. 

Для того чтобы получить более конкретные заключения о поведении 
плотности вероятностей , необходима информация о пеле концентрации 
в окрестности точек Zmin и Z max · Согласно формулам ( 1 .23) , ( 1 .24) плот­
ность вероятностей зависит or площади изоскалярной поверхности и вели-

чины<! �: �- •) z .  Из физических соображений понятно , ч rо  rтощадь изо-

•)  Эrот принuип можно рассматрив ать как одну иэ формулирово к вroporo закона 
термодинами ки. 
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скалярной поверхности имеет конечные пределы при z - Zmin и z --> Zmax 
(число Рейнольдса конечно) . Таким образом, задача сводится к определе-

нию зависимости(\ :: Г> .. от z .  Здесь будут рассмотрены две простые 

физические модели поля концентрации в окрестности экстремальных 
точек. Первая модель соответствует статистически О.3,Нородиому полю 
концентрации в однородной турбулентности . Вторая - предназначена для 
описания свободных турбулентных течений . Разберем вначале первую 
модель. В ней предnолагается , что поле концентрации в окрестности каж­
дой экстремальной точки z = :::111 представляется в следующем виде (дня 
простоты выкладок рассматривается одномерное поле) : 

z = z", + a:n2 • ( 1  .28) 

Здесь координата п отсчитывается от точки положения экстремума, случай­
ная постоянная а: имеет смысл кривизны изоскалярной поверхности в экст­
ремальной точке и зависит от числа Re, так что а: --> оо  при Re --> оо . 

Из формулы ( 1 .28) имеем 

1 :: 1  = 2 1 a:(z - z", ) l 1'2 . ( 1 .29) 

Задача теперь состоит в том, чтобы использовать соотношение ( 1 .29) для 

оценки условного среднего (1 ::1 �-) z . Для качесmенных оценок прене­

бреж� флуктуациями величины а:. В результате, например , в окрестности 
точки z = Zmin получим такую формулу : <1 :: Г>= - 1 a:(z - Zm ) 1 - 112 . 

Из ( 1 .23) и { 1 .30) находим 
P(z) - 1 a:(z -- Zmin ) l - 1'2 , 

( 1 .30) 

( 1 .3 1 )  

т.е. плотность вероятностей имеет интегрируемую особенность в точке 
z = Zmin · Аналогичный вывод справедлив и для другой граничной точки 
Z = Zmax · 

Перейдем к обсуждению второй модели Она основана на результатах 
экспериментального исследования замороженных пространствеиных про­
филей концентрации (или температуры) в свободных турбулентных тече­
ниях (см. рис. 1 . 1 ) . Из рис. 1 . 1 видно, что на краю сtруи происходит скач­
кообразное изменение температуры. Аналогичные результаты получены 
в работах Дженкинса и Гольдшмидта r 1 976) , Чена и Блэкуелдера [ 1 978 ) , 
lllринивасана, Антониа и Брища [ 1 979) . 

Можно предположить, что профиль температуры в окрестности скачка 
находится в некотором квазистационарном состоянии вследсmие баланса 
двух противоположно действующих факторов - диффузии и конвектив­
ного потока, обусловленного силt.ной гидродинамической деформацией 
среды. Аналогичная постановка задачи для поля вихря в теории локально 
однородной и изотропной турбулентности впервые предложена Таунсен­
дом [ 1 95 1 ] . 
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Уравнение диффузии , выписанное в системе координат, связаннон с 

поверхностью z = zo = const ,  на которой происходит скачок, в пренебре­
жении искривлением поверхности и граничные условия , описывающие 
квазистационарный профиль концентрации , имеют вид 

dz d 2 z 
-k n - =- D - ,  k > О, ( 1 .32) 

dn dn2 

z (O) = z0 ,  z � o при п � -оо . 

Здесь k - неосредненный градиент скорости ; считается, что турбулентная 
жидкость находится в области n > О. Асимптотика решения уравнения 
( 1 .32) при п �  -00 (z - О) имеет вид 

z � -
[ dz ] .!!..._ е

хр
(- k n2 )

. ( 1 .33) dn п = о  k n  2D 

Продифференцируем ( 1 .33) по n, выразим n через z с помощью ( 1 .33) 
и подставим зависимость n(z ) в полученное соотношение. В результате 
найдем 

dz ( 2k �112 
- � - - lnz z , 
dn D 

z � o. ( 1 .34) 

В оценках пренебрежем пульсациями циссипации, т.е .  будем считать, что 
k = const - ..J< e>/v . Тогда из ( 1 .24) и ( 1 .34) для IDtотности вероятностей 
получим [( 2k ) '' 2 ] - 1  

P(z) - \- D lnz z ( 1 .35) 

Из ( 1 .35) видим, что во второй модели IDtотность вероятностей ограниче­
на при z -+ zmin · Такой характер P (z ) обусловлен тем, что нулевое значе­
ние концентрации не достигается на любом конечном расстоянии от границ 
течений струйного типа. 

Рассмотренные выше примеры показывают, что при конечном числе 
Рейнольдса процессы молекулярного переноса достаточно сложным обра­
зом сказываются на форме распределения IDtотности вероятностей кон­
центрации . В связи с этим полезно отметить, что во многих случаях, пред­
ставляющих практический интерес, рассматриваемые процессы могут 
быть существенными. 

Как уже указывалось ранее, влиJIНие числа Рейнольдса особенно велико 
вблизи границ фазового пространства (т.е. точек z = О и z = 1 ) , так как 
в окрестности этих границ IDtотность распределениЯ вероятностей стре­
мится к дельта-функциям. Поэтому дальнейшее обсуждение построим 
СЛедуЮщим образом. Оценим сначала величину z11 , т.е. тот интервал зна­
чений концентрации, на котором "размазаны" дельта-функции, а затем 
найдем порядок отброшенных членов в асимптотическом разложении 
функции Р (z ) вне рассматриваемо гр интервала. 

Очевидно, что величина z11 определяется амiDiитудой наиболее мелко­
масштабных, зависящих от вязкости пульсаций концентрации. Поэтому 
для оценки величины Z11 можно воспользоваться теорией Колмогорова 
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( 1 941 ) и Обухова ( 1 941 , 1 949 J , согласно которой z .. зависит только от 
<N>, ( е) ,  11 и D. Будем считать, что 11 - D, и учтем, что при замене z на Az 
(А произвольно) величина <N> преобразуе1 ся по закону < N > � A2 < N>. Тогда 
из соображений размерности получим 

z - <N > 1/2 -
( 11 ) 1/4 

" < е ) 
( 1  .36) 

Для оценки ( е ) и ( N) воспо11ьзуемся известными сооt.ношениями ( е ) ­
- q3  /L, (N) - a2q/L . Тогда 

z., (qL) - 1/4 - - 1/4 - - - - Re . а 11 
(_1 .37) 

Поскольку в ( 1 .37) число Рейнольдса входит в малой степени , то влия· 
ние процессов мо11екулярного переноса на плотность распределения вероят­
ностей концентрации вблизи граничных точек z = О и z = 1 может быть 
весьма значительным. Например, расчет показывает, что = " /а = 0, 1 6  в уело· 
ви.ях опытов Б эрча,  Брауна, Додеона и Томаса ( 1 9 78 ) . =,. /а =  0, 1 3  в уснови­
ях опытов Кузнецова и Расщуnкика [ 1 977) . В обоих с:�учаях значения z .,  

сопоставимы с интервалом, на  котором "размазаны" цепыа-функции 
(см . рис. 1 . 1 7 , 1 . 1 8 ) . 

Обратимся теперь к оценке порядка отброшенных членов в асимптоти кс 
плотности вероятностей концентрации при Re - оо во внутренних точках 
интервала z"'in < z < Zm8,. , т.е . оценим добав ки к функции Р, ,  входящей 
в ( 1 . 1 9) и ( 1 .20) . В оценках используем гипотезу о статистической незави· 
симости крупномасштабного , автомодельного по числу Рейнольдса. и мелко· 
масштабного , определяемого молt>кулярной вязкостью, движений в турбу­
лентной жидкости. Подробное обсуждение этой гипотезы с соответствую­
щими ссьmками на литературу дано в § 3.2 . Здесь ограничимся то11ько 
указанием на то , что ввt>денная гипотеза яв11яется органической частью 
теории локально однородной и изотропной турбулентности Колмогорова -
Обухова. Чтобы применять эту гипотезу, разложим поле концентрации на 
сумму двух полей 

z = z O > + z (2 ) .  ( (z ( l ) )2 ) 112 - и. ( (z <2 >i > 1 1 2  - z.,,  ( 1 .38) 

одно из которых - z ( J )  - крупномасштабное, а другое - 1 <2> - мелко­
масштабное, локально однородное изотропное no11e.  Последнее , в част­
ности , означает, что при Re -+ оо справедливо такое выраАСение :  

((;: (2 ) )2 ) 
-..:..,____:...._ - Re - 112 ( 1  .39) а2 . 

Разбиение ( 1 .38) можно осуществить, например, следующим образом. 
Рассмотрим куб w с центром в точке х и стороной 1,  удовлетворяющей 
условию 1 = к 71, к � 1 ,  и введем величины 

1 
z ( l > = - f z d V, z <2> = z - z O > . v c..l 

Здесь V - объем области w. Устремляя чисно Рейнолыtса к бесконечности 
при к =  const,  получим представление ( 1 .38) . 
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Использование гипотезы о статистической независимости полей z ( 1 > 
и z <2 > позволяет расщепить корреляции типа ((z O > ) k 1  (z <2 > ) k '  ) , т .е . 

((z < O)k '  (z (2 ))k '  ) = < (z ( l ) ) k ,  > < (z (2 ))k ' ) , ( 1 .40) 

rде k 1 и k2 - любые положительные числа.  Теперь в се rотово для тоrо, 
чтобы оценить порядок отброшенных членов в асимптотикс ruютности 
в ероятностей концентрации . 

Действительно , как известно , плотность вероятностей однозначно опре· 
деляется своей характеристической функцией , т.е. в еличиной ( .р ) = 
= ( exp (i }..z )  ) . Из ( 1 .38) , ( 1 .40) имеем ( .р )  = < ехр (i }..z ( 1 ) ) )( ехр (iЛz (2 ) ) ) . 
Так как ((z (2 ) ) 2 ) 11 2 � а в силу ( 1 .39) , то приближенно получаем 
( exp (i}..z <2 > ) ) = < l + i }..z (2) - !-2 }..2 ( z <2 > ) 2 ) . Поскольку поле z < 2 > локаль· 
но однородно , то ( exp (iдz (2 ) ) )  = 1 - �� Л2 ({z (2 ) ) 2 )  + . . .  Таким образом, 
разложение характеристической функции имеет вид 

( .p ) = ( exp (i Л. z ( l ) ) ) ( l - !.-i Л2 ( (z <2 > )-l ) +  . . . ) . 

Так как ( (: щ ) 2 ) -+ 0 при Re -+ 00, то обратное прообразование Фур1.е от 
nepвoro чпена в э rом разложении , в силу ( 1 . 1 9 )  и ( 1 . 20) , есть -rPr . Обрат · 
н о с  преобразование Фурье от следующего члена в разножении характсристи·  
ческой функ uии ,  в сину ( 1 .39 ) , порядка Re - 1 1 2 • 

Таким образом, предположение об автомодельности функции Р по числу 
Рейнольдса выполняется с точностью порядка Re - 1/ 2 • 

Даже в лабораторных условиях, коrда число Рейнольдса Re = Lqfv редко 
прев ышает 1 04 , эта точносrь порядка одноrо про цента. Поэтому влияние 
процессов молекулярного пере11оса на плотность ра!=пределения вероят­
ностей концентрации вне малых окрестностей точек z = О и z = 1 можно 
не учитывать. И, наоборот, в окрестности этих точек влияние числа Рей­
нольдса существенно , что связано с двумя обстоятельствами . Во-первых,  
как установлено выше, при указанном выше числе Рейнольдса интервал ,  
на котором "размазаны" дельта-функции, достаточно в елик (z.,  - 0 , 1 а) 
Во-в торых, поскольку Р - Б (z ) при Re -+ 00 , то число Рейнольдса сильнс 
сказывается на абсолютных значениях плотности. вероятностей (при конеч­
ном числе Рейнольдса Р (z )  имеет ярко выраженннй максимум, располо­
женный при z = О; изменение числа Рейнольдса сильно сказывается на 
амнлюуде эroro максимума) . 

Таким образом, при интерпретации экспериментальных данных следует 
с больuюй осторожностью пользоваться предположением об автомодель­
ности распределений вероятностей по числу Рейнольдса . Это обстоятельство 
зачастую игнорируется. В качестве примера можно привести работы Поупа 
[ 1 979 , а,  б] , в которых для аппроксимации измеренных в опытах ruютнос­
тей распределений вероятностей , т .е .  функций с особенностями , обуслов­
ленными вязкостью, предложен ряд вариационных принципов , не содержа­
щих числа Рейнольдса . 

К рассмотреиной выше проблеме о воздействии процессов молекуляр­
ного переноса на вид 1Uiотностей распределений вероятностей тесно примы­
кает вопрос о влиянии приборных поrрешностей на измеренные значения 
Р (z ) .  В ряде случаев влияние числа Рейнольдса и поrрешностей измерения 
приводит к качественно одинаковым результатам. Например, при отличной 
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от нуля ширине окна компаратора *) , служащего для измерения плотности 
вероятностей , дельта-функция будет "размазанной". Указанный эффект 
может быть существенным. Например, в опытах Кузнецова и Расщупкипа 
( 1 977]  эта ширина совпадает с оцененной выше амплитудой мелкомасш­
табных пульсаций zv . В ряде опытов , однако, "размазывание" дельта­
функций обусловлено в первую очередь шумами в комплексе измеритель­
ной аппаратуры (Ля Рю и Либби ( 1 9 74] , Раджагопалан и Антониа ( 1 980] . 
Мешков и Щербина [ 1 98 1 ] ) ,  что всегда надо иметь в виду при анализе 
экспериментальных данных . Метод преодоления указанной трудности 
предложен в работах Б илджера, Антониа и lllринивасана ( 1 976] , Брэдшоу 
( 1 978] , Билджера [ 1 978] . Мешкова и Щербины [ 1 98 1 ] , Щербины [ 1 982 ] . 

Основная идея метода остоит в том, что "размазанная" шумами плотность 
вероятностей в окрестности точек z = О и z = 1 аппроксимируется специаль· 
но подогнанными гауссовскими кривыми , площади под которыми дают 
соответственно 'Уо и "f 1 • 

Проведенный анапиз показывает, что учет влияния процессов молеку­
лярного переноса на вид плотности распределения вероятностей сопряжен 
с преодолением значительных трудностей , возникающих как при теорети­
ческих, так и при экспериментальных исследованиях . Введение перемежае· 
мости позволяет обойти эти трудности . Именно в этом и заключается 
основное преимущества рассмотрения предельной картины течения при 
Re = 00 •  

§ 1.4. Качественный вид мотносm 
распределения вероя'IНостей концентрации 
при горении однородной смеси 

При горении в турбулентных потоках в плотностях распределения ве· 
роятностей коцентрации химически активной примеси имеется ряд качест­
венных особенностей , существенно отличающих этот случай от проанали­
зированного в предыдущем параграфе смешения пассивной примеси . Как 
будет показано в главе 5 ,  лишь для диффузионного горения ,  т.е . при раз­
дельной подаче горючего и окислителя,  при некоtорых предположениях 
общего характера задачу можно свести к исследованию мотности вероят· 
ностей химически инертной примеси . По этому при таком способе организа­
ции процесса качественная картина плотности вероятностей концентрации 
осrсtется прежней . 

Однако положение кардинальным образом меняется при горении пред­
варител ьно перемешанных газов . Анализ этого случая является целью 
данного параграфа . Далее концентрация химически активной примеси 
будет обозначаться буквой с. Это же обозначение применяется и для норми­
рованной температуры. Условимся, что в последнем случае с = О в свежей 
смеси и с =  1 в продуктах сгорания ,  т . е. с =  (Т - Т<0> ) / (Т<ь> - т<о> ) ,  
т<о> - температура свежей смеси , т< ь >  - температура продуктов сгорания. 

* 1 Компаратор - устройство, на выходе которого напряжение принимает одно из 
дв ух возможных значений : нуль или едИницу .  Напряжение равно едИнице, если кон­
центрация примеси л ежит в интервале (z, z + t:.z 1 , и нулю в противном сл учае. Плот­
ноеть вероятностей пропордмональна среднему напряжению на выходе компаратора, 
если t:.z - о кно компаратора - до статочно мало. 
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в работах Дамкелера р 940) , Щелкина [ 1 943 ) , Щелкина и Трошина 
[ 1 965 ) бьmи сформулированы два предельных механизма горения одно­

родной смеси : 1) горение происходит в протяженных зонах, размеры 
которых сравнимы с масiiПабом турбулентности, - объемный механизм 
горения и 2) горение протекает в узких зонах, сильно искривленных и 
запутанных иэ-эа флуктуаций скорости, - фронтальный механизм горения.  
Специально подчеркнем, что эдесь рассматривается неосредненная картина 
течения и горения . За дальнейшими сведениями о моделях турбулентного 

�-ГL 
t 

Ри L:. 1 . 1 9 . Осциллограмма пvл ьсаций температуры при горении однородной смеси по 
данны м Ко кушкина ( 1 96 0 ] . О пыты провеnены с бензино-воздушной смесью ; ко эффи­
циент и збытка во здуха а =  1 ,6 - 1 ,8 ;  начальная температура 5 73 К; давление нормаль­
ное.  Смесь горела за коническим стабилизаторо м днаметром 6 см, расположенным на 
срезе тр убы днам етром 40 см. Скороеть истечения составляла 90- 1 1 0  м/с. Измерении 
проводились на расетоинии 40 см от среза трубы. Единицы измерения по осям коорди­
нат произвольиы 

горения можно обратиться к книгам Талантава [ 1 9 75 ) , Щетинкова [ 1 965 ) , 
Прудникава и др . [ 1 9 7 1 ] , Ильяшенко и Талантава [ 1 964] , Раушенбаха и 
др . [ 1 964] , Вильямса [ 1 965 ] и обзорам Эндрюса, Брэдли и Лвакавамба 
[ 1 975 ] , Либби и Вильямса [ 1 98 1 ] , Абдель-Гайеда и Брэдли [ 1-98 1 ] . Брэя 
( 1 980) , Борги [ 1 984) , Брэдли [ 1 984] . 

"Замороженное" (мгновенное) распределение температуры в двух 
указанных случаях существенно различно . При объемном механизме горе­
ния изменение температуры происходит на масштабах порядка L и качест­
в енный вид плотностей вероятностей концентрации при горении и при 
смешении без реакций принципиально не отличаются. 

Подробные оценки , проведеиные в главе 6 , свидетельствуют, что в 
условиях, реалиэуюшихся в технических устройствах, горение однородной 
смеси чаше всего происходит по фронтальному механизму. В этом случае 
профиль температуры состоит из последовательности импульсов почти 
прямоугольной формы с одной и той же амплитудой , но разной продолжи­
тельности . Изменение температуры от нижнего уровня до верхнего проис­
ходит на толшине б ,  имеющей порядок толшины нормального фронта 
пламени . Сказанное иллюстрируется осциллограммой пульсаций темпе­
ратуры, которая получена Кокушкиным [ 1 960) (рис. 1 . 1 9) .  Из этой осцил­
лограммы видно , что горение происходит в соответствии с фронтальной 
моделью. 

Структура поверхности пламени проиллюстрирована на рис. 1 .20, заимст­
вованном из той же работы. В этом опыте использовались пять термомет­
ров сопротивления, расположенных на расстоянии 6 мм друг от друга 
вдоль прямой , перпендикулярной оси факела (ось -h на рис. 1 .20) . Верти­
кальные отметки на ри�. 1 .20 соответствуют моментам времени, в которые 
фронт пламени проходит через датчик. При интерпретации рис .. 1 .20 на 
основе известной гипотезы Тейлора о заморожениости турбулентности 
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время можно связать с продольной координатой с помощью соотношения 
х1 = (u 1  > t .  Поэтому сплошные линии соответствуют зарегистрированному 
положению фронта пламени . 

Таким образом, в первом приближении фронт пламени можно рассмат­
ривать как поверхность, на которой претерпевают разрыв скорость, плот­
ность, температура и концентрации . 

Очевидно, что при фронтальном механизме горения плотность вероят­
ностей промежуточных значений температуры (О < с <  1 )  пропорциональна 

� . �-';=:±�1k&bd: 
� ,..,... I 1/200 t, c 

Ри с .  1 20 "Замороженное" ноложсние фро ю а  пп амени по д:iННЫм Ко кушкина [ 1 9 6 0) 
Условия о пытов те же. что и на рис.  1 . 1 9  

тепловой толщине нормального пламени li - afuп , где а -- коэффициент 
температуропроводности ,  Ип -- скорость нормального распространения 
пламени . Более подробно об этих параметрах говорится в главе б. Прове­
деиные там оценки показьmают, что параметр li мал (меньше 1 мм) . Поэто­
му справедлива оценка 

Р (с) - li/L ,  О <  с <  1 . ( 1 .42) 

Аналогичная оцruка получена Прудниковым в 1 960 r .  (см. изложение 
работы Прудникова в книге Раушенбаха и др .  [ 1 964] ) . Эта оценка, разу­
меется,  неверна при с = О или с = 1 ,  так как ясно, что при li = О п;юмежу­
точные значения температуры не наблюдаются , а плотчость вероятностей 
имеет вид 

( 1 .43) 

Соотношение ( 1 .43) дает главный член асимптотического разложения 
плотности вероятностей по большому параметру L /li = ИnL /a,  который 
в данном случае можно рассматривать как аналог числа Рейнольдса . 

Формула ( 1 .43) также, по-видимому, впервые получена Прудниковым 
в 1 960 г .  (см. изложение работы Прудникова в книге Раушенбаха и др. 
[ 1 964] ) .  Так как в ( 1 .20) , ( 1  43) фигурируют сингулярные слагаемые, 
то можно считать, что при горении однородной смеси возникает .�<dление, 
внешне сходное с перемежаемостью в rурбулентных потоках. Эта сtНdJюгия 
оправдана также и тем, что в условия применимости формулы ( 1 .43) 
входит коэффициент молекулярного переноса. 

Подчеркнем, однако, что отмеченная аналогия далеко не полная, так как 
при горении жидкость до и после фронта пламени, разделяющего области 
с с = О и с = 1 ,  может быть завихренной . 

Измерения плотности вероятностей температуры при горении однород­
ной смеси проводились Иошидой и Гюнтером [ 1 980] (в качестве горючего 
газа использовался природный газ) . Одна из полученных в , r. -.й работе 
плотностей вероятностей приРе,dена на рис. 1 .2 1 .  Чепш видны дв а макси­
мума, соответствующие двум "размазанным" дельта-функциям в выраже-
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нии ( 1 .43) . Причины "размазанности" те же, что и при диффузии пассивнон 
примеси ( этот вопрос подробно обсуждался в § 1 .3 ) . При О <  r < 1 плот­
ность вероятностей мала. В этой же работе проверено следствие формулы 
( 1 .43 ) : 

а2 = < r > ( l - ( с }) . ( 1 .44) 

Результаты сощ>ставления соотношения ( 1 .44) с эксперименrсiЛьными 
данными приведсны на рис. 1 .22 .  Видно, что соотношение ( 1 .44) выпол­
няется с точнос1 ью не менее 1 0 % при любом значении ( с } . Аналогичные 
результаты получаются и при обработке опытов К3Лгатги и 1\ JCCa [ 1 9 79 ]  . 
С фронтал ным механизмом горения согласуются и резуныаты опытов 
Билла, Неймера и Талбота [ 1 98 1 ] .  В этой работе исследоваЛось горение 
смеси этилена с воздухом в потоке за турбу11изирующей решеткой , распо­
ложенной в канале. Пульсации скорости измерялись лазерным анемомет­
ром. На рис. 1 .23 изображена плотность распределения вероятностей про­
дольной скорости , измеренная в некоюрой внутренней точке зоны горения. 
Отчетливо видна бимодальная структура этой плотности вероятностей . 
Тем самым в точке с конечной вероятностью наблюдались две жидкости 
с различными статистическими свойствами . Другие результаты рассматри­
ваемой работы будут отмечены в § 6.6. 

В отличие от случая , рассмотренного в § 1 .3 , при горении однородной 
смеси следует учесть поправки к плотности вероятностей , которые обус­
ловлены влиянием процессов молекулярного переноса . В самом деле, 
с помощью формулы ( 1 .43) нельзя найти,  например , среднее значение 
скорости химической реакции . Проанализируем это влияние, пользуясь 
теорией Зельдовича и Франк-Каменецкого ( 1 938 а ,  б] . которая, как из­
вестно , дает главный член в асимптотическом разложении решения урав­
нения теплоnроводности с источником (скоростью тепловыделения, опи­
сываемой законом Аррениуса) по малому параметру R т<ь> /Е, где R -
газовая постоянная,  Е - энергия активации , т<ь> - адиабатическая темпе­
ратура горения. В рамках указанной теории толщина слоев li c- ,  в которых 
nроисходят химические реакции , по nорядку равна lic- = liR т<ь> /E < li .  
При фиксированном значении li и R т<ь> /Е �  О можно , следовательно . 
сч�тать, что реакции идут на поверхности с = 1 - О. По одну сторону этой 
поверхности - в продуктах сгорания - концентрация сохраняет постоян-

Рис 1 .2 1  l lл отнuс1 ь распреnелr1tи.н веро 11 1 Нос 1 ей rем нера­
ту ры при rор�нии о:що родноli �· ме�·и в бунзено в екай Го· 
рел к е по данн ы м  Ио шиды и Гюн repa 1 1 9110 1  х, /d = 1 • 75 . 
J(. /d = 0.3 .  Red = и. dlv = 1 .44 . 1 о• . Uo = 5 .44 м/t: .  d - 3 .1)7 см 
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Рис .  1 22 .  С"вJiзь дисперсии пул ьсаций температуры со средн ей тем пературой при гор� 
нии одно родной смс1.:и в бунзенов ской торелке по данным Иошиды и Гюнтера ) 1 98 0 ) . 
1 - x, /d = 3 . u', /u� = 6о/о. а = 1 .2 5 .  2 - x, /d = 2 . 3 75 . u ', /и0 = 6%. а =  1 . 1 8 . З - x, /d = 1 , 75 .  
и; fи0 = 6%, а =  1 , 1 1 . 4 - x, /d = 3 ,  и ;  /и., = 4%, or = 1 . 2 5 , 5 - .�t, /d = 1 ,75 ,  и ;  /и,. = 9%, or = 
• 1 ,25 . 6 - зависи мость. описываемая формулой ( 1  44 ) ,  01 - к�эффициент избьн·ка 
воздуха, w; = ( ( u , - ( и 1 } ) 2 > 1/2 , l' = ( Т - т<О)  ) / { Т(Ь) - т{О) ) ,  о' = < {с - ( l' ) ) 2 )  

Рис 1 .2 3  Плотность распредепениJI в ероя1·ностей продольной скоро сти nри 1-орении 
однородной смеси Э1 ИJiена с воздухом в поток е за турбулизир ующей решеткой в кана­
ле по данным Билла, Н ей мера и Талбот-.1 L 1 98 1 J . Измерения проводились в сечении, 
распоsiожен но м на расстоянии 7 .5 см от решетки . Размер ячейки решетки М = 0.5 см, 
ширина канала 1 О см. u0 = 6 ,84 м/с - средняя скоросn. перед решеткой. Ко эффициент 
иJбьпка воздуха or = 1 .3 3 

кое значение с = 1 ,  а по друrую - наблюдаются все промежуточные значения 
концентрации . Следовательно , в приближении Зельдовича и Франк-Каме­
нецкоrо в выражении ДJIЯ плотности вероятностей температуры должен 
содержаться член, пропорциональный б (с - 1 ) .  В приведеином рассужде­
нии, принаднежащем Кузнецову ( 1 976б) . существенно то , что параметр б 
фиксирован (число Рейнольдса конечно) и ,  следовательно, в плотности 
вероятностей отсутствует член с б (  с) .  Заметим, что это обстоятельство 
упущено из внимания в ряде работ и ,  в частности , у Прудникова (см. Рау­
шенбах и др. [ 1 964] ) ,  Зимонта [ 1977] , Брэя [ 1 980) , Либби и Брэя 
[ 1 98 1 ) . Либби и Вильямса [ 1 98 1 ) .  Таким образом, имеем 

Р (с) = -у . б (с - 1 )  + -уР, (с) , -у 1  + -у = l . ( 1 .45) 

Во избежание недоразумений подчеркнем, что здесь нижний индекс t имеет 
смысл иной, чем в формуле ( 1 . 1 9) . Он употребляется эдесь лишь на основе 
формальной аналогии между соотношениями ( 1 . 1 9) и ( 1 .45 ) . 

В рассмотренном предельном переходе (R т<ь> /E -+ 0, 6/L фиксировано) 
профиль концентрации обладает тем свойством, что о с/о n -+ О при с -+ О  
и, следовательно , Р, (с) -+ оо  при с -+  О, т.е. условная плотность вероятностей, 
как видно из ( 1 .24) , имеет интегрируемую особенность в нуле.  

Важно еще раз подчеркнуть, что в анализируемом случае, в отличие от 
чистоrо смешения, использование прииципа автомоделькости по числу 
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Рейнольдса дп я условной плотности вероятностей температуры неприем­
лемо . 

Как и в случае смешения без реакций , когда перемежаемость обусловле­
на крупномасштабными колебаниями узкой границы, разделяющей турбу­
лентную и нетурб)'Jiентную области, так и в случае горения однородной 
смеси перемежаемость вызвана крупномасштабными колебаниями фронта 
горения. О.п.нако . несмотря на формальное сходство формул ( 1 .45 ) и 
( 1 . 1 9) , оба вида перемежаемости не связаны между собой и обусловлены 
совершенно разными физическими причинами :  гидродинамическая пере­
межаемост.ь возни кает при Re -нх> .  а перемежаемость в случае горения 
однородной смеси - при R т<ь> !Е ..... О. 



I ' Л А В А 2 

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ПЛОТНОСТЕЙ РАСПРЕдЕЛЕНИЙ 

ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Первая попытка получить уравнение мя плотности вероятностей в тур­
булентном потоке,  по-видимому, сделана Фростом [ 1 960] при рассмотре­
нии турбулентного горения однородной �меси горючих газов . В пой работе 
найдено уравнение мя плотно�ти вероятностей температуры . При выво.з.е, 
помимо точного уравнения теплопроводности, привлекаsJись дополнител ь­
ны� соображения (например, о маrковском характере процесса турбу­
лентного смешения) . Похожее уравнение (под названием модели Ланжеве­
на) появилось позже в работе Чанга ( 1 969 ] . В дал ьнейшем этот подход 
развивапся в работах Кузнецова и Фроста ( 1 973]  и Фросrа [ 1 973,  1 9 77 ] . 

Точные незамкнутые уравнения для п-точечных плотностей распредел е­
ний вероятностей различных гидродинамических характерис rик, получен­
ные из уравнений Навье - Стокса, введены в rеорию турбулентности прак­
тически одновременно в работах Моиина ( 1 967 а , б ] ,  Ландгрена ( 1 967 ] .  
Новикоза ( 1967 ] , Кузнецова [ 1 967 ] , Улинмча [ 1968 ] . Улинмча и Люби· 
мова ( 1 968 ] . Впоследствии уравнения м я плотностей вероятностей бьmи 
обобшеиы на случай лагранжева описания дВifжения среды в работах Люби­
мова ( 1 969] , Любимова и Улинича [ 1 970] . Общий метод вывода уравне­
ний для плотностей вероятностей в произвольной сплошной среде дан в ра­
ботах Иевлева ( 1 972 ,  1 975 ]  и Фокса ( 1 97 5 ]  (см . также Хилл ( 1976 ] ) 
Достаточно подробный обзор работ, выполненных в этом нuправлснии. 
включая и способы замыкания уравнений , содержится в статьях Кузнецова 
и Сабельникава ( 1 98 1  а ,  б] (см. также § 2 .3 данной книги) , к ниге "Турбу­
лентные течения реагирующих газов" под редакцией Либби и Вильямса 
ti 980] , обзоре Борги t i  980) и статьях Сабельникава ( 1 985а ,  1 986] . 

В следующих главах потребуютел лишь дsа уравнения : первое - м я  
одноточечной плотности вероятностей концентраuии и второе - д.т1я двух­
точечной плотности вероятностей разности скоростей . Использованный ни­
же метод вывода этих уравнений отличается от описанных в �итературе тем, 
что уже на первом его этапе вводител перемежаемость . Это, как указыва­
лось в главе 1 ,  позволлет избежать формальных трудностей, связанных 
с предельным переходом Re -+ оо . Такой подход бьm предЛожен Кузнецо­
вым [ 1 972 а ) . Затем он использовался в работах Кузнецова и Фроста 
[ 1 973] , Кузнецова ( 1 977 б, 1 979 а ] , Сабельникава ( 1 979, 1 980 а ,б, 
1 98 2 б, в ] , Кузнецова и Сабельникава [ 1 98 1 а, б ] ,  Кузнецова, Лебедева, 
Секундова и Смирновой ( 1 98 1 ) .  О ' Брайсна и допазо ( 1978] . О ' Брай­
ена ( 1 978 ] и ряде других работ . 
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§ 2 . 1 . Уравнение для плотноС111 распределении 
вероятностей концентрации 

В данном параграфе рассматриваю сся процессы в трех разных сл учаях :  
1 1 смешение в отсутствие химически}( pe<tкWt й .  2 )  1 орение. возник<tюшее 
при смешении потоков топлива и окис..'lителя ( диффузионное трение ) :  
3 1  горение предварительно nерсмешанных горючих комnонентов . Во нто ·  
ром случае nрелn"лагается . что скорости всех химических ре<tкций беско­
нечно велики.  т.е. сост<tв и темnератур<! термодинамически р<tвновссны . 
В третьем - .:читается . что nроисходит одноступенчатая реакция,  <t скоросrь 
ее конечна .  П редполагается ,  что число Рейнольдса стремится к беско не•rно­
сти , а число Маха - к нулю.  В сил у  1юследнего nредnоложения nри вычи..:.'l с­
нии плотности р давление р можно счита rь nостоянным. т .е .  р з<tвисит . r ишь 
о 1  температуры и состав<t ( в  таком nриближении градиент д<tв,1 ения . 
в ходящий в уравнение Навье - Стокса. всегда учитывается ) .  

П редпо;южим также . что все коэффициен гы молекулярного nереноса 
равны, а на•r;.шьные расnределения концентраций всех веществ и энтЗJI ЫIИИ 
и граничные условия nодобны . Первое ограничение не является слишко м  
сильным, nоскольку характеристики смешения слабо зависят от чис..'l а  
Рейнольдса. Как известно , в указанных выше предположениях цля оnиса­
ния рассматриваемых nроцессов достаточно зада1 Ь лишь гидродинамиче­
скую скорость и концентраi.Dfю какого-нибудь одного вещества (Бурке и 
Шуман [ 1 928) , Зельдович и Франк-Каменецкий [ l 938a, б ] . IIIвaб ( 1 948 ) , 
Зельдович [ 1 949) ) .  

Этот вывод очевиден цля случая смешения без реакций.  
Если в потоке происходят химические реакции, то суммарные весовые 

концентрации с et ( а  = l , 2, . . .  ) атомов данного вида ,  содержащиеся во 
всех химических соединениях, и полная энтальпия ( вкщочающая в себя 
энергию химических связей) с0 описываются одинаковыми уравнениями 
без источников . Поскольку начальные и граничные условия обычн\) подоб­
ны, то вепичины с0 и с et линейно выражаются через решение уравнения 
диффузии без источника. Тогда при диффузионном горении темnературу, 
плотность и концентрации всех веществ можно свя.зать с этим решением 
с помощью термодинамического расчета . Далее предполагается, что ·на 
операция уже выполнена. 

Если химическая реакция является одностуnенчатой,  то при горении 
заранее перемешанных  горючих комnонентов количество выделившегося 
тепла  и изменение концентраций реагирующих вешесrв легко выражаются 
через концентрацию какого-нибудь одного веществ<t .  Следовател ьно . 
и в этом сЛучае достаточно задать распределение какой-нибудь одной харак­
теристики nроцесса ( например. температуры ) .  

Таким образом,  во всех  рассматриваемых случаях плотность р и ско­
рость химической реакции W выражаются через одну nеременную. Эту перс­
менную обозначим буквой с ( с = z - концентрация инертной примеси nри 

т - т< о)  
смешении или при диффузионном горении, с = Т ( Ь ) _  т < О) nри горении 

однородной смеси , 
Т -

температура. индексы О и Ь относят ся к свежей 
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смеси и продуктам сгорания соответственно) . Все результаты, полученные 
в данной главе, остаются справедливыми и в случае W = О. 

Сформулированные предположения значительно упрощают анализ и 
вместе с тем вполне достаточны для решения задач, рассмотренных 
в главах 5 ,  б .  

Выпишем неосредненные уравнения диффузии и неразрывности 
3с р - + pи 'il c = 'il( p D 'ilc ) + p W, (2 . 1 )  
д t  

le_ + 'il р и = О .  д t ( 2 .2) 

Здесь D - коэффициент диффузии, W - скорость химической реакции 
( W = О при смешении или диффузионном горении) . 

Введем величину ..р = ехр ( i Л с ) , Л - действительное число . По опреде­
лению ( ..р ) - характеристическая функция плотности вероятностей кон­
центрации. Поэтому, если функция ( ..р ) известна, то плотность вероятно­
стей находится с помощью обратного иреобразования Фурье : 

1 
Р(с) = - f ( ..р ) ехр ( -i Л с )d Л . 

2 rr  _ 00  

Продифференцируем ..р по t . Появляющуюся при этом производную 
дс/ дt выразим из уравнения тетюпроводности ( 2 . 1 ) . В результате 
получим 

д..р 
Р at = i >.. ..р [ - р и 'il с + 'il ( р D 'il с )  + р W ] .  

Первый член в правой части этого соотношения приводится к виду -
pи 'il ..p .  Поэтому после использования уравнения неразрывности ( 2. 2) и 

осреднения имеем 

) ( р ..р ) 
_...:........:._ + V < pu..p > = i >.. ( р W..p ) + iX ( ..p'il�pD 'ilc )  ) . 

д t  
( 2 .3) 

Второе слагаемое в правой части соотношения ( 2.3) можно прео& 
разовать к следующему виду (Кузнецов [ 1 967, 1 972 а ) , Фокс [ 1 97 1 ) , 
Поуп ( 1 976] ) : 

iЛ ( ..p'il(pD'ilc) ) = i>.. 'il ( pD..p'ilc ) - i'Л ( pD 'i!c .  'il..p ) = 

(2 .4)  

Прообразование (2.4) играет важную роль при получении уравнения дпя 
шютности вероятностей концентрации . Заметим, что оно аналогично прео& 
разованию, обы•шо используемому при выводе уравнения дпя дисперсии 
пуnьсаций концентрации (Корсин [ 1 95 1 ] ) . Слагаемое 'i1 ( pD 'i!..p ) , содер­
жащееся в правой части ( 2.4) , описывает мопекулярный перенос моментов 
поля концентрации, и оно пропорционально Re - 1 • Поскольку рассматри­
вается предел Re ..... оо ,  :по слагаемое далее опускается (остал ьные сла­
гаемые в уравнении конеч!Jы. так как плотность вероятностей и ( N )  при 
Re - оо  имеют конечные nредел ы )  
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Используя ( 2 .4) , приведем соотношение ( 2 .3) к виду 

д ( р ..р) --+ "V ( p u ..p ) = Л2 ( р N .р ) + i "Л ( р  W ..p ) . 
д t 

(2 .5 ) 

Соотношения ( 2.3)  и (2 .5 ) , как и все точные уравнения для статистиче­
ских характеристик в теории турбулентности, незамкнуты. В них, помимо 
ко ррел яции ( р W..p ) , которая (при принято м предположении относительно 
вида скорости химической реакции W) точно выражается через плотность 
вероятностей Р ( с )  (это обстоятельство и составляет rлавное преимущест­
во использования плотностей вероятностей в теории турбулентноrо rоре­
ния) , входят корреляции ( pu..p )  и ( pN..p ) , не выражающиеся через иско­
мую плотность вероятностей. 

Относительно корреляции ( р W..p ) отметим следующее. Наиболее рас­
пространен случай, коrда в нетурбулентной жидкости W = О и, следо­
вательно, 

( р W..p ) = 'У  ( Р W..p ), = 'У  f р W..pPr (c ) dc. (2 .6) 

Интеrрирование в ( 2.6) проводится по всему интервалу изменения с . Для 
краткости пределы интеrрирования не указываются. Такое сокращение 
записи будет использоваться и далее. 

Рассмотрим теперь корреляцию ( p u..p ) . По определению имеем 

< р и ..р ) = f р и ..р Р ( и , c ) d3 udc.  (2 .7)  

Здесь Р ( и, с) - совместная плотность вероятностей скорости и концентра­
ции. Соображения, аналоrичные тем, которые использовались в § 1 .3 при 
получении формул ( 1 . 1 9) ,  ( 1 . 20) , позволяют установить вид этой функции 
(Сабельников [ 1  979 . 1 980 б ] ) : 

Р( и ,  С )  = ')' Р r (и ,  С )  + ')'о Р n ( и 1 С =' О ) Ь ( С ) + 

(2 . 8) 

Здесь Р r ( и, с) - условная совместная плотность вероятностей скорости 
и концентрации в турбулентной жидкости, Р11 ( и l с = О) и Р11 ( и l с = 1 ) ­
условные плотности вероятностей скорости в нетурбулентной жидкости 
при условии с = О и с = 1 соответственно . 

Подставляя (2.8 )  в ( 2.7) , получим 

( р и.р ) = ')' f p < и >r , I'.PPr ( c ) dc + ')'o P (O) < и >n . o + 

+ ')' 1 p ( l ) exp ( i Л ) < и >п , t . 

rде 

< и  >п , о = f иР11 (и 1 с = О ) d 3 и .  

< и >п , t = f иР" ( и l с  = l ) d 3 и .  

< и >r . � = f иP1 ( и l c ) d J и. 

( 2 .9) 

Здесь Р 1 ( и 1 с ) - условная плотность вероятностей с.корости в турбулент­
ной жидкости при заданном значении концентрации, < и )  n, 0 , < и ) n , 1  
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Риt' 2 1 К оnр�nел ... ни ю условно oc:'p!I!IHf'H· 
ноА с-кuроt1и 

I: 11 (/ k )  .6. 1  J, ( 1./ )f  1" = ' � /). I J,  
А /  J, - 11рОДОJ\ ЖИ Н:Л ЬНОl' l Ь  /i:-1 '0 И H 1 o:p 8 <1JI <I  

B pt'M>!II И .  KOI'IL<I 'JН.JЧ<!НИЯ KOIIЦt'H l p UUИИ Н:!­

ХОДЯ н: Я В дИ<IП<I'JO H I."  ( , 1" + i:>.C. /.. - \ ,  2. 3 ,  

условно осредненные скорости в нетурбулентной жидкости при с = О и 
с = 1 соответственно , ( и )  1 '-' - условно осредненна11 скорость в турбулент­
ной жидкости при заданно� значении концентрации . Дня пояснения смыс.11а 
ус,,овно осредненных характеристик ( ) 1, ,. на рис. 2. 1 схематически 
показана процедура определения условно осредненной скорости ( и )  1 ,  (' 

в статистически стационарном случае .  
Проанализируем корреляцию ( pN <Р ) • По определению имеем 

( pNL(J )  = f pN..pP( N. c ) dNdc. ( 2 . 1  о )  
Здесь Р ( N, с )  - совместная плотность вероятностей скалярной диссиnации 
и концентрации. Из-за перемежаемости значения с = О, с = 1 и N = О набrно­
даются с отличной от нуля веро11тностью. Поэтому 

P( N, c ) = 'YP1 ( N, c ) + 'Y0 6 (c )6 ( N ) + 'Y 1 6 ( c - 1 )b ( N ) . ( 2 . 1 1 )  
Здесь Р1 (  N, с ) -- совместная плотность вероятностей скалярной диссипации 
и концентрации в турбулентной жидкости. 

Подстановка соотношения (2. 1 1 )  в ( 2 . 1 0) дает 

< pN.p ) = 'У  ( pN.p >, = 'У  f pN.pP, ( N, с ) dNdc = 'У  f р <IV > , _  (' .рР, ( с ) dc . 

(2 . 1 2) 
rде 

< N > ,_ ,. = f NP, ( N i c )dN. 

Здесь Р, \ N 1 с ) - условная плотность вероятностей скалярной диссипации 
в турбулентной жидкости при заданном значении концентрации. < N )  r .  с -
условно осредненная скалярная диссипация в турбулентной жидкости при 
заданном значении концентрации. 

Вполне аналогично представляется и корреляция ( .р 'il (pD 'il с) ) :  
( <fJ'il ( pDVc ) > = 'Y ( .p \l( pD 'il c ) >, 

= 'У J <Р < 'il (  pD'il c Pu P1 ( c ) dc.  (2 1 3 ) 
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Здесь ( V ( pD V  с ) ) ,, с - у сл овное среднее значение дивергенции диффу­
зионного потока V (  рП '\1  с )  а турбулентной жидкости при заданном значе­
нии концентрации.  

В зависимости от 1 o r o .  используется или нет преобразование ( 2 .4) , по­
л учаннся две раз.•t и чны� формы записи уравнения для плотности вероятно­
с тей концентрации .  Рассмотрим вначале  соо1Иошение ( ::!.3) . Примени м 
к нему обра rноr  пр�образование Фурье и учтем выражения ( 2.6) , (2.9) и 
( 2 1 3 1 .  В результа1с  пону•tим 

iJpP  
-- + V ( р ( иР< и. c 1 d 3 1  ) = дt  . 

а а 
= - "У - (  \ 1  p/J 'il c ) ), r P1 (  с ) - "У -р WP, ( c ) . а с  · де (2 . 1 4) 

А наnоr ичным образом из соотношения ( 2 .5 ) получим вторую форму 
�аписи уравнения 

о р Р а2 а 
-- + V< pfиP(и . r l d 3 и ) = - "Y -2 P < N >цP1 - "Y -P WP, ot  де де  ( 2 . 1 5 ) 

И нтеграл , фигурирующий в уравнениях ( 2. 1 4) и ( 2 . 15 ) , после подста­
но в к и  выражения ( 2 .8)  дл.я. Р ( и, с )  принимает вид (Сабел ьников 
[ 1 979 .  1 98 0б] ' 

fиР( и, l' ) d 3 и = "У0 l> ( с ) < и >п . о + 

+ "Y t l> ( c - 1 )  < и  >п . l + "У < и >r . cPr ( c ). (2 . 1 6 ) 

Две приведеиные здесь формы записи уравнения для плотности вероятно­
стей концентрации ( 2. 1 4) и ( 2 . 1 5 ) эквивапентны. Физический смысл от­
дел ьных слагаемых в ( 2. 1 4) и (2 . 1 5 )  достаточно прозрачен. Первый член 
в левой части каждого из уравнений (2 . 1 4} , ( 2. 1 5) обусловлен возможной 
нестационарнос1 ью ( в  среднем) , а второй - описывает конвекцию и турбу­
леН i ную диффузию. В правой части (2 . 1 4) и (2 . 1 5 )  содержатся члены. 
характеризующие затухание концентрационных неоднородностей из-за 
смешения до молекулярного уровня и влияние тепловыделения. 

В заключение этого параграфа приведем вывод уравнения для плотнос1и 
вероятностей концентрации, основываясь на ее геометрической интерпрета­
ции, данной в § 1 .3 ,  что полезно для понимания результатов,  полученных 
в главах 3, 5 и 6. Кроме того , использованные при таком выводе промежу­
точные формулы будут неоднократно применяться в главах 3 и 5 .  Для 
простоты рассмотрим статистически однородное поле концентрации. 
Вычислим скорость изменения объема Б V с ,  заключенного между двумя 
близко расположенными изоскалярными поверхностями с и с + dc и пол­
Н\Jстью лежащими в пекотором достаточно большом объеме V. И меем 

db v" 
dt f vndSe+dc- - f vndSt" 

Sc- +d r  

а f vndS . .  
-8.:;.." --- dc. 

де 
( 2 . 1 7 )  
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Здесь v - скорость движения изоскалярной поверхности относительно га­
за, n = V с/ 1 V с 1 - вектор единично н нормали к изоскалярной поверхности. 
Скорость v находится из уравнении диффузии, записанного в системе коор­
динат, связанной с изоскалярной поверхностью с (х, t )  = const (Гибсон 
[ 1 968) , Климов [ 1 972 ) ) :  

- pv "\lc = 'V( pD'Vc ) + p W. (2 . 1 8) 

v = и(" - и. 

Здесь иl" = dxjdt - абсолютная скорость движении точек, расположенных 
на изоскалярной поверхности.  Из (2 . 1 8 )  находим, что 

vn = - p - 1 "\/ ( pDVc ) I Vc l - 1 - W I V c l - 1 • 

Подставовка этого выражения в ( 2 . 1 7) дает 

о f ( - V( pDVc ) I Vc l - 1 - p И' I Vc l - 1 ] dSc 
dpl> v,. s,. 
--- = ---------------- dc = 

dt  о с 
а f ( - V( pD'Vc ) - p W ] d H'l' 

------------ dc. ос (2 . 1 9) 

Разделим ( 2. 1 9) на объем V и устремим V к бесконечности. Учитывая опре­
деление плотности вероятностей ( 1 . 2 1 ) , получим 

орР о о 
-- = - 'У - (( V ( pD'Vc ) )), c Pr - 'У -р WP, ,  
o t ос · о с 

rде 

(( V( pD'Vc ) »t. c = - f V( pDVc ) dfJ vc . 
fJ V,. 6 Vc 

( 2 .2С) 

В статистически однородном случае уравнение (2. 20) совпадает с получен­
ным выше уравнением (2 . 1 4) , поскольку в силу эргодичности выполняется 
равенство 

(( V ( pDVc ) »r. c = ( V( pDVc ) >r. c · 

§ 2 .2 .  Уравнение дru1 двухточеqиой ппоmости 
распредеnени• веро•mостей раэное111 скоростей 
в локально однородной турбуленmое111 

Рассмотрим однородное и изотропное поле турбулентности в несжи­
маемой жидкости. Пусть х < 1 > и х < 2 > - две произвольные точКи, рас­
стояние между которыми принадлежит инер�U�онному интервалу, т.е. 
71 < r < I. , где 71 - колмогоровекий масштаб, L - интегральный масштаб 
турбулентности, r = х < 2 > - х < 1 > .  При выводе уравнения для плоmости 
вероятностей разности скоростей в этих точках, tак же как· и в предьщу-
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щем параrрафе, будем считать, что число Рейнольдса стремится к бескснеч­
ности. Тем самым дальнейшее изложение относится лишь к rлавному чнену 
в асимптотическом разложении плотности вероятностей при Re -> оо , кото­
рый имеет вид ( 1 .8 )  . 

Приведенный здесь вывод уравнения основан на работах Кузнецова 
( 1 967,  1 976 а, 1 977 в ] (см. также статью Кузнецова и Сабел ьникава 

[ 1 J8 1  aj ) .  Введем величину .р = ехр ( i � v ) , v = u(x<2> , t ) - u(x< 1 ) ,  t ) , }; ­
действительный вектор. Среднее значение ( .р } является характеристиче­
ской функцией плотности вероятностей разности скоростей в двух 
точках. 

Продифференцируем .р по времени и выразим появляющиеся при диффе-

оиk (х< 1 ) ,  t ) 0Uk (X( 2 ) , t )  
ренцировании производные и из уравнений 

д t д t 
Навье - Стокеа 

ouk ouk др -- + и -- = - -- + v�uk . 
д t  1 ах, OXk 

(2 . 2 1 )  

взятых в точках x ( l )  и х < 2 > . В (2. 2 1 ) р - давление, поделенное на 
плотность. 

После осреднения выражения, полу ·•енноrо в результате выполнения ука­
занной процеnуры, находим 

_ __  + ,... л u < 2 ) ,... л u ( l ) 
ар( 2 > 

]) ох�2 ) ... х { 2 )  k - ... .x ( l )  k . ( 2 .22) 

Входящие в правую часть этоrо соотношения инерционные члены после 
использования предположения об однородности турбулентности и уравне­
ния неразрывности Vu = О приводятся к виnу 

; л  /.Р [ и < l )  ou� l
) 

- u <2> au�2 )]) 
= k '\ 1 ох<О 1 дх ( 2 ) 1 1 

а а а а 2 < .р >  
= - -- ( uO >.p } - -- < и < 2 >.р > = - - < v .р } = i -___:-

ox < 1 > k ах <2 > k 
or k o r а л k k k k k 

( 2 . 23 ) 

Преобразуем теперь в соотношении (2.22) члены, характеризующие 
силы давления . С этой целью дважды продифференцируем уравнения 
Навье - Стокеа (2 .2 1 )  по xk и х1 . Воспользовавшись уравнением неразрыв­
нnсти, получим в результате цля градиента давления уравнение Пуассона 

др д2иk и, � - = - (2 . 24) ОХ; ОХ; дхk ах, 
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Из (:! .24) находим 

i}p< • ) - 1 (3 ) ( 3 ) 3 ( 3 1  (i) - - f <3> < • > dш и,.. и1 d х . 
дх1. 4п lx - х 1 

i}p( 2 )  - 1 1 ( 3 )  ( 3 ) 3 ( 3 )  
� - - f < 3 > < 2 > d1,.. 1 u k  и1 d х • 

дх1 4п 1 х - х 1 
33 

где dtk l = (3 ) . ( 3 ) ( 3 ) 
дх; ax k  дх, 

Поскопьку сораведпиво очевидное соотношение 

dik l u�3 > u,<3 > = dш vk v,. V = u< 3 > - u( l > , 
то получим . < [ ()p( l ) 3р( 2 ) ]) -

I "Л,.. ..Р дх< •  J - 3х(2 ) -
А k 

. "Лk з 3 = 1 - f TDш .pP(v. V, r, R ) V,. V, d · Vd R . 
47r 

1 1 а3 
Т = - - --- . R = х< 3 >  - х< •  > .  D · = -----

R 1 R -- r 1 
' k '  

дR; дR�r 3R1 

( 2 . 2 5 ) 

( :! .26 ) 

Здесь Р (v. V, r, R) - трехточечная шютность вероятное сей разностей ско­
ростей . 

Рассмотрим вязкие члены в ( 2 .:!2) . Как и при выводе уравнения дня 
плотности вероятностей концентрации (см. § 2 . 1 ) , их можно записать в 
двух различных формах. Далее будет ис1юльзоваться только одна из них ,  
а именно та, которая соответствует записи уравнения дп я  ruютности ве­
роятности концентрации Р (с) в форме ( 2 . 1 5 ) . Чтобы получить эту форму 
записи , примем во внимание следующие тождества (легко видеть , что они 
аналогичны преобразованию (2 .4) ) : 

3и� 1  > 3u � 1  > 
i"Лk ..рдхо J ���· J = -"Л; "Лj..р -Тt"> ---'<т> - А  < • > ..р. ох, дх, х 

. <2 > _ 

3и}2 > аи Р > 
I "Лk ..рд ( 2 ) uk 

- "Л; "Лj ор -щ � х'(2) + дх < 2 J  ..р.  х дх, и 1 

которые позволяют представить вязкие члены в нужном виде 

i"Лk v ( ..р (д щ и�2 > - �  ( I J U� 1 1 J > =  х х 
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32 ( ..р )  = "Л; "Лi ( ..р (fi.J' > + е�2 > ) )  + 2 v  -�-�- · 
ur1 ur, 

ди; ou; 
f; · = v -

1 ох, ох, 

( 2 .27 ) 



Вторым слагаемым в правой части этого соотношения (оно описывает 
молекулярный перенос моментов разности скоростей) при r >  Т7 И  Re � оа  

можно пренебречь . Что касается первого слагаемого в правой части ( 2 .27) , 
то , как показывают выкладки и рассуждения, аналогичные тем, которые 
использовались в главе 1 при получении формулы для плотности вероят · 
ностей разности скоростРой ( 1 .8) из ( 1 .5 ) ,  оно при 17 < r < L имеет вид 

< ·" (eP J + е�� > ) >  = "' < ·" ( eP > + e�� h }  't" 1/ IJ 1 't" lj IJ • } t '  (2 . 28) 

Для дальнейшего иреобразования соотношения (2 . 28) введем условную 
плотность распределения вероятностей Рн (E;j l v) величины E;i  при усло-

вии , что точки х< 1 > и х < 2 > находятся в турбулентной жидкости, а разность 
скоростей в этих точках равна v . Введем обозначение 

e · · (v) = f еР >р (e(' > l v) d e(• > = J  е�� >р (e�� > l v) de (2 )  1/ IJ t f  IJ IJ 1/ t E  1/ (J ' ( 2 . 29) 

Равенство интегралов в ( 2 .29) следует из соображений симметрии . Исполь­
зуя формулу Б ейеса дли усJtовной совместной плотности вероятностей 
E;j и v в турбулентной жидкости : 

Р, , (  E;j . v) = Pre (Е;; 1 v) P,, (v. r) 
и введенное обозначение (2 .29) , приходим к соотношению 

( o(J (E;� 1 > + e;�2 > ) > = 2 ') f E;i (v) o(JP,, (v, r) d 3 v. (2.30) 

Из формул (2 . 23) , ( 2 .26) ,  ( 2 .27) и (2 .30) нолучаем уравнение для 
характеристической функции . Применяя к этому уравнению обратное ире­
образование Фурье, найдем, что плотность вероятностей разности скорос­
тей в двух точках удовлетворяет сл едующему уравнению : 

дР дР д 2 дпk - + vk + 2"'1 -- e;j (v)P,, + - = О.  (2 .3 1 )  дt дrk дV; дVj дvk 
Здесь 

1 
пk = - J TDk ;1· V; V1. P(v, V. r. R)dJ Vd 3 R .  

4п · 

Связь безусловной 1mотности · вероятностей P(v . r )  с условными плот­
ностями вероятностей Р" (v, r ) и Pnn  (v ,  r )  дается формулой ( 1 .8) . 

В инерционном интервале в полученном уравнении , в силу равновес­
ности мелкомасштабной турбулентности , нестационарное слагаемое можно 
опустить. 

§ 2.3. Гипотезы, используемые при замыкании уравнений 
для распределений вероiiТJ:Iостей 

Уравнения д11и плоткостей вероятностей , полученные в первых двух 
параграфах данной главы,  как и все осредненные уравнения в статисти­
ческой теории турбулентности , строго· следующие из уравнений Навье -
Стокеа и диффузии , незамкнуты (исключение �.-оставляет лишь уравне­
ние дли характеристического функционала .  Монин и j} шом [ 1 967 ) ) . 
Для неизвестных функций , входящих в эти уравнения ,  можно выписать 
новые уравнении , которые также будут незамкнутыми и т .д .  В резул ьта-
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те получается бесконечная зацепляющаяся цепочка уравнений,  сходная 
с цепочкой уравнений Ивона - Борна - Кирквуда - Боголюбова в ста­
тистической физике . Попытки замкнуть эту цепочку уравнений пока не­
многочисленны . Методы , предложенные для аппро ксимаЩIИ неизвестных 
членов , в большей своей части являются чисто полуэмпи рическими или 
формальными и ,  как правило , основаны на аналогии с кинетической теори­
ей газов . 

Рассмотрим по необходимости кратко сначала те гипотезы . которые 
используются при замыкании уравнения для одноточечной плотности 
вероятностей концентрации (подробный обзор и анализ гипотез замыкания 
содержится в работе Сабельникона [ 1 985а] ) . 8 этом случае наибольшие 
трудности , по-видимому, возникают при описании смешения до молеку­
лярных масштабов , т.е .  первого слагаемого , которое фигурирует в правой 
части уравнения ( 2 . 1 4) или ( 2 . 1 5 ) . Поэтому очень часто в качестве исход­
ного соотношения используются не точные уравнения механики сплошной 
среды , а некоторые модельные уравнения.  основанные на качественных 
Представлениях о характере процесса молекулярного смешения в турбу­
лентных потоках . Например.  в работах Кузнецова и Фроста [ 1  973 J, Фрос­
та [ 1  973 ) , Чанга [ I  969 ,  1 970, 1 976) применялось уравнение Ланжевена . 
В этом случае первый член в правой части ( 2 . 1 4) приобретает вид*) 

д д - дс'" ( V. (D V c) )'" P = {j i}; (c - ( c }} P, ( 2 .3 2) 

где {j - некоторая функция . не зависящая от концентрации.  
Аналогичное выражение предложено Допазо [ 1 97 5 ) , Допазо и О'Б рай­

еном [ 1 976] . В этих работах показано , что (2 .3 2) есть точное выражение , 
если двухточечное распределение вероятностей концентрации в двух близ­
ких 1очках является нормальным (по этой причине замыкание (2 .3 2) в 
литературе часто называется квазига ссовским) . Тогда функция {j имеет 
вид {j = ( N > 1 а 2

, где а = ( (с - ( с } )  2 } - среднеквадратическая концен­
трация . В главе 1 отмечалось , что указанное распределение вероятностей 
концентрации при малом расстоянии между точками принципиально отли­
чается от нормального (см . рис . 1 . 1 1 ) . 

Следовательно , трудно ожидать, что соотношение (2 .3 2) даст удовлет­
ворительные результаты и действительно анализ , выполненный Фростом 
[ 1 973 ] . Допазо [ I  979) , О'Б райеном [ 1 980а] , Сабельниконым [ 1 98 2 б, 
1 985а,  1 986) , подтверждает этот вывод. 

Иной подход развит в работах Кела [ 1 963 ] , Поупа [ 1 976 ,  1 98 1  б] , Коль­
мана и Янички [ 1 982] , Фроста [ 1 973 . 1 977 ) , Янички , Коль5е и Кольмана 
[ 1 979 J , Допазо [ 1 979] . Недоруба , Фроста и Щербины [ 1 979] (см. также 

обзоры О'Б райена [ 1 980а,б] , Компанийца , Овсянникова и Полака [ 1  979) , 
Щербины [ 1 982 ) ) . В этих работах рассматриваемое слагаемое заменя­
ется фактически произвольным выражением ,  которое нелинейно и нело­
кально зависит от плотности распределения вероятностей . Так , Поуп [ I  976 J 

* 1 Зам� а и м . что Кузи�цон и Фрост ) 1 9 7 3 )  использовали выражение ( 2 . 3 2) только 
в турбулентной жидкости . 
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предпожил такое выражение : 
а qa а 2  

- < V' (D V' c) ) . Р - -аС' ' L ас2 
Х J0к(с"о- ')P(c" ) dc" , 

� се - су' f g -- (c') dc' Х 
- о о 

(2.33) 

где g (s ) = ln ( 1 + s ) ; здесь и далее символы -0 и 1 + О означают. что при 
интегрировании в согласии с: ( 1 .20) учитываются слагаемые . пропорцио­
нальные Б( С') и Б (t - 1 )  соответственно . 

Замы кающие соотношения, предложенные в остальных из перечисленных 
выше работ , за исключением замыкания из статьи Фроста [ 1 973 ] , с.чедуя 
ста1 ье Янички , Кольбе и Кольмана [ l 979J , можно записать в следующем 
общем виде*) : 

а q с , , + о " , " - ( V' (D V' c) >c P - - - [ f d� f dc Р(с ) Р(с ) Х ас L - о с 

с "  
Х G (c, с ', с" ) - Р(с) ] .  f G(c, с ', c") dc = 2 , с ' :,.;;; с .,.;;; с" . (2 .34) 

с '  
Здесь G - пекоторая неотрицательная функция . которая иреобразуется по 
закону G p  .. c, 'Лс ' , Хс" )  = x- 1 G (c, с ' ,  с" ) .  Замыкание Фроста ( 1 973 j отли­
чается от общего соотношения (2.34) тем, что в нем . во-первых. функция 
G ( G = 1) не удовлетворяет указанному закону иреобразования и, во-вторых, 
перед Р (с) вмес rо единицы стоит коэффициент 

с 1 +О 
[ !-2 f (с - с ') Р(с ') dc' + f (с" - с) Р(с") dc " ]  . 

- о  с 
Формула (2 .34) вытекает из модели,  согласно которой молекулярное - , " 
смешение происходит при контакте двух молеи с концентрациями с и с 
При таком контакте возникают новые моли с концентрациями с, 

удовлетворяющими условию с ' < с <  с " . В частности . если сделать простей­
шее предположение о том,  что образуется моль лишь с одной концентра­
цией, равной с = \6 (с ' + с " ) , т.е . G = 2Б (с - !-2 (с ' + с " ) ] , то получим известную 
схему Кела [ 1 963 ) 

!._ ( V' (D V' c) )c P - - !!._ { 4  f P(c - c') P (c + c ') dc ' - P(c) } . ас L - о  
Более сложные выражения для функции G анализируются . Яничкой , 

Кольбс и Кольмаком [ 1 979) . Допазо [ 1 979) ,  Недорубом , Фростом и Щер­
биной ( 1 979] . Кольмаком и Яничкой [ 1 982] , Щербиной [ l 982j . 

Главный недостаток замыканий вида (2 .34) в том,  что они не опираются 
на Jкспериментальные данные . Основная цель ,  которая ирееледуется при 
построении перечисленных замыкающих соотношений , состоит в том .  
чтобы найти такие уравнения . которые допускали бы возможность числен­
ного интегрирования с помощью стандартных методов (имеющиеся на та­
ком пути возможности продемонстрированы в работах Поупа [ 1 98 1 а ] . 

• )  В своей по.:ледующей статье Кольмаи и Яничка [ 1 98 2 ) используют (2 . 34 ) толь­
ко 11 турбулен 1 ной жидкости . Полное выражение для члена, описывающего смеше­
ние д:J м!?лекулярных масштабов . содержит также дополнительные слагаемые, 
о111ечающие вэаимодсйсТ!Iию между турбулентной и нетурбулентной жюtкостями. 
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Недоруба, Фроста и Щербины ( 1 979) , Локвуда и Ыэха [ 1 98 2 ] , Кольмака и 
Янички [ 1982) ) .  

Описание смешения до молекулярного уровня - не единственная проб­
лема, возникающая при анализ� одноточечного распределения вероятностей 
концентрации . Другой важной проблемой является описание турбулею ­
ной диффузии {второе слагаемое в левой части ( 2 . 1 4) или ( 2 . 1 5 ) ) .  В урав ­
нении для Р (с) это слагаемое обычно записывается по аналогии с полу­
эмпирической теорией турбулентной диффузии (Кузнецов и Фрост [ 1 973 ] . 
Фрост [ I  973 ,  1 977 ) , Поуп ( 1 976 J ,  Недоруб, Фрост и Щербина ( 1 979 ) ,  
Недоруб и Щербина [ 1 979] ,  Щербина [ 1 98:! ) и ряд других работ) , т .е .  

fuP(u, c) d3u = < и > P - D, VP .  ( 2 .3 5 ) 

Здесь D 1 - коэффициент турбулентной диффузии . 
Нетрудно видеть, что формула (2 .35 ) предполагает равенство коэффи­

циентов переноса для коэффициента перемежаемости. вероятностей -у0 , -у 1 и 
всех моментов поля концентрации введенному в (2 .35)  коэффициенту диф­
фузt•и D, . Этот вывод, вообще говоря,  не согласуется с известными полуэм­
пирическими теориями. В них, как известно,для лучшего совпадения теорети­
ческих и экспериментальных данных исполь_зуются различные значения коэф­
фициентов переноса для -у0 , 'Y t , 'У . ( с > и а2 = ( (с - ( с ) ) 2 ) (см . , например,  
Мещеряков [ 1  974) . Роди ( 1 980) , Мещеряков и Сабельников [ 1  984а. б) ) .  

Подчеркнем , что , несмотря на указанный недостаток,  замыкание ( 2 .35 )  
в ряде случаев , по-видимому, может оказаться вполне удовлетворительны м .  
Так , например ,  при "черно-белом" смешении , когда ( ck > = ( с  ) = 'Y t , 
k > О  (см . § 1 .3) , коэффициенты переноса всех моментов в точности 
совпадают . Поэтому можно предположить, что <.-оотношение ( 2 .35 ) приме­
нимо , когда мала вероятность наблюдения промежуточных значений кон­
цен rрацни ,  т .е .  при малых значениях коэффициента перемежаемости . 

Описание турбулентной диффузии значительно упрощается , если исполь­
зуются уравнения для <.-овместного распределения вероятностей скорости 
и концентрации . Такой подход развивалея Кузнецовым [ 1 976б] , Допазо 
( 1 976 ] , Онуфриевым ( 1 977 ) , Сабельниковым [ 1 979. 1 98 1 . 1 983 J ,  Поуном 
[ 1 98 1 б] ,  ЛИбби и Брэем ( 1 98 1 ]  (см . также обзор Либби и Вильямса [ I  98 1 ] ) . 
В этом случае вообще отпадает необходимость введения каких-либо гипо­
тез о характере турбулентной диффузии . Однако возникают две новые  
трудности . Первая свчзана с многомерным характером уравнения для сов ­
местной плотности распределения вероятностей скорости и концентрации. 
Вторая возникает nри описании пульсаций давления . Вследствие указанны х 
трудностей рассматриваемый nодход не nривел пока к каким-либо кон­
кретным результатам .  

Рассмотрим теперь гиnотезы ,  используемые при замыкании уравнений 
мя nлоткостей распределений вероятностей скоростей . Уравнение для од­
ноточечной плотности вероятностей скорости рассматривалось Ландrре­
ном [ 1 969] , Иевлевы м  [ 1 970, 1 97 5 J ,  Онуфриевым [ 1 977)  , Сабельниковым 
[ 1 982а,  r ] . В работе Ландrрена для описания сил дав.1 ения испол ьзовалось 
релаксационное выражение ,  совпадающее с выражением . которое вытекает 
из модели Крука в кинетической теории газов (см . . например,  Черчиньяни 
[ 1 975 ] ) . Аналогичные выражения использовались Онуфриевым [ 1 977 ) . 
Для аnпроксимации вязких сил в работе Ландгрена ( 1 969 ] преднолагалось, 
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что двухточечное распределение вероятно\. тсй скорости нвляется нормаль­

ным (анало1·ичный характер носит рассмотренная выше гипотеза (2 .3 2) ) .  
Предположение о том ,  что п-точечные распределения вероятностей скорости 
слабо отличаются от нормальных.  использовалось также Иевлевым ( 1 975 ] . 

в работах Линдгрена и Иевлева слагаемые . описывающие процессы моле­
куля.рного переноса , пропорциональны первым производным по скорости 

от плотиости распределения вероятностей . В случае уравнения для распре­
деления вероятностей концентрации такое описание соответствует записи 

уравнения в форме ( 2 . 1 4) . 
в о rличие от предыдущих работ . Сабельников _ [ l 982a .  r] использовал 

уравнение . в котором вязкие слагаемые пропорцаональны вторым произ­
водным от плотности распределения вероятностей , что соответствует 
форме описания . припятой в § 2 .2 .  Указанный способ представления урав ­
нений для плотностей распределений вероятностей преJХложен в работах 
Кузнецова ( 1 967) , Улинича и Любимова [ 1 968] . В работе Сабельникава 
[ 1 982а ] ВJIИяние пульсаций давления аппроксимировалось с помощью 
диффузионного приближения , которое часто используется в задачах кинети­
ческой теории газов (см . •  например, Черчиньяии [ 1 97 5 ] ) .  Полученное 
у равнение сходно с уравнением Фоккера - Планка. 

Уравнения для двухточечных плотностей распределений вероя rностей 
скорости рассматриваJiись Кузнецовым [ 1 96 7 .  1 976а J , Ландгреном [ 1 97 5 J , 

Иевлевым [ 1 970.  1 97 5 ] . Сосиновичем [ 1 973 . 1 974 . 1 98 1 а , б] . В работе 
Л аидгрена [ 1 97 5 J трехточечная плотность вероятностей скорости выража­
ется через двухточечную и ошюточечную с помощью гипотезы о том . что 
трехточечная корреляционная функция в групповом прtдс rавлеиии трех­
то чечной плотности вероятностей совпадает с трехточечной гауссовской 
корреляционной функцией (указанное замыкание легко обобщается на 
случай любой п -точечной IUJотности вероятностей . n > 3) . Такое замыкание 
приводит к иитегро-диффереициаJiьиому уравнению достаточно сложной 
структуры . Оно существенно упрощается н ри анализе инерционного 
интервала и сводится к замкнутому уравнению для струю урной функции . 

Основная идея метода . предложеннщ·о Иевлевым [ 1 970 1  , состоит в 
специал ьном задании функционального вида выражений для условно ос­
реднеиных моментов .  ко торые входят в уравнение для любой п-точечиой 
мо rиос1и вероятностей (n ;;.. 2) . Количество иеизвестиых функций в этих 
п риближеиных выражениях '--овпадает с количеством условий , следующих 
из всех предел ьных свойс1 в п -точечиых IUJотиостей распределений вероят­
НОС1ей ( rаким условием . ианример. является стремление к нулю семиин­
вариантов при неограничеином раздвижении рассматриваемых точек и r .д . )  
Метод замы кания Иевлев а испол ьзовался Але ксеевы м .  Иевлевым и Кисе­
л евы м  [ 1 976 J • Киселевым [ 1 977  1 при анализе выроЖдения однородной 
1 урбулеитности в моцели Бюргерса, а также в задаче об однородной и изо­
тропной турбулентности в несжимаемой жидкости .  В работе Куо и О' Б райе­
на [ 1 98 1 ]  метод Иевлева применялея для описания двухточечной плотности 
вероятностей концентраций в химической турбулентности (т.е. стохастичес­
кого колебания концентраций в неподвижной реагирующей среде) . 

В работах Сосииовича [ 1 973 . 1 974] в ывод замкнутщ·о уравнения для 
двухточечной плотности верояrnостей скоростей основан на диаграммной 
технике неравновесной статистической механики и квантовой теории поля 
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(эти методы в теорию турбулентности введены Крейкнаном [ 1 959) ) . Най­
денное таким образом уравнение содержит квадратичные члены, что вызы­
вает пока непреодолимые трудности при отыскании точноrо решенИJI. По 
этой причине в последующих работах Сосииовича [ 1 98 1 а. б) испольэуютси 
более простые rипотеэы эамыканИJI, приводящие к замкнутому уравненНIО 
ДJIJI структурной функции . 

В гипо rеэах , которые предrюжены в рассмотренных работах, нет эмпи­
рических постоинных . Однако выражения . которые из них вытекают, 
достаточно громt?здки и поэтому мало исследованы . Окончательные воз· 
можности описания турбулентности в рамках полученных уравнений пока 
неясны . 

Рассмотренные замыкающие гипотезы имеют мноrо общеrо . Во-первых 
в них •tасто явно или неивно используютси предположения о близости 
п -точечных rиютностей распределений вероятностей к rауссовским функ· 
циям Эксnериментальные данные покаэывают, что это предположение в 
общем случае далеко or истины (см . § 1 . 1 ) .  Сказанное в наибольшей сте · 
пени о'Тносится к многоточечным rиютностям вероятностей . коrда расстоя· 
ние межnу точками мало по сравнению с масштабом турбулентности (см 
рис .  1 .9 - 1 . 1 3 ) .  Основной причиной отклонения от нормальноrо закона 
как уже отмечалось в rлаве 1 ,  является существование внешней и виутрен· 
ней перемежаемостей . Во-вторых, в большинстве из указаиных работ 
отсутс1вует связь с фундаментальной теорией локально однородной и 
изотропной турбулентности , развитой Колмоrоровым [ 1 94 1 ,  1 96 2а,  б] . 
Обуховым [ 1 94 1 .  1 962} и ,  независимо . Онзаrером [ 1 945 . 1 949] и Вейц· 
зекером [ 1 948) . В особенности это касается идей об универсальном рав­
новесии и статистической независимости мелко- и крупномасштабного 
движений в развитом турбулентном потоке,  наиболее полно и отчетливо 
изложенных в книrе Б этчелора [ 1 953 ]  . Бсшее тоrо , в некоторых ррботах 
ставится задача получить рассматриваемые свойства дедуктивным образом 
из формально замкнутых уравнений . Так , например, Ландrрен [ I  975 J 
в инерционном интервале спектра турбулентности получил закон "двух 
третей " Колмогорова - Обухова с числовым коэффициентом.  очень близ­
ким к экспериментальному значению. Однако , имея в виду .  чrо в инер­
ционном интервале двухточечная плоiность вероятностей скорости прин­
циниально отличается от нормальной,  следует признать, что полученный 
Ландrреном результат выгл ядит не совсем убедительным . 

Не отрицая всей важности этоrо направленин исследований , необходимо 
отметить, что в настоящее время более плодотворным .  по-видимому ,  
является другой подход, в котором существование универсального равно­
весИJI предполаrается иэначально . Тем самым задача сводится к исследова­
ННIО и исоольэованию свойств универсальноrо равновесИJI. В связи с этим 
подчеркнем,  что цепочка уравнений ДJIЯ n-точечных плотностей вероятностей, 
вообще rоворя , ••меет не одно, а широкий класс решений, и ДJIЯ тоrо, 
чтобы выделить представляюшее физический интерес решений, необходимо, 
видимо, заранее наложить некоторые оrраниченИJI на искомые функции. 

Здесь можно провести аналогию с решением проблемы равнс>весных 
ансамблей в статистической физике . Известно (см . , например .  rлаву 4 в 
книrе Балеску [ 1 97 5 J )  , что . оставаясь в рам�ах механики,  невозможно 
однозначно решить эту проблему .  Лишь введение статистического пред 
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положения - так называемого принципа равных априорных вероятностей -­
nозволяет построить функцию равновесного распределения . 

Принимая во внимание эти соображения , в данной книге п редпринята 
попы тка получить уравнения для плоткостей распределений вероятностей 

различных характеристик турбулентности , исходя из предположения о том , 
что существует универсальное статистическое равновесие между крупно­
масштабными и мелкомасштабными пульсациями . Другими словами . 
nринятые ниже замыкающие соотношения существенно основаны на теории 
локально одно родной турбулентности . развитой Колмогоровым [ 1 94 1 .  
1 962а , б] и Обуховым [ 1 94 1 ,  1 949,  1 962 ) . Такой подход предложен Куз­
нецовым [ 1 967 ,  1 97 2а ,  1 976а ] , Улиничем и Любимовым [ 1 968 ) , Люби­
мовым и Улиничем [ 1 970] . 

Как известно , в теории локально однородной турбулентности фунда­
ментальную роль играют диссипация энергии и скалярная диссипация _ 

Поэтому далее основное внимание уделяется уравнениям для плоткостей 

распределения вероятностей концентрации и разности скоростей , записан­
ных �'Оответственно в виде ( 2 . 1 5)  и (2 .3 1 ) . Из этих уравнений слецует. что 
в фазовом нространстве перераспределение плотности вероятноесей носит 
диффузионный характер,  а коэффициентами диффузии служат взятые с 

обратным знаком скалярная диссипация и диссипация энергии . Эти коэф­
фициенты отрицательны , что , как будет показано далее , обуславливает 
многие весьма необычн:ые свойства полученных уравнений. 

Таким образом,  в развиваемой теории главную роль играют условно 
осредненные значения скалярной диссипации ( N>, с и диссипация энергии 
e;; (v ) .  Важно подчеркнуть следующее . Заранее не

' 
очевидно , что функции 

( N ) 1 , с  и е;; (v ) обладают большей простотой и универсальностью. чем 
сами распределения вероятностей . Проведеиное в последующих главах 
исследование, которое основано на теории локально однородной турбулент� 
кости, а также некоторые (пока немногочисленные) экспериментальные 
данные показывают, что такая простота и универсальность, по-видимому . 
существует. В противном случае точные незамкнутые уравнения для плот­
ностей распределений вероятностей позволяли бы только выразить одни 
неизвестные функции через другие . 

В исследованиях ,  проведеиных в главах 3 ,  4, немаловажную роль играет 
условие неотрицательности решений уравнений для плотностей распреде­
лений вероятностей , которое обычно специально не анализируется . Необ­
ходимо подчеркнуть,  что рассматриваемое условие с математической точки 
зрения далеко не тривиально . Оно существенно сужает класс возможных 
замыканий уравнения для плотности вероятностей (при известной струк­
туре точного незамкнутого уравнения) ,  накладывая определенные огра­
ничения на функциональный вид замыкающих соотношений . К сожалению,  
сейчас нет общей теории, которая позволяла бы указать вид этих ограни­
чений. 

Отметим.  что , несмотря на свою незамкнутость, уравнения (2 . 1 5 ) и 
( 2.3 1 )  представляют собой точную связь между непосредственно измеря­
емыми характеристиками турбулентности . Это позволяет , по крайней мере 
в принципе, совершенствовать замыкание по мере получения новых экс­
периментальных данных . Как представляется, в таком направлении и дол­
жно происходить в будущем уточнение теории . 



Г Л А В А  3 
РАСПРЕдFJIЕНИЕ ВЕРОЯТНОСfЕЙ КОНЦЕНТРАЦИИ 
ПАССИВНОЙ ПРИМЕСИ 

В данной rлаве рассматривается уравнение для плотности вероятностей 
концентрации динамически nассивной nримеси . Как и в § 1 .3 ,  для обоз­
начения этой концентрации исnользуется буква z .  Здесь подробно обсуж­
даются гиnотезы , исnользуемые для замыкания этого уравнения.  Анализи­
руются решения замкнутого уравнения в случае статистически однород­
ного nоля концентрации и в свободных турбулентных течениях.  В главе 
nреследуются три основные цели . Первая является чисто nрактической 
и заключается в том, чтобы дать nростой приближенный метод оnределе­
ния расnределения вероятностей концентрации и коэффициента персме­
жаемости в струях.  Э1 а  задача решается по возможности без сложных мате­
матических выкладок.  Вторая цель - исследовать математические свой­
ства уравнения для плотности вероятностей концентрации , сформулировать 
краевую задачу и показать, что из условия разрешимости этой краевой за­
дачи вытекают дополнительные связи между заранее не известными функ­
циями , входящими в замыкающие соетношения . Этот результат имеет 
принципиальное значение ,  так как из него следует , что развиваемый подход 
позволяет сократить количество произвольных функций по сравн�>нию 
с обычными nолуэмпирическими теориями для одно:rочечных моментов . 
Не исключено , что новые пути построения замкнутой теории турбулент­
ности будут связаны с совершенс.твованием этого подхода . Третья цель -
изучить структуру изоскалярных поверхностей в турбулентных потоках . 
Такое исследование позволяет , во-первых, предложить дополнительный 
способ получения граничных условий для плотности вероятностей концен­
трации и выявить их физический смысл и, во-вторых ,  проследить взаимо­
связь между персмежаемостью и структурой изоскалярных поверхностей . 

Исследование распределения вероятностей концентрации предполага­
ет , что заданы все rидродинамические характеристики течения , т . е .  ноле 
средних скоростей и коэффициент nеремежаемости . В статистически одно­
родном случае , когда средняя концентрация постоянна, этих характеристик 
достаточно для решения задачи . В турбулентных струях , поскольку средняя 
концентрация неизвестна, в число параметров , которые должны быть за­
даны , нужно включить еще и величину < z ). Решение практических 
вопросов показывает, что удобно несколько изменить указанную поста­
новку задачи . Дело в том , что сейчас методы расчета коэффициента перс­
межаемости находятся на начальном этане развития , в то время как сред­
няя концентрация (или . что то же , поток вещества) может до�таточно на­
дежно рассчитываться из полуэмпирических моделей турбулентности 
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поэтому целесообразно считать , что средняя концентрация известна , а 
искомой функцией является коэффициент перемежаемости . Подчеркнем,  
что оправданием произведенному изменению постановки задачи служат 
только соображения удобства,  поскольку t·идродинамический параметр 
-у,  вообще говоря , не связан с полем концентрации (см .  § 1 .3) . Изменен­
ная постановка вполне приемлема в струях или следах , где , как отме­
чалось в § 1 .3 ,  коэффициенты перемежаемости , определенные по динами­
ческому и скалярным полям ,  практически равны между собой . 

Содержание главы основано на работах Кузнецова [ 1 972а .  J 977б] .  
Сабельников а [ 1 980а ,  1 982б, 1 985б] и Кузнецова и Сабельникава [ 1 98 1  бj . 

§ 3. 1 .  Уравнение для условной плотности 
вероятностей концентрации в турбулентной жидкости . 
Граничные условия 

В уравнение для безусловной плотности вероятностей концентрации 
(2 . 1 5 ) ,  как зто следует из выражения ( 1 .20) , наряду с гладкими функция­
ми входят обобщенные функции -- разрывная функция Хевнсайда, дельта­
функция и ее производная. Это обстоятельство наводит на мысль ,  что из 
уравнения (2 . 1 5 ) могут быть получены соотношения трех различных 
типов . Ниже показано , что это действительно так,  н из уравнения (2 . 1 5 ) 
удается выделить, во-первых, отдельное уравнение для усповной плотности 
вероятностей концентрации , во-вторых , уравнения для в ероятностей 'Уо н 

')' 1  и, в-третьих, найти граничные условия для условной плотности вероят­
ностей при z = О и z = 1 .  Наnомним, что z = О и z = 1 характеризуют диапа­
зон изменения концентрации внутри турбулентной жидкости , т . е . являются 
границами фазового пространства и соответствуют значениям z в нетур­
булентной жидкости при Re -+ оо . 

Способ , с помощью которого получаются названные уравнения и гранич­
н ы е  условия ,  предложен Кузнецовым [ 1 972а] . В этой работе, предпола­
ПLl ось, что условно осредненная скалярная диссипация (N> r , z  •не зависит 
от z, т.е. <N > , , z  = <N> ,  (подробнее об этой гипотезе см. § 3 .2) . Но обпасть 
применимости указанного способа не ограничивается только этим случаем. 

В соответствии с работой Кузнецова [ I 9 72a] умножим уравнение ( 2 . 1 5 ) , 
в которое предварительно подставлено выражение ( 1 .20) для безусловной 
плотности вероятностей Р (z ) , на произвольную гладкую функцию кон­
центрации 1/J(z ) и проинтегрируем по z от _оо до оо . Используя хорошо 
известные правила действий с обобщенными функциями (см. , например , 
Гел ьфанд и Шилов [ 1 959 ] ) ,  получим 

f �j�  -- + 'il ( U ) 1 z 'Yf' + 'Y 
· 

dz + 
t [ д 1F д2 < N > ,  , F  J о д t . 

дz 2 

{ д -уо 
[ 

д < N >, z F ] } + - + v < и >п, о 'Уо + 'У 
· 

ф (О ) + 
д t . az :r =  о 

( 3 . 1 )  

7 1  



Здесь uприхом обозначено диффереiЩИрование по z .  Теперь учтем, что 
функция ф(z ) произвольна. Следовательно, подынтеrральное выражение, 
а также все функции перед 1/1(0) , 1/1( 1 ) , 1/1 '(0) и 1/1 '( 1 )  в (3 . 1 ) должны по 
отдельности тождественно равняться нулю. В результате приходим к сле­
дующим соотношениям : 

'д-уF . 'д2 <N > F 
+ V ( u },  z 'YF = - 'У  /' z 

'д t  ' 'дz 

'д'Уо [ 'д (N }0 F ] 
- + V < u >" o -ro = - -y  

' 
, 

а t • 'дz z = о  

'д-у 1  [ 'д < N >r z F ] 
-- + V < u >n l 'Y l = 'Y 

' , 
'д t  ' 'дz z = l  

F = О, z = О и z = 1 .  

(3 .2) 

(3 .3) 

(3 .4) 

(3 .5)  

Необходимо заметить, что при получении rраничных условий (3 .5)  неявно 
использовано предположение, что <N >, , z  * О, z = О и z = 1 .  Это предположе­
ние вполне оправдано в рамках рассматриваемой асимптотической теории, 
когда Re = оо .  Результаты, полученные в § 1 .3 ,  позволяют вообще утверж­
дать, что <N > r. z * О, О ..;;;; z ..;;;; 1 .  В самом деле, функции <N > , , z  представляет 
собой главный член асимптотического разложении условно осредиенной 
с калярной диссипации < N >z при Re -+ оо  и тем самым не зависит от числа 
Рейнольдса. Поэтому обращение < N > , , z в нуль противоречило бы сделан­
ному в § 1 .3 выводу, что закон, по которому <N > , , z  стремится к нулю 
на rраницах фазового пространства, принципиально зависит от числа Re 
(в формулах ( 1 .29) и ( 1 .34) величины а и k зависит от числа Re) . 

Поясним физический смысл уравнений (3 .3) , (3 .4) дnи вероятностей 'Уо 
и 'У1 и уравнении дnи коэффициента перемежаемости, которое получается 
либо интеrрированием уравнении (3.2) по всем z, либо из (3.3) и (3 .4) 
после использовании соотношении 'У = 1 - 'У о - 1 1 : 

'д 'У [ 'дF( О)  дF( 1 )  ] 
- + V < и > , 1 = 1  < N > r z • o  -- - < N >r z = l  -- · 

'д t  ' 'дz  · 'дt 
(3 .6) 

При преобразовании членов в правой части (3 .6) использовались rраничные 
усновии (3 .5 ) . Из условии неотрицательности плотности вероятностей 
и граничных условий (3 .5 ) следует, что 'дF (О) /'дz > О  и o f" ( l ) /'д z  < О. Тем 
самым правая часть (3 .6) всегда положительна .  Следовательно , уравнение 
(3 .6) описывает увеличение относительного объема турбулентной жидкости 
вследствие захвата нетурбулентной жидкости . Аналогичные рассуждения 
показыиают, что уравнения (3 .3)  и (3 .4) описывают уменьшение относи­
тельного объема нетурбуленпюй жидкости с z = О и z = 1 соответственно . 
В рамках развиваемой теории скорости изменении объемов турбулентной 
и нетурбулентной жидкостей , описываемые лравыми частями уравнений 
(3 .3) , (3 .4) и (3.6) , оказываются пропорционал ьными потокам IL'tотности 
в ероятностей концентрации на границах фазового пространства. 

Рассмотрим теперь граничные условия (3 .5 ) . Прежде всего надо отме­
тить, что они не являются неожиданными , если учесть характер осцилло-
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грамм неосредненных профилей температуры в струе, полученных в работе 
Уберои и Сингха [ 1 975 ) (см. рис. 1 . 1 ) . Эти осциллограммы анализирова­
лись ранее в § 1 .3 . Напомним, что на них отчетливо видно практически 
скачкообразное изменение температуры на границе струи. Тем самым 
градиент температуры на границе стремится к бесконечности. Отсюда, 
если использовать геометрическую интерпретацию плотности вероятностей 
(см. формулу ( 1 .23) ) ,  придем к (3.5 ) . 

Сделаем еще одно замечание относительно физического смысла гранич­
ных условий (3 .5 ) . С этой целью перепишем формулу ( 1 .27) в виде оценки 

d < S- >  VJ5 
"(Р, (z ) � l iш --- . (3 .7) 

D - О d V ...;u;t>; 
При получении (3 .7) считалось, что/.1 � �-) - Д , т.е. пренебре-\1 д n ' · =  <N >, 
галось пульсациями градиента концентрации (это оправдано при опреде­
лениИ не слишком высоких моментов градиента : см. , например, Монин 
и Яглом [ 1 9671 ) . 

Соотношение (3 .7) показывает, что lim d < Sz ) Re - 112  при О <  z < 1 ко-
Rе - .. 

-1ечен . Тем самым зависимость площади злемента внутренней изоскалярной 
юверхности z = const i= О или 1 от числа Рейнольдса имеет вид d < S: > ­
- v'Re: Если z = О  или :: = 1 , то из (3 .5 )  и (3 .7) следует, что дли этих зна-

чений концентрации lim d < Sz ) Re- 1' 2 = О. Отсюда заключаем, что 
Re - оо  

d < Sz ) - Re k . О <  k < 1 / 2 ,  :: = О. z = 1 .  Следовательно , при Re -но площадь 
и тем самым степень искривленности предельных изоскалярных поверх­
ностей z = О и z = i существенно слабее, чем любой внутренней изоскаляр­
ной поверхности О < z = const < 1 ,  расположенной в турбулентной жид­
кости . Таким образом, характер поведении изосюiлирных поверхностей 
в турбулентных потоках позволяет провести вполне определенную анало­
гию с перемежаемостью, а точнее, с ее качествецным описанием, данным 
В * 1 . 1 .  ДеЙСТВИТеЛЬНО , еСЛИ ПОД КОЛебаНИИМИ пределЬНЫХ ИЗОСКалЯрНЫХ 
поверхностей иметь в виду внеuntюю перемежаемость, а под колебаниими 
внутренних изоскалярных поверхностей - внутреннюю перемежаемость, 
ro получится наглядная физическая модель турбулентной жидкости, близ­
кая к образу "губки", предложенному в § 1 . 1 .  Описанная модель турбу­
лентной жидкости делает весьма прозрачным и смысл процедуры осредне­
ния, с помощью которой в § 1 . 1 определялась граница турбулентной жид­
кости и тем самым вьщелялась внеuntяя перемежаемость. Напомним, что 
эта граница выбиралась из условии максимальной гладкости.  Связь оценки 
искривленности предельных изоскалярных поверхностей с указанным 
условием достаточно очевидна. 

Обсуждение структуры изоскалярных поверхностей в турбулентном 
потоке будет продолжено в § 3 .8 .  Содержащееся там более строгое иссле­
дование вопроса подтверждает сформулированные здесь выводы. 
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§ 3 . 2 .  Гипотеза замыкании дли слагаемого , 
описывающего процесс смешении до молекулвриого уровни 

Обрати мся к сл учаю статистически однородиого поля коцентрации 
(см.  § 3 .4) . Тогда в уравнении для плотности вероятностей , кроме неста­
ционарного члена , остается только анализируемое слагаемое. Следователь­
но , качественный вид решения в этом сл учае полностью определяется 
слагаемым, которое описывает процесс молекулярного смешения.  Данный 
пример особенно ясно указывает на то , что гипотезы замыкания относи­
тельно функций ( N )  r , z  (или ( V  (D V z )  > r , z )  должны быть тщательно обос­
нованы, в особенности с физической точки зрения.  

Детальные измерения величин < N > r , z  и ( V (D V z ) >. r,z неизвестны. 
Поэтому большое значение приобретают общие представления о структуре 
1 урбулентных течений при больших числах Рейнольдса. В этом отноше­
нии преимущество имеет запись уравнения в форме ( 2 . 1 5) ,  содержащей 
функцию < N )  1, = . Сделанное заключение основано на том факте. что при 
анализе свойств величины ( N ) t, � естественно воспользоваться теорией 
локально однородной и изотропной турбулентности Колмогорова [ 1 94 1 , 
1 962 а , б] и Обухова [ I  94 1 , 1 949 , 1 962 ] . Эта теория,  как уже обсуждалось 
в главе 1 ,  исходит из каскадного механизма передачи энергии по спектру 
масштабов турбулентного движения. Как следствие этого механизма, 
мелкомасштабное пульсационное движение получает энергию от крупно­
масштабно го лишь опосредствованно в результате многократного дробления 
вихревых образований . При очень больших значениях числа Рейнольдса 
количество таких дроблений велико . Отсюда естественным образом вы­
текает предположение о том,  что характеристики энергосодержащих вихрей 
и вихрей с достаточно малыми размерами статистически независимы. Это 
утверждение бьuю сформулировано Вейцзекером [ 1 948 ] и Онзаrером 
[ 1 945 . 1 949 ] в виде гипотезы о том, что в однородной турбулентности 
компоненты Фурье с сильно отличающимися волновыми числами статис­
тически независимы. Подробное и физически прозрачное изложение сфор­
мулированной гипотезы дано Б этчелором [ 1 953 ] . 

Используем указанную гипотезу в рассматриваемом случае. Очевидно, 
что поле концентрации z - макрохарактери�тика, а поле скалярной дисси­
пации N - микрохарактеристика турбулентности (здесь и далее под макро­
характеристи кой понимается величина, определяемая в основном доста­
точно крупными вихрями , под ми крохарактеристикой - величина, опреде­
ляемая мелкими вихрями) . Согласно гипотезе эти поля при больших чис· 
лах Рейнольдса статистически независимы, т .е .  функция <N> ,, z  от z не 
зависит. Таким образом , при Re -+ оо имеем 

<N > ,, z = < N > , .  (3.8) 

Ввиду важности гипотезы (3 .8) еще раз перечислим те ограничения, при 
в ыпопнении которых ее можно использовать. Прежде всего, гипотеза 
(3 .8) применяется лишь в турбулентной жидкости.  В этой связи заметим, 
что в работах Кузнецова, [ 1 967] и Поупа [ 1 976] гипотеза о статистической 
независимости nолей z и N использовалась без учета перемежаемости, т.е. 
считалось, что 'У = 1 и < N >z = < N > . Поупом [ 1 976] и Допазо [ 1 979 ]  бьmо 
указано , что применекие гипотезы в таком виде приводит к уравнению, 
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решениям котороrо присущ ряд физически неправдоподобных свойств . 
Н:а этом основании они сделали заключение, что rипотеза о статистической 
независимости неприемлема для аппроксимации члена, описывающеrо 
смешение до молекулярноrо уровня, а также и о нецелесообразности записи 
уравнения для плотности вероятностей в форме (2 . 1 5 )  (такая точка зрения 
получила распространение в работах зарубежных ученых ; см. ,  например , 
обзоры О'Брайена [ 1 980а, б] ) .  Но еще раньше в работе Кузнецова [ 1972а] 
бьmо показано , что учет персмежаемости при формулировке rипотезы о 
статистической независимости автоматически устраняет все трудности,  
отмеченные Поу_пом и Допазо . 

Ввиду особой важности для дальнейшеrо рассмотрения здесь необходи­
мо специально подчеркнуть следующие обстоятельства. Проблемы, с кото­
рыми столкнулись Поуп и Допазо, обусловлены именно неучетом переме­
жаемости,  а не тем, что ими использовалось предположение о независимос­
ти < N >  z от z .  Это утверждение становится понятным, если учесть, что 
между функциями (N ) r, z и <N >z существует связь 

( N )1, z  = (N)z , О <  Z < 1 , (3 .9) 

и тем самым rипотеза (3 .8) в равной степени применима и к функции <N >z . 
Для доказательства равенства (3 .9) учтем, что концентрация примеси 
может служить индикатором турбулентности (см. § 1 . 1 ) . По этому условия, 
что О <  z= const  < 1 и что жидкость турбулентиа, эквивалентны. Следо­
вательно, условные средние < N > r. z  и <N >z совпадают при О <  z < 1 .  В не­
турбулентной жидкости N = О  и ,  таким образом, (N >z = О  при z = О  и z = 1 . 
т.е. ведичина < N >z , в отличие от < N > r, z , терпит разрыв на rраницах фазовоrо 
пространства. 

Обратим теперь внимание на то , что применсине rипотезы (3.8) оrрани­
чивается только случаем поля химически инертной примеси. Для реаrирую­
щей примеси сформулированная rипотеза неверна. Это заключение есть 
следствие тоrо факта , что химические превращения, как отмечалось во вве­
дении к книrе, сосредоточены в очень узких зонах. Поэтому статистичес­
кие свойства мелкомасштабных пульсаций концентрации реаrирующей 
примеси (или температуры) опредепяются не каскадным дроблением 
вихрей различных масштабов , а химическими реакциями. В результате 
условно осредненная скалярная диссипация оказывается явно зависящей 
от концентрации,  т.е. поля с и N,. = D(V c) 2 коррелируют между собой . 
Рассмотрим в качестве примера диффузионное 1·орение. В этом случае, 
как указано в § 2 . 1 (доказательство приводится в rлаве 5 ) , концентрации 
всех реаrирующих веществ с (индекс для краткости не пишется) выража­
ются через концентрацию химически инертной примеси, т.е .  с = с  (z ) . Следо­
вательно , для скалярной диссипации концентрации с имеем 

<Nc > 1 с =  (�)2 
< N > ,  z ,  

де 
* const . . 

дz 
. 

д z 

Отсюда видно, что при выполнении rипотезы (3 .8)  функция < N">'· " зави­
сит от с .  

Остановимся на применении rиnотезы о статистической независимости 
макро- и микрохарактеристик дл.Я динамической задачи .  т .е .  AJIA nоля 
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скорости и и диссипации энергии Е. Значение этого случая состоит в том,  
что он допускает бопее простую экспериментанькую проверку рассматри­
ваемой гипотезы. Предпопожение ,  что ( е )11 = ( Е ) ,  было введено в рабо1ах 
Кузнецова ( 1 967) , Улинича и Любимова [ 1 968) . Перемежаемuсть бьша 
учтена позже в работе Сабельникова [ 1 979 ) . rде принято < e > ,, u = < e > , . 
Поскольку в нетурбул ентной жидкости диссипация равна нулю, а пульса­
ции скорости отличн�I от нуля,  то условные средние ( e > ,,u и ( е )11 , в отличие 

от рассмотренных выше условных средних скалярных диссипаций < N > ,, z 
и <N >z • не равны . Нетрудно видеть, что они связаны керавенетвам 

< e > ,. u :;;.. ( € )11 . (3 . 1 0) 

Из общих соображений понятно , что различие между ( Е ) ,, и и ( Е  >а умень­
шается по мере увеличения амплитудь1 пульсаций скорости, а в области 
больш.их пульсаций они практически совпадают между собой , так как 
такие пу,'}ьсации происходят в основном в турбулентной жидкости. 

Рассмотрим теперь вопрос о том ,  в какой степени гипотеза о статисти­
ческой независимости макро- и микрохарактеристик в турбулентной 
жидкости подтверждается экспериментально . Проверка гипотезы прово­
дилась в опытах Кузнецова и Расшупкина ( 1 977) , Прасковского [ 1 982 ,  
1 983) . Кузнецова, Прасковского и Сабельникова ( 1 984 а, б} . Во всех 
этих опытах измерения выполнены в следе за круговым цилиндром. В пер­
вой из указанных работ в плоскости сИмметрии следа, т.е. при 'У ::::: 1 ,  изме­
рялись условно осредненные квадраты производных концентрации и про-

дольной скорости , т .е . в еличины /( �)  2\ и IJ( ди ,) 2\ • В остальных 

опьпах измерялись в разных 

область, где персмежаемость 

<( ::: ) 2),, и, . 
� дх1 � � дх 1  �. 

точках поперечного сечения , в ключая и 

существенна , величины 
/1( 0 "• ) 2\ � дх1 /.., и 

Экспериментальные данные Кузнецова и Расщупкика [ 1 977 J приведсны 
на рис. 3. 1 ,  а Кузнецова, Прасковского и Сабельникава ( 1 984 а. б] - на 
рис. 3 .2 .  Видно , что в опытах Кузнецова и Расщупкима условные средние !J(�) 2\ , �( ди 1 ) 2\ 

практически постоянны при изменении уровня, \! дх, /z. дх, lи, 
при котором производится осреднение, в исследованном диапазоне ампли-

е". м, 
• 

• • • •• 

о 

-1,5 
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о о о 

-0,5 о 

о " о 
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1 

Рис. 3 . 1 . Условно осредиснные значения квад 
ратов производиых концентрации и скорости 
на плоскости симметрии следа за кру1-овым 
цилиндром по данн ым Кузнецова и Расщупин­
на ( 1 977]  x , /d = 5 2 .5 , '}(2 /d = O, Re d = 8 · 1 0J ,  
d = 8 мм, и. = 1 5  м/с : 1 - ' "  = ( ( 3 u, / il x ,  ) 2 > 11 , 
2 - N1 = ( ( il z /дx, ) '>1 • s = ( z - < z > l lo . 11 0  

1
= 

= ( 11 1  - < 11 1 > ) /( ( и ,  - < и , > ) 2 ) 1 12  Единицы и зме­
рении по ос:и ординат проиэвольиы 
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расс ю яниях от 1mоскости симметрии в следе 31 кругов ы м  цилиндро м по даННЫМ Куз­
н ецо в а. Прасковско1·о и Сабел ьни кава l 1 984a, б] . Jf, /d = 38.4 , Re d = u0d/11 = 2 ,5 · 1 04 ,  
d = 36 м м .  и., = 1 0,2 м/с ; l - < e > u, . x1 = 0, .., .., 1 , 2 - < t >u , , X2 /d = 3 ,89 , "( = 0,42, З ­
< t > r, u, , X1 /d = 3,89. ,. = 0,42 , 4 - < е > ,  х9 = О. 5 - < е > r • х1 /d = 3,89, 6 - < е > ,  X2 /d = 3,89, 
e = l S v ( 3u , / iiX , )2 . u 0 = ( u, - < u, > ) /( (u,  - < и, > ) 2 > 1 /2 

ту д пульсаций концентрации и скорости l z - ( z )I EO;  1 .5 о (о = <(z - (z ))2 ) 112 ), 
l и . - < и 1 >1 ЕО; 1 .5 < (и 1 - ( и 1 > ) 2 > 1' 2 . В опытах Кузнецова, Прасковскоrо и 

Сабельникона изменение величины J(аи. ) 2\ в плоскости симметрии 
\\ 'ах. lu, 

и величины �( а и . )2) в точке , rде 'У =  0,42 , не превышает 20% в диапа-
ах1 r, u, 

зоне амплитуд пульсаций скорости l
и 1 - ( и 1 > 1  Е0; 2 ,5 ( (и 1 - ( и1 >)2 ) 11 2 • 

Результаты измерений , как показывает рис. 3 .2 ,  находятся в соответст-

вии с неравенством (3 . 1  О) .  Значения // а и1 ) 2) в точке, rде 'У =  0,42 , 
\\

а
х. и1 

всегда меllьше, чем значения // а и . ) 2), , и монотонно растут с увели-\\ 
а
х. r, u, 

чением модуля амплитуды пульсаций ско).сти. На интервале l и 1 - <
и. > 1  .;;; 

l!i0; 2,5 ((и J - ( и1 )) 2 ) 1 1 2  величина ;,( аи
. ) 2 возрастает в 5-6 раз. Моно-\! ах. ... 

тонный характер зависимости JJ( а и1 ) 2\ от амплитуды пульсаций ско-\! 
а
х. lu, 

рости нетрудио объяснить, если учесть, что с ростом амплитуды пульсаций 
скорости увеличивается вклад в рассматриваемое · условное среднее от 
областей с большими значениями диссипации энергии. 
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Суммируя результаты проанализированных экспериментов , можно 
заключить . что они . во-первых, вполне удовлетворительно согласуются с 
1 нпотезой о статистичес'<оЙ неэависимости макро- и микрохарактеристик 
в турбупен rно й жидкости и. во-вторых, подтверждают вывод о той принци­
пиальной роли .  которую играет перемежаемость в формулировке гипотезы . 

Гипотеза о статистической независимости имеет IШ1рокую область при­
менимости , так как она позволяет "расщеплять" большое количество 
коррел яций между макро- и микрохарактеристиками турбулентности 
при Re - оо ( т .е представпять среднее значение произведения через произ­
ведение средних ) Рассмотрим этот вопрос, следуя в основном работе 
КуJнеuова ( I 9 79a ) . 

Представим градиенты скорости и концентрации в виде 

a z  о 
1 - = - I JRe .p < ) +  r ( 2 ) ) ( (1,'.1 � 1 ) ) :1 > - 1 .  

дх; L ' '�-' ;  · , 

ди ·  (/ -' = - [ .JRe u < � > + u < 2 > j .  
дхi L 

IJ IJ 

l i m  ( [.р� 2 > ] 2  )1 Re- • = U.  
R e -+ oe  1 

l i m  < [�< 1 2 > ] 2  )1 Re- • = О. 
Re .... .. 1 1  

( 3 . 1 1 ) 

В формупах (3 . 1 1 )  учтено, что величины < N >  и ( е } стремятся к конечным 
предfЛам при Re -+ оо (см. § 1 . 1 )  (заметим, что разложения (3 . 1 1 )  анало­
гичны пrедстачнению поля концентрации z в § 1 .3 в форме ( 1 .38) ) . Функ­
ции ..р? и и �1 > (умноженные на Де) характеризуют вклад мелких вихрей 
в градиенты концентрации и скорости , а функции IP ?> }1 и �i2> - вклад всех 
промежуточных и крупных вихрей .  Функции 1/J;< l )  и u <1�� вообще говоря, 
зависят от числа Рейнольдса , но среднеквадратические значения этих функ­
ций , по их определению, от числа Рейнольдса не зависят и принимают зна­
чения порядка единицы.  Моменты более высокого порядка величин 1{)� 1 ) 
и иt1J вследствие внутренней перемежаемости , уже зависят от числа Рей­
нольдса . Однако эту зависимость при не очень больiШfх значениях порядков 
моментов вполне можно не учитывать (см. ,  например , Монин и Яглом 
( 1 967) ) .  

ДальнейiШfе рассуждения будем проводить только для поля концентра­
ции, так как они практически без изменений переносятся и на поле скорос­
ти . Рассмотрим корреляцию (/Ф} двух достатuчно произвольных функ­
ций f и Ф. Пусть одна из них ( f) зависит только от z , другая (Ф) - только 
от V z ,  1 .e . / = /(z ) , a Ф= Ф( V z) . Проанализируем предел lim ( /Ф} . При 

Re -+ oo  
таком предельном переходе возникает перемежаемость и , соrласно форму­
ле Бейеса, справедливо соотношение 

\ i m  < /Ф } = "f ( /Ф }1 + ( \ - 'У) </Ф>n ·  (3. 1 2) Re - oo  
Из (3 . 1 1 )  видно, что основной вклад в градиент концентрации дает сла­
гаемое,  содержащее функuии 1fJ 1( 1 > . В соответствии с гипотезой поп я вели· 
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чин l im .р .< 1 > и l i m  z статистически независимы в турбулентной жид-
Rе .,. ..,  1 Re .. ... 

кости . Поэтому корреляцию < !Ф > , можно "расщепю ь" ,  т .е . записать 

< [ Ф > ,  = </ > , < Ф > , .  ( 3 . 1 3 )  

Та ким образом ,  пол учи м 

I 1 m ( / Ф } = "f ( [ ) , < Ф > , + { 1 - 'У) < /Ф >п · (3 . 1 4 )  
Re -* oo  
Е сл и  в не rурбул енпюй жидкости Ф = О,  как это имеет место дп я  в ели­

чины N, то второе слаrаемое в правой части соотношения (3 . 1 4) отсутствует. 
Подчер кнем ,  что гипотеза о статистической независимости позволяет 

най ти тол ько rлавнь11.. члены асимптотических разложсний корреляций 
микро- и макрохарактеристик в турбулентной жидкости при Re � oo . В тех 
случаях . ко rда они рав ны нулю ,  д;1я нахождения первых иенул евых членов 
в разложенних зтих корреляций необходимо принять во внимание следую­
щие члены в разложениях градиентов концентрации и скорости .  т.е . функ­
ции .p .m и и <.2 > в (3 . 1· 1 ) . Эти функции, как отмечалось ранее, уже опредс-, ,, 
ляются в семи промежуточными масштабами .  По этому , например , поля 
z и .р .< 2 >  нельзя считать статистически независимыми . 1 ' 

Характерными примерами корреляций макро- и микрохарактеристик, 
применение к КОТО{IЫМ рассматриваемой rипотезы не дает результата. 
являются , например, следующие:  

1 ) < /(z ) (V z) 2 k + 1 ) .  k = O. I . 2  . . . .  ; 4 д (и; - < и; > > ) 2 )  и; - < и; > ) ; 
дх; 

З ) {и; - < и; > ) др> · '\ ах, 
4 )  < (и; - < и; } )  е ) .  

При формальном использовании rипотезы получаем, что все эти корреля­
ции равны нулю. Рассмотрим в качестве примера вторую из корреляций . 
В соответствии с разложением (3 . 1 1 )  имеем 

� д (и; - < и; > )J . ro: ( I )  и; - < и; > )  - v Re < и . . (U; - < и; > > > .  
дх; " 

rде коэффициент перед v'Rё равен нулю в силу rипотезы о статистической 
независимости макро- и микрохарактеристик турбулентности .  С' дру­
rой стороны, если воспользоваться уравнением неразрывности , то ана­
лизируемую корреляцию можно прообразовать к следующему вицу: 

д ( ( и; - < и; >) (и; - < и; > )>  � � 
, т .е .  к пространственнои производион от напри-

ах; 
жен14й Рейнольдса. В неоднородных потоках эта производная , как хорошо 
известно , отлична от нуля и имеет порядок q2 /L .  Аналогичные соображения 
справедливы и для остальных трех корреляций . Заметим, что корреляции 
2-4 иrрают важную роль в полуэмпирических теориях турбулентности 
(см . ,  например , Рейнольдс [ 1 976 ] . Гниевекий и др. [ 1 978 ) . книrу "М е rоды 
расчета турбулентных течений" под ред. В .  Кольмана [ 1 980) ) .  
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Мuжно укаэать и другой тип корре;Jяций , дпя которых гипотеза о статис­
тиче�кой независимости макро- и микрохарактеристик не позволяет найти 
первый неиулевой •шен асимптотического разложения при Re -+ оо . Эти кор­
реляции содержат нроизводные скорости и концентрации порядка выше, 
чем первый , например, < и; �щ > и ( z  t:J.z ) ;  здесь А - лапласиан . Именно 
это обстоятельство и затрудняет испопьзование теории локально однород­
ной и изо rропной турбулентности при аппроксимации условно осредненной 
дивергенции диффузионного потока < V  (D V z ) > r, :r ,  входящей в уравнение 
:JJrя п:юrnости вероятностей концентрации , записанное в форме (2 . 1 4) .  

В заключение остановимся на следующем весьма важном моменте. 
['ипотеза о ста rиаической независимости макро- и микрохарактеристик 
в турбупентной жидкости применима лишь для развитой , в определенном 
смысле "рав новесной" турбулентности . Другими словами , необходимо, 
чтобы существовало подвижное равновесие между мел кими и крупными 
масштабами движения .  Это условие, как известно ,  является необходимым 
и дп я справ едливости теории локально однородной и изотропной турбу­
.'l ентности . Следовательно , если в начальный момент времени поля скорости 
и концентрапни находятся в произвольном состоянии, то должно пройти 
некоторое время релаксации . спустя которое можно будет пользоваться 
введенной гипот@зой . Из соображений размерности следует, что время 
релаксации имеет порядок L/q .  Здесь уместно провести аналогию с эво­
люцией спектра турбулентности из произвольного начального состояния. 
Еспи воспользоваться полуэмпирическими теориями переноса энергии по 
спектру турбулентности (см. , например, Моиин и Яглом [ 1 967] ) , то можно 
показать, что равновесный интервал в спектре энергии появляется таюке 
через время порядка L/q. Сделанное замечание играет большую роль при 
определении границ применимости полуэмпирического уравнения для 
плотиости вероятностей концентрации. Дальнейшее обсуждение затрону­
того вопроса содержится в § 3 .4 . 

§ 3 .3 . Гипотеза эамыканИJI дли конвективного слагаемого 

Точная запись интеграла (2 . 1 6) ,  фигурирующего в конвективном сла­
гаемом в уравнении для плотиости вероятностей концентрации, как пока­
зано в § 2 . 1 , содержит большое количество неизвестных функций. Напом­
ним,  что в выражение (2 . 1 6) входят условно осредненНЬiе скорости в 
нетурбулентной жидкости < и >п, о и < и >n, J и условно осреднениая скорость 
в турбулентной ЖИДКОСТИ < и> ,, �: .  Те же соображения, что использовались 
в предыдущем параграфе при получении равенства <N >,, z = <N >z , О <  z < 1 ,  
показывают, что величины < и> ,, ;;: , < и>п, о .  < и>п, t и условно осреднениая 
скорость < и>:r связаны следуюшими соотношениями : 

< и >,, :r  = ( и )z , О <  z < 1 ,  

< и >п .  1 = < и >z = 1 • 

( 3 . 1 5 ) 

Отметим, что нет никаких оснований считать, что 

< и >" , о  = < и >r , z = O • < и >п . l = <и >r , t =  1 · 

Поэтому функция < и>z в общем случае имеет разрывы при z = О  и z = 1 .  
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Сейчас нельзя дать достаточно обоснованное описание поведения функ­
ции < и>z на всем отрезке О �  z � 1 .  Это обусловлено в основном двумя 
причинами . Во-первых, крайним недостатком экспериментальных данных 
и, во-в торых. большими погреumостями при измерении < и>z в области 
больших амплитуд пульсаций концентрации, вызванными как эффектами 
молекулярного переноса (см. § 1 .3) , так и большими статистическими 
ошибками при таких редких событиях, какими являются большие ампли­
туды пульсаций . Особенно серьезны перечисленные проблемы в тех облас­

тях потока, где существенна перемежаемость. 
Таким образом, применение точного выражения (2 . 1 6) пока не пред­

ставляется возможным. Необходимо вводить упрощающие предположения. 
Чтобы почувствовать характер упрощений , начнем с анализа наиболее прос­
того случая, когда перемежаемость несущесmенна, т.е.  'У ::t: 1 ,  'У о ::t: О, -у 1 ::t: О. 
Ситуация, близкая к этому случаю, наблюдается в центральных областях 
струйных течений . Общие соображения, основанные на экспериментальных 
данных, показывают, что в рассматриваемом случае распределения вероят­
ностей слабо оmичаются от нормальных. Если принять, что совместная 
плотность вероятностей скорости и концентрации Р (и, z )  описывается 
плотностью нормального распределения, то для условно осредненной 
скорости < и>:r после простых вычислений получим л инейную зависимость 

< и >z = < и > + q a - 2 (z - ( z ) ) . ( 3 . 1 6) 

Здесь q = ( (и - ( и )  ) ( z  � ( z ) ) ) - вектор потока вещесmа, а2 = 
= ( ( z - ( z ) ) 2 ) - дисперсия пульсаций концентрации. 

Предположение, что условно осредненная скорость ( и ) ::  описывается 
линейной зависимостью при всех значениях z независимо от тоrо ,  является 
ли Р (и. z )  гауссовской кривой или нет, сделано в работе Кузнецова 
[ 1 97 2 а ) . Коэффициенты в этой зависимости найдены следующим образом. 
Пусть в соответсmии с предположением справедливо соотношение 

< и >z = А  + B ( z - ( z ) ) , 

где векторы А и В зависят только от координат и времени. Их можно свя­
зать с полями средней скорости и потока вещесmа. Для этого умножим 

выписанное соотношение на ( z - ( z ) ) k Р ( z ) , k = О, 1 ,  и проинтегрируем 
по всем значениям z . В результате найдем А = ( и ) ,  k = О; В = q а2 , 
k = 1 .  Тем самым опять приходим к соотношению ( 3. 1 6) . 

Сравним линейную зависимость ( 3 . 1 6) с результатами измерений услов­
но осредненной скорости ( и )  z вблизи оси затоменной осесимметричной 
струи (Безуrлов [ 1 974) , Венкатараманн, Туту и Шеврэ [ 1 975 ) , 
Голо ванов [ 1 977) , Щербина [ 1 982 ) ) и в течении за подоrретой турбулизи­
рующей решеткой при постоянном поперечном rрадиенте средней темпера­
туры (Венкатарамани и Ulеврэ ( 1 978) , Тэваул�рис и Корсии ( 1 98 I a ) ) . 
На рис. 3 . 3  представлены условно осредненные продольные скорости 
( и1 ) :: , полученные в опытах Безуrлова и Голованова , а на рис. 3 .4 и 3 .5 -
условно осредненные поперечные скорости < и2 ) z , полученные Щербиttой 
и Венкатарамани и Ulеврэ соответсmенно . 

Из рис. 3 .3 - 3.5 видно, что условно осредненные скорости ( иk ) z ,  
k = 1 ,  2, достаточно хорошо описываются линейными функциями в области 
б . В .Р. Кузнецов 8 1  
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Рис. 3 3 .  Условно осредненная продольная скорость при заданном значении концентра­
ции на оси и в близи оси затопленной осесимметричной струи по данным Безуrлов а 
( 1 9 74 ] и Голованова ( 1 97 7 1 .  1 - измерения Безуглов а. условия опытов · х, /d = 48 ,  

х, /d = О, Re d = и0d/v = 3,24 · 1 03 •  d = 3 м м :  2 - И.fМерения Голов анова, условия опы­
тов :  X1 /d = 30, х, /х , = 0,088 . Re d = 7,46 · 1 0 3 , d = 4 мм , Uo = 28 м/с, u; = ( ( и , >� -
- <и , ) ) / .J( ( и ,  - < и ,  > ) 2 ) ,  s = ( z - < z > ) /o 

Рис. 3 .4 .  Условно осредненная поперечная скорость при заданном значении концентра­
ции в бJJизи оси затопленной осесимметричной струи по данным Щербины 1 1 982 1 .  
x, fd • 20, 11 0  = 5 0 м /с, d = S  мм : 1 - х1 /х , = 0,025 , o/< t >  = 0,24, 2 - x,_ fx, = 0, 1 . 

о/< z ) = 0,545 , v; = { и% > z. I.J< (11, - ( "а > 1 ' > 

Рис. 3 .5 . Условно осредненная поперечная 
скорость при заданном значении концентра­
ции в потоке за турбулизнрующей решеrкой 
по данным Венкатарамани и llleвpэ ( 1 9 76 ) .  
Rс л = 64,4, Rем = и 0 М/v = 2 · 1 04 :  1 -
х, /М = 49 ,2 , х1 /М"' 0, 1- х ,/М=55 ,2,  х1 !М• О. 
IJ� = < U2 > z 1.J< (112 - ( 11, ) ) ' ) , s = (z -
< z > 1 /о, М- размер ячейки решетки 

1 z - ( z > 1 � 2 о. При больших амru1итудах пульсаций концентрации наблю­
даются отклонения от линейной зависимости . Характер этих отклонений 
удобно обсудить несколько позже. 

Суммируя , можно сделать вывод, что в области потока, где переме­
жаемость несущественна, линейная зависимость (3 . 1 6) является хорошим 

приближением для условно осредненной скорости ( и >  z . Этот вывод, 
вообще говоря , не имел бы большого значения, если бы не следующие два 
обстоятельства. Во-первых, оказывается, что линейная зависимость может 
сл ужить неru1охим первым приближением для описания ( и > �  и в тех обла­
стях потока, гДе перемежаемость существенна и ,  следовател ьно, совместнос 
распределение вероятностей скорости и концентрации сильно отличается от 

нормального . Во-вторых, величина скачков функции ( и >  z на границах фа­
зового пространства z = О и z = 1 мала ,  и в первом приближении ими мож­
но пренебречь . 
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Рис 3 .6 У словно осредненные продольная и поперечная с ко рости при заданном зн аче­
нии концентрации на большом расстоянии от оси �'Им метри и  в спутной о('есимм етрич­
ной струе по данным lllринив асана и Антониа [ 1 97 8 J . x , /d = 5 9, Rld = и nd/v = 4,21 · 1 04 , 
d = 2 см. и 0  = 3 2  м/е. иоо = 4,8 м/с ;  изм ерении пров одились в 1·очке. где коэффициент 
11еремежаем ости 1 = 0,28 : 1 - и� = ( < и 1 > z - < и , > )/.../ ( (и 1 - < и ,  > ) 2> • 2 - u; = ( < и 2 >z -- ( 11 2  > )/ ..)< (и2 - < и, >  )1> ,  s = lz - < z > )/о 

В nользу первого утверждения свидетельствуют опыты lllринивасана и 
Антониа [ 1 978 J а второе подтверждается косвенным образом * ) .  

Обратимся вначал е к опытам lllринивасана и Антониа, в которых '1рове­
дены измерения ( и  1 >:: и ( и2 >z на краю потока в осесимметричной 
спутной .:труе в точке, где 'У = 0,28 .  Результаты зтих измерений представле­
ны на рис. 3.6 .  Видно, что результаты экспериментов действительно можно 
весьма удовлетворительно аппроксимировать прямыми линиями. Понятно, 
что из-за разрывов условно осредн..,нной скорости ( и > z в точках z = О и 
z = 1 коэффициенты в уравнениях прямых для ( uk ) = ( = ( uk ) r, z , 

О < z < 1 )  не обязаны равня rься ( Uk } и qko- 2 . В частности, еслк для 
определения коэффициентов испол ьзовать способ, предложенный в рабо­
те Кузнецова [ 1  972 а ] , то получи� 

( uk >r, z = < uk }, + q,k o�2 (z - ( z  }1 ) .  

q,k = ( ( uk - ( uk }, )( z - < z  }1 ) ), .  o: = ( ( z - ( z ), )2 ) 1 • 
( Uk )2 = ( Uk } t . z  , 0 < Z < l .  
•)  Попытка при мой оценки величины скачков функции < и >  z на границах фазово­

го пространетва сделана в нс113ВНо выполненн ы х  опытах Ысрбиной и Могилка ( 1 985 ) .  
В зти х  опытах с использовани ем опти•1еского метода в близи ядра осесим метричной 

струи на расстоянии x/d = 3 - 4 от среза сома измерялась фун кция < и , ) 2 •  Установ­
лено. 1fi'O в окрестности границы фазового пространства z = 1 происходит довольно 
резкое изменение < и1 > 2 ,  которое интерпрети руется авторами рассматривае мой рабо­
ты как скачок , " размазанный" главным образом вследствие шу мов в измерительной 
аппарату ре. Величина скачка рассчитываетси с помощью приближеиной методики, 
в о�о.'Иове которой лежит рид предположений о форме сов местной мотности вероитио­
стей скоро�.-ти и концентрации и ПJIОТИоСТИ вероитиостей шумов в аппараrуре. Пол у­
ченные таки м путем резул ьтаты также говорят в пользу того, что величина ск ачков 
мала. Более категоричное утверждени е, в виду приближеиного характера м етоди ки 
обработки резул ьтатов и змерений, делать сейчас рано . Можно надеяться, 1fi'O да.'1 ьиеА­
шее развитие у казанного иа11равлеиии позволит происнить рассматривае мый вопрос. 
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Рис. 3 . 7 .  Связь потока пульсаций концентрации в 
поперечном направлении с коэффициентом асим­
метрии пульсаций концентрации по данным разных 
авторов .  1 - след за кр}товым цилиндром по дан­
ным Фреймуса и Убсрои [ 1 97 1 1  ( условия опытов 
приведсны на рис. 3 . 1 6 )  и Ля Рю и Либби 1 1 9 74 1 
(условия опытов приведсны на рис 1 . 1 4 ) ; 2 -
осесимметричная струя в спутном потоке по дан­
ным Антониа, Прабху и Стефенсона 1 1 9 75 J (усло­
вия опытов приведены на рис . 1 .5 ) ; линия отвечает 
зависимости Q а = А ,  вытекающей из формулы 
( 3 . 1 6 )  

Количественную оценку величины скачков функции ( щ .. ) z на границах 

;� = О и z = 1 можно nолучить косвенным образом. ( этой целью примем, 
что линейная зависимость ( 3 . 1 6 ) сnраведЛива на всем интервале 
О ".;;; z .;;; 1 ,  и nроанализируем одну из связей между моментами , которые 
вытекают из (3 . 1 6 ) . Эта связь находится, если ( 3 . 1 6 ) умножить на 
(z - ( z ) ) 2 P( z )  и nро_интегрировать по всем z .  В резулыате получи м  

( (и - ( и } ) ( z - ( z } )2 > = q o - 2 ( ( z - ( z ) ) 3 } .  

Найденное соотношение связывает nоток nульсаций концентра­
ции (левая сторона равенства) и асимметрию nульсаций концентрации 
А = ( ( z  - ( z > ) 3 > 1 о3 • Сравнение nолученной формулы с эксnериментал ь­
ными данными в следе за круговым цилиндром (Фреймус и Уберои [ 1 97 1  J , 
Ли Рю и Либби [ 1 974) ) и в осесимметричной сnутной струе (Антониа, 
Прабху и Стефенсон [ 1 975 ) ) nриведено на рис. 3 .  7 в виде зависимости без­
размерной nоnеречной компоненты вектора потока nульсаций концентра­
ции Q0 = ( ( и2 - ( и2 } ) { z - ( z ) ) 2 ) / q 2 о от коэффициента асимметрии . 

Коэффициент асимметрии принимает отрицательные значении вблизи 
:>си или плоскости симметрии, а большие положительные значении А дости­
гаются в областях. где существенна перемежаемость. Из рис. 3 .  7 видно, что 
экспериментальные данные удовлетворительно описываются зависимостью 
Q0 = А ,  следующей из (3 . 1 6) , включая и области потока, где переме­
жаемость существенна. 

Этот результат служит дополнительным косвенным свидетел ьством 
в пользу (3 . 1 6 ) , но , кроме того , он показывает (также косвенно) , что не 
надо переоценивать значение разрывов функции ( и ) 11 и в первом прибли­
жении ими, по-видимому, можно просто пренебречь. 

Суммируя, кратко повторим два основных вывода проведеиного выше 
анализа. Первый состоит в том, что простаи функции - линейная зависи­
мость (3 . 1 6) - ивлиетси весьма хорошим первым приближением ми 
( и )  z во всех областях свободного турбулентного потока. Второй вывод 
сводится к утверждению, что можно иренебречь разрывами функ­
ции ( и }  z • Значение второго из выводов заключается в том, что он позво­
ляет представить интеграл , входящий в конвективное слагаемое ( 2. 1 6 ) 
уравнении ( 2. 1 5 ) , в упрощенной форме 
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Эта форма будет использоваться далее. Подчеркнем еще раз, что выраже­
ние (3 . 1 7) является приближенным. Оно справедливо только в том случае, 
когда ( и >  z непрерывна на отрезке О � z � 1 . 

Соотношение (3 . 1 6) бьmо предложено в работе Кузнецова ( 1 972 а ]  
(без указания условий, когда оно справедливо) .  

Линейная зависимость (3 . 1 6 ) для < и > :r , вследствие своей простоты, 
наиболее подходит для решения первой Из задач, указанных в начале гла­
вы, - разработать способ приближенного описания распределения вероятно­
стей концентрации и коэффициента персмежаемости в турбулентных 
по токах. Исследование, проведеиное в § 3 .5 ,  показывает, что использование 
(3 . 1 6) в целом позволяет справиться с этой проблемой.  Однако в § 3.5 
rакже установлено, что линейная зависимость имеет и определенные дефек­
ты . Эти дефекты проявляются в том, что плотность вероятностей осцил­
лирует при больших амплитудах пульсаций концентрации, т.е . в той обла­
сти, где результаты измерений ( и >  z наименее достоверны из-за больших 
ошибок.  Забегая вперед, отметим, что из результатов , описанных в § 3 .6, 
следует, что для устранения осциллируемости требуется более медленный 
рост модуля ( и >  z при больших значениях амплитуды пульсаций концен­
трации, чем это предписывает линейная функция (3 . 1 6 ) . 

Таким образом, приходим к заключению, что при проведении строгого 
исследования распределения вероятностей концентрации необходимо учесть 
отклонения ( и }  z от линейной зависимости ( 3 . 1 6 )  в области больших 
пульсаций концентрации. 

Сушествующие сейчас экспериментальные данные по причинам, которые 
бьmи указаны выше, не позволяют сделать одНозначное заключение 
о характере рассматриваемого отличия (хотя некоторые тенденции и про­
сматриваются на рис.  3 .3 - 3 . 5 ;  см .  ниже) . Поэтому обрi\ТИМСЯ за помощью 
к общим качественным рассуждениям в надежде, что они позволят выявить 
некоторые главные особенности функции ( и >  r .  Прежде всего,  ряд 
сведений об этой функции естественным образом вытекает из rеории пути 
смешения. Рассмотрим поток с постоянным поперечным градиентом сред­
ней концентрации ( z > - ( z (О) > = Кх2 (пусть JJJ}Я определ енности К >  0) . 
Ясно, что в точке х2 = О положительные значения пульсаций концентрации 
1роисходят главным образом вследствие того, что в данной точке появ­
ляются жидкие частицы (моли) , пришедшие из области х2 > О. Поперечная 
скорость таких молей отрицательна. Можно также предположить, что чем 
больше наблюдаемое значение пульсации концентрации, тем из более дале­
ких · областей приходит указанный моль и, следовательно , тем больше 
абсолютное значение его поперечной скорости .  Отсюда заключаем, что 
при положительных пульсациях концентрации, во-первых, ( u2) :r < О и, 
во-вторых, 1 ( и2 )" z 1 монотонно растет с увеличением z . Аналогичным обра­
зом рассматривается и случай отрицательных пульсаций концентрации, 
а также случай К < О. 

Экспериментальные данные, представленные на рис. 3 .3 - 3.6,  корошо 
согласуются с выводом о монотонном характере зависимости условно 
о среднеиной скорости ( и > z . 

Продолжим обсуждение течения с постоянным градиентом средНей кон­
центрации . ИсходЯ из описанной качественной картины такого течения. 

85 



естесmенно заключить , что моли, обуславливающие максимальные значе­
ния концентрации в точке х2 = О, являются не только самыми быстрыми, 
но и имеют большие пространстенные масштабы (порядка расстояния от 
точки х2 = О до точки, из которой приходит быстрый моль) . Следователь­
но,  перенос максимальных (а также минимальных) концентраций осу­
шесmляется крупными вихревыми образованиями, скорости которых, как 
известно (Таунсенд [ 1 956] ) ,  ограничены. 

В этой связи напомним об известных результатах, полученных в теории 
турбулентной диффузии с конечной скоростью (см. обзор этой теории 
в книге Монин'l и Яrлома [ 1 965 ] , а также статью Зимонта и Сабельнико­
на [ 1 975 J ) .  1 лавный вывод этой теории со�.:тоит в том, что предельная ско­
рость переноса концентрации имеет порядок среднеквадратической пульса­
ции скорости. 

Подводя итог вышеизложенному, можно выдвинуть гипотезу, согласно 
коырой условно осредненная скорость ( и ) z стремится к конечным пре­
делам при 1 z - < z ) 1 / а -.. оо . Сейчас нет экспериментальных данных, кото­
рые позволили бы осуществить прямую проверку сформулированной 
гипотезы . Пока она может быть проконтролирована только косвенным 
образом по непротиворечивости вывадов при исследовании распределения 
вероятностей концентрации. 

Необходимо отметить, что хотя экспериментальные данные на 
рис. 3 . 3  - 3 .6 и не дают возможности для прямой проверки гипотезы, они 
в целом не  противоречат выводу о более медленном росте модуля ( и >" , 
чем по линейному закону, так как в опытах Голованова [ l  }77 ] , Венкатара­
мани и Шеврз [ 1 976)  (см . рис. 3 .3 и 3 .5 )  в области l z  - ( z }  1 � 1 ,5 а 

вполне отчетливо прослеживается тенденция к замедленному темпу роста 
условно осредненной скорости . 

П роведенный анализ позволяет утверждать, что отклонения функ­
ции ( и ) = от линейной зависимости существенны лишь при достаточно 
больщих амплитудах пульсаций концентрации . По этой причине тонкие де­
тали поведения ( и ) =  в этой области будут весьма слабо сказываться на ви­
де плотности вероятностей концентрации в основном интервале ее измене­
ния. Это обстоятельсто несколько облегчает задачу количестенной фор­
мулировки об отклонении функции ( и } z от  линейной зависимости. 

Далее будет использоваться следующая аппроксимация, отражающая 
главные качесmенные особенности функции ( и } z (Сабельников [ 1 982в] ) 

( и } = ( и ) + q a - I " - J [ V.  + s( 1  + w2 s 2 ) - 1 1 2 ) s = (z - ( z } ) / a  
= ,.. о • . (3 . 1 8) 

Здесь �' 0 , р. и w - функции координат. Функция ( и )  z ,  описываемая 
выражением (3 . 1 8) , линейна при малых амплитудах пульсаций концентра­
ции и стремится к конечным пределам при 1 s 1 _.. оо . Отклонения от линей-
ной зависимости начинают проявляться при 1 s 1 - 1 /w . 

Между функциями V0 ,  р. и w имеются две связи, так как должны тож­
десmенно выполняться следующие условия :  

f (z - ( z ) ) (  ( и  >z - ( и )  )Pdz = q. 

Как указано в начал е данной главы,  поле средней скорости и поток вещест· 
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ва при рассмотрении распределения вероятностей концентрации считаются 
известными .  Подставив формулу (3 . 1 8) для ( и  >z в выписанные условия 
и принимая во внимание формулу ( 1 . 20) для безусловной плотности ве­
роятностей Р ( z ) , найдем указанные связи 

Vo = - ( s ( l  + w2 s2 ) - 1 ' 2 > = - 'YoSo ( 1  + w2 s� ) - 1 ' 2 -

1 
- 'У 1 s 1 ( 1  +w2 s� )- 1 1 2 - 'У f s ( 1 + w2 s2 )- 1 1 2 Fdz . о 
� = ( s2 ( 1  + w2 s2 ) - 1 1 2 ) = 'Yo S� ( l + w2 s� ) - 1 1 2 + 

1 
+ 'Y J S� ( l + "'2 s� ) - l / 2 + 'У  J s2 ( l  + "'2 s2 г l / 2 Fdz . о 
s0 = - ( z )  1 о , s 1 = ( 1 - ( z } ) / o . 

(З.-1 9) 

При w = О из (3 . 1 9) получим V0 = О, � = 1 ,  и аnпроксимация (3 . 1 8 ) пере­
ходит в линейную зависимость (3 . 1 6) .  Следовательно, функция w отражает 
описанное выше влияние особенностей крупномасштабного переноса кон­
центрации. Относител ьно величины этой функции можно высказать Следую­
щее общее соображение . Т а к как отличие ( и } z от линейной зависимости 
существенно только при больших значениях амiDiитуд пульсаций концен­
трации, то следует ожидать, что значения w будут достаточно малыми. Этот 
вывод подтверждается строгим анализом, проведеиным в § § 3.6 и 3 .7 .  

Сделаем еще одно замечание об уточнении линейной зависимости (3 . 1 6) 
для ( и > z при больших амплитудах пульсаций концентрации. Полученный 
в данном параграфе вывод о необходимости такого уточнения при строгом 
анализе уравнения для плотности вероятностей концентрации остается 
в силе и в том случае , если qтбросить используемое здесь предположение 
об отсутствии скачков у функции ( и >z на границах фазового пространства. 

§ 3.4. Расnределение вероЯ111остей концентрации 
в однородной турбулен111оС111 

Случай статистически однородного поля концентрации является, по�а­
луй, одной из наиболее простых задач, доступных для полного теоретиче­
ского анализа в рамках уравнений ( 3 .2) - (3 .4) . Вместе с тем, помимо 
самостоятельного интереса, этот пример позволяет проиллюстрирова1ь 
некоторые из общих свойств уравнения для плотности вероятностей. 

ПреЖде всего заметим, что статистически однородное поле концентрации 
.является идеализацией процесса, имеющего место в ряде технических 
устройств . например в камере смешения, когда в канал постоянного сечения 
с помощью большого количества струй со скоростью, отличной от скорости 
спутноrо потока, подается примесь векоторого вещества. Обычно эф­
фекты турбулентного перемешивани.я в слоях смешения столь велики, что 
течение в камере быстро приобретает статистически однородный характер 
(т.е . поля средних параметров выровнены поперек канала, а остаются 
только пульсации скорости, концентрации и т.д.) . Полезно рассмотреть 
предельную ситуацию,  когда в начальном сечении канала концентрация 
примеси принимает случайным образом только два значения z =· О и z = 1 
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( ::1 = 1 в струях, z = U вне струй) , а начальная турбулентность пренебрежи­
мо мала. Качественная картина развивающегося при х > хо ( х0 - координа­
та начального сечения) процесса здесь достаточно прозрачна. С увеличением 
разности х - х0 на границах отдельных объемов, в которых z = О или 
z = 1 ,  образуются и развиваются слои смешения. где из-за сдвига скорости 
1Юзникают турбулентные пульсации скорости и наблюдаются промежуточ­
ные значения концентрации. Этот процесс приводит к монотонному умень­
шению пульсаций концентрации и монотонному увеличению суммарного 
объема, занимаемого слоями смешения .  При х - х0 � оо произойдет полное 
смешение до молекулярного уровня, т.е .  пульсации концентрации обратят­
ся в нуль, а концентрация nримет значение, равное начальной средней кон­
центрации ( z ) (предполагается, что в камеру нет дополнител ьного nодво­
да вещества со стенок канала nри х > х0 ) .  

Описанный nроцесс соответствует нестационарному статистически одно­
родному полю концентрации, если nоложить t = (х - х0 ) 1 U, где U - сред­
няя по сечению скорость потока в канале. Плотность вероятностей концен­
трации, в соответствии с вышеизложенным, в начальный и конечный 
моменты времени имеет вид 

P(z ) = 'Yu 6 (z ) + 1 1 6 ( z - 1 ) . 

1 = 0, 'У 1 = ( z ) , 'Уо = 1 - ( z ) nри t = 0 :  

P(z ) = 6 (z - ( z ) ) ,  1 = 1 . 1 1 = 111 = 0  nри t = oo 

{3 . :!0 ) 

( 3 . 2 1 ) 

(строго говоря ,  здесь вместо 'У надо nисать 'Yz , но для краткости индекс z 
далее будет опускаться) . 

Поясним теnерь, что следует nонимать эдесь nод nредельным nереходом 
t � оо . При t � оо турбулентность вырождается (если нет источника, nод­
держивающего ее) и тем самым число Рейнольдса стремится к нулю. Следо­
вательно, гипотеза о статистической независимости микро- и макрохаракте­
ристик турбулентности nри больших значениях времени эволюции будет 
неnрименимой.  Поэтому здесь и далее nредnолагается двойной nредельный 
nереход, когда сначал а Re -+ 00 ,  а затем t -+ оо .  

Указанные выше закономерности в nоведении средней концентрации и 
дисnерсии сразу следуют из nервых двух уравнений для моментов 

d ( z ) 
-- = 0, 

dt 

d a 1 
- = - 2 < N > = - 2'Y < N >, 
dt 

(3 .22 ) 

Система уравнений (3 .2) - ( 3 .4) в статистически однородном случае 
приобретает вид 
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'д'УF 'д 1 F 
-- = - 'У ( N ) , --. 

'д t  'дz 1 

'д'Уо 'дF(О) 
= - 'Y ( N ), -- . 

дt 'дz  

д-у 1 д F( l ) 
- -=  'Y < N >, -- . 
'д t  'дz 

( 3 .23 )  

( 3 . 24 ) 

(3 .2S) 



Соотношение ( 3 . :!3 )  есть уравнение тешrопроводиости с отрицатеньным 
коэффициентом диффузии . Тем самым оно принадлежит к типу обратно­
параболических уравнений, для которых, как известно (см. ,  например, 
Тихонов и Арсении ( 1 974) ) ,  rлобальное решение задачи Коши (т.е. на 
нонуоси t ;;;. О) существует не при всяких начальных условиях. В тех слу­
чаях . коrда существование решения установлено, задача Коши является 
нско рректной. Некорректность проявляется в том, что уменьшение длины 
волны возмущений в начальных условиях приводит к увеличению скорости 
их неiрастания. В результате решение быстро искажается. 

Известна теорема (Фридман ( 1 964) ) о единственности решения задачи 
Коши для обратнопараболическоrо уравнения при условии, что оно 
существует . 

Точка t = оо (поскольку < N >, � о, t � 00 )  является особой для уравне­
ния ( 3 . 23) . Но укаэаниая теорема применима и в рассматриваемом случае, 
так как эту особенность можно устранить с помощью замены переменной 

� 

т = f < N > ,dt . Интеrрал здесь сходится в силу оrраничениости дисперсии 
r 

пул ьсаций концентрации. Лействительно, из уравнения для а2 в (3 . 22) 
вытекает, что т � � а2 , t � оо (здесь учитывается, что 'У � 1 ,  t � оо ) . 

Чтобы найти rлобальное решение уравнений (3 . 23) - (3 . 25 ) , которое 
единственно в силу указанной теоремы, рассмотрим вместо прямой задачи 
Коши с начальными условиями (3 .20) , заданными в момент t = О, обрат­
ную задачу Коши с "начальными". условиями (3 .2 1 ) ,  заданными в момент 
t = оо . При интеrрировании уравнения (3 .23) в обратном направлении 
задача Коши становится корректной. Решение, соответствующее ''началь­
ным" условиям при t = оо ,  определяет тот класс начальных условий, для 
которых решение прямой задачи Коши существует при всех t ;;;. О. Ниже бу­
дет показано, что при некоторых оrраничениях на функЩtю ( N ) 1 таковы­
ми являются именно условия (3 . 20) . Важно подчеркнуть, что поскольку 
N > О, то приведеиные соображения носят общий характер и не связаны 
с принятой в § 3 . 2  rипотеэой о статистической независимости полей N и z 

в турбулентной жидкости . 
Решение сформулированной обратной задачи Коши находится стандарт­

ным методом Фурье . Окончательный результат имеет вид (Кузнецов , Лебе­
дев, Секундов и Смирнова [ 1 98 1 ] ,  Кузнецов и Сабельников [ 1 98 1  б ] ) 

1F = 2 1: si n тrk  ( z )  sin тrkz ехр( -1Т2 k 2 т ), 

k = 1 

2 sin 1Тk ( z )  
"Yu = 1 - < z  > - п !: ---- ехр( -1Т2 k 2 т ). 

k = 1 k 

"У = 1 - 'У о - "У 1 • т = J < N > , d t .  

( 3 .26) 
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Проанализируем два предельных случая : 1 )  заключительный этап вы­
рождения пульсаций концентрации, т.е. t � оо , и 2) начальный этап вырож­
дения, т.е. t � о. 

В первом случае имеем -у � 1 ,  Р � Р r (далее показано, что эти прибли­
женные равенства справедЛивы с точностью до экспоненциально малых 
членов) , т -+ � а2 � О, и,  следовательно , ряды в (3 . 26) сходятся крайне 
медпенно. Позтому rлавный член асимптотики рсшени� в рассматриваемом 
случае проше найти непосредственно из уравнений (3 .23) - (3 . 25) .  Обра­
тимся вначале к уравнению дЛя плотности вероятностей (3 .23) . Поскольку 
l i m  ( а/ ( z ) ) = О, то при определении rлавноrо член'! асимптотического 

t � 00 

разложения плотности вероятностей, приrодноrо вне малых окрестностей 
rран"чных точек z = О  и z = 1 ,  краевые условия (3 .5) можно поставить при 
z = - оо и z = + оо . Если теперь принять во внимание "начальные" условия 
(3. 21)_ и связь т � \.2 а2 , т � О, то нетрудно видеть, что rлавный член 
асимптотики описывае:·ся rауссовской кривой (Кузнецов [ 1 967 ) ) 

P(z)  � --- ехр - , r � oo . 1 [ (z - ( z ) )2 ] 
"J2ir a  2 а 2 (3 .27) 

Этот результат хорошо согласуется с экспериментальными данными 
Мияваки, Цуджикава и Ураrучи [1 97 4] . 

Главные ·тены асимnтотики плотности вероятностей, приrодные 
в окрестности z = О и z = l , находятся с помощью известного метода 
отображений (см., например, Морс и Фешбах ( 1 953 ) ) . В результате 
получим, что 

P(z ) -+ -
1 -{ exp (-

(z - ( z ) )2 ]-cxp [- (z +(z ) ) 2 ] }
' 

...;2Па 2 а 2 2 а 2 

в окрестности z = О и 

1 { [ (z - (z ))2 ] [ (z - 2 + (z ))2 ] } 
P(z ) � --- ехр - -ехр - • 

ffia 2 а2 2 а 2 

в окрестности z = 1 .  

t � 00 (3 .28) 

( 3 .29) 

Подставив выражения (3 . 28) , (3 .29) в уравнения (3 .24) , (3 . 25 ) , найдем 
rлавные члены асимптотик вероятностей 'У 0 и -у 1 : 

"Уо -+ Л _!!.._ ехр (- ( z  >2)
, 

тr ( z ) 2 а2 

л а [ ( l - ( z ))2 ] 
-у � ехр -1 

п 1 - ( z ) 2 а 2 ' 

( 3 .30 )  

Следовательно,  при t � оо вероятности -у0 и -у 1 и тем самым разность 
1 - -у экспоненциально малы.  

Найдем теперь rлавный член асимптотики решений уравнений 
(3. 23) - (3.25) в друrом 'Iредельном случае t � О. Из общеrо решения 
(3 . 26) следует, что эта асимптотика определяется характером зависимости 
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от времени скалярной диссипации ( N ) ,  при 1 --. О. Чтобы установить эту 
зависимость, обратимся к физической картине явления. Как уже указыва­
лось в начале параграфа, при t > О на границах областей с z = О и z = 1 воз­
никают слои смешения, в которых из-за молекулярной диффузии появятся 
промежуточные значения концентрации. Скалярная диссипация, естествен­
но, зависит от разности концентраций tJ.z и разности скоростей tJ.u на гра­
ницах слоев смешения, а также от их характерной ширины /. Из соображ�> 
ний размерностей получим < N> r - tJ. u ( tJ.z ) 1"/1 . Учтем, что tJ.u и tJ.z при 
t � О имеют конечные пределы (в частности, tJ.z --. 1 ,  t --. О) , а характерная 
ширина 1 ,  как показывают соображения размерностей, пропорциональна 
времени :  1 - tJ.ut, t --. О. В итоге для < N ) 1 получим следующую 
формулу: 

а 
( N ) ,  = r '  t __. О. (3 .3 1 )  

Здесь а - пекоторая постоянная ; ее значение будет найдено ниже . Таким 
образом, для переменной т в формулах (3 .26) имеем 

т --. -а ln .!.. • t --. О. to 
Здесь t 0 - масштаб времени, определяемый крупными вихрями в слоях 
смешения на поздней стадии развития процесса . Поэто�у т --.  оо при t --. О  
и,  следовательно, главный член асимптотики решения определяется лишь 
первыми членами в формулах (3 . 26 ) , т.е .  

7Т 
F =  - sin п z  

2 
• 

4 4 ( t ) a rr '  
-у =  - si n п ( z ) exp ( - п 2 т) =  - sin п ( z )  - , 

7Т 7Т � 
2 t a rr '  

'Уо = 1 - ( z ) - - sin 1r ( z ) (-) , 
7Т to 

'Y t = ( z ) - � sin п < z > (_!__)a" �
. t ....,. O ,  

7Т to 

(3 .32)  

Значение постоянной а,  входяшей в соотношение (3 . 3 1 )  для скалярной 
диссипации , можно найти , если nривлечь донолнительное соображение,  
что при t --. О  коэффициент пере межае мости 'У пропорционален характерной 
ши рине слоев смешения, т .е .  'У - t .  Это ооображение о сновывается на физи­
ческой картине течения и на определении величины 'У как доли объема,  
занятой вполне турбулентной жидкостью. Приравняв единице показатель 
степени в формуле (3 .32 )  дпя -у, получим, что а =  п- 2 . 

Это теоретическое значение до'--таточно хорошо со гласуется с косвенной 
оценкой постоянной а, которую можно получить, если рассмотреть полуэм­
пирическое соотношение для скалярной диссипации < N > = x < e > a 2 /q 2 ,  
х � 2 (см. ,  например, Бегье , Декейсе и Лондер [ 1 978 ] ) ,  в авто модельно м 
слое смешения. JJ.ля оценки перейдем 01 этой стационарной задачи к рас­
сматриваемому нестационарно му случаю с но мощью ('Ледующего преобра­
зования : t = х/ (и0 /2) . Если теперь в указанно е  выражение для ( N > подста-
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вить экспериментальные значения (взятые в области, где "f � 1 )  ( е )  = 
= 0,04u �fx и q 2 = О,ОS и � , приведенные в книге Таунсенда [ 1 956) , о = О,22 
иэ опытов Раджагопалана и Антониа [ 1 980) ' ТО получим ( N >  � х· . 0,08/t . 
Используя для ( е >  и q 2 экспериментальные данные Виньянски и Фидлера 
[ 1 970] : < е >  = 0,025 u�jx, q 2 = 0,06и � . получим < N > � х  · 0,031/t . Следо­
ват�льно , в первом случае а � о. 1 6 , во втором а � 0,014. 

Остановимся на одно м важном моменте , связанном с полученным ре­
шением. Проанализированная задача является в пекотором смысле исклю­
чител ьной . Действительно ,  хотя уравнение (3 . 23) содержит только первую 
производную по времени, здесь вследствие специфических начал ьных ус­
ловий удалось достичь того ,  что решение удовлетворяет двум условиям 
(3 .20 )  и (3 .2 1 )  по временной переменной.  

В случае произвольных начальных условий характер смешения услож­
нится . Рассматриваемый вопрос уже бьm затронут в § 3 . 2 ,  где отмечалось, 
что гипотеза о статистической независимости N и z в турбулентной жид­
кости несправедлива дпя турбулентного потока, находящегося в произволь­
но м начальном состоянии . Прежде чем турбулентность достигнет равновес­
ной структуры, должно пройти некоторое время релаксации, равное по 
порядку 1. /q . Лишь после этого станет справедливой рассматривае мая ги­
потеза и ,  следовательно , уравнение (3 .23) . 

В рассмотренной задаче турбулентность уже в начал ьный момент време­
ни находится в равновесном состоянии (точнее , время релаксации много 
меньше L /q и стремится к нулю при Re .... оо ) , что и дало возможность удов­
летворить двум условиям по временной переменной . 

Интересно , что физические рассуждения о границах применимости гипо­
тезы о статистической независимости микро- и макрохарактеристик пул ь­
сационного движения в турбулентных потоках находят свое формальное 
отражение в свойствах уравнений (решение существует не при произволь­
ных начальных условиях) . 

В заключение на примере рассматриваемой задачи приведем ряд качест­
венных соображений о связи между персмежаемостью и теорией локально 
однородной турбупентности в ее неуточненно м варианте (Колмогоров 
[ 1 94 1 ] ,  Обухов [ 1 941 . 1 949 ) ) .  Напомним, что в этой теории считается, что 

"f = 1 ,  т .е .  персмежаемость отсутствует. Покажем, что в этом случае урав­
нение для плотности вероятностей концентрации приводит к физически 
абсурдным результатам. Предположим вначале, что при всех z справедлива 
гипотеза (3 .8) . Тогда, как легко проверить , решением уравнения (3 . 23)  
является плотность нормального распределе�ия (3 .27) при всех t > О 
Поскольку для такого решения Р * О  при -00 < z < оо, то оно не имеет 
физического смысла.  

Возникающая трудность носит принципиал ьный характер, и ее нельзя 
обойти, отказавшись от гипотезы (3 .8) . Действительно , пусть ( N >z являет­
ся функцией концентрации . Существенно , что в асимптотической теории, 
в которой полагается Re = оо, функция ( N>z отлична от нуля при О :o;;;; z .;;;;; 1 .  
Это утверждение в ытекает из результатов проведеиного в § 1 .3 исследо­
вания поведения ( N >-z в окрестности границ фазового пространства. Там 
установлено , что обращение ( N >z в нуль на границах фазовоrо пространства 
обусловлено только эффектами молекулярного переноса и принципиально 
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зависит от числа Рейнольдса (величины а и k в формулах ( 1 .29) и { 1 .34) ­
функции Re) . С физической точки зрения отличие < N>z от нуля во всем 
фазовом пространстве соответствует такой картине течения, когда мелко­
масштабные турбулентные пульсации распределень1 в пространстве более 
или менее равномерно , т.е . Е >  О и N >  О во в сех точках; при Re -+- со гра­
диенты скорости и концентрации неограниченно возрастают во в сем потоке 
(сравни с картиной потока, в котором есть перемежаемость - § 1 . 3) . 

Рассмотрим решения уравнения (3 .23) с граничными условиями Р = О, 
z = О, z = 1 .  Очевидно , что для таких решений будем и меть а <  N>z.P/"дz * О  

1 
при z = О и z = 1 , т .е . условие нормировки f Р dz = 1 не в ьmолняется, так . о 
как "потоки" плотности вероятностей д <N>:.Pfдz за естественные границы 
фазового пространства z =O и z =  1 не равны нулю (если искать гладкое ре­
шение (3 .23), удовлетворяющее условию нормировки и постоJIИСТВу средней 
концентрации, то , как легко показать, необходимо дополнительно считать 
дР/д z = О, z = О и z = 1 ;  граничным условиям Р = дР/дz = О, z = О и z = 1 
удовлетворяет только тривиальное решение Р = О, не имеющее физического 
смысла) . Эти потоки и обуславливают возникновение перемежаемости или, 
более строго , пере межаемости в поле концентрации . Вблизи границ фазово­
го пространства теория локально однородной турбулентности уже не может 
быть справедливой, так как здесь становится существенным взаимодейст­
вие между турбулентной и нетурбулентной жидкостями, для которого , 
как отмечалось в rлаве 1 ,  характерно прямое (а не каскадное) влияние 
крупномасштабных флуктуаций на мелкомасштабные (см. также главу 4) . 

§ 3 .5 .  Приближенное описание 
распределения вероятностей концентрации 
в свободных турбулеиmых те��ениих 

В данном параграфе на основе уравнения (3 .2) проведено нестрогое ис­
следование распределения вероятностей концентрации в турбулентных 
струях. В соответствии с выводами § 3 .3  для упрощения 'анализа предпо­
лагается, что условно осредненная скорость ( и >z описываетсЯ линейной 
зависимостью (3 . 1 6) . С помощью достаточно простых математических 
средств установлен качественный вид решений уравнения в двух характер­
ных областях струи - в центральной области, где перемежаемость играет 
малую роль, и на краю струи, где перемежаемость существенна. 

Эти результаты используются затем для решения чисто практической 
задачи - разработки простого приближенного метода определения плот­
ности вероятностей концентрации и коэффициента перемежаемости в 
струях. 

Содержание параграфа основано на работе Кузнецова [ 1 972а] (с  не­
которыми дополнениями из работ Кузнецова и Сабельникона [ 1 98 1  б]  
и Сабельникона [ 1 982б] ) .  

Рассмотрим в среднем стационарный, медленно расширяющийся сво­
бодный турбулентный поток .  Таким потоком может быть струя или след 
за телом. Проанапизируем плотность вероятностей концентрации в даль­
нем следе или на основном участке струи.  Тогда веооятностью наблюдения 
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значения z = 1 моХОiо пренебречь, т.е .  считать, что 'У •  � О. Примем, что 
условно осредненная скорость ( и >z описьmается линейной зависимостью 
(3 . 1 6) . Тогда уравнения (" . 1 5) и (3.2) дп:я безусловной и условной плот­
ностей вероятностей концентрации соответственно имеют вид 

а2 р 
< u >VP + V [qo-2 (z - ( z ) )P ]  = - 'Y < N >, -f , az 

a zp 
< u >V 'YF + V [qo-2 (z - ( z ) ) 'YF] = - 'Y < N >, - .  

дz2 
Проанализируем ряд часmых решений уравнений (3 .33) . 

(3 .33) 

1 .  Решение на оси или плоскоС"IИ симметрии. Экспериментальные иссле­
дования показывают, что вблизи оси или плоскости симметрии перемежае­
мость практически отсутствует, т.е. 'У � 1 и, следовательно , ( N >, = ( N ), 
P(z ) � Р1 (z ) .  Кроме того ,  в рассматриваемой области моХОiо пренебречь 
nереносом вещества вдоль потока, т .е .  МОХОiо считать, что q •  � О. Здесь 
индекс 1 относится к направлению потока. Очевидно, что на оси или 
плоскости симметрии ( u O< )  = qO< = а ( Z  >/дхО< = д о/дхО< = о, Q = 2, 3. Тогда 
из первого уравнения в (3 .33) получаем 

аР 
2 

aqO< а2р 
( и 1 > - + Ро - (z - < z ) ) - = - ( N )  -

ах . ахО< дz 2  
(3 .34) 

Чтобы преобраэовать второй член в левой части (3 .34) , используем урав­
нение дп:я средней концентрации 

( и ) v ( z ) + v q = о. 
На оси или плоскости симметрии из (3.35 ) имеем . 

дqО< д ( z ) 
- = - ( и 1 ) -- , а = 2 , 3 .  ахО< ах . 

В результате уравнение (3.34) принимает вид 

дР z - ( z ) a ( z ) а2 Р 
( и 1 ) - - ( и 1 ) -- Р = - < N > -дх 1 о2 ах . az 2 

(3 .35 ) 

(3 .36) 

(3.37) 

Будем искать автомодельное решение уравнения (3 .37) в виде Р = 
= g (s)/o, где g - функция одной переменной s = (z - ( z >)/(J. Подставовка в 
(3 .37) дает следующее уравнение мя функции g :  

тg " + (s + h )g ' + (hs + l ) g  = О, 
< N >  

т = - ------:,---

� < и . > ao 2 f.ax 1 ' 
a < z  > tax 1 

h = . 

ао/ах 1  
Штрихом в (3 .38 ) обозначено дифференцирование по s .  

(3 .38) 

Из уравнения (3 .38) видно ,  что авто модельное решение существует, 
если только n�раметры т и h - nос1оянные . 3 JO условие выnолнено на 
основном участке струй и в дальнем следе . 

Поясним физический смысл постоянных т и h .  Параметр т ,  как легко 
установить из уравнения мя дисnерсии nульсаций концентрации о2 , равен 
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отношению удвоенной скалярной диссинации к сtбсон ютно му зна•rению 
адвекции . Дсtнные измерений отдельных слсtrаемых в уравнении баланса 
пульса!..I.ИЙ концентрации показывают. что в рассматриваемых здесь тече­
ниях т > 1 .  Так , т � 2,6 в дал ьне м следе за круговым цининдро м (Фрей­
мус и Уберои [ I Q7 1 ) ) . т �  1 ,8 в rvюской струе (Башир и Уберои [ I Q7 5 ] ) .  
т .", 2 в осесимметричной струе в спутно м потоке (Антонисt, Прабху и 
Стефенсон ( 1 97 5 )  ) .  

Величины а и ( z > на основных участках струй или в дан ьнем следе 
изменяются в зависимости от расстояния х 1 по степенным законам. Сле ­
довательно , параметр h обратно пропорционаJiен интенсивности пун ьса­
ций концентрации . Согл асно экспериментальным данным (см .• напри мер, 
Ля Рю и Либби [ 1 974] . Башир и Уберои [ 1 9 75 ] . Беккер, Хоттел и Вильяме 
[ 1 967 ] , Кузнецов ( 1 97 1 ] и др. )  он принимает достаточно большие значе ­
ния : h = 4 - 5 . Отмеченное обстоятельство позволяет получить асимнтоти­
ческое разложение решения уравнения ( 3 .38 ) по целочиспенным степеням 
малой величины h - 1 • Перед те м как выписать это разложение ,  укаже м 
некоторые общие свойства решения уравнения (3 .38 ) . 

С этой целью сделаем в (3 .38)  замену персменных [ (s + h )2 ] s + h - 2 mh 
l l = g exp --- . s 1  = -----

4m ..;т 
Уравнение дЛя функции П имеет вид 

П " + ( -- � s �  + v + !h ) П = O. 
v = h2 (m - 1 ) . 

(3 .39) 

Здесь штрихом обозначено дифференцирование по s 1 • Решение уравнения 
(3 .39) выражается через функции параболического цилиндра (см. , напри­
мер,  Бейтмен и Эрдейи ( l 95 3a] ) .  Поскольку т >  l ,  то индекс функций 
параболического цилиндра v > О. На основании известных свойств этих 
функций заключаем, что условие неотрицательности плотности вероят­
ностей не выполняется . Такой дефект решения связан с неточиостью ап­
проксимации условно осредненной скорости ( и  >z с по мощью линейной 
зависимости (3 . 1 6) в области больших значений 1 s 1 .  Более тщательное ИС· 
следование показывает, что корни функции g лежат вне интервала ее основ­
ного изменения ,  а именно при z > ( z )  + 3 а. Связь между неточиостью ли­
нейной аппроксимации ( и >z в области больших амплитуд пульсаций кон­
центрации и расположением корней очевидна. Заметим, что в следствие рас· 
смотренного нефизическоrо характера поведения плотности вероятностей 
в области больших амплитуд пульсаций концентрации она. вообще говоря, 
не может быть использована дЛ Я  вычисления мо ментов высокого порядка. 

Найдем теперь асимптотическое разложение решения уравнения (3 .38 ) 
при h ._. 00 • Будем искать решение в виде асимптотическоГо ряда 

1 l g(s) = g <0 >(s) + - g < 1 >(s) + -2 g <2 >(s) + . . .  (3 .40) 
h h 

Подставим ряд (3 .40) в ур�Щнение (3 .38) и приравняе м нулю коэффициен­
ты при последовательных степенях h. В результате получим рекуррентную 
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систе му уравнений для функций g ( k > . k = О, 1 ,  2, . . . 
в ы х  тре)( из этих функций имеют вид 

g <o >' + sg <o > = o. 

g < t > '  + sg < ' > = - (mg<o )" + sg <o >' + g <o >) , 
g < 2 ) ' + sg ( 2 > = - (mg ( l  )" + sg < ' ) ' + g < ' ) ) . 

Уравнения для пер· 

(3 .4 1 ) 

(3 .42) 

(3 .43 ) 

Последовательно решая уравнения (3 .4 1 ) - (3.43) , найдем 

g <0 > = � ехр (- s; ) . 

1 - m 1 d з g <o > 
g < 1 > = -- (s J - 3s )g <0 ' = - - ( l - m ) ---3 3 � J  

1 - т  d 4g (o ) ( 1  - m )2 d 6g (o ) 
g ( 2 > = -- + 

4 ds 4 1 8  ds 6 

( 3 .44) 

Из выражений (3 .40) и (3 .44) следует, что распределение вероятностей 
концентрации на оси или rоюскости симметрии близко к нормальному . 
Этот результат хорошо соrласуется с экспериментальными данными . В ка­
честве примера соrласования теории с экспериментом на рис.  3 .8 представ­
лены данные измерений плотности вероятностей концентрации в осесим­
метричной струе (Кузнецов [ 1 9 7 1  J ) ,  а на рис. 3 .9 - данные измерений 

рО 0,40 

O,SZ 
P(l<lg] 

о _ , 1 
• - 2 

/'оЁ 
0,2+ 

• - :1  
•о 0,16 

0,08 

о 
о , s, 2 -+ -2 z s 

Рис. 3 .8 . Распределение вероятностей концентрации на оси затоменной осесимметрич­
ной струи углекислого газа по данным Кузнецова [ 1 9 7 1 ) .  Re d = u0 dfv = 1 ,3 · 1 0 4 , 
d "' 5  мм, U0 =, 20 м/с ; 1 - х ,  /d = 20, 2 - х 1 /d = 30, З - х, /d = 40, s = (z - < z > )  fa, 
Р (s < s u )  - в ероятность события s < s • .  Ытриховая кривая отвечает нормальному 
Закону распределения 

Рис. 3 .9 . Плотность вероятностей концеQтрации вблизи моекости симметрии в следе 

за кругов ы м  цилиндром по данным Ля Рю и Либби [ 1 974 ) . х2/�(х 1  - x 1 0 )d = 0,0275 , 
х ,  0 = -40cf, Р "  = аР, s � (z - < z > ) /а. Кривая отвечает мотиости нормального распре­
деJJения ; крестиками отмечены экспериментальные данные. Условия опытов те же, что 
и на ри1!. 1 . 1 4 
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вблизи плоскости симметрии дальнеf9 следа за круговым цилиндром 
(Ля Рю и Либби [ 1 974) ) .  Аналогичные экспериментальные данные 
получены также в работах Ибрагимова, Петрищевой и Таранова [ 1 968) , 
Мешкова и Щербины L 1979) , Голованова и Щербины [ 1979) , Щерби­
ны [ 1 982) . 

Отклонения от нормального распределениЯ описываются функциями 
g ( l >  и g < 2 > в (3 .44) . Общепринятой количественной характеристикой 
этого отклонения явлJПОтся коэффициенты асимметрии А и эксцесса Е. 
Из (3 .40) и (3 .44) находИм 

А = f s 3g ds = h - 1  f s 3g( 1 >ds = 2 ( 1  -т) h- 1 , 

Е =  f s4g ds - 3 = h-2f s 4g <2 >ds = 6{ 1 - т) h -2 • 
(3 .45) 

Значение коэффициента асимметрии, расечитаиное с помощью (3.45) , 
достаточно близко к результатам измерений. В качестве примера рассмот­
рим дальний след за круговым цилиндром. Здесь т = 2 ,6, h � 4,75 (Фрей­
мус и Уберои [ 1 97 1 ] )  и формула для А в (3 .45) дает А �  - 0,67. В опытах 
Ля Рю и Либби [ 1974) А � - 0,4. Для коэффициента эксцесса расчет по 
формуле (3 .45) дает Е �  - 0,43, что существенно оmичается от экспери­
ментального значения Ля Рю и Либби Е �  0,1 (не совпадает даже знак) . 
Аналогичный результат справедлив и для струй. Такое несоответствие тео­
рии с экспериментом обусловлено, как отмечалось уже выше, приближеи­
ным характером аппроксимации условно осреднеииой скорости ( и  )Z' с 
помощью линейной эавиwмости (3 . 1 6) в области больlШiх амплитуд пуль­
саций концентрации. 

В заключение пункта приведем без вывода формулу, свяэывающую 
коэффициент перемежаемости и интенсивность пульсаций коицентрации 
на оси или плоскости симметрии : 

н = :;; (1 +  �Г ''
ехр [ - h' (vm- ЭJ · h - �. 

v = h 2 (т - 1 ) . 
(3 .46) 

Из (3 .46) видно, что разиость 1 - 'У экспоненциально мала при h -+ 00 •  

Расчет показывает, что 1 - 'У = 1 0-4 - ю-э п ри  h = 4 - 5 и т =  1 ,8 - 2,6. 
Тем самым предположение, что 'У � 1 ,  использованное выше, вполне оп­
равдано . 

2 . Решение в области максималWtого попере'81ого гра,IUiевта cpe.IUieй кон­
центрации. Рассмотрим теперь ту область потока, где поперечный Гра,!Uiеит 
концентрации достигает максимального значения. Из опытов хорошо из­
вестно , что в этой области осJJовными процессами являются порождение 
и дисснпация пульсаций концентрации (см., например, Фреймус и Уберои 
[ 197 1 ] ) .  Поэтому в уравнении для плотности вероятностей (3.33) можно 
пренебречь конвективным членом. Кроме того , в рассматриваемой области 
максимальных значений достигают поток вещества в поперечном направле­
нии и дисперсия концентрации, т.е. дqаfдха = д о2 /дха = О, 01 = 2, 3. Учтем 
также, что эдесь по-прежнему перемежаемость несуществениа, а продоль­
ный поток вещества мал, т.е .  'У � 1 , q 1 � О. С использованием указанных 
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допущений первое из уравнений в (3.33) принимает вид 

qa д д 2р - -- (z - <z > )P = - < N > - . 02 дха дz2 (3 .47) 

Как и в первом пункте параграфа, будем искать автомодельное решение 
этого уравнении вида Р = g(s ) /o . Дли функции g из (3 .47) поnучим урав­
нение 

, < N >  " (sg) - g = О. 
qa д ( z )/дха 

При выводе {3.48) учтено, что 
дР _ 1 д < z > , - - - - -- g дха 0 2 дха . 

(3 .48) 

Теперь заметим, что коэффициент перед второй производной в (3 .48) 
пред�лиет собой отношение скалирной диссипации к порождению пул ь­
сации конце,нтрации. По 11редположению эти величины совпадают, т.е . коэф­
фициент равен единице. Следовательно , функции g удовлетвориет 
уравнению 

g" + (sg)' = о. (3 .4Q) 
Решение уравнении (3 .49) 

1 ( s 2) 
g = v'2ir ехр - 2  . (3 .50) 

Таким образом, в области максимального поперечиого градиента средней 
концентра11 ·и веро.итность концентрации распределена по нормальному 
закону. Этот результат соrласуетси с экспериментальными данными (см., 
например, Кузнецов [ 1971 ] ) .  

Суммируи результаты, полученные в первых двух пунктах параграфа, 
заЮJючаем, что в области, где перемежаемость несущественflа, распреде­
ление веро.итностей концентрации близко к нормальному. 

3. Реше101е на краю турбулен111ого потока. Найдем, наконец, уСJJовную 
плотность вероятностей концентрации F (Р, = F(z )  · O (z ) )  в области, rде 
существенна перемежаемость, т.е. на краю турбулентного потока. Главное 
допущение основываетси на результатах измерений уСJJовно осредненных 
характеристик во впоnне турбулентной жидкости (см. § 1 . 1 ) .  Анализ этих 
результатов показывает, что рассматриваемые характеристики изменяют­
ся весьма слабо от точки к точке. В качестве примера сошлемся на измере­
ния Беккера, Хоттела и Вильямса [ 1967) в затопленной осесимметричной 
струе, результаты которых изображены на рис. 1 .3 , 1 .4. Видно, что при 
изменении о:rношении х2/х 1 в диапазоне 0, 1 6-0,26 проиэводнаи д-у/дх2 
на поридок превышает производные д { z >, /дх2 , д о, /дх2 • Поэтому во 
втором из уравнений в (3 .3) можно п ренебречь проиэводными дF/дхk 
по сравнению с д-у/дхk . Тогда получаем 
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2 + (а 1 - b 1 z)F = О. (3 .5 1 )  
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1 а , = -- l < и > V'Y - V (q o -' < z > 'Y)) , 
< N >  

1 - 2  Ь 1 = - - V(qo 'У). < N >  
Решеине уравнении (3.5 1 ) должно удовлетворить граничным условиям 
(3 .5) , т.е . F = О при z = О и z = 1 .  Относительно граничного условии при 

t = 1 заметим следующее. В рассматриваемой области потока величина 
( z  )1 мала, а отношение o1/( z )1 порядка единицы (см., например, данные 
Беккера, Хоттела и Вильимса на рис. 1 .3 и 1 .4) . Поэтому основное изме­
нение плотности вероJIТНостей F происходит в области малых z ,  а именно 
при z - ( z )1 < 1 .  Следовательно, второе граничное условие приближенно 
можно поставить не при максимально возможном значении концентрации 
z = 1 , а при z = оо . 

Решение (3.5 1 ) , удовлетворяющее граничному условию F = О  при z = 00, 
выражается через функцию Эйри Ai  (см., например, Абрамовиц и Стн­
rан ( 1 964] ) : 

F = R 1 b f l3 Ai (x). 
1 00 ( ' 3 � 

Ai(x) = - f cos - + rx dr. 
1r о 3 

х = ь : 13 (z - :: ) . 
(3 .5 2) 

Здесь R 1 - произвольнаи постоянная . Удовлетворяя граничному условию 
F =· О, z = О, получим уравнение Ai( ,.,) = О, ,., = - а 1 Ь ;- 2 1 3 - безразмерный 
параметр. Как известно (см. Абрамовиц и С' rиган [ 1 964) ) ,  уравнение 
Ai(v) = О имеет счетное количество корней таких, что ,., < О. Физическим 
смыслом обладает л.tшь наибольший корень функции Эйри v 1 , так как при 
всех друrих значениях ,., решение осциллирует в интерваJJе О < z < 00• 

Приближенное значение наибольшего корни v 1 = - 2,338 , т.е. а 1 ь -; 2 13 = 
= 2 ,338 .  Тем самым установлено, что решение уравнении (3.5 1 )  с:rщест&ует 
не при всех а 1 и Ь 1 или, друrими словами, не при всяких функциях ( z ), 
о и ( N) .  

Теперь учтем, что функции F доJJжна удовлетворить условию нормиров­
ки, а ее первый момент равен условно о средиенной концентрации ( z >, , 

00 00 

т .е . f F dz = 1 и f zF dz = ( z )1 • Отсюда найдем значение постоянной R 1 и 
о о 

выразим параметр Ь 1 через ( z ), :  
1 1 /3 ь l / 3 R 1  = - ,  Ь 1 = -- • 

Jo ( z >, 

ь • '3 = (�� - v�) · Jl( ="! x k Ai (x)dx. k = O. I . 

Расчет дает J0 = 1 ,274, J1 = - 0,70 1 ,  т.е . R 1 = 0,785 , Ь 1 1 3 = 1 ,788 .  Численные 
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Рис. 3 . 1 0. Сравнение измеренной и рассчитанной моmостсА вероiiТНостеА концент­
рации в турбуленmой жидкоL-rи на большом расстоянии от оси затоменной струи. 
Значки - опытные данные. 1 - Бзрч, Браун, Додсон и Томас ( 1978 / ,  условия опытов 
приведены на рис. 1 . 1 7 ; 2 - Эбрахими, Гюнтер и Хаберда / 1 977 1 ;  х1 /d = SO, x2 /d = 6 ;  
r = z /< :z )  , ; кривая - расчет 

Рис. 3. 1 1 .  Плоmость вероиmостеА концентрации на большом рас1.'ТОJ1НИИ от москосm 
симметрии в следе за круговым цилиндром по данным Ля PIO и Либби / 1 974 / . Усло­
вия опытов приведены на рис. 1 . 1 4, Р "  = оР, r = 0,43 1 , -y = 0, 1 7S • .r = (z - < z > )/o 

значении интенсивности пул ьсаций концентрации , коэффициентов асиммет­
рии и 3Ксцесса во вполне турбулентной жидкости соответственно равны 
a , /< z  >, = 0,555 ,  А , = 0,802 , Е, = 0,694. Отметим, что найденное решение 

1 
(3 .52)  и меет автомодельную форму, т.е . F = -- f oo < f) , где ( z >, 

z 1:... = R Ai<x>. х = ь 1 fJr  + "' • . r = -> . ( z t 

R = R 1 b  I /J = 1 ,403 , Ь I /J = 1 .788 , "' •  = - 2,338. 
(3 .53)  

Из соотношении ( 3 .5 3) закл ючаем, что плотность вероятностей на краю 
потока полностью определяется -rолько OIUIИM параметро м - условно ос­
редненной Кt'Нцентрацией < z )1 • 

Рассмотрим теперь, в какой степени тео ретические результаты соот­
ветствуют экспери ментш• ьны м  данным. График функции f.,. (t) , описы­

ваемой формулой (3.5 3 ) , п риведен на рис. 3 . 1 0. Здесь же нанесены экспе­
риментальные данные Эбрахими, Гюнтера и Хаберды [ 1 977] , БзрЧа, Б рау­
на, Додеона и То маса [ 1 978 ] .  Сделае м пояснение относительно обработки 
этих данных. Поскольку из-за процессов молекулярного смешении и 
шумов в измерительной аппаратуре плотность вероятностей концентрации 
"размазана" на границе фазово го  пространства z = О  (см. § 1 .3) , то осу­
шествлилась экстраполиции экспери ментал ьных точек, лежа1101х вне интер­
вала "размазывании'" в начало координат (см. рис. 1 . 1 7) .  Построеннан та­
ким о бразо м к риваи нормировалась и затем определилась уСJювно осред­
неннаи концентрации ( z >, . . Из рис. 3 . 1 О можно сдел ать в ывод, что соответ­
ствие межцу теоретической 1mотностью вероятностей и экспери ментал ьны­
ми данны ми вполне удовлетворител ьное. Результаты, полученные в § 5 .. 1 ,  
косвенно подтве рждают этот в ывод в более ши ро ко м  диапазоне изменении 
концентрации . 
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lfычисленна.и интенсивность пульсаций коJЩентрации в турбуленmой 
жидкости о,/< z >, = 0,555 находитех в хорошем .соответствии с экспери­
ментальными данными Беккера, Хоттела и Виль.имса [ 1967), Л.и Рю и ЛИб­
би [ 1 974), Антонна, Прабху и Стефенсона [ 1975) (см. рис. 1 .4-1 .6, а так­
же rрафик зависимости о,/< z >, от коэффициента перемежаемости '}', по­
строенный с использованнем данных указанных трех работ, в стаtье Кузне­
цова [ 1977б]) .  Рассчитанное значение коэффициента асимметрии А, = 0,802 
также хорошо соrласуетс.и с измерениями Л.и Рю и ЛИбби [ 1 974) (А, = 
= 0,8-0,9) , Антониа, Прабху и Стефенсона [1975] (А, = 0,5) . Заметое 
расхождение возникает при сравнении рассчитанных и экспериментальных 
значений коэффициента эксцесса: Е, = 0,694 - теоретическое значение, 
Е, = -0,1 (Л.и Рю и ЛИбби [ 1974)) ,Е, = (-0,4) -(-0,5) (Анrониа, Прабху 
и Стефенсон [ 1975)) . Такое различие может быть обь.исиено как неточ­
иостью nредположений. с помощью которЫх получено уравнение дл.и плот­
ноет вероятностей концентрации, так и серьезными трудиостими коррект­
ноrо измерении моментов высоких порядков в турбуленmой жидкости при 
малых эначени.их коэффициента перемежаемости. В этих случа.их на ре­
зультатах измерений коэффициента перемежаемости и плотости веро.ит­
ностей концентрации особенно сильно сказываютех процессы молекул.ир­
ноrо переноса. Как покаэано в § 1 .3, эти процессы приводит к тому, что 
дельта-функции в выражении ( 1.19) дл.и безусловной плотости веро.ит-

ностей P(z) "размазывается" на интервал, имеющий пор.идок о Re-1/4 
Поэтому при малых эначени.их коэффициента перемежаемости '}', в силу 
оrраниченности разрешаi<Jщей' способности аппаратуры, реrистрируетс.и 
лишь "размазанная" дельта-функции. Дп.и иллюстрации рассматриваемоrо 
эффекта на рис. 3 . 1 1 приведена измеренная Л.и Рю и Либби [1974) плот­
ность веро.итиостей коJЩентрации в следе за круrовым цилиндром в точке, 
rде 'У = 0, 1 75, т.е. в области, наход.ищейс.и на краю турбуленmоrо потока. 
Из рис. 3 . 1 1 видно, что в указанной работе уд3лось эареrистрировать лишь 
"размазанную" дельта-функцию. 

4. Приближенный метод определения раmределе101я вероятностей кои­
центрации и коэффициента перемежаемости. В практических приложениях, 
св.иэанных rлавным образом с. расчетом течений реаrирующеrо rаэа, важно. 
иметь простой приближенный метод определения плотости веро.итностей 
концентрации и коэффициента перемежаемости. В литературе известно 
несколько таких методов (см., например, Вилюнов и Дик [ 1976), Борrи 
[1980) и др.). В названных работах уравнение дл.и плотости веро.итиостей 

вообще не используется. Вместо этоrо функциональный вид плотости 
веро.иmостей эадаетс.и априори, и он обычно считаетс.и универсальным во 
всех област.их турбуленmоrо потока. Такое предположение позволяет 
"восстановить" плотность вероятностей по первым двум моментам, кото­
рые можно рассчитать с помощью традиционных полуэмпирических теорий 
турбуленmости. 

Главным результатом исследовани.и, проведенноrо выше, .ивл.иетс.и вы­
вод о том, что вид плотости веро.иmостей коJЩентрации в свободных 
турбуленmых поrоках существенно различен в област.их с сильной и слабой 
перемежаемостью. Этот вывод показывает, что область применимости ука­
занных прИближенных методов крайне оrраничена. 
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В даiПIОМ пункте предпаrаетси друrой подход к приближенному опреде­
леНИIО плотности веро.IIТНостей коJЩентрации и перемежаеr.юсти в турбу­
лентных пото.ках (см. работу КуэнеЦ(')ва и др. [ 1 977) ) .  В е1о основу поло­
жены результаты упрощенноrо анализа уравнении дпи плотности веро.IIТ· 
ностей, проведенноrо в первых трех пунктах параrрафа. Тем самым он 
учитывает качественное вли.IIНИе перемежаеr.юсти на вид мотности вероит­
ностей. Как и в уnоМJIНУТых ранее приближенных методах, описываемый 
ниже метод требует знании двух r.юментов коJЩентрацин ( z ) и а2. Рас­
смотрим вначале способ определении коэффициента перемежаеr.юсти на 
оQЮвном участке ст.руй или в дальнем следе, коrда можно приН.IIть, что 
71 -=О. Способ опираетси на точную формулу, справедпивую в этом случае 
и свJIЗывающую интенсивность пульсаций коJЩенrрации а/( z ), коэффи­
uиент перемежаемости 'У. и интенсивность 
вполне турбулентной жидКости а,/< z >,: 

'У =  
( 1  + a�/ <z )�)(z )2 

пульсаций коJЩентрации во 

(3 .54) 

Дли поиснения укажем, что формула (3.�4) вытекает из равею:тва ( z 2) = 
= 'f(z2),, если в правую и левую ero части подставить соответственно 
(z2 ) = (z)2 +а2, (z2 >r=<z >�+a� иучесrь,что(z), = (z)/'У. 

В соответствии с результатами, полученными в первых трех пункrах 
параrрафа, значение суммы 1 + �/( z>: меН.IIетс.и по сечению струи (следа) 
весьма слабо: 1 ,04 � 1 + a�/<z >� � 1 ,31 . Поэтому будем считать, что значе­
ние суммы 1 + a�/(z >: постоянно и равно предельному значению 1 ,3 1 .  
Тоrда формула (3.54) позволяет рассчитать коэффициент перемежаеr.юсти, 
если известны безусловно осредненные r.юменrы ( z ) и а2• В тех случа.их, 
коrда интенсивность пульсаций мала, а именно при a/<z) < 0,555 ,  расчет 
П<J формуле (3.54) при сделанном предположении а, /< z >t = 0,555 дает 
лишенное фиэическоrо смысла значение 'У > 1 .  Така.и ситуации возникает 
в центральной области течении вблизи оси или плоскости симметрии, rде 
перемежаеr.юсть несущественна. В этих случа.их просто считаетси, что 'У = 1 .  
ПринJIТое доnущение вполне оправдано, так как в силу формулы (3 .46) 
неточиости в эадании отношении а t !< z >t в этой области сказываются лишь 
на малых оrклонени.их коэффициента перемежаемосrd от еднницы. 

В итоrе получаем следующую алгебраическую аппроксимацию дпя 
коэффициента перемежаеr.юсти через ( z ) и а2: 

(z )2 а 
'У =  1,31 

2 2 
' - :> 0,555 ,  

(z) +а <z > 

'У = 1 ,  
а 

- < 0,555 .  
( z) 

(3.55) 

Формулы, оrличающиес.и от (3 .55) только значением коэффициента, пред­
лаrались также Зиr.юнrом, Мещеряковым и Сабельвиковым [ 1978 ,  1 98 1) ,  
Кентом и Билджером [ 1977] . 

В качестве иллюстрации эффективности описанноrо приближенноrо 
споооба определении коэффициента перемежаемости на рис. 3.12, вэJIТом 
из работы Кенrа и Билджера '(19771 , приведено сравнение Формулы (3.55) 
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Рис. 3. 1 2 . Зависимость коэффициента переме­
жаемости от средней концентрации и диспер­
сии в свободных турбулентных течеииях по 

данным разных авторов. 1 - затопленнu: 
осесимметричнu: струи, Беккер, Хоттел и 
Вильяме [ 1 9671 (условИJI опытов указаны на 
рис. 1 . 3); 2 - след за круrовым цилиндром, 
ли Рю и ЛИбби [1 97 41 (условИJI опытов те 
же. что и на рис. 1. 14); J, 4 - спутнu: осе­
симметричнu: струи, Антоииа, Прабху и Сте­
феНсон 1 1 97 5 1 (J - U0 /Uoo = 6,6, 4 - U0 fuoo= 2,9, 
uoo - скорuсть спутиоrо потока (условИJI опы­
тов указаны на рис. 1 .5)) ; cnлoUDIЫe прямые 
отвечают зависимости (3 .SS) , z 0 = (1 + 
+ o•f< z ) • )-• 

'1 
1,0 

48 

46 

о,+ 

о-1 
•-2 
а-3 
о-+ 

4+ 0,6 0,8 z, 

с корреляционной зависимостью между 'У и о/( z ) по результатам измере­
ний этих параметров в затоменной осесимметричной струе ( Беккер, Хот­
тел и Вильяме [1967]), в спутных осесимметричных струях ( Антониа, 
Прабху и Стефенсон .[1975]) и в дальнем следе за круговым цилиндром 
(Ля Рю и ЛИбби [1974]). Аналогичная корреляционная зависимость между 

'У и о/( z >,как показано в опытах Дрейка, Питца и Лэппа [1984], справедJiи­
ва и в диффузиоiПiом факеле. 

Изложим теперь приближеiПiый метод описания мотиости вероятностей 
концентрации. Метод основан на том, что вид мотиости вероятностей ка­
чествеiПiо различен в областях с сильной и слабой перемежаемостью. Сле­
довательно, струи и следы можно разбить на две области. В центральной 
области, rде перемежаемость несущественна, мотиость вероятностей опи­
сывается гауссавекой кривой. Вблизи границ струи или следа, rде важна 
перемежаемость, условная мотиость вероятностей концентрации в турбу­
лентной жидкости выражается через функцию Эйри по формуле (3.53) . 
Суммируя, получим приближеJПiое onиcaiUie мотиости вероятностей кон­
центрации и коэффициента перемежаемости в турбулентных струях 
и следах 

1 t ( z  -( z ) )2 ] о 

и 

P(z)= _ Pi":: ехр - 2 , 'У= 1, - �0,555 ,  
v2тro 2о <z) 

P="'(P,(z)+( l-"'()6(z), 1< 1, 

где 
1 

P,(z)=R- Ai(}(), 
( z >, 

R = 1,4, Ь1 13 = 1,79, 

( z )2 
"'(=1,31 --­

(z)2 +о2 .  

Vt =-2,338, 

( z) 
<z > ,= --, 

'У 

о 
- >0,555 .  
<z) 

(3 .56) 

(3.5 7) 

Напомним, что формулы (3.56) и ( 3.57) справедливы в тех областях 
потока, rде 'Yt =О, т.е. на основном участке струи. Они также пригодны и 
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на начальном учаС1'ке в области, где ( z > < 0,5 . В области, где ( z ) > 0,5 , 
в них надо произвести замену z -+- 1 -z. • 

Таким образом, соотиошеннJI (3 .56) и (3.57) решают задачу простого 
приближенного описаннJI мотиости вероJIТИостей концентрации и козф­
фи101ента перемежаемости. Расчет ( z ) и о2, вхоДJiщих в формулы (3.56) и 
(3.57) , как уже отмечалось, МОЖ!fО выполннть с помощью полуэмпиричес­
ких теорий турбулентности. 

§ 3.6. Математи��еские свойС1118 уравне101я 
Д/IЯ мотиости вероятностей коJЩентрации 
в свобо.циых турбулеиrных течениях. 
Постановка краевой эад,в1111 

Данный параграф посвJiщен более строгому (чем это бьmо сделано в 
� 3.5) математическому исследованию уравнениJI длJI мотиости вероJiтнос­
тей концентр8101И в свободных турбулентных течениJiх. При анализе исполь­
эуетсJI уточненнu аппроксимациJI усло�но осредненной скорости < 11 >z в 
области больших амплитуд пульса101й концентрации (3 . 18) . ОбсуждаютсJI 
такие общие качественные свойства уравнення, как особые точки, сущест­
вование автомодельного решениJI, постановка краевой задачи. Отмечают­
СJI имеющиесJI аналоrии со случаем статистически однородного полJI кон­
центрации, рассмотренного в § 3.4. Важную роль в проведеином анализе 
играют существенно нелокальные свойства уравненнJI. Покаэано, что 
условие разрешимости краевой задачи позволJiет найти две неизвестные 
функции, входJiщие в замыкающие соотношеннJI. В данном,. а также в сле­
цующем параграфе (в нем приведено численное решенне сформулирован­
ной краевой задачи) преслецуютсJI две rлавные цели. ПерваJI - дать обосно­
вание приближенного метода исследованиJI уравненнJI, описанного в § 3 .5 .  
Вторu цель - покаэать на примере уравненнJI длJI мотиости вероJiтностей 
концентрации, что с развитием направленнJI, предложенного в кннге, моrут 
бЫТЬ СВJIЗ8НЫ ВПОЛНе ОПределеННЫе перспеКУИВЫ nостроеННЯ замкнутой 
теории турбулентности. По крайней мере в настоJIЩее вреМJI удается умень­
шить количество произвольных функций по сравнению с полуэмпиричес­
кими теориJiми длJI одноточечных моментов. Заметим, Что проведеиное 
исследование сопрJiжено с большим количеством достаточно громоздких 
выкладок, а также с использованием pJiдa неформальных качественных 
соображений. Материал этого параграфа рассчитан в первУIQ очередь на та­
кого читателJI, которого заинтересует весьма нестандартнu математическаJI 
структура уравненнй длJI мотностей вероJiтностей, полученных с помощью 
теории локально однородной и изотропной турбулентности Колмогоро:ва -
Обухова, и т� возможности, которые предоставляют такие уравнеииJI (или 
уравнення с похожими свойствами) в решении проблемы замыканиJI в 
теории турбулентности. Остальные читатели моrут этот параграф про­
пустить и сразу перейти к § 3.7,  в котором приведено численJЮе решенне 
автомодельной задачи и в краткой форме перечислены основные результа­
ты исследов8НИJI уравненнJI. 

1. Основные уравне101я. Рассмотрим, как и в hредыдущем параrрафе, 
в среднем СТ8101Онарные медденно расширJiющиесJI свободные турбулент­
ные тече101J1, у которых есть ось или моекость симметрии (струя, след) . 
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отличительным свойством таких течений JIВЛЯется неодиородность статис­
тических характеристик турбулентности, что существенно зatpyДJIJiet теоре­
тический анализ уравнения дJIЯIUiотности вероятностей концентрации. Ире­
небрежем потоком вещества в продольном направлении, т.е. будем считать, 
что Qt = О. Предположим, что условно осредиенная скорость ( u>:r описы­
вается уточненной зависимостыо (3 . 1 8) , (3 . 19) . Тоrда из уравнений (3.2) ­
(3 .4) получим 

д-уF д-уF 1 дy1(u'>:r1F д2F 
<и> - +(u) - + -. =--y<N>, - , (3.58) 

дх ду у' ду дz2 
д-у о д-у о 1 д у 1 ( u' >:r =о 'У о дF(О) 

<и > - + ( v > - + -. = -1< N >, --;-z , (3.59) 
дх ду у' ду u 

(3.60) 

Здесь 

х = х •• у =х2, и=и1, u= и2, u' = u-�u), 
(u'>:r = <u>:r -<v>=qyo-•Jl-1 V, qy =q2 , V= V0 +s(l + c..�2s2)-112, 

s = (z-(z })/о, 

Vo = -(s (1 + c..�2s2ГI/2 > = --roso (1 + c..�2s�)-1/2 -
. 1 

--r.s. (1 + c..�2s� )- t f2 --r f s (1 + c..�2s2Г t /2 Fdz, 
о 

IJ=(s2 (1 +с..�2sГ1/2 >=-ros�(l +c..�2s�)-I/2 + 

о 
so =-( z >fo, s1 = {1 - ( z ) )/о. 

(3.61) 

Параметр i равен нулю д11я течений, имеющих 101оскость симметрии, и еди­
нице - д11я осесимметричных течений. 

При решении уравнений (3 .58) -(3 .60) , как отмечалось в начале rлавы, 
заданными считаются поле средней скорости, mток вещества и скалярная 
диссипация. Тем самым функции (и), ( u ), Qy и ( N>, далее nредполагаются 
известными. Заметим, что поток вещества Qy и средняя концентрация 
( z} связаны уравнением турбулентной диффузии 

д(z} д(z) 1 ду1qу 
(и} -- +(u) -- + --:  -- = 0. (3 .62) 

д-х д у у' ду 
Поэтому можно считать, что вместо оотока вещества задано mле средней 
концентрации. 

Искомыми функциями являются условная IDJотность вероJIТНостей 
концентраЦИI, в турбулентной жидкости F, коэффициент перемежаемости 
'У и одня ...... �:ро.ятно.:rей 'Уо или 11 (другая может 6ыть найдена с nомощью 
�..siiзИ 'У о + 11 + 1 = 1). Эти функции определяются из уравнеНИJI (3 .58) , 6д· 
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ноrо из уравнений {3 .59} или {3 .60) и условИJJ нормировки IDiотности ве­
роятностей F. В коэффициенты уравнений. {3 .58} -{3 .60} BXOWIT иьтеrралы 
от искомой функции F, а именно величины о, р. и Vo (см. (3 .6 1 ) }. Следова­
тельно, (3.58} -(3.60) есть система интеrро-дифференциальных уравнений. 

Заранее не известна в этих уравнениях и функция (.о), фигурирующая 
в выражении для условно осреднеilной скорости { u)z (3.18} .  Эта функция, 
как будет показано ниже на примере автомодельноrо случая (дальний след, 
основной участок струи} , находится из условия разрешимости краевой 
задачи. Дадим общую характеристику уравнеНИJI (3.58}. Как и уравнение, 
проанализированное в § 3.4, оно является обратнопараболическим (роль 
времени иrрает координата х, продольная средняя скорость (и) положи­
тельна, а коэффициент при второй производной по z отрицателен) . Рассмот­
рим особые точки уравненИJJ (3.58}. Таких точек, как и в статистически 
однородном случае, вообще rоворя, две -это бесконечно удаленная точка 
х = оо и начало координат х = О  (напомним, что по условию начало коорди­
нат располагается на срезе сопла} . Существенно, что особая точка 

х = оо может быть устранена с помощью следующей замены переменных: 
.. 

Х = f <N >,!<и >d�, У = у. Действительно, если использовать известные 
х 

закономерности эатуханИJ1 величин {N), и {и) при х -+оо (см., например, 
Таунсенд [ 1 956] , Хинце [ 1 959) }, то получим, что отношение {N),/{и) 11ро-• 
порционально х-2 в плоской струе, х-3 -в осесимметричной и х-2 -в 
следе за круrовым цилиндром. Следовательно, во всех случаях интеrрал 

f (N),/(и)d� сходится, и тем самым можно применить указанную в § 3 .4 
х 
при анализе статистически однородноrо случая теорему о единственности 
решения задачи Коши для обратнопараболическоrо уравнения. 

Вторая особая точка х = О возникает в тех случаях, коrда слой смешения 
на начальном участке струи близок к автомодельному .состоянию. Тоrда, 
как леrко установить с помощью соображений размерности, ( N), - и0/х, 
х -+О(см. формулу(3.3 1} в§ 3.4).Асимптотика решениJiуравнений (3.58) ­
(3 .60) для струй при х-+ О найдена в § 3 .7 с помощью численноrо мsrода. 

Основное внимание далее в данном параrрафе будет у1Jелено анализу 
только rлавноrо члена асимптотическоrо раэложенИJJ IDiотности вероят­
ностей при х -+ оо . Из общих соображений можно заключить, что rлавный 
член асимптотики является автомодельным решением уравнения (3.58) . 
В пользу такоrо эаключенИJJ свидетельствуют следующие эксперименталь­
ные данные. 

Хорошо известно, что в свободных турбулентных течениях моменты 
полей скорости и концентрации при x/d > 1 (d - ширина или диаметр 
сопла для струйных течений, диаметр цилиндра для следа) .с большой 
точностью описываются автомодельными зависимостями (см., например, 
Таунсенд [ 1 956],  Хинце [ 1 959) }. Следовательно, аналоrичное поведение 
должны иметь и IDiотности вероятностей концентрации. Эксперименты, 
выполненные Кузнецовым [I 97 1 ] , Головановым и Ьlербиной [ 1 979), 
Ля Рю и Либби [ 198 1 ) ,  Ыринивасаном [ 1 98t] , Ь{ербиной [ 1 982) , под· 
тверждают это заключение. 
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Рассматриваемая: асимптотика играет ту же роль, что и асимптотяка 
(3.27) дли статистически однородного случая: (нетрудно видеть, что (3.27) -
также автомодельное решение уравнении (3.23) ) .  

Глобальное решение, найденное с помощью решеНИJI обратной задачи 
Коши, определиет те начальные условии, дли которых решение примой 
задачи Коши существует на полуоси х > О (см. аналогичные рассужцеНИJI 
дли статистически однородного случая:) . Дли струй, когда в сечении на сре­
зе сопла концентрации принимает только два значении z = О и z = 1 (z = О 
вне струи, z = 1 в струе) , асимптотнка rлобальноrо решеНИJI при х -+ О ив­
лиетси автомодельным решением дли слои смешеНИJI. 

Выведем уравнение, которому удовлетвориет автомодельная асимmо­
тика уравнении (3.58) в окрестности бесконечно удаленной точки х = оо. 
Аналогичным образом могут быть получены уравнении и дли автомодель­
ной задачи в слое смешении (см. Сабельников [ 1982б ) ) . 

2. Автомодельиаfl задача. В свободных турбулентных течекних главные 
члены в асимmотических разложенних средних скоростей (и) и ( v ) в 
окрестности точки х = оо имеют автомодельную форму 

у 
<и>=иsи(�),(v)=иsv(Ю,�=­l(x) 

дли струй и 

(и ) = и0 - и-'и (�), ( V ).:: 0 

(3.63) 

(3.64) 

дли дальнего следа за круговым цилиqдром. Здесь иs = и0 (d/x)/3, 
(3 = ( 1  + i)/2, и0 -скорость на выходе из сопла в случае струйных течений 
и скорость свободного потока дли следа, 1 (х) - характерный масштаб: 
1 (х) = х дли струй, 1 (х) = (xd) 112 дЛи следа. 

Главные члены в асимптотических разложенних функций ( z ), а2 и 
( N >, представим в виде 

(z) = ZsZ (Ю. а2 = z}Т.2 Ш. 

иszf иs (d )fJ 
(N),=-- n,Ш, zs=- = - . 

1 и0 х 
(3.65) 

Согласно предположению об автомоделькости rлавные члены в разло­
женних функций F(z,x,y), "'(, "Уо и "'(1 имеют вид 

F(z, х,у) = <z>l1f(t, Е), 

х 
(3.66) 

"'(="У(�). "Уо = 1 -"'(, "Yl =0, - -+оо. 
d 

Heoбxo)JJiмo подчеркнуть, что рассматриваемый rлавный член· асимптотн­
ческого разложении неприrоден в окрестности rраницы фазового простран­
ства z = 1 (он не удовлетвориет граничному условию F = О, z = 1 )  . Главный 
Член асимптотики решении в этой области может быть найден, как и в ста­
тистически однородном случае, с помощью метода .отображений (эrот 
метод может быть применен, поскольку уравнение (3.58) иивариаитно 
относительно прообразовании z -+-z + const). В результате получим в 
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окрестности z = 1 

F-+ -1 [t(-z f\ -1( � .�)] . <z>, <z>,' '/ <z>, 
Главный член асимптотического разложения -у1 находится из уравнения 
(3.60) с использованием этого соотношения. 

Таким образом, для оnределения главных членов асимптотических 
раэложений решений УРавнений (3.58) -(3.60) достаточно найти автомо­
дельное решение УРавнения (3.58) - функцию двух переменных /(t, f). 
Подставив соотношения (3.63)-(3.66) в (3.58) и выполнив громоздкие, 
но простые nреобразования, получим УРавнение для функции f(t, �): 

д-уf дf д2f А -- +В-у- =-у- +C-yf. (3.67) 
а� ar ar• 

Коэффициенты в УРавнении (3.67) оnисываются следующИми выраже­
ниями: 

.. 
Vo = (\ - 'У) h (1 + (.,J2h2 )-1/2- 'У f s (l + (.,)2 s2 Г 1/2 fdt, 

о 
.. 

11 = (\ - 'У) h2(1 + (.,J"h")-1/2 + 'У f s"(l + (.,)" s2)-1/2 f df, о 

(3.68) 

(3.69) 

Ф=���-1(uf -v) - фунiСЦИJI тока для струйных течений, и= �-i дФ/д�; 
Ф = � - для следа. 

При выводе соотношений (3.69) использовалась алгебраическая связь 
между nотоком вещества и средней концентрацией qy = 13� -t Z Фzs и1, 
полученная после однократного интегрирования автомодельного УРавнения 
ДJIЯ средней концентрации (3.62). 

Автомодельная функция f(t, �). как это слецует из (3.5) и естествен­
ного nре.цположения существования моментов Jk nри k >О, должна удов­
летворять следующим краевым условиям: 

/(0, �)=О, lim t1f= О, (3.70) 
r- .. 

где 1- произволькое положительное число. 
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3. Общие свойства уравнени.и дл.и автомодельной эада'IИ. Если отвлечься 
от того, что в коэффициенты А, В, С входят моменты искомой функции/. 
ro (3.67) - параболическое уравнение. Роль времениподобной координаты 
в этом уравнении иrрает перемениаs �. Из теории стандартных параболичес­
ких уравнений -известно, что длs них корректной sвлsетсs задача Коши, 
т.е. начальные условиs задаютсs при одном значении времениподобной 
координаты. 

Рассматриваема& задача принципиально отличаетсs от классического 
случаs, что обусловлено специальными свойствами коэффициента при вре­
мениподобной координате. Часть этих свойств обусловлена симметрией 
задачи. Прежде всего, из (3.68) следует, что А =О при � =О. Кроме того, 
также в силу симметрии должно быть выполнено условие ала �= о при 
�=О. Тем самым уравнение (3.67) на этой линии в фазовом пространстве 
вырождаетсs в обыкновенное ннтеrро-дифференциальное уравненме. Далее, 
как это видно из (3 .68) , А - � при малых �. Поэтому уравнению (3.67) 
удовлетворsют решенИJI вида �kg (t), где k - произвольвое число, g -
некоrораs функциs. За исключением случаs k = О, такие решенИJI физичес­
кого смысла не имеют. Таким образом, ЛИНИJI �=О - особаs. Так как 

t 
интеграл f А -l dt расходитсs, то эту особенность нельзs устранить с по-о 
мощью преобразованиs .координаты t. Таким образом, плотность вероsт­
ностей на линии �=О не может задаватьсs произвольно (здесь ситуациs 
похожа на ту, котораs имеет место при определении в § 3.4 асимптотнки 
решениs при t -+О в статнстически одиороДJЮм случае и при х-+ О в струsх; 
см.§ 3.7). 

Аналогична& ситуация возиикает и на линии t = со . Длs поsснеИИJI обра· 
ТИМСJI К уже неоднокраТН9 уnоминавШИМСJI ИЗМереНИJIМ уСЛОВНО ОсреднеН· 
ных моментов поля концентрации в турбулентной жидкости (Беккер, 
Хоттел и Вильsмс [ 1 967) ) .  Результаты этих измерений изображены на 
рис. 1.3, 1.4, из которых видно, что отклонениs от статистической однород· 
ности в турбулентной жидкости при установившемся равновесии весьма 
незначительны. Например, измереИИJI, выполненные Беккером, Хоттелом 
и Вильsмсом [ 1 967) в затопленной осесимметричной струе, показывают, 
что при измененииуfхв диапазоне 0,1 6-0,26 коэффициент перемежаемости 
изменsетсs в · 30 раз, cpeДНJIJI концентрация менsетсs в 60 раз, в то времs 
как условно осредненнаs концентрациs в турбулентной жидкости (z )1 
менsетсs всего в два раза (см. рис. 1.4). Безразмерна• величина o,f<z >r -
интенсивность пульсаций концентрации в турбулентной жидкости -
в этих опытах в указанном диапазоне yfx практически постоsнна. 
Аналогичные результаты получены и в других экспериментальных 
работах (JIJI Рю и Либби [ 1 974) . Аliтониа, Прабху и Стефенсон [1 974). 
Фабрис [ 1979а, б)). Осциллограммы "замороженных" профилей темпе­
ратуры, полученные в затопленной плоской струе Уберои и Сингхом 
[1975) и приведеиные на рис. 1.1, также согласуютсs с описанной выше 
картиной. 

Тем самым можно заключить, что в турбулентных потоках достаточно 
быстро устанавливаетсs подвижное равновесие между двумs конкури­
рующими процессами - захватом нетурбулентной жидкости и смешением 
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до молекул.ирноrо уровня вещества, захваченного из окружающей среДЬI, 
с веществом, вытекающим из сопла. 

Из физических соображений понятно, что каждый акт захвата нетурбу­
лентной ЖИДКОСТИ МОЖеТ ТОЛЬКО у&елИЧИ'fЬ неоднороДНОСТИ В распределе­
НИИ гищюдннамических величин в турбулентной жидкости. Молекулярное 
смешение, напротив, способствует установлению однородности. Как пока­
зывают измерения, суммарная скорость захвата нетурбулентной жидкости 
не зависит от числа Рейнольдса при Re > 1 (Таунсенд [ 1 956) ) .  Следователь­
но, из двух рассматриваемых процессов захват нетурбулентной жидкости 
является лимитирующим. Смешение до молекулярного уровня, если так 
можно выразиться, подстраивается под изменение скорости захвата соот­
ветствующей перестройкой мелкомасщтабной структуры турбулентности 
(см . аналогичные соображения в работе Броудвела и Брайденталя 
(1 982) ) .  

На основании вышеизложенноrо естественно предположить, что при 
� -+ оо все безразмерные комбинации условно о среднеиных моментов в 
турбулентной жидкости стремятся к конечным значениям. Ясно, что это 
возможно только в том случае, когда функция /(f, Е) имеет конечный 
предел при� -+со, т.е. справедливо соотношение 

lim f(f, �) = f .. (f). 
t-+oo 

(3.7 1 )  

Подчеркнем, что предположение (3.7 1 )  слабее простого допущения о 
полной статистической однородности в турбулентной жидкости, так как 

из соотношения (3.7 1 )  вытекает, что моменты (zk>, (k >О) могут зависеть 
от поперечной координаты у ((z >,зависит от у). 

Коэффициенты в (3.67) должны иметь такой вид, чтобы (3.67) на ли­
нии � = со вырождалось в обыкновенное интегро�дифференциальное урав­
нение. Функция f.. определяется из этого уравнения. Следовательно, как 
и на линии � = О, функцию f на линии � = оо нельзя задать произвольно. 

Таким образом, линив � = со - также особая, и ЭТI\ особенность неустра-.. 
нимая. Этот вывод формально обусловлен тем, что интеграл J А -1 d� 

t 
расходится. Действительно, из приведеиного ниже выраженив (3.96) следу­
ет, что А - Z (dZ /d0-1 , т.е. J А -1 d� - lnZ. Поэтому уравнению (3.67) 
удовлетворяют решения вида zk8(f), где 8 - векоторая функция. При 
k < О эти решения не имеют физического смысла. 

Помимо указанных выше свойств, коэффициент А в (3.67) обладает 
еще одной, весьманетривиальной особенностью. Она связана с..rеометрией 
областей его знакопостоянства. Для упрощения рассмотрения этоrо вопро· 
са будем здесь считать, что условно осредненная поперечная скорость <v>z 
описывается линейной зависимостью (3. 16) , т.е. в (3.69) надо положить 
Vo = '"'== О, р. = 1 ,  V = s. Такое предположение вполне оправдано при ВЬUIВ· 
лении качественных особенностей задачи, поскольку, как установлено 
в § 3.3, линейная зависимость весьма удовлетворительно описывает экспе­
риментальные данные в диапазоне амплитуд пульсаций 1 z - (z >1 < 1 ,5 о. 

Приняв это предположение, из соотношения для коэффициента А в 
(3.68) нетрудно найти области знакопостоянства А .  Они описываются 
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следующими неравенствами: 

А> О при O:t;;;�<;/2 (�). 
А < О при /2 (�) < t < oo, 
А = О при �=О, f = оо, 

О < � < оо; 
О < �<оо; 
t = /2(�). 

(3.72) 

Теперь заметим, что второй момент /2 (�) авляется ограниченной функ­
цией � при О<; � <; оо (ограниченность при � = оо вытекает из предположе· 
ния (3.71)), т.е. /2 < 00• Кроме того, из определеНИJI /2 имеем 

<z2>, о: 
/2 = - = 1 + --, о: = <(z- <z>,i >,, 

<z>: <z>: 

т .е. справедливо неравенство 12 > 1. Таким образом, заключаем, что области 

Рис. 3.1 3 .  Схема областей знакопостоянства коэф 
фициента при времениподобной координате в урав­
нении (3.67 ) . Для удобсrва изображения асимптоти­
ческого вида области при � -+ .. использована заме­
на переменноR, переводящая бесконечно удаленную 
прямую � = • на конечное рассто.IIИИе от начапа ко­
ординат 

о 

А< О 

А>О 

энакопостоянства А неограннчены в направлении �. качеств"нный вид 
этих областей иллюстрируется рис. 3.13. ВлИJIННе отклонеНИJI функции 
<v>z от линейной зависимости (3.16) в области болыmiХ. амплитуд пульса­
ций концентрации на расположение в фазовом пространстве линии, на ко­
торой коэффициент А обращается в нуль, проанализировано в пуиктах S 
и 6 данного параграфа. Там показано, чrо 310 ВЛИJIНИе не меняет качествен­
ного вида областей знакопоС'l'Оянства А. 

На основании проведеиного анализа можно заключить, Ч1О оба направле­
ния по времениподобной координате Е дця параболического уравнеНИJI 
(3.67) равноправны. Таким образом, по-видимому, дця З'l'ОГО уравнения 
следует ставить краевую задачу не rолько по переменной t, но и по коор· 
динатеЕ. 

Найденные свойства коэффициента А и наличие особых линий � = О и 
Е = оо указЪJВают на то, что уравнение (3.67) обладает существенно нело­
кальными свойствами. Остановимся на этом моменте более подробно. 
Рассмотрим дпя определенности малую окрестность особой линии Е = О. 
Напомним, что на этой линии (3.67) вырождается в обыкновенное ннтегро­
дифференциальное уравнение, решением коrорого является фунКция 
/{�, О). В окрестиости линии Е = О можно построить ряд Тейлора по пере­
менной � дпя искомого решеНИJI/{�, Е) . Коэффициенты З'l'ОГО ряда зависят 
от переменной r и также удовлетворяют обыкновенным интеrро-дифферен­
циальным уравнениям. Однако в общем случае такое решение ве будеr 
удовлетворять условию (3.71) и будет особым в окресJНОстилинииЕ = 00• 
Так, не исключен случай, когда lim 1 =00, lim f =oo. Отсюда вытекает 
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что условие (3.71)  удовлетворJiетСJI лишь при определешюй .::BJI�И между 
коэффициентами в уравнении (3.67) . Taк8JI свJiзь, очевидно, аолучаетсJI 
из решениJI краевой задачи по переменной � и, следовательно , носит н ело­
кальвый характер. Заметим, что этот результат в векотором смысле анало­
гичен условию разрешимости двухточечной краевой задачи длJI обыкновен­
ного линейного дифференциального уравнеНИJI второго порJiдка со сво­
бодным параметром, входRшим в коэффициенты уравнениJI. Taк8JI задача, 
как хороuю известно , разрешима лишь при определенных значениJIХ сво­
бодного параметра. Отличие состоит в том, что (3.67) - уравнение в част­
ных производных, д.'tJI которого краевые условиJI задаютсJI на линиJIХ � = О 
и � = оо, и здесь условие разрешимости краевой задачи позволJiет найти 
целую функцию. 

Кроме рассмотренной существует втораJI СВJIЗЬ между коэффициентами 
в (3.67) . Она вытекает из условиJI нормировки функции /(t, е), и�еет 
вид интегрального уравнениJI /0 = 1 и, следовательно, также носит нело­
кальный характер. Заметим, что условие /1 = 1 ,  вытекающее из определе­
НИJI условно осредненной концентрации в турбулентной жидкости <z )1, 
вьшолнено при !0 = 1 автоматически. Чтобы доказать это, уравнение 
(3 .67) следует умножить на t и проинтегрировать по t от нулJI до беско­
нечности. Из полуЧенного в результате дифференциального уравнениJI 
длJI 11 ветрудно по казать, что 11 = 1 ,  если только 1 о = 1 .  

В заключение пункта укажем, что параболические уравненИJI с аналогич­
ными свойствами коэффициента при времениподобной координате встре­
чаютсJI в асимптотической теории отрыва поrраничного CЛOJI (Нейланд 
[1971 ] , Сычев [1972 ] , Стюартсон [1974] ) и в теории нестационарного 

поrраничного слоJI (Стюартсон [195 1 ] .Холл [1965 ] ,Уонг [1983 ] ) .  
4. Постановка краевой задачи. Приведеиные в предыдущем пункте 

соображениJI носJiт качественный характер, и их нельзJI, разумеетсJI, рас­
сматривать как строгое доказательство существованИJI QешениJI уравие­
НИJI (3.67) . ОсновнаJI цель этих рассуждений состоJIЛа в том, чтобы по ка­
зать, что ·длJI параболического уравнениJI (3.67) корректной (в математи­
ческом смысле) может быть только краев8JI по времениподобной коор­
динате задача (т.е. дополнительные условиJI должны ставитьСJI при двух 
значениJIХ времениподобной координаты е= о и е= оо) . УСЛОВИJI симметрии 
и результаты проведеиного выше. исследованиJI приводRт к следуюшей 
постановке краевой задачи. В области О .;;;;е< оо, О< t < оо ишетсJI неотри­
цательнаJI функциJI /(t,O, удовлетворJIЮЩ8JI уравнению (3.67) и условиJiм 

/(0, е)= О. lim tkf= О. 
f-+oa 

ае21+1 

lim /(f, О=! .. (t), 
t-+oa 

1 =О, 1 , 2, ... , 

Io=ffdf=l. о 

(3.73) 

Напомним, что полJI средних скоростей (т.е. функциJI Ф), средней 
концентрации Z и скалярной диссипации n1 считаютсJI заданными. В коэф­
фициенты уравнениJI (3.67) , помимо указанных величин, входRт две зара­
нее не известные функции одной переменной - коэффициент перемежае-
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мости r(�) и функции си(�), характеризующах процесс турбуленmой диф­
фузии (она входит в уточненное в области больших амплитуд пульсаций 
концентрации выражение (3 . 1 8) дли условно осредненной скорос111 <v>z). 
8 формулах (3 .68) и (3 .69) д.ли коэффициентов уравнении (3:67) фигури­
руют также величины IJ, V0, �. которые известным образом выражаютех 
через различные интегралы от плотности распределении вероитиостей. Две 
указанные неизвестные функции находитех из двух дополнительных сви­
эей , которые вытекают из следующих условий . 

Первое - это условие разрешимости краевой задачи по времениподобной 
координате �. Вторах свиэь между r и си даетси условием нормировки (по­
следнее условие в (3 .73) ) . 

Следует особо отмеmть принципиальную роль, которую играет требова­
ние �;�еотрицательности f в условии разрешимости краевой Эада'IИ. Характер 
ограничений, вытекающих из этого условии, будет хорошо виден на приме­
ре изложенного в пунктах 5 и 6 данного параграфа анализа уравнеНИJI (3.67) 
на особых линних � = О и � = оо . Дли определенносm рассмотрим линию 
� = 00• Проведенный в пункте 6 анализ показывает, что на этой линии су­
ществует счетное множество решений, из которых лишь одно (неотрица­
тельное) имеет смысл (см. также § 3 .5 ,  пункт 3) . Можно ожидать, что 
аналоrичнаи ситуация возникает и при решении общей краевой задачи 
(3 .73) . Численный расчет (см. § 3 . 7) подтверждает этот вывод. Поэтому 
условие неотрицательности решения играет важную роль в сформулиро­
ванной краевой задаче. 

Таким образом, фуь • •  .ция си, характеризующах особенности крупно­
масштабного процесса турбулентного nереноса концентрации примеси, 
находится из условия разрешимости краевой задачи, т.е. рассматриваемый 
nроцесс носит существенно нелокальный характер. Развиваемый подход, 
следовательно, дает возможность учесть нелокальное влииние крупно­
масштабных пульсаций на турбулентное смешение. 

8 заключение этого пункта отмеtим, что сформулированная краеваи 
задача еущественно оmичается от описанных в литературе краевых задач 
для параболических уравнений смешанного типа (см., например, Вентцель 
[ 1 975) , Кислов [ 1980) ) . Имеющиеся эдесь теоретические результаты 

относятся к уравнениям, которые рассматриваются в ограниченных прямо­
угольных областях, не имеют особенностей, а Линии, на которой меииетси 
mп уравнения, заранее известна. 

Численное решение сформулированной краевой задачи получено в § 3 .7. 
Это решение служит пока единственным доводом в пользу существовании 
решении уравнения (3.67) . Чтобы понять качественную структуру решения 
уравнении, проанализируем в остальных пунктах параграфа решения на 
особЫх ЛИНИJIХ � = О и � = оо . 

S. Решение на особой ливни � =О. Поскольку А =О при � =О, то из 
(3 .67) получим 

!" + aatf' +а а ( 1 + hiJ-1 V ) f= О, V = Vo + s( 1 + си2 s2 Г 112 , (3.74) 

h2 Z2 'У rn 
где а1 = -- , h2 = -- = , т= __ _!.__ д.ля струй, т= 2-yn,/'f? 

rт �2 /2 -r �и�2 
дли следа: штрихом в (3 .74) обозначено дифференцирование по t. 
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Физический смысл параметров т и h в уравнении (3.74) был рассмотрен 
в § 3 .5 . Напомним, что т равно оmошению удвоенной скалирной диссипа­
ции к абсолютному значению адвекции, а h обратно пропорционалыiо ин­
тенсивности пульсаций концентрации. В анализируемых эдесь течениях, 
как указано в § 3.5, т> l: т �2,6 в дальнем следе за круrовым цилинд­
ром, т � 1 ,8 в плоской струе, т� 2 в осесимметричной струе в спутиом 
потоке. Значения параметра h лежат в диапазоне 4-5 , т.е. h- достаточно 
большая величина. 

Укажем вначале общие свойства решенив уравнеНИJI (3.74) . Из них, 
по-видимому, rлавное значение имеет то свойство, что нетривиальное ре­
шение уравненив (3, 74) сушествует только при выполнении cтpororo нера­
венства 1 < 1 .  Этот важный вывод следует из соотношения, которое полу­
чится, если (3.74) умножить на r' проинтеrрировать по r от нуля� бес­
конечности и воспользоваться условием нормировки 

f'(O) = a 1 h�t-• [ js (l + <.J2s2)-112fd� + h (l + <.J2h2Г1'2] ( 1 - -у) .  (3 .75) 

Отсюда видно, что f' (O) = О  при 1 = 1. Поскольку / (О) = О, то при 1 = 1 
существует только тривиальное решение. Таким образом, из развиваемой 
теории следует, ЧТО 1 < 1 ВО ВСех ТОЧКах ПОТОКа, XOTJI ЭТО НеравеНСТВО И 
не исключает существования протвженных областей, в которых разность 
1 - 1 ничтожно мала. Далее в этом пунктt будет покаэано, что 1 - -у-+ О 
при h -+со . 

Продолжим обсуждение общих свойств уравнеНИJI (3 .74) . Найдем, от 
какоrо количества параметров эависР.:т ero решение. Воспользуемся lJllJI 

этоrо следующими рассуждениями. Будем считать, что значения величин 
<.J, h, -у, JtИ V0 , входящих в коэффициенты (3 .74) , пока совершенно про­
извольны и, следовательно, (3 .74) - линейное дифференциальное уравне­
ние. Тоrда, используя ста�ртные методы, леrко установить, что одно 
ИЗ ЛИНейНО НеэавИСИМЫХ решений этоrо уравнения убывает ПрИ t -+ со 
экспоненциально (пропорционально exp (-�a1 t2) ) , а второе- степенным 
образом (пропорционально r-1, 1 = 1 + h ��-· I<.J Г 1 ) . Следовательно, rра­
ничное условие lim rk f = о  в (3.73) нетривиально, а краевu задача раз-

t-+ао 
решима при отдельных значениях <.J. У еловне неотрнцательности функции 
f(t, О) будет выполнено только при одном из этих значений. Найденная 
таким образом величина <.J и функция / (t, О) содержат неизвестные h, 1, 
1t и Vo в качестве параметров. Поскольку при заданных h, 1, 1t и V0 уравне­
ние (3 .74) линейно, а rраничные условИJI (3.73) однородны, то функция 
f (t,  О) определяется с точностью до произвольноrо множителя. Теперь 
примем во внимание, что функция f(t, О) должна быть нормирована, 
а в выражения lJllJI величин Jt, V0 и h входят интеrралы от / (t, О) (см. 
(3 .69) ) .  Из этих условий получим систему из четырех нелинейных уравне­
ний lJllJI пвти неизвестных : 11, Vo, h, 1 и упоМJIНУтоrо проиэвольноrо множи­
теля. Таким образом, решение уравнения (3.74) находится с точностью до 
одиоrо параметра. В качестве такоrо �араметра удобно выбрать коэффи­
циент перемежаемости. Связь между 1 и h при этом дается сооtношением 
(3.75). 
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Проведенный анализ позволJiеТ, во-первых, ПОИJIТЬ роль, которую играет 
преДJiоженное в § 3 .3 уточнение линейной зависимости условно осреднен­
ной скорости <и>z в области больших амплитуд пульсаций коJЩентрации 
при определении неотрицательного решеНИJI, и, во-вторщ, вЬUiвить причину 
осциллируемости решений уравнениs при использовании линейной зависи­
мости (3 . 1 6) ДJIJI (U)z. Уравнение ДJIJI этого случая получаетсJI из (3 .74) , 
если в нем положить Vo = "'=О, р. = 1, V = s. Тогда оба линейно независи­
мых решеНИJI уравнеНИJI удовлетворJПОт граничному условию lim t,k f = О 

f-+ao 
и, следовательно, краеваs задача paзpeUDiмa всегда. Именно это обстоJiтель­
ство и ответственно за то, что нельзJI удовлетворить требованию неотрица­
тельности функции{ (напомним, что рассматриваетСJI случай т >  1 ) . 

Проанализируем асимптотическое разложение решеНИJI уравнениJI (3. 74) 
по целочисленным степенsм малой величины h-1 при h -+ оо. 

Рассмотрим вначале асимптотику решениJI, пригодную ·вне малых ок­
рестностей точек t = О и t = оо. Перед этим заметим, что анализ равномер­
ной асимптотики, результаты которого приведены ниже1 показыв.ает, что 
разность 1 - 'У экслоненциально мала при h -+ оо. Следовательно, при опре­
делении асимптотики в коэффициентах уравнениs (3 .74) можно положиt:Ь 
'У= 1 .  

Сделаем в (3 .74) замену переменных g (s) = h-1 f(t), s "'h (t - 1 ) . Урав­
нение ДJIJI функции g имеет вид 

mg" + (s + h)g' + (hp.-1 V + l)g =О, 
V=Vo +s(l +"'2s2Гl/2, 

.. 

Vo =- J s(I +"'2s2)-112gds, 
-lt 

... 

Р. = f s2 ( 1 + "'2 s2 Г 1/2 g d s, 
-h 

g = о, s = -h, s = оо. 

Здесь штрихом обозначено диффере�ЩИрование по s. 

(3 .76) 

Уравнение (3 .76) оmичаетСJI от уравнеНИJI, проанализированного в § 3.5, 
лишь коэффициентом перед функцией g. Поэтому, чтобы не повторJIТЬ 
эдесь анализ асимптотики, остановимсJI только на раэлИЧИJIХ, которые воз­
никают вследствие уточнеНИJI функции <и>z в области больших пульсаций 
концентрации. Как и § 3.5, асимптотики решеНИJI и собственного значе­
НИJI "' ищем в виде рsдов 

g=g(O) +h-1g(1) +h-2g(2) + ... , (3 .77) 
"'=h-•n. +h-3ilэ + ... 

Тогда, как это следует из (3.76) , асимптотические разложеНИJI величин 
Vo и р. имеют вид 

V0 = Иn1Ah-2 + ... , 
р. = 1 -� il�(3 +E)h-2 + . . .  , (3 .78) 
А =Ао +A1h-1 + ... , 
Е=Ео +E1h-1 +E2h-2 + . . . 
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Здесь .А в Е - коэфсJмциеиты асимметрии и эксцесса соответственно, т.е . 

.A=Jrgds, E=fs4gds - 3. 

Прв BWIIO.QC соотношений (3.78) учитывалось, что функция g должна 
�e'DIOfJ81'Ь следуюUUIМ условиям: 

Jgds=Js'-gds=l, fsgds=O. 

Подсn11101tка р.RДОв (3.77) и (3.78) в уравнение (3.76) и приравииваиие 
нуmо хоэt'Р.uеитов при послефвательиых степеИJIХ h дают рекуррентную 
систему уравнений для функций g (k) , k =О, 1 ,  2, . . .  Уравнения для первых 
двух вэ :ma функций совпадают с выписанными в § 3 .5 уравнениями 
(3.41) в (3.42), т.е. g (О) и g ( I ) описываются выражеиИ.IIМИ (3.44) . Чтобы ПОЛ)"ВПЪ уравнение для функции g <2> , надо в правую часть (3.43) добавить 
член �Hl�(s3- 3s) g<0>. 

TaiCJIМ обраэом, уточнение зависимости <и>z в области больUDIХ пульса­
.цнii концентрации сказывается на решении, начиная только с третьеrо члена 
асимптотическоrо разложения. Функция g <2> по сравнению с (3 .44) имеет 
допоJПВiтельиое слаrаемое, равное �П�s2(� s2 - 3) g<o>. Теперь ясно, что 
rлaвJIЬiii член асимптотики для коэффициента асимметрии по-прежнему 
описwвается формулой (3.45) из § 3.5 ,  т.е. А0 = О,А 1 = 2 (I -т) в (3 .78) . 
Выражение для rлавиоrо члена асимптотики коэффициента эксцесса отли­
wrается от (3.45) из-за дополиительиоrо слаrаемоrо в выражении для функ­
ции g (2), как нокаэывают вычисления, на величину '% n� h-2, т.е. 

15 
2 J:-"0 =Е1 =0, Е2 =6 (1 -т) + - П 1 • (3 .79) 

8 
В с:в.:. с млучеииым выражением для коэффициента эксцесса необхо­

димо заметить следующее. Как было найдено в § 3.5 , при использовании 
лииеiвоi эависимости (3. 1 6) для <и>z теоретические значения коэффи­
циента экЕ:ЦеС:Са CIIJIЬHO оmичаются от экспериментальных. Не совпадают 
даже эвuаr - теория дает Е < О, а в эксперименте Е> О. Поэтому обиаде­
ЖИВаiОЩИМ фактом является то обстоятельство, что дополнительный вклад 
в коэффицвент эксцесса, обусловленный уточнением линейной зависимости 
длв <•>z в области больших пульсаций кшщеитрации, имеет положитель­
ный знак. Чтобы определить количественно величину этоrо вклада, надо 
эllа1'ьil1,входящую в (3.79) . 

Знawte�D�e n, находится из рассмотрения равномерной асимптотики 
решения уравиевия (3 .74) на всей полуоси t >О. Забеrая несколько впе­
ред, отметим, чrо одним из результатов исследования этой асимптотики 
JIВЛJie'lCJI' вывод, что при т� 1 ,6 коэффициенты n 1 и n 3 в асимптотичес­
ком раде (3.77) для функции c.J прииимают весьма большие значения. 
Так, например, П1 = 5 ,33, П3 = 300 при т = 2,6. По Этой причине равио­
мерваа асiiМПТоiИка, вообще rоворя, малоприrодна для количествеиных 
оцекок прв т ;;;;.. 1 ,6 и h = 4 -5 .  Это обстоятельство не умаляет значения 
равномерной асимптоiИки как средства исследования качествеиных осо­
бениосrеi решения. Для получения же количествеиных результатов в этих 
слуqап необходимо обращаться к числеиному реше11Ию краевой задачи. 

Приступим к анализу равномерной асимптотики. При этом. учитывая 
cдenaJIIIOe замечание, оrраиичимся изложением rлавиых эталов анализа. 
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Здесь, как и при рассмотрении неравномерной асимптотики, в коэффи­
циентах уравнения (3.74) можно также положить r = 1. Разность 1 - r 
находится с помощью соотношения (3.75), после тоrо как определена 
асимптотика решения. 

Сделаем в (3.74) замену персменных 

11=/ехр ( 4� h2t'} 
Уравнения и rраничные условия для функции П имеют вид 

п"- h4QII =·о. 
1 ( t2 -• -• 1 ) 

Q=- --- h J.l V- - , 
т 4m 2h2 

V = V о + s ( 1 + w2 s2 ) - 1'2• s = h (f - 1 ). 

п = о. r = о. r = со. 

(3.80) 

В уравнении (3.80) содержится большой параметр, и ero решение можно 
представить в виде асимmотическоrо ряда (см., например, Федорюк 
!1983)). Далее ищется только rлавный член этоrо ряда. Для этой цели 

достаточно учесть два члена в разложении функции Q: 

Q=Qo +h-2Q2, 

1 [ t2 ] Qo =т 4т - (i' - 1 )d • 

Q2 =--1 - _2_ nHt-1)d +.l (t - 1)3d3П.nз 
• 2m 2m т • 

, 
d = (1 + n�a- 1)2]-•'2 . 

При выводе (3 .8 1) учтены разложеJDiя (3.77), (3.78). 

(3.81) 

Петрудно видеть, что неотрицательное peшeJDie краевой задачи (3.80) 
при h -+ со существует только в том случае, коrда функция Q0 неотрица­
тельна и касается полуоси r > о или, друrими словами, ypaвнeJDie (3.80) 
имеет точку поворота второrо порядка. Действительно, если справедливо 
строrое неравенство Qo > о, r > о, то однородным краевым условиям 
удовлетворяет лишь тривиальное peшeJDie П = О. С друrой стороны, если 
имеются области, rде Q0 < О, то решение окажется сильно осциллирующей 
функцией. 

Координаты точки поворота t п и параметр П1 находятся из уравцеiDiй, 

�ответствующих уСЛОВИЮ КаСаJЩЯ Qo С ПОЛуОСЬЮ f > 0: Qo = Q� = 0, 
r = r /1• PeшeJDie этой системы при различных значеJDIЯХ параметра т > 1 
показано на рис. 3.14. 

Последующая процедура определения rлавноrо члена асимптотики реше­
ния при наличии точки поворота хорошо известна (см., например, Морс и 
Фешбах (1953]). Вначале нужно найти внешнее разложение peшeJDiя. Это 
разложение является линейной комбинацией двух линейно независиМых 
юsазиклассических решений уравнения. для краткости это разложение 
здесь не выписано. Оно пригодно вне малой окрестности mчtc11 поворота. 
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1.,5 2,0 2,5 т 
Рис. 3 . 14 .  Расчет функции w, фигурирующей в выражении (3 . 1 8) для условно осред­
ненной скорости при заданном значении концентрации. Кривые П 1 , П1 , fп - результат 
асимптотического решения (3 . 74) . Кривая wh найдена с помощью численного реше­
ния ( 3 . 74) при /! = 4,75 

Затем находится внутреннее (локальное) разложение, справедливое 
в малой окрестности точки поворота. Для точки поворота вто­
роrо порядка внутреннее разложение выражается через функ­
ции параболическоrо цилиндра (Морс и Фешбах [ 1 953 ) ) . Анализ пока­
зывает, что сшивка двух разложений возможна, если значение П3 (с точ­
ностью до экспоненциально малых членов) равно корню уравне­

ния v = О, rде v = -* - Q2 (t  11 ) [2Q� ( t  п) ] - 1 12 - индекс функции 
параболическоrо цилиндра. Зависимость П3 от параметра т показава 
на рис. 3. 1 4. 

Отметим, что внутреннее разложение фактически необходимо только 
для определения значения П3 , так как в соответствии с тем, что функЦИJJ g 
незначительно отличается от rауссовской, основное изменение решеНИJI 
при h -+ оо происходит в области 1 s 1 � 3, т.е. в малой окрестности 
1 r - 1 1 � 3/h точки r = 1 ,  а расстояние от точки перехода tn до точ­
ки r = 1 от h не зависит. Отсюда заключаем, что все особенности решения 
можно описать с помощью внешнеrо разложения в области о ..;;; r < r" .  Две 
постоянные в этом разложении можно найти, используя rраничное усло­
вие f = о, r = о и условие "нормировки (при этом вычисление интеrрала 
производится с помощью метода перевала) . Окончательное выражение для 
rлавноrо члена асимптотики решения имеет вид 

f = CQ0 1 14 [ exp(h2J1 +J2 )-exp( -�J� - J2 )]exp(- 4� t2). 
r 

Jl ( t ) = J Q�12 dt ,  
о 

r 
J2 ( r > = ; f Q2Qo 1 12dt . о ..;;; r < tn , (3 .82) 

о 
C = Q�1\ 1 ) exp [- h 2(S1 -4

�) � S2 ]( 2п )-1 1 2 h , 

s .  = J . ( 1 ) , S2 = J 2 ( 1 ) . 
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Второе слаrаемое в квадратных скобках в выражении для 1 необходимо 
учитывать только в малой окрестности точки t = О. 

Получим теперь с помощью (3 .82) связь между коэффициенrом пере­
межаемости 'У и параметром h .  Для этоrо вычислим производ­
кую 1 ' при t = О и подставим результат в левую часть соотноше­
ния (3.  75) . Если учесть, что предел правой части (3. 75) при h -+ оо 

равен h 4 т  -1 ( 1  +О� ) -I/2 ( 1  - 'У ) ,  то в результате найдем 

1 - 'У = 
1 

ехр -h2 s 1 --
1
- · - S2 . 

т "4 ( 1 +0 2)э' в  [ ( ) J h ...r; 4т (3 .83) 

Из формулы (3.83) следует, что разность 1 - 'У экспоненциально мала. 
Тем самым предположение, использованное при получении rлавноrо члена 
асимптотического разложения, доказано. 

В соответствии с соотношением (3.83) малые значения интенсивности 
пульсаций концентрации (т.е. большие значения h) на оси или плоскости 
симметрии обусловлены тем обстоятельством, что в этой области роль 
перемежаемости мала. 

В случае, если { и  >z описывается линейной зависимостью (3. 1 6) , 
т.е. 111 = 03 = О , вычисление дает 

S1 =-1- - ..!.. + Гт - ('Ч - 1 ) ln(1 + -1-) 
4т 2 Гт ' 

s,_ =- _! ln(1 + -1 -) . 2 Гт 
В результате получим формулу (3 .46) , приведеиную в § 3 .5 .  

Обратимся теперь к некоторым из результатов численноrо интегрирова­
ния уравнения (3 .74) . Они приведены на рис. 3 . 1 4  и 3. 1 5 .  На рис. 3 . 14  
изображена зависимость функции <.J от  параметра т дпя случая h = 4, 75 
(т.е. при o/ { z ) = 0,2 1 - значении, характерном для струйных течений) . 
При т =  2,6 (след за круrовым цилиНдром) имеем <.J "==' 0 ,5 2. Это знач-ение 
можно считать достаточно малым. Действительно, из выражения (3. 1 8) 
заключаем, что основное отклонение условно осредаенной скорости от 
линейной зависимости (3 . 16) происходит вне интервала 1 s 1 � 1/<.J "==' 2, т.е. 
пракtически вне области основноrо изменения плотности вероsrтностей. 

dc t<z>t -.4t r..w �· г-�--------------�. z 

0,3 

Рис. 3 . 1 5 .  Рассчитанные эначеRИJI интен· 0,2 

сивности пульсаций концентрации, коэф­
фициентов асимметрии и эксцесса в 
турбулентной жидкости и функции �.о� на 
IUiоскости симметрии в следе за круго­

0,1 

вым цилиндром 
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С уменьше101ем параметра т , как это видно из рис. 3 . 14, эначе101е w 
падает и, следовательно, интервал эначе101й концентрации, rде длs ( и  >z 
ириме101ма линейно зависимость, увеличиваете•. Обсужде-е поведе101s 
функции w будет продолжено в § 3 .7 после численного реше101s краевой 
задачи. 

На рис. 3 . 1 5  представлены рассчитанные эависимоС111 интенсивности 
пульсаций концентрации а, /  ( z >r , коэффициенrов асимметрии А r и 
эксцесса Е r , а также функции w от коэффициента перемежаемоС111 длs 
случи т = 2,6, что соответствует течению в следе за круговым цилиндром. 

Сравним теоретические и экспериментальные эначениs коэффициенrов 
асимметрии и эксцесса. Измере101s А r и Е r в следе выполнены Лs Рю и 
Либби (1974) . В этих опытах получены эначеНИJI A r  = -0 ,4 и Er = 0,1. 
Интенсивность пульсаций концентрации а/ ( z ) составлJDiа 0,21, 'r.e. 
h = 4,75 . Поскольку эдесь можно пренебречь различием безусловных и 
условных средних, то а, /  (z >r � 0 ,21 . Согласно результатам расчета, изо­
браженным на рис. 3 . 1 5 ,  при такой интенсивноС111 пульсаций концентрации 
1 - 1 � ю-э, А ,  = -0 ,5 ,  Е, = 0 , 1 3.  Можно заключить, что рассчитанные 
эначениs А r и Е r херошо согласуются с измеренными Ля Рю и Либби. 
Напомним эдесь, что, как покаэано в § 3.5 ,  использование линейной зависи­
мости для < и >z дает для коэффициента эксцесса значениеЕ = --0,43 . Таким 
образом, уточне101е линейной зависимости ( и >z в области больших 
амплитуд пульсаций концентрации позволяет устранить большое различие 
между теоретическим и экспериментальным значениями коэффициента 
эксцесса. 

Неоосредственное сопоставление рассчитанного и измеренного значений 
коэффициента перемежаемости произвести не удаетсs, так как в опытах 
эта величина пока не иэмерJDiась с нужной точностью. 

В заключе101е пункта рассмотрим влияние отклонеНИJI функции ( и  )1 
от линейной зависимости (3. 1 6) на положе101е лИIОiи r 0 (� ) , на коrорой 
коэФфициент А при времениподобной координате � в уравнении (3.67) 
обращаете• в нуль. Вид этой линии, как установлено в пункте 3, в значи­
тельной стеnе101 �пределяет качественные свойства уравнеНИJI (3.67) . На­
nомним, что длs линейной зависимости (3. 1 6) r 0 ( Е ) = /2 (� ) (см. 
пункт 3) . в рассматриваемом Случае уравнение линии r о ( � )  ' как это 
ви.цно из выражеНИJI для А в (3 .68) , можно записать в неявной форме 

ro - 1 
h ( V0 +s (1 + w2s 2 )- 1 '2 l = �ot. s = h -1- . (3.84) 

Найдем асимnтотику реше101я этоrо уравнеНИJI на линии � = о- nри h -+ оо . 
Подставим в (3.84) разложеНИJI (3. 77) , (3. 78) . В результате получим 

fo = 1 + h-2 -1 Oi {3 + A 1 )h -4 + . . .  , � = 0, 
(3.85) 

А 1 = 2(1 - т ) . 

Поскольку 12 = 1 + h -2 , то из (3.85) заключаем, что nри h � 5 значе­
ние f 0 (О) nрактически совпадает со вторьiм моментом. 

6. Рапевне ва особой ливии � = оо . 0ДJЮ частное решеv-· · . .,авне­
НИJI (3.67) на особой линии � = оо , удовлетворяющее np-v..w . .  
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юuо (3.71), с помощью нестроrого мето,ца ььmо поnучено в § 3.5 . ФуНJС­
ция f .. (t ) ,  Соответствующая этому решению, имеет вид (3.53) . 

В этом пункте проведено строгое ИСQJiедование уравнеНИJJ (3.67) на 
линии Е = оо . Такое исследование позволяет, во-первых, вЫJJснить оrрани­
чения, при которых справедливо решение, ооnученное в § 3.5, и, 
во-вторых, найти друrие решении на линии � = оо . В основе исследовании 
лежит предположение (3.7 1 ) . Его физическое обоснование оодержитси 
в пункте 3 .цаниого naparpaфa. Полезно рассмотреть указанное 
преnпоnожение и с другой, формальной точки зреНИJJ. Cornacнo ей 

rnавный ЧJiен асимптотического разложении функции /(t , � ) в окрест­
ности линии � = оо описываетси автомодельной зависимостью, т.е. 

f( t ,  Е ) -+  � fJ 1f .. (t H P• ) , � -+ оо , �1 и �2 - постояННЬiе. ФункЦИJI f 
должна удовлетворить уСJiовию нормировки и СJiедствию из определе­
нии < :z >r  

00 

/0 = 1, /1 = 1 ,  lk = fft kdt, k = 0, 1 . 
о 

Петрудно видеть, что это возможно только, eCJiи �1 = �2 = О. В результате 
поnучаем предположение (3 .71 ) . 

Пристуnим к анализу уравнении (3.67) на линии � = оо , Ясно, что пред-

д/ 
положение (3 .71) выполнено лишь в том CJiyчae, коr.ца lim А - = О 

t - ..  д� 
(действительно, eCJiи это уСJiовие нарушаетси, то функции f зависит от t 
при � -+ оо ) . В этом CJiyчae уравнение (3.67) на линии � = оо приобретает 
вид 

О!о = lim С - - -А о ( 1 d"( ) 
t - 00 • 'У d� ' 

штрихом в (3.86) обозначено дифференцирование по r . 

(3 .86) 

Леrко установить, что краевu задача f оо = О, t = О, t = оо разрешима 
только тоr.ца, коr.ца а0 =1= О. Действительно, в противном CJiyчae из (3 .86) 
СJiе,цует 

r 
t..:< О = /� (0)  ехр [ f 0! 1 ( t )dt ) , 

о 
т.е. произвоnнаи 1.: не меНJiет знака на поnуоси t > О и тем самым 

foo =1= 0 при r = 00 ,  
Отсюда заключаем, что хоти бы оnно из CJiaraeмыx, фиrурируюших 

в выражении дли коэффициента а 0 , должно быть отлично от нули. 
Коэффициенты а 0 и а 1  в (3 .86) опредеnиются rnавными чnенами 
асимптотических разложений средней коtЩентрации Z, скалирной nнссипа­
ции в турбулентной жиnкости n , ,  функции Ф, функции w и коэффи­
циента перемежаемости 'У в окрестности бесконечно удаленной точки 
� = 00 , 
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Наиболее просто решается вопрос об асимптоtике функции Ф Имеем 
Ф = � в следе за круговым цилиндром, Ф -+ const при � -+ оо - в струях 
(см., например, Ылихtинr [ i 960) ) .  Главный ЧJJ ен разложения средней 
концентрации в соответствии с экспериментальными данными представим 
в следующем, достаточно общем виде : 

Z -+  Z0 ехр [ -р 1 ( � ) ] , � -+ 00• (3 .87) 

Предэкспонент Z 0 в этом выражении стремится к нулю или бесконечносtи 

n, n, Рис. 3 . 16 . Профиль условно осредненной скалярной 
диссипации по впопне турбулентной жидкости в следе 
эа кр)'Г9вым цилиндром, вычисленный по данным 
измерений безусловно осредненной скалярной дис­
сипации Фреймуса и Уберои 1 197 1 1 , и коэффициента 
перемежаемости - JIJI PIO и ЛИбби 1 1 97 4 ]  . Условия 
опытов JIJI PIO и Либби те же, что и на рис. 1 . 14.  
Условия опытов Фреймуса и Уберои: Х а  /d -= 1 140, 
Re d = U0 d/11 = 960, d = 0,28 см, U0 = 6 , 1  м/с, Ха 0 = 
= - S O d, n, = ( N > , ( xa - Х1 0 ) 2 / и0 d, n = (  N> (х1 -

О fJr'l О,+ 016 . -x1 � ) 2/u0 d, < N > = 'Y < N >1. t = x2 /J<x a -x1 0 )d 

слабее, чем некоторая степень � . Измерения в осесимметричной струе, 
результаты которых приведены на рис. 1 .3, П()зволяют заключить, что 
эдесь р1 ( � )  - е .  Можно ожидать, что и в друrих течениях функция р1 
близка к квадраtичной. 

Определяющее значение в дальнейшем исследовании имеет асимптоtика 
условно осредненной скалярной диссипации в турбулентной жндкосtи. 
Зададим эту асимптоtику, опираясь на экспериментально установленное 
свойство слабоrо изменения условно осредненных. величин (см. § § 1 . 1 ,  
3.5 и пункт 3 данноrо параrрафа) . В соответствии с эtим свойством естест­
венно считать, что rлавный ЧJiен асимптотики функции n, имеет такой же 
характер, что и предэкспоненциальный множитель Z 0 в асимптотике (3.87) 
для: средней концентрации, т.е. 

k k 
const � 1 < n , < const � а , (3 .88) 

Здесь k 1 и k2 - некоторые постоянные, которые моrут быть как меньше, 
так и больше нуля:. Приня:тое предположение не проtиворечнт известным 
к настоя:щему времени экспериментальным данным, представлеюtым на 
рис. 1 .  7 и 3 . 1 6. На рис. 1 .  7 приведены результаты прямых измерений услов­
но осредненноrо квадрата производной температуры в следе за круговым 
цильндром (Фабрис [ 1 979 а, б ] ) ,  а на рис. 3 . 1 6 - профиль скалярной дис­
сипации в следе, найденный косвенным путем с помощью пересчета по 
формуле ( N ) ,  = ( N )  /r из данных двух экспериментальнЬ{Х работ 
(измерения ( N ) проведены Фреймусом и Уберои [ 1 971 ) , измерения: 'У ­
Ля Рю и Либби [ 1 97 4] ) . 

Необходимо, однако, специально подчеркнуть, что предположение (3 .88) 
основано пока на небольшом количестве экспериментальных данных. 
Поэтому, вообще rоворя:, нельзя: полностью исключать вероя:тность тоrо, 
что в ря:де случаев асимптоtика скалярной диссипации будет описываться 
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соотношением, оmичающимся от (3 .88) . Соответствующий этим случuм 
анализ проведен в работах Кузнецова и Сабельникава ( 1 98 1  б] и Сабель­
никова ( 1 982 б ]  . 

Условие а0 :-:1= О, как это видно из соотношеJDiя для коэффициента А 
в (3.68) , выполнено, если 

1 d-r Ф Z2 
- - (3 - .=L -+ - а, � -+ оо, (3 .89) 
'У d� �� n , 

R. = 
1 + i 

.. 2 , 
z z, = ;у .  

Здесь а - векоторая положительнu постоянная. 
Главный член асимптотики коэффициента персмежаемости находится из 

(3 .89) . Если учесть (3 .87) и (3 .88) , то после интегрированн.и (3.89) 
получи у [ dpl Ф(3 ] 112 

'У -+ -- --- Z, 
d �  �1n ,a 

dp1 
> о. 

d� 
(3 .90) 

Из этой формулы следует, что главный член раэложенИ.R условJЮ осреднен­
ной по турбулентной жидкости концентрации равен 

z, = ! -+ [ dpl �ф ] - 1/ 2 
(3 .91 )  'У d �  � ' п , а 

В правую часть (3.9 1 )  вхоД.Rт медленно менJIЮщиеся (по предположению) 
функции. Следовательно, умеqьшение условно осредненной концентра­
ции Z, с ростом � происходит весьма слабо. Этот результат находится 
в соответствии с указанным выше свойством слабоrо отклонеНИ.II от 
статистической однородности во вполне турбулентной жидкости. Согласно 
этому свойству быстрое изменение безусловно осредненных величин пол­
ностью определяется коэффициентом перемежаемости. 

Отметим, что формула (3 .9 1 )  и вместе с ней проведенный анализ имеюt; 
смысл при искотором ограничении сверху на функцию n,, Это ограничение 
можно получить, если учесть, что должно быть выполнено неравенство 
Z, < 1 .  Последнее выполuется, если 

(3Ф dp1  n,  < - - . 
� 1а d� 

(3 .92) 

В частности, если р1 - � 
2 

, � -+ оо , то n, < const � 
2 

для следа за круговым 
цилиндром, n, < const � для моекой и n, < const для осесимметричной 
струй. Ограничение (3.92) не ивляtтся слишком сильным, если приuть во 
внимание исходное допущение (.3 .88) . 

Теперь осталось задать rлавный член асимmотики функции "'• входRщей 
в формулу (3 . 1 8) для условно осредненной скорости < и >z ,  Будем счи­
тать, что он описывается следующей зависимостью: 

(3 .93) 
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Здесь "'· - пocтoJIIIнu:, Дп• по•сиенн• (3 .93) отметим, что вид rлавноrо 
чпена разпоженн. "' выбран из yCJioBИJI, что существует конечный предел 

z - (z )  t - "Y  ( z ) 2 
при Е -+ оо вроизведеННJI w2 s 2 , s = 0 = h -1- h 2 = UГ = 

'У 
= -- , фиrурирующеrо в (3 . 18) . ECJiи справеДilиво (3.93) ,  то 

/2 - 'У 
w2s 2 -+ w � t 2 • Е -+ оо .  

Подстаковка rлавных членов разложекий функций Ф, Z ,  "'· "У и n, 
(3.87) , (3 .88) , (3 .90) , (3 .93) в выражеННJI ДIIJI коэффициентов А ,  В. и С 
в (3 .68) дает такой результат: 

lim В = lim С = О .  
Е -+ •  Е -+ ""  

1 d-y 
lim - - А = b f(l + w2 f 2 ) - 1 1 2 - а 

E - - "Y dE "" • 

00 

р. /2 = J t 2 (1 + w� t 2 ) - 1 1 2 fdf . 
о 

Отсюда ДJIJI коэффициентов а0 и а 1  в уравнении (3 .86) получим 

ао = - Ь t(l + w� t 2 ) - 1 1 2 + а ,  а 1 = 0. 

(3 .94) 

(3.95) 

Перед тем как выписать окончательное уравнение ДJIJI функции f .. , рас­
смотрrм асимптотику коэффициента А перед производной по временн­
подобной координате � . Эта асамототика позволит установить особый 
характер линии Е = оо , а также найти предельное значение, к которому 
стремитсs уравнение линии, на которой коэффициент А обращаетсs в нуль. 
Из (3.94) СJiецует, что rnавный чпен асимптuтиКР А имеет вид (d )- 1 

А -+ -
d
� 1 [ b f(l + w� f2 ) - 1 1 2 - a ] = 

= z(::y • 
[b f( l + w� t2 )- 1 1 2 - а ) ,  Е -+ оо . (3 .96) 

Использу• выражение (3.96) , получим, что f А - 1 dE ln Z .  Поскольку 
ln Z -+ - оо , Е -+ оо , то указанный интеrрал расходитсs. Следовательно, осо­
бенность на линии Е = оо HeJ;IЬЗJI устранить с ПО\IЮЩЬЮ преобразованиs 
переменной. Это свойство коэффициента А бъшо уже затронуто 
в пункте 3 данноrо параrрафа. 

Асамототика линии t 0 (Е ) ,  Е -+ оо , на которой А = О, как это видно 
иэ (3.96) , равна 

2 
(р. /2 )2 

f o  -+ 1 2 2 1 2 , Е -+ 00 • (3 .97) 
- "'- JI. 2 

Отметим, что это выражение больше нул11, так как из опреденения р. /2 
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(3 .94) вытекает неравенство 

p. /2 =j t2( 1 +w� t 2) - 1 1 2 foo d t  < -d- j t foodt = �00 • 
о 00 о 

На основании (3 .85) и (3.97) заключаем, что уточнение зависиМ0С111 < и >: 
в области больших амплитуд пульсаций концентрации не меняет качествен­
но вида линии А -= О, установленного в пункте 3 при использовании лиией­
ной зависимости для ( и>., . 

Возвратимся теперь к уравнению (3 .86) для f 00 • Подстаковка коэффи­
циентов а 0  и а 1 в это уравнение дает 

f�' + [a -bt(l +w�t2) - 1 1 2 J foo =О. Ь = _1!_ (3 .98} 
/2 р. • 

t 00 = о. r = о. r = оо . 

Простой анализ показывает, что одно из линейно независ::имых решений 
уравнения (3 .98) экспоненциально растет при r -+ 00 и ,  следоаrелwю, не 
удовлетворяет граничному условию при t = оо . Следовательно, еспи эиаче­
ние параметра woo задано, то решение краевой задачи существует лишь при 
отдельных значениях постоянной а . Условию неотрицаТСiilwюс111 f. можно 
удовлетворить только при одном из этих значений. 

Наиболее быстро функция f оо затухает при w .. = О. Уравнение д1U1 f _ 

в этом случае принимает вид 

J�' + (а - b t)f.,. = О. (3 .99) 
Петрудно проверить, что проанализированное в § 3 .5 уравнение (3.5 1 J  
после прообразования переменных Ь 1 = Ь !< z ) : , .а 1 = ll/( z > / ,  
F = f 00 1 ( z > t  перехо,DИТ в (3.99) . Следовательно, pellleiDie уравне­

ния (3 .99) описывается форМулой (3 .53) . Значение посm11ВИ0i ll в mав­
ном члене разложения коэффициента перемежаемости (3.90) пр1 w. = О 
равно а = 7,847 . 

Решение краевой задачи (3 .98) для случая woo * О  IIOJI)''IeiiO 11ИСПеииым 
методом в работе Сабельникава [ 1 985 б]  . Результаты раиеtuв IШО1110СП1 
вероятностей и ряда ее интегральных характеристик Rp8 веасолwсих эначе. 
ниях параметра w оо приведены на рис. 3 . 1 7 , 3 . 18 

Из рис. 3 . 1 7  видно, что с увеличением W00 темп падеR1111 паотности 
вероятностей при больших амплитудах пульсаций эаме,uеrс._ Как 
следствие, увеличивается интенсивность пульсаций кoнцearpa!UIII, асим­
метрия и эксцесс (см. рис. 3 . 18) . Таким образом, учет. 8JDifUOIJI крупно­
масштабного переноса концентрации в зависимости длJI < • >., Пр8ВОJI.ИТ 
к возрастанию вероятности больших амплитуд пульсаций коицентра101и. 

Вместе с тем надо отметить, что при не слишком болw18х амппвту� 
пульсаций концентрации форма плотности вероятностей 1р81Сформируеtся 
слабо в зависимости от значения параметра woo в иссле.аованиом диапазо­
не ;  очень слабо также меняется и интенсивность пульсаЦIIi К01Ще1Пр3Ц1111. 
Этот факт и сравнение с экспериментальными даНВWМВ. вровеАешюе 
в § 3 .5 ,  позволяют заключить, что пока, по-видимому, целесообраэiЮ 
считать, что woo = О. 
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J,D 
Рис. 3 . 1 7 .  Рассчитанные IUJотности распреде­
лении вероятностей концентрации в турбу­
лентной жидк<Х-"111 на большом расетоинии 
от оси или IUJоскости симметрии. n = 
= w оо ь - �  

Рис. 3 . 1 8 . Рассчитанные значении первого 
собственного значении, интенсивности пуль­
сацИй, коэффициентов асимметрии и 
эксцесса в турбулентной жидкости на боль­
шом раСI."ТОJIНИИ ОТ ОСИ ИЛИ IUIOCKOCТН I."ИМ 
метрии. n = w oo  ь - чэ 

Важную роль при получении уравнения (3 .98) играло условие (3.88) . 
Отсюда можно сделать вывод, что использованный в § 3.5 приближенный 
метод получения уравнения (3.5 1 )  прнменим только при выполнении 
этого условия. Строгий анализ решений (3 .67) на линии � = оо позволил 
также установить физический смысл постоянной а в уравнении (3.98) . 
Как это видно из (3.90) , значение постоянной а определяет главный 
'Dieн асимптотики коэффициента перемежаемости. Поэтому определение 
значения а является необходимым элементом в постановке краевой 
задачи для уравнения (3 .67) . 

Остановимся еще на одном интересном моменте,  вытекающем из срав­
нения приближенного (см. § 3.5) и строгого способов получения решения 
на краю турбулентного потока. С точки зрения строгого подхода решение, 
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описываемое формулой (3.53) , сnраведливо только на линии Е = оо . С дру­
rой стороны, nриближенный метод, с nомощью которого nолучено то же 
решение, не содержит в авной форме такого ограниченна. Следовательно, 
можно ожидать, что за исключением области вблизи оси или плоскости 
симметрии потока, rде коэффициент nеремежае.мости достаточно близок 
к единице, решение (3 .67) весьма незначительно отличаетса от функ­
ции (3.53) . Численное решение краевой задачи nодтвердит этот вывод 
(см. § 3.7) . 

Заметим, наконец, что в уеловнах применимости nриближенного метода 
не фигурирует nредположение об автомодельности. Поэтому функ­
циа (3 .53) может быть исnользована в качестве nepвoro nриближеНИJI дла 
nлотности вероатностей во вnолне турбулентной жидкости и на кrаю 
неавтомодельных турбулентных течений. Сформулированные выводы 
оnравдывают предложенный в § 3 .5 nриближенный метод оnределенна 
nлотности вероатностей концентрации и коэффициента nеремежаемости 
в турбулентных струах. 

§ 3. 7. Числеиное решение краевой эада1111 

Основное свойство nараболического уравненив (3.67) , как nокаэано 
в § 3 .6, эаключаетса в том, что оба наnравленна m времениnо�.бной 
координате Е равноnравны. Поэтому главное требование к численному 
методу, предназначенному дла решенив этого уравнеНИJI, состоит в том, 
чтобы разJЮстнаа аnnроксимациа nравильно отражала это обстоательство. 
Здесь дла этой цели npимeНJIЛCJI достаточно nростой конечно-разностный 
метод, широко исnользуемый дла расчета nограничJЮrо слов с локальными 
зонами обратных токов (Картер [ 1 974] , Клайнберг и Стегер [ 1 974] ) .  

Кратко nоасним иде• , метода. Она заключаетса в том, что разностная 
аnnроксимациа nроизводной по времениnодобной координате � измеНJiет­
са в зависимости от знака коэффициента А : nри А > О испольэуютса лево­
сторонние разности, а nри А < О - правосторонние разности (в вычисли 
тельной гидродинамике такав разностнаа аnnроксимациа обычно называет­
са односторонней или разнастами nротив потока; см. Роуч [ 1 976] ) .  Ана­
логичным образом в зависимости от знака В аппроксимировалась и первая 
nровзводная по переменной t .  Вторая nровзводная по t аппроксимирова­
лась обычным образом. Из качественных представлений асно, что оnисанная 
конечно-разностнаа аnnроксимациа по времениподобной координате Е по­
эволает осуществить достаточно точное соответствие между областами 
вливнив и зависимости днфференциалы�ого уравнеНИJI (3.67) и разностной 
схемы. ПолучеННаJI разносткав схема аnnроксимирует дифференциапьное 
уравнение (3.67) с nервым nорадком точности. 

В расчетах вместо бесконечной области О <. � < оо , О <; t < оо рассмат­
риваетса nрамоуrольник О < Е < � ma x , О < t < t m a x , т л граничные усло­
вна nри � = оо и t = оо в (3 .73) сносились соответственно на линии 
� = � m a x И t = t m a x ·  

Нелинейнаа система конечно-разностных .уравнений решалась методом 
релаксаций (см., наnример, Калиткни [ 1 978] ) .  На начальной (нулевой) 
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итера10111 Ш101110СТЬ верояпюстей во всех внутренних узлах разноспюй 

сеткв ( f , ,  t 1 ) »давалась форм�оi 
·lч = 'Y,Z(0)};-1 (0) (2пГ 1'2ехр (-�s] ) + (1 - -y1)/,.. (t1) . 
s1 = Z(O)E-1 (0) (t1 - 1 ) , i = l ,  . . .  , / - 1 ; j = 2 , . . .  , J - 1 ,  

�1 = t ... x '  rJ = tmax . 

Здесъ /. (f) описывается соотношением (3 .53) , значения 'У, Z и }; на ле­
вой rренице области интегрирования � 1 = О, т .е . 7(0) , Z (О) и }; (О) , на 
началЫIОй итерации брались из экспериментов . Значение коэффициента 
перемежаемоаи на правой границе области интегрирования �1•  т .е . 11, 
38,Щ1Валоа. асимптотической формулой (3 .90) . ФункЦИJ[ (А) на начальной 
итерации сwталась равной нулю. Дисперсия и интегралы от функции /, 
BXOJUJIЦIIe в вепичнны V 0 и р. (3 .69) , находятся методом трапеций. 

Пусть иэвестно распределение !1�k) , 'Yt(k) и (А),<"> на k-й итерации . Te­
llepь на .JIJIIIIIП �� = const , начиная с i = 1 и кончая i = 1 - 1 ,  с помощью 
метода тmеаризацни (см. ,  напvимер, Калиткии [ 1978] ) решается краевая 
задача на собсrвенные значения для (1)1 • При переходе ila соседнюю линию 
t1•1 > t1 ВСПОJВЭуются вновь полученные на � = �� значения f(k+ t ) , 
(A)(k+ t ) . Звnевве коэффициента переме:жаемости на (k + 1 ) -й итерации 
нахоJUПса затем из условия нормировки 10 = 1 .  Во всех проведеиных расче­
тах для сходимости процесса использовалась нижняя релаксация с; пара­
метром, р8111111М 0,0 1 . Итерации заканчивались, когда значение суммы мо­
дулей p83IIOCПii значений функции 1 во всех узлах разностной сетки на 
проведенной в предыдущей итерации, поделенное на число внутренних уз­
лов раэвос:твоii сетки (т .е .  на (/ - 1 )  · (J - 2) ) ,  становилось меньше за-
данноrо мапоrо чвСJJа (равного 1 0-3) . 

· 

Оrметвм tiiOR еще следую1101е моменты. При численной реализации 
конечво-р83110С1110Й схемы условие симметрии (3 .73) ставилось в упро­
щенной форме. Сwталось, что на оси или плоскости симметрии течения 
в нуm. oбp81Qana лишь первая производная 1 по � . т.е. вместе д2 1+ 1//дt1,.1 = о, l = о, 1 ,  2, . . . , при � = О полаrалось д!/д� = О. Для 
пoвыJDe:IIJIJI J01ВIOC'IJI численного решения в окрестности линии � = О, rде 
коэффицвевt персмежаемости близок к единице, функция /{t ,  О пpeд­
cтaвJJJIJJIIO nровэве.цеиием двух функций , одна из которых равнялась 
exp(-iJ'12) ,  s = (z - ( z )) fo . Значение постоянной IP подбирается в про­
цессе расчеп вэ уСJЮВИя слабого изменения второго сомножителя на ин­
тервале -h с; s с; О. 

С DOМOIQWD овсаиного метода получено численное решение уравнения 
для дaJJWJero спеца за круговым цилиндром, для осесимметричной и плос­
кой эaтoJDJeiiJIWX npyi, а также для слоя смешения плоскопараллельных 
потоков. � 1П'О решение последней задачи представляет собой 
асимптопосу реяч а· уравнений (3 .58) - (3 .60) для струй при х -+ О. 
YpaвнeнJIJI дus �ьного слоя смешения выписаны в работе Сабель­
JDПСова [ 1982в] . Апомедельной координатой � �есь является отношение 
� = vlx, а 11ВТ01110де.11U плотность вероятностей описывается выражением 

z - ( z) ,  F(z, х ,  у) = о�1 g(s, , f), s, = 
о, 
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где а� = ( z2 >, - ( z )� - дисnерсия пульсаций концентрации в турбу­
лентной жидкости . В названной работе показано , что уравнение для функ­
ции g вырождается в обыкновенные дифференциальные уравнения на ли­
ниях � = - оо и � = оо , которые являют�я особыми, аналогично линиям 
� = О  (ось или nлоскость симметрии) и � = оо в струях и следах . Функции 
g(s, , - оо) и g(s, , 00) , как и /.., (t )  в § 3 .5 (см. (3 .53) ) ,  выражаются че­
рез функцию Эйри . Если Iim ( z ) = 1 , Iim ( z )  = О, то к(s, , оо) onpe-E -- ... t -
делена на интервале - [/2 (00) - 1 ]  - l / 2  � - 1 ,ЕО2 Е;; s ,  < оо и связана с 

/.,. (t) СЛедуЮПОfМ СООТНОШеНием: g(s, , 00) = (/2 (оо) - 1 ) l / 2/.., (t) , t = 1 + 
+ [/2 (оо) - 1] 1 12 �, . Функция g(s, , - 00) связана с g(s, , 00) очевидным 
равенством g(s, , - оо) = g( -s, , оо) . Постановка краевой задачи осущестеля­
ется так же , как и в течениях с осью или плоскостью симметрии . 

На рис. 3 . 1 9, 3 .20 nоказаны некоторые из результатов расчетов для еле­
� за круговым цилиндром и слоя смешения двух плоскоnараллельных 
потоков , полученные в статьях Сабельникава [ J 982б, в ] . На этих же ри­
сунках нанесены результаты измерений в следе , выполненных Фрс.ймусом 
и Уберои [ 1 97 1 ) , Ля Рю и Либби [ 1 974) , и в сЛое смешения на начальном 
участке затопленной nодогретой плоской струн - Раджагопаланом и Анто­
ниа [ 1 980] . Видно , что они весьма удовлетворительно согласуюtся с вы­
численными значениями . В расчетах задавались профили средних скоростей , 
концентрации и скалярной диссипации , осредненной по турбулентной жид­
кости . Для этого испольэовались экспериментальные данные Ля Рю и Либ­
би [ 1 974] , Фреймуса и Уберои [ 1 97 1 )  (след за цилиндром) и Раджагопа­
лана и Антониа [ 1 980) (слой смешения) . 

Измерения скалярной диссипации в слое см�:шения в литературе неиз­
вестны, поэтому функция ( N ), нахоД)Iлась с помощью формулы <1' ' ) 1  = 
= < N >/"Y. rде ( N) описывается посредством эмпирического соотноше­
ния ( N )  = x a2 ( e)/q2 ,  Х = 2 (см. ,  наnример, Бегье , Декейсе и Лондер 
( 1 978) ) .  Для пояснения отметим, что это соотношение есть не что иное , 
как предположение о пропорциональности временного масштаба пульса­
ций концентрации a2 /( N ) и обычного временного масштаба турбулент­
ности Q2/( E) . 

Значения дисперсии концентраi.Uiи al и коэффициента персмежаемости "'(, 
входящих в nриведеиную формулу для ( N) , ,  брались из опытов Раджа­
гопалана и Антониа ( 1 980] . Диссипация энсрmи турбулентности ( е ) и 

дис�ерсия скорости взяты из опытов Виньянски и Фидлера [ 1 970 J *) . 
Профиль скалярной диссипации в турбулентной жидкости .( N), в сле­

де за цилиндром приведем на рис. 3 . 1 6 .  Он получен на основе иЗмерений 
безусловно осредненной скалярной диссипации ( N> Фреймусом и Уберои 
( 1 97 1 )  и коэффициента перемежаемости "У Ля Рю и Либби [ 1 974) по фор-

•) Отметим, что описанный здесь сnособ оnределения скалярной циссиnацнн в слое 
смешения с nривлечением а из оnытов выбран только дпв уnрощения расчетов. При 
более строгом nодходе cкanJipнu ци ссиnацив должна также нахоциться в nроцессе 
численного решенив по приведеиной фо рмуле (nри этом < N > 1 заново пересчитыва­
ется на каждой новой итерации) . Хорошее соответствие расчета по уn)ЮщеНной мето­
цике с эксnериментальными значениями а говорит о том, что указанное уточнение 
не изменит замеmо решение.  

9.  t'.P.  Кузнецов 129 



Рис. 3. 1 9 .  Сравнение результатов расчета средНеквадратическоА nульсации коiЩекrра­
ции и коэффицие:па nеремежаемости в следе за круrовЫм цилиндром с эксnеримеи­
талwtыми данными Ля PJD и Либби ( 197 4, 1 97 6 )  и ФреАму.са и Уберои ( 1 97 1 ) ; 
а) cnлowнu кривu - расчет а/ас ; з •. ачки - результаты измерения а/ас Ля PJD и 
ЛИбби ( 1 97 4 1  (условИ.II оnытов указаны на рис. 1.14) ; штриховц крИВ8.11 - результа­
ты измерения а/ас Фреймусом и Уберои (условия оnытов указаны на рис. 3.16) ; 

t = х2 / ../ (х1 - х1 0 )d, ас - средНеквадратичесl'ое значение nулtк.о�циА КОIЩеитрации 
на nлоскости симметрии следа; 6) cnлowнu кривu - расчет 'У ; значки - результаты 
измереиv.я 'У Ля PJD и ЛИбби ( 1 97 6 )  (условИ.II оnытов указаны на рис .. 1.14) ; 

t = xz / J (x, - x, o ) d . Условия расчетов : t J  = 1, r J = 3, 1 = 5 1 , J = 1 2 1  

муле ( N ) ,  = ( N )/'Y- Заметим, что определенный таким косвенным спо­
собом профиль ( N) , аналогичен профилю условно осредненного квад­
рата производной температуры ( ( а Т/ дt)2 � '·' прJiмые измерениJI которо­
го проведены Фабрисом [ 1 979а, б] . Эти данные приведены на рис. 1 .7 .  

И з  расчетов следует, что практически в о  всей области, где «оэффиiUiеНт 
перемежаемости близок к единице , плотность вероJIТНостей концентрации 
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спабо отличается от rшотности нормального распределения. Этот вывод 

согласуется с данными измерений коэффициентов асимме1'рИИ и эксцесса, 

которые в рассматриваемой обпасти получены J1JI Рю и Либби [ 1974] , 
Антониа. Прабху и Стефенсоном [ 1 975] , Венкатарамани и Ыеврэ [ 1978) , 
Бэрчем, Брауном, Додеоном и Томасо� [ 1 978) . Он подтверждается также 

пряr.tыми измерениями rшотности вероятностей , результаты которых 

представлены в указанных работах, а также в статьях Кузнецова [ 197 1 ]  , 
Щербины [ 1 982) , Голованова и Щербины [ 1 979] ,  Мешкова и Щербины 

[ 1 979] и ряде друrих работ . 
Результаты расчетов позволяют также сделать вывод о том, что транс­

формаQИJI rшотности вероJIТНостей концентрации в предельную зависи­

мость, которая дается формулой (3 .53) , происходит в довольно узкой 

обпасти . Так , для спеда это происходит в интервале 0,3 <; t ..;;; 0,45 

(рис. 3 .2 1 ) .  Следовательно, в первом приближении можно _выделить .  две 

обпасти, в которых качественный . ьид rшотностн · вероятностей сущест­

венно различ�н . В первой обпасти, где 'У ::= 1 ,  rшотность вероятностей близка 

к нормальной, а во второй, rде существенна перемежаемость, rшотносп. 

вероятностей описывается выражением (3 .53) . 
Сформулированный вывод имеет большую практическую ценность, 

поскольку он оправдывает основные предположения,, использованные в 

§ 3 .5 при развитии простого nриближенного метода описания rшотности 

вероятностей концентрации в турбулентных струях. 
Завершая обсуждение численного решения, кра1ко остановимся на 

результатах расче ·а фунКJrии "'• фигурирующей в выражении (3 . 1 8) для 

6 о - 1 D 1 а - 1 cz 1 
6 - 2 6 - 2 
a - :f 0,99 9 - 3  о 
• - 4 о - 4 
• - 5 0.,9 
+ - 6 о .а 
• - 7 0,8 

О,+ 
0,2 

о 0,1 

о о.Ьt 

о 0,1 0, 2 
Рис. 3.20. Сравнение реэуп .. татов расчета среднеквадра1Ическоl пупы:ации концентра­
ции и коэффициент. перемежаемОС1И в спое смеwеиn с экспериментапъиымн � 
ми Раджаrопапана и Антониа ( 1980] , попучениыми в спое смеwени• на началъиом 
участке эатомениоА ПодОгретой москоА струи. Значки - оПЫ1ИЬlе даииь1е. Успрвn 
опытов: Red = u,d/11 = 2,6S · 1 04 , d = 2,S4 см, u0 = 16, 1 м/с; а) смо� кривu -
расчет а; эначки - l_)еэупьтаты измерени• а; 1 - x/d = 1, 2 - x/d = I ,S, З - x/d • 2, 
4 - x/d = 2,S, 5 - x/d = 3, 6 - x,d = 3,S, 7 - x/d '" 4, � .. у /х ; 6) смо� кривu -
расчет 'У ;  значки - результаты измерени• 'У ;  1 - x/d • 1 ,  2 - x/d .. 2, З - x/d = 3, 
4 - x/d = 4, � = у/х. YcnoвиJr расчетов: � 1 = -0,3, � 1 = 0,4, 1 = 1 0 1 ,  J • 121 ; система 
координат, как на рис. 1 : 1 6 ;  масштаб по оси ординат выбран таким образоJ�, чтобы 
нормапъиое распределение (функцн. ошибок) изображалось пр•моl пнниеА 
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g 

0,1 

-f _, о 1 1 't 
Рис. 3.2 1 .  PacC'IIIТIIOIWe JЩотносrи веро.IIТНостеА концентрации в турбуnеитноlt жидl<о­
стн на р&3JIИЧИЫХ рассто811Иах от mоскостн симметрии в автомодельном следе за 
круrовым ципиидром. g = a1P1 = a1!/ < z  71 , s1 = (z - < z  > 1 ) fa1 

условно о среднеиной скорости ( v )  z . Характер изменения этой функции 
оказался одинаковым во всех рассматриваемых течениях. Оm�шем ero на 
примере течеНИ.R в следе . Максимальное значение w принимает при � = О, 
w(O) s:t: 0,5 (в струях и слое смешения максимальные значения w несколь­
ко меньше; см. также рис. 3 . 14) . Вблизи плоскости симметрии, rде коэф­
фи101ент перемежаемости близок к единице, функция w медпенно падает 
с увеличеннем � . Быстрое падение имеет место в области, rде происходит 
перестройка плотности вероятностей к предельному виду (3.53) . При боль­
ших �, т .е . на краю следа, функция w практически равна нулю. 

Неиулевые значеа.rя w обуславливают отклонения ( v )z от линейной 
зависимости (3 . 16) . Из (3 . 1 8) видно, что эти отклонения начинают заметно 
сказываться в диапазоне амплитуд концентрации 1 z - < z > l !o � 1/w. 
ECJJи w � 0,5 , то линейная зависимость вполне удовлетворительно OIDICЫ· 
вает ( v >z в диапазоне 1 z - ( z ) l /o � 2. Этот диапазон захватывает 
заметную часть области, в которой происходит основное изменение плот­
ности вероятностей . Таким образом, как и ожидалось (см. § 3 .3) , откло­
нение ( v >z от линейной зависимости существенно только при весьма 
больших амплитудах концентрации . В этом смысле найденные значения w 
моrут считаться достаточно малыми . 

§ 3.8 .  Структура изоскалярных nоверхностей 
в турбулевтвых потоках 

Геометрическая интерпретация nлотности вероятностей концентрации,  
данная в § 1 3 , и рассмотренная в § 3 .2 rипотеза о статистической незави­
симости полей скалярной диссипации N и концентрации z в турбулентной 
жидкости позволяют выяснить структуру изоскалярных поверхностей в 
турбулеНТНЫХ ПОТОКаХ. Как бьmо указано ВО ВВедеНИИ К ЭТОЙ rлаве , ИС· 
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слецованtiе указанноrо вопроса представляет интерес по двум причинам. 
Во-первых, оно позволит по-новому вывести rраничные условия (3 .5) 
и дать им щюзрачную физическую интерпретацию. Во-вторых, в результате 
такого исследования появляется дополнительный взгшщ на перемежас­
мость . Предварительное обсуждение этих вопросов содержалось в конце 
§ 3 . 1 . 

Для простоты рассуждений сначала ограничимся случаем статистически 
однородного поля концентрации, а затем дадим обобщение полученных 
результатов на неоднородный случай . 

1 .  Иэоскалярнwе повер:хиОСJИ, расnоложенные внутри турбулеН111ой 
жидкости. Рассмотрим вначале изоскалярные поверхности, расположен­
ные внутри турбулентной жидкости, т .е .  z =!= О и z =!= 1 .  Для краткости 
эти изоскалярные поверхности далее называются внутренними. • 

Основной интерес будут представпять следующие две характеристики -
средняя площадь ( Sz ) изоскалярной поверхности z (x, t) = const и сред­
нее расстояние d( hz >  между двумя близкими изоскалярными поверх­
ностями z = const и z + dz = const . Предполагая статистическую незави­
симость концентрации и модуля градиента концентрации, из формулы 
( 1 .26) получим 

-yP,(z) = lim < Sz> v- •(1 � � - •> , О < z <  1 .  (3 . 1 00) 
V -+oo дn t 

Легко видеть , что выражение для d( hz:> при этом же предположении 
имеет следующий вид: 

d( hz ) = dz� :: � -), . (3 . 101 }  

В соотношениях (3  . 1  00) и (3  . 1  О 1 ) , как и в § 1 .3 ,  n - нормаль к изоска­
лярной поверхности z = const ,  а V - объем, внутри которого расположена 
рассматриваемая изоскалярная поверхность. 

Найдем зависимость площади ( S11 )  и расстояния d( hz ) от числа Рей­
нольдса . С этой целью пренебрежем в (3 . 1 00) и (3 . 1 0 1 )  nульсациями ска­
лярной диссипации . Это вполне оправдано, так как известно, что учет 
этих пульсаций при определении моментов не слишком высокого порядка 
приводит лишь к малым поправкам (см., 7-!ап имер, Моник и Яглом 

� дz , - ·> 
[ 1 967] ) .  Тогда можно заiUiсать - - -- (D - коэффициент 

дп t < N > ,  
молекулярнои диффузии) , и ,  следоват�льно , из выражений (3 . 1 00), (3 . 1 01)  
находим 

( Sz )L /(j:j'), /'(ii),L 1 1 2  - - -yP, (z )L ..j �-- :: -уР, ..j :.:..:...:...!. __ Re , 
V D q 

d < hz > 1 ГD г-q _ 1 1 2  - - - v �-- dz = dz -./ �-- Re . 
L L < N> , < N> ,L 

(3 . 102) 

Здесь по-прежнему L - интегральный масштаб турбулентности , q - сред­
неквадратическое значение пульсационной скорости . Поскольку Фvнкции 
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< N > , ,  'У и P, (z ) от 'Dicлa Реинольдса не завиСJП (см. rлаву 1 ) , то иэ 
(3 . 1  02) полу'Diм следующую оценку WJR внутренних иэоскалsриых по­
верхностей : 

< s� >L 1 / 2 -- - Re , 
v 

d( hz) _ 11 2  -- - Re . 
L 

О <  z <  1 .  

Здесь предполаrается , что P,(z) -::1= О,  О <  z < 1 .  

(3 . 1 03) 

Соотиошеииs (3 . 1 03) покаэывают, что с увеличением 'DICЛa Рейнольдса 
среднss площадь произвольной внутренней иэоскалsриой поверхности 
( S z ) (О < z < l )  иеоrраничеиио растет, а среднее расстоsние d ( h z ) 
между двумs близкими внутренними иэоскалsриыми поверхностsми 
неоrраничеино умеиьшаетсs . Подчеркнем,  что оценка площади в (3 . 1 03) 
неприменима WJS предельных иэоскалsрных поверхностей z = О и z = 1 ,  
поскольку иэ (3 . 1 02) , в силу rраничиых условий (3 .5) , формально сле­
дует < S� >  = О. Конечно , равенство нулю эдесь надо понимать в том смыс­
ле, что рост площади предельных иэоскалsриых поверхностей при Re _., оо 
происходит слабее , чем по закону .../Re (см. также § 3 .3) . Чтобы найти 
количественную оценку площади этих поверхностей, необходимо при­
влечь более тонкие соображениs .  Они рассмотрены в следующем пункте 
даииоrо параrрафа. 

Интересно сравнить с формулами (3 . 1 03) известные результаты Бэт­
челора [ 1 952 ]  и Б этчелора и Таунсеида ( 1 956] , полученные в предполо­
жении D = 0: 

-- - ехр - Re 
< Sz>L ( tq ..JRi) 

V L ' 

d( h�> ( tq ) 
-L- - ехр - L  VRe . 

(3 . 1 04) 

Иэ формул (3 . 1 03) , (3 . 1 04) видно, что в обоих случаях влияние 'DICЛa 
Рейнольдса качественно одинаково . Однако при D = О это влияние выра­
жено существенно сильнее, чем при D -::1= О. Обьsсиеиие этоrо различия осно­
вано на следующих соображеииsх. При D = О иэоскалsриая поверхность 
состоит иэ одних и тех же жидких частиц. Если же D -::1= О, то частицы, при­
иаWJежащие иэоскалsриой поверхности , rибиут, т .е . молекулярная диф-
фузия сrлаживает складки, возиикающие на такой поверхности . 

· 

Соотиошеииs (3 . 1 00) и (3 . 1 0 1 )  сов • .tестио с предположением (1 �: � - �), - VD/< N >, поэволsют также установить изменение ( Sz> и 

d( hz > во времени , если плотиость вероятностей коицентрации P,(z, t) 
известна . Приведем соответствующие формулы WJS двух предельных 
случаев , проанализированных в § 3 .4 .  На начальном этапе вырождениs 
иэ соотношений (3 .32) , (3 . 1 02) и соотношения . (3 .3 1 )  WJЯ скалsриой 
диссипации < N > ,  = a f t, а = 1 /п2 , полу'Diм 
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( Sz) 
v - � д. 

to D 
(3 . 1 05) 



Напомним, что эдесь to -; масштаб времени, определsемый. круnиыми 
вихрами в слоsх смешениs на поздней стадии раэвитиs процесса. 

На заключительном этапе вырождениs пульса101й концентрации (не пу­
тать с заключительным этапом вырождениs турбулентности; см. замеча­
ние в § 3 .4) , в силу (3 .27) , справедливы соотношениs 

< Sz >  _ ..!_ 
ехр

[
-

(z - ( z ) )2 ] ((N}� 1 / 2
, V о 2о2 D -) 

d( hz) - g 
< N> , 

(3 . 1 06) 

Иэ соотношений (3 . 1 05) и (3 . 1 06) видно, что среднее расстоJIНИе меж­
JJУ изоскалsрными поверхностsми монотонно возрастает. В то же времs 
при D = О, согласно выражению в (3 . 104) ,  это расстоsние монотонно убы­
вает. При D Ф О на начальном этапе вырождениs среднss площадь любой 
иэоскалsрной поверхности возрастает. На конечном этапе средние пло­
Шади всех изоскалsрных поверхностей, за исключением поверхности 
z = ( z ) , уменьшаютсs. Среднss площадь поверхности z = ( z ) всегда 
со временем увеличиваетсs. При D = О, как это cлeJJYeT из (3 .1 04) ,  ( Sz) 
всегда возрастает. Заметим, что формулы (3 . 104) приближенно справед­
ливы и при D Ф О до тех пор, пока эффекты молекулsрной диффузии 
не начнут играть заметной роли, и уже нельзs будет пренебречь процессом 
rибели отдельных :жидких частиц на изоскалsрной поверхности. 

2. Предет.11Ые вэоскiШJiрные повер:хвоС'ПI. Остановимев теперь на оцен­
ке средних плошадей ( S0) и ( S 1 } предельных изоскалsриых поверх­
ностей z = О и z = 1 . Необходимо отметить, что формальное определение 
указанных иэоскалsрных поверхностей представлает известные трудности. 
Здесь под поверхностsми S 0 и S 1 буJJУТ понима:тьсs те  поверхности, к ко­
торым при Re -+ оо стремпев соответственно изоскалsрные поверхности z0 = const z.., = const oRe- 1 14 и z1 = 1 - const oRe- 114 • Такое определение 
вполне естественно с точки · зрении анализа, проведеиного в § 1 .3 ,  где по­
каэано, что в фазовом пространстве эффекты, \)бусловленные молекулар­
ной диффузией , существенны в узких областsх, расположенных вблизи 
границ фазовоrо пространства z = О и z = · 1 , а характерный размер этих 
областей порsдка o Re- 114 = z.., (см. формулу ( 1 .36) ) . 

Поскольку обмен между турбулентной и нетурбулентной жидкостsми 
носит односторонний характер (напомним, что жидкие частицы не моrут 
выходиrь из области завихренного течениs, т .е .  среда всегда втекает в 
турбулентную жидкость) , то нормальнаs компонента скорости среды 
относительно изоскалsрных поверхностей z = Zo и z = z 1 имеет вполне 
определенный знак. Это обстоsтельство резко отличает изоскалsрные 
поверхности z = z0 и z = z 1 от внутренних изоскалsрных поверхностей, 
расположенных в турбулентной жидкости. 

Зависимость ( S0} и ( S1 )  от числа Рейнольдса можно установить 
с псмощью соотношениs (2. 1 7) , описывающего скорость изменениs объе­
ма, заключенного между изоскалsрными поверхностsми. Дns этоrо Ilpo· 
интегрируем (2. 1 7) по z от некоторого варьируемого в дальнейшем уров­
нs z до 00 • Имеем dVz fdt = f vndSz , где Vz - объем, в котором концентра-
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циs больше или равна z , п = vz/ 1 vz l . Это соотношение можно предста­
вить в виде 

dVz 
dt = u� Sz , 

1 
��� = - fvndSz , 

S: 
(3 . 1 07) 

где �� � - осредненное значение нормальной компоненты скорости дви-
жения поверхности z = const относительно среды (осреднение произво­
дится по поверхности S z ) . 

Оценим сначала амплитудУ пульсаций скорости движения поверхности 
z = const относительно среды. Для этого обратимся к уравнению (2. 1 8) . 
Как видно из соотношения ( 1 .38) , входяJWtе в (2 . 1 8) величины Vz и !:t.z 
определяютсs мелкомасштабными пульсациями . Поэтому амплитуды 
пульсаций рассматриваемых величин можно найти из теории локально 
однородной турбулентности . Тогда, считая, что 11 - D, и пренебрегая цуль­
сациями скалярной диссипации и дисqшации энерrии , получаем 1 Vz l -
- z11 /11, 1 !:t.z 1 - z11 /112 , где 11 - колмогоровекий масштаб. Используя 
эти оценки, из (2. 1 8) заключаем, что 

l u,. l - [ ( e }v] 114 - q Re- 114 , 1111 = vn. (3 . 1 08) 

Приведеиное соотношение дает оценку амплитуды пульсаций скорости 
любой изоскалярной поверхности относительно среды и ничего не говорит 
о знаке этой скорости. 

Из обtЦИх соображений можно предположить, что для внутренних изо­
скалярных поверхностей знак этой скорости случайно м�няется . Поэтому 
величина u E , входящая в (3 . 1 07) , меньше , чем q Re- 1 14 .  Полученные 
выше результаты указывают на то, что скорость Uz: даже много меньше,  
чем qRe- 114 • В самом деРiе, поскольку распределение вероятностей не за­
висит от числа Рейнольд�. а ( S, ) - Re 1 1 2  при z ::1= О или z Ф 1 ,  то из 
(3 . 1 07) вытекает, что U ;r  - qRe- 1 12 , т .е .  большие положительные эначе­
ния u11 компенсируются большими отрицательными значениями. 

Предельные изоскалярные поверхности вецут себя отличным от рас­
смотренного образом. Действительно, поскольку траектории частиц не мо­
rут выходить за границы турбупентноь жидкости, то знак скорости движения 
таких поверхностей относительно средЫ всеrда один и тот же .  По этой при­
чине формула (3 . 1 08) пригодна для оценки величины u E . Тогда из (3 . 1 07) 
и (3 . 1 08) получаем 

< S:>L 
1/4 -- - Re 

v 
' z ='о. z = 1 .  (3 . 1 09) 

Обобщение полученныJt выше результатов на случай неоднородноii тур­
булентности очевидно. Для этого необходимо только в основных соотно­
шениях произвести замену < S:> -+ d( Sz> и V -+ dV .  Т�:м самым характер 
иэменеНИ.II величин d( Sz> и d( hz >  при Re -+ оо остается прежним. 

3.  Св.11эъ струК'I)'рЫ изоскалярных поверхностей с грани1111Ыми усло­
вuми и перемежаемостыо. Из формул (3 . 1 00) и (3 . 1 09) вытекает, что 

Р, = 0, z = 0, z = 1 ,  Re -+ оо,  
r.e . имеем граничные условия (3 .5) , полученные в § 3 . 1  из уравнения 
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Рис. 3 . 2 2 .  Комбинаци.& из двух мноrоугоnЫОiков с очень б011ьшнм числом сrорон (ри­
сунок эаимсrвован из сrатьи Манделъброта (.1977 ) ) 

для мотиости вероятностей концентрации (2 . 1  S) с помощью формаль­
ноrо математическоrо приема. Прнведен�;�ый здесь вывод показывает, 
что эти rраничные условия выполнены при конечных. числах Рейнольдса 
с точностью Re- 1 14 •  

Значение формулы (3 . 1 09) заключается не только (точнее, не столько) 
в том, что она позволяет дать друrой способ вывода rраничных условий.  
Главная ее ценность состоит в придании .11сноrо физическоrо смысла этим 
rраничным условиям. 

Кроме тоrо, формулы (3 . 1 03) и (3 . 1 09) дают возможность провести 
определенную аналоrию между предельными и внутренними изоскаляр­
ными поверхностями ,  с одной стороны, и внешней и внутренней переме­
жаемостью - с друrой (см. конец § 3 . 1 ) . Действительно , в соответствии с 
(3 ._1 03) и (3 . 1 09) мощадь и тем самым степень искривле_нности предель­
ных рзоскалярных поверхностей существенно меньше, чем промежуточ­
ных. Следовательно, если внешней перемежаемости поставить в соответ-

Рис. 3 . 2 3 .  НачаnьнаJI комбинаци.i: (слева) и 
nервый war в процедуре (справа) , приво­
дащей к картине на рис. 3 .22  (рисунок эаим­
сrвован из сrатьи Маидеnьброта ( 19 7 7 ) ) 
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ствие колебанив предельных изоскалярных поверхностей, а внутренней 
перемежаемости - колебаниа промежуто1111ых изоскалярных поверхностей, 
то получитса модель перемежаемости, качествеiПiо близкаа к образу губки, 
предложенному в § 1 . 1 . 

Опнсаннаа модель турбулентной жидкости проаснsет и смысл проце­
дуры осредиениа (рассмотренной в § 1 . 1)  как способа определенна гра­
ниц турбулентной жидкости и выделениs внешией перемежаемости. Макси­
мальнаа гладкость указанной границы и степень искривленности предель­
ных изоскалярных поверхностей тесно взаимосвязаны между собой. 

Интересный математический пример, с помощью которого можно про­
иллюстрировать описанную физическую картину структуры изоскаляр­
ных поверхностей в турбулентных потоках при больших числах Рейнольдса, 
содержится в работе Мандельброта [ 1 977] . Кратко остановимев на обсуж­
дении этого примера. На рис. 3 .22, заимствованном из работы Мандельбро­
та, изображена комбинация из двух многоугольников (полигонов) с 
очень большим числом сторон . .Эта комбинация представлает собой не­
который промежуто1111ый шаr в бесконечной проце.цуре, когда один из 
полигонов интенсивно искривлаетса вокруг себа (аналоrи1111о тому, как 
это делается при построении кривой, заполняющей плоскость) , а второй 
окаймляет первый. Такие полигоны можно рассматривать как некоторые 
образы изоскалярных поверхностей . Один из попигонов (внеПDIИй) соот­
ветствует границе турбулентной жищсости , внутренний - векоторой изо­
скалврной поверхности, расположенной в турбулентной жидкости . Искрив­
ленив полигонов соответствуют rидродинамическим деформациям. На­
чальнав комбинация и первый шаг этой конструкции изображены на 
рис. 3 .23 (также заимствованном из работы Мандельброта) . Дальнейшие 
подробности построенив описаны в рассматриваемой работе . Поскольку 
на каждом шаге конструкции периметры обоих полигонов умножаютсв 
на число, большее единицы, то длины соответствующих предельных кривых 
равны бесконечности . Но оказывается, что степень заполнения плоскости 
первым многоугольником больше, чем степень Изогнутости второго. Вы­
численна, проведеиные Мандельбротом, дают количественную характе­
ристику этого утверждении. Обе предельные кривые ввлаютсв фракта­
лвми,  полученными с помощью бесконе1111ого числа преобразdВаннй подо­
бив (см. § 1 . 1 )  . Размерность Хаусдорфа - Безиковича первой кривой 
равна d = 2, второй d � 1 ,37 .  Рассмотренный пример, естественно, носит 
частный характер. 



Г Л А В А 4 

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
MEЛICOMACIIITAБHOЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

Изучение характеристик мелкомасштабных турбулентных двюkс:.ttИЙ 
представляет значительный интерес по трем причинам. Во-первых, дви­
жение мелких вихрей является наиболее простым типом турбулентных 
движений, и , следовательно , ero описание встречает наименьшие труд­
ности . Вместе с тем закономерности, установленньrе при исследовании 
мелкомасштабной турбулентности, важны для понимания структуры 
произвольноrо турбулентного потока. Во-вторых, изучение характерис.­
тик мелкомасштабных флуктуа101й может оказаться полезным при созда­
нии так называемых подсеточных моделей турбулентности. В этом под­
ходе крупномасштабные движения описываются уравнениями, сходными 
с уравнениями Нааье - Стокса, а мелкомасшта�rе - характеризуются 
турбулентной вязкостью, зависящей от энерrии и масштаба мелких вих­
рей . В-третьих, как отмечалось во введении, понимание структуры мелко­
масштабных движений важно при изучении химических реакций в турбу­
лентных потоках. Например, при rорении химические превращения про­
исходят в очень тонких зонах и, следовательно, структура таких зон в 
первую очередь определяется мелкомасштабными пульса101ями. 

Напомним основные идеи теории мелкомасштабной турбулентности. 
Первый шаr в построении Этой теории принадлежит Ричардсону [ 1 922 ,  
1 926] , в работах котороrо сформулированы качественные представпениЯ 
о каскадном характере передачи энерrии по спектру турбулентности, т .е. 
о том,  что мелкие вихри получают энерrию в результате последовательного 
дробления крупных вихрей . Количественное описание этоrо процесса дано 
Колмогоровым [ 1 94 1 ) и Обуховым [ 1 94 1 ] .  Оно основано на использо­
вании структурных функ101й и их спектров,  т.е. величин вида 

D;j (r) = < [ и ; (х) - щ(х + r)] [щ (х) - щ(х + r)] ), 
Е;i (к) = fD;iexp (iкr)d3r 

(к - волновое число) . Очевидно, что характеристики крупиомасшта� 
ных движений слабо меняются на расстояниях порядка r ,  если r достаточно 
мало по сравнению с интегральным масштабом турбулентности. Поэтому 
разность скоростей в двух близко расположенных точках наиболее под­
ходит для описания мелкомасщтабных флуктуа101й. Следовательно, изу­
чение структурных фуик101й и их спектров представляет наибольший 
интерес. 

Колмогоровым и Обуховым предпола1·алось, что при очень большом 
числе Рейнольдса МОtКНо выбрать столь малое значение r , что цепочка 

139 



последовательных дроблений крупных вихрей , приводящая к появлению 
вихрей с размером r , окажется очень длинной . Поэтому параметры, опи­
сывающие мелкомасштабные флуктуации , достаточно сл�>бо зависят 0 1  
структуры крупномасштабной турбулентнос'П1, в силу чего они должны 
быть стаmстически однородны и изотропны. Ими предполагалось также, 
что одной из важнейших величин, характеризующих последовательное 
дробление вихрей, является средняя скорость передачи энерrии по спектру 
турбулентности . В равновесных условиях эта скорость равна днссипации 
энерrии -< е ) .  Другой важной величиной, определяющей структуру мел­
комасштабной турбулентности, является коэффициент кинематической 
вязкости v . Поэтому из соображений размерности и статистической изо­
тропкости вытекают следующие формулы: 

D;; = (< e >r)21 3 [t(�) r
;:i + g (�) Б ;;J . 11 = 

<
v
e

3::4 , 

где 71 - так называемый колмогоровекий масштаб длины, который харак­
теризует влияние вязких эффектов на структуру мелкомасштабной тур­
булентности , а f и g - произвольные функции одного аргумента r/11. Осно­
вываясь на известном принципе автомоделькости турбулентных течений по 

числу Рейнольдса , естественно предположить, что при L � r � 71 - L Re- 3/4 , 
т.е. в так называемом инерционном интервале, структурная функция 
не зависит от вязкости . Следовательно, f = const , g = const nри r/11 � l .  
Отсюда, в частносm, была получена Формула 

Dt 1= С(< e ) r)213 , 
где С - пекоторая постоянная, часто называемая постоянной Колмогорова . 

Обобщение высказанных соображений на случай структурных функций 
nроизвольного порядка не составляет труда. Например, можно получить 
соотношение 

( vn) - ( ( e )r)nfЗ , v = u (x) - u(x + r) . 
Следующий шаг в развитии теории мелкомасштабной турбулентности 

сделал Ландау (см. Ландау и Лифшиц ( 1 954 J ) ,  который заметил , что дис­
сиnация энергии распределена в турбулентном потоке случайным образом. 

Позтому можно дать оценку vn - (er ) nfЗ , осредняя которую, получим 

( vn) - ( enf3 ) rnf3 . 
Анализ, проведенный в книге Моюmа и Яглома [ 1 967) , показал, что еде· 

ланное уточнение несущественно, если распределение вероятностей диссипа­
ции не обладает некоторыми аномальными особенностями. Эксперименты, 
направленные на выяснение этого вопроса, показали, что такие особенности 
действительно есть (Бэтчелор и Таунсенд [ 1949) , Гурвич и Зубковекий 
[ 1 963] , Куо и Корсии [ 1 97 1 ) , Вингаард и Пао [ 1975 ) , Гибсон и Масейо 
[ 1975) , Холмянекий [1970, 1972] , Шампань, Пао и Виньянски [ 1976) 

и др .) , на что указывалось в § 1 . 1 .  Эти особенности обусловлены внутрен­
ней перемежаемостью турбулентных течений, уже обсуждавшейся в главе 1 .  

Поэтому сформулированные выше представления бьlли уточнены в рабо­
тах Колмогорова [ l 962a, б] , Обухова [ 1 962] . Уточнения оснnваны на 
рассмотрении диссипации энергии е, , осредненной по пекоторой области 
(например, шару) с характерным размером r .  В рассматриваемых работах 
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высказан ряд соображений , свидетельствующих о том, что случайная веJJи­
чина е, распределена по логарифмически нормальному закону . Этот вывод 

позволяет вы'IИслить величину ( е  nf Э) и тем самым найти структурные 
функции вида ( v" ) .  Логарифмически нормальный характер распреде­
ления вероятностей диссипации энергии вытекает также из гипотезы подо­
бия , выдвинутой Я гл омом [ I  966] , Гурвичем и Я гл омом [ 1 967] . В рас­

сматриваемом случае имеем ( е;' ) �  ( e)n (r/L Гiln(n- l )/ 2 , где р. - пекото­
рая постоянная , Отсюда вытекает, что зависимость структурных функций 
типа ( v" )  от расстояния между точками , в особенности структурных 
функций высокого порядка (n > 1 ) , отличается от зависимости , предска­
зываемой неуточненной теорией локально однородной Уурбулентности . 

ОrраничеЮiый обьем _ книrи не позволяет провести детальный анализ 
всех уточнений теории мелкомасштабной турбулентности. Поэтому укажем 
лишь основные из полученных результатов.  1) В рамках всех теорий 
уточнения приводят к малым поправкам к закону "двух третей", т .е .  к 
формуле D1 1  = С( < е ) r )21 3 •  Этот закон в настоящее время хорошо под­
твержден экспериментально в самых разнообразных турбулентных тече­
ниях (см., например , обзор литературы, приведенный Моииным и Яrломом 
[ 1 967] ) .  2) Уточнения оказываются существенными лишь r.ри рассмотре­
нии структурных функций высокого

" 
порядка. В частности, во всех предло­

женных схемах коэффициент эксцесса пульсаций диссинации стремится 
к бесконечности при неограниченном увеличении числа Рейнольдса (Яrлом 
[ 1 966) , Новиков и Стюарт [ 1 964] , Новиков [ 1 97 1 ]  и др.) . Этот вывод 
подтверждается экспериментально (Гибсон и Масейо [ 1 975] , lllампань , 
Пао и Виньянски [ 1 976] и др.) и обычно объясняется внутренней персме­
жаемостью турбуленmых течений. 3) Хотя экспериментальные д3иные и 
свидетельствуют о том, что распределение вероятностей диссипации энерrии 
близко к логнормальному (Гурвич и Зубковекий [ 1 963) , Чен [ 1 97 1 ) , 
Гибсон и Масейо [ 1975] и др .) , в ряде работ справедливость этого закона 
подвергнута сомнению (Новиков [ 197 1 ] ,  Крейкнан [ 1 974] , Мандельброт 
[ 1 974 , 1 975) , Гибсон и Масейо [ 1 975 ) ) .  

Проведенный ниже анализ основан на идеях теории локально однородной 
турбулентности. Главное внимание уделено анализу тех поправок к этой 
теории, которые обусловлены перемежаемостью. Рассматриваемое явление 
понимается в смысле определения, принятого в rлаве 1 ,  т .е . анализируется 
внешняя перемежаемость. ВведеЮiое предположение основано на результа­
тах исследования главы 3 ,  в которой установлено , что коэффициент переме­
жаемости 'У меньше единицы во всех областях турбулентных течений . 
Численные расчеты , проведеЮiые в rлаве 3 ,  показали, что в струях и следах 
с:Уществуют протяженные областИ, в которых коэффициент перемежаемо­
сти настолько мало отличается от единицы , что эти различия невозможно 
зафиксировать при совремеЮiом уровне измерительной аппаратуры. Следо· 
вательно , такой подход не противоречит известным экспериментальным 
данным, из которых следует , IПО в струях, следах, поrраничных слоях и т .д. 
существуют области, в которых, казалось бы, 'У = 1 .  Поэтому представля­
ется , IПО рассматриваемое явление необходимо учитывать и при анализе 
локальной структуры турбулентности . 

Как указывалось в главе 1 ,  в нетурбулентной жидкости отсутствуеt 
каскадный перенос энергии по спектру турбулентности . Отсюда ясно, IПО 
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теория Колмогорова [ 1 94 1 )  и все ее уточнения , рассмотренные выше , 
несправедr1ивы при описан•m явлений в нетурбулентной жидкости. Поэтому 
сделанные ниже предположения формулируютен только дли турЬулентной 
жидкости. 

Одно чз основных предположений исходит из сформулированной Колмо­
горовым [ 1 962а, б] гипотезы о том, что в инерционном интервале распреде· 
ление вероятностей величины 

uk (x) - uk(x + r) 
bk = --

uk (x) - uk (x + R ) 

(по k не суммируется) при R > r зависит лишь от r/R . Эту гипотезу надо 
лишь немного уточнить , поскольку bk определено так, что не .IIВляетси 
текзарной величиной . 

Для решения проблемы привпекается выведенное в главе 2 уравнение 
для плотности распределения вероятностей разности скоростей в двух 
точках , принадлежаUUIХ инерционному интервалу. Это уравнение анализи­
руется на основе принитой гипотезы . Основнi\JI информации о его решенних 
получена при анализе слагаемого , описывающего пульсации давления . 
Установлено , что эrо слагаемое приводит к появлен100 особенностей в 
распределении вероятностей. Выдвинут рИд соображений, указываюшил 
на то , что эти особенности обусловлены перемежаемостью . 

Основные результаты, изложенные ниже, опубликованы в работах 
Кузнецова [ 1 976а, 1 977в] и Кузнецова и Сабельникава [ 198 1  а] . 

§ 4. 1. Гипотеза подобИJI 

Чтобы сформулировать основную гипотезу и пол�ь ее главные следст· 
иия , рассмотрим точки 1 - 5 с координатами х< 1 > , х< 2 > , х< 3 > , х< 4 > , х< 5 > , 
находящиеся в турбулентной жидкости . Пусть r = x<2 > - x< I ) , R = х(Э > -
- x< I ) , S = x<4 > �x< I ) , L = x<5 > - x< l ) , v = u(x<2 >) - u (x< l )), У = u(х(Э >) -
- u (x< l ) ), U = u(x<4> ) - u(xO >), w = u (x< 5 >) - u (x( l )). Здесь все скорости 
рассматриваются в один и тот же момент врем�ни. Точки 1 и 5 находятся на 
расстоянии порядка интегрального масштаба турбулентности, т.е .  L - < (и -
- < и > )2 > 312 1 ( е > ,  а разность скоростей в них w порЯдка пульсационной 
скорости энергосодержащих вихрей. Точки 1 - 4 расооложены на расстоя­
нии, принадлежащем ин�рционному интервалу спектра, т .е . 11 < r < L, 
11 < R  < L, 11 < S < L, где 11 = v314( е )-1 14 • Пусть также P,, (v, t: 1 Y, R) -
условное распределение плотности вероятностей разности скоростей в 
точках 1 и 2 при условии, что эти точки находятся в турбулентной жидко· 
сти, а разность скоростей в точках 1 и 3, также находящiаси в турбулент­
ной жидкости, равна У. 

Сформулируем основную гипотезу подобия, а именно предположим, что 
при r < R величина Р,, зависит только от v, r: Y, R .  Тоrда из соображений 
размерности найдем 

Р,, = v-3 Ро(� , ; , �) � = :: , (4 . 1) 

где Ро - безразмерная функции. 

1 42 



Прежде чем получить формальные следствия пр101sтой rипотеэы, поsс­
ним ее ,физический смысл . 

Из (4 . 1 ) видно, что пр101sтое предположение близко к гипотезе, сформу­
лированной Колмогоровым [ 1 962а, б] , так как считаетсs, что статистичес­
кие характеристики велИЧJОiы v/V универсально эависsт от r/R. В отличие 
от использованной Колмогоровым велИЧJОiы v;/ V1 (по i не суммируетсs) , 
эдесь рассматриваетсs велИЧJОiа v/V, которав sвлsетсs вектором. Поэтому 
сформулированнаs гипотеза подобия справедцива в любой системе коорди­
нат. Ее физический смысл очевиден. Параметры V и R характеризую;r 
крупномасштабное движение, v, r - мелкомасштабное.  Времs "жизни" 
первого движения.порsдка т 1  = R/V, а второго - порsдка т2 = rfv. Так как 
r < R, то т 1 > т2 . Поэтому предполагаетсs , что мелкомасштабное движение 
находитсs в статистическом равновесии с крупномасштабным. Поскольку 
VR/v > 1 , то можно выбрать М (М > 1} точек таких, что R > R<1 > > . . . > r. 
Тогда все сказанное о вэаимосвsэи движений с масштабами R и r отосит­
св и к взаимодействию движений с масштабами R (i) и R (i+ 1 ) , т.е .  процесс 
передачи энергии по сnектру турбулентности носит каскадный характер: 
Поскольку при больli.Юм числе Рейнольдса велико и число "звеНьев" каска­
да, то можно предположить, что характеристИJСи мелкомасштабных движе­
ний статистически изотропны, т .е . не эависsт от ориентации векторов V и R 
и поэтому определsютсs лишь велИЧJОiами .V и R. 

Найдем теперь формальные следствия принsтой гипотезы, кnторые 
вытекают из того , что Р11 есть условнаs плотность вероsтностей. Длs этого 
рассмотрим разности скоростей в трех парах точек: 1 и 2, 1 и 3 ,  1 и 4 и 
воспольэуемсs теоремой Бейеса 

P,,(v, r 1 и, S ) = f P,,(v, r 1 V, R)P,,( V, R 1 и, S ) d3 V, (4.2) 

где r < R < S < L.  
Соотношение (4.2) есть нел101ейное интегральное уравнение, длs реше­

ния которого воспольэуемсs следующим· приемом.  Умножим (4.2) на 
2wn + 2 и проинтегрируем по v от О no оо при tp = const , т .е . введем веnИЧJОiу 

F = 211' /
00 

vn + 2 Р dv = vn Gfп .!.._ ,,:\ 
о tt \:"• R ' 'l' 

где G - беэраэмернаs функциs. ПоследНее равенство в этой формуле 
вытекает из (4 . 1 ) . Далее потребуютсs также величины 

1 
Р�, = v2 f Р,, d tp, 

- 1  

F0 = j F dtp = VnG о(", .!.._\ 
- 1 \ RJ 

где Р�, - плотность вероsтностей модулs разности скоростей. Отметим, что 
функциs F есть преобраэование Меллина от Р,,. Испольэуs свойства такого 
преобраэованиs (Бейтмен и Эрдейи [ 1 953б) ) ,  имеем 

1 joo 1 joo 
P,, = - J  v-n - 3 Fdn,  Pf1 = --;- f v-n - 1 F0 dn. 

i -iao 1 - /оо (4.3) 
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Использу.11 введеJDIЫе обозначенИ.II, приводим (4.2) к виду 

G�, � · 1 = G�, � , 1 G 0�, �) .  
(4.4) 

G 0 = f G/", .!!._ , �d'(J. -1 �· s ") 
Соотношение (4.4) есть функциональное уравнение, которое решаетсJ 
проще, чем исходное уравнение (4.2) . Действительно, прологарифмируем 
и продифференцируем (4.4) по r и R . Найдем 

� ln Gfп .!_ ·� = 0. 
дr дR \ '  R ' "J  

Интегриру.11 это уравнение, получим 

G = H(n, '(J>(�) 
Q(n, ор)

, (4.5) 

где Н и Q - "постоинные" интегрировани.11. Прологарифмируем (4.4) и 
продифференцируем nолученный результат по R и S. Аналогичным образом 
получим 

(R )q (n ) 
G 0 =н. (п\s , 

где Н1 и q - новые "посто.IIНные" ннтегрированИ.II. 
Подставив ( 4.5) и ( 4.6) в ( 4.4) , имеем �R� Q (n, op)-q (n ) 
Ht (n) - = l .  s 

(4.6) 

Варьиру.11 (R/S ) при n = const, заключаем, что это равенство может выпол­
Н.IIТЬС.II только при Q = q . Учитываи, что Q = q, получим также Н1 = l . Таким 
образом, получаем окончательный реЗультат <r1q (n} 1 
F = VпH(n, '(J - • H1 = f H(n, t.p) dt.p = l . R -1 

Из (4.3) и (4.7) найдем также 

(4.7) 

Р?, = � foo u-п - t vп(')q <n> dn. (4.8) i - ioo R 
Сравним (4 .1) и (4 .7) . Видим, что из гипотезы подоби.11 и соображений 

размерности вытекает, что Р,, зависит от трех переменных. Дополнительное 
ограничение, основанное на том, что Р,, - условнаи ID1отность веро.11тностей, 
позвол.11ет снизить число переменных до двух. 

По.11сним смысл функций Н и q. Из (4.7) и определенИ.II функции F 
вытекает, что 

( u"tv- m ui, >v, t = vn(�)q (n �f H(n, 'Р) cp"'(l .:._ 'P2 )<n - m )/2 d'(J, (4.9) 

где uL = U'(J - проекЦИ.II вектора v на вектор r, uN = u� - компонента 
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вектора v , перпендикулярнц вектору '· Символ ( >v, ,  соответствует 
осредненюо при условии, чrо точки 1 и 2 иаходатся в турбулентной жидко­
сти, а разнqсть скоростей в точках 1 и 3 , также расположенных в- турбулент­
ной жидкости, равна V. Таким образом, q (п) характеризует зависимость 
структурной функции порадка n от расстоmиа между точками, а Н (п, !fJ) 
описывает соотношениа между различными структурными функЦИJIМИ 
одного и того же пор.идка. Видно такАСе, чrо поскольку масштабные харак­
теристики процесса определ.1110тс.и мо�остью веро.итности модуля разности 
скоростей Р�,, то осиовна.и информаЦИJI описывается функцией q (n) {из 
(4.8) видно, чrо Р�, полностью определ.иетс.и этой функцией) . Поэтому 
главна.и цель дальнейшего исследованиа - ВЫJiсиеиие вида зависимости q 
от n.  

Первое ограничение на вид этой зависимости .описываетс.и равенствами 

q (O) = 0, q (3) = 1 .  (4. 10) 

Условие q (О) = О вытекает из того ,  чrо f Р,, d3 v = 1 .  Условие q (3) = 1 
получено Колмогоровым [ 1 94 1 )  из уравнеииа Кармана - Ховарса (струк­
турна.и функЦИJI третьего пор.идка линейно зависит от расстоmиа) . Это 
условие подробно обсуждено в книrе Моиина и Яглома [ 1967) . 

Следующее ограничение может быть найдено из неравеиства Коши -
Б ун.иковского 

( .,m + rr ) 2 � ( 11 2 m ) ( 11 2rr ) V, t V, t V. t · 
Используя (4 .7) , приводим это неравенство к виду 2q(m + n) ;;;;.. q (2m) т 
+ q (2n) . Полаrа.и т = n + �п . �n -+ О , отсюда получим 

d2q 
rJn 'l � 0. (4. 1 1 )  

Последнее и ,  как будет видно далее, самое важное ограничение вытекае1 
из определениа функции F. Чтобы сформулировать это ограничение, пара­
метр n будем считать комплексным числом, т .е . рассмотрим, как зависит 
от расстоиниа ' величины вида 

( 11" >v. , = ( 11acos (tJ ln v) ) v, , + i ( 11 a sin (tJ ln 11) >v: , . 

где n = а +  itJ . 
Введем естествеиные предположении : 1 )  Р,, - ограниченная функция; 

2) при 11 -+ со плотность вероятностей Р,, стремится к нулю быстрее, чем 
люба.и степень 11, т.е. существуют структурные функции �сех пор.идков. 
Рассмотрим выражение 

дF .. " + 2 - = 2 п f 11 ln 11Р,, dv. 
дп о 

Из принятьJХ предположений следует, что этот интеграл равномерно сходит­
си при Re n > - 3 ,  т .е .  F н, следовательно , Н и q - аналитические функции 
в комплексной полуплоскостм Re n > - 3.  

1 0. В.Р. t<узнецов 



§ 4 2. Св.IIЗь ха.-ктерис:тик турбулеИПIОй 
и иетурбулеитиой жидкостей 

Исследование, щ.ll)веденнос в § 4 . 1 ,  показывает, что одна только гипоте­
за подобИJI и формальные ограниченИJI , вытекающие из физического смыс­
ла введенных величин, опред�JПОТ широкий класс распределений вероятно 
стей . Лоmормальный закон является частным случаем, в котором q -

квадратичный полином (Монин и Яглом [ 1 967) ) .  Тогда из (4. 1 0) и (4. 1 1) 
находим 

q (n) = t '/J + З q2 ) n - q2 n2 , q2 > О, (4 . 1 2) 

где q2 - положительное число. 
Из физических соображений ясно , что наиболее важные ограничения 

описываются уравнением движенИJI, .которое до сих пор не рассматривалось . 
Поэтому естественно использовать . соотношение (2 .3 1) .  В таком подходе 
возникает ряд трудностей, связанных с тем, что в (2 .3 1)  фигурирует безус­
ловная плотность вероятностей Р, а гипотеза подобИJI справедлива только 
для условной плотности вероятностей Р11•  Следовательно , необходимо 
получить отдельное уравнение, описывающее свойства турбулентной жидко­
сти . 

Математическая нроцедура вывода- уравнения для Р11 непосредственно 
из уравнений движенИJI связана с перестановкой операций дифференциро­
ванИJI и условного осреднения . Можно показать, что она приводит к появле­
нию в уравнении для Р11 дополнительных слагаемых, характеризующих 
обмен веществом, импульсом и энергией между турбулентной и нетурбу­
лентной жидкостями. АппроксимацИJI этих слагаемых вызывает значитель­
ные трудности . Аналогичная проблема возникает и при анализе уравнений 
для условных одноточечных моментов (ЛИбби [ 1 975] , Допаэо [ 1 977) , 
Сабельников [ 1 979, 1 980б, 1 985в] , Допаэо и О'�райен [ 1 979) , Б юггстюль 
и Кольмаи [ 1 98 1 ]  , Дюамель [ 1 98 1 ] )  . На этом пути без привJiеченИJI 
дополнительных гипотез нельзя получить соотношений. которые принци­
пиально отличаются от уравнения (23 1) . 

Более плодотворен подход, использованный в главе 3 при выводе урав· 
нения для плотности вероятностей концентрации в турбулентной жидкости . 
Однако в данном cJJyчae возникает другая трудность . Дело в том, что разви­
тый в главе 3 аппарат основан на вЫделении в уравнении для безусловной 
плотности вероятностей концентрации регулярных и сингулярных (пропор­
циональных �-функции) слагаемых. Для решения рассматриваемой пробле­
мы этот аппарат непригоден , так как в выражении для плотности .вероятно­
стей разности скоростей сингулярные слагаемые отсутствуют, что обуслов­
лено пульсациями давленИJI, которые генерируют флуктуации скорости в 
нетурбулентной жидкости . Таким образом, необходимо найти nравило,  
позволяющее из уравнения для безусловной плотности вероятностей Р 
получить соотношение для условной плотности вероятностей Р11 •  Решению 
поставленной задачи и посвящен данный параграф. 

Поясним осн(\вную идею на примере уравнения неразрывности 
а < v; vi ) 1 дri = О. а именно рассмотрим, как из этого уравнения можно 
получить соотношение для < V; vi >w, 1 •. Заметим, что операции дифференци­
рования и условного осреднения при w = const также нельзя менять места-
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ми (w - разность скоростен в двух друrих точках, находящихсв Н'1 расстов­
нии порцка интегральною масiШаба L) . Это затруднение несущественно, 
так как при анализе мелкомасiШабных флуктуаций t т .е . велИЧЮfы v ) 
можно считать, что характеристики круnномасiШабных возмущений (т.е. 
величина w) играют роль осредненного движенИJI (в противном CJiyчae 
гипотеза подобИJI несправедлива) . Отсюда вытекает, что если r < L, то 
операции дифференцированИJI и условного осрецненив при w = const переста­
новочны,  т .е .  iH v1 vj >w /д ri = О. Тоrца иэ ( 1 .8) получим 

д 
- ( 'У ( 11t 11i >w t + (1 - 'У) ( 11t l1j >w n J = О. дri 

, , 

Иэ ( 4.9) вытекает, что первое слагаемое в этом соотношении пропорЦI'о· 
нально rq ( 2 ) � r21 3 , а иэ ( 1 .7) заключаем, что второе слагаемое пропорцио­
нально r 2 •  Поскольку оба слагаемых по-разному эависвт от r ,  то они 
пороэнь равны нулю, т .е. 

д 
- 'У ( 11; Щ >w t = О. дri , 

Таким образом, в данном случае действует правило : соотношение, справед­
ливое длв безусловной структурной функции, приrоцно длв описанИJI 
условной етруктурной функции, если символ ( } эаменить на 'У ( >w , 

С некоторыми ограниченИJiми это правило действует и в общем случа'е .  
Действительно , умножим (23 1) на 2 п tf + 2 и проинтегрируем по всем 11 
при .р = const . В полученное соотношение снова войдут структурные функ­
ции, условно осрецненные по турбулентной и по нетурбулентной жидко­
ствм, и, как вицно иэ ( 1 .7) и (4 .9) , в нем будут фигурировать две группы 
слагаемых, оцна иэ которых пропорциональна rq <п > ,  а другав rn . Так как 
q (n) 'F n, то обе rруппы слаrаемых пороэнь равны нулю. Следовательно , 
получим два соотношенив, в одно иэ которых войдут только структурные 
функции, осредненные по турбулентной жидкости, а в другое - только 
структурные функции, осрецненные по нетурбулентной жидкости. Очевид­
но , что замена символа ( } на символ 'У ( >w, , соответствует замене безус­
ловной двухточечной плотности веровтности P (v, r) на велИЧЮfу 'YrrPrr = 
= 1Р,, (эдесь учитываетсв соотношение ( 1 .4) , иэ которого следует, 1JYO 
'Yrr -+ 'У при r/L -+ 0). Аналогичным образом безусловную трехточечную 
плотность веровтностей Р(v, r, w, L) следует заменить величиной 'Ym Prtt ·  

Заметим , что как в данном случае, так и в случае, рассмотренном в 
главе 3 ,  процедура разделенив характеристик турбулентной и нетурбулент­
ной жидкостей по существу оцна и та же ,  так как уравнение (3 .2) для 
условной плотности веровтностей концентрации P,(z) также получаетсв 
иэ уравненив (2 . 1 5) длв безусловной плотности веровТifостей P(z) с 
помощью эамены Р на 'YP, (F = P, при O < z < 1 в (2 . 1 5) ) .  

Рассмотрим теперь ограниченИJI, которые необходимо помнить при 
использовании процедуры разделенив характеристик обеих жидкостей. 
Самое главное ограничение сввэано с тем, что функцив q (п) , как и всвкав 
аналиtическав функЦИJI, отличаюшавсв от постоsнной, имеет особые 
точки на комплекСJЮй плоскости n. Оцна иэ таких точек расположена 
при n -+ 00, так как иэ определенИJI функции F вытекает, что F -+ оо 
при n -+ оо. 
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Многочисленные примеры, извесmые как ·в физике вообще, так и в 
гидродинамике в часmости , указьшают на то , что возникновение особен­
ностей всегда обусловлено нарушением основных предположений теории . 
Напрммер, возникновение особой точки п = оо обусловлено тем , что при 
п -+ оо величина ( un } определяется флуктуацияМ!� ,  амплитуда которых 
стремится к бесконечности . Описание таких флуктуаций в рамках несжи­
маемой жидкости невозможно *) . 

Другая причина возникновения особых точек может бьпь обусловлена 
неточиостью гипотезы подобия . Для пояснения рассмотрим гипотетичес­
кий случай·, когда имеется лишь одна особая точка п = оо .  В качестве приме­
ра приведем формулу ( 4 . 1 2) , справедливую для логарифмически нормаль­
ного закона. Тогда использованi-lая выше процедура разделения характери­
С1ИК обеих жидкостей справедлива при всех конечных п. Следовательно, 
для всех структурных функций, осредненных по турбуленmой жидкости , 
можно получить сооmошения, в которые не входят структурные функции , 
осредненные по нетурбулентной жидкости (и наоборот) . Физически зто 
означает, что либо нетурбулентной жидкости вообще нет, либо обе жидко­
сти существуют сами по себе , не взаимодействуя друг с другом . Такая 
картина явления противоречит экспериментальным данным. 

Следовательно , необходимо допуrтить , что у функции q (п) есть особые 
точки, расположенные при конечных п. В этих точках условно осредненяые 
структурные функuии обоих типов принципиалыю связаны , т.е. такие 
точки характеризуют взаимодействие турбулентной и нетурбулентной 
жидкостей . Эти сuображения будут уточнены в § 4.3 ,  где будет покаэано , 
что 1) существование таких особых точек обязательно вытекает из уравне­
ний движения и гипотезы подобия; 2) в окрестности особых точек неспра­
ведливы предположения, припятые при формулировке гипотезы подобия . 

Остановимся теперь на менее существенных ограничениях применимости 
процедуры разделения характеристик турбу.nенmой и нетурбулентной 
жидкостей . На первый взгляд эта процедура неприменима, если q (п) = п 
при пекотором п = п0  (тогда структурные функции обоих типов одинаково 
зависят от r ) . Однако, если п0  - не особая точка функции q (п) ,  то соотно­
шения , полученные при п #= п0 , можно аналит.ически продолжить в точку 
п = п0 , т .е .  никаких ограничений не возникает. 

Заметим также, что формулы (4.7) справедЛивы только при r -+ О, 
т .е . дают лишь главные члены асимптотических разложений различных 
структурных функций. Если же учесть последуюшие члены, то в рядах 
для величин ( ип >r и ( un >п могут содержаться слагаемые, одинаково за­
висяшие от r. Это означает, что операции дифференцирования и условного 
осреднения перестановочны только при r -+ О. 

*) Другим примером может служкrь теория ламинарного пограничного слоя . Даже 
в том слу чае , когда нет отрыва (в часrnости, на тонкой пластине, обтекаемой под 
нулевым углом атаки) , особая точка расположена в начальном сечении пограничного 
слоя , так как его толщина о изменяется по закону о - .JX. т .е .  в у равнениях nоrранич­
ного слоя имеется особая точка х = 0 . . 
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§ 4.3 . Вэаимодейсrвие между турбулентной 
И иетурбулеитиой ЖИДКОСТJIМИ 

В соотношение (2 .3 1 )  входят три слагаемых, описывающие силы инер­
ции , перенос энергии по спектру турбулентности и пульсации давления . 
Лишь первое слагаемое точно выражается через искомую двухточечную 
плотность вероятностей. Гипотеза nодобия позволяет сделать ряд важных 
выводов о стру�туре остальнь.х слагаемых и тем самым проанализиро­
вать основные черты взаимодействия между турбулентной и нетурбулент­
ной жидкостями . 

Рассмотрим сначала перенос энергии по спектру турбулентности, т .е . 
те слагаемые в (2 .3 1 ) ,  которые пропорциональны величине 

- J O >p ( ( l ) l )d t!tj - e1i te e1i v, r E;j , 
где Р, е - условная плотность вероятностей диссипации в точке 1 при 
условии, что точки 1 и 2 находятся в турбулентной жидкости, а разность 
скоростей в них равна v . Таким образом e1i - условно осредненная дис­
сипация энергии . Велиtq�на e1i определяется наиболее мелкомасштабными 

пульсациями с размером порядка колмогоровского масштаба. Эти пульса­
ции находятся в равновесии с крупномасштабными флуктуациями , ха­
рактеристики которых v и r считаются заданными . Из гипотезы подобия 
вытекает, что только две характеристики крупномасштабных движений, 
а именно v и r, могут влиять на мелкомасштабные nульсации . В силу 
принЦIПiа автомодельности турбулентных течений по числу Рейнольдса 
вязкость v не оляется определяющим параметром. Следовательно, из со­
ображений размернос111 nолучим 

(4. 1 3)  

rде k - векоторая постоянная . Это соотношение аналогично формуле , 
использующейся в полуэмnирической теории турбулентности при замыка­
нии уравнения для энергии пульсаций (< eu ) = const q 3 /L , где q - пульса­
ционная скорость, L - интегральный масштаб турбулентности) . 

Оценим постоянную k, связав ее с постоянной С в законе "двух третей". 

По определению С = ,- 2 / 3 (  vi ) ( Е; ;  )- 2 /3 . Из формул ( 1 .8) получаем 
( v i ) = 'У < v i. ) 1 , поскольку < v 2 ) , > ( v2 ) n при r -+ О. Используя уравне­
ние неразрывности и формулу (4.9) , находим < vl >,  = ( w 2 ), X 
Х (r/L ) q < 2 > / [3 + q (2) ] . Из (4. 1 0) , (4. 1 3 )  получаем 

Зk-у ( w3 >, 
< eu ) = 'У < eu >, = Зk-yr - 1  < v 3  >, = 

L 
т.е . 

( , ) q ( 2 ) - 2 / 3 
с = (3k)- 2 f З [З + q(2)J -1 -y l / 3 

L ( w2 ), ( wз >;- 2 / 3 (4. 14) 

Напомним, что w - скорость энергосодержащих вихрей , и поэтому 
ее можно интерпретировать как пульсационную скорость в одной точке . 
Это обстоJiтельство позволяет в оценках моментов величины w исполь� 
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зовать одноточечное распределение вероятностей скоростей в турбулент­
ной жидкости . 

Из полученной формулы видно, что величину С лишь условно можно 
назвать постоянной, так как q (2) * 2/3 .  

Обработка экспериментальных данных показывает, что разнс.сть 
q (2) - 2/3 , однако , составлает величину поридка нескольких сотых, т .е .  
весьма мала (Моник и Яrnом [ 1 967] ) .  Поэтому зависимость С от r -

достаточно слабак и далее не учитывается . Используя рекомендованное 
Мопиным и Я гломом ( 1 967] значение С =  1 ,9*) и предпоnагаи одноточеч­
ное распределение вероятностей скоростей нормальным, из (4. 14) имеем 
k ..... 1 ,5 • 10 -2 'YI /t . 

Из проведеиной оценки видим, что постоиннаи k мала. Этот вывод 
имеет важное значение, что исно из следующих соображений. Слагаемое 

и1дР/дr1 , входищее в (2 .3 1 )  и соответствующее инерционн�IМ слагаемым 
в уравнении движении, зависит лишь от первых провзводных от моntо­
сти вероятностей, а числовые коэффициенты, которые в нем фигурируют, 

равны единиц,..  Слагаемое д2 е;1Р/дщ ди1 описывает перенос энергии 

по спектру турбулентности. В него входит вторые производные, и, следо­
вательно, оно во многом определиет структуру уравнении (2.3 1 ) . По­
скольку рассматриваемое слагаемое пропорционально малой постоин­
ной k, то приходим к классической задаче с малым параметром при стар­
шей производной. Физический смысл полученного результата достаточно 
прозрачен : диссипации энерrии ивлиетси относительно меДJiениым про­
цессом. Отметим, что сходное явление наблюдается и в неоднородных 
турбулентных течениях. Например, мал угол расширении затоменной 
струи, и , следовательно, мала в ней диссипации энергии. Этот пример, по­
видимому, указывает на то, что существует глубокая свизь между по­
стоянной С и постоиниыми, характеризующими скорость расширении 
иеоднородных течений струйного типа, интенсивность турбулентности в 
этих течении и т .д. 

Проанализируем теперь nульсации диссипации, которые, как известно, 
играют весьма важную роль в теории локально однородной турбулентно­
сти . Используя соображении размерности и формулу ( 4.9) , имеем 

R = ( e< l )e<2> >  - ( u6 ) r-2 ..... , - JA  JJ = 2 - q (6) . (4. 1 5 )  е е  if IJ . ' 

Этот результат извеС1'ен из работ Кузнецова [ 1  976а] , Фриша, Сюлема и 
Нелькика [ 1 978] . 

Перейдем теперь к выводу уравнении ДJIJI Р, , .  Воспользуемся проце­
дурой разделении характеристик турбулентной и иетурбулеитной жидко­
стей, сформулированной в § 4.2. В соответствии с этой процедурой в 
(2.3 1 )  следует заменить P(v , r)  на 'Yr ,Р, , (v , r 1 w, L ) , P(v , r ,  ·V, R) -
на 'Yr t tPr r r  (v , r , V, R 1 w, L ) .  Напомним, что r = х(2 ) - х< 1 ) , R = х< з >  -

- х< 1 ) , L = х< s > - х< 1 >, а v , V, w - соответственно разности скоростей 
в точках 1 и 2 , 1 и 3, 1 и i; при этом r < L ,  R < L ,  L . порJЩКа иитеграль-

•> тем самым с'!Итаетс.и, что ПОСТОIIИНU С не зависит от -у. Справедпивость такого 
предположени.и в насто.ищее врем.и не вполне .иена (см.  § 4.S ) . 
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ного масштаба турбулентности. Учтем, что "Yt t  -+ "У при r/L -+ О. ИспольэуR 
(2.3 1 ) и (4. 1 3) , получим 

дР, , 2k"'f д2 дпtt 
"'fVk -- + 2 v 3 Р,, + -- = О, 

дrk r дv1 дvk 
1 '"k = - f TDkii "Yttt V1 ViP,, ,d 3 Vd3 R, 

47r 

1 
т = - ­

R I R - r l  
Dkii = 

дRk дR · дR · 1 1 

(4. 1 6) 

Здесь первое слагаемое характеризует силы инерции, второе - диссипа­
цию эн�ргии, а третье - пульсации давлениR. Так как 1rk пропорциональ­
но интегралу по всем R, то на движение с масштабом r ВЛИJIЮТ пульсации 
давлениR, создаваемые вихрRми всех размеров . 

Отсюда JICHO, что пригодиость гипотезы подобиJI, так же как и всей 
теории мелкомасштабной турбулентности, нуждаетсJI в тщательном ана­
лизе . Действительно, каскадный характер передачи энергии по спектру 
турбулентности может осуществлRтьсJI только, если области R < r и R > r 
(т .е .  очень большие или очень малые вихри) не дают вклада в интеграл , 
содержащийси в ( 4. 1 6) . Другими словами, необходимо проанализировать 
сходимость этого интеграла. Рассматриваемый вопрос решаетси при ис­
следовании поведении подынтегральной функции в областих r < R и r > R . 

Чтобы решить поставленную задачу. вьщелим три области : 1 (R > ar) , 
2 (r/tJ < R < ar ) . З (R < rfa) , где а >  1 . Величину '"k представим в виде 

'" = п< О + п< 2 > + '"( З )  lt k k k • 

1 

По определению 1r � 1 > характеризует пульсации давлениR, создаваемые 
вихрими с размером мноrо больше r .  1r � 2 > - пульсации давлении, гене­
рируемые вихрими с размером поридка r , п� 3 > - пульсации давлениR, 
индуцированньrе вихрими с размером мноrо меньше r .  

Величины 1r � 1 > и 1r : з  > ,  определиющие сходимость рассматриваемого 
интеграла, можно. выразить через двухточечную плотность вероRтностей 
с помощью гипотезы подобиJI . Заметим, что в силу теоремы Бейеса Р, , ,  
всегда можно представить в двух эквивалентных формах : 

P", (v. r, V. R 1 w, L )  = P1, (v, r 1 V, R)P11 ( V, R 1 w, L), 
или 

Pщ(v. r. V, R  l w. L )  = P11 ( V, R  l v . r )P, , (v . r l w, L) .  
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При этом, однако , следует иметь в виду, что если r/R произвольно, то 
гипотеза подобия и формулы, полученные в § 4 . 1 ,  несправедтtвы при 
описании Р, ,  и такая запись не облегчает решение задачи. Если же r > R 
или r < R ,  то гипотеза подобия справедлива. Тогда получаем 

Р, ,,  = P" (v. r l  �?. R)P" ( V, R i w, L ). L > R > r, 

Р", = P,, ( V. R  l и, r)P, , (v , r l w. L ), R < r < L, 
(4 . 1 7) 

00 

где преобраэование Меллина F от Р, , (F = 2п f u " + 2P, ,du)  даетсJI фор­о 
мулой (4.7 ) . 

Теперь легко видеть, что пульсации давлениJI, создаваемые нанболее 
мелкими вихр•ми (R < r ) , не влиJiют на движение крупных вихрей , т .е .  

п�3 > = .2._ f V; Vi TDk;iP" ( V, R l u, r)P,, (v, r l w. L )d 3 Vd 3R = 
4'11 R < rja 

'}' 
= - P" (v. r 1 w, L) f TDk ii ( Vi Vi >u, rd3 R = О. 

4'11 R < rfa 
Здесь второе равенство вытекает из второго соотношени• в ( 4. 1 7 ) , а 
третье - из уравнени• неразрывности , которое, как бьmо показано, сора­
ведпиво и длJI условных структурных функций. Учтено также равенство 
'Yt t t  = '}' при ,. > R ,  которое следует из ( 1 . 1 5 ) . 

АнаJIИЭ слагаемого п1 1 > удобно провести , использовав преобразова­
ние Меллина от (4. 1 6 ) . УмножИм (4. 1 6) на Z7rU" + 1  и проинтегрируем по 
и от О до оо при .р = cons t .  Учитываа (4 .7)  и только что полученное 
равенство 1r < 3 > = О находим k • 

dH(n • .р) 
.pq(n)H(n, ор) + ( 1 - ор2 )  + 2kn (n - 1 )H(n, ор ) + dop 

d 2 dH(fl, ор) 
+ 2k - ( 1  - .р  ) + .1 1 + Jz = О, (4. 1 8) 

dop dop 

.ls = �пw"r ( L) q (n ) j 
un-t t  дп�f ) du, s = 1 ,  2. 

' r о дuk 
Здесь первые два слагаемых описывают силы инерции, а следующие два 
слагаемых. пропорциональнr.1е посто•нной k, - перенос энергии по спект­
ру . Слагаемое 12 характеризует пульсации давлениJI, создаваемые вихр•­
ми с размером порJiдка r .  

Наиболее интересные особенности уравнения (4. 1 8) обусловлены слагае­
мым J 1 • которое описывает пульсации давлениJI, создаваемые вихрями 
с размером много больше r .  Его вычисление основано на формуле ( 4. 7) ,  
первом соотношении в (4. 1 7 )  и уравнении ( 1 . 1 2) , из которого федует, 
что '}', "  = '}'2 при r < R - L .  Результат приведен в работе Кузнецова 
[ 1 976а] . а подробные выкладки содержатся в работе Кузнецова и Са­
бельникова [ 1 98 1  aJ . В связи с тем, что все преобразования HOCJIT громоэд-
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кий характер. приведем лишь окончательную формулу 

'У 1 
J 1  = - - ( 1  + Бq) [ (Бq + 3) f Н(п, .p) .p2 d.p - l j  Х 

3 - 1 

х { ( 1  _ .р2 ) dН(:: 2' .р) - (n + 1 ).pH(n - 2 • .р) } Х 

Х r 2 - 6 t'l  j (Бq - 2)R6 q- 3dR , 
ar 

Бq = q(n) - q(n - 2) . 

(4 . 1 9) 

Видно, что интеrрал в (4. 1 9) сходнtс.и только nри условии Re (Бq) � 2. 
Torдa J1  и остальные слаrа�"мые в (4. 1 8) не зависит от r .  

Следовательно, возможны два варианта. В первом функции 6q .ивл.иет­
ся целой (она не имеет особых точеJ"' при 1 n 1 < оо) . Тоrда из .1риншша 
максимума следует, что условие Re (6q) � 2 выполн.иетс.и только при 
Бq = const. Условие 6q = const есть разностное уравнение. Ero частным ре­
шением .ивл.иетс.и функции q = со �st · n + const .  К этому решению может 
быть добавлена произво.1ьна.и периодическа.и функции с периодом 2. Та­
кие решении при Im n = О не удовлетвор.ию1 условию (4. 1 1)  и, следова­
тельно, не должны рассматриватьс.и . Поэтому, используя (4. 1 0) , получим 
q = 1/3n, т .е . приходим к не уточненной теории Колмоrорова [ 1 941 ] . Этот 
вар.tант, как JЖе 0n.1ечалось в rлаве 1 ,  не соrласуетс.и с эксперименталь­
ными данными и, кроме тоrо , обладает следующей особенностью, которая , 
по-видимому, не может быть характерна дл.и реальных турбулентных те­
чений. Действительно, из второй формулы в (4.3) находим 

Р�, = 6[ v - V ( �) n 1 3 ] , 

т .е . из прин.итой rипотезы подобн.и и уравнений движении следует . что 
модуль разности скоростей - не случь:iная величина. 

Следовательно, функции 6q (n) и q (п) имеют особенности при конеч­
ных n. Таким образом, из уравнений движения следует, что распределе­
ние веро.итностей разности скоростей не описывается лоrарифмически 
нормальным законом (функции (4. 1 2) явл.иется целой , а условие Re (6q) ..;;; 
� 2 нарушаете.& при Re п < 5/2 - 1 /(3q2 ). 

Как уже отмечалось в § 4.2, поJIВление особых точек в функции 
q (п) обусловлено взаимодействием между турбулентной и нетурбулент­
ной жидкост.ими . Покажем, что структура решений уравнении (4. 18)  
в окрестности особых точек прс�вильно отражает основные черты этоrо 
взаимодействии, которые вытекают непосредственно из уравнений Навье­
Стокса. В rлаве 1 указывалось, что это взаимодействие обладает трем.и 
особенностями . Во-первьiх, оно обусловлено пульсаци.им� давления . Во­
вторых, из ( 1 .7) вытекает ,  что ( v 2 >п l< v 2 >, - r 2 - q  < 2 > 't: r

41 3 -+ О при 
r -+ О. Это означает, что интенсивнЬJе флуктуации в турбулентной жиnко­
сти взаимодействуют с пульсациями в нетурбулентной жидкости, кото­
рые имеют малую амплитуду. В-третьих, мелкомасштабные пульсации 
в нетурбулентной жидкости получают энерrию непосредственно от крупно-
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масштабных энергосодержащих вихрей (коэффициент А 2 в ( 1 . 7) про­
пор�JJ�онален градиенту скорости этих вихрей, т.е. ( u 2 )11 - А 2 ) .  

Все указанные особенности наблюдаютси и в рассматриваемом слу;чае . 
Действительно , поиалекие особых точек у функции q (n) обусловлено 
расходимостью интеграла в ( 4. 1 6) , который описывает пульсации давле­
нии. Ясно также , что этим точкам соответствуют пульсации с малой ампли­
тудой. Действительно, пусть n 1 - перваи особа& точка функUJIИ 6q (п) . 
Поивпение такой точки может быть свизано только с тем, что интеграл 

211' iи" + 2P, 1du расходитси при и - О  и n = n 1 , т.е .  решающее значение-
о 

имеет структура пульсаций с малой амплитудой. Наконец, nри n < п1 вы­
nолИ&етс.R условие Re (6q) ;;;;.. 2, так как в nротивном случае никакой особен­
ности нет .  Тогда из (4. 1 9) следует, что nри n � n 1  основной вклад в ин­
теграл дает область R > r ,  т .е .  круnномасштабные ,  энергосодерDщие 
движени.11 неnосредственно влиJПОт на медленные, мелкомасштабные вих­
ри. Отсюда вытекает, что структура решений уравнении (4. 18) в окрестно­
сти особых точек функции q (п) отражает взаимодействие между тур­
булентной и нетурбулентной жидкост.RМИ. 

Сделанный выше вывод исключительно важен, так как в окрестности 
особых точек взаимодействие между вихрами разных масштабов носит 
nр.11мой, а не каскадный характер, и, следовательно, несnраведлива не 
только nриИRта& гиnотеза nодоби.11, но и вси теории локщьно одиород· 
ной турбулентности . Воnрос о сnраведливости этой теории вне особых 
точек остается открытым, что ясно из следующих соображений. Так как 
q (n) - аналитическаи функЦИJJ, то ее действительна& (q, )  и мнимаи (q1 ) 
части удовлетвориют уравнению Лапласа fj.q, = fj.q1 = О, где !:i. = д 2/д п; + 
+ д 2/дnf , n, = Re n, n1 = Im n. РешеНИ.II этого уравненИR обладают своеоб­
разными нелокальными свойствами, т.е . структура особой точки оnре­
деляет характер решения на всех рассто.11�х от нее. Поэтому влиJIНие 
круnномасштабных nульсаций давления, nривоД.RЩИх .к возникновению 
особых точек, отражается и на структуре мелкомасштабных nульсlаЦИй 
со всеми амплитудами*> . Важно, что зто влияние не ослабевает nри nро­
извольно малом отношении масш1сtбов мелких и крупных вихрей. 

Лишь на большом расстоянии от особых точек остаются только слабые 
следЫ такоrо ВЛИJIНИJI, т.е. ,  строrо rоворя, теорИR локально однородной 
турбулентности может быть сnраведпивой только nри оnисании структур­
ных функций достаточно высокого nopJIДI(a. 

Проанализируем эiот воnрос более детально. Из (4. 1 8) и (4. 1 9} видно, 
что nервые особые точки функций H(n, I{J) и 6q (n) = q (n) - q (n - 2) 
совпадают. Так как H(n, I{J) - аналитическаи функЦИJI n в области Re n > 
> -3 , то Re n 1  < -3 , где n 1 - nepвas особа& точка функции 6q (n) . По­
с�ольку 6q = q (п) - q (п - 2) , то nepвas особа& точка (п = n 2 ) функции 

•) Эдесь рассматриваете• фyHIOJ.ИJI q (n) , описывающu эавиаtмость от pacCТOJIНИJI 

интеграла F = 2w j u11 + 2P11du .  Очевидио, '1Т0 энaчeiOIJI F при бonьUDi x 1 n 1 опреде­
о 

ЛJIIOТCJI струКТ) рой фунЮJ.ИИ Р,, при бonьDDix " (и наоборот) . ТаJ<Им образом, вели­
чина · 1  n 1 характеризует амплитуду пульсаций. 
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q (n) расположена в области Re n < n 1 - 2 = -5 (Re n 1  < -3) . Эта оценка 
имеет важное практическое и теоретическое значение ,  так как наибольlШiй 
интерес представляет исследование пове�ния функции q (n )  на больlШiх 
расстояниях fm = n - n2 от особой точки . Например, для структурной 
функции, описывающей энергию пульсаций , имеем n = 2, 6п = 7, а для 
структурной функции , описывающей пульсации диссипации , получаем 
n = 6, 6п = 1 1 , т.е. 1 6n 1 > 1 .  

Отсюда видно : основные черты мелкомасштабных nульсаций опреде­
ляются структурой функции q (n) на больlШiх расстояниях �т первой 
особой точки . Другими словами , детали взаимодействии между турбу­
лентной и нетурбулентной жидкостями не имеют значении. Таким образом ,  
возможно соэдание достаточно простой теории , описывающей распределе­
ние вероятностей разности скоростей . С другой стороны , во многих практи­
ческих исследованиях приходится оценивать зависимость от расстояния 
структурных функций , nopP!\OK которых иэменяется слабо по сравнению 
с 1 6n 1 . Например, в опытах главным образом измеряются структурные 
функции, для которых n находится в диапазоне 2 - 6. Дли описания та­
ких структурных функций , по-видимому, с достаточной точностью можно 
считать, что q - квадратичный полином от n, т.е. формула (4. 1 2) ,  соот­
ветствующаи логарифмически нормальному закону, приближенно спра­
ведлива. 

Легко видеть, что единственнu постоянна& q2 , описывающая это1 закон, 
ивляетси малой величиной. Действительно , экспериментальные данные, 
приве�нные ниже в § 4.5 , указывают на то, что постоаннu р. в форму­
ле (4. 1 5 )  не больше , чем 0,5 . Тогда иэ \4. 1 2) ,  (4. 1 5 )  

·
находим q2 = p./ 1 8 :t;  

;Е; 0,03 . Следовательно , приходим к важному выводу : в теории локально 
однородной турбулентности фигурируют по крайней мере две малые rто­
стоинные . Одна иэ них (q2 ) , как это следует иэ (4. 1 5 )  и равенства q2 = 
= р./ 1 8 ,  характеризует nульсации диссипации. Вторu постоиннаи k фигу­
рирует в формуле (4. 1 3) , описывающей среднее значение диссипации ; 
эта постоиннu связана с "константой" С в законе "двух третей".  Как 
покаэывают оценки , проведеиные в начале данного параграфа, значении k 
и q 2 одного поридка. Отмеченное совnадение , по-видимому, не случайно 
и ,  скорее всего, связано с тем ,  что первu особu точка функции q (n) 
расположена достаточно далеко . Физически это означает, Чt9 турбулент­
нu и нетурбуленТНаJI жидкости взаимодействуют слабо. 

Заметим теперь, что обе рассматриваемые постоянные входит в урав­
нение ( 4. 1 8) . Можно ожидать, что это уравнение определяет некоторую 
связь между k и р. (или q2 ) . Проведенный анализ указывает на некоторые 
важные черты такой связи . Действительно, иэ (4. 18)  и (4. 1 9) видно, что 
инерционные слагаемые не зависят от коэф�ициента перемежаемости 1, 
а одно иэ слагаемых, описывающее nульсации давлении (J 1 ) , пропорцио­
нально -,. Следовательно , коэффициенты в уравнении (4. 1 8) принципиаль­
но зависят от "f. Вообще говоря, это означает,  что все рассмотренные выше 
константы (k, С, р. ,  q2 ) зависят от "(. С физической 'Точки зрения воэмож­
нu неуниверсальность этих постоянных достаточно естественна, так как 
характер взаимодействия меJЩУ турбулентной и нетурбулентной ЖИд· 
костями должен зависеть О! того , насколько плотно турбулентная жид­
кость заполняет рассматриваемый объем. 
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§ 4.4. Влииние визкости 
на структуру мелкомасштабиwх пульсаЦИЙ 

Проанализируем сначала влия:ние вязкости на мелкомасштабные пуль· 
сации в инерционном интервале (L > r > 71) . Из физических соображений 
ясно, что даже пр.t большом расстоянии между рассматриваемыми точка· 
ми (r > 11 ) из-за случайности процесса возможны такие ситуации , когда 
и н .  следовательно , локальное число Рейнольдса vr/11 малы .  Таким об· 
разом, влияние вязкости проявляется в окрестности особых точек функ­
ции q (n) . 

Сделанное замечание порождает целый комплекс проблем, связанных 
с необходимостью уточнения уравнения ( 4. 1 6) . Во-первых, следует учесть, 
что величина k, характеризующая условно осредненную диссипацию энер­
гии , является постоянной лишь при vr/11 > 1 ,  т.е. k = k (vr/11) , где k -+ const 
при vr/11 -+ 00 • Во-вторых, необходимо уточнить гипотезы, принятые при 
вычислении величины rr � 1 > , которая характеризует пульсации давлt-ния, 
генерируемые крупномасштабным движением. В первом приближении 
такие уточнения могут основываться на следующих соображениях. Об­
ратимся ко второму соотношению в (4. 1 6) ,  определяющему величину '"k · 
При R > L (L - интегральный масштаб турбулентности) трехточе� плот· 
tюсть вероятностей Р, , , есть произведение одноточечной и двухточечной 
плотностей зероятиости (пульсации в точке 3 не зависят от разности скоро­
стей в точках 1 и 2) . Тогда из уравнения неразрывности можно показать, 
что область R > L не дает вклада в интеграл , входящий в определение 
величины rrk .  Следовательно, в первом приближении можно считать, что 
при вычислении rrk интегрирование производится по области R � L .  Если 
предnоложить, что в :этой области по-прежнему сораведпиво первое соот­
ношение в ( 4 . 1 7 )  , то верхний предел интегрирования в ( 4. 1 9) следует 
заменить на величину порядка L . Это означает, что в окрестности особых 
точек величина J 1 зависит от r 1 L . 

Таким образом, в уравнение (4. 1 6) войдут два критерия vr/11 и r/L и 
при анализе статистических характеристик турбулентности в инерционном 
интервале ее спектра возникает проблема вычисления двойного предела, 
когда vr/11 -+ оо и r/L -+ О. В рассматриваемой ьбласти фазового простран­
ства такое вычисление не может быть произведено однозначно, так как 
функция q (n) имеет особые точки . Таким образом, возникают те же 
проблемы. что и бьmи проанализированы в главе 1 .  

Рассмотрим теперь влияние вязкости на структуру нанболее мелко­
масштабных пульсаций (r < 11) . Наибольший практический интерес пред· 
ставляют статистические характеристики градиента скорости. Решению 
этой задачи посвящена остальная часть данного параграфа. 

Пусть точки 1 ,  2, 3 находятся в турбулентной жидкости , а расстояния 
между точками 1 и 2, 1 и 3 соответственно равны r и R и, кроме того , 
выполняется условие 11 < r < R < L . т.е .  масштабы r и R по-прежнему 
принамежат ичерционному интервалу. Проаналиэируем, от каких пара· 
метров зависит условно осредненный момент 

Kn = ([ J(::) 2' ]) • 

1 ll. t 
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Величина К" определиетси наиболее мелкомасштабными флуктуацИJI­
ми с размером, сопоставимым с величиной fl. Поэтому естественно пред­
положить, что К" зависит только от v ,  r ,  v .  Тоrда из соображений размер­
ности найдем 

K" = v
"

r- "м" ( v: ) , 

rде М" - безразмерная функции. Используя теорему Бейеса, получим. 

K" ( V, R )  = V"R- "M" ( :R ) = 

= f K" (v, r )Pt t (v . r 1 V, R )d3 v,  (4. 20) 

rде Р, , определsетси формулами (4.3 ) , (4.7) , которые справедЛивы в 
инерционном интервале. Решение ищем в виде 

_ ( v' )z (tl ) 
м" - -/1 

Подставив эту формулу в (4.20) и учт.11 (4.7) , наЙдем 
q (n + x (n )j + x (n) - n = О. (4.2 1 )  

Отсюда видно, что зависимость моментов rрадиента скорости от числа 
Рейнольдса определsетси функцией q (п) , характеризующей структурные 
функции в инерционном интервале. 

Как указывалось в § 4.3 , при не слишком больших n формула (4. 1 2) 
может использоваться как достаточно хорошая аппроксимациs. Учтем, 
что q2  = р./ 1 8  � 1 .  Тоrда, пренебреrаи слаrаемыми порядка q� .  из (4.2 1 )  
имеем 

n 3 
x (n ) = - + - p. (n2 - 2n) . 

2 32 
(4. 22) 

Эта формула соответствует лоrнормальному закону. В частности , дЛ.II 
моментов днссипации из (4.22) следует, что (vr) З !'n (n - 1 ) / 8  

( е" )  = v з ,,,_ " _ v, t v 
Экстраполиру.11 это соотношение в область r - L (/. - интеrральный масш­
таб) , nолучим (/. ) /'11(11- 1 )/ 2 

< е" ) - ( е У' - • fl 
1 { (ln (е/( е )) + а �/2 )2 } 

Р(е) = ехр - 2 , 
V2ii' еа' 2а е 

/. 
а� = p. ln -

fl 

(4.23) 

Формула (4.23) часто исnольэуетсs при анализе измерений rрадиента 
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скорости (Френкиль и Клебанов ( 1 975 ] и  др.) . Она основана на при­
бли?Кениом <."Оотношеоии (4.22) и поэтому справедлива только при Q2 = 
= IJ/ 1 8  • 1 .  Даже при q2 4: 1  она не описывает nульсации величины f с очень 
большой амплитудой, так как (4.23) есть следствие приближенного соот­
ношени• ( 4 . 1 2) ,  которое непригодно при бQиьших n, т .е .  при больlШfх 
амплитудах пульсаций . 

Действительно, исследуем характер поведени• функции q(n) при боль­
DDIХ положительных n ( Im n = О) . ВведJI обозначение у = п + х, из ( 4.21 )  по­
лучим 

2n = y + q (y) . (4. 24) 

Решение этого уравнени•, вообще roвopJJ, неодноэначно, что следует из 
анализа энаков производной dn/dy при у - 1 и при у ... 00 • Действитель­
но, так как q2 мало, то q ' ( 2) "= 1 /3 .  Поэтому из (4 .24) получаем 
dn/dy > О  при у - 1 .  Рассмотрим теперь случай, когда у ... 00• Пусть 
а = q (у )/у. Возможны, очеви�нu, два варианта. В первом имеем а > - 1  
при у -. оо .  Тогда dn/dy > О  как при у - 1 ,  так и п ри  у ... 00 • Во вто­
ром получаем а <  - 1  - при у -. оо .  Тогда dn/dy = 1 + а <  О при у -. оо, 
i.e . dnfdy обращаете• в нуль nри конечном у и, следовательно, функции 
y (n) и х (п) неоднозначны . 

Проиллюстрируем сделанный вывод на примере логарифмически нор­
мального закона (а = - 00 при у = 00) . Из (4 . 1 2) , (4.24) следует. что 
dnfdy = О, n = n з = (4/э + 3q2 ) 2 / (4q2 ) при у =  (4/э + 3q2 ) / (2q2 ) .  В малой 
окрестности рассматриваемой точки поТJучаем х = у - n = const + 

+ CODSt Vnэ - n,' Т.е .  фуНКЦИJI X (n) ИМееТ ОСОбеННОСТЬ И, СЛедоватеЛЬНО, 
моменты градиента скорости, порJJДок которых превышает п3 , не сущест­
вуют. 

Отсюда вытекает, что все моменты градиента скорости существуют 
лишь в том случае , когда справедлива cлeдyюiWUI асимптотическа• за­
висимость (n -.оо) : 

q = const + an, а > - 1 .  (4 . 25 ) 

Укажем одну интересную особениость распределений веро•тностей ,  длJI 
которых справедлива формула (4.25 ) . Из (4.3) , (4.25 ) можно показать, 
что существует максимально возможна• разность скоростей (Р�, = О 
при v > 11m ) в двух точках, принадлежащих инерционному интервалу 
спектра. Зависимость 11 m (r ) описываетс• ьыражением 11m � , - а . 

Заметим также, что в рассматриваемом случае (а > - 1 )  и1 существо­
вании всех моментов градиента скорости вытекает дифференцируемость 
неосреднениоrо nоли скорости (Монин и Яrлом ( 1 967] ) . В друrом 
случае (а < - 1 )  сделать какие-либо выводы о дифференцируемости не­
осреднениого поn.11 скорости невозможно, так как гладк1.11 случайна.�� 
функци• может не иметь некоторых моментов (Монин и Яrлом ( 1 96 7) ) . 
Напомним, что дифференцируемость решений уравнений Навье - Стокеа 
не доказана. Ьысказыъаетс• также PJIA �"оображений о том, что такие ре­
шени• моrут быть и недифференцируемыми (Ладыженскu [ 1 970) ) .  
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§ 4.5 . Экспериментальные исследования структуры 
мелкомасшrабиоА части спектра турбулентности 

Структура мелкомасштабной части спектра турбулентности экспери­
ментально изучалась во мноrих работах. Полученные данные носит в зна­
чительной мере противоречивый характер. В частности , константа ll ко­
леблетси в диапазоне 0,2-0,5 . В связи с этим полезно проанализировать 
точность проведеиных опытов . Результаты выполненных выше теорети­
ческих исследований позволяют провести такой анализ достаточно ак­
куратно . 

Прежде всеrо отметим, что измерение характеристик турбуленТJ:Jости 
в инерционном и вязком интервалах спектра сопряжено с большими 
трудНостями . Эти трудности обусловлены тем, что диссипация энерrии 
колеблется в очень широком диапа:юне значений. Поэтому возникают 
ошибки, связанные с пространствеиным осредненнем поля скорости. При 
увеличении амплитуды пульсаций ди<;сипации энерrии возрастает и ампли­
туда колебаний минимальноrо масштаба rидродинамических неоднородно­
стей, и чем выше номер измеряемоrо момента, тем сильнее иыражен этот 
эффект. Оценим роль указанных факторов (Кузнецов , Прасковский и 
Сабельников [ 1 984а, б] ) .  Анализ, проведенный в § 4.4, показывает. что 
при определении моментов диссипации энерrии, порядок которых не 
слишком велик, можно воспользоваться формулой (4.23) . 

Пусть необходимо измерить величину ( en ) с точностью t .  Тоrда из 
(4.23) следует, что измерительный прибор должен реrистрировать значе­
ния диссипации в диапазоне (0, е 1 ) , rде 

е 1  = ( е ) ехр [o 2 (n - 1/2 ) + oh (t )] , 
L 

о 2  = tJ ln - ,  
1l 

-1 - j ехр (- �) ds = t. ..,fi:n h (t )  2 

(4. 26) 

Эта оценка получаетси, если предположить, что измериемое значение е 
равно нулю при е > е 1 • 

Отсюда вьпекает, что размер области / , по которой производится при­
борное осреднение (например. дпина нити термоанемометра) , не должен 
превышать величины 1 = const  v3 14 e"j 1 /4 . Эта величина может быть су­
щественно меньше колмоrоровскоrо масштаба fl. так как в рассматривае­
мой области значения диссипации моrут существенно превышать ( е > . 
Для ПР.QВедения конкретных расчетов зададимся некоторым уровнем 
точности , скажем, t = 0,2. Рассмотрим сначала измеренИ.II средней дисси­
пации энерrии. Воспользовавшись экспериментальными данными. кото­
рые обобщены Моииным и Яrломом [ 1 96 7] , заключаем, что 80% дисси­
пации энерrии сосредоточены в той \fасти спектра, которая удовлетво­
ряет условию K fl  > 0,4 (к - волновое число) . Таким образом, при изме­
рении величины ( е > с точностью 20% дпина нити должна быть не болеt. 
чем 1 = 2 ,5 fl. Можно nредположить, что аналоrичное условие должно соблю­
даться и при измеренних моментов более высокоrо поридка . Единствен­
ное отличие должно заключатьси в том, что среднее значение колмо­
rоровскоrо масштаба 11 следует заменить на величину v3 1 4 e! 1 14 , т.е .  
1 = 2,5 /)3 /4 € \ 1 /4 . 
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При t = 0,2 имеем h = 0,84. Из оценки ( е ) = Р/э (( u 2 ) - ( и  ) 2 )] 3 /2 /L = 

= u3/L и известного равенства ( е ) = 1 5v ( (ди 1 /дх 1 ) 2 ) получаем L/fl = 
= 1 s- 3 /4 Re�/2 • rде Rел = u "Л/v,  "Л - микромасштаб турбулентности. Те­
перь леrко найти максимальное значение длины нити термоанемометра. 
Имеем 1/fl = 2 ,5 (( е )/t: 1 ) 1 '4 •  Так как n = 2 при измерении спектра дисси­
пации энерrии , то из (4.26) имеем lffl = 0,5 при Rел = 300 и р. = 0,5 , lffl = 
= 0,2 при Rел = 5000 и р. = 0,5 , 1/fl = 1 .2 при Rел = 300 и р. = 0,2, 1/fl = 0,8 
при Rел = 5 000 и р. = 0,2 (оценки проведены дЛJI максимальных значений 
Rел и р. в известных экспериментах) . Отсюда видно, что во всех опытах 
точность измерениJI спектра диссипации энерrии весьма мала, так как 
1/fl = 1 ,5 в наиболее блаrоприJiтном случае (Антониа, Фан-Тьен и СатьJiпра­
каш [ 1 98 1 ] ) . 

ИмеJI в виду сделанные замечания, рассмо . рим результаты известных 
экспериментов . При измерениях Rн или спектра днесипании энерrии полу­
чены следующие данные : р. = 0,47 (Гмбсон и Масейо [ 1 975 ] ), р. = 0,5 (Вин­
rаард и Пао [ 1 975 ] ) ,  р. = 0 ,43 -0,5 1 {lllaмnaнь, Пао и Виньянски [ 1 976] ) ,  
р. = 0.5 (Гэrне и Хопфинrер [ 1 979] ) ,  р. = 0,5 (Фрейе, Ван Атта и Гибсон 
[ 1 972] ) ,  р. = 0.38 (Гурвич и Зубковекий [ 1 963 , 1 965 ] ) ,  р. = 0,4 (Понд и 
Стюарт [ 1 965 ] ) ,  р. = 0 ,25 (ХолМJiнский [ 1 972] ) ,  р. = 0,2 (Антониа, Фан­
Тьен и Сатьяпракаш [ 1 98 1 ] ,  Антониа, Сатьяпракаш и Хуссейн [ 1 982] , 
Антониа , Раджаrопалан, Браун и Чамберс [ 1 982] ,  Местейер [ 1 982], Анеель­
мет, Гэrне , Хопфинrер и Антониа [ 1 984] ) , р. = 0,3-0,45 (Кузнецов, Прасков­
ский и Сабельников [ 1 984а, б] ) . Наибольшее значение Rел было в работе 
д.нтониа, Фан-Тьена и Сатьяпракаша [ 1 98 1 ]  (Rел - 7  · 1 03 ) ,  в которой по­
лучены наименьшие значения р. .  Разрешающая способность аппаратуры 
в этих и во всех остальных опытах бьmа недостаточна (1/fl > 1 ,5) . 

Таким образом, поrрешности измерений очень велики, и ,  следовательно, 
в настоящее время основное внимание необходимо сосредоточиfь на опы­
тах , в которых выявляются качественные, а не количественные закономер­
ности . 

Отдельные результаты таких опытов приведены в работе Кузнецова, 
Прасковскоrо и Сабельникава [ 1 984а, б] , в которой изучалось течение в 
следе за круrлым цилиндром. Измерения проводились на расстоянии 
38 калибров с помощью термоанемометра . Отношение дЛИНЫ нити к изме­
ренному значению fl составляло 5-8. Поэтому все сделанные выше замечания, 
касающиеся точности измерений, относятся и к результатам, полученным 
в рассматриваемой работе. Сиrнал с термоанемометра, соответствующий 
продольной компоненте скорости , записывался на маrнитоrраф, а за1·ем 
обрабатывался на цифровой вычислительной машине. Бьmи проведены два 
опыта,  контролирующие точность измерений . В первом измервлась величи­
на к 2 Е 1 (к ), rде к - волновое число , Е 1 - продольная спектральная плот­
ность пульсаций скорости . В инерционном и вязком интервалах результаты 
измерений сравнивались с экспериментальными данными, обобщенными в 
книrе Моиина и Яrлома [ 1 967] . Установлено, что данные, полученные в 
рассматриваемой работе и в друrих экспериментальных исследованиях, 
удовлетворительно согласуются при Kfl < 0,5 . Во втором опыте сиrнал 
осреднялся по варьируемому промежутку времени т и по такому сиrнал}' 
находилась постоянная /J.. Установлено , что с точностью 1 0% значение р. 
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Рис. 4. 1 . Зависимость колмогоровекой посто•нноl от ко- fllr------,r------, 
эффициента перемежаемости по дiUiиым Кузнецова, 
Прасковскоrо и Сабельннкова ( 19 84 а, б ]  . Условu опытов 
те же, qro и на рис. 3.2 

Рис. 4.2.  Зависимость посто•ниоl ,... в корреmщионноl 
функции дкссипации энергии от коэффициента перемо­
жаемости по данным Кузнецова, Прасковскоrо и Сабепь­
ннкова ( 1 984 а, б ) . Услови• опытов те же, qro и на рис. 3.2 

" 

Рис. 4 .3 .  Зависимость условно осредНенноl дкссипа· 
ции энер111и от разиости скоростей по данным Куэне­
цова, Прасковскоrо и Сабеm.иикова [ 1984а, б 1 •. Рассто•- 1 ние между точками r/L = 0,023,  L - пpoдoJIЫIЬdt 
масштаб турбулентнnсти, е0 -= < е , ,  > u . /.< 'e 1 r >, е 1 1 = 
= " ( д w1 / дх1 )  2 ,  u 0 = u 1 / < v :  > ' 1 2 • YCJIQJIИJI оПЬIТОв те же, 
Ч'Iu и на рис. 3.2 

не меняется, если vт < 3/ *) (v - среднu скорость потока, / - длина нити 
термоанемометра) . Таким образом ,  можно ожидать, что точность рассмат­
риваемых измерений ненамного хуже, чем в остальных работах. 

Одна из целей рассматриваемой работы заключалась в том, чтобы прове­
рить , насколько универсальными являются постоJIННые С и IJ. Такая зада­
ча бьmа поставлена в свяэи со следующими соображениями. Во-первых, 
имелся ряд теоретических соображений, указанных в § 4.3 ,  из которых сле­
довало, что С и 1J могут зависеть от -у. Во-вторых, основные результаты 
известных измереiUIЙ получены в тех обnастях течеiUIЙ, rде коэффициент 
перемежаемости близок к единице. В-третьих, известные из литературы 
значения постоянной С заметно различаются. Например, в работе ГИбсова и 
lllвapцa [ 1 963) (тeчeiUie за решеткой) установлено, что С = 1',7, а в работе 
AнтoiUia, Сатьяпракаша и Хуссейна [ 1 982) (тeчeiUie вблизи оси круmой 
струи) измеренное :nmчeiUie С составляло С = 2,5 .  Столь заметная вариация, 
по-видимому, превышает точность иэмереiUIЙ. 

•) При ur > 31 измеренное значение ,... , так же как и в опытах Понда и Стlоарта 
( 1 965 1 , возрастало при увеличении т.  
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Данные, изображенные на рис. 4. 1 и 4.2, дают ответ на поставленный 
вопрос. Видно , что величины С и р, трuuщионно СЧ11тающиеса постоJIННЫ­
ми, в действительности заметно варьируютса. Тем самым подтверждаете• 
один из выводов, сделанных в § 4.3 . Следует, однако , отметить , что приве­
деиные на рис. 4. 1 и 4.2 зависимости С и ll от 'У п"лучены при измерении 
функций С(у), р(у), "'f(y) , где у - поперечнаа координата. Так как опыты 
проведены в одном сечении, а тип теченм не мeHJIJICJI, то иэ рис. 4. 1 и 4.2 
не следует, что коэффициент перемежаемости - единственный опреде­
лающий параметр. 

Втораа цель cocтoJIJia в проверке формулы { 4. 1 3) . Измерилась только 
величина е 1 1 = v('ди 1 f'дх 1 )2 , которав условно ocpeднJIJiacь при постоJIНном 
значении v1 (индекс 1 соответствует направлению течеНИJI) . Из таких опы­
тов можно получить лишь качественное подтверждение соотношенм (4. 1 3), 
так как количественнаа проверка (4. 1 3) свазана с одновременным изме­
рением всех трех КО!-fПОнент скорости. Рез)льтаты экспериментов при­
ведены на рис . 4.3 , из которого видно ,  что увеличение V1 приводит к силь­
ному возрастанию ( е 1 1  >..,

,
. Аналогичный вывод следует из (4. 1 3) .  Раэу­

меетса , ввиду не слишком большой точности измерений изложенные выво­
ды нуждаютса в дальнейшей проверке . 

Заканчивав обсуждение статистических характеристик мелкомасштабной 
турбулентности, остановимев на главных результатах проведеиного исследо­
ванм. Сформулирована гипотеза подобм, обобщающаJI предположенм, 
которые используютса 1 в теории локально однородной турбулентности дли 
описанм каскадного характера процесса передачи энергии от круiПiомас­
штабных возмущений к мелкомасшабным. Из этой гипотезы и математичес­
ких определений величин , которые используютса при ее формулировке, 
установлено, что в инерционном интервале справедливо выражение < vn >v. ,= 
= vn(r/R)q <n > , гдe v = u(x<2 >) - u(xO >), V = u(x<3 >) - u(xO >), r = х<2 > -хО > , 

R = х<3> - хО > , 11 < r < R < L, L - интегральный масштаб турбулентности, 
q - аналнтическаа функЦИJI n, нижние индексы V и t соответствуют осред­
нению по турбулентной жидкости при условии V = const . 

Из гипотезы подобна и уравнений движенм вытекаtа ,  что функЦИJI 
q(n) имеет особые точки , расположенные nри конечных эначенмх 11 . В ма­
лой окрестности особых точек характер функции q(n) определаетса взаи­
модействием между турбулентной и нетурбулентной жидкостами. Основ­
наа черта этоrо взаимодействм - н�посредственное влИJIНие круiПiомас­
штабных, энерrосодержащих возмущений на медленные, мелкомасштаб­
ные флуктуации. Гипотеза подобна в окрестности этих точек несправедли­
ва, так как она исходит из представленм о том, что взаимодействие возму­
щений разных масштабов носит каскадный, а не примой характер. Важно, 
что изложенные соображении касаютса процессов , происходащах во всех 
обпастах турl"улентных течений, в том числе и в тех областах, где переме­
жаемость традиционно считаетса несущественной. 

Из уравненм дли распределенм вероатностей разности �оростей уста­
новлено , что постоанные, характеризующие различные характеристики 
турбуленrности в инерционном интервале ее спектра , вследствие влинниа 
перемежаемости неуниверсальны. В частности, этот вывод относите�� к 
постоJIННой С в законе "двух третей".  
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Важные выводы вытекают иэ анализа ПОltожении особых точек ФYHKIQIИ 
q (n) (эти точки характеризуют взаимодействие турбулентной и нетурбу­
ленnrой жидкостей). Установлено, что в простран стве n э nr  точки находит· 
си достаточно далеко (n < -S) от тех точек , которые определиют энерrию 
пульсаций (n = 2) и флуктуации диссипации (п = 6 ) . От сюда можно заклю­
чить, что взаимодействие турбулентной и нетурбулентной жидкостей носит 
слабый характер. Именно по этой причине в т еории локально однородной 
турбулентности содержат ек две малые постоинные. Первак постоиннаи k 
содержитек в формуле ( 4. 1 3) дли условно осредненной диссипации эн ер­
rии (она свиэана с постоинной С в законе "двух третей ") . Втораи постоин­
наи q(2)-2/3 свиэана с постоииной р., характеризующей пульсации дис· 
сипации. 

Указанные оценки свидетельствуют о том, что возможно соэдание доста­
точно простой теории , в которой дли описании функции q(n) испольэуютси 
асимптотические эависимосnr, не учитываю щие детали взаимодей ствии 
между турбулентной и н етурбулентной жндкостими. Высказанные сообра· 
женин свидетельствуют также о том, что при решении рида практически 
важных вопросов , свизанных с оценкой структурных функций не слишком 
высокоrо поридка (см. главы S и 6) , можно использовать nростые аппро­
ксимации функции q(n) , нап ример формулу (4 . 1 2) ,  справеwrивую д. .и 
логнормального закона расnределении вероитностей .  

Реш еине вопросов, рассмотренных в данной rnaвe, имеет исключитель­
но важное значение дли теории турбулентности . Дей ствительно, хоти rлав­
ные черты турбулентного потока и определиютси наиболее крупномас­
ш табными, энергосодержа щими вихрими, теории турбулентносnr не может 
ограничитьси рассмотрением только таких вихрей, так как их эволюции 
зависит от диссипации энергии , котораи осуществлиетси в наиболее мелких 
вихрих. По этой причине объем информации, необходимой дли достаточно 
точного описании течении при больших числах Рейнольдса, окаэываетси 
очень велик. Используем полученные выше соотношении дли оценки этого 
объема при решении точных уравнений Навье -Стокеа в пространствеиной 
области c.u в течени е 11ремени Т. 

Дли этого в области c.u Х Т выберем n реперных точек таких, что описа­
ние скорости в произвольной точке может быть получено nутем линейной 
интерполиции по эначениим скорости в реперных точках. Ввиду того, что 
флуктуаци� диссипации энергии велики , реперные точки должны быть 
расположены сильно неравномерно .  Чтобы учесть указанное обстоитель­
ство, введем локальный колмогоровекий масштаб длины 11 = v 3 1 4 е - 1 1 4 
и локальное колмогоровекое в'реми т = .J;i'i .  Очевидно, 

т т 
n - ff fl -э т - 1 d3 xdt = f f e 514 v· l l l4 d3x dt. 

ow о ..., (4.27) 

В качестве примера рассмотрим однородную стационарную турбулент­
ность, предnолагаи, что имеетси сила, работа которой компенсирует дне· 
сипацию энергии. Тогда иэ (4.27) nолучим 

n -vтv - 1 1 /4 < е514 >, (4.28) 
rде V - объем области c.u. Испольэуи результаты, полученные в § 4.3 , 
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находим 

( е 5/4 >u, t -(v э /r) 5/4 (vr/JJ)x {5/2 ) - 5/4 � 
� (v э /r) 5/4 (vrM 15 ll/ 128, 

где последнJIJI оценка получена из приближенной формулы ( 4.22) . Вели­
чина 15 p.f 1 28 поридка 0,0 1 .  Это означает, что при оценке величины n можно 
пренебречь флуктуациJiми диссипации•) Поэтому, считая, что V -L 3 , 
Т -(L 2/ ( е } ) 1 / 3 , из (4.28) найдем 

n -Re l l /4 , (4.29) 
rде Re - ·  число Рейнольдса, рассчитанное по интегральному масштабу турбу­
леJJтности L и среднеквадратаческой скорости. 

Отсюда видно, что объем информации, необходимой для описания тур­
булентности, неограниченно растет с увеличением числа Re, и поэтому сле­
дует искать пути приближенного решеНИ.II проблемы. Один из таких путей 
может быть основан на принципе автомодельности турбулентных течений 
по числу Re. При таком подходе д11.11 описания течения с большим числом 
Рейнольдса можно использовать результаты решения точных уравнений 
Навье - Стокса, в которых число Рейнольдса относительно невелико. 
Очевидно, что при вычислении и такой прием приводит к ошибке порядка 
колмогоровекой скорости (JJ ( е } ) 1 / 4 , т.е. относительная ошибка Er 
порядка Re - 1 1 4 • Используя эту оценку и формулу (4.29) , заключаем, 
что при описании поля скорости с заданной точностью требуется количество 
чисел, которое по пор.IIДКу величины равно 

(4.30) 
Второй путь связан с рассмотрением поля скорости, частично осреднен­

ноrо по пространствеиным областям с характерным размером 1 , который 
удовлетворяет условию L > 1 > JJ 3 1 4 ( е } - 1 14. Такой ПОlJХОд исполь­
зуется в подсеточных моделях турбулентности, в которых для описания 
часТично осредненноrо поля скорости формулируется уравнение, сходное 
с уравнением Павье - Стокса, и предполагается, что коэффициент микро­
турбулентной вязкости, входящий в это уравнение, универсально связан 
с характеристиками вихрей, размеры которых порядка 1 . Естественно 
предположить, что так же, как и в предыдущем случае, для оценки коли­
чества чиёел n, необходимых для достаточно точноrо описания частично 
осредненноrо поля скорости, можно пренебречь флуктуациями диссипации 
энерrии. Поскольку вроетранетвенный масштаб изменения частично осред­
ненноrо поля скорости порядка 1 , а временной, как ясно из соображений 
размерности, поридка (/ 2 / ( e > ) 1 f 3 , то nри V - L 3 , T - (L 2 / ( е } ) 1 1 3 
nолучаем n ...: ( 1  1 L )  1 1 1  3 . Так как масштаб 1 принадлежит инерционному 
интервалу, то при вычислении среднеквадратаческой скорости получается 
ошибка порядка ( ( е } 1 ) 1 / 3 , т.е. Er - (/ 1 L )  1 /  3 , и, следовательно, снова 
приходим к формуле (4.30) . Таким образом, оба подхода принципиально 
не отличаются. 

•) Этот вывод справедлив только при оценке величины n ,  не не при отыскании 
положения реперных точек. 
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Единственно возможное преимуществQ второrо подхода состоит в том, 
что частично сrлажеиное поле скорости и(х, 1 ) , как это следует из rипотезы 
подобИJI, является дифференцируемым. Действительно, пусть точки 1 ,  2, 3 
лежат в турбулентной жидкости, а расстоЯНИJI между точкамм 1 и 2, 1 и 3 
;оответствеино равны r и R ( 11 31 4  < е ) - 1 14 ) < r < R < L, v = и (х< 2 >) -
- u (x< l ) ) ,  V = и(х< э > ) - u(x< l ) ) .  В соответствии с rинотезой подобИJI 

величина 

к�> = < Jдщ(х, l)/дxk) 2  >u, t 
зависит только от 11, r, /, т .е.  

л�> = 11п 1·n M�)(l/r). 
Тоrда аналоrично формуле (4 .20) получим 

К�)(  V, R) = f К�) (11, r)P,, (v, r, 1 V, R) d3 v. 
Отсюда найдем соотношение, аналоrичное ( 4.2 1 ) ,  

м�> = (1/r)q (n ) ' 
rде функция q (n) по-прежнему является характеристикой ииерциоиноrо 
интервала спектра турбулентности . Отсюда видно, что все моменты по­
ложительных порядков существуют, и поэтому частично осреднеиное 
поле скорости дифференцируемо .  

Подводя итоrи проведенноrо анализа, отметим, что , как видно и з  (4.30) , 
объем информации, необходимый для описания турбулентности, резко 
возрастает с увеличением точности. Поэтому разработка надежной теории 
инерциониоrо интервала аtектра турбулентности имеет исключительно 
важное значение для создания в сей теории турбулентности. 



Г Л А В А  S 
ТУРБУЛЕНПIОЕ ДИМУЭИОННОЕ ГОРЕНИЕ 

Сжигание предварительно неперемешанных rаэов в турбулентном потоке 
широко используется в самых разнообразных технических устройствах 
(промышленные печи, горелки, камеры сгорания газотурбинных двигате­
лей и т .д.) . Основы теории этого процесса заложены в работах Бурке и 
Ыумана [1 928] , Ываба [ 1 948) , Зельдовича [ 1 949) , Гауссорна, Уиддела и 
Хоттела [ 1 949] . Одна иэ главных идей теории выдвинута Бурке и Ыума­
ном . Она основана на предположении о том, что процесс горенив лимити­
руется смешением горючего и окисnитела. Критерий пригодности введенно­
го предположеННJI можно получить из работы Зельдовича [1 949) , результа­
ты которой удобно обсудить позже: В соответствии с принатым предполо­
жением можно считать, что скорости всех химических реакций бесконеч­
но велики и, сnедовательно, состав и. температура в диффузионном пламе­
ни термодкнамически равновесны. Это предположение позволяет свести 
задачу к описанию пола инертной (не реагирующей) примеси. Действи­
тельно, предполаrаа, что все коэффициеНты Молекуларного переноса рав­
ны *), уравнениs диффузии горючего и окислитела можно записать в виде 

Л(сf) = -P Wt, Л(с0 ) = -p W0 , (5 . 1 ) 

д 
Л = р - + puV - V (Dp V) , 

дt 
где р - плотность, и - скоростf>, х - коордкната, D - коэффициент моле­
кулярной диффузии, W - скорость реакции, с - концентраЦИR, индексы 
f и о относятся к горючему и окисnителю, Л - дифференциальный опе­
ратор, соответствующий уравнению диффузии, t - время. 

Есnи химическая реакция RВЛаетса одноступенчатой, то мехеду величи­
нам� Wt и W0 существует сnедующаа связь : W0 = St w1, где St - сте­
хиометрический коэффициент (количество граммов окисnитела, необхо· 
димое для полного сгораниs грамма горючего). В силу линейности опера­
тора Л скорость реакции можно исключить из формулы (5 . 1 ) ,  получив 
соотношение Л(St Ct - С0 ) = О. Поскольку Л(const · F) = const Л {F), 
Л(const) =О, то удобно ввести велиiiИну 

Л (z) =О, (5 .2) 

*) При описании турбулентного горении :по ограничение не ивnиетси CJUIЫIЬIM 
вСJJедствие автомодепьиости турбулентных течений по ЧИСJJУ РейнолЬD.са. 

1 66  



которав равна 1 в потоке чистого горючего и О - в потоке чистого окисли­
теля .  В отсутст�ие горенRв она дает концентрацию горючего, а при горе­
нии - восстановленную концентрацию горючего. 

Так как обычно термодинамическое равновесие смещено в сторону 
продуктов сгорания, то концентрации промежуточных веществ малы, 
а усnовие термодинамического равновесия приближенно запишется в ви­
де С" [Со = О, т.е. реакция протекает настолько быстро, что в каждой точке 
потока не могут одновременно присутствовать топливо и окислитель. 
Тогда иэ (5 .2) находим 

с1 = О (z < z, = -1 -) . 
\ 1 + St 

z - z, 
cr = -- (z > z,). 

1 - z, (5 .3) 

Из соотощеНИJI (5 .3) видно, что сделанным предполt>жеНИJiм соответ­
ствует бесконечно тонкая зона химических реакций, расположенная на 
изоскалярной поверхности z = z , , на которой с 1 = с 0 = О. Легко по казать, 
что на рассматриваемой поверхности потоки горючего и окислителя нахо­
дятся в стехиометрическом соотношении. Таким образом, определение 
характеристик диффузионного факела сводится к описанию поля кон­
центрации инертной примеси. 

Исходя из достаточно общих предположений, можно по казать ( § 5 . 1 ) , 
что этот вывод справедлив и в том случае, когда число реакций и реагирую­
щих веществ проиэвольно . При этом формула (5 .2) должна быть обобщена, 
т .е .  под концентрацией z необходимо понимать величину, которая полу­
чается в результате следуll'щей операции. Рассмотрим некоторую точку по­
тока и мысленно проведем все химические реакции в обратном направле­
нии. Будем продолжать этот процесс до тех пор, пока все атомы, содержа­
щиеся в топливе, не соберутся в исходную молекулу. Полученная таким 
образом концентрация топлива и будет равна z. 

Специфические особенности диффузионного горения в турбулеатом 
потоке бьmи впервые исследованы в работе fауссорна, Уиделла и Хоттела 
[ 1 949) . Основная проблема, которая возникает в рассматриваемом случае, 
связана с тем, что, как следует из (5 .3) , концентрация горючего cr нели­
нейно связана с концентрацией инертной примеси. Поэтому при нахождении 
полноты сгорания приходится осреднять нелинейкую зависимость с 1(z ) ,  
для чего необходимо знать распределение вероятностей концентрации 
инертной примеси z. Необходимость такого осреднения ясна из чисто 
физических с.оображений. Дело в том, что выводы, сделанные в работе 
Бурке и Шумана [ 1 928] , справедливы и при описании гореНИJI в турбулент­
ном потоке, т .е. можно считать, что зона реакции является очень тонкой. 
Из-за случайных колебаний скорости фронт пламени также случайно колеб­
лется. Следовательно, в каждой точке потока будет наблюдаться то избы­
ток горючего, то избыток окислителя. По этой причине при одном и том же 
значении ( z > с увеличением амплитуды ;ПУЛЬ�ций концентрации амплитуда 
пульсаций фронта пламени также возрастает, что приводит к снижению 
средней полноты сгорания . Отсюда следует, что для описания эффектив­
ности процесса горения необходимо иметь информацию о распределении 
вероятностей концентрации. 

Из проведеиного выше анализа видно, что исследование характеристик 
rурбулентного диффузионного горения сводится к описанию поля кон-
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центрации инертной примеси. Поэтому длs решенИJI рассматриваемой 
пробпемы естественно привлечь методы, разработанные в теории турбулент­
ности. Такие методы в настоsщее времs интенсивно развиваютсs (Лондер 
и Сполдинг [ 1 972] , Баев , Головичев и Ясаков [ 1 976) , Кузнецов, Лебедев, 
Секундов и Смирнова [ 1 977а, б, 1 980) , Байуотер [ 1 980] , Вулис, Ершин. и 
Ярин [ 1 963] , Зимонт и Мещеряков [ 1 974) , Зимонт, Мещеряков и Са­
бельников [ 1 978, 1 98 1 , 1 983] , Олбер и Бэтт [ 1 974, 1 976] , Борги [ 1 980) , 
Громов, Ларин и Левин [ 1 984] , Мещеряков и Сабельников [ 1 9846) и др.) . 
В этих методах используется та или иная полуэмпирическая модель турбу­
лентности , позволяющая рассчитать величины (z ) и а2 = ( (z - (z ))2 ) . 
При осреднении различных нелинейных зависимостей предполагается, что 
плотность вероятностей концентрации z универсально -связана с величи­
нами ( z ) и а, т.е. P = u- 1F [(z - <z >)/a]. Вид функщrи F, как правило, 
выбирается из более или менее произвольных соображений. 

Основные пробпемы, которые возникают при использовании рассмотрен­
ных выше методов , связаны с описанием специфических газодинамических 
особенностей диффузионного горенИJI, которые обусловЛены сильным 
уменьшением плотности . Например, известно, что дальнобойность затоплен­
рого .JlJfффузионного факела существенно выше, . чем дальнобойность 
негорящей струи тоrо же гаэа (Гауссорн, Уиддел и Хоттел { 1 949) , Кремер 
р 966) ) .  Расчеты и эксперименты (Кузнецов, Лебедев, Секундов и Смир­
нова [ 1 977б) , Бурико и Лебедев [ 1 980] ) пока�ывают, что при диффу­
зионном горении возникают два раэцых газодинамическ�х эффекта. Пер­
вый эффект связан с уменьшением времени пребывания· в факе:Jiе. Напри­
мер, при горении в канале увеличивается скорость, а при горении в свобод­
ном факеле скорость потока ,. .... емьшается слабее, чем в негорящей струе. 
Этот эффект приводит к замедлению смешения. Второй эффект возникает 
только при горении в ограниченном пространстве· и обусловлен тем, что 
под воздействием градиента давления тяжелая жидкость (окислитель) 
и лсrкая жидкость (продукты сгорания) ускоряются по-разному. Поэтому 
увеличивается поперечный градиент скорости. что приводит к дополни­
тельной турбулизации потока и улучшению смешения . Поскольку оба эф­
фекта противоположным образом воздействуют на характеристики смеше­
ния , то в различных условиях может происходить как уменьшение длины 
факела (Бурико и Лебедев [ 1 980) ) ,  так и ее увеличение (Клячко и Стро­
кин [ 1 969 J ) • 

Следующий шаг в развитии теории диффузионного горения сделан 
Зельдовичем [ 1 949] . который учел влияние скорости химических реак­
ций на структуру ш1амсни. Им было установлено, что , как правило, толщи­
на зоны реакций существенно меньше характерных размеров задачи. Это 
связано с тем ,  что химические реакции, встречающиеся в процессах горе­
ния , идут с большой скоростью только при высоких температурах. Поэто­
му при удалении от фронта пламени, т.е. от поверхности z = zs,  скорость 
реакций сильно уменьшается .. Указанное обстоятельство позволяет рассмат­
ривать зону реакций как своеобразный пограничный слой, толщина кото­
рого много меньше, чем радиус его кривизны. Анализ характеристик та­
коrо поrраничного слоя показывает , что при большой энерrии активации 
ведущих реакций распределения температуры и концентраций во фронте 
пламени достаточно слабо отличаются 01 распределений , которые получают-
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ся при бесконечно большой скорости реакции. Поэтому поток горючего 
к фронту пламени Qr легко оценивается из решения задачи в nредполо­
жении о бесконечной скорости реакции, т.е. Qr = ( l - z8)- 1 pD i дz/дn \ .  
где n - нормаль к зоне реакции. Приведеиная формула вытекает из (5 .3) .  

Этот поток играет решающую роль в теории, так как в работе Зельдо­
вича ( 1 949) установлено, что устойчивое горение возможно лишь, если 

Qf < Qfc ,  где Qfc no порядку совпадает с JIОтоком горючего в нормаль­
ном фронте пламени. Напомним, что таким фронтом называется плоская 
зона реакции, распространяющаяся по неподвижной смеси горючего и 
окислителя. От диффузионного этот фронт отличается тем, что оба горючих 
компонента находятся по одну сторону зоны реакции. Скорость движения 
этого фронта Un зависит от характерного времени химической реакции т с 
и коэффициентов молекулярного nереноса, т .е .  Un - v' Dfт� . Использова­
ние величины Un очень удобно , так как детальная кинетика часто неизвест­
на, а скорость, Un легко измеряется в опытах. Величина Un зависит от со­
става смеси, наЧЩtьиой tемпературы и давления . В данном случае следует 
оценивать Qfc по значению ип в стехиометрической смеси с той же началь­
ной температурой, которая бы наблюдалась при смешении топлива и оки­
слителя бе(J реакции . Отсюда ясно, что Qfc = Uп (Z8) z8p(z8) . 

Таким образом, условие Q1 < Q1c приобретает вид 

I D  :: 1 < Z8( 1 - z8}Uп (Z8 ) . 

Из теории Зельдовича ( 1 949) следует, что если это условие вьшолненu, 
то пр<щесс горения происходит так же, как и при бесконечно большой 
скорости реакции. В противном случае происходит срыв пламени. 

Предположение о том, что характеристики диффузионного горения сла­
бо зависят от скорости реакций, получило широкое распространение, так 
как оно позвqляет решить ряд практически важных задач, например найти 
длину факела. Однако в последнее время возник ряд новых проблем, 
связанных с необходимостью дальнейшей интенсификации процесса горения. 
повышеннем его эффективности, снижением выброса токсичных веществ 
и т .д. и требующих значительного уточнения теории. 

Рассмотрим конкретный пример - пробпему снижения концентрации 
окислов азота . Во многих случаях (в частности, в камерах сгорания газо­
турбинных двигателей) концентрация окислов азота на один-два порядка 
ниже равновесной. Поэтому их эмиссия существенно зависит от скорости 
химической реакции. Скорость окисления азота резко меняется при ва­
риации температуры (Зельдович, Садовников и Франк-Каменецкий ( 1 947) ). 
Поэтому даже слабая термодинамическая неравновесность основных реак­
ций и небольшве потери тепла (например, вследствие излучения) могут 
сильно сказаться на эмиссии окислов азота (Боумен [ 1 973) , Сарофим и 
Поль ( 1 973) , Сигал ( 1 977] ) . 

Таким образом, видна общая задача, связанная с анализом влияния тур­
булентности на протекание химических реакций в условиях, когда главные 
черты процесса {Rарример, длина факела) не зависят от скорости химичес­
ких процессов . Решению этой задачи и посвящена данная глава.  

РазJSитые в ней методы носят достаточно общий хараl(тер. Однако оказа­
лось удобным изложить их существо на примере решения вполне конкрет-
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ной проблемы - описани.11 пол.11 концентрации окислов азота в затопленном 
диффузионном факеле. Удобство такого способа изложени.11 св.11зано с необ­
ходимостью опытной проверки основных предположений и выводов тео­
рии, а затоiDJенный свободный факел нанболее хорошо изучен эксперимен­
тально . В соответствии с этим ниже рассматрнваетс.11 горение, возникающее 
при истечении пропана или водорода со скоростью u0 из круrлого coiDJa 
диаметром d верtикально вверх в неподвижный воздух. Давление и темпе­
ратура счиrаютс.11 нормальными. Характерные значени.11 определ.11ющих па­
раметров : d = 3-6 мм, u 0 = 1 0-30 м/с дл.11 пропана; d = 0,5-6 мм, и0 = 
1 00-800 м/с дл.11 водорода. 

Прин.11тый в главе IDJaн изложенИ.II учиtывает, что решение можно раз­
бить на отдельные этапы. Сначала ( §  5 . 1 )  естественно проанаЛизировать 
случай , когда все химические реакции, привоД.IIщие к окислению тоiDJива, 
нaxoД.IITC.II в равновесии. Затем ( § 5 .2) рассматриваетс.11 образование 
окислов азота в предположени.11х о том, что их концентраци.11 намного ниже 
равновесной, а все остальные концентрации равно весны. Здесь воэникает 
обща.�� проблема, свJiзаннu с необходимостью осредненИ.II скоростей хими­
ческих реакций. В § 5 .3 анализируютсJI потери тeiDJa излучением, а в § 5 .4 -
влиJiние турбулентности на протекание всех химических реакций, в том 
числе и реакций окислени.11 тоiDJива. Разработанные методы используютс.11 
в § 5 .5 длJI опнсаниJI образовани.11 окислов азота. Наконец, в § 5 .6 предпри­
НJiта попытка развить более общую теорию, в которой не предполагаетсJI, 
что ВЛИ.IIНИе химических реакций на основные характеристики факела 
мало. 

Св.11зь указанных выше проблем с задачами, рассмотренными в преды· 
дущих главах, просматриваетс.11 вполне отчетливо . В самом деле, скорость 
окислениJI азота чрезвычайно сильно зависит от температуры. Позтому 
при нахождении средней скорости реакции необходимо знать распределе­
ние вероJiтностей температуры. Аналогична.�� проблема возникает и при 
оценке излученИ.II факела. Наконец, при исследовании BЛИ.IIHИ.II турбулент­
ности на отi<Лонени.ll от термодинамического равновесИ.II необходимо в 
первую очередь знать локальную структуру турбулентности, так I<"ак при 
диффузионном rорении толщина зоны химических реакций очень мала, 
и позтому внyтpeHHJIJI структура этих зон в основном зависит о-т характе­
ристик наиболее мелкомасштабных вихрей. 

§ 5 .1 .  rаэодинамическ�е эффеi<ТЫ 
при турбулентиом.диффузиониом горении 

В данном параграфе рассматриваетсJI rорение заранее не перемешанных 
газов в предположении о том, что скорости химических реакций бесконеч­
но велики. В нем, так же как и везде далее, считаетс.11 , что число Маха ма­
ло, число Рейнольдса велико, коэффициенты молекулJiрноrо переноса оди­
наковы, и если есть стенки, то отвод тeiDJa в них пренебрежимо мал. В этом 
и в следующем параграфе предполагаетс.11 также, что отсутствуют потери 
тeiDJa излучением . Еще одно малоограничительное предположе�ие удобно 
сформулировать позже. Как показано в работах Билджера [ 1 976] , Кузне­
цова, Лебеnева, Секундова и Смирновой [ 1 977а] , эти предположенИ.II поз­
вол.llют свести расчет характеристик горенИ.II к исследованию noлJI восста-
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новленной концентрации горючего z, т.е.  исключить из рассмотренИJI хи­
мические реакции . 

Пусть в химических реакциих участвует М веществ. Тогда уравненИJI 
переноса можно записать в виде Л (с1) = W1p .  Здесь со - энтальnИJI, 
с1 (1 = 1 • . . . .  М) - массовые концентрации, W0 - скорость темовыделе­
нии ,  W1 (1 = 1 . . . . •  М) - скорость выделенИJI (поглощении) вещества /. 
Пусть все вещества состоит из n различных атомов (или нepacnaдaюUUIXCR 
групп атомов) . Очевидно, что общаи масса атомов каждого вида (или 
нераспадающихси групп атомов) сохраниетси. Сохран.иетси также и полкак 
энергИJI, которав при малом числе Маха равна сумме зитальпни и энерги" 
химических свизей . Указанные законы сохранени.и можно записать в виде 

м 
1: Aj W, = О, i = О, 1 ,  . . . •  n. 

1 = 0 
Здесь А? - те мота образовани.и вещества /, А f (1 ;;;;, 1 . i ;;;;, 1 )  - маесовав 
дол.и атомов с номером i в веществе с номером /. Использу.и это усло­
вие, в силу линейности оператора Л из уравнений переноса Л(с1) = р W1 
можно исключить р W1 • При этом получитси n + 1 уравнений вида 

м 
Л (..р,.) = О. ..р. = 1: Ak,. 1 , .. 0 
Характеристики термодинамически равновесного состо.инИJI полностью 

определ.иютс.и величинами ..р1 • Введем теперь не слишком обременительное 
предположение о том, что начальные условИJI дли величин ..р1 подобны 

, (в простейшем случае это условие означает, что подобны начальные распре­
делени.и температуры и концентраций томива и окислители) . Тогда ..р1 -

линейные функции z ,  что .IIВЛ.иетси следствием линейности оператора Л и 
подоби.и начальных и граничных условий. Следовательно, термодинамичес­
кий расчет позвол.иет выразить температуру и концентрации всех веществ 
через z ,  где Л(z) = О, z = 1 в потоке томива, z = О  в потоке окислител.и. 

Заметим теперь, что если число Маха мало, то при вычислении мотности 
давление можно считать посто.IIНн�м*). Тогда описаннав выше процедура 
дает возможность выразить пnnтность р только через z. 

Таким образом, задача сводитси к отысканию распределенИJI концентра­
ции инертной примеси. Рассмотрим, как решаетси эта задJча в теории 
турбулентности . Обычно дл.и этой цели используютс.и осредненные уравне­
нии движении и диффузии. Вход.ищие в них напр.иженИJI Рейнольдса и по­
токи веществ выражаютси через градиенты средней скорости и средней кон­
центрации и коэффициенты турбулентного переноса. Различие всех теорий 
(а таких теорий известно очень много) заключаетси в методах вычнсленИJI 
коэффициентов турбулентного переноса. 

· 

Ниже используетс.и модель, предложеикав Секуадовым [ 1 97 1 ] и уточ­
ненна.и Кузнецовым, Лебедевым, Секуадовым и Смирновой [ 1 977а, б, 
1 980] . Особенности других моделей, так же как и более подробное изло· 
жение основных идей полуэмпирической теории турбулентнос:Jи, 1\.fожно 
найти в обзоре Гниевекого и др. [ 1 978] . 

•> В уравнеии.11х движени.11 давление должно быть учтено при любом ЧНСRе Маха. 
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Использованная модель в ключает в себя уравнении для энергии турбу­
лентности, турбулентной вязкости и пульсаций концентрации. В этой моде­
ли, так же как и во всех остальных полузмпири�еских теориях, при выводе 
всех уравнений используется очень много достаточно произвольных предпо­
ложений . Здесь нецелесообразно на них останавливаться подробно . Укажем 
лишь, что уравнения , полученные в любой модели, следует рассматривать 
как гипотезу, справедливость которой можно установить только путем со­
поставления результатов расчета с экспериментальными данными. Приве 
дем окончательную систему уравнений, записанную в приближении погра 
ничного слоя для осесимметричного течения : 

о<и >  i Hu >  
(p) (u ) -- + <p >vo -- = 

ах ау 

= �  _:_ [<p > v,y 3 {u ) ] - 3 (р ) 
- ( (р ) - Po)g, 

у ду ду ах 

3 (p ) (u )  1 а 
--- + - - (p )yv0 = 0, 

ах у ау 
Vo = 

(pv )  

{р ) . ' 

(p ) (u ) 3 (z ) + (p ) vo 3 (z ) = .2_ � r (p)
!!.!. y 3 (z ) ] 

ох ду у ду Sc ду 

де де 1 3 [ де
] (p ) (u )  - + <p > vo - = - - (р ) к 2 v,у - + 

ах ау · у  ау ау ( 3 (u }) 2 l. + (р } v1 --ау- - Р2 1 + 

av, av, 

( p } (u ) - + (p > vo - = 
ах ду 

(5-.4) 

= _!_ � [ {p } K 3 VtY o
v, 

] 
у ду ду 

+ f./3 
{p } v: 

( 3 {u )
)

2 

1 3 (u } 1 ,.. -- -- - f34 (p ) v1 -- , 
е ду ду 

да2 
3а2 1 а 

(p }(u } - + (p }vo - = - -
ах оу у оу 

[ (р  } к 1 v1 ::2 ] + 

{р } еа2 

v, 

Здесь х - продольная координата; у - радиалЬная координата, и - про­
дольная скорость, v - поперечная скорость, v1 - коэффициент турбулент­
ной вязкости , е = � < (и - <и })2 } - энергия турбулентности, а2 = 
= (z2 } - (z >2. - дисперсия пульсаций концентрации, р - давление, g -
ускорение силы тяжести, р0 - плотность окружающего воздуха (последнее 
слагаемое в первом из уравнений (5 .4) учитывается только при расчете 
свободной струи или факела) . Значения змпирич�ских постоянных к 1 , к 2 , 
к 3 ,  Sc , /31 , /32 , /33 , /34 подбираются так . чтобы правильно описать изотерми-
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ческое смешение. При описании горения их значения не изменяются. Во 
всех проведеиных ниже расчетах предполагалось, что к 1 = к 2 "' 1 ,  2, · к 3 = 
= 2-,4 . f3t = /34 = 0, 1 4 ,  /32 = 0.07 , /33 = 0,9.  Sc = 0.8. 

Первое' соотношение в (5 .4) есть уравнение движения,  записанное в при­
ближении пограничноrо слоя. В нем учтены сюtы плавучести . Здесь, так же 
как и во всей' настоящей главе, рассматриваются факелы, обраэующиеся 
при истечении горючего вертикально вверх. Второе соотношение является 
уравнением неразрывности, а третье - уравнением турбулентной диффу· 
зии . Следующие два уравнения для энергии турбулентности и коэффи­
циента турбулентной вязкости оmtсывают примятую модель турбулент­
ности . Эти уравнения, так же как последнее .соотношение в (5 .4) , которое 
дает дисперсию пульсаций концентрации, построены по известной схеме, 
отражающей роль процессов конвекции (левые части уравнений) , турбу­
лентной диффузии (первые 11дены в правых частях уравнений) ,  поро)I(Дения 
(вторые члены в правых чистях уравнений)  и диссипации (последАие слагае­
мые в правых частях уравнений) . Величина /3 1 [ 1  + v,e- 1 1 i Hu )fдy l ] eu2 v; • , 
фигурирующая в последнем из соотношений в (5 .4) , равна удвоенному зна­
чению скалярной диссипации (N)  = (D(izfдx1 ) 2 >, котQрая далее будет 
играть очень важную роль 

Зависимость p(z)  либо осредняеtся с помощью формул (3 .56) , (3 .57) , 
либо предполагается , что (р ) = fJ ( (z ) ). Оба метода расчета дают результаты, 
которые в рассмотренных случаях отличаются не брлее чем на 5%. 

В качестве иллюстрации пригодности системы (5 .4) для описания турбу­
лентного диффузионного горения нриведем несколько примеров. Первый 
пример - затопленный свободный диффузиоqиый факел , образую�J.�Ийся 
при истечении струи топлива .из круглого сопла диаметром d верти�ьио 
вверх со скоростью и 0 •  

На рис. 5 . 1  приведеиа зависимость длины факела водорода 1 от числа 
Фруда 2и�  /(gd) = Fr , которое выбрано в качестве критерия, характери­
зующего силы плавучести, так как отношение плоткостей воз.цуха р0 и 
продуктов сгорания p(z8) в данНом случае неизменно. Под длиной факела 
понимается расстояние от сопnа до той точки на оси струи, где выполняет­
ся равеиств'о (z > = z 8 = 1 /( 1 + St ) . Как уже указывал ось, результаты расче­
та очень слабо зависят от того, учитывается или нет влмиие nульсаций 
коицеи1=рации z на среднее значение плотности. Поэтому хорошее совпаде­
ние теоретических и экспериментальных данных, видное из рис . 5 . 1 , 
свидетельствует о том, что 1111я расчета газодинамической структуры 
течения и геометрической конфигурации факела учет пульсаций концентра­
ции необязателеи . В данном случае для проведения таких расчетов необяза­
телен и учет кинетики химических реакций. 

Влияние пульсаций коицентрации заметно проявляется при вычислении 
средних концентраций реаrирующих·веществ, что следует из данных, поме­
щенных на рис. 5 .2 .  Эти данные получены Бурико и Кузнецовым ( 1 978] 
в измерениях, проведеиных на оси затоплениого свободного факела пропа­
иа. В опытах непосредственно измерялась величина с� - средняя обьемкая 
JСОИцентрацц СО2 В "сухой" Пробе (т.е. вода, КОИДеИСИрующаяся при иор­
МалЬНОЙ температуре, удалялась) . Поэтому на рис . 5 .2 по оси ординат отло­
жена величина ( с� }. Здесь и далее коицентрации нумеруются в следующем 
порядке : Н2 , ОН, О, Н, О2 ,  Н2 О, СО2 , СО, N2 , NO. При вычислении с7 (z ) 
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о о (tф 
0,0'15 

D,l.lf 

D,ll25 

о 100 200 Z/d 
Рис. 5 . 1 .  Cpaвllf'!IИe рассчитанной дпины затомениого диффузионного факела-водОро­
да при раЗЛИ'IНЫХ qислах Фруаа с экспериментальными данными Билджера и 
Бека ( 1 9 74 ) .  d = 1 ,5 - 6.4 мм, u8 • 1 00  - 200 м/с: значки - опытные данные; 
KpИIWI - расчет 

Рис. 5.2 .  Сравнение рассчитанной средней о6ъемиой концентрации углекислого газа на 
оси затомениого диффузионного факела пропана с экспериментальными данными 
Бурико и Кузнецова ( 1 9 7 8 ) .  d = 3 мм, u0 = 25 м/с; горючее вытекает вертикально 
вверх ; значки - опытные данные; крива• - расчет 

нспользовалнсь результаты предварительно проведеиных термодинамнчес· 
кнх расчетов , а полученная таким образом зависимость c� (z)  осредн.11Лась 
с помощью формул (3.56) '  (3.57) . 

Отметим, что в опытах отбнралнсь пробы газа, состав которых позже ана­
лнзнровалси. Такой способ дает велнчнны,-осредненные по Фавру .т .е . вели­
чнны вида ( рс1 )/(р ) .  Поэтому везде далее при вычислении концентраций 
символ ( > соответствует такому осредненню. 

Из рис. 5 .2 зндно , что пульсации величины z заметно- ВЛИJIЮТ на сред· 
нюю концентрацию СО2 , так как максимальное значение <ct )._ на 60 % 
меньше, чем максимальное значение термодннамнческн равнов.есной кон­
центрации со2 . 

Следующий график (рис. 5 .3) указывает на то, что влииние пульсаций 
ко нцентрации может быть исключительно сильным. Этот график обоб­
щает результаты измерений концентраций углеводородов в затоменном, 
свободном факеле химически чнстоrо пропана•) (содержание прнмесей 
0,03 %) . Абсолютнан погрешность измерений равна 1 0-4 • В пробах обнару­
жены все углеводороды с число м атомов С от 1 до 4, т.е. по мимо о кис­
ленни происходит и пнролиз углеводородов . 

Обработка экспериментальных данных показала, что пиролиэ и окис ­
ление взаимодействуют весьма слабо . П ри проведении этой обработки 
вводилась эквивалентна& концентрации пропава 

44 . 
с1 = I: с.  

1 36 + Зп; ' ' 

rде с 1 - массовые концентрации уrл еводорсщов, n; - отношение числа 
атомов Н н С в i -м углеводороде , а суммирование производитек по всем 

•) Эти данные получены Ю.Я .  Бури ко н В.Р. Кузнецовым. 
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значениям индекса i ,  которые соответствуют углеводородам. Эта вели­
чина сохраняется во всех реакциях, в которых не участвуют кислородо­
содержащие соединения; в отсутствие процессов пиролиза она равна кон­
центрации пропана. 

В обработке предполагалось, что окисление происходит только на сте­
хиометрической поверхности z = z s ,  а скорость этого процесса..бесконечио 
велика, т.е . справедлива формула (5 .3) . Величина с1, определяемая этой 

формулой, осредиялась с помощью соотношений (3 .56) , (3 .57) (сплошная 
линия на рис . 5 .3) . По осям графика отложены величины ( с1 ) ,  = ( с1 ) /'У, 
< t >, = ( z ) /'Y, полученные осреднением по турбулентной жидкости ('У ­
коэффициент перемежаемости, нижний индекс t соответствует условному 
осреднению ПО турбулеНТНОЙ ЖИДКОСТИ) . В�ИЧИНЫ ( Cf ) И ( Z )  ИЗМерJIЛИСЬ, 
а коэффициент перемежаемости 'У рассчитывался из (3 .56) , (3 .5 7) , (5 .4) . 

Такой расчет показал, что интенсивность пульсаций концентраций о/( z )  
на оси струи выше 0,55 ,  т.е. больше, чем в и;ютермической струе . Анализ 
системы (5 .4) , проведенный в Rаботах Кузнецова, Лебедева ,  Секундова 
и Смирновой [ 1 977а, б, 1 98()] , показывает, что этот эффект обусловлен 
влиянием сил плавучести (в отсутствие сил плавучески интенсивность 
пульсаций скорости и концентрации такая же, как и в изотермической 
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струе ; учет сил плавучести приводит к значительному возрастанию ин­
тенсивности пульсаций концентрации, но Re приводит к увеличению ин­
тенсивности пульсаций скорости) .  Указанный эффект ваблюдался в опытах 
Котеовиноса [ 1 977 J (плавучая струя без горения) и Женжамбра, Камбрэ, 
Кармэ и Беллэ [ 1 984] (плавучц струя с горением) .  

Из проведеиного расчета вытекает. что 1 < 1 во всех точках, в которых 
производнлись измерения. Поэтому из (3 .56) ,  (3 .5 7) следует, что Р, (z ) , 
и поэтому < с1 > , , зависит только от ( z } , . Из rрафика на рис. 5 .3 видно, 
что теоретические и экспериментальные данные хорошо соrласуются. 
Так как лоrарифмические координаты не очень удобны при анализе точ­
ности расчета, то на рис. 5 .4 в обычных коордИнатах приведено одно из 
рациальных распределений ( с1 ) . 

Полученные данные позволяют косвенно установить точность, с которой 
развитая в rлаве 3 теория описывает плотность вероятностей концентрации 
в турбулентной жидкости P,(z) . Сопоставление экспериментальных данных 
и результатов расчета величины ( с1 >, показывает, что при ( z > r > 0,03 
поrрешность не превышает 1 2 %. Такой же вклад в величину ( cj >, дают 
пульсации; амплитуда которых выше 3 ( z ) r . Этот вклад описывается 
интеrралом 

i = f cf (z )P, d z ,  
3 (  z > , 

вычисление котороrо показывает, что j = 0,.1 2 < с1 ) 1 при ( z )  1 = 0,03 . Таким 
образом, при z/( z ) 1  < 3 точность описания Р, (z ) не хуже 1 2 %. В указанном 
диаi:Iазоне Р, (z ) меняется на три до рядка, и поэтому ее непосредственно е 
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Рис. 5 .4 .  Эквивалентная концентрация пропана в одНом из сечений затоменкого диф 
фузионного факела. x/d = 1 60, d = 3 мм, и0 = 1 9,8 м/с; значки - результаты измере­
ния: сплошная линия - расчет с учетом пульсаций; шrрихпунктирная линии - расче'I 
без учета пульсаций 
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Рис. 5 .5 .  Восстановленная концентрация горючего (nропана) на оси диффузионного 
факела в канале согласно опытам и расчетам Бурико и Лебедева 1 1 980) . 1 - и1 /и0 = 

= 0,32, расчет факела; 2 - и, /и0 = 0,16 ,  расчет факела; 3 - ul /и, = 0,32,  расчет изотер­
мической струи ; 4 - uJи0 = 0, 1 6 ,  расчет изотермической струи ; 5 - u . fи0 = 0,32, 
эксперимент с горением ; 6 - и, /u0 = 0, 1 6 ,  эксперимент с горением: 7 - и1 /и. = 0,3 2 , 
эксперимент без горе�ия ; 8 - и, /и0 = 0, 1 6 ,  эксперимент без горения : U0 = 1 6  м/с, 
d • 3  мм 

измерение вряд ли возможно в настоящее время . В связи со сделанным 
замечанием обратимся к рис . 3 . 1 0, на котором функция Р, сопоставляется 
с результатами непосредственных измерений в более узком диапазоне 
значений z 1< z )  r .  Из нее. также видно хорошее соответствие теории и экс­
перимента . 

Из рис. 5 . 4  можно сделать ряд важных вь0suдов . Во-первых, в области 
( z )  < Zs квазиламинарная модель (пульсации отсутствуют) приводит к 
грубым погрешностям, так с1 = О при z < Zs . Во-вторых, очень важно 
правильно описать форму распределения плотности вероятностей, так 
как мапые значения ( с1 >:r оп.ределяются пульсаци�ми с очень большой 
aмnлii'JF}'дOЙ. Например,  использование нормального закона с теми же зна­
чениями < z ) и о при ( z }  r = 0,03 занижает ( с1 ) более чем на порядок. 
В -третьих, в данном случае сильно возрастают требования к точности мо­
дели турбулентности (из рис . 5 .3 видно,  что < с1 > , сильно зависит от < z > , 
и, следовательно , малые ошибки в расчете ( z )  сильно сказываются на ве­
личине ( с1 > ) .  

В связи с последним выводом напомним, что используемая модель 
обеспечивает · точиость расчета поля ( z )  порядка 30%. Эта точность не­
достаточна для отыскания ( с1 > . Поэтому для ее повышения при анализе 
экспериментальных данных, полученных в векотором сечении, использо ­
вались результаты расчета r и ( z ) не в сечении с тем же значением xjd, 
а в сечении с тем же значением осевой концентрации ( z ) . Такой прием, 
по-видимому, вполне оправдан при анализе точиости теории , описываю­
щей распределение вероятностей концентрации. Действительно, на рис. 5 .3 
помещены данные, полученные при очень сильной вариации d, и 0 , поло ­
жения точки, в которой проводятся измерения, и самой измеряемой вели­
чины. Следовательно, хорошее согласование теоретических и эксперимен­
тальных данных на рис .  5 .3 не может быть случайным. 

Приведем теперь другой пример, заимствованный из работы Бурико и 
Лебеnева [ 1 980) . Изучалось д..иффузионное горение в цилиндрическом 
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канале диаметром d 1 , в который поступап воздух со скоростью и 1 • Про ­
цаи подавался со скоростью u0 через центральное сомо диаметром d 
(d 1 /d = 1 3 ,3) . Результаты измерений и расчетов, основанных на формулах 
(5 .4) , помещены на рис . 5 .5 .  Видно , что в самом конце факела смешение 
при горении ускоряется из-за возникающего дополнительного сдвига 
скорости (воздух и продуты сгорания по -разному ускоряются из-за раз­
ности моткостей и градиента давления) . Модель качественно правильно 
описывает этот эффект, однако ее количесmенное согласование с экспери­
ментом неудовлеriюрительно . Расчеты, основанные на ll.Dfpoкo исполь­
зуемой "k- E " -модели и на модели (5 .4) , дали весьма слабо отличающиеся 
результаты. Это свидетельствует о том, что не учтены какие-то важные 
эффекты. Подчеркнем, что такие эффекты ва)I(J{Ы лишь при горении в ка­
нале и несущественны в затоiDiенном факеле.  

В заключение этого параграфа сделаем ряд общих замечаний . В расчетах 
часто приходится осреднять различные нелинейные зависимости . Результат 
такого осреднения зависит от характера нелинейкости и величины < 2 ) . 
Существует целый ряд величин, при расчете которых пульсации можно 
либо вообще не учитывать (например, мотность) , либо учет пульсаций 
дает не слишком большую поправку (например, концентрация со2 ) .  
В последнем случае , как показывает практика расчетов , пригодна почти 
любая разумная модель для IDiотности вероятностей , т.е. важно лишь 
учесть, что пульсации существуют. Имеется, однако, и ряд величин, для 
вычисления которых необходимо точно знать и форму распределения 
вероятностей , и интенсивность пульсаций (концентрация углеводородов) . 
Важную роль играет и средний состав , при котором рассматривается та 
или иная величина. Например, при ( 2 )  > z3 влияние пульсаций на среднюю 
концентрацию углеводородов не слишком велико , а уже при ( z )  = 0,5 z s 
оно имеет принципиальное значение (рис.  5 .4) . 

Отметим 1·акже, что следует с большой осторожностью пользоваться 
моделями турбулентности , так как их точность не всегда удовлетвори­
тельна. 

§ 5 .2. Вли.RННе пульсаций температуры 
и коtЩентрации на среднюю скорость реакций 

Учет влияния пульсаций температуры и концентрации на среднюю ско­
рость химической реакции представляет большой практический интерес. 
Этот вывод наглядно иллюстрируется на примере реакции окисления 
азота, скорость которой чрезвычайно сильно зависит от температуры . 
Оценки покаэывают, что при средней температуре 2000 К и относительно 
низкой интенсивности пульсаций температуры (скажем, 1 0 %) средняя 
скорость реакции может на порядок отличаться от скорости реакции при 
средней температуре. Другой пример - воспламемение холодной струи 
водорода ( спутной или пристеночной) , подаваемой в горячий поток воз­
духа. Показано, что пульсации температуры и концентрации приводят к 
увеличению расстояния, на котором возникает фронт IDiамени, примерно 
в 2-3 раза (Кузнецов [ 1 972б l , Громов , Ларин и Левин [ 1 984] ) . 

Следует отметить , что турбулентность сама по себе не влияет на скорость 
реакции . Это влияние сказывается лишь весьма косвенным образом вслед 
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ствие изменения условий темо· и массообмена. Ясно, что пульсации тем­
пературы и концентрации обусловлены колебаниями фронта пламени. 
Вследствие это го в фиксированной точке потока скорость реакции при­
нимает то очень больiШfе, то очень малые значения, что естественно отра·  
жается на средней скорости реакции. При этом в системе координат, свя­
занной с фронтом мамени, скорость реакции может оставаться такой же. 
как и в ламинарном потоке. 

Анализируемый вопрос, по-видимому, впервые бьm затронут Зельдо · 
вичем [ 1 949 ] , который отметил, что вследствие сильной зависимости 
скорости реакции от температуры средняя скорость реакции должна силь· 
но отличаться от скорости реакции при средней температуре. Первая по­
пытка количественного анализа влияния пульсаций на среднюю скuуость 
реакций предпринята Булисом [ 1 960] . В его работе не учтена зависимость 
скорости реакции от концентрации, вследствие чего сделан вывод о том, 
что пульсации температуры всегда приводят к увеличению средней ско­
рости по сравнению со скоростью реакции. рассчитываемой по средним 
значениям температуры и концентрации . Однако , как правило, пульсации 
приводят к противоположному эффекту. Дело в том, что во многих c:Jy· 
чаях nоля температуры и концентрации являются подобными, т .е .  пуль· 
сации этих величин сильно связаны и могут быть выражены через z .  Учет 
этого обсюятельства приводит к тому, что зависимость скорости реакции 
от температуры имеет максимум при искотором значении z = z т .  Ясно,  
что в тех точках потока, где ( z ) = z т , любая пульсация концентрации 
приводит к снижению скорости реакции (Кузнецов [ 1 969 ] ) . Этот эффект 
проявляется наиболее сильно на краю струи или факела, т.е . в области, 
где существенна персмежаемость (Кузнецов [ 1 972б] ) .  Отметим также, 
что в тех точках потока, где ( z ) сильно отличается от z т , пульсации 
концентрации приводят к увеличению средней скорости реакций. Более 
детальное обсуждение рассматриваемого вопроса содержится в книге 
Компанийца, Овсянникова и Ползка [ 1 979] . 

В общем случае осреднение скорости химической реакции представляет 
весьма трудную задачу, поскольку химические процессы сами по себе мо­
гут сильно влиять на  распределение вероятностей температуры и концентра­
ции. Один из примеров такого сил�ного влияния (турбулентное горение 
однородной горючей смеси) рассмотрен в главе 1 .  Следовательно , нельзя 
предполагать, что в турбулентном потоке с химическими реакциями распре· 
деления вероятностей температуры и концентрации имеют универсальный 
вид. В этом смысле счастливым исключением является процесс образова­
ния окислов азота. Ка�;.- уже отмечалось, во многих случаях концентрация 
окислов азота намного ниже равновесной, и поэтому скорость окисления 
азота очень слабо зависит от концентрации конечного продукта . Кроме 
того, рассматриваемая реакция слабо влияет на температуру и концентра­
цию всех веществ , за исключением NO. В данном параграфе будем считать, 
что реакции между всеми веществами, за исключением NO, идут нас1олько 
быстро, что их концентрации равновесны. Тогда скорость окисления азота 
зависит только от z .  Действительно, обратимся к схеме окисления азота, 
установленной Зельдовичем и др. [ 1 947 ] : 

1 2 *  

N + 02 = NO + О, N 2  + О  = NO + N .  (5 .5)  
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Первая реакция в (5 .5)  идет намного быстрее , чем вторая . Поэтому, как 
показано Зельдовичем, Садовниковым и Франк-Каменецким [ 1 947 ) , ско­
рость окисления аэота имеет вид 

Wa о = 2k 1 оМ1 oMi 1  М91 сз с9 , (5 .6) 

если концентраuия NO существенно ниже равновесной. Здесь W 1 о входит 
в уравнение диффузии окислов аэота в виде 

Л(с 1 0 ) = р W1 0 ,  (5 .7) 

где с3 , с9 ,  с 1 0 - массовые концентрации О, N2 . NO, k 1 о - константа ско­
рости второй реакции в (5 .5) ,  М0 (о = 1 - 1 0) - молекулярные веса ве­
ществ ,  находящихся в смеси . Здесь и далее скорости образования различ­
ных веществ имеют индекс .  соответс твующий их номеру . Величина k1 0 
имеет вид 

k t o = k f o exp ( - EfR Т) ,  где k ? o  = 1 , 1 · 1 01 4 см3 / (с . моль) , 
Е =  3 , 1  - 1 05 Дж/моль ,  R - универсальная гаэовая постоянная. Если пред­
положить ,  что потери тема излучением отсутствуют и все реакции (за 
исключением реакций окисления аэота) находятся в равновесии , то вели­
чины с3 , cg и Т зависят лишь от z .  Тем самым W1 0 можно найти из термо­
динамических расчетов , а для ее осредиения достаточно знать только рас­
пределение вероятностей концентрации инертной примеси . 

Термодинамический расчет показывает ,  что зависимость W 1 0 (z ) имеет 
острый максимум при z = z s , вследствие чего справедлива асимптотичес­
кая формула (Кузнецов [ 1 969] ) 

( p W 1 0 ) = f p W 1 oP(z)dz = wP (z ., ) ,  w =  f p W 1 odz . (5 .8) 

Оценки показывают, что эта формула дает вполне приемлемую точность 
при а � .!1z , где .!1z - такой интервал значений z ,  на котором W 1 0 превЫ'­
шает половину своего максимального значения (.!1z = 1 о-2 при горении 
пропана, .!1z = 5 · 1 о-з при горении вод 1рода) . Анализ результатов числен­
ных расчетов показал , что сформулированное условие всегда выполнялось. 

Формула (5 .8)  существенно упрощает исследование, так как в ней 
фигурирует лишь один параметр w. Физический смысл соотношения (5 .8) 
вполне очевиден, если учесть , что в соответствии с ( 1  .2 1 )  P(z s )  характери­
зует объем, заключенный между поверхностями z = Z s и z = Zs  + dz . 
Расчет показывает, что при горении в нормальных условиях имеем w = 
= 2,8 - 1 0-8 г/ (см3 с) для пропана, "' = 4,9 . t о-в г/ (см3 с) для водорода. 

Полученные результаты позволяют проанализировать, как влияют 
пульсации концентрации на выход окислов азота . Осредним (5 .7) и пред­
положим, что коэффициент турбулентной диффузии окислов аэота сов ­
падает с коэффициентом турбулентной диффу;�ни инертной примеси (об­
суждение этого допущения дано ниже в § 5 .5) . Получаем 

д ( С1 о > д ( С 1  о > 
( р ) ( и ) + ( Р > Vo = 

дх ду 
1 д [ vr  д ( с 1 0 ) ] 

= - - - ( р ) у  -- + ( p Wi o > .  
у ду Sc ду 
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Рис. 5 .6. Вnии101е nynъc&IUII на среднюю 
кqнцентрацRJD NO на оси эато1111енного 
днффуэно101ого факела пропана. 1 -

расчеr без учета nуnъсациА, 2 - расчет 
с учеrом пуnъсациl. В расчеrах эадава· 
пись условии, соотвеrствующие опытам 
Бурико и Куэнецова ( 19781  

100 

5О 

о 

Уравнение (5 .9) решалось численно совместно с уравнениями (5 .4) в двух 
предположениях. В первом случае считалось, что пульсации оrсуrствуют, 
r.e. ( p W1 0 ) = p (< z > ) W1 o \< z > ) ,  во вrором - пульсации учиrывались, 
т.е . при осреднении использовались формулы (3 .56) , (3 .57) . Резулыаrы 
расчеrов изображены на рис .  5 .6 .  

Из сравнения кривых 1 и 2 видно, что пульсации конценrрации приво· 
дяr к сильному снижению концентрации окислов азоrа (почти в rрн раза) . 

§ 5 .3. 8лиJ111Ие иэnучени• на :характеристики 
турбуле��тиого диффузионного горени• 

В условиях лабораторных опыrов , коrорые...используюrся для проверки 
развиваемой теории, потери тепла излучением мoryr доходить до 25% 
(Маркшrейн [1975 ] ,  -Бурико и Кузнецов [ 1 978, 1 980] ) .  Даже в эrом слу­
чае основные характеристики факела (разумеется , кроме ero температуры) 
весЬМJ слабо зависят от потерь тепла излучением. Этот вывод ясен из 
рис . 5 .2, на котором сравниваются резулыаты расчета, в котором излу. 
чение не учитывалось, и экспериментальные данные, полученные в усло­
виях, коrда потери тепла излучением составл.RЛИ 20-25% (Бурико и Куз. 
нецов [ 1 978, 1 980] ) .  

Рассматриваемый эффект тем не менее иrрает важную роль при исследо­
вании образовании окислов азота (Сиrал [ 1 977] ) ,  так как скорость окис­
ления азота чрезвычайно сильно зависит от температуры. В частности, оцен­
ка показывает, чrо при увеличении потерь тепла излучением на 1% велн­
tn�на w уменьшаетси на 30%. Отсюда следует, что влнJIНИе излучении на 
окисление азота существенно почти во всех практически важнЫх случаих. 
Цель проведенноrо ниже исследовании состоит не ·в том, чтобы разработать 
универсальную методику расчета, а в том, чrобы приближенно оценить 
влиJIНИе излучении на образование окнелов азота в условних лаборатор­
ных опытов . 

При анализе свободноrо диффузионноrо факела есть рид обсrоительств , 
значительно упрощающих расчет потерь тепла излучением. Первое свизано 
с отсутствием стенок , т.е .  нэпучаемаи энерrии териетси безвозвратно . 
Bropoe обстоительство обусловлено тем,  чrо в условиих, характерных 
дли . большинства опыrов, можно использовать приближение оптически 
rонкоrо слои, т .е. сч;итать, что все молекулы или частицы сажи излучают 
независимо друr друrа, а излучение не поrnощаетси. Приrодность такоrо 
приближении можно установить из следующей оценки. При нормальном 
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давлении длина пробега излучения в продуктах сгорания стехиометричес­
кой смеси минимальна и близка к 20 см. Поэтому во всех случаях, когда 
толщина факела меньше 20 см, приближение оптически тоикого слоя 
справедливо.  Наконец, третье упрощающее обстоятельство связано с тем, 
что рассматривается малый уровень потерь, и поэтому плотность потока 
излучения можно оценить по температуре, рассчитываемой для адиабати­
ческих условий. 

В соответствии с этим исследование проведем в три этапа. На первом 
рассчитаем потери тепла излучением. На втором найдем влияние этих по­
терь на температуру IL"Iамени . Наконец, на третьем вычислим скорость 
окисления аэота. 

Описанная ниже методика развита в работах Бурико и Кузнецова 
[ I 983a, б] . Она носит приближенный характер и основана на анализе от­
носительных потерь тепла, определяемых формулой 

)t .. 
f f ( l ) ydy dx о о 

q �) =--------------

х .. 
Qo f f ( р w1 ) y dy dx 

о о 

(5 . 1 0) 

где 1 - плотиость потока излучения, W 1 - скорость окисления горючего, 
Q0 - количество тепла, выделяющегося при сгорании одного грамма 
горючего. Числитель в (5 . 1 0) дает энергию которую излучает объем факела, 
заключенный между начальным и текущим сечениями, а знаменатель -
энергию, выделившуюся в этом объеме. 

Методика основана на следующем приеме . Проведем термодинами­
ческий расчет, в котором начальная эитальпия уменьшается на величину 
q (x) Q (z ) , где Q (z ) = Q0z при z < z, , Q (z )  = Q0 ( l -· z ) / ( 1  - z, ) , т.е. 
Q (z ) - количество тепла, выделяющееся при адиабатическом сгорании 
смеси , в которой коицеитr;ация горючего равна z .  

Поясним возможные неточиости такого подхода. Иэ-эа случайного 
характера процесса фронт пламени может наблюдаться в разных точках 
одного и того :же сечения. При этом потери тепла·, строго rоворя, зависят 
от тоrо, в какой точке находится фронт пламени. В расчете указанное 
обстоятельство игнорируется (относительный уровень потерь тепла оп­
ределен так, что учтена лишь эавие<имость от одной координаты х) . При· 
HJIТoe предположение можно косвенно обосновать с помощью экспери · 
меитальиых данных, изложенных в rлавах l и З ,  где укаэывалось, что 
статисТические характеристики коицеи�ации в турбулентной :жидкости 
слабо меняются по сечению, т.е .  внутри колеблющихся границ струи в 
каждом сечении эти характеристики приблиэительио однородны. Так 
как положение фронта пламени определяется полем z , а это поле статисти­
чески однородно в данном сечении, то колебания фронта пламени можно 
не учитывать . Другая неточиость методики связана с тем, что потери тепла 
в каждой данной точке носят случайный характер, в силу чего распре­
деления температуры и концентрации на каждой поверхности z = const 
также носят случайный характер. Это обстоятельство не учитывается , так 
как результаты расчета зависят только от величины q (х) Q (z ) , которая 
при z = const не случайна. Строгое обоснование принятых предположений 
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невозможно. Поэтому точность методики проконтролирована ниже ко­
свенным образом с помощью анализа поля средней температуры. 

Приступим теперь к первому этапу расчета.  Найдем сначала знаменатель 
в (5 . 1 0) .  В диффузионном приближении концентрация rорючеrо с1 есть 
искоторая функция ! . Подставим эту функцию в (5 . 1 ) и воспользуемся 
уравнением диффузии пассивной примеси Л(z )  = О. Имеем (Билджер 
[ 1 976 ,  1 977 ) , Кузнецов [ 1 979а] ) 

d2c 
p W1 = p N dz/ . N = D(Vz ) 2 •  (5 . 1 1 )  

Используя (5 .3) , найдем d' ct/d z 2 = ( l - z .t ) - 1 6 (z - Z s ) ,  rде 6 - дельта­
функция.  Подставим это соотношение в (5 . 1 1 ) , осредним и воспользу­
емся обсужцавшейся в rлаве 3 rипотезой о том, что в турбулентной жид­
кости пульсации концентрации и скалярной диссипации статистически 
независимы. Тоrда получим 

( p W1 >  = ( l - z , )-Ч N> , p (z z ) 'Y P, (zs )  = 

= { 1 - z s )- 1 ( N ) p(z s ) P, (z s ) , (5 . 1 2) 

rде ( N) t - сnецнее значение скалярnой диссипацнн в турбулентной ЖИД· 

кости , Р, - плотность вероятностей концентрации в турбулентной жид­
костИ . Формула {5 . 1 2) получена Билджером [ 1 976] (при 'У =  1 )  в неявно 
принято м предположении о статистической независимости z и N. 

Оценим теперь поток излучения 1 . Рассмотрим сначала горение водорода. 
В этом случае излучение обусловлено парами воды. Воспользуемся экспе­
риментальными данными , приведеиными в книrе Михеева [ 1 949) , в кото­
рой представлены результаты исследования лучистоrо теплообмена между 
полусферой, заполненной парами воды, и центральным элементом ее осно­
вания. При достаточно мапом радиусе сферы, т.е . в приближении опти­
чески тонкоrо слоя. эффективная степень черноты паров воды может быть 
аппроксимирована выражением е6 = {j6 ( Т)р6 1 о ,  rде l 0 - радиус сферы . 
Р6 - парциальное давление паров воды ,  Т - температура, а [j6 можно ап­
проксимировать выражением 

{j6 = b6 , - b6 2 T. Ь6 1 = 2 · 1 0- 7 см· • па· • .  Ь6 2 =  6,4 · 1 0- 1 1 см·• па-1 rрад· 1  

Поэтому в соответствии с данными Михеева [ 1 949 ) получаем 
16 = 1 = 4Р6 (Т)р6 Оо Т4 ' (5 . 1 3) 

rде о0 - постоянная Стефана - Больцмана. Входящие в (5 . 1 3) величины 
р6 и Т можно найти из термодинамическоrо расчета в предположении , 
что излучение слабо влияет на температуру и состав продуктов сrорания.  
Таким образом,  параметр q можно рассчитать из формул (3 .56) , (3 . 57) , 
(5 . 1 0) , (5 . 1 2) , ( 5 . 1 3) . 

Рассмотрим теперь rорсние пропана. В этом случае, помимо паров воды,  
излучают уrлекисл ый rаэ и частицы сажи . Излучение энерrии уrлекисло­
той можно описать формулой, аналоrичной соотношению {5 . 1 3) · 

/ 1 = 4fj 1 (T)p1 oo T4 , [j 7 = Ь 1 1 - Ь1 2 Т. 
Ь 7 1 = 4,6 · 1 0-7 см· • па· • . Ь 1 2 = 1 ,3 · 1 о· • 0 см· •  па· • rрад- 1 , 

(5 . 1 4) 
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где индекс 7 соответствует СО2 • Эти формулы также получены при обра­
ботке экспериментальных данных, приведеиных Михеевым [ 1 949] . Сум­
марное и;щученне па.рами воды и углекислым газом находится из формулы 
1 = 16 + /7 • Как и следовало ожидать, расчет, в котором не учитывается 
излучение частицами сажи, дает заниженные значения < 1 }  • В качестве 
примера приведем результат расчета, проведеиного для факела пропана 
(d = 0,3 см, и0 = 25 м/с) . В этом случае суммарное излучение факела 
равно q (oo) = 0 , 1 5 , в то время как зkспериментальные данные Бурико 
и Кузнеuова [ 1"978 ]  сви.цетельствуют о том, что q (oo) = 0,25 , т.е .  при­
мерно 40% теряе..,мой энерrии излучается частицами сажи. 

Поскольку ·кинетика образования сажи при диффузионном горении 
пропана практически не изучена, то ц_араметр q удобно рассчитывать из 
полуэмпирической формулы 

1 = JJ. (/6 + /7 ) , (5 . 1 5) 

rде крэффициент JJ. подбирается таким образом, чтобы рассчитанное зна­
чение l совпадало с экспериментально измеренным. Этот коэффициент во 
всех pactreтax полагалея равным JJ. = �,67 . Температура, концентрации угле­
кислого rаза с7 и воды с6 находятся в результате термодинамического 
расчета. Формула (5 . 1 5) осредняется с помощью соотношений (3.56) , 
(3 .5 7) , параметр q находится из (5 . 1 0) , (5 . 1 2) и осреднениого соотноше­
ния {5 . 1 5 ) . 

J.J.ля контроля правильиости предлага.е'мnго метода приведем результаты 
расчета полей средней температуры 11 диффузионном факеле ,пропана. 
Как уже указывалось,. для определения температуры необходимо исполь­
зовать результаты термодинамических расчетов , из которых можно полу­
чить зависимость T(z ,  q) . Эту зависимость следует осреднить с помощью 
формул (3 .56) , (3 .57) . На рис.  5 .7 ,  заимствованном из работы Бурико 
и Кузнецова [ 1 983б] , приведено сравнение результатов расчета с экспери­
ментальными данными. Видно, '\ТО экспериментальные данные и результаты 
расчета хорошо соrласуются. Аналоrичиые резулу,таты получены и для фа­
кела водорода. 

Обращают на себя внимание два обсrоятельства.  Во-первых, при горении 
пропана максимальная температура в диффузионном факеле на 750  К 
ниже теоретической , т.е. ниже температуры адиабатического горения стехио-
метрической смеси Ts = 2260 К .(начальные условия нормальные) . Во-вто-· 
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Рис. 5 .  7 .  Сравнение рассчитанных зна­
чений средней температуры в зато­
пленном диффузионном факеле про­
пана с экспериментальными данными 
Бурико и Кузнецова ( 1 980) . d = З мм, 
u 0  = 25 м/с; 1 - расчет средней тем­
пературы на оси, 2 - расчет макси­
мальной средней температуры в раз­
личных сечеиия:х, З - измерения мак­
сималъиой средней температуры в 
различных сечениях, 4 - измерения 

. средней температуры на оси факела 



рых, максимальнаи в данном сечении факела температура почти не мени­
етси по мере удаления от сопла. 

Анализ результатов расчета показывает,  что последний эффект обус­
ловлен взаимодействием двух процессов . С одной стороны,  по мере уда­
лении от сопла положение осредненной поверхности фронта пламени (т .е . 
поверхности ( z  > = z s ) приближается к оси факела, т .е .  перемещаетси в 
область, где интенсивность пульсаций концентрации а/< z > мала. Это об­
стоительство приводит к повышению средней температуры. С другой 
стороны, по мере удаления от сопла увеличиваетси И3Лучение . Такое 
увеличение свизано с тем, что в процессе смешения расстовине между 
двумя близко расположенными поверхностями z = z 1 и z = z 1 + dz рас­
тет (см. § 3 .8) , т.е . увеличивается И3Лучающий объем и ,  следовательно, 
потери тепла. Оба указанных эффекта взаимно компенсируютси . В целом 
излучение и пульсации концентрации примерно одинаково влииют на 
среднюю температуру. 

Полезьо отметить, что пульсации концентрации влииют лишь на сред­
нюю температуру пnамени и не воздействуют на истинную температуру 
фронта пламени , т .е .  температуру на поверхности z = Zs . Поэтому вслед­
ствие возрастания излучения при удалении от сопла истинная температура 
пламени монотонно уменьшается. 

Предложенная выше методика позволяет легко учесть влияние излу­
чения пламени на скорость окисления азота. Дли этоrо необходимо про­
вести термодинамический расчет, в котором начальная зитальпни умень­
шена на величину q Q(z ) . Такой расчет дает завиенмости T(z , q) , с3 (z , q) . 
Подставив T(z ,  q) и с3 (z , q) в (5 .6) , найдем W1 0 (z , q) и, следовательно, 
вычислим величину w (q) . После этоrо интегрируютси уравнении (5 .4) , 
(5 .9) ,  в которых величина ( р W1 0 } по-прежнему даетси формулой (5 .8) . 
Входищий в (5 .8) параметр w зависит от величины q ,  которая рассчитыва­
ется по разработанной выше методике . 

Такой расчет показывает, что при горении струи пропава (d = 0,3 см, 
и0 = 25 м/с) максимальная концентрации окислов азота на оси факела 
равна 9 · 1 0-6 • Сравнив эту цифру с результатами, приведеиными на рис .  5 .6, 
заключаем, что в данном случае излучение приводит к снижению концент­
рации NO примерно в шесть раз . Видно также , что рассчитанное значение 
максимальной концентрации NO на оси факела существенно ниже изме­
ренного Бурико и Кузнецовым ( 1 980) ( с1 0 } = 3 ,6 · 1 o-s . Этот результат 
неудивителен, поскольку, как уже указывалось в начале этой главы, кон­
центрация атомарного кислорода может быть больше равновесной , а воз­
действие турбулентности на кинетику основных химических реакций 
пока не учитывалось . 

§ 5 .4. ВтtJIНИе скорости химических реакций на 

турбулентное диффузионное горение 

Как известно, кинетика окисления большинства горючих носит цепной 
характер, т.е . процесс происходит в несколько стадий, на каждой из кото ­
рых образуетси много промежуточных веществ . Исследование кинетики 
окиспения в турбулентных потоках можно значительно упростить,  если 
учесть, что при не слишком больших отклоненних от термодинамического 
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равновесия химические реакции идут с очень большой скоростью. Поэтому 
превращения вешес rв происходят в очень узких пространствеиных зонах . 
Особенность турбулентного потока проявляется лишь в том.  что такие 
зоны искривлены и случайным образом перемешаются в пространстве .  

Рассматриваемая проблема характеризуется следующими особенностя­
ми . Как и большинство сильно нелинейных систем, химические реакции 
в пекотором nиапа.зоне значений определяющих параметров могут быть 
очень чувствительны к условиям, в которых протекает смешение . Так 
как nроцесс носит многостадийный характер, это означает, что в диффу­
зионном пламени может возникать несколько областей , в которых меха­
низмы окисления сильно отличаются . При этом различные области разде­
лень• узкими зонами , в которых происходит резкое изменение механизма 
реакций . Другая особенность состоит в том, что поскольку толщина таких 
зон мала, то условия смешения в них определяютс.ц, лишь локальными 
характеристиками турбулентности , т .е .  диссипацией энергии е ,  скалярной 
nиссипацией N и коэффициентами молекулярного переноса . Как уже от­
мечалось в главе 4,. амплитуда пульсаций величины е намного превышает 
ее среднее значение . Аналогичное утверждение справедливо и для скаляр­
ной диссипации . 

Полный анализ рассматриваемой проблемы вряд ли возможен в настоя­
щее время. Поэтому далее рассмотрен ряд конкретных примеров , иллю­
стрирующих указанные выше общие соображения. Ниже будут рассмотре­
ны решения уравнений переноса тепла и вещества в различных областях 
пламени . Будет показано, что в целом ряде случаев можно найти либо 
асимптотически точные решения,  связывающие концентрации реагирующих 
веществ с локальными неосреднениыми характеристиками турбулентности, 
либо свести решение задачи к интегрированию уравнения диффузии без 
источников с граничным условием, зависящим от локальных характе­
ристик турбулентности и скорости химических реакций. Так как распре­
деления вероятностей величин е и N зависят от числа Рейнольдса (см . 
главу 4) , то один из важных вопросов состоит в том, чтобы выяснить, 
как влияют процессы молекулярного переноса на условия протекания 
химических реакций в развитом турбулентном потоке. 

1 .  Очень малые отклонении от термодинамического равновесии. Как 
указывалось в § 5 . 1 , при бесконечно большой скорости химических ре­
акций состав и температура в диффузионном пламени могут быть легко 
рассчитаны из условий' термодинамического равновесия.  Покажем, что 
такой подход дает первый член асимптотического разложения решений 
ураЕ нений переноса в ряд по пекоторому большому параметру (числу 
Дамкелера) . В обозначениях, примятых в § 5 . 1 , уравнения переноса запи­
шутся в виде 

а 
Л = р - + p u 'V - 'V (Dp'V) .  ar  

Приведем эти уравнения к безразмерному виду , отнеся все масштабы 
длины к масштабу турбупентности /, , все масштабы скорости - к ...[ё 
(е - энергия турбулентности) . а все скорости реакций - к константе ско­
рости самой быстрой реакции К. Тогда рассматриваемая система 
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(5 . 1 6) 

rде Л0 - безразмерный оnератор Л ,  W \ 0 > - безразмерные скороС1И ре­
акции . Очевидно, что nри G, -+ оо решени� находите• из системы W�0> = О, 
т.е . имеет место термодинамичесJСИ равновесное состоJIНИе, в котором 
ст зависит только от z .  Обозначим это решение символом с�> и будем 
искать малые nonpaвJCН к нему в виде рgда 

1 l 
с = c <" > (z ) + - c < l )  + - с <1> + . . .  т т Ge т G� т 
Подставим этот рRд в (5 . 1 6) и восnользуемсJI уравнением диффуэни 

Ло (z) = О. Дпя наrлядности nерейдем к nервоначальным размерным nере­
менным. Можно nоказать, что второй член разложения (с�· > )  удовлетво­
ряет нинейной системе уравнений 

d2 c<;,> o Wm 
N -- + -- сО > = О ,  (5 . 1 7) 

dz2 ОСп 
п 

rде матрица 3 Wm /3cп вычисляется nри Сп = c�t' J , т.е. ее элементы - из­
вестные из термодинамическоrо расчета фунJСЦИи z. Отсюда следует, что 
малые nоnравки к термодинамическому равновесию зависят только от 
восстановленной концентрации горючеrо и скалярной днссиnации. Видно 
также, что с �1 > линейно зависит от N. Поскольку среднее значение ска­
ЛRрной диссипации не зависит от числа Рейнольдса, то и величины (с� >> 
не зависJiт от nроцессов молекулgрноrо nереноса, что оnравдывает npиHJI· 
тое выше nредnоложение о равенстве коэффициентов мОлекулgрноrо 
nереноса. Отметим, что амnлитуда nульсаций величин с�1 > , вообще roвopJI, 
зависит от числа Рейнольдса во всех турбулентных nотоках, так как ам­
nлитуда nульсаций скалRрной диссиnации, так же как и амnлитуда nуль­
сации диссиnации энергии, зависит от числа Рейнольдса (см. главу 4) . 

К сожалению, область nрименимоСJИ соотношениg (5 . 1 7) ограничена 
(число Дамкелера должно быть очень велико) , nоскольку обычно ско­
рости различных реаJСЦИЙ оmичаютсJI на несколько nopJIДJCOB. При этом 
характериС1ИJСИ nроцесса onpeдehJIЮTCJI наиболее медленными реакциJIМИ, 
а det (о Wm /ocп) - наиболее быстрыми реаJСЦИJIМИ. Это свойство систем 
кинетических уравнений хорошо известно (так называемые жестJСИе диф· 
ференциальные системы) , nоскольку оно создает большие неудобства 
nри численных расчетах (см., наnример, Баев , Головичев и Ясаков ( 1976) ) .  

2. Влиsние скороС1И химичесJСИх реаiСЦИЙ на не CJDtmкoм бoлWIDie от­
клоиениа от термодинамического равновесиJI. Проанализируем процесс 
ropeниJI водорода или углеводородов . Рассмотрим следующую JСИнетичес­
кую схему: 

Н + О2 = ОН + О, Н2 + ОН = Н2 О + Н, 
2 0Н = Н2 0 + 0, СО + ОН = С02 + Н, 
Н + ОН + М = Н2 0 + М, Н + О + М  : ОН + М, 2 Н + М = Н2 + М, 

(5 . 1 8) 

(5 . 1 9) 

(5 .20) 

где символ М соответствует молекvле любоrо вещества, находящеrося в 
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смеси . Следуя работам Каскана [ 1 958]  и Рэмшоу [ 1 980) , покажем, что 
эта схема правильно отражает основные кинетические закономерности 
rорения околостехиометрических смесей при не слишком больших от­
клонениях от термодинамическою равновесия (количественную форму­
лировку этих условий удобно дать позже) . 

ПреЖде всеrо отметим, что без завершения реакций (5 .20) термодина­
мическое равновесие не достиrается, даже если рассматривается самая 
общая кинетическая схема. Это обстоятельство иrрает решающую роль, 
так как вблизи равновесия реакции (5 . 1 8) , (5 . 1 9) идут со скоростью, 
намноrо большей , чем реакции (5 .20) . Сделанный вывод основан на оцен­
ке, в коrорой скорости прямых реакций в (5 . 1 8) - (5 .20) расечитывались 
по термодинамически равновесным значениям температуры и концентра­
ции . Установлено,- что при адиабатическо� rорении стехиометрической 
смеси при самой неблаюприятной оценке*) скорость самой медпекной 
реакции в (5 . 1 8) , (5 . 1 9) на полтора порядка больше, чем скооость самой 
быстрой реакции в (5 .20) . 

Отсюnа вытекает, чrо превращения вещества лимитируются реакциями 
(5 .20) , а реакции (5 . 1 8) , (5 . 1 9) близки к равновесию. Этот вывод сора­
ведпив и в rом случае , если рассматривается самая обшая кинетическая 
схема. Ниже будет покаэано, что условия, коrорые вытекают из равенств 
скоростей прямых и обратных реакций в (5 . 1 8) , (5 . 1 9) , оказываются 
достаточными д.,я одноэначноrо описания скоростей реакций в (5 .20) . 
При этом необходимо предположить, чrо в химических превращениях не 
участвуют вещества, которые не перечислены в (5 . 1 8) - (5 .20) . Такое пред· 
положение вносит лишь малую неточность, так как термодинамический 
расчет показывает , что равновесные концентрации веществ, не перечислен­
ных в (5 . 1 8 ) -(5 .20) , намноrо меньше, чем наименьшая из концентраций 
веществ , участвующих в реакциях (5 . 1 8) -(5 .20) . Указанные соображения 
оправдывают использование сильно упрощенной схемы, коrорая описы­
вается реакциями (5 . 18)  - (5 .20) . 

Перейдем теперь к изложению следствий проведенноrо выше анализа. 
Рассмотрим сначала rорение водорода. Из (5 . 1 8) , (5 .20) видно, что процесс 
описывается семью переменными (шесть концентраций и температура) . 
Закон сохранения энерrии и законы сохранения аrомов О и Н позволяют 
найти три связи межцу семью переменными. Как ясно из § 5 . 1 , в эти связи 
войдет величина z . В качестве неэависимых. переменных выберем концент­
рации l lz , ОН, О, Н, обозначив их соответственно с 1 , с2., с 3 ,  с4 • 

Условия, вытекающие из детальноrо равновесия реакций (5 . 1 8 ) , дают 
е� три связи , т.е. останется лишь одна неэависимая переменная. Выбор 
эrой переменной осуществим с помощью приема, хорошо иэвестноrо в хи­
мической кинетике (Каскан [ 1 958) , Рэмшоу [ 1 980) ) . Подберем такую 
линейную комбинацию из с 1 - с4 , чrо нанболее быстрые реакции (5 . 1 8) не 
влияют на ее распределение. Для этоrо уравнения Л (сп ) = pWn умножаются 
на произвольвые числа, полученные соотношения складываются, а числа 
подбираются так, чrобы в окончательном соотношении быстрые реакции 

* > Неопределениосrь оценок обуСJiовлена неточными измерениями констант ско­
ростей химических peaкQIIй .  
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Рис. S .8 . ВЛИJIИИе откnонений от термодинамического равновесия на температуру 
горенИ.II водорода в воздухе. 1 - z = 0,02 (бециая смесь) , 2 - z = 0,028 (стехиометри­
ческая смесь) , З - z = 0,036 (богатая смесь) 

Рис. S .9 .  BJDIJIНИe отклонений от термодинамического равновеСИ.II на концентрацию 
атомарного кисnорода при горении водорода в воздухе. 1 - z = 0,02 (бедная смесь) , 
2 - z = 0,028 (стехиометрическая смесь) , З - z = 0,036 (богатая смесь) 

(5 . 1 8) отсутствовали. Используя этот прием, получаем 

Л (с) = р W, с = с1 + 1/,, с� + 1/в с3 + 3 с4 ,  

W = -4 (W1 - W_ t + W� - W_ 2 + Wэ - W_ з ) , 

где в символах Wn индексы 1 -3 соответствуют порядковому номеру реак­
ции в (5 .20) ,  положительные индексы соответствуют прямым реакциям, а 
отрицател ьные - обратным. Скорости этих реакций зависят от с 1 , • • • , с4 и z . 
Условия равновесия реакций (5 . 1 8) дают три алгебраических соотношения. 
Эти соотношения позволr тот величину W, которая называется , далее, эф­
фективной скоростью окисления, выразить только через с и z . Зависимость 
температуры и концентраций остальных веществ от с и z можно рассчитать 
заранее.  

В качестве примера такоrо расчета на рис. 5 .8, 5 .9 приведены зависимос­
ти концентрации атомарного кислорода с3 и температуры от величины с 
(условия нормальные) . Отметим, что при z = Zs концентрация атомарногс 

кислорода сильно отличается от равновесной (с�е )  = 2 ,3 · 1 0-4 ) .  
Таким образом, задача сводится к решению одноrо уравнения (5 .2 1 ) . 

Оказывается , что фигурирующий в этом уравнении источник можно an· 
проксимировать простой формулой (Билджер [ 1 '>80а] ) 

W = k (c - c<e>) 2 , (5 .22) 
rде k - постоянная. Результаты ее Проверки приведены на рис. 5 . 1 0 .  Вер· 
тикальные отрезки дают диапазон изменения результатов расчета, в кото­
ром испольэовались константы скоростей химических реакций, приведеи­
ные Джексеном и Джоунэом [ 1978] . Величина k, рассчитанная на основе 
этих данных, равна k = 1 .4 · 1 06 с- 1 ; расчет, исходящий из констант ско­
ростей реакций, указанных Дженкинсом, Юмлу и Сполдинrом [ 1966) , дает 
значение, на порядок большее : k  = 1 .4 · 10 7  с-1 (Бурико и Кузнецов 1 1 98За) ) . 
Для сравнения приведем данные Билджера [ 1 980а) : k = 1 ,о . 1 06 с- 1 • 
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Рис. 5 . 1  О. Расчет эффеJСТИвной скоро­
сти окиСJJенна водорода в воздухе. 
ВертикапЬllые отрезки соответству10т 
диапазону изменено W при вариации z 
в пределах z = 0,02 -0,036 и q в преде­
nах q = 0-0,2 

Как будет видно далее, такую точность расчета можно считата-, удовлет­
ворительной, поскольку отклонения от равновесия окажутся пропорцио­
нальными k - I /J .  Отметим, что по мере увеличения отклонений от равно­
весия, т .е .  с возрастанием с - с ( е > , отношение скоростей тримол екулярных 
реакций в (5 .20) и бимолекулярных реакций в (5 . 1 8), (5 . 1 9) увеличивает­
ся, т .е .  в конuе конuов условие пригодности формулы (5 .22) нарушается . 
В стехиометрической смеси скорость самой быстрой реакции в (5 .20) срав­
нивается со скоростью самой медnекной реакции в (5 . 1 8), (5 . 1 9) при t1c = 
= с - с <е >  � 1 0- 2 , т .е .  при t1c > 1 0- 2  формула (5 .22) неприменима. Отме­
тим также , что величина k слабо зависит от уровня потерь тема излучени­
ем, поскольку W определяется тримолекулярными реакциями в (5 .20) , 
скорость которых мало меняется с температурой. 

Остановимся теперь на зависимости с ( to )  (z) .  Равновесные значения 
приведеиной концентрации с (е > изображены на рис. 5 . 1 1 .  Видно, что с �с  !е ) 
(с 1 - концентрация Н2 ) и в первом приближении равновесные значе­
ния приведеиной концентрации и концентрации Н2 описываются форму­
лой (5 .3) . которая справедnива дnя одноступенчатой необратимой реак­
ции . Указанное обстоятельство обусловлено тем, что равновесие брутто­
реакции Н 2 + � О2 = Н2 О сильно смещено в сторону образования продуктов 

сгорания (в стехиометрической смеси имеем с�е ) / (c � to )  JcP'> = 3600, 
где С ь ,  с5 - концентрации Н2 О  и О2 ) .  Поэтому величину c <t > удобно пред­
ставить в виде (Кузнецов [ 1 982а J ) 

1 
c <e> = - "p (s), s = к ko (Z - Zs) . (5 .23) 

к 
где .р -+ О при s -+ - оо ,  d.p/ds -+ 1 при s -+ оо , k0 - некоторая постоянная 
(k11 � 1 дnя водорода) . Видно, что при к -+ оо фUt>мулы (5 .3) и (5 .23) сов­
падают. Далее везде предполагается, что к > 1 . 

Развитый метод можно использовать и при описании горения углеводо­
родов . Укажем лишь окончательные результаты, полученные для пропана 
Бурико и Кузнецовым ( 1 983а] . Приведеиная концентрация приобретает 
B Wl  

с = с . + 1/. , с2 + 1/s сз + З с4 + 1/14 са , 
т .е . в формуле , с помощью которой определяется величина с, появилось 
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лишнее СJJагаемое , пропорциональное с8 - концентрацllи СО. Равновесные 
значею1я приведеиной концентрации изображены на рис. 5 . 1 2 , из которого 
видно, что формула (5 .23) остается справедливой, eCJJи положить k0 = 0,42. 
Формула (5 .22) несколько видоизменяете& , что &сно из рис. 5 . 1 3, который 
заимствован из работы Бурико и Кузнецова ( 1 983а) . Константы скоростей 
химических реакций вз&ты из работы Дженкинса, Юмлу и Сполдинrа ( 1 966.) . 
Сплошная линия на рис. 5 . 1 3 соответ<'твует завиСимости 

W = k (c - c<" > ) m , (5 .24) 

rде т = 2 ,4 ,  k = 6 .3 · 107 с- 1 . Расчет, основанный на данных Дженсена и 
Джоунза [ 1 978) , показывает, что т = 2 .4 , k = 6,3 · 1 06 с- 1 • Приведеиные 
выше аппроксимации справедливы при z = 0,045 - 0,08 и Ас = с - с <е >  < 
< 5 . ю-з . 

с '"' 
O,fJ11XJ 

0,0075 

0,0050 

0,0025 

o.pz о,в! z 
Рис. 5 . 1 1 .  Расчет равновесных значений привеаенноl концентрации при горении во­

дорода в воздухе. 1 - с <е > , 2 - с,<е > ,  З - зависимость (5 .3) 

cftl} 
0,075 

0,05 

0,025 

0,06 0,01 z 
Рис. 5 . 1 2 .  Расчет равновесных эначениt приведеиной концентрации при горении пропа-

на в воздухе. 1 - с <е > , 2 - кусочно-mrнеtнu аппроксимаци•, соответствуюDUUI одно­
�пенч�t нюбр�моl р�и 
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Рис. 5 . 1 3 . Расчет эффективной ско­
рости окислении пропаиа в возду­
хе. Вертикальные линии соответству­
ют диапазону изменении W при ва­
риации z в пределах z = 0,045 -0,08 
и q в пределах q = 0- 0,25 

Приступим теперь к решению уравнения (5 .2 1 ) .  Это решение , очевидно, 
nает распределение с (х, t) , что позволит из алгебраических соотношений 
найти температуру и концентрации всех веществ . Воспользуемаir следую­
щими соображениями (Кузнецов [ 1 982а] ) .  Б удем сначала предполагать, 
что зона химических реакций имеет очень малую толщину. Из этоrо пред· 
попожения получим решение , а затем выведем условие ero приrодности. 

Пусть зона реакций локализована вблизи искривленной, случайно пере· 
мещающейся поверхности z = 2s и пусть ее толщина 6'" мноrо меньше кол­
моrоровского масштаба 11 = v 314 ( Е  ) - 1 /4 • Перейдем в систему координат, 
движущуюся вместе с некоторой точкой на поверхности z (х, t) = z, . При 
Ос � 11 радиус кривизны зоны реакций мноrо больше ее толщины, вслед­
ствие  чего можно пренебречь производными в направлениях касательных 
к поверхности z = Zs . Кроме того , в рассматриваемой системе координат 
гидродИнамические характеристики о пределяются только величинами 
v и ( е ) . Поэтому справедпчвы оценки д/д п - 1 /о'", д /д t - (vf< e >) - 1 12 

(п - нормаль к поверхности z = z,) . Следовательно, при Ос -< 11 уравне­
ние (5 .2 1 )  приобретает вид (2. 1 8) . Левая часть (2. 1 8) мноrо меньше, чем 
первый член в правой части , если l>c -< 11· Учтем также, что поскольку l>c 
мало, то мало и изменение приведеиной концентрации с в зоне реакций.  
Поэтому нет смысла учитывать влияние температуры на  pD. Таким обра· 
ЗОМ, ИЗ (2 . 1 8) , (5 .24) ПОЛУЧИМ 

(5 .25) 

Это уравнение справедливо при l>c -< Т/.  Указанное . условие пока неконст­
руктивно (ос неизвестно) . Поэтому решим уравнение (5 .25) , найдем 
Ос и тем самым, получим условие справедливости найденных результатов 
в явном виде. 

Заметим, что поскольку 6" � 11, то в зоне реакций распределение вос­
становленной концентрации rорючеrо можно приближенно описать выра­
жением z = z, + n dz/dn (dz/dn = const) . Тогда (5 .25 ) приобретает вид 

d2 c N -- - k [с - с<е> (z)] т = О . 
dz 2 

( az )2 { oz )2 
N =D - =D -

дп  дхk 
(5 .26) 

Отсюда вытекает важный вывод: структура зоны реакции определяется 
единственной гидродинамической характеристикой - скалярной дnссипа­
цией N. Этот вывод был сделан в работе Кузнецова [ 1977б] из  анализа 
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УРавнения для распределения вероятностей концентрации реаrирующей 
примеси. 

Введем новые переменные и параметры 

dz k 
.s = к k0 n -- , 1/1 = к с, Ко = - k(/ к - т - 1 , 

dn N 

гдe dz/dn вычисляется на ооверхности z = z., .  Тогда из (5 .23) , (5 .25 )  получим 

d2 1/l 
- - Ко [1/1 - op (s) ] т = О .  (5 .27) 
ds2 
' 

Исследуем два предепьных снучая : <ко > >  1 и < ко > < 1 .  В первом случае 
решение ищем в виде асимптотического ряда 1/1 = ор + .р 1 к 0 1/m + . . . Тогда 
находим ор 1 = (ор ") 1/m и т.д. Таким образом, 

с = с(е ) (z) + - --- + .  . . . Go = - .  
( 1 d2 с( е) ) 1/m k 

Go dz2 N 

При т = 2 эта формула получена Билджером [ l 980a) другим методом. 
Она справедлива, только если l c - c t e J 1 < с � е ) , и, следовательно , ее при­
ложекие к рассматриваемым здесь вопросам весьма ограничено . 

Рассмотрим другой предельный случай < ко > <  1 ,  который проанализи­
рован в работах Кузнецова ( 1 982а) , Бурико и Кузнецова ( 1 983а) . Этот 
случай соответсmует пределу G0 =const , к -+ оо . Тогда функция .р приобре­
тает вид ор = sO (s) , где О = О при s < О, О = 1 при s > О. Физически это озна­
чает, что т011щина зоны реакций много больше, чем ширина зоны,  в которой 
существенны отклонения от зависимости ор = sO (s) . В анализируемом слу­
чае уравнение ( 5 .27) запишется 1' виде 

d 2 1/l 
- - кo [!/1 - sO (s)] m = o . (5 .28) 
ds2 

Это уравнение имеет единсmенное гладкое , ограниченное при всех s 
решение ( 2 ) 1 /( 1 - m ) 

c = c<e> (z) + k0G - 1f( l + m ) -- Х 
т +  1 { т 1 [ (т + 1 ) 1f(m + 1 ) ] } 2 /( 1 - m )  

Х -f- l z - zs 1 G lf( l + m ) + 2 ( 2 m - t )f (m + 1 ) m - 1  

km - 1 k 
G = -o __ 

N 
(5 .29) 

Частный случай этоrо соотношения (т = 2) получен в работе Кузнецова 
( 1 982а] . Решение при произвольком т указано Бурико и Кузнецовым 
[ 1 983а) . 

Остановимся на условиях применимости формулы (5 .29) . Одно из этих 
условий (< ко > < 1) несущесmенно . Дейс�ител ьно, (5 .29) неправильно 
описывает лишь малые отклонения от равновесия ( 1  с - с <е > 1 < с (# > ) ,  так 
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как использован приближенный вид зависимости .р (s) . Однако правильное 
описание малых отклонений от равновесии особою интереса не представ­
шrет. Второе условие есть Б/!" < fl. На основе формулы (5 .29) естественно 
определить толщину :юны реакций из соотношении l z  (Ос) - z1 1 c ll < • + m > = 1 .  
Имеем, далее, l z (Бс) - Zs 1 = Ос  1 д z/д п 1 = Ос  ..../N/D . Отсюда получаем 
Ос = .jlifFic - t/ ( l  + m ) . Сравниваи flc и fl, закл ючаем, что при v = D усло­
вие справедr1ивости формулы (5 .29) есть 

Б с {J = - = ( e ) Jf4 v - l/4 k - l/ ( l + m ) ( ( N ) k� ) ( J - m ) /2 ( 1 + m )  < l . ( 5 .30) 
'1'1 

Покажем теперь, что при {3 > 1 и L > Б  с формула (5 .29) дает правил ьный 
поридок величины с, т .е .  условие (5 .30) также несущественно. Так как 
интегральный масштаб турбуленпюсти L мною больше , чем Ьс ,  а колмо­
rоровский масштаб '1'1 мноrо меньше , чем Бс , то размер Бс принадriежит 
инерционному интервалу. 

Очевидно, что воздействие вихрей с размером мною больше Б с по-преж­
нему -несущественно , а влииние вихрей с меньшими размерами в первом 
приближении сводитси к интенсификации процессов переноса внутри :юны 
реакции. Чтобы учесть рассматриваемый эффект, воспользуемси приемом, 
предложенным Колмоюровым ( 1 962а . б) и Обуховым ( 1 962 ) . Рассмотрим 
куб со стороной поридка Б с и центром в точке х. Величины и, с. р, z осред· 
ним по этому кубу, а результат частичною осреднении обозначим и  (x, t , Oc) . 
с (х, t , Ос) . р (х, 1 ,  Б(') , : (х,  t, Ос) . Под зоной реакции будем понимать 
область, расположенную вблизи поверхности z (х, t, Бс)  = Zs и имеющую 
толщину поридка Бс .  Поскольку предполаrаетси, что влияние вихрей с 
размером меньше Ос сводится лишь к интенсификации процесс::ов переноса 
внутри :юны реакции, то можно считать, что соотношении (5 .2 1 ) .  (5 .23 ) . 
(5 .24) описывают распределение с (х, t ,  Бс > . если входящие в них величи­
ны и ,  р, с, z ,  D заменим частично осредненными величинами, т.е . величина­
ми и (х, г .  Бс) , р  (х, t , Б(') , с (x, t ,  Б(") , z  (х, t ,  bt) . DБ ,  rдe D,. - коэффициент 
турбулентной диффузии, обусловленной вихрями с размерам bt и меньше . 
Припитое предположение . разумеется , сораведпиво лишь при оценке по­
рядков величин. 

Идеи описании интенсификации персмешивании в искоторой выделен­
ной зоне из-за вихрей , масштаб которых не прев ышает характерный размер 
этой зоны. с помощью коэффициента диффузии Dб восходит к Ричардсо­
ну  [ 1 9::!6) . В теории rорении эта идеи в основном привпекалась дп и  анализа 
турбулентного юрении однородной смеси (Прудников и др. ( 1 97 1 ) ,  Зи­
монт и Сабельников ( 1 975б] , Зимонт ( 1 979) ; см. также литературу, ука­
занную в начале § 1 .4) . Напомним также ,  что идеи Ричардсона лежит и в 
основе различных подсетоос1ых моделей турбулентности , о которых упоми­
налось во JJВедении и rлаве 4. 

Заметим. что Or и, следовательно. D6 заранее не известны, и поэтому 
необходим анализ уравнений дпя частично осредненных величин.  С этой 
целью перейдем в систему координат . ;шижушуюси вместе с пекоторой 
точкой на поверхности z (х, г. Ос) = Zs , исключив тем самым влииние вихрей 
с размером мноrо бол ьше Ьс . Учтем, что в области с размером поридк.а lic 
все величины зависит лишь от < N >6 ,  ( е )6 ,  6с .  поскол ьку размер 6с  при-
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надлежит инерционному интервалу (см. rnaвy 4) . Здесь < N >6 и ( е  )6 -
значения скалярной диссиnации и диссиnации энерrин, осредненные rю 
области с характерным размером Бс .  Из соображений размерноt'Ти имеем 

D6 - < Е > l'3 {) �3 • Скорость среды в JЮвой системе координат порядка 
(< Е )6 Б с) 113 , пространственный масштаб ее изменения rю определению 
равен Б с-, а временной nорядка ( Е >; l/3 6 �3 •  Поэтому сnраведлива оценка 

II (X, t, Бc) = (( е )6 6с) 113 v ()', т) , 

х 
у = - . 

{)С" 
rде v - случайная функцИJI, зависящая лишь от у и т . 

Аналоrичнu формула справедлива и JJJIЯ плотности, т .е . р (х, t, Бс) = 
= р (у,т) .  Величину z (х, t , 6с-) представим в виде 

z (x, t, Б ) = z1 + < N )  �2{)�/3 ( е  >; 116 .р (у, т) , 

rде Ф - случайная функция, зависящая лишь от у и т .  Величину с nред­
ставим как 

с = с6 х (у, т) .  

rде с6 - некоторый, пока неизвестный масштаб изменения приведеиной 
концентрации. Заменим в соотJЮшениях (5 .2 1 ) - (5 .24) 11, с, р, z, D на 
11 (х, t, 6с) , с (х, t, Бс) . р (х, t , с5с) . z (х, t ,.Бс) . D6 , перейдем к новым nере­
менным у, т и воспользуемся nолученными выше о11енками. В случае 
т =  2 (rорение водорода) имеем 

дх дх д дх 
Р - + p vk - = - Р - - k0 lx - X0 1/l 8 (Ф) ] 2р ,  (5 .3 1 )  

дt дуk дуk дуk 

о = N l/2 .,1/3 - 1  < > - 1/6 х 6 u'" св е в 
По определению величины v, х • .Р ,  р зависят лишь O'i у, т ,  что возможно 
лишь в том случае, коrда оба критерия k0 и х 0 , фиrурирующие в получен­
ном соотношении , nорядка единицы. Поэтому имеем два условия JJJIЯ 
нахожденИ.II двух неизвестных величин св и 6�" .  Таким образом , 

с - __ 6 (j - ( Е } 1/2  k- 1 < N } - 1/2 ( < N >  ) 1 /3 
ь k ' (" 6 в . 

\ 
Эти формулы получены в работе Кузнецова [ 1982а ] . 

Сравнивая nервое и з  этих соотношений с формулой (5 .29) (z = Z1 , 
т = 2) , заключаем, что в обоих случuх nоридок отклонений от термо­
динамическоrо равновесии одинаков. Поэтому в первом приближении 
соотношение (5 .29) справедливо и тоrда, коrда условие (5 .30) не вы­
полняется. Здесь следует сделать лишь две оrоворки. Во-первых, если 
условие (5 .30) выполнено, то в (5 .29) входит истинное, т.е. неосреднен­
ное ,  значение скал ирной диссипации N. Если :же {j > 1 ,  т.е. L > Б  с >  11, то в 
(5 .29) необходимо подставить скалирQую · диссипацию, осредненную по 
области с малым размером порядка Б с .  Этот вывод основан на том, что 
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в уравнение (5 .3 1 )  входят лишь величины, осредненные по такой области . 
Во -вторых, оценки величин О с  и с6 справедливы только в том случае ,  ког­
ца L > бt< . 

П роана:1изируем формулу (5 .29) и проведем ряд оценок. Полученное 
соотношение позволяет связать температуру и концентрации в сех веществ 
с восстановленной концентрацией rорючеrо . Тем самым задача сводится 
к описанию поля концентрации инертной примеси. В (5 .29) фигурируют 
неосредненные значения параметров,  т .е . в пределах применимости фор­
мул для величины с в первом приближении дано описание влияния в сех 
деталей турбулентности на химические процессы. Видно, что в (5 .29) 
входят два случайных параметра z и N. Пульсации первоrо параметра 
обусловлены крупномасштабными вихрями и, следовательнu , эти пуль­
сации приводят к переносу зоны реакций как целоrо , без изменения ее 
внутренней структуры. Флуктуации скалярной диссипацни определяются 
мелкомасштабными вихрями. Э ти  флуктуации уже приводят к изменению 
внутренней структуры зоны реакции . 

С точки зрения практических приложений наибольший интерес пред­
ставляет в ычисление средних значений .>т различных функций вида F (с) . 
Для этой цели воспользуемся уже обсуждавшейся в главе 3 гипотезой о 
то м ,  что в турбулентной жидкости пульсации концентрации инертной 
примеси и скалярной диссипации статистически независимы. Проанализи­
руем сначала ,  насколько велико влияние пульсаций скалярной диссипации . 
Из ( 5 .29) сл едует ,  что с -N113 (т = 2) . Поэтому за количественную харак­
теристи ку этого влияния можно взять отношение 1 t< = ( N113 }/( N }  l/З .  

В о ценках предположим, что распределения вероятностей скалярной 
диссипации и диссипации энергии описываются одним и тем же законом. 
Это предположение подтверждается опытами lllринивасана,  Даня и Анто­
ниа ( 1 977) . Следовател ьно , формула (4.2 3) справедлива и в рассматри­
ваемом случае . Значение Ji в этой формуле , вообще rоворя, должно быть 
и ным. Испол ьзуя резул ьтаты упомянутой работы, имеем Ji = 0,36. Таким 
образо м,  получае м  < Nn >, ""' < N >� {L/fi) IJ.n (n - l ) /2 - < N >� Re 31Jn(n- l )f 8 , 
где Re = ..,fi Lfv . Так как вязкость следует рассчитывать по температуре 
продуктов сгорания , то в обычных условиях величина Re редко превы­
шает 1 03 •  Тоrда /(. - 0,8 1 ,  т.е. пульсациями скалярной диссипации в данном 
сл учае можно пренебречь и при вычислении различных средних значений 
считать ,  что N = ( N > , ,  где ( N > , - диссипация, осредненная по турбулент­
ной жидкости (Кузнецов [ 1982а] ) . 

Из проведеиной оценки следует, что отклонения от равновесия опреде­
ляются критерием G = k k ';  - 1 /< N  > , ,  который характеризует отношение 
времени подвода вещества к фронту пламени к времени химической реак­
ции . Обычно значения этого критерия очень велики .  В качестве примера 
рассмоt ри м  го рение струи водорода. в ытекающей из сопла диаметром 
d = 0,05 <;М со скоростью u0 = 880 м/с .  Расчет, основанный на системе 
урав нений (5 .4) , показывает,  что при ( z ) = Zs и у = О скалярная диссипа­
ция равна < N > ,  = 0,08 с - • , и .  следовательно, при k = 1 .4 · 1 06 с-1 получаем 
G = 1 ,7 · 107 . Тоrда из (5 .29) имеем де = с - с <' >  = 2 .7 · 1 0-3  и из данных, 
и зображенных на рис.  5 .8 ,  5 .9 ,  закл ючаем, что температура пламени Ts 
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сЮiжается на 200 К, а концентрация атомарного кислорода в 6 раз пре­
вышает равновесное значеЮiе (при z = z 9 ) . 

В заключеЮiе еще раз отметим, что формула (5 .29) справедлива лишь 
для оrраниченного диапазона значеЮiй z и лишь в том случае , коrда 
l c - c <e > 1 не слишком велико . Для водорода она приrодна при 0,02 < z < 
< 0 ,036, а для пропава - при 0 ,045 < z < 0,08. Таким образом, если состав 
значительно отличается от стехиометрического , то решение (5 .29) становит· 
ся непригодным. Кроме тоrо , с увеличеЮiем скалярной диссипации < N }1 
величина 1 с - с (е > 1 растет, и при некотором значении ( N > r скорость самой 
медленной реакции в (5 . 1 8) или (5 . 1 9) становится меньше скорости самой 
быстрой реакции в (5 .20) , т.е . нарушается справедливость предположений, 
в которых получено соотношеЮiе (5 .24) . Для водорода это происходит при 
с - с <е > � 1 0-2 , а для пропана - при с � с < е > � 5 - 1 0-3 • Таким образом, 
при очень большой скорости смешения формула (5 .29) также непригодна. 

Указанные оrраничеЮiя моrут быть ослаблены, так как на основе рас­
суждений, которые испол ьзовались при выводе (5 .26) , получается система 
уравнений более общеrо вида (Петерс [ 1984] ) : 

d2 ct 
N - - W1 = 0 . (5 .32) 

dz2 

При ее записи считается, что учтены все следствия законов сохранещtя тепла 
и вещества, т .е .  ряд независимых переменных исключен и , следовател ьно , 
W1 - известные функции с1 и z . При выводе (5 .32) не предполаrается, что 
реакции (5 . 1 8) , (5 . 1 9) идут со скоростью, много большей, чем реакции 
(5 .20) . Главное условие примеЮiмости (5 .32) имеет прежний вид, т .е. ин­
теrральный масштаб турбулентности L должен быть много боЛьше тол щи ­
ны зоны химических реакций Б с .  В общем случае способ в ычисления Б с  не 
может быть указан заранее, и , следовательно, систему (5 .32) сначала еле· 
дует проинтеrрировать , а затем проанализировать условие ее примени· 
мости . 

Остано�имся на физическом смысле условия L > Б с .  Из него, очевидно, 
следует, что rрадиенты температуры и концентрации меняются в зоне реак­
ций очень резко . Поэтому система (5 .32) справедлива только в области рез 
коrо изменения rрадиентов величин с1 • Вне этой области необходим другой 
подход к решению уравнений пepeJtoca . Этот подход удобно проанализи ­
ровать в § 5 .6. 3. У еловне существования турбулентного диффузионного пламени. Из 
физических со�бражений ясно , что система (5 .32) может не иметь решений, 
описывающих процесс горения. Такие решения получаются при очень боль­
ших значениях параметра N. Тогда в (5 .32) можно пренебречь слаrаемым 
W1 ,  и решение и меет вид с1 = A 1 z + В1 (А 1 ,  81 - постоянные) , т.е . поля с1 и z 
rюдобны (происходит лишь процесс смешения) . Таким образо м, процесс 
горения возможен лишь при N < Ncr, rде параметр Ncr может быть точно 
вычислен при решении системы (5 .32) . Эта задача еще не решена, и поэто­
му оrраничимся rрубой оценкой величины Ncr . 

Такая оценка может быть получена из теории Зельдовича [ 1 949 ] , Зель­
довича и Франк-Каменецкого [ 1938а , б] . В последней работе установлено, 
что существует определенная связь между константами скоростей хими-
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ческих реакций (эти константы фигурируют в величинах W1) и скоростью 
нормального распространения мамени и" . Такой подход сильно упрощает 
задачу, так как характеристики химической кинетики могут быть в первом 
приближении оШiсаны с помощью только одной величины и" ,  значение 
которой известно из опытов . 

Друrое упрощение указано в работе Зельдовича [ 1 949 ) , в которой уста­
новлено, что процесс диффуэиониого rорения является устойчивым, если 
поток rорючеrо Qr к фронту мамени меньше некоторого критического 
значения Q1c , а Qrc по порядку совпадает с потоко м  rорючеrо к нормально­
му фронту пламени, распространяющемуся по стехиометрической смеси. 
Как будет видно далее , сравнение величин Qr и Qfc позволит оuенить пара­
метр Nсr · 

Действительно, поток rорючего к любому диффузионному пламени при 
z, < ·1 равен 

Qf = р ( Ь ) о <ь > J :: 1 = р (Ь ) ./ND (b ) 
• z, < 1 ' 

rде индекс Ь относится к температуре rорения, а употребляемый далее ин­
декс О - к начальной температуре, п - нормаль к поверхности пламени. При 
выводе этого соотношения использована формула (5 .3) . Поток горючего 
в нормальном rmамени, движущемся по стехиометрической смеси , очевид­
но , есть Qfc = р (О ) и 111z1 , rде и11 1 - СКОроСТЬ НОрМалЬНОГО распространеНИЯ 
мамени в стехиометрической смеси. Предположив, что р - т- •  , D - Т2 , ус 
лови е существования диффузионного мамени Qf < Qrc приводим к виду 

2 2 и", z1 
N < Ncr = ' 

v <o > 
rде индекс О соответствует начальной температуре. 

(5 .33) 

Аналогичный результат получен также Петерсом и ВJUiьямсом [ 1 98 1 ) . 
Формула (5 .33) удобна при анализе турбулентного rорения,  поскольку 

скалярная диссипация N является одной из важнейших величин, опреде­
ляющих процесс смешения, а ее среднее значение входит практически во 
все модели турбулентности. 

Следует подчеркнуть, что в (5 .33) фигурирует неосредненное значение 
скалярной диссипации. В ряде случаев это обстоятельство, по-видимому, 
может иметь важное значение, поскольку, как уже указывалось, от�да 
следует, что при больших числах Рейнольдса в потоке с достаточно большой 
вероятностью наблюдаются пульсации величины N, котооые намного 
превышают среднее значение скалярной диссипации . Такие пульсации носят 
локаланый характер в 1ом смысле, что большие значения N наблюдаю1·ся 
в областях с малым характерным размером. Поэтому во фронте пламени 
должны возникать "дырки", т.е. в отдельных областях пламени условие 
(? .33) не выполняется и горение в них прекращается . Появление этих ды: 
рок можно легко наблюдать в прикорневых частях диффузионного 
пламени . 

Оценим теперь величину N,., .  Для этоrо отметим, что в ре3.!1ЬНЫХ слу­
чаях использованная выше модель дает лишь качественно правильный ре­
зультат. Это обусловлено двумя причинами. Во-первых, энергии актива­
ций ведущих реакций недостаточно высоки. Это приводит к тому, что в 
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ряде случаев при вариации состава смеси, т.е. величины z ,  нормальная ско· 
рость распространении маме ни достигает максимума не при z = z 11 ,  т .е. 
в стехиометрической смеси, температура горения которой максимальна, 
а при пекотором другом энаtrе.нии z = z т .  Чтобы учесть это обстоительство , 
величину Qfc естественно оценивать в смесих с максимальным значени­
ем U m . Поэтому в (5 .33) следует заменить и1111 на Unm ,  а z11 на Zm ,  где Unm -
максимальное значение скорости нормального распространении мамени. 

Во-вторых, в (5 .33) содержитси некотораи неопределенность, свиэаннаи 
с тем, что коэффициенты диффуэни горючего и окислители различны. 
Поэтому все проведеиные выше рассуждении справедливы не только дли 
горючего , но  и дли окислители. В последнем случае также получаетси соот­
ношение вида (5 .33) . Однако в нем будет фигурировать не коэффициент 
диффузии rорючеrо, а коэффициент диффузии окислители. В оценках из 
этих коэффициентов естественно Jыбирать наибольший. Тем самым выби­
раетси наиболее "жесткое" условие существовании пламени:Тогда, исполь-
эуи при оценке Zm ,  U nm и D ( О ) экспериментальные данные , приведеиные 
в книгах Льюиса и Эльбе [ 196 1 ] , Бретшнайдера [ 1 966) , Дубовкика ( 196 1 ] ,  
заключаем, что в нормальных условиих при горении водорода параметр 
N cr равен 200 с - l , а при rорении пропапа 30 с - l  • С увеличением давлении р 
или начальной температуры т< о > ЭН'.tчения Ncr растут примерно как 

(т< о > ) 2 р 0 •7 • В заключение отметим, что формула (5 .33) дает лишь усло· 

вне существовiШИи стабилизированного диффузионного мамени . Можно 
покаэать, что указанное ограничение явлиется весьмrважным. 

§ S .S .  Образование окислов азота 
при турбулеН111ом JUtффуэиониом горении 

Основная цель данного параграфа заключается в Про8ерке раэ8итых 
8ЫШе теоретических представлений при исследо8ании образо8ании окислов 
азота .  Поэтому обратимся к наиболее хорошо изученному эксперименталь­
но случаю - затопленному диффузионному факелу. Теории обраэо8ания 
окисло8 азота 8 таком факеле раэ8ита 8 работе Бурико и Кузнецова 
( 1 983а) . Такое исследо8ание представляет и непосредственный практичес· 
кий интерес. 

Вначале остановимся на образовании NO в условиях, когда излучение 
мало,  а температура и концентрации атомарного кислорода термодинами­
чески равновесны . Рассмотрим горение водорода. В этом случае ос.новные 
исследовании rtроведены при столь больших скоростях истечении, что влия­
ние сил м авучести мало .  Тогда параметр w ,  определиемый формулой (5 .8) , 
не зависит от х, у, d, u0 , уравнение (5 .9) , дающее среднюю концентрацию 
NO (< с 1 о>), линейно , а коэффициенты в этом уравнении ( и  }, v0 , " , , P(z 11 )  -
функции только от х, у, и0 , d. Следовательно, 

( c , 0 } = wтF ( ; . � ) . 
где F - безразмерная функция, т =  d/u0 (эта величина условно называется 
uалее временем пребывания) . 
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Сделанный вывод не подтверждается данными, приведеиными на 
рис. 5 . 1 4 ,  из котороrо видно , что величина с0 = ( с 1 0 ) (т ) /т (( c 1 0 ) ( m ) ­
максимальная концентрация NO на оси) закономерно уменьшается с уз е­
личением т. Отсюда ясно, что эффекты, рассмотренные в § § 5 .3 ,  5 .4 и не 
учтенные при выводе соотношения ( с 1  0 ) = wт F, имеют принципиальное 
значение. В рассматриваемом случае справедливо соотношение < N ) = 
= т- 1 F 1 (x/d, yfd) , т.е .  химическая неравновесность определяется пара­
метром т .  Влияние излучения характеризуется параметром q, который, 

10 

1,0 

0,1 

� 0 0 о 

6 _ ,  
о -2 
а -3 

Ри с .  5 . 1 4 .  Сравнение рассчитанной макси­
мальной осредненной концентрации NO 
на оси затоiDlенноrо диффузионноrо фа­
кела с экспериментальными данными 
разных авторов . 1 - водород, Лавуа и 
lllлaдep [ 1 974 ) ; 2 -: водород, Ьилджер 
и Бек [ 1 9 74 )  ; 3 - пропан, Бурико и 
Кузнецов [ 1 978 ) .  Сmошные линии -
расчет, в котором учтено изпучение и 
неравновесность IDlаменн ; uприховые 
линии - расчет для адиабатического, 
термодинамически равновесноrо mа­
мени 

как это вытекает из (5 . 1 0) , (5 . 1 2) - (5 . 1 5 ) , можно записать в виде q - т . 
Отсюда следует, что с0 - универсальная функция т .  

Этот вывод сделан в работе Бурико и Кузнецова [ 1 978 ) и, как видно 
из рис. 5 . 1 4 , хорошо подтверждается опытами. Остановимся на количест­
венной стороне вопроса . Полученные выше формулы дают возможность 
рассчитать выход окислов азота . На первом этапе расчета система (5 .4) не 
используется и находится тояько зависимость w(G, q) .  Для этоrо задаются 
значения z , G ,  q и решается система алrебраических соотношений, вытекаю­
!ЦИХ из законов сохранения энергии, массы атомов Н, О и С и условий рав­
новесия реакций (5 . 1 8) и (5 . 1 9) . При этом используется формула (5 .29) , 
а роль излучения учитывается тем, что начальная энтальmtя уменьшается 
на величину qQ (z ) (Q = Q 0  z /zs при z < Z9 , Q = Qo ( 1  - z ) / ( 1 - Z9) , rде 
Q 0 - тешюта сrорания одноrо rрамма топлива) . Такой расчет позволяет 
найти из формулы (5 .6) зависимость скорости окисления азота как функ­
цию z ,  G, q ,  а из соотношения (5 .8) определить функцию w(G, q) . 

Результаты расчетов изображены на рис. 5 . 1 5 ,  5 . 1 6, из которых видно, 
что отклонения от равновесия моrут в несколько раз увеличивать скорость 
окисления азота. 

На заключительном этапе численно решается система уравнений (5 .4) , 
(5 .9) . Последнее уравнение в (5 .4) оmtсывает распределение пульсаций 
концентрации . Одно из слаrаемых в этом уравнении, а именно то, которое 
пророрционально постоянной {3 1  , дает величину 2 ( N >. Чтобы найти коэф­
фициент перемежаемости и, следовательно, величину < N >r = ( N >/1, исполь­
зуются формулы (3 .56) , (3 .5 7) . Входя!ЦИе в эти формулы величины ( z } и 
а находятся в процессе расчета системы (5 .4) . По известному значению 
( N >, определяется критерий G. Потери тепла излучением при rорении водо­
рода даются формулами (5 . 1 0) ,  (5 . 1 2) , (5 . 1 3) ,  а при rорении поопана ­
(5 . 1 0) ,  (5 . 1 2) , (5 . 1 4) , (5 . 1 5 ) .  Рассчитанные значения G и q 'позволяют 
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0.005 0,0075 
Рис. 5 . 1 5 .  Влияние неравновесности и излучения диффузионного nламени на эффектив· 

кУЮ скорость окисления азота при горении водорода в воздухе.  (; • = (; - l /  (т+ 1 )  , m  = 2 

10 

5 

0,01 
Рис .  5 . 1 6 .  Влияние неравнов есности и излучения диффузионного мамсии на зффек· 

тивную скорость окисления азота при горении пропапа в воздухе.  G 0 = G - l/ (m+ 1 ) , 
т = 2 ,4 

вычислить w с помоЩью данных, приведеиных на рис .  5 . 1 5 ,  5 . 1 6 . Найденное 
значt>ние w и формулы (3.56) , (3 .5 7) дают возмо жность вычислить сред­
нюю скорость реакции в уравнении (5 .9) , при численном интегриров ании 
которого можно 1 легко получить распределение средней концентрации NO. 

Остановимся теперь на результатах численных расчетов . Все расчеты про­
ведены на основе констант скоростей химических реакций, заимствованных 
из работы Дженкинса, Юмлу и Сполдинга ( 1 9 66 ) , т .е .  k = 1 .4 · 1 07 с- 1  дr1я 
водорода, k = 6 ,3 · 1 07 с- 1 для пропана. Результаты расчета максимал ьной 
концентрации NO на оси затопленных факелов пропана и водорода изобра-
жены на рис. 5 . 1 4, где с0 = ( с 1 0 ) ("')/т, ( с 1 0  ) ( m ) - максимал ьная концен·  
трация NO на оси факела. Из рис. 5 . 1 4  видно , что результаrы расчето в у цuв · 
летворительно согласуются с экспериментал ьными данными . 
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Сравнение рассчцтанных распределений NO · с экспериментальными дан­
ными Лавуа и Ыладера ( 1 974] приведено на рис. 5 . 1 7 - 5 . 1 9  (значки -
опытные данные, кривые - расчет, d = 2,2 мм, и0 = 200 м/с) . На рис. 5 .20 
представлено сравнение рассчитанного безразмерного потока окислов азота 
Q 0 от расстояния до сопла. Величина Q 

0 определена соотношением 
.. 

4 I ( р )  ( и ) ( C J о ) y dy о 
Q

o = ----..-----

Ptиod 2 

где р1 - плотность топлива. Поскольку профили ( р >, ( и ) в опытах Лавуа и 
Ыладера [ 1 974) не измерялись, то использовались рассчитанные профили 
( р ), < и ) и измеренные Лавуа и lllладером профили < с 1 о ). Из рис. 5 . 17 ,  

<c,q}· 106 
о 

150 о 100 о 
о о 100 

50 

о 1110 150 2110 :c/d 
Рис. 5 . 1 7 .  Сравнение рассчитанной средней концентрации NO на оси затош1енного диф­
фузионного факела водорода с экспериментальными данными Лавуа и Ыладера 1 1 974 )  

Рис .  5 . 1 8 .  Сравнение рассчитанного профиля средней концентрации NO в затоПJJенном 
диффузионном факеле водорода в <;ечении x/d = 4 0 с зкспериментальиыми данными 
Лавуа и Ыладера ( 1 974 ) 

<с'/11> · 106 

о 
2 

о 50 100 150 :rjd 
Рис. 5 . 1 9 .  Сравнение рассчитанного профиля средней концентрации NO в эатоПJJенном 
диффузионном факеле водорода в сечении x/d = 1 6 0  с экспериментальными данными 
Лавуа и Ыладера 1 1 974 ) 

Рис. 5 .20.  Сравнение рассчитанноr� потока окислов азота в различных сеченних зато­
ПJJенного диффузионного факела водорода с экспериментальиыми данными Лавуа 
н Ыладера 1 1 974 ) 
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Рис. 5 .2 1 .  Сравнение рассчитанной средней концентрации NO на оси затопленного диф­
фузионного факела пропана с экспериментальными данными Б урико н Кузнецо­
ва ( 1 978 ( .  d "" 3  мм, u0 = 25 м/с 

Рис. 5 .2 2 .  Срав нение рассчитанного профиля средней концентрации NO в затопленном 
диффузионном факеле пропана в сечении x/d = 22 с экспериментальными данными 
Б урн ко н К узнецова ( 1 978 1 

5 . 1 8  видно , что осевое и радиальное распределение ( с 1 0 }  на малых расстоя­
ниях от corrлa данной теорией описывается неудовлетворительно. На боль­
ших расстояниях от сопла согласование теоретических и эксnерименталь­
ных данных следует признать хорошим. Рис. 5 .20 nоказывает также, что 
расход окислов азота может быть достаточно точно рассчитан на всех рас­
стояниях от сопла. Более детальный анализ причин, которыми обусловлены 
указанные выше различия, удобно провести несколько nозже . Аналоmчные 
расчеты бьmи выполнены и для затопленного диффузионного факела про• 
пана .  Сравнение рассчитанных расnределений NO с экспериментальными 
данными Бурико и Кузнецова . ( 1 978) приведено на рис . 5 . 2 1  - 5 .24 (знач­
ки - опытные данные, кривые - расчет) . 

Видно , что все выводы, сделанные при анализе горения водорода, сnра­
ведливы и при окислении nропана. 

Остановимся теперь на причинах низкой точности расчетов концентра­
ции окислов азота. на малых расстояниях до соnла. Прежде всеrо отметим, 
что развитая теория во всех случаях дает �равильное описание суммарного 

выхода окислов азота, т .е . величина f ( р JV 1 0 ) у dy рассчитывается с 

о о 

1 
20 

о 

1 
JO 

7 
.trO y!d 

Рис. 5 .2 3 .  Сравнение рассчитанного профиля средней концентрации NO в затопленнuм 
диффузионном факеле пропана в сечении x/d = 2 7 0  с экспериментальными данными 
Бурнко н К узнецова [ 1 97 8 1  

203 



rf· 10 1 
7,5 

5 

о о Рис. 5 .2 4 .  Сравнение рассчитанного потока 
окислов азота в различных сечениях за­
топленного диффузионного факе11а пропа­
на с эксперимента.JJьными данными Бури­
ко и Кузнецова [ 1 97 8 !  

удовлетворительной точностью . От­
сюда следует ,  что средняя скорость 
окисления азота ( JV1 o > правильно рас-
считывается во всех точках факела .  
Это и неудивительно, так как в ана­
люируемом случае W1 0  зависит толь­
ко от характеристик инертной при­
меси,  а они,  как отмечалось в начале 

ЮО 200 :C/ti ГЛаВЫ . С ХОрОШеЙ ТОЧНОСТЬЮ ОПИСЫ· 
ваются системой ( 5 .4) . Следовательно, 

причина ниэкой точности расчета на малых расстояниях от сопла может 
быть обусповлена лишь предположением о равенстве коэффициентов тур­
булентного переноса окислов азота и инертной примеси . 

Предположение о равенстве коэффициентов турбулентного переноса 
инершой примеси и примеси , участвующей в химической реакции, бьmо 
поставлено под сомнение в работах Чанга [ 1 970) , Вилюнова и Дика [ 1 976 ) ,  
в ко rорых развиты полуэмпирические методы описания влияния химичес­
ких реакций на законы турбулентного переноса. Поскольку справедли­
вость предположений, сделанных в этих работах, непосредственно не прове­
рена, то полезно указать на прямое доказательство важности рассматривае­
мого эффекта . Следуя работе Кузнецова [ 1 979б] , рассмотрим турбулент­
ную диффузию горючего .  Предположим, что реакция является одноступен­
чатой и необратимой,  а ее скорос_ть бесконечно велика, т .е .  справедлива 
формула (5 .3) . Тогда поток горючего дается соотношением 

< с1 и > = f c1 (z )  иР(и, z ) d  3 и dz = f cr (z) < и  >zP(z ) dz, 

где Р(и, z) - плотность вероятностей скорости и концентрации, а условно 
осредненная скорость среды < и  >z определена формулой (3 . 1 6) , в которую 
входит поток инертной примеси и дисперсия пульсаций концентрации о 2 • 
Эта формула  позволяет вычислить коэффициент турбулентной диффузии 
горючего , который по определению равен 

< с1 и > - < r1 > < u >  
a < cr > !ay 

Расчет, основанный на формулах (3 . 1 6} ,  (3 .5 6) , показывает, что 1 )  ко­
Jффициенты турбулентной диффузии горючего и инертной примеси замет­
но различаются : 2) эти различия увеличиваются при возрастании пульса­
ций концентрации (Кузнецов ( 1 9796) ) . Таким образе м, химическая реак­
ция действительно влияет на процесс турбулентного переноса реагирующей 
при меси . 

В рассма1 риваемом случае это влияние непринципиально , посколькv 
процессы переноса не меняют общего потока окислов азота, а истоЧJ:ик 1:1 
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уравнении (5 .9) не зависит от с1 0 .  Если же такая зависимость становится 
существенной (что , например, имеет место nри больших т ,  когда ЗН<tЧе ­
ние с 1 u приближается к равновесному) , то и общий расход окислов азота 
будет зависеть от их коэффициею а турбулентной диффузии . 

В заключение этого параграфа отмстим, что в большинстве рассмотрен­
ных выше случаев условие (5 .30) не выполнялось, т.е . ,  строго говоря , 
формула (5 .29) дает лишь правильный порядок величин . Тем не менее,  
учитывая хорошее согласование результатов расчета и экспериментальных 
данных, можно предположить, что формула (5 .29) справедлива и в юм слу­
чае, когда условие (5 .30) не выполняется . 

§ S .6. Турбулентное горе1Пtе 
qастнчно перемешанных газов 

Одна из особенностей горения заранее не персмешанных 1 азов состоит 
в том, что скалярная диссипация, определяющая условия протекания хи­
мических реакций , сильно варьируе1ся в зависимости от положения рас­
сматриваемой точки . Указанная особенность прои;шюстрирована на 
рис. 5 .25 , где приведсны резуnыаты расчета, основанного на системе (5 .4 ) . 
Эти расчеты проведсны для оси затопленного пропанового факела. По оси 
абсцисс отложено не расстояние xjd, а средняя концентрация < z >r . Видно, 
что величина ( N >r меняется на несколько порядков . 

Этот вьmод имеет важное значение, так как из-за сильной вариации 
< N )1 условие существования диффузионного пламени (5 .33) может на­
рушаться. Как уже отмечалось в § 5 .4, важную роль играют и флуктуации 
величины N, амплитуда которых, как ясно из главы 4, очень велика . Такие 
флуктуации приводят к появлению "дырок" в пламени , через которые 

0,1 

0,01 

Рис. 5 .25 .  Распредел ени е скаш1рной диссипации на оси зато!L'!енноrо диффузионного 
факела nponaнa. l - d  = .3 мм, u0 = 1 9 .8 м/с: 2 - d = 6 мм. U0 = 1 0 ,7 м/с 
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несгоревшее топливо проникает в бедную часть факела, т.е. в область 
z < Zs . Ввиду сильной вариации ( N >, этот эффект всегда играет важную 
роль в начальных сечениJIХ факела и приводит к тому, что диффузионное 
горение происходит по схеме , которая часто заметно отличается от традн· 
ционно рассматриваемой, так как по обе стороны зоны реакции могут 
находитьс.и и топливо , и окислитель,  а горючие компоненты переноситс.и 
к фронту пламени nараллельно . Аналоrична.и. особенность может быть 
следствием и самого способа организации процесса горени.и. Например, при 
распыливании жидкого топлива в nотоке воздуха из-за скольжении фаз 
часть несгоревших капель может проникать в бедные области. Следователь­
но , воздух и исnарившееси топливо будут параллельна диффундировать 
к зоне реакций. Таким образом, значительный практический интерес пред­
ставляет исследование горени.и в потоке с сильно переменным составом 
при наличии несгоревшего топлива во всем факеле, т .е . горени.и частично 
перемешанных газов . Этому воnросу и nосвящен данный nараграф. 

Чтобы по.иснить математическую постановку задачи, вернемен к систе ­
ме (5 .32) . Как уже указывалось, эта система справедлива только в зоне 
химических реакций, т.е . там, rде градиенты концентрации и температуры 
меняются очень резко . Указанн1.и особенность обусловлена тем, что ско­
рость химических реакций сильt.о зависит от температуры и , следовательно , 
от величины z , зна•tение которой определяет максимальную температуру . 
Следствия, вытекающие из этой особенности, nроанализированы в работе 
Кузнецова [ 1 983)  на примере реакции окислении С'О. Установлено, что 
поскольку при уменьшении z скорость химической реакции резко умень­
шается, то можно выделить две характерные области. В первой области 
(z � z 1 ( N )  < z s )  химические реакции существенны и справедлива систе­
ма (S.32) . Во второй области (z < z 1 ) химические реакции не играют 
роли. Обе области разделены очень узким поrраничным слоем (фронтом 
замораживания) . Показано , что 1 )  концентрацию СО во фронте замора­
живании мr-жно найти, интегрируя систему (5 .32) , и эта концентрации за­
висит только от N; 2) из-за сильной зависимости скорости реакции от z 
функции z 1 (N) слабо зависит от N . 

В соответствии с результатами проанализированной работы далее пред­
полагается, что качественные особенности , обнаруженные при исследовании 
окисления СО, сохраняются и в общем случае . Таким образом, можно счи ­
тать, что 1 )  в области z < z 1  (N) < Z s  реакции не идут ; 2) функции z 1 (N ) 
слабо зависит от N :  3)  система (5 .32) проинтегрирована, т .е .  найдено 
положение · фронта замораживании z = z 1 ( N )  * )  и концентрации всех ком­
понентов в этом фронте.  

Следовательно , задача сводится к исследованию решении уравнении 
диффузии без источников дпи концентрации Cf какого-нибудь одного ста­
бильного вещества (исходного топлива, продукта пиролиза, окиси углеро­
да и т.д.) . которое, далее ,  дли краткости называется горючим. Граничные 
условии заданы на нестационарной , искривленной поверхности z = z 1 = 
= const в виде t:J' = .p (N) .  Зависимость .p (N) может быть найдена при ин­
тегрировании системы (5 .32) . Существенно, Что в отличие от зависимости 

* )  Значения z.1 для разных веществ, вообще говоря. не совnадаю r. 
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z 1 (N) функция lfi (N) может сильно изменяться при вариации N, т.е . гра­
ничные условия для концентраций cr и z , удовлетворяющнх одНому и тому 
же уравнению ,  не оодобны. Поэтому при z < z 1 величина cf зависит не 
только от z и N ,  как это следует из (5 .3 2) , но и от предыстории процесса. 
Указанное обстоятельство осталось незамеченным в работе Лью, Брэя и 
Мосса [ 1 984) , в которой получен ряд результатов , основанных на неявно 
принятом предположении о том, что система (5 .32) справедлива при всех 
z , т .е .  поля с1 и z подобны. 

Чтобы решить поставленную задачу, проанализируем качественные осо­
бенности функции I{I (N) , а затем на примере горения в плоском слое сме­
шения выявим те гидродИнамические особенности, которые опредеяяют 
характер процессов переноса горючего в бедмой части факела. Результаты 
этоrо анализа используем для вывода приближенного уравнения, описываю­
щего средНюю концентрацию горючею в бедмой части факела. 

Укажем сначала ряд упрощающих обстоятельств . Прежде всеrо отметим, 
что при 1{1 = con st ооля с1 и z подобны, если на начальной стадии процес­
са в бедмой части факела (z < z 1 )  горючее отсутствовало, т.е . 

I{IZ 
с1 = - , 1{1 = const . (5 .34) 

z 1  
Эта формула приближенно справедлива и в ряде друrих случаев . В самом 

деле,  ясно , что 1{1 � о при N � о (уменьшается поток топлива к зоне реак­
ций и процесс приближается к термодинамически равновесному) . Ясно 
также, что по мере удаления от точки слияния потоков топлива и окисли­
теля характерные значения N уменьшаются {z = const при полном смеше­
нии) . Следовательно, горючее проникает в бедную часть факела в основном 
на ранних Сiадиях процесса. Позже оно диффундирует из бедНОй части фа­
кела к зоне реакции , где и сгорает. Если процесс переноса происходит доста­
т�чно быстро, то формула (5 .34) приближенно справедлива. Таким 
образом, (5 .34) описывает некоторое равновесное состояние, в которо� 
концентрация горючего зависит только от констант, характеризующих хи­
мическую кинетику, и локальных характеристик турбулентности z и N .  

Скорость достижения такого состояния прежде в�го определяется зна­
ком скорости среды v относительно поверхности z = z 1 • Для пояснения 
рассмотрим простой пример - горение при смешении неограниченных по­
токов воздуха (z = О) и богатой топливовоздушной смеси (z = z 0 > z s ) . 
Варьирование параметра z 0 позволит прqяснить основные особенности 
проблемы . 

Вследствие перемежаемости имеются три области 1 - 3 (рис. 5 ,26, а, б) , 
раэделенньrе случайно колеблющнмися границами F 1 и F 2 • В области 1 
находится чистый воздух, а в области 2 - исходмая смесь. Течение в об­
ластях 1 и 2 потенциально . В области 3 (турбулентной жидкости) течение 
завихренно, а концентрация случайно меняется между нулем и z 0 •  Посколь­
ку обычно St � 1 , то при z 0  - I  поверхность z = z 1 < Zs расположена вбли­
зи границы F 1 (рис.  5 .26, а) . Наоборот, при малых z 0 поверхность z = z 1 
расположена вблизи границы F 2 (рис. 5 .26, б) . В этих предельных случаях 
нормальная компонента скорости среды v относительно поверхности z = z 1 
имеет вполне определенный знак (нормаль направлена в богатую область -
рис.  5 .26) . Действительно , поскольку траектории жидких (в rидродинами-
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Рис. 5 .2 6 .  Качественизи схема слоя смешения 

ческом смысле) частиц не могут выходить из области завихренного тече­
ния, то среда всегда втекает в турбулентную жидкость. Поэтому v > О в 
первом случае и v < О во втором. 

· 

Отсюда ясно , что в первом случае конвективные движения препятствуют 
переносу горючего от поверхности z = z 1 в бедную часть факела, а во вто­
ром - способствуют этому переносу, т.е. состояние, описываемое соотно­
шением (5 .34) , в первом случае достигается быстрее, чем во втором (в 
последнем случае оно может вообще не достигаться) . 

Следовательно, важную роль играет правильное описание величины v. 
Эта часть задачи сводится к исследованию эволюции распределения вероят­
ностей величины z .  Для пояснения рассмотрим однородную турбулент­
ность, в которой концентрации всех веществ распределены статистически 
однородно (см. § 3 .4) . Только такой случай и будет анализироваться везде 
ниже. 

Так же , как и в § 3 .4, перейдем в систему коорцинат, движущуюся со 
средней скоростью, т.е. вместо эволюции вдоль координаты х рассмотрим 
изменение во времени t ,  считая течение однородным во всех направлениях, 
а по-юк - неограниченным. Как уже qтмечалось в § 1 .3 ,  относительнЫй 
объем областей z < z 1 есть вероятность величины z ,  а изменение этого 
объема определяется расходом через поверхность z = z 1 , т .е. величиной v. 
Чтобы охарактеризовать этот расход, введем параметр 

В = l im V - t f р vdF, 
V -+ оо F 

где V - некоторый объем, F - та часть поверхности z = z 1 ,  которая заклю­
чена внутри зтоrо объема . Предположим, что химическая неравновесность 
слабо влияет на плотность р, т.е. р единственным образом выражается через 
z (см. § 5 . 1 )  . Интегрируя уравнение неразрывности по области z < z 1 , 
получим 

в = - l im v - 1 J 
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J' -+ oo z < z 1 
ар а - d 3 x = - ­
ot .• � ar 

z ,  
f pPdz. (5 .35)  



Из (2 . 1 5 ) , (5 .35 ) получим 

В = < N >, [ дрР ] . 
az z = % 1 

(5 .36) 

Здесь учтено, что все производные по пространствеиным координатам рав­
ны нулю. Отсюда вытекают те же качественные результаты, что и были по­
лучены выше при анализе знака величины v. Действительно, обратимся к 
формулам, приведеиным в § 3 .4 .  В рассматриваемом случае они должны 
быть лишь слегка модифицированы, так как в § 3 .4 считалось, что р = const 
и максимальная концентрация равна l ,  а не z о . Используя результаты 
работы Кузнецова, Лебедева, Секундова и Смирновой ( 1 98 1 )  и учитывая 
линейность уравнения диффузии , заключаем, что в начальном участке сме­
шения (t ... О) формула (3 .26) приобретает вид 

2 
рР = "( р Р1 = - p (:Z) exp(- 11' 2 т) sin (7r z/z0 ) sin (1Тz/z0 ) ,  Z o 

оо az� _ _ 

т = z02 J < N >1dt, < N >, = - ,  O < z < z 0 ,  p (z )z  = ( p z ) ,  
r t 

где постоянная а ,  как покаэано в § 3 .4, равна 11'-2 • 

(5 .37) 

Из (5 .36) , (5 .37)  заключаем, что В > О (v > О) при Z t < z 0 /2 и В < О 
(v <  О) при z 1  > z0 /2 . 

Рассмотрим величину 

ct = lim v - t  I PCtd 3x, 
v - oo z < r: l 

которая характеризует содержание горючего в бедной части факела, и вы­
ведем для нее приближенное уравнение. Интегрируя уравнение диффузии 
по области z < z 1 , получим точное соотношение 

ас 
_L = t . + t2 .  t 1 = - lim v - 1 f vp .pdF, 
дt v - оо F 

ас1 
t 2 = lim �, - •  f Dp - dF. 

V -+ оо F дn 

(5.38) 

Слагаемое t 1 не описывает процессы переноса, так как оно обуславливает 
изменение 'Ct даже в том случае , когда cJ' = con st при z < z ,  (это изменение 
обусловлено тем, что объем z < z 1 в процессе смешения непостоянен) . 
Второе слагаемое t 2 описывает массаобмен между поверхностью z = z 1 и 
окружаюшей средой. 

Основное допущение, которое принимаетси далее, состоит в том, что 
v и .р считаются некоррелированными. Тогда, используи (5 .36) , получим 

r . = < r , > = - < ..р >в = - < .p > < N >, -- . 
[ дрР ] 

az z = z l 
(5 .39) 

Предположим также, что второе слагаемое t 2 можно аппроксимировать 
формулой, часто встречающейся в приближенной теории массообмена :  

t2 = o: ёt + f3 < 1P >- (5 .40) 
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где о: и р - функции t .  Они находятся из следующих соображений . Пусть 
.р = const и с!" = '{)  в турбулентной жидкости. Тогда 'д сt/'дп = О и, следова-
тельно, z l 

с1 = < '{) > f pPdz, 
+О 

z l (5 .4 1 ) 
о: f. pPdz + {j =  О. 

+ О 
Здесь символ + О означает, что сингулярные слагаемые, которые содержатся 
в выражении ( 1 .20) для Р, при интегрировании не учитываются . Рассмотрим 
другой случай , когда справедливо соотношение (5 .34) .  Тогда 

z l 
ё', = < '{) ) z j' 1 f zpPdz 

+О 
(5 .4:!) 

есть одно из решений уравнения (5 .38) .  Используя это условие и соотноше­
ние (5 .4 1 ) , найдемJ 1 и t 2 • Окончательно получим 

_dc_f = < N >, { - < 1{) > [ -apP_ ] + t(< '{) >  j'pPdz - ?r> } .  dt 'дz z = z 1 + о 
p (z 1 )P (z 1 ) r = ____ __;___ __ z l z 1 

z 1 f pPdz - f zpPdz 
+ О + О 

(5 .43) 

Проанализируем рещения этого уравнения на начальном участке смеше ­
ния и горения (t -+ О) . Рассмотрим сначала один частный случай граничных 
условий на поверхности z = z 1 , а именно будем считать, что если условие 
(5 .33) существования диффузионного пламени выполнено, то процесс 
термадинамически равновесен, т.е. ( !{) ) = О  и z 1 = Zs . В противном случае 
будем предполагать, что происходит смешение без реакций, вследствие чего 
часть несгоревшего топлива проникает в область z < Zs . Как видно из 
( 5 .3 3) и ( 5 .3 7) , приближенно можно считать, что при t < t 1 происходит 
процесс смешения, а при t > t 1 процесс горения равновесен. Здесь t 1 дает-
ся в ыражением 

az g 
t1 = - . 

Ncr 
Тогда при t > t1 уравнение (5 43) приобретает вид 

dёj- -- = - t < N >, с1 . dt (5 .44) 

Начальное условие для этого уравнения можно получить, рассматривая про· 
цесс смешения при t < t 1 . Оно , однако , далее не потребуется. Из (5 .37) 
(5 .44) находим 

т = ---- 11'Z I s = -- . 
s - sin s z0 

(5 .45 ) 

Опени м  вел ичину т для пропапа (z s = 0,06) . Считая , что z 1  = z 1 , a  = п-2 
пол учи м  т = 1 08 при z0 = 1 ,  т . е.. горючее, проникшее в бедную часть факела 
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на ранних стадиях процесса, исключительно быстро переносится к зоне 
реакций . 

Таким образом, возможен такой режим горения, в котором концентра­
ции реагирующих веществ существенно зависят от скорости химических 
реакций , а предыстория процесса не играет роли, так как Cf зависит только 
от локальных характеристик турбулентности z и N . Этот режим назовем 
первым. 

Существует и второй режим, в котором предыстория процесса сущест­
венна . Действительно,  постоянная т очень быстро падает с уменьшением z о .  
Так т = l ,8 при z 0 = O, l l  (коэффициент избытка воздуха в богатой смеси 
равен 0,5 ) .  В этом случае (5 .45) описывает достаточке медленное убывание 
концентрации горючего , проникшего в бедную часть факела на·ранних ста­
днях процесса. 

Рассмотрим теперь характер решений уравнения (5 .43) при t -. со , В этом 
случае , как видно из (3 .27) , величина Р описывается плотиостью нормаль­
ного распределения вероятностей . Так как Р * О при всех z, зона реакции 
наблюдается при всех t .  Можно по казать, что тем не менее решение не стре· 
мится к нулю (формально это следует из того,  что все коэффициенты в 
(5 .43) очень быстро стремятся к нулю при t --. 00 ) . Это означает, что все 
топливо, проникшее в бедную часть факела, сгореть не может. Знак величи­
ны и в этом случае также играет важнейшую роль. Действительно, на заклю­
чительном этапе смешения любая область z * < z > стягивается в точку, 
и поэтому при z 1 > ( z ) скорость среды относительно поверхности z = 
= z 1 всегда направлена в бедкую часть факела, т.е. несгоревшее топливо 
конвективными движениями оттесняется от зоны реакции. Сделанный 
вывод следует и из формулы (5 .36) (в области z > < z > плотность нормаль­
ного распределения вероятностей - уменьшающаяся функция z )  . 

Сопоставление результатов, полученных при анализе начального и 
заключительного участков смешения и горения, показывает, что при z 0 = 1 
по мере роста t (или с увеличением расстояния от точки слияния потоков 
горючего и окислителя) происходит постепенный переход от первого ко 
второму режиму горения.  Подробный анализ того, где осуществляется 
такой переход, пока не выполнен. 

Остановимся теперь на результатах опытов, поставленных с целью про­
верки nравильиости сформулированных выше теоретических соображе­
ний *). Условия этих опытов обсуждались в § 5 . 1  при анализе динамики 
изменения концентраций углеводородов в затопленном nропановом фа­
келе. Помимо концентраций углеводородов, в этих опытах измерялась 
и концентрация СО (с8 ) . Обработка результатов проведеиных опытов 
показала, что в отличие от эквивалентной концентрации пропана величина 
( с8 >, неуниверсально зависит от ( z >, ,  т .е. СО окисляется значительно мед- . 
леннее и скорость химических реакций влияет на концентрацию СО. 

Поэтому возник вопрос о том, возможен ли первый режим горения, 
т.е . является ли концентрация СО универсальной функцией z и N, в KQ· 
тором роль предыстории процесса несущественна. По счастливому стече­
нию обстоятельств оказалось .  что при изменении d и и о  скалярная 

* ) Эти опыты проведены Ю.Я. Бури ко и В.Р. Кузнецовым. 
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Рис. 5 .2 7 .  Концентрация окиси углерода в эатоrтенном диффузионном факеле пропа 
на при разных значениях < z > t по данным Б ури ко и Кузнецова. 1 - d = 3 мм, и 0 ' 
= 19 ,8 м/с; 2 - d = 6 мм. и0 = 1 0,7 м/с; crmoumaя линия - равновесная концентра­
ция СО 



диссиnация варьируется лишь в самых начальных сечениях факел а (большие 
значения (z  ) 1  на рис . 5 . 25 ) . а в основной части факела (мал ые значения ( z  >, 
на рис. 5.25 ) скалярная il.ИССИпация одна и та же.  Такое распредел ение скаляр­
ной днссипации обусловлено ролью сил плавучести, несушественных при 
малых х и имеюlШ!х важное значение при больших х. Как уже отмечалось 
в § 5 .5 ,  < N > - 1 /т (т = d/и0 ) , если сил плавучести нет. 

Указанные соображения определили метод обработки эксперименталь­
ных данных. По результатам измерений в различных сечениях факела  оп· 
ределилось положение линии ( z )1 = con st и анализировалось распределение 
величины ( с8 )1 на этой линии . Величина ( z )1 находИЛась по формуле ( z )1 = 
= ( z >!'У , где ( z > измерялось, а 'У рассчитывалось по методу, изложенному 
в § 5 . 1 .  В качестве параметра, характеризующего положение рассматривае 
мой точки на линии < z )1 = con st , выбиралось рассчитанное значение скаляр­
ной диссипации. Резу;Jыаты обработки приведены на рис.  5 .27 ,  а -:-- г. 

Анализ показывает, что все данные аппро ксимируются зависимостью 
( с8 )1 = � ( ( z )1 ) + 17 ln  ( N )1 , где 11 не зависит от ( z )1 , а � зависит только 
от < z )1 , т.е .  изменение ( N )1 одИнаково сказьmается на результатах изме­
рений при всех < z )1 (кажущееся изменение наклона на рис. 5 .27 ,  а - г 
обусловлено только разными масштабами по оси ординат) . Видно, что 
влияние скалярной днссипации существенно . 

Такое влияние может быть обусловлено двумя причинами - химичес· 
кими реакциями или изменением равновесной концентрации СО вследст­
вие снижения температуры из-за потерь тепла излучением. Чтобы выяснить, 
какая из причин важна, проведсны расчеты, в которых находИлось среднее 
значение равновесной концентрации СО. В расчетах учтены потери тепла 
излучением ( использовалась методнка, описанная в § 5 .3) . и� рис. 5 .27 , а-г 
видно , что 1 ) по-.ери тепла излучением очень слабо влияют на среднее зна-

чение равновесной концентрации СО (<с� е )  )1 ) ;  2) измеренные значения 
( cs )1 могут быть как существенно ниже, так и существенно выше, чем 

( е ) -( с8 )1 • Отсюда ясно , что скорость химических реакции в данном случае 
существенна, а влияние излучения проявляется лишь косвенно через сни ­
жение температуры и замедление химических реакций . 

Из рис. 5 .27 , а - г видно также,  что данные , полученные в двух разных 
режимах, обобщаются еднной кривой . При этом время пребывания т = 
= d/uo менялось в четыре раза , соответственно варьировались значения ска­
лярной днссипации на малых расстояниях до сопла (больших ( z )1 ) ,  что 
видно из рис .  5 .25 .  Таким образом, экспериментально подтверждено су­
ществование первого режима горения, в котором концентрации реагирую­
щих веществ существенно зависят от скорости химических реакций, а 
предыстория процесса не играет роли.  

В заключение подведем итоги исследования, проведеиного в данной гла­
ве .  Это исследование основано на том.  что толшина зоны химических реак­
ций много меньше интегрального масштаба турбулентности .  Наличие мало­
го параметра существенно упрощает иссл едование.  позволяя отдельно 
рассмотреть крупномасштабные колебания ЗОfiЫ реакции как целого и 
воздействие мелкомасштабной части спектра турбулентности на ее в нутрен­
нюю структуру . В этом случае влияние турбулентности на условия проте­
кания химических реакций , в том числе и сложных цепных реакций , описы-
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вается уравне!Dfем (5 .32).  Из неrо сл едует, что это влияние характеризуется 
только двумя случайными параметрами z и N, которые находится из 
решения уравнения диффузии без реакций . Важно, что распределениа кон­
центраций реагирующих веществ в зоне реакций можно рассчитать заранее, 
а затем результаты расчетов использовать цля решениа самых разнообраз­
ных задач. 

При таком подходе остается еше проблема отыскания распределения 
концентраций стабильных веществ вне зоны реакций. Хотя и эта проблема 
также описывается уравнением диффузии без реакций, она не всеrда сво­
дится к расчету пола z . Поэтому в общем случае удовлетворительное ре­
шение задачи еще не получено .  

В целом можно считать, что в рамках теории rорения основнъ1е трудиос­
ти преодолены и rлавные усилиа должны быть сосредоточены на создании 
теории турбулентности и турбулентноrо смешениа без реакций. 



Г Л А В А  6 

ТУРБУЛЕНТНОЕ ГОРЕНИЕ ОДНОРОДНОЙ СМ ЕСИ 

Так же,  как и rорение неперемешанных rазов ,  rорение однородной сме­
си широко используется в целом ряде технических ус rройств (двиrа1 ели 
внутреннего сrорания , форсажные камеры rазотурбинных двиrателей 
и т.д.) . В отличие от диффузионноrо , rорение однородной смеси изучено 
rоразло хуже. так как скорость химических реакций существенно влияет 
на характеристики процесса. Указанное обстоятельство приводит к воз­
никновению целоrо ряда нетривиальных эффектов , "JНJчение которых стало 
попятным лишь в последнее время .  Цель данной rлавы Фсtоит в том,  
чтобы выявить эти эффекты путем анализа экспериментальных данных и 
получить критериальное описание процесса . 

§ 6 . 1 . Основные проблемы 

Теория турбулентноrо rорения однородной смеси заимствует основные 
понятия и представления из теории распространения плоскоrо ( нормаль­
ноrо) фронта пламени по неподвижной смеси rорючеrо и окислителя .  
Поэтому, преЖде чем изложить rлавные проблемы .  возникающие при ис­
следовании турбулентноrо rорения , полезно остановиться на том .  как ре­
шается задача о распространении нормально1 о пламени (Зельдович и 
Франк-Каменецкий [ I 938a.  б] ) .  

Предположим , что I ) между топливом и окисли 1 елем происходит одно· 
ступенчатая реакция,  т .е .  процесс описывается тремя персменными Т. 
с0 , Ct - соответственно температурой и концентрациями окислителя и топ­
лива ;  2) коэффициенты молекулярноrо переноса одинаrсовы .  и. следова­
тельно , из-за подобия уравнений диффузии и теплопроводности концентра· 
ции с0 и cf можно выразить через температуру Т. l fозтому описание процес 

са сводится к решению одноrо уравнения 

dc d dc Т - т <о > 
p < 0 >u" - = - ар - + p W(c) .  с =  

dn dn dn т<ь > _ т< о > (6 . 1 ) 
rде р - плотность,  W - скорость теruювыделения, о - коэффициент тем­
пературопроводности , с - безразмерная температура .  и "  - скорость нор­
мальноrо распространения пламени . верхние индексы О и Ь относятся к 
свежей смеси и nродуктам сrорания,  n - направление . нормальное фронту 
пламени . Направление нормали оnределено так . что с =  О при n = _со (све­
жая смесь) , с = 1 при n = со (продукты сrорания) . Краевая задача для урав ­
нения (6 . 1 ) .  т .е .  равенства с (-со) = О. с (со)  = ! , позволяет определить и " .  
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Метод решения основывается на следующих соображениях .  Обычно 
скорость химической реакции очень сильно зависит от температуры, т .е .  
W - ехр ( -Е/ (R 1) ) ,  где критерий Е/ (R T (b ) ) много больше единицы (Е ­
энергия активации , R - универсальная газовая постоянная) .  Поэтому в 
мамени можно выделить две области - темовую зону, в которой О <  с < 

< 1 - о с ,  где ос - Rт <ь >  /Е < 1 ,  и зону химическ�х реакций, в которой 
1 - ос < с < 1 .  В первой зоне слагаемое в уравнении (6 . 1 ) ,  содержащее 
источник , несушественно . а во второй можно иренебречь конвективным 
слагаемым. что ·При сращивании решений , полученных в обеих зонах, поз­
воляет найти Un в явном виде . 

Детали :пой процедуры изпожены в книге Зельдовича , Баренблапа, 
Либровича и Махвиладзе [ 1 980] . Поэтому укажем лишь те результаты , 
которые потребуются далее . Чтобы упростить окончательные соотношения , 
предположим, что р = р ( о ) т <о > ;т, а = а < о> (Тjт <0 > ) 2  (такое предполо­
жение позволяет досrdточно точно описать реальные зависимости р (Т) и 
а( Т) ) . .Первый результат состоит в том ,  что в пределе (Е/ (R T (Ь ) ) --> оо) 
толщина зоны реакции стремится к нулю. Следовательно , она должна 
рассматриваться как поверхность, на которой температура непрерывна, 
а ее производная терпит разрыв , т.е. [ ik ] 

= 0 [ ас ] _ а< о >  (3 
an n = + о • an n � - о и n 

Второй результат - формула 

И п  = j 2а(О) } Wdr , 
о 

Е 

т<ь > 
. (3 = т <о> 

(6 .2) 

(6 .3 )  

т .е .  скорость нормального распространения мамени зависит о т  коэффици­
ента молекулярного переноса и скорости химических реакций . 

Формула (6 .3) открывает В!Jзможность приближенного описания проб­
лемы nри произвольной кинетике химических реакций , так как позволяет 
вмесrо большого числа неточно известных параметров . характеризующих 
скорости отдельных реакций. рассмотреть одну велюmну ип .  которая 
легко и достаточно точно измеряется в ' опытах . Величина Un зависит от 
давления р, начальной температуры Т (О ) и коэффициента избытка воздуха 
в свежей смеси а (о ) . В качестве примера на рис. 6 . 1  в виде кривой 1 при­
вецена экспериментальная зависимость Un (а ( О} ) для бензино-воздушной 
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Рис. 6 . 1 . ("равнение скоростей нормаль­
ного распространения ламинарного пла­
мени , полученных в опытах с плос­
ким пламенем (кривая 1 )  и рассчи­
танных по состав у в лидируЮUDI Х 
точках (кривая 2) 



смеси (Талантов ( 1 97 5 ) ) .  Данные опытов в первом приближении описы­
ваются зависимостью 

и" = /(а ( О ) )  (Т ( О) )2 р - 0. 2 ,  (6 .4) 
которая аппроксимирует результаты измерений в бензино-воздушных 

смесях . Функцию f (а < о> ) можно найти на рис . 6 . 1 
В соответствии со сделанными выше замечаниями везде далее пред­

полагается , что Е/ (R т < Ь > ) > l . Это означает, что формулы (6 .2) спра­
ведливы не тол ько J.U'I Я  ruюского , но и WJЯ произволького фронта мамени . 
Отсюда вытекает. что характеристики процесса описываются уравнением 
тем�проводности без источников . Важно , что заданы три краевых условия : 
два фигури руют в формулах (6 .2) , а одно ставится на бесконечном уда­
лении от зоны реакций (с = О) . Ли шнее краевое у�овие определяет поло­
жение фронта мамени . Таким образом . помимо гидродинамических харак­
теристик , процесс зависит от а ( О ) и и". Следовательно , скорость химичес­
ких реакций тияет только на величину и" .  Так как и "  зависит от скорости 
химических реакций и от процессов молекулярного переноса ,  то влияние 
толькс. химической кинетики описывается лишь одним параметром, а 

именно т с: = а <  о) jи� . Часто удобно рассматривать толщину тепловой зоны 
нормального фронта пламени li " ,  которую, в соответствии с (6 .2) , естест­
венно определить в виде 

a <o > (j li " = -- (6 .5) lln 
Укажем порядок значений и " и li" при нормальных условиях. Для боль­

шинства углеводородо-воздушных смесей (метан . пропаи и т .д.) при вариа­
ции состава максимальное значение и" достигается при а = а"т ,  где a"m близ­

ко к единице . В этом случае и" =::: 40 см/с, li" = 0,4 мм ({j = 7 ,s , a < 0> = 
= 0,2 см2 /с) . Для водородо-воздушных смесей a"m =::: 0 ,6 , и" (апт ) =::: 
=::: 25 0 см/с,  li" = 0,09 мм (fl = 8 ,  а < о> = 0,3 см2 /с) .  Проведеиные оценки 
величин и" и а"111 основаны на данных,  приведеиных в работах Дубовкипа 
( 1 96 1 ] ,  Карпова и Северина ( 1 977 ) . Расчет величины а < 0> базируется на 
методике , описанной в книг� Бретшнайдера [ 1 966] . 

Рассмотрим теперь горение в турбулентном потоке . Основная информа­
ция об этом процессе получена при измерениях аналогов величин и" и li" ,  
соответственно скорости распространения турбулентного нламени и ,  и 
протяженности зоны горения li , . Эти понятия определены, однако , не столь 
четко , как в теории ламинарного горения . Напомним, что величина и" ха­
рактериэ,Ует удельную скорость переработки све:··ей смеси на поверхности 
фронта пламени и равна отношению обьемного расхода смеси к мощади 
его поверхности . Такую поверхность можно определить равенством с = 
= с0 = cons t . Как свидетельствуют проведеиные выше оценки, толщина 
фронта мамени li" мала по сравнению с характерными размерами задачи . 
Следовательно . площади разных изотерм с = t'0 слабо отличаются друг от 
друга. В турбулентном потоке величина li, всегда порядка характерного 
размера задачи , и поэтому площади осредненных Изотерм ( с >  = с0 = 
= cons t  значительно различаются . 
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Рис.  6.2 . Влияние пульсационной ско­
рос:ти на скорость распространения 
турбулентного пламени по данным 
Карпова и Северина ( 1 9 7 7 ) ,  Т (О) = 
= 193 К, р = 0.1  МПа. 1 - пропаио-воз­
душная смесь, or = 0,6 ; 2 - nропаио­
возду шная смесь, or = 0,9 ; З - водо­
роnu-воздушная смесь, or = 3 ;  4 -
водородо-воздушная смесь, or = 2 

Так как нет какой-либо предпочтительной изотермы, то понятие · о 
скорости распространения турбулентного пламени не может быть опре­
делеко nостаточно строго . Несмотря на это , изучение влияния раэличных 
параметров на тем или иным способом введеную величину и, может ока­
заться 'lрезвычайно полезным. Как будет видно nалее, такое изучение поз­
волит сравнительно просто обнаружить целый ряд весьма сложных эффек­
тов и качественно описать их взаимодействие. Поэтому в данной главе 
предполагается , что основная информация о турбулентном горении дается 
только величиной и , . 

В дальнейшем главным образом используются две группы эксперимен­
тов . Первая группа опытов проведена Талантовым с сотруцинками (Талан­
тов [ 1 975 ] , Янковский и Талантов [ 1 969] , Кузин, Янковский, Аполло­
нов и Талантов [ 1 972] , Кузин и Талантов ( 1 977) , Голубев , Янковский, 
Постнов и Талантов ( 1 973 ) ) .  Исследовалось горение в канале квадрат­
ного сечения со стороной d. Пламя стабилизировалось выемками,  располо­
женными на противоположных стенках канала. В экспериментах варьи­
ровался состав бензино-воздушной смеси, ее начальная температура, давле­
ние , скорость на входе в канал и величина d. Скорость распространения 
турбулентного пламени и, определялась из положения передней границы 
пламени , которая находилась путем фотографирования факела (напом­
ним , что передней границей называется одна из осредненных изотерм 
< t' )  = con s t ,  которая примыкает к свежей смеси ; точное значение пос­
тоянной в этом равенстве неизвестно) . 

Вторая группа опытов проведена Карповым и Севериным ( 1 977 , 1 980] . 
Использовалась сферическая бомба , на стенках которой располагались 
лопасти . турбулизирую1101е смесь. Варьировался состав , вид смеси и пуль­
сационная скорость (температура и давление нормальные) .  Смесь под­
жигалась в центре бомбы ,  после чеrо регистрировалась зависимость давле­
ния от времени , что позволяло определить производную по времени от 
объема сгорев шей смеси . Эта производная относилась к поверхности сфе­
ры , объем которой равен объему продуктов сrорания . Таким образом,  
в обеих rруппах опытов использовались несколько различающиеся опреде­
ления и 1 • 

Приступим к анализу этих , а также и некоторых друrих опытов .  Рас­
смотрим сначала.  как влияют на и, две наиболее важные характеристики 
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турбулентности - пульсационна.11 скорость и интеrральный масштаб: 

J ]  (и(О ) )Э 
и< о> = - ( (и< о> - ( u( O)  ) )2 ) L = --

3 ' ( Е )  ' 

rде ( Е ) - дJ1ссипаци.11 энерrии . На рис. 6.2 изображены результаты опытов 
Карпова и Северина ( J 977 ) . По оси абсцисс отложена величина и < 0> -
пульсациониа.11 скорость в бомбе в отсутствие rорени.11 . Видно , что при 
увеличении пульсационно.й скорости скорость распространени.11 пламени 
сначала растет, а затем либо не мен.11етс.R , либо даже уменьшаетс.11 . Отметим, 
что в большинстве опытов наблюдаетси только первый участок приведеи­
ных на этом рисунке кривых (участок, на котором и, растет с fВеличением 
и ( О) ) .  В частности , только такие зависимости обнаружены в опытах Талан­
това с сотрудниками . 

Влииние масштаба турбулентности L иллюстрируетс.11 на рис. 6.3 , заим­
ствованном нэ работы Янковскоrо и Талантова [ 1 969) .  Видно, что с увели­
чением d (н пропорциональной стороне канала d величине L )  скорость 
распространении пламени растет. С друrой стороны , в работах Баллала и 
Лефевра ( 1 975 ) , Баллала ( 1 979) сообщаетси , что при увеличении L. ско­
рость распространении пламени растет при и < о> jи,. < 2 и уменьшаетси при 
и < о> jи,. > 3 .  Здесь н далее ( и 1 ) - среднерасходнаи скорость. 

Приведеиные выше rрафики указывают на то , что обе характеристики 
турбулентности и ( О) н L набеrающей на плами смеси вли.11ют на скорость 
распространени.11 пламеi:'Н . В зоне ropeнИ.II эти характеристики должны 
изменитьс� вследствие уменьшени.11 плотности . Указанный эффект ил­
люстрируетси рис . 6 .4, на котором приведены результаты опытов Сузуки, 
Оба ,  Хирано и Цуджи ( 1 979) . Исследовалось rорение пропаио-воздушной 

,., 

/lt, lf/C 120 

8 � 80 
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о iD 80 t20 d,си 

Рис.  6 .3 . Вли иние размера канала на скорость распространении турбулентноrо пла· 
мени по данным Янковскоrо и Тапантова ( 1 969 ) .  1 - а = 0,85 , 2 - а = 1 ,  З - о. = 1 ,4 ;  

р = 0,1 МПа, Т (О) = 443 К ,  ( и 1 > = 50 м/с,  бензино-воздушнаи смесь 

Рис.  6 .4 . Контуры ПJJамсни при го рении nропаио-воздушной смеси в бунэеновской 

ro peJJкe по nанным Сузуки . Оба,  Хи рано и Цуджи ( 1 97 9 ) . d = 5 ,4 см, < и 1 > = 4.5 м/с, 

и (О) = 0,2 8  м/с,  о. = 0,9 
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смеси (о: = 0,9) . Внутри трубы, из которой в окружающий неподвижный 
воздух вытекала смесь , · • станавливались решетки , позволяющие варьиро­
вать энерrию турбулентности . На рисунке сплошными линиями изображены 
линии равной светимости . Штриховой линией показаны границы ядра изо­
термической струи . Видно , что передняя граница пламени находится зна­
чительно ближе к соплу, чем внутренняя rраница ядра изотермической 
струи.  Вследствие изменения плотности этот эффект должен приводи1 ь 
к сильной nерестройке всеrо течения 

Uf; , H/C 

!� : 
о • 

..-

: 1 1 1 1 

. 

4112 O,O't 0,06 0118 O.t 42 0,4p,lfla 

Ри с. 6 .5 . Влияние давления на ско рость распространения турбулtн1 но rо 1u1амени в 

канале по данным Голубева, Янковского ,  Постнова и Талантава [ 1 97 3 ] . а = 1 .  Т ( О) = 
= 5 2 3 К, d = 5 см , ( u 1  > = 5 0 м/с,  бензино-воздушная смесь 

Оnыты косвенно свидетельствуют о 10м,  что nульсационная скорость 

в пламени и ( Ь ) сильно возрастает . В С" МО М  деле , из физических <.:оображе ­
ний ясно , что пламя не может двиrаться относительно среды со скоростью . 
которая мноrо больше nульсационной . Поэтому. оценивая и ,  . можно 
дать и косвенную оценку пул ьсационной скорости . Для условий опытов , 
результаты которых изображены на рис .  6 .4 .  из положения передней rрани­

цы пламени находим и, = 2.2 м/с .  т .е .  и,jи < о >  = 8 .  Аналогичные данные ,  
nриведеиные в рассматриваемой работе . свиnетел ьствуют о том , что 

и , jи ( О) = 1 4 .5 nри и ( О) = 9 см/с .  Предnолагая , что и, -и ( Ь ) , отсюда заклю· 

чаем , что и ( Ь ) > и  ( о ) . Большие значения критерия и,fи < о) бьmи зареrист­
рированы и в работах Талантова с сотрудниками . Оценки nоказывают. 

что в :них опытах величина и ,jи ( О)  достиrала 5 (как и для развитого те ­
чения в канале , принято ,  что в этих оnытах интенсивность турбулентности 
в набеrающем потоке составляет 5 %) . Прямые измерения nульсационной 
скорости в пламени , nроведеиные Баллалом [ 1 979 ] , также свидетельству­

ют О ТО М ,  Ч Т О  и ( Ь )  > и ( О ) . 
Таким образом,  заключаем , что изменение пло1ности существенно 

влияет на характеристики rорения .  Этот эффект оnисывается критерием 

(3 = Т  ( Ь ) /Т ( О ) . 
Влияние давления р на скорость расnространения пл амени nроиллюстри ­

ровано на  рис .  6 .5 ,  rде nриведены данные Голубева, Янковскоrо , Постнова 
и Талантова [ 1  973 ] . Видно . что и, рас1ет с увеличением р. Аналогичные 
данные получены Доро шенко и Никитеким [ 1 960] . Храмцовым ( 1 960] . 
В силу nринципа автомоделькости турбулентных течений по числу Рейноль­

дса изменение р не влияет на u < o> и / . .  Поэтому nриведенный rрафик ука­
зывает на влияние скорости химических реакций . Характерное время 

реакции т(" = а < о >  fu� .  как видно из (6 .4) . уменьшается с ростом .цавnения 
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(а < о ) - р - 1 , и" - р- 0 • 2 ) . Соответственно росту скорости реакции уве­
личивается и и , . Этот эффект, однако , не может быть описан с помощью 
одной только величины и " .  Действительно . начиная с Дамкелера [ 1 940) 
и Щелкина [ 1 943] , все теории предсказывают рост и r при увеличении и", что не согласуется с данными, приведеиными на рис .6 .5 , и формулой (6 .4) (и" уменьшается, а и ,  увеличивается при росте р) . Поэтому в любой теории, 
помимо и" ,  дОЛ?КСН фигурировать и коэффициент молекулярного переноса.  
Если предположить, что принцип авюмодельности по числу Рейнольдса 
справедлив и при описании турбулентного горения , то отсюда вытекает, 
что определяющим параметром является только пекоторая комбинация 
параметров и" и а < О ) , т .е .  величина т� = а < 0> ju� .  которая , как уже отмеча­
лось , не зависит от процессов молекулярного переноса и характеризует 
rолько химические реакции .  Тогда, учитывая , что определяющими пара­
метрами являются также и величины и <  о) , L ,  (j, приходим к критериальной 
формуле вида 

u<o>a<o> и, = и< о > lfJt ({j , Mi), Mi  = (6 .6 )  
Lu2  n 

Критерий Михельеона Mi был введен Дунским при аналиэе стабилизации 
пламени плохообтекаемыми телами {изложение результатов этой работы 
содержится в книгах Раушенбаха и др . [ 1 964 ] и Щетинков а [ 1 96 5 ]  ) . Позже 
он встречался в работах Климова ( 1 977б) , Баева и Третьякова ( 1  968 ,  
1 972,  1 977 J .  Во всех этих работах использовалось лишь несколько другое 

определение величины Mi (и < о) заменено на среднюю скорость, а масштаб 
турбулентности - на характерный •·еометрический размер) . 

Отметим,  что форму:юй (6 .6) описываются результаты всех расчетов . 
основанных на полуэмпирических теориях туrубулентности , в которых 
используется принцип 1втомодельности по числу Рейнольдса. Такой под­
ход к решению задачи часто применяется в настоящее время . Примером 
могут служить работы Вулиса , Ершина и Ярина [ 1 963 ] . Лондера и С'пол­
дннга ( 1 97 2] . Либровича и Лисицына ( 1 97 5 ] , Баева ,  Головичева и Яса­
кова [ 1 976] . Вилюнова и Дика [ 1 976] , Б рэя и Либби ( 1 976] . Брэя и Мое­
са [ l 977a .  б ] , Брэя ( 1 980) и т .д. 

Если ,отказаться от принципа автомоделькости по числу Рейнольдса. 
т .е . принять , что помимо характерного химического времени т� влияют и 
коэффициенты молекулярного переноса , например а < о) , то обобщение 
зависимости (6 .6 ) имеет вид 

"r = и< о > I{J2((j. Mi .  ::о) ) .  (6 .7 ) 

Частным случаем этой зависимости является формула 

и , = и< о > .Рз(/3 . ::0 '). ( 6 .8 )  
которая следует и з  фронтальной модели •·орения (Дамкелер [ 1 940 ) . Щел ­
кни [ 1 943 ) ) ( см .  § 1 .4 ) . В :пой модели nредnола 1 ается . что го рение 
происходит в тонком искривленном фронте пламени . Так как его тол -
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Ри с  6 7 .  Вnи ян11е состава на ,·ко росrь распрос:траненrtи ту рбулею ного rmамrни в во· 
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шина мнщ о меньше масштаба гидродинамических неоднородностей , то 
можно счита 1ь ,  что пламя есть поверхность, каЖдая точка которой движет­
ся относител ьно среды 1.:0 скоростью ип . Характеристики такой поверхности 

зависят только от ип. т .е .  о ( О ) не входит в число определяюwих параметров 
и тоща получается формула (6 .8) . 

На первый взшяд формула (6 .7) дает самый обwий вид зависимости 
и, от определяющих парамстров , таJ.. как WHJ данного горючеrо и окис­
лителя отношения различных коэффициен rов переноса являются постоян­
ными , а зависимости этих коэффициентов от температуры в первом приб­
лижении можно охарактеризовать критерием fj . Этот вывод, однако , не 
подтверждается опытами , результаты которых изображены на рис .  6 .6 ,  6 . 7 .  

Для пояснения сделанного вывода отметим, что изменение а <0 > влияет 
на все три критерия в (6.7) . При вариации состава бензино-воздушных 

смесей все три критерия достиrаю1 экстремальных значений , если а <0 > =::: 
=::: Q11m . В то же самое время из рис .  6 .6 видно, что в этом случае величина и, 
имее1 максимум при а <О > = ar m • rде a, m  < anm (апт - коэффициент 
избытка воздуха в смеси с максимальным значением ип) . При горении 
водорода наблюдается противоположный эффект: а, т > anm (рис.  6 .7) . 

l:сть только две возможности объяснения указанных закономерностей : 
1 ) либо величина и11 - не единственный параметр, характеризуюший хими­
ческую кинетику : 2) либо из-за различий в коэффициентах молекулярного 
переноса в пламени меняется состав и, следовательно , величина и11,  рассчи· 
тываемая по исходному коэффициенту избытка воздуха, неправильно 
отражает роль химических факторов.  Есть ряд фаю;оров, указывающих на 
то . что наиболее вероятно второе объяснение . 

Действительно ,  заметим , что аномальное влияние состава на характерис­
тики горения обнаруживается не только . в турбулентном, но и в ламинар-
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ном потоке . Например , анализ зкспериментальных данных, приведеиных в 
книге Льюиса и Эльбе [ 1 96 1  ] , показывает, что при изменении состава гася· 
щий диаметр, минимальная энергия искрового воспламенения , критичес­
кий градиент скорости при проскоке пламени в трубку достигают экст­
ремальных значений при коэффициенте избытка воздуха , близком к O:r m . 
1-la основе этих данных Баев и Третьяков [ 1 968 , 1 977 )  разработали крите­
риальное описание процесса турбулентного горения ,  в котором вместе 

величины Un используются результаты измерений критического градиента 
скорости при проскоке ламинарного пламени. Аналогичнь1й пс.дход 
использовался позже Бурико и Кузнецовым ( 1976] , в работе кото­
рых для этой же цели привл екал ись также и данные , полученные при изме 
рениях гасящего диаметра и минимальной энергии искрового воспла· 
менения .  

Такой подход позволил значительно точнее обобщать экспериментальные 
данные и одновременно привел к появлению целого ряда теоретических 
проблем . Эти проблемы стали ясны уже из работы Бурико и Кузнецова 
[ 1 976]  , в которой было показано , что аномальное влияние состава на 
характеристики турбулентного горения обусловлено тем , что коэффици­
енты молекулярной диффузии горючего Dr и окислителя D0 различаются . 
В частности , Dt < D0 для бензино-воздушной смеси и Dt > D0 для водо· 
родо-воздушной смеси . Соответственно , O:r m < Clnm в первом случае и 
O:r m > Clnm во втором (рис .  6 .6 ,  6 .7) . 

Таким образом ,  анализ экспериментальных данных позволяет сформу· 
лировать два главных вопроса:  1 ) почему характеристики турбулентного 
горения зависят от процессов молекулярного переноса, несмотря на малую 
толщину фронта пламени, т .е .  существуют два независимых определяющих 

параметра а ( О ) и ип.  2) почему именно важны различия в коэффициентах 
молекулярной диффузюr (такие различия, как известно , не приводяt к 
изменению среднего со�тава продуктов сгорания) ? Анализу этих вопросов 
посвящен следующий параграф.  

§ 6.2 .  Механизм турбулентного горении 

Как уже отмечалось в § 1 .4, имеющиеся экспериментальные данные 
свидетельствуют о том, что турбулентное горение носит фронтальный 
характер, т .е .  свежая смесь и продукты сгорания разделены узким погра­
ничным слоем, в котором происходит резкое нарастание температуры . 
Этот слой искривлен из-за флуктуаций скорости разных масштабов . .  Воздей­
ствие турбулентности на его внутреннюю структуру определяется критери­
ем , известным из теории растяжения пламени (Коважный [ 1 956] , Климов 
[ 1 963] ) ,  в которой рассматривается однородная безвихревая деформация 

ламинарного пламени. 
Чтобы проиллюстрировать роль этого критерия , обратимси к известной 

задаче (Климов [ 1 963 ] ) , в которой рассматриваются две зоны реакций, 
расположенные в плоскостях Xt = ±хо (в области l xt l < Хо находятся 
продукты сгорания, а в области lx. l > х0 - свежая смесь) . Будем считать, 
что профиль скорости имеет вид и2 = g � (g - положительная постоянная, 
характеризующая градиент скорости) , и1 = и1 (х1 ) , где и. находится из 
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х ,  
Ри �· .  6 . 8 .  Сх�ма rеЧ�НII И И раСIIОЛОЖt'НИ Я фроНТОВ 
м а мени при одно родно!! дефо рмации 

уравнении неразрывности 

dр и 1  dи2 
-- + р (х 1 ) -- = 0 . 

dx 1 dx2 
(6.9) 

Линии тока такого теченИJI схематичес­
ки указаны стрелками на рис. 6 .8 ,  на кото­
ром штриховыми ЛИНИJIМИ показано поло· 
жение зоны реакции. Решение рассматри­
ваемо w; задачи,  полученное в предполо­
жении а =  D0 = D1 - Т 2 •  р - т-• , показы-

вает, что важнейшую роль 

= a < 0 >gju � .  
играет критерий Климова-Коважного К = 

При К � 1 два фронта пламени расположены далеко друr от друга 
(xu � [)" ) , а профиль температуры в них слабо отличаетси от профили 
температуры в нормальном пламени . С увеличением К этот профиль ис· 
кажаетси , расстоиние между обоими фронтами уменьшаетси и при К >  п/2 
горение становитси невозможным. 

Таким образом, критерий К характеризует влииние гидродинамических 
деформаций на внутреннюю структуру пламени и, следовательно , может 
быть использован дли анализа влиинии мелкомасштабной части спектра 
турбулентности на процесс горении. Следует лишь учесть, Что градиент 
скорости g - случаймаи величина. Поэтому в дальнейших оценках будем 

считать, что g = у (g 2 } = J ( Е } 1 ( 1 5 11 (о) ) . Последнее равенство следует 
из локальной изотропии турбулентности (Бэтчелор [ 1 95 3 ) ) . Тогда, учиты­
ваи определение масштаба турбулентности L, получим 

К = 
а <о> � L = (и <О) )э 
и � I S v (O)L ( Е } 

(6. 1 0) 

При а <о> = v <о> этот критерий пропорционален отношению квадратов 
колмогоровекой скорости (v <o> ( Е }) 114 и скорости нормального распро­
странении пламени или пропорционален отношению квадратов толщины 
нормального пламени и колмогоровского масштаба 71 = (v (О) )  3/4 ( Е }- 114 • 
Видно также, что К - VМiи<о> fип , т.е. величина К ивлиетси комбинацией 
критериев , введенных в § 6 . 1  . 

Оценим величину К в условиих опытов Талантава с сотрудниками, дли 
чего воспопьзуемси данными, приведеиными Т аунсеидом JI 956] : 

и <0> = о .оs < и 1 > . L = 0.2d,  ( 6 . 1 1 )  

где < и . > - среднерасходмаи скорость, d - диаметр канала. Используи 
график,  приведенный на рис. 6 . 1 ,  и формулы (6.4) , (6. 1 1 ) , заключаем, 
что наибольшие и наименьшие значении К в этих опытах невелики : К =  1 0-2 

(а <о> = 1 .  т<о> = 793 К , p = O,l  МПа, ( и 1 } = 30 м/с, d = 5  см) и К = О,8 
(а <0> = 1 ,4 .  т<о> = 393 К , р  = 0 , 1 МПа, ( и1 > = 1 00  м/с, d = 5 см) . 
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Тем не менее из результатов этих опытов видно, что величина a ,m (коэф­
фициент избытка воздуха, при котором и, максимально) остается неизмен­
ной при вариации всех режимных параметров . Таким образом,  влияние 
различий в коэффициентах молекулярного переноса проявляется даже в 
том случае, когда можно ожидать, что влияние турбулентности на внутрен­
нюю структуру фронта пламени мало . 

Здесь следует, однако, отметить, что оценки основывались на характе­
ристиках турбулентности в набегающем потоке. В пламени эти характерис­
тики моrут меняться, о чем свидетельствуют следующие соображения. 
При К � 1 минимальный масштаб пульсаций скорости в свежей смеси 
много больше толщины фронта пламени l>п . Это означает, что пламя можно 
рассматривать как локально плоское .  В газодинамическом приближении 
(а -+ О) 'I:!iKOe пламя неустойчиво относительно возмущений с л юбой длиной 
волны (Ландау [ 1 944] ) . Учет эффектов , обусловленных вязкостью и 
теплопроводностью, проведен в книге "Нестационарное распространение 
1mамени" под редакцией Маркштейна [ 1 968 ] , Истратовым и Либровичем 
[ 1 966а, б) . В этих работах показано , что гармонические возмущения с 
длиной волны 1 > lcr - l>п неустойчивы, а возмущения с длиной волны 
1 < lcr устойчивы. Эти выводы подтверждены экспериментально Петерсо­
ном и Эммонсом [ 1 9 6 1 ] .  которые исследовали устойчивость пламени 
стабилизированного колеблющейся проволочкой . Обработка этих данных 
показывает, что 

lcr = c l l> n . c l ""' 2 . (6. 1 2) 

Неустойчивость пламени приводит к возникновению турбулентности 
(Ландау и Лифшиц [ 1 954) ) .  Важно , что в первую очередь появляются 
нанболее мелкомасштабные возмущения. Действительно, как покаэано 
Ландау [ 1 944) , для бесконечно тонкого фронта пламени амплитуда А 
возмущения с длиной волны 1 растет во времени t по закону 

А =  А 0ехр (.!.. ) . т; = _!_ 1/1 ({3), 1/1 = _
f3
_ t� + 1 -- _!__ 1 ] . (6 . 1 3) 

Т; Un (3 + 1 (3 
т.е . амплитуда растет тем быстрее, чем меньше длина волны. Для фронта 
пламени конечной толщины появляется еще один определяющий пара­
метр lcr . н ,  следовательно , из соображений размерности получим 

т; = _
1 

.P�
I
f3. _

1 )
. Un \' lcr 

где .Р 4  > О  при 1/lcr >  1 и .Р 4  < О при 1/lcr <  1 .  Из этих неравенств сле­
дует, что велИчина т; минимальна при l = lcr.P s (f3) . Так как 1cr - li11 ,  то 
быстрее всего растут возмущения, сопоставимые с толщиной нормаль­
ного пламени. 

Та101е возмущения приводят к СИJiьным искривлениям пламени, в 
силу чего становятся важными эффекты, обусловленные раэличи.н.ми 
в коэффициентах температуропроводности а, · диффузии горючего D1 и 
окислителя D 0 (Зельдович [ 1 944] , Льюис и Эльбе [ 1 96 1 ]  , Экхауэ [ 1 96 1 ]  ) . 
Заметим, что на большом расстОJIНИИ от зоны горения в свежей смеси и 
в продуктах сгорания потоки тепла и вещества определяются исключи-
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телыю конвекцией . Поэтому для плоского в среднем пламени из законов 
сохранения энергии и массы следует, что в зоне реакции в среднем неиз­
менны состав и температура. Поэтому систематическое влияние различий 
в коэффициентах молекулярного переноса на процесс горения возможно 
rолько в том случае, когда распространение пламени определяется некоrо­
рыми избранными точками,  в окрестности коrорых структура зоны реак­
ции (например, ее кривизна) неизменна. Следуя книге Зельдовича и Франк­
Каменецкого ( 1 947) , в качестве таких точек естественно рассмотреть 

СJежан l'z снесь 

Ри с .  6 .9 . Качественная структу ра тур­
булентного мамени 

лидирующие точки , т .е .  те точки , коrорые наиболее далеко продвинуты 
в свежую смесь (точки А 1 , А 2 ,  • • • , С1 , С2 , . . .  на рис . 6.9) . 

Из рис. 6.9 видно, чrо в окрестности лидирующих точек кривизна пламе­
ни имеет один и тот же знак .  Поэтому при D0 -::1= D1 в окрестности этих 
rочек состав смеси систематически изменяется , что в свою очередь приво­
дит к систематическому изменению Un . В окрестности рассматриваемых 
точек можно провести аналогию с горением в сферическом пламени, внутри 
коюрого находятся продукты сгорания. На основе указанной аналогии 
показано , что при горении бензина (Do > D1 ) состав в зоне реакции обедня­
ется (Бурико и Кузнецов ( 1 9 76] , Кузин и Талантов [ 1 977) ) . При горении 
водорода (D0 < Dr )  состав в зоне реакции обогащаеJся (Бури ко и Кузне­
цов [ 1 976] ) . Поэтому максима..-1ьные значения и,  и Un достигаются при 
разных коэффициентах избытка воздуха Ol rm и O:nm ·  В частности ,  при горе­
нии бензина коэффициент избытка воздуха в зоне реакции будет равен 
o:",n , если в исходной смеси коэффициент избытка воздуха меньше Olnm .  
Следовательно , Ol rm < Olnm при горении бензина. При горении водорода, 
наоборот, должно выполняться н еравенство 01 r т > 01 mn . 

Чтобы закончить качественный анализ закономерностей распространения 
пламени , необходимо указать на еще один , подробно не рассмотренный 
ранее эффект. Анализ экспериментальных данных (например, упомянутых 
ранее опытов Та..-1 антова с сотрудниками) показывает, что Ol rm весьма слабо 
изменяется при вариации режимных параметров в широком диапазоне 
значений . Отсюда можно предположить, что в окрестности лидирующих 
rочек структура фронта пламени унив ерсальна (например , его кривизна 
одна и та же) . Эта гипотеза впервые сформулирована в работах Баева и 
Третьякова [ 1 968 . 1 9 77)  на основе представления о том ,  что наиболее 
интенсивные пульсации скорости выбрасывают отдельные языки пламени 
далеко в свежую смесь , а движение вперед таких языков продолжается 
до тех пор, пока в окрестности лидирующих точек не возникнет критичес­
кий для распространения пламени режим. 
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Для пояснения обратимся к рис. 6.9 .  В окрестности точек С1 , С2 , . . . 
структура языка пламени аналогична структуре плоского слоя продуктов 
сгорания, с обеих сторон окруженного свежей смесью. Проведенный выше 
анализ показал , что такой слой существует лишь при К <  п/2 ,  т.е .  достаточ­
но сильные гидродинамические деформации приводят к тому, что распро­
странение пламени прекращается. Аналогичный эффект возникает и при 
искривлении пл амени . Например, в окрестностях точек А 1 , А 2 ,  • • • на 
рис. 6 .9 можно провести аналогию между структурой языка пламени и 
структурой стационарного сферического пламени , вну·rри которого распо­
ложен сток продуктов сгорания .  В работе Буряко и Кузнецова ( 1 976]  
покаэано , что радиус такого пламени r не может быть меньше толщины 
нормального пламени l>п . В обоих случаях критическим называется режим, 
в коrором К = п/2 или r = l>п ,  т.е . распространение пламени становится 
невозможным. 

Суммируя результаты nроведеиного анализа, заключаем, что распростра­
нение турбулентного пламени определяется следующими процессами : 
1 )  движением лидирующих точек :  2) неустойчивостью пламени ; 3) воз­
никновением в окрестности лидирующих точек критического для распро­
странения пламени режима ; 4) изменением сuстава и температуры в лиди­
рующих точках вследствие различий в коэффициентах молекулярного 
переноса. Эта схема сформулирована в работе Кузнецова ( 1 982б] . 

Следуя указанной работе, исследуем более детально отдельные "элемен­
тарные" процессы, влияющие на го.Рение , и проанализируем их взаимо­
действие. Прежде всего заметим, что помимо трех указанных ранее кри­
териев следует рассмотреть еще по крайней мере два новых : D0 /Dr и a/D0 • 
Хотя для одного и того же горючего и окислителя эти критерии и постоян­
ны, анализ их влияния на скорость распространения пламени необходим. 
Поскольку предnолагается, что и,  определяется движением лидирующих 
точек , а в окрестности этих точек структура пламени универсальна, то 
влияние различий в коэффициентах молекулярного переноса в первом 
приближении можно учесть с помощью следующего приема. 

Будем считать, чrо в окрестности лидирующиХ: точек зависимость соста­
ва и температура горения от коэффициента избытка воздуха в исходной 
смеси а: (О) можно рассчитать, рассматривая критические режимы, которые 
возникают либо при искривлении сферическоГо пламени, либо при одно­
родной деформации плоского слоя продуктов сгорания. Такой расчет 
проведем в § 6.3 . Его результат - формулы, связывающие коэффициент 
избытка воздуха в лидирующей точке а: <ь> с исходным коэффициентом 
избытка воздуха а: <о> . В эти формулы войдут коэффициенты молекуляр­
ного nept'нoca. Затем предполагается , что величина Un , которая войдет во 
все выведенные далее соотношения, должна рассчитываться не по исход­
ному составу, а по составу в лидирующих точках. 

Т акая процедура позволяет ограничиться лишь анализом зависимости 
(6. 7) , в которую входят только три критерия. Следующий шаг - исследо­
вание двух предельных случаев : К �  1 и К > 1 . Первый рассмотрен в § § 6 .5 , 
6 .6 .  а второй - в § 6.7 . В первом снучае вместо величин {3 , M i , u<0 > tu" 
удобно рассмотреть эквивалентную систему критериев {3 , К, а <о> 1 (uпL ) . 
Значения двух последних критериев малы. Однако из рассмотрения может 
быть исключен лишь один из них (К) . 
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Чюбы пояснить сделанный вывод, напомним, что критерий К описывает 
влияние гидродинамических деформаций на в нутреннюю структуру пламе­
ни, и в соответствии с формулой ( 6. 1 О) он рассчитывается по градиенту 
пульсационной скорости в исходно'� свежей смеси. Поскольку в пламени 
рождается дополнительная мелкомасштабная турбулентность, то опреде­
пение величины К следует пересмотреть. В соответствии с этим введем 
веничину К <ь> = g (Ь) а (О) /и� , где g (Ь) - характерное значение градиента 
скорости в пламени . При этом символ К по-прежнему соответствует вели­
чине , определяемой формулой (6 . 1 0) . Ларактеристики генерированной 
пламенем турбулентности зависят от ип , 13 и lcr .  При К <  1 минимальный 
масштаб возмущений в набегающем ьа пламя потоке много больше 1 cr н, 
следовательно, характеристики турбулентности в свежей смеси не могут 
входить в число определяющих параметров . Следовательно, g <ь> = 
= ип l-'({3)/lu , т.е .  К ( Ь ) зависит только от 13. Это означает, что если К <  1 ,  
то при вариации К степень деформации и искривления пламени не меняет­
ся,  т .е .  критерий К не является определяющим. 

Критерий а (О) 1 ( ип L ) не может быть исключен из  рассмотрения, 1ак как 
в противном СЛ) 1ае нельзя объяснить зависимость и, от масштаба и давле­
ния (рис. 6.3 . 6 .5 ) . 

Таким образом, остаются два определяющих критерия : 13 и а <о> 1 (ип L ) .  
Анализ характеристик генерированной пламенем турбулентности ( § § 6 .5 , 
6.6) позволит объединить оба критерия в один .  Этот критерий используется 
в § 6.6 дпя обработки экспериментальных данных. 

§ 6.3 .  Влниние различий 
в коэффициентах молекуларного переноса 
на структуру пламени в л идирующих точках 

С'ледуя программе, сформулированной в конце § 6 .2 , дЛЯ нахождения 
ип в лидирующих точках рассмотрим две модельные задачи , в одной из 
которых анализируется критическая деформация плоского слоя продуктов 
сгорания,  а в другой - критический режим распространения сферического 
пламени.  Постановка первой задачи принадпежит Климову [ 1 963 ,  1 97 7а ) .  
в работах которого дано решение при а =  D0 = Dt. Несколько более обiЩI.й 
случай (a =I= D0 , D0 = Dt)  рассмотрен Гремячкиным и Истратовым [ 1 9 72 ) . 
Ниже дается решение первой задачи , полученное Кузнецовым и Сабельни­
ковым [ 1 9 7"" ]  npн a =I= D0 =I= D1. 

Предположим, что теплоемкость постоянна, плотность р и коэффициенты 
переноса зависят топько от температуры и давления, р - 1 /Т, а - Т2 , 
D(l - Т2 , Dr - Т2 • Будем также считать, что сораведпиво приближение 
Зельдовича - Франк-Каменецкоrо , т .е .  зона химических реакций есть по­
верхность. на которой производные от температуры Т, концентраций топ­
лива с/ и окислителя с0 имеют разрыв (это предположение обсуждалось 
в начале § 6 . 1 1 .  Схема течения проиллюстрирована на рис. 6.8 ,  на котором 
штриховыми . 1 иниями изображены две зоны реакции (свежая смесь нахо­
дится в области l x , l > х0 ) .  Компонента скорости среды, параллельная 
зонам реакции .  имеет .вид и2 = g х2 (g > О) . а нормальная компонента за­
виси т  тоnько о т  х 1 и определяется уравнением (6 .9) . Вне зоны реакции 
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основные уравнения имеют вид 

d T d d T pu 1 -- = - ар  -- , 
dx 1 dx 1 dx 1 
dc1 d dc1 pu 1  -- = -- Dtp --
dx 1 dx , dx 1 

{6. 1 4) 

Введем переменкую Дородницына (см . ,  например , Шлихтинr ( 1 960) ) 
х ,  
f px , dx ,  
о 

р <о> 
Учитьmая, что Р "' I./ T, D0 - D1 ""  а - Т2 ,  из (6.9) , {6 . 1 4) получим 

d T  d 2 T 
-g� - = а <о> - ' d� d�2 

dct 
= 

(О) d 2 cf 
-g� 

d� 
Df d�2 ' 

_ dco 
= D (O) d2 c0 

g� 
d� 

о d�2 . 
(6. 1 5 )  

Здесь верхний индекс О и далее употребляемый индекс Ь по-прежнему 
соответствуют состояниям в исходной свежей смеси и в зоне реакций . 

Пусть для определенности в зоне реакции выrорает все rорючее . Тоrда 
rраничиые условия приобретают вид 

с = с <о> " = с <о> Т = т<о> l x l = l " l = oo о о ' '-/ f . , 1 .. ' 

с = О St D (o) 1 dct / = v <o> 1 dco 1 (6. 1 6) 1 ' 1 d�  
о 

d� ' 

D (O) 1 dct ' = a <o> l!!!_ / 
Q 1 d� d�  , l � l = �o . 

Здесь ± � 0 - координаты зон реакций, S t - стехиометрический коэффи· 
циент, Q = ( 1  + St) Т1 - теплотворная способность топлива, поделенная 
на теплоемкость, Т1 - температура адиабатическоrо rорения стехиометри­
ческой смеси . Первые три условия в {6 . 1 6) дают характеристики в свежей 
смеси , а последние два вытекают из законов сохранения массы и энерrии. 
Координату �о  можно найти из дополнительноrо условия (6.2) , связываю­
щеrо поток тепла из зоны реакции, подверrающейся деформации, с пото­
ком тепла в нормальном фронте пламени . В данном случае это условие 
должно связать величины �о и g. Эта связь , однако , не nредставляет особо­
rо интереса, nоскольку исследуется критический режим, в котором � 0 __. О. 
Таким образом. ищется такое решение задачи ( 6 . 1 5) • ( 6. 1 6 ) , к�rда вели-
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чина g настолько велика, что обе зоны реакции сливаются в одну. Эта задача 
легко решается . Имеем 

fiiO) 
т<ь >  = т<о> + Ts ( J + St )c,<o >y'..::for ' 

а 

с<ь >  = с< о >  - St с<о >  � о о f n<o > ' о 
где а (Ь > - коэффициент избытка воздуха в зоне реакции . 

(6. 1 7) 

Если в зоне реакции выгорает весь окислитель , то аналогичным образом 
получаем 

Т(Ь )  = Т(О ) + Т. (1 + ...!...) С (О )д; s 
St о а<о >  ' 

1 jn<o> 
с < ь >  = с <о >  -- с <о >  _о_ а <Ь > < 1 .  

J r St о n<o> , f 
(6 . 1 8) 

Последние соотношения в (6 . 1 7) , (6 . 1 8) определяют коэффициент 
избытка воздуха в зоне реакции. Пусть а<ь > > 1 .  Вторая формула в (6 . 1 7) 
определяет концентрацию окислителя после завершения реакции. Эта 
концентрация ,  очевидно , равна St (a<Ь > - 1 )/( 1 + a<ь >st) .  Аналогичное 

соотношение можно найти из (6 . 1 8) при а <Ь > <  1 .  Учитывая ,  что обычно 
St ;:�;> 1 , имеем 

а(Ь ) = а(О ) � 1, а(Ь ) > J ; 
n, 
а<о>Jп<о>  ;n<o > а<ь >  _ f о 

- a<0 ><Jn<J >fD<�> - 1 )  + Jn<J > fD<� > 

(6. 1 9) 

а<Ь > < 1 .  

Отсюда видно , что при n<g> > n;o > состав в зоне реакции обедняется по 
сравнению с составом в свежей смеси. Этот случай соответствует горению 
большинства углеводородов (пропан , бензин и т .д.) . При горении водорода 
и метана имеем n<� > < n�>, т .е . состав в зоне реакции, наоборот, обогаша· 
ется . 

Из первых соотношений в (6 . 1 7) , (6 . 1 8) следует , что ,  вообще говоря, 
температура горения в зоне реакции не совпадает с температурой адиабати­
ческого горения смеси с таким же составом, как и в зоне реакции. В част­
ности, для водорода имеем а <о >  > DJ0> ,  и температура в зоне реакции ниже, 
чем температура адиабатического горения смеси с коэффициентом избытка 
воздуха , равным а <ь >. Для большинства углеводородов с приемлемой 
точностью можно считать , что а<0 >  = D�0 > и ,  следовательно , температура 
·В зоне реакции совпадает с температурой в нормальном пламени, распрост­
раняющемся по смеси, в которой коэффициент избытка воздуха равен а(ь > .  
Поэтому для определения Un можно воспользоваться опытами, в которых 
исследовалось плоское пламя в потоке без деформации .  При этом следует 
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лишь пересчитать состав по формулам (6 . 1 9) . Указаннан nродедура неза · 
конна дли водорода . Однако и в рассматриваемом случае формулы (6 . 1 9) 
пригодны дли оценок , поскольку различии между D0 и Dr больше, чем 
различии между D0 и а . 

Проанализируем теперь количественную сторону вопроса . Так как 
распространение пламени определиетси лидирующими точками, а эти точки 
находитек в критическом режиме, то при вариации а<0 >  максимальное 
значение и, достиг.аетси при а<о > = a,m , т.е .  когда величина ип(а<Ь >) станет 
максимальной . Используи (6 . 1 9) , заключаем, что свизь между a,m и СЖп т  
описываетси выражением a,m = anт Jqo >tD�0 > .  Дли бензино-воздушной 

смеси имеем anm = 1 (Талантов [ 1975] ) ,  D�0 >  = 0 , 19  см2 /с, D� > = 
= 0,09 см2/с (Дубовкин [ 1 96 1 ] ) ,  т .е .  a,m = 0,7 ,  что хорошо согласуетси с 
эксnериментальными данными Кузина , Янковскоrо , Аполлонава и Талан­
това [ 1 972] , Голубева , Янковского , Постнова и Талантова [ 1 973) ,  Янков­
ского и Талантава [ 1 969] . Дли водородо-воздушных смесей имеем аnm = 
= 0,6 (Карпов и Северин [ 1 977) ) ,  D}0 >  = 0,6 см2/с ,  D�0 >  = 0,2 см2 /с (Брет­
шнайдер [ 1 966) ) ,  т .е .  a,m = 1 ,  что хорошо согласуетси с эксперименталь­
ными данными Карпова и Северина [ 1 977) . Найденное соотношение между 
ап т и a,m качественно согласуетси с данными, полученными при исследо­
вании горении этана (D0 > Dr) и метана (D0 < Dr) . Как установлено 
Карповым и Севериным [ 1 980) , a,m< anm в первом и а,m > a.rm во втором 
случаих.  Однако дли этих горючих различии между D0 и Dr и соответствен­
но между a,m и anm невелики, что затрудниет количественные сопостав­
лении . 

Влияние р<�эличий в коэффициентах диффузии горючеrо и окислители 
на скорость нормального распространении пламени проиллюстрировано 
на рис . 6 . 1 . Криваи l соответствует опытным данным с плоским пламенем , 
которые приведсны Тапантовым [ 1 975)  . Кривая 2 получена путем транс­
формации кривой 1 ,  т .е .  состав в лидирующих точках пересчитывался по 
формулам (6 . 1 9) . Видно , что влияние различий в коэффициентах молеку­
ларного переноса весьма значительно . 

Проведенный выше анализ относитси к случаю , когда возникновение 
критического режима обусловлено растиженнем nламени.  Совершенно 
аналогично можно исследовать и другой случай , когда возникновение 
критического режима обусловлено искривлением пламени.  Как уже указы­
валось , при этом можно Провести аналогию между горением в о�рестности 
лидирующих точек и горением в стационарном сферическом пламени, 
внутри котороrо расположен сток продуктов сгорания .  Эта задача рассмот­
рена в работе Бурико и Кузнецова [ 1 976) . Показано , чт·о в критическом 
режиме (мощность стока равна нулю , радиус зоны реакции минимален) 
формулы (6 . 1 9) сохраниются , если входящие в них величины D0 , Dr, а 
заменить на D� . Di, а2 , т .е .  рассматриваемый эффект выражен еше более 
сильно . Поскольку формулы (6 . 1 9) дают согласующиеся с опытом значе­
ния a,m , то можно предположить , что именно растиженке пламени - глав­
наи причина возникновения критических условмй . 
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§ 6.4. Спектральное представление скорости 
распространении пламени 

Как уже неоднократно указывалось , турбулентность и ,  следовательно,  
турбулентное rорение являются существенно мноrомасштабными процесса­
ми. Для описания этой особенности в теории турбуленmости вводится 
структурная функция и ее иреобразование Фурье , называемое спектральной 
шютностью энерrии . При анализе процесса rорения также полезно ввести 
аналоrичную величину, которая характеризовала бы роль искривлений 
пламени с различным масштабом.  

П ервая такая попытка, по-видимому , принадлежит Повинелли и Фуксу 
[ 1 962] . в работе которых предполаrалось, что поверхность фронта пла­
мени х 1 (х2 , х 3 ,  t ) является однозначной и односвязной, а величина х , 
есть стационарная случайная функция х 2 и х  3 .  Это предположение позволи­
ло исrюньзовать для описания процесса математический аппарат, разви­
тый в теории турбулентности . Однако в общем случае такой подход прин. 
ципиально неприrоден , поскольку фронт пламени не является односвяз­
ной и однозначной поверхностью . Интуитивные представления о спектраль­
ном представлении скорости распространения пламени использовались в 
работах Кузнецова [ 1 977а] , Климова [ 1 977а] , Зимонта и СаЬельникова 
[ 1 975б] , Зимонта [ 1 979] для создания раЗличных моделей турбуленmоrо 
пламени.  

Строгое определение дано Кузнецовым [ 1 980] . Оно основано на введен­
ной Колмоrоровым [ 1 962а, б] и Обуховым [ 1 962] процедуре осреднения 
случайных величин по областям с конечным объемом.  Такая процедура 
уже использовалась в § 5 .4 .  Она позволяет сrладить достаточно мелкомасш­
табные детали процесса . Следуя указанным рабо 1 ам , введем величину 

- - - 1 3 и(l) = max [ W(l)] , W - (о )  2 f р W d  х, (6.20) 
4 р 1 w 

rде W - скорость тепловыделения , а w - куб с центром в точке х и стороной 
2/ . Поскольку размер куба конечен , то W - случайная функция,  зависящая 
от t, х, 1. Величина и есть максимальное значение W во всех реализациях 
процесса .  Позтому и - не случайная функция . 

Поясним смысл введенных величЩI . Ясно , что при интеrрировании 
скорости теrшовыделения по области с размером 1 из рассмотрения исюrю­
чаются все детали процесса , зависящие от возмущений , масштаб которых 
мноrо меньше 1 . Например, если в пламени существуют только два возму­
щения с сильно отличающимися масштабами /2 > /1 , то структура зоны 
реакций имеl:!. вид, схематически изображенный на рис . 6 .9 .  Если /2 > 1 > 11 ,  
то величина W, рассматриваемая к ак функция координат, отлична от нуля 
лишь в узкой области с характерным размером /. Эта область находится 
вблизи поверхности W (х, t) = и(х, 1) ,  которая на рис . 6 .9 изображена штри­
ховой линией . Рассматриваемую поверхность назовем частично сrлажен­
ной поверхностью пламени .  В силу (6 .2) из (6 .20) получаем 

W =  UnS(b )(l) 
4/ 2 ' (6.2 1) 

rде s<Ь >(l) - площадь той части зоны реакций, которая заключена в кубе w 
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(количество тепла, выделившееся в кубе w , равно площади зоны реакЦии, 
умноженной на поток тепла из этой зоны) . 

Рассмотрим два предельных случая : 1 � О и 1 � 00• В первом случае зону 
реакции можно рассматривать как плоскость . Поэтому W максимально , 
если зона реакции является диагональной плоскостью куба . Следовательно , 
из (6 .2 1)  находим 

U(Z) = ип v'2, Z � О. (6.22) 

Пусть теперь 1 � 00• Рассмотрим в среднем плоское ,  стационарное пламя, 
движущееся в направлении 1 .  Поскольку процесс статистически одноро­
ден в направлениях 2 и 3 ,  то 

1 1 
< Wp > =  lim (2/Г2 J f p W dx2 dх з , 

/ -+ ОО  - 1 - 1 
1 1 

W = (О)"" !im f ( W р > dx 1 . 
р ' """ "" - / 

(6.23) 

Осредним уравнение (2 . 1 )  и полученное соотношение проинтегрируем по 
всем х 1 • Учитывая , что с = 1 , ( и ) = fЗиr в области, занятой продуктами 
сгорания , из (6 .23) получим 

U(oo) = и 1 •  (6.24) 
Заметим теперь , что для в среднем плоского пламени интеграл f р Wd3 х 

"" 
при увеличении l возрастает н е  медленнее, чем 1 2  (это вытекает из стати-
стической однородности в направлениях 2 и 3) . Следовательно , И - неубы­
вающая функция /. Таким образом, из (6 .22) , (6.24) видим, что при 
увеличении l функция U(l) монотонно возрастает от величины порядка 
Un до иr . Следовательно ,  U(l) описывает тот вклад, который .вносят в ско­
рость распространения пламени все возмущения, размер которых по поряд­
ку не превышает l . Эта функция характеризует также то количество 
вешества, которое перерабатывается в единицу времени единичной пло­
щадью поверхности частично сглаженного пламени. Производнан o U/ol, 
очевидно , неотрицательна.  Она описывает тот вклад, ко;rорый вносят в 
скорость горения возмущения с размером порядка / . Эту велич.ину естест­
венно назвать спектральным представленнем скорости распространения 
пламени. 

Введенные выше определения можно использовать в произвольном, 
в том числе и неоднородном, турбулентном потоке. В этом случае велиЧJПiа 
U(l) будет зависеть от l и х. Следует лишь учесть , что при анализе горения 
в ограниченном потоке существует некоторый максимально возможный 
масштаб возмущений пламени L т . Например, при горении в трубе диамет­
ром d имеем Lm = d/ 2 .  Аналогично, в бунзеновекай горелке получаем 
Lm = d/2 ,  d - диаметр горелки (пламя не может проникнуп. за границы 
струи горючей смеси, а характерный размер этой струи порядка d) . Поэто­
му формула (6 .24) приобретает виД Ur = U(Lт ) .  Отметим также, что если 
К � 1 ,  то на фронте пламени нет Искривлений с масштабом меньше Zcr• 
и поэтому из формулы (6.22) получаем оценку U(Zc,) - Ип . Таким образом, 
из (6.22) , (6 .24) имеем · 

И(lа) - ип ,  U(Lт ) - u, .  (6. 25) 
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§ 6.5. Вmuulиe иеустойчнвос'IИ П118меии 
• турбулеИ'JИое горение однородной смеси 

Как уже указывалось , плоский фронт пламени неустойчив. Возможны 
два механизма неустойчивости. Первый обусловлен только уменьшением 
плотиости при горении (Ландау ( 1 944) ) .  Второй связан с различиими в 
коэффициентах температуропроводности и диффузии (Зельдович и Барен· 
блатт .[ 1 959) , Баренблатт , Зельдович и Истратов ( 1962] ) .  При а < D этот 
механизм обуславливает неустойчивость пламени, даже если Р = 1 .  В данной 
книге рассматривается лишь гидродинамическая (тепловая) неустойчи· 
вость пламени, поскольку такое упрощение позволит описать основные 
особенности проблемы. 

В настоящее время поведение пламени в рамках линейной теории устой­
чивости изучено достаточно хорошо . Основные результаты этой теории 
изложены в книге "Нестационарное распространение пламени" под редак­
цией Маркштейна · [ 1 968] и обзоре Истратова и Либровича ( 1966б] . 

Установлено , что плоское пламя неустойчиво относительно гармоничес­
ких возмущений с периодом (масштабом) 1 , который удовлетворяет усло· 
вюо l > lcr· Существенно , что величина lcr весьма мала. В опытах, однако, 
часто наблюдается устойчивый ламинарный факел , характерный размер 
которого значительно больше lcr· Устойчивость такоrо факела, по видимо· 
му, связана с двумя обстоятельствами. Во-первых, важную роль может 
иrрать глобальная конфигурации пламени. Например, . сферическое m1ами 
более устойчиво, чем плоское (Истратов и Либрович ( 1 966в] ) .  Во-вторых, 
развитие неустойчивости пламени может существенно зависеть от амплиту­
ды начальных возмущений . Сильное влияние амплитуды начальных возму­
щений вполне отчетливо прослеживается при анализе возникновении турбу· 
лентмости в несжимаемой жидкости . Например, в 'lрубе с гладкими стенка­
ми можно наблюдать ламинарное течение вплоть до числа Рейнольдса 
2 · 1 05 , :r .e .  на два порJЩка больше критического значении (см ., например, 
Шлихтинг [ 1960] ) .  При горении влииние начальных возмущений на разви­
тие неустойчивости, по-видимому, выражено еще более сильно. В качестве 
примера приведем уже упоминавшиеся опыты Сузуки, Оба , Хирано и 
Цуджи ( 1 979) . Оценки, проведеиные в § 6 . 1 , показали, что в этом случае 
пульсационная скорость в свежей смеси меньше ип и много меньше 
иt (иt = 1 ,4 м/с при и ( о) = 9 см/с , и, = 2,2 м/с при и (О ) = 28 см/с ,  ип = 
= 40 см/с) . Из таких оценок видно, что малое по сравнению с и,  изменение 
пульсационной скорости приводит к сильному изменению положении 
передней rраницы пламени. 

Воэникает естественный вопрос о том, каков характер течении и горении 
после потери устойчивости фронта пламени. Хорошо известно , что в тече­
ниях несжимаемой жидкости после потери устойчивости турбулентность 
возникает далеко не сразу. При увеличении числа Рейнольдса появляется 
целый рJЩ упорJЩоченных стационарных или нестационарных режимов и , 
лишь после того как число Рейнольдса станет достаточно большим, появля­
ются стохастические колебании скорости. Аналогичным образом после 
потери устойчивости в пламени также могут образовываться упорJЩочен­
ные режимы течении и горении, например ячеистые пламена (см. книгу 
"Нестационарное распространение пламени" под ред. Маркштейна [ 1 968) ) .  
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Рис.  6 . 1  О. Спектральная плотность энергии турбулентности в потоке за турбулиэирую­
щей решеткой по данным Баллала ( 1 97 9 ] .  Единицы измерений по оси ординат про­

иэвольны. р = 0,02 МПа, Т (О) = 2 93 К; 1 - при горении , 2 - без горении 

Рис .  6 . 1 1 . ВлиiiИИе масштаба начальной турбулентности в набеrаЮJЧСМ на IDJaм.ll потоке 
на энергию генери рованной пламенем турбулентности по данным Баллала 1 1 979 ) .  

а )  1 - и <0> tи п = 0,6 , 2 - и <0> tи п = l ,5 ;  б) З - и <0> tи п = 3 ,3 , 4 - и < 0> tи п = 1 ,6 

Можно предположить , что и в этом случае амплитуда и характер начапь­
ных возмущений также иrрают важную JIOIIь . Для пояснения обратимся 
к опытам Б аппала [ 1 979] , в которых изучалось горение пропаио-воздуш­
ной смеси в канале ,  на входе в который располагалась решетка. В этих 
опытах влияние ускорения потока при горении исключено , так как стенки 
канала расширялись . Смесь поджигалась пилотным пламенем . На оси 
пламени с помощью лазерного допплеровского анемометра измерялась 
энергия турбулентности и ее спектр . 

Начальные возмущения носили случайный характер , так как поток 
за решеткой был турбулентным. Из приведеиных в работе экспериментапь­
ных данных следует, что течение в пламени турбулентно ,  а энергия турбу­
лен тности в пламени больше, чем в набегающем потоке . Первый вывод 
ясен из рис . 6 . 1 0, н а котором изображена зависимость спектральной плот­
ности энергии Е от волнового числа k. Видно , что спектр пульсаций скоро­
сти сплошиой, т .е . в пламени нет дискретных возмущений . Можно вьщелить 
две области - коротковолновую и длинноволновую . В длинноволновой 
области (k < kcr) спектральная плотность энергии турбулентности в ПJiаме­
ни больше, чем в набегающем потоке (kcr определяется как абсцисса 
пересечения кривых 1 и 2 на рис . 6 . 1 0) .  В коротковолновой области 
(k > kcr) наблюдается противоположная картина, что связано с сильным 
увеличением вязкости продуктов сгорания . Несложная' оценка показывает , 
что значения величин kcr и 1/ la практически совпадают (использована 
формула (6 . 1 2) ) .  На основе этой оценки можно предполржить , что увели­
чение спектральной плотности энергии в длинноволновой области связано 
с неустойчивостью пламени .  На рис . 6 . 1 1 ,  а проиллюстрировано влияние 
масштаба турбулентности L на отношение "lльсационных скоростей в 
пламени и в набегающем потоке. Видно , что и <  > > и ( о ) ,  а при увеличении 
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масштаба L энергия турбулентности в пламени растет *) , как и следовало 
ожидать из предварительного анализа , проведеиного в § 6 .2 .  

Таким образом , можно предположить , что нри воздействии на ru1амя 
малых случайных возмущений возникает турбулентный режим течения 
и горения . На основе аналогии с возникновением турбулентности в тече­
ниях несжимаемой жидкости предположим также , что характеристики 
генерированной пламенем турбулентности не зависят от амru1итуды началь­
ных возмущений , если Lm /l"r --+ 00 • Ниже будет показано , что энергия гене­
рированной пламенем турбулентности неограниченно растет при Lmllu --+ 00 • 

Темп этого роста , однако, весьма мал . Поэтому припятое предположение 
не противоречит сделанным ранее замечаниям, касающимся влияния началь­
ных возмущений на развитие неустойчивости пламени . 

Поясним ход дальнейших рассуждений . Рассмотрим сначала в среднем 
плоский фронт ru1амени,  распространяющийся в неограниченном потоке 
(Lт = оо) . Пусть коэффициенты молекулярного переноса равны, а энергия 
турбулентности в свежей смеси очень мала (и < о > � ип ) . Для анализа нели­
нейной стадии развития неустойчивости пламени используем спектральное 
представление скорости распространения ru1амени, введенное в § 6 .4 .  
Сформулируем гипотезу подобия для этого представления , а затем укажем, 
каким образом полученные результаты можно испол�>·ювать пnи описании 
общего случая . 

Рассматриваемый процесс нестационарен . Действительно, предположим 
обратное, т .е . допустим, что скорость распространения пламени и1 и толщи­
на зоны горения &1 стремятся к постоянным значениям при t --+  00 • Рассмот­
рим устойчивость пламени по отношению к возмущениям с очень большим 
масштабом 1 � о  1• Тогда пламя можно считать скачком плотности , и, следо­
вательно , справедливы все выводы линейной теории устойчивости, развитой 
Ландау [ 1 944] . При этом во всех формулах этой теории лишь следует 
заменить Un на и1 . Поэтому амruiИтуда рассматриваемых возмущений 
растет со временем , что приводит к увеличению и1 и & 1 . Однако нестацио· 
париость процесса сказывается лишь на характеристиках крупномасштаб­
ных возмущений, амплитуда котерых в соответствии с линейной теорией 
устойчивости возрастает тем медленнее , чем больше длина возмущения . 
С увеличением времени амплитуда возмущения с фиксированной длиной 
волны (масштабом) вследствие нелинейных эффектов должна выходить 
на стационарный уровень . 

Изложенные выше соображения позволяют выявить параметры, от 
которых зависит введенная в предыдущем параграфе функция U(l) . Оче­
видно, что среди этих параметров должны бьrrь величины Un , а< о > , /, {j, х 1 
(х 1 отсчитывается от изотермы ( с  > = 1/ 2) . При t --+ оо в число этих парамет­
ров не входит время , поскольку по определению U(l) не зависит от неста­
Ционарных крупномасштабных возмущений . При малой начальной энергии 
возмущений процесс полностью определяется генерированной пламене\\f 
турбулентностью . Характеристики этой турбулентности должны зависеть 

*) В рассматриваемой работе установлено также,  чrо при достаточно больlШiх 
значениях u<0>/un с увеличением L энерmя турбулентности в пламени падаеr (см . 
рис. 6 . 1 1 ,  б) .  Результаты этих опытов удобно объяснить в § 6 .7 . 
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пшько от рассматриваемойфункции U(l) . Следовательно , перечисленными 
выше параметрами исчерпывается список величин, от которых зависит 
функция U(l )  . Поэтому из соображений размерности получаем 

( Un X l Un 1 ) 
U = un V  /3. а<о > , а<о > , t -. oo, l x 1 1 � 6 , , 1 < 6 , , 

где V - векоторая безразмерная функция . 
Так как 6 1 - оо при t --.  оо, то всегда можно выделить возмущения с 

таким масштабом , что 1cr < 1 < 6 , .  Эта область масштабов будет играть 
ту же роль, что и логарифмический пограничный слой в теории погранично­
го слоя или инерционный интервал в теории локально ОДНОроДНой турбу­
Ji ентности . Так же , как и в этих теориях, в данном случае можно предполо­
жить , что характерисrики возмущений с масштабами 1 >  1cr непосредственно 
не зависят от процессов молекуJJярного переноса. Это рредположение 
позволяет найти спектральное представление скорости горения с точностью 
до двух произвольных функций от /3. Отыскание этих функций основано 
на идеях теории логарифмического пограничного слоя (см., например, 
Монин и Я гл ом [ 1 965] ) ,  т .е . предполагается , что спектральное представле­
ние скорости горения ,  полученное в области промежуточных масштабов, 
плавно "стыкуется" со спектральным представленнем в области больших 
(1 - 6 ,) и малых (1 - 1cr) масштабов . Для определения формы U(l) в этих 
областях используются результаты линейной теории устойчивости. 

Итак, рассмотрим область 1cr < 1 < 6 1 •  Величина t:. U = U(L) - U(l) харак­
теризует в�<лад в скорость горения возмущений, масштаб которых изменя­
ется от 1 до L .  

Предположим, что основную роль играет взаимодействие возмущений 
с не слишком сильно отличающимися масштабами. Отсюда вытекает, что 
t:. U  не зависит от а < 0 > . 

Поскольку t:. U  не зависит от а ( О) ,  то 

(6.26) 

где G - векоторая безразмерная функция . Дважды продифференцируем 
это соотношение по L и по 1. Получаем 

a 2 G  ас a 2 G  1 X J  
� а�2 + а� + 11 � = о, � = z:· 11 = L (6. 27) 

Решения этого уравнения имеют вид G = 11n fп (О . Если n * О, то 1 G 1 = оо 
либо при х 1 = О, либо при 1 х 1 1 = оо, что не имеет физического смысла . 
Поэтому n = О, т .е . G не зависит от 11, и ,  следовательно, в (6 .27) следует 
положить aGta11 = О. Интегрируя полученное уравнение, найдем 

G = - Ф ln � + В, 
где Ф и  В зависят только от /3 .  Продифференцируем (6 .26) по 1 . Получим 

а ( Un X l  Un 1 ) Ф(/3) дj V (3, а<о > ' а< о> = -�-

237 



Интегрируя: это соотношение, найдем ( и11 1 ) {. и11 Х 1 ) V = Ф(J3) ln а<о > + С'.!, а<о > , (6. 28) 

где С - "постоянная:" интегрирования: . Предположим, что полученное 
распределение плавно "стыкуется:" со спектральным представл еннем 
скорости горения: в области 1 - 1и. Это означает, что формула (6.28) дает 
правильный порядок и при 1 - ll"'Г . Поскольку все возмущения: с масштаба­
ми 1 � 1�,. устойчивы , то в кубе w с размером порядка 1�,. зону реакции 
можно считать плоскостью. Тогда из первой оценки в (6.25) и формул 
(6 . 1 2) , (6 .28) получаем 

и11 1 
U(l) = и11 Ф(J3) ln (О ) + с2 и11 r .  (6. 29) C t a Р 

где с2 - векоторая постоянная:. 
Из (6.29) видно , что U не зависит от х 1 , т .е .  локальная: структура зоны 

реакцим и, следовательно , локальная: структура генерированной нламенем 
турбулентности статистически однородны. 

Чтобы найти функцию Ф(Р) , ра�смотрим нестационарные крупномасш­
табные возмущения: с масштабами порядка �, и более . Как уже указыва­
лось , при описании таких возмущений пламя: допустимо считать тонким . 
Поэтому можно воспользоваться: линейной теорией устойчивости ,  предпо­
лагая , что нелинейвые эффекты дают малую поправку . Используем также 
ряд феноменологических соображений, развитых Зельдовичем [ 1 966] , 
в работе которого получено уравнение, описывающее развитие дискретного 
возмущения: на фронте пламени.  В данном случае предстоит только учесть , 
что существует непрерывный спектр возмущений . Напомним, что вклад 
в скорость горения: возмущений с масштабом порядка 1 описывается 
величиной дU(l)/ д/. Чтобы из этой величины получить геометрические 
характеристики пламени, ее следует разделить на и11 , т .е .  необходимо рас­
смотреть величину к = и;,1 дU/дl, которая , очевидно, характеризует ампли­
туду возмущений с размером / .  Выведем теперь феноменологическое 
уравнение дня величины к . 

Очевидно , что при t = const и / -+  оо величина к описывается: линейной 
теорией устойчивости. В рамках этой теор�:�и амплитуда возмущения растет 
по закону (6 . 1 3) . Следовательно ,  можно предположить , что уравнение для: 
к в линейном приближении имеет вид 

дк и11 к 

дt
= 

С4 1/J (JJ) -1 - , (6.30) 

где с4 - постоянная: порядка единицы . В этом приближении (6.30) в точно­
сти совпадает с соотношением , полученным Зельдовичем [ 1 966] . 

Заметим теперь, что при 1 -+ 00 пламя: можно считать скачком плотности . 
Скорость движения: этого скачка относительно среды , однако , не равна и11 ,  
так как раэвившиеся к рассматриваемому моменту времени мелкомасш­
табные возмущения: изменили его внутреннюю структуру . Следовательно , 
при / -+  оо в (6 .30) следует заменить и11 на и, .  Аналогично, можно предполо­
жить , что при 1 - � , в (6 .30) следует заменить и11 на U(l) . Тогда в пинейном 
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приближении (6.30) приобретает вид 

дк U(l ) к 
- = с4 1/1 ({3) -- . 
дt 1 

Учтем теперь малые нелинейные поrrравки , предполагая , что они пропор-
циональны к 2 • Тогда получим 

д к  U(l ) к  
- = c4 1/I (P) -- - Лк 2 , (6.3 1 )  
дt  1 

где Л не зависит от к .  
Чтобы выяснить , от каких параметров зависит величина Л, рассмотрим 

механизм, стабилизирующий рост амплитуды возмущений. Один из воз­
можных механизмов , связанный с образованием угловых точек, указан 
Зельдовичем [ 1 966] . Эти точки (Bt , B2 , . . .  на рис . 6 .9) образуются в той 
части зоны горения , которая примыкает к продуктам сгорания. Существо­
вание таких точек (линий излома в трехмерном случае) отчетливо видно 
на теневых фотографиях пламени, приведеиных Палм-Лейсом и Стреловым 
[ 1 969) . Проиллюстрируем важную роль этого механизма на примере 

распространения в среднем плоского пламени в среде, которая все время 
остается неподви:жной. Будем предполагать, что 1) первоначальное положе­
ние пламени описывается однозначной, гладкой функцией; 2) каждая 
точка пламени движется по нормали к его поверхно�ти с одной и той же 
скоростью . 

Эта задача анализировалась Кузнецовым [ 1 975) , Вилюновым и Диком 
[ 1 975] . В первой работе из точного решения показано,  что есть два периода 
эволюции пламени. В течение первого периода его поверхность остается 
гладкой , а средняя площадь пламени неизм�нна. Во втором периоде поЯвля­
ются угловые точки, а  средняя поверхность пламени начинает уменьшаться . 

Рассматриваемый механизм носит чисто геометрический характер, и ,  
следовательно, можно предположить , что скорость уменьшения поверхно­
сти пламени, определяемая величиной Л, не зависит от fj. При l > lcr в число 
определяющих параметров не входит и коэффициент молекулярного пере­
носа (величина а характеризует мелкомасшта(iные возмущения, которые 
слабо взаимодействуют с крупномасштабными флуктуациями) . Следова­
тельно, Л зависит лишь от 1 и U(l) . Тогда иэ соображений размерности 
заключаем , что Л - U(l) , т.е.  (6 .3 1) приобретает вид 

дк U(l ) к  
2 д; = С4 1/l(fj) -1 - - с5 U(l) к , 

rде Cs - пекоторая постоянная . Стационарное решение этого уравнения 
есть к = c3 1/l/l (сэ = c 4/c s ) , и поскольку к = и�1 д U/дl, то U = c3 1/l Un ln 1 + 
+ cons t .  Сравнивая эту формулу с соотношением (6 .29) , заключаем, что 
Ф =  1/1, т .е .  

Un 1 
U(l)  = С э 1/I({J) ln ( О ) + С 2 Un .  (6.32) 

с 1 а {J 
Формула (6 .32) , выведенная для в среднем плоского фронта пламени , 

справедлива и в общем случае , если l < Lm , а энергия турбулентности 
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в свежей смеси достаточно мала . Отсюда можно предположить , что соотно­
шение ( 6.3 2) дает правильный порядок величины U(l) и при z - Lm . Тогда 
из второй формулы в (6 . 25 ) получаем оценку 

Un Lm 
и , "' С з 1/1({3) Un ln (О )  , (6.33) 

с 1 а (3 
где Lm - максимальный масштаб возмущений (см. § 6 .4) . Поскольку 
соотношение (6 .3 2) справедливо при l > lrr ,  то эдесь и далее не учитывается 
малое слагаемое с2 Un .  

Рассмотрим теперь характеристики генерированной пламенем турбулент ­
ности . Введем условно осредненную структурную функцию 

�(� ) (/ ) = 1/3 ( [u (x) - и (х + /) )  2 >ь •  

где нижний индекс Ь означает , что осреднение производится при условии, 
что W = U, т.е . рассматриваются лишь те случаи,  когда фронты пламени 

максимально плотно "упакованы" внутри куба "' ·  Функция D�ЬJ характери­
зует тот вклад, который вносят в энергию турбуленmости пульсации 
скорости , масштаб которых не превышает / . Легко видеть , что D(Ь ) (оо) -11 11  
- (u <ь >i , поскольку флуктуации скорости в двух бесконечно удаленных 
точках статистически неэависимы . Ввиду отсутствия других параметров 

С размерНОСТЬЮ СКОрОСТИ *) МОЖНО предПОJIОЖИТЬ , ЧТО D<:J "' U 2 ПрИ 1 > lc r o  
т .е . 

v<ь )  u u  - 2 2 2 Un / 
- c6 un 1/l ({3) ln ( О ) . 

с 1 а (3 (6.34) 

Так же , как и формула (6 .33) , соотношение (6 .34) справедливо при /�, � 
� l � Lm , а при lc1• < l < Lm оно дает правюtьный порядок значений струк­
турной функции (эдесь , разумеется ,  предполагается , что в свежей смеси 
энергия турбуненmости достаточно мала) . Из (6 .34) видно, что при 1 � Lm 
структура генерированной пламенем турбупентности статистически одно­
родна и иэотропна .  

Формулы (6 .3 2) - (6 .34) получены Кузнецовым [ 1 980] . Следуя этой 
работе , рассмотрим теперь,  как влияет неустойчивость tmаменИ на горение 
в потоке с произвольной начальной энергией турбулентности . С этой целью 
сравним величину n<�� со структурной функцией пульсаций скорости 
в набегающем на пламя потоке D�o,} = 1/3 ( [u (x) - и (х + / }) 2 ). Ясно , что 

если при искотором 1 выполняется условие D��)(/) > D�Oj(l) , то неустойчи­
вость rvtамени существенно влияет на возмущения с рассматриваемым 
масштабом.  

Сравнивая обе структурные функции , следует иметь в виду, что горение 
обычно происходит в ограниченном объеме , в силу чего масштаб возмуще­
ний пламени всегда ограничен . Например, при горении в трубе этот масштаб 
не может быть больше ее диаметра. Отметим также, что в турбулентных те­
чениях интегральный масштаб турбуленmости всегда порядка характерного 

*) Величина Un не может быть определяю!Щiм параметром , поскольку она характе­
ризует лишь те возмущения пламени и , следовательно , те возму щения скорости , 
масштаб которых сопоставим с lc1• • ... 
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размера системы, т .е . L - Lm .  Поэтому из оnределения структурнон функ. 

ции вытекают оценки D��>(Lт ) ""' (и <ь > )2 , D��>(Lт ) - (u<0>)2 *) (и ( О) - пуль­
сационная скорость в набегающем на пламя потоке) . 

Из сравнения величин и<ь >  и u<o > вытекает критерий 

и<ь >  и" ип Lт 
� = (О) = (0) 1/I(IO l n  

( о ) �  . и и с 1 а ,.. 
(6.35) 

Как отмечалось в конце § 6 .2 , процесс горения описывается критериями 

(j. к, а<0 >f(и" L) ,  где К дается формулой (6 . 1 0) .  Обычно � меняется не 
слишком сильно (� = 5 - 8) ,  и поэтому будем считать � = const . Учтем 
также , что L - L111 • Тогда из (6 . 1 0) ,  (6.35) следует, что вместо .величин 

a<0>f(и11L) и К можно выбрать другую систему независимых критериев ; 
/J и К. Наибольший практический интерес представляет исследование лищь 
такой независимой вариации 1J и К, при которой критерии и<0>/и11 и и< о> L/rf:0> 
остаются много больше единицы (разумеется , :JТИ критерии зависят от /J 
от К) . Можно показать ,что при такой вариации величин 1J и К всегда выпол­
няются условия : /J � l, если К �  l ,  и К � l ,  если /J � l . Следовательно , 
необходимо изучить только три случая : 1 )  /J � l,  К �  1 ;  2) /J � 1 ,  К �  1 ;  
З) /J � 1 , К > l .  Поставленная задача решается путем сопоставления зависи-
мостей D��>(J) и n<:2U) ,  где формула (6 .34) nо-прежнему считается 
справедпивой . 

Рассмотрим первый случай . По определению величины � справедливо 
условие D(O >(Lт ) � D(b >(Lт ) . Аналогичное условие D(O)(/) � D(ubu)(f) ВЫПОЛ· uu  uu  uu  
няется при 1 < Lm ,  так как при вариации 1 функция n<ь > (!) изменяется и и 
гораздо слабее , чем n<0>(1) . Например, из (6 .34) имеем D(oJ  - ln2/, а Из uu  uu  
теории Колмогорова [ 1 94 l j  заключаем, что D��> - t 2 1 3 (рис.  6 . 1 2, а) .  Оrсю-
да вытекает. •по неустойчивость пламени существенно влияет на весь спектр 
турбулентности в зоне горения. а турбулентность в набегающем потоке несу­
щественна, т.е. справедливы все результаты проведеиного выше анализа. 

Рассмотрим другой крайний случай (!J  � 1 ,  К >  1 ) . Из оnределения 
критерия К следует , что при К >  l сnраведливы следующие оценки :  Т/ <  611 , 
v2 

- n<0 > (Т/) > и� (611 - толщина нормального фронта пламени, 1/ - t<:олмо-и и  
горовекий масштаб , v - колмогоровекая скорость) . С увеличением К эти 
оценки усиливаются . С другой стороны , из (6 .34) вытекает , что n<ь >(l) -U l/ 
- и� , если l - 1('1• (нo l > lcr) . Так как la - 611 , то n<ь > (l) < n<0 >(1) при U l/ U U  
1 - I('Г (но 1 > /('/") . Как видно И З  рис . 6 . 1 2 , в ,  эта оценка усиливается с 
увеличением 1 (D<:2 растет медленнее , чем D�J) . Таким образом, неустой­
чивость nламени не играет роли во всем спектре турбулентности. 

Наконец , в промежуточном случае (!J � l .  К �  l) из определения крите­
рия р. видим , что неустойчивость пламени не играет роли в круnномасштаб­
ной части спектра ( 1 - Lm ) :  В менкомас111Табной части спектра эта роль 

*) Напом ним , что если в дву�t точках пульсации скорости статистически независи­

м ы .  то D(O) = 2 (и (О) ) ' . Это равенство ,  строго справедливое при L ..... оо, можно исполь-и и  (О) 
эоваТh дня прибпиженной оценки и , если расстояние между точками порядка интег-
рального масштаба. 

1 6 .  IJ Р .  Кузненов 241 



может быть велика , так как при / -+  lcr функция D<:J уменьшается меД/Jен­
нее , чем п<0 > (рис .  6 . 1 2 ,  б) . Граница между обеими областями определяется u u  
условием 1 = lm , где lm - корень уравнения D�2(lm )  = D��J (Im ) .  

Таким образом, при К � 1 неустойчивость пламени может играть важ­
ную роль.  Существенно, что в этом случае характеристики процесса зави­
сят от линейного масштаба системы .  Действительно, из (6.35) вытекает, 

'1 t 
Q 4 

Ри с .  6. 1  2 .  Качеt-rвенный характt? р  зависи мос rей стру кту рных фун кций от раtстояни я .  
а )  11 � l ,  К <(  l ;  б )  11 - 1 ,  К �  1 ;  в )  11 < l ,  К �  1 ; во н е х  тре х  случаях сnлошная ли-

ния - п <ь > . ш rри хuвая линия - n < 0> ии uu 

что энергия турбулентности в зоне горения стремится к бесконечности , 
если величина L m /5" , фигурирующая под знаком логарифма в (6 .35) , 
неограниченно растет. Темп такого увеличения ,  однако , очень слабый, 
11 полому рассматриваемый эффект долгое время не учитывался в теории 
турбулентного горения и в известных теориях автотурбулизации пламени . 
Напри мер, в работах Карловица , .  Деннистона и Уэллса [ 1 95 1 ] , Козаченко 
[ 1 960] , Кузина н Талантава [ 1 977 ] получены соотношения, из которых 
вытекает, что отношение энергий турбулентности в зоне горения и в набе­
гающем потоке есть величина , которая зависит только от {3 и не зависит 
от масштаба системы . 

§ 6.6 .  Критериальное описание 
турбулентного горения однородной смеси 

Как показали оценки , проведеиные в § 6 .2 ,  основная часть эксперимен­
тальных исследований (например, Талантопа с сотрудниками) проведсна 
при К < 1 , т .е .  когда неустойчивость пламени может играть важную роль.  
Именно эта часть исследований рассматривается в данном параграфе. От­
метим,  что помимо неустойчивости пламени важное значение моrут иметь 
и другие газодинамические эффекты . Поэтому , прежде чем приступить к 
анализу опытных данных, полезно рассмотреть уравнение Д/JЯ энерrии 
турбулентности в потоке с переменной плотностью (Моник и Яrлом 
[ 1 965 J )  . В стационарном потоке в отсутствие массовых сил при больших 
числах Рейнольдса это уравнение приобретает вид 

а r 
1 , 1 2  1 , J < 1 ou � )  

- е < щ  > + - ( p u k u s > + ( р u k )  = - ( р ) ( е ) + р -- -a xk 2 OXk 
o ( uk > 1 o ( uk  > 

- ( p u � u�  > -- + ( p u k )  < us )  (6 .36) 
OXs ОХ5 

rдс е = � ( p u � 2 )  - энерrия турбулентности , р 1 = р - ( р ) ,  и' = и - ( и ) .  
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Три слаrаемых, которые фиrурируют в левой части (6,36) , характе­
ризуют конвекцию и турбулентную диффузию ; о ни лишь перераспреде­
л яют энерrию турбулентности внутри зоны rорения ,  не меняя полной 
энерrии пульсационноrо движения.  Первое слаrаемое в правой части опи­
сывает вязкую диссипацию , второе - дает работу, которую совершают 
пушсации давления при расширении или сжатии среды . Третье и четвертое 
слаrаемые характеризуют в заи модействие пульсациониоrо и оередненноrо 
движения.  

Для в среднем плоскоrо пламени в неоrраниченном потоке третье и 
четвертое слаrаемое о буславливают уменьшение энерrии турбулентности в 
пламени (Либрович и Лисицын [ 1 975 ] , Б рэй и Либби [ 1 97 6 ] , Либби и 
Б рэй [ 1 98 1 ] )  . Этот в ывод качественно ясен из теории быстрой безвихре ­
вой деформации сжимаемой жидкости (Рибнер и Таккер [ 1 953 ] ; см. 
также Иевлев [ 1 97 5 ] , Сабельников [ 1 975 ] ) . Приведеиные в этих работах 
соотношения показьmают, что при быстром расширении среды знерrия 
пульсаций уменьшается. Если же рассматривается rорение однородной 
смеси в трубе , то возникает еще один эффект, обусловленный тем, что 
из-за rраднента давления жидкости с разной плотностью (свежая смесь 
и продукты сrорания) ускоряются по-разному. Это обстоятельство приводит 
к увеличению сдвиrа средней скорости, что обуславливает возрастание 
энерrии турбулентности (см. rлав у  5 ) . 

Таким о бразом, если рассмотреть в среднем плоское пламя, которое 
распространяется в неоrраниченном потоке , то лишь корреляция пуль­
саций давления и диверrенции скорости может обуславливать увеличение 
знерrии турбулентности при rорении . Слt-довательно , из теории, развитой 
в § 6 .5 ,  в ытек ает, что именно эта корреляция характеризует роль неустой­
чивости пламени . 

Величи:1а ( р ' div и' } и rрает особую роль в уравнении энерrии , что 
в ытекает из следующих соображений . Во-перв ых, в дозв уковых те­
чениях она существенна лишь при rорении однородной смеси . Этот вы­
вод получен в работе Кузнецова [ 1 979а] , в которой показано , что 
1 )  ( p 'div и ' } = О при неизотермическом смешении в отсутствие 
реакции ; 2) ( p ' div и ' > / (( p } ( e } )  - 1 0-2 при диффузионном rорении ; 
3) ( р ' div и' } / (( р }  ( е } )  - 1 при rорении однородной смеси . Во-в торых, 
из сравнения (6 .35)  и (6 .36) можно предположить, что именно из-за кор· 
релированности пульсаций давления и диверrенции с корости энерrия тур­
булентности в зоне rорения стремится к бесконечности , если L flcr ... 00 • 

Имея в виду указанные соображения, перейдем к анализу эксперимен­
тальных данных. Рассмотрим сначала опыты , в которых с помощью лазер­
ноrо дошmеровскоrо анемометра непосредственно измерялись характе · 
ристики турбулентности в зоне rорения. В уже обсуждавшейся работе 
Баллала [ 1 979 ] установлено, что во всех исследованных режимах энер­
rия турбулентности в зоне rорения в ыше , чем в набеrающем потоке 
(рис . 6 . 1 1 ,  а, б) .  Как уже отмечалось, в этих опытах влияние среднеrо 
rрадиента давления исключалось, и поэтому дополнительный сдвиr сред­
ней скорости не возникал .  Из рис .  6 . 1 1 ,  а видно , что если энерrия возму­
щений В СВеЖеЙ СМеСИ мала (u ( O )  < 2 u 11) , ТО ВОЗрастание. qх масштаба 
приводит к увеличению пульсационной скорости в зоне rо рения.  Этот 
в ывод соrласуется с формулой (6 .3 5 ) . Уменьшение энерrии турбулент-
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Рис .  6 . 1  3 .  Профили среднекв адраrических пульсаций продольной скорости при горе­
нии одно родной смеси этилена с воздухо м  за турбулизи рующей решеткой в канале по 
данным Билла, Ней мера и Талбота [ 1 98 1  ) . Условия опытов те же , 'ПО и на рис. 1 . 23 . 
1 - х ,  = 7 см, 2 - х , = 7 ,5 см, 3 - х, = 8 см, 4 - х ,  = 8 ,5 см, х 1 - расстояние от ре-

шетки вниз по потоку, и � = ·J< (u ,  - < и , > ) 2 > , ( и , > - скоро сть потока за ре шеткой 

ности , видное из рис .  6 . 1 1 ,  б ( u(O) > 2ип) , как будет показано в § 6 .8 ,  
не противоречит развитой теории . Количественное сопоставление теории 
и эксперимента в данном случае, к сожалению, невозможно, так как мак­
симальное значение масштаба турбулентности L лишь в три раза превы­
шало величину 1 cr , а условие применимости формулы (6.35) имеет �ид 
ln (L /1 cr ) � 1 .  

Увеличение энерrии турбулентности в зоне rорения зарегистрировано 
также в работах Билла, Неймера и Талбс;па [ 1 98 1  ] , Ченrа и Hr [ 1 983 ] . 
В обоих опытах начальные условия примерно одинаковы (в однородном 
турбулентном потоке располагается тонкая проволочка, стабилизирующая 
пламя) . Результаты, полученные в первой работе , изображены на рис .  6 . 1 3 .  
Видно , что энерrия турбулентности в пламени увеличивается. 

Во второй работе вне зоны rорения интенсивность турбулентности 
составлJIЛа 5 %. При этом максимальная зарегистрированная интенсив ­
ность пульсаций в зоне rорения составлJIЛа : для поперечной компоненты 
скорости 1 6%, для продольной 1 0%, т .е .  энерrия турбулентности возрас­
тала почти на порядок . Еще более интер.есные результаты · получены при 
измерении напряжений Рейнольдса, а именно установлено, что турбулент­
ная вязкость в каждой точке отрицательна, т .е .  энерrия дульсаций пере ­
ходит в осредненное двмжение (и , следовательно , возрастание энерrии 
можеt быть обусловлено только неустойчивостью пламени, т .е .  корреля­
цией ( р ' div и '  } ) . Если эти результаты будут подтверждены дальнейшими 
экспериментальными исследованиями , то необходимо кардинальное из­
менение принципов построения полуэмпирических теорий турбулентности , 
которые используются при описании rорения однородной смеси . 

Рассмотрим теперь результаты измерений скорости распространения 
турбулентного пламени . В ряде экспериментов установлено . что и 1 намноrо 
превышает u < o > . Примером моrут служить уже упоминавшиеся опыты 
Сузуки , Оба, Хирано и Цуджи [ 1 979 ) (рис .  6.4) . Формула (6 .33) позволя­
ет правильно оценить порядок значений и, в этих оnытах. Заметим.  ч rо в 
(6.33) входят две эмпирические постоянные с 1 и С'3 • Первая определяется 
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формулой (6. 1 2) ,  а значение второй неизвестно . В теории, построенной с 
привлечением соображений размерности, значения эмпирических постоян­
иых должны быть порядка единицы (при условии , что теория построена 
правильно) . Поэтому естественно предположить, что сз = 1 .  Тогда в усло­
виях анализируемых опытов (и " = 40 см/с, (j = 7 ,6 , а <о > = 0,2 см2 /с, 
L т  = d/2 ,  где d - диаметр горелки) из (6 .33) получаем и, = 2 ,3 м/с, что 
хорошо согласуется с результатами измерений (и, = 2 ,2 м/с при и< о > = 
= 28 см/с) . 

Чтобы проанализировать результаты других опытов , в которых из­
мерялась скорость распространения турбулентного пламени и, , напомним, 
что, как установлено в § 6 .5 ,  развитие возмущений с размером 1 � 1 т оп­
ределяется неустойчивостью пламени и при 1 � 1 т вклад этих возмущений 
в скорость распространения пламени дается формулой (6.32) (/ т - корень 
уравнения n<:J (1 111 ) = D��) (l т ) . где D�ь,j дается формулой (6 .34) , а 

D<:}� - структурная функция пульсаций скорости в набегающем потоке) . 
неустойчивость пламени не влияет на крупномасштабные (/ > 1 т )  воз­
мущения пламени. 

Отсюда можно. сравнительно просто оценить влияние неустойчивости 
пламени на процесс горения при К � 1 .  Для этого воспользуемся про­
цедурой, описанной в § 6 .3 , а именно на поверхности пламени сгладим 
все возмущения с масштабом 1 т и меньше . Очевидно, что удельная ско­
рость переработки вещества на частично сглаженной поверхности пламени 
равна U(/ т ) , где U(l т )  дается формулой (6.32) . Ясно , что характерис­
тики частично сглаженной поверхности пламени не могут непосредственно 
зависеть ни от и" ,  ни от толщины нормального фронта пламени . По опре­
делению этой поверхности неустойчивость пламени также не может непо ­
средственно воздействовать на ее характеристики . Влияние перечисленных 
выше факторов описывается единственной величиной U(l т )  . 

Таким образом, анализируя влияние крупномасштабных возмущений 
(/ > 1 т )  на движение частично сглаженной поверхности пламени , прих.одим 
к постановке задачи,  известной из теории фронтального горения.  Един· 
ственное различие состоит в том, что скорость нормального распростра· 
пения пламени и" следует заменить на существенно большую величину 
U(l т ) , а из спектра турбулентности необходимо исключить все возму. 
щения с масштабами меньше 1 т .  При 1 т � L энергия таких возмущений 
много меньше энергии турбулентности (и < 0� 2 • Поэтому так же , как и в 
теории фронтального горения, величина и, зависит лишь от (j и двух пара· 
метров и<0> и U(l т ) , т.е. получим формулу и, = и ( O ) IP [f3, u < o >  /U(l т ) ] ,  
аналогичную формуле (6 .8) . С практической точки зрения критерий 
и <о> /U(l т ) неудобен. Поэтому целесообразно использовать эквивалею . 
ный критерий JJ.. Можно предположить, что при К � 1 и скорость распро­
странения туроулентного пламени описьmается формулой (Кузнецов 
( 1 982б] } 

- ( О) - � и" L т 
и , - и F (p) , J.l - ( О) 1/J ({j) ln ( О )  д , (6.3 7) 

и с 1 а � 
где L т - максимальный масштаб возмущений. 

Найдем вид этой функции в двух предельных случаях : J.l � 1 и JJ. �  1 . 
В первом случае неустойчивость пламени играет определяющую роль во 
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всех областях спектра турбулентносrи. Поэтому величина и, даетси фор­
мулой (6.33) , из которой следует , что F = const · IJ. при 1J. > 1 .  Проанали­
зируем теперь другой случай 1J. < 1 , т.е . когда неустойчивость пламени не 
влияет на энерrию турбулентносrи. Чтобы выяснить вид функции F (IJ.) , 
рассмотрим конкретный пример - горение однородной смеси в следе за 
стабилизатором пламени . Как уже отмечалось в главе 1 ,  одной из наиболее 
характерных черт такого течении ивляется перемежаемость, т.е . колеба­
нии границ между турбулентной и нетурбулентной жидкостими. В нетур­
булентной жидкосrи энергия турбулентносrи мала, а обмен ме-жду обеими 
жидкостими носит односторонний характер (жидкие часrицы не могут 
выходить из турбулентной жидкосrи) . Поскольку вне границ турбулент­
ной жидкосrи пульсационнаи скорость быстро затухает, то пламя не может 
выйrи за эrи границы . 

Легко также видеть, что при К �  1 плами стремится приблизитьси к гра­
нице турбулентной жидкосrи .  Действительно, из (3 . 1 08) вытекает, что 
скорость среды относительно границы поридка (( е )  v ) 1 14 •  Если К �  1 ,  то 
эта скорость меньше скоросrи движения пламени относительно среды ип . 
Отсюда и следует сделанное утверждение. Таким образом, при К �  1 гра­
ница турбулентной жидкосrи одновременно ивляется и фронтом пламени 
(Кузнецов [ 1 982б] ) .  

Отсюда исно , что при К � 1 и р < 1 все вещество, поступившее в след, 
сгорает. Поскольку скорость расширении следа порядка пульсационной 
скоросrи , то и, -и < 0 > , т .е . F не завИСИТ ОТ IJ. ПРИ 1J. < 1 и К� 1 .  

Этот вывод, разумеется , справедлив и при 1J. > 1 ,  когда неустойчивость 
пламени существенна . Но в Этом случае пульсационнаи скорость неизвестна. 

Сделанные выводы подтверждаются при обработке экспериментальных 
данных Талантова с сотрудниками (условии этих опытов и соответствую­
щая литература указаны в § 6 . 1 ) .  В рассматриваемых опытах режимные 
параметры варьировались в очень широком диапазоне значений : а < о> = 

= 0,8 - 1 ,4 ,  T(O J = 393-793 К, р = 0,04-0,45 МПа, d = 2 ,5 - 1 5 см, ( и t )  = 
= 30- 1 40 м/с .  При обработке предполагалось, что L m  = d/2 , а<о> = 0,2 см2 /с 
при т<о>  = 300 К и р = 0 , 1  МПа, а < о >  - [Т(О )  ] 2 /р. При расчете и < 0 > 
использовалась формула (6 . 1 1 ) . Учитывалось изменение состава в лиди­
рующих точках, т.е. в соответствии с формулой (6. 1 9) считалось, что 
а < Ь > = 1 ,4 а < 0 >  (а ( Ь )  > 1 ) . Результаты расчета ип (а < ь > ) для одного из 
режимов изображены на рис . 6 . 1  в виде кривой 2. Для режимов , в кото­
рых варьировались т< о >  и р, при расчете ип использовалась формула (6.4) . 

Резуштаты обработки экспериментальных данных изображены на 
рис . 6. 1 4 .  Видно , что экспериментальные точки группируютси вокруг 
единой кривой,  которая соответствует интерполяционной формуле и, = 
= и < 0 > (с7 + CэiJ.) , правильно описывающей зависимость и, от 1J. в двух пре­
дельных случаях : 1J. > 1 и ll < 1 . Эмпирические постоинные с, и с 3  поридка 
единицы (с3 = 1 , с7 = 1 ,4) . Таким образом, критерий ll позволяет обоб­
щать экспериментальные данные , полученные при сильной вариации оп­
ределяющих параметров , а теория правильно описывает вид критериальной 
зависимости в предельных случаях.  

Проанализируем теперь коротко влииние различных параметров на 
величину и , . Влияние энергии турбулентносrи в свежей смеси и начальной 
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температуры совершенно очевидно и не требует специальных коммента­
риев . Ясно также, что особенности влияния состава на и ,  обусловлены 
различиями в коэффициентах молекулярного переноса. Результаты, полу­
ченные в § 6 .3 ,  позволяют найти коэффициент избытка воздуха , при ко­
тором и, максимально . Увеличение масштаба турбулентности обуславли­
вает возрастание и , , что связано с усилением роли неустойчивости пла­
мени и турбулизацией потока. Весьма нетривиальным оказывается влия­
ние давления. Легко видеть, что величина U(L т )  при увеличении давления 
сначала возрастает, а затем уменьшается. Такая зависимость обусловлена 
взаимодействием двух конкурирующих факторов . С одной стороны, с 
ростом давления увеличивается роль неустойчивости пламени (/ cr умень­
шается) , что приводит к увеличению ero поверхности . С другой - с  ростом 
давления уменьшается и" ,  т.е .  уменьшается удельная скорость переработки 
вещества на этой поверхности . Оценки показывают, что максимум дости · 
гается при весьма значительных давлениях. Так, например, при а < о > = 1 , 
т< о >  = 373 К, в трубе диаметром 5 см для бензино-воздушной смеси мак­
симальное значение U(L т )  и ,  следовательно, и, достигается при давлении 
0,6 МПа. Результаты опытов при столь больших давлениях неизвестны. 
По этому во всех экспериментах с увеличением давления скорость рас­
пространения пламени растет. 

§ 6.7 .  Предел ьно возможная интенсивность процесса 
турбул ентн ого горения однородной смеси 

В данном параграфе рассматривается горение однородной смеси, харак· 
тсризующееся условием К �  1 (см . формулу ( 6 . 1 0 )  ) , т .е .  предполагается, 
что тол щина норма.!l ьного пламени li п  больше, чем наименьший (колмого­
ров ский ) масштаб 1 урбулентности 11 = v 314 ( е  ) - I /4 . f практической точки 
зрения интерес представляет изучение горения в устройствах достаточно 
бол ьшо го размера . в которых интегральный масштаб турбулентности много 
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бол ьше Б п . Поскольку числа Рейнольдса обычно очень велики, то это озна­
чает, что рассматриваемый случай реализуется в таких устройствах, в кото­
рых энергия турбулентности принимает большие значения . Так как интен-

сивность турбулентности и < 0 > 1 ( и 1 } , как правило, меняется в не слишком 
широких пределах, то тем самым рассматривается горение при больших 
расходах свежей смеси. Анализ такого режима представляет значительный 
практический интерес в связи с вопросом о предельно возможной тепло­
напряженности процесса горения. 

Напомним, что при К � 1 неустойчивость пламени практически не 
влияет на спектр турбулентности .  Поэтому указанная в § 6.2 система трех 
определяюших критериев должна быть пересмотрена . Строго говоря, 
зависимость от критерия (3 сохраняется и в рассматриваемом случае , так 
как, помимо неустойчивости пламени, важную роль могут играть и другие 
газодинамические эффекты, указанные в § 6.6 .  Эти эффекты сушествуют 
и в диффузионном пламени, и, как ясно из  § 5 . 1 ,  их влияние описывается 
ТОЛЬКО веЛИЧИНОЙ (3. Таким образом,  ОНИ не завИСЯТ ОТ масштабных факто­
ров , т .е .  от величины L m  1 Б п , фигурирующей в определении крите­
рия 1J. (6.35) . Следовател ьно, при L ml Бп � оо и К >  1 энергия турбулентно­
сти в зоне горения не может стремиться к бесконечности , т .е .  при К > 1 
газодинамические эффекты не меняют rидродинамическую структуру 
потока принципиальным образом.  Таким образом, в рамках приближенной 
теории зависимость от критерия (3 может не учитываться. В соответствии 
с этим далее не делается различий между пульсационной скоростью в све-

жей смеси и в продуктах сгорания,  а величины и < 0 > и и < ь > обозначаются 
единым символом и . Следовательно , существенны два критерия M i  и К ,  
определения которых даны соответственно в (6.6) и (6. 1 0) . 

Чтобы проиллюстрировать особенности режимов , в которых К > 1 ,  вер­
немся к анализу горения в следе за стабилизатором. В § 6 .6 бьmо показано, 
что при К � 1 фронт пламени находится вблизи границы турбулентной 
жидкости. При К > 1 скорость движения этой границы относительно среды, 
т.е. колмогоровекая скорость, становится больше и" (критерий К пропор­
ционален отношению квадратов этих скоростей) . Поэтому несгоревшая 
смесь "вторгается" в след. Такое вторжение происходит не повсеместно, 
так как скорость движения границы турбулентной жидкости - случайная 
величина. Тем не менее угол наклона осредненной изотермьi становится 
меньше угла расширения следа. 

Рассмотрим,  что произойдет при увеличении критерия К . Очевидно, 
угол расширения следа останется неизменным. Среднее значение скорости 
движения границы турбулентной жидкости будет увеличиваться по сравне­
нию с ип . Следовательно , расход несгоревшей свежей смеси, проникаюшей 
через эти границы , увеличится , а угол наклона осредненной изотермы 
уменьшится. Это означает, что с увеличением и скорость распространения 
турбулентного пламени уже не может изменяться пропорционально пульса­
ционной скорости, т.е . и ,;и � о  при и � оо . 

Можно предположить, что эта особенность носит обший характер. 
В самом деле, как уже указывалось в главе 1 ,  перемежаемос1 ь является 
обшим свойством всех турбулентных потоков , т.е. турбулентность всегда

· 
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состоит из отдельных "кусков" завихренной и потенциальной жидкостей. 
Поэтому соображения, использованные при анализе горения в следе за 
стабил и зато ро м .  справедЛивы и при анализе горения в каждом " куске" 
завихренной жидкости .  Следовательно, можно предположить, что если 
смесь подожжена внутри отдел ьного "куска" завихренной жидкости , то 
нри К � 1 фронт пламени приближается к границам этого "куска" . Если же 

К :;?:. 1 ,  то мамя будет оттесняться от этих границ в глубь турбулентной 
жидкости .  Это обстоятел ьство должно препятстsовать распространению 
мамени.  

Сделанный вывод наглядно инлюстрируется опытами Карпова и Севе· 
рина [ 1 977 ] . Из рис .  6.2 видно , что существуют дв11 режима горения. 
В первом (и < Uc r ) скорость горения пропорционал ьна и .  Во втором 
(и > Ur 1· ) с увеличением пульсационной скорости скорость горения либо 
не меняется, либо даже уменьшается с увеличением и .  Граница между 
обоими режимами прослеживается вполне четко (на рис. 6.2  ординаты 
точек и =  ис r обозначены вертикал ьными штриховыми линиями) . Неслож­
ные оценки показывают, что смена режимов горения в этих опытах 
с точностью 20 "" происходит при К � 1 . В таких оценках считал ось, что 

< Е } = и3 1 L , v < 0 > = а < 0 > , учи ты вались различия между коэффициентами 
молекулярного переноса, т.е .  использовались формулы (6. 1 9) , а величи­
на < € > , входящая в определение критерия К ,  рассчитывалась по величи­
не и r , . Использовалось указанное в рассматриваемой работе значение 
масштаба турбулентности (L = 1 см) . 

Таким образом, при К � 1 с увеличением пульсационной скорпети 
теплонапряженность процесса горения не возрастает. Опыты Карпова и 
Северина ( 1 977]  вместе с тем показывают, что в рассматриваемом режиме 
процесс горения устойчив и срыва пламени не происходит ( см. рис. 6.2) . 

Как станет ясно ниже, чтобы объяснить эту особенность горения, необхо­
димо учесть процессы двух типов . Во-первых, следует проанализировать 
макроструктуру пламени (т.е . его глобальную геометрическую конфигура­
цию) . Во-вторых, необходимо рассмотреть микроструктуру потока. 
В последнем случае большую роль играет внутренняя перемежаемость тур­
булентности. Важная роль внутренней перемежаемости турбулентности 
в процессе турбулентного горения,  по-видимому, впервые подчеркивалась 
в работах Хомяка [ 1 970, 1 979) . 

Для иллюстрации роли конфигурации пламени рассмотрим сначала 
в среднем плоскую зону горения, распростран.яющуюс.я в неограничеииом 
потоке с произвольными характеристиками турбупентности . Следуя работе 
Кузнецова и Сабельинкава [ 1 977] , покажем, что зона реакции, вообще 
говоря, .является непрерывной поверхностью. 

Согласно традиционной для теории горения постановке задачи примем, 
что а = D0 = Dr . В этом случае скорость тепловыделения W зависит лишь 
от безразмерной температуры. Эта зависимость,  очевидно, непрерывна, 
и величина W достигает максимума при пекотором значении с ,  скажем при 
с = с т . Выберем произвольную непрерывную линию, начинающуюс.я в све­
жей смеси, т.е. в области , где с = О, и эаканчивающуюс.я в продуктах 
сгорания, т.е . в области, где с = 1 . Решение уравнения теплопроводности 
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(2. 1 )  - непрерывная функция коо рдинат. По этому вдоль рассматри ваемой 
линии безразмерная температура непрерывно меняется от с -= О до с = 1 .  
Сл едовател ьно , на этой линии, по к райней мере один раз, дости гается значе­
ние с = с т .  В этой то чке максимал ьная ско рость тепловыделения такая же, 
как и в нормал ьном фронте пл амени. Поскол ьку в ы брана п роизвол ьпая 
линия ,  то отсюда выте кает, что "дырок" в !Ulамени нет. 

Следует, однако , отметить, что , строго говоря ,  проведеиное выше рас­
суждение справедливо ,  только если а = D0 = Dr . В противно м  сл учае W 
зависит от нескольких пере менных. П ри этом температура и концентрации 
могут изменяться так, что всл едствие теплопо терь достигаются предел ы 
распространения 1111амсни. П ри горении смесей с со ставо м,  близким 1' сте­
хио метричсско му. эти п редел ы .  однако , не дости гаются,  поскольку из фо р­
мулы (6 . 1 9) в ытекает, что изменение состава в зо не реакци й  н е  сл и шко м 
велико . Таким образо м ,  в среднем плоское п.памя сушествует п ри л юбы х 
характеристи ках турбул ентности ,  а е го новерхность описывается непрерыв­
ной функцие й .  

Сде.:1 анныс в ы воды опровергают точку зрения . высказанную Б ап л ало м  и 
Лефев ром [ 1 97 5 ) . Э ндрюсо м .  Б рэд;I И  и Лв ак авамбой [ 1 97 5 ) . со гл асно 
кото рой в rшамени могут образовываться " дырки" .  

Замети м .  что "дырки" в пламени не могут о бразо вываться тол ько п ри 
го рении однородной смеси. П ри диффузионном го рении ско ро сть 
реакции - функция нескол ьких персменных и проведенный в ы ше анализ 
не может быть использован.  

Рассмотри м  теперь случай . когда характерный размер о бл асти ,  занято й  
продуктами сго рания , ограничен. В качестве нримеров п ри ведем го рение 

в следе за !Ulохоо бте каемым телом или уже рассмотренную в § § 6 . 2 .  6 . 3  
однородную деформацию плоского слоя п родуктов сгоран и я .  И з  пров еnен­
ных выше рассуждений сл едует, что поверхность пл амени также о пи сьi ваеl ­
с я  непрерывной функцие й .  Однако само пл амя сушеств уеr н е  п ри всех 
условиях. Например. при достаточно бол ьшой скорости набегаюшегu пот о­
ка пл амя сры вается с плохообтекаемого тел а ,  а при достаточно бол ьшо м  
градиенте скорости плоский сло й  проду кто в  сгорания не сушествуе1 . 

П роанализируем теперь влияние мелкомасштабных пульсаций на п ро цесс 
го рения. В это м  сл учае необходимu учесть, что в сл епствис внутренней 
пе рсмежае мости энергия мел комасштабной части спектра турбулентности 
в п ространстве распределена к райне неоднородно ( с м .  гл авы 1 .  4 ) . Отме­
ченные особенности указывают на то , что о пределе ние к ритерия ( 6 . 1 0 ) 
должно быть пересмотрено . 

Для это й цел и снова рассмотрим куб w с центро м в точке х и сто рu· 

но й 2 / .  Введе м  величи ну 

K ( l ) = а <:> [�( f o u i d зх f о щ  dз x) I f 2  ] ' ( 6 .3 8) 
un 8 /  w OXj w О Х; 

т.е. критерий К рассчитывается по градиенту ско рости, осредненно му по 
к убу w .  Определ енная таким о бразо м в еличина К ( / ) явл яется сл учайной 
функ цией координат и времен и .  Для критерия . он ределя емо rо  фор­
муло й (6 . 1 0 ) .  оставим ста ры й сим воJ I  К. н е  указы ва я  ра змер обnа ­
сти w .  
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В ы бере м  теперь размер 1 ,  который удовлетворяет условию 
L :;;» 1 � о ,  u n ,  и в ыделим в потоке области двух типов такие, что К ( l ) < l 
в обл астя х первого типа и К ( / ) > 1 в областях второго типа. Е:.сли бы ста­
ти стиче с к и е  характеристи ки мел комасштабной части спектра турбу· 
пснтности обладали обычными свойствами (например, распределение 
ве роятноL тей градиента скорости близко к нормальному) , то при К � 1 
об:r асти первого типа практически отсутствовали бы. Этот случай, однако, 
нсхараК1ерен для турбулентности при очень бол ьших числах Рейнольдса. 
Как указывалось в главах 1 и 4, распределение вероятностей модуля разно­
-:l и скоростей близко к логарифмически нормал ьному, т .е .  в потоке весьма 
вероятны мелкомасштабные пульсации с очень большой и очень малой 
а м п:r и rудой . Следовательно , даже при К � l в потоке найдутся доста­
точно пр01 яжснные области ,  в которых энергия турбулентности мала, 
т е . К ( / ) < 1 .  

Ясно .  что го рение в таких областях происходит в соответствии с фрон· 
rал ьным механизмом,  рассмотренным в предыдущих параграфах . 

П роанализируе м теперь, что происходит с пламенем в тех о бластях, в ко· 
тnрых градиенты скорости очень велики .  В приближении Зельдовича -
Франк-Каменецкого зона химической реакции остается поверхностью, 
на которой температура постоянна (различия в коэффициентах молекуляр­
ного переноса здесь для простоты не учитываются ) .  Очевидно, что градиент 
температуры на поверхности зоны реак ции можно найти из решения 
уравнен ия теплопроводности. если известен закон движения этой зоны 
(заданы оба граничных условия - на бесконечности и на известной 
поверхности) .  Этот закон находится из дополнительного условия (6 .2 ) . 
которое всегда справедливо в приближении Зепьдовича - Франк-Ка­
менецкого. 

Проанализируем следствие,  вытекающее из такой постановки задачи. 
Дл я  этого временно не будем учитывать условие ( 6 . 2) . В рассматриваемой 
области при К { 1 )  � 1 на поверхности зоны реакции возникнут искривле­
ния с масштабом много больше, чем Бn - afun . Это означает, что градиент 
температуры в зоне реакции , вообще говоря, много больше, чем значеНие, 
предсказываемое формулой {6 . 2) , т.е .  кондуктивный отвод тепла очень 
велик .  Так как условие (6 .2 )  выполняется, то кондуктивные потери тепл а  
должны компенсироваться конвективным подводом. Отсюда вытекает, 
что зона реакции начинает двигаться относительно среды со скоростью, 
мноrо бол ьшей, чем Un . Поскольку дырки в пламени не образуются, то 
оно быстро вытесняется из области второго типа в область первого типа 
(Кузнецов ( 1 982  б] ) 

Существование рассматриваемого эффекта , по-видимому, продемонст­
рировано в опытах Хомяка и Яросинекого ( 1 982 ] , в которых изучалось 
горение в верпtкальной трубе. Труба заполнялась смесью, а в ее верхней 
части с помощью вентилятора создавалась сильно турбулизированная об­
ласть.  Смесь поджигалась в нижней части трубы, rде пульсации скорости 
малы. Установлено , что горение прекращается , когда пламя доходит до 
сильно турбулизированной области . 

Из проведеиного анализа следует, что при К �  1 вследствие внутренней 
персмежаемости фронт пламени почти все время находится в областях 

251  



первого типа, т .е .  там. где K (l) � l .  Таким образом, горение всегда носит 
фронтальный характер . 

Сделанный вывод косвенно подтверждается опытами , в которых нееле­
довались условия срьmа пламени в следе за плохообтекаемыми телами. 
Прежде чем проанализировать результаты таких опытов , найдем критерий 
срыва пламени. Хорошо известно , что стабилизация пламени определяется 
процессами, происходящими в зоне обратных токов . Характерный .:�иней­
ный масштаб этой зоны пропорционален поперечному размеру rmохообте­
каемого тела d. Тогда из проведеiПiых выше рассуждений следует . что в 
зоне обратных токов пламя может существовать лишь при условии K (d) � 
� 1 .  Поскольку интегральный масштаб турбулентности L пропорциона­
лен d, то 

-3 f -' d 3x f -1- d 3x - - . L - d. 
1 ( д и ·  д и· ) 1 1 2  и 

d ..., дхi ..., д х; L 

где w - куб со стороной d/2 .  Тогда из (6.38) получаем, что K (d) - Mi ,  
где критерий Mi  дается �рмулой (6.6) . Таким образом, условие срыва 
пламени имеет вид M i  - 1 ) . 

Это условие впервые получено Дунским при обработке эксперименталь­
ных данных (изложение результатов его работы содержится в книгах Ще­
тинкова [ 1 965 ) . Раушенбаха и др. [ 1 964) ) .  Оно также использовалось 
в работах Баева и Третьякова [ 1 977] и Климова [ 1 977б) для описания 
срыва пламени в следе за плохообтекаемыми телами . Во всех этих работах 
в определение критерия Mi входили не пульсационная скорость и и масш­
таб турбулентности L, а соответственно величины ( и 1 } и d (( и1 } - скорость 
набегающей смеси) . Так как и - < и 1 } ,  L - d, то указанное различие не­
принципиально . 

Дунским бьmо установлено , что при срьmе пламени значения крите­
рия Mi могут сильно различаться , в особенности , если сравниваются режи­
мы, в которых исследуется горение богатых и бедных смесей с одинако­
выми ип . Отмеченный недостаток бьm устранен в работах Баева и Третья­
кова [ 1 968 , 1 972 , 1 9 77] . В этих работах комплекс afu� = т� · вход.ящиi 
в определение критерия M i  (6 .6) , находился из опытов , в которых иэме· 
рялся критический градиент скорости при проскоке ламинарного пламе­
ни в трубку. Как уже отмечалось в § 6 .2 ,  в таких опытах проявляются 
эффекты, обусловленные различиями в коэффициентах молекулярного 
переноса . Баевым и Третьяковым [ 1 972 ,  1 977]  показано, что использо­
вание т� позволяет значительно лучше обобщать экспериментальные дан­
ные. Отсюда ясно , что влияние различий в коэффициентах молекулярного 
переноса проявляется и при срыве пламени. Существенное влияние этого 
эффекта на стабилизацию пламени, по-видимому, впервые бьmо указано 
в работе Зукоского и Марбла ( 1 95 5 ] . 

Для иллюстрации рассмотрим два значения коэффициента избытка 
воздуха в исходной смеси a:f0> < a:J0> такие, что иn (a: ,< 0>)= иn (a:J0> ) ,  и 
сравним средние скорости свежей смеси ио (а:f0>) и ио (а:J0> ) при срыве 
мамени в следе за стабилизатором. Известно ,  что ио (а:f0> ) > ио (а:l0> ) 

* > напомни м, что К >  1 при Mi - 1 и большо м 'IИСЛе Рейнольдса. 
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Рис. 6. 1 5 .  Критериальная обработка резуль­
татов измерений процесса стабилизации пла­
мени за плохообтекаемыми телами , проведеи­
ных Дунским (эти результаты приведены в 
книгах Раушенбаха и др [ 1 974 ) и Щетинкова 

[ 1 965 ) ) . Мi = ua (O) f (du � ). Re = < и , >  d/ v (О) 

при горении пропано-воздуllПiых смесей 

0,6 

(Df < D0)  (Щетинков [ 1 965] ) .  При го- о,з 
рении метано-воздушных смесей (Df > 
> D0)  наблюдается противоположный 
эффект (Володина и Андреев ( 1  958] ) .  

Для подтверждения правильиости сде-
ланного вывода на рис. 6 . 1 5  в виде за­
висиМости M i  от Re приведены результа­
ты обработки уже упоминавшихся опы­
тов Дунского . В этих опытах коэффи-

о о о 
о 

о о 
о 

о о о о 
о о 

о 

Re 

циент избытка воздуха измеиялся в пределах a < o J  = 0 ,6 - 1 .4, диаметр 
стабилизатора варьировался от d = 5 мм до d = 1 1  мм, а скорость набегаю ­
щего потока пропаио-воздушной смеси составляла ( и 1 }  = 2 0  - 1 40 м/с . 
В расчетах принято, что L = d, и = 0,3 ( и 1 } . Учтено влияние разпичий в 
коэффициентах молекулярного переноса, т.е. величина ип рассчитыва­
лась по составу, который дается формулой ( 6 . 1 9) .  

Из рис. 6 . 1 5  видно , что при срыве пламени критерий M i  порядка едини­
I(Ы. При этом максимальное значение M i  отличается от минимального не 
более чем в два раза . Столь малый "разброс" значений критерия М i обус­
ловлен тем, что учтены различия в коэффициентах молекулярного перенО· 
са . Обработка этих же данных, сделанная Дунским без учета указанных 
различий, приводит к тому, что максимальное значение критерия M i  отли­
чается от минимального более чем на порядок.  

Таким образом, различия в коэффициентах молекулярного переноса 
влияют на процесс горения даже в самом теплонапряженном режиме. 
Действительно, в противном случае (характерный масштаб изменения 
неосредненного температурного поля порядка интегрального масштаба 
турбулентности) из принципа автомоделькости турбулентных течений по 
числу Рейнольдса следовало бы, что различия в коэффициентах молекуляр­
ного переноса не влияют на процесс стабилизации пламени. Отсюда вытека­
ет , что даже в наиболее напряженном режиме процесс горения происходит 
в соответствии с фронтальной моделью. 

Изложенные соображения позволяют объяснить результаты уже обсуж­
давшихся опытов Баллала и Лефевра ( 1 975 ) и Баллала ( 1 9 79 ) . В этих 
опыrах установлены закономерности , которые на первый взгляд не согла­
суются с соображениями, развитыми в § § 6 .5 , 6.6, а именно бьmо показано, 
что при и �  Зип с увеличением масштаба турбулентности скорость распро­
странения пламени и энергия турбулентности в зоне  горения уменьшаются. 
Рассматриваемые эксперименты обладают двумя особенностями.  Во-пер­
вых,  в них исследщ.алось горение в потоке за решеткой , т .е .  в потоке, 
в котором турбулентность вырожцается. Во-вторых , в них изучалось 
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влияние л и ш ь  достаточно ме; JI("(' Масш r абной 1 урбу: 1 ен тнос ти ( 1. /hn = 
= l. и" / (a to> �) < 6) . О цен ки ,  предс 1 ав11 енн ые в раб01 е Ба.; 1ла.: 1 а и Л сфt>в ра 
[ 1 9 7 5 ] . свидетел ьствуют о то м ,  ч то в услuниях рассма rриваемых O I I Ы 1 0 8  

11 < Оп п р и  и �  З и" .  Отсюда яс1ю . что в т ех точ к ах .  в кт орых проводились 
и змерения.  в ьшо;шяется ус..,овие К �  1 .  Это усло в и е .  одна ко, не может 
в ы полняться д п я  в сего пл амени , та к как турбул ентносt ь за решеткой 
вырождается . Поскол ьку ( е )  - 1 // ..  тu с у в е.il ичением часппаба турбул ент­
tюсти темп это го в ырождения ум еньшается . С1 едоватt>:1 ьно . характерный 
размер о бласти , в ко 1 орой выпол няется у сл овие К � 1 ,  увеличивается с 
росто м ма сштаба rурбул ентно сти . 

l l оэто му с росто м м асштаба значения критерия K (l )  и энергии турбу­
лентности , осредненные по в с ей зоне горения , уве;I иЧJtв аются . что может 
приводить к у меньшению и, . 

А нал огичные соображения справед а ив ы  и t1ри анализе влияния масштаба 
турбул ентности на энергию возмущений в зоне горенм. Очевидно , что с 
у в ел ичением L о тносител ьный объем областей , в которых К (/ ) �  1 .  умень­
шается . Как уже о тмечалось, в этих обл астях важна н еустойчивость Ш l ам е­
ни . Н оскол ьку о тносител ьный о бъем таких областей падае1 , то происходит 
умен ьшение энергии возмущений , ген ерированных пламенем , ч ю  и обус­
лавливает п адение полной энергии турбулен но сти в пл ам ени при увс:J И· 
•Iении /, . 

О пределим теперь максимал ьную теплонапряженность процесса турбу· 
л ентнога горения однородной смеси . О ценим сначала ср еднюю скорость 
химической реакции при K .:f  1 , 1J � 1 . Как был о показано в § 6 .6 .  в это м 
режи ме и меем и,  - и. Отсюда получаем < W > - и , /о ,  .:f и/L ( последнее 
неравенство в ытекает из то го , что толщина турбул ентного пл амени о, 
не может быть меньше масштаба турбул ентности L )  . Э та оцен ка в п ервом 
прибл ижении справ едлива и при К - 1 ,  что я сно из п роведеиного выше 
анализа о п ытов Карпов а и Северина ( 1 9 77) . Поскольку ( е ) - u3 /L , то 
и - L ' I 3 u�3 (a <0> ) - lf J  при К - 1 , т.е . < W > - u�{3 L - 21 3 (a <0> ) - 1 1 3  при 
К - 1 .  Так как при К - 1 дости гается предельная теплонапряженность 
процесса горени я ,  то пол учаем 

< W > � w = u4fЗ L - 2f З (u <o> ) - 1fЗ � т n . (6 .39) 

Отсюда сл едует,  что о тношение средней скорости реакции в турбул ен тном 
пл амени к с корости реакции , осредненной по толщине нормал ьного пл а· 
мени . т . е .  к в ел ичине u� ta <o> , не больше, чем (и11 Ца <0> ) - 213 • Э то о тнош е· 
ние обычно очень мало ( порядка н ескольких процентов 1 • 

Суммируя резул ьтаты проведеиного анализа, закл ючаем, что в пото ке 
с очень бол ьшой эн ергией турбул ентно сти процесс горения однородной 
смес� обладает рядом особенностей . 1 )  При К :р 1 и M i  < 1 увел ичение 
энергии турбулентности не прив :щит ни к интенсифи кации процесса горе­
н и я ,  ни к срыву пламен и .  2) Существу ет предел ьная теп л онапряженнос rь 
процесса горения , определ яемая скоростью реакци и .  коэффициентами 
мол екул ярного п ереноса и масштабом турбулентности . Обычно эта тепл о­
напряженность намно го ниже, чем тешюнапряженнос1 ь норман ьнаго пл а­
мен и .  3 ) С ры в  пламен и п ро исход ит при М 1 - 1 .  4) Даже в наиболее нап ряжен ­
н ых режимах 1 орен ие п ро ис х о1.m в соот ветствии с фрою ал ыюй ' модел ью. 

254 



§ 6 .8 .  Перспективы дальнейшего развития теории 
турбулеНlИОI'О горения однородной смеси 

Проведеиное исснедование показыв ает . что свежая смесь и проду к ты 
С ! орания .  по-видимо му , в сегда разделены узкой зоной (фронтом !!Л аме­
н и ) , толщина которой много меньше интеграл ьного масштаба турбунент­
нuсти . Это означает . что качественная стру ктура полей реагируюшей и 
инертной примеси принципиапьно различна. Такие разл ичия, в частности , 
проявляются в том , что при горении существ енную ро:1 ь могут иrрать 
процессы мо;�екулярного переноса и тепловая неустойчиаость пл амени. 
Отсюда можно предположить, что о писание турбуленlИого горения одно­
родной смеси не может основыв аться только на традиционных методах, 
развиваемых в пол уэмпирической теории турбулентности . 

Чтобы в ыя снить , чем должны быть дополн ены эти методы. рассмотрим,  
какие проблемы возникают при исследовании каждого из трех обнаружен­
ных выше режимов горения . Напомним , что существ енную роль играют 
значения двух критериев /.1 и К. П ервый характеризует отношение энергии 
турбулентности , г енериров анной пламенем. к энергии турбулентности в 
набегающем потоке.  Второй дает отношение толщины нормального пламени 
к колмогоровекому масштабу турбул ентности в набегающем потоке.  

В настоящее время удовлетворительное описание пробл емы возможно 
л ишь в одном режиме (/.1 < 1 ,  К < 1 ) ,  в котором н еу стойчивость пл амени 
несу ществ енна , а колмо горовекий масштаб м еньше толщины нормального 
пламен и .  Ка к бьшо установлено в § 6.6,  при указанных условиях фронт 
nл амени расположен вблизи границы турбулентной жидкости , и поскольку 
эта жидкость целиком заполнена продуктами сгорания, то расчет безраз­
мерной температуры с сводится к отысканию коэффициента перемежае­
мости 'У .  т.е . ( с ) = 'У · По этому сочетание методов , развитых в полуэмпири­
ческой теории турбулентности, и методов , разработанных в глав е  3, позво­
ляет решить задачу . 

П ри таком подходе становятся н енужными уравнения для средней тем­
пературы и концентраций реагирующих компонентов (а также и для выс­
ши х  моментов эти х  величин) , так как проблема полностью сводится к 
описанию поля концентрации инертной примеси. 

Несомненно , что такой прием будет полезен и при исследов ании другого 
режима (К < 1 ,  fJ - 1 или fJ )> 1 ) , т.е . когда колмогоровекий масштаб 
по-прежнему велик, а неустойчивость пламени начинает играть заметную 
роль .  В этом случае фронт пламени также находится вблизи границы тур­
булентной жидкости , т .е .  задача опять сводите� к изучению поля концентра­
ции инертной примеси . Однако количественное о пи сание характеристи к  
горения в рассматриваемом режиме возможно лишь при решении двух 
проблем. 

Перв ая - влияние неустойчивости пл амени на энергию турбул ен тности. 
Как бьmо установлено в § 6.6,  этот процесс характеризуется корреляцией 
между пульсациями давления и дивергенцией скорости. По-видимому, 
решение указанной проблемы может основываться на анализе урав н ен ия 
дл я энергии турбул ентности , в котором для описания рассматриваемой 
корреляции использу ется некоторая аппроксимация.  Э та аппро ксимация 
должна быть та кой , чтобы в предельном сл учае (/.1 )> 1 )  из теории следовали 

255 



формул ы ,  полученные в § 6 .5 .  В частности , ясно . что коррел яция м ежду 
nульсациями давления и дивергенцией скорости зависит от :�иней но го 
м асштаба системы, коэффи циентов молекулярного переноса и скорости 
химических реакций . 

Вторая проблема - описание эффектов ,  обусловленных различиями в 
ко эффициентах молекулярного переноса . М етод, разработанный в § 6 .3 ,  
исходит и з  гипотезы о том ,  что минимальный масштаб н еустойчивых воз· 
мушений можно вычислить по составу в критических дii Я распространения 
пл амени условиях. Однако его конкретная реализация основана на анализе 
л и шь одного типа воздействи я .  а именно растяжения пламени.  Остается 
та кже нея сным. ка к влияет изменение состава вне J! Идируюших точек на 
х арактеристи ки горения . Но лому н еобходим дальней ший анализ ропи 
разл ичий в ко эффициентах молекулярного нереноса . 

Наиболее серьезные трудносrn возникают при исследовании 1ретьего 
р ежи ма горения (К > 1 ) .  когда неустойчивость пламени несущественна. 
а колмогоровекий м асштаб м еньше толщины нормального пламени. В это м 
сл учае пламя оттесняется в глубь турбулентной жидкосnt и задача не 
сводится к описанию поля инертной примеси . Найден , однако, ряд по:�ез­
ных упрощений . В частности . установл ено , что фронт п:�амени остается 
непрерывной поверхностью и что он не проникзет в сильно турбулизиро­
ванные области . возникающие из-за внутренней перемежаемости . В слабо 
турбул изированных областях сл едует рассмотреть внутреннюю структуру 
зоны реакций и ее крупномасштабные колебаН!fЯ.  При этом химическая 
кинети ка и характеристики мол екул ярного н ереноса , существенно вл ияю­
щи е на процесс горения и в этом р ежиме,  войдут только в р ешение вну1рен· 
н ей задачи . Конкретные пути реал изации э rой про грамм ы в настояшее 
в ремя неясны. 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведеиное в данной книге исследование основано на уравнениях дll.R 
rшо rностей распределений вероятностей различных характеристик турбу­
лентности . По существу такой подход означает, что любой гидродинамичес­
кий процесс изучается не в л абораторной , а в пекоторой специальной систе­
ме координат,  связанной с поверхностями ,  на которых значение той или 
иной характеристики течения (концентрации, разности скоростей и т.д.) 
постоянно (изоповерхности) . При этом уравнение для плотности распреде­
ления вероятностей описывает некоторые общие свойства преобраэования 
одной системы координат в другую. 

Естественно , изменение системы координат не облегчает трудностей 
построения теории , а увеличение информативности описания дается ценой 
сил ьного математического усложнения (увеличения числа независимых 
переменных) *) . Поэтому развиваемый подход может быть плодотворным, 
лишь если есть надежда на получение некоторых универсальных распреде· 
лений вероятностей (например, подобных максвелловскому распJ)еделе­
нию) , либо если получаемые результаты позволяют по-новому взглянуть 
на более простые методы (например, на методы, развиваемые в так назы­
ваемых полуэмпирических теориях для одноточечных мо ментов) . 

Представляется , что о ба указанных условия в ьmолнены, во всяком сл у­
чае в задачах, которые рассмотрены в данной книге . По-видимому, универ­
сал ьность статистических характеристик мелкомасштабной турбулентно<..-ти 
не требует специальных комментариев . Поэтому рассмотрим, в какой 
степени универсально распределение вероятностей концентрации , получен­
ное в главе 3 .  Из исследования, проведеиного в главе 5 ,  видно , что форму­
лы (3 .56) , (3 .5 7) позволяют решить ряд практических задач, например, 
рассчитать концентрации о кислов азота и углеводородов в диффузионном 
факеле. Важно , что формула (3 .57) правильно описывает не только часто, 
но и редко встречающиеся события. Этот вьmод ясен из сопоставления 
рассчитанных и измеренных значений эквивалентной концентрации 
пропана, которая на заключительном этапе горения определяется чрезвы­
чайно редким появлением обл астей с составом, сильно отличающимся 
от среднего . 

Однако главный результат проведеиного исследования - новый взгляд 
на проблему создания замкнутой теории турбулентности и турбулентного 

* ) Трудности J<IJ< и обычиыt физичесJ<ие величины.  подчиняются эаJ<онам сохра· 
нения . 
1 7 . В.Р .  Кузнецов 257 



горения . Э rот взгляд выработан в результате анализа уравнений дпя различ­
ных распределений вероятностей , которые отражают два явления - круп­
номасштабные- колебания  изоповерхностей (конвективные 'Uiены в урав­
нениях) и мелкомасштабные, диссипативные явления, происходящие в 
объеме ,  заключенном между двумя бли1кими изоповерхностями (слагае­
мые пропорциональные скалярной диссипации и диссипации энергии) .  
Последние явления можно представить как перенос имnульса и вещества 
между противоположными стенками искривленного плоского канала. 

Преимущества такого подхода легко видны при анализе поля концентра­
ции . Рассмотрим сначала перенос инертной примеси. В этом случае достаточ­
но высокая точность описания может быть достигнута, если число Рейнольд­
са считается бесконечным, т.е .  колмогоровекий масштаб равен нулю. Сле­
довательно, перенос вещества между любыми двумя близкими изоскаляр­
ными поверхностяМи обусловлен турбулентной диффузией , т.е. требуется 
статистическое описание. Важно, что характеристики рассматриваемого 
процесса универсальны во всех потоках, так как они определяются вихря­
ми,  размеры которых принадпежат инерционному интервалу. 

Совершенно иная картина наблюдается при анализе поля концентрации 
реаmрующей примеси , когда колмогоровекий масштаб может быть как 
больше , так и меньше толщины зоны реакции. В этом случае характеристи­
ки переноса между двумя близкими изоскалярными поверхностями неуни­
версальны и зависят от типа химической кинеТики. Таким образом, хими­
ческие реакции непосредственно воздействуют на диссипативные процессы. 
В свою очередь диссипативные процессы влияют на крупномасштабную ста­
тистику . В частности, такое влияние отражается на турбулентной диффузии 
реагирующей примеси . Указанный вывод наглядно подтвержден в главе 5 ,  
rде показано , что коэффициенты турбулентной диффузии окислов азота 
и инертной примеси не совпадают.  

Таким образом,  при создании чисто статистической теории возникают 
значительные трудности независимо от того , рассматривается ли распреде­
ление вероятностей или же его первые моменты; Они обусловлены тем, 
что качественный характер всех замыкающих соотношений определяется 
типом химической кинетики , т.е . теория НОt-"ИТ существенно неуниверсаль­

ный характер * ) . 
Выход из положения основан на сочетании статистического и детерми­

нированного методов описания .  Такой подход основан на переходе в систе­
му координат, связанную с изоскалярной поверхностью, вблизи которой 
расположена зона реакции . Зона реакций рассматривается как очень тонкий 
плоский пограничный слой , что позволяет детерминированным образом 
связать между собой параметры , описывающие mдродинамические и хи­
мические Процессы . Характеристики изоскалярной поверхности описы­
ваются статистическим образом.  

Оказывается ,  ч1 о во многих случаях свойства изоскалярной поверхнос­
ти , вблизи которой расноложена зона реакций, имеют универсальный, не-

*1 Наличие та101 х  трудностей в есьма образно описано в обзорной стаnе Сполдинrа 
[ 1 9 76 ]  Оц�нив ая одну и з своих работ. он пи сал :  "Результаты . . .  не подтвердили ожи­
даний : при модели ров ании турбулентно сти не в перв ый раз за утром надежд по следо­
вал день со мнениА" . 
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оосредственно не зависящий от химической кинетики вид. Например, 
при диффузионном горении зона реакции расположена вблизи поверхности, 
на которой постоянна концентрация инертной примеси. При горении одно· 
родной смеси, как правило , фронт пламени расположен вблизи границы 
турбулентной жидкости. Во всех таких случаях может быть развита доста­
точно общая теория турбулентного горения. Примерам является исследо­
вание, проведеиное в главах 5 и 6 .  

Основной вывод главы 5 состоит в том,  что при диффузионном горении 
структура зоны реакции зависит только от одиого гидродинамического 
параметра (скалярной диссипации) . Этот вывод лежит в о9нове количест­
венной теории образования окислов азота. В главе 6 на основе сформули­
рованного подхода выделены три главных режима горения однородной 
смеси ; дано количественное описание влияния неустойчивости пламени 
н различий в коэффициентах молекулярного переноса на процесс горения ; 
разработано критериальное описание скорости распространения турбулент­
ного пламени . 

По-видимому, дальнейшее совершенствование методов, развитых в гла­
вах 5 и 6, позволит свести изучение горения к исследованию характерис­
тик турбулентности в отсутствие химических реакций. 

Рассмотрим, в чем ценность исследования уравнений для плотностей 
распределения вероятностей при решении последней задачи. Для этого срав ­
ним развитую выше теорию с широкораспространенными полуэмпиричес­
кими теориями для одноточечных моментов . Основой для таких моделей 
является предположение о том, что все связи между известными и неиз­
вестными величинами носят локальных характер. Например, в "  k - е"-мо­
дели принимается, что напряжение Рейнольдса в данной точке зависит толь­
ко от энергии турбулентности, диссипации и градиента средней скорости 
в той же точке. Теория Колмогорова - Обухова в этих моделях никак не 
используется. Отсюда видно , что модели для моментов и уравнения для 
плоткостей распределений вероя'l'ностей построены на разных основах, 
чк как в последнем случае теория Колмогорова - Обухова используется 
существенным образом.  

В результате получаются уравнения совершенно разной структуры : 
модели nля моментов не нуждаются во введении перемежаемости, а урав­
нения для распределений вероятностей без рассмотрения персмежаемости 
становятся бессмысленными. Например, из уравнения для плотности вероят­
чостей концентрации вытекает, что в отсутствие перемежаемости кон­
центрация принимает. все значения от - оо до + 00• Важно, что перемежае-
1\ЮСТЬ определяет структуру решений во всех областях потока, в том числе 
и в тех, где она традиiUiонно считалась несущественной. Например, вблизи 
оси или плоскости · симметрии течений струйного типа установлено , что 
чем слабее отличается коэффициент перемежаемости от единицы, тем 
меньше интенсивность пульсаций концентрации . Важная роль перемежае­
мости была установлена и при анализе уравнения для плотности вероят­
ностей разности скоростей . 

Проведеиное сопоставление еще не свидетельствует о каком-либо де­
фекте полуэмпирических теорий для одноточечных моментов. Например, 
как видно из (3 .57) , характеристики перемежаемости могут быть уни­
верса.пьно связаны с двумя первыми моментами поля концентрации, и 
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поэтому введение персмежаемости не добавляет новой информации . Тем 
не менее так..>й дефект действительно существует, так как проведеиное 
исследование показало, что характеристики персмежаемости определяются 
крупномасштабными, нелокальными процессами. Здесь под нелокальным 
процессом понимается такой процесс , характеристики которого не могут 
быть описаны дИфференциальными уравнениями с наперед заданными 
коэффициентами. 

В качестве примера приведем уравнение (3 .67) для плотности распре­
деления вероятностей концентрации. Коэффициенты в этом уравнении 
находятся из решения краевой задачи. Не peiiiИв эту задачу, т.е. не приняв 
во внимание особенности всего поля течения в данном сечении , нельзя сде­
лать никаких заключений о распределении коэффициента персмежаемости 
в малой окрестности точки . расположенной в этом же сечении. 

Аналогичную структуру имеет и уравнение ( 4. 1 6) для плотности рас­
пределения вероятностей разности скоростей v в двух близких точках, 
находящихся на расстоянии r , принадлежащем инерционному интервалу. 
Бьmо установлено , что ( vn } - r q(n ) , а функция q(n) имеет особые точки. 
Структура функци�:� q (n) в окрестности особых точек отражает взаимо­
действие турбулентной и нетурбулентной жидкостей. Его характеристики 
определяются вихрями с размером порядка интегрального масштаба тур­
булентности, т.е . опять крупномасштабные процессы играют важную роль. 
Так как q (n) - аналитическая функция, то структура особой точки (и , 
следовательно, вли.fiИИе крупномасштабных процессов) сказывается на 
поведении функции q при всех n. 

Таким образом, персмежаемость оказывается некоторым признаком 
нелокального , крупномасштабного взаимодействия. Такое взаимодействие 
не учитывается в полуэмпирических теориях для одноточечных моментов . 
Поэтому значения эмпирических постоянных в этих теориях определяются 
типом течения *), а сами теории не нуждаются во введении перемежаемости. 

Очевидно, что ОJJИсание нелокального взаимодействия является весьма 
сложной задачей и в этом смысле теория, основанная на уравнениях для 
распределений вероятностей , ничуть не проще теории, в которой ограничи­
ваются анализом нескольких первых моментов поля скорости. Причина 
всех затруднений ясна из главы 4, где показано, что персмежаемость возни· 
кает в результате прямого, а не каскадного взаимодействия вихрей с силь­
но отличающимися масштабами. Следовательно , теория. Колмогорова -
Обухова дает лишь приближенное описание мелкомасштабных пульсаций 
и это описание не становится асимптотически точным, если число Рейнольд· 
са стремится к бесконечности, а масштаб рассматриваемых пульсаций -
к нулю (для этого необходимо дополнительно предположить, что порядок 
структурной функции стремится к бесконечности , т.е. теория является 
асимптотически точной лишь для флуктуаций с большой амплитудой и 
малым масштабом) . 

Отмеченное обстоятельство не свидетельствует о каком-либо дефекте.» 
теории Колмогорова - Обухова, так как любая достаточно глубокая фи-

•) Известно, что длJI наилучшего описаниJI различных течений значеЮIJI эмпиричес­

ких постоJtНных сnедует варьировать. 
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зическая теория не может быть лишена противоречий и позто му является 
лишь основой для разработки более точного и универсал ьного описания * ) .  
Проведеиное исследование показывает ,  что теория Колмогорова - Обухова 
является такой основой по крайней мере по двум причинам. 

Во-первых, важная роль персмежаемости и,  следовательно, непосред· 
ственного взаимодействия между вихрями с сил ьно отличающи мися 
масштабами вытекает из уравнений для плоткостей вероятностей , замкну­
тых на основе теории Колмогорова - Обухова, т.е. эта :rеория способна 
предсказать эффекты, которые не учтены при ее создании. Во-вторых. в 
каком-то смысле роль нелокальных процессов не слишком велика .  

Чтобы пояснить последнее утверждение,  напомним, что развитая в дан­
ной книге теория позволила либо вычислить, либо оценить ряд констант, 
связанных с теми или иными характеристиками турбулентности . Сам по 
себе этот факт ничем не примечателен, так как задачей л юбой теории явля­
ется разработка по возможности наиболее точного и универсального метода 
описания,  а не вычисление уже измеренных постоянных.  Поэтому эдесь 
заслуживает внимание лишь одно обстоятельство : все константы, опреде·  
ляющие скорость диссипативных нроцессов , мал ы. Например. в формулах 
(3 .3 1 ) ,  (4. 1 3 ) для условно осредненных значений скалярной диссипации 
и диссипации энергии фигурируют две малые постоянные : а = l /тr2 и 
k - 1 0- 2 • Аналогично , в формуле {4. 1 5 ) ,  описывающей пульсации диссипа­
ции, содержится константа J.l, с которой связана малая величина Q2 = J.L / 1 8 , 
определяющая. небольщие поправки к: закону "двух третей". 

Малое значение последней постоянной обусловлено тем, что в простран­
стве номеров n струю урных функций < и" > первая особая точка функции 
q (n )  ( < v" > - r q< п > ) находится в области n < - 5 ,  т .е .  расположена на 
большом расстоянии от тех значений n, которые определяют энергию пул ь­
саций (n = 2) и флуктуации диссипации (n = 6) . Так как характер особой 
точки функции q (n)  определяется перемежаемостью, то отсюда вытекает, 
'ПО турбулентная и нетурбулентная жидкости взаимодействуют слабо . 
Следовательно, нелокальные ,  крупномасштабные процессы, приводящие 
к возникновению перемежаемости , достаточно слабо сказываются на ха­
рактеристиках мелкомасштабной турбулентности. 

Аналогичная картина набл юдается и при анализе крупномасштабной тур­
булентности в течениях струйного типа. Здесь взаимодействие турбу­
лентной и нстурбулентной жидкостей определяет скорость расiШiрения те­
чения, а эта скорость, как легко показать из интегральных соотношений, 
следующих из уравнений Навье - Стокса, характеризует относительную 
роль диссипативных процессов .  Известно , что скорость расширения течений 
рассматриваемого типа мала, и поэтому неудивительно . что малы все 
константы, связанные с диссипативными процессами **) . 

Отсюда ясно , что , как правило, роль крупномасштабных, нелокал ьkых 
процессов не слишком велика. Именно по этой причине модели для мо мен-

• > Напомним о теореме Гедепя. 

* *) В пристеночных те11еннях О'Пiоситеnьная роль lUIССИПа'ПIВНЫХ процессов, по-ви­
lUIМому, еще меньше (очень мал угол расUDiрения J.�Оrранично rо сnои. малы коэффи· 
цненты сопротивлении в канал ах и т.д.) . Заметим также, что и однородн111 турбулент­
ность вырожд��етси очень медпенно. 
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тов дают правильный порядок значений основных характеристик турбу-
лентности . 

Указанное обстоян:льство nозволяет надеяться на то , что возможно 
соэдание достаточно простой и универсальной теории турбулентности. Что­
бы проаналиэировать, каким дол жно быть математическое оформление 
лой теории , рассмотрим несколько известных из физики примеров.  Пер· 

вый пример - уравнения Навьс - Стокса. В этом случае нелокальный ха­
рактер процессов переноса совсем не учитывается , а течение описьmается 
дифференциальными уравнениями с заданными коэффициентами. Уравне­
ния моделей для моментов имеют точно такую же структуру . Поскол ьку 
они не обеспечивают достаточной точности , то такое математическое 
оформление непригодно . 

Второй пример - перенос тепла излучением. В этом случае процесс тепло­
обмена описывается сложными сОотношениями, в которые входят интегра ­

лы по всему пространству от различных характеристик среды, т.е.  учи rы­
вается, что энергия , излученная в одном месте , может рассеив аться и погло­
шаться в других местах. В приближении оптически тонкого слоя излучаю­
ший объем и стенка обмениваются теплом, как бы далеко друг от друга 
они ни находились ,  т.е. процесс сильно нелокален. С математической точки 
зрения аналогичный подход развивал ея и в теории турбулентности. Приме­
ром могут сл ужить работы Крейкнана ( 1 959 ,  1 974) , в которых спектрал ь· 
ная плотность энергии турбулентности находится из решения системы 
нелинейных интегро -дифференциальных уравнений. Представляется . 
что и это математическое оформление непригодно для описания турбу­
л ентности , так как роль нелокал ьных процессов сильно преувеличи. 
вается.  

Третий пример заимствован из квантовой механики . Здесь роль Не · 
локальных процессов не слишком велика и не слишком мала (де-брой­
левская длина волны сопоставима с размерами атома) . Процесс описы­
вается дифференциальным уравнением (уравнением Ulредингера) , но 
коэффициенты в этом уравнении (энергетические уровни) находятся из 
решения краевой задачи , т .е. заранее не заданы. Аналогичное описание 
проблемы получено и в данной книге : плотность распределения вероят­
ностей концентрации удовлетворяет дифференциальному уравнению, в 
котором коэффициенты (точнее функции) также находятся из решения 
краевой задачи. Указанная аналогия не случайна, так как в о боих слу­
чаях масштаб статистической связи (де -бройлевская длина волны или 
интегральный масштаб турбулентности) сопоставим с характерным раз­
мером задачи. Поэтому можно предположить,  что все уравнения 1 еории 
турбулентности должны иметь такой же характер, как уравнение Ulредин ­

гера или уравнение для плотности распределения вероятностей концент­
рации. 

Конкретная реализация такого подхода может быть совершенно раз-
личной в зависимости от того , какой участок спектра турбулентности ра�· 
сматривается . Например, в мелкомасштабной части несколько первых 
структурных функций не дают достаточной информации о локальных ха­
рактеристиках турбулентности, так как амплитуда пульсаций диссипации 
значительно прев ышает ее среднее значение .  Следовательно , необходимо 
использовать уравнение для плотности вероятностей разности скоростей . 
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Как видно из
· (4 . 1 6) ,  теория Кол мо горова - Обухова опредепяет тип этого 

уравнения : оно похоже на уравнение теплопроводности_, т .е .  в него в ходят 
лишь перв ая производиая по времениподобной координате r и вто рые 
производиые по пространственноподобной координате v .  Главная особен­
ность этого уравнения состоит в том,  что коэффи ци ент п ри производной по 
вре мениподобной координате меняет зна к .  Возтому краевая задача ставит­
ся не тол ько по про странственноподобной ,  но и по в ремениподобной коор­
динате .  Совершенно анал огичную с1ру ктуру и меет и уравнение (3 .67) дп я 
пл отности распределения вероятностей концентрации P(z ) .  Краевая задача 
по времениподобной координате является переопредепенной (в обоих сл у­
чаях в уравнения в ходит лишь первая производиая по этой координате ) . 
Условия разреши мости такой задачи донжны определ ять заранее не и звест­
ные фун кции . в ходящие в уравнения.  В частности . в у равнении дл я  P(z ) 
и менно таки м образо м бьm а найдена интенсивность пульсаций концентра­
ции в турбулентной жидкости . Аналогично , мо жно предположить,  что 
условия разрешимо сти краевой задачи в уравнении для плотности вероят­
ностей разности скоростей по зволяет в ычисл и ть посто янную k и связанную 
с ней кол могоровскую константу С. 

Испол ьзование плотностей вероятностей дл я  о пи сания стру ктуры круп­
номасштабной турбулентности , по-видимому. является неоправданны м 
усложнением задачи , так как возможен более простой подход, приводящий 
к уравнениям той же структу ры .  Дп я  пояснения рассмотри м  течения струй­
ного типа.  Проанализируем их зволюl.Uf ю ,  начиная с сечения ,  в кото ро м  
образовалась разви тая турбулентность.  Б удем спедить з а  амплитудой 
возмущения с фиксированны м масштабо м, значение которого существенно 
бол ьше начальной ширины течени я .  Очевидно . что в начале а м1mитуда очень 
мал а  и , следовательно , характеристики такого возмущения описыв аются 
линейной теорией . Важно , что в течениях такого типа мала и нтенсивность 
турбулентности (интенсивность турбулентности связана со скоростью рас­
ширения течения, т .е .  о предепяется сла бо нслокальным взаимодейсl ­
вием турбулентной и нету рбуп ентной жидкостей) . По это му рост а м п ­
л итуды наибол ее к рупнома сшта бны х  возмущени й  описывается ли ­
н ейной теорией у стойчивости п рофил я средней скорости (Таупсенд 
[ 1 956) ) . 

В настоящее в ремя и звестны многочисленные теореmческие и экснери ­
ментал ьные данные , свидетел ьствующие о том ,  что линейная теория устой­
чивости предсказывает многие особенности струйных течений (Борисов .  

Кузнецов и Се кундов [ 1 985 ] ) * ) . Легко видеть, что в этой теории также 
возни кают уравнения ,  и меющие необходимую стру ктуру. Действител ьно , 
уравнения Рэлея или Орра - Зоммерфел ьда являются диффе ренциал ьными 
уравнениями, в которых один из коэффи циентов (инкремент нарастания )  
находится из решения к раево й задач и .  Это , в частности , означает, что на пря ­
жения Рейнол ьдса, потоки теrша и вещества в данно й точк е определ я ются 
всем пол ем с редней скорости , а не юлько градиентом средней СКО (Х)СТИ в 

• ) Попытки использования линейной теории устойчивости как и сходного пункта 
для создан ия теорЮI развитой ту рбулентности , безу словно, не новы. Д оста t очно н а п о м ­
нить о работах Малкуса 1 1 956 ] ,  Гольдшmка и lllтepнa 1 1 97 7 ) ,  в которых при анали зе 
пристеночных течений выд��инуты взаи моисключаюшие принципы нейтрал ьной и мак­
симальной устойчивости. 
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рассматриваемой точке. Таким образом. в .r.tнном случае возможны упро ­
щения, в которых н е  используются уравнения для распределений вероят-
ностей . 

Такой подход, однако, не может дать полностью замкнутоrо описания 
задачи , так как эволюция крупномасштабных колебаний зависит от дисси­
пации энергии, которая определяется крупномасштабными флуктуациями. 
Поэтому требуется ero обьединение с rораздо более сложными методами 
изучения мелкомасштабной структуры турбулентности. 

В настоящее время конкретные пути такоrо обьединения неизвестны и 
ясно лишь , что поскольку основной объем информации о состоянии турбу­
лентного потока определяется характерм:стиками мелких вихрей, то успеш· 
ная реализация намеченной программы исследования зависит от тоrо ,  на­
сколько точно и универсально удастся оп�сать характеристики турбулент­
ности в инерционном и вязком интервале ее спектра .  
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