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Предисловие редактора перевода 

Как уже отмечалось в предисловии к переводу первого тома 
этой монографии, современный период развития теории колец 
характеризуется тесной связью с теорией модулей. Эта тенденция 
и находит свое проявление в настоящем втором томе. Книга весьма 
содержательна и отражает многие важные идеи, возникшие в тео­
рии колец и модулей за последние пятнадцать лет .  В ней излагает­
ся ряд результатов , ранее известных лишь по журнальным публи­
кациям, которые в настоящее время широко применяются или 
полезны идеями, лежащими в основе их доказательств . В тексте 
можно встретить теоремы,  впервые опубликованные в 1975 г .  
К сожалению , почти полностью игнорируются исследования 
советских алгебраистов 1) .  

Книга вряд л и  подходит для первоначального ознакомления 
с предметом. Однако ,  владея основами теории колец и модулей, 
читатель сможет извлечь ив нее необходимую полезную информа­
цию , а значение книги для тех , кто ведет исследования в этой 
области, вообще трудно переоценить . 

В процессе перевода был устранен ряд погрешностей англий­
ского оригинала ,  но , к tожалению , нельзя быть уверенным, что 
удалось исправить все (см. предисловие автора к русскому изда­
нию в т .  1 ) .  

Распределение работы между переводчиками было следующим: 
Л. А. Койфман - гл . 20, 21 , 22 , 23 и 25 , А. В.  Михалев - 17, 18, 
Т .  С. Тольекая - 24, 26 , Г .  М .  Цукерман - 19 .  

Всех их  мне хочется поблагодарить за самоотверженный труд. 

Л. А. Спорпяков 

1) Информацию об этих (нан, впрочем, и об иностранных) исследовани­
ях, можно иввлечь ив обворов, выходящих в сериях «Итоги науки и технини. 
Алгебра, топология, геометрия» ВИНИТИ, 1964, 1967, 1970, 1976, 1978, 
и <<Итоги науни и технини. Современные проблемы математини», ВИНИТИ, 
1973 (т. 2), 1975 (т. 5). Подробное ивложение общей теории радиналов колец 
можно найти в недавно вышедшей нниге В. А. Андрунакиевича и Ю. М. Ря­
бухина «Радиналы алгебр и струнтурпая теория», «Науна», М., 1979. 





Моей семье: 
Миппи, Хайди и Сипди, 

Эддр иджу, Луиае и Фредер ипу, 
Вирджипии Недд Кодидд Комптон,, 

Гародьду Комптон,у (1895-1964), 
и памяти моих родитедей 

Гербер та Спепсер а Фейса (1895-1952), 
Виды Ведд Фостер Фейс (1897-1962). 

Предисловие к т. 2 

I. Теория колец 

Термин «теория колец>> ,  по-видимому, впервые в качестве на­
звания книги был использован Джекобеоном в 1943 г .  1) , и в сво­
ем введении Джекобсон отмечает , что теория , являющаяся пред­
метом книги, ведет свое начало с обобщения Артином в 1927 г .  
структурной теории Веддербёрна, построенной для алгебр , н а  слу­
чай колец, удовлетворяющих условиям обрыва цепей идеалов 2) . 

В качестве предшественника своей книги Джекобсон называет 
<<Алгебру>> Дейринга (Дейринг [35 ] , [68] ) ,  а Дейринг -«Алгебру 
и теорию чисел» Диксона (1927 г . ). :Как и в своей более ранней кни­
ге <<Алгебра и ее арифметика>> [23] , Диксон расширяет арифметику 
в полях алгебраических чисел , т. е. арифметику колец целых вели­
чин в конечном расширении k поля � рациональных чисел , на 
порядки в рациональных алгебрах, т .  е .  на порядки в алгебрах 
над полем k. 

Джекобсон также приводит в библиографии девять статей своего 
учителя В еддербёрна ; термин <<алгебра>> появляется в шести загла­
виях, а <<гиперкомплексные числа>>- в остальных. (Другой книгой, 
оказавшей влияние на становление теории колец, была появив­
шалея несколько раньше книги Джекобеона книга Алберта 1939 г . ,  
nредметом которой также были <<алгебры>> ,  т .  е .  конечномерные 
алгебры над полем. )  Изучение так называемых <<гиперкомплексных 
числовых систеМ>> первоначально основывалось на желании постро­
ить и классифицировать алгебры над полем вещественных или 
комплексных чисел (отсюда и терминология : гиперкомплексные 
числа) . 

1) См. Джекобсон [47].- Пр им. ред. 
2) Мы придерживаемся- соглашения, принятого в гл. 1.  Например, Дже­

кобсон [47] означает работу Джекобсона, опубликованную в 1 947 г. (или ее 
русский перевод, опубликованный в этом году. -Ред.) Если этим автором 
опубликована в данном году более чем одна работа, то используются малые 
буквы, например, Джекобсон [45а], [45Ь] или [45с]. 
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Гамильтону потребовалось 15  лет, чтобы в связи с одной зада­
чей ив физики, открыть алгебру 1Н1 кватернионов ,  первое неком­
мутативное тело .  Легенда гласит , что этот ревультат он получил, 
проходя по мосту,  см. Белл [37 ,  стр . 360] . 

Другое открытие,  также играющее важную роль в физике ,­
это числа Rвли, образующие неассоциативное тело (содержащее IНI) 
размерности восемь над IR. (В отличие от Гамильтона с его кватер­
нионами, Rэли не написал на этот предмет трактата, имеющего 
целью объяснить физический мир . См. Дайсон [72 , стр . 301 , заме­
чание 5] . )  

Теоремы Веддербёрна применяются к изучению строения про­
иввольной алгебры А конечной размерности над некоторым полем k: 
если W(A ) - максимальный нильпотентный идеал в А, то фактор­
кольцо A /W(A ) является произведением конечного числа алгебр , 
каждая ив которых изоморфна полной матричной алгебре над 
(некоммутативным или коммутативным) телом. Если А - сепара­
бельная алгебра (случай, когда центр кольца A IW(A ) является 
конечным произведением полей и каждое ив этих полей - сепара­
бельное расширение поля k), то существует ее подалгебра S, 
такая , что S � A IW(A ) и 

А = S ЕВ W(A )  

(прямая сумма векторных пространств над полем k). Это теорема 
Веддербёрна о факторах (1 , 13 . 18 ,  стр . 576) 1) .  Она сводит вопрос 
о строении алгебры А к соответствующему вопросу для алгебр S 
и W(A ) ,  а также к описанию умножения элементов алгебры S на 
элементы идеала W(A ) .  (Однако это сведение эффективно лишь 
при определении строения алгебр малых размерностей. )  

В 1929 году Брауэр показал , что <<классы>> простых центральных 
алгебр над полем k образуют группу Br(k) . Для каждой такой алге­
бры А рассматривается класс [А] , состоящий ив всех алгебр В ,  
для которых существуют целые числа т и n, такие, что алгебры 
матриц An и В т размера n Х n и т Х т над А и В соответствен­
но изоморфны. (В силу теоремы Веддербёрна класс [А] содержит 
(не обязательно коммутативное) тело D над полем k , т .  е. [А]= 
= [D ] . )  В группе Br(k) имеем [А]-1 = [А0Р] ,  где А0Р - алгебра , 
антиивоморфная А, и,  кроме того , Br(k) - периодическая абелева 
группа . (В упражнениях к гл . 1 3  рассматривалась группа Брау­
эра проиввольного коммутативного кольца k.) 

В 1921 году Э. Нётер распространила дедекиндову теорию идеа­
лов (и теорию представлений) областей целостности (и колец алгеб­
раических чисел) на случай проиввольных коммутативных колец, 

1) Сссылка вида (1, 13.18 ,  стр. 576) означает, что теорема, предложение, 
упражнение или следствие находится на странице 576 т. 1. Возможен также 
и такой вид ссылки: 13.18 (1, стр. 5 76). 
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удовлеторяющих условию обрыва возрастающих цепей идеалов. 
Такие кольца в настоящее время называются нётеровыми. Эти 
кольца характеризуются тем свойством, что каждый их идеал 
конечно порожден. Помимо дедекиндовых,  этот класс включает 
в себя кольца многочленов от любого конечного числа nеременных 
над произвольным полем (теорема Гильберта о базисе 1, 7 . 1 3, 
стр . 421 )  и другие кольца , возникающие в классической матема­
тике . Н. роме того, изучение модулей над этими кольцами составляет 
важную часть арифметической теории идеалов (см. Нётер [21,  
стр . 55 и далее] ) .  

В 1927 г .  Нётер доказала для групп с операторами. ��·rеоремы 
Нётер о гомоморфизмах>> , обобщающие на случай модулей многие­
из теоретико-групповых теорем Rрулля и О .  Ю. Шмидта (см. 
Нётер [27, стр . 643 и 645 ] ) .  

В 1927 г .  Э .  Артин обобщил некоторые из  теорем Веддербёр­
на для алгебр на случай некоммутативных (т . е. не обязательно 
коммутативных) колец , удовлетворяющих условию обрыва убываю­
щих цепей nравых идеалов 1) . (Эти кольца были названы в его· 
честь артиновыми. )  Тем самым была устранена зависимость от 
основного поля скаляров k и конечного базиса над k. Требование 
обрыва возрастающих цепей правых идеалов в артиновых кольцах 
оказалось излишним 2) , что было показано , но значительно позд­
нее, Гопкиисом [39 ]  и Левицким [39] . (Обзор этого этапа появится 
в гл . 18 . ) 

Судя по всему, написание <<Теории колец>> стимулировало иссле­
дования Джекобеона в теории колец, результатом которых явились 
его наиболее важные с исторической точки зрения статьи (Джекоб­
сон [45а] ,  [45bl , [45с] ) .  По-существу, впервые рассматривалась. 
вся категория колец с целью наиболее полного анализа фунда­
ментальных повятий, а не только ее важные подкатегории , возни­
кающие в классической математике : так , в частности, не предпола­
галось выполнение каких-либо условий обрыва цепей идеалов 
(хотя приложевил для колец с различными условиями обрыва 
и были приведевы) , не требовалось существование единицы 
(и уж, конечно , не предполагалась коммутативность кольца) .  

Вне всякого сомнения , наиболее важной из этих идей явилась. 
идея введения радикала Джекобеона rad R кольца R , оnределен­
ного как пересечение всех ядер (ветривиальвых) веприводимых 
nравых представлевий кольца R и охарактеризоваввого�Джекобсо-

1) Бурбаки [62, 65, 66, гл. 8] приводят интересную историю понятий 
минимального идеала алгебры (Пуавкаре, 1903 г.), одностороннего идеала 
(Нётер и Шмайдлер, 1 920г.), условия. обрыва возрастающих цепей (Дедекивд� 
1 894 г.) и условия обрыва убывающих цепей (Веддербёрн, 1907 г.). 

2) Бурбаки (там же) отмечают, что Нётер [29] освободилась от условия 
обрыва возрастающих цепей, предполагая отсутствие нильпотентвых идеа­
лов. 
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ном как наибольший идеал J, удовлетворяющий условию 
{q. r) для любого х Е J существует х' Е R, такой , 

что х + х' +х х' = х + х' + х' х = О, 

и содержащий любой односторонний идеал , для которого выполня­
·ется условие (q. r) . Таким образом, для характеризации радикала 
Дmекобсон взял характеризацию Перлиса [42] радикала конечно­
мерной алгебры над полем и распространил ее на случай произ­
вольного кольца . (Термин <<квазирегулярный элемент» (т . е. удов­
летворяющий условию (q. r)) был предложен Перлисом; квази­
регулярным идеалом называется идеал , каждый элемент которого 
-квазирегулярен. )  

Другими словами, Джекобсон определил функтор 
rad : RINGS � RINGS, 

�войства которого мы сейчас перечислим. 
1 .  Поскольку радикал rad R кольца R был определен с помо­

щью простых ( = неприводимых) правых модулей (или представле­
ний) , его следовало бы называть <<nравыМ>> радикалом кольца R .  
Но  Джекобсон показал , что rad R совпадает с <<левым>> радикалом, 
·определяемым симметрично .  Кроме того ,  

rad(R/radR) = О. 

2 .  Радикал rad R можно описать как пересечение всех правых 
идеалов / ,  таких , что правый модуль V1 = RII прост и нетривиа­
лен (т . е. V1R =1= 0) . Если кольцо R содержит единицу, то любой 
такой правый идеал является максимальным правым идеалом 
и обратно . (А тогда rad R является и пересечением максимальных 
.левых идеалов) . Существование максимальных правых идеалов 
в кольце с единицей следует из возможности применевил леммы 
Цорна . Конечно , нильпотентное кольцо не обладает нетривиаль­
ными простыми модулями.  (Кстати, если 1 Е R , то элемент х Е R 
-квазирегулярен тогда и только тогда, когда 1 + х - обратимый 
элемент) . 

Для дальнейшего нам понадобится следующее определение . 
Идеал I назовем примитивным справа , если кольцо RII обладает 
·точным простым правым модулем. Кольцо R называется примитив­
ным справа ,  если О - примитивный справа идеал . 

В силу определения rad R является пересечением примитивных 
-справа идеалов . Согласно п. 1 , rad R также является пересече­
нием примитивных слева идеалов . Таким образом, простое кольцо 
nримитивно и справа , и слева .  

3 .  Кольцо R примитивно справа тогда и только тогда , когда 
·оно изоморфно плотному кольцу линейных преобразований левого 
векторного пространства над телом D (теорема плотности Шевал­
.ле - Джекобсона , см. Джекобсон [45] ) .  
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Если кольцо R примитивно справа и V - точный неприводи­
мый правый модуль , то D = End V н- тело и (если записывать 
действие эндоморфизмов слева) V превращается в левое векторное 
пространство над телом D .  Кроме того , кольцо R вкладывается 
в кольцо L = Endv V каноническим образом и является плот­
ным подкольцом в кольце L, наделенном конечной топологией. 

Любое кольцо с единицей обладает примитивным справа идеа­
JIОМ. Любой максимальный идеал примитивен (так как любое про­
стое кольцо с единицей примитивно справа и слева , Джекобсон 
[45ЬJ ) .  Таким образом, любое <<хорошее>> кольцо (т . е. такое ,  что 
R =1= rad R) <<интересно» тем, что оно имеет <<хороший>> гомоморф­
ный образ , являющийся примитивным кольцом 1) .  (Вне сомнения , 
именно эта теорема подчеркивает важность категории всех колец . )  

4 .  Факторкольцо R/rad R либо равно нулю, либо изоморфно 
подпрямому произведению примитивных справа колец. (Верен 
также симметричный результат , с заменой примитивных справа 
идеалов на примитинные слева,  хотя , как показал Бергмаи [64] , 
не каждый примитинный справа идеал примитивен слева . )  Обрат­
но, радикал любого подпрямого произведения примитивных спра­
ва колец равен нулю . 

5 .  Радикал rad R <<функториален» в том смысле , что любая 
эквивалентность категорий 

Т: mod-R ,... mod-S  
для колец R и S индуцирует эквивалентность категорий 

mod-(R/rad R) ,...... mod-(S/rad S) 
(Джекобсон доказал этот факт на другом языке . ) 

6 .  Радикал rad R содержит любой односторонний пиль-идеал 
(односторонний идеал называется пиль-идеалом, если каждый его 
элемент х нильпотентен , т. е. xn = О для некоторого числа n, 
зависящего от х) , и ,  следовательно , rad R содержит любой ниль­
потентный односторонний идеал (т. е. односторонний идеал, для 
которого существует такое число N, что всякое произведение 
х1 х2 • • •  xN его N элементов х1, х2, • • • , xN равно нулю) . 

Радикал Веддербёрна W(R) кольца R определяется как 
наибольший нильпотентный идеал (если он существует) . В комму­
тативном кольце R под <<радикалом» идеала I понимают идеал 

Vl={xj3n=n(x) xnEl}. 

Идеал Vй называется пиль-радикалом кольца R .  (Если кольцо R 
нётерово,  то V l является нильпотентным идеалом по модулю идеа-

1) <<Плохие» кольца nредставляют интерес с nротивоnоложной точки 
зрения: существуют ли простые кольца, совnадающие со своим радикалом? 
(Ответ: да, Коп и Сонеяда [67]). Будет ли радикал конечно nорождеппого 
кольца пиль-идеалом? (См.п. 6.) Когда ниль-идеал нильпотентен? (См. гл. 1 7.) 
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ла I, и,  следовательно , в этом: случае W(RII) V T!I . При этом 
W(R) является виль-радикалом: кольца R ;  отсюда и происходит 
термин радикал . )  В неком:м:утативном: кольце радикал Веддербёр­
на W(R) существует , если,  например , кольцо R нётерово справа 
или слева .  Если же кольцо R артиново справа , то rad R = W(R). 

Rрулль [50] обратил внимание на взаимосвязь между теоремой 
Гильберта о нулях и радикалом: Джекобсона. Это окавалось свя­
занным: с вопросом: о том:, когда радикал Джекобеона конечно по­
рожденной алгебры над полем: является виль-идеалом:. Он будет 
виль-идеалом, например , для коммутативных алгебр (Rрулль [51 ] ,  
Голдмаи [51 ] } ,  для алгебр над несчетным полем (Амицур [56]}  
и для алгебр , удовлетворяющих полиномиальному тождеству 
(Ам:ицур [57 ] ) .  Последняя теорема тесно связана с некоммутатив­
ным вариантом теоремы Гильберта о нулях, причем: многие И3 
ревультатов о кольцах Джекобеона и Гильберта обобщены Ам:ицу­
ром: и Прочеви [66] , а также Прочеви [67 ] .  

Можно было бы расширить описание вклада Джекобеона 
в теорию колец, но ,  конечно , это гораздо лучше отражено в его 
<<Строении колец>> (а также в других его монографиях) . Значитель­
ная часть нашего второго тома существенным: образом использует 
теоретико-кольцевые идеи Джекобсона . В дополнение к екаван­
ному среди многих математиков ,  использовавших и существенно 
развивших теоретико-кольцевые идеи Джекобсона, мне хотелось 
бы отметить Капланекого и Херстейна ,  в особенности в связи 
с их работами , касающимися проблемы Rуроша , колец с полино­
миальными тождествами ,  топологических колец, лиевой или 
йордановой простоты простых ассоциативных колец и так называ­
емых <<теорем о комм:утативности» (по образцу знаменитой теоремы 
Веддербёрна о коммутативности конечных тел) . Их книги достави­
ли мне огромное удовольствие и я так много почерпнул из них 1}. 

11. Теория модупей 

Можно было бы определить теорию модулей как структурную 
теорию модулей, удовлетворяющих тем или иным условиям (на­
пример , нётеровых, артиновых, полусовершенных или неразложи­
мых модулей} , бев ограничений на кольцо . Один из примеров 
результатов такого типа : над любым кольцом: любой нётеров или 
артинов модуль может быть разложен в прямую сумму неразло­
жимых модулей. Такая теория включала бы , конечно, результаты 

1) Статья Каплавекого «Проблемы: теории колец» отражает его влияние 
на этот круг вопросов (Каплавский [70а] ) ,  и,  кроме того, второе ивдавие его 
«Бесконечных абелевых групп» содержит обширный обвор литературы, прямо 
или косвенно сияванвой с первым ивдавием (Каплавский [69]). В этом же 
духе написаны и «Заметки с конференции по теории колец» Херстейна 
(Херстейн [71]). 
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о строении модулей над различными классами колец, над нётеро­
выми, артиновыми , полусовершенными или неразложимыми 
кольцами. Другой аспект теории модулей - выяснение связей 
между произвольным модулем и некоторыми каноническими 
модулями (например. правыми идеалами{/ а}аЕА кольца Л или цик­
лическими модулями {Л/I а}аеА). Модули в этих прим:ерах, можно 
сказать , <<данЫ» нам и образуют множество (в противоположность 
классу). Любопытно , что <шравые идеалЫ» и <<Циклические иравые 
модули» дуальны в том смысле,  что один класс является классом 
подобъектов , а другой - классом факторобъектов модуля Лн. 
В классических результатах многое о классе mod-Л можно было 
бы сказать в терминах этого множества модулей. (Эту задачу мож­
но сравнить с проблемой исследования Вселенной при наличии 
в руках одного лишь телескопа.)  

Тем не менее, даже для Л = 7l (кольцо целых чисел) эти 
модули описывают все конечно порожденные абелевы группы. 
Аналогичная теорема справедлива для конечно по рожденных моду­
лей над наследственным нётеровым первичным кольцом Л (над 
НNР-кольцом) : каждый конечно порожденный модуль является 
прямой суммой цепных модулей (даже модулей с единственным ком­
позиционным рядом) и правых идеалов. Это доказывается следую­
щим образом. Из теоремы Капланекого (1 , стр . 474) о модулях над 
наследственными кольцами следует, что периодический подмо­
дуль t (М) выделяется в М прямым слагаемым, а модуль Mlt(M) 
изоморфен прямой сумме правых }IДеалов. Далее, применяя теоре­
му Айзенбуда, Гриффитса и Робеона 25 . 25 . 1 ,  получаем, что по моду­
лю любого невулевого идеала кольцо Л является артиновым полу­
цепным кольцом. Поэтому в силу теоремы Накаямы 25 .4 .2  модуль 
М� t(M) ЕВ Mlt(M) изоморфен прямой сумме цепных модулей 
и правых идеалов.  

Кольцо не обязано быть нётеровым справа для того , чтобы 
конечно порожденные модули имели такое разложение. В дей­
ствительности , теорема Капланекого [52] утверждает , что над 
любым почти максимальным кольцом нормирования любой конеч­
но порожденный модуль является прямой суммой циклических 
модулей. В действительности это свойство характеризует почти 
максимальные кольца нормирования среди коммутативных локаль­
ных колец (теорема 20.49). 

Однако лишь из более сильных условий следует нётеровость 
кольца справа. Допустим, что имеется множество S правых 
Л-модулей, такое, что каждый иравый Л-модуль может быть вло­
жен в прямую сумму модулей из этого множества.  Тогда кольцо Л 
нётерово справа (теорема Фейса - 'Уокера 20.7) . Верно и обрат­
ное утверждение . 

Кроме того , если каждый иравый Л-модуль изоморфен прямой 
сумме модулей из множества S, то кольцо Л дщrжно быть артино-
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вым справа (теорема 20 .23) . Уорфилд [72а] показал , что коммута­
тивное кольцо обладает этим свойством тогда и только тогда , когда 
оно является артиновым кольцом главных идеалов .  В этой же 
статье Уорфилд доказывает , что над коммутативным кольцом 
каждый модуль является прямой суммой неразложимых модулей 
тогда и только тогда , когда Л - артиново кольцо главных идеалов . 

Теорема Матлиса- Паппа 20. 5  утверждает , что каждый 
инъективный модуль над кольцом Л разлагается в прямую сумму 
неразложимых модулей тогда и только тогда , когда кольцо Л 
нётерово справа . (Мы обсудим далее ситуацию , когда каждый 
модуль является прямой суммой неразложимых модулей) . 

Другая теорема (24 .20) , которая также иллюстрирует принцип 
<<хорошие свойства модулей отражают хорошие свойства кольца 
(и отражаются в них )>} , показывает , что каждый проективный 
правый Л-модуль инъективен тогда и только тогда , когда кольцо Л 
квазифробениусово (QF-кольцо) ,  что равносильно также проектив­
ности каждого ивъективвого Л-модуля .  Отсюда , например , можно 
вывести , что если каждый правый модуль изоморфен прямой 
сумме правых идеалов , то Л есть QF -кольцо (поскольку в этом 
случае каждый ивъективвый модуль проективен) . QF-кольца 
являются артиновыми кольцами с двойственностью между конечно 
поротденными правыми и левыми модулями, индуцироваввой 
функтором HomR ( , R) для кольца R, и могут быть охарактеризо­
ваны как самоивъективвые справа кольца с условием обрыва 
убывающих цепей левых (правых) аннуляторных идеалов . (См. 
гл . 24) . 

Выяснение вопроса о том, когда в категории mod-R правых 
Л-модулей каждый модуль имеет проективвое накрытие (свойство ,  
дуальное свойству, что каждый модуль обладает инъективвой 
оболочкой, Б асе [60] ; см. гл . 22) ,  интересно тем, что это равно­
сильно условию обрыва убывающих цепей главных левых идеалов. 
Этот класс колец строго содержит класс всех артиновых слева 
колец. 

После основной теоремы о строении абелевых групп наиболее 
известной среди интересующих вас сейчас теорем является тео­
рема Веддербёрна- Артива (1 , 8 .9 ,  стр . 454) , определяющая 
мультипликативвое строение кольца , над которым каждый модуль 
полупрост (т .  е. является прямой суммой простых правых моду­
лей): кольцо подобно (т. е. эквивалентно в смысле Мориты) произ­
ведению конечного числа тел .  (Это утверждение остается верным, 
если полупростоту замевить на ивъективвость или проективность . )  

Накаяма [39 , 41 ] ,  [40] аналогичным образом охарактеризовал 
артиновы кольца,  над которыми каждый модуль является прямой 
суммой цепных модулей (это кольцо является рядным кольцом 
в том смысле ,  что каждый правый или левый главный неразложи­
мый модуль является артиновым цепным модулем) . Накаяма 
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охарактеризовал артиновы полуцепные кольца как артиновы 
кольца , над которыми каждый конечно порожденный нер&зложи­
мый модуль является эпиморфным образом главного неразложи­
мого модуля. (Эти кольца и даже более широкий класс колец , на� 
которыми каждый конечно порожденный правый модуль является 
прямой суммой циклических модулей (а-циклические справа 
кольца) рассматриваютел в главе 25 . )  Над полуцепным QF-коль­
цом каждый правый модуль является прямой суммой главных пра­
вых идеалов (предложение 25 .4.17 ) .  

Значительная часть теории модулей нацелена на описание не­
разложимых конечно порожденных модулей (по крайней мере над 
нётеровыми справа кольцами , над которыми каждый конечно 
порожденный модуль разлагается в прямую сумму неразложи­
мых модулей!) . Пусть М - неразложимый модуль над нётеровым 
справа кольцом R, и допустим, что М - конечно порожденный 
модуль ,  а g(M) - наименьшая возможная мощность множества 
его образующих. В общем случае существуют неразложимые 
модули М со сколь угодно большими значениями к(М) . Действи­
тельно,  в силу теоремы Хигмана [54] это так , если R- групповал 
алгебра над полем характеристики р, а группа обладает педикли­
ческой силовской р-подгруппой G конечного порядка п; в частно­
сти, конечные кольца могут обладать этим свойством! (Однако 
в случае циклической силовской р-подгруппы число n ограничено 
<<ЧИСЛОМ>) неразложимых модулей (Rаш - Rнезер - Rуппиш [57 ] ). 

Далее допустим, что множество чисел {g(M)} ограничено . Это 
вполне разумное условие конечности , которое часто ветречаетел 
в классической алгебре . (Например, как мы видели , оно выполнено 
для полуцепных колец. )  Такое кольцо называется правым FВС­
кольцом или кольцом ограниченного модульного типа .  В комму­
тативном локальном FB С-кольце R идеалы линейно упорядочены 
("У орфилд [701) ; это показывает , насколько сильным ограничением 
является условие быть FB С-кольцом. 

Другое условие конечности часто возникает в теории конечно­
мерных алгебр и артиновых колец в связи с вопросом, будет ли 
каждое правое FВС-кольцо обладать лишь конечным числом клас­
сов изоморфных неразложимых конечно порожденных правых 
модулей . Rольцо , удовлетворяющее последнему условию , назы­
вается правым FFМ-кольцом или кольцом конечного модульного 
типа . (Полуцепные кольца являютел праРыми и левыми FFМ-коль­
цами. )  В этих терминах вопрос сводител к справедливости имплика­
ции FBC * FFM. Для конечномерных алгебр над полем этот 
вопрос известен как гипотеза Брауэра - Тролла ,  которал была 
доказана А. В. Ройтером [68] . Для артиновых колец Ауслендер [741 
доказал эту гипотезу, используя несколько иные методы. 

Хотя эти теоремы не включены в текст , по характеру они близки 
к многим теоремам из текста книги и, на самом деле ,  их обобщают. 
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Ввиду их важности, мы воспользовались возможностью позна:ко­
:мить с ними читателя . 

Ауслендер [74 ,  следствие 4 .8] , Рингель и Тахикава (Тахика­
ва [73 ,  стр . 129,  следствие 9 . 5] )  доказывают, что если Л - артиново 
"Справа FFМ-кольцо , то каждый неразложимый правый Л-модуль 
конечно порожден и каждый правый Л-модуль является прямой 
-суммой неразложимых модулей. 

Кроме того , Тахи:кава [73] также показывает, что все модули 
имеют разложения с дополняемыми прямыми слагаемыми (т . е. 
М = � Е1Э М i и для любого прямого слагаемого Р существует 

jEI 
nодмножество J множества I, такое, что 1) М = (2] Е1Э Mi) Е1Э Р. 

jEJ 
Фуллер и Райтен доказывают обратное утверждение для колец, 
над которыми правые и левые модули имеют разложения с допол­
няемыми прямыми слагаемыми. Ауслендер [74] показал , что арти­
новы алгебры оказываются FFМ-кольцами, если каждый неразло­
жимый левый модуль конечно порожден. Кроме того , теорема 
Фейса и Э .  "Уокера [67] наносит последний штрих :  если каждый 
инъективный левый!модуль является прямой суммой конечно поро­
жденных модулей, то кольцо Л артиново слева (теорема 20. 17). 
'(Это свойство характеризует коммутативные артиновы кольца 
(следствие 20. 18) : как было сформулировано ранее , если каждый 
левый R-модуль разлагается в прямую сумму модулей ограничен­
ной мощности , то кольцо Л артиново слева (теорема 20.23) . )  

Возвращаясь к циклическим модулям, естественно задать воп­
рос: почему они так важны для многих структурных теорий? 
Возможный ответ : каждое правое FB G-кольцо Л подобно кольцу А, 
над которым каждый конечно порожденный модуль является 
прямой суммой циклических модулей . (Это легко доказывается , 
-см. теорему 20.39 . )  Кроме того , в этом случае кольцо Л является 
правым FFМ-кольцом тогда и только тогда , когда А обладает лишь 
конечным числом неизоморфных неразложимых циклических моду­
лей. Так как изоморфные модули имеют одинаковые аннулирую­
щие идеалы, то в некоторых случаях ,  например , если кольцо 
артиново справа,  структура идеалов такого FFМ-кольца оказыва­
ется конечной (20 .4 .4) .  В то же время строение структуры правых 
идеалов правого FFМ-кольца пока не выяснено достаточно полно 
(эти результаты трудно еще сравнивать с соответствующей теорией 
для полуцепных колец) . Но для решения этой задачи имеются 
разумные подтверждения в джунглях частных случаев , разобран­
ных к настоящему времени. 

1) Это понятие принадлежит Андерсону и Фуллеру [72], ero свя:зи с иде­
ями Rроули и йонссона [64], а также Уорфилда [72] обсуждаются в :замеча­
ниях к rл. 21. 
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111. Алгебра 
Я закончу предисловие как несколькими общими высказывания­

ми , так и рядом более конкретных. Алгебра ,  как и другие ветви 
математики , систематически использует весьма общие геометри­
ческие свойства - я имею в виду такие простые понятия , как 
вверх - вниз , слева - справа , координатные последовательности, 
симметрия - асимметрия , подразделения , разбиения , принцип 
<<голубиного гнезда 1) >> ,  эквивалентность , двойственность и другие. 
(Продолжение этого списка могло бы привести к большему числу 
пропусков , чем я хотел бы!) 

Ввиду общности , которой обладают математические утвержде­
ния , термин <<абстрактныЙ>> часто применяется к тому , что на самом 
деле является весьма конкретным. Например , обычно публикуют­
ся теоремы , а <<теорию>- редко (если вообще они публикуются) . 
(Использование в немецком языке слова Satz, т .  е .  предложение , 
для теоремы , мне кажется , прекрасно иллюстрирует эту мысль . )  

Путаница с тем, что абстрактно , а что конкретно , возникает, 
как мне кажется , из желания математина превратитЪ конкретный 
материал в насколько возможно общее высказывание , отбрасы­
вая ненужные (т . е. неиспользованные) предположения . Но что 
прежде и сильнее всего привлекает математика ,  так это конкрет­
ное , реальное и действительно полезное .  (Я не собираюсь отрицать 
роль красоты - красота математических утверждений является 
полезным организующим принципом. )  

Позвольте мне привести в качестве иллюстрации следующий 
пример : Rёте доказал , что артиново коммутативное кольцо R ,  
для которого каждый иравый модуль является прямой суммой 
циклических (т . е. � -циклическое справа кольцо) , является цеп­
ным кольцом. И. Rоэн и Капланекий [51 ]  заметили , что предполо­
жение об артиновости кольца R излишне . Чейз [60], в то время сту­
дент Rапланского , доказал , что предположение о коммутативности 
не является необходимым для утверждения об артиновости справа 
кольца и, более того ,  циклические модули в этом утверждении 
можно заменить на конечно порожденные (но кольцо тогда уже , 
конечно , не обязано быть полуцепным) . Наконец , было замечено , 
что конечность числа модулей , выступающих в качестве прямых 
слагаемых, не играет никакой роли : если существует множество 
модулей , такое , что каждый иравый модуль разлагается в прямую 
сумму модулей , изоморфных модулям из этого множества , то 
кольцо артиново справа. Доказательство этого факта , приводимое 
в гл . 20, существенно использует другую теорему Чейза [60] 
о разложении модулей в прямую сумму: если существует карди­
нальное число с, такое ,  что с� 1 R 1 и произведение Rc является 

1) <<pigeon-hole>> principle: если имеем n + 1 шаров, раамещенных в n 
ящиках, то хотя бы один ящик содержит> 2 шара.- Прим. nepNI. 
2 R. Фейс 
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чистым подмодулем (например , прямым слагаемым) прямой суммы 
правых Е-модулей мощности, не иревосходящей с, то Rольцо R 
удовлетворяет условию обрыва убывающих цепей главных левых 
идеалов.  Последние Rольца являются , на самом деле ,  Rольцами, 
Rоторые Басе [60] (тогда таюRе студент RаплансRого!) изучал 
в связи с требованием существования у Rаждого правого модуля 
проеRтивного наRрытия . Басе назвал таRие Rольца совершенными 
справа.  Многое из струRтурной теории артиновых не RлассичесRи 
полупростых Rолец было перенесено Бассом на совершенные 
Rольца . (Обзор этих результатов дан в гл . 22. ) 

Проблема Rёте [35] о строении � -циRличесRих Rолец все еще 
отRрыта.  Работы НаRаямы [39 ,  41 ] ,  [40] об артиновых полуцепных 
Rольцах поRазали, что Rласс � -циRличесRих Rолец шире ,  чем 
Rласс артиновых полуцепных. Rавада провел обширное исследо­
вание и дал полное решение в одном частном случае ,  но даже 
в нем было 19 (или оRоло этого) страшных условий, полагаю , 
необходимых и достаточных. 

В свою очередь , RаплансRий [69] поставил вопрос о строенв:и 
а-циRличесRих справа Rолец или Rолец, над Rоторыми Rаждый 
Rонечно порожденный модуль является прямой суммой циRли­
чесRих модулей. RaR отмечалось,  теорема Rёте выясняет строение 
Rоммутативных �-циRличесRих Rолец, в то время RaR Rаплан­
СRИЙ в [49] , [52] и в других статьях решает эту задачу для Rомму­
тативных лоRальных Rолец. Для произвольных Rоммутативных 
Rолец этот вопрос все еще отRрыт. (Кое-что из этого материала 
приведено в гл . 20 и 25 . )  

Тем временем исследования по проблемам, затронутым здесь, 
продолжаются , а примыRающие проблемы о строении правых 
идеалов Rолец Rонечного модульного типа (FFM-Roлeц) обсужда­
ются во введении R т. 2 .  

Справившись , в неRотором смысле ,  с задачей, RaR связать 
первые две части предисловия , и описав ряд идей НаRаямы,  позво­
льте напомнить его заRлючительное замечание на Международном 
Rонгрессе математиRов в 1950 г. в Амстердаме (оно перепечатано 
в работе НаRаямы [50Ь]) по весьма схожему поводу: 

Пишущему эти строRи Rажется , что наши вопросы связаны 
друг с другом гораздо глубже , чем об этом было сRазано в начале .  

IV. Внесшие основной вклад 
Основной вRлад в излагаемые вопросы внесли: Г .  Адзумая, 

Д .  Айзенбуд, Ш. Амицур , Э .  Артин, R .  Асаио , М . Ауслеидер,  
Х .  Б асе, Г .  Берисайд, Дж. Бичи, Р .  Брауэр , Я.-Э .  БьерR, Р .  Бэр , 
П .  Вамош, Д .  Веббер , Дж. Веддербёрн, R .  Гаусс, О .  Гёльдер,  
Д .  Гилл,  Д .  Гильберт, А. Голди, R .  ГопRинс, Ф. Гриффитс, 
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К. Гудёрл , Р .  Дедекинд, Н .  Джекобсон, Р .  Джонсон, Ж. Дьёдонне, 
М.  Икеда, И. Капланский, Г. Кёте, Дж. Коsзенс, Э .  Колчин, 
П. Кон, И.  Коннел , И. Коэн, Л.  Кронекер , Р .  Круазо , В. Крулль , 
И .  Ламбек , Ч .  Ланский, Ж. Лафон, Л.  Леви, Дж. Левицкий, 
Л.  Лезье,  Н .  Маккой, Э .  Матлис,  Э .  Машке, Ю. Миясита, К .  Мо­
рита , Т .  Накаяма, Дж. фон Нейман, Э .  Нётер , О .  Оре,  Б. Ософ­
ская , 3. Папп, С. Перлис, Р. Ремак , Дж. Робсон, Ф. Сандомирский, 
Э. Своковский, Л.  Смолл , Р .  Суон, Х .  Тахикава , Э. "Уоркер , 
Э. "Уонг, Р .  "Уорфилд,  Ю. Уту:ми, Э .  Феллер , Дж. Финдлей, 
Г .  Фиттинг , Г. Фробениус, I\. Фуллер , М .  Харада , И. Херстейн, 
А.  Чаттерс ,  С. Чейз , К .  Шевалле ,  О.  Ю. Ш:мидт, Р .  Шок , А.  Шопф, 
О .  Шрейер , Э .  Штейниц, И. Шур , С .  Эйленберг , Б. Экман. 

Читатели, знакомые с мои:ми научными интересами,  не удивятся 
доминирующей роли инъективных и проективных модулей в упро­
щении, прояснении, расширении и углублении многих результатов 
классической алгебры. Было бы бессмысленно приводить здесь 
примеры, поскольку этому посвящена значительная часть текста , 
но нельзя не отметить , что даже теорема плотности Шевалле -
Джекобеона умещается в эти рамки. 

Нет нужды говорить , что другой автор произвел бы другой 
отбор материала .  Но некоторые статьи, особенно такие <<прорывш, 
как работа А. В .  Ройтера [68], затрагивают ряд важных теорем 
классической математики и ,  следовательно , вынуждают переписы­
вать математику заново. Если бы я отнес статью такой силы в груп­
пу <<включенных» в текст статей, я не только исказил бы ее потен­
циальные возможности в свете пересмотра математики, но и нару­
шил бы1 свои планы . Конечно, математика еще не остановилась 
в своем·развитии! 

V. Благодарности 
Альберт Эйнштейн, как говорят, утверждал ,  что учителя, если 

они не способны на большее , должны хотя бы подавать своим сту­
дентам пример того , чего следует избегать . В этой связи я должен 
признаться :  я начал книгу летом 1965 г. в Институте высших иссле­
дований, продолжил работу над ней в Беркли в 1965-1966 гг. 
(где я завершил летом 1966 г .  первый вариант второго тома) , внес 
изменения и дополнения, особенно касающиеся теории категорий 
(это описано во введении к первому тому) в Принстоне в 1969 г. 
(оба года я получал стипендию факультета,  присужденную Ратгер­
еким научным советом) , и теперь пишу эти строки в период моего 
годичного отпуска в Институте высших исследований - там, где 
я начинал . Sic semper scriptor 1) . 

Одного лишьупоминания о прекрасном коллективе и великолеп­
ных условиях для работы в Институте высших исследований явно 

1) Так всегда случается с писателями! (д;ат). 

2* 



20 П редисдовие �r- т. 2 

недостаточно для того , чтобы отразить их важность для меня . Пре­
данность математике и разумное мышление сотрудников института 
служило неограниченным источником вдохновения и невырази­
мой радости , поддерживавших меня во время моей работы. 

Более того ,  возможность свободно и широко обсуждать вопро­
сы и идеи, которую я имел в этом Институте , уникальна даже 
в сравнении с другими действительно прекрасными учреждениями. 
Этими словами мне хочется воздать дань восхищения тем, кто 
постоянно борется за сохранение такой научной атмосферы, 
и подчеркнуть мое стремление быть среди них . 

Без заинтересованности и понимания издателей из Springer­
Verlag эта книга никогда бы не появилась на свет . Расходы на 
издание прекрасных шпрингеровских книг очень велики и обяза­
тельство опубликовать их не является таким уж безобидным. За 
публикацию этой книги я больше всего обязан одному из двух 
главных редакторов серии «Grundlehren des mathematischen 
Wissenschafteш> профессору Экману . Я весьма благодарен также 
профессору Дольду за его участие в принятии этого решения . 

Я благодарен сотрудникам Института высших исследований за 
большую помощь в подготовке рукописи (в бесконечном числе 
вариантов) . Если бы не безграничная помощь секретаря отдела 
мисс Rэролин Ундервуд, а также мисс Эвелин Лорент из Вычисли­
тельного центра ,  я бы потерял всякую надежду закончить книгу. 
Я не нахожу слов для выражения моей благодарности им. 

Мисс Юдифь Фрайди Лайдж решила многие технические проб­
лемы своими дружескими советами и своим влиянием в отделении 
математики Ратгерекого университета , а мисс Анн-Мэри Макгарри 
перевела ровно столько из написанного мною на попятный англий­
ский язык , сколько я мог ей позволить . Глубокая моя им призна­
тельность . Я рад поблагодарить также миссис Мэри Анн Яблонски, 
Аннет Розелли , Элис Вайсс (из Ратгерса) , миссис Ирэн Абаньяли и 
Иоханну Радкии (из Института) , затративших много времени 
и сил , помогая мне. 

Я благодарен за ряд ответов на различные вопросы,  возникшие 
в связи с текстом книги , Х.  Б ассу, Р. Бауэру ,  Дж. Бичи , А. Бойл , 
Р .  Бэру, Р .  Виганду , В. Васконселосу, R .  Гудёрлу, Дж. Ива­
нову, И. Rапланскому , Дж. Rоззенсу, Э. Rолчину, Р. Уорфилду, 
Э .  Форманеку, Л .  Фуксу, R. Фуллеру, Т .  Шоресу , А .  Ятегаонкару. 
Я весьма обязан также Д.  Горелштейну и R. Найдеру.  

Сомневаюсь , что кто-нибудь когда-нибудь нашел способ достой­
но поблагодарить каждого ,  кто помогал ему или ей поддержкой, 
дружбой или личным примером. Поэтому разрешите мне просто 
сказать спасибо всем тем, чьи имена должны были бы быть здесь, 
имена тех , кто так помог мне тем или иным образом. 

Септябръ 1975 Карл Фейс 



О СПЕЦИАЛЬНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЯХ 
И ТЕРМИНАХ 

Они приведены в первом томе на стр . 675. Если не оговорено 
противное, то будет предполагаться , что кольцо R содержит едини­
цу, а mod-R - категория унитарных правых модулей (т. е. х1 = х 
для всех х Е М ,  где М- произвольвый иравый модуль) . :Как 
уже отмечалось в первом томе на стр . 160- 161 , гомоморфизмы 
пишутся с противоположной стороны от скаляров . 

Повсеместно используется выражение <<кольца А и В подобны», 
означающее существование эквивалентности между категориями 
mod-A � mod-B (в литературе также используется выражение 
<<кольца А и В эквивалентны в смысле Мориты>>) . Подобие в первом 
томе появляется на стр . 275 в теореме Мориты 4.29 1} . Обозначе­
ние А "" В используется для отношения подобия , которое рефлек­
сивно , симметрично и транзитивно . 

Мы используем новый символ А с� В для обозначения вло­
жения группы или модуля А в В. 

:Кольцо , в котором не предполагается существования единицы, 
называется предкольцом (таким образом, любой собственный иде­
ал является предкольцом) . 

:Как и в первом томе, я привожу примыкающие результаты 
в виде <<упражнений>> .  Хотелось бы подчеркнуть , что это действи­
тельно удобно и в то же время дает пищу для размышлений 
интересующемуел читателю . Ни в коей мере это не следует рас­
сматривать как <<разжалование в упражнению> некоторых важ­
ных теорем (ряд моих результатов и результатов моих соавто­
ров можно увидеть именно в таком виде ! ) . Мало вероятно , по-ви­
димому, что доказательства многих из этих результатов будут 
восстановлены новичками, однако мне кажется , что это и есть как 
раз правильный путь овладения математикой : совершить или 
умереть! (Некоторой компенсацией является тот факт , что боль­
шая часть статей с этими результатами опубликована ! ! ) 

1) Обычно в тексте для ссылок такого типа используется сокращение: 
1, 4.29, стр. 275. 
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В этой книге главным: образом: разбираются вопросы теории 
колец, расс:м:атривавшиеся уже после выхода монографии Джекоб­
еона <<Строение колеЦ>> [56, 64] , а весь второй том: целиком: посвящен 
теории колец. Возможно , будет полезно сделать ряд замечаний 
о пересечении с книгой Джекобсона. Второе ее издание [64] содер­
жит три приложения , пересекающиеся с нашей книгой, в основ­
по:м:, по теореме Голди - Лезьё - Rруазо (гл. 9) , по теореме Фей­
са - Утуми (гл . 1 0) ,  по теореме Веддербёрна об отщеплении ради­
кала и по теоремам: Амицура о радикале Джекобеона колец много­
членов и групповых колец (гл . 26). Однако некоторые обобщения 
и применевил теорем: Голди и теоремы Фейса - "Утуми в гл . 9, 10 ,  
18  и 19 являются новыми. 

С другой стороны, :м:ы включили в свою монографию ряд теорем:, 
не вошедших во второе издание книги Джекобсона. Воспользуемся 
представившейся возможностью и кратко представим часть V 
книги, перечислив некоторые из них: 

1 .  Теоремы Мориты [58] об эквивалентностях категорий моду­
лей mod-A � mod-B (гл . 4 и 12 ,  э применепил - повсеместно 
в т. 2) . 

2 (гл . 18) .  Теоремы Rрулля - Шмидта для аддитивных кате­
горий с расщепляющи:м:ися иде:м:потента:м:и, строение и характери­
зация полулокальных колец, в которых иде:м:потенты можно под­
нимать по модулю радикала,  как колец эндо:м:орфиз:м:ов модулей 
с конечной <<диаграммой» Адзумаи или Rрулля - Шмидта ,  струк­
турная теория Гопкинса - Левицкого - Rёте - Эйленберrа -
Нагао - Накаямы - Асано - Чейза полупримарных колец и 
колец с полулокальными правыми кольцами частных. 

3 (гл . 19) . Rвазиинъективные модули и самоинъективные кольца , 
понятие рационального расширения Ламбека - Финдлея и мак­
симальное правое кольцо частных Джонсона [51 ] - Утуми [56] ,  
а также регулярные кольца Неймана , появляющиеся как кольца 
частных, и спектр первичных идеалов регулярных самоинъектив­
ных колец (Гудёрл [73] ) .  

4 (гл. 20  и 21) . Теоремы о прямых разложениях для колец 
и модулей (Адзумая , R. Асано , Басе, Бэр ,  Гилл , Голди, Rайо , 
Rапланский, Rартан, Rёлер , Rуршан, Лафон, Леви, Матлис, 
Папп, Рено, Робсон, Суон, "Уорфилд, Фейс, Чаттерс,  Чейз , Эйлен­
берг), а также теорема Адзу:м:аи о единственности разложения 
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(вариант теоремы Rрулля - Шмидта для бесконечного числа сла­
гаемых) . 

5 (rл . 22) . (Полу)совершенные кольца (т. е .  кольца, над которы­
ми все (конечно порожденные) модули обладают проективными 
накрытия:м:и (понятие проективноrо накрытия дуально понятию 
инъективной оболочки) . Трансфинитная (Т-)нильпотентность ради­
кала Джекобеона (Басе [60] } и теория Брауэра блоков , обобщен­
ная на совершенные кольца. 

6 (гл. 23) . Двойственность Мориты [58] , Адзумаи [59] и Тахи­
кавы [58] . 

7 (гл . 24) . Строение квазифробениусовых колец (Накаяма 
[39 ,  41 ] ,  Икеда [51 ] ,  [52], Эйленберг и Накаяма [55], [57], Дьёдон­
не [58] , Морита [58] , Фейс и Э .  Уокер [67] и другие) . 

8 (гл . 25). Результаты Rёте [35], R. Асано [39] и Накаямы [39 , 41 ]  
о строении полуцепных колец в обобщенной форме ,  принадлежа­
щей Уорфилду [75], выясняющие, когда каждый конечно предста­
вимый модуль является прямой суммой цепных модулей. 

Наиболее тесно примыкают к вопросам о радикале и полупро­
стоте в смысле ДжекобсонаJ45] , [56,  64] гл .  18 и 26. (Другие главы 
носят заметно более гомологический характер . )  

Обрисуем в общих чертах содержание второго тома . Более 
детальные комментарии можно найти во введениях к главам. 
(См. также заключительные замечания к главам.) 

Глава 17: Модули, длина Жордана - Гёльдера которых конеч­
на, теорема Rуроша - Оре о модулярных структурах, теорема 
Шрейера об уплотнении, лемма Фиттинга ,  теоремы Rёте- Левиц­
кого и Rолчина об одновременном приведении матриц к верхней 
треугольной форме и теоремы Левицкого , Херстейна , Ланского, 
Шока и Смолла о нильпотентности в ряде случаев пиль-идеалов 
(ниль-подколец) . 

Глава 18: Радикал Джекобеона кольца и его характеризация 
Перлиса- Джекобсона , лемма Накаямы, косущественные подмо­
дули, кольца степенных рядов, р-адические числа ,  китайская тео­
рема об остатках и ряд других, уже упомянутых выше, вопросов. 

Глава 19: Характеризация Джонсона- Уонга квазиинъек­
тивных модулей (QI-модулей) как вполне инвариантных подмо­
дулей своей инъективной оболочки, квазиинъективная оболочка 
модуля , теорема плотности Шевалле - Джекобеона для простых 
модулей, которая получается в качестве следствия аннуляторного 
условия для QI-модулей (см. Джекобсон [64] и Джонсон­
Уонг [61 ] }. 

Доказывается следующая теорема Уту.м:и: Если Е - квазиинъ­
ективвый модуль и А = End Ен, то кольцо A /rad А регулярно 
в смысле Неймана, а rad А совпадает с множеством эндоморфиз­
мов , ядра которых существенны. Rроме того , в силу теорем 
Уонга - Джонсона , Уту:м:и и Ософской, кольцо A/rad А самоинъек-
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тивно справа. В гл . 19  также содержится теорема Ламбека о том, 
что максимальное иравое кольцо частных Джонсона - Утуми R 
кольца R является кольцом биэндоморфизмов инъективной оболоч-
ки модуля R. Если кольцо R антисингулярно справа, то кольцо:R. 
самоинъективно справа и регулярно (см. 1 9 . 35) . 

Доказывается ряд теорем о модулях , конечно порожденных над 
своим кольцом эндоморфизмов (такие модули мы называем эндоко­
нечными} , включая утверждение о том, что из квазиинъективности 
этих модулей следует их инъективность по модулю аннулятора. 
(Необходимое и достаточное условие для инъективности по модулю 
аннулятора квазиинъективного модуля дает теорема Фуллера : 
любое произведение экземпляров этого модуля является квазиинъ­
ективным) . Первичное иравое кольцо Голди R ,  т. е. кольцо R 
с классически полупростым классическим правым кольцом част­
ных , можно охарактеризовать как кольцо , которое обладает точ­
ным эндоконечным неразложимым инъективным правым R-моду­
лем Е без нетривиальных вполне инвариантных подмодулей. 

Глава 20 : Кольцо является нётеровым справа тогда и только 
тогда, когда выполнено одно из следующих условий : 

(а) существует кардинальное число с, такое, что каждый инъек­
тивный иравый модуль является прямой суммой модулей, порож­
денных не более чем с элементами (или содержится в ней) (Фейс 
и Уокер Э .  [67 ] } .  

(Ь) Каждый инъективный пр а вый модуль является прямой сум­
мой неразложимых модулей (Матлис [58] и Папп [59] } .  

Если каждый R-модуль допускает разложение , рассмотренное 
в пункте (а} , то R - артиново справа кольцо (Гриффитс [70] , 
Вамош [7 1 ]  и Фейс [ 7 1с] ) .  Это можно вывести из сказанного выше 
и теоремы Чейза о том, что модуль удовлетворяет условию обрыва 
убывающих цепей главных левых идеалов , если каждое произведе­
ние Rь экземпляров R является чистым подмодулем прямой суммы 
модулей, порожденных с элементами (для векоторого кардиналь­
ного числа с, зависящего от кольца R). 

�-циклическим справа кольцам, т .  е. кольцам, над которыми 
каждый модуль является прямой суммой циклических модулей 
посвящена глава 25 .  Некоторые теоремы на эту тему появляются 
уже в главе 20 , например ,  теоремы Капланекого [52] и Матлиса [66] 
(для областей целостности} , а также Лафона [71а] , Гилла [ 7 1 ]  
и УорфИJща [71 ] ,  утверждающие , что коммутативное локальное 
кольцо является а-циклическим тогда и только тогда, когда оно -
почти максимальное кольцо нормирования (в смысле Капланекого 
[52 ] } .  Некоторые некоммутативные обобщения этой теоремы 
Ру [72] и Уорфилдом [75]  появляются в гл . 25 .  Кроме того ,  в гла­
ве 25 доказывается , что над коммутативным кольцом R каждый 
инъективный модуль является прямой суммой циклических моду-
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лей тогда и только тогда , когда кольцо R квазифробениусово . 
В гл . 20 также включена теорема Чаттерса [72] о разложении 

наследственного нётерова кольца R в произведение первичных 
или артиновых колец. Это же разложение имеет место для колец 
главных идеалов по теореме Rрулля - Асано - Голди , однако 
ни та , ни другая теорема не следуют друг из друга . В то же время 
мы приводим критерий Робеона для такого разложения в нётеро­
вых кольцах, из которого (правда , несколько усиленного) уже 
вытекают обе теоремы. 

Глава 21 . Определение диаграммы Адзумаи для объекта абеле­
вой категории, т. е. разложение его в прямую сумму объектов 
с локальными кольцами эндоморфизмов .  Теорема Адзумаи : диа­
грамма Адзумаи единственна с точностью до автоморфизма . Если 
прямая сумма содержит лишь конечное число слагаемых, то полу­
чаем диаграмму и теорему Rрулля - Шмидта . 

Над полным в J-адической топологии кольцом R (здесь J = 
= rad R) каждый конечно поролщенный модуль обладает диаграм­
мой Rрулля - Шмидта (Суон [68] ) .  

В главу 21  также включены теоремы о прямых слагаемых диа­
грамм Адзумаи модуля М, выясняющие вопрос, являются ли они 
диаграммами Адзумаи? Это: так для конечных диаграмм Адзумаи 
или в случае ,  когда неразложимые слагаемые инъективны (Мат­
лис [58] , Фейс и Уокер Э. [67 ] ) ,  а также в счетном случае (Фейс 
и Уокер Э. [67] и Уорфилд [69bl ; что касается последней статьи ,  то 
здесь мы ограничиваемся лишь счетно порожденными модуля­
ми М.) 

Глава 22 . Правый идеал I называется исчезающим справа,  
если каждая последовательность { а1а 2  • • • ап}:= t произведений 
элементов правого идеала I с некоторого места становится нулевой 
(Басе [60] называет такой правый идеал Т-нильпотентным слева . )  
Если кольцо R удовлетворяет условию обрыва убывающих цепей 
главных правых идеалов , то каждый радикальный правый идеал I 
исчезает справа (как показывает лемма Накаямы) . Обратно , если 
R/rad R и rad R удовлетворяют условию обрыва убывающих цепей 
главных правых идеалов , то это условие выполняется и в R. Такие 
кольца , как доказал Басе [60] ,- это в точности совершенные слева 
кольца , т. е. кольца , над которыми каждый левый модуль обладает 
проективным накрытием. Их другие характеризации : слабая 
и проективная размерности любого левого модуля совпадают ; каж­
дый плоский левый модуль проективен ; прямой предел проектив­
ных левых модулей проективен. 

Понятие проективного накрытия дуально понятию инъектив­
ной оболочки . Но в отличии от инъективой оболочки проективное 
накрытие во всех случаях является накрытием вершины М 1 J М 
модуля М, где J = rad R .  (Над совершенным слева кольцом 
JM = rad М.)  Таким образом, M/JM = � Е9 V, где модуль V 
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прост и V :::::::: Rё, где li. = RIJ, а ё - образ в R неразложимого 
идемпотента в кольце li.. Тогда проективное накрытие модуля V 
равно Re, т .  е .  является главным циклическим модулем, а тогда 
проективное накрытие модуля М -- прямая сумма главных цикли­
ческих модулей. В частности, каждый проективный модуль являет­
ся прямой суммой главных неразложимых модулей (Басе [60] ) .  
См. также замечания к гл. 22 о некоторых обобщениях.  

Доказывается также теорема Бьёрка, утверждающая, что из 
условия обрыва убывающих цепей циклических подмодулей моду­
ля вытекает условие обрыва убывающих цепей его конечно по рож­
денных подмодулей. 

Г лава 22 завершается теорией блоков совершенных колец. 
Глава 23 посвящена двойственностям между Подкатегориями 

r!f' в и r!f' А категорий B-mod и mod-A , содержащими В и А со ответ 
ственно и замкнутыми относительно факторобъектов , подмодулей 
и конечных произведений. Морита [ 58] показал , что каждая такая 
двойственность Т: (f А ,._,. (f в индуцируется каноническим (В , А )­
бимодулем И = Т А .  Таким образом, Т Х :::::::: НотА (Х,  И) в B-mod 
и ТУ :::::::: Ноm в(У, И) в mod-A для всех Х Е r!f' А и У Е r!f' в ·  В этом 
случае Т называют И-двойственностью ,  а бимодуль в И А - кон­
текстом двойственности. Например , двойственность Понтрягина 
на категории АЬ (А = В = Z) индуцируется бимодулем И = 
= IR/Z, где r!f' А = АЬ - дискретные абелевы группы, а r!f' в -
компактные группы (см. замечания к гл .  24 [sic! ] ) .  

Далее, Морита показал , что контекст двойственности в И А 
существует тогда и только тогда , когда в И и И А - инъективные 
кообразующие. Необходимое условие : А и В - полусовершенные 
кольца , а если А - совершенное справа или слева кольцо , то оно 
артиново справа, а В - артиново слева (Ософская [66 ] ) .  

Глава 24: Многие из результатов этой главы являются приме­
нениями результатов гл . 23 к случаю контекста двойственности 
RRR, т. е . к случаю , когда R - инъективный кообразующий 
с двух сторон. Кольца , являющиеся правыми инъективными кооб­
разующими, были охарактеризованы Адзумаей [66] , Ософской [66] 
и Утуми [67] как самоинъективные справа кольца с конечно поро­
жденным существенным правым цоколем. Этот класс колец совпа­
дает с классом колец, над которыми каждый точный правый модуль 
является образующим в категории всех правых модулей (эти 
кольца называются псевдофробениусовыми справа кольцами (PF­
кольцами) и являются обобщением квазифробениусовых колец 
(QF-колец) , которые оказываются как раз артиновыми слева или 
справа псевдофробениусовыми справа кольцами 1) ) .  Однако QF-

1) Приставки псевдо и ква3и 3десь явно неудачны, поскольку эти классы 
колец являются одними И 3  наиболее интересных классов колец. 
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кольца являются PF -кольцами справа и слева. Классические при­
меры QF-колец - групповые алгебры kG конечных групп G над 
произвольными полями k и факторкольца областей главных идеа­
лов по венулевым идеалам. QF-кольца допускают следующую 
характеризацию в терминах идеалов : каждый односторонний 
идеал является аннулятором векоторого конечного подмно­
жества элементов кольца R. Таким образом, имеет место двойствен­
ность между левыми и правыми идеалами, и, кроме того , бимо­
дуль нR н определяет контекст двойственности 

{ fin. gen. mod-R ,..__.. fin. gen. R-mod ,  
Х �-+ Х* = Ноmн (Х, R) , 

задаваемый переходом к дуальным модулям. 
Другой аспект двойственности в QF-кольцах проявляется 

в том, что эти кольца могут быть охарактеризованы как кольца, 
над которыми каждый проективный модуль инъективен (а также, 
двойственным образом, каждый инъективный модуль проекти­
вен) . Другие вопросы,  связанные с двойственностью для QF-колец, 
освещены в замечаниях к гл . 24 . 

Глава 25 :  доказывается теорема У орфилда о том, что каждый 
конечно представимый левый модуль над кольцом R является 
прямой суммой цепных модулей тогда и только тогда , когда R 
имеет такое строение как в категории mod-R , так и в категории 
R-mod (Уорфилд [75] ) . В этом случае кольцо R называют полуцеп­
ным. Любое нётерово полуцепное кольцо является прямой суммой 
первичных и артиновых колец (в нашем доказательстве использует­
ся критерий Робсона, который, как мы уже отмечали, применим 
и для доказательств теорем Чаттерса и Крулля - Асано - Голди) .  
Выясняется также строение артиновых полуцепных колец, изучав­
шихся Накаямой: над ними каждый модуль является прямой сум­
мой цепных главных циклических модулей. Кроме того,  каждый 
доминантный главный неразложимый модуль eR инъективен по 
модулю аннулятора .  Если предполагать , что выполняется также 
и левый вариант этого условия, то мы получаем характеризацию 
Фуллера артиновых полуцепных колец. Это подсказывает, как 
получить разложение модуля М в прямую сумму цепных модулей :  
доминантные главные циклические подмодули выделяются пря­
мыми слагаемыми. 

Для нётеровых полуцепных колец далее остается лишь опреде­
лить их строение в классе первичных колец . Это было сделано Мих­
лером [69Ь] в случае , когда rad R =1= О, а Уорфилд в упомянутой 
выше работе нашел короткое доказательство этого результата,  
однако мы не будем останавливаться на этом. Вместо этого мы 
приводим теорему Айзенбуда - Гриффитса - Робеона о том, что 
любое наследственное нётерово первичное кольцо R является 
артиновым полуцепным кольцом по модулю любого иенулевого 
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идеала I .  Доказательство состоит из двух частей. В первой уста­
навливается теорема Веббера [70] - Чаттерса [70] о том, что A II -
артинов модуль для любого существенного правого идеала I 
любого наследственного нётерова кольца А. Во второй части про­
водится совсем короткое (но замечательное) доказательство Ай­
зенбуда и Гриффитса того факта , что доминантные главные нераз­
ложимые модули инъективны по модулю своего аннулятора .  

Примарио разложимые артиновы полуцепные кольца , а именно 
конечные произведения колец матриц над локальными артиновыми 
кольцами главных идеалов , охарактеризованы в духе Накал­
мы [39 , 41 ] ,  [40а] как кольца , все факторкольца которых являются 
PF -кольцами . 

В гл . 26 изложение сконцентрировано вокруг первичных и при­
митинных идеалов и их пересечений . Пересечение первых является 
первичным радикалом, который содержит каждый нильпотентный 
идеал и может быть охарактеризован (по Левицкому) как множе­
ство всех <<строго>> нильпотентных элементов кольца R .  Пересечение 
же вторых является радикалом Джекобсона . (Первичный радикал 
совпадает с нижним виль-радикалом Бэра , см. 26 . 1 1 . )  

Основным результатом гл . 26 служит теорема Амицура о полу­
примитивности (т . е .  о равенстве нулю радикала Джекобсона) 
произвольной групповой алгебры над трансцендентным полем 
характеристики нуль , в частности, над несчетным полем нулевой 
характеристики . (См. 26.20-26 .21 . )  



Часть V 

ТЕОРИЯ RОЛЕЦ 

Глава 1 7  

МОДУ ЛИ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ 
И ИХ КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИ3МОВ 

В этой главе затронуты следующие вопросы : ( 1 )  теорема Куро­
ша - Оре для модулярных структур 17 . 4 ;  (2) теорема Шрейера 
об уплотнении 1 7 . 6 ;  (3) теорема Жордана - Гёльдера 17. 7 ;  
(4) лемма Фиттинга 1 7 . 1 6 ;  (5) теоремы Кёте - Левицкого и Кол­
чина об одновременном приведении матриц к треугольному виду 
1 7 . 1 9  и 1 7 . 30 ;  (6) пильпотентпость ниль-подполугруппы полугруп­
пы, удовлетворяющей различным условиям па цепи ( 17. 19-17 .25) . 

В виде предложения 17 .22 мы приводим теорему Шока [7 1 b l ,  
имеющую два примечательных следствия : ( 1 )  теорему Левицкого 
{63] и Херстейпа - Смолла [62] , [64] (если R - моноид с нулем, 
который удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей 
правых и левых аннуляторных идеалов , то каждая пиль-подполу­
группа в R нильпотентна ( 17 .23)) и (2) теорему Ланского , утвер­
ждающую , что в правом кольце Голди каждая мультипликативпая 
ниль-подполуrруппа является нильпотентной полугруппой ( 17.24) . 

Другие теоремы о том, когда нильпотентность полугруппы сле­
дует из нильпотентности всех ее элементов ,  обсуждаются в заме­
чаниях к этой главе. 

Модулярные структуры 
Структура L называется модулярной, если для любых ее трех 

элементов А , В и С справедлива следующая эквивалентность : 

А П (В U С) = (А П В) U С <:=> А ;;;;::: С . 
Импликация ==?- очевидна (она верна в любой структуре) , в то вре­
мя как импликация -{:::: называется тождеством модулярности. 

17. 1 .  У п р  а ж н е н и  е .  Структура L модулярна тогда и толь­
ко тогда , когда для любых двух элементов у' ;;;;::: у справедлива 
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импликация 
(3х)у' n х = у n х & у' u х = у u х =>- у' = у. 

17  .2.  Предложение. Структура (пор.малъпьzх) подоб-ьехтов .лю­
бого об-ьехта М категории С .моду.лярпа, ес.ли С - абе.лева 'Хатего­
рия (С = GROПPS). 

Д о к а в а т е л ь с т в о. Пусть У' => У и Х - подобъекты 
объекта М, такие, что 

У n х = У' n х & У u х = У' u х. 
Если категория С абелева ,  то применеиве 5-леммы 5 .34 к коммута­
тивной диаграмме с точными строками 

о � х;х n У � м!У � м!Х + У  � о  

=!  g !  != 
o � x;x n Y' � м;У' � м!Х + У' � о  

показывает , что канонический морфизм g: М/У ---+ М/У' является 
эквивалентностью . Таким образом, ker g = У' !У = О и У' = У. 
(Случай, когда С =  GROПPS , оставляем в виде упражнения .) О 

Проективвые интервалы 

Пусть L - структура .  Фактором [х, у] двух элементов х и у 
назовем замкнутый интервал [х, у] = {t Е L 1 х � t � у} . Фактор 
называется простым, если он содержит ровно два элемента х и у. 
В этом случае будем также говорить , что у накрывает элемент х. 
Факторы вида [х П у,  xJ и [у, х U у] называются взаимно транспо­
нированными. Факторы [х, у) и [х' , у' ] называются взаимно 
проективными, если существует конечная последовательность 
факторов 

[х, у] , [хн у1] , • • • , [xt ,  Yt 1 , [х' , у' ] , 

такая, что соседние факторы являются взаимно транспонирован­
ными. 

17.3А. Предложение (Дедекинд [ 1900, XI ,  стр . 259 ] } .  Ес.ли 
L - .моду.лярпая структура и и , v Е L, то отображепие { [и n v, v]�� [и, и u v] 

х ...... х u и  

У П v � у 

яв.ляется струхтурпы.м иао.морфиа.мом, переводящим .любой фа'Хтор 
в это.м иптервале в трапспопироваппый х пему фахтор . 
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Д о к а з а т е л ь  с т в о (см. Биркгоф [52 , стр . 1 13] ) .  Если 
и n v � х � v, то 

и = и u (и n v) � и u х � и u v. 

(Если же х � х' , то и U х � и  U х' . Это показывает, что наше ото­
бражение инъективно и сохраняет порядок . Кроме того ,  

и n v � x � v * v П � U � = � П � U x = � 

поэтому оно биективно , а следовательно , является структурным 
изоморфизмом. Если и П v � х � х' � v, то факторы [х, х' ] 
и [и U х, и U х' ]  являются взаимно транспонированными. Верно 
и дуальное утверждение. Это вытекает из того, что 

х' U (х U и) = (х' U х) U и = х' U и 
и 

х' n (и u х) = (х' n и) u х = [ (х' n v) n и] u х = 
= [х' П (v П и) ) U х = (v П и) U х = х. D 

17 .3В. Следствие. Вааимпо проептивпые фапторы в модумрпой 
струптуре иаожорфпы пап частичпо упорядочеппые жпожества. D 

Теорема Куроша - Оре 
Пересечение n Xi называется сократимым, если существует 

jEI 
ПОДМНОШеСТВО J =/= f, такое , ЧТО n Xi = n Xj .  В ПрОТИВНОМ 

iEI jEJ 
случае пересечение называется несократимым. Элемент х назы­
вается n -неприводимым (неприводимым относительно пересече­
ний) , если 

х = у Л z * х = у или х = z 'f/y,  z Е L. 

Следующая теорема была доказана Э. Нётер [21 ]  для идеалов 
коммутативного кольца . 

1 7.4. Предложение (Rypom [35] , Оре [36] ) .  Если L - жоду­
мрпая струптура, то любые два песопратимых попечпых представ­
лепия элежепта а Е L в виде пересечепия П -пеприводимых мемептов 

а = xl n Xz n . . . n Xn = Yl n Yz ·  . • n Ут 
содержат одпо и то же число элемептов n = т. Кроме того , для 
любого подмпожества I жпожества { 1 ,  . . . , п} существует переста­
повпа р жпожества {1 , . . .  , п} , тапая, что 

а = П Xi П П Yvm 
i �I jEI 

яв.ttяется песопратимым пересечепиеж (лемма о замене) . 
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Д о к а з  а т е  л ь  с т в о (см. �Биркгоф [52 ,  стр . 138- 139] ) .  Пусть 
т � n Доказательство проводится индукцией по числу элементов 
множества /. Достаточно рассмотреть случай , когда I содержит один 
элемент , I = { 1 } . Пусть у = n Xi · в силу песократимости запи-

i> 1 
си у > а и xl n у = а .  Положим Zj = у n Yi ·  Тогда Y �Zj � a. 
Далее , так как zi � Yi , то 

a � zl n . . .  n Zm � Yl n . . .  n Ym = а. 

По теореме Дедекинда 1 7 . 3А существует структурный изоморфизм 

[а ,  у] = [xl n у, у] -+ [xl , xl u у] .  

Поскольку элемент х1 неприводим в факторе [х1 ,  х1 U у] ,  элемент а 
неприводим в [а , у] ,  и потому найдется индекс j ,  для которого 
а = zi , а тогда,  как и утверждалось , 

a = Zj = Yi П Y = Yi П n Xi . 
i > 1  

Так как каждый элемент xi можно заменить на некоторый элемент 
Yi • то , в силу песократимости представлений, т =  n. О 

Объединение а = а1 U . . . U an называется прямым, если 
элементы { ai }�=t независимы в том смысле ,  что 

О = аi П ( U ai) , 
j=l=i 

i = 1 , . . . , n; 

в этом случае будем использовать обозначение а = а1 Х • . •  Х an. 

1 7.5. У п р а ж н е н и е .  Если L - модулярная структура 
и элемент а имеет два представления 

а = а1 Х . • .  Х an = Ь1 Х • • • Х Ьт 

в виде прямого объединения неразложимых элементов , то т = n 
и существует перестановка а множества { 1 ,  . . .  , n} , такая , что 
элементы ai и bp(i ) взаимно проективны, i = 1, . . .  , n. (Биркгоф 
[52 .  стр . 140] связывает следующие имена с этой теоремой : Вед­
дербёрн (в случае конечных групп) , Rронекер_(для абелевых групп) , 
Ремак (Ремак исправил Веддербёрна) , Rрулль ,  О .  Ю. Шмидт, 
Фиттинг , Rоржинек, О ре и А .  Г .  Rурош. О ре впервые дал чисто 
структурное доказательство (см .  18 . 18) . )  

Композиционные ряды 
Частично упорядоченное множество L нётерово,  если оно 

удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей, или, что 
эквивалентно , условию максимальности (т .  1 ,  теоретико-множест-
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венное введение , предложение 12) .  Дуальным к нему является 
понятие артивовости. Объект х частично упорядоченного множества 
L называется нётеровым (артиновым) , если частично упорядоченное 
подмножество { t E L  1 t �x} нётерово (артиново) . Нётерова струк­
тура L обладает наибольшим элементом Р и Р = max {х Е L} . 
Наименьший элемент структуры обозначается через О . Итак, 
структура ,  являющаяся одновременно артиновой и нётеровой, 
обладает наименьшим элементом О , и наибольшим элементом Р. 
В этом случае цепь 

(А ) 
называется комnозиционным рядом структуры L, если каждый 
интервал [М1 , М1н] прост , i = О , • • •  , n - 1 .  Число n называется 
длиной d[A ]  цепи (А ) .  Пусть (А ) - цепь подобъектов объекта М 
категории С, которая является абелевой или совпадает с категори­
ей GROUPS. В последнем случае будем предполагать, что (А ) -
субнормальная цепь, т .  е .  что Мtн - нормальная подгруппа 
группы Mt , i = О , . . . , n - 1. Тогда в каждом ив этих случаев 
определены факторобъекты Мt1Мн1 , i = О, . • • , n - 1. Кроме 
того , интервал [Mt , Mt+1] прост тогда и только тогда , когда прост 
факторобъект MtiMtн ·  

Пусть (А ) - произвольпая конечная цепь в L. Тогда множест-
во {Mt/M1н}f::a1 называется ее системой факторов. Если (А ) ­
композиционный ряд, то эта система называется системой простых 
факторов. 

Определим 
7t - 1  

gr (С} =  � Ef) MtiMtн 
i=O 

как копроивведение , если L - структура подобъектов объекта 
векоторой абелевой категории, или как прямую сумму в категории 
GROUPS, если (А ) - субнормальная цепь групп. Две цепи (А ) и 

(В) 

называются эквивалентными, если соответствующие им системы 
факторов определяют один и тот же класс эквивалентности фактор­
объектов , т.  е .  если существует пересталовка р множества {1 , . . .  
. • . , n} ,  такая, что Мt1Мн1 � Npa 1  /Np<i+l> для любого i . 
В этом случае будем использовать обозначение (А ) � (В) . Отно­
шение (А ) � (В) является отношением эквивалентности, но - что 
более важно - имеет место теорема Жордана - Гёльдера об экви­
валентности любых двух композиционных рядов . 

Цепь (В) называется уплотнением цепи (А } ,  если любой член 
цепи (А ) является членом цепи (В) . В этом случае говорят также, 
что цепь (А ) можно уплотнить до цепи (В) . 
3 :к. Фейс 
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17.6. Теорема об уплотнении (Шрейер) .  Ес.л,и М - об'Ье1r,т 
абе.ttевой 1r,атегории С (и.л,и ес.л,и М - группа} , то .л,юбые две конеч­
ные (субноржа.л,ьные) цепи (А ) и (В) подоб'Ье1r,тов об'Ье1r,та М :могут 
быть уп.л,отнены до Э1';,8ива.ttентных 1r,онечных (субнор;м,а.л,ьных) 
цепей (А ') и (В') .  

Д о R а з а т е л ь с т в о .  Доназательство опирается на лемму 
Цассенхауза 1 ,  1 . 12 (лемма о бабочне) , а та в свою очередь опира­
ется на первую и вторую теоремы Нётер об изоморфизме, ноторы& 
верны в группах и в силу 5 .34 и 5 .36 ( 1 , стр . 230, 232) - в  любой 
абелевой натегории. Мы приведем доназательство в том случае, ног­
да М - объент абелевой натегории, а (А ) и (В) - нонечные цепи 
подобъентов : 
(А) Мо ;;;;;;! М1 ;;;;;;! • • •  ;;;;;;! Mn-1 = Мп = О, 

(В) No ;;;;;;! N1 ;;;;;;! • • • ;;;;;;! Nm-1 = Nm = О.  

Без потери общности можно предполагать , что М = М0 = N0• 
Для наждого i = О, . . . , п - 1 и наждого j = О, . . . , т определим 

М11 = Mt+1 + (Ni П М1) . 

Тогда М1 т = Мн1 , и поэтому цепь 
(А' ) Mo = Moo = Mot = · · ·  = Mo, m-t ;;;;;! Mt = Mto ;;;;;! 

= Мн = · ·  · 2 Mn-t , o = · · ·  = Mn-t . m-t = Mn = O  

является уплотнением цепи (А ) .  Аналогично определим 
N11 = N1+1 + (Mt П NJ) 

для j = О, . . .  , т - 1 ,  i = О, . . . , п. Это дает нам уплотнение (В')  
цепи (В) . В силу леммы о бабочке ( 1 , 1 . 12) 

Mij/M;, 1н � NiJ!NJ, i+t 

для всех i , j .  Так как в цепи (А' ) и в цепи (В') содержится по 
(п - 1) (т - 1) + 1 подобъектов , то из существования этих изо­
морфизмов следует, что цепи (А ' )  и (В') эквивалентны. О 

1 7.7. Теорема (Жордан - Гёльдер) .  Пусть М - об'Ьеnт пате­
гории С, потарая яв.л,яется абе.ttевой (и.л,и совпадает с GROUPS) . 
Д опустиж, что М об.л,адает 1r,онечныж пожпоаиционныж рядом. 
Тогда .ttюбые два его 7r,ожпоаициоппых ряда Э1';,8ива.ttептпы, а .ttюбая 
хонечная (субноржа.л,ьная) цепь его подоб'Ье1r,тов :может быть yn.ttoт­
nena до 'N,О.м,nоаиционного ряда. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если (А )  - номпозиционный ряд, 
а (В) - любая другая конечная цепь, то по теореме Шрейера (А) 
и (В) могут быть уплотнены до эквивалентных цепей (А ' )  и (В') .  
Так как (А ) - RОМПОЗИЦИОННЫЙ ряд, то (А ' )  = (А )  и ,  следова-
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тельно , (В' )  - композиционный ряд ,  уплотняющий цепь (В). 
Если (В) - композиционный ряд, то цепь (В) = (В' )  эквивалентна 
цепи (А ) .  О 

Высота d[x] элемента х частично упорядоченного множества L 
определяется как максимальное среди таких чисел d, что су­
ществует цепь 
(С) 
В этом случае цепь (С) обязана быть композиционным рядом сег­
мента { t Е L \ t�x} ,  ограниченного элементом х, поскольку 
в противном случае она может быть уплотнена до цепи (С') с боль­
шим числом элементов . Если такого числа d не существует , то будем 
говорить, что х - элемент бесконечной высоты. Говорят, что 
частично упорядоченное множество L удовлетворяет условию Жор­
дана - Дедекинда для цепей, если любые два композиционных ряда 
в L, соединяющие одни и те же элементы, имеют одинаковые длины. 

1 7.8. 'У п р а ж н е н и я. 
17 .8 . 1 .  Пусть L - чаетично упорядоченное множество ,  в котором 

все цепи конечны. Тогда оно удовлетворяет условию Жордана -
Гёльдера для цепей в том и только том случае, когда существует 
функция d :  L -+  ro ,  такая , что выполняется следующее условие; 

элемент х накрывает элемент у<;:::>х > у  и d[x] = d[y] + 1 .  

1 7  .8 .2 .  В структуре (нормальных) подобъектов любого объекта 
М конечной длины категории С, которая является абелевой (или 
совпадает с GROUPS) , выполняется условие Жордана- Дедекинда 
для цепей. 

17 .8 .3 .  Частично упорядоченное множество L, одновременно 
являющееея артиновым и нётеровым, обладает композиционным 
рядом. Если в нем выполняется условие Жордана - Дедекинда 
для цепей, то верно и обратное утверждение .  

1 7  .8 .4 .  Пусть L - произвольnая структура ,  в которой все 
(ограниченные) цепи конечны. Тогда еледующие условия экви­
валентны : 

(а) L - модулярная структура ;  
(Ь) выполняется условие Жордана - Де декинда для цепей и су­

ществует функция d: L -+  ro ,  такая , что 
d[x] + d[y] = d[x U у] + d[x П у] для всех х, у Е L; 

(с) (s' ) если х и у накрывают элемент а и x =l= у, то х U у на:н,JЫ­
вает элементы х и у; 

(s") если а накрывает элементы х и у,  х =1= у ,  то х и у накрывают 
элемент х n у. 

['Указание : ив условия (s' ) следует неравенство d[x] + d[y] � 
;? d[x U у] + d[x П у] ,  в то время как обратное включение еледу-
3* 
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er ив (6") ; деrали можно иайrи в нииге Бирнгофа [52 , стр . 115-
116] . )  

1 7  .8 .5 .  Понавать, что существует частично упорядоченное мно­
жество ив пяти элементов , удовлетворяющее условию Жордана ­
Дедениида для цепей, но не обладающее фуинцией d[x] , таной, что 
d[x] = d[y) + 1 ,  если х ианрывает элемент у. 

17 .8 .6 .  Будет ли удовлетворять условию Жордана - Дедениида 
для цепей множество L Х Р , если этому условию удовлетворяют 
множества L и Р? 

1 7  .8 .  7 .  Понавать, что существует единствеиная немодуляриал 
струнтура ив пяти элементов . 

1 7 .8.8.  Модулярный эанои автодуалеи. Сформулировать теоре­
му, дуальиую теореме Rypoma - Оре 17 .4. 

1 7.9.  У п р  а ж и е и и я. 

1 7 .9 . 1 .  Rан мы уже говорили в гл. 15, поднласс 8 абелевой 
Натегории С называется нлассом Серра,  если для любой точной 
последовательности О -+ Х -+ У -+ Z -+ О в Натегории С внлюче­
иие У Е 8 равносильно тому, что Х ,  Z Е 8. В любой абелевой нате­
гории нласс артиновых (соответственно иётеровых) объентов явля­
ется нлассом Серра. 

17 .9 .2 .  Модулярная струнтура L иётерова (артииова) тогда 
и тольRо тогда , ногда для любого элемента х Е L множества 
{у 1 у ::::;х} и {у 1 у �х} одновременно иётеровы (артииовы) . 

1 7  .9 .3 .  Объент М натегории mod-R иётеров тогда и тольно 
тогда, ногда наждый подмодуль модуля М ноиечио порождеи. 

1 7 .9 .4. Если R - артиново (иётерово) справа нольцо, то наж­
дый ноиечио порождеииый объент М Натегории mod-R артинов 
(иётеров) .  

1 7 .9 .5 .  Если М, N - объенты нонечиой длины в Натегории 
mod-R, то ив Ноmн (М, N) =1= О следует существование общего для 
М и N простого фантора.  

Многочлены над модулями конечной длины 1 )  
17 . 10. Теорема. Если М есть R-:модуль 1001tечnой длипы n .  то 

паждый R[х)-под:модуль :модум М[х) порождается n ме:мепта.ми. 

До н а в а т е л ь  с т в о .  Пусть 8 есть R[х)-подмодуль модуля 
М[х] . Определим подмодуль Li (8) тан же, нан и в лемме , исполь­
аовавшейся в донаэательстве теоремы Гильберта о базисе ( 1 , 7 . 12 ,  
стр . 420) .  Тан наR М - иётеров модуль,  то найдется ииденс)k, 

1) Под МОдУJiем конечной ДJIИНЫ понимается модуJiь с конечны:м компо-
81ЩИОВНЫМ рядом, причем дJiина втоrо ряда называется ДJIИВОЙ МОдУJIЯ. -
Пр � .  перев. 
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такой, что Lk(S) = Lн1{S) = . . . .  Следовательно, существует 
коипозиционный ряд О = М0 с: М1 с: . . .  с: Mn = М модуля М, 
такой что Lk(S) = Мр для векоторого р и каждый подмодуль 
L1(S) совпадает с одним из М q, где q �p. Так как М1/М1_1 -
простой модудь, то найдется элемент а1 Е м,, для которого М1 = 

i 
= a1R + м,_1 ,  а тогда М1 = � a1R,  i = 1 ,  • . •  , n. 

i= 1 
Если i �p,  то ai Е L'k(S) ,  и поэтому найдется многочлен 

g1 (x) наименьшей степени t, t�k,  для которого ai - коэффициент 
при х1• Покажем, что S порождается как R[х]-модуль многочле­

Р 
нами g1(x) , . . . , gp (x) , т. е .  S = � g1 (x) R[x] . 

i= i 
Пусть f - венулевой элемент модуля S степени d, а - коэф­

фициент при xd, число t таково ,  что а Е М1 ,  а �  Mt_1 • Степень 
любого многочлена из S со старшим коэффициентом, не лежащим 
в Mt_1 , больше или равна наименьшему индексу с, для кото­
рого включение М н с: L0(S) строгое . Степень многочлена g1 
равна с , поскольку а 1 Е M1 �L0(S) и g1 - многочлен наименьшей 
степени среди многочленов со старшим коэффициентом at .  Таким 
образом, d1 = deg g1 � deg f = d. 

Но Mt = a1R + Мн. Так как а Е М1 ,  то найдется элемент 
r, Е R, для которого Ь = а - a1r1 Е Mt_1 •  Следовательно , много-· 
член /1 = f - g1r1xd-d, лежит в S,  и либо его степень меньше , чем d 
(в предположении, что d1 < d) , либо его старший коэффициент Ь 
лежит в М1_1 • Применяя эту процедуру конечное число раз , мы 

р 
достигнем О, показав тем самым, что f Е � g, (x)R(x] . О 

i=1 
1 7. 1 1 .  Следствие. Пусть R - кмъцо ,  которое как правый 

R-;м,оду.ttъ u.м.еет копечпую д.ttuny n. Тогда каждый правый uдea.tt 
в пмъце ;м,погоЧ.ttеnов R[x] порождается n ме;м,епта;м,и. О 

Rак мы отмечали ранее , теорема Гопкинса и Левицкого 18 . 13  
утверждает, что артиново справа кольцо является нётеровым спра­
ва и, следовательно , имеет конечную длину. Поэтому следствие 
может быть сформулировано и для артиновых колец. 

Если R - тело,  то длина модуля Rн равна 1 ,  и мы получаем 
следующий результат: 

1 7. 12. Следствие. Ec.ttu R - me.ttO, то кмъцо ;м,погоЧ.ttеnов R[� 
яв.ttЯется ко.ttъцо;м, гдавпых правых и г.ttавпых девых uдea.ttoв. О 

17.13. 'У п р  а ж н е н и я. 

17 . 13 . 1 .  Если 1 - правый идеал кольца R,  то через n(/) обоз­
начим минимальное число элементов в системах образующих пра­
вого идеала 1 (полагая n(J) = оо ,  если n(/) не является конечным 
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чиСJiом) . (а) Если 7J., - кольцо целых чисел, то для каждого нату­
рального числа t обозначим через lt идеал кольца 7J., [х) , порожден­
ный элементами {21, 21-1х, . . . 2 1-ixi, . . .  , х'} . Тогда n(/t) = 
= t + 1 .  (Ь) Если R - произвольвое кольцо, для которого суще­
ствует натуральное число N, такое , что n(/) :::;;;; N для всех правых 
идеалов 1 кольца многочленов R[x] , то n(J) :::::;;; N для всех правых 
идеалов J кольца R. 

1 7  . 13.2.  Пусть R - кольцо, а М - нётеров R-модуль. Пока­
зать, что модуль степенных рядов М(х) является нётеровьm 
R(х)-модулем. [Указание : определить степень ряда f(x) = 

00 
= � anxn Е М(х) как наименьшее k, для которого ak ;:/= О. Если S 

n=O 
есть R[х]-подмодуль модуля R(x} , то пусть Ln(S) - множество 
элементов модуля М, состоящее из О и тех элементов а Е М, кото­
рые появляются в виде коэффициента ряда степени n из S . ]  

1 7. 13.3. Показать, что eCJiи N - подмодуль модуля М, то 
( MIN) [х) � M[x]!N(x] . 

17 . 13.4. Если М - простой модуль, а Q - некоторый R[х]­
под:модуль в М[х] , то Q порождается многочленом наименьшей сте­
пени по х. 

17 . 13 .5 .  Исследовать, какие из рассмотренных в тексте 
свойств колец сохраняются при переходе к кольцу многочленов . 

Рассмотреть также некоторые свойства коммутативных колец 
(такие, как быть областью главных идеалов , областью однозначного 
разложения, дедекиндовой областью, прюферовой областью и т. д . ) .  
Рассмотреть аналогичный вопрос для колец степенных рядов: 
если R - кольцо , обладающее одним из приведеиных выше 
свойств , то будет ли этим свойством обладать кольцо R (х)? 

Кольцо эидоморфивмов 

Мы исСJiедуем влияние на аидоморфизм А модуля М различных 
условий обрыва цепей в Af. 

17 . 14. У п р а ж н е н и я. Пусть А - аидоморфизм модуля Af. 
1 7 . 14. 1 .  Если k - натуральное число, такое, что ker А 1 = 

= ker Ak+l, то AkAf П ker А1 = О и аидоморфизм А индуцирует 
мономорфизм на А 1 Af и нильпотентный аидоморфизм на моду­
ле ker А k. 

17 . 14 .2 .  Если t - натуральное число, такое, что А 'Af = 
= A '+1Af, то А индуцирует эпиморфизм на А'М и нильпотентный 
аидоморфизм на ker А t, при этом М = А t Af + ker А t. О 

Если М есть R-модуль, то алемент f Е S = End М в обладает 
(двусторонним) обратным в S тогда и только тогда, когда f -
автоморфизм модуля Af (т. е .  изоморфизм модуля Af). 
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17.15.  У п р  а ж и е и и я. Пусть М есть В-модуль и S ­
= End Mя, А Е S. 

17 .15. 1 .  Если М - артинов модуль, то А является автомор• 
физмом тогда и только тогда, когда это моиоморфизм. 

17 . 15.2.  Если М - иётеров модуль, то А является автомор­
физмом тогда и только тогда, когда это эпиморфизм. О 

Лемма Фиттинга 

Применяя упражнение 17 . 15  в ситуации упражнения 17 . 14,  
убеждавмел в том, что если М - артинов модуль, то А kM в 
17. 14. 1 - также артинов модуль и А индуцирует автоморфизм а 
модуля A kM. Если же М - иётеров модуль, то А 'м в 17 . 14 .2-
иётеров модуль и А индуцирует автоморфизм Ь модуля А t М. 
Если же М - артинов и иётеров модуль и А не является авто­
морфизмом, то найдутся числа k и t, такие, что 

М => АМ => • • •  :::> А 'М = А  t•1M = . . .  , 
О с:: ker А с:: • • • с:: ker А 1 = ker А k+l = • . . • 

Так как видоморфизм А индуцирует автоморфизм модуля А k М 
то Ak+lM = A kM и,  следовательно, k ;;::: t. С другой стороны, видо­
морфизм А иидzцирует автоморфизм Ь модуля А 1М, и,  следова­
тельно, О = А +lx = ЬА 1х для х Е ker А 1+1 . Но тогда А 1х = О, 
и потому х Е ker А t . Таким образом, ker А 1+1 = ker А' ,  и ,  зна­
чит, t ;;:::k ,  т .  е .  t = k. Если длина модуля М равна s, то t = 
= k � s. В силу 17 . 14 .1  и 17 . 14.2 М =  А •м еэ ker A ', что дока­
зывает следующее утверждение. 

17.16 .  Теорема (лемма Фиттиига) . Есди М - жодудь "'онечной 
ддины s, то дюбой андожорфиа.м, А индуцирует автожорфиа.м, под­
жоду.яя А • М и ни.л,ьпотентный андожорфиаж поджоду.яя ker А' ,  
при атож М = А •м ЕlЭ ker А •. О 

17.17. Саедствие. Пусть М - нераа.л.ожижый R-жодудъ "'онеч­
ной ддины s и S = End М R ·  

17 . 17  .1 .  Каждый ме;м,ент "'о.л,ъца S дибо обратиж, дибо ни.л,ь­
потентен. 

17 . 17 .2 .  Множество N ни.л,ьпотентных андо;м,орфивжов жоду­
.л,я М обрааует в "'о.л,ьце S ни.л,ьпотентный идеад инде"'са нидьnотен­
тности �s (см. 17.20). 

Д о к а в а т е л ь  с т в о утверждения 17 .17 .1.  Еми А Е S, то 
в силу леммы Фиттинга М = А •м $ ker А •. Так как модуль М 
неразложим, то либо М = А 'М, либ(М = ker А 8• Согласно лем­
ме Фиттиига ,  в первом случае А - автоморфизм, а во втором -
иильпотеитиый эидоморфизм. 
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Д о к а в а т е л ь  с т в о утверждения 17 .17 .2 .  Пусть А ,  В Е S 
и АВ - автоморфизм, т. е. A R обладает обратным элементом 
С Е S. Тогда А(ВС) = (СА )В = 1 .  Следовательно , ни А ,  ни В не 
являются нильпотентными эндоморфивмами, т. е . А и В - авто­
морфизмы. Таким образом, если В Е N, то АВ Е N и ВА Е N. 
Осталось покавать лишь, что N - аддитивная подгруппа в S .  
Пусть А ,  В Е N и допустим, что А - В = С Et N. Тогда С ­
автоморфизм. Поэтому А1 - В1 = 1 ,  где А1 = АС-1, В1 = ВС-1• 
Мы уже внаем, что А1 , В1 Е N. Таким образом, А : = О и в силу 
биномиального разложения 

О = А: =  1 + sB1 + . . . + В� = О. 
Так как В1 =1= О, то найдется натуральное число k,  такое, что 
в�- 1  =1= О и В� = О. Тогда 

0 = 0 - В�- 1 = в�- 1  + sB� + . . . + fA.+k- t  = B� - t ,  
что приводит нас к противоречию. Это показывает, что А - В = 
= С  Е N для всех А ,  В Е N. Следовательно, N - идеал кольца S ,  
а следующее далее предложение 17 .20 доказывает, что N - ниль­
потентный идеал индекса нильпотентности �s. D 

В т. 1 ,  стр . 222 , мы ввели (хотя и редко использовали) понятие 
локального кольца R как кольца, в котором необратимые элемен­
ты образуют идеал , или, что равносильно, R/rad R - тело 
(см. 18 .10А) . В этой терминологии можно переформулировать 
следствие 17 . 17 :  

1 7. 17' .  Следствие (Фиттинг [33, теоремы 3 и 8] ) .  Кольцо эпдо 
.морфиамов не раможимого .модуля попечпой длины s является лопалъ­
пы.м пмъцо.м с пилъпотептпы.м радипалом ипдепса пи.л,ъпотептпо­
сти �s. D 

Пусть К - кольцо , а S - мультипликативная подполугруппа 
кольца (n Х п)-матриц Kn. Тогда будем говорить, что S имеет 
верхнюю (строго) треугольную форму , если для векоторого мно­
жества { e1 1}f. i= t матричных единиц кольца Kn и обратимого эле­
мента х Е Kn каждый элемент s Е x-1Sx имеет канонический вид 

n 
s = (st) = � SiJCt1 i, j=i 

где s11 = О при i ;;;;:::= j (соответственно при i > j). В этом случае 
будем говорить, что элементы полугруппы S можно одновременно 
привести к верхней (строго) треугольной форме. 

1 7. 18. V п р а ж н е н и я. 
17 . 18. 1 .  Если К - тело, а Тп(М) - множество верхних (стро­

го) треугольных матриц кольца Kn относительно векоторого мно-
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жества М (n Х п)-:матричных единиц, то полугруппу S :можно 
привести к верхней (строго) треугольной форме тогда и только 
тогда, когда существуют обратимый элемент ж Е К11 и :множество М, 
такие, что жSж-1 s= Т 11(М) . 

17 . 18 .2 .  Покавать, что S :можно привести к верхней (строго) 
треугольной форме тогда и только тогда, когда S :можно привести 
к нижней (строго) треугольной форме. 

17  . 18 .3 .  Пусть F - тело , R - кольцо всех (нижних) тре­
угольных (п Х п)-:матриц над F11 , {e, 1}r, 3=1 - :матричные единицы 

n 
ив Fn и ж = � a,Jet J E F11 , где a,l Е F, i, j = 1 , . . .  , п. Тогда i , 3=1 
ж Е R в том и только том случае , когда а11 = О при j>i. Покавать, 
что N = {ж Е R 1 а11 = О при j � i} - иильпотентиый идеал 
кольца R ,  его индекс иильпотеитиости равен п и N = rad R. 
[Укааапие : R/N - прямое произведение тел , изоморфных телу F. ) 

17 . 18.4 .  Пусть R - кольцо , Q - идеал в R и RIQ - тело. 
Показать , что для любого числа п кольцо R/Qn локальио (напри­
мер , 71./pnz, где р - простое число) . 

17 . 18 .5 .  Каждое коммутативное артиново кольцо являетья 
прямым произведением конечного числа локальных колец. [Укава­
н.ие: представить кольцо А в виде прямого произведения конечного 
числа неразложимых правых идеалов. Если В - один ив них, то 
В - кольцо и В �  End В в. ]  

1 7. 1 9. Предложение (1\ёте [30 Ь] , Левицкий [31 ] ) .  Если К -
тело, то эле.мепты любой .мулътипликативн.ой пи.л,ъ-подпо.л,угруп­
пы S кольца Kn � Endк кп .можпо одповре.мен.по привести к стро­
го треугмън.ой форме, при это:м sn = о. 

Д о к а в а т е л ь с т в о. При п = 1 или S О доказывать 
нечего. Допустим, что S =1= О и что предложение верно для век­
торных простраиств кт размерности т <  п. Пусть V = кп. Тогда 
в V существует неиулевое подпространство и размерности < п, 
такое , что иs s= и. В противном случае VS = V 1) . Значит, най­
дутся элементы s1 , • • • , s11 Е S, для которых 

Тогда для любого j Е z ·  

k 
V = 2} Vs1• 1=1 

V - - � Vsi, • • si1• 
11181., • • • 1 ij�k 

Отсюда вытекает существование последовательности {sit }•EZ•• та­
кой, что Stt Е {s11 • •  · •  sk} в 

St1 • в., =1= О для всех t Е 7l 
1) Заметим, что ( VS) S s;: VS. - Пр и:м. nерев. 
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Но наной-то ив элементов s1, • • •  , St , снажем а = s1 , должен встре­
чаться в последовательности {st ,} tez+ беснонечное число раз. 
Тогда существует последовательность { sit}tez+ элементов из S , 
таних, что 

s�as;a • . • s; а =F О для всех t Е z+. 

Положим W = Va. Тан нан элемент а нильпотентен, то dim W < 
< dim V. Кроме того, 

WSa s;;;; Va = W, 
и поэтому Sa индуцирует ниль-подполугруппу в EndкW. Б силу 
предположения индунции 

s;as;a . . . s�_1as�a = О, 

и мы пришли н противоречию. 
Таним образом, существует элемент t Е 7L+, для ноторого 

последовательность 
v => vs => vs� => • • •  => vs -l => vs• = о 

строго убывает, а тогда существует базис х1 , • • • , Xn пространства 
V = кn, �аной, что х1 , • • •  , Xnt составляют базис подпростран­
ства vst-' , i = 1 ,  . . .  , t. Матричное представление всех эндомор­
физмов полугруппы S в этом базисе имеет нижнюю строго тре­
угльную форму. D 

1 7. 20. Теорема (Левицний [31 ] ,  Фиттинг [33] ) .  Если М есть 
R-:модулъ длипы n, то любая пшъ-подпмугруппа пмъца А = 

= End М 8 яв.яяется пшъпотептпой пмугруппой ипдепса ншь­
потептпости ::::; n. 

Д о н а з а т е л ь  с т в о. Донатем это утверждение сначала 
в случае, ногда модуль М полупрост. Если :модуль М однороден, 
т. е. является прямой суммой изоморфных простых :модулей, то 
А � Kn, где К = End V 8 - нольцо эндо:м:орфиа:м:ов простого 
:модуля V. Б этом: случае донааывае:м:ая теорема вытенает ив пред­
ложения 17 . 19 .  Б противном случае М = Н е G, где Н и G ­
вполне инвариантные подмодули длины h и n - h соответствен­
но. Если S - ниль-подполугруппа нольца А ,  то S индуцирует 
ниль-подполуrруппу S в нольце End Н 8 и ниль-подполугруппу S' 
в нольце End G8• Тогда '§h = О, (S')n-h = О и sn = О. 
�7' Б общем случае :можно считать , что цоноль Н :модуля М имеет 
длину т < n. Тан нан модуль Н вполне инвариантен, то элемент 

Е S индуцирует эндо:м:орфиз:м: s Е End (М/Н)8 и эндо:м:орфизм: 
s' Е End Н 8,  при этом: нан s, тан и s' нильпотентны. Б силу пред­
положения индунции S = {s 1 s Е S} и S' = { s' 1 s Е S} - ниль-
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потентные полугруппы индексов нильпотентности п - т и т 
�оответственно. Таким образом, для произвольной последователь­
ности {s; }?=t элементов из S 

SnSn-t • • •  Sn-m+t • • •  S2St.M с:: SnSn-t • , • Sn-m+f.H = 0. 

Итак, sn = О, что завершает шаг индукции и все доказательство . О 
1 7.21 . Лемма. Пусть R - полугруппа с пулел и х, у Е R.  Тогда 

(а) (yx)k = О & хух =1= О => x.J. с (xyx)J. .  
Д о к а в а т е л ь с т в о. Если хух =1= О, (yx)k = О и (yx)k-l =1= 

=1= о,  то 

(Ь) x(yx)k-l =1= О => (хух) (yx)k-l = О, 
и поэтому выполнено условие (а) ;  

(с) x(yx)k-l = О => (хух) (yx)k-a = О, а x(yx)k-� =1= О, 
и поэтому выполнено условие (а) . О 

17.22. Предложение (Шок [71bl). Пусть R - лопоид с пулел, 
в �оторол выполпяется условие обрыва воврастающих цепей правых 
аппуляторпых идеалов . Если R содержит пилъ-подполугруппу, 
пе являющуюся пильпотептпой , то пайдется лпожество {а; }iею эле­
лептов лопоида R, та�их, что 

J. At с J. А, с с J. Ап с • • • , 

где An = {щk>n· Если, �роле того, R - �лъцо , то .мпожество 
{щ}iero ложпо выбрать та/'>1 что су.м.ма правых идеалов 2J a;R 

iEro 
будет прямой,  т. е та!'> , что лпожество {a;R}iee правых идеалов 
пеаависило. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о Для векоторого числа 

К = (N1)J.  =о (Nt+j)J. 
'f/j �0. 

Выберем п0 Е N так, чтобы пt был максимальным элементом 
в�множестве 

{хА 1 х Е N & xR * К}. 

Если Nп0R s;;;; К, то N1Nп0R s;;;; N1K = О, откуда следует, что 
п0R с:: К, что противоречит выбору элемента п0• Следовательно, 
можно выбрать элемент п1 таким образом, чтобы правый идеал п{­
был максимальным среди идеалов вида {xJ. 1 х Е N и хп0R * К}, 
и далее по индукции выберем числа пk так, чтобы правый идеал 
пt был максимальным среди идеалов вида 

.. 

{x"" l  х Е N & xпk•t • • • пtпоR�* К}. 



44 Ч. V. Теория Nодец 

Тогда 

(1)  

поскольку в противном случае (nJ+m . . .  n1) J. � nf .  Определим 
at = ntnt-1 . . • n 1n0 для i � O. Предположим, что nkak+JR :1= О для 
векоторого j� О. Тогда из 1 7 .21 (а) следует, что nfi с (nknk+J . . .  
• • . nнtnk) .ь .  Так как nkak+JR * К, то это противоречит макси­
мальности nfi . При j = О к противоречию приводит вклю­
чение пfi с (n:)J. . Таким образом ,  nkaн1 = О для всех j � О. 
Поскольку nkak-1 :1= О, то J. Ak-1 с J. Ak для каждого k, где Ak = 
= {at}i;;;Ф 

s 
Далее, если R - кольцо и as+1Xsн = 2j atXt , где Xt Е R и 1 � 

i=1 
� i � s ,  то умножим слева на n2 и получим, что n2a1x1 = О. 
Но n2a[ = а[ , и поэтому а1х1 = О . Умножая на n3, получаем, что 

8 
а2х2 = О. По индукции а.9нХsн = О , и потому а8нR П 2j a,R = О. 

i=1 
Это доказывает последнее утверждение. О 

1 7.23. Следствие (Левицкий [63] , Херстейн - Смол [62] , [64] ) .  
Есди R - .моноид с нуде.м, удометворяющий усдовия.м обрыва 
воврастающих цепей правых и девых аннудяторных идемов, то 
каждая его му.л,ътипдикативная нидъ-подпмугруппа ни.л,ъпо­
тентна. О 

1 7. 24. Следствие (Ланский [69] ) .  Есди R - правое ко.л,ъцо Го.л,­
ди, то каждая его му.л,ътимикативная ни.л,ъ-подпо.л,угруппа ни.л,ъ­
потентн.а. 

Д оJк а з  а т е л ь с т в о. Как было определено в гл. 9 ( 1 , 
стр . 485) , R называется�правым :кольцом Голди, если оно удовлетво­
ряет условиям максимальности для правых аннуляторных идеалов 
и для прямых сумм правых идеалов. В этом случае примелимо 
предложение 17 .22. D 

* 1 7.25. У п р  а ж н е н и е (Смол) .  Если R - кольцо эндо­
морфизмов нётерова модуля М над кольцом А , то :каждое ниль­
предподкольцо в R нильпотентно. 

17. 26 (Фишер Дж. В. [72] ) .  То же утверждение ,  что и в 17 .25, 
но для артинова модуля М. Доказательство дуальное . 

17.27 (Фишер и Смол, в статье Фишера Дж. В.  [72 , стр. 77 , 
теорема 2 . 1 ] ) .  Индексы нильпотентности ниль-предподколец 
в 19 .25 ограничены. 
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Теорема Колчина 
Матрица А называется унипотентной, если А = 1 + В, где 

В - нильпотентная, а 1 - единичная матрицы. (Эквивалентное 
определение : все характеристические корни матрицы А равны 1 . )  
Теорема Колчина утверждает, что матрицы любого мультипли­
кативного моноида S унипотентных матриц над произвольным 
полем можно одновременно привести к треугольному виду. Велико 
искушение вывести теорему Колчина из предложения 17. 19. 
Однако матрицы В не образуют в общем случае мультипликатив­
ного подмоноида. (Конечно , они образуют подмоноид, если S 
состоит из перестановочных матриц, хотя это и не является необ­
ходимым ограничением. Кроме того, имеется теорема о возможно­
сти диагонализации перестановочных матриц над алгебраически 
замкнутым полем, см. Джекобсон [53, стр . 134] . )  

Доказательство Колчина , которое мы приводим, использует 
две теоремы Бернсайда и разбивается на два этапа . Сначала поле k 
предполагается алгебраически замкнутым, а затем рассматривает­
ся случай, когда поле k произвольно. При этом доказательство 
несколько напоминает доказательство утверждения 17 . 19 о при­
ведении к треугольному виду нильпотентных матриц. Напротив , 
это последнее утверждение из теоремы Колчина не следует, 
поскольку если N - мультипликативная полугруппа матриц, то нет 
оснований предполагать, что соответствующий класс унипотентных 
матриц является моноидом. 

1 7  . 28. Теорема Бернсайда. Любой пеприводимый 1) мопоид S 
.л,ипейпых преобрааовапий векторпого прострапства V раамерпо­
сти n пад а.л,гебраичесхи аамхпутьТ-М по.л,ем k содержит n� .л,ипейпо 
пеаависи.мых вехторов. 

Д о к а а а т е л ь с т в о .  Пусть R - подалгебра алгебры L = 
= Endk V, порожденная множеством S.  Тогда V - простой R-мо­
дуль , и потому ( 1 , 13 . 10А, стр . 568) R = L, т. е . S содержит n2 = 
= dim11L линейно независимых векторов . О 

1 7  .29. Следствие. Ес.л,и t - чис.л,о раа.л,ичпых с.л,едов э.л,емептов 
мопоида S иа теоремы 17  . 28, то S содержит ne бо.л,ее чем tn2 э.л,е­
мептов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. На алгебре всех линейных иреобра­
зований пространства V введем скалярное произведение (А , В) = 
= Tr (АВ) .  (Легко видеть, что оно невырожденно. )  Пусть с1 , • • • 
• • • , Ct - все различные следы элементов из S и А 1 ( i = 1 ,  . . . , 

1) Неприводимостъ моноида S означает, что в V нет нетривиальных 
S•иввариантвых подпространств. - При;м,. перев. 
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. . . , п2) - это nl! линейно неаависимых элементов ив S (теоре­
ма 17 .28) . Каждая матрица Х ив S удовлетворяет уравнениям 
Tr (A tX) = Ь, , где Ь1 , • • • , Ьn• - какие-то ив элементов с1 • 

Эти уравнения однозначно определяют матрицу Х, и ,  значит, 
для Х имеется не более чем tn• возможностей. О .  

1 7.30. Теорема (Колчин [48]) .  Пусть S - .му.ttьтиn.яиli:ативпый 
.мопоид упипотептпых .матриц. Тогда его a.tte.мenmы .можпо одпо­
вре.меппо привести 1i: треугмьпо.му виду. 

Д о к а а а т е л ь с т в о. Пусть n - порядок рассматривае­
мых матриц. Проведем индукцию по n. Случай n = 1 очевиден. 

С.ttучай 1. Поле скаляров k алгебраически замкнуто. Если 
моноид S неприводим, то в силу следствия 17 .29 1) он содержит 
только один элемент, а поскольку n >1 , то он приводим. Тогда 
выбирая базис в инвариантном пространстве относительно S 
и дополняя его до базиса всего пространства , получим, что все 
:матрицы ив S приводятся к виду 

(: �) 
Пусть S L и S R - множества блоков В и D соответственно. Они 

являются мультипликативными моноидами унипотентных матриц 
порядка меньше чем n. Далее можно примелить предположение 
индукции и одновременно привести эти, а следовательно ,  и все 
матрицы из S, к треугольному виду. 

С.ttучай 11. Поле скаляров k проиввольно. Рассмотрим алгебраи­
ческое замыкание поля k и над ним приведем одновременно мат­
рицы из S к треугольному виду. Тогда любое произведение n 
матриц вида Т - 1 , где Т Е S и 1 - единичная матрица , должно 
равняться нулю. Пусть r - наименьшее число , для которого 
произведение любых r элементов вида Т - 1 равно нулю. Тогда 
существуют элементы Т1 , • • •  , Т7_1 Е S,  для которых 

( Т1 - 1) (Т2 - 1) • • •  ( Тт 1 - 1) =1= О. 

Найдем вектор х, такой, что 
x(Tl - 1 ) • • • ( Т т 1 - 1 ) = У =1= О. 

Тогда у(Т - 1 )  = О для любого Т Е S ,  т. е .  уТ = у. Это показы­
вает , что :моноид S приводим. Далее рассуждение проводим так 
же , как в случае 1 .  О 

1 7.31 . У п р  а ж н е н и е . (а) Группа Т невырожденных верх­
них треугольных матриц размера n Х n над полем k является 

1) Поскольку S состоит ив увиnотевТНЪiх матриц, то t = 1. - Пр и.м. 
пер ев. 
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разрешимой (точнее , расширением абелевой группы с помощью 
нильпотентной группы) [YJ�:aвanue: пусть и = 1 + N - множе­
ство, состоящее из унипотентных матриц, где 1 - единичная матри­
ца , а . N - идеал верхних строго треугольных матриц. Тогда 
1 + N', 1 � i ::=;;; n ,- нормальная подгруппа группы и, а форму­
ла для коммутаторов (1 + Ni, 1 + N;) � 1 + Ni+i для i = 1 
и переменног о индекса j показывает, что и - нильпотентная 
группа . Б олее того, и - нормальная подгруппа группы Т, 
а Т/ и - абелева группа . ]  

* (Ь) (Шода , Rёте [30] , Левицкий [31 ] ) .  В артиновом кольце R 
любое ниль-предподкольцо нильпотентно и содержится в векото­
ром максимальном ниль-предподкольце. Rроме того , любые два 
максимальных ниль-предподкольца сопряжены. 

* (с) (Шода , Кёте [30] , Барнес, Михлер [66] ) .  Если кольцо R 
нётерово справа , то пересечение всех максимальных нильпотентных 
предподколец является максимальным нильпотентным идеалом: 
кольца R. 

У пражненШI 
1 .  Единственность чиС.Jiа элементов в базисе. Пусть R - нёте­

рово справа или артиново справа кольцо , а М - свободный модуль 
с конечным базисом х1 7  • • •  , Xn · (а) Если у1 , • • • , Ут - другой базис 
модуля М, то т = n и существует автоморфизм f модуля М, 
такой, что f(xi) = Yt . i = 1 ,  . . .  , n. (Ь) Если элементы у1 , • • • , Ym 
порождают модуль М, то т �  n. Rроме того ,  у1 , • • • , Ут образуют 
базис тогда и только тогда , когда т = n. 

2. Правый В-модуль М называется делимым:, если Mr = М 
для каждого регулярного элемента r Е R,  и модулем без кручения , 
если из xr = О,  где х Е М, r Е R ,  следует, что либо х = О, либо 
r - делитель нуля в кольце R. Пусть теперь R - коммутативное 
кольцо . (а) В каком смысле делимость и свойство быть модулем 
без кручения являются дуальными? (Ь) Если М - делимый нёте­
ров модуль, а R - (коммутативное) кольцо без делителей нуля, 
то М - модуль без кручения , являющийся векторным простран­
ством над полем частных К кольца R. (с) Сформулировать и дока­
аать утверждение , дуальное к (Ь) . 

3. Пусть S - кольцо , N - множество нильпотентных элемен­
тов из S, а S* - группа обратимых элементов кольца S. Дока­
зать эквивалентность следующих двух утверждений : (а) S = 
= N 1 1  S* (объединение множеств) ;  (Ь) N - (ниль-)идеал и 8/N ­
тело. 

4. Пусть S - иенулевое кольцо. Элемент х Е S называется 
регулярным справа (соответственно слева) , если он не является 



48 Ч. V. Теория холец 

левым (соответственно правым) делителем нуля в 8 , т. е. если ив 
ху = О  (соответственно ух = О) следует, что у = О. Элемент х 
называется реrулярным, если он регулярен справа и слева. 
Через 8'  обозначим множество всех регулярных справа элементов 
кольца 8. Доказать эквивалентность следующих двух утверждений 
(здесь N - множество нилъпотентных элементов кольца 8) : 
(а) 8 = N U 8' (объединение множеств) ,  (Ь) N - нилъ-идеал коль­
ца 8 и 8/N - область целостности. 

5. (а) Если 1i - нилъпотентный иравый (или левый) идеал 
индекса ki , i = 1 ,  2 , кольца 8, то 11+12 - нилъпотентный иравый 
(или левый) идеал индекса � k1 + k2•  (Ь) Если 1 - нилъпотент­
ный иравый идеал , то 1+81 - нилъпотентный идеал кольца 8 ,  
содержащий 1 .  (с) Сумма всех нилъпотентных правых идеалов 
кольца 8 является нилъ-идеалом, содержащим каждый нилъпотент­
ный левый идеал кольца 8. 

6 (Васконселос) . Если М - конечно порожденный модуль над 
коммутативным кольцом R, то любой R-эпиморфизм модуля М 
является автоморфизмом. 

7 (Камилло [75bl ) .  Модуль М называется дистрибутивным, 
если для любых его подмодулей А ,  В,  С справедливо равенство 
А П (В +  С) = А П В +  А П С. Показатъ, что модуль днетри­
бутивен тогда и только тогда , когда каждый его фактормодуль 
содержит в своем цоколе не более одного экземпляра каждого про­
стого модуля. 

8 (Йенсен [66с] ) .  Коммутативное кольцо R дистрибутивно (как 
R-модулъ) тогда и только тогда , когда 

(а : Ь) + (Ь : а) = R 

для любых элементов а, Ь Е R, где (а : Ь) = {r Е R 1 ar Е bR} . 
В этом случае кольцо R называется арифметическим. 

Локальное коммутативное кольцо является арифметическим 
тогда и только тогда , когда его идеалы линейно упорядочены. 

9 (Камилло [73] ) .  Если кольцо R коммутативно и идеал , поро­
жденный элементами а и Ь ,  проективен, то (а : Ь) + (Ь  : а) = R.  

10 (Камилло [73]) .  Для коммутативного кольца R следующие 
условия эквивалентны: (а) R - полунаследственное кольцо, 
(Ь); R - арифметическое кольцо и для любого элемента а Е R 
идеал aR + annнd содержит регулярный элемент; (с) каждый 
идеал , порожденный двумя элементами, проективен. 

11 (Йенсен - Камилло) . Пусть R - коммутативное кольцо, 
Q - его (классическое) кольцо частных. Тогда все кольца , лежа-
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щие между R и Q, полунаследственны в том и только том случае , 
когда R - полунаследственное кольцо (см. Камилло [73] ) .  

12  (Смол [67] ) .  Назовем R правым РР-кольцом, если R - коль­
цо , в котором каждый главный иравый идеал проективен. Коль­
цо R полунаследственно справа тогда и только тогда , когда кольцо 
матриц Rn является правым РР-кольцом для каждого целого чис­
ла n � 1 .  

1 3  (Смол [67] ) .  В правом РР-кольце R ,  не содержащем беско­
нечного множества ортогональных идемпотентов , каждый иравый 
или левый аннуJiяторный идеал поротдается идемпотентом , 
и ,  следовательно , R удовлетворяет условиям обрыва возрастаю­
щих и убывающих цепей правых и левых аннуляторных идеалов . 
Кроме того,  максимальный пиль-идеал является пиль-идеалом , 
содержащим каждый иравый или левый пиль-идеал . Более того ,  R 
является также левым РР-кольцом. 

14 (Смол [67] ) .  Если кольцо R полунаследственно справа и ни 
одно из колец матриц Rn не содержит бесконечного числа ортого­
нальных идемпотентов (например , если R - нётерово справа или 
слева) , то кольцо R полунаследственно слева .  Итак, нётерово 
справа полунаследственное справа кольцо полунаследственно 
слева ,  а нётерово слева полунаследственное справа кольцо наслед­
ственно слева .  

* 1 5  (Чаттерс [72 ] ) .  Нётерово наследственное (справа и слева) 
кольцо является конечным прямым произведением колец, каждое 
из которых либо первично,  либо артиново .  

16 (Леви [6За] ) .  Нётерово справа наследственное полупервич­
ное кольцо является конечным прямым произведением первичных 
колец (см. упражнение 15) .  

1 7  (Фуллер [ 70] ) .  Будем говорить , что модуль и порождает 
модуль V, если V является следом модуля V в и ( 1 , стр . 188) или, 
что эквивалентно,  если V - эпиморфный образ пекоторой nрямой 
суммы экземпляров модуля и. Двойственным образом ,  будем гово­
рить , что модуль и колорождает модуль V, если n ker f = О , где 
f:  V -+ и, т. е. если V можно вложить в некоторое прямое про­
изведение экземnляров модуля и. Рассмотрим коммутативную 
диаграмму 

4 R.  Фейс 
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где а , � - канонические отображения , а 1' - отобращения огра­
ничения. Тогда 1' - изоморфизм в том и только том случае, когда 
модуль U nоротдает и коп о рождает модуль V. Rак следствие nока­
зать , что любой образующий U категории mod-R ЯВJiяется сбалан­
сированным модулем (теорема Мориты; см. 1 ,  7 . 1 , стр . 404 , а также 
1 ,  4. 1 . 3 ,  стр . 243) . 

18 (Чейз [61 ] ) .  Пусть S - комА�утативное регулярное в смысле 
Неймана кольцо, не являющееся классически полупростым коль­
цом (например , пусть S - бесконечное произведение полей) . Тог­
да найдется идеал I,  не являющийся nрямым слагаемым в S, (S' S') 
и идеализация А = 0 S (S' ,  S)-бимодуля S ' , где S' = S/1, 
является полунаследственным слева кольцом, которое не является 
полунаследственным справа .  (Об идеализации модуля см. 1 ,  
стр . 413-414.} 

Замечания к гл. 17 
Чисто алгебраической теореме Нолчина [48Ь] , приведеиной 

в качестве теоремы 17 .30 ,  предшествовала теорема Ли - Rолчина, 
утверждающая, что любая связная разрешимая алгебраическая 
матричная группа над произвольным алгебраически замкнутым 
полем может быть одновременно приведела к треугольному виду 
(Rолчин [48а] ) .  Доказательство этого факта, данное Б орелем [72 , 
стр . 164] , дает также в качестве следствия и теорему Мальцева 
[49] , [51 ] , утверждающую, что если М - произвольпая разреши­
мая подгруппа группы GL (n ,  k) (т. е. полной линейной группы 
невырожденных матриц над полем k) над алгебраически замкну­
тым полем k, то она является расширением с помощью конечной 
группы группы, одновременно приводимой к треугольному виду. 
!\роме того , .теорема Цассенхауза [38] утверждает, что длина про­
изводного ряда любой разрешимой подгруппы группы GL(n ,  F) 
над любым полем F ограничена числом z(n) , не зависящим от 
поля F. 

Теорема Титса [72] в связи с гипотезой Васса и Серра утверж­
дает ,  что любая конечно поротденная подгруппа G группы GL(n,  F) 
над любыи полем F при n > 1 содержит либо свободную группу 
ранга >1 , либо является расширением разрешимой группы с по­
мощью конечной. (Если характеристика поля равна нулю. то RО­
нечной поротдаемости не требуется. )  Ряд теореи о строении раз­
решииых подгрупп группы GL(n,  F) Цассенхауза (например , о том , 
что маRсимальная веприводимая подгруппа содержит единствен­
ную иаRсимальную абелеву нормальную подгруппу, если поле F 
бесконечно) , Мальцева и других представлен в книгах 
Д. А. СупруненRо [58] , [ 72] . 
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Теорему 17 . 1 9  об одновременном приведении ниль-подмоноида 
в Kn к треугольному виду Джекобсон [47] приписывает Левицко­
му, однако эта теорема может быть выведена ив теоремы Кёте [30а] , 
обсуждение которой откладывается до конца главы 18. (Однако 
следует взглянуть на упр . 1 7 . 31 (Ь) . )  

Капланекий [69а , стр . 137] докавал теорему , которая обобща­
ет как теорему Колчина , так и предложение 17 . 19  в случае ппля . 

В настоящее время имеется весьма длинный список теорем ,  
в которых при некоторых условиях устанавливается нильпотент­
ность виль-объектов . Кроме уже упомянутых и содержащихся 
в этой главе теорем (Кёте - Левицкого 1 7 . 19 ,  Левицкого - Фит­
тинга 17 .20,  Шока 1 7 .22 ,  Левицкого - Херстейна - Смолла 17 .23 ,  
Лапекого 17 .24 ,  Смолла 1 7 .25 ,  Фишера 1 7. 26) имеются теоремы 
Капланекого [46] (и Левицкого [46] ) ,  решающие проблему Куроша 
для алгебраических алгебр ограниченной степени (для виль-алгебр 
ограниченного индекса нильпотентности) : каждое конечное под­
множество порождает конечномерную (соотв . нильпотентную) 
подалгебру. В частности , если конечно порожденное кольцо удо­
влетворяет тождеству xn = О для фиксированного целого числа 
n � 1 ,  то оно нильпотентно. Примыкающая сюда теорема Нага­
ты - Хигмана утверждает, что в любой ассоциативной алгебре А 
над полем k характеристики р любая подалгебра В, удовлетворя­
ющая тождеству xn = О для векоторого числа n < р, если р :j= О , 
является нильпотентной индекса нильпотентности � 2n - 1 .  
Короткое доказательство этого факта ,  принадлежащее Хиггинсу, 
появилось в книге Джекобеона [56,  64, стр . 274] . (Теорема Нага­
ты [52] утверждает нильпотентность подалгебры В в случае харак­
теристики 0 . )  Джекобсон [56 , 64, стр . 260] также приводит пример 
Е .  С. Голода конечно порожденной ненильпотентной виль-алгеб­
ры В над полем Г.  Таким образом ,  алгебра В не является конечно­
мерной (основной момент в примере) . В силу теоремы Голдмана 
и Крулля , приводимой Джекобеоном на стр . 23, любой пример 
такого род!! должен быть некоммутативным, т. е. конечно порож­
денная коммутативная виль-алгебра нильпотентна . (Теорема Голо­
да - Шафаревича позволяет найти над любым счетным полем 
бесконечномерную виль-алгебру, по рожденную тремя элемента­
ми. Изложение этого можно найти , например , в книге Херстейна 
[72,  стр . 180] . )  

Ленаган [73] доказал , что виль-кольца с размерностью Крул­
ля нильпотентны. Это дает ответ на вопрос, который поставили 
и невависимо решили Робсон и Гордон. 

В упражнениях к этой главе мы привели ряд теорем Камилло 
[73] , [75] , Чаттерса [ 70] , Леви [66а] , Йенсена [66с] и Смолла [67] 
о полунаследственных и наследственных кольцах . 

Теорему Фуллера [70] о вторых централиваторах (т. е .  о коль­
цах биэндоморфивмов) модулей, которую мы также поместили 
4* 
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в упражения ( 17) ,  следовало бы включить в т. 1 не позднее ,  чем 
7 . 1 .  (стр . 404) . 

Замечания о локальных кольцах и о других вопросах , связан­
ных с леммой Фиттинга , можно найти в замечаниях к гл . 18. 

Сеы.лки 
Биркгоф [52] , Б орель [72] , Веддербёрн [09] , Гёльдер [ 1889] , 
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[73] , [75] , Капланекий [46] , [69а] , Кёте [30а] , [30Ь] , Колчин [48] , 
Кронекер [1870] , Крулль [25] , [51 ] ,  Kypom [35] , [43] , Лавекий [69] , 
Леви [63а] , Левицкий [31 ] , [46] , [63] , Ленаган [73] , Мальцев [49] , 
[51] , Михлер [66] , Нагата [52] , Нётер [21 ] ,  Оре [35 , 36] , [36] , 
Прочези - Смолл [68] , Ремак [1 1 ] ,  Смолл [67] , Супруненко [58] , 
[72] , Тите [72] , Фиттинг [33] , [35а] , Фишер Дж. В .  [72] , Фуллер 
[70] , Херстейн - Смолл [62] , [64] , Хигман Г.  [56] , Цассенхауз [38] , 
Чаттерс [72] , Чейз [61 ] ,  Шмидт [28] , Шок [71Ь] , Шрейер [28] . 



Глава 1 8  

ПОЛУЛОКАЛЬНЫЕ КОЛЬЦА И РАДИКАЛ ДЖЕКОВСОВА 

Основные темы этой главы : (1 )  радикал Джекобеона кольца 
и модуля (18 .0) ;  (2) характеризация радикала кольца по Перлису 
и Джекобсону (18.6) ; (3) локальные кольца (18 . 10) ;  (4) полупри­
марныв кольца (18 . 12) ; (5) теорема Гопкинса и Левицкого (18 . 13) ;  
(6) теорема Rрулля - Шмидта или теорема о единственности раз­
ложения (18 . 18) ;  (7) базисные модуль и кольцо (18.21 - 18.23) ;  
(8) китайская теорема о б  остатках (18.30-18.32) и примарно раз­
ложимыв кольца (18 .36-18 .37) ; (9) характеризация колец с полу­
локальными правыми кольцами частных (18 .47) .  (В т .  1 ;  стр . 502 , 
кольцо R было названо полулокальным, если R/rad R - класси­
чески полупростое кольцо . См. также 18 . 10А) . 

Радикал Джекобеона модуля 
Одним из основных способов изучения строения модуля М 

является исследование его отдельных частей. Например , цоколь 
модуля М, определенный в гл . 8, является суммой его простых 
подмодулей. Строение цоколя модуля М весьма прозрачно , 
поскольку он является полупростым модулем. Дуальным вариантом 
понятия простого подмодуля является эпиморфизм М ._. V, где 
V - простой модуль, разумеется , в предположении, что такой 
модуль V существует . Это дуальное понятие , связанное с рассмот­
рением простых гомоморфных образов модуля М, оказывается 
весьма полезным в структурной теории колец и модулей. После 
этой краткой мотивировки мы начнем систематическое изучение 
простых гомоморфных образов модуля М и дадим следующее 
определение. 

18.0. Определение и предложение. 
18.0. 1 . Ради-кадом :моду.яя М (обоаиачае:мы;м через rad М) паво­

веж под:моду.л,ъ, описываемый с.л,едующи:ми э�вива.л,еитиыжи ус.л,о­
вия:ми: 

(а) пересечеиие ядер всех эпи:морфиажов f: М ._. V, та�их, что 
V = im f - простой :моду.л,ъ;  

(Ь) пересечеиие всех :ма�си:ма.л,ъиых под:моду.л,ей :моду.яя М. 
Ес.л,и в жоду.л,е М пет жа�си;м,а.л,ъиых под:моду.л,ей, то по.л,ожи;м, 

rad М = М. Д.яя .л,юбого :моду.яя М справед.л,иво равеиство 

rad (M/rad М) = О. 
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18 .0.2 .  Сдедующие свойства пепумвого модудя М равпосидъпы: 
(а) rad М =  О; 
(Ь) ддя всяпого пепумвого эммепта х Е М существуют простой 

модудъ V и гомоморфизм f: М -+  V, ддя поторых f (х) =1= О ;  
(с) есди {М a}aEI - мпожество всех мапсимадъпых подмодудей 

модудя М, то естествеппое отображепие 

М -+ П (М!Ма) 
aEI 

яв.ttЯerru:я мопомо рфизмом; 
(d) модудъ М можпо вдожитъ в проиаведепие простых модудей, 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность (а) <::=> (Ь) следует 
из теоремы о соответствии для модулей ( 1 ; стр . 102) , поскольку 
подмодуль М' максимален тогда и только тогда, когда М' -
ядро эпиморфизма М -+ М 1 М' модуля М на простой модуль .  

(Ь )  => (с) .  Пусть h:  М -+  [Т М/М а - естественное отображение. 
-!;. 

Если О =1= х Е М, то из (Ь) вытекает, что х � М  а для некоторого 
индекса а .  Следовательно , h(x) (а) = х + М а =1= О, т.  е .  h(x) =1= 
=1= О. Итак, h - мономорфизм. 

Импликация (с) => (d) очевидна. 
(d) => (Ь) .  Если, скажем, М �  Q W�, где W� - простой мо-

13ЕJ 
дуль для любого � Е J, и Q =1= х Е М, то найдется индекс � Е J, 
для которого р� (х) =1= О, где р� : П W� -+ W� - проекция. Если 

f3EJ 
/ = Pl3 1 М, то /: М -+ W� и f(x) =/= О. О 

Радикалом кольца R назовем rad (RR)� и обозначим его через 
rad R. Так как кольцо R всегда содержит максимальные правы е 
идеалы (в силу леммы Цорна) , то rad R =1= R. Левый радикал 
кольца R определяется как rad (RR) . Один из основных резуль­
татов этого параграфа : rad R совпадает с левым радикалом. Так 
как (левый) радикал является правым (левым) идеалом как пере­
сечение правых (левых) идеалов , то из этого результата будет 
следовать , что rad R - идеал кольца R. На самом деле сначала 
в 18 . 1  будет доказано последнее утверждение. 

Другим важным понятием в структурной теории колец является 
понятие примитивного идеала. Идеал I называется примитивным 
справа, если I - аннулятор векоторого простого правого R-моду­
ля. Теорема Джекобеона 18 .2  утверждает, что rad R совпадает 
с пересечением примитивных справа идеалов. Вместе с теоремой 
Джекобеона ( 18. 5) о совпадении радикала с левым радикалом это 
показывает, что радикал совпадает также с пересечением прими­
тинных слева идеалов. 

Замечание о терминологии : кольцо R называется примитивным 
(справа) , если О - примитинный (справа) идеал, что равносильно 
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существованию точного простого правого Л-модуля. Таким обра­
зом, имеется двойственность между примитинными кольцами 
и примитинными идеалами: идеал 1 примитивен (справа) тогда 
и только тогда , когда RII - примитинное (справа) кольцо . Это 
приводит к пекоторой путанице , особенно в тех случаях,  когда 
в рассмотрении вводятся предкольца , поскольку идеал /,  рас­
сматриваемый как предкольцо , может быть примитивным. (В част­
ности, любой иенулевой идеал примитинного кольца R является 
примитинным предкольцом.)  

П р и м е р ы. 
Rаждое простое кольцо является примитивным, поскольку над 

ним любой иенулевой модуль точен. Итак , каждый максимальный 
идеал является примитивным. Rроме того, любое кольцо всех 
линейных иреобразований L = End V v примитивно слева (и спра­
ва} , поскольку, как показано в 19 . 23В, векторное пространство V 
над D является каноническим простым левым L-модулем и а for­
tiori точно . Можно показать , что пространство V вкладывается 
в L (вообще говоря , многими способами) и что в L существует 
идемпотент е, для которого V � Le и S = LeL - наименьший 
неиулевой идеал . (Фактически S совпадает с множеством всех 
линейных иреобразований конечного ранга . )  Так как V - про­
стой точный левый 8-модуль,  то S - примитинное предкольцо . 
Если dim Vv = N 0 ,  то S - единственный нетривиальный идеал 
кольца L и, следовательно , максимальный идеал , а потому S ­
примитинный идеал . (В действительности S - всегда примитив­
вый идеал независимо от размерности пространства V, так же, 
как и любой идеал кольца L . )  

Можно проверить , что W = eL - точный простой правый 
L-модуль,  и, значит, L - также примитинное справа кольцо . 

Rак только будут доказаны соответствующие теоремы,  приве­
деиные выше соображения станут более прозрачными : ( 1 )  L ­
регулярное в смысле Неймана кольцо (см. 1 ,  стр . 529 , и 19 .24) , 
т. е .  каждый конечно порожденный односторонний идеал порот­
дается идемпотевтом (это доказано в теореме 19 .28) ; (2) радикал 
не содержит иенулевых идемпотентов (18 .9 . 3) ,  поэтому rad (L//) = 
= О для любого идеала 1 кольца L; (3) идеалы кольца L вполне 
упорядочены по включению (19 .64) . 

Таким образом, используя (3) и тот факт, что идеал 1 совпа­
дает с пересечением примитинных идеалов , его содержащих, мож­
но показать , что каwдый идеал кольца L примитивен справа 
и слева.  

Такой анализ этой ситуации - не пустая трата времени, 
поскольку это же доказательство показывает , что любой идеал 1 
в любом регулярном кольце с вполне упорядоченным множеством 
идеалов является примитинным слева и справа . Мы снова вер-
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немея к этим идеям в гл . 19 ,  особенно в теоремах Гудёрла ( 19 .62-
19 .65) о линейной упорядоченности множества идеалов, содержа­
щих данный первичный идеал , в самоинъективном справа регуляр­
ном кольце. 

18. 1 .  Предложение. Если R - польцо и М - модуль,  то 
rad М - вполпе ипвариаптпый подмодуль в М, а rad R - идеал 
польца R.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Т = Endн М. Но rad М = 
= n ker /, где t пробегает все гомоформизмы f : м -+ с' с -
простой модуль.  Если g Е Т, то f о g: М -+ С,  где модуль С 
прост. Поэтому fg (rad М) = О, т. е .  g (rad М) = П ker f = 
= rad М, а это показывает , что rad М - вполне инвариантный 
подмоду ль. Если М = R, а Е R и а8 - умножение слева на эле-
мент а, то 

rad �R а8 (rad R) = a · rad R,  

и,  значит, rad  R = R · rad R.  Следовательно , rad  R - идеал . О 
Сейчас мы подходим к математически и исторически важной 

задаче : дать критерий принадлежности элемента х кольца R ради­
калу этого кольца . В частности , будет приведен такой критерий: 
Vx = О для каждого простого R-модуля V. Теорема Перлиса и 
Джекобеона (18 .6)  дает другой критерий. 

1 8.2.  Теорема (Джекобсон) . Пусть R - польцо. Тогда rad R 
совпадает с пересечением примитивпых (справа) идеалов, т. е.  

( 1 )  rad R = n annR v, 

где V пробегает простые правые R-модули. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть Q - пересечение , стоящее 
в правой части равенства (1 ) . Так как annR V - идеал кольца R 
для любого модуля V, то Q - идеал этого кольца и Q = RQ. Если 
М - :максимальный правый идеал , то W = R/ М - простой R-мо­
дуль . Итак , WQ = О . Следовательно , Q = R · Q  = М. Это пока­
зывает , что Q = rad R .  

Обратно , если х Е R и х Ef Q, т .  е .  Vx =1= О для векоторого про­
стого R-:модуля V, то VxR = V ввиду простоты модуля V. Поэто­
му VxRx = Vx =1= О. Выберем v Е V и а Е R так , чтобы vxax =1= 
=1= О. Поскольку vxa =1= О, из простоты модуля V следует , что 
vxaR = V. Таким образом, получаем эпиморфизм 

{ R _".. v 
f 

r .- vxar Vr E R. 

Так как f(x) = vxax =1= О, это доказывает, что х Ef rad R.  Итак, 
rad R s;;; Q,  а значит , как и утверждалось ,  rad  R = Q. О 
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Эта теорема дает лишь одну из характеризаций радикала rad R 
Нам же хотелось бы охарактеризовать элементы радикала rad R 
в чисто теоретико-кольцевых терминах ,  т. е .  в терминах кольце­
вых операций. Это будет сделано в 18 .4 . 

Rосуществеввые подмодули 

Подмодуль S модуля М н называется косущественным, если 
из М = S + К, где К - некоторый подм:одуль,  следует , что 
К = М. Символ М о- S будет обозначать , что S - косуще­
ственный подмодуль в М. Элемент х Е М называется необразую­
щим модуля М, если он порождает косущественным подмодуль. 
Очевидно , что ( 1 )  любой подмодуль косущественного подмодуля 
модуля М является косущественным подмодулем в М, (2) сумма 
конечного числа косущественных подмодулей является косуще­
ственным: подмодулем. 

Сумма всех косущественных подмодулей модуля М будет обо­
значаться через superfl М. В силу (2) superfl М состоит из эле­
ментов модуля М, являющихся необразующими. В общем случае 
superfl М не является косущественным: подм:одулем. Например , 
каждый элемент 'Z' -модуля Q является необразующим (доказа­
тельство?) и потому superfl Q = Q. 

П р  и м е р ы  1.  Если Р - подмодуль (идеал) в 7L, то Р 
= x'l, где х Е 7L .  Е сли Р =tf: О и у Е Z ,  у =tf: 1 и н .  о .  д . (х, у) -
= 1 ,  то Z = x7i, + yZ и y7L =tf: 7L .  Итак , superfl Z = О.  

2 .  Если М =  7/_,Роо '  то каждая его собственная подгруппа 
является конечной (см. 1 ,  стр . 85) . Следовательно , сумма двух 
собственных подгрупп является собственной подгруппой , и, зна­
чит , 

superfl 7L
p

oo = 7L
p

oo · 

Аналогично superfl Qf'l = Qf7L и superfl Q = Q. 
3. Если М - полупростой правый R-м:одуль,  то каждый 

его подмодуль выделяется прямым слагаемым; поэтому superfl 
м = 0. 

4. Произведение простых модулей не обязано быть полупро­
стым модулем:. Например , если F - произвольвое поле,  то произ-
ведение F1 бесконечного множества экземпляров поля F не являет­
ся классически полупростым кольцом:, но будет произведением 
(неизоморфных) простых правых идеалов {F;}iEI • где F; - образ 
канонического вложения и;:  F -+  F1 для любого i Е J. [ Yx:aaanue: 
изоморфные модули имеют одинаковые аннулирующие идеалы . 1  
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18.3.  Предложение. Пусть М - правый R-модудъ. Тогда 
(а) rad М = superfl М � М (rad R) .  
(Ь )  Об'Ьеnт М патегории mod-R называется B-oбr.mimoж 

(по Вассу [60] ) ,  если выполняется одно иа следующих эпвивалептных 
условий : 

(1 ) паждый собственный подмодуль N модуля М содержится 
в его мапсималъном подмодуде; 

(2) rad (M/N) =i= MIN,  если N - собственный подмодуль в М. 
Если эти условия выполняются, то rad  М является посущественным 
подмодулем в М и М (rad R) = М лишь в случае, погда М = О. 
Если паждый об'Ьеnт патегории mod-R является В-об'Ьеnтом, то 
R называется В-иолъцож. П одудопалъное полъцо с нидъпотентным 
радипалом является В-подъцом (см. 22.8 и 18. 12) . 

(с) Любой понечно порождепный модуль над любым подъцом 
является В-об'Ьеnтом. 

(d) Если R/rad R - правое V-пмъцо (см. 1 ,  7 . 32 ,  например, 
если R - полудопальное пмьцо) иди если М/М (rad R) - поду­
простой модуль, то rad М = М (rad R) . 

(е) R/rad R является правым V-полъцом тогда и толь-по тогда, 
погда rad М = М (rad R) для паждого об'Ьеnта М патегории 
mod-R. В этом случае, если М является В-об'Ьеnтом патегории 
mod-R, то rad М = М (rad R) - посущественный подмодудъ. 

Это верно, в частности, для любого понечно порожденного моду­
ля М над пмъцом R ,  для поторого R/rad R - правое V-пмъцо 
(например, над любым подулопальным подъцом R) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Сначала покажем, что superfl М �  
= rad М. Действительно , если у Е М и у EJ: superfl М, то М = 
= В +  yR для векоторого подмодуля В =/= М. Тогда yRI(yR П 
П В) � М/В - циклический модуль с образующиы [у + yR П В] .  

Н о  радикал любого иенулевого циклического :модуля С отличен 
от него са:м:ого и потому имеется эпи:м:орфиз:м: f: М -+ V, где V ­
простой модуль и f(y) =1= О.  Итак , у Ef rad М. Обратное включе­
ние очевидно .  Действительно , если М о- S и М' - :максималь­
ный подмодуль в М, то S + М' =1= М. Следовате-льно , S = М' 
и S = rad М. 

Пусть J = rad R. Так как J - идеал кольца R, то RJ = J. 
Для завершения доказательства п. (а) мы должны убедиться в том, 
что rad М =  MJ. Это очевидно , если rad М =  М. Если М' ­
:максимальный подмодуль , то фактормодуль N = М/М' прост и ,  
следовательно , является циклическим:. Поэтому существует эпи­
:м:орфизм ер: R -+ N. Так как Q = ker ер - :максимальный пра­
вый идеал кольца R, то J = rad R = R · J � Q, и, следовательно,  
(R/Q) J = О.  Применяя отображение ер ,  видим, что NJ = О,  т .  е .  
М' = М J. Это доказывает включение rad  М � М J.  

( Ь )  Если К - собственный подмодуль модуля М, т о  из  ( 1 )  
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следует , что К содержится в максимальном подмодуле М' моду­
ля М. Но М' = rad М, и ,  следовательно , М' 2 К +  rad М. Это 
доказывает , что rad М - ко существенный подмодуль модуля М. 
Эквивалентность условий (1) и (2) очевидна . :Кроме того , из (2) 
следует , что rad М = М тогда и только тогда , когда М =  О. 
Итак , М = М (rad R) лишь тогда , когда М = О. 

(с) Множество собственных подмодулей иенулевого конечно 
порожденного модуля М индуктивно , и ,  следовательно , каждый 
фактормодуль M/N содержит максимальный подмодуль.  

(d )  В обоих случаях М (rad R) является пересечением макси­
мальных подмодулей 1) и, следовательно , содержит rad М, что 
обращает включение в п. (а) . 

(е) В силу 7 . 32А R является У-кольцом тогда и только тогда , 
когда rad М = О для каждого объекта М Е mod-R . Итак, RIJ ­
иравое У-кольцо в том и только том случае , когда (rad М)/ М J = 
= О , т .  е .  rad М с= MJ для каждого модуля М. Ясно , что это 
эквивалентно утверждению о том, что rad М = М J для каждого 
модуля М. Если М есть В-объект, то подмодуль rad М =  MJ 
косуществен, и поэтому выполнено утверждение (е) . 

Завершим доказательство п .  (Ь) : если R - полулокальное 
кольцо с нильпотентным радикалом J, то rad М =  MJ = М  лишь 
тогда , когда� М = М Jn для всех n и,  следовательно , когда М = О. 
Итак , R является В-кольцом. О 

Мультипликативная полугруппа М называется исчезающей 
слева 2) , если каждая последовательность произведений элементов 
полугруппы М вида 

(S) {aпan-t · · · a t}nero 
оканчивается нулями, т. е. anan-l . . . а2а1 = О, начиная с пеко­
торого числа n = n (S) , зависящего от последовательности S .  
Например , каждый нильпотентный идеал кольца является исче­
зающей слева и справа полугруппой, а число n (S) ограничено 
индексом нильпотентности 3) . Радикал любого правого В-кольца 
является исчезающим слева (22 .7 ) .  

:Каждое правое У-кольцо является В-кольцом, поскольку 
rad М = О для каждого правого R-модуля .  :Кольцо R = k [х, D ]  
дифференциальных многочленов над универсальным полем k 
дает пример области главных правых и главных левых идеалов,  
являющейся У-кольцом (см. 7 .42) .  

18 .4 .  Teopel\18. Пусть R - польцо и J = rad R .  Д.л.я .л,юбого 
правого идеала I польца R следующие ус.л,овия равпоси.л,ьпы: 

1) Для V-колец см. 7. 32А. - Пр им. перев. 
2) Ряд авторов уnотребляет термин « Т-нильnотентная cnpaвat. - Пр им. 

пер ев. 3) Ср. с существенной нильnотентностъю сnрава в 19. 13. С. 
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(а) 1 = rad R = J; 
(Ь) :мпожество 1 + 1 = { 1 + х 1 х Е /} состоит из об рати:мых 

э.ttе:мептов КО.ttъца R ;  
(с) 1) ec.ttи М - neny.tteвoй копечпо порождеппый :моду.ttъ, тff 

М! =i= M; 
(d) Ec.ttи М - копечпо порождеппый :моду.ttъ, то MI - косу­

ществеппый под:моду.ttъ в М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (а) ==? (Ь) . В силу 18.3 superfl R = 
= rad R .  Итак , если х Е 1 = J = rad R,  то х лежит в пекотором 
косущественном правом идеале и потому xR - косущественный 
подмодуль. Так как R = xR + (1 + х) R, то R = (1 + х) R ,  
т .  е .  1 = (1  + х) у для некоторого у Е R.  Следовательно , если 
х Е /, то элемент 1 + х обратим справа в R. Так как -ху Е /, то 
элемент 1 - ху = у обладает правым обратным w в R. Поскольку 
1 + х имеет левый обратный у,  то у - обратимый элемент и у-1 = 
= 1 + х = w. Итак , 1 + х - обратимый элемент . 

(Ь) =} (а) . Пусть х Е /. Допустим, что R = xR + К, где К ­
некоторый правый идеал . Тогда 1 = ха + k, где а Е R,  k Е К. 
Следовательно , k = 1 - ха Е 1 + 1, т .  е .  k - обратимый эле­
мент в R, откуда К = R.  Это показывает, что х является необра­
зующим в модуле Rн и в силу 18 .3  (с) х Е superfl R = rad R .  
Итак , 1 = rad R.  

(а )  ==? (с) . Если М - конечно порожденный модуль и М! = 
= М, то М J = М и nотому М = О (в силу 18 .3  (с) ) .  

(с) ==? (d) . Если К - некоторый nодмодуль и М =  К +  М!, 
то N = М 1 К - конечно nорожденный модуль и N 1 = N. Поэтому 
из (с) следует , что N = О, т .  е. что М =  К. Таким образом, М! ­
косущественный nодмодуль. 

(d) =} (а) . Пусть М = R. Тогда RI = 1 и RI - косуществен­
ный nравый идеал кольца R. Поэтому 1 = rad R (в силу 18 .3  (с)) . О 

Левый радикал кольца R оnределим как nересечение максв­
мальных левых идеалов .  

18.5 . Предложение (Джекобсон [45] ) .  Левый радика.tt .ttюбого 
ко.ttъца R совпадает с его радика.ttо:м. Кроле того, д.ttя .ttюбого КО.ttъ­
ца R 

rad (R/rad R) = О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу 18.4 1 + rad R = UU (R) . 
Так как rad R - идеал , а следовательно , и левый идеал , то в силу 

1) Утверждение (е) иногда называют леммой Накаямы. В монографии 
Нагаты [62, стр. 213] отмечено, что это неправильно. Ошибки такого рода 
ветречаются весьма часто! Накаяма не мог вспомнить, кто , Адзумая или 
он сам, нашел эту характеризацию и, как ни парадоксально, предложил 
связать с ней имена Адзумаи и Крулля в случае коммутативного кольца R 
и Адзумаи и Джекобеона в случае некоммутативного. 
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симметричного варианта теоремы 18.4 rad R содержится в левом 
радикале кольца R и содержит его . Ив предложения 18 .1  следует, 
что rad (R/rad R) = О. D 

18 .6 .  Предложение и определение (Перлис (42] , Джекобсон 
{45а ] ) .  Элемепт х кмьца R пааывается ивадирегуляриъtJit , если 
выполпепы СJtедующие э-пвивалептпые условия: 

(а) 1 + х - обратимый э.п,емепт; 
(Ь) существует элемепт х' Е R, тапой, что х + х' + хх' = О 

и х + х' + х'х = О. 
Каждый пи.п,ьпотептпый э.п,е.м,епт х ипде-пса пшьпотептпости п 

n - 1 
квааирегу.л,яреп и ( 1  + х) -1 = � (-1) i zi . Одпостороппий идеал i=O 
пааывается и в адuрегуляр u ъtJit, если оп состоит ив -пвааирегу.п,яр­
пых элемептов. Радикал кмьца R яв.п,яется -пвааирегу.л,ярпым идеа­
д,ом, содержащим -паждый -пвааирегу.л,ярпый правый или левый идеал 
(и,  в частности, -паждый одпостороппий пшь-идеал) . Ита-п, 
R/rad R - пмупервичпое кмьцо , ne содержащее пепулевых квааи­
регумрпых одпостороппих идеалов (а также одпостороппих 
пшь-идеалов) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Чтобы установить эквивалентность 
условий (а) и (Ь) , надо использовать элемент х' = (1 + х) -1 - 1 
(называемый квазиобратным к элементу х) . Если xn = О,  
то условию (Ь )  удовлетворяет элемент х' = -х + х2 + . . . . . . + (-1)n-1xn-1 • Остальные утверждения вытекают из теоре­
мы 18.4 .  Последняя часть следует из равенства rad (R/rad R) = 
= 0 . D 

1 8.7.  Следствие. Пусть R - кольцо с радикалом J и х - обраа 
мемепта х Е R при капопическом отображении R -+  ii. = R/J. 
Тогда х - обратимый э.п,ежепт в R в тож и только том случае, 
когда х - обратимый э.п,е.м,епт в R. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В одну сторону доказательство 
очевидно.  Обратно,  предположим, что х - обратимый элемент 
в кольце R. Тогда ху = ух = 1 для некоторого элемента у Е R .  
Следовательно , ху = 1 + t1 и ух = 1 + t2 , где t1, t 2  Е J.  Значит, 
иt  = 1 + t i ,  i = 1 , 2 - обратимый элемент в R.  Поэтому 
хуиj1 = u;1yx = 1 . Итак , х обладает правым и левым обратным, 
но они обязаны со впадать (в силу ассоциативности умножения) ,  
т .  е .  х - обратимый элемент кольца R .  

18.8. Следствие. Если R - артипово справа кмъцо, то rad R -
пшьпотептпый идеал, содержащий каждый правый ши левый 
пшъ-идеал -пмьца R .  
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Д о н а з  а т е л ь  с т в о .  В силу предыдущего следствия J = 
= rad R содержит любой иравый и любой левый пиль-идеал . Тан 
нан нольцо R артиново справа ,  то Jn+l = Jn для неноторого чис­
ла n. Если Jn =1= О , то множество Р таних венулевых правых идеа­
лов К, что KJ = К , непусто . Следовательно , в Р существует мини­
мальный элемент Q. Тан нан QJn = Q =1= О, то qJn =1= О для вено­
торого q Е Q. В силу минимальности правого идеала Q из (qJn) J = 
= qJn следует, что qJn = Q.  Тогда -q = qи для неноторого 
и Е Jn. Т ан н ан и Е rad R, то 1 + и - обратимый элемент. Поэто­
му из q(1 + q) = О следует, что q = О. Это противоречит предпо­
ложению о том, что Jn =1= О. Итан , Jn = О, т.  е . ,  нан и утвержда­
лось , J - нильпотентный идеал. О 

18.9.  У п р а ж н е н и я и п р и м е р ы. 
18.9 . 1 .  Пусть {etH=1 - ортогональное представление единицы 

в нольце R.  Положим J (А ) = rad А для любого нольца А и 

Тогда 

и 

Н (еЛеj) = {а Е etRej 1 aejRc, = J (etRet) }. 

n 
rad R = J (R) = � Н (etRej) i, j= 1  

rad (еЛе;) = J (eiRet) = Н  (etRei) = 

= J (R) П e.Ret = etJ (R) et .  i , j = 1 , . .  , n .  
18.9 .2 .  В обозначениях упражнения 18.9 . 1  (а) rad R - исче­

зающая слева полугруппа (соответственно нильпотентный идеал 
инденса нильпотентности � k) тогда и тольно тогда , ногда 
rad (e tRet) - исчезающая слева полугруппа (соответственно ниль­
потентный идеал ·инденса нильпотентности � k) для i = 1 ,  . . .  , n ;  
(Ь)  нольцо R нлассичесни полупросто тогда и тольно тогда , ногда 
rad R = О и существуют {et}?=1 ,  тание, что etRet - тело ,  i = 
= 1 , . . .  , n. 

Вывести из этого ,  что еели etRe;le tJ(R) e i  - тело,  i = 1 , . . •  
. . . , n ,  то R - полулональное нольцо (в смысле 18 .10А) . 

18 .9 .3 .  Радинал нольца не содержит венулевых идемпотентных 
элементов . Таним образом, нольцо линейных преобразований, буле­
во нольцо , алгебраичесная алгебра без нильпотентных элементов 
над произвольным полем имеют нулевые радиналы Дженобсона. 

18.9.4.  Пусть F - тело ,  а R = F(x) - нольцо всех формаль­
ных степенных рядов над F от переменной х. Если а = хЬ Е xR, 
Ь Е R, то и = а + а2 + . . . + an + . . . - элемент нольца R 
(доназать это 1 )  и (1 - а) (1 + и) = ( 1  + и) (1 - а) = 1 .  Тан нан 
1 + xR состоит из обратимых элементов , то по доназавной теореме 
(правый) идеал I = xR содержится в rad R. Но I - мансималь-
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вый правый идеал , поскольку факторкольцо R/1 - тело,  изоморф­
ное телу F. Итак, I = rad R. 

18 .9 .5 .  Можно определить кольцо F (х, у )  формальных сте­
пенных рядов как А {у) ,  где А = F (х) . Элементы кольца F (х, у) ­
степенные ряды 

"" 
t = � a,ixiy1, t, j=1 

при этом t - обратимый элемент в F(x, у) тогда и только тогда ,  
когда а0 0  -=/= О. Итак, радикал rшльца R = F (:r, у) содержит идеал 
J = xR + yR . Так как R/J - тело,  изоморфное телу F, то 
rad R = :rR + yR. 

18.9 .6 .  Если М - неразложимый квазиинъективный мо 
дуль, то 

rad (End Мв) = {/ Е  End Мв 1 ker f -=/= 0} 

(см. приведеиное далее доказательство следствия 18 . 1 1 ) .  
18 .9 .  7 .  Кольцо р-адических чисел p-adic ('Z )  можно опреде · 

лить как множество S всех последовательностей 

а ==; а0 + aJ]J + aJJ2 + . . . + anp11 + . . . , 

где целые числа an удовлетворяют условию 

O � an < р 'Vn Е ro .  
Если, кроме того , 

Ь = Ь0 + bJ]J + . . . ЬтРт + . . . ' 

то определим сложение и умножение с помощью формул 

а + Ь =  � qipi и аЬ = � r1pi , 
iEro iEro 

где коэффициенты qi и ri для всех i Е ro определяются с помощью 
индукции : по алгоритму деления в кольце 7i.. найдутся: однозначно 
определенные числа q0 < р и k0 < р , такие , что а0 + Ь0 = q0 + 
+ k0p , а также однозначно определенные числа q1, k1 , такие, что 
а1 + Ь1 + k0 = q1 + kJP, и далее по индукции находим числа 
qi и k i , i Е ro , такие, что qn = an + Ьп + kп-1 - kпР - искомый 
коэффициент при р11• 

Аналогично найдутся числа ri и mi ,  i Е ro ,  каждое из которых 
< р, та�ие, что а0Ь0 = r0 + m0p,  и по индукции находим число 

rп = а0Ьп + a1bn_1 + . . .  + апЬо + mп-1 - тпр 'Vn Е ro ,  
являющееся искомым коэффициентом при р11 в определении 
произведения аЬ . 

Покажем теперь, что 

J = rad (p-adic (Z)) = {а 1 а0 = 0} . 
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Таким образом, а Е J -� а = aJJJ + а,р2 + . . . . Доказатель­
ство может быть проведено вычислениями (как в доказательстве 
упражнения 18 .9 .4) или с использованием характеризации 
радикала,  сформулированной в примере 18 .9 .6 .  Мы выберем вто­
рой путь. 

Имеется канонический изоморфизм { p-adic (Z) -+- �nd 'llp"" 
а �--+ а,  

где ах = � aipix определено для всех х Е 7LPoo' поскольку cyщe­iEro 
n 

ствует n = n (х) , для которого pnx = О, а тогда iix = � aipix. 
i=1 

Если an =1= О, то ау =1= О, поскольку существует элемент у порядка 
>рп . Это показывает , что указанное отображение является моно­
морфизмом. Наконец, группа ZP"" порождается элементами 
{Yn}пero , такими, что ру1 = О, . . . , РУп = Yn-l и Yn порождает 
циклическую группу порядка п. Далее , любой эндоморфизм f 
отображает каждый элемент Yn в циклическую подгруппу (Уп) · 
Итак, f = а, где а = а0 + aJJJ + . . . определяется по индукции 
как сумма а = � Ьn , где Ьn - однозначно определенное р-адиче-

пеrо 
ское число , такое ,  что f (Уп) = ЬnYn · Наконец, в силу упражне­
ния 18 .9 .6 а Е J тогда и только тогда , когда а0 = О . О 

Все примеры колец, рассмотренные в 18 .9 .4-18.9 . 7 , оказы­
ваются локальными кольцами в смысле следующего определения . 

18.tOA. Определение и предложение. Кмьцо R называется 
по.л,у .л, о п ад/ьuъtж, если -холъцо R/rad R 'X.Itaccичecl'tи пмупросто 
(t , стр .  502) . 

Кмъцо R называется д,О'}(,а.л,ъиъtж (иногда его пааывают cl'ta.л,яp­
no лохальпыж) , если о по удовлетворяет э-хвивалептпым условиям 
(а) - (d) : 

(а) мпожество пеобратимых элемептов l'tолъца R яв.л,яется идеа­
лом этого -холъца ; 

(Ь) l'tOJtЬЦO R содержит едипствеппый ма-хсималъпый правый 
идеал; 

(с) R/rad R - тело ; 
(d) сумма двух пеобратимьт..х элемептов l'tOJtъцa R является 

11.еоб ратимыл элемептом. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о. (а) ::.::::>- (Ь) . Пусть 1 - идеал , состоя­
щий из необратимых элементов . Тогда он содержит любой (мак­
симальный) правый идеал . Так как l содержится в векотором 
максимальном правом идеале,  то это единственный максимальный 
правый идеал кольца R. 
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(Ь) ::::? (с) .  Если R содержит единственный :максимальный 
правый идеал I, то I = rad R. Так как факторкольцо Q = 
= R/rad R имеет лишъ два правых идеала (именно , О и Q) , Q-тело .  

(с) ::::? (d) .  Напомним, что J = rad R обладает свойством, при­
ведеиным в следствии 18 .7 ,  т. е. х - обратимый элемент кольца R 
тогда и только тогда, когда i - обратимый элемент кольца R = 
= RIJ, где х ..- х - естественное отображение R -+  RIJ. Так 
как R/J - тело,  то из этого следует, что любой венулевой элемент 
из R - J обратим в R. Итак , множество необрsтимых элемен­
тов кольца R совпадает с J. Так как J =i= R и J не содержит обра­
тимых элементов , то сумма необратимых элементов лежит в J 
и, следовательно , - необратимый элемент. 

(d) ::::? (а) . Надо показать , что множество I необратимых эле­
ментов кольца R является идеалом. Так как мы знаем уже, что 
а - Ь Е I для всех а, Ь Е /, то надо показать лишь, что ar Е I 
и ra Е I для всех а Е /, r Е R.  Допустим,  что а Е /, r Е R и ar � I. 
Тогда ar - обратимый элемент, т .  е. arv = var = 1 для векото­
рого v Е R. Пусть и = rv. Тогда au = 1 .  Если uc = 1 для векото­
рого с Е R, то а =  auc = 1 · с  = с  и au = ua = 1 ,  что противоре­
чит необратимости элемента а. Следовательно , uR =i= R, и потому 
uR s; I.  В частности, ua Е /. Но а ( 1  - иа) = О, и , следователь­
но , 1 - ua Е /. Тогда 1 = ua + (1 = ua) Е /, что приводит нас 
к противоречию . Таким образом, IR с: I.  Симметрично , RI s;;;;; I. 
Итак. I - идеал . О 

18. 10В. "У п р  а ж н е н и е. Пусть R - локальное кольцо. 
(а) Правый R-модуль G являетlя оfiразvющим в категории mod-R 

тогда и только тогда, когда модуль RR изоморфен прямому сла­
гаемому модуля G. 

(Ь) Если R -+ S - сюръективный кольцевой гомоморфизм, то 
S - локальное кольцо. 

18. 1 1 .  Следствие. Есди М - пераsдожижый об'Ье1'>m 1'0ameгopuu 
mod-R, яв.яяющийся 1'>ваsиип•ье.,.тивпы.м, ши и.м,еющий 1'0оnечпую 
ддuпу (Жордапа - Гёдьдера) . то End М R - дО1'>адьпое 1'00дьцо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во втором случае результат следует 
из 1 7 . 16  и 18. 10. Теперь допустим, что М - инъективный :модуль 
и S - его кольцо эндоморфизмов. Пусть J - множество У эле­
ментов кольца S, ядра которых отличны от нуля. Если f Е S 
и ker f = О, то в силу инъективности :модуля М найдется g Е S, 
переводящий fx в х для всех х Е М. Тогда gf = 1 и е = fg - идем­
потент, который в силу неразложимости модуля М должен быть 
равен 1 . Так как кажды:й венулевой подмодуль N модуля М имеет 
венулевую инъективную оболочку N, выделяющуюся в М пря­
мым: слагаемым, то из неразложимости модуля М следует, что 
5 к. Фейс 
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М = N. Итак , каждый иенулевой подмодуль в М является суще­
ственным. Так как ker (f + g) = ker f П ker g для любых гомо­
морфизмов f и g, то сумма f + g двух необратимых элементов коль­
ца S является необратимым элементом. В силу 18 . 10А J - радикал 
кольца S.  

Случай, когда М - квазиинъективный модуль , оставляем 
в качестве упражнения . О 

Артивовы кольца являются ветеровыми 
Сформулированная в заглавии теорема была доказана Гоп­

кипсом [39] и независимо Левицким [39 ] .  Основная компонента 
этого доказательства - теорема Веддербёрна - Артина,  которая, 
как кажется на первый взгляд, ничего не говорит о неполупро­
стых кольцах.  Однако мы не раз увидим, что внешность обман­
чива .  Эта теорема является мощным средством при изучении арти­
новых колец с иенулевым радикалом. Почему? Ответ можно 
извлечь из анализа доказательства следующего предложения. 

18 . 12 .  Предложение и определение. Кольцо R называется 
полупримарu'ЬtJit, если оно - полулопальное польцо с нильпотент­
ным радипалом. Любое артиново справа польцо полупримарно. 
Кроме того , полупри.марное польцо артиново справа тогда и тольпо 
тогда, погда оно нётерово справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если кольцо R артиново справа,  то 
артиново справа и кольцо R/rad R .  В силу предложения 18 .6  
кольцо R/rad R полупервично, а по теореме Веддербёрна -
Артина ( 1 , 8 .8) оно классически полупросто . В силу следствия 18 .8 
rad R - нильпотентный идеал . Поэтому кольцо R полупримарно . 

Чтобы показать эквивалентность нётеровости и артиновости 
для полупримарных колец, отметим сначала , что любой полупро­
стой модуль М (над произвольным кольцом) артинов тогда и толь­
ко тогда , когда он нётеров .  Это следует из того , что М является 
прямой суммой простых модулей (которые одновременно артиновы 
ц: нётеровы} , а число этих простых прямых слагаемых конечно 
тогда и только тогда , когда М либо артинов ,  либо нётеров .  Пусть 
теперь t - индекс нильпотентности идеала N = rad R .  Положим 
N° = R. Идеал N аннулирует правый R-модуль Mi = NifNi+t 
для любого целого чисп:а i между О и t - 1 .  Следовательно , М ­
правый (R/N)-модуль . .  Так как R/N - классически полупростое 
кольцо , то в силу 8.9 М - полупростой модуль .  Поскольку 
.R-�одмодули модуля М совпадают с его (RI N)-подмодулями, 
то М - полупростой R-модуль.  Рассмотрим последовательность 

R => N :=:> N2, :=:> • • • :=:> Nt = О 
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nравых Л-модулей . Если кольцо Л нётерово (соответственно арти­
ново) справа ,  то каждый фактормодуль Mi , i = О, . . .  , t - 1 ,  
будучи полупростым,  имеет конечную длину. Таким образом, 
кольцо Л обладает композиционным рядом. Поэтому Л артиново 
(соответственно нётерово) справа . О 

18 . 13 .  Теорема (Гопкинс [39] , Левицкий [39 ] ) .  Артиново спра­
ва кольцо является (полупри:марпы.м) пётеровы.м справа кольцом. О 

Следующее утверждение также можно использовать для дока­
зательства артиновости нётерова полупримарноrо кольца . 

18 . 14 .  У п р  а ж н е н и е .  (а) (Чейз) . Если кольцо Л полуnри­
марно , то каждый левый Л-модуль и каждый правый Л-модуць 
удовлетворяют условию обрыва убывающих цепей конечно порот­
денных подмодулей (ер . с 22.9) . 

(Ь) Если М - объект конечной длины в категории mod-Л , то 
А = End М R - полупримарное кольцо , удовлетворяющее усло­
вию обрыва возрастающих цепей правых и левых ануляторных 
идеалов (ер . с упражнением 17 . 25) . 

Теоремы Крулля - Шмидта и диаграммы Адзумаи 
Rак уже отмечалось во введении ко второму тому, имеется тес­

ная связь между категориями RI NGS и mod-Л для произвольного 
объекта Л категории RINGS. Пуристы склонны пренебрегать 
одним аспектом ради другого . Некоторые специалисты в теории 
групп по непонятным причинам избегают использования аппарата 
теории колец, применяющегося к групповому кольцу ЛG конеч­
ной группы над кольцом Л (обычно над полем С) , но , увы, неко­
торые теоремы nолучают nрозрачные доказательства лишь на этом 
nути. Аналогично теория колец время от времени вынуждена зани­
мать задние сидения и давать возможность вести машину теории 
групп (ранее - абелевым группам, но сейчас все чаще - абеле­
вым категориям) . 

Приведем две проблемы теории модулей : 
(1)  Когда модуль М разлагается в прямую сумму неразложи­

мых модулей? В этом случае модуль М называется 11полие разло­
жимым. (2) Когда такое разложение единственно (в том смысле ,  
что от любого разложения к другому можно перейти, nрименив 
автоморфизм модуля М)? (Это будет подробно рассмотрено 
в 18 . 18  и 21 . 6 . )  Теорема 1\руJшя - Шмидта является одним ив 
утверждений о единственности nрямого разложения модуля 
(объекта) . (Rрулль [25] , Шмидт [28] , см. Э. Нётер [ 29 , стр . 645 
и стр . 651 ] :  каждая группа G с условием минимал ьности для под­
групп является прямым произведением неразложимых груnп ; если 
5* 
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выполняется и условие максимальности, то разложение един­
ственно с точностью до автоморфизма группы G.) Теорема Rрул­
ля - Шмидта относится в основном к конечным прямым суммам 
(произведениям) неразложимых объектов . Однако Адзумая [50] 
получил теорему о единственности разложения для бесконечных 
прямых сумм модулей с локальными кольцами эндоморфизмов 
(часть того ,  что было установлено в теоремах Rрулля - Шмидта) . 
(См. 21 . 6 . ) Говорят, что такой модуль обладает диаграммой Адзу­
маи. iНам покавалось удобным использовать этот термин даже 
в том случае,  когда прямая сумма конечна (т. е. применима теоре­
ма Rрулля - Шмидта) .  Следующая далее часть параграфа содер­
жит теорему Rрул:ля - Шмидта 18 . 18  для категорий с расщепляю­
щимиен идемпотентами (определенных в 18 . 15) и приложения , 
Rасающиеся строения колец с диаграммами Адвумаи (см. 18 .23-
18 .28) . Вышеупомянутый симбиоз колец и модулей можно про­
иллюстрировать при рассмотрении вопроса о том, когда правый 
А -модуль обладает конечной диаграммой Адвумаи. Предложение 
18.23.2 (см. 18 .26) утверждает, что это бывает тогда и только тогда , 
когда кольцо эндоморфизмов R модуля М обладает конечной диа­
граммой Адзумаи , и, кроме того , в том и только в том случае, 
когда R - полулокальное кольцо , в котором можно поднимать 
идемпотенты по модулю радикала .  (Любопытно , что последний 
Rласс колец совпадает с классом колец, над которыми каждый 
RОнечно порожденный модуль имеет проективное накрытие, 
.см. 22.23. )  

18.15.  Предложение и оnределение 1) .  Категорией с расще п­
.Jtя ющи.:пися uдe.:nnomeuma.:nu пааывается аддитивпая пате­
гория С, в потарой д.яя .ttюбого об-ьепта А паждый идежпотепт 

р q е Е Endc А расщепляется,  т. е. существуют жорфиажы В ___,. А ___,. 
-+ В, тапие, что pq= 1 и e = qp.  (Любая абе.ttева патегория тапова.) 

q р '  
Ee.ttи А --.:.> В  ___,. А - тапие .м,орфиажы в патегории с расщеп-

л.яющи.мися иде.мпотепта.ми, что и = р' q - автожорфиа.м об-ьепта 
А , то существует жопожорфиа.м q1 :  А 1 -+  В, тапой, что 1в 
яв.ttяется попроиаведепиеж жорфиажов q и q1, т. е. В � А Е9 A t .  

Д о к а з  а т е л ь с т в о . Е сли р = (p'q) -1p ' ,  т о  pq = 1 А  и е =  
= qp - идемпотент . Поэтому по предположению существует диа-
трамма А 1 � В  � А , такая , что p1q1 = 1 и q1P1 = 1 - е. В силу 
предложения 3 .34 .2  q - ядро морфизма 1 А - е и q1 - ядро мор­
физма е. Тогда в силу nредложения 3 .34 .3  

В = ker е Е9 ker ( 1 - е) � А Е9 А1•  

1 )  Здесь, а также в 18. 1 6 - 1 8. 1 7  и в первой части теоремы 18. 1 8  я сле­
.дУЮ изложению Васса [68] . В 18. 1 8  (с) я следУю Суоиу [68] . 
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Таким же образом показывается , что любая абелева категория 
является категорией с расщепляющимися идемпотентами.  О 

18 .16. Лемма.  Рассмотрим морфиам 

(: �)=а 
А Е!Э В --..---7 С tJJ D 

в аддитивной категории Х.  Если а и а являются эквивалентно­
стями, то В :::::::: D .  

Д о к а в а т е л ъ с т в о .  Если с = О ,  то коэффициент в мат­
рице а-1, стоящий в правом нижнем углу, является обратным 
элементом для d. В общем случае заменим а на 

( _:�-• �J a= (� �� ) 
и сведем рассмотрение к первому случаю . О 

Объект А называется неразложимым , если 
А :::::::: В ЕВ С * В = О или С = О. 

В аддитивной категории Х это свойство эквивалентно отсут­
ствию в кольце R = EndxA идем:потентов , отличных от О и 1 А ,  
т .  е .  тому,  что R - неразложимый объект в mod-R. 

Диаграммой Адвумаи называется копроивведение П А 1 ,  
iEI 

такое, что EndxA 1 - локальное кольцо для всех i Е /. Таким 
образом, в диаграмме Адзумаи каждый модуль А 1 неразложим. 

18.17 .  Лемма о замене. Пусть С - категория с расщепляющи­
мися идемпотептами. Если 

n 
A E!Э B = il Ci 

i=1 
и R = Endc А - локалъпое кольцо, то существует число i � n, 

n 
такое, что С1 :::::::: А ЕВ Ci и В :::::::: Ci ЕВ П Ci. В частпости, если ]4=i 

п 
каждый модуль Ct перааложим, например если П Сi - диаграм'.ма 

i= 1 
Адау.маи , то С1 :::::::: А и В :::::::: П Ci. 

N=i 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть qA и q� (РА и Рв) - инъе:кции 

(проекции) первого копроивведения А ЕЕ> В и {qi :  С1 � X}f=1 
({р1: Х - C1}f=1) - инъекции (проекции) второго копроизведения . 
Тогда 

n n 

1А = PAqA = РА ( 2J qipi ) qA = 2] PAqipiqA . 
i=1  i=1  
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Так как R - локальное кольцо , то один из злементов 
Pлqip iqA должен быть обратимым. Изменив , если надо , нумера­
цию, можно считать , что (рлq1) (р1qл) - автоморфизм объекта А . 
в силу 18 . 15  найдется морфизм q� : с� -+ cl , такой, что cl - копро­
изведение морфизмов PtqA и q�.  cl = А Et1 с; .  Используя это для 
измельчения разложения С1 ЕВ . • •  Е9 Сп до А Е9 с; Е9 • • • Е9 Сп , 
получим изоморфизм последнего объекта с А Ее В,  такой , что 
с«возное отображение 

где а - каноническое отображение, является эквивалентностью .  
Таким образом, И З  18 . 15  следует , что в � с; Et> с2 Е9 • • • 
• • • Ef> Сп • О 

Пусть С - абе.лева 10атегория. Будем говорить, что об'Ьект А 
10атегории С удовлетворяет бuцenu oJity y c .rt o вuw, если для 
любой пары последовательностей ;морфиамов 

Р1 Р2 Рп 
А := А2 � Аз �  . . .  Ап � Апн �. 

11 12 fп 
где 10аждый морфизм Рп - эпиморфиам, а 10аждый морфизм fп -
мономорфиам, существует число п0 , та10ое, что Рп и fп являются 
;твивалентностями для всех п > п0• 

Нётеров и артинов объект А абелевой категории не обязан 
удовлетворять бицепному условию (см. Суон [68, стр . 76] ) .  

Теорема о единственности разложения 
С приводимой далее теоремой связываются следующие имена:  

1\ронекер , Веддербёрн, Ремак , Крулль , О.  Ю. Шмидт, Фиттинг ,  
1\оржинек , Оре  и А.  Г .  Kypom (для структур ; ер . 1 7 . 5) .  

18.18.  Теорема о единственности разложения в конечном 
случае 1) .  Пусть С - 10атегория с расщепляющимися идемпотен­
тами. 

n 
(а) если А = lJA i - 10онечная диагра;м,;м,а А даумаи, то любое 

i=1 
представление об'Ьеl'>та А в виде 10опроиаведения можно продол­
жить до диаграммы А дау:маи. 

т 
(Ь) Если А = П В1 - другая диаграмма А даумаи для oб'Ьe�t­

i=t 
та А ,  то т = п и существуют перестановха р индехсов { 1 ,'" • • •  , п} 

1) Чаще всего ее называют теоремой Крулля - Шмидта. 
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и семейство жвивалептностей {и (i) : В ; -+ A p< o}i�t ·  Други:ми 
· ова:ми, существует авто:морфиа:м и объекта А ,  который индуци­

,п иао:морфиа:мы и ; : В ; � A pm.  i = 1 , . . .  , п .  
(с) Если С - абелева категория , то любой объект А , удовле­

творяющий бицепно:му условию ,  обладает диагра:м:мой А даумаи. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Проведем индукцию по п. Случай 
n = 1 ясен. 

(а) Предположим, что п > 1 .  Если А � С1 Е9 • • . Е9 С" по 
лемме 18. 17  для векоторого i ,  скажем i = 1 ,  можно записать 
С1 � А 1 Е9 с; и потому А 2 Е9 . . . Е9 Ап � с; Е9 С 2 Е9 . . • Е9 С, . 
По предположению индукции последнее разложение можно про­
должить до диаграммы Адзумаи. 

(Ь) Если объекты С i из доказательства п. (а) неразложимы,  то 
с; = о и единственность также доказывается ПО индукции. При 

n 
этом искомым автоморфизмом является ' копраизведение и = Пиi .  

'i = 1  
(с) Ясно, что А является конечным копраизведением нераз­

ложимых объектов категории С . Поэтому остается показать , что 
кольцо эндоморфизмов любого объекта А с бицепным условием 
локально . Достаточно показать , что если сумма эндоморфизмов 
f + g равна 1 л , то либо /, либо g - эквивалентность .  Пусть An  
= im fn .  Тогда 

f 1 An 
An �=::::_ An + ! •  

а 

где а - включение , определяют бицепь. Следовательно , суще­
ствует число п0 ,  такое,  что f 1 An : An -+ Апн - эквивалентность 
для всех п � п0• Положим р = [ (/ 1 Ап)"Г1 fn : А -+ А .  Тогда 
f> 1 An = 1лп и im р = A n . Следовательно ,  А = An Е9 ker р. Либо 
An = А и f - эквивалентность , либо An = О и fn = О. Но тогда 
g = 1 - f имеет обратный 1 + f + j2 + . . . + jn-I и g - экви­
валентности. 

1 8 . 1 9 .  У п р  а ж н е н и е .  
18 . 19 . 1 .  (лемма о сокращении) . Пусть С - категория с рас­

щепляющимися идемпотентами,  А ,  А ' , В,  В '  - ее объекты, при­
чем А и А 1 - объекты с диаграммами Адзумаи. Тогда 

(А � А ' & А ЕВ В � А ' ЕВ В') => В � В' 

(см. Суон [68, стр . 78, теорема 2 .6  и лемма 2 .9 ] ) .  
1 8.19 .2 .  Если R - кольцо с диаграммой Адзумаи, то  

R E9 A � R (J?; B :=> A � B 

для любых модулей А и В. 
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18 . 19 .3 .  Теорема Rрулля - Шмидта для груnп. Любая груn­
па G, удовлетворяющая условию обрыва убывающих цепей нор­
мальных подгрупп, является прямым произведением конечного 
числа неразложимых групп. Если группа G к тому же удовлетво­
ряет и условию обрыва возрастающих цепей нормальных под­
групп, то любое такое разложение единственно с точностью до 
автоморфизма группы G (как это и утверждалось в (с) теоре­
мы 18. 18) . 

18 . 19 .4 .  Если R и S - локальные кольца, то кольца матриц 
Rn и S т изоморфны тогда и только тогда , когда n = т и кольца R 
и S изоморфны. Обобщить это утверждение на случай колец R и S 
с диаграммами Адзумаи (см. 18.23) . Построить пример , показы­
вающий, что в общем случае оно не имеет места.  

18 .19 .5 .  Если М и М' - полные множества матричных (n Х п)­
единиц в кольце Rm где R - локальное кольцо , то существует 
обратимый элемент ж Е Rn , такой, что М' = жмж-1• 

18.20.  Следствие. Если R - лохалъпое холъцо, то хаждый 
попечпо порождеппый проехтивпый модуль свободен,. О 

В действителъпости хаждый проехтивпый модуль пад лохалъ­
пьш холъцо;м, свободен, (Rапланский [58а]) .  

Поднятие идемпотевтон 

Если 1 - подмножество кольца R,  то элемент ж Е R, для кото­
рого ж� - ж Е 1, назовем идемnотевтом по модулю 1. Будем исполь­
зовать запись ж =  ж2 (moQ /) . Говорят, что идемпотент по моду­
лю 1 можно поднять, если существует идемпотент у Е R, для кото­
рого у - ж Е 1, и в этом случае говорят, что ж поднят до у. Если 
1 - идеал , то мы часто будем говорить , что идемпотент е Е R/1 
поднимается по модулю 1, понимая под этим, что для этого идем­
потента е найдется его прообраз в R ,  также являющийся идемпо­
тентом. Если можно поднимать идемпатенты по модулю любого 
правого идеала,  то R назовем lift-кольцом. Если можно подни­
мать идемпатенты кольца R/rad R, то будем говорить , что в R 
можно�поднимать идемпатенты по модулю радикала, а также назы­
вать R SВI-кольцом 1)'. Аналогично скажем, что разложение 
R-модуля R/1 = А  Е!Э В можно поднять , если R = Х Е9 У для неко­
торых правых идеалов Xl и У кольца R, содержащих 1 и отобра­
жающихся при . каноническом отображении R -+ R/ 1 со ответ; 
ственно на А и В. Далее мы докажем теорему Джекобеава о SВI­
кольцах. 

1) См. Дже:кобсов [61,  стр. 84] . - Приж . перев. 
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18.21 . Предложение. Ес.яи I - правый (.яевый) uи.яъ-идеа.я 
"о.яъца R,  то иде.мпотеuты по .моду.яю I жогут· бытъ подн,яты 
до иде.мпотеuтов "о.яъца R. 

-

Д о к а в а т е л ь с т в о .  Пусть и2 - и Е I. Найдем элемент 
:& Е R,  для которого е = и +  :е (1 - 2и) - идемпатент в R,  
перестановочный с и. Уравнение е2  = е равносильно уравнению 

(:е2 - :е) (1 + 4у) + у = О, 
где у = и2 - и Е /. Это квадратное уравнение относительно :е, 
и обычная формула дает (формальное) решение :е = 1/2 ( 1  + 
+ (1 + 4y)- lf2) или, после разложения в ряд, 

Так как у Е /, то это нильпотентный элемент и потому приведеи­
ная формула определяет :& как многочлен от у с целыми коэффи­
циентами. Таким образом, это значение для :е перестановочно с и, 
принадлежит одностороннему идеалу I и е = и + :е  (1  - 2и) ­
идемпотент, такой, что е - и Е I. Итак, и поднимается до е. О 

18.22. У п р  а ж н е н и я .  
18.22 . 1 .  Если I - такой идеал, что разложение RII в прямую 

сумму поднимается до R, то идемпатенты из RII также можно. 
поднимать. [У"аааuие: если RII = А  ЕВ В, R = А ЕВ В, е ­
любой идемпатент, по рождающий А ,  и е - любой идемпатент, 
по рождающий А ,  то ё = е + I .J 

18.22 .2 .  Если I - идеал кольца R, лежащий в rad R, и можно. 
поднимать идемпатенты из Rl I, то любое конечное или счетно& 
множество ортогональных идемпатентов из RII можно поднять. 
до ортогонального множества идемпотентов кольца R.  

18.22 .3  (Фейс - Утуми [64aJ ) . Если R - регулярное кольцо, 
можно поднимать идемпатенты по модулю любого одностороннего. 
идеала,  а в любом самоинъективном справа кольце можно подни­
мать идемпотенты по модулю радикала .  

Rопьца с диаграммами Адзумаи 

Ранее перед 18 .15 мы отметили,  что модуль М обладает :конеч­
ной диаграммой Адзумаи тогда и только тогда, когда его :кольцо 
эндоморфизмов R обладает конечной диаграммой Адзумаи. Это 
в свою очередь оказывается равносильным тому, что R - полу­
локальное SВI-кольцо (часть этой теоремы доказывается в пред­
ложении 18.23 .2) .  Кроме того , мы приведем не:которые важны& 
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-свойства полулокальных SВI-колец , которые будут использованы 
в дальнейшем. 

Модуль М называется локальным модулем, если он удовле-
-творяет следующим эквивалентным уловиям: 

LM1 . М содержит наибольший подмодуль ; 
LM2. M/rad М - простой модуль . 
Над полулокальным SВI-кольцом можно описать все локаль­

ные модули (см. 18 .23 .4) .  

18 .23. Предложение и определение. 
18 .23 . 1 .  Будем говорить, что -польцо R с радипалом J обладает 

диагражжой Ада!Jжаи, если оно содержит понечное число попарно 
·<Jртогональных и дающих в су.м.ме единицу иде.мпотентов {ei}f= 1 , 
.та-пих , что e iRei - лопальное -польцо для i = 1 ,  . . . , п. Тогда 

n 
R = � Ее e 1R обладает диагра:м.мой А дау.маи в -патегории mod-R 

i= 1 
n 

.и R = � Е9 Re1 обладает диаграммой А дау.маи в R-mod.  
i=1 

18 .23 .2 .  Кольцо R обладает диагра.м.мой А дау.маи тогда 
·U то.л,ь-по тогда, погда R - полуло-пальное SВI--польцо . 

18 .23 .3 .  При этих условиях следующие свойства иде.мпотента 
-е Е R э-пвивалентны: (i) иде.мпотепт е нерааложи.м; (ii) eR � e 1R 
-для не-поторого i ;  (iii) eR/eJ - простой .модуль; (iv) eJ - наиболь-
.ший подмодуль в eR. В этой ситуации eR называют правым, 
.а Rе - левы.м гд,авn'ЫЖ uepaaдoжuJII:ьtж жодудеж (идеа��ож). 

18 .23 .4 .  Правый R-.модуль М называется гJiавиъtж цuuдu­
чecuu.llt, если выполнены равносильные условия 

(а) М - ло-пальпый .модуль; 
{Ь) М - го.мо.морфный обраа не-поторого правоzо главного нераа­

..яожи.мого .модуля. В этом случае точная последовательность 
.e1R -+ М -+ О существует тогда и тмьпо тогда, погда Ме1 =1= О, 
.а потому М - простой .модуль тогда и толь-по тогда, погда М � 
� e iR/e iJ. 

18.23.5.  Если 

-- ортогональные представления единицы нерааложи.мы.ми иде.м­
.потента.ми, то n = т  и существуют обратимый элемент х Е R 
.u перестанов-па р чисел { 1 ,  . . . , п} , тапие, что 

хе1х-1 = f p: i>  и х (e;R} х-1 = fp<i >R = xe;R ,  

2де i = 1 ,  • . . , n. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 18.23 . 1 ясно , поскольку 
для любого идемпотента е Е R имеются канонические изоморфизмы 

End еRн � eRe � EndнRe. 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 18 .23 .2 .  Пусть R = 
= RIJ = А  Е9 В - разложение модуля RIJ, т .  е .  А + В = R 
и А П В = J для некоторых правых идеалов А и В кольца R .  
В силу леммы 1 8 . 1 7  можно так перенумеровать {e i}�1 , что R = 

n " 
= А  Е9 У, где У = � ЕВ e }l,  У = � Ее e iR и 1 � t � n. Изомор-

i=t i = t  
физм У � В можно продолжить до автоморфизма f модуля R 

'!'аким образом, что f (А ) = А. Тогда f (f) - обратимый элемент 
в Rl J, который в силу 18 . 7 можно поднять до обратимого элемен-
та а кольца R .  Так как аУ = В, то аУ + J = В. Но 

R = Х 61 У = аХ ЕВ аУ = aR, 

и это показывает , что слагаемое аУ модуля R отображается на В 
при каноническом отображении h: R -+  R.  Rроме того , так как 
t (А) = А, то аХ =  А, и поэтому аА + J = А .  Так как а - обра­
тимый элемент , то aJ = J, и потому аА = J, а тогда А = аА . Это 
показывает, что слагаемое аХ из R отображается при отображе-
нии h на А. Итак , R = аХ Ее аУ - искомое поднятие разложе­
ния R = А 61 В. В силу упражнения 18 .22 . 1  (или леммы 22 .21 )  
идемпотенты из R поднимаются . Это  доказывает , что R - полу­
Jюкальное SВI-кольцо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 18 .23 .3 .  Заметим, что 
eR/eJ = eRI(eR П J) � (eR + J)/J 

и в силу упражнения 5 в конце главы 
Endн (eR!eJ) � eReleJe. 

Допустим,  что кольцо R обладает диаграммой Адзумаи. Тогда 
в силу теоремы 18 . 18  о единственности разложения условия (i) 
и (ii) равносильны. Так как тогда eRe - локальное кольцо 
и Endн(eR/eJ) - тело ,  изоморфное телу eReleJe, то из (ii) следует 

1'1 
(iii) . Это показывает , что R!J � � 61 ( eiR/e iJ) - классически 

1=1 
полупростое кольцо . В силу 18 .3 .4 rad eR = eJ, а из простоты 
модуля eR/eJ следует , что eJ - наибольший подмодуль моду­
ля eR. Итак, (iii) * (iv) . 

( iv) * (i) . Если е = g + h и g, h - ортогональные идемпо­
тенты, то , поскольку eR есть В-объект (см. 18 .3) ,  из gR =Р eR 
и hR =f=eR следует , что gR с eJ и hR с eJ, а тогда eR с eJ. Но 
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в этом случае е Е J. Так как О - единственный идемпатент 
в rad R, то е =  О, что противоречит предположениям о {et}iEп. и. 
таким образом, из (iv) следует (i) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о утверждения 18 .23.4. (а) => (Ь). 
Если М - венулевой главный циклический модуль, то , поскольку 

n n 
М = 2j Ме1 строго содержит rad М =  MJ = 2j Me;J, найдется 

i=1 i= l 
индекс i , для которого Ме1 $ MJ. Положим е = е1 •  Пусть 
т Е М и meR $ MJ. Из простоты модуля M/MJ следует, что 
М = meR + М J. Так как М J = rad М - косущественный 
подмодуль (см. 18 .3) ,  то теR = М и потому найдется[эпиморфизм 
eR � М, при котором еа переходит в теа. Это показывает; что 
из (а) следует (Ь) .  Импликация (Ь) => (а) тривиальна , поскольку 
любой главный неразложимый модуль обладает свойством (а) . 
Утверждение о том, что M/MJ � e 1Rie 1J тогда и только тогда, 
когда Ме1 =f= О, остается в качестве упражнения . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о утверждения 18.23. 5. Если {е1 1 i = 
= 1 ,  . . . , n} и {/1 1 j = 1 ,  . . . , т} - такие же семейства ,  как 
в 18.23. 1 ,  то в силу теоремы 18. 18  о единственности разложения 
n = т и существуют перестановка р чисел { 1 ,  . . .  , n} и изомор­
физмы g1 : e1R � /ршR, i = 1 ,  . . .  , n .  Таким образом, прямая 

n 

сумма отображений g = � Е9 g1 является автоморфизмом: :модуля 
i= l 

RR, таким:, что g (e1R) = /pmR, i = 1 ,  . . .  , n. Если х = g ( 1) ,  
то g (r) = g (1)  r = xr для всех r Е R. Так как g - автоморф!!_зм:, 
то 1 = g (а) = ха для векоторого элемента а Е R. Тогда 1 = 
= ха в li. Несложное упражнение: И3 равенства 1 = xii в класси­
чески полупростом: и даже в любом: артиновом кольце следует, что 
Т =  ах. Так как ах - идемпотент в R, то обязательно ах = 1 
и потому х - обратимый элемент в R. Поскольку Rx-1 = R. 
получаем:, что 

как и утверждалось. Так как 

n n n 
1 = 2j ez = x-11x = � х-1е;х = � !1 i=1 1=1 6=1 

и хе1х-1 Е /рщR , то из единственности представления единицы 
в виде суммы элементов из !1R следует, что х-1е1х = /p< t > •  i = 
= 1 ,  . . .  , n. О 
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Базисные кольцо и модуль 
18 .24. ПреДJiожение. Пусть R = e1R Е1Э . . .  Е1Э enR - диаграм­

.па А дау.маи ко.л.ьца R с радика.л.ом J. Кольцо R пааьюается ба­
аисиъt.n, если выпо.л.пепы аквива.л.ептпые условия (а) и (Ь ) :  

( а )  ес.л.и e 1R � e1R в mod-R, то i = j ;  
(Ь) ес.л.и e1Rie1J � e1Rie1J, то i = j .  
Иа.мепяя, ес.л.и это пеобходимо , пумерацию, можпо считать, что 

{e1RH=1 •  t � n,- совокуппость всех nonapno пеиаоморфпых R-моду­
..ttей мпожества {e1R}?= i ·  Тогда е0 = е1 + . . . + et пааывается 
бааисиъt.n uдe.nnomeumo.n, e0R - бааисиъt.n .noд]J.!te.n, 
а e0Re0 - баа исиъt.n ко.�tьцо.n ко.л.ьца R.  Кольцо R подобпо своему 
бааиспому ко.л,ьцу. Кроме того, бааиспый моду.л.ь иаоморфеп прямому 
.с.л.агае.мому каждого иа образующих категории mod-R. Бааиспое 
ко.л.ьцо ко.л.ьца R является бааиспым кольцом, любые два бааиспых 
�еольца кольца R иао.морфпы, причем существует иаоморфиам, кото­
рый .может быть продо.л,жеп до впутреппего автоморфизма ко.л.ьца R. 
Таким обрааом, если е0  и е �  - бааиспые идемпотепты ко.л.ьца R, 
то существует обратимый але.мепт х Е R, для которого е ;  = 
= хе0х-1; поато.м.у e;Re� = xe0Re0x-1, e�R = xe0R. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Эквивалентность условий (а) и (Ь) 
содержится в упражнении 4 в конце главы. Далее , в силу предло­
жения 18.23 простой модуль V изоморфен e 1Rie 1J тогда и только 
тогда , когда Ve1 =#= О. Это доказывает (см. 3 .31 ) ,  что базис­
ный модуль В = e0R является образующим категории mod-R. 
По теореме Мориты 4.29 кольцо R подобно кольцу e0Re0 � End В в ·  
Если G - образующий в mod-R, то R, а следовательно , и В 
являются прямыми слагаемыми модуля Gn для векоторого нату­
рального числа n. Тогда каждое прямое слагаемое e1R модуля В 
является прямым слагаемым в Gn, а из леммы 18. 17  о замене сле­
дует, что каждый модуль e1R является прямым слагаемым в G, 
i = 1 , • . •  , t. Пусть G = e1R ЕiЭ Х = e2R Е1Э У. Так как e1R 
не может быть изоморфным прямому слагаемому модуля e2R, то 
из леммы о замене вытекает, что модуль e1R изоморфен прямому 
слагаемому модуля У. Итак, G = e1R ЕiЭ e2R ЕiЭ Z. Применяя 
индукцию, получаем, что В - прямое слагаемое модуля G. 

В силу доказанного каждый из двух базисных модулей В = 
= e0R и В' = e�R изоморфен прямому слагаемому другого. В силу 
теоремы 18.18 о единственности разложения они должны !быть 
изоморфны. Используя теорему 18. 18, получаем, что изоморфизм 
индуцируется обратимым элементом х Е R � End Rн. Тогда 
e�Re� = xe0Re0x-1, и поэтому е0 = хе0х-1• Базисное кольцо кольца 
R является базисным кольцом (упражнение) . О 

18.25 .  У п р а ж н е н и я. Пусть R - полулокальное SВI­
кольцо и J = rad R. 
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18 .25. 1 .  Каждый главный циклический модуль неразложим. 
18.25.2 .  Каждый модуль порождается главными цикличе­

скими модулями (т . е. является их суммой) . 
18 .25 .3 .  Правый В-модуль М является главным циклическим: 

(локальным) тогда и только тогда , когда М/ М J - простой модуль.  
18.25.4 .  Если М - локальный модуль,  то End М в - локаль­

но е кольцо . 

18 .26. Преддожение. Пусть М - объект категории С с рас­
щеп.пяющижися идемпотентами (например , абелевой категории} 
и В = EndcM. Тогда эквивалентны следующие условия : 

(а)  М обладает конечной диаграм.мой А даумаи;  
(Ь) В обладает конечной диаграммой А дау.маи ; 
(с) В является полулокальным SВI-кольцом. 
Таким образом, условия (Ь) и (с) равносильны для любого коль­

ца В о  В этом случае любое ортогональное представление единицы 
неразложимыми идемпотентами в BIJ подни.мается до ортого­
нального представления единицы неразложимыми идемпотентами 
кольца В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (а )  ==? (Ь) . Пусть J - радикал коль­
ца В = EndcM. В силу утверждений 18 . 15-18 . 18  идемпотенты 
{e i} i En кольца В ортогональны и в сумме дают 1м тогда и тольк<> 
тогда , когда М является прямой суммой их обра-зов , т .  е .  канони-

7� 
ческий морфизм � ЕВ Mi -+ М, где Mi - образ эндоморфизма 

i= 1  
ei , i = 1 ,  о • •  , п, является эквивалентностью (см. также 1 ,.  
3 .34- 3 .35 , стр . 199-200) . В этом случае существует индуциро­
ванный изоморфизм eiBei � EndcMi , i = 1 ,  . о о '  п. Так как 

n 
eiBei � End е iВв ,  то это показывает, что М = � ЕВ Mi является; 

i=1 
диаграммой Адзумаи для модуля М тогда и только тогда , когда 

п n 
В = � ЕВ Bei (соответственно В = � ЕВ eiR) является диаграм:-

i=t  i= l 
мой Адзумаи для В .  Итак , (а) �· (Ь) ,  а эквивалентность (Ь) <=> (с} 
содержится в предложении 18.23.  О 

Под проективным накрытием модуля М понимается точнал 
последовательность 

О -+ К (М) -+ Р (М) -+ М -+ О, 

где Р (М) - проективный модуль , а К (М) - косущественнЫЙ' 
подмодуль модуля Р (М) (см. гл . 22) . Кольцо В называется 
(поду)совершенным справа ,  если каждый (конечно порожденныЙ)' 
иравый В-модуль обладает проективным накрытием. 
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18 .27 .  У п р  а ж н е н и я (см. Б асе [60] ) .  
18 . 27 . 1 .  Rольцо R полусовершенно справа тогда и только тогда '" 

когда оно является полуло};алытым SВ I-кольцом, и это условие· 
равносильно полусовершенности слева .  

18. 27 . 2 * .  Нольцо R совершенно справа тогда и только тогда ,_ 
когда дуальная категория (mod-R)0P является категорией с инъек­
тивными оболочками. 

18. 27 . 3* .  Rольцо R является совершенным справа тогда и толь­
ко тогда,  когда оно удовлетворяет одному из следующих условий : 
(а) кольцо R полусовершенно и его радикал исчезает слева ;  (Ь)· 
кольцо R удовлетворяет условию обрыва убывающих цепей глав­
ных левых идеалов ; (с) кольцо R полусовершенно и каждый_ 
неиулевой левый модуль имеет неиулевой цоколь ; (d) каждый 
плоский правый R-модуль проективен; (е) прямой предел проек­
тивных правых В-модулей проективен. 

18. 27 . 4 *  (Бьёрк [69 ] ) .  Левый R-модуль М удовлетворяет 
условию обрыва убывающих цепей циклических подмодулей 
тогда и только тогда , когда он удовлетворяет условию обрыва_ 
убывающих цепей конечно порожденных подмодулей. 

18 . 27 . 5 *  (Бьёрк [69]) . Совершенное справа кольцо удовлет­
воряет условию обрыва убывающих цепей конечно порожденных: 
левых идеалов . 

18 .28. Предложение и определение. Полулокальное SВ I-кольцо 
R называется са.-uобазисиъtж , если выполнены с.ледующие эквива­
лентные ус.ловия : 

(а) R является своим собственным базисны.м ко.льцо.м ; 
(Ь) R/rad R - произведение тел. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть J = rad R и li = R/J. Так-
п 

как кольцо R полулокально,  то R = П S i является произведе-
i= 1 

нием полных колец (пi х пi)-матриц Si над телами D i , i = 1 , . . . 
. . . , п. Тогда 8; - прямая сумма пi минимальных правых идеа-­
лов . Rроме того , Si - сумма всех минимальных правых идеалов 
кольца R, изоморфных пекоторому минимальному правому идеалу 
кольца R, лежащему в 8; ,  i = 1 ,  . . . , п. Так как главные нераз­
ложимые модули e1R и e2R изоморфны тогда и только тогда,  когда 
e1Rie1J и e2R/e2J изоморфны, то кольцо R совпадает со своим: 
собственным базисным кольцом тогда и только тогда , когда пi = 1 .  

т . е .  тогда и только тогда , когда S i =D i - тело , i = 1 , . . . , п. О 

Таким образом, самобазисное кольцо является базисным (как 
и утверждалось в предложении 18. 24) . 
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18.29. У п р а ж н е н и е .  
18. 29. 1 .  Свойство кольца быть кольцом с диаграммой Адзумаи 

является инвариантным в смысле Мориты. 
18 .29.2. Базисное кольцо полного кольца матриц Rn над ло­

кальным кольцом R канонически изоморфно кольцу R .  
18. 29. 3 .  Кольцо Tn (R) нижних треугольных матриц над 

локальным кольцом R является базисным кольцом. 
18 .29 .4 (Айзенбуд и Гриффитс) . Если eR - правый главный 

неразложимый модуль полупримарного кольца R и Х - его 
подмодуль конечной длины, то EndR (eRIX) - локальное кольцо. 

18.30. Китайская теорема об остатках. Ес.л,и {А 1}�=t - Хонечное 
семейство идеадов хо.л,ъца R, rrю едедующие ус.л,овия эхвuвадентны: 

( 1) ханоничесхий го:моморфиа;м, { Rl n At -+  ll RIAt 

h а ��6, А, .::;а + А , .  . . . , а + А.) 
�мяется иао:морфив:мом; 

(2) д.л,я дюбого .множества {x1}�=t  ме.ментов хо.л,ъца R систе.м,а 
сравнений Х = Xt (mod А д имеет решение х Е R;  

(3) идеады {А1}�=1  попарно хомахси.м,а.л,ъны, т. е. R = А1 + А1 
при i =f= j. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о. Очевидно, что h - гомоморфное вло­
жение колец. Кроме того , отображение h сюръективно тогда и 
только тогда, когда система сравнений (2) , как и утверждалосъ, 
имеет общее решение. Тогда , если у1 == 1 (mod А1) и у1 == 
== О  (mod A д, i =/= j, то а1 = 1 - у1 Е А1  и 1 = а1 + у1 Е А 1 + 
+ А 1 , что доказывает комаксималъностъ. Обратно , если найдутся 
элементы у1 , • • •  , Yn• удовлетворяющие приведеиным сравне­
ниям, то элемент Х = х1у1 + . . . + XnYn удовлетворяет усло­
вию (2) . о 

18.31 . Следствие. Ес.л,и {A 1}�=t - хонечное семейство попарно 
'ftо.м,ахсимадъных идеадов хо.л,ъца R,  то д.л,я .л,юбого .моду.л,я М .л,юбая 
систе.м,а {у = у1 (mod МАд}�=t сравнений имеет решение у Е М 

n n 
и ханоничесхое отображение М 1 П М А 1 -+ П М 1 М А 1 яв.л,яется 

i=1 i= 1 
иво.м,орфив.м,о.м. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о. Следует примелить китайскую тео­
рему об остатках. 

18.32. СJiедствие. Пусть {А 1} - .м,ножество идеадов хо.л,ъца R, 
Р - перестановха чием от 1 до п, Р = АршАР<2> • • •  AP<n > •  
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А = А1 П A z П . . . П А п , 
q(P) h пп (1)  0 -+ AIP -+ RIP -� RIA � R/Ai 

i = i  
- 1'iдnоnическая точnая последовате.rtьnость, и пусть h (Р) = 

n 
= hq (Р) .  Тогда отображеnие h (Р) : RIP -+ П R/A i  является uao-

i=1 
.морфиамо.м в то.м и только то.м случае, когда Р = А 1 П А 2 П . . . 
. . . П А п  и каждая система { х = xi (mod А i )}�1 сравnеnий и.меет 
общее решеnие в R .  Кроме того ,  h (Р) - иаоморфиа.м для каждой 
перестаnовки Р тогда и только тогда, когда идеалы {A i}?=t пере­
стаnовочnы и nonapno комакси.мальnы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Б силу точности канонической после­
довательности (1 )  отображение h (Р) является изоморфизмом тогда 
и только тогда, когда h и q (Р) являются изоморфизмами. Б силу 
теоремы 18. 30 это равносильно тому, что Р = Л, и система срав­
нений имеет общее решение. 

Последнее утверждение докажем индукцией по n. Для n = 2 
из той же теоремы следует, что h является ивоморфизмом тогда 
и только тогда, когда идеалы А 1 и А 2 комаксимальны. Кроме 
того , если Р = А 1  П А 2  для каждой перестановки Р , то А1А 2 = 
= А 2А 1 . Обратно , если идеалы А1 и А 2 комаксимальны и пере­
становочны, то 1 = а1 + а2 , где ai Е A i ,  i = 1 , 2. Если х1 , х2 Е R ,  
т о  х = х2а1 + х1а2 является таким элементом, что х = х2а1 = 
= х2 (mod А 2) и х = х1 (mod А 1) . Это доназывает, что h - изо­
морфизм. Кроме того, если у Е А 1 П А 2 , то у = уа1 + уа2 Е 
Е А 2А 1 + А 1А2 = А 1А 2  и потому А 1 П А 2 = А1А 2 • Это пока­
зывает, что RIA 1A 2 � RIA1 Х RIA 2 , т. е .  установлен искомый 
изоморфизм. 

Б общем случае пусть В2 = А 2  • • •  Ап . Допустим, что идеалы 
{A i}?=t перестановочны и комаксимальны. Тогда (как и в случае 
n = 2) RIA 1B2 � RIA1 Х RIB2•  Б силу предположения индук-

п 
ции RIB2 � П R/A i ,  т. е .  покавана достаточность условий след­

i=2 
ствия. 

Обратно , если h (Р) - изоморфизм при любой перестановне Р, 
то h - ивоморфизм и потому (в силу китайской теоремы об остат­
ках) идеалы А i попарно комаксимальны. Кроме того , имеют место 
канонические изоморфизмы 

n 
(2) RIA =  R/АрщВ � R/Арщ х П RIAP<JI � RIBAP< t>' 

i> 1 
где В =  АР(21 • • • APinl • Так как Р = А  для каждого Р,  то 

АрщВ = Аs n . . .  n An = ВАРШ• 
6 :К. Фейс 
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Поскольку Арш и В перестановочны и комаксимальны, то ,  исполь­
зуя разобранный случай п = 2, получаем канонический изомор­
физм 

(3) RIAP: i )  � R/Арщ х RIB. 
n 

Далее в силу 2 получаем, что R/B = П R/A P<J>• В силу предполо 
i=2 

женил индукции идеалы А1 перестановочны для j =1= Р ( 1) .  Но для 
п > 2 и для любой пары i =1= j найдется перестанов ка Р, для кото­
рой i = Р (2) и j = Р (3) , что доказывает перестановочность идеа­
лов {A t}�=1 · О 

18.33. Лемма (Эйленберг - Нагао - Накаяма [56] ) .  Пусть 
R - полупри:м,арное хольцо с нильпотентны.м радихало.м J индехса 
нильпотентности :::;;;,т.  Если А - любой идеал хольца R, то 
An = An+I для нехоторого п :::;;;;, т. Тогда Q = A n - иде.мпотент­
ный идеал и Qk = Q + ( Q П rad R)k для хаждого k. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как R - полулокальное SВI­
кольцо , то существует иденпотент е Е R ,  такой, что 

А = Re + В и В = А П J 

Тогда для каждого числа k имеем 

(1) А1 = ReA + В1• 
Действительно, если k = 1 ,  то 

ReA + В = ReRe + ReB + В = Re + В =  А .  

Проводя индукцию, получаем, что 

A k+l = AAk = ReReA + ReBk + BReA + �+1 =ReA + Bk+l 

Это доказывает равенство ( 1 ) ,  ив которого следует, что А k+l = А k 
тогда и только тогда ,  когда Bk = О. Так как B=J, то вт = О. О 

18.34А. Лемма (Нётер [21 ]) .  Пусть хольцо R удовлетворяет 
условию обрыва воврастающих цепей двусторонних идеалов и А -
идеал хольца R.  Тогда либо А первичен, либо он содержит проив­
ведение нехоторых первичпых идеалов. В частности, либо R ­
первичное хольцо, либо проивведение нехоторых его первичных идеа­
лов равно нулю. 

Д о к а в а т е л ь с т в о .  Если существует идеал, не содержа­
щий произведения первичных идеалов , то найдется идеал А ,  мак­
симальный среди идеалов с этим свойством. Этот идеал не является 
первичным, поэтому А 2 ВС, где идеалы В и С строго содержат 
идеал А .  В силу выбора идеала А идеалы В и С содержат проивве-
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дения первичных идеалов , и ,  таким образом, идеал А содержит 
произведение первичных идеалов . О 

18.34В. Лемма (Коэн И. [50] , Орнстейн [68]) .  Ес.ли R - н,ёте­
рово справа r;,о.лъцо , mar;,oe, что R/ Р - артин,ово r;,о.лъцо д.ля .любого 
н,ен,у.левого первичн,ого идеа.ла Р, то .либо R - первичн,ое r;,о.лъцо , 
.либо по.лъцо R артин,ово справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если кольцо R не является первич­
ным, то найдется конечное число первичных идеалов Рн . . .  , Р11 ,  
таких , что их произведение равно нулю. Рассмотрим последова­
тельность 
( 1) Ро = R = Р1 = Р1Р2 2 . • . = Р1Р2 • • •  Рп = О. 

Мы утверждаем, что эту цепь можно уплотнить до композицион­
ного ряда модуля RR. Действительно, R!Pi - классически полу­
простое (артиново) кольцо для каждого индекса i ,  и ,  следова­
тельно,  модуль R/ Р i обладает композиционным рядом. Допустим, 
что RIP1P2 • • •  Pk имеет композиционный ряд, и пусть В = 
= Р1Р2 • • •  Pk и С = BPk+l · Возможно , что В = С, однако 
в любом случае В/С является (канонически) (RI Рk+1)-модулем. 
Но всякий такой модуль полупрост. Из нётеровости следует, что 
длина модуля В/С конечна . Таким образом, каждый фактор после­
довательности (1 )  является полупростым модулем конечной длины, 
т .  е .  последовательность (1) может быть уплотнена до композицион­
ного ряда. Следовательно, R - артиново справа кольпо. О 

Кольцо R называется коJiьцом Коэна, если R/P - артиново 
справа  кольцо для каждого венулевого первичного идеала Р (это 
равносильно тому, что кольцо RIP классически полупросто) . 
Будем говорить, что R - кольцо с ограниченным правым усJiо­
вием миииммьности (или RRM-кoJiьцo) , если R/1 - артинов 
правый модуль для любого существенного правого идеала 1 .  
Кольцо R называется RRА-коJiьцом (RRN-кoJiьцoм} , если для 
любого венулевого идеала А кольцо R/A артиново (нётерово) 
справа. 

18 .35 .  У п р а ж н е н и я 1) . 
18 . 35 . 1 .  Кольцо R является RRА-кольцом тогда и только тог­

да , когда оно является RRN-кольцом и R/P - артиново кольцо 
для любого венулевого первичного идеала Р . (В этом случае 
каждый венулевой первичынй идеал максимален. )  

18. 35 . 2. Любое RRN-кольцо удовлетворяет условию обрыва 
возрастающих цепей двусторонних идеалов. Любое кольцо , в кото-

1) 'Упражнения 1 8.35. 1 -18 .35 .  7 взяты из статей И .  Rовна [50] и Ористейна 
[68] .  Другие результаты о R RМ-кольцах, принадлежащие Вебберу и Чат­
терсу, приведены в гл. 20 (см. 20. 29) . 
6* 
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ром все двусторонние идеалы являются конечно порожденными 
как правые идеалы, удовлетворяет условию обрыва возрастающих 
цепей двусторонних идеалов (но обратное утверждение может 
не иметь места) . Показатъ, что последним условием можно заме­
нить условие нётеровости в лемме 18 . 34В , и ее утверждение оста­
нется верным. 

18. 35 .3 .  Если каждый циклический правый модуль R/I ,  где 
I =1= О, является артиновым, а кольцо R не является артиновым 
справа, то R - правая область Оре .  

18 .35 .4. Любое RRА-колъцо либо первично , либо содержит 
лишь конечное число первичных идеалов Р1 , • • •  , Pn. Тогда идеал 
Р1Р2 • • •  Pn нилъпотентен. Вывести из этого ,  что радикал непер­
вичного RRА-колъца нилъпотентен и, в частности , что каждый 
нилъ-идеал такого кольца нилъпотентен. 

18. 35. 5. Непервичное полупервичное RRА-колъцо классически 
полупросто. 

18. 35 .6 .  Коммутативное RRА-колъцо с ненулевыми делите­
лями нуля содержит лишь конечное число первичных (т. е .  про­
стых) идеалов . В этом случае если R не содержит ненулевых 
нилъпотентных элементов,  то оно является произведением конеч­
ного числа полей. 

18. 35 .  7 (Коэн) .  Коммутативное кольцо является нётеровым 
тогда и только тогда, когда каждый его первичный идеал конечно 
порожден. Из этого следует условие обрыва возрастающих цепей 
первичных идеалов. Показатъ, что обратное утверждение не имеет 
места . 

18. 35.8 .  Правый идеал I кольца R называется конеприво­
ди:мым, если RII - однородный правый модуль. Показатъ, что 
нётерово справа кольцо �наследственно тогда и только тогда ,  когда 
каждый веприводимый правый идеал проективен. 

18. 35.9 (Закс [71 ] ,  Фейс [75Ы).  (а) Кольцо R называется огра­
ниченным справа,  если каждый его существенный правый идеал 
содержит невулевой двусторонний идеал. Если R - ограничен­
ное справа кольцо Коэна с условием обрыва возрастающих цепей 
идеалов и каждый его идеал является проективным правым идеа­
лом, то оно наследственно справа. 

(Ь) Если R - ограниченное справа кольцо Коэна , то каждый 
его идеал является конечно порожденным проективным правым 
идеалом тогда и только тогда , когда R - нётерово справа наслед­
ственное справа кольцо. 

(с) Если В - идеал кольца R и RIB - артиново справа коль­
цо, то каждый правый идеал, содержащий В , проективен тогда 
и толъко)огда , когда каждый двусторонний идеал, содержащий В, 
является проективным правым R-модулем. Вывести из этого , что 
артиново справа кольцо наследственно справа тогда и только 
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тогда, когда каждый его идеал является проективным правым 
R-модулем. 

(d) Любое ограниченное справа первичное кольцо, являющееся 
правым кольцом Голди и кольцом Коэна, в котором каждый идеал 
является главным правым идеалом, оказывается нётеровым справа 
и наследственным справа .  

18. 35 . 10 (Асано К [49]) .  Нётерово ограниченное первичное 
кольцо Коэна , в котором каждый идеал обратим, является наслед­
ственным. [ Указание : применить 18 . 35. 9 (а) . ]  См. Михлер [69d] 
и Ленаган [ 7 1 ] .  (Михлер избавился от предположения: коэновости . )  

18.36. Предложение и определение. Ко.льцо R называется 
.tto u a.л/ьu o paa.ttOЖUJif/Ьt;и,, ес.ли R - произведение хонечного чис.ла 
.лоха.льных хо.лец. 

r .ледующие ус.ловия на хо.льцо R охазываются эхвива.лентны:ми:  
(а )  хо.льцо R подобно произведению хонечного чис.ла .лоха.льных 

ко.лец;  
(Ь) R - по.лу.лоха.льное SВI-хо.льцо , а бааисное хо.льцо хо.льца R 

.яв.ляется произведением .лоха.льных хо.лец;  
(с) R - произведение хонечного чис.ла по.лных хо.лец :матриц над 

.лоха.льны:ми ко.льца:ми. 
Л ока.льное ко.льцо с ни.льпотентны.м. радика.ло:м называется 

вno.ttu e  при;и,ариъt;и, ко.льцо:м. При;и,ари ое ко.лъцо - это по.л­
ное ко.лъцо :матриц Rn над впо.лне при.марны.м. хо.лъцо:м R .  Примарное 
хо.льцо яв.л.яется по.лупрu.марны.м. ( 1 ,  стр . 538) . Любое по.лупри:мар­
ное хо.льцо R охазывается SВI-хо.лъцо:м и называется прu;н,ари о 
раа.ttож и;н,ъt;и,, ес.ли оно подобно .лока.льно раа.ложu.мому ко.льцу. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о .  Эквивалентность (а) <;:::> (Ь) вытекает 
иа предложения 18 . 2 1 ,  утверждающего, что любое кольцо с диа­
граммой Адаумаи подобно своему базисному кольцу, и иа упраж­
нения 18 . 27 ,  утверждающего , что свойство кольца иметь диаграм­
му Адаумаи инвариантно в смысле Мориты. Так как базисное 
кольцо кольца матриц An над локальным кольцом А совпадает 
с А , то иа (с) следует (Ь) . В силу 8 . 23 и теоремы Мориты 4. 29 , 
если выполнено условие (а) , то R = End вР , где В - произведе­
ние конечного числа локальных колец, а Р - конечно порожден­
ный проективный модуль над кольцом В , т. е .  вп = Р ЕВ Х для 

t 
векоторого п > О и X�r;;. вп. Если В = П В1 , где В1 - локальное 

!,=1 
кольцо ,  i = 1 ,  . . .  , t, то В - кольцо с диаграммой Адаумаи 
и поэтому в силу теоремы 18. 18 о единственности разложения 

8 
Р = П Р 1 ,  где модуль Р i является произведением пi экземпляров i=1 
модуля В1 , причем О � щ < п. Кроме того, PJ - вполне инва-
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риантный подмодуль модуля Р, поскольку В iB 1 = О при =1= j , 
а значит, Нош в (P i , Р1) = О при i =1= j .  Таким образом, 

8 s 8 
R = Endв P = Homв ( П  Pi , П Р1) = П Endв P1 • 

i= 1  i= 1 i= 1 

Так как End в.f 1 = End Вjр 1 и Р 1 � в; i , то R является произве­
дением конечного числа полных колец (п1 Х п1)-матриц над коль­
цами В1, j = 1 ,  . . .  , s ( 1 ,  3. 33 .3 ,  стр . 199) . Итак, из (Ь) следует (с) . 

Наконец, любое полупримарное кольцо является полулокаль­
ным SВI-кольцом и ,  следовательно,  в силу предложения 18. 26 
кольцом с диаграммой Адзумаи. О 

Подчеркнем, что локальное кольцо вполне примарно тогда и 
только тогда, когда оно примарно , что равносильно нильпотентно­
сти его радикала. 

18.37. Предп:ожение (Асано R. [49 ] ) .  Ддя по.л,упримарного 
ко.л,ьца R с радикадож J едедующие усдовия эквивалентны: 

(а) R - при:марно раддожимое кмьцо ; 
(Ь) R/J2 - примарно раддожимое кмьцо ; 
(с) первичные идеады ко.л,ьца R перестановочны. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Любое полупримарное полупервич­
ное кольцо классически полупросто , и в этом случае из структур­
ной теоремы Веддербёрна - Артина следует утверждение настол­
щего предложения. Так как идеал J нильпотентен и кольцо RIJ 
классически полупросто, то из 8 .8  следует, что J совпадает с пере­
сечением первичных идеалов кольца R, каждый первичный идеал 
кольца R является максимальным, а множество первичных идеа­
лов конечно , скажем это {М1 , • • •  , Mr} ·  В силу леммы 18. 33 
найдетел число ni , для которого идеал Q1 = Мfi является идем­
потентным. Если Qi = О для некоторого индекса i , то идеал Mi 
нильпотентен и потому Mi s:; J, а тогда Mi = J. Из этого выте­
кает , что RIJ - простое , а следовательно , и примарное кольцо ,  
т .  е .  доказываемое предложение имеет место. В противном случае 
ни один из идеалов Qi не равен нулю. Более того , тогда идеалы Qi 
попарно комаксимальны, поскольку М1 - единственный первич-
ный идеал, содержащий Мfi. Таким образом, если i =l= j, то сумма 
Qi + Q1 не лежит ни в каком максимальном идеале и, следова­
тельно ,  совпадает с R .  Далее , поскольку можно предполагать, что 
кольцо R не является первичным, то нулевой идеал есть произве­
дение первичных идеалов , скажем 

Mk, мkr о " Р( 1 ) • • • P(r) = , 
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Следовательно , если выполняется условие (с) о перестановоч­
ности первичных идеалов кольца R ,  то 

Q Mn, мnr � ,,-11. , мll.r о = 1 • •  • r = 1Y.l P( 1 )  • • • P(r) = • 

В силу китайской теоремы 18. 30 об остатках существует Iшнони­
ческий изоморфизм 

r 
R = RIQ � [J RIQt i= 1  

кольца R в произведение конечного числа (вполне) примарных 
колец RIQ; ,  i = 1 ,  . . .  , r. Итак , из (с) следует (а) , в то же время 
импликация (а) * (Ь) тривиальна . 

(Ь) => (с) . Из условия (Ь) следует, что идеалы М; и М1 переста­
новочны по модулю идеала J2. Однако поскольку М; 2 J для 
каждого инде кса i , то М;М1 :;:::, J2 и 

М,М1 = MtMi + /2 = М1М, + /2 = M1Mt. 

Таким образом, из (Ь) следует (с) .  О 
18.38. У п р а ж н е н и е. 
18. 38. 1 (Накаяма [40] , Асано R. [49]) . Если кольцо R полуло­

кально , I - его идеал ,  I = Ra = bR для а ,  Ь Е R ,  то I = aR = 
= R b. 1\ром:е того , комаксимальные циклические иравые идеалы 
перестановочны. 

18. 38. 2 .  Вполне примарное кольцо R с радикалом J является 
кольцом главных левых идеалов тогда и только тогда , когда левый 
Л-модуль R обладает единственным композиционным рядом 

R � J � JZ � • • • � Jn-1 � О. 
Это равносильно простоте левого R-модуля J/12• (См. цепные 
модули , гл. 25. ) 

18. 38 .3  (Асано R.  [49]) . Полупримарное кольцо R является 
кольцом главных левых идеалов тогда и только тогда , когда оно 
является произведением конечного числа примарных колец глав­
ных левых идеалов. 

18. 38. 4 (1\амилло) . Если R - локальное кольцо , то прямая 
сумма простых модулей не имеет собственных существенных рас­
ширений в их прямом произведении. 

Вершины и цоколи 
Если М - иравый R-модуль, то под вершивой top М модуля 

М будем понимать фактормодуль M/rad М модуля М по пересе­
чению его максимальных подмодулей. Напомним, что ,  двойствен-
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ным образом, цоколь soc М модуля М определяется как сумма его 
простых подмодулей. 

то 
18.39. ПреДJiожение. Ес.п,и кольцо R пмулокалыtо и J = rad R ,  

top М =  M/MJ, 

soc М = annм J. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Следует применить пункт (d) пред­

ложения 18. 3 .  О 
В случае когда кольцо R обладает диаграммой Адзумаи , JIIЫ 

в 18. 23 ввели в рассмотрение термины 
иравый главный неразложимый идеал (модуль) eR ; 
главный циклический модуль (т .  е .  фактормодуль eRIK глав­

ного неразложимого модуля) . 
Если R - артиново справа кольцо ,  то главный неразложимый 

модуль максимальной длины назовем доминантным. Определим 
цепной модуль как модуль с линейно упорядоченной структурой 
подмоду лей. 

18.40. Предложение. Пусть R - пмулокмыtое кмъцо и J = 
= rad R.  

18 .40 . 1 .  Следующие условия па  правый R-:модуль М эквивмептпы: 
(а) М - цеппой :модуль копечпой длипы п; 
(Ь) М - :моду.п,ь копечпой длипы п и MJkfMJk+l - простой 

:моду.п,ь для .п,юбого O � k < п - 1 ;  
(с) :моду.п,ь М обладает едипствеппы:м хо:мповициоппы:м рядом 

М �  MJ � MJ2 � • • •  � MJn -1 � О. 

18 .40. 2 .  Каждый -попечпо порождеппый цеппой :модуль .является 
цихличес-пи:м и ло-пальпы:м. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о оставляем в качестве упражнения. О 
18.41 .  У п р  а ж н е н и е .  Пусть R - артиново слева и справа 

кольцо. 
18 .41 . 1  * (Фуллер [69а ] ) .  Кольцо R самоинъективно справа 

тогда и только тогда , когда существует разбиение правых (левых) 
главных неразложимых модулей на пары, при котором вершина 
одного модуля пары совпадает с цоколем другого (см. QF-кольца , 
гл. 24) . 

18 . 41 . 2* (Бойл [73 ] ) .  В этом случае кольцо R примарно раз­
ложимо и каждый правый или левый главный неразложимый 
модуль однороден тогда и только тогда , когда top М = soc М для 
каждого циклического модуля М. Это равносильно утверждению 
о том, что R - кольцо главных левых и главных правых идеалов 
(см. упражнения 18. 38. 3 ,  19 .45 ,  а также гл. 25) . 
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18. 41 . 3 .  Пусть R - артиново справа кольцо с радикалом J 
и каждый главный неразложимый модуль eR является цепным. 
Если п - наибольшее из чисел k ,  для которых eJk =1= О,  то М = 
= (eR + Jn)/Jn - доминантный модуль в R/Jn (см . 25 . 4 . 1А) . [ Ука­
зание : R!Jn-модуль М = (eR + Jn)/Jn точен и R!Jn вкладывается 
в прямую сумму конечного числа т экземпляров модуля 1\1!. 
Ср . 19 . 1 3А и 25. 4 .2 . ] 

Порядки в полулокальных кольцах 
Теорема Феллера и Своковского дает достаточные условия для 

того , чтобы кольцо R имело правое кольцо частных в предположе­
нии , что кольцо R содержит идеал /, для которого кольцо R!I 
обладает правым кольцом частных . Одно из условий : идеал 1 
рефлективен (в смысле следующего далее определения) . В этом 
последнем разделе гл. 18  мы применим эту теорему для описания 
колец с полулокальными правыми кольцами частных . Эти резуль­
таты связаны с гл. 10 (порядки в полулокальных кольцах мат­
риц) и являются ее продолжением. 

18.42. Определение и предложение. 
18. 42. 1 .  Идеал 1 предкольца R называется аажипуm'ЫЖ, если 

выполнены эквивалентные условия : 
С1 .  1 - за:мкнутый 1) правый и за:мкнутый левый идеал пред­

кольца R ;  
С2. если с - регулярный элежен-т в R ,  то [с + / ]  - регуляр­

ный эле.мент в R //. 
18 .42 . 2 .  Идеал 1 называется peф.tte u m uвnъtж, если выпол­

нено следующее условие : 
элежен-т с регулярен в R тогда и только тогда, когда элежен-т 

[с + /] регулярен в R!I. 

В это:м случае кольцо R называется 1-ре фд,е и mивп ъtж. Каждый 
рефлективный идеал замкнут. 

18 .42. 3 .  Правый идеал 1 в R называется q-регуд,ярпъt.п ,  если 
(х Е 1 и с Е R регулярен) =? с + х регулярен в R.  

Каждый рефлективный идеал q-регулярен. 
18 .42 .4 .  Если кольцо R обладает правы.м кольцо.м частных S ,  

то правый идеал 1 в R q-регулярен тогда и только тогда, когда 
IS с= rad S .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий С1 и С2 
тривиальна , а потому имеет место утверждение 18. 42. 2 .  Если 
идеал / рефлективен, с - регулярный элемент в R и х Е 1, то 

1) См. т. 1 ,  стр. 497 .- Пр �. перев. 
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[с + /] = [с + х + Il - регулярный элемент в RII и потому 
с +  х - регулярный элемент в R. Таким обраэом, рефлективный 
идеал q-регулярен. 

18 . 42 .4 .  Заметим сначала, что в силу 10. 1 1  IS = {xc -1 1 х Е / , 
с - регулярный элемент в S} .  Пусть и = 1 + хс -1• Тогда экви­
валентность 

и Е U (S) -� ис = с +  х - регулярный элемент в R 

покаэывает, что каждый элемент вида хс -1 иэ IS квазирегулярен 
(т. е .  IS s;; rad S) тогда и только тогда , когда I есть q-регулярный 
правый идеал в R.  О 

18.43. Предп:ожение. Пусть S - правое кмьцо частпых кольца 
R.  Тогда проиавольпый идеал I кмьца R рефлективен, в том и толь­
ко том случае, когда S!I S капопически.м обрааом (см. 10. 16) превра­
щается в правое кольцо частпых кмьца RII и идеал I q-регулярен 
в R (это эквивалентпо тому, что /S c:: rad S) .  

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о .  Пусть I - рефлективный идеал. 
В силу предложения 18 .42. 3 он q-регулярен. В силу определения 
18. 42. 2 рефлективный идеал эамкнут. Тогда I = IS П R ,  и потому 

{ R= Ril-+SIIS = S  
[r + I] .- [r + IS] 

является каноническим мономорфиэlllом колец. Так как R - пра­
вый порядок в S, то R - правый порядок в S. Далее, если 
х Е R - такой элемент , что [х + /] - регулярный элемент в RII, 
то в силу рефлективности идеала I х - регулярный элемент 
в R и, следовательно , обратим в S .  

Таким образом, [ х  + IS] - обратимый элемент в S!IS . Это 
докаэывает, что S!IS - правое кольцо частных кольца RII,  
и в силу п. 18 .42. 4 I S с:: rad S .  Обратно , пусть I S с:: rad S 
и S IJS является правым кольцом частных кольца RII. Тогда если 
[с + I S] - обратимый элемент в S 1 I S, где с Е R ,  то в силу дока­
эательства следствия 18. 7 с - обратимый элемент кольца S ,  
и обратно. Это покаэывает, что I - рефлективный идеал. О 

18.44. У п р а ж н е н и я .  
18 .44. 1 .  Пусть S - кольцо частных и I - такой идеал, что 

SII - кольцо частных.  (Например , S - любое кольцо с условием 
обрыва убывающих цепей главных правых идеалов , а I - любой 
идеал, поскольку кольцо S!I наследует условие обрыва  убываю­
щих цепей. Ср . совершенные кольца , гл. 22. ) Покаэать, что идеал 
I рефлективен тогда и только тогда, когда I с:: rad S .  (Если коль­
цо S артиново справа, то это условие равносильно нильпотентно­
сти идеала /, см. предложение 18 .6 . )  Вывести из этого , что если 
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S/I совпадает со своим правым кольцом частных, то идеал I может 
не быть рефлективным (ер . предложение 18 .46) . 

18 .44. 2 (Феллер - Своковский [64] ) .  Пусть М - конечно 
порожденный левый модуль без кручения над левой и правой 
областью О ре В с телом частных D . Тогда Endп (D ®в М) -
классически полупростое иравое и левое кольцо частных первич­
ного кольца R = End вМ. Таким образом, кольцо R удовлетво­
ряет условиям максимальности для прямых сумм правых идеалов 
и правых аннуляторных идеалов . [ Указание : модуль М содержится 
в конечно порожденном свободном левом В-модуле , порожденном 
элементами r -1a1 , . . .  , r -1an , где элементы а1 , . . .  , а11 порождают 
модуль М. См. также упр . 19 . 37 . ]  

18 .44. 3 (Зельманович [67 ] ) . Показать,  что утверждение 18. 44. 2 
не может быть обобщено на односторонние области Оре. 

18.45. Определение и предложение. Идеал I кольца R называет­
ся uдe a.tto;;n Оре справа,  если для любых элемента х E l  и регу­
лярного элемента с Е R найдутся элемент х1 Е I и регулярный 
элемент с1 Е R ,  для которых сх1 = хс1 • 

18. 45. 1 .  Если кольцо R имеет правое кольцо частных S ,  то 
любой замкнутый идеал в R оказывается идеалом Оре справа. 

18. 45 .2 .  Если кольцо R имеет правое кольцо частных S и I -
рефлективный идеал в R ,  то I - идеал О ре справа и кольцо S /I S 
каноническим образом превращается в правое кольцо частных коль­
ца RII. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство утверждения 18 .45 . 1  
содержится в доказательстве утверждения из 10. 1 1  о том, что I S -
идеал кольца S ,  если I - замкнутый идеал. Rроме того , утвержде­
ние 18 .45 . 2 следует из первого утверждения в 18 .42 . 3 ,  а в силу 
18. 42 . 2  рефлективный идеал замкнут. D 

18 .46. Предложение (Феллер - Своковский [ 6 1а ] ,  [61b l ) .  Если 
I - рефлективный идеал кольца R ,  который является идеалом 
Оре справа, и RII имеет правое кольцо частных Q, то �rольцо R 
обладает правым кольцом частных S и S /I S канонически изоморфно 
кольцу Q. Итак, IS = fac -1 1 а Е I,  с - регулярный элемент в R} 
и IS П R = I (ер . 1 ,  10. 16 , стр . 502) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Через R '  обозначим множество 
регулярных элементов кольца R .  Тогда критерий существования 
правого кольца частных S кольца R дает условие регулярности 
Оре ( 1 , 9 . 1) :  

'1:/ а  Е R ,  с Е R '  3ll]. Е R , с1 Е R ' и ас1 = са1 , 

или, что равносильно, aRr П cR =1= О. 
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Допустим, что выполнены условия предложения . Можно счи­
тать , что а �  1. Так как кольцо R/1 удовлетворяет условиям регу­
лярности и так как из рефлективности идеала 1 следует, что при 
каноническом отображении R -+ R = R/1 множество R' отобра­
жается на Н ' ,  то aii' П cii =F О. Значит , ас1 = са1 + х, где с1 Е R' , 
а1 Е R, х Е /. Поскольку 1 - идеал Оре справа, то найдутся d1 Е 
Е R' , х1 Е /, для которых сх1 = xd1 • Тогда а (c1d1) = с (a1d1 + 
+ х1) - нужный нам элемент из aR ' П cR. Таким образом , коль­
цо S существует , и мы можем примелить 18 .45 .  О 

18 .47. Предложение (Фейс [71bl ) .  Кольцо R обладает полуло­
калъпым правым кольцом частпых S тогда и только тогда , когда 
ono содержит рефлективпый идеал Т, являющийся идеалом Оре 
справа , такой, что RIT - полупервичпое правое кольцо Голди, 
а Т является суммой q-регулярпых правых идеалов кольца R .  В этом 
случае TS = rad S, Т = R П rad S и S/rad S капопически.м образом 
превращается в правое кольцо частпых кольца R/ Т. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Допустим, что S - полулокальное 
правое кольцо частных кольца R с радикалом J. В силу 10 . 1 7  
кольцо S = S!J каноническим образом можно рассматривать как 
правое кольцо частных кольца R = Rl т'  где т = J n R и т s = 
= J. В силу предложения 18 .42 . 4  идеал Т q-регулярен. Если 1 -
произвольвый q-регулярный правый идеал кольца R, то с помо­
щью того же результата можно показать, что J ::::> 1 S ,  и потому 
Т = J П R = IS П R = 1. Следовательно , Т является суммой 
q-регулярных правых идеалов . Так как Т = J П R - замкнутый 
идеал кольца R, то Т - идеал Оре справа (в силу 18 .45 ) .  В силу 
предложения 18 .43 Т - рефлективный идеал .  

Достаточность. В наших предположениях идеал Т рефлективен, 
является идеалом О ре справа и R/ Т - полупервичное правое 
кольцо Голди (с классически полупростым правым кольцом част­
ных Q) . Тогда в силу предложения 18 .46 кольцо R имеет правое 
кольцо частных S, такое , что SITS каноническим образом превра­
щается в правое кольцо частных кольца R/T. Так как SITS изо­
морфно Q и явJIЯется классически полупростым кольцом, то Т S 2 
= rad S .  В силу предложения 18 .42 .4  из предположения о q-регу­
лярности идеала Т следует ,  что TS = rad S .  Это влечет за собой 
изоморфизм S/rad S � Q и полулокальность кольца S. О 

1 8 .48. Следствие. Кольцо R обладает полулокальпьш правьш 
ко.ttьцо.м частпых S ,  которое является соответствеппо 

(а) пётеровым справа ; 
(Ь) артиповьш справа ; 
(с) кодЫfОМ с исчезающим справа радикалом ; 
(d) полупримарпьш 

тогда и только тогда, когда R содержит идеал Т, об.ttадающий 
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упаааппьши в предложепии 18 .47 свойстважи, а та-".же удовлетво 
ряет соответствующему из условий 

(а ' )  -".олъцо R удовлетворяет условию обрыва воврастающих Цt' 
пей ва;м,-".н,утых правых идеалов; 

(Ь ' ) идеал Т пильпотептеп и l'Оольцо R удовлетворяет условию 
обрыва воврастающих цепей ва;м,-".н,утых правых идеалов (тогда -".оль­
цо R удовлетворяет условию обрыва убывающих цепей важ-".путых 
правых идеалов, и обратпо) ; 

(с ' )  идеал Т исчезает справа; 
(d ' )  идеал Т пильпотептеп. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) Так как кольцо R имеет шшулокаль­
ное правое кольцо частных S ,  то наличие структурного изоморфиз­
ма 10 . 1 1  между правыми идеалами кольца S и замкнутыми пра­
выми идеалами кольца R доказывает эквивалентность (а) <::=> ( а' ) .  

( d )  Так как кольцо S полулокально, т о  оно полупримарно 
тогда и только тогда , когда rad S - нильпотентный идеал. 
Поскольку в силу предложения 18 .47 TS = rad S :::;, Т, то идеал 
Т нильпотентен. Обратно,  так как S T  s; TS = rad S , то ( TS)n � 
= тпs. Итак, если индекс нильпотентности идеала Т не превос­
ходит п, то rad S = Т S - нильпотентный идеал индекса :;:;;; п. 

(Ь) В силу предложения 18 . 12  полупримарное кольцо является 
артиновым тогда и только тогда , когда оно нётерово .  Каждое 
артиново кольцо полупримарно. Итак, в силу (d) и (а) кольцо S 
артиново тогда и только тогда , когда идеал Т нильпотентен 
и кольцо R удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей 
замкнутых правых идеалов . 

(с) Если rad S исчезает справа ,  то Т исчезает справа .  Обратно , 
если 

- последовательность произведений элементов радикала rad S ,  
то ,  поскольку Т - идеал Оре  справа ,  существуют элементы 
а; Е Т, с; Е R, такие , что 

По индукции Pn = а1а; . . .  а�с�-1 , где ai Е Т, i � 2 .  Это дока· 
зывает , что rad S исчезает справа ,  если Т исчезает справа. о 

Заметим, что условие (с' )  р авносильно требованию о совершен­
ности слева кольца S (см. гл . 22) . 

У пражневия R гл . 18  
1 .  Если f:  R - S - гомоморфизм колец, то f (rad R)  = 

� rad (f (R) ) ,  при этом включение может быть строгим. 
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2. Если Р - проективный правый R-модуль ,  то 
rad (End Ря) = {/ Е End Ря 1 Р о- im /} . 

3. Если Р - невулевой проективный модуль,  то 

rad Р = Р J =F Р, 
где J = rad R.  

4. Если Pi  - проективный В-объект категории mod-R и Ki = 
s;; rad Pi = PiJ ,  i = 1 ,  2 , то 

(Р1/К1 � Р2/К2) � (Р1 � Р2) .  

5. Если R - правое В-кольцо, то 
rad (End Ря) = Ноmя (Р, Р (rad R)) = 

= {/ Е End Ря 1 f (Р) s;; Р (rad R)} .  

Кроме того, 

EndPя/rad (EndPя) = End (P/rad Р)я · 

6 .  (А) Если R - правое В-кольцо , то rad R исчезает слева .  
(В} Если кольцо R удовлетворяет условию обрыва убывающих 

цепей главных левых идеалов , то оно - полулокальное кольцо 
с исчезающим слева радикалом, который содержит каждый одно­
сторонний пиль-идеал. 

7. Если кольцо R имеет артиново справа правое кольцо част­
ных , то кольцо многочленов R [х] имеет артиново справа правое 
кольцо частных . 

8. Кольцо R = 7l [х , y] l(x2 - ху) имеет кольцо частных S 
(поскольку R - коммутативное кольцо) , но кольцо S не является 
полулокальным. 

* 9  (ер . Робсон [67 ,  стр . 605 , теорема 2 . 1 1 ] } .  Коммутативное 
нётерово кольцо R имеет артиново кольцо частных Q тогда и толь­
ко тогда , когда максимальный нильпотентный идеал W рефлекти­
вен, а это , в свою очередь , р авносильно тому, что простые идеалы, 
принадлежащие О, минимальны. 

10. Если е - идемпотент кольца R, то е Е rad R тогда и только 
тогда , когда е = О. 

* 1 1  (Капланский [58а] ) .  Если R - локальное кольцо , то каж­
дый проективный R-модуль свободен. 

* 1 2  (Амицур [56Ь] ) .  Если R - кольцо и R [х] - кольцо мно­
гочленов , то rad (R [х] } = N [х] , где N - некоторый пиль-идеал 
кольца R. 
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* 13 (Снэппер) . Если кольцо Е коммутативно,  то rad (Е [х] ) = 
= N [х] , где N - максимальный ниль-идеал кольца Е .  

* 14 (Голдман [51 ] ,  Крулль) . Если кольцо Е коммутативно и 
А - коммутативная конечно порожденная Е-алгебра ,  то rad А -
ниль-идеал . 

15 .  Если кольцо Е полупримарно, то rad М =!=- М и soc М =!=- О 
для каждого иенулевого Е-модуля М. 

16. Следующие условия на идеал I кольца Е эквивалентны: 
(А) I/12 - нётеров Е-модуль ;  (В) JkJik+l - нётеров Е-модуль для 
каждого k ;;;:::: 1 .  

1 7  (Янус) . Пусть Е - кольцо , J = rad Е ,  E/J - классически 
полупростое кольцо и J =1=- J2 • Тогда любой простой неинъектив­
ный правый Е-модуль М вложим в J!J2. 

18 .  Если М инъективен как Е-модуль ,  то М инъективен как 
(Е/I)-модуль для каждого идеала /, лежащего в annнM. Кроме 
того , annмA является инъективным (Е/А )-модулем для каж­
дого идеала А .  

19. (Обратное утверждение к упр . 1 7 . )  В условиях упр . 17  
показать, что если М - иенулевой подмодуль модуля J/J2 , то он 
не является инъективным Е-модулем. 

20. Если E/rad Е - простое кольцо , то любой правый идеал А ,  
не лежащий в rad Е , является образующим. Если А = еЕ ,  где 
О =!=- е = е2 Е Е,  то Е канонически изоморфно EndeнeeE (ер .  22 .25). 

21 . Пусть Е - коммутативная область целостности с полем 
частных К и К =1=- Е. Показать , что superfl Кн = К. 

22 (Нагата [51а] , [51Ь ] ) .  Полулокальное коммутативное кольцо 
Е с конечным числом максимальных идеалов является прямой 
суммой локальных колец тогда и только тогда , когда Е - под­
прямая сумма локальных колец. 

Замечавин к гл. 18 
Истоки понятия радикала Джекобеона кольца , определенного 

Джекобеоном в [ 45а] , и его характеризация Перлиса и Джекобеона 
уже обсуждались в предисловии к этому тому. Кроме того ,  в гл . 26 
радикал Джекобеона будет сравниваться с различными другими 
радикалами. 

Понятие радикала модуля намного старше. Действительно, 
в теории групп пересечение Ф (G) всех максимальных подгрупп 
группы G было ьведено Фратини в 1885 г . ! (Таким образом ,  
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Ф (G) = rad G для абелевой группы. ) Он доказа.'I ,  что если G ­
конечная группа, то Ф (G) - нильпотентная группа. Кроме того , 
теорема Виландта утверждает, что групп;:; G нильпотентна тогда 
и только тогда , когда ее коммутант [G, G] лежит в Ф (G) (см . , на­
пример , книгу Хупперта [67 ,  стр . 268-271 , особенно теоремы 3 . 6  
и 3 . 1 1 ] ) .  

Как уже говорилось в предисловии, Артин [27] в своей струк· 
турной теории колец с условием обрыва убывающих цепей пред­
полагал выполнение условия обрыва возраетающих цепей. Это 
ограничение было снято независимо Гопкиисом [39] и Левиц­
ким [39] . 

Значение полулокальных колец определяется большим числом 
приложений в таких различных областях , как алгебраическая 
геометрия , коммутативная и некоммутативная алгебра ,  теория 
групп, теория модулей и теория категорий. В алгебраической 
геометрии или в коммутативной алгебре ,  например , можно рас­
сматривать локальное кольцо в точке алгебраического многообра­
зия или в простом идеале кольца . 

Согласно Бурбаки (71 , историчеспие аамечапия, стр . 674) , 
общее понятие локального кольца формировалось очень мед­
ленно : Грелль (в 1926 г . )  и Крулль (в 1938 г . )  - для областей 
целостности , Шевалле (в 1944 г . ) - для нётеровых колец, а в об­
щем случае - А. И .  Узков (в 1948 г . ) .  

Начиная с 1 940 г .  локальное кольцо RP области целостности R 
по простому идеалу Р систематически использовалось Круллем 
(и его школой) , а в алгебраической геометрии - Шевалле и Зарис­
ским. Термин Rрулля stellenring был вытеснен термином Шевалле 
local ring (лопальпое польцо) , т. е .  кольцо , ассоциированное с точ­
кой многообразия и отражающее «локальные свойства>) многооб­
разия, например кольцо всех функций, регулярных в этой точке 
(см. также Нагата [62] , стр . xi) . Здесь мы не упомянули важную 
работу Генвеля на рубеже столетий о р-адических числах , однако 
Генаель рассматривал не само кольцо Rp, а его пополнение,  т .  е .  
р-адическое пополнение (см. Бурбаки , там же , а также 21 . 7А) .  

Rёте [30а] изучал некоммутативные полулокальные кольца 
с радикалом Кёте, т. е. с пиль-идеалом К, содержащим каждый 
односторонний пиль-идеал. (Открытый вопрос : каждое ли кольцо 
имеет радикал Кёте?) Кёте (там же) доказал , что полулокальное 
кольцо R с радикалом Rёте К изоморфно кольцу матриц A n над 
локальным кольцом А тогда и только тогда , когда факторкольцо 
RIK просто. Кроме того ,  R � EndA Е, где Е есть А-модуль ,  
состоящий ив  всех матриц ив A n  с нулями во всех строчках , кроме 
одной фиксированной. Эта теорема обобщает теорему Веддербёрна­
Артина ,  теорему Нётер [29] (для случая простого классически 
полупростого кольца R) и по существу совпадает с утверждением 
следствия 22 .24. Далее, Rёте [30а , стр . 182 ,  теорема 13] доказал , 
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что в полулональном SВI-нольце с радиналом J и правыми глав­
ными неразложимыми модулями eR и .f R энви:валентны условия 
eR � .fR и eRJeJ � .fR/.fJ. (Доназательство R.ёте предназначено для 
случая J = К, где К - радинал R.ёте . )  

R.ёте [30Ь] обобщил н а  полулональнов нольцо R с ниль-радина­
лом К две теоремы Шоды: 

( 1 )  пересечение всех пиль-подполец пальца R совпадает с К; 
(2 )  если R - артипово польцо , то любые два мапсимальпых 

пильпотептпых подпальца пальца R сопряжепы и паждое пиль­
потептпое подпольцо содержится в пепотором мапсимальпом пиль­
потептпом подпольце. 

(Шода доназал (1 )  для артиновых нолец, а (2) для нонечных 
нолец . )  Утверждение ( 1 )  танже было обобщено Михлером [66] на 
нётерово справа нольцо R. (См. 1 7 . 31 (Ь) и (с) ) .  

Из (2 )  следует, что все матрицы любого пильпотептпого 
подпальца S пальца (п Х п)-матриц kп пад телом k можно одно­
временно привести н треугольному виду, а танже что нольцо 
Т n (k) верхних треугольных матриц является мансимальным ниль­
потентным поднольцом. В связи с гипотезой R.ёте Левицний [31 ] 
(см. танже [45а])  поназал , что наждое ниль-поднольцо арти­
нова (а танже и нётерова) нольца нильпотентно , и тем самым уси­
лил теорему R.ёте , доназав , что все матрицы ниль-поднольца 
kп можно одновременно привести н треугольному виду ( 17 . 19) .  
Иеноторое обобщение этих результатов на мультиплинативные 
системы (М�системы) , лежащие в нётеровых слева или справа 
нольцах , предложил Левицний [50] . 

Фиттинг [33] установил связи между прямым разложением 
модуля М нонечной длины и его нольцом эндоморфизмов А (там 
же , стр . 528 , теорема 4) . В частности , М неразложим тогда и толь­
но тогда , ногда А - лональное нольцо (там же, стр . 533 , теоре­
ма 8) . Это утверждение носит название <<леммы Фиттинга>> (см. 
1 7 . 17 '  и 1 7 . 30) . 

Неноммутативные полулональные нольца естественно возни­
нают даже в номмутативной алгебре ,  поснольну, нан это было 
отмечено в предложении 18 .26 ,  модуль (или объент абелевой нате­
гории) М удовлетворяет условию нонечности R.рулля - Шмидта 
(т .  е .  обладает нонечной диаграммой Адзумаи) тогда и тольно тог­
да, ногда нольцо эндоморфизмов модуля М - полулональнов 
SВI-нольцо. Эти нольца в свою очередь являются полусоверmен­
лыми нольцами В асса [60] (см.  теорему 22 .23) , т .  е .  нольцами, 
над ноторыми наждый нонечно порожденный модуль обладает 
проентивным нанрытием. В этой статье при харантеризации нолец, 
над ноторыми наждый правый модуль имеет проентивное нанры­
тие , Б асе получил естественное обобщение полупримарных нолец 
(нан это и утверждает заглавие статьи) . Вместо нильпотентности 
7 Н. Фейс 
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радикала требуется его трансфинитная нильпотентность , кото­
рую Б асе называл Т-нильпотентностью , а мы использовали термин 
«радикал исчезает слева>> .  

Капланекий [68, стр . 4] выразил сомнение в том, что артиновы 
кольца - естественное обобщение конечномерных алгебр , посколь­
ку <<естественные примеры не являются общими» , и предложил 
в качестве альтернативы кольца, являющиеся конечно порожден­
ными модулями над нётеровыми подкольцами своих центров (т. е .  
РI-алгебры) . Как  бы то  ни  было,  полупримарные кольца опреде­
ленно возникают , и при том естественным образом ,  как кольца 
эндоморфизмов модулей конечной длины. (Упражнение 18 . 14  (Ь) ,  
вытекающее из 17 . 20 и 18 .26 . )  Левицкий [44] охарактеризовал полу­
примарвые кольца как кольца , полулокальные по модулю идеала 
N, порожденного всеми нильпотентными односторонними идеа­
лами, и удовлетворяющие условию обрыва  убывающих цепей 
произведений идеалов из N. Бьёрк [70] характеризует полупри­
марвые кольца следующим требованием : существует число п,  
такое , что R не содержит строго убывающей последовательности , 
состоящей из n главных левых идеалов . 

Многие из других статей, упомянутых в этой главе , также 
содержат утверждения о строении полупримарных колец, см. , 
например Гопкипе [39] , Левицкий [39] (см. 18 .2) , Эйленберг ­
Нага о - Накаяма [56] (см .  18 . 33) и Асан о К .  [ 49] (см. 18 .37 и 18 .38) . 
Кроме того ,  Чейз [60] предвосхитил теорему Бьёрка (22 . 30) , 
утверждающую, что если R удовлетворяет условию обрыва убы­
в ающих цепей главных правых идеалов , то правые Л-модули удов­
летворяют условию обрыва  убывающих цепей конечно порожден­
ных подмодулей. А именно Чейз доказал , что это верно для полу­
примариого кольца (18 . 1 4) .  (Некоторые другие теоремы Чейза 
[60] приводятся в гл . 20 . )  

Эйленберг ,  Нагао и Накаяма (см. ссылку вьппе) доказали, что 
глобальная размерность каждого факторкольца наследственного 
полупримарного кольца конечна . Джане и Накаяма [57] и Чейз 
[61 ]  охарактеризовали полупримарные кольца , у которых глобаль­
ная размерность каждого факторкольца конечна (эти кольца 
оказываются треугольными в следующем смысле : существует 
ортогональное представление единицы неразложимыми идемпо­
тентами е1 , . • •  , en , такое , что ei (rad R) е1 = О для i � j) . Это 
бывает в том и только том случае , когда глобальная размерность 
кольца R/(rad R)2 конечна ,  и тогда gl dim R строго меньше , чем 
число r простых колец в разложении Веддербёрна - Артина 
кольца R/rad R. (В действительности gl . dim R :::::;; gl . dim R/(rad R)2< 
< r. См. Чейз [61 , стр . 22] . )  Кроме того ,  если кольцо 
R/rad R <<сепарабельно>> ,  то любое полупримарное кольцо , для 
которого глобальная размерность кольца R/(rad R)2 конечна , 
является факторкольцом однозначно определенного наследствен-
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ного полупримарного кольца (Джане и Накаяма, там же, цити­
руется Чейзом (та же ссылка) ) .  Эта теория обобщается далее 
Харадой [66bl , который полностью выясняет строение наследствен­
ного полупримарного кольца R как обобщенного кольца треу­
гольных матриц над классически полупростым кольцом. Кроме 
того,  для любого идеала I 

gl . dim (R/J) < r - s + 1 ,  

где s - число простых идеалов в разложении идеала I в прямую 
сумму по модулю rad R. Аналогично , если n - индекс нильпотент­
ности радикала rad R ,  тоJ 

gl . dim (R/J) � n - 1 .  

Харада применяет эти результаты для получения другого дока­
зательства основной теоремы о строении наследственного порядка 
R над дискретным кольцом нормирования ранга 1 (Харада [63] } .  
( В  связи с этим см. Райпер [75 ,  стр . 358] ; там ж е  имеются и др)тгие 
результаты о строении наследственных порядков , включая теорему 
Якобинского [71 ] ,  утверждающую, что наследственные порядки 
«экстремальны>> . )  

Закс [68] развил аналогичную теорию для Т-колец, т .  е .  для 
полупримарных колец, в которых каждое неразложимое прямое 
слагаемое имеет наименьший неиулевой идеал и каждый мини­
мальный идеал является проективным модулем. Глобальная раз­
мерность факторколец таких колец конечна , и потому они являют­
ся кольцами обобщенных треугольных матриц (в смысле Х арады) 
над классически полупростыми кольцами - это установил Леви 
(там же , стр . 76 , но без ссылок на Хараду) . 

В озвращаясь временно к полулокальным кольцам, отметим, что 
о порядках в полулокальных кольцах было написано много ста­
тей , начиная со статей Голди и Лезьё - Rруазо (об этом было 
сказано в гл . 9 первого тома) . Теорема 18 .47 содержит характери­
зацию этих колец в терминах максимальных q-регулярных идеалов 
(рефлективных идеалов , идеалов Оре} , напоминающую характери­
зацию Перлиса - Джекобеона радикала кольца . Обзор литерату­
ры по порядкам в полулокальных кольцах можно найти у В.  П.  Ели­
зарова [69] и Фейса [71b l , о порядках в QF-кольцах см. замеча­
ния К ГЛ. 24. 

В заключение этой главы о полулокальных кольцах сделаем 
одно предостережение : в коммутативной алгебре термину «полу­
локальный>> придается более узкий смысл , а именно коммутативное 
кольцо R называется квазиполулокальным, если оно содержит 
лишь конечное число максимальных идеалов , и полулокальным, 
если оно к тому же нётерово (Нагата [62 , стр . 13] ) .  Предмет теории 
коммутативных полулокальных и локальных колец неисчерпаем. 
в чем легко убедиться , читая работу Rрулля [48] или Нагаты [62] . 
7• 
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(Сошлемся также на статьи Нагаты [50] , [51 а] , [60] . )  Детальное 
исследование локальных колец глобальной размерности 2 и ,  
на  самом деле,  их  характеризацил имеютел у Басковселоса [ 72] 
и Гринберга [ 74] . 

Следует добавить несколько слов об истоках предложения 
18 . 24 .  Та его часть , в которой утверждается , что полулокальное 
SВI-кольцо R подобно своему базисному кольцу, в несколько 
иной форме получена Веддербёрном, который, разумеется , никогда 
не формулировал ее на категорном языке : если R = Dn - кольцо 
(n Х п)-матриц над кольцом D , то соответствие Х ..- Хе11 есте­
ственным образом определяет эквивалентность категорий mod-R � 
� mod-D ; если е11 - матричная единица , то очевиден изоморфизм 
D � e11Re11 • Указанное подобие нелвно исполъаовалось в ряде 
других работ, а в форме предложения 18 .24 оно является очевид­
ным следствием теоремы Мориты [58] . 
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Глава 1 9  

КВАЗИИНЪЕRТИВНЫЕ МОДУЛИ И САМОИНЪЕКТИВНЫЕ 
КОЛЬЦА 

Модуль М, такой, что каждый гомоморфизм f :  S -+ М его 
подмодуля S индуцируется некоторым эндоморфизмом модуля М, 
называется квазиивъективвым или, для краткости , Ql-модулем. 
Каждый модуль,  инъективный по модулю своего аннулятора ,  
и любой полупростой модуль являются QI-модулями (см .  19 . 1 . 1 ,  
1 9 . 1 . 2) .  Класс Q l-модулей совпадает с классом всех вполне инва­
риантных подмодулей инъективных модулей ( 19 .3 ) .  Модули, 
конечно порожденные над своими кольцами эндоморфизмов , назы­
ваются эвдоковечвыми. Эндоконечный Q I-модуль инъективен 
по модулю своего аннулятора ( 19 . 14А) . Над артиновым справа 
кольцом каждый квазиинъективный правый модуль эндоконечен 
и, обратно , если каждый квазиинъективный правый модуль эндо­
конечен, то кольцо артиново справа (19 . 1 6А) . Таким образом ,  
каждый точный квазиинъективный правый модуль над артиновым 
справа кольцом инъективен ( 19 . 1 5) (результат, справедливый и для 
конечно порожденных квазиинъективных точных модулей над 
коммутативными кольцами ( 19 . 1 7) ) .  

Идеи доказательства этих фактов наиболее полно выражаются 
в теореме Бичи 19 . 1 3А ,  утверждающей, что существенно артиново 
справа кольцо R можно охарактеризовать свойством, что каждый 
точный правый R-модуль М конечно точен в том смысле ,  что R 
вкладывается в произведение конечного числа экземпляров модуля 
М. (Это также дает <<существенный>> вариант теоремы Гопкинса ­
Левицкого : существенно артиново справа кольцо является суще­
ственно нётеровым справа . )  

Примером кольца ,  обладающего простыми модулями, не  инъек­
тивными по модулю своих аннуляторов , служит кольцо всех 
линейных иреобразований End пМ = L бесконечномерного левого 
векторного пространства М над D. Канонический правый L-модуль 
М не инъективен ( 19 .46) . (На самом деле если каждый квазиинъек­
тивный правый R-модуль инъективен, то (20 .5) кольцо R обяза­
тельно нётерово справа . )  

Правую самоинъективность кольца R можно описать с помо­
щью эндоконечных модулей : каждый эндоконечный точный правый 
R-модуль порождает категорию R-mod (ер . 19 .20) . 

Другие важные темы этой главы : ( 1 )  квазиинъективная оболоч­
ка модуля (19 .  7) ; (2) аннуляторное условие 19 . 10  для конечно 
порожденных ЕndRМ-подмодулей Ql-модуля М; отсюда полу-
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чается (3) теорема плотности 19 .22 для примитивных Rолец; (4) 
регулярные Rольца в смысле Неймана ; (5) радиRал и строение 
Rольца эндоморфизмов QI-модуля ( 19 .27) ; (6) хараRтеризация "Уту­
ми радиRала самоинъеRтивного справа Rольца ( 19 .28) ; (7) рацио­
нальные расширения Финдлея - ЛамбеRа ( 19 . 32 , 1 9 . 33) ; (8) маR­
симальное иравое Rольцо частных Джонсона - "Утуми ( 19 . 34) ; 
(9)  Rольца , Rонечные по ДедеRинду ( 19 . 39-19 . 43) . 

ВRлючена в эту главу и хараRтеризация первичных и полу­
первичных правых Rолец Голди : Rольцо Я является первичным 
правым Rольцом Голди тогда и тольRu тогда , Rогда оно обладает 
неразложимым эндоRонечным точным инъеRтивным правым моду­
лем Е, удовлетворяющим двум следующим условиям: ( 1 )  Е не 
имеет нетривиальных вполне инвариантных подмодулей ; (2) EndнE 
есть тело (19 . 54) . (Полупервичные Rольца Голди хараRтеризуются 
аналогично (19 . 55В) . )  Если Я - первичное иравое Rольцо Голди,  
то Q = Biend Е н является его правым Rольцом частных. 

Последние два раздела этой главы посвящены теоремам Гудёр­
ла о свойствах первичных идеалов регулярного самоинъеRтивного 
справа Rольца Я: идеалы таRого Rольца Я, содержащие первич­
ный идеал Р, линейно упорядочены по вRлючению и первичны. 
Более того , если Я не является инъеRтивной оболочRой идеала Р, 
то Р примитивен, а содержащие его идеалы вполне упорядочены 
по вRлючению ( 19 .64) . Аналогичная теорема имеет место в любом 
самоинъеRтивном справа Rольце для произвольного первичного 
идеала ,  содержащего радиRал ДжеRобсона Rольца ; в частности, 
идеалы, содержащие данный примитивный идеал , линейно упоря­
дочены (19 .69) . 

19 . 1 .  П р и м е р ы .  
1 9 . 1 . 1 .  Правый Я-модуль М инъеRтивен ,  если из точности 

последовательности 
(а) 0 -+ X -+ Y -+ Z -+ 0 
в Rатегории mod-Я следует , что точна последовательность 
(Ь) О -+  Homн(Z, М) -+ Ноmн(У, М) -+ Ноmн(Х, М) -+ О. 
Кроме того , М является RвазиинъеRтивным модулем, или Q I-мo 
дулем, если при У = М из (а) вытеRает (Ь) . Если модуль М 
инъеRтивен по модулю своего аннулятора ,  т .  е .  инъеRтивен RaR 
(Я/аnnн М)-модуль,  то он RвазиинъеRтивен RaR иравый Я-модуль . 

Согласно Rритерию инъеRтивности Бэра ( 1 , стр . 205) , Q I-мо­
дуль М инъеRтивен, если существует вложение Я с_> мп Я-моду­
ля Я в неRоторую Rонечную степень модуля М, а последнее имеет 
место тогда и тольRо тогда , Rогда М эндоRонечен и точен (19 . 1 5) .  

19 . 1 .2 .  Любой полупростой модуль М RвазиинъеRтивен, таR 
RaR Rаждый подмодуль N выделяется в нем прямым слагаемым 
( 1 ,  8 . 2 ,  стр . 450) . 
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1 9 . 1 . 3 .  Любая циклическая р-группа ZPn квазиинъективна 
в категории mod-'l (доказательство?) . 

19 . 1 .4 .  Кольцо R называется самоипъективпым справа, если 
оно инъективно в категории mod-R. Как установлено в 19 . 1 . 1 ,  
и з  критерия Бэра вытекает , что R са:моинъективно справа тогда 
и только тогда , когда оно квазиинъективно в категории mod-R. 

1 9 . 1 . 5 .  Модуль М квазиинъективен тогда и только тогда, 
когда он является вполне инвариантным подмодулем своей инъек­
тивной оболочки (19 . 3) .  (Из достаточности этого условия , которая 
устанавливается тривиально , вытекает утверждение 19 . 1 . 3 . )  Если 
Е инъективен, I - идеал кольца В = End Е R• а А - идеал 
кольца R , то IE, ЕА , annE I и annE А - квазиинъективные 
:модули и, более того , annE А инъективен в категории mod-(R/A ) .  

19 . 1 . 6 .  Квазипроективность определяется как понятие, дуаль­
ное к квазиинъективности, и для него справедливо утверждение, 
дуальное к 19 . 1 . 5 .  Таким образом, если К - вполне инвариант­
ный подмодуль проективного :модуля Р , то Р/К квазипроективен, 
а если I - идеал кольца End Рв или А - идеал кольца R, 
то Р/К, где К = JP или К =  РА соответственно , квазипроек­
тивен. 

19 . 1 . 7 .  Прямая сумма двух квазиинъективных модулей пе обя­
зательно будет квазиинъекпшны.,r модулем, но модуль мп при 
любом целом n будет квазиинъективным, если квазиинъективен 
:модуль М (см . 1 9 . 5) . Кроме того ,  мс будет Q I-модуле:м для любо­
го кардинального числа с тогда и только тогда, когда М инъек­
тивен над R/annн М (упр . 19 .21  (р) ) .  В частности, в силу 19 . 14А 
так обстоит дело ,  если М - эндоконечный квазиинъективный 
:модуль . 

1 9 . 1 .8 .  Если М - иравый R-:модуль,  а R - его инъективная 
оболочка , то fi. Е!Э М квазиинъективен в то:м и только то:м случае ,  
когда М инъективен в категории mod-R (Ср . 20.4А . )  

1 9 . 1 . 9 .  Если прямая сумма любых двух Q I-:модулей над R 
является Q I-:модулем, то R - нётерово справа V-кольцо , над 
которым каждый квазиинъективный модуль инъективен (ер . 20.4В ) .  

19 . 1 . 10 .  Единственный простой модуль над кольцом R = 
= К[у, D]  дифференциальных многочленов с одним дифференци­
рованием D над универсальным полем (Колчина) К инъективен, 
точен, но,  разумеется , не конечномерен ( 1 ,  7 .41) , а значит, не 
эндоконечен. 

Свойства квазиинъективных модулей 
Пусть М = Е(М) - инъективная оболочка произвольного 

:модуля М. Напомним, что запись М [> N означает , что N ­
существенный подмодуль :модуля М. 
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19.2. Предложение (Джонсон - Уовг [61 ] ) .  Ес.л,и М - правый 
R-.моду.л,ь, М = Е(М) и А = End М 8, то 

(а) АМ яв.л,яется пересечением всех l«Jааииn'Ьек,тивпых под­
.моду.л,ей .моду.л,я М, содержащих М; 

(Ь )  АМ - к,вааииn'Ьек,тивпый .моду.л,ь; 
(с) М к,вааииn'Ьек,тивеп тогда и то.л,ьк,о тогда, к,огда М = 

= АМ. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (Ь) Любой гомоморфизм f: N -+ АМ 

подмодуля N модуля АМ в АМ индуцируется некоторым элемен­
том Л Е А. Так как Л.(АМ) s:::; АМ, то Л индуцирует гомоморфизм 
Х" Е Hom8(AM, АМ) , который также индуцирует /. Это показы­
вает, что АМ квазиинъективен. 

(а) Пусть Р - квазиинъективный подмодуль модуля М, 
содержащий М. Мы хотим показать , что Р � АМ, так что нам 
достаточно уставовить включение а.Р s:::; Р для любого а, Е А. 
Заметим, что Q(a.) = {х Е Р  1 а.х Е Р} является подмодулем моду­
ля Р, и, значит ,  нам достаточно показать , что Q(a.) = Р для любо­
го а. Е А. Так как q .- a.q, где q Е Q = Q(a.) ,- гомоморфизм из Q 
в Р и так как Р - квазиинъективный модуль , то существует 
а.1 Е Hom8 (Р, Р) , такой, что a.1q = a.q для любого q Е Q. Посколь­
ку М инъективен, то существует а,' Е А, такой, что а.' х = а.1х 
для любого х Е Р. В силу того что а.' Р s:::; Р,  предположив , что 
(а.' - а.)Р = О, мы получили бы а.Р s:::; Р. Таким образом, если 
Q(a.) =1= Р, то (а.' - а.)Р =1= О. Так как М t> М, то непременно 
М t> Р и, следовательно , (а.' - а.)Р П Р =1= О. Но если х, у Е Р 

таковы, что О =1= у = (а.' - а.)х Е (а.' - а.)Р П Р ,  то а.х = а.1х -
- у  Е Р, поскольку а.'х = а.1х Е Р .  Но тогда х Е Q(a.) , а значит , 
а.х = а.'х и у =  О. Мы пришли к противоречию и тем самым 
доказали (а) . 

(с) является непосредственным следствием утверждений (а) 
и (Ь) .  D 

19.3. Следствие. М оду.л,ь М к,вааииn'Ьек,тивеп тогда и то.л,ьпо 
тогда, к,огда оп яв.л,яется впо.л,пе ипвариаптпым подмоду.л,е;м, своей 
иn'Ьек,тивпой обо.л,очк,и. 

Подмодуль N модуля М замкнут, если каждый подмодуль 
модуля М, который содержит N и является его существенным. 
расширением, совпадает с N. 

19.4. Предложение (Фейс - Утуми [64а ] ) .  Пусть ;м,оду.л,ь М 
к,вааииn'Ьек,тивеп в mod-R, и пусть N - его аамк,путый подмоду.л,ь. 
Тогда .л,юбой гомоморфизм w подмоду.л,я К моду.л,я М в N может 
быть продо.л,жеп до гомо.морфиама и .моду.л,я М в N. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В силу леммы Цорна мы :можем: 
считать , что подмодуль К обладает таким свойством:: ни для 
какого подмодуля Т модуля М, строго содержащего К, не сущест­
вует гомоморфизма Т -+  N, продолжающего w. Так как М8 
квазиинъективен, то w индуцируется некоторым гомоморфизмом: 
и: М -+  М. Предположим:, что и(М) � N, и пусть L - допол­
нительный подмодуль подмодуля N в М. Поскольку N замкнут, 
он оказывается дополнительным подмодулем подмодуля L. Значит, 
в силу включения и(М) + N :;:) N получаем (и(М) + N) П L =1= О. 
Пусть О =f= x = а +  Ь Е (и(М) + N) П L, а Е и(М) , Ь Е N. Если 
а Е N, то х Е N П L = О - противоречие . Поэтому а Ef N и а = 
= х - Ь Е L ЕiЭ N. Множество Т = {у Е М 1 и(у) Е L ЕiЭ N} явля­
ется подмодулем модуля М, содержащим К. Пусть у - такой 
элемент из М, что и(у) = а. Тогда у Е Т, но у Ef К, поскольку 
а Ef N. Обозначим через 1t проекцию модуля L ЕiЭ N на N. Тогда 
пи - гомоморфизм модуля Т в N и nи(z) = и(z) = w(z) для 
любого z Е К. Таким: образом, пи - собственное продолжение 
гомоморфизма w. Мы пришли к противоречию . Значит, и(М) s N 
и и - искомое продолжение гомоморфизма w. О 

Аналогично тому,  как доказывается соответствующий резуль­
тат для инъективных модулей, можно доказать , что если произве-
дение П Mi R-модулей {Mi 1 i Е /} квазиинъективно , то ква­

i ЕI 
зиинъективны все Mi, i Е /. Однако в противоположность ситуа­
ции в случае инъективных модулей обратное неверно . 

19.5.  П р и м е р .  Пусть М = Q ЕiЭ 7lp.  где р - простое число .  
Тогда каноническое наложение Z -+  7/._Р является гомоморфизмом 
подгруппы Z из Q на 7L p ,  который нельзя продолжить до гомо­
морфизма , лежащего в Hom� (Q, Zp) ,  и, значит, нельзя продол-
жить до гомоморфизма из Homz(M, М) . Таким образом, сумма 
квазиинъективных модулей может не быть квазиинъективной.  
Ср . 19 .9  (с) . 

Квазиинъективная оболочка 

Тройку (Р , М, f) , обозначающую гомоморфное вложение 
f: М -+ Р, мы будем называть расширением модуля М. 

Расширение (Р, М, f) :модуля М называется минимальным 
квазиинъективным расширением, если Р квазиинъективен и обла­
дает следующим свойством. 

Если (А , М, g) - произвольвое квазиинъективное расширение 
модуля М, то существует мономорфизм <р: Р -+ А ,  такой, что 



1 06 

диаграмма 

коммутативна . 

Ч. V. Теор ия Nо.лец 

р 'f А 

� /е  
м 

19 .6 .  Следствие. Пусть М - 1iвазиин"ъективпый модуль. 
(а) Если N - зал1iпутый подлодуль лоду.nя М, то оп выделяется 
в М прямым елагаемыл и 1iвазиип'Ъе1iтивеп. (Ь) Если Р - под­
лодуль модуля М, то пекоторое его существеппое 1iвазиип'Ъективпое 
расширепие содержится в М. (с) Каждое липилальпое квазиип'Ъе1i­
тивпое расширепие произвольпого модуля К является его сущест­
веппы;м, расширепиел. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (а) Если е :  М -+  N - продолжение 
тождественного отображенил N -+ N, существующее в силу пред­
ложения 19 .4 ,  то М = N Е9 ker (е) ,  так что N выделлетел в М 
прямым слагаемым; N квазиинъективен, согласно замечанию перед 
примером 19 . 5 .  

( Ь )  По лемме Цорна Р содержител в замкнутом подмодуле N,  
лвллющемсл его существенным расширением. Согласно п .  (а) , 
N квазиинъективен. 

(с) Этот пункт является непосредственным следствием п. (Ь) . О 

19 .7 .  Предложение. В обозпачепиях предложепил 19 . 2  модуль 
АМ является липилальпыл квазиип'Ъе1iтивпы;м, расширепиел моду­
ля М. Любые два липилальпых квазиип'Ъективпых расширепил 
эквивалептпы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (А , М, g) - произвольное 
квазиинъективное расширение модуля М, А = Е(А ) и Q = 
= Нотн (А�, А ) .  Тогда по предложению 19 . 2  QA = А . Так как 
М0 = АМ - существенное расширение модуля М, то мономор­
физм g: М -+ А может быть продолжен до мономорфизма модуля 
М0 в А (который мы обозначаем той же буквой g) . Из квазиинъек­
тивности модуля g(M0) следует, что Q(g(M0)) = g(M0) , и, значит, 
QB = В, где В = А  П g(M0) . Тогда по 19 . 2  модуль В квазиинъек­
тивен . Отсюда вытекает , что g-1B есть квазиинъективное расшире­
ние модуля М, содержащеесл в М0 = АМ. Так как АМ - наи­
меньшее квазиинъективное расширение модуля М, содержащеесл 
в М, то g-1B = М0, а значит, В = g(M0) = А . Таким образом, 
установлено , что М0 = АМ - минимальное квазиинъективное 
расширение модуля Л4. Легко видеть , что если (А ,  М, g) - также 
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минимальное квазиинъективное расширение модуля Af, то оно 
эквивалентно AAf. О 

В дальнейшем Q(Af) будет обозначать любое из минимальных 
квазиинъективных расширений. В силу 19 .6  и 19 .7  имеет место 

19.8 .  Следствие. Пусть Af - r;,вааиин;ьеr;,тивный модуль, а N ­
его подмодуль. Тогда Af = Q(N) в том и тмьr;,о том случае, r;,огда 
Af t> N. О 

19.9 .  У n р а ж н е н и е .  (а) Пусть Af - некоторый модуль,  
{Aft 1 i Е /} - семейство независи:мых подмодулей, а Qi - суще­
ственное расширение модуля Aft в Af для любого i Е /. Тогда 
{Q t 1 i Е /} - независимое семейство подмодулей и � Qi -iEl 
существенное расширение модуля � Aft . i t:l 

(Ь} Q I-модуль Af неразложим тогда и только тогда , когда М 
неразложим. 

(с) Для любых кольца R и R-модуля Af прямая сумма R Е1Э Af 
квазиинъективна тогда и только тогда , когда R самоинъективно, 
а Af инъективен. Кроме того ,  модуль fi. Е1Э Af квазиинъективен 
в том и только том случае ,  когда Af инъективен. 

Аннуляторное условие 
Если Af - правый R-модуль и S - его кольцо эндоморфизмов , 

то аддитивная подгруппа Х модуля Af, такая , что sx Е Х для 
любого s Е S, является S-модулем и подмодулем естественно 
определяемого левого S-модуля Af. Таким образом, можно гово­
рить об S-подмодулях модуля Af, не являющихся R-подмодулями . 
R-подмодуль , который одновременно является S-подмодулем, 
называется вполне инвариантным подмодулем ( 1 ,  стр . 222) . 

Для любого неиустого подмножества Х из Af множество 
annн Х = {r Е R 1 Xr = О} = X.h 

является правым идеалом кольца R ,  называемым аннулятором 
множества Х .  Если Af = R, то Xj_ - правый аннуляторный идеал . 
Для любого неиустого подмножества А из R множество 

annм А = {т Е Af 1 тА = О} = j_ А 

является S-подмодулем модуля Af и называется аннулятором 
множества А в Af. Тогда annм annн Х называется вторым аниу­
лятором множества Х, а annн annм А - вторым аннулятором 
множества А . П равый идеал А служит аннулятором векоторого 
подмножества из Af в том и только том случае ,  когда А = 
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= annн annм А ,  и тогда говорят, что А удовлетворяет аннулятор­
ному условию относительно М. Мы будем использовать для этого 
условия сокращение М-а .у .  или просто а. у . , когда в рассуждении 
фигурирует фиксированный модуль М. Аналогично обстоит дело 
с аннуляторами в М подмножеств из R.  Говорят, что совокупность 
подмножеств (из М или из R) удовлетворяет аннуляторному усло­
вию, если каждое из множеств этой совокупности удовлетворяет 
ему, т. е. является аннулятором. Например , левые и правые аниу­
ляторные идеалы кольца R удовлетворяют R-a. у . .  

Приводимые ниже предложения взяты из работ Веддербёрна 
(см. Артин [50] ) ,  Тэйта (для случая (полу)простых модулей) , 
Джекобеона [61 ]  (см. лемму на стр . 47) и Джонсона - Уонга 
[61 ] . 

19 .10 .  Предложение. Пусть М - пвааиин:ьептивный R-.модулъ 
и 8 - его по.л,ъцо эндо.морфиа.мов. 

(а) Каждый понечно порожден,н,ый 8-под.модулъ .модуля М 
удовлетворяет аннуляторному условию . 

(Ь) Если F - понечно порожденный 8-под.модулъ и N - н,епо­
торый 8-под.модулъ, удовлетворяющий аннуляторному условию, 
то N + F удовлетворяет аннуляторному условию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (а) Это частный случай (Ь) при 
N = О. (Ь) доказывается индукцией по числу образующих модуля 
F. Достаточно доказать (Ь) для случая F = 8х . Для любого под­
множества Х имеем .L (X.L )  = Х.  Значит , мы должны доказать , что 
.L ((N + 8x) .L ) с:: N + 8х. Далее , 

(N + 8x)j_ = Nj_ П (8x)j_ = Nj_ П x.L , 

Пусть у Е .l ((N + 8x).L ) = j_ (N.L П х.1 ) ,  значит , y(Nj_ П x.L ) = О. 
Рассмотрим соответствие 

е : ха ..- уа, а Е N.J._ . 
Если а, Ь Е N.L таковы, что ха = хЬ, то а - Ь Е xl. = (8х).1 . 
Следовательно , (а - Ь) Е N.l П xJ. и ,  значит, у(а - Ь) = О, 
т. е .  уа = уЬ . Это показывает , что е есть отображение xNl. -+ yN.L .  
Поскольку e(xar) = e(xa)r для любого r Е R , это гомоморфизм 
R-подмодулей. В силу квазиинъективности М отображение е 
индуцируется некоторым элементом из 8,  который мы также будем 
обозначать через е. Так как (ех - y)N.L = О, то z = ех - у ­
элемент из N = .L N.L и ,  следовательно , у = -z + ех Е N + 8х, 
что доказывает равенство 

.L ((N + 8x).L ) = N + 8х . О 
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Кольцо R самоинъективво справа , если оно инъективно как 
модуль в категории mod-R. 

19. 1 1 .  Следствие. Любой хонечно порожденный левый идеал 
самоин'Ьехтивного справа холъца является левым аннуляторны.м 
идеалом. О 

19 . 12 .  Предложение. Если Е - проиаволъный ин'Ьехтивный 
правый А -модуль, то annE В является ин'Ьехтивным (А /В)-моду­
лем для любого идеала В холъца А . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть F - инъективная оболочка 
модуля Х = annE В в категории mod-(A /B) . Тогда на F канони­
ческим образом определяется структура А -модуля , и как А-модуль 
он является существенным расширением модуля Х. Таким обра-
зом, F можно вложить в инъективную оболочку Х модуля Х ,  
и ,  следовательно , Х с= F с= Е. Но FB = О,  значит , F с= Х = 
= annE В, и F = Х,  как и утверждал ось . О 

Эндоконечные и конечно точные модули 
В этом разделе в дополнение к упомянутым во вводной части 

этой главы результатам об эндоконечных модулях мы введем 
понятие конечно точных модулей и охарактеризуем кольца , над 
которыми каждый точный модуль является конечно точным. 

Объент М натегории mod-R называется конечно точным моду­
лем (или СF-модулем) , если существует вложение О -+  R -+  мn 
для векоторого нонечного числа п > О. Таким образом, любой 
СF-модуль точен. (Ср . точные и ноточные модули ,  определенные 
в т. 1 ,  стр . 189 ,  а также 3 .28 ( 1 , стр . 192) . )1) 

19 . 13А.  Теорема (Бичи [71bl ) .  Следующие условия на холъцо R 
ахвивалентны (если хольцо R удовлетворяет им, оно нааывается 
сущесmвеиио арmииовъt.-к справа) :  

(а) R содержит существенный артинов правый идеал А .  
(Ь) Правый цохолъ S холъца R является хонечно порожденным 

существенным правым идеалом. 
(с) Каждый точный правый R-модулъ М хонечно точен. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) � (Ь) . Из предложения 8 . 3  {1 , 
стр . 451) следует , что А 2 S. Поэтому S равен цонолю модуля А .  
Однако цоноль любого артинова модуля обязательно нонечно 
порожден и существен, значит, (Ь) выполняется . 

(Ь) :::::? (с) . Вложим R в ма для неноторого нардинального 
числа а.  (Rан установлено в 1 ,  стр . 189 ,  это можно сделать . )  

1 )  В работах Бичи [ 71 а] ,  [ 7 1Ь ] . [ 7 1с] и Бичи - Блера [ 75] СF-модули 
называются коточпыми. 
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Тогда по (Ь) существует конечное подмножество множества проек­
ций {/i : Ма -+ М} iЕа • такое, ЧТО пересечение Ядер ПрОеКЦИЙ, 
входящих в него ,  имеет с S нулевое пересечение 1) . Пусть , напри­
мер , {fi} i e ь ,  где Ь - конечное кардинальное число � а, обладает 
этим свойством. Тогда R П ( n ker /i) = О  в силу существенности 

iEb 
цоколя,  т .  е . R вкладывается в мь. 

(с) ==>- (Ь) .  Если Е - наименьший кообразующий категории 
mod-R ( 1 ,  3 .55 ,  стр . 217) , то по утверждению , двойственному 
к предложению 3 .26 ( 1 ,  стр . 190} , он точен. Значит, R вкладывает­
ся в En для некоторого целого числа п > О. Но En - прямая 
сумма инъективных оболочек Ei простых модулей Vi для некото­
рого множества { Vi} iEJ.  

Поскольку R конечно порожден (одним элементом 1 ) , отсюда 
следует , что он содержится в конечной прямой сумме таких обо­

т 
лочек. Изменим обозначения так , чтобы R s; 2} Ef> Ei . Посколь­

i= t 
т 

ку 2} Ef> E i имеет конечно порожденный существенный цоколь, 
i = 1  

то и R обладает этим свойством. 
Это завершает доказательство всей теоремы, так как имплика­

ция (Ь) ==>- (а) очевидна . О 
Отметим, что если определить существенно пётерово сnрава 

кольцо аналогично п .  (а) предыдущей теоремы, то будет справед­
лив аналог теоремы Хопкинса - Левицкого 18. 1 3 : 

19 . 13В. Следствие. Любое существенно артиново справа -полъцо 
яв.ляется существенно нетеровы.м, справа.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По 19 . 13А (Ь) R содержит сущест­
иенный нётеров правый идеал S. О 

19. 1 3С.  У п р  а ж н е н и е и о п р е д е л е н  и е .  Идеал N 
произвольного кольца называется существенно нилъпотентным 
справа, если он содержит нильпотентный правый идеал , являю­
щийся существенным подмодулем. 

1 (Шок [71с]} . Показать , что пиль-идеал N является существен­
но нильпотентным справа тогда и только тогда , когда N содержит 

1) Рассмотрим множество всех проекций fa. : ма -+ М, а. Е а , и пусть 
Sa. = S П ker fa. · Среди всех подмодулей модуля S ,  представимых в виде 
конечных пересечений подмодулей Sa. , существует минимальный, скажем 
А (поскольку S есть конечная прямая сумма простых модулей и, значит, 
артинов ;  см. 1, 7 . 1 0) .  Если он равен нулю, то соответствующий конечный 
набор fa. и будет искомым, так как S П ( П  ker fa.) = n (S П ker fa.) · Пред­
положим, что А отличен от нуля; тогда А n Sa. = А  для любого а. Е а в силу 
минимальности А и А s ker fa. для любого такого а.. Но n ker fa. = О -

а. Е а  
противоречие. - Пр иж. перев. 
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исчезающий справа правый идеал , существенный в нем. Устано­
вить также , что любой ниль-идеал существенно артинова справа 
кольца является существенно нильпотентным справа .  

2 . Кольцо R артиново справа тогда и только тогда , когда каж­
дое его факторкольцо существенно артиново справа . О 

19 . 14А. Теорема и определение. Эидопои ечи ъtж иааывается 
правый А-модуль М, коиечио порождеииый иад End М А - :Эидо­
коиечиый правый А -.модуль М квааииu'Ьективеи тогда и только 
тогда, когда оп ии'Ьективеи как естествеиио определеииый 
(A/annA М)-модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о будет приведено после предложе­
ния 19 . 15 .  

19 . 14В. Предложение. Для любого правого R-.модуля М поло­
жим В = End М в и 

А =  End в М = Biend Мв. 

(а) (М коиечио порождеи в mod-R) ::::? (М коиечио точеи в B-mod) , 
т. е .  

(Rn --+  М --+  О точиа в mod-R) ::::? (О --+ В --+  мп точиа в B-mod) . 

(Ь) (М эидокоиечеи) =? (М коиечио точеи в mod-Biend Mв) , т. е .  

(Bn --+ М --+  О rrючua в B-mod) ::::? (О --+ А --+  мп точиа в mod-A ) 

и, кро.ме того , · 

(0 --+ А --+  мп точиа в mod-A ) ::::? 
� (О --+ R/annв М --+ мn точиа в mod-R) . 

(с) Эидокоиечиый точиый .модуль коиечио точеи. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (а) Применим точный слева функтор 
( , М) = Ноmв ( , М) к первой точной последовательности и ис­
nользуем естественные изоморфизмы 

(Rn, М) � (R , M)n � мп. 
(По поводу первого из них см. 1 ,  3 .38 ,  стр . 203, а по поводу вто­
рого 1 ,  3.63 ,  стр . 163 . )  Тогда (а) становится очевидным, а первая 
импликация из (Ь) - это то же самое , что (а) . Вторая импликация 
из (Ь) вытекает из того факта ,  что R/annв М канонически вклады­
вается в А .  Утверждение (с) теперь очевидно . 

19 . 15. Предложение. Пусть М - квааиии'Ьективиый точиый 
правый R-:модуль. Следующие условия эквивалеитиы: 

(а) М эидокоиечеи ; 
(Ь) М коиечио точеи. 

Ee.ttи эти условия выполияются,  то М ии'Ьективеи в категории 
mod-R. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Импликация (а) �  (Ь) следует из 
п .  (с) предыдущего предложения . Далее, применяя ( , М) к точ-

ной последовательности о --+  R � мn и ИСПОЛЪ3УЯ тот факт, что 
М квазиинъективен, получаем, что вn --+ М --+  О точна в B-mod. 1) 
Таким образом, (Ь) =?- (а) . 

Ввиду критерия инъективности Бэра 3 .41 ( 1 ,  стр. 205) остается 
проверить , что каждый гомоморфизм I --+ М правого идеала I 
кольца R можно продолжить до гомоморфизма R --+  М. Но такое 
продолжение существует для любого Q l-модуля, содержащего R . 
Таким образом, из (Ь) следует , что мn, а значит, и М инъектив­
ны. О 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы 19 . 14А.  Если М ­
квазиинъективный правый R-модуль ,  то он квазиинъективен как 
правый (R/annн М)-модуль и Endн М совпадает с кольцом эндо­
морфизмов (R/annн М)-модуля М. Таким образом, 19 . 15  влечет 
за собой инъективность (R/annн М)-модуля М. О 

Отметим, чтu артиновы кольца и только они обладают тем 
свойством, что над ними все квазиинъективные модули .эндо­
конечны, как показывает следующая теорема. 

19 . 16А.  Теорема (Вамоm [68 ] ,  Бичи [71Ь] , Фейс [72bl) . С,п,едую-
щие ус,п,овия па 11:одъцо А э11:вивадептпы: 

(а) lio,n,ъцo А артипово справа. 
(Ь) Каждый пвааиип-ье11:тивпый правый А -.моду,п,ъ эпдо11:опечеп. 
(с) Каждое фа11:торпмъцо 1\:Мъца А существеппо артипово 

справа. 
Ес,п,и эти ус,п,овия выпо,п,пепы, то правый .моду,п,ъ М пвааиип-ьеп­

тивеп тогда и тодъ11:о тогда, погда оп ип-ье11:тивеп по ;м,оду,п,ю 
annл М. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) � (Ь) . Для произвольного пра­
вого модуля М факторкольцо А = A /annл М будет артиновым 
справа,  значит, по 19 . 13А модуль М конечно точен над А. Таким 
образом, если М квазиинъективен, то он эндоконечен по 19 . 1 5  2) . 

(Ь) =?- (с) . Пусть М - прямая сумма полного множества 
представителей простых правых А -модулеi!i. Тогда этот :модуль 
точен и квазиинъективен над А =  A/rad А .  Поэтому из 19 .15  
следует , что для векоторого целого п существует вложение 

1) Действительно, если ер:  R -+ М, j: М -+  мn - естественное вложение, 
а :rt :  мn -+ М - соответствующая проекция, то , учитывая 19 . 1 .  7 ,  имеем 
jep = 'ljJi для некоторого 'ljJ: мn -+ мn. Отсюда ер = :rtjep = (:rt'ф) i. Таким обра­
зом, последовательность Нот (Mn, М) -+ Нот (R , М) -+ О, совпадающая 
с вn -+ М -+ О, точна. - Пр и:м. ред. 

2) Точнее , М ,  будучи квавиинъективным А -модулем, является квааи­
инъективным ' А-модулем и по 19 . 15  андоконечен как А-модуль. Однако 
End лМ = Endii М. - Пр и:м. перев. 
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А с-? мп как А -модулей. Таким образом , А -модуль А полупрост 
и, следовательно, М - конечная прямая сумма. Обозначим 
через Е инъективную оболочку А-модуля М. Так как Е - точный 
модуль (это установлено в доказательстве импликации (с) =>(Ь) 
из 19 . 13А) , то А вкладывается в Ет для векоторого т >  О.  Тогда 
А имеет конечно порожденный существенный цоколь (как и Em) , 
т .  е .  кольцо А существенно артиново справа по 19 . 1 3А. 

Прежде чем привести доказательство импликации (с) ==> (а) , 
дадим одно определение. М одуль М называется существенно 
артиновым или конечно вложимым, если его цоколь является 
существенным подмодулем конечной длины. Легко убедиться , что 
это условие выполняется в том и только том случае , когда под­
модули модуля М обладают свойством конечности пересечений, 
а именно если для любого семейства {M;}ier подмодулей из М 
равенство n м i = о влечет за собой n м j = о для векоторого 

i EI j EJ 
конечного подмножества J с I 1) .  (Ср . доказательство теоремы 
19 . 1 3А . )  

(с) ==> (а) вытекает из  приведеиного далее следствия 19 . 16В .  О 
19 . 16В. Следствие (Вамош [68] ) .  Модуль М артинов тогда 

и только тогда , -когда каждый его фактормодуль существенно 
артинов. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Действительно ,  если М1 = М2 = . . . 
. . . = М n = . . .  - произвольпая убывающая последователь­
ность , nересечение членов которой равно Q, то из того ,  что MIQ 
обладает свойством конечности пересечений, следует существова­
ние целого числа n > О  такого ,  что Мп+i = Q для всех i �O. 
Значит , М артинов . Обратное очевидно . О 

19 . 17. Теорема. Н ад ко;м;мутативным кольцом А любой конечно 
по рожденный модуль М является конечно точньш (А 1 ann А М)­
модуле;м. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем предполагать , что М 
точен и порождается элементами х1 , • . •  , Xn ·  Тогда отображение 
А -+  мп, переводящее а в (х1а ,  . . .  , Хпа) , есть вложение . О 

19 .18 .  Предложение. (а) Для любого n правый R-модуль М 
к,вааиин"Ьективен тогда и только тогда , когда мп к,вааиин"Ьективен. 

(Ь) Любой андоконечный квааиин"Ьективный правый R-модуль 
М ин"Ьективен над Biend М н ·  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Уnражнение . О 
1) См. , например , 26. 1 В . - Пр и:м. перев. 

8 Н .  Фейс 
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1 9. 1 9. Лемма. Ec.rtи Л - проивво.rtъпое nO.rtъцo, то R - точпый 
ипъективпый правый Л-;м,оду.rtъ, попечпо порождеппый, па са;м,о;м,. 
деде даже цимичеспий, над свои;м, подъцо;м, эпдо;м,орфив;м,ов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Упражнение. О 
Правый Л-модуль Е эндопроективен, если он проективен над 

End ER. Тогда по теореме Мориты 4. 1 .3 ( 1 , стр . 243) 

объепт Е яв.rtЯется обрааующи;м, мтегории mod-Л, ee.rtи Oh. 
эпдопопечеп, эпдопроептивеп и сба.rtапсировап. 

Доказательства приведеиных выше результатов содержат одну 
идею, которая позволяет следующим образом охарактеризовать 
самоинъективные кольца . 

1 9.20. Предложение. С.rtедующие усдовия па no.rtъцo Л эl'i:вива­
дептпы : 

( а) Л са;м,оипъептивпо справа . 
(Ь) Каждый точный эпдопопечпый ;м,оду.rtь Е яв.rtЯется обрааую­

щи;м, патегории mod-Л. 
(с) Каждый точпый эпдоnопечпый ипъептивпый ;м,оду.rtъ Е 

ямяется обрааующи;м, категории mod-Л . 
Ec.rtи эти условия выпо.rtпяются , то Е эпдопроептивеп . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Кольцо R самоинъективно справа 
тогда и толы{о тогда , когда категория mod-Л обладает инъектив­
ным образующим. Инъективная оболочка произвольного кольца Л ,  
взятая в категории mod-Л , является циклическим модулем над 
своим кольцом эндо:м:орфизмов (19 . 1 9) , и, следовательно , из (Ь) 
[или (с)] вытекает, что Л - инъективный образующий. 

Обратно , пусть Л - инъективный объект категории mod-Л, 
и пусть Jf Е mod-Л - точный модуль ,  конечно порожденный 
над S = End MR .  Поэтому, скажем, последовательность 

sn -+ м --+  о 
точна в категории S-mod. Тогда из 19 . 14В вытекает, что последо­
вательность О --+ Л --+  мn точна в категории mod-Л 1) , и инъек­
тивность Л-модуля Л дает изоморфизм мn � Л $  Х.  Значит, 
М - образующий. В этом случае из теоремы Мориты 4 . 1  полу­
чаем , что ]l,f проективен над своим кольцом эндоморфизмов . О 

Подмодуль N левого Л-модуля М чист (в смысле Кона) , если 
для любого правого Л-модуля и гомоморфизм и @  R N --+ и @ R М, 
индуцированный включением N --+ М, является мономорфизм ом. 

1) Точнее, из 19 . 14В получается точность последовательности О - А ­
- Mn в mod-A , а значит, в mod-R , а R вкладывается в А в mod-R в силу 
точности модуля М. - Пр Ш�. перев. 
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Это эквивалентно· следующему условию : если 

(1 )  
n 
� r;1x1 = at E N (i = 1 ,  2 , . . . , т) 

i= 1 
- конечное множество уравнений с неизвестными х1 , • • • , Xn , 
где r;1 Е R,  и если эта система имеет в М решение , то она имеет 
решение и в N. Любое прямое слагаемое модуля М чисто. 

R-модуль А называется алгебраически компактным, если 
он выделяется прямым слагаемым в любом R-модуле , в которо111 
он является чистым nодмодулем , или , что экв�валентно , если 
он удовлетворяет такому условию : пусть 

(2) 

- произвольвое множество уравнений с неизвестными х1, j Е J,_ 
где I и J - произвольвые множества индексов и каждое из урав­
нений содержит лишь конечное число иенулевых r;1 Е R, и пусть 
каждое конечное множество уравнений из (2) имеет в А решение. 
Тогда вся система (2) разрешима в А .  Ср . чистую инъектив-: 
ность в 20.40 .3 .  

. 

Модуль М называется ограниченным, если существует эле­
мент х Е М, такой , что annн х = annн М. Любой модуль,  цикли-· 
ческий над своим кольцом эндоморфизмов S .  оказывается огра­
ниченным. 

R-модуль М обладает свойством замены, если для любого 
R-модуля А ,  содержащего М, и подмодулей N и А ;  (i Е /) моду­
ля А прямые разложения 

(3) А = М EJ:) N = 2J Е!:Э А1 (/ - произвольвое множество индексов) 
i EJ 

влекут за собой существование R-подмодулей Bi модулей A i ,  
таких , что 

(4) А =  м ЕJ:Э ( � т в,) i EJ 
(ер . лемму о замене 18 . 1 7) .  

19.21 . У п р  а ж н е н и е .  (а) Прямой предел любого направ­
ленного семейства чистых подобъектов модуля М будет чистым 
подмодулем. 

(Ь)* (Фукс [69а] , Уорфилд [69а] и Кроули - йонссон [64Ь] . )  
Квазиинъективный модуль обладает свойством замены. 

(с) (Ср . Фукс [69bl . )  Предположим, что 

A = Mt $ • • • ЕIЭ Мт == � E9 Nt 
i EJ 

в• 
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где М1 и Ni - квазиинъективные R-модули , а I - Произвольное 
множество индексов . Тогда существуют изоморфные продолжения 
этих разбиений, т. е .  существуют R-модули A ji , j = 1 ,  . . .  , т, i Е 
Е / , такие , что 

М1 � 2] Еf:Э AJi и Ni � Ан Е!Э • • •  Е!Э Ami 
i EI 

для каждого i и j соответственно. 
(d) Если х Е М и annн х = annн М, то для каждого у Е М 

существует гомоморфизм f : xR -+ yR ,  такой , что f (х) = у. Выве­
сти отсюда , что квазиинъективный модуль М ограничен тогда 
и только тогда , когда он циклический над своим кольцом эндо­
морфизмов . 

(е) (Фукс [69а] . )  Ограниченный R-модуль М квазиинъективен 
тогда и только тогда , когда он инъективен как каноническим 
образом определенный (R/annн М)-модуль. 

(f) * (Фукс [69а] . )  Любой ограниченный квазиинъективный 
модуль алгебраически компактен. Б олее того ,  любое прямое 
слагаемое прямого произведения ограниченных квазиинъективных 
модулей алгебраически компактно . 

(g) * (Капланский, Фукс, Хуляницкий и Харрисон. Ср . Кап­
ланекий [69Ь , стр . 84-86] . )  Любая алгебраически компактная 
абелева группа является прямым произведением ограниченных 
квазиинъективных модулей. 

(h) (Фукс [69а] . )  Сравнить определение N как чистого подмо­
дуля модуля М с таким определением : IN = N П IM для любого 
правого идеала I кольца R. Назовем так определенный подмо­
дуль N П -чистым. Показать , используя это новое понятие чистоты, 
что любой ограниченный квазиинъективный модуль алгебраиче­
ски компактен. Доказать , что если М - плоский модуль,  то N 
будет П -чистым подмодулем тогда и только тогда , когда MIN ­
плоский модуль (ер .  1 ,  1 1 . 21 ,  стр . 528) . 

(i )  (Фукс - Рангасвами [70] . )  Лбелева группа М квазипроек­
тивна тогда и только тогда , когда она либо свободна , либо являет­

, ел периодической группой , каждая р-подгруппа которой равна 
прямой сумме групп, изоморфных группе ZPn для фиксирован­
ного n = n(p) .  

(k) * (Адзумая [66] ,. Утуми [67] . )  Кольцо R является инъек­
тивным кообразующим в mod-R тогда и только тогда , когда каж­
дый точный R-модуль служит образующим (ер . 19 .20) . 

(l )* (Ософская [66Ь] . )  Если R - инъективный кообразующий, 
то это полулокальное кольцо с конечно порожденным существен­
ным правым цоколем . 

(m)* (Фейс - Уокер [67] . )  Если полулокальное кольцо R 
служит кообразующим категории mod-R , то оно самоинъективно 
справа . 



ГА. 19.  Квавиин:ьеr>т ивпые модуд,u и само ипьеr>тивпые r>од,ьца 1 1 7  

(n) *  (Уорфилд [72Ь] . )  ( 1 )  Правый R-модуль М обладает свойст­
вом замены тогда и только тогда , когда этим свойством обладает 
End М н· (2) Если А есть SВI-кольцо и если A /rad А - регуляр­
ное кольцо (см. 19 . 25) , то А обладает свойством замены. (Ср . 18 .22 . )  

(о)* Кольцо R служит инъективным кообразующим в mod-R 
тогда и только тогда, когда оно самоинъективно справа и каждый 
точный иравый R-модуль конечно точен.  

(р) (Фуллер [69Ь] . )  Любой инъективный R-модуль Е IJ-инъек­
тивен в том смысле ,  что любое прямое произведение Ее инъектив�о 
для любого кардинального числа с. Доказать , что QI-модуль М 
является lJ-квазиинъективным тогда и только тогда , когда он ­
инъективный R/annн М-модуль. [ Yx:aaanue : по 1 9 . 1 5  квазиинъек­
тивный модуль Е инъективен , если R вкладывается в Е, и R 
вкладывается в некоторую степень ме любого точного модуля М 
( 1 , перед 3 . 24 ,  стр . 189) . ] 

( q) Если первичный идеал Р не является существенным правым 
идеалом ,  то он есть иравый аннуляторный идеал . Кроме того,  
если е-Р)2 =1= О ,  то Р - минимальный первичный идеал . 

Плотные кольца линейных иреобразований 
и примитинные кольца 

Если М - левое векторное пространство над телом D ,  то 
в силу нашего соглашения писать гомоморфизмы с противополож­
ной стороны от скаляров ( 1 , стр . 160-161 )  для произвольного 
элемента а из L = End.::� М и х Е М мы положим ха = (х)а.  
Подкольцо А кольца L называется плотным, если для каждого 
конечного подмножества у1 , • • •  , Уп элементов из М, где n �  
� dimv М ,  и любого множества х1 , • • •  , Xn линейно независи­
мых векторов существует элемент а из А ,  такой , что xia = Yi , 
i = 1 , . . .  , n. (Интуитивно это означает, что А содержит <<доста­
точно много линейных преобразованиЙ>) (ер . упр . 1 из 19 . 23В) . )  
М ы  будем также говорить , что А плотно в L или что А - плот­
ное кольцо линейных иреобразований пространства М. 

Как было определено в гл . 18 (после 18 .0) , кольцо R примитив­
но справа, если оно обладает точным простым правым R-модулем. 
Любое плотное кольцо А линейных иреобразований иенулевого 
левого векторного пространства М примитивно справа, так как 
модуль М точен над А и прост, поскольку если он имеет иенуле­
вой А-подмодуль М' , то в силу плотности А должно быть М' = М. 
(Действительно , если у Е М и х =1= О - элемент из М' , то у = 
= ха Е М' А = М' для векоторого а Е А . )  Обратно , 

19.22. Теорема плотности Шевалле - Джекобсона. Пусть 
М - простой R-:модуль и S - его х:ольцо эпдо:морфиа:мов. Если 
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х1 , • • • , Xn !..- �о печное ;м;пожество линейно неаависи;м,ых над S 
элежентое иа М и если у1 , • ·• . , Уп - проиаволъные элеженты 
иа М, то существует а Е R. та�ой, что xia = Yt , i = 1 ,  • . .  , n. 

Д о к � ll а т е л ь  с т в. о .  Пусть А есть S-подмодуль в М 1) ,  
порожденный элементами Хн • • •  , Xn , и пусть Ni = � Sxk 

. . k"Pi 
для каждого i между 1 и n. Согласно 19 . 10 (а) , J. (N{)  = N1 , i = 
= 1 ,  • , . ,  n. Поскольку х1 Et .N1 , то XiN[ =1= О ,  а в силу простоты 
модуля MR имеем x1N{ = М , i = 1 ,  • . .  , n. Тогда Yt = xiai для 
некоторого а1 Е N{ , i = 1 ,  • • •  , n и а = �  + . . .  + an обладает 
нужным свойством. о 

1 9.23А. Следствие. К олъцо R при;м,итивно в тож и толь�о тож 
случае, �огда оно изоморфно плотножу �олъцу линейных преобра­
аований веr;,торного пространства. О 

1 9.23В. У n р  а ж н е н и я .  1 .  Пусть М - левое векторное 
пространство над D и А - подкольцо кольца L. Тогда А плотно 
в том и только том случае , когда каждое линейное иреобразование 
произвольного конечно порожденного векторного подпростран­
ства V п}:юстранства М индуцируется элементом из А .  Таким 
оGразом, если dimп V = t, то существуют подкольцо А v = 
= {а Е А 1 Va с:: V} и идеал К v = {а  Е А 1 Va = О} этого под­
кольца , такие , что А vl К v изоморфно полному кольцу матриц 
Dt � Endп V (ер . Джекобсон [61 , стр . 56 , теорема 3] ) .  

2 .  Если А - плотное подкольцо кольца L,  т о  плотным будет 
любое подкольцо В =  А .  Пусть dimп V = а бесконечна , тогда 
линейное иреобразование t имеет ранг Ь, если dimD Vt = Ь. 
Собственные идеалы кольца L исчерпываются идеалами вида 

Lь = { t  Е L 1 ранг t < Ь} , 

где Ь - бесконечный кардинал . не иревосходящий а.  
Таким образом, идеал L'f<o •  состоящий из всех линейных 

иреобразований конечного ранга , оказывается наименьшим идеа­
лом, и он плотен в L. Вывести отсюда, что любое подкольцо коль­
ца L,  с.одержащее Lx. , плотно . Найти вид матриц, соответствую­
щих иреобразованиям из LN. ,  в пекотором вполне упорядоченном 
базисе прос.транства М (ер . 1 , 3 . 19 .9 ,  стр . 181 ) .  (См. также ynp . 6 
в конце главы. )  

3 .  Каждое факторкольцо кольца L или примитивно , или равно 
gулю.  Если J - правый (левый) идеал , то он индуцирует плотное 
множество линейных иреобразований простр анства M/annи J 
(соотв . MJ) . 

1) Напомним, что по известной лемме Шура S '- т'мо (3. 1 0  1 ( Ь)) . ­
При:м.. перев. 
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4.  Показать , что каждый .главный левый идеал кольца L 
порождается идемпотентом. (Значит, L регулярно в смысле 19 .24) . 

5 .  Если D - произвольвое тело ,  трансцендентное над своим 
центром, то кольцо многочленов D [x) примитивно (см .  1 ,  
упр .  13 . 1 1 . 9-13. 1 1 . 1 1 ,  стр . 571 -572) .  Вывести отсюда,  что 
область целостности может быть примитивной. (См. также при­
меры простых областей целостности ( 1 , 7 . 28) . Напомним , что 
любое простое кольцо примитивно. )  

6 .  Рассмотриl\1, далее ,  М как правое векторное пространство 
над D размерности d и напомним ( 1 , 3 . 19 .9 ,  стр . 181 ) ,  что в веко­
тором вполне] упорядоченном базисе {xi}iEd пространства М 
L изоморфно кольцу D а всех конечнострочных матриц над D .  
Ес�и В - подкольцо в D ,  а А - подкольцо в L ,  содержащее все 
матрицы вида 

где N - произвольвал (n Х п)-матрица в Dn , n - любое целое 
число и Ь Е В, то А плотно в L. (Сюда входит и случай В = 0) . 
Если В содержится в центре тела D , то центр кол ьца А состоит 
из всех диагональных матриц 

diag {d, d, d, . • . } 

и изоморфен В. Вывести отсюда,  что произвольпая коммутатив­
ная область целостности может быть изоморфна центру прими­
тивного кольца и что центр примитивного кольца не обязательно 
примитивен и может иметь невулевой радикал (Rапланский) . 
(См. также упр . 1 9  в конце главы. )  

7 .  Если в п.  6 мы возьмем в качестве В подкоJiьцо кольца 
матриц Dn для фиксированного целого n ,  а в качестве N будем 
брать любые (kn х kп)-матрицы над D при k = . 1 ,  2 ,  . . . , то А 
остается примитивным и ,  более того , В - гомоморфный образ А .  
Таким образом, любое подкольцо простого артинова rшльца 
является: го:мо!lfорфным образом примитивного кольца .  

Регулярные кольца 
Для удобства ссылок повторим предложение и определение , 

ранее введенные в гл . 1 1  т .  1 .  

19 .24.  Предложение и определение. Кольцо R навывается ре­
гу.л,яри ьt;м,,  если выполняются следующие эl'Юивалептные условия: 
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(а)  Каждый циlW'tичеспий правый R-модуль плоспий. 
(Ь) Каждый правый R-модуль плоспий.  
(с )  Если х Е R ,  то существует а Е R ,  тапой, что хах = х .  

( Тогда ха - идемпотепт, поторый порождает xR. ) 
(d) Каждый главный правый идеал порождается идемпотентом. 
(е) Каждый понечно по рожденный правый идеал по рождается 

идемпотентом. 
(i ' ) Левые аналоги свойств (i) , i = а ,  Ь ,  с , d ,  е .  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Это утверждение следует и з  тео­
ремы 1 1 .24 ( 1 , стр . 529) и ее доказательства ;  см. также предло­
жение 19 .25 . О 

1 9.25 .  Предложение (фон Неймаи [36 ] ) .  Пусть R - тапое 
польцо , что паждый главный (соотв. минимальный) правый идеал 
порождается идемпотентом. Тогда паждый понечно порожденный 
правый идеал (соотв. паждая сумма понечного числа минимальных 
правых идеалов) порождается идемпотентом. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть I = x1R + . . .  + XnR - ко­
нечно порожденный правый идеал , и пусть А = x1R + . . .  
. . . + Xn_1R ,  В = XnR.  Предположение индукции обеспечивает 
существование идемпотентов е и f,  таких , что А = eR и В = fR.  
Пусть В1 = (1  - е)В = (1  - e)fR. Теперь А + В = {еи + 
+ fv 1 и,  v Е R} и 

А + В1 = {еи' + (1 - e)fv' 1 и' , v' Е R} = 
= {е(и' - fv' ) + fv' 1 и' , v' Е R} ,  

т .  е .  мы убеждаемся , что А + В1 = А + В. 
Запишем В1 = ftR , где f� = /1 Е R.  Так как /1 Е В1 , то е/1 = О .  

Далее , положим f' = /1 (1  - е) . Тогда 

f'ft = ft (1  - е)/1 = ft (/1 - eft) = /1/1 = /1 , 

значит, (/' )2 = f'ft( 1  - е) = /1 (1  - е) = f' .  Поскольку f' = 
= /1 ( 1  - е) Е /1R и /1 = /'/1 Е f' R,  то f' R = /1R = В1 • Следова­
тельно , А + В = eR + f' R .  Так как 

ef' = ef1( 1  - е) = О , f' e = ft ( 1  - е)е = О , 

то е и f' ортогональны, и идемпотент е + f' порождает I :  

I = А + В = eR + ! '  R = (е + f' )R. 

Это доказательство годится и в случае ,  когда xiR - мини­
мальный правый идеал , i = 1 ,  . . .  , n. Тогда В = xnR и В1 = 
= (1 - е)В суть минимальные правые идеалы или нули, и ,  зна­
чит , существует идемпотент /1 , такой , что В1 = /1R,  а остальная 
часть доказательства проходит без изменения. О 
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1 9.26А. Теорема . Любое l'Wtассичеспи по.л,упростое пальца R 
регулярно. Объединение любой цепи регулярных по.л,ец регулярно , 
и прямое произведение любого семейства регулярных палец регуляр­
но. Более того, для любого регулярного пальца R эпвивалептпьт. 
следующие свойства : 

(а) R l'Wtассичеспи полупросто ; 
(Ь) R артипава справа ; 
(с) R пётерово справа ; 
(d) R удовлетворяет условию .мапси.ма.льпости для правых 

аппуляторпых идеалов ; 
(е) R удовлетворяет условию .мапси.ма.льпости для прямых 

су.м.м правых идеалов ; 
(f) R ne содержит беспопечпых .множеств ортогопальпых идем­

патентов . 

Д о к а э а т е л ь с т в о .  .Классически полупростое кольцо R 
обладает тем свойством , что любой правый идеал выделяется 
в нем прямым слагаемым , а эначит , поротдается идемпотевтом 
и применимо 19 . 24(е) . 

.Критерий 19 . 24(с) устанавливает утверждение нашей теоремы 
для прямых проиэведений и объединений цепей регулярных колец. 

Эквивалентность условий (а) - (f) остается читателю в качест­
ве упражнения . О 

1 9.26В. Примеры. (а) Объединение цепи тел есть тело ,  но· 
объединение цепи классически полупростых колец не всегда 
окаэывается классически полупростым. Например , мы можем 
построить цепь полных матричных алгебр {kп} , п = 2t, t = 
= 1 ,  2 ,  . . . . Таким обраэом , 

k 2 с: k4 с: k8 с: . . . 

и объединение А этой цепи - регулярное кольцо , не удовлетво­
ряющее 19 . 26(е) и, следовательно , не классически полупростое . 
(Алгебра А бесконечномерна , но локально конечномерна и проста .  
Ср . Кёте [31 ]  по поводу характериэации счетных простых алгебраи­
ческих алгебр , которые локально конечномерны и центральны 
над k . .Как подскаэывает эаглавие работы К ёте , аналогично строят­
ся некоммутативные бесконечномерные алгебраические алгебры 
с делением . )  

(Ь) .Как можно покаэать , кольцо всех линейных преобраэова­
ний регулярно, и ,  следовательно , регулярно любое прямое проиэ­
ведение таких колец. (Любое бесконечное прямое проиэведение 
тел (или регулярных колец) окаэывается не классически полу­
простым регулярным кольцом . )  

(с) Некоторые и э  примеров примитинных колец в упр . 19 . 23В -
регулярные кольца , например кольцо S + D , поротденное ска­
лярными линейными преобраэованиями d Е D и идеалом S = 
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= L� •• состоящим из всех линейных иреобразований конечного 
ранга в кольце L всех линейных иреобразований векторного 
пространства V несчетной размерности над телом D. Это вытекает 
из регулярности тела D и кольца L и того факта , что S - идеал. 
(Аналогично I + D регулярно для любого идеала I из L. )  !\роме 
того , кольцо А в упр . 6 из 19 .23В можно выбрать регулярным, 
подобрав разумным образом В. (Взять В = О и т .  п . )  

1 9.26С. Теорема (Фейс [ 72Ь] ) . Пусть R - регу.лярпое полщо. 
Тогда модуль М, удовлетворяющий условию оqрыва убывающих 
цепей аппу.ляторов правых идеалов польца R , полупрост и иn'Ъеnти­
веп и R/annн М - плассичеспи полупростое польцо . (Кроме того , 
М также 2]-иn'Ъеnтивеп в том смысле, что любая прямая су;м;ма 
эпаемп.ляров моду.ля .М иn'Ъеnтивпа. Ср . 20 . 3А . )  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Множество М(1 - е) для произволь­
ного идемпотента 'е из R является аннулятором правого идеала eR. 
Так как модуль М точен над R = R/annн М, условие обрыва 
убывающих цепей аннуляторов в М влечет за собой условие 
обрыва возрастающих цепей правых идеалов кольца li, порожден­
ных идемпотентами. (Очевидно , любой идемпотент из R подни­
мается до идемпотента из R . )  Тогда по 19 . 26А кольцо ii класси­
чески полупросто и ,  следовательно , любой В-модуль М' инъекти­
вен над ii по 8 . 12  ( 1 , стр . 455) . Но так как li (как и любой R-мо­
дуль) - плоский R-модуль ,  то М' - инъективный R-модуль 
по 1 1 . 35 . 3  ( 1 ,  стр . 537) . В частности, любая прямая сумма экзем-
пляров модуля М инъективна над R, т .  е. М �-инъективен. О 

19 .26D. У п р  а ж н е н и е .  1 .  Если R = Endп V, где V - ­
левое векторное пространство над D, то R - регулярное кольцо 
(и самоинъе.ктивно слева) . 

2 .  Любое регулярное кольцо антисингулярно слева и справа 
( 1 ,  стр . 485) .  Если регулярное кольцо R содержит подкольцо А 
и если RA - существенное расширение А-модуля А ,  то кольцо А 
антисингулярно справа .  Таким образом, любой правый порядок 
в классически полупростом (или регулярном) кольце антисингу­
лярен справа ( 1 , 9 . 1 3 .  стр . 486) . 

Кольца эвдоморфивмов квавиивъективвых модулей 
Rак в т .  1 ,  стр . 218,  М [> N означает , что N - существенный 

nодмодуль модуля М. Напомним также ( 1 , стр . 481 ) ,  что сингу­
лярвый подмодуль правого R-модуля определяется таБ : 

sing М = {х Е М 1 R !> annн х} . 
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Приведем ]!I;Ba важных свойства сингулярных подмодулей: ( i )  
sing М - вполне инвариантный подмодуль ;  ( i i )  если М ::::2 S ::::2 N 
и S !> N, то sing (MIN) ::::2 SIN, причем если N = sing М, то верно 
и обратное утверждение. [Как и раньше , мы оставляем это в каче­
стве упражнения. ]  Итак, правый сингулярный подмодуль в R -
это идеал ,  который мы называем правым сишуллрны:м идеалом 
и обозначаем через sing R (ер . 1 ,  9 . 6 ) .  Он может не совпадать 
с левым сингулярным идеалом кольца R, но оба они встречаются 
сто:�ь редко , что нет необходимости использовать для них различ­
ные обозначения. На  самом деле чаще всего мы будем сталкиваться 
с отсутствием сингулярного идеала :  модуль М автисингуллрен, 
если sing М = О. Если sing R = О , то мы будем говорить, что 
кольцо R антисингуллрно справа, и тогда sing (M/sing М) = О 
для любого М Е mod-R (см .  1 9 . 46А) . В этой терминологии след­
ствие 19 .29 устанавливает , что кольцо эндоморфивмов квавиинъек­
тивноrо антисингулярного модуля самоинъективно и регулярно 
в смысле Неймана. В частности , в теореме 1 9 .27 доказывается , 
что любое самоинъективное кольцо R по модулю радикала регу­
лярно в смысле Неймана и самоинъективно (и rad R = sing R) .  

Пуш<т (а) следующей теоремы установлен Утуми [56] , (Ь) -
Уонгом и Джонсоном [59] , Утуми [67]  и Ософской [68а] , а (с) -­
Фейсом и У туми [ 64а] . 

19 .27. Теорема. Пусть S = End М R •  где М - r:вазиип-ьептив­
пый правый R -модуль. Тогда 

(а) rad S = {s Е S 1 М !> ker s} = sing S .  
Нроме того , S/rad S регулярно в смысле Ней;м,апа и 

(Ь) S/rad S сам.оип-ьептивпо справа. 
(с) S есть SВI-польцо; па самом деле подпимаются идемпо­

теюпы по модулю любого подмпожества /, содержащего rad R .  

Д о к а з а ·r е .ч ь с т в о .  ( а )  Пусть I = { s  Е S 1 М [> ker s} . 
Если s Е S и и, v Е /, то 

_ker (и + v) = ker и n ker v,  ker (sи) = ker и. 

Тан как ker и n ker v - существенный подмодуль ,  то I - левый 
идеал кольца S; однако если s Е /, то ker (1 + s) = О, поскольку 
тогда ker s n ker (1 + s) = О. Таким образом, 1 + s имеет левый 
обратный для любого s Е I 1) , и ,  значит , каждый s Е I квавирегу­
.Тiярен слева.  Тем самым установлено , что I � rad S = J. 

Далее , пусть s - произвольный элемент ив S и L - некоторый 
дополнительный подмодуль модуля К = ker s в М,  и рассмотрим 
отображение sx �--+ х для любого х Е L. (Это действительно коррект­
ное отображение , так как если sx = sy , где х, у Е L, то s(x - у) = 

1) Д остаточно рассмотреть естественное о тображение im s -+ М и вос ­

пользо ватr,ся R В а 3н инъе ктивн()стью модул я  М. - Пр и:м . ред. 
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= О и тогда х - у Е К П L = О . ) Поскольку модуль М квази­
инъективен, отображение sx f-+ х из sL в L индуцируется некото­
рым элементом t Е S. Если и = х + у Е L + К, х Е L, у Е К, то 

(s - sts) (и) = s(x) - sts(x) = s(x) - s(x) = О .  

Так как М [> (L + К) и так как ker (s - sts) = L + К, то 
s - sts Е /. Хотя мы не показали даже,  что I - идеал ( это не слиш­
ком трудно показать) , мы, грубо говоря, установили, что S регу­
лярно по модулю I. 

Покатем теперь , что J = I. Если s Е J и если t Е S выбран 
так, чтобы и = s - sts Е /, то -st Е J (так как J - идеал) 
и ( 1 - st) -1 существует (поскольку J квазирегулярен ( 18 .6) ) .  
Следовательно,  ( 1 - st) -1и = s и s Е I (так как I - левый идеал) . 
Таким образом , J = I ,  как и утверждалось. Кроме того ,  кольцо 
S!J регулярно, и мы доказали (а) . 

Чтобы установить (Ь) ,  мы сначала докажем (с) и ,  более общим 
образом , докажем, что можно поднимать идемпотенты по модулю 
любого подмиожества I, содержащего J. Пусть s2 - s Е J. Тогда 
ker s П ker (1 - s) = О, так что 

у Е ker (s2 - s) =? [ ( 1 - s)y Е ker s и sy Е ker (1 - s) ] ,  

а это доказывает , что 
М [> [ker s Е11 ker (1 - s) ] . 

Пусть N1 - максимальное существенное расширение под­
модуля ker s и N2 - дополнительный подмодуль модуля N1 
в М, содержащий ker(1 - s) .  Тогда N1 Е11 N2 = М 1) .  Пусть е 
и 1 - е - соответствующие идемпотентные проекции , т .  е .  еМ = 
= N2 и eN1 = О . Тогда 

(е - s) [ker s Е11 ker (1 - s) ] = О ,  

так что в силу (а) е - s Е J = I,  т .  е .  идемпотенты по модулю I 
поднимаются . 

(Ь) Прежде чем доказывать , что S = S/J самоинъективно 
справа ,  мы установим сформулированные ниже утверждения (Ь1) 
и (Ь2 ) .  

(Ь1 ) Если е и f - идемпотенты в кольце S ,  причем еМ П fM = 
= О ,  то поскольку еМ и !М не имеют в М собственных существен-

1) Пусть N - замкнутый подмодуль квазиинъективного модуля М и К ­
дополнительный подмодуль подмодуля N в М. Тогда М = N EJ1 К. Действи­
тельно, в силу квазиинъективности модуля М отображение 1 N Е9 О к: N Е9 К -+  

-+ М  можно продолжить до гомоморфизма л :  М -+  М .  Если О =1= nm Е nM, 
то т Ef К, и в силу выбора К О =1= n = k + mr для некоторых n Е N, k Е К, r Е R. Отсюда О =1= n = :rtn = (:rtm) r. Следовательно, im :rt - суще­
ственное расширение подмодуля N. З начит, im :rt = N, т. е. :rt2 = :rt. По­
скольку N П ker :rt = О и К Е ker :rt,  то К = ker :rt. Отсюда М = 
= im :rt Е9 ker :rt = N Е9 К. - Пр и:м. ред. 
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ных расширений 1} , еМ Е1Э fM выделяется в М nрямым слагае­
мым 2}. Поэтому еМ Е1Э fM = gM, где g = g2 Е S .  

(Ь2) С другой стороны, если еМ П JM =1= О , то  eS n f§ =1= О .  
Действительно , nусть К будет доnолнительным nодмодулем 
к еМ П JM в М, т .  е .  максимальным среди nодмодулей К' , для 
которых еМ П fM П К' = О.  Тогда (еМ П fM) Е1Э К - существен­
ный nодмодуль модуля М и ввиду ynp . 9 . 14 . 1 (с) из т. 1 и 19 . 6(а) 
К выделяется в М nрямым слагаемым. 

Пусть N (соотв . Р) - максимальное существенное расширение 
nодмодуля еМ n fMr в еМ (соотв . в fM) .  В силу квазиинъективно­
сти модуля еМ по 19 . 6(а) N (соотв . Р) выделяется в еМ (соотв . 
в /М} , а следовательно , в М, прямым слагаемым. Ясно , что 
N П К = О (соотв . Р П К = 0} , N - замкнутый nодмодуль 3) 
и К - доnолнительный nодмодуль для N. Тогда �) М = N Е1Э К 
и g: М -+ N - соответствующая проекция. Аналогично М = 
= Р Е1Э К и h :  М -+ Р - соответствующая nроекция . Если теnерь 
х Е еМ П fМ, то х Е N П Р , откуда (g - h)x = х - х = О. Сле­
довательно , К + еМ П fM � ker (g - h) , откуда по (а) g - h Е 
Е 1 = J. Имеем g =1= О и i = h. Но g = eg и h = fh, откуда 
g = h Е eSП fS. 

Теnерь nусть 1 - nроизвольвый nравый идеал кольца S, 
и nусть {ёi } i E A - максимальное независимое множество идемпо­
тентов из /, т .  е .  множество ,  максимальное относительно свойства ,  
что сумма Т =  � ёis nрямая. В силу регулярности кольца S 

iEA 
nравый идеал Т существен в /, а значит , любой гомоморфизм h из 1 
в S оnределяется своим nоведением на Т. Действительно , nусть 
g: 1 -+ S - гомоморфизм , совnадающий с h на Т. Пусть х Е 1 
и Q - nравый идеал , состоящий из всех q Е S,  таких , что xq = Т. 
Тогда Q - существенный правый идеал и аннулирует h(x) - g(x) , 
а значит, как и утверждалось , h(x) = g(x) 5) . 

Пусть ёi nодымается до е; = е� Е S, и nусть xi = h(ё; )  для 
любого i Е А .  Тогда по (Ь1 } и (Ь2) сумма W = � eiM nрямая 

iEI 
и nрямая сумма отображений x;ei : eiM -+ М есть гомоморфизм 
g :  W -+  М, который в силу квазиинъективности модуля М 

1) Пусть Р t> еМ. Тогда Р П ( 1 -е) М =  О, а значит, Р = Р П (еМ Ее Е1Э ( 1 -е)М) = еМ Ее (Р П ( 1 -е)М) = еМ. - Пр им. перев. 2) Пусть К - доnолнительный nодмодуль модуля еМ в М, содержащий 
fM. Тогда ПО nримечанию к стр . 124 м = еМ Ее к =  еМ Ее fM Ее (К n П ( 1 -f)М) . -Пр им. перев. 

3) По nримечанию 1 . - Пр им . перев. 
4) По nримечанию к стр . 124. - Пр им. перев. 
5) В силу регулярности кольца S . - Пр и.м .  перев. 
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продолжается до гомоморфизма т: М -+  М. Тогда mё; = х;ё; 
= h(ё; ) ,  т .  е . h(x) = тх для любого х Е /,  а это по критерищ Б эра 
( 1 , 3 .41 , стр . 205) показывает, что S самоинъективно справа. О 

При доказательстве (Ь) мы следовали Ософской [7 1 а ,  стр . 44] , 
где можно найти и другие интересные результаты, а именно тео­
рему Ософской , устанавливающую, что ко.льцо R п.л,ассически 
полупросто тогда и то.ttько тогда , когда каждый цип.л,ичеспий 
правый В-модуль ин/ьептивеп. Следствие из доказательства этой 
теоремы составляет другую теорему Ософской , которая показы­
вает ,  что паедедствеппое пальца ne .может содержать бескопечпого 
пр оиаведепия своих подколец . 

Из этой теоремы вытекает ,  что са.моиn'Ьеnтивпое справа nольцо 
R иаследствеппо справа тогда и только тогда , когда ono п.л,ассиче­
ски полупросто. (Действительно , для такого кольца каждый 
фактормодуль R/ I должен быть ивъективвым в силу результата,  
имеющегося в книге Картапа и Эйлевберга [60] , а значит, каждый 
циклический модуль ивъективев . )  

1 9.28.  Следствие (Утуми [56] , [67] ) .  Пусть R - са.моиn'Ьекти6-
пое справа кольцо . Тогда 

(а) rad R = sing R 

и R 1 rad R - са.моиn'Ьеnтивпое справа регулярное кольцо. 
(Ь) Ес.ли каждый непулевой правый идеал содержит .мипи.маль­

ный правый идеал , то 
rad R = J. (soc R) , 

т. е. rad R является .левым аннулятором цопо.ля по.льца Н .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( а )  справедливо по  п. ( а )  теоре­
мы 19 .27 ,  так как существует канонический изоморфизм R � 
� End Rп. (Ь) Цоколь R в силу 8 . 3  есть пересечение существен­
ных подмодулей, т .  е .  из (а) следует (Ь) . О 

19 .29. Следствие. Пусть М - антисингу.лярный квааииn'Ьеn­
тивный правый R-моду.ль.  Тогда End Мп - са.моин'Ьеnтивное 
справа и регулярное в с.мыеде Н ей.мана польцо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если f Е rad S,  где S = End М R • 
то по 19 .27  модуль М - существенвое расширение модуля ker f. 
Так как sing М = О, по 19 .32(d) М - рациональвое расширение 
модуля ker f. Отсюда следует, что fM = О, т . е. f = О . Поэтому 
rad S = О , а значит, мы можем примевить 19 . 27 .  О 

Отдельные части следующей теоремы взяты из работ Фейса -
Утуми [64а] , Харады [65а] и Сандомирекого [67] . 
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1 9.30. Теорема .  Пусть М - проиавмьпый квааиun'Ьективпый 
модуль. 

(а) Если S2 = S1 = sing М и S2/S1 = sing (M/S1) , то S2 
выде.ляется в М пря;мым, слагаемы;м. 

(Ь) Любое отображение j: М -+  N, где N - аптисипгу.лярпый 
модуль,  расщепляется. 

Д о R а з  а т е л ь  с т в о. (Ь) Пусть К =  ker f. Тогда· 
sing (М/К) = О, следовательно , по 9 . 5 . 1  {1 , стр . 481 ) К - заr.шну­
тый подмодуль модуля М, а значит , (Ь) вытеRает из 19 .6(а) . 

(а) ЛегRО ПОRазать , что s2 - существенное расширение под­
модуля sl , а вновь используя 9 . 5 . 1 ,  мы видим , что S2- маRСИ­
мальное существенное расширение Р = Q(S1) подмодуля S1 в М, 
т. е .  оно замRнуто и выделяется прямым слагаемым п о  19 .6(а) . О 

1 9.31 . У п р  а ж н е н и е.  
19 . 31 . 1 .  ДоRазать любую из теорем ОсофсRой, сформулирован­

ных прямо перед следствием 19 .28. 
19 . 3 1 . 2 .  Кольцо всех линейных преобразований бесRонечно­

мерного правого веRторного пространства самоинъеRтивно справа , 
но не слева .  

19 .31 .3 (Утуми) . Примитинное Rольцо с иенулевым цоRо.;:�ем 
является Rольцом всех линейных преобразований правого веRтор­
ного пространства тогда и тольRо тогда , Rorдa оно самоинъеRтивно 
справа. 

1 9 . 31 . 4 .  Антисинrулярное справа Rольцо R является Rольцом 
всех линейных преобразований правого веRторноrо пространства 
тогда и тольRо тогда, Rогда оно - самоинъеRтивное справа пер­
вичное Rольцо , содержащее однородные правые идеалы . 

19 .31 . 5 .  ИнъеRтивная оболочRа произвольной области целост­
ности D - простое, а следовательно , примитивное Rольцо , Rото­
рое является Rольцом всех линейных преобразований веRторного 
пространства тогда и тольRо тогда ,  Rorдa D - правая област h Оре. 
Вывести отсюда,  что примитивность (а значит , плотность) и само­
инъеRтивность Rольца не влеRут за собой совпадения его с коль­
цом всех линейных преобразований веRторного простран­
ства ,  приведя пример области целостности , не• являющейсл 
областью Оре . 

Максимальвое рациональвое расширение модуля 
и кольца 

Мы, наRонец , приходим R важному понятию рациональног() 
расширения М модуля N, введенному Финдлеем и ЛамбеRом [58] , 
Rоторое мы привели в 4.5 {1 , стр . 246) . Это одно из основных поня-
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тий, неявно используемых при изучении колец частных в т. 1 .  
В действительности, кольцо частных Q полупервичного правого 
кольца Голди R является максимальным рациональным расши­
рением правого R-модуля R. (Это можно проверить прямо из 
определений или получить из предложения 19 . 32 ,  которое пока­
зывает, что существенное расширение антисингулярного модуля 
есть рациональное расширение . )  Кроме того ,  максимальное коль­
цо частных произвольного кольца можно охарактеризовать , 
используя рациональное расширение (см. 19 . 34 и далее) . (Оно уже 
обсуждалось в т. 1 ( 16 . 12-16 . 14 ,  стр . 650-652) для антисингу­
лярных колец. ) Мы напомним здесь определение рационального 
расширения для удобства ссылок, а эквивалентность двух приве­
деиных определений оставим в качестве упражнения . 

1 9.32. Предложение и определение (Финдлей - Ламбек [58] ) .  
М оду.ль Р яв.ляется рациоиа.л/ьUъt.м, расшuреиие.м, своего 
под:моду.ля М, ес.ли 

( 1 )  Ноmн (К/М, Р) = О  д.ля к,аждого :моду.ля К, так,ого ,  что 
Р = К = М, 
и ,  эк,вива.лептпо ,  ес.ли 

(2) .любой паре а, Ь Е Р,  где Ь =1= О, соответствует э.ле:мепт 
r Е R,  так,ой, что ar Е М и br =/= О.  

Пусть М - иn'Ъек,тивпая обо.лочк,а :моду.ля М в mod-R , и пусть 
S = End Mн. 

(а) Д.ля .любого под:моду.ля N :моду.ля М второй аппу.лятор 

N = ann111 ann8 N 

под:моду.ля N (спача.ла берется аппу.лятор в S ,  а аате:м в М) есть 
его :мак,си:ма.льпое рациопа.льпое расширение, и N содержит паждое 
рациопа.льпое расширение подмодуля N в М. ( Так,и;м, образом, 
N - единственное :мапси:ма.льпое рациональное расширение под­
:моду.ля N в М. ) 

(Ь) Каждое рациопа.льпое расширепив :моду.ля М :можно в.ложить 
в М с помощью го:мо:морфиа:ма , индуцирующего па М тождествен­
ное отображение . 

(с) Любые два :мак,симальпых рациопа.лъпых расширепия моду.ля 
М изоморфны, причем этот ивоморфизм можно осуществить 
с помощью отображения, тождественного па М. 

(d) Каждое рациопа.льпое расширение моду.ля М яв.ляется 
существеппы:м. Ес.ли sing М =  О, то верно и обратное утвержде-
ние. ( Тапи:м образом, если sing М =  О ,  то М = М.)  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если N 2 К = N - некоторый 
подмодуль и если f : K/N -+ N, то положим f' = fn , где n :  К -+ 
-+ KIN - естественный гомоморфизм . Конечно,  ker f' = N. Так 
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как М инъективен, то можно считать, что f' - элемент кольца 
S = End Мв. По определению модуля N имеет место включение 
ker f' => N, а значит , f' = О , откуда f = О . Тем самым доказано , 
что Ноmв (KIN, N) = О ,  значит, N - рациональное расширение 
подмодуля N. 

Если х Е М таков , что t(x) =1= О для векоторого t Е ann8 N , 
т .  е .  х Ef N, то в R не существует такого элемента а ,  чтобы ха Е N 
и t(x)a =1= О .  Это показывает, что любое рациональное расширение 
подмодуля N, содержащееся в М, содержится в N. Это доказы­
вает (а) , а (с) является его следствием, так как по определению 
любое рациональное расширение является существенным, и, зна-
чит, любое рациональное расширение модуля М вкладывается в М 
( 1 , 3 . 58А, стр . 219) . (d) оставляем доказать читателю .  О 

Рационально замкнутые модули 
Подмодуль N модуля М рационально замкнут, если он - един­

ственное свое рациональное расширение , содержащееся в М. 
Любой замкнутый подмодуль N (замкнутость понимается в смысле ,  
указанном перед 19 .4) рационально замкнут , поскольку каждое 
рациональное расширение существенно . 

1 9.33. Следствие. (а) Любое ма-;;,сима.л,ъпое рациопа.л,ъпое рас­
ширепие Р моду.ля М содержит в точпости одпо махсима.л,ъпм 
рациопа.л,ъпое расширепие -;;,аждого из подмоду.л,ей N моду.ля М. 

(Ь) Ес.л,и Р - произво.л,ъпое рациопа.ttъпое расширепие модудя М, 
то гомоморфизм со-;;,ращепия 1 � 1 n м ипдуцирует изоморфизм 
стру-;;,тур рациопа.л,ън,о зам-;;,путых подмодудей моду.ttей Р и М 
соответствеппо . 

(с) Ec.ttи sing М = О ,  то .ttюбое ма-;;,сима.л,ъпое рациопа.л,ъпое 
расширепие Р моду.ля М содержит в точпости одпу ип'Ъе-;;,тивпую 
обо.л,оч-;;,у хаждого из подмоду.л,ей N моду.ля М. 

(d) Ec.ttи Р � К =>  М - пе-;;,оторые моду.л,и, то Р рациопа.л,еп 
пад М 1) тогда и то.л,ъ-;;,о тогда , хогда оп рациопа.л,еп пад К и К 
рациопа.л,еп пад М. 

(е) Ec.ttи Р рациопа.ttеп пад М, то оп охазывается ма-;;,сима.л,ъ­
пы.м рациопа.ttъпым расширепием в том и то.л,ъхо том с.л,учае, 
хогда оп рациопа.л,ъпо зам-;;,пут в хаждом содержащем его моду.ttе .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Благодаря 19 . 32 мы можем пред­
полагать, что М �  Р = М, и тогда для любого подмодуля N 
модуля М имеет место включение Р � N. Таким образом, (а) сле­
дует из 1 9 . 32(а) , а (с) - из 19 . 32 (d) . 

1) То есть Р является рациональным расширением модуля М. - Пр им. 
пер ев. 
9 к. Фейс 
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(Ь) Мы можем nредnоложить , что М :::J Р. Тогда М :::J Р. 
Из второго оnределения рационального расширения (2) следует , 
что модуль М рационален над Р. Значит, М =  Р. Поэтому доста­
точно доказать (Ь) для случая Р = М. Если Q рационально замк­
нут в М, то по оnределению nодмодуль Q рационально замкну1' 
В М, а ПОСКОЛЬКУ Q n М раЦИОНаЛеН над Q, ТО Q n М = Q. 
Наконец, если nодмодуль 1 рационально замкнут в М и 1 П М = 
= Q, то , nоскольку очевидно ,  что 1 рационален над Q, имеет 
место включение 1 с: Q согласно (а) . Так как 1 рационально 
замкнут, то 1 = Q. Это завершает доказательство (Ь) 1) . 

Необходимость в утверждении (d) nолучается неnосредствен­
но , достаточность мы оставляем читателю в качестве уnражнения , 
а (е) является следствием (d) . D 

19 .34. Предложение (Джонсон [51а ] , "Утуми [56] ) .  Маw,сима.лъ­
пое рациопа.лъпое расширепие R В-модуля R является w,олъцом, 
а вw,.п,ючепие R C_:;.. R в w,атегории mod-R оw,авывается мопоморфивмом 
в w,атегории w,o.n,eц. П pu этом имеет место w,anonuчecw,uй иво;м,ор­
фивм w,o.n,eц (где R - un"Ьеw,тивпая обмочw,а w,о.п,ъца R в w,атегории 
mod-R) 

( 1) 
Вiend RR --+ R 

f � (1) f,  

а если R = R,  ивоморфивм колец 

(2) R -+ End RR 

таw,ой, что х = tx(1 ) .  Кмъцо R павывается ;м,аиси;м,адь11/Ы.llt 
правъt;м, ио.rtьцо;м, чacmuъtx (Джоисоиа - Уmужи) w,о.п,ъ­
ца R.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего ,  если t Е S = End RR, 
то 

(3) t ( ( 1) f) = (t (1 )) f для любого f Е Вiend RR. 

1) Докажем еще, что 1 n м рационально вамкнут в м, если / рационально 
вамкнут в .М. Действительно, пусть N - рациональное вамьiкание подмо­
дуля 1 П М в М (которое существует по лемме Цорна) . По докаванному N = 
=N n М. Пусть х, у Е N и у =/= О. Тогда для векоторого а Е R имеем ха Е N, 
уа =/= О. Поскольку N - существенное расширение подмодуля N, можно счи­
тать, что уа Е N. Отсюда хаЬ Е 1 П М и уаЬ =/= О  для векоторого Ь Е R .  Таким 
обравом, 'N - рациональное расширение подмодуля 1 n м в м. в силу 
(а) N s; 1. Поэтому N = N nм s; I ПМ s; N, т • .  е. N = 1 ПМ. - Пр иж. ред. 
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Далее , ann8 R = ann8 1 и, значит, 
(4) ii = {х Е R 1 t (х) = О , если t ( 1) = 0} .  

Таким образом, из (3 )  следует, что образ отображения ( 1 ) содер­
жится в li.. Далее , поскольку R вкладывается в R., то R - цикли­
ческий S-модуль ,  причем R = 81 ,  т .  е .  fi. порождается как S-мо­
дуль единичным элементом 1 кольца R.  Проверим , что отображе-
ние (1 ) инъективно.  Пусть /1 и /2 Е Вiend RR таковы, что (1 )/1 = 
= ( 1 )/2 и у - произвольвый элемент из R.  Тогда у =  ty(1 ) для 
векоторого ty Е S , откуда (у)/1 = (ty (1 ) )/1 = ty( (1 )/2) = (ty(1 ) )/2 = 
= (у)/2 • Таким образом, /1 = /2 • Убедимся теперь ,  что (1 ) -
наложение . Пусть х Е R.  Тогда в силу (4) его аннулятор в коль­
це S содержит аннулятор единицы. Следовательно, соответствие 
s(1 ) �--+- s(x) является корректно определенным S-гомоморфизмом 
f : R -+ R, т. е. f Е Biend RR. Поскольку (1 )/ = х, это показы­
вает, что отображение (1 ) сюръективно. Тогда кольцевая операция 
в Biend RR определяет с помощью (1 ) кольцевую операцию в li..  

Пусть теперь R = R. Если х Е li., то х = tx(1 ) для однозначно 
определенного элемента tx Е S. Тот факт , что tx определен одно­
значно , можно доказать так : если t(1 ) = t' (1 ) , то ( t - t' ) (1 ) = О ,  
откуда в силу (4) (t - t' ) (x) = О для любого х Е R = R .  Таким 
образом, (2) - корректное отображение . Очевидно , что оно инъек­
тивно и сюръективно. Остается проверить , что оно согласовано 
с кольцевыми операциями. Пусть х, у Е li. Тогда х = (1 )/1 , у = 
= ( 1 )/2 и х · у = (1 ) (/1/2) = (x)f2 • Но 

(х)/2 = ( tx(1 ))f2 = tx ( (1 )/2) = tx(y) . 
Таким образом tx . y (1 ) = tx(Y) и ( txty) (1 ) = tx( ty( 1 )) = tx(y) , 
т .  е. tx . y = txty · Сложение проверлетел тривиально. О 

Изоморфизмы (1 ) и (2) составляют теорему Ламбека [63] . 
1 9.35. Следствие (Джонсон [51 ] ,  Уонг-Джонсон [591 ) .  Ес.ли R­

ко.лъцо , то  R будет регу.лярnЫJИ, х:о.лъцо.м. тогда и то.лъпо тогда, 
погда R аnтисиnгу.лярnо справа. В атом с.лучае R совпадает 
с иn-ъептивnой обо.лочпой х:о.лъца R в категории mod-R, обовnа-
чается черев R и яв.ляется са.м.оиn-ъективnЫJИ, справа регу.лярnЫJИ, 
по.лъцом. Кроме того ,  имеет место иво.м.орфив.м. струптур 

г.лавnые правые рациоnа.лъnо ва.м.кnутые 
идеа.лы ко.лъца R :;=: правые идеа.лы по.лъца R 

1 �--+- I П R  
J .-.J, 

где J обовnачает иn-ъептивnую обо.лочку в R проивво.лъnого правого 
идеа.ла J ко.лъца R .  

9* 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В силу (d) из 19 . 32 если sing R = О , 

то R = R, и тогда S = End Rн антисингулярно и ,  значит, само­
инъективно справа и регулярно по 19 .27 .  Далее , по последнему 
предложению каноническое вложение кольца R в End Rн есть 
изоморфизм , так как Ёi = R. Таким образом ,  R обладает нужными 
свойствами. Остается лишь описать структурный изоморфизм 
между соответствующими структурами рационально замкнутых 
подмодулей, индуцированный отображением сокращения 1 -+ 
-+ 1 П R . 

Ввиду 19 . 33(Ь) для этого достаточно убедиться , что рациональ-
но замкнутыми правыми идеалами кольца R являются главные 
правые идеалы и только они. Это в свою очередь сразу следует 
из 19 .32(d) , если принять во внимание , что в регулярном само­
инъективном справа кольце главными правыми идеалами являются 
инъективные правые идеалы и только они . 

Наконец, если R регулярно , то sing R-
= О в mod-R, поскольку 

правый аннулятор произвольного элемента х порождается идемпо­
тентом 1 - е, где Re = Rx. Тогда из того ,  что R - существенное 
расширение модуля R в категории mod-R , следует , что sing R = 
= 0 . о 

1 9.36. Следствие. Если мапсимальпое правое польцо частпых R 
пальца R ипъептивпо в mod-R , то ono самоипъептивпо справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку Й рационально над R ,  
можно доказать, что инъективная оболочка Е В-модуля R 
является существенным расширением R-модуля R ,  а следова­
тельно , Е = R, как и утверждалось . Проделаем это . Возьмем 
у Е Е, у =1= О; тогда О =1= уа Е R для векоторого а Е .R. В силу 
рациональности модуля Й над Rн существует элемент r Е R ,  
такой , что a r  Е R и yar =1= О.  Тогда найдется элемент t Е R,  такой , 
что О =1= yart Е R.  Поскольку art Е R,  то мы доказали , что Е 
существенно над R .  О 

19 .37. У п р  а ж н е н и е .  (а) (Чейз - Фейс [65] . )  Пусть R -
полупервичное кольцо , обладающее тем свойством, что каждый 
его рационально замкнутый левый идеал содержит минимальный 
рационально замкнутый левый идеал . Тогда R антисингулярно 
слева и равно 

.
произведению П S; колец { S i }iei всех линейных 

iEI 
иреобразований некоторых левых векторных пространств .  Rроме 
того , если ei - единичный элемент кольца S i , то Ri = eiR ­
первичное кольцо для любого i Е 1 и канонический гомоморфизм 
R -+  [Т Ri задает представление кольца R в виде существенного 

i€1 
несократимого подпрямого произведения . (Под этим мы пони-



Г.л,. il9. Квавиинtье�>mивные моду.яи и само ин-ье�>mивные �>о.яьца 133 

маем, что если Ji = ker(R -+ Ri )  для любого i Е /, то П Ji = О i EI 
и 2J Ji - существенный левый идеал . Ср . подпрямые nроизве­

�еi 
дения , гл . 26 . Это подпрямое произведение также несократимо 
в смысле Леви [63а] . ) 

(Ь) Обратное к (а) . Если R - антисингулярное слева кольцо , 
являющееся существенным несократимым подпрямым произведе­
нием семейства {Ri }  колец, таких , что каждое R; имеет макси­
мальное левое кольцо частных , являющееся кольцом Si всех 
линейных иреобразований левого векторного пространства,  то 
канонический гомоморфизм R -+ П S i вкладывает R в его макси-

iЕI 
мальное левое кольцо частных . Кроме того ,  R - полупервичное 
кольцо , в котором каждый рационально замкнутый левый идеал 
содержит минимальный рационально замкнутый левый идеал . 

(с) Кольцо R изоморфно произведению колец всех линейных 
иреобразований левых векторных пространств тогда и только 
тогда , когда оно - полупервичное самоинъективное слева кольцо , 
в котором каждый венулевой левый идеал (соотв . левый аннуля­
торный идеал) содержит минимальный венулевой левый идеал 
(соотв . левый аннуляторный идеал) .  (Ср . ynp . 23 в нонце главы. ) 

(d) Пусть R - область целостности , но не область Оре, ното­
рую можно вложить в тело D (см. , например , Кон [71 ] ) . Поназать , 
что fi не вкладывается в D = D .  [Ух:азание : R содержит невулевой 
нильnотентный элемент ! ]  Однано для любого правого кольца 
Оре А ,  вкладывающегося в полное кольцо матриц Dn над D ,  
нольцо частных Q(A ) также вкладывается в Dn (Смолл) . 

1 9.38. У n р  а ж н е н и е .  (а) Показать , что максимальное 
иравое кольцо частных максимального правого кольца частных S 
кольца R совпадает с S .  

(Ь) (Чейз - Фейс [65] . )  Пусть М - квазиинъективный левый 
Л-модуль ,  причем S = Endя М - регулярное нольцо . (Напри­
мер , М может быть любым Q I-модулем с нулевым сингулярным 
подмодулем. )  Тогда S будет произведением нолец всех линейных 
иреобразований левых векторных пространств в том и тольно том 
случае , когда каждое nрямое слагаемое модуля М содержит мини­
мальное прямое слагаемое . 

(с) Следующие условия эквивалентны : ( 1 ) R - илассически 
полуnростое кольцо ; (2) R артиново (нётерово) справа и sing R = 
= О; (3) R удовлетворяет условию максимальности для прямых 
сумм и sing R = О. (4) R удовлетворяет условию минимальности 
для прямых слагаемых и sing R = О.  

(d) Следующие условия энвивалентны: (1 ) R обладает клас­
сически полупростым нлассическим правым кольцом частных ; 
(2) R - полупервичное нольцо , удовлетворяющее условию мак-
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симальпости для прямых сумм и условию максимальности для 
правых аннуляторных идеалов ; (3) В - полупервичное кольцо 
с нулевым сингулярным идеалом, удовлетворяющее условию 
максимальности для прямых сумм. Если эти условия выполняют-
ся , то li. - классическое правое кольцо частных кольца В ,  
а тогда В первично в том и только том случае , когда ii просто.  

(е) Кольцо матриц Bn служит максимальным правым кольцом 
частных кольца Т п (В) нижних треугольных матриц над В. Выве­
сти отсюда , что даже в случае , когда В - тело ,  А = Т п(В) может 
иметь неиулевые нильпотентные идеалы, хотя А - антисингуляр­
ное справа кольцо с максимальным правым кольцом частных 
А = Bn , которое является простым артиновым кольцом (а также 
как инъективно,  так и проективно над А ) .  (Любое подкольцо S 
кольца Bn , содержащее все матрицы вида Ке11 + . . .  + Ke1n , 
где К - правый порядок в В ,  обладает максимальным правым 
кольцом частных S = Bn . Ср . Фейс [67а , стр . 129 ,  проблема 13] . )  

(f) Пусть Q - кольцо , а В - такое его подкольцо , что Q = В8 
служит его правым кольцом частных относительно мультиплика­
тивного подмв:ожества S. Тогда Q является плоским левым S-мо­
дулем ( 1 , стр . 647-648) . 

(g) (Rатефорис [69] . )  Показать , что если В - антисингулярное 
справа кольцо , то R является плоским левым В-модулем тогда 
и только тогда , когда каждый конечно порожденный правый 
идеал I кольца В существенно конечно свюзан в том смысле ,  что 
существует представлеюtе О -+ К -+  F -+  I -+  О идеала /, где F ­
конечно порожденный свободный модуль,  а К содержит сущест­
венный конечно порожденный подмодуль .  В этом случае каждое 
регулярное в смысле Неймана кольцо , содержащееся в R и содер­
жащее В, будет плоским левым В-модулем. 

(h) (Сандо:м:ирский [67] . )  Если R - классически полупростое 
кольцо , то каждый левый А-модуль является плоским левым 
В-модулем. 

(i) Пусть А - произвольвое кольцо , а В - его подкольцо . 
Тогда А будет плоским слева над В в том и только том случае , 
когда каждый инъективный правый А -модуль является инъектив­
ным В-модулем ( 1 , 1 1 . 35 . 3 ,  стр . 537) . 

( j )  (Rатефорис [69] . )  Для любого кольца В и максимального 
правого кольца частных Q = R эквивалентны следующие множе­
ства условий (А) и (В) : (А) В антисингулярно справа и каждый 
конечно порожденный антисингулярный правый модуль проек­
тивен; (В) В полунаследственно справа ,  Q - плоский правый 
(sic ! )  модуль ,  а Q ® н  Q - антисингулярный правый модуль. 

(k) (Силвер [67] . )  Включение в с� А  в категории RINGS есть 
эпиморфизм этой категории тогда и только тогда , когда канони­
ческий гомоморфизм А ® н  А -+ А является изоморфизмом. 
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(l) Пусть М - существенное расширение модуля N и х =1= О 
из М. Тогда annR (x/N) - существенный правый идеал. Исполь­
зовать это для доказательства того ,  что для любого кольца А ,  
являющегося существенным расширением модуля BR, ядро кано­
нического отображения А @ R А --+ А содержится в сингулярвом 
В-подмодуле модуля А ® R А .  Вывести отсюда , что если А @ R А -
антисингулярный правый В-модуль , то В с-+ А - кольцевой эли­
морфизм (см. (j) и (k) ) .  :Кроме того, если А - антисингулярный 
правый В-модуль,  то это условие необходимо и достаточно (ер .  (i)) . 

(m) Если В s; А - кольца и В с-+ А - плоский элиморфизм 
(т. е. В с-+ А - элиморфизм категории RINGS и А - плоский 
левый В-модуль) , то правый А -модуль Е инъективен как правый 
В-модуль тогда и только тогда , когда он инъективен как правый 
А-модуль.  Вывести отсюда,  что r.gl. dim А � r.gl . dim В.  

(n) (Гудёрл [71 ] . )  Если В антисингулярно справа и Q = R, 
то каждый конечно порожденный антисингулярный правый В-мо­
дуль вкладывается в свободный правый В-модуль в том и только 
том случае , когда Q - плоский правый В-модуль ,  а В с-+ Q ­
кольцевой элиморфизм (см. (k) ) .  :Когда это так, Q является также 
левым кольцом частных кольца В. (А если В обладает конечной 
правой размерностью Голди , то требуется лишь, чтобы Q был 
плоским правым В-модулем. )  

(о) Если модуль Е инъективен, а М антисингулярен, т о  любой 
гомоморфизм f: Е --+ М расщепляется. 

(р) Пусть В - антисингулярное справа кольцо , а М - пра­
вый В-модуль .  Тогда sing (M/sing М) = О. Вывести отсюда ,  что 
сингулярный подмодуль выделяется прямым слагаемым в любом 
гомоморфном образе инъективного В-модуля (ер . Сандомирекий 
{67 ,  стр . 120] ) .  Таким образом , неразложимый инъективный модуль 
Е или антисингулярен, или совпадает со своим сингулярным 
подмодулем. 

(q) Пусть В антисингулярно справа. Любой антисингулярный 
правый В-модуль М вкладывается в произведение векоторого 
множества экземпляров В-модуля R,  а если М конечно порожден, 
то он вкладывается в произведение конечного числа экземпляров 
модуля R (см. ,  например , Гудёрл [72 , стр . 19] ) .  Любой конечно 
порожденный однородный антисингулярный :модуль вкладывает­
ся в R. Вывести отсюда , что любой неразложимый антисингуляр-
ный инъективный правый В-модуль вкладывается в R. 

(r) Если В антисингулярно справа, а М - антисингулярный 
правый В-модуль,  то ядро канонического гомоморфизма М ® R R --+ 
--+ М  содержится в сингулярвом подмодуле модуля М ® R R. 

(s) (Зельманович [ 71 ] . ) :Каждый конечно порожденный правый 
В-подмодуль прямого произведения R_a экземпляров правого 
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кольца частных R кольца Л полурефлексявен над Л тогда и только 
тогда , когда R является также левым кольцом частных кольца Л. 
Если R артиново справа ,  то каждый конечно порожденный полу­
рефлексивный правый Л-модуль вкладывается в свободный Л-мо­
дуль. 

(t) (3ельманович [71 ] . )  Любой антисингулярный правый модуль 
М над произвольным кольцом Л является существенным расши­
рением прямой суммы замкнутых правых идеалов кольца Л 
и , следовательно, вкладывается в прямое произведение пекоторой 
совокупности экземпляров инъективной оболочки R модуля Л.  
Если М счетно порожден, то он вкладывается в прямую сумму 
экземпляров модуля R. Если кольцо Л самоинъективно справа ,  
то любой конечно порожденный антисингулярный правый модуль 
изоморфен конечной прямой сумме инъективных оболочек правых 
идеалов кольца Л (и, следовательно , инъективен и проективен 
(Сандомирский [68] ) ) .  Наконец, если Л полулокально и самоинъек­
тивно справа (а значит, Л - полулокальное SВI-кольцо) , то каж­
дый антисингулярный модуль изоморфен прямой сумме правых 
идеалов (ер . u) . 

(u) Если Л нётерово справа , то любой антисингулярный пра­
вый модуль М вкладывается в прямую сумму экземпляров моду-
ля R. 

(v) Над полупервичным правым кольцом Голди Л любой 
неразложимый инъективный модуль Е является либо периоди­
ческим модулем, либо модулем без кручения (см. (q)) . 

(х) (Фейс [66а] . )  Если Л - антисингулярное справа кольцо 
конечной размерности Голди (или, что эквивалентно, если R -
классически полупростое кольцо , см. (с) ) ,  то R h-инъективно .  

(у) (Сандомирский [67] . )  Над кольцом Л из упр . (х)  любая 
прямая сумма семейства {Ei} антисингулярных инъективных 
правых Л-модулей инъективна. [Yxaaauue : любой из Ei выделяет-
ся прямым слагаемым в Q = R и является каноническим инъектив­
ным Q-модулем. См. (m) и (р) . ]  Кроме того,  любой гомоморфный 
образ инъективного правого Л-модуля имеет выделяющийся пря­
мым слагаемым сингулярный подмодуль. 

(z) (3ельманович [67] . )  Предположим, что Л имеет классически 
полупростое (классическое) левое кольцо частных Q. Если М­
любой полурефлексивный левый Л-модуль конечной размер­
ности Голди, то EndR М = Е обладает классически полупростым 
(классическим) левым кольцом частных EndR (Q ® R  М) = S .  
Кроме того ,  если Q - двустороннее кольцо частных кольца Л ,  
т о  S - двустороннее кольцо частных для Е. (В  частности , в этом 
случае М может быть любым конечно порожденным антисин­
гуллрным Q-модулем. )  
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Кольца, конечные по Дедекивду 
1 9.39. ПреДJiожеиие и определение. Кмьцо R нааывается и о ­

иечиъt� п о  Дедеиииду , если для любых х,  у Е R иа равенства 
ху = 1 следует ух = 1 .  К о.л,ъцо R �онечно по Д еде�инду тогда 
и то.л,ь�о тогда , �огда R/rad R �онечно по Деде�инду. Достаточное 
условие �онечности по Деде�инду : yJ.. = О влечет аа собой J.. y = О  
для любого у Е R; другая формулиров�а этого условия : �аждый 
регулярный справа элемент �о.л,ьца R регулярен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если ху = 1 ,  то g = 1 - ух -
идемпотент кольца R , такой, что xg = gy = О. Далее , ух = 1 
в том и только том случае , когда g = О .  Поскольку yJ.. = О,  
то J.. y = О ,  и,  значит, g = О .  

Обозначим через х образ произвольного элемента х Е R при 
каноническом гомоморфизме R -+ R/J (здесь J = rad R) .  Если 
R/J конечно по Дедекинду, то из равенства ху = 1 следует , что 
ух = 1, т. е. что g = ух - 1 Е J. Но нуль - единственный идем­
потент, содержащийся в rad R. Таким образом, ух = 1 и R конеч-
но по Дедекинду. Обратно , если ху = 1, то и =  ху - 1 Е J,  
а значит, ху = 1 + и = v обратим в R. Если R конечно по Деде­
кинду, то xyv-1 = 1 влечет за собой обратимость элемента х 
в кольце R ,  а следовательно, обратимость элемента х в RIJ. 
Значит , у = 'Х-1 , ух = Т и R/J конечно по Дедекинду. 

19 .40. ПреДJiожение (Джекобсон [50] } .  (а) Если �ольцо А 
не является �онечньш по Д еде�инду ,  то существует бес�онечное 
множество {ei ik / Е оо  матричных единиц �ольца А ,  та�ое , чта 

ei iekl = бikei l , i , j , k, l Е ro ,  

где б есть дельта Кроне�ера.  
(Ь) Кольцо R �онечно по Деде�инду , если или R,  или R/rad R 

удовлетворяет хотя бы одному иа следующих условий : ( 1 )  условие 
ма�симальности для правых аннуляторных идеалов, (2) условие 
минимальности для правых аннуляторных идеалов, (3) условие 
ма�симальности для прямых су;м,;м,, (4) условие минимальности для 
прямых слагаемых, (5) условие ма�симальности либо минимально­
сти для главных правых идеалов, порожденных идемпотентами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (а) Если ху = 1 , то g = ух - идем­
потент , для которого 

х(1 - g) = (1 - g)y = О 
и 
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- матричные единицы. !\роме того ,  ei i = О для какого-либо i 
влечет за собой g = 1 .  Этим доказано (а) . 

(Ь) Если дано бесконечное множество матричных единиц е1 1 , 
то {ei iR}iero - бесконечное множество независимых правых анну-

п 
ляторных идеалов кольца R, и если fп = � ei i , то {/iR}iero ­i=1 
строго возрастающая последовательность правых идеалов , порож­
денных идемпотентами. Этого достаточно для доказательства (Ь) . О 

19.41 . Предложение и определение (Утуми [65 ] ) . Правый 
идеал I 'f!Оолъца S пазывается сущесmвеиио порождеииьt� 
uдe�nomeumo�e Е S, если eS -существеппое расширепие идеала!. 
Любое 'f/Оолъцо S ,  в 'f!Oomopoм 'f!Оаждый правый и 'f!Оаждый левый идеалы 
существеппо порождепы идемпотептом, в частпости, 'f/Оолъцо , 
самоиn'Ъе'f!Оmивпое справа и слева , 'f!Ooneчno по Д еде'f!Оиnду. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если S не является конечным 
по Дедекинду, то по теореме Джекобеона 19 .40 оно содержит 
бесконечное множество матричных единиц. Пусть Se, е = е2 , ­
существенное расширение идеала � Sei i .  Мы можем предполагать, 
что ее1 1  = е1 1  для любых i , j ,  взяв , если нужно ,  ее1 1  вместо е; 1 . 
Пусть fS - существенное расширение идеала � (е11 + en)S , где 

.i> 1 f - идемпотент . 
Сначала предположим, что е =F fe. Тогда О =F ( 1 - f)e Е Se 

n 
и, следовательно ,  существует х, такой, что О =F х(1 - f)e Е � Sен 

i=1 
для векоторого конечного п. Тогда х(1 - f)eenн. n+l = О в силу 
ортогональности идемпотентов ен . С другой стороны, (1 - f) (е11+ 
+ еп) = О для любого j > 1 по определению f. Следовательно , 

х (1 - f) е1 ,  n+ 1  = х ( 1 - f) (e t .  n+t  + епн .  nн ) - х (1 - f) еепн . n+ 1  = О. 

Таким образом , х(1 - f)e1 ,n+l = О , значит , х(1 - f)el i = О  для 
любого i . Для любого i > 1 

х(1 - f)ei i  = х(1 - f) (e1 ; + ei i ) - х(1 - f)e1 ; = О. 

Значит, х(1 - f)e; ; = О для любого i .  Обозначим через А мно­
жество элементов у из Se, таких , что уен = О для любого i. Тогда 
х( 1 - f)e Е А и А есть левый идеал , содержащийся в S е и не пересе­
кающийся с � Set i . Поскольку Se - существенное расширение 
идеала � Se; ; , то А = О и х(1 - f)e = О - противоречие. 

Далее , предположим ,  что е = fe. Тогда е11 = ее11 = fee11 Е jS. 
Следовательно , 

� 

O =/=: e11z E � (et1 + eJJ) S }> 1 � 
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т 
для векоторого z . Пусть e1 1z Е �  (е11 + еп) ZJ · Так как сумма 

J=2 
т 

� eiiS прямая, то e1 1z - -� e1izi =  О и eJJZJ = О для любого 3=2 
j = 2 ,  . . .  , т, и,  значит, е 1 1 z = 0 - противоречие. О 

19 .42. У п р  а ж н е н и е .  (а) (Утуми [65] . ) В предположениях 
nредыдущего предложения, если eS � f S, где е и f - идемпотенты 
из S ,  и если eS с: fS (т. е. fe = е) ,  то eS = fS.  

(Ь) Если S самоинъективно слева и конечно по Дедекинду 
и если f : I -+ J - изоморфизм левых идеалов , то существует 
Qбратимый элемент и Е S, такой , что (x)f = хи для любого х Е /. 

(с) Любое полулокальное кольцо конечно по Дедекинду. 
(d) (Утуми [63bl . )  Пусть R антисингулярно справа. Каждый 

замкнутый правый идеал есть правый аннуляторный идеал в том 
и только том случае , когда левый аннулятор любого невулевого 
nравого идеала ,  не являющегося существенным, отличен от нуля. 
Кроме того ,  в этом случае R антисингулярно слева .  Тогда каждый 
замкнутый правый или замкнутый левый идеал есть правый ( соот­
ветственно левый) аннуляторный идеал тогда и только тогда , когда 
максимальное правое кольцо частных кольца R является также 
его максимальным левым кольцом частных. 

Кольцо R вполне конечно по Дедекинду, если каждое его 
факторкольцо конечно по Дедекинду (19 .39) . Любое полулокаль­
ное кольцо конечно по Дедекинду и, следовательно , вполне конеч­
но по Дедекинду. 

Два правых идеала А и В кольца R комаксимальны (или 
взаимно просты) , если R = А + В. Два правых идеала Х, У 
перестановочны, или коммутируют, если ХУ = УХ .  

1 9.43. Предложение (Накаяма [40] , Асано [49] ) .  
(а) Пусть R вno.ttne хонечно по Дедехинду. Тогда .ttюбые два 

хо.махсимадьных идеада А = aR и В = bR , яв.ttяющиеся мавны.ми 
правы.ми идеа.ttа.ми, перестановочны. 

(Ь) Пусть R no.tty.ttoxa.ttьno и J - его радиха.tt . Тогда ec.ttи С -
проивво.ttьный идеа.tt , яв.ttяющийся гдавны.м и хах правый, и хах 
левый идеа.tt , схаже.м С = Rc = aR , то С =  Ra. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) Запишем 1 = ах + Ьу , где х, у Е 
Е R.  Тогда образ элемента 1 в ii = RIB есть 1 = ах. Поскольку 
R/B конечно по Дедекинду, то I = ха. Так как Ьа Е А ,  то Ьа = 
= аЬ' для векоторого Ь' Е R .  Тогда Ь' = хаЬ' = хЬа = О, т. е .  Ь' Е 
Е В. Таким образом, 

ВА = bRaR с: baR = аЬ' R s;; АВ 

и по  симметрии А В  с: ВА , а значит , А В  = ВА . 
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(Ь) Пусть С =  Rc = aR. Рассмотрим факторкольцо R = R/JC. 
Образ множества S элементов кольца R при естественном эпимор-
физме n :  R � R обозначим через S. Поскольку R полулокальное 
кольцо , а Jё = О, то ё - полупростой левый R/J-модуль ,  а зна­
чит, полупростой левый Е-модуль. 'Учитывая , что ё = Rc ­
циклический модуль,  получаем, что ё - левый В-модуль конеч­
ной длины. Ясно , что Ra = ё и ,  в частности, li.a - также модуль 
конечной длины. Покажем, что Ra = С. Заметим, что поскольку 
.la = .lё = .Lё, соответствие ra .._ rё является корректно опреде­
ленным гомоморфизмом f: Ra � С. Более того ,  f - эпиморфизм, 
так как f(Йа) = Rё = ё. Но тогда (длина (Rа)) � (длина (ё) ) .  
Поскольку, очевидно ,  (длина (Йа)) � (длина (С}} , то (длина (Ra)) = 
= (длина (ё) ) .  Итак, Ra - подмодуль модуля ё, имеющей с ним 
одинаковую длину. Следовательно , Ra = С, т. е. Ra + JC = С. 
Так как С = Rc, то последнее равенство можно переписать так : 
Ra + JC = Rc, откуда в силу леммы Нанаямы 18 .4  следует, что 
Ra = Rc = С,  что и требуется. 

1 9.44. Следствие. Если R - полупримарпое �олъцо и его пер­
вичпые идеалы являются главпы.;м,и правы.;м,и идеалами,  то R при­
марпо рааложимо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  19 .43 и 18 .37. О 

19.45.  Предложение (Асано [49] ) .  Следующие условия па арти­
пово справа �олъцо R э�ивалептпы: 

( 1 )  R - �олъцо главпых правых идеалов. 
(2) R при.;м,арпо рааложимо и любой правый главпый пераало­

жи.;м,ый модуль является цеппы.;м,. 
(3) R - �опечпое проиаведепие примарпых �олец главпых пра­

вых идеалов. 
( 4) R - �опечпое проиаведепие �олец матриц пад вполпе при­

марпы.;м,и �олъца.;м,и главпых правых идеалов. 
(4 + n) Условие (n) па R/(rad R)2 , n = 1 ,  2, 3, 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу 18 .38 .2 если R локально 
и артиново, то эквивалентны такие условия : (а) R - кольцо глав­
ных правых идеалов ; (Ь) R - цепной модуль в категории mod-R; 
(с) J/J2 просто. Значит, (2) <:=:> (3) �· (4) ::::>- (1 ) .  Пусть выпол­
няется ( 1 ) .  Тогда R примарно разложимо по 19 .44. Таким обра­
зом, ( 1 )  ::::>- (3) . Этим устанавливается также эквивалентность 
условий (5) - (8) . Так как R примарно разложимо тогда и только 
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тогда, когда RIЛ примарно разложимо ( 18 .37) , доказательство 
завершено. D 

Инъективные модули над регулярными кольцами 
Мы начинаем этот раздел с довольно общей теоремы об инъек­

тивных модулях над антисингулярными (и, в частности , над регу­
лярными) кольцами , а затем изучаем некоторые инъективные 
модули над регулярными кольцами специального вида. 

1 9.46А. Теорема (Сандомирский [67] ) .  Есди пмъцо R аптисип­
гудярпо справа, то sing (M/sing М) = О ддя паждога М Е mod-R . 
Rроме того , в этом едучае sing М выдемется прямым сдагаемьш 
в дюбом модуде М, явдяющемся гомоморфпым образом иn'Ьеnтивпо­
го модудя Е. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть S1 = sing М и S2 - полный 
прообраз sing (M/S1) в R. Если х Е S2 - S1 , то по определению S2 
существует существенный правый идеал J, такой, что о =1= xJ = sl . 
Тогда J содержит аннулятор К элемента х. Кроме того, если 
о =1= j Е J, то , поскольку xj Е S1 ,  существует существенный ира­
вый идеал Q, такой , что xjQ = О,  а значит, jQ = К. Далее , из 
sing R = О следует jQ =1= О ,  что доказывает существенность К 
в J, а следовательно , и в R.  Но тогда х Е S1 в противоречие с выбо­
ром элемента х.  Значит, sing (M/S1) = О. 

Далее , пусть М = Е/ К - гомоморфный образ инъективного 
модуля Е, и пусть sing М = SIK. Поскольку sing (M/sing М) = О, 
имеем sing ( (E/K)/(S/K) ) = О, а следовательно , SIK выделяется 
в М =  Е/К прямым слагаемым по 19 . 30 .  D 

Кольцо всех линейных иреобразований L = Endv V, где V -
левое векторное пространство над D ,  самоинъективно слева 
по 19 . 46В , и, значит , каждый главный левый идеал К кольца L 
инъективен (поскольку в силу 19 . 24 К выделяется в L прямым 
слагаемым) . В общем случае это не дает оснований предполагать , 
что каждый неиулевой главный правый идеал кольца L инъекти­
вен. На самом деле это случается тогда и только тогда, когда V 
конечномерно ( 19 . 48А) . 

1 9.46В. Предложение. Пусть R - пмъцо , удовдетворяющее 
двум едедующим э.,.вивадептпым усдовиям : 

(а) R � Endv V, где V - мвоР вепторпое прострапство пад 
тедом D .  

(Ь) R - первичпое сажоиn'Ьеnтивпое сдева подъцо с мипижмъ­
пы:м, правым идеадом, изоморфпыж V, и D = End V R ·  
Тогда - V иn'Ьеnтивпо в патегории mod-R в том и тмъпо том 
сдучае , погда ono попечпо:мерпо пад тедо:м D = End V я ·  
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть выполняется условие (а) . 
Тогда V прост над R в силу рассуждений перед 19 .22 и вклады­
вается в R ,  так как D - тело 1) . Кольцо R самоинъективно слева 
по левостороннему варианту теоремы 19 .27 (следует учесть , что 
по 19 .23А кольцо R примитивно) . Далее , D = End V R в силу 
рефлексинности модулей над телом �) . 

Обратно , если выполняется (Ь) , то R канонически вкладывает­
ся в L = Biend V R 3) . Если а Е L и а =1= О ,  то Va =1= О ,  а потому 
Ra n R =1= О. Отсюда следует, что RL - существенное расшире­
ние RR , и они совпадают в силу самоинъективности кольца R.  
Этим доказано , что L = R = Endп V, т .  е .  утверждение (а )  спра­
ведливо .  

Если V конечномерно , то R - классически полупростое коль­
цо и каждый R-модуль инъективен. Обратно , пусть выполняется 
(а) и R-модуль V инъективен. Тогда по 19 .3� R = R - макси­
мальное правое кольцо частных кольца R.  Правый идеал VR 
кольца R,  порожденный множеством V, является существенным 
расширением R-модуля V. Тогда из инъективности V следует, 
что V = V R, а это показывает, что R канонически вкладывается 
в R = Endп V. а значит , R = R самоинъективно справа .  Посколь­
ку R самоинъективно и слева ,  то по теореме Утуми 19 .41 кольцо R 
конечно по Дедекинду, а это возможно тогда и только тогда , 
когда V конечномерно . О 

Эквивалентность свойств (а) и (Ь) - это теорема Утуми [56] . 

1 9.47. П р  и м е р . Регулярное правое V-кольцо может иметь 
бесконечномерные простые модули. 

Как ни удивительно , этот пример автор уже приводил в своих 
лекциях [67] в качестве примера регулярного кольца , которое 
не является левым V-кольцом ! Пусть L = End V F - кольцо всех 
линейных иреобразований бесконечномерного правого векторного 
пространства V над телом F, пусть S - идеал , состоящий из 
линейных иреобразований конечного ранга ,  и пусть R = S + F -
подкольцо , порожденное идеалом S и подкольцом F, состоящим 
из скалярных иреобразований (переводящих каждый элемент v 
в va для некоторого а Е F) . Ясно , что R - регулярное кольцо . 
Кроме того ,  по 19 .46В V канонически изоморфно минимальному 
левому идеалу кольца L, скажем V = Le, где е =  е2 Е L (см. 

1) Можно рассмотреть, например, отображение � aiei -+ <р, <р (е1) = 
= 2i aiei , <р (ei ) = О, i = 2, . . .  ,n ,  где {ед - бавис V над D . - Пр им. перев. 

2) Первичность кольца R следует ив его примитивности. - Прим. перев. 
3) V точен над R в силу первичности кольца R (ann V = 1 - идеал 

и ив V1 = О следует, что 1 = 0) . - Прим. перев. 
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упр . 1 1  гл. 3) . Rольцо L инъективно в категории mod-L, следо­
вательно , W = eL (идеал , L-дуальный к V) - простой инъектив­
ный объект категории mod-L, но по 19 .46В V не инъективен 
в L-mod, а значит, в этой категории не инъективно и L. (Таким 
образом, L не является левым V-кольцом. ) 

П отwже;м, cuaчa.tta,  что Л - правое V-колъцо. Пусть W - ми­
нимальный правый (или левый) идеал кольца Л, и пусть f: 1 -+ W­
отображение правого (левого) идеала 1 кольца Л в W. Для того 
чтобы выяснить, будет ли W инъективным Л-модулем, достаточно 
рассмотреть лишь правые (левые) существенные идеалы 1 1) , 
т. е .  те идеалы /, которые содержат цоколь S 2) кольца Л .  Так 
как ЛIS прост , то 1 = S или 1 = Л. Если 1 = S и f - морфизм 
категории mod-Л , то он будет морфизмом категории mod-L , так 
как 

[f(xa) - f(x)a]s = О для любых s, х Е S, а Е L. 

Поскольку W выделяется в L прямым слагаемым в категории 
mod-L, то он инъективен, поскольку инъективен L-модуль L, 
и ,  значит, f можно продолжить до отображения L -+  W, которое 
индуцирует отображение Л -+  W, продолжающее f. Это доказы­
вает, что W инъективен как правый Л-модуль. Если W - простой 
правый Л-модуль, не изоморфный простому модулю из S, то WS = 
= О 3) и ,  следовательно , W � Л/8. Тогда W инъективен над Л/8 , 
откуда следует, что W инъективен над Л (ер . 19 . 52 и далее) . 
Это доказывает, что Л - правое V-кольцо. 

Для того чтобы доказать, что Л не является левым V-кольцом, 
предположим, что V инъективен в категории Л-mod и что f :  1 -+  
-+ V - морфизм категории L-mod ,  где 1 - левый идеал кольца L. 
Чтобы продолжить f, мы можем предположить, что 1 - сущест­
венный левый идеал , т. е. что 1 = S. Тогда f продолжается до мор­
физма f' категории Л-mod и f' - морфизм в L-mod, так как 

s[ (ax)f' - a(x)f' ] = О для любых s Е S , х Е /, а Е L. 

Но из этого вытекает , что V инъективен в категории L-mod. 
чего не может быть. Таким образом , Л не является левым V-коль­
цом. (Этот факт вытекает также из теоремы автора [67а, стр . 103, 
теорема 3. 1 ] ,  из которой следует, что максимальное левое кольцо 

1) Действительно, f: 1 -+ W всегда можно продолжать до отображенин 
f = f Е9 О: 1 Е9 К -+ W, где К - дополнительный подмодуль модуля 1 в R ,  а 
1 Е9 К - существенный подмодуль в R . - Пр � .  перев. 

2) S есть цоколь, так как оп - единственный двусторонний идеал коль­
ца R, а цоколь этого кольца не равен нулю. - Пр �. перев. 

3) Если WS =1= О, то wT =1= О для векоторого w Е W и какого-то простого 
правого модуля Т � S. Но тогда t ...,.. wt  задает венулевой R-гоморфизм 
f: Т -+  W простых В-модулей. Ясно, что t - изоморфизм. Противоречие. ­
Пр и�. перев. 
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частных кольца R является таюке правым кольцом частных . 
Это приводит к противоречию. ) 

19.48А. Следствие. Есди L = Endп V - пмьцо всех дипейпых 
преобразовапий девого вехторного пространства V, то ono содержит 
пепудевой иn"Ьеnтивпый правый идеад тогда и тмъпо тогда , погда 
V попечпо:мерпо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если V конечномерно, то каждый 
L-модуль инъективен. Обратно, пусть dimп V ;?: N 0 • Любой пра­
вый идеал I =1= О содержит минимальный правый идеал W. Так как 
W � V в mod-L, то по 19 .46В W не инъективен. Но W - прямое 
слагаемое в L, а следовательно , в /,  значит , I не может быть 
инъективным. О 

1 9.48В. Следствие. А птисипгудярпое справа пмьцо R папопи­
чеспи изо:морфпо подъцу биэпдо:морфиз:мов своего иn"Ьеnтивпого 
правого идеада V =1= О тогда и тодъпо тогда, погда ono са:моиn"Ьеn­
тивпо справа и регудярпо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Любое регулярное кольцо R анти­
сингулярно (Джонсон [51 ) ]  и R � Endв R = Biend Rв. Обрат­
ное утверждение вытекает из последней части доказательства 
предложения 19 .46В , где показано , что R = R самоинъективно 
справа. О 

QI-кольца 
Кольцо R называется правым QI-кольцом , если любой ква­

зиинъективный правый R-модуль инъективен. Над этими кольца­
ми все простые и полупростые правые модули инъективны, а зна­
чит , такое кольцо всегда будет правым У-кольцом (ер .  1 ,  7 . 32) . 
[Rроме того ,  любое правое Q I-кольцо нётерово справа (доказа­
тельство?) . ]  

19.49. П р  и м е р . (а) Пусть R = k[y, D ]  - кольцо дифферен­
циальных многочленов над универсальным дифференциальным 
полем k, и пусть V - единственный простой правый R-модуль. 

Тогда по теореме Rоззенса 7 . 40 модуль V инъективен в mod-R. 
Однако по теореме 19 .46В V не инъективен в L = Biend V R •  
так как он  бесконечномерен над D = End V R ·  

(Ь) R - правое QI-пмъцо . Пусть Q - произвольный правый 
Q I-модуль над R ,  и пусть Е - его инъективная оболочка. В сле­
дующей главе мы докажем теорему 20. 6 ,  согласно которой можно 
записать Е = � Е9 Ei , где Ei для каждого i Е I - неразложи-

i Е J  
мый подмодуль.  Поскольку Q П Ei =1= О для любого i Е /, можно 
ограничиться случаем, когда модуль Е неразложим. В силу резуль-
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татов Rоззенса или Е = Q - простой модуль, или Е - правое 
тело частных кольца R.  Так как по 19 .3  R-подмодуль Q вполне 
инвариантен в Е,  то Q - левый идеал в Е. Поскольку Е - телС' ,  
то и во втором случае Q = Е. 

(с) Каждый wвазишt/ъективпый .модуль пад R является П-wва­
зииn'Ъективпьut. Таким образом, R дает пример неартинова 
нётерова кольца , обладающего только что сформулированным 
свойством . 

В QI-кольце А для каждого идеала В выполняется следующее 
условие : 

(I ) Каждый иn'Ъеwтивпый правый (А !В)-.модуль М иn'Ъективеп 
как естествеппьut образом определеппый правый А -.модуль. 

Это эквивалентно такому условию на идеал В :  
(I I )  Фупктор включепия mod-(A /B) .-.. mod-A сохрапяет иn'Ъеw­

тивпые об'Ъекты. 
(I I I )  Последнее условие обсуждалось в теоретико-категорной 

постановке , а именно : 

1 9.50. Предложение Если Т :  С --... D - фупктор абелевых 
категорий,  обладающий левым сопряжеппым S :  D ...... С, и если С 
иn'Ъеwтивпо богата, то Т сохрапяет иn'Ъективпые об'Ъеwты тогда 
и тольwо тогда , wогда S точеп . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это утверждение 6 .28 .  

19.51 А. Следствие. Каждое из  условий ( I )  и ( I I )  эквивалептпо 
требовапию , чтобы А /В был плосwи.м левым А -.модуле.м. Для этого 
пеобходи.мо и достаточпо ,  чтобы фупктор включепия mod-(A /B) ..... 
� mod-A сохрапял иn'Ъеnтивпые оболочки простых правых (А /В)­
.модулей. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Первое утверждение следует из 19 . 50 
и 5 . 59 .4  т . 1 .  Оттуда же вытекает и необходимость во втором утверж­
дении . Предположим теперь ,  что функтор включения mod-(A /B) --... 

� mod-A сохраняет инъективные оболочки простых правых 
(А /В)-модулей. Если М - инъективный правый (А /В)-модуль,  
то он вкладывается в некоторое произведение Е1 какого-то мно­
жества экземпляров произвольного инъективного кообразующе­
го Е категории mod-(A /B) . В силу инъективности модуля М имеем 
EI = М Е9 Х для векоторого правого (А /В)-модуля Х. Выберем 
в качестве Е произведение П VJ, где { V1}JEJ - полный набор 

5EJ 
представителей простых правых (А /В)-модулей , а VJ - инъек­
тивная оболочка модуля V1 .  Тогда Е является произведением 
инъективных правых А -модулей в категории mod-A , а значит , 
Е инъективен в этой категории . Но тогда в категории mod-A 
10 К. Фейс 
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инъективен модуль Er и М инъективен как его прямое слагаемое , 
т. е .  функтор включения сохраняет инъективные объекты. О 

1 9 .51 В. Следствие . Если А - правое V-кольцо , то А /В ­
плоский левый А�.модуль для любого идеала В.  О 

1 9.52. Предложение.  Если R - регулярное кольцо и А - его 
проиавольпый идеал , то каждый ипъективпый правый (R/А )­
.модуль zи-tъективеп кап папопичеспи определеппый правый R-.мо­
дуль . Если R - ко.м.мутативпое кольцо , то верпо и обратпае 
утверждепие. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если R регулярно , то , согласно 1 1 .24. 
любой R-модуль является плоским. Поэтому достаточно приме­
нить следствие 1 9 . 51А .  Обратно , если R коммутативно , то по тому 
же следствию RIA - плоский R-модуль для любого идеала А ,  
т .  е .  плоским оказывается каждый циклический модуль.  а зна­
чит , R - регулярное кольцо ( 19 .24) . О 

1 9.53. Следствие (Rапланский) . Ко.м.мутативпое кольцо А 
регулярно тогда и только тогда , когда ono есть V-польцо . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Предположим , что А регулярно , 
и пусть V = А /М - простой А-модуль.  Тогда V инъективеп над 
A IM и, следовательно,  по 1 9 . 52 над А .  Таким образом , А есть 
V-кольцо . Обратно , предположим , что А является V-кольцом . 
и пусть В - его произвольвый идеал . Если V - произвольвый 
простой (А /В)-модуль, то он инъективен над А и, следовательно , 
над А /В .  Это доказывает , что функтор включения mod-(A /B) ....... 
,...,. mod-A сохраняет инъективные оболочки простых (А /В)-моду­
лей, а значит , А /В - плоский А -модуль по 1 9 . 51А и ,  следова­
тельно , А регулярно согласно 19 . 52 .  О 

Характеризация первичных колец Голди 
Напомним (см .  гл . 9) , что R называется правым ко.тrьцо11r 

Голди , если оно удовлетворяет условию максимальности для 
дополнительных правых идеалов (т .  е. условию максим альности 
для прямых сумм правых идеалов) и условию максимальности 
для правых аннуляторных идеалов . По теореме Голди и Лезье -
Rруазо кольца , обладающие простыми артиновыми правыми 
кольцами частных , - это в точности первичные правые кольца 
Голди (теорема 9 . 9) .  В гл . 16  мы привели для этой теоремы дока­
зательство Габриелл.  Здесь мы дадим другое доказательство 
этого факта и укажем еще одну характеризацию таких колец. 
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1 9.54. Теорема (Фейс [72Ь] ) .  Следующие условия на полъцо R 
эпвивалептпы : 

(а)  R - первичпое правое польцо Голди; 
(Ь) R обладает просты.м артиповым (массичеспим) правым 

полъцом частпых Q(R) ; 
(с) R обладает точпым эпдокопечпым перааложимы:м ипъектив­

пы.м правым R-модулем Е , ne имеющим петривиальпых вполпе 
ипвариаптпых подмодулей, и D = End ER - тело. 

Когда это тап, то Q(R) � Endп Е,  а Е изоморфен, в катего­
рии mod-Q(R) мипи.мальпому правому идеалу кольца Q(R) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  l\Jы докажем эту теорему , не  ссы­
лаясь на теорему Голди и Jlез:ье - Rруазо .  

(с) * (Ь) . Нусть п = dimл Е.  Тогда А = Endп Е - полное 
кольцо матриц Dn над телом D .  Кроме того , существует канони­
ческое вложение правого А -модуля Е в А . ПосRольку Е - простой 
правый А -модуль ,  это минимальный правый идеал кольца А .  
Так как Е точен в категории mod-R , то R канонически вклады­
вается в А . Поскольку mod-A содержит единственный (с точ­
ностью до изоморфизма) простой правый А -модуль ,  а каждый пра­
вый А -модуль полупрост , то А � En в mod-A . Запишем En 
в виде прямой суммы Е1 ЕВ . . . ЕВ En изоморфных А -под:модулей 
А-модуля А .  Если,  например , R П Е1 = О, то проекция Еп -+  
-+ Е2 ЕВ . . . ЕВ En изоморфно (в категории mod-R) отображает R 
в En-1 ,  а это в силу доказательства предложения 1 9 . 1 5  показы­
вает , что последовательность nn-l -+ Е -+  О точна в категории 
D-мod в противоречии с предположением , что dimп Е = п. Таким 
образом, если Ui = R П Ei . i = 1 ,  . . .  , п, то R содержит суще­
ственный 1 ) R-подмодуль U1 ЕВ . . . ЕВ Ип модуля А = Еп. Это 
доказывает , что правый R-модуль А - инъективная оболочка 
модуля R в mod-R . По теореме Rрулля - Шмидта , применеиной 
к En, это показывает, что R удовлетворяет условию максималь­
ности для прямых су�ш правых идеалов , содержащихся в R .  
Rроме того ,  любое подкольцо нётерова справа кольца удовлетво­
ряет условию максимальности для правых аннуляторных идеалов , 
а значит , мы доказали , что R - правое кольцо Голди. (Заметим , 
что вместе с первичностью , доказываемой ниже,  это дает (а) . )  

Запишем Е = еА для векоторого идемпотента е Е А .  Тогда 
D � еА е.  Пусть 1 - произвольвый правый идеал кольца R .  
Rак уже доказано , можно считать , что 1 лежит в En = Е1  ЕВ . . . 
. . . ЕВ En . Следовательно , существует невулевой морфизм В-мо­
дулей л: :  En -+ Е, такой , что л:(/) =j=: О. Ясно , что Dл:(/) - вену-

1) Петрудно nоRазать ,  что если А= � ЕВ Ai и Ai [> Bi , то А [> В = 
iEI 

= 2J Вi . - Приж. перев . 
iEI  

1 0* 
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левой вполне инвариантный подмодуль R-модуля Е, т. е. Dn(I) = 
= Е. Выберем х1 , • • • , Xn Е 1 так , что n(x! ) , . . .  , n(xn) - базис D-про­
странства Е. Если r Е 1 j_ ,  то n (xh) r = n (xkr) = О для всех k, а 
значит,  r Е Ej_ . Ввиду точности R-модуля Е r = О. Следователь­
но , Jj_ = 0. Та"t;,и.м, образом, (R первично и) 8"/';,дадывается "t;,a"t;, 
правый R-моду.п,ь [с помощью гомоморфизма r �--+ (x 1r , . . .  , xnr) ]  
в прямую сумму 1n n эr;,аемпдяров проиаво.п,ьного нену.п,евого 
правого идеада /. Далее , если Н - существенный правый иде­
ал кольца R , то Vi = Ei П H =F O, i = 1 , . . . , п ,  а значит , Н 
содержит прямую сумму V 1 Е9 . . . ЕВ V n однородных правых 
идеалов. Кроме того , поскольку R первично , Vi V1 =F О для 
любого i. Выберем Yi Е V i так , что Yi Т1 1 =F О. Тогда идеал V 1 
вкладывается в Vi с помощью гомоморфизма v �--+ YiV, поскольку 
из равенства YiV = О  для векоторого иенулевого v Е V 1 следует, 
что YiE1 = 0. Действительно , если YiV = O,  где 0 =F v E V1 = Е1, то , 
как уже показано , можно считать, что у 1 ,  v Е А. Теперь вспо­
миная, что Е1 - минимальный правый идеал кольца А, для 
любого х Е Е1 при пекотором а Е А  имеем YiX = Yi(va) = (yiv)a = 
= 0, т. е .  YiE1 = 0. В частности , YiV1 = 0. Тем самым доказано , 
что Н содержит прямую сумму V правых идеалов , изоморфных 
идеалу V = V1 , а значит , что R вкладывается в Н как правый 
R-модуль.  Поэтому любой существенный правый идеал Н кольца 
R содержит элемент х, правый аннулятор которого в кольце R 
равен нулю. Но в силу того , что R существен в А ,  правый аннуля­
тор элемента х в А тоже равен нулю. Однако в артиновом кольце А 
из этого вытекает обратимость элемента х (а следовательно , регу­
лярность элемента х в R) . Аналогичным образом, любой регуляр­
ный элемент из R обратим в А .  

Из этого непосредственно следует, что А - правое кольцо 
частных кольца R. Если q - произвольный элемент из А ,  то по­
сколь:ку R - существенный R-подмодуль в А ,  правый идеал 
(q : R) существен в R и, значит, содержит регулярный элемент х .  
Та:ким образом, q = ах-1 , где а = qx Е R ,  и это до:казывает , что А 
совпадает с правым :кольцом частных Q(R) кольца R .  

( а )  ::::> (с) . В силу условия обрыва возрастающих цепей дuпол­
нительных правых идеалов (или , что э:квивалентно ,  условию 
ма:ксимальности для прямых сумм правых идеалов , содержащихся 
в R) R содержит однородный пр авый идеал , причем его можно 
выбрать та:к, чтобы он был правым дополнительным идеалом и 
для векоторого максимального дополнительного правого идеала .  
(Тогда и - минимальный дополнительный правый идеал . Ср . 1 ,  
7 . 1 7 . )  

'У т в е р ж д е н и е .  Ишьеr;,тивная обмочка Е = О проиа­
во.п,ъного однородного правого идеада и по.п,ьца R яв.ляется таким 
;м,одуде;м,, существование поторого утверждается в п. (с) . 
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Д о к а з а т е л ъ с т в о у т в е р ж д е н и я .  Покажем сна­
чала ,  что правый сингулярный идеал Z кольца R является нилЪ­
идеалом. Если х Е Z, то существует целое число n, такое , что 
элементы у =  xn, xn+I , . . . , x2n имеют один и тот же правый 
аннулятор . Отсюда следует ,  что y.L П yR = О, откуда у = xn = О.  
Далее , если N - левый нилъ-идеал , содержащийся в Z,  то по 
доказательству 9 .  7 неиулевой элемент а Е N, такой, что a.L -
максимальный элемент множества {x.L 1 О =1= х Е N} , порождает 
нилъпотентный идеал индекса нилъпотентности �3 .  Тогда из 
(полу)первичности кольца R следует, что N = О и Z = О. 

Далее , существует такое целое n, что R содержит существен­
ный 1) правый идеал W = U1 El1 . . .  El1 Ип , где Ut � U, i = 
= 1 , . . .  , n. Таким образом ,  инъективная оболочка En модуля 
un совпадает с инъективной оболочкой fi. модуля R. Имеем 
End E'k = Bn , где В = End Е R· Поскольку En инъективен, 
радикал J кольца Bn состоит из элементов Ь с существенными 
ядрами (теорема Утуми 19 .27) . Так как R с:: En и Ь Е J, то х = 
= Ь ( 1 )  Е En принадлежит сингулярному подмодулю S модуля En. 
Но S = О , поскольку R - существенный подмодуль с нулевым 
сингулярным подмодулем. Тогда ker Ь = R ,  и если у Е En, то най­
дется существенный правый идеал /, такой , что yl с:: R и Ь (y)l = 
= О ,  так что Ь(у) Е S = О .  Таким образом ,  Ь = О и,  значит, Bn , 
а следовательно , и В - кольца с нулевым радикалом. Посколь­
ку В - локальное кольцо , то оно должно быть телом . Итак, 
из включения R с:: En следует , что n = dim в Е ( 19 . 15) ,  а потому 
А = End в Е канонически изоморфно кольцу Bn . Кроме того ,  
En, изоморфное как А -модуль модулю А ,  является существенным 
расширением модуля R в категории В-модулей, и тогда из дока­
зательства следующего предложения вытекает , что Е не имеет 
нетривиалъных вполне инвариантных подмодулей. Этим завер­
шается доказательство нашего утверждения , а также имплика­
ции (а) ==>- (с) . 

Теперь (с) ==>- (а) доказано [при доказательстве импликации 
(с) ==>- (b) l ,  а (Ь) ==>- (с) вытекает из следующего предложения , 

1) Действительно, поскольку R не содержит бесконечных прямых сумм 
правых идеалов, то по 4. 1 9  { 1 , стр . 260) R содержит существенный правый 
идеал W' = Ui ffi . . .  ffi U�, где Ui - однородные правые идеалы. Посколь­
ку R первично, то Ui U =!= О  для всех i = 1, 2, . . .  , n. Поэтому каждый 
из Ui содержит элемент х1 , такой,  что x1 U =!= О. Тогда умножение слева на 
элемент х1 задает неиулевой гомоморфизм ft правого идеала и на подмодуль 
х1 и модуля иi. Поскольку R антисингулярно справа, ker ft = О. (Если 
ker /; =/= О, то он является в силу однородности модУля и его существенным 
подмодулем. Но тогда и/ ker /; � im ft = х1 и - сингулирный R-модУль,  
что противоречит антисингулярности модуля RR. ) Таким образом, и изо­
морфен существенному подмодулю х; и модуля иj. Но тогда W = U ,  ffi . . .  
. . . Е9 ип , где иi = хi и. - Прим. перев. 
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значит , эквивалентность условий (а) , (Ь) и (с) будет доказана , 
когда мы докажем следующее утверждение . О 

1 9.55А. Предложение. Пусть R - подьцо с пpocтlilJН, арrпино­
вьш ( lf,.flaccичecnим) пpaвlilJН, nО.!lьцом частных Q. Пусть Е - мини­
мадьпый правый идеад в Q. Тогда Е - единственный (с точностью 
до изоморфизма) эндопонечный нераздожимый ин'Ъеnтивный точ­
ный правый R-модудь. Кроме того ,  Е не имеет нетривиадьных 
вподне инвариантных R-подмодудей.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Веддербёрна 7 .  7 Q � 
� Biend EQ. Пусть D = End EQ и п = dimD Е. Поскольку 
кольцо Q артиново ,  то п - конечное число.  Так как D = End Е н 
(на самом деле Q = End Qн) , то правый R-модуль Е эндоконечен. 
Поскольку Q - инъективная оболочка R-модуля R, а Е - пря­
мое слагаемое в Q, то Е - инъективный точный правый R-модуль .  
:Кроме того , Е неразложим в категории mod-R , так как любое 
прямое слагаемое модуля Е в категории В-модулей является его 
прямым слагаемым в категории Q-модулей. 

Пусть Н - иенулевой вполне инвариантный R-подмидуль 
модуля Е, и представим Е в виде Н ЕВ G, где G - некоторый 
D-подмодуль модуля Е. Пусть g Е Q - идемпотент , который 
индуцирует в категории D-модулей проекцию Е на Н с ядром G. 
Имеем Eg = Н и Н(1 - g) = О. Поскольку Н есть R-подмодуль, 
то gr = grg для любого r Е R, т. е .  gR( 1  - g) = О. Но тогда 
(gR П R) (( 1 - g)R П R) = О.  Так как Н =F О , то g =F О и gR П R =F 
=F О ,  а значит , из первичности R следует ,  что g = 1 .  Таким обра­
зом, Н = Е и Е не имеет нетривиальных вполне инвариантных 
подмоду лей. 

Тот факт, что любой эндоконечный точный неразложимый 
инъективный правый R-:модуль F изоморфен Е, вытекает из того , 
что R с_ рт для некоторого целого т > О в силу 19 . 15 ,  а следо­
вательно , Е вкладывается в качестве прямого слагаемого в r. 
поэтому Е � F по теореме 18 . 18 Нрулля - Шмидта . О 

Доказательство следующей теоремы проводится аналогично 
доказательству теоремы 19 . 54.  

19 .55В. Теорема. К O.ll bЦO R обдадает lf,.flaccичecnи подупростым 
(пдассичеспим) правым подьцо.м частnых тогда и тодьпо тогда , 
погда R - пО.!lупервичnое подьцо , содержащее понечnое точnое 
.множество 1) {Е1 ,  . . .  , Еп} нераздожи.мых эндопонечных ин'Ъеn­
тивных правых R-модудей , ни один из 11,0торых ne имеет н.етри­
виадыtых вподне инвариантных под.модудей и nO.Ilьцa эндоморфиз.мов 
поторых явдяются теда.ми. 

n 
1) То есть П annнE i = О. - Пр им. пер ев. i = 1  
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У словил теоремы эквивалентны существованию точного эпдо­
:хопечного иn'Ъективпого .модуля F, такого , что End F является 
проиаведепие.м n тел (n - хопечпое число) ,  а F содержит точпо 
n вполне ипвариаптпых перааложи.мых под.модулей,  отличных 
()т пуля. 

Первичное кольцо может иметь эндоконечные неразложимые 
инъективные модули , не яв.;:rяющиеся точными, но не быть nравым 
кольцом Голди , как nоказывает, в частности , nример 19 . 47 регу­
лярного У-кольца R ,  так как nростой модуль W = R/ S инъекти­
вен и одномерен над своим кольцом эндоморфизмов RIS.  

Правый идеал I кольца R называется конеприводимым , если 
RII - однородный nравый модуль. 

1 9 .56А . Следствие. Если R - правое Q I-колъцо , а I - такой 
/ '-... 

:хопеприводи.мый правый идеал , что .модуль RII эпдохонечеп , то 
I - .махси.мальпый дополпительпый правый идеал. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Любое nравое Q I-кольцо нётерово 
сnрава и является nравым У-кольцом , а значит , nолуnервично 
( 1 ,  7. 32С) и обладает классически nолуnростым классическим 
nравым кольцом частных Q. R'роме того ,  по 19 . 55А каждый эндо­
конечный неразложимый инъективный nравый R-модуль Е вкла-

/"-
дывается в Q. Таким образом , Е = RII вкладывается в Q с nо-
мощью гомоморфизма f, такого , что I - nравый аннулятор эле­
мента х = f[ 1 + Л в кольце R .  Поскольку Q классически nолу­
nросто ,  nравый аннулятор элемента х в Q является главным 
правым идеалом eQ, т. е. доnолнительным nравым идеалом коль­
ца Q, и, следовательно , I = eQ П R - доnолнительный правый 
идеал кольца R .  Ясно , что I - максимальный nравый доnолни­
тельный идеал. О 

1 9 .56В . 3 а м е ч  а н и я .  (а)  Б олее общим образом, если R -
любое антисингулярное справа кольцо с кольцом частных R ,  
то циклический модуль RII вкладывается в Il тогда и только 
тогда , когда J - доnолнительный nравый идеал. 

(Ь) Если R - nолупервичное правое кольцо Голди , то полу­
рефлексивный моду ль М квазиинъективен справа тогда и только 
тогда , когда он инъективен. Это происходит потому, что в этом 
�лучае на М каноническим образом опредеш;rется структура 
правого Q = Q(R)-модуля , и ,  следовательно , М - прямая сумма 
эндоконечных неразложимых инъективных nравых R-модулей , 
каждый из которых канонически изоморфен правому главному 
неразложииому модулю кольца Q. Но правый главный неразло­
жимый модуль Е кольца Q не имеет вполне инвариантных по;;,­
модулей , как nоказывает 19 . 55А. О 
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Первичпые идеалы в самоипъективиых регулярных 
кольцах 

В этом разделе мы докажем важный результат Гудёрла [ 73Ь J 
о структуре первичных идеалов в самоинъективных регулярных 
кольцах . Вот простейшие примеры неартиновых , а значит, не 
являющихся классически полупростыми регулярных самоинъек­
тивных колец : кольцо всех линейных преобразований бесконечно­
мерного правого векторного пространства V над телом D и макси­
мальное правое кольцо частных области целостности, не являю­
щейся областью Оре. В любом из этих случаев структура идеалов 
линейно упорядочена . Теорема Гудёрла устанавливает, что идеа­
лы регулярного самоинъективного справа кольца , содержащие 
некоторый первичный идеал, линейно упорядочены. У си ленный 
вариант этой теоремы, утверждающий, что идеалы такого кольца , 
содержащие замкнутый первичный идеал , вполне упорядочены, 
доказывается в следующем разделе . В качестве следствия устанав­
ливается , что гипотеза Капланекого о примитивности первичных 
регулярных колец справедлива для самоинъективных колец. 

У словимея говорить , что идеал 1 самоинъективного справа 
кольца R замкнут (существен) , если он является замкнутым 
(существенным) как правый идеал. 

19 .57А. Лемма. Пусть R - самоин:ьеl'i,тивное справа регуляр­
ное l'i,ольцо. Тогда любой ненулевой аамl'i,nутый идеал 1 является 
l'i,ольцом и прямым сомножителем l'i,ольца R ,  т. е. R = 1 Х К 
(l'i,al'i, 1'i,ОЛьцо) для н,еl'i,оторого идеала К. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о . По теореме 3 . 59 ( 1 ,  стр . 220) кольцо 
R содержит инъективную оболочку идеала 1, которая в силу его 
замкнутости совпадает с ним самим. Запишем R = 1 Е9 К, где 
К - некоторый правый идеал. Тогда К1 = К П 1 = О, так что 
К1 = О и (1 К)2 = О ,  а в полупервичном кольце 1 К = О. Таким 
образом, К - двусторонний идеал и R = 1 Х К как кольцо . 
(Ср . , например , китайскую теорему об остатках 18. 3 1 . )  О 

19 .57В. Следствие. Самоин'ъеl'i,тивное справа регулярное 1'i,Ольцо 
R перааложима в прямую сумму в l'i,aтeгopии RINGS тогда и тоЛЬ1'i,О 
тогда, l'i,огда R - первичное l'i,Ольцо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Любое первичное кольцо неразло­
жимо в прямую сумму колец. Обратно , если самоинъективное 
справа кольцо R неразложимо в прямую сумму в категории 
R I N GS ,  то по лемме 19 . 57А каждый венулевой идеал 1 кольца R 
должен быть существенным правым идеалом, ибо в противном 
случае замыкание 1' идеала 1 в R было бы прямым сомножителем 
кольца R и 1'  =1= R - противоречие . О 
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Как отмечено в упражнении 19. 21 (q ) ,  в любом кольце R пер­
вичный идеал Р или существен, или является правым аннулятор­
ным идеалом. В самоинъективном справа кольце правые аннуля­
торные идеалы в общем случае не обязательно замкнуты. Однак() 

19 .58. В самоин:ъективпо.м справа регу.ttярпо.м кмъце R первич­
пый идеа.tt Р U.ttи существеп, щи аа.мкпут. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Отметим сначала , что замыкание Н 
идеала Р в R [ т .  е .  максимальное существенное расширение идеала 
Р в RR или, иначе говоря , единственная инъективная оболочка 
идеала Р в RR ( 19 . 33(с) , 19 . 32(d)) J  есть идеал. Пусть х Е R. Доста­
точно доказать , что хН + Р - существенное расширение идеала 
Р, так как Р имеет в R единственную инъективную оболочку. 
Пусть у = xh + р - произвольвый элемент из хН +  Р , h Е Н,. 
р Е Р. Мы должны показать , что если у =F О, то у R П Р =F О.  
Если xh = О, то все  доказано. В противном случае h =1= О и найдет­
ся существенный правый идеал J, такой, что hJ с:: Р. Тогда 
yJ с:: xhJ + pJ с:: Р, так как Р - идеал. Кроме того , yJ =1= О ,  
поскольку sing R = О в силу 19 .35. Это доказывает, что хН +  
+ Р с:: Н и  хН с:: Н, т .  е .  Н - двусторонний идеал. Если Н =1= R,  
т о  п о  19 . 57А R = Н Х К для векоторого венулевого идеала К 
и НК = О.  В силу первичности идеала Р имеем Н =  Р, т . е .  Р = 
= Н - замкнутый идеал.  О 

Следующая лемма доказывается в большей общности , чем это 
необходимо для теоремы о линейной упорядоченности идеалов , 
но (как заметил Гудёрл) ее можно использовать при доказатель­
стве его теоремы 19 . 64 о полной упорядоченности идеалов . 

Сделаем сначала такое замечание : любой конечно порожденный 
правый идеал в самоинъективном справа регулярном кольце R 
порожден идемпотевтом ( 19 . 24) , а сле;::�;овательно , выделяется в R 
прямым слагаемым; значит,  он проективен и инъективен. 

1 9.59. Определение и предложение. Скаже.м, что .моду.ttъ М 
субиао.морфеп, щи, д.ttЯ краткости ,  субжорфеи, .моду.ttю А ,  ec.ttи 
оп вХ.ttадывается в А .  Ec.ttи М вХ.ttадывается в копечпое проиаведе­
пие А n, то говорят, что оп п-суб;морфеи .моду.ttю А .  

Ec.ttи А - правый идеа.tt са.моип'Ъективпого справа регу.ttярпого· 
кмъца R ,  то правый идеа.tt xR , где х Е R ,  п-суб.морфеп право.му· 
идеаду А в то.м и то.ttъко то.м c.ttyчae , когда х припад.ttежит дву­
стороппе.му идеаду RA ,  порождеппо.му А .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если х Е RA , то х Е r1A + . . .  
. . . + rnA для некоторых элементов ri Е R .  Если В - прямая 
сумма п экземпляров идеала А ,  то существует гомоморфное 
наложение модуля В на r1A + + rпА . Поскольку модуль. 
xR проективен, отсюда следует , что он вкладывается в В. 
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Обратно , предположим , что xR вкладывается в А1 Е9 . . . $ A n ,  
где каждое А i - экземпляр правого идеала А .  Поскольку xR 
инъективен, должно существовать гомоморфное наложение 
f : А 1 Е9 . . . Е9 An -+ xR . Из инъективности модуля RR мы выво­
дим , что каждое из отображений A i  -+ А 1 Е9 . . .  Е9 A n -+ XR 
задается умножением слева на некоторый элемент r i Е R .  Тогда 
существуют элементы a i Е А ,  такие ,  что х = f(a1 ,  • • •  , ап) = 
= r 1a 1 + . . .  + rпan . о 

19 .60. Лемма. Любо й noueчno пор ождепн,ый ан,тисиuгулярн,ый 
м одуль М н,ад са.м,оишъептивн,ы.м справа регулярпы.м кольцом 
иu'Ъеnтивен, и проептивен,. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Rю{ мы уже заметили , любой конеч­
но порожденный правый идеал обладает этим свойством. Пусть 
х - один из образующих модуля М. Правый аннулятор элемен­
та х - это правый идеал 1, содержащийся в качестве существен­
ного подмодуля в некотором правом идеале eR , е = е2 Е R .  Далее , 
последовательность 

О -+ eR/1 -+ R/1 -+ R/eR -+ О  

точна и модуль RleR :::::::: ( 1 - e)R проективен , а значит , эта после­
довательность расщепляется и eR/1 выделяется прямым слагае­
мым в антисингулярном модуле R /1 :::::::: xR . Так как eR/1 - син­
гулярный модуль,  то 1 = eR и , следовательно , xR проективен 
и инъективен. Индукцией по числу образующих нетрудно дока­
зать ,  что модуль М также инъективен и проективен. О 

19 .61 . Лемма. Пусть польцо R регуляр н,о и са.моиu'Ъеnтивп о 
справа. Для любых ан,тисиuгулярн,ых иu'Ъеnтивн,ых правых R-.мо­
дулей А и В существует цеuтральн,ый идем потен,т е Е R ,  тапо й ,  
что модуль А е  субморфен, ;модулю Ве , а 8( 1 - е) субморфен, 
А ( 1  - е) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А - совокупность всех пар 
(С, D ) ,  где С = А ,  D = В  и С :::::::: D .  Семейство { (C i ,  D i )} = А 
-называется н,езависимы.м, если {С i} - независимое семейство 
подмодулей модуля А ,  а {D i} - не зависимое семейство подмоду­
лей модуля В.  Выбрав максимальное независимое семейство 
{(C i , D i)} = А , мы получим разложения А = А 1 Е9 А 2 и В = 
= В1 Е9 В2 , в которых А 1 является инъективной оболочкой модуля 
� $ C i ,  а В1 - инъективной оболочкой модуля 2] Е9 D i .  По­
скольку C i :::::::: D i ,  то А1 :::::::: В1 . В силу максимальности семейства 
{ (C i , D i)} ни один иенулевой подмодуль модуля А 2 не может быть 
•Субморфен модулю В2 . 

Поскольку А антисингулярен, то аннуляторный идеал Н = 
= {r Е R 1 A 2r = О} замкнут . В силу леммы 19 . 57А идеал Н 



Гд. 19.  Кваsиин;ъеr;тивпые модуди и самошtъеr;тивпые r;одьца 1 55 

должен совnадать с eR для некоторого центрального идемnатента 
е Е R. Тогда Ае = А1е ::::::: В1е s Ве. Следовательно , Ае субмор­
фен Ве. 

Мы утверждаем, что В 2( 1  - е) = О .  Предnоложим, что , наnро­
тив , существует неиулевой элемент х Е В2 ( 1  - е) . Тогда xR nроек­
тивен по 19 . 60.  Значит , xR ::::::: tR для некоторого идемnатента 
t Е R, и мы установили,  что te = О. Поскольку t =f=. О (ведь х =f=. 0) , 
то t Ef Н, а следовательно , yt =f=. О для некоторого у Е А 2 • Отсюда 
вытекает nроективность модуля ytR (по 1 9 . 60) и существование 
гомоморфного наложения xR ::::::: tR -+ ytR . Поэтому должно суще­
ствовать вложение ytR -+ xR . Но в этом случае ytR был бы неиу­
левым nодмодулем модуля А 2 , субморфным модулю В2 , что невоа­
можно. 

Таким обрааом, В2( 1 - е) = О, откуда В ( 1  - е) = В1 ( 1  - е) ::::::: 
::::::: А 1( 1 -е) = А ( 1 - е) , а аначит , В ( 1 - е) субморфен А (1 - е) . О 

19 .62 .  Теорема . Пусть кольцо R регулярно и самоишьективпо 
справа , а Р - его собственный идеал . Тогда следующие условия 
.эквивалептпы: 

(а) Р первичеп . 
(Ь) Д ля любого цептрального идемпотепта е Е R или е Е Р,  

или 1 - е Е Р .  
(с) Идеалы кольца R , содержащие Р ,  линейно упорядочены по 

включению. 

Д о к а а а т е л ь с т в о.  Имnликация (а)  ==> (Ь) очевидна . 
(Ь) ==> (с) . Если эта имnликация неверна , то мы можем так 

выбрать в кольце R два идеала Н и К, содержащие Р, что най­
дется э.;Iемент х, лежащий в Н - К, и элемент у , лежащий в К-Н. 
Согласно лемме 19 . 6 1 1) , существует центральный идемnатент 
е Е R ,  такой , что xRe субморфен yRe , а yR(1  - е) субморфен 
xR(1  - е) . Если е Е Р ,  то yRe = Р = Н  и xR(1  - е) =  Н, а ана­
чит , yR 2-субморфен модулю Н. Однако тогда по 19 . 59 имеем 
у Е Н, но это не так . Аналогично , если 1 - е  Е Р , то х Е К, что 
неверно . Таким обрааом, ни е, ни 1 - е не nринадлежат Р, что 
противоречит n. (Ь) . 

(с) ==? (а) . Если /,  J - идеалы кольца R , строго содержа­
щие Р , то по (с) мы беа nотери общности можем nредполагать , 
что I = J. Поскольку R регулярно , /2 = I $ Р ,  а следователь­
но , IJ $ Р.  О 

19 .63 .  Следствие. Если Р - первичпый идеал кольца R ,  то 
любfJй собственный идеал этого кольца, содержащий Р ,  также 
первичеп . О 

1) Здесь 19 .61  применяется к инъективным оболочкам правых идеалов 
xR 1 1  yR . - Прим . перев. 
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Вполне упорядоченные структуры идеалов 
Как и в теореме о соответствии ( 1 , стр . 249} , (идеалы R) обо­

значает структуру идеалов кольца R.  Если R - кольцо всех 
линейных иреобразований векторного пространства V над телом 
D , а dimv V - бесконечное кардинальное число а, то идеалы 
кольца R - это или О, или идеалы вида 

{ t Е R 1 rank t < Ь} 
для всех бесконечных кардинальных чисел Ь ,  не иревосходящих 
а + 1 .  Таким образом, структура идеалов кольца R вкладывается 
в структуру всех кардинальных чисел , не иревосходящих а + 1 ,  
и,  значит , вполне упорядочена .  

В настоящем разделе этот результат обобщается : 

19.64 .  Теорема (Гудёрл [73Ы ) .  Пусть R - самоин/ъе-птивпое 
справа регуляриое -польцо , а Р - его аам-пиутый первич:ный идеал. 
Тогда идеалы -пальца Rl Р вполие упорядочеиы. Если R первичио, 
т. е. Р = О, то -паждый идеал этого -пальца игоморфем идеалу 
Н(а) для пе-поторого бес-попечпого -пардипала а, где 

Н(а) = {О} U {х Е R 1 xR ::# E[a(xR) J } ,  

адесь Е[А ] оапачает иn'Ъеnтивиую оболач-пу модуля А , а а(А ) -
прямую сумму а эпаемпляров этого модуля 1) . 

Мы отложим доказательство этой теоремы и установим пока 
некоторые промежуточные результаты. Прежде всего по 19 . 57 А 
существует кольцевое разложение R = Р Х К, где RIP - регу­
лярное самоинъективное справа кольцо . Следовательно , мы можем 
предполагать без потери общности , что Р = О. Это предположе­
ние о первичности кольца R остается в силе,  пока теорема 19 .64 
не будет доказана. 

Заметим, что если а � � . то Н(а) = Н(�) . Действительно , 
если х Е R - Н( �} ,  то 

xR � IO �(xR) J = E[a� (xR) J � E[a(E[ � (xR) J ) J � E[a(xR} J , 

а значит , х � Н(а} . 
В силу предположения о первичности кольца R лемма 19 .61  

принимает следующую более сильную форму :  

19 .64А. Если А и В - аптисипгулярпые иn'Ъеnтивпые модули, 
то или А суб;м,орфеп В, или В суб;м,орфеи А .  

Приведем для удобства ссылок предложение 3.60 (т. 1 ,  стр . 221) : 

19 .64В. Любые два иn'Ъеnтивпых модуля, паждый иа -поторых 
субморфеи другому, должпы быть иаоморфпы. 

1) Раньше для этоrо автор использовал обозначение А <а>.- Пр иж . перев. 



Гл. 19.  Квааиипъептивпые модули и са:маипъептивпые пальца 157 

19 .64С. Пусть В - антисингулярный ин'Ъеr>тивный :модуль, 
а c:t - r.ардинальное число . Если В имеет ненулевой подмодуль С , 
таr.ой, что С � E[c:t(C) ] ,  то В � E[c:t(B) ] . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Мы , очевидно , можем предположить , 
что c:t > 1 .  Положим .:1/; = {А = В 1 А � E[c:t(A ) ]} и расширим 
{С} до максимального независимого семейства {А д  с:: .:1/;, Тогда 
В = Е[� Ef> A i] Ef> D для векоторого D ,  и из максимальности 
семейства {A i} следует , что D не содержит иенулевых подмодулей, 
лежащих в .:1/;. Поскольку С - неиулевой подмодуль модуля 
Е[� Ef> A i] ,  принадлежащий семейству .:1/;, то Е[� Ef> A i] не может 
быть субморфен модулю D .  Тогда , согласно 19 .64А, D должен 
быть субморфен Е[� Ef> A i] ,  а значит , В должен быть 2-субморфен 
Е[ � Ef> А i ] .  Поскольку c:t > 1 ,  то А i � 2(А i ) для любого i ,  
откуда Е[� Ef> A i] � 2(Е[ � Ef> A i ] ) . Таким образом, В субмор­
фен Е[ � Ef> A i] ,  а потому в силу 19 .64В мы получаем, что В � 
� Е[ � Ef> A i] , откуда следует , что B � E[c:t(B) ] . 

19 .64D. Пусть А - антисингулярный ин'Ъеr>тивный :модуль, 
иао:морфный своему собственному под:модулю. Toгfla А � 2(А ) � 
� E[N0(A ) ] .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Существует вложение g :  А -+  А , 
не являющееся эпиморфизмом. Так как gA изоморфен А ,  а зна­
чит, инъективен, то А = gA Ef> В для некоторого иенулевого В, 
и тогда gn А = gn+lA ЕВ gnB для всех положительных целых n .  
Значит , {gB , g2B , . . .  } - бесконечная независимая последова­
тельность попарно изоморфных подмодулей модуля А .  Следова-
тельно , подмодуль G = � ЕВ gnB изоморфен 2 (G) � :-� 0(G) . Модуль 
А должен содержать инъективную оболочку С модуля G, и ясно , 
что С � 2(С) � E[N 0(C) ] .  Из 19 . 64С теперь следует , что А � 
� 2(А)  � E[N0(A ) ] . 

Из 19 . 64D легко вытекает , что если А - пропзвольный иенуле­
вой антисингулярный инъективный модуль, то А � 2 (А ) тогда 
и только тогда , когда А � E[N0(A ) ] .  Значит , 

H(N0) = {О} U {х Е R 1 xR * 2 (xR)} . 

19 .64Е. Если А ,  В ,  С,  D - антисингулярные ин'Ъеr>тивные 
:модули и А Ef> В � С Ef> D ,  то существуют разложения А = 
· =  А1 Е9 А 2 и В = В1 Ef> В 2 , таr.ие,  что А1 ЕВ В1 � С и А 2 Ef> 
Ef> В2 � D .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Мы можем предполагать , что С ­
замкнутый подмодуль модуля А Ef> В и что D = (А ЕВ В)/ С. 

Пусть р1 : А Ef> В -+ А и р2 : А ЕВ В -+ В - проекции . Так 
как А1 = А П С - замкнутый подмодуль в А ,  А 1 инъективен 
и А = А1 Ef> А 2 для векоторого А 2 • И роме того , имеет место точ-
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пая последовательность О -+  А1 -+ С -+ р 2С -+ О, которая рас­
щепляется , nоскольку А 1  инъективен . Положив В1 = р 2С ,  полу­
чаем С � А 1 ЕВ В1 • Так как В1 инъективен, то должно быть 
В = В1 ffi В 2  для векоторого В 2 • 

Заметим, что В1 = (1 - р1) С = С + А ,  откуда В = С + 
+ А + В 2  и , значит , С + А + В 2  = А ffi В .  !\роме того , А = 
= А 1 ЕВ А 2 � С + А 2 • Следовательно , С + А = С + А 2 , откуда 
А ЕВ В = С + А 2 + В 2 . 

Положим теперь F = С П (А 2 + В 2) . Так как р 2С = В1 
и р2(А 2 + В 2) = В 2 ,  то p 2F = В1 П В 2 = О и ,  следовательно . 
F = А .  Поэтому F � А П С = А 1 , так что p1F = А 1 • !\роме 
того , p1F = р1(А 2 + В 2) = А 2 , откуда p1F = А1 П А 2 = О. 
Поскольку F = А ,  то F = О .  

Таким образом, А ЕВ В = С ЕВ (А 2 ffi В 2) и ,  значит , D = 
= (А ЕВ В)/С � А 2 ffi В 2 .  

19 .64F. Пусть А , В , С - антисингу.лярные ин-ьективные .мо­
ду.ли, такие , что А * 2(А ) . Ес.ли А ffi В � А  ffi С,  то В � С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно 19 .64Е , существуют раз­
ложения А = А 1 ffi А 2 и В = В1 ffi В 2 , такие ,  что А1 ЕВ В1 � А  
и А 2  ЕВ В 2 � С . По 19 . 64А или А 2 субморфен В1 , или В1 субмор­
фен А 2 •  

Если модуль А 2 изоморфен собственному подмодулю модуля 
В1 ,  то А = А 1  ffi А 2 изоморфен собственному подмодулю модуля 
А 1 ЕВ В1 � А , что противоречит 19 .64D . Такое же противоречие 
возникает , если предположить , что В1 изоморфен собственному 
подмодулю модуля А 2 • Значит, остается единственная возмож­
ность А 2 � в] .  

Таким образом, В = В1 ЕВ В2 � А 2 ЕВ В 2  � С. О 

19 .65.  Предложение. Н(а) яв.ляется идеа.ло.м ко.льца R д.ля .любо­
го бесконечного кардинального чис.ла а .  

Д о к а з  а т е л ь  с т Б о .  С.лучай I .  а = N 0 •  Если Н(а) не 
является двусторонним идеалом, то существуют х, у Е Н(а) 
и z Е (RxR + RyR) - Н(а) . Согласно 19 .62 ,  мы можем пред­
положить , что RxR = RyR, а следовательно , z Е RyR . Отметим. 
что z =1= О и у =1= О. Далее , zR � 2(zR) , и из 19 . 59 мы получаем. 
что zR субморфен модулю n(yR) для векоторого положительного 
целого n, откуда по 19 .64С получаем n(yR) � 2n(yR) . Однако 
yR * 2(yR) и по индукции, основанной на 19 . 64F , мы получаем 
противоречие О �  n(yR) . 

С.лучай П .  а > N 0 •  Пусть х, у Е Н(а) и z Е RxR + RyR. 
Мы должны доказать , что z Е Н(а) . Согласно теореме 19 .62 ,  мы 
можем предположить , что RxR = RyR, и, следовательно , z Е 
Е RyR . Если у Е H(N 0) , то z Е H(N 0) с Н(а) по случаю I .  Зна-
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чит , нам нужно лишь рассмотреть возможность у � H(N0) . Таким 
образом, у =1= О и yR � 2(yR) . Поскольку zR субморфен модулю 
n(yR) для векоторого положительного целого n ( 1 9 . 59) , то иs 
yR � 2(yR) мы получаем, что zR субморфен модулю yR.  Так 
как yR * E[a(yR) ] ,  то из 19 . 64С следует , что или z = О ,  или 
zR * E[a(zR) ] ,  откуда z Е Н(а) . 

1 9 .66. Предложение. Любой пепулевой идеал Н 1>олъца R дол­
жен совпадать с Н(а) для ne1>omopoгo бес1>оnечпого 1>ардипалъпого 
числа а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если б - бесконечное кардинальное 
число ,  строго больпfее, чем мощность кольца R, то никакой пра­
вый идеал кольца R не может содержать независимого семейства. 
состоящего из б иенулевых правых идеалов .  Таким образом, xR 
не изоморфен Е[б(хR) ]  ни для какого иенулевого х Е R ,  откуда 
Н(б) = R. Поскольку Н = Н(б) , то должно существовать наи­
меньшее бесконечно кардинальное число а, для которого Н = 
= Н(а) , и мы можем утверждать , что Н = Н(а) . Действительно . 
предположим, что существует у Е Н(а) - Н. Выбрав неиулевой 
х Е Н, мы получаем, согласно 19 . 59 ,  что yR не может быть суб­
морфен никакой конечной прямой сумме экземпляров модуля xR . 
В частности , yR не субморфен xR , а значит , по 19 . 64А модуль 
xR должен быть субморфен модулю yR . Выбирая максимальное 
независимое семейство {А ;} из тех подмодулей модуля yR , кото­
рые изоморфны xR, мы получаем, что yR = Е[ 2] Е!Э А ; ] ED В 
для векоторого В .  Из максимальности семейства {А ;} следует , что 
xR не может быть субморфен В, а значит , по 16 . 64А модуль В 
должен быть субморфен модулю xR. Е сли т - мощность множе­
ства {А ; } ,  то Е[т(хR)]  субморфен yR , в то время как yR субморфен 
E[(-r + 1 ) (xR) ] .  Поскольку yR не субморфен никакой конечной. 
прямой сумме экземпляров модуля xR , то 't должно быть беско­
нечным кардинальным числом. Но тогда 't = 't + 1 ,  и с помо­
щью 19 . 64В мы заключаем, что yR � E[-r(xR) ] .  

Докажем, что yR � E[-r(yR) ] для этого бесконечного карди­
нального числа -r. Поскольку yR * E[a(yR) ] ,  то 't < а и Н 9= 
� H(-r) . Если z Е Н - H(-r) , то zR � E[-r(zR) ] .  Из того , что 
xR * yR � E[-r(xR) ] ,  мы заключаем с помощью 19 .64С, что zR 
не может быть субморфен xR . Таким образом, xR должен быть 
субморфен zR ( 19 . 64А) , откуда вытекает , что E[-r(xR) ] субмор­
фен E[-r(zR) ] .  Из этого следует , что yR субморфен zR , что , в свою 
очередь , с помощью 1 9 . 59 дает у Е Н - противоречие . О 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы  19 .64 .  Для любого 
непустого набора иенулевых идеалов кольца R должно существо­
вать наименьшее бесконечное кардинальное число а, для кото­
рого Н(а) принадлежит этому набору , и тогда Н(а) - наимень-
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mий идеал из этого набора .  Если же множество идеалов содержит 
нулевой идеал , то он и является в нем наименьшим. О 

Насколько может первичное регулярное самоинъективное спра­
ва кольцо отличаться от .,.олъца всех липейпых преобрааовапий ве.,.­
торпого прострапства? Такое кольцо R изоморфно кольцу всех 
линейных преобразований векоторого векторного пространства 
-тогда и только тогда , когда оно содержит минимальный правый 
идеал . Вообще же говоря , в общем случае R не изоморфно даже 
никакому факторкольцу такого кольца в силу теоремы Ософской 
'{66а ] ,  которая утверждает , что факторкольцо кольца всех линей­
ных преобразований векторного пространства по нетривиальному 
идеалу не может быть самоинъективным справа .  Другая приятная 
гипотеза состояла в том, что R изоморфно максимальному правому 
:кольцу частных факторкольца кольца всех линейных преобразо­
ваний векоторого векторного пространства ,  но Гудёрл [74а] 
..опроверг ее. 

Гипотеза Капланекого 
Частичное подтверждение гипотезы Каnланекого теnерь легко 

-следует из теоремы Гудёрла : 
19 .67. Следствие теоремы 19 .64.  Регулярпое са.моиn'Ъе.,.тивпое 

.справа .,.олъцо R первичпо тогда и толъ.,.о тогда ,  .,.огда ono при­
..митивпо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку все примитинные кольца 
-первичны, надо рассмотреть лишь случай , когда R первично . 
Набор fP примитинных идеалов кольца R неnуст (так как fP 
<Содержит все максимальные идеалы} , значит, по 19 .64 fP имеет 
наименьший элемент Р. Радикал Джекобеона регулярного коль­
ца равен о, а следовательно , n� = о, и, таким образом, р = о. 
Поэтому О - примитинный идеал кольца R.  О 

19 .68.  Следствие. М а.,.си.малъпое правое .,.олъцо частпых любого 
первичпого аптисипгулярпого справа .,.олъца R при.митивпо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что R - первичное само­
инъективное справа регулярное кольцо . О 

Таким образом, максимальное (правое или левое) кольцо 
частных любого регулярного первичного кольца примитивно .  

Первичные идеалы самоинъективных колец 
Из теоремы Гудёрла вытекает линейная упорядоченность 

.идеалов кольца R/ Р для некоторых nервичных идеалов Р nроиз­
вольного самоинъективного справа кольца R .  
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19.69. Теорема. Пусть R сажоин:ьептивпо справа. Есди Р -
первичпый идеад пмъца R,  содержащий его правый сипгумрпый 
идеад sing R( = rad R) , папри;м,ер, есди Р - дюбой при;м,итивпый 
идеад ши есди rad R пшъпотептен, то идеады подъца R,  содер­
жащие Р, дuнейпо упорядочепы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Утуми 19 .28 rad R = 
= sing R и R/rad R самоинъективно справа и регулярно. Кроме 
того,  теорема о соответствии для идеалов ( 1 ,  стр . 102) устанавли­
вает взаимно однозначное соответствие между первичными идеа­
лами Р, содержащими rad R, и первичными идеалами P/rad R 
кольца R/rad R.  Значит, применима теорема Гудёрла 19 .62 и идеа­
лы кольца R/ Р линейно упорядочены при любом первичном идеале 
Р = rad R. Так как любой правый или левый примитивный идеал 
содержит rad R и любой первичный идеал содержит любой ниль­
потентный идеал , то доказательство завершено . О 

Упражнения к гл . 19 
1 .  Кольцо R называется подпрямо неразложимым, если оно 

удовлетворяет следующим :швивалентным: условиям: (а) R имеет 
наименьший иенулевой идеал , который содержится в любом его 
иенулевом идеале ;  (Ь) если R = П  Rt и 1tt (R)  = Rt для всякой про­
екции ni : ПR1�---+R t ,  то 1tt 1R - изоморфизм R на Rt  для векото­
рого i .  

2 (Джекобсон) . Любое простое кольцо подпрямо неразложимо . 

3 (Джекобсон) . Подпрямо неразложимое примитивное кольцо 
примитивно слева, т. е. над ним существует точный левый модуль. 

4 (Биркгоф) . Любое кольцо является подпрямым произведе­
нием подпрямо неразложимых колец. 

5 (Джекобсон) . Коммутативное примитивное кольцо является 
полем. 

6 (Джекобсон) . Примитивное кольцо R является артиновым 
справа тогда и только тогда, когда оно изоморфно кольцу всех 
линейных иреобразований векоторого конечномерного вектор­
ного пространства .  

7. Для самоинъективного справа кольца R следующие условия 
эквивалентны : (а) левая нётеровость , (Ь) правая нётеровость , 
( с) левая артиновость, (d) правая -артиновость. Если эти услови1_1 
выполняются , то каждый иравый и левый идеал кольца R является 
аннуляторным и кольцо R щtмоинъективво слева-. 
1 1  R .  Фейс 
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8. Коммутативная область целостности наследственна тогда 
и только тогда, когда R/1 самоинъективно и артиново для любого 
венулевого идеала I. Это условие выполняется также в любом 
(не обязательно комм:утативном) иётеровом: справа и слева наслед­
ственном: первичном: кольце для любого идеала I, не совпадаю­
щего со своим квадратом: (гл . 25) . 

9 (Джонсон [53] ) .  Пусть R - антисингулярное первичное­
кольцо с однородным: правым: идеалом: и и однородным: левым 
идеалом: V. Тогда К = и П V - предкольцо , являющееся правой 
и левой областью Оре. Если х1, • • • , Xn - линейно независимые 
над К элементы из и, а у1, • • • , Yn - произвольвые элементы 
из и, то существуют элементы k Е К и а Е R, такие, что xia = 
= kyt , i = 1 ,  . • .  , n. (Теорема транзитивности Джонсона . 
О кольцах Джонсона см:. также Фей с [67 , гл . 14] и проблем:у 14 
той же работы.} 

10. Для любого кольца R пересечение аннуляторов неразло­
жимых инъективных nравых R-модулей равно нулю. (Что М:ОЖН() 
сказать об аннуляторах конечно nорожденных неразложимых 
квазиинъективных :модулей?) 

1 1  (Фишер Дж. В . - Свайдер [74] ) .  Вариант гиnотезы Rаnлан­
ского для колец, содержащих счетное кофинальное nодмножеств() 
идеалов {It}�1 : если R - nервичное регулярное кольцо и каж­
дый его невулевой идеал содержит один из идеалов 11, то R при­
м:итивно . 

1 2  (Форм:анек [72bl и Пассмаи [73] ) .  Пусть 800 = U Sn -
n<ro 

бесконечная симметрическая груnпа. Тогда для любого nоля F 
груnnовое кольцо FS00 nрим:итивно . (Форманек доказал , что ег() 
радикал равен нулю.)  [Указание : Прим:енить упр . 1 1 . ]  

1 3  (Форманек - Спайдер [72]) . Объединение счетной цеnи 
классически nолуnростых колец nрим:итивно тогда и тольк() 
тогда , когда оно nервично. (Прим:енить ynp . 1 1 . ) 

14 (Ауслендер [57] , Харада [56 ] ) .  Групnа G локально конечна. 
если каждое ее конечное nодмножество пороЖдает конечную 
nодгруnпу. Пусть R - кольцо . Тогда груnnовое кольцо RG регу­
лярно в смысле Неймана в том и только том случае, когда R ре­
гулярно , групnа G локально нонечна и nорядок каждой конеч­
ной подгруnnы группы G обратим: в R .  
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15 (Коннел [63] ) .  Группа G называется простой, если она 
не имеет неединичных нормальных подгрупп. Групповое коль­
цо RG является первичным кольцом тогда и только тогда , когда 
R - первичное кольцо , а G - простая группа.  

16 (Форм:анек - Свайдер [72] ) .  Пусть G - счетная локально 
конечная группа, и пусть R - первичное регулярное кольцо 
с однозначным делением на порядки всех элементов группы G. 
Тогда RG прим:итивно в том: и только� том случае , когда G проста . 

17 (Форм:анек - Снайдер) .  Пусть F - тело . Тогда любая 
группа G вкладывается в такую группу Н, что кольцо F Н при­
м:итивно . (Взять последовательность групп {Gi} и последователь­
ность модулей {Mi} ,  определенные по индукции следующим 
образом: 

00 

Gt = G, Mt = FGt ,  

G2 = AutF Mt,  M2 = FG2 + Mt ,  

Gз = Autp M2, Мз = FGз + М2, 

Тогда М =  U Mi - точный веприводимый FН-модуль ,  где Н =  
i= 1 

00 
= U Gi .) [ У11:авание : Gi+l действует транзитивно на венулевых i=1  
элементах модуля Mi , а значит , Н действует транзитивно на неву­
левых элементах модуля М. (При этом: Mi является точным вепри­
водимым FGнсмодулем:.) ]  

18 (Форманек [73а]) .  Если F - тело,  а G - свободное произ­
ведение нетривиальных групп и если G =F 71 2 * 71 2 , то FG при­
м:итивно . 

19 ( Форманек [73а] ) .  Если R - коммутативная область целост­
ности, а G - свободная группа, мощность которой не меньше 
мощности кольца R, то RG примитивно . (Таким образом, RG 
может быть примитивным, даже если R примитивным: не является 
[ ер .  упр . 17 и упр . 19 .23В .6] . )  

20 (Коннел [63] ) .  Если R самоинъективно справа ,  а G - конеч­
ная группа ,  то RG самоинъективно справа. Более того , если G 
и R - произвольвые группа и кольцо , то самоинъективность 
справа группового кольца RG влечет за собой конечность группы 
G и сам:оинъективность справа кольца R.  (Коннел доказал , что 
G - периодическая группа, а ее конечность была независим:о 
установлена Фаркасом, Джейном и Рено . )  
н •  



1 64 Ч. V. Теория no.tteц 

21 .  Групповое кольцо RG самоинъе:ктивно справа и регулярно 
тогда и только тогда, когда G конечна, а R самоинъе:ктивно справа 
и регулярно. 

22. Счетное объединение классически полупростых колец не 
обязательно самоинъе:ктивно . (Применить упр . 20.) 

23 (Гудёрл [73Ь] ) .  Регулярное самоинъе:ктивное справа коль­
цо R является произведением первичных :колец тогда и только 
-тогда, :когда :каждый неиулевой идеал этого кольца содержит 
.его минимальный иенулевой идеал. (Это также характеризует R 
:как произведение колец, :которые первичны (или примитивны, или 
неразложимы, что эквивалентно в силу 19 .57В и 19 .67) . См. 
также 19 .37 . )  

24  (тривиальное обобщение следствия 19 .6 .3) .  Если идеалы 
кольца R линейно упорядочены по включению и идемпотентны, 
-то все они первичны. 

25 (обращение следствия 19.63) . Если все идеалы :кольца R 
первичны, то они линейно упорядочены по включению. 

26 (тривиальное обобщение следствия 19 .67) . Если идеалы 
:кольца R вполне упорядочены по включению и если каждый 
из этих идеалов I полупримитивен в том смысле,  что Rl I имеет 
нулевой радикал Дже:кобсона, то :каждый идеал кольца R при­
митивен. (Полупримитивность вводится в гл . 26 .)  

27 (еще одно обобщение) . Если R удовлетворяет условию 
обрыва убывающих цепей идеалов и если каждый его идеал полу­
примитивен, то :каждый его первичный идеал примитивен.  

28. Обобщить упр. 24 на примитивные идеалы (если это воз­
можно) . 

29 (Маккарти [73] ) .  Если R - регулярное :кольцо в смысле 
Неймана,  то :кольцо многочленов R[x] полунаследственно . Дока­
зать или опровергнуть обратное утверждение. Ср . Джилмер [73] 
и йондруп [71 ] .  

3 0  (Стринголл [7 1 ] ) .  Под р-:кольцом, где р - простое число 
(при р = 2 приходим R определению булева кольца) понимается 
:кольцо , удовлетворяющее тождествам хР = х, рх = О. Пусть 
Ср, где р - простое число ,  обозначает под:категорию :категории 
RINGS,  состоящую из всех р-:колец. Для лtобых двух простых 
�исел .Р и q категории Ср и Cq эквивалентны. 

31  (Тепли [70] ) .  Пусть R - такое :кольцо , что в :каждом из Я-мо­
дулей М синrулярный· подмодуль выделяет.ся прямым слагаемым. 
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Тогда (R называется расщемяющи:мся справа кольцом и) R -
антисингулярное справа кольцо с gl · dim �2.  

3 2  (Гудёрл [73] } .  Если R - расщепляющееся справа кольцо 
с нулевым правым цоколем, то (R антисингулярно справа по упр.  

31 и)  R изоморфно кольцу треугольных матриц (� �) , где 

А - полупервичное кольцо , С - артиново слева и справа коль­
цо , а В есть (С ,  А)-бимодуль.  Обратно , описанное кольцо тре­
угольных матриц является расщепляющимся справа кольцом, 
если оно имеет нулевой правый цоколь, А - расщепляющееся 
справа кольцо , В - инъективный правый А-модуль, все анти­
сингулярные правые С-модули проективны и End В А - суще­
ственное расширение модуля С в категории mod-C. 

33 (Гудёрл [72] 1)) . Если каждый сингулярный модуль из кате­
гории mod-R инъективен или, что эквивалентно , если каждый 
сингулярный модуль полупрост, то R наследственно справа .  

3 4  (Фейс [74] ) .  Пусть R - некоторое кольцо . Тогда кольцо 
эндоморфизмов инъективного правого Л-модуля Е будет телом 
в том и только том случае , когда этот модуль неразложим и каж­
дый правый идеал кольца R,  отличный от R и такой, что RIA 
вкладывается в Е, является <<критическиМ» . 

Замечания к гл. 19  
Инъективные модули обсуждались в замечаниях к гл . 3 ( т .  1 ,  

стр .  237) . Rвазиинъективные модули были введены Джонсоном 
и "Уонгои [61 ] ,  хотя , как отмечалось ,  Джекобсон доказал в своей 
книге [61 ] ,  что они удовлетворяют аннуляторному условию (19 . 10) .  
Это же  условие для случая модулей над классически полупросты­
ми алгебрами было установлено М . Холлом [39] и распространено 
на квазифробениусовы алгебры и кольца 2) Накалмой [39 ,  41 ] .  
Нагао и Накаяма [53] ввели для обозначения проективных и инъек­
тивных модулей символы М 0 и М и соответственно (см. замечание 
на стр . 170 их только что упомянутой статьи) . Они доказали,  что 
над артиновым справа кольцом любой проективный модуль изо­
морфен прямой сумме правых главных неразложимых модулей 
(см. их замечание на стр . 167 той же статьи) . Басе [60] распростра­
нил эту теорему на кольца с условием минимальности для глав­
ных правых идеалов. (Это будет изложено в гл . 22 . )  Кроме того, 

1) См. также Rойфман Л .  А., Матем. сб. , 83 (1970) , вып. 1,  120-150;  
Мате;м. исс.л.едовапия, 6 (1971) , вып. 2, 185-204, вып. 3, 62-82. - Прим. 
ред. 

') Rвазифробениусовы кольца обсуждаются в гл. 25. 
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если А - конечномерная алгебра над телом: k, то инъективные 
левые А-модули являются прямыми суммами модулей, k-дуальных 
к правым: главным неразложимым модулям, и наоборот. 

Некоммутативные (и не классически полупростые) регулярные 
в смысле Неймана кольца возникли как кольца , координатизи­
рующие его непрерывные геометрии (Нейман [36а] , [36bl ) .  Утуми 
[65] доказал , что эти кольца самоинъективны, но лишь недавно 
(Гудёрлом: [74] ) было установлено , что эти кольца простые ! (Мы 
обсудим это в следующем абзаце . )  

Чтобы дать более точную формулировку, напомним, что непре­
рывная геометрия - это :модулярная структура с дополнениями, 
которая непрерывна (и сверху [т. е .  а Л V Ь = V (а Л Ь) для 

ЬЕВ ЬЕВ 
направленного вверх множества В] , и снизу) . Неймаи установил , 
что существует непрерывная веприводимая (в том смысле ,  что 
лишь О или 1 обладают единственными дополнениями) нётерова 
структура L, которая изоморфна структуре главных правых 
идеалов векоторого регулярного кольца !/l (L) . Недавно Гудёрл 
[7 4] доказал удивительную теорему: 

R = !ll(L) естъ (самоиn "Ъе-ктивnое справа и слева) простое -кольцо . 
Доказательство - это прямое применение теоремы Гудёрла 19 .66 ,  
которая устанавливает, что каждый идеал самоинъективного 
регулярного кольца R имеет вид Н(а) для векоторого бесконеч­
ного кардинала а .  (R самоинъективно слева и справа по критерию 
Утуми [65] , а именно R - прямая сумма n изоморфных левых 
(правых) идеалов , где п - порядок структуры L.) Поскольку 
при а ::::;;; � имеем Н(а) � Н(�) , то для установления простоты 
кольца R достаточно доказать , что H(N 0) = R, т. е. 1 Е H(N0} .  
Но по другой теореме Утуми 19.41 кольцо R конечно по Дедекинду 
(ху = 1 ==> ух = 1) и, значит, в силу инъективности модуля Rв 
не может быть изоморфно никакому собственному правому идеалу. 
В частности, R ::/:: E[N 0(Rн) ] ,  поэтому 1 Е H(N0} и R просто . 

В лекциях автора [67, стр . 130] был поднят вопрос о строении 
неартинова простого самоинъентивного справа кольца А .  Обяза­
тельно ли оно самоинъективно слева? И если это так , то сохра­
няется ли это свойство ,  если А - максимальное правое кольцо 
частных простой области целостности К? Ответ на этот второй 
вопрос был дан, лишь когда Rоззенс, отвечая на вопрос Лтегаон­
кара ,  построил пример простой области главных левых идеалов R, 
которая не является правой областью Оре. (Rоззенс [72] пока­
вал , что она не является нётеровой справа, но ив его доказатель­
ства следует, что она не будет правой областью Оре ; появляется 
новая проблема : существует ли правая область Оре,  не являю­
щаяся нётеровой справа? (Ср . Камилло - Rоэзенс [73] . )  Если 
А - максимальное правое кольцо частных кольца R, то оно 
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самоинъективно справа по 19 .35. Кроме того , любой иенулевой 
элемент :t Е R имеет левый обратный в А .  В силу самоинъектив­
иости кольца А существует у Е А ,  такой , что y:cR = R, откуда 
у:с = 1 . Если А самоинъективно и слева ,  то 19 .41 показывает, 
что каждый элемент из R обратим в А , а значит, А - тело и R ­
правая область Оре. 

Доказательство Коззенса имеет два непосредственных след­
ствия : 

( 1 )  Для любой области целостности R кольцо А = ii просто 
и регулярно , причем оно самоинъективно слева и сnрава тогда 
и только тогда, когда R - nравая область Оре ,- факт, который 
мне nервым сообщил Рооз, отвечая на nервый из моих вопросов; 
но для ответа на второй требовал ось существование простой 
области целостности , не являющейся областью Оре.  

(2 )  Второе следствие этого доказательства и того факта,  что 
координатизирующие кольца Ней:м:ана неартиновы и самоинъек­
тивны с обоих сторон, состоит в том, что не каждое самоинъек­
тивное сnрава кольцо является максимальным кольцом частных 
пекоторой области целостности. (Однако Хендельмен отметил 
(в частном nисьме) , что , возможно , таковым будем любое беско­
нечное дедекиндово самоинъективное сnрава регулярное кольцо . 
См. также Гудёрл - Хендельмен [75] . )  

Мы отметили частичное решение Гудёрлом проблемы Каnлав­
екого о импликации (nервичное '* nримитивное) для регулярных 
колец (19 .67) .  Здесь имеются также некоторые достижения в слу­
чае регулярных груnnовых колец (Форманек , Пассман, а также 
Форманек и Снайдер) . Мы не будем на них останавливаться , ука­
жем лишь несколько основоnолагающих результатов , включая 
характеризацию Харады и Ауслендера регулярных груnnовых 
колец и характеризацию Конвела nервичных груnnовых колец, 
а также ряд утверждений (см. ynp . 1 1 - 19) ,  в который входит 
упрощающая лемма Фишера Дж. В .  и Свайдера [74] . (По близким 
воnросам, касающимся полупростоты групnовых алгебр над 
полем характеристики О, следует обратиться к работам Ауслен­
дера [59] или Пасемава [62] , [71 ] ,  [ 7 7] . )  

Упражнения 19 . 37 и 19 . 38 содержат ряд результатов о строении 
максимальных правых колец частных Q кольца R (которое обычно 
предполагается антисингулярным справа) . Например , выясняется, 
когда Q является 1 )  произведением колец всех линейных преобра­
зований векторных пространств (Чейз - Фейс [65] ) ;  2) левым 
Jюльцом частных (Утуми [63Ь ] , [63с] ) ;  3) плоским левым Я-моду­
лем (Сандомирский [67] , Катефорис [69а] ) ;  4) гомоморфным обра­
зом кольца R в категории RINGS (Силвер [67] ) ,  а также рассмат­
риваются некоторые результаты о вложении конечно порожден­
ных антисингулярных модулей в свободные (Гудёрл [71 ] ) ,  об их 
проективности (Катефорис [69Ь ] )  или о проективности модуля Q 
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(Виола-Приоли [73] , Хендельмен - Лоуренс [75] и Хендельмен 
[75] ) .  Кроме того,  выясняется строение антисингулярных модулей 
над самоинъективными кольцами (Сандомирский [68] и Зельма­
нович [71 ] ) .  Ср . Б ойл и Гудёрл [75] , где приведена классификация 
с точностью до изоморфизма антисингулярных инъективных моду­
лей по их <<рангу>> . 

Теорема плотности Шевалле - Джекобеона в категорной фор­
мулировке (и для контекста Мориты) была установлена Амидуром 
[71 ] ,  Фуллером [74] и Зельмановичем [73] . (Последний в [72} 
изучал также регулярные модули. )  См. также Мюллер [7  4] . 

Куртер [69] выяснил , когда каждый модуль рационально 
замкнут (а также исследовал дуальное понятие корационально 
замкнутого модуля) . Сторрер [71а] , [71Ь]  изучал максимальные 
рациональные расширения в общем случае и над совершенными 
кольцами. 

У орфилд [72Ь] ввел понятие кольца , обладающего как модуль 
свойством замены (см .  определение перед 19 .21 ) ,  а Монк [72} 
охарактеризовал такие кольца , показав , что это более широкий 
класс колец, чем SВI-кольца, регулярные по модулю радикала .  

Любое булево кольцо R - это коммутативное регулярное> 
кольцо и, как отмечено в т.  1 ,  3.2 .9 ,  стр . 155 ,  каждое булево 
кольцо R можно вложить в булево кольцо подмножеств Pow Х 
некоторого множества Х (Стоун) . Кроме того , если А - произ­
вольное коммутативное кольцо, то существует булево кольцо 
ldem А ,  состоящее из всех идемпотентных элементов кольца А 
со следующими операциями сложения и умножения : 

а + Ь = а + Ь - 2аЬ и а ·  Ь = аЬ. 

Функтор А � I dem А (из категории коммутативных колец в кате­
горию булевых колец) обладает сопряженным слева ,  который 
ставит в соответствие каждому булеву кольцу В кольцо Z[B] , 
определяемое системой образующих { [ Ы}ьЕв и соотношениями 

[ 1 ]  = 1 , [О] = О, [а + Ь] = [а] + [ Ь] - 2[а] [ Ь] ,  [а• ЬJ = [а] • [Ь] .  

Кроме того, отображение В -+ l dem Z[B] , переводящее Ь в [ Ь] -
кольцевой мономорфизм.  Детали, усиления и обобщения см. 
у Бергмана [72] . По поводу обобщений теоремы Стоуна о пред­
ставлении булевых колец на (би)регулярные кольца см. Арене -
Капланекий [48] , Капланекий [50] и Джекобсон [64] , особенно 
гл .  I X  последней монографии о строении структурного простран­
ства кольца (т. е. о топологии на множестве его примитинных 
идеалов) .  

М аккой и Монтгомери [37] показали, что любое р-кольцо· 
вкладывается в прямую сумму некоторого множества экземпляро:во 
кольца GF(p) . Мы отметили замечательное обобщение Стринголла 
[ 7 1 ]  в упр . 30. 
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Вне всякого сомнения, наилучшая из основополагающих книr 
по примитивным кольцам - это «Строение колеЦ» (Джекобсов 
[64] ; особенно примеры на стр . 35-37 и стр . 251 -255 дополнения 
А) .  Книга Ламбека <<Кольца и модули» [71Ь]  - ни с чем не срав­
нимое пособие по максимальным кольцам частных, а «Теория кру­
чения , аддитивная семантика и кольца частных>> [71 а] - по кольцам 
частных , меньшим, чем максимальные . (Мы были предупреж­
дены, если не подготовлены, локаливациями Габриелл и катего­
риями частных в гл. 15 и 16 ( 1 ,  особенно стр . 643-657) , что прак­
тически все - это «теория кручению> !  Но  при чем здесь семан­
тика?) 

Существует теория кручения в смысле т . 1 ( 16 .8В,  стр . 645) , 
которая ставит в соответствие каждому модулю М его <<nериоди­
ческий>> подмоду ль,  а именно sing М, так, что антисингулярный 
подмодуль - модуль без кручения. Кроме того ,  существует 
теория кручения, которая ставит в соответствие каждому моду­
лю М «Периодический» подмоду ль, состоящий из всех х Е М, 
аннулирующих какой-либо правый идеал /, для которого коль­
цо R служит рациональным расшире аием. (Такие правые идеалы 
называются плотными в R [см .  1 ,  стр . 647 ] . )  Теория кручения , 
определенная таким образом , есть наибольшая , для которой· 
R - модуль без кручения. (См. 1 ,  упр . 1 . 3  к гл . 1 6  в свя3и с 
этим. )  

Б ольшая часть основных результатов (но  не  все они) о квазиинъ­
ективных модулях и их кольцах эндоморфизмов ,  рациональны& 
расширения Фивделя - Ламбека и максимальные кольца частных 
Джонсона - Утуми содержатся в лекциях автора [67] . 

Понятие антисингулярного справа кольца , введенное Джон­
соном [51 ] ,  [53] , [61 ] ,  [65а] , обобщает понятия области целостности, 
простого кольца и регулярного кольца. Для коммутативной: 
области целостности сингулярный подмодуль является периоди­
ческим подмодулем. Капланекий [52J показал , что в этом случае­
все конечно порожденные модули расщепляются (т. е .  периоди­
ческий подмодуль выделяется в модуле прямым слагаемым) тогда 
и только тогда, когда исходное кольцо полунаследственно. Кроме­
того , все ограниченные модули над областью целостности расщеп­
ляются тогда и только тогда , когда эта область целостности деде­
киндова (Капланский [52] , Чейз [60] ) .  Гудёрл [72] , [73а] провел· 
обширное исследование по поводу выделения прямым слагаемым 
сингулярного подмодуля над антисингулярным кольцом (вклю­
чая вопрос о проективности и инъективности сингулярного под­
модуля) . Мы привели в качестве упражнения теорему Тепли 
о том , когда каждый сингулярный подмодуль выделяется прямым 
слагаемым : правая глобальная размерность кольца должна быть. 
меньше или равна 2 (Тепли [70] ) ,  причем это верхняя грань дости­
гается (Фулберт - Тепли [72] ) .  Гудёрл [73а] охарактеризовал. 
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.эти так называемые расщепляющиеся кольца в случае , когда они 
iИмеют нулевой правый цоколь (см. упр . 32-33) . 

Rольцо R называется истинным справа расширением своего 
подкольца А ,  если каждый неиулевой правый идеал этого кольца 
имеет неиулевое пересечение с А ,  и строго истинным справа, 
.если каждый замкнутый правый идеал кольца А есть сокращение 
правого идеала кольца R. Фейс и Утуми [64Ы охарактеризовали 
максимальное правое кольцо частных А антисингулярного справа 
кольца А с помощью свойства строгой истинности справа ,  когда 
А не имеет строго регулярных идеалов . (Последнее условие исклю-
чает случай, когда А - область целостности, а А - тело . )  Rроме 
того ,  в этом случае любое строго истинное справа расширение R 
кольца А вкладывается в А .  Предполагая, что А является также 
.левым кольцом частных, можно доказать то же самое для истин­
ных справа расширений. В некоторых других случаях (например , 
когда А полупервично и является правым кольцом Голди или 
когда А - антисингулярное справа первичное кольцо , содержа­
щее однородный правый идеал) тоже достаточно истинности спра­
ва .  (См. Хатчинсон [69] и О 'Мира [73] ; О 'Мира [75] также опре­
делил правые порядки в кольцах всех линейных иреобразований 
бесконечномерных векторных пространств . )  

Харада [65] и Мнясита [65] докавали много теорем о Ql-моду­
.лях , включая следствие 19 . 6(а) (доказанное Фейсом и Утуми 
{64а] ) .  Харада доказал , что в любом квазиинъективном модуле М 
подмодуль cl(cl(O) )  (где замыкание cl(N) подмодуля N определяет­
ся как множество всех х Е М, таких , что ann x/N, или х-1N, ­
· существенный правый идеал) выделяется прямым слагаемым 
( 19 .30(а)) . Харада применил этот результат, чтобы установить 
разложение QF-кольца в произведение классически полупростого 
кольца и кольца R, такого, что cl(cl(O)) = R. (Ср . с введенным 
Холлом [40] и Брауном - Маккоем [50] понятием кольца, огра­
ниченного своим радикалом. ) 

Харада [65] выяснил строение неразложимого Ql-модуля над 
дедекиндовой областью (ер .  также Фоссум [71 ] ) . Этот ревультат 
вытекает ив того факта , что квазиинъективный модуль над нёте­
ровым справа кольцом есть прямая сумма неразложимых квави­
инъективных модулей. (Ср . теорему Матлиса - Паппа 20.6 .  
См. также 20. 6А. ) Далее Харада [72] определил строение нёте­
ровых кваsиинъективных модулей над коммутативным кольцом 
(они оказались также артиновыми) . Это частично решает вопрос, 
который я поставил в [67, стр . 127 , проблема 2] : выяснить, какие 
кольца служат кольцами эндоморфизмов квазиинъективных моду­
лей конечной длины. (Другой поставленный там вопрос все 
еще открыт : каково строение квазиинъективного модуля конечной 
длины, удовлетворяющего в силу 19 . 10  аннуляторному условию?) 
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Кольца с квазиинъективными правыми идеалами изучалисъ 
Джейном, Мохамедом и Сингхом [69] и Мохамедом [69] , [70] . 
В случае когда все циклические модули квазиинъективны, следует 
обратиться к статье Ахсана [73] , а если все собственные цикличе­
ские модули инъективны - к статье Бойл [74] или Фейса [73] . 
Диксон и Фуллер [69] выяснили, когда каждый подмодуль нераз­
ложимого инъективного модуля над конечномерной алгеброй 
квазиинъективен. (Такие алгебры являются кольцами конечного 
модульного типа (см. гл . 20) . Харада [65 , р .  356] показал , что на 
самом деле любое артиново полуцепное кольцо (терминология гл . 25) 
обладает этим свойством. ) См . также Фуллер [76] . 

Кольцо R называется FР-инъективным, если любой гомомор­
физм f: I -+  R конечно поротденного правого идеала продол­
жается до гомоморфизма f' :  R -+  R.  Таким образом ,  эти кольца 
обобщают и регулярные , и самоинъективные справа кольца. 
Джейн [73а] показал , что кольцо R FР-инъективно справа в том 
и только том случае , когда каждый конечно представимый левый 
R-модулъ полурефлексивен; если кольцо когерентно справа ,  то 
это условие можно усилить до рефлексивности. Было бы инте­
ресно рассказать о многочисленных работах по FР-инъективным 
кольцам, но это явно невозможно (ер . Джейн [73bl ) .  

В .  П. Елизаров [69] составил обширный обзор по кольцам 
частных , библиография которого насчитывает несколько сотен 
наз ваний. 

Иванов [70] выяснил строение антисингулярного кольца с ми­
нимальными односторонними идеалами, обобщая работы Голди 
[64] , Колби и Раттера [68] и других. 

Ламбек [71Ь]  изучал локализации, используя квазиинъектив­
ные модули вместо инъективных , и обобщил теорему плотности. 
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[ 74] , Сандомирсний [70] , Фейс [74] .  



Глава 20 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОЛЕЦ И МОДУЛЕИ 
В ВИДЕ ПРЯМЫХ СУММ 

Пусть С - класс правых В-модулей. Модуль М называется 
�-С-модулем, если он изоморфен прямой сумме модулей, при­
надлежащих классу С. Класс всех таких модулей обозначим 
через �-С. Если о/Н - класс правых В-модулей, являющихся 
�-С-модулями, то мы говорим, что В - кольцо с �-С-о/Н-мо­
дулями. В частности, если о/Н - класс (инъективных) правых 
В-модулей, а С - класс конечно порожденных правых В-модулей, 
то мы будем писать, что В - кольцо с �-конечно поротденными 
(инъективными) правыми модулями. Аналогично утверждение 
о том, что В - кольцо с �-циклическими (инъективными) пра­
выми модулями означает, что каждый (инъективный) правый 
В-модуль - прямая сумма циклических модулей. В этом случае 
мы будем также называть В �-цимическим справа кольцом. 
(Заметим, что при этом В рассматривается как объект категории 
RINGS ,  а не mod-B ; строго говоря, �-циклической оказывается 
вся категория mod-B , а не только BR. )  

Пусть fin. gen. mod-R - подкласс конечно порожденных моду­
лей категории mod-B . Если С - подкласс категории mod-R , 
то через а-С обозначим класс (�-С) П (fin. gen. mod-B) , состоя­
щий из всех конечно порожденных модулей, являющихся �-С-мо­
дулями. Тогда В называется а-цимическим справа, если каждый 
конечно порожденный правый В-модуль является прямой суммой 
циклических модулей. 

Пусть а - произволъное кардинальное число. Модуль М 
называется а-порожденным, если он порождается не более чем 
а элементами. Если каждый неразложимый правый R-модулъ 
является а-порожденным, то кольцо В называется а-генным. 
В этом случае мы также говорим, что В есть В G-кольцо (В G -
сокращение для bounded generator) . Если существует целое число 
n > О, такое, что каждый конечно порожденный неразложимый 
R-модулъ п-nорожден ,  то В называется FВ G-кольцом или коль­
Цом ограниченного модульного типа. 

Если С - класс модулей над R ,  таких, что каждый неразло­
жимый модуль М из класса С а-порожден, то В называется 
С-а-генным кольцом, например , инъективно-а-генное кольцо ­
это ' кольцо , над которым ;каждый неразложимый инъективный 
модуль а-порожден. Если все конечно порожденные модули из 
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класса С являются п-порожденными для векоторого натурально­
го п, то говорят, что R является F-С-п-генным. 

Вместо 1-генных мы будем говорить о циклически-генных коль­
цах . Если для векоторого целого числа п > О каждый (правый} 
В-модуль есть прямая сумма п-порожденных модулей, то говорят, 
что R - правое �-п-генное кольцо . (Тогда R оказывается п-ген­
ным справа кольцом.) Если каждый конечно порожденный правый 
В-модуль - прямая сумма п-порожденных для фиксированного· 
числа п, то R называется а-п-генным кольцом. Rаждое п-генное 
кольцо А подобно циклически-генному кольцу (теорема 20. 39) . 

Rолъцо R называется кольцом сильно конечного (соотв .  
конечного) модульного типа, если число неизоморфных (конечно­
порожденных) неразложимых правых В-модулей конечно. Такие 
кольца называются также FM- и FFМ-кольцами соответственно. 
(На самом деле в этой главе рассматриваются только FFМ-колъца , 
известные в литературе также под названием колец с конечныи 
числом представлений. )  Во введении к тому 2 мы уже обсудили 
(но нигде не доказываем) такую гипотезу Брауэра - Тролла : 

правое FВ G-колъцо является правым FFМ-колъцом�а 

т. е. ог:раниченностъ модульного типа влечет за собой его конеч­
ность. (Rак уже отмечалосъ , А. В. Ройтер [68] подтвердил это­
для кольца R , являющегося конечномерной алгеброй над полем� 
а Ауслендер [7 4] , используя другие методы, распространил спра­
ведливость гипотезы Брауэра - Тролла на артиновы кольца. 
См. также замечания к этой главе. )  

Сводна результатов о разложеииях модулей 
в прямую сумму 

Здесь мы перечислим некоторые теоремы, доказанные в этой 
главе (включая одну доказанную в гл. 24) . Мы призываем читателя 
обратиться к гл. 25 (полуцепные и �-циклические кольца) за 
другими теоремами этого рода. 

20.7. Теорема (Фейс - Уокер Э. [67 ] ) .  Все нераадожимые 
ин1ьективные правые .модуди а-порождены ддя некоторого а тогда 
и тодько тогда, когда кодьцо R нётерово справа. 

20.6  и 20.9 .  Теорема (Матлис [58] , Папп [59]). R - кодьцо­
с � -нераВ.Itожи.мы.ми ин"Ьективны:ми правы:ми .модум:ми тогда 
и тодько тогда, когда оно нётерово справа. 

20. 17-20. 18 .  Теорема (Фейс - Уокер Э. [67] ) .  Есди R ­
кодьцо с �-конечно порожденны.ми ин"Ьективны.ми правы.ми .моду­
ДЯJИ,и, то оно артиново справа; ддя коммутативных кодец верно­
и обратное утверждение. 
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24. 14 .  Теорема (Фейс - Уокер Э. [67 ]  и Фейс [66Ь] ) .  Квави­
фробепиусово кольцо В является кольцом с �-циклическими иn'Ъек­
тивпы.ми правыми модулями; для коммутативпых колец верпо· 
и обратпое утверждепие 1) . 

20.23. Теорема. Следующие условия эквивалептпы и влекут ва 
собой правую артиповость кольца В : 

(а) Существует мпожество {Mt}t EI правых В-модулей, таких, 
что каждый правый модуль ивоморфеп прямой сумме модулей ив 
семейства {М t} i EI· 

(Ь) Существует кардипальпое число а ,  такое, что каждый 
правый В-модуль является прямой суммой модулей, каждый ив· 
которых порождается множеством мощпости, ne превосходя­
щей а, т. е. R - правое �-а-геии ое кольцо. 

20.42. Теорема (Уорфилд [70]) .  К оммутативпое локальпое 
FВ G-кольцо является кольцом пормировапия (в том смысле , что 
идеалы кольца липейпо упорядочепы) . 

20.49. Теорема (Rапланский [52] , Матлис [66] , Гилл [ 7 1 ] ,. 
Лафон [ 71а ] , Уорфилд [70]) . Локальпое коммутативпое кольцо R 
является а-циклическим тогда и только тогда, когда ono - почти 
максимальпое кольцо пормировапия (в смысле Капланекого [52] ) .  

Сводка результатов о прямых разложенивх колец 
Мы также включили в эту главу теоремы о разложениях колец 

в конечное прямое произведение (полу)первичных и артиновых 
колец и в том числе следующие результаты: 

20. 30. Теорема Чаттерса о нётеровых наследственных кольцах. 

20. 32. Теорема Леви о полупервичных наследственных справа 
правых кольцах Голди. 

20.35 .  :Критерий Робеона для разложимости нётерова кольца 
в прямую сумму полупервичного и артинова.  

20.37 .  Теорема Rрулля - Асано - Голди о кольцах главных 
идеалов . 

Понятием, оказавшимен полезным в широком круге приложе­
ний, является понятие � -инъективности модуля М. Оно озна­
чает , что как М, так и каждая прямая сумма любого множества 
экземпляров модуля М являются инъективными модулями. Это 
свойство можно охарактеризовать условием обрыва возрастаю-

1) Мы напомним, что ва этим результатом читателю следует обратиться 
к rл. 24. 
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щих цепей правых идеалов , являющихся аннуляторами подмно­
жеств модуля М, и из него вытекает , что кольцо R/ann8 М удо­
влетворяет условию максимальности для прямых сумм (20. 3А). 
�та теорема используется при характеризации QF-колец (гл. 24) . 

Другая теорема, имеющая многочисленные приложения, ­
зто теорема Чейза ,  которая утверждает, что если каждое прямое 
nроизведение Ra экземпляров кольца R является П -чистым 
подмодулем прямой суммы правых модулей, мощность которых 
-ограничена пекоторой мощностью, не зависящей от а ,  то R удо­
влетворяет условию минимальности для главных левых идеалов 
{20.21) . Таким образом, из теоремы Чейза следует, что 'Jl.,Ф -
не свободная группа 1) (20 .22) .  Более того , в объединении с 20. 7  
'Теорема Чейза влечет за собой теорему 20. 23 (см. также 22. 3 1В . )  

Представления инъективных модулей 
в виде прямых сумм 

В любой категории произведение инъективных объектов инъек­
'Тивно ; однако копроизведение инъективных объектов , вообще 
говоря, не инъективно. 

20. 1 .  Теорема (Rартан - Эйленберг - Басе) . С.rtедующие усло­
.вия на полъцо R эrюи.валентны: 

(а) R нётерово справа. 
(Ь) Любая прямая сумма ин"Ьеnтивных правых В-модулей 

ин"Ьеnтивна. 
(с) Любая счетная прямая су.м.ма ин"Ьептивных правых R-мо­

.дулей ин'Ъептивна. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. (а) => (Ь) .  Пусть f: А -+ � ЕВ Mt = 
iEI 

= М - гомоморфизм правого идеала А в прямую сумму М 
инъективных модулей. Поскольку А конечно порожден, imf с: 
с: М' , где М' - сумма некоторого конечного набора модулей Mt . 
Так как сумма прямая, то М' - инъективный модуль. Поэтому 
гомоморфизм f: А -+ М' , а с ним и f: А -+ М  :индуцируются левой 
гомотетией. Следовательно,  по критерию Бэра ( 1 , 3 .41 , стр . 205) 
М инъективен. 

(с) => (а) . Пусть /1 с: /2 s;;;; • • • с: In с: • • •  - цепь правых 
идеалов , 

1) Точнее, это следует не из приведеивой здесь формупировки теоремы 
Чейза, а из теоремы 20. 2 1 . - Пр им. · nepee. 
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00 
- инъективная оболочка правого В-модуля BII n • I = U I n •  

n= 1 
00 

Е = � еэ Еп, fп : I -+ Еп - гомоморфизм , задаваемый правилом n= 1  
00 

fп (х) = [х + Iп ] , и пусть f : / -+ Е - прямая сумма � 8Э fп этих 
n=i 

гомоморфизмов. Поскольку Е инъективен , то f индуцируется 
левой гомотетией с коэффициентом т Е М. Поэтому 

t 
im f = тВ = � еэ En 

n= i 
для векоторого t < оо (в силу конечной порожденности модуля 
тВ) . Но тогда I n = I n+I для всех n > t,  следовательно , В нёте­
рово. D 

_L -инъективные модули 
Пусть М есть В-модуль с кольцом эндоморфизмов S = End М я .  

Через А1(М, В) мы будем обозначать множество S-подмодулей 
модуля М, являющихся аннуляторами подмножеств кольца В .  
Таким образом, Х Е А1(М, В) тогда и только тогда , когда 

Х = annм annя Х = .l (X.l ) ,  
rде .l обозначает взятие аннулятора .  Аналогично ./1;7(М, В )  
обозначает множество правых идеалов кольца В ,  имеющих вид 
Xj_ , где Х - подмножество  из М. Итак, I Е А7(М , В)  тогда 
и только тогда, когда I = annя annм I (ер . 19 . 10 и далее) . Заме­
тим,  что если М - точный модуль, то любое прямое слагаемое 
модуля Вя является аннулятором, точнее ,  любой правый идеал, 
порожденный идемпотевтом е Е В, является правым аннулятором 
подмножества М(1 - е) = {т Е М 1 те = 0} . 

Пусть {Ма}аел - семейство правых В-модулей , индексиро­
ванное множеством А .  Если М а для любого а Е А изоморфен 
фиксированному правому модулю М, то положим 

и 
МА = п М а (прямое произведение) 4ЕА 

М(А) = � 8;) М а (прямая сумма) . аЕА 
Если А - счетное множество ,  то положим М00 = мА и лrro) = 

= 11J<A>, 
Если модуль М инъективен, то МА инъективен для любого 

множества индексов А ;  будем говорить, что М � -инъективен, 
1 2  К Фейс 
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если м<АJ инъективен для любого множества индексов А ;  М на­
зывается счетно L-инъективным, если м<ш) инъективен. 

20.2А. Предложение (Фейс [66а] ) .  Если М Е mod-R , то 
dl:r(M, R) удовлетворяет условию :мдкси:;,",альпости тогда и толмо 
тогда, когда каждый правый идеал 1 кольца R содержит копечпо 
порождеппый правый идеал 11 , такой, что .L 1 = .L 11• 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что dl:r(M, R) обладает 
условием максимальности или , эквивалентно ,  dl:1(M, R) удо­
влетворяет условию минимальности. Пусть 1 - правый идеал 
кольца R и 11 - конечно порожденный правый идеал,  такой, 
что .L 11 минимален в семействе { .L К}, где К пробегает все конечно 
поротденные идеалы, лежащие в 1, и анну.тrятор .L К берется 
в М. Если х Е /, то правый идеал Q = 11 + xR конечно порож­
ден, Q � 1 и .L Q = .L 11• Ввиду выбора 11 отсюда следует, что 
.L Q = .L 11 , и потому .L 11х = О. Так как это верно для любого 
х Е I, то .t 111 = О, т .  е .  _]_ 11 � .L I. Но поскольку 11 � I, то 
.L 11 = .L 1, и поэтому .L 11 = ..L 1, как и утверждалось. 

Обратно , пусть 11 = 12 = . . . = In = . . . - цепь правых 
идеалов кольца R ,  принадлежащих dl:т(M, R) . Пусть Xi = TJi , 
i = 1 ,  2 ,  . . .  , - соответствующие элементы из dl:1(M, R) , 1 = 

00 
= U Ii , и пусть J1 - конечно порожденный правый идеал, такой, 

i=i 
что J1 = 1 и .LI = .LJ1• Так как J1 конечно порожден, то суще­
ствует целое число q, такое, что J1 = Ik для всех k ;:;:= q, т. е . 
.L J1 � xk = j_ 1 k Д.'IЯ всех k ;:;:: q. Но 

J.Jt = .Lf =  n Хп = Хk, 
n= i 

т. е .  Xk = .LJ1 для всех k ;:;:,  q. Тогда Ik = Xi = Iq для всех 
k ;:;:= q,  что завершает доказательство предложения. О 

В случае , когда М = R ,  dl:1(M, R) (соотв . Лr(М, R)) совпа­
дает просто со структурой левых (соотв . правых) аннуляторных 
идеалов кольца R ,  что приводит к такому следствию. 

20.2В. Следствие. Кольцо R удовлетворяет условию максималь­
пости длл правых аппуллторпых идеалов тогда и только тогда, 
когда каждый правый идеал 1 содержит копечпо порождеппый 
правый идеал 11 с те.м же са.мы.м левым аппуллторо.м (т. е . .LJ = 
= Ч1) .  о 



r .!/,, 20. л редстамепия по.л,ец и моду.л,ей в виде прямых сумм 1 79 

20.3А.  Предложение (Фейс [66] ) .  Сдедующие усдовия па ип-ъеп-
тивпый .модудь М Е mod-R эпвивмептпы; 

, 

(а) М счетно � -ип-ъептивеп. 
(Ь) R удометворяет усдовию .мапси.мадьпости одя правых 

идеа.!lОв иа .ll7(M, R) . 
(с) М "S-ип-ъептивеп. 
Есди это тап, то R/annн М удометворяет усдовию .мапсu­

.мадьпости ддя правых идеадов, порождеппых иде.мпотепта.ми 
(иди, что ввиду 22. 28 эпвивмептпо , R/annн М не содержит беспо­
печного .мпожества ортогопадьпых иде.мпотептов) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) ::::? (Ь) . Пусть /1 с /2 с . . . 
. . . с 1 т с . . . - строго возрастающая последовательность пра-

"" 
вых идеалов в .llт(M, R) ,  1 = U /n , и пусть Xn - элемент анну-

n= t 
лятора j_In (взятого в М) , не лежащий в J.In+l • n = 1 , 2 , . . . . 
Если r Е /, то существует число q, такое , что r Е 1 k для всех 
k ;;:::: q,  и так как j_lq :::J J.Ik для всех k ;;:::: q, то xkr = О для всех 
k ;;:::: q. Поэтому элемент r' = (x1r ,  . . .  , xnr, . . .  ) лежит в м<rо>, 
даже если х = (х1 , . . .  , Xn , • • • ) лежит в мrо. Пусть f обозначае't' 
отображение , определенное правилом f(r) = r' для всех r Е 1. 
Предположим теперь ,  что м<rо> инъективен, и найдем по критерию 
Бэра 3 .41  элемент у = (у1 , • • •  , Ym•  О ,  • . . . ) Е м<rо> ,  такой, что 

f(r) = yr = (y1r, • • •  , Ymr, О ,  • . . ) = 
= (x1r ,  . . .  , Xmr , . • . ) для всех r Е /. 

Но это влечет за собой равенство Xtr = О для всех t > т и всех 
r Е /,  т .  е .  Xt Е J. 1 = J. ltн в противоречие с выбором Xt . Итак, 
(а) ::::? (Ь).  

(Ь) ::::? (с) . Пусть 1 - правый идеал кольца R и /1 = r1R + . . . 
. . . + rnR - конечно порожденный правый идеал, такой, что 
/1 s;; 1 и J. 1 = j_ /1. Он существует в силу 20. 2А.  Пусть f: 1 -+ 
-+ м<А> - любой гомоморфизм. Так как МА инъективен, то 
существует элемент р Е МА, такой, что f(r) = pr для всех r Е /. 
Так как f(r;) = pr; Е мСА> , i = 1 , • • .  , n, то существует элемент 
р '  Е м<А\ такой , что Par; = p�ri для всех а Е А ,  i = 1 ,  . . .  , n, 
где ga есть а-я координата элемента g Е МА. Так как r1 , . • .  , rn 
порождают /1 , то отсюда следует, что pr = p'r  для всех r Е /1 , 
откуда (Ра - р�) Е J. /1 для всех а Е А . Поскольку J. 1 = J. /1 ,  
из этого вытекает , что РаХ = р�х для всех а Е А и всех х Е /; 
значит , рх = р 'х для всех х Е /. Таким образом, f(x) = р 'х Для 
всех х Е 1 и р '  Е м<А> . Поэтому м<А) инъективен в силу критерия 
1 2 *  
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Бэра 3 .41 .  Итак, (Ь) => (с) , что завершает доказательство  экви­
валентности условий (а) - (с) . Если М � -инъективен, то он 
точен и � -инъективен как иравый (R/annн М)-модуль и приме­
некие (Ь) к R/annн М дает условие максимальности для правых 
идеалов , порожденных идемпотентами 1) . D 

20.3В. Предложение (Гурсо - Валетт [75]) . Ес.ли R об.ладает 
точны.м, � -ин-ьеrотивны.м, правым моду.лем М, то R удов.летворяет 
ус.ловию маrосима.льности д.ля прямых с.лагаемых. 

00 
Д о к а 3 а т е л ь с т в о .  Пусть I = � ЕJЭ XnR - бесконечная 

n= i 
прямая сумма иенулевых циклических правых идеалов кольца R.  
Так как модуль М точен, то  для каждого п существует элемент 
Уп Е м, такой, что УпХп =1= о. Тогда морфизм f : 1 - м(N) '  такой, 
что 

Рт(f(хп) )  = бтпУпХп (б - символ Rронекера) , 

не может быть продолжен до отображения R --+ м(N) , что противо­
речит � -инъективности модуля М. D 

Если инъективная оболочка модуля М � -инъективна , то мы 
говорим, что М имеет �-ин-ьеrотивную обо.лочrоу. 

20.3С. Следствие. Ко.льцо R нётерово справа тогда и то.льrоо 
тогда, rоогда mod-R об.ладает � -ин-ьеrотивным rоообрааующим. 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о .  Если R нётерово справа ,  то ,  соглас­
но 20. 1 ,  каждый инъективный модуль � -инъективен. Обратно , 
если Е - кообразующий, то по упражнению 20.4C(f) каждый 
правый идеал кольца R является аннулятором векоторого под-
множества модуля Е. Тогда по 20 . 3А если Е � -инъективен, 
то R удовлетворяет условию максимальности для правых идеа­
лов . О 

20.3D. Следствие (Rypmaн l70] ) .  Ко.льцо R нётерово справа 
тогда и то.лы�о тогда, rоогда пря;мая сумма ин-ье-птивных обо.лоче-п 
.любого семейства простых моду.лей ин-ье-птивна. 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Действительно , тогда mod-R обла­
цает � -инъективным кообразующим. D 

20.3Е. Следствие (Rypmaн [70] ) .  Ес.ли -паждый по.лупростой 
правый R-моду.ль ин-ье-птивен , то R нётерово справа . 

1) Пасхольку для любого идемnатента е кольца 1i = R/ann нМ имеет 
место включение eR Е dlr (М, R) (см. начало naparpaфa) . - Пр и;м, . перев. 
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Таним образом , эти нольца являются в точности нётеровыми 
справа правыми V-нольцами. 

3 а м е ч  а н и е .  Куршан доказал результат , более сильный, 
чем приведенный нами в 20.3D : он требует выполнения уназанного 
условия лишь для счетных наборов простых модулей. 

QI-кольца 
Следующее замечание почти очевидно.  

20.4А. 3 а м е ч а н и е .  Если R - r>о.льцо и М Е mod-R таr>ов , 
что М ЕВ R - r>вазииn'Ьективпый модуль, то М иn'Ьеnтивеп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно в таком случае 
М Е9 R - квазиинъективный модуль ,  соде-ржащий R, и, следо­
вательно , инъективен. D 

Это доказывает эквивалентность условий (а) и (Ь) в следую­
щем предложении. 

20.4В. Предложение (RёJiep [70] ) . Следующие два условия 
на r>о.льцо R эквива.лептпы: 

(а) R - правое QI -ко.льцо ; 
(Ь) прямая сумма .любых двух пвазииn'Ьеnтивпых правых R-мо­

ду.лей r>вазииn'Ьективпа. 
Если эти условия выпо.лпяются, то R пётерово справа. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Так как любой полупростой модуль ,  
будучи квазиинъективным , инъективен, то R нётерово справа 
по 20.3Е . D 

20.4С. У п р  а ж н е н и е (Фейс [72Ь] ) .  Напомним определе­
ние из гл. 1 9 :  эндоконечность - это конечная порожденность 
нак модуля над кольцом эндоморфизмов . Пусть М - правый 
R-модуль и R = R/annR М. 

(а) Доказать справедливость утверждений· ( 1 )  - (4) : 
( 1 )  Если li нлассически полупросто и является плоским левым 

Н-модулем , то М � -инъективен и эндоконечен. 
(2) Если М имеет � -инъективную оболочку М и li - регу­

лярное кольцо , то li классически полупросто.  
(3)  Если М имеет � -инъективную оболочку М и Rольцо 

R/annR М регулярно , то М = М эндоконечен и R классически 
полупросто . 

(4) Если М - полупростой эндоконечный правый R-модуль ,  
то  li = R/annR М классически полупросто . Н.роме того ,  М инъек­
тивен в mod-R тогда и только тогда , когда R - плоский левый 
R-модуль.  
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(Ь} Для правого модуля М над регулярным кольцом R сле-
дующие условия эквивалентны: 

( 1 )  М имеет � -инъективную оболочку в mod-R . 
(2) М имеет � -инъективную оболочку в mod-(R/annя М) . 
(3) R/annя М - классически полупростое кольцо . 
(4) М - полупростой инъективный эндоконечный правый 

R-модуль.  
(с) Если Е - неразложимый инъективный модуль над R и Е 

не содержит иенулевых вполне инвариантных подмодулей (т. е .  
Е является NFI-модулем) , то End Ея - тело (т .  е .  Е является 
зндопростравством) при условии, что в семействе правых идеалов 
вида {x.L 1 х Е Е, х =1= О} кольца R существует максимальный эле­
мент. Таким образом, любой неразложимый � -инъективный 
NFI-модуль является эндопространством. 

(d) Rольцо R является правым кольцом Голди тогда и только 
тогда , когда Rя есть � -инъективный модуль.  

(е )  Если максимальное правое кольцо частных S кольца R 
классически полупросто , то Sя есть � -инъективный модуль.  

(f) Если М - кообразующий категории mod-R , то М точен 
и каждый правый идеал кольца R принадлежит .:Лт(М, R) (Розен­
берг и Зелинский [61 ] } .  

* (g) (Длаб и Рингель [72bl . )  Любой эндоконечный кообразую­
щий М категории mod-R сбалансирован ( 1 , стр . 1 62) . (Поскольку 
М точен, отсюда вытекает, что R изоморфно Biend М я канони­
чески. ) 

(h) (Морит а [58] . )  Любой инъективный кообразующий над 
артиновым справа кольцом сбалансирован (применить (g) ) .  

20.5.  Предложение. Если R - правое QI-полъцо , то оно нёте­
рово справа, разлагается в прямое произведение простых полец 
и паждый неразложимый инъептивный правый R-модулъ является 
эндопространством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По 20 . 4В кольцо R нётерово справа .  
R тому же поскольку R - правое V-кольцо , то rad R = О ( 1 , 
7 . 32А, стр . 437) , и потому R - полупервичное правое кольцо 
Голди (1 ,  9 .9 ,  стр . 483) или , что эквивалентно ,  правый порядок 
в классически полупростом кольце . В таком случае ввиду ( 1 , 
7 . 36А , стр . 440) R - прямое произведение простых колец, являю­
щихся очевидным образом Q I-кольцами. Последняя часть утвер­
ждения есть не что иное , как упражнение 20 .4С (а) . О 

Вполне разложимые модули 
Модуль М называется вполне разложимым, если М - прямая 

сумма неразложимых модулей. (Заметьте аномалию : каждый 
неразложимый модуль вполне разложим !)  
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20.6 .  Теорема (Матлис [58] , Папп �59] . ) Если кольцо R нётерово , 
то каждый ин;-ьехтивный модуль вполне разложим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М - инъективный модуль .  
По 7 . 1 7  в М существует неиулевой однородный подмодуль,  а тогда 
по лемме Цорна существует максимальное независимое множество 
Х = { Ui 1 i Е /} иенулевых однородных подмодулей. Пусть для 
щаждого i Е 1 Mi есть инъективная оболочка модуля Ui ,  лежа­
кая в М. Тогда каждый модуль Mi неразложим, а семейство 
{Mi 1 i Е /} также независимо : � Mi = � Е9 Mi ·  Так как R 

i EI i E I  
нётерово ,  то по теореме Rартана - Эйщшберга - Васса 20 . 1  
М' = � Е9 Mi - инъективный модуль и ,  следовательно , прямое 

iEI 
слагаемое модуля М, т. е. М =  М' Е9 N. Если бы модуль N 
был отличен от нуля,  то он содержал бы однородный подмодуль W, 
и тогда семейство { W} U Х однородных подмодулей было бы неза­
висимым в противоречие с максимальностью семейства Х. Сле-
довательно , N = О и модуль М = М' = � Е9 Mi вполне paз-

iEI 
ложим. о 

Папп показал , что это свойство характеризует нётеровы коль­
ца (см. 20.9 ) .  

20.6А. Следствие (Rайо - Рено [70] ) .  Квааиинъехтивный мо­
дуль М является '2:,-хвааиинъехтивным 1) тогда и только тогда , 
когда М �-инъехтивен (и тогда и только тогда , когда R удо­
влетворяет условию максимальности для правых идеалов , аннули­
руе;м,ых подмножествами модуля М) . А это тап в том и только 
том случае, когда М есть пряжая сумма "5",-хвааиинъехтивных 
неразложимых модулей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Остается в качестве упражнения 
(см. 20 . 3А и доказательство 20 . 6) .  О 

Характеризации нетеровых колец 
20.7 .  Теорема (Фейс - Уокер Э . [67] ) . Кольцо R нётерово 

справа тогда и только тогда, когда существует кардинальное 
число с , такое, что любой инъехтивный правый R-модуль разла­
гается в пряжую сумму модулей, каждый иа которых порождается 
с элементами (ер . 20. 19) .  

1) То есть м<А) квазиинъективен для любоrо множества А индексов . ­
Пр иж. перев. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если R нётерово справа , то по 20 .6  
каждый инъективный модуль есть прямая сумма неразложимых 
инъективных модулей. Поскольку каждый неразложимый инъек-
тивный модуль D есть инъективная оболочка С любого своего 
иенулевого циклического подмодуля С, то достаточно показать , 
что существует кардинальное число с, такое , что каждый такой 
модуль D порождается с элементами . Поскольку класс всех клас­
сов изоморфных циклических модулей является множеством, 
то и класс всех классов изоморфных неразложимых инъективных 
модулей есть множество ,  скажем {М; 1 i Е /} .  Если с; - мощ­
ность системы образующих модуля М из класса М; , то с =  .lJ с1 iEI 
(кардинальная сумма) - требуемое кардинальное число .  

Обратно , допустим, что такое кардинальное число существует. 
Кольцо R нётерово справа тогда и только тогда,  когда каждая 
прямая сумма инъективных модулей инъективна (20 . 1 ) .  По нашему 
предположению достаточно показать , что если М - прямая 
сумма }j Е9 М1 инъективных модулей М; , каждый из которых 

i E I 
порождается с элементами, то М инъективен. Для простоты 
пусть с - бесконечное кардинальное число ,  большее или равное 
1 R 1 . Мы можем предположить также , что множество 1 беско­
нечно.  

Пусть В - множество мощности , строго большей , чем 2cd ,  
где d = 1 1  1 ·  Для каждого i Е 1 пусть N; = П М; ,  ь - прямое 

ЬЕВ 
произведение 1 В 1 экземпляров модуля М; и Р = [Т N1 • Так 

iEI  
как прямое произведение инъективных модулей всегда инъектив­
но ,  то модули N; инъективны для всех i и инъективен Р. По пред-
положению мы можем записать Р = 2: Е9 Qg , где каждый 

gEG 
из модулей Qg порождается с элементами. Вполне упорядочим 
множество 1 и выберем одно из прямых слагаемых М 1 ,  ь1 модуля N 1 • 
Так как М1 , ь1 порождается с элементами, причем с бесконечно ,  
и так как каждый элемент из М 1 , ь1  содержится в прямой сумме 
конечного числа модулей Qg , g Е G, то М 1 , ь1 содержится в Р1 = 
- S Qg , где G1 - подмножество множества G, состоящее из с 

gEGt 
элементов . Поскольку каждый из Qg порождается с элементами , 
то Р1 порождается с2 = с элементами. Следовательно ; 1 Р1 1 � 
� c l  R 1 � с2 = с, а значит , мощность множества подмножеств 
в Р1 не иревосходит 2с . Так как {М2 , ь П Р1 1 Ь Е В} .:.._ независи­
мое семейство подмодулей модуля Pl , а 1 в 1 > 2с , то М2 ,  Ь? n 
П Р1 = О для некоторого Ь2 Е В. Проекция qJ модуля м� . ь z  

в � Qg есть мономорфизм, qJ(M2,  ь2) = Р2 = � Qg , где 
gEG - Gt g(G2 
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G2 - подмножество множества G, состоящее из с элементов и та­
кое , что G1 П G2 пусто. 

Предположим, что для а Е I существуют взаимно непересе­
кающиеся подмножества {Gv}v<a множества G, такие , что 1 Gv 1 = 
= с, а Pv = � Qg содержит экземпляр Mv . ь модуля Mv. 

gEG V 
'1' 

Пусть На = U Gv ,  и положим Sa  = � Qg = � Pv ·  Таи: 
v<a gена v<a 

как каждый Р v порождается с элементами и 1 Н а 1 � с ·  d. то 
отсюда следует,  что 1 Sa 1 � c · d · c = c · d, и потому Sa имеет 
не более чем 2c · d  подмножеств . Поскольку 1 В 1 > 2c · d , то 
в силу предыдущих рассуждений существует Ьа Е В,  такой , что 
м а , Ьа n s а = о . Таким образом , существует подмножество Ga , 
не пересекающееся с Н а и порождающееся с элементами , такое , 
что Р а = � Qg содержит экземпляр М а. ,  ьа. модуля М а. ·  По 

gEGa 
трансфинитной индукции получаем подмножества Ga и модули 
Р а. для всех а Е l. Пусть Н = U Ga. .  Тогда 

aer 
Р =  2.; Ра (f) � Qg. 

a.er gftH 

Поскольку М а., ьа. инъективен , а Ра содержит модуль , изоморф­
ный Ма., ьа. ' то М а., ьа. изоморфен прямому слагаемому модулю Ра. 
для любого а Е I .  Так как � Р а. - прямое слагаемое моду ля Р 

a.er 
и Р инъективен , то модуль � М а , ь , будучи изоморфным пря-

а.еr а. 
мому слагаемому модулю Р, инъективен . Так как М � � 1\'fa, ь 

a.er а. • 
то М инъективен . D 

Условие , сформулированное в доказанной теореме , впервые , 
по-видимому, было изучено Чейзом [60. лемма 4. 1 ] .  В этой статье 
в лемме , приписываемой Вассу, доказывается , что любое полу­
примарное кольцо , удовлетворяющее ему, артиново справа .  

20.8.  Следствие. Следующие условия на кольцо R эквивалентны: 
(а) R нетерово справа ; 
(Ь) существует кардинальное число d, таr;,ое, что r;,аждый 

ин'Ьехтивный правый R-модулъ есть прямая сумма ин'Ьехтивных 
оболочеr;, �одулей (порожденных множеством) мощности � d; 

(с) существует подх.ласс S х.ласса mod-R , удов.летворяющий 
следующим двум ус.ловия:м: 

( 1 )  S - множество ; 
(2} r;,аждый ин'Ьеr;,тивный об'Ьеr;,т в mod-R изоморфен прямой 

су;м,;м,е об'Ьеr;,тов иа S. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Два утверждения, сформулирован­
ные в условии (Ь) (с пропуском заключенного в скобки и без 
скобок) , эквивалентны (при условии, что используются различ­
ные кардинальные числа d и d' l ) .  

Импликация (а) ==? (Ь) непосредственно следует из  теоре­
мы 20 . 7 .  

(Ь) � (с) . Пусть F - свободный модуль,  изоморфный в<d> . 
Тогда каждый инъективный модуль является прямой суммой 
инъективных оболочек фактормодулей модуля F, т. е. модулей 

./""--. ./""--. 
вида FIK. Так как {F/K 1 К s F} - множество ,  то его и можно 
выбрать в качестве множества S, удовлетворяющего условию (с) . 

(с) ==? (а) . Если в теореме 20. 7  в качестве с взять мощность 
множества S, то ее условия будут выполнены, и потому R нёте­
рово справа.  О 

20.9 .  Следствие (теорема Паппа [59] ) .  Ес.ли каждый шt;оектив­
ный правый R-моду.лъ есть прямая сумма нераа.ложимых моду.лей, 
то R нетерово справа. � 

20. 10. У п р  а ж н е н и я .  
20. 10 . 1 .  (а )  Если R - правый порядок в кольце S и S удо­

влетворяет условию максимальности для R-подмодулей , то S = R. 
(Ь) Пусть кольцо R нётерово справа и содержит такой макси­

мальный нильпотентный идеал N, что инъективная оболочка 
E(RRIN) конечно порождена (в mod-R) . Тогда R артиново справа.  
(Указание : сначала предположить, что N = О .  Тогда по теореме 
Голди R - правый порядок в классически полупростом кольце . 
В общем случае показать , что R = Rl N наследует сформулирован­
ное свойство ,  т. е. что E(;;/i) - конечно порожденный Л-модуль . ]  

(с) Если R нётерово справа и инъективные оболочки цикли­
ческих модулей конечно порождены, то R артиново справа.  
(Обратное неверно , ер . Розенберг - Зелинский [59] . )  

20 . 10 . 2 .  (а) Если однородный R-модуль конечно порожден 
и проективен, то он изоморфен правому идеалу кольца R .  

(Ь )  Каждый неразложимый инъективный проективный модуль 
изоморфен прямому слагаемому модуля RR . 

Инъективвые оболочки конечно порожденных 
модулей 

Пусть М - инъективная оболочка модуля М. В этом разделе 
мы столкнемся со следующим условием : если С - циклический 
или конечно порожденный модуль,  то С конечно порожден.  Это 
условие для артиновых колец было изучено Розенбергом и Зелин­
ским [59] . Мы покажем, что каждое нётерово кольцо , удовлетво-
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ряющее этому условию, должно быть артиновым. Характерно,  
что все неприятности причинлет единственный циклический мо­
дуль,  а именно Я по модулю максимального нильпотентного 
идеала N. 

20. 1 1 .  Лемма. Если Я - нётерово справа полупервичное польцо 
и ин'Ъеw,тивная оболочw,а R модуля ЯR понечно порождена, то Я 
w,лассичесw,и полупросто и Я = R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Голди (9 . 12) Я обJiадает 
единственным классическим правым кольцом частных Q = 
= {аЬ-1 1 а ,  Ь Е Я,  Ь регулярен} , являющимся классически полу­
простым. Если q = аЬ-1 Е Q и q =1= О ,  то а = qb - неиулевой 
.элемент пересечения qЯ П Я.  Это показывает, что Q - существен­
ное расширение модуля ЯR , так что мы можем предположить , что 
Я =  Q = R. [На самом деле ,  отсюда уже вытекает , что Q ­
инъективный Я-модуль (доказательство ?) , так что мы могли бы 
считать , что Q = R, но в доказательстве леммы нам это не нужно . ]  

Так как R конечно порожден , то это нётеров модуль .  Если Ь -
регулярный элемент кольца Я , то Ь-1 Е Q и ь-п а = Ь-lп+ о  ( Ьа) 
для любого а Е Я.  Таким образом ,  

Я s; Ь-1Я = . . . = ь-пя s; . . . . 
Так как R нётеров , то ь-пя = ь-<n+ 1 )  я для некоторого п, поэтому 
ь-<п+ о  = ь-п а - для некоторого а Е Я.  Но тогда ь-1 = а Е Я. 
Поскольку это верно для всех регулярных элементов Ь Е Я, то 
Q = Я , т .  е .  Я классически полупросто.  О 

20. 1 2. Теорема. Если w,ольцо Я нётерово справа , N - маw,си-
-"""' 

мальный нильпотентный идеал и ЯIN (инъективная оболочка 
Я-модуля Я! N) - w,онечно по рожденный правый Я-модуль ,  то 
Я артиново справа. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть Q - инъективная оболочка 
модуля Я/N в категории mod-(Я/N) . Тогда Q является Я-модулем 
и, как таковой, существенным расширением Я-модуля Я!N. 
Итак , мы можем считать , что имеют место включения Я/N = 

/"... /"'-... 
<= Q = Я/N. Поскольку Я/N конечно порожден, а Я нётерово ,  
то Q конечно порожден как Я-модуль ,  а следовательно , и как 
Я/N-модуль .  По доказанной лемме Я/N классически полупросто. 
Отсюда вытекает , что Я - полупримарное нётерово справа коль­
цо , и применение теоремы Гопкинса и Левицкого ( 18 . 12) устанав­
ливает , что Я артиново справа. О 

20. 13. Следствие. Если Я пётерово справа и иn'Ъеw,тивпые обо­
.лочw,и циw,личеспих (соотв. w,oneчno порожденных) модулей в mod-Я 
хопечно порождены, то Я артиново справа. О 
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20. 1 4. Предложение. Пусть а, Ь - liардинальные числа, при­
чем а > Ь .  П редположи.м, что .модуль С по рождается Ь элемен­
тами в mod-R , а его ишъеliтивная оболочliа С содержится в прямой 
су.м.ме .модулей, liаждый из liоторых порождается .менее че.м а зле­
ментами. Тогда 

(i) если а = N0 , то {; liонечно порожден ; 
( i i )  если Ь � :-. 0 ,  то {; порождается а эле.мепта.ми. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть {Qi 1 i Е /} - семейство 
объектов в mod-R, такое , что {; содержится в их прямой сумме , 
а каждый из Qi порождается а элементами. Поскольку каждый 
образующий модуля С содержится в прямой сумме конечного 
числа Qi ,  то С содержится в К = 1 Е1Э Qi ,  где I' - подмно-iЕI' 
жество множества 1 с такими свойствами : 

Ь < :-: 0  =? с = card I' < х 0 ,  
b � N0 =? c  = card I' ::;;; ь .  

Пусть теперь f - проекция модуля � Е1Э Qi на К. Так как 
iEI 

ker t n с = о ,  то ker t n с = о, и тем самым показано , что t ­
вложение С в К. Если а = :;: 0 ,  то Ь < N 0  и с < N 0 ,  поэтому 
К - прямая сумма конечного числа конечно порожденных моду­
лей, т. е. К конечно порожден. Но тогда конечно порожденным 
будет и любое его прямое слагаемое , в частности f(C) ,  откуда сле­
дует, что С конечно порожден. 

Если b "> N0 ,  то с ::::;; Ь, поэтому К порождается са = а эле­
ментами , так что в этом случае как f(C) , так и С порождаются 
а элементами. О 

20. 15 .  Теорема. Для произвольпого liольца R неразложимый 
ин'ъеliтивный и проеliтивный правый R-.модуль М изоморфен пря­
.мо.му слагаемому .модуля Rв, т. е. существует иде.мпотепт е Е R,  
таliой, что М � eR. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем М = С (т .  е .  М - инъек­
тивная оболочка модуля С) , где С - какой-нибудь неиулевой 
циклический подмодуль модуля М. Так как М проективен, то С 
содержится в прямой сумме векоторого множества экземш1 яров 
кольца R,  и доказательство предложения 20. 1 4  показывает , 
что С содержится в прямой сумме я<п> = R1 Е1Э . . . Е1Э Rп п экзем­
пляров кольца R. Следовательно , существует наименьшее целое 
число k ,  такое , что я<k> = R1 Е1Э . . .  Е1Э Rk содержит экземпляр В 
модуля С. Поскольку В неразложим и инъективен, то любые 
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его два иенулевых подмодуля имеют неиулевое пересечение . 
Таким образом ,  если k > 1 , то В не может иметь иенулевое пере­
сечение с каждой компонентой Ri модуля R<k> . Но если, напри­
мер , В П Rk = О , то проекция R<k> на R<k - 1 > = R1 Е9 . . .  Е9 Rk-1 
индуцирует вложение В в R(k- 1 > , что противоречит выбору числа k. 
Итак , k = 1 ,  поэтому В = R1 и В,  будучи инъективным модулем, 
выделяется прямым слагаемым в модуле R1 • Таким образом, 
С изоморфен прямому слагаемому модуля Rн. О 

20. 16 .  Следствие. Одиородиый R-модудъ и вrwtадывается в сво­
бодиый R-модудъ F тогда и тмър;,о тогда , р;,огда оп вrwtадывается 
8 R. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть и -+  F - вложение одно­
родного R-модуля и в свободный R-модуль F � � Е9 Ra . Пусть 

i EI 
В - любой неиулевой конечно порожденный подмодуль моду­
ля и. Тогда В содержится в конечно порожденном свободном 
подмодуле S = Ra, Е9 . . .  Е9 Ran модуля F и доказательство 

Ра теоремы 20. 1 5  показывает , что В -+ и -+ F --7 Ra - мономор-
физм для некоторого а Е {а1 , . • . , ап} , где Р а :  F -+  Ra - есте­

Ра 
ственная проекция. Пусть К = ker( и -+ F __....,. R а) .  Тогда К П 
П В = О , и поскольку и однороден, а В =1= О , то К = О .  Таким 

Ра образом ,  и -+  F --7 Ra - искомое вложение . О 

Прямые суммы конечно и счетно порожденных 
модулей 

Теорема Капланекого утверждает , что если модуль М является 
прямой суммой счетно порожденных модулей , то каждое прямое 
слагаемое модуля М обладает тем же свойством (Капланский 
[58а] ) .  Мы воспользуемся этим результатом для доказательства 
следующей теоремы (Фейс - Уокер [67] ) ,  обобщающей теорему 
Коэна - Капланекого [51 ]  и Чейза [60] . 

20. 1 7. Предложение . Есди р;,аждый модудъ иа mod-R содержится 
8 прямой сумме p;,oueчuo порождеииых модудей, то R артииово 
справа (ер . 20.23) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если М инъективен, то он выделяет­
ся прямым слагаемым в каждом своем надмодуле.  Поэтому в силу 
теоремы Капланекого М - прямая сумма счетно порожденных 
модулей. Но тогда из теоремы 20 . 7  вытекает , что R нётерово 
справа .  Пусть теперь С - циклический модуль. Тогда С содер­
жится в прямой сумме конечно порожденных модулей, и потому 
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в силу 20 . 14 он ·конечно порожден. Применение 20. 1 3  дает арти­
новость справа кольца R. О 

20. 18 .  СJiедствие. Пусть R - коммутативное ко.л,ъцо. Тогда 
оно артиново в то.м и только то.м случае ,  хогда каждый ин'Ъек­
тивный R-.модуль есть пря.мая сумма конечно по рожденных .модулей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В одну сторону утверждение следует 
из nредыдущей теоремы. Обратно , пусть R - коммутативное 
артиново кольцо . Тогда , поскольку R нётерово ,  любой инъектив­
ный модуль М - прямая сумма неразложимых модулей. По тео­
реме Мориты (см. уnражнения в конце главы) неразложимый 
инъективный модуль над R конечно порожден. О 

Если R - кольцо со свойством , сформулированным в предло­
жении 20. 1 7 ,  то каждый конечно порожденный модуль С содер­
жится в прямой сумме конечно порожденных модулей, и тогда 
из 20 . 1 4  вытекает , что С конечно порожден.  Иначе говоря ,  если 
С - модуль конечной длины, то С также имеет конечную длину. 
Розенберг и Зелинский [59] показали,  что , вообще говоря ,  арти­
новы справа кольца не обладают последним свойством и, следо­
вательно , не имеют и предыдущего свойства .  

R .  Уокер [66 ]  обобщила теорему 1\апланского следующим 
образом :  если модуль М является прямой суммой модулей, каж­
дый из которых порождается с элементами , где с - бесконечный 
кардинал , то каждое прямое слагаемое модуля М разлагается 
в nрямую сумму модулей, каждый из которых порождается с эле­
ментами. Используя эту теорему, мы можем обобщить 20. 7 сле­
дующим образом :  

20. 19 .  Теорема. К олъцо R нётерово справа тогда и только 
тогда , когда существует кардинальное число с ,  такое , что каждый 
правый R-.модуль содержится в пря.мой сумме .модулей, пораж­
денных с эле.мента.ми. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если R нётерово справа ,  то 20. 7 
и тот факт , что каждый модуль содержится в инъективном модуле ,  
дают требуемое с. Обратно , предположим, что такое с существует . 
Тогда обобщенная теорема 1\апланского вместе с 20. 7 дает правую 
нётеровость кольца R. О 

Кольца с условием минимальности для главных 
правых идеалов 

Этот класс колец включает в себя помимо артиновых справа 
колец все полупримарные кольца ввиду теоремы Чейза (18 . 14) .  
1\ольца этого класса называются совершенными слева п о  причи-
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нам , подробнее обсуждаемым в гл . 22 . В этом параграфе доказы­
вается другая теорема Чейза ,  утверждающая, что кольцо В совер­
шенно слева ,  если существует кардинал а ,  такой, что каждое 
прямое произведение экземпляров кольца В есть прямая сумма 
левых В-модулей, порожденных а элементами. Вместе с 20 . 7  это 
устанавливает , что любое кольцо , для которого последнее условие 
выполнено для всех модулей, обязательно артиново справа (20 . 23) . 

Упорядоченный класс С называется возрастающим фильтром, 
если С - направленное множество .  Говорят также, что С направ­
лено вверх. Противоположный, или дуальный, класс С* называется 
тогда убывающим фильтром или направленным вниа. Говорят , что 
некоторое множество главных правых идеалов есть убывающий 
фильтр , если оно образует убывающий фильтр относительно 
порядка , определяемого включением, т. е. если 

а, Ь Е В & аВ, ЬВ Е F ==?- 3с Е В & сВ Е F & сВ с аВ П ЬВ.  

20.20. Лемма Чейза. Пусть А = П U JA и An  = П ( i )A , 
i Ею i<:;n 

где { (i )A }ieю - счетная последовательность об'Оектов категории 
B-mod.  Пусть С = � Е9 Са - прямая су.м.ма семейства {Ca}aEI aEI 
левых В-модулей, f : А -+ С - морфиам категории B-mod, 
и пусть f а :  А -+ С а - компоаиция f и ханонической проехции 
С -+  С а для каждого а Е /. Тогда если F - какой-нибудь убываю­
щий фильтр главных правых идеалов, то существуют аВ Е F 
и целое число п > О ,  такие, что включение 

!а (аАп) = П ЬСа 
bREF 

верно почти для всех а Е /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (Чейз [61 ] ) .  Допустим, что наше 
утверждение ложно , и построим по индукции последовательности 
{xn} = А ,  {апВ} = F и {an} с.:;; /,  такие , чтобы выполнялись сле­
дующие условия : 

{i) anB = anнR; 
{ii) Xn Е anAn ; 

(iii) fan (хп) ф О (mod апнСап ) ; 

(iv) f:r.n (xk) = О  для k <  п. 

Приступим к построению следующим образом. Выберем какой 
нибудь а1В из F. Тогда существует а1 Е /, такой , что fa, (a1A 1) � % П ЬСа, ,  и ,  следовательно , мы можем выбрать ЬВ из F, 

ЬREF 
такой , что la,(a1A 1) % ЬСа, · Поскольку F - фильтр главных 
правых идеалов , то существует а2 Е а1В П ЬВ,  такой , что а2В Е F, 
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откуда /а, (а1А 1) s=; а2Са, ·  Следовательно , существует х1 Е а1А 1 , 
такой, что /а, (х1) � О (mod а2Са,) · В этом случае все условия (i) -
(iv ) ,  выписанные выше , выполняются для n = 1 .  

Продолжим индукцией по n ;  допустим, что уже построены 
последовательности {xk} и {ak} для k < n, а последовательность 
{akR} построена для k � n,  так что выполняются условия (i) ­
(iv) . Тогда существуют �1 ,  . • . , � r Е /, такие , что если а =1= 
=1= �1 ,  • • • , �r ' то fa (xk) = О для всех k < n .  Далее мы можем 
выбрать такое CXn =1= �1 , • • •  , �r ' что !ап(апАп)  s= n ЬСа ' так 

bREF n 
как если бы мы не смогли этого сделать , то теорема была бы верна. 
Следовательно , существует bR Е F, такой , что fап(апА п) s=; ЬСап · 

Так как F - фильтр главных правых идеалов , то существует 
апн Е апR П bR , такой , что апнR принадлежит F, и в этом случае 
!а (апА п)  s=; апнСап · Итак , мы можем выбрать Xn Е anA n так , n 
что !а (хп) Ф О (mod апнСап) · Теперь ясно , что последователь-п 
ности {xk} и {ak} для k � n  и {akR} для k � n  + 1 удовлетворяют 
условиям (i) - (iv ) ,  и, следовательно , построение всех трех после­
довательностей закончено. 

Теперь запишем xk = (Д\ где Xki) Е ( i ) А .  Поскольку :rk Е akAk ,  
00 

то xki ) = О  для всех k > i и x<i ) = � xki) - корректно определен-
k= t 

ный элемент модуля U >A.  :К тому же так как anR � an+tR = . . . , 
то существует у�> Е (i ) А ,  такой, что x<i ) = xii ) + . . .  + х�> + an+iY�) . 
Поэто:му, полагая х =  (x<i>) и Уп = (у�>) ,  мы видим , что х =  х1 + . . . 
. . . + xп + an+tYn для всех n � 1 .  

Из условий (iii) и ( iv ) ,  выписанных выше , непосредственно 
вытекает, что а; =1= aj ,  если i =1= j. Следовательно , существует n,  
такое ,  что !а (х) = О .  Записав установленное выше равенство n 
х = х1 + . . .  + Xn + an+lYn , мы можем затем применить fan 
и воспользоваться условием (iv) для того , чтобы вывести соотно­
шение !а (хп) = -апнfа (Уп) = О (mod апнСа ) в противоречие n n n 
с условием (iii) . О 

:Как всегда , символ 1 Х 1 обозначает мощность множества Х. 
Подмодуль А '  левого В-модуля А называется П -чистым, если 

А '  П аА = аА ' для любого а Е R. (Замечание : каждое прямое 
слагаемое модуля А является чистым подмодулем. Ср . с поня­
тием n -чистоты, обсуждавшимел в упражнении 19 . 2 1  и в абзацах , 
РМУ предшествующих . )  

20.21 . Следствие (Чейз) . Допустим, что существует бесконеч­
ное .множество J, такое , что произведение А = RJ является 
П -чисты.м под.модуле.м пря.мой су.м.мы С = � Е3Э Су левых R-.мo­

vEG 
дулей Су , таких, что 1 Су 1 � 1 J 1 . Тогда R удовлетворяет уело-
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вию .минималыtости для мавных правых идеалов. (А по 22.29 
R удов.л,етворяет ус.ловию .минимальности для -понечно порожден,­
ных правых идеалов. )  

Д о к а s а т е л ь  с т в о .  Так как множество J бесконечно , то 
00 

легко видеть, что 
А � П {i) А. где {i) А � А, и поэтому без даль­

i=t 
00 

нейтих церемоний мы отождествим А с П <i >A. Пусть f: А � 
i=1 

-+ С - отображение включения и j", : А -+  С", - композиция f 
с проекцией модуля С на Ср. Наконец, положим An = П {i ) А. 

Kn 
Предположим, что наше утверждение ложно. Тогда существует 

строго убывающая бесконечная цепь a1R � a2R � • • •  главных 
правых идеалов кольца R. Эти идеалы, конечно, составляют 
фильтр главных правых идеалов кольца R, и поэтому мы можем 
применить 20.20 и заключить, что существуют п ;;;;::: 1 и �1 , • • • 
• • • , �r. такие , что fp(anAn) = ам1Ср для �I+ �� · . . . , �r· 

Теперь положим С' = Ср, Ее • • •  Ee (Cpr; тогда проекция С 
на С' индуцирует Z-гомоморфиsм g: anC1�+1C -+ anC' lan+1C' . 
Аналогично ,  ограничение f на A n индуцирует Z-гомоморфизм 
h: anA nlan+IA n -+ anC1an+1C. Подмодуль A n - прямое слагаемое 
модуля А ,  являющегося чистым подмодулем в С, и поэтому A n  -
также чистый подмодуль в С. Следовательно ,  h - мономорфизм. 
Теперь мы можем применить вывод предыдущего абзаца и полу­
чить , что композиция gh - мономорфизм. В частности, 
1 anA nlan+IAn 1 :;;;;; 1 anC'Ian+IC' 1 ::::;;; 1 С' 1 ·  

Заметим, что 1 С' 1 ::::;;; 1 J 1 ,  так как J бесконечно и 1 С р 1 :;;;;; 
:;;;;; 1 J 1 для всех � ·  Тем не менее , поскольку anR + an+1R , 
anRian+IR содержит по меньшей мере два элемента; поэтому 
1 anA nlanнA n 1 = 1 anA ian+IA 1 ;;;;::: 2 /J/ > 1 J 1 · Таким обра­
зом, мы получили противоречие, и следствие тем самым доказа­
но. О 

20.22. Следствие (Б эр - Чейз) . Произведение "lro не содер­
жится в качестве чистой подгруппы ни в -па-пой су.м.ме счетно 
порожденных абе.ttевых групп. В частности, Z - не свободная 
группа. О 

Теорема Шпекера утверждает, что любая счетно порожденная 
подгруппа группы z�» свободна, а в группе всех ограниченных 
функций ro -+ Z любая подгруппа мощности, не иревосходя­
щей N ,  свободна (Шпекер [50]) . Некоторые обобщения см. у Дюбуа 
[66] и Нёбелинга [68] . Бергмаи [72bl предлагаl:!т другое доказа­
тельство.  Капланекий [69Ь , стр. 83] комментирует некоторые 
аспекты теоремы Шпекера .  
13 :к .  Фейс 
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Следующая теорема была независимо доназава Вамоmем [71 ] ,  
Гриффитсом [70] и Фейсом [71с] . 

20.23. Теорема. Если R - кольцо , для которого существуе7rt 
кардипальпое число а, такое, что каждый правый R-модуль есть 
прямая су;м;ма ;модулей, порождеппых а (или ;мепьшим числом} 
элемептами, то R артипово справа. 

Д о н а з а т е л ь с т в о. По доназаиному выше следствию R 
должно удовлетворять условию минимальности для главных 
левых идеалов , а из этого вытенает , что J = rad R - ниль-идеал, 
т. е .  наждый элемент х Е J нильпотентен. (См. доназательство 
теоремы 22 .29 . )  Поснольну по 20. 7 R нётерово , то наждый ниль­
идеал нольца R нильпотентен ввиду теоремы Левицного 9 .17 .  
Условие минимальности для главных левых идеалов нольца R 
влечет за собой то же условие на нольцо R/J 1) ,  из чего вытенает 
левая артиновость нольца R!J. (См . доназательство теоремы 
22 .29 . )  Теперь применяется 18 . 12 ,  и R оназывается артиновым 
справа нольцом.  D 

20.24. Следствие. Пусть R - пётерово справа польцо , ne являю­
щееся артиповым справа. Тогда существует кардипальпое число а ,  
такое, что каждый правый R-модуль содержится в прямой сумме 
модулей, порождеппых а элемептами, по ne существует карди­
пальпого числа � '  такого , что каждый правый R-модуль иаоморфеп 
прямой сумме модулей, порождеппых � элемептами. 

Д о н а з а т е л ь с т в о .  Применить 20 . 7  и 20. 23. D 
Говорят, что нольцо является правым АD-нолъцом, если 

наждый правый модуль обладает диаграммой Адзумаи. (См. абзац 
перед 18. 15 . ) 

20.25. Следствие. Правое АD-кольцо R полулокальпо , петерово 
справа и является SВI-кольцо.м. Более того , если класс -,;,лассов 
иаоморфпых перааложимых правых модулей является мпожеством, 
то R есть 2:,; -а-геппое кольцо для пекоторога а ,  и, следовательпо, 
ono артипово справа. 

Д о н а з  а т е л ь  с т в о .  В силу 18 . 26 R - полулональное 
SВI-нольцо . В силу 20. 7 оно нётерово справа и, нанонец, арти­
ново справа по 20. 23 .  D 

Возможно, что любое правое АD-нольцо артиново справа .  
(Отметим , тем не  менее , что над лональным нольдом R ,  полным 
в m-адичесной топологии, где m - мансимальный идеал нольца , 

1) См. примечание на стр. 258, - Прим. перев. 
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каждый конечно порожденный модуль обладает диаrраммой 
Адзумаи . R таким кольцам относятся кольца формальных сте­
пенных рядов над полем.)  

Прямые разложения вётеровых волец 
Теорема Веддербёрна - Артива может быть сформулирована 

таким образом : 
Каждое nмьцо R г.аобальной рав.мерности О есть nонечное пря­

.мое произведение артиновых первичных nмец. 
Rовечво , все прямые сомножители являются простыми коль­

цами и ,  на самом деле , даже полными кольцами матриц над коль­
цами с делением (т .  е. телами) . (Rроме тоrо,  обратное утверждение 
также верно . )  Эти утверждения доказаны в первом томе, точнее 
см :  1 ,  8. 12 ,  стр . 455 ; 1 ,  8 .8 ,  стр . 453 ; 1 ,  8. 20, стр . 461 . 

Поскольку кольцо R нулевой rлобальной размерности нётерово 
слева и справа ,  то для тоrо ,  чтобы обобщить эту теорему на кольца 
rлобальной размерности 1 ,  т. е. на наследственвые кольца , сле­
дует не упустить из виду нётеровость. Это и сделал Чаттерс [72] .  

Теорема Чаттерса (20. 30) . Нётерово нас.ледственное nмъцо R 
есть прямое произведение nонечного чис.ла артиновых nо.лец и пер­
вичных nо.лец. 

Таким образом, строение наследственных нётеровых колец 
может быть описано с помощью двух катеrорий, а именно катеrо­
рии артиновых колец и катеrории первичвых колец. 

Доказательство теоремы Чаттерса начнем с леммы, выясняю­
щей, коrда циклический модуль вкладывается в свободный модуль. 

20.26. Лемма. Пусть I - правый идеал nмъца R. Тогда RII 
в11:.ttадывается в свободный моду.ль F (соотв. в пря.мое произведение 
F = Ra неnоторого множества эnае.мп.ляров nо.льца R) в том 
и то.льnо том с.лучае, nогда существует nонечное подмножество 
(соотв. подмножество) Х с: R,  таnое, что x.t = I, где XJ. = 
= {r Е R 1 xr = О д.ля всех х Е Х} . При этом свободный .моду.ль F 
может быть выбран понечно порожденны.м. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f: RII --+-- Ra - вложение 
Б прямое произведение Ra. Тоrда I = x.t ' rде х - множество 
невулевых проекций в R элемента f( [ 1 + IJ) из ва. Если f -
вложение в свободный модуль ,  то Х, очевидно ,  конечно. Обратно, 
если дано, что I = X.L , rде Х s;;; R , то имеет место вложение 
f: RII -+-- Rx, переводящее [а + !] в ( . . .  , ха,  . . .  ) Е вх , х Е Х. 
Если Х конечно, то RX оказывается конечно порожденным сво­
бодным модулем. 
1 3* 
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Эта лемма будет использована еще раз в гл. 24. 

20.27. Лемма. Ес.л,и -по.л,ъцо R нётерово с.л,ева и пмунас.л,ед­
ственно справа, то -паждый правый анну.л,яторный идем 1 -по.л,ъ­
ца R прое-птивен и 1 = eR д.л,я не-поторого идемпатента е Е R. 

Д о R а з а т е л ъ с т в о. Тот фаRт , что 1 - правый аннуля­
торный идеал, СRажем 1 = А J.. для неRоторого левого идеала А 
Rолъца R, влечет за собой в силу леммы 20. 26 ,  что RII ВRлады­
вается в Rn. Отсюда и из того, что R полунаследственно, выте­
Rает , что RII проеRтивен. ТаRим образом, эпиморфизм R -+ 
-+ RII -+ О  расщепляется, и потому 1 = eR для неRоторого е = 
= е2 Е R. О 

Говорят, что модуль М обладает ограниченным уСJiовием 
иинималъности, если модуль MIN артинов для любого существен­
ного подмодуля N. Теорема Чаттерса 20.30 опирается на его лемму, 
утверждающую, что любое нётерово слева наследственное справа 
Rольцо удовлетворяет неRоторой разновидности ограниченного 
условия минимальности, а именно условию минимальности для 
Rонечно поротденных правых идеалов , содержащих Rонечно 
порожденный существенный правый идеал. ДоRазателъство его 
леммы поRазывает, что на самом деле справедлива следующая 
более общая лемма. 

20.28. Лемма. Ес.л,и -по.л,ъцо R нётерово с.л,ева и антисингу.л,ярно 
справа, а J - -понечно порожденный прое-птивный существенный 
правый идем, то R удов.л,етворяет ус.л,овию .мини.ммъности д.л,я 
-понечно порожденных прое-птивных правых идемов, содержа­
щих J. 

Д о R а з а т е л ъ с т в о. ПосRолъRу R антисингулярно спра­
ва ,  то существует маRсималъное правое Rолъцо частных Q, являю­
щееся инъеRтивным правым Л-модулем (19 . 35) . ТаRим образом, 
для любого существенного правого идеала 1 мы можем отожде­
ствить 1* = Ноmя (/, R) с множеством 

{q Е Q 1 ql с= R}. 

(Ясно , что любой элемент f: 1 -+ R индуцируется элементом 
qf Е Q и q1 единствен, посRолъRу сингулирный подмодуль моду­
ля Q равен 0 . )  Если, Rроме того,  1 Rонечно порожден и проеRти­
вен, то модуль /* Rонечно порожден (и проеRтивен) в R-mod 
и, следовательно, нётеров . Rроме того, 1* * = {k Е Q 1 I*k с= R} 
совпадает с /. Удостоверимся сначала в справедли�ости послед­
него утверждения. В силу пр оеRтивности и Rонечной поротден-
иости идеала 1 существуют элементы {x1}f= 1  в 1 и {q1}f=1 в /* 
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такие, что 
n 

у = � x,q, (у) для всех у Е 1. 
i=t 

n 
Поэтому t = 1 - � x1q1 аннулирует I. Так как 1 - существенный 

i= t 
иравый идеал , то t лежит в правом сингулярвом идеале коль-

n 
ца R и, следовательно, t = О; поэтому 1 = � x1q1 . Но тоrда 

i=1 
ив /*k � R следует, что 

n 
k =  � ж, (q,k) Е I 

= 1  

как и утверждалось. Теперь для любой цепи 

11 :::> / z :::> • • • :::> 1 n :::> • • • 

конечно порожденных проективных правых идеалов {/n}:-1, 
содержащих некоторый конечно порожденный проективныйf суще­
ственный правый идеал J, имеем 

J* => • • • => I:� => • • • => 1! => IT . 
Так как J* - конечно порожденный модуль над нётеровым слева 
кольцом R ,  то он нётеров , ив  чеrо вытекает , что 1: = /�+ 1 , и,  сле­
довательно, 1 n = 1 n+l для некотороrо п. О 

20.29. С.Jiедствие (Веббер [ 70] , Чаттерс [ 7 1 ] ) .  Ес.ли R - нас.лед­
ственное нётерово ко.лъцо, то R удов.летворяет .левому и правому 
ограниченным, ус.ловия;м, минима.лъности. Кроме того, .любой конеч­
но порожденный R-моду.лъ М удов.летворяет ограниченному ус.ловию 
.минима.лъности. 

Д о к а в а т е л ь с т в о. Первое утверждение непосредствен­
но вытекает ив леммы, а второе предоставляется читателю в каче­
стве упражнения. О 

Теорема Чаттерса 

20.30. Теорема о разложении (Чаттерс [72] ) .  Ес.ли R - нёте­
рово справа и с.лева пас.ледствепное справа и с.лева ко.лъцо, то оно 

n 
раа.лагается в копечпое прямое проиаведепие П R1 , где R1 - .либо 

f=t 
артиповы, .л,ибо первичпые кмъца. 
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Д о к а в а т е л ь  с т в о. Представим R в виде кольцевого 
" 

пр ям ого произведения R � П R 1 конечного числа перавложи 
i=1 

мых в категории RINGS колец. (Это возможно, поскольку R 
иётерово . )  Следовательно , мы можем предположить , что R нераз­
ложимо и не первичио. Тогда оно содержит первичный идеал Р, 
отличный от О и R. Если Р существен как правый или как левый 
идеал, то RIP артиново по 20. 29 ,  и в таком случае само R арти­
ново по лемме 18. 34В . Таким образом, мы можем считать, что 
Р не существен, и потому Р П I = О для векоторого односторон­
него , скажем правого, идеала /, не равного нулю. Тогда IP � 
� I П Р = О, поэтому А = А р ;;;;2 I. Положим В =  A .t .  Тогда 
АВ = О =  Р, и, поскольку I * Р, то А *  Р, а следовательно, 
В s Р. Но В ;;;;2 Р, поэтому В = Р - правый аннуляторный 
идеал. Теперь лемма 20. 27 показывает, что Р = eR для векото­
рого е = е2 Е R. Двойственным образом, Р = Rf для ! = f Е R, 
откуда е = / . - центральный идемпотеит. Итак, R = Р Е!Э А -
кольцевое прямое проивведеиие,  что противоречит перавложимо­
сти нольца R. Это противоречие и завершает донавательство тео­
ремы. О 

20.31 . П р и м е р .  Эта теорема не может быть распространена 
на односторонние иётеровы и односторонние наследствеиные коль­
ца , поскольну, RaR указывает Чаттерс ,  нольцо R верхних тре­
угольных матриц 

наследственно справа и иётерово справа, но не наследственно 
слева (по существу, ив-ва того , что Q. - не проентивиый Z-мо­
дуль) и, следовательно, не иётерово слева .  Кроме того , R не пер­
вичио и не артииово.  

Хотя 20.31  показывает , что теорема Чаттерса не верна для 
иётеровых справа наследствеиных справа колец, мы сейчас дока­
жем теорему Леви, которая дает исномое разложение для полу­
первичиых нолец, удовлетворяющих условию, значительно более 
слабому, чем правая наследственность и правая иётеровость. 
Напомним ив замечаний R гл. 17 ,  что нольцо R называется правым 
РР-коJIЬцом, если каждый его правый главный идеал проективен. 
(Заметим, что любая область целостности тривиальным образом 
является РР-кольцом . )  

20.32. Теорема (Леви [63bl ) .  Пмупервич,пое правое РР-�мьцо, 
яв.л,яющееся правыж �ольцож Голди,  разлагается в �опечпое пряжое 
произведение первичпых правых РР-�олец, являющихся правыжи 
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по.яьцами Голди. Более того , тахое раможение единственно, и его 
первичные сомножители суть мини:мальные анну.ляторные идеалы 
хольца R .  В частности, любое полунаследственное справа полу­
первичное правое хо.яьцо Голди обладает тахим разложением. 

Д о к а в а т е л ь с т в о предоставляется читателю в каче­
стве упражнения (ер . 19.37(а)). О 

20.33. Следствие. Если хольцо частных Q(R) хо:м:мутативного 
РР-хольца есть хонечное прямое проивведение полей, то R -
хонечное прямое произведение областей целостности. Верно и об­
ратное. О 

20.34. Теорема (Смолл [66а ] ) .  Наследственное (справа) нётерово 
справа хмьцо R обладает (правым) хмъцом частных Q(R) . 

Д о к а в а т е л ь с т в о. В случае двустороннего условия это 
вытекает ив теоремы Чаттерса , так как в этом случае R есть конеч­
ное прямое произведение первичных и артиFовых RO :Jeц. Тогда 
любой перв•"-чный щтмой сомножитель А также нётеров справа 
и ,  следовательно ,  Q(A) существует в силу следствия теоремы 
Голди и Левье - Rpyaso ( 1 ,  9. 10 ,  стр . 484) . И, конечно, для любо­
го артинова кольца Q(A) = А .  Итак, Q(R) есть прямое произве­
дение колец частных прямых сомножителей. 

Односторонний случай остается в качестве упражнения. О 

Теорема Робеона 

Есть три теоремы о некоторых классах нётеровых (слева 
и справа) колец, которые приводят к одинаковому выводу -
а именно что кольцо каждого ив этих классов разлагается в пря­
мую сумму полупервичного и артинова колец ,- но доказатель­
ства этих теорем совершенно различны. Одна - теорема Rрулля 
[24] , Асано [38] , [49а ] ,  Голди [62] - касается колец главных 
правых идеалов ; другая - теорема Чаттерса [72] - касается 
наследственных колец; а третья - теорема Уорфилда [75]  1) ­
касается полуцепных колец 2) . Следующая теорема представляет 
собой критерий Робеона для существования такого разложения, 
который без труда проверлетел в упомянутых случаях. 

Радикалом Веддербёрна кольца R называется максимальный 
нильпотентный идеал в предположении, что он существует. (Конеч­
но, в нётеровом справа или слева кольце он существует всегда. )  

1) См. также RиричеВRо В. В . ,  Мате;в, с6., 99 (t976) , ;м 4 ,  559-580.­
При.м. перев. 

1) См. rn. 25, в частности 25. 3.5. 
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Для кольца R с радикалом Веддербёрна N через 9: (N) обо­
значим множество {с Е R 1 с +  N - регулярный элемент в RIN} 

20.35.  Теорема (Робсон [7 4]). Ес.аи R - нётерово по.аъцо с ради­
nадом Веддербёрна N, то оно раа.аагается в прямую сумму по.ау­
первичного по.аьца и артинова по.аъца тогда и то.аъпо тогда, погда 
cN = Nc = N д.ая всех с Е g (N). ; 

Д о к а э а т е л ь с т в о. В одну сторону утверждение оче­
видно. Поэтому предположим, что cN = Nc = N для всех с Е 
Е g (N) . Это предположение о кольце R наследуется всеми фактор­
кольцами R/Nm. Иэ нашего предположения вытекает , что каждый 
элемент с Е g (N) регулярен и в кольце R (поскольку отображе­
ние N -->J- CN, являясь сюръективным эндоморфиэмом нётерова 
модуля N, есть автоморфизм) . Это позволяет стандартным спо­
собом рассматривать Nm/Nm+t как левый и правый модуль над 
кольцом частных Q кольца R/N (которое существует по теореме 
Голди - Леэьё - Rруаэо ( 1 , 9 .9 ,  стр. 483)). Пусть Q = Q1 ЕJЭ Qi ,  
где Q1 - некоторый простой артинов прямой сомножитель коль­
ца Q. Предположим, что Q1 · (�fJr&+1) =1= О для некоторого т. 
Тогда , являясь Qгмодулем, Q1  • (Jr&/Nm+t) иэоморфен прямой 
сумме минимальных левых идеалов кольца Q1 , а как левый 
R/N-модуль он конечно порожден. Эти факты, собранные вместе,  
показывают, что Q1 - конечно порожденный левый R/N-модуль 
(структура левого R/N-модуля на Q1 индуцируется вложением 
RIN в Q) . Отсюда легко следует, что Q1 с:: R/N и 

R/N = Q1 Е!Э (Qi П (RIN)). 
(Существует Ь Е g,(N) , такой, что Q;Ь с:: R1 = R!N. Поскольку 
Q;Ь = Q1,  то Q1 с:: R/N, и утверждение доказано.) 

Следовательно, мы можем ограничиться рассмотрением случая, 
когда R/N = S Е1Э Т, где S полупросто и артиново ,  а Т - полу­
первичное кольцо, такое, что 

Т (Nm/Nm+t) = (Nm/Nm+t) Т = О 

для всех т. Пусть е = е2 - прообраэ в R единицы кольца Т. 
Тогда eNm с:: Nm+l и Nme с:: Nmн для всех т, и поэтому 
eN = Ne = О . Следовательно, 

R = eRe ЕJЭ ( 1 - e)R(1 - е). 

Конечно, eRe = Т, а ( 1  - e)R(1 - е) ,  будучи нётеровым коль ­
цом, которое по модулю своего первичного радикала иэоморф 
но S, артиново ( 18. 12) . О 

Если для нётерова кольца R предположить только , что cN = 
= N для всех с Е �(N), то приведеиное выше доказательство даст 
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ивоморфизм 
((1-e)R(1-e) R� О 

(1-е) Re) 
eRe ' 

где кольцо (1 - e)R(f -е) артиново, а eRe полупервично. Иллю­
страцией этого ревультата является пример Смолла [66с] 

(Z/(p) 7L/(p) ) R:::�� О Z ' 
который также показывает, что R не всегда равложимо. Но в част­
ном случае мы имеем такой результат: 

20.36. Теорема. Ес.л,и R - нётерово l'>мъцо, ради�'>а.tt Веддер­
бёрна N 1>оторого первичен, и ес.л,и cN = N дм всех с Е 9:-(N)� 
то R .л,ибо первично, .л,ибо артиново. О 

Снова теорема Чаттереа 
Заметим, что теперь у нас появилась возможность, используя 

теорему Робеона 20.35, дать несколько иное доказательство тео­
ремы Чаттерса. Сейчас мы просто проверим выполнимость усло­
вий теоремы 20.35: 

Каждый элемент с Е �(N) регулярен в R (поскольку его левый 
и правый аннуляторы содержатся в N и в то же время порождают-
ся идемпотентами)1 и к тому же кольцо R/J. N артиново ввиду 
20.29 и 9.4.3- Последний факт показывает, что c11R + J. N = 
= c11+1R + l.N для векоторого n, и, следовательно, c11N = 
= c11+1N. Теперь первое утверждение позволяет сделать вывод� 
что cN = N. О 

20.37. Теорема (Крулль [24], Асано R. [ 38], [49а] , Голди [62])  
Нётерово с.л,ева l'>мъцо г.л,авных правых идеа.яов R есть 1>онечное 
прямое проивведение первичных 1>о.л,ец и при;м,арных артиновых 
1'>0/I,ВЦ. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о. Пусть N- максимальный идеал. 
Тогда ii = RIN- полупервичное кольцо главных правых идеа­
лов. Каждый правый идеал I кольца R есть прямое слагаемое 
с�·щественного правого идеала К = I + J, где J- дополни­
тельный правый идеал правого идеала /. Кроме того, любой суще­
ственный правый идеал в полупервичном правом кольце Голди 
содержит регулярный элемент (см. доказательство теоремы 1, 
9.9, стр. 483) . Теперь К = xii.- главный правый идеал, содержа­
щий регулярный элемент у, откуда вытекает, что х также регу-
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лярен, так что К �  li- проективный В-модуль. Это доказывает, 
что I проективен, т. е .  li наследственно справа . Но в таком случае 
теорема Леви 20. 32 позволяет разложить li. в конечное прямое 
произведение первичных колец, а по ключевой лемме Робеона 
[67, теорема 2. 2] о поднятии равложений это разложение может 
быть поднято : R окааывается конечным прямым произведением 
колец, максимальный нильпотентный идеал каждого ив которых 
является первичным идеалом. В предположении , что максималь­
ный нильпотентный идеал кольца R является первичным идеалом, 
можно применить теорему 20.36. Пусть с Е 5J(N). Тогда cR + 
+ N = dR для векоторого d. Поскольку d Е f!lJ(N) и dR 2 N, 
то ясно , что dN = N. Но тогда cN = N(mod N2), откуда по лем­
ме Накаямы cN = N. 

Поэтому ввиду 20. 36 нерааложимые кольцевые слагаемые коль­
ца R либо первичны, либо артиновы и примарны. О 

Итак, мы получили новое докааательство утверждения 18. 38. 3 .  
Доказательство следующего утверждения неявно содержится 

в работе Голди [62] (ер. 1, 10. 22, стр. 506) . 

20.38. Саедствие. Любое пмупервичное пмьцо главных правых 
идеадов наследственно справа. О 

Кольца, подобные о-циклическим ко.пьцам 
Тема , связанная с о-циклическими кольцами, подробно осве­

щается в гл. 25; здесь же мы довольствуемся лишь одной довольно 
{)Чевидной теоремой, которая показывает, что п-генные кольца 
подобны а-циклическим кольцам. 

20.39. Теорема. Пусть п- целое число, большее О. 
(а) Кольцо А опааывается п-генны.м, тогда и тмьпо тогда, 

погда польцо .матриц An ципличеспи-генное. 
(Ь) А является 0'-п-генны.м, польцо.м тогда и тмьпо тогда, 

погда польцо .матриц An а-ципличеспое. (с) Каждое п-генное пмьцо А подобно ципличеспи-генно.му поль­
цу, и обратно, паждое польцо, подобное ципличеспи-генпо.му поль­
цу, является п-генны.м, для непоторого п. 
Это утверждение остается верным, если «ципличеспи-геппое» аа.ме­
н.ить на <<а-ципличеспое>>, а <<п-генное»- на '10'-п-генное». 

Д о к а в а '.11 е л ь е т в о "Упражнение О 
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Коммутативные FВG-копьца и а-циклические 
кольца 

В этом параграфе представлено несколько теорем о FB G­
и 0'-циклических коммутативных кольцах , принадлежащих Кап­
ланекому [49] , [52], Уорфилду [69bl, [70] , Гиллу [ 71 ] ,  Лафону 
[71а] и другим. Некоторые из этих теорем требуют владения осно­
вами коммутативной алгебры, но в основном это элементарные 
вещи,  такие , как локализация по простому идеалу, и с ними мож­
но ознакомиться специально для этой цели. 

Коммутативное кольцо R называется коJIЬцом нормирования, 
если оно удовлетворяет одному из следующих эквивалентных 
условий: 

(i) для любых двух элементов а и Ь либо а делит Ь, либо 
Ь делит а; 

(ii) идеалы кольца R линейно упорядочены по включению; 
(iii) R - локальное кольцо , и каждый его конечно порож­

денный идеал является главным. 
Другой термин для кольца нормирования, встречающийся 

в литературе,- арифметическое кольцо 1) . 
Подмодуль А R-модуля В называется относительно делимым 

или чистым, если для всех r Е R выполняется равенство rA = 
= А П rB. (Ср . с П-чистотой в 19. 21 (h) . ) 

Модуль Р называется чисто-проективным, если для любой 
короткой точной последовательности 

О -+А -+В -+С -+ 0, 
в которой А относительно делим в В, индуцированная последо­
вательность 

О -+Ноmн(Р, А) -+Ноmн(Р, В) -+Ноmн(Р, С) -+0 

точна 2) . 
Модуль М называется циклически представимым (СР-моду­

лем) , если имеется точная последовательность R -+ R -+М -+О. 

20.40. У п р  а ж н е н и е (Капланский [69bl , Уорфилд 
{69bl ) .  1. Модуль М над коммутативным кольцом R чисто-проекти­
вен тогда и только тогда, когда М - прямое слагаемое прямой 
суммы СР-модулей. 

1) Впрочем, чаще под арифметическим понимают кольцо с дистрибу­
тиввой структурой идеалов. Кольца нормирования называются также цеп­
ными.- При:м.. ред. 

В) Подробвее вопросы относительвой проективвости (а также относитель­
вой ивъективвости) рассматриваются в монографиях Штевштрёма (Stenstrom 
В . ,  Rings of quotients, An introduction to methods of ring theory, Berlin, Sprin­
ger, 1975) и А. П. Мишивой и Л. А. Скорвякова, Абелевы группы и модули, 
М., 1969.- При:м.. ред. 
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2. Над кольцом нормирования любой конечно представимый 
циклический модуль циклически представим. [Укааание: восполь­
зоваться леммой Шанюэля 11. 28 (1, стр . 532).] 

3. Определить чисто-инъеRтивные модули двойственным обра­
зом к определению чисто-проективных модулей и показать, что 
модуль Q чисто-инъективен тогда и только тогда , когда он является 
прямым слагаемым любого модуля, содержащего его в качестве 
чистого подмодуля. Вывести отсюда , что чисто-инъективность есть 
(ослабленная) форма алгебраической компактности, определен­
ной перед 19.21, так как любой «чистый по Кону>> подмодуль отно­
сительно делим. 

20.41 . Теорема. Ес.ли М- конечно представимый моду.лъ над 
ко.лъцом нормирования R ,  то он яв.ляется прямой су.м,.м,ой СР-мо­
ду.лей 1). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о (Уорфилд [70]). Пусть m- макси­
мальный идеал кольца R и у1, • . • , Уп - базис векторного 
(R/m)-пространства MlmM. Если х1, • • •  , Xn- элементы моду­
ля М, такие, что х1 + mM = у1, то М= x1R + ... + XnR .  
Один из  базисных элементов у1, • • . , Уп (скажем, у1) обладает тем 
свойством, что аннулятор каждого элемента х Е М, такого, что 
х + mM = у1, совпадает с аннулятором модуля М. (Если бы 
это было не так, то мы могли бы выбрать множество образующих 
х1 ,  . • • , xn, как указано выше, причем так, чтобы все аннуляторы 
элементов х1 были больше, чем аннулятор модуля М. Но это 
невозможно, поскольку идеалы кольца R линейно упорядочены, 
а аннулятор модуля М равен пересечению аннуляторов элемен­
тов х1.) Если у1 выбран таким образом, а х1 выбран так , что х1 + 
+ mM = у1, то подмодуль (х1), порожденный элементом х1, 
относительно делим. (Чтобы убедиться в этом, предположим, что 
rx1 = sz, где z Е М и s не делит r. Тогда s = rt для векоторого 
t Е m. Если в таком случае положить хТ = х1 - tz, то хТ + 
+ mM = у1 и rxT = О, откуда (в силу уеловил на у1) rx1 = О. 
Следовательно, rx1 делится на s, и это показывает, что (х1) -
относительно делимый подмоду ль. )  

Посмотрим теперь н а  последовательность О -+ (х1) -+ М -+ 
-+ Ml(x1) -+О. По индукции модуль М!(х1) - прямая сумма 
СР-модулей и поэтому чисто-проективен. Следовательно, М� 
� (х1) Е!Э М!(х1), откуда вытекает, что (х1) также конечно предста­
вим и поэтому является СР-модулем. Итак, теорема доказана. О 

20.42. Теорема (Уорфилд [70]) .  Пусть R - поммутативное 
.лопалъное по.лъцо, не яв.ляющееся ко.лъцом нормирования. Тогда д.ля 

1) Эта теорема иеявио содержится в статье Rаплаиского [49], и ее дока­
зательство использует матрицы. Однако сам RаПJiаиский приписывает ее 
Rpyлmo {в письме от июня 1974 г.). 
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.ttюбого п > О  существуют rшпечпо представимые моду.л,и, которые 
нераа.ttожимы и ne могут быть порождепы менее чем п э.л,емепта;м,и. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Пусть а и Ь- элементы кольца R, 
ни один из которых не делит друrой. Заменив R подходящим фак­
торкольцом, мы можем считать, что (а) П (Ь) = О и m · (а) = 
= m ·(Ь) = О (rде m- максимальный идеал кольца) . Пусть 
F- свободный модуль с образующими х1, • • •  , Xn. Пусть, далее , 
К- подмодуль в F, порожденный элементами ах1- Ьх2 , • • •  
. • . , ахп_1- Ьхп, а М = Fl К. Ясно, что MlmM � (FI K)lm(FI К) � 
� FlmF, так что М не может быть порожден менее чем п элемен­
тами. Покажем, что М неразложим. 

Пусть Yi и zi- образы элемента xi в модулях М и MlmM 
соответственно. Пусть S = аМ + ЬМ. Заметим, что aF + ЬF 
является векторным (R/m)-nространством с базисом, состоящим 
из элементов ах1, • • •  , axm Ьх1 , • • •  , Ьхп. Подпространство К 
пространства aF + ЬF имеет размерность п- 1 ,  так что соответ­
ствующее факторnространство S(� (aF + ЬF)IK) имеет р.tЗмер­
ность п + 1 .  Одним из базисов nространства S является набор 
Ьу1, ау1, ау2 , • • •  , ayn, откуда вытекает, что аМ (равно как 
и ЬМ)- подпространство nространства S коразмерности 1 .  
Имеют место естественные rомоморфизмы а, �. переводящие 
MlmM в S и заданные умножением на а и Ь соответственно (так 
что а(zд = ayi)· Эти rомоморфизмы являются вложениями (из 
соображений размерности) . Теперь предположим, что М =  
=А Е!Э В. Ясно , что аМ = аА Е!Э аВ и S = (аА + ЬА) Е!Э (аВ + 
+ ЬВ). Так как коразмерность аМ в S равна 1, одно из этих nря­
мых слагаемых пространства S лежит в аМ 1 ) ; поэтому мы можем 
предположить, что ЬВ = аВ . Выберем в BlmB иенулевой эле­
мент w = c1z1 + ... + cnzn. (Отметим, что BlmB =1= О по лемме 
Накаямы 18. 4(с) . )  Заметим, что с1 = О, так как в противном случае 
�'(w) � аМ (nоскольку Ьу1, ау1, • • •  , ayn образуют базис S и по­
следние п элементов порождают аМ), а с друrой стороны, мы зна­
ем, что �(w) Е аВ . Если w = c2z2 + ... + CnZm то �(w) = 
= a(c2z1 + ... + CnZп-1) , и поэтому c2z1 + ... + CnZn-l лежит 
в BlmB (поскольку а - вложение) . Но тоrда по доказанному 
с2 = О. Продолжая по индукции, получим, что w = О. Это про­
тиворечие показывает , что модуль М неразложим. О 

20.43. Следствие (Уорфилд [70]) . (а) Ес.л,и R - коммутативное 
.ttoкa.ttьnoe кмьцо и каждый конечно представимый моду.л,ь -
пря.мое едагаемое прямой су;м,;м,ы циК.ttических моду.ttей, то R -
кмьцо нормирования. 

1) Действительно, S/aM � (аА + ЬА)/аА Е& (аВ + ЬВ)/аВ, а так как 
dim S/aM = 1, то одно ив прямых слагаемых в этом разложении равно О. 
Последвее равносильно выскававвому утверждению.- При.м. перев. 
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(Ь) Любое �о.м.мутативпое .л,о�а.лъпое FВG-�мъцо яв.л,яется 
�о.л,ъцом нормирования. 

Д о к а в а т е л ь с т в о. Любое конечно поротденное прямое­
слагаемое М прямой суммы циклических модулей есть прямое­
слагаемое прямой суммы конечного числа циклических модулей, 
и тогда по теореме 18. 18 о единственности разложения сам модуль. 
М оказывается прямой суммой циклических модулей. Поэтому 
применима теорема 20. 42. Утверждение (Ь)- очевидное след­
ствие из 20.42. На самом деле в случае (Ь) можно сказать и больше; 
см. 20.49. о 

Следующие упражнение и теорема используют понятие локаль­
ного кольца Rm относительно максимального или простого идеа­
ла m, а также понятие локального свойства.  

20.44. У п р а ж н е н и е. Для конечно представимого моду­
ля М над локальным кольцом R проективность и чистая проектив­
ность- локальные свойства ,  т. е. М обладает каждым из этих 
свойств тогда и только тогда , когда им обладает М m = М Q9 вRm 
для всех максимальных идеалов m. 

20.45. Теорема. Любой �опечпо представимый моду.л,ъ пад ком­
мутативным �о.л,ъцом R яв.л,яется прямым с.л,агаемы.м прямой 
суммы ци�ичес�их моду.л,ей тогда и то.л,ъ�о тогда, �огда Rm­
�мъцо нормирования д.л,я �аждого ма'l'tСи.ма.лъпого идеада m в R.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в u. Если конечно представимые R-мо­
дули обладают указанным свойством,! то им обладают и Rm-мо-
дули, поскольку конечно представимый Rm-модуль имеет вид 
М m для некоторого конечно представимого R-модуля М. Поэтому 
в силу следствия , доказанного выше ,  условие теоремы необхо­
димо. Обратно,  по 20. 44 1) конечно порожденный R-модуль Мчи­
сто проективен тогда и только тогда , когда М конечно предста­
вим и М m чисто проективен для каждого максимального идеала m, 
откуда следует требуемый результат. О 

Почти махсимальиые хольца нормирования 
Говорят, что кольцо нормирования максимально, если каждая 

система попарно разрешимых сравнений вида 
х =ха.(! а.) (сх. Е А ,  Ха. Е R, I а. -идеал кольца R) 

1) И по 20.40.1.- ПpUJ/t. перев. 
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имеет общее решение в В. Мы скажем, что В почти :максимuьво, 
если эта система сравнений имеет общее решение всякий раз , 
когда П 1 а =1= О. Эти определения являются прямыми обобще-

щ:А 
ниями соответствующих определений максимальных и почти мак­
симальных об.ttастей нормирования, данных Капланеким [52], 
где объясняется термин <<максимальное>> 1) . 

Определим цепвой модуль как модуль с линейно упорядочен­
вой структурой подмодулей. (Ср. полуцепные кольца в гл. 25.) 

В этом разделе мы указываем ряд свойств коммутативного 
кольца , равносильных тому, что оно является почти максималь­
ным кольцом нормирования. Для коммутативного локального 
кольца В с максимальным идеалом М следующие условия эквива­
лентны: (i) модуль E(BI М) является цепным (через Е{Х) обозна­
чается инъективная оболочка модуля Х); ( ii) В- почти макси­
мальное кольцо нормирования; (iii) каждый неразложимый 
инъективный В-модуль является цепным; (iv) каждый конечно· 
порожденный В-модуль разлагается в прямую сумму циклических 
В-модулей (т. е. является а-циклическим модулем.) 

Символ с: будет обозначать строгое включение. Пусть f: В -+ 
-+ S - кольцевой гомоморфизм, 1 - идеал кольца В, а J -
идеал кольца S. Тогда обозначим через Jc соJ�tращение идеала J., 
а через [• - расширение идеала I. Итак, 

JC = j-l(J П /(В)) и 1• = /(1)8; 
поэтому Jce :::::> J и 1вс'2. 1. Основной результат для коммута­
тивных колец состоит в том, что для любого мультипликативного 
подмножества S (например,  если S = В- Р- дополнение како­
го-нибудь простого идеала Р) отображение расширения 1 ......,.. 18 
из множества идеалов кольца В в множество идеалов кольца 
частных Bs относительно S (например , когда S = В- Р, это 
кольцо есть как раз локальное кольцо Вр) является наложением. 
(См. 16.9 и 16. 10 (1, стр. 648-650) .) 

Для любых непустых подмножеств х и у кольца В положим 
(х : у) = {а Е В 1 уа с: х} . Если х - идеал ,  то (х : у) = 
= annR (ylx). . 

20.46. Предложение (Гилл [71]}. Пусть В - J�tO.ttьцo нормиро­
вания, не яв.ttяющееся об.ttастъю це.ttостности. К о.ttьцо В почти :мal't­
cu:мa.ttьнo тогда и тo.ttьl'to тогда, J�tогда оно :маl'tеи:ма.ttъно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Ясно, что если В максимально , 
то оно и почти максимально. Пусть Р- пересечение всех простых 
идеалов кольца В. Поскольку В - кольцо нормирования , то 

1)  См. также упражнения к rл. 2f. 
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Р - простой идеал и Р :f: О, так как О не является простым идеа­
лом. Идеал Р состоит ив всех нильпотентных элементов кольца R .  
Рассмотрим следующую систему попарно разрешимых сравнений-

(1) 

Мы можем считать, что П I а. = О, так как если П I а.::/= О, то 
аеА а.ЕА 

система (1 ) имеет решение,  поскольку R почти максимально. 
В силу того , что P=f:O, существует t (::f=O) E P, такое,  что t2=0. 
А так как П I а.= О. то существует а0 Е А, такой, что I а.. с Rt s;;; 

а;ЕА 
s;;;P. Пусть A'={aEAila.s;;;la.0}. Положим Ja.= (la;: t) . Тогда 
n 1 J а.::/= О ввиду того , что t Е n J а.· Ив попарной разрешимости 

а.еА а.еА 
системы (1)  следует,  что Ха.- Ха;0 Е I "'• для всех а Е А'. Поэтому 
Ха. -ха;. = za.t , где Za; Е R, а Е А'. Рассмотрим теперь следую­
щую систему сравнений: 

(2) 

Воsьмем Za. - ZIJ (сх, � Е А') и предположим, что I а. s;;; /13. Тогда 
Ха. - х13 Е I 13 и t(za. - z13) Е I 13· Итак,  Za. -ZIJ Е J 13, и поэтому 
система (2) попарно разрешима. Поскольку П J а. :f: О, систе-

аеА' 
ма (2) имеет общее решение , скажем z0• Теперь легко видеть, что 
ха.. + z0t - решение системы (1) , и поэтому R максимально. О 

20.47. Лемма. Пусть R -ко.аьцо нор.м.ирования, а Р -его 
простой идеал. Тогда если R .м.акси.м.ально (почти .м.акси.м.алъно) , 
то :макси.м.ально (почти :макси.м.алъно) и кольцо Rp. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы знаем,  что Rp - это локальное 
кольцо с максимальным идеалом PRp. Рассмотрим естественный 
гомоморфизм Ф :  R -+ Rp, задаваемый по правилу Ф(r) = r/1 1) . 
Пусть I - идеал кольца Rp. Тогда /се= /, и поэтому идеалы 
кольца Rp линейно упорядочены, поскольку линейно упорядоче­
ны идеалы кольца R. 

Допустим, что R максимально (почти максимально) . Пр«:>дпо­
ложим, что мы имеем следующую систему попарно разрешимых 
сравнений: 

(1) 
(где Ха. Е Rp и I а; - идеал кольца Rp) . Мы можем считать, что 
I а. s;;; Р Rp для всех а Е А ,  поскольку сравнению х == xa;(Rp) 
удовлетворяет любой элемент х Е Rp. 

1) Здесь r/1 отоmдествJJяется о соответствующим RJJaccoм аквиваJJевт­
вости.- Прrиt,. ред. 
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Предположим, что Ха. Е Ф(R) для всех CG Е А. Выберем Za. Е R, 
такой , что Ф(zа) = Ха.· Рассмотрим следующую систему сравнений : 

(2) z = Za, (/�) (CG Е А). 
(Заметим. что если n I а =1= О, то n /'ix, =1= 0. )  Так как система ( 1 )  

аЕА аЕА 
попарно разрешима,  то ясно , что система (2) также попарно раз­
решима.  Поскольку R максимально (почти максимально) , систе­
ма (2) имеет решение в R, скажем z0• Ясно , что Ф(z0) - решение 
системы ( 1 ) .  

Таким образом, теперь мы можем считать , что существует 
CG0 Е А, такой , что ха. � Ф(R). Заметим, что Р Rp = Ф(R) 1) .  Рас­
смотрим произвольное сравнение из системы (1 ) ,  скажем х = 
= хвUв). Попарная разрешимость дает 

Ха0- Xjj Е 1 а0 U f (3 = Р Rp s;;; Ф (R). 

Предположим, что хв Е Ф(R) . Тогда ха.- Xf3 + Xf3 Е Ф(R}, и по­
этому Ха0 Е Ф(R), что ,  однако , не так. 

Итак , хв (f Ф(R) для всех р Е А. Поэтому система ( 1 )  имеет вид 
( 1') х = Xa,(I а,) (CG Е А), 

где Ха \1 Ф(R) для всех CG Е А. Теперь из того ,  что Ха, Е Ф(R), 
вытекает, что Ха = Ф(ra )-I , где ra Е R - Р 2). Рассмотрим сле­
дующую систему сравнений: 

(3) z = ra (/�) (сх Е А). 
Эта система попарно разрешима , так как если I а = I в. то !'&. � Г(>, 
и 

Ха -хв = Ф (rа(1-Ф (rв)-1 = Ф (ra)-1 Ф (rв)-1 Ф (r13-ra). 

Таким образом, 
Ф(rа)-1 Ф (rв)-1 Ф (rв-ra) Е /в, Ф (rв- ra) Е /в, rв-ra Е /в. 

Поскольку R максимально (почти максимально) , система (3) имеет 
в R решение, скажем z0• Теперь z0- ra Е /'ix, = Р для всех CG Е А. 
Следовательно, z0 Е R - Р. Ясно , что Ф(z0)-1 есть решение систе­
мы ( 1}, и поэтому Rp максимально (почти максимально). О 

20.48 .  Лемма. Пусть R - кольцо нормирования. Тогда следую­
щие свойства эквивалентны: 

( 1 )  ann ann RЬ = RЬ для всех Ь Е R. 

1) Действительно , для любого р ЕР и s Е R - Р имеем s � pR, поэтому 
sR 1 р ,  откуда sp1 = р и р · Ф (s)-1 = Ф (s) ·Ф (р1) · Ф (s) -1 = Ф (pl) Е 
Е Ф (R) . - Пр и.м. перев. 

2) По соображениям, аналогичным приведеиным в предыдущем приме­
чании. - При.м. перев. 

14 к. Фейс 
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(2) Каждый элемепт пмъца R .либо обратим, .либо яв.ляется 
делителем иу.ля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что выполнено усло­
вие (1 )  и т- не делитель нуля.  Тогда ann Rт = О, и потому 
ann ann Rт = R.  Итак , по предположению Rт = R,  и ,  значит, 
т - обратимый элемент . 

Допустим теперь ,  что выполнено (2) , и пусть М- максималь­
ный идеал кольца R. Ясно , что Rb = ann ann Rb для всех Ь Е R.  
Предположим, что существует с Е R,  такой , что Rc с: ann ann Rc. 
Тогда существует О =1= у Е R,  такой, что у Е (ann ann Rc) - Rc. 
В таком случае Rc с: Ry, так что с = ту для векоторого т Е М. 
Теперь 

Ry s;;; ann ann Rc = ann ann Rту 

Взяв аннуляторы, получим 

ann Ry 2 ann Rту. 

Таким образом ,  если rту = О, то ry = О. Следовательно. Ry П 
П ann (т)= О .  Но Ry =1= О ,  и так как идеалы кольца R линейно 
упорядочены, то ann (т) = О.  Но т - делитель нуля , и мы при­
шли к противоречию.  Итак , ann ann Rb = Rb для всех Ь Е R. О 

Капланекий [52], М атлис [66] , Гилл [71] ,  Лафон [71а] и 'Уор­
филд [70] внесли вклад в следуrощую теорему. 

20.49. Теорема. Пусть R - .лопа.лъиое по;м,;м,утативиое по.льцо 
с мапсима.льиым идеа.лом М. Тогда едедующие ус.ловия зпвива.леитиы: 

(i) Едииствеииый простой моду.ль R/ М об.ладает цеппой ииъ­
ептивиой обо.лочпой E(RIM) . 

(ii) R - почти мапсима.лъиое по.льцо иормироваиия. 
(iii) Каждый иераможимый ииъептивиый R-моду.лъ ямяется 

цепиым. 
(iv) Каждый поиечио порождеииый R-моду.ль рамагается в пря­

мую су;м,;м,у цип.личеспих R-моду.лей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (Гилл [71]}. (i) :::>- (ii) .  Предполо­
жим, что инъективная оболочка E(RIM) - цепной модуль.  Мы 
знаем , что Е == E(RIM) - инъективный кообразующий (1, 3.31 , 
стр . 194) . Рассмотрим аннуляторное отображение из множества 
идеалов кольца R в множество подмодулей модуля Е, задаваемое 
соответствием 1 .-.(О : Е/) .  Известно,  что это - вложение, обра­
щающее порядок, и что (О : (О : Е/) )  = 1. (Доказательство?) (См. 
также 23. 13. ) Таким образом ,  поскольку подмодули модуля Е 
линейно упорядочены, то линейно упорядочены и идеалы коль­
ца R, и поэтому R - кольцо нормирования. 



Г .л.. 20. Представ.л.ен.ия ко.л.ец и .модулей в виде прямых су.м.м 211 

Рассмотрим следующую систему попарно разрешимых срав­
нений: 
(1)  

Мы можем считать , что 1"' = М для всех сх Е А, поскольку 
сравнению х = Xa.(R) удовлетворяет любой х Е R. Положим Е а. = 

=(О: Е/ а,) = {х 1 xl а= 0}.  Как и выше , заметим, что если Е а S 
= EtJ, то ltJ = I а. · R тому же I а =  (О: Е а.) = {r Е R 1 Ea.r = 0}. 
Поскольку П 1"' =1= О, Е'= U Е а с Е. Определим гомоморфизм 

аЕА аЕА 
j'; Е'-+ Е' , полагая f'(e) = хае, если е Е Е а· Для того чтобы убе­
диться в корректности определения отображения j' , нам нужно 
показать , что если е Е Е а и е Е EfJ, то хае = Xfle. Предположим, 
что Е а s Е11. Тогда /11 = 1 а.· Попарная разрешимость системы ( 1 )  
дает Ха - Xfl Е 1 а· Следовательно,  так как е Е (О : Е/ а}, то (ха -
- Xfl)e = О, откуда ха.е = Xfle. 

Теперь ,  поскольку Е' с Е, существует е0 Е Е,  такой , что 
Е' с Re0 s Е. Ввиду того что модуль Е инъективен , j' может 
быть продолжен до j: Е -+ Е, так что диаграмма 

, о----:1 /--�'-+Е 
Е 

коммутативна. Мы утверждаем , что f(e0} = re0 для векоторого 
r Е R. Предположим, что это не так. Тогда, учитывая, что Е -цепной модуль, получаем е0 = sj(e0) для векоторого s Е R. Пусть 
теперь е Е Е а для векоторого сх Е А. Ясно , что е = te0 для веко­
торого t Е R. Тогда 

sj(e) = sj(te0) = t· sj(e0) = te0 = е. 

Итак , 
е - sj(e) = О и потому е - sxae = О. 

Отсюда вытекает , что 1 - sxa Е 1 а = М. Следовательно , sxa Et М 
и потому s Et М. Таким образом ,  s - обратимый элемент , а значит, 
f(e0) = s-1e0• Следовательно,  мы показали, что f(e0) = re0 для 
векоторого r Е R. 

Пусть е Е Е' . Тогда е = te0 для векоторого t Е R и 

j'(e) = j'(te0) = j(te0) = tre0 = re. 

Итак, j' (е) = re для всех е Е Е'. Мы утверждаем, что r является 
решением системы ( 1 ) .  Рассмотрим r- Ха для векоторого сх Е А. 
14* 
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Пусть е Е Еа.. Тогда 
(r - Ха.)е = re - ха.е = f(e) - f(e) = О. 

Итак, r - Ха. Е I а. для всех а Е А. Следовательно , r удовлетворяет 
системе ( 1 ) ,  и поэтому R - почти максимальное кольцо нормиро­
вания . 

(ii) => (iii) . Доказательство этой импликации опирается на сле­
дующее утверждение: 

20.50. У п р а ж н е н и е (Rлатт - Леви [69]). Предположим, 
что R - почти максимальное кольцо нормирования . Тогда оно 
самоинъективно в том и только том случае , когда 

( 1 )  ann ann Rb = Rb для всех Ь Е R и 
(2) R максимально . 
Очевидно , что множество делителей нуля кольца нормирова­

ния есть простой идеал , скажем Р. Если R - не область целост­
ности, то RP максимально (ввиду 20 .46 и 20.47) . Очевидно, это 
также верно , если R - область целостности. В силу 20.48 
ann ann Rpb = Rpb для всех Ь Е Rp. Таким образом , Rp самоинъ­
ективно. Отсюда вытекает , что Rp - инъективный R-модуль. 
Rро:ме того, ясно, что Rp - существенное расширение модуля R.  
Итак, Ея(R) = Rp, и потому Ея(R) - цепной модуль. Пусть 
теперь I- собственный идеал кольца R и R = RII. Так как R­
почти максимальное кольцо нормирования , то ii - максимальное 
кольцо нормирования. Отсюда , используя те же рассуждения, 
что и выше, мы получим, что Ен(Й) - цепной модуль. 

Пусть Е- произвольвый неразложимый инъективный Н­
модуль .  Пусть Rx и Ry - его подмодули, где х, у Е Е. Пусть 
(О : х) = {r Е R 1 rx = 0}. Чтобы показать, что Е - цепной мо­
дуль , мы должны показать, что либо Rx s Ry, либо Ry s Rx. 
Теперь либо (О : х) = (О :у), либо (О :у) =(О : х) . Мы можем 
считать без ограничения общности. что (О : х) s (О : у) . Положим 
I = (О : х). Тогда Rx, Ry = Е' = (0 : EI). R тому же Е' - инъек­
тивный В-модуль,  где li = RII, и Е' = Ея(R). Но последний 
модуль является цепным. Таким образом,  либо Rx s Ry, либо 
Ry = Rx. Итак, Е - цепной R-модуль .  

(iii) => (iv) . Предположим, что каждый неразложимый инъек­
тивный R-модуль является цепным. Тогда E(R/M) цепной , 
поскольку это неразложимый инъективный R-модуль. Итак , по 
(i) => (ii) R - кольцо нормирования . 

Пусть А - конечно порожденный R-модуль и а1, • • • , an -
n 

множество его образующих. Тогда (О : А) = n (О: а1) , и так как 
i=1 

R - кольцо нормирования , то (О : А) = (О : а8) для векоторого 
s ( 1  � s�n) .  Ясно , что (О : а8) = (О : х) для всех х Е А .  Положим 
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1 = (О : а.) . Тогда Ra. � R/(0 : а.) = R!I. Рассмотрим диаграмму 

где i1 , i2 - включения . Обозначим через а сквозной гомо:\юр­
физм Ra. � Rf/ � E(R/1) . Конечно,  а- мономорфизм. Поскольку 
модуль E(RII) инъективен, существует гомоморфизм f: А--+ 

--+ E(RII) , иревращающий диаграмму в коммутативную. Рас­
смотрим в E(RII) подмодуль f(A ) .  Так как А конечно порожден,  
то конечно порожден и f(A ) .  Поскольку 1 конеприводим 1) , то 
E(RII) - неразложимый инъективный R-модуль . Таким обра­
зом, модуль E(RI /) цепной , и поэтому каждый его конечно по рож­
денный подмодуль циклический. Следовательно , f(A ) - цикли­
ческий R-модуль , скажем f(A ) = Ry, где у Е E(RII) . Теперь имеем 

i 

1) То есть ве представляется в виде пересечения :ковечвоrо числа идеа­
лов, отличных от 1.- Пр им. перев. 
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С учетом леммы Накаямы 18 .4 (с) требуемый результат полу­
чается индукцией по dimя/м А/МА. 

(iv) => (i) . Предположим, что каждый конечно порожденный 
R-модуль есть прямая сумма циклических Л-модулей. Тогда,  
поскольку Е = Е(Л/ М) - неразложимый инъективный Л-модуль,  
каждый конечно порожденный Л-подмодуль модуля Е цикличе­
ский. Пусть теперь А и В - подмодули модуля Е, такие , что 
А st= В и В st= А. Чтобы доказать , что Е - цепной модуль,  мы 
должны показать , что это предположение ведет к противоречию. 
Действительно , в таком случае найдутся х, у Е Е, такие , что 
х Е А. х Et В, у Et А, у Е В. По установленному выше найдется 
z Е Е. такой, что Лх + Лу = Лz. Конечно , z =1= О. Итак, суще­
ствуют элементы а, Ь, r, s Е Л ,  такие , что 

z = ах+ Ьу, х = rz, у =  sz. 
Поэтому 

z = arz + bsz и (1  - (ar + bs))z = О. 

Поскольку кольцо Л локально , множество его необратимых эле­
ментов совпадает с М. В силу этого для любого t Е Л либо t ,  
либо 1 - t обратим. В частности, либо ar + bs, либо 1 - (ar + bs) 
обратим. Но � =1= О, поэтому должен быть обратимым элемент 
ar + bs. Тогда либо ar, либо bs обратим. Без ограничения общ­
ности мы можем считать , что ar обратим. Но в таком случае обра­
тим r, и потому х порождает тот же модуль,  что и z. Таким обра­
зом, у Е А, и мы получаем противоречие . Следовательно , Е -
цепной модуль. О 

У пражиевия )t гл. 20 
1 .  Доказать, что если длины конечно nорожденных неразло­

жимых правых Л-модулей над артиновым справа кольцом Л 
ограничены [или, эквивалентно , если существует целое число n, 
такое, что каждый такой модуль порождается n (или меньшим 
числом) элементами}, то каждый неразложимый инъективный 
правый Л-модуль нётеров (и порождается не более чем n элемента­
ми). Показать , что в таком случае mod-Л обладает инъективным 
кообразующим U конечной длины. (Это влечет за собой И-двой­
ственность в смысле Мориты. См. 23.25 .  7.) 

2. Доказать теорему Мориты, утверждающую, что артиново 
коммутативное кольцо Л обладает конечно порожденным инъек­
тивным кообразующим. [Это равносильно утверждению, что инъ­
ективная оболочка кольца Л (или, эквивалентно , цоколя кольца Л) 
конечно порождена. При этом достаточно предположить , что Л­
локальное кольцо . ]  
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*3. (Ср . Чейз [61 , стр . 851 ] . )  Пусть А - прямое произведение 
конечно порожденных абелевых групп. Если К - подгруппа в А, 
такая, что А/К- периодическая группа , то А/К разлагается 
в прямую сумму делимой группы и группы, порядки элементов 
которой ограничены в совокупности . 

4. (а) Пусть е - идемпотент в кольце R. а М- правый еRе­
модуль. Если последовательность 

Rn -+  М ®ене eR -+ О (в mod-R) 
точна , то точна последовательность 

(Re)n -+ М -+ О (в mod-eRe) . 
(Ь) Если R есть FВG-кольцо , то таково же и кольцо eRe для 

любого идемпатента е .  

*5. И.ольцо R,  над которым каждый циклический правый 
модуль либо полупрост, либо изоморфен R, является либо простым 
правым У-кольцом без делителей нуля , либо классически полу­
простым кольцом, либо локальным артиновым справа кольцом 
главных правых идеалов , причем J(R)2 = О. 

6. И.ольцо R = k[y, D] дифференциальных многочленов над 
универсальным дифференциальным полем k обладает такими свой­
ствами : ( а) каждый циклический модуль ,  не изоморфный R , 
является полупростым инъективным модулем конечной длины; 
(Ь) каждый квазиинъективный модуль инъективен; (с) существует 
в точности два класса эквивалентности неразложимых инъектив­
ных правых модулей : один из них порождается единственным про­
стым модулем V, а второй - правым телом частных К кольца R.  
(Ср . с упр . 32 гл . 1 9 ,  а также с характеризацией Гудёрла колец, 
которые ограниченно полупросты справа в том смысле,  что модуль 
Rl I полупрост для каждого существенного правого идеала (Гу­
дёрл [72 , стр . 47] )  1).) 

7. Пусть R - полунаследственное слева полупервичное кольцо 
Голди. Тогда R удовлетворяет условию минимальности для 
конечно порожденных проективных правых идеалов , содержащих 
какой-нибудь фиксированный неиулевой конечно порожденный 
существенный проективный правый идеал в том и только в том 
случае , когда оно нётерово слева (ер . 20.28) . 

8 (обращение теоремы Веббера - Чаттерса для полупервичного 
кольца Голди) . Пусть R - полунаследственное слева полупервич­
ное кольцо Голди , которое удовлетворяет ограниченному правому 
условию минимальности (см. стр . 196) .  Тогда R нётерово слева 
и. следовательно , наследственно слева .  

1 )  См. таиже Л .  А.  Rойфмаи, Мате.м исс.л.ед., 6 (1971) вып 2,  85-104; 
вып. 3, 62-82.- Прим.. перев. 
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9 (Камилло - Коззене [73]) . Следующие условия на .11евую 
область Оре, являющуюся кольцом главных правых идеалов , 
эквивадентны : ( 1 )  R - кольцо главных левых идеалов ; (2) Л 
нётерово слева; (3) R удовдетворяет условию максимальности для 
главных девых идеалов; (4) Л удовлетворяет ограниченному пра� 
вому условию минимальности. (До сих пор нет примера ,  когда ( 1 )  
не было бы выполнено 1) . )  

10. Над любым кольцом Л .11юбая прямая сумма инъективных 
правых Я-модулей является эпиморфным образом прямой суммы 
векоторого множества экземпляров инъективной оболочки R 
модуля ЛR. 

1 1 .  Л-модуль М называется вполне инъективным, если каждый 
его фактормодуль инъективен. Далее , М называется � -вполне 
инъективным модулем , если прямая сумма любого множества 
экземпляров модуля М вполне инъективна. Кольцо Л нётерово 
справа и наследственно справа тогда и только тогда,  когда каждый 
инъективный правый Л-модуль М � -вполн�:� инъективен, и в том 
и только том случае , когда инъективнал оболочка R � -вполне 
инъективна. 

1 2. Над нётеровьш справа кольцом прямая cyl\lмa вполне инъе­
ективных правых Л-модулей вполне инъективна. Вывести из 
упр . 1 1 ,  что нётерово справа кольцо R насдедственно справа тогда 
и только тогда , когда инъективнал оболочка R вполне инъективна. 

13. Пусть 1- правый идеал в (не классически полупростом) 
кольце Л , лвллющийсл максимальным в множестве тех правых 

/'-
идеалов К, для которых инъективнал оболочка Л/ К - непалу-
простой модуль.  (/ всегда существует в нётеровом справа кольце, 
не лвллющемсл классически полупростым. )  Тогда 1 конеприводим. 

/'. 
Кроме того ,  если Е = ЛII не имеет вполне инвариантных под­
модулей (как будет в случае , когда R - правое QI-кольцо) , то 
Е/К полупрост для каждого венулевого подмодуля К. 

14  (Фейс [76а] ) .  Гипотеза Б ойл : Если Л - правое QI-кодьцо , 
то оно насдедственно справа.  Доказать ее в предположении , что 
выполилетел ограниченное правое условие существования невуле­
вого цоколя : если 1 - собственный существенный правый идеал , 
то Rl 1 имеет невулевой цоко.11ь .  

1 )  Недавно Rон (Cohn Р. , Proc. А тет. Math. Soc., 66 (1977), .М 2, 217-222) 
построил прим:ер, показывающий, что такой случай возможен. - При:м. 
перев. 
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15 .  Заметить, что ограниченное правое условие существова­
ния иенулевого цоколя необходимо для справедливости гипотезы 
Б ойл в предположении. что R - левое и правое Ql-кольцо . 

16. :Кольцо левых и правых главных идеалов является о-цn:­
клическим. (Нётерово слева полупервичное кольцо главных пра­
вых идеалов является о-циклическим справа . )  

1 7  (Rапланский [49 , 12. 3, стр . 486] ) .  :Коммутативное кольцо R 
является кольцом главных идеалов тогда и только тогда , когда 
оно нётерово и его максимальные идеалы главные . 

18 (:Коэн И. [50] ) . :Коммутативное кольцо R нётерово в том 
и только том случае, когда каждый простой идеал конечно порож­
ден. Вывести из упр . 1 7 ,  что кольцо R является кольцом главных 
идеалов тогда и только тогда , когда каждый его простой идеал 
является главным. 

Говорят , что кольцо главных идеалов R специальное , если его 
радиал нильпотентен. Это понятие нам потребуется для следую­
щего «упражнения» . 

*19 (Уорфилд [70]) . Следующие условия на коммутативное 
нётерово кольцо R эквивалентны: 

(i) размерность R/m-пространства m/m2 равна единице для 
каждого максимального идеала m; 

(ii) R есть (конечное) прямое произведение дедекиндовых 
областей и специальных колец главных идеалов ; 

(iii) Rm - кольцо дискретного нормирования (т.  е. коммута­
тивная локальная область главных идеалов) или специальное 
кольцо главных идеалов для любого максимального идеала m. 

(iv) каждый конечно порожденный R-модуль является прямым 
слагаемым прямой суммы циклических модулей . 

*20. Если R - коммутативное нётерово кольцо , то либо для 
каждого положительного целого числа n существует конечно порож­
денный неразложимый R-модуль,  который не может быть порож­
ден менее чем n элементами , либо R удовлетворяет условию1 упр . 19 
и в этом случае любой конечно порожденный неразложимый В­
модуль может быть порожден двумя элементами. 

*21 (Rапланский [52]) . :Кольцо дискретного нормирования R 
всегда почти максимально . :Кроме того ,  R максимально тогда и 
только тогда , когда оно полно в р-адической топологии, где р -
единственный простой элемент . 

22 (Матлис [59]) . :Коммутативная область нормирования R 
с полем частных К является почти максимальной в том и только 
том случае , когда К/ R - инъективный R-модуль. 
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Замечания к гл. 20 
Капланекий [49 , стр . 483 , теорема 1 1 . 1] доказал , что над ком­

мутативной локальной областью целостности R каждый модуль, 
порожденный двумя элементами, является а-циклическим в том 
и только том случае , когда «каждое псевдосходящееся множество 
в R иенулевой ширины имеет в R предел» . В статье Капланекого 
[52 ,  стр . 336] объясняется , почему последнее условие эквивалентно 
тому, что R есть почти максимальная область нормирования , 
а теорема 14  той же статьи утверждает , что тогда каждый конечно 
порожденный модуль разлагается в прямую сумму циклических 
модулей. Обратное утверждение для областей целостности выте­
кает, как отмечено , из статьи Капланекого [49] ; Матлис [66] дал 
другое доказательство этой теоремы, а Гилл [71 ]  распространил 
ее на общий случай колец с делителями нуля [см . 20 .49] . В работе 
Капланекого неявно содержится и теорема 20.41 , утверждаю­
щая 1) , что каждый конечно представимый модуль над локальным 
кольцом R является а-циклическим в том и только том случае ,  
когда R - кольцо нормирования. Этот результат явно сформули­
рован в статьях Лафона [71а] и Уорфилда [70] .  (См. теоремы 
Уорфилда , сформулированные в упр . 19 и 20 к этой главе . )  

Ру [72] частично обобщил теорему 20.41 на  некоммутативный 
случай (исправив ошибку в статье Лафона [71а] ) :  если R - ло­
кальное кольцо с линейно упорядоченной структурой правых 
(левых) идеалов , т. е. если R в терминологии гл. 25 - цепное 
локальное кольцо , то каждый конечно представимый модуль 
разлагается в прямую сумму циклических модулей. (Частная 
теорема получена также и для одностороннего случая. )  Этот 
результат является частью более общей теоремы Уорфилда , пред­
ставленной в гл . 25 , а именно :  R - полуцепное кольцо в том 
и только том случае , когда каждый конечно представимый правый 
или левый модуль есть прямая сумма главных циклических моду­
лей (теоремы 25 .2 . 6  и 25 .3 .4) 2) . 

Матлис [59] охарактеризовал почти максимальные области нор­
мирования среди локальных областей нормирования таким свой­
ством: R-модуль Q/ R инъективен, где Q = Q(R) - поле частных. 
Гилл [71] (см. 20. 49) сообщает, что это не верно уже для колец 
с делителями нуля , но никаких подтверждающих примеров не при­
водит 3) . Конечно , в этом случае Q не обязано быть инъективным 

1) Вместе с 20.42. - Прим. пер ев. 
2) См. также Дрозд Ю. А.,  Матем. ааметки, 18 (1975), М 5, 705-710.­

Прим. перев, 
3) Построим такие примеры. Для этоrо сначала заметим, что если R -

кольцо нормирования с делителями нуля, то R-модуль D = Q (R)/R инъек­
тивен тоrда и только тоrда, коrда <Jн нулевой (т. е. коrда Q (R) = R) .  В одну 
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R-модулем. Если же QR инъективен, то Q/R будет инъективным 
лишь при дополнительных предположениях , например , если R 
наследственно . Капланекий [69Ь, комментарии , стр . 73 и далее] 
дает разъяснения по этому поводу и по ряду других тем , рассмат­
ривавmихся в этой главе ,  включая чистую проективность и двой­
ственную ей чистую инъективность (алгебраическую компакт­
ность) . 

Если для векоторого кардинала а кольцо R - правое �-а­
rенное кольцо , то по 20.23 R артиново справа. Уорфилд [72] пока­
зал, что если R к тому же коммутативно ,  то оно является коль­
цом главных идеалов и, следовательно, �-циклическим коль­
цом. 

Проблема характеризации в некоммутативном случае остается 
открытой. Разлагается ли каждый модуль над �-а-генным кольцом 
в прямую сумму неразложимых модулей? Родственный вопрос :  
является ли кольцо , над которым каждый (правый) модуль -
прямая сумма неразложимых модулей , артиновым (справа) и/или 
правым FFМ-кольцом? Тот же вопрос для правых АD-колец:  
если каждый правый R-модуль разлагается в прямую сум­
му :модулей с локальными кольцами эндоморфизмов , то будет 
ли R артиновым справа и правым FFМ-кольцом? (См . в этой связи 
20.25. )  

сторону это утверждение очевидно. Обратно, предположим, что модуль D 
инъективен и не равен О. Тогда в R найдется регулярный необратимый эле­
мент r. Пусть z- делитель нуля в R. Так как r регулярен, то (0: z) J:j r, 
откуда rR ;: (О: z). Поэтому соответствие za 1-+ r-1a+R является корректно 
определенным гомоморфизмом zR -+- D. В сплу инъективности модуля D суще­
ствует элемент q-1 + R Е D, такой, что (q-1 + R) z = гl + R. Это равенство 
означает, что q-1z- г1 = Ь Е R, или rz = q (1 + rb). Отсюда и из того, что 
z- делnтель нуля, вытекает, что q (1 + rb) -делитель нуля. Но элемент q 
регулярен, следовательно, делителем нуль является 1 + rb. С другой сто­
роны, поскольку r необратим, то элемент 1 + rb должен быть обратимым, 
и мы получили противоречие. 

Пусть теперь Z Р- локальное кольцо частных кольца Z относительно 
простого идеала pZ и Е-инъективная оболочка простого Zр-модуля Zp/PZp. 
Рассмотрпм кольцо R, аддитивная группа которого равна Zp Е1Э Е, а умно­
женпе задается по правилу (а, х) (Ь, у)= (аЬ, ау+Ьх). Поскольку R/(0, E)�Zp 
и модуль Е цепной (см. 20.49), то R -кольцо нормирования. Легко тю,же 
видеть, что Q(R) = R. Тем не менее, R не является почти максимальным; 
в самом деле, следующая система попарно разрешимых сравнений: 
х = p(mod p2R); х = Р+ p2(mod рЗR); . . . ; х = Р+ р2+ ... + pn(mod pn+lR), . . . , 
очевидно, не имеет общего решения в R. 

С другой стороны, если Zp- кольцо целых р-адических чисел, 

а QP- поле р-адических чисел, то рассмотрим кольцо R, аддитив­
ная группа которого равна Zp Е1Э Qp, а умножение задается правило�! 
(а , х)(Ь, у)=(аЬ, ау+Ьх). По тем же соображениям, что ивпримере выше, 
R- кольцо нормирования. Легко также проверить, что Q(R)oj=R. Однано 
R максимально.- Прим. перев. 
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Во введении к тому 2 мы уже комментировали подтверждение 
А. В .  Ройтером гипотезы Б рауэра - Тролла и тот факт , что Аус­
лендер и Тахикава обобщили и усовершенствовали теорему Рой­
тера , дав совершенно другие доказательства .  Б олее того ,  Габ­
риелю [72] , а также Длабу и Рингелю [73] удалось явно описать 
неразложимые модули и обобщить теоремы Йосии [56] 1). (Ср . 
Rэртис - Джане [65]  и Rавада [62-64].) Джане [57] , Тахикава 
[60] и Rолби [66] показали ,  что артиново справа правое FF:М-коль­
цо имеет конечную структуру идеалов (см.  25 . 4 . 5) .  На самом деле 
бесконечность структуры идеалов влечет за собой «строго неогра­
ниченный модульный тип» кольца . Действительно , тогда суще­
ствует бесконечное число неразложимых квазипроективных моду­
лей; то же самое верно для квазиинъективных модулей над конечно­
мерными алгебрами (Ву - Джане [67 ] ). 

Теоремы Чейза, появившиеся в этой главе ,  восходят к харак­
теризациям Чейзом колец, над которыми каждое произведение 
проективных правых Л-модулей проективно. (Это эквивалентно 
требованию , чтобы каждое произведение ла было проективно.)  
Решение этой задачи (22 . 31В) использует данное Чейзом описание 
(1 , 1 1 . 34, стр . 535) колец, над которыми ла- плоский модуль ,  
и характеризацию Васса колец, над которыми каждый 11лоский 
правый модуль проективен. Первые - это в точности когерентные 
слева кольца , а вторые - совершенные справа кольца . Таким 
образом, решение Чейза - когерентные слева совершенные справа 
кольца , и только они , суть кольца со свойством , сформулирован­
ным в начале абзаца . Этот результат явился обобщением теоремы 
Rрулля. (См. Капланекий [69Ь , стр . 82] . )  

Аналогично , теоремы Фейса и Фейса - Уокера используются 
в гл . 24 для того ,  чтобы выяснить, когда каждый инъективный 
правый модуль проективен (тогда каждый инъективный модуль 
должен быть � -инъективным), и для решения дуальной проблеl\IЫ: 
когда каждый проективный правый модуль инъективен? (В таком 
случае каждый инъективный модуль есть � -конечно порожденный 
модуль . )  В обоих случаях ответ один и тот же : R должно быть ква­
зифробениусовым кольцом. Верно и обратное . (Таким образом,  
большинство теорем из этой главы будет использовано в нашей 
книге и далее . )  

Теорема 20. 30 Чаттерса относится к изучению нётеровых колец 
конечной глобальной размерности (он рассмотрел случай, когда 
она равна 1 ) .  Теорема Ауслендера - Буксбаума [57 ] , [59] утверж­
дает, что коммутативное нётерово кольцо конечной глобальной 
размерности есть прямое произведение конечного числа областей 

1) См. также С. А. Кругляк Записки научных семинаров ЛОМИ 
АН СССР, 1972, 60-68.- Пр и:м перев. 
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целостности с однозначным разложением на множители .  (Здесь 
наше внимание акцентируется на областях целостности, т. е. на 
nервичных кольцах . )  За доказательством этой теоремы мы отсыла­
ем читателя к лекциям Ософской [71 а ,  стр . 52] . 

Уже после того, как эта глава была написана , я nрочитал 
статью Гудёрла [72] и заметил связь между Q I-кольцами и неко­
торыми из его результатов о кольцах, которые он называет S I­
кольцами (кольцами, над которыми сингулярные модули инъек­
тивны) 1) .  Rак мы отметили в ynp . 6 (а  также ynp . 32 гл . 1 9) ,  
эти кольца ограниченно классически полупросты и наследственны 
справа .  Более того , по модулю цоколя они разлагаются в прямое 
произведение классически полупростого и нётерова кольца . На 
самом деле правое Sl-кольцо с нулевым цоколем подобно конеч­
ному произведению SI-областей. Последние, очевидно, являются 
правыми областями Оре,  и каждый собственный циклический пра­
:вый модуль над ними инъективен. Rольца с этим последним свой­
ством были названы правыми РСI-кольцами и изучены Бойл [73] , 
(74] и Фейсом [73] . Правое РСI-кольцо либо классически полу­
просто,  либо является полунаследственной справа правой обла­
стью Оре;  открытый вопрос:  является ли правая РСI-область 
наследственной справа или,  что эквивалентно , нётеровой справа .  

Правые QI-кольца , конечн о ,  являются правыми У-кольцами 
(определенными в гл . 7 и обсуждавшимиен также в гл . 19 ) . У­
кольца широко изучались, так что я могу дать только ограничен­
ную библиографию в ссылках к этой главе . Здесь я упомяну ста­
тьи Rоззенса и Джонсона [72] (nоказавших , что нётеровы У­
кольца не обязаны быть наследственными) , Ософской [71 с] (пока­
завшей , что нётеровы У-кольца могут иметь бесконечное число 
(неизоморфных) простых модулей) , Rоззенса [73] (распростра­
нившего примеры Ософской на произвольную характеристику 
и упростившего некоторые доказательства) и Б ойл и Гудёрла [75] 
(первыми показавших , что нётеровы У-кольца не обязаны быть 
Ql-кольцами) . Михлер и Вилльямайор [73] , в честь которого и было 
:введено название << У-кольцо» (см . Фейс [67а , стр . 190,  проблема 1 7 ] ) , 
nоказали, что любое правое У-кольцо <<размерности Rрулля . не 
иревосходящей 1 >> ,  является нётеровым справа и наследственным 
справа 2) (ер .  20. 5) . (С этой теоремой связано ynp . 10 . )  Rроме того ,  
rpynnoвoe кольцо RG конечной группы G является правым У­
кольцом в том и только том сл учае , когда R - правое У-кольцо . 
а 1 G 1 обратим в R. 

По поводу условия максима.rтьности для аннуляторных правых 
идеалов интересный результат получил Джонсон [691 : существует 

1) См. также Л. А. 1\ойфман , Матем . исс.ледования, 6 ( 1 9 7 1 ) ,  вып. 2 , 8 5 -
104; вып. 3,  62-82. - Пр им . пер11в. 

2) Более того, оно является ттравым 8 1 -кольцом. - Прим. перев. 
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область целостности D, такая , что кольцо Dn (n Х п)-матриц для 
n > 1 не удовлетворяет условию максимальности для правых аниу­
ляторных идеалов . Такая область целостности (названная Джопсо­
ном областью Мальцева) не может быть вложена в тело ,  поскольку 
любое подкольцо кольца (n х п)-матриц над телом удов­
летворяет этому условию ; а в действительности пример Джонсона 
(так же , как примеры Л. А. Бокутл [67 ] ,  Баутелла [67 ] и :Клей­
на [67 ] )  таков , что мультипликативная полугруппа D* иенулевых 
элементов вкладывается в группу. 

Предположим, что D - область целостности с таким свой­
ством: (N) любая нильпотентная (n Х п)-матрица над D имеет 
индекс нильпотентности , не больший n. Тогда мультипликативная 
полугруппа D* вложима в группу (Клейн [69 ] ) .  [В частности (loc. 
cit . ) ,  любое полу-FI-кольцо обладает этим свойством. ] Неизвестно , 
может ли D быть вложено в тело1 ) . Тем не менее известно , что D 
есть IВN-кольцо и в действительности конечно по Дедекинду 
(Клейн [69 , стр . 1 5 1 ] ) .  

См. также замечания к гл. 21 и 25 .  
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Глава 21 

ДИАГРАММЫ АДЗУМАИ 

В этой главе теорема 18 . 18  о единственности ра3ложения рас­
пространяется на диаграммы Ад3умаи в АВ5-категории (21 . 6 ) .  
Другими ре3ультатами этой главы являются : ( 1 )  Х-лемма 21 . 1 ;  
(2) теорема 21 .2 о сокращении ; (3) /-адически полные кольца 
(2 1 . 7-21 .8) ;  (4) теорема 2 1 . 1 5  о том, что прямые слагаемые диа­
грамм Ад3умаи инъективных модулей также являются диаграм­
мами Ад3умаи (ер . 21 . 14) . 

21 . 1 .  Х -лемма. Если диагопали следующей диаграммы точпы 
и проиаведепие hf - изоморфизм, то gj - изоморфизм: 

о о 

'\.А D/ 

� /  
х 

у �  
с в 

/ '\. 
о о 

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о .  Применить теорему о вложении 
и проверить справедливость леммы для модулей . О 

21 .2. Теорема о сокращении.  Если С - абелева патегория и А -
е.е об-ьепт с лопалъпым полъцо:м эпдо:морфиамов Endc А ,  то верпа 
и:мплипация 

(А Е9 В � А ' Е9 В' и А � А ' ) ==> В � В' . 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о .  Исполь3уя И3оморфи3М объектов А Ее 
Е!1 В и А '  ЕВ В' , получим :м:орфи3мы А -+  А ' -+ А и А -+  В' -+ А ,  
сумма которых равна 1 А .  Следовательно , один И3 этих морфи3-
мов есть эквивалентность . Если А -+ А '  -+ А - эквивалентность , 
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то положим Х = А (В В. Применяя Х-лемму к диаграмме 

А� /А' 
х 

/ �  
в в 

получим, что В'  -+ В - эквивалентность 1) .  
А t В' g Предположим теперь ,  что � --7 А - эквивалентность . 

Тогда С'  = im f - прямое слагаемое объекта В ' ,  а именно В' = 
= С '  Е1Э ker g. Положим С"  = ker g и рассмотрим диаграмму 

где Х = А ЕJЭ В .  Применение Х-леммы дает иsоморфиsм А' Е!Э 
ЕJЭ С" � В. Поскольку объект С' изоморфен А ' ,  то В' � В .  О 

21 .3 .  Следствие. Если объепты А и А' абелевой патегории С 
имеют попечпые диаграммы А даумаи, то 

(А Е!Э В � А ' $ В'  и А � А ' ) ===> В � В' 
для любых объептов В и В ' .  О 

1) Для того чтобы применить Х-лемму, нужно сначала убедиться, что 
1 1 ф 

А - А = (А - Х - А ) -изоморфизм. Пусть А _,.  А - эквивалентность, 
1 Ф , 1А 

обратная к А -+  А - А . Тогда А _,. А - А - А = А _,. А .  Поэтому 
1 ф 1 сквозной морфизм А - А _,. А - 4 , являясь невулевым идемпотевтом 

в кольце EndcA ' , которое по условию также локально , равен 1А' ·  Отсюда 
легко следует. что А - А ' - изоморфизм. - Прим. перев. 

1 5 R. Фейс 
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21 .4 .  У п р  а ж н е н и е. (а) Использовать теорему о сокраще­
нии для иного доказательства теоремы о единственности разложе­
ния 18 . 1 8  (ер . Суон [68, 2 .8 ,  стр . 79] . )  

(Ь) Если R - произвольвое полулокальное кольцо , т о  изо­
морфизм R Е9 В � R Е9 В' в mod-R (в R-mod) влечет за собой 
изоморфизм В � В' .  

21 . 5 .  Лемма. Пусть Х - об'Ьеnт абемвой хатегории С и {A i}i EI 
- его перааложимые подоб'Ьеnты с лопалъпыми полъцами эпдомор­
фиамов. Предположим, что либо мпожество I попечпо, либо С ­
АВ 5-хатегория (т. е .  имеет точпые прямые пределы) . Если Х = 
= � Е9 А i и В - любой пепулевой подоб'Ьеnт об'Ьеnта Х , выде-

i ЕI 
ляющийся в пем прямым слагаемым, Х = В  ЕВ В' , то существует 
i Е 1,  тапой, что А i -+ В -+ А i - эпвивалептпостъ. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Существует конечное подмножество 
S множества /, такое ,  что морфизм В -+ ( � E9A i )/ (2J  Е9 A i ) не 

iEI iE S 
является вложе нием Это очевидно , если 1 конечно . Пусть С есть 
АВ5-категория, 1 бесконечно , и предположим, что такого под-
множества нет . Тогда морфизм B -+ lim (C)-, Е!Э А i)/( � Е!Э A i ) ) , 

� 1 EI  i ES  
где lim берется по всем конечным подмножествам множества I, 

� 
оказывается мономорфизмом. Но этот предел равен О вопреки 
предположению , что В не равен нулю.  

Продолжим доказательство леммы индукцией по числу эле­
ментов множества S. Выберем любое j Е S. Если A j -+ В -+  Aj -
эквивалентность , то лемма доказана . Если нет, то эквивалентно­
стью будет Aj -+ B' -+ A j , поскольку Endc A j - локальное коль­
цо . Тогда В' = С' ЕВ С" ,  где С' - образ морфизма A j -+ В' . 
Следовательно , имеет место эквивалентность A j -+ С' . Применим 
Х-лемму к следующей диаграмме : 

о 
/ 
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Получим, что объект В ЕВ С" изоморфен � ЕJЭ Ai .  Тогда В -+ 
i фj 

-+ ( � ЕВ А 1 ) / ( � ЕВ А ; )  не является мономорфизмом. Если 
iEI iES- {j} 

1 S 1 =  1 ,  это - противоречие . В противном случае по предполо.:. 
жению индукции найдется i Е S - {j} , такой, что А 1  -+В -+ А ; ­
эквивалентность. О 

21 .6. Теорема о единственности ра8Jiожения. Пусть С ­
абмева категория, А = � ЕJЭ А 1 и В = � ЕВ В i - диаграммы 

iEI iEJ 
А дау.маи дм двух об'Оектов А и В. Предположим, что либо .мно­
жество I конечно , либо С есть АВ5-категория. Тогда А � В в том 
и только том случае, когда существует биекция р :  I -+  J и для 
каждого i E l имеет .место эквивалентность g1 : А 1 � Bp(i) · 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о (Адзумая [50] ; ер . Суон [68] ) .  До­
статочно доказать теорему в предположении, что А == В. Если 
1 I 1 конечно , то требуемый результат доказывается индукцией 
по 1 I 1 ,  поскольку по 21 . 3  А 1  � В1 для векоторого j, а по тео­
реме о сокращении A IA 1  � В/В1 (ер . 18 . 18) .  

Предположим теперь ,  что I бесконечно . Пусть М - одно из 
неразложимых прямых слагаемых объекта А .  Обозначим через а 

число таких i Е /, для которых А 1 � М, а через Ь - число таких 
j Е J, что В1 � М. Утверждается , что а =  Ь .  Если а конечно, то 
это доказывается тем же самым рассуждением, что и для конеч­
ного I. В противном случае для каждого i Е I :множество S 1 ,  со­
стоящее из всех j Е J, таких , что А1 -+  Bi -+ А ; - эквивалент­
ность , конечно , поскольку существует 1) конечное :множество S,  
для которого морфизм А 1 -+  ( � ЕВ В J ) l (� ЕВ В 8) не является :моно-

ЗЕJ ses 
морфизмом, и ясно, что S = S1 • Так как Bi неразложимы,  то 
В1 � А ; для всех j Е S1 • Поскольку для каждого Bi существует 
по крайней мере один А 1 ,  такой, что А 1 -+ В i -+  А 1 - эквива-
лентность , то 

U S, = {j E l i B1 � M }. 
{fEIIA;�M} 

Таким образом, Ь ::::;;; а. По симметрии а ::::;;; Ь и, следовательно , 
а = Ь .  Отсюда , очевидно , вытекают остальные утверждения тео­
ремы. О 

21 .7А. Определение. Пусть I - идеал в кольце R. Тогда 11. 
называется I -адически полным, если каноническое отображение 
R -+  lim R/In является эквивалентностью . Эквивалентное опре­

-Е-
деление : R является /-адически полным, если в топологии на R 

1) См. первую часть докаs,ательства леммы 21 . 5 . - При:м. перев. 
15* 
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с идеалами {1n}:= i в качестве базы окрестностей нуля каждая 
последовательность Коши сходится к единственному пределу. 

Необходимым условием для того , чтобы R было 1-адически 
полным, является резидуальная пильпотентность идеала (см. 
24. 31) , а достаточным условием - его нильпотентность. 

Самым простым примером (кроме тривиального случая , когда 
1 нильпотентен) является кольцо формальных степенных рядов 
k (х) над полем k. (Каждый элемент этого кольца есть предел по­
следовательности многочленов и обратно . )  В действительности эти 
кольца характеризуют равнохарактеристичные кольца дискрет­
ного нормирования с единственным простым элементом р ,  которые 
к тому же (р)-адически полны. (Теорема Тейхмюллера. Ее обобще­
ние Коэном на полные регулярные кольца см. в книге Зарисекого 
и Самюэля [63 ,  стр . 355 ,  следствие] . ) 

21 .7В. Предложение. Если R есть 1-адичеспи полное полъцо , 
то обратимые элементы и идемпотенты польца R/1 поднимаются,  
8 частности, 1 должен, лежать 8 радипале Д жепобсона полъца R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим последовательность про­
екций 

. . .  -+ R!In+1 -r Rl 1п -+ . . .  -+ Rl 1 -+ О. 

Пусть х Е R таков , что его образ xl в R/1 обратим. Пусть Xn -
образ элемента х в R!In . По 18 .4 и 18 .6  элемент Xn обратим в Rlln . 
Пусть . . .  -+ Уп -+ Yn-l -+ . . •  -+ у1 - последовательность соот­
ветствующих обратных элементов и у = lim Yi· В силу полноты 
у Е R. Кроме того , и ух, и ху отображаются в 1 каждой проекцией 
R -+  Rlln. Поэтому ху = ух = 1 , т. е. х обратим. Тогда ввиду 18 .4 
1 � rad R. 

Если е1 Е R/1 - идемпотент, то , поскольку 1n-l11n нильпо-
тентен, по 18 .21  существуют идемпотенты {еп}:= i •  такие, что en 
отображается в en-l проекцией Rlln -+ R!In -l для всех п. Пусть 
е = lim en .  Тогда е2 - е = О, поскольку е; - en = О для всех п. 
Таким образом, е - идемпотент, образом которого в R/1 явля­
ется е1• О 

21 .8. Следствие . Пусть С - абелева патегория и А - ее об'Ъепт . 
для поторого существует идеал 1 польца R = EndcA , тапой, что 
R 1-адичеспи полно , а R/1 артиново слева или справа. Тогда А обла­
дает понечной диаграммой А дзумаи. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Поскольку R /-адически полно и 
(rad R)/1 - нильпотентный идеал кольца R/1, то R (rad R)­
полно . Поэтому в силу 21 . 7  R - полулокальное SВI-кольцо . 
Теперь следствие вытекает из 18 .26 .  О 
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Коммутативное нётерово локальное кольцо с максимальным 
идеалом J называется полным локальным кольцом, если оно J­
адически полно . 

21 .9. У п р  а ж н е н и е (Суон [60, стр . 566 ] } .  Если R ­
полное локальное кольцо , то каждый конечно порожденный Е­
модуль имеет конечную диаграмму Адзумаи. 

Если М есть R-модуль, а а - пардинальное число , то аапись 
dim М == а будет оаначать, что М имеет диаграмму А дау.маи IJ М i •  

iEI 
где 1 I 1 = а. Термин <<размерность>> часто используется в мате­
матике ; в этой книге мы столкнулись с ним трижды : ( 1 )  размер­
ность векторного пространства ;  (2) размерность Голди ; (3) гомо­
логическая (проективная или инъективная) размерность . Настоя­
щее словоупотребление обобщает случай ( 1 } ,  в то время как inj . 
. dim, proj . dim или gl . dim обозначают размерности из (3) . Введен­
ное понятие имеет некоторое пересечение с (2) (см. последующие 
упражнения) .  

В приводимом далее следствии утверждение <<dim Р � п:ь 
т 

означает, что Р имеет диаграмму Адзумаи IJ Р1 и т � п. Кроме 
j= t 

n 

того , если IJ Mt - любая другая диаграмма Адзумаи для Р, i=1  
то из теоремы 21.6 следует, что n = т и каждый М i изоморфен веко­
торому Pi. 

21 . 10. Следствие. Пусть М есть R-модуль понечной раа.мерности 
n и Р - его пря.мое слагаемое. Тогда Р имеет диаграм.му А даумаи 
и dim Р � n. Равенство имеет место тогда и то.л,ьпо тогда, погда 
Р = М. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о остается в качестве упражнения . О 

21 . 1 1 .  Следствие. Если модуль М удовлетворяет условию мап­
симальности для пря.мых сум.м, то М - понечная прямая сум.ма 
нераа.л,ожимых модулей .  Если n тому же М - модуль понечной 
длины, то он имеет понечную раа.мерность. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Первое утверждение - не что иное, 
как упражнение 1 ,  7 . 18 .  Если длина модуля М конечна , то М � 

n 
� IJ Mt ,  где Mt ( i  = 1 ,  • • .  , п) - неразложимый модуль конеч­

i=1 
ной длины. Поскольку кольцо эндоморфизмов модуля М t л окаль­
но по 18 . 1 1 ,  то М имеет конечную размерность . О 
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Прямые слагаемые диаграмм Адзумаи 

Если М = IJ М i - диаграмма Адзумаи, то естественно cпpo-
ier 

сить : обладает ли диаграммой Адзумаи каждое прямое слагаемое 
модуля М? В общем случае ответ неизвестен ; тем:не менее теорема 
Матлиса - Паппа 20.6  дает утвердительный ответ, когда М ­
инъективный модуль над нётеровым кольцом, а следствие 2 1 . 10 -
когда dim М < оо .  В этом разделе эти результаты обобщаются 
на произвольные инъективные модули над любым кольцом, а так­
же на случай, когда неразложимые прямые слагаемые счетно по­
рождены и инъективны (Фейс - Уокер [67] ). 

21 . 12. Jlемма. Пусть Q - прямая сумма перавдожи.мых иn'Ьеrt­
тивпых модудей {Q1 1 i Е /} и S - прямое едагаемое модудя Q, 
Q = S ЕВ Т. Тогда 

(а) ес.ли М - -к.опечпо порождеппый подмодудь в S, то S содер-
жит иn'Ье-к.тивпую ободоч-к.у М модудя М и dim М < оо .  

(Ь) Есди 81 - дюбое прямое едагаемое модудя S ,  S = S1 Е9 N 
и у Е S,  то существует прямое едагаемое Т1 моду.яя N, та-к.ое, что 
dim Т1 < оо и у Е 81 ЕВ Т1• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (а) Пусть х1 , • • • , Xn порождают М. 
Каждый элемент х1 содержится в конечной прямой сумме моду­
лей Q1 ,  и, следовательно , весь модуль М содержится в такой конеч­
ной прямой сумме , которую мы обозначим через Р. Так как Р 
инъективен, он содержит инъективную оболочку Р1 модуля М. 
Поскольку dim Р < оо ,  а Р1 - прямое слагаемое модуля Р, то 
dim Р1 < оо 1) .  Ограничение на Р1 проекции модуля Q на S парал­
лельна Т тождественно на М и поэтому является мономорфизмом, 
как так М - существенный подмодуль в Р1 • Ясно , что образ моду-
ля Р1 является инъективной оболочкой Й модуля М и dim М <  
< оо . 

(Ь) Запишем у = s + t, s Е 81 , t Е N. Применяя (а) к прямому 
слагаемому N модуля Q и модулю tR � N, получим прямое сла­
гаемое Т1 модуля N, содержащее tR и имеющее конечную раз­
мерность . Ясно , что S1 ЕВ Т1 содержит у, как и требовалось . О 

21 . 13 .  Предложение. Пусть модудь Q - прямая сумма перав­
дожимых иn'Ьеrtтивпых моду .лей и S - его прямое едагаемое . 

(а) Есди S счетно порождеп , то оп впо.япе рав.ложим. 
(Ь) Есди S - иn'Ьеrtтuвпая оболочпа попечпо порождеппого под­

моду.яя, то dim S < оо .  
(с) Есди S содержит -к.опечпо порождеппый подмодудь М ,  тапой, 

что SIM счетпо порождеп, то S вполпе равдожим. 

1 \ ВвидУ 21 1 0 . - Пр uАС, перев. 
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Д о к а в а т е л ь с т в о . (а) Пусть х1 , х2 , • • • , Xn , . .  
счетное множество образующих модуля S.  По лемме 21 . 1 2  (Ь) 
S содержит цепь 81 s . . .  с= Sn с= • . .  прямых слагаемых, таких , 
что х1 , . • • , Xn Е Sn и dim Sn < оо для всех п. Ясно ,  что S = 

00 
= U Sn , где 80 = О. Поскольку Sn - прямое слагаемое модуля 

n=O 
Sn+l • то Pn+l = Sn+11Sn имеет конечную размерность , не прево-

n+ t оо 
сходящую dim S n+l· Теперь Sn+l � IJ P t  и S � U Pt вполне 

разложим. 
i= O  i=O 

(Ь) непосредственно вытекает ив леммы 21 . 12 ,  а (с) - следствие 
ив (а) . D 

21 . 14. Следствие. Пусть Q - прямая су;м,.м,а (любого числа) 
счетпо порождеппых перавложимых иn'Ьеrtтивпых модулей. Тогда 
любое прямое слагаемое S .модуля Q вполпе равложи.мо. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о .  По теореме Rапланского [58а] S 
само есть прямая сумма счетно порожденных модулей. Следо­
вательно , достаточно доказать наше следствие для случая , когда S 
счетно nорожден. Но этот случай вытекает ив утверждения 
21 . 13(а) . О 

Докаванное следствие было обобщено Уорфилдом [69Ь,  7 . 1 ,  
стр . 275] . 

21 . 15 .  Теорема. Пусть Q - вполпе рааложи.мый иn'Ьеrtтивпый 
правый R-.модуль, т. е. Q = � Е!Э Qi , где {Qt 1 i Е /} - .мпожество 

i EI 

перавложи.мых (иn'Ьеrtтивпых) .модулей. 
(а) Пусть S - вполпе рааложи.мый подмодуль в Q, являющийся 

прямой су.м.мой � Е!Э sj перааложи.мых иn'Ьеnтивпых подмодулей 
j E.J 

{Sj J j  Е J}. Тогда S ип'Ьеnтивеп и 1 J 1 ::;; 1 1 1 · 
(Ь) Любое прямое слагаемое Р модуля Q вполпе рааложи.мо. 

Д о к а в а т е л ь с т в о . Для каждого nодмножества А мно­
жества 1 положим QA = � Qa , и пусть пА - проекция Q на QA аЕА 
с ядром QI-A · Однородпая rtо.мпопепта .модуля Q оnределяется как 
nодмодуль Q А , где А состоит ив всех Ь Е 1, для которых Qь изо-
морфен пекоторому фиксированному Qa . Тогда Q = � Е!Э Q А• 

А 
и если S - подмодуль, упомянутый в (а) , то он также является 
nрямой суммой своих однородных компонент, S = 2j ЕВ Sк. 

(а) Если k Е К, то Sk,  будучи инъективным, выделяется в Q 
прямым слагаемым и потому в силу своей неразложимости изо­
морфен Qa для векоторого а Е J. Покажем сначала ,  что 
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(i) Sк uaoltWpфen подмодулю одпородпой помпопепты Q А 
ltWду.яя Q' содержащей Q а • Предположим временно , что,S к n ker nА =F 
=F О. Если у - неиулевой элемент ив этого пересечения , то под­
модуль Т, который он порождает, содержится в S к· , где К' - ко­
нечное под:м:иожество в К, и,  кроме того , Т =  Q в• где В - конеч­
ное под:м:иожество в I - А .  (Напо:м:иим, что ker n A  = QI-A· )  
Поскольку Sк· (соотв . Q в) ииъективеи, то  он содержит ииъектив­
иую оболочку Е (соотв . F) модуля Т. Так как Sю - прямая сумма 
конечного числа неразложимых изоморфных между собойlмоду­
лей, то таков же и модуль Е 1} .  Поскольку Е и F изоморфны, то Е 
содержит прямое слагаемое G, изоморфное Qь для векоторого 
Ь Е I - А .  Так как модуль G неразложим, то он изоморфеи S k •  

а ,  следовательно , и Qa .  Но это невозможно , поскольку А = {с Е 
Е I 1 Qc � Qa} · Это противоречие показывает,  что ker n A  П Sк = = О, поэтому n A  отображает S моиоморфио в Q А ·  Ниже IРк обо­
значает мономорфизм Sк -+ Q А • индуцированный n A .  

Далее мы покажем, что 
(ii) Sк ишьептивеп. Если 1 А 1 бесRонечно , то Qa счетно �­

ииъективеи, и ,  следовательно , по 20.3А Q а есть �-ииъективиый 
модуль. Отсюда вытекает ииъеRтивиость модуля S к· Предполо­
жим теперь, что 1 А 1 конечно , СRажем, 1 А 1 = п. Если 1 К 1 > п, 
то S к содержит в качестве прямого слагаемого подмодуль Т, 
являющийся прямой суммой п + 1 экземпляров модуля Qa. Тогда , 
поскольку Т ииъективеи, IРк( Т) - прямое слагаемое модуля Q А• 
являющееся прямой суммой п + 1 эRве:м:пляров модуля Qa , что 
противоречит теореме Rрулля - Шмидта - Ремака. Поэтому 
1 К 1 < оо ,  так что S к ииъективеи и в этом случае. Это доRазывает 
(ii) , а таRже 

(iii) Если W - подмодуль .м,оду.яя Q, яв.яяющийся прямой сум­
мой uзoltWpфnыx между собой перазложимых иn'Ьеnтивпых подмо­
дулей, то оп иn'Ьеnтивеп. [ ( iii) есть не что иное, каR однородный 
вариант утверждения (а) , т. е . случай, Rогда W = S = Sк. J  

Для того чтобы упростить обозначения , положим Х = Q А 
и и == IРк(Sк) = im IРк · ПосRольку и изоморфен Sк, он инъеR­
тивеи; поэтому Х = и Е9 V для неRоторого подмодуля V. По лем­
ме Цорна существует маRсимальное невависимое семейство Р не­
разложимых ииъеRтивиых подмодулей модуля V. Сумма W под­
модулей ив семейства Р прямая . ПосRольку модуль Х = Q А одно­
роден, то однороден и W, и поэтому в силу (iii) W инъеRтивен. 
Следовательно , W - прямое слагаемое модуля V, откуда в силу 
максимальности семейства Р получаем, что W = V. Вполне раз­
ложимые модули и и V дают разложение модуля Х = и Е9 V 
в прямую сумму неразложимых модулей. Тогда ив теоремы о един-

1) В силу 21010 и 21 .6.- При.м. пере!!. 
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ственности разложения вытекает, что число неразложимых пря­
мых слагаемых в разложении модуля U = 'Рк(Sк) не превосходит 
1 А 1. т. е. 1 К / � 1 А 1 ·  Таким: образом:, Sк изоморфен пряиоиу 
слагаемому модуля Q. Это доказывает инъективностъ :модуля S. 
Кроме того , поскольку J (соотв . /)  - свободное объединение раз-
личных К (соотв . А ) , то 1 К 1 ::;;;:; 1 А 1 влечет ва собой неравенство-
1 J 1 ::;;;:; 1 I 1 · Это доказывает (а) , а (Ь) доказывается точно таким 
же способом:, каким: мы доказали, что V вполне разложим:. О 

Ив рассуждения, которое в ходе доказательства покавывало, 
что V вполне разложим:, вытекает неравенство 1 К 1 ::;;;:; 1 А 1 . Этот 
факт имеет следующее прямое доказательство : каждый подио­
дуль S k содержится в конечной прямой су:мие :модулей ив семей­
ства {Qa} , а это дает вложение К в :множество всех конечных под­
множеств :множества А , откуда 1 К 1 ::;;;:; lfA 1 , если 1 А 1 бесконеч­
но . [В случае когда 1 А 1 = n < оо , неравенство было установ­
лено при доказательстве утверждения (ii) . ]  

Упражнения к гл . 21 
1 .  Если С - абелева категория и ее  объекты А , В и В' обладают 

диагра:м:ма:ми Адsумаи, то А ЕВ В � А  ЕВ В' тогда и только тогда, 
когда В � В'. Любая эквивалентность В � В' продолжается до 
эквивалентности объектов А ЕВ В и А ЕВ В' .  

2 .  Если в АВ5-категории объекты А и В обладают диаграмма­
ми Адsумаи, то эквивалентность А <I> � в<J> имеет :место тогда 
и только тогда , когда 1 I 1 = 1 J 1 и А � В. (Для конечных :мно­
жеств I и J это верно в любой абелевой категории.)  

3. Кольцо R нётерово справа тогда и только тогда , когда оно 
удовлетворяет условию максимальности для прямых сум:м и усло­
вию максимальности для существенных правых идеалов.  Привести 
пример коммутативного ненётерова кольца с условием максималь­
ности для существенных правых идеалов. 

4. Кольцо R называется сильным правым кольцом Голди, 
если каждое факторкольцо является правым: кольцом Голди. 
Коммутативное кольцо R нётерово тогда и только тогда , когда оно­
сильное кольцо Голди (Камилло [75]). 

5 (Ямагата [73]). Следующие условия на кольцо R эквива­
лентны: 

(1 )  R удовлетворяет условию максимальности для конеприво­
димых правых идеалов (т. е .  таких правых идеалов , что RII -
однородный :модуль). н 
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( I I )  R удовлетворяет условию маRсимальиости для существеи­
ных Rоиеприводимых правых идеалов. 

( I I I )  Каждый вполне разложимый ииъеRтивиый модуль обла­
дает единствеиным разложением в прямую сумму неразложимых 
ииъеRтивиых модулей (единственность понимается в смысле 21 .6) .  

6 (Уорфилд [72bl ) .  Если R - Rольцо со свойством замены, 
то Rаждый проеRтивиый иравый (левый) модуль изоморфеи пря­
мой сумме неразложимых правых (левых) идеалов , порождеииых 
идемпотеитами. 

7 (Уорфилд) . Говорят , что модуль М обладает свойством 
п-аамепы , где п - целое число ,  если для всяRого прямого разложе­
ния 

т 
N = М ЕВ К =  � ЕВ Ai, 

i = 1  

где т :;;;;; п, существует подмножество т' s; { 1 , . . • , т} , таRое , 
что 

N = М  ЕВ ( :S ЕiЭ Ai ) .  
iEm'  

Если это свойство выполняется для всех Rоиечиых Rардииальиых 
чисел n, то говорят, что М обладает свойством попечпой аамепы .  

Правый R-модуль М обладает свойством Rоиечиой замены тогда 
и тольRо тогда, Rогда свойством Rоиечиой замены обладают RaR 
(Endн M)Endн м, таR и Endн м(Еndн М) . Более того,  Rн обладает 
свойством Rоиечиой замены в том и тольRо том случае ,  Rогда R R 
обладает свойством замены. 

8 (МоиR [72] ) .  Кольцо R обладает свойством Rоиечиой замены 
тогда и тольRо тогда , Rогда для Rаждого а Е R существуют Ь и с 
в R,  таRие , что 

ЬаЬ = Ь 
и 

с(1 - а) (1 - Ьа) = 1 - Ьа. 

Замечания к гл.  21 
Общий вопрос, возииRающий в различных Rатегориях:  имеет 

ли единствеиное разложение прямое слагаемое модуля с единст­
веиным разложением? Ответ на этот вопрос утвердительный для 
конечных разложеиий по теореме Крулля - Шмидта,  а таRже 
в иеRоторых других случаях, обсуждавшихся в этой главе . В об­
щем случае этот вопрос был поставлеи Матлисом [58] , и им же 
был дан ответ для инъеRтивных модулей над иётеровыми Rоль-
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цами. Теорема 21 . 1 5  обходится без предположения нётеровости. 
(См. также условие дополняемости прямых слагаемых, определяе­
мое ниже . )  

Теорема Rрулля - Шмидта обсуждалась Райпером [61 ] ,  [62] ,  
[ 70] . Она неверва для прямых сумм неразложимых модулей над 
целочисленными групповыми кольцами и кольцами целых алге­
браических чисел . Например , для любых двух иенулевых идеалов 
1 и J кольца R целых алгебраических чисел в поле алгебраических 
чисел (определенном в 1 ,  12 . 19 .2 ,  стр . 558) или, более общим обра­
зом, в любой дедекиндовой области R (определенной в 1 ,  стр . 457) 
имеет место изоморфизм 

1 $  J �  R $ К, 
где К изоморфно произведению 1 J двух идеалов (см. статью Кап­
ланекого [52 , теорема 2] , где эта теорема приписывается Штейни­
цу) .  Поскольку R - область целостности , все прямые слагаемые 
в указанном выше разложении однородны и , следовательно,  нераз­
ложимы. В то же время 1 � R тогда и только тогда , когда 1 -
главный идеал . Аналогичная ситуация имеет место для проектив­
ных модулей над групповым кольцом RG любой конечной груп­
пы G, такой, что никакой простой делитель числа 1 G 1 не обратим 
в R (Суон [60] ) .  (Таким примером является целочисленное груп­
повое кольцо 'lG. )  

Свойство замены было определено в гл . 19 перед упр . 19 .21 , 
результаты Rроули - Йонссона [64] , Уорфилда [69а] и Фукса 
[69а] комментировались в упр . 19 .21 . Уорфилд [69а] применяет 
р езультаты Rроули и йонссона, с тем чтобы получить некоторые 
обобщения теорем Фейса и Уокера ,  представленных в этой главе . 
В частности, предложение 21 . 14 справедливо для любой прямой 
суммы Q счетно порожденных инъективных модулей : любые два 
разложения в прямую сумму имеют изоморфные уплотнения . 

Над кольцом, обладающим диаграммой Адзумаи,  т. е .  полу­
локальным SВI-кольцом, проективные модули ведут себя благо­
родно : они изоморфны прямым суммам правых главных нераз­
ложимых модулей (для совершенных колец по теореме В асса 
[60] , доказываемой в гл . 22 , а для полусовершенных колец 1) по 
теореме Мюллера [70а] и Уорфилда [72bl ) .  

Говорят , что прямое разложение модуля М = � $ М i допол-
iЕI 

влет прямые слагаемые , если для каждого прямого слагаемого Р 
модуля М существует подмножество J множества индексов 1 , 
такое , что М = Р $ Q, где Q = � $ Mi. В таком случае говорят 

jEJ 

1) То есть в силу 22,23 как раз для колец о диаграммами Адзумаи.­
Пр им . перев. 
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также, что М обладает свойством дополняемости прямых слагае­
мых. Для того чтобы это было так , каждый М1, i Е /, должен быть 
неразложимым. 

Придерживаясь хода доказательства теоремы 21 . 15 ,  можно 
покавать, что если инъективный модуль вполне разложим, то соот­
ветствующее прямое разложение дополняет прямые слагаемые. 
(См. , например , Андерсон - Фуллер [72 , стр . 251 , предложение 7} 
и "Уорфилд [69b l . )  По 20.6 и 20 . 9  все инъективные иравые R-модули 
обладают свойством дополняемости прямых слагаемых тогда и то­
лько тогда, когда R нётерово справа, а все проективные иравые 
Л-модули обладают этим свойством тогда и только тогда , .когда R 
совершенно справа (Андерсон - Фуллер , loc. cit . ) .  [Таким обра­
зом, хотя над локальным кольцом R каждый проективный мо­
дуль Р свободен и, следовательно , каждое прямое слагаемое проек­
тивного модуля является прямой суммой неразложимых проектив­
ных модулей, тем не менее Р, вообще говоря , не обладает свойством 
дополняемости прямых слагаемых. ]  

Для любого конечно порожденного правого R-модуля М и его 
кольца эндоморфивмов S = Endн М функтор 

Ноmн(М, ): mod-R ._ mod-S 
индуцирует эквивалентность категории �м прямых слагаемых 
прямых сумм модуля М с категорией проективных правых S-мо-
дулей ; поэтому по теореме Фуллера - Андерсона все модули в 2] м 
обладают свойством дополняемости прямых слагаемых тогда 
и только тогда , когда S совершенно справа. (Эквивалентность кате­
горий была отмечена Тахикавой и Фуллером в примечании к ста­
тье Фуллера [73, стр . 178] . В том же примечании указано , что 
каждый модуль над артиновым FFМ-кольцом обладает свойством 
дополняемости прямых слагаемых - результат, обобщающий один 
ив ревультатов Фуллера [73] . )  

Как отмечено в упр. 5 ,  Ямагата [73] выяснил, когда каждый 
вполне равложимый модуль обладает единственным разложением; 
найденное им условие характеризует кольца , над которыми каж­
дый инъективный вполне разложимый (в прямую сумму неразло­
жимых инъективных модулей) правый модуль обладает свойством 
дополняемости прямых слагаемых. (Это имеет место тогда и толь­
ко тогда , когда R удовлетворяет условию максимальности для 
конеприводимых правых идеалов - условие , значительно более 
слабое, чем нётеровость справа . )  

Как выяснил Камилло [75а] (и  другие) , многие теоремы для 
нётеровых колец переносятся на сильные кольца Голди, и ввиду 
теоремы Камилло , сформулированной в упр . 4, встает вопрос :  
являются ли вполне ограниченные сильные кольца Голди нёте­
ровыми справа? 

См. также замечания к гл. 20. 
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Глава 22 

ПРОЕКТИВНЫЕ НАКРЫТИЯ И СОВЕРШЕННЫЕ 
КОЛЬЦА 

Говорят, что морфизм f: А -+  В Я-модулей минимален ,  если 
ker f - носущественный подмодуль модуля А .  Например , для 
правого идеала I канонический гомоморфизм R -+ R/ I минимален 
тогда и только тогда , когда I = rad R (18 .3) .  Модуль А называ­
ется проентивным накрытием модуля В (в обозначениях Р(В)) ,  
если А проентивен и существует минимальный эпиморфизм А -+ В. 
Это понятие дуалъно понятию инъентивной оболочки, однако ,  хотя 
каждый R-модулъ обладает инъентивной оболочной, проентивного 
накрытия может и не существовать . Например , как поназывается 
в этой главе , необходимое условие для того , чтобы каждый ира­
вый R-модулъ имел проентивное накрытие, состоит в том, чтобы 
кольцо R/rad R было классически полупростым, а rad R - нилъ­
идеалом. 

Говорят, что кольцо R совершенно (соотв . полусовершенно) 
справа , если каждый правый В-модуль (соотв . каждый цикличе­
ский nравый Я-модуль) имеет проею:ивное накрытие. Симметрично 
оnрРделяются левые (полу)совершенные кольца .  

Эквивалентность Т :  mod-R __.... mod-S абелевых категорий инду­
цирует структурный изоморфизм между структурами подобъек­
тов объекта Х Е mod-R и объекта ТХ Е mod-S.  Отсюда с.'lедует,  
что носущественностъ подмодуля,  а следовательно , и свойство 
быть проентивным накрытием - натегорные свойства.  Так как 
свойство конечной порожденности модуля в mod-R натегорно,  
то свойства полусовершенности и совершенности инвариантны 
в смысле Мориты. Рассмотрим простейший случай, скажем , когда 
кольцо R лоналъно. Любой собственный правый идеал I кольца R 
содержится в rad R и носуществен (18 .4) ;  поэтому канонический 
гомоморфизм R -+  R/I является проентивным накрытием. Это пока­
зывает, что любое локальное кольцо R полусовершенно , и поэтому 
полусовершенно кольцо матриц Rn для любого n .  

При изучении проективных нанрытий важным оказывается 
следующее обобщение свойства нилъпотентности идеала :  гово­
рят, что множество I кольца R исчезает слева (или является исче­
зающим слева) , если для каждой бесконечной последовательности 
{ ап} элементов из I существует целое число k, такое , что a ka k -t . . .  
. . . а1 = О. Симметрично определяется понятие множества ,  исче-
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зающего сnрава 1) . Таким образом,  идеал , исчезающий сnрава 
(слева) , является пиль-идеалом. Это nонятие связано также с nо­
нятием существенно нильnотентного идеала :  идеал N содержит 
исчезающий сnрава иравый идеал J, являющийся существенным 
в N, тогда и только тогда , когда он содержит нильnотентный ира­
вый идеал , существенный в N. (Шок [71 с] ; ер . 19 . 13С . )  

Теорема 22 .29 Васса [60] утверждает , что следующие условия 
на кольцо R эквивалентны: 

I . R совершенпо справа. 
I I . R/.rad R к.лассичес"К,и полупросто и rad R исчеаает с.лева . 
I I I . Каждый пепу.левой .левый R-моду.лъ имеет пепу.левой ЦО"К,О.ЛЪ,  

и чис.ло ортогопа.лъпых идемпотептов "К,О.лъца R ограничено .  
IV. R удов.летворяет ус.ловию минима.лъпости д.ля г.лавпых 

.левых идеа.лов. 

22.0. У n р  а ж н е н и е .  (а )  Показать , что свойства I ,  I I  и I I I  
инвариантны в смысле Мориты. 

(Ь) Доказать эквивалентность свойств I - IV для локального 
кольца . 

(с) Доказать , что конечное nрямое nроизведение (nолу)совер­
шенных колец (nолу)соверmенно .  Показать , что бесконечное nря­
мое nроизведение колец никогда не nолусовершенно.  

Помимо только что обсуждавшейся теоремы Васса эта глава 
содержит следующие основные теоремы : ( 1 )  теорему 22 . 1 0  Б ьёрка , 
утверждающую, что условие минимальности для циклических 
nодмодулей любого модуля влечет за собой то же условие для его 
конечно nорожденных nодмодулей; (2) теорему 22 . 1 3  Чейза ,  выяс­
няющую, когда nрямые nроизведения nроективных модулей nро­
ективны, а также ряды Лёви и теорию Брауэра блоков для совер­
шенных слева колец (22 . 33 и далее) . 

Теорема Б ьёрка nоказывает, что свойство IV влечет за  собой 
условие минимальности для конечно nорожденных левых идеалов . 

Радикал проективных модулей 

22. 1А. Предложение. Ес.ли Р - пепу.левой проективный R­
:м,оду.лъ , то 

( 1 )  rad Р = P · rad R =1= Р.  

1 )  То, что мы паввали «исчевающим слева», Басе' [60] навывает <<Т-ниль­
потеитным справа» ( Т от «transfinite») . <<Слева» овначает, что члены последо­
вательности {ап . . а1} «наращиваются» слева, а <<исчевающее» у:кавывает 
на потенциальное обращение в нуль членов последовательности, т. е. <<исче­
вающее слева» - сокращение для «nотенциально исчевающеrо слева». 
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.(2 ) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Во-первых, 

rad ( � Е9 А; ) = �  ЕВ rad А; 
i EJ iEJ 

для любого модуля А =  � $ А;. Действительно , если А 2 В, 
iEJ 

то rad А � rad В, поэтому левая часть равенства (2) содержит 
правую. Если 

и а; Ef rad А ;  для векоторого i , то a ;R не является косущественным 
nодмодулем в А ; ,  и отсюда сразу вытекает, что aR не косуществен 
-в А .  Итак, равенство (2) справедливо .  Из него следует, что rad F = 
= F - rad R ,  если F - свободный модуль. В общем случае имеем 
Р Е9 Q = F для векоторого свободного модуля F и 

rad F = rad Р Е9 rad Q = F · rad R = P · rad R Е9 Q · rad R,  

{)ТКуда rad Р = P · rad R.  Остается показать , что rad Р =1= Р.  
Пусть {х; 1 i Е /} - базис модуля F, и допустим, что О с Р с 

с F · rad R.  Пусть х - любой невулевой элемент модуля Р , и до­
пустим, что базис { Xi 1 i Е /} выбран таким образом, что в выра­
жении 

х =  � xar; (r; E R) 
число венулевых коэффициентов r; является наименьшим из воз­
можных , скажем n, а значит, ri =1= О, i = 1 , . . .  , n. Поскольку 
F = Р Е9 Q, мы можем записать 

х; = Pt + q; (р; Е Р, qi Е Q, i = 1 ,  . . . , n) . 

Кроме того, 
n 

Pi = � x1sa1 (siJ Е R, i, j = 1 , . . . , п) .  
j= 1  

Так как Р = F · rad R, то  s11 ( i ,  j = 1 ,  . • , n)  должны лежать 
-в rad R. Поскольку 

n n n 

х = � Xir; == � p;r; + � q;r; E P, 

n 
то � q;r; = О. Итак, 

i= 1 

i=1 i=f . i=1 

n n n 

х = � p;r; = � xJsijr; = � x;r;, 
i= 1  j ,  i= 1 i = 1  
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n n 

поэтому r 1  = � sнri ,  откуда (1 - s1 1 )  r1 = � sнri .  Так как s 1 1  Е 
i = i  i=2 

E rad R, то 1 - s 1 1  обратим в R. Если s = (1 - s1 1 )- 1 ,  то 

11 

n 

r 1  = � ssнri 
i=2 

n 

(3) Х = � (Xi + XtSSн) ri .  
i= 2 

Но система {х1 , х2 + x1ss21 ,  . . . , Xn + x1ssn1} линейно неза­
висима над R и вместе1 с {xi \ i > n} образует базис модуля F, 
такой, что запись (3) элемента х в этом базисе сод1'5ржит только 
n - 1 венулевых «коэффициентов>> r2 , • • •  , rп .  Полученное про­
тиворечие доказывает, что Р =1= P · rad R. О 

Это доказательство Хинохары [631 создано по образцу рассуж­
дений Капланекого (см. также Б асе [60] ) .  

Докажем теперь теорему Эйленберга [56] - Капланекого [58] . 

22. 1В. С л е д с т в и е .  Ес.ли R - .лоУОа.лъпое У>о.лъцо , то .любой 
Y>oneчno порождеппый npoeY>muвnыil R-жоду.ль Р =1= О свободен .  
(Н а сажож де.ле в это;м, с.лучае .любой проеУ>muвпый R-жоду.ль свободен. )  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала покажем, что любой проек­
тивный R-модуль является образующим и имеет вид R Е1Э А для 
векоторого А Е mod-R. Пусть Т = tr Рн и J = rad R. Поскол:ьку 
Р = Р Т  по 12 . 1 ,  то из предложения 22 . 1А вытекает , что Т $  J,  
и поэтому существуют р Е Р и f Е Р* = Ноmн(Р , R) , такие , что 
t = f(p) Ef J. Поэтому t - обратимый элемент и R = tR . Таким · 
образом , / : Р -+  R - эпиморфизм, из чего вытекает , что Р � 
� R Е1Э А ,  как и утверждал ось . 

Теперь предположим, что Р к тому же конечно порожден. 
Тогда PIPJ является векторным пространством конечной размер­
ности , скажем n, над телом RIJ. Таким образом, PIPJ имеет самое 
большее n прямых слагаемых (изоморфных RIJ) . Пусть k ­
целое положительное число и В - такой R-модуль ,  что Р � 
� Rk. ЕfЭ В.  Тогда PIPJ � (RIJ)k. ЕfЭ (B/BJ) и ,  следовательно , 
k � n.  Пусть k - максимальное целое число ,  такое , что Р � 
� Rk. Е1Э В для векоторого модуля В.  Предположим, что В =1= О.  
Поскольку В проективен, то предыдущий результат показывает , 
что В � R ЕfЭ С для векоторого модуля С. Но тогда Р � Rk.н Е1Э 
6Э С. Полученное противоречие показывает, Что В = О, и,  таким 
образом , Р � Rk свободен. (На самом деле , k = n . ) 

Общий случай 1) разобран Rаплан;с:Ким . [58] . · О  
1) Ука3анный в формулировке в скобках. - Прим. nep ee. 

1 6  к Фейс 
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Проективвые В-объекты 

Напомним определение 18 .3  В-объепта категории mod-R, 
необходимое нам для нескольких следующих результатов : В­
объектом называется модуль М, каждый собственный подмодуль 
которого содержится в максимальном подмодуле .  

22.2. Предложение. Есди Р - проептивный R-модудъ и· 
S = End Ря, то 

rad S = {/ Е S 1 Р о- im /} .  

Д о к а з а т е л ь с т в о дуально доказательству утвержде­
ния 19 .27 (а) . О 

22.3. Следствие. Есди Р - понечно порожденный проептивный. 
В-объепт патегории mod-R, то радипад его пмъца эндоморфивмо� 
равен 

rad(Homя (Р,  Р)) = Ноmя(Р, P · rad R) . О 
22.4. Предложение. Любая диаграмма 

с точяыми стропами и проептивными R-модудями Р1 и Р2 может 
быть доподнена до по;м.м,утативной гомоморфивмом 8 2 :  Р1 --+- Р2 •  

(а) Есди Р2 о- ker а 2 ,  то 82  ямяется эпиморфивмом, есди 81 -
эпиморфивм. 

(Ь ) Есди Р2 о- ker а2 и Р1 о- ker а1 , то 8 2  ямяется иаоморфиа­
мом, есди el - иаоморфивм. 

д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть IPl = ela1 .  в силу проектив­
ности модуля Р1 существует гомоморфизм 8 2 :  Р1 --+- Р2 , такой, что­
а28 2  = IPl •  т .  е .  е 2  дополняет диаграмму ДО коммутативной. Если 
81 - эпиморфизм ,  то и ср1 - эпиморфизм. Таким образом ,  еслк 
у Е Р2 ,  то а2(у) = ср1(х) = 81а1(х) для некоторого х Е Р1 • Поскольку 

elal(x) = а2е2(х) = а2(у} , 

то 8 2(х) - у Е ker а2 •  Поэтому Р2 = im 8 2  + ker а2 , и так как 
Р2 о- ker а2 , то отсюда следует , что Р2  = im 8 2 • Следовательно , 
8 2  - эпиморфизм , т. е .  (а) доказано . Поскольку Р2 проективен, 
то Р1 = А Е9 ker 82, где А � Р 2• Предположив , что 81 - моно­
морфизм, получим ker 82 = ker а1 • Теперь из Р1 о- ker а1 , выте­
кает , что pl о- ker е 2 .  Так как ker е 2 - прямое слагаемое , Т()о 
ker е2 = о . о 
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22.5 .  Следствие. Пусть Pt  - проективпый :модуль, яв.л,яющийся 
В-об-ъекто;м, категории mod-R (паприжер , пусть Pt - копечпо 
порожден и проективеп) , i = 1 , 2 .  Если Kt - поджодуль в rad Pt , 
i = 1 ,  2 ,  то 

(а) (Р1/К1 � Р2/К2) :::::? (Р1 � Р2) ,  
(Ь) (P1/rad Р 1  � P2/rad Р2) <=> (Р1 � Р2) . 
Следствие вытекает непосредственно из 22 .4 ,  22 . 1  и утвержде­

ния 18 .3  о том , что rad Pt косуществен в P t .  О 
22.6 .  Предложение. Пусть Р - проективпый В-об-ъект кате­

гории mod-R и S = End Рн .  Тогда 
(а) S/rad S � End(P/P · rad R)н;  
(Ь) если :модуль P/(P · rad R) по.л,упрост, то P/(P · rad R) ямя­

ется простыж тогда и только тогда, когда S - локальное кольцо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим диаграмму 
а. 

Р __..,. P/PJ � О 

е t te ·  (J = rad R) 
а. 

Р __..,. P/PJ __..,. О 

где а: Р -+ PIPJ - канонический эпиморфизм, а е Е S .  По­
скольку e(PJ) = (eP)J = PJ, е индуцирует гомоморфизм е ' : 
P/PJ -+ PIPJ. Ясно , что соответствие е f-+ е '  является кольце­
вым гомоморфизмом 

h : S -+  End(PIPJ)н · 

Теперь из 22 .4  вытекает , что h - наложение колец. В силу ком­
мутативности диаграммы е Е ker h тогда и только тогда , когда 
im е = PJ. Следовательно , по 22 . 3  ker h = rad S, что и доказы­
мет (а) .  

(Ь) П о  теореме Утуми 19 .27  полупростота модуля PIPJ влечет 
за собой регулярность кольца End (PIPJ)н ·  Легко видеть , 
что следующие утверждения эквивалентны : (i) P/PJ прост , 
(ii) End(PIPJ)н не содержит нетривиальных идемпотентов ; 
(iii) End(P/PJ)н - тело .  Поэтому из (а) вытекает , что S - локаль­
ное кольцо . D 

IJ-кольца и исчезающие слева идеалы 

Далее мы исследуем класс колец, называемых правыжи В­
кольцажи .  Они названы так в честь Васса (Bass) [60] , который по­
ложил начало их изучению. Это кольца , над которыми каждый не­
нулевой пр а вый модуль имеет максимальный подмоду ль , или , экви­
валентно,  каждый правый модуль является В-объектом (18.3}.  
16* 
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22. 7А. У п р а ж н е н и е. (а) Любое кольцо R , для которого 
mod-R имеет нётеров кообразующий, является правым В-коль­
цом (ер . 1 ,  7 .41) .  

(Ь)  Любое полупримарное кольцо является левым и правым 
В-кольцом. 

(с) Модуль М, имеющий проективное накрытие, содержит мак­
симальный подмодуль. Следовательно, любое совершенное справа 
J(ольцо является правым В-кольцом. 

22. 7В. Предложение (Б асе [60] ) .  Ес.п,и R - правое В-1юлъцо, 
то rad R - идеал, исчеаающий слева . 

Д о к а з  а т е л ъ с т в о. (Розенберг - Зелинский [61 ] ) .  Пусть 
Р - свободный модуль со счетным базисом х1 , • • • , Xn , . . .  , 
и пусть а1 ,  • • • , an , . • . - бесконечная последовательность эле­
ментов из rad R. Рассмотрим элемент f кольца S = End Рв, 
отображающий xi в хн1аi , i = 1 ,  2 ,  . . . .  По 22 . 3  f Е rad S,  
следовательно, 1 - f обратим в S.  Пусть у = ( 1  - f) -1x1 • 3апи­
JПем 

00 у = � х;Ь;, i=1  

где bi  Е R,  Ьn = О, n �k. Тогда 
' � � Х1 = (1 - /) У = LJ Xibi - LJ Xi+taibt = 

= х1Ь1 + хz (Ьz - а1Ь1) + � Xn (Ьп - an-fbn-1 ) ·  
n>2 

Поскольку { Xn 1 n � 1 } является базисом, то Ь1 = 1 и Ьn = 
= an-1 • • • а2аз. , n �2 . Таким образом ,  Ья = ая-1 • • • а2а1 = О. О 

22.8. Предложение. Rаждое совершеппое справа �о.яьцо яв.яяется 
прав'Ь"/,Ж в-�о.яьцо.м. (и и.м.еет исчеаающий с.яева ради�ал) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть М - такой модуль, что 
f 

rad М = М, и пусть Р ____,.. М - проективное накрытие модуля М. 
Если М =1= О, то Р =1= О ,  и поэтому Р имеет максимальный под­
модуль Р ' .  Пусть f' = f 1 Р' - ограничение f на Р ' .  Отображение 
х +Р' � f(x) + im f' будет гомоморфизмом PIP' -. M/im f' . 
Поскольку Р/Р' - простой модуль, а rad М -:  М, то im f' = М, 
т. е .  Р = Р' + ker f. Так как Р о- ker f, то Р'  = Р. Полученное 
противоречие доказывает, что равенство rad М _= М влечет за 
собой М = о. ·  О 

22.9 • .Предложение. Если г.яавпые . левые идеалы, лежащие · в 
r.ad R ,  удDв.яетворяют ус.п,овию .м.ипи.м.иъпости, то rad R исче-. 
aaem слева. • 
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Д о к а в а т е л ь с т в о .  Рассмотрим последовательности { an 1 
п = 1 ,  2 , . . . } ,  {bn 1 п = 1 ,  2 ,  . . .  } ,  где an Е rad R и bn = 

= an . . .  а2а1 для всех п. Цепь главных левых идеалов 
Rb1 2 Rb2 = . . . = Rbn 

обрывается , скажем Rbk = RЬн1 . Пусть Ь = bk. Тогда Ьн1 = 
= аkн Ь . Так как Ь Е RЬн1 , то существует х, такой, что Ь = хан1Ь. 
Поскольку и = xak+l лежит в rad R, то 1 - и - обратимый 
элемент кольца R. Поэтому равенство (1 - и)Ь = О  влечет за собой 
ь = о. о 

Цокольвые слева кольца 

Ниже мы вводим термин для одного понятия, использованного 
Б ассом [60] .  

22. 10А. Предложение 1) . Говорят, что ко.лъцо R ц о и олъи ое 
сле в а ,  если выполнены следующие эквивалентные условия : 

(а) Каждый менулевой левый модуль имеет менулевой левый 
цоколь. 

(Ь) Каждый циклический левый модуль R/I содержит простой 
п одмодуль , если I =1= R. 

Если это так, то rad R исчеаает слева. 

Д о к а в а т е л ь с т в о. По индукции определим последова­
тельность {S a;  1 а. Е А} идеалов кольца R,  где А - некоторое 
вполне упорядоченное множество ординальных чисел .  Если О -
наименьший элемент в А, то положим S 0 = О. Если а. Е А,  то 
S a;+1/Sa; совпадает с левым цоколем кольца R!S a; ;  если � Е  А 
и � - предельное число , то положим Sf'> = U S а ·  Поскольку R -

a;< fl 
цокольное слева кольцо , то А можно выбрать таким образом , что 
R = Sa; для некоторого а. Е А. Для каждого а Е R положим h(a) 
равным наименьшему из таких элементов а. множества А ,  для 
которых а Е Sa; .  Заметим, что число h(a) не является предельным 
ни для какого а Е R (если а Е Sfl, где � - предельное число , то 
а Е Sa; для некоторого а. <  �) .  Пусть h(a) = � + 1 ,  и пусть J = 

= rad R .  Так как l · (St�нiSt�) = О , т .  е .  l · Sr,н = Sf'>, то отсюда 
следует, что h(ba) < h(a) для любого Ь Е J,  если только h(a) =1= О,  
т .  е .  если а =1= О. Если {an} - бесконечная последовательность 
элементов из J и если bn = an . . . а1 , то 

. . .  < h(Ьп) < h(bn-l) < . . .  < h(al) 
1) Поскольку совершенные справа кольца оказываются цокольнышt 

(socular) слева , я сочинил стишок, связывающий <<socular» с <<jocular>> (забав­
ный) , но более благоразумный коллега убедил меня не приводить ero здесь. 
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- бесконечная строго убывающая последовательность ординаль­
ных чисел из А, если только bn = an • . .  а1 не равен нулю для 
векоторого п. Поскольку А вполне упорядоченно , то первый слу­
чай невозможен и потому rad R исчезает слева .  О 

22. 10В. Сводка. Радипал пальца R исчезает слева в паждож ив 
следующих случаев : 

(а)  R - правое В-по.ttъцо (22 . 7) .  
(Ь) R совершенно справа (22 .8) .  
(с) R удов.ttетворяет ус.ttовию жинижа.ttъности д.ttя мавных 

.ttевых идеадов (и.ttи д.ttя г.ttавных .ttевых идеа.ttов, .ttежащих в rad R) 
(22 . 9) .  

(d) R - цопО.ttъное c.tteвa по.ttъцо (22 . 10А) . 

Единственность проективного накрытия 

Следующая лемма показывает , что , когда проективные накры­
тия существуют, они единственны. 

g 
22. 1 1 .  Лемма. Д опустим, что Р � А - проептивное напрытие 

/ 
правого R-жоду.ttя А ,  а Q � А  -+ О - точная пос.ttедовате.ttъностъ , 
в потарой жоду.ttъ Q проептивен. Тогда 

(а) Существует эпижорфиаж h: Q -+  Р, тапой , что Q = 
= (ker h) Е9 Р' , где Р '  � Р , ker f = ker h и Р '  о- (ker f П Р ' ) .  

f 
(Ь) Ec.ttи Q -+  А - проептивное напрытие, то h - иаожорфиаж. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку Q проективен, следую­
щая диаграмма может быть дополнена до коммутативной : 

Q f А 

·l/ 
р 

Так каR f - эпиморфизм, то Р = im h + ker g. Тогда Р о- ker g 
влечет за собой тот фаRт, что h является эпиморфизмом. ПосRольку 
Р проеRтивен, h расщепляется : Q = (ker h) Е9 Р ' .  Таким обра­
зом, h индуцирует изоморфизм h' : Р ' -+ Р.  Если х Е ker f П Р ' ,  
т о  gh(x) = (fx) = О, и поэтому h' (ker f П Р ' )  с: ker g. Следова­
тельно , h' (ker f n Р' )  Rосуществен в р = h'(P ' ) .  TaR как h' -
изоморфизм, это влечет за собой Р' о - (ker f n Р' ) .  Это ДОRазы­
вает (а) .  В случае (Ь) Q о- ker f, поэтому Q = ker f + Р' влечет 
за собой Q = Р ' ,  откуда ker h = О. О 
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22. 12А. Лемма. (а) ECJtи I - правый идеад, -польца R, то -папо­
ничеспий гомоморфизм R � R/1 является прое-птивпым па-пры­
тием тогда и толь-по тогда, -погда I с::: rad R .  

(Ь) Если RII имеет проептивпое па-прытие и I � rad R ,  т о  I 
.содержит пепулевое прямое слагаемое -польца R,  т. е. I содержит 
идемпотепт -польца R. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) есть следствие того факта,  что 
l'ad R - косущественный правый идеал , содержащий любой дру­
гой косущественный правый идеал кольца R ( 18 .4) .  

(Ь) Пусть Р � RII � О - проективное накрытие. П о  лемме 
22 . 1 1  можем записать R = Р' Е1Э Н, Н с::: /. Поскольку I � 
� rad R ,  R не является проективным накрытием модуля RII, 
т .  е .  R не изоморфно Р' и Н =1= О . Правый идеал Н и есть искомое 
прямое слагаемое кольца R ,  содержащееся в I. О 

22. 12В. Лемма. Пусть I - идеал -польца R. 
f 

(а) Ес.ш Р � А � О - проептивпое паw,рытие правого R-
i 

модуля А и A l  = О, то PIPI � А � О - прое-птивпое па-прытие 
правого (R/I)-модуля А ,  где i ипдуцировап гомоморфизмом f. 

(Ь) Если R (полу)совершеппо ,  то та-пово же и R/I. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. {а) Тот факт , что PIPI - проектив­
ный (R/J)-модуль ,  проверлетел непосредственно . Так как A l = О, 
то ker f � Pl. Это показывает, что соответствие х + Pl ....,. f(x) ,  
определенное для всех х Е Р ,  является гомоморфизмом 7: P/Pl � 

-+ А .  Если 8 - подмодуль модуля Р , содержащий Р I и такой , 
что PIPI = (8/PI) + (KIPI) , где К = ker / , то Р = 8 + К. 
Тогда Р о- ker f влечет за собой равенство Р = 8 и Р 1 Р I = 
= 8/Pl. Это показывает, что KIPI - косущественный подмодуль 
в PIPI. Поскольку ker f = KIPI, то PIPI является проективным 
накрытием модуля А (как (R/J)-модуля) . Очевидно,  (а) ::::>- (Ь) . О 

22. 13. Предложение. Полусовершеппое -полъцо полуло-пад,ъпо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы можем предположить, что 
rad R = О,  поскольку R/rad R полусовершенно , если полусовер­
шенно кольцо R. В таком случае мы должны доказать , что R клас­
сически полупросто . Пусть I - любой правый идеал и f : Р � 

-+ RII - проективное накрытие модуля RII. Тогда , поскольку 
ker f косуществен в Р, мы имеем ker f с::: rad Р = P · rad R (ер .  
22 . 1А и 18 .3) .  Так как rad R = О, т о  ker f = О , и потому RII � 
� Р - проективный В-модуль.  Но тогда канонический гомомор­
физм R � Rl I расщепляется ; поэтому R классически полупросто 
ввиду 8 . 12 .  о 
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22. 14. Предп:ожение. Идемпатенты поднимаются по .модулю 
любого пиль-идеала. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . См. 18.2 1 .  О 
Идеал 1 кольца R называется п:окап:ьно вип:ьпотентныи, если 

любой идеал , порожденный конечным множеством элементов из 1, 
нильпотентен.  Если 1 локально нильпотентен, то прямые вычис­
ления показывают, что In - пиль-идеал кольца матриц Rn, и по­
этому в силу 22 . 1 4  идемпотенты по mod In кольца Rn могут быть 
подняты - факт , используемый в следующем доказательстве .  
(Эта теорема больше нигде не используется. )  

22. 15. Предп:ожение (Эйленберг [56] , Суон [60] ) .  Если 1 -
идеал r.;олъца R, таr.;ой, что либо (а) 1 лоr.;алъно нилъпотентен, 
либо (Ь) r.;олъцо R 1-адичесr.;и полно, то отображение [р] _. [P/Pl] 
является биеr.;цией .между .множествами у,;лассов эr.;вивалентuости 
r.;онечuо порожденных проеr.;тивuых R-.модулей и r.;оuечно пораж­
деиных проеr.;тивuых (RI !)-.модулей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) В 22 . 1 2  мы отметили, Ч1'О P/Pl 
проективен над S = R/1, если Р проективен над R .  Обратно , 
если Q - конечно порожденный проективный S-модуль ,  то Q ЕВ 
ЕВ и = sn для векоторого п и векоторого S-модуля и. Тогда , отож­
дествляя Sn с End8Sn� получим, что существует идемпотент 
е Е Sn , такой, что Q = esn. Теперь Sn = (RII)п � Rпllп . Отож­
дествляя Rnlln с Sn , идемпотент ё можно поднять до идемпотента 
е Е Rn . Тогда Р = eRn - проективный Л-модуль и 

P/PI � eRn/eRnl = eRn/eP �е (R/I)n � ёsn =  Q. 
[Изоморфизм (Rnlln) � (RII)n задается соответствием (а1 , • • •  , 
. . . , ап) + 1n � (� + 1, . . .  , an + /) . ]  

Таким образом, отображение ер :  [Р] ,..._,.. [P/PI] является нало­
жением. Наконец, пусть PIPI � Q/QI, где Р ,  Q - конечно пораж­
денные проективные модули. Поскольку 1 s;; rad R, 22 .5  влечет 
за собой Р � Q, и поэтому ер биективно. 

(Ь) В силу доказательства утверждения (а) остается лишь пока­
зать , что идемпотенты кольца Rnlln поднимаются. Чтобы это 
сделать, досточно ввиду 21 .  7В показать, что Rn есть Iп-адически 
полное колоцо . Доказательство этого в свою очередь опирается на 
утверждение о том, что (/ К)п = 1 nKn для любых идеалов 1 и К 
кольца R, которое следует из теоремы о соответствии 1 ,  4.6 (ер . 1 , 
4.31)  1) . Таким образом, (Jm)n = (Jn)m для любых т и п и сквоз­
ной гомоморфизм 

Rn _. lim Rпl(lm)n � lim (R/ Im)n ,  
+--- +---

1) Еще проще в этом убедиться непосредственно . - Приж. nepe6. 
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где первое отображение каноническое , является изоморфизмом,. 
поскольку кольцо R 1-адически полно . Следовательно , Rn 
1 п-адически полно , что и требовалось . о 

22. 1 6. У п р  а ж н е н и е .  Пусть Proj .mod-R - пoлнaя под­
категория категории mod-R, состоящая из конечно порожденных 
проективных Я-модулей. Показать, что ер: Proj .mod-R -+­
-+ Proj · mod-(R/J) , определенное в 22 . 15 ,  можно продолжить. 
до изоморфизма этих категорий, если для f:  Р -+ Q положить . 
cp(f) :  PIPI -+  Q/QI равным индуцированному отображению (х + 
+ Pl) -+ (f(x) + QI) .  

22. 1 7. Лемма. Пусть 1 - идеа.а пмьца R,  содffржащийся в 

rad R,  и допустим, что идемпотепты пмьца RII могут быть . 
подмты. Пусть n - паноничеспое отображение R -+  R!I. Если 
g - идемпотент пмьца R,  то любой иде.мпотент пмьца R/1, 
ортогона.аьный n n(g) , подни.мается до иде.мпотепта в R, ортого­
на.аьного n g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у Е Rl 1 - идемпотент ,  орто­
гональный к n(g) , то по условию существует идемпотент f Е R,. 
такой, что n(f) = у . Поскольку jg, gf лежат в /, то оба эти эле­
мента лежат в rad R и ,  следовательно , 1 - fg имеет обратный в R. 
Положим 

f' = ( 1 - fg) -1/(1 - fg) . 
Так как f' сопряжен к j ,  то f' - идемпотент. Кроме того ,  f' g = О,  
поскольку /(1 - fg)g = О . Теперь (1 - fg)f' = f - fg, поэтому 
f' - fgf' = f - fg и f' - f = (fg)f' - (fg) .  Так как fg Е /, то это 
показывает , что f' - f Е /. 

Теперь положим е = f' - gf' = ( 1 - g)f' . Тогда ge = eg = О '  
и 

е == (1 - g)f = f = у (по модулю /) . 

Кроме того ,  е2 = (1 - g)f' (1 - g)f' = (1 - g)f' = е. О 
22. 18. Предложение. Если I - идеа.а пмъца R,  содержащийся 

в rad R, а иде.мпотенты пмьца RII .могут быть подмты, то любое 
понечное или счетное .множество { щ} ортогона.аьных иде.мпотен­
тов пмьца R/I .может быть поднято до .множества ортогот-имьных 
идежпотентов полъца R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (Ламбек [71а] ) . Предположим, что 
мы уже подняли ортогональные идемпотенты и1 , • • •  , ия из RII 
до ортогональных идемпотентов е1 , е2 , • • • , ek .  Тогда g = е1 + 
+ . . .  + ek - идемпотент , такой, что иkнn(g) = n(g)иk+I = О. 
Следовательно, по предыдущей лемме иk:l-l поднимается до идемпо-­
тента е я н, ортогонального к g. Но тогда ek+l ортогопалеи к { е1 , • . •  
. • . , en} · Это завершает индукцию и доказывает предложение . О 
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22. 19 .  ПреДJiожение. Если -по.п,ъцо R по.п,усовершеппо , то ono -
по.п,у.п,о-па.л,ъпое SВI--по.п,ъцо и прямые раможепия R-жоду.п,я R/rad R 

. ..могут быть подпяты до прямых раа.ttожепий жоду.п,я R .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Кольцо R полулокально по  22 . 1 3 .  
Пусть n - каноническое отображение R -+  R/J, где J = rad R .  
Предположим, что и Е R - идемпотент по  модулю J, т.  е .  n(и) = 

= u - идемпотент в R = RIJ. Тогда правый идеал А 1 = uR ­
прямое слагаемое кольца R,  так что R = А 1 Е9 А 2 ,  где А 2  = 

( 1 - u)R. 
f .  

Пусть Р; _!,.. А ;  - проективные накрытия с К; = ker /; , i = 
f,Ef)f, 

= 1 ,  2 .  Утверждепие : Р1 Е9 Р2 ___.,.. А 1 Е9 А 2 - прое-птивпое па-пры-
тие R-жоду.п,я R. Поскольку Р1 Е9 Р2 проективен и f = /1 Е9 /2 -
эпиморфизм, остается только показать, что К1 Е9 К2 - ядро 
гомоморфизма f - косущественно в Р1 Е9 Р2 • Пусть в самом деле 
S - такой подмодуль, что Р1 Е9 Р2 = S + (К1 Е9 К2) .  В целях 
·.простоты записи отождествим Р1 , Р2 , К1 , К2 с их образами 
в Р1 Е9 Р2 • Тогда Р1 :2 К1 влечет за собой 

откуда ввиду того ,  что Р1 о- К1 , вытекает, что Р1 = (К2 + S) П Р1 
и,  следовательно, Р1 с:: К2 + S.  Аналогично , Р2 с:: К1 + S.  Сле­
довательно , 

Но  Р1 о- К1 , поэтому Р1 = S П Р1 и Р1 с:: S .Аналогично,  Р2 s;;; S,  
и поэтому Р1 + Р2 = Р1 Е9 Р2 = S. Это доказывает наше 
утверждение о том, что К1 Е9 К2 косуществен в Р1 Е9 Р2 • 

Теперь в силу 22 . 12А R является проективным накрытием 
..модуля R = R/J, поэтому в силу единственности проективного 
:накрытия (22 . 1 1 )  имеет место коммутативная диаграмма 

f=� $ /2 Pt Е9 Р2 ___ .:...._-=--� A t  Е9 А2 

hl 
R 
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в которой h - изоморфизм. Это показывает , что прямое разложе­
ние R-модуля R может быть поднято до прямого разложения Е­
модуля R (поскольку R = h(P1) Е9 h(P2) и nh(P; ) = А ; ,  i = 1 ,  2) , 
но (как указал Уиллард) не означает , что идемпотент u может 
быть поднят .  

Покажем теперь ,  что последнее утверждение все-таки справед­
ливо .  Так как R = h(P1) Е9 h(P2) , то h(P; ) порождается идемпо­
тентом е; , i = 1 ,  2 и 1 = е1 + е2 •  Поэтому 

и + (1 - u) = 1 = n(1 )  = n(el + е2) = jh-1(el + е2) = 

= flh-
l(el) + /2h-1(e2) . 

Поскольку ii = А 1 Е9 А 2 ,  представление элементов кольца R 
в виде суммы элементов из А ; , i = 1 ,  2 единственно;  следовательно , 

u = II (h-1e1) = (/1h-1)e1 = n(e1) 

и е1 - требуемый идемпотент . D 

22.20. Следствие. (а) Если R - полъцо и Р; -+ А ; , i = 1 , 
2 ,  . . . , п , - понечное число проехтивных папрытий в mod-R , то 
копроивведение отображений является проептивны.м, напрытие;м, 

n 

n n n 
IJ f; : IJ Р; -+ IJ А; ,  

i = 1  i = 1  i = 1  

где f; : Р i -+ П А; - п роивведение гожожо рфиа;м,а Р i -+ А; и панони­
i= 1  

n 

чесr;,ой инъепции Ai -+ П А; .  
i=1 

(Ь) Кольцо R полусовершенно тогда и тольпо тогда , погда паж­
дый понечно порожденный правый R-жодуль имеет проехтивное 
напрытие. 

(с) (Полу)совершенность - свойство, инвариантное в смысле 
Мориты. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. (а) для случая п = 2 совпадает 
с утверждением , сформулированным в 22 . 19 .  Общий же случай 
получается по индукции. (Ь) есть непосредственное следствие из 
(а) ; (с) уже обсуждалось во введении к этой главе.  D 

22.21 . Лемма. Предположим, что идемпатенты пальца RII 
по модулю идеала I, лежащего в rad R, :могут быть подняты, и обо­
аначи;м, через :n: папанический го;м,о;м,орфиа;м, R -+  R/l. Если е -
нерааложи;м,ый идемпатент пальца R ,  то :n:(e) = е + I - не­
разложимый идемпатент пальца RII. 
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Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Предположим, что :n:(e) = и + v, 
где и и v - ортогональные идемпотенты кольца R/l, и и =1= О. 

Тогда поскольку е ортогопалеи к 1 - е, то и ортогопалеи к :n:(1 -
- е) и потому (22 . 1 7) и поднимается до идемпотента /, ортого­
нального к 1 - е. Но тогда fe = ef = f и е = f + (е - /) - сумма 
ортогональных идемпотентов е и е - f. Поскольку е нера3ложии 
и f =1= О , то обл3ательно е = f. Таким обра3ом ,  :n:(e) = :n:(f) = и,_ 
и поэтому v = О , т .  е .  :n:(e) нера3ложим. D 

Определение. Правый идеал 1 кольца R на3ываетсл радикаль­
ным правым идеалом, если 1 = rad R. Правый идеал /, мини­
мальный в множестве правых идеалов , не лвллющихсл радикаль­
ными, на3ываетсл минимальным нерадикальным. В этом случае­
/ П rad R - единственный максимальный подмодуль модуля 1 � 

22.22. Предложение. Пусть R - подудоr;,а.л,ьпое SВI-r;,одьцо. 
Тогаа 

(а) R и.меет {)иаграм:му А аау:маи и справе{)дивы пре{)дожепия 
18 .23 . 1 - 18 .23 . 5 .  

( Ь )  Правый идеа.л, 1 перадиr;,а.л,еп тог{)а и тмьr;,о тогда, r;,огда оп 
содержит пепудевой иде:мпотепт. Tar;,u.м обраао.м, .мипu.ttадьпый 
пера{}иr;,адьпый правый иаеад порож{)ается иде:мпотепто:м 1) .  

Д о к а 3 а т е л ь с т в о .  (а) Достаточно сослаться н а  18 .26 
и 18 .23 .  (Ь) И3 22 . 12А(Ь) следует , что если идеал 1 не радикален, 
то он содержит иенулевой идемпотент е . Тогда eR - правый идеал , 
содержащийсл в 1 и не лвллющийсл радикальным. О 

(Ь) - это теорема Rёте [30 , стр . 168 ,  теорема 7] . 

22.23. Структурпал теорема длл проективных модулей. Кмьцо 
R явдяется подудоr;,адьпьш SВI-r;,мьцом тог{)а и тодьr;,о тогда , 
r;,oгf)a ono подусовершеппо . Кроме того , r;,одьцо R пмусовершеппо 
тогда и тодьr;,о тогда , r;,огда ono подусовершеппо слева. Есди это 
таr;,, то выпмпепы условия (а) - (с) : 

(а) Пусть V - проиавмьпый простой правый R-:модудь . Тогда 
V � eR/eJ {)дя пеr;,оторого пераадожи:мого иаемпотепта е Е R, 
а естествеппое отображепие eR -+ V - проеr;,тивпое паr;,рытие 
.мо{)удя V. 

n 
(Ь) Запишем, R =  � $ e iR,  где еi - 1-tераадожи.мый u{)емпотент 

i = 1  
{)дя всех i (в сиду 22. 22 (а) это воа.можно) , и пусть J = rad R.  
Есди А - правый R-:модудь , то фактормодуль A/AJ полупрост 
и иао.морфеп пря.мой су:м:ме L} Е1Э eikR/eikJ, где eik Е {е 1 ,  • • •  , еп} 

k�K 
1) На самом деле неразложимым идемпотентом, и это свойство характе­

ризует минимальные нерадикальные правые идеалы в этом классе колец. ­
Пр и.м. . перев. 
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.Q.л,я хаждого k. Моду.п,ь Р = � ЕВ eikR прое-ктивен. Пусть f: 
kEK 

Р-+ А/ AJ - -коп роивведение 1Шноничес".их п роехций Pik: eik R -+ 
-+ eikR/eikJ д.п,я .п,юбых ik и .п,юбых k E K. Тогда имеет место 
l'Оо.м.м утативная диаг рам.ма 

.в l'>оторой А -+ A IA J  - .".аноничесl'>ий гомоморфизм. Кроме того, 
Р �А ямяется проехтивны;м, наl'>рытием при выпо.п,нении .п,юбого 
:из едедующих ус.п,овий : 

( 1 )  Ес.п,и В - моду.п,ъ с чис.п,ом образующих, не превосходящи;м, 
чис.п,о образующих моду.л,я А ,  то В = BJ тогда и то.п,ъхо тогда, 
хогда В = О. 

(2) А -конечно порожден. 

(с) Ес.п,и А - та-кой проеl'>тuвный моду.п,ъ, что А · rad R хосу­
ществен (например , ес.п,и А есть В-об-ьехт ( 18 .4) ) ,  то А изоморфен 
прямой су;м,;м,е правых мавных нераа.п,ожимых моду.п,ей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Мы докажем: (а) , (Ь) и (с) в предполо­
жении, что R - полулокальное SВI-кольцо . Тоrда из справедли­
вости утверждения (Ь) при условии (2) будет следовать полусовер­
шенность кольца R. Более тоrо , в силу 22 . 19  любое полусовершен­
ное кольцо является полулокальным SВI-кольцом:. Это доказы­
вает первое утверждение теоремы. Поскольку свойство <<быть 
полулокальным SВI-кольцою> право-лево симметрично , то отсюда 
вытекает и второе утверждение теоремы. Итак , остается только 
вывести (а) - (с) в предположении, что R - полулокальное 
SВI-кольцо . Действительно , в этом: случае справедливы утвержде­
ния 18 .23. 1 - 18.23 .5  и (а) следует из 18 .23 .4 .  Тоrда если А - любой 
проективный модуль, то AIAJ полупрост и ,  следовательно , изо-
морфен прямой сумме � ffi ei��.Rief��.J rлавных неразложимых пра-

kЕК 
вых модулей кольца li = RIJ. (Это непосредственно вытекает 
из теорем Веддербёрна - Артина 8.8 и далее . )  Но тоrда прямая 
сумма Р = � ffi eikR проективных модулей проективна и в резуль-

kЕК . . 
тате имеет место коммутативная диаrрамма , указанная в (Ь) .  

Для завершения докааательства (Ь) рассмотрим: любой из 
модулей А или Р и обозначим: ero через С. Пусть S - такой под­
модуль . в (:, чт9 S. + CJ = С. Цосколь�у число образующих 
модуля С не превосходИ:т числа образующ\'IХ модуля А .  и В ·  J =. 
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= В, где В = С/8, то предположение (1 ) влечет за собой В = 
= CIS = О . Поэтому С = S ·и CJ - косуществениый подмодуль 
в С (для С = Р или С = А ) .  Поскольку A J  ко существен в А и im g 
отображается каноническим: отображением: А -+  A IA J  на A /A J, 
то А = im g + A J  и ,  значит, А = im g. Поэтому g: Р -+  А -
эпиморфивм. Rром:е того, поскольку ker g s; ker f =  PJ и PJ ­
косущественный подмодуль, то ker g также косуществеп 
и, следовательно , Р -+ А  - проективное накрытие. По 18 .4 любой 
конечно порожденный модуль А удовлетворяет ( 1 )  и, следователь­
но , имеет проективное накрытие. Это доказывает (Ь) .  

Если А проективен и AJ косуществен в А, то каноническое 
отображение А -+ A IA J является проективным накрытием. В силу 
единственности проективного накрытия мы видим:, что А � Р,  
так  что А обладает требуемым в (с) строением:. 

Положив в (а) модуль А равным: простому модулю eR/eJ 
(тот факт, что любой простой модуль изоморфен модулю таког() 
вида , вытекает ив 22 .22(а) ) ,  мы видим, что (а) - следствие (Ь) .  О 

22.23(Ь) еще рав доказывает, что каждый (конечно порожден­
ный) проективный модуль над локальным: кольцом свободен. 

22.24 . Следствие 1) . Ес.ли R - по.лусовершеппое l'ОО.ЛЬЦQ 
и R/rad R - первичпое r;,о.льцо , то R � An , где А - .лоr;,а.лъпое r;,о.ль­
цо. 

Д о к а в а т е л ь с т в о .  Существует неразложимый идемпо­
тент е кольца R. Тогда А = eRe - локальное кольцо (22 .22) . 
Поскольку по теореме 8.8 Веддербёрна - Артина R/rad R -
простое кольцо , то 

(ReR) + rad R = R. 

Так как rad R косуществен в R , то ReR = R, так что trн eR = R . 
и потому eR - образующий, а следовательно , прообравующий. 
Тогда eR - сбалансированный R-модуль,  т .  е .  

R � EndA eR 

и eR конечно порожден и проективен над локальным кольцом: А 
= eRe � End еRн (7 . 3) .  По предыдущему следствию eR - сво­
бодный А-модуль, скажем eR � AAn, и тогда R � EndAAn  � 
� А п . D 

Характеризация совершеиных колец 

22 .26. Теорема (Басе [60] ) .  По.лусовершеппое r;,о.льцо R совершеп­
по справа тогда и то.лъr;,о тогда, когда rad R исчеаает с.лева. 

1) Веддербёрн [08] , Артин [27а] , [ 27Ь] , Нётер [ 29] , Rёте [ 30а] . Ср. Ламбек 
{65] и замечания к rл. 1 8. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Любое совершенное кольцо R имеет 
исчезающий слева радикал (22 .8) . Обратно , пусть R полусовер­
шенно , и допустим, что J = rad R исчезает слева . По условию 
(1 )  из 22 .23(Ь) для того , чтобы показать , что каждый :модуль имеет 
проективное накрытие, достаточно показать , что М J =1= М для 
любого венулевого правого Я-модуля М. 

Предположим, что М = MJ и х  Е М, х =1= 0, и запишем 

х = � Xi1ai 1 ,  Xi 1 Е М, ai1 Е J. 
i t  

Для каждого i1 имеем 

Xi t  = � Xi 1i2ai ti2 , Xi ti 2 Е М, ai 1i2 Е J 

и ,  продолжая , получим 

Xi t . . .  in-1 = � Xi t . • •  i пai t  . . .  i n •  

Тогда для каждого n 

х =  � Xi 1 . . .  iпai t . • .  in · · · ai 1i2ai t · 
i s �  i2 � · • .  , i n 

Так как х =1= О, то существует последовательность i10 , i 2 0 , 
• • •  , in o •  такая , что 

Ъп = ai toi2o . . . iпо • • • ai1oi20ai 1o =1= О. 
Рассмотрим граф, вершинами которого являются все такие 

последовательности, а ребра соответствуют присоединению одного 
нового индекса . Этот граф является деревом, и мы видим, что на 
нем существуют пути произвольной длины . По лемме Rёнига о гра­
фах (см. упр . 41 . 10  из теоретико-множествеиного введения (т .  1 ) )  
в нем существует путь бесконечной длины, т .  е .  последовательность 
i10 ,  i 2 0 ,  • • •  , iп о • . • •  , такая , что выписанный выше элемент Ъп 
не равен нулю ни для какого n. Это противоречит тому, что rad R 
исчезает слева .  [] 

22.27. У п р  а ж н е н и е .  (а) Любое артиново справа кольцо , 
или ,  более общим образом, любое полупримарное кольцо , совер­
шенно справа и слева. 

(Ь) Любое коммутативное полусовершенное кольцо является 
прямым произведением конечного числа локальных колец. 

(с) В кольце бесконечных матриц, у которых вне главной 
диагонали лишь конечное число коэффициентов не равно нулю , 
рассмотрим подкольцо R верхних треугольных матриц с фикси­
рованным для каждой матрицы коэффициентом на главной диаго­
нали. Тогда R совершенно справа, но не совершенно слева .  

Следующая лемма будет использована в докавательстве теоре­
мы 22 .29 , характеризующей совершенные кольца. 
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22.28. Лемма. Пусть R - проиавольпое пальца. Следующие 
лредложепия эмивалептпы: 

(а) R ne содержит беспопечпого жпожества пепулевых ортого­
.пальпых идежпотептов; 

(Ь) Ra удовлетворяет условию жипи;м,альпости для пряжыж 
.с.л.агае.м.ыж; 

(с) R удовлетворяет условию жипи,м,а.л,ьпости для главпых пра­
.выж идеалов вида eR, где е = е2 Е R ; 

(d) левый апалог условия (Ь) или (с) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Прямое слагаемое модуля R в  имеет 
вид eR, где е Е R - идемпотент, поэтому эквивалентность (Ь) 
и (с) очевидна . 

(с) ==> (а) . Пусть {en 1 n = 1 ,  2 , . . . } - бесконечное семейство 
венулевых ортогональных идемпотенто в .  Тогда f n = е1 + . . .  + en 
и 1 - f n - идемпотенты для всех n > 1 . Так как 

Re1 с: R/2 с: . . .  с: Rfn с: . . .  , 
"ТО 

( 1  - е1) R :::> ( 1 - /2) R :::> • • •  :::> (1 - fп) R :::> • • • • 
Таким образом, отрицание (а) влечет за собой отрицание (с) . 

(а) ==> (с) . Пусть /1R :::> /2R :::> • • •  :::> fnR :::> • • •  - строго 
убывающая последовательность , где fn - идемпотенты из R для 
n = 1 , 2 , . . . . Если е - идемпотент и правый идеал А выделяется 
в eR прямым слагаемым, eR = А ЕВ В, то , поскольку eRe � 
� End eRa , существуют ортогональные идемпотенты е1, е2 Е 
Е eRe,  такие, что е = е1 + е2 , e1eR = e1R = А и e2R = В . Пола­
гая h1 = /1 и применяя этот результат к выписанной выше после­
довательности, получим, что для каждого n сущест�ует пара не­
нулевых ортогональных идемпотентов таких, что 

gn+1 • hп+1 Е hпRhм 
nричем 

hп = gnн + hnн иfnнR = hпнR•  

Если т > n, то gm Е hm-1Rhm-1 s;; hпRhn и gnhп = hпgn = О 

влечет за собой равенство gmgn = gngm = О. Поэтому 
{gn 1 n = 2 , . . .  } - бесконечное множество иенулевых орто­
гональных идемпотентов .  О 

Использование ниже римских цифр от 1 до IV согласуется с их 
прежним употреблением во введении к этой главе . 

22.29.  Теорема. Следующие условия па пальца R э1'>Вивалептпы: 
I .  R совершеппо справа. 
1 1 .  R/rad R 1'0.!f,ассичеспи полупросто, и J .;_ rad R исчеаает 

слева. 
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I I I .  R - ЦОl'>Одъиое сдева l'>одъцо с ограиичеииым чисдом орто­
гоиадъиых идемпотеитов. 

IV. R удовдетворяет усдовию мииимадъиости ддя мавиых девых 
идеадов. 1 V. R удов.ttетворяет усдовию мииимадъиости ддя поиечио порож­
деииых девых идеадов. 

VI . Каждый девый R-модудъ удометворяет усдовию мииимадъ­
иости ддя циl'>дичеспих подмодудей. 

VII .  Каждый девый R-модудъ удометворяет усдовию мииима.ttъ­
иости ддя 1>oueчuo порождеииых подмодудей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. I � II .  Предположим, что имеет 
место I. Тогда R полусовершенно .  Поэтому R/rad R классически 
полупросто и в силу 22.26 rad R исчезает слева .  Из 22 .26  также 
следует и обратное. В самом деле, поскольку из li вытекает, что 
rad R - пиль-идеал , то идемпатенты могут быть подняты по мо­
дулю rad R, и потому R полусовершенно . Тогда по 22 .26 R совер­
шенно справа .  

II  * III .  Любое классически полупростое кольцо R имеет 
ограниченное число ортогональных идемпатентов (ограниченное 
числом минимальных правых идеалов в разложении в прямую 
сумму модуля RR;  ср .21 .6 ) ,  и поскольку неиулевые ортогональные 
идемпатенты кольца R отображаются на иенулевые ортогональные 
идемпатенты кольца R/rad R, то число ортогональных идемпатен­
тов кольца R также ограниченно. 

Мы хотим показать , что каждый иенулевой левый R-модуль 
М содержит неиулевой полупростой подмодуль. Так как R по мо­
дулю J = rad R классически полупросто , то это эквивалентно 
утверждению о том, что М содержит иенулевой (RI J)-подмодуль. 
Приводимая ниже подлемма и доказывает это.� 

Подлемма 1 .  П устъ R - проивводъиое пмъцо с исчезающим 
сдева радиl>адом J. Тогда 1>аждый иеиудевой мвый R-модудъ М 
содержит иеиумвой (RI J)-подмодудъ иди,  что эl'>вивадеитио , ддя 
паждога девого модудя М и собствеииого подмодудя L существует 
у Е М, ue мжащий в L и та1>ой, что Jy = L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первый вариант утверждения полу­
чается из второго при L = О. Второй же вытекает из первого, если 
в качестве М рассмотреть модуль М 1 L. Доказательство первого 
утверждения можно получить, заметив , что его отрицание озна­
чает, что Jy =1= О для всех иенулевых у из М, и, следовательно, 
существует бесконечная последовательность {n1} 1=1• 2 , • • •  элемен­
тов радикала J, такая, что для всех i 

n1n1_1 • • •  n2n1y =1= О. 
Это противоречит тому,  что идеал J исчезает слева. О 
17 К. Фейс 
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III => II. Во-первых, по 22 . 10  J = rad R исчезает слева. 
Мы хотим показать , что R/rad R классически полупросто . Посколь­
ку J - пиль-идеал , то идемпотенты могут быть подняты по моду-
лю J (22 . 15) .  Так как кольцо ff = RIJ полупервично , то любой 
его минимальный левый идеал порождается идемпотевтом (8 . 5) . 
Каждый подмодуль М цоколя модуля вR полупрост, и если М 
конечно порожден, то он порождается идемпотевтом е ( 19 .25) .  
Если М = iie полупрост, то  в eiie существуют ортогональные 

n 
идемпотенты {et 1 i = 1 ,  . . .  , n} , такие, что е = � ei и iiei -

i=i 
простой модуль, i = 1, . . .  , п.  Кроме того , по 22 . 1 7  ортогональ-
ные идемпотенты кольца if могут быть подняты до ортогональ­
ных идемпотентов кольца R . Так как R имеет ограниченное число 
ортогональных идемпотентов , это показывает, что левый цоколь 
S = soc 'RR должен быть прямой суммой лишь конечного числа 
минимальных левых идеалов , и поэтому S порождается идемпо­
тентом, скажем f. Дополнительное прямое слагаемое R

-
(1 - f) 

имеет нулевой цоколь и поэтому (поскольку R цокольно слева) 
само равно нулю. Следовательно , кольцо R = S классически 
полупросто , что завершает доказательство импликации. 

IV => II. Пусть R удовлетворяет условию минимальности для 
главных левых идеалов . Тогда по 22 .9 rad R исчезает слева.  Для 
того чтобы вывести П, нам нужно показать , что ii = R/rad R 
классически полупросто . Так как ii наследует от кольца R свой­
ство IV1) , то по 22 .28 оно удовлетворяет условию минимальности, 
а следовательно , и условию максимальности для прямых слагае­
мых. Поскольку каждая конечная сумма минимальных левых 
идеалов кольца ii порождается идемпотевтом (см. доказательство 
импликации III => II) и,  следовательно, является прямым сла-
гаемым модуля в.R, то отсюда вытекает, что li обладает левым 
цоколем конечной длины и S = iie, где е - некоторый идемпо­
тент. "Условие минимальности для главных левых идеалов влечет 
за собой то , что каждый невулевой левый идеал содержит мини-

1) В самом деле,  для того чтобы в этом убедиться , достаточно показать, 
что для любой убывающей цепи R a1 2 R �  2 R a8 2 • • .  главных левых иде­
алов кольца R найдется убывающая цепь Rai 2 Ra; 2 . . . главных левых 
идеалов кольца R, такая , что iii = at для всех i ,  где черта означает образ 
элемента при каноническим отображении R __,. R/J. Докажем это по индук-
ции. Пусть уже найдены ai ,  . . .  , а� , такие ,  чте aiR 2 . . .  2 a� R  и ai = 
= iit ' i = 1 '  • . .  ' n. Так как R а� = R iiп 2 R iiп+l ' то an+l = ra� + х для неко­

тороrр x E J. Полагая а�н = rа� , nолучим, что ii�н = iinн и Ra� 2 Ra�+1 • и 
это зюtанчивает доказательство. - Прим. перев . 
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м:альный левый идеал , и таким: образом: имеет неиулевое пересе­
чение с S. Итак, R (1 - е) = О  и R = S классически полупросто. 

Следующие импликации тривиальны: 
VII * VI =>- IV,  
VII =>- V =>- IV. 

Таким: образом:, мы уже докавали все импликации, указанные 
на рисунке сплошными стрелками 

l (  > П <  ) Ill 

,, 

L '\ 
,, 

,, 

�v� IV VII 

'VI / 
Мы нам:ереваем:ся доказать импликацию I I  =>- VII ,  которая 

завершит цикл. Перед тем: как это проделать , поучительно взгля­
нуть на доказательство теоремы Бьёрка,  ив которой импликация 
II =>- VII получается как следствие. 

22.30. Теорема (Бьёрк) . Если левый жодуль М пад 1\:Мьцож R 
удовлетворяет условию жипижальпости для ци11:д,ичес11:uж поджоду­
лей, то оп удометворяет ус.л,овию ;м,ин,има.л,ьн,ости для 11:опечпо 
порождеппыж под:модулей. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о. Множество F = F (М) ,  состоящее 
ив всех подмодулей L ,  удовлетворяющих условию минимальности 
для конечно порожденных подм:одулей, упорядочено по включе­
нию и индуктивно . Пусть L - максимальный элемент множества 
F. Мы хотим: покавать, что L= M. Предположим, что это не так. 
Тогда существует элемент у Е М, такой, что Ry минимален в мно­
жестве тех циклических левых R-м:одулей, которые не содержатся 
в L. Ясно , что L должен быть максимальным подмодулем модуля 
Ry + L. 

Подлемма 2. Ес.л,и L1 - 11:опечпо порождеппый1) под;м,одуль 
;модуля Ry + L, ne содержащийся в L, то существуют ме:мепт 
ж Е L и 11:опечпо порождеппый под:модуль Li. :модуля L П L1, та11:ие, 

1) Доказательство таюке показывает, ч:то если L1 не конечно порождеи, 
то Li требует образующих не больше, ч:ем модуль L1, причем это верно при 
одном лишь предположении, ч:то L - максимальный подмодуль модуля 
Ry + L .  
1.7* 
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L1 = R (у + х) + L!. . 

Д о R а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть z Е L1 , z � L. Поснольну L1 = 
s;;; Ry + L, то z = ry + х' , где r Е R и х' Е L. Тогда из соотно­
шения z � L следует, что ry � L, и поэтому Rry + L = Ry + L, 
таR нан L - мансимальный подмодуль в Ry + L. Пусть а Е R -
таной элемент, что ary = у +  т, где т Е L. Тогда az = у +  (т + 
+ ах') Е L1 и х = т + ах' Е L, нан и требовалось .  

Пусть у1, • • •  , Уп  - нонечное множество образующих модуля 
L1 • Тан нан у' = у + х � L, то Ry + L == Ry' + L, и поэтому 
мы можем записать 

Yt = aty ' + тt , at Е R, тi Е L, 

= 1 ,  . . .  , n. Тогда тt = Yt - aty' Е L П L1 для наждого i . 
Пусть Ll. - подмодуль модуля L1, порожденный элементами тt . 
Тогда 

n n 
Lt =  � Ryi = � R (aiy' + тi) s Ry' + Ц = L1 , 

i= 1 i = 1  

т.е . L1 = Ry' + L� .  D 
Теперь пусть 

(1 )  L1 = L2  = . . . � Lп � . • •  
- убывающая последовательность нонечно поротденных подмо­
дулей модуля Ry + L. Мы придем R противоречию с мансималь­
ностью L в F(M) ,  поназав, что Ry + L Е F(M) , т. е. что ( 1 )  обры­
вается . Если Ln = L для неноторого n, то это тривиально , посноль­
ну L Е F(М) .  Итан , предположим, что ни один из Ln не содержится 
в L. Тогда по последней подлемме мы можем для наждого n выб­
рать Уп = у + Xn Е Ln ,  где Xn Е L, и нонечно порожденный под­
модуль L� модуля L, тание , что 
(2) Lп = Rуп + L�. 

Rроме того , по условию теоремы мы можем выбрать Уп таними, 
что наждый Ryn будет минимальным элементом в множестве динли­
чесних подмодулей, для Rоторых Ln = Ryn + (Lп n L) . 

Подлемма 3 . Пусть Х - любой та";ой подмодуль в L: П Lп , что 
Ln = Ryn + Х. 

Тогда 
Ln = RУпн + Х. 

Д о R а з а т е л ь с т в о .  Тан RaR Уп+! Е Ln+I = Ln , то суще­
ствует Ь Е R, таной, что 

Yn+l == Ьуп (mоd Х).  
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Поскольку Х � L и RYn+l + L = Ryn + L = Ry + L, мы имеем 
Rbyn = Ryп(mod L) . 

Запишем 
Уп = abyn + т, а Е R,  т Е L. 

Тогда т Е Lп П L и 
Rуп + (Lп П L) = R(аЬуп + т) + (Lп П �L) � RЬуп + Rт + 

+ (Lп П L) � Ryn + (Lп П L). 
Таким образом, Rуп + (Lп П L) = RЬуп + (Lп П rL) , и поэтому 
в силу выбора модуля Ryn получаем, что Ryn = RЬУп · Так как 
Yn+l == byп(mod Х) , мы имеем 

RYп+l + Х = Rуп + Х = Lп, 
что и требовалось . [] 

Завершение доказатеJIЬства теоремы Бьёрка. Рассмотрим мо­
дуль L1 = Ry1 + L1 . Тогда по подлемме 3 имеем L1 = Ry2 + Li 
и, поскольку L2 2 Ry2, получаем 

Lз = RYz + Lz ,  
где l2 - конечно порожденный подмодуль модуля L11• По индук­
ции мы получим Ln = Ryn + Ln ,  где Ln - конечно порожденный 
подмодуль :модуля Ln � L. Так как L Е F(M) ,  то Ln = Ln+1 = 
= . . . = Ln+k = . . . для векоторого n и тогда 

Ln = Ryn+i + Ln = RYn+t + Ln+i = Ln+! = • • • = Ln+k = • • • '  
что завершает доказательство теоремы Бьёрка. О 

I I  ::::::> VII (Бьёрк) . Как и в доказательстве теоремы Бьёрка, 
выберем максимальный элемент L в множестве F = F(R) левых 
идеалов кольца R ,  удовлетворяющих условию :минимальности для 
конечно порожденных левых идеалов , в них содержащихся. Мы 
хотим доказать , что L = R. В противном случае по подлемме 1 су­
ществует у Е R,  такой, что у Ef L и Jy с:: L, где J = rad R.  Так 
как Rl J классически полупросто и J Ry = J у � L, то (Ry + 
+ L)IL - полупростой модуль.  Таким образом, мы можем выбрать 
у таким:, чтобы (Ry + L)IL был прост .  Кроме того , по 22 .22 еди­
ница кольца R является суммой конечного числа ортогональных 
неразложимых идемпатентов {ei}� 1 •  Поэтому мы можем предполо­
жить, что существует i , скажем i = 1 ,  такое, что :модуль (Re1y + 
+ L)IL прост. Для краткости запишем е = е1 •  Таким образом, 
:можем считать, что у = еу. 

Пусть L1 = L2 = . . .  = Ln = . . . - произвольпая цепь 
конечно порожденных левых идеалов , содержащихся в левом идеале 
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Ry + L. Покажем, что она обрывается , т .  е. что Ry + L Е F(R) . 
Так же как и в доказательстве теоремы 22 .30,  :мы можем считать, 
что Ln не содержится в L ни при каком п. Поскольку L :максима­
лен в Ry + L, то по подлемме 2 конечно порожденному левому 
идеалу L1 соответствует элемент х1 Е L и конечно порожденный 
левый подидеал L1 s::;;; L П L1, такие , что yi! = у + х1 Е L1 и 

L1 = Ry; + Lt .  
Так как eyi. = у + ех1 и ех1 Е L,  мы :можем считать, что у; = 
= eyJ. . Таким образом, х1 = ех1 и yJ. = у + ех1 •  

Подлемма 4. Пусть L' = Ry' + L' д.л.я пепоторых у' = е у '  Е L 
и L' с L n L' ' и пусть L" - конечно по рожденный подмодуль 
в L' . Тогда существует элемент ех Е 1' и понечно порождеюtый 
подмодуль L" .модуля L' , тапой, что 

L" = R (у' + ex) + l". 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу рРзультатов , установленных 

выше, в L существует элемент z' , такой , что у + z' Е L". Так как 
L' = Ry' + L' , :мы можем записать 

y + z' = ry' + z, r Е R, z E  L'. 
Поскольку у � L, то ry' � L. Поэтому Ry = Rry' (mod L) , и , следо­
вательно , так как re � J и Rei(J П Re) - простой R -модуль, то 
Re = Rre(mod J) . Заметим, что J е = J П Re - единственный мак­
симальный левый подидеал левого идеала Re. Отсюда следует, что 
Re = Rre. Запишем е =  are, где а Е R. Тогда 

ау + az' = ary' + az = 

= у ' + ех Е L", 

rде х = az Е L' . Отсюда , поскольку L' = R(y' + ех) + L' и 
R(y' + ех) = L", вытекает утверждение подлем:мы. О 

Применяя теперь подлемму 4 к левым идеалам Lt = R(y + 
+ ех1) + � и L2, мы можем: записать 

L2 = R (y + ext + ex2) + L2, 

rде .L2 - конечно порожденный подмодуль в L1 и e� E L1 •  
Рассуждая далее по индукции, мы сможем записать 

Ln = R (y + ext + exa +  • • •  + ехп) + lм 

rде exn Е Ln- 1 и Ln - конечно порожденный подмодуль модуля Ln-i · 
Поскольку Ln = L для каждого п ,  а L Е F (R) ,  мы получаем, 
что Ln = Lnн = . . .  = ln+k = . . . для векоторого п. Но тогда 
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exn+1  Е Ln = Ln+i • так что Ln = Lnн = . . . . Это завершает доказа­
тельство импликации II ::::? VII, а с ней и всей теоремы 22. 29. О 

22.31А. Теорема (Басе [60] } .  Кмьцо R совершеппо справа тогда 
и тоды>о тогда, r;,огда r;,аждый плосr;,ий правый R-модулъ npoert­

тuвen . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что R совершенно 
справа, и пусть М - плоский правый R-модуль .  Рассмотрим 
его проективное накрытие Р -+ М -+  О. Его ядро К косущественно 
в Р, и поэтому в силу 18 .3а и 22 . 1А К с= rad Р = P · rad R.  
Отсюда и из 1 1 .21  ( 1 ,  стр . 528) вытекает, что K · rad R = 
= (P - rad R) П К =  К. Но при доказательстве теоремы 22.26 было 
показано , что К· rad R =1= К для всякого иенулевого R-модуля 
К. Поэтому К = О и Р -+  М - изоморфизм, т. е. М проективен. 

Доказательство обратного намного сложнее, а доказательство 
Васса использует функтор Tor, который даже не встречался в этой 
книге . По этой причине мы оставляем доказательство в качестве 
упражнения ; сошлемся также на Васса [60, стр . 475) 1) .  О 

1) Приведем тем не менее доказательство, принадлежащее , по существ у ,  
Вассу (loc . cit . )  и не  использующее функтор Tor. Во-первых , заметим, что 
поскольку функтор QS>R N для любого RN сохраняет прямые пределы ( 1 , 
5.54, стр. 346) и mоd-R - категория с точными прямыми пределами , то пря­
мой предел любого индуктивного семейства плоских правых R-модулей 
является плоским R-модулем. Покажем теперь, что если все плоские пра­
вые R-модули проективны, то R удовлетворяет условию минимальности для 
главных левых идеалов. Пусть Ra1 ::2Ra2 ::2 • • • ::2 Ra� 2 . . . - убыва­
ющая цепь главных левых идеалов. Тогда а2 = а2а1 и ai = aiai - 1 для не­
которых ai Е R. Ясно, что a� = anan_1 • • •  а1 для всех n. В свободном 
правом R-модуле F с базисом х1, х2 , .  • •  ,xn , • . • рассмотрим свободвый под­
модуль К с базисом х1 - х,��а1 ,  х2 - х3а2 , .  • • , Xn - Xn+1an, • • •  ,и  пусть 
М = Fl К. Тогда М = lim F! Kn , где Kn - подмодуль, порождеввый пер-

� 
выми n элементами базиса модуля К. Поскольку, очевидно, каждый из Kn ­
прямое слагаемое модуля F, то F/ Kn - проективный R -модуль, откуда 
следует, что 1 М -плоский правый R-модуль. Тогда по условию модуль М 
проективен, следовательно, К - прямое слагаемое модуля F, F = К ffi М ' .  
Запишем 

х11 = Zk + � (z t - Xi+tai) rп� для всех k, 
i 

rде zk Е М' и r111 не равны нулю лишь для конечного числа номеров i. Умно­
жив k-e равенство для каждого _k на ak_1 и вычтя его из (k - 1 )-го равенства,  
получим 

(xk - Xkнak) = (.zk+t - .zkak) + 2] txt - Xiнa д (ri1� - rtkнak) , 
; 

откуда, поскольку левая часть и второе слагаемое правой части лежат 
в К ,  а zk + 1 - zkak Е М' , получается, что zk + 1 - zkak = О и 

rkk- rkkнak = 1, 
rtk - rikнak = О  

для всех t =1= k и всех k. 
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Когда прямые произведения проективвых модулей 
проективвы? 

Подготовка к следующей теореме была проведена в гл . 1 1  и 
20.  

22.31В. Теорема (Чейз [60] ) .  Д.ля .любого ко.лъца В с.ледующие 
утверждепия эквива.лептпы: 

(а) Прямое проиаведепие .любого се.мейства npoel'lmuвnыx .левых 
В-.моду.лей проективпо .  

(Ь) П ря.мое проиаведепие .любого се.мейства экае.мп.ляров ко.лъца 
В проективпо как .левый В-.моду.лъ. 

(с) В совершеппо с.лева и l'loгepenmno справа.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (а) :::::? (Ь) тривиально . 
(Ь) :::::? (с) . Поскольку проективный модуль является прямым 

слагаемым и, следовательно , чистым подмодулем векоторого сво­
бодного модуля,  то (Ь) влечет за собой выполнимость условий 
следствия 20.21 , и поэтому В совершенно слева .  Нроме того , по­
скольку прямое произведение любого семейства экземпляров 
кольца В есть проективный и, следовательно , плоский левый 
В-модуль, то по 1 1 . 34 ( 1 , стр . 535) В когерентно справа. 

(с) :::::? (а) . Так как любой проективный модуль плоский ( 1 , 
1 1 .22,  стр . 528) , то по 1 1 . 34 прямое произведение Р любого семей­
ства проективных левых В-модулей - плоский левый В-модуль. 
А поскольку В совершенно слева ,  то каждый плоский левый 
R-модуль проективен (22 .31А) , и потому Р проективен. О 

Ряды и модули Лёви1 ) 
Пусть М - модуль.  Определим по индукции вполне упорядо­

ченную последовательность {M1} iei , где 1 - (некоторое) множе-

Выберем теперь n таким, чтобы r n! = О. В силу выписанных равенств будем 
иметь 

0 = rn1 = rn2al = 
= rnsa2a1 = 
= . . .  , 

O = an-1 • • • а1 + rnn+kan+k-1 • • • а1 = а�- 1 + rnn+ka�+h- 1 ·  
Последние равенства покавывают, qто Ra;,. 2 Ra�_1 для всех т :;;;. n и ,  таким 
обравом, Ra�1 = Ra� = . . .  , т. е . ваша цепь обрывается. - Прим. перев. 1) В литературе их часто вавывают рядами и модулями Лоева. - Пр uж. 
ред. 
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ство ординальных чисел , начинающееся с нуля, и где 

М0 = 0, 

Mt = Soc (M} , 

МьнfМь = sос (М/Мь) , 

Ма = U Мь (а - предельный ординал) . 
Ь<а 

Семейство {Mi} iEI называется возрастающим рядом Лёви (цепью­
Лёви) модуля М1) . Модуль М называется модулем Лёви, если 
существует ординальное число а,  такое ,  что М =  Ма . В этом 
случае наименьшее из таких ординальных чисел называется дли­
ной Лёви модуля М. Заметим, что длина Лёви модуля с конечным 
композиционным рядом не иревосходит длины модуля. Напри­
мер , полупростой модуль имеет длину Лёви и она не иревосходит 
1 .  

Дуальным к понятию возрастающего ряда Лёви2} является 
понятие убывающего ряда Лёви. 

Если М - модуль Лёви конечной длины n и J = rad R,  то 
M1J = О , M2J = М1, поэтому M

2
J2 = О и по индукции MJn = О. 

Обратно , если R полулокально и MJn = О, то М имеет конечную 
длину Лёви и она не иревосходит n .  В этом случае М обладает 
также убывающим рядом Лёви, длина которого не превосходит· 
n. Все это - частные случаи следующего предложения. 

22.32. Предложение. (а) Ко.ttъцо R цоко.л,ъпо c.tteвa тогда и то.ttъко­
тогда, когда каждый .ttевый R-моду.ttъ яв.ttяется моду.ttем Лёви, 
а также тогда и то.ttъко тогда, когда R - .ttевый моду.ttъ Лёви. 

(Ь} Ко.ttъцо R яв.ttяется правым. В-ко.л,ъцом тогда и то.л,ъко тогда, 
когда каждый правый R-моду.ttъ об.ttадает убывающим рядом Лёви. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о (а) . Пусть М0 = soc(M) . Если � Е 1 
и � = у +  1 ,  то определим Mr.. так , чтобы Mr.JMv = soc(M/Mv) , 

а для предельного � положим Mr.. = U  Мб. Итак , Mr.. определен 
б</3 

по трансфинитной индукции для всех � Е I. Поскольку R цокольш>· 
слева ,  существует ординальное число а, такое , что М = М а ·  
Тогда {Mr..} - возрастающий ряд Лёви. Обратное тривиально . 
Так же просто доказывается и равносильность первого и третьего 
условий. 

1) В литературе под воврастающим рядом Лёви модуля М понимается 
любая цепь его подмодулей О = М 0 f; М 1 � • • • � М а � • • •  , такая, что­
М а. + 1/Ма. - полупростые модули для всех а. - Пр иж. перев. 

2) Точнее говоря, к определению, данному в предыдущем примечании. 
А именно:  ряд подмодулей М= М0 ;?.М1 2, • . . :.2_Ма.� • • •  называется убыва­
ющим рядом Лёви модуля М, если модули М a.l М а. + 1 полупросты для всех 
а. - Пр и:м. перев. 
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Докажем теперь (Ь) .  Если М - правый R-модуль над правым 
В-кольцом, то каждый его подмодуль N содержит максимальный 
подмодуль max(N) . Полагая теперь М0 = М, Ман = max(Ma) 
и М а = П М 13 для предельного а, получим убывающий ряд Лёви 

f3<a 
модуля М. Обратное очевидно. О 

Простые факторы 

Если L = {М 1 1 i Е J} - возрастающий ряд Лёви модуля М, 
то:его простой фактор определяется как простой модуль V, изо­
морфный прямому слагаемому модуля MvнfMv для векоторого у. 
Он называется также простым фактором модуля М. Простой ле­
вый модуль V над полусовершенным кольцом R изоморфен Rel J е 
для векоторого неразложимого идемпотента е Е R,  где J = rad R. 
На самом деле, если f - неразложимый идемпотент полусовер­
шенного кольца R, то V � Rf/Jf тогда и только тогда, когда 
fV :р О. 

22.33. Следствие .  Пусть R - пальца ,  совершеппое справа, М ­
левый (правый) R-;м,одуль и е - перазложи.мый идежпотепт полъца 
R. Пусть {М13 1  � Е /} - возрастающий (убывающий) ряд Лёви 
.модуля М и J = rad R. Тогда следующие условия эпвивалептпы: 

(а) еМ :р О  (Ме :р О) .  
(Ь) еМ13 =Р О (MtJe =P O) для пепоторого � Е /. 
(с) Существует у,Е /, та-пае, что полупростой жодуль 

Mv+tiMv (MviMv+д содержит пряжое слагаемое, изожорфпое 
простажу R-жодулю Re/Je (eR/eJ) . 

(d) Re/Je (eR/eJ) - простой фаптор ряда Лёви {М13 1 � Е /} .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Эквивалентность (с) � (d) следует 

из определения простого фактора. 
(а) � (Ь) . Если х Е М и ех :р О, то х Е М13 для векоторого р ,  

а потому еМ13 :р о. 
(Ь) => (с) .  Если еМ13 =1= О, скажем ех =Р О для векоторого 

z Е М13, то существует ординальное число у, такое , что ех Е Мvн • 
во ех Ef Mv. Тогда e(MV+ tiMv) =1= 0, поскольку е(ех + Mv) * Mv. 
Теперь, так как W = MvнiMv - полупростой модуль, то W 
-содержит прямое слагаемое V, являющееся простым модулем 
и такое, что eV =1= 0. Тогда по 22.22(а) имеем V � Re/Je . 

(с) => (а) . Если V � Re/Je, то eV =/::0. Поэтому из (с) вытекает, 
что еМ vн =Р О, откуда еМ =Р О. (Доказательство утверждения 
в скобках дуально приведеиному. )  О 
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Связанные идеалы 

В этом разделе 1) мы используем обозначения и предполагаем 
выполнение условий структурной теоремы для полусовершенных 
колец (22 .22) . Более того , мы предполагаем, что R - совершен­
ное (справа) кольцо . Итак, 

( 1 )  
n n 

R = � eiR = � Rei , 
i = 1  i= 1 

где {ei 1 i = 1 ,  . . .  , n} - ортогональное представление единицы 
неразложимыми идемпотентами.  

Любой левый идеал кольца R , изоморфный левому идеалу 
Rei , входящему в разложение ( 1 ) ,  называется левым главным не­
разложимым идеалом. Аналогично определяются иравые главные 
неразложимые идеалы . Из структурной теоремы 22.22 для полу­
совершенных колец можно вывести , что если к тому же rad R -
пиль-идеал , то левый идеал L является главным неразложимым 
тогда и только тогда , когда L = Rf для некоторого неразложимо­
го идемпатента f =1= О. 

Говорят,  что два левых главных неразложимых идеала Re 
и Rf связаны , в обозначениях Re ,...... Rf или е ,__, f, если существует 
конечная последовательность 

el = е , е2 , . • •  , en = f 

неразложимых идемпотентов , такая , что каждые два левых Я­
модуля Rei и Rен1 имеют общий простой фактор , i = 1 ,  . . . , 
. . .  , n - 1 .  В этом случае мы также говорим, что Re связан с Rf 
посре�ством е1 , • • •  , en . Связанность - это отношение эквивалент­
ности на множестве левых главных неразложимых идеалов кольца 
R. Обозначим через {Re} класс эквивалентности левых идеалов , 
связанных с Re.l Тогда Rf Е {Re} в том и только том случае, 
когда Re ,..., Rf. 

Блоки 
(Левый) блок кольца R определяется как сумма левых идеа­

лов из {Re} , где е - неразложимый идемпотент. Эта сумма назы­
вается блоком, определенным идемпотелтом е или левым идеалом 
Re, и обозначается через [Re] . Таким образом, 

rRe] = :г; Rf. 
R!E{Re} 

1) А также и в следующем. - Пр и:м. перев. 
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Мы докажем, что [Re] - идеал кольца R (очевидно , [Re] -
n 

левый идеал} .  Поскольку R = 2; Ef> Rei , то , очевидно , 
i=i  
n 

R =  }] [Rei l , 
i=1 

т.  е .  R - сумма конечного числа блоков . На самом деле, R - пря­
мая сумма своих блоков , и это тоже сейчас будет доказано . 

Идеал I кольца R называется неразложимым, если I не пред­
ставляется в виде прямой суммы двух иенулевых идеалов кольца 
R.  Невулевой идеал I кольца R называется минимальным, если 
О и I - единственные идеалы кольца R, лежащие в I. Ясно , что 
любой минимальный идеал кольца R неразложим. 

22.34. Предложение (Брауэр} . Пусть R - совершеппое справа 
l'Оодьцо и.аи, эквивадептпо , R удов,л,етворяет усдовию обрыва убы­
вающих цепей мавпых девых идеа,л,ов. 

(а} Есди два бдока кодьца R, рассматриваемые каl'О девые идеады, 
имеют общий простой фаl'Отор, то эти бдоки равпы. Раа,л,ичпые 
бдоки аппудируют друг друга.  

(Ь} Едоки r;,одьца R яв,л,яются идеадами и R - прямая сумма 
n 

своих бдоl'Оов. Запишем R = � EI7 Rei ,  где e i - пераадожимый идем-
i = 1  

потепт, i = 1 , . . .  , п. Иереиумеруем идемпотепты так, что 
[Re1] ,  • • •  , [Re8] ,  s :=:;;; п, суть все раадичпые бдоки в мпожестве 
{ [Rei] 1 i = 1 ,  • . .  , п} .  Тогда [Re1] ,  • • •  , [Re8] - это все бдоки 
кмьца R и R - прямая сумма этих бдохов : 

s 
R = � ffi [Rei ] o 

i= 1 
(с} Любой пераадожимый (как кмьцо} прямой сомпожите,л,ь 

кмьца R явдяется бдоком, и паоборот, каждый бдок кмьца R -
перавдожимый прямой сомпожите,л,ь. 

(d} Два девых мавпых пераможимых идеада Re и Rf припадде­
жат одпому бдоl'Оу тогда и тодько тогда, когда опи свяаапы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (а} Пусть [Re] и [Rf) - два блока 
кольца R. Если [Re] =/::. [Rf] , то Rf не имеет простых факторов , 
изоморфных Re!Je, где J = rad R, и поэтому eRf = О  1) .  Аналогич­
но е

' Rf' = О и ,  следовательно , Re' Rf' = О для любых неразложи­
мых идемпотентов е' и /' ,  таких, что Re' Е [Re] и Rf' Е [Rf] . Это 
доказывает, что 
(i) [Re] [Rf] = [Rf] [Re] = О. 

1) Здесь и далее исnользуется следствие 22. 33. - Пр и:м. перев. 



Г д,, 22. Проективпые пакрытия и совершеппые код,ьца 269 
n 

Поскольку R - сумма своих блоков, например R = � [ Rei ] , 
i = 1 

то (i) влечет за собой 

(ii) 
n 

[Re1] R = � [Re1] [Rei ] = [Re1]2 = [Re1j . 
i= 1 

По теореме 21 .2  о единственности разложения каждый блок 
имеет вид [Re1] для некоторого j .  Таким образом, (ii) показывает, 
что каждый блок кольца R является идеалом, который ввиду (i) 
аннулирует всякий другой блок . 

Предположим, что Re' /Je' - общий фактор блоков [Re] и [Rf) . 
Тогда e' [Re] =1= О и e' [Rf) =1= О,  позтому существуют Re" Е {Re} , 
Re'" Е {R/} , такие , что е' Re" =1=0 и е' Re"' =1= О.  Отсюда следует , что 
Re" и Re"' связаны (посредством Re' ) , а следовательно , связаны 
левые идеалы Re и R/, так что [Re] = [Rf] . Это доказывает (а). 

(Ь) Теперь докажем, что 
s 

R = � Е1Э [Rei]• 
i=1 

• 
Очевидно , R =  2J [ Rei ] .  Предположим, что [Re1] П � [Rei ] =I= O 

i = 1  ioj=j 
для некоторого j � s, и выберем из этого пересечения неиулевой 
элемент х. Тогда х = � Xi для некоторых Xi Е [ Rei ] , i � s. Так 

... =Fj 
как х =/= 0, то найдется идемпотент ek ,  1 � k � n, такой, что ekx =I= O 
и ,  следовательно,  ekxi =1= О для некоторого i � s. Таким образом , 
ek [Re1J Э ekx =I= O и  ek [Rei J Э ekxi =1= 0, откуда ввиду 22. 33 nолучаем ,  
что [Re1] и [Rei ] имеют общий простой фактор . Применение (а) 
дает [Rei] = [Re1] , и мы приходим к противоречию. Таким обра­
зом , [Re1] П 2.: [Rei] = О для всех j ,  и зто завершает дока-

�6 
i �s 

зательство (Ь). 
(с) Поскольку кольцо R полусовершенно , то оно есть прямая 

сумма конечного числа неразложимых идеалов , т.  е .  
R = В1 Е9 . . .  EIЭBh 

для конечного числа неразложимых идеалов В1 ,  • • •  , Bh. Если 
е - идемпотент кольца R, то Re = В1е $ . . . Е9 Bhe. Если е не­
разложим, то для некоторого i :Q:меем Re = В ie = В i и В 1е = О 
при j =1= i . Аналогично еВ 1 = О при j =1= i . Так как В i - идеал , 
то В i = ReR . Если f - другой неразложимый идемпотент, то 
R/R = В1 для некоторого j , и если i =l= j, то В1е = еВ1 = О, а зна­
чит, fRe = eRf = О.  Это доказывает, что если Bi  = Re, то В 1  
содержит любой такой R/, что либо fRe =1= 0, либо eRf =1= О. Далее, 
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предположим, что Re связан с Rf посредством идемпатентов е1 = 
= е, • . .  , et = f. Тогда Req и Reqн имеют общий nростой фактор , 
изоморфный Re' 1 J е' для векоторого неразложимого идемпатента 
е' .  Таким образом, е' Req =1= О и е' Req+1 =1= О, поэтому eq,eq+ t 
и е' содержатся в одном и том же Bk .  По индукции е1 = е и е1 = 
= f принадлежат одному и тому же идеалу В 1 • Это доказывает, 
что В 1  содержит блок [Re] . Поскольку R - прямая сумма своих 
блоков , то [Re] - прямое слагаемое идеала В 1 • А так как В 1  
неразложим, это доRазывает, что [Re] = В1 неразложим. Следова­
тельно , В1 , • • •  , Bh - блоRи , и это и есть единственные неразло­
жимые прямые сомножители Rольца R. 

(d) Достаточно поRазать , что Rf = [Re] , где f - неразложимый 
идемпотент, тогда и только тогда , когда R! "'"' Re .  Если Rf "'"' Re, 
то Rf = [Re] . Обратно , предположим, что R! = [Re] . Так RaR 
R! - прямое слагаемое в RR, то оно - прямое слагаемое и в 
[Re] ; поэтому [Rf] и [Re] имеют общий простой фаRтор, например 
Rf/Jf. Тогда в силу (а) имеем [Re] = [Rf] , и потому Rf ,...., Re. 
Таким образом, два левых главных неразложимых идеала R! и 
Re содержатся в [Re] тогда и тольRо тогда, Rогда они связаны. 

22.35. Следствие. Пусть "�'>ольцо R совершеппо справа, В - его 
(левый) бло1>1) и В - образ идеала В при "�'>аnопическом отображе­
нии R --+  li = R/rad R. Тогда В - прямая сумма простых идеалов 
кольца li, число 1>оторых равпо числу 1>лассов иаоморфпых левых 
главных перааложилых идеалов "�'>ольца R, содержащихся в В. 

Д о R а з  а т е л ь  с т в о .  ПосRольRу Rольцо R = RIJ, где 
J = rad R, RлассичесRи полуnросто , то R - прямая сумма своих 
минимальных идеалов и Rаждый идеал Rольца R - прямая сум­
ма векоторого числа этих минимальных идеалов. Запишем В = 

= sl Е:JЭ • • •  Е1Э St , где s i - минимальный идеал RОЛЬЦа li. Все мини­
мальные левые идеалы, СОДержащиеСЯ В Si , ИЗОМОрфны, ПОСRОЛЬRУ 
si - RОЛЬЦО , изоморфное полному кольцу матриц над телом. Те­
перь посRольRу В - прямая сумма левых главных неразложимых 
идеалов , скажем Rei ,  i = 1 ,  . . .  , h, то 

h 
Н= lJ вэ Re1 = S1 ЕJЭ • . • ЕJЭ S1 • 

i= i 
Но Re1 � Re tlle 1 и по 22 . 5  Re1 � Re1 тогда и тольRо тогда, Rогда 
Re t !Je 1 � Re1/Je1 • TaR RaR имеется точно t неизоморфных левых 
модулей Re1 , мы заRлючаем, что число неизоморфных левых идеалов 
Re1 таRже равно t.  Это завершает доRазательство,  посRольRу Rаж-

1) Это следствие верно для любого идеала В полусовершенного кольца 
R . - Пр им. перев. 
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дый левый rлавный неразложимый идеал, содержащийся в В, изо­
морфен пекоторому Ret . О 

22.36. Следствие (при тех же условиях и обозначениях ,  что 
и в предложении 22.34) . (а) Ес.л,и В - (.л,евый) бдо'�'> '�'>мъца R ,  то 
дюбой простой фа1>тор девого идеа.яа В изоморфен Re/let  д.яя 
uе1>оторого Re t !: В.  

(Ь )  Пусть Bt = (Ret] - бдо'�'> '�'>мъца R ,  i = 1 ,  . . . , s. 
Тогда] R =fB1 Е1Э • . .  $ В8• Пусть М - .яюбой• .яевый , R-жоду.яь. 
Тогда 

М = В1М Е9 • • •  ЕВ В sM 

и 1>аждый простой фа1>тор жоду.яя В 1М яв.л,яется простым фа'�'>то­
рож идеа.яа В1 ,  i = 1 ,  • • .  , s. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (а) . Пусть V - простой фактор 
(левоrо) блока В. Тоrда V � Re/Je1 для некотороrо j , 1 ::::;;; j ::::;;; п, 
и блоки В и (Re1] имеют общий простой фактор V. По 22.34(а) они 
равны. Таким образом, Re1 s;; [Re1] = В • 

• 
(Ь) RM = Мвлечет за собой М =  2} BtM. Пусть ei - единица 

i=1 
• 

кольца Bt . Если х Е В1М П 2:; B1M, тo x = etx = et ( � eix) = 0 . Поэ-
i*i i*i 

s 
тому М = � Е1Э BtM. Поскольку BtM аннулируется всеми е1 � Bi, 

i= 1 
по 22 .33 отсюда следует, что если V - простой фактор модуля 
BtM ,  то V � Re1Лek для некотороrо ek Е Bt . Тоrда Rek !: Bt, 
поэтому V � Rek!jek - простой фактор левоrо идеала Bt тоже .f О 

У пражнеиия к гл. 22 
1 .  Существуют цокольные слева правые В-кольца, не являю­

щиеся полусоверmенными. 

2. Класс (полу)соверmенпых (соотв . самобазисных) колец 
замкнут относительно конечных прямых произведений. 

3. Кольцо нижних треуrольных (2 Х 2)-матриц над телом 
самобазисное, но не является прямым произведением локальных 
колец. 

*4 (Йонах (70] } .  Кольцо R совершенпо слева тоrда и только 
тоrда , коrда каждый левый Е-модуль удовлетворяет условию 
максимальности для циклических подмодулей. 

5.  Если Р - проективный артинов Я-модуль ,  то rad (End Рн) 
исчезает справа. 
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6. (а) Ввести квазипроективностъ как понятие, дуалъное квази­
инъективности. Покаватъ, что модуль Е, имеющий проективное 
накрытие Р -+  Е, квазипроективен тогда и только тогда, когда 
ker(P -+ Е) - вполне инвариантный подмодуль модуля Р. (Ь) Если 
R совершенно справа, то неразложимыми квазипроективны­
ми модулями являются модули Р/ Р А , где Р - неразложимое 
прямое слагаемое модуля Rп, а А - идеал кольца R. и только 
они (Джане-Ву [67 ] ) . 

7 (Сандомирский [64] ) .  Rолъцо R является , так сказать , <<тесто­
вым>> модулем для инъективности (критерий Бэра в гл . 3) . Пока­
затъ , что если R совершенно справа, то оно - тестовый модуль 
.для проективности, т . е . модуль Р проективен тогда и только тог­
да,  когда каждая диаграмма с точной строкой может быть допол-

нена до коммутативной. 

8 (Сандомирский [64] ) .  Если Р квазипроективен и S = End Рв, 
то 

rad S = {/ 1 Р-о im /} = 

= {/ 1 im f косуществен в Р} . 

Rроме того , если для каждого f Е S существует подмодуль М, 
такой, что im f + м = р и im f n м ко существен в р '  то 
S/rad S - регулярное кольцо . (Если Р - артинов модуль,  
выбрать М минимальным из таких N, что im f + N = Р. Если Р -
полупростой модуль,  то М� может быть выбран таким, что 
im / П M = О.)  

9 .  Пусть R и S - полулокальные SВI-колъца , т .  е .  полусовер­
шенные кольца . Тогда R и S подобны в том и только том случае, 
когда их базисные кольца изоморфны. 

10  (Басе [60] ) .  Следующие условия на кольцо R эквивалентны: 
(а) R совершенно слева; (Ь) плоская или слабая размерность 1) 

1) Слабую размерность левоrо R-модуля М (обозначается w · dimн М) 
иожно определить как наименьшее из таких n, для которых существует точ­
ная последовательность О -+ Pn -+ . • . -+ Р 0 -+  М -+ О , в которой Pi , (t = О, . • . , п) - плоские R-модули. - Пр им.  nepeo. 
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левого R-модуля равна его проективной размерности. (с) Прямой 
предел модулей проективной размерности, не иревосходящей n, 
имеет проективную размерность, также не иревосходящую п. 
(d) 1\аждый плоский левый R-модуль проективен. 

11 (1\уртер [69] ) .  Следующие условия на кольцо R эквивалентны: 
(а) 1\аждый модуль в mod-R и R-mod рационально полон. (Ь) 
R - прямое произведение конечного числа полных колец матриц 
над совершенными слева и справа локальными кольцами.  (с) R 
совершенно справа, и каждый правый R-модуль рационально по­
лон. (d) R совершенно слева и справа , и каждый как правый, так 
и левый модуль корационально полон (в смысле, дуальном к рацио­
нальной полноте) . 

12 .  Если R - локальное кольцо с нильпотентным радикалом, 
то каждый правый и каждый левый модуль рационально полон. 
В частности, R = ii = Biend Йн (ер .  19.34) . 

13 (Чейз [601 ) .  1\оммутативное кольцо R ,  такое, что Ra ­
проективиый R-модуль для любой мощности а, артииово . Верно 
и обратное .  

14.  Прямое произведение свободных модулей над коммутатив­
ным артиновым кольцом не обязано быть свободным модулем (тем 
не менее в силу упр . 13 над ним любое прямое произведение про­
ективных модулей проективио) .  

Замечания к гл. 22 
Поскольку совершенные кольца являются обобщением артино­

вых (а также полупримариых) Rолец, то ясно , что всяRие попытки 
создания полной библиографии вряд ли Rогда-либо достигнут 
цели. (RaR и Алисе ,  нужно бежать быстрее и быстрее, чтобы оста­
ваться на месте. Итак , мы оставляем «будущее» совершеиных 
Rолец последующим поколениям, а сами сконцентрируем свое 
внимание на их <<nрошлою1) .  

В статье Васса [60] рассказывается о происхождении идеи 
проективного наRрытия, а таRже содержатся многие теоремы 
о фииитиой гомологичесRой размерности, не упомянутые здесь. 
Идеологическим предшественником: Васса является Эйлеи­
берг [56] . 

1\оззенс [70] 2) привел примеры иётеровых областей целостиости 
(У-областей) , не являющихся телами и обладающих простым 

1) В ориrииап:е иrn:a слов : future perfect и past perfect - названия вре­
мен rлаrолов в анrлийском языке. - Пр им. перев. 

2) См. также Л. А. Rойфман, Матеж. важет"и, 7 (1970), 359-368. ­
Пр и.м,. перев. 

18 R .  Фейс 
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инъективным кообразующим. Таким образом, эти кольца , являясь 
правыми и левыми В-кольцами, оказываются несовершенными, что 
дает ответ на вопрос Васса [60] (см. упр . 22 .7А (а)) . 

Рентшлер [66] дал негомологическое доказательство имплика­
ции 11 ==>- IV теоремы 22 .29 ,  ответив тем самым на вопрос,  постав­
ленный В ассом. На этот же вопрос дает ответ и теорема 22 .30 
Вьёрка .  Тем не менее этот успех был достигнут ценой использова­
ния части теоремы В асса (часть , установленная в 22.31А) , имею­
щей гомологическую формулировку. 

Фукс [ 69Ь] и Ософская [ 70Ь] ответили утвердительно на другой 
вопрос В асса [60] , доказав , что для любой пары бесконечных 
кардинальных чисел а и Ь существует кольцо , совершенное справа 
и слева ,  левая и правая длины Лёви которого равны а + 1 
и Ь + 1 соответственно . 

Камилло и Фуллер [74] доказали, что любое кольцо левой 
длины Лёви n имеет конечную правую длину Лёви, не иревосходя­
щую 2п. 

Буде [71] и Рено [70] показали, что групповое кольцо RG 
совершенно тогда и только тогда , когда кольцо R совершенно , 
а группа G конечна,  и тем самым обобщили теорему Коннелла  для 
артиновых колец (Коннелл [6З]) (ер . также соответствующие 
результаты для QF-колец 24.28) . 

Для каких групп G кольцо RG полусовершенно? Этот вопрос 
в общем случае остается открытым, тем не менее продвижения 
были достигнуты последовательно Конпеллом [63] , Вёрджиссом 
[69а] , Валеттом и другими. Некоторые обобщения этих результа­
тов и библиография содержатся в работах Гурсо [73] и Лоуренса 
[75Ь] .  Гупта [70] охарактеризовал порядки в совершенных коль­
цах (ер . 18.48) . 

Совершенные и полусовершенные модули были охарактеризо­
ваны Маресом [63] и Кашем и Маресом [66] . 

Джане и Ву [67] изучали квазипроективные накрытия и пока­
зали, что если структура идеалов совершенного справа кольца 
бесконечна, то существует бесконечное число неизоморфных нераз­
ложимых квазипроективных главных циклических левых модулей. 
Столько же существует и квазиинъективных модулей . (Это показы­
вает, что совершенное кольцо , имеющее конечный модульный тип 
[т. е. являющееся FFМ-кольцом (см. гл . 20) ] ,  имеет конечную 
структуру идеалов . )  

Кёлер [70] , Фуллер [69Ь]  и Голан [70 ,  72] , доказали, что суще­
ствование квазипроективных вакрытий влечет за собой совершен­
ность кольца !  

Мюллер [70а] и Уорфилд [72] распространили н а  полусовершен­
ные кольца структурную теорему для проективных модулей над 
совершенным кольцом: они разлагаются в прямую сумму глав­
ных неразложимых модулей. (См. 22 .23.  См. также гл . 20 и 21 , 
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где обсуждаются другие теоремы о разложении в прямую сумму.)  
Авалогичным образом, теорема У орфилда выявляет строение 
проективвых модулей над кольцом, которое по модулю своего 
радикала регулярно в смысле фон Неймава и является SВI-коль­
цом, что одновременно дает обобщение теорем Каплавекого [58а] 
и Альбрехта [61 ] .  См. гл . 21 , упр . 6-8.  

Сандомирекий [64] показал, что над совершенным кольцом 
R-модуль Ra является <<тестовыМ>> модулем для проективвости 
в смысле,  дуальвом к утверждению, что модуль М ивъективев 
тогда и только тогда , когда гомоморфивмы подмодулей модуля 
Ra в М продолжаются до гомоморфизмов R -+- М (критерий Бэра 
для ивъективвости 3.41 ( 1 , стр . 205) ) .  Характеривадин всех таких 
колец - все еще открытая проблема . 

Куртер и йовах (Иовах [70] ) охарактеризов али совершенвые 
слева кольца таким свойством: для каждого целого числа n любой 
левый модуль М удовлетворяет условию максимальности для 
подмодулей ,  порождеввых n элементами. 

Теория блоков Брауэра (для артиновых колец) содержится 
в работе Брауэра и Вайсса (ее изложение и упрощения для груп­
повых алгебр можно найти в статье Ровенберга и Зелинского [61 ] ) .  

Михлер [69с] показал , что идемпотевтвые идеалы в совершен­
ном кольце порождаются идемпотевтами, центральными по моду­
лю радикала .  

Мы уже упоминали теорему Куртера (упр . 1 1 )  о кольцах, 
подобных конечным прямым произведениям локальных совершен­
ных колец (ер . Длаб [70] ) .  Тепли [70] описал кольца R, для кото­
рых каждое кручение (т. е. наследственный радикал в смысле 
определения ив т. 1 ,  стр . 647} , рассматриваемое как функтор на 
mod-R, точно : это имеет место тогда и только тогда ,  когда R ­
конечное прямое произведение совершенных слева [sic! ] колец, 
каждое ив которых имеет единственвый максимальный идеал1) .  
В этом случае R является правым В-кольцом (в вашей терминоло­
гии) тогда и только тогда , когда rad R исчезает слева (Тепли 
[70, стр . 200, следствие 34] ; ер . 22 .7В . См. в этой связи также 
Длаб [70] . }  

Некоторые другие аспекты (полу)совершенных колец обсуж­
даются в замечаниях к гл . 18 .  

Замечание о рядах Лёви 

Ряды, которые теперь называются рядами Лёви, последний 
ввел в 1905 году в своей статье о представлениях матричных групп 
и позже, в 1917  году,  при изучении комплексов матриц, представ-

1) То есть каждое ив них есть кольцо матриц над локальным совершен­
ным слева кольцом. - Пр и.м. перев. 

1 8* 
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.пяющих линейные системы дифференциальных уравнений. Груп­
па или :множество (но:мпленс) матриц определяет алгебру и матри­
цы, соответствующие линейным преобравоваиия:м иеноторого вен­
ториого пространства. Лёви получил нижние треугольные :матрич­
ные представления с неразложимыми блонами под диагональю, 
и существеиная единственность этих nредставлеиий равнозначна 
веноторы:м утверждениям о фанторах ряда Лёви этой алгебры и ии­
вариантных nодnростраиств унаваниого венториого пространства .  

Rрулль [26] определил nонятия «ряд Лёви» и <<инварианты или 
1шемеитариые делители» в том виде , в нотором они исnользуются 
и теперь, и примеиил их н «обобщенным нольца:м целых чисел» 
в своей статье, наnисанной в 1928 году. В это время Rрулль уже 
ясно сознавал возможность рассмотрения траисфииитных рядов 
Лёви (нан мы их оnределили в этой главе) , что явствует ив при:ме­
чаиия на стр . 64 его статьи [28] , но нинаной nользы из этой идеи 
не иввлен. 

Детальнее история возииниовеиия рядов Лёви исследуется 
в двух статьях в журнале Rрелля (название этого журиала по име­
ни его основателя звучит намиого лучше ! )  - Фунса [69Ь] и Шоре­
са [74] . 
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Глава 23 

ДВОЙСТВЕННОСТЬ МОРИТЫ 

В этой главе мы вводим двойственность Мориты. Грубо говоря, 
доказываемые теоремы дуальны к теоремам Мориты о категорной 
эквивалентности (гл. 12) . 

Если С и D - категории, то контравариантный функтор Т: 
С ,..... D называется двойственностью, если существует контра­
вариантный функтор 8: D ....... С, такой, что 

ST � 1 0  и TS � 1D. 

Упорядоченная пара ( Т, S) называется парой двойственности. 
(Тогда (S, Т) - пара двойственности D ...... С.)  

23 . 1 .  У п р  а ж н е н и е .  Если (Т ,  S) и (Т, S' )  - пары двой­
ственности С ,..... D ,  то функторы S и S' естественно эквивалентны. 

Упражнение 23. 1 показывает, что мы можем говорить о S как 
о функторе,  обратном к Т. (В таком случае Т - обратный к S 
функтор . )  Мы говорим, что Т и Т' - эквивалентные двойственно­
сти, если Т � Т' как функторы. (Тогда обратные к ним функторы 
также эквивалентны . )  

Пусть А и В - кольца, С - полная подкатегорвя категории 
mod-A и D - полная подкатегорвя в B-mod. Пара двойствен­
ности ( Т, S) : С ,..... D называется парой и-двойственности, если 
существует (В , А )-бимодуль и, такой, что HomA( , и) 
и Hom в ( , и) индуцируют функторы, естественно эквивалентные 
Т и S соответственно . В этом случае будем говорить , что 
HomA( , и) индуцирует Т и что Т является и-двойственностью. 
Для краткости мы будем также говорить , что и индуцирует Т. 
Итак, высказывание «и  индуцирует и-двойственность» приобре­
тает вполне определенный смысл . Теорема Мориты утверждает, 
что любая двойственность категорий С и D ,  как она была только 
что определена,  эквивалентна пекоторой и-двойственности, если 
А Е Obj С, В Е Obj D и каждый модуль из mod-A (соотв . B-mod),  
изоморфный объекту из С (соотв . D), принадлежит С (соотв . D) 
(23.29) . Если к тому же С и D - классы Серра категорий mod-A 
и B-mod соответственно , то необходимое и достаточное условие для 
того , чтобы объект и определял и-двойственность , состоит в том, 
что и является инъективным кообразующим: как в категории 
mod-A , так и в категории B-mod и при этом: В � End и А и А � 
� Еnd в и  (23. 16) . Тогда в и  А называется контекстом двойствен-
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иости 1) . Если кольцо А артиново справа, то предъщущее условие 
можно существенно сократить, заменив его следующим:: и - ко­
нечно порожденный инъективный кообразующий в mod-A и В � 
� End и А (23 .25) . Необходимым: условием: на кольцо А для суще­
ствования контекста днойственности в и А является его полусовер­
шенность (23 . 18) . Если же А совершенно , то оно должно быть 
артиновым справа,  а по симметрии В должно быть артиновым 
слева (23. 20) . Rвазифробениусовы кольца обладают А-двойствен­
ностью 

fin .gen. mod-A - fin.gen.A-mod 

и имеют много других характеризаций, изложенных в гл . 24. 
(Эдесь , конечно , fin . gen. mod-A - полная подкатегория катего­
рии mod-A , состоящая из всех конечно порожденных модулей.) 

Для некоторых полусовершенных колец двойственность -
обычное явление . Например , 23.32 утверждает, что если А -
конечномерная алгебра над полем: k, то Homk( , k) индуцирует 
двойственность 

fin .gen. mod-A - fin.gen .A-mod. 

Пусть Х' = Homk(X, k) для любого Х Е Obj mod-A . В силу 
ассоциативности сопряженности м:ы имеем: 

HomA(X, А ' ) == HomA(X, Homk(A , k)) � 
� Homk(X ® AA ,  k) � 
� Homk(X; k) = 

= Х ' .  

Отсюда следует, что двойственность , определяемая функтором 
Homk( , k) , является А '-двойственностью в смысле ,  объясненном 
выше; а именно : А '  есть (А , А )-бимодуль, индуцирующий А '­
двойственность 

fin.gen. mod-A - fin.gen.A-mod. 

В�зтой связи естественно спросить , когда Homk( , k) или, что то же 
самое,  НотА( , А ' ) индуцирует А-двойственность? Очевидно, это 
будет тогда и только тогда, когда А и А '  изоморфны как правые 
А-модули.  (Вопрос об А-двойственности обсуждается в следующей 
главе о квавифробениусовых кольцах. )  

1) При этом И-двойственность называется двойственностью Морвты. ­
Пр им. перев. 
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U-дуальные модули 

Для любого объекта и аддитивной категории С символом hu мы 
обозначали функтор С �  ABEL GROUPS, индуцированный функ­
тором: Моrс( и, ) ,  а символом hu- контравариантный функтор , 
определенный функтором Mor0( , и) . Если И есть (В ,А)-бим:одуль, 
то для каждого Х Е mod-A объект hu(X) является левым В-моду­
лем относительно умножения 

bf == hu(bв) f 

для всех Ь Е В , f Е hu(X) , где Ь8 - гомотетия , или, что эквивалент-
но, 

(bf)(x) = b · f(x) V х Е Х. 
Модуль hu(X) называется и-дуальным к Х. Итак , hu определяет 
функтор mod-A � B-mod,  называмый и-дуальным: функтором. 
Функтор Hom в( , и) мы также будем обозначать через hu. Тогда 
h'1J обозначает оба произведения huohu (в одном случае это функтор 
mod-A � mod-A , а в другом - B-mod � B-mod . )  Модуль hr,{X) 
для каждого Х называется и -бидуальным к Х, а функтор hb -
и -бидуальным: функтором. 

СокраiЦевия обозначений 

Если (В, А )-бимодуль и зафиксирован и нет необходимости 
каждый раз его явно указывать , то функтор hu обозначим через 
( )* . Итак, Х* = hu(X') , а для морфизма f: Х -+  У мы полагаем 
f* = hu(f) . Другие используемые сокращения: 

hf, (Х) = Х** = (Х*) * , hfl (Х) = х••• , 

hb (!) = t•• = (!*) * '  hfl (!) = !*** .  
и-дуальный функтор hu : mod-A ...... B-mod обозначается че­

рез ( )� или просто через ( ) * ; и-бидуальный функтор hb: 
mod-A ...... mod-A обозначается через ( )1 * или ( ) * * .  

Симметричные обозначения 

Для х Е Х, /1 Е Х* , /2 Е Х* * , /3 Е Х* **  положим 
(/1 , х} = f(x) , 
(/1 , /s} = (/1)/s (значение /2 на /1) , 
(/з , fz} = fз(/s) · 

Тогда ясно, что существует А-гомоморфизм 
nu(X) : Х -+ Х� * , 
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такой, что 
(/, nu(IX)(z)) = (/, z) 

для всех f Е Х* , z Е Х. Когда нет необходимости явно указывать 
U и Х, для n(X)(z) используется сокращение z* * .  (Обозначение 
z* * для n(X)(z) :можно объяснить . ) Аналогично, :мы и:меем: В-го:мо­
морфиз:м 

1t u(Y) : У -+  У** ,  
где У Е B-mod. 

Естественное преобраsование 

Как и в случае U = А = В, семейство А-го:мо:морфизмов 
n u(X) : Х -+ hlт(X) = Х* * определяет естественное иреобразова­
ние функторов 

1tu: 1mod-A -+ hl; = ( ) ** . 

D -полурефленсивные и U-рефленсивные модули 

Говорят, что А-модуль Х является U-полурефлексивным, 
если отображение n u(X) : Х -+ Х* * инъективно (является :моно­
:морфиз:мом) , где Х* *  == hlт(X) . Если n u(X) - изоморфизм:, то 
Х называется И-рефлексивным. Поскольку n и - естественное 
иреобразование функторов, то модуль Х U-рефлексивен (соотв. 
U-полурефлексивен) тогда и только тогда, когда таким же являет­
ся любой А-модуль, ему изоморфный. 

Если U == А ,  то вместо А -рефлексивных и А-полурефлексив­
ных :модулей :мы говорим: просто о рефлексивных и полурефлексив­
ных :модулях соответственно . Кроме того , функтор ( ) *  = hA 
называется каноническим контравариантным функтором mod-A ...... 
--.. A-mod.  

23.2. Предложение. Пусть U есть (В,  А )-би.м,оду.л,ь. 
(а) вВ U-по.л,уреф.л,еr;,сивеп тогда и то.л,ьr;,о тогда, r;,огда U ­

точпый В-.м,оду.л,ъ. 
(Ь) вВ U-реф.л,епсивеп тогда и то.л,ьпо тогда, r;,огда U - сба.л,ап­

сироваппый точпый В-.м,оду.л,ь, т. е. тогда и то.л,ъпо тогда, погда 
r;,апопичеспое отображепие В -+ End U А есть иао.м,орфиам. 

где 

(с) Ес.л,и вВ U-реф.л,епсивеп, то U-реф.л,епсивеп и А-моду.л,ь U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, 

n u(B) : В -+  HomA(Hom в(B, U) , U) , 

(n u(b) ,  /) = ( Ь ,  /) = (b)f = Ь ·  ( 1 )/ 
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для всех Ь Е В, 1 Е Ноm в(В, U) .  Поскольку 

{ Ноmв (R, и) -+ и 

1 ..- (1 ) 1 
- ивоморфизм (В, А )-бимодулей, то отсюда следует, что вВ 
и-полурефлексивен тогда и только тогда , когда и - точный 
В-модуль, и вВ и-рефлексивен тогда и только тогда , когда 
и - сбалансированный точный В-модуль.  Это доказывает (а) и (Ь) . 

(с) Естественный В-изоморфизм 
h: и -+  Ноm в(В, U), 

где 
(Ь)h(и) = Ьи для всех Ь Е В, и Е U, 

является также А -гомоморфизмом. Умножение его !слева на А ­
изоморфизм h u(<p-1) , где <р - естественный изоморфизм В -+ 
-+ НоmА( и, и) =  и* , указанный выше, дает изоморфизм 

tt u: и -+ Ноm в( и* , U) = и* *·  

Итак, ивоморфизм В � и* дает ивоморфизм и** � Ноm в(В, и)� 
� и, т. е. и и-рефдексивеп. О 

Основной факт, связанный с и-полурефлексивиостью, состоит 
в том, что модуль Х является и-полурефлексивным тогда и только 
тогда, когда он может быть вложен в прямое произведение веко­
торого множества экземпляров модуля и. Сначала докажем лемму. 

23.3 . . Jiемма. К.л,асс и-пмурефдек,сивпых .модудей за.мк,пут отпо­
сите.л,ъпо взятия прямых произведепий и под.моду.л,ей.  

Д о к а в а т е л ь с т в о. Пусть Х = П Х, - прямое произ-
i ЕI 

ведение и-полурефлексивиых модулей и р1 : Х -+ Х1 - его проек-
ции. Если х Е Х и х =1= О, то х' = р; (х) =1= О для векоторого i .  
Теперь ,  ПОСRОЛЬКУ х' Е х, , существует f Е xr,, такой, что 

(/ ,х'} = (/, р;х) = (fp1 ,  х) =1= О 

Так вак fp1 Е Х* , то отсюда следует, что Х и-полурефленсивеи1) . 
Далее , пусть Х и-полурефлексивен и h: М -+ Х - моиомор­
фивм. Если т Е М и т =1= О, то существует f Е Х* , такой,  что 

(f t h(т)) = (fh, т) =1= О. 

Так как fh Е М* , то отсюда следует, что М и-полурефлексивеи. О 

1) Действительно, модуль Х по определению U-полурефлексивев тогда 
и только тогда, когда :rtu (Х) (ж) =F О для любого венулевого ж Е Х, т. е. 
когда найдется j Е Х * , такой, что (/,  :rtu (Х) (ж)) =  (j, х) =F 0. - Пр и.м. 
пер ее. 
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23 .4 .  Предложение. Пусть и есть (В , А)-би.моду.ttь. Д.ttЯ дюбого 
А -модудя Х едедующие утверждепия эJЮивмептпы: 

(а) Х и-no.ttypeф.ttencивen. 
(Ь) Существует :мопо:морфиа;м, Х -+  иr в прямое проиаведепие 

пепоторого :мпожества I эnае:мп.ttяров :моду.ttЯ и. 
(с) К апопичеспое отоб ражепие { х -+ и

НоmА(Х , U) 
= 

п 
и! F fEHomA (X, U) 

х .- (  . . . , f (x) , . . . ) 
иn'Ъеnтивпо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  (а) => (с) .  Если х Е Х и х =1= О, 
то по (а) существует f Е Х* , такой, что 

{f, n u(x)) = {/, х} = f(x) =1= О, 

и тогда F(x) =1= О. 
(Ь) => (а) . Ясно, что А-модуль и и-полурефлексивен и ,  сле­

довательно , по лемме 23.3 и-полурефлексивен любой А-подмо­
дуль модуля и1• Итак, Х изоморфен и-полурефлексивному моду­
лю и , следовательно, сам и-полурефлексивен. О 

23.5 . Предложение . Д .ttЯ мждого Х Е mod-A пос.л,едовате.ttьпость 

(1 )  
точпа и расщеn.ttЯе:ма. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функтор ( ) *  переводит n и= Х -+ 
--+ Х* * в :n:v :  Х* * * -+ Х* . Мы докажем, что последовательность 
( 1 )  точна и расщепляема,  показав , что n u(X*)onv = 1х• · Так 
как Х* и Х* * *  - левые В-модули, то мы воспользуемся право­
�торонней записью гомоморфизмов nti и n u(X*) .  Пусть х Е Х,  
g E X * ,  f f X* * * . Тогда 

((!} nt, х} = <!, nu (х)) , 
oQTRyдa 

(g (nu (Х*) о niт) , х} = ( (g) :rtu (Х*) , nu (х)} = 

= {g, nu (х)} = 

= (g, х} . 
Итак , nu (X*) o n1J = 1x• ·  О 

23.6. Следствие. Любой и-думъпый :моду.ttь Х* и-пмурефдеr;,­
сивеп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
физм. О 

n u(X* ) :  Х* -+ Х* **  - мономор-
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Категория коротких точных последовательностей 

Пусть С - абелева категория . Рассмотрим категорию 
S-EX SEQ всех коротких точных последовательностей, объектами 
которой являются все точные последовательности 

{A i} : О -+- А 1 -+- А 11 -+- А з -+- О 

вrс. Если {A i}  и {Bt} - две такие точные последовательности, то 
морфизмами у: {А 1 } -+- {Bi} в этой категории являются все упоря­
доченные тройки у = (у1 , у2 ,  Уа) морфизмов у1 : А1 -+- В1 ,  у2 : 
А 2 -+- В2 ,  У з : А а -+- В а категории С, такие , что диаграмма 

а 
{Ai } : O � At � A2 � Aa � O  

t у , t Yt t Yt 
{Bi} : о � в1 � В2 � В3 --'Jо 0  fl 

номмутативна. Категория S-EX SEQ является аддиативной. 5-лем­
ма ( 1 , 5 .35 , стр . 331 )  показывает , что каждый морфизм у имеет 
ядро ker у , а именно 
(1 )  О -+- ker у1 -+- ker у2 -+- а· ker у2 -+- О, 

и коядро coker у ,  а именно 
(2) О -+- j3 coker у1 -+- coker у2 -+- coker У в -+- О. 

где � : coker у1 -+- coker у2 - морфизм, индуцированный морфиз­
мом � . 

23.7 .  Предложение. Пусть С - абелева -хатегория и предполо­
:нси;м,, что 

О � А1 � А2 � А3 --'Jo О 

� у, t V• t Уа 
О --'Jo В 1 --'Jo В2 --'Jo В3 � О  

- -хо.м,.м,утативпая диагра.м,.м,а с точпы.м,и строlШМи. Тогда 
(а) если у2 - мопоморфиам, то и у1 - мопоморфивм; 
(Ь) ес.п,и у2 - эпиморфиам, то и '\'в - эпи;м,орфиа.м; 
(с) если 1'2 - э'Хвивалептпостъ, то у1 - эпиморфиам в том 

и только том случае, -хогда l's - мопоморфиам; 
(d) если l'z - Э'Хвивалептпостъ, то 1'1 - э-хвивалептпость тог­

да и тольпо тогда , погда l'a - э'Хвивалептпость; 
(е) если у1 и l's - э'Хвивалептпости, то и у2 - э'Хвивалептпостъ. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Тройка у = (1'1 , 1'2 , у 8) является 
морфизмом категории S-EX SE Q ,  и поэтому мы можем построить 
ker 1' и coker у в виде точных последовательностей ( 1 )  и (2) . Отсю-
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да вытекают утверждения (а) , (Ь) и (с) . Далее, (d) - непосредствен­
ное следствие пп. (а) , (Ь) и (с) . Наконец, (е) непосредственно выте­
кает из 5-леммы (5 .35) . О 

23 .8. Следствие и оnределение. Пусть С - проиавмьпая кате­
гория, Т :  С ....... С - фупктор и h :  1 с -+ Т - естествеппое преоб­
рааовапие фупкторов. Говорят, что об'Ьект А ив С h-peф.rteucu­
вeu, ec.ttи h(A ) :  А -+ Т(А ) - эквива.ttептпость. Пусть теперь 
С - абе.ttева категория и 

0 -+ А1 -+ А 2 -+ А 3 -+  О 
- точпая пос.ttедовате.ttьпость. П редпо.ttожим, что Т - точпый 
фупктор . Тогда 

(а) ec.ttи А 11 h-реф.ttексивеп , то А 1 h-peф.tterocивen тогда и тмько 
тогда, когда А 3 h-реф.ttексивеп , 

(Ь) ec.ttи А1 и А з h-реф.ttексивпы, то и А 2 h-реф.ttексивеп. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Положим В1 = T(A r } ,  Yt = h(A , ) , 
i = 1 ,  2 ,  3 ,  и применим предложение 23 . 7. О 

Если U есть (В, А )-бимодуль, то , конечно,  n и-рефлексивные 
модули1) - это как раз те , которые мы назвали И-рефлексивными 
модулями. 

23.9 .  Предложение. Пусть U есть (В , А )-бимоду.ttь, явмющийся 
иn'Ьективпы.м. как в mod-A , таr;, и в B-mod. Пусть в mod-A и.ttи 
в B-mod аадапы об'Оект Х и его подоб'Ьект Х0 • Тогда 

(а) ec.ttи Х U-реф.ttексивеп, то Х0 U-реф.ttексивеп в то;м, и тмько 
то;м, e.ttyчae, когда Х/Х0 U-реф.ttексивеп; 

(Ь)  ec.ttи Х0 и Х/Х0 оба U-реф.ttексивпы, то Х U-реф.ttексивеп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку U инъективен и как 
А - , и как В-модуль , то оба функтора h и :  mod-A ....... B-mod 
и h и= B-mod .-... mod-A точны и, следовательно , точен функ­
тор hl,. Теперь остается применить следствие 23 .8 .  О 

23. 10 .  Следствие. Любое пря;м,ое с.ttагае;м,ое U-реф.ttексивпого 
;м,одум U-реф.ttексивпо. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Для nростоты обозначений U-биду­
альный функтор hb обозначим через Т, а n и - через h, и пусть 

0 -+  Х � У ..!..:. YIX -+ О 
- расщеnляющаяся точная nоследовательность , в которой У есть 
И-рефлексивный модуль. Так как функтор Т аддитивен, то nосле­
довательность 

тt тg 
О __,.  Т Х ____,. ТУ ____,. Т (У /Х) __,. О 

1 )  При этом Т = hb. - Пр и.м. перев. 
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также точна и расщепляема1) .  Рассмотрим коммутативную диа­
грамму, полагая в диаграмме из 23. 7  А1 = Х,  В1 = ТХ,  h(X) = 
= у1 и т .д.  Поскольку У 1 Х эквивалентен подобъекту объекта 
У ,  �то YIX и-полурефлексивен , т. е. h (YIX) = у3 - мономор­
физм, и по той же причине мономорфизмом является у1 • Следова­
тельно, по 23.7 (с) из того,  что h(Y) = у2 - эквивалентность, вы­
текает, что у1 будет также и эпиморфизмом. Итак, у1 - эквива­
лентность. Теперь в силу 23. 7  (d) У з - также эквивалентность. О 

23. 1 1 . "У п р  а ж н е н и е. (а) Пусть А - кольцо. Любой 
конечно порожденный проективный А-модуль А-рефлексивен. 

(Ь) (Фрейд) Если С - абелева категория, то факторкатегория 
категории коротких точных последовательностей в С по подкате­
горви расщепляющихся точных последовательностей абелева (см. 
факторкатегории, гл. 15 т.  1). 

Замкнуты е модули 

Пусть и есть (В ,  А )-бимодуль. Если М - правый А-модуль 
и М* - его и-дуальный модуль, то отображение 

{ 
м• х м -+ и 

(у, х) �-+- (у, х} = у  (х) 

для всех у Е М* ,  х Е М определяет следующие аннуляторные соот­
ношения между подмножествами модулей М и М* : если Х s;; М 
и У s;; М* , то положим 

Х' = {у E M* I  (у, х) == О 'v'x E X} = annм*X,  
Y' = {x E M I (y, x) == O  'v'y E Y} = annмY. 

Если Х - подмножество в М или в М* , то Х" определяется как 
(Х') ' .  Подмножество Х называется и-замкнутым, если Х = Х". 
Если Х с= М, то Х '  - левый В-подмодуль в М* , а если Х с= М* , 
то Х' - правый А-подмодуль в М. Если М =  А ,  то А * � и, 
и тогда для подмножества Х s;; А множество Х* есть не что иное, 
как аннулятор множества Х в модуле и, т. е. ann иХ. Аналогично, 
если А = Еndв и = и* и У - подмножество из и, то У' совпа­
дает с annлY. 

Поскольку функтор Ноmл ( , U) точен слева ,  то для каждой 
точной последовательности правых А-модулей 

0 --+ X � Y � YIX --+ 0  
имеется дуальная точная последовательность 

(1)  g* !* 0 --+  (YIX)* --+ У* � Х* . 
1) См. 1 ,  3.38, стр. 203.- Пршr,. перев. 
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Если f - включение, g - каноническое_ отображение У -+  У/Х 
и k Е У*,  то , рассматривая коммутативный треугольник 

и 
получим, что 

ker /* = {k Е У* 1 f* (k) = О} 

равен 

ker /* = {k Е У* 1 kf(x) = k(x) = О 'Vx Е Х}. 

Итак, ker /* = Х' .  Точность последовательности (1)  показывает, 
что Х' � (У 1 Х)* . Итак, мы доказали 

23. 1 2. Предложение. Пусть и есть (В, А )-би.модуль и У *  = 
= HomA(Y, и) д.ля любого У Е mod-A . Если Х - пепоторый А­
под:модуль .модуля У, то левый В-:модуль Х ' = ann у•Х иао:морфеп 
.лево:му В-:моду.t�,ю (У !Х)* . 

23. 13. Предложение. Если и - пообрааующий в mod-A , та 
мждый под:модуль Х 0 правого А -:моду.ля Х удовлетворяет аппу.ля­
торпо:му условию , т. е. 

Х 0 = annx ann }{*Х 0 ,  

где Х* обоапачает :модуль, и-дуа.t�,ьпый n Х. Если 1 - любой пра­
вый идеа/1, пмьца А , то 

1 = annAann u1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы должны показать, что если 
х Е Х и х � Х0 ,  то х � annx ann х*Хо ,т . е .  что существует f Е Х* = 
= HomA(X,  U) , такой, что ker f = Х0 и f(x) =1= О. Так как Х0 П 
П хА =1= хА , то С = хА I(X 0 П хА ) - венулевой циклический А ­

модуль, и поэтому существует эпиморфизм С -+ V, где V - про-
стой модуль. Так как С �  (хА + Х0)/Х0 ,  то мы получаем эпимор­
физм g: (хА + Х0) -+ V, такой, что ker g содержит Х0 •  Поскольку 
и - кообразующий, то по 1 ,  3 . 55 ,  стр . 217 , существует мономор-
физм h: V -+  и, где V - ивъективная оболочка модуля V А ­

Пусть М =  h( V} . Тогда k = hg - венулевое отображение хА + 
+ Х0 -+  М, которое в силу инъективности модуля !v! может быть 
продолжено до гомоморфизма f :  Х -+  М. Так как М =  и. то мы 
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можем считать, что f Е Х* . Поскольку ker f � Х0 , это завершает 
доказательство первой части предложения. Вторая часть - част­
ный случай первого утверждения , когда Х = А , Х0 = 1 (тогда 
Х* = НотА (А , и) � и) . 

23. 14. Следствие. Пусть U есть (В , А )-би.модуль и и - uн/ьеrо­
тивпый rоообрааующий в mod-A . Тогда rоаждый подмодуль и-рефлеп­
сивпого А-модуля и-рефлеrосивеп . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть f: Х0 -+ Х - включение , 
а Х и-рефлексивен. Диаграмма 

X0 � h� (X0} 
f t t h•(f) 
Х -� hf, (X) :rt(X) 

где n = nu, коммутативна.  Пусть 
Х' = n (X)-1h2 (/) hfт (Х0) 

и g E annx•f (X0) , т. е. g: Х -+ и  и gf = O. Так как h2 (g/) = 0  и 

hz (g) n (Х) = п (и) g, 
то 

n (и) g (Х') = n (и) gn (X)-1h2 (/) Мт (Х0) = 
= h2 (g) h2 {/) hfт (Х0) = 
= h2 (gf) hfт (Хо) = О. 

Поскольку n ( и) - мономорфизм, то отсюда следует, что g(X' )  = 
= О и,  таким образом, Х' s;; annx annx• f(X0) . Применевне 23. 13 
показывает, что Х' = /(Х0) . Если теперь у Е hfi(X0) , то 

n(X0)/-1n(X)•1h2(f)y == у Е imп(X0) . 

В самом деле, так как и - инъективный А -модуль, то функтор 
h� точен слева, в частности, h2(/) - мономорфизм. Отсюда , по­
скольку h2(/)n(X0}/-1n(X}-1h2(/)y = h2(f)y , и следует выписанное 
равенство .  Итак , n(X0) - эпиморфизм и, следовательно, эквива­
лентность. О 

Класс Серра 

Если С - абелева категория , то подкласс /1 ее объектов назы­
вается классом Серра, если для каждой точной последовательности 

О -+ Х' -+ Х -+ Х" -+ О 

объектов из С объект Х принадлежит /1 тогда и только , когда 
классу /1 принадлежат Х' и Х" .  
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Если !f - класс Серра абелевой категории С, то порожденная 
им полная Подкатегория категории С абелева ( 1 , 15.2) , и ее также 
навывают классом Серра (см .  1 ,  стр . 609) . 

23. 15 .  Теорема. Пусть и - та�ой (В , А )-би.м.одуль, что он 
яв.ttЯется ин-ье�тивны.м, �ообрааующи.м. в mod-A и ин-ье�тивны.м, 
модулем в B-mod .  Тогда масс и-рефле�сивных правых А-модулей 
является маесом Серра. 

Д о к а в а т е л ь с т в о .  Если Х и-рефлексивен и Х 0 � Х, 
то по следствию 23. 14 Х0 и-рефлексивен и ,  следовательно , 
ввиду 23.9 (а) и-рефлексивен фактормодуль Х/Х0 •  Обратно, если 
Х0 и Х/Х0 оба и-рефлексивны, то ввиду 23 .9  (Ь) и-рефлексивен 
и Х . D 

lТ-двойствевиость 

�ы начали эту главу с определения двойственности. Теперь 
мы дадим необходимые и достаточные условия для существования 
и-двойственности. 

23. 16.  Теорема и определние. Пусть и есть (В, А)-би.м.одулъ. 
Череа и A-Ref обоаначи.м. пмную под�атегорию и-рефле�ивных 
правых А-модулей, а череа в и-Rеf - пмную под�атегорию 
и-рефле�сивных левых В-модулей. Тогда и ипдуцирует U-двой­
ствеппостъ и A-Ref ...... в и-Rеf и следующие условия э�ивалептпы: 

(а) и A-Ref - масс Серра, содержащий �а� А ,  тaJt и и, 
и в и-Rеf - масс Серра, содержащий В и и. 

(Ь) и - ип-ьептивпый �ообрааующий в хатегориях mod-A 
и B-mod и хаждый иа модулей А А  и вВ и-рефле�ивеп . 

(с) и A-Ref (соотв. в и-Rеf) - абелева полпая подпатегория 
патегории mod-A 1) (соотв. B-mod) , содержащая и, А и все под­
модули модуля А (соотв. и, В и все подмодули модуля В) , а под­
�атегория в и-Rеf тахже пмпа и содержит В и все его подмодули 
(соотв. и A-Ref пмпа и содержит А и все его подмодули) . 

(d) и A-Ref - масс Серра, содержащий А , а в и-Rеf - масс 
Серра, содержащий В. 

(е)  и A-Ref - абелева пмпая под�атегория �атегории mod-A ,  
содержащая А и все его правые идеалы, а в и-Rеf - абелева полпая 
подхатегория �атегории B-mod, содержащая В и все его левые 
идеалы. 

Если выпмпепо любое иа перечислеппых условий, то ви А паэы­
вается uoumeucmo� двойсmвеииосmи. 

1) Здесь, а также в (е) под этим понимается следующее: если f: Х - У -
морфизм в UA-Ref, то ker / и  coker /, вычислеiПIЫе в mod-A , принадлежат 
UA-Ref. В частности, мономорфиамы и эпиморфизмы катеrории UА-Rеf 
являются мономорфиамами и эпиморфизмами в mod-A . - Приж. перев. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В ходе доказательства nредложе­
ния 23. 5  было установлено , что nu(X*) о nU{X) = 1х* для любого 
А-модуля Х. Таким образом, если n u(X) - изоморфизм, т. е .  если 
Х есть И-рефлексивный модуль , то n u(X*) = (nU{X)) -1 - также 
изоморфизм, т. е. модуль Х* U-рефлексивен. Поэтому функтор 
h и индуцирует функтор U A-Ref .-. в U-Ref ,  который мы обозна­
чим через hu А .  Двойственным образом оnределяется функтор 
hв u :  в U-Ref .-. U A-Ref, так что 

hвu o ltuA = h'#;: U A-Ref .-. UA-Ref, 

Поскольку в обоих случаях функтор hb естественно эквивалентен 
тождественному функтору на категории И-рефлексивных модулей, 
то пара (huA ' hв u) является nарой И-двойственности. Итак, 
U индуцирует И-двойственность. 

Перейдем теnерь к доказательству эквивалентности условий 
(а) - (е) .  По 23. 2 (а) <:;;> (d) и (с) <::=> (е) . Rроме того, (Ь) � (а) 
в силу 23. 2 и 23. 15 .  

(а) * (с) . Полная подкатегория U A-Ref категории mod-A 
nолна и абелева ,  поскольку U A-Ref - класс Серра .  

(с) * (Ь) . Заметим сначала,  что U Е в U-Ref ввиду 23 . 2  (с) . 
Далее по 23. 2 (Ь) из того , что В Е в U-Ref,\ следует, что кано­
ническое : отображение В -+ End U А является изоморфизмом. Кроме 
того, U А - инъективный кообразующий в U A-Ref в силу того ,  
что В - nроективный образующий в в U-Ref, а двойственность 
h вu переводит В в hвu(B) = Ноmв (В ,  U) � UA . Симметрично, 
U - инъективный кообразующий в в U-Ref . 

Остается только показать , что U - инъективный кообразую­
щий в mod-A . (Доказательство для вU проводится симметрично . )  
Если 1 - правый идеал кольца А ,  т о  по условию А и 1 лежат 
в U A-Ref и, поскольку U A-Ref - nолная Подкатегория в mod-A , 
критерий Бэра 3 .41  показывает, что U А инъективен в mod-A . 
Далее , пусть V - nростой правый А-модуль. Тогда V � A /I для 
некоторого правого идеала 1 кольца А .  По 23 . 9(а) W = A /I Е 
Е U A-Ref, а поскольку U А - кообразующий в U A-Ref , то суще­
ствует мономорфизм W -+ U. Таким образом, U - инъективный 
объект в mod-A , содержащий в качестве подобъекта любой простой 
объект категории mod-A , и , следовательно,  по 3. 3 1 . 2  U - инъек­
тивный кообразующий в mod-A . О 

23. 17 .  У п р  а ж н е н и е. Доnустим, что вU А - контекст 
двойственности . 

1 9 R .  Фейс 
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(а) Показать , что бесконечная прямая сумма иенулевых 
И-рефлексивных модулей никогда не является И-рефлексивным 
модулем 1) . 

(Ь) Пусть Р - одно из следующих свойств объектов : проек­
тивность, инъективность , быть проективным накрытием, инъектив­
ной оболочкой, образующим, кообразующим и т. д. Для каких Р 
верно,  что всякий И-рефлексивный правый А -модуль Х обладает 
свойством Р в категории И-рефлексивных А -модулей тогда 
и только тогда , когда Х обладает этим свойством в категории всех 
А -модулей? Показать , что это верно не для всех Р. (Ср . Ософ­
ская [66Ь ] ) .  

(с) Для любого идеала I кольца А имеет место контекст двой­
ственности В/I 'EAfi, где Е = ann ul � Нот A(A !I,  U) и /' = 
= { Ь Е В J ЬЕ = 0} . Показать, что эта двойственность индуци­
руется контекстом двойственности в И  А •  т. е. НоmАл(Х,  Е) � 
� HomA(X, U) для любого Х Е mod-A //. 

(d) Пусть Т:  С ,...__,. D и S: D ,...... Е - контравариантные функ­
торы абелевых категорий. 

(1) Если Т точен слева ,  а S точен справа ,  то S T: С ,...... Е точен 
справа. 

(2) Если Т:  С ,...... D и S: D � С - контравариантные функ­
торы и S T  � 1 0 ,  то Т унивалентен. Кроме того , если S унивален­
тен , то Т точен. 

(3) Если Т: С ,...... D и S :  D ,...... С - двойственность, то каждый 
из функторов Т и S вполне унивалентен и точен. 

23.18. Следствие (Ософская [66Ь J ) .  Пусть вИ А - кonmel'iCm 

двойствеппости. Тогда А и В - полусовершеппые кольца. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждый модуль в mod-A имеет 
инъективную оболочку и ,  так как U А инъективен , то д,IIIЯ любого n 
подмодули модуля uп имеют инъективные оболочки , лежащие 
в un; поэтому их инъективные оболочки U-рефлексивны. Пусть 
теперь У - конечно порожденный левый В-модуль, и покажем, 
что он имеет проективное накрытие в B-mod.  Так как У конечно 
порожден, то для некоторого числа n существует эпиморфизм 
вВп -+ У -+ 0; учитывая , что функтор h u  переводит вВ в UA , 
получим, что h и переводит У в подмодуль У* модуля uп.  Пусть 
У* -+ Е  - инъективная оболочка модуля У* , лежащая в uп. 
Как уже было отмечено , Е принадлежит категории U A-R ef. 
Применяя к точной последовательности О -+ Е -+ uп функтор h И •  

1) Заметим,  что если в U  А не является :конте:кстом двойственности , т<> 
(а) необязательно верно. Например, если V - бесFонечномерное вР:кторно� 
пространство над полем k и В = End V�t , то модули Vk и k: V�t-рефле:ксивны 
и в то же время V � 21 E!j ·ki ,  где ki � k и I бес:конечно. - При.м . перев. 

iEI 
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получим точную последовательность вп -+ Е* -+ Q, в которой 
Е* - проективный объект категории в U-Ref. Следовательно , эта 
последовательность расщепляется , так что Е* - проективный 
В-модуль. Но тогда Е* -+ У* * � У - проективное накрытие 
объекта У в B-mod. Итак, каждый конечно порожденный левый 
В-модуль имеет проективное накрытие и, следовательно , В полу­
совершенно. Полусовершенность кольца А устанавливается сим­
метрично. О 

Итак,  существование контекста двойственности накладывает 
некоторые ограничения на кольца . Мы увидим, что не каждое 
полусовершенное кольцо обладает контекстом двойственности , 
однако каждая конечномерная алгебра над полем им обладает 
(см. 23. 32) . 

23. 19 .  Лемма (Орнстейн [68] и Ософская [66Ы) . ( а) Если I -
так,ой идеал к,олъца R , что I/12 - пётеров правый R-модулъ, то 
пётеровы;м, будет и модуль Jk!Jk+t для всех k � 1 .  

(Ь) Если R - к,олъцо с условием мипи;малъпости для к,опечпо 
порождеппых правых идеалов (т . е. совершеиное слева (22. 29)) и пра­
вый идеал J = rad R к,опечпо порождеп по модулю J2 , то R арти­
ново справа. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. (а) Пусть элементы х1 , • • •  , Xt 
порождают I по модулю J2. Тогда система {xixi}f. 3= t порож­
дает [2 по модулю /3 • Действительно , каждый элемент z Е 12 есть 
конечная сумма произведений у1у2 , где Yi Е I ,  i = 1 ,  2, так что 

t 
Yi = � xirii • 

j=1 

где r0 Е R , i = 1 ,  2 , j = 1 ,  . . . , t. Итак,  z - конечная сумма 
произведений Xjri ixmrkm·  Поскольку rцxmrkm Е I, то rijXmrkm 
равен линейной комбинации элементов xi с коэффициентами из R 
плюс элемент из 12• Таким образом, xiri ixmrkm есть линейная ком­
бинация элементов xixi с коэффициентами из R плюс элемент из /3• 
Следовательно , l2/l3 конечно порожден и ,  продолжая по индук­
ции , получим (а) . 

(Ь) Пусть F1 - конечно порожденный правый идеал кольца R ,  
такой, что J = F1 + J2 • Тогда J2 = F1J + J3 и ,  учитывая , что 
F1J = F1 П J2 , получим, что J2 = F1 П J2 + J3• Поскольку J2/J3 
конечно порожден, то существует конечно порожденный правый 
идеал F2 , лежащий в F1 П Р· , такой , что J2 = F2 + J3. Рассуждая 
далее по индукции, установим существование последовательности 
конечно порожденных правых идеалов 

F1 => F2 => . . .  2 Fт =>  . . . , 
1 9* 
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таких , что Fn порождает Jn по модулю Jn+l. Так как R удовлетво­
ряет условию минимальности для конечно порожденных правых 
идеалов , то Fn = Fn+l для векоторого п, откуда Jn = Jn+l. 
Но кольцо R совершенно слева ,  в частности, это левое В-кольцо 
(22.8) , и поэтому М = J М для векоторого левого R-модуля М 
тогда и только тогда, когда М = О. Таким образом, Jn = О. 
Теперь из (а) следует , что R8 имеет композиционный ряд 
(ер. 18. 12-18. 13) , поэтому R артиново справа. О 

23.20. Предложение (Ософская [66Ь]) . Пустъ в И  А - r;,он­
теr;,ст двойственности и J = rad А .  Тогда 

(а) MJntмJn+l - полупростой .модуль r;,онечной длины для 
любого U-рефлеr;,сивного модуля М иа mod-A и всех п� О.  

(Ь) Если А совершенно слева или справа, то А артиново справа. 
(с) В это.м случае U имеет r;,онечную длину r;,ar;, А-модуль и r;,an 

В-.модулъ и В артиново слева. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть J = rad А .  По 23. 16(а) под­
категория U А-рефлексивных модулей содержит fin. gen.mod-A . 
Так как U А -Ref - класс Серра ,  то точность последовательности 

О -+ MJ/MJ2 -+ MIMJ2 -+ MIMJ � а  
влечет за собой U-рефлексивность модулей M/MJ и MJ!MJ2, 
если U-рефлексивен модуль М. Ввиду 23. 18 кольцо А полусовер­
шенно и потому M/MJ и MJIMJ2 - полупростые модули. Так 
как никакая бесконечная прямая сумма иенулевых модулей не 
является И-рефлексивной 1) , то отсюда следует, что M/MJ, 
MJ/MJ2 , а с ними и M/MJ2 имеют конечную длину. По индукции 
конечную длину имеет и модуль MJn/MJn+t для каждого п. 

(Ь)  Полагая М =  J и применяя (а) , получим, что J/J2 -
конечно порожденный иравый А -модуль. Теперь если А совер­
шенно слева ,  то лемма 23. 19(Ь) показывает, что А артиново спра­
ва .  Если же А совершенно справа ,  то А - иравое В-коJIЬЦО 
и, следовательно , по 18. 3(Ь) и (с) rad М =  MJ - косуществен­
ный подмодуль для любого модуля М. Тогда , если М U-рефлек­
сивен, то M/MJ конечно порожден ввиду (а) , т. е. М =  F + MJ 
для векоторого конечно порожденного правого подмодуля F 
модуля М, и из косущественности подмодуля MJ вытекает, что 
М =  F, т . е. М конечно порожден. Поскольку каждый подмодуль 
И-рефлексивного модуля U-рефлексивен , отсюда следует , что 
U A-Ref состоит из нётеровых модулей . В частности , А нётерово 
справа.  Так как А совершенно справа , то J - пиль-идеал и ,  сле­
довательно , по теореме 9 . 1 7  Левицкого J нильпотентен. Тогда 
теорема Гопкинса и Левицкого 18. 1-3 показывает , что А артиново  
справа. 

1 )  См. 23. 1 7  (1 ) . - Лр ш.t. nepef!. 
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(с) Поскольку И И А-рефлексивен, то (а) и тот факт , что 
в силу (Ь) Jn = О, показывают, что И имеет конечную длину 
в mod-A . Далее , из И-двойственности следует, что В =  HomA( U, И) 
имеет конечную длину в B-mod , т . е .  В артиново слева . Теперь 
по симметрии И имеет конечную длину в B-mod. О 

3 а м е ч  а н и е . Доказанное предложение показывает, что 
не всякое (полу)соверmенное кольцо обладает контекстом двой­
ственности. 

Пусть I - правый идеал кольца А и И - правый А-модуль.  
Тогда И называется /-полным, если каждый А -гомоморфизм f :  
I --?- И  определяется некоторым элементом т Е И, т.  е .  

f(x) = тх 'Vx Е /. 

Иначе говоря ,  последовательность 

точна . По 3 .4 1  модуль И инъективен тогда и только тогда ,  когда 
он /-полон для всех правых идеалов I кольца А .  

Рассмотрим условия (а) , (Ь) , (с) и (d) : 
(а) И - 1-полпый ;модуль для 1>аждого правого идеала I (кри­

терий Бэра 3 . 41) .  
(Ь) ann иU П J) = ann и I + ann и J для всех правых идеа­

лов I и J. 
(с) ann и ann А S = И S для К-аждого левого идеала S 1>олъца А , 

где annA S = s .t .  
(d) Если В = End И А '  то У = ann и ann A У для каждого 

В-под;модуля У ;модуля И. 
Если х = а, Ь , с или d, то через (х*)  обозначим условие (х) , 

в котором все участвующие подмодули и односторонние идеалы 
конечно порождены, а через (х* *) - условие , получающееся из 
(х) тем же способом, что и (х* ) ,  но с заменой всех подмодулей 
и односторонних идеалов на циклические и главные соответ­
ственно. Например , (d* )  утверждает, что У = ann и annA У для 
каждого конечно порожденного В-подмодуля У модуля И. 

23.21 .  Предложение (Икеда - Накаяма [54] ) .  Имеют ;место 
следующие импликации: 

23. 21 . 1 . (а* * )  � (с* * ) . 
23. 21 . 2 . (а* ) � ((Ь* ) и (с* * ) ) .  
23. 21 . 3 . (а) ==?- (Ь) , (с*) и (d* ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть .l I = ann и I и IJ. = annA 1 
для любого подмножества I s А . 
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(а) =* (Ь) . Ясно , что .1 (/1 П /2) :::::> .1/1 + .112 • Пусть z Е .1 (/1 П l2) ·  
Если а Е и, т о  отображения 

Ф1 : Х1 f-+ ах1 ,  

'ljJ2 :  х2 f-+ (а + z)x2 , 

являются гомоморфизмами фi :  Ii -+ и, i = 1 ,  2. Поскольку 
'IJJ1 = 'IJJ2 На /1 n /2 , ТО 

ф : Х1 + Х2 f-+ 'Ф1(х1) + 'Ф2(х2) , Х1 Е /1, Х2 Е /2 , 

есть гомоморфизм из /1 + /2 в и. По условию (а) существует 
т Е и, такой, что ф(х) = тх для всех х Е /1 + 12 • Тогда , учи­
тывая, что 

получаем, что и =  а - т Е .1/1 , v = а + z - т Е .1/2 • Но тогда 
z = v - и Е .1/1 + .1/2 • Итак, J. (/1 П /2) = J./1 + J./2 , т. е .  
справедливо (Ь) . Это доказательство показывает также , что 
(а* ) :::::? (Ь * ) .  Кроме того,  импликация (а) :::::? (d* )  - частный слу­
чай предложений 19 . 10(а) , в то время как равносильность усло­
вий (а* * )  и (с* * )  фактически была установлена в 3 . 44. 

( (Ь * )  и (с* * ) )  :::::? (а* ) .  Пусть 1 = х1А + . . .  + xnA - произ­
вольный конечно порожденный правый идеал кольца А и 
f: I -+ М - гомоморфизм. Эквивалентность (с * * )  <::::> (а * * )  пока­
зывает, что и !-полон для n = 1 ,  и,  рассуждая по индукции , 
мы можем предположить, что и 11-полон, где /1 = х1А + . . . 
. . . + Xn_1A .  Обозначим через /i ограничение гомоморфизма f на 
Ii , i = 1, 2 ,  где /2 = хпА · Так как и является lгполным, i = 1 ,  2 
(в силу (а* *) и по предположению индукции) , то существуют 
тi Е и, такие , что fi (x) = тi(х) для всех х Е /i , i = 1 ,  2. Ясно , 
что т1- т2 Е .1 (/1 П 12) ,  поскольку /1 = /2 = f на /1 П 12 . Но по 
условию (Ь* )  .1 (/1 П 1 2) = J. /1 + J. I 2 , следовательно,  суще­
ствуют Ь i Е J.fi , такие , что т1 - т2 = Ь1 - Ь2 • Тогда т1 - Ь1 = 
= т2 - Ь2 ;  обозначим этот элемент через т. Если w = w1 + 
+ w2 Е /1 + 12 = 1,  w1 Е /1 , w2 Е /2 , то тwi = тiwi , i = 1 , 2 ,  
так что для всех w Е I имеем 

тw = т1w1 + т2w2 = /1(w1) + /2(w2) = f(w) . 

Таким образом, и есть /-полный модуль и 23. 2 1 . 2  доказано . 
Наконец, докажем импликацию (а) :::::? (с* ) .  Для этого восполь­

зуемся уже установленными импликациями (а) :::::? (Ь) и (а) :::::? (с* * ) .  
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Если элементы х1 , • • •  , Xn порождают левый идеал S ,  то 
n n 

it n nu annA S = annu ( П  annA xi) = � annu annA xi = 
i=i i=i  

n n 
= � annu annA (Axi) = � и (Ах;) =  

i=i i = i  
n 

= и ( �  Axi ) = иS.  О 
i = 1  
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23.22. Следствие .  Есди каждый правый идеад кмьца А конечно 
порождеп, то дюбое иа едедующих усдовий па R-модудь М вытекает 
иа двух остадьпых. 

(а) М иn'Ъективеп. 
(Ь) annм l + annм J = annм (I П J) ддя дюбых правых идеа­

мв I и J. 
(с) annм annR а = Ма ддя каждого а Е А . D 
23.23. Следствие. Пусть и есть (В , А )-бимодудь, В капониче­

ски изоморфно End и А •  а е А и 11А - такие отображения : 

{ правые идеады к,одьца А -+ В-под.модуди модудя и 
е = еА =  .l 1 � l = annu l, 

_ _ { В-подмодуди модудя и -+  правые идеады кмьца А 
11 - 11А - У �  У .L = annA У. 

(а) Есди и - кообрааующий в mod-A ' то е иn'Ъективпо , 
11 СЮр'Ъективnо и 11е = 1А .  

(Ь) Есди и квааииn'Ъективеп в mod-A , то 11 индуцирует ип'Ъек­
тивпое отображение па подмножестве конечно порождеппых 
В-подмодудей модудя и. 

(с) Есди и А - иn'Ъективпый кообрааующий и дибо А артиново 
справа, дибо и - пётеров В-модудь, то е и 11 биективпы и е = 11 -1 • 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ( а) е сть не  что иное , как  23 . 13 ,  
а (Ь) - это 19 . 10 (а) . 

(с) Поскольку в силу (а) и (Ь) 11 биективно на конечно порож­
денных подмодулях ,  то , если А артиново справа ,  получаем, что 

в и удовлетворяет условию максимальности для конечно порож­
денных подмоду лей , и, следовательно , это нётеров модуль. Поэтому 
каждый его подмодуль конечно порожден, 11 биективно и е = 
= 11 -

1 . о 
Если е А и 11А являются биекциями , то мы говорим, что в и А 

удовлетворяет аннуляторным условиям относительно А . Если 
в и  А удовлетвор яет этим условиям относительно А и В, то мы 
говорим, что и уд овлетворяет (В , А)-аннуляторным условиям. 
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23.24. Лемма. Пусть li:OJLbЦO А пётерово справа и и есть 
(В ,  А)-бимодуль. Если ви ип-ъе�t�:тивеп в B-mod и А и-рефлек,­
сивеп, то к,аждый к,опечпо порождеппый правый А -модуль и-реф­
лек,сивеп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функтор Т = hu А :  mod-A � B-mod 
точен слева , а S = hвu :  B-mod ,.... mod-A точен , поэтому hb : 
mod-A � mod-A точен справа.  Теперь если А n -+ Х -+ О - точ­
ная последовательность,  то ,  используя рефлексивность модуля А А , 
получим, что точна последовательность А n -+ Х* * -+ О. Итак,  
hb индуцирует функтор 

hb : fin . gen.mod-A ,.... fin. gen .mod-A = r!l А · 

Поскольку кольцо А нётерово справа , то r!l А - абелева катего­
рия. Теперь ,  учитывал , что :n; и(А ) : А -+ hblA ) - эквивалент­
ность , и применяя предложение 23 . 27 ,  получим, что n и = 1r!l А -+ 

-+ hb - естественная эквивалентность функторов . О 
23.25. Теорема (Морита [58] , Адзумал [59]) . Пусть к,мьцо А 

артипово справа и и - проиавольпый (В , А)-бимодуль. Тогда 
следующие условия эl!:вивалептпы : 

( 1) ви  А - l!:onтer;,cт двойствеппости. 
(2) и является к,опечпо порождеппым ип-ъек,тивпым к,ообрааую­

щи.м в к,атегориях mod-A и B-m od , а А и В и-рефлек,сивпы. 
(3) Кольцо В артипово слева и к,аждый к,опечпо порождеппый 

модуль к,атегорий mod-A и B-mod U-рефлеl!:сисеп . 
(4) (а) и А и в и - точпые модули .  
(Ь)  Каждый простой модуль V в mod-A или в B-mod иаоморфеп 

своему и -бидуальпому .модулю V* * .  
(с) В артипово слева. 
(5) (а)  и А и в и  - точпые модули. 
(Ь) V-дуальпый к, l!:аждо.му простому об-ъеli:ту в mod-A или 

B-mod прост. 
{с) и А l!:oneчno порождеп. 
(6) (а) Каждый правый идеал I к,мьца А и к,аждый В-под­

модуль W модуля и удовлетворяют аппуляторпым условиям 

I = annA ann и l, 

W = ann и annA W. 

(Ь) Каждый левый идеал J к,ольца В и .,.аждый А-под.модуль V 
:модуля и удовлетворяют аппуляторпы.м условиям 

J = ann в ann и J, 

V = ann и ann в V. 
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(7) (а) В есть и-рефдеl'Хивный В-:моду.л,ь, т.  е. �аноничес�ий­
го:мо:морфиа:м �о.л,ец В -+ End и А есть иао:морфиа:м. 

(Ь) и А - �онечно порожденный ишъе�тивный �ообрааующий. 
(8) Существует и-двойственность 

fin . gen.mod-A - fin .gen.B-mod. 
Д о к а з а т е л ь  с т в о .  (1 )  <:::> (2) .  Учитывая определение­

контекста двойственности (см. 23 . 16) , нам нужно лишь показать , 
что условие (1)  влечет за собой конечную порожденность модуля и 
с обеих сторон. Поскольку кольцо А артиново справа ,  это вытекает· 
из 23. 20{с) . 

( 1 ) => (3) . Кольцо В артиново слева по 23 . 20(с) . Остальная 
часть условия (3) имеет место по определению контекста двойствен­
ности (23 . 16) .  

(3) => (4) тривиально,  если учесть 23. 2(Ь) . 
(4) => (5) . Пусть Х - простой А -модуль. Тогда , если· 

annx Х* = Х,  то Х* = О , откуда Х* * = О , и поэтому Х* * не­
изоморфен Х. Противоречие показывает, что annx Х* = О. Отсю­
да следует, что n и= Х -+  Х* * - мономорфизм, а так как Х* * ­
простой модуль, то n и - изоморфизм. Поэтому каждый просток 
модуль (в mod-A или B-mod) и-рефлексивен. В силу того что· 
кольцо В артиново слева ,  любой собственный В-подмодуль У 
модуля Х* содержится в максимальном подмодуле У1 (В является 
В-кольцом в терминологии гл. 22) . Пусть Х1 = annx У1 . Тогда 
по предложению 23. 12  (Х*/У1)*  � Х1 • Следовательно, Х1 =#= О, 
так как по доказанному Х*/У1 и-рефлексивен. Но тогда 
Х1 = Х, откуда У1 = О. Это доказывает, что Х* - простой· 
модуль. По симметрии дуальный к простому В-модулю также· 
прост. 

Покажем теперь ,  что и А конечно порожден. Если xl с: х2 -
подмодули модуля и А •  такие , что V = Х2/Х1 прост ,  то V* = 

= (Х2/Х1) * =#= О, и поэтому Xi =#= Х�. Но иl � В 1) ,  поэтому 
1) Установим это, показав , что В есть И-рефлексивный модуль. 

(см. 23 . 2(Ь) ) .  Рассмотрим композиционный ряд О �  11 � • • •  � In =В модуля 
вВ и докажем по индукции, что если Ik U-рефлексивен , то U-рефлексивен 
и модуль Ik + 1 • Через V обозначим простой В-модуль lk+1fl k· Тогда в ком­
мутативно й диаграмме 

i j 0--� 1 k ---7 1 k+1 ---7 v � о 
nи<I k) � � nи(I  k+I ) ! nи(V) 

i * *  * j * *  Ik* ---7 1 kt 1 ---7 V** 
с точной верхней строкой nи (1 k) и nи (V) - изоморфизмы (по условию w 
предположению индукцпи) , а nи (/k+I ) - мономорфизм в силу 23.2(а) и 23. 3 . 
Отсюда вытенает, что i** - мономорфизм , j** - эпиморфизм,  а так как V** -
простой модуль, то Ik* - максимальный подмодуль в /�+ 1 · Но im nи (Ik+I )� 
;; im nи (l�t) = Ik*, откуда im nи (Ik+1) = I�t 1 . Итан, nи (/k+I) - изоморфизм, .  
т .  е. Ik+1 есть U-рефленсивный модуль. - Прим. пер"" 
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�очность последовательности 

o -. xi -. u  
.влечет за собой 

ХТ � B/unn в Xi , 

так что аiШ в х2 с: ann в xl . Ввиду того что в имеет компози­
ционный ряд ,  отсюда следует , что U А также имеет композицион­
ный ряд. 

(5) =?- (3) . Если V Е mod-A - простой модуль ,  то V* и V* * -
простые модули. Так же как и при доказательстве импликации 
�4) '* (5) , отсюда следует, что n и= V -. V* * - изоморфизм, так 
что каждый простой модуль U-рефлексивен. Пусть теперь Х ­
конечно порожденный А -модуль. Так как А артиново справа,  
то Х имеет композиционный ряд длины n � 1 . Сделаем следую­
щее предположение индукции : 

Если Х1 имеет длину, строго меньшую n, то Х1 U-рефлекси­
вен, и если j: Х1 -. Х - иенулевой мономорфизм, где Х имеет 
длину, не иревосходящую n, то h't;{f) =1= О. Оно , очевидно , выпол­
няется при n = 1 .  

Сначала заметим, что :rtu(X) н е  может быть нулевым морфизмом. 
Пусть t: Х -.  V - эпиморфизм, где V - простой модуль. Тогда 
·квадрат 

nu<X> 
х � х·• 

t t � h'(t )  
V ---7 V** nu(V) 

коммутативен, и поэтому с учетом того, что nи(V) - изоморфизм, 
из равенства n и(V) t = h2(t)nu(X) = О вытекало бы, что t = О ,  
и мы бы пришли к противоречию. 

Пусть теперь Х1 = ker n и(Х) и j: Х1 -. Х - включение. 
'Тогда 

h'& (!) ли (Х t ) = л и  (Х) f = О. 

Так как по доказанному xl = ker n u(X) =1= Х,  ТО длина модуля xl 
· Строго меньше n,  так что nu(X1) - эквивалентность, откуда сле­
дует , что h'f;(f) = О. Но тогда по предположению индукции f = О, 
и это доказывает, что nu(X) - мономорфизм. Пусть теперь Х0 -
простой подмодуль. Тогда точность последовательности 

О -. Х0 -. х -. Х/Х0 -. о 
· влечет за собой точность последовательности 

О -. Х�* -. Х** -. (Х/Х0)**, 
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так что длина модуля Х* * 1 Х�* не иревосходит длины модуля 
(Х/Х0)* * .  Так как Х0 и Х/Х0 и-рефлексивны, отсюда вытекает , 
что длина Х* * не иревосходит n. Учитывая теперь, что длина 
модуля Х равна n и что л u(X) : Х -+ Х* * - мономорфизм, полу­
чим, что im л u(X) = Х* * .  Поэтому л u(X) - изоморфизм. Итак,  
каждый конечно порожденный модуль в mod-A и-рефлексивен 1) . 

(3) =? (2) .  Поскольку (3) =? (4) =? (5) , и А конечно порожден. 
Так как А А  имеет конечную длину, то А *  � в и rакже имеет 
конечную длину 2) и, в частности , конечно порожден. Итак, 
класс Серра ,f/' А = fin . gen.mod-A содержит А и и и лежит 
в и A-Ref. Симметричным свойством обладает класс Серра в,ff · 
Теперь по доказательству импликации (с) =? (Ь) в теореме 23 . 16 
получаем, что и - инъективный кообразующий в mod-A 
и B-mod. 

(2) =? (6) . Так как кольцо В артиново слева ,  а модуль в и  
конечно порожден, т о  в и нётеров . Аналогично и А нётеров . 
Но если в и  и и А нётеровы, то импликация (2) =? (6) есть не что 
иное , как импликация (а) =? (с*) , установленная в 23. 2 1 . 3 .  

(3) =? (8) . Если выполнено (3) , т о  и А и в и  конечно порождены, 
и потому h и индуцирует требуемую двойственность 3) . 

(8) =? (3) .  При доказательстве этой импликации мы не будем 
заранее предполагать , что кольцо А артиново справа,  а ограничим­
ся лишь предположением,  что А нётерово справа.  (Тогда правая 
артиновость будет вытекать из (8)) . Ясно , что правая нётеровость 
кольца А равносильна абелевости полной подкатегории 
fin. gen .mod-A . Поскольку категория , дуальная абелевой катего­
рии , также абелева ,  отсюда следует, что ко.;:rьцо В нётерово слева .  
Доказательство импликации (с) =? (Ь)  теоремы 23. 16 показывает, 
что и - инъективный кообразующий как А -модуль и как 
В-модуль. Rроме того , модули и А и в и конечно порождены. 
Далее , так как и есть (В , А )-бимодуль , то l. I = ann и I - левый 
В-модуль для любого правого идеала I кольца А .  Следовательно,  
соответствие I -+ J. I определяет отображение 8 А из структуры 

1) Ч тобы доказать справедливость остальных утверждений уеловил (3) , 
заметим сначала, что , поскольку модули, и-дуальные к простым модулям, 
просты, то по индукции легко показать, что модуль, и-дуальный к модулю 
конечной длины, имеет конечную длину. В частности, В-модуль и� имеет 
конечную длину, откуда, учитывал, что и - точный В-модуль и, следова­
тельно, л:u(В) :  В -+  В * * = и�-мономорфизм (см. 23. 2(а) ) ,  заключаем, 
что вВ имеет конечную длину. Таким образом, В артиново слева. Теперь 
рассуждение, аналогичное приведеиному в доказательстве импликации (5) :::::} 
:::::} (3) , показывает, что каждый конечно порожденный модуль в B-mod и-ре­
флексивен. - При;м,. перев. 

2) См. примечание 1 . - Пр и;м, .  перев. 
З) Поскольку и-дуальный к конечно порожденному модулю конечно 

порожден. См. примечание 1 . - Приж. перев. 
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правых идеалов кольца А в структуру левых В-подмодулей моду­
ля U. Это отображение инъективно ввиду 23. 13  и обращает поря­
док. Поскольку модуль в U  конечно порожден и , следовательно, 
нётеров , отсюда вытекает правая артиновость кольца А .  Симме­
трично доказывается, что кольцо В артиново слева . Осталось 
только показать , что А А  и вВ суть И-рефлексивные модули. Из 
определения И-двойственности следует, что имеет место изомор­
физм правых А -модулей <р: А � Ноm в ( U, U) . Rроме того , 
поскольку U - кообразующий в mod-A , то модуль А А  U-полу­
рефлексивен (23.4) , т .  е .  n u(A ) :  А -+ Ноm в ( U, U) - мономор­
физм. Но тогда <р -1 ·n  u(A ) :  А А -+ А  А - мономорфизм артинова 
модуля в себя и потому является изоморфизмом. Следовательно , 
и n u(A )  - изоморфизм. Итак , модуль А А  U-рефлексивен, а �им­
метричное рассуждение дает U-рефлексивность модуля вВ . 

(7) => (5) . Поскольку U А - кообразующий, U А точен. Так 
как В � End U А ,  то в U также точен. 

Учитывая правую артиновость кольца А ,  по 23. 23(с) получим, 
что отображение 

11: В-подмодули модуля U -+ правые идеалы кольца А 
биективно. Поэтому в U  имеет конечную длину. Поскольку для 
векоторого n существует точная последовательность А n -+ U -+ О, 
а А * � U, U* � В, то , применяя функтор ( ) * , получим точную 
последовательность О -+ В  -+ un, откуда вытекает левая артино­
вость кольца В. Теперь мы можем применить лемму 23. 24 1) 
и заключить , что каждый конечно порожденный левый В-модуль 
U-рефлексивен. В частности , каждый простой левый В-модуль 
U-рефлексивен и доказательство импликации (4) => (5) показы­
вает, что U-дуальный к каждому простому В-модулю прост . 

Нам осталось показать , что U-дуальный к каждому простому 
А-модулю V прост . Так как U А - инъективный кообразующий, 
то V вкладывается в U. Таким образом, U А содержит экземпляр 
каждого простого А -модуля. Rаждый простой А-модуль изомор­
фен модулю eA /e.J, где е - неразложимый идемпотент ,  а .Т = 
= rad А .  Пусть е1 , • • • , et - семейство неразложимых идемпо­
тентов , соответствующее полному набору V = V1 � e1A /e1.J,  . . .  
. . . , Vt = e1A ietJ неизоморфных простых А-модулей. Так как 
В � End U А ,  то неразложимые прямые слагаемые модуля U А 
соответствуют неразложимым идемпотевтам кольца В. Следова-
тельно, если V; - инъективная оболочка модуля V; ,  лежащая 
в U А ,  то в кольце В найдутся попарно ортогональные идемпо­
тенты eJ. , . . .  , е е ,  где каждый идемпотент ei соответствует проек-
ции U -+  V; . Так как U А инъективен, то по 19 .27  

N = rad В = { Ь 1 ker Ь - существенный подмодуль} . ----
1) Точнее , ее симметричный вариант. - Пр иж. перев. 
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Отсюда , поскольку цоколь sос( и) модуля и А - существенный 
подмодуль ,  получаем 

N = rad В = ann в sос( и) . 
Так как 

annв (ei soc (и)) =  {Ь Е В! bei Е N} = В ( 1 - ei) + N ei ,  

то инъективность модуля U1 и изоморфизм иА. � В дают 
(ei soc (и))* � В/аnnв (ei soc (и)) � Beil Nei.  

Поскольку 
ei soc (и) = soc (eiU) = soc (Vi ) = Vi � ei A/eiJ, 

то V* � Be1 /Ne1 . Так как е1 1-·неразложимый идемпотент артино­
ва  слева кольца В, то Be!/Nei - простой модуль.  Это завершает 
доказательство того ,  что и-дуальный к каждому простому А-моду­
лю прост. 

(2) =>- (7) . (7)  - это часть условия (2) . 
(6) =>- (5) . Структурный антиизоморфизм 
{ правые идеалы кольца А -+ В-подм.одули модуля и 

1 f-+ annи�/, 
существующий по условию (а) ,  влечет за собой точность модуля 
и А · Rроме того , ann и 1 - минимальный левый В-подмодуль в и 
тогда и только тогда , когда 1 - максимальный правый идеал .  
Таким образом, если 1 - максимальный правый идеал, то из 
изоморфизма 

(А /1)* = HomA(A /1, и) � ann и 1 
следует, что и-дуальный к каждому проетому правому А-модулю 
прост . Это завершает доказательство части условий 5(а) и 5(Ь) , 
касающейся В-модулей. Другая их часть устанавливается по 
симметрии 1) . О 

1 Осталось еще доказатьсправедливость условия 5 (е) . Поскольку кольцо 
А артиново сnрава ,  5 (с) равносильно конечности длины полупростого модуля 
UjUJ. Предположим , что это не так. Тогда не имеет конечной длины одно-
родная компонента [S] модуля U = UJUJ, поролщенная некоторым простым 
модулем S .  Итак, U = [SJEJЭ T для некоторого подмодуля Т из fJ, [S] = 
= � Е9 S i ,  где S i � S и множество индексов I бесконечно. Обозначим череа 

iEI  
S i и Т полные прообразы в И модулей Si и Т соответственно . Тогда 
И = � S i + T . Для каждого j E  I положим S} = � S i + T. Легко видеть,  ч�о 

iEI iEI iфj 
П S} = T, откуда в силу аннуляторных условий получаем, что annв Т =  

jEI 
= � annв sj. Пусть х Е annв Т. Тогда x = xi, + . . .  +xi

k
' где каждый х . 

i E I  ' 1  
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23.26.  У п р а ж н е н и е (Морита [58] ) .  ( а) Показать , что 
любое коммутативное артиново кольцо имеет конечно порожден­
ный инъективный кообразующий Е и, следовательно, Е-двой­
ственность. 

(Ь)  Пусть R - локальное коммутативное артиново кольцо 
и Е - инъективная оболочка модуля R/rad R. Тогда R канони­
чески изоморфно End ER , т . е. существует Е-двойственность кате­
гории fin . gen .mo�-R в себя,  называемая инволюцие� (ер . упр . 13  
в конце главы) . 

(с) (Фуллер [69а] ) Пусть кольцо R артиново справа ,  е и f -
такие его идемпотенты, что eR - инъективный R-модуль и множе­
ства клаесов эквивалентности простых модулей, лежащих 
в soc(eR) и top(/R) соответственно , совпадают. Тогда eReeRftRt 
является контекстом двойственности . 

(Достаточно рассмотреть случай , когда eR - неразложимый 
инъективный модуль.  В этом случае top(JR) = soc(eR) . В любом 
случае eRj является инъективным кообразующим как в eRe-mod , 
так и в mod-/R/. Ср . упр . 8 в конце главы. )  

23.27. Предложение. Пусть С и D - а6елевы категории, 
а Т и Т' - точиые справа аддитивпые фуикторы из С в D. Пред­
положи.м, что С имеет образующий и и каждый об'Ьект катего­
рии С копечпо порождеи отиосителъио и 1) .  Если h : Т -+  Т' -
естествеииое преобразоваиие , такое , что h( и) - эквивалеитиостъ, 
то h - естествеииая эквивалеитиостъ фупкторов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аддитивные функторы сохраняют 
конечные копроизведения. Поскольку функторы Т и Т' сохраняют 
коядра (как функторы, точные справа) , то, как и в доказательстве 
предложения 5 . 37 ,  5-лемма показывает, что h - эквивалентность 
функторов . D 

23.28. У п р а ж н е н и е .  Пусть А и В - кольца . Если 
Т: fin . gen .mod-A ,..... fin . gen .B-mod - двойственность , то функ-

лежит в annв Si1 • Если i E l - {i1 ,  • • •  , i�t} , то S ; c;;; Si 1 , l = 1 , . . . , k, откуда 
следует , что xS; = О. Таким образом, поскольку множество I бесконечно, 
для любого х Е annв Т найдется i Е / , такой , что xS ; = 0.  

Рассмотрим теперь в и подмодуль и' ,  являющийся ядром сквозного А-го 
моморфизма и --+- и JT � � ffi S; --+- S, где правый гомоморфизм индуцирован 

iEI 
изоморфизмами S; � S: По определению и'- максимальный подмодуль в 
и и и' ::::J Т. В силу 6 (Ь) получаем , что annв и' с: annв Т и annв и' ­
- минимальный левый и, в частности, главный левый идеал кольца В, т. е .  
annв и '  = Вх ,  где х Е В.  По доказанному найдется i Е /, такой, что xS; = O, 
откуда и ' = annu Вх ::::J S i ·  С другой стороны, из определения и' ясно , что 
и' не содержит S i ни для какого i Е /. Полученное противоречие завершает 
доказательство конечной порожденности модуля иА . - ПpUJII, . перев .  1) См. определение в 3.37.4(Ь) (1 , стр. 202) . - Пр и:м. перев. 
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тор Т представим, т. е .  Т � h u, где и = ТА есть (В , А )-бимо­
дуль.  Кроме того,  два контравариантных функтора hu . :  ' 
fin .gen.тod-A --... fin . gen .B-тod, i = 1 ,  2 ,  естественно эквивалент--
ны тогда и только тоrда,  когда и1 � и2 как (В , А )-бимодули-

23.29. Теоргма (Морита [58] ) .  Пусть А и В - хо.ttьца , а r!f А 
и вrff - по.ttные под-категории категорий тоd-А и В-тоd соответ­
ственно , такие , что : (i) r!f А содержит А ,  вrff содержит В и (ii} 
каждый А -.моду.ttь ( соотв. В-моду.ttь) , изоморфный моду.ttю иа r!f А 
(соотв. иа вrff) , сам принад.ttежит r!f А (соотв. в<!f) .  Тогда .ttюбая: 
двойственность 

т 

r!f А ""' вif ...._. 
в 

эхвива.ttептна и-двойственности, т. е. и = Т А опредемет и-двой­
ственность и существуют естественные эхвива.ttентности функ­
торов 

Т �  НотА( , и) , S � Нот в( , и) . 

Кро.ме того ,  все модуди иа под-категорий r!f А и вrff и-реф­
.ttехсивны.  

Д о к а з  а т е л ь с т в о (следуя Кону [66,  стр . 56] ) .  Пусть. 
� е S - двойственность , обратная к Т,  т. е .  S T  � 1r!f А и TS � 1 в �'f' · 

Положим V = SB. Тоrда V есть (В, А )-бимодуль и для каждогО> 
Х Е r!f А имеют место В-изоморфизмы 

s 
(•) ТХ � Нот в (В, ТХ) � НотА (STX, SB) = 

hy(ТJ(X))  
= НотА (STX, V) � НотА (Х, V) .  

Итак , для каждого Х Е r!f А левый В-модуль НотА(Х,  V) изо­
морфен объекту ТХ, лежащему в в<!f ; поэтому НотА(Х,  V) Е вrff , 
т .  е .  НотА( , V) индуцирует� функтор r!f А ....... вrff · Кроме того , 
поскольку все изоморфизмы в (•) естественны по Х ,  то Т �  
� НотА( , V) . Симметрично доказывается , что S � Нот в( . и) ,. 
где и =  ТА есть (В, А )-бимодуль .  Полагая в (•) Х равным А 
и учитывая , что S TA есть (А , А )-бимодуль,  а ТJ(А ) :  S TA -+ А 
является (А , А )-изоморфизмом , получим последовательность 
(В, А )-изоморфизмов 

S hy(I'I(A) )  
и = Т А � Нотв (В, Т А) � НотА (ST А ,  V) � 

� НотА (А,  V) � V .  
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Итак, и изоморфен V как (В , А )-бимодуль,  что дает нам эквива­
лентности функторов 

.и 
Т � НотА( , V) � НотА( , и) 

S � Нот в( , и) � Нот в( , V) . 

Нам осталось показать, что все модули из (!'А и в(!' и-рефлек­
еивны. Теперь без потери общности мы можем предположить, что 
и = V, Т =  НотА( , и} , S = Нот в(  , и} , а 1) :  ST � 1 (/'А 

:и е :  Т S � 1 в(/' - естественные эквивалентности функторов . 
В ситуации ХА ,  вУ А •  вZ имеет место гомоморфизм, 

·ф: Х ® А  Нот в(У, Z) -+  Нот в(НотА(Х,  У} , Z) 

�стественный по всем переменным, где 

(/1) 'i' (х ® /2) = (ft(x) )/2 

для всех х Е Х, /1 Е НотА(Х ,  У) и /2 Е Нот в(У, Z) .  .Когда 
У = и и Z = и, естественный гомоморфизм ')J определяет есте­
етвенное иреобразование функторов 

t' : ® А  Нот в( и, и) -+ Нот в(НотА(  , и) , и) . 

Теперь для любого Х Е (!' А естественная эквивалентность 1J :  
S T  � 1 (1'  А влечет з а  собой изоморфизм Нот в(НотА(Х,  и} , и) � 
� Х правых А -модулей, откуда,  полагая Х = А , получим изо­
морфизм правых А -модулей 

g' = 1J (A ) : Нот в(НотА(А , и) , и) -+ А 

:и коммутативную диаграмму 
а8®1 

А 0 А Нотв (и, и) -� А ® А Нотв (и, и) 
t"(A) t ] t"(A) 

А � А  

rде t"(A ) = g' · t' (A ) - изоморфизм правых А-модулей (посколь­
ку t' (A ) - изоморфизм) , а а8 : А -+  А - левая гомотетия с коэф­
фициентом а. Итак, 

t"(A ) [ (a8 ® 1 ) ( 1 ® f) ] = a8[ t"(A ) ( 1 ® f) ] 
для всех а Е А ,  f Е Нот в( и, и) . Обозначив произведение есте­
ственного изоморфизма 

А ® А  Нот в( и, и) � Ноm в( и, и) 
и изоморфизма t"(A ) через t(A ) , мы можем переписать предыдушее 
равенство таким образом : 

t(A ) (af) = at(A ) (f) , 
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т. е. t(A ) является изоморфизмом левых А -модулей. Следова­
тельно , t(A ) есть (А , А )-бимодульный изоморфизм. Обозначим 
через g (А , А ) -изоморфизм t(A ) -l , 

g: А -+  Нот в( и, и) . 
По симметрии определим (В , В)-бимодульный изоморфизм 

h: В -+ НотА( и, и) .  

Пусть е = g(1 )  и f = h(1 ) . 'Утверждается , что е и g суть (В, А )-изо­
морфизмы и -+ и. 

Сначала покажем, что А -гомоморфизм 

t' (X) : Х 0 А Нот в( и, и) -+ Нот в(НотА(Х , и) , и) 

является изоморфизмом для любого Х Е rJf А. Имеем 

(/2) t' (X) (x 0 /1) = (/2 (x))fi 

для всех /1 Е Нот в( и, и) , /2 Е НотА(Х,  и) и х Е Х.  Для того 
чтобы убедиться , что t' (X) - изоморфизм, достаточно доказать, 
что изоморфизмом будет сквозной гомоморфизм 

1@g t ' (X) (**) Х � Х 0 А А -----+ Х @А Нотв (и, и) ___,.. 

-+ Нот в (НотА (Х, и) , и) . 

Так как Х Е rJf А , то естественная эквивалентность 11 :  S Т � 1 rJf А 

определяет изоморфизм 

11(Х) : Нот в(НотА(Х,  и} , и) �  Х. 

Покажем, что '1'\(Х) является обратным к гомоморфизму ( ** ) ,  
т .  е .  что сквозной гомоморфизм 

1 ®g t ' (X )  (***) Х � Х 0А А ___,.. Х 0 Нот в (U, и) -.--.?> 
1J(X) 

-+ Нот в (НотА (Х, и) ,  и) � Х 
равен единице. 

Заметим сначала ,  что поскольку 
1 @g 

(А � А 0 А А -.--.?> А 0А Нот в (и, и)) = 
g 

= (А .--.?> Нот в (и, и) �  А ® А  Нот в (и, и)) 

и по определению g = t(A ) -l ,  то сквозной гомоморфизм 
1@g t' (A) 

А �  А ® А А ___,.. А ®А Нотв (и, и) -----+ 
-+ Нот в (НотА (А,  и) , и) 

20 R. Фейс 

g '  .--?> Л 
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тождествен. Теперь, рассматривая для каждого х Е Х А-гомо­
морфизм fx : А -+  Х, при котором 1 переходит в х, приходим 
к коммутативной диаграмме 

1@g А � А  ® А А -____,.. 

fx 1 1 
fx@ t 

А ®А Нот в (и, и) 

1 fil;
1 

t ' (A) _ ____"_ 

1 @g t ' (X) 
Х � х  ®А А -____,.. Х ®А Ноmв (и, и) � 

g' 
-+ Нот в (НотА (А, и) , и) � А 

l hb<fx ) l f� 
-+ Нотв (НотА (Х, и) ,  и) � Х 

Поскольку гомоморфизм , определяемый верхней строкой, равен 
единице , отсюда получаем , что гомоморфизм ( *** ) переводит 
х в х. Следовательно ,  ( *** ) - тождественный гомоморфизм , 
и потому гомоморфизм ( ** ) является изоморфизмом. 

Итак, t' (X) - изоморфизм для любого Х Е ,ff А · В частности , 
поскольку и =  SB Е ,ff А • то t' ( и) является изоморфизмом, а вме­
сте с ним изоморфизмом оказывается и сквозное отображение 
и -+ и: 

{ 
1 QM t ' ( U) 

и �  и @А А _ ____"_ и ®А Нотв (и, и) _______,.. 
hu<h> 

-+ Нотв (НотА (и, и) , и) -� Ноmв (В, и) � и 

и 1-+ и ® 1 �-+  и ® g �-+ t' (и) (и ® g) 1-+ (fu) е. 

Отсюда следует, что f - мономорфизм, а е - эпиморфизм. Ана­
логично доказывается , что (В , А )-бимодульный гомоморфизм 

{
и -+ и 

и �-+ f (ие) 

является изоморфизмом, откуда вытекает, что f - эпиморфизм, 
а е - мономорфизм. Поэтому f и е - изоморфизмы. По определе­
нию f является А-гомоморфизмом. Мы проверим, что он также 
и В-гомоморфизм. Действительно , поскольку f = h(1 ) и h : В -+ 
-+ НотА(  и, и) есть (В , В)-изоморфизм, то 

( * * * * ) fb = h(i ) b  = h(1 · Ь) = h(b) = h(b · 1 ) = bh(1 ) = bf, 

откуда 
f (bu) = fb(u) = bf(u) = b(f(u)) 

для всех Ь Е В,  и Е и, т. е .  f - это В-гомоморфизм. Итак, f: 
и -+  и является (В, А )-изоморфизмом. Аналогично (В, А )-иэо-
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морфизмом будет отображение е: И -+  И. Покажем теперь ,  что 
модуль А А  И-рефлексивен или (это эквивалентно ввиду 23.2) 
что канонический гомоморфизм А -+ End в( И) является изомор­
физмом. Рассмотрим произведение (А ,  А )-бимодульного изо­
морфизма 

{ А -+  Нот в (И, И) = End в  И 
g 1 - е 

и (А , А )-изоморфизма h u( е-1) . Мы получим (А , А )-бимодульный 
изоморфизм 

дл я н оторого 
h u(Г1) o g: A -+ End в( U) ,  

h u(e-1)g(1 ) = h u(e-1) (e) = 1 , 

т .  е .  h u(e) -1 о g совпадает с каноническим гомоморфизмом А ­
-+ End в( U) . Следовательно , А А  есть И-рефлексивный модуль, 
т. е .  отображение :n: u(A ) : А -+ hЁт(А ) = Hom в(HomA(A , И) ,  И) ­
изоморфизм. Далее , если Х - произвольный А-модуль из r!f А • 
то nрямое вычисление nоказывает, что nроизведение изоморфизмов 

1@:rtu(A) 
Х � Х ® А А  � X ®A Homв (HomA (A ,  И) , И) � 

t '(X)  

� Х ®А Ноmв (И , И) �  Homв (HomA (X ,  И) ,  И) = h'i.J (X) 

равно :n: u(X) . Таким образом ,  Х есть И-рефлексивный модуль. 
Симметрично доказывается U-рефлексивность всех модулей ив 
категории вff, и это завершает доказательство теоремы. О 

Дуальный к свободному модулю 

Для любого nравого А -модуля М А -дуальный модуль М* = 
= HomA(M, А )  является левым А-модулем. Любой контравариант­
ный функтор hu nревращает коnраизведения в nроизведения 
(см. 1 ,  5 . 57) .  Если М - свободный nравый А-модуль, изоморф­
ный А (I)  для пекоторога множества /, то М* � А r .  Последний 
модуль не обязательно свободен (наnример , 7!./J) не свободен) . 
Тем не менее если М изоморфен А п ,  где n - целое число ,  боль­
шее нуля, то изоморфизм (А А)* � АА показывает , что М* � A n -:­
свободный левый А -модуль .  

23.30. Лемма о дуальном базисе для свободных модулей. 
Пусть А - кольцо и n - натуралыме число. 

(а) Если М - свободный А-модуль, изоморфный А п, то 
М рефлексивен и М* - свободный левый А-модуль, изоморфный An. 
2 0 *  
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(Ь) Есди х1 , • • •  , Xn - базис моду.ля М (соотв. М*) ,  то суще­
ствует базис у1 , • • •  , Уп модудя М* (соотв. М) , mа�>ой, что 
(xi , YJ) = б t J  (б - симвм Кропек,ера) (соотв. (Y t , х1) = б t 1) , i , j = 

. 1 ,  . . . , n .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перед формулировкой леммы мы уже 
отметили , что М* - свободный левый А-модуль,  но это еще раз 
доказывается при доказательстве (Ь) .  Переходя к этому доказа­
тельству , заметим, что существуют элементы у1 ,  . . .  , Уп Е М* ,  

n 

такие , что (Xt ,  у1) = б i J •  i , j = 1 , . . .  , п . Пусть у = 2J r1y1 , где 
j= 1 

r 1 ,  . . .  , rп Е А, - элемент левого А-подмодулл S :модуля М*, 
поротденного элементами у1 , . . .  , Уп ·  Если у = О , то (x i , у ) = 

n 
= -::6 r1бt1 = ri = О , i , j = 1 ,  . . . , n. Это показывает, что S - cвo­

.i= t 
бодный левый А-модуль с базисом у1 , . . .  , Уп · Пусть и - про­
;извольный элемент из М* и r i  = (Xt ,  и) ,  i = 1 , . . . , n . Положим 

n 
w = � r1y1 Е S. Поскольку (xi ,  и) =  (xt ,  w) , i = 1 , . . .  , n , то и = w, 

.i= 1 

из чего заключаем ,  что M* = S. Это доказывает, что М:t. - сво-
бодный левый А-модуль,  изоморфный An 1) .  Для любого х Е М 
через х* * обозначим его образ при гомоморфизме nA(M) : М .­
._ М* * .  Так как М полурефлексивен, то х�*, . . .  , х�* - раз­
личные элементы модуля М* *  и 

(xf* , YJ) = {xi , у1) = б t1 , i , j = 1 , • • •  , п. 

Применял к левому А -модулю N = М* левый вариант только что 
доказанного утверждения, получим, что N* = М* *  - свобод­
ный правый А-модуль cJ базисом х:* , . . .  , х�* , так что nA(M) : 
М .- М* * - элиморфизм и ,  следовательно , изоморфизм. Это 
завершает доказательство (а) и остается доказать утверждение 
из (Ь) , заключенное в скобки . Если и1 , • • . , ип - базис свобод­
JIОГО левого А -модуля М* ,  то по уже доказанной первой части 
утверждения (Ь) существует базис {v1 , • • . , vn} модуля (М* )* = 
= М* * , такой , что (vt , и1) = б i i •  i , j = 1 , . . . , n . Так как 
М рефлексивен, существует Xt Е М, такой , что х!* = Vt , i = 
= 1 , . . . , n . Тогда (Xt , и1) = (хТ* , и1) = б t 1 ,  i ,  j = 1 , . . .  , n ,  

что завершает доказательство .  О 

1) Доназательство остальных утверждений леммы, приводимое ниже, 
можно упростить, если заметить , что для любого (В, А)-бимодуля U пря­
мая сумма нонечного числа И-рефлексивных модулей U-рефлев:сивна ввиду 
аддитивности функтора Ч1. Для случая,  когда U = AAA , отсюда сразу 

' �ледует , что М рефленсивен, а часть утверждения (Ь) , заключенпая 
JJ скобки, получается по сим�1етрии. - Прим.  перев. 



Г.tt. 23. Двойствеппость Мор иты 309 

Если А и В - алгебры над коммутативным кольцом k, то 
под двойственностью категорий mod-A и B-mod понимаются 
k-линейные функторы в смысле определения, данного перед 5. 72 
(1 , стр. 361-362). 

23.31 .  Следствие . Если А - конечномерная алгебра над полем k ,  
то Homk( , k) индуцирует двойственность 

fin .gen.mod-A ,... fin.gen.A-mod. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Обозначим через c'f А и Ac!f соответ­
ственно категории конечно поролщенных правых и левых А -моду­
лей, а через c!f k - категорию конечномерных векторных про­
странств над k. Поскольку А - конечномерная алгебра над k, 
то , очевидно , rff' А и Ac!f лежат в rff'k . Если теперь Х Е df А с rff'k,  
то по 23 .30(а) hk(X) = Homk(X , k) Е rffk и ,  кроме того,  hk(X) 

является левым А-модулем. Таким образом ,  hk(X) Е Ac!f.  Ана­
логично hk(X) Е c!f А для всякого Х Е Ac!f.  Поэтому функтор 
h k : c!f k '""'" c!f k индуцирует функторы c!f А � А c!f и А rff � c!f А ,  
которые мы также обозначим через hk . Теперь остается заметить, 
что ограничение естественного иреобразования лk : 1

rffk 
� h� на 

c!f А является естественной эквивалентностью 1 c!f А � h� , посколь­
ку (а) конечномерные векторные пространства ввиду 23 .30(а) 
рефлексивны; (Ь) лk(Х) - гомоморфизм правых А -модулей для 
любого Х Е c!f А ; (с) если f : Х -+ Х' - правый А -гомоморфизм, 
то hk(f) : hk(X' ) -+ hk(X) - А -гомоморфизм. D 

23.32. У п р а ж н е н и я .  (а)  Для конечномерных алгебр А 
и В над полем k эквивалентны следующие условия : 

(1 ) А и В эквивалентны в смысле Мориты. 
(2) Существует двойственность fin. gen . mod-A � fin .gen.B-mod. 
(3 )  Б азисные алгебры (кольца) алгебр А и В изоморфны. 
(Ь) В условиях следствия 23 .31  показать , что Homk( , k) � 

� НотА( , А ' ) ,  где А '  - модуль , k-дуальный к А А.  
(с) (Нагао - Накаяма [53] ) .  Пусть А - конечномерная алгеб­

ра  над полем k. Левый А -модуль Х ипъективен тогда и только 
тогда , когда он изоморфен прямой сумме модулей , k-дуальных 
к правым главным неразложимым А -модулям. 

Автоморфизм н�шаямы 

Для любого правого А -модуля Х и а Е А через ах обозначим: 
гомотетию Х -+ Х ,  определенную элементом а. Если и и V -
правые А -модули, то полулинейным иреобразованием f : и -+ V 
называется пара отображений , состоящая из 

(а) эндоморфиз:ма 8: А -+ А  кольца А ,  
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(Ь) гомоморфизма j : и -+ V абелевых гр упn, причем 
(иа)f = (иf)е(а) 

или 
e(a)v = J-1a uf 

для в сех а Е А и и Е и 1) . Если е - автоморфизм, а f -изомор­
физм, то f называется полулинейным (А , е )-изоморфизмом 
и -+  V. 

23.33. Предложение. Пусть в и А и в V А - коптексты двой­
ствеппости. 

( а) Любой В-изоморфизм f : и -+ V явмется по.п,у.липейпым, 
(А , е)-изоморфиз.мом д.ля едипствеппого автоморфизма е ко.льца А ,  
пазываемого ав mоN,орфиа;м,о;и, Н аиа.я;и,'Ьt , опреде.леппыж с по­
.мощъю f. 

(Ь)  В ус.ловиях утверждепия (а) U и V опреде.ляют эквива.лепт­
ные двойствеппости в том и то.лъко том с.лучае ,  когда автоморфизм 
Н акаямы е яв.ляется внутреппим, автоморфиам,ом,. 

( с) Ес.ли qJ - .любой автоморфизм ко.льца А ,  то существуют 
коптепет двойствеппости в W А и В-изоморфизм g: и -+  W, д.ля 
которого автоморфизм Н акаямы равен, qJ. М оду .ль W будет обо­
зпачатъся через ( и, qJ} . 

Д о к а з а т е л ь с т в о (Rон [66] ) .  (а )  Поскольку А кано­
нически изоморфно End в V (23 . 16 и 23 .2 . (Ь) ) , то для каждого 
а Е А существует единственвый элемент а' Е А ,  такой , что av = 
= f-1a uf· Соответствие а �--+- а' и является искомым автоморфизмом. 

(Ь)  Если е(а) = х-1ах для всех а Е А и векоторого х Е А ,  то 
е (a) v = Xy1avXv = Г1auf ,  

откуда вытекает , что fxv1 : и -+  V является (В, А )-изоморфизмом. 
Следовательно , и и V определяют эквивалентвые двойственности, 
поскольку тогда функторы h rr и hv естествепво эквивалентны 
в силу предложения Йонеды ( 1 , 2 .3) . 

Обратно , если h и � hv, то по предложению 2 .3  имеет место 
(В , А )-изоморфизм h: и -+ V. Тогда g = jh-1 есть В-автоморфизм 
модуля и, т. е. g - обратимый элемент в кольце End в и. Пусть 
х Е А таков , что Х и  = g. Тогда f = х иh и 
(i) е (a)v = f-1aиf = h-1х{/аихиh.  

Поскольку h есть А-изоморфизм, то h-1b иh = Ь и для всех 
Ь Е А ;  поэтому из равенства (i) следует, что e(a)v  = х{}а их и 
для всех а Е А ,  т. е .  е - внутренний автоморфизм, определен­
ный элементом х. 

1) Поскольку в возникающих ниже ситуациях f является гомоморфиз­
мом левых модулей, то здесь используется щJавп�:торонняя запись гомомор­
физмов. - Прим. перев. 
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( с )  Структура А-модуля на U задается кольцевым гомомор­
физмом t: А -+ Endz U. Теперь с помощью кольцевого гомо­
морфизма 

te : А -+  Endz U 
определим на абелевой группе U А -модуль W. Итак, и · а = 
= ие(а) для всех а Е А и и Е U. Ясно , что В �  End W А "  Кроме 
того ,  вW А есть контекст двойственности , поскольку W А (соотв . 
вW) - инъективный кообразующий в mod-A (соотв . B-mod) 
и А и В оба W-рефлексивны (см. 23. 16) .  D 

Если существует (А , е)-изоморфизм f : U -+ V и f является 
тождественным отображением, то V обозначается через ( U, е) . 
Таким образом ,  23 . 33(Ь) и доказательство 23.33(с) утверждают , 
что U и ( U, е) определяют эквивалентные двойственности тогда 
и только тогда , когда е - внутренний автоморфизм. 

23.34. У п р  а ж н е н и я (Морита) . (а) Если в U  А - кон­

текст двойственности ,  то центры колец А и В изоморфны. Вывести 
отсюда,  что если коммутативные кольца связаны И-двойственно­
стью , то они изоморфны. 

(Ь) Пусть А - коммутативное кольцо , r!f А - класс Серра 
в mod-A ,  содержащий А ,  и Т :  r!f А ,__,. r!f А - двойственность . Тогда 

(1 )  Т индуцирует автоморфизм е кольца А и его nорядок не 
превосходит 2 ;  

(2) если U = Т А ,  т о  Т индуцирует полулинейный (А , е)-изо­
морфизм U -+ U; 

(3) Т эквивалентна ( U, е)-двойственности. 
(с) Пусть А - коммутативное артиново кольцо . Показать , 

что существует биекция из класса классов эквивалентных двой­
ственностей r!f А ,..__,. r!f А на множество автоморфизмов кольца А ,  
порядок которых не превосходит 2 .  [ Указание : достаточно пред­
положить , что А локально , и показать , что инъективная оболоч­
ка U модуля A /rad А конечно порождена . Тогда U определяет 
двойственность r!f А --.... r!f А и каждая двойственность эквивалент­
на ( и, е)-двойственности для подходящего автоморфизма е . ]  

Упражнения к гл . 23 
1. Если кольцо А обладает контекстом двойственности в U А ,  

ro .любое его факторкольцо А '  = A II обладает ионтекстом двой­
ственности в· ИА. · ,  где U' = ann и 1 и В' = В/К для К = 
= { Ь  Е В 1 b U' = 0} . 

[Модуль М называется (алгебраически) а:инейво компактным 
(точнее , линейно компактным в дискретной топологии - см. заме-
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чания к этой главе) , если из разрешимости каждой конечной 
подсистемы системы сравнений х = xa(mod М а) , где М а - под­
модули в М для всех а Е /, вытекает существование общего реше­
ния всей системы. Например , кольцо нормирования л инейно 
компактно тогда и только тогда , когда оно является максималь­
ным кольцом нормирования. Ср . определения на стр . 207 перед 
20.46 . ]  

2 (Мюллер [ 70Ы) .  Rольцо R обладает контекстом двойственно­
сти в U А тогда и только тогда, когда минимальный инъективный 
кообразующий Е категории mod-A линейно компактен, а само 
А Е-полно , т. е. полно относительно конечной топологии, опре­
деленной Е. (Таким образом,  базисом окрестностей нуля этой 
топологии на А служат всевозможные пересечения правых идеалов 
вида (О : х) , где х Е Е. ) В этом случае Е определяет контекст 
двойственности. Б олее того, для любого контекста двойственности 
класс всех И-рефлексивных правых модулей совпадает с классом 
всех линейно компактных модулей. В частности , А - линейно 
компактный правый А -модуль. 

3 (Онодера [72] ) .  Любой линейно компактный правый А -модуль 
М имеет конечную размерность Голди. Любой подмодуль и фактор­
модуль линейно к омпактного модуля линейно компактен. 

4 (Онодера [72 ] ) . Любой линейно компактный модуль М допол­
няем:, т. е. для 11юбого подмодуля N существует подмодуль N' ,  
минимальный относительно свойства М = N + N' .  

5 (Ософская - Онодера) . Любое линейно компактное справа 
кольцо R полусовершенно. Более того ,  если R линейно ком­
пактно справа и цокольно слева,  то оно артиново справа 
(ер . 23 .20) . 

6 (Онодера [72 ] ) . Rольцо R является двусторонним инъектив­
ным кообразующим тогда и только тогда , когда оно является 
односторонним линейно компактным кообразующим. 

7. С�'ществует артиново слева кольцо R с левым конечно­
п орожденным инъективным кообразующим U, не являющееся ,  
однако,  артиновым справа.  (См . Ософская [68е] , ер . приме­
ры 24.34. )  

8 (Мюллер I70Ы ) .  Если коммутативное кольцо А обладает 
контекстом двойственности в U А, то существует контекст двой­
ственности А W А .  

9 (Мюллер , loc . cit) . Коммутативное локальное кольцо R обла­
дает контекстом двойственности тогда и только тогда, когда оно 
И-полно, где U - минимальный инъективный кообразующий 
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(см. упр . 2) , а модуль R/I является кообразующим инъективным 
(R/I)-модулем для любого конеприводимого идеала 1 кольца R 
(ер .  РF-кольца , 24.32) .  

10 .  Пусть А - конечномерная алгебра над полем k. Пока­
зать, что правые конечно порожденные (инъективные) А -модули 
являются 0'-циклическими тогда и только тогда , когда каждый 
неразложимый (проективный) конечно порожденный левый 
А-модуль вкладывается в А '  = Homk(A , k) . 

1 1  (Фуллер [69а] ) .  Если е - идемпотент артинова слева коль­
ца R с радикалом J, то следующие условия эквивалентны : 

(а) Re - инъективный левый Я-модуль. 
(Ь) Для каждого примитивного идемпотента ei , входящего 

в разложение идемпотента е на ортогональные примитивные идем­
потенты, существует примитивный идемпотент fi из R ,  такой, что 
soc(Rei )  � Rfi /Jfi и soc(fiR) � ei R/eiJ. 

(с) Существует идемпотент f в R ,  такой , что (i) ann!R Re = О· 
и annRe fR = О; (ii) функторы HomtRJ( , fRe) и HomeRe( , fRe) 
определяют двойственность из категории конечно порожденных 
левых fRf-модулей в категорию конечно порожденных правых 
еRе-модулей. 

Б олее того , если Re инъективен, то модули fiR из (Ь) и fR из (с). 
также инъективны. 

1 2  (Морита [58] и Длаб - Рингель [72а] ) .  Над любым коль­
цом эндоконечный инъективный кообразующий сбалансирован. 

13 (Rон [66] ) .  Пусть, U есть (В , А )-бимодуль, кольцо B= End И А 
нётерово слева ,  а A = End в U  нётерово справа .  Тогда (а) если U­
инъективный А -модуль, то он - кообразующий в категории 
В-модулей ; (Ь) вывести , что И - инъективный кообразующий 
в mod-A тогда и только тогда , когда он - инъективный кообра­
зующий в B-mod.  В этом случае в И А - контекст двойственности , 
И конечно порожден как А -модуль и как В-модуль , а кольцо А 
(кольцо В) артиново справа (слева) . 

14 .  Если в И А - контекст двойственности , то бесконечная 
прямая сумма И-рефлексивных невулевых модулей не может 
быть И-рефлексивной. 

15 (Эрдёш - Rапланский) . Если V - бесконечномерное век­
торное пространство размерности Ь над телом А ,  то размерность. 
А-дуального к V равна 2ь. Сформулировать обобщение этого 
утверждения. 

1 6  (Матлис [58] ) .  Пусть R - коммутативное нётерово локаль­
/ '-

ное кольцо с радикалом Р , Е =  RIP и B = End ER. Тогда В есть. 
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р-адическое пополнение кольца R (ер . 18 .9 . 7 ) ,  Е - артинов 
В-модуль и имеет место двойственность между артиновыми 
В-модулями и конечно порожденными R-модулями, индуцирован­
ная функтором hE = Ноmн( , Е) .  

Замечания к гл. 23 
Двойственность Понтрягина (см .  его книгу [72] )  Char из кате­

тории LCAb локально абелевых групп на себя ставит в соответ­
-ствие каждой группе Х Е LCAb ее группу характеров 

Char Х = Hom(X, IRJZ) , 
где IRJZ - группа окружности , а Hom(X, !R/Z) состоит из непре­
рывных гомоморфивмов и наделяется компактно-открытой топо­
логией (ер .  1 ,  2 .6 . 6 ,  стр . 130) . 

Теорема Понтрягина утверждает , что категория АЬ абелевых 
групп (в дискретной топологии) двойственна категории компакт­
ных абелевых групп и эту двойственность осуществляет соответ­
-ствие Х .....,.. Char Х ;  при этом если Х Е АЬ , то на Х рассматривается 
дискретная топология. 

Морита [58] доказал , что если D - произвольпая двойствен­
ность LCAb ,..... LCAb , то D эквивалентна И-двойственности , инду­
цированной группой U = D (Z) � IR/1 . Итак , 

D(X) = Hom(X ,  U) � Hom(X,  IR/1) = Char Х,  

т .  е .  каждая двойственность эквивалентна двойственности Понт­
рягина . (Здесь , конечно , Z снабжена дискретной топологией. )  
(О двойственности для некоммутативных групп см. Хох­
mильд [65] . )  

В своей книге «Алгебраическая т·опологию> Лефmец расширил 
двойственность для конечномерных векторных пространств над 
полем R до двойственности между всеми абстрактными и всеми 
.линейно компактными топологическими векторными простран­
-ствами. Капланекий [53] (обсуждается также в его работе [69Ь , 
стр . 79-80] ) проделал то же самое для модулей над полными 
кольцами дискретного нормирования . Здесь само кольцо R рас­
-сматривается как топологическое - с топологией , определяемой 
-степенями радикала, а в качестве Х* нужно взять множество 
Hom(X, KIR) всех непрерывных гомоморфизмов ив Х в поле 
частных К по модулю R. Тогда если Х дискретно ,  то Х* линейно 
компактно (в топологическом смысле) и Х изоморфен дуальному 
к Х* .  

Эти теоремы были обобщены Лептином, Шёненборном, Макдо­
нальдом и Мюллером [71 ] .  Кроме того ,  Мюллер показал , что среди 
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топологий, определенных И-двойственностью , имеются самая сла­
бая и самая сильная 1) . 

Оберст [70] охарактеризовал категорию, дуальную категории 
Гротендика , как категорию строгих полных топологических коге­
рентных левых R-модулей (SТС-модулей) над некоторым линей­
но компактным 2) SТС-кольцом R. (Предупреждение : обратите 
внимание на (2) в работе Оберста [70 ,  стр . 540] . )  Мюллер [70] , 
выясняя, когда кольцо R обладает контекстом двойственности, 
показывает, что для этого необходимо и достаточно, чтобы мини­
мальный инъективный кообразующий R-модуль Е был линейно 
компактным, а само кольцо R Е-полно в смысле ,  объясненном 
в упр . 2 .  Тогда класс всех И-рефлексивных правых R-модулей для 
любого контекста двойственности в И R совпадает с классом всех 
линейно компактных модулей .  (Этот факт тщательно изучен в рабо­
те Мюллера [7 1 ] .  В другом направлении, параллельном теореме 
Гельфанда и Наймарка о двойственности между компактными 
топологическими пространствами и коммутативными С*-алгебра­
ми , Хоффман [ 70] установил полную двойственность между кате­
горией компактных моноидов и категорией С*-алгебр с коум­
ножением. )  

Эти результаты тем не  менее оставляют в стороне вопрос о том, 
Rак ое строение должно иметь кольцо для того , чтобы обладать 
двойственностью (точнее, контекстом двойственности) . В частно­
сти , имея в виду характеризацию Мюллера,  как узнать , что 
Е линейно компактен, рассматривая только R? Rонечно , для 
существования контекста двойственности в U R кольцо R само 
обязано быть линейно компактным справа (как И-рефлексивный 
модуль) . (См. также упр . 9 к этой главе . )  Любое коммутативное 
артиново кольцо имеет контекст двойственности (23 .26) ,  однако 
произвольвое артиново кольцо может его и не иметь . Это следует 
из теоремы Розенберга и Зелинского [59] , которые свели рассма­
триваемый вопрос к вопросу о существовании тела К, содержаще­
го подтело F, такое, что размерность правого векторного про­
странства К над F конечна,  а размерность левого векторного про-

1) Точнее говоря, имеется в виду следующее. Если в И А - контекст 
двойственности, то , как видно из приведеиных примеров, для того , чтобы 
распространить И-двойственность на все модули, нужно снабдить их линей­
ной топологией, точнее - отделимой топологией, у которой базис окрестно­
стей нуля состоит из подмодУлей. Однако это можно сделать не одним спо­
собом, поскольку неоднозначен выбор топологии на дуальном модуле Х*. 
Тем не менее среди всех топологий, приводящих к двойственности, существу­
ют самая слабая, носящая имя Лептина и задаваемая для каждого модуля Х 
базисом окрестностей нуля, состоящим из ядер гомоморфизмов Х -+  U, 
и самая сильная, в которой за базис окрестностей нуля берутся все такие 
nодмодули А из Х, что всякий промежуточный подмодуль В ,  А � В ::; Х, 
замкнут в топологии Лептина. - Прим. перев. 

11) В этой формулировке термин «линейная компактность» употребляется 
в несколько другом смысле. - Пр им. перев. 
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странства К над F бесконечна . Такой пример был приведен 
Коном [61 ]  в качестве ответа на пробле:му Артина. 

Ламбен и Раттрей [75] рассматривают двойственность в нопол­
ных аддитивных категориях и обобщают многие классические 
теоремы, включая теоремы Матлиса [58] (см. упр . 16) и Каплан� 
сного [53] . Вариант теоремы Матлиса для неноммутативных нёте­
ровых колец см. у А. Ятегаоинара [74а] , [74Ь] .  

В следующей главе артиновы кольца с нонтекстом двойствен­
ности нRн характеризуются в терминах свойств левых и правых 
идеалов (24 .5) .  Более того , в ней описываются кольца R, являю­
щився инъентивны:ми нообразующи:ми в mod-R (24. 32) . (Если 
такое кольцо самоинъентивно слева, то оно обладает нонтекстом 
двойственности нRн. ) 

Дальнейшие замечания об этих кольцах, а также о двойствен­
ности см. в замечаниях R гл . 24. 
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Глава 24 

RВАЗИФРОБЕНИУСОВЫ КОЛЬЦА 

Кольцо А называется квазифробениусовым (QF-кольцом) , если 
оно артиново и слева и справа и существует А-двойственность 

fin .gen.mod-A � fin .gen .A-mod. 
Rак показано в 24.4 ,  последнее условие можно заменить требо­

ванием, чтобы каждый односторонний идеал кольца А был аннуля­
торным. Такие кольца самоинъективны и справа и слева. Обратно , 
если кольцо А является инъективным А -модулем и нётерово или 
артиново (справа или слева) 1) , то оно будет QF-кольцом ввиду 
24.5 .  Над QF-кольцом А каждый точный модуль является обра­
зующим и содержит базисный модуль (24 .6) .  Произвольное коль­
цо А является квазифробениусовым в том и только том случае ,  
когда каждый инъективный правый А-модуль проективен (24 . 12) .  
Справедлива также дуальная теорема (24 .23) (но доказывается она 
не двойственным образом) . Над самобазисными QF-кольцами ко­
нечно порожденные точные модули определяются кольцами эн­
доморфизмов (24 .26) . 

Псевдофробениусово справа кольцо (правое PF -кольцо) опре­
деляется свойством, что любой точный правый R-модуль является 
образующим категории mod-R всех правых R-модулей (QF-кольца 
этим свойством обладают) . Ввиду 24 . 32 кольцо R является пра­
вым РF-кольцом тогда и только тогда,  когда оно - полулокальное 
самоинъективное справа кольцо с существенным цоколем. (Дру­
гими словами,  это самоинъективное справа существенно артиново 
справа кольцо ! )  Если каждое факторкольцо кольца R псевдофро­
бениусово , то R - артиново примарно разложимое полуцепное 
кольцо. Обратное утверждение также справедливо .  (Это доказано 
в гл . 25. См. 25 .4 .6А.)  

Мы начнем с нескольких простых замечаний об аннуляторных 
идеалах. 

24 . 1 .  Предложение. Следующие условия ua -польцо R эпвива­
леитиы : 

(а) В -патегории mod-R -паждый ци-пличес-пий модуль содержит­
ся в проептивиом модуле. 

1) Достаточно требовать, чтобы условие максимальности выполнялось 
, лишь для правых или левых аннуляторных идеалов (24. 25). 
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(Ь) Каждый правый идеал кольца R яв.л,яется аппу.л,яторов 
копечпого под:мпожества эле:мептов :мпожества R .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  См. 20.26. 
24 .2. Следствие. Следующие условия па кмьцо R эквивалептпы: 
(а) В категории mod-R каждый цикличес-пий R-:модулъ :можпо-

вложитъ в проиаведепие пекоторога :мпожества э-пае:мп.л,яроrt 
:модуля RR. 

(Ь) Каждый правый идеал -пмъца R яв.л,яется правым аппу.л,я­
торпы:м идеалом. 

24 .3 .  "У п р а ж н е н и е. (а) Если каждый правый (и каждый 
левый) идеал кольца R явJrяется аннулятороА-r конечного под­
множества элементов кольца R, то R артиново слева и справа. 

(Ь) Найти пример неартинова слева кольца , в котором каждый 
циклический правый R-модуль содержится в свободном Я-модуле 
категории mod-R . 

(с) Если Q - идеал кольца А ,  то каждый содержащий ег() 
левый идеал этого кольца является левым аннуляторным идеалом 
в том и только том случае ,  когда Q - левый аннуляторный идеал 
и каждый левый идеал факторкольца AIQ также является аннуля·­
торным. Вывести отсюда , что в полулокальном кольце А каждый 
(максимальный) левый идеал , содержащий радикал J, является 
аннуляторным тогда и только тогда , когда J - левый аннулятор­
ный идеал . 

(d) Полупервичное кольцо классически полупросто в том 
и только том случае , когда каждый его левый идеал является 
аннуляторным. 

(е) Показать , что существует ниль-идеал N кольца R, кото­
рый является пересечением всех идеалов Н, таких, что кольц() 
R/H полупервично . [Тогда N называется (бэровскu;м) пижни;м 
пиль-радикалом кольца R. Ср . 26 . 1 1 . ]  "Установить эквивалент­
ность следующих условий : ( 1 )  каждый левый идеал кольца R, 
содержащий идеал N, является аннуляторным, 2) кольцо R/N 
классически полупросто ,  а N является левым аннуляторным 
идеалом. Показать , что в этом случае N = rad R .  

(f) Самоинъективное справа кольцо R является кообразующи:м 
в категории mod-R в том и только том случае ,  когда каждый мак­
симальный правый идеал кольца R является правым аннулятор­
ным идеалом, или в том и только том случае ,  когда R - полу­
локальное кольцо , радикал J которого является правым аннуля­
торным идеалом. 

(g) (Фейс - "Уокер Э. [67] . )  Полулокальное кольцо R, являю­
щееся кообразующим в категории mod-R , самоинъективно справа .  

24.4. Теорема и определение. Кмьцо А называется ивааuфро­
бе и иусовъt ж (сокращеппо QF-колъцо:м) , если опо артипава с.л,ева 
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и справа и удов.л,етворяет одному иа едедующих эхвивалентныz 
условий: 

(а) Вимодулъ А определяет А-двойственность 

fin .gen.mod-A - fin .gen.A-mod .  

(Ь) Каждый простой модуль хатегории mod-A (и.ttи хатегории 
А -mod) рефдехсивен. 

(Ь ' ) Радихал хо,п,ъца А является и левым, и правым аннулятор­
ным идеалом, а хаждый минимальный правый u,n,и левый идеал -
правым u,n,и левым анну,п,яторны.м. 

(с) М оду ль, А -дуалъный простому правому u,n,и левому А -моду­
лю ,  прост . 

(d) Отображение 

<р { правые идеалы кольца А -+ левые идеалы кольца А,. 
I �--+ .L I = annA I 

яв.л,яется струхтурным антииао.морфиамо.м между струхтурами 
правых и левых идеалов холъца А .  Иначе говоря, хаждый односто­
ронний идеал холъца А является аннуляторны.м. 

(е) К олъцо А самоин'Ъехтивно справа. 
(f) Модуль А А  является ин'Ъехтивным хообрааующим. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Условия (а) - (d) соответствуют 
различным частям теоремы 23 .25 при А = U. Поэтому :эквива­
лентность условий (а) - (d) вытекает из 23 .25 ,  равно как и импли­
кации (а) ==? (с) и (f) ==? (а) . 

(е) ==? (f) . Пусть е и f - неразложимые идемпотенты кольца 
А .  Тогда модуль еА неразложим и инъективен как прямое слагае­
мое модуля А А .  Значит , цоколь модуля еА является простым 
А -модулем и 

soc(eA ) � soc(/A ) 

в том и только том случае , когда 

еА � fA . 

В силу результатов о полусовершенных кольцах (22 .23) из только­
что установленного факта следует, что каждый простой правый 
А -модуль изоморфен цоколю некоторого идеала fA .  Таким обра­
зом, каждый простой правый А-модуль изоморфен подмодулю 
модуля А А , и, следовательно , А - инъективный предкообра­
зующий категории mod-A и ввиду 1, 3 .31  является инъективны:и 
кообразующим. 

(Ь ' )  �· (с) . Ввиду упражнения 24. 3(с) каждый максималь­
ный правый идеал М является правым аннуляторным идеалом� 
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Но всякий модуль, А-дуальный простому модулю V = А/М, 
канонически изоморфен модулю .L М при отображении f ..- f( 1 +М) . 
Поэтому, если W - минимальный левый идеал , содержа­
щийся в .L М, то W.L = М. Так как W - левый аннуляторный 
идеал , то W = .L М �  HomA( V, А ) ,  т. е. левый модуль 
HomA( V, А )  прост. Это доказывает , что модуль, А-дуальный 
вакому-либо простому правому, а по симметрии - и какому-либо 
простому левому модулю, прост. Импликации (с) * (d) и (d) * (Ь' )  
-тривиальны. О 

24.5. Теорема. Следующие свойства польца А эпвивалентны: 
(а) А пвазифробениусово . 
(Ь) Модуль А А  инъептивен и нетеров. 
(с) Модуль А А  инъептивен и артинов. 
(d) Модуль А А  инъептивен , а АА нетеров. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. (Ь) * (с) . Так как кольцо А нёте­
'IJОВО справа, то оно удовлетворяет условию минимальности для 
.левых аннуляторных идеалов.  Поскольку А А инъективен, то 
каждый конечно порожденный левый идеал кольца А ввиду 19 .3  
является левым аннуляторным идеалом (ер . 23 .21 ) .  Таким обра­
.зом, кольцо А удовлетворяет условию минимальности для конечно­
поролщенных левых идеалов,  т .  е. совершенно справа и, значит, 
артиново справа ввиду леммы 23 . 19 .  

(с) * (d) . Так как модуль АА артинов ,  то  кольцо А удовлетво­
ряет условию максимальности для левых аннуляторных идеалов , 
и ,  значит, ввиду 19 . 3  для конечно порожденных левых идеалов , 
'!'. е .  А - нётерово слева кольцо . 

(d) * (а) . По теореме Утуми 19 .27 кольцо A /rad А регулярно , 
и тогда из нётеровости модуля А следует классическая полупросто­
'!'а кольца A /rad А .  Далее , из того , что модуль А А инъективен , 
а АА нётеров ,  как и выше, вытекает, что каждый левый идеал 
вольца А является аннуляторным. В частности, если J = rad R,  
'ГО .тп является левым аннуляторным идеалом для каждого n . 

Теперь (Jn) .L - идеал кольца А , и из нётеровости А следует, что (.Тп) .L = (.rnн).L для векоторого n. Но тогда .тп = .rn+l .  Так кав 
М = .тп - конечно порожденный левый идеал , удовлетворяю­
щий условию .Т М = М, то М = .тп = О в силу 18 .4 .  Таким обра­
зом, кольцо А полупримарно и вследствие 18 . 12  артиново слева .  
Более того , из  доказательства импликации (е) * (f) теоремы 24.4  
следует , что А - инъективный кообразующий категории mod-A .  
В этом случае из следствий 23.23(а) или 24 .2  вытекает, что каждый 
правый идеал вольца А аннуляторный. Следовательно,  нётеро­
вость модуля А влечет за собой правую артиновость кольца А .  
Но тогда из 24 .4  вытекает , что кольцо А квазифробениусово .  
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24.6 .  Следствие. Ес.ли А - к,вааифробениусово по.лъцо , то с.ле-
дующие свойства А-моду.ля М эпвива.лентны: 

(а) М - точный правый А -моду.лъ. 
(Ь) М содержит бааисный моду.лъ по.лъца А (см. 18 .24) . 
(с) Бааисный моду.лъ по.лъца А иаоморфен прямому с.лагае.мому 

моду.ля м. 
(d) М - обрааующий патегории mod-A . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (а) ==>- (d) . Ввиду 19 . 1 3А существует 
n > О, такое , что мn содержит модуль, изоморфный А .  Так как 
модуль А А инъективен , то он выделяется в мn прямым слагаемым. 
Следовательно , существует эпиморфизм мп -+ А , т. е .  М является 
образующим. 

(d) ==>- (с) установлено в 18 .24 .  
(Ь) ==>- (а) . Базисный иодущ - образующий , а значит, точен . D 

24 .7. Следствие. Любой понечно порожденный точный проеп­
тивный А-моду.лъ Р над пвааифробениусовым по.лъцом А яв.ляется 
прообрааующим к,атегории mod-A , и по.лъцо S = End Р А пвааи­
фробениусово . D 

24 .8. У п р  а ж н е н и е .  (а) :Кольцо А является квазифробе­
ниусовым в том и только том случае ,  когда каждый инъективный 
А -модуль проективен , а проективный инъективен . 

(Ь) Если кольцо А квазифробениусово , то базисный модуль В 
кольца А является инъективной оболочкой и проективным накры­
тием своего цоколя . 

(с) Если кольцо А квазифробениусово , то А - инъективная 
оболочка модуля А /rad А . 

(d) Базисный модуль квазифробениусова кольца А является 
минимальным инъективным кообразующим категории mod-A . 

(е) (Бэр [431 и Икеда [51 ] . )  Если кольцо А артиново справа 
и существует структурный антиизоморфизм структур его правых 
и левых идеалов , то А является QF-кольцом. 

(f) (l\авада [57] , Морита - Тахикава [56] ,  Утуми [60] . )  Пусть 
Р(М) означает следующее условие на правый R-модуль М: для 
любых двух подмодулей А и В модуля М И3 изоморфизма М/А � 
� М 1 В вытекает И3оморфизм А � В. Пусть , далее , ( lп)  означает 
условие P(Rn) в категории R-mod , а (rп )  - то же услоние :в кате­
гории mod-R. Тогда 

( 1 )  R есть QF-кольцо <=> (rп )  и Uп) 'Vn. 
(2) Если R - конечномерная алгебра над алгебраически замк­

нутым полем, то 
R есть QF-кольцо � ( (r1) или ( l1) ) .  
( 3 )  Если кольцо R удовлетворяет ( l2) или (r2) ,  то  оно квази­

фробениусово .  
2 1  К .  с:tейс 
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(4) Если кольцо R2 всех (2 Х 2)-матриц над R удовлетворяет 
(r1) или ( Z1) , то R квазифробениусово.  

(g)  Показать , что свойство :  каждый точный правый R-модуль 
является образующим - характеризует квазифробениусовы коль­
ца среди правых (или левых) артиновых колец . 

(h) (Тахикава [69] . )  Доказать (g) ,  заменив <<точный nравый 
R-модуль>> на <<точный конечно порожденный R-модуль» . 

(i) :Каждое групповое кольцо конечной группы над :квазифро­
бениусовым кольцом квазифробениусово. 

Проективные кообразующие над полулокальными 
кольцами 

:Квазифробениусово кольцо А полулокально и служит проек­
тивным кообразующим категории mod-A . Теперь мы установим 
общую теорему для проективного кообразующего над полулокаль­
ным кольцом, которая нам nонадобится для того ,  чтобы охарак­
теризовать квазифробениусовы кольца как кольца,  над которыми 
каждый инъективный модуль проективен (см. 24 . 12) . · 

24.9 • . Предложение .  Ес.ли Р-rшнечтю порождепный проехтивный 
-пообравующий -патегории mod-R , а хо.лъцо R по.лу.лоха.лъно , 
т.  е. хо.лъцо R/rad R -п.лассичесхи по.лупросто , то R-моду.ли Р 
и R ин-ьехтивны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство использует следую­
щие два результата (см. 22 . 5  и 22 .6) . 

I .  Пусть Р и Q - конечно порожденные проективные модули 
категории mod-R и J= rad R .  Тогда PIPJ � Q/QJ в том и только 
том случае , когда Р � Q.  

I I .  Пусть Р - конечно порожденный проективный правый 
R-модуль,  A= Endн Р, Q = rad А, а J = rad R .  Тогда кольцо 
Endн(PIPJ) изоморфно факторкольцу A/Q. 

Пусть U1, • • •  , Ип - множество всех неизоморфных простых 
правых В-модулей, а Ui - инъективная оболочка модуля Ui ,  
i = 1 ,  . . . , n .  Так как модуль Р - кообразующий, т о  можно 
считать , что U1 , • • • , Un содержатся в нем. Поскольку все эти 
модули инъективны, то они являются прямыми слагаемыми моду­
ля Р и, значит , конечно порождены и проективны , ка:к и Р .  Так 
как U1 , • • •  , Ип - неизоморфные простые подмодули модуля Р, 
то они независимы, т .  е .  сумма U1 + . . .  + Ип является прямой. 
Следовательно , сумма U1 + . . . + Un также прямая . Более того,  
модуль С = U1 Е9 . . . Е!Э Un , будучи конечной прямой су:м::м:ой 
проективных инъе:ктивных модулей , проективен и инъективен. 



Г .я. 24. Rвааифробепиусовы по.яьца 323 

Так как модуль Ut прост, то модуль Ut неразложим (и инъекти­
вен) ; тогда At = Endв Ut - локальное кольцо . В силу утверж­
дения I I  

AtiQt  � EndR (UД}tJ) , 

где Qi = rad At ,  i = 1 ,  . . . , n. Так как Uti UtJ - полупростой 
модуль, кольцо эндоморфивмов которого является телом, изо-
морфным AtiQt ,  то UtiUtJ - простой модуль. Ив утверждения I 
теперь следует, что U tiU tJ  изоморфен Ui01J в том и только том 
случае , когда Ut � f)J· Так как ui - единственный простой 
подмодуль модуля Ut ,  а изоморфные модули имеют изоморфные 
инъективные оболочки, то Ut и (ji могут оказаться изоморфными 
лишь в случае , когда U t � Ui, т. е. когда i = j. Таким образом, 
U/U1J, . . .  , Un! UnJ - семейство представителей всех неиво­
морфных простых модулей. Иначе говоря , каждый простой модуль 
является эпиморфным образом модуля С = U1 $ . . . $ Un . 
Поскольку модуль С проективен, то отсюда следует, что он 
является образующим категории mod-R (доказательство?) . Сле­
довательно , существует эпиморфивм 2} Са. -+- R прямой суммы 
векоторого множества экземпляров модуля С на R .  Ив проектив­
ности модуля R следует, что этот эпиморфивм расщепляется , 
т .  е .  R изоморфно прямому слагаемому модуля � Са. . Так как 
R - конечно порожденный R-модуль ,  то он является прямым 
слагаемым суммы конечного числа экземпляров модуля С. Тогда 
ив инъективности модуля С следует инъективность модуля R .  
Поскольку модуль Р конечно порожден и проективен, то из этих 
же соображений вытекает инъективность R-модуля Р. О 

24.10 .  Следствие. Если R - кообравующий категории mod-R, 
а ко.лъцо R/rad R классически по.лупросто , то ко.лъцо R само­
ин;ъективпо справа. 

24. 1 1 .  У п р  а ж н е н и е (Ософская [66] ) .  Если R - инъек­
тивный кообравующий категории mod-R, то кольцо R полуло­
кально.  (Обратное к следствию 24. 10 . )  

24 . 12 .  Теорема (Фейс - Уокер Э .  [67] ) .  Ко.лъцо R квавифробе­
пиусово в том и только том случае , когда каждый иn'Ьективпый 
правый R-модулъ проективеп. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о .  Пусть кольцо R квавифробениусово , 
а М - произвольвый инъективный иравый R-модуль.  Так как 
R артиново справа , то оно нётерово справа (см. 18 . 1 3) ,  т.  е .  М ­
прямая сумма неразложимых инъективных модулей. Поскольку 
! 1 *  
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прямая сумма проективных модулей проективна ,  то можно огра­
ничиться случаем, когда М неразложим (и инъективен) . Тогда 
М совпадает с инъективной оболочкой С любого своего ненулевог� 
циклического подмодуля С.  В силу предложения 24 . 1  модуль С 
содержится в конечно порожденном свободном модуле Rn. Так 
как R инъективен, то вложение модуля С в Rn можно продолжить 
ДО вложения модуля м = с в яп.; Тогда модуль м, будучи инъек­
тивным, оказывается прямым слагаемым модуля Rn и, следова­
тельно , проективен . 

Обратно , если каждый инъективный модуль проективен, то 
каждый модуль содержится в свободном; в частности , каждый 
модуль содержитсп в прямой сумме циклических модулей и по 
теореме 20 . 18 кольцо R оказывается артиновым справа . Но 
поскольку каждый модуль М содержится в прямом произведении 
(даже в прямой сумме) экземпляров модуля R, то R - кообра­
вующий. Так как кольцо R/rad R классически полупросто , то 
из следствия 24. 10  вытекает самоинъективность справа кольца R. 
Ив 24.5  теперь следует, что R квавифробениусово . О 

24.13. Следствие. Артиново по.п,ьцо R яв.ttяется пообрааующи.м 
в патегории mod-R тогда и то.п,ьпо тогда, погда оно пвааифробе­
ниусово . 

Д о к а в а т е л ь  с т в о .  Используем 24 . 1 0  и 24.4(f) .  О 
24. 14. Теорема. Rо.п,ьцо R пвааифробепиусово в то.м и то.п,ьпо 

то.м сдучае, погда паждый ин'Ьеnтивный правый R-.моду.л,ь явдяется 
прямой суж.м,ой цип.ttичеспих .моду.ttей, иао.морфных правым мавны.м 
пераадожи.мы.м идеада.м по.п,ьца R. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о.  Если R квавифробениусово и М ­
инъективный модуль ,  то М является прямой суммой неразложи­
мых инъективных модулей {М1 , i Е /} (см. 20.6) . В силу 24. 12  
каждый ив  М1 проективен и ,  значит , по 20 . 1 5  изоморфен nравому 
главному неразложимому идеалу .  Это доказывает одну часть . 
Обратное утверждение следует ив 24 . 12 ,  поскольку прямая сум­
ма правых главных неразложимых идеалов проективна. О 

24.15 .  Следствие. Rо.п,ьцо R пвааифробепиусово в то.м и то.п,ьпо 
mо.м сдучае, погда паждый правый R-.моду.л,ъ содержится в сво­
боднож правом R-.мoдy.tte. 

24. 16.  Следствие. Ec.ttи паждый (ин'Ьеnтивный) правый R-.моду.л,ъ 
содержится в прямой су.м.ме правых. идеа.ttов , то по.п,ъцо R пвааи­
фробепиусово . 

Действительно, в этом случае каждый :Инъективный модуль 
.nроективен. О 
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Инъективвость проективвых модулей 

Оставшалея часть этой главы посвящена главным образом 
доказательству утверждения , двойственного теореме 24. 12 , а имен­
но : кольцо R квазифробениусово в том и только том случае ,  когда 
каждый проективный правый R-модуль инъективен. Отсюда сле­
дует , что каждый свободный модуль инъективен, и, следовательно , 
инъективный правый R-модуль R является � -инъективным. 
Таким образом, оказывается полезным такой результат из гл . 20 
о � -инъективности : 

24. 17 .  Следствие. Если иN:ьептивная оболочпа правого R-.моду­
.л,я R счетно �-инъептивна, то R удов.л,етворяет условию .мапси­
мальности д.л,я правых анну.л,яторных идеалов. 

24. 18 .  Теорема (Фейс [66а ] ) .  Следующие свойства по.л,ьца R 
эпвивалентны: 

(а) Любой счетно порождениый проептивный правый R-.модуль 
инъептивен. 

(Ь) R самоинъептивно справа и удов.л,етворяет условию ;мапси­
;мальности д.л,я правых анну.л,яторных идеалов .  

(с) Любой проептивный правый R-жодуль инъептивен. 

Д о к а з:а т е л�ь с т в о . (а) ==?- (Ь) . Модули Rн и R(!л) инъектив­
ны . Таким образом, R счетно 2J -инъективен и из 20 . 3А следует, 
что R удовлетворяет условию максимальности для правых аниу­
ляторных идеалов.  

(Ь) ==?- (с) . Так как .:ll r(R , R) совпадает с множеством правых 
аннуляторных идеалов кольца R, то из 20.3А следует, что любой 
свободный и,  значит, любой проективный правый R-модуль 
инъективны.  

Импликация (с )  ==?- (а) тривиальна . О 
24. 19 .  Лемма. Если R совершенно справа и удовлетворяет усло­

вию ;мапсижальности д.л,я правых аннуляторных идеалов, то R по.л,у­
при;марно . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть J = rad R .  Тогда RIJ клас­
сически полупросто . Ввиду условия максимальности для правых 
аннуляторных идеалов 

(Jn) l_ = (Jn+i) j_ 
для векоторого п. Если R = (Jn) _1_ , то Jn = О, что и требовалось . 
С другой стороны,  так как R совершенно справа ,  то ввиду теоре­
мы 22 .29 левый В-модуль RI(Jn) l_ имеет неиулевой цоколь 
TI(Jn) _1_ ,  где Т - левый идеал , строго содержащий (Jn)_1_ . Так как 
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J аннулирует этот модуль, то JT с:: (Jn) J. .  Тогда Т с:: (Jn+l) J. = (Jn)l. - противоречие . 

24.20. Теорема . Сдедующие свойства по.л,ъца R эпвива.л,ентны : 
(а) R пвааифробениусово . 
(Ь) Каждый ин'Ьеnтивный правый R-моду.л,ъ проептивен. 
(с) Каждый проективный правый R-моду.л,ъ ин'Ьеnтивен. 
(d) R самоин'Ьеnтивно справа и удов.л,етворяет ус.л,овию мапси­

ма.л,ъности д.л,я правых аннудяторных идеадов. 

Д о R а з а  т е л ь  с т в о .  Энвивалентность условий (а) <=> (Ь) 
составляет содержание теоремы 24 . 12 .  Имплинация (а) :::> (с) сле­
дует из того фанта , что над нётеровым нольцом наждый модуль 
� -инъентивен . Значит, любой свободный , а потому и любой проен­
тивный модуль инъентивны. 

(с) <=> (d) . Это теорема 24. 18 .  
(d) :::> (а) . По предыдущей лемме R полуприм:арно,  значит, 

ввиду 18 . 14  R удовлетворяет условию минимальности для нонечно 
порожденных правых идеалов . Пусть А1 = . . . An = . . .  - убы­
вающая последовательность правых аннуляторных идеалов в ноль­
це R. По лемме 24.21 существует последовательность А � = . . . 
= . . . А�= . . .  нонечно порожденных правых идеалов , таная , что 
l. A i  = l.A i ,  i = 1 ,  2 , . . . . Следовательно,  найдется номер n, 
таной, что А; = А� для любого т � п. Тогда l. An = l. А т для 
любого т � п, что доназывает условие минимальности (соотв . 
мансимальности) для правых (соотв . левых) аннуляторных идеа­
лов . Тан нан ввиду 1 9 . 1 1  наждый нонечно порожденный левый 
идеал нольца R является левым: аннуляторным идеалом, то 
R удовлетворяет условию м:ансим:альности для нонечно порож­
денных левых идеалов . Следовательно , наждый левый идеал 
нонечно порожден. Тогда R нвазифробениусово по теореме 24.5 .  

24.21 . Лемма. Ес.л,и R самоин'Ьеnтивно справа и удометворяет 
ус.л,овию максим,а.л,ъности д.л,я правых ан,н,у.л,яторн,ых идеадов, 
а А и В - правые идеады, тапие, что А � В, то существуют 
конечно порожденпые правые идеады А ' ,  В ' ,  мжащие в А и В 
соответственно, тат;,ие, что А '  = В' , l. А = l. А '  и .L В = l. В' . 

Д о R а з а т е л ь с т в о .  Тан RaR модуль Rн инъентивен, то 
по 23.21 . 3  

l. (A П В) = l. А + l. В .  

Пусть А = В и А '  - нонечно по  рожденный правый идеал , 
содержащийся в А ,  определенный в 20 .2А, таной, что l. А = l. А' . 
Тогда 
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Последнее равенство справедливо,  так как .L А = .L В. Повторное 
применение 20.2А дает конечно порожденный правый идеал В' , 
лежащий в А '  П В , такой , что .LB'  = .LB. o 

24.22. Следствие . Если пмъцо R са.моин:ъептивпо справа или 
слева и удометворяет условию .мапси.малъпости для правых аппуля­
торпых идеалов, то ono пвааифробениусово . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если R самоинъективно слева ,  то 
ввиду 1 9 . 1 1  каждый конечно порожденный правый идеал является 
аннуляторным. Поэтому из условия следует , что R нётерово спра­
ва и по 24. 5  R оказывается QF-кольцом.  Если же R самоинъектив­
но справа, то оно квазифробениусово ввиду 24.20.  О 

Изоморфнами точных модулей 
над квазифробениусовыми кольцами 

Если ro - полулинейный (А , 8)-изоморфизм и -+ V, то ото­
бражение 

� {  
End и А -+ End V А 

f �--+ rofro-1 

является изоморфизмом колец End и А �  End V А (см. 23.33) . 

24.23. Определение. Говорят, что конечно порожденный точ­
ный А -модуль и определяется своим кольцом эндоморфизмов, 
если каждому конечно порожденному точному А -модулю V и коль­
цевому изоморфизму !р: End и А -+  End V А соответствует полу­
линейный (А , 8)-изоморфизм ro :  и -+  V, такой , что 

IP(f) = rofro -1 (f Е End и А) • 

Частными случаями следующей теоремы являются теоремы 
Джекобеона [64] , Шода (1929 г . ) (цит. Морита [62] } ,  Асано R .  [39] 
и Бэра (1943 г . ) . 

24.24. Теорема. (Морита [62] ) .  Любой попечно порождеппый 
точпый .модуль и пад бааиспы.м, QF-пмъцом А определяется свои.м 
�мъцом эпдоморфиа.мов 1) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По 24.6 модули и и V являются 
собственными образующими категории mod-A (см. 16 . 17) .  Из 16 .20 
тогда следует , что изоморфизм !р: End и А -+ End V А влечет за 
собой эквивалентность Т: mod-A ..-.... mod-A , такую , что ти = V 

1) На самом деле Морита доказывает, что модули определяются «строго 
плотными подкольцами» колец эпдоморфиэмов. 
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и Т индуцирует <р. Если <р = Т(1 u) , то диаграмма 

и �  V = Ти 

f t t Т(f)=Ф(/) 
и __,.  v = ти 

ro 

коммутативна . Здесь ro :  и -+ V - естественный изоморфизм, опре­
деленный эквивалентностью Т.  Следовательно , 

<р(/) = ro/ro -1 • О 
Если f - внутренний автоморфизм кольца R, то существует 

х Е R, такой, что f (а) = хах-1 для любого а Е R.  Тогда f инду ­
цирует тождественное отображение центра кольца R.  Rольцо R 
обладает In  аut-свойство.м., если кольцевой автоморфизм f, инду-· 
цирующий тождественное отображение центра кольца R, непре­
менно оказывается внутренним. Кроме коммутативных колец , 
примерами таких колец являются простые конечномерные алгебры 
(теорема Сколема - Нётер) и алгебры Адвумаи над локальными 
кольцами (см. Басе [67 , стр . 109] ) .  

24.25 .  Теорема. Пусть А - са.м.обааиспое QF-х:мъцо с In  аut­
свойство.м., а и и V - х:опечпо порождеппые точпые правые А -.м.оду­
ди. Тогда дюбой х:мъцевой иао.м.орфиа.м. 

<р : В =  End и А -+  С = End V А • 
тах:ой,  что <р(Ь) = Ь ддя дюбого Ь Е ССВ(В) , и.м.еет вид 

<p(f) = ro/ro -1 д.ttЯ дюбого f Е В , 
где ro :  и -+  V - подходящий А-иао.м.орфиа.м.. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о .  По 24.24 существует полулинейный 
(А , е)-ивоморфивм ro' : и -+  V, который определяет изоморфизм <р.  
Далее , 

h { � (А) -+ � (В) 

а .,...... ad 
является кольцевым изоморфизмом. Если а Е ССВ(А ) , а и Е и, то 
ro' (и)е(а) = ro ' (иа) = ro' аd(и) = ro' ad( ro ' ) -1ro'  (и) = 

= <p(ad)ro ' (и) = <р(а) rо' (и) = аrо' (и) = rо' (и)а. 
Таким образом, е 1 �(А ) = 1 А - Тогда по нашему предположению 
е является внутренним автоморфизмом. Если е - внутренний 
автоморфизм, определенный элементом а' Е А , 

е :  a f----? a'a(a' ) - 1 ,  
то ro '  = ro'  ad - нужный нам ивоморфизм и А -+ V А 1) . 

1 ) Действительно, ' длн Ju Е U и,.еем rojro-1 (v) = ro'adf (ad)-1 (ro' )-1 ( и ) =  
= ro 'a:Zf ( (rp' )-1 ( u) (a' )-1 ) = ro'f ( (ro ' )-1 (u ) )  (а ' )-1а• = ro'f (ro')-1 ( u) = lj) (и). - П риж . 
ред .  
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24.26. Следствие. Пусть А - самобазисное QF-кмъцо с In аut­
свойством, и - конечно порожденный точный правый А-модуль, 
а В = End и А - Тогда В также обладает In аut-свойством. 

Д о R а в а т е л ъ с т в о .  Положим в теореме 24.25 V = и. 
Тогда ro Е В = End и А и ер является внутренним автоморфизмом,  
определенным ивоморфизмом ro .  D 

Следующее утверждение непосредственно вытеRает из теоре­
мы 24.25 и ее доRавателъства .  

24.27. Следствие . Пусть А - квааифробениусово кмьцо , А0  = 
= е0Ае0 - его базисное кольцо , а и и V - конечно порожденные 
точпые правые А-модули. Тогда кольцевой иао.морфиам End и А � 
� End V А существует в том и только том случае, когда суще­
ствует полулинейный (А 0 ,  8)-иао.морфиам правых А 0-модулей 
ие0 и Ve0• 

Групповые кольца над самоинъективными 
кольцами 

В этом разделе мы доRажем, что групповое Rолъцо AG Rонеч­
ной группы G самоинъеRтивно справа тогда и толъRо тогда , Rогда 
Rолъцо А самоинъеRтивно справа .  Отсюда непосредственно сле­
дует, что групповое Rолъцо AG Rвазифробениусово в том и толъRо 
том случае, Rогда А Rвавифробениусово , что дает неистощимый 
источниR QF-Roлeц, не являющихся RлассичесRи полупростыми , 
таR RaR любая Rонечная группа G определяет Rвавифробениусово , 
но не RлассичесRи полупростое групповое Rолъцо AG над любым 
полем А хараRтеристиRи , делящей 1 G 1 .  

М ы  начнем с леммы о групповых Rолъцах над проиввольным 
RОЛЬЦОМ. 

24.28 .  Лемма о следе для групповых Rолец. Пусть G - произ­
вольпая группа, А - кмъцо и R = AG - групповое кмьцо. Фупк­
ция следа 

{ AG -+ А (ag E A, g E G) , 
Tra � agg .,_ � ag 

gEG gEG 

является элемептом иа HomA(AG, А ) .  Для любого r Е R и любого 
g Е G определим далее Cg[r] равенством r = � cg[r]g-1• Пусть 

gEG 
М - правый АG-модуль. Тогда отображепие 

t : HomAa(M1 AG) -+ HomA(M, А) ,  
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()пределеппое правило;м, 

t(f) (т) = с1[/(т) ] 

для всех f Е HomAa(M, AG) и всех т Е М, о-,;,ааывается жопожор­
фиа;м,о;м, абелевых групп. Более того , если группа G -,;,опечпа, ;м,опо­
морфиа;м, t о-,;,ааывается иао;м,орфиа;м,о;м,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала проверим, что гомоморфизм 
f Е HomAa(M, AG) однозначно определяется морфизмом t(f) .  
С этой целью установим справедливость равенства 
( 1 )  chя[r] = cя[rh] 

для любых h, k Е G, r Е A G. В самом деле , 

r = � Cg [r] g-1 •  
gEG 

Тогда 

С другой стороны, 
rh = L ся [rh] k- 1 •  

kEG 
Полагая k = h-1g, получаем g = hk, т .  е. 

chя[r] = cя[rh] , 

что и требовалось . Поэтому 

t(f)(тg) = с1[/(тg) ]  = c1 [f(т) · g] = cg[f(т) ] , 
т .  е .  
(2) с8[f(т) ] = t(f) (тg) 

для любых т Е М, g Е G. Из равенства (2) вытекает , что t является 
мономорфизмом групп. 

Для того чтобы показать, что t является изоморфизмом в слу­
чае конечной группы G, возьмем р Е HomA(M, А )  и определим 
f :  М -+- R, положив 

сg[/(т) ] = р(тg) . 

Тогда /(т) Е R 
,
для Любого т Е М, и,  учитывая (2) , получаем 

t(f)(т) = с1[/(т)] = р(т), 

т .  е. t действительно оказывается эпиморфизмом. D 
24.29. Теорема (Rоннел [63] ) .  Пусть G - -,;,опечпая группа, 

А - любое -,;,олъцо. Тогда групповое -,;,олъцо A G  сажоиn'Ье-,;,тивпо 
.справа в то;м, и толъ-,;,о то;м, случае, -,;,огда А сажоиn'Ье-,;,тивпо справа. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть А самоинъективно справа 
и В = AG. Так как Ноmн(В, В) � В (1 ,  3 .6 .3 ,  стр . 162- 163) , 
то лемма 24.28 дает ивоморфизм абелевых групп 

t: В -+ HomA(B, А ) = Н, 

rде t(r) (r' ) = Crr ' ( 1 ) . Легко проверить, что t- ивоморфизм В-моду­
лей. Ив 5 .62 ( 1 ,  стр . 351 )  следует, что Н - инъективный иравый 
В-модуль,  так как А - инъективный иравый А -модуль, а В ­
плоский левый А-модуль. Таким образом, кольцо В самоинъектив­
но справа ,  как и требовалось . Обратное оставляем в качестве 
упражнения . О 

24.30 . Теорема. Пусть А - r;,вааифробепиусово r;,олъцо , G ­
копечпая группа. Тогда групповое r;,олъцо В = AG r;,вааифробепиу­
сово . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как А артиново справа (и слева) 
и нётерово, а В - конечно порожденный А -модуль , то В как 
А-модуль имеет конечную длину. Однако любой односторонний 
идеал кольца В канонически является А -модулем, и , следователь­
во , А имеет конечную длину как А-модуль (с обеих сторон) . Зна­
чит , ввиду 24 .5  достаточно установить , что В самоинъективно 
(с одной стороны) . Это , однако,  следует из 24 .29 .  О 

Фундаментальным (пополняющим) идеалом группового коль­
ца A G  называется ядро функции следа AG -+ А .  

24.31 .  У п р  а ж н е н и е .  (а) (Дженингс [41 ] . )  Групповое 
кольцо AG конечной rруппы G над полем А характеристики, деля­
щей 1 G 1, не является классически полупростым кольцом. Если 
G есть р-группа, а А имеет характеристику р,  то rad(AG) является 
фундаментальным идеалом и нильпотентен . 

(Ь) (Rоннел [63] . )  Групповое кольцо классически полупросто 
тогда и только тогда , когда А - классически полупростое кольцо , 
G - конечная группа и 1 G 1 обратим в А (ер . теорему Машке 
(1 , стр . 580) ) .  

( с )  (Дженнингс [41 ] ,  Форманек [70] . )  Пусть G - конечно 
порожденная нильпотентная группа без кручения , А -- любое 
кольцо . Тогда фундаментальный идеал N кольца AG ревидуально 
нильпотентен в том смысле, что П Nn = О.  

(d) (Rоннел , Фаркаш [73] , Рено [70] , Джейн. )  Если кольцо AG 
самоинъективно справа ,  то группа G конечна. 

Кольца, JIВJiяющиеся ивъективвыми кообразующими 

По теореме Мориты для того чтобы кольцо А обладало А-двой­
ственностью , необходимо и достаточно , чтобы А являлось инъек­
тивным кообравующим как в категории A-mod , так и в категории 
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mod-A (см. 23. 16) . Rак мы отмечали в этой главе ,  примерами таких 
колец служат квазифробениусовы кольца, в том числе групповое 
кольцо AG конечной группы G над QF-кольцом А и,  в частности , 
над полем (24. 30) . До 1966 г .  QF-кольца были единственными 
известными примерами колец, являющихся инъективными кооб­
разующими, но в 1966 г. Ософская [66] предложила и другие при­
меры (см.  24.33) . Сейчас мы рассмотрим теорему, позволяющую 
указать неквазифробениусово кольцо R, являющееся инъективным 
кообразующим как правый R-модуль, хотя теперь хорошо из­
вестны примеры двусторонних инъективных кообразующих (См. , 
однако ,  пример 24. 34 .2 . )  

По поводу следующего предложения см. Адзумая [66] , Ософ­
ская [66] и Утуми [67] . 

24.32. Определение и предложение. Кмъцо R пааывается 
п се в д офробеи uу совъt», справа (сопращеппо - правъt », РF­
п одьц о»,) , если ono удовлетворяет одпому иа следующих эпви­
валептпых условий : 

(а) R - иn'Ьеnтивпый пообрааующий в mod-R. 
(Ь) Каждый точпый правый R-:модулъ является образующим 

патегории mod-R. 
(с) R - самоиn'Ьективпое справа по.л,ъцо с попечпо порождеппы:м 

и существеппым правым цополем. 
(d) R - полусовершеппое самоиn'Ьептивпое справа кольцо с 

существеппым правым цополем. 
(е) К олъцо R самоиn'Ьеnтивпо справа и существеппо артипово 

справа. 
Д о к а в а т е л ь с т в о .  (а) =>- (Ь) . Ввиду 23.25 из (а) сле­

дует , что каждый правый идеал кольца R является аннуляторным. 
Таким образом, если М - точный правый R-модуль , такой, что 
trв М = 1 ::#= R, то существует неиулевой элемент а Е R, для 
которого al = О . Тогда аf(т) = О  для любых f Е М* = 
= Ноmв(М, R) и т Е М. Отсюда следует, что аМ* = О. Посколь­
кУ модуль М точен, то R в mod-R является подмодулем (см. 1 ,  
стр . 189) и, значит, прямым слагаемым произведения М1 в кате­
гории mod-R, скажем М1 = R ЕВ Х. Тогда, применяя функтор 
{-у-� llomв( , R) и используя изоморфизм (М1)* � (М*)1, мы 
получаем, что R является прямым слагаемым модуля (М*)1• Сле­
довательно, модуль М* точен. Но тогда из того , что аМ* = О ,  
следует, что а = О.  Это противоречие показывает , что trнM = R 
и тогда по 3 .26 М является образующим категории mod-R . 

(Ь) =>- (с) . Пусть G - прямая сумма инъективных оболочек 
представителей каждого класса эквивалентных простых правых 
R-модулей, т .  е .  G - наименьший кообравующий категории 
mod-R (см. 1 ,  3 .55) . Тогда G - точный модуль,  т. е. является 
образующим, и Gn = R ЕВ Х для векоторого натурального п.  
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По теореме 18 . 18  о единственности разложения В оказывается 
прямой суммой конечного множества неразложимых инъектив­
ных модулей с простыми цоколями. Это доказывает (с) . 

(с) ==?- (d) . Ив (с) следует, что В является прямой суммой 
инъективных оболочек минимальных правых идеалов . Тогда В 
обладает диаграммой Адвумаи. Следовательно , В - полулокаль­
ное SВI-кольцо ввиду 18 .26 и ,  значит, полусовершенно вследст­
вие 22.23 . 

(d) * (а) . В силу 22.23 каждый простой правый В-модуль V 
изоморфен eB/eJ для векоторого неразложимого идемпатента е ,  

т .  е .  цоколю векоторого главного неразложимого модуля . Таким 
образом, В является предкообравующим. Но поскольку Вн ­
инъективный модуль, то ввиду 3.41 он является кообравующим. 

Это доказывает эквивалентность условий (а) - (d} , а эквива­
лентность условий (с) и (е) следует ив 19 . 1 3А. О 

24.33. У п р а ж н е н и е. (а) (Фейс [76d] . }  Кольцо В является 
правым РF-кольцом, если оно самоинъективно справа ,  а каждый 
точный ([квави]инъективный) правый В-модуль эндоконечен. 

(Ь) (Ософская [66b l ) .  Существуют правые РF-кольца , которые 
не артиновы и не нётеровы ни слева ,  ни справа .  

(с) (Онодера [68] } .  Если кольцо В является кообравующим 
и слева ,  и справа,  то оно самоинъективно и слева , и справа .  

(d }  (Морита [58] , Rато [68] . }  В является и левым, и правым 
PF -кольцом в том и только том случае, когда каждый конечно 
порожденный В-модуль рефлексивен.  

(е }  (Ософская [66bl . }  Если В является правым и левым РF­
кольцом и совершенно слева или справа ,  то В квавифробениусово .  
( Ynaaanue : применить 23.20 . ]  

В силу 24. 5  и 24 .32 квавифробениусовы кольца псевдофробе­
ниусовы и слева ,  и справа .  Следующие примеры покавывают, что 
PF -кольцо не обязано быть квавифробениусовым. 

24.34. П р и м е р ы (Ософская [66bl ) .  

24 .34. 1 .  Инъективный] кообравующий без условий обрыва 
цепей . 

Пусть 'lp обозначает кольцо целых р-адических чисел для 
векоторого простого р .  

Определим кольцо В,  положив 

(В, + ) = 'll <p> ЕВ 'lPoo 
и 

(Л, X}{f.L , у} = (Л�-t , Лу + !!Х) 
для любых (Л, х} ,  (!! ,  у) Е В. Умножение ассоциативно и дистрибу­
тивно относительно сложения (проверка использует тот факт , 
что 'l<P> = Hom�('ll· p""•  71 11оо) и 'll (p) - коммутативное кольцо) . 
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Пусть I - собственный идеал кольца R. Если он не совпадает 
ни с какой аддитивной подгруппой группы 7l р 00 , то выберем 
(Л, х) Е /, где Л ::;6: 0. Тогда (Л , x) · Zpoo = 7L poo_ = I и 1/'l.poo ­
идеал кольца 'Z (p ) · Та�ой идеал имеет вид (pt) для векоторого 
i ;::=: О,  и тогда I = ( (р\ 0)) .  

Таким образом, R - локальное кольцо с максималъным идеа­
лом ( (р ,  О)) и R содержит единственный простой R-модуль, а имен­
но подгруппу группы 7L poo порядка р. Тогда в силу 3.31 ( 1 ,  стр . 194) 
из инъективности модуля Rн следует , что он является кообразую­
щим категории mod-R. 

Пусть f - любой гомоморфизм идеала I кольца R в R.  
Если I = 7L Ji oo • то  f отображает I в подгруппу без  кручения 

группы (R, +} , а именно в 7l р 00 • Так как 7Lpoo - инъективная 
группа , то f продолжается до элемента Л Е Hom�(7Lpoo,  7l р "") = 7L<p J ·  
Тогда f(O, х) = (Л , О) ·  (0, х) для всех (0 ,  х) Е /.  

Если I = ( (pi ,  О))  и f(pi , О) = (0 , х) , то существует у Е 'lLpoo , 
такой , что piy = х. Тогда f(p\ О) = (0, у) ·  (pi , 0) , т . е .  f(Л, z) = 
= (0, у) · (Л, z) дл;я всех (Л, z) Е ( (pi ,  О)) = I. . 

Если I = ( (р\ О)) и f(pi , О) = �Л, х) , то (О : (р\ О)) является 
аддитивной подгруппой порядка р , аннулируемой элементом Л. 
Значит, pi делит Л. Тогда f(pi

, О) = (Лfpi , у) ·  (pi ,  0) , где эле­
мент у определен выше. Таким образом, 

f (�J-, z) = (Л/ pi , у) ·  (�J-, z) 
для всех ( f1 ,  z) Е /. 

Следовательно , во всех случаях гомоморфизм f определяется 
левым умножением и по критерию Бэра ( 1 ,  3 .41 ,  стр . 205) модуль 
Rн инъективен. 

24 .34 .2 . Неинъективный кообразующий категории mod-R бе& 
условия максимальности для прямых сумм. 

Пусть R - алгебра над полем F с базисом 
{1} U {е ; 1 i = О, 1 ,  2 , . . .  } U {х; 1 i = О, 1 ,  2 , . . . } , 

таким, что 
( i) 1 - двусторонняя единица алгебры R .  

(ii) Для всех i и всех j выполняются условия 
e ;Xj = б; jXj , Xje; = б ; , j-tXj , e; ej = б;je i И X;Xj = 0 . 

Здесь б ; j - дельта Rронекера .  Пусть, далее, J = rad R и л : 
R -+ R/ J - естественный гомоморфизм. 

Легко проверить , что это умножение элементов базиса ассо­
циативно и что J = ( {х; 1 i � O}) . Более того, 

(RIJ,  + ) = � n (e ; ) · F + 1 · F, 
и простыми В-модулями являются в точности {n(e ; ) · R} и 
R! 'h e;R.  Так как они изоморфны {х;нR} и x0R соответственно , 
то R будет кообразующим, если каждый e;R инъективен. 
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Пусть I - иравый идеал алгебры R и f :  I -.  eiR.  Отметим, 
что (eiR , +) = eiF + xiF, причем f = О на I П R(1 - ei - ен) . 
где е_1 = О. Значит, f может быть невулевым только на 

eiF + ei-lF + xiF + xi+1F. 

Более того , x i _, 1R минимален , но не изоморфен xiR.  Тогда f 
должно быть равным О на хн1R.  Значит, f можно продолжить на  
I + ( 1  - (ei + ен) )R, положив его равным О на  последнем сла­
гаемом. Если ен � I, положим f(ен1) = О. Тогда f продолжается 
на I + (1  - ei)R.  Если e i Е J, то f можно продолжить до ото­
браженил из R в e iR.  Именно ,  если xi � I или f(xi )  = О,  то поло­
жим f(ei) = О. В противном же случае f(хд = цv дл.я векоторого 
v Е F и можно положить f(et )  = e iv .  Во всех случаях мы продол­
жили гомоморфизм f до отображения из R.  Значит , e iR инъекти­
вен, согласно критерию Бэра .  О 

24.35. Пример (Леви [66 ] ) .  Пусть R - кольцо формальных 
степенных рядов от переменной х, индексированных семейством W 
всех вполне упорядоченных подмножеств множества неотрица­
тельных действительных чисел . Таким образом, элемент r Е R 
имеет вид r = :::_ aixi, где w Е W и ai Е !R .  Все венулевые идеалы 

i Ew 
кольца R исчерпываются главными идеалами (хь) и идеалами вида 

(х>Ь) = { хси, 1 с > Ь и и обратим в R}. 

Тогда если I - произвольвый венулевой идеал , то кольцо Rl 1 
самоинъективно (и не нётерово) (доказательство см. у Леви [66] ) .  
Более того ,  R - локальное кольцо , и легко проверить, что един­
ственный простой модуль R/rad R вкладывается в Rl I для любо­
го невулевого идеала /, т. е. R/I является инъективным кообра­
зующим. Этот пример гораздо нагляднее, чем пример из 24 . 34 ,  
поскольку любое факторкольцо кольца многочленов k[x] (над 
любым полем k) по любому венулевому идеалу квазифробениу­
сово .  (Доказательство?) 

24 .36. Предложение. Л усть R - базиспае r>олъцо с радиr>а­
лож J. 

(а) Кольцо R является РF-r>ольцо;м, в то;м, и тольr>о том случае , 
r>огда ono иаожорфпо ипъеr>тивпой оболоч10е своей вершипы R/J 
в 10атегории mod-R . 

(Ь) Пусть А - идеал правого РF-10ольца R .  Тогда следующие 
условия аквивалептпы : 

( 1 )  R/A является правым РF-10ольцож . 
(2 )  Левый аннулятор ..L А идеала А является главпыж правым 

и главпыж .л,евы;м, идеалом 10ольца R .  
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(3) Существует z Е R, тапой, что .L А = zR = Rz. 
(4) Существует z Е R, тапой, что z.L = А  и zR = Rz. 
(5) .L А и R/A иаоморфпы пап R-моду.tLи. 

� 
Д о к а а а т е л ь  с т в о .  (а) Если R = RIJ, то R является 

правым РF-кольцом в силу 24 . 32 (с) . Обратно , если R - бааисное 
кольцо и правое РF-кольцо , то иа докааательства импликации 

� 
(d) => (а) предложения 24. 32 следует , что R � R!J. 

(Ь) Вершина любого модуля М иаоморфна прямому слагаемо­
му вершины модуля М/МА для любого идеала А ,  так как 
top М = М J полупроста и существует точная последователь­
ность 

О -+  (MJ + MA )/MJ -+ M/MJ -+ top М/МА -+ О. 

� 
( 1 )  ==> (3) . Поскольку, согласно (а) , R = R/J и так как вершина 

модуля RIA вкладывается в RIJ, то существует вложение верши­
ны модуля R/A в R. Снова применяя (а) , а также предположе­
ние ( 1 ) ,  получаем, что R/ А является существенным расширением 
.своей вершины, и, аначит , R/A также можно вложить в R ( 1 ,  3 . 57 ) . 
Тогда А является правым аннулятором обрааа z элемента [ 1 + А ]  
при этом вложении (ер . 24 . 1 ) .  Так как модуль R инъективен 
в mod-R , то в силу 19 . 1 1  левый идеал Rz является аннуляторным 
и тогда Rz = .LA . Иа того , что zR � RIA - инъективный кообра­
зующий категории mod-R/A , следует , что каждый простой под­
модуль W модуля .LA в категории mod-R/A изоморфен под­
модулю V модуля zR . Однако поскольку R - базисное кольцо 
и самоинъективно справа,  то V = W, так что 

soc .L А = soc zR . 

Так как R имеет существенный правый цоколь,  то существен 
и правый цоколь идеала .L А .  Иа того , что правые цоколи идеалов 
zR и .L А совпадают, следует, что .L А является инъективной оболоч­
кой цоколя идеала zR . Но zR � RIA есть инъективная оболочка 
цоколя идеала zR . Следовательно , .L А = Rz = zR . 

(2) ==> (3) вытекает из 19 .43 .  Более того , импликации (3) ==> (4) 
и (4) ==> (5) по существу установлены в ходе докааательства импли­
кации ( 1 )  ==> (3) .  Наконец, так как R имеет существенный цоколь , 
то иа (5) следует, что R/A имеет существенный цоколь и ввиду 
19 . 12  RIA инъективен. Тогда по 24 . 32(с) кольцо RIA является 
nравым РF-кольцом. Таким обрааом, (5) ==> ( 1 ) .  О 
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Упражнения к гл. 24 
1 .  Если А - область главных (левых и правых) идеалов ,  то 

кольцо А / К квазифробениусово для любого идеала К =1= О.  Выве­
сти отсюда , что коммутативная алгебра А = k[x] над полем k либо 
квазифробениусова , либо является кольцом полиномов. 

2. Коммутативная область целостности R тогда и только тогда 
является дедекиндовым кольцом, когда R/ К - квазифробениу­
сово кольцо для любого идеала К =1= О. Ср . упр . 8 к гл . 19 .  

3. Кольцо R является артиновым справа кольцом главных 
правых идеалов в том и только том случае , когда каждое его 
факторкольцо является QF-(соотв . правым РF-)кольцом [см. 24.36] .  

4 .  Пусть А = k[x, у] - кольцо многочленов от двух пере­
менных х и у над полем k. Тогда А =  А !(х2,  у2) - квазифробе­
ниусова локальная алгебра размерности 4 над полем k. Б олее 
того, soc А = Axii. rad А- = Ах + Aii, а кольцо A /soc А не ква­
зифробениусово.  

5. Коммутативное лока льное артиново кольцо квазифробе­
ниусово тогда и только тогда, когда его цоколь прост.  

6. Усечевное кольцо многочленов от n переменных оuреде­
ляется как 

A = k [x1 , . . • , Xn]/(x�t+ t , . . • , x�n+ 1 ) , 

где k[x1 , • • •  , Xn] - кольцо многочленов от n независимых пере­
менных. Показать, что А квазифробениусово,  выяснив , что цоколь 
А прост (в действительности порожден произведением х�' . . .  x:n ) . 

7. (Б асе [62] . ) Если А нётерово с обеих сторон и inj · dimА А �  1 
и если х необратим и не является делителем нуля в 'IЪ(А ) , то А /(х) 
квазифробениусово (см. упр . 1 ) .  

8.  Пусть в U А - контекст двойственности Мориты. Тогда А 
квазифробениусово ,  если и только если квазифробениусово В. 
Исследовать, какие другие кольцевые свойства сохраняются . 

9. Пусть А является QF-кольцом. Тогда кольца А и В экви­
валентны в смысле Мориты в том и только том случае , когда 
существует двойственность 

22 R.  Фейс 
fin .gen .mod-A � fin .gen .B-mod. 
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10 (Б эр [43Ь] и Икеда [51 ] ) .  Если кольцо А артиново справа 
и существует структурный антиизоморфизм 

{ иравые идеалы кольца А -+ левые идеалы кольца А ,  
1-+ 1', 

то А квазифробениусово .  Б олее того,  1' = annA 1 для каждого 1. 
1 1  (Икеда - Накаяма) . Конечномерная алгебра А над полем 

k квазифробениусова тогда и только тогда , когда каждый ее ира­
вый идеал является аннуляторным (а для этого достаточно, чтобы 
все простые иравые идеалы и rad А оказались правыми аннуля­
торными идеалами) . 

1 2  (Накаяма [39] ,  Брауэр-Несбит [37 ] ) .  Алгебра А над полем 
k называется фробевиусовой, если n = dimh А конечна и выпол­
няются следующие эквивалентные условия : 

(а)  Модуль А * ,  k-дуальный модулю А ,  изоморфен А в кате­
гории mod-A . 

(Ь) Каждый иравый идеал 1 является аннуляторным и выпол­
нено следующее соотношение : 

(с) А квазифробениусово и соотношение ( * ) выполняется для 
правых и левых идеалов . 

(d) Существует гиперплоскость векторного пространства А 
над полем k (т. е .  векторное пространство размерности n - 1 ) .  
которая не  содержит иенулевых идеалов . 

(е) Существует f Е А * ,  такой, что ker f не содержит иенулевых 
идеалов . [Ввиду (с) и (е) эти условия право-лево симметричны, 
и тогда можно предположить , что ker f является гиперплоскостью. }  

1 3  (Накаяма [41 ] ) .  Автоморфизм Накаямы Nak фробениусо­
вой алгебры А над полем k определяется как линейная функция f, 
указанная в упр . 12 (е) , такая , что ker f не содержит иенулевого 
идеала ,  и задаваемая тождеством 

1 (Nak(x)y) = f(yx) 'V х, у Е А , 

т. е .  Nak(x)y - ух лежит в гиперплоскости Н =  ker f. Более того . 
Н инвариантно относительно Nak, т. е .  Nak(x) Е Н для любого 
х Е Н. Автоморфизм Накаямы определяется однозначно с точ­
ностью до внутреннего автоморфизма алгебры А (ер . 23 .33) .  

1 4 .  Конечномерная алгебра А над полем k квазифробениусова 
тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих экви­
валентных условий : (а) Б азисный модуль алгебры А в категории 
mod-A является прямым слагаемым модуля А *  = Homh(A , k) . 
(Ь) А *  является образующим категории mod-A . 



Г.л.. 24. Квавифробеп иусовы ��:о.л.ьца 339 

15 (Тахикава [69 ] ) .  Если R совершенно слева и каждый конеч­
но порожденный точный правый модуль М является образующим 
категории mod-R , то R является правым РF-кольцом. Таким 
образом, любое артиново слева или справа кольцо с этим свой­
ством оказывается кваэифробениусовым. (См. также упр . 25 и 26) . 

16 . Пусть А - полупримарное кольцо , являющееся инъек­
тивным кообраэующим категории А -mod.  Обязано ли А быть 
QF-кольцом? Шодскаэка : пет. Ср . Като [68Ь] и также упр . 24. ] 

17. Пусть А - самобазисное Q R-кольцо и и - образующий 
в mod-A, не являющийся прообразующим (например , и = 
= А ЕВ Х,  где Х не является конечно порожденным проектив­
ным модулем) . Покаэать, что и - конечно порожденный точный 
и проективный модуль над кольцом В = End и А ,  но не является 
образующим категории B-mod. Следовательно , В - не QF-кол ь­
цо , хотя и А точен и ,  возможно , конечно порожден. 

18  (Фейс - Уокер Э . [67] ) .  Пусть А самоинъективно справа , 
а В - кольцо эндоморфиэмов свободного модуля с бесконечной 
системой образующих. Тогда В самоинъективно справа в том 
и только том случае , когда А кваэифробениусово (ер . Сандомир­
ский [70] ) .  

1 9. Если и - образующий категории mod-R и его кольцо 
эпдоморфивмов ' самоинъективно справа ,  то R самоинъективно 
справа .  

20 (Като [71 ] ) .  Если кольцо R - двусторонний инъективный 
кообраэующий (т. е .  R - правое и левое РF-кольцо) , то любой 
конечно порожденный точный модуль М инъективен как ЕndнМ­
:модуль в том и только том случае, когда он рефлексивен. 

21 . Следующие свойства кольца А эквивалентны: (а) Каждый 
циклический правый А -модуль (и каждый циклический левый 
А-модуль) содержится в проективном А-модуле. (Ь) Каждый пра­
вый идеал (и каждый левый идеал) является аннулятором конеч­
ного подмножества кольца А .  (с) А кваэифробениусово .  

22 (Фейс - Уокер [67 ] ) .  Кольцо А кваэифробениусово тогда 
и только тогда , когда каждый инъективный правый А -модуль 
изоморфен прямой сумме правых главных неразложимых идеа­
лов кольца А .  

23 (Кавада [57] ) .  Назовем модуль М пеевдоинъективным, 
если каждый ивоморфизм подмодуля модуля М в М индуци­
руется эндоморфиэмом модуля М (ер . Джейн - Синг [67] ) .  Конеч­
номерная алгебра А над алгебраически замкнутым полем псевдо­
инъективна как правый А-модуль в том и только том случае , когда 
2 2 *  
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она квазифробениусова (и, следовательно , псевдоинъективна как 
левый А-модуль) . 

24. Если А - квазифробениусово кольцо, то gl.dim. А равна 
о или оо . 

25А (Фейс [76d] ) .  :Кольцо R называется правым FРF-кольцом, 
если каждый конечно порожденный точный правый Я-модуль 
является образующим (см. упр . 15) . Правое FРF-кольцо огра­
ничено справа в том смысле, что любой существенный правый 
идеал содержит неиулевой двусторонний идеал. Б олее того , любое 
примитивное правое FРF-кольцо является простым артиновым 
кольцом, а любое первичное правое FРF-кольцо антисингулярно 
справа.  Нётерово с обеих сторон первичное кольцо является 
{правым и левым) FРF-кольцом в том и только том случае , когда 
R - наследственное ограниченное кольцо без идемпотентных 
идеалов . :Коммутативная область целостности оказывается FРF­
кольцом тогда и только тогда , когда она полунаследственна . 
Если G - конечная группа порядка n , а R - правое (F)РF-коль­
цо , то (F)РF-кольцом будет и групповое кольцо RG. (Для R = 7l 
это оказывается неверным. ) 

25В. Полусовершенное правое FРF-кольцо R является пря­
мой суммой своих однородных правых идеалов , и на самом деле 
каждый главный неразложимый модуль однороден. Б олее того , 
базисное кольцо R0 кольца R строго ограпичепо справа в том 
смысле, что каждый иенулевой правый идеал содержит иенуле­
вой двусторонний идеал . Любое самоинъективное справа строго 
ограниченное справа кольцо R является правым FРF-кольцом. 
Частичное обращение : любое полусовершенное справа правое 
FРF-кольцо , радикал Джекобеона которого является пиль-идеа­
лом, самоинъективно справа .  (Ср . теорему Тахикавы [69] , сфор­
мулированную в 24.8 (h) . )  

26А (Фейс [76Ь] , [76с] , [76d] ) .  Полупервичное правое FРF­
кольцо R, не содержащее бесконечного множества ортогональных 
идемпотентов , есть конечное произведение первичных правых 
FPF -колец. Первичное кольцо Голди (правое и левое одновремен­
но) является правым FРF-кольцом в том и только том случае , 
когда каждый неиулевой правый идеал является образующим 
категории mod-R, а кольцо R ограничено справа. Ограниченное 
первичное кольцо Голди, неиулевые конечно порожденные идеа­
лы которого являются образующими (и правыми, [и левыми) 
оказывается FРF-кольцом (и правым, и левым) . 

26В. Нётерово полусовершенное кольцо R является FPF -коль­
цом тогда и только тогда, когда оно есть конечное произведение 
полусовершенных ограниченных «дедекиндовых первичных колеЦ» 
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(т .  е .  НNР-колец без нетривиальных идемпотентных идеалов) 
и QF-колец. (Для коммутативного кольца R предположение 
о полусовершенности можно опустить. )  

27. Конечномерная алгебра А над полем k называется сим­
метрической, если существует невырожденная билинейпая форма 
f: А Х А -+ k, ассоциативная и симметричная (т. е. f(ab ,  с) = 

= f(a , Ьс) и f(a , Ь) = f(b , а) для любых а, Ь, с Е А ) . Любая 
групповая алгебра kG конечной группы G над полем k симметри­
ческая , а каждая симметричная алгебра над полем k фробениусова . 

28. Доказать строгие включения : 
(групповые алгебры конечных групп) с: (симметрические алгеб­
ры) с: (фробениусовы алгебры) с: (QF-алебры) .  

29 (Накаяма [42 ] } .  Конечномерная алгебра А квазифробениу­
сова в том и только том случае , когда структуры односторонних 
идеалов автодуальны. 

30 (Накаяма [39,  41 ] } .  Пусть R - самобазисное артиново 
кольцо с радикалом J и правыми главными неразложимыми 
модулями e1R ,  . . .  , enR · Напомним, что eR/eJ называется вер­
шиной модуля eR для любого е = е� . Показать , что кольцо R 
квазифробениусово в том и только том случае , когда существует 
перестановка р набора { 1 ,  . . . , п} такая, что имеет место равен­
ство 

top eiR = soc ep(i) R ,  i = 1 ,  . . .  , n ,  

и выполняется аналогичное левостороннее условие . (Таким обра­
зом , для любого артинова кольца R из этого условия следует, 
что R квазифробениусово тогда и только тогда , когда квазифробе­
ниусово его базисное кольцо. )  

31 . Следующие свойства кольца R эквивалентны : P J 1 .  R -
примарно разложимое артиново полуцепное кольцо ; PJ2 .  вер­
шина и цоколь любого конечно порожденного (nравого или левого) 
R-модуля изоморфны; PJ3 .  вершина и цоколь любого модуля 
изоморфны; PJ4.  инъективная оболочка и проективное накрытие 
каждого конечно порожденного модуля изоморфны; PJ5 .  кольцо R 
нётерово ,  а вершины и цоколи (соотв . инъективные оболочки 
и проективные накрытия) неразложимых модулей изомор фны 
( Б ойл [73] ) .  

32  (Ауслендер) .  Каждый главный неразложимый модуль груп­
повой алгебры конечной группы над полем имеет изоморфные 
вершину и цоколь (ер . ynp . 31 ) .  
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Замечания R гл. 24 
Фробениусовы и квазифробениусовы кольца возникали при 

изучении представлений конечной группы над полем k. Из теоремы 
24.30 следует, что групповая алгебра kG квазифробениусова ,  но на 
самом деле она не только квазифробениусова ,  но и симметрична. 
Симметрические алгебры были введены Несбиттом и Троллом 
(в статье 1937 года в Proc. Nat .  Acad .  Sci) . По существу, идея 
симметрии возникла из классического определения фробениусовой 
алгебры А над полем k , а именно : алгебра А фробениусова тогда 
и только тогда , когда правое регулярное представление R и левое 
регулярное представление S эквивалентны между собой. Тогда А 
симметрическая , если R можно превратитЪ в S с помощью невырож­
денной симметричной матрицы (см. Накаяма [39 , стр . 61 1 ]  и Rэр­
тис - Райпер [69 , гл . 9, § 6 1 ,  66] ) .  

Вне зависимости от того , какое определение QF-кольца при­
менялось (см. упр . 10 ,  12 ,  28 и 29) , различные двойственности 
были очевидны. Двойственность 
(D1) fin.gen .mod-R ,...... fin .gen.R-mod , 

определяемая функтором HomR( , R) , однако , не была отчет­
ливо выявлена до работ Мориты - Тахикавы [56] , Дьёдонне [58] 
и Мориты [58] (ер . Тахикава [58] ) .  Дьёдонне выделил три двойст­
венности : (D1) ,  определенную выше, (D2) - аннулирование одно­
сторонних идеалов , и двойственность (D 3) (для случая, когда R ­
алгебра конечной размерности над полем k) : 

(D а) fin.gen.mod-R ,...... fin.gen.R-mod, 
индуцированную k-двойственностью (D1) для R = k. Ввиду 
упражнения 23 . 31 (Ь) двойственность (D 3) также индуцируется 
функтором HomR( , А') , где А '  есть k-дуальный модуль. Таким 
образом, А -двойственность (D1) и А '  -двойственность (D 3) совпа­
дают в том и только том случае , когда А � А ' (тогда и только 
тогда, когда алгебра фробениусова ;  см. упр . 14) .  

Б эр [43Ь] и Икеда [51 ]  доказали, что любая двойственность 
между структурами левых и правых идеалов артиновых колец 
задается аннулированием и,  значит, существует только для 
QF-колец. (См. упр . 1 1 . ) 

Другая двойственность, задаваемая с помощью аннуляторов , 
имеет место для любого инъективного кообразующего Е катего­
рии mod-R над произвольным кольцом R :  если 1 - любой пра­
вый идеал ,  то 

1 = annR annв 1 
(Морита - Rавада - Тахикава [57] , Морита [58] , Тахикава [58] , 
Адзумая [59] и Розенберг - Зелинский [61 ] ) .  Б олее того,  любой 
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.эндоконечный (т. е .  конечный над своим кольцом эндоморфизмов) 
инъективный кообразующий сбалансирован (Длаб - Рингель 
{72Ь] ) .  Таким образом, над артиновыми кольцами любой инъек­
тивный кообразующий сбалансирован (см. 19 . 16 ) .  

Ософская [66Ь] построила и охарактеризовала кольца, кото­
рые являются инъективными кообразующими, и показала ,  что 
они не обязательно квазифробениусовы (24.32) . (Такие кольца 
появились также у Леви [66а] и у Rлатта и Леви [69] - см. пример 
24.35 . )  Оказалось , что это кольца , над которыми все точные 
модули являются образующими (Адзумая [66] , "Утуми [66] . Ср . 
Rато [68] ) .  Таким образом,  характеризация колец с контекстом 
В-двойственности завершается предложением 24. 32 ,  сводящимся 
к выяснению того , что означает самоинъективность; проблема 
решена только в частных случаях (например , когда R нётерово 
еправа или слева ,  и тогда оно оказывается квазифробениусовым 
{см. 24.5) или регулярным (см. "Утуми [56] ) ) .  

Самоинъективные артиновы кольца были охарактеризованы 
как QF-кольца Икедой [52] (где критерий Б эра  назывался усло­
вием Шоды) . Б олее простые доказательства были предложены 
И кед ой и Накалмой [54] , где условие артиновости заменено 
условием нётеровости. Дальнейшее улучшение путем перехода 
к односторонним условиям осуществили Эйленберг и Накаяма 
{55] (ер . Фейс [66] ) ,  доказавшие , что глобальная размерность 
QF-кольца равна О или оо .  Rроме того,  групповое кольцо конеч­
ной группы над коммутативным кольцом К квазифробениусово 
в том и только том случае , когда К квазифробениусово , - резуль­
тат, установленный для произвольного кольца К Rоннелом [63] 
{теорема 24.29) . Джане [59Ь] расширил понятие фробениусовой 
алгебры (над полем) на бесконечномерные алгебры и доказал , что 
-они остаются самоинъективными. Rэртис [59] заложил основы 
теории Галуа квазифробениусовых колец. Накаяма [50Ь] объеди­
нил эти два подхода - теорию Галуа и (квази)фробениусовы 
алгебры - во вдохновенном эссе , и его библиография содержит 
другие ссылки по этим вопросам, включая некоторые его статьи 
<> теории Галуа артиновых колец. 

Rаш [54] , [60] , [61 ]  обобщил фробениусовы кольца до фробе­
ниусовых расширений колец, а Мюллер [64] , [65] осуществил 
аналогичный переход от квазифробениусовых колец к квазифро­
бениусовым l  расширениям. Таким образом,  R является левым 
QF-кольцом над подкольцом S, если R - конечно порожденный 
nроективный левый S-модуль, а S-дуальный модуль R* nорож­
дает категорию R-mod таким образом,  что R является (R ,  S)-пря­
мым слагаемым векоторого множества экземпляров модуля R * .  
(Тогда R квазифробениусово в том и только том случае , когда 
нвазифробениусово кольцо S .  Ср. Морита [62] , [67] . )  
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Тролл [48] определил иерархию алгебр , обобщающих QF-ал­
гебры: QF-1 , QF-2 , QF-3. Кольцо (или алгебра) R называется 
правым QF-1-кольцом, если каждый точный правый R-модуль М 
сбалансирован, т. е .  естественное отображение R � Biendн М 
сюръективно. Тролл и Несбитт [46 , стр . 560] доказали, что QF-ал­
гебры являются QF-1-алгебрами. Это было сделано в два шага : 
сначала они показали, что базисный модуль e0R является прямым 
слагаемым любого точного модуля над QF-кольцом. В этой статье­
е0R называется редуцированным регулярным представлением, 
и этот результат на самом деле доказывает, что любая QF-алгебра 
является РF-кольцом, - результат, справедливый и для колец 
(см.  24.32) . 

Второй шаг доказательства Несбитта - Тролла сбалансиро­
ванности модуля М заключается в доказательстве того , что любой 
модуль, содержащий e0R в качестве прямого слагаемого, сбалан­
сирован. Короче говоря , первый шаг устанавливает, что М ­
образующий категории mod-R, второй шаг устанавливает , что 
образующие сбалансированы, - результат 7 . 1  (1 ,  стр .  404) , 
который, как заметил Морита [58] , справедлив для произволь­
ных колец. (См. 1 , 7 .  1 ,  стр . 404, ер . также с теоремой Фуллера,  
гл . 17 ,  упр . 17 . )  Список более поздних статей о QF-1-, QF-2-
или QF-3-кольцах включает : Камилло [70а] , Камилло - Фуллер 
[72] (где независимо от Длаба - Рингеля [72] доказано для арти­
новых алгебр , т. е .  конечно порожденных алгебр над артиновыми 
центрами, что каждое факторкольцо кольца R будет QF-1-кольцом 
в том и только том случае, когда R - примарно разложимое полу­
цепное кольцо ; Фуллер [70Ь] доказал примарную разложимость, 
ер . также Джане [70] ) ,  Колби - Раттер [73] (здесь приведена 
обширная библиография) , Диксон - Фуллер [70] (результат , 
содержащийся в ее названии, обобщен в статье Рингеля [741 
до такого :  нётеровы коммутативные QF-1-кольца квазифробениу­
совы; ер . Камилло [70а] , Флойд [68] ) ,  Длаб - Рингель [72а] , 
[72Ь] , [72с] , [72d] , Фуллер [68Ь] , Джане [69] , [70] , Харада [65Ь] , 
[66] , Като [72] , Морита [69] (распространивший свою двойствен­
ность на QF-3-кольца) , Рингель [74] , Рингель - Тахикава [75} 
и Тахикава [73] (обширный трактат о QF-1- и QF-3-кольцах) .  

Вслед з а  теоремой Голди появились работы, характеризующие­
порядки в различных типах колец и среди них порядки в QF-коль­
цах : Джане [67] , Мьюборн - Уинтон [69] , Масаикэ [71 ]  и Тахи­
кава [71 , стр . 241 и далее] . См. также библиографию в р аботах 
В. П .  Елизарова [69] и Фейса [71Ь] . 

Возвращаясь к двойственности в QF-кольцах , отметим, ЧТ() 
Фейсом и У окером был выявлен еще и другой аспект двойствен­
ности. Произвольное кольцо R квазифробениусово тогда и толЪК() 
тогда , когда каждый проективный модуль инъективен (Фейс ­
Уокер Э .  [67] ) .  Дуальная теорема была доказана Фейсом [66а1 
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(см. теоремы 24. 12  и 24.23) . Доказательства этих теорем привели 
к множеству теорем о прямых р азложениях модулей, включая 
и понятие �-инъективности (см. гл. 20) . 
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Глава 25 

� -ЦИКЛИЧЕСКИЕ И ПОЛУЦЕПНЬШ КОЛЬЦА 

Первые три раздела этой главы посвящены результатам У ор­
<филда [75] о строении полуцепных Rолец 1) . Основная теоре­
-ма 25 .3 .4  выясняет,  Rогда Rаждый Rонечно представимый левый 
модуль над Rольцом R разлагается в прямую сумму цепных моду­
..лей; это имеет место тогда и тольRо тогда, Rогда само R RaR левый 
и RaR правый :модуль разлагается в таRую прямую сумму, или 
тогда и тольRо тогда, Rогда R - полуцепное Rольцо . (Определе­
ния см. в разделе 0 . )  В этом случае любой Rонечно порожденный 
проеRтивный модуль Р и любой его Rонечно порожденный под­
модуль М обладают «согласованными» разложениями в прямую 
•Сумму цепных модулей (см. 25 .3 .3  и далее) . Кроме того , любое 
·нётерово полуцепное Rольцо разложимо в Rонечное прямое произ­
ведение артинова и (полу)первичных Rолец (25 .3 .5 ) .  Эта теорема 
напоминает теорему Чаттерса (20.30) для наследственных Rолец 
и теорему Крулля - Асано - Голди (20.37) для Rолец главных 
идеалов , и, более того, используемый для их доRазательства 
·общий метод Робеона (20.35) применяется и здесь. 

Полуцепные Rольца совпадают с Rлассо:м Rолец, над Rоторыми 
Rонечно представимые :модули суть прямые суммы ЦИRличесRих 
цепных модулей (25 .3 .4) .  (Это обобщает и усиливает неRоторые 
:результаты гл . 20, особенно 20.41 и 20.43 . )  Кроме того,  любой 
циRличесRий цепной модуль над полусовершенным Rольцом 
является лоRальным модулем, на самом деле главным: циRличе­
СRИМ модулем. Поэтому над полуцепными Rольцами любой Rонечно 
представимый модуль есть прямая сумма главных циRличесRих 
модулей. 

Располагая результатами Уорфилда [75] , в разделе 4 мы, 
добавляя несRольRо современных штрихов , доRазывае:м главный 
,результат об артиновых полуцепных Rольцах , принадлежащий 
НаRаяме [41 ] : артиново Rольцо является полуцепным тогда 
и тольRо тогда , Rогда Rаждый Rонечно порожденный модуль раз­
лагается в прямую сумму главных циRличесRих модулей, а таRЖе 
тогда и тольRо тогда, Rогда Rаждый доминантный правый или 

1) Аналогичные результаты независимо получили Ю. А. Дрозд и В. В. Ки­
риченко. А именно : теорема 25. 2.6,  а также 25.3 .4  доказаны Ю. А. Дроздом 
(Матеж. аажетпи, 18 (1975) , N!! 5, стр. 705-710) ; теоремы 25.3 .5  и 25.3 .6  
доказаны в работе В.  В .  Кириченко (Матеж. сб. , 99  (1976) , стр. 559-581) .  
О других связях работ В .  В .  Кириченко и Уорфилда см. примечанив на 
.стр. 390. - Пpu.w,. перев. 
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левый главный неразложимый идеал всякого факторкольца 
R/(rad R)n квазиинъективен (или, что эквивалентно, инъективен 
по модулю (rad R)n) для каждого n (Фуллер [69а] , Айзенбуд ­
Гриффите [71а ] } .  Над артиновым полуцепным кольцом каждый 
модуль является �-цепным (25 .4.2) . Любое артиново полуцеп­
ное кольцо имеет конечный модульный тип, и структура идеалов 
таких колец конечна (25 .4 .4 ,  25 .4 .5) .  Примарио разложимые 
полуцепные кольца характеризуются в 25 .4 .6  (А и В) .  Заключи­
тельная часть раздела 4 посвящена а-циклическим кольцам 
и кольцам с �-циклическими инъективными модулями. Любое 
FВ G-кольцо подобно а-циклическому кольцу (20.33} , а любое 
артиново справа FВ G-кольцо обладает контекстом двойствен­
ности (25 .4. 1 1 ) .  

В коротком последнем разделе мы доказываем теорему Айзен­
буда - Гриффитса - Робеона о том , что любое собственное фак­
торкольцо R/I нётерова наследственного первичного кольца R 
является полуцепным. Доказательство (и сама теорема в этой 
общности) восходит к Айзенбуду и Гриффитсу [71а]  и включает 
в себя элегантное применение характеризации Накалмой (и Фул­
лером) артиновых полуцепных колец (как колец, над которыми 
доминантные главные неразложимые модули инъективны по моду­
лю своих аннуляторов) . Ступенью к доказательству служит тео­
рема Веббера,  поскольку она утверждает, что RII артиново спра­
ва .  (См. теорему Веббера - Чаттерса 20.29.)  

О. Терминология и примеры 

Модуль М называется �-цикJiическим (как было определено 
в гл . 20} , если он - прямая сумма циклических модулей. Если 
число слагаемых в этой прямой сумме конечно, то М называется 
а-цикJiическим. Тогда если каждый (конечно порожденный) 
правый R-модуль является �-циклическим (а-циклическим} , 
то говорят, что категория mod-R �-циклическая (а-цИКJiическая) . 
В этом случае удобно также говорить о самом кольце R,  что оно 
�-циклическое (а-циклическое) справа .  Никакой путаницы при 
этом не возникает, поскольку R - циклический модуль (и поэтому 
всегда �-циклический модуль ! ) .  Аналогично определяются �­
и а-циклические слева кольца . М ы  скажем, что R есть �-цИКJiиче­
ское (а-циКJIИческое) кольцо , если R является �-циклическим 
(а-циклическим) кольцом справа и слева. 

25.0.1 .  П р  и м е р  (основная теорема для абелевых групп, 
см . 1 ,  27, стр . 1 15) . 
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25 .0 . 1  (а) .  Прекрасные примеры а-циклических колец : коль­
цо Z ,  а также любое почти максимальное кольцо нормировавиа 
(20.49) . Кольцо Zn для любого отличного от нуля целого числа n 
является �-циклическим (см.  1 ,  26,  стр . 1 15) .  

25 .0 . 1 (Ь) .  Любое полупростое артиново кольцо в е  только-
�-циклическое , но и �-п�остое 1) .  

Термин цепвой 2) будет использоваться как название модул& 
М, подмодули которого линейно упорядочены: 

А с:: В или В с:: А для любых подмодулей А и В ив М. 

Говорят, что модуль �-цепной (а-цепной) , если он являетсR 
прямой суммой (конечного числа) цепных модулей. Говоря,  чт<> 
кольцо R полуцепвое справа, мы подразумеваем под этим, чт<> 
R есть а-цепной иравый R-модуль. Симметрично определяются 
кольца , полуцепные слева ,  а термин «полуцепвое» обоsначае� 
кольцо , полуцепное слева и справа. 

25.0.2. П р и м е р .  
25 .0 .2 (а) .  Любое кольцо R ,  обладающее как объект в mod-R 

единственным композиционным рядом, является полуцепным 
справа ,  и таким же будет всякое кольцо , подобное R ;  более того. 
кольцо (n Х п)-матриц над полуцепным справа кольцом оказы­
вается полуцепным справа. Такое кольцо не обязано быть полу­
цепным слева ,  как покаsывают 7. 1 1 ' . 1  и 7 . 1 1 ' . 2  ( 1 , стр . 416 - 417) .  

25 .0 .2 . (Ь) . Лбелева группа Zp"'" где р - простое число (1 . 
стр . 85) , - цепной Z-модуль. Любая делимая периодическая абе-
лева группа является �-цепным Z-модулем (упражнение) . Коль­
цо 'llpn = 7/)pnz цепное , и любой периодический ограничен­
ный модуль над дедекиидопой областью , например над областью 
главных идеалов , является 2J -цепным. (Это справедливо такж& 
и для неточных периодических модулей над наследственными 
нётеровыми первичными кольцами. См. 25. 5 . 1 . )  

25 .0 .2 (с) . Кольцо R = k(x) формальных степенных рядов 
над полем k полуцепное , поскольку его идеалы исчерпываются 
степенями Jn, n = 1 ,  2, . . .  , радикала J. (Доказательство?) 

25 .0 .2 (d) .  Полуцепное справа локальное кольцо является 
правым кольцом нормирования (в смысле определения , полу­
чающегося из определения , приведеиного в гл . 20 перед 20 .40 
для коммутативного случая 3 ) , заменой всех условий на их право­
сторонние варианты) . 

1) То есть любой модуль - прямая сумма простых модулей. - Пр uм,. 
м рев. 

2) В оригинале <<uniserial•, ведет свое начало от <<E inreihigJ>. Первона­
чально это понятие внлючало в себя требование нонечности (т. е. артиново­
сти и нётеровости) . - Пр uм,. ред. 

S) Таное нольцо естественно назвать цепным справа. - Пр иж. ред. 
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25.0.3. У п р а ж н е н и е .  Обозначим через 'l<p> кольцо 
'Частных кольца 'l относительно простого идеала (р) (заметим, что 
-оно локалъно) ; т. е. 

z,<p> = {аЬ-1 Е tG. !  (Ь� р) = 1} 

Тогда кольцо треугольных матриц 

полуцепное (доказательство?) и нётерово справа ,  но не нётерово 
·слева (см. 1 , стр . 417-418) . 

Понятие правого (левого) главного неразложимого идеала 
для полулокального SВI-колъца было введено в 18.23, а именно : 
это правый (левый) идеал , порожденный идемпатентом е и такой, 
'ЧТО его кольцо эндоморфизмов eRe локалъно. 

В полусовершенном кольце (или полулокальном SВI-колъце) 
идемпатент е порождает главный неразложимый идеал (левый 
или правый) тогда и только тогда, когда е неразложим, т.  е .  
не  равен сумме двух иенулевых ортогональных идемпатентов 
(см. 18 .23) .  Правый (левый) главный неразложимый идеал арти­
нова справа (слева) кольца называется доминантным, если он 
имеет максимальную длину среди всех правых (левых) главных 
неразложимых идеалов. 

25.0.4. У п р  а ж 11 е н и е .  (а) Если левый главный неразло­
жимый идеал Re полулокального SВI-колъца R с радикалом 
J является цепным, то модуль Je/J2e либо равен нулю, либо прост. 
Если к тому же Re - артинов левый модуль, не являющийся 
простым, то Je!J2e - простой модуль и, более того,  просты все 
иенулевые фактормодули Jne!Jn+le. Это свойство достаточно для 
того, чтобы Re был цепным,  поскольку в этом случае 

Re :::::> Je :::::> J2e :::::> • • •  :::::> Jne :::::> • • •  
' 

- единственный композиционный ряд. 
(Ь) В артиновом слева полуцепном слева кольце R главные 

циклические модули исчерпываются модулями, изоморфными 
Re/Jne, где J = rad R, а Re - некоторый левый главный нераз­
ложимый идеал. 

1 .  Модули над полусовершенными кольцами1 )  

Если R - полусовершенное кольцо , т о  каждый класс ста­
бильно эквивалентных конечно порожденных модулей содержит 

1) Здесь мы отходим от стиля, принятого в других главах, и нумеруем 
разделы, причем эта нумерация согласуется с нумерацией разделов в работе 
Уорфилда [ 75] , Rоторой мы следуем в нашем изложении. 
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единственный (с точностью до изоморфизма) «Минимальный» эле­
мент (25 . 1 .4  и 25 . 1 . 5) .  "Усовершенствование обычных понятий 
числа образующих и соотношений конечно представимого модуля 
(25. 1 . 6-25. 1 . 1 1 )  является главным инструментом, используемым 
при характеризациях полуцепных слева колец (25 . 1 . 13) и полусо­
вершенных колец, у которых каждый конечно порожденный левый 
идеал главный (25 . 1 . 14) . 

Мы напомним определение (ранее приведеиное перед 18 .23) . 

О п р е д е л е н  и е .  Модуль М называется локальным, если 
он содержит наибольший собственный подмодуль.  

Некоторые из результатов , формулируемых в этом разделе. 
являются повторениями установленных ранее теорем о полусо­
вершенных кольцах либо их непосредственны:м:и приложениями. 

25. 1 . 1 .  Лемма. Пусть R - полулока.льпое кольцо. С.яедующие 
условия па R эквива.лептпы:  

( i )  RR - прямая су;м;ма лока.лъпых модулей. 
(ii) RR - прямая су;м;ма лока.лъпых модулей. 

(iii) R есть SВI-колъцо. 
(iv) Все копечпо порождеппые проективпые модули - прямые 

су;м;мы лока.льпых циклических проективпых модулей. 
(v) R полусовершеппо. 

(vi) R обладает диагра;м,;м,ой А дзумаи. 

Д о к а з а т е л ь с т во.  См. 18.23 и 22.23. О 
В действительности во  всех этих условиях, кроме (iii) , пред­

положение о том, что R полулокально , лишнее. 
25. 1 .2. Предложение. Любой лоха.льпый левый модуль па{} 

полусовершеппым кольцом R является главным циклически.м, (т. е. 
эпиморфпым образом левого главного неразложимого идеа.л&) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  См. 18.23.4. О 
25. 1 .3. Лемма. Если J = rad R и М - копечпо порождеппы й 

левый R-модулъ, то (i) JM - косуществеппый подмодуль в М. 
Более того, если R полулохалъпо , то (ii)  MIJM - прямая су;м;ма 
копечпого числа простых модулей и (iii) М - лоха.лъпый .модуль. 
тогда и только тогда, хогда фактормодуль MIJM прост. О 

3 а :м: е ч а н  и е .  (i) есть не что иное , как 18 .4(d) , т. е .  одна 
из формулировок леммы Накаямы 18 .4(с) , а (ii) и (iii) тривиальны. 

25. 1 .4. Теорема. Пусть М - копечпо порождеппый модул ь. 
nад; полусовершеnnым кольцом R. Тогда имеет место прямое раа­
ложепие М = N ЕВ Р ,  где Р проехтивеп, а N ne имеет проехтив­
nых прямых слагаемых. Да.лее, если М = N' Е9 Р' - другое такое 
разложение, то N � N' и Р � Р ' .  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование указанного разло­
жения доказывается тривиально - мы будем последовательно. 
отщеплять проективные прямые слагаемые , если они существуют, 
и этот процесс в конце концов прекратится, поскольку по 25 . 1 .3-
модуль M/JM удовлетворяет условиям обрыва. Предположим 
теперь, что мы имеем два таких разложения: 

М = N е Р = N' е Р'.  
По 25. 1 . 1 (iv) -(vi) кольцо эндоморфизмов конечно порожденног() 
неразложимого проективного модуля над полусовершенным коль­
цом локально , из чего вытекает , что любой конечно порожденный. 
проективный модуль обладает свойством замены (19 .21 (n)) 1) . 
Применяя свойство замены к Р ,  мы получим подмодули Р� � Р' 
и N� � N' , такие , что М = Р Е1Э Р� Е1Э N� (между прочим , это­
и есть определение свойства замены) . Отсюда, очевидно , следует, 
что N � Р� Е9 N;, так что Р; = О (поскольку N не содержит 
венулевых проективных прямых слагаемых) .  Итак, М = Р Ее N� 
и N' => N� , что дает прямое разложение N' = N� e (N' П Р) .  
Сравнение двух прямых дополнений модуля N� в модуле М поRа­
зывает , что (N' П Р) Е1Э Р' � Р .  "Учитывая , что по предположению· 
N' не содержит венулевых проективных прямых слагаемых , 
получаем N' П Р =  О , N' = N� и Р '  � Р . Наконец, полученные­
выше соотношения N � Р� Е1Э N�, Р� = О и N' = N; показы­
вают, что N � N' . О 

Модули Х и У называются стабильно� эквивалентными, если 
существуют проективные модули р и Q, такие , что х е р �  
� У Е1Э Q. Если Х и У конечно порождены, то модули Р и Q' 
также можно выбрать Rонечно порожденными 2) . Поэтому дока­
занная теорема дает следующее усиление понятия стабильной 
эквивалентности для модулей над полусовершенными кольцами. 

25. 1 .5.  Следствие. Ес.л,и R - подусовершенное ко.л,ъцо , то (i) 
каждый конечно порожденный моду.л,ъ стаби.л,ъно эквива.л,ентен 
моду.л,ю , не содержащему нену.л,евых проективных прямых с.л,агаемых, 

1) Это вытекает также ив леммы 18. 1 7 . - Пр им. перев. 
2) В самом деле, дополняя, если нужно, модуль Q до свободного модуля� • • 

мы можем с самого начала считать, что Х ЕВ Р � У ЕВ F и F - свободный 
модуль. Тогда если Х конечно порожден, то <р (Х) S У ЕВ F1 для некоторого 
конечно порожденного прямого слагаемого F1 модуля F. Рассмотрим кано­
нический эпиморфивм n: У Е1Э F - F/F1• По построению ker {n<p) =::1 Х, 
откуда ker (n<p) = Х Е1Э Р' , где Р' s Р.  Кроме того , поскольку F/F1 - про­
ективный модуль, то ker (n<p) - прямое слагаемое в Х ЕВ Р ,  так что р' -
прямое слагаемое в Р и, следовательно , проективен. 

Теnерь, поскольку <р индуцирует ивоморфизм ker (n<p) � ker n, а 
ker 1t = У ЕВ Fн nолучаем, что Х Е1Э Р1 � У Е1Э F1, nричем F1 конечно nо­
рожден и nроективен. Ясно, что если У конечно nорожден, то конечно nо­
рожден и модуль Р1. -При:м. перев. 
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и (ii) два жоду.JtЯ, ne содержащие пепулевых проептивпых прямых 
слагаемых, стабильпо эпвивалептпы тогда и толь-по тогда, погда 
()7-tи иаожорфпы. О 

Этот результат позволяет нам существенно уточнить в сле­
дующем разделе формулировку двойственности Ауслендера -
Бриджера для полусовершенных колец, которую первоначально 
мы определяем просто как соответствие между классами стабильно 
эквивалентных модулей. Для того чтобы воспользоваться этой 
двойственностью, нам также потребуется несколько понятий 
(вводимых в 25. 1 . 7  и 25 . 1 . 9) ,  касающихся «образующих и соотно­
шений» модулей над.полусовершенными кольцами. Для удобства 
ссылок мы вновь сформулируем следующий результат:� 

25. 1 .6 . Лемма. Если RJ- полусовершеппое польцо с ради-палож 
J и М - попечпо порождеппый модуль 1) , то существуют проеп­
тивпый модуль Р и эпижорфиаж f :  Р -.  М, тапие, что ипдуциро­
ваппый гожожорфиам PIJP -.  MIJM есть иаоморфиаж. Если 
g: Q -.  М - другой тапой эпижорфиа;м (где Q проептивеп) , 
то имеет место иаоморфиаж q> :  Р -. Q, тапой, что gq> = f. О 

Эта лемма - не что иное, как переформулировка условия 
существования и единственности проективного накрытия модуля 
М (см. 22. 1 1 ) .  Единственность проективного накрытия позволяет 
.дать следующее определение. 

1125. 1 .  7. Определение. Пусть М - конечно порожденный 
-модуль над полусовершенным кольцом R и S - простой модуль. 
Определим Gen (М) как число слагаемых в разложении модуля 
MIJM в прямую сумму простых модулей, а Gen (М; S) - как 
число таких слагаемых, изоморфных S. 

25. 1 .8.  Лемма. Копечпо порождеппый правый модуль М пад 
полусовершеппыж польцож R яв.JtЯется ципличеспиж тогда и толь-по 
тогда, погда Gen (М; S) � Gen (нR ; S) для паждога простого 
&оду.JtЯ S. О 

25. 1 .9. Определение. Пусть М - конечно представимый 
:модуль над полусовершенным кольцом R, f: Р -. М - проек­
тивное накрытие (т. е. f и Р удовлетворяют условию леммы 25. 1 .6) 
и К = ker(f) . Тогда определим Rel(M) и Rel(M; S) следующим 
образом : Rel(M) = Gen(K) и Rel(M; S) = Gen(K; S) для любого 
простого модуля S. Эти определения корректны ввиду 25. 1 . 6  2) . 

1) Здесь и далее в разделах 1 -3, если ие оrовореио противное, все мо­
дули предпопаrаются левыми. - ПpUJtt,. перев. 

2) Тот факт, ч:то К коиеч:ио порождеи, вытекает из леммы Шаиюэля 
(1 ,  1 1 . 28) . - ПpUJtt,. перев. 
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25. 1 . 10 .  Лемма. Если М - 1юпечпо порождеппый модуль пад 
полусовершеппыж кольцом, S - простой модуль и М = А Ее В, то 

Gen(M; S) = Gen(A ; S) + Gen(B ; S) .  

Если М копечпо представим, то 

Rel(M; S) = Rel(A ; S) + Rel(B; S) .  

Эти соотношения легко установить, взяв проективные накры­
тия модулей А и В, рассмотрев их прямую сумму и заметив , что 
при этом получится проективное накрытие модуля М (см.  22.20) . О 

Ввиду 25. 1 .8 ясно , что Gen(M) лишь косвенно связано с мини­
мальным числом образующих модуля М. Однако , если мы огра­
ничимся элементами специального типа, эта связь становится 
теснее. Если М - некоторый R-модуль и х Е М, то мы скажем, 
что х - локальный элемент, если Rx - локальный модуль. Тот 
факт , что любой конечно порожденный проективный модуль над 
полусовершенным кольцом порождается локальными элемента­
ми (25 . 1 . 1 ) ,  влечет за собой, что любой конечно порожденный 
модуль порождается локальными элементами. 

25. 1 . 1 1 .  Лемма. Если М - копечпо порождеппый модуль пад 
полусовершеппым кольцом с радикалом J и Х - мпожество локалъ­
пых элемептов модуля М, то оп о является мипимальпым семей­
ством локальпых образующих для М тогда и только тогда, когда 
естествеппый гомоморфиам М -+  MIJM отображает Х биектив­
по па мипимальпое семейство локальпых образующих модуля M/JM. 
Число элемептов в любом мипимальпо.м, семействе локальпых обра­
зующих равпо Gen(M) . D 

25.1 .12. Определение. Модуль называется цепным, если его 
подмодули линейно упорядочены по включению. Кольцо R наяы­
вается полуцепным слева, если RR - прямая сумма цепных моду­
пей. Кольцо R называется полуцепвым, если оно полуцепное 
справа и слева .  

Артиновы полуцепные кольца традиционно пазывались 
«обобщенно однорядными кольцами» (<<generalized uni-serial>>) 
и были ввведены Кёте [35] и Накалмой [40] , [41 ] .  Любое артиново 
кольцо главных идеалов является полуцепным (Кёте [35] , Асано К .  
{39] , [49а] ) .  Полуцепное слева кольцо может не  быть полуцепным 
справа ( 1 ,  7 . 1 1 ' . 1 ,  стр . 416) . 

25. 1 . 13. Лемма. Если М - копечпо порождеппый левый модуль 
пад полуцеппыж слева кольцом и N - его копечпо порождеппый 
lJОдмодуль, то 

Gen(N) � Gen(M) . 
23 н. Фейс 



354 Ч. V. Теор ия  кодец 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L - локальный подмодуль 
модуля М, такой, что L не содержится в JM. (Можно найти такой 
подмодуль, взяв проективное накрытие модуля М (25 . 1 .6 )  и рас­
смотрев в М образ одного из неразложимых прямых слагаемых 
этого проективного накрытия. )  Рассмотрим точную последова­
тельность 

0 -+  N П L -+  N -+  NIN П L -+  О. 

Для любой точной последовательности О -+ Х -+ У -+ Z -+ () 
определена индуцированная точная последовательность X/JX -+ 
-+ YIJY -+ Z/JZ -+ О. Заметим, что если Х - цепной модуль, 
то либо Х = JX, либо X/JX - простой модуль 1) . Применяя 
эти соображения к выписанной вьппе последовательности и исполь­
зуя тот факт ,  что N n L - цепной модуль 2) , мы получим, ЧТ() 
Gen(N) � 1  + Gen(N/(N П L)) .  С другой стороны, Gen(MIL) + 
+ 1 = Gen(M) , и ,  поскольку NI(N n L) - конечно порожден­
ный подмодуль модуля M/L, требуемый результат получается 
индукцией по Gen(M) . О 

Лемма 25. 1 . 13  дает характеризацию полуцепных слева колец,_ 
аналогичную хорошо известным характеризациям колец главных 
конечно порожденных левых идеалов . (Если R - такое кольцо , 
М - левый модуль,  который может быть порожден п элемен­
тами, а N - его конечно порожденный подмодуль , то N может 
быть также порожден п элементами. )  Довольно легко охаракте­
ризовать полусовершенные кольца , у которых каждый конечнО> 
порожденный; левый идеал главный. Это мы сейчас и проделаем 
в качестве приложевил предыдущих результатов . 

Но сначала - одно определение . Если М - цепной модуль, 
то мы скажем, что М однородно цепной, если A IJA � BIJB 
для всех пар его венулевых конечно порожденных подмодулей А 
и В. Если М - артинов и нётеров модуль, то это означает, ЧТ() 
все простые факторы композиционного ряда модуля М изоморфны. 

25. 1 . 14. Теорема. Следующие свойства пмусовершенного r.олъ­
ца R эr.вивалентны: 

(i) Каждый r.онечно по рожденный левый идем главный. 
(i i )  R - полуцепное слева и нераможи.мые прямые слагае.мые­

.модуля нR однородно цепные. 
(iii) R - прямое произведение r.онечного числа пмпых r.оле� 

.матриц пад ло�ъпы.ми пмуцеппьz.ми слева r.мъца.ми. 
(iv) R подобно r.онечпо.му прямо.му проиаведепию локалъnlitХ" 

пмуцеппых слева колец. 

1)  3десь существенно,что кольцо R является полуцепным слева. - Пр им.. 
пер ев. 

11) Поскольку N ПL - подмодуль локального и потому (см. 18. 23.4) 
цепного модуля L. - Пр им.. перев. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы доказать, что (i) влечет за 
собой (ii) , мы сначала покажем, что если нR = Р е Q, где Р ­
неразложимый проективный модуль, и А - конечно порожден­
ный подмодуль в Р ,  то A IJA не содержит простых подмодулей, 
не изоморфных S = PIJP , или,  что эквивалентно, Gen(A ) = 
= Gen(A ; S) . Предположим, что это не так. Тогда Gen(A ; S ' )  � 
� 1 для векоторого простого модуля S' , не изоморфного S.  Оче­
видно , Gen(Q; S' ) = Gen(нR;  S' ) , поэтому по 25. 1 . 10  

Gen(A е Q; S' ) = Gen(A ; S' ) + Gen(Q; S ') � 1 + Gen(нR ; S ' ) .  
Но в силу 25. 1 . 8  отсюда следует , что конечно порожденный левый 
идеал А е Q не является главным в противоречии с предположе­
нием. Покажем теперь ,  что R должно быть полуцепным слева .  
Предположим противное . Тогда нR = Р $  Q,где Р - неразложимое 
прямое слагаемое , не являющееся цепным модулем. Поэтому 
в Р существуют элементы а и Ь, такие , что Ra � Rb и RЬ � Ra, 
или, что эквивалентно , Ra/(Ra П RЬ) =1= О и RЬI(Ra П Rb) =1= О� 
Рассматривая точную последовательность 

О -+ Ra П Rb -+  Ra + Rb -+ 
-+ (Rai(Ra П RЬ)) е (RЬI(Ra П RЬ)) -+ О 

и учитывая , что гомоморфный образ локального модуля локален, 
заключаем , что Ra + Rb - нелокальный, модуль ,  откуда в силу 
25. 1 . 1 1  следует , что Gen(Ra + Rb) �2.  По доказанному выrш� 
Gen(Ra + RЬ) = Gen(Ra + RЬ; S) , где S = PIJP - простой. 
модуль. Итак , Gen(Ra + Rb ; 8) � 2 .  Рассмотрим теперь конеч­
но порожденный левый идеал (Ra + Rb) Ее Q. По условию он 
циклический, в частности , ввиду 25 . 1 .8 

Gen ((Ra + Rb) $ Q; S) = Gen (Ra + RЬ; S) + Gen (Q; S) � 
� Gen(нR ; S) = Gen(P ; S) + Gen(Q; S) ,  

откуда вытекает, что 

Gen(Ra + RЬ;  S) � Gen(P ; S) = 1 .  

Полученное противоречие завершает доказательство того ,  что­
R - полуцепное слева кольцо . Если теперь А - конечно порож­
денный подмодуль в неразложимом прямом слагаемом Р модуля­
нR,  то А - локальный модуль, т. е. модуль A IJA прост . В силу 
утверждения, доказанного вначале,  A IJA � P/JP. Итак , импли­
кация (i) =? (ii) установлена .  

Покажем теперь ,  что (ii) влечет за собой (iii) . Из условия (ii) 
вытекает , что если Р и Q - неизоморфные неразложимые проек­
тивные слагаемые модуля нR, то Hom(P , Q) = О , поскольку если 
бы образ А какого-нибудь гомоморфизма Р -+ Q был ртличеа; 
23• 
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от пуля, то мы бы имели 
PIJP � A IJA � Q/JQ 

и тогда Р и Q были бы изоморфны. Поэтому R есть прямое произ-
n 

ведение П А 1 конечного числа колец А i , удовлетворяющих (ii) 
i=i 

и дополнительному условию, состоящему в том, что все неразло­
жимые проективные прямые слагаемые Р кольца А = А 1 изо­
морфны, так что А � pt (Р и t зависят от i) . Тогда по 1 ,  3 .33.3,  
стр . 199,  и 22 .24 А изоморфно полному кольцу (t  Х t)-матриц 
над локальным кольцом В = End Ар. Свойство кольца быть 
полуцепным слева ипвариаптпо относительно эквивалентно­
сти Мориты (так как это свойство допускает категорную пере­
формулировку: каждый конечно порождеппый проективпый 
модуль разлагается в прямую сумму цепных модулей) . По­
этому все возникшие локальные кольца� должны быть также 
полуцепными слева .  Это завершает доказательство импликации 
(ii) =>- (iii) . 

В доказательстве импликации (iii) => (i) мы можем ограничить­
ся рассмотрением неразложимых колец (поскольку свойство (i) 
наследуется конечными прямыми произведениями колец) . Нераз­
ложимое кольцо , удовлетворяющее (iii} , имеет с точностью до изо­
морфизма только один простой модуль. Учитывая 25. 1 .8 и 25 . 1 . 13 ,  
мы  видим, что есЛи R - полуцепное слева кольцо с единствен­
ным с точностью до изоморфизма простым модулем, то каждый 
конечно порожденный подмодуль циклического модуля цикли­
че ский, что влечет за собой (i) . 

'аквивалептность (iii) и (iv) вытекает из 18 .36.  О 
В 18.38.3 эта теорема доказана в полупримарном случае . Ср . 

Айзенбуд - Гриффите [71а] , Джекобсон [47] и Ятегаонкар А. [70] .  

2 .  Двойственность Ауслендера - 'Бридж ера 

В этом разделе мы уточняем теорию двойст 11енности Ауслен­
дера - Бриджера и используем ее для изучения колец, над кото­
рыми каждый конечно представимый модуль есть прямая сумма 
локальных модулей. 

В частности, оказывается, что кольца с этим свойством являют­
ся полуцепными. 

Если R - произвольвое кольцо с единицей и М - конечно 
представимый левый1 R-модуль (FР-модуль) , то его дуальный 
D(М) в смысле Ауслендера�и Бриджера определяется следующим 

ер образом. Выберем ' точную пмледовательность Q __,. Р -+- М .-.. О, 
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в которой Р и Q - конечно порожденные проективные модули, 
и положим D(M} равным коядру гомоморфизма <р* : Р* - Q* 
(rде Х* = Ноmв(Х, R} ,  причем если Х - левый модуль, то Х* -
правый модуль) . D(M} корректно определен с точностью до 
стабильной эквивалентности (введенной перед 25. 1 . 5) .  Эта конст­
рукция задает двойственность между категорией классов ста­
бильно эквивалентных левых FР-модулей и категорией классов 
стабильно эквивалентных правых FР-модулей. (Упражнение. }  

Следует заметить, что если модуль М задается n образующими 
и k соотношениями, т. е. имеет место точная последовательность 
Rl!. - лn - М - О, то D(M} задается k образующими и n соот­
ношениями. Для модулей над полусовершенными кольцами мы 
можем высказать более точное утверждение , используя инва­
рианты, определенные в предыдущем разделе (25 . 1 . 7  и 25 . 1 .9} , 
а также тот факт, что над таким кольцом каждый класс стабиль­
но эквивалентных конечно порожденных модулей содержит 
в пекотором смысле канонический минимальный элемент (25 . 1 . 4  
и 25 . 1 .5 ) .  

25.2. 1 .  Лемма. Если R - пмусовершеппое кмъцо и Р - пераа­
ложижый проективпый левый .модуль, то его дуальпый Р* -
перааложижый проективпый правый .модуль. Далее, если S � 
� Р 1 J Р , то Р* 1 Р* J � S' , где S' - дуалъпый к .модулю S ,  рас­
с.матривае.мо.му как (R/J}-.модуль 1) .  О 

25.2.2. Лемма. Если R - пмусовершеппое кмьцо, Р - копеч• 
по порождеппый проективпый .модудъ и N - под.модулъ, ne дежа­
щий в J Р , то N содержит пепулевое пря.мое слагае.мое .модудя Р . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Прямое обобщение предложе-
ния 22.22(Ь) . О 

Если М - конечно представимый модуль над полусовершен-
Ф ным кольцом и Q -7 Р - М - О - точная последовательность , 

в которой Р и Q - конечно порожденные проективные модули, 
то мы назовем эту последовательность минимальным представле­
ннем модуля М, если (i} индуцированный гомоморфизм PIJP ­
- MIJM - изоморфизм и (ii} индуцированный гомоморфизм 
Q/JQ - KIJK, где К - ядро гомоморфизма Р - М, - изо­
морфизм. В этом случае изоморфные типы модулей P!JP и Q/JQ 
являются инвариантами модуля М 2) (25 . 1 . 6 , 25. 1 . 7 и 25 . 1 .9 ) .  

1 )  Если Р - неразложимый проективвый левый модуль, то  Р � Re, 
rде е - при:митиввый идемпотевт, и поэтому S � P/JP � Rё, rде R = R/J. 
Отсюда следует, что Р* � Ноmв (Re, R)  � eR и Ноmв (S, R) � 
� Ноmв(Rё, R) � ёв �P*IP*J, что и требуется. - При:м.. перев. 

2) То есть эти модули определяются модулем М однозначно с точностью 
до изоморфизма. - Пр и;м,. перев. и ред. 
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Кроме того , чтобы получить некоторое (а на-самом деле любое) 
минимальное представление модуля М, нужно выбрать проектив­
ные накрытия Р -+  М и Q -+  К, где К = ker(P -+ М) . (Действи­
-тельно, тогда , например , PIJP � M!JM, поскольку JP = 
= rad Р 2 К. ) 

25.2.3. Лемма. Если R - пмусовершенное пмьцо , М - понеч­
по представимый левый R-модуль, не содержащий иенулевых проеп­
тивных прямых слагаемых, и Q -+  Р -+  М -+  О - мини.мадьное 
предстамение модум М, то индуцированная последователыtость 
Р* -+ Q* -+ D -+ О ямяется минимадьны.м, представдением для 
D и D тапже не содержит иенулевых проептивных прямых еда-
2аемых. 

3 а м е ч а н и е .  Строго говоря , D(M) - это класс ста­
бильной эквивалентности , представителем которого является 
модуль D .  Смысл этой леммы состоит в том, что , выбирая под­
ходящую проективную резольвенту, мы можем добиться того,  
чтобы получающийся представитель класса стабильной эквива­
лентности был каноническим. Его существование гарантируется 
<:ледствием 25. 1 .5 .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть ер :  Q -+  Р - гомоморфизм из  
минимального представления для М и ер* : Р* -+ Q*  - гомомор­
·Физм, ему дуальный. Нам нужно сначала показать, что ер* (Р* )  s;;; 
с:: Q*J. Если бы это было не верно , то по 25 .2 .2  мы бы смогли 
разложить Р* : Р* = А ЕВ В, причем так, чтобы ер* изоморфно 
отображало В на неиулевое прямое слагаемое модуля Q* .  Приме­
няя функтор ( )* к ер* : Р* -+ Q* и учитывая естественные изо­
морфизмы Р* * � Р и Q**  � Q, мы получили бы, что im ер содер­
жит прямое слагаемое модуля Р (изоморфное В* ) .  Но im ер равен 
ядру гомоморфизма из Р в М, и мы пришли бы к противоречию 
<: тем, что это ядро - косущественный подмодуль в Р. 

Пусть теперь L - ядро гомоморфизма Q* -+ D .  По доказан­
ному мы знаем, что L s;;; Q*J. Мы хотим показать, что гомоморфизм 
<р* индуцирует изоморфизм P*IP*J -+ L/LJ. Если это не так, то 
по 25 .2 .2  мы можем представить Р* в виде Р* = С Е9 Е, где 
С =1= О и С лежит в ядре гомоморфизма ер* 1) .  Переходя к дуаль-

1) В самом деле, L = ker (Q* -+ D) = im !.Р*· Поетому q>* индуцирует 
'8nиморфивм q>' : Р*  -+ L. Следовательно, впиморфивмом будет и rомоморфивм 
P */P *J -+ L/LJ. Если он не является изоморфизмом, то ero ядро отлично 
от нуля, т. е. q>' (N) � LJ для некотороrо подмодуля N в Р * ,  не лежщеrо 
в P *J. По 25.2 .2  существует прямое разложение Р* = С' Е9 Е' , rде 
О =/=  С' � N. 

Без оrраничения общности мы можем считать, что С' неразложим, 
в частности, С' = zR - циклический мо/.{Уль. 

Имеем L = q>' (Р*) = q>' (Е' ) + q>' (С ) � q>' (Е' ) + LJ, откуда L = 
=q>' (Е') + LJ, а поскольку модуль L конечно порожден, вто означает, что 
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вы:м :модулям, :мы получим:, что Р = С' ЕВ Е' и ep(Q) s:;; Е' , где 
С' � С* и Е' � Е* . Следовательно, М содержит неиулевое 
проективное прямое слагаемое (изоморфное С') , что противоречит 
условию. 

В заключение осталось показать, что D не имеет иенулевых 
проективных прямых слагаемых. Рассуждая, как и прежде, пред­
положим, что D имеет такое прямое слагаемое. Но это означает, 
что ер* (Р* )  содержится в собственном прямо:м слагаемом модуля 
Q* , и, переходя к дуальны:м модулям, мы получим, что ker ер 
содержит неиулевое прямое слагаемое модуля Q, что противоре­
чит косущественности ядра ker ер в Q. О 

25.2.4. Теорема. Пусть R - пмусовершенное �мъцо, !!& -
масс �онечно представимых девы,х модулей, не содержащих нену­
мвых прое�тивных прямых слагаемых, и 6.!f - l't.ftacc �онечно пред­
ставимых правых модулей, та�е не содержащих ненулевых прое�­
тивпых прямых слагаемых. Каждому М Е !!&  одновначно с точ­
ностью до ивоморфивма можно поставить в соответствие модудъ 
D(M) Е 6.!f та�, чтобы, (i) М � N тогда и тмъ�о тогда, �огда 
D(M) � D(N) и (ii) D(M ЕВ N) � D(M) ЕВ D(N) . Кроме того, 
если �аждому простому девому модулю S сопоставить с помощью 
25 .2 . 1  простой правы,й модуль S' , то справедливы, следующие равен-
ства: 

и 
Gen(M; S) = Rel(D(M) ;  S') 

Rel(M; S) = Gen(D(M) ; 8') .  

Эта теорема непосредственно вытекает из двойственности 
Ауслендера - Бриджера ,  сформулированной в начале этого раз­
дела,  а также из 25 .2 .3 ,  25 .2 . 1 ,  25. 1 .5 ,  25. 1 . 7  и 25. 1 . 9 .  

Функцию D :  !!& -+ 6.!f можно задать явно с помощью 25.2 .3 .  
Симметрично :можно определить функцию !!& -+ 6.!f ,  которая, оче­
видно , будет обратной для D .  О 

25 .2.5. Определение. Модуль М называется локально пред­
ставимым (LР-модулем) , если существует точная последователь­
ность Q -+ Р -+ М -+ О, в которой Р и Q - проективные локаль­
ные модули. Эквивалентное определение : М конечно представим 
и Gen(M) = Rel(M) = 1 .  

25.2.6. Теорема 1) . Следующие свойства пмусовершенного �мъ­
ца R э�ивалентны,: 

L = �· (Е') .  Поэтому для элемента z мы можем найти в Е' элемент у, такой, 
что q/ (у) = ер' (z) , т. е .  такой, что z - у Е К = ker ер' . Тогда (z - у) R !;;;; К. 
Ясно, что К $  P*J (в противном случае С' = С' J, что невозможно) .  При­
меняя к К лемму 25.2.2  и учитывая, что ker ер' = ker ер* , получим требуемое 
разложение. - ПрUАС.. перев. 

1) См. примечавне на стр. 346. - ПрUАС.. перев. 
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(i) 1ШЖдый копечпо представUl/l,ый .яевый жоду.л,ъ есть пряжая 
сужжа .л,ом.л,ъпо представUl/I,ЫХ жодулей; 

(ii) каждый копечпо представUl/l,ый .яевый жоду.л,ъ есть пря.м,ая 
сужжа цеппыж жоду.л,ей; 

(iii) каждый копечпо представUl/l,ый правый жоду.л,ъ есть пря­
жая сужжа .л,окалъпо представUl/l,ых жоду.яей; 

(iv) каждый копечпо представUl/l,ый левый жоду.л,ъ и каждый 
копечпо представижый правый жоду.л,ъ суть пряжые сужжы .л,ом.л,ъ­
пыж жодулей; 

(v) 1ШЖдый копечпо представUl/I,Ый правый и.л,и левый жоду.л,ь 
есть пряжая сужжа главпыж цик.л,ических жодулей; 

(vi) 1ШЖдый копечпо представUl/l,ый правый жоду.л,ъ есть пря­
жая сужжа цеппыж жоду.л,ей; 

{vii) R - по.л,уцеппое кмъцо. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Условие (i) гласит, что если М ­
неразложимый конечно представимый левый :модуль, который 
не проективен, то Gen(M) = Rel{M) = 1 .  Отсюда вытекает, что 
если Р - неразложимый проективный левый :модуль и А -
его иенулевой конечно порожденный подмоду ль, то Gen(A ) = 1 ,  
поскольку Gen(A ) = Rel(P/A ) и Р/А неразложим 1) . П о  25. 1 . 1 1  
получаем, что любой конечно порожденный подмодуль А в Р 
локален, а отсюда легко следует, что R - полуцепное слева 
кольцо. Но для полуцепного слева кольца условия (i) и (ii) три­
виально эквивалентны. 

Далее , учитывая эквивалентную переформулировку условия 
(i) , приведеиную в начале доказательства ,  с помощью 25 .2 .4  
получим, что оно эквивалентно аналогичному условию для правых 
:модулей, т. е. что {i) и (iii) эквивалентны. 

Наконец, ясно , что (i) и {iii) влекут за собой (iv) .  Обратно. 
если R удолетворяет (iv) и М - неразложимый непроективный 
FР-:м:одуль, то Gen(M) = 1 и Gen(D(M)) = 1 в силу (iv) и того 
обстоятельства ,  что D (M) также неразложим (25.2 .4) .  Поскольку 
Gen(D(M)) = Rel(M) (по 25 .2 .4} ,  то отсюда следует, что М есть 
LР-:м:одуль. Итак, (iv) влечет за собой (i) . 

Эквивалентность условий (iv} и (v) для полусовершенных 
колец вытекает из 18 .23 .4 .  

Это завершает доказательство эквивалентности свойств (i)­
(v) . Так как (iv) право-лево симметрично,  то условие , си:м::м:етрич­
ное {ii) , а и:м:енно (vi) , эквивалентно остальным, т. е. условия 
(i)-(vi) эквивалентны. 

1) Оба этих Факта - следствие тоrо, что Р - PIA - проективвое на­
крытие модуля Р{А .  Это в свою очередь справедливо,  поскольку Р - верав­
ложимый проективвый, а следовательно, локальный модуль, и поэтому 
А � JP . - Пр и:м. nepee. 
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Ясно, что (ii) и (vi} влекут за собой (vii) , поэтому для завер­
шения доказательства нужно только доказать импликацию (vii) � 
с:> (ii) . Но для этого требуется еще пекоторая подготовка . Поэтому 
мы отложим доказательство до следующего раздела (см. 25 .3 .4) . О 

3. Теорема о разложевив 

В этом разделе мы доказываем теорему Уорфилда 1) , утверж­
дающую, что конечно представимый модуль над полуцепным коль­
цом разлагается в прямую сумму локально представимых 
модулей, - теорему, которал первоначально была установлена· 
Ру [72] для не обязательно коммутативных локальных колец. 
(Коммутативный случай см. в 20.41 и 20.43 . )  

Мы завершим этот раздел принадлежащим Робсову доказа­
тельством теоремы Уорфилда 1) о разложении нётеровых полу­
цепных колец:  они оказываютел прлмыми суммами артиновых 
и полупервичных колец. (Ср . теорему Чаттерса 20 .30 и теорему­
Rруллл - Асано - Голди 20.37 . )  

25.3. 1 .  Лемма. Ес.ли М - У>опечпо представи.мый моду.ль пад' 
по.луцеппы.м, У>о.льцом, то Gen(M) ;:;;::: Rel(M) . Бо.лее того, М не­
содержит пепу.левых проеУ>тивпых пря.м,ых с.лагае.м,ых тогда и то.ль­
У>о тогда, У>огда Gen(M) = Rel(M) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение получаетел при­
менением леммы 25. 1 . 13  к проективному накрытию модуля М 
(25 . 1 .6 )  и использованием определения Rel(M) (25 . 1 .9 ) .  Если М 
не содержит иенулевых проективных прямых слагаемых , то,  
применял полученное неравенство к дуальному модулю D (M) 
и учитывал 25.2 .6 ,  мы получим обратное неравенство Rel(M) ;:;;::: 
;:;;::: Gen(M) . Обратно , если М =  N Е1Э Р ,  Р - проективный модуль. 
и Gen(P) > О, то Hel(M) = Rel(N) � Gen(N) < Gen(M) .  Итак, 
Rel(M) < Gen (М) , что и требуется. О 

25.3.2. Лемма. Пусть Р - Y>oneчno порождеппый проеУ>тивпый 
моду.лъ пад по.луцеппы.м, У>о.лъцо.м, и х - .лоУ>а.лъnый э.ле.м,епт ua Р .  
Тогда существует таУ>ое пераа.ложи.мое пря.м,ое с.лагаемое Q моду­
.ля Р, что \х Е Q. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если :х � JP , то по 25 .2 .2  Rx ­
локальное прямое слагаемое модуля Р.  Если :х Е JP и М =  P/Rx. 
то '  Gen(M) = Gen(P) и Rel(M) = 1 .  Если мы запишем М в вид& 
М =  А ЕВ В, где В проективен, а А не содержит невулевых 
проективных прямых слагаемых (25 . 1 .4) ,  то по 25. 1 . 10 Rel(A ) = 

1) См. примечание ва стр . 346.- Прим. перев. 
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= 1 .  По 25 .3 . 1  это влечет за собой Gen(A ) = 1 .  Если Q = 
= {у Е Р ! ly + Rx Е А} ,  то очевидно , что Q - прямое слагаемое 
'Модуля Р; nополнение которого в Р изоморфно В, Q 2 Rx и Q -
локальный модуль. О 

25.3.3. Теорема. Пусть R - по.л,уцеппое кмъцо, Р - копечпо, 
.порождеппый проептивпый модуль и М - конечно порождеппый 
.подмодулъ модуля Р. Тогда существует прямое раможепие Р = 
= Р1 Ее • • •  Е9 Pk модуля Р па пераможимые под:модули,  такие, 

·что если Mt = М П Pt , то М = М1 Е9 . . .  Е9 Mk. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем эту теорему индукцией 
по Gen(M) (см.  определение 25 . 1 . 7) .  Случай, когда Gen(M) = О, 
тривиален, а случай, когда Gen(M) = 1 ,  был фактически разоб­
ран в 25 .3 .2 .  Поэтому мы предположим, что теорема верна, если 
Gen(M) = n, и докажем ее в случае , когда Gen(M) = n + 1 .  
Применяя 25 .3 . 1 к модулю PIM, мы найдем разложение Р = 
= А  ${В модуля Р, такое , что Gen (А) = n + 1 и М = А . 
Поэтому мы можем без потери общности считать, что Gen(P) = 
= n + 1 .  Предположив это, мы заметим, что для доказательства 
<rеоремы нам достаточно найти разложение Р = Q Е9 L, в кото­
'РОМ Q - неразложимый проективный модуль И М = (М П Q) Е9 
Е9 (М n L) . В последующем мы будем неоднократно ссылаться 
на этот факт. 

Напомним теперь необходимые нам основные факты о разло­
жениях проектиВНiiiХ модулей над полусовершенными кольцами. 
Пусть Р - конечно порожденный проективный модуль, Q -
неразложимое прямое слагаемое модуля Р и Р = � Е9 Pt -

i EI 
·разложение Р на неразложимые прямые слагаемые . Для каждого 
j Е 1 положим /(j) = 1 - {j} и будем говорить, что Q заменяет 
Р1, если 

Пусть :П:t - проекция на Pt , а IPt - ограничение :П:t на Q. В этой 
··СИтуации мы 1сделаем три вывода : (i) Q заменяет Р 1 тогда и только 
<rогда, когда ср1 - изоморфизм (из Q на Р1) ; (ii) если Q заменяет 
Р 1 , то в разложении ( * ) проекция Р на Q равна cpj1:n:1 ; (iii) суще­
· ствует по крайней мере один индекс j , такой, что Q заменяет Р J·  
Первые два вывода, по существу, тривиальны, а третий - это как 
·раз утверждение о том, что Q обладает свойством замены (18 . 1 7) .  

Доказательство теоремы. М ы  можем предположить, что Р = 
= Р1 Е9 • . .  Е9 Pn+l • где каждый Pt неразложим, а М обладает 
минимальным множеством локальных образующих { х1 , • • •  
. . . , Хnн} · По предположению индукции, применеиному к под­
:модулю, порожденному семейством {х1 , • • • , Хп} , мы можем счи-
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тать, что Pt и Xt , 1 � i � п, выбраны так, что Xt Е Р 1 • По 25 .3 .2  
существует неразложимое проективное прямое слагаемое Q моду­
ля Р ,  содержащее Xn+l · Следуя предыдущим замечаниям, положим 
Лt равным проекции Р на Pt , а c:pt - ограничению 1tt на Q. Если 
<pn+t - изоморфизм, то по замечанию (i) Q заменяет Pn+t • и мы 
получаем требуемое разложение. В противном случае по замеча­
нию (iii) c:pi - изоморфизм для векоторого j , 1 � j � п. Без поте­
ри общности мы можем считать , что с:р1 - изоморфизм. Так как 
Р1 - цепной модуль, то либо c:p1(xn+1) Е Rx1 , либо х1 Е Rc:pt(Xn+1) . 
В первом случае из с:р1(хпн) Е Rx1 вытекает, что n1(M) = Rx1 = 
= М П Р1,  поэтому М =  (М П Р1) Е9 (М П (Р2 $ . . .  $ Pn+l) ) .  
Теперь применение предположения индукции к М П 
П (Р 2 Е9 . . . Е9 Р пн) завершает доказательство .  В о  втором слу­

чае запишем Р = Q Е1Э Р2 $ . . . Е9 Pn+l (это мы можем сделать 
ввиду (i ) ) , причем проекция f на Q в этом разложении равна 
<p�1:Jt1 (по (ii) ) .  По построению f(x1) Е Rxn+l • из чего мы заключаем, 
что /(М) s;;; Rхпн = М П Q. Rак и раньше , отсюда следует, что 
М = (М П Q) Е9 (М П (Р2 Е9 . . . $ Рпн)) , и требуемый резуль­
тат опять получается по индукции. О 

Если М - подмодуль модуля Р и разложения в прямую 
сумму 

и 
М = М1 ЕВ • • •  Е9 Mk 

Р = Р1 Е9 • • • Е9 Pn (п � k) 

таковы, что Mt = М П Pt , i = 1 ,  . . .  , k ,  то говорят, что эти 
разложения совместимы (Rапланский [49] )  или согласованны. 
Если, как и в 25 . 3 . 3 ,  P t - цепной модуль, порожденный, скажем, 
X t , i = 1 ,  . . . , п ,  то в R найдутся элементы r1 , • • • , rk , такие , 
что Yt = rtXt порождает Mt , i = 1 ,  . . .  , k. Тогда {xt}f=t и {Yt}� =1 
называются совместимыми или согласованными системами обра­
зующих модулей Р и М. 

В случае, когда R - цепное слева кольцо , элементы {rt}�= t 
можно выбрать таким образом 1) , чтобы rt делил rt+ l •  т. е .  Rr, 2 
2 Rrн1 , i = 1 ,  . . . , k - 1 ,  и мы получим так называемые эле­
ментарные делители. (Ср . Капланекий [49] . См. также статью 
Rоэна Дж. и Глюка [70] о согласованных системах образующих 
модулей. )  

Приводимое ниже следствие завершает доказательство тео­
ремы 25 .2 .6 .  

25�3.4. Следствие . Кмъцо R яв.ttЯется по.л,уцепн;ым тогда 
и тмьl'>о тогда, l'Оогда l'Оаждый l'>он.ечн.о представимый модуль есть 
прямая сумма ЦU1'0.1/,UЧес1'>их цепных модулей. 

1) Переупорядочив, если нужно, слагаемые Pt и Mt. - Пp UJW,. перев. 
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Д о к а в а т е л ь с т в о. Если R - полуцепное кольцо и F­
конечно представимый модуль, то, рассматривая точную последо­
вательность О -+  М -+  Р -+  F -+  О, в которой Р конечно порож­
ден и проективен, а М - конечно порожденный модуль, и исполь­
зуя существование согласованных прямых равложений модулей Р 

n 
и М (25.3 .3) , получим, что F..��PIM �;.2J ЕВ Pi!M, . Ввиду тог� 

�=1 
что каждый неразложимый конечно iпорожденный проективый 
модуль Pi над полусовершенным кольцом 1) является главным 
циклическим (25. 1 . 1 ) ,  то Pi - циклический цепной модуль. Сле­
довательно , F - прямая сумма циклических цепных модулей 
Pi/Mi , i = 1 ,  . . .  , п .  

Обратное утверждение - следствие ив 25. 1 . 1  и уже докаван­
ных импликаций теоремы 25 .2 .5 .  D 

25.3.5. Теорема о разложении (Уорфилд [75]) �) . Нётеров& 
полуцепное полъцо R рамагается в прямое произведение артинова 
1i:олъца и полупервичного полъца. 

Д о к а в а т е л ь с т в о (Робсон [74] ) .  Пусть N - радикал 
Веддербёрна кольца R и !И(N) = {с Е R 1 с + N - регулярный 
элемент в RIN} (ер . определение на стр . 200 перед 20. 35) . Есл и  
с Е � (N) , т о  п о  25 .3 .3  м ы  можем выбрать согласованные разложе-
ния для R и Rc ;  скажем , R = h Е1Э Rei , Rc = � ЕВ (Rei П Rc) , 
где ei - идемпотенты, i = 1 ,  . . . , п. Тогда автоматически N = 
= � EIЭNei . Равмерности Голди кольца R/N как левого R/N-модуля 
и его существенного левого идеала (Rc + N)IN должны равнять­
ся п. Поэтому Rei П Rc * Nei для всех i .  Следовательно , Rei П 
П Rc ::::) N ei и поскольку N(Rei П Rc) - наибольший собствен­
ный подмодуль в Rei П Rc, то N(Rei П Rc) = Nei для всех i . 
Поэтому Nc = NRc = N(( � Е9 Rei )  П Rc) = 2J Е!Э N(Rei П Rc) = 
= � Е1Э Nei = N. Симметрично доказывается , что cN=N, и остает­
ся применить 20 . 35 . D 

25.3.6. Следствие (Уорфилд) 2) .  Нётерово по.луцепное полъцо 
разлагается в понечное прямое произведение артинова по.лъца 
и наследственных первичиых полец. 

Д о к а в а т е л ь с т в о. Ввиду 25 .3 .5  достаточно рассмотреть 
случай, когда кольцо R полупервично. Но в этом случае R как 
полупервичное кольцо Голди антисингулярно по ( 1 , 9 . 13 ,  
стр . 486) . Далее , любое антисингулярное полуцепное слева коль цо 
полунаследственно слева - результат, который ввиду его про-

1) Очевидно, что любое полуцепное слева или справа :кольцо полусовер­
шенно. - Пр и.м. перев. 

2) См. примечавне на стр . 346. - Пр и� . перев. 
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-стоты мы оставляем в качестве упражнения (либо отсылаем к тео­
реме Уорфилда loc. cit . ) .  Итак, Л - наследственвое полупервич­
ное кольцо. Следовательно , по теореме Леви - Чаттерса (см. 
'20.30 и 20.32) опо разлагается в конечное прямое произведение 
первичных колец. D 

25.3.7. Предложение. Если Л - полуцеппае �олъцо (соотв. 
мвое FFM- или левое FВ G-�олъцо) , то та�ово же и �олъцо еЛе 
.д.л,я любого пепулевого иде:мпотепта е �олъца Л.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В = еЛе и М - какой­
.нибудь конечно представимый левый В-модуль. Тогда М' = 
= Ле ® вМ - конечно представимый левый Л-модуль. Запишем 

{1 ) M' = Re ® в M = Ut ffJ • • •  ffJ Un 

в виде прямой суммы цепных левых Л-модулей. Тогда еМ' = 
= В ® вМ � М есть прямая сумма цепных левых В-модулей 
.e U1 , • • •  , e Un .  Авалогично если Л - левое FFМ-кольцо, М ­
конечно порожденвый неразложимый левый В-модуль и ( 1 )  есть 
разложения модуля М' в прямую сумму неразложимых левых 
Л-модулей, то существует i , такое , что М �  еМ' = eUt . Таким 
образом, существует лишь конечное число неразложимых конечно 
порождевных левых В-модулей. (Доказательство для случая 
левых FВ G-колец аналогично. )  

4. Артиновы полуцепные и �-циклические 
кольца 

Ввиду теоремы 25.3 .5 о разложении нётеровых полуцепных 
колец мы можем ограничить наше внимание артиновыми либо 
полупримарвыми полуцепными кольцами. В этом разделе мы 
изучаем первый случай 1) . 

25.4. 1 .А. Определение . Пусть S - векоторое множество моду­
лей конечной длины. Говорят, что модуль М Е S домиванmый, 
если он имеет максимально возможную длину. (Это повятие пред­
полагает, что длины модулей из S ограничены в совокупности. )  

1) С зтоrо места мы перестаем следовать статье Уорфилда [75] в изложении 
t'еОрии полуцепных колец. Читатель может продолжить зто изучение чте­
нием дальнейших rлав работы Уорфилда, посвященных, в частности, (полу)­
первичвым полуцепным кольцам. [Читателю рекомевдуется также обра­
титься к соответствующим разделам статьи В .  В .  Кириченко, упоминаемой 
в примечании на стр. 346. - Перев.] 
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Например , если R - артиново слева кольцо и Re - левый 
главвый неразложимый идеал ,  то Re называется до:мивавтвым, 
если он является доминантным в множестве всех левых главных 
веразло»tимых идеалов кольца R. 

25.4. 1 .В. 'У п р  а 1К в е в и е .  (а) Цепной модуль М является 
циклическим тогда и только тогда , когда он конечно порожден, 
или тогда и только тогда, когда М - локальный модуль. 

(Ь) Цепной модуль М над полусовершенным кольцом R являет­
ся главным циклическим тогда и только тогда, когда он конечн<> 
порожден. 

25.4.2. Теорема 1) .  Дм хмьца R с радипалом J следующие 
условия эхвивалептпы: 

( 1 ) Каждый левый R-модуль есть прямая сумма хопечпо порож­
деппых цеппых .модулей. 

(1ь18) R артипава слева и хаждый хопечпо порождеппый левый 
R-.модуль разлагается в прямую сужжу цеппых .модулей. 

(2) Каждый левый и хаждый правый R-.модуль является прямой 
сужжой цихличесхих цеппых .модулей. 

(2ь18) R артипава слева и хаждый хопечпо представи.мый левый 
или правый .модуль есть прямая сужжа цеппых цихличесхих .моду­
лей. 

(3) R артипава слева и справа полуцеппае холъцо. 
(Зыs) R артипава слева и каждый главпый цихличесхий правый 

.модуль eR/eJ2 и каждый главпый цихличесхий левый .модуль Re/ J2e 
являются цеппыжи. 

(4) R артипово слева и каждый до.мипаптпый левый главпый 
перааложи:мый идеал веяхого факторкольца RIA хвааиипъехтивеп 
в R-mod.  

(5 )  R артипово слева и каждый до.мипаптпый левый главпый 
перааложимый идеал кольца R/Jn ипъехтивеп в (R/Jn)-mod дм 
всех п .  

(6) R артипава слева и каждый хопечпо порождеппый пераа­
ложи:мый '!равый или левый .модуль является главпьш цихличесхи.м. 

1) Кольца, описываемые в этой теореме , впервые были изучены Кёте 
[35] , Асаво К.  [39] (и позднее [49])  и Накалмой [39] , [40] . Кёте ввел термин 
«однорядный» (Einreihig) , а Накаяма придумал другой термин - <<обоб­
щенно однорядное» для колец, которые мы называем артиновыми полуцеп­
ными кольцами. Однорядными же кольцами вазывались примарво разло­
жимые артиновы полуцепвые кольца. Некоторые части приводимой теоремы 
заимствованы из работ Фуллера [ 69а] и Айзевбуда и Гриффитса [71а] .  (За­
метим также, что эквивалентность условий (1 )  - (3) - следствие теоремы 
Л. А. Скорвякова (Мате.м. ва.метхи, 5 (1969) , .N2 2, стр. 1 73-182) ; ер. упр. 1 f 
в конце rлавы. - Перев.) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство идет по следующей, 
схеме : 

(2) � (2ь1s) , ( 1 )  � (1ь18) ,  (4) � (5) ,  ( 1 )  � (5 ) ,  которая исполь­
зуется для установления других импликаций, (5) � (1) ,  (6) � (2ы8) ,  
(3) <::=> (3ь,s) ,  (2ыs) � (3) , (3) <::=> (2ыs) ,  (3) � (5) - эти соотноше­
ния также используются в дальнейшем, ( 1ь1s) � (6) ,  (3) � (4) и: 
( 1 ) � 2. 

Импликации (2)==>-(2ь1s) и (1 ) ==>-(1ь1s) тривиальны. Далее , {4) ==>-(5} 
ввиду того ,  что по 19 . 16А модуль над артиновым кольцом квази­
инъективен тогда и только тогда , когда он инъективен по модулю­
своего аннулятора .  

(1 )  ==>- (5) . Из того ,  что каждый модуль разлагается в прямую­
сумму конечно поротденных модулей, по 20. 1 7  вытекает , чтО> 
кольцо R артиново слева .  Далее , если М - доминантный левый 
главный неразложимый идеал кольца R/Jn, то М цепной и, сле­
довательно , однородный модуль. Поэтому его инъективная оболоч­
ка М в категории (R/Jn)-mod неразложима и ,  следовательно , 
является цепным модулем. Отсюда по 18 .23 .4  и 18 .25 . 3  следует , 
что М - главный циклический (RI Jп)-модуль и потому его 
длина не иревосходит длины модуля М. Но тогда М = М, так 
что М инъективен по модулю Jn. 

(5) ==>- (1) . Без ограничения общности можем считать , что 
в условии (5) n не иревосходит индекса нильпотентности ради­
кала J. Покажем сначала индукцией по n, что каждый доминант­
ный левый главный неразложимый идеал Re/Jne кольца R!Jn 
цепной и его длина равна n. Для n = 1 это утверждение очевидно , 
поэтому мы предположим, что оно верно для n = т - 1 ,  и дока­
жем его для факторкольца R/ Jm. Поскольку Jm-1 =1= Jm (в про­
тивном случае Jm-1 = Jm = О и мы пришли бы в противоречие­
с тем , что т не превосходит индекса нильпотентности радикала) , 
то найдется примитивный идемпатент f кольца R,  такой , чт� 
Jm-1/ =1= Jmf, т. е .  Jm-1f/Jmf =1= О .  Тогда , рассматривая ряд 

и учитывая , что все его члены различны, получим, что длина· 
левого главного неразложимого идеала Rf/Jmf кольца R!? 
не меньше т . Пусть теперь Rel Jme - доминантный левый глав­
ный неразложимый идеал . Тогда его длина также не меньше т. 

Если бы Jm-1e/Jme = О , то Re/Jme = Re!Jm-1e и, применяя пред­
положение 1 индукции к левому идеалу Re! ?-1е кольца R/ Jm -1 , 
мы получ:И:ли бы, что длина модуля Re!Jme( = Re/Jm-1e) не пре­
восходит т - 1 ,  т. е .  строго меньше т . Противоречие показы-
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·вает , что r-1e/.rne =1= О.  По условию модуль Re!Jme инъективен 
� (R/r)-mod. Следовательно, его цоколь soc(Re!re) - простой 
модуль.  Но О =1= Jm-1e/re s;;;; soc (Re/re} , откуда r-1e/Jme ­
-простой модуль, т. е. его длина равна 1 .  Поэтому длина левого 
главного неразложимого идеала Retr-1e кольца Rtr-1 не мень­
·mе , чем т - 1 .  В силу предположения индукции отсюда следует, 
-что его ii;лина равна т - 1 и он доминантный, а следовательно, 
и цепной модуль. Теперь , поскольку r-1e/re - простой модуль, 
.ясно,  что Re/re - цепной модуль длины т . 

Докажем далее , что каждый левый В-модуль М разлагается 
·в прямую сумму цепных модулей (тот факт, что цепные модули 
над артиновым слева кольцом конечно порождены, тривиален) . 
Для каждого модуля М найдется число n, не иревосходящее индек­
-са нильпотентности радикала J (и равное ему, когда М точен} , 
·такое , что Jfl'M = О . Проведем доказательство индукцией по 
этому числу n .  Если n = 1, то утверждение очевидно.  Пусть 
теперь любой модуль, аннулятор которого содержит r-1, есть 
прямая сумма цепных модулей, и рассмотрим модуль М, такой, 
'ЧТО Jfl' М = 0 .  В СИЛУ преДПОЛОЖеНИЯ ИНДУКЦИИ МЫ МОЖеМ огра­
НИЧИТЬСЯ случаем, когда Jn-1M =J= O. Покажем сначала; что любой 
такой модуль М обладает разложением М = М' т М", где 
М' - цепной модуль, изоморфный доминантному левому глав­
ному неразложимому идеалу кольца R!Jfl'. В самом деле, если 
r-1M =1= О , то Jn-1x =1= О для некоторого х Е М. Следовательно, 
Jn-1ex =1= О для некоторого примитинного идемпотента е из R.  
Поэтому все члены ряда 

О с  r-1ex c • . .  с Jex c Rex 

различны и, следовательно , длина модуля Rex не меньше n. Рас­
-сматривая эпиморфивм (R/Jn)-модулей Re!Jne -+ Rex -+ О и учи­
тывая, что по докаванному выше длина левого главного неразло­
жимого идеала Re/ Jfl'e кольца Rl r не иревосходит n , заключаем, 
что Rex � Re/Jfl'e и Re!Jne - доминантный левый идеал . Rак 
мы уже установили, модуль Re/ Jfl'e цепной. Поскольку по условию 
он инъективен в (R/Jn)-mod, а М является (R/Р)-модулем, то 
М = Rex Е1Э М", что и требуется. Выберем теперь в М максималь­
ную независимую систему {Mi} i EI цепных подмодулей Mi , изо­
морфных доминантным левым главным неразложимым идеалам 
кольца R!Jfl'. Все Mi по условию инъективны в (R/Jn)-mod, 
откуда , учитывая левую артиновость кольца R/Jn, получаем, что 
инъективен и (R/Jfl')-модуль }; ЕВ М1 • Поэтому М = ( � Е1Э Mi) т 

iEI iEI 
ЕВ М1 • Утверждается, что r-1M1 = О. Если это не так, то по 
докаванному М1 обладает разложением М1 = М' Е1Э М", причем 
М' - цепной модуль, изоморфный доминантнрму левому г�ав­
ному неразложимому идеалу кольца R/r. Но тогда система 
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{Mt , M'} t EI удовлетворяет тем же условиям, что jи {Mt} t EI• 
и мы приходим к противоречию с максимальностью системы 
{Mt} i EI · Итак, r-1M1 = О . Применяя теперь индуктивное пред­
положение к модулю М1, получим требуемое прямое разложение 
модуля м. 

(6) =>- (2ь18) . Ив условия (6) вытекает услов.и:е (v) теоремы 25 .2 .6 ,  
и поэтому выполнены условие (ii) той же теоремы и его  правый 
аналог. Значит, каждый конечно представ.имый модуль есть пря­
мая сумма цепных главных циклических модулей. 

(3) =>- (3ь1s} тривиально. 
(3ыs) =>- (3) . Если Re - проиввольный левый главный нераз­

ложимый идеал кольца R ,  то по условию Re/J2e - цепной модуль, 
в частности, Je/J2e либо равен нулю, либо является простым 
модулем. Следовательно, если Je/J2e =/::. О, то Je/J2e � Rf/Jf для 
векоторого левого главного неразложимого идеала Rf. Ввиду 
проективности модуля R! этот изоморфизм может быть продолжен 
до эпиморфивма Rf -+ Je -+ О, который индуцирует эпиморфизм 
Jf/J2f -+  J2e/J3e -+ О. Поскольку Jf/J2f - либо нулевой, либо 
простой модуль, то и для J2e/J3e имеет место одна ив этих возмож­
ностей. Итак , для каждого примитивного идемпотента е модуль 
J2e/J3e или прост , или равен нулю. Продолжая рассуждение 
по индукции, мы получим, что модуль Jn-1e/Jne для каждого n 
или прост , или равен нулю. Так как кольцо R артиново слева ,  
т о  Jn = О  для векоторого n. Отсюда легко следует,  что Re ­
цепной модуль. Симметрично доказывается , что eR - цепной 
модуль для любого примитивного идемпотента е. Поэтому R -
полуцепное кольцо. 

Остается только доказать , что R артиново справа .  Но кольцо R 
полупримарно и J/J2 - прямая сумма конечного числа простых 
модулей eJ/eJ2. Поэтому J/J2 - нётеров правый модуль, откуда 
по 23 . 1 9  кольцо R артиново справа. 

(Можно обойтись и без применения 23 . 19 .  Действительно , 
те же рассуждения , что были приведены для J/J2 , доказывают 
нётеровость правых модулей Jn!Jn+l для всех n. Поэтому R как 
правый R-модуль имеет композиционный ряд. Ср . 18 . 12  и его 
доказательство . )  

(2ьis) =>- (3) . Ясно , что в силу 25.2 .6  ив условия (2ь18) выте­
кает, что R - полуцепное кольцо. Правая же артиновость полу­
примариого полуцепного кольца R была уже установлена в дока­
зательстве импликации (3ы8) =>- (3) . 

(3) => (2ь18) следует ив 25 .2 .6 .  
(3) => (5) . Доказательство подобно доказательству импликации 

{ 1 )  => (5) , за исключением того , что заключение о том, что М ­
цепной модуль, следует теперь ив других соображений. Именно 
Поскольку М - однородный модуль , то любой его конечно порож-
24 R. Фейс 1 1 7  
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денный подмодуль неразложим и, следовательно, ввиду 25 .2 . 6 ,  
является цепным. А отсюда по  (2ыs) вытекает , что он  изоморфен 
главному циклическому модулю (см. 25.4. 1 ) . Это означает, ЧТ() 
длины конечно порожденных подмодулей модуля М конечны 
и ограничены длиной модуля вR. Поэтому конечно порожденные 
подмодули модуля М удовлетворяют условию максимальности 
и, следовательно , М - нётеров модуль. В частности он конечн() 
порожден, откуда по 25 .2 .6  получаем, что он цепной. Отсюда 
следует, что М - главный циклический модуль,  причем его длина 
не меньше длины модуля М. Поэтому М =  М - инъективный 
модуль, что и требуется. 

( 1 ь1 s) => (6) ввиду импликации (ii) => (v) ив теоремы 25 .2 . 6 . 
(3) => (4) доказывается аналогично импликации (3) => (5) .  
( 1 ) => (2) . Импликация ( 1 )  => (3) - следствие ив уже докаван­

ных импликаций. То же самое верно и для импликации (3) => ( 1 ) .  
Однако (3) лево-право симметрично ,  и поэтому справедливо усло­
вие (1 ' ) ,  симметричное ( 1 ) .  Следовательно, ( 1 )  влечет за собой (2) = 
= ( (1 )  + ( 1 ' ) ) .  D ' 

25.4.3. Следствие. Если R - полупри.мариое кольцо, а кольцо 
R/(rad R)2 квааифробеииусово , то R - артимово полуцепмое 
кольцо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По 23 . 19 R артиново слева и спра­
ва .  Б олее того , каждый: левый главный неразложимый идеал коль.-
ца R = R/(rad R)2 неразложим и инъективен. Следовательно , 
такой идеал имеет простой цоколь и простую вершину. Поэтому 
он цепной. По симметрии то же самое справедливо для правых 
главных неразложимых идеалов кольца R. 

Итак , для R справедливо условие (3ь1s) теоремы 25.4 .2 ,  и поэто­
му R - полуцепное кольцо . О 

Теорема Джанса [57] , Тахикавы [60] (для алгебр) и 1:\олби [66J 
для артиновых колец утверждает , что из бесконечности струк­
туры идеалов следует , что кольцо имеет строго неограниченный 
модульный тип. Следующий ревультат значительно слабее . 
(Тем не менее см. 25 .4 .5 . )  

25.4.4. Следствие. Артимово полуцепмое кольцо R имеет комеч.­
мый :модульмый тип (т. е .  является левы:м и правы:м FFМ-кольцом) 
и комечмую структуру идеалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R = Re1 Ее • • •  Ее Ren , где 
ei , i = 1 , . . .  , п , - примити:вные идемпотенты кольца . По 25.4.2 
каждый неразложимый циклический левый модуль является 
главным циклическим и, следовательно , из�>Морфен модулю :вида 



Г л. 25. �-ЦUКJJUЧecnue и полуцепные польца 371 

Ret!K для векоторого Re; и его подмодуля К. Поскольку Ret -
цепной модуль, то множество всех его подмодулей конечно для 
всех i . Таким образом, множест�о кл

�
ассов изоморфных неразло­

жимых главных циклических модулеи конечно . 
Поскольку, согласно 25 .2 .6 ,  каждый левый R-модуль разла­

гается в прямую сумму главных циклических модулей, то отсюда 
следует, что R - левое FFМ-кольцо (и даже более того , R -
левое FМ-кольцо) . По симметрии R - правое FFМ-кольцо. 

Далее , пусть С1 , • • . , Ct - все попарно неизоморфные глав­
ные циклические R-модули. Тогда каждый левый R-модуль М 
конечной длины, не превосходящей, скажем, d, изоморфен прямой 
сумме 

м � с�· ЕВ • • • ЕВ с�, 
где все показатели е1 , • • •  , em ограничены некоторым числом 
f(d) , зависящим от d. По теореме 18 . 18  о единственности разложе­
ния :мы, таким образом, получаем , что число неизоморфных моду­
лей длины, не иревосходящей d, конечно. Отсюда , учитывая, что 
для идеалов А и В циклические модули RIA и RIB изоморфны 
тогда и только тогда,  когда А = В, легко получаем, что струк­
тура идеалов кольца R конечна . О 

25.4.5. Следствие . Любое артипава слева левое FFМ-кольцо 
имеет копечпую структуру идеалов. 

То же самое доказательство.  О 
25.4.6А. Предложение (Накаяма [40] , Гурсо [70] , Фейс [72а] ) 1) .  

Если R - кольцо , являющееся полпым РF-кольцом в том смысле, 
что каждое факторкольцо является правым РF-кольцом,  то R -
примарпо разложимое артипава полуцеппае кольцо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По 24.32 любое факторкольцо 
кольца R полусовершенно и имеет конечно порожденный и суще­
ственный цоколь. Кроме того ,  поскольку любой ненулевой; модуль 
М является образующим над кольцом R/annнM, то М имеет 
венулевой цоколь.  Поэтому R совершенно слева ввиду 22.29. 
Пусть J = rad R.  Так как каждое факторкольцо имеет конечно 
порожденный правый цоколь ,  то правый идеал J!J2 конечно 
порожден и потому по 23 . 19 R артиново справа .  Ввиду того, 
что R самоинъективно справа ,  по 24. 5  отсюда вытекает, что 
оно квазифробениусово.  Аналогично квазифробениусовым будет 
и каждое факторкольцо кольца R ,  поэтому в силу 25 .4 .3 R ­
полуцепное кольцо . Ввиду 18 .36 для того , чтобы показать , что R 

1) См. таRже Л . А. Rойфман, ВестниR МГУ, Серия «МатематиRа, 
:w:еханиRа>>, 1971 , М 5, стр. 7-1 1 . - Прим. перев. 

24* 
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примарно разложимо, достаточно доказать, что примарно разло­
жимо его базисное кольцо В.  Учитывая 4 .32 (1 , стр . 279) и тот 
факт, что квазифробениусовость кольца - свойство,  инвариант­
ное в смысле Мориты, получаем, что все факторкольца кольца В 
т�кже квазифробениусовы. Тогда по 24.36 каждый идеал коль­
ца В является левым и правым главным идеалом. Примененив 19 .44 
теперь дает , что В примарно разложимо. О 

25.4.6В. Предложение (Rёте: [35] , Асано R. [39] , [49] , Накая­
ма [40] , Фейс [66bl ) .  Кмъцо R яв.ляется артиповы.м, примарпо рав­
ложижы.м, полуцеппыж холъцом тогда и толъхо тогда, хогда выпол­
пепы следующие эхвивалептпые условия : 

лов. 
(а) R - артипово хмъцо главпых левых и главпых правых идеа-

(Ь) R - полуцепное артипово холъцо главпых правых идеалов. 
(с) R - хвавифробепиусово холъцо главпых правы:х идеалов. 
( d) R - холъцо главпых правых идеалов и хаждый левый глав-

пый перавложижый идеал холъца R яв.ляется цеппы.м, модулем 
хопечпой длипы. 

(е) Каждое фахторхолъцо холъца R хвавифробепиусово . 
(f) R артипово слева или справа и иn'Ьехтивпая оболочха хаж­

дого цихличесхого правого R-модуля цихличпа. 
(g) R пётерово справа и в mod-R иn'Ьехтивпые оболочхи цихли­

чесхих модулей цихличпы. 

Д о к а з u. т е л ь с т в о. Каждое кольцо, удовлетворяющее 
одному из условий (a)-(d) , является артиновым кольцом глав­
ных правых идеалов и, следовательно , по 19 .44 примарно раз­
ложимо. Поскольку все эти свойства сохраняются при переходе 
к конечным прямым произведениям, достаточно доказать эквива­
лентность (a)-(d) для кольца матриц An над вполне примарным 
кольцом А .  Мы оставим это в качестве упражнения читателю, 
сделав два замечания: ( 1 )  Вообще говоря, может случиться, что 
кольцо An является кольцом главных правых идеалов , а кольцо 
А - нет. (Такой пример был указан Суоном [62] ; ер . 10.21 и далее. )  
Однако для артиновых колец такая возможность исключена; 
(2) поэтому тот факт, что любое кольцо An , удовлетворяющее 
одному из условий (a) -(d) , является полуцепным, непосредствен­
но вытекает из того,  что во всех этих случаях полуцепным будет 
кольцо А .  

Учитывая, что любое факторкольцо примарно разложимого 
·полуцепного кольца также полуцепное и примарно разложимо 
и то , что по доказанному это свойство эквивалентно условиям (a)--:­
(d) , получим, что (a)-(d) влекут за собой (е) . В то же время ввиду 
25.4.6А из (е) следует,  что R - примарно разJ,IоЩимое и полуцеn­
ное кольцо. Итак, условия (а)-(е) эквивалентны. Далее, имлпик11;-
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ция (f) =? (g) тривиальна 1) . Мы завершим: доказательство ,  если 
установим импликации (Ь) =? (f) и (g) =? (с) . 

(Ь) =? (f) . Если С =  R/I - циклический иравый модуль, то ,  
поскольку J./ = Ry для векоторого у Е R,  получаем, что С = 
= R/y.L � yR, т. е .  что С вкладывается в Rн. Ввиду эквивалент­
ности условий (Ь) и (с) отсюда следует, что инъективная оболочка 
С модуля С, являясь прямым слагаемым в Rн = Rн , будет цикли­
ческим модулем.  

�g) =? (с) . Покажем сначала ,  что R самоинъективно справа .  
Если это не так , то  Rв � RII для векоторого венулевого правого 
идеала I в R. Поэтому в R найдется элемент х, такой , что xR П I = 
= О, xR � Rв и (xR ЕВ /)/J - существенный подмодуль в R/I. 
Следовательно , xR ЕВ I - существенный иравый идеал в R ,  
откуда ;R ЕВ I = Rв, и,  учитывая, что ;R. � Rв, получим изо­
морфизмы Rв ЕВ 1 � Rн. Rв ЕВ 1 ЕВ 1 � Rв, . . .  , Rв Е9 f<m � 
� Rв и т. д. Итак, Rв содержит бесконечную прямую сумму 
подмодулей (изоморфных f) . Но тогда их пересечение с Rв дает 
бесконечную прямую сумму подмодулей в Rв, что противоречит 
нётеровости справа кольца R. Итак, установлено , что (g) влечет 
за собой самоинъективность справа кольца R. Применение тео­
ремы 24. 5  теперь показывает, что R квазифробениусово.  Далее , 
если С = R/I - произвольвый циклический иравый модуль,  
то его инъективная оболочка С циклична , а по 24. 12  и проектив­
на. Следовательно , С изоморфен прямому слагаемому модуля 
Rв. В частности, С = RII вкладывается в R, т. е . .L I - главный 
левый идеал . Поскольку аннуляторным является каждый левый 
идеал кольца R ,  то это показывает , что R - квазифробениусово 
кольцо главных левых идеалов . Итак , R удовлетворяет левому 
аналогу условия (с) . Однако (с) ..;:> (а) , а (а) - лево-право сим­
метрично . Поэтому (с) эквивалентно своему левому аналогу. О 

25.4 .7. Упражнение. (а) Коммутативное артиново кольцо R 
является полуцепным тогда и только тогда , когда его факторкольцо 
по квадрату радикала квазифробениусово.  

1) Rовечво, зто та:к, если в (f) предполагается, что R артиново справа. 
Если же, напротив , R артиново слева, то импликация (f) ==? (g) ве совсем 
тривиальна. Достаточно показать, что R самоивъективво справа,  тогда ово 
окажется вётеровым сnрава ввиду 24.5. Если R. -=F R , то по условию R в � Rl 1 
для векоторого венуnевого nравого идеала '!кольца R .  Рассуждение из 
доказательства импликации (g) � (с) тогда показывает, что R/1 � Rв 
обладает прямыми разложевиями с любым числом невулевых слагаемых. 
С другой стороны, поскольку R совершенно, то ввиду 22. 20(а) число сnагае,:­
мых в любом nрямом разложении модуля R/1 ограничено сверху дливои 
модуля R/J. Противоречие дает требуемое равенство R = fiн. - Прим. 
пер ев. 
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(Ь) QF-кольцо R будет полуцепным тогда и только тогда , 
когда QF-кольцом является факторкольцо R/('rad R)2 • 

(с) :Кольцо Tn(F) нижних треугольных (n Х п)-матриц над 
классически полупростым кольцом F является полуцепным, но не 
квазифробениусовым кольцом. [Инъективная оболочка модуля 
Tn(F) равна полному кольцу матриц Fn . ]  Если n > 1 и F - тело ,  
то Т п(F) не будет примарно разложимым кольцом. > 

(d) Показать, что обратное к 25 .4 .3  неверно. 
(е) (Айзенбуд - Робсон [71 ]  и Уорфилд [75] . )  Любое полу­

примарное правое FВ G-кольцо артиново справа. 

Сплетение 
25.4.8.1 Определение. Пусть М1 и М2 - правые R-модули 

и а: 81 -+ S2 - гомоморфизм подмодулей S1 = М1 и S2 = М2• 
Тогда 

diag а = { (s, as) Е М1 х М2 1 s Е S} 
- подмодуль в М 1 Х М 2 и фактормодуль 

(М1 Х M2)/diag а 

называется сплетением (или сплетающим модулем) для а и обо­
значается через М1 Х М 2 ·  

а 

25.4.9. Предложение. Пусть R - полуАокальпое кольцо с ради­
калом J и М - цеппой модуль длипы т - 1 .  Если М1 и М2 - два 
цеппых модуля длипы т ,  каждый из которых содержит модуль М, 
то сплетепие дАя 1м есть модуль Р длипы т + 1 ,  а его вершипа 
имеет длипу 2. Более того, вложепие 

{ M t-+ P, 
т � (т, O) + diag 1м = [т. O] 

оказывается существеппыл лопожорфиамо.м тогда и только тогда, 
когда 1м пе может быть продолжеп до изожорфиала f: М1 -+ М 2• 
Копечпо, Р перааложил в этом и только в этом случае. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через [т1 ,  т2] смежный 
Rласс элемента (т1 , т2) по подмодулю diag 1111 • Так как Mi -
цепной модуль, то по 18 .40 . 1 

М =  rad Mi = MJ 
i = 1 ,  2. где J = rad R.  Это показывает , что модуль 

rad Р = PJ = [M1J,  M2J] = [М, О] = [0 ,  М] 1) 

1) 3десь через [M1J, M2J] обозначен образ подмодуля M1J Х M2J 
при каноническом гомоморфизме М 1 Х М 2 -+- М 1 Х М 2• Аналогичный смысл 

1 м  
имеют обозначения [М,  0] , [0 ,  М] . - Пр им. перев. 
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изоморфен М при соответствии т �--+- [т, 0] . Далее , 
(длина (Р)) = 2m - (т - 1) = т + 1 = 

375 

= длина (Р 1 Р J) + длина(Р J) 
11 (длина(РJ)) = (длина(М)) = т - 1 ,  откуда 

(длина(Р/РJ)) = т  + 1 - (т - 1 )  = 2 .  

Обозначим теперь через М1 образ модуля М1 при вложении, 
указанном в условии предложения, т. е .  Mi = [М1 , 0] . 

Предположим сначала ,  что М� - существенный подмодуль 
в Р , и в то же время 1м : М - М продолжается до изоморфизма 
j:  М1 - М2•  Поскольку М1 - цепной модуль конечной длины, 
то по 18 .40.2 он циклический, скажем, М1 = m1R для векоторого 
m1 Е М1. Положим m2 = /(m1) .  Очевидно , М2 = m2R.  Б олее того , 
если m2r Е М для векоторого r Е R, то m2r = /-1(m2r) = m1r.  
Рассмотрим теперь  в Р иенулевой подмодуль [т1 , m2] R.  Так как 
м; = [М1 , 0] - существенный подмодуль в Р ,  то О =1= [m1 , m2]r  Е 
Е [М1 , О] для векоторого r Е R. Из того , что [m1r, m2r] Е [М1 , 0] , 
легко следует, что m2r Е М. Но  тогда m1r = m2r Е М и,  следова­
тельно , (m1 , m2) r = (m1r, m2r) Е diag 1м , т. е. [m1 , m2] r = О ,  
и мы пришли к противоречию. Итак, 1м не  продолжается до  изо­
морфизма М1 - М 2 •  

Обратно , пусть тождественное отображение 1м :  М - М 
не продолжается до изоморфизма f : М1 - М 2 • Предположим, 
что тем не менее М� не является существенным подмодулем в Р . 
Так как (длина (М;)) = (длина(М1))  = т, а (длина(Р)) = т + 1 , 
то м; - максимальный подмодуль в Р , и потому , если м; - не 
существенный подмодуль,  то р = м; Е1Э s '  где s - простой , 
в частности, циклический подмодуль. Запишем S = xR, где х = 
= [m1 , m2] Е Р , и заметим, что m2 Ef М. В самом деле , если 
m2 Е М, то [m1 , m2] = [т1 - m2 ,  0] Е [М1 , О] = м; и, таким 
образом ,  О =1= [m1 , m2] Е S П М� = О. Противоречие показывает, 
что m2� М. Поскольку М 2 - цепной модуль и М - его макси­
мальный подмоду ль, то отсюда вытекает что М 2 = m2R. Пусть, 
далее, m2r Е М для векоторого r Е R. Тогда [m1 , m21 r = 
= [m1r,  m2r] = [m1r - m2r, О] Е [М, 0] П S ,  откуда [m1 , m21r = 
= О ,  т. е .  (m1r, m2r) Е diag 1м.  Следовательно,  m1r = m2r. В част­
ности, если m2r = О, то m1r = m2r = О, и поэтому отображение 
g: m2R - m1R,  при котором g(m2) = m1 , является корректно 
определенным гомоморфизмом g : М2 - М1•  Если т Е М, то 
т = m2r для векоторого r Е R и ,  как было замечено , g(m) = 
= g(m2r) = m1r = m2r = т. Итак, гомоморфизм g продолжает 
тождественное отображение 1м. В частности, g - мономорфизм. 
Но поскольку длины модулей М1 и М2 равны, то g - изоморфизм. 
Полагая теперь f = g-1 , мы получим изоморфизм М1 - М 2 • 
продолжающий 1м ,  в противоречие с предположением. О 
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25.4 .10. Упражнения {Тахикава [59] ) .  

1 .  Пусть R - артиново кольцо. Если М1 и М2 суть R-иодули 
и а :  soc М1 -+  soc М2 - изоморфизм, где soc М обозначает 

_ цоколь :модуля М ( 1 ,  стр . 451 ) ,  то сплетение для а разложи:м:о тогда 
и только тогда, когда либо а продолжается до вложен:.,:я М1 в М2,  
либо а-

1 продолжается до вложения М2 в М1• 
2 .  В тех же предположениях доказать , что сплетение для а 

и:м:еет простой цоколь тогда и только тогда , когда либо сущест­
вует го:м:о:м:орфиз:м: Ь :  S -+ М2 , где S - подмодуль в М1 длины, 
большей 1 ,  такой, что Ь индуцирует а, либо существует гомомор­
физм: Ь : Т -+ М1 , где Т = М2 , (длина {Т)} :;;.- 1 ,  такой, что Ь инду­
цирует а-1• 

3 .  Показать на при:м:ере, что не каждый цепной :ыодуль над 
полуцепным кольцом: является квазиинъективны:м:. 

4. Охарактеризовать полуцепные кольца , над которыми каж­
дый цепной :модуль квазиинъективен. 

�-цикличе ские кольца 

Термивы « �-циклическое>> ,  «n-генное» , B G- и FВ G-кольца 
были определены и обсуждались в гл . 20. Если кольцо А артиново 
справа и является FВ G-кольцо:м: или , что эквивалентно, 0'-n-ген­
ным для некоторог·о целого n > О, то А обладает контекстом: двой­
ственности 25 .4. 1 1 .  Эти кольца характеризуются в 25.4 . 12 .  Если 
кольцо А обладает контекстом: двойственности вЕ А и каждый 
неразложимый левый В-модуль конечной длины вкладывается 
в Е, то А оказывается 0'-циклически:м: справа (25 .4 . 13) .  Достаточ­
ное условие для этого состоит в том: , что каждый неразложимый 
левый В-модуль обладает цоколем: , свободным: от квадратов 1) 
(25 .4 . 1 3(Ь) ) .  То же самое справедливо и для колец с 2}-цикличе­
скими инъективны:м:и модулями (25 .4. 14) .  

25.4. 1 1 .1 Предложение. Если А - артипава справа правое 
FВ G-кольцо (т. е. п-геппое кольцо , для пекоторога n > 0) , то х;аж­
дый перааложижый ипъептивпый правый А -модуль �опечпо порож­
деп и А обладает копечпо порождеппЫJft ипъе�тuвпЫJft �ообрааую­
щим Е, а следовательпо ,  и копте�стом двойствеппости вЕ А .  

Д о к а в а т е л ь  с т в о .  В силу рассуждения, аналогичного 
доказательству импликации (3) :::? (5) в теореме 25 .4 .2 ,  получим, 
что любой неразложимый инъективный А -модуль конечно порож­
ден. Так как А артиново справа, то A /rad А классически полу-

1) То есть цоколь не содержит двух различных изоморфных простых 
модулей. - Пр и;м,. перев. 
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просто . Поэтому существует лишь конечное число неизоморфных 
неразложимых инъективных правых модулей Е1, Е2 , • • • , Et ,  
являющихся инъективными оболочками неизоморфных простых 
модулей. Тогда Е = Е1 Е9 . . .  Е9 Et - конечно порожденный. 
инъективный кообразующий. Следовательно , по теореме Мори­
ты 23.25 существует контекст двойственности вЕА.  О 

25.4. 1 2. Предложение. Пусть l'io.ttъцo А артипово справа,. 
l'iO.ttЬЦO В артипово e.tteвa и вЕ А - l'ionтel'icт двойствеппости. С.ttе­
дующие усдовия al'iвuвa.ttenmnы: 

(а) А - правое FB G-l'io.ttъцo . 
(Ь) А - правое п-геппое U.ttu ,  эl'iвива.л,ептпо, а-п-геппое l'iO.ttЬЦ()­

д.ttя nel'ioтopoeo n > О.  
(с )  А подобпо a-цu1'i.ltичecl'io.мy "/';,0/tЬЦУ. 
(d) Существует цe.ttoe чuc.tto т > О , mal'ioe, что 1;,аждый l'iоnечn()­

порождеппый пераа.ttожи.мый девый В-.модудь может быть в.ttoжen 
в Em. 

(е) Существует цедое чuc.tto q, mal'ioe, что д.ttuna ЦO'fio.ttя 1;,аж­
доео l'ioneчno порождеппого пераа.ttожи.мого девого В-.м,оду.ttя ne пре­
восходит q. 

(f) В - девое FB G-"J;,O.ttЪЦO. 
Ec.ttu n (соотв. т) - .м,ипи.м,адъпое цe.ttoe чuc.tto ,  д.ttЯ l'iomopoeo­

cnpaвeд.ttuвo усдовие (Ь) (соотв. (d) ) ,  то n = т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что Е-дуальный к моду­
лю Х обозначается через Х* (см.  стр . 279) . Ясно , что Х - простой. 
модуль тогда и только тогда , когда прост его дуальный Х* 
(ер . 23 .25) . По индукции получаем , что длина модуля Х не ире­
восходит n тогда и только тогда, когда длина модуля Х* не пре­
восходит n. Кроме того,  Х неразложим тогда и только тогда , когда 
неразложим Х * .  Итак, (а) <=> (f) . Далее , последовательность. 
А n -+ Х -+  О в mod-A точна тогда и только тогда , когда точна 
последовательность 

(An)* � (A*)n � En +- Х* +- О  

в B-mod . Поэтому (Ь) <=> (d) 1) . Эквивалентность (а) <=>  (Ь) очевидна, 
а эквивалентность (Ь) �· (с) была доказана в 20.39.  Наконец, экви­
валентность (d) <=> (е) вытекает из того ,  что инъективная оболочка 
любого В-модуля над артиновьш кольцом В совпадает с инъектив­
ной оболочкой его цоколя , а каждый полупростой модуль длины q 
вкладывается в Eq (это верно для любого инъективного кообра­
зующего Е) . Так как каждый модуль М в B-mod имеет существен­
ный цоколь, то вложение цоколя модуля М в Eq продолжается 
до вложения М в Eq. О 

1) Это также доназывает второе утверждение предложения. - Пр и.м� 
пер ев. 
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До полного решения А. В .  Ройтером [68] проблемы Брауэра -
Тролла Rэртис и Джане [65] предложили ее решение для конеч­
номерных алгебр над алгебраически замкнутым полем , удовлетво­
ряющих условию (Ь) следствия 25 .4 . 13 ,  которое показывает , что 
такие алгебры а-циклические. 

25.4. 13. Следствие. Пусть вЕА - r;,он,теr;,ст двойственности, 
.где r;,ольцо А артиново справа, а r;,ольцо В артиново слева.  

(а) А является а-циr;,личесr;,и.м, тогда и тольr;,о тогда, r;,огда 
r;,аждый r;,опечно порожденпый неразложимый левый В-модуль 
..может быть вложен в Е.  

(Ь )  Д остаточное условие для того,  чтобы выполнялось (а) , 
состоит в том,  чтобы r;,аждый r;,oneчno порождеппый неразложи­
мый левый В-модуль имел цоr;,оль, свободный от r;,вадратов. Если 
Е - минимальный ин'Ьеr;,тивпый r;,ообравующий в B-mod, то это 
условие таr;,же и необходимо. Tar;,u.м, обравом, в этом случае А есть 
<1-циr;,личесr;,ое r;,ольцо тогда и тольr;,о тогда, r;,огда r;,аждый r;,oneчno 
порожденпый неразложимый левый В-модуль имеет цоr;,оль, сво­
бодный от r;,вадратов. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. (а) вытекает из 25 .4 . 12 ,  а (Ь) следует 
из того ,  что модуль над артиновым кольцом вкладывается в мини­
мальный инъективный кообразующий тогда и только тогда,  когда 
-его цоколь свободен от квадратов. О 

25.4. 14. Следствие. Пусть вЕА - r;,onтer;,cт двойственности, 
где r;,ольцо А артиново справа , а r;,ольцо В артиново слева. 

(а) Все иn'Ьеr;,тивпые правые А-модули являются �-циr;,личе­
сr;,ими тогда и тольr;,о тогда , r;,огда r;,аждый левый главный перавло­
:жимый В-модуль Ве (где е = е2 Е В) вr;,ладывается в Е . 

(Ь) Достаточное условие выполнимости (а) состоит в то.м, что 
паждый левый главный перавложижый В-модуль Ве, е = е2 Е В,  
свободен от r;,вадратов. Если Е - жипималъпый иn'Ьеr;,тивпый 
пообравующий в B-mod, то это условие таr;,же и необходимо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно , что модуль Х неразложим 
и инъективен тогда и только тогда, когда дуальный левый модуль 
Х* неразложим и проективен. Но над артиновым кольцом каждый 
такой модуль Х* изоморфен левому главному неразложимому 
идеалу Ве (см .  22 .23 (с)) . Остальное доказывается точно так же , 
RaK И В 24.32 .  0 

25.4. 15. Следствие. Пусть R есть QF-r;,олъцо. 
(а) Тогда R - правое 0'-циr;,личесr;,ое r;,ольцо в тож и то.л,ьr;,о 

тож случае , погда r;,аждый неравложu.мый r;,oneчno порождеппый 
.ttевый R-жодуль вr;,ладывается в R .  

(Ь )  R оr;,авывается левым и правы,.м, а-циr;,личесr;,им r;,олъцож 
тогда и тольr;,о тогда , r;,огда r;,аждый r;,oneчno порождеппый .модуль 
иважорфеи пряжой сужже одпосторон,н,их идеалов. 
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Ес.ли по.льцо R удовлетворяет ус.ловия.м, утверждения (Ь) , 
то паждый его правый идеа.л, .лежащий в правом г.лавпо.м, пераа.ло­
:нсижом идеа.ле eR, цик.личеспий. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Бимодуль нRн является контекстом 
двойственности. Тогда 25 .4 . 13(а) влечет за собой (а} , а (Ь) есть 
объединение утверждения (а) с лево-право симметричным к нему. 
Если же условия из (Ь) выполнены и правый идеал 1 с: eR , то 1 
неразложим и ,  следовательно ,  циклический. О 

25.4. 16 .  Следствие. Пусть по.льцо А артипово справа . Тогда 
д.ля того, чтобы паш.лось це.лое чис.ло п > О, тапое , что w,аждый 
хопечпо порождеппый пераа.ложижый правый А -моду.ль по рождает­
ся п э.лемептажи, пеобходu:мо и достаточно ,  чтобы существовал 
тапой поптеw,ст двойствеппости вЕ А •  что w,аждый неразложимый 
.л,евый В-моду.ль вк.ладывается в En. 

Д о к а а а т е л ь с т в о. Это следствие - просто переформу­
лировка эквивалентности условий (Ь) и ( d) предложения 25 .4 . 12 .  О 

25.4. 1 7А. Предложение. Пусть R - w,о.льцо . 
(а) Если w,аждый правый R-:модуль вк.ладывается в свободпый 

.модуль, то R есть QF-w,о.льцо. 
(Ь) Пусть w,о.льцо R артипово справа или пётерово слева. Если 

каждый w,oneчno порождеппый правый моду.ль вк.ладывается в сво­
бодный правый R-модуль, то R есть QF-по.льцо . Taw,u;м, образом, 
д.ля того,  чтобы w,аждый попечпо порождеппый пераа.ложu:мый 
правый модуль бЬl/1, изоморфен, право.м,у идеалу по.льца R,  пеобхо­
си:мо, чтобы R бЬl/1,0 QF-w,о.льцом. 

(с) Если R - по.луцеппое QF-по.льцо , то паждый R-моду.ль 
изоморфен, пря.м,ой су.м,;м,е цик.лических цеппых одпостороппих идеа­
..л,ов . В этом случае паждый модуль изоморфен, пря.м,ой су.м,;м,е г.лавпых 
()дnостороппих идеалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. (а) .  По условию каждый инъектив­
ный правый модуль вкладывается в свободный модуль и, следо­
вательно , выделяется в нем прямым слагаемым.  Таким образом ,  
каждый инъективный модуль проективен, откуда п о  24. 12  выте­
кает, что R есть QF-кольцо. 

(Ь) По 24. 1  каждый правый идеал является правым аннулято­
ром конечного подмножества элементов из R. Поэтому из усло­
вия максимальности для левых идеалов вытекает условие мини­
мальности для правых идеалов , так что в обоих случаях мы можем 
предполагать, что R артиново справа .  Теперь поскольку ввиду 
20 . 16 каждый конечно порожденный однородный правый Л-модуль 
вкладывается в R,  то он имеет конечную длину и длины всех таких 
:модулей ограничены длиной модуля Rн. Отсюда так же ,  как 
и при доказательстве импликации (3) � (5) теоремы 25 .4 .2 , еле-
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дует, что каждый неразложимый инъективный nравый модуль. 
нётеров и nотому также вкладывается в R.  Таким образом , Rв 
содержит инъективную оболочку каждого простого модуля, 
т. е .  является кообразующим. Применяя 24. 13 ,  получаем , что 
R есть QF-кольцо . 

(с) Если R - полуцеnное артиново кольцо , то по 25.4 .2 каждый 
правый модуль Af изоморфен прямой сумме главных цикличе­
ских или , что эквивалентно,  артиновых цепных модулей . Приме­
няя теперь 25. 4 . 15(Ь) , получим, что каждый цепной :модуль изо� 
морфен одностороннему идеалу. Это доказывает , что М - пря­
мая сумма циклических цепных правых идеалов . О 

25.4. 17В. Упражнение. Показать, что существует (QF-)коль­
цо R ,  над которым каждый конечно порожденный модуль раз­
лагается в прямую сумму циклических односторонних идеалов , 
и тем не менее R не является nолуцепным (см.  замечания к этой 
главе о групповых кольцах) .  

25.4 .18 .  Предложение (Фейс - Уокер Э .  [67 ]  и Фейс [66 ] ) .  
Ес.ли ко.лъцо R ко.м.мутативпо ,  то  R .".вааифробепиусово тогда 
и то.лъ.".о тогда, хогда .".аждый ин;ъе.".тивпый :моду.лъ яв.ляется 
nря:мой су.м.мой Ци/'i,.fl,иttecKиX :моду.лей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В одну сторону утверждение выте­
кает из 24. 14 .  Пусть , далее , R - коммутативное кольцо , над 
которым инъективные модули суть прямые суммы циклических 
модулей. Тогда по 20. 18  R артиново.  Поэтому R есть прямое произ­
ведение конечного числа локальных артиновых колец, так что 
достаточно доказать , что локальное артиново кольцо с указан­
ным свойством квазифробениусово .  Но в этом случае инъективная 

./""... 
оболочка R/J, где J = rad R ,  являясь циклическим инъективным 
кообразующим и ,  в частности , точным: модулем, должна быть. 

/''.. 
изоморфна R-модулю R. Следовательно , RIJ � R - инъектив-
нwй модуль . Ввиду 24 .5  это доказывает, что R есть QF-кольцо . О 

Rопьца с �-циклическими левыми 
и правыми инъективmыми модулями 

По 24. 14 каждое QF-кольцо R обладает свойством , указанным 
в заглавии , а если R коммутативно, то верно и обратное . Следую­
щее nредложение показывает , что в общем случае обратное­
не верно. 

25.4. 19. Предложение . Пусть В - артипово ХiJ.м.мутативпое 
-по.лъцо и Е - ин:ъе-птивпая обо.лоч-па :моду.ля B/rad В в B-mod. 

(а) Тогда вЕА - копте-пет двойствеппости, где А = End вE• 



Гд.. 25. �-ци.�rд.ичее"ие и nод.уцеппые пмьца 381 

и поэто;м,у вЕА. - контекст двойствеппости дм любого n > О n 
{ер . 23.25) .  

(Ь) Кро;м,е того , ес.л,и длина цопом soc В ne превосходит n ,  

т о  пад кмъцо;м, ;м,атриц An  правые и левые ин'Ьеnтивные ;м,одуди 

яв.л,яются �-цик.л,ичеспи;м,и. 
(с) Если В не квавифробепиусово , то и An ne явмется таковым. 

(Есди В допалъпо ,  то ono квавифробепиусово тогда и тмъпо тогда, 
когда В и;м,еет простой цокмъ) . 

Д о к а а а т е л ь с т в о. (а) Так как B/radB содержит 
экземпляр каждого простого В-модуля , то Е - инъективный 
кообрааующий. Далее , над коммутативным артиновым кольцом 
инъективная оболочка модуля конечной длины также имеет 
конечную длину (Морита [58]) 1) . Итак , вЕ конечно порожден 
и потому вЕ А - контекст двойственности по теореме 23.25 Мори­
ты. Так как An  = End вEn, то то же самое рассуждение показы-
вает, что вЕА.п - контекст двойственности. 

(Ь) Если цоколь soc В модуля В имеет длину, не иревосходя­
щую n , то тем же свойством обладает и любой левый главный 
неразложимый идеал Ве, в силу чего он может быть вложен в Е". 
Теперь (Ь) вытекает из 25.4 . 14(а) и того , что условие (Ь) лево­
право симметрично.  (В действительности А ��В и Е - инъек­
тивный кообразующий в mod-A (см. 23.25(а) , а также упр . 16  
к гл . 23) . ) 

(с) Так как кольца В и An  связаны Еn-двойственностью , 
т о  одно из них квазифробениусово тогда и только тогда,  
когда квааифробениусово другое . Артиново (с  обеих сторон) 
локальное кольцо квааифробениусово тогда и только тогда , когда 
длина как правого , так и левого его цоколя равна 1 2) .  О 

1) Очевидно, что можно ограничиться случаем локального кольца В,  
и достаточно показать, что над В инъективная оболочка Е простого модуля 
конечно порождена. Проверим, что бимодуль вЕ в удовлетворяет условиям 
(4) теоремы 23.25. Справедливость (4) (а) и (4) (с) тривиальна, и нужно 
только прове.рить, что Е-дуальный к простому модулю В/1, где 1 = rad В,  
nрост. Но это так, поскольку (В/1)* = Нот в (В/1, Е) � Ноmв (В/1, В/1) � 
� HomвtJ (В/1, В/1) � В/1. Теперь из 23. 25 вытекает, что Е конечно порож­
,;ен. - Приж. перев. 

2) В одну сторону утверждение очевидно. Обратно, пусть R - артиново 
·локальное кольцо, а soc (aR) и soc (Rн) имеют длину 1 ,  т. е. являются про­
стыми Так как soc (нR) - существенный левый идеал, а soc (R н) -"­
левый идеал, то soc ·(нR) � �ос (Rн) · Симметрично, soc {Rн) � soc ( Ra) , 
откуда S = soc (нR) = sqc (Rн) и aSa � _я.R11н , где 1 = rad R. Теперь -.n:emo видеть, что aS* - �  Sa и S� � aS, где S* есть R-дуалыrый к S. Поско-
льку aS (соотв. Sfl.) - едив:стВенный простой левый {соотв. правый) В-мо­
дуль, то ввиду 24.4  это означает, что R квазифробениусово. - Приж.  перев. 
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5. Факторкольца наследственных вётеровых 
первичвых колец: 

теорема Айзевбуда - Гриффитса - Робсова 

Мы теперь применим теорему 20.29 Веббера - Чаттерса· 
и теорему 25 .4 .2 Нанаямы об артиновых полуцепных кольцах � 
для того чтобы доказать теорему, которой озаглавлен этот раздел, 
а и:иенно :  

25.5. 1 .  Теорема (Айзенбуд - Гриффите [71а ] , Айзенбуд ­
Робсон [ 70 ] )  1 ) .  Если Л - пётерово паследствеппое первичпое­
хольцо , то Л/ I - артиново полуцепное холъцо для мждого пту­
левого идеала /. На са.мо.м деле это верно для любого паследствеп­
пого с.Р.ева холъца Л с плосхой ипъехтивпой оболачхай и для любое& 
его идеала I, тахого , что Л/I артиново слева . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Голди и Лезьё - Rруа­
зо ( 1 , 9 . 10 ,  стр . 484) Л обладает классическим левым кольцом 
частных Q, являющимся простым артиновым кольцом. Rроме 
того ,  по 16 . 9  ( 1 ,  стр . 468) Q - плоский иравый Л-:иодуль. Итак, 
Q са:иоинъективно слева и каноническое вложение Q-mod -
....... Л-mod обладает точным левым сопряженным Q ® в· Поэтому 
Q - инъективный левый Л-модуль по 1 1 .35 .3  (1 ,  стр . 537) . (См:. 
также упр . 1 9 .38 . )  Отсюда следует, что Q - инъективная оболоч­
ка левого Л-модуля Л .  Учитывая, что Q является также иравыи 
классическим кольцом частных кольца Л, по 16 .9  (1 ,  стр . 648) 
получаем , что Q - плоский левый Л-модуль. Rроме тоrо , посколь­
ку Л первично , то любой его ненулооой идеал I является суще­
ственным и ,  следовательно, кольцо Л/I артиново слева по 20.29. 

Следовательно , мы можем предположить , что Л и I удовлетво­
ряют условиям второго утверждения теоремы. Так как любой 
идеал , содержащий /, также удовлетворяет этим условиям, то­
любое утверждение , доказанное о кольце А = ЛII, справедливо­
для всех факторколец кольца А .  Ввиду 25 .4 .2  для того ,  чтобы 
показать, что А - полуцепное кольцо , достаточно доказать , что­
полуцепным будет факторкольцо A /(rad А )2 •  Поэтому без огра­
ничения общности мы можем с самого начала считать, что идеал 
I таков , что (rad А )� = О. Чтобы показать , что А полуцепное,. 
опять же в силу 25.4 .2 достаточно доказать, что любой доминант­
ный левый главный неразложимый идеал кольца А инъективен. 

1) В прототипе этой теоремы, полученном Айsенбудом и Робеоном [ 70] ,. 
дополнительно требовалось, чтобы кольцо имело <<достаточно мноrо обрати­
мых идеалов». Айsенбуд и Гриффите докавали теорему в общем случае. Синrх 
[75] дал набросок доказательства обратной теоремы для оrраниченных нёте­
ровых первичных колец. (Более тоrо, ero замечание, добавленное к дока­
аательству, устраняет предположение об оrраниченности. )  
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Пусть Е - инъективная оболочка левого R-модуля R .  Мы 
вычислим с помощью Е инъективную оболочку левого А -модуля А .  
Так как R наследственно слева ,  EII - инъективный R-модуль.  
(Воспользоваться тем, что inj dim EII � 1 .  См. 1 ,  стр . 456 , а такж& 
2 .4  ( 1 , стр . 656) . )  Пусть F = {х Е Е 1 Ix с /} . Ясно , что F ­
левый R-подмодуль в Е и,  следовательно, плоский R-модуль 1) . 
Положим FII = Е' и заметим, что Е' - левый А-модуль, содер­
жащий А .  Rроме того , Е' - инъективный А-модуль, поскольку 

Е' = Ноmв(А , FII) � {х Е EII 1 Ix = 0} . 
С другой стороны, мы покажем, что Е' - проективный А -мо­

дуль. По 22 . 31А достаточно показать, что Е' - плоский А-модуJiь .. 
Заметим , что I = IF, так как 1 Е F. Следовательно,  Е' = 

= FIIF � А ®вF. Но F - плоский R-модуль,  поэтому Е' -
плоский А -модуль. 

Итак , Е' - инъективный и проективный А-модуль.  По 22 .23(с} 
мы можем записать Е' = IJ Х 1 ,  где Х1 - инъективные левые· 
главные неразложимые идеалы кольца А .  Пусть теперь Х -
доминантный левый главный неразложимый идеал кольца А .  
Поскольку (rad А )2 = О ,  то длина Лёви любого А -модуля не ире­
восходит 2 .  Поэтому , если А не классически полупросто (в этоИI 
случае А ,  очевидно , полуцепное кольцо) , то длина Лёви модуля Х 
р авна 2 .  Покажем, что Х изоморфен одному из Х1 • Для каждого· 

Ф ·  
i имеем гомоморфизм Х� Х1 , р авный сквозному гомоморфизму 

Р ·  x � A -r E' = 0 Xt � Xt ,  
где Х -+ А - включение . Так как Х -+ А -+ Е' - мономорфизм ,. 
то :мы :можем выбрать i ,  такое , что ker <р1  * soc Х ,  и поэтому 
длина Лёви образа im <р1  равна длине Лёви модуля Х, т. е. 2 .  
Поскольку Х 1 инъективен и неразложим, т о  soc Х 1 - простой 
А-модуль .  Rроме того, top Х1 также прост ввиду того ,  что Xt -
левый главный неразложимый идеал . Поэтому модуль Х1 имеет 
длину , не иревосходящую 2. Но Х1 ::::;, im <р1 , откуда следует ,  что 
длины модулей Х1 и im <р1  равны 2, т. е. Х1 = im <JJt ·  И так , 

1) Это вытекает из того , что над наследственным слева кольцом В каж­
дый nодмодуль N любого nлоского левого В-модуля М является nлоским. 
В самом деле , no 1 1 .32 (1, стр. 533) М изоморфен lim Р 1 - nрямому nределу 

� iEI  
наnравленного семейства nроективных В-модулей. Пусть а1 : Р 1 -+ М, t Е 1,  
- канонические гомоморфизмы и Pi = ai1 (а1 (Pt) n 'N) .  Тогда, исnользун 
14. 6(с) (1, стр. 598) , легко видеть, что lim Pi � N. Но все модули Pi как-

� iEI 
nодмодули nроективвых модулей Р 1 также nроективвы и, в частности, это 
nлоские модули. Посколь:ку nрямой nредел nлос:ких модулей - nлоский. 
модуль (см. nримечавне на стр. 263) , то отсюда следует, что N - nлоский. 
модуль. - Пр иж. перев. 
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�t : Х - Xt - эпиморфизм. Теперь , по·скольку Х1 проективен, 
а Х неразложим, получаем, что (/>i - изоморфизм. Поэтому Х 
.инъективен, что и требовалось. О 

3 а м е ч а н и е .  Любое наследственное слева кольцо анти­
оеингулярно слева .  Следовательно, инъективная оболочка Q 
левого R-модуля R совпадает с максимальным левым кольцом 
частных кольца R, являющимся регулярным в смысле Неймана 
и самоинъективным слева кольцом ( 19 .35) . Тогда по 1:еореме 
Жантиля [60] и Сандомирекого [68] Q - плоский правый [sic l ]  
R-модуль (ер . гл . 1 1 ,  упр . 5) .  Однако Q не обязан быть плоским 
левым R-модулем . Например , в предположении, что R С----7 Q ­
эпиморфизм колец (что имеет место, если Q - классическое левое 
нольцо частных кольца R) , Q - плоский левый R-модуль тогда 
и только тогда , когда Q является также правым кольцом частных 
кольца R (Гудёрл [71 ] ) .  (Ср . упр . 1 9 . 38 (j) и (n) . )  

У пражпения к гл. 25 

1 .  Локальное кольцо, над которым левые и правые инъектив­
ные модули являются 2j-циклическими, квазифробениусово. (Ср. 
25 .4. 19 . )  

2 .  Кольцо R является артиновым полуцепным тогда и только 
тогда, когда оно - полупримарное кольцо , над которым инъек­
тивные оболочки неразложимых модулей неразложимы или ,  что 
эквивалентно ,  каждый неразложимый правый или левый модуль 
имеет простой цоколь. 

3 (Фуллер [69bl ) .  Артиново слева кольцо является полуцеп­
ным тогда и только тогда , когда справедливо одно из следующих 
эквивалентных условий: (а) каждый неразложимый (правый или 
левый) модуль квазиинъективен; (Ь) каждый неразложимый модуль 
квазипроективен; (с) каждый неразложимый квазиинъективный 
модуль квазипроективен; ( d) каждый неразложимый квазипроек­
тивный модуль квазиинъективен , (е) каждый неразложимый 
левый модуль квазиинъективен и квазипроективен, (f) каждый 
левый главный неразложимый идеал Re и инъективные оболочки 
простых левых модулей - цепные модули, (g) инъективная обо­
лочка каждого минимального левого идеала является цепным 
модулем, а каждый левый главный неразложимый идеал имеет 
простой цоколь.  

4. Если· R :_ конечномерная алгебр
·
а над полем k и инъектив­

иая оболочка каждого простого (левого или правого) модуля 
является цепным модулем, то R - полуцепное кольцо . 
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5 ("Уорфилд L75,  6 . 8] ) .  Если /1 с /2 с . . .  с In - идеалы 
кольца R ,  то прямая сумма (R/l1) ЕВ . . .  ЕВ (Riln) - сбаланси­
рованный модуль. Вывести отсюда , что любой конечно предста­
вимый модуль над кольцом нормирования сбалансирован 1) . 
(См. также результат "У орфилда о сбалансированных модулях , 
приведенный в замечаниях к этой главе. ) 

6 (Асано R .  [49а] ) . !  Пусть А - конечномерная алгебра над 
полем. Тогда кольцо А является цепным левым А-модулем в том 
и только том случае , когда А - цепной правый А -модуль. 

7 ("Уорфилд [75] ) .  Пусть R - полусовершенное кольцо. Сле­
дующие условия эквивалентны: 

(i) R - антисингулярное слева и полуцепное слева и спра­
ва кольцо . 

(ii) R антисингулярно слева ,  его левая размерность Голди 
конечна и все конечно порожденные антисингулярные левые 
модули проективны. 

(iii) R полунаследственно слева ,  его левая размерность 
Голди конечна и RQ - плоский модуль, где Q - максимальное 
левое кольцо частных кольца R. 

(iv) R - полуцепное кольцо , полунаследственное слева 
и справа. 

8 (Голди [64] ) .  Неразложимое артиново полуцепное кольцо 
антисингулярно тогда и только тогда , когда оно изоморфно пол­
ному кольцу Т n (D ) верхних треугольных матриц над телом. 

9 (Мурасэ [63 1 1 ,  теоремы 1 7 ,  18] ) .  Пусть А - артиново полу­
цепное кольцо с радикалом N. Тогда A /N2 имеет конечную гло­
бальную р азмерность тогда и только тогда , когда А разлагается 
в конечное прямое произведение колец, каждое из которых 
подобно факторкольцу кольца вида Т n (D ) для различных чисел n 

и тел D (ер . 8) . 

10 (Мурасэ , Амдал - Рингдал и Айзенбуд - Гриффите [71Ь] ) .  
Любое полуцепное кольцо есть прямое произведение А 0 Х А 1 Х 
Х А 2 Х А 8 , такое , что 

(О) А 0 классически полупросто и А i не имеет классически полу­
простых прямых сомножителей для i ;;;;::= 1 ;  

( 1 ) А 1 - артиново кольцо главных идеалов ; 
(2) A 2/(rad А 2)� имеет конечную глобальную размерность (ер . 

упр . 9) ; 
(3) А al(rad А 8)2 квазифробениусово ; и не tИМеет однородных 

проективных модулей Z) . 

1) Указание : воспользоваться теоремой 20.41 . - Прия. перев. 
2) Здесь под однородным понимается модуль Лёви, все простые фактора 

которого изоморфны (см. определение перед 22.33) . -Прия. перев. 

25 К. Фейс 
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1 1  (Скорняков Л. А. (цитируется по статье Айзенбуда - Гриф­
фитса [71Ь ,  стр . 120]) 1) . Кольцо R является артиновым полуцеп­
ным в том и только том случае , когда каждый левый R-модуль 
есть прямая сумма цепных :модулей. 

12 (Фуллер [69bl ) .  Если R артиново слева и каждый модуль. 
порожденный двумя элементами, разлагается в прямую сумму 
цепных модулей, то R - полуцепное кольцо . (Ср . упр . 3 (f) , а 
также Иванов [74] . }  

Замечания к гл. 25 

Цепные (Einreihig} модули изучались Кёте [35] , который дока­
зал , Ч'!,'О над примарно разложимым полуцепным кольцом каждый 
модуль � -цепной - результат , который Накаяма [39, 41 ] ,  [40] 
распространил на артиновы полуцепные кольца (см. 25 .4 .2) . В той 
же статье Кёте охарактеризовал коммутативные артиновы �-цик­
лические кольца как артиновы кольца главных идеалов . (Каплан­
ский и Коэн И .  [51 ] показали, что предположение об артиновости 
кольца излишне , и это привело к нескольким похожим теоремам 
(см .  гл . 20) ) .  Асано К. [39] охарактеризовал артиновы кольца R 
со следующими двумя свойствами : ( 1 )  R �-циклическое и (2) каж­
дый подмодуль циклического модуля циклический. Оказалосьt 
что это в точности примарно разложимые полуцепные кольца. 
Очевидно , свойство (2) выделяет из класса артиновых колец как 
раз артиновы кольца главных идеалов . На  самом деле теорема 2 
из статьи Асано К .  [39] утверждает, что артиново кольцо является 
примарно разложимым полуцепным кольцом тогда и только тогда,  
когда каждый идеал является главным правым и главным левым 
идеалом , так что для артиновых колец справедлива импликация 
(2) =? (1 ) .  Чтобы примарвое кольцо было полуцепным, достаточно 
потребовать , чтобы его радикал был главным левым и главным 
правым идеалом [Hilfssatz 5] . Б олее общий результат Мориты 
о том , коrда радикал является главным левым и главным правым 
идеалом, сформулирован ниже в аа.мечаиии о групповых холъцах. 

Пусть е1 ,  • • •  , en - базисное множество идемпотентов кольца 
R ,  т. е. е0 = е1 + . . .  + en - базисный идемпотент. Куп­
пиш [59] показал , что если R - артиново полуцепное кольцо с 
радикалом J, то эти идемпотенты можно занумеровать так, что 

(а) Ret � letн . i = 1 , . . .  , п - 1  и Ren � Je1 , если Je1 ::F O; 
(Ь) c (Ret ) � 2 , i = 2 , . . .  , п ;  

1) См. Л .  А. Скорняков, Мат. aa.��temnu, т .  5 (1969) , М 2, 173-182. ­
Пр иж. перев. 
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(с) c (Reнt) < c (Re1 ) + 1 , i = 1 , . . •  , n - 1 ;  
(d) c (Re t) � c (Reп) + 1 , 
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где через .А; обозначен образ подмножества А s R при канониче­
ском отображении R -+  R/J, а через с(М) - длина модуля М. 

Последовательность Re1 , • • •  , Ren , упорядоченная таким обра­
зом ,  что условия (а) - (d) справедливы, называется рядом Куп­
пиmа полуцепного кольца R. Куппиш показал , что неразложимое 
артиново полуцепное кольцо R квазифробениусово тогда и только 
тогда , когда RR и Re1 имеют одинаковую длину Лёви для i = 
= 1 , . • .  , n. Для конечномерной полуцепной алгебры R над 
алгебраически замкнутым полем k ее ряд Куппиша, длина модуля 
RR и dimk(Rei/Jei } ,  i = 1 ,  . . . , n, составляют полное множество 
инвариантов , определяющих алгебру R однозначно с точностью 
до изоморфизма .  Этот результат обобщил Мурасэ [63 , 64] , который 
расклассифицировал артиновы полуцепные кольца , используя 
ряды Куппиmа. Кроме того ,  Фуллер [68] показал , что глобальная 
размерность любого артинова полуцепного кольца полностью опре­
деляется рядами Куппиmа его неразложимых прямых сомножите­
лей. Оказалось также , что самобазисное артиново полуцепное 
кольцо имеет одинаковую длину как левый и как иравый модуль 
над собой [ loc. cit. , стр . 252 , следствие 2 . 3] . Фуллер также изучал 
полуцепные артиновы QF-1-кольца (и , более того ,  сбалансирован­
ные 1} кольца) 2} - тема , затронутая для нётеровых полуцепных 
алгебр "Уорфилдом. (См. теорему "Уорфилда 6 . 7 ,  цитируемую ниже 
в:месте с соответствующими ссылками.)  

Мурасэ -показа.11 ,  что «многие>> артиновы полуцепные кольца 
(алгебры) могут быть представлены как <<квазиматричные кольца)) 
с элементами из тела и наоборот. Б олее того ,  Мурасэ построил 
класс наследственных первичных нётеровых колец - бесконеч­
ных квазиматричных колец ,- обладающий свойством , что каждое 
квазиматричное кольцо есть эпиморфный образ кольца из этого 
класса. В действительности этот класс состоит из <<сокращенных)) 
полугрупповых колец K[S] полугрупп S с мультипликативным 
нулем над полем К. Квазиматричные кольца Мурасэ имеют вид 
K[S] , где S - <<фактор полугруппа Риса>> полугруппы QM ( оо) 
бесконечных верхних треугольных матриц, обратимых по модулю 
векоторого идеала (Кларк [68 , стр . 102 , теорема 1 ] } .  Сокращенное 
полугрупповое кольцо K[QM(n)] изоморфноl кольцу А всех 
(n Х п)-матриц (a1j) над кольцом многочленов К[х] от одной пере-

1) Определение QF-1-колец см. на стр. 344 в замечаниях к rл. 24. 
Кольцо R называется сбалансиJЮванным, если ero факторкольца являются 
правыми QF-1-кольцам:и, или, что эквивалентно, если все правые R-модуп:и 
сбалансированы. - Пp l'.Ut. перев. 

2) Друrую характеризацию зтоrо класса колец дали Рингель и Тахи­
кава [ 74, теорема 5 .7] . - Пр им. перев. 

25* 
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:м:енной, таких , что х 1 ai j •  если i > j , т. е .  (К [х] К [х] . . .  К [х]) 
(х) К [х] • • •  К [х] 

А = . . . • • • t • • о 
, (х) (х) К [х] 

и, более того, каждое факторкольцо кольца А по иенулевому идеа­
лу является артиновым полуцепным кольцом (Кларк,  loc. cit. 
теоремы 2 и 3) . (Ср . Харада [68, стр . 484] . См. также теорему 9 
из статьи Кларка. ) 

Характеристику «многие» в начале предыдущего абзаца я 
заимствовал у Иванова [74] ,  который обобщил результаты Мурасэ 
на артиновы полуцепные слева кольца , представив их как обоб­
щенные кольца матриц над цепными слева кольцами и модулями. 
Однако его результаты не дают полного описания артиновых 
полуцеппых слева колец, поскольку строение цепных слева колец 
и модулей до конца не известно.  Эти результаты обобщают теоре­
му Колби и Раттера [68] , полученную для артиновых антисингу­
лярных полуцепных слева колец, и теорему Голди [64] для арти­
новых полуцепных антисингулярных колец. (На самом деле , эти 
работы уже ранее были обобщены Ивановым [70] . )  (См. также упр . 
8- 1 1  к этой главе . )  

Над полуцепным кольцом любой конечно порожденный проек­
тивный модуль и любой его конечно порожденный подмодуль обла­
дают согласованными прямыми разложениями (теорема Уорфилда 
[75] - см. 25 .3 .3  и далее) . Леви [66] доказал обратное для артино­
вых колец. 

Примарио разложимые артиновы полуцепные кольца Бойл 
[73] охарактеризовала как кольца, над которыми вершина и цо­
кощ, каждого конечно порожденного модуля изоморфны. То же 
самое верно , если требовать справедливость этого условия для 
инъективных оболочек и проективных накрытий конечно порож­
денных модулей. См. гл . 24, упр . 31 . 

Замечание о групповых кольцах 

Групповое кольцо kG конечной группы G над полем k класси­
чески полупросто тогда и только тогда , когда характеристика р 
поля k не делит n = 1 G 1 (теорема Машке ( 1 , 13.21 , стр . 580)) .  
Если ж е  р 1 n ,  т о  теорема Хигмана Г .  [56] утверждает, что kG 
обладает конечным: типом представлений (т. е .  является FFM-
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кольцом) тогда и только тогда,  когда р-подгруппы группы G цик­
лические . 

Так как силонекие р-подгруппы сопряжены, то это выполняется 
тогда и только тогда,  когда G имеет циклическую силовекую р­
подгруппу Р. Для этого случая Хигман нашел не зависящую от G 
верхнюю оценку b(n) числа классов изоморфных неразложимых 
конечно порожденных модулей, а 1\аш,  Rнезер и 1\уппиm [57] 
усилили этот результат , показав , что b(n) = n - точная верхняя 
грань ,  причем Ь(п) = n тогда и только тогда,  когда G содержит 
нормальную подгруппу Р, такую, что GIP - абелева группа экс­
поненты т и k содержит все корни т-й степени из единицы. Янус 
[69] построил все неразложимые модули для FFМ-кольца kG и 
показал , что если kG есть FFМ-кольцо , то цоколь каждого неразло-
1Кимого модуля свободен от квадратов . 

Важнейшими примерами FFМ-колец являются полуцепные 
кольца. (См. 25 .4 .4 . )  Янус [69] выяснил , когда kG является полу­
цепным в предположении , что k - поле разложения для G 1) . Это 
имеет место тогда и только тогда , когда силонекая р-подгруппа 
группы G циклическая и каждый простой kG-модуль F имеет вид 
k ® F* для векоторого В-модуля F* , где R - полная локальная 
область целостности характеристики О с полем вычетов , изоморф­
ным k. (Ср . Сринивасан [60] , где показано , что каждый неразло­
жимый модуль вкладывается в kG, когда G р-разрешима и имеет 
циклическую силовекую р-подгруппу. См. также Янус [70] , 
[ 72а] , Ср . 25.4 . 1 7  А (Ь)�) . 

Морита [56] нашел необходимые и достаточные условия на 
радикал J артинова слева кольца R для того ,  чтобы он был глав­
ным левым и главным правым идеалом J = Ra = ЬR , а именно 
R должно быть полуцепным и квазипримарно разложимым в том 
смысле,  что R разлагается в конечное прямое произведение колец, 
главные неразложимые левые идеалы которых имеют одинаковую 
«кратность» . Пусть G - конечная группа с силовской р-подгруп­
пой Р и Н - наибольшая нормальная подгруппа , порядок кото­
рой взаимно прост с р .  Тогда групповая алгебра kG над алгебраи­
чески замкнутым полем k характеристики р обладает указанным 
свойством тогда и только тогда,  когда НР - нормальная под­
группа группы G, а Р - циклическая . 

1) То есть такое, что kG/ rad {kG) � kn х . . . х k11 -конечное прямое 1 r 
произведение ПОJШЫХ матричных алгебр k

n
. над k. - Пр и:м. перев. 
z 

2) См. также Green Е .  L . ,  Gustafson W. Н . , Pathological Quasi-Frobenius 
algebras of finite type, Comm. Algebra, 2 ( 1974) , М 3, стр . 233 - 260. -
Пр и:м .  перев. 
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Замечание о статье У орфилда 

Другой тип полуцепных колец - кольца нормирования - изу­
чался в гл . 20. Капланекий [49] показал , что над коммутативным 
кольцом нормирования каждый конечно представимый модуль 
является а-циклическим (см. , однако , примечание на стр . 204) . 
Ру [72] обобщил этот результат на неко:ммутативные цепные (т. е .  
локальные полуцепные) кольца и получил его  частичное обраще­
ние .  По признанию Уорфилда [75] доказательство Ру оказалось 
стимулирующей идеей для его результатов , изложенных в первых 
трех разделах этой главы. Я признателен профессору У орфилду 
за великодушное разрешение изложить эдесь его результаты поч­
ти дословно . 

Я закончу эти замечания дополнительными комментариями 
по поводу статьи Уорфилда и некоторых проблем , поставлен­
ных им. 

Если полуцепное кольцо антисингулярно , то оно полунаслед­
ственно .  В частности, полусовершенное полупервичное левое и 
правое кольцо Голди полунаследственно тогда и только тогда , 
когда оно полуцепное (ер . упр . 8-13 к этой главе) . Уорфилд также 
приводит довольно полную структурную теорию нётеровых полу­
цепных колец 1) . Как мы видели в 25.3 .5 ,  такое кольцо разла­
гается в прямое произведение артинова полуцепного кольца и ко­
нечного числа первичных колец (обязательно наследственных 
в силу результатов , цитировавшихся перед этим) . Если R - пер­
вичное нётерово полуцепное кольцо , не являющееся классически 
полупростым, то теорема Михлера [69Ь] гласит, что существует 

1) Аналогичные результаты о строении нётеровых полуцепных колец 
получил также В. В . Кириченко в статье, уже упомивавmейся в примечании 
на стр. 346. Более того, в других работах В . В .  Кириченко (ДАН УССР, 
серия А, 1976, М 1 ,  стр. 9 -12; а также препринт ИМ-75-1 «Обобщенно 
однорядвые кольца&, Институт математики АН УССР , 1975) доказывается 
теорема о строении полуцепных колец, нётеровых JIИШЬ справа,  а именно : 
нётерово справа кольцо R является полуцепным тогда и только тогда, когда 
оно разлагается в конечное прямое произведение днусторовне нётерова 
полуцепного кольца и колец, эквивалентных в смысле Мориты факторколь­
цам колец вида 

Мт, n (D) ) 
Tn (D) ' 

где (Э - локальная область главных левых и главных правых идеалов, 
D - ее тело частных, Tn (D) - кольцо верхних треугольных матриц поряд­
на n над D , Мт.п(D) - пространство всех (т Х n)-матриц над D,  а Нm(<Э) ­
Rольцо всех (m Х m)-матриц над (Э ,  у которых элементы, расположеввые 
ниже диагонали, принадлежат J = rad (Э .  При этом над R все конечно по­
рожденные левые R-модули являются полуцепными в том и тольRо том слу­
чае , когда все кольца (Э можно выбрать J-адически полными. - Пр и;м,. перев. 
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кольцо дискретного нормирования 1) G (не обязательно коммута­
тивное) с радикалом Джекобеона J,  такое , что R является коль­
цом ((9 : J)-блочных верхних треугольных матриц. (По поводу этой 
терминологии см. Робсон [72а] . Любое такое кольцо подобно (т. е .  
эквивалентно в смысле Мориты) кольцу матриц над (9 ,  у которых 
элементы, расположенные ниже диагонали, лежат в J . )  'Уорфилд 
дает новое короткое доказательство теоремы Михлера .  (Ср . Фул­
берт - Rузманович [75Ь] . )  

В последнем разделе своей статьи он  применяет полученные 
результаты к алгебрам над коммутативными нётеровыми коль­
цами. Предположим , что R - коммутативное нётерово кольцо 
и А - R-алгебра , которая конечно порождена как R-модуль .  
Для каждого максимального идеала т в R пусть R� является 
т-адическим пополнением кольца R (т-адическое пополнение 
кольца R� равно R�) . Тогда т-адическое пополнение А� алгебры 
А определяется как А� = А 0 R�. Кольцо А� является полусо­
вершенным. Основная теорема У орфилда : 

Теорема ('У орфилд [75 ,  6 . 6] ) .  Следующие свойства алгебры А 
эw,вивалептпы: (i) A II - полуцеппае w,ольцо для w,аждого идеала l, 
maw,oгo ,  что w,олъцо A II артипово ; (ii) w,аждый w,oneчno порождеппый 
.модуль является пря.мой су.м.мой проеw,тивпого .модуля и w,опечпого 
числа артиновых цеппьJ:I: .модулей; (iii) А - пря.мое проиаведепие 
артипава полуцепного хольца и w,опечпого числа паследствеппых 
порядпов пад дедеw,ипдовы.ми областями и (iv) А�  - полуцеппае 
пальца для паждога .мапси.мальпого идеала т польца R.  

Отсюда как следствие получается такая теорема о строении 
векоторого класса наследственных алгебр : 

Теорема ('Уорфилд [75 ,  6 . 7 ] ) .  Пусть R - w,о.м.мутативпое пё­
терово польцо и А - R-алгебра, попечпо порождеппая пап R-.мо­
дуль. Предположим, что алгебра А наследственна. Тогда следующие 
условия эпвивалептпы:  

( i )  А - пря.мое проиаведепие понечного числа блочпо треуголь­
ных .матричпых w,олец над тела.ми и хонечного числа наследствен­
ных порядw,ов над дедеw,индовы.ми областями. 

( i i )  Фаw,торw,ольцо A II полуцеппае для w,аждого таw,ого идеала 
I, что A II артипово . 

(iii) AQ - плосw,ий .модуль, где Q - .махси.малъпое левое w,олъцо 
частпых w,ольца А .  

Условие (ii) имеет отношение к теореме 25 .5 . 1  Айзенбуда ­
Гриффитса - Робсона. 

1) То есть локальная область главных левых и главных правых идеа­
.в:ов (си. также предыдуЩее прииечание) . - При;м,. перев. 



392 Ч. V. Теория пмец 

Rро:ме того,  СRоль ни неожиданным это :может поRазаться , уRа­
занные результаты позволили "У орфилду охараRтеризовать ал­
гебры, над Rоторы:ми Rаждый Rонечно порожденный :модуль сба­
лансирован. 

Теорема ("Уорфилд [75 ,  6 . 10]) . Пусть R - lf-о.м.мутативиое 
иётерово lf-МЪЦО и А - R-адгебра, lf-Оторая lf-oneчuo порождеиа xan 
R-модудъ. Следующие свойства алгебры А Э1f,Вивалеитиы: 

(i) фаlf-торхмъцо A II является lf-МЪЦОМ мавиых левых и мав­
иых правых идеадов д.ля lf-аждого идеада I, тахого ,  что A II арти­
иово ; 

(ii) хаждый lf-oneчuo порождеииый модуль ра8.1tагается в прямую 
су.м.му проехтивиого модудя с иудевьш, цоходем и lf-oneчuoгo числа 
артииовых одиородпо цепиых модулей (см. 25 . 1 . 14) ; 

(iii) А есть прямое проивведеиие артипава lf-мъца мавиых левых 
и гдавиых правых идеадов и хоиечиого числа махси.малъиых поряо­
хов иад дедехиидовьш,и областями; 

(iv) А� (поподиеиие дохадивации) яв.ляется хмъцом мавиых 
левых и мавиых правых идеадов ддя хаждого махсимадъиого идеада 
т хмъца R ;  

(v) хаждыйj хоиечио порождеииый модуль сбадаисироваи. 

ЭRвивалентность свойств (i) , (ii) и (iv) непосредственно выте­
Rает из предыдущей теоремы "Уорфилда (6 .6)  и из 25 . 1 . 14.  ЭRви­
валентность же этих свойств свойству (iii) - следствие из (6 . 6) 
и теоремы 25 .3 .3  Айзенбуда и Гриффитса [71а] . На  самом деле 
имплиRация (iii) ==>- (ii) была доRазана Асано [39 , стр . 239 , Satz 5} 
для маRсимального порядRа в простой алгебре . Rроме того,  (iv) ==>­
=> (i) вытеRает из теоремы Rамилло и Фуллера [72] и Длаба и Рин­
геля [74] . 

Проблемы У орфилда 

Далее мы воспроизводим несRольRо проблем, поставленных 
"У орфилдом [75] : 

Проблема 1 .  Над RаRи:ми Rольцами Rаждый Rонечно предста­
вимый модуль разлагается в прямую сумму циRличесRих 
:модулей? 

Проблема 2. Над RаRими Rольцами Rаждый Rонечно предста­
вимый модуль является прямым слагаемым прямой суммы Rонечно 
представимых циRличесRих модулей? 

Артиновы Rольца со свойством из проблемы 1 Rавада [62 , 63 , 
64] назвал Rольцами Rёте . Он же [loc. cit . ]  дал ответ на эту проб­
лему для Rонечномерных алгебр над полем, удовлетворяющих 
уRазанному свойству RaR слева ,  таR и справа.  Фейс [66Ь] под 
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нольцом Кёте понимает артиново нольцо , над ноторым наждый. 
модуль разлагается в прямую сумму цинличесних модулей. 

В номмутативном случае ответ на проблему 2 дает теорема 20.45 .  
Описания нолец, обладающих свойством и в  проблемы 1 ,  были даны 
Капланеним [49] и Лафоном [71а ] , но наснольно их можно счи­
тать «ответами» на эту проблему, зависит от внусов читателей 1) . 
В частности, до сих пор верешеиной остается проблема : всегда ли 
область Везу обладает свойством, унаванным в вопросе 1 .  Если 
в проблеме 1 слово <щинличесний» заменить словом «лональный» , 
то полученным таним образом свойством обладают полуцепные 
нольца и тольно они (теоремы 25 .2 . 6  и 25 .3 .4) . Одно из достоинств. 
этого свойства в том, что оно , очевидно , инвариантно относи­
тельно подобия нолец, т. е. инвариантно в смысле Мориты. 
(В 20. 39 мы унавали необходимые и достаточные условия на. 
нольцо А для того , чтобы оно было подобно сr-цинличесному ноль­
цу: это имеет место тогда и тольно тогда, ногда А является сr-п­
генным для веноторог о целого числа n. ) 

Проблема 4. При наних условиях полусовершенное нольцо· 
имеет ограниченный модульный тип для нонечно представимых 
неразложимых модулей? (т .  е. ногда унаванные модули п-порож­
дены для неноторого целого числа п?) 

Теоремы А. В. Ройтера [68] , Ауслендера [ 74] и Тахинавы [731 
в известной степени решают эту проблему для артиновых алгебр 
и артиновых нолец, устанавливая, что таное нольцо (и тем 
более FВ G-нольцо) имеет нонечный модульный тип (т. е. является 
FFМ-нольцом) . Кроме того , Эйвенбуд - Гриффите [71а ]  и Уор­
филд ( loc. cit. ) поназали , что полупримарное правое FВ G-нольцО> 
артиново справа и поэтому по приведеиному ревультату является­
правым FFМ-нольцом. 

Проблема 5 .  Всегда ли является полуцепным полусовершенное 
полунаследственное нольцо , над ноторым неразложимые нонечнО> 
представимые модули п-порождены для неноторого n? 2) 

Проблема 6 .  Когда представление модуля в виде прямой суммы 
цепных модулей единственно?� 

1) Окончательный ответ на аналоrичный вопрос о строении коммутатив­
ных колец, над которыми конечно порожденные модули равлаrаются в пря­
мую сумму циклических модулей, был получен недавно В амоmем и Виrандом 
(см. J .  London Math. Soc. , Ser. 2, 16 (1977) ,  .М 2, 209-219) (ер. также с 20.43 
и 20.49) . - Прим. перев. 

2) Следующий пример дает отрицательный ответ на эту проблему уже для 

n = 1. Пусть R = (� � �) - кольцо обобщенно-треуrольных 3 Х 3  мат-

!!. о !!.  
риц над телом /!.. Тоrда R артиново и наследственно , и все левые и правы& 
неразложимые модули над ним 1-порождены, т. е. R - кольцо Rёте. Тем 
не менее R неполуцепное (ер. Л .  А. Rойфман, Мате.м. сб. 83 (1970) , 1, 119-
148) . - Пр и.м. перев. 
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Это, конечно , так, когда кольца эндоморфизмов цепных моду­
лей локальны, так как тогда прямая сумма цепных модулей яв­
ляется диаграммой Адзумаи (21 . 6) .  Кроме того , это так, когда 
кольцо R коммутативно (Капланский [70] ) .  

Ссылки 

Адзумая [66] , Айзенбуд - Гриффите [71а] , [71 Ь] ,  Айзенбуд ­
Робсон [70Ь] ,  Асано К .  [38] , [39] , [49а] , Ауслендер [74] , Ауслен­
дер - Бриджер [69] , Б ойл [73] , Голди [64] , Гудёрл [71 ] ,  Гурсо 
[70] , Джане [57] , Диксон С. - Фуллер [69] , Длаб - Рингель 
[72а] ; Жантиль [60] , Закс [74] , Иванов [70] , [ 74] , Кавада [62 , 63 , 
64] , Камилло - Фуллер [ 72] , Капланекий [49] , [51 ] ,  Каш - Кне­
зер - Куппиш [57] , Кёте [35] , Кларк [68] , Колби - Раттер [68] , 
Коэн Дж. - Глюк [70] , Коэн И . - Капланекий [52] , Куппиш [59] , 
Кэртис - Джане [65] , Леви [66а] , [66Ь] , Михлер [69Ь] , Морита 
[56] , Мурасэ [63, 64] , Накаяма [39 , 41 ] ,  [40] , Робсон [74] , Ройтер 
[68] , Ру [72] , Сандомирекий [68] , Сринивасан [60] , Тахикава [60] , 
[73] , Уорфилд [70] , [75] , Фейс [66Ь] , [72а] , Фейс - Уокер Э .  [67] , 
Фуллер [68] , [69а] ,  [69Ь] , Хигман Г .  [56] ,�Янус [69] , [ 70] , [72а] , 
Ятегаонкар А. [70] . 

Дополнительные ссылки 

Амдал - Рингдал [68] , Браиге [69] , Длаб - Рингель [72с] , 
Иванов [72] , [ 74] , Кэртис - Джане [65] , Лафон [71а] . [73] , Морита 
{58] , Тахикава [59] , [60] , [61 ] ,  Фулберт - Rузманович [75Ы , Фул­
лер [73] , Шорес - Виганд [ 74] , Янус [72Ы. 



Глава 26 

ПОЛУПРИМИТИВНЫЕ КОЛЬЦА, 
ПОЛУПЕРЯИЧНЫЕ КОЛЬЦА И НИЛЪ-РАДИКАЛ 

Кольцо R полупервично (полупримитивно) в том и только 
том случае , когда пересечение его первичных (примитивных) идеа­
лов равно нулю. В этом случае R оказывается подпрямым произ­
ведением первичных (примитивных) колец (26 . 6  и 26. 13) .  Первич­
ный радикал (Маккоя) кольца определяется как пересечение всех 
его первичных идеалов ; оказывается , что он совпадает с множе­
ством всех строго нильпотентных элементов кольца R (теорема 
Левицкого 26 .5 ) .  В коммутативном кольце R это просто множество 
всех нильпотентных элементов . 

Для любого сепарабельного алгебраического расширения P/F 
поля F радикал rad (А р) канонически изоморфен (rad А )Р для 
любой алгебры А над полем F и скалярного расширения А р  = 
= А  ® Р (см. 26 . 16) . Если , с другой стороны, P/F - чисто транс­
цендентное расширение , то rad А р  = N р, где N = rad (А р) П А 
является ниль-идеалом алгебры А (26 . 1 7) 1) . Эти результаты Ами­
цура применяются для доказательства его же теоремы о полупри­
митивности групповой алгебры kG над трансцендентным полем k 
характеристики О (26 . 20) . В частности, алгебра kG полуприми­
тивна, если k - несчетное поле характеристики О (см. 26 .21 ) .  

Подпрямое произведение колец и модулей 

Пусть {Ri  1 i Е /} - семейство колец и В - любое подкольцо 
nрямого произведения колец R = П Ri . Пусть Лi означает проек-

i ЕI 
цию R -+ Ri [где лi (f) = f( i) для любого f Е R] . Это кольцевой 
гомоморфизм на Ri , и он индуцирует кольцевой гомоморфизм лi : 
В -+ Ri . Если последний гомоморфизм окажется наложением, 
т. е .  если im лi = Ri для любого i ,  то В называется подпрямым 
произведением колец Ri , i Е /. 

1) Если А - коммутативная алгебра,  то N - максимальный пиль-идеал 
(Снаппер [50]) . 
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П р  и м е р . Любое подкольцо В кольца П Ri , содержащее 
i 

I1 R 1 1) , является подпрямым произведением, поскольку для лю­
i 

бого i гомоморфизм n1 отображает IJ R1 ,  а значит, и В на Ri . 
i 

26. 1А. Предложение. Rмъцо В иаоморфпо подпря.мо;м,у проиа­
ведепию 'l'iмец R1 , i Е /, в том и тмъ'l'iо том с.лучае , когда выпо.л,­
пяются с.ледующие два ус.ловия : (а) 'l'iаждо;м,у i Е I соответствует 
идеа.л Qi 'l'iО.ЛЪЦа в , такой, что B/Qi � Ri ; (Ь) n Qi = о.  iEl 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В � подпрямое произведе­
ние , а Q1 - ядро гомоморфного наложения колец В -+  R1 , инду­
цированного наложением n1 • Тогда BIQ1 � R1 . Если Ь Е П Qi . 

iEI 
то n1 (b) = О для любого i Е I и ,  значит , Ь = О. Таким образом. 
условия (а) и (Ь) выполняются. Любое кольцо , изоморфное коль­
цу В ,  также удовлетворяет этим условиям. 

Обратно , пусть условия (а) и (Ь) выполнены. Для каждого 
i Е I пусть ср1 : В -+ R1 - гомоморфное наложение колец , ядро 
которого равно Q1 • Тогда существует кольцевой гомоморфизм f:  
В -+ 1tiRi , где f(b) ( i) = ЧJi (b) для любых Ь Е В и i Е /. Если 
Ь Е ker f, то ср1 (Ь) = О для любого i, значит, Ь Е П ker ср1 • Так 

i EI 
как ker ср1 = Q, , то из (Ь) следует, что Ь = О , т .  е .  f - изомор-
физм. Проекция 1ti : П Ri -+ Ri отображает f(B) на ЧJi (B) = Rt 

i 
для любого i Е / ,  т. е .  im f является подпрямым произведением 
колец R 1 , i Е /, а В � im f. О 

Модуль М назовем подпрямым произведением модулей {Ni}ier.  
если существует мономорфиз111 f :  М -+  П N1 , такой, что каждое 

iEI 
индуцированное отображение f1 : М-+ N1 оказывается эпиморфиз­
мом. (Это эквивалентно выделению семейства подмодулей {M1}ier 
модуля М, такого ,  что П Mi = О  и M/Mi � N1 , так как в этом 

iEI 
случае компоненты f 1 , i Е /, становятся проекциями р1 : М -+  
-+ MIM1 . )  Модуль М называется подпрямо неразложимым, если 
в каждом его представлении в виде подпрямого произведения 
модулей по крайней мере одна из компонент-отображений является 
изоморфизмом. Это равносильно утверждению, что пересечение 
всех невулевых подмодулей модуля М не равно нулю. Это пересече­
ние дает минимальный подмодуль , содержащийся в каждом невуле­
вом подмодуле , и, таким образом ,  каждый подпрямо неразложимый 
модуль существенно артинов . 

1) Здесь под U R 1 понимается копроизведение (или прямая сумма} 
t 

абелевых групп, оказывающаяся, как легко видеть, предкольцом. -При.м. ред. 
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26. 1В. Предложение (Бичи [ 71bl ) .  Следующие свойства правого 
R-.модуля М эк,вивалептпы: 

(i) М существеппо артипав (см. стр . 1 13) . 
(ii) М содержит существеппый артипав под.модулъ. 
(iii) Для любого семейства подмодулей {Mt}iEI модуля М, 

mак,ого ,  что П Mt = О, существует к,опечпое под.мпожество 
iEI 

F s;;:; 1, так,ое, что П Mt = О.  
i EF 

(iv) Если М является подмодулем прямого проиаведепия П N t , 
iEI 

то существует к,опечпое под.мпожество F s;;:; I, так,ое , что М 

<J1Шаывается подмодулем прямого проиаведепия П N i . 
iEF 

(v) М является подпрямьl,.М, проиаведепие.м к,опечпого .мпожества 
подпрямо перааложи.мых модулей. 

(vi) Ц ок,олъ .модуля М является существеппы.м и артиповы.м 
под.модуле.м. 

(vii) Ишъек,тивпая оболочк,а модуля М иао.морфпа прямой су.м.ме 
�опечпого числа ип'Ъек,тивпых оболочек, простых модулей. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Эквивалентность условий ( i )  и (ii) 
очевидна. 

(ii) =>- (iii) . Пусть N - существенный подмодуль модуля М, 
удовлетворяющий условию обрыва убывающих цепей. Совокуп­
ность {Mi n N}iEI подмодулей модуля N имеет нулевое пересе­
чение , если n Mt = о . Так как модуль N удовлетворяет условию 

iEI 
обрыва убывающих цепей , то в этой совокупности существует 
нонечное подсемейство с нулевым пересечением. При этом 

П (Мt П N) = ( П Mt) П N = O =>- П M t = O , 
i EF iEF iEF 

поскольку N - существенный подмодуль.  Это доказывает (iii) . 
(iii) => (iv) . Если / :  М- П Nt - мономорфизм, то П ker ft = О. 

iEI i EI 
Тогда П ker ft = О для конечного подмножества F s;;:; !, и (iv) 

iEF 
установлено . 

(iv) =>- (v) . Для каждого иенулевого элемента т Е М обозна­
чим через М т подмодуль модуля М, максимальный среди подмоду­
лей, не содержащих т. Такой подмодуль существует ввиду леммы 
Цорна , и тогда П М т = О. Следовательно , М является подпря-

mем 
мым произведением модулей М!Мт· Но каждый из них подпрямо 
неразложим, поскольку любой подмодуль ,  строго содержащий 
М т •  должен содержать элемент т, и тогда пересечение всех подмо­
дулей модуля М!Мт содержит элемент т +  Мт· По предположе­
нию существует конечное подмножество F s;;:; М, такое , что М 
представляется как подпрямое произведение модулей {М 1 М т}теF· 
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(v) =>- (vi) .  Пусть М является подпрямым произведением 
семейства модулей {N1}f=1 , где каждый из N1 подпрямо нераз­
ложим. Обозначим через 81 наименьший подмодуль модуля N1 • 

n 
Так как 81 существен в N1 , то прямая сумма lj Ее 81 сущест­

i=t 
n n 

вевва в � Et> Nt = О Nt , т .  е . i=1 i=1 

n 

n 
м n  ( � ЕВ s,) :p o. 

i= 1 

Пусть S = М П ( lj Et> 81 ) .  Тогда S - существенвый полупростой 
i=1 

артинов подмодуль :модуля М. Более того ,  для любого минималь­
ного подмодуля м о s;:; м пересечение м о n s отлично от о и ,  зна­
чит , S => М0• Таким образом,  S содержит все минимальные под­
модули и сам является суммой простых подмодулей, т. е. S ­
цоколь модуля м. 

(vi) =>- (vii) . Пусть S = 81 Et> • • •  ЕJЭ Sп , где каждый модуль 
81 прост .  (Поскольку модуль S артивов , прямая сумма должна 
быть конечной. )  Так как S существен в М, то для инъективных 
оболочек имеем 

Е(М) = E(S) � E(S1) Ее • • • ЕJЭ Е(Sп) ·  
(vii) =>- (i) . Если ивъективвая оболочка :модуля М изоморфна 

прямой сумме ивъективвых оболочек конечного :множества про­
стых :модулей, то М является подмодулем конечной прямой суммы 
существенно артиновых модулей и ,  значит , сам существенно арти­
нов . О 

Пункт (iv)  указывает на двойственность , так как модуль конеч­
но порождев, если из того ,  что он является фактормодулем на­
ной-либо прямой суммы семейства модулей вытекает , что он яв­
ляется фактормодулем прямой суммы конечного подсемейства 
этих модулей (Доказательство?) . Модуль удовлетворяет условию 
максимальности в том и только том случае , когда каждый его под­
модуль конечно порожден, а двойственное предложение утверж­
дает , что модуль удовлетворяет условию минимальности в том 
и только том случае , когда каждый его фактормодуль существенно 
артинов (см. 19 . 16В) . 

26.2. "У п р  а ж в е н и я. (а) Подпрямое произведение семей­
ства колец { R1 1 i Е /} является коммутативным кольцом тогда 
и только тогда , когда каждое ив R1 коммутативно. 

(Ь) ( 1) 7l является подпрямым произведением конечных полей 
{1/(р)} , по одному для каждого простого р .  

(2) 7l есть подпрямое произведение колец 1/(pei) ,  где р пробе­
гает все простые числа,  а е1 - все целые � 1 .  
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(с) :Кольцо R подпрямо неразложимо, если для любого пред­
ставления R в виде подпрямого произведения колец Ri ,  i Е /, 
где Ri � R/Qi , причем Qi - идеалы кольца R, всегда один из 
идеалов Qi равен О (ер . стр . 161) . 

( 1 )  :Кольцо R подпрямо неразложимо тогда и только тогда, 
когда пересечение всех его иенулевых идеалов отлично от О. 

(2) *  (Биркгоф) :Каждое кольцо изоморфно подпрямо:му произ­
ведению подпрямо неразложимых колец. 

(с)* (Джин и Мосс [75]) Нётерово слева и справа кольцо R 
артиново справа в том и только том случае, когда оно сущест­
венно артиново справа .  

Первичный радикал 

Идеал Р кольца R называется первичным, если R/ Р - пер­
вичное кольцо .  Если К 2 Q - идеалы кольца R, то 

О -+  KIQ -+ RIQ -+ R/K -+ О 

- точная последовательность , т. е .  существует изоморфизм колец 
Rl К � (RIQ)/(K/Q) 

Это доказывает следующее предложение. 

26.3.  Предложение. Ec.ttu К =  Q - идеа.яы �олъца R, то К 
яв.яяется первичпы.м идеа.яо.м кольца R в то.м и тмъпо то.м случае, 
�огда KIQ - первичпый идеа.я �мъца RIQ. О 

Первичный радикал кольца R определяется как пересечение 
первичных идеалов кольца R и обозначается через $-rad R. 
Ввиду 26 .3 мы получаем такое следствие. 

26.4. Следствие. $-rad (R/$-rad R) = О. 

Элемент а Е R называется строго нильпотентным, если для 
любой последовательности {ап 1 n � O}, такой, что а0 = а и апн Е 
E anRan ,  n = O, 1 ,  . . .  , существует такой номер k, что an = 0 
для любого n � k. Если элемент а строго нильпотентен 
и · {aп l n = O. 1 ,  . . .  } - последовательность а0 = а,  а 1 = а2, • • •  

2n 2n+l 2n 2n 2 Е R . . . , an = а , то аnн = а = а · а  = an an an для всех п. 
Таким образом , а11. = a2

k 
= О для векоторого k, т .  е .  каждый 

строго нильпотентный элемент нильпотентен. Если R - комму­
тативное кольцо , то и , обратно , каждый его нильпотентный 
элемент строго нильпотентен .  

26.5. Предложение (Левицкий [51 ] } .  Первичпый ради�а.я совпа­
дает с .множеством всех строго пшъпотептпых ме.мептов кольца R. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть а - элемент кольца R, не 
nринадлежащий первичному радикалу. Тогда а не принадлежит 
векоторому первичному идеалу Р.  При этом aRa * Р, т. е .  суще­
ствует элемент а1 Е aRa, такой, что а1 � Р .  Если an � Р, то 
anRan * Р, т .  е .  существует а п н  Е anRan , но an+l � Р.  Так как 
an � Р для любого n, то an =1= О при всех n , т .  е .  элемент а не яв­
ляется строго нильпотентным. 

Обратно, пусть элемент а не является строго нильпотентным, 
и пусть {an 1 n = О, 1 ,  . . . } - последовательность элементов коль­
ца R, такая , что а0 = а  и an+l Е anRan для каждого n. Положим 

Т = {an 1 n = О, 1, • • .  }. 
Тогда О � Т и по лемме Цорна существует идеал Р, максимальный 
среди идеалов , не содержащих элементов множества Т. 

Пусть теперь А ,  В - правые идеалы кольца R, такие , что 
А st Р, В *  Р. Так как А + Р =f=P, В + Р =1= Р ,  то идеалы А + Р 
и В + Р имеют непустое пересечение с множеством Т. Пусть 
.af  Е А + Р, aJ Е В + Р.  Если т = max {i , j} , то 

атн Е amRam с::: (А + Р) (В + Р) s;::; АВ + Р . 
Но атн � Р , значит, АВ * Р.  Таким образом, Р - первичный 
идеал и а0 = а � Р. Следовательно , а �  �-rad R. О 

26.6. У п р а ж н е н и е. (а) Показать,  что нижний виль­
радикал (Бэра [43а]) (определенный в 24.3(е)) совпадает с первич­
ным радикалом. 

(Ь} Следующие свойства кольца R эквивалентны: 
( 1 )  R полупервично. 
(2) �-rad R = О. 
(3) R есть подпрямое произведение первичных колец. 
(4) Для любой пары идеалов А ,  В 

АВ = О � А П В = О. 

Пиль-радикалы 

Идеал А кольца R называется пиль-идеалом, если �tаждый его 
элемент нильпотентен. Объединение возрастающей последователь­
ности пиль-идеалов кольца R является виль-идеалом. Значит, 
ввиду леммы Цорна существует максимальный пиль-идеал N коль­
ца R. Если А - любой пиль-идеал кольца R, то А + N - виль­
идеал , содержащий N 1) ; значит, А + N = N и N � А . Таким 

1) Нужно тольно проверить, что сумма двух пиль-идеалов - пиль-идеал. 
Действительно, пусть А и В - пиль-идеалы и С =  А + В. Тоrда С/А � 
�В/(А nB) - пиль-идеал, отнуда лerRO следует, что С - ниль-идеал. - При.м,. 
пер ев. 
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образом, нольцо R имеет наибольший ниль-идеал N, называемый 
ниль-радиналом нольца R и обозначаемый через 11�-rad R .  
Ввиду 18 .8  и 26 . 5  имеют место внлючения 

rad R= Эl-rad R=�-rad R,  

наждое из ноторых :может оназаться строгим:; однано в но:м:мута­
тивном нольце R наждый нильпотентный элемент строго нильпо­
тентен , и тогда из 26 . 5  вытенает следующее предложение : 

26.7 ·1 Предложение. Если R - ко.ммутативпое кольцо ,  то 

m-rad R = �-rad R.  О 
Определим теперь ниль-радИRал идеала А нольца R нан 

ч- 1(m-rad RIA ) , где ч: R -+  RIA , т .  е .  m-rad А - наибольший 
идеал нольца R, являющийся виль-идеалом по модулю А ;  �-rad А 
определяется аналогично . 

26.8.  Следствие. Если R - ком.мутативпое кодьцо и А -
идеал, то m-rad А совпадает с пересечепие.м всех первичпых идеа­
лов, содержащих А . О 

Первичные идеалы, содержащие А ,  будем называть первичны­
ми идеалами, принадлежащими А .  Минимальный первичный идеал, 
принадлежащий А , - это идеал , :минимальный в :множестве пер­
вичных идеалов , принадлежащих. А ,  упорядоченном по внлючению. 

26.9.  Предложение (Манной [49] ) .  Если А - идеал кольца R, 
то каждый первичпый идеал, содержащий А , содержит .мипи.мал·ь­
пый первичпый идеал, припадлежащий А ,  а �-rad А совпадает 
с пересечепие.м .мипи.мальпых первичпых идеалов ,  припадлежащих А .  

Д о R а з  а т е л ь  с т в о непосредственно следует из 26 . 5 , 
таи н ан идеал Р, построенный там:, на самом деле является мини­
мальным первичным идеалом. О 

Идеал I нольца R называется полупервичным, если для любого 
правого идеала К из условия кп s I для неноторого п следует , 
что К = I.  Иначе говоря , идеал I полупервичен тогда и тольно 
тогда , когда факторнольцо RII полупер-вично . Комбинируя 26 . 3  
и 26 .6 ,  получаем 

26. 10 .  Предложение. Идеал I кольца R под,упервичеп в то.м и 
только то.м случае, если оп совпадает с пересечепие.м первичпых 
идеалов польца R, содержащих этот идеал . Следовательпо , паждый 
полупервичпый идеал подьца R содержит �-rad R. О 

26. 1 1 .  Следствие (Левицний [51 ] ) . Пусть N(a ,  R) - идеал 
подьца R, определеппый по ипдупции д.ILЯ любого ордипа.л,ьпого числа 
а следующим обраво.м: 

26 R Фейс 
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N (0, R) - сумма всех пильпатентных элементов кольца R; 
N(a + 1 ,  R) - полпый прообраа в R идеала N(O, RIN(a, R)) ; 
N(a , R) = U N( � ,  R) , если а - предельный ордипал. 

f.\<a 
Тогда существует по крайпей мере одип ордипал а, тапой, что 
N(a, R) = N(a +1 ,  R) . В этом случае N(a, R) называется и ижи и ж 
иuд/ь-р а д ииадож Бар а .  Кроме того,  N(a, R) = �-rad R.  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Очевидно , М = �-rad R = N (O,  R) , 
и ,  более того , из существования трансфинита а0 , такого , что 
М =  N( � ,  R) для любого � � а0 , вытекает , что М = N(a0, R) . 
(Это следует из того , что М содержит любой идеал ,  нильпотент­
ный по модулю N( � ,  R) . )  По трансфинитной индукции М =  N(a , R) . 
Однако по 26 . 1 0  N (а , R) = М. О 

Полупримитиввые кольца 

Идеал I кольца R назовем nримитииным сnрава или просто 
nримитивным, если RII - примитивное сnрава кольцо . Так как 
любое примитииное кольцо первично , то каждый примитивный 
:идеал является первичным идеалом. 

Если V - точный простой R/I-модуль, то V - простой R-мо­
дуль,  аннулятор которого равен I.  Обратно , если М - любой 
(простой) R-модуль , аннулятор которого совпадает с идеалом I, 
то М - точный (простой) R/I-модуль.  Эти два утверждения дока­
зывают следующее предложение. 

26.12 .  Предложение. Идеал I пальца R примитивен в том и 
только том случае, погда оп является аппулятором простоzо пра­
вого R-модуля. О 

Кольцо R полуnримитивно (справа) , если пересечение его при­
митивных справа идеалов равно О . Полуnримитинные слева коль­
ца определяются симметрично . 

26. 13 .  Теорема (Джекобсон [45] ) .  Следующие свойства пальца 
R эквивалептпы: 

(а) R полупримитивпо .  
(Ь) rad R = О. 
(с) R является подпрямым произведением примитивпых колец. 
(d) R полупримитивпо слева. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность (а) <::::> (с) есть след­
ствие утверждения 26 . 1 .  Поскольку (Ь) право-лево симметрично 
(см. 18 . 5) ,  то (Ь) <:=> (с) ввиду эквивалентности (а) � (Ь) , уста­
новленной в 18 .0 .  О 
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26. 14 .  Следствие. rad R совпадает с пересечением всех прими­
тивных идеадов "о.л,ъца R. О 

Пусть А - алгебра над полем F. Для любого расширения Р 
поля F положим А р = 4 ® FP .  Если f - автоморфизм поля Р,  
оставляющий все  элементы из  F на :месте , то 1 ® f - автоморфизм 
алгебры А р, оставляющий неподвижны:ми все элементы из А ® F  
®F � А .  Если PIF - расширение Галуа с группой Галуа 
Gal(P/F) = G, то 

Gp = { 1 ® f 1 f Е G} 

- группа автоморфизмов алгебры А р, и подкольцо fix Gp эле­
ментов алгебры А Р •  остающихся на месте для каждого преобразо­
вания из Gp, совпадает с образом А при каноническом вложении 
А -+ А ® Fp . Для простоты обозначим этот образ также через А .  

26. 15 .  Лемма. Ес.л,и А - по.л,упримитивная а.ягебра над по.ttем 
F и PIF - "онечное расширение Га.яуа по.ttя F, то а.ягебра Ар = 
= А ® F Р по.л,упримитивна. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Для любого кольца В положим 
J(B) = rad В, и пусть z Е А П J(A p) . Если z' - квазиобратный 
для элемента z в Ар, то (1 + z) (1 + z' )  = 1 , и тогда из того, что 
f(z) = z для любого f Е G, следует , что f (z' ) = z' . Это доказывает, 
что А П J(A p) = J(A ) = О . Теперь рассмотрим G-след элемента 
х Е Р, определяемый равенством tra (х) = '5; f(x) . Так как PIF -

/EG 
расширение Галуа , то для базиса р1 , • • •  , Pn поля Р над F дис­
кримипант расширения PIF, равный по определению det(tra(P IPJ) ) , 
отличен от О. Положим теперь 

n 
z = h a i ® Pi Е J (Ар) ,  i=1  

где а1, • • • , an Е А . Для каждого j 

n 

ti = � а1 ® tra (PiPi) E J (Ар) ,  i=1 

так как J(A p) отображается в себя с помощью элементов из Gp. 
Но t1 Е J(A p) П А ,  так как tra (p 1pi) Е F, i , j = 1 , . . .  , п. Ввиду 
того что J(A p) П А = J(A } ,  имеем ti = О  для всех j . Поскольку 
дискриминант расширения P/F не равен нулю , отсюда следует, 
что а 1  = О , i = 1 ,  . . . , п, и ,  значит , z = О. О 

26. 16 .  Следствие (Амицур [57с] ) .  Ec.ttи P/F - а.ягебраичеспое 
и сепарабе.л,ъпое расширение по.л,я F, то rad (Ар) "апопичес"и отож­
дествмется с (rad А)р.  
2 6 *  
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для конечного расширения это вы­
текает из леммы 26 . 15 . ' О бщий случай остается в качестве упраж­
нения. О 

26. 17А. ПреДJiожение (Амицур [56] ,  [57 с] ) .  Пусть PIF - чисто 
трапсцепдептпое расширение поля F 1) .  Тогда N = rad (Ар) П А 
является] пидъ-идеа.л,о;м, и N Р r;,апопичесr;,и отождествляется с 
rad А р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство аналогично приве­
деиному для 26 . 1 5  и 26 . 16 и следует Джекобеоку [64, стр . 252 и 
далее] . 
( 1 )  

Для доказательства ( 1 )  обозначим iчерез В = {x1}i EI транс­
цендентный базис алгебры многочленов Q = F[BJ ,  такой, что 
Р = F(B) является ее полем частных. Таким образом, для любого 
конечного подмножества х1 1 '  • • •  , х111 множество всех произведе­
ний 

{ nl n2 nh 1 '  "<7' +  1 k _::il Xi2 • • •  Xih Pt Eltи 1 i = ' . . . } 
линейно независимо над полем F. Так как мы отождествляем А 
(соотв . Р) с его каноничмким образом при отображении А -+  А р  
(соотв . Р -+  А р) ,  то это множество , рассматриваемое как подмно­
жество множества Ар, также линейно независимо над F. Если 
z - иенулевой элемент из J(A p) , то существует многочлен q Е Q ,  
такой, что qz - иенулевой многочлен от  В с коэффициентами из  А .  
Значит, существует неиулевой элемент z Е J(A p) , лежащий в 
А (В] = А � pQ и имеющий наименьшую степень относительно 
В, скажем t . Если t = О , то z - иенулевой элемент из А П J(A p) , 
как и требовалось . В противном случае существует j Е /, такой, 

8 
что если В' = В - {х1} , то z = 2] z1x) - многочлен степени s > О 

i = O  · 
от XJ с коэффициентами из кольца многочленов А [В' ] .  Для просто-
ты обозначений положим х = XJ , и пусть f - автоморфизм поля Р , 
такой, что f(x) = х + 1 ,  а f(b) = Ь для любого Ь Е F (В ' ) .  Тогда 
g = 1 � f - автоморфизм алгебры А р = А �FP.  Поэтому z ­
- g(z) является элементом пересечения А [В' ]  П J(A p) степени 
<s. Значит, z = g(z} , что возможно лишь в случае ,  когда характе­
ристика поля F равна р > О. Но тогда f - автоморфизм конечно­
го порядка р, и подполе Е = F(B' )  (хР - х) поля Р, порожденное 

1) Элементы и1 , • • •  , ur алгебраически независимы , если из равенства 
f (и1 , • • •  , ur) = О, где ! - многочлен с коэффициентами из Р, следует равен­
-<:тво нулю всех коэффициентов многочлена f. Чисто трансцендентным рас­
ширением поля Р называется поле Р (Wl),  полученное присоединением к Р 
.алгебраически невависимого множества Wl . - Пр ш.t. перев. 
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F(B' )  и хР - х, совпадает с множеством элементов , неподвижных 
при f. Таким образом, z = f(z) принадлежит А Е  n J(A p) . Посколь­
ку Р/Е есть расширение Галуа порядка р и Ар = (А Е)Р, то из 
26 . 1 5  следует , что J(A E) = J(A p) n А Е. Таким образом, z Е J(A E) · 
Пусть F' = F(B ' ) .  Тогда Р = F'(x) и Е = F'(xP-x) . Пусть h: 
Р -+  Е - изоморфизм, такой, что h(x) = хР - х и h 1 F' = 1F ' •  
а k = 1 ® h - продолжение этого изоморфизма до  А Р  -+ А Е· 
Тогда w = k-1(z) - элемент из J(A p) и его степень <t. Это проти­
воречит выбору z.  
(2) J (Ар) = N р , 

где N = J (Ар) П А - ниль-идеал . 
Ясно , что J(A p) = N р, и остается только показать , что N -

пиль-идеал . Предположим, что N =1= О ,  и будем использовать 
обозначения доказательства импликации ( 1 ) .  Таким образом, 
х - это один из xi , а F' = F(B' )  - подполе, порожденное осталь­
ными Xj. Если О =1= z Е N, то xz Е J(A p) и имеет квазиобратный 

т 
g(x) -1 w, где g(x) = � gixi Е F' [x] и w Е А р  [х] . Таким образом, 

i= O 

(3) w + g (х) xz +  wxz = 0.  
n 

Так как z =1= О, то w =#: О. Запишем w = L; Шixi , где wi Е AF· ,  
i=O 

i = О , 1 ,  . . .  , n , и Шn =1= О . Так как Р = F'(x) , то J(A p) = 
= (A F' П J(A p))p. Значит , из включения w Е J(A p) следует , что 
ш i Е J(A p) , i = О, . . .  , n .  Равенство (3) и тот факт , что z Е А с:: 
= A F' ,  влекут за собой , что g(x)xz = - w - wxz как многочлен от 
х над A F' имеет степень т + 1 , где т = deg g(x) . Более того , 
т + 1 = deg (w + шxz) � n  + 1 ,  значит , т � п. Если т =  n, 

то из (3) следует , что gmz + ШтZ = О и z + g;;{wтz = О .  Посколь­
ку g�1Wтn лежит в J(A p) и,  значит , квазирегулярен, то отсюда сле­
дует, что z = О в противоречие с предположением. Значит , т <  n .  
Сравнение коэффициентов при хnн, xn , . . . , хтн в равенстве 
(3) приводит к соотношениям 
(4) ШnZ = 0, Шn + Шn•lz = 0, . • . , Шn+ 2  + Шn+lZ = 0 

и 

Следовательно, 
zn-m+1 _ g�wmzn-mн = о,  

что вместе с квазирегулярностью элемента g�1wm влечет за собой 
равенство zn-m+l = О. Таким образом, элемент z нильпотентен и ,  
значит ,  N - пиль-идеал .  О 
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26. 17В. Следствие. Если 1>ольцо А пе имеет пеиулевых пиль­
идеалов, то Ар полупримитивпо для 1>аждого чисто трапсцепдепт­
пого расширеиия Р поля F. О 

Говорят, что расширение Р поля F сепарабельно порождаемо, 
если существует чисто трансцендентное расширение EIF, такое, 
что Р/Е - сепарабельное алгебраическое расширение (13 . 13) .  
Следующий ре3ультат вытекает И3 26 . 16  и 26 . 17В .  

26. 18А. Следствие. Если P/F - сепарабельпо порождаемое 
(трапсцепдептпое) расширение, то иа J(A ) = О следует, что 
J(A p) = О. О 

26. 18В. У п р  а ж н е н и я .  (а )  Дока3ать , что для любого 
кольца А 

rad А [х] = N[x] , 

где А [х] - кольцо многочленов , а N - пиль-идеал . 
(Ь) Установить, что А [х] полупримитивно , если в А нет иену­

левых пиль-идеалов , и, следовательно , А [х] может быть полупри­
митивным, даже если А не является таковым. 

Групповые алгебры над формально действительньпiи 
полями 

Поле F на3ывается формально действительным, если для лю­
бых элементов х1 1 • • • , Xn Е F И3 равенства 

х: + х� + . . . + х� = О 

следует, что х1 = х2 = • • • = Xn = О. 

26.19 .  Лемма. Если G - группа, а F - формально действи­
тельное поле, то групповая алгебра FG пе содержит иенулевых пиль­
идеалов . 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о .  Инволюция группы G, переводящая 
g в g-1 ,  продолжается до инволюции * алгебры FG, а именно если 

а = � agg E FG 
gEG 

где ag E F, то 

а* = � agg-1 • 
gEG 

Отображение t :  FG -+ F, такое ,  что t(a) = а1 , гДе 1 о3начает еди­
ницу группы, является линейным преобра3ованием пространства 
FG над полем F и t(ab) = t(ba) для любых а, Ь Е F(G) (ер . 13 . 22) . 



Г.л,. 26. По.л,упри:митивпые ко.л,ьца, по.л,упервичпые ко.л,ьца 407 

Более того ,  t(aa* ) = � а� . Таким образом, 
g EG 

( 5) аа* = 0 ==>  а =  О, 
поскольку F - формально действительное поле .  Если теперь Ь ­
неиулевой элемент пиль-идеала алгебры FG, то а = ЬЬ* =1= О 
является нильпотентным элементом алгебры FG, причем а* = а.  
Пусть at =1= О, а at+l = О. Тогда для с = at имеет место равенство 
с2 = О. Но с* = с,  откуда се* = О и, вследствие (5) , с = О . Это 
противоречит условию с = at =1= О . О 

Поле F называется абсолютно алгебраическим, если F - алгеб­
раическое расширение простого подполя . 

26.20. Предложение (Амицур [59 ] ) . Если поде F хара-,;,теристи­
хи О пе явJtЯется абсодютпо адгебраичесхиж, то ддя любой группы 
G групповая алгебра FG пмупри.м,итивпа. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Простое подпол' Q поля F является 
формально действительным полем. Пусть Р - подполе поля F, 
такое,  что P/Q чисто трансцендентно , а F/ Р сепарабельно и алгеб­
раично 1) . Тогда из 26 . 1 7А следует , что для А = QG имеет место 
равенство J(A p) = N р, где N - ниль-идеал алгебры G.G. Таким 
образом, J(Ap) = О в силу леммы 26 . 19 , и тогда J(AF) = О ввиду 
26.8 .  о 

26.21 . Следствие . Каждая групповая алгебра FG пад песчетпыж 
подем, F хара-,;,теристихи О подуприжитивпа. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Абсолютно алгебраическое поле 
счетно .  О 

Упражнения :к гл . 26 
Кольцо R радикально над подкольцом В,  если для каждого 

а Е R существует натуральное число n = n(a) , такое,  что an Е В. 

1 (Веддербёрн [05] ) .  Любое конечное тело коммутативно и 
является радикальным расширением каждого своего подкольца . 

2 (Джекобсон [45] ) .  Любая алгебраическая алгебра с делением 
над конечным полем коммутативна . (Лемма . Каждая алгебраи­
ческая алгебра с делением содержит элемент, сепарабельный над 
ее центром. )  

3 (Джекобсон) . Если каждый элемент кольца R удовлетворяет 
условию an(a) = а,  то кольцо R коммутативно . 

1) См. , например ,  Бан-дер-Вардев В . ,  Алгебра, <<Наука», М . ,  1 976 , 
стр. 266. - При:м . ред. 
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4 (Херстейн [53] } .  Если Rаждый элемент а Rольца R удовле­
творяет условию , что an<a> - а принадлежит центру Rольца R,  
то Rольцо R или Rоммутативно , или обладает невулевым пиль­
идеалом. 

5 (RаплансRий [51 ] ) .  Поле Р радиRально над подполем F =1= Р 
в том и тольRо том случае, Rогда Р имеет :х араRтеристиRу р =1= О 
и ,  Rроме того ,  или расширение P/F чисто несепарабельно , или Р 
алгебраично над GF(p} . 

6 (НаплансRий [51 ] } .  Тело R радиRально над своим центром 
тольRо в случае , Rогда оно Rоммутативно .  

7 (Фейс [60] } .  Тело R радиRально над своим подRольцом =FR 
тольRо в случае , Rогда оно Rоммутативно. 

8 (Фейс [61 ] } . Если R - радиRальное расширение Rольца А ,  
то :  (а} Из (полу}примитивности R следует (полу}примитивность 
Rольца А .  (Ь} Если R - тело , то А тоже тело .  (с} Если 
rad R = О и А Rоммутативно , то R тоже Rоммутативно . (d} (Армен­
дариз [67] } . Если А - радиRальное расширение Rольца В, то 
rad В = В П rad А .  

9. Подпрямо неразложимое примитивное Rольцо примитивно 
слева.  (Не Rаждое примитивное Rольцо является примитивным 
и слева .  См. Бергмаи [64] и ЯтегаонRар А. [69] . )  

10 (Снаппер [50] ) .  Если А - Rоммутативное Rольцо , а х -
переменвал над А ,  то rad А [х] = N[x] , где N - маRсимальный 
виль-идеал Rольца А . 

1 1  (Голдман [51 ]  - Rрулль [51 ] } .  Если А - Rонечно порож­
денное Rоммутативное Rольцо , то rad А является пиль-идеалом. 

-..­
* 12 (Амицур [56] ) .  Пусть F - несчетное поле. (а) РадиRал 

Rонечно порожденной Р-алгебры является виль-идеалом. 
(Ь} МаRсимальный виль-идеал содержит Rаждый правый и Rаж­

дый левый виль-идеал . (с) Если А алгебраична над F, то А р  
алгебраична над Р для любого расширения Р и полная матричная 
алгебра An алгебраична над F. (d) (Амицур [56bl ) .  Для любой ал­
гебры R над полем F имеет место равенство rad R[x] = N[x] , где 
R[x] - Rольцо многочленов , а N - маRсимальный виль-идеал 
(ер . 26 . 18В) . Для любого Rольца многочленов R[xao] от бесRонеч­
ного множества переменных (мощности а.} этот результат справед­
лив без предположения о несчетности F.� 
� 

13 (Паттерсон [61 -62] ) .  Если Rro - Rольцо Rонечнострочных 
(ro Х rо)-матриц над произвольным Rольцом R, то rad R00 Rанони­
чесRи отождествляется с (rad R)ro в том и тольRо том случае ,  Rогда 
rad R исчезает справа .  
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14. Первичный идеал Р называется правым несуществеиным,. 
если он не является существенным правым идеалом. Любой пра­
вый несущеетвенвый первичный идеал является правым аннуля­
торным идеалом. Любой идеал , максимальный среди левых 
аннуляторных идеалов , является первичным. . 

* 15 (Ленаган [73] ) .  Если R имеет раа.:мерпостъ Rрумя, то 
m-rad R нильпотентен. (Ввиду теоремы Левицкого ( 1 , 9 . 1 5 ,  
стр . 487) так будет, например , если R нётерово справа. См. также 
гл . 17 . )  

*16 (Форманек [72Ь , 73а] ) .  Свободная алгебра ранга >1 над. 
полем k при:митивна.  (Аналогичным образом, примитивна и груп­
повая алгебра kG при G, являющейся свободным произведением, 
отличным от 'l 2 * 'l 2. )  Групповая алгебра\ kS(jJ бесконечной сим­
метрической группы полупримитивна . 

Замечания к гл. 26 
Rак указывалось в предисловии, гл . 18  и настоящая глава 

являются вступительными к главным темам монографии Джекоб­
еона [56 , 64] . (В ней, а также и в других трудах Джекобсон исполь­
зует термин <<полупростое>> для того , что мы назвали <<полуприми­
тивныw> (по предложению Нагаты) по аналогии с термином <<nолу­
первичный» . )  

Полупримитивность группового кольца kG произвольной 
группы G над трансцендентным полем k характеристики О была 
установлена А:мицуром [57с] , [59] . Амицур (цит. выше) показал 
также, что D [x] не является примитинным для алгебраической 
центральной алгебры с делением D над несчетным полем k. (См. 
также Амицур [56bl . )  В случае если D (x] = D 0 kk[x] примитивно , 
можно показать , что D (x) = D 0 , k(x) - простое кольцо , 
являющееся кольцом главных правых и главных левых идеалов , 
но не телом. (Это всегда так , когда D - алгебра , трансцендентная 
над своим центром k, т. е. для того ,  чтобы D [x] не было при­
митивным, необходимо , чтобы D была алгебраична над k .  См. 
упр . 13 . 1 1 .6-13 . 1 1 . 1 3  {1 , стр . 571 -572) . )  Любая коммутативная 
групповая алгебра характеристики О полупримитивна (Амицур, 
[59 ] ) . 

Бергмаи [64] привел первый пример примитинного справа 
кольца , не являющегося примитинным слева ,  а А. Ятегаонкар [69] 
построил пример области главных идеалов , удовлетворяющей этим 
условиям. 

Джекобсон предполагал , что радикал факторалгебры свобод­
ной алгебры с конечным алфавитом (т . е. конечно порожденной 
алгебры) должен быть пиль-идеалом. Амицур [56а] проверил этО> 
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для алгебр над несчетным полем, а Голдмаи [51 ]  и Rрулль [51 ] ­
для коммутативной алгебры А . Амицур обобщил последний 
результат на РI-алгебры (алгебры с полиномиальным тождеством) 
(см. его статью 1967 г. в Proc. Amer . Math. Soc) . См. также Ами­
цур - Прочези R .  [66] и Прочези R. [67bl . 

Rак отмечалось в замечаниях к гл . 18,  радикал Rёте , если он 
существует , является пиль-идеалом, содержащим все односторон­
ние пиль-идеалы кольца R (Rёте [30] ) .  Неизвестно, существует ли 
радикал Rёте у прои3вольного кольца , но опять-таки Амицур 
156а] доказал его существование для алгебр над несчетным по­
лем. (См. также Амицур [73] . )  

Что касается упражнения 13  и теоремы Паттерсона , т о  радикал 
кольца Rro определен явным образом (см. Слоувер [69] ) .  

Теорема Rрулля о пересечении для нётерова коммутативного 
кольца R утверждает , что П (rad R)п = О. Предположение Дже-

п<rо 
кобсона , что это верно также для произвольных нётеровых колец, 
·было проверено Ятегаонкаром А.  [74а]и Rошоном [76] для вполне 
ограниченных нётеровых колец. 

Инвариантные факторы Веддербёрна 

Пусть А - алгебра конечной размерности над полем k, сепа­
рабельная над своим радикалом ( 1 , стр . 575) . Если 81 и S2 - два 
полупростых фактора алгебры А ( 13 . 18) ,  то существует элемент 
х Е rad R, такой , что 81 = ( 1 - х) -18 2(1 - х) (Мальцев [42] ) .  
(Это остается справедливым, если предполагать только , что A /rad А 
имеет конечную размерность (Экштейн [69] ; см. также Rэртис [54] , 
цит . Экштейном) . )  

Полупростой фактор S (называемый также фактором Веддер­
бёриа) называется С-инвариантным относительно конечной группы 
G автоморфизмов и антиавтоморфи3мов алгебры А ,  если g(S) = S 
для любого g Е С. Если А конечномерна,  а С конечна , то А обла­
дает С-инвариантными факторами Веддербёрна , если характери­
стика поля k не делит 1 С 1 (Тафт [57 ] )  или если С - вполне при­
водимая группа , действующая на А ,  и k имеет характеристику О 
(Мостов [56 ] ) .  (См. Тафт [68] . )  Тафт [64] установил единственность 
С-инвариантных факторов Веддербёрна для вполне приводимой 
группы С. 

Замечания о первичных идеалах 

Не говоря уже о классическом соответствии между первичными 
( = простыми) идеалами в кольцах многочленов над алгебраически 
.замкнутыми полями и алгебраическими многообразиями, важность 
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nервичных идеалов в общей теории коммутативных колец не вызы­
вает сомнения благодаря информации о кольцах, получаемой 
«локально» , т. е. при рассмотрении локальных колец Rp для пер­
вичного идеала Р .  (См. замечания к гл . 18 о развитии теории ло­
кальных колец. )  Однако из этого еще не следует, что первичные 
идеалы играют важную роль в некоммутативных кольцах, где 
соответствующие локальные кольца могут и не существовать . 
Например , первичное кольцо R может не иметь правого или левого 
(классического) кольца частных Q(R) . Хотя ввиду теоремы Гол­
ди - Лезье - Rруазо ( 1 ,  9 .9 ,  стр . 483) оно существует , если, 
скажем, R нётерово справа ,  тем не менее <<локального>> кольца Rp 
для первичного идеала Р 1) может и не существовать . Эта труд­
ность будет частично преодолена,  если мы ограничимся рассмотре­
нием РI-колец , так как по теореме Позпера [60] и Смола [71 ] 
можно построить Rp (каноническим образом) , если в R и в Rl Р 
выполняются одни и те же полиномиальные тождества .  

Ятегаонкар А.  [74с] расширил область действия теоремы о 
первичных идеалах с нётеровых коммутативных колец на нётеровы 
РI-алгебры. Капланекий очень прозрачно описал историю тео­
ремы Rрулля о главном идеале (Rапланский [68] ) ;  Ятегаонкар 
175] перенес это на РI-кольца . 

Rрулль [28] определил такие понятия , как наибольший пер­
вичный идеал , делящий идеал А ,  первичные идеалы, принадлежа­
щие идеалу А , и изолированные компоненты для некоммутативных 
Rолец, удовлетворяющих «условиям конечности , более слабым, 
-чем условия Нётер на цепи» . 

Фиттинг [35] определил первичный и примарный идеалы идеала 
некоммутативного КОJIЬЦа << без условий конечности>> .  Однако при 
выполнении условий обрыва возрастающих цепей каждый коне­
приводимый идеал (т . е. идеал , не являющийся пересечением двух 
больших идеалов) примарен, и , конечно , каждый идеал есть пере­
сечение примарных идеалов . Развивая теорию первичных идеалов,  
Фиттинг далее определяет радикал VA идеала А как множество 
элементов , собственно нильпотентных по модулю А ,  т .  е .  элемен­
тов с, порождающих идеал , нильпотентный по модулю А .  Фиттинг 
применил свои результаты, чтобы выяснить , когда порядок про­
стой алгебры (конечной размерности) есть произведение примар­
ных идеалов . Это происходит в том и только том случае , когда 
собственные примарные идеалы комаксимальны и коммутативны. 
(Ср .  с китайской теоремой об остатках 18 .30 ,  а также 18 .32 . )  

1 )  См. , однако ,  локальную <<оболочку» идеала Р ,  определенную Голди 
[67] , рассматриваемую Ламбеком - Михлером [ 73] , [ 74] и Ятегаонкаром А .  
{ 74Ь] . (Ятегаонкар привел очень простое условие на  инъективную оболочку 
модуля R/P , необходимое и достаточное для существования этой локальной 
оболочки. См. его теорему 4. 5 . ) 
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Замечания о первичном радикале 

Все попытки дать в произволъном кольце характеризацию пер­
вичного радикала (Маккоя) , являющегося пересечением первич­
ных идеалов , терпели неудачу, пока Маккой [49] не охарактери­
зовал его как множество всех элементов r, таких , что любая <<т­
система>> , содержащая r, содержит и О. 3десъ т-система М (обоб­
щающая понятие :мулътипликативной системы) есть множество 
элементов кольца R,  таких, что для любых а, Ь Е М сущест­
вует х Е R, для которого ахЬ Е М. Маккой доказал также , что 
первичный радикал совпадает с пересечением минимальных пер­
вичных идеалов . 

Замечания о нижнем виль-радикале Бэра 

Бэр [43] определил нижний пиль-радикал L(R) как пересече­
ние всех радикальных идеалов , т. е. всех пиль-идеалов /, таких , 
что RII не содержит нилъпотентных идеалов . (Бэр также описал 
конструкцию пиль-радикала L(R) с помощью трансфинитной ин­
дукции. )  Маккой [49] показал , что первичный радикал �-rad(R 
содержится в L(R} , а Левицкий [51] доказал , что �-rad (R) = 
= L(R) , т .  е .  первичпый радик,а.л, совпадает с бэровск,им, пижпим 
н,и.л,ъ-радик,а.л,ом,. 

Левицкий также предложил другую характеривацию радикала 
�-rad (R) (одна была приведена в 26 . 5) . Назовем т-последователь-
ностью {an}:=t такую последовательность , что для любого нату­
рального т существует Ьт, для которого атн = атЬтат. Эле­
мент а связан с т-последовательностью { an}:=i , если а0 = а. 
Элемент а назовем строго нилъпотентным, если существует связан­
ная с ним т-последовательность , содержащая О. Характериза­
ция Левицкого : �-rad (R) есть множество всех строго нилъпо­
тентных элементов . (Терминология принадлежит Ламбеку [71bl . )  

Другие ревультаты о первичных радикалах см. у Маккоя 
[64] и Джекобеона [64, стр . 193-202] . 

Аналогичные ревультаты о радикалах можно досмотреть 
также в замечаниях к гл . 1 7 ,  18 и 22.  Общую теорию радикалов 
см. у Брауна и Маккоя [47] , [48] , Амицура [54] и Rypoma [53] 
(ер . Джекобсон [64 ] } . 1) См. также Амицур [73а] . 

О примитинных (максимальных) идеалах 1 универсальной 
обертывающей алгебры U конечномерной комплексной пильпо­
тентной алгебры Ли g см. у Диксмъе [68] . (Факторалгебры• UII 

1) См. та:кже моноrрафии Дивинскоrо (Divinsky N . , R ings and radicals, 
London, 1965) , Саса (Szas z F . ,  Radikale der ringe , Berlin ,  1975) и В . А. Анд­
рунакиевича и Ю .  М .  Рябухина , Радикалы алrебр и структурная теория, 
М . ,  1979.- Пр и:м. перев. 
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являются алгебрами Вейля An , где n одно и то же <<почти для всех 
/» . )  См. работы Макконелла и Борхо - Габриеля - Рентшлера 
{73] для более общих классов алгебр Ли и их обобщений .  

Другие замечания о групnовых кольцах 

Форманек и Свайдер [72] построили первые примеры прими­
тивных групповых колец. (См. упр . 1 1 -19 к главе 19 . )  Лоуренс 
{74] , [75а] определил кольца коэффициентов примитивных груп­
повых колец. Более того , установлено , что свободная алгебра 
ранга >1 над полем примитивна (Форманек [73а ] ) .  

Книги и доклад Пасемава [71 ] ,  [74] , [ 77 ] о групповых кольцах 
служат богатым источником результатов о полупримитивности 
и примитивности групповых колец, а также по многим другим 
вопросам теории групповых колец. Например , теорема Каплав­
екого о конечности по Дедекинду групповой алгебры kG над полем 
характеристики О (называемой также конечной по Нейману, цит . 
выше) имеется в разделе работы Пасемава [74] , посвященном 
алгебраическим элементам и содержащем теоремы о следе идем­
потентов . (В случае нулевой характеристики след tr е идемпо­
тента е =1= 1 есть рациональное число, заключенное между О и 1 
(строго) ,  ввиду теоремы Капланекого и А. Е .  Залесекого 1) . )  

Другой пример : алгебра kG удовлетворяет полиномиальному 
тождеству в том и только том случае, если G имеет абелеву под­
группу конечного индекса. (Теорема Амицура ,  Айзекса , Пасс­
мана и Смита . )  Это относится к групповым алгебрам kG, все не­
приводимые представления которых имеют ограниченный поря­
док . (См. Капланекий [49Ы и Амицур [61 ] ,  а также Свайдер [74] 
для обобщений. )  

Замечание о полицикличности конечных групповых 
колец 

Одна из самых знаменитых проблем теории групповых колец­
это вопрос о делителе нуля: если G - группа без кручения , будет 
ли kG областью целостности? Ответ : <<Да>> , если группа G сверх­
разрешима (Форманек) . Этот результат обобщен Фаркашем и 
Свайдером на случай расширений полициклических групп с помо­
щью конечных . 

Кольцо R называется кольцом Гильберта , если оно нётерово,  
а. rad R/ А нильпотентен для каждого идеала А. Капиталом коль­
ца R называется факторкольцо Rl А , где А - максимальный 

1) Залесский А. Е . ,  Об одном nредположении 1\апланского , ДА Н  СССР , 
203 ( 1972) , М 4 ,  749 - 75 1 .  - При;м,.  ред . 
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идеал . (Если R коммутативно , то RIA - поле . )  Поле k назовем 
абсолютным, если оно имеет простую характеристику и абсолютно 
алгебраично . Группу G впредь будем предполагать расширением 
полициклической группы с помощью конечной . 

Теорема (Розенблад [73] ) .  Если k - любое абсолютное поле, 
то любой простой kG-;м,одулъ .",онечяо;м,ереп над k. 

Это обобщает теорему Ф.  Холла для конечно порожденной 
нильпотентной группы G. Более того , ввиду работы Холла ,  цити­
рованной Розенбладом (цит . выше) , это влечет за собой, что все 
простые модули над групповым кольцом 'l G конечны. (Ср . Яте­
гаонкар А. [74а ] , который доказал резидуальную нильпотент­
ность фундаментального идеала . )  Более того , 

Следствие (Розенблад) . Если R - .",о;м,;м,утативное гилъберто­
во .",олъцо , все .",апиталы .",оторого абсолютны, то любой простой 
RG-;м,одулъ .",опечпомерен над .",апитало;м, .",олъца R . 

Розенблад"доказал также, что для любого кольца R группо­
вое кольцо RG гильбертово  в том и только том случае,  когда R 
гильбертово ,  обобщая различные формы теоремы Гильберта о 
нулях.  Для колец многочленов над полями это теорема Голдмала 
[51 ] и Rрулля [51 ] .  (См . Розенблад, цит . выше , стр . 309 . )  

Митчелл [72] перенес радикал Джекобеона и некоторые дру­
гие результаты теории колец в малые аддитивные категории . 
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сбалансированное 387 
с диаграммой Адзумаи 7 4 
- конечным числом представле-

ний 1 74 
- - ограниченным правым усло­
вием минимальности 83 
- - Z-конечно порожденными 

, (инъективными) правыми модулями 
1 73 

- - Z-циклическими (инъектив­
ными) правыми модулями 1 73 

- - Z-С-модулями 1 73 
- сильно конечного модульного 

типа 1 74 

кольцо совершенное 78,  238 
сушественно артиново 109 
- нётерово 1 10 

- цепное 353 
- цокольное 245 
- частных максимальное иравое 
(Джонсона - "Утуми) 130 

а-генное 1 73 
С-а-генное 1 73 
F-С-п-генное 1 74 
FР-инъективное 1 71 
/-адически полное 227 
/-рефлективное 89 
р-адических чисел 63 
Z-циклическое 1 73 ,  347 
L-а-генное 1 75 
а-циклическое 1 73 ,  347 
а-п-генное 1 74 

АD-кольцо 194 
В-кольцо 58 
В G-кольцо 1 73 
FВ G-кольцо 1 73 
FЕМ-кольцо 1 74 
FМ-кольцо 1 74 
FРF-кольцо 340 
lift-кольцо 72 
р-кольцо 1 64 
РF-кольцо 332 
РР-кольцо 49 , 198 
QF-кольцо 318 
Q I-кольцо 144 
RRA-, R RM-, R R N-кольцо 83 
SВI-кольцо 72 
композиционный ряд 33 
контекст двойственности 277 ,  288 

лемма о дуальном базисе 307 
замене 69 

- следе 329 
- сокращении 71 
Накаямы 60 , 350 
Чейза 191  

Х-лемма 224 

матрица верхняя (строго) треуголь­
ная 40 

минимальное квазиинъективное рас-
ширение 105 

- представление модуля 357 
минимальный морфизм 238 
модули стабильно эквивалентные 351 
модуль алгебраически компактный 

1 1 5  
антисингулярный 1 23 
базисный 77  

- без  кручения 4 7 
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вполне инъективный 216  
�-вполне инъективный 216  
главный неразложимый 74 ,  88, 349 
- циклический 74, 88 
делимый 47 
дистрибутивный 48 
доминантный 88 , 365 
квазиинъективный 101 
конечно вложимый 1 1 3  
- точный 1 09 
конечной длины 36 
копарождающий модуль 49 
Лёви 265 
линейно компактный 31 1 
локально представимый 359 
локальный 7 4 
ограниченный 1 1 5  
однородно цепной 354 
определяющийся своим кольцом 
эндоморфизмов 327 
подпрямо неразложимый 396 
порождающий модуль 49 
псевдоинъективный 339 
с диаграммой Адзумаи 68 
- ограниченным условием мини-

мальности 196 
сплетающий 374 
субизоморфный модулю 1 53 
субморфный модулю 1 53 
п-субморфный модулю 1 53 
существенно артинов 1 1 3  
счетно �-инъективный 1 78 

- цепной 88,  207,  348 , 353 
- циклически представимый 203 
- чисто-инъективный 204 

чисто-проективный 203 
- андоконечный 101 , 1 1 1  

эндопроективный, 1 1 4  
- сх.-порожденный 1 73 
- I -полныii 293 
- �-инъективный 1 77 

�-цепной 348 
а-цепной 348 
�-циклический 34 7 
U-бидуальный 279 
U-дуальный 279 
U-полурефлексивный 280 
И-рефлексивный 280 

СF-модуль 109 
СР-модуль 203 
�-С-модуль 1 73 
модулярная структура 29 

накрытие проективное 79,  238 
непрерывная геометрия 166  
- структура 1 66 

веприводимая структура 1 66 
неразложимый объект 69 
весократимое пересечение 31 
нётерово частично упорядоченвое 

множество 32 
пиль-идеал 400 
пиль-радикал 401 
- Бэра нижний 318 ,  402 

объект h-рефлексивный 284 
В-объект 58, 242 
ограниченное условие минимально­

сти 1 96 
одновременвое приведение матриц 40 

пара двойственности 277 
- И-двойственности 277 
плотное кольцо линейных иреобра­

зований 1 1 7  
- подкольц о кольца линейных ире-

образований 1 1 7  
подмодуль вполне инвариантный 107 
- замкнутый 104 
- U -замкнутый 285 

косущественный 57 
- относительно делимый 203 
- рационально замкнутый 1 29 
- сингулярный 1 22 

чистый 203 
- - (в смысле Кона) 1 1 4  
- n -чистый 1 1 6  
поднятие идемпотентов по модулю 

I 72 
подпрямое произведение 395 , 396 
полулинейное иреобразование 309 
полулинейный (А , 8)-изоморфизм 310 
проективное накрытие 79,  238 
простой фактор ряда Лёви 266 
- - модуля 266 
прямое объединение 32 
т-последовательность 41 2 

радикал модуля 53 
:Н:ёте 96 

- кольца (левый) 54, 60 
- - первичный 399 
разложение,  дополняющее nрямые 

слагаемые 235 
разложения согласованные 363 
ранг 1 1 8  
расширение 105 

идеала 27 
- истинное 1 70 
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- квазиинъективное минимальное 
105 

строго истинное 1 70 
- рациональное 1 28 
- сепарабельно порождаемое 406 
- чисто трансцендентное 404 
ряд композиционный 33 

Куипиша 387 
- Лёви 265 

свойство дополняемости прямых 
слагаемых 236 

- замены 1 1 5  
- нонечности пересечений 1 1 3  
Int аut-свойство 328 
система факторов 33 
- простых факторов 33 
системы образующих совместимые 

(согласованные) 353 
согласованные разложения 363 
сократимое пересечение 31 
сокращение идеала 207 
сплетение 374 

теорема Басса 256,  257 
Б ернсайда 45 
Бьёрна 259 
Гопкинса - Левицного 67 
Жордана - Гёльдера 34 
Икеды - Нанаямы 293 
Rрулля - Шмидта 67 
Rуроша - Оре 31 
Матлиса - Паппа 183  
о единственности разложения 70, 

227 
- - разложении 197,  364 
- - сонращении 224 
- плотности Шеиалле - Джекоб-

еона 1 1 7  
Фейса - Уонера 183 ,  326 
Финдлея - Ламбена 128 
Чейза 192, 1 93 
Шрейера об уплотнении 34 

тождество модулярности 29 

унипотентная матрица 45 
уплотнение цепи 33 
условие Жордана - Дедекинда 35 

фактор 30 
- Веддербёрна 410 
- - С-инвариантный 410 
- простой 30 
фанторы взаимно проективные 30 
- - транспонированные 30 
фильтр 191  
формально действительное поле 406: 
функтор контравариантный канони-

ческий 280 
обратный 277 
U-бидуальный 279 

- U-дуальный 279 

цепи эквивалентные 33 
цепь Лёви 265 
цоколь , свободный от нвадратов 376: 

:элемент квазиобратный 61 
- квазирегулярный 61 

локальный 353 
- накрывающий 30 
- необразующий 57 
- веприводимый относительно пере-

сечений 31 
n -неприводимый 31 

- регулярный 4 7 ,  48 
- связанный с т-последовательно-

стью 412  
- строго нильпотентный 399,  41 2 
элементарные делители 364 
элементы алгебраичесюr независимые 

404 
эндопространство 182  

D (M) 356  
fin . gen . mod-R 1 73 
Gen (М) , Gen(M;S) , Rel (M) , Rel(M;S); 

252 
in-rad R, in-rad А 401 
1.13-rad R 399 
\.13-rad А 401 
S -Ex-SE Q 283 
top М 87 
Uл-Ref ,  в U-Ref 288 
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