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Vorwort zur ersten Auflage.

Von den vorhandenen, z.T. ausgezeichneten Lehrbiichern iiber die Statik
der Bauwerke unterscheidet sich der vorliegende Band ,,Statik“ der Hand-
bibliothek fiir Bauingenieure als Unterteil eines dem Handgebrauch dienenden
Sammelwerkes in erster Linie durch seinen gedringten Inhalt. Nicht ein alle
Aufgaben der Statik und alle Losungsmethoden erschépfendes Lehrbuch sollte
geschaffen werden, sondern ein Wegweiser, der sowohl dem Studierenden als
auch dem praktisch tétigen Ingenieur bei der Berechnung von Bauwerken
Anhaltspunkte liefert und ihm iiber die Grundlagen der Theorie AufschiufBl
gibt. Auch insofern konnte in stofflicher Hinsicht eine Beschrinkung eintreten,
als die elementaren Gesetze der Statik starrer und elastisch fester Korper
bereits im 2. Bande des 1. Teiles der Handbibliothek (Mechanik) behandelt
worden sind, auBerdem aber bei den sich mit der Statik der Bauwerke be-
schiftigenden Studierenden und Ingenieuren als bekannt vorausgesetzt werden
diirfen. Das gilt insbesondere von den S#tzen iiber die Zusammensetzung und
Zerlegung der Krifte, die statischen Momente, Trigheits- und Zentrifugal-
momente u. a. m.

Bei der Auswahl des Stoffes konnte sich der Verfasser auf langjihrige Er-
fahrungen als praktisch tétiger Ingenieur, sowie als Assistent am Lehrstuhl
fiir Statik und Eisenbau der Technischen Hochschule Hannover stiitzen. Wert-
volle Anregungen wurden ihm auch durch Herrn Professor Griining zuteil,
dem an dieser Stelle nochmals der Dank des Verfassers ausgesprochen sei.

Ein Literaturverzeichnis am Schluf des Werkes gibt iiber die benutzte
Literatur Aufschlul und ermoglicht bei Bedarf ein eingehenderes Quellen-
studium.

Hannover, im November 1922.
W. Kaufmann.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Aus der freundlichen Aufnahme, welche meine ,Statik“ bei Studierenden
und Ingenieuren der Praxis gefunden hat, glaube ich entnehmen zu diirfen,
dall die s. Z. gewahlte knappe Form der Darstellung dem im Vorwort der ersten
Auflage angedeuteten Zwecke des Buches im wesentlichen gerecht geworden
ist. Aus diesem Grunde habe ich mich auch dem Wunsche der Verlagsbuch-
handlung nicht verschlieffen kénnen, mit Riicksicht auf die finanzielle Leistungs-
fahigkeit unserer Studierenden bei der zweiten Auflage von groBeren Anderungen
abzusehen. Da aber das Buch vollkommen neu gesetzt werden mufBte, so konnten
doch iiberall dort, wo es wiinschenswert und méglich war, Verbesserungen
und Erginzungen vorgenommen sowie Literaturangaben hinzugefiigt werden.
Das gilt besonders fiir den ersten Abschnitt, in dem einige Kapitel vollkommen
umgearbeitet wurden. Im zweiten Abschnitt werden neuerdings neben den
Balken und Bogen auf den Seiten 36 und 58 auch einige andere statisch
bestimmte Stabwerke besprochen. Das Kapitel iiber die Auflésung der Elastizitéts-
gleichungen im fiinften Abschnitt ist durch Aufnahme der GauBschen Elimi-
nation erweitert worden, die an einem Beispiel erldutert wird (S. 186 und 188),
der sechste Abschnitt durch Aufnahme des zweistieligen Stockwerkrahmens von
beliebiger Felderzahl. Andererseits konnten an einigen weniger wichtigen Stellen
Kiirzungen im Text vorgenommen werden.

Im Einverstdndnis mit dem Herausgeber habe ich mich zur Vermeidung
von Irrtiimern entschlossen, den Titel des Buches in ,,Statik der Tragwerke“
umzuindern, um damit anzudeuten, daBl die hier angestellten Betrachtungen
sich auf solche beschrinken; was dabei unter einem Tragwerk verstanden wird,
ist im ersten Kapitel genauer erdrtert.

Meinem Assistenten, Herrn Dipl.-Ing. Waltking, bin ich fiir seine Unter-
stiitzung beim Lesen der Korrekturen, der Verlagsbuchhandlung fiir die gute
Ausstattung des Buches zu Dank verpflichtet.

Hannover, im November 1929.
W. Kaufmann.
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Erster Abschnitt.
Allgemeine Grundlagen.

1. Begriff und Aufgabe der Statik.

Die Statik der Baukonstruktionen besteht in der Anwendung der als
richtig erkannten Grundsitze oder Prinzipien der allgemeinen Statik auf
besonders gestaltete, fiir die Technik wichtige Korper (Tragwerke). Dem
Wesen dieser Tragwerke entsprechend handelt es sich hier um die Statik fester
Koérper, wobei der Begriff ,,fest“ im allgemeinen nicht gleichwertig ist mit ,,starr*,
sondern die Untersuchung in vielen Fallen auch auf das elastische Verhalten
der Korper ausgedehnt werden muf. '

Unter einem ,,Tragwerk® soll hier ein materielles System verstanden
werden, bestehend aus einer Verbindung von Stédben, welches zur Auf-
nahme von Lasten dient und so gestiitzt ist, daf} es unter dem EinfluBl dieser
Lasten keine Verschiebungen — mit Ausnahme elastischer — erleidet. Fallen
alle Stébe, aus denen das System zusammengesetzt ist, samt den auf sie
wirkenden Kréiften in eine Ebene (Kraftebene), so liegt ein ebenes Trag-
werk vor, im andern Falle ein rdumliches.

Diese Tragwerke sind dadurch gekennzeichnet, daf sie aus Stidben be-
stehen, deren eine Abmessung grof ist gegeniiber den beiden anderen (im
Gegensatz zu den vollwandigen Scheiben, Schalen und Platten). Sie kénnen
deshalb in ihrer Gesamtheit zweckmiBig als ,,Stabsysteme® bezeichnet werden
und bilden den Gegenstand des vorliegenden Buches.

Je mnach der Gliederung der Tragwerke unterscheidet man Stabwerke
und Fachwerke. Erstere bestehen aus biegungsfesten (geraden oder krum-
men) Stiben, welche Widerstandsfahigkeit gegen Krifte beliebiger Richtung
und Lage besitzen und miteinander entweder frei drehbar durch Gelenke
oder biegungsfest durch steife Ecken verbunden sind. Bei den Fachwerken
dagegen wird vorausgesetzt, dal die 4ulleren Krifte nur in den Stabverbindungen
(Knotenpunkten) angreifen. Alle Fachwerkstdbe sind in den Knotenpunkten
durch reibungslose Gelenke verbunden, wodurch die Annahme begriindet ist,
daB jeder Stab nur axiale Beanspruchungen erleidet.

Die Statik der Tragwerke hat wesentlich zwei Aufgaben zu lésen: erstens
die Ermittlung der Lagerkréfte sowie der in den Stében des Systems auftreten-
den Spannungen (vgl.3) und zweitens die Bestimmung der Forménde-
rungen des Tragwerks, beides ausgedriickt als Funktion der gegebenen Be-
lastung sowie etwaiger Temperaturinderungen und Stiitzenverschiebungen.

Zur Erfillung dieser Aufgaben stehen zwei Wege offen: das zeichnerische
(graphische) und das rechnerische (analytische) Verfahren. Vom rein logischen
Standpunkte aus wire es wiinschenswert, ein Verfahren folgerichtig fiir alle
Fille durchzufithren und alle Gesetze der Statik nach diesem zu entwickeln.
Bei der Ausfiibrung dieses Vorhabens wiirde man indessen bald erkennen, daB
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2 Allgemeine Grundlagen.

sich das gesteckte Ziel haufig nur auf Umwegen wiirde erreichen lassen, weshalb
man sich zweckméfBig in jedem Einzelfalle fiir dasjenige Verfahren entscheidet,
welches am schnellsten und sichersten eine Losung der gestellten Aufgabe er-
moglicht. Hinsichtlich der Genauigkeit verdient das rechnerische Verfahren
den Vorzug und wird deshalb besonders bei verwickelten Untersuchungen
statisch unbestimmter Systeme fast durchweg zur Anwendung gelangen, aber
auch hier wird man ungern nach Erledigung bestimmter Vorarbeiten etwa
auf die Benutzung der EinfluBlinien oder anderer graphischer Hilfsmittel ver-
zichten. Fir die Ableitung allgemein giiltiger Gesetze leistet die Rechnung
in der Mehrzahl der Félle bessere Dienste als das graphische Verfahren.

2. Die dulleren Kriifte.

Auf einen Koérper kénnen zwei Arten von duBeren Kréiften wirken: Massen-
krifte, wenn alle Teile des Korpers gleichartig und unmittelbar ergriffen
werden, und Oberflachenkrafte, welche unmittelbar an der Oberfliche des
Korpers wirksam sind. Fir die hier zu betrachtenden Tragwerke kommen
beide Arten in Frage, die Massenkrifte in Form des Eigengewichtes und die
Oberflachenkrafte als Lasten und Stitzkréafte, letztere dargestellt durch
die Widerstinde der Lager, welche infolge des Gesetzes der Wechselwir-
kung (Prinzip der Aktion und Reaktion) in gleicher Weise wie die Lasten als
auBere Krafte aufgefafit werden miissen.

In der Statik der Tragwerke rechnet man das Eigengewicht mit zu den
Lasten und teilt alle duBeren Krifte ein in Lasten und Stiitzkrafte.

Bei den Lasten ist zu unterscheiden zwischen stén-
digen oder bleibenden und verdnderlichen oder
4 beweglichen Lasten. Zu ersteren gehoren insbeson-

dere die Eigengewichte der Tragkonstruktionen, zu letz-
7% teren alle Verkehrslasten, z. B. die Raddriicke von
Fahrzeugen, das Menschengedringe auf Briicken usw.
/ Als dritte Gruppe kommen die Schnee- und Wind-
/ Abb. 1. lasten sowie Erd- und Wasserdruck in Frage, welche
periodisch auftreten, dann aber als ruhende Belastung

eingefiihrt werden koénnen.

Die Lasten konnen weiter bestehen aus Einzellasten, wenn die Kraft
in einem Punkte angreift, oder aus stetigen Lasten, welche sich iiber eine
bestimmte Fliche oder Linie erstrecken. Letztere konnen gleichmiBig oder
ungleichméfBig verteilt sein.

Bei den Einzellasten wird die Annahme gemacht, daB sich der EinfluB
einer Kraft nur auf einen ganz kleinen Umkreis der Oberfliche erstreckt, so
daB dieser genau genug als Punkt — der Angriffspunkt der Kraft — an-
gesehen werden kann.

Endlich ist zu unterscheiden zwischen unmittelbaren und mittelbaren
Lasten, je nachdem diese auf das Tragwerk direkt oder vermittels einer Zwischen-
konstruktion iibertragen werden.

Die Stiitzkréafte oder Lagerwiderstinde kénnen je nach Art und An-
ordnung des Tragwerkes in verschiedener Form auftreten. Fiir die ebenen
Systeme kommen wesentlich folgende Arten in Frage:

1. Kraft im Stiitzpunkt von bestimmter Richtung, bei Lagerung des Systems
in einem Punkte, der sich entlang einer in der Kraftebene liegenden Geraden
reibungslos bewegen kann. Der Stiitzdruck fallt mit der Bahnnormalen im Stiitz-
punkt zusammen (Abb. 1).
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2. Kraft im Stiitzpunkt von beliebiger Richtung in der Kraftebene, wenn
das System gelenkig und fest gelagert ist. Der Stiitzdruck kann durch zwei
beliebig gerichtete Komponenten — im allgemeinen eine horizontale und eine
vertikale — dargestellt werden (Abb. 2).

Abb. 2. Abb. 3a. Abb. 3b.

3. Kraft von beliebiger Richtung in der Kraftebene, aber auBerhalb des
Stiitzpunktes angreifend, wenn das System eingespannt ist (Abb. 3a). Die
auftretende Reaktion wird ersetzt durch eine im Stiitzpunkt wirkende Kraft
von gleicher GroBe aber entgegengesetzter Richtung und ein Moment (Abb. 3b).

Samtliche Reaktionskomponenten (1 bis 3) koénnen je nach Art der Be-
lastung des Tragwerks positive oder negative Werte annehmen. Uber die bei
rdumlichen Systemen auftretenden Lagerkrifte vgl. 8. 110.

Jede Kraft ist eindeutig bestimmt durch Grofe, Richtung, Pfeilsinn und
Angriffspunkt, und zwar wird angenommen, da} sie allmahlich von Null bis
zu ihrem Endwert wichst, ohne das System in Schwingungen zu versetzenl.

3. Die inneren Kriifte.

Wirkt auf einen festen Korper eine Einzellast, so beeinfluBt diese nicht
nur den unmittelbar von ihr getroffenen Angriffspunkt, sondern es werden auch
die Nachbarpunkte in Mitleidenschaft gezogen. Der Angriffspunkt — als mate-
rieller Punkt betrachtet — kann der Kraft nicht frei folgen, sondern wird durch
die iibrigen materiellen Punkte des Systems daran gehindert. Es wirken also
auBer der duBeren Kraft auf den Punkt noch andere — innere — Krifte, die seinen
Ruhe- oder Bewegungszustand beeinflussen, und durch welche das System
als Ganzes betrachtet zusammengehalten wird. Sie werden, auf die Flachen-
einheit bezogen, als Spannungen bezeichnet und kénnen je nach der Art
der duBeren Belastung als Normalspannungen (Zug oder Druck) und Schub-
spannungen auftreten (vgl. 7).

Um diese inneren Krifte der Berechnung zugénglich zu machen, denkt
man sich durch das Tragwerk einen Schnitt gelegt und betrachtet jeden der
beiden so entstehenden Teile als System fiir sich. Dabei wird der Einflu$ jedes
Teiles auf den anderen dadurch ersetzt, dafl man beim Fachwerk als Span-
nungsresultierende in den Schwerpunktsachsen der geschnittenen Stibe
wirkende Léngskrafte, sogenannte Stabspannkréafte anbringt, beim biegungs-
festen (ebenen) Stab dagegen in der Schnittfliche je eine (innere) Normal- oder

1 Trifft diese Voraussetzung nicht zu (St68e usw.), so konnen die dynamischen Einfliisse
mit Hilfe der Schwingungstheorie untersucht werden. Vgl. hieriiber: Engesser: Z. 6st.
Ing.-V. 1892, 8. 386, 671. Steiner: Ebenda S. 388, 672. Lebert: Ann. Ponts Chauss.
1899, S. 215—293. ReiBner: Z. Bauw. 1899, 8. 477; 1903, 8. 135. Pohlhausen: Z. angew.
Math. Mech. 1921, S. 28. Kaufmann: Ebenda 1922, S. 34. Kaufmann: Bauing. 1924,
H. 16, 17. Geiger: Mechanische Schwingungen. Berlin 1927. Prager: Bauing. 1927,
H. 8 und Z. techn. Phys. 1928, Nr. 6. 1929, Nr. 7.

1*
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Léngskraft N,, eine Querkraft @, und ein Biegungsmoment M, ansetzt, da der
biegungsfeste Stab in seiner Ebene widerstandsfahig gegen axialen Zug oder
Druck, sowie gegen Schub und Biegung sein soll. (Beim ridumlich bean-
spruchten Stabe sind entsprechend eine Langskraft, zwei Querkrifte, zwei
Biegungsmomente und ein Verdrehungsmoment anzubringen.) Diese inneren
Krifte sind nach dem Wechselwirkungsgesetz fiir beide Seiten des Schnittes

0 gleich grofl und entgegengesetzt

t gerichtet (Abb. 4). Sie miissen

M M ’ir-_e‘_ML_ . so bestimmt werden, daB sie zu-
t sammen mit den duBeren Krif-

e, ten, welche an jedem der durch

Abb. 4. den Schnitt getrennten Trag-

werksteile angreifen, die Bedin-
gungen des Gleichgewichts erfiillen (Ziffer 4). Sind auf diese Weise die Span-
nungsresultierenden ermittelt, so bleibt die Frage der Spannungsverteilung
iiber die jeweilige Querschnittsfliche zuniichst noch offen. Niheres dariiber ist
in Ziffer 7 zu finden.

4. Die Gleichgewichtshedingungen des starren Korpers
- und das Prinzip der virtuellen Verriickungen.

Ein starrer Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn er entweder in
Rube ist oder bei gleichférmiger Geschwindigkeit eine geradlinige Translations-
bewegung ausfithrt. Fiir die Statik der Tragwerke kommt nur der Fall der Ruhe
in Frage.

Das Gleichgewicht ecines starren Korpers im Raume, auf den beliebige Krifte
wirken, wird durch die Aussage gekennzeichnet, dafB

I. die Summen der Komponenten aller am Kérper wirkenden Krifte  nach
drei beliebigen, nicht in einer Ebene liegenden Achsen (x, ¥, z) gleich Null sind
(ZQm = 0; ZQy = 0; ZQz = 0):

II. die Summen der Momente aller am Korper wirkenden Krifte Q, bezogen
auf drei beliebige, nicht in einer Ebene liegende Achsen gleich Null sind (XM »=0;
EM,=0; ZM,=0).

Zur Berechnung der Stiitzkrifte eines rdumlichen Tragwerkes stehen also
insgesamt sechs Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung.

In der Ebene vermindern sich diese auf drei. Wahlt man hier als Bezugs-
achsen eine horizontale (x) und eine vertikale (y), so lauten die ersten beiden

Bedingungen:
2 Qm = 2 H=0 s

> Q= 2V =0,

wahrend die dritte, M = 0, angibt, daB das Moment aller an dem ebenen
System angreifenden Krifte in bezug auf einen belichig gewihlten Drehpunkt
gleich Null ist. Erwéhnt sei noch, daB auch in der Ebene die Wahl der beiden
Bezugsachsen ganz beliebig getroffen werden kann. Ausgeschiossen ist nur der
Fall gleichgerichteter Achsen. In der Regel empfiehlt sich jedoch aus Zweck-
miBigkeitsgrimden die Wahl eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Aus den
Gleichgewichtsbedingungen der Ebene lassen sich zwei wichtige Sitze ableiten:

1. Wird eine starre Scheibe von drei duBleren Kréften ergriffen, so miissen
sich, wenn Gleichgewicht bestehen soll, deren Kraftlinien in einem Punkte
schneiden, wéhrend die drei Krifte ein geschlossenes Krafteck mit stetigem
Umfahrungssinn bilden (Abb. 5 u. 6).

Stellt man némlich das Moment um den Schnittpunkt von zweien der drei
Krifte auf, so liefern diese beiden zum Moment keinen Beitrag. Das Moment
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aller drei Kriafte kann also nur zu Null werden, wenn auch die dritte Kraft
durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht. Auferdem muf} sein X'V =0
und XH = 0.

2. Wird eine starre Scheibe von zwei dufleren Kriften ergriffen, so miissen
— wenn Gleichgewicht bestehen soll — deren Kraftlinien zusammenfallen.
Die beiden Krifte @, und @, sind gleich grofl, haben aber entgegengesetzten
Pfeilsinn (Abb. 7).

Bezieht man die starre Scheibe, deren Gleichgewicht untersucht werden soll,

(]

(%

! )
Abb. 5. Abb. 6. Abb. 7.

auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz (Abb.8) und wihlt den Ursprung O als
Drehpunkt, so lauten die obigen Gleichgewichtsbedingungen:

ﬁrQra:z(), (1)
1

S0y =0. @)
é’@r@'?h—é’;Qrv'xr:O' (3)

Diese lassen sich wie folgt umformen. Man multipliziere Gleichung (1) nach-
einander mit — y, und — y,,, darauf Glei-
chung (2) nacheinander mit + z, und + z,,,
wobei (x,, y,) und (z,,, y,) die Koordinaten
zweierin der (X, Y)-Ebene liegender beliebiger
Punkte (I) und (ZI) darstellen, und bilde

+

n n
—%}Qrz'yl -+ ?rQrﬂ'xl =0,

n n
- %’Qrw'yll_‘_ %’Qrv'xnz 0.

Addiert man jetzt zu diesen Ausdriicken
Gleichung (3), so erhélt man:

é’Qrz(yrﬂyl) —'Z:;QM/ (x,—z)=0, (1a)
%n;’r Qr (?/r - yn) - Zlnr Qry (xr“_‘xu) =0, (2a)
Zn'r QrsYr — ﬁr Q- %, =0 (bleibt bestehen). (3)
1 1

Damit ergibt sich ein neues Gleichungssystem, welches aus dem ersten
hervorgegangen ist und ebenfalls eine Definition des Gleichgewichts der starren
Scheibe darstellt. Die obigen Gleichungen sind voneinander unabhingig, wenn

Yr Y1
I — JII
o =g’



6 Allgemeine Grundlagen.

d. b. wenn die drei Punkte 0, (I) und (ZI) nicht auf einer Geraden liegen. Wird

dagegen —Z—; = Z—II; , oder y, =v-y,; ¥; =v-x,, so kann (2a) auch in der Form
geschrieben werden

n n

IZ'QMc (yr —rvy) — 12/77 Qpy (@, —vx) = 0. (2a')

Setzt man noch an Stelle von (3):
PR PR
so geht (2a’) iber in die Gleichung
P35 Qe — ) = @l — 1) =0,

welche mit (1a) identisch ist, d. h. durch (2a) wird in diesem Sonderfall keine
neue Bedingung fiir das Gleichgewicht der Scheibe aufgestellt.

Die Gleichungen (1a), (2a) und (3) sagen aus, daB das Moment aller an der
starren Scheibe wirkenden Krifte (Lasten und Stiitzkréafte) um drei beliebige,
nicht auf einer Geraden liegende Punkte gleich Null ist. Thre Anwendung ist
in vielen Féllen besonders zweckmiBig.

Die Erfiillung der Bedingungen I und II bzw. (1) bis (3) oder (la), (2a), (3)
ist notwendig und hinreichend, wenn an einem starren Korper bzw. einer
starren Scheibe Gleichgewicht bestehen soll. Indessen 148t sich dieser Zustand
auch noch durch eine andere Aussage kennzeichnen: das Prinzip der vir-
tuellen Verriickungen?, '

Unter einer virtuellen Verriickung versteht man jede unendlich kleine
Verschiebung eines Korpers, welche mit den seine Bewegung beschrinkenden
Bedingungen vertréglich, im iibrigen aber willkiirlich ist (also nicht von den
gegebenen Kriften abhingt, sondern durch eine beliebige andere Ursache er-
zeugt werden kann).

Ein starrer freier Korper kann aus seiner Anfangslage durch beliebig gerich-
tete Parallelverschiebung (Translation) und Drehung um eine beliebige Achse
(Rotation) in eine der ersten unendlich nahe Lage iibergefithrt werden. Bei
dieser virtuellen Verschiebung und Drehung leisten die am Korper wirkenden
Krifte Arbeit. Bezeichnet man nun den von dem Kérper bei seiner Parallel-
verschiebung zuriickgelegten unendlich kleinen Weg mit 8, so kann diese Strecke
nach drei beliebigen nicht in einer Ebene liegenden Achsen (w, ¥, z) zerlegt werden,
und zwar mogen die Komponenten von ¢ mit d,, d,, 9, bezeichnet werden. Die

von den Kriften @ auf den Wegen 0, d,, 0, geleisteten Arbeiten sind:
n _ n — 7 -
?rQrw'§w5 %Y"Q'ry'&y; %”Q'rz'éz-

Nun ist aber, wenn der Korper sich im Gleichgewicht befinden soll,

n n n
%YTQerOQ %’TQ”,:O; %I’TQ’I‘ZZO’

woraus folgt:

%rQrw'gw:O; %Irer'gy=O; %’TQTZ'S.Z:O'

! Lagrange, J. L.: Mécanique analytique. 1788.
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Bezeichnen ferner w die Winkelgeschwindigkeit der virtuellen Drehung, w,,
w,, @, ihre Komponenten nach den drei Achsen x, y, z, und d¢ das Zeitdifferen-
tial, in dem die Drehung erfolgt, so werden unter Beachtung von

By dt =7, o, dt=7,; ©,dl=71,

die Arbeiten der Krafte ¢ bei den drei Drehungen um die Achsen z, y, z dar-
gestellt durch die Summen der Produkte aus den Momenten M,,, M,,, M,,
und den zugehérigen Drehwinkeln 7., 7,, 7,%. Sie nehmen also die Werte an:

n n n
%‘erw'Tx; APTMTZI'TH: %’TMrz'TZ'

Da aber im Gleichgewichtszustand des Korpers

n n

ZTM'rac:O; ZTMMJ:O; ZTMrZZO;
1 1 1
so ist auch:

n n n
My Ty=10; 2 My, T, =0; 2 M, T, =0.
1 1 1

Das Gleichgewicht eines starren Kérpers im Raume wird also durch folgende
Aussage gekennzeichnet:

1. Die Arbeit aller am Korper wirkenden Kréfte bei drei virtuellen Parallel-
verschiebungen ldngs dreier nicht in einer Ebene liegender Achsen ist gleich
Null.

2. Die Arbeit aller am Korper wirkenden Kréfte bei drei virtuellen Drehungen
um drei nicht in einer Ebene liegende Achsen ist gleich Null.

Nun wird aber durch drei derartige Parallelverschiebungen und drei Drehun-
gen der allgemeinste Verriickungszustand eines Koérpers aus seiner Anfangs-
lage in eine dieser unendlich nahe Lage gekennzeichnet. Man kann deshalb
die Bedingungen 1 und 2 auch kiirzer so formulieren: Ein starrer Korper
befindet sich im Gleichgewicht, wenn bei jeder virtuellen Ver-
rickung die Summe der Arbeiten aller am Koérper angreifenden
Krafte gleich Null ist.

Bei der Ableitung des vorstehenden Gesetzes wurde auf das Vorhanden-
sein innerer Krifte keine Riicksicht genommen. Diese Mafinahme ist begriindet
durch das Gesetz der Wechselwirkung, nach welchem zwei materielle Punkte
eines Korpers sich gegenseitig so beeinflussen, daBl der erste Punkt auf den
zweiten eine Kraft von gleicher Grofle aber entgegengesetzter Richtung ausiibt
wie der zweite auf den ersten, und dafBl die Richtungslinien dieser Krifte zu-
sammenfallen. Die Gesamtheit der inneren Krifte liefert also beim starren
Korper keinen Beitrag zu den Gleichgewichtsbedingungen.

Fir die Ebene gehen die obigen sechs Bedingungen in drei iiber, namlich
n _ n — n _
%YTQM:'B::::O; %’Qr@/'é\u:O; %TMT.T—:O'
Sie besagen, dafl im Gleichgewichtsfall die Arbeit aller an einer starren Scheibe

wirkenden Krifte bei jeder virtuellen Verriickung der Scheibe gleich Null
sein muf.

1 Vgl. etwa W. Kaufmann: Einfiihrung in die Mechanik starrer Korper, S. 469. Han-
nover 1927,
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b. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte Systeme.

Ein Tragwerk heiit statisch bestimmt, wenn die infolge gegebener
Lasten erzeugten Lagerkrifte sowie die Spannungsresultierenden (Spannkrifte,
bzw. Normalkrifte, Querkrifte, Momente) fiir jeden Querschnitt der Stabe
lediglich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden kénnen.
Es heifit labil oder stabil, je nachdem die einzelnen Stabe, aus denen das Sy-
stem zusammengesetzt ist, ihre relative Lage gegeneinander oder gegen die
Stiitzen — abgesehen von elastischen Forminderungen — &ndern kénnen oder
nicht. Im ersten Fall ist das System verschieblich und somit fiir praktische
Zwecke unbrauchbar. Geniigen die Gleichgewichtsbedingungen zur Bestimmung
der oben genannten statischen GréBen nicht, so ist das Tragwerk statisch un-
bestimmt. Diese statische Unbestimmtheit kann bedingt sein durch eine oder
mehrere iiberzahlige Stiitzkrifte bzw. eine oder mehrere iiberzéhlige Spannungs-
resultierende (s. oben). Die Zahl dieser tiberzéhligen GréBen gibt den Grad der
statischen Unbestimmtheit des Systems an (einfach, zweifach, n-fach statisch
unbestimmt). Zwecks Ableitung einer allgemeinen Beziehung fiir ebene Trag-
werke seien jetzt solche Systeme betrachtet, die entweder aus biegungs-
festen Stidben bestehen oder aus Fachwerkscheiben, welche ihrer Gliede-
rung nach selbst statisch bestimmt und stabil sind, oder aus einer Verbindung
solcher Stibe und Scheiben. Die Bedingungen, welche eine derartige — in der
Folge kurz als einfache Scheibe bezeichnete — Fachwerkscheibe erfiillen mu8,
werden in 8 genauer erdrtert. Biegungsfeste Stdbe mogen einfach zusammen-
hangend heilen, wenn sie an keiner Stelle in sich zuriicklaufen, im andern Falle
mehrfach zusammenhéngend (z. B. Abb. 22).

An einem Tragwerk konnen biegungsfeste Stabe gelenkig oder steif mit-
einander verbunden sein. Fachwerkscheiben und biegungsfeste Stibe hingen
in Gelenken miteinander zusammen. Im Querschnitt durch einen biegungsfesten
Stab treten im allgemeinen dreiinnere Kraftwirkungen (Spannungsresultierende)
auf: eine Normalkraft, eine Querkraft und ein Moment (Abb. 4). In einem Ge-
lenk, welches zwei Stabe oder Scheiben drehbar aber fest verbindet, kann kein
Moment iibertragen werden, woh! aber eine Normal- und eine Querkraft. Jedes
feste, zweischeibige Gelenk kann also in seiner Wirkung durch diese beiden
Krifte ersetzt werden. Treffen in einem Gelenkpunkt mehr als zwei Scheiben
zusammen (Abb. 9), so liefert jede neu hinzutretende zwei
weitere innere Krifte, weshalb bei einem von n Scheiben
gebildeten Gelenk 2 4 2(n — 2) = 2(r — 1) unbekannte
Gelenkkrifte in Ansatz zu bringen sind. Wird das Gelenk

7 so ausgebildet, dafl eine Kraftwirkung zweier Stibe oder
Abb. 9. Scheiben gegeneinander nur in bestimmter Richtung aus-
geiibt werden kann (verschiebliches Gelenk, Abb. 9a), so

W ist nur eine Gelenkkraft von bekannter Richtung vor-
handen.

Abb. 9a.

Um nun beurteilen zu kénnen, ob ein ebenes Tragwerk
statisch bestimmt ist oder nicht, zerlege man es durch Schnitte, die entweder
durch steife Ecken oder Gelenke oder durch eine beliebige Stelle eines biegungs-
festen Stabes gelegt werden, in einfach zusammenhingende biegungsfeste Stibe
und einfache Scheiben und zéhle die an den Schnittstellen auftretenden Span-
nungsresultierenden (Gelenkkrifte bei Gelenken, Normalkrifte, Querkrifte, Mo-
mente bei steifen Verbindungen) ab, deren Anzahl s sei. Fiir jeden einfach zu-
sammenhéngenden, biegungsfesten Stab und jede einfache Fachwerkscheibe stehen
in der Ebene drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung (Ziffer 4). Ist also
das vorgelegte Tragwerk in p solcher Stdbe bzw. Scheiben zerlegt, und bezeichnet
noch ¢ die Anzahl der vorhandenen Lagerkrifte, so sind insgesamt a - s Unbe-
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kannte vorhanden, denen 3p Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Aus
letzteren lassen sich die @ 4 s Unbekannten eindeutig bestimmen, sofern gerade
@ s = 3p ist und die Nennerdeterminante A des Gleichungssystems einen von
Null verschiedenen Wert hat. Das Tragwerk ist demnach statisch bestimmt, wenn

a+s=3p (4)

A=0.

Wird o -+ s > 3p, sind also mehr Unbekannte vorhanden als Gleichge-
wichtsbedingungen, so heifit das Tragwerk statisch unbestimmt, und zwar gibt

n=a+s—3p (4a)
den Grad der statischen Unbestimmtheit an.

und

Andererseits sind im Falle @ + s << 3p mehr Gleichungen als Unbekannte vor-
handen; ein solches System ist beweglich und fiir praktische Zwecke bei be-
liebig wirkender Belastung unbrauchbar.

Nachstehend sollen jetzt im Anschiuf an die obigen Uberlegungen einige ebene
Tragsysteme besprochen werden.

Abb. 11,

Fine einfache Scheibe § (Abb. 10) moge in 4 gelenkig fest, in B auf einer
schrigen Bahn beweglich gelagert sein. Nach Ziffer 2 greten bei 4 zwei, bei B eine
unbekannte Reaktionskomponente auf, die mit Hilfe der drei Gleichgewichtsbedin-
gungen der starren Scheibe bestimmt werden kénnen. Die Bedingung (4) ist hier —
wie ersichtlich — erfiillt. Zieht man die graphische Losung der rechnerischen vor,
so findet man mit Hilfe des in Ziffer 4 8. 4 abgeleiteten Satzes die Reaktionen A
und B aus der Bedingung, daf diese sich mit der Resultierenden Rp der Lasten P
in einem Punkte schneiden miissen. Dieser Punkt ist durch die Richtung von B
und Rp bekannt. Eine so gestiitzte Scheibe ist also (hinsichtlich jhrer Stiitzung)
statisch bestimmt.

Auch der in Abb. 11 skizzierte Triger weist eine statisch bestimmte Stiitzung
auf. An ihm greifen drei unbekannte Stiitzenreaktionen an, deren Richtungen
durch die Bahnnormalen gegeben sind. Zur Bestimmung dieser Reaktionen A4,
B, C geniigen die drei Gleichgewichtsbedingungen. Schneller gelangt man da-
gegen auf graphischem Wege zum Ziele, indem man die Aufgabe 16st : Eine Kraft B
(Resultierende der Lasten) nach drei gegebenen Richtungen zu zerlegen. Zu diesem
Zwecke bringt man je zwei der vier Kraftlinien von 4, B, € und R zum Schnitt,
z. B. R und C in E, ferner A und B in F. Nun verbindet man E mit F' durch die
Gerade G und zerlegt R im Punkte Z nach C und ¢ und darauf G im Punkte F
nach 4 und B. Der Umfahrungssinn von B, C, 4, B muf stetig sein (Abb. 11a).
Das vorliegende System ist stabil, solange sich die drei Bahnnormalen nicht in
einem Punkte schneiden (vgl. S. 11 und 98).
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Liegt das in Abb. 12 gkizzierte Tragwerk vor, so erkennt man leicht, dafl
die Anzahl der vorhandenen Lagerkrifte grofler ist als die der verfiigbaren
Gleichgewichtsbedingungen. Der Triger ist also statisch unbestimmt. Allgemein
188t sich sagen, daf} fiir einen aus einer einfachen Scheibe bzw. einem einfach zu-

/S L
e 3

Abb. 12. Abb. 13.

sammenhingenden biegungsfesten Stabe gebildeten ebenen Triger der Grad der
statischen Unbestimmtheit bei @ unbekannten LagergréBen o — 3 betriagt
[in Ubereinstimmung mit Gleichung (4a)]. Obiges System (Abb. 12) ist also
5 — 3 = 2fach statisch unbestimmt.

Unter Beachtung der eingetragenen LagergroBen ergibt sich ferner, daB
die in Abb. 13 und 14 dargestellten Systeme einfach, die in Abb. 15 und 16
skizzierten dagegen dreifach statisch unbestimmt sind.

Abb. 14. Abb. 15.

Ein solcher Triger kann durch Zerlegung in mehrere durch Gelenke mitein-
ander verbundene Scheiben oder Stébe in ein statisch bestimmtes System um-
gewandelt werden. Da in einem Gelenkpunkt ein Biegungsmoment nicht iiber-
tragen wird, so erhdlt man aus der Be-

dingung M,=0 eine neue statische Glei-

chung, die zu den drei Gleichgewichtsbe-

dingungen hinzutritt. Werden nun so viele

2 d A Gelenke angeordnet, als iiberzahlige Lager-

A & groBen vorhanden sind, so stimmt die An-

Abb. 16. zahl der verfiigbaren statischen Bedingungs-
gleichungenmitder Anzahlderunbekannnten
Lagerkrifte iiberein, welche demnach ermittelt werden koénnen. Ein Triger
auf fiinf Stiitzen mit sechs unbekannten LagergréBen kann also durch An-
ordnung von drei Gelenken G, G5, (; in einen statisch bestimmten Gelenk-
triger (Gerbertriger) tibergefithrt werden (Abb. 17). Die Anordnung der Gelenke
ist willkiirlich und nur
] fj fz 3 —  an die Bedingung ge-
= 2 ‘—’T 7 ”T{' kniipft, daB zwischen zwei
T T T Stiitzen nicht mehr als
Abb, 17. zwel Gelenke vorhanden

sein diirfen.

In gleicher Weise 148t sich der einfach statisch unbestimmte Zweigelenk-
bogen (Abb. 14) in den statisch bestimmten Dreigelenkbogen (Abb. 18),
der dreifach statisch unbestimmte Bogen (Abb. 15) in das System Abb. 19 iiber-
fithren. In allen diesen Fallen iiberzeugt man sich leicht, da nach Einschaltung
der Gelenke die Bedingung (4) jeweils erfiillt ist, wobei in den vorstehenden Bei-
spielen jedem der festen Gelenke zwei unbekannte Gelenkkrifte entsprechen.

Abb. 20 zeigt eine durch einen Balken versteifte Kette. Im ganzen sind bei
der gewahiten Stitzung 7 Lagergréfien zu bestimmen. 4 dreischeibige Gelenke

G,
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liefern 16, 2 zweischeibige liefern 4, das sind zusammen 20 Gelenkkrifte.
Diesen 27 Unbekannten stehen bei 9 Scheiben (bzw. Stiaben) 27 Gleichgewichts-
bedingungen gegeniiber, d. h. das System ist statisch bestimmt. In &hnlicher

Abb. 18. Abb. 19.

Weise 1a8t sich zeigen, daB das in Abb. 21 skizzierte System statisch bestimmt
ist, denn mit @ = 14, s = 22, p = 12 wird die Gleichung (4) identisch erfiillt.
Das in Abb. 22 dargestellte Stabwerk besteht aus biegungsfesten Stiben,
die in den Schnittpunkten ihrer
Achsen durch steife Ecken mitein-
ander verbunden sind und im oberen
Teil des Systems einen geschlossenen
Stabzug bilden (mehrfach zusam-
menhéngend). Legt man hier durch
den unteren Horizontalstab einen
Schnitt, so entsteht ein einfach
zusammenhingender Stabzug mit
a = 4 Auflagerreaktionen. An der
Schnittstelle sind s = 3 Spannungs-
resultierende anzubringen. Da jetzt p = 1 ist, so wird nach (4a)
n=4+3—3=4;
das vorgelegte System ist also vierfach statisch unbestimmt. Gleichung (4) bzw.
(4a) entscheidet also auch bei derartigen Systemen leicht, ob es sich um ein sta-
tisch bestimmtes Tragwerk handelt oder nicht.

i ot

Abb. 21.

Abb. 20.

Indessen koénnen auch Systeme auftreten, welche, obwohl Gleichung (4) er-
fiillt ist, unbrauchbar — weil verschieblich — sind (4 = 0). Dabei geniigt bereits
eine sehr kleine (unendlich
kleine) Verschieblichkeit. Ein /N
einfaches Beispiel eines ver- i
schieblichen Systems, fiir das %
Gleichung (4) erfiillt ist, zeigt /,/

[N
[N
N\
i \
\
| N

A
Abb. 23, in welcher sich die
drei Bahnnormalen der Stiitz- a1

. punkte in einem Punkte //A] . %
,qT 8 schneiden. Eine Zerlegung Abb. 23.

Abb. 22. der Kraft B nach den drei

Lagerkriften 4, B, C in der auf S.9 besprochenen Weise ist hier nicht még-
lich. Wollte man sie ausfiithren, so wiirde man fir alle drei Lagerkrafte unendlich
groBe Werte erhalten, woraus schon erhellt, daB das System unbrauchbar ist.
Vielfach 148t sich diese Frage indessen nicht so einfach entscheiden, weshalb zu
ihrer Beantwortung andere Hilfsmittel herangezogen werden miissen (vgl. S. 97).

{
AN

—m0 .
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6. Die EinfluBlinie.

Fir die Berechnung der Querschnittsabmessungen eines Bauwerkes ist
die Bestimmung der Grenzwerte aller statischen Groflen (Momente, Normal-
krifte, Querkrifte, Lagerreaktionen), das sind diejenigen Werte, zwischen
welchen alle sonst vorkommenden eingeschlossen sind, erforderlich, Handelt
es sich lediglich um ruhende Lasten (Eigengewicht, Schnee, Wind, Tempe-
raturdnderung usw.), so bietet die Ermittelung der Groftwerte keine Schwierig-
keiten, da diese durch entsprechende Verbindung der fiir jede statische GroBe
ungiinstigsten Belastungszusténde gefunden werden kénnen. Anders verhilt es
sich dagegen beim Vorhandensein beweglicher Lasten. Sind diese, was fast aus-
schlieBlich der Fall ist, simtlich parallel, so bietet die Benutzung der EinfluB-
linien ein bequemes Hilfsmittel zur Bestimmung dieser Grenzwerte.

Die EinfluBllinie einer beliebigen statischen Groéfe wird wie folgt gefunden:
Man untersucht den Einfluf einer iiber den Triger wandernden Einzellast P =1
auf die betreffende statische Grofle in verschiedenen Laststellungen und trigt
die so gefundenen Werte unter der jeweiligen Laststellung als Ordinaten # von
einer Nullinie aus auf. Der durch die Endpunkte der Strecken # festgelegte
Linienzug ist die gesuchte EinfluBllinie, wihrend die von der Einflu- und Null-
linie begrenzte Fliche die Einflufliche genannt wird (Abb. 24).

g |
H i } H
—( | |
| 5

-

Einfluttie fiir H
Abb. 24. ) Abb. 25.

Im allgemeinen werden die Einflufllinien nur fiir lotrechte Belastung benétigt,
indessen bietet die Konstruktion von EinfluBlinien auch fiir wagerechte oder
schrége Lasten keine Schwierigkeiten.

Die EinfluBlinien kénnen positive und negative Beitragsstrecken haben,
je nachdem bei Belastung des Trédgers innerhalb dieser Strecken positive oder
negative Werte der betreffenden statischen GroBe erzeugt werden (Abb. 25).
Positive Ordinaten werden fiir die Folge von der Nullinie aus nach unten, nega-
tive nach oben aufgetragen. Wird fiir eine bestimmte Laststellung die statische
Grofe zu Null, so entspricht dieser Stellung in der EinfluBllinie ein Nullpunkt.

Geben die Ordinaten 7y, %, ... die Einfliisse der Lasteinheit (P = 1) auf
die statische GroBe Z in den verschiedenen Stellungen an, so erzeugt eine in
stehende Last P

Z=P-n,
und ein aus mehreren parallelen Lasten P;, P,,..., P, bestehendes Lasten-
system die Gréfle
Z= 2P,
1

wobei die Ordinaten # mit ihren Vorzeichen einzusetzen sind.
Die vorstehende Gleichung setzt die Giiltigkeit des Superpositions-
gesetzes voraus. Auf den vorliegenden Fall angewendet besagt dieses, dali,
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nachdem ein bestimmter Spannungszustand infolge einer gegebenen Belastung
eingetreten ist, jede Anderung dieses Spannungszustandes nur von der neu
hinzutretenden Belastung abhédngt. Einer Aufeinanderlegung verschiedener
Belastungszusténde entspricht eine einfache Addition der zu jedem dieser Be-
lastungszustdnde gehorigen Spannungen (vgl. 7 und 8).

Wirkt auf den Tréger eine zwischen zwei Punkten @ und b gleichmiaBig ver-
teilte Last p kg/m, so erhalt man die statische Groe Z durch den Ansatz:

z=b

Z=[pdzn=pFuy,
xr=a

d. h. Z wird gleich dem Produkt aus der Belastungseinheit p und dem zwischen
den Punkten @ und b liegenden Teile der EinfluBfliche (Abb. 26). Ist die Last
ungleichméBig verteilt, so setzt man an ihre Stelle (durch Zerlegung der Be-
lastungsfliche in gentigend kleine Abschnitte) zweckméBig eine Anzahl von Einzel-
lasten und verfihrt dann genau wie bei letzteren (Abb. 27).

e ! i
o | ! !
s — |
! ) S —
F V
Abb. 26. Abb. 27.

Die EinfluBlinie gibt an, wie ein Tréger belastet werden mufl, damit
die gesuchte statische Grofle ihre Grenzwerte (grofiter positiver und groSter
negativer Wert) annimmt. Besitzt sie nur positive oder nur negative Ordinaten,
so muB} der ganze Triger belastet werden, und zwar so, dafl tiber den groBten
Ordinaten die groBten Lasten stehen. Sind dagegen positive und negative Ordi-
naten vorhanden, so sind zur Erlangung des positiven Grenzwertes ausschlieB-

lich die positiven, zur Erlangung des nega-

. 2. . 7

tiven Grenzwertes ausschlieBllich die nega-

tiven Beitragsstrecken zu belasten. 2z ]

Vielfach werden die Lasten nicht direkt,
sondern indirekt durch Lings- und Quer-
triger gemidB Abb.28 auf die einzelnen
Knotenpunkte der Haupttriger iibertragen.
Steht dann die Last 1 zwischen zwei Quer-
trigern m und m 4 1, deren Abstand mit
A bezeichnet sein moge, wihrend ¢ und &
die Abstinde der Last von m bzw. m -1
angeben, so hat die auf m entfallende Kom-

ponente der Last 1 den Wert 1-%, denn sie Abb. 28.

muf} in bezug auf m -4 1 das gleiche Moment erzeugen wie die Last 1. Ent-

sprechend ist die auf m + 1 entfallende Komponente 1 % Nun muf} sein

: 3 £
1.9 = 1'7'77m+ 1'7'7]m+1:

wenn 7, bzw. 7, ., die den Punkten m und m + 1 entsprechenden Ordinaten
der EinfluBlinie fiir Z darstellen. Die vorstehende Gleichung ist fiir die Ver-
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dnderliche ¢ bzw. ¢ = A —¢ vom ersten Grade, d. h. die EinfluBllinie zwischen
den beiden Knotenpunkten m und m + 1 verlduft geradlinig.

Mitunter wird man aus Zweckmafigkeitsgriinden als Ordinaten # nicht die
gefundenen tatsidchlichen Einfliisse der Last 1 auf die statische GroBe Z auf-
tragen, sondern andere, mit einer konstanten Zahl k multiplizierte Werte (#-k).

In solchen Fillen ist der EinfluBllinie ein Multiplikator u = % beizugeben, mit

7
dem der Wert 3 P(#-k) zumultiplizieren ist, um Z zu erhalten. Zur Darstellung
i :

der EinfluBlinie gentigt es also, wenn ihre Gestalt, d. h. das gegenseitige Verhiltnis
der EinfluBordinaten, festgelegt und der Multiplikator g bestimmt wird.

Die EinfluBlinien der am h&ufigsten vorkommenden Systeme sind in den
folgenden Kapiteln eingehender behandelt. Bei verwickelteren statisch be-
stimmten Systemen bedient man sich mit Vorteil der kinematischen Methode
(siehe Abschnitt III, 2), die insbesondere auch wichtige allgemeine Schliisse
iiber die Gestalt der EinfluBlinien, ihre Nullpunkte und ihre Knickpunkte
zulafit.

7. Die Grundgleichungen der Statik des stabformigen Triigers.

Ein gerader stabférmiger Korper sei von beliebigen dulBleren Kréften er-
griffen, die zusammen an dem Stab ein Gleichgewichtssystem bilden. Um zu
einer Beurteilung iiber die GrioBe der durch die duBeren Kréifte im Stabe her-
vorgerufenen Spannungen zu gelangen (vgl.3), denke man sich diesen durch
einen Querschnitt normal zur Stabachse in zwei Teile zerlegt, bringe zur Wieder-
herstellung des gestorten Gleichgewichts die in dem Querschnitt iibertragenen,
zunichst unbekannten Spannungen in der Schnittfliche an und betrachte nun-
mehr einen dieser Teile — etwa den linken — als selbsténdigen Korper fiir sich.

Bezieht man den Querschnitt des Stabes auf ein rdumliches Koordinaten-
system, dessen Ursprung mit dem Schwerpunkt 8, und dessen X-Achse mit
der Stabachse zusammenfillt, wihrend die Y- und Z-Achse in der Querschnitts-
ebene liegen (Abb. 30, Seite 16), so kann jede der an dem betrachteten — linken
— Stabteil angreifenden duleren Kréfte in drei Komponenten nach diesen drei
Achsen zerlegt werden. Die in Richtung der X-Achse wirkenden Komponenten
liefern eine Normalkraft N, sowie die Biegungsmomente M, und M, (um die
y- und z2-Achse), die in Richtung der y- und z-Achse wirkenden erzeugen die
Querkrifte @, und @, sowie das Verdrehungsmoment M, (um die x-Achse).

Um nun die unbekannten Spannungen im betrachteten Querschnitt be-
rechnen zu koénnen, geht man zunéchst von den Gleichgewichtsbedingungen aus
und stellt die Forderung auf, daf die am abgetrennten Stabteil wirkenden
duBeren Krafte, bzw. deren Komponenten, mit den im Querschnitt ange-
brachten Spannungen ein Gleichgewichtssystem bilden missen. Bei der Be-
trachtung des einfachsten Sonderfalles, der axialen Langskraft, erkennt man
jedoch leicht, daB mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen allein eine ein-
deutige Losung der Aufgabe nicht méglich ist, da jede beliebige Spannungs-
verteilung, sofern sie nur zu einer in die Stabachse fallenden Resultierenden
von gleicher GroBe und entgegengesetzter Richtung wie die duBlere Kraft fiihrt,
die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen wiirde. Es ist vielmehr erforderlich, neben
dem Spannungszustande auch die mit ihm verbundenen Forménderungen des
Stabes zu untersuchen. Der Zusammenhang zwischen Spannungszustand und
Forméanderung eines elastischen Kérpers ist fiir den einachsigen Spannungszu-
stand durch das Hookesche Gesetz gegeben (vgl. S. 19), wonach Spannungen
und Forménderungen proportional sind. Die Erfahrung hat gelehrt, dall im Falle
reiner Langskraft die Langeninderungen parallel zur x-Achse fiir alle Punkte des
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Querschnitts nahezu konstant sind, weshalb auch die Spannungen iber den
ganzen Querschnitt gleichmafig verteilt angenommen werden diirfen. Damit ist
der Spannungszustand eindeutig bestimmt. Wesentlich verwickelter liegen die
Verhaltnisse beim ebenen oder gar beim allgemeinsten Spannungszustand, so
daB man in der Statik der Baukonstruktionen, wo es besonders darauf ankommt,
praktisch brauchbare Losungen zu finden, gezwungen ist, vereinfachende An-
nahmen zu machen, die mit den durch Versuche gewonnenen Erfabrungen inner-
halb gewisser Grenzen nicht in Widerspruch stehen. Fiir die weiteren Betrach-
tungen wird vorausgesetzt:

1. Die Querschnittsabmessungen der Stibe — um solche allein soll es sich
hier handeln — sind klein gegeniiber der Stablange.

2. Alle duBeren Krafte wirken in einer Ebene, der Kraftebene, welche durch
die Stabachse geht; ein Verdrehungsmoment tritt also nicht auf.

3. Die elastischen Forménderungen sind so klein, daB Lage und Angriffs-
punkt der Krafte nach Eintritt des Gleichgewichtszustandes genau so angenom-
men werden kann wie im Falle des nicht deformierten Stabes.

4. Alle Stabquerschnitte werden als nahezu kongruent vorausgesetzt.

Es mégen nun ¢, ¢,, o, die Lings- (Normal-) Spannungen eines beliebigen
Punktes nach den Richtungen der Koordinatenachsen, t,, 7,, 7, die Schub-
spannungen dieses Punktes senkrecht zu den Koordinatenachsen bezeichnen.

Genau genommen miiBte man an Stelle der drei Schubspannungskomponenten
Ty, Ty, T, die sechs Komponenten 7,,, 7,4, Tus> Tow Tays Tye einfiihren, wobei

der erste Zeiger jeweils mit dem der zu- s

gehorigen (d. h. in dem gleichen Flichen- 4 T 1"%’/
element wirkenden) Langsspannung iiber- %z
einstimmt, der zweite die Achsrichtung oz Icly - I
angibt, zu welcher die betreffende Span- %z <——7p <=-—-v—> P—>0r
nungskomponente parallel1duft. Betrach- — dx—'——fg

tet man jedoch das Gleichgewicht eines %= i

unendlich kleinen rechtwinkligen Par- - l 5

allelepipedons mit den Kanten dx, dy, Y Abb ‘Zg

dz gegen Drehen um die durch dessen
Mittelpunkt gelegte zur X, Y-Ebene senkrechte Achse, so ergibt sich mit den Be-
zeichnungen der Abb. 29, welche die Projektion des Korperchens auf die X, Y-Ebene
darstellt:

(Tyo-da-dz)dy — (Ty,-dy-dz)da = 0.

Dabei stellt z. B. 7,,-dx-dz die auf die Fliche dx-dz entfallende Schubkraft
dar. Aus vorstehender Gleichung folgt:

Tye = Tgy-

In gleicher Weise 1aft sich zeigen, daB 7,, = 7,, und 7,, = 7,, ist. Man
nennt dieses hier entwickelte Gesetz den Satz von der Gleichheit der ein-
ander zugeordneten Schubspannungen und kann jetzt kiirzer schreiben

Tye =Toyg =T Tae=Toa=Ty; Tay=Tyg=7,.

Nun wird weiter auf Grund der Balkentheorie von St. Venant angenommen,
daf} die Spannungskomponenten ¢,, ¢,, 7, bei der hier zugrunde gelegten diinnen
Stabform verschwinden!. Die Spannungsuntersuchung des geraden Stabes
wird somit lediglich auf die Ermittlung der Normalspannungen ¢,, und der senk-
recht zur y- und z-Achse wirkenden Schubspannungen 7, bzw. 7, beschrinkt,

1 St. Venant, B. de: J. de Math. (Liouville) Sér. 2, 8. 89. 1856; vgl. auch A. E. H. Love:
Lehrbuch der Elastizitiat, deutsch von A. Timpe, 8. 152 u. 153, und A. F6ppl: Vorl. iiber
Techn. Mech., 10. Aufl., Bd. ITI, S. 418.
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Zur Ermittlung der Normalspannungen g, wird der Querschnitt auf ein recht-
winkliges Achsenkreuz bezogen, dessen y- und z-Achse mit den Schwerpunkts-
hauptachsen des Querschnitts zusammenfallen (Abb. 30). Da alle duleren Krifte
in einer Ebene liegen, welche durch die z-Achse geht, so konnen sie zu einer Resul-
tierenden vereinigt werden, deren Komponente N, den Querschnitt im Punkte k
mit den Koordinaten ¥, 2, schneiden moge. Soll zwischen den Normalspannungen
o, und der duBeren Normalkraft &V, Gleichgewicht bestehen, so gilt:

— No+ [0,dF =0; — Nyt [0,dF-y=0; N,z—fo,dF-z=0.

Um aus diesen Gleichungen die Normalspannung ¢, berechnen zu kénnen, stelle
man o, als lineare Funktion der Querschnittskoordinaten dar, also

o,=a+by+cz,

wo a, b, ¢ zunichst unbekannte Konstante sind, die noch bestimmt werden
miissen. Der vorstehende Ansatz besagt einfach folgendes: Triagt man in jedem
Punkte (y, z) des Querschnitts die zugehorige Spannung o, auf, so beschreiben die

Hraffeberne

ari

Abb, 30.

Endpunkte dieser Spannungswerte eine Ebene, welche die Querschnittsebene
in einer Geraden — der sogenannten Nullinie (oder neutralen Achse) — schnei-
det. Die Spannungen wachsen also proportional mit ihren Ab-
standen von der Nullinie. Dieses sogenannte ,,Geradliniengesetz* wurde
zuerst von Navier aufgestellt. Es ist eine Folge der Bernoullischen Hypo-
these, wonach ebene Querschnitte bei der Forméinderung eben
bleiben. Durch eine Verbindung dieser fiir den geraden Stab im wesentlichen
bestitigten Annahme mit dem Hookeschen Gesetz folgt das Geradliniengesetz.
Mit diesem Ansatz fiir ¢, lauten die obigen Gleichgewichtsbedingungen:

Nm—f(a,+by+cz)dF=0,
N,-ys— [ (a+by+ c2)dF-y =0,
Nx-zk—f(a—l- by 4+ cz)dF-2=0.

Da aber mit Riicksicht auf die ausgezeichnete Lage der y- und z-Achse die
statischen Momente sowie das Zantrifugalmoment der Querschnittsfliche,
bezogen auf diese Achsen, zu Null werden, so wird mit

[y-dF=0; - [2.daF=0; [y-z-dF =0,
N,—aF=0,
Nyyp—b 12 -dF =0,
Nm-zk—-cfzz-dF=O.
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Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Werte @, b, ¢ bestimmen, die
nun in obige Spannungsgleichung fiir o, eingefiibrt werden konnen. Setzt man
noch fir die Haupttragheitsmomente

[pdr=9, [2ar=J,,
und fiir die Momente
— N, ype=M,, N,z=M,

so findet man schlieBlich:

N, M.y , M,z
=F gl g, ®)

In der Mehrzahl der praktisch vorkommenden Falle liegt eine der Haupt-
achsen — etwa die z-Achse — in der Kraftebene. Dann wird mit N,-y, = M, = 0:

N, , M,
0, =F + 7z (6)

Fiir die 4uBere Normalkraft NV, ist das positive Vorzeichen einzufiihren, wenn
die Kraft ein LosreiBen des linken vom rechten Stabteil anstrebt, den Stab also
auf Zug beansprucht, im andern Falle das negative. Das Moment der duBeren
Krifte wird im Falle der Gleichung (6) positiv gerechnet, wenn es den linken

+ .

Gt

Abb. 31. Abb. 32.

+Z

Stabteil im Sinne des Uhrzeigers, den rechten im entgegengesetzten Sinne zu
verdrehen sucht (Abb. 31). Kommt es, wie gewohnlich, darauf an, die grofite
Beanspruchung zu finden, so sind fiir 2 die Abstéinde der duBersten Querschnitts
fasern — 2z, und + z, einzusetzen. Man erhilt (Abb. 32):

N, M, 2,

Oop = F T
v

N, M, -z,

Oyt = T + T,
oder nach Einfihrung der Widerstandsmomente

J, J,
Wyop = ?” und Wyy = zg’
0 . u

e 'M”
Oob = 7 Woos’ .
N, M ( )
Out = ¢ + =
ut F Wyut.

Fiir den Fall reiner Lingsbeanspruchung des Stabes erhilt man daraus
mit M, =0

Es bleibt jetzt noch die Aufgabe iibrig, die GréBe der Schubspannungen
und ihre Verteilung tiber den Stabquerschnitt anzugeben. Nachdem die Normal-
Handbibliothek IV.1. 2. Aufl. 2
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spannungen mit Hilfe der oben gemachten Voraussetzungen gefunden sind,
bietet dieses fiir symmetrische Querschnitte keine Schwierigkeiten. Die Kraft-
ebene moge wieder durch die z-Achse gehen, die zugleich Symmetrieachse sei.
Die Komponente der Resultierenden aller am linken Stabteil angreifenden
dulleren Krafte nach der z-Achse wird als Querkraft @) bezeichnet. Die Unter-
suchung soll hier auf den Fall beschrankt werden, dafl der Querschnitt ein Recht-
eck ist oder aus einer Anzahl
3= il
1Y .
il
betrachte man zunichst das
Gleichgewicht des in Abb. 33
Verschieben in Rlchtung der z-Achse. Senkrecht zu den vertikalen Schnittflichen
greifen an diesem die aus den Normalspannungen zusammengesetzten Krifte

von Rechtecken besteht.
‘7 aus einem Stab herausgeschnit-

Um itber die Schubspan-

nungen Aufschlufl zu gewinnen,

Abb. 33. tenen (schraffierten) Korper-
chens von der Linge dx gegen

(2] (2]
T,=[o0,dF und T,= [(o,+ do,)dF
€1 ér

an. Nimmt man ferner an, daBl in Hohe einer der y-Achse parallelen Geraden
gleiche Schubspannungen 7, herrschen, so kann die in der unteren Schnittfliche
wirkende Schubspannung mit Riicksicht auf die geringe Langenausdehnung dz
als konstant angesehen werden. Als dritte an dem herausgetrennten Kérperchen
angreifende Kraft erhilt man somit:

U=1,b-dzx.

Die Gleichgewichtsbedingung zwischen 7., T, und U liefert also:
2]
[do,-dF =7,-b-dz,
[}

wobei die Integration iiber die vertikale Schnittfliiche des betrachteten Kérper-
chens (in Abb. 33 schraffiert) auszudehnen ist. Nach Gleichung (6) war

Gm = Tw + T];g *Z,
woraus sich ergibt:

do,=dM,- J )
wenn N, auf die Lange dz als konstant angenommen wird. Beachtet man die
zwischen Moment und Querkraft bestehende Beziehung (vgl. S. 32) dM,=@Qd =z,
so wird

fdo dF_Qf’i‘ zdF=r,,-b-dac,

oder
€3

Q z-dF.

v 7,0

31

2]
Der Wert f z+dF stellt das statische Moment € der vertikalen (schraffierten)

Ty

(21
Schnittfliche bezogen auf die y-Achse dar, weshalb

&
r,,:?y'b. (8)
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Nun wird aber nach dem Satze von der Gleichheit der einander zugeordneten
Schubspannungen (vgl. 8. 15) 7, gleich der in der Querschnittsfliche im Ab-
stand e; von der y-Achse wirkenden Schubspannung, welche somit durch Glei-
chung (8) ebenfalls festgelegt ist.

Da der betrachtete Querschnitt aus Rechtecken zusammengesetzt ist und
die Kraftebene durch eine Hauptachse geht, so darf angenommen werden, da
Schubspannungen 7, senkrecht zur Kraftebene im Querschnitt nicht auftreten.
Handelt es sich dagegen um kreisformige oder ahnlich gestaltete Querschnitte,
so trifft diese Voraussetzung nicht mehr zu, vielmehr kénnen dann auch Schub-
spannungen senkrecht zur z-Achse auftreten?.

Aus Gleichung (8) ergibt sich, dal die Schubspannung am oberen und unteren
Rande des Querschnitts zu Null wird, wihrend sie in der Nullinie ihren gréBten
Wert erreicht, im Gegensatz zu den Normalspannungen, bei denen die Ver-
haltnisse umgekehrt liegen. Bei Tragern, deren Querschnittshohe im Verhiltnis
zur Stablinge klein ist, (b = § — 7 ) sind im allgemeinen die Léngsspannungen
wesentlich groBer als die Schubspannungen, weshalb letztere bei Festigkeits-
berechnungen hiufig ganz auller acht gelassen werden konnen. Wird jedoch die
Querschnittshohe grofl im Verhiltnis zur Stablinge, so kénnen die Schubspan-
nungen, besonders bei Baustoffen von relativ geringer Schubfestigkeit, eher die
Standsicherheit des Bauwerkes gefihrden als die Normalspannungen.

Die oben angegebene Spannungsgleichung fiir 7, ist mit Riicksicht auf die
Unsicherheit der wirklichen Spannungsverteilung nur als eine Naherungs-
formel anzusehen und als solche zu bewerten. Das gilt besonders bei ihrer An-
wendung auf die T-Querschnitte der Walzeisenprofile. Immerhin gibt sie Auf-
schlufl iiber die ungefihre Wirkungsweise der Schubspannungen und geniigt in
der Mehrzahl der Fille den praktischen Anforderungen.

Durch die Gleichungen (5), (6) und (8) sind die Beziehungen gefunden, welche
fiir die hier hauptsichlich in Betracht kommenden Fille zwischen den in einem
beliebigen Querschnitt wirkenden Normal- und Schubspannungen einerseits
und der auf diesen Querschnitt entfallenden #uBeren Normalkraft, duBeren
Querkraft sowie dem Moment der #uBleren Krifte andererseits bestehen. Normal-
kraft, Querkraft und Moment bilden die ,,Belastung des Querschnitts, welche
bekannt sein muf}, damit die Spannungen bestimmt werden konnen.

Neben den Spannungen sind fiirr die in der Folge zu lésenden Aufgaben die
Dehnungen und Gleitungen von Wichtigkeit, welche den Forménderungs-
zustand beschreiben. Die Grundlage jeder Forménderungsaufgabe bildet das

(empirisch begriindete) Hookesche Gesetz. Bezeichnetéi% = &, das Verhéltnis
der Lingeninderung eines Stabes (bzw. Stabelementes) zur unverformten Stab- .
lainge — die sog. Dehnung — und K die Elastizititsziffer (eine Material-
konstante), so lautet das Hookesche Gesetz fiir die Lingsdehnung beim ein-
achsigen Spannungszustand

Oy
& =75 )

Es sagt aus, dafl Spannungen und Dehnungen einander proportional sind. Da

£, == 4% als Verhiltnis zweier Langen durch eine Zahl ausgedriickt wird, so mu3 £
cm?

Das Hookesche Gesetz stimmt innerhalb gewisser Grenzen fiir eine Anzahl

Stoffe — besonders Stahl — recht gut mit dem durch Versuche festgestellten

Verhalten dieser Stoffe iiberein, fir andere dagegen, z. B. Stein und Beton, be-

die gleiche Dimension haben wie g, also [_k_g_] .

1 Vgl. hierzu M. Griining: Stat. des ebenen Tragw., S. 148. Berlin 1925,
Q*
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stehen merkliche Abweichungen. Immerhin gelangt es auch bei letzteren zur Er-
leichterung der praktischen Rechnungen im allgemeinen zur Anwendung.

Ist der betrachtete Stab einer gleichméifligen Temperaturinderung um ¢°C
unterworfen und bezeichnet ¢, die Anderung der Liangeneinheit bei einer Tempera-
turinderung um 1°C, so ist die Dehnung infolge dieser Temperaturinderung
gleich &,¢, und die Gesamtdehnung betrigt (auf die Léngeneinheit bezogen)

£m=gE,~“+st~t. (9a)

Fiir Stahl wird ¢ = 0,000012 gesetzt.

t, 4t In der Praxis kommt es mitunter vor, daf} ein
T Stab verschieden hohen Temperaturen ausgesetzt
ist, dergestalt etwa, da} die untere Seite des Stabes
starker erwarmt wird als die obere. Dann wird

— linearer Abfall vorausgesetzt — mit Bezug auf
Abb. 34

b=+ 5z, (10)

wenn ¢, die Temperatur im Querschnittsschwer-
punkt S und Af=1¢, — ¢, die Temperaturdifferenz zwischen den &uBeren
Querschnittsfasern angibt.

Mit den Langenidnderungen eines Stabes (bzw. Stabelements) sind immer auch
Querdehnungen verbunden. Bei Stoffen, die dem Hookeschen Gesetz folgen,
wird das Verhiltnis der auf die Einheit bezogenen Langsdehnung ¢, zu der auf
die Einheit bezogenen Querdehnung ¢, durch die Zahl m (Poissonsche Zahl)
ausgedriickt, und zwar besteht zwischen beiden die Beziechung

g, = —meg; baw. g=— t= =, a1
wobei das negative Vorzeichen angeben soll, da einer positiven Langendnde-
rung eine Querverkiirzung entspricht.

Fiir isotrope Stoffe, d. h. solche, die sich physikalisch nach allen Richtungen
gleichartig verhalten, liegt m zwischen 3 und 42

Ein dem Hookeschen Gesetz (9) entsprechendes
= Y Elastizitatsgesetz besteht auch fiir die Verzerrung in-
L folge reiner Schubbeanspruchung. Denkt man sich n&m-
127 lich ein unendlich kleines Parallelepiped aus einem Stabe
¥ herausgeschnitten und versteht unter y denjenigen Winkel.
um den sich die beiden Endquerschnitte durch Anderung
71 der urspriinglichen von den Kanten eingeschlossenen
Abb. 35. rechten Winkel unter dem EinfluB der Schubspan-
nungen gegeneinander verschieben (Abb. 35), so ist erfahrungsgemif}
Ty
Vo= 2, (12)
wenn G wieder eine vom Material abhangige Konstante, die Gleitzahl, be-
zeichnet, deren Dimension ebenfalls [kg/cm?] ist.

Zwischen der Elastizititsziffer ¥, der (Poissonschen) Zahl m und der Gleit-
zahl G besteht eine einfache Beziehung, welche auf rechnerischem Wege ge-
funden werden- kann2, und zwar lautet diese:

m-E

ot
—

1 Vgl. im iibrigen Hiitte I, 25. Aufl., S. 540.
2 Vgl. etwa Foppl: Techn. Mechanik III, 10. Auil., S. 52.
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Eine wichtige Ergénzung des Hookeschen Gesetzes bildet das Superpositions-
gesetz, nach welchem Spannungen und Stiitzenreaktionen einerseits, sowie
Formanderungen andererseits sich im Falle nacheinander wirkender Ursachen
einfach iibereinander lagern (superponieren). Die Giiltigkeit dieses Gesetzes be-
rubht auf der Voraussetzung, dafl die zwischen Forminderung und Spannungs-
zustand bestehenden Beziehungen ebenso wie die zwischen den Spannungen und
Lasten bestehenden Gleichgewichtsbhedingungen vom ersten Grade sind.

Die vorstehend besprochenen Gesetze (9) und (12) bediirfen einer Erweiterung, sofern
die Voraussetzungen-der St. Venantschen Balkentheorie (s. oben) nicht mehr gelten. Beim
dreiachsigen Spannungszustand entspricht jeder Normalspannung o,, o,, 0, eine Lings-
dehnung in ihrer Richtung und je eine Querdehnung in den beiden anderen Richtungen.
Insgesamt erhilt man also nach (9) und (11) fiir den isotropen Kérper in den drei Achsrich-
tungen z, y, z die Dehnungen

1 6y F 0., 1 G: + 0.\, 1 o, + oy
Em—E<6ac m )' Sy’“E(O‘u“ m )’ Sz“"‘E‘<o'z_ m ):

auflerdem entsprechend Gl (12) die drei Gleichungen:

= Te, =T, =1
yz_g’ yy“g: yz—‘G-

Die Gleichungen (6) und (8) liefern fiir die speziellen Belastungsfille, fiir welche sie gelten,
die Normal- und Schubspannungen an jeder Stelle eines senkrecht zur Stabachse gelegtén
Querschnitts. Indessen erhebt sich jetzt die Frage, ob bei der gewihlten Schnittrichtung an
einer bestimmten Stelle tatsichlich die groBte Normal- bzw. Schubspannung auftritt, oder
ob dieses nicht fiir eine andere, gegen die erste geneigte Schnittrichtung der Fall ist. Diese
Frage wird fiir die hier in Betracht kommenden Belastungsfille durch eine Untersuchung des
ebenen Spannungszustandes entschieden.

Abb. 36 mége die Grundfliche eines unendlich kleinen dreiseitigen Prismas darstellen,
das man sich aus dem Innern des 7z
Stabes herausgeschnitten denkt,
und dessen eine Ecke O der Ur-
sprung eines rdumlichen, recht-
winkligen Koordinatensystems (z,

y, z) sei. Die zur y-Achse paral-

lelen Kanten des Prismas seien

mit dy bezeichnet, aulerdem moge .

die nicht in die Richtung der Ko- @ 7$n¢ay
ordinatenachsen fallende Kante,
deren Lénge ds = 1 sei, mit der
z-Achse den Winkel ¢ bilden. Die
Spannung der in der (y, z)- Ebene
liegenden Flache sei in die Langs-
spannung o, und die Schubspan-
nung 7,,, diejenige der in der
(%, y)-Ebene liegenden Fliche in Gy-1-cos ¢-dy

die Lingsspannung o, und die Abb. 36.

Schubspannung z,, zerlegt, wih-

rend die unter dem Winkel ¢ geneigte Fliche die Spannungskomponenten ¢’ und t* auf-
weisen mége. Die zu diesen Spannungen gehérigen Krifte sind aus Abb. 36 ersichtlich.
Vorausgesetzt wird ferner, daB in Richtung der y- Achse keine Spannungskomponenten
auftreten. Mit den Bezeichnungen der Abbildung lauten die Gleichgewichtsbedingungen
XX =0 und XZ =0, nachdem der gemeinsame Faktor 1-dy weggehoben ist:

e a—— o
Cpz-Tco5 Py

Fip-db ays -4 - 72

G, 8N @+ 7,008 —0'sing — 7T cosp=0,
Ty,Sing + 0,cos 9 —0’-cosp +7'-8singp =0,

wobei nach Seite 15 7,, = 7,, = 7,.

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit sin ¢, die zweite mit cos ¢, und ad-
diert beide, so ergibt sich:

6,8in% @ + 0,-cos? ¢ + 21,-sin g cos p =o’.

Fiir die hier ins Auge gefaBiten Fille tritt in Richtung der 2-Achse eine Liangsspannung nicht
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l1—cos2¢

auf, weshalb o, =0 gesetzt werden kann. (Vgl. S.15). Mit sin? ¢ = — und 2 sin ¢-cosp
= sin 2 ¢ geht vorstehende Gleichung fiir o’ iiber in
G,Z%_G_"'%M_*_T”.sinz(p. (14)

Entsprechend findet man fiir die Schubspannung durch eine #hnliche Uberlegung aus obigen
Gleichungen:

’

v = 0,-8in2 ¢

5 + 7,.co82 .

FaBt man nun ¢ als Verdnderliche auf, so ergibt sich der groite Wert, den ¢’ bei verander-
lichem Winkel ¢ annehmen kann, aus der Bedingung
do’ sin 2 ¢
Tg V=%
Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt iiberein mit dem fiir ° errechneten Wert. Da (15)
die Bedingung fiir ¢/, bzw. o}, darstelit, so folgt, daB ¢’ sein Maximum oder Minimum
erreicht, wenn v’ = 0 wird. AuBlerdem ergibt sich aus (15):

4 7,-c082 @. (15)

27,
o,

tg2¢ = —
Diesem Werte entsprechen zwei Winkel 2 ¢, die sich um 7, bzw. zwei Winkel ¢, die sich um
z unterscheiden. Fiir diese Winkel verschwindet v/, wihrend ¢’ sein Maximum bzw. Mini-

2
mum erreicht. Mit

sin2 g =11 — cos? (2 )
geht (15) iiber in

o‘xylv——c&T@ij= —27,c082 ¢,
woraus folgt
O
und ferner aus (15)
sin2 ¢ =+ 2% .
Y472 +02

Mit den fiir cos 2 ¢ und sin 2 ¢ gefundenen Ausdriicken erhdlt man schliefllich aus (14):
) Oa 1 o2 +412

o = —
272 Y4z o
oder
’ Cy 1 _ —
O'Inrfll:ii:l: =3 + ) ]/4 T3 + 03 (16)

wobei 0, und 7, mit Hilfe der Gleichungen (6) und (8) zu berechnen sind. Die so gefundenen
zueinander senkrecht stehenden Spannungen werden als Hauptspannungen, die durch
den Winkel ¢ festgelegten Richtungen als Hauptrichtungen bezeichnet.

Durch eine dhnliche Uberlegung 1aBt sich Lage und GréBe der maximalen Schubspan-

nung ermitteln, indem man = () setzt. Man findet dann die beiden zueinander senk-

de
rechten Extremwerte
1 -
r;n?x = 1 ?]/oi + 472,
min
deren Betriige entsprechend dem Gesetz von der Gleichheit der einander zugeordneten Schub-
spannungen {ibereinstimmen, und welche mit den Hauptrichtungen Winkel von 45° ein-
schlieBen?t.
Die weiter oben ermittelten Gleichungen fiir die Normalspannungen o,
gelten an sich nur fiir den geraden Stab. Sie wurden auf Grund der Navierschen
Annahme berechnet, dall die Spannungen proportional ihren Abstéinden von der

1 Vol. etwa A. F6ppl: Techn. Mechanik, Bd. ITI: Festigkeitsiehre.
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Nullinie wachsen (Geradliniengesetz). Beim geraden Stab haben alle axial laufen-
den Fasern eines Langenelements d x die gleiche Lange d x; demnach miissen nach

dem Hookeschen Gesetz auch die Léngenanderungen dieser Fasern Adx = %dw

proportional ihren Abstdnden von der Nullinie sein.

Betrachtet man dagegen ein Lingenelement eines einfach gekriimmten
htabes, das durch zwei zur Stabachse rechtwinklige Schnitte aus dem Stabe
Serausgetrennt ist (Abb. 37), so zeigt sich, dal} die einzelnen Langsfasern dieses
Elements verschieden lang sind. Fiir die im Abstand z von der Stabachse liegende
Faser von der Lange ds, ergibt sich nach dem Hookeschen
Gesetz eine Léngeninderung

Ads,=Zds, = F (e —2 do,

und man erkennt, daf} diese Liangenéinderung nicht nur von
der Spannung ¢,, sondern auch von z abhingig ist. Macht
man nun wieder wie beim geraden Stab die Annahme, dafl
ebene Querschnitte auch nach der Formanderung eben bleiben
{(Bernoulli), so kann das Geradliniengesetz Naviers hier
offenbar nicht mehr erfiillt sein. Damit wird aber auch die
auf diesem Gesetz aufgebaute Spannungsermittlung fiir o,
hinfallig. Abb. 37.
Auf Grund der Annahme eben bleibender Querschnitte
148t sich fiir den einfach gekriimmten Stab folgende Spannunggleichung ableiten

o N M o M
= F Fo ' 99—z J '

in welcher NV die Normalkraft, M, das auf die horizontale Schwerachse ¥ bezogene
Moment, ¥ den Stabquerschnitt und ¢ den Kriimmungsradius bezeichnen, wih-
rend
J' = f L 24F
g— 2
(F)

eine GroBe von der Form eines Trigheitsmomentes ist, die durch Reihenentwick-
lung wie folgt dargestellt werden kann,

J' =fz2dF + %fz%w + éfz‘*dF e,
(F) () ()

Fiir g = oo (gerader Stab) geht J iiber in das Trigheitsmoment J, = f 2%2dF und

(F)

die obige Spannungsformel in Gleichung (6) fiir den geraden Stab. Aber auch
schon dann, wenn der Kriimmungsradius ¢ groB im Verhiltnis zur Querschnitts-
hohe des gekriimmten Stabes ist — wie das fiir die im Hoch- und Briickenbau
vorkommenden Bogentréger usw. fast ausschlieBlich zutrifft — sind die Unter-
schiede gegeniiber der Theorie des geraden Stabes so gering, daB sie bei prak-
tischen Rechnungen im allgemeinen auBler acht bleiben und die Spannungen ¢,
nach Gleichung (6) berechnet werden kénnen?2.

! Winkler, E.: Die Lehre von der Elastizitit und Festigkeit, S. 271. 1867.
* Hinsichtlich der Theorie des krummen Stabes vgl. etwa A. F6ppl: Techn. Mechanik
10. Aufl., Bd. IIL, 8. 243 oder M. Griining: Statik des ebenen Tragwerks, S. 157.
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8. Die Grundlagen der Fachwerktheorie.

Als ideales Fachwerk bezeichnet man ein Tragsystem, das aus einzelnen
in den Endpunkten (Knotenpunkten) miteinander durch reibungslose Ge-
lenke verbundenen geraden Stédben besteht. Die Stabachsen der an einem Knoten
zusammentreffenden Stibe schneiden sich im Knotenpunkte. Alle AduBeren
Krifte (auch die Stabgewichte) greifen in den Knotenpunkten an oder wirken
in Richtung der Stabachsen, so dafl simtliche Stibe nur axialen Zug oder Druck
erleiden konnen!.

Die in den Fachwerkstdben wirkenden Spannkrifte haben von der GrofSe
dieser Krifte abhéngige Léngendnderungen der Stdbe zur Folge. Die Knoten-
punkte des Fachwerks miissen demnach im belasteten Zustande ihre Lage gegen-
iber den starr vorausgesetzten Widerlagern &ndern. Da aber diese Langen-
anderungen sehr klein sind, so wird in der Fachwerktheorie die Annahme ge-
macht, daf alle auf das System wirkenden Krifte dieselbe Lage behalten, die
sie im Falle des unverformten Fachwerks einnehmen wiirden.

Die Fachwerktheorie hat allgemein genommen zwei Aufgaben zu lésen:
einmal die Bestimmung der Stabspannkrifte und Auflagerreaktionen und
ferner die Ermittlung der Forminderung des Fachwerks, beides infolge einer
bestimmten Belastung, eines Temperatureinflusses und bestimmter Verschie-
bungen der Widerlager. Letztere werden in der Mehrzahl der Fille vernach-
lissigt, die Lager also als starr angenommen.

In einem rédumlichen Fachwerk von k& Knotenpunkten, » Stiben und o Stiit-
zungen (@ gleich Anzahl der voneinander unabhéngigen Reaktionskomponenten)
sind demnach r - a - 3% Unbekannte zu bestimmen, da die Forménderung
des gesamten Fachwerks gegeben ist, sobald die auf drei beliebige nicht in eine
Ebene fallende Achsen bezogenen drei Komponenten der Verschiebung aller
k Knotenpunkte bekannt sind. Zur Ermittlung dieser Unbekannten lassen
sich ebenso viele Bestimmungsgleichungen aufstellen.

Denkt man sich einen beliebigen Knotenpunkt des Fachwerks heraus-
geschnitten, so mufl zwischen den an diesem Knoten angreifenden Lasten oder
Stiitzkraften und den in den Schwerpunktsachsen der vom Schnitt getroffenen
Stabe angebrachten Stabspannkriften (vgl. S.3) Gleichgewicht bestehen. Fir
jeden Knoten stehen drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung, nidmlich
2X=0,2Y=0,2Z=0, wenn X, Y, Z die Komponenten aller an dem
betrachteten Knoten wirkenden &uferen und inneren Kréfte nach drei Ko-
ordinatenachsen z, y, z angeben, im ganzen also 3% solcher Gleichgewichts-
bedingungen. Die noch fehlenden 7 - @ Gleichungen werden wie folgt gewonnen.

Nach dem Elastizitatsgesetz (9a) ergab sich

AA ¢
=7 =7 et

1 Die Voraussetzung reibungsloser Gelenke ist bei praktischen Ausfithrungen nie erfillt,
da die erforderliche freie Drehbarkeit der Stibe weder bei der im allgemeinen iiblichen steifen
Knotenpunktsvernietung, noch bei der Verwendung von Gelenkbolzen (Amerika) — infolge
der in den Gelenken auftretenden Reibungskrifte — gewihrleistet ist. Es wirken vielmehr
an den Stabenden Biegungsmomente, durch welche in den Stiben sekundire Spannungen
erzeugt werden. Im Gegensatz zu den unter der Annahme gelenkiger Knotenverbindungen
ermittelten Hauptspannungen bezeichnet man diese als Nebenspannungen, deren Grofle
fir bestimmte Belastungsfille ermittelt werden kann. Vgl. Engesser: Z. Bauk. 1879, 8. 590.
Ritter: Schweiz. Bauzg. 1884, 1., S. 37, 43, 49. Mohr: Abhandlungen aus dem Gebiete
der techn. Mechanik, S. 420. Berlin 1906. Miiller-Breslau: Die graphische Statik der
Baukonstr., Bd. II, 2, S. 269. Gehler, W.: Nebenspannungen ejserner Fachwerkbriicken.
Berlin: W. Ernst & Sohn 1910. Hertwig, A.: Statik der Baukonstr., im Handb. d. phys.
u. techn. Mech. von Auerbach u. Hort, Bd. IV, S. 60, 67.
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Bezeichnet nun allgemein s die Lénge eines beliebigen Stabes, S die in ihm
wirkende Spannkraft und F den Stabquerschnitt, so ist

8
C=TF
und
As:%—i—a,ts. 1%

Zur Ableitung einer Beziehung zwischen der Langendnderung As eines
Stabes und den Verschiebungskomponenten seiner Endpunkte sei der in Abb. 38
dargestellte Stab 7 — k von der Lange s;;, auf ein ebenes Koordinatensystem (y,x)
bezogen. Er moge in ¢ festgehalten sein, wahrend sein Endpunkt % eine Ver-
schiebung k— k' erleiden soll, deren Komponenten nach den Koordinatenachsen
mit Az, und A4y, bezeichnet werden. Um Y
die durch die Verschiebung von k nach %’
entstandene Lingenanderung des Stabes
zu finden, denke man sich ¢ — k iiber k
verlangert und schlage mit ¢k’ um ¢ den
Kreis, der die Verldngerung von ik in %"
trifft. Da es sich hier nur um sehr kleine
Verschiebungen handeln soll, so kann der
Kreisbogen durch das Lot %'k” von k' auf
t — k ersetzt werden. Man findet demnach

As;,=kk" =Axy-coso;,+ Ayy-cos Bz,
wenn o;; und f,, die Neigungswinkel des Stabes gegen die Koordinatenachsen
2 bzw. y bezeichnen. Liegt der Punkt ¢ nicht fest, sondern wird er um 44’
verschoben, und stellt i ¢"" das Lot von ¢’ auf die urspriingliche Stabrichtung

dar, so wird offenbar
A Sik — kkll___ 7;?;”,

und man erhélt die geometrische Bedingung
As;y= (Adx,— Ax;) cos oy + (A y.— A y;) cos By (18)

Denkt man sich endlich den Stab ¢k nicht auf ein ebenes, sondern auf ein
raumliches Koordinatensystem (z, ¥, z) bezogen, so geht die geometrische Be-
dingung (18) iiber in

As= (A, — Axy) Ccos o,z + (A yk—A?/i) cos B+ (Az,— A4 2;) COS Y,

wenn o, Bip. Vi die Winkel bezeichnen, welche die Stabrichtung mit den
Achsen z, y, z einschlieft. Unter Beachtung der Gleichung (17) findet man
schlieflich

S-S

EF;‘:: + gts = (Aa,— Ax)cosa;, + (Ady, — A y,) cos B3 (19)
+ (Az,— A2)cosp; -

Eine solche Elastizitdtsbedingung laBt sich fiir jeden der r Fachwerk-
stibe aufstellen, wodurch r weitere Gleichungen zur Berechnung der oben auf-
gefiihrten Unbekannten verfiigbar sind. Die noch fehlenden Gleichungen sind
durch die @ Auflagerbedingungen gegeben, d.h. die Verschiebungskom-
ponenten ¢ der Stiitzpunkte, welche als bekannt vorausgesetzt werden kénnen.
Thre Anzahl ist unter Vernachlassigung von Reibungswiderstinden gleich der
Anzahl der vorhandenen Reaktionskomponenten.

Es stehen also in der Tat zur Ermittlung der r 4- ¢ 4~ 3%k Unbekannten
der Aufgabe ebenso viele Bestimmungsgleichungen zur Verfiigung, welche
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samtlich vom ersten Grade sind. Mit Hilfe dieser Gleichungen kénnen die Un-
bekannten eindeutig bestimmt werden, sofern die Nennerdeterminante des
Gleichungssystems einen von Null verschiedenen Wert hat, was hier voraus-
gesetzt wird (vgl. auch S. 88 und 114).

Die unbekannten GréBen ergeben sich als lineare Funktionen der Lasten P,
Temperaturanderungen ¢ und Stiitzenverschiebungen ¢. Es gilt also das Gesetz
der Superposition, welches besagt, dal die Spannkrifte S, die Stiitzen-
reaktionen ¢ und die Verschiebungskomponenten Az, Ay, Az der Knoten-
punkte als lineare Funktionen der Lasten, Temperaturinderungen und Stiitzen-
verschiebungen dargestellt werden konnen.

Ein Fachwerk heift statisch bestimmt, wenn bei bekannten auf das
System wirkenden Lasten die Stabspannkrifte und Auflagerreaktionen ledig-
lich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen bzw. der auf diesen beruhenden
statischen Verfahren bestimmt werden koénnen. Es heilt ferner stabil, wenn
seine Stdbe und Lager so angeordnet sind, dall — abgesehen von elastischen
Formanderungen — die Knotenpunkte ihre Lage gegeneinander und gegen
die Widerlager unter dem EinfluB8 dieser Lasten nicht &ndern. Bei einem raum-
lichen Fachwerk von k Knotenpunkten stehen 3%, bei einem ebenen 2% Knoten-
gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung.

Soll das System statisch bestimmt sein, so mufl die Zahl der unbekannten
Stabspannkrifte und Auflagerreaktionen ebenso groB8 sein wie die Zahl der
verfiigharen Knotengleichgewichtsbedingungen, d. h. es muf} sein:

r+a=3k im Raume,
bzw.
r+a=2Fk in der Ebene.

In diesem Falle lassen sich die 7 4 @ unbekannten Spannkrifte und Lager-
reaktionen lediglich mit Hilfe der 3% bzw. 2k Gleichgewichtsbedingungen,
und ebenso die 3% bzw. 2k Verschiebungskomponenten der Knotenpunkte
mit Hilfe der r + o Elastizitits- und Auflagerbedingungen ermitteln. Voraus-
setzung dabei ist, daf die Nennerdeterminante einen von Null verschiedenen
Wert hat, da andernfalls die Unbekannten der Aufgabe fiir beliebige Belastungs-
falle nicht eindeutig bestimmt werden konnen oder keine endlichen Werte an-
nehmen. Diese Voraussetzung stellt eine allgemeine Bedingung fiir die Stabilitit
des statisch bestimmten Fachwerks dar!. Da indessen die Ausrechnung der
Nennerdeterminante im allgemeinen umstéandlich und zeitraubend ist, so bedient
man sich zur Beurteilung der Stabilitit zweckmiBig anderer Verfahren, ins-
besondere des kinematischen (vgl. S. 98).

Ubersteigt die Anzahl der unbekannten Stabspannkrifte und Lagerreaktionen
die Zahl der verfiigbaren Knotengleichgewichtsbedingungen um =, ist also
r +a=3k+ n, baw. 2k 4 n, so konnen erstere mit Hilfe der Gleichgewichts-
bedingungen allein nicht mehr ermittelt werden. Dagegen sind n Elastizitéts-
und Auflagerbedingungen mehr vorhanden als zur Bestimmung der 3k bzw. 2k
unbekannten Verschiebungskomponenten der Knotenpunkte erforderlich sind.
Eliminiert man letztere aus den r -+ a verfiigbaren Elastizitits- und Auflager-
bedingungen, so gewinnt man n Gleichungen, in denen als Unbekannte nur
Stabkrafte und Stiitzenreaktionen auftreten. Da aber ferner 3% bzw. 2k Knoten-
gleichgewichtsbedingungen verfiigbar sind, so kénnen mit Hilfe dieser 3%k + n
bzw. 2k -+ n Gleichungen die r + ¢ unbekannten Spann- und Lagerkrifte
eindeutig bestimmt werden. Ein so gegliedertes und gestiitztes Fachwerk heiBlt
statisch unbestimmt.

Ist endlich die Anzahl der unbekannten Stabspannkrifte und Lagerreak-
tionen kleiner als die Zahl der verfiigharen Knotengleichgewichtsbedingungen,

1 Foppl, A.: Theorie des Fachwerks, S. 26 und Schweiz. Bauzg. 1887, S. 42.



Die Grundlagen der Fachwerktheorie. aq

so ist die feste Lage der Knotenpunkte gegeneinander und gegen die Widerlager
nicht unbedingt gewéhrleistet. Ein solches Fachwerk heifft labil und ist fir
praktische Zwecke unbrauchbar.

Fallen samtliche Stabachsen und &duBleren Kréfte in eine Ebene, die Trager-
ebene, so liegt ein ebenes Fachwerk vor, im andern Falle ein raumliches. Die
besonderen Eigenschaften der rdumlichen Systeme werden, sofern sie nicht
schon durch die vorstehenden allgemeinen Erlduterungen gekennzeichnet sind,
in Kap. 3 des III. Abschnittes genauer besprochen.

Ein ebenes Fachwerk kann aus einer einzigen Scheibe bestehen (Abb. 44,
S.29) oder aus einer Anzahl Scheiben zusammengesetzt sein, die durch Ge-
lenke miteinander in Verbindung stehen (Abb.45). Zur statisch bestimmten
Stiitzung einer einzelnen ebenen Scheibe sind @ = 3 Stiitzungen erforderlich.
Damit also eine solche Scheibe als freies Fachwerk innerlich statisch bestimmt
und stabil sei (einfache Scheibe, vgl. S. 8), mufl die Anzahl der erforderlichen
Stabe gerade

r=2k—3

betragen. Ebene Fachwerksysteme, die aus mehreren einfachen Scheiben be-
stehen, sind statisch bestimmt, wenn fiir sie die Bedingung (4) erfiillt ist, wo-
bei s die Anzahl der vorhandenen Gelenkkréfte (zwischen den einzelnen Scheiben)
bezeichnet.

Nachstehend sollen noch zwei wichtige Bildungsgesetze statisch bestimmter
ebener Fachwerke angegeben werden. Die einfachste Grundfigur des Fachwerks

NN v,

Abb. 39a, b. Abb. 40.

ist das Dreieck. Seine Stiitzung ist statisch bestimmt, wenn es drei sich nicht
in einem Punkte schneidende Reaktionskomponenten aufweist. Den sechs un-
bekannten Spann- und Lagerkriften stehen 2-3 = 6 XKnotengleichgewichts.
bedingungen gegeniiber, wodurch die statische Bestimmtheit gekennzeichnet
ist. Eine Verschiebung der Knotenpunkte gegeneinander oder gegen die Lager
infolge einer beliebigen Belastung ist — abgesehen von elastischen Forminde-
rungen — nicht moglich, sobald dafiir gesorgt wird, da das bei B (Abb. 39a)
angeordnete Gleitlager Zug- und Druckkrifte iibertragen kann. Mitunter ist
es zweckmiflig, an Stelle der drei Lagerkréfte die Spannkrifte dreier in die
Richtung dieser Komponenten fallender Stabe (Pendelstiitzen) in die Unter-
suchung einzufithren (Abb. 39Db).

Schlieit man nun in zwei Punkten des Stabdreiecks, etwa in B und C einen
weiteren Knoten D durch zwei Stdbe oder einfache Scheiben an (Abb. 40), so
wird an der statischen Bestimmtheit des Systems nichts geéindert, denn jede
in D angreifende Last kann auf statischem Wege nach den Richtungen DC
und D B zerlegt und damit ihr EinfluB auf das System eindeutig bestimmt werden.
Das gleiche gilt, wenn die Grundfigur, von der man ausgeht, zwar kein Dreieck,
aber ein beliehiges, statisch bestimmtes, stabiles Fachwerk ist.

So fortfahrend, kann man das statisch bestimmte Fachwerk beliebig ver-
groBern, indem man jeden neuen Knotenpunkt durch zwei Stibe oder Scheiben
an Knotenpunkte des bereits vorhandenen Fachwerks anschlieBt. Von diesem
einfachen Bildungsgesetz ist nur ein Ausnahmefall ausgeschlossen, namlich der,
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wenn der neu anzuschlieBende Punkt in die Richtung der Verbindungsgeraden
der beiden Knotenpunkte fallt, an die er angeschlossen werden soll. Die beiden
Punkte £ und F in Abb. 41 sind je zweistibig angeschlossen. Fillt nun der
neu anzuschlieBende Punkt G in die Richtung von EF, so. kann zwischen einer
beliebig gerichteten, in @ angreifenden Last P und den Spannkriften der Stébe
EQ@ und F@Q Gleichgewicht nicht bestehen. Dieses wird vielmehr erst dann ein-
treten, wenn der Punkt G eine unendlich kleine Verschiebung erleidet, so da8

£ G F

e a

die Stibe EG und FG um einen unendlich kleinen Winkel gegeneinander geneigt
sind. In diesem Falle liefert die Zerlegung von P nach den Richtungen EG
und GF unendlich groBe Spannkrifte, das Fachwerk ist also fiir praktische
Zwecke unbrauchbar.

Liegen zwei starre Scheiben vor, die durch Stdbe miteinander verbunden
werden sollen, so geniigen offenbar zwei Stdbe nicht zur Herstellung einer
stabilen Verbindung (Abb. 42), denn denkt man sich etwa die Scheibe I7 fest-
gehalten, so kann die Scheibe I in eine ihrer Anfangslage unendlich nahe Lage
durch Drehung um den Pol O, in welchem sich die Stdbe @ und & schneiden,
iibergefithrt werden. Letztere verhindern also nicht eine Verschiebung der
Scheiben gegeneinander. Fiir den Fall einer unendlich kleinen Drehung ist die
Wirkungsweise der Stébe ¢ und b die gleiche, als wenn die Scheiben I und I1

Abb. 43a—c.

durch ein Gelenk miteinander verbunden wiren. Man bezeichnet deshalb den
Schnittpunkt O auch als imaginédres Gelenk zwischen den beiden Scheiben.
Zur Herstellung einer stabilen Verbindung sind demnach mindestens drei solcher
Stiabe erforderlich, aber auch daran ist die Bedingung gekniipft, daB diese drei
Stibe sich nicht in einem Punkte schneiden diirfen, weil andernfalls durch den
dritten Stab die unendlich kleine Drehung der Scheibe I gegen II nicht ver-
hindert werden koénnte.

Mit Riicksicht auf die vorstehende Betrachtung kann man sich — immer
unter der Voraussetzung einer unendlich kleinen Drehung — jedes Gelenk
zwischen zwei Scheiben durch zwei Stidbe ersetzt denken. Die oben angegebene
Bildungsweise eines Fachwerks durch fortschreitenden zweistabigen bzw. zwei-
scheibigen AnschluB3 neuer Knotenpunkte 18t sich somit auch dahin erweitern,
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daB man ein oder zwei oder auch alle drei Gelenke, in welchen die Anschluf3-
stabe (oder Scheiben) unter sich bzw. mit dem Grundsystem zusammenhingen,
durch je zwei Stibe ersetzt (Abb. 43). Auch hier besteht natiirlich die Voraus-
setzung, daB die drei Gelenke nicht auf einer Geraden liegen, da andernfalls
eine unendlich kleine Beweglichkeit moghch
ist. Soll nun z. B. der Einflul einer im
Gelenk 1 in Abb. 43b angreifenden Last P
auf die starre Scheibe S, an welche 1 ange- — 4
schlossen ist, ermittelt werden, so zerlege man T
P in die Komponenten P’ nach der Rich-
tung 1—3 und P” nach der Richtung 1—2.
Dann gibt P" sofort den Gelenkdruck in 2 an, wihrend die Komponenten der
Kraft P’ nach den Stiben @ und b die von diesen Staben auf die starre Scheibe
iibertragenen Krifte darstellen. In &hnlicher Weise verféhrt man im Falle der
Abb.43c.

Wird ein in senkrechter Ebene liegendes Fachwerk oben und unten von
einem  zusammenhén-
genden Linienzug be-
grenzt (Abb. 44 und 45),
so nennt man die be-

treffenden Stabziige
obere und untere T T
Gurtung des Trigers, Abb. 45.
wihrend die zwischen
beiden liegenden Stébe als Fillungsstdbe bezeichnet werden. Letztere be-
stehen aus vertikalen und schrigen Stdben, welche kurz Vertikalen,
Pfosten oder Stéinder und Diagonalen, Streben oder Schrigstibe
genannt werden.

Abb. 44.

Zweiter Abschnitt.

Momente, Quer- und Normalkrifte an statisch

bestimmten Stabwerken.

In Kap. 7 des 1. Abschnittes sind die Spannungen des stabférmigen Trégers
durch die Momente, Normal- und Querkrifte der auBeren Krifte ausgedriickt.
Die Berechnung der Spannungen an einer beliebigen Stelle des betreffenden
Stabes setzt also die Kenntnis dieser statischen Grofen voraus. Thre Ermittlung
fiir beliebige Belastungszustéinde ist die Aufgabe des vorliegenden Abschnittes.

1. Der einfache Balken.

Einfacher Balken heit ein ebener Triger auf zwei Stiitzen, der an einem
Ende fest, am anderen horizontal verschieblich gelagert ist, an dem also infolge
senkrechter Lasten nur senkrechte Stiitzendriicke auftreten kénnen.

Fir die Folge bezeichnen allgemein:

4 und B die Stiitzendriicke,
I die Tragerstitzweite,
g die bleibende, gleichmiBig verteilte Belastung fiir die Léingen-
einheit (kg/m),
p die bewegliche, gleichmiBig verteilte Belastung fiir die Lingen-
einheit (kg/m),
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g =g + p die gesamte, gleichmiBig verteilte Belastung fiir die Léngenein-
heit (kg/m),
P eine beliebige in der Trigerebene wirkende Einzellast,
xz und z’ die Abstéinde eines beliebigen Balkenquerschnitts vom linken bzw.
rechten Auflager,
M, das Biegungsmoment,
Q. die Querkraft,
N, die Normalkraft der 4uleren Krifte in bezug auf den Querschnitt z.

I. Ruhende Belastung.

Auf den in Abb. 46 skizzierten einfachen Balken mégen die Einzellasten
P,, P,, P; und die gleichmi8ig ver-
teilte Last ¢ kg/m wirken. P, sei
unter dem Winkel «, gegen die Hori-
zontale geneigt. Zur Ermittlung
der unbekannten Lagerkrifte 4, B

i

e < z und H wende man die Gleichge-
ay Y —j wichtsbedingungen derstarren Schei-

‘:Abb " ' be an. Die Bedingung XH = 0 lie-

fert sofort
Pycosag+ H=0; H=— P,y-cosag.

Die Bedingung XM = 0 in bezug auf den Stiitzpunkt B liefert:
AJ-(Pfh+J§b[+Pyﬁn%by+gL%>=O
oder
A:%@A+PM+PNm%%+¥)
Entsprechend findet man aus der Bedingung XV =0 oder XM =0 um A:
B=%<P1u1 + Pya, + Pysiney-a; + g—;)

Ist der Triger nur mit g belastet, so wird
4=B=% m-o;

wihrend sich im Falle nur senkrechter Einzellasten ergibt:

SPb _ 3Pa,
=20 = =75

A = T B H=0. (1)

Ist auBler der iiber den ganzen Triger gleichmifBig verteilten Last g noch
eine Streckenlast p vorhanden (Abb.47), so denke

]‘ £ ’: man sich diese in ihrem Schwerpunkt zu einer Ein-
g s g zellast p-e vereinigt und bestimme die Stiitzendriicke
AN ANHRNEENETENENRNT RN genau Wie Oben angegeben:
a e 3 !
“ i " 2 l ce-b ! e-a
, >l A=L 0. p_9t P2, g,
Abb. 47. 2 l 2 l

Nach Festlegung der Stiitzendriicke kénnen die Biegungsmomente und
Querkrifte fiir jeden beliebigen Querschnitt ermittelt werden. Im Belastungs-
fall der Abb. 46 erhilt man z. B. fiir einen Querschnitt zwischen x = a, und
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Z = ay (wobei eine Drehung im Uhrzeigersinn am linken Trégerteil als positiv
gerechnet wird) das Biegungsmoment:

2
My=4-2—Pilw—a)—Pye—a)— "5
oder allgemein
z gx?
M,=A4-2— 3P(x—a) — -, (2)

x
wobei 3 P sich iiber alle Lasten links von x erstreckt. Treten schrige Lasten

1
auf, so sind in der Summe nur die vertikalen Komponenten zu beriicksichtigen.
Im Falle einer gleichmaBig verteilten Last g wird

2 l ’
M= doo— 02 gl 02) 927

2 2 2 2

A

Fir e =o' = - ergibt sich das grélite Moment

g2
Mmax = gs— .

Tragt man fir jeden Trigerpunkt das fiir ihn giiltige Moment von einer
Horizontalen — der Nullinie — aus auf und

verbindet die Endpunkte dieser Ordinaten, so
Lozzzzzzzrzrzzzzzzzrrzizqzzqgz2za

erhalt man die Momentenlinie des Tréagers in- p g
folge der betreffenden Belastung. Momentenlinie e e R — A—
und Nullinie schlieBen zusammen die Momen- -

tenflache ein. Fir den Fall gleichmaBig ver- = %—

teilter Belastung ist die Momentenlinie eine Pa- Abb. 48.

rabel mit der Pleilhohe f= %2 (Abb. 48).

Bei Belastung des Trigers mit einer Streckenlast ergeben sich mit Bezug-
nahme auf Abb. 49 folgende Stiitzendriicke:

e

A=BE () Bt (5]

An der Stelle a ist M, = 4-a, an der Stelle b6 M, = B-b, dagegen wird
an der Stelle x
_ 2
My=A2— Z’_(iﬁ_?_)_ i
Die Momentenlinie verlauft also von x =0 bis & = a geradlinig, geht dann
in eine Kurve iiber bis * = @ 4 ¢ und verlauft von dort aus wieder geradlinig
bis ans Ende des Trégers.

Die Querkraft fiir irgendeinen Querschnitt « erhalt man durch algebraische
Addition der senkrechten Komponenten aller links von x angreifenden Krifte.
Sie wird positiv genannt, wenn sie den linken Tréagerteil gegen
den rechten nach oben oder den rechten gegen den linken nach
unten zu verschieben sucht.

Fiir den Belastungsfall der Abb. 46 ist z. B. fiir einen Querschnitt zwischen
x=a, und x = a,

Qe=A4— (P, +P+g%),
oder allgemein

Q$=A—(§ZP+g'w)-
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Differenziert man in Gleichung (2) M, nach =z, so ergibt sich

aM,
dx

_gx_Qa:

Zwischen Moment und Querkraft eines beliebigen Querschnitts besteht also
die einfache Beziehung

Soll nun im Falle einer stetigen Belastung diejenige Stelle gefunden werden,
an welcher das Moment ein Maximum (cder
Minimum) erreicht, so setze man den ersten
Differentialquotienten des Momentes oder,
was nach (3) dasselbe ist, die Querkraft
gleich Null und erhialt damit eine Bedin-
gungsgleichung fiir die gesuchte Abszisse x.

Fir” den durch Abb. 49 dargestellten
Belastungsfall wird z. B. die Querkraft zwi-
schen x =a¢ und z =a 4 ¢

_dm,
T dx

Abb. 49. Qw

Fiir @, = 0 wird 4 = p (x — a) oder
_A+ap
==

Fiihrt man diesen Wert fiir « in die Gleichung

z — a)2
M,=Ax— fi_zL)
ein, so erhilt man das infolge dieser Belastung auftretende Maximalmoment.
Besteht die Belastung des Tréigers aus Einzellasten, so ergibt sich ein GroBt-
wert des Momentes an der Stelle, an welcher die Querkraft ihr Vorzeichen
wechselt.
Entsprechend der Momentenlinie kann man die aus den Querkriften her-
riihrende Querkraftlinie bzw. Querkraftfliche auftragen (Abb. 50).

=A4—px— a)

”THW“’ e
i | ]5 xi} /}B
g P

Im Belastungsfall der Abb. 51 ist die Querkraft zwischen =0 und =z = a
konstant, @, = 4. Zwischen x =¢a und x=a + e ist @, = A — p(x — a),
withrend sie zwischen # = @ + ¢ und z = [ den konstanten Wert @, = 4 — p-e
= — B a.nmmmt Die Abszisse des Nullpunktes ist durch die oben angeschriebene

Beziehung = =; + a gegeben. Erstreckt sich die gleichméafBig verteilte Last

iber den ganzen Triger, so wird die Querkraftlinie dargestellt durch eine die
Nullinie in der Mitte schneidende Gerade, deren Ordinaten -+ £gl bei =0
und — gl bei =1 sind. Der Nullpunkt gibt an, daB das grofite Moment bei

liegt (Abb. 52).

L
2
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Liegt der in Abb. 53 skizzierte Belastungsfall vor, so ist das Moment an der
Stelle m unter Beachtung der aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen:

m—1
Mm =4 (xm—-l + Z’m) - %,’P (E + j'm)

oder

m—1

M,=4 25— ZP &+ (4 — ZP
B Brz Bag P %
bbbl b))

£ 77
AT 7] i A : TE
<—'_<t7_>!

>

i X T7

Abb. 53.

Nun ist aber

m—2
A2y — ZPE = M,
1

d. h. gleich dem Moment an der Stelle x,,_, und

m~—~1

(A_Zp)lm = Qm'j'm’
1

d. h. gleich der mit 4, multiplizierten Querkraft im m-ten Felde. Demnach
gilt allgemein

M'm=Mm—1+Qm'}‘m‘ (4)

Die vorstehende Beziehung kann benutzt werden, um die Momente aus den
Querkriften abzuleiten. Dieses Verfahren empfiehlt sich besonders dann, wenn
die Feldweiten A ssmtlich gleich groB sind, ein Fall, der bei Baukonstruktionen
héufig auftritt. Man bedient sich dabei zweckmé#Big einer Tabelle und gelangt
zu nachstehendem Schema:

Punkt Kraft @Q %[i
0 —4 Q=0 0
1 P, Q=4 % =q
2 P, Q= %“ Ml + @,
3 B, | g=@-pr (T thg g
4 P, Qu=Q;s— P, %- =214 Q,
5 Py | Q=@ L -JY’A— +Q

Handbibliothek IV.1. 2, Aufl, 3
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Fiir den in Abb. 54 skizzierten Belastungszustand erhilt man demnach bei
Einfithrung der Zahlenwerte:

M Wirkt die Belastung nicht direkt
Punkt | Kraft Q T auf den Balken, sondern wird sie
vermittels einfacher Zwischentréger
0 —4 0 0 auf diesen iibertragen (Abb. 55),
1 +2 + 4 4 80 bestimmt man die auf die ein-
2 +3 +2 4+2=6 zelnen Knotenpunkte, das sind die-
3 -2 —1 6—-1=5 jenigen Punkte, in denen die Zwi-
4 -1 +1 54+1=86 schentriger angeordnet sind, ent-
5 +3 +2 64+2=8 fallenden Lasten und verfihrt dann
6 +2 -1 8 —1=7 wie im Falle unmittelbarer Bela-
7 +1 -3 7—3=4 stung des Balkens mit Einzellasten,
8" —4 —4 4—-4=0 welche in den Knotenpunkten an-
greifen.

Die Querkraftlinie eines einfachen Balkens infolge gleichmiafBig verteilter
Belastung erhélt man dann wie nach-

2t 3t 2t 4t 3t gt 4t ’
stehend angegeben. Innerhalb eines

0 R Feldes greifen keine &uBeren Krifte
A A A A A an, also ist @ zwischen zwei Knoten-
4t A oAl 2 4¢  punkten m — 1 und m konstant. Fiir

das m-te Feld ist

gl A
szg—g'xm—l—g?'

+ Ms

A
\/\\ / Dieser Wert stimmt mit dem-
Abb 54 jenigen fir @, bei unmittelbarer Be-

lastung iiberein, wenn ¢ die Mitte
des m-ten Feldes bezeichnet. Da aber @, im Feld konstant ist, so erhalt
man die Querkraftlinie fiir mittelbare Belastung aus derjenigen fiir unmittel-

bare, indem man durch die unter =

1 w7 T

Parallelen zur Nullgeraden zwischen
je zwei Knotenpunkten zieht. Es [ 77 17

lp i | | [ \

|

C B I I T 3 \
¥ = — 7/
_ z

Abb. 55. Abb. 56.

gt

ergibt sich dann die in Abb. 56 dargestellte staffelférmige Querkraftlinie fiir
mittelbare Belastung.

Nachstehend soll noch die graphische Behandlung des einfachen Balkens
im Falle senkrechter Einzellasten besprochen werden.

Man trage zunichst die Lasten P, bis P, der Reihe nach auf (Abb. 57),
wahle einen beliebigen Pol O, ziehe die Polstrahlen I, 11, III... und zeichne
das zugehérige Seilpolygon I’, II', III'..., welches die Auflagersenkrechten
in den Punkten ¢ und b schneidet. Die Verbindungsgerade ab heiBft die SchluB-
linie. Zieht man zu dieser die Parallele g durch O, so zerlegt letztere den Krifte-
zug in zwei Strecken, welche die Auflagerdriicke 4 und B darstellen. Die &uferen
Seilstrahlen I und VI des Kraftecks sind die Komponenten der Resultierenden

A

Z
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R = X' P. Im Punkte ¢ muBl zwischen der Komponente I, dem Stiitzendruck 4
und der Seilkraft g Gleichgewicht bestehen, diese miissen also im Krafteck
einen geschlossenen Kriftezug bilden. Mit I und g ist 4, mit VI und g ist B
im Gleichgewicht.

A T R AT
: l
EN 7 Fl €]
2 4 RN i
SRR
e, 3\
N
ifi’:ZP
Abb. 57.

Die Querkraft zwischen den Punkten 2 und 3 ist konstant, und zwar ist
Qs =A— (P, + Py).

Im Kréfteplan ist @, als Differenz von 4 und P, 4 P, sofort abzugreifen.
Da sie mit den Seilkraften g und II1 ein geschlossenes Krafteck bildet, so muB
sie durch den Schnittpunkt von g’ und III’ gehen, womit ihre Lage bestimmt
ist. Im vorliegenden Beispiel sucht @, den
linken Tragerteil gegen den rechten nach oben — T 1. | )
zu verschieben, ist also positiv. m/T
Denkt man sich beic einen Schnitt gelegt, ! '
I
|
|

so ist @, die Resultierende aller links vom
Schnitt wirkenden Krifte, und das Moment
fir den Punkt ¢ wird, wenn e; den Abstand
der Querkraft ¢; von ¢ angibt:

M, =Q5-¢,. &

Das durch ¢', III’ und die unter c¢ ge- Abb. 57a.
messene Ordinate y, begrenzte Dreieck ist dem
durch g, IIT und @, begrenzten Krafteck dhnlich. Es verhilt sich also, wenn H

den Polabstand angibt:

—_——t—— |}

|
!
|
|
!
|
!
1
1

<

————— e}

~

@ H =y, e,
woraus folgt
Qs'eré: H'yc,
und deshalb
M, =H-y,. (5)

Man erhilt also das Moment M, aller links vom Schnitt wirkenden Krifte in
bezug auf Punkt ¢ als Produkt aus der Polweite H und der Strecke y,, welche
von der SchluBlinie ¢’ und der vom Schnitt getroffenen Seilpolygonseite 111’
auf der Parallelen zur Kraftrichtung durch ¢ abgeschnitten wird. Die Ordinate y,
wird durch eine Linge, H durch eine Kraft dargestellt. Wird H = 1 gewahlt,
so ergibt sich
M, =1-y,.
3*
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Im Falle einer beliebigen stetigen Belastung (Abb. 57a) zerlege man die
Belastungsfliche in hinreichend kleine Streifen, denke sich die entsprechenden
Lasten in den Schwerpunkten dieser Abschnitte wirkend und behandle den
Triager genau wie vorstehend angegeben. Wihlt man wieder H = 1, so erhilt
man die Momentenlinie, indem man in das Seilpolygon der Lasten eine Kurve

p eintragt, welche die Seil-

l polygonseiten unter den
Trennungslinien je zwei-

er Streifen beriihrt (in
a, b, c...),daan diesen
Stellen die Momente in-
folge der gegebenen ste-
tigen Belastung mit de-
nen infolge der ersatz-

\
A : : )
K A weise eingefithrten Ein- ’
?—Lq zellasten  |iibereinstim.-
b, 55 men. Abb. 582,
o Die hier fiir den ein-
fachen Balken entwickelten Gesetze gelten auch fiir den Horizontalriegel eines
biegungsfesten Stabwerkes gem#aB Abb. 58, welches bei 4 gelenkig fest, bei B
verschieblich gestiitzt ist, sofern nur senkrechte Lasten am Riegel angreifen.
Die in den beiden vertikalen Stielen wirkenden Normalkrifte sind gleich den
entsprechenden Lagerdriicken 4 bzw. B, so dal die Momente und Quer-
kréfte des Riegels mit denjenigen eines einfachen Balkens von der Stiitzweite I
tibereinstimmen (vgl. S. 30). In den Stielen treten weder Momente noch Quer-
krifte auf. Das dndert sich jedoch, wenn das Stabwerk in horizontaler Rich-
tung belastet wird, etwa durch eine Horizontalkraft W in der linken oberen
Ecke (Abb. 58a). Fir diesen Belastungsfall stehen folgende Gleichgewichts-
bedingungen der ebenen Scheibe zur Verfiigung (die Richtungen der Reaktionen
sind zundchst willkiirlich gewéahlt):

A1+ W-Bp=0 (Momentengleichung um B)

|
e @ e )

e p

A+ B=0
Hy+W=0.
mummA=—%@B=—A=%ﬂzu=—W.BaAWMnmo

in Wahrheit eine nach abwérts und eine nach links gerichtete Stiitzkompo-
nente auf. Mit Hilfe der so gefundenen Reaktionen lassen sich die Momente
wie folgt ermitteln: Nennt man solche Momente positiv, welche in den duBeren
Fasern des Stabwerks Druck, in den innern Zug erzeugen, so wird das Moment
im linken Stiele an der Stelle z

M,=—Hyz=W-z.

Fiir den oberen Riegel erhdlt man an der Stelle x das Moment

Wb

T,
wahrend im rechten Stiele M = 0 ist. Mit den so gefundenen Werten kann die

in Abb. 58a dargestellte Momentenflache sofort aufgetragen werden. In #hnlicher

Weise findet man fiir die Querkraft des linken Stieles @, = — H4 = W, des
rechten Stieles @, = 0 und des oberen Riegels @, = — B = ——y.
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II. Bewegliche Belastung.
a) EinfluBlinien,

Zur Bestimmung der Auflagerdriicke, Momente und Querkréfte eines ein-
fachen Balkens infolge einer beweglichen Belastung bedient man sich mit Vorteil
der Einflullinien (vgl. Abschn. I, Kap. 6).

Uber den Triger 4 B von der Stiitzweite I moge eine Einzellast P = 1 wandern
(Abb. 59). Fiir eine beliebige Laststellung wird der linke Stiitzendruck

—1.¥
A = ]. 'T .

Fir & =1ist 4 =1, fir § =0 ist 4 = 0. Die Einflullinie fir 4 (kurz
A-Linie genannt) wird also dargestellt durch eine Gerade, welche auf der Auf-
lagersenkrechten durch A die Ordinate 1, durch B die Ordinate 0 von der Null-
linie aus abschneidet. Entsprechend ist die Einflufllinie fiir den Stiitzendruck B
(B-Linie) eine Gerade mit den Ordinaten 1 und O unter B bzw. 4. Wandert eine
Reihe von senkrechten Einzellasten P iiber den Triger, so ergibt sich nach dem
Gesetz der Superposition fir eine bestimmte Laststellung

7
4 = ZP??A qf , gf
B :2P‘7’]B, A p Va3
x, x;
/D=7 /q, 5’
P = 77 A5 =
1A z,
¢ & ¢ z;
7 74
Abb. 59. Abb. 60.

wenn 74 bzw. np die Ordinaten der EinfluBlinien fiir 4 und B unter den zu-
gehorigen Lasten P darstellen.

Soll die EinfluBllinie fiir das Moment an der Stelle ¢ gefunden werden, so
betrachte man zunichst eine Laststellung rechts von ¢. Dann ist mit den Be-
zeichnungen der Abb. 60
1.-&

l

M, =4 = *Xes
und zwar gilt dieser Wert fiir beliebige Stellungen der Last 1 zwischen ¢ und B.
Die Ordinaten 7 der EinfluBlinie fiir M, rechts von ¢ sind somit gleich den mit
x, multiplizierten Ordinaten der A-Linie. Steht die Last 1 links von ¢, so ist

M,= Bz, = %’SU;,

d. h. zwischen 4 und ¢ werden die Ordinaten der EinfluBlinie fiir M, gleich
den mit x; multiplizierten Ordinaten der B-Linie. Unter ¢ ist die mit x, multi-
plizierte Ordinate der A-Linie

1.& 1.2z,

e =77 "%= "7
und die mit x; multiplizierte Ordinate der B-Linie
1.¢& , lez,-x!

e = 7 %= —7 >
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d. h. beide sind einander gleich, die beiden Geraden miissen sich also unter
¢ schneiden. Man findet demnach die EinfluBlinie fiir M,, indem man unter
A die Abszisse z,, unter B die Abszisse «; von der Nullinie aus auftrigt und
die Endpunkte mit den Nullpunkten B’ unter B bzw. A’ unter 4 verbindet.
Da der Schnittpunkt beider Geraden unter ¢ liegt, so geniigt es, wenn nur =z,
oder nur z; aufgetragen und der Punkt ¢ auf die so bestimmte eine Gerade
heruntergelotet wird. Damit ist auch die Lage der zweiten Geraden bestimmt.
Fiir jede beliebige Laststellung ist das Moment des einfachen Balkens im Falle
abwérts gerichteter Lasten positiv, die EinfluBfliche erhalt also das positive
Vorzeichen. Wirkt auf den Triger eine gleichméBig verteilte Last ¢ = g -+ p,
so liefert die Auswertung der EinfluBfléche

4
0

Da aber f ndx =F, d. h. gleich dem Inhalt der EinfluBfléche ist, so wird
x,oxh 1 z, x!
Ue=gqF =g~ g =05
was bereits frither auf anderem Wege gezeigt wurde (vgl. S. 31).

Liegt der Querschnitt ¢, fiir welchen das Moment zu bestimmen ist, zwischen
zwel Quertrigern m und m — 1 (Abb. 61), so bleibt offenbar die EinfluBlinie
dieselbe wie bei unmittelbarer Belastung,

7 solanige die Last links von m — 1 oder
_ - 1 5 rechts von m steht, denn wenn man sich
A m7 6 pn eine zwischen zwei Quertrigern stehende
T Zf—>
I I
25
y; 17
‘zﬂ
Zg
0%
Abb. 61. Abb. 62.

Last auf die zugehorigen Knotenpunkte verteilt denkt, so erzeugen ihre Kom-
ponenten dasselbe Moment M, wie die Last selbst bei unmittelbarer Belastung.
Zwischen m und m — 1 dagegen muf} die EinfluBlinie nach Abschnitt I, 6 gerad-
linig verlaufen. Man hat also in der EinfluBlinie fiir unmittelbare Belastung die
Endpunkte der Ordinaten #,,_, und 7,, zu verbinden und erh#lt in dem Linien-
zug A'D'E' B’ die EinfluBlinie fir das Moment M, bei mittelbarer Belastung.

Liegen die Endquertriger nicht iiber den Stiitzen, so wiirde die EinfluB-
linie fiir M, da sie in den Endfeldern geradlinig verlaufen muB, die in Abb. 62
dargestellte Form annehmen.

Die Querkraft @, fiir einen beliebigen Trigerquerschnitt ¢ ist gleich der
Resultierenden aller links von ¢ wirkenden senkrechten Lastkomponenten.
Steht also die Last 1 rechts von ¢, so ist bei unmittelbarer Belastung

Qc=A3

d. h. die EinfluBlinie der Querkraft fiir Laststellungen rechts von ¢ ist gleich der
positiven A-Linie. Steht die Last 1 links von ¢, so ist

Q=4—1=—B8B,
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d. h. die EinfluBlinie der Querkraft fiir Laststellungen links von ¢ ist gleich
der negativen B-Linie. Die vollstindige EinfluBlinie fiir ¢, wird also gefunden
(Abb. 63), indem man unter 4 die Ordinate + 1, unter B die Ordinate —1
auftrigt und die Endpunkte 4’ bzw. B"” mit den Nullpunkten B’ bzw. A’ ver-
bindet. Lasten rechts von ¢ erzeugen eine’ positive, Lasten links von ¢ eine nega-

G -
A g, — =

A W 8’ M({]f

A "

Abb. 63. Abb. 64.

tive Querkraft. Im Falle indirekter Belastung ist die Querkraft in einem belie-
bigen Feld (m — 1) — m konstant. Die Einflufilinie der Querkraft dieses Feldes
nimmt die in Abb. 64 dargestellte Form an.

b) A-Polygon und Maximalmomente.

Bei der Ermittlung der groBten Momente und Querkréfte eines einfachen
Balkens infolge der Belastung mit einem verschiebbaren System von Einzel-
lasten leisten die nachstehend beschriebenen Verfahren gute Dienste.

o) A-Polygon.

Zur Bestimmung der grofften Querkrafte infolge eines von rechts vor-
riickenden Lastenzuges denke man sich zunéchst den Zug von links aus iiber

s
A2
e, > 4 .:Q.Iu‘l
NN ﬂ\ NN
A --kﬁk\‘\\\\\\\\\ﬁ\§§§
; T ' === ¥
A
A
VKKK 64 B
— 11 [
A : B
&, 5
Abb. 65.

den Triger fahrend und zwar so, daBl die erste Last P; gerade tiber der Stiitze B
steht (Abb. 65). Darauf trage man die gegebenen Lasten auf der Senkrechten
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durch A in der Reihenfolge P,, P,, Ps,..., P, (von .unten) auf, verbinde
ihre Endpunkte mit dem Pol B und zeichne mit dem Polabstand I das Seil-
polygon. Greift man jetzt die zwischen dem so gefundenen Seileck und der
Balkenachse A B liegende Ordinate 7, iiber dem Tragerpunkt ¢ ab, so stellt
diese die Auflagerkraft 4 dar fiir den Fall, dal der Lastenzug von rechts nach
links fahrend mit der Last P; gerade den Querschnitt ¢ erreicht hat. Der Be-
weis ergibt sich wie folgt: Verlangert man die Seilstrahlen 11,1111V, ..., VIII
bis zum Schnitt mit 7,, so begrenzen diese Strahlen Dreiecke, von denen jedes
einem entsprechenden Dreieck im Kraftepolygon &hnlich ist. Mit den Bezeich-
nungen der Abb. 66 ergibt sich somit:

__ Py, | Pyb Pyby
=L TRyt g

c

was zu beweisen war. Das hier gezeichnete Seilpolygon fithrt den Namen A4-
Polygon und kann in einfacher Weise zur Ermittlung der Auflagerdriicke A
benutzt werden.

Da nun aber — wie aus der Einflufflinie fiir @, (Abb. 63) ersichtlich — die
groBte positive Querkraft @, entsteht, wenn nur Lasten rechts von ¢ stehen,

und auBerdem in diesem Fall die Querkraft gleich dem Lagerdruck A4 ist, so
wird
Ne = Qomax -

Will man die groBte Querkraft infolge beweglicher und ruhender Belastung
ermitteln, so ist zu vorstehendem Werte noch der Beitrag letzterer (Eigen-
gewicht usw.) hinzuzufiigen, welcher nach 8. 32 schnell angegeben werden kann.

Bei mittelbarer Belastung des Trigers besitzt die Querkraft innerhalb
eines beliebigen Feldes einen konstanten Wert. In diesem Falle braucht die
Grundstellung — so nennt man die Stellung von P; in m in bezug auf das
m-te Feld — nicht notwendigerweise die groBite positive Querkraft zu liefern,
wie auch aus der EinfluBlinie fiir die Querkraft des m-ten Feldes (Abb. 64)
ersichtlich ist. Um die groBte Querkraft zu finden, verschiebt man den Lasten-

g 44 %
foan A s oo Lt L1
(—51—4 A: I I L I I I J B
\ —>l/l<—l<__
-+ T T 2] yyo ——
777 m m+7 leﬂm»%—-———-b7~—>,
SO < . N
Abb. 67. Abb. 68.

zug so weit nach links (Abb. 67), daB die zweite Last P, iiber dem Quertriger m
steht. Dann gibt die unter P, gemessene Ordinate des A-Polygons 7, den Auf-
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lagerdruck 4’ fiir diese Laststellung an. Von der Last P, entfallt Pl-;—l auf den
Knotenpunkt m — 1. Die Querkraft im m-ten Feld ist also: '

’ [
Qm:A —Pl"}j'

Wird nun (W;n — P %) > Ny, S0 ist die zweite Laststellung zur Bestimmung

der grofiten Querkraft mafBgebend. Bei grofien Feldweiten kann sich noch eine
weitere Verschiebung nach links erforderlich machen, wobei in analoger Weise
verfahren wird. Steht die dritte Last iiber m, so entfillt von P, und P, auf

Knoten m — 1 der Beitrag Pl-f—l— + Pz-;—z, wenn ¢, und ¢, die Abstédnde der
Lasten P; und P, von m bedeuten. Die Querkraft im m-ten Feld wird dann,
wenn 17, die Ordinate des A-Polygons unter P, angibt,
1 C C.
Qo =i (B2 4 P 2)

Wird nun (n;;, — ELG‘—%_M) > (175,, — Py ;—1> , so ist die dritte Laststellung

malgebend, usw. -

Ob die Grundstellung iiberschritten werden mufl oder nicht, 148t sich auch
leicht durch folgende Uberlegung feststellen. Der Triger sei, wie aus Abb. 68
ersichtlich, belastet. Dann ist

On= 1 {Pel+ AY + Pty + Al + -4 Py b, + A} — D22

n

b, Al w A
=T T PRy
1

1

wenn @, die Querkraft des m-ten Feldes bei der hier betrachteten Belastung

n
bezeichnet. Setzt man ferner Zlil-b— = Q,,, d.h. gleich der Querkraft des m-ten
1
Feldes bei Grundstellung, so wird
a4 < Al
Q;n:: Qm+T'2P—PIE
1
Soll nun die Grundstellung (P, iiber m) die grofite Querkraft erzeugen, so muf3

n
Q< Qu sein. Das ist dor Fall, wenn 4! 317 < P, 2L, oder
1

n
P
i1 ®)
P, ST
Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so mufl die Grundstellung iiberschritten

und P, iiber m gestellt werden. Als Kriterium findet man
> P
i ™
PP, ST

wenn diese Laststellung @

n
erzeugen soll. Der Wert 3 P erstreckt sich dabei
1

iiber simtliche auf dem Triger stehenden Lasten.
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Wird der in Betracht kommende Lastenzug durch einen Eisenbahnzug dar-
gestellt, so empfiehlt sich auch die rechmnerische Behandlung der Aufgabe mit
2 B A AR P Hilfe von Tabellenwerten. Infolge der in
"EYrer % Abb. 69 skizzierten Belastung wird der
l l l l l linke Stiitzendruck, wenn ¢;, ¢, ..., €4y
i ! ) 2.7 die wagerechten Absténde der Lasten P,
,4‘|r ! - |
' |

e—cs P,,...,P,_; von der letzten auf dem

Triger stehenden Last P,, und d der Ab-

= A stand der Last P, von der Auflagersenk-
Abb. 69. rechten durch B bedeuten:

A=2(P(e+d)+Py(e+d) +--- + P, d)

Cy

oder
1 n—1 n
‘A=T<2P-c+d,§] ) (8)
. 1 1

Die Summenwerte 2’ P-¢c und X' P sind fiir bestimmte Lastenziige tabel-
larisch zusammengestellt worden, so dafl die Berechnung von A und damit
von Q.. schnell erfolgen kann?.

B) Maximalmomente.

Zur Bestimmung der gréB8ten Momente infolge eines iiber einen Triger wan-

dernden Lastenzuges trage man zundchst letzteren unter Beachtung der vor-

B BAAA B Ao By Pz s

A A Pu Bs Bs  Hr Pe
Fs
Fr
//
—1
=
| — L
AN %;/ | of
—19r Yar % !
~L P
— P
@ |
& 6‘ A
ye i
& 7 I /Zt
A
Abb. 70.
4
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geschriebenen Lastabstdnde auf und zeichne mit der beliebig gewihlten Pol-
weite H zu diesen Lasten das Seilpolygon, und zwar vorldufig ganz unabhiingig
von dem zu untersuchenden Triger (Abb. 70).

1 Eine eingehende Behandlung der tabellarischen Berechnung fiir verschiedene Lasten-
ziige findet sich bei Miiller-Breslau: Graphische Statik der Baukonstruktionen, I. Bd.,
5. Aufl., S.165f.; vgl. auch R. Kirchhoff: Statik der Bauwerke, I. Bd., 2. Aufl., S.119.
Berlin 1928.
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Soll nun fiir den Querschnitt ¢ das gréBte Moment gefunden werden, so
stelle man den Triger so unter den Lastenzug, dal eine grofle Last gerade iiber
¢ und moglichst viele groBe Lasten rechts und links von ¢ stehen. Darauf be-
stimme man mit Hilfe der Auflagersenkrechten die zu dieser Lage (I) gehorige
SchluBlinie g, und greife die zwischen g, und dem Seileck gelegene Ordinate v,
ab. Multipliziert man diese mit der Polweite H, so erhilt man nach Gleichung
(5) das aus dieser Laststellung fiir ¢ sich ergebende Moment

Mc[ = ?/cI'H'

Nun wird der Triger in eine andere Lage (II) geschoben und die gleiche Kon-
struktion wiederholt. Diese liefert:

M)

orr = Yorr H -

So fortfahrend findet man schlieBlich eine Trigerstellung, welche das groBte
Moment M,,,. ergibt, was sich durch Vergleich der verschiedenen Ordinaten
¥, bald feststellen 158t. Handelt es sich um mittelbare Belastung, so sind in

+ z * Jl: . A p" f"
|
: Il ! A ’ < b-_)iﬁ
\‘._L__‘_‘ £ T N
} ——< —— ‘ PO < A =
! |
1 | | < E 2N —
AR | | | | |
! | | | |
| I il |
.l I ,{l"“* ”l s
I N k —
Abb. 71. Abb, 72.

das gezeichnete Seilpolygon zundchst die den einzelnen Tragerfeldern ent-
sprechenden SchluBlinien einzutragen und dann die in Frage kommenden Or-
dinaten y' abzugreifen (Abb. 71).

Die ungiinstigste Laststellung 148t sich auch durch folgende Uberlegung
ermitteln: Man stelle zunéichst eine groBe Last P, iiber ¢, denke sich darauf
die links und rechts von ¢ stehenden Lasten zu je einer Resulticrenden R, und
R, vereinigt und verschiebe nun den Lastenzug um A! nach links. Dann ist
mit den Bezeichnungen der Abb. 72 das Moment an der Stelle c:

My = Py (5, — ADap+ R, (b + Al o, + By (a— A1) o)

1 1
= —Z-{P,xc x, + R, b-xz, + By-a-x0) + T{— P.Al-2,
+ RAl-z,— R,-Al-ay) .
Bezeichnet nun
1
Mc = T{Prwcx; + Rr'b'xc + Rl'a.x‘,’}

das Moment an der Stelle ¢ fiir den Fall, dafl P, genau in ¢ steht, so wird
=M, —!— {Rx (P, + Ry z}.

Soll die Laststellung mit P, iiber ¢ das groBte Moment ergeben, so mu8 M, < M,
sein. Das ist der Fall, wenn R,-z, < (P, + R,) «; ist, oder wenn
'RT xz
A A ®
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Verschiebt man in gleicher Weise den Lastenzug um Al nach rechts, so findet
man (Abb. 73):

M= 7P, @, — Az, + B, (b — Al w, + B, (a + A1) af)
= U, + 3B,y — (P, + R z).

Nun ist M} < M,, wenn R, -z, < (P, -- R,)x,, oder wenn
R, x,
I A
Die Bedingungen (9) und (10) miissen erfiillt sein, wenn die angenommene Last-
stellung — P, in ¢ — das groBte Moment fiir Punkt ¢ liefern soll.

(10)

(O O 58 Bin £y
o Ll b
Ak 1 z 5 A IS —tz Vi)
| | ) ! | 7y — I
= Zs >} Xe——™ e ——> !
; y/ > b= A |
Abb. 73. Abb. 74.

Will man die Untersuchung mit Hilfe von Tabellenwerten durchfiihren (vgl.
S. 42), so beachte man, daB infolge der in Abb. 74 skizzierten Belastung das
Moment an der Stelle ¢ den Wert hat:

r—1
M, =A%, — (Pyry +Ppry+- -+ P y1yy) =4 2, — %‘P‘Ta (11)
wobei 4 durch Gleichung (8) gegeben ist.

2. Freitriger, Balken mit iiberkragenden Enden und

Gerbertriiger.
Freitriger heiflt ein gerader oder einfach gekriimmter Tréiger, der an einem
P Ende fest eingespannt, am andern da-

gegen vollkommen frei ist. Unter dem

# Einflu einer beliebigen in die Triger-

ebene fallenden Belastung treten am Auf-

lager drei unbekannte LagergréBen auf,

eine Vertikalkraft 4, eine Horizontal-

kraft H und ein Einspannungsmoment M,,

Abb. 75. die mit Hilfe der drei Gleichgewichts-

bedingungen der starren Scheibe berechnet werden kénnen. Auf Abb. 75 ange-
wandt, liefern diese:

o4 g %

ra
ANLATAITTILIATHLAUTALT ST LLTRRARAATUGUT SRR ARARRAN R,

A

b
t
|
]

A—gl—P-sina=0;
H— P-cosa=0;
2
—P-sinm-b—g%*Me=0:
oder
. . g2
A=P-sina+gl; H=P-cosa; M, —— (P-Smoc-b—{— =
Das Moment der duBeren Krifte fiir einen Querschnitt zwischen z = 0 und
xr = a wird
M,=—92, (12)
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fiir einen Querschnitt zwischen x = ¢ und =z =1

M =——[P-sinoc(x—a)+ng2].

€T

Entsprechend erhélt man die Querkrifte zwischen z =0 und 2 = a

Q,=—gz, (13)
zwischen x =g und z =1

Q,=— (P-sina 4 gx).

Wirken auBler der gleichméBig verteilten Belastung nur senkrechte Einzel-
lasten auf den Tréger, so wird (Abb. 76):

n i l2
A=3Ptgl;  H=0; M,,:~(§'P-b+%).

Zur Bestimmung der Momente aus den Einzellasten bedient man sich zweck-
méaBig der auf 8. 33 entwickelten Gleichung (4)

Mm = Mm—l + Qm'zma

unter Benutzung nachstehender Tabelle.

Trégt man die in der Tabelle
gefundenen Werte fiir die Momente ~ Punkt Qm I Mo
und Querkrifte von je einer Hori-

zontalen als Nullinie aus auf, so | 0 0
erhédlt man die in Abb.76a und b 2 | —P A —Py-4
dargestellte Momenten- und Quer- ( 2 2
kraftfliche. 8 — 2P by | My— 3 P,
Die Momentenlinie aus gleich- s 3
miBiger Belastung wird nach 4 — 2P A | My— 2P,
Gleichung (12) durch eine Parabel, 4 4
die Querkraftlinie nach Glei- 5 - %7 P Ay | My— Z P2
chung (13) durch eine Gerade 5 5
dargestellt (Abb. 77a und b). 6 —2P o | My— ZIP-Jg
Im Falle beweglicher ¥inzel- s - s
lasten bedient man sich zur Be- 7 —2P b | My— 2 P-4

stimmung der statischen Grofen

zweckmdfBig der EinfluBlinien. Da der Auflagerdruck 4 nur von der Grofe,
nicht aber von der Stellung einer Last abhingig ist, so ergibt sich die Ein-
fluBlinie fiir 4 sofort als eine im Abstande 1 zur Nullinie gezogene Parallele
(Abb. 78a). Alle Lasten, welche rechts vom Punkte ¢ oder in ¢ selbst an-
greifen, erzeugen in bezug auf den Querschnitt ¢ kein Moment. Eine am
linken Trigerende wirkende Last 1 erzeugt dagegen M, = — 1-z,. Die Ein-
fluBlinie fiir M, ist also bestimmt durch die Gerade, welche auf der Senk-
rechten durch das freie Trigerende die Strecke x, von der Nullinie aus ab-
schneidet und durch den Schnittpunkt letzterer mit der durch ¢ gelegten
Senkrechten geht (Abb. 78b). Demnach wird die EinfluBfliche fiir das Ein.-
spannungsmoment M, durch ein Dreieck von der Hohe I dargestellt, dessen Spitze
unter dem freien Trigerende liegt (Abb. 78¢). Lasten rechts von ¢ erzeugen die
Querkraft @, = 0. Eine Last 1 links von ¢ dagegen bewirkt @, = — 1. Demnach
ergibt sich die EinfluBlinie fiir @, als eine im Abstande — 1 zur Nullinie gezogene
Parallele, und zwar erstreckt sie sich iiber den Tragerteil von z = 0 bis z = =,
(Abb. 78d).
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Durch Verbindung eines Freitrigers und eines einfachen Balkens entsteht

5 8 B A4 #
7 2 3 4 n
\<—/22 —)Le/’lj ~—>'-<—/1¢ >
‘53

a)

5) \
SN

Abb, 76.

\ e

ein Trager mit einem {iiberkragenden
Ende — auch Kragtriger genannt
(Abb. 79). Lasten innerhalb der Off-
nung 4 Bbeanspruchen das System ge-
nau wie einen einfachen Balken, ihr

‘5)

2 9t

Abb. 77.

EinfluB kann also nach den in Ziffer 1 besprochenen Gesetzen verfolgt werden.
Bei Belastung des Kragarmes CA konnen die Momente und Querkréfte fiir
Querschnitte zwischen ¢ und 4 in der

C

%ICA%J

g )

7N
Abb. 78.
1.
2.
3.
Aus 3 folgt:
aus 2:

) M,
A
a)

b)

c)

d)

gleichen Weise ermittelt werden, wie dieses
oben fiir den Freitrager gezeigt ist. Der
Triager moge bei B ein festes, bei 4 ein
horizontal verschiebliches Lager haben.
Dann lauten bei Belastung des Kragarmes
durch eine unter dem Winkel o geneigte
Last P mit Bezug auf Abb. 79 die drei
Gleichgewichtsbedingungen :

c

P
A“ < H

I !

| j\‘ﬂ :'

| a—s—b—fe—T, —=—2x/—> 5

R bz
Abb. 79.

4+ B— P-sina=0;
H + P-cosa = 0;
A-ly— P-sina(l, +b) =0.

A=

P-sina(l, +b) |

1, ’

H= —P-cosa;
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aus 1:
B=P-sina—A4 = —P-sinoc—Z—.
Fiir einen Querschnitt ¢ innerhalb A B ergibt sich das Moment
M,=B-z,/ = ——P-sinoc—lz;—-xc’
und die Querkraft
Q. — — B= P-sinoc—%.

Eine im Abstande b von 4 am Kragarm wirkende senkrechte Last 1 erzeugt
also

A=1.2F0 m—o; B=—1.2
2 2
Mc=—1'li'xc,; Qc=1’zb"

2 2

Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich die EinfluBlinien fiir die Stiitzen-
driicke, sowie die Momente und Querkrifte fiir Querschnitte innerhalb 4 B
leicht auftragen. Man geht dabei zweck- ,
miBig von den EinfluBlinien des ein- c
fachen Balkens aus und verlingert diese *4 5
geradlinig iiber 4 hinaus (Abb. 80a bisd). —& X x;
Fiir die Ordinaten unter der Last ergibt 2z
sich aus ahnlichen Dreiecken:

=7 (Abb. 80a)

2
g b
1= (Abb. 80b) g —y

b b,
B g, = — 1o (Abb.80c)
X, 2 4 2
770 Tm xa[ w o ,
T = T (Abb Sod) N F \\\\\ xe
in Ubereinstimmung mit den oben ge- 7
fundenen Werten. },
Verbindet man einen beiderseits iiber- & d)

kragenden Triger derart mit zwei ein- T 1 //J
fachen Balken, da8 letztere auf den freien Abb. 80.
Enden des ersteren gelenkig gelagert
werden, so entstebt ein statisch be- A 8
stimmter Triager auf vier Stiitzen mit Gy T ‘T“ Gy ‘T“

zwei Gelenken (Abb. 81), der als Ge- Abb. 81

lenktrdger oder (nach seinem Erfin- )

der) Gerbertrager bezeichnet wird. Die Lage der Gelenke ist gleichgiiltig; man
kann auch beide Gelenke in der Mitteloffnung A B anordnen. Immer setzt sich
das System zusammen aus Kragtrigern und einfachen Balken. Letztere werden
auch als Koppeltrager bezeichnet.

Soll ein durchlaufender Triger auf » Stiitzen in ein statisch bestimmtes
System iibergefilhrt werden, so sind bei n -+ 1 unbekannten LagergroSen
n+1—3=mn—2 Gelenke erforderlich, um die nétige Anzahl Bedingungs-
gleichungen zur Berechnung dieser Unbekannten zu erhalten (Seite 10). Die
Anordnung der Gelenke ist lediglich an die Bedingung gekniipft, dal in einer
Offnung nicht mehr als zwei solcher Gelenke vorhanden sein diirfen. Es empfiehlt
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sich, ihre Verteilung so vorzunehmen, dafl immer abwechselnd auf eine Offnung
mit Gelenken eine solche ohne Gelenke folgt, da in diesem Falle jede Offnung
hochstens die ihr benachbarten beeinfluBt, das System also an Ubersichtlichkeit
gewinnt (Abb. 82a und b), im Gegenteil zu Abb. 82c¢.

& = ES = = 22
& == E & & 2. 90)
& ES S = = 2.¢)

Abb. 82.

Da jeder Gerbertriger aus Kragtrigern und einfachen Balken (Koppel-
trégern) besteht, so kann seine Berechnung auch nach den fiir diese Triger
geltenden Regeln erfolgen. Denkt man sich z. B. in Abb. 81 Schnitte durch
die Gelenke G, und G, gefithrt und die Driicke R; und R, der beiden Koppel-
trager infolge lotrechter Lasten als dullere Krifte in ¢, und G, wirkend angebracht,
so entsteht der in Abb. 83 skizzierte Belastungszustand, wobei zunichst voraus-
gesetzt wird, daB andere Lasten als B, und R, auf den Triger nicht einwirken
mogen. Die Momentengleichung in bezug auf B liefert mit den Bezeichnungen
der Abb. 83:

~RBGL+)+4-1+ Ry 1, =0
oder
By (I, +1) — Rz'lz
A

A =
und entsprechend in bezug auf 4

Rg(lg"l“l)_"B'l"_Rl'll:O
oder

g BalatD— Ryl
l .

Die Momente iiber den Stiitzen 4 und B sind
MA='—-R1'ZI; MB=——R2'12,

wihrend das Moment fiir einen beliebigen Querschnitt der Mittelsffnung sich
ergibt zu

M,=—Ry(+2)+4-w=Rb(T—1) R 2o,
oder mit x—I=—x’
M, = _Rl.zl%—Rz-lz-{i=MA"T+MB-%.

M 4und M g werden die Stiitzmomente des Tréigers genannt. Das Moment M,
ergibt sich somit fiir die hier vorausgesetzte Belastung als lineare Funktion
der Stiitzmomente. Trigt man letztere unter 4 bzw. B von einer Horizontalen
aus auf und verbindet die Endpunkte dieser Ordinaten, so erhalt man die
Momentenflache der Mitteloffnung infolge der angenommenen Belastung. Zu
demselhen Ergebnis gelangt man, wenn aufier R, und R, noch andere Lasten
auf den beiden Kragarmen stehen, wobei natiirlich deren Beitrag zu den Stiitz-
momenten beriicksichtigt werden muf.
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Nimmt man nun weiter an, daf} nur die (jffnung A B belastet wird, so liegt ein
einfacher Balken A B vor, dessen Momentenfliche nach Ziffer 1 gefunden werden
kann. An der Stelle x moge sich das Moment M, ergeben, welches bei abwirts
gerichteten lotrechten Lasten stets positiv wird. Durch Superposition beider
Belastungszustinde erhidlt man das tatsichlich am Querschnitt x auftretende
Moment (Abb. 84)

My=Mz+ Ms"p + Mp 5. (14)

4 l@

PSS
]
N

Ay Ay

A\

5251

Apb. 83. Abb. 84.

Eine ganz analoge Beziehung 1aft sich fiir die Querkraft eines Querschnittes
zwischen den Stiitzen 4 und B ableiten. Wirken wieder zunéichst nur die Lasten
R, und R, auf das System, so ist nach Abb. 83:

BRI, — R, Mp— M,
Qa.z_Rl‘}‘A: lll 22: 3 .

Da aber bei alleiniger Belastung der Offnung 4 — B die Querkraft an der
Stelle = die gleiche wie fiir einen einfachen Balken wird, welche mit @, bezeichnet
sei, so erhialt man als wirkliche Querkraft

Qo= Qs + 25 24, (15)

was sich auch direkt ergibt, wenn man M, in Gleichung (14) nach z differen.-
ziert.

Mit Hilfe der Beziehungen (14) und (15) kénnen die Momente und Quer-
krifte der Mitteloffnung unter Beachtung der oben fiir den einfachen Balken
und Freitriger abgeleiteten Gesetze schnell bestimmt werden.

Die Untersuchung des Gerbertrigers 148t sich auch auf graphischem Wege
durchfithren, wobei es nach obigen Erlduterungen geniigt, wenn lediglich der
Teil mit tiberkragenden Enden der Betrachtung zugrunde gelegt wird.

Liegt z. B. der in Abb. 85 skizzierte Belastungsfall vor, bei dem R, und
R, wieder die Einfliisse der eingehdngten (hier weggelassenen) Koppeltriager
angeben, so zeichne man, wie dieses beim einfachen Balken bereits gezeigt
ist, zu den gegebenen Lasten das Seilpolygon mit der beliebig gewahlten Pol-
weite H und bringe die duBlersten Seilstrahlen mit den Auflagersenkrechten
in @ und b zum Schnitt. Die Verbindungsgerade ab stellt die SchluBlinie dar.
Die zu dieser durch den Pol O des Kraftecks gezogene Parallele g schneidet
auf dem Kriftezug die Auflagerdriicke 4 und B ab, da die Seilkrifte 7 und g
mit 4 bzw. XII und g mit B im Gleichgewicht stehen miissen. Die Querkraft
ist fiir alle Querschnitte zwischen zwei Kriften konstant, Im Feld 4—5 er-
hélt man

Q=A4A— (B, + P, +P,+ P, + Py

und findet somit ¢z im Krifteplan als Differenz der diese Kréfte darstellenden
Strecken. Da die Querkraft @; mit den Seilkriften VI und g ein geschlossenes
Handbibliothek IV.1. 2. Aufl, 4
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Krafteck bildet, so geht ihre Richtungslinie durch den Schnittpunkt der zu
VI und g parallelen Geraden des Seilpolygons. Multipliziert man die durch die

T
6 BB A B B B A I

&.%\ &

Ab b. 85.

SchluBlinie und den Seilstrahl VI’ festgelegte
Ordinate y, mit der Polweite H, so liefert dieses
Produkt das Moment fiir den Querschnitt ¢

M,=H-y,.

Liegt y, unterhalb der SchluBlinie, dann ist das Moment positiv, im andern
Fall negativ. Der Beweis
7 = v 1aBt sich in gleicher Weise

-, fithren wie beim einfachen
| et 14 Balken (vgl. 8. 35).

Im TFalle beweglicher
Lasten fiithren die EinfluB-
linien schnell zum Ziele.
oSS |z, Diese konnen nach den
Bemerkungen auf 8. 47
¢ sofort aufgetragen werden.
In den Abb. 86 und 87
— 7 — sind zwei verschiedene Sy-
% steme skizziert, und zwar

liegen beim ersten die Ge-
z |- lenke in den AuBenfeldern,

beim zweiten dagegen im
Mittelfeld. Fiir beide sind
nacheinander die EinfluB3-
linien fiir den Stiitzen-
Abb. 86. druck A einer Mittelstiitze,
fir das Moment M, und
die Querkraft @, eines Punktes ¢ im gelenklosen Feld und fiir das Moment M,
und die Querkraft Q, eines Punktes k des Kragarmes aufgetragen. Abb. 87 zeigt
auBerdem noch die EinfluBlinie fiir den Stiitzendruck der AuBenstiitze C.

Bei der Auftragung der EinfluBlinien @ bis ¢ geht man, wie beim Krag-
triger bereits erldutert, zundchst von der gelenklosen Offnung als Triger auf
zwei Stiitzen aus und verlingert die fiir diese Offnung gefundenen EinfluB-
linien geradlinig bis zu den Enden der Kragarme, d. h. bis zu den Gelenken
@, und @, in Abb. 86 bzw. G, in Abb. 87. In diesen Gelenken schlieBen die Koppel-

My

7 Qk
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trager an. Der Beitrag einer iiber den Koppeltriger CG, (Abb. 86) wandernden
Last zu einer der gesuchten statischen GroBen wird absolut genommen am
gréBten, wenn die Last in dem Gelenkpunkt G, steht, er wird dagegen gleich Null,

wenn sie nach C riickt. c____ ¢ k G, Gy
Der Einflufl einer zwischen & As ) D.ATV
C und @,; stehenden Last

ist proportional ihrem Ab- &)

stand von C. Die gesuch- 4 A
ten EinfluBlinien haben N
also unter C einen Null- < e

punkt und verlaufen von
da geradlinigbiszum Knick- ¢) M,
punkt unter G, dessen xa{

Ordinate bereits festliegt.

Das gleiche gilt fiir den
Koppeltrager Gy D bzw. in
Abb. 87 G,G,.

Die EinfluBlinien der

Momente und Querkrafte ¢/ 7!
fiir Tragerquerschnitte der
Kragarme werden in der
gleichen Weise gefunden
wie beim Freitrager (vgl.
S. 46), nur tritt hier noch
der Beitrag der iiber den
Koppeltrager wandernden
Last hinzu.

Beiindirekter Belastung
beachte man die auf S. 38
und 39 gegebenen Erliu- L)1
terungen.

3. Dreigelenkbogen und verwandte Systeme.

Ein mit zwei festen Auflager- (Kimpfer-)Gelenken 4 und B versehener
ebener Bogentriiger hat vier unbekannte Auflagerkrifte, ist also einfach statisch
unbestimmt. Durch Einfiigung eines weiteren Gelenkes in die Bogenachse wird
das System in einen statisch bestimmten Dreigelenkbogen iibergefiihrt
(Abb. 88). Die Lage des dritten Gelenkes
ist an und fir sich gleichgiiltig, im allge-
meinen wird es jedoch in den Bogen-
scheitel gelegt (Scheitelgelenk). Die an
den Kampfern auftretenden Lagerdriicke
zerlegt man in die senkrechten Kompo-
nenten 4 und B und die in die Verbin-
dungslinie der beiden Kaémpfergelenke fal-
lenden Komponenten Hy und Hp. Be-
zeichnet « den Neigungswinkel dieser
Verbindungslinie gegen die Horizontale,
so nennt man H 4-cos « und Hg-cos « die Abb. 88.
an den Kémpfern 4 und B auftretenden Horizontalschiibe, die als positiv
eingefiihrt werden, wenn sie nach innen gerichtet sind. Treten nur senkrechte
Lasten auf, so ist wegen XH =0 H,-cosa = Hpcosa, oder Hy = Hp.

Der Bogen moge nach Abb. 88 belastet sein. Unter Beachtung der daselbst

4*
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gewihlten Bezeichnungen liefern die Momentenbedingungen in bezug auf die
Kéampfer Bund 4:
ZPb
.
ZP-a
-
Man erkennt, daf die senkrechten Stiitzendriicke beim Dreigelenkbogen
die gleichen sind wie die eines einfachen Balkens von der Stiitzweite I. Zur
Bestimmung des Horizontalschubes wende man die Bedingung M, =0 an.
Diese liefert:

A.1— 3JPb=0; A=
(16)
B-l— YP-a=0; B=

2
A-gy— 2 P(gy—a)—Hy-f-cosa=0.
1

Nun stellen aber die ersten beiden Glieder dieser Gleichung das Moment
M,, eines einfachen Balkens von der Stiitzweite ! in bezug auf einen im Ab-
stand g, von A4 gelegenen Querschnitt dar. Man erhilt also den Horizontalschub

%

HA-cosoc=HB-cosoc=-—]r. (17)

Fiir einen beliebigen Punkt ¢ der Bogenachse wird das Moment
A M, =M, —Hg-y,cosa, (18)

=

wenn M, eine entsprechende Bedeutung
hat wie M, , und y, den auf der Senk-
rechten durch ¢ gemessenen Abstand
des Punktes ¢ von der Geraden 4 — B
- angibt

A - Um iiber die GroBe der im Querschnittc
7w wirkenden Querkraft und Normalkraft
AufschluB zu bekommen, denke man sich
an dieser Stelle einen zur Bogenachse senk-

Lo}
(47’[") -Sin(‘p . . -
559 W \‘F rechten Schnitt gefiithrt. Bezeichnen @, die
%jc > Querkraft eines einfachen Balkens an
[ /)
/n‘?
EL

der Stelle ¢, d. h. die Resultierende der

links von ¢ angreifenden duBleren Krafte

: mit Ausnahme von H 4, ferner N, und @,

Qo Abb. 89 die gesuchte Normal- und Querkraft und ¢

o den Neigungswinkel der Bogenachse in ¢

gegen die Horizontale, so liefern die Komponenten von % und H4 nach den
Richtungslinien von N, und @, (Abb. 89):

Nc=Qcosin<p+HA-cos(<p—oc), (19)
Qe = @, cosp — Hy-sin (¢ — a). (20)

Die entsprechenden Werte N, und @, fiir den Gelenkpunkt G stellen die tan-
gentiale und normale Komponente des Gelenkdrucks dar, welcher
von der linken auf die rechte Bogenhilfte ausgeiibt wird. Die vom rechten auf
den linken Bogenteil ausgeiibten Gelenkdruckkomponenten haben nach dem
Wechselwirkungsgesetz die gleiche Grofle, aber entgegengesetzten Richtungs-
sinn. Das Moment ist an dieser Stelle gleich Null.

Wirkt auf den Bogen eine horizontale Last W (Abb. 90), so stelle man wieder
zur Bestimmung der senkrechten Lagerkrifte die Momentenbedingungen in
bezug auf die Punkte B und 4 auf. Diese lauten:

A-l—W(y—a'-tga) =0 oder A=W-—t~—mzﬁof—

A
Yo
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und

Bl4+W(y+xz-tga) =0 oder

Aus der Gelenkbedingung M, = 0
findet man ferner
A-g,—Hy-feosa =0;
woraus folgt:

4-9 —
feosa

y— 2 tga
lfcosa

Hy=

.gl.

B=—W-

53

Y+ z-tga

4

und aus 2YH =0

Hy-coso — W —Hpg-cosax =0

oder

Nachdem bei beliebiger Belastung
des Bogens die Lagerkrifte 4 und H4
bzw. B und Hpg gefunden sind, kénnen
diese an jedem der beiden Kéampfer-
gelenke zu den Kéampferdriicken
K4 und Kp zusammengesetzt werden.

Wirkt auf den Triger nur eine lot-
rechte KEinzellast P, so miissen sich
die Richtungslinien von K4, P und
Kp in einem Punkte O schneiden
(Abb.91a). Da nun aber die Rich-
tungslinie des Kéampferdruckes der
unbelasteten Bogenhilfte durch G gehen
mufl (denn nur dann kann M, =0
werden), so ist O und damit auch die
Richtung des anderen Kampferdruckes
festgelegt. Wandert die Last P von B
nach A4 iiber den Bogen, so bewegt
sich der Punkt O auf dem Linienzug
B'— @ —A', welcher die Kampfer-
drucklinie des Bogens heift und in
einfacher Weise zur Bestimmung der
Lagerkrifte verwendet werden kann.
Im TFalle horizontaler oder schréiger
Lasten sind die die Kémpferdrucklinie
bildenden Geraden nach Bedarf zu ver-
langern (Abb. 91b und c).

Besteht die Belastung des Bogens
aus beweglichen (senkrechten) Einzel-
lasten, so bedient man sich zweckmaBig
der EinfluBllinien. Da in der iiberwiegen-
den Mehrzahl der praktisch vorkom-

Abb. 91.

menden Félle die Gelenke 4 und B gleich hoch liegen, so sollen die EinfluB3-
linien unter dieser vereinfachenden Annahme dargestellt werden. Es bereitet
natiirlich keine Schwierigkeiten, auch hier eine geneigte Lage der Geraden 4 B

zu beriicksichtigen.
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Fiir den Horizontalschub gilt nach Gleichung (17) mit o = 0
M
1
Die EinfluBflache fiir H stimmt

also iiberein mit derjenigen fiir das
Moment M, eines einfachen Balkens,

H=". (1)

wenn man diese mit —j}— multipliziert

(Abb. 92a). Fiir das Moment an der
Stelle ¢ ergibt sich nach (18)

y S = —H-y, = — Y,
a) ’{ §§ ; Mc—Mco H Ye Mvo Mvo f
2 B
e : Die EinfluBfliche fir M, kann
|z~ also gebildet werden, indem man die
by 4] g mit -’;— multiplizierte EinfluBfliche
g% x‘" DY fir M, von derjenigen fiir M,, sub-
fl AT T “2%  trahiert (Abb.92b).
1 T~ Um die Ordinaten direkt von einer
">~.lg»  Horizontalen abgréifen zu konnen,

8" denke man sich die Gerade A'B" in

die horizontale Lage A'B’ gedreht
%% und trage unter A4 die Strecke
A'A” = =z, wie vorher, unter B die

Strecke B'B" = gz-% jedoch nach

oben auf. Zieht man darauf 4" B"
(Abb. 92¢), so ist die Einflubflache
durch diese Gerade festgelegt, sobald
man deren Schnittpunkte mit den
Senkrechten durch ¢ und @ einge-
tragen und diese mit 4" bzw. B’ ver-
bunden hat.

Im Punkte O’ hat die EinfluBlflache
einen Nullpunkt; eine iiber O’ stehende
Last erzeugt also keinen Beitrag zum
Moment M,. Die Lage dieser Last
kann auch mit Hilfe der Kampfer-
drucklinie gefunden werden, wenn
man beachtet, dafl der linksseitige
Kéampferdruck durch ¢ gehen muB,
da M,=0 sein soll. Durch den
Schnittpunkt O von 4A¢ und B G ist
somit diese ausgezeichnete Lage be-
stimmt, welche, da sie die positive
von der negativen Beitragsstrecke
der EinfluBfliche trennt, auch als
Lastscheide bezeichnet wird. Der

Abb. 92. positive Teil der EinfluBflache stimmt

mit der fiir das Moment M eines ein-

fachen Balkens von der Stiitzweite 4’0’ iiberein. Man kann also, um die Ein-
fluBfliche fiir M, zu erhalten, auch so verfahren (Abb. 92d), dafl man zunéchst
die Lastscheide bestimmt, darauf die EinfluBlinje fiir das Moment M/ des
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stellvertretenden Balkens von der Stiitzweite A'O’ zeichnet, diese bis
zum Schnittpunkt G mit der Senkrechten durch @ verlingert und endlich
G' B’ ziehtl.

Tiir die Querkraft ergibt sich nach (20):

”0‘

M
Q. =Qcocosq)—H-Sin(p:Qcocostp———j— sing,

wobei ¢ den Neigungswinkel der Tangente an die Bogenachse in ¢ gegen die
Horizontale angibt. Die Einfluf}fliche fiir @, 148t sich also darstellen als Differenz

der mit cos ¢ multiplizierten EinfluBflache fiir ¢,, und der mit E%’Z- multipli-

zierten fur M, (Abb.92e). Auch hier kann man &hnlich wie beim Moment
die EinfluBfliche so zeichnen, daBl die Ordinaten von einer horizontalen Nullinie
aus abgegriffen werden konnen (Abb. 92f). Will man sich des stellvertreten-
den Balkens bedienen, so bestimme man zunichst die Lastscheide, indem man
zur Tangente in ¢ die Parallele durch A zieht und diese in R zum Schnitt mit
der Kampferdrucklinie bringt. Eine Last, deren Richtungslinie durch R geht,
erzeugt einen in die Richtung von R4 fallenden Kampferdruck K, welcher
senkrecht zum Querschnitt ¢ steht, also die Querkraft @, = 0 hervorruft. Ist
somit die Stiitzweite A’ R’ des stellvertretenden Balkens gefunden (Abb. 92g),
so verfahre man in analoger Weise wie g

beim Moment, nur ist hier zu beachten,
daB die EinfluBiflache fiir @, mit cos ¢ zu

multiplizieren ist. In Abb. 93 ist noch die /
ﬂ —_—

Einflufifliche fiir die Querkraft eines in
der Niahe des Scheitelgelenkes liegenden
Querschnitts ¢ gezeichnet, und zwar fir
indirekte Belastung.

Die EinfluBlinien fiir die senkrechten
Stiitzendriicke 4 und B sind, wie aus
Gleichung (16) hervorgeht, die gleichen
wie fir den einfachen Balken (vgl. S. 37). Mow{

Im Falle ruhender, beliebig gerich-
teter Lasten fithrt das nachstehend be-
sprochene Verfahren schnell zum Ziele.
Der Bogen moge gem#ll Abb. 94 belastet sein. Die Resultierende der links
vom Gelenk G wirkenden Krifte sei R;; R, diejenige der rechts von G an-
greifenden. Mit Hilfe der Kampferdrucklinie kénnen erst die Kampferdriicke K,
und K,, infolge R, und darauf die Driicke K,, und K,, infolge R, zeichnerisch
ermittelt werden. Die wirklichen Kémpferdriicke K, und K, findet man dann
als Resultierende von K,, und K,, einerseits, sowie K,, und K,; andererseits,
und zwar bilden diese mit den gegebenen Lasten ein geschlossenes Krafteck
von stetigem Umfahrungssinn. Wahlt man nun den Schnittpunkt O von K,
und K, in Abb.94a als Pol und zeichnet zu den Lasten P das Seilpolygon
durch das Kampfergelenk 4, so geht dieses auch durch @ und B. Der zwischen
den beiden dem Gelenk benachbarten Kraften Py und Pg laufende Seilstrahl 7’
stellt namlich die Richtungslinie der Resultierenden (Seilkraft ¥ im-Krifte-
plan 94a) aller links von @ liegenden Krifte dar, und diese muB, wenn M, =0
sein soll, durch das Gelenk ' gehen. Entsprechend geht die letzte Seilpolygon-
seite durch das Kémpfergelenk B. Man nennt dieses ausgezeichnete Seilpolygon
die Drucklinie oder das Mittelkraftpolygon, weil im allgemeinen alle Seil-
krafte Driicke sind, und weil jeder Seilstrahl die Mittelkraft aller &uBeren Kriifte

Abb. 93,

1 Miller-Breslau, H.: Stat. d. Baukonstr. Bd. I, 5. Aufl., 8. 222.
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darstellt, die links bzw. rechts von einem durch das betreffende Feld gelegten
Schnitt am Bogen wirksam wird.

Die Drucklinie bietet ein bequemes Mittel zur Berechnung der Spannungen

in einem beliebigen Querschnitt. Die Lage der zu diesem Querschnitt gehorigen

Mittelkraft 7' ist aus dem Seilpolygon, ihre

F GroBe und Richtung aus dem Krifteplan zu

Abb. 94,

entnehmen. Bezeichnet § den Neigungswinkel der Kraft 7 gegen die Quer-
schnittsnormale (Abb. 95), so wird die Normalkraft

N="T-cosf
und die Querkraft

Q=7T-sinp.
Ist ferner e der Abstand der Kraft N vom Schwerpunkt S, so ergibt sich als
Biegungsmoment in bezug auf den fraglichen Querschnitt

M=N-e.

Unter Beachtung der Ausfithrungen auf Seite 23 hinsichtlich der Anwendung
der fiir den geraden Stab geltenden Spannungs-
gesetze auf einfach gekriimmte Stébe erhilt
man somit nach Gleichung (7), Abschn. I:

N M
Oob = " F T We

N, M
O =" F T Wy

Die Normalkraft & erhdlt hier das negative

Vorzeichen, da sie die durch den Schnitt ge-

trennten Stabteile gegeneinander zu driicken
sucht.

Eine Vereinfachung in der Bestimmung

der Kéampferdriicke ergibt sich, wenn das Ge-

ADD. 95. lenk @ im Bogenscheitel angeordnet ist und die

Belastung aus symmetrisch zur Mitte liegenden

Kriften besteht. In diesem Falle verlauft der durch G gehende Seilstrahl,

welcher gleichzeitig die Richtungslinie des von der rechten auf die linke Bogen-
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hélfte ausgeiibten Gelenkdruckes D darstellt, horizontal. Da aber der Kampfer-
druck K, mit D und R, im Gleichgewicht stehen muf}, so ist die Richtung von
K, durch den Schnittpunkt von D und R, festgelegt, wahrend seine Grofle aus
einem Kréftedreieck bestimmt werden kann (Abb. 96).

Die vorstehend fiir den Dreigelenkbogen entwickelten analytischen und
graphischen Verfahren lassen sich
auch anwenden, wenn ein aus
mehreren Dreigelenkbogen zusam-
mengesetztes System, wie das in /4
Abb. 97 skizzierte, vorliegt.

Soll der EinfluB einer am mitt-
leren Dreigelenkbogen I wirkenden,
beliebig gerichteten Last P unter-
sucht werden, so denke man sich
diesen durch Schnitte bei A und B
von dem Gesamtsystem getrennt Abb. 96.
und bestimme zuerst die Kampfer- ‘
driicke K, und K, des mittleren Dreigelenkbogens, fiihre diese nunmehr als
Lasten (Pfeilsinn umkehren) an den beiden Dreigelenkbdgen mit iiberkragenden
Armen I1 und III ein und bestimme darauf die Kampferdriicke K., K, K
und Kj. Sind diese gefunden, so kénnen die Momente und Querkrifte fiir alle
Systempunkte ermittelt werden.

Vi 7 A ”

Fir den Dreigelenkbogen mit iiberkragendem Ende sei die Rechnung kurz
angedeutet. Es moge K, den von dem mittleren Dreigelenkbogen auf den
linksseitigen ausgetibten Gelenkdruck bezeichnen, der unter dem Winkel y
gegen die Horizontale geneigt sei. Unter Beachtung der in Abb. 97a gewihlten
Bezeichnungen liefern die Gleichgewichtsbedingungen :

1. M =0 um B':
AU+ K,-siny-e—K,-cosy-d=0
oder
r__ K :
A =7—(dcosy—e-sm'y).
2. 3V =0:
B + A4 —K,-siny =0

Abb. 97a.

oder
B =K, -siny — 4' = Il(,“ {(" + ¢)siny — dcos p}.

3. Die Gelenkbedingung M, = 0 liefert:

’ l, ’
Ao —Hy-f =0

, AU K,
Ha="3r =21

oder
(dcosy —esiny).
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4. 3H =0:
Hy—Hp— K, -cosy =0

oder
Ka
2f

Hp=HYy — K,cosy = d—2f)cosy —e-siny}.
4 Yy

Der EinfluB der am Bogen 4" — G — B’ angreifenden Lasten ist in der
weiter oben beschriebenen Weise zu ermitteln.

Die vorstehenden Uberlegungen kénnen sinngemiB auch auf solche statisch
bestimmten Stabwerke angewandt werden, die zwar aus geraden Stédben be-
stehen, aber doch die statischen Eigenschaften des Dreigelenkbogens besitzen.
In diesem Sinne versteht man unter Dreigelenkbogen alle die Tragwerke,
welche aus zwel biegungsfesten Stéaben beliebiger Form zusammengesetzt sind,
die in einem festen Gelenk (Scheitelgelenk) zusammen-
héngen, und von denen jede auflerdem ein festes Auflager-
gelenk besitzt. Voraussetzung ist natiirlich, daB die drei
Gelenke nicht auf einer Ge-
raden liegen, da andern- g, G, G,

Gy Gz Gy
falls bei beliebiger Bela-
stung unendlich grofie La-
gerkrifte usw. auftreten
, 4 4 wiirden (H = o0, wegen —i e
A & € §—0, Abb. 88). A 5

So besteht z. B. das in

ADD. 98- Abb. 98 dargestellte Stab- Apb- 99-
werk aus dem Dreigelenkbogen B — G3 — C, auf den sich in G, der Dreigelenk-
bogen A — @, — G, stiitzt. Es liegen also hier dhnliche Verhéltnisse vor wie in
Abb. 97. Auch das Stabwerk Abb. 99 ist aus zwei Dreigelenkbogen aufgebaut,
einem unteren, 4 — @, — B, und einem dariiberliegenden, G, — G; — G,. Die
Berechnung der Stiitzkrifte, Momente, Querkrifte und Normalkréfte dieser
Systeme kann bei gegebener Belastung in dhnlicher Weise erfolgen, wie das
oben genauer erliutert ist.

SchlieBlich sei noch eine Form des Dreigelenkbogens erwiahnt, bei welcher
die beiden Bogenenden durch eine Gelenkstange verbunden sind, dafiir aber
ein Auflager verschieblich ausgebildet wird (Abb. 100). Man erkennt, dafl auch
dieses System statisch bestimmt ist, da wegen ¢ =3, s =3:2 =6 und p =3
die Bedingung (4) Seite 9 erfiillt ist. Die
drei Lagerreaktionen 4,, 4, und B lassen
gich mittels der drei Gleichgewichtsbe-
dingungen der ebenen Scheibe unmittel-
bar berechnen. Die Gelenkstange 4 B hat,

G

solange an ihr selbst keine Lasten angreifen,
nur eine Langskraft, dagegen keine Quer-
kraft und kein Moment aufzunehmen. Legt
man also durch sie einen Schnitt & — ¢
und bezeichnet die zunéchst unbekannte
Spannkraft der Stange mit § (positiv als Zug angenommen), so muB S so be-
stimmt werden, daB das Moment aller links (oder rechts) vom Gelenkpunkt
am Bogen angreifenden Krifte (einschlieflich §) in bezug auf G verschwindet,
da im Gelenk kein Moment iibertragen werden kann. Mit den Bezeichnungen
der Abb. 100 erhalt man z. B.

Au‘91—(An+S)f—P1(gl—a1)=O

Abb. 100.
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und daraus

S — Augl_Pfl(gl_al) —AIV
Nachdem 8 gefunden ist, konnen die Momente, Quer- und Normalkrifte in der
frither fiir den normalen Dreigelenkbogen beschriebenen Weise ermittelt werden.

4, Kreisformig gekriimmte Triiger bei senkrecht zur
Kriimmungsebene wirkender Belastung.

Abb. 101 stelle einen in der Horizontalebene liegenden, biegungsfesten Stab
von kreisférmiger Kriimmung dar (Radius 7), der in den Punkten 4, B, C ge-
stiitzt sei. :

Bei ¢ moge ein festes Gelenklager mit drei unbekannten Stiitzkomponenten
C,, C,, C,, bei A ein tangential verschiebliches mit zwei Lagerkomponenten 4,
und 4, (radial gerichtet) und endlich bei B ein in der Kriimmungsebene allseitig
verschiebliches Lager mit einer Komponente B, angeordnet sein. Diesen sechs
unbekannten Lagerkréiften stehen eben-
soviele Gleichgewichtsbedingungen des
starren Korpers gegeniiber, der Triager
ist also statisch bestimmt, seine Lager-
krafte infolge einer beliebigen Bela-
stung Lkonnen eindeutig berechnet
werden?.

Denkt man sich das System so be-

ry 45
Jr(— , z Z &

Abb 101. Abb. 102,

lastet, daB links von dem an einer beliebigen Stelle m senkrecht zur Stabachse
gefithrten Querschnitte nur der Stitzdruck 4, wirken moge, so erhilt man in
bezug auf m das Biegungsmoment M,=4,-b und das Verdrehungsmoment
(Torsionsmoment) My = — A,-a, wenn b und @ die aus Abb. 101 ersichtliche
Bedeutung haben. Man erkennt also, daB auBer der Biegungsbeanspruchung
gleichzeitig eine Beanspruchung auf Verdrehen eintritt, daB also die frither
fir den geraden Stab abgeleiteten Gesetze (vgl. Abschn. T, Kap.7) fiir den
vorliegenden Fall einer Erweiterung bediirfen.

Zu diesem Zwecke sei zunichst angenommen, der Querschnitt des zu unter-
suchenden Trigers sei ein Kreis vom Radius R. Unter dem Einfluf} eines Torsions-
momentes verdrehen sich zwei benachbarte Querschnitte eines Tragerdifferentials
von der Linge ds (Abb. 102) gegeneinander um den Winkel d#, d. h. Punkt A’
verschiebt sich um a-d?® nach 4", wenn a den Abstand des Punktes A bzw. A’
vom Schwerpunkt O angibt. Bezeichnet nun y den Winkel 4’4 4", so 1aBt sich
die Strecke A4’A’" auch durch das Produkt yds ausdriicken, weshalb

a-d¥=y-ds  oder y=a-%§-.

1 KEin Ausnahmefall liegt vor, wenn die Lager C und 4 auf einem Kreisdurchmesser
liegen. Das System wird dann infolge horizontaler Lasten verschieblich, also unbrauchbar,
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Andererseits kann die Winkelénderung y nach dem Elastizitdtsgesetz (12) (S. 20)
durch den Quotienten aus der Schubspannung 7t und der Gleitzahl G dar-
gestellt werden:
T
Y=g
wobei 7 entsprechend der Verdrehung zum Radius r senkrecht steht. Setzt
man beide fiir y gefundenen Werte einander gleich, so erhélt man eine Beziehung
fir die Schubspannung:
av

T=G a5, (22)
welche besagt, dal die Schubspannungen linear iiber den Querschnitt verteilt
sind. Fiir die Schubspannung am Umfang gilt also

_ TR

u a
Das Moment der inneren Krifte tdF am linken Querschnitt des Elements ds

muB gleich dem auf den Querschnitt wirkenden Drehmoment M, sein. Diese
Bedingung liefert:

My=[vdF-a=3[a?dF,

4
wobei f @*dF = J, = % das polare Tragheitsmoment des Kreisquerschnitts
ausdriickt. Man findet somit fiir die Schubspannung am Rande

R 2M
Tusz(Z:'ﬁg, (23)
bzw. an einer beliebigen Stelle im Abstand ¢ vom Schwerpunkt
2M,-
T=Md°%=*#. (24)

Setzt man diesen Wert in (22) ein, so erhdlt man schlieBlich

M;-ds 2M;-ds

a9 = GJ, ~ GaR* -

Daraus ergibt sich der Verdrehungswinkel zweier um die Strecke s voneinander
entfernter Querschnitte

8

_ | Msds _ 2M,-s

=G, “dam (25)
0

Den Gleichungen (24) und (25) liegt die Voraussetzung zugrunde, daf} die
Querschnitte nach der Verdrehung eben bleiben, eine Bedingung, welche nach
den Ergebnissen theoretischer und praktischer Untersuchungen beim XKreis-
querschnitt erfiillt ist. Bei allen anderen Querschnitten treten jedoch, wie
zuerst von St. Venant nachgewiesen wurde, neben der Drehung um die Stab-
achse auch Verriickungen parallel zu dieser auf, welche von der Querschnitts-
form und der jeweiligen Lage der Querschnittselemente abhingig sind. In solchen
Fillen sind die obigen Formeln nicht mehr giiltig.

Die fiir die Schubspannung gefundene Beziehung (23) wird haufig auf die
Form gebracht

7, =

max W’

wobei beim Kreisquerschnitt Wd-——%’l das Widerstandsmoment gegen
Drehen bedeutet.
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Fir Baukonstruktionen kommen fast ausschlieBlich rechteckige oder aus
Rechtecken zusammengesetzte Querschnitte in Frage (wozu ndherungsweise
auch die Walzprofile gehoren). Die groBte Schubspannung infolge eines Dreh-
moments tritt beim einfachen Rechteck in der Mitte der gréBten Rechteckseite,
und zwar am Umfange auf. Sie nimmt bei Rechtecken, die sich nicht allzuviel
vom Quadrat unterscheiden, naherungsweise den Wert an?

9 M,

Tmax = 3

wenn b die kurze, & die lange Rechteckseite angibt. Entsprechend wird in der
Mitte der kurzen Rechteckseite

_ 3 M,
R Yo

Bei sehr schmalen Rechtecken wird néherungsweise!
M,

Tmax 3b2.h .

In den Ecken ist 7 = 0.
Fiir Walztréger gibt Foppl? folgende Naherungsformeln an:

Jg= %Zdal (26)
und
>d3l
Wa= Sdo (27)

worin d und / die Schmal- bzw. Langseiten der einzelnen Rechtecke bezeich-
nen, aus denen der Gesamtquerschnitt besteht, und d,, die Schmalseite des
dicksten Rechtecks bedeutet. J; — von Féppl Drillungswiderstand des
Querschnitts® genannt — gibt denjenigen Wert an, durch welchen J,, in Glei-
chung (25) bei den hier ins Auge gefaBten Querschnitten zu ersetzen ist. Als
groBte Schubspannung erhilt man

My 3 My e

fax =W, T sa

(28)
und zwar tritt diese in der Mitte der Langseite desjenigen Rechtecks auf, dessen
Dicke den grofiten Wert hat. Die Anwendung der Gleichungen (26) bis (28)
setzt voraus, dall die Lingen der einzelnen Rechtecke, aus denen der Quer-
schnitt besteht, groB im Verhiltnis zu den Breiten sind, und daB durch ent-
sprechende Ausrundungen an den eingpringenden Ecken unverhiltnismiBig
groBe Spannungserh¢hungen vermieden werden. Bei den iiblichen Walztrigern
besitzen die Flanschen grofere Dicke als der Steg. 7., wird also bei diesen in
Flanschmitte auftreten, und zwar an der AuBenseite des Flansches.

Die hier fiir den Verdrehungswinkel und die maximale Schubbeanspruchung
angegebenen Formeln sind zundchst nur fiir den Fall einer reinen Verdrehung
giiltig, bei der auBler den an den beiden Endquerschnitten des Stabes angrei-
fenden verdrehenden Kraftepaaren keine dufleren Krifte auf den Stab wirken.

1 Vgl. A.F6ppl: Techn. Mechanik III, 10. Aufl., S. 357 u. 438; Bach-Baumann:
Elastizitat und Festigkeit, 9. Aufl., S. 355.

2 Foppl, A.: Uber den elast. Verdrehungswinkel eines Stabes. Miinchen: Verlag der
Bayr. Akademie der Wissenschaften 1917. — Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang IT, S. 100.
— Foppl, A.: Techn. Mechanik V, 4. Aufl., S. 163f.

8 Nach Versuchen von A.Foppl ist dem obigen Wert fiir J,; noch ein Berichtigungs-
faktor beizugeben, so daB genauer zu setzen ist: J, = n-} Zd3l. Fir T -Profile hat sich %
im Mittel zu 1,3 ergeben, fiir alle anderen Walzprofile war 7 kleiner, bel Winkeleisen nahezu
gleich 1.
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Weiter oben war bereits darauf hingewiesen, daB bei allen Querschnittsformen
mit Ausnahme des Kreises eine Verwindung bzw. Wolbung des Querschnitts
infolge der Drillung eintritt, welche bei reiner Verdrehung ungestiért vor sich
gehen kann. In allen anderen Fillen tritt eine mehr oder weniger starke Behin-
derung dieser Querschnittswolbung auf, wodurch -— wie Versuche von A. Foppl
ergeben haben — die Beanspruchung auf Verdrehen beeinfluflit wird, und zwar
in nur geringem Mafle bei gedrungenen Querschnitten, wie z. B. Rechtecken
von nahezu quadratischer Form, stirker dagegen bei T -Trigern. Will man sich
also in solchen Fallen der vorstehenden Formeln bedienen, so darf bei T -Trigern
nicht auf allzu groBe Genauigkeit der Ergebnisse gerechnet werden.

Wirkt auf den betrachteten Querschnitt auler dem Verdrehungsmoment M,
noch ein Biegungsmoment M, in bezug auf den zu dem fraglichen Querschnitt
gehorigen Kriimmungsradius als #-Achse (m — O in Abb. 101), so lassen sich
die von letzterem erzeugten Normalspannungen ¢ mittels der fiir den geraden
Stab abgeleiteten Gleichung

M

— 2,
aerl ¢

bestimmen, wenn { den Abstand eines Querschnittselementes von der #-Achse
angibt.

Mit Hilfe der vorstehenden Erlduterungen kann eine nidherungsweise Er-
mittlung der Spannungen des in Abb. 101 skizzierten Tragers und &dhnlicher
Systeme durchgefiihrt werden, sobald fiir die einzelnen Querschnitte die Dreh-
und Biegungsmomente infolge einer lotrechten Belastung bekannt sind.

Wirkt auf den Triger die senkrechte Last P an der Stelle m, so liefern die
Gleichgewichtsbedingungen fiir den starren Korper, der auf ein rechtwinkliges
Achsenkreuz mit C als Ursprung bezogen wird, unter Beachtung der in Abb. 101
gewihlten Bezeichnungen:

1. 3X=0:C_,+ A,cos0=0,
2. 3Y=0:0,+ 4, sina=0,
3. SZ=0:4,+B,+C,—P=0,
4. DM _=0: B,-g— Py, =0,
5. SM,=0: A,-1+ B,-l, — Pex,, =0,
6. S M,=0: A,sina-1=0.

Daraus findet man 4, =C, = C, = 0;

Py, 1 P l
B= "I A, = (Pown— Bol) =7 (tn— Uny));

P wl
0,:P—(A,+Bz):T<l——xm-f"gl>.

Man denke sich nun durch den Schwerpunkt des Querschnitts m ein ebenes
Achsenkreuz (1, {) gelegt, derart, dal die 7-Achse mit dem Kriimmungsradius
und die ¢-Achse mit der Normalen zur Kriimmungsebene zusammenfillt. Dann
mogen bezeichnen: :

M, das Biegungsmoment in bezug auf die 7-Achse,
M, das Biegungsmoment in bezug auf die {-Achse,
M ; das Drehungsmoment in bezug auf die Tangente in m.

Fiir senkrechte Lasten wird, da 4, = C, = C, =0, das Moment M, = 0.
Steht die Last P rechts von m, so erhilt man die Momente (Abb. 103a)

MnmzAz'b; Mdmz—Az'a’
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und bei Laststellung links von m
Mypn=4,b—P-u;, Mzyp=—A,a+ P-v,
wobei
u=r-sin(p —p); v=r{l—cos(p —p)}.

Soll der Einflul einer gleichm#Big verteilten, senkrechten Belastung p kg/m
verfolgt werden, so schreibe man zunéchst wieder zur Ermittlung der Lager-
kriafte die Gleichgewichtsbedingungen an, welche mit Bezug auf Abb.103Db
nach Ausschaltung der horizontalen Stiitzenreaktionen, die zu Null werden,

lauten:
4

a0 T
Az+Bz+Cz—pfrd(p:0= Bz'g_pfrd‘p'y:()’
o e o
pl
Az-l—gj‘rdqa—l—Bz-lz:O.
o
Mit y == 7-sin ¢p — ¢ wird
T T—
. ¢
fr-y-dq):rzf(mn(p—?)d(p=2rzcosoc~cr(7'z——2cx).
o o

T
Setzt man noch cosa = 2Lr und f rde =r(m —2a), so lauten nunmehr die
o

Ausdriicke fiir die Lagerkréfte:
B, =%r{l—c(ﬂ——2oc)};

myf=l

pr prl : y T b

4, =%@—20)— glz{l——c(n—&x)}, —————— /; S &% )
, ’l CAZN N by c
C’z=%(7z~2oc)——£—li{l—c(ﬂ——2a)}. / I SR NN TN
7 / ‘;7/ N
O ffg{?\* SN 13

AR iy

Amy
7 [Z

7
e hg/m
/ N \ - -
N
/ 7/ v \ A, g, 2
Lo A S z z 2

Abb. 108.

Fiir einen zwischen den Stiitzen A und B liegenden Querschnitt m ergibt
sich unter Beachtung der Abb. 103b das Biegungsmoment

e
M, =Az-b——pfrd¢p-u
o

oder mit .
u =r-sin(y —¢),

7
Mnm=Az-b——rzpfsin(y—<p)dcp
o

’ l
T — =
=Az-b——rsz(coqu-y’":_c—sin(p' ; 2>d<p

o

— b= p{ymgn+ ) + D) (2n— 5|
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und das Drehmoment:

¥
Mgy=—4A4,-a+ pfrdq)-v

oder mit
v =r{l —cos(y — @)}

4
Myp=—A,a+p2[{1—cos(y — ¢)) d

’ !
Ly — —
=—A,-a—}—prz(y—oc)—per<cos¢- ; 2 +Sin(p-@£)d(p

o

= —Az.a,+pr2(y—oc)—p{ym(xm——%> + (0 — z,) (ym + c)}.

Dritter Abschnitt.

Ermittlung der Spannkrifte statisch bestimmter
Fachwerke.

1. Statische Verfahren fiir das ebene Fachwerk.
a) Schnittmethoden.

o) Das Culmannsche Verfahren.

Durch das in Abb. 104 dargestellte Fachwerk, an welchem sich die Lasten
P, bis Pgim Gleichgewicht befinden mégen, denke man sich einen Schnitt ¢ — ¢
gelegt, welcher drei sich nicht in einem Punkte schneidende Stibe treffen moge.
Ist B die Resultierende aller links vom Schnitt liegenden #uBeren Krifte, so
miissen, wenn Gleichgewicht am linken Tragerteil bestehen soll, die Spannkrifte
der geschnittenen Stabe mit der Resultierenden R ein geschlossenes Krafteck
bilden. Zur Bestimmung der fraglichen Spannkrifte hat man somit nur die
Aufgabe zu lgsen: Eine nach GroBe,
Richtung und Lage gegebene Kraft R
nach drei Kriften von bekannter Lage
zu zerlegen, die sich nicht in einem
Punkte schneiden (vgl. S.9).

Sollen also die Spannkrifte der drei
Stabe O, D und U des in Abb. 105 dar-
gestellten, mit senkrechten Kraften be-
lasteten Fachwerktrigers bestimmt wer-

Abb. 104. den, so denke man sich einen diese Stibe

treffenden Schnitt ¢ —¢ durch das

Fachwerk gelegt. Die Mittelkraft der am linken Trigerteil wirkenden duBeren
Krifte ist identisch mit der Querkraft Q = 4 — P, in dem vom Schnitt ge-
troffenen Trégerfeld des belasteten Gurtes, deren Lage in bekannter Weise
aus dem Seilpolygon der duleren Krifte gefunden werden kann (vgl. S.35).
Die Aufgabe lautet also jetzt: Die nach GroBe, Richtung und Lage bekannte
Querkraft @ nach den drei Stabrichtungen O, D und U zu zerlegen. Zu diesem
Zwecke bringt man je zwei der vier Kraftrichtungen zum Schnitt, etwa U mit
@ und O mit D und verbindet diese Schnittpunkte durch die Hilfsgerade . Nun
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zerlegt man zunichst @ nach @ und U, darauf @ nach O und D und findet dem-
nach die gesuchten Spannkrifte. Der Umfahrungssinn zur Bestimmung der
Vorzeichen ist durch den Pfeilsinn von @ gegeben. Im vorliegenden Falle er-
geben sich O und D als Druckkrifte, wihrend U eine Zugkraft darstellt.
Denkt man sich den Triger so belastet, daB die Kraftrichtung von @ gerade
durch den Schnittpunkt der vom Schnitt ¢ — ¢ getroffenen Stibe O und U
geht, so fallt die Hilfsgerade @ mit O zu- ‘
sammen, d. h. im Krifteplan muB sich /
D zu Null ergeben. Man erkennt also, 0.’
daB fiir einen bestimmten Belastungsfall g
des Trigers die Diagonalspannkraft den 2 -
Wert Null annehmen kann. rﬁi‘ —

y-;
A 3

Die Schnittpunkte des beiderseits
verlingerten Untergurtstabes U mit
den Auflagersenkrechten (Abb. 106) 0
seien mit A’ und B’, der Schnitt-
punkt der Geraden A’e und B'b mit L 9, 2
bezeichnet. Durch L moge die Rich-
tungslinie einer am Obergurt angreifen- 7
den Last P gehen, welche nach zwei in Abb. 105.
den Knotenpunkten ¢ und b der oberen
Gurtung angreifenden Seitenkridften P° und P zerlegt werden soll. Zu
diesem Zwecke trage man P = CF als Strecke auf (Abb. 106a), ziehe CO|| LA’,
FO|B'L und OD|ab. Dann ist CD = P’ und DF = P". Zieht man ferner
OE| A’ B, so liefern die Strecken HC und FE die Auflagerdriicke 4 und B
infolge der Last P, bzw. der Lasten P’ und P" (vgl. 8.35). Der Geradenzug
A’ —a — b — B stellt das Seilpolygon dieser Lasten mit dem Pol O dar. Die
Querkraft @ des vom Schnitt ¢ — ¢ getroffenen Feldes muf also durch den
Schnittpunkt 7' der Schlufilinie 4’ B’ mit dem Seilstrahl ¢ — b gehen. Nun ist
aber T identisch mit dem Schnittpunkt der Gurtstdbe O und U. Die Spann-
kraft im Stabe D wird also zu Null, sobald die Last P die hier vorausgesetzte
ausgezeichnete Lage einnimmt.

¢t
U P’LII P”
4 s b

P a 0 \ S~
2) 2 A\ b A
e AV \J/~
<t a1 —=_Is

\F A it e V'

Abb. 106.

Steht P im Knoten b, so ist die Mittelkraft aller am linken Tragerteil wirken-
den #uBeren Krifte gleich dem Auflagerdruck A4, da dieser allein an dem ab-
geschnittenen Teil angreift. Die Lage von A ist bekannt, seine Grofle sei auf
rechnerischem Wege gefunden. Wendet man jetzt auf diesen Belastungszustand
das Culmannsche Verfahren an (Abb. 107a), so findet man, daBl bei aufwirts-
gerichtetem A der links fallende Diagonalstab D infolge der gewahlten Last-
stellung Druck erhilt, sofern sich die Stdbe O und U auBlerhalb der Stiitzweite 4 B
schneiden. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn die Last P in irgend-
einem anderen Knotenpunkte zwischen b und dem rechten Triagerende angreift.
Steht dagegen P im Punkte a, so liefert das Culmannsche Verfahren, auf den

Handbibliothek IV.1. 2. Aufl. 5



66 Ermittlung der Spannkrifte statisch bestimmter Fachwerke.

rechten Trigerteil unter Benutzung des Auflagerdruckes B angewandt (Abb. 107b),
im Diagonalstab D eine Zugkraft. Aus dieser Betrachtung ergibt sich, daB die
Spannkraft D ihr Vorzeichen wechselt, sobald die Last P vom Knoten @ nach b
riickt und umgekehrt. Zwischen beiden Knoten liegt der Punkt L (Abb. 106),
der insofern ausgezeichnet ist, als eine durch ihn gehende Last P im Stabe D

It
Nl
i

’
8 0
Abb. 107.

die Spannkraft Null erzeugt. Wegen dieser besonderen Eigenschaft heiBt L die
Lastscheide fiir den Stab D, die in der Theorie der EinfluBlinien eine wichtige
Rolle spielt (vgl. S.76).

Greifen die Lasten am Untergurt an, so bringe man zur Bestimmung von L
den vom Schnitt ¢ —¢ getroffenen Obergurtstab mit den Auflagersenkrechten
zum Schnitt und verfahre im ibrigen in ganz analoger Weise. So ist z. B. in
Abb. 109 die Lastscheide L fiir die rechts fallende Diagonale Dg ¢ gezeichnet
worden. Lasten rechts von L erzeugen in diesem Stabe Zug, Lasten links von L
dagegen Druck. Die Abb. 108a und
108b zeigen noch die Ermittlung
der Lastscheide fiir ein reines
Strebenfachwerk, einmal bei Be-
lastung des Untergurtes, das an-
dere Mal bei Belastung des Ober-
gurtes.

Haufige Anwendung findet das
Culmannsche Verfahren zur Be-
stimmung der groBten Diagonal-
spannkrifte infolge eines iiber den
Trager wandernden Zuges von Ein-
zellasten, Der in Abb. 109 skiz-
zierte Tréger sei der Betrachtung
zugrunde gelegt. Die StabkrifteO,
D und U im Obergurt, in den
Diagonalen und im Untergurt er-

Abb. 108. halten zur Unterscheidung die

Ordnungsziffer des ihnen ange-

horigen rechten Knotenpunktes als Index beigefiigt, welche Bezeichnung
auch in Zukunft beibehalten werden soll. So bezeichnet z. B. Dy die Diagonal-
spannkraft im Stabe 5—86, U, die Spannkraft im Stabe 4—6 usw. Lasten zwischen
Punkt 6 und dem Auflager B erzeugen im Stabe Dg Zug, wihrend Lasten links
von 4 im gleichen Stabe Druck hervorbringen. Um nun die gréBte positive
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Diagonalspannkraft Dg, .. zu erhalten, lasse man den Lastenzug vom Auflager B
bis zum Punkt 6 vorriicken. Diese Laststellung wird als Grundstellung (vgl.
S. 40) bezeichnet. Aus dem A-Polygon kann der Auflagerdruck 44 infolge dieser
Laststellung entnommen werden!. Denkt man sich nun einen Schritt ¢ — ¢
durch den Trager gefiihrt, der die Stabe O,, Dg und U, trifft, so stellt 44 die
Mittelkraft der am abgeschnittenen linken Tragerteil wirkenden duBeren Krifte
dar. Zur Bestimmung von Dg hat man also nur die Aufgabe zu lésen: den nach
GréBle, Richtung und Lage bekannten Auflagerdruck Ag nach den drei Stab-
richtungen 0,, De und U, zu zerlegen (vgl. Abb. 109a). D ergibt sich, wie voraus-
zusehen war, als Zugkraft, denn die im Kréfteplan gefundenen Pfeile sind an
den Schnittstellen des linken Tragerteiles anzutragen. Ob infolge der angenom-
menen Grundstellung in der Tat Dy, erzeugt wird, kann nicht ohne weiteres
gesagt werden. Um dieses zu priifen, verschiebe man den Lastenzug so weit
nach links, bis die zweite Last
am Punkt 6 angreift. Die unter
der ersten Last aus dem 4-Poly-
gon entnommene Ordinate A
gibt den Auflagerdruck infolge
der neuen Lasgtstellung an, dessen
EinfluBl auf die drei vom Schnitt
getroffenen Stibe genau wie vor-
her ermittelt wird. Die so ge-
wonnenen Spannkréfte seien mit

% Di, Ug bezeichnet (Abb. 109Db).
Da nun aber P, iiber 6 hinaus-
geriickt ist, so verteilt sich diese
Kraft auf die Knotenpunkte 4
und 6, und zwar entfallt auf 4

der Anteil K = Blzﬁ ,

6
wenn e, den Abstand
der Last P, von P, N\ Y Ber
und 4, die Feldweite () YANEZ
4—6 bezeichnen. K

ist nunebenfallsunter

Anwendung des Cul-

mannschen Verfah-

rens nach den vom Schnitt getroffenen Stabrichtungen zu zerlegen. Im vor-
liegenden Falle deckt sich die Hilfsgerade G mit der Kraftrichtung von K,
weshalb K am Knoten 5 direkt nach O, und D, zerlegt werden kann. Die
Komponenten seien mit Df und 07 bezeichnet, und zwar ergibt sich hier DY
als Druck, 07 als Zug (Abb. 109¢). Die wirkliche Spannkraft der Diago-
nale Dy erhalt man schlieBlich, indem man D{ zu dem bereits mit Hilfe
von Ag ermittelten Beitrag D§ addiert, wobei auf die Vorzeichen zu
achten ist. Wird der so gefundene Wert Dj = Dy + D¢ gréBer als der sich aus
der Grundstellung ergebende, 'so entsteht die Frage, ob nicht eine weitere Ver-
schiebung des Zuges nach links zu erfolgen hat, was bei groBeren Feldweiten
gewohnlich notwendig wird, bis sich schlieflich eine der gefundenen Spann-
krafte als die grofite ergibt (vgl. auch S.41). In dhnlicher Weise lassen sich
die Grofitwerte der iibrigen Diagonalspannkrifte bestimmen. Um z.B. den
groBten Druck im Stabe Dy zu finden, mufl zunichst der Lastenzug von rechts
her bis zum Knoten 4 vorgeschoben und darauf untersucht werden, ob die

07//

Abb. 109,

1 Miiller-Breslau, H.: Stat. d. Baukonstr. I. Bd., 5. Aufl., 8. 2871f.
5%
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Grundstellung mafigebend ist oder nicht. Andererseits miiite man, um den
groBten Druck Dg.. im Stabe Dg zu bestimmen, den Lastenzug von 4 aus bis
zum Punkte 4 vorriicken lassen. Zu diesem Zwecke wire die Auftragung des
B-Polygons erforderlich. Bei symmetrisch zur Mitte gebauten Systemen kénnen
jedoch alle Grenzwerte mit Hilfe des A-Polygons ermittelt werden, denn es

ist ersichtlich, da3 D =D

6 min 13min

[}t sein mufl. Dy, . aber wird ge-
- funden, wenn der Lastenzug von B

\ aus bis zum XKnoten 12 vorge-
V\ riickt ist, sofern etwa fiir diesen
I7AN Fall die Grundstellung mafgebend

”T \Z< ¢ l P 5 wére.
In &hnlicher Weise kénnen auch

Abb. 110. die Vertikalspannkrifte bestimmt

werden, wenn es sich um ein

Stinderfachwerk handelt, wie z. B. in Abb. 110. Man hat dann den
Schnitt ¢ —¢ nur so zu fihren, daBl die fragliche Vertikale von diesem ge-
troffen wird, und zerlegt die Mittelkraft aller links (oder rechts) vom Schnitt
t —t wirkenden #ufleren Krafte nach den drei Stabrichtungen O, V und U.

f) Das Rittersche Verfahren.

Stehen an einem Tragersystem beliebig gerichtete Krifte miteinander im
Gleichgewicht, so ist die Summe der Momente aller dieser Kréfte in bezug auf
einen beliebig gewihlten Momentenpunkt in der Trigerebene gleich Null. Dieser
Satz gilt auch, wenn man sich ein Fachwerk durch einen Schnitt in zwei Teile
zerlegt denkt und das Gleichgewicht eines dieser Teile, etwa des linken, fiir sich
untersucht, nur miissen dabei die Spannkrifte der vom Schnitt getroffenen
Stabe an dem betrachteten Scheibenteil beriicksichtigt werden. Da ihr Pfeilsinn
zunichst nicht bekannt ist, fithrt man sie voriibergehend als positive, also Zug-
krifte ein. Gelingt es nun, den Bezugspunkt, fiir welchen die Momentensumme
aller am linken Scheibenteil angreifenden Krifte gebildet werden soll, so zu
wihlen, dafB alle unbekannten Spannkréifte aufiler einer durch diesen Punkt
gehen, so kann diese eine aus der Momentenbedingung berechnet werden.

Abb. 111.

Denkt man sich z. B. an dem in Abb. 111 skizzierten einfachen Fachwerk-
balken den Schnitt ¢ — ¢ so gefiihrt, daBl von ihm die drei Stibe O,,,,, D,, und
U,, getroffen werden, so miissen die zunichst als Zugkrifte angenommenen
Stabspannungen O,,.4, D, und U,, mit den am linken Scheibenteil wirkenden
duBeren Kraften zusammen ein Gleichgewichtssystem bilden. Um nun die Spann-
kraft U, zu bestimmen, wihle man als Momentenpunkt den Schnittpunkt
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m — 1 der Stibe O, und D,,. Dann lautet die Momentenbedingung in bezug
auf m — 1:

Mm—l - Um'rm-—l =0
oder ‘
My
Tm—1

Upp =

, (1)

wenn M,, , das Moment aller links vom Schnitt { — ¢ an der Scheibe angreifen-
den duBeren Kréifte angibt, welches positiv angenommen wird, wenn es den
linken Trégerteil gegen den rechten im Uhrzeigersinn zu verdrehen sucht, und
7m—y den Hebelarm des Stabes U,, in bezug auf m — 1. Die Gleichung (1) be-
sagt, daB der fiir U, angenommene Pfeil richtig ist, solange M,, , positiv wird.
In gleicher Weise bestimmt man O,,;, indem man als Bezugspunkt den
Schnittpunkt m von D,, und U,, wahlt. Die Momentenbedingung liefert dann:
My +Opyy =0
oder
O = — 22, @
d. h. bei positivem M, wird O,,,, eine Druckkraft. Um endlich D,, zu finden,
wahle man als Bezugspunkt den Schnittpunkt ¢ von O, ,; und U,, und schreibe
die Momentengleichung an:

woraus folgt:
Dpy=——, (3)

wenn M; das Moment aller am linken Scheibenteil angreifenden duBeren
Krifte in bezug auf den Punkt ¢ bedeutet.

Die Bestimmung des Schnittpunktes ¢ wird ungenau, sobald die Stabe
Oy und U, sich unter sehr spitzem Winkel schneiden. Es empfiehlt sich dann,
einen anderen Weg zur Bestimmung von D,, einzuschlagen. Zu diesem Zwecke
projiziere man die Stabkrafte O,,,,, D,, und U,, auf eine Horizontale und bilde
2H = 0. Greifen nur senkrechte Krifte am Triger an, was hier vorausgesetzt
sein moge, so liefern die duBeren Krifte keinen Beitrag zu dieser (leichung,
und man erhalt, wenn f,,., den Neigungswinkel des Obergurtstabes O, .,
@, den der Diagonale D, und y,, den des Untergurtstabes U, gegen die Hori-
zontale bezeichnen,

Opiqvc08fyey + Dycose, + Upy-cosyy, =0.

Nun ist aber
M, .

0m+1=—'ﬁ’ l]m‘—:_'

und somit

m

M M.,
208,01 — =1 COSY,, -
Tm Tm—-1

D,,-cosg,, =

Bezeichnet man ferner allgemein das zwischen Ober- und Untergurt liegende
Stiick der Senkrechten durch einen beliebigen Knoten & mit A, so wird wegen
Ty = Pp-cos By und 7,y = h,_;-CO8 ¥,
M, M,
D, 008 @y = 3™ — hm_ll .

m

Man findet also die Diagonalspannkraft direkt aus den Angriffsmomenten fiir
die Punkte m und m — 1. Die hier betrachtete Diagonale fallt von links nach
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rechts. Fiir die von rechts nach links fallende Diagonale D,,,, wiirde sich er-
geben:

Dypi1CO8 @y y g = — ﬂ]fm“ + ﬂ;{m ’
m+1 m
wovon man sich nach den vorstehenden Erlauterungen leicht iiberzeugen kann.
Bezeichnen also M, und M, die Momente in bezug auf den oberen und unteren
Endpunkt einer Diagonale D, I, und h, die zugehoérigen Trigerhohen und ¢
den Neigungswinkel gegen die Horizontale, so gilt allgemein?
M, M

D-cos<p=—h;———}f. 4

Aus den fiir O und U abgeleiteten Ausdriicken erkennt man, dafl die Gurt-

krifte ihre groBten Werte annehmen, wenn fiir die zugehérigen Bezugspunkte
die groSten Momente entstehen. Das Rittersche Verfahren eignet
N sich somit besonders zur Bestimmung der maximalen Spannkrifte
N in den Gurtungen, sobald fiir den betreffenden Triger die Maxi-
malmomente gegeben sind (vgl.
S. 42). Es gilt ganz allgemein
fiir jedes einfache Dreiecksnetz,
sofern sich nur ein Bezugspunkt
finden 14Bt, durch den alle Stab-
richtungen bis auf diejenige
gehen, deren Spannkraft ge-
sucht wird.

Bei der Untersuchung eines
Dreigelenkbogens mit ruhender
Belastung von der in Abb. 112
dargestellten Form kann das
Rittersche Verfahren mit Vor-
teil zur Anwendung gelangen,
wenn bereits das Mittelkraft-
polygon gezeichnet ist (vgl. S. 55). Der vom Schnitt ¢ — ¢ getroffene Seilstrahl
gibt die Mittelkraft R aller links vom Schnitt am Bogen angreifenden dufleren
Krifte an. Bezeichnet nun r,, das Lot vom Knoten m auf den Obergurtstab
0,4, und y, das Lot von m auf R, so lautet die Momentenbedingung fiir m
als Bezugspunkt:

Abb. 112.

0m+1'rm +RB-y,=0
oder
Ry,
T

Opir=—
In gleicher Weise 148t sich die Spannkraft im Stabe U,, berechnen. Sind alle
Gurtkréafte bekannt, so konnen die Vertikal- und Diagonalspannkrifte leicht
gefunden werden, indem man fiir die in Frage kommenden Knotenpunkte des
unbelasteten Gurtes — hier des Untergurtes — je ein Krafteck zeichnet. Anstatt
die Angriffsmomente fiir die einzelnen Bezugspunkte mit Hilfe der Drucklinie
zu bestimmen, kann man diese auch rechnerisch ermitteln, was bei lauter senk-
rechten Lasten am schnellsten zum Ziele fiihrt.

b) Die Cremonaschen Kriftepline.

Die Ermittlung der Spannkrifte eines Fachwerkes mit Hilfe Cremonascher
Kriftepline empfiehlt sich besonders dann, wenn es sich um ruhende Belastung

1 Griining, M.: Stat. d. ebenen Tragw., S. 123.
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handelt und das Fachwerk von der einfachsten Art, d.h. so gebildet ist,
daB es mindestens einen Knotenpunkt besitzt, von dem nur zwei Stibe aus-
gehen, und daB sich immer ein folgender Knoten finden 146t, an dem nur zwei
neue Stébe hinzutreten.

Ein Fachwerk, in dessen Knotenpunkten beliebig gerichtete, miteinander
im Gleichgewicht stehende duflere Kriafte angreifen, kann statisch als ein System
von Massenpunkten aufgefafit werden, wenn man sich seine Masse auf die ein-
zelnen Knotenpunkte verteilt denkt und die in den Fachwerkstdben wirkenden
Spannkrifte als duBere Krifte an den Knotenpunkten wirksam annimmt. Die
Aufgabe des Gleichgewichts der Fachwerkscheibe kann unter dieser Voraus-
setzung als Aufgabe iiber das gleichzeitige Gleichgewicht aller Knotenpunkte
behandelt werden. Fiir jeden Punkt stehen in der Ebene zwei Gleichgewichts-
bedingungen zur Verfigung (X'V =0, 2H = 0), welche zur Bestimmung der
unbekannten Stabspannungen dienen. Ist nimlich mindestens ein Knotenpunkt
vorhanden, an dem nur zwei Stibe zusammentreffen, so liefern die Gleich-
gewichtsbedingungen sofort die unbekannten Stabspannkrifte. Bei einem Fach-

Abb. 113.

werk von der einfachsten Art 146t sich von diesem ersten ausgezeichneten Knoten
ausgehend immer ein weiterer finden, an dem nur zwei neue unbekannte Krifte
auftreten, die in der gleichen Weise gefunden werden. Die Bestimmung der
Stabspannkrifte beruht also auf einer von Knotenpunkt zu Knotenpunkt fort-
schreitenden Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen. Es wire demnach fiir
jeden Knotenpunkt gesondert ein geschlossenes Kriftepolygon zu zeichnen,
dessen Seiten zu den Richtungen der an diesem Knoten angreifenden dufleren
Kriafte und Fachwerkstabe parallel sind. Nun verbindet aber jeder Fachwerk-
stab zwei Knotenpunkte, seine Spannkraft tritt also immer in zwei Krifte-
polygonen auf. Die gesonderte Zeichnung all dieser & Polygone bei k& Fachwerk-
knoten ist umstdndlich. Man fiigt sie deshalb zur Vereinfachung so aneinander,
daB jede Stabkraft nur einmal auftritt, und erhélt somit einen Kréfteplan, der
allgemein unter dem Namen Cremonascher Kréafteplan bekannt ist, weil
Cremona besonders auf seine geometrischen Eigenschaften hingewiesen und
einen praktisch brauchbaren Weg fiir seine Anwendung gegeben hat. Das Ver-
fahren sei nachstehend an Hand eines Beispiels erlautert.

Der in Abb. 113 dargestellte Fachwerktriger, dessen Knotenpunkte mit
den Ordnungsziffern 0 bis 10 belegt werden, sei mit den aus der Abbildung er-
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sichtlichen Kriften P belastet. Man bestimme zunichst mit Hilfe eines Seil-
polygons die Resultierende R der gegebenen Lasten und ermittle mit ihrer Hilfe
die Auflagerreaktionen 4 und B. Darauf trage man die gesamten duBeren Krafte,
einschlieflich der Lagerkrafte, mit einer beliebigen Kraft beginnend und rings-
herum dem Rande des Fachwerks entlang fortschreitend, zu einem geschlossenen
Kriftepolygon von stetigem Umfahrungssinn auf (Abb. 114). Nun suche man
einen Knoten auf, an dem nur zwei unbekannte Stabkrafte angreifen, also z. B.
den Knoten 0, und zerlege die dort wirkende duBlere Kraft 4 nach O, und U,.
Fiir den Knoten 0, und in der Folge ebenso fiir jeden weiteren Knoten, muf3
sich wegen des bestehenden Knotengleichgewichts ein geschlossenes Krafteck
ergeben, dessen Umfahrungssinn ebenfalls kontinuierlich ist. Die Zerlegung von
A nach O; und U, kann auf zwei Arten erfolgen, entweder indem man die
Parallele zu O, durch den Schnittpunkt von 4 und P, im Kréfteplan zieht
und entsprechend diejenige zu U, durch den Schnittpunkt von P, und A4, oder
umgekehrt. Soll jedoch jede Spannkraft im Krafteplan nur einmal auftreten,
80 bedenke man, daf§ O, sowohl dem Krafteck fiir Knoten 0 als auch fiir Knoten 1
angehért. Dem ersteren gehoért auch
die auBere Kraft 4, dem letzteren die
duBere Kraft P, an. Man wird also die
Parallele zu O, durch den Schnittpunkt
von 4 und P, und entsprechend die-
jenige zu U, durch den Schnittpunkt
von 4 und P, ziehen miissen, um die
genannte Bedingung zu erfiillen. Daraus
ergibt_sich allgemein der Satz, daB im
Krafteplan jede Stabkraft eines Rand-
stabes immer von einer ganz bestimm-
Abb. 114. ten Ecke des Kraftepolygons ausgehen
mufl. Der Umfahrungssinn des Kraft-
ecks fiir Knoten 0 ergibt gleichzeitig die Vorzeichen fiir die gefundenen Stab-
spannungen, denn eine nach dem Knoten hin gerichtete Kraft erzeugt im
Stabe Druck, eine vom Knoten weg gerichtete Kraft erzeugt im Stabe Zug.
Die so gefundenen Vorzeichen werden zweckmifBig in das Trégernetz fiir jeden
Stab eingetragen. Vom Knoten 0 geht man nun zum Knoten 1 weiter, denn
an diesem greifen jetzt nur noch zwei unbekannte Stabkriafte D, und O an.
0, gehort den beiden Kraftecken fiir Knotenpunkt 1 und 3 an, mull also
durch den Schnittpunkt von P; und P, gehen, womit gleichzeitig festgelegt
ist, daB D, durch den Schnittpunkt von O, und U, gebhen muB. Daraus er-
kennt man, daf die Spannkréfte der drei Stibe O;, D, und U,, welche im
Tragernetz ein Dreieck bilden, im Krifteplan durch einen Punkt gehen.
Dieser Satz gilt allgemein und bietet ein einfaches Hilfsmittel zur richtigen
Auftragung des Krifteplanes. Man findet somit aus dem zum Knoten 1 ge-
horigen Krafteck die bisher unbekannten Spannkrifte O; und D,, deren Pfeil-
sinn in bezug auf Knoten 1 zugleich angibt, daBl O; eine Druckkraft, D, da-
gegen eine Zugkraft ist. In gleicher Weise geht man von Knoten zu Knoten
weiter, immer zunichst denjenigen wihlend, an dem nur zwei unbekannte
Stabkrifte angreifen. Am Knoten 10 miissen schliellich die Spannkrifte O,
und U, mit der Lagerreaktion B im Gleichgewicht stehen, also mit dieser im
Kriifteplan ein geschlossenes Krafteck bilden, wodurch eine wichtige Kontrolle
fiir die Richtigkeit des Kréafteplans gegeben ist.

Ein Nachteil der Cremonapline liegt darin, daBl sich Fehler schnell fort-
pflanzen. Zur Erzielung genauer Resultate empfiehlt es sich, das Trigernetz
in moglichst groBem MaBstabe aufzutragen oder auch die Spannkrifte ein-
zelner Stdbe zur Kontrolle rechnerisch nachzupriifen.
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Liegt ein System vor, das nicht von der einfachsten Art ist, wie z. B.
der in Abb. 115 dargestellte Polonceau-Dachbinder, so empfiehlt es sich, eine
oder mehrere Stabkrifte durch Rechnung zu bestimmen und darauf unter Be-
nutzung der so gefundenen Krifte den Cremonaplan in der oben besprochenen
Weise zu zeichnen.

Nach FErmittlung der Auflagerkrifte koénnte man bei dem vorliegenden
System etwa am Knoten 0 mit der Auftragung des Cremonaplans beginnen.
Sobald jedoch die Kriftezerlegung an den Knoten 1 und 2 erledigt ist, wiirde
man sowohl beim Knoten 3 als auch
bei 4 nicht zwei, sondern drei unbe-
kannte Stabkrifte antreffen, deren
Bestimmung im Krifteplan nicht ohne
weiteres moglich ist. Hier leistet das
Rittersche Verfahren gute Dienste,
denn, legt man jetzt einen Schnitt
t — ¢ durch die drei Stabe 5—7, 6—7
und 4—10, so 148t sich in bezug auf Abb. 115.
den Knoten7 eine Momentengleichung
aufstellen, welche auBer den gegebenen &dufleren Kriften nur die unbekannte
Stabkraft 4—10 enthilt, die somit berechnet werden kann. Ist diese gefunden,
dann treten am Knoten 4 nur noch zwei unbekannte Stabkrifte auf, und der
Cremonaplan kann nunmehr vervollstindigt werden.

An Hand des in Abb. 114 dargestellten Cremonaplanes soll jetzt noch auf
einige geometrische Beziehungen zwischen Trigersystem und Krifteplan hin-
gewiesen werden. Dabei sollen zu ersterem auch die Richtungslinien der am
Fachwerk angreifenden Lasten und Lagerreaktionen gerechnet werden. Dem
Bildungsgesetz des Kriafteplanes entsprechend gehort dann zu jeder Linie des
Tragersystems eine ihr parallele im Krifteplan und umgekehrt. AuBlerdem ent-
spricht jedem Knotenpunkt des Fachwerks ein Polygon (Krafteck) im Krifte-
plan, da an jedem Knoten zwischen duBleren und inneren Kriften Gleichgewicht
bestehen mufB. Aber auch umgekehrt entspricht jedem Eckpunkt im Kréfte-
plan ein Polygon im Tragersystem. Fiir solche Eckpunkte des Krafteplanes,
von denen keine duBleren Krifte ausgehen, ist das schon oben bei der Be-
sprechung des Krafteplanes gezeigt worden, denn es bildeten im Trégersystem
immer die drei Stibe ein Dreieck, deren Spannkrifte im Krafteplan durch einen
Punkt gingen. Aber auch denjenigen Eckpunkten des Krifteplanes, an denen
zwei #uBere Krifte und eine oder mehrere Stabspannungen zusammentreffen,
entspricht im Trigersystem ein Polygon, und zwar besteht dieses aus den
Richtungslinien der betreffenden &duBeren Krifte und den zwischen ihnen liegen-
den Stabachsen, wobei man sich das Polygon geschlossen denken kann, indem
man die Kraftlinien bis zum Schnitt verlingert. Zwei Figuren, die zueinander
in einem derartigen geometrischen Verhaltnis stehen, bezeichnet man als rezi-
prok und nennt deshalb die Cremonaschen Kriftepline auch ,reziproke
Krafteplane®.

Bislang war vorausgesetzt, daBl die Spannkrafte des Tragers fiir einen festen,
unverinderlichen Belastungsfall ermittelt werden sollten. Nun leistet aber auch
der Cremonaplan in Verbindung mit dem 4-Polygon (vgl. S. 39) gute Dienste bei
der Bestimmung der groBten Spannkrafte in den Fillungsstiben einfacher Fach-
werkbalken infolge eines iiber den Trager wandernden Zuges von Einzellasten.

Zu diesem Zwecke denke man sich den in Abb. 116 dargestellten Briicken-
triger A B von der Stiitzweite ! in der Nahe des Auflagers B durch eine Einzel-
last P so belastet, daB bei A der Auflagerdruck 4 = 1 entsteht®. Das ist z. B.

1 Vgl. FuBnote 8. 67.
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der Fall, wenn die Last P =1 L im Abstand b von B steht, denn dann ergibt

i b

b

sich 4 = 1._5‘72 1. Indessen ist die Angabe dieser Last nicht erforderlich,

da man nur die Spannkréfte der Stibe links von P zu ermitteln hat. Nun zeichne
man am Knoten 0 beginnend fiir diesen Belastungszustand, welcher hinfort
der ,Zustand 4 = 1“ genannt werden soll, den Cremonaplan, der fiir die
Diagonalstibe die Spannkrifte D ergeben moge. Ein von B aus auf dem Triiger
vorriickender Lastenzug erzeugt nach S.67 z. B. in dem Diagonalstab D, nur
Zug, solange alle Lasten rechts vom Knoten 4 stehen. Im Falle der Grund-
stellung ergibt sich aus dem A4-Polygon der Lagerdruck 4, und demnach erhilt
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Abb. 116.

man, sofern die Grundstellung fiir die
Bestimmung des gréften Zuges im
Stabe D; maBgebend ist (Abb. 116a),

‘D4max= Dyr 4y

Wird die Grundstellung so weit iiber-
schritten, dal die zweite Last im Kno-
ten 4 steht (Abb. 116b), so greife man
im A-Polygon unter der ersten Last den
Stiitzendruck A{ ab. Die durch A/
in der Diagonale D, erzeugte Spann-
kraft wird dann ®,-A4;. Die Kraft P,
verteilt sich auf die Knoten 3 und 4,
und zwar entfillt auf 3 der Beitrag

P, %, wenn A die Feldweite und e, den
Abstand der Last P, von P, angibt.
Der EinfluB von Ple;—1 auf D, kann

nun in gleicher Weise bestimmt wer-
den, wie dieses bereits bei Besprechung

des Culmannschen Verfahrens gezeigt ist (vgl. S.67). In analoger Weise kann
man z.B. die grofite Druckkraft D, im Stabe 2—3' ermitteln, indem man
den Lastenzug zunichst bis zum Knoten 3 vorriicken 148t und den Wert
D; = D3 A; bestimmt. Es ist dann zu untersuchen, ob dieser den gréBten ne-
gativen Wert D, ;. darstellt, oder ob die Grundstellung iiberschritten werden
mufl. Zur Ermittelung von D, . miilte man den Lastenzug von 4 aus bis
zum Knoten 3 vorriicken lassen und hitte das B-Polygon aufzutragen (Abb. 116¢),
sowie den Cremonaplan fiir den ,,Zustand B = 1 zu zeichnen. Letzterer
liefert fiir die Diagonalen die Spannkrifte ®’. Ist die Grundstellung maB-
gebend, so ergibt sich der grofte Druck

D4min: B3 * @4, .

Bei symmetrischen Systemen ist der Cremonaplan fir 4 =1 das Spiegelbild
des Cremonaplanes fiir B =1 und das A-Polygon das Spiegelbild des B-Poly-
gons. In diesem Falle kénnen alle GroBitwerte mit Hilfe des Cremonaplanes fiir
A =1 in Verbindung mit dem A4-Polygon festgelegt werden (vgl. auch S.67).

¢) Spannkraftermittlung mit Hilfe der EinfluBlinien.

Die allgemeine Theorie der Einfluilinien ist bereits in Ziffer 6 des I. Abschnitts
behandelt worden. Es sollen nun an dieser Stelle die Einflufflinien der wichtigsten
Fachwerksysteme besprochen werden, wobei durchweg senkrechte Belastung

vorausgesetzt wird.
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Die EinfluBllinien fiir die Stitzendriicke 4 und B eines einfachen Fach-
werkbalkens sind die gleichen wie die bereits in Ziffer 1 des II. Abschnitts ge-
fundenen des einfachen Vollwandbalkens.

Fir die Spannkréifte in den Gurtstiben ergab sich mit Hilfe des Ritter-
schen Verfahrens eine allgemeine Beziehung, wonach erstere gleich dem Quo-
tienten aus dem Moment des Bezugspunktes und dem zugehorigen Hebelarm r
gesetzt werden konnen, und zwar erbalten die Obergurtkrifte das negative,
die Untergurtkrafte das positive Vorzeichen. Ihre EinfluBlinien ergeben sich
somit aus denjenigen fiir die Momente der Bezugspunkte, wenn man diesen den
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Abb. 117.

Multiplikator p = %beilegt. In Abb.117a und b sind die EinfluBlinien fiir

den Obergurtstab O,,,; und den Untergurtstab U, eines einfachen Fachwerk-
balkens 4 B aufgetragen. Da der Bezugspunkt m — 1 zwischen zwei Knoten-
punkten des Lastgurtes liegt, so ist die Spitze der EinfluBlinie fir U,, auf
die Lange des Feldes (m — 2) — m abzuschneiden (vgl. S. 38).

Die Bestimmung der EinfluBlinie eines Diagonalstabes kann im allgemeinen
ebenfalls mit Hilfe des Ritterschen Verfahrens erfolgen. Bezeichnet ¢ den Bezugs-
punkt des Stabes D,, und r; den zugehorigen Hebelarm, so lautet die Momenten-
gleichung in bezug auf ¢ fiir den durch den Schnitt ¢ — ¢ abgetrennten linken
Tragerteil (vgl. Abb. 117):

D m*Ts + M i = 0 ’
woraus folgt:
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Steht die Last 1 im Knotenpunkt m oder rechts von m, so ist das Moment
der am linken Trégerteil angreifenden &ulleren Krifte, wenn a den Abstand
des Punktes ¢+ von der Auflagersenkrechten durch A4 angibt,

Mi = — .A ‘a.
Man erhilt also
a

—-4.

ri

D,, =

Steht dagegen die Last 1 im Knoten m — 2 oder links davon, so liefert die Mo-
mentengleichung der am rechten Trégerteil wirkenden Krifte in bezug auf
Punkt ¢, wenn b dessen Abstand von der Auflagersenkrechten durch B be-
zeichnet ,

Bb+D,-r;=0
oder

b
Dy =——" B.

Ts
Die GréBenri-A und — %-B geben demnach die Ordinaten der Einfluf3-
i i

linie fiir D,, rechts und links des vom Schnitt getroffenen Feldes der belasteten
Gurtung an. Trigt man nun von einer Horizontalen 4’ — B’ (Abb 117¢) aus

unter 4 den Wert 1-— = A’ A" und unter B den Wert — 1— = B'B" auf,

und verbindet A"’ mlt B’ und B mit 4’, so stellen die Geraden B4’ und
A'B"” zwischen B und m bzw. 4 und m — 2 die EinfluBlinie fiir D,, dar. Im
Feld (m — 2) — m wechselt diese ihr Vorzeichen und geht unter der Lastscheide
L durch den Nullpunkt. Man hat also nur noch die Endpunkte der den Punk-
ten m und m — 2 entsprechenden Ordinaten #,, und #,, 5 zu verbinden, um die
vollstandige EinfluBlinie zu erhalten.

Zu einer bemerkenswerten Eigenschaft der EinfluBlinie fiihrt noch eine

Bezichung, welche zwischen den unter 4 und B aufgetragenen Strecken

ri und —ri’ sowie den Abstinden ¢ und b des Punktes ¢ von den Lager-
1

senkrechten besteht. Es verhilt sich ndmlich

a b
—i—=a:b,
Yy Ty

d.h. der Schnittpunkt der Geraden A'B” und B’A" liegt senkrecht unter
dem Bezugspunkt ¢. Beachtet man diese Eigenschaft, so bedarf es nur der Auf-

tragung eines der Werte ri oder — ‘rb—, um die EinfluBlinie festzulegen. Das-

selbe gilt, wenn die Lastscheide L bestimmt wird, wodurch der Nullpunkt L’
der EinfluBlinie gegeben ist.

Zu einer zweiten Losung der Aufgabe fiihrt die Benutzung der Cremona-
pline fiir die bereits frither erwahnten Zustinde 4 =1 und B =1 (vgl. S. 74).
Die sich aus diesen ergebenden Spannkrifte in den Diagonalen und Vertikalen
des in Abb. 118 skizzierten Systems seien infolge 4 = 1 mit ® und B, infolge
B =1 mit ®' und B’ bezeichnet.

Eine rechts von m 4+ 1 am Obergurt angreifende Last 1 erzeugt den
Stiitzendruck 4 = 1 ~
D,=4-D :1_90_ SD Entsprechend erzeugt eine links von m — 1 wirkende
Last 1 den Stiitzendruck B __lé’ weshalb fiir diese Belastung D,, ll$ ‘D
wird. Tragt man jetzt von einer Horizontalen 4’B’ aus unter A den Wert
D = A’A” und unter B den Wert ®’ = B’ B"" unter Beachtung der Vorzeichen
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auf, und zieht die Gerade B’A4’" (Abb. 118a), so schneidet diese zusammen mit
der Horizontalen 4’ B’ auf der Richtungslinie einer Last 1 rechts von m + 1 die

Strecke 7 = SD-%— ab. Diese Gerade stellt also die EinfluBlinie fiir .D,, zwischen
B und m -+ 1 dar. Analoges gilt fiir die Gerade A’'B’’ zwischen 4 und m — 1.
Dem Feld (m — 1) — (m + 1) endlich entspricht in der EinfluBllinie die Ver-
bindungsgerade der End- ,

punkte der beiden Ordi- ri’\lr p & "
naten 7,_; und %, " \t'x z
Auch hier miissen sich die ¢ v ”"1,' s "
Geraden A’ B"” und B’ A" lr\ N}

senkrecht unter dem [N\ 8"

Schnittpunkt ¢ der zu D, ig 7 » mfz/i/
f

gehorigen Gurtstibe O,,.,
//"/// A,J/ Trert

|
|
|
|
und U,, schneiden, wo- !
durch eine. Zeichenkon- |
trolle gegeben ist. {

Indessen ist bei der !
hier angefiihrten Losung |
die Bestimmung des Punk- pY
tes ¢ entbehrlich, so daB ”{\
dieses Verfahren mit Vor- '
teil dann angewendet
wird, wenn sich die ent- 5"
sprechenden  Gurtstébe AbD. 18-
unter sehr spitzem Winkel schneiden, z. B. bei der Auftragung der EinfluBlinie
fiir den Vertikalstab ¥V, (Abb. 118b).

Eine Vereinfachung in der Konstruktion der Einflufllinien fiir die Fiillungs-
stibe tritt besonders dann auf, wenn Ober- und Untergurt einander parallel
sind. Fiir die Diagonale D,, des in Abb. 119 dargestellten Paralleltrégers, dessen
Untergurt der Lastgurt sein moge, ist nach

¢
Gleichung (4) (71 \‘/
My — Mns Y% 1
Dm.costpm=T, h\ iz
oder mit b = A, tg @, . ’ it |7 x

P
Dp=tp—lnot . On (g g 33), é’”"a/} 7
m SIN @y 81N @y A
ST Gy

Die EinfluBlinie fir D, ist demnach| ¥ M~ fFrhmhm i i iuismsssss-
die gleiche wie fiir die Qun:erkraft Q,, des 3’"’17&" { \\\\\\\\\\\\

m-ten Feldes, wenn letztere den Multipli-
kator u = — erhilt (Abb. 119a).
sin ¢

Denkt man sich den Knoten m — 1 4 1{
des Obergurtes durch einen Schnitt vom
Tréager getrennt, so mul}, da Lasten nur
am Untergurt angreifen, zwischen den
Spannkriften der von diesem Schnitt
getroffenen Stibe Gleichgewicht bestehen. Die Bedingung X'V = 0 liefert:

Vm—l + .Dm Sin Pm = 1]

Abb. 119,

oder
V1= —D,sing, = —Q,,.

Die EinfluBlinie fiir V,,_; ist also gegeben durch die mit dem Multiplikator
u = — 1 behaftete EinfluBllinie fiir die Querkraft @, {Abb. 119b).
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Greifen die Lasten am Obergurt an (Abb. 120), so #ndert sich hinsichtlich
der Bestimmung von D,, gegeniiber dem oben betrachteten Fall des belasteten
Untergurtes nichts, denn fiir diese Diagonale gilt das dort abgeleitete Gesetz
unveréndert. Zur Bestimmung von V,,_, dagegen trenne man jetzt den Knoten
m — 2 des Untergurtes vom Tréger ab und bilde

P Dy 2-sin@y s+ Vi1 =0
m-1 oder
Vit Ve = — Dp—g'sin Pm—2 = — Qm—1.
A ¢ m-z\/ > w ¥} Die EinfluBfliche fir V,,_, ist also gleich
der mit —1 multiplizierten EinfluBfliche
fir die Querkraft @,, , des (m — 1)-ten

[ AOy;ssyyrhrre oy Feldes (AbD. 120a).

Bei Fachwerktrigern von groBerer
Abb. 120. Spannweite treten héufig innerhalb des
Hauptnetzes noch Zwischensysteme auf,
wodurch ein Fachwerk entsteht, das nicht mehr von der einfachsten Art ist.
Ein solcher Trager ist z. B. in Abb. 121 dargestellt. Handelt es sich dabei um
eine rubende, gleichbleibende Belastung, so kann die Ermittlung der Spann-
kriafte mit Hilfe eines Cremonaplanes erfolgen, nachdem vorher etwa nach
der Ritterschen Methode die Spannkrifte der an bestimmten Knoten iiber-
zéhligen Stébe berechnet sind (vgl. Polonceau-Binder S. 73). Besteht die Be-
lastung dagegen aus verschieblichen Einzellasten, die hier am Obergurt an-
greifen mogen, so benutzt man zweckmiBig die EinfluBlinien.
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Abb. 121.

Soll z. B. die EinfluBllinie fir O; (Abb. 121a) gezeichnet werden, so ver-
fahre man zunichst genau so, als ob das Zwischensystem nicht vorhanden
sei und trage die EinfluBlinie 4’C’ B’ in bekannter Weise fiir das Hauptnetz
auf. Denkt man sich nun im Knoten 3’ zwischen 3 und 5 die Last 1 stehend,
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und betrachtet das Dreieck 3 — 3" — 5 als selbsténdigen Trager (Abb. 121b), so
erzeugt diese in bezug auf 3" das Moment% -1, wenn 2 die durchweg gleiche Feld-

weite 3 — 3’ des Systems bedeutet. Aus diesem Moment ergibt sich die Zusatz-

spannkraft im Obergurtstab O = —% % = — 7};— , wobei kb die Tragerhohe be-
2

zeichnet. Man erkennt, daf % diejenige Strecke ist, welche von den Geraden

*A’B” und B'A4" auf der Senkrechten durch 3’ abgeschnitten wird, wie sich
aus dhnlichen Dreiecken ergibt. In den Feldern 3 — 3’ einerseits und 3’ — 5
andererseits mull die EinfluBlinie geradlinig verlaufen, ihre Form ist somit
festgelegt. In dhnlicher Weise sind diejenigen fiir die anderen Obergurtstibe
zu bestimmen.

Die Spannkréifte der Untergurtstibe werden im vorliegenden Fall durch
das Zwischensystem nicht beriihrt, ihre EinfluBlinien weisen also keine Be-
sonderheit auf. Das gleiche gilt von den unteren Halften der Diagonalstibe,
wihrend die oberen Hilften dieser Stabe Zusatzkriafte aus dem Zwischensystem
erhalten.

Zur Bestimmung der Einflullinie fiir Dj» trage man zuniichst diejenige
fir D, in bekannter Weise auf, die besonders einfach zu zeichnen ist, da es
sich hier um einen Paralleltrager bandelt, bei dem alle Diagonalen unter dem
gleichen Winkel ¢ geneigt sind (Abb. 121c¢)./Fiir den in Abb. 121b skizzierten
Belastungsfall entsteht in der Diagonale Dj» eine Zusatzkraft, welche sich

durch Zerlegung der Kraft —;— nach Oy~ und Dy~ zu + 3 siln " ergibt. Nun schnei-

den aber die beiden parallelen Geraden 4’'B” und B’'A"” der Einfluilinie auf
der Senkrechten durch 3’ die Strecke ! ab, und diese wird, da 3’ in der Mitte

sin
zwischen 3 und 5 liegt, durch die dem Feld 3—b5 entsprechende Gerade der Ein-
fluBlinie des Hauptsystems in zwei gleiche Teile zerlegt, deren unterer somit

gleich ist, um welchen Wert die dem Punkt 3’ entsprechende Ordinate

2sin ¢
der Einflufllinie bei Anordnung des Zwischensystems vergroBert werden muB.
Da die Einflufilinie in den Feldern 3 — 3’ und 3’ — 5 geradlinig verlaufen mu8,
so ist ibre endgiiltige Form leicht festzulegen.

In Abb. 121d ist endlich die Einfiuflinie fiir die Hauptvertikale ¥V, auf-
getragen, deren Bildungsgesetz einer weiteren Erklirung nicht bedarf.

Von besonderer Wichtigkeit ist das Verfahren der EinfluBlinien fiir zu-
sammengesetzte Fachwerke, wie Gerbertrager, Dreigelenkbogen und verwandte
Systeme. Bei der Besprechung dieser Einflufilinien kann zum Teil auf die
in den Ziffern 2 und 3 des II. Abschnittes angestellten Betrachtungen Bezug
genommen werden.

Die Einflullinien fiir die Spannkrifte von Stdiben der Mitteloffnung A B
des in Abb. 122 dargestellten Gerbertrigers, dessen Obergurt der Lastgurt ist,
unterscheiden sich innerhalb der Stiitzweite 4 B nicht von denen fiir die ent-
sprechenden Stébe eines einfachen Balkens. Um die Beitrdge der rechts und
links anschlieBenden Kragarme und Koppeltriger zu erhalten, verlingert man
die EinfluBlinien der Mitteloffnung beiderseits bis zu den Senkrechten durch
die Gelenke und 1a8t sie von da ab unter den dufleren Lagern zu Null abfallen.
Daf} dieses fiir die Gurtkréfte zutrifft, ist nach den Erliduterungen auf 8. 50
ohne weiteres verstindlich, wenn man beachtet, da3 deren EinfluBlinien direkt
aus denen fiir die Momente der zugehorigen Bezugspunkte abgeleitet werden
konnen, unter Beriicksichtigung der aus dem Ritterschen Verfahren sich er-
gebenden Vorzeichen und Division mit den entsprechenden Hebelarmen. So
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wurde in Abb. 122a die EinfluBlinie fiir den Obergurtstab O,,,, und in Abb. 122b
diejenige fiir den Untergurtstab U, aufgetragen.

Aber auch fiir die Diagonalen kann man sich von der Richtigkeit dieser
Konstruktion leicht iiberzeugen. Bei Belastung der Mitteloffnung verhilt sich
der Triager wie ein einfacher Balken, die Einflullinien der Diagonalspannkrifte
konnen also fiir diesen Trégerteil nach den fritheren Erlduterungen gezeichnet
werden. Steht nun die Last 1 iiber dem Gelenk G,, so greift in bezug auf den
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Abb. 122.

Schnitt ¢ — ¢ am linken Trégerteil als duBere Kraft nur der Auflagerdruck 4
an, und zwar wird 4 = —1. sz, wenn ! die Stiitzweite der Mittelsffnung und I,
die Linge des Kragarmes B, angeben. Fiir den Diagonalstab D, ist der
Bezugspunkt ¢ mafigebend. Die Momentengleichung der am linken Tragerteil
wirkenden Krafte fir diesen Punkt lautet nun:

A'ai—Dm'7i=0,
woraus folgt

4%yl

D,=A4 .y = 1 ot

Man iiberzeugt sich leicht, daf in Abb. 122¢, welche die EinfluBlinie fiir .D,,
darstellt, in der Tat die unter @, liegende Ordinate die Grofie — 172% besitzt.
i
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In gleicher Weise kénnte man am linken Kragarme verfahren. Zwischen dem
Gelenkpunkt @, und den Lagern C und 4 bzw. ¢, und den Lagern B und D
verlduft die EinfluBlinie geradlinig, wie bereits frither gezeigt ist (vgl. S.51).

Anstatt die Werte ? und —b—' zu bestimmen, kann man auch hier die Grofen

D,, und D}, benutzen, welche die Spannkrifte im Stabe D,, fiir den Fall an-
geben, dafl am linken Tragerteil nur der Lagerdruck 4 = 1 bzw. am rechten
Tragerteil nur B = 1 wirkt (vgl. S.76).

In Abb. 122d ist noch die EinfluBllinie fiir den Stab D,,_; gezeichnet, die
insofern bemerkenswert ist, als sie ihr Vorzeichen innerhalb der Offnung 4 B
nicht dndert. Dieser Fall tritt immer dann
ein, wenn der Schnittpunkt der zugehori-

gen Gurtstibe — hier mit k bezeichnet — Y e
innerhalb der Stiitzweite 4 B liegt. l FNmo1|_me1 ] mez
Die durch den Knoten m + 1 gehende ' AN N L '

Vertikale V,,,, tritt nur in Tatigkeit bei &7 z, A i
Belastung der beiden ihr benachbarten le——c; REAN
Tréagerfelder. Ihre Spannkraft ist somit L £
leicht anzugeben. Dagegen wird die durch i A
m — 1 gehende Vertikale V,, , durch alle (e

den Trager belastenden Krifte bean-
sprucht. Denkt man sich den Knoten a)
m — 2 der unteren Gurtung herausge- 32
schnitten und bildet fiir diesen Knoten
2V =0, so wird, wenn 8,,_, und g, die
Neigungswinkel von U,,_, und U, gegen

die Horizontale angeben (Abb. 123), %) sl
Cit v
43
7 7
\<———.Z‘,,,,7—>
Abb. 123. >ck e
—Upg S0 By + Vins + U 8in iy =0 d)
m—2 m—2 m—1 m S Py Ziyaq ~Che
oder T
Abb. 124.

Vier = Up_g-sinf,,_o — U, +sinf,,.

Man kann also die EinfluBllinie fir V,,_; aus denjenigen fiir U,,_, und U,
ableiten.

Die Einfluflinien der Gurtkrifte des Kragarmes ergeben sich wieder aus
denen fiir die Momente der zugehorigen Bezugspunkte. In Abb. 124a und b
sind diejenigen fiir die Stabkrifte O,,,, und U,, aufgetragen, die unter Beach-
tung der auf S.46 und 51 gegebenen Erlauterungen keiner weiteren Erklarung
bediirfen.

Im Diagonalstab D,, kann offenbar nur dann eine Spannkraft auftreten,
wenn der Triger links vom Knoten m -+ 1 belastet wird. Man stelle nun die
Last 1 in den Knoten m — 1, bestimme den Bezugspunkt ¢ und schreibe die
Momentengleichung fiir die links vom Schnitt ¢ —# wirkenden Krifte an.
Diese lautet unter Beachtung der aus Abb. 124 ersichtlichen Bezeichnungen:

1-(¢;+2p_q) + Dp-7; =0.
Handbibliothek IV.1. 2. Aufl. 6
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Daraus findet man
D,=—1. %
als EinfluBordinate fiir den Punkt m — 1. Steht die Last 1 im Gelenkpunkt,

so wird entsprechend
D,, = — —:i .

Durch diese beiden Ordinaten ist die EinfluBlinie festgelegt (Abb. 124¢). Sie
hat unter m + 1 einen Nullpunkt, unter @ einen Knickpunkt, denn dem Koppel-
trager entspricht wieder als Einfluflinie eine Gerade. Die Verbindungslinie
der Endpunkte der beiden EinfluBordinaten unter m — 1 und G, schneidet
die Nullinie senkrecht unter dem Bezugspunkt ¢, eine Eigenschaft, die mit
Vorteil bei der Konstruktion der EinfluBlinie benutzt wird.

Endlich ist in Abb. 124d die EinfluBlinie fir die Spannkraft D, , auf-
getragen. Der Bezugspunkt & liegt hier rechts von @. Eine in diesem Punkt
stehende Last 1 erzeugt den Wert D, ., = 0, was sowohl aus der Momenten-
gleichung hervorgeht, als auch aus den auf S. 65 bei Besprechung des Culmann-
schen Verfahrens gegebenen Erlauterungen ersichtlich ist.

Zur Bestimmung der EinfluBlinie fiir die Haupt-
vertikale ¥, iiber der Stiitze A denke man sich den
Lagerknoten herausgeschnitten (Abb. 125) und stelle
die Knotengleichgewichtsbedingung X'V =0 auf.
Diese liefert

A+ Vs +U,-sinf, +U,-sinf, =0,
UZS\ & wenn mit U; und U, die links und rechts von 4
___ BN\ ___ ¥ anschlieBenden Untergurtstibe bezeichnet werden,
und fB; bzw. B, deren Neigungswinkel gegen die Hori-
A zontale angeben. Die Auflésung der vorstehenden
Abb. 125. Gleichung nach V4 ergibt:

Va= — (4 + U;-sin B, + U, -sin §,)

oder mit
M
U,cos B, = U,-cos f;, = TA,

wobei A die Hohe der Vertikalen ¥4 und M4 das Stiitzmoment bedeuten,
M
Va=—4+ 52 (tg B+ tg b))

Somit 146t sich die EinfluBfliche fir V4 als Summe der EinfluBfliche fiir A4

(Ordinate 1 unter 4) und der mit » = 71;— (tg B, + tg B,) multiplizierten Einflul3-

fliche fiir das Stiitzmoment M4 darstellen. Erstere ist zwischen den Stiitzen
C und A4 positiv, letztere negativ. Nach Multiplikation mit — 1 entsteht die
aus Abb. 122e ersichtliche EinfluBfliche fiir V4.

Beim Dreigelenk-Fachwerkbogen kénnen die EinfluBllinien fiir den Hori-
zontalschub und die Gurtspannkrifte nach den fiir den vollwandigen Bogen
(Abschn. IT, Kap. 3) gegebenen Erlduterungen gezeichnet werden, indem man bei
den Gurtstdben wieder die zwischen diesen und den Momenten der zugehérigen
Bezugspunkte bestehenden Beziehungen beachtet. In Abb. 126a—c sind die
EinfluBlinien fiir den Horizontalschub, sowie die Spannkrifte O,,,, und U,
fiir einen symmetrisch gebauten Zwickelbogen aufgetragen (vgl. Abb. 92).

Zur Konstruktion derjenigen fiir D,, denke man sich den Schnitt ¢ — ¢ gelegt
und bestimme den Schnittpunkt ¢ von O,,,, und U,,. Steht die Last 1 im Punkte
m -+ 1 oder rechts davon, so greifen am linken Tréigerteil als duBere Krafte nur
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der Lagerdruck 4 und der Horizontalschub H an. Die Momentengleichung fiir
Punkt ¢ lautet somit:

A'a/i’—H‘k‘—Dm‘ri =O,
wenn kb die Hohe des Obergurtes iiber den Kampfern und a; bzw. r; die Hebel-
arme von 4 und D, in bezug auf ¢ bedeuten. Nach D,, aufgelsst, erhilt man

D, = %(A-ai—}l-h)

und findet somit fiir den Teil zwischen m -+ 1 und B die EinfluBordinaten fiir
D,, als Differenz der mit % multiplizierten Ordinaten der A4-Linie und der mit

Fh— multiplizierten Einflufordinaten fiir H (Abb. 126d). Steht die Last 1 dagegen
i

im Knoten m — 1 oder links davon, so lautet die Momentengleichung der am
rechten Trigerteil angreifenden Kréfte in bezug auf 4:

B-b;—H-h—D,-r,=0,
woraus folgt:
Dy = - (B-b,— H-h).

Fiir den Trigerteil zwischen m — 1 und A ergeben sich die EinfluBordinaten

tir D, somit als Differenz der mit % multiplizierten Ordinaten der B-Linie
i

und der mit ;’z'jmultiplizierten EinfluBordinaten fiir H. Im Feld (m — 1) — (m 4 1)

verldauft die EinfluBlinie geradlinig, man hat also nur die Endpunkte der bereits
gefundenen Ordinaten #,,_, und #,,,; zu verbinden, um das vollstandige Bild
der gesuchten EinfluBlinie zu erhalten. Fiir die Auswertung ist es immer wiin-
schenswert, dafl die Einfluordinaten von einer Horizontalen aus abgegriffen
werden kénnen. Es empfiehlt sich also, die Bestimmungsgréfen in der in Abb. 126e
angegebenen Weise aufzutragen. Die Ubereinstimmung beider EinfluBlinien
ist unschwer zu erkennen.

In Abb. 126f ist die EinfluBlinie fiir die Vertikale V,,,; gezeichnet, unter
Anwendung des gleichen Bildungsgesetzes wie fiir D,,. Bemerkenswert ist, daB3
hier nur ein Nullpunkt zwischen 4 und B auftritt. Das ist immer der Fall,
wenn der Bezugspunkt des zu untersuchenden V- oder D-Stabes — im vor-
liegenden Beispiel & — auBerhalb des durch die Kémpferdrucklinie 4'G B’
begrenzten Feldes fillt. Liegt er gerade auf der Kdmpferdrucklinie, dann muf
bei Belastung der rechten Scheibe der linke Kémpferdruck immer durch den
Bezugspunkt gehen, d.h. bei dieser Belastung wird die Spannkraft in dem
betreffenden Fiillungsstabe zu Null. Die der rechten Scheibe entsprechende
Gerade der EinfluBlinie fllt also mit der Nullinie zusammen.

An dieser Stelle sollen noch zwei Tragsysteme Erwahnung finden, die durch
Verbindung zweier Fachwerkscheiben mit einer Anzahl von Stdben entstehen
und in statischer Hinsicht dem Dreigelenkbogen verwandt sind.

Abb. 127 zeigt einen Gelenkbogen, welcher durch einen den Schub des
Bogens aufnehmenden Fachwerktriger versteift ist. Dall dieses System statisch
bestimmt ist, erkennt man leicht, wenn man sich einen Stab des Bogens ent-
fernt denkt und an seiner Stelle einen neuen Stab am Untergurt des Versteifungs-
tragers gegeniiber dem Gelenk G einschaltet. Es entsteht dann ein einfacher
Balken 4 B, an dessen Obergurt einzelne Knotenpunkte zweistdbig angeschlossen
sind.

Bei 4 ist ein auf horizontaler Bahn verschiebliches, bei B ein festes Lager
angeordnet. Infolge senkrechter Lasten, welche am Obergurt des Versteifungs-
tragers angreifen mogen, kénnen auf die Stiitzen nur senkrechte Lagerdriicke

6%
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Abb. 127.
a [N £ ausgeiibt werden. Die EinfluBlinien fiir 4
7 und B stimmen also mit der 4- bzw. B-
! A Linie eines einfachen Balkens iiberein.

+ }27';.; Die Horizontalprojektion der in den
ﬁb Bogenstiben wirkenden Spannkréfte hat
% fiir alle Stiabe die gleiche Grofie und soll
Abb. 126. mit H bezeichnet werden. Fiihrt man

nun einen Schnitt ¢ — ¢t durch den Tréger,
welcher den dem Bogenscheitel rechts benachbarten Stab der Bogengurtung
und die beiden rechts vom Gelenk @ ausgehenden Gurtstibe des Versteifungs-
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tragers trifft, und stellt die Momentengleichung aller links vom Schnitt wirken-
den Krifte in bezug auf den Gelenkpunkt G auf, so muf} sein:

My, +H-f=0,
wenn f den Bogenpfeil und M, das Moment der d&ufleren Krifte eines einfachen
Balkens 4 B in bezug auf den Punkt ¢ angibt. Demnach wird
. Mﬂo

;o
Bezeichnet nun allgemein «, den Neigungswinkel des Bogenstabes S, gegen die
Horizontale, so wird die Spannkraft in diesem Stabe
H My,

™" cosa,  fcosa,

H:

Es geniigt demnach die Auftragung der EinfluSlinie fiir H, und damit alle Spann-
krifte S, festzulegen. Diese stimmt ihrer Gestalt nach iiberein mit derjenigen
fiir den Horizontalschub eines Dreigelenkbogens von der Pfeilhohe f (Abb. 127a).

Die Gurtspannkréifte konnen auch hier aus den Knotenpunktsmomenten der
zugehorigen Bezugspunkte abgeleitet werden. Um z. B. die Spannkraft im
Stabe Og zu bestimmen, denke man sich einen Schnitt £ — ¢ senkrecht durch
den Bezugspunkt 5 gefiihrt und zerlege die Spannkraft Sy des vom Schnitt
getroffenen Bogenstabes im Punkte 5’ (siehe Abb. 127) in ihre senkrechte und
wagerechte Komponente. Erstere geht durch den Knoten 5, letztere ist gleich H.
Die Momentengleichung aller am linken Trigerteil wirkenden Krafte in bezug
auf Knoten 5 lautet: )

Ms,+ H-y5+ Og-h =0,

wenn y; den Abstand des Punktes 5 vom Knoten 5 und % die Hohe des Ver-
steifungsbalkens bezeichnen. Daraus folgt:

Ms, 4+ H-y;
—

Die Einfluffliche fiir Oy 148t sich somit darstellen als Summe der mit ——‘%

06=—

multiplizierten Einfluffliche fiir H und der mit ——;lb— multiplizierten fiir das
Moment M5, des einfachen Balkens 4 B. In Abb. 127b sind die Bestimmungs-

stiicke —:—5 und —2—%% wieder so aufgetragen, daf die Ordinaten der EinfluB-
linie von einer horizontalen Nullgeraden aus abgegriffen werden kénnen (vgl.
hierzu 8. 54). In gleicher Weise wurde die EinfluBlinie fiir den Stab Uy in Abb. 127¢
gefunden.

Legt man einen Schnitt &' — "/, welcher die Stabe Sy, O, Dy und Uj trifft,
und stellt fiir den linken Tréigerteil die Gleichgewichtsbedingung X'V = 0 auf,
so liefert diese:

Qs, + Ser-sinag — Dj-sin g = 0,

wenn @, die Querkraft des einfachen Balkens 4 B im Feld 4—8, as den Neigungs-
winkel des Stabes Sy und ¢; den Neigungswinkel der Diagonale D; gegen die
H

Horizontale bezeichnen. Daraus folgt mit Sg =

COS ot
.D5 —_ Q6o +H'tg “6, .
sin @
Man erhilt also die EinfluBordinaten fiir D, als Summe der mit sy multi-
5

plizierten Ordinaten der Qg -Linie und der mit :ignoc(;' multiplizierten Ordinaten
5
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der H-Linie (Abb. 127d). Es empfiehlt sich auch hier, die Bestimmungsstiicke
1 ypg L.18% gemil Abb. 127e aufzutragen.
sin gy 2f sin g

Ganz dhnliche Verhéltnisse liegen bei dem in Abb. 128 dargestellten Gelenk-
bogen mit dariiberliegendem Versteifungstriger 4 — B vor. Das System be-
steht aus zwei starren Scheiben AG
und B@G, die durch das Gelenk G mit-
einander verbunden sind und ver-
mittels vertikaler Stander mit dem
aus einzelnen Staben bestehenden
Gelenkbogen in Verbindung stehen.
Der Versteifungstriger erhalt bei 4
ein festes, bei B ein horizontal ver-
schiebliches Lager. Es soll der Ein-
fluB senkrechter Lasten verfolgt
werden.

Verlangert man die Achse des
mit dem Lager C verbundenen Bo-
genstabes bis zum Schnittpunkt ¢’
mit der Auflagersenkrechten durch A
und zerlegt den Kiampferdruck K,
im Punkte C" nach seiner Horizontal-
komponente H und seiner Vertikal-
komponente C, und entsprechend
im Punkte D’ den Kiampferdruck
K ;nach H und D, so miissen offen-
bar die Summen der senkrechten
Lagerdriicke 4 + C einerseits und
3 Abb. 128. B +4 D andererseits gleich den Auf-

lagerkraften 4, bzw. B, eines ein-
fachen Balkens von der Stiitzweite
sein. Bezeichnet «,- den Neigungs-
winkel des Bogenstabes Sy gegen die Horizontale, so ist gemidfl der in '

<—I3%w

6)

vorgenommenen Zerlegung tg oy = 70_1— oder C = H -tg atyr. Der Horizontalschub H

ist gleich der Horizontalprojektion der in den Bogenstiben wirkenden Druck-
kréfte. Denkt man sich nun einen die Stabe Oy, U,,, S,y treffenden Schnitt ¢ —¢
durch den Triger gefiihrt und stellt fiir den linken Trigerteil die Momenten-
gleichung in bezug auf den Gelenkpunkt G auf, so liefert diese

MGo —H (f + ]U)—— Sl()' Cos 0(10"]" =0

oder mit 8;y-coso,y = — H

M

H==",
f

wenn M, wieder die bekannte Bedeutung hat, f den Bogenpfeil, gemessen
von der Sehne (D’ aus, und § den Abstand 8 — 8’ des Bogenscheitels vom
Untergurt des Versteifungstrigers angibt. Der fiir H gewonnene Ausdruck stimmt
iiberein mit demjenigen fiir den Horizontalschub eines Dreigelenkbogens von
der Pfeilhohe §, seine EinfluBlinie ist also bekannt. Damit ist aber auch diejenige
fir ' = H-tg oty gegeben. Ferner war

Ay=A -+ C =4 + H-tg oy,
woraus folgt
A =A0—H-tgoc2:.
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Die Einflufllinie fiir den Stiitzendruck A4 des Versteifungstrigers kann also
aus der A,Linie des einfachen Balkens und der H-Linie abgeleitet werden
(Abb. 128a).

Zur Bestimmung der EinfluBllinien fiir die Gurtkrafte bedient man sich
wieder der Momentengleichungen fiir die zugehorigen Bezugspunkte. Denkt man
sich z. B. einen senkrechten Schnitt ¢ —#' durch den Knoten 3 gelegt, und
betrachtet das Gleichgewicht des linken Tragerteils, so gilt

Ms,—H-y;— U, h =0

oder
M 30 — H. Ys
% .

Mit Hilfe dieses Ausdrucks kann die EinfluBllinie fiir U, sofort aufgetragen
werden (Abb. 128Db). Die Bestimmung der EinfluBllinien fir die Diagonalstibe
a8t sich in ganz analoger Weise durchfiihren, wie dieses an Hand des vorher-
gehenden Beispiels gezeigt worden ist.

Uy,=

d) Die Methode der Stabvertauschung?®.

Liegt ein Fachwerk vor, bei dem die unter a bis ¢ besprochenen Verfahren
versagen, so leistet die Methode der Stabvertauschung gute Dienste,
welche stets zum Ziele fiihrt, sofern es sich nur um ein stabiles Fachwerk handelt,
was hier vorausgesetzt wird.

4 13
4 I3 Z,
3 7
3 7 5
g 2, Zy &
2 8 —~Z 5 i
, . , / ~~__._7 !S g
- A 77
2 x 77
1 a) 6)
Abb. 129,

Der Betrachtung sei das in Abb. 129a skizzierte Tragsystem zugrunde ge-
legt, das in den Punkten 0 und 11 statisch bestimmt gestiitzt sei. Im ganzen
sind @ = 3 unbekannte Lagergréfien, r = 21 unbekannte Stabspannkrifte und
2 k = 24 Knotengleichgewichtsbedingungen vorhanden. Die friher fiir das
ebene, statisch bestimmte Fachwerk abgeleitete Bedingung

r+a=2k

ist somit erfiillt. Da an dem vorliegenden System kein Knotenpunkt vorhanden
ist, von dem nur zwei Stéibe ausgehen, so liBt sich ein Cremonascher Krifte-
plan nicht zeichnen. Auch die Schnittmethoden von Ritter und Culmann
filhren nicht zum Ziel, denn an keiner Stelle kann ein Schnitt gelegt werden,
der nur drei Stibe trifft, die sich nicht in einem Punkte schneiden. Um nun
zu einer Losung zu gelangen, denke man sich an einem Knotenpunkt mit drei
Stiaben einen Stab entfernt, z. B. den Stab 3—4 amsKnoten 3, und ersetze die
in ihm wirkende Spannkraft S,_, = Z, durch zwei in seine Achse fallende, in den
Punkten 3 und 4 angreifende duBere Krifte von gleicher GroB8e aber entgegen-
gesetzter Richtung (Abb. 129b). Da das System durch Hinwegnahme dieses
Stabes nicht mehr die erforderliche Anzahl von Stiben hat, so muBl an anderer
Stelle ein neuer Stab — Ersatzstab — dem Fachwerk zugefiigt werden. Dieser

! Miiller-Breslau, H.: Stat. d. Baukonstr., Bd. I, 4. Aufl, 8. 497; vgl. auch L. Henne-
berg: Stat. d. starren Systeme, S. 222. 1886.
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kann entweder zwei Knotenpunkte des Trégers oder auch einen Knotenpunkt
mit einem beliebigen festen Punkt auBerhalb des Fachwerks verbinden. Uber
die Stelle, an welcher dieser Stab eingezogen wird, soll spiter noch verfiigt
werden. Setzt man zunichst die Krifte Z, als bekannt voraus, so kann an den
Knotenpunkten 3 und 4 die Zerlegung der dort angreifenden &ufleren Kréfte
nach den Fachwerkstiben erfolgen. Vom Knoten 4 kann man in gleicher Weise
nach 5, von 3 nach 1 fortschreiten, da dort nur je zwei neue unbekannte Stab-
spannkrafte hinzutreten. Geht man darauf nach 2, so trifft man nur eine un-
bekannte Stabkraft, namlich S,_,, an. An dieser Stelle wird jetzt der Ersatz-
stab S’ fiir S;_, eingefiigt, damit eine eindeutige Kréftezerlegung moglich ist.
S’ sei hier als Verbindungsstab der Knoten 2 und 10 gewihlt. Nach Bestimmung
der Spannkrifte 8’ und §,_, geht man zum Knoten 0 und trifft dort drei Stédbe
mit unbekannten Stabkriften an, von denen einer, ndmlich 0-—6, entfernt
und durch den Stab 8’’ ersetzt wird, welcher die Knoten 8 und 11 verbinden
moge. Die im Stabe 0—6 wirkende unbekannte Spannkraft S, , = Z, ersetzt
man durch zwei duBere, gleich groe und entgegengesetzt gerichtete Krifte Z,
in den Punkten 0 und 6. Nun kann die Kriftezerlegung am Knoten 0 und von
da aus an jedem folgenden Knotenpunkte vorgenommen werden, sobald die
Krifte Z, bekannt sind. Der Tréger ist durch die Stabvertauschung in ein Fach-
werk von der einfachsten Art iibergefiihrt, dessen Stabilitit keinem Zweifel
unterliegt.

Denkt man sich nun die unbekannten Kréafte Z; und Z, zunéchst entfernt,
so konnen die Spannkrifte in allen Stdben des neuen Fachwerks infolge einer
beliebigen gegebenen Belastung P graphisch oder rechnerisch ermittelt werden.
Sie seien allgemein mit S, bezeichnet. In gleicher Weise lassen sich alle Spann-
krifte S, des Fachwerks von der einfachsten Art bestimmen, wenn nur die beiden
Krifte Z, = 1 am Triger angreifen, und ebenso die Spannkrifte S,, wenn nur
die beiden Kriafte Z, =1 wirksam sind. Durch Superposition der einzelnen
Witkungen P, Z; und Z, erhilt man somit die wirklichen Spannkrifte

8 =8+ 82+ 8Z,. (5)
Eine solche Gleichung 148t sich auch fiir jeden der beiden Ersatzstibe S’
und 8’ anschreiben. Nun sind aber in Wirklichkeit diese Ersatzstibe nicht

vorhanden, konnen also auch keine Spannkréfte ibertragen. Aus dieser Be-
dingung ergeben sich zwei Gleichungen

8 =0=28 + 8 Z, + 8 Z,,
8" =0=80+ 82 + & Z,,

aus denen die unbekannten Stabkrifte Z, und Z, eindeutig berechnet werden
konnen, sobald die Nennerdeterminante des Gleichungssystems

Si 8Ss
Sy Sy
einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Sind aber Z; = S;_, und Z, = §¢_¢
bekannt, so 148t sich die Bestimmung der iibrigen Spannkrifte des Trégers in
Abb. 129a etwa mit Hilfe eines Cremonaplanes oder einer der Schnittmethoden
durchfiihren.

Die Gleichung (5) gilt zunéchst nur fiir Spannkrifte des neuen Fachwerks.
Fiir den Fall jedoch, daBl Z; und Z, den Bedingungen (6) geniigen, d. h. so be-
stimmt sind, daB 8’ und §" zu Null werden, gilt sie auch fiir die Spannkrifte
des urspriinglichen Systems und kann zu deren Berechnung benutzt werden,
sobald Z; und Z, gefunden sind.

Das vorstehende Verfahren 1aBt sich ganz allgemein fiir ebene und auch fiir
raumliche Fachwerke anwenden, fiir die es von besonderer Wichtigkeit ist

(6)

— 8-Sy — 87 8¢
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(vgl. 8.114). Zudem bietet die Untersuchung der Nennerdeterminante der Be-
stimmungsgleichungen (6) fiir die Z-Stabe ein willkommenes Mittel, um Auf-
schluB iiber die Stabilitit des betrachteten Systems zu erlangen.

Ist das vorliegende Fachwerk so gebaut, daB nicht einer oder zwei, sondern
n Ersatzstabe erforderlich werden, so erhidlt man entsprechend den obigen
Gleichungen (6) » Bestimmungsgleichungen fiir die Z-Stdbe von der Form:

8 =0=28 +8{ 2+ 8 Zy+-- -+ Sp-Z,
8" =0=080+ 872 + 852 +---+ 82,

1 §=0=8+ 82 +8:Z,+---+ 8, Z,.
Nachdem mit ihrer Hilfe die GréBen Z, bis Z, gefunden sind, kénnen die Spann-
krifte aller Stdbe vermittels der Beziehung

8= So+S1Z1+Sz‘Z2+"'+ Snzn
berechnet werden.
Bei praktischen Aufgaben kommen im allgemeinen nicht mehr als ein oder
zwei Ersatzstdbe in Betracht.

2. Die kinematische Methode!.
a) Die zwangliufize kinematische Kette.

Im Anschluf§ an die im vorhergehenden Kapitel besprochenen statischen
Verfahren zur Ermittlung der Spannkrifte statisch bestimmter, ebener Fach-
werke soll jetzt noch die kinematische Methode erlautert werden, die insbesondere
auch dort zum Ziele fithrt, wo die Schnittmethoden versagen, wo sich also ein
drei Stiabe des Fachwerks treffender Schnitt nicht fithren laft.

Entfernt man in einem statisch bestimmten Fachwerk von r Stiben, ¢ Lager-
gréfien und k Knotenpunkten einen Stab oder eine Stiitze, so ist die auf S. 26
aufgestellte Stabilitdtsbedingung r 4+ @ = 2 k offenbar nicht mehr erfillt. Die
Knotenpunkte des Fachwerks konnen ihre Lage gegeneinander und gegen die
Widerlager andern, ohne daB damit eine Lingendnderung As der Stibe oder
eine Verschiebung ¢ der Widerlager verbunden ist. Zur Bestimmung der 2k
unendlich kleinen Verschiebungskomponenten der Knotenpunkte (vgl. S.24)
stehen bei Entfernung eines Stabes » — 1 Bedingungen As = 0 — wo As aus
Gleichung (18) auf S. 25 zu entnehmen ist — und @ Auflagerbedingungen ¢ = 0
zur Verfiigung, bei Entfernung einer Stiitze dagegen r Gleichungen As =0
und ¢ — 1 Auflagerbedingungen ¢ = 0, in jedem Falle also zusammen r +a — 1
Gleichungen, welche als Starrheitsbedingungen bezeichnet werden. Man
kann also entweder eine Unbekannte willkiirlich wéhlen oder aber eine will-
kiirliche Bedingung den r -+ ¢ — 1 anderen hinzufiigen, z. B. dergestalt, daB fiir
die Knotenpunkte ¢, k des entfernten Stabes die gegenseitige Verschiebung
As;, =1 oder fir die entfernte Stitze r die Lagerverschiebung ¢, = 1 gesetzt
wird. Ist dieses geschehen, so stehen fiir die 2k unbekannten Verschiebungs-
komponenten r +a —1 4 1=2Fk lineare Gleichungen zur Verfiigung, die
eine eindeutige Bestimmung der Unbekannten ermoglichen.

In dem vorliegenden Gleichungssystem tritt aufler den 2 %k unbekannten
Verschiebungskomponenten nur ein Absolutglied auf, welches entweder gleich
der willkiirlich gewahlten Verschiebungskomponente Az, ist, oder der willkiir-
lich hinzugefiigten Bedingung fiir As;; bzw. ¢, angehért. Fir den Fall, daB

1 Foppl, A.: Theorie des Fachwerks. Leipzig 1880. — Miiller-Breslau, H.: Stat. d.
Baukonstr. Bd. I, 5. Aufl,, S.509. — Mohr, O.: Ziviling. 1887, 8. 631. — Griining, M.:
Stat. d. ebenen Tragw. S. 161.
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As;x = w gesetzt wird, wobei zunédchst w als veriinderliche GréBe gelten moge,
nehmen die Verschiebungskomponenten Az, und A4 y,, eines beliebigen Knoten-
punktes m die Werte an:

Ay = 0w A?/mzﬂm'w:

in denen «, und B, Konstante sind. Die Verschiebungskomponenten des
Punktes m und damit dessen Verschiebung selbst, sind also der GroBie w pro-

portional. Da auBerdem ngﬂ = ;—"‘ , so folgt ferner, daBl das Verhiltnis %
konstant ist. Fiir einen beliebigen anderen Knoten » mége sich ergeben Az, = «,, - u:

wobei «,, ebenfalls eine Konstante ist. Wiirde man As,; = - setzen, so wiirde
n

Az, = w und Axm:ocmg—, Ady,, = ﬂmg oder j—;’" = 2™ Washlt man also
umgekehrt nicht die Bedingung As;;, = w willkiirlich, sondern die Verschie-
bungskomponente Az, = w, so behilt das Verhiltnis j% denselben konstanten
Wert wie im ersten Falle.

Die Verschiebung des Knotenpunktes m — und damit jedes anderen Knoten-
punktes — erfolgt also stets nach einer bestimmten Richtung, gleichgiiltig,
welche Bedingung willkiirlich in das Gleichungssystem eingefithrt wird. Einem
konstanten Werte fiir w entspricht eine bestimmte, diesem Werte proportionale
Verschiebung aller Knotenpunkte.

Man nennt ein bewegliches Gebilde, dessen Glieder derartig miteinander
verbunden gind, eine ,zwangldufige kinematische Kette”“. Sie besitzt
eine Bewegungsfreiheit, da ihr (durch Entfernung eines Stabes oder einer
Stiitze des Fachwerks) eine Starrheitsbedingung zur Stabilitdt fehlt. Ist iiber
erstere eine bestimmte Verfiigung getroffen, so ist damit der Verriickungs-
zustand des Systems festgelegt. Eine kinematische Kette besteht aus einer
Anzahl starrer Scheiben, von denen jede in zwei Punkten mit anderen Scheiben
verbunden ist, wobei starre Stibe die gleiche Bedeutung haben wie Scheiben.

Wirken auf die so gebildete kinematische Kette beliebig gerichtete Lasten
ein, so kann man sich das Gleichgewicht dadurch hergestellt denken, da man
in den Knotenpunkten des entfernten Stabes zwei mit der Stabachse zusammen-
fallende Krafte von gleicher GroBle aber entgegengesetzter Richtung anbringt.
Das Gleichgewicht des Fachwerks setzt voraus, daB an jedem Knotenpunkt
Gleichgewicht bestehen muB. Die hinzugefiigten Kréafte miissen also diejenige
GroBe haben, welche die Spannkraft in dem entfernt gedachten Stabe infolge
der duBeren Belastung annehmen wiirde.

Unterwirft man nun das durch Entfernung eines Stabes in eine zwang-
laufige kinematische Kette verwandelte System einer virtuellen Verriickung
(vgl. S.6), so leisten auBer den &uBeren Kraften nur noch die beiden in den
Knotenpunkten des entfernten Stabes angebrachten Krifte Arbeit, wéihrend
die inneren Krifte keine Arbeit leisten kénnen, da ja die Bewegung ohne Ande-
rung der Stablangen vor sich geht. Nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen
muf} aber, wenn Gleichgewicht bestehen soll, die Summe der virtuellen Arbeiten
aller an der Kette wirkenden Krifte gleich Null sein. Sind nun die virtuellen
Verriickungen aller Knotenpunkte, in denen Krifte angreifen, inRichtung dieser
Krifte bekannt, so ergibt sich eine Gleichung, in welcher die beiden als Ersatz
fiir den entfernten Stab angebrachten Krifte als einzige Unbekannte auftreten,
die somit berechnet werden konnen. Damit ist aber auch die Spannkraft in
dem fraglichen Stabe selbst bekannt.

Soll eine Auflagergréfle bestimmt werden, so denke man sich das betreffende
Auflager durch Stiabe ersetzt, und zwar so, da einem festen Auflager mit zwei
Lagerkomponenten zwei, einem verschieblichen Auflager dagegen ein Stiitz-
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stab entspricht, deren Achsen jeweils mit den Richtungen der entsprechenden
Lagerkomponenten zusammenfallen. Zur Ermittlung der gesuchten Stiitzen-
reaktion entferne man den betreffenden Lagerstab und bestimme dessen Spann-
kraft genau so, als wenn es sich um einen Fachwerkstab handelte.

Die Losung der Aufgabe setzt in jedem Falle voraus, daB die virtuellen
Verriickungen der Knotenpunkte gefunden sind. Da diese unendlich klein sind,
so empfieblt es sich, sie durchweg in demselben Verhiltnis zu vergroBern, um
in der Zeichnung oder Rechnung mit endlichen GréBen arbeiten zu kénnen. Zu
diesem Zwecke benutzt man gewohnlich an Stelle der Knotenpunktsverriickun-
gen die Knotenpunktsgeschwindigkeiten, indem man sich alle Verriickungen
durch das Zeitdifferential d¢ dividiert denkt, wiahrend dessen die Bewegung
vor sich geht.

b) Polplan und Geschwindigkeitsplan.

Die Darstellung der virtuellen Verriickungen erfolgt mit Hilfe des ,,Satzes
vom augenblicklichen Drehpol®.

Die in Abb. 130a skizzierte Scheibe, welche einer zwanglaufigen kinema-
tischen Kette angehoren moge, soll aus ihrer Anfangslage in eine dieser un-
endlich nahe Lage iibergefithrt werden. Die Geschwindigkeiten der Knoten-
punkte 1, 2, 3 seien mit v, v,, v; be-
zeichnet und mogen die in der Abbildung
angegebenen Richtungen haben. Die
fragliche Bewegung der Scheibe kann als
Drehung um einen Punkt, den augen-
blicklichen Drehpol der Scheibe, auf-
gefaflt werden. Dann miissen die Ge-
schwindigkeiten v,, v,, v; der Eckpunkte
offenbar senkrecht zu den von diesem
Pol nach den Ecken gezogenen Polstrah-
len stehen. Da aber bei einer unendlich
kleinen Verriickung der Scheibe die Ge-
schwindigkeiten v, v,, v, gleichzeitig die Abb. 130.
durch d¢ dividierten Verriickungen der
Knotenpunkte darstellen, so findet man, sobald zwei dieser Verriickungen be-
kannt sind, den Drehpol O der Scheibe als Schnittpunkt der auf ihnen er-
richteten Lotel.

Bezeichnet «w die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe, so erhilt man fiir die
Geschwindigkeiten der Knotenpunkte:

v =w-0l;, v9=w0w02 v,=0w0-03,
oder
U1 Vs Vs

01 02 03
d. h. die Geschwindigkeiten bzw. die Verriickungen der Eckpunkte verhalten
sich zueinander wie die Langen der zugehorigen Polstrahlen. Nun denke man
sich die Geschwindigkeiten v,, w,, vy (oder die diesen entsprechenden Ver-
riickungen) um 90° gedreht und auf den zugehérigen Polstrahlen von den Eck-
punkten 1, 2, 3 aus abgetragen (Abb. 130b). Verbindet man jetzt ihre End-
punkte 1’, 2’, 3’ miteinander, dann ist wegen der bestehenden Proportionalitit
"—2'//1—-2, 22—-3//2—3 und 1'—3"//1 —3. Die Ausgangsfigur
1 — 2 — 3 soll hinfort mit F, die aus ihr abgeleitete Figur 1’ — 2’ — 3’ mit F’

b

! Vgl. etwa W. Kaufmann: Einfilhrung in die Mechanik starrer Korper, S.444. Han-
nover 1927.
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bezeichnet werden. Man erhélt somit den allgemeinen Satz: Die Endpunkte
der um 90° gedrehten Geschwindigkeiten (auch senkrechte Ge-
schwindigkeiten genannt) der Eckpunkte einer sich bewegenden
Figur F bilden eine Figur F’, welche ersterer ahnlich ist und zu
ihr in bezug auf den Drehpol als Ahnlichkeitspunkt dhnlich liegt.

Sind die um 90° gedrehten Geschwindigkeiten gegeben, so sind auch die
wirklichen Geschwindigkeiten bzw. Verriickungen bekannt. Thre Richtung ist
eindeutig bestimmt, wenn man festsetzt, daB die senkrechten Ge-
schwindigkeiten durch Drehung im Uhrzeigersinn aus den wirk-
lichen entstanden sind. Mit Hilfe des vorstehenden Satzes 148t sich der Ver-
riickungszustand einer starren Scheibe angeben, sobald man ihren Drehpol O
und die um 90° gedrehte Geschwindigkeit eines Eckpunktes kennt. Ist z. B. in
Abb. 130b v, =1 — 1’ gegeben, und der Pol O bekannt, so findet man 2’ als

Schnittpunkt des Polstrahles 02 mit der Parallelen 1’ — 2’ zu 1 — 2 und ent-

sprechend 3’ als Schnittpunkt des Polstrahles 03 mit der Parallelen 1’ — 3’ zu
1 — 3. Die wirklichen Verriickungen der Endpunkte ergeben sich, wenn man
1—1,2—2" und 3 —3 um 90° dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt dreht
und mit d¢ multipliziert. Der Verriickungszustand der Scheibe 1 — 2 — 3 ist
auch dann bestimmt, wenn O nicht bekannt ist, dafiir aber die senkrechten
Geschwindigkeiten zweier Eckpunkte, etwa 2 — 2’ und 3 — 3’ gegeben sind.
Man erhélt dann 1’ als Schnittpunkt der Parallelen 2 — 1’und 3 — 1'zu2 —1
bzw. 3 — 1.

|
]
|
Abb. 131. AN i
|
|
I
|

Sind also die senkrechten Geschwindigkeiten 1 — 1’ und 2 — 2’ zweier
Punkte 1 und 2 der in Abb. 131 dargestellten zwangliufigen kinematischen
Kette gegeben, so kann die senkrechte Geschwindigkeit des durch zwei Stibe
an 1 und 2 angeschlossenen Knotenpunktes 3 sofort angegeben werden, indem
man durch 1’ und 2" zu 1 — 3 bzw. 2 — 3 Parallelen zieht. Thr Schnittpunkt
liefert 3. In gleicher Weise erhilt man 4’ als Schnittpunkt von 3’ — 4’ [/3 — 4
und 2’ — 4’ [[2 — 4. Die senkrechten Knotenpunktsgeschwindigkeiten der in 4
mit der Scheibe I zusammenhiéngenden Scheibe II kénnen zunichst nicht an-
gegeben werden, da z. B. fiir 5’ oder 6’ nur ein geometrischer Ort vorhanden
ist in Gestalt der Parallelen zu 4 — 5 bzw. 4 — 6 durch 4’. Ist dagegen der
Drehpol — auch kurz Pol — der Scheibe II bekannt, dann 148t sich der Ge-
schwindigkeitsplan vervollstaindigen. Dieser Pol mdge mit (II) bezeichnet
werden. Da die senkrechte Geschwindigkeit 5 — 5 mit dem Polstrahl 5 — (II)
zusammenfallen muB, so ist ein zweiter geometrischer Ort fiir 5’ gegeben. Nach
Bestimmung von 5’ sind fiir zwei Punkte der Scheibe II die senkrechten Ge-
schwindigkeiten bekannt, nimlich 4 —4’ und 5 — 5’. Mit ihrer Hilfe koénnen
genau wie bei Scheibe I die senkrechten Geschwindigkeiten aller iibrigen Punkte
gefunden werden.

Die Verbindungslinien der Endpunkte der um 90° gedrehten Geschwindig-
keiten bilden einen zusammenhingenden Linienzug, welcher die Figuren F’ der
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Scheiben I und 11 umgrenzt. Jede dieser Figuren F' ist der zugehdrigen Scheibe I
bzw. II &hnlich und in bezug auf ihren Drehpol dhnlich liegend.

Abb. 132.

Der Geschwindigkeitsplan der obigen kinematischen Kette kann auch ge-
zeichnet werden, wenn von jeder der starren Scheiben I und II die senkrechte
Geschwindigkeit eines Punktes gegeben ist. Es sei z. B. 1 — 1’ die senkrechte
Geschwindigkeit des Punktes 1 der Scheibe I, 5 — 5’ diejenige des Punktes 5
der Scheibe I1 (Abb. 132). Da Punkt 4 beiden Scheiben gleichzeitig angehort,
so muf} offenbar 4’ sowohl auf der Paralielen 1’ — 4’ zu 1 — 4, als auch auf der
Parallelen 5’ — 4’ zu 5 — 4 liegen. Thr Schnittpunkt liefert 4. Nun sind fiir je
zwei Punkte beider Scheiben die senkrechten Geschwindigkeiten bekannt, weshalb
nach den obigen Erlduterungen auch die ibrigen gefunden werden kénnen.

Abb. 133 zeigt ein Gelenkviereck 2 — 3 — 5 — 4, an welches zwei starre
Scheiben I und II angeschlossen sind. Denkt man sich die Scheibe II fest-
gehalten, womit auch der Stab
4 — 5 des Gelenkvierecks fest-
liegt, und nimmt fiir einen der
beweglichen Punkte des Ge-
lenkvierecks eine senkrechte
Geschwindigkeit an, z. B.
3 — 3’ auf der Stabrichtung
3 — 5, so ist damit der Ge-
schwindigkeitsplan festgelegt.
Man findet den Punkt 2/, Abb. 133.
welcher auf 2 —4 liegen muB,
da 4 der Pol des Stabes 2 — 4 ist, als Schnittpunkt der Parallelen 3’ — 2’ zu
3 — 2 und der Stabrichtung 2 —4. Nun 148t sich die Figur F' der Scheibe I
durch Ziehen von Parallelen in bekannter Weise ergiinzen, wihrend die Figur F*
der Scheibe II infolge der vorausgesetzten Ruhelage dieser Scheibe mit der
Figur F zusammenfallt.

In vielen Fillen ist es zweck-
mifig, zur Zeichnung des Geschwin-
digkeitsplanes die Pole der einzelnen
Scheiben zu benutzen. Das setzt
voraus, daf3 diese Pole bekannt sind
bzw. gefunden werden kénnen. Zur Abb. 134,

Erklirung ihrer Lagebestimmung
mogen die folgenden Uberlegungen dienen.

Die in Abb. 134 dargestellten Scheiben I und I sind in @ durch ein Gelenk
miteinander verbunden. Der augenblickliche Drehpol (I) der Scheibe I sei be-
kannt. Bei einer unendlich kleinen Drehung der Scheibe I um den Pol (I) bewegt
sich der Punkt ¢ auf der Senkrechten zum Polstrahl (I) — a. Gleichzeitig mu
sich aber auch die Scheibe I7 um ihren augenblicklichen Pol {II) drehen, und

A 291 (1)
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da der Punkt @ auch der Scheibe II angehért, so mull seine Verriickung auch
zum Polstrahl ¢ — (II) senkrecht stehen. Das ist aber nur moglich, wenn die
Polstrahlen (I) — @ und (II) — @ in eine Gerade fallen. Die Verbindungslinie
von (I) mit @ stellt also einen geometrischen Ort fiir den Pol (1) der Scheibe I1
dar. Der beiden Scheiben gemeinsame Punkt @ kann bei einer Verrtickung der
Scheiben ebenfalls als Pol aufgefat werden, ndmlich als der Punkt, um welchen
die relative Drehung der Scheibe II gegen die Scheibe I erfolgt und umgekehrt.
Man nennt ihn den Nebenpol der Scheibe I gegen die Scheibe I — zum Unter-
schied von den Hauptpolen (I) und (II) — und gibt ihm die Bezeichnung
(I II). Aus den obigen Betrachtungen ergibt sich der fiir die Folge wichtige Satz:
Die beiden Hauptpole zweier durch ein Gelenk miteinander ver-
bundener Scheiben und ihr Nebenpol liegen auf einer Geraden,
und zwar ist der Gelenkpunkt der Nebenpol.

Zwei Scheiben I und II mégen durch zwei Stibe ¢ — b und ¢ — d mitein-
ander verbunden sein (Abb. 135). Wird die Scheibe I festgehalten, so bewegt
sich bei einer unendlich kleinen Drehung der
Scheibe II der Punkt b senkrecht zu ¢ — b und
der Punkt d senkrecht zu d —¢. Die relative
Drehung der Scheibe II gegen I erfolgt also um
den Schnittpunkt ¢ von ¢ — b und ¢ — d, welcher
somit den Nebenpol (I II) der Scheibe I gegen I1,
oder umgekehrt, darstellt. Der Punkt e kann als
gemeinsamer Punkt beider Scheiben angesehen
werden und ersetzt den Gelenkpunkt @ des vorher-
gehenden Beispieles (vgl. auch S. 28). Bei einer
unendlich kleinen Verriickung verhalten sich die
Scheiben I und II genau so, als wéren sie in e ge-
lenkig miteinander verbunden. Der Satz, nach

Abb. 135. welchem die Hauptpole zweier Scheiben

und ihr Nebenpol auf einer Geraden liegen,

gilt also auch fiir den Fall, daB die beiden Scheiben nicht durch

ein Gelenk, sondern durch zwei Staibe miteinander verbunden sind.

Andererseits folgt aus der vorstehenden Betrachtung, dall der Nebenpol zweier

durch zwei Stdbe zu einem Gelenkviereck miteinander verbunde-
ner Scheiben im Schnittpunkt dieser beiden Stédbe liegt.

Drei Scheiben [, II und III mégen zu einem Scheibenzug, wie in Abb. 136
skizziert, vereinigt sein.
Ihre Hauptpole (I), (II)
und (III) seien bekannt.
Die Nebenpole (I 1I) und
(LI I11) sind durch die Ge-
lenke @ und b zwischen den
Scheiben I und II einer-
seits, bzw. II und III andererseits gegeben. Fiir den Fall einer unendlich
kleinen Verriickung kann man den Pol (I) als Punkt der Scheibe I und den
Pol (III) als Punkt der Scheibe III ansehen. Der Abstand (I) — (III) ist
fiir die Zeit dt konstant, man kann gsich also die Pole (I) und (/II) — und
damit auch die Scheiben I und III — durch einen starren Stab verbunden
denken. Dann bilden die Scheiben I und IIT mit der Scheibe II und dem ge-
dachten Stab (I) — (I1I) ein Gelenkviereck, ihr Nebenpol (I III) liegt also im
Schnittpunkt von (I) — (II1I) und @ —b. Da aber a und b gleichzeitig die
Nebenpole (I II) und (II III) darstellen, so folgt hieraus, dafl die drei
Nebenpole der drei Scheiben I, II und III auf einer Geraden
liegen. Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Scheiben in ¢ und & nicht
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durch Gelenke zusammenhingen, sondern durch je zwei Stibe miteinander ver-
bunden sind.

Fiir die in Abb. 137 skizzierte zwanglaufige kinematische Kette féllt der
Pol (I) der Scheibe I' mit dem Schnittpunkt O der beiden Stiitzstibe zusammen,
der Nebenpol (I II) der Scheibe I gegen die Scheibe II mit dem Schnittpunkt
der beiden Verbindungsstibe 3 —4 und 2 — 5. Der Pol (II) der Scheibe II
liegt also erstens auf der Geraden (I) — (I II) und zweitens auf der Normalen
zur Bahn des Punktes 9, d.h. auf der Verlangerung der Pendelstiitze 10 — 9.

Nun sei die senkrechte Geschwindigkeit 1 — 1’ des Punktes 1 der Scheibe I
angenommen. Dann kénnen zunéchst die Punkte 2’ und 3’ durch Ziehen von
Parallelen gefunden werden. Darauf 148t sich 4’ bestimmen als Schnittpunkt
des Polstrahls (II) —4 und der Parallelen 3' —4’ zu 3 —4, ferner 6’ als
Schnittpunkt des Polstrahls (II) — 6 mit der Parallelen 4’ — 6’ zu 4 — 6 usw.
Nach Festlegung des Polplanes geniigt also die Annahme einer senkrechten
Geschwindigkeit, um die Figuren F’ fiir die gesamte kinematische Kette zeichnen
zu konnen.

Abb. 187. ~ Abb. 138.

Sind mit Hilfe der obigen Uberlegungen die senkrechten Geschwindigkeiten
und damit die virtuellen Verriickungen aller Knotenpunkte einer zwanglaufigen
kinematischen Kette gefunden, so kann nunmehr auf die an der Kette an-
greifenden Krifte das Prinzip der virtuellen Verriickungen angewandt werden.
Die von einer duBleren Kraft bei einer virtuellen Verriickung geleistete Arbeit
wird dargestellt durch das Produkt aus der betreffenden Kraft und der Projektion
der Verriickung ihres Angriffspunktes auf die Kraftrichtung. In Abb. 138 moge
P eine an einem beliebigen Knoten @ der Kette angreifende dulere Kraft und
aa’ die um 90° gedrehte Geschwindigkeit bedeuten. Die wirkliche Geschwindig-
keit @a’’ erhélt man, wenn man aa’ entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn um 90°
dreht. Die bei der virtuellen Verriickung von P geleistete Arbeit ist somit

P.qga" -dt cos g = P-§,-dt. Die Projektion 4, ist aber gleich dem Abstand ¢,
des Punktes a’ von der Kraftnchtung, was swh als der Ahnlichkeit der belden
rechtwinkligen Dreiecke ¢ — o’ — (') und @ — a’’ — (a”) ergibt. Die von der
Kraft P gelelstete Arbeit ist also gleich dem mit d¢ multlphmerten Drehmoment
dieser Kraft um o', und zwar ist die Arbeit positiv, wenn P im positiven (Uhr-
zeiger-) Sinn um @’ dreht. Ware der Pfeilsinn von P umgekehrt, dann wére die
virtuelle Verriickung der Kraftrichtung entgegengesetzt, die Arbeit also negativ.
Dann wiirde aber auch das Moment der Kraft P um o' negativ sein. Die Arbeit
einer beliebigen #uBeren Kraft der Kette kann also immer angegeben werden,
sobald die um 90° gedrehte Geschwindigkeit des Angriffspunktes bekannt ist.

1 Mit Scheibe I ist das Dreiecksnetz 0 — 1 — 3 — 2 bezeichnet.
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Die Bezeichnung ¢, soll andeuten, daf§ es sich hier nicht um eine Verschiebung
des Punktes a infolge gegebener Lasten P handelt, sondern um eine virtuelle
(nur gedachte Verschiebung). Der Faktor d¢ tritt in dem Arbeitswert jeder
duBeren Kraft der Kette auf und kann deshalb in der Summengleichung weg-
gehoben werden. Aus diesem Grunde soll er in
den weiteren Betrachtungen ganz auBer acht
bleiben.

Der allgemeine Gang des Verfahrens moge
an einem Beispiel erliutert werden. Fiir das in
Abb. 139a dargestellte statisch bestimmte Fach-
werksystem soll die Spannkraft im Stabe 2 — 4
infolge der Belastung des Systems mit der Kraft P
im Punkte 5 auf kinematischem Wege bestimmt
werden. Zu diesem
Zwecke denke man sich
den fraglichen Stab
entfernt und durch die
beiden in seine Achse
fallenden, gleich groen
Krifte S von entgegen-
gesetzter Richtung er-
setzt, wodurch das

Fachwerk in eine
A ; zwanglaufige kinema-
0h, \ tische Kette iiberge-
fithrt wird, die aus vier
starren Scheiben I —
II — III — IV besteht.
Bei 4 und C sind feste,
bei B ein auf horizon-
taler Bahn verschieb-
liches Auflager vor-
handen. Die Haupt-
pole (I) und (IV) der
Scheiben I und IV
fallen also mit den
Punkten 0 bzw. 7 zu-
sammen, da die Schei-
ben I und IV sich um
diese Punkte drehen
miissen. Der Punkt 4
kann sich nur auf der

)@///

|

|
\ \B{ / horizontalen Bahn des
N // Lagers Bbewegen, sein
\ bl / Polstrahl muf also senkrecht zu dieser Bahn
,({ / stehen, wodurch ein geometrischer Ort fiir

\ // den Pol (I1I) der Scheibe III gegeben ist.
w Die Scheiben I und I7 hiangen in 2 durch ein
Gelenk zusammen. Der Punkt 2 stellt dem-
nach den Nebenpol (I II) dieser beiden Schei-
ben dar, und entsprechend ist 5 der Nebenpol (111 IV) der Scheiben I1]und I'V.
Nun miissen aber die beiden Hauptpole und der zugehorige Nebenpol zweier
Scheiben auf einer Geraden liegen, weshalb die Gerade (IV) — (III IV) einen
zweiten geometrischen Ort fiir den Hauptpol (I11) liefert, der dadurch bekannt ist.
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Ferner findet man den Pol (II) der Scheibe II als Schnittpunkt der Geraden
(I) — (I II)und (II I11I) — (III), womit die vier Hauptpole festgelegt sind. Jetzt
denke man sich die Kette derart angetrieben, daB der Punkt 1 eine um 9090 ge-
drehte Geschwindigkeit 1 — 1’ erhdlt, welche in die Richtung 1 — 0 fallen muB,
und zeichne nun nach den oben angegebenen Regeln den Geschwindigkeitsplan.
Als duBlere Kriifte wirken an der Kette die Last P, die Auflagerreaktionen und
die Krifte S in den Knoten 2 und 4. Bezeichnen ¢,, ¢4, und ¢; die Hebelarme
der in den Knoten 2, 4 und 5 angreifenden Krifte in bezug auf die Punkte 2’,
4’ und &', so lautet die Bedingung fiir den Gleichgewichtszustand:

S(cg—cy) — Pec;=0 (7
oder

§=p_=

€y — Cq

Die Lagerreaktionen liefern keinen Beitrag, da sie keine virtuelle Arbeit leisten.
Somit ist die Grofe von 8 eindeutig bestimmt, falls ¢, — ¢ einen von Null
verschiedenen Wert hat. Die Strecken ¢,, ¢, und ¢; kénnen aus dem Ge-
schwindigkeitsplan entnommen werden.

Will man die Auflagerkraft B ermitteln, so denke man sich zunichst das
Auflager B durch eine Pendelstiitze ersetzt, deren Achse mit der Bahnnormalen
zusammenfillt. Darauf verwandle man das Fachwerk wieder in eine zwang-
laufige kinematische Kette, indem man die Pendelstiitze entfernt und die in
ihr wirkende Spannkraft durch zwei Krifte B von gleicher GroBe und entgegen-
gesetzter Richtung ersetzt (Abb. 139b). Die kinematische Kette besteht jetzt
aus drei starren Scheiben I, II und III, ihr Polplan kann in dhnlicher Weise
wie oben gezeichnet werden. Nun wihle man wieder die um 90° gedrehte
Geschwindigkeit 1 — 1’ und zeichne den Geschwindigkeitsplan, welcher fiir die
Knoten 5 und 4 die senkrechten Geschwindigkeiten 5 — 5’ bzw. 4 — 4’ liefert.
Die Geschwindigkeiten der iibrigen Knotenpunkte, an denen #duBere Krifte
angreifen, sind gleich Null. Somit lautet die Gleichgewichtsbedingung:

— P-¢s—B-¢,=0,
woraus folgt:
B=—P.2%, (8)
Cq
Damit ist B eindeutig bestimmt, sofern ¢; nicht zu Null wird. B ergibt sich im
Stiitzstab als Druck, was einem positiven, d. h. nach oben gerichteten Lager-
druck entspricht.

Im AnschluBl an das vorstehende Beispiel soll noch auf eine fiir die Fach-
werktheorie besonders wichtige Anwendung der Kinematik hingewiesen werden,
welche Aufschiufl iiber die Stabilitédt eines Fachwerks gibt.

Zu diesem Zweck sei angenommen, das hier betrachtete System sei in bezug
auf den Stab 3 — 4 symmetrisch. Dann muf} offenbar in Abb. 139b der Pol (II)
in die Verlingerung des Stabes 4 — 3 fallen. Der Punkt 4 bewegt sich bei einer
unendlich kleinen Drehung der Scheibe II um den Pol (II) senkrecht zu 3 — 4,
d. h. in Richtung der Bahn des Auflagers B. Diese Bewegung kann aber durch
die Stiitze B nicht verhindert werden, das Fachwerk ist also verschieblich.
DaB es fiir praktische Zwecke nicht brauchbar ist, ergibt auch die Betrach-
tung des oben fiir B gefundenen Ausdrucks (8). Infolge der vorausgesetzten
Symmetrie filit ndmlich der Punkt 4’ auf die Verlingerung von 3 — 4, der
Wert ¢, wird also zu Null und damit B unendlich grofl. Zu dem gleichen Er-
gebnis gelangt man bei Betrachtung der Abb. 139a. Da jetzt der Punkt 5 sym-
metrisch zu 2’ liegt, so fallt 4’ sowohl auf die Parallele 5° — 4’ zu 5 — 4 als
auch auf die Parallele 2’ — 4’ zu 2 — 4. Dann ist ¢, = ¢,, und der oben fiir den
Stab § gefundene Wert wird unendlich groB. In der Gleichung (7) verschwindet

Handbibliothek IV.1. 2. Aufl. 7
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der Beitrag der Kriafte S. Diese leisten bei der virtuellen Verriickung keine
Arbeit, was nur moglich ist, wenn die Punkte 2 und 4 ihre gegenseitige Ent-

fernung nicht #ndern, As,, also zu Null wird. Die unendlich kleine Verschiebung
des Fachwerks kann somit ausgefiihrt werden, ohne daB der fragliche Stab aus
dem Fachwerk entfernt wird. Dieses ist demnach nicht starr, sondern ver-
schieblich. Alle Geraden der Figuren F’ sind den ihnen entsprechenden Stében
parallel, wihrend bei dem unsymmetrischen System in Abb. 139a die Gerade
2" — 4’ dem Stab 2 — 4 nicht parallel ist. Zu jedem Fachwerk konnen zwar
beliebig viele Figuren gezeichnet werden, in denen alle Geraden den entsprechen-
den Stiaben parallel sind, denn diese Eigenschaft besitzen alle dem Fachwerk
dhnlichen Figuren. Von ihnen unterscheiden sich jedoch die Figuren F’ einer
zwangliufigen kinematischen Kette dadurch, daf sie als Ganzes genommen
der Kette nicht dhnlich sind, wenigstens immer dann nicht, wenn nicht aus-
nahmsweise die Hauptpole aller Scheiben der Kette in einen Punkt zusammen-
fallen, welcher dann der Ahnlichkeitspunkt der Kette sein wiirde. Es sind also
die Figuren F’ des verschieblichen Fachwerks dem Fachwerk nicht dhnlich, und
doch sind alle Geraden den
entsprechenden Staben paral-
lel. Aus dieser Uberlegung er-
gibt sich der fiir die Beurtei-
lung der Stabilitit wichtige
Satz:

Ein Fachwerk ist von

unendlich kleiner Ver-
‘\\\\\\‘N\\\\“é ; schi}el)blichkei];‘;, wenn si(;lh
\ z zu ihm eine Figur zeich-
‘\\\\\\\\\\\\\\\\@\\\% K&\\m nen 1aBt, die dgem Fach-
\\\\\\\\\\\\*\ PN e werk nicht dhnlich ist, in
& (AT der siamtliche Geraden
T den entsprechenden Sté-
ben des Fachwerks aber

parallel sind.

Diese Regel birgt — wie schon angedeutet — eine Ausnahme, nimlich dann,
wenn die Hauptpole -aller Scheiben einer kinematischen Kette zusammenfallen.
Liegt z. B. das in Abb. 140 dargestellte Fachwerk vor, welches durch Entfernung
des punktiert gezeichneten Stabes in eine zwanglaufige kinematische Kette ver-
wandelt ist, so fallen die Pole der vier Scheiben, aus denen die Kette besteht,
mit dem Schnittpunkt 0 der Normalen zu den Bahnen der drei Stiitzpunkte zu-
sammen. Die Figur F” wird also hier der Kette #hnlich, 0 ist der Ahnlichkeits-
punkt. Indessen erkennt man leicht, daf das Fachwerk verschieblich ist, da die
Auflager einer unendlich kleinen Drehung des Fachwerks um 0 keinen Widerstand
entgegensetzen (vgl. auch S.9).

0 (I\(m)(T)(17)

Abb. 140.

¢) EinfluBlinien.

Im Falle einer beweglichen, aus lauter parallelen Kriften bestehenden Be-
lastung empfiehlt sich die Benutzung der EinfluBlinien, zu deren Konstruk-
tion das kinematische Verfahren besonders geeignet ist. Fiir die Folge werden
der Einfachheit halber nur senkrechte Lasten vorausgesetzt.

Der Stab, fiir dessen Spannkraft die Einflufilinie bestimmt werden soll,
moge die Punkte ¢ und b eines stabilen Fachwerks verbinden. Durch seine Ent-
fernung wird dieses in eine zwanglidufige kinematische Kette verwandelt. Die
senkrechten Geschwindigkeiten der Punkte @ und b bei einer (die Auflager-
bedingungen befriedigenden) virtuellen Verriickung seien ¢ — o’ und b — &', aus
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denen sich durch Riickwértsdrehung um 90° die wirklichen Geschwindigkeiten
a —a' und b — b"’ ergeben (Abb. 141). Bezeichnet man mit S die beiden gleich
grofen, entgegengesetzt gerichteten Krafte, welche als Ersatz fiir den entfernten
Stab in den Punkten @ und b angebracht sind, so lautet die Bedingung fiir das
Gleichgewicht der am Fachwerk angreifenden #ufileren Krifte, einschlieflich der
Krifte S:

—S(ca+cb)+2Pm'cm=Oa
wenn ¢, und c, die Hebelarme der S in bezug auf die Punkte o' und ¥’, und ¢,
denjenigen einer beliebigen Last P, in bezug auf den Punkt m’ angeben. Nach
S aufgelost erhdlt man mit ¢, + ¢, = ¢
S — P P m* Cm , G
c
wobei > P,,-¢,, nur Lasten, aber keine Lagerreak -
tionen enthilt, da diese keine Arbeit leisten. Die
GroBe ¢ = ¢, + ¢, stellt, wie aus Abb. 141 ersicht-
lich, die (in unendlich groBem MaBstabe aufgetra-
gene) Léngeninderung As des Knotenpunktsab-
standes @ — b bei der betrachteten virtuellen Ver-
riickung dar. Fir den Sonderfall As =1 wird,
wenn nur die Last P, =1 im Punkte m angreift,

S=1-¢,.

Die Ordinate der EinfluBlinie fiir die Spannkraft
8 an der Stelle m ist somit gleich dem senkrechten Abb. 141.

Abstand c,, des Punktes m’ der Figur F’ von der

Richtung der in m angreifenden Last 1. Sie ist positiv, wenn bei einer

angenommenen VergréBerung As=1 das Moment 1-¢, — bzw. die
Arbeit 1-¢,—positiv wird. In gleicher Weise kénnen die EinfluBordinaten
fiir alle iibrigen Punkte des Fachwerks dem Geschwindigkeitsplan direkt ent-
nommen werden.

Indessen ist in den meisten Féllen die Zeichnung eines solchen gar nicht er-
forderlich, vielmehr kann man bereits aus dem Polplan die Gestalt der EinfluB-
linie ableiten.

In Abb. 142 ist der Polplan der aus den drei Scheiben I, II und III be-
stehenden zwangldufigen kinematischen Kette gezeichnet, welche in den
Punkten 0 und 3 gelenkig gelagert sei. Die Pole (I) und (III) fallen mit den
festen Stiitzpunkten 0 bzw. 3 zusammen. Wihrend einer unendlich kleinen Ver-
riickung der Kette moge die Scheibe I die Winkelgeschwindigkeit ;! haben.
Der Punkt 4 dieser Scheibe dreht sich also um den Pol (I) mit der Geschwindig-
keit v, = 04-w,. Bezeichnet nun &, die Horizontalprojektion des Polstrahles 04,
dann ist die Projektion der Geschwindigkeit v, auf die Richtung einer in 4 wir-
kenden Kraft P oder, was dasselbe ist, der Abstand des Punktes 4’ von der
Kraftrichtung, wenn 4 — 4’ wieder die um 90° gedrehte Geschwindigkeit an-

gibt, ¢, = 4-—0% = &, w;. Im Falle As =1 ist ¢, = 7, die EinfluBordinate des
Punktes 4, die somit als lineare Funktion des Abstandes des Punktes 4 vom
Hauptpol (I) der Scheibe I dargestellt ist. Fir & = 0 ist 9 = 0. Eine gleiche
Uberlegung kann fiir jede Scheibe der Kette angestellt werden. Daraus folgt,
daB zu jeder starren Scheibe eine Gerade als EinfluBlinie gehért, deren Null-
punkt auf der Kraftrichtung durch den zugehorigen Hauptpol der Scheibe liegt.

Im Gelenkpunkt 1, welcher die Scheiben I und II verbindet, hat Scheibe I

! ; wurde in Abb. 142 links drehend angenommen.
7*

a”
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die gleiche Geschwindigkeit wie Scheibe II, somit sind auch die Projektionen
beider Geschwindigkeiten auf die Kraftrichtung einander gleich. Die den
Scheiben I und II entsprechenden Geraden der EinfluBlinie miissen sich also
auf der Senkrechten durch den Nebenpol (I II) schneiden, die EinfluBlinie hat
an dieser Stelle einen Knickpunkt. Dasselbe gilt offenbar fiir die Scheiben IT
und III in bezug auf den Nebenpol (II III). Die Scheiben I und IIT hingen im
vorliegenden Fall nicht direkt zusammen, sondern sind durch die Scheibe IT
getrennt. Nach den oben angestellten Uberlegungen kann aber ihr Nebenpol
kinematisch als gemeinsamer Punkt beider Scheiben angesehen werden. Es
miissen sich demnach auch die den Scheiben I und III entsprechenden Geraden
der Einflufllinie auf der Senkrechten durch den Nebenpol (I III) schneiden.

)
(m)
4%y
R
a)
as
\\; Abb. 1424,
-7 —
(I%: _______
I g
! )
‘ )
\\\\\\
DN ] ] 2
Qs N2
-y
w b
7 Abb. 142b.
Abb. 142.

Durch diese wichtigen Beziehungen zwischen Hauptpolen der Scheiben und
Nullpunkten der Einfluflinie einerseits, sowie Nebenpolen und Knickpunkten
andererseits kann die Gestalt der EinfluBSlinie einer beliebigen statischen
Grofle angegeben werden, sobald nach Entfernung des zu untersuchenden Fach-
werk- bzw. Stiitzstabes der Polplan fiir die so gebildete kinematische Kette
gezeichnet ist. Es bedarf nun nur noch der GréBenangabe einer Ordinate, welche
zwei der EinfluBlinie angehorige Gerade auf einer Senkrechten abschneiden, um
die EinfluBlinie vollkommen festzulegen. '

Auf Seite 94 war bereits darauf hingewiesen, daf der Nebenpol zweier
Scheiben den Pol der relativen Drehung beider Scheiben gegeneinander dar-
stellt. Bezeichnet nun w,; die Winkelgeschwindigkeit der relativen Drehung
der Scheibe II gegen die Scheibe III, dann ist die relative Geschwindigkeit
eines Punktes b, dessen Polstrahl die Lénge d besitzt (Abb. 142b), d-wy, und
ihre Projektion auf die Kraftrichtung d-wys-cos f = g-w,y,, wenn g die Hori-
zontalprojektion der Strecke d darstellt. Zieht man also in Abb. 142 im Ab-
stand g von (II III) eine Senkrechte, so schneiden die den Scheiben I und
III entsprechenden Geraden der EinfluBlinie auf dieser Senkrechten die Strecke
0-wy3 ab, und ebenso schneiden die den Scheiben I und II entsprechenden
Geraden der EinfluBlinie auf einer Senkrechten im Abstand g’ vom Nebenpol
(I II) die Strecke p’-w;, ab.
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In den Punkten 5 und 6 der Scheiben II und III greifen die Krifte S
an, die dort als FErsatz fiir den aus dem Fachwerk entfernten Stab an-
gebracht wurden. Bei einer beliebigen virtuellen Verriickung der zwang-
laufigen kinematischen Kette moge sich der gegenseitige Abstand der Punkte 5
und 6 um As indern. Dadurch éndert sich der von den Stéiben 5—2und2—6
eingeschlossene untere Winkel &#,; um den Wert Ad,, =A—r‘9 (Abb. 142a),
wenn r das Lot von Punkt 2 auf die Richtung 5 — 6 bezeichnet. A, gibt
die relative Winkeldnderung oder, wenn man wieder an Stelle der Verriickungen
die Geschwindigkeiten einfiihrt (vgl. 8. 91), die relative Winkelgeschwindigkeit

der Scheibe IT gegen-die Scheibe III an. Im Falle 4s =1 ist demnach Ad,,
= g4 =—i—. Bezeichnet nun w den Abstand der Senkrechten durch den

Hauptpol (III) vom Nebenpol (II I1I), so schneiden die den Scheiben II und
III entsprechenden Geraden der EinfluBlinie auf dieser Senkrechten die Strecke

WeWyy = —7;* und auf der Senkrechten durch den Hauptpol II die Strecke

ri ab, wenn u deren Abstand von (II III) angibt. In den Ordinaten%— und —7;;

erhilt man somit zwei Bestimmungsstiicke fiir den MaBstab der Einflufllinie.
Allgemein soll festgesetzt werden, dafi die positiven Ordinaten der EinfluB-
linie von der Nullinie aus nach unten, die negativen nach oben aufgetragen

werden. Treibt man die Kette so an, dafl die Langendnderung As = 1 wird, so
erfolgt die Verriickung der Knotenpunkte 5 und 6 der Richtung der in diesen
Punkten angreifenden Kréfte S entgegengesetzt. Letztere leisten demnach die
virtuelle Arbeit — 1-S. Die Scheibe II dreht sich um ihren Hauptpol (I1),
die Scheibe II1I um ihren Hauptpol (III). Soll nun der Abstand 5—6 vergrofert
werden, so mull der Gelenkpunkt 2 offenbar eine Verriickung erleiden, die auf
der Geraden (II) — (II III) — (I1I) senkrecht steht und nach unten gerichtet
ist. Thre Projektion auf die Senkrechte durch 2 ist ¢;=1,. Eine in 2 stehende,
senkrecht nach unten wirkende Last 1 leistet somit die positive virtuelle
Arbeit 4 1-n,, und das Prinzip der virtuellen Verriickungen liefert

—1.841.9,=0,
woraus folgt:
S =1-5,.
Die EinfluBlinie erhilt demnach unter dem Gelenkpunkt 2 eine positive Ordinate.

Einer Lingeninderung As = + 1 entspricht im vorliegenden Beispiel eine
Winkelénderung -+ A9,,, denn der Winkel &,, erfihrt hierbei eine VergroBe-

rung. In diesem Falle nehmen aber auch die Ordinaten t; und % positive

Werte an, sind also von der Nullinie aus nach unten aufzutragen. Damit er-
gibt sich in der EinfluBlinie entsprechend dem oben gefundenen Resultat eine
positive Ordinate 7,, womit auch das Vorzeichen aller iibrigen Ordinaten fest-
gelegt ist.

Die Bestimmung des Vorzeichens der Einflufilinie einer beliebigen statischen
GroBe 1aBt sich demmnach aus folgender einfacher Regel herleiten: VergroBert.
sich infolge einer positiven Léngenanderung As =1 des entfernt gedachten
Stabes der zugehérige (untere) Winkel &, so wird die Ordinate der EinfluB-
linie unter dem Winkelscheitel positiv, verkleinert sich ¢, dann wird sie negativ.
Einem positiven A% entspricht somit ein Knick der EinfluBlinie
nach unten, einem negativen A9 ein Knick nach oben.

Fiir diese Regel besteht ein Ausnahmefall, der gewohnlich dann vorliegt,
wenn der Nebenpol der beiden Scheiben, welche durch den Stab verbunden
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werden, dessen Spannkraft gesucht ist, nicht zwischen die beiden Hauptpole
dieser Scheiben fillt, sondern auBerhalb derselben. Im Zweifelsfalle kann man
sich iiber das Vorzeichen wie folgt Aufschluf verschaffen.

Es seien I und II die beiden Scheiben, S die Spannkraft des sie verbinden-
den Stabes (Abb. 143). Die Hauptpole (I) und (II) sowie der Nebenpol (I II)
seien bekannt.  Bei
einer virtuellen Ver-
riickung der Kette
moge der Punkt (I II)
die Verschiebung v er-
o leiden, welche senk-
recht zu (I) — (II) —
(L II) steht. Bezeich-
nen , und w, die Win-
kelgeschwindigkeiten
der Scheiben I und I1,
so ist, da (I II) beiden
Scheiben angehért, mit

Abb. 143. den Bezeichnungen der
Abb. 143
€
V=6 =e€yw, oder ;= Wy =
1

Bei der betreffenden virtuellen Verriickung erleidet der Punkt r der Scheibe 17
die Verschiebung aw,, wenn a die Linge des Polstrahles (/1) — r angibt. Die
Projektion dieser Verschiebung auf die Richtung einer in 7 stehenden senk-
rechten Last P wird unter Beachtung der in der Figur géwihlten Bezeich-
nungen a-w,-cos & = d-w,, und die von der Last P geleistete Arbeit dem-
nach P-d-w,. In gleicher Weise kénnen die Arbeiten der beiden Krifte S be-
stimmt werden. Der Angriffspunkt der an der Scheibe I wirkenden Kraft S
erleidet in Richtung dieser Kraft die Verschiebung — ¢;w,, der Angriffspunkt
der an der Scheibe II wirkenden Kraft S in Richtung dieser Kraft die Ver-
schiebung + ¢, w,. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen liefert also :

P-d-wy,+ Scy03— 8¢ 0,=0

. e
oder mit @, = w,-*
1

P-a+8(e—a?) =0,
woraus folgt:
S P.d
= — -
Cy — Cl'é;

Die EinfluBordinate unter r wird demnach negativ, wenn ¢, > ¢, %2— ist,
1

im andern Falle positiv.

Die vorstehend entwickelten Gesetze sollen jetzt auf einige Beispiele an-
gewendet werden.

1. Fiir den in Abb. 144a dargestellten Dreigelenkbogen sind die EinfluB-
linien der Stabkrifte O, U und D zu zeichnen.

Nach Entfernung des Stabes O (Abb. 144b) geht das Fachwerk in eine
zwangliufige kinematische Kette iiber, die aus den Scheiben I, II und III
besteht. Die Hauptpole (I) und (I1I) der Scheiben I und III fallen mit den
beiden Kiampfergelenken zusammen, die Nebenpole (I II) und (II III) sind
durch die zu den Scheiben I und II bzw. II und III gehorigen Gelenkpunkte
gegeben. Zur Bestimmung des Hauptpoles (II) beachte man, da dieser mit
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(I) und (I II) einerseits, sowie (II I1I) und (III) andererseits auf einer Ge-
raden liegen mufB. Der Schnittpunkt beider Geraden liefert den Pol (II). Durch
den Polplan ist die Gestalt der EinfluBlinie festgelegt. Den drei Hauptpolen ent-
sprechen Nullpunkte der Einflullinie, den beiden Nebenpolen entsprechen Knick-
punkte. Infolge einer Verlingerung des Stabes O tritt eine Verkleinerung des
Winkels #;, ein, die unter (I II) lie-

gende Ordinate der EinfluBlinie ist also g

negativ. Die Ordinaten - oder > unter

(1) bzw. (II) aufgetragen, bestimmen den a)
MaBstab der EinfluBlinie, die somit fest-
gelegt ist.

In gleicher Weise wurde in Abb. 144c
der Polplan firr die Kette gezeichnet, in
welche das Fachwerk nach Entfernung
des Stabes U, dessen Einflufllinie ge-
sucht ist, verwandelt wird. Der Haupt-
pol (II) fallt hier in das Einfluigebiet
der Scheibe I, d. h. die EinfluBlinie hat
im Bereich der Scheibe II keinen Null-
punkt. Dieser liegt vielmehr links vom
Nebenpol (I II) und ist somit wohl der
Nullpunkt der der Scheibe II entspre-
chenden Geraden der EinfluBlinie, nicht
aber ein Nullpunkt der EinfluBlinie selbst.
Die Aufeinanderfolge der beiden Haupt-
pole (I) und (II) und des Nebenpols (I IT)
ist hier derart, daB letzterer nicht zwi- ,
schen die beiden Hauptpole fallt, sondern ¢
aufBerhalb derselben. In diesem Fall trifft
die auf S. 101 gegebene Regel zur Be-
stimmung des Vorzeichens der EinfluB3-
linie nicht zu. Obwohl hier der Winkel &, ,

bei einer positiven Langenanderung As
grofer wird, ist die unter (I 1I) liegende
Ordinate nicht positiv, sondern negativ. b RS>
Im vorliegenden Beispiel kann man sich B &&%&

davon leicht iiberzeugen, wenn man die T /m)‘ -}

:
N
N
N
A
B
8

RN

Last 1 im Gelenkpunkt (I I1I) angreifen
1a8t. Dann miissen die beiden Kampfer-
driicke durch diesen Gelenkpunkt gehen,
und man erkennt, dafl der linke Kamp-
ferdruck in bezug auf (I II) ein nega-

tives Moment erzeugt. Der Stab U erhalt N 'm“““-“
somit bei dieser Laststellung Druck, d. h. R %

die unter dem Gelenk (II III) liegende ‘ ”
Ordinate ist negativ. Da aber die Ein- Abb. 144,

fluBlinie innerhalb der Trigerstiitzweite
keinen Nullpunkt besitzt, so muf auch die dem Nebenpol (I II) entsprechende

EinfluBordinate negativ sein. Die Bestimmungsstiicke 1—:- und % geben den
MaBstab der EinfluSlinie an.

In Abb. 144d ist die EinfluBlinie fiir den Stab D dargestellt. Die Kette be-
steht jetzt aus den fiinf Scheiben I bis V. Unter der Annahme, daB die Lasten
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am Obergurt angreifen, ist fiir die Bestimmung der EinfluBllinie der Scheiben-
zug I — II — IIT — IV mafigebend. Die Hauptpole (I) und (IV), sowie die
Nebenpole (I II), (I I1I) und (III IV) sind durch die Stiitzung und den Zu-
. sammenhang der Scheiben gegeben. Fiir den Haupt-

pol (LI1) ist ein geometrischer Ort bekannt, ndmlich
die Gerade (IV) — (IIIIV). Um einen zweiten zu
finden, muB} zunachst ein Hilfspol, der Nebenpol
(L III), bestimmt werden. Da die Scheiben I und
III mit den Staben II und ¥V ein Gelenkviereck
bilden, so liegt der Nebenpol (I III) im Schnitt-
punkt der Stdbe II und V. Nun mull aber der
Hauptpol (I1I) auf der Geraden (I) — (I I1I) liegen,
welche demnach den zweiten geometrischen Ort fiir
diesen Pol liefert. Endlich findet man den Hauptpol
(LI) als Schnittpunkt der Geraden (I) — (I II) und
(I1I) — (I1I I1I). Nach Zeichnung des Polplanes ist
die Gestalt der EinfluBlinie fiir D festgelegt. Ihr
MafBstab wird in bekannter Weise bestimmt. Be-
ziiglich der Angabe des Vorzeichens beachte man,
daB bei einer Verlingerung des Stabes D eine Ver-
groBerung des Winkels &,, eintritt; die unter dem
Nebenpol (II I1I) liegende Ordinate der EinfluB-
linie ist daher positiv. Zu bemerken ist noch, daB
der Schnittpunkt der den Scheiben I und III ent-
sprechenden Geraden der EinfluBlinie unter dem
Nebenpol (I I1I) liegen muBl, wodurch ein Mittel ge-
geben ist, die Richtigkeit der EinfluBlinie zu priifen.
2. In Abb. 145 ist die EinfluBllinie fiir den Diago-
nalstab D der Mittel6ffnung eines Gerbertrégers dar-
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gestellt worden. Eine Erlduterung der Zeichnung er-
ibrigt sich nach den vorhergehenden Erkldrungen.
Zum Vergleich sei auf die in Abb. 122¢ dargestellte
Einflufllinie hingewiesen, die dort mit Hilfe des
Ritterschen Verfahrens abgeleitet wurde.

3. Fiir den in Abb. 146 dargestellten Dreigelenk-
bogen, dessen Belastung am Obergurt angreifen moge,
soll die EinfluBlinie fiir die Spannkraft des Obergurt-
stabes O gezeichnet werden. Durch Entfernung dieses
Stabes wird das Fachwerk in eine zwangléufige kine-
matische Kette verwandelt, die aus den starren
Scheiben I, II, III und den Stiaben IV bis VII
besteht. Fiir die Bestimmung der EinfluBlinie sind
nur die Scheiben I bis 111 maBigebend. Der Haupt-
pol (I1I) fallt mit dem rechten Kémpfergelenk zu-
sammen, auBerdem sind die Nebenpole (I II) und
(IIIII) durch den Zusammenhang der Scheiben
gegeben. Der Hauptpol (I) liegt auf der Rich-

R R A==

)

< ) tung des Stabes IV, wihrend fiir (II) die Gerade
(III) — (II III) einen geometrischen Ort liefert. Um

einen zweiten zu finden, miissen zundchst einige Hilfspole bestimmt werden.
Der Pol (V) liegt im linken Kampfergelenk, und der Pol (VII) muB erstens
auf der Geraden (V VII)— (V) und zweitens auf der Verbindungslinie der
Pole (I) und (I VII) liegen. Von (I) weil man, daB er auf der Achse des
Stabes IV liegt. (I VII) fillt ins Unendliche, da die beiden ihn bestimmen-
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den Geraden (I VI) — (VI VII) und (I II) — (II VII) einander parallel
sind. Diese schneiden im Unendlichen auch die Achse des Stabes IV, so
daB die Verbindungslinie (I) — (IVII) mit dem Stab IV zusammenfillt.
Demnach liegt der Hauptpol (VII) ebenfalls im linken Kimpfergelenk. Ver-
bindet man nun (VII) mit (II VII), so erbélt man einen zweiten geometri-
schen Ort zur Bestimmung von (II). Die Gerade (II) — (I II) liefert end-
lich im Schnittpunkt mit dem Stabe IV den Hauptpol (I), dessen Ermitt-
lung zur Losung der Aufgabe
an und fiir sich nicht erfor- N
derlich ist, da es geniigt zu
wissen, dafl er auf der Senk-
rechten durch das linke Kémp-
fergelenk liegen muf. Nun-
mehr kénnen Gestalt, Mafistab
und Vorzeichen der EinfluB-
linie in bekannter Weise fest-
gelegt, werden.

In dhnlicher Weise verféahrt
man bei der Konstruktion der 1#{

(m)

EinfluBllinie eines D-Stabes
(Abb. 147). Die Kette besteht
hier aus den Scheiben (bzw.
Staben) I bis IX, von denen
I bis IV zur Bestimmung der Einflufllinie maBgebend sind. Die Pole (II1I),
(I IV), {I1IV) und (IIIII) konnen sofort festgelegt werden. Hauptpol (I)
liegt auf der Achse des Stabes V, Hauptpol (II) auf der Geraden (I11) — (II III).
Nun sind zunichst

Abb. 146.

()
wieder einige Hilfs- &\\\\\\W\;A‘.ﬁv ““\\‘»‘J: ——
pole zu ermitteln, /{.731{ :\\\\‘h@ig A”(‘l&\
A “ =

(7

Der Pol (VI) fallt
mit dem linken
Kampfergelenk zu-
sammen. Da die
Nebenpole (I II),
wegen der Paralleli-
tat der Stabe I Vund
IX, sowie (I VI),
wegen der Paralle-

D

litat der Stabe Vund

VII, im Unendli- »«@

chen liegen, so folgt, # 1
daB auch der auf

ihre Verbindungs- Abb. 147.

gerade fallende Ne-

benpol (VI II) ein unendlich ferner Punkt ist. Andererseits fillt er auf die
Gerade (VIII II) — (VIII VI), liegt also auf dieser im Unendlichen. Die Ver-
bindungslinie des Hauptpoles (VI) und des Nebenpoles (VI II) lauft demnach
der Geraden (VIII II) — (VIII VI) parallel. Sie liefert den zweiten geome-
trischen Ort fiir den Hauptpol (II), der damit bestimmt ist. Nun ist auch (I)
bekannt als Schnittpunkt des Stabes ¥ mit der Parallelen zu dem Stabe IV (bzw.
IX) durch den Hauptpol (II). Der Pol (IV) ergibt sich endlich als Schnittpunkt
der Geraden (I) — (I IV) und (II) — (II IV). Es liegen somit die Nullpunkte
und Knickpunkte der EinfluBlinie fiir D durch den Polplan fest, so da diese in
bekannter Weise aufgetragen werden kann.

(17)
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4. Das in Abb. 148 skizzierte Tragsystem stellt zwei Dreigelenkbogen dar,
von denen der linke auf einen Kragarm des rechten aufgesetzt ist. Es soll die
EinfluBlinie der senkrechten Reaktionskomponente der Stiitze B gezeichnet
werden. Zu diesem Zwecke denke man sich zunichst das feste Lager B der Mittel-
stiitze durch zwei Stiitzstédbe, einen senkrechten und einen horizontalen, ersetzt
und entferne den senkrechten, dessen Spannkraft bestimmt werden soll. Da-
durch geht das System in eine zwangliufige kinematische Kette iiber, die aus
den Scheiben I bis ¥ besteht. Die Hauptpole (I}, (IV) und (V), sowie die Neben-
pole (I11), (II111), (III V) und (III IV) kénnen sofort angegeben werden.
Der Hauptpol (I1I) liegt auf den Geraden (III IV) — (IV) und (III V) — (V).
Endlich wird der Hauptpol (II) gefunden als Schnittpunkt der Geraden (I)
— (I II) und (I1I) — (II III). Damit sind alle notwendigen Pole bestimmt,

(o,

,A\\\\\\\\\i&

Abb. 148,

und die Einfluflinie kann gezeichnet werden. Ihr MaBstab und Vorzeichen
sind dadurch festgelegt, dafl eine iiber B stehende Last 1 einen senkrecht nach
oben gerichteten Stiitzendruck von der Gréfle 1 erzeugen muB. Als EinfluBlinie
der im Lagerstab herrschenden Spannkraft erhilt sie das negative Vorzeichen
(Druckkraft), als EinfluBlinie der Lagerreaktion das positive.

5. Es soll die EinfluBlinie fiir die Spannkraft im Stabe U des in Abb. 149
skizzierten Tragsystems, welches bei 4 und D feste, bei B und C auf hori-
zontaler Bahn verschiebliche Auflager besitzt, gezeichnet werden. Nach Ent-
fernung des Stabes U geht der Triger in eine aus den Scheiben I bis ¥ und
den Stdaben VI bis IX bestehende zwanglidufige kinematische Kette iiber. Die
Hauptpole (I) und (V) fallen mit den Auflagergelenken 4 bzw. D zusammen.
Die Nebenpole (I 1I), (IIII1I), (III1IV), IV V), (I VI) und (VIII IV) sind
durch den Zusammenhang der Scheiben gegeben, (VI II) und (VIII I1I) kénnen
in bekannter Weise gefunden werden. Fiir den Hauptpol (II) ist ein geometri-
scher Ort in der Geraden (I) — (I 1I) vorhanden. Um einen zweiten zu finden,
wird zunéchst der Pol (VI) bestimmt. Dieser liegt auf der Bahnnormalen des
Lagers B und auf der Verbindungslinie der Pole (I) und (I VI). Zieht man
jetzt die Gerade (VI II) — (VI), so liefert diese einen zweiten geometrischen
Ort fiir den Pol (II), der somit ebenfalls bekannt ist. Fiir die Hauptpole der drei
Scheiben III, IV und VIII ist je ein geometrischer Ort, g5, g,, g5, vorhanden,
némlich die Geraden gy = (II) — (II I1I), g, = (V) — (IV V) und die Bahn-
normale g, des Lagers C. Ein zweiter geometrischer Ort fiir einen dieser Pole
kann zundchst nicht ohne weiteres angegeben werden. Die zugehorigen Neben-
pole (III11V), (VIIIIV) und (VIII III), welche auf einer Geraden liegen,
sind bekannt. Nun weill man, da8 die Hauptpole ({1I) und (I V) mit dem Neben-
pol (III IV), die Hauptpole (III) und (VIII) mit dem Nebenpol (VIII III)
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und die Hauptpole (IV) und (VIII) mit dem Nebenpol (VIII IV) auf einer Ge-
raden liegen miissen. Die drei Hauptpole (I1I), (IV) und (VIII) bilden also
die Ecken eines Dreiecks, dessen Seiten durch die zugehorigen Nebenpole gehen.
Dieses kann mit Hilfe eines Lehrsatzes aus der Geometrie der Lage gezeichnet
werden, welcher lautet:

Drehen sich die Seiten eines verdnderlichen n-Ecks um feste,
auf einer Geraden liegende Punkte, und bewegen sich dabein —1
Ecken auf bestimmten Geraden, so bewegt sich auch die n-te
Ecke auf einer Geraden.

74 ) (17)
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Abb. 149.

Man nimmt zunichst einen Hauptpol willkiirlich auf der Richtung der
Geraden an, welche einen ersten geometrischen Ort fiir ihn darstellt, z. B. (IV)’
auf der Geraden g,, wobei hier (V)" mit (IV V) zusammenfallen mége. Dann
findet man (VIII) als Schnittpunkt von g, mit der Verbindungslinie (I7)
— (VIII IV), und (III) als Schnittpunkt der Geraden (VIII) — (VIII III)
und (IVY — (III IV). Verschiebt man (IV)" auf g,, wobei (VIII) auf g; wandert,
so muf} sich nach obigem Satz auch (II1I)" auf einer Geraden bewegen. Nimmt
nun (I'V) die ausgezeichnete Lage (IV)” im Schnittpunkt ¥ von g, und gz an,
so fallen die Pole (VIII)"” und (III) — wie man sich leicht iiberzeugt — mit
(IV)"” zusammen. Die Verbindungslinie £ — (I1I)' stellt also die Gerade dar,
auf welcher sich der Pol (I1I)" bewegt, wenn (IV)' auf g, verschoben wird. Sie
liefert einen zweiten geometrischen Ort fiir den Hauptpol (III), welcher als
Schnittpunkt der Geraden g; mit der Verbindungslinie £ — (I/I)" gefunden
wird. Nun kann auch der Hauptpol (I¥) als Schnittpunkt von (I1I) — (III IV)
und g, bestimmt werden. Es sind jetzt alle Hauptpole der Scheiben I bis ¥ be-
kannt, die EinfluBlinie fiir U 148t sich somit in bekannter Weise auftragen.

6. Mitunter empfiehlt es sich, die Einflullinie eines Fachwerkstabes mit
Hilfe des Geschwindigkeitsplanes zu ermitteln, ohne daB zuvor ein Polplan
gezeichnet wird. Das Verfahren mége an zwei mehrteiligen Fachwerken
erldutert werden, zu deren Untersuchung es besonders geeignet ist.

Fiir die Spannkraft im Stabe D des in Abb. 150 dargestellten Fachwerk-
trigers soll die Einflufllinie gezeichnet werden. Man entferne zuniichst den Stab
D, wodurch das System in eine zwangliufige kinematische Kette verwandelt
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wird. Die rechte Scheibe, welche durch den Stab 6—7 begrenzt wird, ist starr
und moge als ruhend angesehen werden. Das Auflager bei 4 denke man sich durch
die dort wirkende Stiitzkraft A ersetzt. Bei einer unendlich kleinen Verriickung
der Kette muB sich der Punkt 5 um den ruhend gedachten Punkt 7 drehen.
Seine senkrechte Geschwindigkeit 5 — 5’, welche beliebig gewahlt wird, fallt
also auf die Richtung 5 — 7.7 — 7’ und 6 — 6’ sind gleich Null. Der Punkt 4
ist an 5 und 6 angeschlossen. Demnach findet man 4’ im Schnittpunkt von
5 —4'|5—4 und 6’ —4'||6 —4. Punkt 3 ist an 5 und 6 angeschlossen,
weshalb 3’ im Schnittpunkt von 5 — 3'||5 — 3 und 6’ — 3’||6 — 3 liegt. Schrei-
tet man in dieser Weise von Knoten zu Knoten weiter fort, so findet man ferner
die Punkte 2’, 1’ und 0'.

Der Abstand des > N 7
Punktes 5’ von D sei mit , 7 3 2 v
¢, derjenige des Punktes A 5
0’ von A4 mit ¢, bezeich- e SN
net. Eine zwischen dem g€« TAAVAN: %
Knoten 6 und dem La- ;| J z J ¢ -
ger B stehende Last 1 ¢ <Gz p
erzeugt den Auflager- l

druck 4 = 1-“7. Wen-

det man auf diesen
Belastungszustand das
Prinzip der virtuellen
Verriickungen an, so lie-
fert dieses: .

Abb. 150.

A-cg—D-c=0 oder D= 1—9;—,%”
Dieser lineare Ausdruck stellt die Ordinaten der EinfluBlinie fiir D zwischen
den Punkten 6 und B dar. Steht die Last 1 im Knoten 4, so wird

xy ¢ Cy

A-cg—D-c—1-¢,=0 oder D———I-T«-c
Endlich ergibt sich, wenn die Last 1 im Knoten 2 steht,

A-cg—D-c=0 oder D= ng%

Durch diese Ordinaten ist die EinfluBlinie eindeutig festgelegt.

In shnlicher Weise verfihrt man bei der Bestimmung der EinfluBlinje fiir
die Spannkraft im Stabe D des in Abb. 151 skizzierten Trigers. Wird D ent-
fernt, so entsteht eine kinematische Kette, die aus den zwei schraffierten starren
Scheiben und einer Anzahl diese verbindender Stébe besteht. Man denke sich
die rechte Scheibe ruhend und erteile der Kette, nachdem man das linke Auf-
lager durch den Stiitzendruck A ersetzt hat, eine virtuelle Verriickung, der-
gestalt, dafl der Knotenpunkt 7 die senkrechte Geschwindigkeit 7 — 7’ erhiilt.
Nun zeichne man in bekannter Weise den Geschwindigkeitsplan, indem man
nacheinander die Punkte 6’, 5’, 4, 3’, 2’, 1’ und 0’ bestimmt. Eine zwischen dem
Knotenpunkt 8 und dem Auflager B stehende Last 1 erzeugt den Auflagerdruck

4=1 %’ Fiir diese Laststellung liefert das Prinzip der virtuellen Verriickungen
unter Beachtung der in Abb. 151 gewihlten Bezeichnungen:

A-cy+D(eg—ey) =0 oder D:_l.fg_.ﬁ“_

e

b

wenn e; — e; = e gesetzt wird.
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Damit ist die EinfluBlinie zwischen 8 und B festgelegt. Steht die Last 1 in 6,
g0 wird:

A
A-cy+D-e—1l-cg=0 oder :-1.%.%_{_%‘_.
Endlich liefert eine Last 1 in 4:
/
A-cg+De—1l-c,=0 oder D:—l_gclii;l_}_l‘;é_

Die EinfluBlinie fiir D kann nunmehr gezeichnet werden.

Abb. 1561.

3. Riumliche Fachwerke.

Die in Kap.8 des I. Abschnitts besprochenen allgemeinen Grundlagen der Fach-
werktheorie sollen an dieser Stelle fiir die Raumfachwerke noch einige Ergin-
zungen erfahren. ‘

SchlieBt man an ein Stabdreieck A—B—C einen Knotenpunkt D durch
drei nicht in der Ebene des Dreiecks liegende Stébe an, so entsteht ein stabiles
rdumliches Gebilde. Mit dieser Grundfigur kénnen weitere Knotenpunkte durch
dreistibigen Anschluf verbunden werden, wobei stets darauf zu achten ist,
daB die drei Anschlulstabe nicht in einer Ebene liegen, da andernfalls bei Be-
lastung eines solchen Knotens mit einer beliebig gerichteten Kraft P das Knoten-
gleichgewicht nicht unbedingt gewéhrleistet ist. Man erhidlt somit den dreisté-
bigen Knotenpunktanschluf als einfachstes Bildungsgesetz eines riumlichen
Fachwerks, wobei die Grundfigur, von welcher ausgegangen wird, ein beliebig
gestalteter Raumkorper sein kann, fir den nur vorausgesetzt werden muf,
dafl er stabil ist.

InKap. 8 des I. Abschnittes war bereits die Stabilititsbedingung eines statisch
bestimmten rdumlichen Fachwerks gefunden. Sie lautet

r+a=3%k,

wenn r die Anzahl der vorhandenen Stibe, ¢ die Anzahl der von einander
unabhéngigen Reaktionskomponenten und % die Anzahl der Knotenpunkte an-
gibt. Entsprechend den sechs Bewegungsfreiheiten eines starren Kérpers (drei
Parallelverschiebungen nach drei nicht in einer Ebene liegenden Achsen und
drei Drehungen um diese Achsen) muf die zur statisch bestimmten und
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stabilen Stiitzung eines solchen erforderliche Zahl der Stiitzwerte gleich sechs
sein, von denen nicht mehr als drei in einer Ebene liegen, durch einen Punkt
gehen oder einander parallel sein diirfen. Besitzt nun ein Raumfachwerk, fiir
welches die Bedingung r 4+ ¢ = 3 k erfiillt ist, gerade ¢ = 6 Stiitzwerte, so
mufl es, als freies Fachwerk betrachtet, in sich selbst statisch bestimmt und
stabil sein. Die fiir das freie Fachwerk notwendige Anzahl von Staben betragt
demnach
r=3k—6,

sofern es statisch bestimmt und stabil sein soll. Denkt man sich ein freies, stabiles,
rdumliches Fachwerk auf ein zweites gestiitzt und ersetzt die Auflager durch
Stiitzstibe, so sind nach den obigen Erlduterungen zur starren Verbindung
beider mindestens 6 Stabe erforderlich, die hinsichtlich ihrer Lage und Richtung
auBerdem bestimmten Bedingungen unterworfen sind (s. oben). Damit ist ein
zweites Bildungsgesetz fiir riumliche Fachwerke gegeben.

Die stabile Stiitzung eines Raumfachwerkes setzt das Vorhandensein von
mindestens drei Stiitzpunkten voraus, die nicht in einer Geraden liegen. Ein
Lager weist drei, zwei oder eine Reaktionskomponente auf, je nachdem der
betreffende Punkt festgehalten, in einer Linie oder in einer Fliche gefithrt wird.
Die Verteilung der Reaktionskomponenten auf die einzelnen Stiitzpunkte kann
auf verschiedene Weise erfolgen, jedoch muf} die Anordnung der Lagerfithrungen
stets so getroffen werden, daB nicht eine wunendlich kleine Verschieblichkeit
vorliegt (vgl. S. 120). Die Anzahl der Reaktionskomponenten darf auch grofler
sein als sechs, ohne dafl das System statisch unbestimmt zu sein braucht, wenn
man nur ebensoviel Stébe aus dem Fachwerk entfernt, als iiberzéhlige Reaktions-
komponenten vorhanden sind, so daf jedenfalls die Bedingung ¢ +r =3k
erfiillt ist.

Bezeichnen Q, ., @,» und @,, die Komponenten einer im Knoten m an-
greifenden Last — bzw. der Resultierenden der in m wirkenden Lasten — par-
allel zu den Koordinatenachsen z, y, z, ferner cos a, cosf}, cos y die Richtungs-
kosinus eines von m ausgehenden Fachwerkstabes und S dessen Spannkraft,
dann lauten die fiir den Knoten m giiltigen Gleichgewichtsbedingungen:

Qum -+ 38-cosa =0,
Qym+ 38-cosfp=0, 9
Qim+ X8-cosy=0.

Treffen in m nicht mehr als drei Stédbe zusammen, so lassen sich deren Spann-
kriafte infolge einer beliebigen in m angreifenden Belastung aus diesen drei
Gleichungen bestimmen. Ein Fachwerk, welches mindestens einen Knoten
besitzt, an dem nur drei Stibe — und damit drei unbekannte Stabkrifte —
zusammenstoflen, und bei dem sich, von Knoten zu Knoten fortschreitend,
immer ein weiterer finden 1ifit, an dem nur drei neue unbekannte Stabkrifte
hinzutreten, sei hinfort als raumliches Fachwerk von der einfachsten
Art bezeichnet (vgl. auch S. 71). Ein solches kann durch wiederholte Auflgsung
der obigen Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden.

Durch geschickte Wahl der Koordinatenachsen 148t sich die Rechnung
wesentlich vereinfachen. Zu diesem Zwecke wihle man etwa die z, y-Ebene
so, dafl diese sich mit der Ebene zweier in dem fraglichen Knotenpunkt zu-
sammenstoBender Stibe deckt, und die x-Achse mit einer der Stabachsen zu-
sammenfillt. In Abb. 152 sind die Knoten 1, 2, 3 eines Raumfachwerks und
der durch die Stabe §,, S,, S; mit den Stablingen s,, s,, s; an diese angeschlos-
gene Knoten 0 im Auf- und Grundrif§ dargestellt, wobei die z, y-Ebene die Grund-
riBebene bildet. Die Projektionen der Stabkrifte S sind im Aufri mit §’, im
Grundrif mit S” bezeichnet worden. In Ubereinstimmung hiermit wurden die
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Knotenpunkte im Aufril mit 0’, 1’, 2', 8’, im Grundri mit 0", 1"/, 2", 3" bezeich-
net. S, und 8, liegen in der x, y-Ebene, auflerdem fallt 8; mit der z-Achse zu-
sammen. Nun ist allgemein

sprcoso, =&,, srcosf.=1mn,, s-cosy,=1{,
wenn &,, 7, und £, die rechtwinkligen Projektionen der Stablinge s, auf die
Koordinatenachsen bedeuten. Diese konnen fiir jeden der drei Stiabe aus der
Abb. 152 entnommen werden. Damit lauten die Gleichgewichtsbedingungen (9)
firr den Knoten m: e
1 2 3 —
»5'1;1——{—6’2;;—835—}-@%——0
Syt — S + Q=0

S

_Ss

83

aus denen sich §;, S, und 8; be-

stimmen lassen.

+Z
&,
2 7
1‘ KA 5=5, +Z
R
|
-4 12
y [
58 N
&y ‘
J Sy 0" O | 57=S +z
'L_ﬁ I T
-¢; &;
Abb. 152. Abb. 153.

In vielen Fallen fiibrt auch das nachstehend angegebene allgemeine Ver-
fahren schnell zum Zielel. Abb. 153 zeigt die Knotenpunkte 0, 1, 2, 3 eines
Raumfachwerks im Auf- und Grundrill. Die Achsen der Stibe S;, S,, S; sind
bis zum Schnitt (1), (2), (3) mit der GrundriBebene verlingert. Im Knoten 0
greift die Kraft @ an, welche die GrundriBebene in A4 schneidet. Nun denke
man sich in den Punkten (1), (2), (3) und 4 die durch diese gehenden Krifte
nach ihren Vertikal- und Horizontalkomponenten zerlegt und stelle die Mo-
mentengleichung aller Krifte in bezug auf die die Punkte (2) und (3) verbin-
dende Achse I auf. Diese lautet, wenn b, den Abstand des Punktes (1) von I,
a, den Abstand des Punktes 4 von I, I, und ¢ die wirklichen Lingen 0 — (1)
bzw. 0 — A und % die Hohe des Punktes O iiber der GrundriBebene bezeichnen:

h h
R Sl'jl_‘bl + Q.?.-a,l — O,

1 Miiller-Breslau, H.: Neuere Methoden usw., 4. Aufl.,, S.294. 1913.
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woraus folgt

—ph.a
SI_QQ '51—’

und entsprechend findet man aus den Momentengleichungen in bezug auf die
Achsen IT und III:

S = —@l. 2

q by
_ Iy ay
Ss= =04 %,

wenn ly, I3, @y, a5, b, und b; die analogen Bedeutungen fir S, und S; haben,
wie I, ay, b, fur 8.

Wirkt @ parallel zur GrundriBebene, so zerlege man @ zur Bestimmung von
8; nach zwei Komponenten parallel und senkrecht zur Achse I. Im Grundril3
moége o« den Winkel zwischen der Rich-
tung von @ und der Achse I bezeichnen.
Dann lautet die Momentengleichung in
bezug auf I (Abb. 154):

S Sz

—Sl-%-bl + Q-sina-h=0.

a) b)

Abb. 154. Abb. 155.

Zieht man nun ¢, | Q, so wird wegen b, = ¢,-sin «

h
——SI‘E"CI +Q'h =0,
also
S1=Q'A-

€1

In gleicher Weise verfahre man bei der Bestimmung von S, und S;.

Sollen die Spannkrifte graphisch ermittelt werden, so empfiehlt es sich,
eine der Projektionsebenen so zu wihlen, daBl zwei Spannkrifte sich in dieser
decken. Abb. 155a zeigt die Auf- und GrundriBprojektion eines Fachwerk-
knotens m, in dem die drei Stibe §;, S, S; zusammentreffen, die zunichst
samtlich als Zugstibe angenommen sind. Die Stabrichtungen von §, und S,
decken sich im Aufrif3.

Man zerlegt im AufriBl die Kraft @' nach den Richtungen von S3 und 87 8%
und findet somit S5 nach GréBe und Richtung (Abb. 155b). Dann bestimmt
man im GrundriB S% und S7, die mit Q" und 8% im Gleichgewicht stehen miissen.
Die Losung der Aufgabe beruht auf dem Satz, daB, falls fiir die vier Krifte
@1, S;, Sy und S; ein geschlossenes Krafteck besteht, auch die Aufri3- und Grund-
riBprojektion geschlossene Kraftecke darstellen.
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Die wiederholte Anwendung des vorstehenden Verfahrens setzt die Be-
nutzung verschiedener Projektionsebenen voraus, was mit Riicksicht auf die
Deutlichkeit und Ubersichtlichkeit der Darstellung in den meisten Féllen zu

empfehlen istl.

Bei Fachwerken, die nicht von der einfachsten Art sind, gelingt es mit-
unter, einen solchen Schnitt zu fithren, dafl alle von diesem getroffenen Stébe
mit Ausnahme eines einzigen eine bestimmte Achse schneiden. Stellt man in
bezug auf diese Achse das Moment aller an dem abgetrennten Fachwerkteil
wirkenden Krifte auf, so erhilt man eine Bestimmungsgleichung fiir die tibrig-
bleibende Stabkraft, unter der Voraussetzung, dafBl alle &uBeren Krifte, ein-
schlieBlich der etwa in Frage kommenden Lagerkrifte, bekannt sind. Das Ver-
fahren, welches die Rittersche Schnittmethode auf den Raum iibertragen dar-
stellt, eignet sich mitunter auch im Verein mit den Gleichgewichtsbedingungen
zur Bestimmung der Lagerkrifte, sofern deren Zahl groBer ist als sechs, wenn
sich némlich der Schnitt so fithren 148t, daB alle von ihm getroffenen Fachwerk-

stibe eine bestimmte Achse schneiden?.

Das in Abb. 156 im Grundrif dargestellte
statisch bestimmte Raumfachwerk, welches im
Punkte ¢ durch eine zur GrundriBebene senkrechte
Kraft P belastet sei, moge bei @ ein festes, bei d
und b auf Linien bewegliche und bei ¢ ein in der
GrundriBebene verschiebliches Lager, im ganzen
also 3 4 2-2 41 =8 Lagerkomponenten auf-
weisen. Zu deren Bestimmung stehen zunéchst
nur sechs Gleichgewichtsbedingungen zur Verfii-
gung. Legt man nun einen Schnitt ¢ — ¢ senk-
recht zur GrundriBebene durch die Langsachse
des Systems, so gehen die vom Schnitt getroffe-
nen Stibe durch die Schnittgerade I der beiden
Ebenen ¢ —b —f —e und d —¢c — g — b oder
sind ihr parallel. Die Momentengleichung aller
am rechten Fachwerkteil wirkenden Kréfte in be-
zug aul die Gerade I als Momentenachse enthalt

7 )
A L !1
~<
<Ax—>1¢ 1 F
a L_*__ 1#
A g ~N
L c
Ry 't
) Z
Abb. 156,

nur drei unbekannte Lagergrofien, da andere duBere Krifte nicht in Betracht
kommen. Der Abstand der Geraden I von der Ebene der Auflager sei mit A
bezeichnet. In gleicher Weise kann man einen zweiten Schnitt ¢ — ¢’ senkrecht
zum ersten durch die Querachse des Systems legen und findet eine zweite Mo-
mentenachse I7 als Schnittgerade der Ebenena — e —bh —dund b — ¢ — g — f,
deren Abstand von der Lagerebene %' sein moge. Stellt man in bezug auf die
Gerade II die Momentengleichung aller am unteren Trigerteil (in der Zeichnung)
wirkenden Krifte auf, so enthilt diese ebenfalls nur drei unbekannte Lagergrofen.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 156 lauten die Gleichgewichtsbedingungen,
wenn das ganze Fachwerk auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem

Ursprung in e bezogen wird:

DX =0 gibt: X,+ R,-cosf — Ry-cos8d =0
2Y=0 Y,— R,-sinf 4+ Rg:sind =0

Projektionsebenen ist von Mayor und v. Mises durch Ab

(1)
(2)

1 Ein allgemeines Verfahren der raumlichen Kréftezerle%)ung ohne Zuhilfenahme zweier

ildung rjumlicher auf ebene

Kriftesysteme entwickelt worden. Da indessen eine Besprechung dieser Verfahren hier zu
weit fithren wiirde, so muf diesbeziiglich auf die nachstehende Literatur verwiesen werden:
Mayor, B.: Statique graphique des systémes de I’espace. Lausanne 1910. — v. Mises, R.:
‘Graphische Statik rdumlicher Kriftesysteme. Z. Math. Phys. 1916, S. 222. — Prager, W.:

Beitrag zur Kinematik des Raumfachwerks. Z. angew. Math. Mech. 1926, S. 341.

2 Vgl. Landsberg: Zentralbl. Bauverw. 1903, S. 221 u. 361.

Handbibliothek IV.1. 2. Aufl.

8



114 Ermittlung der Spannkrifte statisch bestimmter Fachwerke.

—
W
=

 3NZ=0 gbt: Z,4+Z, 4%, +Z;—P=0

2M,=0 ” (Zy+2Z)ly— P-4, =0 (4)
2My=0 ” Z,+Zy)l, —P-2,=0 (5)
ZMZZO » Rb'COSﬂ'll-—Rd-siné-l2=0, (6)

Die Momentengleichung der Krifte am rechten Tragerteil (Schnitt ¢ — )
in bezug auf die Gerade I liefert:

(@~ 25 — Ryro0s f-h =0, 1)

und die Momentengleichung der Krifte am unteren Tragerteil (Schnitt ¢ — ¢)
in bezug auf die Gerade II:

(B, — Z) & + Rysind-h = 0. 8)

Aus diesen acht Gleichungen, deren Auflosung keine Schwierigkeiten bereitet,
konnen nunmebr simtliche acht unbekannten LagergroBen berechnet werden.
Bei Fachwerken, die nicht von der einfachsten Art sind, und deren Spann-
krafte sich auf andere Weise nicht berechnen lassen, fithrt die Methode der
Stabvertauschung stets zum Ziel. Diese wurde bereits im Kap. 1, Ziffer d dieses
Abschnitts fiir ebene Fachwerke besprochen, kann aber in ganz analoger Weise
auch auf rdumliche Fachwerke angewandt werden. Zu diesem Zwecke verwandelt
man das zu untersuchende Fachwerk in ein solches von der einfachsten Art,
indem man eine bestimmte Anzahl von Stdben entfernt und an anderer Stelle
ebensoviel Ersatzstibe S§’, 8”7, §'”... hinzufiigt, wodurch an der statischen
Bestimmtheit des Systems — um ein solches moge es sich handeln — nichts
geandert wird. An Stelle der entfernten Stibe bringt man deren Spannkrifte
als Lasten an dem so gewonnenen Fachwerk von der einfachsten Art an und er-
hilt dann die Spannkraft in einem beliebigen Stabe des neuen Fachwerks nach
dem Gesetz der Superposition in der linearen Form:
S=8,+8,2Z,+ 82,54 -+ 8, 2,,
wenn Sj,8,,8,...8,, sowie Z,,Z,...Z, die gleiche Bedeutung haben wie
in Kap. 1, Ziffer d, und » die Anzahl der vorhandenen Ersatzstibe angibt. Aus
der Bedingung, dafl die Spannkréfte in den Ersatzstiben gleich Null sein miissen,
erhilt man n Gleichungen von Form
So+ 812y + 82 Zy+ -+ 80 Zp =0
So + Si,'zl +82Zy 4+ 802, =0

S{;’ + Srlb.Zl + Sg'zg + e + Sﬁzn = 0)
aus denen Z,, Z, . . .Z, eindeutig berechnet werden konnen, sofern die Nenner-
determinante
8188 . . .8,
Sy 8% S5 Sn
A= . . ... ...

8% 8% 82 .8y
1~2%~8 ¢ n
einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Die Untersuchung dieser Deter-
minante bietet somit zugleich ein Hilfsmittel, um sich {iber die Stabilitat des
Systems ein Urteil bilden zu konnen. Wird 4 = 0, so ist das Fachwerk ver-
schieblich, also unbrauchbar.
Nachdem Z,,Z,,...,Z, bekannt sind, kénnen auch alle iibrigen Spann-
krifte bestimmt werden. Es empfiehlt sich, die Lage der Ersatzstibe, welche
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auch Lagerstibe sein konnen, immer so zu wihlen, daf} die Ermittlung ihrer
Spannkrafte leicht moglich ist.

Ist nur die Anordnung eines Ersatzstabes notwendig, so lautet die Be-

stimmungsgleichung fir Z,:
So+81-2,=0,
woraus folgt:
Z, =
1 S’l *

Zur Beurteilung der Stabilitdt des Systems geniigt es demnach, festzustellen,
ob die Spannkraft 87 des Ersatzstabes infolge des Belastungszustandes Z, = 1
von Null verschieden ist, denn fiir S; = 0 wird Z, bei einem endlichen Werte von
S5 unendlich gro8, das System also unbrauchbar.

Sind mehrere Ersatzstibe vorhanden, so macht das Verfahren die Auflésung
von 7 linearen Gleichungen mit # Unbekannten erforderlich.

Das in Abb. 157 dargestellte Raumfachwerk
hat bei a, ¢, eund gauf radial gerichteten Geraden
bewegliche, bei b, d, fund % in der Grundriiebene
bewegliche Auflager und ist offenbar nicht von der
einfachsten Art. Es besitzt @ = 12 Auflagerkompo-
nenten, r = 24 Fachwerkstibe und t = 12 Fach- 15
werkknoten, die Stabilitdtsbedingung @ 4+ r = 3 k
ist somit erfiillt. Um das Fachwerk in ein solches A 5
von der einfachsten Art zu verwandeln, denke J 2z
man sich die Stibe Z,, Z,, Z; und Z, entfernt,
fiige statt dessen die Stiitzstibe S, S”, 8§’ und " 7 7 Iy
S8 ein, durch welche die Linienbeweglichkeit der g ¢ 2
Lager @, ¢, ¢ und g aufgehoben wird, und bringe 7
in den Knotenpunkten ¢ bis m des oberen Polygons
die Spannkrifte Z,, Z,, Z,, Z, der entfernten Stibe s a
als Lasten an. In diesen Punkten treffen jetzt nur 2
je drei unbekannte Stabkrifte zusammen, welche {,_s"”
nach einem der oben besprochenen Verfahren be- Abb$157
stimmt werden konnen, sobald die Krifte Z be- T
kannt sind. Fir letztere stehen vier Bestimmungsgleichungen zur Verfiigung,
namlich

So + 81 Zy+ 82 Zy+ 85 Zy+ 84 Z,=0

86 + 8 Zy+ 8% Z,+ 85 Zy+ 8 Z, =0

8o +87 Z, + 88 Zy+ 88 Z,+ 8 Z, =0

S8+ SV 2y + S8y + 85" 2 + 81" 5y = 0.
Nun ist aber, wie leicht ersichtlich, infolge der bestehenden Symmetrie des
Fachwerks

Bi=8=8'=8{"=u
Sp= 8 = 8 = 8" = a
Sg=8{=8"=8"=0a3=0
Be=8=8=8"=0a,=a,.
Das obige Gleichungssystem geht also iiber in:
oy Zy + o5 Zy +fonZy=— 8
e Zy + 0y Zy + 9 Z4 — Sy
o Zy + oty Zy + 0y Zy = — 8¢’
g Zy +‘anZy+ oy Z, = — 85",

il

I

8«
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aus dem sich die Unbekannten

A
7 =3

4y, _As.
=2,

Z, =2 =4

A
Z?’—__A—; =t

Zy = —

bestimmen lassen. Die Zahlerdeterminanten A;, 4, ... nehmen folgende Werte
" —80 %% 0 o
— 80 o o O
— 80 a oy
— 85" 0 ay oy

usw., und die Nennerdeterminante 4 lautet:

o — S6 0 Ao
Ay — S{)’ Ko O
0 — 8y a o

1
o — S0 oy Oy

4, = A

o o 0 oy

Ky Oy Ko 0

A:

0 o o o

e 0 ap oy

Sie andert ihren Wert nicht, wenn man zu den Elementen einer Reihe ein be-
liebiges Vielfaches von den Elementen einer parallelen Reihe addiert. LaBt man
nun die ersten beiden Horizontalreihen bestehen und addiert zu den Elementen der
dritten die mit — 1 multiplizierten Elemente der ersten und zu den Elementen der
vierten die mit — 1 multiplizierten Elemente der zweiten, so erhélt man:

oy o 0 o

A _ 22 o [+ &} 0 ,
— g 0 oy 0
0 — oy 0 &y ’

und wenn man noch die erste und vierte Spalte miteinander vertauscht:
oty oy O ocl'
A— — 0 oy o oy .
0 0 oa—oy
} og—a; 0 O
Jetzt 16st man die Determinante wie folgt auf:

oy g Ol oy O o

A= —o, 0 oy —oy| fog|o a o

| —o; 0 O 0 o —oy
= _Oﬁz[‘— o (—2“1“2)] + oy [“2 (— 204 ap) -+ “3]

und findet schlieBlich
A=0ol (2 —4ad).

Die Stabilitit des betrachteten Systems setzt voraus, dafl A = 0 ist, wovon
man sich ohne Schwierigkeit iiberzeugen kann, nachdem die Spannkrifte o; = Sy
und «, = 87 fiir den Zustand Z, = 1 bestimmt sind.

Die Formen, welche die raumlichen Fachwerke annehmen koénnen, sind
auBerst mannigfaltig. Fiir die Praxis sind diejenigen Systeme von besonderer
Wichtigkeit, bei denen die gesamten tragenden Konstruktionsteile auf einem
Mantel liegen, welcher einen einfach zusammenhingenden inneren Raum um-
schlieBt. Derartige Raumfachwerke bestehen im allgemeinen aus Sparren oder
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Schrigstiben und einem oder mehreren iibereinanderliegenden Stabpolygonen,
auch Ringen genannt, in deren Eckpunkten die Sparren oder Schrigstdbe an-
greifen. Um eine Verschiebung der Knotenpunkte zu verhindern, sind in den
Mantelflichen — sofern diese nicht schon aus Dreiecken bestehen — Diagonal-
stibe eingeschaltet. Die Gliederung der einzelnen Systeme, die in der vor-
stehend angegebenen Weise geformt sind, kann wiederum je nach dem ange-
wandten Bildungsgesetz sehr verschieden sein.

a) Netzwerkkuppeln.

Ihre Hauptbestandteile sind einzelne, meist aus regelmiBigen Polygonen
bestehende Stockwerkringe und Netzwerkstdbe, welche die iibereinander-
liegenden, das Fachwerk in mehrere Geschosse oder Stockwerke teilenden Ringe
verbinden und mit den Polygonseiten in der Mantel-
fliche liegende Dreiecke bilden. Die Stockwerkringe
liegen versetzt gegeneinander, derart, daf sich im
Grundrif} immer Ringecke und Ringseite zweier auf-
einander folgender Ringe gegeniiberstehen.

Abb. 158 zeigt den Grundri8 einer Netzwerkkuppel,
deren Stockwerkringe aus regelmifBigen Fiinfecken
bestehen. Die fiinf Stiitzpunkte erhalten sidmtlich auf
Linien bewegliche Lager mit je zwei, im ganzen also
a = 10 Lagerkomponenten. Da ferner die Anzahl der 4
Stabe r = 35 und die Anzahl der Knotenpunkte k = 15
betrigt, so ist die Stabilitdtsbedingung a 4-r =3k
erfiillt. An Stelle der beweglichen Lager kénnen auch Abb. 158,
feste mit je drei Lagerkomponenten angeordnet wer-
den, wenn man dafiir die finf Stdbe des Fufiringes entfernt. Wiirde man auf
den oberen Ring eine Spitze aufsetzen, die mit fiinf Stiben an die Ecken dieses
Ringes angeschlossen wiirde, so wire, da fiir den neu hinzukommenden Knoten
nur drei weitere Gleichgewichtsbedingungen verfiighar sind, das Fachwerk
5 — 3 = 2-fach statisch unbestimmt. .

Die vorliegende Kuppel ist, wie man sich leicht iiberzeugt, nicht von der
einfachsten Art. Zu ihrer Berechnung bedient man sich mit Vorteil der Methode
der Stabvertauschung. Ist die Seitenzahl der Ringe gerade, erhalten diese also
4, 6, 8 usw. Ecken, so ist das Fachwerk von unendlich kleiner Beweglichkeit,
wie zuerst von Foppl! gezeigt ist. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt Miiller-
Breslau? auf dem Wege der Stabvertauschung. RegelmiBige Netzwerkkuppeln
von gerader Seitenzahl sind demnach fiir praktische Zwecke unbrauchbar. Aber
auch schon dann, wenn bei gerader Seitenzahl die Ringe nicht vollkommen regel-
mifig sind, konnen sehr grofe Spannungen auftreten, weshalb bei der Verwen-
dung derartiger Systeme Vorsicht geboten ist.

b) Schwedler-Kuppeln.

Den vorstehenden Systemen im Aufbau verwandt sind die Schwedler-Kuppeln,
welche aus den Netzwerkkuppeln hervorgehen, wenn man die Stockwerkringe
gegeneinander so verdreht, dall die entsprechenden Seiten der iibereinander-
liegenden Ringe einander parallel werden (Abb. 159).

Die Schwedler-Kuppeln sind besonders dadurch gekennzeichnet, daB sie
in Meridianebenen liegende Sparren besitzen, welche mit den Ringseiten Tra-
peze bilden, die durch Diagonalen versteift sind. Die Sparren koénnen geradlinig
oder gebrochen sein. Im ersteren Falle entsteht eine abgestumpfte Pyramide.

1 ¥oppl, A.: Techn. Mechanik, II. Bd., 5. Aufl., S. 257.
* Miiller-Breslau, H.: Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 4. Aufl., S.284.



118 Ermittlung der Spannkrifte statisch bestimmter Fachwerke.

Hinsichtlich der Lagerung gilt das gleiche wie bei den Netzwerkkuppeln. Die
hier und im vorigen Beispiel angedeutete, von Miiller-Breslau vorgeschla-
gene Lagerfithrung ist insofern bemerkenswert, als auBler den senkrechten Lager-
kriften nur solche in Richtung der FuBringseiten iibertragen werden.

Wie die Netzwerkkuppeln so sind auch die Schwedler-Kuppeln keine Fach-
werke von der einfachsten Art. Thre Berechnung 148t sich jedoch in sehr ein-
facher Weise durchfilhren, wenn man sich des von Miiller-Breslau angege-
benen Verfahrens bedient!. Zu dessen Erlduterung sei zunédchst als Sonderfall der
Schwedler-Kuppel die abgestumpfte Pyramide betrachtet.

Abb. 160 stellt zwei benachbarte Felder der Mantelfliche einer zweistéckigen
abgestumpften Pyramide — oder Schwedler-Kuppel mit geradlinigen Sparren —
dar. Eine in m angreifende, beliebig gerichtete Last ¢ denke man sich nach drei
Seitenkriften @,, @,, und ), zerlegt, und zwar so, dall ¢, in die Sparrenrichtung,
Q, und @,, in die Richtungen der den Scheiben I bzw. II angehorigen mittleren
Ringseiten fallen. @, belastet nur die Scheibe I, @,, nur die Scheibe I und @, nur
den unteren Sparrenteil zwischen beiden Scheiben. Besitzt das Fachwerk bei a,
b, ¢ feste Lager, so kann jetzt jede der Scheiben I und IT als selbstdndiger, ebener
Triger, der in zwei Punkten @ und &, bzw. b und ¢ gestiitzt ist, aufgefalit und be-

2 H

Abb. 159. Abb. 160. Abb. 161.

rechnet werden. Der Stab m — b erhilt aufier der Kraft §, = — @, noch Spann-
krifte als Gurtstab der Scheiben I und II. Durch Addition aller drei Beitrige
findet man die wirkliche Spannkraft. Man erkennt aus dieser Uberlegung, daf3
auch dann, wenn nicht nur in m, sondern auch inanderen Knotenpunkten des Fach-
werks Lasten angreifen, das vorstehende Verfahren stets zum Ziele fithrt. Auch
ist die Losung durchaus nicht an diein Abb. 160 gewéhlte Gliederung des Systems
gebunden, sondern immer dann méglich, wenn die einzelnen Scheiben I, IT...
der Pyramide ebene, statisch bestimmte Triger bilden. Nachdem alle Spann-
krifte in den Fachwerkstdaben bekannt sind, erfolgt die Bestimmung der Lager-
reaktionen mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen fiir die einzelnen Stiitzpunkte.

Das vorstehend beschriebene Verfahren kann auch dann angewendet werden,
wenn die Sparren nicht geradlinig durchlaufen, wie bei der abgestumpften Pyra-
mide, sondern an jedem Stockwerkring einen Knick aufweisen. Abb. 161 stellt
den Aufri} einer zweigeschossigen Schwedler-Kuppel dar. Das obere Stockwerk
dieser Kuppel kann als abgestumpfte Pyramide aufgefaBt und nach den obigen
Regeln berechnet werden. Im Knoten m’ des mittleren Ringes greifen nun neben
den dufleren Kriften noch die bereits bekannten Spannkrifte § und D des oberen
Stockwerks an. Manhat also jetzt sowohl die duBeren Krifte als auch S und D nach
Qr, Q77 und @; zu zerlegen und verfihrt dann genau wie friiher, wobei immer nur
die Spannkrifte ebener Triger zu bestimmen sind. Am SchluB werden alle
Einzelwirkungen fiir jeden Stab addiert.

1 Fufinote 2, S.117.
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Fiir die Stabilitat der Schwedler-Kuppel geniigt es, wenn in jedem Trapez-
feld eine Diagonale vorhanden ist. Infolge symmetrischer Belastung sind diese
Diagonalen spannungslos, bei unsymmetrischer dagegen konnen sie Zug- oder
Druckkrafte erhalten. Bei praktischen Ausfithrungen sucht man gewohnlich
zu vermeiden, daf3 Diagonalstibe gedriickt werden, da Druckstibe mit Riicksicht
auf die erforderliche Knicksicherheit im allgemeinen gréBere Querschnitte be-
dingen als Zugstibe. Aus diesem Grunde legt man in jedes Feld zwei sich kreu-
zende Diagonalen, von denen immer nur eine, je nach Art der Belastung, Zug
erhiilt, wahrend die andere ndherungsweise als spannungs-
los angesehen wird. Welche der Diagonalen Spannung Zm_m R mir omer
erhalt, 1aBt sich im Zusammenhang mit den obigen Be-
trachtungen leicht entscheiden. In Abb. 162 seien Q,,,

und Q,,,,, die Komponenten der in m bzw. m 4 1 wir- r

kenden Krafte nach der Richtung der oberen Ringseite R, Drsr Dery

der Scheibe I. Ist Q,,, > @, 41, dann wird B, = — Q,p, m i1
und im Knoten m + 1 greift die Kraft Q,,, — @,m1 an, Abb. 162.

die im Stabe D, ., Zug erzeugt, wéihrend D, , span-
nungslos ist. Im andern Falle erhilt D, Zug und D,, ., wird spannungslos.

¢) Zimmermannsche Kuppeln®.

Die eingeschossige Zimmermannsche Kuppel (Abb. 163a) ist dadurch ge-
kennzeichnet, dafl der untere Ring doppelt soviel Ecken aufweist als der obere.
Der Aufbau kann derart erfolgen, daf man zunichst beiden Ringen die gleiche
Anzahl — etwa n — Ecken gibt und darauf diejenigen des unteren Ringes ab-
schneidet, so da 2 » neue Ecken entstehen. Letztere verbindet man nun mit
den n Ecken des oberen Ringes, und zwar derart, da} die Mantelfliche aus
lauter Dreiecken besteht. Das Fachwerk besitzt » in der Lagerebene und n in
. Geraden bewegliche Auflager, so dafl im ganzen n + 2#n = 3 n Lagerkompo-
nenten vorhanden sind. Besonders zweckmaflig ist die von Zimmermann bei
der Reichstagskuppel gewihlte Stiitzung (Abb. 163b), bei welcher alle 2 » Ecken

a % a a /4
r~ m r U g 1
i H 3 !
k c h& ¢
2) &) +0 B
-d d
g ! ! gl C !
L ¢ e t -
f € ' ¢
Abb. 163 a. Abb. 163b.

des unteren Ringes in der Lagerebene gefiihrt sind, also nur lotrechte Driicke
ausiiben. Die zur sicheren Stiitzung noch fehlenden horizontalen Lager werden
in die Mitten 4, B, C, D der vier Ringstibe s —b,c —d, e — f, g — b verlegt
und iibertragen nur wagerechte Krifte.

Ersetzt man die 3n Lagerkomponenten einer Zimmermannschen Kuppel
durch ebensoviel Stiitzstibe (Abb. 164), und zwar so, daB einem auf einer Ge-
raden beweglichen Lager zwei und einem in einer Ebene beweglichen Lager
ein Stiitzstab entsprechen, so ergibt sich die zur Bildung mehrgeschossiger
Kuppeln erforderliche Stabanordnung. Man kann nun die vorhandene Kuppel
einschlieBlich ihrer Lagerstdbe auf eine andere eingeschossige Zimmermannsche
Kuppel aufsetzen und erhilt damit ein mehrgeschossiges System.

1 Zimmermann, H.: Uber Raumfachwerke. Berlin: Wilhelm Ernst & Sohn 1901.
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Aufler den vorstehend besprochenen Kuppeln gibt es eine groBe Reihe an-
derer Formen, die teils aus den hier behandelten Fachwerken abgeleitet sind,
teils auch anderen Bildungsgesetzen folgen?.

An dieser Stelle soll noch eine Bemerkung iiber die Art der Lagerfiithrung
bei Raumfachwerken mit auf Geraden verschieblichen Stiitzpunkten und FuB-
ring eingeflochten werden. Besteht der Fulliring aus einem regelmifBigen
n-Eck, so ist ersichtlich, daf§ eine unendlich kleine Drehung des ganzen Fach-
werks um die Systemachse mdoglich ist, falls alle Eckpunkte des FuBringes

Abb. 164.

Abb. 165.

in den Tangenten an den umbeschriebenen Kreis des n-Ecks gefiihrt werden.
Ein derartiges System ist verschieblich, also unbrauchbar. Das gleiche gilt
fiir solche Systeme, deren Fufiring ein regelmaBiges n-Eck von gerader Seiten-
zahl darstellt, sofern sdmtliche Eckpunkte auf Lagern gefiihrt werden, deren
Gleitbahnen durchweg radial gerichtet sind. In diesem Falle ist eine Verschie-
bung der Stiitzpunkte abwechselnd nach innen und auBen ohne Anderung der
Stablingen méglich (Abb. 165). Weist das n-Eck dagegen ungerade Seitenzahl
auf, so ist das Fachwerk bei radial angeordneten Gleithahnen stabil.

Zu einer allgemeinen Untersuchung
der Frage, ob die gewihlte Stiitzung des
FuBringes sicher ist oder nicht, bedient
man sich zweckméBig eines Geschwindig-
keitsplanes?.

Abb.166 moge den Fulring eines Raum-
fachwerkes darstellen, dessen Eckpunkte
@,b,c,...,fin den Geraden g, bis g, ge-
fithrt werden sollen. Man denke sich die
Fithrung g, entfernt und erteile dem
Punkt ¢ der so entstehenden zwanglaufi-
gen kinematischen Kette die senkrechte
Geschwindigkeit @ — a’, welche senkrecht

Abb. 166. zur Bahn g, steht. Darauf konstruiere

man b’ als Schnittpunkt vona’ —b'|a —b

und b —b’ | g,, ¢’ als Schnittpunkt von & —¢'||b —¢ und ¢ —c¢' | g, usw.
bis zum Punkte e’. Die Ecke f ist an @ und e angeschlossen. Man findet somit
f als Schnittpunkt der Geraden &' — f'||a — f und ¢ — f'||e — f. Steht nun
die Gerade f — f' senkrecht zur Bahn des Punktes f, so fillt die Verriickung
von f in diese Bahn (g,), ist also moglich. Das Fachwerk wire demnach von
unendlich kleiner Verschieblichkeit. Um dieses zu vermeiden, mufl man der
Fiihrung des Punktes f eine von (g,) abweichende Richtung geben, z. B. g;.

1 Vgl. etwa W. Schlink: Stat. d. Raumfachwerke. 1907.
2 Vgl. H. Miiller-Breslau: Zentralbl. Bauverw. 1892, S. 203.
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Wie bereits frither erwahnt (vgl. S. 24), liegt der Fachwerktheorie die An-
nahme zugrunde, dafl alle Stdibe in den Knotenpunkten durch reibungslose
Kugelgelenke miteinander verbunden sind, eine Voraussetzung, die indessen
bei den in der Praxis iiblichen Knotenpunktsverbindungen niemals erfiillt ist.
Vielmehr sind alle Stdbe in gewissem Grade eingespannt und erhalten auBler
den Hauptspannungen, die sich auf Grund der obigen Annahme ergeben, noch
Nebenspannungen infolge der an den Knotenpunkten wirkenden Einspannungs-
momente. Der Einflufl dieser Knotensteifigkeit ist bei rdumlichen Systemen mit-
unter recht erheblich, so daB die iibliche Berechnungsart in vielen Fillen nur
rohe Niaherungswerte liefert*.

Vierter Abschnitt.

Die elastischen Forminderungen.

1. Allgemeines.

Jedes aus elastischen Stdben bestehende Fachwerk, bzw. jeder elastische,
biegungssteife Stab erleidet unter dem EinfluBl beliebiger &duBerer Krifte oder
Temperaturdnderungen eine Forménderung, die so lange anhilt, bis der Gleich-
gewichtszustand hergestellt ist. Die elastischen Verschiebungen — um solche allein
handelt es sich hier —, welche die Knotenpunkte des Fachwerks bzw. die einzelnen
Punkte der Systemachse des steifen Stabes dabei erfahren, sind sehr klein, so
daB alle Kréifte am belasteten Tragwerk in der Lage angenommen werden kénnen,
die sie am unbelasteten einnehmen wiirden.

Zwischen der elastischen Forménderung As;; des Stabes S,; eines Fach-
werks und den Verriickungen Axy, Axz;, Ay, Ay;, Az, Az, seiner Knoten-
punkte besteht nach S.25 die geometrische Bedingung

Asy = (Awy— Aa)cos oy + (Ayr — Ays) cos By + (A2, — dz,) cos Vie- (1)

Eine derartige Gleichung kann fiir jeden der r Stdbe eines Fachwerks ange-
schrieben werden. Sind auBerdem die a Auflagerbedingungen der Stiitzpunkte
gegeben oder durch Beobachtung gefunden, so stehen zur Berechnung der 3 k
(in der Ebene 2 k) Verschiebungskomponenten aller & Knotenpunkte r + a Be-
dingungsgleichungen zur Verfiigung, sobald die Laéngenidnderungen

8-s
ASZE‘—F,—I—GttS

aller Stdbe bekannt sind. Dadurch ist aber nach den Ausfiihrungen auf S.26
die Forminderung eines stabilen Fachwerks eindeutig festgelegt. In gleicher
Weise ist die Forménderung des geraden, biegungssteifen Stabes bestimmt,
sobald die Auflagerbedingungen gegeben und die Forminderungskomponenten

g, = % + &t ¥y, = IG_ y Yy = % (vgl. Abschnitt I, Kap. 7) aller Punkte des

Stabes bekannt sind.

Die Bestimmung der Forminderung eines Tragwerks hat somit die Er-
mittlung der Spannkrifte bzw. Spannungen zur Voraussetzung. Fiir statisch
bestimmte Systeme kann diese nach den Lehren der Abschnitte IT und III
erfolgen, wogegen {iber die Spannungsermittlung in statisch unbestimmten
Systemen die Abschnitte V und VI Auskunft geben.

1 Vgl. hierzu W.Kaufmann: Beitrag zur Berechnung raumlicher Fachwerke von
zyklischer Symmetrie mit biegungssteifen Ringen und Meridianen. Z. angew. Math. Mech.
1921, H. 5.



122 Die elastischen Formé#nderungen.

2. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen.

a) Fachwerke.

Denkt man sich alle Knotenpunkte eines mit beliebigen Kréiften belasteten,
ebenen Fachwerks durch Schnitte von diesem abgetrennt, so stehen fiir jeden
Knoten zwei Gleichgewichtsbedingungen

Qem + 2 Srcosa =0,

Quw + 28:cos =0
zur Verfiigung. In diesen bedeuten @,,, und @,,, die Komponenten der Resul-
tierenden aller in m angreifenden &uBeren Kréfte nach zwei rechtwinkligen
Koordinatenachsen (x, y) und S die von den gegebenen Lasten erzeugten Stab-
spannkrifte. XS erstreckt sich iiber simtliche in m zusammenstoBenden Stéibe,
deren Richtungskosinus mit cos « und cos § bezeichnet sind. Jeder dieser Fach-
werkknoten kann einer virtuellen Verriickung unterworfen werden, welche nur
an die Bedingung gekniipft ist, dal durch sie der Zusammenhang des ganzen
Systems nicht aufgehoben werden darf. Es ist somit jede Verriickung zu-

4

Abb. 167. Abb. 168.

lassig, die mit den geometrischen Bedingungen (1) des Fachwerks in Einklang steht.
0y, und 0, mégen die Komponenten der virtuellen Verrtickung des Knotens m
nach den Koordinatenachsen bezeichnen. Dann ist im Gleichgewichtsfall die
Arbeit aller am Knotenpunkt m wirkenden Krifte bei zwei virtuellen Verschie-
bungen nach den zwei Koordinatenachsen gleich Null (Prinzip der virtuellen
Verriickungen fiir den Punktkorper in der Ebene, vgl. S. 7). Man erhélt also fiir
diesen Knotenpunkt:
(Qem + 2/ 8-cos a) 6wm =0,

(Qym + ZS'COSﬁ) 6ym =0.
Nun ist aber @, = @,,*cos ¢ und Q,,,, = @,,*cos , wenn ¢ und y die Neigungs-
winkel von @,, gegen die z- bzw. y-Achse angeben (Abb. 167). Fiihrt man diese
Werte in die obigen Gleichungen ein und addiert beide, so wird:
Qun Opm-COS @ + Oy p-cOSYP) + 3 8-cos a8y, + Z’S-cosﬂ-gﬁ,m =0.
Der vorstehende Klammerwert stellt die Projektion d,, der virtuellen Ver-
riickung m —m' auf die Richtung der Kraft Q,, dar. Es ist also

Qm'gm_l‘ ZS'COSG'gzm + ZS-COSﬂ.Sym=O.

Eine solche Gleichung 148t sich fiir jeden Knotenpunkt des Fachwerks an-
schreiben. Ihre Addition ergibt den Ausdruck:

SQn O+ S (IS 00803 + 38008 B3y ) = 0.
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Die Spannkraft S;; am Knoten ¢ liefert zu obigem Ausdruck den Beitrag
Sik'COS aik'j—xi + Sik'cosﬁik‘A_yi,
wenn jetzt an Stelle der Verriickungskomponenten d,; und 0,, des Knoten-

punktes ¢ die Bezeichnungen Az, und Ay, eingefiihrt werden. Am Knoten k
liefert die Spannkraft S, den Arbeitsbeitrag

Spic08 0y s Ay 4 Sysv 008 Bri- A yr.
Nun ist aber (Abb. 168)
COS 0y = — COS 05  €OS By = — cos By,

so dafl wegen S,; = 8;; die Beitrige der Spannkrifte S,; am Knoten ¢ und §;;
am Knoten % in folgenden Ausdruck zusammengefalt werden konnen:

Six [(ﬂz - A—xk) cos & + (A?z - A—yk) cos fx].
Verfahrt man in gleicher Weise mit allen iibrigen Spannkraften S und beachtet
die geometrische Bedingung

Asyp = (A—‘%:Ic — Aa;)cos ag, + (j?;c - A—?_/—i) cos B,
so geht schlieBlich der obige Summenausdruck iiber in

ZQm'Sm'— ZSA—‘; =0
3@ 0n=38-4s. @)

Bisher war von einer beliebigen virtuellen Verriickung die Rede, welcher k

freie Knotenpunkte derart unterworfen wurden, dall sie ihre Abstdnde um As
andern sollten. An ihre Stelle kann aber auch jede infolge eines gegebenen Be-
lastungszustandes eintretende elastische Forménderung des ganzen Fachwerks
gesetzt werden, da diese ja ebenfalls die geometrischen Bedingungen (1) erfiilt. Der
der Gleichung (2) zugrunde liegende Belastungs- und Spannungszustand ist von
dem Verriickungszustand vollkommen unabhéngig und setzt nur voraus, daB
zwischen den duBeren Kriften ) einerseits und den Spannkriften § andererseits
Gleichgewicht besteht. In der Gleichung (2) kann also auch ein ganz beliebiger,
nur gedachter Belastungszustand mit einem wirklichen, durch die elastischen
Forménderungen des Fachwerks infolge einer gegebenen Belastung dargestellten
Verschiebungszustand kombiniert werden. Bezeichnet man jetzt diese gedachten
Lasten mit ¢ und die mit ihnen im Gleichgewicht stehenden virtuellen Spann-
krafte mit S, ferner die Projektionen der infolge einer tatséichlichen Belastung
auftretenden elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte auf die Richtungen
der Lasten @ mit 6 und die elastischen Lingendnderungen der Fachwerkstibe
mit 4s, so gebt Gleichung (2) iber in

O ist positiv oder negativ einzusetzen, je nachdem es den gleichen oder ent-
gegengesetzten Richtungssinn hat wie @,. Der gedachte Belastungszustand,
welcher auch als virtueller Belastungszustand bezeichnet wird, ist von dem
wirklichen Formé#nderungszustand vollkommen unabhingig und kann beliebig
gewdhlt werden.

Die hier fiir ebene Fachwerke gegebene Ableitung des Prinzips der virtuellen
Verriickungen hat, sobald man sie dreidimensional behandelt, auch fiir rium-
liche Fachwerke Giiltigkeit. (Der Beweis ist nach den vorstehenden Erlduterungen
ohne weiteres ersichtlich.)

oder

1 Mohr, O.: Beitrag zur Theorie des Fachwerks. Z. Arch.Ing.-V.Hannover1874und 1875.



124 Die elastischen Forméanderungen.

Das Produkt TQ-m-(Sm stellt die Arbeit dar, welche die Kraft ém leistet, sobald
ihr Angriffspunkt m im Sinne von @,, um den Wert 8,, verschoben wird. Da aber
Qm und J,, voneinander vollkommen unabhéngig sind, nennt man das Produkt
Q-0 die virtuelle Arbeit der Kraft @,,. In gleicher Weise sind § und As
voneinander unabhiingig. Der Wert X'§- As stellt deshalb die virtuelle Form-
dnderungsarbeit des Fachwerks dar. Gleichung (3) soll hinfort nach dem
Vorgange von Miiller-Breslaul die Arbeitsgleichung fiir den Belastungs-
zustand Q genannt werden.

Wahrend aus Gleichung (2) der Wert einer beliebigen Spannkraft S infolge
eines bestimmten Belastungsfalles berechnet werden kann, sobald eine geeignete
Wahl des virtuellen Verriickungszustandes (4 (_m, As) getroffen wird, liefert (3)
eine beliebige VerschiebungsgroBe 6, infolge einer gegebenen Belastung, sobald
eine geeignete Wahl des virtuellen Belastungszustandes @m> S) getroffen wird.
Gleichung (3) spielt in der Theorie der elastischen Forménderungen eine bedeu-
tende Rolle.

Die zu dem virtuellen Belastungszustand gehorigen virtuellen Stiitzen-
reaktionen mogen allgemein mit C' bezeichnet werden. Treten nun infolge der
tatsiichlichen Belastung des Fachwerks Lagerverschiebungen auf, deren GroSe ¢
in Richtung der Lagerkrifte bekannt sein moge, so leisten die Stiitzenreaktionen
eine virtuelle Arbeit XC-c. Die virtuelle Arbeit der duBeren Krifte kann somit
getrennt werden in den Beitrag der Lasten X P,,-9,, und den Beitrag der Lager-

krifte XC'-c. Damit geht (3) iiber in
SPpbyp=38-As— SC-c. (4)
Wihlt man nun den virtuellen Belastungszustand so, daf3 die virtuelle Arbeit

der Lasten P,, gleich 1-6,, wird, d. h. gleich dem Produkt aus der Krafteinheit und
der gesuchten Verschiebung des Knotenpunktes m, so geht Gleichung (4) iiber in

=38-4s— 3C-¢c
oder mit
S.s

As:E—I,—}-atts:Sog—i—s,ts,

wobei
. S
e = FF
= 3880+ 38-gts— 3C-c. (5)

Die #ullerst einfache Anwendung der Gleichung (5) mége an einigen Bei-
spielen erlautert werden.
2 1. Es ist die senkrechte Verschiebung
(Durchbiegung) des Knotenpunktes m
s y# des in Abb. 169a skizzierten Fachwerk-
= m tragers unter dem Einflull einer gege-
A’T ) TB

B 5 %

<o

benen Belastung zu bestimmen. Tempe-
raturdnderungen und Lagerverschie-
bungen mégen nicht auftreten.

Die Losung der Aufgabe setzt voraus,
dafl die Spannkrafte S infolge der ge-
lm Tg gebenen Lasten P bekannt sind. Man
1 8) bringe im Knoten m in Richtung der

Abb. 169. gesuchten Verschiebung (hier senkrecht)

1 Miiller-Breslau, H.: Stat. d. Baukonstr., II. Bd., 1. Abt., 4. Aufl., 8. 11.
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die Last 1 an (Abb. 169b) und bestimme die infolge dieses gedachten Belastungs-

zustandes in den Fachwerkstéiben entstehenden virtuellen Spannkrifte S (etwa
mit Hilfe eines Cremonaplanes). Mit diesen Werten liefert Gleichung (5)

1-8,=38-8p,

woraus die gesuchte Verschiebung §,, berechnet werden kann. Die Summe er-
streckt sich iiber simtliche Stabe des Fach-
werks.

2. Es soll die Verschiebung des Gelenk-
punktes G des in Abb. 170a dargestellten
Dreigelenkbogens unter dem Einflul einer
gegebenen Belastung bestimmt werden. Die
Gesamtverschiebung von G lafit sich aus
zwei Verschiebungen darstellen, deren Rich-
tungen beliebig gewdhlt werden konnen. Die
Losung der Aufgabe macht somit die zwei-
malige Anwendung der Arbeitsgleichung er-
forderlich. Als erster virtueller Belastungs-
zustand wird zweckméfig die Last 1 in @ so
eingefithrt, dafl ihre Richtung mit der Ge-
raden A—G@G zusammenfillt (Abb. 170b). In
diesem Fall ist sofort der virtuelle Kampfer-
druck K4 =1 bekannt, und man erkennt,
daB die virtuelle Belastung nur in der linken
Scheibe Spannungen S; erzeugt, wihrend die
rechte spannungslos ist. Sind nun die infolge
der wirklichen Belastung (P) in den Fach-
werkstiben auftretenden Spannkrifte S und
Temperaturinderungen ¢ bekannt, so findet
man im Falle starrer Widerlager die Verschie-
bung d¢, des Punktes & in Richtung 4 —G
aus der Arbeitsgleichung:

1-0g,= 38;-8-0 + 38, -¢&ts.
In analoger Weise bestimmt man jetzt die Verschie- Abb. 170.
bung ¢, des Punktes @ in Richtung der GeradenG—B.
Der virtuelle Belastungszustand ist in Abb. 170¢ skizziert. In diesem Falle er-

halten nur die Stdbe der rechten Scheibe virtuelle Spannkrifte 8,, wihrend
die linke spannungslos bleibt. Die Arbeitsgleichung liefert:

1-0g,= 38,-8-0+ 58,-¢,1s.

SchlieBlich ergibt sich die wirkliche Verschiebung d¢, indem man in den End-
punkten von dg, und Jg, Lote errichtet, deren Schnittpunkt den Endpunkt
von dg bestimmt (Abb. 170 d).

In den beiden vorstehenden Beispielen handelt es sich darum, die Verschiebung
eines Punktes m in bestimmter Richtung zu ermitteln. Der virtuelle Belastungs-

zustand besteht hier aus der Last P,, = 1, welche an dem Knotenpunkt, dessen
Verschiebung gesucht ist, im Sinne und in der Richtung der als positiv festgelegten
Verschiebung angebracht wird. Diese virtuelle Belastung soll hinfort als Be-
lastungseinheit des Punktes bezeichnet werden. o

Fiir die Folge ist es wichtig und zweckméfig, den bisher fiir §,, gebrauchten
Begriff der Verschiebung zu erweitern.
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3. Es sei die Aufgabe gestellt, die relative Verschiebung der Knotenpunkte m
und m,; des in Abb. 171 dargestellten Dreigelenkbogens gegeneinander infolge
einer bestimmten Belastung zu ermitteln, d. h. anzugeben, um welchen Wert
sich die Liange der Sehne m —m, d4ndert. Zu diesem Zwecke bringe man in m und
m, zwei in die Richtung m —m, fallende, entgegengesetzt gerichtete Lasten 1 an
und wéhle ihren Sinn so, daf} sie im Falle einer Verlangerung der Sehne m —m,
die positive virtuelle Arbeit 1-4,, leisten. Sie erzeugen in den Fachwerkstdben die
virtuellen Spannkrifte S, sowie die virtuellen Lagerreaktionen €. Sind nun die
infolge des wirklichen Belastungszustandes
-+ auftretenden Spannkrifte S, Temperatur-
anderungen ¢ und Lagerverschiebungen ¢ be-
> kannt, was hier vorausgesetzt wird, so lie-

————— >7 fert die Arbeitsgleichung (5) die gesuchte
Langenanderung der Sehne m —m;, bzw.

m7e¢ die gegenseitige Verschiebung der Punkte m
7 und m,.

AbD. 171. Um also allgemein die gegenseitige Ver-

schiebung zweier Punkte m und m; zu

finden, ist der virtuelle Belastungszustand so zu wihlen, da in den Knoten-

punkten m und m, die Lasten 1 in der Richtung m — m,, im Sinne einer Ver-

groBerung von m — m, wirkend, angebracht werden. Dieser Belastungszustand
soll hinfort die Belastungseinheit des Punktpaares genannt werden.

4. Als weitere VerschiebungsgroBe, deren Ermittlung hiufig notwendig
wird, kommt die Drehung einer durch zwei Punkte m, m, eines Fachwerks ge-
legten Geraden gegen die Widerlager in Frage. Dieser Fall liegt z. B. vor, wenn
die unter dem EinfluB einer gegebenen Belastung auftretende Drehung der
Endvertikalen V, des in Abb. 172 skizzierten Tréigers gesucht ist. Zu ihrer Be-
stimmung bringe man in den Knotenpunkten m und m, senkrecht zur Geraden

m — m, , deren Lange mit e bezeichnet sei, die Lasten % an, und zwar so gerichtet,
daB das von dem Kriftepaar —:— erzeugte Moment M,, = 1 im Sinne der als positiv

festgesetzten Drehung 7,, der Geraden m — m, wirkt. Bezeichnen §,, und 4,

é‘ Yy Jm,

R

! ¢

o |
?Z i m T

7 @ 7 m
' 1
T" ¢ I
Abb. 172. Abb. 172a.

die Projektionen der tatsichlichen Verschiebungen der Punkte m und m, auf

die Richtung der virtuellen Las,teni (Abb. 172a), so wird die virtuelle Arbeit
dieser Lasten ¢

1
? (67”/1 - 6m) .

Nun ist aber
Sm, — Om
Le-—“ = Tm>
wobei der Winkel 7, im BogenmaB gemessen wird. Die virtuelle Arbeit der
Lasten % wird also

- By — O) = 17,



Das Prinzip der virtuellen Verriickungen. 127

Der Wert 1-1,, stellt das Produkt aus dem Moment 1 und einer Zahl (Winkel
im BogenmaB) dar. Das Moment 1 entsteht als Produkt der Last 1 -el; und der

Strecke e°m. Seine Dimension, und demnach auch diejenige des Wertes 1-7,,,
ist also 1 x Léngeneinheit, sofern als Krafteinheit die Zahl 1 eingefiithrt wird.

Der hier betrachtete virtuelle Belastungszustand liefert mit Hilfe der Arbeits-
gleichung die gesuchte Drehung 7, der Geraden m — m,. Er wird hinfort allge-
mein als Belastungseinheit der Geraden bezeichnet.

5. Als vierte VerschiebungsgroBe kommt die Anderung 7,, des von zwei
Geraden 7 — ¢, und k — k,, welche sich in m schneiden mégen, eingeschlossenen
Winkels ¢,, unter dem Einflul} einer bestimmten Belastung oder, was dasselbe
ist, die gegenseitige Drehung dieser beiden
Geraden in Frage. Zur Bestimmung der ge-
suchten Winkelanderung 7,, belaste man jede
dieser Geraden mit der Belastungseinheit der
Geraden (Abb. 173) und zwar derart, dall die

.. 1 1

von den Kriftepaaren - bzw. <o erzeugten
i k

Momente im Sinne einer Vergroferung von g, Abb. 173

wirken. Die Lasten o ind und 4 leisten die

virtuelle Arbeit 1-7;, die Lastenl in k, und k die virtuelle Arbeit 1-71;, sofern

sich die Geraden ¢ — 4, und &k — k im Sinne der zugehorigen Kriftepaare drehen.
Die gesamte relative Drehung belder Geraden gegeneinander wird demnach
1(z; + %) = 1-1,,. Hinsichtlich der Dimension gilt das unter Ziffer 4 Gesagte.
Der hier zugrunde gelegte virtuelle Belastungsfall heifit die Belastungseinheit
des Geradenpaares und liefert mit Hilfe der Arbeitsgleichung die gesuchte
Winkeldnderung 7,,.

Die vorstehend besprochenen vier Belastungseinheiten erméglichen im
Verein mit der Arbeitsgleichung

8,=2384s— 3C-¢c

17, =238-4s— 3C-c

die Berechnung jeder Verschiebungsgrofle, sobald die Spannkrifte S und Tem-
peraturinderungen ¢ aller Stibe eines Fachwerks, sowie die etwa auftretenden
Lagerverschiebungen cinfolge einer bestimmten, gegebenen Belastung bekannt sind.

bzw.

b) Stabwerke.

Fir kontinuierliche, elastische Korper von beliebiger Gestalt lassen sich
den Gleichungen (2) und (3) im Aufbau ganz analoge Beziehungen ableiten,
welche das Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir den elastischen Kérper
in allgemeiner Form zum Ausdruck bringen. Diese lauten unter der Annahme

auBerer Einzelkriftel

ZKm'sz'f(o'x'gm"}'o'y'gy_}‘gz'zz+Tx'7—’m+1u'5;y+rz'7—'z)d17; (63')
me'am:f(az'sx+au'8y+az'8z+’—iz'7x+%1/'))1l+€z'yz)dv' (6b)

1 Auf die Ableitung der Gleichungen (6a Jund (6b) kann an dieser Stelle mit Riicksicht
auf den zur Verfiigung stehenden beschrinkten Raum nicht eingegangen werden, zumal
diese die Besprechung der wichtigsten Grundlagen aus der Elastizitdtstheorie zur Voraus-
setzung hitte, also auBerhalb des Rahmens dieses Buches liegt. Diejenigen Leser, welche sich
tiber die Ableitung des Prinzips der virtuellen Verriickungen fiir das elastische Kontinuum
unterrichten wollen, seien auf A. F6ppl: Technische Mechanik, Bd. V, 4. Aufl., S. 260, ver-
wiesen; vgl. auch H. Miiller-Breslau: Stat. d. Baukonstr., II. Bd., 1. Abt., 4. Aufl., S. 43.
Griining, M.: Stat. d. ebenen Tragw. S. 14—16.
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Hierin bedeuten im Falle der Gleichung (6a) o, 0,, 0,, 74, T,, 7, die Wirklichen
Spannungen infolge einer bestimmten, gegebenen Belastung K,und ¢, ¢, &,
Vs Yy, 7, die virtuellen Dehnungen und Gleitungen, im Falle der Glelchung
(6b) dagegen o, o, 0,, T,, T,, 7, die virtuellen Spannungen infolge eines

gedachten Belastungszustandes K, und ¢,, &, €,, ¥, ¥y, ¥, die wirklichen
Dehnungen und Gleitungen infolge einer bestimmten gegebenen Belastung.
AuBerdem bezeichnet d V = dx-dy-dz ein Volumendifferential des betrachteten
Korpers. (Hier wurde die Bezeichnung K statt ¢ gewdhlt zum Unterschied
von den weiter unten mit @ bezeichneten Querkraften.)

Bei ebenen Stabwerken, welche aus geraden oder schwach gekriimmten bie-
gungsfesten Stdben bestehen, deren Querschnittsabmessungen klein gegen die
Stabldngen sind, konnen nach der Balkentheorie von St. Venant die Spannungen
6, =0, =T, =0 gesetzt werden (vgl. S. 15). Dasselbe gilt von 7,, wenn die
Stabquerschnitte Rechtecke oder aus Rechtecken zusammengesetzt sind, was
hier vorausgesetzt sei. In diesem Falle geht Gleichung (6b) iiber in:

SEnou=f (0,6, +7,7,)dV,
und zwar ist nach Ziffer 7 des 1. Abschnitts:
0, N M At
€, :—E_*—attﬂﬁ +E—'JZ+ 8t<ts + '}TZ>,
Q—'@ Ty Q'@

7 =X, — Ty _

v YT @ T TG0

x?

@ und @Q bezeichnen die virtuelle bzw. die wirkliche Querkraft. Schlieflich sei
dV = dF-ds gesetzt, wo dF ein Flichenelement des Stabquerschnitts und ds
ein Liangenelement des Stabes darstellen., Mit diesen Werten geht die obige Ar-
beitsgleichung iiber in:

>K,. 6, _fEFdsfa dF—l—f
—I—J'et—};dsf&mzdlf’ +f%d—fjm2d1’.

Beachtet man noch, daf3

[o,aF =N; [G,2dF =M,

e [o.zaF + [e,ds [, ar

und setzt fiir den nur von der Querschnittsform abhingigen Integralwert
X

@2
deF=F’

J‘NNds J‘MMds_l_ xQQds
EJ GF

so wird:

YK bm

—I—J.lVe,tsds—l—J‘ll?etTds, (7
wobel wieder
Z,K—m'am = Zﬁm'am + 250

zu setzen ist. Der Ausdruck (7) stellt die Arbeitsgleichung fiir den Be-

lagstungszustand K eines ebenen Stabwerks dar. N, M, @ bezeichnen die
Léngskraft, das Moment und die Querkraft infolge der wirklichen Belastung,

N, M, @ die entsprechenden Werte fiir den virtuellen Belastungszustand.
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Wihlt man letzteren wieder so, daB die virtuelle Arbeit der Lasten P, gleich
1-6,, wird, so geht (7) iiber in

NNds J'MMds J'nQst

1.6, =
_ (7a)
+fNettsds+fMet7b~ds— SC-c;

X (Cc gibt die virtuelle Arbeit der Lagerkrafte an. Der EinfluB der Léngs- und be-
sonders der Querkrifte ist im allgemeinen so gering, dal er gegeniiber demjenigen
der Momente gewshnlich vernachlissigt werden darf,

Die Zahl x kann fiir jeden Querschnitt aus dem weiter oben dafiir an-
gegebenen Ausdruck berechnet werden; sie
ist fiir verschiedene Querschnittsformen ver-
schieden groB. Fiir das Rechteck wird
x=23; fiir I N.P. 8 = rd. 2,5; fiir I N.P. 50
% =r1d. 2,1; fiir I B.P.30 x = rd. 4,1.

Mitunter liegt ein System vor, welches aus
biegungssteifen Stiben und lediglich durch Abb. 174.
Normalkréifte beanspruchten Gelenkstiben be-
steht, wie z. B. der in Abb. 174 dargestellte Gelenkbogen mit Versteifungs-
trager. Fir derartige Systeme lautet die Arbeitsgleichung:

1.6, = [Feds + [ 27 s +f"Qst+sz.sttsds+fﬂe,%ds

+ 3880+ 3Set-s— 3C-c,

in der die beiden Glieder, welche die Spannkrifte § enthalten, sich iiber samt-
liche Stidbe des Bogens und der Gelenkstangen zwischen diesem und dem Ver-
steifungstréger erstrecken.

Die unter Ziffer a) fiir das Fachwerk eingefiithrten virtuellen Belastungs-
einheiten koénnen in ganz shnlicher Weise auch fiir das Stabwerk beibehalten
werden, wie nachstehend an einigen Beispielen gezeigt wird.

1. Fiir das in Abb. 175a dargestellte Stabwerk, welches bei 4 ein festes, bei B
ein auf horizontaler Bahn verschiebliches Auflagergelenk besitzt, soll die horizon-
tale Verschiebung des Lagerpunktes Bunter dem Einfluf} einer in (' angreifenden
Last W berechnet werden. Bei dieser Belastung moge sich der Stiitzpunkt B
um den beobachteten Wert ¢, senken, wihrend 4 um ¢, gehoben und gleich-
zeitig um ¢, nach innen (rechts) gedriickt werden mége. Eine Temperatur-
anderung dagegen sei nicht vorhanden. Das Tragheitsmoment der Stiele sei J,,
das des Riegels J,.

Die Momentengleichung um den Punkt A liefert

W-h—B-1=0,

oder

S

B— h

~!

Aus 2V = 0 ergibt sich demnach 4 = — Wjﬁ, und aus XH = 0 findet man
H,= — W. Mit Hilfe dieser Stiitzkrafte 146t sich sofort die aus Abb. 175a
ersichtliche Momentenfliche zeichnen, aus welcher das an jedem Punkt der
Systemachse wirkende Moment der #ufleren Kréifte entnommen werden kann.
Die Momente werden positiv eingefiihrt, wenn sie die Stiele und den Quer-
riegel so zu biegen suchen, dal} diese ihre konvexe Seite nach innen kehren.
Der EinfluB der Querkrifte auf die gesuchte Verschiebung soll gegeniiber den
Momenten auBer Betracht bleiben.
Handbibliothek IV.1. 2. Aufl. 9
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Der virtuelle Belastungszustand ist in Abb. 175b skizziert. Man bringt in B
die Last 1 in Richtung der gesuchten Horizontalverschiebung an, welche bei 4
die gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete virtuelle Reaktion 1 erzeugt.
Senkrechte Stiitzkrifte konnen infolge dieser Belastung nicht auftreten. Demnach
ergibt sich die aus der Abbildung ersichtliche Momentenfliche, welche die Mo-

mente M liefert. Auf diesen virtuellen Belastungszustand und den wirklichen
Forménderungszustand wendet man nun die Arbeitsgleichung (7a) an. Diese
liefert:
MM
1'6m: *'E—J“ds-—(—l'ch).

Der Wert — 1-¢, stellt die virtuelle Arbeit der Lagerkrifte dar, zu welcher
nur der Horizontalschub in 4 einen Beitrag liefert, weil infolge der virtuellen
Belastung senkrechte Stiitzkréfte nicht auftreten. Zur Bestimmung der ge-

Abb. 175.

suchten Verschiebung ist also nur noch das Integral auszuwerten. Fiir den linken
Stiel ergibt sich aus der Momentenfliche Abb. 175a an der Stelle z das Moment
Mz = —Hy 2= W.z,
aus der Abb. 175b das virtuelle Moment
M =12,
entsprechend fiir den oberen Querriegel an der Stelle x
W-h
l

M, = -x
bzw. o
M,=1-h.
Damit wird
h !

W (L W -
1.4, EJ dz —I—EJ lfxdx - ¢,

__W» B W-h? l2+

TEJ S TEJG 2T
Wt (2
~ 6E (7{+72>+ch‘

2. Es soll berechnet werden, wie gro8 die Anderung der Entfernung m — m,
der beiden in gleichem Abstand e vom oberen Riegel gelegenen Punkte m und m,
des im vorigen Beispiel betrachteten Stabwerks unter dem EinfluB der in C
angreifenden Horizontalkraft W ist (Abb. 176). Zur Losung der Aufgabe fiihre
man die Belastungseinheit des Punktpaares m, m; ein. Infolge dieser Belastung
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treten bei 4 und B keine Lagerkrifte auf. Es ergibt sich somit die in Abb. 176b
skizzierte virtuelle Momentenfliche. Wird wieder der Einflul der Querkrifte
vernachlissigt, und sind ferner Temperaturinderungen nicht vorhanden, so erhilt
man aus Gleichung (7a) die gesuchte Lingeninderung

MM

Lon=)"57

ds.

Die virtuellen Lasten 1 in m und m, wurden im Sinne einer VergréBerung
von m — m, angenommen. Ergibt sich also §,, positiv — was hier der Fall ist,
da beide Momentenflichen (Abb. 175a und Abb. 176Db) positiv sind — so wird

w
(4
m
a)
L ls
W-h Y/
A

Abb. 176

m — m, infolge der bestehenden Belastung W vergroBert, im andern Falle ver-
kleinert. Die Auswertung des Integrals hat in &hnlicher Weise zu erfolgen wie
im 1. Beispiel.

3. Das in Abb. 177a skizzierte Stabwerk sei am rechten unteren Stielende
durch das Moment M belastet. Es soll die Drehung der Endtangente in B an
diesen Stiel berechnet werden. Das System ist statisch bestimmt, denn den vier
unbekannten AuflagergroBen stehen drei Gleichgewichtsbedingungen und eine

Gelenkbedingung bei C' (M¢ = 0) zur Verfiigung, aus denen sich 4 = —J;—{ (nach

oben), B = ﬂ—ll (nach unten), H4 = Hp = Qergeben. Demnach nimmt die wirk-

liche Momentenfliche die aus Abb. 177a ersichtliche Form an.

. ..‘\\\\\\\\\\\\\\"&\\\\\\\\\\‘

Abb. 177.

Die an den rechten Stiel gelegte Endtangente denke man sich als starren
Stab in B fest mit dem Stiel verbunden und bringe an ihr die Belastungseinheit

der Geraden an (Abb. 177b), wobei der Abstand e beliebig gewéhlt werden kann.
Infolge dieses virtuellen Belastungszustandes entstehen die Stiitzendriicke 4= %

nach oben) und B = 1 nach unten), so daf die virtuelle Momentenflache die
l
9*



132 Die elastischen Forménderungen.

in Abb. 177b skizzierte Form annimmt. Die gesuchte Drehung 73 ergibt sich nun
aus der Arbeitsgleichung:

].'TB Zj%ds,

wenn wieder der EinfluBl von Langskriften, Querkriften, Temperaturdnderungen
und Lagerverschiebungen unberiicksichtigt bleibt.
Der einfacheren Darstellung halber wird in Zukunft fiir die Belastungs-

einheit der Tangente im Punkte m eines Stabzuges direkt das Moment M,, = 1
eingefiithrt (Abb. 177¢).

4. Es soll die gegenseitige Drehung] 7¢ der Tangenten in C des linken Stieles
A — Cund des Querriegels ¢ — Dinfolge der im vorigen
Beispiel gegebenen Belastung des Stabwerks durch das
Moment M in B berechnet werden.

Zur Losung der Aufgabe wird die Belastungseinheit
des Tangentenpaares im Sinne einer VergroBerung
des von den Tangenten bei €' eingeschlossenen Win-
kels eingefithrt (Abb. 178). Infolge dieses virtuellen
Belastungszustandes werden die senkrechten Lager-
kréfte zu Null, dagegen nehmen die Horizontalschiibe

den Wert %

Demnach erhilt man die aus Abb. 178 ersichtliche virtuelle Momentenfliche.
Die Arbeitsgleichung liefert die gesuchte Winkeldnderung

1-770 =J‘%—ds,

wobei M die wirklichen Momente darstellen, welche aus Abb. 177a, und M
die virtuellen Momente, welche aus Abb. 178 entnommen werden konnen.

an, bei 4 und B nach innen gerichtet.

3. Die Siitze von der Gegenseitigkeit der elastischen
Formiinderungen.

Auf ein stabiles Fachwerk mit starren Lagern moége im Punkte m die Last
P,, =1 wirken, welche in den Fachwerkstaben die Spannkréfte S,, erzeugt. Tem-
peraturdnderungen sollen nicht in Frage kommen. Unabhingig von der Last
P, = 1 moge in n eine zweite Last P, = 1 wirken, durch welche im Fachwerk
Spannkrifte 8, hervorgerufen werden. Infolge der Last P,, = 1 erleidet der
Knotenpunkt n in Richtung der Last P, eine elastische Verschiebung, die mit
0, m bezeichnet werden soll. Umgekehrt erzeugt die Last P, = 1 eine Verschie-
bung des Knotenpunktes m, welche in Richtung der Last P, gemessen die GroBe
Omn» haben moge. Die Arbeitsgleichung fiir den Belastungszustand P,, = 1 und
den hiervon unabhingigen Verschiebungszustand §,,, lautet

1'6mn = Zsm'A Sps

wenn As, = S,-p die von den Spannkriften S, erzeugten Langenénderungen
der Fachwerkstiabe bedeuten. Setzt man diesen Wert ein, so wird

Die Arbeitsgleichung fiir den Belastungszustand P, = 1 und den Verschiebungs-
zustand 9, , lautet

1'6nm: ZSn'ASm’
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oder mit A8, = 8p0
1°6nm = 38, SmQ
Ein Vergleich der beiden fiir §,,,, und §,,,, gefundenen Ausdriicke ergibt
Opm = Omn- (8)

Bisher war nur von der Belastungseinheit des Punktes m, bzw. des Punktes n
die Rede. Die hier angestellte Betrachtung gilt indessen auch fiir die drei iibrigen
Belastungseinheiten (vgl. Ziffer 2), wenn man nur den Begriff der Verschiebung 4, ,,
bzw. §,,, entsprechend erweitert. Zu diesem Zwecke soll fiir die Folge allgemein
unter 8, ,,, die elastische Verschiebung der Angriffspunkte der Belastungseinheit P,
in Richtung von P, hervorgerufen durch die Belastunggeinkeit P,,, und unter d,,,,
die elastische Verschiebung der Angriffspunkte der Belastungseinheit P, in Rich-
tung von P,,, hervorgerufen durch die Belastungseinheit P, , verstanden werden.

Das vorstehende Gesetz heiBit nach seinem Entdecker der Maxwellsche
Satz von der Gegenseitigkeit der elastischen Forméinderungen.
Es gilt allgemein fiir statisch bestimmte und unbestimmte Systeme. Voraus-
setzung ist, dal weder eine Temperaturinderung des spannungslosen Anfangs-
zustandes noch Lagerverschiebungen auftreten, und die Gliederung des Fach-
werks bei den vorkommenden Belastungen unverdnderlich bleibt.

Liegt ein Stabwerk vor, so lautet die Arbeitsgleichung fiir den Belastungs-
zustand P, = 1 und den Verschiebungszustand 4,,,:

1.6m”=fN5;’V”'ds+lfM " s +J‘meQ,,ds’

fir den Belastungszustand P, = 1 und den Verschiebungszustand 4, ,,:

18, = [Folle. g5 +j M ds + [rlfnd # 00 Onds

Daraus folgt wieder

6nm = 61’””!

d. h. der Maxwellsche Satz gilt unter den fiir das Fachwerk getroffenen Voraus-
setzungen auch fiir das Stabwerk.

Dieser Satz, welcher fiir die Theorie der statisch unbestimmten Systeme eine
weittragende Bedeutung besitzt, ist ein Sonderfall des erst spiter entdeckten
Bettischen Satzes, zu welchem man durch folgende Uberlegung gelangt.

Man denke sich ein Fachwerk, fiir welches die oben gemachten Voraus-
setzungen erfiillt sind, erst mit den beliebigen Lasten (P,,) belastet, die in ihm
Spannkrifte (S,,) und Lingeninderungen der Stibe As,, erzeugen. Unabhingig
von den Lasten (P,,) denke man sich andere Lasten (P,) auf das Fachwerk
wirkend, welche Spannkrafte (S,) und Lingeninderungen As, hervorrufen.
Infolge dieser zweiten Belastung (P,) erleiden die Angriffspunkte m der Lasten
(Pn) in Richtung dieser Lasten Verschiebungen, welche mit (d,,,) bezeichnet
werden mogen, wobei

(6mn) = Y Py Opns

und ebenso erleiden die Angriffspunkte der Lasten (P,) Verschiebungen (4, ,,)
in Richtung dieser Lasten, wenn auf das Fachwerk nur die Belastung (P,,) ein-
wirkt, wobei

Die Arbeitsgleichung fiir den Kraftezustand (P,) und den Verschiebungszustand

(6, m) liefert:
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terner fiir den Kriftezustand (P,,) und den Verschiebungszustand (J,,,):

Aus den vorstehenden Gleichungen findet man:

Die hier gewonnene Beziehung besagt, daB die Lasten (P,,) infolge der von
den Lasten (P,) erzeugten Verschiebungen die gleiche Arbeit leisten wie die
Lasten (P,) infolge der von den Lasten (P,) erzeugten Verschiebungen. Dieses
Gesetz wurde zuerst von Betti bewiesen und heiBit nach ihm der Bettische

Satz. Fir den Sonderfall (P,) =1
und (P,) = 1 erhilt man den oben be-

wiesenen Maxwellschen Satz. P=7 -7
A £ 2 B
T l/%: 7 T
a U
d s PP
Abb. 179. Abb. 180.

Die Vielseitigkeit des Maxwellschen Satzes soll nachstehend an einigen ein-
fachen Beispielen gezeigt werden.
1. Die Verschiebung §,, des Punktes b
in Richtung der Kraft P, = 1, hervorge-
&) 5) rufen durch die Kraft P, = 1, ist gleich
der Verschiebung ¢,, des Punktes o in
Richtung der Kraft P, = 1, hervorgerufen
Py 78 a %77 12 durch die Kraft P, = 1 (Abb. 179).
' Abb. 181, 2. Die Verschiebung §,, des Punktes b
in Richtung der Kraft P, = 1, hervorge-
rufen durch die Belastungseinheit des Punktpaares @, a,, ist gleich der gegen-
seitigen Verschiebung d,, des Punktpaares @, a,, hervorgerufen durch die Kraft
P, =1 (Abb. 180).

&Q\ﬁ'pf t,:_.,,,,. - 3. Die Verschiebung d;,
r 77 des Punktes b in Richtung der

Tr(rs1) T AT Kraft P, == 1, hervorgerufen

2= o~ = 2. dJurch die Belastungseinheit
Abb. 182. der Tangente in a, ist gleich

der Drehung 7,;, der Tangente
in a, hervorgerufen durch die Kraft P, = 1 (Abb. 181).
4. Die gegenseitige Drehung 7(,,;), des Tangentenpaares in r4-1, hervor-

Abb. 183.

gerufen durch die Belastungseinheit des Tangentenpaares in r, ist gleich der
gegenseitigen Drehung 7,.,, ;) des Tangentenpaares in r, hervorgerufen durch
die Belastungseinheit des Tangentenpaares in r 4 1 (Abb. 182).
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5. Die gegenseitige Verschiebung 6,,, des Punktpaares m, m,, hervorgerufen
durch die Belastungseinheit des Geradenpaares =, ist gleich der gegenseitigen
Drehung t,, des Geradenpaares =, hervorgerufen durch die Belastungseinheit
des Punktpaares m, m, (Abb. 183).

4. Der Castiglianosche Satz vom Differentialquotienten
der Forménderungsarbeit.
a) Fachwerke.

Ein anfangs spannungsloses Fachwerk mit starren Lagern, welches keinen
Temperaturinderungen ausgesetzt sei, moge von beliebigen Lasten ergriffen
werden. Wie bereits auf 8. 3 gesagt, wird in der Statik der Tragwerke die An-
nahme gemacht, da8 alle Lasten und mit ihnen alle Spannkrifte § allméhlich von
Null bis zu ihren Endwerten anwachsen, eine stofartige Belastung ist also aus-
geschlossen. Zur Zeit ¢, welche kleiner sei als diejenige, zu der die Krifte bereits
ihre Endwerte erreicht haben, mogen die Spannkrifte die Werte S, besitzen.
Wahrend des Zeitdifferentials d¢, in dem diese Krafte S, wirksam sind, dndern
sich die Stablingen um d4s. Die Spannkrifte §;leisten also die Forminderungs-
arbeit

d4=238,-dAs,
oder mit
8,8
As =gy

da =28, 22,

Fir die gesamte Dauer des Anwachsens der Spannkrifte von Null bis zu
ihren Endwerten wird

s

dS,-s 1 8%s 1 o

A:Zfsx = 2 sy =5 S50 (10)
0

wobei A die wirkliche Forméanderungsarbeit des Fachwerks dar-

stellt.
Die Spannkrifte S eines Fachwerks lassen sich unter Beachtung des Super-
positionsgesetzes in der linearen Form anschreiben:

8 =8, Py + 8Pyt + 8, P4+ 8, Pa,

wenn S;, S,...8,...8, diejenigen Spannkrifte bezeichnen, welche in den
Staben infolge der Belastungszustinde P; =1, P, =1... entstehen. Die
partielle Ableitung des vorstehenden Ausdrucks fiir S nach der Kraft P, liefert

o8
a*ﬁ == Sm.
Unter der Voraussetzung starrer Lager lautet die Arbeitsgleichung fiir den
Belastungszustand @,, = 1
1.6, = >8-As,
wobei die Werte S identisch sind mit den Werten §,, infolge P,, = 1, wenn
als Richtung von @,, diejenige von P, angenommen wird. Ersetzt man nun

S durch S, = 98

9P so erhilt man

vl a8
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und man erkennt, daB die rechte Seite dieser Gleichung iibereinstimmt mit
der partiellen Ableitung der Forminderungsarbeit 4 [Gleichung (10)] nach P,,.
Daraus folgt:

94
Om =55 1)

Dieser Satz wurde zuerst von Castigliano bewiesen und kann unter der
Voraussetzung eines spannungslosen Anfangszustandes, starrer Lager und un-
veréinderlicher Temperatur wie folgt formuliert werden: Die Verschiebung §,,
des Punktes m in Richtung der in mangreifenden Last P, ist gleich
dem nach P, genommenen partiellen Differentialquotienten der
Forminderungsarbeit 4 des Fachwerks.

Das vorstehende Gesetz ermoglicht auch die Berechnung der Verschiebung
eines Punktes, an dem keine Last angreift, wenn man sich in dem fraglichen
B 2 Punkte zunichst eine in die Richtung der gesuch-
l l ten Verschiebung fallende Last P wirksam denkt
und diese nachtriglich gleich Null setzt.

Soll z. B. die Verschiebung des Punktes m des

-L/I v 5T in Abb. 184 skizzierten Trigers in Richtung der
T VP punktiert . eingetragfnen, in Wirklichkeit nicht
Abb. 184, vorhandenen Last P infolge der in 1 und 2 wir-

kenden Lasten P, und P, bestimmt werden,
so schreibe man die Bedingung an

5m=% = S'-Q-?i,
oP aP
wobeil
§=8+8.P

ist, wenn 8 die Spannkraft infolge der gegebenen Belastung (P,, P,)und S diejenige
infolge des gedachten Belastungszustandes P = 1 bedeutet. Demnach wird
o8’

= =9,
oP

und damit L
0 =28+ SP)o-S.
Da aber in Wirklichkeit P — 0 ist, so erhilt man
Om =880
und gelangt damit zu einem Ausdruck, der mit dem aus der Arbeitsgleichung
fir den Belastungszustand @ = 1 abgeleiteten tibereinstimmt.

Der Castiglianosche Satz vom Differentialquotienten der Forminderungs-
arbeit 148t sich auch in solchen Fillen anwenden, wo Temperaturdnderungen und
Lagerverschiebungen auftreten, sofern man die wirkliche Forménderungsarbeit 4
durch eine Funktion 4’ ersetzt, welche den verinderten Verhaltnissen Rechnung
tragt®. B

Die Arbeitsgleichung fiir den Belastungszustand P,, = 1 lautet

1.8, =38-4s— 350 ¢.
Mit
o8

= S-s
S=0—I,m und A.S:ﬁ-l-s,ta

1 Miiller-Breslau, H.: Neuere Methoden, 4. Aufl., S.77. 1913.
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geht gie iiber in
a8 o8 o
1-9,, = ——~6PM'S‘Q+ E, ——aPmetts-— >C-c. (12)

Die wirklichen Reaktionen C lassen sich als lineare Funktionen der Lasten P
darstellen:

C=CP +0CPy+---+CpPp+---+C, P,.
Infolge des Belastungszustandes P,, =1 nimmt demnach eine beliebige Re-
aktion den Wert an

— oC
C=0C,= 9P,
Setzt man nun _
A'=338%0+ 3Segts— 3C-c, (13)
wobei die Werte ¢ wieder die gegebenen oder durch Beobachtung gefundenen
’
Lagerverschiebungen darstellen, und bi]det;—ﬁ—, so erkennt man, daf dieser

Differentialquotient identisch ist mit der rechten Seite der Gleichung (12).
Daraus folgt:
04’

bn= 35 (14)
oder in Worten: Die Verschiebung §,, des Punktes m eines unter dem
EinfluB gegebener Lasten, Temperaturdnderungen und Stiitzen-
verschiebungen stehenden Fachwerks, in Richtung der in m an-
greifenden Kraft P,,, ist gleich dem nach P,, genommenen par-
tiellen Differentialquotienten der Funktion 4’.

b) Stabwerke.

Auf ein anfangs spannungsloses ebenes Stabwerk mit starren Lagern, welches
keinen Temperaturdnderungen ausgesetzt sei, mogen beliebige, miteinander im
Gleichgewicht stehende duBere Krafte wirken, die —entsprechend der in der Statik
iiblichen Annahme — allméhlich von Null bis zu ihren Endwerten anwachsen.
Aus dem Innern des Stabwerks denke man sich ein unendlich kleines Parallel-
epiped mit den Kantenlingendx, dy, dz herausgeschnitten, welches unter dem
EinfluB der zunéchst allein wirksam angenommenen Normalspannungen ¢, eine
Liangenanderung Adx erfahren moge, die erreicht ist, sobald o, seinen Endwert
erreicht hat. Bezeichnet ¢, einen beliebigen Wert von g, zwischen Null und dem
Endwert, und & die diesem o} entsprechende Verlingerung von dx, so wird
nach dem Hookeschen Gesetz

7{;— =% und d& = daﬁ,-%ﬁ.

Auf dem Wege d& leistet of+dF die Arbeit o,dF-d&, weshalb mit dF-dx
=dV die gesamte Forménderungsarbeit des betrachteten Kérperchens infolge
der Normalspannungen den Wert einnimmt:

_ , do, - a3

dAn = fa,y—z,—dV—- 2—ErdV
0

Demnach wird die Forminderungsarbeit des Stabwerks

o2 ds
AnzfﬁdV=f 2Ef62d17’,

wenn hier das Liangendifferential ds an Stelle von d z und der Einfachheit halber
0 = g, gesetzt wird.
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Mit
N
_+

ao [ B A3 [ ar 4 2 [nar),

und dieser Ausdruck liefert mit
fadF—N und  [ozdF =M

Ay = 2EF d8+f2EJ ds.

Fir die Forménderungsarbeit der Schubspannungen 7, am unendlich kleinen
Parallelepiped 148t sich em ganz analoger Ausdruck ableiten wie fiir die Normal-
spannungen. Bezeichnet 7, einen beliebigen Wert von 7, zwischen Null und dem
Endwert, so erhilt man als Forminderungsarbeit am unendlich kleinen Parallel-
epiped nach Abb. 35:

g =

.
§ ik

erhdlt man

d4, = f(tg,dydz) dyydx,

0

wenn in dieser Figur die horizontale Kante gleich dx gesetzt wird. Da aber
T’
Y=g

so wird

7y 2

i, =f D gy = Bav

0

und demnach fiir das ganze Stabwerk

Mit
Q-6
WSy

geht dieser Ausdruck iiber in
4 = Q%ds 2dF _ (xQds
J2pr T 2GF °
WO%— die weiter oben angeschriebene Bedeutung besitzt.
FaBt man nun die beiden fiir 4,, und 4, gefundenen Werte unter Beachtung
des Superpositionsgesetzes zusammen, so erhilt man schliefllich als gesamte

Forminderungsarbeit des Stabwerks
N2ds M2ds fozds

A.—-_

2EF 2EJ 2GF - (15)

Die in einem Stabwerk auftretenden Langskrifte N, Momente M und Quer-
krifte @ lassen sich wie folgt darstellen:

N:Nl'Pl"I_Nz'Pz+"'+Nm'Pm+"'+Nn'Pns
M=M1P1+M2P2+'+Mum+"+MnPn,
Q= Q1'P1+ Qz'P2+"'+ Qm'Pm +--- QnPna
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wenn wieder N,, N,, ..., N,, M,, M,,..., M,und@,, @,, .. ., @, die in dem
Stabwerk auftretenden Léngskrifte, Momente und!Querkrifte infolge der Be-

lastungszustéinde P, =1, P, =1,..., P, = 1 bedeuten. Es ist also

N oM 0Q
3B, =~ Nms G = Mms P = O
Fiihrt man diese Werte in die Arbeitsgleichung fiir den Belastungszustand
P,, = 1 ein, wobei zunichst wieder starre Lager und unveriinderliche Temperatur
vorausgesetzt werden, so wird nach Gleichung (7a) mit N=N,,M=M,,Q=0Q,
aN 2Q
1-d, EF 6Pd+fEJ an"'f GFan
oder
04

Om = 5p" (16)

Damit ist der Castiglianosche Satz vom Differentialquotienten der Forménde-
rungsarbeit auch fiir Stabwerke von der auf S. 128 vorausgesetzten Form bewiesen.

Treten Temperaturinderungen und Lagerverschiebungen auf, so wird die
Forméanderungsarbeit 4 durch die Funktion A’ ersetzt. Diese findet man, indem
man zunédchst die Arbeitsgleichung (7a) anschreibt

NN M d
1-6, = —ZTds-{-IJZJ ds —{—f“QQ s—{-stttds

+fﬁet7ds—20-c

und wieder

- oN = — _0M [ = 09 . 5 __ace
N=lNup=gp M=MUn=73p"3 @=Cu=7p "3 O=0Cn=13p-
setzt. Damit wird
N oN
10 = ) 57 5p, 9+ fEJ BP, ds+f GF 0P ds+f‘9t tsgp, s
At oc
+f‘9t o aP - op, ¢
Der vorstehende Ausdruck stellt die partielle Ableitung der Funktion
r N2 M2 x@Q%ds

-f—fe,—%iMds——- >C-c
nach der Last P,, dar, woraus folgt:
o4’

)

Mit Hilfe des Castiglianoschen Satzes 148t sich die Verschiebung P,, eines
Punktes m auch dann bestimmen, wenn in m keine Last angreift. Man denkt sich
dann zunéchst eine Last P in der Richtung der gesuchten Verschiebung wirksam
und setzt diese nachtréiglich gleich Null.

(18)

5. Die Biegungslinie.

Die in den Ziffern 2 und 4 dieses Abschnitts besprochenen Verfahren er-
moglichen die Berechnung der Verschiebung einzelner Punkte eines Fachwerks
oder Stabwerks in bestimmter Richtung. Haufig ist es indessen notwendig, die
Verschiebungen aller Knotenpunkte eines Fachwerks oder die Verschiebungen
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einer hinreichend grofien Anzahl von Punkten der Achse eines biegungsfesten
Stabes in bestimmter Richtung zu finden. Insolchen Féllen wiirde zwar die wieder-
holte Anwendung der obigen Verfahren ebenfalls zum Ziele fithren, jedoch ver-
wendet man zweckméBiger zur Losung der Aufgabe die Biegungslinie. Bei
Fachwerken wird diese durch einen Geradenzug dargestellt, welcher die End-
punkte der den einzelnen Knoten entsprechenden, von einer Nullinie aus als
Ordinaten aufgetragenen Projektionen der totalen elastischen Verschiebungen
auf die festgelegte Verschiebungsrichtung verbindet. Die Richtung der Nullinie
kann dabei beliebig gewdhlt werden. Bei steifen Stdben bestimmt man im allge-
meinen die Biegungslinie in gleicher Weise fiir bestimmte Punkte der Achse des
Stabes oder Stabwerkes. Alle Punkte, welche keine Verschiebung in der fraglichen
Richtung erleiden, liegen auf der Nullinie. Positive Ordinaten werden in der Rich-
tung der als positiv festgelegten Verschiebung, negative in entgegengesetzter
Richtung von der Nullinie aus aufgetragen. Bei Fachwerken geniigt es mitunter,
die Verschiebungen nur fiir gewisse Knotenpunkte — etwa die Knotenpunkte
einer Gurtung — nach bestimmter Richtung festzulegen. In solchen Féllen be-
trachtet man die die fraglichen Knotenpunkte verbindenden Stibe als Stabzug
mit gelenkartigen Knotenpunkten und bestimmt die Biegungslinie dieses
Stabzuges.

A. Die Biegungslinie des ebenen Fachwerks als Seilpolygon
der W-Gewichte.

Um eine wichtige Beziehung fiir die Biegungslinie ableiten zu kénnen, denke
man sich zunichst, diese sei fiir ein beliebiges Fachwerksystem gefunden. Den
einzelnen Knotenpunkten des Fachwerks entsprechen Knickpunkte der Bie-
gungslinie. Als gesuchte Verschiebungsrichtung sei die senkrechte angenommen,
jedoch steht es frei, jede beliebige andere Richtung zu wéhlen (Abb. 185). Dann
148t sich die Biegungslinie als Seileck paralleler (hier senkrechter) Krifte von
endlicher GroBe auffassen, deren Richtungslinien durch die Eckpunkte des
Biegungspolygons gehen. Die Krifte selbst sind zunéchst nicht bekannt, jedoch

a 2 Yy 5
//T\
7
7 G W #
W Y 7 Wy
W, W;

A, A2 ’
S s e

1[ J”

2’ 3
3" +
Abb. 185. Abb. 185 a.

ist ihr GroBenverhiltnis bestimmt, wenn man von einem Pol O zu den Seiten
der Biegungslinie I, II, III ... die Parallelen I', II’, I1I' . .. zieht und diese
mit einer Senkrechten in beliebigem Abstande vom Pol O zum Schnitt bringt.
Zwischen den gesuchten (fiktiven) Kriften, welche W-Gewichte genannt
werden, und den Durchbiegungen é der Knotenpunkte des Fachwerks lassen
sich bestimmte Beziehungen aufstellenl.

1 Miiller-Breslau, H.: Stat. d. Baukonstr., IT. Bd., 1. Abt., 4. Aufl., S. 99ff.
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Die horizontalen Abstinde der Knotenpunkte sollen mit 4,, 4,, ..

141

., die

Projektionen der wirklichen Verschiebungen auf die Vertikale (Ordinaten der
Biegungslinie) mit §,, d, . .. bezeichnet werden. Zieht man in Abb. 185 1'—2"
und 2'—3" parallel zur Nullinie 4’— B’ und verlidngert den Seilstrahl 17 bis zum
Schnitt 8”" mit §,, so ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 1’'—2'—2’ und

2/_3'/__3/”

2/_211‘&:3111_‘

Ao
Nun ist aber

3.

2 — 2" =6, — 6
und, wenn die Polweite H = 1 gewéhlt wird,

37 — 8 = by — 0y Wy 22,

da das Dreieck 2’ — 3’ — 3" dem von den Strahlen II’, 171’ und dem Gewicht
W, gebildeten Dreieck dhnlich ist. Man erhélt also:

Y 2
(52—61)]%:63_524'”72'%,

oder
W2 == }'2
und somit allgemein

8y — 0,

03— 0,

A3

Wm — 6m - 6m—1 . 6m+1_ 6m.

Am

A’m +1

(19)

Damit ist zundchst eine Beziehung zwischen den Ordinaten § der Biegungs-
linie und den W-Gewichten gefunden. Denkt man sich das Fachwerk auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem z, y bezogen undlegt die y-Achse in die Ver-
schiebungsrichtung, so stellen die Ordinaten ¢ die Verschiebungskomponenten
der Knotenpunkte nach der y-Achse dar. An Stelle der obigen Gleichung (19)

kann also auch geschrieben werden:

Wn=

Aym_Aym—l .

A?/m+1_' Aym

Am

;*m+1

(20)

Es seien nun m — 1, m, m 4 1 drei aufeinanderfolgende Knotenpunkte

eines beliebigen Stabzuges mit gelenk- o

artigen Knoten, bezogen auf das aus
Abb. 186 ersichtliche Koordinatensystem,
8, und s, ., die Liangen der im Punkte m
zusammenstoBenden Stibe, f,, und 8, ,
deren Neigungswinkel gegen die z-Achse
und ¢, der von s, und s,,, einge-
schlossene untere Randwinkel.

Die Differenz Ay,, — Ay,,_, stellt die
relative Verschiebung des Punktes m
gegen m — 1 in Richtung der y-Achse dar.
Diese kann wie folgt bestimmt werden.
Man denke sich den Punkt m — 1 festge-
halten und nehme an, der Punkt m ver-
schiebe sich relativ gegen m —1 um
m — m' (Abb. 186a). Die Verschiebung
m — m' zerlege man in zwei Komponen-
ten, von denen eine, mm’’, in die Rich-
tung der Stabachse fallt, die andere,

Gmsr
Yo ——
B T 7
Y1 7 = Sm+1
'm, 19‘”1
sm

2
“m-1

Abb, 186.

Yy
Dy - DY

m’ m', senkrecht dazu steht. mm’ stellt die Léngendnderung As, dar,
m' — (m — 1) —m'" = AP, den Winkel, um welchen der Stab s,, gedreht wird.
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Projiziert man jetzt die beiden Komponenten m — m'’ = As,, und m’'m"
= (8 + A8y) AB,, auf die y-Richtung, so erhdlt man die gesuchte Relativ-
verschiebung

Ay'm - Aym~—-1 = - {Asm'Sinﬂm + (S'm + Asm) A,B,,n'COS ﬂm}
oder, bei Vernachldssigung kleiner Groflen zweiter Ordnung,
Ay — Yy = — {Asm'Sin B =+ 8m 008 By A B} -

Das negative Vorzeichen gibt an, daB die Verschiebung den entgegengesetzten
Sinn hat wie die als positiv festgelegte Verschiebungsrichtung. Eine gleiche
Beziehung 148t sich fiir Ay,, und Ay, ., anschreiben:

Vi| Ymi1 — 4 Ym = — {A Smy1” sin ﬂm+1 + Smy1 COS ﬂm+1 -4 ﬂm-i-l} .

Dividiert man die erste der vorstehenden Gleichungen durch A,, = s,-cosf,,
und die zweite durch 1, ,; = 8,,,,'c08 f,, ., und fiithrt die so gefundenen Aus-

driicke fiir 42 ”‘;Ay"‘_l und 2% ”'*AI— ZEL (20) ein, so ergibt sich
m m+1

Asm
Wm == A:Bm+1 + %'tgﬂm-\«_l —A:Bm

Nun ist aber nach Abb. 186
ﬁm = 180° + ﬂm+1 - ﬂm

Aﬁm :Aﬁm+1_A:8m'

Beachtet man noch, dafl nach dem Hookeschen Gesetz

_ Asy,

Sm

oder

Cm*Sm o
A8,y = "‘E +8ttm'8m=8m("El+8ttm),

[Om
4 Smi1 = Smy1 \ E;H + & t'm+1> »

und setzt diese Werte in die obige Gleichung fiir W, ein, go erhélt man schlieB3-
lich fiir das W-Gewicht den allgemeinen Ausdruck:

W= A0 — (55 + ertm) 12 B + (T35 + ettmpn) 18 Bmia- (1)

Unter der Voraussetzung, daB alle Stabe die gleiche Elastizitdtszahl E be-
gitzen, kann mit E multipliziert werden, weshalb

E Wm = Edﬁm - (Gm + EtEtm) tg .B'm + (Gm+1 + EtEtm+1) 't’g ﬂm+1 . (22)
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