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В книге изложен ·вывод уравнений, о писыв аю­
щих прюцессы в к а м ере, гидр авлических цеп ях и аг­
рег атах системы питания . Приведены р ешения для 
некотор ых упр ощенных сл учаев. Рассмотр ены. ре­
жимы р аботы двигателя в окрестности расчетного 
режим а .  Предложены гр афический метод и после­
дов ательность анализ а внутрикамерных п роцессов. 

Книга предназначена для инженеров, специ али­
зирующихся в обл асти исследования двигателей, и 
может быть использов а н а как учебник по курсу, ч и­
таемому факультативно. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Теория двигателя и ·возникшие н а  ее основе м атематиче­
ские методы исследования ·расширяют наши представления о 
прсщессах, позво.ляют организовать н аучный эксперимент, об­
р а •ботать и проанализировать ЩIЫтные данные. 

Математические ме'I'О!ды давно и широко используются н а  
п рактике; отечественная и иностранная лит·ер атур а ,  особенно 
за последнее десятилетие, обогатилась итогами всесторонних 
исследований. 

С целью приближения теоретического м атериал а к реше­
нию задач практическоrо характера,  ·излагая матем атические 
в опросы, мы имели  в виду реальные двигатели ,  описанные в 
журнал ах «Вопросы р акетной техники», «Jet Propulsion» и др. 

Первые три гл авы книги посвящены выводу и анализу 
уравнений, описывающих отдельные процессы. В последую­
щих главах р ассм атриваются вопросы взаимосвязи. Р азнооб­
разие применяемых в отдельных гл авах подходов к решению 
и анализу иллюстрирует широкие возможности м атем атиче­
ского меrода ·исследования. По методичес·ким соображениям 
м атериал изл агается в у:прощенном виде. 

Автор благодарит Г. М. Третьякова ,  Е. Б. Волкова, А. Н. Иванова, Б.  Г. Климова,  В. И. Пухова ,  .Я. М. Шапиро 
и Д. Н. Щеверова за  советы и большую помощь, оказанную 
в uериод р аботы н ад зат;ронутыми в книге проблемами. 
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Глава I 
И ССЛ ЕДОВАН И Е ВН УТР И КАМЕРНЫХ П РОЦЕССО В 

В данной главе р ассм атрива·ется вывод ур авнений, описы­
в а ющих процессы, протекающие во внутренней полости каме­
ры сгорания . С целью получения наиболее точного м а'Гем ат-и­
ческого представления о проце:ссе выбрана  цилиндрическая 
система координат, и все проц_ессы рассматриваются протека­
ющими во времени и в пространс11ве. 

Обозначениям и пояснениям к ним :посвящен девятый па ­
р аграф данной гл авы. Гл ава  заканчивается составлением 
замкнутой систе.мы ур авнений. 

Уравнения , выводимые в первой гл аве,  методами совре­
м •енног.о м атематического анализа решены ·быть не могут. При 
решении этих уравне:ний на 1м ашинах диокретного •счета 1вовни­
кают исключительные трудности, связанные, в ч астности, с 

п р ограм.мированием .  В упрощенном виде уравнения решаются 
с привлечением общеизвестных методов и могут быть проана­
лизированы качественно .  

Перечисленные трудности не должны задерживать даль­
нейшего совершенствов·ания и уточнения уравнений. Бо.льшое 
количество опытного м атериал а, анализ статистического м ате­
риал а , результаты частных исследований позволяют сейчас 
м ногое предпринять в отношении совершенствования м атем а­
тических представлений. 

П одобное направление нам кажется актуальным , посколь­
ку пр актика пр·едъявляет все новые, с каждым разом все бо­
лее сложные требования к результатам теоретических иссле­
дований, которые пока слишком скромны в отношении практи­
ческих рекомендаций. 

Это обстоятельство обънсняет·ся тем, что исключительно 
сложные внутрикамерные процессы изучаются в большинстве 

5 



случаев при  помощи упрощенных уравнений. В результате вы­
�ол ащивания :многих процессов, кажущихся, н а  первый взгляд, 
второстеп енными, примимаемые дл я  исследования уравнения 
не отражают истинной картины, и исследование, организуе· 
мое при  их помощи, не может, естественно, привести к желае·· 
мым результатам. Упрощения, о которых шла речь, проводи­
л ись в целях получения в'озможности решить ур авнения одним 
из традиционных математических методов. 

Совершенствов ание, а не  упрощение уравнений, должно со­
Ч·етаться с р азработкой новых методов математического ан а­
лиза .  

Публикуемые ур авнения, несмотря н а  их сложность, отра­
жают л ишь огр аниченный круг явлений, ибо •при написании их 
автор п редставлял себе определ енную обстановку и • ста'ВИЛ перед 'сюбой ·вполне ограtНиiЧооный круг воnросов. 

При  организации исследов ания нельзя использовать их без 
должного критиttеского анализа .  Только посл е  глубокого ка­
чест,венного изучения всех абстр акций и связей между ·подле­
ж ащими исследованию п роцессами следует ·самосrоятельно 
написать требуемую сис"Гему дифференциальных и алгебраи­
ческих уравнений. 

Процес·сы, протекающие в агрегатах двигателя и в других 
новых машинах, настолько •сложны и во многих случаях свое­
обр азны, что применевне универсальных, общеизвестн ых урав­
нений при  <>рганизации современных исследований д::>лжtю 
быть решительно отвергнуто . В § 3 данной гл авы в качестве 
пример а показан а  принциnиальная  р азница между достатоЧ­
но точно  н аписанным уравнением закона сохранения энергии и 
ур авнением адиабаты. В § 2 также в качестве примера отме­
чена  1пр инципиальн ая р азница, обнаруживаем ая между кл ас­
сическим уравнением Эйлера и написанным для горящего по­
тока у,равнением второго закона Ньютон а .  

Пр и  организ ации исследования рекомендуется, ориентиру­
ясь на фундаментальные объективные •з аконы, глубоко изу­
чать и многие второсrепенные факторы, характерные для кон-
кретной задачи. 

· 

Рассматрив аемые в первой гл аве уравнения содержат все 
же целый ряд огр аничений: уравнения не учитывают всех ооз­
можных форм те:плообм.ена ,  в них не рассмотрены вихревые и 
циркул яционные явления, не достаточно конкретизировано 
действие сил трения, далеко не исчерпаны возможности в от­
ношении определения н ачальных и граничных условий. 

Перед изучением публикуемых м атериалов ре�омендуется 
возобновить ,в памяти содержание соответствующих курсов , а 
во время чтения привлекать обширный материал по резуль­
татам исследовани й в смежных област,ях .  
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§ 1. УРАВ Н Е Н И Е ЗА КО НА СОХРА Н ЕН ИЯ МАССЫ 
(УРАВ Н Е Н И Е Н ЕРАЗРЫВ Н ОСТ И) 

Рассмотрим элемент горящего во внутренней .полости ка­
меры потока топлива (рис. 1). В элементе abfjhd часть объема 
:занимает газ - продукт испарения и гор·е.ния Т>::>плива, дру­
гую ча·сть объема - топливо, находящееся в жидкой фазе. 

W'Z 
-.&.-"""f"7.r..f 

Wx 

Рис. 1. 
Р ассмотрим грань abcd. Площадь abcd р авна 

rdrp dr. (1,1 ) 

Пусть жидкость, проходящая через грань abcd, зани­
мает площадь S_.,. Следовательно, живое сечение грани abcd, 
т. е. площадь, через которую проходит газ, составит 

rdrr dr- s... (1,2) 

Временной (секундный) массовый расход газа будет 

pW,. (rdr:' dr- S .. ) . 
На элементе пути dx изменение массы газа, движуще­

гося в элементе в направлении w .. , составит 
д[pWx(rdtpdr-Sx>J dx. (l,З) 

дх 

Величина rdrr; dr не является функцией х, площадь Sx, 
занимаемая топливом ( жидкостью), вследствие выгорания 
топлива в направлении Wx уменьшается. Площадь, зави­
маемая жидкостью на грани efjh, отличается от площади S� as на грани. abcd на величину д; dx. 
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Таким образом, вместо ( 1 ,3) можно написать 

[ д (PWx) rd!p dr- д (р WxSx) 
J dx. ( 1 ,4} 

дх дх 
Первый ч.1ен выражения ( 1,4) х ар актеризует измененю� 

массового расхода газа ,  пр•отекающего чер.ез элем·ент пос1'о­
янной :площади. Второй член характеризует уменьшение рас­
сматриваемой р азности ( изм енения) м ассового расхода газа, 
обусл•овливаемое стеснением проходнаго сечения элем·ента. 
Стеснение жидкос1ью не одинаково по оси х. В сечении a·bcd оно О'Пределяе'ГСЯ ·вел ичиной Sx, а ·в сеченwи efjh - ·величиiНОЙ 

Sx+ д:: dx. (1,5) 

Если бы выгорания топлива по длине элемента 
то вместо второго члена следовало бы писать 

S д(рWх1 d х х. дх 

не было, 

( 1 ,6) 

Таким образом, за счет увеличения живого сечения, воз­
никающего вследствие горения топлива, рассматриваемая 
разность увеличивается на 

W дSх d р х дх х. ( 1 '7) 

Следует иметь в виду, что дSх ..--О дх ........ . ( 1,8) 

Направление w-"" является основным; скорость Wx не­
прерывно возрастает по длине камеры и сопла, хотя воз­
можны пульсации скорости и даже отрицательные значе­
ния Wx, обусловленные местными противотоками. 

Если рассматривают движение газа только в направле­
нии Wx , то задачу называют одномерной. При проведении 
точных иtследований учитывают и составля�щие wr и w" 
скорости газа W. 

Ради альная составляющая W r возникает под . действием 
геометрических факторов , вследствие рад•иальных составляю­
щих скорости топлива, истекающего из форсунки , в силу тур ­

булентности потока , в результате взаимодейс11вия отдеJ1ьных 
частиц топлива и гаrза и по ряду других п ричин. Есл и бы пере­

численных возмущающих ф акторов не было , то в центральной 
части камеры составляющая ·скор ости Wr=O; во входном 
конусе сопла она •был а бы меньше нул я, т . е. была бы направ ­
лена к оси  камеры (рис. 1), а в выходной час1и - больше ну­
ля. Возмущающие факторы не меняют знака составляюшей в 
сопловой части, но приводят к пульсации как в ·ооп.'Iовой, так 
и .в центр альной части камеры. 
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Пусть в рассматриваем ый момент времени W, >О. Мас-­
совый расход гаsа через грань aehd будет 

pW,(rd!pdx-S,). ( 1 ,9) 

На элементе пути dr изменение массы газа, 
гося в элементе в направлении W,, соста вит 

движуще-

д(pW,r) d d d д(pW,S,)d ---- r 'Р х- r. дr дi ( 1 ,10) 

Та нгенциальная соста вля ющая W., возникает по тем же 
причинам, что и W,, за исключением геометрических фак ­
торов, не влияющих, как правило, на Wcp. Составляющая  W, 
может возникнуть также за внутрикамерной турбиной или 
при вращении камеры . Массовый расход газа через грань 
abfe р W ер ( dr dx - S, ) . 

На элементе пути rd!p изменение массы газа, движуще­
гося в элементе в направлении W,, составит 

д (рW ) д (рW S ) --'---'-'"-d!p drdx- --_ LL. d!p. д'? aq: (1 ,11) 

Теперь MiQЖHo написать выражение для определения изме­

нения массы газа в эл,ементе 

[д(pWz) + д(pW,r) + д(pW'!')
J

d d d ____:�� r --- 'Р г х -дх дr дrJ? 
- [д(pWxSx)dx+ д(pW,S,)dr+ д(pWcpS•;) drp]. (1,12) 

дх дr д<р 
Учтем подвод газа внутри элемента, возникающий вслед­

ствие выгорания движущегося топлива. 
Пусть через плоскость, совпадающую с гранью abcd, G протекает в направлении Wx топливо с массовым расходом -2.. • 

g 
Определим массовый поток топлива через элементарное 

кольцо dr. 
По результатам испытания головк�I вычислим временную 

(секундную) высоту жидкости в сборнике топлива (рис. 2). 
Эта высота является, как правило, функцией r и !р, т. е. Н (r, �). 

Опыт следует проводить так, чтобы высота Н определя ­
лась без учета выгорания. Однако вследствие сложного ха ­
рактера движения жидкости Н=Н(х, r, !р). 

Временной объе м жидкости 

Q= J 2r.rH (х, r, !p)dr. 



Временной массовый расход 

Следовательно, 

Теперь имеем 

о 
о 

Рис. 2. 

_Q_=27t\ РжГН(х, r, �)dr. ( 1 '13 )  g • 

G d- = 27tpжrH (х, r, rp) dr. g 
1 dO 

g · dr 
=27tpжrH(x, г, rp). 

00 
о 

Если перейти о,т одномерного 
потока к тре)смерному, то следует 
писать 

2 н ( m) = _1 • дОх . 7tpжr .Х, r, т g дг (1, 14) 

Подставляя (1 , 1 4)  в ( 1 ,13 ) , находим 

Ох = -1 5 дОх dr. g g дг 
Для определения массового по­

тока через кольцо dr имеем 
r+dr 

_1 5 дО!. dr. g дг r 
Для дуги dr частную производ­rЮ ную � можно вынести за знак о г 

интеграла; получим r+dr dr 
_!__ \ дОх dr= _!__5 дОх dr = g J дr g· · дr r О dr 
=-! дОх 5 dr = _!__ • 

дG" dr. g дr g дr 
о 

Только на дуге dr:r, т. е. через грань abcd, пройдет массо­
вый поток 

-1- . �(дОх) dФ dr= _!__ · 

д2G!.- di!i dr. g дrr дг · g д9 дr • 

( 1  '15) 

В 
результат.е выгор ания топлива в элементе внутри элемен­

та обр азуются газообр азные п родукты. Массовое газообразо­
вание внутри элемента составит 

_!__ ..!_(дso_..)d�drdx=-1 • 
дзс" d�drdx. (1,16) !О g дх дер дг, g д<р дг дх 



Для определения ( 1 ,16) необходимо,  конечно,  знать за­
к он выгорания топлива по направлению оси х. 

Аналогично (1,16) находим массовые потоки продуктов 
·сгорания в элементе, возникающие в направлениях W,. и W,: 1 asa 

- • ,. drpdrdx· (1,17) g дtр arax ' 
1 g азе 

---'"':___ drp dr dx. а, ar дх 
Полный подвод в элемент б у дет 

_1 [ аза х + аза,. + аза� ] drp dr dx. g а, дr ах дrр ar дх а, ar дх 

(1,18) 

(1,19) 

Определим площади 
поток в направлении Wx S", S,. и S� . Поскольку массовый 

определяется выражением (1 , 15), то 1 Sx=-· g д2йх drp dr -1- , (1 ,20) arp дr РжСх 
где Рж - плотность топлива; 

Сх -составляющая скорости топлива. 
Очевидно, что 

дSх dx == _1_. _аз...;а;.:::х:..._ drp drdx _1 _ . дх g дrр дrдх РжСх 
Аналогично ( 1 ,20) находим 

S = -1- • 
д'й, d1J dx -1-' g дrр дх ' РжСr ' 1 д'й, 1 S,=-· --drdx--g дrдх Рже, 

(1,21) 

( 1 ,22) 

"(1,23) 

Учитывая (1 ,20), (1 ,22) и {1 ,23), перепишем (1,12) так: 

[ a(pWx) r + д(pW,r) + д(pW,)]drpdrdx-дx дr дrр • 

r ( 
Wx) ( W, ) д р - др-

__ J_ ---� • (JIQX + С, • д!Q, + gрж дх дrр дr дr дер дх 

+ а(р�) . a>a._Jd,dr dx �-1- [r Wx . дSОх + дер дr дх gрж С х дер дr ах 
+ р -' • ' + р -"' • ' d� dr dx. W дза w аза ] 

с, а, дr дх с, дер ar дх (1,24) 
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Выражение  в пepвoifr квадр атной скобке характеризует изме­

нение в элементе щ >от.ека ющей через элемент массы газа без. 

учета стеснения канала элемента жидкостью (топливом). Вы­

р ажение во второй квадратной скобке отражает уменьшение 

изменения ма1осы, .в.озникающее за счет неизменного по дли­

не элемента стеснения. В третьей квадратной скобке записано 

выражение, отражающее роль снижения эффекта стеснения по. 

длине элемента. 

Следует иметь в виду, что в силу специфики рассм атривае­

мого процесс а (уменьшения жидкой фазы) : 

д (д2йхl_ <О; ( 1  ,25} 
д'f дr дх 
д(д!G,) <О; д;> дrдх 

Э(д'й,) ---=--'-< О. дер дrдх 

(1 ,26) 

(1,27) 

Мы опрЕЩелили изменение  м ассы, протекающей по элемен­

ту ( 1,24), и юбр азующейся в элементе ( 1 ,  1 9 ) м ассы продуктов 

сгорания. В результате изменения массы будет наблюдаться 

изменение плотности газа в элементе. В самом деле,  выраже­

ние ( 1 ,24) показыва·ет, сколько в единицу времени подведено в 
элем ент (или отведено из элемента) газа. Выражение ( 1 , 1 9 ) 

показыва•ет , сколько в тот же промеЖУ'ТОIК •нр.е:мени подведено 

в элемент газа ( продуктов сгорания и испарения ) за счет вы­

горания wплива, находящегося в элементе. 
По закону сохр анения массы полное изменение массы газа 

в элементе опр·еделится разностью рассмотренных м асс га з а. 

Это .тюкальное временное изменение ма•с'СЫ .можно предста­

вить через изменение пл •отности в единицу врем•ени 

.?Е_ 
дt 

( 1 ,28) 
В рассматриваемом свободном объеме элемента оно составит 

!.f. (rdrp dr dx - V ж ) , (1 ,29) дt 
г де V ж - объем жидкости в элементе. Этот объем можно 
определить для случая переменных значений площадей жид­
кости на гранях 

-Jl('s 1 asx d )' (s 1 as, d ) ( 1 as , - х -- · - х , - - · - r S -- · -'- drp) . 2 дх 2 дr ' 2 д'f 
( 1 ,30). 

12 



Подставим значения площадей и их производных, полу­
чим 

-3 /1 ( дЮ 1 д дЮ ) V ж= (gрж) 2 J 
- -- ___?5_ - - • - • _z dx Х 
Сх rдrr дr 2 дх rдrr дr , 

Х .. /_1 ( д2G,. - _1 . �. _д20_!__ dr)- Х V С,. rд'f дх 2 дr rдrr дх 

Х - --'�' --. -· -"'-dФ rdr!(drdx. { 1 ( д2Q 1 д дЮ ) 
С., дr дх 2 дtр дr дх ' , ( 1,31) 

Если изменением текущих плюща.Qей жидкости в элементе 
можно пренебречь, то ( 1,3 1) упроща·ется и принимает вид 

Vж . (gрж)-}-. /_1_ . д2Gх . _1 . д'й,. . _1 . 
дt_а,_ Х 

V Сх rд'? дr С,. rдtr дх C'f' дr дх 
Х rdrpdrdx. ( 1 ,32) 

Ур авнение ( 1 ,32) показывает, что ·площади граней и объ­
ем жидкости в эл ем енте зависят от отношений расходов через 
эл)емент к соответствующей скорости. Если расход и скорость 
равны нулю, то объем жидкости ·в элементе может быть от­
личным от нуля (рис . 3) . 

Определим значение 
11 д2Gх 1 

Сх 
. rд:р дг 1 а �о х cz�o 

Используя (1,20), находим 

1 1 д!Gх j = gexuPж• Сх rдtp дr lax�o 
с �о х 

где гравиметричес1шй коэффициент 
'хо = Sxo ; rdtr dr 

( 1 ,33), 

(1,34) 

( 1,35) 

S .жО - ПЛОЩЗДЬ ЖИДКОСТИ На ГраНИ abcd ПрИ Q х � 0 И 
сх-+ о. 

В любых других условиях 

г = �--х rdtr dr' 
s 

Е---'- · ,.- rdcp dx' 
s, е."=--. (1 ,35') 

dr dx 
13 



Теперь выражение (1 ,29) перепишем так: 

а,=О; 
С,=О; 

а,=О; 
С,.=О; 

О,= О; 
С,=О ; 

a,=t=O; 
C,=t=O; 

<J, =1= О; 

С, 4: О; 

др [ -!.. v l д2Q v l -· r 1 - (gрж) 2 - • 
- " -дt Сх Гдff дr С, 

.. r 1 д'а.. ] 
Х Jl с, · дr дх d�drdx. 

C!.r_ =а а"* о; с, cx:=l= О; 

а _L_=a • •  • • ах=О; с, • •  • •  
С"=О; • • • •  

а ...!..=а а"* о; с, Cx=i=O; 
• . . . . . 

а • Ох =1= О; ...!..=а • . . . 
• . . .  С, � ... Cx =t=O; 

. • • • 
• • а • • ax=t=O; _L_ =2а с, С" =1= О; 
• • 
• . • • • • 

Рис. 3. 

а _1..=а· 
Сх 

' 

Ох =а· 
Сж 

' 

а �=2а; 
Сх 

а"=а· Сх ' 

а _;=а· с" ' 

(1 ,36) 

V=A� 

V=A. 

V=2A . 

V=A . 

V=2A. 

В наиболее общем случае, когда необходимо учесть изме­
нение текущих площадей жидкости в элементе, при  описании 
( 1,36) сл·едует ориентироваться не на  (1,32) , а на  (1,31) . Вы­
ражение под знаком корня в (1,31) и в (1,32) обозначим 

П(��). (1,37) 
Вместо ( 1 ,36) напишем 

:: r [ 1 - (gрж)-} V П (�i) ] d� dr dx. (1,38) 
14 



Используя (1,24), (1,19) и (1,38), напишем ур авнение •за ­
кона  сохранения м ассы для газа  в элементе горящего потока,  
формулируя его ·так: изменение плотности газа в элементе за 
единицу вр·емени р авно изменению м ассы газа ,  движущегося 
через элемент, и массе газа ,  обр азующегося в течение той же 
единицы времени ва счет выгор ания нах•одящегося в элементе 
топлива 

[ ( Wx ) ( 
W,') д р- д р-- _1_ Сх . д20z + С,. о дЮ,. 

+ 
gрж дх гдrр дг дг гдrр д� 

д р ...::....I. ( w ) ] + с., о 
д2а., _ _ Р_ Wx о дЗОх + W, asa, +-

гд'f д г д� gрж [ Сх гдrр дг дх С, гдrр д г д� 

+ wч>_ о аюч> 
J 

__ 1 о _1 о оз (Gx + а,+ а .. ) _ _ О. 
с, гдrр дг дх g г дrр д г д� 

Анализ уравнения закона сохранения массы 

lo Особенности полученного уравнения 

( 1 ,39)� 

Особенностью ур а·в.нения закона сохранения м ассы для го­
рящего потока,  •отличающей его от уравнения того же з акон а  
дл я  га·зовоrо потока, явля·ется н аличие функций, характеризу­
ющих и отражающих •стеснение, и функции, определяющей 
подвод газа за  счет выгорания топлива. Напишем (1,39) 

!1_ ф + [ д(рWх) + _1 о д (pW,.Q_ + __!__ о дt 1 д� г дг г 
- Ф2-Ф3- !2=0, (1 ,40) 

где первая функция ха рактеризует стеснение: 

(1 ,4 1 )  
15 



вторая и третья функции характеризуют и отража ют влия ­
ние стеснения на поток : 

Ф� = _
1 [а(р �:).. д20х +

д (Р�). д20, + - gp,. ах д'f' д г дг а, ах 

+ �(р �'). д'G• 1 -l . (1,42) дrr дг дz. г ' 

Фа= _Р_ [Wx, д30х + W,. iJ3G, + gрж Сх д'f' дг дх С, д'f дг дх 
+ w, . азаф ] _1 . (1,43) с, д'f' дгдх г ' 

четвертая функция, являющаяся пол ной характеристикой вы­
горания, определяет подвод газа в элемент за  счет выгорания 
топлива в элементе : 

1 д5 (Gx + G, + Gф) 2=-· g г d'f' f3гдх (1,44) 

2. Факторы, характеризующие и отражающие стеснение 
потока 

Стеснение потока обусл овлено налиЧием в потоке газа жид­кой фазы . Поэтому необходимо отметить м ассовый поток жид­
�ости ,  который определяется произ·водными :. 

д20х • д20, . д20'1' 
до/ д г

-
' д'f' дх ' 

д
гдх (1 ,45) 

Поско.льку :величина массового потока ·изменяется в про­
цессе движения жидкости, то .вторЫIМ важным фактор01м яв­
ляется инrеноивность .выгор ания , хар актеризуем ая произ.вод­
ными :  

дЗО дSО., r • 

a'l' д г дz д; д г ах· ' 
дrr д г ах • ( 1 ,46) 

Третьим фактор.ом является скорость потока жидкости, ко­
тор ая  хар актеризуется составляющим и : 

Сх; С,; С.,. (1,47) 
Следующим фактором считают плотность жидкости Рж· 
Перечисленные ф акторы определяют гравиметрическую 

плотность, котор ая и характеризует стеснение. В результате 
стеснения обнаруживается изменение м ассы газа в эле.мен'Ге . 16 



Н а  изменение м ассы гэ.•з а влияет, во-первых, относительн ая 
rкорость, представленная составляющими: 

Wx . W,. W"' 
-, -Сх С, ' С, 

и, во-вторых, относительная плотность 

_Р_ Рж 
и ее изменение 

3. Поток без учета стеснения 

(1,48) 

(1,49) 

( 1 ,50) 

Если количество жидкой ф азы в элем·енте песоизмеримо 
м ало по сравнению с кол·ичеством газа в том же элем·енте, то  
уравнение ( 1 ,39 ) упрощается . Роль членов,  харшктеризую ­
щих и отраж ающих стеснение, уменьшае11ся по м ере умень­
шения ряда параметров, в том числе: 

_Р_ ; Wx ; W,; 
W"' j д2Gх ; д!G, ; д20, 

• (1,51) 
Рж Сх С, С, д<р дr д<р дх дгдх 

Без учета сте·снения уравн.ение  закона сохр анения м ассы при­
мет вид · 

� + [ д (р Wx) + � . д (р W,r) + _!__ 
• 

д (Р w,.) ] - Q = 0. ( 1 ,52) дt дх r дr r д<р 

Этим уравнением следует п ользоваться при расчете тех сече­
ний, в ко-горых испарение капель уже не н а блюдается . 

Рассмотрим нек·оторые иные форм ы  записи ( 1  ,52 ) . Частные 
п роизводные бу;дем писать в виде функций с С·Оответствующи�I 
индексом в скобках, например: 

дWх W -= х(х) дх и т. д . 

У равнение ( 1 ,52) запишется так: 

P<t>+ [(р W..-)<x> + + (pW, r)<r> + + (pW, )<,> ] - Q = О. 

Как известно, 

2 Зак. 63 

1 -
P<x>W ... + РиW,+ P<•>W,- = grad р· W; r 

Wx(x)+ Wr(r) + W., ('Р) _!__ + W, = div• W. r r 

(1 ,53) 

(1,54) 
(1 ,55) 

17 



Таким образом, вместо (1,53) можем написать 

р + р div W- Q =О, (1 ,56) 

где 
p=p<t)+gradp· W. (1,57} 

4. Некоторые частные случаи использования уравнения зак,она 
сохранения .массы, написанного без учета стеснения 

Трехмерный, но установившийся поток .  П ри этом ло­
кальная производмая P(l) = О. Уравнение ·за кона сохранения 
массы примет вид 

(1,58) 

Трехмерный, установивцшйся поток,  но без подвода газа 
за счет выгорания топли ва . Теперь не только P(t)�O. но и 12 =0 ; в этом случае 

gradp· W + р divW =О. (1,59) 

Одномерный неустано в и вшийся поток . Здесь· W,= 
= W, =0. У равнение запи ш ется так: 

Р+Р W(x)- 12=0, (1,60} 
но теперь  

р=� +!!... W· 12= J.... J.... аза 
дt дх ' g r д'f дr дх 

Одномерный и установившийся поток.  Теперь  еще P<t>=O. 
Учитывая, что необходимость в понятии о частной произ­
водной отпала, у равне ние  за пишется та к: 

d(pW)- Q dx=O. ( 1,61) 

Одномерный, уста новившийся, и без подвода газа за счет 
выгорания топлива: 

d(pW)=O 
или 

pW=const. 

В случае движения несж имаемой жидкости р=О. 

( 1 ,62} 
(1 ,63) 

Уравнение закона сох ранения массы запишется так: 

div W=O. 
В одномерном потоке для несжимаемой жидкости 

dW=O. 
18 
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5. Уравнение закона сохра�"t!ния массы, выраженное через 
параметры состояния 

Напишем уравнение закона сохранения м ассы, используя 
для замены р и ее производных ур авнение состояния. Считая, 
что газовая постоянная изменяется вследствие изменения со­
став а  газа,  получим :  

P<t> = _!_ [P<r> - R<t> - T(t)] . 

(1,66) 
gRT Р R Т ' 

Р(х)= _!!_ [р(х)- R(x) - r(X)] (1 ,67) gRT Р R Т . 
Аналоrично пишем выражения для P<r> и Р<"+ Теперь уравневне закона сохранения массы заnишем: так: 

p(t) 1 [ 1 
] -рФ1 + Р P<x>W х + Ри W, +-;: Р<,> W, -

R<t> Ф 1 [ R 1 1V7 ] 
-- �- - R<x>Wx+ <r>W,+- R<•> w, -R R r 
- ;.t> Ф1 -+ [ T<z> Wx + T<r> W, + + T<•>W, ] + 

+ div W + W,- RT (Ф2 + Ф3 + !2)=0. (1,68) 
r р 

б. Приближенное уравнение для верхней части 
напряженной камеры 

В отличие от з адач газодин амического порядка в верхней 
ч асти камеры прсщесс газообр азования является гл авным, спе­
цифичным для камеры, превалирующим над прощ�ссом протю­
ка .  Здесь объем камеры существенно стеснен жидкой ф азой. 
Уравнение закона  сохранения массы приним ает вид 

др'Ф1-Q=0. (1,69) 
дt 

Это уравнение •будет точным при отсут·ствии ,движения газа и 
пр�ближенным :при относительно небrольших с1юростях .  Ур ав­
нение ( 1 ,69) отображает наиболее хараК'герные ст·ороны про� 
цесса горения и поэтому м ожет быть названо ур авнением га­
зообр азования. 

2* 

§ 2. УРА В Н I! Н И Е ВТОРОГО ЗАКО НА Н ЬЮТО НА 

Рассмотрим прежний элемент, сум м арная м асса которого 

p(rdrtrdrdx- Vж)+РжVж. (1,70) 19 



Введем в раесмотрение силовую функцию газа ,  учитываю­
щую все -силы, действующие на поток. Дл� опреде.'lения ела­
га€мых конвективного чл€на имеем: 

v'W = дiW".. + д2W".. + _1_. дtW".. + _1_ • дW".. ; 
1f дх' дr'i rt дq>l r дr 

дР,. =t [г- др+!+ ••v2W ] · 
dr _ ,. дr ,. г ,. ' 

V' W = д2W,. + д2W, + .1__ • д' W, + ___!_ • oW, _ 

' дхl · дr' rt дtр2 r дr 

2 дW,. W 
______ ___.!. . 

r2 д� r2' 
дР., l др 2 ] д� =--:, ер - дrт + j, + J.I.V W q> ; 

v•w., = д•w, + дiW, +-1 
• a•w., + _!..___. aw" + 

. дz2 дr• rl д'D г- дr 
+-1- .  _д_�- w, 

r' д� r' ' 

(1,71) 

(1,72) 

(1,73) 

rде ti- коэффициент, учитывающий специфические особен­iНОС'J.:И горящего потока и веточности, возникающие при вве­
.деввв в рассмотрение силовой функции; .х-, r, �-объемные силы, возникающие под действием внеш· 
них факторов; р -давление в потоке; fi- баллцстические объемвые силы, характер!fзующие 
:воздействие газа на дввжущиеся в потоке капли компо· 
вентов тоiмива; J.l.- коэффициент вязкости газа. 

Пусть на грани abcd, aehd в abfe (см. рис. 1) действуют 
-составл11ющие силовой функции Р"... Р, и Pf. В результате 
изменения этих составляющих в направлении W".., W, и W, 
:на выходные грани efjh, bfjc в dcjh будут действова:rь силы: 

20 

Р - дРх dx· 
"'. дх 1 

р 1Р, d . - - r , дr , 

дР, Р�- -- dcp. 
дq> 

( 1,74) 

(1,75) 

( 1,76) 



Газ и жидкость, н ах•одящиеся в элементе, подвержены дей­
ствию следующих сил: в наnравлении W" 

д:; dx; (1,77) 
в направлении W, 

в н.аправленив W, 

дР, dr· дr ' 

дР, - dff(. ' д'fi 

(1 ,78) 

(1,79) 
Движение газа связано с движением жидкости через бал­

листические ·силы, .входящие в силовые функции. Поэтому 
уравнения второго закона можно писать отдельно для газа и 
отдельно для жидкости .  Для газа по напр авляющим состав­
ляющих скоростей: 

дР . -2.. dx (rd 'f dr- S") = pW" (r dcp dr dx- V ж)i (1 ,80) 
дх 
дР 

. 
-' dr (rd!pdX- S,)= pW, (rdrp drdx- Vж)i (1,81) 
дr 

дР . 
--' dт (drdx- S,)=pWrp (rd19drdx- Vж)· (1,82) д'fi 

Для дальнейшего изл•ожения важно заметить, что коэф­
фициенты введены так, что для полного дифференциала сило­
вой функ:ции � 2 1 

dP= 
d (Рх+Р,+Р,> • ( 1 ,83) 2Р 

Далее следует отметить, что 

- - =W"W" + WrW,+ W, W,. d (WI) · · · 
dt 2 (1 ,84) 

У.!\Шожим пр авые и левые части ( 1 ,80) , ( 1 ,81 ) и ( 1 ,82) на 
соответствующие составляющие скоростей и сложим их по­
член.но: 

-- Wx + -W,+- · -- W, rdrpdrdx-( дР.х дР, 1 дР, ) 
дx дr r дq> 

- (дРz W S dx+ дР, W ,S,dr + _!_ · 
дР, W, S,rdcp) = дх z z . дr r д'fi 

=р..!!.. (W1) (rdrpdrdx-Vж)· (1,85) dt 2 ' 
21 



Перепишем (1,85) следующим обр а·зом : 

_!_ (дРх W +дР, W + дР"! . W, ) -р дх х дr ' д'f r 
_ _ 

1_ (дРх Wx Sx + дР, W, S, +
дР, . W, . � )=· 

р дz az дr а, дер. r а, 
= .!!_ (w•) (1- Vж ) • (1,86) dt 2 r drp dr dx 

Имея в виду (1 ,35) вместо ( 1,30), н айдем : 

• Vж= 

_ {( 
1 дех d ') ( 1 де, d ) Х ( 1 дг, d ) - a --· - X e--.- r s,--· - �P X  " 2 дх , ' 2 дr 2 дrр 

Х r d'f dr dx. (1,87) 

Ур авнение (1,86) примет вид 

или 

_1 (дРх W -1-дР, W +дР, . W, ) _ р дх ж ' дr r дrр r 

-- -W е + - W e +-· -•, = 1 (дРх дР, дР., W, ) р дх z х дr r r rдrp r 

= .!!_ ( W2) ( 1 - , f П ·( е. - -1 
• 

де/ di) ) dt 2 v 1 2 дi 
_1 [дРх W � + дР, W е + дР, . р дх " х дr r r а, 

w, l d (WJ) -е, =--, r dt 2 
rде 

� _ 

1 -а; z- , / · ( 1 де· ) 
1 - v Г! ![ - 2 . д; di 

(1,88) 

(1,89) 

( 1,90) 

Р ассмотрим теперь движение жидкости :по н аправлениям 
составляющих скорости. Ур авнения второго закона запишем 
так: 

д1t • --=. dxS х-= С .-Рж V ж; дх 
д1t • -2 dr S, = С rРж V ж; дr 

дх . 
-' r d'fS, =Сф Рж V ж• 
rдrp . 

(1,91) 

(1,92) 

(1,93) 

Сил ами вязкости , действующими внутри капли, будем пре­
небр егать, поскольку н ас интересует движение потока .  Введем 
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в р ассмотрение силовую функцию жидкости 1t, для ч а стных 
nроизводных которой имеем :  

дт.х = 't>Кх [хж - fx -
др J ; д.х д.х дп, [ f др ] • дr = 'tжr r ж - r - дr ' 

д� = 'tж'!' [Чiж - /, - др ] • 

д'f д'f 
rде Хж, rж в <fж- внешние объемные силы; 

fx, /, и /., - баллистические  объемные силы. После аналогичных известных н ам преобр азов аний 
-том ( 1 ,87) 

(1,94) 
(1 ,95) 

(1,96) 

с уче-

(1 ,97) 

( 1 ,98) 

Вследствие р азности скоростей движения жидкости и газа 
:будет наблюдаться диссип ация ,  т.  е. переход части кинетиче­
ской энергии в тепловую. 

Определению б аллистических объемных сил посвяЩен чет­
вертый параграф . 

Анализ уравнения второго закона Ньютона 

1. Факторы, характеризующие и отражающие стеснение 
потока 

Влияние стеснения в ура внении (1 ,89) учитывается коэф­
фициентами Ех, е,. !;"'. Для определения этих коэффициен­
тов достаточно знать коэффициенты ех, s, и е, и их nроиз· 
водные [см. формулы (1,35) и (1,90)]. 23 



2о Поток без учета стеснения 

Если не  учитывать стеснени.� и наличия жидкости, то- ю-te­

cro (1,89) следует наnисать 

_!_ [,дРх Wx+ дР, W,+ дР� . W.,]- .!!__ (W2)=0o (1,99) р д.х дr д9 r dt 2 
Если горящий nоток nредставить в виде идеальной жидко­

сти и не учитывать действия объемных сцл , то вместо ( 1 ,99) 
будем иметь: 

/ 

-· 1 [ др W + др W, + др о W � ] - .!!__ ( W2J = 0. (1, 1 00) р д.х " дr дq; r dt 2 ; 
Ур авнение (1,100) можно записать и так: 

_1_ р _ _ 1_ .0 
др _ .!!.._ (Wt) =Оо р р дt dt ' 2 

Зо Поток без выгорания топлива в элементе 

Р а с·см атриваемый процесс ха р актеризуется условием 

д- де дг __..2- _::r_ - -• -о дх- дr - а" - . 

(1,101} 

(1,102) 

Если не учитывать объемные силы, то при наличии наших 
допущений ( 1 ,98 ) запишется в таком виде: 

....!... (др w е· +'др w е·+ -1 о др w е')= !!_[<we'>•] (1,103) р дz " " дr ' ' r Jr:p "' ' dt _ 2 ' 
где 
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( с, р ) 1-е:, 1-- .. -
е·= W, Рж ' -v--( Cll) 1 - •xe,s, 1 - wz 

1 - е  (1 - _s_ · _Р ) 
е�= ___ "' ___ w_., __ ,._ 

-( С') 1 - V •х•,а,. 1 - WB 

(1,105) 

(1,106) 



Если е' можно вынести за знак диффе реип.нала не кото­
рым средним значением, то в новых координатах w хе�. 
w,e; в W"' е� процесс запишется так: 

�·  - d <We'>2 д gradp· W-- [--]=о. р � 2 
дWЕ' Есл и  --=О , то 

дt 

;�; grad р · W- grad c�!;'J'] ( WE') =0. 

Для одномерного неустановившегося потока 
_1 - . ар (We')- !!_ [<We'J2] =о. р дх dt 2 

Для одномерного установившегася потока 

-1 - dp- d (W�')=O. р 

( 1  '107) 

(1,108}· 

(1 ,  109}· 

(1,110)· 

4. Уравнения, написанные по типу уравнений Эйлера 

Сложим почленно (1 ,80) ,  ( 1,81) и ( 1 ,82 )  с выражениями 
(1,9 1 ) ,  (1 ,92) и ( 1 ,93) , после ПР'еобр аэований получим :  

1 дР дW� д W� дW� 1 дW� 
р; · а:= д/+� Wx+ а,:- W,+--;- ·----а;- W,; 

_1 • дР, = aw; + aw; w + aw; w + р, дr дt dx " дr ' 

+-1 . aw; w· __ 
1 (W'); 

r д'f' ' r 'f' 

1 дР'f' дW� aw: дW� + - · -=-- + -- W + -- W, p'f' д'f' дt дх " дr 
+-1 . дW� W .. + _ 1_ W'W', r д'f' · r 7 'f' 

где составляющие приведеин ой плотности : 
р 

p,=I-•,(1--p 
.�:)

; 

Рж дРх дх 

o.11n 

(1,112)" 

( 1 '113) 

(1,114)· 
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р р, = ----�----

( 

д1t, ) 

1-е 1--Р-. � , Ра дР, 
дr 

р Р:р = -----.!.--:----

1-е ( 1--р · �'!' ) 
'�' Рж дР'!' 

д'f 

Дл:я определения приведеиных ускорений имеем : 

w� = w ж [ 1 - ( 1 - �:) { п (Е;_ + . � di)] ; 

(1,11 5) 

(1,116) 

(1,117) 

w;=w, [t- (t- �') , 1 п (ei-...!... де� di); (1,11 8) w, v 2 дt ' 

W�=W" [1- ( 1- ;" )  v п (е;-+ ·�/ di) ]. -(1 ,119 

Та.ким обр азом , движение горящего потока описывается 
ур авнениями,  принципиально отличающимися от кл ассических 
уравнений Эйлера , характеризующих движение газового по­
тока . 

Если уравнение второго закона для горящего потока пред­
ставить фор м ально в виде уравнений Эйлер а , то они будут со­
держать : силовую функцию вместо суммы производной от дав­.лення и внешней объемной силы; составляющие приведеиной плотно•сти вместо п"1отности газа ;  приiВеденные ускорения потока. 

5. Полная система уравнений второго закона 

Форм а  записи второго закон а в зависимости от цели иссле­
дования может быть р азличной .  Если второй закон Ньютон а 
за писать с достаточной степенью детализации,  то он включит 
в себя четырнадцать ур авнений:  

ур авнение тип а (1 ,84) для газа; 
аналогичное уравнение для жидкости в виде 

(1 '120) 
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три уравнения ( 1 ,80) - ( 1 ,82) второго закона для га·за; 
три уравнения ( 1 ,9 1 )  - ( 1 ,93) второго закон а для жидко­

сти; 

три уравнения ( 1 ,7 1 )  - ( 1 ,73) силовой функции для газа; 
три ур авнения ( 1 ,94) - ( 1 ,96) силовой функции для жид­

кости . 
Полная запись второго зююн а  Ньютон а  будет следующей: 

d (с•) · · · 
dt Т�= CxCz+ С, С,+ Сор С-., 

д�; (1- _§_j_ di)=pW. (t- Vж). i =х, r, ер дl = 1 а 

a=rdcpdrdx 
. (1, 1 21) 

дrс; Sd' с· V iJi i t = ;Рж ж 

Поскольку рассматривается цилиндрическая система коор ­
динат, для  определения субстанциональных производных 
им·еем: 

W == д\Vх + i_�x W + дWх W,+-1 . дWх W.; z дt дх х дг г д'f' " 
w, = aw, + aw,_ w + aw, w, +_!_. aw, w"- __!__ W2; дt дх х дг г д'f' . г 'f 

. дW'f дW'Р дWср 1 дW"' Wcp= --+--Wx+-.-W,+-· --· Wop+ 
дt дх дг г д'f' 

1 +-W,W.,. г ' 
§ 3. УРАВНЕНИЕ ЗАКО НА СОХРА Н�Н ИЯ Э Н ЕРГ И И  

Количество тепла ,  подводимое к элементу abfjhd в единицу 
времени, р асходуется н а  повышение внутренней энергии газа, 
теплосодержания жидкости, исп арения жидкости и р аботы 
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р асширения, произ.в·одимой гаwм за ТIO'f же промежуток вре­
мени: . d 

Q = gp (r drp dr dx - Vж) - (сv Т) + g рж Vж (сТж> + dt 
+ r �_(�х + й, + О, )  + р .!!_ (r drp dr dx - Vж). ( 1 , 1 22) Г дtf дr дх dt 

В се слагаемые .выражаются один аково·, в тепловых или меха­
нических единицах. 

Допустим,  что общее количество подоодимого тепла опре­
деляется сум м ой . . . . 

Q = Qr + Qл + Qp. . (1 ' 1 23) 

В результате сгор ания Тtоплива выделится в единицу времени 
следующее Iюл ичество тепл а :  

Qr = g·q fJ r dr:p dr dx = q  аз (Ох + а, + G"' ) r drp dr dx, ( 1 ,  1 24) Г дtf дr дх 
где q - к·оличество тепла, выделяющегося 1п ри сгор ании еди­

ницы веса топлива . 
Подвод тепла вследст:вне теплопрооодности по закону Фурье . дТ Qл =Л - S ;  ( 1 , 1 25) дп 
чер ез грани abcd удельный тепловой поток со ст а вит 

л дТ r dФ dr. дх ' ( 1 , 1 26) 

В н а n ра вл е н и и  W х в элемент б у дет подв едено те пло 

- � - r drp dr d.x. д ( дТ ) дх дх (1 , 1 27) 

Полный п одвод тепла в элемент nри ; 1 : ·: ·., сrреюцt 'О'Крес·п:.....-rк 
Qл = [.!. (л ат ) + � ( л ат ) + -1 • _!_ (-1 л ат )] r drp dr dx.. дх дх дr  дr  r дtf r д tf 

( 1 , 1 28) 
В р езультате р а·боты сил трения будет н аблюдаться следую­
щий 1подвод тепла:  

Q��o = р.Фr drp dr dx. 
где Ф - дисс и пативная фу н к ци я ,  п р и ч е м  

Ф= Фг + Фn; 

(1,129) 

( 1 '  1 30 ) 
Фr - д и сс и оа т и в н а я  функция газа,  у ч и т ы в а ю щ а я  пере·  ход части м е х а н ической энергии в т е nло в у ю, за 
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счет  работы ма ссовых и пове рхностных сил , при· 
ложеиных :к элементу ; Фn - дисс и пативн а я  фу н к ц и я  потока , у ч и т ы вающая вы­деление тепловой энергии ,  провсходя щее вследст­
вие того, что при смешении двух газовых пото ков 
закон сохранения м е х а н и ч еской энергии н е  соблю­
даетс я .  

Общее :rооличество тепл а ,  подв•одимого к элементу, · составит  

[ q д3 (0.t· + O, + O'P ) + }_ 

(

}.. 

дТ ) + 

!..._
(

Л д
,Т ) + 

r д'f дг д.х дх дх · дг \ or 

+ - · - - Л - +1-1Ф r dr.p dr dx. 
1 д ( 1 дТ ) ] r д'f r д'f 

Поделим пр авую и левую ч асти ( 1 , 1 22)  н а  

a = r dr.p dr dx, 

nолу чии 
[q аз (Ох + а, + а'Р ) + }_ (л ат ) + � ().. ат ) + г д'f дг дх д.х дJ1. дr дr 

( 1 , 1 31) 

( 1 ' 1 32) 

+ - · - - Л - + 1-1Ф = gp - ( cvT) 1 - - + 1 д ( 1 дТ ) J d ( Vж) r д'f r д'f' , dt а 

+ gp • ...!!..._ (с Т ж) V ж + r аз (О .r + G, + а 'Р 
) + р ...!!.._ ( 1 - V "') . ( 1 , 1 33) dt а r д'f дr дх dt а 

Напомним , чrо согл асно ( 1 ,87)  

( 1 , 1 34) 

Объемное относительное р асширение 
р авно дивергенции скор ости 

в единицу времени 

nричем 

dcr d ' W - =  IV  1 a dt 

- дW дW, 1 дW W 
div W = --" + -- + - ·  __ 'Р + -' . 

дх дr г д'f r 

(1' 1 35) 

( 1 , 1 36) 
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Уравнение закона сохранеьия энергии запишется оконча­
тельно так: 

[ q  аз 1 а" + а, +  а, ) + ...2_ (л ат ) + .i_ (л ат ) + г дtр дrдх дх дх дг дг 
1 д ( 1 дТ \ ] d - · - -) + --;:- . д:r -;: ). д;} + 11-ф = gp dt (cv Т) ( 1 - V П + 
d 

_ ; -
дЗ (а + а + G ) r - - ·  

+ g рж - (с Тж) V П + r х ' " + p div W ( l - y П ) .  dt г_д'f dг dx 
( 1 ' 137) 

Подобно ( 1 ,69) можно рассмотреть процесс газообр азова­
ния,  при  котором движение газа  отсутствует, но роль стесне ­
ния  "Зн ачительна  

Если фактор ы  второстепенною п орядка не  учитывать, а 
тепловые пр·е1образования, набл юдаемые в жидкости, учиты­
в ать п ри 'определении тепл·овыделения ,  то ур авнение энергии 
примет вид 

q д ; ( Gx + G, + G'P )  = gp .!!... ( сt>Т) ( 1 - , ;' n) . ( 1 , 1 39} г дt;> д г дх dt r 
Это уравнение м ожет быть названо уравнением газификации.  

Анализ уравнения закона сохранения энергии 

1 .  Влияние находящейся в потоке жидкости на тепловой 
баланс 

В результате ГJоренин то:плива в рассм атриваемый элемент 
ПОДВIОД И Т С Я  ТеПЛ О 

( 1 ' 1 40} 

Здесь втор ая пр1оизводн ая характеризует р аспределение топли ­
ва по сечению камеры,  пр,оизводная по  х определяет выг.ор а­
ние топлива п о  дл ине, а q представляет относительное количе­
ство выделяющегося тепл а .  Оно з ависит не  rолько от запаса 
химической энергии в 11Опливе, но и от условий горения . Н а  30 



вел ичину q оказывает вл ияние :v1 естное зн ачение соотн ошения 

м ежду кюмпонента.ми и давл ·ение в данном 'Месте камеры в 
рассм атриваем ый м ом ент врем·ени. Для :проведения глубокого 
анализа  необх•одим а функция 

q (х, r, tp ,  t) , ( 1 , 1 4 1 )  

которая  может быть найден а по результатам тер м один амиче ·  
скюго р асчета с учетом картины га•зификации и горения от ­
дельных капель  топлива . 

Июt енение энтальпии и м ассы жидкости характе ризуется в 

ур авнении энергии сл агаемы м и  

- as (a + а + а ) _!!__ ( т ) - ln + :r r <р qрж С ж у r . dt r д9 дr дх ( 1 , 1 42) · 

Тем пер атур а жидкости повышается от тем пер атуры на 
входе до тем пер атуры кипения ,  котор ая вследствие непрерыв ­
ного изменения давления также непрерывно меняется .  

2. Уравнение энергии без учета стеснения и изменения 
тепловых параметров жидкости, но с учетом подвода тепла в результате горения 

Дальнейшие п р еобра з ован и я ( 1 ,  1 37 )  связаны с большими 
техническими трудностями . При р ешении точных зад а ч рек·о­
мендуется рассм атривать систему ур авнен ий ( 1 ,39) , ( 1 ,98) и 
( 1 , 1 37 ) . Вю многих частных случ аях и при  п рrоведении качественню ­
го анализа можно вести преобр азовани.я ( 1 , 1 37 )  в р амках 
оговоренных допущений ;  ур авнение энергии посл е_ упр •ощений 
принима-ет вид 

( 1 , 1 43) 

Уравнение ·закона оохранения м ассы с учетом допущений вы­
глядит так :  

где, как и пр·ежде, 

1 1 а д' (G:r + а, + а, ) g = - · -g r дх дrр дr 

Раздепим ( 1 , 1 44) ва р и помножим в а р 
. р . р p dtv W = - - p + _ g . р р 

( 1 ' 1 44) 

( 1 , 1 45) 

( 1 , 1 46 )  
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Испюльзуя пр авило дифференцирования дроби,  н аходим 

L p =p - p  !!_ (L) . ( 1 , 1 47) р dt р 
Теперь преобразуем пр авую часть ( 1 , 1 43 )  

gp - (cvТ) + p div W = gp - (cvТ) - p + p - L + d d . d ( ) � � � р 
+ L !2 = gp !!._ ( cv T + -1 

• L) - р + L Q. (1 , 1 48) р dt  f р р 
Поскольку по ур авнению состояния 

1 р - · -=R T, 
g р ( 1 , 1 49) 

учитыв ая, что 

получим d d . 
gp dt (cvТ) +p div W=gp di (ср Т) -р.  

Следует иметь в виду, что 

р = ар + др w + др w, + -1 
• др w"' . dt дх " дr г д'f · 

(1 ' 1 50) 

( 1 , 1 5 1 ) 

( 1 , 1 52) 

Уравнение энергии :при наших допущениях примет вид 

[gqQ + � � ( /, д: ) + уФ J = gp :t (срТ) -

_ др - [др Wx + др W, +  _!___ . др W'" ] + L Q.  ( 1 , 1 53) дt дх дr г д'f · 'f 
3. Уравнение энергии, в котором явно выражена кинетическая 

энергия 

Если не учитывать стеснения и кинетической �нергии жид­
кости ,  то ур авнение вrорогю заюона  м ожно представить в виде 
( 1 ,99) . Уравнения ( 1 ,7 1 ) - ( 1 ,73) запишем так :  

дРх 

дР -. - Wх = х П7х - - Wx + 1.1.Мх Wx ; ох дх 
�Рг l�' = r W -- дР W + 11М W · дг г г дг г г г г ' 

дР"' дР - W."= m W" - - W"' + 1.1.М"' W" . 
д'f . т . д'f . . . 

( 1 , 1 54)  

( 1 , 1 55 )  

( 1 ' 1 56 )  

В эти х  у ра вн ения х множители М ;  введены та к ,  что они могут у читы вать ка к  ламина рное,  та к и турбулентное тре­ние . 32 



Лосле почленного сложения находим :  
( ф . � 1 � ) - Wx + - W,. + - · - W• = дх дг г д� 

=- (дР" Wx + дР, w, + -1 . дР'? w'P ) +  
дх дг г д'f 
+ (xW ... + rW, + +cpW'? ) + 

+ � (Mx Wx +
,
M, W, + -;- м. w. ) . 

Введем обозна чения : 1 и=хWх + rLV, + - cpW .. ; г . 
1 М=Мх Wx + М, W, + - М .. W .. г т . 

( 1 , 1 57) 

( 1 , 1 58) 

( 1  ' 1 59 ) 

и буд·ем считать, что функции М и И учитывают вмес·то коэф­
·Фици·ентов специфиче:екие ·особенности взаимодействия горя­
щих ч а'Стиц тоnлива с газом ;  теперь ( 1 , 1 57) перепишем так :  

( др w" + др w, + -1 
• др w ) = 

дх дг г д'j' • 

= - (дРх W ... + дР, w, + ....!__ . дР, w'P ) + и + �м. ( 1 , 1 60) ах аг г а., 
У равнение ( 1 ,99)  примет вид 

- ( ар w ... + др w, + 2..... . др w. ) =  дх дг г дt;> 
= !!_ ( W2) + и + �М. ( 1 , 1 6 1 ) dt 2 

Ис пол ьзуя ( 1 ,  1 53 ) ,  получим  о кончател ьно 

. ( gqQ + � ; ( 1. �· )  +!1Ф) � 

� gq ..!!.- ( c Т) - др + _р_ Q + .!!__ ( w») + U + 11М. ( 1 , 1 62 )  dt р дt р d t  2 
4. Учет опережения фронта пламени 

Движущая-ся в г азовом лютоке капля отстает от ф ронта 
плам·ени н а некоторое р асстояние ,  характеризуемое координа ­
тами: 

Хо ,  r, ,  !flo · 
С у четом опере жения  выделения тепла вместо 

3 '3 а к .  63 

1 д д2 (Ох + а, + а, )  d d d q - · - · - r rp r x  г дх д'f' дг 

( 1 '  1 63 ) 

( 1 , 1 64)  
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следует писать 

q - · z r d�P dr d (x + x0)  + --'- r drp d (r + r0 ) dx +  1 ( дай iJSG 
r � � � � � �  iJSG 

) + а, дr.дх r d (Ч�  + �Ро ) dr dx
' 

. ( 1 , 1 65 ) 

Перепиш ем это вы раже н и е т а к :  
q 1 [ дЗQх / 1 + dXo ) + дЗQ, ( 1 + dro ) + --;: а, дr дх \ dx дrр дr дх \ dr + аза'!' ( 1 + dt.po)l r drp dr dx. ( 1 , 1 66 ) дrр дr дх dt.p 

Рис.  4. 
Местные пульсационные доб авки . содержащие произв.од­

ные от составл яющих длины опережения,  п риводят, очевидно, 
к Вlозникновению колеб ательных !Пр,оцессов в обл асти горения: 
частицы топлива . 

Опе режение фронта пл а мени явл яется функцией относи -
тельной скорости и пл отности , так что 

Хо ( Р ; Wx - Cx ) ,  ( 1 , 1 67) 
r0 ( p ;  W, - C, ) , ( 1 , 1 68 )  
<р0 (р ; W, - C'f' ) . ( 1 , 1 69 }  

С учетом опереже н и я  пламени  (рис . 4) у равнение ( 1 , 1 53) 
примет вид 
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qJ.. l дЗОх ( 1 + dx0) + д3G,. ( l + dr0 ) + 
r дt.р дr дх dx а, дr дх dr 

+ аза"' ( t  + �то)] + �.� (). д� ) + �JоФ =  
дrр дr дх a rp  .-.. dx дt 

d др = gp dt ( срТ) - дt -
- ( др Wx + др w, + _!_ . .?е.. w'f' )' + L !2 .  ( 1 , 1 70)  dx дr  r д'f ? 



К числ у гл авнейших особенно�rей , принципиально отлича­
ющих ур авнени я  горящего 'потока рт уравнений газювой дин а­
м ики , относятся : нал ичие стеснения газово�о· потока,  тепловы­
деление внутри р ассм а·трива·емого элемента, опережение фрон ­
та 'Пл амени, н аличие двух диссипативных функций . 

5. Вывод уравнения адиабаты 

Многие иссл едовател и  вмес11о уравнения энергии пользу­
ются ур авнением ади аб аты . Одн ако •следует помн ить, что при 
замене ур авнения энергии ( 1,139) уравнением адиа•баты ис­
следова.ние :будет носить приближенный, 'ПОверхноСтный ха ­
рактер .  Чтюбы п олучить уравнение адиа>баты,  необходимо сде­
л ать ·СЛедующие ·допущения :  

�орения в кам-ере  нет ;  
теплообмена нет; 
сил ы вязкости отсутствуют; 
не учитываются стеснение потока и н аличие в потоке 

жидкой фазы .  
Пер·ечисленные допущения являются достаточно грубыми 

для тех случаев ,  ·когда рассм атривается обл асть горения топ­
л ива .  С учетом перечисленных допущений ур авнение энергии 
запишется 

gp d (cpT) =dp. ( 1 , 1 7 1 )  
П римем, что cP=const, и используем уравнение состоян ия 

p=
g�T ' ( 1 , 1 72 ) 

получим 

Интегрируя , находим 

ер 1n .!i = 1n Pt 
R Т2 Pl 

Поскольку с - с  =R то !i = k - I  р v ' Ср k 
адиабаты запишется теперь так :  А!-1 Tt =(Pt )-k . Tt Pt , 

( 1 ' 1 73 ) 

( 1 , 1 74) 

Искомое уравнение 

( 1 , 1 75 ) 

б. Вывод уравнения энтропии 
Приведем вывод уравнения энтропии с сохранением изло­

Ж·енных в предыдущем пункте допущений, но  учтем подвод 
тепл а и м ас,сы в элемент. З апишем уравнение энергии 

( 1 , 1 76 )  
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Используя уравнение состояния , находим 
dQ = с dT _ R dp dT Р Т р Поскольку 

S=S
d
i 

( 1 ,  177) 

( 1 , 178 ) 

учитывает подвод тепла в элемент за счет сгорания тоfiли-
ва, то 

S = Ср ln 1 �: 1 - R ln 1 ;: 1 + S0 • ( 1 ' 1 79) 

Если еще учесть и пю.двод м ассы, ro следует при н аписании 
уравнения энергии иметь в виду п оследний член ур авнения 
(1,153) . Теперь буд-ем иметь 

S = cp ln / �� j - R ln 1 ;: \ + R J-;  dt + S0 • (1 , 1 80) 

§ 4. О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е БАЛЛ И СТ И Ч ЕСК ИХ И В Н ЕШ Н И Х С ИЛ 

В § 2 были введ.е н ы  в р а ссмотрение балл истические объ­
•емные силы,  действующие на движущуюся горящую капл ю .  
Б аллистичес.кие объе м н ы е  с ил ы  и балл исти ческие силы связа ­:н ы  между 1собой у р а в н е н и е м : 

f Р,. 
х = - Рж· т 

( 1 , 1 8 1 )  

Для сокр ащения изл агаем-ого м атериал а  в данном п а р а ­
графе р ассмотрим только ·одно координ атное направление. 

Б аллистические силы подсчитывают п1о ф ормуле 

Px = Pkx Sx (Wx - Сх )2 , ( 1 , 1 82) 
тде k,. - баллистический коэффициент, являющийся функ­

цией скорости и зависящий от условий сгорания 
топлива. . 

Есл и известно среднее статистическое значение площади 
поперечного сечения капли Sx и число капель, приходя ­
щееся на рассматриваемую грань элемента, то общая пло­
щадь поперечного сечения капель . 

S,. = nxsx . ( 1 , 1 83) 
Под действием силовой функции капл я  т.оллива  будет н а ­ходиться в ускоренном движении. Для  определения составл я­

ющих ускорения им еем : 
. е , 
Сх =  -2: Рх , 

т 
(1 '  1 84) 

где е,. - коэффицие нт , связывающий силовую функцию с 
объемной баллистической силой. :36 



Напишем дtr.z f - = - еж х дх ( 1 , 1 85) 

и сравним это с у равнением ( 1  ,94) . Решая относительно ин­
тересующего нас коэффициента , находим 

Хж - д; ( др ) еж = 'tiКx 1 -
!ж 

. 

Рассмотрим не которые за кономерности . 
Для ша ровой капли 

Sz Sx 3 1 
- = -- = - · -- ;  
т nxm 4 Rрж 

( 1 , 1 86 ) 

( 1 , 1 87) 

если форма капли искажена ,  то с учетом поправочного ко­
эффициента 

Sx 3 а" ' 
-- = - · --
n,.m 4 Rрж · ( 1 , 1 88) 

Для определения радиуса капли воспользуемся известны м  
за коном 

где ЧГх - сложная фун кция р, Т и других параметров газа , 
камеры и топлива .  · 

Нетрудно видеть, что 
d (R2) = чr dt. ( 1 , 1 90) 

Интегрирование дает 
R2 = R� - Wt, ( 1 , 1 9 1 )  

где R0 - начальное значение радиуса капли .  
Для определения объемных баллистических сил будем 

иметь уравнения типа 

f 3 ( Wx - Cx)2 ( 1 , 1 92) х = - ах р У 
4 R2 - чrt о 

Второй за кон Ньютона примет вид 

Сх = � . ех ах р ( Wx - Cx)l 
( 1 , 1 93) 4 Рж v R� - чrt 
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Анализ полученных зависимостей 

1. Характер изменения скорости капли во времени 

Рассм атривая одном ерное течение и испо�Льзуя ( 1 , 193) , н а -
п ишем ' 

dC = 2 . ..!!.._а dt 
( 1 , 1 94) 

p ( W - С)! 4 Рж f R� _ 'Vt 
П риближенное п редставление о хара ктере движения. кап­

л и  можно получить, приняв в качестве допущений р = const 
и W = const. И нтегрируя ( 1 , 1 94) , после преобразований по-
лучи м 

где 
t = F (C) [2R0 - WF ( C)] , 

F (С) = _!_ . Рж • _!;_ • 1 3 р W a ( W- () 
Если qr = О , то вместо ( 1 , 1 95) следует рассмотреть С = w 

1 
1 + W't 

где приведеиное время 

( 1  ' 1 95)  

( 1 , 1 96) 

( 1 , 1 97) 

't = ..!. . .1_ .  � t . ( 1 , 1 98 ) 4 Fж Ro 
Если -: ....:... о, то С = О ; при '1: -+  оо скорость с - W. 

Мы видим , что чем мень:ще н ачальный р адиус к а пл и ,  тем 
быстрее  п р оисХJодит увел ичение скор,о.сти капли .  Скор ость к а п ­
ли возр астает с увеличением скор ости потока газа  и егю пл от­ности.  

2. Силовая функция жид!<-ости 
В ур авнениях ( 1 ,94 ) - ( 1 ,96) учитыв ал и сь внешние объем ­

ные 1силы �и внешние силы обусловлены н ал ичием _внешнего 
ускорения  V, определяемого по результатам б аллистическюго 
р асчет а р акеты. 

Если известн а м асса р ассм атрив аемо й капл и  т, то дл я о п ­
ределения составляющих внешних сил будем иметь �ыр аже­ния тип а  

m Vx . ( 1 , 1 99) 

Теп·ерь определим фигурирующие в р асчетах внешние объ­
��ные СИJl Ы :  

Хж = Р� Vх ; X = P Vx ; ( 1  ,200) 
rж = PжVr ; r = p Vr ; ( 1 ,20 1 )  

!fж = Рж V'Р ; !f = p V"' .  ( 1 ,202) 
38 



Напишем развернутое выраже н и е  для определения си­
ловой функции жидкости 

� = 'tжх Рж Vz - - - - ах р �r:�==:::�:::- . ( 1 ,203) 
d��: [ · др 3 ( W- - C-)2 ] дх дх 4 у' R� _ W't 

Используя уравнение ( 1 ,  1 86) ,  можно определить ро.ль 
внешних сил и сил давления и ср авнить их действие с д,>ейст­
вием основных сил - баллистических объемных. 

Для  использования в анализе выражение ( 1 , 1 86) удобно 
записать в р азвернутом виде 

( 1 ,204) 

§ 5. УРА В Н Е Н ИЯ РАС П Р ЕД ЕЛ Е Н ИЯ Ж ИДКОСТ И  П О  КА ПЛ Я М  

Распыл тоnлива может рассматриваться как процесс, 
протекающий под действием большого ч исла различных 
факторов, многие из которых я вл яются в оnреJiелевной 
степени вэаимно-неэависимымн.  Для определения сЕ:кундно­rо массового расхода имеем 

rде т - масса капли; 

00 

.!!.. = S n dт,  g Q 

n - с�кундное количество капель. 
Доn у стим ,  что нам известна фун кция 

n =f (m). 

Для определения расхода будем иметь 
ф 

( 1 , 205) 

( 1 ,206) 

_q_ = S f (т) dт. ( 1 ,207 ) Е о 

При ограничении  диа пазона изменения массы капель 
интеграл ( 1 , 207) следует переписать так : 

т, 

.Е.. = \/ (т) dm.  ( 1 ,208) g " 
т ,  

Закон распределения массы можно пр едста вить в виде 
f (m) = n0e-a <m-••>" . ( 1 ,209) 
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Для определения расхода найдем (см . рис. 5} 
т, 

.Е_ =  n8 J е- • (т-•.>• dm. g т , 

-36о -2Бо -Ба тон бо 2Бо Збо Рис .  5 .  

( 1 ,2 1 0р 

В этих условиях распределение  капель можно характери­
зовать нормальным законом , который записывается та к : 

1 _ !_ . (m- iii) ' 
<p (m) = -;:= е 2 а' ( 1 ,2 1 1 }  а V 21t 

где т - среднее значен ие ;  
а - среднее квадратя ч е екое отклонение .  

Поскольку касса к а пл и  всегда является величиной по · 
ложительной ,  то для хара кте ристики закона  распределении 
удобно пользоваться форм улой 

Те перь расход можно подсчитать так :  
т, 

!!.. = n0 S те-ат' dm. g т , 

( 1 ,2 1 2} 

( 1 ,2 1 3} 

В рассматриваемых услови ях  распределение капель 
удобно исследов ать , при впекая за кон расnределения по· кривой Максвелла ;  при двухмерном исходном рассе ивании 

40 

1 cp (m) = 2 me 17о 
т •  

- -, 2а0 



где а0 - среднее  квадрати ческое отк,1 о н е н и е  к ру гового г а - ­
уссова рассеивания . 

При тре хмерном и с х одном рассе ивании  дл я опреде л е ­
ния  расхода и меем : 

f (m) = n0m2e-am• ; ( 1 , 2 15) · 
т ,  а . .  -;; -= nJ \ m 2 e  - am• dm. ( 1 , 2 1 б) 

<> v 

т ,  
З.аесь дл я  ис следо ван и я  н у ж н о  пол ь з о в а т ь с я  следу ющи м 
дифференциальным законом распределения : 

т• 
V2 - �  <p (m ) = m 2e 0 ( 1 , 2 1 7)  a� V1t 

М а к с в е лл а в е к и е  законы удобны те м .  что о н и  несим мет­
ри ч н ы ,  имеют о д и н парам ет р и теорети чески описывают ту 
о бл а с т ь ,  в которой и рас п ределяется  мас са по ка плям .  Од· и а к о  для о к о н ч ател ь ного в ы бора  з а ко н а  необходим учет  
особ енностей  р а б о т ы  исследуемой ка м е р ы .  

Н а основании выбра нной з а в и с и м о с т и  м о ж но н а й ти р е -
шение в виде 

( 1 , 218) 

и затем с реднее з н а че ние ради уса к а п л и  н а  в ыходе из го­
ло вки выразить через  секу ндн ы й  расх од 

R = � ( � ) · ( 1 , 2 1 9 } .  
Для капли ш аровой фо р м ы  

R = {-:-. -Ф -�:-- )-
( 1 , 220) 

Для ·определе ния т е к у щего зна ч ен и я  р а д и у с а  теперь 
имеем 

R = { [ +· Ф ( � ) ' ' '  ] - Wt • ( 1 , 22 1 }  

Напомним ,  что п ри обрабо тке  о n ы т н ы х  дан н ы х  дл я о п ­
ределения  параметров но р м ального зако н а  пол ьз у ют с я  
форм улами : � mi m = -- ; n ( 1  , 222) 

( 1 ,223) . 
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§ 6. УРА В Н Е Н ИЯ ЗАКО НА СОХРА Н Е Н ИЯ КОЛ И Ч ЕСТВА 
ДВ ИЖ ЕН ИЯ ГА3А 

В р ассмотренных нам и  уравнениях предпологалось, что 
га•з движе11ся с некоrорюй скоростью W. Такое движение в'оз­
никаег в ,процессе смешения продуктов сгорания, поступ аю­
щих в элемент из предыдущего элемента,  с продуктами испа­
рения,  обр азующимиен в р ассм атрив а·ем ом эл ементе. В озьмем 

составляющие по юси х. Пусть пр одукты спорания обл адают 

скоростью U :z:· Их .среднее секундНJое м ассовое кол ичество в 
Эл-ементе с·оставляет 

pWx (r dtpdr - S:z: ) - J_ , д [p Wx (r drp dr - Sx)] dx. ( 1 ,224 ) 
2 дх 

Среднюю с корость движения газообразн ых проду ктов 
испа рения обозначим Ux , а их се кундное массовое посту­
пл ение  в эле мент нам уже известно , оно равно 

дSQ ----=х"-- r dcp dr dx. g г да: дг дх 
( 1 ,225) 

Н апомни м , что при оп редел ен ии третьей производной необхо ­
димо иметь в виду знак . 

Газовая смесь имеет с корость W:z: , одна ко в расчете ко­
эффициентом ;х следует у читывать непол ноту выравнивания 
скоростей .  Пол ное су мма рное секундное кол ичество газа 
будет равно 

p W:z: (rdtp dr - Sx ) - + · д [p�x_kdдrp/r - Sx)] dx+ 
+ _!_ . азах r d';P dr dx. ( 1 , 226) g r дrp дr дх 

У ра внение за кона сох ранения  количества движения в 
направл ении соста вля юще й  W:z: за пишется та к : .  

[ p W:z: (rdcp dr - Sx )  ( 1 --+ !\х) J Их + 
+ - ·--- rdf!J drdx Сх = [ 1 дSОх 

J g Г д!f дг дх ' 

= [PWx (r drp dr - Sx )  ( 1 - + 6х) + 
+ - . х r drr; dr dx ех w :zt • 

1 дЗQ 
J g г дrр дг дх ( 1 , 227 ) 

Решение в отношении  скорости проду ктов сгорания име-ет вид 
( 1 ,228) 
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где 

ил и 

1 аза - .  х r df drdx 
8х = g r д"( дr дх 

( 1 ,229 ) 
W ( d d S )  1 д [p Wx (Г d'f dr - Sx)]

dx р х ,  'f r - х - т· 
дх 

( 1 ,230) 

З акон сохр анения механическюй энергии 1при движении 
вязкой жидкости н е  выполняется ; здесь .следует применять за ­кон оохранения энергии · С  учетюм перехода части кинетической 
энергии в теплоту . Это явление н азыв ается дисси'Пацией меха ­ниче�ой энергии вя·зкой жидкости. Первый тип диссипаци'и 
обусл овлен деформаlllJИей частиц газа и в уравнении ( 1 , 1 30 )  
представлен функ,цией Фг · Второй переход наблюдается в хо­
де см ешения ДIВУХ газовых потоков, движущихся с р азными ·скоростям и . В ыдел ение тепл а в э11ом процессе хар актеризует­
ся ур авнением 

[ р W х ( r dtp dr - Sx ) ( 1 - + tJ. х)] и; + 
+ [-1 . �S!x_ r dФ dr dx] С2 

== g r д'f дr дх ' х 

= [pWz (r dtp dr - Sx ) ( t - + !J.x) + 

+ - . х r dtp dr dx (�х Wx ) 2 + 1 дэа 
J g r д, дr дх 

+ [-1 • дiОх - r dtp dr dx] gqnx, g r дtp дr ох 

]{Оторое перепишем та к :  

gqпx = -1 и; + с ; - ( t + -1 ) (ех Wx ) 1 .  
8х 8х 

( 1 ,23 1 )  

( 1 ,232) 

Подставляя значение скорости Ux и п роизводя преобра­
зования , находим 

(1 ,233 )  
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С кл адывая скаляры , характеризующие в ыдел е н и е  тепла . 
пол у ч и м  пол ное тепло 

Q
. 1 [ д3Gх а 2 

n = 
- д д д ( 1 + ux ) (ех Wx - Сх ) + g r � r х 

+ :з�, д ( 1  + е, ) (е, w, - С, ) � + r � r х 
+ д

дЮд::..__д (1 + е, ) ( е, W .. - C, )�] r d'f dr dx, ( 1 ,234) r � r х · 

а за те м диссипати вну ю фун кци ю потока 

Фn = Qa ( 1 ,235} ..,r d<p dr dx 
Есл и  скорость газообр азных продукт:ов окисл ителя не р ав­

на скорости газообр азных продуктов горюч·его. то среднюю· 
скорость следует П!Одсчитывать следующим обр азом .  

Местное соотношение притоков 

К =  
д3G1х 

r дr.р дr дх 
дSG,x r д:р дr дх 

П о закону сох ранения и мпульсов 

аза a•atx о аза2х --�"- С = --- Ctx + --· - С2х . 
, д:р д г дх х г а, дr д.Х r а, дг дх 

Таким ·об разом,  

( 1 , 236� 

( 1 , 237)  

( 1 ,238). 
Соста вл я ющие Ct• и С2х скоростей С1 и С2 определяются 
по скорости движени я  ка пел ь . 

Пр и  р ассмотрении rпроцесса смешения га:ювых; поток•ов вы­

дел яют два крайних случая .  Горению неподвижного топлива 

с оответствует условие С1  = !С2=О; отношение ско ростей здесь 

будет н аименьшим 

и 
-2- = 1 + 8 . w % 

( 1 , 239) 
к концу сгорания  топли ва с. = w. и ори этом и. = w. ; 
следо ва т е л ь н о ,  и 

1 < � < ( 1 + 8) .  w " 
( 1 ,240) 

Н аибольшая диссип а ци я  ·будет н аблюдаться п р и  .н аиболь­

шей р азности ск·оростей, т .  е .  в •В·ерхней ч асти камеры,  а бл иже 
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к ооплу диссипация потока уменьшится, хотя диссипация га ­
за в ,силу н ал ичия и изменения пол я  скоростей может оказы ­вать на поток определ·енное влияние .  

§ 7. УРА В Н Е Н ИЯ ГОРЯ ЩЕП КА ПЛ И 

В результате теплообмен а между каплей и п р одукт а м и  
{:Гор ания про()lисх,одит подогрев и испарение кап.rш .  Продукты исп арения диффундируют в продукты сгор ания .  Между про ­
дуктам и  сгорания и жидкой каплей юбр азуется состояшее из 
продуктов испарения обл ако.  При движ·ении капл и  обл ако 
растягивается в н аправлении движения капли ,  поскольку ско­рость продукТ�О'В сгорания превыш ает скор·ость движения кап ­
л и . Н а  поверхности соприкосновения обл ака с продуктами  сго­
рания и в передней, та.к н а•зыва·емой хвост10вой части обл ака 
н аблюдается горение продук'Гов исп арения . Р ассмотренный в 
упрощенной форме процесс м ожно :приближенно описать тре­
мя уравнениями :  

заюона сюхр анения м ассы для обл ака ;  
диффузии продуктов испарения в продукты сгор ания ; 
закон а сохранения энергии дл я жидкой капл и .  

Уравнение закона сохранения массы и уравнение диффузии 

Для любого мо.м ·ента  времени можно н аписать ур авнение 
сохранения м ассы для обл ака , обвол акивающего каплю.  в 
следующем виде : тж + mv - m0 = 0, ( 1 ,24 1 ) 

rде тж - масса жидко с т и  в капле в да н н ы й  м оме н т в ре ­
м ен и ; mv - м асса продуктов испа ре н и я ,  д иффунди ро в а в ш и х  в 
п р оду кты сго р а н и я  к т о м у  ж е  моменту в р е м е н и ;  

то _... масса  проду кто в испа р ен и я .  н а к о п и вш а я с я  в о б ­
лаке  к то м у  ж е  м о м е н т у  в ре м е н и .  

У'Читывая , что все массы переменны,  дифференцирование  n o  t следует выпю.лнить так :  

mж + mv - mo = O. 
Масса капли ш аровой формы 4 Rз тж = - тсрж • 

3 

Прюизвюдная  по t запишется так :  

mж = 41tрж R2J� . 
По закону Фика для определения производной 

диров авшей м ас·сы имеем : 

mv = _ ;,D (дС + дС + _1 • дС ) 
дх дl l дб ' 

( 1  , 242) 

( 1 . 243) 

( 1 , 24 4 )  
о т  диффун -

( 1 , 245) 
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г де � - поверхнос ть · обла ка . Знак минус характеризует на ·  
nравпение  аро цесса диффузии . 

В ведем для 'облака  характерный размер l, так что для го­
рящей !Поверхности можно написать 

( 1 ,246) 
где : - коэффицие нт, характеризующий форму поверхности ,  

по  которой происходит диффузия .  
Есл и , наприм·ер ,  облако представить в виде цилиндр а ,  дл и­

на которюло L,  р адиус l, отношение длины к р адиусу z ,  т о  для 

определения � получим 

C = 21tZ, ( 1 ,247 } 
Обозначив  

С = 
дС + дС + _!__ • дС v дх дl l д9 ' ( 1 ,248) 

полу чим 

mv = - �l'DvC. ( 1 ,249) 
В р асчет введен а  новая  переменн ая - концентрация ,  поэ ­

тому для решения необходимо п ривл ечь уравнение диффузии ,  
характеризующее накопление  вещества в определенной точке 
во времени ,  

д С 
- = Dv'C, дt (1 , 250 )  

( 1 ,25 1 )  

Определ им м ассу продукюв испарения в юtбл аке при  iiюмо­
щи уравнения 

m = р (El3 - _!. 1tR8 ) о о 3 • 

r де � - :ь:оэффициент, характе ркзующий 
Дл я обла ка , которое мож но представить 
ра , 

Е = 'ltZ. 

(1 ,252} 
форму облака .  В ВИде ЦИЛИН]t• 

(1 , 253) 
Принимая плотность продуктов иап арения в ·обл аке посто­

ЯННIОЙ, находим для определения  п р оизводной 

( 1 ,254} 
З а м етим ,  что в рас-смотренных уравнениях коэффициент 

диффузии D прини м алея п ос·юянным . Есл и  появится необхо­

димость учесть особенности диффузионных процессов по ocя.t�vr , 46 



то К•оэффициент диффузии  в ( 1 ,249) и ( 1 ,250) сл едует ввести 
за  соответствующий зн а к  дифференциал а .  

Подставляя ·найденные значения производных в. ( 1 ,242 ) , 
прих•одим к искомому уравнению зак,он а сохр анения м ассы 
лля обл ака :  

( 1 ,255} · 

Уравнение закона  сохранения энергии для капли 

Движущееся вместе с каплей обл 8!ю нагрев ается как в ре­
зультате конвективного теплообмена с продуктами сгорания,  
так .и  п од действием ПIОТIОКа л учистой энергии .  Общее количе­
ство тепл а составит :  

( 1 ,256) 

где Т - темпер атур а прюдуктюв сrор·ания ;  Т 0 - тем пература  п родуктов исп арения н а  поверхности 
облака . 

Тепло, полученное обл аком ,  по ·закону тепд опрю.вюдности 
передается капле .  Часть потока лучистой энергии проникзет 
через газовый сл ой обл ака  и достигает поверхности капл и .  
Учитывая роль потока л учистой энер гии коэффициентом � .  по­
лучим : 

Q = Cl2� д То #..  дl ( 1 ,257) 
За тот же р ассм атриваемый интервад времени с поверхно­

сти капл и  исп арится сдой dR, н а  чт.о изр асхо•дуется тепло 

( 1 ,258) ·  
где rж - ск рытая те плота испа рен и я .  

Средняя темпер атур а капли может меняться во  врем ени 
хотя бы потому,  что тем1пер атур а кипения зависит от давления 
окружающей !Ср·еды , которое непре:рывно меняется . С учето:-1 
изм·енения м а ссы капли для 1определения эл ементарного изме­
нения энтальпии будем и м еть 

{ 1 ,259} 

Ур авнение  закон а сохранения энергии запишется так :  

� � �  дТ0 • 1 · 

--- �1.. -, - (rж + сж Тж ) R - - сжRТж = О. ( 1 , 260) 4ttgR2pж ol 3 
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· В  свою очередь, теплюобмен внутри капл и  будет оп исываться 
. системой следующих ур авнений:  

. дТ -Т ж = дtж �."1,_1  ТжW ( 1 ,26 1 )  

д Т. _2!5_ = аv2 Тж; ( 1 ,262) dt 
л 

a = g  _2_._ . ( 1 ,263) 
еж Рж 

Анализ уравнений горящей капли 
1 .  Диффузионное изменение размеров облака 

Полное представление об изменении размеров облака и кап . 
. л и М ОЖНIО получить, реш а я  совместно хотя бы ( 1 ,250 ) , ( 1 ,255) и ( 1 ,260) . Для по\llучения приближенного решения р ассмот­
рим ( 1 ,255) 

41t ( рж + Ро) - R - 3ер0/ - ... DvC = 0. ( R )2 · 

· � l 1 
( 1 , 264) 

П риме м ,  чтu  R - = к  l ( 1 , 265) 

и наложим условие 

к = const.  (1 ,266) 
При этом вместо ( 1 .264) пол у чим: 

[41t (рж + Ро )  К3 - 3sp0] i - �DvC =0. ( 1 ,267) 
Приближенно  считают, что м естная концентр ация не  м еняет­
ся во времени . 

Далее будем р ассм атривать одномерный поток. Согл асно 
( 1 ,250) , учитывая ,  что коэффициент диффузии не �у� ожет быть 
р авен :нул ю, п риходим к выводу, что вторая  'производная кон ­
центрации по х равна  нулю.  Таким обр азом , в одномерном 
п отоке первая производн ая концентр ации по х есть постоянное 
число. Обозн ачи:v1 его ') .  Тел ерь ( 1 ,267 )  п римет вид 

[ 41t (Рж + Ро) к3 - 3sp0] dl = �О') dt. ( 1 , 268) 
После интеrри оовани я  

l - l0 = 
:D'J t .  ( 1 ,269) 4r. ( Рж + Ро) к3 - ЗЕро 

Таким образом , •зн амен ател ь ( 1 ,269) х а р актер изует направ ­
л ение изменения  обл ака , а числ итель  - интенсивность этюг-о 
изменения . 
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2. Определение коэффициента поверхностного выгорания 

Отбр асывая факторы второстепенного порядка в усл овиях 
одн.ом·ернюго по·rо1ка ,  ур авнение за1кон а  сохv анения энергии дл я 
капл и  за1пишем так :  

, dT0 
л -R = - х ____ 

d_, __ КРж ( r ж + еж Т ж ) 
rде х - к оэффи ци е нт с о гл а с о ва н и я .  

И м е я  в виду ( 1 ,265) , найдем 
"" dR dR = - x  d T8 dt. КРж ( rж + еж Тж) Интегрируя , пол у ч а е м  

Обознач и м 

( 1 ,270) 

( 1 ,27 1 )  

( 1 , 272) 

( 1 , 273) qr = хк __ л.....:..(Т_-_т_.:;ж�)­СРж ( rж + еж Т ж) 
Приняв  при  t = O  R = R0,  дл я п о сто я н н о й  
на йде м ,  ч т о  С =  R�; сл едо в а т ельно,  

интегрирования 
R' � R& - Wt.  ( 1 , 274) 

С этим уравнением мы уже встречались в предыдущих п а р а­
гр афах. Посюольку вывод носил приближ·енный хар актер,  на  
( 1 ,273)  следует смотреть как н а  ур авнение приближенное . 

§ 8. УРА В Н ЕН И Е ГРА Н И Ц ЬI ГОР ЕН ИЯ 

Период запаз.дывания зависит от хар актер а смесеоб р азов а­
ния и параметров внутрикамерного процес•са . Путь, эквив а ­
лентный периоду за,п а•здыв ания ,  определится н е  тюлько р ас­
см атриваемым периодюм ,  н о  и скорОtстью движения капли д·о 
гр аницы начал а  горения . 

Путь, н а  юстюром - з аверш ается подготовка капли к горе­
нию 

l = l0 + J C dt , ( 1 ,275) 
где /0 - постоянная ·Составляющая полнюго пути. Эта посто­
янная ,  так же как и скорость С, зависит от места р аспюложе­
ния фор сунки, следовательно, 

4 З а а .  63 

l0 (r, � ) ;  
С (х, r, �). 

( 1 ,276) 
( 1 ,277) 
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Скорость и !ПОстоянная !0 имеют свюи составл яющие , так 
что Б прюекциях н а  координатные оси 

Х = Хо + s C.r d-c; ( 1 ,278) 
r = r0 +  J C, d-c; ( 1 ,279) 

!fl = �о + s с� d't. ( 1 ,280} 

Составляющие пути подго·ювки, так же как и путь l, явля­
ются функциями r и <р .  

Строго говоря ,  для определения скор·ости С необходимо 
привл ечь ур авнения ,  описывающие движение капл и в верхней 
части камеры. Однако н а  относительно небольтом учас-тке 
пути l скор ос-ть С будет м алю отл ич аться от скоро.сти С0, ха ­
р актерной для .момента вых•ода жид1юсти из форсунки. 

Индуктивн ый 1период будем определ ять по  темпер атуре са ­
мовоспл а менения.  Скорость выдел ения тепл а дл я единицы 
объем а  

Скорость изменения энтальпии дл я тюго же •объем а 

dT 
с,, - .  d't 

( 1 ,28 1 }  

{ 1 ,282} 
В соответствии с з ююню•м сохр анения энергии, прира внивая 

полученные выр ажения ,  после преобр азов аний имеем 

Е 

d't = ; __ c-"-v- eRT dT, 

где С0 - теплоем к о сть ; 
Q ·- те пловой эффе к т ;  Е - энер гия активации;  К0 - конста н т а ; С - концентрация;  

-v - кол и чество вто р и ч н ы х  реакций в цеп и ;  
� - коэффи циен т ,  у ч и т ы в а ющий те плоо бмен .  

( 1 , 283) 

Буде.м считать, что концентр ация пропорцион ал ьн а плотню­
сти 

C = gap . ( 1 ,284) 
Ис!П ользуя ур авнение оосrояния , находим 

C = a L  RT ' ( 1 , 285) 
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Температура самовоспламенения с давлением связана так :  

А ln p= - + b. · Т  ( 1 , 286) 

Следовательно, в ( 1 ,283) температуру можно выразить че · 
рез давление. 

Используя ( 1 ,286) , н а:юоди м :  

Т= ·А !п р - Ь  
d T= - А dp. (!п р - b)lp 

Теперь,  использу1 ( 1 ,288), можно написать  

с• - [ (!п р - 6) р  ] '  - а . AR ' 

(1 ,287) 
( 1 ,288) 

( 1 ,289) 

Подставляя полученные выражения в ( 1 ,283) , получим 
после преобразовани й : 

d-c = E  
� -v- 1  PRT 

--- _:,__ __ dp. 
{т Ь (lп Р - b)v+2 

е 

Примем в ка qестве постоянной 

Обозначим 

Е - RTb е • 

Е Rт -•-1 
f(p)= р 

• ( lп р - Ь )'+2 
Для определе ния искомого пути будем иметь 

l= l0 + КС S j (p) dp. 

( 1 ,290) 

( 1 , 29 1 ) 

{ 1 , 292) 

( 1 ,293) 
Составляющие по координатным осям определятся по 

формулам типа 

( 1 ,294) 
З аметим,  чrо если  f(p) представлено  в виде ( 1 ,292) , то интег­
ралы ( 1 ,293) и ( 1 ,294) будут табличными.  4* 5 1  



§ 9. С И СТI!МА РАСЧ ЕТН ЫХ УРАВ Н Е Н И И 

Рассмотрим :п ар аметр ы камер ы  и методы их определения .  
Отобрав из общего числа параметров неизвестные, подлежащие опр еделению, по:Щ6ерем ур авнения и сю•ставим замкнутую си­
стему . 

1. Скор ость газовой смеси W. Определ яется расчетом . 
2 .  Проекция скорости газовой смеси Wx на наnравле ­

ние х. Определяется расчетом. 
3. Проекция скорости газовой смеси W, на наnравле­

ние  r. О п ределяется расчетом . 
4. П рое кция скорости газовой смеси W ер на нап равле· 

ние rp. Определ яется расчетом .  
5. Скорость капли комп онента тюплива ; скорость обл ака С. 

Определяются р асчетом . t 
6. Про е кцвя скорости капли с •. Определяется расчетом. 1. П р о екция скорости капли С, . Определя етсв расчетом. 
8 . Проекция скорости капли с, . Определяется расчетом .  
9 .  Скорость продуктов с го ра ния и. Оп редел я ется рас· 

четои. 
1 0. Проекция скорости их. О пределяется расчетом.  1 1 . Прое кдив скорости и, . Определяется расчетом.  
1 2. Проекция скорости U, . Определ я ется расчетом.  
13. Давл е н и е  в камере сгорания р. Оп редел яе тся  рас­

четом.  
1 4. Плотность газов в камере с горания р. О п редеJi я ет ­

с я  расчетом . 
1 5 . Темпер атур а газов в камере Т. Определяется расчетом .  
1 6.  Га·зовая rпюстюянн ая R.  З адается по  результатам термо ­

динамическ.оrо р асчета . В зависимости от тр ·ебуе.мой точности 
расчета мюжет быть представлена как функция температуры 
или да-вления •и ·соотношения между 1юмпонентами .  

1 7 .  Тепл оемкость газовой смеси при постюянном объеме с v 
З адается как функция давления или темпер атуры и соотноше­
ния между компонентами по рееультатам термюдинамическо-
го р асчета. . 

18 . Теплоемкость газовой см-еси при постюянном давлении 
еР. З адается как функция давления или темпер атуры и ·со­
отношения .между компонентами  по  результатам термодина­
мическою расчета .  

1 9 . Ко эффиu.иент в язкости газовой смеси !Jo .  Задается 
как фу н кция давления или температуры и соо т нош е н ия 
м е жду к о м пон е н т а м и  по результатам термодинамического рас чета . 20. Коэффициент теплоnроводности газовой смеси л. За·  
дается по результатам термодинами ческого расчета как 
фу.нкцвя давле н ия ил и тем перату ры н соот нош ения м е жду 
ком понента ми .  
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Последние четыре параметра относятся к с'правючным ве­
л ичинам .  

21 . Силовая функция газа Р.  В р асчете не используется , а 
представляется в виде слагаемых конвективного члена .  22 . Слагаемая , представляющая собой частную произ· 
водную проекции силовой функции по х, за писывается в 
виде Рх <х> . Опре.в.ел яется расчетом . 

23. Частная производпая силовой функции Pr <r> ·  Опре­
деляется расчетом. 

24. Частная провзводная силовой фун кции P'f <'f> .  Опре ­
деля ется расч етом . 25 . Коэффициент, учиты вающий специфические особе&· ности горящего потока 't" . Задается по результатам обра· 
ботки опытных данных или при помощи дополнительных 
уравне ний .  26. Коэффициент 'tr • Задается опытом или дополнвтель· выми уравнениями .  

27. Коэффици ент 't" . Задается опытом или дополн итель· 
ными уравнениями.  28.  Силовая функция ж идкости 11:,  В расчете не исполь· 
зу ется . 

29.  Частная производная 11:" (х) . Определяется расчетом.  
30. Частная про и зводная 11: ,  (r> • Определяется расчетом . 
31 . Частная производиая 11:19 <v> .  О пределяется расчетом. 
32. Коэффициент 'tжх • Задается опытом или дополни· 

тельными уравнениями . 
33. Коэффициент 'tжr . Задается  опытом или дополни · 

тельными у равнениями.  34.  Коэффициен т 'tж"' • Задается опытом или дополни· 
тельными ура внениями .  35. Объемная баллистическая сил а f .  В р а,счете не исполь­
зуется .  

36.  Объемная баллисти ческая сила , п редставл я ющая со­
бой прое кцию силы на ось х;  записывается в виде fx · Оп­
ределяется в расчете . 

37. Объемная  баллистическая сила f, . Определяется  в 
расчете. 

38 .  Объемная балл истическая сила f, . Определяется в 
расчете . 

39. Поправочный коэффициент , учитываю щий искажение 
формы ка пли а" .  Задается по дополнительным соображе­
ниям . 

40. Поправочный коэффициент, учитывающий искажение 
формы капл и  а, . З адается по  допюл нительным соображе­
ниям .  

4 1 . ПопраВIОЧный коэффициент, учитывающий искажение 
формы кап.'lи а, . З адается по допо.лнительным соображе­
ниям .  
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42. Проек ция объемной' с илы вязкого трения  р.Мх . О п ·  
ределяется расчетом . 

43. Проекци я  объемной силы вязкого трения 11М, .  О n ­
ределяе тся расче том. 44. Проекция объемной силы вязкого трения  11М.., .  Оп· 
ределяется расчетом. 

45 . Секундный весовой расход топлива О. Для опреде· 
ления используютс я уравнения гидравличес ких цепей и . 

системы питания .  
46. Секундн ы й  весовой расход топлива в направлении 

оси х ;  записывается в виде G" .  Задается по  результатам 
расчета или проливки головки  камеры.  

47. Се кундвый весовой расход топлива в направлении 
оси r;  записываетс я в виде О, . Задается по результатам 
расчета или пролавки головки каме р ы .  

48. Секундный весовой расход топлива в направлении  
оси ,; записывается в виде 0'9 .  Задается по результатам 
расчета или п роливки головки камеры. 

49.  Количество тепл а,  выделяющееся при сгор ании едини­
цы веса топлива q. Определяется !ПО результатам термодина­
мического расчета .и зависит ,от давления или темпер атуры и 
соотношения �между кюмпонентами .  

50. Функция &>.,  определяющая подвод тепла · (массы) в 
элемент за счет выгорания .  О пределяется расчетом ,  во за·  
кономериости для частных производных должны быть за­
даны . 

51. Величина,  хар актеризующая опережение фронта пл а­
мени по отношению к центру м ассы капл и Хо .  З адается по ре­
зультатам обр аботки опытных данных. 

52. Опережение фр,онта пл амени r0• З адается опытом.  
53. Опережевне фронта пламени rp0 • Задается опытом. 
54. Уiокюрение 'силы тяжест/И g. З адаеrгся по ва;конам гр а­

витации .  
55 .  У·скорение р акеты V. З адается п о  результатам балли-

стического р асчета .  
56. Проекция V" . Задается баллистическим расчетом . 
57. Проекция V, . Задается баллистическим расчетом. 
58. П роекция V, . Задается баллистическим расчетом . 
59. Проекция внешней объемной силы, действующей на  rа_­

З!ОtВЫЙ поток Х. Определяется .р а,сче11о.м . 
60. Проекция внешней объемной силы,  действующей н а  га­

зовый поrок r .  Определяется р асчетом . 
61. Пр1оекция внешней .объе.мнюй силы, действующей на  rа­

SОIВЫЙ ;поток ч>·  Опре�еляется ра1счетом .  62 . Проекция внешней объемной силы ,  действующей на жидкость Хж. Определяется  расчетом.  
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63. П р оекци я а н е ш в е й  о бъе м ной с и л ы , де йств у ю ще й  н а  
ж идкость 'ж . О п ределяе т с я  рас ч етом . 

64 .  Прое кци я внешней объе м н о й  си л ы , де й ствую ще й  на 
ж идкость 'Рж . Определя ется р а с ч етом . 

65. Плотнос ть жидкости Рж . Задается как вел ичина .с правuчна я . 
66. Т е м п е ра т у ра жидкости  Тж . О п реде л яется р а счетом . 
67. Те плоем кость жидкости еж . Задае тс я ка к вели ч ина 

.справочная .  
68 . Коэффи цие н т вязкости ж и дкости Р.ж . В р а с ч е т е  не 

у частвует. 
69. Ко:.ффи циент те плоnроводности жидко с т и  л. . За ­

даетс я к а к  в е л и ч и н а  справочна я . 
70. Плотность об,1 ака р0 •  П р и н и мается равной nлотв ости 

газов  р. 
71. Температур а  обл ака Т 0 •  В расчете н е  уч аствует. Может 

быть определена по дополнительным ур авнениям тепл ового 
б ал анса . 

72 . К!онцентрация н а  границе обл ака С .  Определяе.'Гся ра•С· 
четом . . 73. Коэффициент диффузии D. З адается как вел ичина 
спр авючная .  

74. Хар актерный размер обл ака l .  Определяется расчетюм .  
75. Дйссип ативн ая  функция Ф. Определяется расчетом . 
76. Диссипативна я фу н кци я газа Фr . Задаетс я  по ре­

зультатам дополнительн ы х  рас ч ето в .  
77 . Ди ссвпати вная фу нкция пото ка Ф0 • Оnределяется 

расчетом . 78. Коэффициент з а к о н а  с о х р а н е н и я  и м п ульса 81 • Оп­
реде ля ется расч е то м .  

79 .  Коэффициент за кона с о х р а н е н и я  импульса е,. . Оп­
ределяе тс я расчето м .  80. Коэффициент закона  сохранения  им nульса 8, . Оп­
редел я ется расч ето м . 

8 1 . К оэффи ци ент неполноты выравнивания скорости �ж . 
Задаетс я о пы т о м . 82. Коэф ф и цие нт неполн оты выравнивания ско рости �,. . 
Задается оnытом . 83. Ко:.ффици ен т не пол н оты вы равнивания скорости � • .  
Задается опытом . 

84. Мас.са капли т. З адается опытом . 85. Числю капел ь  в единицу времени n. З адается опытом . 
86. Средняя арифметическая вел ичина м ассы капли т. Оп­

реде.ляется р а•счетом . 8·7 . Среднее квАдр атв ческое откловеиве массы к а пли а . 
Опреде.1 я ется рас ч етом. 
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88. Н ачальное значение р адиуса капл и  R0• ОпределяетсЯ' 
р а счетом.  

89 .  Текущее значение р адиуса капли R .  Определяется рас ­
четом. 

90. Коэффициент поверхностного выгорания  W. Опреде· 
ляется расчетом. 

9 1 .  Функция расхода топлива , по которой,  ис польз у s.  
нормальный закон , определ я ют среднее значение н ачально ·  
го радиуса капл и ;  записывается в виде ер (0) . Оп ределяет­
ся расче том.  

92 .  Площадь жидкости н а  гр ани abcd; записыв ается в виде 
S х ·  Опр-еделяется р асчетом . 

93 .  Площадь жидкости S, . Определяется расчетом. 
94 . ПлощаДь жидкости  S, . Определ яется расчетом . 
95. Гравиметрический коэффициен т а"' . Задается опытом.  
96. Гравиметри чески й коэффициент е ,  . Задается О ilытом.  
97 . Гравиметрический коэффи циент  е ,  . Задается о пытом .. 
98. Квадрат относительного юбъем а жидюо.сти П. Опреде­

ляется р а-счетом . 

99. Коэффициенты согл асования , задав аемые по результа-­
там -обр абютки опытных данных. 

1 00. Коэффициенты, п одсчитыв аемые ·при помощи допол -­
нительных ур авнений. 

Из общеr10 числ а р ассмотренных параметров пятьдесят 
два подлежат юпределению. Следовательно ,  замкнутая систе­
ма должн а содержать �Пятьдесят два уравнения .  Отметим ,  од­
н ако, ч11о числю неизвестных и уравнений зависит от м етода 
опр-еделения 11ого или иного п а р а м етра и подго11о<Вки предв а­
р ительных данных. Массу капли ,  н апример , можно или при ­
нять по результатам обработки опытных данных,  или подсчи­
тать как среднюю арифметическую величину, или опр-еделить 
•по р асходу 11оплива,  исп ользуя норм альный закон . ·  Тепловой 
поток, на:пр авленный к капле ,  можно определить по  простым 
прибл иженным формул ам  ил и подсчитать по достаточно слож-­
ным уравнениям .  

Числ10 неизвест:ных следует выбир ать в сюютветствии с це­
лью иссл-едования. 

Ориентируясь на  р ассм10тр-енные условия,  подберем необхо-­
димые ур авнения.  В систему войдут: 

три формулы для определения гравиметрических коэффи­
ц.иенrов ( 1 ,35) ; 

ур авнение закона  сохр анения м ассы для газа в элементе: 
rорящеrо потока ( 1 ,39) ; 
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ур авнение функции, являющейся полнrой хар актеристикюй 
выюр ания и определяющей подвод газа в элемент ( 1 ,44) ; 

ур авнение состояния ;  
три формулы для определения частных производных со- ­

ставляющих силовой функции газа - ( 1 ,7 1 ) ,  ( 1 ,72) , ( 1 ,73 ) ;  
. три ур авнения второrо закон а для газа  - ( 1 ,80 ) ,  ( 1 ,8 1 ) , 

( 1 ,82) ; 
три фо'Р'мулы для о:пределеiН'ИЯ ча,стных прои.звюдных, •СО ­

·ста•вляющих ·СИЛ ОВОЙ фуНКЦИ И Ж!ИД:КОСТ И , - ( 1 ,94 ) ,  ( 1 ,95) , 
( 1 ,96) ; 

ур авнение производной м еханической энергии газа ( 1 ,84) ; 
ур авнение производной механической энергии жидкости 

( 1 , 1 20 ) ; 
три уравнениЯ второго закона  для жидкости- ( 1 ,9 1 ) ,  ( 1 ,92 ) , 

( 1 ,93 ) ; 
формул а  суммирования дисс.и:п ативной функции;  
фор.мул а для определения квадрата относительноГо объема 

жидкости ( 1 , 1 33) ;  
уравнение дл я определения  проекцив объе м ной силы 11Мж; 
уравнение  дл я определени я проекции объемной силы �М, ; 
уравнение для оnределения проекци н объемной силы 11М , ;  

ур авнение закона сохр анения энергии для элемента 
( 1 , 1 37 ) ; 

три формулы для определ ения объемных б аллистиче-ских 
сил типа ( 1 ,  1 92 )  ; 

три формулы дл я определения внешних объемных сил , 
действующих на  жидкость, __.:_ ( 1 ,200 ) ,  ( 1 ,20 1 ) ,  ( 1  ,202) ; 

три формулы для определения внешних юбъемных сил , 
действующих н а  газ;  

уравнение нормального закона распределения ( 1 ,2 1 1 ) ;  
формул а  для определ·ения средней арифметической вели­

чины массы капли ( 1 ,222)  ; 
формул а для определения среднего квадр атического откло­

нения массы капли от ее •средней величины ( 1 ,223) ; 
формула для определения значения радиуса капли ( 1 ,22 1 ) ;  
три уравнения закона оохранения количества движения 

( 1 ,227) ; 
три ура.внения для определения кюэффициентов закон а со­

хр анения количества движения ( 1 ,230) ; 
фор-мул а для определения тепла ,  выдел яющегося в ре-

зультате диссипации ( 1 ,234 ) ; 
уравнение диффузии ( 1 ,252 ) ; 
уравнение закона сохранения м ассы для облака ( 1 ,255 ) ; 
уравнение закона сохранения энергии для капли ( 1 ,260 ) ;  
уравнение теплообмена для капли ( 1 ,262) ; 
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формул а  для определения коэффициента поверхностного 
выгорания ( 1 ,27 4 ) ; 

уравнение произв одной механической энергии продуктов 
сгорания .  

Систем а уравнений представлена в приложении.  Уравне­
ния, 'входящие в р ассмотренную систему, снабжены или ссыл ­
кюй н а  номер формулы в тексте или имеют пометку «б/н» (без номер а ) . Такая пометка  пюка,зывает, что точно такой форму · 
лы в тексте нет , но она  всегда л·егкю может быть получена по 
м атериал а м  главы 1 .  В приложении для спр авок приведено 
еще четырн адцать формул ,  не  вхюдящих в з а·мкнутую систему ур авнений . Авrор бл аllОдарит Д. А. Шушко за тщат•ельный просмотр 

. гл авы . 



Глава li 
И ССЛ ЕДОВА Н ИЕ СВЯЗЕй КАМЕР Ы 
С ГИДРАВЛ И ЧЕСКИМИ ЦЕПЯ М И  

В камере сго1р ания н а блюдаются, как известно, коле1б ания,  
протекающие с р азличными ч а·стотами.  Эти колебания ус.тrов­ню подр азделяют н а низкочастотные и высокочаст·отные. 

Выоокочас-готные колебания час'Го н азываются акустиче­
скими  и представляют собой колебания газа ,  •заключенrюго в 
камере. Вообще говоря , сферические колебания часто р ас·см ат­рив аются в ушрощеннюй схеме как осевые и р адиальные. Воз­
буждаются акустические колебания при сгорании топлива под 
дейст,вием пер1иода за1п а:здыв ания, в ,результате взаимюдейст­вия :меСТ\НЫХ IПtOTOKOIB, О'ГСТаtБаНIИЯ IМ а'ОСЫ ТОрЯЩеЙ КаtПЛИ ЮТ 
фронта пл а1мени и IП'О 1друnИ1м rпричиiН а:м . Для  изуче,ния rих iпр·и ­
вл·екаю'l\ся ур авнения ,  р аrоомо11рен1Ные в гл а·ве 1 .  

Низкочасrотные колебания обусловлены связью между ка­
мерой и гидравлическим rи цепями. Возбуждаются они под дей­
ствием периода запаздыв ания,  вследствие упругих деформа ­
ций жидкости и трубопроводов,  в силу воздействий ею стороны 
элементов системы питания и пю другим причинам .  Дл я  изу­
чения их, кроме уравнений камеры, необходимы уравнения, 
описывающие процессы в гидр авлических цепях. 

Выводу ур авнений гидравлических цепей, уравнения ка­меры в виде, н аиболее удобном для анализа , и исследов анию 
некоторых свюйств связи камеры с гидр авлической цепью и посвящается гл ава 1 1 .  

§ 1 .  УРА В Н Е Н ИЯ Г ИДРАВЛ И Ч ЕСКИХ Ц Е П Ей 

Напишем уравнения движения вязкой жидкости в цилин­
дрических координатах при условии, что W,. = 0:  

d Wx 1 др -- = - - · - + VV' Wx ; (2 , 1) dt Рж дх 
d W, 1 др W, -- = - - · - + v v W, - v - , (2,2) dt Рж дr r1 
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где W х и W, - составля ющие скорости жидкости ; Рж ..",.. плотность жидкости ; 
р - давление во внутренней полости трубопро­

вода ; 
v - кинематический коэффициент вязкости ; v - дифференциальный оператор ;  в нашем случае д2 д' 1 д 

v = дх2 + дr2 + ---;- · дr • ( 2 .3) 

~ 
1 

�J 
Рис . 6 .  

Р ассмотрим вывод уравнения с учеrом р ади альной и осе­оой дефор!мации трубопроiВО\!I.а,  деф01рм ации жидкости, измене­
ния ПЛIОТНОСТ.И, .изменения СiОСТаВЛЯЮЩИХ СКОр•О•СТИ . Будем СЧИ· 
тать, что дефор,м а•ция трубопровода возникает под действием 
'статического и дин а1мическог10 да'влений. 

Возымем эл·емент, объем ко·юрого (1с'М . ри•с . 6) 
v = 'ltr'x. (2 ,4) 

В единицу времени изменение м а ссы жидкос11и в элементе, 
возникающее вследствие деформации трубопров1ода , составит 
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Каtк люказано в гл а:ве I ,  tизtменение t:\1 а·с,сы за счет протюtка 
[� (Рж �� + _1 . � ( Рж 

W
, Г) ] 1':Г2Х0 • . дх г дг о (2 ,6) 

Изменение массы, абуслюнленное локал ьным изменением ЛЛОТНОС11И ЖИДКООТ И ,  будет 
држ 1tГ2Х (2 , 7 )  дt О О · 

По закону сохранения массы теперь мюже,м н аписать 

Рж + Рж -- + -- + Рж - r + Рж - х = О . 

· (д
W
х дW, ) 2 · 1 · 

дх дг Го Хо (2 ,8) 

Р аостановtка ·зн а·КОIВ IB выраженrиtи (2 ,8)  з ависит от прtиня­

той хараtктер.исrпыш сюот1Ве11стtв.ующих проtиз,водных. 
Есл и модуль упругости жидкюст1и обозначить Ро, то произ­

водiНые плоrгtн ости и да'вления будут ·С:Вя'Заны завиоиrмостью . р . 
Рж = � р. (2 , 9 )  Ро 

Исполь•зуем закюн упругих деформ аций в виде 

Р = Ecr � .  (2 , Н )) / 
Сил а ,  р а·стяг ивающая кольцевой элемент трубопровода в 

радиальном направлении , 
• 2 

Р, = (р + Рж �r ) 2r0x0 , ( 2, 1 1 )  

где р - статическая  соста вля ющая ; wz 
р -' - динамическая соста вля ющая .  

2 
РастяГ\Иваем ая  пл ощадь 

а, = 2Х03 .  
З акон упругих деформ аций запишется так :  

(р + Рж W� ) = Е: (r - Го) .  
2 г0 

В зяв п роизвюдные, получим 
. . .  w; Р + Рж -2- + Рж W, · Ео · W, = - r. г2 

о 

(2, 1 2) 

(2, 1 3) 

(2 ,1 4) 

Ан алогично можн'о :получить закон упругих деформаций в 
осевом н апр авлении 

\1 w� ) 2Ео 
Р + Рж - = - (Х - Хо). , 2 г0х0 

(2 ,  1 5) 

h \  



Взя в производные ,  получим 

. .  w� · 2Ео · 
Р + Рж - + Рж Ws Wx = - X. --, 2 ГrJ'o (2 , 1 6) 

После несложных преобразований выражений (2 ,  1 4) и 
(2 , 1 6) будем иметь : 

2 2 w2 2 . Го • Го Рж r • Го . 
r = - P + - · - · -- p + - p- W, W, · Е!\ Е6 р0 2 E!l ж ' 

(2 , 1 7) 

Х = ГоХо • 

+ � - .!:!! . w� . + ГоХо w w (2, 1 8) 2E!I р 2E!I Ро 2 р 2E!i Рж х х . 
Подставляя (2,9), (2 , 1 7 ) , f2, 1 8) в уравнение (2,8) , полу ­

чаем 

1 " (д W х д W r ) Го " Го р W2 • - р  + - + -- + 2 - р + 2 · - · - · -' р +  Ро дх , дг Е!\ Ео Ро 2 
+ 2  � р W W, + .!2_ р" + � .  Рж . w;p. + ..!g__p W W =0. (2 1 9\ F'6 ж ' 2Ео ?.Е!\ Pn 2 2Ео ж х х ' r 

Обозначим 

(2 , 20 ) 

О кончательно получим 

р + Л1 [ ( д:х + д:, ) +Рж ;; (2w, W, � + Wx Wx )]= о. (2,2 1 } 

Систем а  уравнений, описывающая движен ие -деформируе­
мой жидкости 'в упругом трубоПiроводе : 

dWx 1 др - = - - -- + vvW 
dt Рж дх 

d W, 1 � � 
-- = - :---:: ·- + vvW - v -

dt Рж дг гD 
Р + Л2 [( дWz + дW, )+Рж.!2..(2 w, W, + -1 Wx Wx )]= o 

.(2' 22) 
дх дг Еа 2 
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Анализ уравнений гидравлических цепей 

1. Неустановившийся одномерный поток 

Если не учитывать л инейной дефор м ации и дина мических 
н а грузок , то, ур авнения п римут вид: 

d W = - -1 · др + '�VW; (2,23}-dt Рж дх 
dp + Л2 д W = О · (2 ,24) dt дх ' 
Л = --;:-===-

v/ _1_ + 2�о 
Ро Ео 

(2,25}  

Если еще не у ч итывать и деформацию трубопровода , то 
остается одно уравнение 

д W + д W W - '1  д' W = - .]__ . др . (2 ,26) дt дх дхS Рж дх 
Н аиболее часто учитывают дефор м ацию трубопр овода в 

р ади альнl()jм нап,р а1влении , но прене>брегают ·ОИЛ аiМIИ вяз·кого 

трения. В такой поrстановке исходные ур авнения упрющаются 
и прини м ают широкю изв'естный вид: 

d W 1 др Тt = - -;: . 
дх ; (2,27).' 

Л = 1 

V 
1 2ro - + ­Ро Ео 

(2,28) 

(2 ,29). 

В н екоторых случаях представляет интерес определ .ение 
давлен и я ,  эквивалентного д!Ин а м ически м н агрузкам ,  действу­ЮЩIИIМ в цепи. И сrпюль·зуя (2,22) , 'МtОЖiНО н аrп1иrса•ть 

. 1 . 2 W, W, +  2 Wx Wx 
Р = - Ро ----

1
--­

W2 + - w2 , 4 х 

Тrольюо осевые ди н ам и ч ес к ие н агрузки дадут 

. wx p = - 2Po w · х 

(2,30); 

(2,31 ) 



Под действием тольRю. р адиальных н агру.gок возникнет экви­
!Валентная  п>ро;изводна·я 

wr Р = - 2р8 - • (2,32) wr 

Уравнения (2,3 1 ) и (2 ,32) легко интегрируются. 

2. У становившийся одномерный поток 

Приравнивая л окальную производную нулю, получим 
d W  W _ v d' W = _ _  

1 
• dp . (2,ЗЗ) dx dx' Рж dx 

Есл и  пренебречь вл иянием сил вязкости, то . 1 W d W= - - dp.  (2 ,34) Рж 
Интегрир10вание (2 ,34 ) приводит к уравнению Бернулли .  

3. Инженерное решение уравнения гидравлической цепи 

С учетом внешних воздействий ур авнение (2 ,23 ) запишется 
так :  

d W • 1 др - = .Х - - . - + v v W. dt Рж дх . (2 , 35) . 
Найдем приближенное решение ур авнения (2 ,35) . Будем 

,считать, что процесс р ассм атривается для некотороrtо участка 
ДЛИНОЙ 8х ; ПрИ ЭТОМ ВМ•еСТО (2 ,35) 

d W 8х = Х8х - -1 8p + v vW8x. (2 ,36) dt Рж 
При написаниrи (2 ,36) вместо ча•с1шой производной давле­

ния по юоординате р ассм атривали ютношение �переп_ада давле­
ния н а  пути к эrому же оl!'резку пу11и: 

Для IВ'Сей nидр а1в.личе'СIКОЙ цепи длиной 

(2,37) 

(2, 38) 

Уравнение (2 ,38) представляет ообой бал·анс давлений по 
цепи,  причем сумм арные гидравлические потери 

(2 , 39) 
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могут быть приближенно подсчитаны ил и о п ределены опы­
том . Перепад давления н а  границах определ яется с учетом 
юонструкции цепи ;  есл и гидр а вл ическая це:п ь вкл юч ает в себя 
н асос , бак и камеру сnор ания ,  то 

где Рб - давл-ение  в ба ке ; Рн - давление ,  создаваемое  насосом ;  р, - да вление  в ка м е ре сгорания . 

(2,40) · 

Внешние с ил ы ,  действую щие н а  с исте му ,  образу ю т  в 
ц е п и  давление в н е ш н и х  сил 

Рi = Рж � Х�х. (2 ,4 1 ) ·  

М а с с о вые силы: nриводя т к изменению д а вл е н и я  на в е ­

ли чину 

� dW Р w = Рж ...:...J dt ОХ. (2 ,42) 

Баланс да в л ен и й теперь м о ж н о  з а n и с ать т а к  (рис .  7) :  

Рн + Рб + Рi =Po + Ph +pw .  (2 ,43) 

Б ал анс (2 ,43)  показывает, что сум м а  удельных активных 
сил р авна  сумме  удельных сил сопротивления .  

§ 2. О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е СОСТАВЛЯ ЮЩИХ ДАВЛ Е Н И Я УРА В Н Е Н ИЯ 
Г ИДРАВЛ И Ч ЕС КО й ЦЕПИ 

Точное определ ение давлений производится при  пом ощи 
кл ассичесюих ур авнен ий , некюторые из которых · преде:т авл ены 
в гл аве  I .  Дл я приближенного инженерного р а счета ИСJПО�ь­
зуют 10тносительню несложные, .  полученные при  обоонованных 

ДI(Шу:щен.иях фюрмулы .  В данном п а р аграфе привод!ится вывод 
инженерных формул ,  необх:оди:v�ых для определения состав­
л яющих д авлений ур авнения гидравлич еской цепи . 
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1 .  Избыточное давление, создаваемое насосом 

Избытачное да<вление,  соэдав аемюе н а<сосом . ( ·рис .  8 )  

Рн = Dn' - D' пО - D"G1 - D'"n ; 



Рн 

где D -- коэффициент, определя ющий давление , создаваемое 
при отсутствии расхода ; D' - коэффи циент, определя ющий линейный наклон  ха ­
ра ктеристи ки насоса ; D" - коэффициент, определя ющий отклонение характе­
ристи ки от л инейного за кона ; 

D"' - коэффи циент , определя-ющий падение давления при  
работе насоса на неуста новившемся режиме .  

В се коэффициенты являются функцией р асхода .  В инже­
нерной rпр актике м ожно ,вести р а'счет по участкаЕ\1 ( рис .  8) . Для каждого из участков следует определить свои зн ачения 
кюэффициентов. 

ID 1 Jl Рн 
Пз 

Л=Consf L-------�----�- c 
Рис .  8 Рис.  9. 

Очевидно, ч·ю значение Iюэффициента D на первом участ­
ке �будет н аименьшим, а н а  третьем - наибольшим 

D1 < Dн < Dш . (2 ,45) 

Коэффи циент D' та кже будет принимать разл ичные зна­
чения , причем 

П ри р асчете вь{хсщ а н асоса ,н а  режи1м ( Р'ИlС . 9 )  rследует ори­
ентироваться в основном на третий уч астюк и поэтом у  при про­
веденwи приближенных р асчетов можно считать все коэффи ­

циенты постоянным и . 

В ывод фор м улы ( 2 ,44) и теор етический метод оrпределения 
коэффициентов rизложены : в  § 4 гл авы I I I .  

При исслед,о'Вании конкретного двигате.ня , вып ускаем ого 
заводом, численные зн ачения коэффициентюв следует опреде­
лять п о результатам юбр аботки опытных данн ых . 
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2. Давление наддува 

Давл·ение р6 , г.ос1подствующее в б аке, определяе11ся при 
р а.счет·е системы наддув а. В зависимости от устрейства и сте­
пени совершенства органов системы наддува  давление либо 
по,сrоянно, либо меняется по определенному за·кону. Таким 
<Jбраз10м ,  в наиболее общем случае 

Р6 (t) ;  
в частных или расчетных случаях пола га ют 

P6 = const. 
Р асчету сiИстемы н аддува посвящена гл ава I I I . 

3 . Давление, создаваемое внешними силами 

(2,47} -

(2 ,48) 

Есл и  двигатель ра<б!оrгает н а  стенде, 110 внешние силы обус ­
ловлены гравитациюиным полем.  В •полете внешние силы оп ­
ределяю'Гся произведiение.м 

m V, (2,49) 
где т - масса жидкости в цепи ; 

1i - приведеиная скорость полета ра кеты в рассматри ­
ваемый момент времени. 

Допустим, 'Ч'ТО по результатам б аллиетических р а·счеrов из­
вестна функция 

V (t) , (2,50) 
nю .кюторой ,пюстр1оен •гр афик функции ·  

V(t) . (2,5 1 )  
Р aiC'CIM OТpИIM элемент трубопровода 

Масса жидкости в элементе с.оставит 
( р1ИС . 7) ДЛИIНОЙ l;• 

ll 0; Рж · 
Давление в плоскости аа б удет 

р .  - l;�;РжУх (t) - l  p V• ( t) jl - - ; :к ' а; 

(2,52) 

(2 ,53) 
где Vx (t) - составля ющая V (t), подсчитанная в направлении 

оси х ( рис. 7). 
На срезе форсунок давление i 

Р1 = р Vx (t) � l;= Рж Ух (t ) (L  + Lб ), {2,54) 
1 

где L - расстоя ние  от среза форсунок до днища ба ка ; 
Lб - высота жидкости в баке в рассматриваемый момент 

времени .  68 



Пусть высота жидкости в баке в момент ста рта будет 
L бо ; в л юбой момент времени 

4 Ja �tt 
Lб = Lбо - - g  -- , (2,55) 

11: Pжdl 

где Рж - плотность жидкости ; 
d - диаметр бака .  

где  

Е сл и  секундный весовой р асход жидкосm поС11оянен, то 

Lб = Lбо - cOt, (2,56) 

4 c = -- g. 
11:pжdl 

( 2,57) 

Н ачальную (стартовую) высоrгу жидКiости обозначим 

L0 = L + Lбo ; (2,58) 
вместо (2,54) , получим 

pj = pж (Lo - cOt) Vz (t) . 
В момент отрыва ра кеты со стартового 

v� <t> = g ;  
тогда 

(2 ,59) 

стола t = O  
(2 ,60) 

(2 ,6 1 )  

П усть в конце а ктивного участка масса ракеты будет А1 
и тя га Р. П ревебрегая  сопротивлением воздуха ,  получим 

Vx (t) P-�sin ll + g sin 6 =  � . (2 ,62) 

Если к этому моменту времени высота остатка топлива в ба ке lб , то 

(2,63) 

4. Давление в камере сгорания 

Для точного определения давления в камере сгорания необ­
ходимо решить систему дифференциальных уравнений главы 1 .  
В некоторых случаях, однако, допустимо пользоваться упро­
щенными формулами. Одной из распространенных формул яв­
ляется формула закона сохранения массы для продуктов, нахо­
дящихся в камере. Пусть к моменту времени в камеру вошло У кг т:оплива, а из камеры истекло Ук кг проду•ктов сгорания.  
Количество топлива и газа ,  находящееся к этому '}.ЮМ'енту 
времени в кам ере , составит 

У - Ум . (2,64) 
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Это количество состоит из топлива, еще не начавшег.о гор·еть , 
из горящего rоплива и из продуктов ·сгорания . Таким юбразом , 
ур авнение закона сохранения м ассы примет вид 

У - У., = У0 + У г + У� , (2,65) 

где У0 - количество газов в ка мере;  
Уг - количество горящего жидкого топлива ; У� - количество топлива , еще не начавшего гореть . 

ГорRщее monnutJo 

Праilукты сгорания 
Топпи8о, naiJromo8nutJaeмoe к горению 

Рис .  1 0. 

G l  01 1 1 

1 0 1  

Объем камеры, р асположенный между сечениями оо и аа, 
мы можем рассматривать как св оеобр азный участок гидр ав­лической цепи (,рис. 1 0 ) . Н а этом у1ч астке ' В  течение !Периода � .  называемою периодом запа•здывания сгор ания ,  происходит 
подготовка топлива к с11ор анию. Поскольку топливо , входя­щее в камеру, начинает г.ореть с зап аздыванием в � сек, 
ур авнение (2,65) ,можно записаfl'ь так : 

( У - У" ) - У .. = У0 + У г , (2,66) 

где У-У� - количество топлива, подошедшее к сечению аа 
в момент времени t или же количество топлива, прошедшее 
сечение оо к моменту времени  t - 't .  Та ким образом, (2 ,66) 
можно записать как ура внение с запаздывающим а ргументом 
в следующем символическом виде : 

у_" _ Yr - У .. = У0•  (2 ,67) 
Дифференци руя по  t, получим 

(2,68) 
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Поскольку 

·то 

t 
У= s (01 + 02) dt; 

о 
• 

У� = J (Gt + 02) d't, 
t 

t � 

У-• = У - У. = 5 (61 + 01) dt - J (01 + 02) d't. 
о о 

Дифференцируя по t, находим 

У-� = ( 01 + 02) 1 - - , 
. 

( d-c ) dt . 

(2,69) 

(2 ,70) 

(2 ,7 1 ) 

(2,72) 
где О1 и G1 - секундные весовые расходы компонентов топ­
л ива . 

О риентируясь на за кон сгорания 
dS - � const, dt (2 ,73) 

для определ.ения количества горящего в камере топлива 
и меем 

где Рж - плотность капель; 
t0 - время испа рения ; n - секундный расход капель ; 
R0 - наиболее вероятное значение радиуса капли . 

(2, 74) 

Заметим,  что n, R0 и W явля ются сложными функция ми 
некоторых па раметров двигателя .  

Взя в п роизводну ю, получим 
У г = ...!_ 11:g pж n (R� - ТJ!t)"1• = f(p) .  (2 ,75) 3 

Далее на ходим , что 
Ук = О, (2,76) 

где О - секундный весовой расх од газа и з  камеры. 
Используя ур авнения р асхrада и адиа,баты и пренебрегая 

временем перемещения газа из центр альной: части ка меры �о 
Кр!Итического сечения оопл а ,  н аходим 

акр а 
О= f"Rт р, (2 ,71) 

.где R, Т, р - газовая постоянная, температу ра и да вление 
в центральной части камеры ; 

Clap - площадь критического сечения сопла ; 
( 2 1 

v k а =  - )ii='t 2g -- · k + l  k + l ' (2,78) 
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отсюда удельный импульс давлен ия 

lp = -("lff 
акра  

(2,79) 

Вместо (2,77), наход им 

й =  J!_ .  lp (2,80) 

Для определения У0 используем уравнение состояния 

p V= Y0RT. (2,8 1 )  

Свободный объем камеры  

V - v. уг + У .. 
- о - g, Р м  (2,82} 

где V0 - геометрический объем камеры.  
Взяв прои,зводную по времени , находим 

Согласно (2 ,70) 

· Yr + У. V= - g. Рж 

И мея в виду (2, 75) , находим 
d-c 

• f(p) + (01+011) dt 
V= g. 

Рж 

(2 ,83) 

(2 ,84) 

(2,85) 
Будем считать, что произведение R T  есть функция вре­

мени . Используя (2,82), получаем 
· v · р · р v -·-

Yo = RT P + R T V - R T . RT R T . (2, 86) 

Подставим значения производных в (2,68) ; после преоб­
разований получим : 

ер + ( t - •  =� ) р  + ер t + Ip + 1tgp·жn (R� -W:t)"l• = 

( d't ) 
. = lp (G1 + 02) 1 - dt , (2 ,87) 

где приведеиное время пребывания газов в камере 
l 

S

•P / o I V 
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объем камеры 
• t. 

V =  V0 --1-s (G1 + Gs) dt _ _i_'ltS n  (R� - Wt)' • dt. (2,89) �р 3 
JК о о 

При решении ·многих инженерных задач  примимают V = const; с таким допущением (2 ,87) примет вид 

ЕР + ( 1 - Е  �� ) р = lp (Gt + G,) ( 1 - ·:; ) . {2,90}· 

В ряде оСЛуч аев Не учtИТЫВаЮТ •ИЗIМООеНИЯ 
ност.и продуктов сгор ания 

. ·  

( d't ) Ep + p = f11 (01 + G2) 1 - dt . 

р аботоСПI()IСОJб-

(2, 9 1 )  

Если юолебательные 1процессы иссл·едювателя н е  интересу­
ют, то 

цj + p = lp (01 + Gz) .  (2,92} .· 
При усrrановившемся режиме, н аконеu, 

p = lp (G1 + О2) .  (2 ,93) 

5. Потери даВJiения в элементах гидравлической цепи 

Согласно (2,39) 

phi = - Pжv�Wox. (2,94) 
Известно, что для л юбого элемента 

W2 ph; = Е1ж - . (2,95) 2g 
Коэффициент сопротивления 

где А - коэффициент трения ; 
d# - характерный диаметр, 

d� = � . (2,97) 

В формуле (2,97 ) а - площадь поперечного сечения канала . П - а ктивный периметр. 
Известно, что 

A = / (Re) ;  (2,98) 
для гладких труб в ламина рном потоке 

А = � ·  (2,99) Re ' 
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для гладких тр у б  в турбулентном пото ке 

1. =  0 , 3 1 64 . 
(2, 1 00) Reo .2s 

В квадратичном потоке коэффициент трения мало зависит 
от числа Re, но существенно повышается с увеличением 
относительной шероховатости, причем 1 А = , (2 , 1 0 1 ) 

( 1 ,74 + 2 1gf у 
где А - средняя высота неровностей проточного тракта . 

Законы трения имеют свои сферы действия : (2 ,99 ) спр авед­
лив до lgRe = 3,3 ; (2 , 1 00) ограничен lgRe = 3,7 и lgRe = 4,8; 
( 2, 1 0 1 )  дл я достаючно ч•истых 11руб дей;с·11вует от lgR·e = 5,8 .  

Используя уравнение неразрывности 

O = �Wpж g, ( 2 , 1 02 )  
получи м :  Gd# QS 

Re = - ; ph i = e --- . 
КРж"а 2gatpжg 

В ла минарном потоке буде м считать ' с <- = -1 ' а 
а в квадратичном 

где 

где 

е �  const.  
Та ким образом , в лам инарном потоке 

ph i = йл i O , 

с! aл i = --"--
2ga�pжg 

В квадрати чном потоке 
phi = a; Ot ,  

( 2 , 1 .03) 

( 2 , 1 04) 

( 2 , 1 05) 

(2, 1 06) 

( 2 , 1 07 )  

( 2, 1 08 )  

const а . = --- ( 2 , 1 09)  1 2ga'pжg 
' 

В наиболее общем виде 
ph1 = ai Qn . ( 2 , 1 1 0 ) 

Давление ,  р а сходуемое на изменение кинетической энер­
г и и  ж идкос ти ,  

о кончательно находим 
w2 

ph � �a'On +  iж � = akQ�k , 2g 
где k - н ом е р пе п и .  
7 4  

(2 , 1 1 1 ) 

(2, 1 1 2) 



В ур а,вне.нии ( 2 , 1 1 2 ) К'оэффициент � учитывает влияние 
возмущений, возникающих в местных сопротивлениях, на ве­
личину гидравлических потерь .  Показатель степени n � 1 в ла ­
минарном, n � 1 ,75 в турбулентном, n � 2 в квадратичном и 1 ,8< n < 2,2 в смешанном потоке. 

6. Давление, эквивалентное массовым силам 

Со г лас но (2 ,42) 
dW " 

Р w· = Рж - ох. 1 dt 
Пусть для ка ждо го эле мента изв'естно 

ох = t1 •  
П о  уравнению неразрывности 

O = cr;W;Pжg; 
следо вательно, d W dG - = - - . -

Вместо (2 , 1 1 3) имее м р = _1 _ _  dG _ .!i_  
Wi g dt cr1 • 

LLля всей гидра вл ической цепи 
_ 1 � dO 1 1  P w - - - .- . g dt cr1 

( 2 , 1 1 3 )  

( 2, 1 1 4) 

( 2 , 1 1 5 )  

(2, 1 1 6) 

( 2 , 1 1 7 )  

Если жидкость можно считать несжимаемой и отбросить из 
рассмотрения утечки и деформацию трубопроводом,  то, вынося 
производную за знак суммы, получим : 

LLля 
число 

поэтому 

р = __!__ � .!i_ . dO ( 2, 1 1 8) W g � cr; dt · 
кон кретного 

окончательно 

двигателя всегда 

ь - __!_ "); iL - g � cr; ' 
dO р = Ь - . w dt 

мож но подсч итать 

(2, 1 1 9 )  

(2 , 1 20) 

§ 3. О СВЯ З И П А РАМ I'!.ТРОВ КАМ ЕРЫ И Г ИД РА ВЛ И Ч ЕСКИ Х Ц ЕП ЕИ 

Исследование взаимосвязей между гидравлическими цепями  
и камерой производится с использованием уравнений, выведен­
ных в главе I и в § 1 и 2 главы I I .  Решить систему этих ур авне­
ний можно с применением машин дискретного счета .  Упрощен -
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ные системы уравнений просматриваются на  моделирующих 
установках и подвергаются численному интегрированию. Неко­
торое качественное представление о связях можно получить, 
применяя несложный математический аппарат к упрощенным допущенижvш ур а•внения м .  

Рассмотрим возможные допущения , проследим характер из­
м енения соотношений в неустановившем·ся режиме и исследуем 
исходный характер движения. 

1 .  Система уравнений гидравлических цепей 

Расомотр•ИJм решение в инженерной постановке. Н а пишем 
систему ура1внений для щвухюомпонентного двигателя .  Такая 
систем а включает в ·себя д.в а ур авнения гидравлических цепей и уrр авнение камеры : 

где 
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Рн1 + Рб1 + Pit - Ро - Pht - P w1 = О; (2, 1 2 1 )  

Рн2 + Рб2 + Pi2 - Po - Phs - P w2 = 0 ; (2 , 1 22) 

ep,+ ( I - e  �� ) р+ е � V + lp Г (R� - чrs �)'1"-

(2, 1 23} 

Дл я  определ·ения еоста!Вл яющих б ал аоносюв да1вл ений имеем : 

D 2 D ' О n· 02 D"' . Рн1 = 1n - 1n 1 - 1 1 - 1 n ;  
- D 2 D' G • 2 ", ·  Рн2 - ,n - 2n 11 - D2 02 - D2 n ; 

Pit = Р1 (L l o - C101 t) Vx ( t) ;  

Pi2 = P1 (L2o - c2G2t) Vx (t) ;  

ph1 = а1 0�' ;  

ph2 = а2О�·; 
P w1 = btdt ; 

Pw2 = bi;,, 

Ь _ 1 "'5; lн . 
� - - -g ...о;;.../ ан ' 

Ь, = -�- � ��i 
• 

g 01i 

(2, 1 24) 

(2, 1 25) 

(2, 1 26) 

(2, 1 27) 

(2, 1 28) 

(2, 1 29 )  

(2, 1 30} 

( 2 , 1 3 1 )  

(2, 1 32) 

(2, 1 33) 



Во многих случаях  у равнения упроща ются . П ри ка чест­
венной оцен ке колебательных п роцессов, определени и вре­
мени  и хара ктера выхода на режим,  оценке соотношения 
между компонента ми в неустановивше мся ре жиме принима ют 
следу ющие условия : 

считают D� = v; = Q; 
вводят понятия о приведеином давлении в бака х :  

P�t = Рбt + Pjt ; (2, 1 34} 

полага ют 

вводят понят�е 

ph1 = а10�; 
ph2 = a�G� ;  

о приведеиных массовых 
ь · = ь + D"'�- · 1 1 t dG, • 

ь• = ь + D"' _!!!!__ · 
2 t 2 dGg • 

в у равнении ка меры пола га ют 

d (R T) = d V = Г = O. 

(2, 1 35) 

(2 , 1 36) 
(2 , 1 37) 

коэффициентах : 
(2 , 1 38 ) 

(2, 1 39) 

В расчет вводят е, предста вляющу ю собой о тнош ение 
расхода топл ива в момент времени t -- �  к расходу топлива в момент времени t. Очевидно,  что 

8= (1 - d't ) • (Gt + G2) -� (2 , 1 40) dt 1 01 + G2) 
Система уравнений принимает вид 

• . , * 2 bt 01 - D1n2 + Dtn01 - Рб t  + a 10 t  + Ро = О ;  
• . , • 2 Ь2 О2 - D2n2 + D2n02 - Рб2 + аs О2 + Ро = 0 ; 

2. О соотношении между компонентами 

Обычно задают 

'Соотв•етствующее установившемуся режиму. 

(2 ,  14 1 )  
(2 ,  1 42) 

(2 , 1 43) 

(2, 1 44 ) 

В условиях неустано'Вившеnося режим а иногда обесnечи ­
вают К, отличающееся от  Ку .  в целях осл абления колеба ­
-тельных п роцессов во  время вы.хюда двигателя  н а  режим .  C.'I e-
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довательно, при пр оектирюва.нии двиг ател я важно знать усло­
вия,  обеспечивающие К = coпst. 

Допустим, что К = oonst ; поекольку 

G1 = КО2 
и 01 = Ki:J., 
у равнения  (2 . 1 4 1 ) и (2, 1 42) примут вид : 

(2, 1 45) 
(2 , 1 46) 

ь;ка, - D1n2 + D�nK02 - p�1 + a1K2G� + р0 = 0; (2, 1 47) 
ь;02 - D2n2 + D;пй9 -р:2 + а20� + Ро = О. (2, 1 48) 

У·слювие К =  oonst обесп ечив ается , есл и  будут р авны ко­
эффициенты в ур авнениях ( 2 , 1 47 )  и (2 , 1 48) при членах, ·со­
держащих О или его п роизводную в один аковых степенях. 

В услювиях установившегася режим а первые ·члены ур ав­
нений ( 2, 1 47) и (2 , 1 48)  р авны нулю; поэтому условиями,  обес­
печив ающими заданное значение К при установившемся ре­
жим·е , будут : 

Dlпz + P:t = D2n' + р�2; 
D�K= D; ; 

в 1К2 = а2 • 

(2, 1 49 )  
(2, 1 50) 
(2, 1 5 1 )  

Если режим р аботы являет.ся неусrаню·вившимся, то появ­
ляется четвер •тое условие 

ь;к= ь;. (2, 1 52) 

Об ес пе ч ить т ребуе мое зна ч е н и е Ку в услови•х уста ­
нови вшегася режима м ожно и иначе . Положим G1 = 02 = О в решим квадратные  у р а внен ия (2, 1 4 1 )  в (2 , 1 42). Решения 
запиш утся т а к : 

- D� n + V(D ; n)2 + 4at ( P� 1 + D1�2 - po) 01 = ; (2 , 1 53) ' 2а1 
- D; n + -v {D2-, n-. )-2 _+_

4
_

а
_
2 -( p-�

-
2

-
+

_
D
_

2
_
n2 - Ро) 

02 = (2, 1 54} 2а2 
Прир авнивая ,между •собой левые части (2 , 1 53 ) и пр1и па:wощи ( 2 , 1 45) , п олуч;ю л (2, 1 54 ) , 

- D; n + У-( D-1-. n
_

)
_
2

_
+

_
4
_

a
_

t
_
(

_
p

-
� 1

-
+
_

D
_

tn2 - Ро ) = 
2Ка1 

= - D�n + У(D;· п)2 + 4а2 ( р�2 + D�n�� 
2а2 · 

(2, 1 55) 
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У е л о в н е  (2, 1 55) , обес nечив а ющее зада нное значе н и е  К у , в ч а стном случае м о жет быть сведено к условияи (2, 1 49) , ­
(2 . 1 50) и (2, 1 5 1 ) . 

Уравнения (2 , 153 )  и ( 2 , 1 54 )  служат для определения рас­
хода !П О параметра'м двигатмя .  

3. Характер связи параметров камеры и гидравлической цепи 

Для оценки не�от.орых принципиальных и качественных 
особенностей двигателя р а ссмотрим ·сл уч ай , к·огда К = �const.  
При этом , как известию, обеспечив ается и RT = oonst. Для 
ан ализа  системы. из трех уравнений (2 , 1 4 1 ) , (2 , 1 42 )  и (2 , 143) 
достаточно воспользов а:ться двумя :  

ь;d2 - D2n' + D;n02 - р�2 + а10� + р0= 0; (2, 1 56) 

о.р� + Ро - lp (К + 1 )  G28 =0, (2 , 1 57)  
Для получения одного уравнеНJия .в'Горюго порядка решим 

ур авнение (2 , 1 56) ютносительно Ро. Дифференци руя,  н айдем 
выражение для Ро. з аrрем Ро и Ро подставим в (2 , 1 57 )  и пре­
обра:зуем ; ·югда получим 

02 + (2 а: О, +  D;*n +�) О, + bz bz "' 
+ -1- (а20, + D�n + lp (K + 1 )  8) О2= 

гь; . 

(2 ,  1 58) 

Уравнение показыва'ет, что даже в упрощенном случае дви­
Ж:ение зависит �от всех п а р а м етров двигателя .  

Обозна'чим : 
Р�2 + D2n = Pп ; 
К + l = m. 

(2 , 1 59) 
(2 , 1 60) 

Уравнение (2 , 1 58 )  м ожно решить на м ашине непр·ерывного 
ил и дискретного счета .  При решении или п ри просмотре н а  
м ашине непрерывного счета  его удобНIО за,писать так :  

вь;а2 -t- 2а2о.О,О, + ь;а2 + а2Щ + 
+ (lp m8 + D;n) 02 = Pn .  (2 , 1 6 1 ) 

Ит а к , ха р а кте р д в и ж ен и я  за в и с и т  от : 
коэффи ц и е н т а  г и д р а в л и ч ес ки х поте рь а ; 
массового коэффицие нта Ь ;  вре иен и  пребывания горящего топлива в к а м е р е  е; 
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приведе иного (с учетом за паздыванюr) удельного вм­·nу льса давления lp те;  
· нагрузочного давления системы Pn ; 
тангенса угла наклона характеристики насоса D'n . 

Для двигателя с нагруженными баками вместо (2 , 1 58) следует 
писать 

О, +  2 - 02 + - 02 + - (asG2 + 
· · ( а2 1 ) · 1 

Ъ2 Е sb2 
* Рб2 + Ip m8) 02 = - .  sb2 (2 ,  1 62) 

Здесь движение зависит от пяти п а р а'метров .  

§ 4 .  А НАЛ ИЗ И СХОДН ОГО ХАРА КТ ЕРА ДВ И Ж Е Н ИЯ 

ДЛЯ ДВ И ГАТ ЕЛ Я  С НАГРУЖ Е Н Н ЫМ И  БА КАМ И  

Ра,ссм атрим окрестность установившегася режим а G211 • От- _ 
клонение от номинал а  обозначим 

х = 01 - 010 •  (2, 1 63 )  

Подставляя  в выражение (2, 1 62) 

полу чим 

а, = х +  02,; (2, 1 64) 

i:J2 = х; (2, 1 65) 

а, = х: (2 . 1 66) 

* 

+ -1 [а2 (х + 020) + lp m8](x + G20) = Р62 а� s� (2 , 1 67)  

В ус .. овиях у становввшегося реж има  х = х = х =0; 
уравнение статики  n римет в и д  

* 

-1 [a2020 + lp m8] 0,0 = P62
• (2, 1 68) Е� Е� 

Вели чина  х несоизмери мо мала по с равнен ию с 020 ; 
она не мо жет повл иять н а  изме нев не зна ка и оказать  су­
щественное влияние  на числен11ое значени е коэффициен­
тов. Поэтом у п р и  вы яснени и ха ракте ра дв и ж е н и я  в место х + О2о в в ы р а ж е н и я х ,  закл юче н н ы х  в к вадратные скобки , 
б уде м писать О2о . Подставим р� из у равнения  (2, 1 68) в 
(2, 1 67); после преоб разованнй n ол у ч и м  

8 0  
x + 2hx + к2х = 0· (2 , 1 69) 



где 

(2 , 1 70) 

( 2, 1 7 1 )  

Заменяя в (2 ,  1 69) и в (2 , 1 67) переменвые х + 020 на 
постоянные 020, кы доn ускаем опред еле нную о ш ибку,  но 
получаем удобное для а нализа уравнение .  На  р ис .  1 1  вред­
ставлевы результаты расчетов по точному (1)  н е одно­
родном у и упрощенном у  (2) , также неодвородному урав­нениям. Результаты сравнени я  подтверждают воэможность использо вания  при качест венном анал изе предложенного 
упрощения .  

Р и с .  1 1 . 

Приведенный удельный импульс давления учитывает запа ­
здывание аргумента. Отношение р асхода в мом ент времени t - "  к р а1сходу в м о,м е нт в р ем ени t ( рис 1 2 ) обл а,дает ·сл е­
дующими свойствами :  это отношение не может .менять знака ;  

при  экспоненциальном иэм енении р а,схода 'ВО вреrмени чис­
ленное значение отношения м онотонно стремится к ·единице, 
поэ110му при наличии апериодическоrю движения воздействия со стороны запаздывающего аргуМ'ента не  всегда будут при­
водить к колеб аниям ;  

6 З з к. 63 8 1 



'ПРИ сину·соидальном изменении р ассм атриваемюе отноше­
ние колебл·ется окюлю ·ел:иницы, а наибольшее юткл онение со­
ставляет 

(2, 1 72) 

rде А - амплит уда к олеба н и й ;  
G20 - номина льное зн а че н ие расхода. 
Чем м еньше Ь2 и боль ш е а2О2о , тем м е н ь ш е  сказывается 

влия ние отклонения е о т  ед и н и цы на зна ч е н и е  к2 •  
G 

1 
1 
1 
1 
1 
1 1 --t t l--

�--__;_ 1 _;1 ____ f' 
Рис.  12 .  

Рассмютрим исходный хар актер движения при следующих 
дооущениях: 

за аазды ванвя  у ч итывать н е  буде м ,  следовательно, при-мем 8 = 1 ;  · 

вместо х + 020 н а п и ш е м  020 ,  следоват ельно, h и к2 бу­
дут п редста вле н ы  в ви д е  ч и с е л ; 

возьмем однородное уравнение, приг.одное для иссл едюва­
ния окрестности. 
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или колебательным, если 
h2 - к2 < О. . (2, 1 74) 

Критическому переходиому режиму соответствует 

(2, 1 75) 

Используя ур авнения  (2 , 1 70) и (2 , 1 7 1 ) для критического 
режим а, на:х;одим 

( а9 )2 1 IP m8 
ь; О20 + (2s)2 - ---;ь = 0. (2, 1 76) 

Это ура:внение может быть решено отно-сительно любого инте­
ресующего нас  п а р аметр а,  например :  

(lp т8)кр = ...!... a2ph2 + -1 · !2 ; (2 , 1 77) 
ь2 4 е 

2 о: ph2 1 ь� 0 . Ркр = - • - + - • - 2 0 •  
ь2 G20 4 е 

рh2кр = _1 [ lp m8 ь2 - _1 (� )2] ; 
а9 z 4 е 

Sкр = ...!2._ [fp m8 ± f(/p m8)1 - a2ph2] . 
2а� 

(2, 1 78) 

(2, 1 79) 

(2 , 1 80) 

При удовлетворении условия (2, 1 74), т. е .  при наличии 
затухающих колебаний,  решение (2, 1 69) принимает вид 

x = A e-ht siп (шt + f) ,  (2, 1 8 1 )  

где А - начальная амплитуда ; 
' - начальная фаза. 

Частота 

а круговая частота 

Ф = Vк= - h� , 
2��: 

со = - ,  т 
где Т - период собстве нных колебаний . 

Если при t = O ср = О в известно значение 

то начальная амплитуда 

А - �  - . 
(1) 

( 2, 1 82) 

(2, 1 83} 

(2, 1 84) 

(2, 1 85) 
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Множитель e-ht х а ракте ризует быстроту затухан ии .  
Если h = О, т о  колеба н ия  буду т гармоничес к и м и  с перио · 
дом 

Т= 2r. . 
к 

(2 , 1 86 ) 

Пусть теперь будет удовлет воре но условие (2, 1 73) . Есл и 
nри t = О  х = О, то реше вне (2, 1 69) примет вид 

х = Хо t e(Vh2-a2-h) t - e(Vh'-a' + h) t ]  • ( 2, 1 87) 
2 Vh2 - к2 

В системе ,  имеющей с ильное демпфиро вание h2 » к',  экс · 
повев циальв ы й характе р движен и и  о писы вается у ра вне · в и е м  

.х х = -..Q. ( 1 - e-2ht ) .  2h (2 , 1 88) 

И ссл едование исходного х а р актер а  движения приводит 
лишь к предв арителыным п ред,ставлwиям о ·процессах, х а р а к· 
терных для группы «камер а-гидр авлическая цепь». З ап азды­вающий аргумент ВНОСIИТ П р'И'Н'дИ!ПИаЛЬIНЫе IИ!ЗIМеНеiН'ИЯ IB Д!ВИ­
Ж•ение п а1р ам·етров , а в н аших з а д ач а х  он н е  учиты1вал,ся .  Поэ­тюlму 'СЛ е1дующи1м эт,апом IИIС·Сл едов.ан и я  я вл яе11ся учет з а п аэды­

в а юще11о а·ртуJмента .  

§ 5. Р ЕШ ЕН И Е УРАВ Н Е Н И Я С УЧ ЕТОМ ЗА ПАЗДЬI ВАЮЩI!ГО 

А Р ГУМ I!НТА 

Х а р актерными особенностям и решений ур авнений с з а п а-
здывающим аргументом являются : 

н аличие везатухающих колебаний ;  
несинуооидальный х а рактер колебаний ;  
сложн ость зн ачительных воздействий н а  р ешение. 
Уравнения с зап аздывающим аргументом удJОбно реш ать на м ашинах непрерывно:ю счета . Осциллогр а м м ы  показывают, 

чт10 колебания являются несин усоидальными и н азываются ко­
лебаниями ударного тип а .  Эти колеб ания ч асто бывают очень « жест�имlи » ,  и дл я 1изменения ри'сун1ка осциллоf1р а!м,мы ил и 

амплитуды колеб аний п риходится пюрюй п рибегать к суще ст­
венным изменениям численных зн ачений коэффициентов ур ав­
нения .  В зависимости от п ар аметр ов двигателя ударные колеб а ·  
ния м огут быть симметричн ы м и ,  с б ыстрым н а р а станием и 
медл енным сп адом или с м едленным н а р а станием и быстрым 
спадю:м . При испытании двигателей чае11о :встреч а ются осцил ­
логр а м м ы ,  н а  �оторых изобр ажены колеб ания второf1о тип а , т. е .  с быстрым н а р а станием давления и отн осительно м едлен­
ным сп адом . Н а  этих осцилл огр а:м м ах н а бл юдается и В'I'Ор ая 
гармоника 6oJiee высокой ч а стоты и юбусловденная  К!О.Лебания­
м и газа в камере;  таК!ие код еб ания обычн,о н азыв ают а кусти -8 4  



ческим и, или высокочастотными .  При решении р ассм атривае­
мых в данной гл аве уравнений н а  осциллогр афе м ашины не­
п р·ерывного счета просм атриваются 11олыю так н азываемые 
низкоч астотные IЮдебания,  т .  е .  колебания,  обусловленные 
связью камеры с гидравлическим и  цепями .  

Рассмотрим ур авнения с зап·аздывающим аргум·ентом . 
Взяв за основу у р а внение (2, 1 6 1 ) , после упр ощения запи­си ·получим 

е.ЬО + 2ае. dO + bG + a02 + lp m8G= Pпp· (2 , 1 89) 
Для определения периюда индукции н а иболее ч а•сто приме­

няют липер•бю.лический заюон к 
-= = -pn 

г де К - число,  з а в и с я щее от состава  топлива;  
Kn 't = - --p. pn + 1  

(2, 1 90) 

(2 , 1 9 1 ) 
П одст авляя {2, 1 9 1 )  в у р а внен и е  к а м е р ы ,  после преобра­

эований полу ч и м  

ер + р о = ------'---'--"-----( Kn ' ) IP т 1 + pn + 1  р 
(2 , 1 92) 

В качестве в·roporo ур авнения привлекается, как и .обычно, 
уравнение гидр авлической цепи , кюторое можно з аписать так: 

р = Рпр - а02 - bG. 1 2, 1 93) 
Совместно решая ур авнения (2 , 1 92)  'И (2 , 1 93) , получают 

одно,  оо�ержащее д а•вл е!НIИе и 'ооот;ветст·вующие п роиЗJводные.  
Однако уравнение, к;оrорое при этом по.л учается, сл ожно и 
неудобно для исследоваН!ия н а  м ашине.  

Поскольку обычно интересуются КIОЛе6 аниями в окрестно­
сти установившеrося режим а ,  уравнение (2, 1 90) аппроксими­
руют линейным 

't = 't0 - ер. · (2, 1 94) 

Так как в дей ств ител ьности имеет м есто гиперболический 
или схожий с ним закон,  зна ч е н и я  't0 и с зависят от выбо­
ра парамет ров  о кре стн ос т и .  

Прим еняя к функции (2, 1 90)  р азложение в р я д  Тейлора и 
О11бр а1сывая неЛIНIНейные оста11ки для оп ределения 1коэффици-
енrов ур а внения (2 , 1 94) , находим:  

· 

К (n + 1 ) -to = ; 
р� 

Kn с = -- . p�+ l  

(2, 1 95 )  

(2, 1 96) 
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Таквк образом, 
(2, 1 97) 

После всех необходимых преобразований приХ'Одим к урав­
нению группы «камера-гидравлическая цепь» с учетом ли­нейного закона из:менения запаздывающего аргумента 

еЬО + 2авйй+ ьа + а01 + lp тО - 2/р mac001 -
- lp;nbcda = Pnp· (2, 1 98) 

Последние два члена левой части этого уравнения и отража ­
ют влияние запаздывающего аргумента . 

/ 

е 

5 

6 

? 

' 
Рис. 1 3. 

Рассмотрим результаты расчет.ов, проведеиных п о уравне­
нию (2, 198) . Вычисления производились ,на м ашине непрерыв­ного счета . При )]РIИНЯТЫХ за ;исхо,щные п ар аметрах и без уче­
та з31Паздывающего аргумента решение носило экспоненци­
альный х ар а·ктер . Кри:вая 1 на Р'ИС . 1 3  ооо11нетствует �исхОiд�но­
му ур авнению, но уже с учетом зап аздывающего аргумента. 
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Далее р асчет производился rолькю с учетом запаздывающего 
аргумента. Кривая 2 н а том же рисунке ·соответствует нес�оль­
ко уменьшенному значению м ассового коэффициента и .соот­ветственно увеличенному времени пребывания газов в кам ере . 
В результате такого воодействия часrота колеб аний у м еньш и ­

л ась. Кривап 3 соответствует обр атНJо му воздействию: здесь 
м а ссовый коэффициент увелiИчен по ср авнению с номинальным 
ЗIНачением в 2,5 рава,  а ·время пребыв ания в 2,5 р аза уменьше­но; в результате увеличена ч а,с·юта !Кол еб аНJи й .  

Дальнейшее изменение 1п ар аметров в этом же ·направлении 
приводИ1' к nоявлению колебаний с повышенной ам плитудой ; этот хара·ктер движ·ения иллюстриру·ет кривая 4. 

При исходных значениях м ассовог.о К'о.�ффициента и вре­
м ени п р ебы1ван1ия,  но п ри !ИЗiм ененн ых :в дв а р аtЗ а п.рот:ив но­

минал а гидр·авлических потерях наблюдалось уменьшеНJие 
а:м/Плитуды, причем за одним им пульсом с пювышенной ампли­
тудой ·СЛедJОвал'о два импульса с меньшей а:мплитудой ; этот ре­
зультат предотавлен кр.ивой 5. 

При дальнейшем !изм енен и и  nидра:м ичесюих потерь была 
получена крив ая б. Зде·сь интервалы .м ежду им пульсами но­
вышенной а1мплитуды увеличились . 

Х ара1ктер КIООiебаiНий рез�о иэмеН!илrся при откл онении от номинал а  ( 1Кiр1Ивые 7 и 8) )'!дельного IИ!МIПульса даJВл ения.  
Просмотр решений ур авн·ения на экране осциллографа ма­

шины позволяе1' быстро .и  надежно оценить вл ияние раз.пич•ных 
воздействий на хар а�тер изменения давления в камере или ра·сJСода тоnлива во времени. 

В подnQ'110вке м а-rериалов данноrо параграфа пр1Инимала 
участие Н. П. Шевченко. 
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Г лава III 
И ССЛ ЕДОВАН И Е Р ЕЖИ МО В РАБОТЫ АГР ЕГАТОВ 

С ИСТЕМ Ы П ИТАН И Я  

Переходные процессы гидр·авлических цепей в зн ачитель ­

ной степени з ависят о т  режим ов р аботы агрегатов систе::\tы пи­

тания.  Данная гл ава посвящена выводу ур авнений и исследо­

в анию гл авнейших агр·ега11ов питания ,  к числу которых сотно­
сятся аккумуляторы давления и н асосы . Аккумул яторы п ред ­

н азн ач аются для н аддув а б ак.ов и быв ают г азовые . порахо­вые и пита ·емые двухком понентным жидки� топл ивом - жид­

костные. Турбины и генер атю ры , относящиеся к силов•ому при­
воду системы питания , в гл аве I I I  не  р ассм атриваются, хотя 
многие rюл•ожения из теории аккумуляторов п ри годны и дл я 
р а .сч ета генер аторов . 

§ 1 .  УРАВ Н Е Н И Е ЗАКО НА СОХРА Н Е Н ИЯ Э Н ЕРГ И И ДЛЯ С И СТ ЕМЫ 
НАДДУВА БАКА 

Р а•ооМО11Р 'И М систему ( р ис . 1 4 ) , •состояшую rи з аюк)'1:'>1ул ятю ­

р а  и б а1ка .  В а1:кку1Мул яторе  нахо дит.ся г а з  и.тш же IИ'Сточник 
· тепловюй энергии в виде пораховой шашки или непрерывно по­
ступающего rоплива .  Бак заполнен жидкостью, котор ая в ы ­
тесняется rа•зами , поступающими в верхнюю полость б ака . По 
з аюону сохранения энергии 

(3, 1 ) 
Если во внутренней полос т и  акку муля т ора  в результ а ­те  сгоран ия топл ива и тепловых п ро це ссо в в газовых сме­

с я х  выделяетс я  тепло Q0, а те nлооб м е н  с окружающей 
средой хара ктеризу ется Q. для аккумулято ра в Qб для 
ба ка,  то 

Q = Qo+ Qa + Qб . 
Внутр.енняя энергия газа определяется суммой 

U = Ua + иб ,  
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где для rаза ,  заключенног о в а ккум уля тор е ,  

U a  = Уа Cv Та . 
Счита я Cv = const ,  находим 

Ua = C v  { Уа Та ) .  
Для  газа, заключен ного в баке,  

Va 

Р и с .  14 .  
Применяя  у равнени е  сnстояния ,  полу ч а е м  

(3,4) 

(3, 5 )  

(3,6 ) 

. cv . . . . и = R ( v. Ра + Ра v. + v6 Рб  + Рб Vб ) .  (З , 7) 

Производпа я  работы расш�рения  газа в баке 

Напомним,  что 
Cp - Cv = R ; 

k= 2 
с ,. 

(3,8) 
(3 , 9} 

(3 , 1 0} 
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Ура 1вне,ние закона сохранения энергии может быть теперь записано так: 

( 3 ,  1 1 ) 

Анализ уравнения закона сохранения энергии 

1. Уравнение энергии, выраженное через расход компонента 

Свободный объем в б а ке 
t 

Vб = Vб.в + _!_ s О dt, 
lж 

(3 , 1 2) 
о 

где Vб.н - начальный свободный объем ;  
1ж - плотность; 
О - весовой расход жидкости . 

Очевидно , что  

vб = ...Q. . (3, 1 3) lж 
Уравнение энергии примет вид t 

Va Ра + Ра Va + vб.нРб + _1_ \ о dt Ро + k _Q_ Р6 -jж е� 1ж () 

2. Уравнение энергии для газового аккумулят�ра 

(3, 1 4) 

Будем ориент.ир01ваться н а �средние зн ачения п а р а мет•р ов . 
Учитывая, что для анетемы с газовым аккумулятором тепло­
вые потоки н апр авлены из окружающей среды в систе м у, н а ­
пишем 

· · at · а R · · 

Va Ра + V6онРб + - Рб + k -рб - - (Q. +Qб ) =0. (:3 , 1 5) lж lж С "  

В пекоторых случаях ур авнение (3, 1 5) удобНIО записать с показателем политропы : 
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причем показате.ль политр опы 

n = k - !!._  . Qa + Qб 1•· со Gрб (3 ,  17) 

Обы чно Qa в Qб я вляются функция ми времени,  поэто­
му в n=n (t) . В инженерных расчетах ч ас то ориентируюте н 

ва некоторое средне е для  процесса значение показател я 
политропы .  Если 11еплообмен оrгсутствует, то 

Qa = Qб = 0. (3, 1 8) 
В эт ом с.11у чае 

n = k.  (3, 1 9 )  
Условие (3, 1 9) будет иметь место в при  валичии те пло ­

обмена ,  если 
(3 , 20) 

Изо т е рмический процесс наблюдается ,  ес.11 и n = 1 ;  при  9ТОМ 
R 

(3 , 2 1 ) 

Как известно,  

(3 , 22 )  
·Следовательно,  

(3, 23) 
Полное количество тепл а,  котор-ое сл·едует подвести к си­

стеме для обеспечения изотермического пр.оцесса ,  составит 

Qa + Qб = VжРб . (3, �4) 
Определв 111 требуемый объем аккумуля тора. Пусть про­цесс характеризуется O = const, Vб.н = О и Рб = const. Ис­

ходное у равнение запишется т а к :  
. а Va Pa + n - рб = О. (3, 25) lж 

После несложных преобразований: и интегри•р ования Gt � = n � · �� jж { Ра .н - Ра ) 
С целью уменьшения юбъема аккумуля·тора следует уве.ли­ЧIИТЬ подогрев, о11ношение 

Ра.н 

и уменьшить разность 
Ра - Рб . 

(3, 27) 

(3, 28) 
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Н ачал ьное зн ачение давления в аккумулят-оре определяет­

ся  хар актеристикой ком прессо р а ,  а р азность ( 3 ,28 ) зависит от 
п р оизводительности редуктор а .  Малые зн ачения этой р азно­

сти :-.южн о  получить только при  использовании р едукторов , 

р а ботающих н а  глубоком подкритическом р ежиме. С этой це­

лью целесообразн а  замена  газовых редуктор ов н а систем ы ,  

включающие в себя кл а п а н  и рел е  давления .  

Ур а внение энергии не всегда может быть з аменено ур ав­
нением политропы.  Его следует использовать отдельн о для 
аккумулятюра  или для  бака .  Есл и  же написать для всей сис­

тем ы 

то по казатель степени ,  как это я с но вз (3 , 1 5) ,  будет R . . . - (Qa + Qб ) - \1 а Ра с о m = k - v 

(3,29) 

(3 ,30) 
Он обращаетс я в показатель политроп ы  при Ра = О  и 

затем в по казат ель адиабаты,  если Qa + Qб = О. 

Та,ким обр азом , ра,осlм от,ренный процес'с , описываемый 

ур авнением энергии или уравнением �ип а  (3 ,29) , явл я-ется бо­
лее общиiМ , чем 1процеос 'ПОЛIИтрrа,пичесКJИЙ, и еще бол ее общи1:vt , 

чем ади а,б атичеоюий .  

3. Уравнение энергии для порохового аккумулятора 

Согласно (3. 1 1 ), считая О = const, имеем :  . . . at . 0 Va Ра + Р• Va + Vб.нРб + - Рб + k - р6 -lж lж R . . . - - (Qo - Q. - Qб ) = 0 . (3 ,3 1 )  
c v  

Зде с ь  Qa и Qб имеют знак  минус, поскольку тепловые 
потоки в рассматриваемом случае  направлены от еветемы в окру жающую среду . 

Элеме нта рное коо!Jичество  выдел и вш е га с я  nри сгора нии 
пораховой шашки тепла 

Qo = Cv Т1� ,  
где Т1 - температура сгорания ;  
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ш - вес шашки,  п ричем 

Ш = "fп 5<!' (l) dl; 
� = ln ер (l )  U. 

(3 , 32 ) 

(3 , 33) 
(3,34) 



Для цилиндрической  шашки при горении с торца �tD2 t · w = ... 'n - '  1 4 
тr.D� w = 1п - и. 4 

Для скорости горения примем закон 

и = и0 + ар• .  
Теперь вместо (3 ,33) в (3 , 34) имеем :  

w = 1п J f (l) (u0 + ар• ) dt ; 

ц; = 1п rp (l) (a0 + ар• ) . 
Рассмотрим в ы ражение R · R · 

- Q0 = - Cv T1w . с., cv 

Учитывая ,  что сила пораха 

находим вместо (3,40) . R . . . 
- Qo = fw = kfow 
c t, 

или 

(3 ,35) 

(3, 36) 

(3, 37) 

(3,38) 

(3,39) 

(3,40) 

(3 ,4 1 ) 

(3 ,42 ) 

( 3 , 43) 

В {3 ,42) замена силы пораха f на приведеиную силу fo , произведена по Ланжевену . Однако (3, 32) можно записать 
в виде 

{3,44) 

Вместо (3,40) получим 

Учитывая,  что 

получаем,  как и в (3,42) ,  
k/0d0).  (3,45) 

Уравнение энергии принимает вид 

VaPa +Pa Va + vб Рб + kрб vб -

- kfo1n ер (l) (U0 + ар• ) + .!i_ ( Qa  + Qб) = О. (3 ,46)  
Cv 
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Если Рб = const, то (3 ,46) запишется ка к 
Рб d vб = ТJ/оdФ, 

где коэффициент ТJ учитывает тепловые потери 
параметров аккумулятора : 

� (Qa + Qб ) + ( V�pa) 
Cv Тj = 1 - ---'--------

kfo.;, 

(3 ,47) 
и изменение 

(3,48) 
Интегрирование (3,47) возможно в случае, если '1j задано 

по результатам обработки опытных данных или подсчитано 
и принято средним значением .  

Очевидно, что 

(3 ,49) 

4. Уравнение энергии для zорячеzо аюсумулятора 
Если принять Ра = Va = О, то уравнение  энергии запи­

шется так : 

Vб Рб + kрбVб - � (Qo - Qa - Qб) = О. (3,50)· 
cv 

Количество выделившегася тепла 

Q, = (01 + 02) с рТа• 
г де 01 и 02 - весовой расход компонентов ,  питающих ге ­
н е ратор . 

П ри постоянном давлении в баке,  считая, что тепловой 
поток направлен из системы в окружающую среду , будем 
иметь 

(3 ,5 � )  
После преобразований при условии, ч то V б = �onst , 

р _ RTa (0, + О2) t (3 ,52): б - 11t 
k v , 

б 

где коэффициент, учитывающий те nловые потери,  

11t = 1 - Qa + Qб 
С рТа (0, + а�> (3 , 53) 

Коэффициент  '1/t является термическим к .  п .  д. ,  поскольку 
n редставляет собой отношение  полезно использованного · 
тепла 

с рТа (Ох + G2) - (Qa + Qб) 
к общему количеству тепла , Выделившемуся в горячем ак­
кумуляторе .  Отметим ,  что в инженерной постановке для 
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по рохового и горя чего аккумуляторов было принято 
р6 = const ; допущение  Ра = Va =О приемлемо л ишь  для го­рячего а ккумулятора , а для порохового аккумулятора  это 
допущен ие дол жн о обследоваться в каждом отдельном случа е . 
§ 2. УРАВ Н Е Н И Е  ЗАКО НА СОХРА Н Е Н ИЯ МАССЫ ДЛЯ С И СП :М Ы 

НАДДУВА БАКА 

Для той же системы (рис . 1 4 )  закон сохранения массы для аккумулятора записывается без учета запаздывания таким об- · разом: 
(3,54) 

где У - весовое количество топлива,  вошедшее в акк  уму­
лятор к мом енту в ремени t ;  

Уи - весовое количество продуктов, истекших к тому 
же моменту времени ;  

Уа - количество п родуктов, на копивши хся  в аккумуля ­
торе . 

У равнение закона сох р а нения  массы для бака можно 
написать так :  

Уи = Уб , (3 ,55) 
где Уб - весовое количество газа в баке к моменту вре­мени  t. Из (3 ,54) и (3 ,55) следует уравнение за кона для системы 

У= Уа + У б • (3 ,56 ) . 
Рассмотрим выражение (3 ,54). Воспользуемся у ра в н ением состояния и найдем 

Уа= R:Ta (Ра Va + VaPa - Ра Va �: ) . (3,57 )  
К ак известно, в случае  надкритического истечения 

• 

где 

v - О - -
акра . L и - - ----::=- Ра , VRaTa t 

Уи = .\ O dt, 
о 

( 2 )n�l v n а = -- 2g-- . n + l n + l 
Как известно , 

(3 ,58) ·  

(3 ,59) 

(3 ,60) 
где 01 и 02 - весовой расход ком понентов, питающих ге ­
нератор .  
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Подставляя полученные зна чения производн ых в (3, 54 ) ,  
наХОАИМ : 

� .. Ра (Gl + О2) - у Ра -R.т. 
- -1 - (Ра Va + V;.p3 - Ра Va Та ) = О. ( 3, 6 1 ) Ra Ta Та ' ' 

Теперь используем уравнение  (3 ,55 ) и уравнение состоя -
ния для газа , заключенного в баке ;  находим 

У б = Рб vб 
. (3 ,62) 

RбТб 

Если _ расход жидкости из бака  меня ется во времени ,  то t 
vб = Vб.н + -1 S oж dt .  "(ж о 

(3 ,63 )  

Следовательно, t 
S G dt 

Рб = R 6 Т б _lж_· ___:_о __ 

Е t 
j' Gж dt 
u 

(3, 64 )  

Уравнение  (3 , 64) устанавливает связь м е жду притоком 
газа в бак и расходом жидкости из бака .  

Анализ уравнения закона сохранения массы 

1. Уравнение массы для газового аккумулятора 

Воспользуемся в ыражением (3 , 6 1 ) . Во в ремя работы а к ­
кумулятор газом не  пополняется , а поэтому (01 + 02) = 0 . Объе ы аккумулятора Va = const ,  следовательно,  

акра(' R. T. Ра + Va (.Da - Ра t; ) = 0. (3 ,65 ) 
П роцесс перетекания газа счита ют политропическим 

что следует из  

Та  n - 1 р1 
-= -- · - , Та n Ра 

п - 1 

Та = Та.н { -1 ' р ) n 

\ Ра .н 
После п реобразований  

Зп- 1 

Р.а = - Zp;?' , 
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Z=
na11paV� 

п - 1  

v -;;n аРа�н 
�Разделив .п е ременные и интегри руя , находим 

2 V, [ ( �;" )';;' - 1 : t = ----'---==;-(n - 1 )  акра V R1T1 _11 

(3,69 ) 

(3 ,70) 

2. Уравнение массw для порохового аккум:улятора 

Воспользуемся уравнением (3,6 1 ) . Учитывая , что 
/0 = RaTa И (01 + 02) = � . 

. имея в виду (3 ,66), получае м  

· _ ;- d • n - 1 · fow - у /о '-'крара - - (Ра V а) + -- VaPa = О. 

Если Ра = Va = O, то 

dt n 

· акра w = 
V

fo Ра · 

(3, 7 1 ) 

(3 ,72) 

§ 3. УРАВ Н ЕН ИЯ СИ СТЕМЫ П ИТА Н ИЯ С НАГРУЖI!Н Н ЬIМ И 
БА КАМИ 

Количество ур а внений замкнутой системы зависит от чис­
л а  п о:Цлежащих определению вел.ичин.  

Б у де м считать , что неизвестными являются : 
01 - секундный весовой расход окислителя аккуму­

лятора ; а, - то же  горючего; а - расход газообразных продуктов из аккумуля-
тора в бак; Ра - давление  в аккумуляторе ; Рб - давл ение  в баке;  

Va - объем аккуму.'1ятора ; vб - объе м бака ;  
Q0 - тепло, выделя ющееся в аккумуляторе ;  
R - газовая постоянная ;  

Q a ,  Qб - парамет ры , характе ризующие теплообмен; а. - расход жидкости из  бака . 
Для определения 01 ,  Os и Ож привлечем ура вне ния со­

·ответствующих гидравлических цепей ;  х арактер изменения 
7 З а а .  6 3  97 



объе ма аккумулятора во времени найдем по характеристи· 
кам выгорания , газовую постоянную - по результатам тер­
модинамического расчета, параметры теплообмена  оnреде­
.'lятся данными те nлового расчета .  

Поскольку осталось пять веизвестных (р. , р6 и их про­
изводные, О и ее интеграл ,  Vб , Q0 и их производные), не ­
обходимо написать пять уравнений : 

о о т 
[ (G1 + О:а) - О] R. Ta - Ра Va - VaPa + Ра Va _а = О; (3,73) Та 

s Q dt 
Рб = Rб Тб � · 

е J О ж dt (3,74) 

v.p. + Ра Va + vб Рб + kрб vб - В... (Qо + Qa + Q6 ) = 0; (3,75) 
c v  

Vб = �  S Oж dt ; iж 
Qo = (01 + 02) ср Т. 

(3, 76} 

(3, 77) 

Решение этих уравнений возможно совместно с другим 'И,. 
nер ·ечисл енным.и выше. 

Анализ системы уравнений 

Рассмотрим аккумулятор , пита·емый жидкими юомпонента­ми ( рис. 1 5) , и исследуем процессы, протекающие в окрестно ­сти установившеrося режим а .  

1 .  Вывод уравнений системы наддува с горячим генератором 

Допустим, что в систем е питания генер атор а обеспечи­
вается 

а К = _!... = const ; 02 (3 ,78) 

при этом достаточно в оспользоваться одним ур авнением гид­
роцепи, н апример ур авнением цепи окисли'Геля 

(3 ,79 ) 

Здесь Pnp - приведеиное давление подачи ;  при рассмот­
рении окрестности режима б у де м считать, что Рпр = const, 
хотя в системе с насосной rJ ода чей средств генерации Pnp = { (01 ) .  Поскольку рассматривается окрестность режима, 
гидравлические потери привима �тся как 
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Б у де м считать , что пе реnад давления между камерой генератора р и ба ком Рб относительно мал ; в таких слу­чаях считают, что 02 
р - рб = -- , 2ga2 (3,8 1 )  

где О - секундный весовой расход 
газа из камеры ген е ратора в 
бак ; 

а - оринеденна я  площадь, равна"я 

C{JO -v:r. 
У равнение состояния для бака 

Рб Vб = Уб R T. (3,82) 
Объем газа в баке 

(3,83) 

где Vб.н ·- начальный объем в баке ;  1ж - плотность ком nонента , на ­
ходящегося в баке ; 

где 

О ж - секундный весовой расход 
этого компонента . 

Уравнение (3,83) заnишем так : 
t 

Vб = � S Oж dt, "Тж о 

vб.н"Тж e1 = l + --­
t 
J Oж dt 
о 

Количество газа в баке 

(3,84) 

(3 ,85) 

t 

У б = Уб.н + S О dt 
о 

или 

где 

7* 

Рис.  15 .  

(3 ,86) 

(3 ,87) 

(3,88) 
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У равнение состоя ния запис ывается теперь та к :  
t t 

Рб а1 S Gж dt = •2R T 5 G dt .  lж О О 
(3,89) 

Расход жидкости из бака Gw. будем принимать постоя н ­
ным ; вместо (3 ,89) nолучим 

(3 , 90) 

Уравнение м атериального баланса для камеры генера­
тора имеет вид 

где 

v . G = m01 - - p, (3,9 1 ) RT 
1 

m = l + - . к 
П р и  выводе уравнения (3 , 9 1 ) м ы  не  учитывали запазды­

вания сгоран и я , считали , что К= const ,  а nоэтому и 
RT= const, и nолагали , что в окрестности режима можно 
считать V = const , т . е . nренебрегать влия_нием кривой вы­
горания  на свободный объем камеры генератора . Оконча ­
тел ьно исходная система  будет выглядеть так :  

t 
- R T lж s G dt Рб - - · -Gжt Е 0 

V · 0 = mG1 - - p  R T 

(3 ,92) 

Неизвестн ыми  в ура внениях будут О, G1 ,  р и Рб ; следова ­
тельно , система  является замкнутой .  

2.  Преобразование уравнений системы 

П одставим Ро из третьего у равнения (3 ,92)  во второе,  
получим 

(3,93) 
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Величина Ожt характеризу� г свободный объем в баке в 
рассматриваемый момент времени .  Если в этот момент вре­
мени  проверне тся стабильность систем ы, то величина О., 
как м едленно меняющаяся по сравнению с колебател ьными 
процессам и , может считаться постоянной .  Поэтом у , если м ы  б у де м брать провзводну ю  по  времени ,  то получим 

р = GG + RT 1ж  О.  (3 ,94) g;2 Gжt z 

Используя четвертое у ра внение системы (3 ,92) , найдем 
. . v . . 

0 = m01 - RT p. (3 ,95) 

Подста вим (3 ,95) и четвертое ура внение (3 ,92) в (3 ,94), тогда 

/J = -1 [ ( mo� - �/J) ( mal _..Y.. jj ) ] + ga2 RT RT + RT 1ж (mo1 _ ..!!.._ /J) . Gжt z RT 
Из первого ура внения системы полу ч и м : 

р· = - ad - ЫJ · 1 1 •  

'Р = - aG1 - ьо1 . 
П одста вл я я  полученное  в (3 ,96} , находим 

adl + ьаl + _!_ ( mol + � aiJl + � ьа1 ) х ga2 RT RT 1 

х (mol + _у_ а01 + � bG1 ) + � Т  RT 
+ RТ1ж ( mo1 + � а01 + I... ьо1 ) = о. Gжte R T  RT 

(3 , 96) 

(3 ,97) 
(3 ,98) 

(3 ,99) 
Движение можно представить за висящим от ряда коэф­

фициентов : 
1 )  коэффициента , х а ра ктеризующего отношение  между 

компонентами  

(3 , 1 00) 

2 ) коэффициента г идравл ических потерь  основной г и ­
дра влической цепи  

(3, 1 0 1 ) 
3) коэффициента , отра жа ющего действие массовых сил 

Ь= _!_ � iL ; (3 , 1 02) g � Oj 
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4) коэффициента гидравлических  потер ь  на  границе 
между генератором в баком 1 at = - ; g�2 (3, 1 03) 

5) вел и чин ы , определяемой по  удел ьном у  импульсу дав­
ления газа , заключенного в баке ,  

Gжt Vж Е 
(3 1 0 ) а2 = е -- = е - = - . , 4 RТтж RT /б б)  вел ич ин ы , определяемой по удельном у им пул ьсу да в­

ления камеры генератора v 1 as = RT = J; .  (3,105) 
Тепер ь , после п реобразований ( 3 ,99) , можно за писать та к : 

Aiit + As01 + А 1 01 + А001 = 0, (3 , 1 06) 

где обозначено :  
2 . 2 - 2 . Ь а1аз01 + аЬа1азG1 + mba1a301 == Аз ;  (3 , 1 07) 

(3 , 108) 
(3, 1 09) 

(3 , 1 1 0) 

Хар акте-Р движения (3, 1 06) будет зависеть от п оведен ия 
коэффициентов. Для них можно предположить синусоид ал ь ­

ный или апериодический хар актер движения .  Если обеспечи­
вается апериодическое движен ие этих коэффи циентов , то п р и  
до,статочных значениях t н а эти коэффициенты м ожно смот­
реть как н а  постоянные числ а . 

Определим условия апериодического движения. 
Уравнение  (3 , 1 07) за пишем та к :  

О б означим 

· · а · т А3 01 + - 01 + - 01 = -- .  Ь Ьаз Ь2а1а� 
(3, 1 1 1 ) 

(3 , 1 1 2) 

где Gto - значение расхода , соответству ющее уста новив­
ш ем уся режиму .  

В м ал ых отклонениях (3 , 1 1 1 )  за пишется в сл едующек 
виде : 
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Ожидая апериодическое движение , можем написать, что 
при  t -+ = x = x = x = O; поэтому уравнением статики бу ­
.дет следующее : 

(3 , 1 1 4) 

Совместное решение (3 , 1 1  3) и (3 ,  1 1 4) 
родному у равнению 

при водит к одно-

х + !:.._ х + !!!_ х = О. Ь Ьа3 
(3 , 1 t 5) 

Условие апериодического дви жения  запишется так :  

---- 2 уть 
а /· -

аз 
(3 , 1 1 6 ) 

или в параметрах двигателя : 

а > 2 �( тЬ � (3, 1 1 7) 

Итак ,  х ара ктер движения  определя ется : 
1 ) коэффициентом гидр а вл ических потерь  а ; 
2) коэффи циентом Ь ,  отражающим де йствие массовых 

·сил · 
3) объемом камеры генератора V; 
4) термодинамической характеристикой генератора mR Т. 
Используя (3, 1 1 4) , н аходим , что в сл у чае удовлетворе-

н ия услови я (3 , 1 1 7) 
(3, 1 1 8) 

Исследуя аналогично (3, 1 08) ,  последовательно получаем :  

ё; + � d  + � G  = � - Ь (аs + аз) . (3, 1 1 9) 1 b l ь 1 ? 2 ' аз аЬа1 а3 аЬа1аза3 
.Х + � х + !!!_ х = � - Ь (а2 + аз) - !!!.__ G1 • (3, 1 20) 

Ь Ьаз аЬа1а� аЬа1 а2а� Ьаз 0 '  
.Х + !:_;С +  !!!__ х = О ;  (3 , 1 2 1 )  Ь Ьа3 

/ RT a > 2 J! mb v ; (3 , 1 22) 
As -+ A 3 ..!!_ [ l + Ь (а, + аз )  ] ;  (3, 1 23) Ь maa1a2a3G10 

А , -+ A s  .!!__ [ 1  + bRTga2 ( 1  + V-rж . _1 )] . (3 , 1 24) Ь ma VG1o еGж t 
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В задачах рассм атривае'Мого тип а следует отлич ать время: 

р аботы двигателя t от времени процесса t ,  в течение кото­

рого практически завершается движение системы,  возникшее 

.посл·е возмущения. Время процесса будем считать м алым по· 
ср авнению с временем работы двигателя . Общепринятая за ­

.пись условия в виде t -+  со показыв ает, что через опреде· ленный интер.вал врем ени п а р аметры процесса п р актически­

будут та�ими, какими они был и бы при  t = оо. Поскольку 

время пр.оцесса многократно укл адывается во время рабоrгы 

двигателя, пробу на устойчивость можно производить в раз ­

л,ичные мом,енты р·аботы двигателя. 

Н а1именьшее значение А2 пол уч ает в конце р аботы двига-­

теля 

(3 , 1 25)  

Наибольшее  значение  имеет м есто в начал е работы : А, � оо .  

о�ме�им, что при  р ассмотрении ( 3 , 1 08) было получено ус-­
ловие (3, 1 22) , не  ·отличающееся от ( 3, 1 1 7) . Рассм аtiривая ан а ­логично (3 , 1 09) ,  посл.едоват·ельно получ аем :  

. . .  а · т х + -- х + - х ь ьа. 
х + .!!:_ i + !!!.. х = О; 

Ь Ьа3 ---
а > 2 (ть � ; 

а (а2 + а3) mba1a�.a1 

А -.. А _17!_ [ t  + 1 1 ь аз 
а (а, + а�) 

] • mta1a2G10 
В параметрах двигател я 

At ..... А з .!!!__ . RT r 1 + agat ( 1 + V'(ж . _1 ) ] 
Ь V _ m'Gto ЕGж t 

В конце работы дви гателя 

А ... А !!!:_ 
• 
RT [ 1 + aga' ] . 1 3 Ь V m2G10 ' 

в начальный пе риод работы двигателя 

И здесь (3 , 1 29) н е  отл и ч а ется от (3 , 1 1 7) .  
1 04 

(3 ,  1 26) ·  

(3 , 1 28)· 

( 3 , 1 29)• 

(3 , 1 30)· 

(3, 1 3 1 )• 

(3 ,  1 32)1 

(3 ,  1 33}: 



Есл и условие (3 ,  1 1 7 ) удовл етворено, то по истечении 
определ енного интервала времени t (математическая запись t - =) в о крестности л юбого t на все А; можно смотреть 
ка к на  числ а .  Следовательно,  условия устойчивости (3 ,  1 06) за п и ш у тся та к : 

А1 > О; А, > О; А 1 > О; А0 > О; (3 , 1 34) 
А1А2 > А0А9• (3 , 1 35) 

Условия ( 3, 1 34) безусловно удовлетворяк нся.  Усл овие 
(3 , 1 35) за,пишем так: 

[
1 + а (а2 + а3) ] [ таа1а, 010 + а, +  аэ ] > 1 • (3 , 1 36) m2a1asG10 Ь а3 

В па ра метра х двигателя 

Ч' - [ ( 1 + _!!__ • 
_

1
_) + (_!!__ . _1 . �) _!_] х а1 m2G1o а1 m2G10 ЕGж t 

Х [ (т аа1 
• &GжGto + ЕGж ) t + t l  > 1 .  (3 ,  1 37) Ь RTrж Vrж 

В на чал ьный период 
(3 ,  1 38 )  

Условие (3 ,  1 37 ) можно пере писать,  п ридав формуле боль­
ш у ю  н а глядность 

( С1 + �2 ) ( Cat + 1 ) > 1 .  (3,  1 39) 

Устойчивость определяется семью пара метра ми двигате­
л я : еGж ;  RT; 010 ;  V; К; а;  а1 и ,  ка к  сл едует из  (3 , 1 39) , за-lж 
висит от ·Времени , истекшеrо с момента  начал а  работы двига ­
теля .  Н аиболее устойчиво двигатель  р а,ботает ср азу после вы ­
хода н а  р·ежим , затем устойчивость ум.еньшается.  Если время 
р аботы двигателя окажется достаточным , "JiO наступит м омент 
наименее устойчивой работы, а возмож:но, и потери  устtойчи­
вости . После эrо·го устойчивость будет беспредельно возр ас­
тать . Н аибольший: интерес пред.ста.вляет определение времен•и н аступл,ения наименьшей усrойчивосrrи . 

Взяв провзводную от л,евой части (3 , 1 39) по t .и прир ав­няв полученное нулю, н аходsим критическое время,  соотв·етст­вующее н аименьшей устойчивости tИли потере усrойч.ивости, 

(3, 1 40) 
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Условие устойчивости примет вид 

[с� + у' С1С2Сз J [ { с��з + 1 J > 1 (3, 1 4 1 )  
или после преqбразований  

[Vc� + Vc:cз ]2 > 1 . (3, 1 42) 
Воздействия, которые необходимы для повышения устойчи­

вости в критический период р аботы системы , легко оп реде­
лить ·пю (3, 142)- Это же уравН'ение позволит решить ·вопрос о 
степени н аим еньшей устойчивости . 

В формуле (3, 142) обозначено: 
а 1 

С1 = 1  + - · -- · а1 m2010 ' 
С., = .!!_ · -1- . V-rж . 

� а1 m101o еGж ' 

с _ вО ж ( l + аа1 Oto V ) . - -- т - ·-- . 
V-rж Ь RT 

После подстановки получим 

[ v/ 1  + а 1 , ' - · -- -r а1 т%010 

+ 1/_!!__ ._1_( 1 + т  аа1 • 01о)]2 > 1 . а1 m2Gto Ь la 

(3, 1 43) 

(3 , 144) 
(3, 145) 

(3 , 1 46) 

Таким образом,  для обеспечения устойчивост-и необходимо 
удовлетворИIТЬ условия (3, 1 1 7 ) и (3 , 1 42) . 

Отм·ет:и:м, что при - использовании р а.ссмотренных ур авне­
ний нeoбXIOtlJ.ИM•O придерживатыся •следующей р азмерности : 

а2 [кг · м] ; а [..:!.!!_ ] ;  Ь [ сек2 ] ; at [ сек' ] � � а · м' а2 [м2] ; а, [м2] ; А, [ се;з ] ;  А2 [ с:';,2 ] ;  

А 1 [::] ; Ао [�, ]  ; а. [с::] · 

Ра сс мотрим предельный случай ,  для которого а= О. 
О чевидно , что С1 = 1 , С2 = О и С 3 > О, причем Cs __,. О . Сле ­
довательно ,  ф -.... 1 .  Поскольку условие (3 , 1 42) у довлетво­
ряется , то решающим является обеспечение условия (3, 1 1 7 ). 

В уравнениях (3,92) не учтено влияние запаздывающего 
аргумента . Поско111ьку в действительности с11орание в камере 
г"ен.ер аrора протекает так же, как в .основной камере, кроме 
.проверки .н а устойчивость , необходимо опр·еделить хар актер . 1 06 



движения и пр•овести полные р асчеты с учетом запаздыв ания  
·сгорания. Обл асть возможного применения р а ссмотренного 
прибл иженного метода определя-ется путем сравнения при-
6лиженноrо р·ешения с точным.  Решения для типичных слу­
ч аев можн о получить н а  вычислительнюй м ашине непрерывно ­

го действия.  

§ 4. УРАВ Н Е Н И Е Ц Е НТРОБ ЕЖНОГО НАСОСА 

Для определения зависимости напора ,  создаваемого насо.­
сом в условиях неустановившегося режима, используем закон "СОхранения энергии 

dE = dEм + dEL + dEu + dE, + dEc + dEhк + 
+ dEhc + dEy, (3, 1.47) 

rде dE - элементарная энергия , подведенная от п ривода к 
валу насоса ; 

dЕм - приращение энергии жидкости ,  возника ющее 
вследствие изменения момента по длине проточ­
ного тра кта ; 

dEL - приращение эне ргии жидкости , набл юдаемое 
вследствие изменения радиальной составля ющей 
скорости по длине тра кта ; 

dЕи - элементарная энергия,  расходуемая на изменение 
угловой скорости вращения жидкости в проточной 
части колеса во времени ;  

dEr - элементарная энергия , затрачиваемая на измене­
ние радиальной составля ющей скорости жидкости 
во времени ;  

dEc - изменение энергии,  обусловленной действием мас­
совых сил в спиральной камере ; 

dЕhк - элементарное изменение энергии ,  расходуемой на 
преодоление сил вязкости в проточной части ко­
леса ; 

dEhc - то же в п роточной части спиральной камеры ; 
dE7 - изменение энергии,  обусловленное утечками . 

. 1 .  Напор, создаваемый насосом 

П усть к валу насоса приложен момент М; если угловая 
скорость вала w ,  то элементарная энергия ,  пе реданная на­
сосу 

dE= Mw dt. �з. 1 48) 
Если вся эта энергия трансформируется в эне ргию жидко-
СТИ, ТО 

dE = Ht Q dt, 
где Ht - теоретический напор,  создаваемый насосом ;  Q- секундный весовой расход жидкости.  

(3, 1 49) 
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Сл едовательно, Мш Ht = - . а 
Действительный напор 

H = Ht '"'lн • 
где '"IJн - к. п .  д .  насоса . 

Для определения  мощности находим 

(3 ,  1 50}· 

(3, 1 5 1 ) 

N = Ht G = Mw.  (3 , 1 52)· 
Есл и у честь (3 , 1 5 1 ) и п редста вить мощность в лошадиных 
сил а х ,  то 

N = на 
. (3 , 1 53 ) 751jи 

Напор жидкости складывается из статического и динамиче­ского : статическшй 

динамический 

н _ _]!_ е - ' "Уж 
С2 н .. = - .  2g 

Сумма рный (полный)  напо р  

H = L + S::... , !ж 2g 
а приращение  напора в насосе 

н _ Р2 - Р! С� - Ci 
н - + ' 

"Уж 2g · 

(3, 1 54) 

(3 , 1 55) 

(3, 1 56) 

(3 , 157 )  

где индексы 1 и 2 характеризуют параметры входа и выхода . 

2. Приращение энергии жидкости, воэникающее в силу 
иэменения момента по длине тракта 

Допустим,  что напор возникает только в силу рассматрива-­
емой причины; условие (3, 1 50)  запишется так:  

На в ы х оде из колеса 

а' Mz = - Си,r2, g 
где G' - расход че рез колесо ; 

(3 ,  1 58) 

(3 , 1 59)· 

С112 - тан генциальная составля ющая скорости жидкости 
на выходе из колеса (рис . 1 6) .  
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т де 

На входе в колесо 

Рис. 1 6 .  
По треугольникам скоросте й :  

с - и  cr2 . 
11 2 - , - -- ,  tg �� 

Си 1 = И1 - � .  tg  �� 

(3 , 1 60) 

(3, 1 6 1 ) 

(3 , 1 62) 

(3, 1 63) 

(3 , 1 64) 

(3 ,  1 65) 

G' s = - ; (3 , 1 66 )  а 

Ь2 - ш и рина п роточной  части кол еса на  выходе ; r0 - радиус ступи цы ;  
k i - коэффициенты стеснения . 
По  у равне нию моментов 

ul = !l U2 . (3, 1 67 )  r� 
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П роизводя подстановки и п реобразования , на ходим : 

Н,и = г2 г2 2 - 1 01111 -
g 

е 

( bsk� ltg �2 
2г1 ) roO . - --

2�g1ж k1 ( ГI - г�) tg �1 { 3 , 1 68) 

Если коэффициенты подсчита ны ,  то (3 ,  1 68) п редставляется 
та к : 

(3 , 1 69) 

3. Приращение энергии жидкости, возникающее вследствие 
изменения радиальной составляющей скорости по длине тракта 

В результате изменения радиальной составляющей наблю­
дается изменение кинетической энергии ·потока , так что иско­мое уменьшение н а!Пор а  

c;z - c;l 
HL = (3, 1 70) 2g 

Используя ур авнение неразрывности, после преобразований по­
лучим 

или  

HL -
е2 [ 1 - (  2г2Ь2 .!!J... ) 2 ] QII (3 , 1 7 1 ) 

- 2g"t�(2�г2b2k� )2 ( гi - г�) kt ' 

(3 ,  1 72} 

4. Падение напора в силу расходования энергии на изменение· 
угловой скорости вращения жидкости во времени 

В условиях неустановившегося режим а  элементарная энер ­
гия, р асходуемая на  преодоление массовых сил во · вр ащатель­
ном движении :  

(3 , 1 73} 
где А/ - M OlVI eнт инерции Ж!ИдJКОСТIИ , заполняющей кольцо ,  
шириной dr  (рис. 1 6) . При р ащен ие энерпии на  этом эл емен -
11ар :но1м ПУ11И СОСТа!ВИТ 

(3 , 1 74) 
следовательно,  АНи п редста вл я ет собой п риращение 
н а пор а .  В нашей  постановке согласно (3 , 1 73) и (3, 1 74) 
можно написать 

(3 ,  1 75) 
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поскол ьку 

то 
d/ = r2 dm, 

Н и = --ь- 5 wж�жr2 dm . 

Эл еме нта рная 11.1асса 
ЬkГ'fж dm = 2r. -- dr . 

g 
У г лова я скорость дл я жидкости 

w = Си 
ж r 

Тангенциальная составля ющая 

с г а и = e»r -
22tbkГjж tg � ' 

где w - угловая скорость кол еса . 

(3, 1 76) 

(3, 1 77 ) 

( 3 , 1 78)  

(3 ,  1 79) 

(3, 1 80) 

В условия х  нашей  зада ч и  радиальная составля ющая ско­
рости С _  dr 

r - dt 

н е  может измен ить бал а нса моментов ,  поэтому 

Си wж = - ;  r 
w. = w - г а.  

22tbkr2'fж t g  � 

О кончательно , вместо (3 ,  1 75) получаем 

( 3 ,  1 8 1 ) 

(3 , 1 82)  

(3 ,  1 83) 

Н - 22t'fж s (w 
е О 

) (ro 
ad ) bkr3 dr (3, 1 84) и - gG - 22tbkr2-yж tg � - 22tbkr2-yж tg � 

· 

СJiедует иметь в виду,  что Ь , k и tg � я вляются функци­
ей  r. Считая w ,  О и их  п роизводные  не зависящими от  r и 
предполага я  наличие  реш е ния , (3 , 1 84) напишем та к :  

( 3 ,  1 85) 

5. П адение давления в проточной части колеса вследствие 
расходования энергии на изменение во времени радиальной 

составляющей скорости жидкости 

Изменение мощности - производной энергии по времен и  на 
участке составит 

E, = G dH, . (3 ,  1 86 )  
l l j  



С другой стороны ,  это же  изменение 

Ё, = С, dР. (3,  1 87} 

Для эле м ента массы 

dP = C, dm. (3 , 1 88) 
Та ким образом , 

dH = c,t, dm 
r а . ( 3 . 1 89) 

Посколь ку 
с _ _ eG 

, _  -- , 
2тtbk r 1ж 

(3 , 1 90) 
о кончательно 

. '• Н, = �2G 5 dr . 
2тtg'(ж bkr 

r, 
(3 , 1 9 1 ) 

Если решение интеграла получено, то (3 ,  1 9 1 ) запишется в следующем виде : 

H, = Dr О. (3 , 1 92) 

6. Уменьшение давления, обусловленное действием 
массовых сил в спиральной камере 

Аналогично (3 , 1 89 ) , но после интегрирования 

Элемента рная масса 

Обычно принимают  

S
cc Не = - dm . Gt 

dm = 
Ьr'(жdf dr . 

g 

(3 , 1 93 ) 

(3 , 1 94) 

(3 ,  1 95) 

(3 , 1 96) . 
Ка к  и прежде , 

1 1 2 

(3, 1 97 } 

Учитывая уже изложенные сообра жения , находим :  . . �с  с .. 2 = wr2 - (3, 1 98)  
2кЬ2k2r21ж t g  �2 

. r2 . С = - Си2 . {3 , 1 99) r 



\О кончательно 

'fo '• 

(3,200) 

Сначала следует взять внутренний интеграл и , учитывая , 
·что r1 есть фун кuия угла <р, в подынтегральную фун кцию 
перед выполнение� второго интегрирования подставить 

(3,20 1 )  

где d10 - диаметр выходной горловины .  
После выполнения интегрирования 

Н = ('D � + D' ) � + (D" � + D"') d с C G  с с а  с • 
(3, 202) 

'7, Уменьшение напора вследствие действия сил вязкости 
в проточной части колеса 

Ка к известно , Wl dHhк = Ак -- dl, 
'!gd"" 

где W - относительная с корость;  
d"' - приведенный разме р ;  

l - длина тра кта , омывае мого жид костью ;  л .. - коэффициент трения . 
И з  тре угол ьника с коростей : 

(3, 203) 

w = ...!2._ . (3 ,204) sin � ' 

Со г лас но (3 ,  1 90} 

Поскол ьку 

8 З а к .  63 

dl = _t!!_ (3 ,205) s in  � · 

d 4g 4- = п , 

d _ 
4rtrЬ/e 

" - 2rtr + Zb 

(3 , 206) 

(3 ,207) 

(3 ,208) 
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Следавательва,  

Hhrr =i.��: 2 
( EG)2 s (2"r + Zb) dr 

32r:зg1ж (bkr)S sinз � 

Ка к и в предыдущих случаях,  
Hhк = Dha 02•  

(3 ,209) 

(3,2 1 0) 

8. Уменьшение напора вследствие действия сил вязкости в проточной части спиральной камеры 

Аналогично ( 3 ,203) пише м  

С' dHhc = Ас -- dl. 
2g d"'  

По уравнению неразры вности 

C=_!l_;_ ' 
сrпж 

· причем , если 

то 

G . = i О· 
l 2т; ' 

G; = const. cr; 
Для средне й  линии сп ирали 

r = r, + a<p.  
Следовательно ,  

Если принять 

т о  

Принима я 

п ол у ч им 

а "t = 1tr2 =  - rn  
с 2r: т , 

1 /� -a -

rc = - v - <р . 
7t 2 

(3,2 1 1 ) 

(3,2 1 2) 

(3,2 13) 

(3 ,2 1 4) 

(3,2 1 5) 

(3,2 16) 

(3 , 2 1 7) 
(3 ,2 1 8) .  

(3, 2 1 9) 

(3,220) 

(3,22 1 )  

nxe а - площадь сечения проточной части спиральной к а ­
меры, соответству ющая <р = 211'. 
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После интегрирования  (3 ,2 1 1 ) полу чим 

Очевидно ,  что 

21t2,5 А 0' н " --hc =
-- - а 2 5  2 • 

З · g а '  "(ж (3 ,222) 

(3 ,223) 

9. Уменьшение напора, обусловленное утечками в районе 
рабочего колеса 

Если размеры зазора в уплотняющих кольцах - l и о ,  то 
утечка через одно уплотнение 

(3,224 ) 

коэффициент расхода 

� = V + + �} . (3,225) 

где Л - коэффи циен т трения для тракта уплотнения;  
а - коэффициент сопротивления тракта, подсчитанный 

без учета потерь в уплотнении .  
В условиях уставовившегося  ре ж и ма в соответств ии 

с (3, 1 69), (3 , 1 72) ,  (3 , 1 92), (3, 2 1 0) ,  (3 ,223) без учета  утечки 

Нн = Dмш2 - D'мшО + (DL - Dh._-Dhc) 02• (3 , 226), 

Дифференцируя  (3 ,226) и переходя к малым отклонени­
ям для случая ш = const и О = vari , получим 

Учитывая налич и е  двух тракто в утечки для определе-­
ния уменьшения  напора , пол у чим 

Ну =  2 [ - D'мш + 2 (DL - ·  Dhк - Dhc)] G�Gy. (3,228), 
Имея в виду (3,225), полу чим 

Ну = 2  [- D'мш + 2 (DL - Dhк - Dhc)] О Х  
Х JiO у 2gт [Dмw2 + (DL - Dh._- Dhc) 01 - D :МwO] . 

(3,229) 
Напор Ну несоизмеримо мал по сравнению с полным 

вапором , создаваемы м  колесом.  Поэтому для преобразова­
ний (3, 229} допустимо nрименить уравнение стати ки центро­
бежного насоса 

8" 
(3, 230) 

1 1 5 



Теперь получим 

Н1 = 2 [ - D'м(/) + 2 (DL - Dhк - Dhc)J Х 
Х 1-'� V 2g"f [D.v +  (DL - Dhк - Dhc) k; - D:Wkн] · •2• 

(3,23 1 )  
Вместо (3,23 1 )  можно на писать 

H1 = D,•2 - D�ш3 • 

Анализ полученных уравнений 

1 .  Расчетные формулы 

(3,232) 

В услО'В.иях неустановавшегося режим а н апор, создавае­мый н аоосом , в соответствии с (3, 1 69) , (3 , 1 72 ) ,  (3 , 1 85) , 

(3, 1 92) , (3 ,202) , (3,2 10) , (3 ,223) и (3 ,232) будет · 

Нн = (Dм - Dу) ш2 - D'ышй - (Dt + Dhк + Dhc) 02 + 
+ D;w3 - [ <Dи + Dc) � + (D� +D� }  ] � -
- [<D: + D:) � + <D; + D: >  ] a - D, G. 

(3 , 233) 
УстановившиАся режим характеризуется � = 0=0 

Н. = (D м - D1) ш' - D'м(/)0 - (DL + Dhк + Dhc) 01 + D�ш•. 
{3,234) 

Чтобы из (3, 233) получить (2,44) ,  следует обозначить :  

D = � "fж(Dм - D1 - D;wcp) ; 

D, � D' = 30 "fж м; 
D"= � "f ж(DL + Dhк + D11c); 

D"' = � &ж [(Dи + Dc) � + <D� + D�) + 
30 о 

+(D" + D") _!_ , Ё._ + (D" ' + D"' )  !!_ _ D  р_ .  , с о ;. н с .;. ' ;. 

' (3,235) 
(3 ,236) 

(3,237) 

(3,238) 

Для определения вапора дополнительно привпекаются 
уравнения rидрав·лических цепей в камеры или, по резуль· 
татам обработки опытных в расчетных данных , задаютси как функции времени w, а н их провзводные .  
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2. Н еустановившийся режим. для колеса 

Интегри ровать (3, 1 84) можно, если задан ы  в виде функ· 
ций от  r параметры Ь , k и .  tg � .  

Прибл и женное представлен ие о Нн (r) дает результат 
и нте гри рования (3, 1 84), п р и  котором Ь , k и .  tg � оринамаются 
постоянными , в виде не которых средн и х  значений.  Будем 
счи тать, что U) и а, к а к  и их производные,  заданы в виде 
чисел. 

После интегри рования (3, 1 84) ПО.'Iучим 

Н = _.::.. [w�bk r� - г: - е ((1)0+ wO) (r2 - r2) + 
и gO Т ж 2 2��: tg р 2 t 

+ 2�ttb��ж�tg p)l ln 1 ;: \] . 
(3,239) 

Чтобы nроследить изменен и е Н и во времени ,  следует 
привлечь у равн е н ие дви гателя, характ�рвзующее поведение 

w, G и и х  п роизводных.  Известно ,  что в условиях устано· 
вившегося режима для насосо в имеет место (3,230): а kн = - = const. (1) 
В неустановивmемся режиме у.сл,овие (3,230) не ,ооблюда<ется. 
Одн·ако приближенное представление о пр10цеосе можно полу­чнть, · ориентируясь н а  зак.оно.мерности статики. В квав.и.статической постановке прини.мают (3 ,230) ;  следо­
вательно, 

а kн = -.- = con st. 
(1) 

Уравнение (3,239) примет вид 
. .  Нн = Dиw, 

(3,240) 

(3,24 1 ) 
г де коэффици ен т урав н е нии зависит только от констру ктив­
ных параметров, причем 

D• = -'11: [ьkтжr4 (· t - 1 ..2 \4) - 2� r� ( t - \ .!1.. \1) + 
• 2gkн 2 rs '11: tg � r, 

+ �t2;kTж ( t�; ) 
2 ln 1 � 1 (3,242) 

Дл я о р и енти рово ч н ы х  расчетов допустимо принимать 

д. - о s ·  - ' '  r, (3 , 243) 
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п оложив k = e = 1 ,  nолучим 
D* ::::: -1t - [0,95 Ь-rжr4 - 1 ,50 � r2 + � (�)2] 

и 2gk8 2 • tg � 2 1tlb1ж tg � 
Рассмотрим с 
п р е жде, Ь и k 

т е х  же позиций (3, 1 9 1 ) .  
постоянными,  пол у ч и м :  

(3,244) 
Принимаи , как и 

D,= --E2- ln l -r_, 1 ·  
21tgbk-rж Гt (3,245) 

3. Н еустан.овившийся режим дл я спиральной камеры 
Считая все ,в·еличины, кроме r, •постоянными, посл.е в ьшо.л ­

нения интегриров ания п о  внутреннему интегралу получим 

Реш ить 

С = r�Ь ror2 - х ( 
eG ) 

2'11:Ь2ktГ21ж tg �� 
Х a�r2 - • 

( . .(; ) 21tbsksr21ж tg �2 

(3,246) 

(3,247) 

интеграл (3,246) можно, задав зависимость r1 от g>. 



Глава I V  
И ССЛ ЕДО ВАН И Е УСТА НО В И ВШ ЕГОСЯ Р ЕЖИМА 

РАБОТЫ Д В И ГАТЕЛ Я М ЕТОДОМ МАЛ ЫХ КО Н ЕЧ Н ЫХ 
ОТКЛ О Н Е Н И й 

Процеосы, протекающие в двигателе, описываются систе­'мюй нел.инейных диффер•енци ал ь:ных ур авнений. Обычно р ас­

ем·атривают у·становившийся или неустановившийся режим 

61JX+2CX0 1J X  = О  

�----------------------� f 
Рнс.  1 7. 

(рис . 1 7) .  В •первюм •случае ис:пользуют алгебраические ураiв ­

нения ,  ·вю вrорю:м ориентирую11ся н а  дифференциальные. Боль­

шое п ра•К'ТИческое и теоретич•еское значение имеет изучение 
процессов , прО"Гекающих в окрестности установившеrося {3) 

режима .  В работающей •м ашине в .силу ее уотойчивости и дей­
ствия внешних ф ак11vрюн уста•новившийся режим хар актери­
зуется непрерывными изм,енен.иями пар а:метров (2 ) . В отли­

чие от неуста'lювившегося режим а  ( 1 ) ,  где изменение соИЗ'М·е-' 

римо с са•мим параметром , для  процессов, 'протекающих в ок­

реотности, хар актерны м·алые отклонения, несоизмеримые со 

1 1 9 



значениями ·самих ·п араметр.ов . В зависимости от требов аний,  

предъявляемых к иссл.едованию, рассм атрив ают либо н-епре-­

рывное И<З'Меневие ,  либ:о результат пoCJie скачкообр азного из­

менения ( 4 ) . В первом случа,е используют дифференциальные· 

уравнения, во втором - алгебраические . Поскольку ютклоне ­
ния м алы по сравнению оо значением функции, диффере н ци ­алывые уравнения могут �быть подвергнуты линеаризации,  а ·  ур аrвнен и я , получеНiные 'ИЗ .Jпин ейных щиффереJЩИаJ1 ЬНЫХ 

уравнений, называются алгебраическими ур а внениями м ал ых 
конечных отклонений. Ур авн ения ,  описывающие п роцессы в· 
окрестности, будуч и  линейным и или прю•стыми ал геб р аически ­
мrи , л егкю р•ешаются . Данная гл ава  посвящена выводу и реше­

нию у·р а1вн е н и й н rм а л ы х  .кон ечн ы х  .о т к.1 о н е н1и я х .  

§ 1 .  ПОСТА Н ОВ КА ЗАДАЧ И 

Рассмотрим ур авнение первой гидравл ическ:ой цепи в виде · 

1\11 =Рбt + D1n2 - D�n01 - D;Oi - lp (01 + G1) -
- a101n , - a,1 0f' - b/i1 = О. ( 4 , 1 ) ·  

Выдел и м три группы пара метров . К первой отнесем основ� 
ные, определя ющие режим ра боты машины : 01 , G2 , п.  03• 
Па ра м етра ми второй группы я вля ются те , зна чения которых 
м еня ются под действием внешних фа кторов : Pfa • D, D', D", IP , а1 , n1 • К третьей групп е  принадл ежат та кие , значения 
которых могут быть изм енены по нашему усмотрению, на ­
п ример  ад1 в у равнении (4, 1 ) . 

Основные получа ют мал ы е  отклонения А01 , А02 , . . .  в си­
л у отклонения от номи нала пара м етров дву х групп .  Па ра ­
м етры второй группы могут иметь мал ы е  отклонения �р61 ,  
4D1 , . . . , возни ка ющие под действием внеш них  фа кторов .  
П а рам-етры тр,етьей груmпы х а р аК11еризуют органы ·н а,стройки · 
или регул!Иров ания, и их 'М алые отклонения зависят. от степе ­
ни  воздействия, напР'авляемого эксперимента11ором ил и эле ­
ментом сиrС111ем ы автом атического регулиров ания.  

Малые отклонения основных вел ичин будут зависеть от 
величИJны изменения других п а р а метр о·в , но ·они обязательно 
изменяются так, ч•то в IюнечНЮ'М счете ·� 1 = 0. Таким юбра ­

зом , ·Отдельные п а р аметры могут получ ать отклонения , отлич­
ные от нул я , но всегда 41jJ1 -+ О . В н а ибол ·ее общем виде 

аналогичные раrссуждения следует применять для любой i-й 
цепи. Внешние воздействия, д•ействующие н а  параметры ,в·то- · 

рой группы, появляются по rп ричrин а м  прюизводственного по­

рядка,  эксплуатационного хар актера и под действием метео- ­

ролrогических факторов . П роизводственные В'оздействия обус­

ловлены н аличием допусков и ошибок, возникающих при сбор-
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ке. От.клонения эксплуатационного характер а  объясняются 
воздеЙ!С'Гвием на  эл ем·енты 'КОн стру:кц,ии  п р и  тр ан спортировке. 
неточностями ,  возникающими  при  подготовке дв•и г ателя  к р а ­
боте, включая  ошибки контро.л ьных 1измерений и ошибки ,  до­
пускаемые при настройке органов  регули рования .  Воздейстзия  
метеоролоГ1ическо11о порядка обусл:овлены отклонением темпе­
р атуры и давления окружающей среды от номинала .  При из- · 
м•енении давления  м еняются упругость паров , температур а  ки­
пения ;  изменение темпер атуры приводит к изменению физи­
ческого тепл а и физических свойств компонентов : плотности,  
теплоемкости ,  вязкю:сти и т•епл опров·одно:сiи . Малые отклоне­
нмя параметров третьей группы обычно назначают так,  ч11обы 
обеспечить номинальный режим , при  коrгором малые отклоне­
ния основных парюtетров р авны нулю.  

Прtи иссл едовании ·м ал ых от:клонений п ри ·п о•м ощи ур авне­
ний р аrосм атрив ают .одну из трех задач .  Если принять,  что п а ­
р аметры третьей ·груП!пы не И\Меют О<Т'Кл онеН!иЙ от номин а ­

л ов ,  ! И  если положить, что t --+  00 ,  т. е .  что a·l ->- О, то :си­
стеiМ а ,  состоящая из ур авнений типа ( 4 , 1 ) ,  м ожет быть исполь­
зов'ана для 'ОПределения результатов действия внешних факто­
ров. В этой  пер.вой задаче м алые  отклонения второй группы 
должны быть заданы,  а м ал ые отклонения основных парамет­
ров ЯВЛЯЮ'ГСЯ ИСКОМЫМИ .  

Бели , •СО:1Qр аняя условие Gt  = О, требуется обеспечить нуле­
вые зн ачения м алых откл онений  основных п а р а•метров, ro 
уравнения тип а  ( 4 , 1 )  используются для определения м алых 
оrгклонен.ий третьей группы. Малые отклонения второй группы: 
считаю11ся заданным и .  Есл и  же нас  интересует характерное 
время  изменения основных п а:р аметров от неюото'РЫХ значений 
до номин альных 'В п редел ах tм ал ых отклонений,  то 01 не пtри ­
нимается р авной нулю,  а м алое отклонение п а р аметро·в тре ­
тьей группы предста•вл яется в виде функций времени .  Откло­
нения п а1р аметров второй группы задаются в виде чисе.п: ил:и в виде функций времени .  

Первая з адача н азывается задачей об :опр•еделении резуль ­
татов действ:ия  .внешних факторов . В11ор ая задача именуется .  
задачей о н астройке двигателя н а  ном.инал ьный режим .  Тр•е­
тья , наконец, я.вляется задачей по определению режим а .Q_або­
ты дв·иrгате.1 я ,  осн ащенного С'Исте:-.t ой авт.ом атического регул•и ­
рован.ия .  

§ 2 .  В Ы В ОД УРА В Н Е Н ИЯ МАЛ ЫХ КОН ЕЧ Н ЫХ ОТКЛ О Н Е Н И Я 

ДЛЯ Р Е Ш Е Н ИЯ П ЕРВ�I Х ДВУХ ЗАДАЧ 

РаСJСм:отрим ур авнение ( 4 , 1 ) .  Как был о  пЮrказано, м алые ·  
отклонения м огут пю.n'Учить все параметры , входящие в функ­
цию. Если эти отклонения бе•сконечно м аJlЫ ,  то выражение­
полНiого дифференци ал а будет являться совершению точным .  
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При написании эrого выражения сн ачал а  з а п иш е м  чйены, со­
дер ж а щие дифф е р е н ци ал ы  о с нов н ы х  п а,р а;:v� е т р оЕ•, ·з а те:v� -

дифференциалы параметров второй группы и ,  н аконец, тре ­

тьей . Получим 

d•'' = до/t dG + д'i' t  dG + до/t dn + 
тt дGt 1 дG2 2 дп 

-
1 

+ � dp + д<j- 1 dD + до/1 dD' + 
дрбt  бt дDt 1 дD; 1 

+ � dD" + до/1 dl + до/ 1 da + дD• 1 д/ р да 1 
1 р 1 

1 1  
-----· 

+ до/t 'd -- aat ·  да .. , 
I I I  

(4 , 2 ) 
П е р е х одя к м ал ы м  к о н е ч н ы м  откл о н е н и я м и п о м н я , что 

. Aq,1 _. О, на х оди м 

до/1 А01 + д<ft А О2 + до/1 An+ 
дG1 дG2 дп 

_ 

( 4 ,3) 

В выр а .жени и (4 ,3 )  р ассм атр·ивают.ся м ал ые отклонен ия от 
заданного или установившегося р·ежим а .  Есл.и ·текущие зна ­

чения п а р аметров 01 , G,, n, . .  , а их з а д а н н ы е ил и y�cтaiiOIB'ИiB · 

. шиеся зн ачен ия 010 , 020, по, . . , то м алыми ютклонениями будут : 
AG\ = 01 - G\0 
A01 = Gs - О2о 

An = n - n0 
Арбt = Р61 - Рб1t ADl = D1 - D1 0  

1 
1 
J 

(4 ,4) 

Уравнение ( 4 ,3)  отл:ичает.ся Olf ( 4,2) тем , что вместо бес­
конечiНо м алых отклонений фигурируют м.алые юонечные .от­
клонения , прич·ем Ау1 -=1= О, хотя d�1  -+ 

О. Чем больше зна­

ч;ения 1м алых отклонений, тем больше оrrлич а.ет.ся от нуля пра­
вая  ча·сть ( 4,3) . Это отл ичие от нуля ра·вно C t . ПрiИ исполь ­з ов а ни и у р а в н е н и й  тип а (4 ,3 )  для р а,счет·ов в с1  В'кл ючают 
также ошибк:и , воз;н икающие при подсчете или опытном  опре­
дел,ении па р а м етров и их отк.ло.нений. 1 22 



Поскольку ( 4,3)  явл яется уравнением окрестности , все 

ч а стные пр оизв:одные дол жны подсчитываться по п а р а м ет р а :-.t 

.з а д а н ноrо или установившегася режима ,  поэтому 'они  будут 
входить в ур а внение в виде чисел . 

Обозн ачим : 

д�� - а  . д�� - а . - - 1 1 • - - 1 2 • · ·  
aal аа2 

(4 ,5 )  

ПеР'ВЫЙ инде�с соо'Г'Ветствует номеру ур авнения , в'Го.рой­
ном-еру пар а,м.етр а . Поск,ольку ·В{�:е a;k есть заданные числа и 
поскольку м ал ые откл онения п а р а м етров второй груп пы так­же должны быть заданы, сум м а  

V1 = (а15Ар61 + a1.66.D1 + a17!J.D� + й18АD; + a19AIP + a110!J.a1 ] 
(4 ,6 ) 

п редставляет собой число . Эт.о число характеризует возмуще­
ние р а.асм атр иваемой функции. 

Сум м у  чл ен'Ов,  содержащих м алые отклонения п а р а м етр О!в 
регулiирования , обозн ачи м Р i · В н ашей функции р ассм атри ­вает.ся 'одно откл онение, поэтом у 

Р1 = [аш!J.адt] .  ( 4 , 7 ) 
Окончательно уравнение м ал ых юонечных отклонений в об · щем .виде можно записать сл едующим обр азом :  

k 

� atk6Xk = ci . ( 4,8 ) 
1 

Оно чита,ется так: •СуМ'м а п ро•изведений ч а•стнr;.rх производных 

i-й функции по k-м п а р а м-етр а м  н а  м алые конечные О'Гклоне­

ния соответст:вующих п ар а.метр!Ов р авн а ошибке преоб р а :юва ­
ния,  'пр,ичем числ·еНJные зн аченiИя ч а:стных производных подсчи­

тываiО'Гся по п ар ам •етр ам р а,ссм атривае'мого режи,м а , от ·кото­рого и отсчитываются м ал ые откл онения.  
В расшифр ,ованном виде ( 4 ,8) п ри р·ешении з адаq об опре­

дел•ени.и действия внешних ф а к'Гор ов Пlишется так :  

a11!J.01 + a1 z.1.0z + a18!J.n + V1 = С1 ; ( 4,9) 
k 

V1= L atk!J.Xk. (4 ,10 )  
5 

П ри решении задачи о настр ойке 'Вiм естю (4 ,8)  будем писать .  

a11 !J. O, + a1t!J.02 + a1.An + Р1 = с1 ;  (4, 1 1) 
Pt = �'�111!J.aдt • (4, 12)  

причем целью наладки будет являться обеспечение !J.01-0 
и АО2- О. П ри решении зада чи о действии внешних  фа кто ­
ров на ходят численные значения 6.G1 и !J.02,  соответствую-
щие заданны м Vi. 
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§ 3. УРАВ Н Е Н ИЯ ДРУГ ИХ Ц Е П ЕR 

Количест.во и тип ур авнений зависят от схемы двигател я и 
поставл·енной задачи. 

Огра1Ничимся р ас.смотре!Нием четырех ооновных параМ'ет­

ров 0 1 ,  02 03 и n. З амкнутая систем а будет включ ать в се­

б я  четыре уравнения . 

в общем случае основными па раметр ами являются все oi и n, поэт:ому в замкнутой систем•е числ·о уравнений р авно i + 1 . 
В качестве втор10го приним ают ур авнение вт.орой гидравличе­

ской uепiИ (1пер1вое •р аюс::vютрено 'В § 2 ) . 
Поскольку в р ассм атриваемых задачах м ассовые 'силы не· 

учитывают:ся,  уравнение вт:орюй гидр•авлической цепи запи-

шется та·к : 
' 

�2 = Рб2 + D2n' - D;по2- D;o� - IP ( 01 + 02 ) ­
- a2Gq• - а,�2й;• = О. (4, 1 3} 

Бели учитывать и дейеmие внешних возд·ействий и эффект 
нал адки, уравнеiНие м алых отклонений примет вид 

а21�01 + а22� 02 + a21�n + V2 +Ps = с2; 

V2 = [а2 5�Рб2 + a,6�D, + а2 7  �D� + a1811D; + 
+ а'!9МР + а21 0�а,] ;  

Р2 = а21 1�ад2 · 

(4, 14)  

( 4 , 1 5) 
{4, 1 6) 

Треть·им уравнением обычно является уравнение турбона­

сосной установ&и . В усл·овиях У'стан:овившегося р е�им а 10но 

пишется следующим 'обр азом : 

k Мт - � Мн = О. 
i = 1 

Момент, р азвива•емый турбиной, 

Мт = ; md1Jт ( С1 c os (11 � t  - 2 · io mdE2n )о, ,  

где т - чисдо  ступеней ;  

(4 , 1 7 ) ·  

(4 ,  1 8) 

d - диаметр средней линии вы ходных сечений сопел ; 'J)т - к . п .д .  турбины ;  
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С1 - скорость истечения из  сопл а ;  
«1 - у гол на клона оси сопла ;  

�1 ; � 2 - коэффициенты; n - число оборотов вала турбины; 
03 - се кундны й  весовой расход па рогаза . 



З апишем ( 4, 1 8 ) т а к: 
Мт = Ет (r - r'n) a1 ,  (4 . 1 9) 

:где коэффициенты, характеризующие р ежим р аботы турбины: 

где 

r = ; 1 C1 cos cx1 ; (4,20) 

r' -= е22 . ...2.. md· 30 ' 
75 Ет = - mdТjт.  g 

Момент, потребл я ем ы й  насосом , 

м ( D а D ' a2 D" а� D'" Ot . ) 
н ; = е:нl in l ; -- 1 � - ; -n · - ; n · n i • 

. 1 1 ' 

т: 1 е:н; = - · -- . 30 "( i "'н; 

( 4 , 2 1 ) 
(4 ,22 ) 

(4 , 23) 

( 4 ,24) 

В условиях поставленной на ми зада чи  n1 = 0 и 1Jн=const. 
У ра внение  (4 , 1 7} для турбонасосной уста нов i<И , и м е ющей k насосов, прини мает вид: 

·�. = .,(r -r' n)G, -� '"' ( D,n,G, - DP1 ·- D; �: ) = О. 
1 

Уравнение в мал ы х  опмонения х за пи ш ется та к :  

а11Аа1 + а12Аа, + a33An + а34А08 + V3 + Р1 = с1; 

V3= [ a35 A r  + a36Ar' + t a37;AD1 + 

+ t aSS iA.D; -r � a39 1AD; ] . 
1 1 -

(4,25) 

(4,26) 

(4, 27) 

В качестве четвертого уравнения привлечем уравнение rид­

р авл•ической цепи генер атор а .  Если  подача  ·одiНоком пюнентного 

средеТIВ а генерации производится насосом , то 

�' = Рб4 + D.п� - D�n4a4 -D�a� - /рр04 -
-а,а� - ад4 а� = 0, (4 , 28) 

rде /рр - удельны й и м п у л ьс давл е н и я  для р е а ктора ге нера­
то р а ;  

aJ\4 - ко3ффициент г идравлического с о п ро т и вл е н и я  р е ·  
г у л я то р а  генерато р а .  
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Если реактор п ита е т ся дву х к ом пон е н тным топлив ом , то· 
в р а с ч е т сле� у е т  привлечь п ято е  у равнение ,  аналогичное 
( 4,28) , а в (4,28) lppO, замевить на 

pp = lpp (O, + O�;)· (4,29) 
Пр.и использовании од:ноко!Мпонентного топлива расхюд па­

рогаза 

(4,30} 
а в 'СЛучае применения двух·компонент.ного топлива 

08 = 0, + 05• 

Есл•и используются основные ком,поненты, 110 в уравнениях 
(4, 1 )  и (4, 1 3) до месrа ·отбора компонен11ов в генераrор сле­дует писать (01 + G, )  в (02 + Оъ), а после места отбор а ·со­О'f"В!еТСТВенно 01  и 02• 

У,р авнение 'В :м алых отклонениях для ( 4,28) за1mишеrгся так: 

a,.�n + a44�G, + V, + Р, = с,; 
V, = [а, 5�Р64 + а,бАD, + a41�D� + a4s�D� + 

+ a,9Aipp + а41о �а,] ; 

Р4 = а4н�ад4· 

§ 4. С И СТЕМ Ы УРАВ Н ЕН И Я 

(4,3 1 � 

(4,32)­
(4,33) 

Рассмотрим несколько схем и напишем для них системы 
уравнений малых отклонений .  При решении задач о действии 
внешних факторов и при определении ошибок с i во всех 
уравнениях следует принимать Р i = О. 

1 .  Двигатель с нагруженными баками и с аккумуляторами 

Компоненты топл;ива вытесняют·ся из оба•ков •газом ,  :посту­
п ающиtм в баки из а•кк)'lмуляторов ( рис .  1 8 ) . Двигатель осн а­
щен органами регулир.ов анtия,  установленным и · · в  гидр авличе­
С'КИе цепи :  
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attAGt + alsllO, + Vt + pt = ct } 
. 

а111<101 + a22AG2 + V2 + Р2 = с2 

При наладке двига теля по.11ож им AG1 = AG2 = О. 



2. Двигатель с нагруженными баками и с генераторами 
Компоненты топлива вытесняются из баков продуктами сго­рания основных компонентов, которые ·nоступают в баки из rе­нераторОIВ ( рис. 1 9 ) . Органы •регул:ирю!Вания и мею·гся во ,всех 

rnдр а·ВЛИ'Ческих це!пях. Оистем а  будет •содержать д'Ба ур аtв ­НеtНIИЯ основных пидр а1вл ичес·1шх цепей,  два У'Р а13:нения nидра:в ­
личеаких цепей генер а'Гор а б а;ка •ОIКислителя м два ур авнеНiия 
гидр а1вличес1юих цепей генер а·тора ·б а·ка горючего: 

a11AG1 + a12AG2 + а1 3А011 + a,,AG,1 + V1 + Pt = С1 
atiAGl  + aii2A0s + azsAGt2 + аzвА022 + Vll + Р, =. с2 

rде 

a33AG11 + a34AG21 + V1 + Р3 = с3 
а,3 А 0 1 1  + a .. AG21 + V, + Р, = с, 

a55A012 + a,6AG2, + v. + Р, = с,. 

a85AG1, + а66А022 + V6 + Р6 = с, 

G, - расход о:к.ислителя •в камеру; G2 - ра•СХJод горючего ·В ка1меру; Gн - расход юкисл.ителя в бак оки,слителя;  G21  - рас�од горю'Чеrо в бак окислителя;  G12 - ·расход окисл·ителя в ,бак горючеrю; G22 - р а сход rорючего :в бак горючего. 

' (4 ,35) · 

3. Двигатель с разгруженными баками, вариант .N2 1 
Основные ком.пюн•енты подаются в камеру nри пюмоши на ­

сооов.  Средство генер ации производ.иТtся и з  третьего компонен­
та в генератюре с нагружеНiным б ююм. Все три г.идравличе­
с.кие цепи оанащены орга,на1ми регулиро•вания (.ри·с . 20) : 

а1 1А01 + а12А02 + a13An + V1 + Р1 = С1 
а11А01 + a22AG2 + a23An + V2 + Р2 = с2 
a31AG1 + а82А02 + a33An + а3,А03 + V1 = с1 

a"AG, + V, + Р4 = с, 

При нал адке А01 = AG2 = AG, = О, четвертое 
используют лля определения Р,, третье - дл я 
An, а по п ервом у и вто ррму находят Р1 в Ps .  ч т о  в ( 4 , 36) 05 = О,. 

l 

t . (4,36) 
1 

у равнение оты с каввк 
Напомним, 

1 2 7  



1 ' 

Рис. 1 8. Рис. 1 9. 
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Рис. 20 

_______________ ! 
'9 З а к .  63 1 29 



Ри с . 2 ! .  Р и с. 22. 
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4. Двигатель с разгруженными баками, вариант .Ni 2 
Отличие от предыдущей схемы закл ючается в н аличии на­

соса  в гид'р авл ической цеп и гене�р атор а ( р1ис . 2 1 )  

a1 1AG1  + a1 26G, + a11!\n + V1 + Р1 = с1 
а�1!\01 + а22А02 + a�3t\n + V� + Р2 = с2 
a31AG1 + а12!\02 + a33t\n + a94�Gs + V8 = с1 \ .  (4,37 ) 

a43t\n + ан�О4 + V4 + Р4 = с4 1 
Длх осупtе ствления наладки п р и н и м а е к  

�01 = �02 = !\n = O. 
П о третьему уравн ени ю н а х одим дG3 = t\04,  п о  ч етверто ­му - з н а ч е н и е  Р4 , о б еспе чнваюпtее требуемое 604 • Р1 и Р2 
о пределяем  п о  п е р во м у и второму у р авнен и ю .  

5.  Двигатель с разгруженными баками, вариант .N2 3 
Тур1бин а пита-ется от генер атор а , р аботающего н а  ооно•в н ых 

IЮМПОНеНтах ( р1И1С . 22) : 

a1 1AG1 + a1 2!\02 + a136n + a14�0, + V1 + P1 = c1 )1 
а21АО1 + а22 �G, + a"�n + а2;6 0., + V, + Р2 = с, 

а51А 01 + a33An + a34A04 + a35A05 + V3 = с3 } • (4 ,38 )  

a"�G2 + a.,�n+a,4t\04+a45�G �+ V, + Р. = с4 1 a51A01+a59A02 + a53An + a54A 04 + а55!\05 + V& + P5= с 8  1 
Н аладка с в оди тс я к о п р едел е н и ю  t\n по третье му у рав­

нению и за тем ь:: определению Р; по о с т а л ь н ы м . От м ети м ,  

что а н а л о г и ч н ы е  си сте м ы  м о г у т  б ыть л егко написа н ы  для 
л юб ы х д р у г и х  схем.  

§ 5. О П Р ЕД ЕЛ ЕН И I! КОЭФ Ф И Ц И I!НТОВ УРА В Н Е Н И Я 

Возьмем за  основу ур авнения (4 , 1 ) , ( 4 , 1 3 ) , ( 4 ,25) и ( 4,28 ) . 
Определим �оэффициенты по уравнению ( 4 , 1 ) ,  �оторое пере­

пишем : 

·'-!1 = Рб t  + D1n2 - о;по1 - n;oi - /р ( 0 1 + G2) ­
- а10� • - ад1 0�· = 0. 

Н а п о м н и :и, что 

9 *  
(4,39) 
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например : 
- д ·� \ . at t - -- ,  дGt 

д•L а - ' 1  и т п 1 2 - дG2 • • 

(4 ,40) 
(4,4 1 )  

При подсчете ч а стных п роизвюдных все п а р а·м етры,  кроме roro, по которrому бер ут произв·одную, считаются посТrоянны­
ми .  Производные по основны м  п араметрам будут: 

а11 = [- D�n - 2D ; G1 - Ip - n1at Gf, - 1 -
- n1a:�t01' - 1 ] * · (4 , 42) 

Звездочка отм еч аrет, что чисденные зн ачения вел ичин , закл ю­
ченiНых в ,скобки, определ яются по устанrовившемуся режиму. 

Таким образ•ом , зв-ездочка эквив алентн а записи 

01 = 010 ;  G2 = G20; n = n0;  G3 = G30 ;  Рб ! = Рбtо и т. д. (4 ,43) 

Подсчитаем следующие коэффициенты : 

а12 =  [ - lp ] . ;  
а13 = (2D1n - D;G1 ] . -

(4 ,44) 
(4,45) 

Чтобы определ·ить V1 ,  необходимо воепол ьзов аться форму­
лой ( 4, 1 0) . Для р ассм атрив аем ого rслучая он а запишется так:  

Vt = at s l1Pбt  + al 6l1D1 + a17!:1D� + a18l1D� + 
+ at9!:1lp + аноf1а1 . ( 4,46) 

Малые отклонения подсчитываются по результата м  испыта­
ний.  Для коэффициент:ов н аходи!М : 
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а - дljJ1 - 1 · 1 5  _ __ _ ' др б \  
а = д<J;1 = [n2 ]  • 1 6  дDI ' '  

а1 1 о  = [- 01' ] . -

(4,47) 

(4,48) 

( 4,49 )  
(4, 50) 

(4 ,5 1 ) 

(4, 52) 



Ес.1и необходимо учесть отклоневне степени  n1 от во­
минала , то в п равую часть (4,46)  следует добавить а1 1 2  Ь.n1 , 
причем 

(4 ,53) 
Ан алогичн о пишут фор·мулы дл я aill других функций по 
(4, 1 3) ,  (4 ,25)  и ( 4 ,28) .  

Большой интерес представляет изучение влияния темпер а­
туры и отклонения ра змер·ОВ р азлиЧJных деталей от номинал а 
н а  режим р аботы двигателя .  

Р а.осмотр.им влияние темпер атуры горючего. Воспользуем ­
ся уравнением (4 , 1 3 )  

'f: = Pб2 + D2n' - D;по, - D;o� - /р (01 + О,) + 
+ (а2 + а,�2) О�· ·  

При ИЗ'Менении темпер атуры изменяется пл отность и вяз­
Jюсть ж.идкос11и . Сл.едствием этого явл яется изменение коэф­
фиЦIИентов, ·В которые входит пло11н:ость или вязкость . В урав­
неiГии sто1р ой гидравл ичесюой цепи о т  физических свойств го ­
рючеоо •зависят : 

D9; D;; D; ; а2 ;  a .. z .  

МожiНо принять, что 

Dz = 12D2o; 
D; = -r2D;0 ; 
D; = 12D;0• 

(4 ,54) 
(4,55) 
(4 ,56 )  

Удельный импульс давления зависит ·ОТ тем пературы гор ю­
чего по11ому, что с изменением темпер атуры меняется физиче­ское тепло и, как ·С.Л·еJJ<ствие, R.T. Пусть нам ,  по результатам 
обр аботки опытных данных, известно lp (Т 1) . д·алее допус­тим , ЧТ'О в ком муникациях по·юк квадр ат.ичный, а в дросселе­
турбулентный. 

Для ко�муникаций 

(4 . 57) 
и дл я дросселя 

(4,58) 

В ( 4 ,58)  п р едпол а г а етс я ,  что е есть функция вязкости rо ­
рючего, заданная по опытным данны�1 .  Д.а я решения задачи 
пр.ивлекаем условия 

1: (Т,) ; 
v1 ( Т2) ,  

(4 ,59 )  
(4 , 60) 
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эада·ваемые таблично ил и в виде гр афиков .  Теперь л ег·JЮ н апи­
сать выр ажение ч астной пр оизводной 

д·�2 = дфj . дD2 • 
д'(j + д<i-2 • ап; . а�� + 

д Т2 дD2 д1s дТ2 дD� д'(t дТt 

д'(2 дф2 д!р дQ 
- + - · - · - +  дТ2 д!Р дQ дТ2 
� + дФ2 . � + . . . 
дТ2 д-.2 д Т2 (4,6 1 )  

Далее находи м 

(4 ,62) 

(4, 63) 

(4 ,64) 

Ме11од определения пар а•м·ет р ов ,  входящих .в выражеНJия a1k, сводится к следующему. При проведении приближенных 
р асчетов все вел ичины ,  входящие в выр ажения ОIСНОВIНЫХ 
функций, могут быть ·определены по теоретическим з ависимо­
стям .  

П р и исследовании конкретных двигателей использую т  
опытные данн ы е .  Коэффициенты D i в v; н аходят п о  обра-
ботке оаытных данных .  Зная р,; ph; (}1 и 02 по результа­т а к  испыта н и й ,  находи м : 

lp = r Ро ] ; (4,65) 
L а1 + а:) • 

[ph1 ] а1 = - и т. д. an, 1 • 
(4,66) 

§ 6. П ОСЛ ЕДОВ АТ ЕЛ Ь Н О СТЬ Р ЕШ Е Н ИЯ ЗАДАЧ 

Будем считать, что в·се п·оrстоянные коэффициенты ур авне­
ний м огут быть определены опытом . 

Различают индивидуальные и средние статистические зна­
чения п а р ам•етр:ов. Индивидуальным н азывает.ся значение, по­
лученное по реэультата•м обр аботки .опыта ,  п роизведенного с 
одним двигателем или его агрегатом .  Индивидуальные значе­
ния,  или индивидуальные п а р а метры , могут б ыть вычислен ы 
IИЛIИ .по р езулы ата'м цеховых 1исп ытаний агрегатов или 1по  р е ­
зультатам огневых испытаний двигателя .  \ 34 



П о  даiНны м  цеховых и спытаний можно п олучить индивиду­

.альные 'Зн ачения следующих п а р амет ров : D1 ,  D2, D1 , D� , 

D;, D�, D� ,  D;,  n; . al '  а,, а3 , ад, , ад2· адз , r и r' .  
Результатами огневых испытаний можно проверить па ·  

�аметры ,  зна ч е н ия которых были подсч итаны по  цеховым 
испытаниям,  параметры рбt , Рб2, lp , lpp и основвы е  пара­
ме т ры 01 ,  О� .  n, G!J, 04 ,  Gs  . 

Средние ·статистические зн ачения получ аем как средние 
.арифметичес�rие . Е.сл.и число опыrов n, инди.видуал ьное значе­
ние парам,�тр а т, то среднее  статистическое зн ачение 

n - 1 � 
т = -;; � т . 

1 

(4 . 67 )  

В дальнейшем изложени и  ср едние статистические зн ачения 

будем !Называть сокр ащен но стаТJист,ическими . 
Чиrло опытов определяется в зависимости от требуе· 

кой точности .  Решениям задач о действии внешних ф�кто· 
ров и о наладке предшествует подсчет статисти ческих a1k и 

ci по результатам обработки о пытов, проведеиных над пар­
твей из n однотипных двигателей .  

Для определения  a;k КаЖДОГО ДВИГаТЕ.".II Я П О  результатам: 
огневых испытаний подсчнтыаают aik н зате м находят 

n 

alk =-;;.-L aik · 
1 

(4,68) 

Следующим этапом р_�счета являЕ."тся определение ста ­
тистического значения V1 по результатам це ховых и огне ­
вых испытаннА . Поскольку  статистические значения atk 
подсчитаны ,  то 

(4,69) 

Уравнение (4,69) и показывает, что дл.н каждого дввга· 
теля надо подсчитать V1 по статистическим a1k и индиви­
дуальным I:!.Xk , а затем найти статистическое значение  V1; 
(4,69) равноценно записи 

(4 , 70) 

1 3 5  



Теперь можно приступить к подсчету статистичес ких 
с 1 no формуле 

11 

ё; = -;;- � (tl,1.AOt + ii;2.A02 + a7зt:J.n + а�4А03) + V1• (4 ,7 1 } '  

В (4,7 1 ) малые отклонения  берут по результатам испы.­
тавия тех двигателей ,. которые использовались для под-
счета a--;k. Теперь  можно написать систему для наладки лю­
бого двигател я новой парт.и и 

ali.A01 + ii,2!:J.02 + a;зi:J.n + a;4f:J.03 + V1 + Р1 = С,, 
i = l ,  2, 3, 4 . . . (4,72) 

в уравне н иях (4,72) a;k, v,, с; подсч итаны по резуль­
татам обработки испытаний ранее рассматриваемой (ста ­
рой) партии .  Для наладки вового двигателя надо по­
ложить вначале 

A01 = !:J.02 = !:J.n = !:J.03 = 0, ( 4, 73) 
поскольку обеспечение условия (4,73) и есть цель наладки. 

Таки 111 образом, для определения Р1 имеем 

V; + P, с1• (4,74} 
Чтобы учесть с пецифические особенности налаживае­

мого двигателя,  v, надо подс читать по (4 ,69 ) ,  положив a;k 
по данным для старой партии и подставив !:J.Xk , характер­
ные для рассматриваемого двигателя . Эти малые отклоне­
ния получаем по обработке цеховых испытаний.  После­
проведения  огневого испытания обнаруживаем малые от ­
клонения  основных nараметров ,  отличные от  нуля .  Для на­
хождения  более точного значения  Р1 во в тором приближе-
нии ПОЛЬзуемся выра жением (4,72 ) ,  п ри чем ti;k, V1 В с1 ПО; 
результатам огневого испытани11 н е  уточняются . 

Ожидаемые значения малых отклонений основных па­
раметров подсчитываем при  условии,  что Р; = 0. ·  Подсчет 
этих чисел и называется решением задачи о действие 
внешних факторов. Расчетная система имеет вид 

ai1!:J.01 + ii;21:J.G2 + �з!:J.n + а;4!:J.Оз = С, - \7,. 
i =  1 , 2,  3, 4 . . .  (4,75) 

Во м ногих случаях систему можно пре.Аставить тремя 
у равнениями.  Это удаетси для (4,36) путем решения чет­
вертого уравнения относительно .А04 и замены !:J.03 в 
третьем уравневив полученным, поскольку .A03 = !:J.04• 

Для системы (4,37) .А03 также заменяем на AG, ,  полу­
ченное из четвертого уравнения,  причем у .An появляется 
новое а�. равное а;, + �3• Правые части уравнений, со-
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де р ж а щ и е  V; и с; ,  обозн а ч и м  k ;. Окончательно с исте ма за п и шется так :  
ан�01 + �2�G2 + �здп = ii; ] 
����G1 + �2�G2 + ����n = � . 

а31�01 + a32�G, + a11дn = k3 

Реш е ни я ,  как известн о ,  и м е ю т  вид 
D дО = Ds . �n =D3 дGt= � ;  2 D ' n · 

Гла вн ы й  о n ределитель :  

ан al, ан 
D =  а111 а22 а2а 

a, l as , азз 

Допо.л нительные оп р еделител и :  

1 kl а12 а1 3 1 
Dt =  'k% а22 � 1 ' 

ks аз2 а,, 
ан kl a1 s 

D% = а21  li2 а2з 
as1 ks asa 

г , at 1 а12 lil 
Ds =  а21 а22 li2 

аа1  аз2 kз 

рас четна я 

(4,76) 

(4,77) 

(4 , 78)· 

(4 ,79)  

(4,80) 

В подготовке и р азр а6отке м атери алов д анного п ар агр афа 
п рини м ал уч а·стие В . Д. Х арькl().в . 

§ 7. УТОЧ Н Е Н ИЯ Р Е Ш ЕН И Я 

Р,ешения (4 ,77) не являются т-очным и по ряду п ричин; р ас-· 
СJМотрим две из них : 

коэффициенты a;�z приняты в виде чисел , хотя, как это 
сл едует, .на прим ер , из ( 4,42) , они есть функции основных п а р а ­
метров ; 

пер е:юод от бес:к;онечн о м ал ых к .м ал ым конечным ·откл оне ­
н и я м  •по су11и преобр а31{)в а•ний является процессом л инеариgа­
ции , и ошибка ·возник а е r  ·вслед:ствие неучета н ел.инейных ос ­
татков. 
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Попытаем.ся исключ.ить ·ошибки, возникающие по первой 
nричине. В:озь'мем систему: 

a1 1Xl + а12Х2 + аt аХз = Kt ) a2IX1 + a,sX2 + а2зХз = К, . 

а91 Х1 + а12Х2 + а39Х3 = К3 

Рассмотрим решения :  

из которых следует 

D х1 = -� ; Do 
X2 = D2 Do , 

DsXt = DtX2 .  
Уменьшая значения  Х1 и Х2 , в пределе полу чим:  

Х1 - dXI ; 
X2 - dX1• 

Следовательно, вместо (4 ,85) и м еем  
D,  dX1 = D1  dX2• 

{4,82) 

(4,83) 

(4,84) 

(4,85) 

(4,86) 
(4,87) 
(4,88) 

Если н а.с интересует не бесконечно 'М алое изменение, а ко-
-нечiЮе изменение, то в.место ( 4,88) следует писать 

-в слу чае, если 

х, х, 

S D2 dXt = S D1 dX2 (4,89) 
о о 

(4 ,90) 
При более сложной функциональной зависимости следует ре­
шать (4 ,88) .  

Для удовлетворения ( 4,90) м ожно испо111ьзов ать ур авне­
ния статики 

к=§._ . К at К а, 
а2 • 

1 = -;; ; 2 = -;; , (4,9 1 ) 

тде Kt и к2 - ПiОСТОЯ'ННЫе :к:оэффициенты, зависящие от кон­
струкции и пара.метр,ов н а.сооов. Орментируясь н а  ( 4,82) , н апи­
шем : 

к1 а1 2 ан 
Dt = к2 as2 a2s (4, 92) 

Кз а32 азs 

а1 1  К1 а1 з 
D, = a2t к2 aza (4,93) 

as1 Кз азз 1 38 



Чтобы удовле11ворить ( 4 ,90 ) . фун1КЦИЯ1М'И О•Т х2 JJ,.ОЛ ЖJНЫ быть 
а 12. а22,  а2з, <1 функция;ми IOT Х, - коэффИiциенты а1 1 , а2 1 ,  аз , . 
Кюэффициенты а, з,  а23, а33 должны быть или постоянными или 
же пр·и помощи (4 ,9 1 ) П'редставлены как функции от Х2 при 
подстановке в ( 4 ,92 ) и как функции ·от Х, при •п10дстановке в ( 4,93) . Коэффициенты Ki в р ассм атриваемых задач ах заданы 
в виде чиюел . 

Р а.ссмотрим преобр азов ание (4 ,42) . Используя (4,9 1 ) , не­
обходимо 'прiИв.ести ( 4,42) к .виду 

Очевидно, Ч'Го 
а1 1  = f (X1) ·  (4,94) 

a t 1  = - D; �: - 2D�G1 - /P - n1a1Q�-� -

n а  ап.-1 - 1 дl 1 • (4,95) 
Нетрудн-о убедиться , что пр!И n, = n2 = 2 для любого коэффи­
циента можно пюлучить 

a,ll = blk + ь;k xk. (4,96) 

ПоскОJiьку Ki есть число ,  ·ю определит,ели можно пр·едста ­
вить в виде: 

D1 = A1 + B1X2 + C1X� ;  

D2 = As + в2х1 + с2х� . 

· (4 ,97 ) 

(4 , »8) 
Таким обр азом , зада·ч а св•оди'Гся к решению таб.'lичных ИIН ­

тегралов ( 4,89) с подынт.егр альными функциями ( 4,97) и ( 4 ,98) . 
В11ор ая приЧiина ошибок заключается ,  ка•к •Q!Т.мечалось, в 

неу�ет.е нел,инейных остатюов. Пусть функция •содержит члены 
второй •степени .  В н аших ур авнениях ими будут : 

Dn2 ; а02 ; D"G2 • 
Рассмотрим функцию 

(4,99) 

(4 , 1 00 ) 
При использовании метода полного дифференциала мы имели 

2аХАХ = 0. 
П рименяя р а зложение в ряд Тейлор а, получим 

2аХАХ + а  (.:1Х)1 = 0, 

(4, 1 0 1 ) 

(4, 1 02) 
где а (АХ)' - нелинейный остаток. С учетом его выраже ниЕ' 
(4, 1 0.1 )  следует записать т а к : 

� 2аХ�Х = 0. (4, 1 03) 
Ср авнив ая (4 , 1 02 )  с (4 , 103) , н аходим 

; = 
1 + -1 tJ.X . (4 , 1 04) 2 х 
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Таким обр азом , чем м еньше относительное значение м ало ­
го отклонения, тем меньше ошибка ,  возникающая всл едствие 
неучета нелинейных остат:к:ов . Бел и f:).X _.,.. dX, то � - 1 .  

Для того ч11обы исключить ошибки ,  следует ур авнения м а­
лых 1юнечных отклонений писать так, чтобы сл агаемые, полу­
ченные из фун·кций тип а  (4 , 1 00) , содержали множитмь е .  

Для первой г:и.др авл:ическюй цепи, напри м ер , получим 
a11 = - D�n - lp - �2at G1 ; (4, 1 05) 

а1 3 = E2D1n - D�01 • (4, 1 06) 

Учитыва я , что введение  Е у т о ч н я е т  расчет, можно � 
принят ь некоторым с р едн им значен и е м .  Для этого по ана · логи ч н ы м  расчета м  следует о це н и т ь  �01 • 1102 • 11п 

01 ' G2 ' n (4, 1 07) 
и приняrь в п роводимом р асчете их характерные значения.  



Глава V 
И ССЛ ЕДО ВА Н И Е Р ЕЖИ МА РАБОТЫ Д В И ГАТЕЛЯ 

ГРАФ И Ч ЕСКИ М  МЕТОДОМ 

§ 1 .  ОСОБ I!. Н Н ОСТ И  ГРА Ф ИЧ I!СКОГО МЕТОДА 

Гр афич есК!ИЙ мет.од р а.счета жидк·остною реакт,и;вного дви- · 

гател я является ПР'екр а.сным ,щополнением к ан ал итическому методу. Обеспечивая достаточно высокую точность расчета ,  он 
позволяет: 

использо,вать без каких бы то 'ни было и-скажений резуль­
таты обраlботки оnытных д анных ;  

п роизвести р а,счет в :юороткие .ср.оки ;  
наглядно представить поведение двигателя в юкрестности рабочего режим а ; 
к ачественно оценить устойчивость режима  р аботы_; 
оценить режимы р або,ты ДIЗIИгателя ПР'И зн ачительных от­

клонениях па·р аметров от их н ом.ин альных зн ачений ; 
п роследить характер вьоюда двигател я  на р ежим ; 
и.аследовать влияние р азличных п а р а.метров на  режим ра­

боты двигателя ; 
оценить влияние .внешних фак'Горов ; 
исполь-зовать р езультаты р асчета для н астройки двига­

теля; проследить действие р егул ирующих устройств . 

Уравнения двигатвл я не являются линейными , поэтому при 
решении многих з адач их приходит.ся упрощать. Графический же М е'ГОд не требует лине аризации уравнений . Мног.ие коэффициенты , ююдящие в уравнения двигателя ,  
за·висят от пар а;метров двигател я . Дл я того чтобы найти ре­шение ур авнений двигател я ,  некоторые коэффициенты прихо­
дится пр!Иним ать постоянным и или упрощать хар актер их за ­
висимост;и . Та·кие допущения ч асто принодят к зам етным ис­
кажениям качеств·еН НIОЙ картины процес·с а .  Гр афический ме­тод не требует ·использования подобных допущений . 
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Режим работы двигателя в целом зави·сит от работы его 
отдельных агрегатов, в первую очередь от режимов работы ка ­
м.еры сгор ания,  турбона·оосной установки и генера11ор а .  Чтобы 
оценить хар актер выхода двигателя н а  режим , уст.ойчивость, 
интенсивность дейсrsия внешних фа:кrоров, .возможность регу­
лировки и . н а1стройюи, необ.,юдимо решить подобные задачи 
для отдельных агрегатов двигателя и исследовать связи меж­
ду проце.ссами,  протекающими в этих агрегатах. 

Прюцессы, про11екающие в одних агрегатах, могут являть ­
ся внешними по отношению к другим , могут воg,мущать, иска ­
ж а·ть их или,  н аоборот, способствовать их  стабилизации . Гра­
фичес�ий метод •р а:счета поз1воляет !Проследить эту  ·свявь и 'ка ­
чественно установить интеНiсивность ,возмущений.  

В р амках н ашего курса ограничимся рассмотрением уста­
новившеrося р·ежим а р аботы двигателя .  

§ 2. П ОСТРОЕ Н И Е  ГРАФ И КОВ И РАС Ч ЕТ 

1 .  Гидравлические цепи 

Н а риtс. 23 пtредtстаtвлены б ал а:нсы даtвленпй основных •гид­
р авлических цепей двигателя :  цеп и  IОКИGЛtИТ·еля и цепи горю­
ч его. Секундный •веоо,вой р асх·од окислителя обозначен 01 , а 

Рис. 23.  

секундный весовой р а.сход горючего - О2 .  На рисунке пред­
ставлена зависимость гидравл,ичес�их потерь в коммуникаци­
ях от р а•схоща ·ком!Поне:нтов топлива tв tвиде tЮрwвых ph1 ( О 1 ) и 

ph2 ( О2) . Эт.и tкривые .могут бы'Ть построены по р аочетным дан­
ным или на основании обработки результатов гидр авлических 
проливок. На 110т же р.и·сунок нанесены хар актеристи•&И н асо­
сов, п редставляющие ообой зависимю•сть избыт:о'Чного давле­
ния,  ·С·оздаваемогю н асоса•ми ,  ·от р асхода &омпонентов Рн1 (01) �  Рн� (02) и соо11ветствующие некот.орому ПОIС'ГО•янно•му знач�-
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нию числ а :оборотов ,в ал а турбон асосной устано�ки. Таким об­
разом , раrсчет ооответст·вует одному заданному зн ачению чис­
л а  оборотов . Для получения пол ного п редставления о р аботе 
двигателя необходимо провести ряд аналогичных р асчетов для 
н еокюл ь::к:и х зн ачен и й  скоро сти tвр ащен ия . 

Баки рассмат риваемого нами  дви гателя  и м е ю т  надду в  р61  
и р62 ,  созда в а е м ы й  специ альной  системой наддува.  Давле ­
н ие в ба ках н е зависит от  р а схода топлива , поэтому н а 
нашем рисунке кри вые  (Рн1 + Рб2) ( 01 ) и (Рн2 + Рбt) (02) со­
от ветс,·венно эквидиста н тны кри вым Рн1 (01 )  и Рн2 ( 02 ) .  На 
рисунке  отм е чены отрезки р1 и Р�- Если . вос пользоваться 
балан сами  да вл ений ,  то можно на писать : 

Р1 = Рн1 + Рб1 - ph l ;  (5, 1 )  
Pt = Рн2 + Р62 - ph2. (5,2) 

Очевидно, ч11о п р и  установ ившемся режиме ·р або-ты двига­теля Р 1  и Р2 п ред�ста1вл я ют ICIOiбoй не что иное, как !{аtвление в 
камере сгор ания, поскольку юбе гидр а1вличес-кие цепи р абота­
ют н а  одну общую камеру.  Следовательно, давл ени я р 1 и р� 
обязателЬIНо должны быть р авны между собой.  

Легко з ам етить , ч11о каждому зада:нному или выбр анному значению G1 будет ооответстоовать вполн'е определ енное зна ­
че·НIИе G2 .  ДаiВл ение в ка1мере  Ро з а1ВWСIИТ не тооько от прихода 
топлива  в камеру 'Сгорания ( G 1 + G2) , но и от у.дельного им ­
п ульса  давления 

lp = VRT . 
"кр а 

(5,3) 
Можно считать, что удельный им,пульс давлен1ия не зависит 

от д а1вл ения в каrмере, а зависит 11олыю от площади критиче ­
с�ого rCeЧffii.ИЯ •СОПЛ а ::;кр И ОТ терМОДИНаМИЧеСКОГО п а р а метра 

В =  V R T  ' (5,4) а 
явл,яющегося функцией соотношения между р а.сходами  компо ­
н0011ов 

(5;5} 
Пр,и устанювившемся реж·име  rrр:иход топли13а в камеру сrо­

рания ( G1 + G2 )  р авен р а·сходу газов G, прюходящих через 
критическое сечение сопл а . 

Приход ·юпл1ива в камеру зависит от пара'метров гидр а·вли­
ческой цепи и ,величины ·Сопр·о'Гивления,  оказываем·ого каме­
рюй сгор ания, а р асход газов G - от давления в камер'е р0 и удельною импульса IP • Эти п а1р а1м етры !Каlмеры н а  •р·ис . 23 н� 
пред-ставлены; в н ашем р асчете они еше не фигурировали .  

1 43 



Поскольку велиЧ!ина  удельного импульса мюжет ИЗ'Менять­
ся rв ширюrких п редел ах,  'ГО испол ьзование данных, представ­
леmых на Р'И'С . 23, еще не дает rр,ю.зrм·ожн.ос1lи определrи·ть одно­
значно ( G, + G2) . 

2. Камера сгорания 

Воспользуеrм,ся рис .  23 для того, чтобы устаrновить сrвязь 
между давлением в каме'р е  Ро и притюком в камеру ( G, + G2) . 
Приступим к rпостр оению гр афика ,  лредrставленнrого н а рис.  24.  
Возьме1м правую часть 'Гр афик а ,  представленного н а рис .  23, и для ряд а  произвольно 'выбр аrнных значений G,  определ;ИJМ 
·значения р , .  

Ро 

Рис.  24. 

Поскольку мы р ассм атриваем установившийся режи:м , ·сле­
дует считать , что р1 еють р0 •  Откл адывая  н а  ·рис. 24 rзнаrчен1ие О,  и им соот.ветствующие Ро, получим кривую G, (Ро) . Совер-. 

:шенно а н ал•огично, но юр1иентируясь на левую ча�сть гр афика  
( ам .  рис . 23) , строим ·кривую G2 (Po) , поо<аrза.нную н а  р1ис. 24  и 
п ред•ставл яющую -собой зависимость притока второго ком п о­
нента в камеру от давлеiНия  в Э1'ОЙ камере.  Теперь можно 
-взять любrо'е давл-ение и I()IПределить ,  каковы будут •прИ'ГОКИ 
Iюмпюнентов в камеру. В ыберем ряд п роизвольных значе­
ний ро.  

На рис.  24 слещует IВ'зя·ть \Несоооль·ко пrроиз'!юльно вы­
бр а�нных rзначений Ро- Для каждого 1из rвыб р аrнных значений Ро 
1!\Южно определить 'CYJM'MY ( G , + G2) и пострюить •К!рИiвую ( G , + G2) (Ро ) , 1�01lOfP aя будет rпр•едста1влять •собой заiВИСИJ:\юсть 
!Прит.ока топл!ив а  ·В каJм·еру от давл ен1ия  ,в ней.  

Сл·е.дующий этап  р асчета сводит-ся к определению отноше­
ния К для всего диапазона давленrий .  Для любого произвюль­
"IЮ'Го значения Ро мы знаем G , и G2 ;  этюго доста'Гочно для по­
строения представленного н а rp1иrc . 24 гр афика функции К (Ро) . 
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Теперь для .1 юбого зн ачения Ро имеется значение К. Для по­
сrрюения кривой зав·исимост.и расхода газов , истекающих из 
камеры, воспользуем·СЯ уже известной фор•м ул ой 

G - Ро - ::iкv - ·  в . (5 ,6 )  

З адаемся рядом прюизвол ьных значений Ро и для каждого 
зн а•чения Ро нах од И!�! 'в ел1и ч ину К. Здесь необхощимо воспол ь­
зоваться И•1 И  результатами термодинам,ическоnо· р а�чета , или 
резул ьтатами обр а6отК'и опытных данных и для каждого по­
лученного К определ1ить величИiну термодин а1м ичеокого п а р·а­
м е'I'ра В .  Остае'I'Ся выбр ать , задатыся или определ!Ить об:ме­
ром площадь кр итич еского сечения сош1 а .  Теперь для !ВЫ­
б р анн ых значений Ро из·вестна 'Величина  р а·сХ'ода газа ,  исте ­
кающегю из 'камеры.  

Результаты ·р а1счета iпред'ст а!Вл ены 1Н а 1р1и с .  24 iВ !Виде К'Р:ИIВОЙ 

Pu = IPO. В точке а пересечения кривых ( G 1 + G2) (Ро) и 
Po (G) прихм '!1оплива в камеру равен р асходу газов (пр.одук­
тов .сnорания топл,и-ва )  из камеры.  Поэтому точка а соответст­вуе:г у.становившему�я режиму р аботы двигаrел я при выбран ­
ных для р а•счета числ ах оборотов вал а  турбон асосной у;станов­
ки. В заключение р а•счета ,  ,используя рис .  24, н аход,ИIМ •значе­
ния Ро, G 1 ,  G2 , (G1 + G2) и К. 

Посюоо11 ьку G t  .и G2 известны,  используя гр афик, представ­
ленный !Н а р1ис . 23, н а йде м  IСОотве'J1ст.вующие 'В Ы б р а,нН ЫIМ чис­Л ЗIМ юборотов гидр авлические потери и избыточное давление, 
с.озда-ваемое насосами .  Выполнив аналогичные р а·счеты дл я 
дру;гих энаiЧений Ч'ИIСЛ а оборотов,  'можно 1110Страить •гр афИJКи за ­
виоимос-ги найщенных п а,р аметров ·от ·числ а ю6ороrго1в в ал а  ТУ'Р ­
бонасосной установки. Для тоnа чтобы определить, ка:к:ие обо­
роты вал а  являются р а бочими ( паспортными ) , необхощимо 
nровести р асчет ТУ'рбон а•сосной установки .и генер атора .  

3. Турбонасосмая установка 

И звестию, что мощность, потр ебляем ая насосом ,  

р с Nн =_н_ . (5 , 7 ) 75"(1J8 
В результате р а счета  гидр авл ических цепей мы определили 

для •выбр анных оборотов как избыточное давление, создавае­
мое насосами, та.к и р а сход компонентов. 

Если принять "'н=const или  если  известна зависимость 1J н  
от пара метров насоса , то  можно для каждого выбранного 
значения  числа оборотов  подсчитать моrцность , nотребл я е­
м ую каждым насосом. Если имеется возможность, то гра ­
фик фун кции N8 (n) долже н  быть получен  о пытным путем .  
1 0  Зак. 63 � 4 5  



- - - - -----

1 

Nн J. Nr 

�-------------- л L--------- л 
Рис .  25. Р и с .  26. 

р 

N / 

L-------n Рис. 27. Р и с .  28. 
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Суммируя  значе ния мощност е й всех н а сосов , строим г р а­
фик  з а в исимости мощности , потр е б л я е м о й  этими насоса м и, 
от числа обо ротов вала турбонасосной у с т а но в к и  (рис .  25) .  

Н а  основании допол нительного р а счета или используя ре ­
зультаты обработки опытных з.анных.  ·Строи м ·семейство кри­
вых, представляющее зависи:'lюсть мощно-сти, р азвиваемой 
турбиной, от р а схода п арегаза  •И числ а  оборОТI()В  вал а установ-
ки ( рiИ'С . 26) . 

Известно, ч110 в первом прибл ижении м ощность, р азвивае­
мая турбиной, 

(5 ,8) 

где r и r' - �онстуктивные п а р а метры.  
К.аждая К'рlивая, ,пр·едста1вленн ая н а  рис .  26,  соответствует 

определенному  р асХiоду ·среДiства генер ации Gз .  
Ра с полагая р а ссм о т рен н ы м и г р афи ками Nн (n) и Nт (n, 03 ) ,  стр о им г р а ф и к  баланса мощн ост е й ,  д л я  чего сов м е ща е м  

об а графи ка н а  о дном л и с т е  ( р и с .  2 7 ) .  Е с л и зад а н  расход 
средства  гене р а ц и и ,  то по точ к е  п е р ес е ч е н и я  кривых  Nн (n} 
и Nт (n)  н а х одим п а р а м е т р ы  устано в и вmеrося р е ж и м а .  

4.  Генератор 

В оовр·еменных жидк10ст.ных реактивных двигателях пр,име­
няют самые р азл ичные типы генер ат•оров .  Есл и  генератор пи­
тает·ся двумя компонентами топлива ,  то р а.счет его аналогичен 
ра-счету основной камеры.  Перекисвый генер атор р а1ссчиты­
вается нес�олыю прюще. Х а рактер р асчета остае·гся примерно 
один а1ювым,  будет ли перекись водорода  ( или другое унитар ­
ное топливо) подавать•ся под давлением сжатого газа или на ­
сосом.  Р аоомотрим р асчет перекиснога генер ат10р а с б алл•он ­
ной .подаiЧ·ей 'переК'иаи (1рис . 28) . ОтложиiМ н а  'гр афиJКе да/Вле­
ние в баке  • С  пере!Шiсью ·в·одорода р63 • Если из значения давле­
ния р63 вычесть величину гидравлических пютерь рhз,  то для 
любого ·заданного р а.схода сред•ства генерации лепю найти 
давл ение в реакторе РР · 

Можно решить ·
и обр атную задачу . По ур а1в:нению 

VRT РР = Gs (5 , 9 )  
а :Е а11Р 

п ровод1и1М п ря мую . П ри относителто н из к и х  те:vтературах 
р азл ожения перекиои водорода 

V RT 
-- = const .  (5 ,  1 0) 

а 

Точка пересечения р ассм отренных линий определ·ит р аб о ­

чие •п а.р а•метры генер атор а .  
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§ 3. А Н АЛ И З  П РОЦ ЕССО В,  П РОВОД И МЬI И  С И С П ОЛ ЬЗО ВА Н И ЕМ 

ГРА Ф И Ч ЕСКОГО М ЕТОДА 

1 .  Устойчивость процессов, протекающих в камере сгорания 

Пусть точка а СР'И'С . 29) О!Пределяет п а р а1:-.1 етр ы установ,ив ­
шегося режим а .  Рассмотрим юкрестность этой точки и оценим 
устойчивость �системы .  

Газ 

Tonnu8o 

L.-..-------- G 
Р и с .  29. 

Допустим ,  что в какой-то момент времени под действием 
тех или иных факторов в камеру С'горания поступил о  н екото­
рое избыточное июличест·во т.оплива .  В _результате сгорания 
этой пор ции 11оплива п роизойдет повышение давления в ка'Ме­
р е  и как следстВ'ие этого-)'lменьшение :nритока топлива в ка ­
меру. Одн ако при повышенном давлении в камере  р асход газ а  
из камеры б удет бо.льше р а�счетнооо. Таким обр азом , П'Р'И по­
вышении давления в камере з а  счет сгорания допол:нитеmьной 
пюрции топлива п роизойдет одновременно и уменьшение при ­
тока топли�в а ,  и у�величение р а'схюда газа .  Эт•о будет способ ­
ствовать уменьшению давления в камере до р асчетного зн а ­
чения .  Таким  обр азом,  точка а является устойчивой. 

К совершенно ан ал,огичным выводам мы придем ,  есл и  про­
следим пр1оцес·с, вызванный не увел ичением , а уменьшением 
приrока топлива в камеру.  

Рас,см,отрим теперь 'ЮТ же процесс, но с учетом м ассовых 
сил и сил трения , действующих .в системе .  Пусть под действи­е м  возмущения давление в камере  увел ичилось н а  вел ичину А 1  ('С'М . рис . 29) . В результате та.Jюго увеличения 1п р ошюйдет, 
как уже отмечал ось , уменьшение притюка топлив а в камеру и 
увеличение р а1схода газа из сопл а ,  а вследствие этого -
уменьшение давления в камере .  
1 48 



При изменении давления в камере м еняются как скор ость 
топл ива .  поступающего в камеру ,  так  и скорость газа ,  исте­
кающего из ка·:Уi еры .  В силу инерuии движущих•ся жидк·о стей и 
газа  вел ичина  давления в камере  к пекоторому моменту вре­
м ени t:.t  окажется меньше ном инальной н а  вел ичину А 2 . Если 
бы ·В ·Систем е отсутствов ал и силы трения , то а м плитуды А 1 ,  А 2 , А!з и т. д .  был и  бы р авны м ежду сю бой и набл юдал ись бы  ко­
лебания давления, протекающие с по•ст.оянной а м пл итудой.  
Бл агода р я  действию сил т рения ,  возникших м ежду жидк·остя­
МIИ и стенками элементов коммуникаций,  величина ам пл итуды 
каждой посл едуюшей полуволн ы б удет меньше пр еды дущей ; 
в системе имеют м есто собственные з атухающие кол еб ания .  

Ита·к, если си.стем а «камер а - гир авл ическая цепь» пол у­
чит возм'Ушение, в результате ко11орого давление в ка м ере ют­кл онится от •Своего номинального значения ,  то в окр естности 
точки а 1в озн икнут ·ообегв·енные затухаюJlllие кол еб ания .  

2. Устойчивость турбонасосной установки 

Бел и ·отбросить из р а с·смютрения ано р м ал ьн ые случ аи ,  110 
систем а  «камера - гидравлические .цепи»  ( точ ка а на рис .  29 ) 
всегда у.стойчив а .  Неустойчивая  р а бота э11ой системы возмож­
н а  "Гол ько при  ·весьм а глубокJИ х отклонениях отношения К от 
номинал а .  

Несколько сложнее обстоит дело с тур бонаоосной установ­
кой, ко�10рая  в з ависи мо ·сти от характер.И!стик ее агрегатов мо­жет быть как устойчив а ,  так  и ;неустойчива . Отмет,им ,  одн аюо. 
что в подавл яющем большинстве случ аев •систем а  «тур бина­

н асосы» является ус·тойчивой и и сследов ание соодит·ся к оп ре­
делению степени устойчивости . 

Р ассмотрим бал анс ·мощностей турбон асосной уста н овки , 

турбина  которой пита-ется генер а11орюм •с б аллонной ·подачей 
переки.си водор ода .  П р и  установ.ившем ся режиме  п ар ам етр ы 
установки оп редел яются ТОЧIКОЙ 1Пересечен1и я а ( р и;с , 30 ) . До­
пустим ,  чтю в ·силу тех ил и иных вовм ушений обороты вал а  
тур бон асосной установки увеличил1и.сь до значения n2 ( см . 
пр а .вы й гр афик р исунка ) . При  это·м мощность, п отребляем ая 
н асосами ,  окажется бол ьше мощности, р азвиваемой тур биной . 

Посюольку мошно•сть , потребляем ая н асосами ,  больше подво­
дим ой , то числ о оборотов в ал а турбон асосной установки 
уменьши'f!ся до номин ал ьноnо зн ачен и я .  С.1 едо·в а тел ь ню ,  уста ­
новка ·устойчИIВ а . 

М атем атИчеС•К!И условия устойчивости турбон а .сосной уста­
н овки в окрестности точки а м ожно з а п и с ать так :  

( 5 ,  1 1 ) 
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Есл и 
--" < _т 
дN ) ' дN ) 
( дп , а ( дп а 

' (5, 1 2) 

что предст а вл ено н а  .п ево:v1 г р а ф ике того же р и сун к а , то с и ­
стем а неу.стойчива .  

В 'с амом деле,  возмути м систему так,  чтобы р асчетные ,о бо ­
р оты n, увеличились до n2.  При оборотах n2 м ощность , р а-зви­
ваем ая турбиной , больше мощности , потребл яемой н асосами .  
Н ал ичrие свободн ой мощности приведет к д альнейшем у увел и­
чению числ а ·аб арот10в вал а  тур б он а,сосн ой У'Ста нов,ки .  

N 
T!Jptfuнa 

а 
J 1 1 1 Система 1 неустойчи6а 1 1 

Рис .  30 . 

N 

1 1 1 Систена 1 ycmotl,шOa 1 

Вел И в результате н а шето 1воздейств-и я ЧIИ'Сло обор•отов бу­
дет У'Меньшено по ср а,вн ени ю · с  р асче'Гiньюл,  то всл едств ие п р е ­
вышения мющности, пютребл яемюй н а-сосами,  п рюизойдет даль­
нейшее ум еньшение числ а оборотов в ал а установки.  

Таким обр азом , раосмотренн ая с.истем а является неустой ­
чивой.  

Ср авним устойчивость двух турбон асосных у.станавюк . 
Пусть тур·бин а п ер�вой установки питае'Гся п а рогазом ,  по.1Iуч а ­
е м ы м  в генер аторе с б аллонной п одачей пере�иси водорода , а 
турtбtИна .второй у,становки - п а•рогаэом , п ол уч а ем ым в гене ­
р аторе с н асосной подачей перекиси водорода .  Б ал анс  мощно­
стей пр ед�ст а,в.1 ен н а  рис .  3 1 .  При б аллоНiной · под ач е  п ер екиси 
л'иния 1-1 п р едста.вл яет соб ой зависим·ость м ощности ,  по ­
требляемюй насосам и ,  от Qбю ротов,  а л инии , отмеченные циф ­р а м и  3 - хар актеристики турбин ы . К аждая л и н и я  со ответст­

вует оп редел ен ному р а.сходу ср едства генер ации . Есл и х ар а к­
теристи к а  т у р б и н ы  п р едста вл·ен а л ин ией 3-JV, то у'стойч и ­
вость уст а н овки опр едел ится углом а. .  Р ассм отри м теперь 
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насосную по:дачу перекиси . Мощ.но,сть ,  потребляем ая насоса ­м и ,  будет 'больше, чем в предыдущем •случ ае,  за  счет мощно­сти .  потребл яемой 11ретыим ,  допоонител ьнЫJм н а>сосом . 
Теперь вм есто линии 1 - 1  за.ви·симость мощности, потреб­

ляемо-й тремя насосами ,  от оборотов ·вал а установки, предста ­IВ'ится л инией 2-2. Сп е uи ал ь н ы м  р асчет.ом генер атор а можно 
установить зависим ость между Ч'ИС.1'ОМ оборотов н асоса ,  п·ода­
ющего перекись, и р асход:ом перекиси. Допустим , что при этом 
зависимость м ощнос�и тур бины от оборютов б удет предста.в ­
о�1ен а линией 4-4 ; тогда у>стойчивость установки оmределится у.глом � .  Н аклон л инии 4-4 можно измен ить, если гид,р ав­
лическую цепь генератор а  снабдить регул я11ор ом , вы пол н е н ­ным ,  например ,  в виде дроссель ·  ноЛ заслон ки ,  n риводимой  в · N 

N 

2 f 
L-------��----�- n 

Рис.  3 1 . Рис .  32. 
действие центральным регулятором . Линия 5-5 представляет 

· -собой зависимость мощности турбины от ч и,сл а оборотов при 
-н а .ео:сн ой под а ч е  в случае действия регул ятор а . 

Возьмем точку а, с•о ответс11вующую р аботе без регулятор а . 
Есл и  произвести дросс·елирование гидр авлической uепи гене­
р а11ор а путем п·овор ота дросселя на неюоторый угол , Т·О расход 
11ерекиси водорода уменьши11ся;  вместо т.очки а м-ощность тур­
бины определится точкой б.  

Есл и при больших оборотах без ре г улятора мощность 
турбины о аределвтся  точкой а', то вследствие еще боль­
ш его поворота дроссел я вместо точ к и  а' мощность турби ­
н ы определится то ч кой  б ' .  Таким ос разом,  угол � может 
·быть у в еличен до �наче ния i·  что соответствует повыше­нию устойчивости установки.  
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Р ассмотр :им теперь .вопр:ос об устойчив ости ·rурбонасосной 

у·становки с учетом м ассов ых ( инерционных) •сил и сил тре­

ния ( рис. 32) . По•д действием •внешних ф акторов .систем а вы ­
ходит из .состояния р авновесия и р асчетные обороты увели­
чиваются (:или уменьш аются ) н а  .величину н ачальной ампл и­
туды А 1 • Здесь N" - Nт есть величина положительн ая ; Ч1исло 
оборотов вал а  Уlстановки уменьшается . Поскольку р а-бочие ко­

леса турбины и н аоо.с:ов обл адают инерцией , обороты в ал а  
уменьшаю"!'ся до .величины, которая  м еньш е р асчетных зна­

чен.uй оборСУГов . 
Под действием ·СИЛ трения (тр ение жидкостей и пара  в про.­точной ча.сm, о диск в корпусе ; трение механическое в уплот-. 

няющих у;стрюйствах и др . )  происх·одит уменьшение ам плиту­ды до величины А2 .  При юбор отах , меньших , чем р асчетные. всл едствие пре выш ения мощности тур •бины н ад ·мощностью н а сосов н а•блюдается р азгон системы,  который,  в •силу н али­
чия м•аховых м а!С'С, ·з а1канчив.ается при об01ротах n > n1 • Амплитуда Аз,  .в·сл •едст.вие де-йст-вия сил тренмя, м еньше амп-
л,итуды А2.  

В.оз:м ожен и дрУJГОЙ хар а:ктер дв!Ижения . У:велич и•м интен ­
СИIВ!ность сил трен!И я . Пусть под действием ·в нешн их •СИЛ ·р а:в ­новесие 1Н аруш аетtся и начальная  а•м1пл1итуда А 1  будет так?й 
же, как 'В ·пр едыдущем •случае . Бели факторы , демпфирующие ·Систему, действуют доста­точно интенсивно, то iВмест.о р ас-смотр енных в ы ш е  сюбствен ­ных затухающих кол еб а�ий будем н аблюдать апер ·иодическое­д.вижение . 

Таким обр азом, устойчивая  тючка а обусловл ив а ет затуха­
ющие ;юол·ебания 1или а1периодичес1Кое Д!Вiижение в случ ае, если 
под действием тех •ИЛИ иных ф а кторю:в ·си стем а выводит.ся иs 
с:остоя.ния р а•вновесия . 



Глава VI 
И ССЛ ЕДО ВА Н И Е ·в Н УТР И КАМЕР Н ЫХ П РО ЦЕССОВ 

МЕТОДОМ ОТКЛ О Н ЕН И й ПАРАМЕТРОВ УРАВ Н Е Н И й 

В ЧАСТН ЫХ П РО ИЗ ВОД Н ЫХ 

Изучен и е  двигател я п ри пом ощи сов ре м енных из'М ер ител ь­

ных п р,иборов р асшир.яет н а ш и  позн ани я ,в  отнюшен ии п роцес ­сюв, в нем протекающих.  Чем iр ,азност ор.о:н:н ее •и обшир нее ста­

вит•оя э1кап ери м ент, чем р а,знообр азнее И'ЗС\1 ер ител ь.н ая ап!П а-р а ­

ту.р а , ч ем :вд)'lмчивее веде'f!Ся оrбр аrботка оп ыт а , тем бол ьше но­вого поз,н а ет иrсrсл едов ател ь .  Резул ьтаты овоrих ·иосл·едований он 

м.ожет предсrаrвiИть ·в м атем атическом виде,  совершенствуя уже 

и м еющиеся фотогр афии п р -едст а влений . Дифференциал ьные 

ур авнения В·СЛ едствие н е п рерывного уточ н ения у,сл ожняют,ся, а 
этО п риводит к н е обх:оди м ооти отыскив ать нов ы е  м етоды а н а ­

л из а .  Сов ре м енные м етоды м атем атического а н ал и з а  позв.о.л я­
ют реш ать л юбые з а д ач и ,  но чем они сложон ее, тем труднее до­

стичь резул ьтата требуе мой точнос11и . Да же испол ьзов ание м а ­

ш и нной техники н е  В·сегда обеспечи в а ет достаточную б ыс-гро ­

ту ил и необходимую точность р ешения.  Глубокое иссл е.дов аНiие 

сл ожных •Систем диффер ен ци ал ь н ых ур а.внений вкл ючает а н а ­

л и з  ч а·сm остей , решение ·отдел ьных м атем атических и л-огиче­

ских задач н а  м ашин ах,  испол ьзов ание м етод а  ч·исл енного ин­

тегриро в а ния,  изучение поведения п ар а м·етр:ов в окрестностях, 

качественный а н ал из ,  изуч ение н а ч альных и гр аничн ых усло ­вий и т. д .  

Та ким ·обр азом , изл а га емый в данной гл а:ве м етод я вл яет­

ся одiНIИIМ из м ноnих ВО'31Можных;  прrжм енение его дм жно 

сочетаться с испмьзОiв анием других м етодов ,  хорош о извест­

ных ч итател ю. 

§ 1. ЗАВ ИСИМЫ Е И Н ЕЗАВ И СИМ ЬI Е  П ЕРЕМЕН Н Ы Е. ОТКЛО Н Е Н ИЯ 
ПАРАМ ЕТРОВ ОД НОГО УРАВ Н Е Н ИЯ 

И сходной предпосыл кой п ервюго п ар агр аф а явл яется сл е­

дующая. Любое кол ичес11во з ависимых пер•ем е нных м ожно 

п редставить в ви�е так.ого же км ичеств а  н е з а в ис:и м ых пере-
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м енных, есл и и м еет,ся .в;озм ожность получить оТ>кл онения коэф­
фи циентов, числю ко-го р ых н е  м еньш е ч исл а п е ре м ен н ы х .  Дл я  'по я с н ен и я  м етод а р а с с м от р им сн ачал а  сл едующее а.1 -
геб р а ическое ур авнен и е :  

у = ах + с.  (6, 1 )  

Графи к ф у н кци и (6 ,  1 )  показаt� н а  рис . 33 .  П ус ть зави­
сим ы е  пер е м е н в ы е  х и у мо г у т  иметь  отклонени я  Ax _,. dx 
и Ay-+-dy .  Допу с т и м ,  ч т о  а и с та к ж е  могут получить 
отклонения 11а и Ас, n р и ч е м  Aa ---+ da и Ac ---+dc. 

Хо Р и с .  33. 

В м ал ы х отклонениях ( 6, 1 )  в апиш ется так:  

� у = аАх + х4а + Ас. (6,2) ' 

Пусть будет выбрано некоторое фикс и рован ное значе­
·и ие х = хо .  Если а и с заданы (см:. рис. 33 ),  то х0 соответ­· Стз ует одно знач е н и е  Уо . Есд и ж е  а и с могут пр ини мать 
разл и чны е зна ч е н и я ,  иначе го в о р я ,  если дл я а и с возмож· 
н ы  отклонени я Аа и Ас, то дл я Ау буде м иметь 

Ау = Хо !::!а + !::!с, (6,3) 

nоскольку п р и  фиксированном Хо отклоне н и е 11х рав но 
нудю. 

О ч е видно, что хо м о ж ет быть в ы бран любым,  в е  
зависящим о т  Уо , поскольку п у т е м  подбора Аа и t:.c все гда 
можно обеспечить дюбое !::.у ,  а с л едовательно ,  и любое у0; .х и Ау я вдя ются  независ и м ы м и  переме нвымв.  Для и з м е н е ­ния Ау достаточно изменить  а ил и с. Если прин я т ь  ф и ­
ксиро в а н ное з н а ч е н и е  Уо , то м ожно будет показать ,  ч т о  '' и t:.x я вляются не за виси м ыми п е ременным в .  Для измеие -
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вия ilx достаточно изменить или а или с. Изложенное 
иллюстрируем схемой 

х- - !!..х ( Аа, Ас) 

1 ( 6 ,4) у- - - Ау (!!.с, Аа) , 

которая читается следующим образом . 
П усть даны  зависимые  переменвые х и у .  Отклонения  

t:. x  и ily  б у дут  н е  зависимыми переменным и ,  если теперь 
новым независимым: переменным (отклонени ям)  соответст· 
вуют коэффициенты (а и с) ,  которые могут полу чать 
отклонения (.Ь.а и Ас). П оекюльку м ожно в ыб ир ать дельту 
л юбого 'коэффи циент а , числ о в ари а н11ов р еш ен ий р а'В н о  ч ислу 
коэффи ци енrов, получ ающих О1'кл онения .  Сл·едоrв ательно ,  в 
р асом атриrв а емо:м случ ае и меется д:в а р еш ен ия . 

В первом решенив  н еза висимость Ах обеспечивается 
изменением а,  а независимость Ау - изменением с ; в о  вто·  
ром случае независимость t:.x достигается изменением с ,  а 
неза висимость Ау - изменением а. В более общем виде : 
задано N зависимых переме нных . Переходя к отклонени· 
им ,  получаем систему с n = N не завис и м ы ми переменными ,  
.если  имеется возможность получить т =  n отклонений M = N ко3ффициенто в ;  общее ч исло решений K = m. 

Изложенное иллюстрируе т схема : 

х - - Ах (Аа, АЬ , А с) 

1 
1 1 [ у- - -ily (АЬ,  ilc , .Ь.а) 

1 
1 

(6 ,5)  1 1 z - -ilz ( � с • .Ь. а ,  ilb) 

1 1 1 
Т а ким обр а.з ом , при  переходе от з ад а н н ы х  ур а внен ий к 

ура вн ения м в О'I'клонениях зависимые перем ен в ые з а м ен я ютс я  

нез а,в•исим ым и , п о скол ь ку в м есто прежней непрерывной функ ­

l.IIИОн ал ьной связи р ассм атрив а ются н ов ые з а к:оню м ерности ок­рест:ности в ыбр анных з н а ч е н ий координ ат и м ом е н т а  вре м ени . 

Пусть теп ерь вм есто алгебр аическ:ого ур авнения ( 6 , 1 )  n р едл ожено дифференциальное ур а,внение 

х = ах + с. (6,6) 
Локажем , что отклонения  

dX -+ dX и AX -+ dX 
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независимы,  если дл я коэффициентов а и с возможн ы 
отклонения 

I:J.a -+ da и !:J.c -+ dc.  
Гр афик функЦИIИ ( 6,6 )  rп рмставлен н а рис .  34 . 
В <УГклонениях дифференuиальное уравнение (6 ,6 )  з апи­

шется так: 
Llx = ai:J.x + x1a + Ас.  (6 , 7) 

Если задан:о фик·сированное  значение х0,  тrо ур авнение 
( 6,7)  п римет вид 

%0 �----�+=���--•f<i 
'3 

Хо Р и с .  34. 
Схем а запишет·ся сл едующИJм образом : 

х- ·- -Ах (!:J.a,  Ас) 
1 : х- - -I:J.x (!:i.c, !:J.a). 

( 6,8) 

(6 ,9} 

Очевидно , что отклонение функции I:J.x не будет за ви­
сеть от отклонения п роизводной I:J.x, есл и имеетс я  возмож­
ность ввести отклонения I:J.a и I:J.c для коэффициентов а в с.  

Формул ы  тиiП а ( 6,7)  н азовем а.налитичесrоими формул ами 
для задан ной функционал ьной зависимости типа  ( 6,6) . Ан а ­
литические формулы uелrесообразно использов ать в тех случа­
ях , когда для з аданной функuиональной зависимости трудно· 
или невозм ожно получить решение в уд·обном дл я анализ а ви ­д е  или IIO rд a  имее11ся решение дл я векоторого режим а  и тре ­
буется обследовать пов·едение  п а р а м етров в окрестности . 

Пусть будет, напр·имер,  ·задано ур авнение 
х + ах - с = О. (6 , 1 0) 

1 56 



Реше вне и м е е т  в ид 
с -at 

х = - (1 - е ) .  
а 

Взяв производную, получим -at 
х =  се 

(6 ,  1 1 ) 

(6 , 1 2) 

Используя ( 6, 1 1 )  и ( 6, 1 2 ) , легко установить связь м ежду 

отклюнением функции и отклонением производной . Одн акю эту 
задачу легче решить прямо по ан ал,итической фор мул е 

.. - Ах - х!!а + Ас �х = -------'---а 

Рис .  35. 
Если же взя ть уравнев н е  

х + ах - с = ах '  

(6, 1 3 )  

(6, 1 4) 

то подобного р·ода а н ал из пер вым М'етодом , т . е. по р ешению, 

п ровести трудно, а н ал ичие ан алитической формулы 

.. - Ax - x ( 1 -ax-t} Aa + �c 
... х = ------'----'---'--a - ax l n a  

быстро приводит к р ешению . 

(6, 1 5) 

Перейдем к р асс м отр ени ю  диффер енциальных ур авнений в 
ч а стных п рюизводных . Вюзьмем для примера  такое ур ав­нение : 

дх = ах + (c + k  �) . 
дt д� 

В откл о н е н и я х  ( ри с .  35) буде м  и м е ть  
� - = а�:&х + х�:&а + 11 c + k - . дх 

( 
дх ) дt \ д'f' 

(6, 1 6 ) 

(6, 1 7 ) 
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В окрестности Хо у равнение (6 , 1 7) запишется так : 

А дх = х0 Аа + А  (с + k дх ) . (6 ,  1 8) дt . дrр 
Дополнительно к прежним у•словиям . вводи11ся 
связь между отклонениями: 

А с + k - = Ас + kA - + - !J.k .  ( дх) дх дх а, а, дт 

следующая: 

(6, 1 9� 

От кло нен ие А (с + k ::) достига ется,  как следует из 

дх (6, 1 9), одни м из трех способов ; одна ко в отношении - все дt 
три с по соба в оздейств и я  эквивалентны .  

Приведем некоторые примеры анализа уравнения в част­
ных п роизводных. Допустим , что заданное уравнение запи­
сывает.ся так:  дх дх - + - W + ax - c = O. дt дr.р 
Аналитическая фор·мул а пр•имет вид 

А дх + WtJ. дх + qx д W + аАх + x!J.a - !J.c = О. 
at а, а, 

Далее б удем писать дх 
дf = Xt ; 

дх -,- = х, .  orp 

(6 .20} 

(6 ,2 1 }  

(6,22) 

(6 , 23) 

Для •определения .влияния различных отклонений н а  откло­�ение функции ан алитическую формулу запишем 
- �xt - W�x - х А W - хАа + Ас Ах = ' _ч>_,__ ____ _ 

а 
(6,24 t 

Если К'оэффициенты у р а-внений отклонений не по.лучают, ro 
- Ах1 - WAx" - х" AW 

Ах =  а (6,25)  

При пом ощи формулы (6 ,25 ) ср азу н аходим_, что отклоне­
ние функции в а раз меньше отклонения прои3'водной по t l:.xt 

Ь.х = - - - ;  а (� .26) 
далее находим -связь :между •отклонением функции и ее пронз­
водной 'ПО tp 
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Если  на  откл·онение функции вл и я ет тол ько откл о н ение ско­рости, то х 
dx = - -'�'- 4W.  

а 
( 6 , 28) 

Пусть теперь для коэффи циентов а и с возможн ы  откл·оне­
ния .  З адачу :м ожно р ассм атрив ать и.�1 и  для заданного момента 
времени,  или для заданных значений координат .  Рассм о т р и м  за данн ы й момент вре м е н и . Здес ь Xt должно б ы т ь  задано и может быть отлично от  н уля ,  но �Xt = 0. 
Вместо (6, 24) для та к и х  зада ч,  и м е н у е м ы х  зада ч а м и  перво · ro рода, б у д е м и м еть 

- W �хф - х� � W - .с Аа +�с 4Х = · (6 ,29) а 
В любой момент времени,  но для заданного сечен ия,  т. е. в задачах, к·оторые будем н азывать задачам:И второго рода, - �xt - хор �  W - .с  �а + �с 

дх = (6 ,30}. а 
Пусть необходимо, не  \fЗМеняя значения функции и скоро ­

сти, измеН!ить производную по  времени . Это м ожно сдел ать 
путем изменения коэффициента а ил и с. З адач а  относится к. 

задачам второго рода . Воспользовавшись выр ажением (6,30) , 
получим �xt + х �а - �с ----- = 0  о (6, 3 1 )  

а 

Если н а  прюиэвюдную воздействов ать только через коэф­
фи циент а, ·ю 

АХ1 = - Х А.а. (6 ,32) 
Вюздействие только через с при.водWГ к Р 'езультату 

дх1 = j,c. ( 6,33) 
При постоянных �значениях а и с 

АХ1 = 0. (6 ,34). 
Провзводная остается пре}lшей и в случае 

Х Аа = Ас. (6, 35) 
Теперь проследим , как изменится функция, если производ­

ные не будут 1иметь от,кЛJОнений.  В та•К!ИХ задачах, именуемых 
задачами тр·етьего рода, исходная формул а  прим'ет вид 

- - .с � W - х !!J.a + !!.с Ах = _ __, .. _____ _ 

а 
(6,36) 

Испол ьзуя формулу (6,36) , н аходим три эквивалентных воз­
действия :  

(6,37)· 
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Е сл и  изменение скорости явл яется следствием воздействия 
на функцию, то отклонения коэффициентов вл ияют н а откло­

Нiени е  К()IМ ПЛеК'с а  

at.x + х'Р 6. W. (6 ,38 )  

В р а осматриваем ом случае  отклонение комплекс а  опреде­
ляется отклонением коэффи циентов : 

- х А.а + t.c . (6, 39) 

Есл и х t.a = t!..c , то и ме ет место ил и н ул евое решен ие , 
или де й ствует соот нош е ние 

Ах = _ х, (6,40) 
1\ W  а 

§ 2. ОТКЛ О Н Е Н ИЯ ПАРАМ ЕТРО В С И СТЕМЫ УРАВ Н ЕН И И .  

УМ Е Н ЬШ ЕН И Е П ОРЯ Д КА УРАВ Н ЕН ИЯ 

Метюд откл онений позвол яет пров•одить качесmенный ана ­
лиз систем диффер1енци альных уравнений в ч а.стных производ­
ных. П р и  р а.ссм·отрении п р оцесоов в окрестносrи в место пере­
менных и их производных р ассм атрива101'ся .откл онения, кот о ­

рые явл я ют1ся неза�висИiмыми пер еменными,  есл и  имеется в•оз ­
м ожность получить отклонения коэффициентов . Систему с не­
зависимыми  переменным·и всегда можно разбить н а ряд си­
стем , 1вкл юч ающих в себя меньшее число ур а:внений . Такие уп­
рощенные системы будут соотве11ствов ать системе дифферен ­

циальных ур авнений,  порядок кот.ор ой окаже'Тiся м еньше по­
рядка пер вон ачальной, исходной системы.  

П усть будет з а да на систе ма i ура внений ,  содержащая k 
неза в иси мых п е ре :мен ны х в от кл он�ви я х  (t!..xk) в столько же 
коэффи цие нтов , п редста вле н н ы х также в о т клоне ниях (t!..a ;k) :  

k k 

� aikt!..xk = � А;116.а111 , i = k .  (6 ,4 1 ) 

Допустим,  что, испол ьзуя систему ( 6,4 1 ) ,  требуется опре-делить n п еременных, п ричем n < k.  Для решения задачи 
'систему ( 6,4 1 )  ·р аздел им на две части , на две с·истемы. 

Левые ч асти n ур авнений пер·вой ·системы должны содер ­
жать n переменных, а k-n переменных, ·входящих в эти n 
ур авнений , должны быть переписаны ·В п р авые части с обр ат­
ными знакам и :  n k k 

� ai11 t!..x" = � A ;k l!!..a ;11 - � ail,t.x",  i = n ; п < k. (6,42) 
1 1 n + l  

С ч и та ем , что коэффициенты aik и А ;" известны . 
Ориентируясь на усло в и я исследо ва ния , задаемся всеми 

Ь.а111 и те м и дхk, в количестве k - n, которые в ходят в пра-
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JЗЫе части (6 ,42) . Решая  систему,  находим те l:!.x,. в кол и ч е ­
стве  п ,  которые в х одят в левые части уравнений системы ! 6,42) . Найденное решение я вляется частным и соотве тст­
вует наложенным на систему условия м .  Чтобы эти  условия 
был и оправданы, н еобходимо удовлетворить и остальные k - n уравнений исходной системы (6 ,4 1 ) .  Вторая система 
запишется та к :  

и л и  

k k 

� ai,.�x,. = � Ai,.l:!.ai,., i = k - n 

n k k 

:L ai,.Ax,. + :L ai,.l:!.x,. = � А161:!.а1,., i = k - n .  
1 n + 1 1 

(6 ,43) 

(6,44) 

О т клонения l:!.x,. ,  вх одящие под знак перв ой суммы, 
определены по с истеме (6, 42), а от клонения �х,., входящие 
nод знак второй суммы , были нами назначены при подсчете правых частей уравнени й  ( 6 ,42) . Таким образом , ка ждое 
уравнение (6 ,44) используем дл я определения l:!.ai11 так, что­
б ы под каждым знаком суммы правых частей (6 ,44) был о  
хотя бы по одному искомому от клонению Aa ik ·  Э т а  опера ­
ция должна решаться с учетом конкретной специфики ис­
следован ия . 

Если теперь вернуться к исходн ой систем е  ( 6,4 1 ) ,  тю ок а ­

жется , что она реш ен а , н о  тол ько дл я ч а.стнаог.о 'СЛуч ая , кото­

рый ·соотве11ствует п р инятым •В  ( 6,42 ) и полученны м 1п ри реше­

нtии ( 6 ,4 4 )  ·зн ачения:м .1a ik· 
Для иллюстр ации изл оженного р ассмотр'Им .систему пяти 

ур а внений в откл.онениях,  которую з а пишем так:  

k k 

� a1kAxk = � Ai,.l:!.a1,. , i = k = 5 . (6 ,45 ) 

Р азобьем систему ( 6,45) н а  две: первая будет включ ать в 
себя два ур авнения и п р·едн а.з н а ч аться для опр едел ения �Х1 и -� х2 , а втор а я ,  содер ж а щ ая т р и  у р а в нения,  п озвол ит о п р ав­

д ать усл овия,  накл адыв аемые на первую систему. 
П ервую сис'Ге�Iу з апишем так :  

а11Ах1 + а1 2Ах2 = � A1kl:!.a1,. - а1 31:!.Х1 - a14l:!.x• - a11;l:!.X5 ) . 
r .  (6,46 ) 

а211:!.Х1 + а221:!.х2 = � А2,.1:!.а2,. - a23l:!.X3 - а2•1:!.х4 - a2si:!.Xs 

Чтобы определ ить l:!.x1 и l:!.x2,  задаемся численн ы ми значе ­
ниями п ра вых часте й .  Дл я этого, ориентируясь  на  условия  
конкретной зада чи,  следует назначить в виде численных 
1 1  З а к .  6 3  1 6 1 



значений отклонения �х3, �Х4 , L\x5 • Также с учетом конкрет­
ных возможност ей су мм ы  L A1k�a1k  в L A,k�a2k задаются 

в виде чисел . Т.епе рь п равые части (6,46) суть числа , и 
определить �Х1 и �х2 не  п редставляет т руда . 

Вторую сист ему запишем та к :  

as1�x� + аа 2�Х2 + аsз�Хз + а34�Х4 + аsь�х. = L Aзk � ask l 
. а41Ах1 + а4 ,�Х2 + а43�х3 + ан�х. + a45L\x5 = L A4kL\a4k } ·  ( 6 , 47 ) 

а51 �Х1 + а5�дх2 + а53АХ3 + a54L\x4 + ali5дx5 = L A5kAa5k J 

В левых ч а с т я х  уравнений этой систем ы  все Axk изве­
стны,  поэтому подсчитываем требуемые значения правы:х 
частей .  Учитывая имеющиеся возможности для каждого 
ура внения , выбираем по одному или по несколько �atk• а 
по найденным требуемым знач ениям определяем и х .  Теперь 
исходная с истема (6,45 )  решена . 

При  решении некоторых зада ч часто оказывается удоб­
ным ряд дхk назна чать равными нулю .  Пол у ч е нное решение 
носит, как уже отмечалось , частный характер и у станавли­
вает связь между отклонениями коэффициентов и отклоне -· 
ниями независимы:х переменных .  

Рассмотренная методика  применим а для исследования 
процессов во многих случаях,  в том числе и в тех , для ко�орых формулирует·ся примерно следующая цел е в а я  установка . 

Из общего числа параметров ( независимых пере менных) 
отбираются н е которые, отклоне ния которых должны быть 
вполне определенными (L\x > О; �х < О; АХ = 0) . Требуется 
найти необходимые воздейст в и я  на коэффициенты и опре-
делить по ведение остальных параметров . . Рассм,отрим применение метюда для анализа диффереН'Ц'И­
альных ур а внений ' В  частных производных.  

В § 1 было показано, что отклонение функции и отклоне­
ния ее п рюизводных являются независимыми переменными,  ес­л·и имее11ся .в-оз·м ожность получить отклонения :юоэффициентов. 

Есл и  в исходной замкну·юй систе м е  i ур авнений было .k 
неизвестных ( функций) , для каждой из кото:рых и м ел ись 'про ­

из·вод.ные по  s ар гуJм ента'м , то ан етем а \В от,кл онен иях будет 
содержать т = k ( 1 + s) незаВIИСИJМЫХ перемен ных.  

Ис�одная систем а в -отклонениях запише11ся так :  

(6 ,48 )  
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С точки зре н и я решения систе мы (6 ,48) отклонения фун к­
ций и отклонения производных равноце н н ы; обозначая в х  
общим символом Ахт, полу чим в место (6 ,48) 

т k 

1: а1тАХт = � AikAaik' i = k; т >  k . (6 ,49) 
1 l 

По·скольку т> k = i, т. е .  посКсольку число ·неизвестных 

·больше числ а у р а внений ,  решается систем а ( 6,49) только тог­

да, когда т - k = s неизвес11ными можно задаться . 
Собирая подлежащие определению 'Неизвестные под зн а·к 

пер 1ной сум мы, а неизвестные,  зн ачениям и  которых .следует за ­

даться , под знак другой сум м ы  и перенося их в пр авые части 

ур авнений с обр атными зн акам и , •получим 
k k т 

1: а,т!J.хт = 1: Ai�Aaik - 1: а ;тАХт, i = k ;  т >  k . 
k + 1  

(6 ,50) 

Если требуется 'Оп ределить n < k откл онений ,  то рекомен­

дуется придерживаться м етода , изложенного применитеJiьно к 

систем ам ал геб р а ических ур авнений .  

Для иллюстр а ции р ассмотрим систему двух дифференци­

альных ур авнений в частных 'производных.  Рассм атривая про­

цессы в окр естности,  ограничивают·ся одним аргументом . 

Пусть в н ашем примере  частн ые произнодные по  координатам 

будут п р иняты р ав·ными .нул ю .  Систему ур а внений в отклоне­

н иях будем пис ать по схеме (6,50) . Бели отклонен ия произ­

водных ·заданы и требует·ся определить откл.онения функций , 

то ( 6,50) удобно записать так :  

-где 
4 

1: Al.t�aJk = AllAall + АаАа1 2 + AlsAalз + Аа�аа; 

4 

1: AaAa2k = А2 1 Аа21 + А22Аа22 + АsзАа:з + АнАа2t .  

( 6 , 5 1 )  

(6 .52) 

( 6,53) 

Решение ( 6,5 1 )  завпоит от числ енн ых зн ачений ( 6 ,52) и 
(6 ,53 ) . В качественном ан ал изе может быть оговорен только 

знак,  •И<ношение или другие особенности сум м .  
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В других случаях могут быть з аданы отклонения функ­
ций ;  для определения О'J\Клонений производных .вместо (6,5 1 )  
следует н аписать 

(6 , 54) · 

Определение отклонений одной функции и ее пр оизводноfr 
по отклюнениям другой функции и ее производной произво­
ди'Гся по уравнениям,  записанным так:  

. (6 ,55) · 

Решение систем (6,5 1 ) ,  ( 6,54 ) и ( 6,55) производится при 
помощи определителей.  Р а•ссмотрим уравнение (6,55) . По­
скольку правые части ур авнеН>ий заданы, 'DO ( 6,55) можно пе­
реписать в виде 

164 

Очеви.дно, Ч'I'О 

Гл авный определитель  

D - ! all at3 1 · 
a2t а2з 

Дополнительные определител и  

D 1  = 1 Ct а1з l ; 
с2 а:з 

D, = 1 ан Cl 1 ·  
а2 1  с2 

(6 ,57)  

(6,58} 

(6,59� 

(6,60} 

(6,6 1 ) 



§ 3. А НАЛ ИЗ УРА В Н I! Н И Я, О П ИСЫВАЮЩИХ П РО ЦЕСС Ы  

В КАМ ЕР Е  СГОРА Н ИЯ 

В главе 1 были р ассмотрены уравнения, описывающие про­
цессы,  протекающие в камере  сгор ания. Эти ур а•внения могут 
быть исследованы при помощи метода, изложенного в преды­
дущих пар аграфах данной гл авы.  Если позволяют у;сло'Вия ис­
следования, то уравнения упрощаются и число их сокра­
щае-гся . 

П ри определенных условиях в одномерном поwке прощ�с­
сы в камере описываю'ГСя еистеl\ЮЙ трех ур авнений. В качест­
ве первого ур авнения привлекается ура,внение закон а сохр а ­
нения м а,осы в виде 

а (р w ) 
� ( 1 - r л) + д ( р W) - _!__ • С К -
дt , У дх gрж дх 

_ _  Р_ . W . дК _ Q = О gрж С дх 
· (6 ,62) 

Вторым уравнением является уравнение за.кона сохранения 
энергии 

1 дТ дТ ) др R 
дТ 1д W дW ) gpcP \. дt +  д.х W - gRTa; -g р -at + PW( дf +  д.х W -- g (' R Т + q Р ,_ ) Q - gp � ( r.л· д�Т + 11Ф) + 

1 - 1/ п 1 , - v п \ дl2 
+ x W  + p.M W = O. (6,63) 

Третье - у.ра;внение вторюга закона Ньютона - записывается 
так: 

't [pV-gR д  ( рТ) + 2- ар �W-G)� + ""М] Х дх 4 у' R� - \Ift . 
( a w ·a w { у'-) X ( l - e )  - р _ ...�- ._ w) 1 - П = 0. х дt 1 д.х \ 

В этих уравнениях обозначено: 

1 дК Q = - · - · 
g дх ' 

G К = - ;  � 
1 1 де ) Л = ( е - - • _х dx !r еФ 
' х 2 дх . ' 

где а - площадь сечении камеры . 

(6,64) 

(6 ,65) 
(6 , 66) 

(6 ,67 )  
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Будем р ассм атривать отклонения сл едующих п а р аметрюв :  

д W W, дf '  д W др др Т дТ 
дх • р, iii . дх ' • дt , 

дС 0 дG о 
дх ' t дх ' ........ . 

д Т 
- , е ,  
дх 

д� с 
дх ' ' 

Поскольку задана систе м а  трех ур авнений,  то, используя 

ее, ·можно определ ить влияние л юбых откл,онен:ий н а  тр и лю­

б ых п а р а метр а . В качест.!Зе неизвестных м ожно выбирать : 

.:l W ,  .Ар, !\ Т, 
или 

А д W др 1 дТ А -
дt ' дt , дt ' 

или 

А 
д W 

d.x ' � � дх ' А д Т дх ' 
или другие неизвестные.  Из общего числ а  откл онений, не  вошедших в число трех не­

известных ,  ·выбираем л юбые,  которые п ред,ставл яют воздейст ­
вия н а  систему. З адача реш ается отно.сител ьнv любой 'ИЗ трех 

неизвестных .  Есл и ,  например ,  неизвестными  являются � W .  Ар в ::. Т, 
а в качестве возде йствия выбрано  � С. то м о ж но н айти : 

.:l W = f w (AC ) ,  
ил и 

Ар = fp ( АС) , 
или 

.:l T= fт (АС) .  
Бел и ур авнения ( 6 ,62) , ( 6 ,63 ) и ( 6 ,64) записать в отклон е-

ниях, то п олучим 

(6 ,68 )  

Есл и  числ о  неизвес'ГНых k = i, а т > k, то 
� a;kAXk + � a1mAXm = 0, i = k ; т >  k. (6 , 69 )  

Дл я  ( 6 , 62 ) , ( 6,63) и ( 6 ,64 ) ур а внения в откл онениях по ти ­

п у  ( 6,68)  запишутся так :  

1 66 

. д W  д W + др ai1AW + ai2A - +а;3� - + auAP а;5А - +  дх дt дх 

+ а ;6.\ � + ai7� T + ai8� дТ + а10А !.!.... + амАех + дt дх дt 

(6, 70) 



где i = 1 соответству ет (6 ,62); i = 2 - (6,63)  и i = 3 - (6,64) . 
Есл и в ка честве неизвестных  выб рать AW, Ар ,  & Т, то 

вместо (6 , 70) систе 111 у п о  ти п у  (6 , 69 )  заnи ш е м  та к :  

a i1AW + ai2&p + ai1� T= Vi, i = 1 ,  2 ,  3 , (6 , 7 1 ) 
где 

Vi = - � aimi!.Xm = - a i4.l д W  - a15Ai!f__ · · · (6, 72) - дх дх 
Чтобы решить  систему (6,7 1 ) ,  следует н а й т и  гла вный  и 

допол н ител ь н ы е  о n редел и тел и . О че в идн о , что : 
1 ан а1 2 аtз 

D =  a,l а22 a2s ; 1 as1 аз2  аз з  

= , _ _  vl а1 2  al 3  
Dl 1 - Vs а 22 а,. 1 - Va аз2 азs 

all - vl а, :  
D2 = 

"" 

V а .... ,! - 2 28  
as1 - Vз a•s 

_ l  al1 a l 2 - vl 
Dз - 1 а21 а22 - V, 

• аз 1  аз, - Vз 

Решения за n и ш утся та к :  

D A W = -1 • D ' 

& Т= !}]_ . 
D 

(6 , 73) 

(6 , 74) 

(б,  75) 

(6 ,76) 

(6 ,77) 

(6,78 ) 

(6 , 79 )  

Ориентируясь н а  исх одн ые уравнения  (6,62) , (6,63) и (6 ,64). 
для определен и я  коэффи циентов будем им еть :  

_ др К др , Кр дС р дК • al l - -- - - - -- . - -r- - - . - - -- . -
дх gржС дх g рж� дх J' РжС дх ' (6 ,80) 

(6 ,8 1 )  

(6 , 82) 
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д W К д W К W дС W дК 
ан = - - -- . - + -- - - - -- . - ;  дх gржС дх gp.C2 дх КРжС д.r 

1 к ) 
a15 = W ( 1 - -- ; , gржС 

а1 6 = 1 - }' П; 
а17 = 0; 
als = O ; 
а1 8 = 0: 

др a,E'f' 
а1 1 о = - - . ----:= ; дt 2 v п 

анt = -1- lКд (р W) - Wp (2 !5.._ . .!Е_ - дК ) ] ; gря,:С2 дх с дх д.r 
1 a ( p f ) 

а112 = - -- · gрж� д.r др E,a'f' аl !З = dt .  4V-ll �Х; 
p W  К· а t н . = ---'---gржС2 ' 

р w 1 
a 1 1 s = -- -- . - - - ; gржа С ga 
al t & = - 1 ; 

az1 = gpcP дT + Р (!д W + 2W д W ) + x + p.M; 
дх дt д.х 

a,z = pW2 ; 

а2з = р W; 

а2 = g - (с - R) + c  W - - . - -[ дТ д Т  Л д' Т ' дt Р " дх 1 _ у п дх2 
_ q __ 1 __ = Q _ �J-Ф 1 + W (дW + W д W ) ; 1 - v п 1 - -v п J дt д.r 

а2а = О;  
а2в = - gR T; 

а " = - gR � - R дК · , ,  дt д.х ' 
a28 = gpcP W ;  
a29 = gp (еР - R) ; 

(6 ,83)  

(6 ,84)  

(6,85} 
(6 ,86)  

(6 , 87) 
(6 , 88) 

(6, 89) 

(6 , 90) 

(6 , 9 1 ) 

(6 , 92 )  

(6 ,93) 
(6,94) 

(6,95 )  

( 6 , 96) 

(6,97) 
(6,98) 

(6 ,99 ) 

(6 ,  1 00) 

( 6 , 1 0 1 )  

(6, 1 02 )  

(6, 1 03) 
(6, 1 04) 



а21 1 = 0 ; 
а2а = О ; 

gp (qQ + Л д2Т + •J.Ф) Sr!O ах� . \' ·а2 13  = _ ___:.__4 V-:=-=,П::--с(�1---v-=-п-,-,)2,--- дх; 

a,t4 = 0;  
а,1 • = 1._(Rт + . qV ) ; cr ,  1 - П 

a21 6 = - g ( RT + q 1 _
P
Vn

} 

(6 , 1 05 ) 

(6 , 1 06) 

(6, 1 07) 

(6 ,  1 08) 
(6, 1 09) 

(6, 1 1 0) 

(6 , 1 1 1 ) 

3 ар д W (' v- ) 'й з1 = - 't ( 1 - вх ) - - - ( W - C) -- р - 1 - П ; 2 V R� - Wt дх · 

аз2 = - рW ( 1 - уП) ; 

аз, = - r t 1 - Vn) ; 
· 3 a ( W - C)2 

a1, = 't V ( 1 - е..,) + - 't ( l - е") V 
-

4 R� - W t 
- (дW + д W W) ( 1 - V П) - 't ( 1 - е ) gR Е_ · дt дх ; 

х дх ' 
а35 = - 'tgR T ( l  - е х ) ; 
аз6 = 0; 
а37 = - 't ( l - e:r) gR !!f. ;  . дх 
а38 = - 't ( 1 - e") gpR; 
аз9 = 0; 

aзt o = 't  g -- - - ар -[ R д ( рТ) 3 (  .'-W=-_C_,_)2_ дх 4 VR� -'IJГt 

- p V - 1'-M] _ _!__ р (дW + �W W) sr:'f'  
; 2 '- at ах Vп 

3 't ( 1 - •x l 
аз1 1 = - - ар ( W - С); 2 V R� -Ч"t  

аз12  = 0; 

( 6 , 1 1 2) 

t6 . 1 1 3) 

(6 , 1 1 4 ) 

(6 , 1 1 5) 

(6, 1 1 6) 

( 6 , 1 1 7 )  

(6 , 1 1 8) 

(6, 1 1 9) 
(6, 1 20 ) 

( 6 , 1 2 1 ) 

(б , 1 22 ) 

(6, 1 23 ) 
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аа1 з = - Р - + - W )  ---::-::'= �х � 
1 (d W д W ' •, ! ," 

4 дt дх / }' п ( 6 , 1 24 ) 
аза =  О ; (6 ,  1 25)  
аз1� = О; ( 6 ,  1 26)  
а116 = О .  ( 6 ,  1 27 )  

Посл е  п реобразова ни й  дл я одном е рного потока в п ред­
п ол о ж е н и и , что .'I О кал ьна я п ро в з водн а я  п ри н и м а ет с я  р а в н о й  
н ул ю, полу чим :  

.:Щ/ = [ W . Е�] АС;  (б ,  1 28) С А о * 

� W"' = [ W · J__ ] � С' ;  (6, 1 29 )  С А о  * [ w 1 • с '  W' � ,  
J �W = -·- (- - - - ·-) �0. (6, 1 30) G А "  С W р * 

UUтрихом обозна ч е н а  п р о в звод н а я  п о  х .  Зв е здоч ка означает 
о к рестность .  Ан ал ог и ч н о р а ссм а т р и ва е м ы м м ог ут б ыть по ­
л у че н ы и дру ги е р е ш ен и я . Коэ фф и циент ы , в х одя щ и е  в р е -_ 
ш е ни я :  

А0 = [А 1 - А2В0 ] * ;  
В _ [ -� ( В1 - D1 ) J  . 

о - Р \ в2 -- D2 * 
' 

Е о =  l А з  + - -��.[)в_] . u2 - в2 * 

(6 , 1 3 1 )  
(6 ,  1 32 1  
(6 ,  1 33) · 

Коэффициенты А ;  х а ра кте рез у ют с в я з ь  относ ител ь н ы х  зна ­чений п роизводных  параметрон ,  входя щих в у ра в нен и е не · 
разрывности : 

А _ r-1 L _ р� J . 1 - • ' Zc Р Рг * 

A2 = r-!- - �-�J ; 
L "-с W Pr * 

Aз = l" u: - �  + L  +�] . W С Р Рг * 
Коэффи циент совершенства ,  х а ра ктеризу ющий  

напряженность ка ме ры , а 
sc = = ----Gm•" - О КРжСа а 

( 6, 1 34) 

(6 , 1 35) 
( 6 , 1 36) 

расх ода -

(6, 1 37 ) ·  

В бесконечно со верш е н ной ка м е р е в ве р х ней е е  ч а сти 
все сечение предполагаетс я заполненным жидкостью . Г ра ­виметрическая  плотность дл я жидкости 
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аж 
Рг = Рж - · 

а (6, 1 38) · 



Есл и с е ч е н и е ::; за n ол н е н о  только газом , то Pr -= О .  П р и  
за пол н е н и и  ка м е р ы  тол ь к о  ж и д костью Р г  = Рок · 

Коэффи ци ент ы, у ч иты в а ю щ и е теплов ыде л е н и е 

81 = [g (р W)2 L . Q' ( __!_ + 1 )  ( 1 - s )] ; р Q \ 2� * 
( 6 ,  1 39) 

( 6 , 1 40) 

Есл и в рассl\lатри ваем ом се ч е н ии н а х оди тся тол ьк о  ж ид­
к о сть , то s = 1 и 131 = 82 = О. В се че ни я х , п е ресека емых 
только га зом , �; = О,  а Q и Q '  о п редел я ются п ро цесса м и  го ­ре н и я га зоо б р а зн ы х п роду кто в . . 

Сл е ду ющ и е  коэфф и ци е нты у ч итыв а ют и з м е н е н и е отно ­
сител ьн ого р асх ода ж и д к о г о  топл и ва по х :  

Dl = l- _P _ ( � · ( W - C) - W'�·) K' li ; (6, 1 4 1 )  1 - s 2 } R2 - \f't 1 о ' - *  

02 = [-1- (_1_ ( � - С)2 - - W'; ) K' * + р' g_ч K' l (6 , 1 42) 1 - Е 4 }' R2 - Wt ; J о ' * 

D = Г ( l - s) 2_ р с ( W' - С) К'] (6, 1 43) 3 1 2 v " ' 

_ R0 - чrt * 

' 0  где К =  1- . Здес ь коJi и чествен ная  ха рактер исти ка жидк о й  а 
фа зы в с е ч е н и и в услов и я х  одном ерного п отока  

(6 , 1 44) 

Есл и в оз м о ж н о  при н ять k '  = О , то исходн ы е  уравнен и я  
( 6, 1 28) - (6 , 1 30 ) зн � ч ител ьно у п ро ща ются . 

В коэффи циенты , у ч итыв а ющие тепловыделение , входит 
т е р м и ческ и й коэффи циент,  х а р а к т е р и з у ющи й рол ь се ч ен и я 
в об ще м п ре об разова в и и  т е пл о в ой э не рги и в ки нет и ч е с ку ю ,  
п р и ч ем 

(6, 1 45) 

Рассмотренные решения и входящи е  ·В них коэффициенты 
отобр ажают п роцессы , п р,отекающие в окрестностях н азн ача­
емых сечен и й камеры п р и  условии соблюдения принятых огр а­ничений.  

В подготовке и р аз р аботке м атер и алов данного п а р агр а ф а  
п ринимал и у ч а ст и е  В . М. Гарин и К. Г. Ефименко . 
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ПРИЛОЖЕН НЕ 

С И СТЕМА РАСЧ ЕТ Н Ы Х  УРАВ Н Е Н И И  

1 .  ЗА КО Н СОХРА Н Е Н ИЯ МАССЫ 

1 1 дЗ (G х + G, + G,� ) 
Q = - · - . -'---'-----..:._ g г д tрд г дх 

. ( 1  , 44) 

р = gpR T (б/н) 
П = = ех - - . - d.x е , - - . - dr Х [ V ж ] 2 ( 

1 д'х 
) (' 

1 а�, ) 
г дtр дг дх 

' 2 дх 2 дг 

( 1 дz \ Х Е:р - -.-"' drp ) .  2 д-; . ' 

2. ВТОРО И  ЗА КО Н  ДЛ Я ГАЗА 

дР v-a: c l - ex) = p Wx \ 1 - П ) ; 
w = д W" 

_ 

д w .. w + a w" w + a w  ... . w" . 
Jt дt дх х ·аг r дер г ' 

дР _ ;--' ( 1 - Е,) = р W, ( 1 · - V П )  ; дг ' 

(б/н) 

( 1 ,80) 

(б/н) 
( 1 , 8 1 )  

. д W, д W, д W, д W, W., 1 W = - + - W  + - W + - - -· - - W2; (б/в)  
' дt дх " дг r dtp Г Г '1' 

дР ( _ ;-·  -' ( 1 - е, ) = р W, 1 - V П )  д� ( 1 ,82) 
·w = д W"' + a w" w + a w·"' w + -�w, w,_ + _!_ w w .. .  (бfн) 

'!' дt дх " дг ' дер Г Г ' · 
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Гравиметрические коэффициенты 

sx s, 
! = -- ; а,=-- ;  " rd<l( dr rdrp d.x 

s'P е., = - - . . дrд.х 
3. П Р О ИЗ В ОД Н ЬI Е С И Л О В О Я  ФУ Н КЦ И И  

� = 't х - ._р_ + f + tJ-M · дР l ·а 
l дх " дх z "
_ , 

' 

д:; = 't, [г - �� + f, + tJ-M, ] ; 
дР'Р [ др 

l - = -t9 rp - - + f, + tJ-M9 ; д9 дrр 

Объемные силы вязкого л аминарного трения tJ-M = tJ. [д2Wх + д' Wх 
+ 

_1 . д2 Wх + _!__ · д W� ] ; " . д.х2 дr2 rt d<1(2 r дr 
,А _ [-'д2 W, д2 W, + 1 д2 W, 

+ 
1 дW, fJ-Irlг - tJ.  -- + -- - . -- - . - -д.хl дr' r2 д�2 r дr 

2 д W, W, ] . - - .-- - - ' . r2 дrр r2 
1-LM .. = tJ- -- + - + -- . - + - · - + [ д'W, д' W, 1 д2W." 1 д W9 

· дх2 дr' r2 д<!(' r дr 
+ �  Wд, _ w."_] . r2 д'f r� 

4. BTOPOR ЗА К О Н  ДЛЯ Ж ИДКОСТ И  

д.,.; . 

( 1 , 35) 

(1 , 7 1 )  
( 1 , 72) 
( 1 , 73) 

(б/н)  

(б/ н) 

(б/н) 

д; = Рж Cx Ux ; ( 1 ,9 1 ) .  

дС дС дС дС С с = � +  � с + _.Е. С  + � . ....!. · (б/н) х дt дх " дr ' дrр r ' 
дт.: . 
-! = рж C, U, ; { 1 ,32} дr 

д С д С д С д С С., 1 С,
=-' +

-' Cx + -r С + -r · - - - С2 ;  (б ;'п )  д t  д.х дr r д rр r r ' 

д.,.;., . -· = Рж С, U., ; ( 1 ,33) д-т . 
с ас. ас, ас, ас, с, 1 
, = - + - С + - С

, + -· - + -С 

С., . (бjн ) 

дt дх " дr д-т r r r 
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Относительные объемы 

v. U = -ж- . 
х S dx ' 

х 
vж И = -- · ' S dг ' 
, 
vж 

И, = -- . S,� d'!J 

5, П РОИ З В ОД Н ЬI Е  С И Л О В О Н  ФУ Н КЦИ И 

дтr.х =-=жх [ Хж - др - fx ] ; д.х дх 
дтr., - [ - др l .  д г - 'tж, r ж д г + f, J ' 

- - 'tж � !рж - - + f'f • 

д
тr.� - [ др ] д� д� 

6. БАЛЛ И СТ И Ч ЕС К И Е ОБЪ I!М Н Ы I!  С ИЛ Ы 

3 ( W - C )' fx = - ах р х х 

4 у R5 - фt 
f 3 ( W, - С, )2 
, = - а, р  r 4 у' R� - <J;i 

f 
3 ( w., - с, )' , = - аЧ' р

V 
. 4 R� - <j;t 

7. П РО ИЗ ВОД Н ЬI Е  М ЕХА Н И Ч ЕС КО И  Э Н ЕР Г И И  

. . . d ( w•) _ wz wx + W, W, + W, W-� = -;u 2 ;  
. · 

d (с• ) Сх Сх + С, С, � С, C'f = d t 2" ; 
· · · d ( UJ )  Ux Ux + U, U, + U, И"� = -;и 2 . 

(б/н) 

(б /н )  

(б /н )  

( 1 ,94) 

( 1 ,95) 

(1 ,96) 

( 1 , 1 92 ) 

( б/н) 

(б/ н ) 

( 1 ,84}  
( 1 , 1 20) 

(б /н)  



80 В Н Е Ш Н И Е  ОБЪ ЕМ Н Ы Е  С И Л Ы  

.. Уж = r-ж Vx ;  
X = p V.r ;  

Гж = pж Vr ; 
r = p V, ; 

Ф = r- 1Vo о 
1 ж 1 ж ' 

9о ЗА КО Н СОХРА Н Е Н ИЯ Э Н ЕР Г И И  

q _1 [_j_ о 
дiG 

.r 1 1  + dx0) + }!_ . дtGr _ ( l + dг0 ) -+-
Г дх д'f дг \ dx дг д9 дх dг 1 

' 

( 1 , 200) 

( б/н) 
( 1  , 20 1 )  

(б/н ) 
( l ,202) 

(б/н)  

+ !.._ о iJtG'" ( 1 + d'fo J J 
+ r _!!_ ( }.  � j + _!!_ ( }. д Т ) + а, дг д� \ d 'f ,  L dx , · дx i  дr ,  дг 

+ -1 о � (1- _l_ о 

дТ J ]  + 1.1. (Фr + Фа ) = 
Г дер Г 09 / 

= gp _!!____ (с,, Т) ( 1 - у' п )  + р d i v  w ( 1 - -{n) + dt 
d v-- дз (Gx + G,. + G.� ) 

+ gp"' - ( сж Тж ) П + r"' _ = dt г !)'f дг дх 
= gp - (c Т) - - - - \r + - W + - · - W  Х d др (др 1 dp l др 

) ] dt р дt д х  х дг r г д <р  'Р ' 

х ( 1 - v п )  + g р;к � r сж Тж )  Vп + dt 
дз ( U  + G -L G ) + Гж х r ' '!' 

г д 9 дг дх ( 1 , 1 37) 

1 0. КОЭФФ И Ц И Е НТЫ ЗАКО НА СОХРА Н Е Н ИЯ И М ПУЛ ЬСА 

д дЮ, 
-� о -- dг 

е дг га, дх 
, = --------�----gp W, ( 1 - z ,  ) ( 1 - +11,) 

( 1 ,230) 

( б / н )  
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д д'G., -- . -- d'f 
и. r д9 д г дх U <: · =  ----'------ --

g� w ( 1 - � ) ( 1 - -1 .::\ ) ' '!' 'f' ' 2 'f' 1 

Закон сохранения импульса 

Их = ( 1  + 8х ) �х Wx - 8x Cz ; 
U, = ( 1  + 8, ) ;г \Х''г - 8г Сг ; 
и,� = о + е" ) е'�' w" - е� с"' . 

1 1 .  ЗА КО Н В Ы ГО РА Н ИЯ 

R2 = R� - Wt; 
R� = l� . q> (G \ ]' ' ; 4 11р,.. 11• 

= 
х 1СЛ (Т0 - Т ж ) 

gрж ( Г ж + еж Т ж ) 

(б/н)  

( 1 , 228)' 
(б/н )  
(б/н) 

( 1 ,274 ) 

(б /н) 

( 1 ,273) 

1 2. ЗА КО Н СОХ РА Н Е Н ИЯ Э Н ЕРГИ И  КА ПЛ И 

; ZJ � 2_ .  дТо - (rж + еж Т ж ) k - - 1 - Сж RT ж = 0. 411gрж R' д l  3 ( 1 , 260) 

1 76 

Уравнения теплообмена капли 
. д Тж i.;" Т ж = - -tf!J'!�·� Т жll' дt -

дТж - = аоrо2Тж · дt у , 

1 3. Д И СС И ПАТ И В НАЯ ФУН КЦИЯ П ОТОКА 

( 1  , 26 1 )  

_ ( 1 ,262) 

( 1 , 263 ) 

1 1 г дЗ G  
\1Фа = - ·  - l--"-· ( 1  + ех ) \ �х Wx - Cz )' + g г дr:r дr дх_ 

дЗG 
+ г ( 1  + 8, ) (�г Wr - Сг )2 + д� дг дх 
+ а• а<О ( 1 + е" ) (е ,� w'�' - с, )2] . 0 ,234) д<р дг дх 



1 2  Зак, 63 

Дивергенция 

д W  д Wr 1 д W., d iv  W =-х + -- + - · --· 
. дх дг г д� 

Сумма функций 

Ф = Фг + Фn .  

1 4. Н ОРМАЛ Ь Н ЬП:I ЗА КО Н  РАС П Р ЕД ЕЛ Е Н ИЯ 

_ !_( m-fii_ ') 2 1 2 ,, w (m) = _ _ __ е · 

' а }' -21t ' 
1: т m = -- ; 

n 
1 � '  -)2  � = V � � т - т 

n (п - 1 ) 
1 5 .  ЗА КО Н  СОХРА Н Е Н ИЯ МА ССЫ ОБЛА КА 

4тс (Pw - р0) R' R - 3sp0Pi - е, ZDvC = О. 

Уравнение диффузий облака 

дС 
= Dv2C· дt ' 

•с - дtС д' С _1 д2С v - дх! + д/1 + /2 д(li • 

(б/н) 

( б/ в )  

( 1 , 2 1 1 )  

( 1  , 222) 

( 1 , 223)· 

( 1 , 255). 

( 1 , 250), 
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