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Yorwort.

Das Streben der modernen Technik, ihre Erzeugnisse immer mehr
zu verfeinern, bringt es mit sich, daB den Schwingungserschei-
nungen eine stets wachsende Aufmerksamkeit geschenkt wird. Denn
nur allzuoft sind es ungewollte Schwingungen, die den Besitzer einer
Maschine durch Geriusche und Erschiitterungen beldstigen und in
seinen Augen das Fabrikat heruntersetzen. In anderen Fillen bil-
den Schwingungserscheinungen die Ursache schnellen VerschleiBes,
sofern nicht segar eine Zerstorung der betreffenden Konstruktions-
teile erfolgt.

So sieht sich die Maschinentechnik (Turbinenbau, Motorenbau,
Flugzeug- und Automobiltechnik usw.) gendétigt, einen stetigen Kampf
gegen die Schwingungen zu fithren. Auch die Bautechnik (Briickenbau
Eisenbetonbau), die sich bisher so gut wie ausschlieBlich auf die statische
Anschauungsweise beschrankte, ist heute gezwungen, die in ihren Bau-
werken auftretenden Schwingungserscheinungen mit Aufmerksamkeit
zu verfolgen und bei den Berechnungen zu beriicksichtigen, falls sie mit
der Entwicklung Schritt halten will.

Der Werkstoffachmann, der die Giite seiner Erzeugnisse bisher fast
ausschlieBlich nach statischen Festigkeitswerten beurteilte, sieht sich
heute veranlaflt, die Schwingungsfestigkeit zu bestimmen und als Giite-
zahl anzugeben. Andernfalls ist es ihm nicht mdglich, den gesteigerten
Anforderungen des Konstrukteurs gerecht zu werden.

Aber nicht nur als stérende Nebenerscheinungen spielen Schwingun-
gen in der Technik eine Rolle, vielmehr besitzen sie eine weit grélere
Bedeutung fiir die nutzbringende Arbeitsleistung. :

Man vergegenwirtige sich, dafB} fast die gesamte Starkstromtechnik
als Wechselstromtechnik ein ungeheures Gebiet der Nutzanwendung
von Schwingungserscheinungen ist.

Weiterhin ist die Nutzanwendung von Schwingungen vor aller Augen
bei der Radiotechnik, die durch den Rundfunk wohl das populédrste
Gebiet der Schwingungstechnik geworden ist und voraussichtlich in
den nichsten Jahren durch den Fernseher noch weitere Kreise fes-
seln wird.



VI Vorwort.

Demgegeniiber macht man sich selten klar, dafl die gesamte Fern-
sprechtechnik in ihren Grundlagen eine Nutzanwendung von Schwin-
gungsvorgingen darstellt.

Noch seltener wird uns bewuBlt, daf} die Fragen der Akustik, insbe-
sondere der musikalischen Horsamkeit von XKonzertsilen u. dgl.
Schwingungsfragen sind.

Aber auch die Maschinentechnik ist zur Nutzanwendung der Schwin-
gungen iibergegangen und baut arbeitleistende Schwingungsmaschinen,
die als Férdermaschinen, Siebe, Schlag- und Stampfwerkzeuge auf dem
Markt sind. Neuerdings versucht man sogar, im Bau von Ubersetzungs-
getrieben die Schwingungen nutzbar zu machen.

Diese Hinweise mogen geniigen, um zu zeigen, dal3 die Schwingungs-
erscheinungen auf allen Gebieten der modernen Technik eine sehr
wesentliche Rolle spielen. Man kann deshalb ohne Ubertreibung be-
haupten, daB jeder Ingenieur wenigstens mit den Grundgesetzen der
Schwingungsvorginge vertraut sein mul}, wenn er den an ihn heran-
tretenden Aufgaben gerecht werden will. Ganz besonders gilt diese Forde-
rung fiir den Konstrukteur und den Priiffeld-Ingenieur.

Die bestehende Literatur iiber Schwingungsfragen ist fast durchweg
zu sehr mathematisch orientiert, als daf} es dem Durchschnitts-Ingenieur
moglich wiére, sich hindurchzufinden. AuBerdem fehlt meist die bis ins
einzelne gehende Nutzanwendung der gefundenen Gesetze, auf die es
in der Praxis ankommt.

Ich habe es deshalb unternommen, vom Standpunkt des Konstruk-
teurs aus die Hauptfragen der Schwingungstechnik durchzuarbeiten
und ihre Nutzanwendung zu zeigen. Es erwies sich als unmoglich, bei
griindlicher Behandlung den gesamten Stoff in einem Band zu ver-
einigen, vielmehr wurde er nach reiflicher Uberlegung auf mehrere
Binde kleineren Umfanges verteilt, von denen jeder ein méglichst in
sich geschlossenes Gebiet behandelt.

Der vorliegende erste Band befaBt sich mit den Grundlagen. Er
bildet gewissermallen den Auftakt und iibermittelt das unentbehrlichste
Riistzeug. Neben den rein dynamischen Fragen haben, wohl zum ersten-
mal, konstruktive Gesichtspunkte eine weitgehende Beriicksichtigung
gefunden. Es wird z. B. gezeigt, wie Federn, elastische Kupplungen,
Déampfungsapparate u. dgl. zu dimensionieren sind, damit sie den ge-
wiinschten Zweck erfiillen, wie Kondensatoren, Induktivititen, Trig-
heitsmomente usw. berechnet werden und anderes mehr. Deshalb wurde
als Titel die Bezeichnung ,,Schwingungstechnik* gewihlt, denn
zwischen der gewdhlten Darstellungsweise und derjenigen der technischen
Schwingungslehre besteht ein &hnlicher Unterschied, wie er zwischen der
Lehre von den Maschinenelementen und der technischen Mechanik in
Erscheinung tritt.



Vorwort. VII

Die Darstellung geht von der Tatsache aus, dall simtliche
Schwingungserscheinungen einheitlichen Gesetzen unterworfen sind und
deshalb unter einheitlichen Gesichtspunkten dargestellt werden sollten.
Insbesondere habe ich mich bemiiht, die Analogien zwischen den drei
Grundformen des Schwingungsgebildes, dem schwingenden Massen-
punkt, dem Drehschwinger und dem elektrischen Schwingungskreis, so
deutlich herauszuarbeiten, dal die gemeinsamen Gesetze hervortreten
und die Ubertragung der firr eine Systemart gefundenen Ergebnisse
auf eine andere Systemart moglich ist. Ganz besonders diirfte hierbei
die Analogietabelle (Tabelle 11) von Nutzen sein. .

Bei der Darstellung tritt der Begriff der Energie in den Vordergrund.
Er ermdoglicht es, wesentlich tiefer in den Kern der Probleme einzudrin-
gen, als wenn nur das Spiel der Kréfte in Betracht gezogen wird.

Die Mathematik habe ich durchweg als Werkzeug behandelt. Als
solches ist sie bei der Durchfiihrung der Rechnungen ebenso unentbehr-
lich wie der Rechenschieber. Es wire toricht, wollte man das Hilfs-
mittel der Differential- und Integralrechnung ungenutzt lassen. Dieses
Verfahren liefe auf dasselbe hinaus, als wollte der Ingenieur seine
Multiplikationen und Divisionen von Hand durchfiihren, statt den
Rechenschieber zu gebrauchen. Vorausgesetzt wurden nur die elemen-
taren Differential- und Integralformeln, die heute zur allgemeinen Bil-
dung jedes Ingenieurs gehéren sollten.

Weitergehende Rechnungen (z. B. die Losung von Differential-
gleichungen) wurden lickenlos unter Einfiigung aller Zwischenrech-
nungen durchgefiihrt, so da3 der Leser miihelos folgen kann. Nach Még-
lichkeit wurden die mathematischen Entwicklungen in besonderen Ab-
schnitten gebracht; stets ist jedoch die rein begriffliche Durcharbeitung
der Voraussetzungen fiir den Gleichungsansatz und die Auswertung des
Ergebnisses in den Vordergrund geriickt. Wenn angingig, wurden die
Ergebnisse durch Zahlenbeispiele erliutert oder in konkreter Form als
Kurven dargestellt, so dal der Leser von Fall zu Fall ein plastisches Bild
von dem durchgearbeiteten Stoff erhilt.

Grundséitzlich wurden die Probleme so weit durchgearbeitet, daB
die fur den Konstrukteur entscheidende Berechnung der endgiil-
tigen Abmessungen und Zahlenwerte moglich ist. Von der allge-
meinen Lésung im Sinne des Mathematikers bis zu diesem Ergebnis
ist meist noch ein weiter Weg, der in der Regel erst durch miihsame
Arbeit aufgeschlossen werden muB und durchaus nicht ohne weiteres
gangbar erscheint.

Aus diesem Grunde wurde die Berechnung der Federung, die Er-
mittlung von Massentrigheitsmomenten sowie die Berechnung von
Kapazitdten und Induktivititen fiir die hauptsichlich in Frage kom-
menden Fille zahlenméBig durchgefiihrt, denn gerade an der Berech-
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nung dieser Elemente scheitert meist die Losung der praktischen Auf-
gaben. Auch entschloB ich mich, in knapper Form die Grundlagen
des elektrischen und magnetischen Feldes der Darstellung einzu-
gliedern, da der Maschinenbauer sich in den Biichern der Elektrotech-
nik nur schwer zurechtfindet und sich den bendtigten Stoff miihsam
zusammensuchen mu8.

Sehr ausfithrlich wurde der Begriff der Démpfung erértert. Ins-
besondere erfuhr die Messung und zahlenmiBige Berechnung der
Déampfung unter verschiedenen Voraussetzungen eine eingehende Dar-
stellung, die eine begriffliche Aneignung des nicht ganz einfachen
Stoffes erleichtern diirfte. Es geschah dies, weil gerade die Kenntnis der
Dampfung den Schliissel zu den schwierigeren Problemen der Schwin-
gungstechnik bildet.

Der zweite Band wird die Lehre von den erzwungenen Schwingungen,
insbesondere in Anwendung auf Schwingungsmaschinen, die elementare
Lehre der kritischen Drehzahlen einschlieBlich der harmonischen Analyse,
sowie die wichtigsten Gesichtspunkte der Schwingungs-MeBtechnik ent-
halten. Ein besonderer Abschnitt soll die nichtharmonischen Schwin-
gungen behandeln, die in letzter Zeit eine erhebliche technische Be-
deutung erlangt haben.

In den weiteren Bidnden werden die Koppelschwingungen, die
Kreiseltechnik, die Technik des Massenausgleichs und die Schwingungen
der kontinuierlichen Gebilde eine Darstellung erfahren.

Das vorliegende Buch ist in den wenigen MuBestunden entstanden,
die dem in der Praxis stehenden Ingenieur zur Verfiigung bleiben.
Die Darstellung wendet sich in erster Linie an den Konstrukteur, dem
sie zum Selbstunterricht dienen soll. Die Entwicklungen sind mit voller
Absicht moglichst elementar gehalten und mit vollstandigen Zwischen-
rechnungen versehen, damit auch dem wenig geschulten Leser das Ver-
stindnis moglich ist. Aber auch der Wissenschaftler diirfte manches
bisher wenig erérterte Problem finden und die Arbeit als Nachschlage-
werk begriilen. Dem Studierenden gibt das Buch Gelegenheit zu
grindlicher Einarbeitung in das Wesen der Schwingungserscheinungen.
Es wurde Wert darauf gelegt, daB moglichst jeder Abschnitt in sich
verstandlich ist. Gewisse dadurch bedingte Wiederholungen miissen in
Kauf genommen werden.

Obwohl noch manche Frage eine ausfiihrliche Erérterung verdient
hitte, konnte doch der Rahmen nicht weiter gesteckt werden. Auch
dirfte es dem Leser an Hand der gewonnenen Kenntnisse moglich sein,
selbstandig weitere Probleme zu bearbeiten.

Die erste Anregung zu dem Plan, ein Lehrbuch der Schwingungs-
technik zu schaffen, das fiir die verschiedenen Gruppen der Fach-
leute eine gemeinsame Grundlage bietet, gab mir Herr Direktor
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W. Hahnemann, Berlin. Ich mdochte ihm auch an dieser Stelle
hierfir meinen Dank aussprechen. Ferner danke ich der Firma
Carl Schenck, Darmstadt, fiir die liebenswiirdige Uberlassung von
Bildmaterial und sonstigen Unterlagen.

Besonders herzlicher Dank gebiihrt Herrn Dipl.-Ing. W. Hohmann,
Oldenburg i. O., der mir den Freundesdienst erwies und das Manuskript
sowie die Korrektur mit groBer Sorgfalt las.

Der Verlagsbuchhandlung bin ich fiir die ausgezeichnete Aus-
stattung des Buches und fiir das groBe Entgegenkommen, das sie
mir jederzeit bewiesen hat, zu grofiem Dank verpflichtet.

Darmstadt, im Mai 1930.
Dr.-Ing. Ernst Lehr.
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Ubersicht iiber die wichtigsten GroBen der technischen
Mechanik, deren Kenntnis vorausgesetzt wird.

1. MaBeinheiten. Krafte werden in kg, Lingen in cm, Zeiten in sec
gemessen.

Als MaBl von Winkel und Winkelwegen dient das BogenmaB. Umrech-

3,14

nung des Gradmaf@es auf das Bogenmafl durch Multiplikation mit 180 = 0,001745%.

Kriftepaare, auch Momente genannt, werden in cmkg gemessen. Ar-
beiten werden in cmkg oder bei elektrischen Vorgingen in Joule gemessen
(1 Joule = 10,2 cmkg).

Leistungen werden in cmkg/sec oder in Watt gemessen (1 Watt
= 10,2 cmkg/sec).

(
% ist der Weg in cm, den der bewegte Korper
in 1 Sekunde zuriicklegen wiirde, wenn er den im Augenblick der Messung herr-
schenden Bewegungszustand unverandert beibehielte. Die Messung der Geschwin-
digkeit wird in der Regel derart vorgenommen, da3 man die Zeit in Sekunden mift,
welche der bewegte Korper zum Durcheilen einer Strecke bekannter Lange nétig

2. Geschwindigkeit » =

W
hat. Der Quotient F?%— stellt die Geschwindigkeit dar. Die Messung wird um
so genauer, je kleiner die beiden Werte Weg und Zeit gewihlt werden. Im

d
Grenzfall geht der Quotient in den Differential- Quotienten 7;9— iiber.

Am bequemsten und genauesten gestaltet
sich die Messung bei der in der Regel vor-
liegenden Bewegung auf geradliniger Bahn,
wenn man gemiB Abb.I den Weg s maBstab-
gerecht in Abhangigkeit von der Zeit ¢ auftragt.
Die GroBe der Geschwindigkeit ergibt sich dann
als Differential- Quotient, d. h. trigonometrische
Tangente (tg« in Abb. I) deés Steigungswin-
kels o der Beriithrungsgeraden in dem zu beob-
achtenden Punkt.

Bei der Drehbewegung tritt an die Stelle
der Geschwindigkeit v die Winkelgeschwindig-

d

keit @ = -Jltﬂ (v = Drehwinkel). Als solche be- Abb. I Zeit-Weg-Kurve. Berech-
zeichnet man die Geschwindigkeit, welche ein nung der Geschwindigkeit » = %°
Punkt, der in 1 cm Entfernung von der Dreh- d
achse des sich drehenden Xorpers gewihlt

wird, besitzt. Man kann auch sagen, daB die Winkelgeschwindigkeit durch den
im Bogenmal gemessenen, als Sektor anzusehenden Winkel dargestellt wird,
den ein Radius des sich drehenden Kérpers in 1 Sekunde iiberstreicht. Zwischen
der minutlichen Umdrehungszahl = eines Kérpers und seiner Winkelgeschwindig-
keit w besteht die Beziehung

2n
[ 766-n=0,105'n.

* Umrechnungstabelle siehe ,,Hiitte*, Bd. 1, S.30u. f.
Lehr, Schwingungstechnik I. B
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d ( d s)
2

3. Beschleunigung: b = —Z—f = —d(it = %i; ist die Anderung, welche
die Geschwindigkeit v des bewegten Korpers in 1 Sekunde erfahren wiirde, wenn
diese sich in der auf der Mefstrecke vorliegenden Weise proportional mit der
Zeit weiter dndern wiirde.

Zur Messung der Beschleunigung mull festgestellt werden, welche Geschwin-
digkeit zu Beginn und am Ende der gewidhlten MeBstrecke vorlag. Dabei wird die
Messung der Geschwindigkeit zweckmiBig in der unter 2. gezeigten Weise durch
Auftragen der Wegzeitkurve erfolgen.

Die Beschleunigung berechnet sich dann als Quotient

Geschwindigkeitsinderung
zugehorige Zeit

Am genauesten wird die Rechnung, wenn man gemafl Abb. IT die Geschwindig-

keit v in Abhingigkeit von der Zeit aufzeichnet und die Beschleunigung b als
Differential- Quotient (Steigung = tg ) dieser
Kurve in dem gewahlten Zeitpunkt bestimmt.
Bei der Drehbewegung tritt an die Stelle der
Beschleunigung b die Winkelbeschleunigung
(ila; (fi ttg Ihre Berechnung erfolgt in ana-
loger Weise an Hand der Kurve w = f(t).

4. Masse. Die Masse ist eine der wichtig-
sten RechnungsgréBen der Mechanik. Sie bil-
det ein MaB fir die Trigheitswirkung der
Materie. Die hauptsichlichste, begriffliche
Schwierigkeit bei der Definition der Masse
liegt darin, daB sie unseren Sinnen nicht direkt
wahrnehmbar ist. Sinnfillig ist lediglich der

Ab% II. Geschwindigkeit-Zeit-Kurve.  Massendruck, auch Trigheitswiderstand ge-
erechnung der Beschleunigung . . .

dv  d*s nannt, den wir vermdge unseres Tastsinnes

b=3¢ ~ar- spiiren, wenn wir Korper beschleunigen oder

verzogern. Messen kénnen wir die Beschleu-

nigung in cm/sec® einerseits und die zu ihrer Erzeugung notwendige Kraft in kg

Kraft P .

Beschleunigung ( = —5> bezeichnet.

Der einfachste und exakteste Versuch zur Feststellung dieses Quotienten ist

der Fallversuch. Hier ist die antreibende Kraft gleich dem Gewicht G kg des

Koérpers. Die Beschleunigung gleicht der Fallbeschleunigung, die bekanntlich aus

der Schwingungsdauer eines Pendels (Reversionspendel) sehr exakt bestimmt

werden kann und in unseren Breiten den Betrag von 981 cm/sec? besitzt. Hier-

andererseits. Als Masse wird der Quotient

Gewicht
nach ist die Masse m als Quotient - Fallbeschleunigung gegeben, so dal die Grund-
gleichung besteht:
G G kgsec

Dieser Wert gilt jedoch lediglich in unseren Breiten auf der Erdoberfliche.
Bei genauen Messungen muB man beriicksichtigen, daB die Fallbeschleunigung
sich mit dem Standort nicht unerheblich andert, und daB sie, insbesondere bei
Erhebung iiber die Meereshohe, z. B. im Hochgebirge oder Flugzeug, kleiner
wird als der angegebene Normalwert von 981 cm/sec2. Mit der Fallbeschleunigung
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andert sich auch proportional das Gewicht G, das Verhéltnis beider GroBen (die
Masse) bleibt jedoch iiberall das gleiche.

Das Gewicht, das wir z. B. mit einer Federwaage feststellen (die Hebelwaage
vergleicht Massen und nicht Gewichte), kann bei entsprechender Lage im Welt-
raum (z. B. zwischen Mond und Erde) Null werden (man denke z. B. an die inter-
essanten, sehr populir gewordenen Uberlegungen, die hinsichtlich der Raketen-
fahrt in den Weltraum angestellt worden sind). Die Masse bleibt stets unverdnder-
lich. Sie bedarf iiberall im Weltraum zur Erteilung einer bestimmten Beschleuni-
gung genau der gleichen Kraft.

An Hand der vorstehenden Uberlegungen sieht man ein, daB das Gewicht als
MaB fir den Tragheitswiderstand génzlich unbrauchbar ist. Man mache sich diese
Verhiltnisse recht eindringlich klar, da der Begriff der Masse einer der grund-
legendsten Begriffe der Schwingungstechnik ist.

5. Das D’Alembertsche Prinzip sagt aus, daB bei jedem Kérper, der sich
in Bewegung befindet, die Summe der antreibenden (wirkenden, ein-
geprigten) Krifte gleich der Summe dernegativen Massenbeschleuni-
gungen ist. Als Massenbeschleunigung bezeichnet man das Produkt Masse X
Beschleunigung. Als eingeprigte Krafte werden alle Krafte bezeichnet, die nicht
auf Tragheitswirkungen zuriickzufiihren sind, z. B. Lagerreaktionen, Federkrifte,
Reibungskrifte, magnetische Krifte u. dgl.

Nach dem vorliegenden Gesetz werden sidmtliche Schwingungsgleichungen
aufgestellt, sofern sie nicht auf dem Gleichgewicht von Arbeitsleistungen (Energie-
prinzip) beruhen.

6. Der Massenpunkt oder materielle Punkt. Fihrt ein Kérper Be-
wegungen aus, bei denen seine einzelnen Teilchen einander parallele Bahnen be-
schreiben, so kann man ihn unter dem Bild des Massenpunktes erfassen, d. h. man
denkt sich die Gesamtmasse des Korpers als kleine (punktférmige) Kugel von auBer-
ordentlich hohem (praktisch nicht verwirklichbarem) spezifischen Gewicht im
Schwerpunkt vereinigt und behandelt im weiteren Verlauf die Aufgabe so, als ob
nur diese punktférmige Kugel vorhanden wire. Der Sinn dieser MaBinahme be-
steht darin, daB man bei den Bewegungsgleichungen nur eine Translation, d. h. eine
Parallelverschiebung, des Korpers voraussetzen will. Diese Voraussetzung ist
identisch damit, dall der Kérper keinerlei Drehbewegungen ausfiihrt, die mit dem
Auftreten zusitzlicher Trigheits-Kraftwirkungen verbunden sind. Ist dies der
Fall, so darf man das Bild des materiellen Punktes nicht mehr benutzen, sondern
mufB es durch kompliziertere Rechnungsarten ersetzen. Der Begriff des materiellen
Punkts ist insbesondere dann niitzlich, wenn die Bewegung eine Translation auf
geradliniger Bahn ist. Dies trifft z. B. fiir nahezu simtliche Betrachtungen des
ersten Kapitels zu.

7. Das Massentrigheitsmoment 6 ist das MaB fiir den Tragheitswider-
stand, den ein Korper bei Drehbewegung um eine feste Achse ausiibt. Seine De-
finition entspricht derjenigen der Masse. Man beriicksichtige dabei lediglich, daB
bei der Drehbewegung an die Stelle der Kraft das Kriftepaar mit dem Dreh-
moment M4, an die Stelle des Weges s der Winkelweg v, an die Stelle der Ge-

I o d
schwindigkeit v die Winkelgeschwindigkeit o = %und an die Stelle der Be-
. . d @y .
schleunigung die Winkelbeschleunigung Tat) = d—tf tritt. Dann lautet die Defi-

nitionsgleichung des Massentrigheitsmoments analog der Definitionsgleichung der
Masse: M
— £ a

2y ’
dt?
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Weiterhin lautet die geometrische Definition des Massentriagheitsmoments:
6 = f dm-r2,

d. h. das Massentragheitsmoment § wird erhalten, wenn man jedes Massenteilchen
des in Betracht gezogenen Korpers mit dem Quadrat seines Abstandes von der
Drehachse multipliziert und simtliche Teilprodukte iiber den ganzen Kérper hin
addiert. Im Kapitel IT ist in ausfithrlicher Weise gezeigt, wie diese Berechnung
fiir die hauptsichlichsten Kérperformen durchzufiihren ist.

An Stelle des Massentrigheitsmoments wird in der Praxis ofters noch das
Schwungmoment G-D? benutzt. Ist G das Gewicht des Kérpers in kg, D der so-
genannte ,,Trigheits-Durchmesser* in cm, so besteht die Beziehung:

6=@G-D2. % cmkgsec? (g = 981 cm/sec?) .

. D
Die Definitionsgleichung des Trigheitsradius i = 3 lautet:

wobei m die Gesamtmasse des betrachteten Korpers darstellt.

Es sei ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, da D nicht etwa den AuBlen-
durchmesser des betrachteten Korpers, z. B. eines Turboldufers, darstellt; zu-
weilen wird diese verhingnisvolle Verwechslung begangen. Man erhalt dann ein
Schwungmoment, das unter Umstanden den mehrfachen Betrag des wirklichen
Wertes darstellt. Am besten vermeidet man die durch den Begriff des Schwung-
moments geschaffene Verwirrung, wenn man diesen Begriff ginzlich auler acht
148t und stets mit dem Trigheitsmoment 6§ rechnet. Man mufl zwecks Erhalt
des Triagheitsdurchmessers ja ohnehin erst das Massentragheitsmoment 6 berech-
nen, wenn man das Schwungmoment angeben will.

8. BewegungsgroBe und Antrieb. Als BewegungsgroBe bezeichnet man
bei der Bewegung des materiellen Punkts das Produkt Masse X Geschwindigkeit
(m-v); als Antrieb oder Impuls J gilt das Produkt der antreibenden Kraft P und
der Zeit ¢, wihrend welcher sie wirkte. Ist P wihrend der Beobachtungszeit nicht
konstant, sondern mit der Zeit verdnderlich, so gilt fiir den Impuls die Gleichung:

J:deu

d. h. der Impuls wird erhalten, wenn man in jedem Augenblick die herrschende
Kraft mit dem zugehorigen Zeitelement multipliziert und sémtliche erhaltenen
Teilprodukte addiert.

Der Satz ,,Antrieb = BewegungsgroB8e**

fFMzmm

ist einer der wichtigsten Grundséitze der Mechanik des Massenpunkts.

9. Drall und Drehimpuls entsprechen bei der Drehbewegung den in 8. ge-
nannten Begriffen ,,Bewegungsgréfie’* und ,,Antrieb*.

Der Drall berechnet sich bei einem um eine Symmetrieachse rotierenden
Korper zu:

B=0w.

Ist die Drehachse keine Symmetrieachse, so sind verwickeltere Beziehungen nétig.

Der Drehimpuls ist analog zum Antrieb durch die folgende Gleichung de-
finiert:

Ju=fﬂdh
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Demgeméif lautet der Satz vom Antrieb bei der Drehbewegung:
[M-dt=060.

10. Die kinetische Energie Agx oder Wucht. Die Energie (Arbeit), die
aufgewendet werden muB, um einen Korper von der Masse m auf eine bestimmte
Geschwindigkeit v zu beschleunigen, ist in dem bewegten Kérper aufgespeichert
und wird wieder frei, wenn der Kérper auf die Geschwindigkeit Null verzogert
wird. Die GroBe dieser ,,kinetischen Energie® ist lediglich von der Masse und
der Geschwindigkeit abhingig und berechnet sich nach der Gleichung:

Ag = }-m-v?cmkg.
Eine analoge Beziehung ergibt sich fir die Drehbewegung, wenn man an Stelle

der Masse das Massentragheitsmoment 6 und an Stelle der Geschwindigkeit v die
Winkelgeschwindigkeit w setzt. Man erhalt:

Ag = } 0w? cmkg.

11. Beanspruchung und Verdrehungswinkel bei einer einseitig
fest eingespannten, glatt zylindrischen Welle. Der grundlegenden

Abb. III. Kraftwirkungen und Verformungen, die an der einseitig fest eingespannten
zylindrischen Welle bei Verdrehungsbeanspruchung auftreten.

Bedeutung wegen, die dieser Beziehung bei Berechnung der Torsionsschwingungen
zukommt, soll sie hier kurz abgeleitet werden. Gemif Abb.III denken wir uns eine
Welle vom Durchmesser d cm und der Linge !cm aus Stahl am einen Ende fest
eingespannt und am anderen Ende durch ein Kriftepaar von einem Drehmoment
M ; cmkg beansprucht. Durch das Drehmoment werden im Innern der Welle in
jedem Querschnitt Schubspannungen t hervorgerufen, die ein inneres Gegen-
moment erzeugen. Die Schubspannungen sind am gréfSten in den #uBersten Fasern
und nehmen proportional mit der Entfernung von der Wellenachse ab, um in der
Wellenachse, die auch als neutrale Faser gewertet wird, gleich Null zu werden.
Bezeichnet r den Abstand eines Flachenelements df (s. Abb. ITI) von der Stabachse

d
und 7pyax = 5 den Halbmesser der Welle, so besteht die Beziehung:

T

T = Tmax" .
Tmax
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Da die in der Fliche df tibertragene Schubkraft tangential, also senkrecht zum
Radius gerichtet ist, wird von ihr ein Moment ausgeiibt von der GroBe

AM =1-df-r="1""%.02.4f,
Tmax
Summiert man die Momente iiber simtliche Flichenelemente des Querschnitts,
so erhdlt man das in der gewéhlten Schnittfliche iibertragene Drehmoment, welches
gleich dem am Ende der Welle wirkenden Moment M, sein muB}. Somit ergibt sich:

— Tmex | .2
My =2 f dj-r2.
Der Ausdruck fd f+r? wird bekanntlich als polares Flichentriagheitsmoment Jp
des Querschnitts bezeichnet. Dieses besitzt beim kreisférmigen Querschnitt den
Wert:
din
P = '—3_2" cm=,

so daB

M, d

Tmax = *JP . ?

Der Winkel, um den sich die Endfliche der Welle unter der Wirkung des Dreh-
moments verdreht, 1Bt sich berechnen, wenn man gema Abb.IV die grundlegende
Beziehung der Schub-Elastizitat beriick-

sichtigt. Danach erleidet ein Wiirfel von

1 cm Kantenldnge, dessen Grundfliche

ortsfest ist, wihrend in der oberen

Deckfliche eine Schubkraft vontkg/cm?

angreift, eine Schiebung, d. h. eine

Schragstellung seiner Seitenfliachen,

deren Winkel y — —GT— (G = Gleitmodul

= 800000 kg/cm? bei Stahl) ist.
Denken wiruns analog gema Abb. ITT
aus der Welle ein Stiick von 1 cm Lange
herausgeschnitten, so wird die Mantel-
Abb. 1V. Verformung eines Wiirfels aus Stahl  linie in deformiertem Zustand gegeniiber

M, 2

bei Schubbeanspruchung y = é ihrer urspriinglichen, zur Achse par-
T
allelen Lage den Winkel o = ”(“;" bilden.

Dementsprechend verdreht sich der Endquerschnitt gegen den Anfangsquerschnitt
um den Winkel:

By= . e (do w =25, =——T‘g").

Entsprechend erhalten wir fiir die gesamte Welle von der Léinge 7 cm den Betrag:

_ _2_1 Tmax
] G
und nach Einsetzen des Wertes fir tp,y:
32.1.- M,
191 = TF‘ N G .

12. Ableitung der Grundgleichungen fiir die zylindrische Schrau-
benfeder. (Diese Gleichungen bilden den Ausgangspunkt fiir die Berechnung
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von Schraubenfedern, die in der Schwingungstechnik von grundlegender Be-
deutung ist.)

Man denke sich gemaf Abb. V aus einer zylindrischen Schraubenfeder einen
Halbgang herausgeschnitten und die Schnittflichen mit Hebeln versehen, deren
Linge gleich dem Windungshalbmesser r der
Feder ist. An den Hebeln greifen zwei gleich
groBe Krifte P an, deren Wirkungslinien in
der Federachse liegen. Sie iiben auf den Feder-
draht ein Drehmoment von der GréBe M ;= P-r
aus. Dieser erleidet somit eine Verdrehungs-Be-
anspruchung, die in erster Naherung gerade so
grof ist, als ob es sich um eine zylindrische Welle
mit gerader Achse von der Lange -z handelte
und sich fiir die Randfaser berechnet zu:

16-P.r

7 =T
@ - d?

Auchdieelastische Winkelverdrehung, welche
die Endquerschnitte des Federdrahtes erfahren, kann gleich der Verdrehung
gesetzt werden, die ein gerader, glatt zylindrischer Stab von der mittleren
Lange der Halbwindung erleidet. Sie berechnet sich zu:

kg/em? .
g/c Abb. V. Beanspruchungsschema fiir
einen Halbgang einer Schraubenfeder.

_32P-rd
T omdstG
und da ! im vorliegenden Fall = r-z1:
32P.r2
v=oag

Infolge dieser Verdrehung verschieben sich die Angriffspunkte der Krifte an
den gedachten Hebeln um den Betrag f = 7.y in der Federachse gegeneinander.

Um die endgiiltige Formel zu erhalten, erweitern wir unsere Betrachtungen
auf den Fall, daB samtliche z Federwindungen an der Verformung teilnehmen. Zu
dem Zweck denken wir uns die Feder in lauter Halbwindungen zerschnitten,
deren Deformationen nach der angegebenen Formel berechnet werden, und addieren
samtliche Verschiebungen in der Federachse; dann ergibt sich die Gesamtverschie-
bung der Federendpunkte zu:

_82pr , _6P.r:
I="ac #*= wg -
Dies ist die erste Hauptformel fiir die Federberechnung. Die zweite Hauptformel

wird erhalten, wenn wir in der Gleichung fiir 7, den aus der vorstehenden Glei-
chung sich ergebenden Wert fiir P-r einsetzen. Wir erhalten:

. = 16-d'G . dG
¢ 6dzortomed? f=tazrn !

Anmerkung. Die auf S.77 erwihnte Tatsache, daB die Beanspruchung in
der Innenfaser der Windung wesentlich hoher ist als der hier berechnete Wert,
ergibt sich daraus, daf auf der Windungs-Innenseite ein wesentlich kleineres

Volumen die in Betracht kommende Forminderungsarbeit aufnehmen muB, als
dies bei einem geraden, zylindrischen Stab der Fall wire.




Einfiihrung.

Die GesetzmiBigkeiten, nach denen die Schwingungsvorginge ver-
laufen, bieten dem Verstindnis an sich nicht mehr Schwierigkeiten als
z. B. die Gesetze der Statik. Die Kenntnis dieser GesetzméBigkeiten ist
unter den Technikern wohl nur deshalb so wenig verbreitet, weil hier
Begriffe und Berechnungsarten an der Tagesordnung sind, die nicht
zum Riistzeug des Durchschnittsingenieurs gehoren.

Es kommt deshalb zundchst darauf an, diese grundlegenden Begriffe
und Verfahren darzulegen, so daB sie anwendungsbereit zur Verfiigung
stehen.

Zur Erreichung dieses Zieles soll insbesondere eine plastisch anschau-
liche Darstellung verhelfen. Die Behandlung der Aufgaben mit Hilfe
vorwiegend mathematischer Entwicklungen bleibt dem unmittelbaren
Verstindnis fremd und vermag nur in seltenen Fillen das begriffliche
Eindringen in die physikalischen Vorgénge zu vermitteln. Sehr niitzlich
ist es dagegen, wenn die Vorginge rein begrifflich besprochen und in
ihren Zusammenhingen dargelegt werden, bevor die Rechnung in An-
griff genommen wird. Dabei kommt es vor allem darauf an, das Spiel
der Energien und das Ineinandergreifen der Kraftwirkungen zu zeigen.
SchlieBlich gibt die Durchrechnung von Zahlenbeispielen, die Beschrei-
bung von Versuchen und die Mitteilung der Versuchsergebnisse eine
wertvolle Erginzung der begrifflichen Erlauterungen, die geeignet ist,
jede Unklarheit zu beseitigen.

Die Schwingungslehre ist noch heute ein Machtgebiet der héheren
Mathematik. Dies liegt in der Natur ihrer Entwicklung. Noch vor zwei
Jahrzehnten konnte man die Ingenieure zdihlen, die auch nur in den
grundsitzlichen Fragen der Schwingungslehre bewandert waren, wenig-
stens soweit es sich um mechanische Schwingungen handelte. Die Ar-
beiten iiber Schwingungsfragen lagen auf dem Gebiet der theoretischen
Physik, in erster Linie der Akustik und Elektrizititslehre, deren Vertreter
eine vorziigliche Schulung in den Methoden der hoheren Mathematik
besaBen. Als erstes technisches Gebiet wurde die Hochfrequenztechnik
abgezweigt. Diese behandelt indessen nur ganz bestimmte Fragen-
komplexe und ist wenig geeignet, eine insbesondere fiir mechanische
Schwingungen allgemein brauchbare Grundlage zu bieten. Sie iibernahm
im wesentlichen die Methoden und Formeln der Physiker.

Lehr, Schwingungstechnik I. 1



2 Einfithrung.

Auf dem Gebiet des Maschinenbaues wurden nach den Lehren der
technischen Mechanik einige Sonderfragen iiber Schwingungserschei-
nungen bearbeitet, z.B. die Berechnung der kritischen Drehzahlen
raschlaufender Wellen, ein Problem, das aus praktischen Griinden dringend
eine Losung verlangte.

Technische Mechanik und theoretische Physik gingen meist getrennte
Wege, so dal heute die Schwingungslehre in zwei ziemlich wesensfremde
Gebiete gespalten erscheint. Erst in unseren Tagen beginnt man, den
gesamten Komplex der Schwingungsvorginge als eine Einheit anzu-
sehen und als ein in sich geschlossenes Gebiet der Technik zusammen-
zufassen, von dem die Sondergebiete der Akustik, Hochfrequenztechnik,
Maschinentechnik und andere mehr sich abzweigen lassen.

Fiir eine derartige zusammenfassende Darstellung ist es notwendig,
die verhédltnismafBig wenigen Grundgesetze, auf welche alle Erscheinun-
gen zuriickgehen, klarzulegen und ihre Anwendung auf den verschiede-
nen Gebieten auch wirklich als Anwendungen einheitlicher Grund-
gesetze und nicht als selbstédndige Sonderfragen zu behandeln. Zur Ver-
deutlichung seien einige Beispiele genannt:

Die Schwingungen eines Fadenpendels erfolgen nach demselben
Grundgesetz wie die Schwingungen einer Wassersiule.

Die Pendelungen des Zeigers eines Amperemeters gehorchen den-
selben Gesetzen wie die Schwingungen des Polrades einer Synchron-
maschine oder wie die Drehpendelungen eines Kurbelwellensystems.

Die Ausgleichsvorgange in einem aus Kondensator und Induktivitit
bestehenden elektrischen Schwingungskreis, d.h. die elektrischen
Schwingungsvorginge, verlaufen nach den gleichen Grundgesetzen wie
die mechanischen Schwingungen.

Es erscheint demnach nicht nur méglich, sondern dringend not-
wendig, alle diese verschiedenen Erscheinungen auf einheitliche Grund-
gesetze zuriickzufiihren und von hier ausgehend nach einheitlichen Me-
thoden zu behandeln. Das Bindeglied zwischen den scheinbar so sehr
voneinander verschiedenen Erscheinungen bildet der Begriff der Energie,
die sich in den verschiedenen Féllen nur in verschiedenen Erscheinungs-
formen zu erkennen gibt, aber iiberall mit dem gleichen Ma gemessen
werden kann.

Eine so beschaffene Schwingungslehre wird Gemeingut der Ingenieur-
welt werden konnen. IThre technisch wissenschaftliche Erfassung und
Auswertung ist kaum iiber die Anfiinge hinaus gediehen und bietet noch
unaufgeschlossene Entwicklungsmoglichkeiten. Die Bildungs- und Ge-
dankenwelt des Ingenieurs ist mit Recht auf bildhafte Anschaulichkeit
und groBtmogliche Einfachheit im Berechnungsgang gerichtet. Um
dieser Eigenart gerecht zu werden, muB man bestrebt sein, alle Ent-
wicklungen mit den einfachsten Mitteln durchzufiihren, sowie begrifflich
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die naturgesetzlichen Notwendigkeiten der Vorginge zu durchdringen.
Der Ingenieur kann sich nicht mit einer Summe von Formeln belasten,
wenn er in eine Erscheinung eindringen und sie beherrschen will. Er
muB unter AuBerachtlassung alles Unwesentlichen die wenigen Einfliisse,
auf die es ankommt, herausschilen und ihr Spiel beobachtend verfolgen.
Rein begriffliche Denkarbeit, klare Anschauungs- und Vorstellungs-
gabe sind hier unumgéngliche Vorbedingung; die Rechnung kommt erst
an zweiter Stelle.

Bei dem Aufbau einer technischen Schwingungslehre firr Ingenieure
wird die graphische Darstellung als bildhafter Ausdruck zahlenméBiger
Abhéngigkeiten ein wesentliches Hilfsmittel sein miissen. Insbesondere
vermag das in der Elektrotechnik so unentbehrlich gewordene Vektor-
Diagramm die iibersichtliche Erfassung der Zusammenhéinge zwischen
den einzelnen Bestimmungsstiicken zu vermitteln. In jedem Fall miissen
die behandelten Probleme so vollstindig durchgearbeitet werden, daB
der Leser in der Lage ist, fiir einen beliebigen konkreten Fall die in
Frage stehenden Zahlenwerte in allen Einzelheiten zu ermitteln. Erst
dann kann vom Standpunkt des Ingenieurs das Problem als gelést an-
gesehen werden. Von der allgemeinen Lésung im Sinne des Mathe-
matikers bis zu diesem Ergebnis ist oft noch ein weiter Weg.

1*



Erstes Kapitel.

Schwingungen des materiellen Punktes.

A. Grundlegende Betrachtungen.

1. Periodische Bewegungsvorginge.

Wenn man sich die Frage vorlegt, was als augenfilligstes Merkmal
einer mechanischen Schwingungserscheinung bezeichnet werden kann,
so wird die Antwort lauten: ,,Nach Ablauf eines bestimmten Zeitab-
schnittes beobachtet man, daB der schwingende Korper wieder dieselbe
Lage einnimmt, dieselbe Geschwindigkeit besitzt, kurz die gleichen Be-
wegungsverhiltnisse aufweist, wie zu Beginn der Beobachtung.*

Als Beispiel sei das Pendel einer Standuhr herangezogen. Zum Be-
zugspunkt bei der Beobachtung wihle man eine bestimmte Stelle des
Gehiuses. Sobald die Pendelstange mit Bewegung nach rechts diesen
Punkt durchschreitet, lalt man eine Stoppuhr anlaufen und hilt sie
wieder an, sobald das Pendel in gleichem Bewegungssinn wieder
an dem Bezugspunkt vorbeischwingt?!.

Den beobachteten Zeitabschnitt bezeichnet man als Perioden-
dauer 7' der Schwingung. Sie ist eines der wichtigsten Bestimmungs-
stiicke des Schwingungsvorganges. IThre wesentlichste Eigenschaft be-
steht bei einem ,,idealen* Schwingungsvorgang darin, daf ihr Betrag
ungeéindert bleibt, wie oft man sie auch beobachten mag. Mit anderen
Worten: Der ideale Schwingungsvorgang setzt sich aus einer Anzahl
einzelner Schwingungsperioden zusammen, die untereinander von genau
gleicher Dauer sind und, wie sich bei niherem Zusehen herausstellt, auch
im tubrigen genau gleich verlaufen. Liegen diese Verhéltnisse vor, so hat
man es mit einem stationédren, rein periodischen Schwingungs-

3 Zwischen beiden Zeitpunkten liegt ein Durchgang des Pendels durch den
Bezugspunkt, der mit entgegengesetzter Richtung erfolgt und deshalb fiur die
Beobachtung nicht in Betracht kommt; denn es war unsere Aufgabe, die Zeit zu
beobachten, die verstreicht, bis das Pendel wieder den gleichen Bewegungs-
zustand aufweist wie zu Beginn der Beobachtung. Hierzu gehért aber
anch, daB die Richtung der Bewegung, d. h. die Richtung der Geschwindigkeit,
dieselbe ist.
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vorgang zu tun. Wir beschiftigen uns vorldufig nur mit diesem ein-
fachsten Fall.

Die Schwingungsperiode ist also gewissermaflen das Element,
die Zelle, aus der sich der ideale Schwingungsvorgang durch einfache
Aneinanderreihung ganz gleicher Elemente aufbaut. Kennt man eine
Schwingungsperiode in allen Einzelheiten, so hat man damit alles
Wissenswerte iiber den gesamten Schwingungsvorgang erfafit.

In der Regel wird es, namentlich wenn die Periodendauer sehr kurz
ist, also nur Bruchteile einer Sekunde betréigt, bequemer sein, nicht die
Zeitdauer einer Periode zu messen, sondern die Anzahlder Perioden
innerhalb eines als Einheit festgelegten Zeitabschnittes zu ermitteln.
In der Technik ist als Einheitszeit die Sekunde festgelegt worden. Die
Anzahl der Perioden oder Schwingungen innerhalb einer Sekunde soll
als Frequenz = f bezeichnet werden und wird in Hertz (d. h. Schwin-
gungen in der Sekunde) gemessen. f und 7" stehen in einem sehr einfachen
Zusammenhang. Wenn in einer Sekunde f Schwingungen von der Dauer
T Sekunden ablaufen, so muB sein:

1 1

(1) f=?, T:-—{

Die Vorausberechnung von f bzw. 7' fiir einen bestimmten Schwinger
ist die erste und wichtigste Aufgabe der Schwingungslehre. Die Be-
deutung dieser Kennzahlen wird bei Erorterung der erzwungenen
Schwingungen (II. Teil) noch deutlicher hervortreten.

Um die Unterlagen fiir die Berechnung zu gewinnen, miissen wir uns
zunichst mit den Einzelheiten des Verlaufs einer Schwingung befassen.
Wir beginnen mit der Betrachtung der geometrischen Be-
wegungsverhédltnisse.

2. Der einfachste periodische Bewegungsvorgang.

ZweckmiBig ist es, die periodische Bewegung als Kreisproze8 auf-
zufassen, der immer wieder durchlaufen wird. Bei der Schwingung
liegen offenbar gleichartige Verhéltnisse vor, wie man sie beim Durch-
laufen der Peripherie eines Kreises beobachtet. In beiden Fallen gelangt
man nach Verlauf eines bestimmten Zeitabschnittes wieder zum Aus-
gangspunkt, um dann das Spiel von neuem zu beginnen.

Das einfachste Beispiel einer periodischen Bewegung bietet demnach
ein Punkt, der einen Kreis mit gleichformiger Geschwindigkeit durch-
lauft. Man denke z. B. an den Kurbelzapfen einer Dampfmaschine oder
an ein Fadenpendel, dessen Spitze in der Horizontalebene einen Kreis
beschreibt.

Wenn wir von einer Schwingbewegung sprechen, so haben wir in-
dessen nicht das Durchlaufen eines Kreises vor Augen, vielmehr ist in
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der Regel mit dem Begriff der Schwingung eine hin und her gehende

Bewegung in geradliniger Bahn gemeint. Als Urbild einer derarti-

gen Schwingbewegung kénnen wir die Bewegung des Kreuzkopfs eines

Kurbeltriebs auffassen. Eine solche Bewegung kann unmittelbar aus der

gleichférmigen Kreisbewegung hergeleitet werden. Es geschieht dadurch,

daB man den bewegten Punkt (Kurbelzapfen) auf einen beliebigen, aber
ein firr allemal festgelegten Durchmesser projiziert. Die gesuchte Pro-
jektion erhalten wir auf mechanischem Weg im Schubkurbelgetriebe
mit einer im Verhdltnis zum Kurbelradius langen Pleuelstange. Wie
man aus Abb. 1 erkennt, sind die vom Kreuzkopf zuriickgelegten Wege
nichts anderes, als die Projektionen des Kurbelzapfens auf den in Rich-
tung der Kreuzkopfbahn liegenden Kurbeldurchmesser. Léuft der
Kurbelzapfen  mit
gleichférmiger  Ge-
schwindigkeit um, so
ergibt demnach die
Bewegung des Kreuz-
kopfes das Bild der
einfachsten periodi-
schen Bewegung auf
einer Geraden, der
geradlinigen Schwin-

gung.
Um die Bewegung
in ihren Einzelbeiten
verfolgen zu kénnen, zeichnen wir den Weg des schwingenden Punktes
in Abhéngigkeit von der Zeit auf, zweckmiBig derart, daB mit dem

Kreuzkopf ein Schreibstift verbunden wird, der gem#B Abb. 1 auf ein

senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung mit gleichbleibender Ge-

schwindigkeit vorbeibewegtes Papierband zeichnet. Man erkennt, daB
die so erhaltene Wegzeitkurve eine Sinuskurve ist.

Um eine Gleichung des Bewegungsvorganges zu erhalten, muB die
Abhingigkeit des Schwingwegs s von der Zeit ¢ ermittelt werden. Be-
zeichnen wir:

s = Schwingweg (Projektion des Kurbelzapfens), gemessen vom Null-
punkt aus in einem bestimmten Augenblick ¢.

a = Amplitude der Schwingung, d. h. gréBter nach rechts und links
vom Nullpunkt aus zuriickgelegter Weg (hier gleich Linge des
Kurbelradius).

« = Winkel, den der Kurbelarm mit der Normalen zur Schwingungs-
richtung einschlieBt.

Dann ist:

s=ga-sin«.
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Der Winkel « kann in Abhéngigkeit von der Zeit angegeben werden,
wenn, wie vorausgesetzt, die Kurbel mit der gleichférmigen Winkel-
geschwindigkeit @ umlduft. Der innerhalb der beliebigen Zeit ¢ sec
zuriickgelegte Winkel berechnet sich dann zu: « = wt, so dall die
Gleichung unserer Wegzeitkurve lautet:

(2) s=a-sinwt.
Um anzudeuten, daB8 s eine Funktion von ¢ darstellt, wihlt man all-
gemein die Bezeichnung:

s=f(t).

3. Die harmonische Schwingung.

Die durch die vorliegende Gleichung gekennzeichnete, einfachste
periodische Bewegung heiit rein sinusformige oder harmonische
Schwingungsbewegung. Die Bezeichnung ,harmonisch® ist der
Akustik entlehnt und soll ausdriicken, daB es sich um eine einfache, von
irgendwelchen Nebeneinfliissen freie und nur im freien Spiel der Krifte
des einfachen Schwingers sich einstellende Bewegung handelt. In dhn-
licher Weise beweist ein von Nebengerduschen freier, d. h. reiner und
somit als harmonisch empfundener Ton, dafl die Luft in Schwingungs-
bewegungen versetzt wird, die frei von allen Nebenbewegungen (Ober-
ténen) nach dem soeben angeschriebenen Sinusgesetz erfolgen.

Eine Frage ist unbedingt noch zu kliren. Wir hatten beim Kurbel-
trieb in der Bewegung des Kreuzkopfs wohl eine Bewegung erhalten, die
das Idealbild einer einfachen Schwingung auf geradliniger Bahn darstellt ;
aber diese Bewegung war auf rein kinematischem Wege zustande ge-
kommen und nicht, wie es bei allen Schwingern der Fall ist, im freien
Spiel von Kriften, die sich an dem schwingenden Korper auswirken.

Ein einfacher Versuch soll uns belehren, dafl die Form der Wegzeit-
kurve bei einer frei schwingenden Masse (Bewegungswiderstinde, wie
Luftddmpfung und dergleichen, sollen auBer acht bleiben) genau die
soeben erérterten Eigenschaften aufweist und durch dieselbe Gleichung
dargestellt werden kann.

Als zweckdienliches Beispiel eines einfachen Schwingers wihlen wir
das sogenannte Vertikalpendel (Abb. 2). Dieses besteht aus einer an
einem festen Punkt aufgehdngten Schraubenfeder, deren freies Ende
eine Masse tragt. Die Bewegung der Masse erfolgt auf einer vertikalen
Geraden. Um die Wegzeitkurve zu erhalten, versehen wir die Masse mit
einem Schreibstift und lassen diesen auf ein Papierband schreiben, das
mit konstanter Geschwindigkeit (z. B. 10 cm/sec) in horizontaler Rich-
tung, also senkrecht zur Bewegungsrichtung des Schwingers, vorbei-
gezogen wird. In der Ruhelage stehe der Schreibstift auf Mitte Papier-
band. Lenken wir die Masse um einen Betrag von vielleicht 5 cm aus
der Ruhelage nach unten aus und lassen sie dann frei, so fithrt sie die
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bekannten Schwingungsbewegungen aus, und zwar geht der Ausschlag
nach oben um ebensoviel iiber die Nullage hinaus, wie die bei Beginn der
Bewegung erfolgte Auslenkung nach unten hin ausmachte.

Man iiberzeugt sich leicht durch den Augenschein, daB die von dem
Schreibstift aufgezeichnete Kurve eine reine Sinusfunktion darstellt.
Damit ist zunichst durch Versuch die Identitit der vorliegenden Be-
wegung mit der zuerst betrachteten Kreuzkopfbewegung festgestellt.
Der mathematische Beweis, warum im vorliegenden Fall eine rein sinus-
formige Bewegung entstehen muB, soll spater erbracht werden. Zuvor
sollen die geometrischen GréBen betrachtet wer-
den, die man kennen muf3, um eine harmonische
Schwingung zu beschreiben.

Die Gleichung s = a-sin »¢, die wir als Glei-
chung der aufgezeichneten Schwingung anschrei-
ben, 148t erkennen, daB zwei Bestimmungsstiicke
geniigen, ndmlich:

1. die Schwingungsweite oder Amplitude @ und

Federkonstante
=¢ kg/em

Abeoe 2. die Schwingschnelle » (w).
Mame-m\ﬁ ' 1.AlsSchwingungsweite
\ T J oder Amplitude @ bezeich-
Papierfim net man den groSten Ausschlag
af/\ aus der Nullage oder Gleich-
; el b \(Zf @ gewichtslage, den die schwin-
L gende Masse nach oben und

Abb. 2. Schwingungen eines Vertikalpendels. unten hin erfahrt. Beim Kurbel-

trieb war dieser Wert durch

den Kurbelradius fest gegeben. Beim Vertikalpendel ist er von einer

an sich willkiirlichen GréBe und lediglich durch die anfingliche Aus-
lenkung der schwingenden Masse aus ihrer Nullage bestimmt.

2. Die Schwingschnelle y war beim Kurbeltrieb gleich der
Winkelgeschwindigkeit o, mit welcher die Kurbel sich drehte. Sie steht
mit der sekundlichen Drehzahl f der Kurbel in der bekannten Be-
ziehung @ = 2x-f. Um auch bei den normalen Schwingbewegungen
einen klaren Begriff fiir » zu haben, konnen wir uns stets das Zeitweg-
diagramm mit Hilfe eines Kurbeltriebs gezeichnet denken, der sich mit
der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit » dreht. Wir nennen in An-
lehnung an diese, allerdings nur gedachte Entstehungy die ,,begleitende
Winkelgeschwindigkeit* der Schwingung oder kurz Schwing-
schnelle.

» steht in einfachem Zusammenhang mit der Periodendauer 7'. Wir
hatten vorher berechnet, daB:
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an Hand der soeben angegebenen Beziehung v = 2x-f ergibt sich also:
. 2n
®3) P22,

Diese Beziehung kann man auf anschaulichem Weg unmittelbar
herleiten. Da T die Zeit ist, welche die Kurbel braucht, um eine volle
Umdrehung auszufithren, mul der zu dieser Zeit gehorige Winkel
v-T = 360°, oder im Bogenmal} ausgedriickt = 27, sein.

Durch Angabe der Schwingschnelle » (oder f oder 7') einerseits und
der Schwingweite oder Amplitude @ anderseits ist demnach eine harmo-
nische Schwingung hinsichtlich ihres geo-
metrischen Verlaufs eindeutig bestimmt.

Um das Bild des Kurbeltriebs fir die Dar-

stellung der Schwingungen ein fiir allemal

festzuhalten, soll die in der Elektrotechnik

bewahrte vektorielle Darstellung der

Schwingbewegung gewihlt werden. GeméiB

Abb. 3 denkt man sich den von der schwin-

genden Masse zuriickgelegten Weg s in

jedem Augenblick gegeben als die Projek-

tion eines Zeigers (Vektors), dessen Linge  avb.3. Vektordiagramm der har-
gleich der Amplitude ¢ der Schwingung "‘°“‘S“he“1§§i*;;§§“ﬂﬁ%,_a“f gerad-
ist und der sich mit der gleichfoérmigen

Winkelgeschwindigkeit v = der Schwingschnelle des betrachteten Sy-
stems dreht. Es sei noch festgelegt, daf} der Vektor bei Beginn der Be-
wegung senkrecht auf der Projektionsrichtung stehen soll, daB also zur
Zeit t = 0 die Projektion ebenfalls = 0 ist.

4. Die Eigenschnelle ».

Nach Klarlegung der geometrischen Verhiltnisse der Schwing-
bewegung ist es notig, Methoden zu finden, um fiir alle méglichen
Schwinger an Hand der Abmessungen der Grundelemente (Feder und
Masse) den Wert » zu berechnen. Dieser soll, da er im freien Spiel der
Krifte, also bei der sogenannten ,,freien Schwingung‘ zustande kommt
und mithin eine dem zu berechnenden Schwinger eigentiimliche Zahl
darstellt, in Zukunft als Eigenschnelle des Schwingers bezeichnet
werden.

Um diese erste Grundaufgabe der Schwingungslehre zu 16sen, wollen
wir zundchst an dem Beispiel des einfachen Vertikalpendels durch plan-
miige Versuche feststellen, von welchen Faktoren » abhingt.

In einem ersten Versuch kénnen wir beobachten, daB, solange wir
an den beiden Elementen des Schwingers, der Feder und der Masse,
nichts dndern, v stets den gleichen Wert behélt, einerlei wie oft wir den
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Versuch wiederholen und welche Schwingungsweite (Anfangsauslenkung)
wir dem Pendel erteilen. Wir stellen somit fest, daB » eine dem Schwinger
eigentiimliche Konstante ist, die stets denselben Wert behélt, wihrend
das zweite Bestimmungsstiick der Schwingung, die Amplitude, von
Zufilligkeiten abhéngt, z.B. gleich der zuféllig erteilten Anfangs-
auslenkung ist.

Anmerkung. Die experimentelle Ermittlung von v erfolgt am einfachsten

dadurch, daff man abzihlt, wieviel Schwingungen z das Pendel innerhalb von
100 Sekunden ausfiihrt. Aus dieser Messung erhilt man die sekundliche Schwingungs-

zahl f = °_ und damit » = 2.1 .

100

Wir untersuchen weiterhin, durch welche GréBen v geindert werden
kann und finden, daB einerseits die Stiarke der Federung, anderseits das
Gewicht der schwingenden Masse malfigebend ist. Um diese Einflisse
durch Versuch zu erforschen, nehmen wir zwei Versuchsreihen vor. Die
erste besteht darin, da wir bei gleichbleibender Feder beispielsweise
4 verschieden schwere Massen anhidngen und jeweils die Eigenschnelle
auszéhlen. Bei der zweiten Versuchsreihe, die mit jeder der 4 gewiahlten
Massen durchgefithrt werden kann, werden bei gleichbleibender Masse
die Federn ausgewechselt.

Vor Durchfithrung der Versuche ist die Frage zu entscheiden, mit
welchem MaBl Masse und Federstirke gemessen werden sollen. Grund-
satzlich hat es sich in der Technik als zweckméBig erwiesen,

Krafte und Gewichte in kg,

Liangen in em und

Zeiten in sec

zu messen. Diese Einheiten sollen auch dem hier verwendeten Mafisystem
zugrunde gelegt werden.

Als MaB fiir die Federstirke dient die sogenannte Federkon-
stante = ¢. Wir verstehen hierunter die Kraft, gemessen in kg, welche
notwendig ist, um die vorliegende Feder um die Lingeneinheit, also um
I ecm, zu dehnen. Diese GroBe ist in jedem Fall versuchsmiBig leicht zu
ermitteln. Es ist jedoch nicht angingig, sich hierbei auf einen einzelnen
Versuch zu verlassen und durch miihsames Probieren das Gewicht
herauszufinden, das gerade ausreicht, um die Dehnung von 1 em herbei-
zufithren.

Weit zweckmiBiger ist es, bei der Eichung einer Feder ein voll-
stindiges Diagramm gemal Abb. 4 aufzunehmen, bei dem beliebige,
beispielsweise von 1 zu 1kg gestaffelte Gewichte angehiingt und die
zugehérigen Dehnungen festgestellt werden. Z. B. ergaben sich bei der
Priifung der in Abb. 4 gezeigten Feder die in Tabelle 1 eingetragenen
Werte. Aus dem Federdiagramm, das auch als Kraftfeldkurve der
Feder bezeichnet wird, kann die Federkonstante mit viel gréBerer
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Genauigkeit bestimmt werden, als an Hand einer einzelnen Messung.
GemilB der festgelegten Definition ist:

(4) ¢ = P?’ kg/em .
P, = Federbelastung in kg (Riickstellkraft der Feder),

s = Federdehnung in cm.

Aus dieser Beziehung geht hervor, dal ¢ = tg«, d. h. gleich der
Steigung der Kraftwegkurve der Feder ist..

Wir kénen uns demgemiB fiir schwierige Félle die Tatsache merken,
daB ¢ auch (in der Sprache der héheren Analysis) als Differentialquotient

Tabelle 1.
P, s
1 0,63
2 1,25
3 1,87
4 2,50
5 3,12
6 3,75
7 4,37
8 5,0
9 5,63
10 6,25
11 6,88
12 17,50
13 | 8,13
14 | 8,78
15 | 9,40
16 | 10,00

Abb. 4. Dehnungs-Schaubild (Kraftfeldkurve) einer
Schraubenfeder.

der Kraftfeldfunktion P = f(s) bezeichnet und durch analytische
Rechnung ermittelt werden kann, wenn dies einfacher sein sollte als
die Aufzeichnung des Diagramms.

Zur Bestimmung der Masse dient ihr Gewicht, das durch Aus-
wiegen leicht zu ermitteln ist. Doch kann diese Zahl nicht unmittelbar
als MaBzahl eingesetzt werden, vielmehr ist sie mit den festgesetzten
Einheiten (kg, cm, sec) in Ubereinstimmung zu bringen.

Die Dimension der Masse ergibt sich bekanntlich aus der dynamischen
Grundgleichung der Fallbewegung: G = m-g oder in den Dimensionen
unseres MaBsystems:

1 kg Gewicht = Masseneinheit x 981 cm /sec?.

Demgemif ergibt sich die Dimension der Masseneinheit zu:

[Eg,sic_?}
cm :
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Wir erhalten, wie aus der vorstehenden Gleichung abzulesen ist, den
Wert der Masse in Masseneinheiten, wenn wir das Gewicht des be-
treffenden Korpers durch die Fallbeschleunigung g = 981 (oder rund
1000) cm/sec? dividieren. 1 kg Gewicht besitzt also ungefahr die

Masse von 0,001

Tabelle 2. Masseneinheiten
Eigenschnelle v in Abhéingigkeit von ¢ und m. [kg-sec?l
cm .
my my my my . . .

= 0,005 | = 0,010 | = 0,015 | =0,020 Wir wiahlen fir

unsere Versuche 4

€ = (1)’5 i2’2 13’87 g’zg 3’87 verschiedene Federn,
Co = f s > ’

c: =9, 20,2 14,2 115 10,0 deren Federkonstan-

¢ =4 28.3 20,0 16,3 | 14,2 ten zu 0,5; 1; 2 und

4 kg/em  ermittelt
werden und 4 verschiedene Massen vom Gewicht 5; 10; 15 und 20 kg.
Kombinieren wir jede Masse mit jeder Feder, so erhalten wir 16 Mes-
sungen. Die sich hierbei ergebenden Eigenschnellen » sind in Tabelle 2
zusammengestellt. Um eine ubersichtliche Auswertung unserer Ergeb-
nisse zu erzielen, tragen wir die Eigenschnelle » in Abhingigkeit von

der Federkonstanten ¢ auf.
Wir erhalten dann gemiB
Abb. 5 bei sinngeméafBer Ver-
bindung der MeBpunkte eine
Schar von 4 parabelférmigen
Kurven, deren Gleichung
ganz  allgemein  lautet:
¢ =9v?-const. Um die Rich-
tigkeit dieser Annahme nach-
zuprifen und die Konstante
zahlenmédfig zu ermitteln,
tibertragen wir die Kur-
venschar der in Abb. 5 im
metrischen XKoordinatensy-

AbD. 5. Eigenschnello » in Abhangigkelt von der stem dargestellten Beziehung
Federkonstanten ¢ fiir verschiedene Massen m, dar- 1 1 1
gestellt im metrischen Koordinatensysterﬁ. in ein anderes Koordinaten-

system, bei dem die Ordi-
natenachse, auf der » aufgetragen wird, eine quadratische Teilung
aufweist. War unsere Annahme richtig, so muB sich in diesem Koordi-
natensystem die Parabelschar in eine Schar von Geraden umwandeln
(siche Abb. 6). Aus dieser Figur liBt sich auch die Bedeutung der Kon-
stanten erkennen. Sie ist gleichzusetzen mit der trigonometrischen Tan-
gente des Steigungswinkels der Geraden, gemessen gegen die Ordi-

1 Im iibrigen vgl. S. XVIII, Abschnitt 4.
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natenachse, auf der die Werte von »? dargestellt sind. Bei zahlen-
méBiger Auswertung ergibt sich einerseits, daB alle mit der gleichen Masse
vorgenommenen Versuche in eine Parabel (bzw. Gerade) fallen, und daB
andererseits die gesuchte Konstante (Steigung der Geraden) zahlen-
miBig mit der Masse genau iibereinstimmt. Somit haben wir auf experi-
mentellem Weg die Grundgleichung fiir die Eigenschnelle erhalten, die
lautet:

(5) c=m-v* oder ¥ =V% 1/sec.

Mit dieser Beziehung ist der Schliissel zur Vorausberechnung der
Eigenschnelle unter allen moglichen Verhiltnissen gegeben. Wir er-
kennen, dal} es lediglich not-
wendig ist, von Fall zu Fall
die Zahlenwerte von m und ¢
zu ermitteln. Die Bestimmung
von m wird in keinem Fall
Schwierigkeiten machen, da
sie stets durch einfaches Aus-
wiegen erfolgen kann. Die Be-
rechnung von ¢ ist an die Be-
stimmung des Kraftfeld-
diagramms, in dem die Be-
wegung der Masse stattfindet,
gebunden. Dieses braucht
nicht unbedingt durch eine
ausgesprochene Feder gegeben
zu sein, vielmehr werden wir
beim Durchrechnen von Bei- ) .
spielen eine ganze Reihe von Fedirkontanton s fin maannangigkelt von der
Moglichkeiten kennenlernen, %ol in dnem Koomaneyston” i
bei denen eine ausgesprochene
Feder nicht vorgesehen ist, sondern das Kraftfeld, innerhalb dessen
die Bewegung stattfindet, durch andere Einfliisse bestimmt wird. In
jedem Fall ist es aber leicht méglich, das Kraftfelddiagramm (Riick-
stellkraft in Abhingigkeit von der Auslenkung) an Hand theoretischer
oder versuchsméiBiger Ermittlungen aufzuzeichnen und die Feder-
konstante des Kraftfeldes als Differentialquotient (Steigung) dieser
Kurve durch Zeichnung oder Rechnung anzugeben.

Hiermit ist die erste Aufgabe, die Eigenschnelle der Schwingung zu
ermitteln, gelost. Sie soll an spaterer Stelle noch durch verschiedene
mathematische Betrachtungen erginzt und vertieft werden. Vorerst
bleibt jetzt noch die Erledigung der zweiten Aufgabe, aus den Vorbedin-
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gungen des Versuchs die Amplitude zu berechnen und klarzulegen, welche
Bestimmungsstiicke fiir ihre Grofie mafBigebend sind.

5. Die energetischen Verhiltnisse des Schwingers und die
Berechnung der Amplitude.

Es ist von groBem Nutzen, sich iiber die energetischen Verhiltnisse,
welche beim Schwingungsvorgang vorliegen, Klarheit zu verschaffen.
An erster Stelle muB festgestellt werden, wo die Energie in dem Schwin-
ger ihren Sitz hat und in welcher Form sie sich zu erkennen gibt. Aus der
allgemeinen Mechanik ist bekannt, daBl die mechanische Energie zwei
Grundformen annehmen kann, niamlich:

1. die Form der potentiellen Energie oder Energie der Lage, und
2. die Form der kinetischen Energie oder Energie der Bewegung.

Wir erkennen, daf3 in
dem Schwingungssystem
Speicherungsorgane  fur
jede dieser beiden Energie-
formen vorhanden sind.

Als Speicher fiur die
potentielle Energie dient
die Elastizitdt des Schwin-
gers, die Feder. Sie spei-
chert die Energie in Form
von molekularer Span-
nungsarbeit im Innern des
Federmaterials auf. Die
Grofle der aufgespeicherten Energie wird deshalb in Beziehung zu den
Formianderungen (Dehnungen) stehen miissen, die dem Federmaterial auf-
gezwungen werden. Es ist notig, eine einfache Beziehung zwischen der
GroBe der Federdehnung und der aufgespeicherten Energie zu gewinnen.
Diese Beziehung lit sich gema8 Abb. 7 durch Betrachtung des Kraft-
wegdiagramms der Feder finden. Die Kriifte sind, wie im vorhergehen-
den Abschnitt eingehend erdrtert, bei einer idealen Feder den Dehnungen
direkt proportional, und zwar erhilt man sie durch Multiplikation der
Dehnung mit der Federkonstanten gem#B der Gleichung P; = c-s.
Die beim Spannen der Feder geleistete und somit in ihr aufgespeicherte
Arbeit ist bekanntlich gegeben durch die Fliche unter dem Kraftweg-
diagramm; diese erscheint im vorliegenden Fall als Dreiecksfliche
(in Abb. 7 schraffiert). Die Grundlinie des Dreiecks ist gleich der groBten
der Feder aufgezwungenen Dehnung = s,, die Hohe gleich der groBten
durch diese Dehnung hervorgerufenen Kraft P; = c-s,; der Inhalt des

Abb. 7. Arbeitsschaubild einer Feder.
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Dreiecks, d.h. die aufgespeicherte potentielle Energie, berechnet sich
somit zu

(6) A, =1c- st emkg.

Anmerkung. Der Begriff ,potentielle Energie** = ,,Energie der Lage*¢ oder
Spannungsenergie ist dadurch gerechtfertigt, da man den potentiellen Energie-
speicher mit Energie laden und ihn dann in gespanntem Zustand beliebig lange
belassen kann, bis man die Energie in irgendeiner Form plétzlich auslst. Das be-
kannteste Beispiel fiir die potentielle Energie ist wohl das Pulver, bei dem die
Energie in chemischer Form gebunden ist und beim Explosionsvorgang plétzlich
ausgeldst wird. In dhnlicher Form speichert eine gespannte Feder Energie auf,
die der plstzlichen Auslésung harrt und iiber beliebig lange Zcitraume aufbewahrt
werden kann, ohne daB ihr Betrag sich éndert.

Als Speicher fiur die kinetische Energie dient die be-
wegte Masse. Nach einer bekannten Formel der Dynamik berechnet
sich ihre GrofBe zu

(7) Ay = 3mo? cmkg,

wobei v die Geschwindigkeit der Masse in dem betrachteten Augenblick
bedeutet. Die kinetische Energieladung erlischt, sobald die Masse be-
wegungslos wird. Sie laBt sich also nicht wie die potentielle Energie
durch einmaliges Aufladen des betreffenden Speichers einbringen und
dann fir beliebig lange Zeit erhalten, ohne daB man dem Speicher
duBerlich ansehen kann, dafl er Energie enthalt. Vielmehr ist sie an die
Bewegung der Masse gebunden und erlischt, wenn die Masse in den
Ruhezustand iibergeht. In handlicher Form kann man die kinetische
Energie nur bei der Drehbewegung, z.B. mittels Schwungrad, auf-
speichern.

Ein Schwingungssystem kommt dadurch zustande, da8 ein Speicher
fir die potentielle Energie (Feder) mit einem Speicher fiir die kinetische
Energie (Masse) derart zusammentritt, da die Energie zwischen beiden
Speichern ungehindert hin und her pendeln kann. Bei Beginn des Schwin-
gungsvorgangs wird der Schwinger in irgendeiner Weise mit Energie ge-
laden, sei es, dafl man die Ladung der Masse in Form von kinetischer
Energie, etwa durch einen Stofivorgang, zufiihrt, oder da man den
potentiellen Speicher mit Energie lddt, indem man, wie dies gewohnlich
zu geschehen pflegt, die Feder durch Auslenken der Masse aus der Ruhe-
lage um einen bestimmten Betrag spannt. Arbeitet der Schwinger ver-
lustfrei (ungedampft), wie dies vorlaufig vorausgesetzt werden soll, so
wird das einmal eingeleitete Energiequantum fiir beliebig lange Dauer
erhalten bleiben. Die GréBe des konstanten Energiequantums bildet also
zweifellos ein wesentliches Merkmal des betrachteten Vorgangs.

Wenn auch der Fall der vollstindig ungedimpften Schwingung
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praktisch niemals vorkommt, so ist seine Betrachtung als Idealfall,
der alle Nebenumstiande ausschliefit, doch sehr von Nutzen.

Wie verhilt sich nun die in dem Schwinger steckende Energie beim
Bewegungsvorgang ¢ Da ihr Gesamtbetrag unveridndert bleibt,
kann sie lediglich ihren Sitz fortwédhrend &ndern, indem sie zwi-
schen Feder und Masse hin- und herwandert. Oder anders ausgedrickt:
Sie pendelt im Takt der Schwingung zwischen den Formen der poten-
tiellen und der kinetischen Energie hin und her, jedoch derart, daf} die
Summe beider Energiebetrige stets den gleichen Wert behalt.

Ein anschauliches Bild von der Verteilung auf die beiden Speicher
erhilt man an Hand der Abb. 8. Hierist die Verteilung beider Energie-
formen in Abhéngigkeit von dem Schwingungsausschlag s aufgezeichnet.

Man erkennt, daBl in den Um-
kehrpunkten, d.h. den Punkten
groBter Auslenkung der Feder,
alle Energie in Form von po-
tentieller Energie in der Feder
steckt. Dies geht ohne weite-
res auch aus der Tatsache her-
vor, dafl hier die Masse die
Geschwindigkeit 0 besitzt, also
keine kinetische Energie ent-
halten kann.
AbD.8. En;ﬂ,ﬁ:ﬁfﬁfeﬂl a;é{iiﬁ‘iﬁgig‘f”““f“’ie" Den zweiten Grenzfall bildet
der Durchgang durch die Gleich-
gewichtslage. Hier ist alle Energie in Form von kinetischer Energie auf
die Masse m iibergegangen, die in diesem Augenblick ihre Hochstgeschwin-
digkeit besitzt, wihrend die Feder den spannungslosen Zustand auf-
weist. Zwischen diesen ausgezeichneten Punkten zeigt die Energie-
verteilungskurve parabelférmigen Verlauf, eine GesetzmiBigkeit, die
auch aus den Definitionsgleichungen fiir 4, und 4, entnommen werden
kann. Abb. 9 zeigt den zeitlichen Verlauf der kinetischen und po-
tentiellen Energie wihrend einer Schwingung.

An Hand des Vorstehenden 1iBt sich angeben, in welcher Weise die
Schwingungsamplitude mit der in dem Schwinger steckenden Energie
zusammenhéngt.

Aus der Tatsache, daB in den Punkten des groBten Ausschlages
(den Umkehrpunkten) alle Energie in der Federung aufgespeichert ist,
lit sich die Amplitude berechnen. Auf Grund der Gleichung:

A, =1c-s*cmkg

findet man fiir den GréBtausschlag (s = @) den Wert der potentiellen
Energie zu:
Ay = }c-a?® cmkg,
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wobei 4, die in dem Schwinger steckende Gesamtenergie bedeutet.
Aus dieser Beziehung ergibt sich:

(8) =

Die Berechnung der Amplitude @ aus dem Bewegungszustand, der
beim Durchgang durch die Nullage vorliegt, gestaltet sich folgender-
mafen:

Die Masse m besitzt hier ihre Héchstgeschwindigkeit

24,
c

m.

(9) v, = a-»cmfsec!,
da gleichzeitig die potentielle Energie der Feder, die sich vollstindig
entladen hat, gleich Null
geworden. ist.
Die kinetische Energie
der Masse besitzt in diesem
Augenblick den Wert:

— = L. 2
A= Ao =5m-v;
1
= 5 m-a?- 92 cmkg.

Hieraus ergibt sich:

(10) a= ]/f;ﬁg cm.,

Im Zusammenhang mit
den vorstehenden Ausfiih-
rungen sei noch ein Begriff
dargelegt, der von groBer

technischer Bedeutung 1st Abb. 9. Zeitlicher Verlauf der potentiellen Energie
und die Energieaufnahme- 4p und der “e';‘;g;sg;;’;,,f;;;g'e 4k wihrend

fihigkeit des Schwingers

kennzeichnet. Er ist durch die sogenannte Arbeitsfihigkeit des
Schwingers gegeben. Man versteht darunter den gréBten Betrag an
Energie, den der Schwinger bei dauerndem Arbeiten zu ertragen ver-
mag. Er ist im wesentlichen durch die Festigkeitseigenschaften der
Federung bedingt. Insbesondere muf man die Schwingungs- oder Dauer-
festigkeit des Federmaterials kennen, um die gréBten im Dauerbetrieb
zulidssigen Forménderungen der Feder berechnen zu konnen. In der Regel
kann man mit der Beanspruchung bei Biegefederung nicht iiber + 25 bis
30 kg/mm?, bei Torsionsfedern (Schraubenfedern) mit Vorspannung
nicht iiber - 7 bis 8 kg/mm? bei 15 kg/mm? Vorspannung hinausgehen.
Mit diesen Werten liBt sich die Arbeitsfahigkeit jedes Schwingers be-
rechnen, indem man angibt, welche potentielle Energie die Federung

m ¢
— also v, =a-}/ —=a.v.
2 m

2
Lehr, Schwingungstechnik 1.

. . ¢
! Esist -0l =5-a

o
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bei einer Auslenkung, die den soeben festgelegten Beanspruchungen
entspricht, besitzt.

Die Arbeitsfahigkeit bildet eine der praktisch wichtigsten Kon-
stanten des Schwingers und ist als notwendige Ergénzung zur Eigen-
schnelle anzusehen. Ein anschaulicher Vergleich soll das Wesen der bei-
den Konstanten kennzeichnen. Wir haben gesehen, daBl ein Schwinger
in letzter Linie ein Arbeitssystem ist wie jede andere Arbeitsmaschine,
etwa ein Elektromotor. Bei einer derartigen Arbeitsmaschine pflegt man
zur Kennzeichnung einerseits die sekundliche (oder minutliche) Dreh-
zahl und andererseits das hochst zuléssige Drehmoment anzugeben. Der
Drehzahl des Motors entspricht bei dem Schwinger die sekundliche
Schwingungszahl (Frequenz) f =2z v (also die Eigenschnelle v), dem
Drehmoment die Arbeitsfahigkeit 4*. Das Produkt beider Grofen wird
man schlieBlich in Analogie zu den Arbeitsmaschinen als ,,Nennleistung
des Schwingers‘‘ bezeichnen kénnen, so daf:

Nennleistung = Arbeitsfahigkeit x Frequenz.

Ein Schwinger mit kleiner Arbeitsfahigkeit, aber grofier Eigenschnelle
kann demnach dieselbe Leistung besitzen wie ein entsprechend lang-
samerer Schwinger mit bedeutend gréferer Arbeitsfahigkeit, wenn das
Produkt beider GriBen dasselbe geblieben ist. Man erkennt — dies
sei vorweggenommen —, daBl man auch in der Schwingungstechnik,
wenn es nur auf Erzielung hoher Leistungsfédhigkeit ankommt, auf hohe
Eigenschnellen hinarbeiten muf3, um an Gewicht und damit an Kosten
zu sparen. Aus dieser Betrachtung geht ohne weiteres hervor, daf die
Schwingungssysteme vom energetischen Standpunkt aus keine Sonder-
stellung im Gesamtgebiet des Maschinenbaues einnehmen, sondern den
allgemeinen Grundgesetzen ebenso wie jede andere Arbeitsmaschine
unterworfen sind.

6. Die Schwingungsgleichung.

Nach der vorstehend gegebenen rein versuchsmiBigen und begriff-
lichen Erfassung des einfachen Schwingungsvorgangs soll nunmehr
dessen exakt mathematische Behandlung erértert werden. Sie besteht im
wesentlichen in der Aufstellung und Lésung der Schwingungsgleichung.

Bei allen Schwingungsaufgaben geht man am zweckmiBigsten und
sichersten von der

Energiegleichung

aus, die sich in jedem Fall unschwer aufstellen 1a3t und die Verhiltnisse
gut zu iiberblicken gestattet. Sie ist der analytische Ausdruck fir die
vorstehend rein begrifflich erfaBte Tatsache, daB in jedem Augenblick
die Summe der kinetischen (in der Masse steckenden) Energie und der
potentiellen (in der Federung steckenden) Energie konstant und gleich
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der bei Beginn der Schwingung in das System eingeleiteten Arbeit A,
ist. Die Energiegleichung lautet somit:

(11) A+ A, = Ay = const,
oder unter Einsetzen der Werte fiir 4, und 4,

(12) ImetLc-st=A4,.
Um diese Gleichung auflésen zu kénnen, setzt man » = (Ttift .
Man erhalt so:
(13) dy=gm (G4 g
Die Losung dieser ,,Differentialgleichung® gestaltet sich folgender-
mafen:

Durch Auflésen nach %i; ergibt sich zunéchst:

o= (a5

j? _ A e e
m m )
Hieraus berechnet man:

(14) dt=—" = ds

24, o 24y, 1/4 . ¢
Vm' o V*m“'l/“saz,

Die Integration dieses Ausdrucks gelingt unter Zugrundelegung der
elementaren Integrationsformel:

x2?

d .
y= f yi % —arcsinz -+ const 1.

Wie aus Vergleich mit Gl. (14) hervorgeht, ist im vorliegenden Fall:

- — Vﬁéi
=%$V34,

/
c

dr =ds- l/'/

zu setzen. Hieraus folgt:

24,
ds =dx- Vgii“

1 Siehe z. B. Hiitte Bd. 1, 25. Aufl., S. 73, Formel 9.

und

2*
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Nach Einsetzen dieser Werte ergibt sich:
[ 4 V 2

fdt:t:f], ﬁ':‘,

Y1 — a2

t—V f“dx /4(a,rcsmx+const)

(15) t= I/LZ— . (arc sin[ V;Ai] + const>
(16) s = 1/2;4" - sin [‘/—7% (t — 1:)} ,

wobei T eine noch zu bestimmende Integrationskonstante ist® 2
Um diese Gleichung iibersichtlicher zu gestalten, fithren wir die bereits
bekannten Werte fiir Amplitude ¢ und Eigenschnelle » ein.

Mit
V= V— und a= V——f

(17) s=a-siny(t — 7).

ergibt sich:

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit unseren bisherigen Betrachtun-
gen, so zeigt sich folgendes:

Die mathematische Losung liefert das Ergebnis, daBl s eine rein
periodische Funktion ist. Als ihre Amplitude wird der Wert ]/ 2;4“
gefunden. Wir hatten bereits auf Seite 17 gelegentlich der Berechnung
des Energieinhalts der Feder auf Grund rein begrifflicher Erwigungen
abgeleitet, daB die Amplitude a der Schwingung diesen Wert besitzen
muB, so daB die vorliegende Berechnung das an Hand einfacher Uber-
legungen gewonnene Resultat bestitigt.

Als Eigenschnelle der Schwingung liefert die vorliegende Rechnung

den Wert v = ,/;7

Seite 13 als Expeﬁmentalgesetz gefunden hatten.)

. (Es ist dies der gleiche Ausdruck, den wir auf

! Bei Entwicklung dieser Beziehung halte man sich die Bedeutung der im
Mlgemeinen wenig gebriauchlichen arc-sin-Funktion vor Augen. Die Gleichung
y == arc sin z besagt: y ist gleich demjenigen arcus, d. h. Winkel gemessen im
BogenmaB, dessen \mus gleich z ist. Dann ist aber auch umgekehrt x = sin ¥,
d. h. der Wert = stellt den Betrag des Sinus dar, der zu dem Bogen (Winkel) y
wehort.

2 Wir verwenden in dieser Gleichung aus ZweckmaBigkeitsgriinden eine andere
Integrationskonstante als in Gleichung (15). Hierzu sind wir berechtigt, da uns
die Wahl der Integrationskonstanten freisteht. Die gewihlte Integrationskon-
stante 7 hat die Dimension einer Zeit, da sie als Summand zu ¢t auftritt.
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Eine uns bisher unbekannte GréBe ist in Gestalt der Integrations-
konstanten 7 aufgetreten. Wir wollen unsan Hand des Vektordiagramms
klarmachen, welche physikalische Bedeutung diesem Glied zukommt.
Wie bereits erwihnt, besitzt v die Dimension einer Zeit; der GroSe

7. V-”? = g¢konnen wir demnach die Dimension eines Winkels zuschreiben.

Ferner ist aus der Losung der Energiegleichung abzulesen, daf s = a
wird, wenn der Winkel v (¢ — 1) = v{ — ¢ = 90° geworden ist. Hieraus
ergibt sich, daBl gemiB Abb. 10 ¢ im Vektordiagramm den Winkel dar-
stellt, um den der Vektor a zur Zeit ¢t = 0

vor der Projektionsnormalen liegt. Wir be-

zeichnen ¢ als Phasenwinkel oder auch Pha-

senverschiebung. Dementsprechend bedeu-

tet v die Zeit, die von Beginn der Beobach-

tung verstreicht, bis die schwingende Masse

durch den Nullpunkt geht. ¢ ist somit ledig-

lich von den willkiirlich wéhlbaren Anfangs-

bedingungen abhingig, unter denen die

Schwingung zustande kam. Wurde sie z. B.

so eingeleitet, daB die Masse um den Be-

trag a aus ihrer Ruhelage ausgelenkt und i‘},ﬂf&};&}l,gﬁfgggﬁgﬁzﬁn e e
dann zur Zeit ¢ = 0 losgelassen wurde, so "t Bericksichtigung des Phasen-
ist ¢ =90°, denn es verstreicht eine

viertel Periode, bis die Masse durch die Nullage geht.

Wurde dagegen die Schwingung durch einen StoB eingeleitet, der
seine Energie zur Zeit ¢ = 0 plotzlich, d. k. mit im Verhaltnis zur
Schwingungsdauer sehr kurzer StoBdauer auf die Masse iibertrug, so
ist & = 0°.

An sich ist die Kenntnis des Phasenwinkels ¢ fiir die freie ungedimpfte
Schwingung von untergeordneter Bedeutung. Sein Begriff sollte jedoch
schon hier geniigend klargelegt werden, da er spiter, insbesondere bei
Betrachtung der erzwungenen Schwingungen, eine auBerordentlich
wichtige Rolle spielt.

In vielen Fillen wird an Stelle der iibersichtlicheren Energiegleichung
die

Kraftgleichung

angeschrieben. Sie ist weiter nichts als die Anwendung des Newtonschen
Grundgesetzes der Dynamik (des d’Alembertschen Prinzips) auf den
vorliegenden Fall. Dieses Gesetz lautet bekanntlich in Worten: ,,In
jedem Augenblick der Bewegung ist die Summe der eingepragten Krifte
und der negativen Massenbeschleunigungen = 0 (Massenbeschleuni-
gung = Produkt aus Masse x Beschleunigung).«
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Als eingeprigte (dullere) Krifte treten im vorliegenden Fall die von
der Feder auf die Masse iibertragenen Kréfte auf. Bedeutet in einem
bestimmten Augenblick s die Auslenkung der Feder aus der Ruhelage,
so ist die Federkraft P; = c-s. Sie ist stets nach der Ruhelage hin ge-

richtet. Bei der gleichen Auslenkung hat die Beschleunigung den Betrag
2
g—tzfl, so daf die Kraftgleichung lautet (sieche Abb. 11):
a2

8§
FT +c-8=0,
oder in Normalform:

(18) m-

dz2
(18a) St s=0.

Dieselbe Gleichung erhilt man auch durch
einmalige Differentiation der Energiegleichung

o d
und Kiirzen mit d—:

Die Lésung der Kraftgleichung kann ent-
weder auf dem Umweg iiber die Energieglei-
chung nach der dort entwickelten Losungsform
oder direkt nach der allgemeinen Methode fir
die Losung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung durchgefithrt werden. Hier

Abb. 11, Kraftwirkungen am sei' der zweite Weg eingt?schlagen, der auch

verlustfresiceﬂWil!\l&;rexrnonischen bei spiteren Problemen wiederholt angewandt

Aufstellung der Kraftgleichung. werden wird und somit von prinzipieller Be-
deutung ist-

Er besteht darin, daB man als Lésungsansatz folgende Annahme
macht:

(19) §=C.eat-02,

Setzt man diese Substitution in die Differentialgleichung ein, wobei

! Die Beschleunigung ist nach den Begriffsdefinitionen der hoheren Analysis
der zweite Differentialquotient des Weges nach der Zeit (s. S. XVIII).

? e = Basis der natiirlichen Logarithmen = 2,71828. Dieser Ansatz befremdet
zundchst. Man vergegenwartige sich, daB er das giinstigste Ergebnis zahlreicher
versuchter Ansitze ist. Er gestattet die Losung der Differentialgleichungen zweiten
Grades mit einer sonst nicht erreichbaren Einfachheit und Eleganz, ist somit ein
Hilfsmittel, das bei schwierigeren Differentialgleichungen unentbehrlich wird. Es
ist deshalb notwendig, daB wir uns schon hier diese Methode aneignen.

Die Losung von Differentialgleichungen ist eine mithsam erarbeitete Kunst.
In dem Ansatz ist das Ergebnis der Arbeit gewissermaBen schlagwortartig nieder-
gelegt. Durch seine Anwendung machen wir uns die gesammelten Erfahrungen
nutzbar. Es wire unzweckmiiBlig, nach umstindlicheren Verfahren vorgehen
zu wollen.

Auch die Anwendung der Moivreschen Formeln ist aus ahnlichen Griinden
erforderlich.
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C und 7 aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende Integrations-
konstanten sind, so ergibt sich:

(20) o (et 4 2. (g9 =0,

Hieraus erhdlt man nach Kiirzen mit C-e*¢-? die sogenannte
charakteristische Gleichung, d. h. die Uberfiihrungsform der Differential-
gleichung in eine ohne weiteres zu lésende algebraische Gleichung. Diese
lautet:

c c
(21) @+ l=0 a=x]/—2
und besitzt die beiden Lésungen:
=+7j V% ’

/¢
0‘2=_'7V',,77

wobei j = J— 1 die imagindre Einheit bedeutet.

(22)

Fir den Ausdruck V—,,% wollen wir zur Abkiirzung die bekannte

Eigenschnelle y des Schwingers einsetzen. Die totale Losung der Differen-
tialgleichung ist die Summe der soeben gefundenen beiden Teillssungen
(partiellen Lisungen) o, und a,, lautet also:

(23) 8 == C.[eiV(t-—t) —{-e“f"(’—')],

Dieser Ausdruck stellt eine trigonometrische Funktion dar, die sich
auf Grund einer der bekannten Moivreschen Formeln! ergibt. Letztere
lauten:

elz+e—jz

——y — =cosz,
e’z — g-iz .
gy =sinz.

Setzen wir gemiB Gl. (23) in diesen Formeln den Wert z =» - (t —1),
so finden wir als endgiiltige Losung:
(24) s§=2C-cosv(t —7) = a-cos (vt — ¢),
wobei der Einfachheit halber 2C =a und »-7 = ¢ gesetzt wurde.
Die Konstanten @ und & werden aus den Anfangsbedingungen der
Schwingung berechnet. Diese lauten:

Zu Beginn der Schwingung, d.h. zur Zeit ¢ =0 ist die Aus-
lenkung der Masse m aus der Ruhelage (), = a,, die Geschwindig-

. ds
keit der Masse m (Ei>t=0 = .

1 Hiitte Bd. 1, 25. Aufl,, S. 66, Abt. III E, Formel 2.
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Zur bequemen Durchfiihrung der Rechnung zerlegen wir den
trigonometrischen Ausdruck in Gl (24) nach der bekannten Formel:

cos (¢ — fB) = cosacos f + sina sin B
und erhalten:

(24a) s=a-cospt-cos¢ -} a-sinyi-sine.
Fiir ¢ = 0 ergibt sich (da cos 0° = 1; sin 0° = 0):

g = G- COSE.

Zur Einfithrung der zweiten Anfangsbedingung ist Gl. (24a) einmal
nach der Zeit zu differentiieren. Dies ergibt die Gleichung fiir die

Schwinggeschwindigkeit:
(24Db) v=j—':=—~a-v-cose-sinvt—l—a-v-sine-cosvt.

Fiir ¢ = 0 erhalt man:

Vg =a-v-sine.

Fiihrt man die so ermittelten Werte in Gl. (24a) ein, so ergeben sich
die Beziehungen:

P, .
8= ag-cos vt + 7°-smvt und

(24 ¢)

ds _
dt

An Hand dieser Gleichungen ist es moglich, fiir jeden Augenblick der

— Qg+ v -8sinvt + vy-cosvi.

Bewegung den Weg s und die Geschwindigkeit % zu berechnen, wenn

a, und v, gegeben sind, sowie » bekannt ist.
SchlieBlich findet man fiir die Integrationskonstanten ¢ und ¢
die Werte

sin ¢ v,
tg e = =-—2 und
cos £ vea,
(24d) o
Vo \2 o 1
@ = <—> + ao
v
1 . . v,
Beweis: sin e = —-
a-y
a
cos £ = —2
a

sin2¢e + cosle=1= P£2+ae l
v 0 ag’

. v5\2
somit: a= (—0) +ai.
v
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Der Wert ¢ stellt den GroBtausschlag (die Amplitude) der Schwingung
dar. Wir konnen seinen vorstehend berechneten Betrag auch auf
energetischem Weg finden, indem wir die Anfangsladung berechnen. Der

Auslenkung g, entspricht eine potentielle Ladung von 4,, = -;— - a3 emkg,
der Geschwindigkeit v, eine kinetische Ladung von 4, = % 3.

Somit ist die zu Beginn der Bewegung erteilte, wihrend der
Schwingung konstant bleibende Gesamtladung:

[ m
AOZE"CE%—*—E"U%

und die ihr entsprechende Amplitude :

24 m %
a=V~c—°=Va§+?-v%=Va§+v—g.

[Dieses Ergebnis ist mit Gl. (24d) identisch.] Der Wert —f— =17 stellt die

Zeit dar, die vom Beginn der Bewegung an verstreicht, bis der GroBt-
ausschlag erreicht wird.

Hiermit sind wir in die Lage versetzt, fiir beliebige Anfangs-
bedingungen die Schwingungsgleichungen anzuschreiben, die maB-
gebenden Bestimmungsstiicke zu berechnen und das Vektordiagramm
aufzuzeichnen. Die gleichen Betrachtungen lassen sich fiir die an Hand
der Energiegleichung gefundene Losung Gl. (17) anstellen. Sie fithren
zu genau den gleichen Ergebnissen.

B. Anwendungsbeispiele fiir die Berechnung
der Schwingungen des materiellen Punktes.

7. Vorbemerkung.

Die nachstehenden Beispiele sollen die Anwendung der bisher ge-
wonnenen Kenntnisse in einer Anzahl technisch wichtiger Fille zeigen;
besondere Aufmerksamkeit werde der zahlenmifBigen Berechnung und
Dimensionierung der Schwingungssysteme geschenkt. Die Beispiele
teilen wir in zwei Gruppen:

In der ersten Gruppe sind diejenigen Fille zusammengestellt, in
denen es weniger auf die in dem Schwinger pendelnde Energie und die
GroBenverhaltnisse des Schwingers ankommt, als vielmehr auf die Be-
rechnung der Eigenschnelle.

In der zweiten Gruppe sind die Richtlinien zusammengestellt, welche
bei der Berechnung und Dimensionierung von Schwingern auf Leistungs-
fahigkeit in Betracht gezogen werden miissen. Besondere Beachtung
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finden dabei Schwinger mit groBem Energieinhalt. Die dort ge-
gebenen Lehren kénnen selbstverstdndlich auch ohne weiteres auf die
Schwinger der ersten Gruppe angewandt werden, falls bei deren Dimen-
sionierung energetische Probleme auftauchen sollten.

Entsprechend dem vorstehend Gesagten, beschrinken wir uns bei
den Beispielen der ersten Gruppe darauf, die Eigenschnelle zu berechnen,
wahrend die Amplitude, die ohnehin von Zufilligkeiten abhingig ist,
auBer acht bleiben soll. Im zweiten Abschnitt spielt demgegeniiber neben
der Eigenschnelle die héchst zuldssige Amplitude des auf Leistung be-
rechneten Schwingers eine ausschlaggebende Rolle.

I. Berechnung der EKigenschnelle einiger technisch
wichtiger Schwinger.

8. Das mathematische Pendel.

In der Physik wird das mathematische Pendel als klassisches Beispiel
eines einfachen Schwingers dargestellt. Die nachstehende Behandlungs-
weise zielt darauf ab, dieses Beispiel eines Schwingers, der keine ohne
weiteres sichtbare Federung besitzt, in iibersichtlicher Weise den
Schwingern mit ausgesprochener Federung einzugliedern. Sie wird des-
halb von der geldufigen Darstellungsweise abweichen.

Abb. 12. Energie-Weg-Schaubild des mathematischen Pendels.

Zum Verstandnis der Schwingungseigenschaften muf vor allem das
Kraftfeld ermittelt werden, in dem die Schwingung sich abspielt. Wir
gehen deshalb von der potentiellen Energie des Pendels aus, die gemi8
Abb. 12 in Abhingigkeit von dem Ausschlagwinkel aufgetragen wird.
Die Bestimmung der potentiellen Energie gelingt auf Grund der Uber-
legung, daB sie in jeder Stellung des Pendels gleich der Arbeit ist, die ge-
leistet werden muB, um die Pendelmasse aus der Ruhelage in die be-
treffende Stellung zu heben. Wie aus Abb. 12 zu ersehen, ist sie gleich
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dem Gewicht der Pendelmasse G == m g, multipliziert mit dem bei der
Auslenkung sich ergebenden senkrechten Hub 4, also:

A, =Gk,

(25) Ap,=m-g-1(1 —cosa) [da b =1 (1—cos a)].

Weiterhin ist es von Interesse, die Rickstellkraft P,, welche in
Richtung der Schwingungsbahn auf die Masse m einwirkt, in Abhingig-
keit vom Ausschlagwinkel o zu ermitteln. Aus der Bedingung, da8 das
Moment der stets senkrecht zum Pendelfaden ! wirkenden Riickstell-
kraft gleich dem Moment des Eigengewichts m-g der Masse beziiglich
des Aufhéngepunktes sein
muf, ergibt sich:

(26) PR-l=m-g-ltsinoc,

Ppr=m-g-sina.

Als Federkonstante ¢

wird man bei der vorlie-

genden Schwingung auf

kreisférmiger Bahn in un-

mittelbarer Analogie zur

SChWIDgu ng auf gerad- Abb. 13. Prozentuale Abnahme der Federkonstanten ¢
liniger Bahn den Quotien- des mathematischen Pendels mit dem Ausschlagwinkel a.
ten aus der Riickstell-

kraft P, und der zugehérigen Bahnlinge s = I o (wobei o im Bogen-
maf3 zu messen ist) bezeichnen. Somit ergibt sich:

_ Pg__ m-g-sina
- l-a

(27) ¢ =~

Fiir kleine Ausschlagwinkel ¢ kann man sin o = « setzen?, so da3:

-
=",

Die Kurve CC = f(«) ist in Abb. 13 dargestellt. Man erkennt, daB ¢
0

nicht konstant ist, sondern mit wachsendem Winkel « abnimmt. Infolge-
dessen haben wir es hier mit einem Schwinger zu tun, dessen Eigenschnelle
sich mit dem Ausschlag dndert, und der auf Grund dieser Eigenschaft,
im Gegensatz zu den harmonischen Schwingern, welche eine vom Aus-
schlag unabhingige Eigenschnelle besitzen, als anharmonischer

! Fir kleine Winkel (bis etwa 10% kann der Sinus gleich dem Winkel (im
BogenmaB gemessen) gesetzt werden. Wie man sich durch Vergleich der Werte in
Hiitte Bd. 1, S. 30, Tabelle 4 iiberzeugen kann, betrigt die begangene Vernach-
lassigung weniger als 1%.
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Schwinger bezeichnet wird!. Nur wenn wir uns auf kleine Aus-
schlige (etwa 4 10°) beschrinken, kénnen wir das Pendel mit ge-
niigender Néherung als harmonischen

Schwinger ansehen. Dies soll an dieser

Stelle geschehen. Die Lésung der schwie-

rigen Aufgabe, wie sich das Pendel

bei groBen Ausschligen verhilt, soll

an spiterer Stelle (II. Band) mit Hilfe

eines iibersichtlichen graphischen Ver-

fahrens gegeben werden.

Abb. 15. Ersatz des mathematischen

Abb. 14. Abhingigkeit der Eigenschnelle » des Pendels durch gleichwertige
mathematischen Pendels von der Pendellinge Z. Schwinger.
. . . sina . .
Bei kleinen Schwingungen —, =~ 1) besitzt ¢ den als unabhingig

von der Schwingweite zu betrachtenden Wert ¢, = 7%.9. Somit be-

rechnet sich die Eigenschnelle zu:

Co m-g

(28) v=)/2= m:]/%

Die Gleichung zeigt, daB3 »
lediglich von der Fadenlinge
des Pendels abhingt. Die Be-
ziehung » = f(I) ist in Abb. 14
in Kurvenform dargestellt.

Das mathematische Pendel
kann gem#dB Abb. 15 ersetzt
gedacht werden durch eine

zwischen zwei Federn mit
Abb. 16. Prozentuale Abnahme der Eigenschnelle »
des mathematischen Pendels mit dem Ausschlag- dergesa’mten Federkonstanten

winkel a. g .
e e ¢ = imly eingespannte Masse

und reiht sich somit unter die normalen Schwinger mit ausgesproche-

1 Abb. 16 zeigt die prozentuale Anderung von ¥ mit dem Ausschlagwinkel .
Man erkennt, daB die Abweichungen betrichtliche GréBe annehmen.
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ner Federung ein. Der malgebende Faktor fiir das Zustandekommen
einer Schwingung ist aber nicht das Vorhandensein einer ausgesprochenen
Federung, sondern vielmehr die Anwesenheit einer Speicherungsmdoglich-
keit fiir potentielle Energie. Letztere beruht im vorliegenden Fall auf
den Eigenschaften des Schwerefeldes und der eigenartigen Fithrung der
Masse durch den Pendelfaden. Es sei ferner darauf hingewiesen, dafl an
den Eigenschaften des Pendels nichts geéndert wird, wenn die Fiithrung
des Massenschwerpunkts nicht durch den Pendelfaden, sondern auf
anderem Wege bewirkt wird, z. B. dadurch, daf} die als Kugel ausgebil-
dete Masse in einer Rinne gleitet, die mit dem Kriimmungsradius der
Pendellange ! gekrimmt ist.

Eine andere Mdéglichkeit besteht darin, dafl die Fithrung der Masse
auf ihrer Bahn durch Lenkersysteme bewirkt wird, ein Fall, der bei den
Pendeln mit besonders niedriger Eigenschnelle, also sehr groBem Kriim-
mungsradius, zu einer Reihe interessanter Losungen gefiihrt hat, die
auf Seite 50 besprochen werden.

Zusammenfassend gesagt, kommt es also bei Bestimmung der Eigen-
schnelle eines Pendels lediglich auf den Kriimmungsradius der Bahn an,
in welcher der Schwerpunkt der Pendelmasse gefithrt ist. Von diesem
Satz kann man in zahlreichen praktisch wichtigen Fallen mit gutem
Nutzen Gebrauch machen, z.B. dann, wenn die Aufgabe vorliegt,
néherungsweise die Eigenschnelle ganzer Lenkersysteme zu bestimmen.
Man hat hierbei nur nétig, die Pendelbahn des Gesamtschwerpunkts
des Lenkersystems zu konstruieren, was in allen Fillen ohne besondere
Schwierigkeiten gelingt und hierauf den Kriimmungsradius dieser Bahn
zweckméfBig ebenfalls auf zeichnerischem Wege zu ermitteln. Letzterer
entspricht dann der Linge des Fadenpendels, dessen Eigenschnelle ge-
sucht ist, und bestimmt diese nach Gl. (28) eindeutig.

Anmerkung. Der Vollstindigkeit halber sei noch die bekannte Kraftgleichung
des mathematischen Pendels angeschrieben. Sie lautet:

, .
(29) m~ll-m2—~,~m-g-l-sma20.
_—— —_——
Moment der  Riickstellmoment
Massenkraft

In Normalform:
d?a g .
g T sne =
Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB nur Schwingungen mit kleinem
Ausschlag in Betracht kommen, so daB sin x = x gesetzt werden kann, crgibt
sich als endgiiltige Schwingungsgleichung:

d2q | g
(30) LY

deren Eigenschnelle mit » = V % gegeben ist.
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9. Das korrigierte Fadenpendel.

Will man erreichen, da8 sich beim Fadenpendel ¢ mit dem Ausschlag
nicht #ndert, daB also die Eigenschnelle » unabhiingig vom Ausschlag
bleibt, so muBl man die Schwerpunktsbahn der Pendelmasse nach einem
anderen Gesetz als dem des Kreisbogens kriimmen. Die Anschauung
lehrt, daB3 die Bahn in diesem Fall mit steigendem Ausschlag einen im-

mer kleiner werdenden
Kriitmmungsradius be-
sitzen mulfl.

In Abb. 17 ist die
gesuchte Idealbahn in
Verbindung mit der zu-
gehorigen  Kreisbahn
aufgezeichnet. Man er-
kennt deutlich die mit
steigendem Ausschlag-
winkel immer mehr her-

Abb. 17. Fadenpendel mit einer Eigenschnelle, dic vom

Ausschlagwinkel unabhingig ist (Zykloidenpendel). vortretenden Unter-
schiede. Die korrigierte
Bahn wird zweckmiBig auf Grund des in Abb. 18 dargestellten
Energiediagramms fiir eine vom Ausschlag unabhingige Feder-
konstante Punkt fiir Punkt konstruiert. Im einzelnen geht die
Berechnung so vor sich, daf fiir jeden Ausschlag aus dem gegebenen
4,
m-g
wird, die bei der vorgeschriebenen
Winkellage « erreicht werden muB,
wodurch eine eindeutige Konstruktions-

grundlage geliefert ist.

Es liegt nahe, zu untersuchen, ob
die neue Bahnkurve ganz oder teilweise
eine bekannte Kurvenform darstellt.
Die Untersuchung liefert das Ergebnis,
daB es sich um eine Orthozykloide
handelt. (Kurve, die ein Punkt eines
Kreises beschreibt, wenn er auf einer
Geraden rollt.)

Von Interesse ist die aus der Konstruktion hervorgehende Tatsache,
daB sich die Kurve nur bis zu einem bestimmten Gréftausschlag, der
bei 57° liegt, konstruieren laBt. Dieser Punkt ist dann erreicht, wenn die
Tangente an die Bahn die lotrechte Lage einnimmt. GréBere Winkel-
ausschlige des korrigierten Pendels sind also nicht moglich.

Betrag A, der potentiellen Energie die Hubhthe 4 = berechnet

Abb.18. Energieschaubild des korrigierten
Fadenpendels.
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Am einfachsten ist es, die aufgezeichnete Bahn in Form einer Roll-
kurve zu verwirklichen, in welcher die kugelférmige Masse auf- und ab-
rollt; will man sie mittels Faden erzeugen, so hat man nur nétig, den-
selben auf eine entsprechend gestaltete Abwicklungsfigur (Evolute) auf-
laufen zu lassen, die zu beiden Seiten des Aufhidngepunktes sich an-
schlieBt und deren Konstruktion und Form aus Abb. 17 zu entnehmen
ist. Sie ist der geometrische Ort aller Kriimmungsmittelpunkte, die zu
der konstruierten Bahnkurve gehéren.

Das auf Grund der vorliegenden Konstruktion entstandene Faden-
pendel kann als ,korrigiertes Pendel”“ mit einer vom Ausschlag unab-
hingigen, gleichbleibenden Eigenschnelle bezeichnet werden.

10. Berechnung der Eigenschnelle einer Welle mit Liufer
(Schwungrad).

Jede in zwei Lagern umlaufende Welle, die durch einen Léaufer,
z. B. ein Schwungrad, einen Elektroanker, einen Turbinenldufer u. dgl.
belastet ist, stellt einen Schwinger dar, der Biegeschwingungen aus-
zufiihren vermag.

Hierbei ist der Laufer als Masse, die Welle als Federung anzusehen.
An spiterer Stelle wird gezeigt werden, daB die kritische Biegedrehzahl
der vorliegenden Welle mit der Eigenschnelle des aus Liufer (Schwung-
rad) und Welle bestehenden Schwingers iibereinstimmt. Hier be-
schrinken wir uns darauf, die Eigenschnelle der im Ruhezustand auf-
tretenden Biegeschwingungen zu bestimmen.

Zwecks Losung der Aufgabe ist es vor allem nétig, die Federkonstante
der als Feder dienenden Welle zu berechnen. Wir wollen diese Unter-
suchung fiir zwei Fille durchfiih-
ren.
Falll: GemiB Abb. 19 sitzt
eine Schwungmasse vonG=600kg
Gewicht in der Mitte der glatten
Welle von d = 8,0 cm Durch-
messer. Diese ist beiderseits in
La,gern’ die na(?h dem Sellers- Abb. 19. Schwinger, bestehend aus einer Welle
PI‘IIlZip ausgeblldet smd, ge- mit Schwungmasse in der Mitte.
lagert, kann also als ein auf zwei
Stiitzen frei beweglich aufliegender Triger betrachtet werden. Die
Lager mogen einen Mittenabstand von [ = 120 cm besitzen. Die
Federkonstante der Welle ergibt sich auf Grund der bekannten
Formel fir die Durchbiegung des beiderseits frei aufliegenden Tri-
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f 2 : l3~ 1.
gers 48E.7 Zut
P 48-E-J 48-2,2-10%-201,1

(31) Cc= 7 = ”’*l?'** = ’T%_"ias*' = =12300 kg/cm

(7 = %% =201,1 ems)
(E = 2,2-106kg/em?® = Elastizitdtsmodul des Stahls).

64
Somit betrigt die Eigenschnelle des zu untersuchenden Schwingers:
v :V—mc— = Vl%?g—o = 143,2 [sec (m ~ IO%G)

Will man zwecks genauerer Berechnung das Eigengewicht der Welle
mit beriicksichtigen, so mul man einen bestimmten Prozentsatz des
Wellengewichts zu dem Schwungmassengewicht hinzuzahlen. Die GroBe
dieses Anteils ergibt sich fiir den vorliegenden Fall mit geniigender
Néherung zu 50% der Gesamtwellenmasse.

Dies ist beim vorliegenden Zahlenbeispiel ein Betrag von 24 kg.
Die auf Grund hiervon be-
richtigte Eigenschnelle be-
tragt:

12300
Yy = ]/W = 140,5/800 .

Die kritische Drehzahl der
Welle liegt somit bei

Abb. 20. Schwinger, bestehend aus einer Welle mit . 30 —
fliegend angeordneter Schwungmasse. Ny == - » = 1340 Um-

drehungen je Minute.

Fall 2: Gemaf3 Abb. 20 ist im Gegensatz zu Fall 1 das Schwungrad
fliegend angeordnet. Ihr Gewicht betrage wiederum 600 kg. Die Ab-
messungen der ebenfalls in zwei Sellerslagern gelagerten Welle sind aus
der Figur ersichtlich.

Die Federkonstante berechnet sich auf Grund der bekannten Durch-
biegungsformel fiir

f= P (+a)-a?
T EJ 3
fiir den vorliegenden Belastungsfall zu:
P 3E-J 3.2.2.108-201
(82) C=F T U+wa™ Teo-1600 — OL78 kglem,
so daf die Eigenschnelle des Schwingers mit » = %1165 = 93/sec

festgelegt ist.

1 Man vergegenwirtige sich, daB ¢ diejenige Belastung in kg ist, die im An-
ariffspunkt der Masse (Schwerpunkt der Schwungmasse) angebracht, eine Durch-
biequng von f = 1cm hervorruft.
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Die kritische Drehzahl bei diesem Belastungsfall betragt:
ny =y = 888 1/min.

Anmerkung. Es sei an dieser Stelle auf eine interessante Beziehung hin-
gewiesen, die sich bei allen Schwingern mit vertikaler Schwingrichtung er-
gibt. Bei dieser Anordnung wird die Federung durch das Eigengewicht der Masse
um einen Betrag f, aus der ungespannten Lage ausgelenkt. Zwischen f, und »
besteht folgende Beziehung:

Durch das Anhéngen des Gewichtes m-g und Messen der Durchbiegung f,
fithren wir gewissermaBlen einen Eichversuch der Federung aus. Die Federkon-

P
stante berechnet sich auf Grund dieser Messung zu ¢ = 7 =ﬂfg . Hieraus folgt:
0

Vi

eine Beziehung, die bei Schwingern mit vertikaler Schwingrichtung, aber auch nur
bei diesen, Sinn hat und mit Vorteil angewendet werden kann. Es sei, um einer
ofters auftauchenden Sinnlosigkeit und den sich daran kniipfenden Fehlern vor-
zubeugen, ausdriicklich betont, daBl man bei Anwendung der vorstehenden Formel
stets ihre Entstehungsgrundlage vor Augen haben muB. Insbesondere gilt dies
fir fy, das in Unkenntnis des wahren Sachverhalts zuweilen mit der Vorspannung
der Federn bei Schwingern mit horizontaler Schwingrichtung gleichgesetzt wird
— ein Fehler, der naturgemall zu einem ganzlich unsinnigen Ergebnis fithrt.

(33)

11. Schwingungen einer einseitig eingespannten Blattfeder.
Ein anderer Fall eines mittels Biegefeder abgefederten Schwingers

ist in Abb. 21 dargestellt. Eine einseitig fest eingespannte Blattfeder

von der Breite b cm und der Dicke A cm trigt an ihrem Ende eine

Masse von @ kg Gewicht, deren

Schwerpunkt von der Einspann-

stelle um ! cm entfernt ist. Es

ergeben sich eine Reihe sehr

interessanter  Betrachtungen,

wenn man die Achse der Biege-

feder unter verschiedenen Win-

keln zur Vertikalen neigt. Der

einfachste Fall besteht gemz'iB Abb. 21. Schwinger, bestehend aus einer einseitig

Abb. 21 darin, da8 die Feder. ~CMePantiy, Jautiecer Tl horisontaler Achse

achse horizontal gerichtet ist. In

diesem Fall bietet die Rechnung keine Besonderheiten. Auf Grund der be-

kannten Durchbiegeformel fiir den einseitig eingespannten und am freien

Ende belasteten Triger! ergibt sich die Federkonstante zu ¢ = 35" ,
so daB die Eigenschnelle des vorliegenden Systems den Betrag besitzt:
3E-J
(34) V= T
1= 1p-2 .
3E-J

Lehr, Schwingungstechnik I. 3
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Der mitschwingende Massenteil der Feder kann mit etwa 30% der
Masse des freitragenden Federstiicks angenommen werden.
Wesentlich interessanter gestaltet sich die Untersuchung des zweiten
Falles, bei dem die Feder so eingespannt wird, dal die Achse senkrecht
nach unten zeigt, wobei gemdfl Abb. 22 sich die Masse unterhalb des
Einspannpunktes befindet. In diesem Fall ist fiir die Schwingung der
Masse nicht allein die elastische Riickstellkraft der Federung maB-
gebend ; vielmehr tritt hierzu noch eine
gewisse, durch das Schwerefeld ge-
gebene Riickstellkraft, die dadurch be-
dingt wird, dal der Schwerpunkt der
Masse keine horizontale, sondern eine
nach oben gekriimmte Bahn beschreibt,
welche durch die elastische Durch-
biegungslinie der Feder festgelegt ist.
Den Einfluf} dieser Kriimmung erfaB3t
man am einfachsten durch die Vorstel-
Abb. 22. Schwinger, bestehend auseiner mit 1ung> dall gemé‘B Abb. 22 der Schwin-
fiiechior Ade hingend engeepnnten  ger qus einem mathematischen Pendel
besteht, dessen Pendellinge gleich dem
Krimmungsradius der vorliegenden Bahnkurve ist und dessen Masse
auller durch das Schwerefeld noch durch die zuséitzliche Federung der
Blattfeder in die Ruhelage zuriickgefithrt wird. Die gesuchte Pendellinge
liit sich gem&B Abb. 22 leicht berechnen. An Hand einer bekannten
Formel:

3
tg fz=0) ='£*=W'f1

finden wir némlich, daf die Tangente, welche man an die elastische
Linie des freien Blattfederendes anlegt, bei allen Durchbiegungen die
Federachse in ein und demselben Punkt schneidet, der von der Ein-

spannstelle die Entfernung é— besitzt. Der Kriimmungsradius der
Schwingbahn und damit die Lange des Ersatzpendels besitzt somit den
Betrag r = 21.

Die Gesamtfederkonstante des vorliegenden Schwingers ist die

Summe der Federkonstanten von Feder und Schwerefeld, berechnet sich
also zu:

@
C=cl+_r_)

. 3E-J , 3.m-

(35) o=5+ ;’;"’

3
<J = b—]’:— = Flachentragheitsmoment des Federquerschnitts) R

! Hiitte Bd. 1, Abschnitt 5 IT d, S. 609.
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womit die Eigenschnelle des Schwingers gefunden wird zu:

/
(36) =] 3E.J l;] +2

Zahlenbeispiel: Es ist die Elgenschnelle einer mit senkrechter Achse
am oberen Ende fest eingespannten Blattfeder (Stahl, E = 2,2-10%kg/cm?)
von b = 6 cm Breite und A = 0,3 cm Dicke zu berechnen, die am unteren
Ende eine Masse vom Gewicht @ = 11,6 kg tragt. Der Abstand des
Schwerpunkts von der Einspannstelle betrigt I = 42 cm.

Man berechnet:

J = 102 = 0,0135 cm? ;
3.2,2.106.0,0135-981 3-981 T
l/ 11,6 - 428 + 542 1[10176 + 35 = 11,7/sec.

Der bei weitem interessanteste Fall liegt vor, wenn man die Feder
um 180° umkehrt, so dafl sich die Masse senkrecht oberhalb der Ein-
spannstelle befindet (Abb. 23). In diesem Fall iibt, da die Schwingungs-
bahn nach unten gekriimmt ist, die Federung des Schwerefeldes eine
negative Wirkung aus. Wéihrend im
vorhergehenden Fall die Federkon-
stante des Schwerefeldes sich zu der
elastischen Federung addierte, tritt im
vorliegenden Fall eine Differenz auf.

Die resultierende Federkonstante be-
sitzt jetzt den Betrag:

- 3E-J 3m-g
(37) C= T T

und die Eigenschnelle berechnet sichzu:
Abb. 23. Schwinger, bestehend aus einer mit
3 E.J 3g 1 senkrechter Achse stehend eingespannten
p = l Blattfeder mit Masse am freien Federende.

(38)

“m 13

Man erkennt, daB der Betrag der resultierenden Federkonstanten
im vorliegenden Fall bei geeigneter Wahl der schwingenden Masse m
gleich 0 wird. Damit aber hat das Schwingungssystem seinen Schwin-
gungscharakter eingebiiit, es befindet sich im Zustand des indifferenten
Gleichgewichts, da die negativ wirkende Labilititskraft mit der stabi-
lisierenden Federkraft bei jeder Ausbiegung im Gleichgewicht steht.
Beim geringsten Anstofl wird sich somit der Ausschlag der Masse immer
mehr vergroBern, die Feder wird sozusagen widerstandslos zusammen-
knicken und das zugehorige Belastungsgewicht kann mit Recht als
kritische Kn'cklast der Feder bezeichnet werden. Uberschreitet m den

1 Mit den Werten des vorstehenden Zahlenbeispiels ergibt sich z. B.:

v =]101,6 — 35 = 8,67 1/sec.
3*
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kritischen Wert, so iiberwiegt die Labilititskraft und der Gleich-
gewichtszustand wird labil, wodurch naturgemall eine sofortige Zer-
storung (d. h. Bruch) der Feder bedingt ist.

Bei Durchfilhrung dieser sicherlich einfachen und durchsichtigen
Betrachtung erscheint das viel umstrittene Knickproblem in einem
ganz anderen Lichte, als bei der iiblichen statischen Betrachtungsweise.
Als Wesen des Knickvorganges tritt der Kampf des elastischen Riick-
stellmoments der Feder mit dem Labilititsmoment der Schwerkraft
klar zutage.

Auch die Knicksicherheit 148t sich vom Standpunkt der Schwin-
gungslehre aus griindlicher erfassen als vom Standpunkt der Statik.
Man kann die Eigenschnelle des als Knicksystem erscheinenden Schwin-
gers geradezu als Maf hierfiir benutzen. Am einwandfreiesten beriick-
sichtigt man die Verhéltnisse durch folgende Vorschrift:

Das der Knickgefahr ausgesetzte System mufl so bemessen sein, daB3
der Energieinhalt des stérksten zu erwartenden StoBes die Masse nur
so weit aus der Gleichgewichtslage auszulenken vermag, daBl die zu-
lassige Hochstbelastung der Federung nicht iberschritten wird. Die
Frage der Knicksicherheit wird also ihren Ausgang nehmen miissen
von der moglichst genauen Abschétzung der Energie 4, des zu erwar-
tenden StoBles (z. B. des WindstoBles bei einem Gittermast). Zwischen
der StoBenergie, der Eigenschnelle, der zuldssigen Knicklast und dem
zuldssigen grofften Ausschlag bestehen die bekannten Beziehungen:

‘m

A, = E"Vz'fzmax’
24
(39) Y = —Fmax"‘—m.

Abb. 24 zeigt fiir ein Zahlenbeispiel, wie die Eigenschnelle » und da-
mit die ertragbare StoBenergie sich mit der freien Lénge I dndert.

Nach den vorstehenden Ausfithrungen diirfte es gerechtfertigt er-
scheinen, das Knickproblem als ein dynamisch-energetisches und nicht
als ein rein statisches zu kennzeichnen und zu behandeln.

In der gleichen Weise wie der vorstehende einfachste Fall lassen
sich natiirlich auch die drei ibrigen Hauptfille der Knickbelastung be-
handeln. Es wiirde jedoch zu weit fithren, an dieser Stelle darauf ein-
zugehen. Es sei betont, daB das vorstehend erhaltene Ergebnis nicht
genau mit der Eulerschen Knickformel tibereinstimmt. Die zuldssige
Knicklast betrigt nach Euler fiir den vorliegenden Fall:

nt E-J E-J
Po=g " = N2’5T’
nach unserer Berechnung dagegen nur:

E-J
Gk=2'T.
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Vom dynamischen Standpunkt aus betrachtet tritt also der Zustand
des indifferenten Gleichgewichts und damit die Knickgefahr bei einer

Abb. 24. Abhingigkeit der Eigenschnelle » des in Abb. 23 gezeichneten Schwingers von
der Einspannldnge ! der Blattfeder.
Bei I = 110 cm tritt indifferentes Gleichgewicht ein. Fiir diese Einspannlinge

ror e
ist m = 0,02 58 (¢ _ 90 kg) die kritische Knicklast,

—Cm
Belastung auf, die um rund 20 % kleiner ist als der nach der Eulerschen
Formel gefundene Wert.

12. Schaltung von Federn.

In vielen Fillen wird es aus praktischen Griinden nicht méglich
sein, die Federung durch nur eine Feder zu bewerkstelligen. Man
wird vielmehr genotigt sein, mehrere Federn parallel oder auch hinter-
einander zu schalten. Es ist nétig, die dabei auftretenden GesetzmiBig-
keiten zu beherrschen.

a) Parallelschaltung.

Beim Parallelschalten von Federn gilt es als Hauptgesetz, daB
sich die Federkonstanten der einzelnen Federn addieren. Der
Beweis ergibt sich an Hand der Abb. 25, wo die Parallelschaltung von
zwei Federn dargestellt ist. Dabei soll unter Parallelschaltung jede An-
ordnung verstanden werden, bei der die Federn gezwungen sind, simt-
lich den gleichen Weg (Auslenkung) auszufiihren.

Werden die beiden Federn mit den Konstanten ¢; und ¢, gemiB
Anordnung der Abb. 25 mit der Kraft P gedehnt! und zwar um den

! Der Angriffspunkt von P mull auf dem Querhaupt so gewihlt werden,
daB beide Federn stets gleiche Dehnungen erfahren.
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Betrag f, so gilt die Gleichgewichtsbedingung:
i f+e-f=P,
oder die resultierende Federkonstante:

P
(40) Cr=7=01+62,

womit das oben angeschriebene Hauptgesetz fiir die Parallelschaltung
bewiesen ist.

Aber auch die Schaltung der Abb.26 ist als eine reine Parallel-
schaltung anzusehen. Zwar werden hier die beiden Federn mit einer
bestimmten Vorspannung gegeneinander gespannt. Bei der Bewegung
der Masse m werden sie jedoch gezwungen, gleiche Wege zu beschreiben.
Nehmen wir an, die Vorspannung betrage Py kg, dann ist in der Ruhe-

lage der Masse m die erste Feder um

P, . .
f01:~ci, und die zweite Feder um
1

for = % zusammengedriickt. Wird jetzt
2

I
i

J\'\‘f\Ex\/\'/\/\N

Abb. 25. Schema 1 fiir das Parallel- Abb. 26. Schema 2 fiir das Parallelschalten
schalten von Federn. von Federn.

die Masse um den Betrag f z. B. nach rechts abgelenkt, so daB
h="1a+1 f.=fos — fwird, so ist die wachgerufene Riickstellkraft,
die m in die Gleichgewichtslage zuriickzulenken sucht:

. Pr=ci'fi—cofa=cifooter-f—co foo+ o f,
nun ist

e1-fix = ¢ for = Py,
also bleibt

Pp = (c; +¢)-f,

womit wiederum die Gultigkeit des Hauptgesetzes auch in diesem etwas
verwickelteren Fall bewiesen ist.

b) Hintereinanderschaltung.

Nicht ganz so einfach wie bei der Parallelschaltung liegen die Ver-
haltnisse bei Hintereinanderschaltung. Die hierbei maBgebende Be-
dingung besteht darin, daB die Dehnungen der Federn sich ad-
dieren, wihrend die Krifte gleiche GroBe besitzen. In Abb. 27 sind
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zwei hintereinandergeschaltete Federn dargestellt. Das freie Ende der
zweiten Feder sei durch die Kraft P belastet. Unter ihrer Wirkung

dehnt sich die Feder 1 um den Betrag f, = ci, die Feder 2 um den Be-
1

trag f, = g

Die Gesamtdehnung f ist die Summe der beiden
Dehnungen f; und f,. Die dieser Dehnung entsprechende
resultierende Federkonstante betrigt demnach:

fob_ P
T htRT
Setzt man fir f; und f, obige Werte ein, so ergibt

sich die iibersichtliche Schreibweise:

1 1 1
(1) =ty
d 4 1 2 Py
oaer '
Ci-C Abb. 27. Schema
(42) ¢, — —L "2, fiir die Hintereinan-
r c; + €y derschaltung  von

Federn.

Ein einfaches graphisches Berechnungsverfahren
fir dieses Gesetz zeigt Abb. 28. Man trigt in geeignetem MaBstab
die Werte (¢, + ¢;) und ¢, als Katheten eines rechtwinkligen Drei-
ecks auf. Zieht man im Abstand ¢, eine Parallele zur Kathete c,,
so wird auf ihr durch die Kathete (c; 4 ¢,) und die Hypotenuse
eine Strecke von der Linge ¢, herausgeschnitten. Der Beweis fiir
die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich an Hand der aus
Abb. 28 abzulesenden Proportion:

cricr=(c;+¢cy) ¢y,
also
= G %
°x crte’
Sind mehr als zwei Federn hinterein-
andergeschaltet, so 1t sich das oben an-

geschriebene Gesetz folgendermallen erwei- spb. 28. Diagramm fiir die graphi-
tern: sche Berechnung der resultierenden
Tn: Federkonstanten bei Hintereinander-

1 schaltung von Federn.

1 1 1 1
(43) H=Z+Eg+g+a+"'-

c"
In Worten: ,,Bei Hintereinanderschaltung von Federn ist der reziproke
Wert der resultierenden Federkonstanten gleich der Summe der rezi-
proken Werte der einzelnen Federkonstanten.‘
Zahlenbeispiel: GemaB Abb. 29 ist die Eigenschnelle eines Schwin-

kg sec?
gers zu berechnen, dessen Masse m = 0,01 3—;81—0 betrigt und dessen

Federung aus einer einseitig eingespannten Blattfeder von den Ab-
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messungen b = 0,6 cm, b = 6 cm, ! = 30 cm besteht, an deren freiem
Ende eine Schraubenfeder von n = 20 Windungen, einem Drahtdurch-
messer von d = 0,6 cm und einem Windungsradius von r = 3,0 cm be-
festigt ist.

Man berechnet:

_8E-J _ 3-22-10°.6-0,6°

=" = 30712
= 26,4kg/cm .
dL-G 0,6%-8-10°
=8 n-rP 64.20-3°
= 3,0kg/em .
Cp = %_,_33 = 2,69kg/em .

2,60

Abb. 29. Schwinger mit hintereinandergeschalteter Vo = VO_OT
B

= 16,4/sec .

Blattfeder und Schraubenfeder.

13. Schwingungen von Wassersiiulen in kommunizierenden
Gefifien.

Ein sehr anschauliches Beispiel dafiir, wie man in iibersichtlicher
Weise die Eigenschwingungszahl durch Aufstellung der Energiegleichung
ermittelt, falls die Masse des Schwingungssystems und seine Federung
sich nicht in einfacher Weise direkt bestimmen lassen, bildet die Ab-
leitung der Eigenschnelle bei Schwingungen von Wasserséiulen in kom-

munizierenden GefidlBen.

Gemial Abb. 30 seien

zwei zylindrische GefiBle

vom Querschnitt F; und

F,, die bis zur Hoéhe H,

bzw. H, mit Wasser ge-

fillt sind, durch ein enges

Rohr vom lichten Quer-

Abb. 30. S}c{hwingupgen einer Flissigkeitsséule in schnitt Fo und der Lénge l
ommunizierenden Gefden.

verbunden. Durch einen

Impuls beliebiger Art werde das Wasser in Schwingung versetzt. Es

ist zu berechnen, mit welcher Eigenschnelle die Schwingungen des
Wasserspiegels vor sich gehen.

Wie gesagt, wollen wir die Losung der Aufgabe durch Aufstellen
der Energiegleichung bewerkstelligen. Zu diesem Zweck ist zu be-
rechnen, welche Betriage die kinetische und die potentielle Energie des
vorliegenden Schwingungssystems in einem bestimmten Augenblick der
Schwingung besitzen.

Bei der Berechnung beziehen wir unsere Betrachtungen auf den
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Wasgerspiegel des zylindrischen Gefifles 7 und bezeichnen dessen Aus-
lenkung aus der Ruhelage mit s;.

a) Die potentielle Energie.

An erster Stelle ist zu berechnen, durch welche GesetzmaiBigkeit
die potentielle Energie mit der Spiegelauslenkung s, zusammenhéngt.
Die Losung der Aufgabe gelingt an Hand folgender Betrachtung:

Bei der Auslenkung s, lastet, wie Abb. 30 anschaulich erkennen
lat, in dem Gefil 7 iber der Nullage des Wasserspiegels ein zylin-
drischer Fliissigkeitskorper von der Hohe s, und der Grundfliche F,,
also dem Gewicht s,-F;-y (y = spezifisches Gewicht der Flissigkeit).
Das gleiche Fliissigkeitsvolumen fehlt in dem GefaB 2, da sich die ge-
samte Flissigkeitsmenge bei der Bewegung nicht dndern kann. Das
Fehlen dieses Betrages bewirkt in dem Gefa 2 die zu s, entgegen-
gerichtete Auslenkung s,. Diese steht durch das ,,Kontinuititsgesetz
mit s, in einfacher Beziehung. Es ist namlich:

Fi.8,=1F,-s,; also 8= 3 '8 -

Die potentielle Energie, die notig ist, um die Spiegelauslenkung s,
hervorzurufen, ist nun gleich der Arbeit, die geleistet werden mu8,
um den Fliissigkeitszylinder vom Gewicht F,-s,-y aus dem Gefifle 2
zu entnehmen und ihn auf den in der Nullage befindlichen Flissigkeits-
spiegel des GefiaBes I aufzusetzen, wo er sich in einen Flissigkeits-
zylinder von der Grundfliche F, und der Hohe s, umformt. Der bei
diesem Transport zuriickgelegte Weg des Schwerpunktes (d.h. die
Hubhohe des transportierten Flissigkeitsgewichtes) ergibt sich zu:

81+ 8
2

Damit berechnet sich die geleistete Arbeit, d. h. die zur Auslenkung s,
gehorige potentielle Energie zu:

8y + &
A, =Fy-s5+7 12 2,
und da
PR R
2 Fz 1
83 F,+F
(44) A”='21—'7"<X—F2‘—2>'F1'

b) Die kinetische Energie.

In dhnlicher Weise gewinnt man den Ausdruck fiir die kinetische
Energie. Sie berechnet sich als Summe der kinetischen Energien in den
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beiden Gefillen und in der Verbindungsleitung. Zu ihrer Berech-
nung muBl man vor allem die GréBe der Geschwindigkeiten in den ein-
zelnen Gefdllen kennen. Sie stehen miteinander durch die Kontinuitits-
gleichung in Beziehung.

Ist

v = %st—l die Spiegelgeschwindigkeit in Gefal 1,

Uy = j—j—z die Spiegelgeschwindigkeit in Gefidll 2,
v, = die DurchfluBigeschwindigkeit in der Verbindungsleitung,
80 berechnet sich die kinetische Energie des Gesamtsystems zu:
Ay = g(my v + my-v] + my-v§).
Hierbei ist:

my = F (H; + 8) —Z— = bewegte Masse in Gefal 7,
my = Fy(H, — .92) 2= = bewegte Masse in Gefal} 2,
my = Fo-l-%}; = bewegte Masse in der Verbindungsleitung.
Nach der Kontinuitédtsgleichung ist:
v, Fy =v,-Fy =v,F, oder v,= f%; vy = le;,oF‘

Fiihrt man diese Werte in die Gleichung fir 4, ein, so ergibt sich:

Ay vllFl Hy+ Fy 5,4+ Fy- H,- F2 —Fyes,- F2+F 1. }
(45) 4 —vF{H+—H+‘l+s( fﬁ)}
k= vy T AT 1 Fr)f

Das letzte Glied in der Klammer, das die mathematische Auswer-
tung etwas erschwert, kann vernachlassigt werden, wenn man sich auf
die in praktischen Fillen stets zutreffende Betrachtung kleiner Schwin-
gungsausschlige des Spiegels I beschriankt.

Bei niherer Betrachtung dieses Ausdrucks fiir die kinetische Energie
bemerkt man die zundchst paradox erscheinende Tatsache, daB der
Hauptanteil der kinetischen Energie in dem Verbindungsrohr steckt,
trotz der hier sehr geringen bewegten Fliissigkeitsmenge. Der Grund
fir dieses eigenartige Verhalten ist darin zu erblicken, daB hier die
Geschwindigkeit bei weitem die groften Werte annimmt. Ist das Ver-
bindungsrohr im Verhéi,ltnis zu den beiden zylindrischen Gefdaflen sehr

eng und lang, also -1 sehr grof} gegeniiber H, und H,, so kann

man die in den GefaBen steckende kinetische Energle im Verhéltnis
zu der des Verbindungsrohres vernachlissigen.
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Diese im ersten Augenblick unglaubhaft erscheinende Tatsache
liBt sich dem begrifflichen Verstindnis nahe bringen, wenn man sich
vergegenwartigt, dal bei Betrachtung des Schwingungsvorganges die
Massen ja nur als Speicher der kinetischen Energie in Betracht ge-
zogen werden, und dafl es deshalb vor allem auf die Geschwindigkeit
ankommt, mit der sie am Schwingungsvorgang teilnehmen. Es ist des-
halb nicht verwunderlich, daf3 die groen Massen in den GefaBen, die
sich nahezu in Ruhe befinden, auf den Schwingungsvorgang fast keine
Einwirkung gewinnen.

¢) Die Schwingungsgleichung.
Nach Kenntnis der Ausdriicke fiir die potentielle und die kine-
tische Energie laBt sich die Energiegleichung sofort anschreiben. Sie
lautet :

1 A, + A, = const = 4,. l

Unter Einsetzen der soeben berechneten Werte ergibt sich:

1 F, +F vy (d
@6) ooy (PR + L R m+ Pom+ el =4,

‘Bekanntlich erhalten wir aus der Energiegleichung durch einmaliges
Differenzieren die Kraftgleichung, aus der die Eigenschnelle abgelesen
werden kann. Im vorliegenden Fall lautet die in Normalform gebrachte
Kraftgleichung:

d*sy
(47) TRt

o (F + F‘Z) Fl — O
; —7 =
Fz‘Fl ( 1+F1 Hz+ 7 lﬂ

Der Faktor von s, ist bekanntlich die zwelte Potenz der gesuchten
Eigenschnelle v, so daf3:

48 y = V““ (Fl + Fzﬁ) )
%) F, (1, +‘-‘1H2+v« !
womit unsere Aufgabe geldst ist.

Zahlenbeispiel: GemaB Abb. 31 sei die Eigenschnelle der Spiegel-
schwingung in dem Wasserschlof} einer Wasserkraftanlage zu berechnen.
Die Fliche des Wasserschlosses sei F; = 50 m2, die Tiefe desselben

H, = 25m; es steht durch einen Druckstollen vom Querschnitt
Fy=1,5m? und der Lange ! = 270 m mit dem Stausee (F, = o0) in

Verbindung. Man erhilt nach Einsetzen der Werte (— = O)
2

1 9,81
v=1]/¢g- at5z = 0,033/sec ,
V 25 + —i"(; 270 | %0

>

T — 27 _ 190 Sekunden.
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d) Vereinfachter Fall.

Es handle sich gemi8 Abb. 32 um die Berechnung der Schwingung
in einem gleich weiten U-férmigen Rohr; es ist also:

Fi,=F,=F, und H,+H,+1l=1L
d. h. gleich der Linge der Mittellinie der schwin-

Abb. 31. Schwingungen einer Fliissigkeitssiule im Druckstollen Abb. 32. Schwingungen einer
einer Wasserkraftanlage zwischen Stausee und WasserschloB. Fliissigkeitssidule im U-Rohr,

genden Wassersiule. Unter Beriicksichtigung dieser Werte ergibt sich
aus der Gl. (48) fiir » der Wert:

(49) ”"l HaT =

- ]/ 29
d. h. die Eigenschnelle der Wassersaule im U-Rohr ist gleich derjenigen

eines mathematischen Pendels, dessen Faden halb so lang ist wie die
Mittellinie der schwingenden Wassersiule.

14. Schwingungen eines Fliehkraftpendels.

Bei der Behandlung von Reglerschwingungen ist vor allem die grund-
legende Frage zu erortern, welche Eigenschnelle die Schwingungen
eines einfachen Fliehkraftpendels relativ zum rotierenden Raum, also
relativ zur Reglerwelle, besitzen. Die Losung dieses Problems bietet
gleichzeitig ein anschauliches Beispiel dafiir, daB man die Federkon-
stante eines Schwingers, dessen Kraftfeldfunktion bequem durch eine
analytische Formel angegeben werden kann, zweckmiBig als Differen-
tialquotienten dieser Kraftfeldfunktion berechnet. Durch Anwendung
dieser Regel gelingt die Losung der vorliegenden, auf den ersten Blick
schwierig erscheinenden Aufgabe ohne weiteres.

Das Fliehkraftpendel besitze die in Abb. 33 gezeichnete Gestalt.
An der Reglerwelle, die sich mit der Winkelgeschwindigkeit  dreht,
ist im Abstand @ von der Achse die masselos zu denkende Pendel-
stange von der Linge ! derart angelenkt, daB sie in einer durch die
Achse der Reglerwelle gehenden Schnittebene pendeln kann. Sie tragt
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an ihrem Ende die kugelférmige Reglermasse m, die mit geniigender
Naherung unter dem Begriff des ,,materiellen Punktes“ erfaft werden
kann.

An erster Stelle ist es von Interesse, zu berechnen, welchen Winkel «
die Pendelstange mit der Dreh-
achse einschlieit, wenn die Reg-
lerwelle eine bestimmte Winkel-
geschwindigkeit « besitzt und
weiterhin, wie « sich in Abhingig-
keit von w &ndert.

Die Pendelmasse steht gemif3
Abb. 33 unter Wirkung zweier
Krafte, namlich:

1. des Eigengewichts mg und

2. der Fliehkraft C =m r-w?,
wobel r = a + {-sin «.

Als Gleichgewichtsbedingung
gilt die Tatsache, daBl die Summe Abb. 33. Schema eines Fliehkraftpendels.
der einander entgegenwirkenden
Momente dieser beiden Krafte beziiglich des Drehpunktes 4 ver-
schwinden muB, da8 also:

lw(; = MF
m-g-l-sine=m-(a 4+ l-sina)-l-coso-w?
und
w? .
tgoa = 7-((1 -+ [-sina),
2 P N
(50) W* = tga a+{-sine’

Am schnellsten gewinnt man die gesuchte Charakteristik, wenn
man in dieser Gleichung w als abhingige und o als unabhiingige Ver-
anderliche betrachtet und  als Funktion von « auftrigt. Hat man
diese Kurve erhalten, so kann man aus ihr auch umgekehrt den zu einer
beliebigen Winkelgeschwindigkeit w gehérigen Ausschlagwinkel a ab-
lesen.

Zur Berechnung der Eigenschnelle muB8 man feststellen, welche
Kraft bei der Rotation als Riickstellkraft d P in der Bewegungsrich-
tung auf die Masse m einwirkt, wenn sie um einen Betrag df aus der
durch den soeben errechneten Winkel o gekennzeichneten Gleich-
gewichtslage ausgelenkt wird. Die Federkonstante ¢ ist, wie bereits er-

wahnt, als Differentialquotient % zu berechnen.
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Meg— M
Beriicksichtigt man noch, daBl df =1 -do und P = %, 80
ergibt sich:
P = :Z_”#@ = -;—{m'g-l-sinoc —(@a+Il-sino) m:w2-1-coso}

=m-g-sine —m-a-w-coso —m-l-w?- }sin2a,

_dP_dP 1

(51) =TT aw =~7lﬁ{g-cosoc+a-w2-sinoc—l-w2-cos2a}.

Auf Grund dieser Formel 1a8t sich ¢ zahlenmiBig berechnen; w ist
gegeben, und an Hand der geometrischen Verhédltnisse und einer ge-
méfB Gleichung (50) zu berechnenden Kurve (als Beispiel siehe Abb. 34)
kann der zugehorige Winkel « ebenfalls ermittelt werden. Damit ist

aber unsere Aufgabe gelost, denn die gesuchte Eigenschnelle » = ]/7%

Tabelle 3.

0 9 o
® tga 6 + 25s8in o 1/sec
1 2,68 1,64
5 10,50 3,24
10 16,70 4,08
20 23,20 4,81
30 30,60 5,53
40 37,30 6,12
50 46,70 6,83
60 61,30 7,83
70 91,50 9,56
75 121,0 11,10
80 203,0 14,30
. . . 85 363,0 18,90
i AbnEniekelt o der Winkelgon v Bate  gg 910,0 30,20

ist nach Kenntnis von ¢ gegeben, da die Masse m ein von vornherein
festliegender Wert ist.

Zahlenbeispiel: Die Durchfithrung der Rechnung soll an Hand eines
Zahlenbeispiels gezeigt werden. Es ist die Eigenschnelle eines Fliehkraft-
kgsec?

cm

pendels zu berechnen, bei dem =25 cm, ¢ =6 cm, m = 0,005
und w == 10/sec ist.

Wir beginnen die Losung der Aufgabe mit der Berechnung der Kurve
© = [ («) gemdB Gl. (50). Das Ergebnis ist in Abb. 34 aufgetragen.
Aus dieser Kurve 1aBt sich unmittelbar der zu einer beliebigen Winkel-
geschwindigkeit w gehérige Gleichgewichtswinkel o abgreifen. Z. B. ist
im vorliegenden Fall bei w = 10/sec, & = 71,59,

Nach Kenntnis des Winkels o ergibt sich die Federkonstante ¢ ge-
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mifB Gl (51) zu:

c=17—~{g-cosoc+a-w2-sinoc—l~w2-cos-2oc}

= 0% (981.0,3173 -+ 6100+ 0,9483 — 25- 100 (— 0,7986)}

= 0,576 kg/em ,
so daB

v= /S = /2T 10,04sec,

womit die gestellte Aufgabe gelost ist.

15. Schwinger mit besonders niedriger Eigenschnelle.

Beim Bau von Erschiitterungsmessern (Pallographen) und Erd-
bebenmessern (Seismographen) tritt die Aufgabe auf, Schwinger zu
schaffen, deren Kigenschnelle so niedrig wie irgend moéglich sein
soll. Der Grund fiir diese Forderung ist darin zu erblicken, da8 bei
diesen Instrumenten ein im Raum in absoluter Ruhe befindlicher Punkt
geschaffen werden soll, der als Bezugspunkt bei der Messung der Schwin-
gungen dient. Zur Erreichung dieses Zieles 148t sich die Tatsache be-
nutzen, die hier vorweggenommen sei, dafl die Masse eines Schwingungs-
systems praktisch in Ruhe verharrt, wenn sich der Aufhingepunkt
der Federung mit einem Rhythmus bewegt, dessen Taktzahl wesentlich,
oberhalb der Eigenschwingungszahl des Systems liegt (mindestens beim
Vierfachen der Eigenschnelle), und zwar um so vollkommener, je héher
die Impulstaktzahl wird. Vom praktischen Gesichtspunkt aus be-
trachtet liuft demnach die Aufgabe, Erschiitterungsmesser zu bauen,
vor allem darauf hinaus, Schwingungssysteme zu schaffen, deren Eigen-
schnelle nur etwa den vierten Teil der niedrigsten, noch zu messenden
Schwingungszahl ausmacht.

Wir stellen uns zum Beispiel die in der Seismographentechnik vor-
kommende Aufgabe, je ein Pendel fiir die Messung der horizontalen
und der vertikalen Schwingungen zu entwerfen, deren Eigenschnelle
nur v = 0,5/sec betrigt.

a) Horizontalpendel.

Wiirde man ein im Erdschwerefeld schwingendes mathematisches
Pendel fir die geforderte Eigenschnelle v = 0,5/sec wahlen, so wiirde
dieses Pendel eine Lange von ! ~ = 40m erhalten miissen, denn
es berechnet sich gemalB Gl. (28):
g 981
¥ 0,25

l—__—

= 3924 cm.
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Astatisches Pendel. Es wire sinnlos, das MeBgerdt mit einem solchen
Pendel ausfithren zu wollen. Die Seismographentechnik hat sich daher
nach dem Vorbild von EmilWiechert, Gottingen, in geistreicher Weise
durch Ausbildung des sogenannten astatischen Pendels geholfen,
das einen Schwinger von der gewiinschten niedrigen Eigenschnelle
darstellt und sich mit sehr geringem Raumbedarf bauen 1aft. Dasselbe
besteht gemidfl Abb. 35 im wesentlichen aus einer in einem Gestell ge-
lagerten Masse, deren Unterstiitzungspunkt wesentlich unterhalb des
Schwerpunkts liegt. An sich ist dieses System im labilen Gleichgewicht.
Die Stabilisierung erfolgt durch Schraubenfedern, deren prinzipielle
Anordnung aus Abb. 35 zu erkennen ist. Die Federn sind so zu be-
messen, dafl das von ihnen ausgehende Stabilisierungsmoment das
Labilitatsmoment des Pendels nur um einen
geringen Betrag iiberwiegt, derart, dafl die
geforderte Eigenschnelle erreicht wird.

Abb. 35, Schema des astatischen Pendels Abb. 36. Berechnung des Labilitits-
nach Wiechert. kraftfelds beim astatischen Pendel.

Berechnung des Labilitatskraftfeldes. Zur Erfassung der
Labilititswirkung berechnen wir, welche Kraft P bei einer bestimmten
Schwerpunktsauslenkung s erforderlich ist, um das Pendel gerade im
Gleichgewicht zu halten, und nach welcher GesetzmaBigkeit sich diese
Kraft in Abhingigkeit von der Schwerpunktsauslenkung andert.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 36 ergibt sich das Labilitéts-
moment zu:

M,=@G-l-siha =G-s

und damit die im Schwerpunkt in horizontaler Richtung angreifende
Unterstiitzungskraft P, die erforderlich ist, um das Labilititsmoment
gerade aufzuheben, zu:

G

(52) P=—7s,

wobei das Minuszeichen andeutet, dafl sie entgegengesetzt zur Aus-
lenkung s gerichtet ist.
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Die Gleichung zeigt, daB die Unterstiitzungskraft direkt proportional

der Auslenkung s ist. In der Formel kann der Ausdruckg = — %;— ge-

wissermallen als eine negative Federkonstante betrachtet werden.
Jedenfalls ist klar, da man durch Anbringen einer Federung mit ho-
rizontaler Wirkungslinie, die genau durch den Schwerpunkt § geht und

die Federkonstante ¢, = % besitzt, das Pendel im indifferenten Gleich-

gewicht halten kann, derart, daB es in jeder beliebigen Lage stehen
bleibt, da die Riickstellkraft der Federung bei jeder Auslenkung die Kipp-

Abb. 37. Kraftfelddiagramm des astatischen Pendels.

Dic fiir die Eigenschnelle in Betracht kommende resultierende Riickstellkraft (Differenzkraft)

ist die arithmetische Summe aus Federkraft und Kippkraft. Diese ist im Diagramm durch

Schraffur angedeutet. Die strichpunktierte Gerade stellt die zwecks Bildung der Differenz
spiegelbildlich herumgeklappte Kennlinie der Kippkraft dar.

kraft gerade aufhebt. Im Kraftfelddiagramm driickt sich gemaB Abb. 37
diese Tatsache dadurch aus, daB das Kraftfelddiagramm der Kippkraft
das genaue Spiegelbild des Kraftfelddiagramms der Federung ist.

Soll das Pendel nicht im indifferenten Gleichgewicht sein, sondern
eine bestimmte Eigenschnelle besitzen, so muB die Konstante der
Federung diejenige der Kippkraft um einen bestimmten Betrag iiber-
wiegen, der sich an Hand folgender Formel berechnet:

Crp— CL

2 —
2 = ,

wobei ¢; = % kg/em ist.

(53) cp=m-v? 4 gkg/cm .

Lehr, Schwingungstechnik I. 4



50 Schwingungen des materiellen Punktes.

Zahlenbeispiel: Es sei G = 4000kg, ! = 100cm, y = 0,5/sec, dann ist:
cp=4-0,25 + 20 — 41 kgfom .

Bewirken wir die Abfederung durch zwei gegeneinander gespannte
Federn, die rechts und links in Hohe des Schwerpunkts angreifen, so
erhalten wir, falls eine Auslenkung von -+ 3 cm verlangt wird, zwei
Federn folgender Abmessungen, wobei eine Vorspannung von 5cm voraus-
gesetzt ist und die héchste zuldssige Beanspruchung k; = 20 kg/mm?
gewahlt wird?®.

z = 10 Windungen,
d = 1,35 cm = Drahtstarke,
r = 5,9 cm == mittlerer Windungshalbmesser.

Lenkerpendel. Eine andere Moglichkeit, Horizontalpendel mit sehr
niedriger Eigenschnelle auf kleinem Raum zu erhalten, wird durch die

sogenannten Lenkerpendel ge-

geben. Diesen Konstruktionen liegt

der Gedanke zugrunde, daB man ein

Horizontalpendel von sehr geringer

Eigenschnelle erhélt, wenn die Pen-

delmasse durch Lenkeranordnungen

in einer Kreisbahn gefithrt wird,

deren Radius gleich der Linge eines

mathematischen Pendels ist, wel-

ches die gleiche Eigenschnelle be-

sitzt wie das zu entwerfende Pendel.

Die Losung gelingt mit Hilfe

Abb. 38. Horizontalpendel mit Ellipsenlenker. der angendherten Geradfithrungen,

denn — da es sich stets um Pendel-

lingen zwischen 10 und 100 m handelt — ist die Bahn der Pendelmasse
nahezu eine Gerade.

Die Abb. 38, 39 und 40

zeigen, wie die bekanntesten

Arten der angeniherten Ge-

radfithrung der Ellipsenlenker,

der Lemniskatenlenker und

der Konchoidenlenker zur Aus-

bildung von Lenkerpendeln

verwendet werden. Den letz-

Abb. 39. Horizontalpendel mit Lemniskatenlenker. teren hat z. B. Schlick bei

dem Horizontalpendel seines

Pallographen verwendet. Durch Verschieben des Gleitgelenkpunktes

in vertikaler Richtung schuf er hierbei die Moglichkeit, den Kriim-

1 Federberechnung siche Seite 73 = 78.
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mungsradius der Bewegungsbahn und damit die Eigenschnelle des
Pendels in weiten Grenzen zu regeln. Eine analoge Méglichkeit 148t
sich auch bei den beiden anderen Lenker-
arten schaffen.
Die Bestimmung des Kriimmungsradius »
der durch die Lenkeranordnung vorgeschrie-
benen Bahnkurve erfolgt zweckmiBig auf
zeichnerischem Weg. Da der Kriimmungs-
mittelpunkt (z. B. bei 7 = 40 m) nicht er-
reichbar ist, ermittelt man den Krimmungs-
radius zweckmaBig mit Hilfe des nachfol-
gend beschriebenen, zeichnerischen Verfah-
rens: Man ziehe gemaf Abb. 41 von einem
beliebigen Punkt der scharf gezeichneten
Bahnkurve, zweckmiBig vom Nullpunkt aus, A éﬁﬁ%‘;ﬁﬁgﬁ%ﬂ&r)‘_"’“
mehrere Sehnen nach verschiedenen Punkten
der Kurve, wobei mit sehr scharfen Strichen gezeichnet werden muB.
Nunmehr miflt man jeweils einerseits die Linge der Sehne = s und
andererseits die Bogenhohe der Bahnkurve iiber der
Sehnenmitte = &,; dann ergibt sich der Kriitmmungs- !
|

radius der Bahn an Hand der folgenden Formel:
s? hy 82
(54) T:ﬁ;“}‘-é‘—f\’gz;,

da A, gegen r im vorliegenden Fall vernachlassigbar
lein ist! Abb. 41. Zeichneri-
klein istl. sche Ermittlung des

. . . . Kriimmungsradius
Kennt man den Krimmungsradius 7, so ist die einer Bahnkurve.

! Entwicklung der Formel: Ist r der Radius des Kreises, ¢° der
Zentriwinkel in Geraden, so ist die Sehnenldnge, wie aus

Abb. 42 abzulesen, s = 2r-sin-f’i und die Bogenhéhe

2
|2
h,:r—~r-cos?.
Da: e
cos % = Vl — sin?® »g—
und nach der vorstehenden Gleichung fir s:
9 _ s ird: ® l
sm—2—=2—;, so wird: COS?ZVl—ﬁ'
Durch Einsetzen dieses Wertes erhidlt man:
Abb. 42, Ableitung der For-
/ 82 . . s\ mel zur Ermittlung des
Y —- l 1— =, (hy—r)2=7r <l — —5) s Kriimmungsradius einer
4r 4r Bahnkurve,
e 2k
T 8h, 27

4%
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Eigenschnelle v gegeben, da man die Vorrichtung als ein mathemati-
sches Pendel von der Liange r betrachten kann, so daf}:

—
v=]/%.
r

Auf diesem Weg kann man sich in jedem Fall mit konstruktiven
Mitteln rasch ein genaues Bild von den Schwingungseigenschaften eines
Lenkerpendels verschaffen. '

b) Vertikalpendel.

Einfaches Hebelpendel. Noch groBere Schwierigkeiten als beim Ho-
rizontalpendel hat man bei der Schaffung eines Vertikalpendels mit sehr
niedriger Eigenschnelle zu iiberwinden. Wenn wir ein einfaches, aus
Feder und Masse bestehendes Vertikalpendel bilden wollten, das eine
Eigenschnelle von » = 0,5/sec besitzt, so miiBte, wie nachfolgende
Rechnung zeigt, die Feder so weich sein, daB sie sich unter dem Eigen-
gewicht der angehingten Masse um 40 m verlingert. Nach Gl. (33)

=]/
L YTV
ergibt sich:
fo= 5 = 4oi 24000 cm

im vorliegenden Fall.

Wie aus der Formel hervorgeht, gilt diese Beziehung ohne Riicksicht
auf die GroBe der angehiangten Masse. Durch Vergleich mit der auf S. 47
angegebenen Linge eines Horizontalpendels von gleicher Schwingungs-
dauer stellt man fest, daBl die durch das Eigengewicht m.g der
Masse m bewirkte Dehnung der Feder des Vertikalpendels
gleich der Fadenlinge eines mathematischen Pendels gleicher
Schwingungsdauer ist, eine Beziehung, die als Anhaltspunkt fiir den
Konstrukteur von Wert ist.

Es wire natiirlich véllig sinnlos, ein derartiges Pendel ausfithren zu
wollen. Man muB} sich vielmehr nach anderen Mitteln umsehen, welche
die Schaffung des geforderten Pendels auf engem Raum gestatten.

Die Moglichkeit hierzu gibt das ,,Hebelpendel®, dessen einfach
stes Prinzip in Abb. 43 dargestellt ist, und dessen verfeinerte Ausfithrung
an Hand der Abb. 44 besprochen werden soll.

Die abzufedernde Masse m sitzt am Ende eines Hebels von der
Léange 1. Die Feder greift im Abstand a vom Drehpunkt an und besitzt
die Federkonstante c¢. Es soll die Gleichung fiir die Eigenschnelle des
Schwingers abgeleitet werden. Hierzu ist vor allem die Federkonstante
des Kraftfeldes im Schwerpunkt der Masse m zu berechnen, oder mit
anderen Worten: es ist festzustellen, welche Riickstellkraft in kg auf
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die Masse m einwirkt, wenn ibr Schwerpunkt um 1 cm aus seiner Ruhe-
lage ausgelenkt wird.
Lenkt man m um den Betrag s aus, so wird der Angriffspunkt der

Feder ¢ um den Betrag [ = —? - s verschoben. Die Feder bildet unter
dem EinfluB dieser Dehnung eine Riickstellkraft aus von der GrofSe

RB,=cf=c- %
kraft entspricht im Schwerpunkt der Masse m eine im Hebelverhalt-
nis —(;— verkleinerte Kraft, so daB R, = R, -% = c-%;-s.

Somit ist die Federkonstante des Kraftfelds im Schwerpunkt der

Masse m:

-8, die sie auf den Hebel iibertrigt. Dieser Riickstell-

a?

Cm=6"ﬁ.

Sie erscheint im Quadrat
des Hebelverhiltnisses ge-
geniiber der Konstanten der
Feder selbst verkleinert.

Die Eigenschnelle des
Hebelpendels betragt somit:

_ _a 1/c¢
(65) wv= TV Abb. 43. Einfaches Hebelpendel.

d.h. sie erscheint im Verhiltnis der Hebelibersetzung verlangsamt
gegeniiber der Eigenschnelle, die zustande kommt, wenn man m un-
mittelbar an der Feder befestigt.

Zahlenbeispiel: Es sei m-g = 50 kg, v = 2,0/sec und aus Platzriick-
sichten f, (d. h. die durch das Gewicht von m bedingte Dehnung der
Feder) gleich 20 cm gefordert. Der Abstand a darf aus konstruktiven
Griinden in keinem Fall kleiner als 5 cm gemacht werden.

Es ist die Feder (Federkonstante ¢,, Abmessungen d, » und Win-
dungszahl z) zu berechnen, ferner ist die Linge I des Pendelhebels an-
zugeben.

Aus den beiden Bedingungsgleichungen:

2
vzz%-%zét,()/secz
' . jo=m-g-a'60:200m
ergibt sich:
I 9
71'—-;2‘I—~12,5,
l=62,5cm,

l2
¢ = ¥*: 5 +m = 31,5kglem .
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Die Abmessungen der Feder berechnen sich, wenn man den Gleit-
modul des Materials G mit 8000 kg/mm? annimmt und die héchst zu-
lissige Torsionsbeanspruchung mit &, = 25 kg/mm? festlegt, folgender-
mafen (Berechnungsformeln siehe S.73 - 78):

z = 12 Windungen,

d = 15 mm Drahtdurchmesser,

r = 55 mm.

Hebelpendel mit verschiebbarem Angriffspunkt der Feder. Wenn auch
die vorstehende Lésung erkennen liBit, daB man mit den angegebe-
nen Mitteln in der Lage ist, eine praktisch brauchbare Losung der
schwierigen Aufgabe zu schaffen, so wird der Konstrukteur doch jede
Moglichkeit begrilen, um die Raumverhaltnisse noch giinstiger zu ge-
stalten. Eine solche Moglichkeit bie-
tet sich, wenn man den Angriffs-

Abb. 44. Hebelpendel mit Anstellwinkel des Federarmes. Abb. 45. Geometrische Beziehungen

am Federarm.
punkt der Feder nicht in die Verbindungslinie der Drehachse mit dem
Schwerpunkt legt, sondern nach unten hin verschiebt. Geometrisch ge-
sprochen mufl man also den Angriffshebel der Feder gemi3 Abb. 44
um den Winkel o gegen die soeben gekennzeichnete Verbindungslinie
drehen. Wir stellen uns die Aufgabe, zu berechnen, wie sich die Eigen-
schnelle des Hebelpendels in Abhingigkeit von dem Winkel « andert.
Dabei verfahren wir in gleicher Weise wie im vorhergehenden Fall,
indem wir die Federkonstante des Kraftfelds im Schwerpunkt der
Masse m berechnen.

Wird m um den Weg scm ausgelenkt, so verschiebt sich gemal
a

Abb.45 der Endpunkt des Hebelsa um die Strecke f, = 78 fn steht

senkrecht auf dem Hebelarm, ist indessen zur Federachse um den Winkel
« geneigt. Da es sich stets um relativ kleine Wege s handelt, kénnen wir
die Anderung des Neigungswinkels, die durch Drehung des Gesamt-
hebels entsteht, auBer acht lassen. Bei Verschiebung des Endpunktes
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von ¢ &ndert sich nicht nur die Linge der Feder, sondern, da die Deh-
nung schriag zu ihrer Achse erfolgt ist, auch der Hebelarm, an dem sie
angreift. Beide Faktoren sind aber bestimmend fiir die Grofle der
an m auftretenden Riickstellkraft. Es ist bei der Auslenkung s (s. Abb. 45):

1. Die Dehnung der Feder f, = f,-cos « und somit die in der Feder
wachgerufene VergroBerung der Riickstellkraft:

.
AP0=c-fc:c-f,,-cosoc=c-7—-s-cosoc.

2. Die Anderung des Hebelarms, an dem die Feder angreift und
der in der Ruhelage die Grofe besall von: Hy = a-cos a.:

. a .
AH = f,-sina = +s-sina,

so daB P, an dem Hebelarm H; = H, — A H angreift.

a .
Hf=a~cosoc~—l—-s-smoc.

Es ist unsere Aufgabe, zu berechnen, welche Anderung der Riick-
stellkraft bei einer kleinen Auslenkung aus der Ruhelage durch diese
beiden Faktoren hervorgerufen wird. Bei dieser Rechnung darf die in
der Nullage wirkende Gesamtfederkraft nicht unbeachtet bleiben, da
sie nunmehr ebenfalls zu einer Anderung beitrigt, weil ihr Hebelarm
sich um den Betrag A H geéndert hat.

Am einfachsten gelangen wir zum Ziel, wenn wir fiir den Ruhezu-
stand und den Auslenkungszustand das Moment der Federkraft be-
rechnen. Wir erhalten:

1. fiir den Ruhezustand (Weg der Masse = 0):

My=G-l=c-fy-a-cosa,
wobei f, die Dehnung der Feder in der Ruhelage bedeutet.

= Q-
(56) fo= smaeona"
2. nach erfolgter Auslenkung (Weg der Masse = s):
M= (P,+- 4P, H,,

T T .
(57) M, = :c-fo—f—c- i?-scoscch-La-cos<x~% -s»sma].

Kraft Hebelarm

Somit betrigt die durch Auslenkung bewirkte Anderung des Riick-
stellmoments:
-

a 2 . a .
78 @-cos oc—f0~smoc—T-s-sma-coscx—'.
-

In diesem Ausdruck kann das dritte Glied vernachlissigt werden,
da nur eine sehr kleine Auslenkung in Frage kommen soll und somit

58y M, — My=AM=c-+-s
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der Ausdruck s % ein gegen f, bzw. @ vernachlissigbar kleiner Betrag
ist. Damit ergibt sich endgiiltig unter Einsetzen des Wertes von /,
gemalB Gl. (56):

(58a) AMzc'i-sra-cos%c—m—“]

l L c-a-cos o

Die im Schwerpunkt von m wirkende Riickstellkraft berechnet sich
aus A M zu:

AM a? G-l
(59) Rm=”i‘*‘=6'72*'8[00820-—;'a’2'tg“]

Somit ist die Federkonstante des Kraftfeldes im Schwerpunkt von m:

(60) C,m—? = IR F(KX),
wobei:
F(a) = [coszoc - %lz'tgoc].
Somit:
Cm a c G-l
(61) 1)=V»,,;::—l—-t/—y;&--[cosza—gjﬁ-tgoc}.

¢, hat sich also gegeniiber der ersten Anordnung lediglich nach
MaBgabe des in der eckigen Klammer stehenden Faktors geindert.
Man erkennt, daBl dieser nur von dem Anstellwinkel « des Hebels a
abhéngig ist und insbesondere fiir einen bestimmten Wert von « zu 0
wird, namlich dann, wenn:
cos® a G-l
sine  c-a?

(62)

(sofort abzulesen, wenn man die

eckige Klammer = 0 setzt).
Physikalisch bedeutet dies, da@
bei dem aus der vorliegenden For-
mel zu berechnenden Winkel « das
Pendel sich im indifferenten Gleich-
' ) ) gewicht befindet, also iiberhaupt
A inangigneie vom Anstenwinke " kein Schwingungssystem mehr dar-

stellt.

Wird dieser kritische Winkel iiberschritten, so wird c,, negativ,
d. h. das Pendel befindet sich im labilen Gleichgewicht, kippt also beim
geringsten AnstoB3 nach oben oder unten aus der Ruhelage aus. Dieses
Verhalten 1aBt sich an einem Modell in sehr anschaulicher Weise be-
obachten. Der Verlauf der Eigenschnelle » in Abhingigkeit von « fiir
das auf 8.53 berechnete Zahlenbeispiel ist aus Abb. 46 zu ersehen.
Man erkennt, daB die Kurve mit steilem Abfall dem Werte O zustrebt.
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Aus dieser GesetzmifBigkeit erklirt sich auch, dafl man durch Andern
des Winkels « die Eigenschnelle nicht beliebig weit herunterregeln kann,
wie es zunichst auf Grund der theoretischen Betrachtungen den An-
schein hat. Vielmehr kommt man praktisch etwa héchstens auf den
dritten bis vierten Teil der Eigenschnelle herunter, die das Pendel be-
sitzt, wenn der Angriffspunkt der Feder auf der Verbindungslinie des
Drebpunkts mit dem Schwerpunkt liegt.

Anmerkung: Die Erscheinung, dal bei einem bestimmten Anstellwinkel in-
differentes Gleichgewicht eintritt, findet ihre Erklirung darin, daf3 in dieser Lage
des Hebels a bei einer Bewegung der Masse m das von der Feder ¢ ausgeiibte Riick-
stellmoment ungeéindert bleibt, da einer Vergrofierung der Federkraft infolge
Dehnung der Feder eine Verkleinerung des Hebelarms entspricht, derart, da8
das Produkt Kraft X Hebelarm in jeder Stellung das gleiche bleibt.

16. Schwinger mit besonders hoher Eigenschnelle.

In der technischen Akustik ist ofters, z. B. bei Unterwasserschall-

sendern, die Aufgabe gestellt, Schwinger zu schaffen (Reinttner oder
,»Tonpilze®, so genannt, weil sie im Gegensatz zu Membranen, Glocken
oder ahnlichen Klangkorpern, die mit zahlreichen Oberténen behaftet
sind, nur eine einzige Eigenfrequenz, eben ihren reinen Ton, besitzen),
deren Eigenschnelle im Gebiet der Tonfrequenzen,
also etwa bei » = 1000 bis 6000/sec liegen mu8.
Gleichzeitig sind jedoch die verlangten groBten
Amplituden sehr klein, etwa maximal 0,05 cm. Die
in der Praxis verwendeten schwingenden Massen
kgsec?
cm
(5 bis 20 kg). Demgemil wird eine Federkonstante
erforderlich von der GréB8enordnung ¢ = 5000
- 750000 kg/cm.

Es ist ohne weiteres klar, dafl sich diese Werte
nicht durch Anwendung zylindrischer Schrauben-
federn oder Biegefedern verwirklichen lassen. Da-
gegen gelingt die Schaffung einer entsprechend star-
ken Feder leicht durch Ausnutzung der Lings-
federung von Stahlstiben oder Stahlrohren.

Unsere Aufgabe besteht darin, die Berechnung .ub. 47, Rohrfeder fir
derartiger Rohrfedern, deren konstruktive Aus- Sﬁ,}:}zgﬁgﬁgenﬁ‘égne{f?r
fithrung aus Abb. 47 ersichtlich ist, zu zeigen.

Nach dem Hookeschen Gesetz berechnet sich die Verlingerung f
eines Stahlstabes oder Stahlrohres vom Querschnitt ¢ cm? und dem
Elastizitdtsmodul E kg/cm? unter der Wirkung einer Kraft von P kg,
die in der Richtung der Stabachse wirkt, zu:

besitzen die Gréfenordnung: m = 0,005 -~ 0,02

Pl
f_E-q cm .
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Aus dieser Formel ergibt sich sofort die Federkonstante:

(63) c=-1;=E-%kg/cm und q=c.?lcm2.
AuBler dieser Beziehung ist noch eine Formel aufzustellen, welche
die hochst zuldssige Beanspruchung beriicksichtigt. Sie lautet:

i; =K, =} % kg/em?;

demgemal ergibt sich:
(64) 1=1Fem.

Durch diese Gleichung ist die konstruktive Linge des Federstabes
eindeutig bestimmt, wenn man einerseits die héchst zuldssige Bean-
spruchung K, des verwendeten Materials und andererseits den gréoBten
erforderlichen Schwingungsausschlag f festlegt. Im einzelnen sei auf die
bemerkenswerte Tatsache hingewiesen, daBl [ von dem Querschnitt des
Federstabs und der in Betracht kommenden Federkonstanten voll-
stdndig unabhéngig ist und nur durch die zulissige Beanspruchung K,
einerseits und die GroBenamplitude f andererseits bestimmt wird. Setzt
man den so errechneten Wert von ! in Gl. (63) ein, so erhalt man, da ¢

festliegt, den Querschnitt ¢ des Federstabes zu: ¢ = %élcmz.

Zahlenbeispiel: Es ist ein Tonpilz zu berechnen, dessen Eigenschnelle
v = 3140/sec (500 Hertz) sein soll. Er soll eine schwingende Masse
von m = 0,01 (m-g = 10 kg) besitzen, die eine gréBte Amplitude
von f = 0,05 cm ausfithrt. Der E-Modul des verwendeten Federmate-
rials betragt 2,15-10% kg/cm?2. Die zuldssige Schwingungsbeanspruchung
wird mit K, = 4 2000 kg/cm? festgesetzt.

Es berechnet sich:

1. Die Federkonstante des Federstabs:

¢ =m-v% = 0,01-107 = 100000 kg/em (»* = 9870000 = ~ 107).
2. Die Lange des Federstabs:

_{E 2150000
l= K= 0,05 5555~ = 93.8cm,
gewiihlt sei [ = 55 cm.
3. Der Querschnitt ¢ des Federstabes:
l 100000 - 55
= (== —— = 2
4= °F = 3150000 — »00cm*-

Aus Platzriicksichten wird die gesamte Federlinge meist nicht in
einem Stiick ausgefiihrt, sondern, wie der in Abb. 48 im Schnitt dar-
gestellte Unterwasserschallsender zeigt, derart gestaltet, daB die halbe
Linge als massiver Stab ausgebildet ist, wihrend die andere Hilfte
aus einem Rohr besteht.
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Dieses ist itber den Federstab gestiilpt und an seinem oberen Ende
fest mit ibm verschraubt. Es tragt an seinem freien unteren Ende die
schwingende Masse, wihrend das untere Ende des Federstabs mit der
Fundamentmasse des Schwingers (dies ist meist ein massiver Eisen-
klotz von der 10- bis 20-fachen Masse des schwingenden Teils) ver-
schraubt ist. Der Querschnitt des Rohres wird zweckmaBig gleich dem
des Federstabs, also gleich dem berechneten Wert ¢ gemacht, da man
auf diese Weise die giinstigste konstruktive Anordnung erhilt.

Alle Verschraubungen sind mit feinem Gewinde auszufithren und
sorgfiltig zu sichern; ferner ist der Stabschaft bzw. der Rohrschaft

Abb. 49. Schwingungssystem einer dynamischen
Material-Priifmaschine fiir hochfrequenten Last-
Abb. 48. Tonpilz nach Hahnemann-Hecht. wechsel (30000/min) und Zug - Druck-
Beanspruchung der Probe.

mit sorgfiltig ausgerundeten Hohlkehlen an die Spannképfe anzu-
schliefen. Die Oberfliche des Rohrs und des Federstabs ist zwecks Ver-
meidung der durch Rillen entstehenden Kerbwirkungen zu schleifen
oder auf sonstige Weise glatt poliert zu bearbeiten.

Als schwingende Masse des Federsystems kann mit guter Naherung
die halbe Masse der gesamten Federung eingesetzt werden. Sie bildet
stets einen sehr wesentlichen Anteil der gesamten schwingenden Masse,
besitzt z. B. beim vorliegenden Beispiel den Wert von rund 1,5 kg. Der
Tonpilz wird auf elektromagnetischem Weg in Schwingungen versetzt.

Abb. 49 zeigt den Schnitt durch das mit einer Rohrfeder ausgeriistete
Schwingungssystem einer dynamischen Material-Priifmaschine fiir Zug-
Druck-Beanspruchung? der Probestibe. Sie erzeugt schwingende Krifte,
die nach einem Sinusgesetz der Zeit zwischen gleich groBen positiven

1 Gebaut von C. Schenck, Darmstadt.
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und negativen Werten 500mal in der Sekunde sich &ndern und deren
Amplitude zwischen 0 und - 2000 kg stetig einstellbar ist. Die
schwingende Masse wiegt etwa 50 kg. Sie ist durch eine Membrane
gegen das Gestell gefiihrt, damit Biegeschwingungen sicher vermieden
werden. Man erkennt die konstruktive Ausbildung des Federrohres
und des Erreger-Elektromagneten, der von einer besonderen Dynamo,
die 500-periodigen Wechselstrom liefert, gespeist wird.

17. Das Zweimassensystem.

Bei unseren bisherigen Betrachtungen war stets vorausgesetzt, dafl
der Schwinger aus einer Feder und aus einer Masse bestand. Dabei
war stillschweigend angenommen worden, dafl das freie Ende der Feder
ortsfest, d.h. mit einem Gebiudeteil, einem Fundament oder einem
sonstigén, mit dem Erdboden fest verankerten Befestigungsteil starr
verbunden war. In zahlreichen technisch wichtigen Féllen ist diese
Voraussetzung nicht erfiillbar, und zwar insbesondere dann, wenn es
sich um Schwinger mit groBen Massen oder hohen Frequenzen handelt.
In diesen Fillen entstehen an der Befestigungsstelle der Feder derart
grole Krifte, dafl Fundamente und Gebédudeteile von der Einspann-
stelle der Feder aus in elastische Teilschwingungen versetzt werden,
die zu oft unertriaglichen Erschuitterungen fiihren, jedenfalls aber eine
einwandfreie Befestigung des Federendes unmdéglich machen. Unter
diesen Umstidnden bleibt nichts anderes iibrig, als durch Anbringen
einer zweiten Masse, die wir im nachstehenden als ,,Ballastmasse‘‘ be-
zeichnen wollen, an dem bisher fest eingespannten Federende einen
brauchbaren Stitzpunkt zu schaffen. Da diese zweite Masse nicht un-
endlich groB gegeniiber der ersten Masse sein kann, nimmt sie an den
Schwingungen ebenfalls teil und beeinflut das Schwingungssystem
in eigenartiger Weise.

Ein Schwingungssystem, das nach vorstehendem sich aus zwei
Massen und einer oder mehreren Federn aufbaut, bezeichnet man in
anschaulicher Weise als ein ,,Zweimassensystem*. Seine GesetzmiBig-
keiten unterscheiden sich zum Teil wesentlich von denen des bisher
betrachteten Einmassensystems. Die Eigenheiten treten insbesondere
bei Betrachtung der erzwungenen Schwingungen hervor und sollen
dort eingehend erértert werden. An dieser Stelle kommt es lediglich
darauf an, zu zeigen, in welcher Weise die Ballastmasse die Eigen-
schnelle des Schwingers beeinflullt.

Vom konstruktiven Standpunkt aus sei noch erwihnt, daB das
Zweimassensystem derart aufgestellt werden muB, daB die Massen sich
ungehindert, also gewissermaflen frei schwebend, bewegen kénnen. Zu
diesem Zweck erfolgt die Abstitzung gegen den Erdboden bei hori-
zontaler Schwingrichtung mit Hilfe von Lenkern irgendwelcher Art,
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z. B. nach Abb. 50, die das Gewicht der Masse aufnehmen, jedoch,
da sie eine Stiitzung senkrecht zur Schwingrichtung geben, die Schwin-
gung in keiner Weise behindern. Bei vertikaler Schwingrichtung nimmt
man eine geeignete Aufhingung gemidB Abb. 51 mit Hilfe einer oder
mehrerer gegeniiber der Hauptfederung sehr weichen Schraubenfedern
vor. Allgemein muB man die Aufhingung so anordnen, daB die Uber-

Abb. 51. Praktisch frei

bewegliche  Anordnung

eines Zweimassensystems

) . . mit vertikaler Schwing-

Abb. 50. Praktisch frei bewegliche Anordnung eines richtung durch Aufhin-

Zweimassensystems mit horizontaler Schwingrichtung gung mittels  weicher
bei Abstiitzung durch Lenkerfedern. Schraubenfeder,

tragung nennenswerter Krifte auf den Aufstellungsort mit Sicherheit
vermieden wird.

Da infolge dieser eigenartigen, sozusagen im Raum schwebenden
Aufhingung des Zweimassensystems von auBen her und nach auBlen
hin keine oder nur sehr unwesentliche Kraftwirkungen iibertragen
werden konnen, so ergibt sich die Folgerung, daB3 die Krifte innerhalb
des Systems in jedem Augenblick im Gleichgewicht sein miissen.
Insbesondere miissen sich die Massenkrifte an den beiden Massen in
jedem Augenblick das Gleichgewicht halten, d. h. entgegengesetzt gleich
sein, so daf3:

_ d%s, d?s,
(65) Mg T T Mg -

Hieraus folgt durch zweimalige Integration unmittelbar, daB auch:

(66) M-8 = — My S, .
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Diese einfache Gleichung kann als grundlegende Beziehung des
Zweimassensystems angesehen werden; sie besagt, dafl die Ausschlige
sich umgekehrt verhalten wie die Massen.

Versetzt man gemiBl Abb. 52 ein aus den Massen m,; und m, und
der zylindrischen Schraubenfeder ¢ bestehendes Zweimassensystem in
Schwingung, so beobachtet man die eigenartige Tatsache, daBl eine
bestimmte Windung der Feder in Ruhe verharrt und gewissermaflen
die Feder in zwei Teile trennt. Der ruhende Punkt der Feder bildet
den sogenannten ,,Knoten des Schwingungssystems.

Die Erklirung der eigenartigen Erscheinung ergibt sich als un-
mittelbare Folgerung des soeben aufgesteliten Gesetzes. Bekanntlich
verteilen sich die Dehnungen in einer
Schraubenfeder proportional iber
die ganze Lange. Zeichnet man ge-

mil Abb. 53 ein Dehnungsdiagramm
auf, derart, dal man senkrecht zur
Federachse an jeder Stelle die sich

va\fvwxm

If‘fm‘

& — ‘-f f—)-

Abb. 52. Knotenbildung beim Zweimassensystem.

ergebende Auslenkung aus der Ruhelage auftragt, so erhilt man ein
Geradlinien-Diagramm. Man wird mit Hilfe dieses Diagramms stets
in der Lage sein, die Auslenkung sémtlicher Federpunkte anzugeben,
wenn man die Auslenkungen von nur zwei Federpunkten kennt. Im
vorliegenden Fall sind die Auslenkungen der beiden Federendpunkte
bekannt, und zwar besitzen sie die GroBe s, bzw. s,, wobei zu beachten
ist, da3 die Ausschlige im entgegengesetzten Sinn erfolgen. Demgema3
wird die Kennlinie, die sich als Verbindungsgerade der beiden Aus-
schlage ergibt, die Federachse schneiden, und zwar derart, da8 der
Schnittpunkt, d. h. der bei der Dehnung in Ruhe bleibende Punkt,
die Feder im Verhéltnis s; zu s, von innen unterteilt. Das System zer-
fallt somit gewissermafen freiwillig in zwei Teilschwinger, die im Knoten-
punkt zusammenhéngen. Beide Schwinger miissen, wenn tiberhaupt das.
Gleichgewicht aufrechterhalten bleiben soll, stets genau gegenldufig
arbeiten, derart, daBB die Massenkrifte, die stets gleich, aber entgegen-
gesetzt den Federkraften sind, sich in jedem Augenblick das Gleich-
gewicht halten. Insbesondere folgt aus dieser Tatsache, dafl beide Teil-
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schwinger sich genau im gleichen Takt bewegen, also genau gleiche
Eigenschnelle besitzen miissen.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, diese Eigenschnelle zu berechnen.
Ist ¢ die Federkonstante der gesamten Feder (z Windungen), so besitzt

z-s .
L Windungen.
S1F 82

das vom Knoten bis zur Masse m, reichende Federstiick
Seine Federkonstante berechnet sich somit zu:

81+82—C'm1+m2
8 my

(67) ¢, =c-

Demnach ergibt sich die gesuchte Eigenschnelle zu:

¢ T mg A my ¢
(68) v = /—‘-=‘ c-m‘vwé:[/ ,
my My - Mgy m,
wobei
m. — M
T my 4 my

gesetzt ist.

Man kann also die Eigenschnelle auch durch Einfithrung der Ge-
samtfederung ¢ einerseits und einer reduzierten Masse m, andererseits
finden.

Wie aus den vorstehenden Betrachtungen hervorgeht, #ndert sich
jedoch durch die eigenartige Anordnung des Zweimassensystems in
Wirklichkeit nicht etwa die schwingende Masse m, in die reduzierte
Masse m,; vielmehr bleibt sie unverdndert erhalten, wihrend die an
ihr angreifende Feder infolge der Unterteilung durch den Knoten ihre
Federkonstante von ¢ in ¢, verwandelt. Da diese Anderung in einem
bestimmten Verhéaltnis zu den Massen des Systems steht, erscheint es
jedoch fiir die Rechnung zweckméBiger, mit der unverianderten Feder-
konstanten ¢ weiter zu rechnen und den vorhandenen EinfluB in m,
zusammenzufassen.

Fiir den Konstrukteur ist es wichtig, jederzeit die Beziehung vor

Augen zu haben, nach der das Massenverhaltnis % die Eigenschnelle »,
1

im Verhiltnis zu der ideellen Eigenschnelle v, = V;? beeinfluBt. Die
1
betreffende Beziehung ist in Abb. 54 dargestellt, und zwar wurde das

Verhiltnis :'7‘ als Ordinate in Abhéingigkeit von dem Massenverhilt-
0

.. m . . . . .
nis ;;L—Z— als Abszisse aufgetragen. Eine zweite Kurve veranschaulicht die
1

Abhéangigkeit der (reduzierten) Masse m, vom Massenverhiltnis :%2-,

1

und zwar ist der Verhiltniswert % zur Darstellung gebracht.
1

Die Kurve Z}i nihert sich asymptotisch dem Wert 1 und erreicht

0
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ihn praktisch bereits etwa bei dem Massenverhiltnis % = 10. Es ge-
1

niigt also, um eine Einspannung des Federendes zu erzielen, die prak-
tisch der Einspannung an einer unendlich groBen Masse gleichkommt,

Abb. 54. Reduzierte Masse mr und Eigenschnelle », beim Zweimassensystem in
Abhéngigkeit vom Massenverhéltnis —::L—; .
1

wenn man die ,,Ballastmasse m, etwa 10mal so grof wahlt wie die
»aktive'* Masse m, .

Mathematische Behandlung des Zweimassensystems. Das

vorstehende, zwecks Klar-

B bl Bad; i sl legung der physikalischen

Verhiltnisse absichtlich

auf rein anschaulichem

) ‘—'\_w ’v\ MW\A}W 7 17 Weg gewonnene Ergebnis

e =clsr5) - 2. 148t sich leicht formal

acs

4#* mathematisch ableiten,

Fooim

eyt

Abb. 55. Kraftwirkungen beim Zweimassensystem. i
Aufstellung der Bewegungsgleichung. wenn man die Bewe-

gungsgleichungen fir die
Massen m, und m, anschreibt (siche Abb. 55).
Diese lauten:

d?

(69) my St e (s —8) =0,
d?

(70) m, 7;2& Tt (sp—8) =

Anmerkung: Bei Berechnung der federnden Riickstelikraft ist zu beachten,
daB die Gesamtdehnung der Feder stets gleich s, — s4, d. h. gleich der algebra-
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ischen Differenz der Bewegung ihrer Endpunkte gefunden wird. In der Regel be-
sitzen 8 und s, entgegengesetztes Vorzeichen, so dafl die absoluten Werte von
s; und s, sich bei der Differenzbildung summieren.

Setzt man aus der zweiten Gleichung den Wert fiir ¢ (s,—s)
=—¢(8;—$,) in die erste Gleichung ein, so ergibt sich:

d*sy
die

d®s,

(71) my - S+ my S =0,

Diese Gleichung ist der mathematische Ausdruck fiir das auf rein
anschaulichem Weg gewonnene Gesetz, daBl die an beiden Massen sich
ausbildenden Massenbeschleunigungen in jedem Augenblick im Gleich-
gewicht sein miissen.

Differenziert man Gl. (70) zweimal nach der Zeit, so findet man:

d? s, my d sz

dsz'
diz T ¢ + dee

setzt man diesen Wert in Gl. (69) ein, so ergibt sich folgende Differential-
gleichung vierten Grades:

5 g (my +my)- S = 0.

mzd 8y

(72) My

Nach zweimaliger Integration erhélt man aus dieser Formel die Schwin-
gungsgleichung des Zweimassensystems in Normalform; sie lautet:

7 8y | Myt my -
(73) di? + my - my €-8,=0.
Hieraus ist ersichtlich, daf
[y + my ¢ My - My
= "——t.c=}— und m, = 2,
(74) Vo my - my m, r my + my

In analoger Weise kann man eine Gleichung fiir s, ableiten. Sie zeigt
fir die Eigenschnelle », das gleiche Ergebnis, wie es fiir », erhalten war.
Wir erkennen also, dall unser auf rein anschaulichem Weg gewon-
nenes Ergebnis mit dem auf formal mathematischem Weg erzielten Re-
sultat vollkommen iibereinstimmt.
Zahlenbeispiel: Man berechne die Eigenschnelle des Zweimassen-
systems:

my-g =>50kg, my-g=120kg, c¢=50kg/em.

Ergebnis:
_mymg  50-120
Mrd = o my 9 T 50+ 120 — 30:3Ke
und
V=, = l/m = 37,6/sec.

Lehr, Schwingungstechnik I. 5
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II. Arbeit leistende Schwinger und die Berechnung
ihrer Federung.

18. Aligemeines.

Wihrend man die Schwingungen bisher im wesentlichen als Neben-
erscheinungen mehr oder weniger listiger Art betrachtete, und die
Kenntnis ihrer GesetzméiBigkeiten insbesondere deshalb wiinschens-
wert erschien, weil man die gefahrlichen Gebiete der Eigenschwingungen
im voraus berechnen wollte, um sie nach Moglichkeit zu vermeiden

Abb. 56. Bild einer Wuchtfordereranlage.

(Resonanzgefahr, Nitheres siche Band II), sucht man neuerdings in der
Technik die Schwingungserscheinungen zur Arbeitsleistung auszunutzen.
Wiihrend sich bisher die Nutzanwendung von mechanischen Schwingungs.
systemen auf den Bau von MeBinstrumenten und Signalgeriten be-
schrinkte, beginnt man heute, schwingungstechnische Arbeitsmaschinen
zu bauen, die als Werkzeuge, Riittel- und Stampfmaschinen, Forder-
vorrichtungen und dergleichen nutzbringende Arbeit leisten sollen und
oft sehr bedeutende Abmessungen annehmen.

Wenn auch das volle Verstindnis fiir die Arbeitsweise dieser Vorrich-
tungen und ihre endgiiltige Durchrechnung erst bei Betrachtung der er-
zwungenen Schwingungen (Band IT) moglich ist, diirfte es doch von Wich-
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tigkeit sein, schon an die-
ser Stelle gewisse grund-
legende Gesichtspunktezu
gewinnen. Insbesondere
sollen Richtlinien fiir die
Dimensionierung der Fe-
derung aufgestellt werden.

So zeigt z. B. Abb. 56
eine mit etwa n = 950 Hi-
ben/min (v ~100/sec) und
einer Amplitude von 0,4
bis 0,5 cm schwingende
Forderrinne (Wuchtfor-
derer genannt). Sie ist in
der Lage, eine Forder-
leistung bis zu 100 m? in
der Stunde zu bewiltigen
und wird in Einheiten bis
zu 60 m Linge gebaut!.

1 Die Férderung kommt
dadurch zustande, daB das
auf der Rinne liegende For-
dergut beim Vorwirtshub in
der Bewegungsrichtung der
Rinne, d.h. schrag aufwirts,
beschleunigt wird und eine
Wurfbewegung  beschreibt,
wahrend die Rinne zuriick-
schwingt. Bei der gewahlten
Frequenz (v = 100/sec) folgen
die einzelnen kleinen Wurf-
bewegungen so schnell auf-
einander, da das Férdergut,
z. B. Sand, kaum noch mit
der Rinne in Berithrung
kommt, sondern infolge der
inneren Reibung fast dauernd
in der Schwebe bleibt. Es hat
den Anschein, als ob das Fér-
dergut wie Wasser durch die
Rinne fliefit.

Die in der Regel unter
15° gegen die Horizontale ge-
neigte Bewegungsbahn der
Rinne wird durch die seitlich
an der Rinne befestigten, als
Blattfedern ausgebildeten
Lenker vorgeschrieben.

67
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Abb. 57 zeigt die am Ende der Rinne angeordnete Antriebsmaschine
im Schnitt. Sie bildet mit der Rinne ein Zweimassensystem, wobei die
Rinnenmasse die schwerere Masse m, und die zwischen den 10 schweren
Schraubenfedern angeordnete Antriebsmasse die Masse m, darstellt. Die
Schwingungen werden
durch Fliehkrifte er-
regt. Letztere gehen
von den Wuchtmassen
aus, welche in den bei-
den  Schwungridern
des in m; eingebauten
Antriebsmotors (6-po-
liger Asynchronmotor)
sitzen. Das Massenver-
hiltnis ist in der Regel :
Mmy:my,=1:3
bis 1:4.

Das Eigengewicht
der Antriebsmasse wird
durch an den Ecken
angeordnete senkrecht
zur Schwingrichtung
liegende  Schrauben-
federn aufgenommen,
so dall es die Haupt-
federn nicht zusitzlich
belastet. Die ganze Ma-
schine ist in einem mit
Profileisen armierten
Blechkasten angeordnet, der mit der Rinne fest verschraubt wird,
so daB seine Masse mit der Rinnenmasse ein Ganzes bildet. Der Kasten
hat in erster Linie die beim Vorspannen der schweren Hauptfedern
auftretenden Krifte (etwa 10000 bis 15000 kg) aufzunehmen.

Abb. 58 zeigt die Ansicht der Maschine mit abgenommenem
Deckel. Man erkennt deutlich die schweren Hauptfedern, die Antriebs-
masse, die Aufhingefedern usw.?!

Abb. 58. Blick von oben her in den gedffneten Kasten einer
‘Wuchtférderer-Antriebsmaschine.

19. Hubarbeit, Schwingschnelle und Leistung.

Wie bei jeder Arbeitsmaschine wird die Berechnung von der ver-
langten Leistung ihren Ausgang nehmen miissen. Diese ist einerseits

1 Gebaut von C. Schenck, Darmstadt.
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durch die pro Hub geleistete Arbeit, andererseits durch die Anzahl der
in der Zeiteinheit erfolgenden Hiibe bestimmt.

Eine sehr wesentliche Eigenschaft der schwingungstechnischen Ar-
beitsmaschinen besteht darin, daB die hochste pro Hub abgebbare
Arbeitsleistung kleiner sein muB als die innere Energieladung, welche
der Schwinger z.B. als Spannungsenergie der Federn in den Um-
kehrpunkten der Schwingung #uBerstenfalls aufzuspeichern vermag.
Praktisch wirkt sich diese Forderung dahin aus, daBl eine schwingungs-
technische Arbeitsmaschine nur da am Platze ist, wo es sich darum
handelt, groBe Massen in rasche Bewegung zu versetzen, wobei die
zur Bewegung erforderliche ,,Wattarbeit® verhaltnismaBig gering ist.
Unter Wattarbeit versteht man die tatsichlich verbrauchte Arbeit,
die zur Uberwindung von Bewegungswiderstinden nétig ist und die
z. B. als Leistung des Antriebsmotors mittels Wattmeters gemessen
werden kann. Im Gegensatz hierzu steht die wattlose oder ,,Blindarbeit*,
d. h. die Energiemenge, die als Ladung des Schwingers dient und bei
der Schwingung zwischen der Federung, wo sie als potentielle Energie
erscheint, und der Masse, wo sie in kinetische Energie umgewandelt
wird, hin und her pendelt, ohne da dabei Verluste auftreten.

Wird das Verhaltnis der Wattarbeit zur Blindarbeit groBer als
etwa 1:1, so bilt die schwingungstechnische Arbeitsmaschine ihre
wesentlichsten Vorteile ein und man kann ebensogut mit einem nicht
schwingfihigen Mechanismus (z. B. einem Kurbeltrieb) arbeiten.

Man wird fur die Bewertung der hochst méglichen Hubarbeit eines
Schwingers zweckmidBig die Arbeit einsetzen, die er mit Riicksicht
auf die Festigkeit der Federn im Dauerbetrieb bei der gréBtzulissigen
Auslenkung als potentielle Energie aufzuspeichern vermag und die wir
bei den Betrachtungen auf S.17 als ,Arbeitsfahigkeit bezeichnet
hatten. Diese Arbeit ist, exakt betrachtet, zwar eine Blindarbeit, da
zu ihrer Aufrechterhaltung, wenn der Schwinger didmpfungsfrei (d. h.
ohne energieverzehrende Bewegungswiderstinde) arbeitete, keine Lei-
stungszufuhr notig wire. Sie kann aber doch als geeignetes MaB fir die
Wattarbeit des Schwingers dienen, weil diese einen bestimmten Bruch-
teil davon ausmacht.

Da jedoch der Prozentsatz von der als Wattarbeit vom Gesamt-
Arbeitsvermogen ausgenutzten Energiemenge starken Schwankungen
unterliegt, so benutzt man zweckmiBig die Arbeitsfahigkeit des
Schwingers als Grundlage fiir seine Kennzeichnung. Es handelt sich
hier um &hnliche Verhéltnisse wie z. B. bei einem Elektromotor. Auch
hier gibt man als , Leistungsfahigkeit* die hochste auf die Dauer er-
tragbare Leistung an. Ob man diese dann im Betrieb tatsiichlich aus.
nutzt, hat mit der Bestimmung der Leistungsfihigkeit nichts zu tun
Ebenso gibt man beim Schwinger die Leistung an, die er duBerstenfalls
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hergeben konnte. An dieser Tatsache wird auch nichts gedndert, wenn
man infolge geringer Dampfung nur z. B. Y10 davon ausnutzt.

Als Nennleistung oder besser ,,Leistungsfahigkeit’* des Schwingers
gibt man das Produkt aus der Arbeitsfihigkeit und der pro Sekunde
erfolgenden Hubzahl f, d. h. der Frequenz, an. Die Hubzahl kann
naherungsweise gleich der pro Sekunde erfolgenden Anzahl von Eigen-
schwingungen gesetzt werden, da man die schwingungstechnischen
Maschinen zwecks Erzielung eines guten Wirkungsgrades stets an-
gendhert mit ihrer Eigenschwingungszahl arbeiten 1aBt.

Demnach ergibt sich fir die Berechnung der ,,Nennleistung‘‘ eines
Schwingers folgende Grundgleichung:

v

(15) N =4, -

cmkg/sec,
wobei A(,:%- 2.x die Arbeitsfihigkeit in cmkg und ¥ = V% die
Eigenschnelle des Schwingers bedeutet.

In der Elektrotechnik pflegt man die ,,Nennleistung‘‘ einer Wechsel-
strommaschine oder eines Transformators in kVA (Kilo-Volt-Ampere)
anzugeben. Die schwingungstechnische Arbeitsmaschine gleicht in
ihrem energetischen Verhalten einer Wechselstrommaschine. Es er-
scheint deshalb, schon mit Riicksicht auf einheitliche Bezeichnungs-
weise, zweckmifig, auch die Nennleistung der Schwingungsmaschine
in kVA anzugeben. Da 1 kVA = 10200 cmkg/sec, erhilt man endgiiltig
fir die Nennleistung die Gleichung:

LI S N S
N=5"In"3 10200
(76) N=c-f2-v-78-107%kVA.

20. Berechnung der Abmessungen eines Schwingers auf Grund
seiner Nennleistung.

a) Stellung der Aufgabe.

Genau so wie im iibrigen Maschinenbau werden die Abmessungen
einer schwingungstechnischen Arbeitsmaschine um so kleiner, je hoher,
gleiche Leistung vorausgesetzt, die sekundliche Hubzahl, d.h. die
Eigenschnelle gewahlt wird, je kleiner also die pro Hub zu leistende
Arbeit, d. h. die Arbeitsfahigkeit ist. Fir die exakte Berechnung der
Abmessungen ist es notwendig, vor allem eine Formel herzuleiten, auf
Grund deren ermittelt werden kann, welches Gewicht ein Schwinger
bestimmter Arbeitsfahigkeit und Eigenschnelle besitzen mu8,
insbesondere, welches arbeitende Gewicht bei Voraussetzung einer be-
stimmten hochst zulassigen Beanspruchung des Werkstoffes fir die
Federung vorzusehen ist.
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Bei der Aufstellung dieser Beziehung gehen wir von der Leistungs-
gleichung (76) aus. Setzen wir hier fiir ¢ den dquivalenten Wert m -»?
ein, so ergibt sich die interessante Beziehung:

(77) N=2. 3+ f2 cmkg/fsec .

T 4n

Aus dieser Formel erkennen wir, dafl die Leistung bei gleichbleibender
schwingender Masse und Eigenschnelle mit dem Quadrat des Aus-
schlags ansteigt, und dal} sich andererseits bei gleichbleibender Masse
und gleichem Ausschlag die Leistung mit der dritten Potenz der Eigen-
schnelle erhoht.

Auf Grund dieser Erkenntnis erscheint es empfehlenswert, die
Eigenschnelle so hoch als irgend moglich zu wihlen. Diese Erscheinung
entspricht dem allgemeinen Bestreben im Maschinenbau, die Dreh-
zahlen der Kraft- und Arbeitsmaschinen so weit wie irgend méglich
zu steigern.

Bei den Schwingungsmaschinen sind jedoch hierfiir vorlaufig recht
enge Grenzen gesetzt, und zwar durch die verhiltnismiBig sehr nied-
rigen, im Dauerbetrieb zuldssigen Beanspruchungen des Werkstoffes,
aus dem die Federn gefertigt werden. Bevor die schwingungstech-
nischen Arbeitsmaschinen eine weitgehende Verbreitung und Ausnutzung
finden kdnnen, muf} seitens der Stahlwerke die Aufgabe gelést werden,
wesentlich leistungsfahigere Werkstoffe fiir die Herstellung der Federn
zu schaffen, als sie heute vorliegen, falls sich nicht iiberhaupt ein
anderer Werkstoff, z. B. Gummi, als leistungsfihiger erweist.

Uberhaupt erhilt die vorliegende Beziehung erst praktischen Wert
durch Einsetzen des erforderlichen aktiven Federgewichts in die Rech-
nung. Erst wenn man angeben kann, welches Gesamtgewicht der
Schwinger in Abhangigkeit von Leistung und Eigenschnelle erhilt,
laBt sich entscheiden, welche Konstruktion in einem bestimmten Fall
am wirtschaftlichsten ist. Hinzu kommt, daB in vielen Fallen auBer
der Leistung die Betriebsfrequenz — d. h. die Eigenschnelle — oder
der Grofitausschlag f, oder beide Faktoren durch die Eigenart der
Arbeitsleistung vorgeschrieben sind. In diesen Fillen muf8 man in der
Lage sein, anzugeben, mit welchem Materialaufwand der Schwinger
sich bauen lifit.

b) Berechnung des aktiven Federgewichts von zylindrischen
Schraubenfedern aus Stahl in Abhingigkeit von der
Arbeitsfahigkeit.

Aktives Federgewicht. Die vorstehend geforderte Berechnung soll
fir das Beispiel der in der Regel verwendeten zylindrischen Schrauben-
feder durchgefithrt werden. Als maBgebende Bestimmungsstiicke sind
gegeben:
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1. Die Arbeitsfahigkeit

Ay =% - 3 emkg,

d. h. das Produkt aus der halben Federkonstanten und dem Quadrat
des erforderlichen GroBtausschlages.

2. Die hochst zuldssige Schwingungsbeanspruchung des Werkstoffs.
Als solche wird der Betrag eingesetzt, um den die Beanspruchung von
der Vorspannung aus im Rhythmus der Schwingung nach aufwirts
und abwirts schwanken kann, ohne daB8 im Dauerbetrieb ein Bruch
befiirchtet zu werden braucht. Aus praktischen Griinden, insbesondere
um ein Klappern der Federn sicher zu vermeiden, wihlt man die Vor-
spannung in der Regel gleich dem Doppelten dieses Betrages.

Wenn man also z. B. angibt, die zulissige Schwingungsbeanspruchung
eines bestimmten Werkstoffes fiir Schraubenfedern sei S, = 7 kg/mm?,
so heifit das, daB eine aus dem Werkstoff gefertigte Feder bei einer
Vorspannung von 14 kg/mm? auf die Dauer eine Wechselbeanspruchung
aushilt, die zwischen der oberen Grenze von 21 kg/mm? und der unteren
Grenze von 7 kg/mm? schwankt.

Die Ermittlung dieser Festigkeitswerte ist Sache der ,,dynamischen
Materialprifung®. Sie 1aBt sich nur auf Grund systematischer Dauer-
versuche durchfiihren. Am zweckmiBigsten geht man so vor, daB man
zundchst auf einer dynamischen Dauerpriifmaschine durch Unter-
suchung von Probestédben unter Beanspruchungen, die denen des Be-
triebszustandes moglichst nahekommen, das geeignetste Material her-
aussucht und dann durch Untersuchungen an fertigen Federn im
Dauerbetrieb die endgiiltigen Werte festlegt.

Im allgemeinen wird man gut tun, vor Anwendung einer Federart
in groBerem MafBstab ihre Dauerfestigkeit unter Bedingungen, die den
Betriebsverhaltnissen so getren wie méglich nachgeahmt sind, in aus-
fithrlichen Dauerversuchen nachzupriifen. Bei der Vorausberechnung
von Federn wird man gut tun, eher unter den angegebenen Bean-
spruchungsgrenzen (7 bis 21 kg/mm?) zu bleiben, als dariiber hinaus-
zugehen.

Die vorstehend genannten Festigkeitswerte ergaben sich als Re-
sultat einer groflen Versuchsreihe, und zwar wurden sie fiir einen Chrom-
siliziumstahl (Analyse: ~ 1,0% Cr; 0,9% Si; 0,45% C; 0,6% Mn) er-
mittelt. Die Federn wurden nach dem Wickeln ausgegliiht, da bei
gehirteten Federn wesentlich schlechtere Eigenschaften festgestellt
wurden (S, = -+ 5 kg/mm?). Auch bei geglithter Feder liegt die Elasti-
zitdtsgrenze noch wesentlich oberhalb der gewihlten Héchstbean-
spruchung von 21 kg/mm?, so daB eine bleibende Forminderung, d. h. ein
»»Setzen‘ der Feder nicht zu befiirchten ist. Andererseits niitzt die hohe
Elastizitatsgrenze der gehirteten Feder gar nichts, wenn durch den
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Hirteproze8 die tatsichlich am fertigen Werkstiick erreichbare Dauer-
festigkeit von 7 auf 4 bis 5 kg/mm? herabgeworfen wird!. Gerade in der
Federfrage mufl man sich, will man tberhaupt weiterkommen, griind-
lich von der gewohnten statischen Betrachtungsweise frei machen und
eingehend in das Wesen der dynamischen Festigkeitsprobleme ver-
tiefen (Naheres siehe Literaturverzeichnis).

Es sei nunmehr im einzelnen die Aufgabe gelost, fiir gegebene Ver-
héaltnisse (44, Sy) die Federabmessungen, d. h.:

1. den Drahtdurchmesser d,

2. den Windungsradius r und

3. die Gangzahl =
sowie das erforderliche Federgewicht zu berechnen. Zur Durchfithrung
dieser Berechnung miissen die bekannten Federformeln? fiir unsere
Zwecke etwas umgeformt werden.

Bekannt sind die beiden grundlegenden Formeln:

64 3. P
(78) f=—r%—
(79) f= M -Sy,

wobei G der dynamische Gleltmodul des Stahls ist, der im Mittel mit
7500, allerhéchstens 8000 kg/mm? einzusetzen ist.

Hieraus ergeben sich durch eine einfache Umformung die Glei-
chungen:

P d*
(80) =7 =& ZGTS kg/em [aus Gl (78)]
}(_zi ﬂ? 'Sy [aus GL (79)]
] G
(81) 7 -l i zjs -d em.

Setzt man den aus Gl. (81) berechneten Windungsradius 7 in die
Gl. (80) ein, so ergibt sich als Berechnungsformel fiir den Drahtdurch-

messer d:

(82) d= V:Z S/: . ?4~G V S‘ <2065 G cm.
tor

Setzt man schlieBlich in dieser Formel den Wert S, = 700 kg/cm? und
G = 8105 kg/cm?, so ergibt sich die einfache Beziehung:

(83) d—0.344], fz f3 em. ]‘

1 Diese erstaunliche Beobachtung wird in erster Linie durch kleine Harterisse,
innere Spannungen u. dgl. bedingt, die bei der geharteten Feder unvermeidlich
zu sein scheinen, wahrend sie bei der geglithten Feder mit Sicherheit in Weg-

fall kommen.
2 Siehe z. B. ,,Hiitte*s, Bd. 1, S. 663.
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Nach Kenntnis von d berechnet sich der Windungsradius auf Grund
der Beziehung Gl. (81):

. T
(84) r= ]/M P 9,041/?-d cm.
SchlieBlich erhdlt man fur das aktive Federvolumen den Wert:

S e by SO
iji—-Zrn-z*l,/d--l»(i?-S—T cm
und nach Einsetzen des Wertes fiir 4% aus Gl. (82) und Ausrechnung der

Zahlenwerte :

/2[5 64G  a'G 2z f
V=] e re 2] ’
lz-SgT 73 16 Spr
2
(85) lVZQG-c-é—zcnﬂ.
T

Durch Multiplikation des Federvolumens mit dem spezifischen Ge-
wicht y des Federmaterials findet man das Federgewicht. Bei dieser
Formel ist ein praktischer Gesichtspunkt zu beriicksichtigen. Er besteht
darin, da3 bei der Ausfithrung der Federn, die in der Regel als Druck-
federn konstruiert werden, an den beiden Federenden je etwa 1% Win-
dungen geschlossen aufzuwickeln sind. DemgemiB wird man das ge-
samte Federgewicht je nach der Anzahl der Ginge etwa 30% hoher
annehmen miissen, als das arbeitende (aktive) Federgewicht. Diese
Beziehung ist dadurch gerechtfertigt, daB die Federn in der Regel
mit ca. 10 freien Windungen konstruiert werden. Unter Beriicksich-
tigung dieser Tatsache ergibt sich fiir das gesamte Federgewicht die
iibersichtliche Annaherungsformel: (y = 7,8 - 10-3 kg/cm3)

(86)  @p=13-V-7=13-2G¢c- Ly — oo L kg
St Sr
Hieraus folgt unmittelbar die wichtige Beziehung zwischen Arbeits-

fahigkeit 4y = | - /2 und Federgewicht G,:

32
(87) Gp= 220 4 kg
St
wobel 4, in emkg, S, in kg,em? einzusetzen sind.
Mit S, = 700 kg'cm? ergibt sich schlieBlich :

(88) Gr

(Sp = T00) — 0,066 4, kg;  dy= ~15-Gp cmkg.

Die Durchfiihrung der Federberechnung soll an einem Zahlenbeispiel
gezeigt werden.
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Yorbemerkung. Die schematische Anwendung der Berechnungs-
formel [Gl. (82)] fir d wiirde fast stets Drahtstdrken liefern, die fiir
die praktische Ausfithrung nicht brauchbar sind. Man muB} deshalb
bei der Berechnung von

vornherein darauf Riick- Tabelle 4. Federdrahtstirken.
sicht nehmen, daf3 nur (MaBe in cm.)
die in Tabelle 4 ver- 4 | 42 ‘ 2 g ‘ g5
zeichneten ~ Drahtstir- 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001
kengewahlt werdendir- "5\ 00995| 0,00338 | 0,0005|  0,000125
fen, und auch hier die 0,2 | 0,04 0,008 0,0016 0,00032
cingeklammerten MaBe 0.3 | 0,09 | 0,027 0,0081|  0,00243
. . 0,4 0,16 0,064 0,0256 0,01024
tunlichst zu vermeiden 0.5 | 025 0,125 00625 0.03125
sind. Drahtstirken von 0,6 | 0,36 0,216 0,1296 0,0779
: 0,7 0,49 0,343 0,2401 0,168
mehr als 40 mm sind o | | oR 0,4096| 0,328
aus Grunden der Her- 0,9 0,81 0,729 0,6561 0,592
stellung nicht zuldssig. 1,0 | 1,00 1,300 1,0000 1,00
5 (1,1) 1,21 1,331 1,464 1,61
Tabelle 4 enf;halt aufler 12 144 1728 2074 2,49
den Drahtstirken deren  (1,3) | 1,69 2,197 2,856 3,71
Potenzen bis einschlieB3- 1,4 5,5292 3,344 g,gg §,3§
lich der fiinften, so da ig 256 4’032 6.554 10’2
die fir die Rechnung 1,8 3,24 5,832 10,50 18,9
noétigen Zahlenwerte 2,0 ) 4,00 8,000 16,00 32,0
o gd - ez 9o | 484 | 10065 | 2343 516
and sind, 2,5 | 6,25 |15,63 39,06 97,8
Anzahl der Federn. (2,8) | 7,84 |21,95 61,47 172
5 : : ~ 3,0 9,00 27,00 81,00 243,0
Zunichst wird die Ge (3,2) 110,24 | 3277 1049 3358
samtfederung, diedurch '35 |12.25 |42:88 |150,0 525,0
die verlangte Arbeits- (3,8) | 14,44 | 54,87 208,5 792,5
4,0 |16,00 64,00 256,0 1024,0

fihigkeit 4, =5 /% ge-
kennzeichnet ist, auf so viele Federn verteilt, dafl das Gewicht der

einzelnen Feder nicht hoher als 65 kg ist, dal also gemiB Gl. (88) die
einzelne Feder ein Arbeitsvermégen von hochstens

Gr 65
A, = 0,066 — 0,066 — 1000 cmkg

aufweist. In der Regel wird man sich pro Feder mit einem Arbeitsver-
mogen von A4, = ~ 500 cmkg begniigen.

Bei der Wahl der Federzahl ist weiterhin auf symmetrische Anord-
nung Bedacht zu nehmen. Da schlieBlich die Federn mit Riicksicht
auf die Vorspannung stets paarweise gegeneinander geschaltet werden,
kommen nur gerade Federzahlen in Frage. Man wihle méglichst fol-
gende Werte:

i =2, 4, 8 10, 12, 16 und 18.
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Federzahlen unter 8 sind mit Riicksicht auf eine gute Stabilitit gegen
Nebenschwingungen méglichst zu vermeiden.

Gangzahl z: Die Gangzahl wird bei Druckfedern stets zwischen
z = 6 bis 12 zu wihlen sein. z = 15 ist nur bei verhaltnisméBig diinnem
Draht und groBem Windungsradius zuldssig. GroBer als 15 sollte z
bei Druckfedern nie gemacht werden.

Berechnung von Drahtstirke, Windungszahl und Windungshalb-
messer. Der Rechnungsgang wird am besten an Hand eines praktischen
Zahlenbeispiels gezeigt.

Aufgabe: Es ist die Federung eines Schwingers zu berechnen, der
eine Arbeitsfahigkeit von 4, = 7200 cmkg besitzen soll, bei einer Am-
plitude f,, = 1,5 cm.

Loésung: Die Federzahl wird zu ¢ = 10 gew&hlt, so daB jede Feder
eine Arbeitsfahigkeit von 4, = 720 cmkg besitzen mu8. Bei f,, = 1,5 cm
entspricht dieser Arbeitsfahigkeit eine Federkonstante von:

24, 1440 ’
A= T2

Die Feder werde aus geglithtem Chromsiliziumstahl gefertigt. Dem-
gemaB ist eine Beanspruchung von S,=4-700 kg/cm? zuldssig, bei
einer Vorspannung von 1400 kg/cm2. Der Gleitmodul betrigt
G =17,5-10°kg/cm?. Die Windungszahl z wird so gewihlt, daB sich
fir d eine Normaldrahtstirke ergibt. Wir erhalten gemifB Gl. (82):

= 640 kg/cm

=0 9065.G
2-51'
410000 3,375 - 2,065 - 750000
2 - 343000000

g5 — 6250

2
Mit z = 12 ergibt sich:
d® = 520 ;
d = 3,bcm (3,5° = 525).

Die kleine Vernachliassigung, die wir zugelassen haben, ist ohne Belang .
Sie fihrt dazu, daB bei f,, = 1,6 cm, S, etwas kleiner als 700 kg/cm?
wird. Der EinfluB, den die Vernachlidssigung auf ¢, ausiibt, wird bei
Berechnung von r herausgebracht. Deshalb wird r aus Gl. (80):

-G 1/ d G
C = 64‘~Z' 73 zu: r= 674#2761 cm

berechnet. Im vorliegenden Fall ergibt sich:

100 7,5+ 10°
64 12. 640

Gewihlt: »=6,1 cm.
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Kontrollrechnungen:

dy = 3,5cm; r=6,lcm; z=12.

ar-G 150 - 7,5 - 10°

_d-Gfw  35-75-105-15

47212 12,512 317,21

Diese Werte zeigen eine befriedigende Ubereinstimmung mit der
Aufgabenstellung.

Die an Hand dieser Formel berechnete Beanspruchung ist ein ideeller
Mittelwert zwischen den Beanspruchungen der duBeren und inneren
Randfaser. Wie eingehende Untersuchungen gezeigt haben, ist die Be-
anspruchung der innen in
der Federwicklung liegenden
Randfasern in der Regel be-
trachtlich hoéher als der ange-
gebene Wert. Die Spannungs-
erhohung héngt in erster Linie
von dem Verhiltnis des mitt-
leren Windungsdurchmessers
27 zur Drahtstairke d ab.

Setzt man den Wert %lﬁ =g,

[GL (84)] Sp

= 705 kg/om?.

so berechnet sich der Faktor
der SpannungserhGhung im
wesentlichen nach folgender Abb. 58a. VerhiltnisméiBige Spannungserhdhung an der
Formel: Inne?fas‘er e.iuet starkdrihtigen Schrfube‘mfeder 21;1 Ab-
se tg— 1 0,615 1 héngigkeit vom Durchmesserverhiltnis ¢ = <

A= a7y

Abb. 58a zeigt diesen Wert in Abhingigkeit von @. Man erkennt,
dafBl bei kleinem ¢ die Spannungserhéhung sehr betriichtlichen Wert

annimmt. Im Falle unseres Zahlenbeispiels ergibt sich:

27 12,2

K =148,

d. h. die wirkliche Spannung der inneren Faser ist um ~ 50% groBer
als die berechnete Spannung und betriigt:

Sy = 1034 kg/em?. [

Die zuldssige Dauerfestigkeit, welche mit 7 kg/mm? ermittelt wurde, ist

! Naheres siehe: Transactions of the American Society of Mechanical En-
gineers Applied Mechanics, May-August 1929. A. M. Wahl, Stresses in Heavy
Closely Coiled Helical Springs.
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als mittlerer Festigkeitswert anzusehen. Die Untersuchungen wurden an
Federn durchgefiihrt, deren Verhéltniszahl ¢ = ~ 3,0. In diesem Fall
betrug also die wirkliche Spannung in der inneren Faser:

7 =11-+12,5 kg/mm?2.
Federgewicht: Das Gewicht der vorstehend berechneten Feder

betridgt unter Bericksichtigung der Tatsache, dafl an jedem Federende
1’2 Gang geschlossen aufgewickelt werden:

2
Gp=2rm- z-dTny kg
= 6,28-6,1- (12 4+ 3)-9,62-7,8-1073
= 43,2 kg .
Nach der in GI. (86) errechneten Naherungsformel wiirde sich er-
geben:

Gp=13-2.Gec- Loy =1,3-2.7,5-105-645 -

s -7,8:1073 kg = 45 kg.

'7002

Die Formel bietet also eine befriedigende Ubereinstimmung. Der
UberschuB erklirt sich daraus, daB fir die toten Windungen im Mittel
ein Zuschlag von 30 % gemacht wurde. Dieser Wert ist nur genau richtig,
wenn z = 10 Windungen. GI. (86) hat auch lediglich den Zweck, eine
allgemeine Orientierung zu ermoglichen.

c¢) Berechnung des Gesamtgewichts des Schwingers
in Abhdngigkeit von Schwingungsausschlag,
Schwingschnelle und Leistung.

Um das Ziel unserer Berechnung zu erreichen, d.h. das Gewicht
des Schwingers in Abhingigkeit von Ausschlag, Eigenschnelle und
Leistung zu finden, ersetzen wir in der Leistungsgleichung Gl. (75) den
Wert 4, = 720— - /2, (der Arbeitsfihigkeit) durch das in Gl. (88) gefundene

Federgewicht G,,. Man findet die Beziehung:

N = 4,- ;;z 15 GF vemkg/sec,
(89) N=24Ggp-v cmkg/sec =2,35-10"%-Gp v kVA.

Aus ihr geht das bemerkenswerte Ergebnis hervor, daB bei einer
bestimmten Leistung das Produkt aus Eigenschnelle und Federgewicht
konstant ist. Der naheliegende Grund hierfiir ist darin zu suchen, daB
das Federgewicht der Arbeitsfihigkeit direkt proportional ist, und daB
die erforderliche Arbeitsfihigkeit der Federung eines Schwingers pro-
portional dem Quotienten aus Leistung und Eigenschnelle gesetzt
werden kann.
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Um einen klaren Uberblick zu gewinnen, tragen wir in Kurventafel
Abb. 59 das Federgewicht (die Arbeitsfahigkeit) in Abhéngigkeit von
der Eigenschnelle » fiir verschiedene Leistungen auf. Aus dieser Tafel
konnen wir dann, wenn Leistung und Eigenschnelle gegeben sind, das
erforderliche Federgewicht ablesen.

Auch andere Fragestellungen lassen sich beantworten. Z. B. kann
Arbeitsfahigkeit und Eigenschnelle gegeben und nach Leistung und
Federgewicht gefragt sein.

Abb. 59. Arbeitsfahigkeit und Federgewicht fiir verschiedene Nennleistungen in Abhingigkeit von
der Eigenschnelle.

Die Berechnung der Kurventafel erfolgt auf Grund der Leistungs-
gleichung.

. - 2,4 - Gp-v N7
*\k\'A = MGF Yy = mkVA
Demgemal:
(90) Gp = 4250 kg
und
91) Ay = 15Gp = 63500 cmkg .

v

Die Tafel diirfte die gebrauchlichsten Werte umfassen. Fiir Sonder-
zwecke, die aus dem Rahmen der Tafel herausfallen, kann man auf
die GI. (91) zurickgreifen.
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Federmasse und zuldssige Amplitude: Durch Berechnung der
in Abb. 59 dargestellten Werte ist unsere Aufgabe noch keineswegs er-
schépft. Unsere Rechnung enthilt bis jetzt keine Angabe dariiber, ob der
Schwinger mit der errechneten Federmasse iiberhaupt ausfithrbar ist.
Weiterhin ist noch keine Bestimmung iiber die Federkonstante, die
schwingende Masse und iiber die Amplitude, mit der gearbeitet werden
soll, getroffen. In der Regel liegen die Verhiltnisse so, dafl die Arbeits-
amplitude vorgeschrieben ist und auch iber die GroBe der schwingen-
den Masse nicht frei verfiigt werden kann.

Abb. 60, Ideelle Masse m, in Abhéngigkeit von der Eigenschnelle » fiir verschiedene Werte /A;T", .
Um der Losung naher zu kommen, entwerfen wir zunichst noch eine
Hilfstafel, Abb. 60, welche die Gleichung ¢ = m,-»? in iibersichtlicher
Weise darstellt und die Zusammenhinge zwischen m,= der ideellen
Gesamtmasse des Schwingers und der Federkonstanten ¢ (bzw. GQ,)
sowie der dem Federgewicht dquivalenten Arbeitsfihigkeit A, erfaBt.
In der Tafel ist m, in Abhéngigkeit von » fiir eine geniigend groBe An-

A
zahl von Werten 73% = % aufgetragen. Man kann also, wenn », A4,
und f,, (GroBtamplitude) festliegen, % berechnen und aus der Tafel m,
ablesen.
Diese zweite Tafel kann indessen nur nutzbringend verwendet
werden, wenn f,, so bestimmt ist, daB ausfiihrbare Verhaltnisse zu-

stande kommen. Man wird beim Durchrechnen beliebiger Zahlenbei-
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spiele jedoch sehr bald merken, da8 fiir die Ausfithrbarkeit auBerordent-
lich enge Grenzen gezogen sind, und zwar dadurch, da meist die Eigen-
masse der Federung einen sehr bedeutenden Einflufl gewinnt.

Um wirtschaftlich konstruieren zu koénnen, mufl man die hier vor-
liegenden Verhiltnisse exakt erfassen. Es geschieht durch eine bisher
nicht in Betracht gezogene Beziehung.

In der Leistungsgleichung (77)

N = % -f2.93 cmkg/sec

stellt m, die Gesamtmasse des Schwingers dar. Sie setzt sich zusammen
aus der als Materialklotz klar zutage tretenden nutzbaren Masse m,
(Gewicht G, kg), die zwischen den Federn eingespannt ist (s. Abb. 57)
und dem als mitschwingend zu betrachtenden Anteil der Federmasse,
der mit m, bezeichnet werden soll. Wir denken uns demgemifl den
tatsdchlichen Schwinger ersetzt durch einen gleichwertigen, der eine
masselose Federung mit der Federkonstanten ¢, und eine ideelle Masse
von der GroBe my = m, 4 my besitzt. Die Masse m, kénnen wir mit

geniigender Naherung gleich —;—% kgsec?em~—! setzen, so daB:

1 1
(92) N:1;‘(7’%4*‘mF)'fw%"B:ﬁ‘Ao‘V-
Denn
c
Ay = _29 ﬁn
und

co=v%-my.
Da nun gemiaf Gl (88) G, = 0,066 4,, also:
Ay = 15Gp = 15-2-981 mp = 30000m; (abgerundet),
so ergibt sich unter Einsetzen dieses Wertes in GI. (92):
Ao = (my + mp)- f%-1% = 30000 mp,

mp __ Gp [ v?

my  2Gq 60000 — f3, .92

mp 1 !
(93) my 60000 ’
3 -1
f}'u -v? '

Diese Gleichung ist von grundlegender Bedeutung. Sie besagt, daB
fir das Verhaltnis der Federmasse zur arbeitenden Masse und damit
tir die Ausfithrung das Gewicht und die Kosten der schwingungstech-
nischen Arbeitsmaschine das Produkt f%-»® maBgebend ist. Man er-
kennt, daB dieses Produkt fiir die der Berechnung zugrunde liegenden
Voraussetzungen (Schraubenfedern, die mit 14 kg/mm? vorgespannt

Lehr, Schwingungstechnik I. 6
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werden und von diesem Wert aus um -+ 7 kg/mm? arbeiten, sowie
G = 8-10° kg/em?) den Wert 60000 nicht erreichen oder gar iiber-
schreiten darf, wenn der Schwinger uberhaupt ausfithrbar sein soll.

Aus wirtschaftlichen Griinden wird man bestrebt sein, den Wert ;:%

kleiner als 2 zu machen (in der Regel wird er zwischen 0,5 und 1 ge-
wahlt).
Dies ist dann der Fall, wenn f%-»2 den Wert 40000 (f,,-» = 200)

nicht tiberschreitet. Fir :;Lj — 0,5 erhiilt man f2 2 = 20000 (f,, - » = 141).

AuBerstenfalls wird man sich dazu verstehen, mit dem Wert Z—i auf 5

Abb. 61. Zuldssiger GroBtausschlag /m in Abhdngigkeit von der Eigenschnelle » fiir verschiedene

mg
Verhiltniswerte - .
my

hinaufzugehen, so daB duBerstenfalls der Wert fZ-»2 = 50000 (f,,, »2
= 224) sein darf. Geht man iber diesen Wert hinaus, so ergeben sich
sinnlose Verhiltnisse.

Durch die vorstehende Beziehung ist es méglich, die Verhiltnisse
miihelos zu iberblicken. Man hat vor Inangriffnahme der Berechnung
eines Schwingers nur nétig, den Wert f,,-» auszurechnen, um fest-
zustellen, wie die Verhiltnisse fiir die Ausfithrbarkeit liegen, insbeson-
dere, ob der Schwinger mit den verlangten Werten f,, und » iiberhaupt
ausfithrbar ist.

Die endgiltige Auswertung der in Gl. (93) enthaltenen Beziehung
gibt die Tafel der Abb. 61. Hier sind fiir verschiedene Massenfaktoren
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:%f die zulissigen GroBtamplituden f,, in Abhangigkeit von der Eigen-
A

schnelle v aufgetragen. Aus dieser Tafel JaBt sich entnehmen, innerhalb
welcher Grenzen die Amplitude bei den verschiedenen Frequenzen
iberhaupt gewiahlt werden kann.

Durch die drei Abbildungen 59, 60 u. 6! sind alle erforderlichen Be-
rechnungsgrundlagen gegeben. An Hand des nachfolgenden Zahlenbei-
spiels soll die praktische Handhabung der Berechnung kurz erldutert
werden.

Anmerkung: Es sei nochmals betont, da die Abb. 59 bis 61 nur fir den
ganz eindeutig definierten Zweck der Abfederung mittels Schraubenfedern dienen
und nur hierfiir benutzt werden diirfen. Fiir andere Federarten, z. B. Blattfedern,
lassen sich analoge Tafeln mit entsprechend anderen Zahlenbeiwerten nach dem
gleichen Schema aufstellen.

Wird die Berechnung fiir ein Zweimassensystem durchgefithrt, so
ist fiir f,, die Summe der Amplituden an beiden Massen einzusetzen,
da diese fiir die Beanspruchung der Feder mafBgebend ist.

21. Zahlenbeispiel.

Es ist ein Schwinger zu berechnen, der eine Eigenschnelle von

kg - sec?

» = 161/sec und eine nutzbare Masse von m , = 0,26 - om  Desitzen

soll. Das Verhiltnis der nutzbaren Masse m , zur Federmasse m soll
dabei gleich 1 gewahlt werden. Es ist die hochstzulissige Amplitude
und die Nennleistung des Schwingers zu ermitteln, ferner sind die
Abmessungen der Federn zu berechnen.

Losung a) Aus Abb. 61 ist zu entnehmen, daBl mit

;ll’f =1; faux=105em (bei » = 161/sec)
die zulissige GrofSStamplitude ist.
b) Nach Gl (76) berechnet sich die Nennleistung zu:

N=c-f2.3-7,8-108kVA;
da
c= (my —-mp) v =2m,4-9? = 0,52-26000 = 13500 kg/cm ,

so wird:
N = 13500-1.05%-161-7,8-10-% = 18,6 kVA.

¢) Federberechnung:
Wir wihlen die Federzahl: ¢ = 10. Somit ergibt sich:
Federkonstante je Feder:
¢o = 1350 kg/cm.
6*
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Arbeitsvermégen je Feder:

A= 3% = 743 emkg.

Mit der Windungszahl: z = 10 Windungen ergibt sich gema 3 Gl. (82):
& =5 9065.G
2-Sr ’
1822500 1,158 - 2,065 - 8 - 105
- 0.3
34 8

Sy = ~T700kg/cm?. o -10%° = 1015,

T

d=4,0cm' (4> = 1024).
Federgewicht gemafl Gl. (87):
Op, = PEG = 193K

T

Windungsradius gemif Gl. (81):

T_V G-f-d -Vé-105-1,05-4,o

4mw-2-8Sp 47 .10-700
= }/38,2 = 6,18 gewahlt 6,15 cm.?

Kontrolle:
Federkonstante:
_d*G _ 256-8-10°
0= i = g 10 233 = 1378 kefem .

Beanspruchung gemaf Gl. (81):
d G- fm 4,0-8- 105 105
ST = 1

= ime: T B84 = 705 kgfer® .

Die wirkliche Beanspruchung in der inneren Faser ergibt sich ge-
mifl Abb. 58a mit:

g =" =308

za:

S7 =1705-1,55 = 1092 kg/cm? .

GewichtderFeder: Da an den Enden je 1,5 Windungen geschlossen
aufgewickelt sind, besitzt die Feder insgesamt 13 Windungen. Dem-
gemaf betragt das Gewicht:

Gp=2-2ra-d* 7= 13-2-6,15-7-42- - 7,810 = 49 kg.
Die Kontrollen stimmen also genau mit den berechneten Werten iiberein.

1 Diese Zahlen werden mit Riicksicht auf die Ausfiihrbarkeit abgerundet.
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SchlieBlich ist noch das Gesamtgewicht der Maschine von Interesse.
Nimmt man an, dal — wie dies tatsichlich der Fall ist — das Gewicht
des Gehduses etwa gleich dem Gewicht von Federung plus aktiver
Masse gesetzt werden kann, so ergibt sich:

Goen = G + 10- Gy, + Cgen = 1600 kg .

Das Gewicht je 1 kVA, das fiir die Ausnutzung des Materials mafgebend
ist, berechnet sich zu:
Grs 1600
Da, wie bereits erwidhnt, die Wattleistung einer Schwingungsma-
schine in der Regel nur etwa % ihrer Nennleistung sein soll, so ergibt
sich fiir die vorliegende Maschine eine Wattleistung von ca. 6 bis 7 kW,
Dementsprechend wire der Antriebsmotor zu bemessen.

Zweites Kapitel.

Drehschwinger.

A. Grundlegende Erwiigungen.
22. Allgemeine Gesichtspunkte.

Alle bisher besprochenen Beispiele von Schwingungssystemen tragen
das charakteristische Merkmal, daBl die Masse im wesentlichen ,,trans-
latorische* Bewegungen ausfiibrt, d. h. dafl alle Punkte der Masse ganz
oder nahezu parallele Bahnen beschreiben. In diesem Fall kann die
Bewegung nach den Lehren der allgemeinen Mechanik unter dem Be-
griff des ,,materiellen Punktes erfaft werden, d. h. man braucht bei
Betrachtung der Schwingungen keine Riicksicht darauf zu nehmen,
wie die Masse des schwingenden Korpers verteilt ist, vielmehr geniigt
es, die Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt zu denken und sich auf
die Beobachtung der Schwerpunktsbewegungen zu beschrinken.

Wesentlich anders liegen die Verhéltnisse bei der zweiten Grund-
form der mechanischen Schwingung, der Drehschwingung. Hier er-
scheint die Bewegung des schwingenden Korpers als Drehbewegung
um eine meist durch den Schwerpunkt gehende raumfeste Achse. Bei
Betrachtung der hier stattfindenden Schwingungsvorgéinge sind die
Gesetze der Dynamik der Drehbewegung anzuwenden. Demgemil er-
gibt sich die Notwendigkeit, eine Anzahl neuer Begriffe und MeBgréfen

einzufiithren.
An Stelle der Kraft tritt das Kraftepaar (Drehmoment).
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An Stelle des Weges tritt der Drehwinkel (zu messenim Bogenmal).

An Stelle der Masse tritt das Massentrigheitsmoment beziig-
lich der Schwingungsachse.

An Stelle der Lingsfederung tritt die Drehfederung.

Dagegen bleiben die Begriffe der potentiellen und der kinetischen
Energie und die auf Grund derselben hergeleitete Energiegleichung
der Schwingung unveridndert. Letztere bildet das Bindeglied zu den
bisherigen Untersuchungen und ermdglicht es, die bisher gewonnenen
Erfahrungen und GesetzmaBigkeiten auf die vorliegenden Probleme
zu iibertragen.

Die Drehschwingungen sind insbesondere von dem Begriff des
Massentriagheitsmoments beherrscht. Wiahrend es bei den translato-
rischen Schwingungen stets mit Leichtigkeit moglich ist, durch Aus-
wiegen die GréBe der schwingenden Masse exakt festzulegen, so daB
bei Berechnung der Eigenschnelle in der Regel nur die Ermittlung der
Federkonstanten eine weitgehendere Arbeit erfordert, mufl bei Berech-
nung des Drehschwingers gewéhnlich die Hauptarbeit auf die Ermitt-
lung des Massentriagheitsmomentes verwandt werden. Um hierfiir das
notige Ristzeug zu gewinnen, erscheint es notwendig, nach Betrach-
tung der grundlegenden GesetzméafBigkeiten des Drehschwingers die
wesentlichsten Lehren der ,,Massengeometrie’ zusammenzustellen.

23. Die Schwingungsgleichung.

Abb. 62 zeigt einen Drehschwinger einfachster Form. Eine Stahl-
welle vom Durchmesser d cm und der Linge [ cm ist am unteren Ende
fest eingespannt und auf ihrer freitragenden
Linge durch ein oder mehrere Lager gegen etwaige
seitliche Auslenkungen (Verbiegungen) gefiihrt.
Sie trigt am oberen freien Ende eine fluBeiserne
Scheibe vom Durchmesser D cm, der Hohe H cm
und dem spezifischen Gewicht y kg/cm3. Die Eigen-

schnelle des Schwingers ist zu berechnen.

Bei Aufstellung der Schwingungsgleichung
gehen wir zweckmiBig wieder von der Energie-
gleichung aus und berechnen deshalb zunichst
die Werte der potentiellen und der kinetischen
Energie als Funktionen des Ausschlagswinkels .

a) Potentielle Energie.
Abb. 62, Einfachste Anord- . . . . .
nung cines Drehschwingers. Den Sitz der potentiellen Energie bildet die

als Drehfeder dienende federnde Welle. Das ihr
cigentiimliche Kraftfeld LiBt sich in analoger Weise wie bei der Schrau-
benfeder dadurch beschreiben, daB man das Riickstellmoment 3, der
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Federung in Abhéngigkeit von dem Verdrehungswinkel y auftrigt.
An Hand einer bekannten Formel der Festigkeitslehre! 148t sich leicht
die gesuchte GesetzmaBigkeit berechnen. Es ist:
J-G

(94) Mcz—l——-y)=cM«1/)cmkg,
wobei:

! = federnde Linge der Welle in cm,

J = polares Flichentragheitsmoment des Wellenquerschnitts in cm4,

G = Gleitmodul des Wellenwerkstoffs = 8-10% kg/em? fiir Stahl.

Wir bezeichnen den durch die Wellenabmessungen bestimmten Wert
Cy = JTG als Federkonstante der Drehfeder. c,, ist begrifflich de-
finiert als das Drehmoment, ge-
messen in cmkg, das notwendig
ist, um die federnde Welle um
den Winkel 1, gemessen im Bogen-
maB (d. h. ~57°im Winkelmaf),
zu verdrehen; c,, ist, analog zum
gleichbenannten Wert bei trans-

latorischen Schwingungen, ge-
geben durch das Verhiltnis {ZC
Im Diagramm der Abb. 63 kenn-

zeichnet sich die Kraftfeldfunk- Abb. 63. Kraftfeld-Diagramm einer Dreh-
: 7 S a - feder. Berechnung der potentiellen Energie
tion M, = f(y) als schrig an % der bote

steigende Gerade, deren Steigung

(tg B) demnach gleich der Federkonstanten c,, ist. Letztere kenn-
zeichnet sich also wie bei der translatorischen Schwingung ganz allge-
mein als Differentialquotient der Kraftfeldfunktion.

Nach den Gesetzen der Dynamik ist die bei Drehbewegungen ge-
leistete Arbeit gleich Drehmoment x Winkelweg. Demgemil8 ist im
vorliegenden Fall die elastische Formanderungsarbeit fiir einen Winkel-
weg dy:

dd, =M, dy = cy-y-dy;

demgemidB wird die bei Verdrehung aus der Ruhelage bis zum Ver-
drehungswinkel 1y, geleistete gesamte Forméanderungsarbeit :

Y o
Y1

Y
(95) Apl:('fd“ip:(ifcﬂl'w'dw:c.’l[' 9 -

Diese Summe (Integral) ist im Diagramm der Abb. 63 anschaulich dar-

1 Siehe ,,Hiitte“ Bd. 1, S. 634.
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gestellt durch die schraffierte Dreiecksfliche unterhalb der Geraden,
deren Inhalt sich gleich dem angegebenen Betrag ablesen a8t

<Grundlinie = y,; Hohe = M, = cy -y,; Inhalt = % Y- M, = c—;—' . 1/)%\)

b) Kinetische Energie.
Mit der Definitionsgleichung der kinetischen Energie

(96) A, :j%”—” 02

schlieBen wir unmittelbar an die Gesetze der translatorischen Bewegung
an. Nicht ganz einfach ist es, den Summenwert im vorliegenden Fall
auszurechnen, da alle Massenteilchen dm des schwingenden Korpers
verschiedene Geschwindigkeiten v besitzen. Bekanntlich verhalten sich
die Geschwindigkeiten der Massenteilchen bei der Drehbewegung wie
ihre Abstdnde von der Drehachse. Ist z. B. bei der vorliegenden kreis-
runden Scheibe 7, der AuBenradius und die zugehorige Geschwindig-
keit v,, so ist die Geschwindigkeit » eines beliebigen Massenteilchens,

das sich auf dem Radius r befindet, aus der Proportion Z = ri zu be-
0 0

stimmen; somit wird:

V= sy,
To
demgemiB:
- _ 19 2
(97) A"‘_?Tg fdm-r.

Der Ausdruck fdm-r2 wird als Massentrigheitsmoment 6 des
schwingenden Korpers beziiglich der Drehachse bezeichnet. Im folgen-
den Abschnitt iiber die Elemente der Massengeometrie soll das Massen-
tragheitsmoment 0 fiir die wichtigsten Kérperformen berechnet werden.

Weiterhin kann bekanntlich
v

dt
(Radius x Winkelgeschwindigkeit) gesetzt werden. Unter Einfithrung
dieser Werte ergibt sich endgiiltig als Ausdruck fiir die kinetische
Energie der Drehschwingungen:

(98) A= o (370,

Ty =Top

c) Die Energiegleichung.
Unter Einfilhrung der berechneten Werte fiir .4, und A, laBt sich
die Energiegleichung anschreiben. Sie lautet:

(99) do=d, + A =cy- L ly <‘i‘/’>‘“’_

2Ty dt
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Differenziert man diese Gleichung einmal nach der Zeit und bringt sie
dann in die Normalform, so erhidlt man die Kraftgleichung des Dreh-
schwingers:

d2
G-T;f—i—cM-thO;
2
(100) %%54#%"1#———0'

Diese Gleichung kann man auch unmittelbar als Bewegungs-
gleichung der schwingenden Scheibe nach dem dynamischen Grund-
gesetz fiir die Drehbewegung aufstellen.

Die vorliegende Schwingungsgleichung fiir die Drehbewegung stimmt
in ihrem Aufbau vollstindig mit der bei den translatorischen Schwin-
gungen gefundenen Kraftgleichung iiberein. Demgemi kénnen wir
alle dort gewonnenen GesetzméaBigkeiten iibernehmen. Insbesondere
stellt auch hier der Faktor des linearen Glieds das Quadrat der Eigen-
schnelle dar, so daB sich hierfiir die Beziehung ergibt:

(101) y— V%.

Dieser Ausdruck héatte auch unmittelbar auf Grund der oben gekenn-
zeichneten Analogien hingeschrieben werden kénnen. Es erschien je-
doch zweckméiBiger, diese wichtige Beziehung besonders zu begriinden.
Sie bildet die Grundlage fiir die Berechnung der Eigenschnelle von
Drehschwingern.

An Hand von Zahlenbeispielen einer Reihe der technisch wichtig-
sten Drehschwinger soll die praktische Handhabung der Berechnung
gezeigt werden. Zuvor missen jedoch die Gesetze der Massengeometrie
als Riustzeug fir die Berechnung der Massentrigheitsmomente be-
sprochen werden.

B. Elemente der Massengeometrie.

Bei Ermittlung der Eigenschnelle von Drehschwingern bildet die
Berechnung des Massentragheitsmoments des schwingenden Kérpers
die Hauptarbeit. Die wichtigsten fir diese Berechnung erforderlichen
GesetzméBigkeiten sind im folgenden zusammengestellt:

. Berechnung der Massentriigheitsmomente der
wichtigsten Grundformen von Korpern.
24. Massentrigheitsmoment einer homogenen Kreisscheibe
vom Durchmesser D cm, der Héhe H cm und dem spezifischen Gewicht

y kgfem?® um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse senkrecht
zur Scheibenebene.
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Wir gehen aus von der Definitionsgleichung:
D

2
Bzfdm-rz.
b

Zwecks Bildung der durch das Integral gekennzeichneten Summe
dm-r? denkt man die Scheibe in eine sehr grofle Anzahl von konzen-
trischen Ringen mit dem Radius r, der Héhe H und der Dicke dr zer-
legt. Die Masse eines solchen Ringes berechnet sich zu:

dm=2n~H-—Z—-r-dr.

Da alle Teilchen eines Ringes den gleichen Abstand r von der Achse
besitzen, ist der Wert von dm zwecks Erhalt des Massentragheits-
moments df des Elementarringes lediglich mit #2 zu multiplizieren, so
daB man erhilt:

d0=27z-H-%-r3-d'r.

Um das Triagheitsmoment des Gesamtkorpers zu ermitteln, hat
man nur noch nétig, die Tragheitsmomente aller Elementarringe iiber
den ganzen Korper zu summieren. Es ergibt sich:

D

2
(102) 0=f2n-H-~Z—-r3-dr=;—2-D4-H-% cmkgsec?.
b

Der Trigheitsradius i. In vielen Fillen ist es zweckmiBig, sich das
Tragheitsmoment eines Korpers dadurch entstanden zu denken, daf3
man seine Gesamtmasse m etwa in Form eines Massenpunktes an
einem Radius bestimmter Grofe vereinigt denkt. Diesen Radius be-
zeichnet man als Tragheitsradius i. Seine GréBe ergibt sich an Hand
der nachstehenden Definitionsgleichung zu:

T
(103) 0=m-i; '=V%

Im vorliegenden Fall erhilt man fiir den Tréigheitsradius einer homo-
genen Kreisscheibe, da

m=—'}-D2-H-

Q=

ist, den Wert:
(104) P = ]/ & = 0,355 D.

Zahlenbeispiel: Es ist das Tragheitsmoment fiir den Fall zu berech-
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nen, daB D =20 cm, H = 4 cm, y = 7,8:10-3 kg/cm3. Man erhilt:

7,8
0= % -20%- 4. 981 10-3 = 0,60 cmkgsec?,

i =710 cm.

25. Trigheitsmoment einer homogenen Kugel

Es ist das Tragheitsmoment einer homogenen Kugel vom Durch-
messer D cm, dem spezifischen Gewicht y kgfem? beziiglich einer be-
liebigen, durch den Schwerpunkt, d. h. den Kugelmittelpunkt, gehenden
Achse zu bestimmen.

Um im vorliegenden Fall in einfacher Weise zum Ziel zu gelangen,
fithren wir den Begriff des ,,polaren‘* Massentrigheitsmomentes 6, ein.

Man versteht darunter die Summe f dm o% wobei jedoch unter ¢

Abb. 64. Berechnung des Massentrigheitsmoments einer Kugel.

nicht der Abstand von einer bestimmten Drehachse, sondern der
Abstand von einem bestimmten Punkt, dem Pol, zu verstehen
ist. Im vorliegenden Fall wihlen wir als Pol den Mittelpunkt der
Kugel.

Das polare Massentriagheitsmoment ist zwar lediglich ein mathe-
matischer Begriff, dem ein physikalisch verwirklichbarer Wert nicht
entspricht. Doch ist es bei der vorliegenden Rechnung mit gutem
Nutzen anzuwenden, da es sich einfach berechnen lif3t und in ein-
fachem Zusammenhang mit dem axialen Massentragheitsmoment steht.
Ohne Anwendung des Hilfsbegriffs des polaren Trigheitsmoments
wiirde sich die Berechnung des Massentriagheitsmoments der Kugel
sehr verwickelt gestalten.

Die Beziehung zwischen dem polaren und dem axialen Trigheits-
moment 148t sich folgendermafBen herleiten:

Denkt man sich gemaB Abb. 64 durch den Mittelpunkt der Kugel
ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit den Achsen X, ¥ und Z gelegt,
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so gilt fiir jeden Punkt der Kugel mit den Koordinaten z, y, z die be-
kannte Beziehung:
(105) 0% =% + y? + 22

Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe ist es notwendig, noch
einen mathematischen Hilfsbegriff einzufithren, der ebenfalls mit
groBem Nutzen bei der Berechnung der Massentrigheitsmomente An-
wendung findet, dem jedoch eine physikalische Gré8e nicht entspricht.
‘Es ist dies der Begriff des sogenannten ,Binetschen Tragheits-
moments. Man gibt diese Bezeichnung einem Summenwert, der dar-
gestellt ist durch die Summe aller Massenteilchen dm mal dem Qua-
drat ihres Abstandes von einer bestimmten Ebene, z. B. der zy-
Ebene unseres Koordinatensystems. Im vorliegenden Fall kann man
demnach drei Binetsche Trigheitsmomente angeben, deren Definitions-
gleichungen lauten:

1. B.-Trigheitsmoment beziiglich der yz-Ebene:
B, = f dm - 22
2. B.-Tragheitsmoment beziiglich der zx-Ebene:
B,= [dm-y.
3. B.-Tragheitsmoment beziiglich der xy-Ebene:
B,= [dm-22
Fiihrt man diese Begriffe in die geometrische Beziehung der Gl. (105)
ein, so findet sich:
(106) 0,= [dme* =B, + B, + B,,

und da aus Symmetriegrinden im vorliegenden Fall B, = B, = B,
sein muf:
(107) 0,=38,.

SchlieBlich ist bei der Berechnung des axialen Massentrigheits-
moments zu beachten, daBl der Abstand r eines beliebigen Massenteil-
chens dm, zum Beispiel von der z-Achse, sich aus der Beziehung be-
rechnet:

2=t 4 g2,
so daBl man endgiltig fur die axialen Massentragheitsmomente der
Kugel findet:

(108) 0,=0,=0,=2B,= >0,

Nach Erhalt dieser Beziehung ist es lediglich noch nétig, aus den
Abmessungen der Kugel das polare Massentrigheitsmoment 6, zu be-
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rechnen. Die Durchfithrung dieser Rechnung gelingt auf Grund einer
ahnlichen Uberlegung, wie sie bei der Berechnung des Massentriigheits-
moments der kreisformigen Scheibe angestellt wurde. Man denke die
Kugel in eine groBe Anzahl von dinnwandigen Kugelschalen zerlegt,
die konzentrisch um den Mittelpunkt liegen. Ist ¢ der Radius, dg die
Wandstérke einer solchen Kugelschale, so berechnet sich ihre Masse zu:

dm =4me?-do l;
und ihr polares Trigheitsmoment:
db, =dm-p? = 4n94-dg-j;—

Summiert man die polaren Tragheitsmomente siamtlicher Kugel-
schalen vom Mittelpunkt bis zur Oberfliche der Kugel, so ergibt sich
der Wert des gesamten polaren Trigheitsmoments zu:

: Y i Y
— 4. PSSR ) LA
(109) 0,,_()[4@ do- =55 D> %

Auf Grund der in Gl (108) angegebenen Beziehung erhdlt man
somit endgiiltig fiir das gesuchte axiale Massentrigheitsmoment der
Kugel die Beziehung:

2 4 Y 2
(110) ‘()azgep:_.bs.gzg.mrz.\

l

Fir den Triagheitsradius ergibt sich unter Einfithrung des Wertes
fiir die Masse der Kugel:

T v
My = FD“-»’{;,

. 0 D2
o T 100
(111) i=0,316D.

Zahlenbeispiel: Es ist das Massentrigheitsmoment einer homogenen
Stahlkugel von D = 20cm Durchmesser zu berechnen ; y = 7,8-1073 kg/cm3.
Man erhilt:

0, = 010 205 91881 - 1078 = 1,335 cmkgsec?,
_ T 503, 7 l\mep
mg = ¢ 20 981 = 0,0333

i =0,316 D = 0,316-20 = 6,32 cm.

Das Tridgheitsmoment einer Hohikugel. Die Hohlkugel kann als
Differenz zweier Kugeln aufgefafit werden. DemgemiB ergibt sich ihr
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Trigheitsmoment als Differenz der Tragheitsmomente zweier Kugeln
vom AuBendurchmesser D, bzw. Innendurchmesser D; der Hohlkugel:

L (Db 5
(112) 0, = ()0 p (D — D}).
Zahlenbeispiel: Es ist das Tragheitsmoment einer Hohlkugel vom
AuBendurchmesser D, = 20 cm und dem Innendurchmesser D; = 15cm
zu berechnen. Man erhélt:

0, = 1,335 — 0,315 = 1,02 cmkgsec>.

26. Triigheitsmoment eines Quaders um eine Schwerpunktachse,
die senkrecht zu einer der drei Seitenflichen steht.

Die Berechnung gelingt unter Anwendung des Hilfsbegriffs des

Binetschen Trigheitsmomentes. Geméa Abb. 65 legt man durch den

Schwerpunkt des Quaders

ein Achsenkreuz, dessen

Achsen X, Y, Z senkrecht

auf den Seitenflichen stehen.

Bezeichnet man, dhnlich

wie bei der Kugel, die Binet-

schen Trigheitsmomente mit

B,, B,, B,, so erhilt man

Abb. 65. Berechnung des Massentrigheitsmoments fllI‘ diese Werte die folgen-
eines Quaders. den Ausdriicke:

Bz=fdm-x2; Byzfdm-g/z; Bz:fdm-z2.

Bei der Berechnung von B, denke man sich den Quader durch
Schnitte parallel zur YZ-Ebene in Schichten von der Dicke d 2 zer-
legt. Jede dieser Schichten besitzt die Masse:

dm="b-c-dx- ¥
g

Das Binetsche Trigheitsmoment findet man, wenn man die Summe
f dm - 22 liber den ganzen Quader hin bildet. Es ergibt sich:

_l_aA +a
2 2 a o
L2 — kS
(113) _{d fab gxdx abcl2g.

Bei der Berechnung der Binetschen Trigheitsmomente B, und B,
denkt man sich analog den Quader durch Schnitte parallel zur XZ-
Ebene bzw. XY-Ebene in diinne Scheiben zerlegt. Man erhéilt dann
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auf dieselbe Weise wie bei B, die Ausdriicke:

L2
2 "oy
(113a) Byszdm-yzza.b.c.ﬁ.?,
]
2
(113b) B, = cdm-ﬁ:a,.b.g.%.%.
]

Zur Berechnung der axialen Massentrigheitsmomente mit Hilfe der
Binetschen Trigheitsmomente dient folgende Beziehung:

Fassen wir zunédchst das Tragheitsmoment um die X-Achse ins
Auge, so gilt fiir jeden Punkt, der den Abstand a, von der X-Achse
und die Koordinaten y und z besitzt, die Beziehung:

a2 =y 4+ 22.
Dementsprechend :
Om:fdm-aizfdm-yz —}—fdmz2= B, + B,.
Analog erhilt man fiir das Trigheitsmoment um die Y-Achse und das
Tragheitsmoment um die Z-Achse die Beziehungen:
6,= B, + B,,
6,= B, + B,.
Fiihrt man in diese Gleichungen die Werte fiir die Binetschen Trag-
heitsmomente ein, so ergibt sich endgiltig:

0, =2 .20 (b4 en);

g 12
(114) 9,=%-%-(a2+c2);
](’z=%-“1—’;°'<a2+b2>-

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daBl die Masse des Quaders
m=".abc,
g

ergeben sich die den Tragheitsmomenten entsprechenden Trigheits-
radien zu:

i = ]/bz%‘f

(115) ) iuzl/‘T,

2

. /a2 + b2
I,—l/ T
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Zahlenbeispiel: Man berechne die Massentragheitsmomente beziig-
lich der Hauptachsen eines Bleiquaders (y = 11,4107 kg/em3), der
die Kantenlingen

a = 30cm; b=14cm; ¢ =8,5cm
besitzt.
Man erhalt:
2
m = 0,0415 K&
cm

0, = 0,928 cmkgsec?,
6,=3,36 cmkgsec?,
0, = 3,77 cmkgsec?,

iy =473 cm,
iy= 90 cm,
i,= 9,63 cm.

27. Trigheitsmoment einer Walze um eine Achse senkrecht
zur Langsachse.

Auch bei der Losung dieser Aufgabe gelangt man unter Einfithrung

der Binetschen Tragheitsmomente zum Ziel.

Wieder denken wir uns durch den Schwerpunkt ein Achsen-
kreuz gelegt, dessen Y-Achse
hier mit der Lingsachse
zusammenfallen moge. Fiir
die Binetschen Trigheits-
momente erhdlt man die Be-

ziehungen:
B,= [dm-a2,
B, = fdm-zz .

AuBerdem gilt die Beziehung :
22 + 22 =1r? so daB:

(116) B, + B,= [dmr2 =0,

— . g
—32d Hg

Abb. 66. Berechnung des Massentriigheitsmoments einer i
Walze beziiglich einer Querachse. [SIehe Gl (102)]

Somit ergibt sich:

_ _b _ o e
(117) B,=B.=%=ganL.

Schliellich ergibt sich noch fiir das dritte Binetsche Tréigheits-
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moment:
2 " g2 0y
(118) B,=[dmy =7 T
denn bei Berechnung dieses Binetschen Triagheitsmoments denke man
sich die Walze durch Schnitte senkrecht zur y-Achse in zahlreiche

dinne Scheiben vom Durchmesser d, der Dicke dy und der Masse

d, = 7} dz-dy- % zerschnitten. Man findet:

4+
l

+
|

+

H H H
2

— = Tady-Lop="0.2 .
By——Jdmyz—H 4d2dygy 4d2gfy2dy

2 2 2

]
R

Nach Kenntnis der drei Binetschen Trigheitsmomente ergibt sich
in genau analoger Weise wie beim Quader das Massentragheitsmoment
beziiglich der z-Achse oder z-Achse zu:

g _m a: H2\ oy

(119) 0,=0,=B,+ B, = -dZ-H<~1A6- ,1_2>._g
@ 3d? 4+ 4 HY vy
'——’IdZ'H<—’_‘T>"§.

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dal die Masse des Zylinders

m = % -d*-H % ist, findet man fiir den Trigheitsradius die Beziehung:
. 3d% + 4 H?
L

Zahlenbeispiel: Es ist das Massentrigheitsmoment einer massiven
gulBlcisernen Walze von 40 cm Durchmesser und 120 cm Lénge (spe-
zifisches Gewicht y = 7,2-10-3 kg/cm?) beziiglich einer senkrecht zur
Drehachse stehenden Achse durch den Schwerpunkt zu berechnen.

Man erhalt:

(120)

I

g 4800 = 57600\ 7.2
0,=0,=7 -1600-120- <T) g5+ 1072 = 1440 emkgsec?,

iy = I, = 36,lcm.

28. Triigheitsmoment von Rotationskiorpern.

Vielfach ist die Aufgabe gestellt, das Massentriigheitsmoment von
Kérpern anzugeben, die durch Rotation einer Fliche um die Drehachse
erzeugt gedacht werden kénnen. Es ist deshalb von Wert, ein Verfahren
zu kennen, mit Hilfe dessen das Massentrigheitsmoment fiir solche
Korper auch in dem Fall ermittelt werden kann, daB die Fliche von
unregelmifliger Gestalt ist.

Lehr, Schwingungstechnik 1. 7
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Die Berechnung gelingt an Hand eines einfachen graphischen Ver-
fahrens. Hierbei denkt man sich gemid Abb. 67 den Rotationskérper
durch Schnitte senkrecht zur Drehachse in zablreiche diinne Kreis-
scheiben zerlegt. Jede dieser Scheiben (Durchmesser d, Dicke d%) be-
sitzt gemafB Gl. (102) ein Massentrigheitsmoment von der GréBe:

=" gp.qp-v
d9—32d"i dh e

Zwecks Erhalt des gesamten Trigheitsmoments hat man lediglich
nétig, die elementaren Trigheitsmomente iber den ganzen Korper zu
summieren, so daB:

h=H
2.7 .
(121) 6= gf&dh.
h=0

Abb. 67. Berechnung des Massentrigheits- Abb. 68. Berechnung des Massentrig-
moments eines Rotationskorpers beliebiger heitsmoments eines geraden Xreis-
Form. kegels beziiglich seiner Lingsachse.

Ist es moglich, die Funktion d = f (k) analytisch zu bestimmen,
so kann man die Ermittlung auf rechnerischem Weg zu Ende fiihren.
Dies ist z. B. der Fall beim geraden Kreiskegel. Hier kann mit den
Bezeichnungen der Abb. 68 die gesuchte Funktion angegeben werden zu :

d="%m_n,
so daB a7
— — | = 4 4
Oy_fd()_of@..y_‘.(g_h)4.dh.?,
2 a4 By
(122) 2 EC S g

! Bei der Integration setze (H — A) = u; also dh = — du. Dann ist:

H H H H
5 _— 5
f(H—h)l-dhz—fuﬁ.du:_[}‘_Jz_[(H h)]=ﬁ,
5 5 5
0 0 0 0
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Beriicksichtigt man, dafl die Masse des Kegels

7 Y
m == é-z.d%-H.?
ist, so ergibt sich der Tragheitsradius zu:

92
(123) = )5

Zahlenbeispiel: Es ist das Massentrigheitsmoment eines geraden
Kreiskegels beziiglich seiner Lingsachse zu berechnen. Der Durch-
messer des Grundkreises ist d, = 18 cm, die Gesamthéhe H = 24 cm.
Der Kegel besteht aus RotguB (y = 8:10-3 kg/cm3):

n 8
6, = e~ 18*-24- ag1 - 1078 = 0,403 cmkgsec?,
, 3.182
iy = —4—08— = 4,93 cm .

In den meisten Fillen wird jedoch die Funktion d = f (k) lediglich
zeichnerisch gegeben sein und sich nicht in eine analytische Form
bringen lassen. In diesem Fall bleibt nichts anderes iibrig, als das ge-
suchte Integral fd“-dk der Formel 121 auf graphischem Wege zu er-
mitteln. Zu diesem
Zweck trigt man, wie
an dem Beispiel der
Abb. 69 erlautert, senk-
recht zur Drehachse,

d. h. in Abhéangigkeit

von kb, in jedem Punkt

den dazugehorigen

Wert d* in einem ent-

sprechenden Mal3stab Abb. 69. Graphisches Verfahren zur Ermittlung des Massentrig-
auf (d a,bmessen, 44 be- heitsmoments von Rotationskdrpern.

LangenmaBstab: 1 em der Zeichnung = 1 cm in Wirklichkeit
" MaBstab fiir @4: lem |, ys =2000 cm* ,,
rechnen). Ver blndet FlichenmaBstab: 1 em? ,, " == 2000 em5 ,, ”

”

man die Endpunkte
der aufgetragenen Strecken zu einer Kurve, so ist der Inhalt der von
dieser Kurve begrenzten Fliche gleich dem gesuchten Integral f d4-dh.
Sein Wert wird am einfachsten durch Ausplanimetrieren der Fliche
ermittelt. Hierbei ist darauf zu achten, dall der ZeichnungsmaBstab
in richtiger Weise beriicksichtigt wird. Es wird niemals méglich sein,
den Wert d* in natiirlicher Grofie aufzutragen, vielmehr wird man
hierfiir in der Regel den verkleinerten MaBstab 1: 1000 wahlen miissen.
War der LiangenmaBstab:

I em der Zeichnung =/ cm in Wirklichkeit,
7*
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und der MafBstab fiur d*:

1cm der Zeichnung = § em* in Wirklichkeit,
so ist der Flichenmalfstab:

1 cm2?der Zeichnung = 4-0 cm?® in Wirklichkeit.

In dem Beispiel der Abb. 69 sind die in der Vorlage fiir die Ab-
bildung verwendeten MafBstéibe sowie die erhaltenen Ergebnisse ein-
getragen.

Ist der Rotationskérper ein Hohlkérper, so ermittelt man zweck-
miBig die charakteristische Fliche als Differenz der Integralflichen
des Innen- und AuBenkérpers.

29. Der Steinersche Satz.

In zahlreichen Féllen geht die Schwingungsachse, beziiglich deren
das Trigheitsmoment berechnet werden soll, nicht durch den Schwer-
punkt, sondern besitzt einen bestimmten Abstand a von demselben.
In diesem Fall 1aBt sich das Massentrigheitsmoment beziiglich der
exzentrischen Achse sofort angeben, wenn man das Trigheitsmoment
beziiglich der zu der exzentrischen Achse parallelen Schwerpunktsachse
einerseits und ihren Schwerpunktsabstand andererseits kennt. Die er-
forderliche Berechnungsformel liefert der Steinersche Satz, der lautet:

»Das Tragheitsmoment 60, eines Kérpers beziiglich einer beliebigen Dreh-
achse 4 — A4 ist darstellbar als die Summe aus dem Trigheitsmoment 6, des
Korpers beziiglich der zur gegebenen exzentrischen Achse 4 — 4 parallelen

Schwerpunktsachse 4 — 4" und dem Pro-
dukt aus der Masse m des Kérpers und dem
Quadrat der Entfernung a seines Schwer-
punkts von der Drehachse.<

In Gestalt einer Formel lautet diese
Beziehung:

(124) 0,=0,+m-a?.

Der Beweis des Satzes ergibt sich
aus folgender an Hand der Abb. 70
durchzufiihrenden Betrachtung. Nach

der Definitionsgleichung des Massen-
tragheitsmoments ist:

0, = fdm»W,
wobei der Vektor 7 den jeweiligen Ab-
stand des in Betracht gezogenen Massenteilchens dm von der Dreh-
achse A—A bedeutet. Der Vektor r laBt sich jedoch gemiBl Abb. 70

darstellen als (geometrische) Summe zweier Vektoren, von denen der
eine, bei allen Zerlegungen gleichbleibende Vektor die Entfernung a

Abb. 70. Ableitung des Steinerschen Satzes.
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der parallelen Schwerpunktsachse A'—A4’ von der Drehachse 4—A4
darstellt, wihrend der zweite Vektor r, die Entfernung des betrachteten
Massenteilchens dm von der Schwerpunktsachse 4’—4’ bedeutet. Aus
dem von den Vektoren 7, 7, und a gebildeten Dreieck, das, wie Abb. 70
zeigt, in einer Ebene senkrecht zu den Achsen 4—4 und A'—4’ liegt,
laBt sich nach dem Cosinussatz folgende Beziehung ablesen (« ist der
Winkel, der von den Vektoren 7, und @ eingeschlossen wird):

d0,=dm-r*=dm(a®+ 12 —2ar,-cosa).!

0,=[do,= [dm-a*+ [dm-12—2a [dm-r,-cosa

125
(125) .9A=m-a2—{—05.

Diskussion der Gl. (125): Das erste Glied _I'dm-a2 = m-a? stellt
das Produkt der gesamten Masse m des Korpers mit dem Quadrat
seines Schwerpunktabstandes @ von der Drebachse dar. Das zweite
Glied f dm-r2 = 0, ist ohne weiteres als das Trigheitsmoment des
Korpers um die Schwerpunktsachse 4’—A4’ kenntlich. Das letzte Glied
2a f dm-ry-cos oo enthilt in dem Produkt f dm-rg-cos o einen dem
statischen Moment des Korpers beziiglich der Schwerpunktsachse
A’—A' proportionalen Wert?. GeméifB der Definition des Schwerpunkts
ist dieser Ausdruck jedoch fir jede durch den Schwerpunkt gehende
Achse gleich Null, da sich der Korper beziglich jeder beliebigen Schwer-
punktsachse statisch im Gleichgewicht befindet. Dieses Glied fallt
also heraus, so daB als Ergebnis unserer Rechnung die von dem Steiner-
schen Satz angegebene Summe iibrigbleibt.

1 Die Buchstaben r, r, und a stellen dic absoluten Betrige der Vektoren
7,7, und @ dar. Die Schreibweise 7 besagt z. B.: dal auler dem Betrag auch
die Richtung des Vektors r in Betracht zu zichen ist, wihrend die Schreib-
weise r festlegt, daB nur der ,,absolute Wert** ohne Beriicksichtigung der Rich-
tung in die Rechnung eingeht.

2 Bei der Bildung des statischen Moments gehen wir in anschaulicher Weise
folgendermafBlen vor:

Wir denken dic Achse A’—.4’, fir welche das Moment gebildet werden soll,
mit horizontaler Richtung so gelagert, daB sich der Koérper um sie drehen kann.
Das statische Moment wird dann erhalten als die Summe der Drehmomente, welche
die einzelnen Massenteilchen ausiiben. Ist der Korper so gelegt, daB die Ebene
durch die Achsen 4’—A’ und A—A Horizontalebene wird, so ist der Betrag
ry-cosa der Hebelarm fiir das von dem Gewicht dm-.g des Masseteilchens ge-
bildete Moment. Das gesamte statische Moment berechnet sich als Summe der
Elementarmomente zu [dm-g-7, - cos «, wobei die Integration (Summenbildung)
iiber den gesamten Kérper zu erstrecken ist.

GemiB der Definition des Schwerpunkts ist das statische Moment beziiglich
jeder durch den Schwerpunkt gehenden Achse gleich Null. Der Kérper wird in
diesem Fall, wenn die Achse leicht drehbar gelagert ist, in jeder Stellung im
Gleichgewicht sein.
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Zahlenbeispiel: Es ist das Trigheitsmoment des in Abb. 71 dar-
gestellten Kéfigs zu berechnen. Dieser besteht aus einer Welle von
d, = 8 cm Durchmesser und /, = 120 cm Lénge, auf der zwei Schei-
ben vom Durchmesser D = 50 cm und der Dicke % = 3 cm aufgekeilt
sind, die an ihrem Umfang auf einem Teilkreis mit D, = 40 cm Durch-

Abb. 71. Berechnung des Massentrigheitsmoments einer Kifigtrommel

messer gleichméBig verteilt 9 Stabe von d, = 6 cm Durchmesser und
l, = 60 cm Lénge tragen. Der gesamte Kifig besteht aus FluBeisen
(y = 7,8-10-3 kg/em3).

Bei der Berechnung gehen wir von der Tatsache aus, da3 das ge-
gesamte Tragheitsmoment eines Korpers gleich der Summe der Trig-
heitsmomente der einzelnen Teile ist. Ferner beachten wir, daB bei der
Berechnung des Trigheitsmomentes der &duBeren Stibe der Steiner-
sche Satz Anwendung findet. Wir erhalten:

Fir das Tragheitsmoment der Welle:

0, = g5 - 8120 g-ﬁ -10-3 = 0,384 cmkgsec? .

Fir das Tragheitsmoment der beiden Scheiben:

7.8
981
Fir das Tragheitsmoment der Stabe nach dem Steinerschen Satz:

0, = é’é - 5006 - 103 = 29,3 ckgsec? .

— 2—9]7 . 6t.60.."%.70-3 4+ 7 .62.60-.75 .10-3-
03~03+mr~9[32 64-60- > - 103 + 7 - 62.60- 20 -10-2 202]

= 9.(0,0607 +5,4)= 49,15 cmkgsec? .
Somit fiir das Gesamttragheitsmoment:
Oges = 78,834 cmkgsec?.

30. Tragheitsmoment eines Ringkorpers.

Eine weitere Berechnung, bei der der Steinersche Satz Anwendung
findet, ist die Berechnung des Trégheitsmoments eines Rotationskérpers,
dessen erzeugende Fliche in einem bestimmten Abstand von der Dreh-
achse kreist. Wir bezeichnen gemif Abb. 72 mit Z—Z die Drehachse,
beziiglich deren das Trigheitsmoment berechnet werden soll, mit s—s
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die durch den Schwerpunkt S der erzeugenden Fliche gelegte Achse
parallel zur Drehachse, mit B den Abstand des Schwerpunkts der er-
zeugenden Fliche von der Drehachse.
Die Berechnung gestaltet sich fol-
gendermaflen: Wir denken uns durch
eine groBe Anzahl von Schnitten den
Ring in diinnwandige ,,Elementar‘-
Zylinderringe zerlegt, die zur Dreh-
achse konzentrisch liegen, und zwar
betrage der Radius eines solchen Zy-
linders r», die Wandstirke dr und die
Hohe y, soda8 die Masse des Elemen-
tar-Zylinders sich unter Beriicksichti-
gung des spezifischen Gewichts y be-
rechnet zu:

Abb. 72. Berechnung des Massentrigheits-
p4 moments eines Ringkérpers.

o
Das Trigheitsmoment eines solchen Elementarzylinders beziiglich
der Achse Z—Z berechnet sich zu:

d0:dm-r2=2n-r3~d7-y-~;~.

dm =2rn-dr-y--

Bei Berechnung des Gesamttragheitsmoments zerlegen wir den Ra-
dius 7 in dhnlicher Weise wie bei Ableitung des Steinerschen Satzes in
zwei Komponenten, namlich den Abstand R des Schwerpunkts der er-
zeugenden Fliche von der Achse Z—Z und den Abstand ¢ des Elementar-
zylinders von dem Schwerpunkt S der erzeugenden Fliche. Im vor-
liegenden Fall haben wir es jedoch nicht nétig, die Zerlegung geo-
metrisch vorzunehmen, vielmehr geniigt eine einfache algebraische
Summenbildung. Fithren wir den Wert » = R + ¢! und dementsprechend
sein Differential dr = dg in unsere Gleichung ein, und summieren durch
Bilden des Integrals iiber den gesamten Ringkorper, so ergibt sich:

(126)  d0=dm(R + p)*=2(R +g)-mn-do-y- (R -+ o),
0:fd6:27z-%-fg/-(1?+0)3'd0,
=22 [y (R +3R-0+3R-0* ¢%-do,

’

¥
g

0:27[.3;4(]?3-&/-(19-%332'.[.7/'0"19
+3R.fg-gz~dg Jrfy'Q:;'de)'

1 Bei der Bildung der ,,algebraischen Summe“ ist darauf zu achten, daB
das Vorzeichen von g, je nach der Lage der Massenelemente dm, positiv und
negativ sein kann. Bei der Integration werden die Vorzeichen automatisch be-
riicksichtigt, so daB wir bei der weiteren Rechnung lediglich » = R4 ¢ zu
setzen brauchen.
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Es bleibt noch iibrig, den physikalischen Sinn der einzelnen Teil-
integrale zu deuten.
Das erste Integral f y-dp ist nichts weiter als die Fliache F der er-
2

zeugenden Figur = d f .

Das zweite Integral f y-o-do stellt das statische Moment der er-
zeugenden Fliche beziiglich der Achse s—s dar. Da diese jedoch als
Schwerpunktsachse definiert ist, wird dieser Wert = Null, womit das
zweite Glied aus der Gleichung herausfaillt.

Das dritte Integral fy-g”dg ist bekannt als das &dquatoriale
Flachentrigheitsmoment der erzeugenden Fliche beziiglich der Schwer-
punktsachse s—s, das wir mit J; bezeichnen wollen.

Beim vierten Glied konnen wir eine @hnliche Uberlegung wie beim
zweiten Glied anstellen, indem wir schreiben:

Jy-0-do= [ (y-0-de).
In shnlicher Weise wie bei Bildung des statischen Moments beziiglich
der Schwerpunktsachse s—s wird auch bei diesem Glied jeder positive
Wert durch einen gleichgrofien negativen Wert aufgehoben, so daf} die
Gesamtsumme ebenfalls = 0 ist. Somit entfillt auch dieses Glied aus
der Gleichung. Als Ergebnis erhalten wir:

(127) 02:27:-(R3-F+3R-Js)-%.

Beispiel: Berechnung des Trigheitsmoments eines fluBeisernen
Kreisringes, y = 7,8:10-3 kg/em3. Der erzeugende Kreis besitze den
Durchmesser d = 4 cm, der Abstand des Schwerpunkts S der erzeugen-
den Flache von der Drehachse sei B = 14 cm.

Zunichst berechnen wir fur die Fliche der erzeugenden Figur den
Wert:

F:dz-%: 12,566 cm? .

Weiterhin ergibt sich fiir das Flachentragheitsmoment J,, der erzeugen-
den Fliache beziiglich der zur Drehachse parallelen Schwerpunktsachse
der Wert:

_ T e 4
J, = 64d 12,57 cm? .
Somit ergibt sich das Gesamttrigheitsmoment zu:
0 =271+ (142-12,566 + 3-14-12,57) - 1= -10-3 = 1,75 emkgsec? .

Unter Beriicksichtigung der Masse des Kreisrings, die sich nach der
,,Guldinschen Regel (Schwerpunktsweg 2Rnx mal der erzeugenden
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N d®n . y
Flache = mal der Massendichte ?> berechnet zu:

m=2d2-2R-x-
4 g

7.8
981

_ " T e .10-3
_E-d-Rg—24-14- 103,

findet man:
kgsec?
cm

m = 0,0088

und somit den Tragheitsradius i, = 14,10 cm.

Er ist also nur um einen sehr geringfiigigen Betrag von R ver-
schieden, so daBl man ohne merklichen Fehler das Glied 3 R-J, hitte
vernachlassigen kénnen.

31. Berechnung des Massentrigheitsmoments eines
unregelmiafBigen Korpers.

Bei der vorliegenden Aufgabe scheidet eine analytische Lésung aus,
da es unméglich ist, die Eigenschaften eines unregelmiBigen Korpers
auf analytischem Weg zu erfassen. Dagegen gelingt die Lésung auf
graphischem Weg. Das Verfahren ist dem bei Berechnung des Trigheits-
moments von Rotationskérpern angegebenen &hnlich. Seine Durch-
fithrung soll an Hand des praktischen Falles der Abb. 73 gezeigt werden.
Hier ist der Propeller eines Hochseedampfers durch Zeichnung ge-
geben und die Aufgabe gestellt, sein Massentrigheitsmoment beziig-
lich der Drehachse zu ermitteln.

Zur Losung der Aufgabe ist es notwendig, sich an Hand einer gra-
phischen Darstellung ein Bild davon zu machen, wie sich die Masse
des Korpers in radialer Richtung verteilt. Wir nennen diese firr die
Berechnung des Massentragheitsmomentes grundlegende Kurve ,,Massen-
verteilungskurve. Um unnétige Rechnung zu vermeiden, trigt man
in der Regel an Stelle der Masse das ihr proportionale Volumen auf;
man hat dann lediglich noch nétig, nach vollzogener Berechnung das

Ergebnis mit der Massendichte ;, zu multiplizieren.

Bei Ermittlung der Volumenkurve denken wir uns den Propeller
durch gleichmaéBig verteilte, zur Drehachse konzentrische Zylinderflichen
in eine Anzahl Hohlzylinder von verhaltnisméBig geringer Wandstéirke
zerteilt. Ist r der mittlere Radius eines solchen Hohlzylinders, dr seine
Wandstirke und ¥ seine Wandfliche (Schnittfliche mit dem Propeller),
so ist sein Inhalt darstellbar durch den Ausdruck dV = F-dr. Um
die Massenverteilungskurve zu erhalten, haben wir somit lediglich nétig,
den Flicheninhalt F' der Wandfliche der verschiedenen Schnittzylinder
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senkrecht iiber dem zugehoérigen Radius 7, der in Abb. 73 in der Or-

dinatenachse der Volumenverteilungskurve dargestellt ist, aufzutragen.

9880 10D 9/, = Funpqqy Iosalp qrisgviy
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WO 0Q0T = & = BUNUYLIOZ Iop WO T :OUOBIJUSTUNIOA ‘JIONUOIYIIM Ul WD 0F = ¥ = BUNUYOIY 1P WD | :qrisgeuuodurry TOBRI0A 10D AqRISPUI

‘s1o[edordsHIyog Sou SJUIWOWSIIPOYJRIJUISSBIY $op Bunuyodrag syosiydeiy) g2 'qqy

Verbindet man die in dieser Weise erhaltenen Werte, so stellt die Be-
grenzungskurve die gesuchte Volumenverteilungskurve dar. Der leicht
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auszuplanimetrierende Flicheninhalt ¥, des von der Kurve begrenzten
Flachenstiicks ist der Rauminhalt des gesamten Propellers.

Die Berechnung der Schnittflichen ist eine etwas zeitraubende
Arbeit, die jedoch ohne weiteres an Hand der Zeichnung durchgefiithrt
werden kann.

Die Berechnung des Massentriagheitsmoments an Hand der Vo-
lumenverteilungskurve gelingt durch folgende Uberlegung:

Als Definitionsgleichung des Massentragheitsmoments war ge-
geben:

Bzfdm'ﬂ:—yg"'fﬁ'-dr-r?.

Man hat also nur noétig, den in der Volumenverteilungskurve auf-
getragenen Wert F an jeder Stelle mit dem zugehorigen Wert 72 zu
multiplizieren, ihn, wie Abb. 73 zeigt, senkrecht iiber r aufzutragen
und die erhaltenen Punkte zu einer neuen Kurve zu verbinden. Dann
stellt die leicht zu planimetrierende Fliche Fy unter dieser Kurve den
dem gesuchten Tragheitsmoment 6 proportionalen Wert f F-dr-r? dar.
Bei der Berechnung hat man in gleicher Weise, wie bereits bei Be-

rechnung des Tragheitsmomentes von Rotationskérpern beschrieben
war, streng auf richtige Handhabung der MaBstibe zu achten. War der
Langenmafstab:

1 cm der Zeichnung = 2 cm in Wirklichkeit,
der FlichenmaBstab:

1 em der Zeichnung = ¢ em? in Wirklichkeit,
der TrigheitsmafBstab, in dem die Werte F 72 aufgetragen sind:

1 cm der Zeichnung = & em?* in Wirklichkeit,
so ist die dem Triagheitsmoment proportionale Fliche unter der zuletzt

ermittelten Kurve mit dem Wert 2.3 und mit der Massendichte —?;—

zu multiplizieren, um den wirklichen Wert des Trigheitsmomentes in
cmkgsec? zu erhalten. Aus dem in Abb. 73 dargestellten Beispiel des
Propellers ist die zweckmaige Wahl der MaBstiibe und ihre Handhabung
klar zu ersehen.

32. Nicht symmetrische Drehachse.

Bei unseren bisherigen Betrachtungen hatten wir stillschweigend
die Annahme gemacht, daB die Drehachse, beziiglich deren das Trag-
heitsmoment zu berechnen war, eine Symmetrieachse des Kaorpers oder
doch eine hierzu parallele Achse bildet. In fast allen technisch wichtigen
Fillen trifft diese Annahme auch zu, so dal wir uns vorldufig darauf
beschrinken kénnen. Erst an spéterer Stelle! sollen diese Ausfiihrungen

1 Dritter Band.
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eine Erginzung insofern erfahren, als die ziemlich verwickelten Ver-
haltnisse dargestellt werden, die sich ergeben, wenn die Tragheitsachse
keine Symmetrieachse ist. An dieser Stelle sei nur darauf hingewiesen,
daB dann zu dem Trégheitsmoment ein neuer Begriff, das sogenannte
Zentrifugalmoment oder Deviationsmoment, hinzutritt. Die betreffen-
den Beziehungen spielen in der Kreiseltheorie eine ausschlaggebende
Rolle und sollen bei Behandlung dieses Problems eine ausfiihrliche Dar-
stellung erfahren.

Bei der Bearbeitung praktischer Aufgaben aus dem Gebiet der
Drehschwingungen kann ohne Nachteil vorliufig auf die diesbeziig-
lichen Erérterungen verzichtet werden.

II. Versuchsmiiflige Ermittlung des
Massentrigheitsmoments.

Liegt der Korper, dessen Massentrigheitsmoment bestimmt werden
soll, in Ausfithrung vor, so ist es vielfach sicherer und bequemer, sein
Tragheitsmoment versuchsmiBig zu ermitteln, statt eine Rechnung

durchzufithren. Dies wird namentlich der
Fall sein, wenn der Korper eine unregel-
miBige Gestalt oder unregelmiBige Massen-
verteilung aufweist. Zur Durchfithrung der
versuchsmiBigen Ermittlung dienén im
wesentlichen zwei Verfahren, die beide auf
schwingungstechnischer Grundlage beruhen.

33. Das Verfahren von Carl Friedr.
Gaull (1777 <+ 1855).

Gemafl Abb. 74 wird der Priifkorper,

z. B. ein Schwungrad, an einem oder meh-

reren Drahten oder Drahtseilen von genii-

gender Stirke so freischwebend aufgehéingt,

da3 er Drehschwingungen unter der Wir-

kung der Elastizitit der Aufhingung aus-

fihren kann. Aus der Art der Anordnung

geht hervor, dal dieses Verfahren nur an-

AL 3 ekt Britiong wondbar ist, wenn das Massentrigheits.

Schwungrads nach dem Gaubschen  moment um eine durch den Schwerpunkt

gehende Achse ermittelt werden soll. Denn

der Korper stellt sich stets so ein, daB sein Schwerpunkt senkrecht

unter den Aufhdngepunkt zu liegen kommt, die Schwingungen also

um eine Schwerpunktsachse stattfinden. Man fiihrt mit dieser Anord-
nung zwei Versuche aus, die folgendermafBien verlaufen:
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a) Erster Versuch.

Man versetzt den Prufkérper in Drehschwingungen und beobachtet
mit der Stoppuhr wiederholt die Zeit, die er nétig hat, um eine be-
stimmte Anzahl, z. B. 100 volle Schwingungen auszufiihren.

Aus den Beobachtungen errechne man als Mittelwert die Zeitdauer
einer vollen Schwingung 7, in Sekunden.

Anmerkung: Bei der Beobachtung wihle man einen bestimmten Punkt des
Korpers, der eindeutig markiert wird, als Bezugspunkt und beobachte die Anzahl
seiner Durchgéinge durch einen scharf festgelegten, ortsfesten Punkt. Zu jeder
vollen Schwingung gehéren zwei Durchgénge, namlich einer im Uhrzeigersinn
und ein zweiter im entgegengesetzten Sinn. Die besten Ergebnisse erhilt man,
wenn die Aufhingung so gewéhlt wird, daB der Kérper etwa 80 bis 120 Schwin-
gungen in der Minute ausfithrt. Man beobachtet zweckmaBig die Anzahl der
Schwingungen wihrend voller 5 oder 10 Minuten, da eine geringere Beobachtungs-
zeit leicht zu Trugschliissen Anlafl gibt.

b) Zweiter Versuch.

Man befestigt, wie Abb.74 zeigt, an dem untersuchten Korper
zwei gleichgroBe Massen von genau bekannter Grofe. ZweckméBig
wird die Masse m, jedes der Belastungsgewichte etwa = /;, bis ¥/;, des
Gesamtgewichts des untersuchten Korpers gewihlt. Die Massen sind
genau diametral gegenitber und in gleich groem, genau bekanntem
Abstand R von der Schwingungsachse anzubringen. Dabei ist der Ab-
stand so groB3 zu wéahlen, dal das Trigheitsmoment der aufgesetzten
Korper beziiglich ihrer eigenen Schwerpunktsachse gegen den Wert
m,- R? vernachléassigt werden kann. Bei sehr genauen Messungen, die
jedoch technisch nicht in Betracht kommen, muB dieses zusétzliche
Triagheitsmoment allerdings ebenfalls beriicksichtigt werden.

Nach Befestigen der Zusatzgewichte beobachte man, genau wie beim
ersten Versuch, wieder die Zeitdauer einer vollen Schwingung und er-
hilt jetzt als Ergebnis den Wert einer Periodendauer = 7', Sekunden.

c) Auswertung.

Die Auswertung fult auf der Grundgleichung der Drehschwin-
gungen. Sie besagt, dall die Zeitdauer einer vollen Schwingung

T = Zn]/ % ist, wobei 0 das gesuchte Massentrigheitsmoment der

schwingenden Masse beziiglich der Schwingachse und ¢,,; das unbekannte
spezifische Riickstellmoment! der Abfederung (Drahte oder Drahtseile)
ist. Beim ersten Versuch diente als Massentragheitsmoment lediglich
das gesuchte Trigheitsmoment 6, des Priifkérpers. Beim zweiten Ver-
such wurde @, um den genau bekannten Betrag 2m,- R? vermehrt. Es

1 auch ,,Direktionskraft‘¢ genannt.
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ergeben sich somit far die Berechnung die beiden Gleichungen:

T2 = 472 b, :
(373
T2 — 472 0o +2m, B2
2 Cu 3

Ty 60
T = 6,7+ 2m, R?

und somit:

. _ 2m, BT
(128) 0, = Ti— T3

Zahlenbeispiel: Bei einem Schwungrad wurden folgende Versuchs-
werte beobachtet :

1. Versuch: T, = 0,532 sec,

2. Versuch: m, = 918% kg(;:f , R =28cm,
T,=0,976sec.

Ergebnis: 0y = 2-10.784- 0,288 _ 6,75 cmkgsec? .

T 981 (0,953 —0,283)

34. Das Pendelverfahren.

Dieses Verfahren findet besonders dann mit Vorteil Anwendung,
wenn die Drehachse des Korpers, dessen Trigheitsmoment bestimmt
werden soll, exzentrisch liegt. Aber auch bei Korpern mit zentrischer
Drehachse, z. B. Rotoren von Elektromaschinen und dergleichen, ist
es durchfiihrbar. Nur mufl man bei diesen Korpern gemiB Abb. 75
eine Zusatzeinrich-
tung  verwenden.
Diese besteht im
wesentlichen  aus
zwei Schneiden, die
durch geeignete Hal-

Abb. 75. VersuchsmiBige Ermittlung des Massentrigheitsmoments ter mit den La’uf'

eines schweren Rotors durch Auspendeln mittels besonderer Vor- za,Pfen verbunden
richtung.

Auf die Laufzapfen werden mit Schneiden versehene Halter auf- werden. Die Schnei-
seklemmt. DIC Seneidenachue wid to wisgericiet, dat sie in don werden auf der

ReiBplatte genau in
eine Achse ausgerichtet und der genaue Abstand der Schneidenachse
von der Drehachse gemessen.

Vor Beginn des Versuchs mul durch Auswiegen oder dergleichen
der Schwerpunkt des Priifkorpers, insbesondere sein Abstand s von der
Pendelachse, genau ermittelt werden. Gleichzeitig stellt man das ge-
naue Gewicht G des Priifkorpers fest.

= B

= 3

/ e
f |
i
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Wie das Auswiegen des Schwerpunkts zweckmaBig zu erfolgen hat,
ist an dem Beispiel einer Pleuelstange aus Abb. 76 ersichtlich. Durch
jede der beiden Bohrungen der Pleuelstange schiebt man eine genau
passende Welle. Diese wird am einen Lagerkopf auf zwei ortsfeste
Schneiden aufgelagert, die senkrecht zur Achse der Welle verlaufen.
Die Welle des zweiten Lagerkopfes wird auf zwei Schneiden aufgebracht,
die auf einer Waagschale aufgestellt sind. Beim Einstellen des Versuchs
ist darauf zu achten, daB die Achse der Pleuelstange wihrend der
Wigung méglichst genau waagrecht steht, da sonst erhebliche MeB-
fehler unterlaufen. Ferner ist vor der Wigung P
das Gewicht der auf der Waagschale befestigten D
Schneiden sowie dasjenige der durch den Pleuel- N
kopf gesteckten Welle auszutarieren.

Die genaue Berechnung des Schwerpunkts er- BRI
folgt an Hand der Hebelgleichung. Ist I der ge- ‘ ‘ d

|

-
-
>

Abb. 77, Ermittlung
desMassentragheits-

moments einer
Abb. 76.  Ermittlung des Schwerpunkts einer Pleuelstange Pleuelstange durch
durch Auswiegen. Auspendeln,

naue Mittenabstand der beiden Lagerképfe der Pleuelstange, G ihr Ge-
samtgewicht und A der bei der Wigung festgestellte Lagerdruck des
einen Pleuelkopfes auf die Waagschale, so ist der Abstand des Schwer-
punkts von der Mitte des ortsfest aufgelagerten Pleuelkopfes:

(129) 5= l-%.

Nach Durchfiithrung dieses Vorversuchs hingt man den Priifkérper,
also z. B. die Pleuelstange, gem&f Abb. 77 pendelnd auf. Im vor-
liegenden Fall geschieht dies zweckméif8ig derart, daB durch den oberen
Pleuelkopf eine méglichst diinne Welle oder eine Schneide gesteckt
wird, die seitlich fest aufgelagert ist.

In diesem Fall hat man einwandfrei die GewiBheit, daB die Pende-
lung um die Berithrungslinie zwischen Pleuellager und Welle stattfindet.
Die Aufhingung kann auch in beliebiger anderer Weise erfolgen, jedoch
ist stets zu fordern, daB die Pendelachse, insbesondere ihr Abstand
vom Schwerpunkt, eindeutig und genau festliegt.
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Mit dieser Aufhdngung beobachtet man, &dhnlich wie beim GauB-
schen Verfahren, die Pendelzeit des Priifkérpers = T sec.

Auswertung: Der Prifkorper stellt ein physikalisches Pendel dar.
Nach der bekannten Formel betragt dessen Schwingungszeit 7' (firr Hin-
und Hergang):

3
s G’
wobei 0, das gesuchte Massentrigheitsmoment des Priifkérpers beziig-
lich der Schwingungsachse, s' der Abstand des Schwerpunkts von der
Schwingungsachse und G das Gewicht des Pendelkérpers ist. An Hand
dieser Gleichung findet man das gesuchte Massentrigheitsmoment zu:

7°
(130) Op = —3-5G.

4 n?

T=2n

Will man noch das Trigheitsmoment des Priifkorpers beziiglich der
zur gewdhlten Pendelachse parallelen Schwerpunktsachse wissen, so
hat man nur nétig, den Betrag m-s'2 von dem Betrage 0, abzuziehen,

so daB man findet:
G

(131) O = 03—3-3'2.

Zahlenbeispiel: Bei der Pleuelstange eines Flugzeugmotors wurden
folgende Versuchswerte ermittelt: @ = 2,9 kg, I = 32,5cm, 4 = 1,95 kg
und bei Aufhdngung im Kolbenbolzenlager mittels Schneide (d = 3,2 cm)
die Schwingungszeit von 7' = 1,18 sec. Dann ergibt sich:

4 195

s = l'"G_ = 32,5- 59 — 21,9 cm;
da
'=s+e=21,94+1,6=235cm,
. T2 1,182
so wird Op = 4508 G = T 23,5-2,9 = 2,41 cmkgsec?,
und 6, =05 — 20 %2 — 9,41 — 1,63 = 0,78 cmkgsec?,

III. Massenreduktionen und Theorie der Ersatzpunkte.
35. Massenreduktionen.
a) Stellung der Aufgabe.

In vielen technisch wichtigen Fillen hat man die Drehschwingungen
von unregelmiBig geformten Korpern zu berechnen. Als Beispiele seien
genannt: Schwinghebel von Ventilsteuerungen, Pleuel- und Exzenter-
stangen, Waagebalken, ganze Getriebeketten und dergleichen. In allen
diesen Fillen ist die Aufgabe gestellt, die Trigheitswirkung des Ge-
triebes auf einen bestimmten Punkt, z. B. den Angriffspunkt der Fede-
rung beim Ventil, vereinigt zu denken. Man macht dann die rechnerisch



Massenreduktionen und Theorie der Ersatzpunkte. 113

sehr bequem verwertbare Annahme, daf} eine Trigheitswirkung, die der
Trigheit der gesamten Getriebekette dquivalent ist, hervorgebracht
sei durch eine in dem Bezugspunkt nach Art eines ,,Massenpunkts®
konzentriert gedachte Masse. Diese Ersatzmasse bezeichnet man als
reduzierte Masse®. '

Das Verfahren zur Berechnung der reduzierten Masse beruht ge-
wissermafBen auf der Umkehrung der bei der Berechnung des Trag-
heitsradius benutzten Vorstellungen. Dort ging man von der bekannten
Masse des Gesamtkorpers aus und berechnete den sogenannten Trég-
heitsradius, d. h. den ideellen Abstand von der Drehachse, in dem man
sich die gesamte Masse des Korpers nach Art eines Massenpunktes ver-
einigt denken kann. Das so geschaffene Idealsystem besitzt dann das-
selbe Tragheitsmoment wie der ersetzte Kdorper.

Im vorliegenden Fall betrachtet man den Abstand des Bezugspunktes
von der Drehachse als gegeben und stellt sich die Aufgabe, die GroBe
der reduzierten Masse zu berechnen, die in dem Bezugspunkt angebracht
werden mul}, damit das Ersatzsystem das gleiche Trigheitsmoment
besitzt wie der ersetzte Korper oder die ersetzte Getriebekette.

Die Einzelheiten der an sich einfachen Berechnungsmethode werden
am besten an Hand einiger Zahlenbeispiele erldutert:

b) Berechnung der reduzierten Masse eines Hebels.

Man soll die reduzierte Masse des in Abb. 78 gezeichneten Schwing-
hebels einer Nockensteuerung berechnen. Als Bezugspunkt dient der
Angriffspunkt der Federung. Er besitzt von der
Drehachse des Schwinghebels den Abstand
a = 4,2 cm.

Das Trigheitsmoment des Schwinghebels
beziiglich seiner Drehachse wurde auf experi-
mentellem Weg durch Auspendelung zu
0 = 0,0093 cmkgsec? ermittelt. Das durch Aus-
wiegen gefundene Gewicht des Hebels betrigt
0,76 kg.

Man erhilt die Gro3e der reduzierten Masse,
wenn man das bekannte Trigheitsmoment 0
durch das Quadrat des gegebenen Reduktions-
hebelarms a dividiert. Es ist also:

. , Abb. 8. Massenreduktion an
. 0 _0,0093 0.00053 kgsec? cinem Schwinghebel.
red w176 7 ° I Tom

c) Berechnung der reduzierten Masse einer Pendelkette.

Man soll die reduzierte Masse der in Abb. 79 dargestellten Ge-
triebekette bestimmen. Als Bezugspunkt dient der Angriffspunkt der

Lehr, Schwingungstechnik 1. 8
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Federung. Er besitzt den Abstand @ von der Drehachse des Haupt-
hebels.

Als Vorbereitung fiir die Losung der Aufgabe ist es notwendig, die
Massen der einzelnen Getriebeteile sowie die Trigheitsmomente der um

Abb. 79. Massenreduktion an einer Getriebekette.

Drehachsen schwingenden Hebel beziiglich dieser Drehachsen zu be-
stimmen. Bei dem Getriebe des Beispiels, das in Ausfilhrung vorlag,
ergaben sich durch versuchsmifige Bestimmung folgende Werte:
Glied 1: Gewicht 0,780 kg
Tragheitsmoment beziglich der Drehachse 8; = 0,038 cmkgsec?,
Glied 2: Gewicht 0,215 kg
Glied 3: Gewicht 0,565 kg
Tragheitsmoment beziiglich der Drehachse 6; = 0,029 cmkgsec?,
Glied 4: Gewicht 0,135 kg
Glied 5: Gewicht 0,340 kg
Glied 6: Gewicht 0,620 kg (einschl. Gegen-Gewicht)
Tragheitsmoment beziiglich der Drehachse 8 = 0,0188 cmkgsec?,
Glied 7: Gewicht 0,176 kg.
Der Ubersichtlichkeit halber bilden wir vor Berechnung der endgil-
tigen Losung eine Zwischenlésung. Sie besteht darin, daB die Massen
der links und rechts am Haupthebel
angreifenden Getriebeketten zunichst
auf die Gelenkpunkte 4 und B des
Haupthebels reduziert werden, so daf3
also unsere erste Aufgabe darin be-
steht, gemaf3 Abb. 80 ein Ersatzsystem
zu schaffen, das aus dem Haupt-
Abb. 80. Massenreduktion der Getriebe- hebel 7 beSteht’ in dessen Gelenkpunk-
kette der Abb. 79 auf den Haupthebel 7. ten A und B die reduzierten Massen
Mred, und Mmreqy angebracht sind.
Wir beginnen mit der Reduktion bei Hebel 6 und reduzieren dessen
Masse auf den Angriffspunkt der nach dem Haupthebel fiihrenden
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Schubstange. Der betreffende Hebelarm besitzt den Wert I, = 8,5 cm.
Demnach findet man als reduzierte Masse des Hebels 6:
6, _ 0,0188 kgsec

Myg = Fl,‘; = 772’25 = O 00026 -

Die Masse der Kuppelstange 7 ibertragt sich in voller GroBe auf
den Gelenkpunkt 4 und wird noch um die reduzierte Masse des Hebels 6
vermehrt. Somit betrigt die reduzierte Masse:

Mred 4 — 0,00044 <8 kgs"c

In analoger Weise wird die Massenreduktion bei der in Punkt B an-
gelenkten Getriebekette durchgefithrt. Wir gehen aus von dem Hebel 3.
Hier verwenden wir als Reduktionshebelarm den Abstand des Gelenk-
punktes E der Schubstange 2 an Hebel 3, dessen Betrag I, = 5,5 cm
ist. Zunéchst ergibt sich demgeméB:

Mypy = 63 = 0,00096

3

Auf den gleichen Punkt miissen noch die im Gelenkpunkt D des Hebels 3
angreifenden Massen reduziert werden. Die hier angreifenden Massen 4
und 9 haben, bezogen auf den Drehpunkt des Hebels 3, das Triagheits-
moment (m, + m;)-17 (I, = 14,0 cm). Die Reduktion dieser Massen auf
den Punkt E geschieht durch Division dieses Tragheitsmomentes durch
das Quadrat des Abstands l;, so daBl die gesamte in Punkt £ konzen-
triert zu denkende Masse den Betrag besitzt:

kgseq

Mrea £ = 0,00314 4 0,00096 = 0,0041 kgse“

Diese Masse ubertragt ihre Tragheitswirkung unmittelbar auf den
Punkt B. Zwecks Erhalt der in B reduzierten Masse ist sie noch um
die Masse der Koppelstange 2 zu vergroflern, so daB} sich endgiiltig
ergibt:

kgsec?

Myea 3 = 0,0041 + 0,00022 = 0,00432 -

Nach Erhalt dieser ibersichtlichen Zwischenlésung hat man nur
noch nétig, die Gesamtmasse des erhaltenen Ersatzsystems auf den
Angriffspunkt der Federung, der den Hebelarm ¢ = 10,2 cm von der
Drehachse besitzt, zu reduzieren. Man erhilt das Ergebnis:

l; =96cm, Mred = - + M+ "”"‘;423'&;
l,= 3,2cm, -
= = (),000365 + 0,000390 + 0,000425

= 0,00118 £ k“"c

S*
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d) Massenreduktion bei einem Zahnradvorgelege.

Eine Dampfturbine, deren Laufer die Drehzahl n = 3000/min und
das Massentrigheitsmoment 6, = 19500 cmkgsec? besitzt, arbeite tiber
ein Pfeilradvorgelege! mit der Ubersetzung 1:30 auf die Schiffspro-

Abb. 81. Schema einer Schiffsturbinenanlage mit Marschgetriebe.

pellerwelle. Diese ist 30 m lang und besitzt einen Durchmesser von 500 mm.
Der Propeller hat die in Abb. 73 gezeichnete Form und das dort berech-
nete Massentriigheitsmoment von 210000 cmkgsec?. Es ist die Eigen-
schnelle des aus den Massen von Propeller- und Turbinenliufer und
der Schiffswelle als Fede-
rung gebildeten Drehschwin-
gungssystems zu berechnen 2.

Um die Rechnung durch-
fithren zu kénnen, ist es not-
wendig, zunichst ein Ideal-
system zu berechnen, beidem
die Trigheitswirkung des
Turbinenléaufers auf die Pro-
pellerwelle reduziert ist. In
welcher Weise die durch das
Zahnradvorgelege bedingte
Massenreduktion stattzufin-
den hat, erkennen wir, wenn wir uns das in Abb. 81 gezeichnete Ge-
triebe in Ruhe denken. Dann wirkt die Ubersetzung einfach wie ein
Hebelsystem. In Abb. 82 ist neben dem Getriebe das thm entsprechende
Hebelsystem schematisch gezeichnet. Am zweckmifBigsten erscheint

Abb. 82. Schema fiir die Massenreduktion beim Getriebe.

! Der Einfachheit halber ist in Abb. 81 ein Stirnradgetricbe gezeichnet.

2 Nach ,,Bauer. Schiffsmaschinen¢* kommt infolge des mitkreisenden Wassers
zu dem Massentragheitsmoment des Propellers noch ¢in Zuschlag von 1020,
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es, zunichst das Trigheitsmoment 65 der Turbine auf den Teilkreis
des langsam laufenden, mit der Propellerwelle starr gekuppelten Zahn-
rads zu reduzieren. Bei dieser Reduktion wollen wir das auch in Wirk-
lichkeit ganz unerhebliche Tragheitsmoment des Getriebes gegeniiber
demjenigen der Turbine vernachlissigen. Die Reduktion selbst wird in
genau der gleichen Weise durchgefiihrt, wie sie in Beispiel ¢) ausfiihr-
lich beschrieben war. Wir kénnen also das Ergebnis sofort hinschreiben ;

es lautet:
6r b kgsec?
Mred = a2 em

Demgemif ergibt sich das auf die Propellerwelle reduzierte Trig-
heitsmoment der Turbine zu:

2 b2 (l2 9
(132) Orm = mrea~dt =By o = 0 g2

((p = b Ubersetzung des Getriebes.)

a-c

Aus dieser Gleichung erkennen wir die wichtige Beziehung, daB die
Reduktion des Massentrigheitsmoments bei einem Zahnradvorgelege
durch Multiplikation des zu reduzierenden Trigheitsmoments mit dem
Quadrat des Ubersetzungsverhiltnisses erfolgt, einerlei in
welcher Weise  die
Ubersetzung  zustande
kommt.

In Abb. 83 ist das
ideelle Ersatzsystem un-
seres Drehschwingers ge-
zeichnet. Es besteht aus
der trigen Masse des

Propellers mit dem . .
.. . Abb.83. Ideelles Ersatzsystem einer Schiffsturbinenanlage
Tragheltsmomen‘c 01, = bestehend auseinem Schwungrad vomMassentrégheitsmomegné

P 2 des Schiffspropellers und einem Schwungrad vom reduzierten
210000 cmkgsec s der Massenti dgheitsmoment der Dampfturbine, die beide durch

: eine federnde Welle von den Abmessungen der Propellerwelle
auf (_he Propellerwelle miteinander verbunden sind.
reduzierten trigen Masse
des Turbinenliufers mit einem Massentrigheitsmoment von
6, = 17500000 cmkgsec® und der Elastizitit der Welle, deren Feder-

konstante sich nach der auf S. 87 angegebenen Formel berechnet zu:

J-G _ 614000-8-10° o 6 .
=" a0 = 164 - 108 cmkg.

Bei der Berechnung der Eigenschnelle des demnach vorliegenden
Zweimassendrehschwingungssystems gelten genau dieselben Uber-
legungen, wie sie auf S. 63 fiir das Zweimassensystem des translatorischen
Schwingers durchgefithrt wurden. Der einzige Unterschied besteht darin,

M=
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daB an die Stelle der Massen die Tragheitsmomente und an die Stelle
der Lingsfederung die Drehfederung getreten sind. Somit ergibt sich
als reduziertes Trigheitsmoment (Analogon zur reduzierten Masse des
translatorischen Schwingers) im vorliegenden Fall:

(133) 0., = B‘i";%f; — 207500 cmkgsec?

und die Eigenschnelle des vorliegenden Systems zu:

v =]/ = 28,1fsec (n* = 269/min) .
red

Die Betriebsdrehzahl des Propellers liegt bei n, = 95/min.

36. Aufgabenstellung fiir die Theorie der Ersatzpunkte.

Eine besondere Art der Massenreduktion ist in der Theorie der Er-
satzpunkte ausgebildet worden. Man versteht hierunter den Ersatz
eines beliebigen Korpers durch ein System von starr miteinander ver-
bundenen Massenpunkten, deren GréBe und Lage zueinander so zu
bestimmen ist, daB die von dem Ersatzsystem ausgehenden Wirkungen
in statischer und dynamischer Beziehung genau die gleichen sind wie
diejenigen des ersetzten Koérpers. Im einzelnen sind die Bedingungen
hierfiir folgende: :

1. Die Summe der Massen der Ersatzpunkte mufB} gleich der Gesamt-
masse des ersetzten Korpers sein.

2. Der Schwerpunkt des Ersatzsystems mull genau die gleiche Lage
besitzen wie der Schwerpunkt des ersetzten Korpers.

3. Das Massentriagheitsmoment des Ersatzsystems beziiglich der in
Betracht kommenden Schwingungsachsen muf3 genau gleich dem Trig-
heitsmoment des ersetzten Korpers sein.

Die Losung der gestellten Aufgabe gelingt dadurch, daBl man gemi3
den vorstehenden drei Bedingungen Gleichungen anschreibt, mit Hilfe
deren Lage und GréBe der Ersatzpunkte berechnet werden kénnen.

An sich kénnen beliebig viele Ersatzpunkte gewihlt werden. Doch
entspricht es dem gesetzten Ziel, die Anzahl der Ersatzpunkte auf ein
Minimum zu beschrénken. Im einfachsten Fall kommt man mit zwei
Ersatzpunkten aus; in der Regel wird man jedoch genétigt sein, drei
Ersatzpunkte zu wihlen. In seltenen Ausnahmefiillen sind vier Ersatz-
punkte notig.

37. Reduktion auf zwei Ersatzpunkte.

Setzt man sich das Ziel, den vorliegenden Kérper auf ein Ersatz-
system von nur zwei Massenpunkten zuriickzufithren, so kann man
nur die Lage des einen Ersatzpunktes vorschreiben, wihrend man in
der Wahl des zweiten Massenpunktes vollkommen freie Hand haben
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muBl. AuBerdem mufBl man die GréBe der beiden Massenpunkte so
wahlen konnen, wie es die Rechnung fordert.

Der Rechnung zugrunde gelegt werden folgende Bestimmungsstiicke
des zu ersetzenden Korpers:

1. Die Gesamtmasse m;

2. Der Abstand s, des ersten Ersatzpunktes m; von dem Schwer-
punkt des Koérpers;

3. Das Massentrigheitsmoment des Korpers beziiglich der Schwer-
punktsachse, die zu der in Betracht kommenden Schwingungsachse
parallel ist.

Wir beginnen die Rechnung mit der Aufstellung der drei vorge-
schriebenen Bedingungsgleichungen. Sie lauten:

1. my+my=m.
(134) 2. my - 8 =my-s,. !
3. my - st FmysE=0p=m-i2.
Hierbei bedeutet i den Trigheitsradius des Kérpers beziiglich der

in Betracht gezogenen Schwerpunktsachse.
Losung des Gleichungssystems: Aus

my, = m — m,

und
. ' My 8 == My~ Sg = M+ 8y — My * 8y
ergibt sich:
" — Mm-Sy
Vst sy
(135)
. — m-s;
2 81+ 82

2 2 1 2 _ 2
m-—2—sitm- - sZ=m
8 -+ 8 it S+ 8 2 5
oder:
8 2(8Lﬁ2,) — '2
8 + S,
Somit :
i2
(136) Sg = -.
51

Hieraus ist, da s, gegeben, s, zu berechnen.
Unter Einsetzen dieses Wertes in Gl. (135) ergibt sich endlich:

m-i2
= o5 .
§3 + i®

(137)

! Diese Gleichung besagt, dal sich die statischen Momente der Massen m,
und m, beziiglich des Schwerpunktes im Gleichgewicht halten.
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Die Handhabung dieser einfachen Formeln soll an Hand einiger
Beispiele gezeigt werden.

Beispiel: Reduktion des physikalischen Pendels auf ein
gleichwertiges mathematisches Pendel. Die vorstehend beschrie-
bene einfachste Moglichkeit, fiir den Krsatz eines Kérpers durch ein
System von zwei Massenpunkten, deren Verbindungslinie mit dem
Schwerpunkt des ersetzten Korpers in einer Geraden liegt, findet ihr klas-

sisches Beispiel in der Theorie des physikalischen

Pendels. Als solches bezeichnet man bekanntlich

einen an sich beliebig geformten Korper, der

gemidll Abb. 84 um eine nicht durch den Schwer-

punkt gehende feste Achse drehbar gelagert ist.

Die Durchfithrung der Reduktion gelingt an

Hand der soeben berechneten Beziehungen. Um

moglichst einfache Verhéltnisse zu erhalten, ver-

legen wir den ersten Massenpunkt m; in die Pen-

delachse, wahrend der zweite Massenpunkt m,

Abb. 84, Massenrequk-  auf der Verlingerung der Verbindungsgeraden
tion _beim Dhysikali- — der Pendelachse mit dem Schwerpunkt des Kor-
pers liegen mufl. Ihr Abstand vom Schwerpunkt

ist zu berechnen. Ferner ist die Gré8e der beiden Ersatzmassen anzugeben.
Die Gesamtmasse des Pendels ist m, die Entfernung des Schwerpunktes
von der Pendelachse = s, cm, das Massentrigheitsmoment des Pendel-
korpers um die zur Pendelachse parallele Schwerpunktsachse besitzt
den Betrag 0, der entsprechende Trigheitsradius den Wert i = V%
An Hand der in Gl. (136) errechneten Formel ergibt sich sofort der

gesuchte Abstand s, = ::, -
1
Die im Drehpunkt befindliche Ersatzmasse besitzt den Betrag

. m-i2

(138a) m, = S 2o

die im Punkt 2 anzubringende Ersatzmasse den Betrag
: - M

(138b) My =G

Hiermit ist die gestellte Aufgabe gelést, und das physikalische Pendel
ist ersetzt durch ein mathematisches Pendel, dessen Fadenlinge

2 e
s 4

1T

(138¢) L= +s=8+ =
8y 8y

ist. Die Masse des mathematischen Pendels, die an sich fiir die Berech-
nung der Eigenschnelle belanglos ist, besitzt den Wert m,, wihrend die
Ersatzmasse m; in der Pendelachse sich in Ruhe befindet, die Schwin-
gung also nicht beeinfluBt.



Reversionspendel. — Der Stofimittelpunkt. 121

38. Reversionspendel.

Befestigt man in dem Pendelkorper an der fiir die Ersatzmasse m,
berechneten Stelle, also auf der Verlingerung der Verbindungslinie
Drehachse—Schwerpunkt im Abstand s, vom Schwerpunkt eine zur
Pendelachse parallele Drehachse und 148t den Korper um diese schwin-
gen, so wird seine Eigenschnelle die gleiche sein wie im ersteren Fall,
da sich an der Pendellinge I; = s; -+ s, nichts dndert, wenn man s, mit s,
vertauscht. Ein Pendelkorper, der in der vorstehenden Art mit zwei
vertauschbaren Pendelachsen ausgeriistet ist, heifit ,,Reversions-
pendel®.

Zahlenbeispiel: Ein Flacheisen von ¢ = 400 mm Lénge, 6 = 100 mm
Breite, ¢ = 20 mm Dicke wird um eine zur Breitseite senkrecht ste-
hende Achse, die s = 100 mm vom Schwerpunkt entfernt ist, pendelnd
aufgehdngt. Es ist das Zweipunkt-Ersatzsystem zu berechnen, dessen
eine Masse in der Pendelachse liegt. Die Eigenschnelle des Pendels ist
anzugeben.

Als Konstanten des Pendelkorpers berechnen wir:

1. m=0,00635 ki‘e“

2. 0,= 12 - (402 4 102) = 0,9 cmkgsec?,
3. = V0’00£35: 11,90 cm .
Demnach ergibt sich fiir das reduzierte Pendel:
8= L; =10 — 1416 em,
g = bjr—lm — ﬁg 0,00635 = 0,00372 X8
My = s m = g T 0,00635 = 0,00263 kgse“

Die Liange des reduzierten Pendels betrigt demnach:

l; =8, + s, = 24,16 cm,

mithin die Eigenschnelle » = ’/Ii = 6,37/sec, d.h. das Pendel macht

. . 60 .
in der Minute 2* = 5— -» = 60,8 Schwingungen.

39. Der StoBmittelpunkt.

In der Technik spielt die Aufgabe eine wichtige Rolle, bei Himmern
und sonstigen Schlagwerkzeugen die Schneiden bzw. den Schlag-
mittelpunkt in dem Pendelkorper so zu legen, da8 die Drebachse, um
die der Hammer schwingt, durch die Schlige méglichst gar nicht be-
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lastet wird. Es gibt in dem Pendelkérper einen bestimmten Punkt, in

dem ein Schlag oder StoB derart ausgetibt werden kann, dafl die Achse

vollkommen kréftefrei bleibt. Es ist an Hand der Theorie der Ersatz-

punkte sofort moglich, die Lage dieses Punktes zu berechnen und ferner

auch in einfacher Weise anzugeben, welche Bewegung der vorliegende

Korper ausfiihrt, wenn er in diesem Punkt von einem Stof bestimmter
Intensitdat getroffen wird.

Zu diesem Zweck haben wir lediglich nétig, den vorliegenden Pendel-

kérper durch ein System von zwei Ersatzpunkten zu ersetzen, wobel,

wie bei dem bisherigen Beispiel, der erste Punkt

in die Drehachse gelegt wird. Die Lage des

zweiten Punkts im Pendelkorper bestimmt dann

den Stofmittelpunkt. Denn es ist ohne weiteres

klar, daB der Koérper, wenn er in dem Ersatz-

punkt m, getroffen wird, sich genau so verhilt,

als wenn lediglich die Masse m, vorhanden wére.

Voraussetzung hierbei ist allerdings, da der

Stof senkrecht zur Verbindungslinie m, —~m, aus-

gelibt wird. Weiterhin ist die Bewegung des

Korpers leicht zu berechnen, wenn man an-

nimmt, daBl fir die Bewegung lediglich die

Masse m, in Betracht kommt, so dafl man das

ganze Problem auf die Lehren von der Bewegung

des Massenpunktes zuriickgefithrt hat. Gerade

Abb. 85. Bercchnung des aus diesem Beispiel erkennt man, wie auBer-
StoBmittelpunktes bei einem . . . .. .
Pendelhammer. ordentlich niitzlich fiir praktische Berechnungen

e e ‘]‘(;:f‘;;’r;‘l die Theorie der Ersatzpunkte ist.

Zahlenbeispiel: Man soll fiir den Pendelham-
mer eines Pendelschlagwerks den StoBmittelpunkt berechnen, da mit
diesem Punkt die Mitte der Schlagschneide des Hammers zusammen-
fallen muBl, wenn bei den sehr starken Schligen die in Kugellagern
laufende Achse des Hammers auf die Dauer unbeschidigt bleiben soll.
Fiir die Berechnung des in Abb. 85 dargestellten Hammers sind fol-
gende Unterlagen gegeben:

kgsBc*)

a) Gewicht des Hammers G = 10,2 kg (m = 0,0104 om

b) Abstand des Hammerschwerpunkts von der Pendelachse
8 = 98,4 cm,

c) Tragheitsmoment 0, des Hammers beziiglich des Schwerpunktes:

(Es wurde in einem Schwingungsversuch gemaB S. 112 ermittelt, wobei
die Schwingungszeit 7' = 2,006 sec gefunden wurde.)

0, = 1.60 cukgsec?.
i = 12.4cem.
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Wir berechnen:

i2
8y =— =156 cm,

S1
L . 103 Kgsec®
my, = :?75?2 m = 0,162 10 om
2 2
My = M= 10,238 -10-3 K€%

Die Mitte der Schlagschneide mu3 somit von der Mitte Pendelachse
einen Abstand von I = s + s, = 99,96 cm besitzen. Ferner kann die
Gesamtwirkung des Hammers ersetzt gedacht werden durch eine im

kgsec?
em

StofSmittelpunkt konzentriert gedachte Masse vonm,= 10,238 -10-3-—=——

40. Reduktion auf drei Ersatzpunkte.

Nicht immer ist die Bestimmung des Ersatzpunktsystems derart
moglich, daB die Lage nur eines Ersatzpunktes, insbesondere sein Ab-
stand vom Schwerpunkt, gegeben ist, wihrend die Lage des zweiten Er-
satzpunktes frei gewdhlt werden kann. Nur unter dieser Voraussetzung
war die Bildung des Ersatzsystems durch nur zwei Massenpunkte mog-
lich. Ist dagegen die Lage von zwei Massenpunkten fest gegeben, so
wird das Ersatzsystem aus wenigstens drei Ersatzpunkten bestehen
miissen. In dem meist zutreffenden Fall, dafl die beiden Massenpunkte,
deren Lage gegeben ist, mit dem Schwerpunkt in einer Geraden liegen,
wird die dritte Masse zweckmiBig in den Schwerpunkt verlegt. An
sich erfolgt die Berechnung nach denselben Grundsitzen wie in dem
oben betrachteten Fall. Demnach lauten die Bedingungsgleichungen:

1.my + my + my =m.
(Summe der Ersatzmassen gleich der Masse des zu ersetzenden
Korpers).

2. My 8 =My S,

(139) (Der Schwerpunkt des Ersatzsystems mull die gleiche Lage
haben wie der Schwerpunkt des zu ersetzenden Korpers.)

3.my-8F 4 my-sE=10,=m-i2.
(Das Massentragheitsmoment des Ersatzsystems ist gleich
dem des zu ersetzenden Korpers.)

Die Losung wird in analoger Weise durchgefithrt wie die der auf
S. 119 gegebenen Gleichungen. Als Ergebnis finden wir:

m-i? o omeir . o
(140)  m, = 81 (81 + 8) 7 e = Sp (81 + 85) Mg = M <1 $1 82> )
Wieder soll an Hand einiger Zahlenbeispiele der Wert der Methode
gezeigt werden.
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Zahlenbeispiel 1: Die Pleuelstange eines Automobilmotors ist durch
ein Ersatzsystem, bestehend aus drei Massenpunkten, zu ersetzen. Dabei
soll Punkt 1 mit Mitte Kolbenbolzen, Punkt 2 mit Mitte Kurbelzapfen
und Punkt 3 mit dem Schwerpunkt zusammenfallen. Gegeben ist das
Gesamtgewicht der Stange mit G = 1,74 kg. Der Schwerpunkt besitzt
den Abstand s; = 16,2 cm von Mitte Kolbenbolzen und den Abstand
s, = 7,8 cm von Mitte Kurbelzapfen. Das in einem Pendelversuch er-
mittelte Trigheitsmoment beziiglich der zum Kolbenbolzen parallelen
Schwerpunktsachse ist 6, = 0,21 cmkgsec?, i = 10,9 cm. Demnach er-
geben sich nach den soeben abgeleiteten Formeln folgende Werte:

2
my = 0,54-10-3, my — 1,13-10-3, my = 0,10 - 10-3 X8~

Das der Pleuelstange entsprechende Ersatzsystem ist in Abb. 86 zu-
sammen mit der Pleuelstange
dargestellt.

Die vorliegende Massen-
reduktion besitzt den groB3en
Wert, daBl man auf Grund
derselben sofort tibersieht,
in welcher Weise die Masse
der Pleuelstange auf den os-
zillierenden und den rotie-
renden Anteil zu verteilen

AUD. 80, | Borhoung e Brsstmunktarstens der - ist, Die auf den Kolbenbol:
zen reduzierte Masse wird

mit ihrer vollen GréBe zu der Masse des Kolbens, also zur oszillieren-

den Masse zuzuschlagen sein. Umgekehrt wird die auf den Kurbel-
zapfen reduzierte Masse in voller GroBe als rein rotierende Masse mit
dem Kurbelzapfen vereinigt gedacht werden kénnen.

Die im Schwerpunkt verbleibende Restmasse m, ist meistens sehr
klein, so da es sich nicht lohnt, die verhiltnismiBig komplizierten
Riickwirkungen, die sich aus ihrer Bewegung ergeben, im einzelnen zu
erfassen. Man wird den wirklichen Verhiltnissen sehr nahekommen,
wenn man diese Masse nach MaBgabe der Schwerpunktslage, d. h. im
umgekehrten Verhiltnis der Hebelarme s; und s,, auf die oszillierende

bzw. rotierende Masse verteilt. Demgema® wire im vorliegenden Fall beim
oszillierenden Anteil der Pleuelstange eine Masse von 0,0325-10~3 Rgsec*
und beim rein rotierenden Anteil eine Masse von 0,0675-10~3
zuzufiigen, so dall man als Endergebnis erhilt:

kgsec?

Tem

2
kgsec hin-
cm

my = 0,5725

und
- kgsec?
mhy = 1.1075 -8
= cm
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Zahlenbeispiel 2: Gegeben ist eine massive guBeiserne Walze von
d = 400 mm Durchmesser und I = 1200 mm Léinge. Die Walze ist
durch ein Ersatzsystem zu er-
setzen, das aus zwei auf die Mitte
der beiden Lager reduzierten Mas-
sen und einer im Schwerpunkt der
Walze angebrachten Masse be-
steht. Die Mittenentfernung der
beiden Lager betrigt L = 1400 mm.
Durch Rechnung findet man:
1. @ = Gewicht der Walze =

1100 kg,
2. 0y = Tragheitsmoment der
L : _ Abb. 87. Berechnung des FErsatzpunktsystems
Walze bezughch einer Schwer einer guBeisernen Walze.

punktsachse senkrecht zur Dreh-
achse Gl. (119) = 1460 cmkgsec?; i = 36,1 cm, wobei das Gewicht der
Lagerzapfen vernachlissigt ist. Der Schwerpunkt der Walze liegt in der
Mitte zwischen den beiden Lagern.

Fir die GroéBe der Ersatzmassen findet man:

m-i2 1300 5 kgsec?
M = (5 sy 70140 L12=015—",
. m-iz 1300 . kgsec?
7n2 = 827(8*1;—72»)‘ = W 21,12 = 0,15 pr—
~{1— '> = ( _99‘1). — 0 g2 kewsee?
My = \1 8 8y m = |1 4900 1,12 =0.82 em

8§y =8y = T70cm.
Eine derartige Massenreduktion findet mit groem Nutzen Anwen-
dung bei der Betrachtung der Massenkopplung, wie sie im dritten Band
gezeigt wird.

41. Andere Miglichkeiten fiir die Durchfiihrung der
Ersatzpunktrechnung.

Liegen die beiden vorgeschriebenen Ersatzpunkte nicht in einer
Geraden mit dem Schwerpunkt, so muf8 auch der dritte Massenpunkt
auBerhalb des Schwerpunktes liegen, und zwar derart, daB er in die
durch die beiden festliegenden Ersatzpunkte sowie den Schwerpunkt
gehende Ebene zu liegen kommt. In diesem Fall wird die Berechnung
dadurch erschwert, dafl eine zweite Koordinate zu Hilfe genommen
werden muf}. Das Koordinatensystem, das in der durch den Schwer-
punkt und die beiden Ersatzpunkte festgelegten Ebene gezogen wird,
wird so gewihlt, daB sein Nullpunkt mit dem Schwerpunkt iiberein-
stimmt.
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Die im vorliegenden Fall notwendigen Bestimmungsgleichungen

1. m, +my,+ m;=m,
(141) l2a. m1~x1—,l—’m2-x2+m3-x3=0,1
]Qb- my Yy + My-yy +mg-y; =0,

3. my (2F + y3) - my (23 + y3) + my (2§ 4+ Y = m-i%.

Von diesen GréBen sind bekannt: m, i, %;, #,, ¥;, ¥». Gesucht werden:
Xy, Y3, My, My, My, Von diesen Werten kann x, oder y, frei gewéhlt
werden.

Bei der Wahl von «, ist zu beobachten, dal es nur innerhalb gewisser
Grenzen, die man sich leicht zeichnerisch klarmacht, gewihlt werden
kann. Werden sie iiberschritten, so wird die Gleichung unlésbar, da mg
negativ werden miillte, was unmoglich ist.

Die vorliegenden Ausfilhrungen wurden lediglich der Vollsténdig-
keit halber gegeben, um zu zeigen, dal man auch in komplizierteren
Fillen ein Ersatzpunktsystem planméBig berechnen kann. Nur aus-
nahmsweise wird man Gelegenheit haben, die hier gegebenen Formeln
zu benutzen. Im allgemeinen werden Schwerpunkt und Ersatzpunkte
in einer Geraden liegen.

Es gibt noch eine groBe Anzahl weiterer Varianten des Ersatzpunkt-
problems, die aber eine noch geringere praktische Bedeutung besitzen
und deshalb hier aufler acht gelassen werden sollen. Z. B. kann man
vorschreiben, dall beim Ersatz durch drei Massenpunkte simtliche drei
Massenpunkte gleiche Grolle besitzen sollen. Auch 148t sich das Pro-
blem durch Festlegen des dritten Punktes auf ein riumliches Problem
mit vier nicht in einer Ebene liegenden Ersatzpunkten erweitern.

C.Die Anwendung von Drehschwingungssystemen
in der Praxis.

42. Berechnung der Eigenschnelle der Unruhe einer Taschenuhr.

Ein anschauliches Beispiel eines Drehschwingers kleinster Ab-
messungen enthilt jede Taschenuhr in der sogenannten Unruhe. Diese
besteht gemafl Abb. 88 im wesentlichen aus einem kleinen Schwung-
rivcdchen, dessen Kranz einen AuBendurchmesser von etwa D, = 12 mm
und eine Dicke von H = 1 mm besitzt und dessen Achse mit Spitzen
versehen ist, die nahezu reibungsfrei in Achatpfannen laufen. Die fiir

! Beim zahlenmédBigen Anschreiben dieser Gleichungen sind die Vorzeichen
von x und y genau zu beachten.
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die Schwingung erforderliche Riickstellkraft erhilt das Ridchen durch
‘eine feine Spiralfeder, deren eines Ende an der Achse des Schwung-
ridchens befestigt ist, wihrend das zweite Ende am Gehéuse verkeilt
wird. Durch eine besondere Vorrich-
tung ist es moglich, die freie Lange
der Spiralfeder und damit die Eigen-
schnelle des Schwingers einzuregeln.
Fir den Betrieb der Uhr ist es
notwendig, daB die Unruhe genau
120 volle Schwingungen in der Mi-
nute ausfithrt. Sie muB somit

27
—=-120 Abb. 88. Unruhe einer Taschenuhr als
60 Drehschwingungssystem.

eine Eigenschnelle von » =

= 12,56/sec besitzen.
Wir stellen uns die Aufgabe, die Spiralfeder zu berechnen, die bei
den vorliegenden Abmessungen des Ridchens erforderlich ist, um die
vorgeschriebene Eigenschnelle zu erreichen.
Fiir die Berechnung der Federkonstanten ist das Tragheitsmoment
des Schwungriddchens anzugeben. Man findet fiir den Kranz:

Op = (Dt — DY) - H - ’; = 0,234 - 10~® cmkgsec? .

32
D, =12mm,
D, =10mm,
H= 1mm.

Hierzu kénnen wir iberschlagig fir das Tragheitsmoment von
Armen, Achse und Nabe 10% hinzurechnen, so daB sich das Gesamt-
tragheitsmoment zu

= 26 - —6 2
ergibt. 0 = 0,26 10-% cmkgsec

Demnach berechnet sich die erforderliche Federkonstante zu:
Cay = 0p -2 =0,26-10-%-158 = 41-10-% cmkg .
Zur Berechnung der Federkonstanten der Spiralfeder dient die be-
kannte Federformel der Festigkeitslehre!:

. oM,
(142) i
Hierbei bedeuten:

w = Verdrehungswinkel des Federendpunktes (im Bogenmalf),

{ = mittlere Lange der ausgestreckten Feder,

E = Elastizititsmodul des Federmaterials, im vorliegenden Fall
2,2-108 kg/cm?,
3
J = bTh)- = Flachentragheitsmoment des Federquerschnitts, bezogen

1 S. Hiitte Bd. 1, S.661. Ableitung A. Foppl: Technische Mechanik, Bd. 3
S. 2124f.
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auf die Achse, in welcher die Biegung des Federmaterials stattfindet,
d. h. also eine zur Drehachse des Schwungrads parallele, durch den
Schwerpunkt des Federquerschnitts gelegte Achse.

Aus Formel (142) berechnet man fir die Federkonstante den Wert:

M, E-J
(143) ey =St=0

Bei Berechnung der Feder wéhlen wir b = 0,3 mm als Breite des
Federmaterials, A = 0,056 mm als Dicke des Federmaterials und be-
rechnen die erforderliche Lange I. Wir finden fiir das Tragheitsmoment
den Wert:

3
J =003 297 —312.10-10 cm

und fir
_E-J _22-10°.312.10-1

l o A.10-¢ = 16,7 cm.

Die Feder ist in etwa 8 bis 9 Windungen aufgewickelt. Fiur die
Eigenschaften des Schwingers, insbesondere seine Eigenschnelle, ist
die Art der Aufwickelung gleichgultig, da die Federkonstante lediglich
durch die Gesamtlinge, das Trigheitsmoment des Querschnitts und
den Werkstoff des Federbandes bedingt ist. Beim Aufwickeln ist ledig-
lich darauf zu achten, daB die einzelnen Ginge nicht miteinander in
Berithrung kommen, derart, dal die Feder ,frei atmen‘ kann.

Beanspruchung des Federmaterials. Auch bei einer derartig kleinen
Feder ist es notwendig — da sie der Lebensnerv eines feinfiihligen MeB-
instruments ist —, dafiir zu sorgen, daBl die hochstzuldssigen Bean-
spruchungen nicht iiberschritten werden. Die erforderlichen Berech-
nungsgrundlagen sollen nachstehend gegeben werden. Die Bean-
spruchung ist im vorliegenden Fall eine Biegebeanspruchung. Wie bei
jedem auf Biegung beanspruchten Teil findet man als Biegebeanspru-

AM
chung &, = ——Wb—, wobei M, das Biegemoment und W das Widerstands-

moment des gebogenen Konstruktionsteils bedeutet. Im vorliegenden
Fall ist

b k? cy -6
M, =M;=cy-p und sz‘; ky = Mbh‘-;” .
. . E-J
Setzt man noch fiir ¢,, den in Gl. (143) angegebenen Wert ¢, — -
. . . bh?
ein, so findet man mit J = »15:

(144) ky="y 9.
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Mit den im vorliegenden Fall erhaltenen Werten ergibt sich somit:

2,2.-108.5.10-3
kb = VW Y = 329 Y kg/cmz .

Nehmen wir also z.B. einen Schwingwinkel von - 90° an, also
=5 so wird k, = 329-3 = 517 kgfem?.

Die fiir diesen kleinsten Drehschwinger hier gegebenen Uberlegungen
und Berechnungsformeln lassen sich sinngemaf auch fir Schwinger
groBerer Abmessungen anwenden, die mit Hilfe einer Spiralfeder ab-
gefedert sind. Z. B. findet sich ein derartiges System in dem bekannten
Torsiographen von Geiger.

43. Das ballistische Galvanometer.

Zweck des ballistischen Galvanometers ist es, den Impuls eines
Stromstofles und damit die Gréfle der Ladung eines Kondensators
oder einer Induktivitat zu messen. Nach den Lehren der elementaren

Mechanik bezeichnet man als Impuls oder Antrieb einer Kraftwirkung
den Wert:

t2
(145)  J= [P-dt kgsec,
151

d. h. die Summe der Produkte aus

der antreibenden Kraft und der

Zeit, wihrend der sie wirkte. In

Abb. 89 ist der Verlauf einer Kraft

in Abhéingigkeit von der Zeit darge-

stellt. Dann entspricht dem Impuls

der Inhalt der schraffierten Flache

unter der Kraftzeitkurve. Um die o

Richtigkeit dieser Behauptung ein- AbD. 89. h“nli(t}g?{gzeﬁ%r{?:fmlses aus der
zusehen, denken wir uns die Flache

in zahlreiche schmale Streifen von der Breite dt und der Héhe P zer-
legt. Der Inhalt eines solchen Streifens ist also:

dF = P-dt.
Die gesamte Fliche also
F=[dF=[P-d.

Die Summe geht in das Integral tiber, wenn wir uns d¢ unendlich
klein, also die Anzahl der Streifen unendlich gro8 denken. Ist die Ab-
hingigkeit P = f(¢) analytisch gegeben, so lat sich der Impuls leicht
durch eine Integration ermitteln.

Will man die Gréfle eines derartigen Impulses an Hand der Aus-

lenkung eines Schwingungssystems messen, so mufl man dafiir sorgen,
Lehr, Schwingungstechnik I. 9
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daB die Eigenschwingungsdauer des betreffenden Schwingungssystems

moglichst groB ist gegeniiber der Zeitdauer 7', innerhalb deren der

Impuls erfolgt. Diese Forderung sucht das ballistische Galvanometer

weitgehendst zu erfiillen. Es ist im wesentlichen ein Drehspul-Galvano-

meter, wie es allgemein als Milliamperemeter zur Messung von Gleich-

strémen bekannt ist. Der wesentlichste Unterschied gegeniiber dem

normalen Instrument besteht

darin, daB es eine ungewohn-

lich groBe Eigenschwingungs-

dauer besitzt und nicht ge-

dampft ist. Zu diesem Zweck

wird das Massentragheitsmo-

ment des Anzeigesystems, das

beim normalen Drehspulgerit

so klein wie méglich gehalten

wurde, kiinstlich vermehrt,

und zwar in der Regel gemiB

Abb. 90 durch Anbringung von

Bleimassen in geniigendem Ab-

stand von der Drehachse. Fiir

normale Messungen verwen-

det man Gerite, die eine Ei-

genschwingungsdauer 7', von

30 sec und somit eine Eigen-

schnelle von 0,21/sec besitzen.

Als Beispiel einer Messung

wollen wir die Bestimmung

der Ladung @ eines Konden-

sators (Leydener Flasche) be-

Abb. 90. Ballistisches Galvanometer. trachten. Der Kondensa‘tor’

der die Kapazitit C besitzt,

werde zundchst durch Anlegen an eine Spannung von e Volt, z. B.

an eine Akkumulatorenbatterie, geladen; sodann wird die Batterie

abgeschaltet und der Kondensator mit den Klemmen des ballistischen

Galvanometers verbunden. Durch Einlegen des Schalters 1iBt man

den Kondensator sich auf das Instrument entladen. Seine Ladung a8t
sich darstellen durch die Beziehung:

2
(146) Q=[i-dt.
0

Da der Strom ¢ in jedem Augenblick ein seiner GréBe proportionales
Drehmoment am Anzeigesystem des Galvanometers bewirkt, ist die
Ladung @ proportional dem mechanischen Drehimpuls, der wihrend
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der Entladung auf die Drehspule des ballistischen Galvanometers
ausgeiibt wird.

Die GroBe dieses mechanischen Drehimpulses J,; 1aB8t sich aus dem
groBten Auslenkungswinkel, den das Instrument durch die Entladung
erfahrt, berechnen. Der Winkel « ist bei geringer Diampfung des Instru-
ments so gro}, dal die gesamte, bei dem Impuls Gibertragene Energie
sich in potentielle Energie der Federung umgesetzt hat. Kennt man
einerseits die Eigenschnelle y des Schwingungssystems und anderer-
seits sein Massentrigheitsmoment 6 oder die Federkonstante c,, der
Abfederung, so ergibt sich folgende Beziehung:

Die bei dem Ausschlagswinkel « in der Federung aufgespeicherte
potentielle Energie betrigt:

(147) Apzﬁg.lz:hg.ﬁ.a;
Der Drehimpuls J,; ist der sogenannten BewegungsgréBe (Drall) 6 %Z%

gleichzusetzen, so daf3:

{f—lo:— = % = Winkelgeschwindigkeit am Ende der StoBperiode.

Diese Gleichung gilt genau nur unter der Voraussetzung, daB die
Impulszeit 7'y klein ist gegeniiber der Eigenschwingungsdauer 7', des
Schwingers, was bei dem ballistischen Galvanometer stets zutrifft.
Dann berechnet sich die durch den StoB eingeleitete kinetische Ener-
gie zu:

0 yda U3

(148) Ax=5 () =57

Unter Gleichsetzung dieses Wertes mit dem in Gl. (147) fiir 4, ab-
geleiteten Wert ergibt sich:

Ji 0 .
2.9 2 V%
und
(149) Ja=0w0a.

Aus dieser Beziehung erkennt man die wichtige Tatsache, daB der
zu messende Drehimpuls J, dem Ausschlag « proportional ist. Die Kon-
stanten des Instruments 6, » sowie die durch das Magnetfeld und die
Wickeldaten der Spule gegebene Auslenkungskonstante werden in
einer gemeinsamen Instrumentenkonstanten vereinigt, die stets
durch empirische Eichung ermittelt wird. Demgemi8 kénnen wir
endgiiltig aussagen, daB die zu messende Ladung

t

(150) @ = [ i-dt = Konstante - «
)

ist.

g*



132 Drehschwinger.

Die hier fiir das ballistische Galvanometer abgeleitete Beziehung
zwischen einem DrehstoBl J; und der zugehérigen Auslenkungsampli-
tude o eines Drehschwingungssystems gilt ganz allgemein fiir Dreh-
schwinger beliebiger Art.

44. Die Eigenschwingungen des Polrades einer
Synchronmaschine.

Bei Synchronmaschinen, z. B. Drehstrom-Synchronmotoren, werden
Storungserscheinungen beobachtet, die auf mechanische Drehschwin-
gungen des Polrades zuriickzufithren sind. Diese iiberlagern sich der
gleichformigen Drehbewegung des Motors, welche durch das mit der
Netzfrequenz umlaufende Drehfeld gegeben ist.

Die Pendelungen sind deshalb sehr unangenehm, weil sie bei Ver-
wendung des Motors zu Antriebszwecken einen sehr schlechten Gleich-
formigkeitsgrad bedingen und bei Verwendung der Synchronmaschine
als Generator heftige Pendelungen der Spannung im Gefolge haben.

Wir wollen untersuchen, auf welche Weise die Schwingungen zu-
stande kommen und ihre Eigenschnelle an Hand der Konstruktions-
daten der vorliegenden Maschine vorausberechnen. Bekanntlich kommt
die Wirkungsweise des Synchronmotors dadurch zustande, daB das
durch Gleichstrom magnetisierte Polrad von dem im Stator durch den
Drehstrom gebildeten Drehfeld unter Vermittelung magnetischer Krifte
mitgenommen wird. Diese Krifte sind bestrebt, die magnetische Mittel-
ebene des Polrades, das bei unserer Untersuchung der Einfachheit
halber als zweipolig angenommen sei, stets mit der Drehfeldachse in
Ubereinstimmung zu halten. Wird durch irgendwelche Ursachen diese
Ubereinstimmung gestort, so wird ein magnetisches Riickstellmoment,
das sogenannte ,synchronisierende Moment*, wachgerufen, das pro-
portional mit dem Winkel o zwischen der magnetischen Mittelebene
des Polrades und der Drehfeldachse anwichst. Dieses Riickstellmoment
besitzt demnach die typischen Eigenschaften einer mechanischen
Federung.

Ein anschauliches Bild von den Vorgingen erhalten wir, wenn wir
uns das mechanische Analogon des Synchronmotors aufzeichnen. Dies
ist in Abb. 91 geschehen. Der duBere Ring, der mit der synchronen Ge-
schwindigkeit des Drehstromnetzes umlaufen soll (d. h. also bei einem
Netz mit 50 Perioden je Sekunde und zweipoliger Wicklung des Motors
mit #* = 3000/min), verkérpert das Drehfeld. In seinem Innern ist das
Polrad eingelagert. Es wird in dem mechanischen Modell durch die
elastischen Kréifte der Federn ¢ mitgenommen. Diese treten an die
Stelle der magnetischen Krifte, welche zwischen Drehfeld und Pol-
rad in Erscheinung treten. Wird die Polradmittelebene (magnetische
Mittelebene des Polrades) gegeniiber ihrer Ruhelage relativ zum ro-
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tierenden &uBeren Ring (Drehfeldachse) ausgelenkt, so entstehen an
den Federn ¢ Riickstellkrifte, welche das Polrad in seine Mittellage zu-
rickzufithren suchen. Sie bilden die unmittelbare Analogie zu den
magnetischen Riickstellkriften (dem synchronisierenden Moment),
welche bei Winkelabweichung zwischen der magnetischen Mittelebene
des Polrades und der Drehfeldachse auftreten.

Um die Eigenschnelle der Schwingungen des Polrades relativ zur
Drehfeldachse zu berechnen, ist es vor allem nétig, die Federkonstante

Abb. 91. Mechanisches Modell des Synchronmotors.

des synchronisierenden Moments auf Grund der Abmessungen des
Motors zu ermitteln. Wir gehen aus von den Grunddaten des Motors,
namlich:
a) seiner Leistung N, in Watt,
b) seiner synchronen Drehzahl n/min.
Demgemif besitzt der Motor bei Vollast ein Drehmoment von:
* . V. .
(151) M, emkg = O 102 Vw60 _ g7 5 N
N = Leistung des Motors in cmkg/sec. Da 1 Watt = 10,2 cmkg/sec,
so ist N = 10,2 N, cmkg/sec.
2n-n
60
Zahlenbeispiel: Ein Synchronmotor besitzt eine Leistung von

Ny = 10000 Watt bei einer Drehzahl von n = 3000/min, dann be-
rechnet sich sein Vollastdrehmoment zu:
_ 10000

M;=975 000" — 325 cmkg.

w. = Winkelgeschwindigkeit der synchronen Drehzahl —

War die Maschine mit dem gleichbleibenden Drehmoment von
M ; cmkg belastet und zeigte dabei einen mechanischen Verschiebungs-
winkel « zwischen der magnetischen Mittelebene des Polrades und
der Drehfeldachse, so ist die gesuchte Federkonstante der magnetischen
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Riickstellkraft des Drehfeldes definiert durch die Gleichung:
(152) oy = 24 cmkg .

Unter Wirkung des konstanten Drehmoments M,; muB sich die ,,ela-
stische Federung des Magnetfelds® (s. Analogon in Abb. 91) so lange
spannen, bis Gleichgewicht eintritt, also:

cyro=M,.

Anmerkung. Um MiBverstindnisse zu vermeiden, legen wir ausdriicklich
fest, daB ¢y die Federkonstante des Riickstellmoments ist, also nicht etwa
die Federkonstante der Linearfederung der Vergleichsfedern im Bilde der Abb. 91.

Um die Federkonstante ¢,, des synchronisierenden Moments zu be-
stimmen, ist es also lediglich notig, den mechanischen Auslenkungs-
winkel « zwischen Polradachse und Drehfeldachse in Abhéingigkeit
vom Drehmoment M, zu ermitteln. Es ware an sich moglich, diese
Abhéngigkeit aus den Abmessungen und den Wickeldaten der vor-
liegenden Synchronmaschine zu berechnen. Dieser Weg ist jedoch
dullerst mithsam. Auf viel einfacherem Weg gelingt die Berechnung
durch Betrachtung des elektrischen Spannungsdiagramms der Synchron-
maschine.

Bezeichnen wir mit e den Vektor der Netzspannung, der stets in
Phase mit dem Drehfeld umliuft, mit ¥ den Vektor der EMK (elektro-
motorischen Kraft) des Motors, der stets in Phase mit der magnetischen
Mittelebene des Rotors liegt?, so wird der Winkel zwischen V und e
den gesuchten Verdrehungswinkel 4, in elektrischen Graden gemessen,
darstellen.

Bei einer zweipoligen Maschine sind die elektrischen Grade gleich
den mechanischen Graden. Bei mehrpoligen Maschinen mit z Pol-
paaren gilt die Beziehung:

(153) P=2z a.

In erster Naherung kann man die absolute GroBe von V = e an-
nehmen. Dann zeigt das Vektordiagramm die in Abb. 92 gegebene
Form.

Die infolge der Phasenverschiebung ¥ zwischen ¥V und e entstehende
geometrische Differenz wird durch die Summe des Ohmschen und
induktiven Spannungsabfalles, der in der Wicklung des Stators ent-
steht, ausgeglichen. Bei der vorliegenden Berechnung kénnen wir den

1 Die elektromotorische Kraft, auch »Gegenspannung‘ des Motors genannt,
kommt dadurch zustande, daB das Polrad, welches durch Gleichstrom erregt ist,
bei der Rotation in den Wicklungen des Stators Spannungen induziert, genau so,
wie wenn der Stator einem Generator angehorte. Diese Spannungen sind die not-
wendige Gegenwirkung zu der aufgedriickten Netzspannung. Sie stehen zu dieser
im gleichen Verhiltnis wie Wirkung und Gegenwirkung bei einem mechanischen
System.
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Ohmschen Spannungsabfall vernachléssigen, da er bei Wechselstrom-
maschinen stets wesentlich kleiner ist als der induktive Spannungs-
abfall. Ist ¢ der von dem Motor aufgenommene Strom in Ampere und
%, der induktive Widerstand des Motors, so berechnet sich bekanntlich
der induktive Spannungsabfall zu:

Veo=1.2,.

Der Strom ¢ muB nach einem Grundgesetz der Wechselstrom-
technik stets um 90° gegen den induktiven Spannungsabfall phasen-
verschoben sein. Demgemé&f ergibt sich die in Abb. 92 .
eingezeichnete Richtung des Stromvektors. Sie fallt .'_;Uf""a‘” w's
mit der Winkelhalbierenden zwischen V und e zu-
sammen. Aus dem Vektordiagramm der Abb. 92 148t
sich unmittelbar folgende Beziehung ablesen:

. . D
12, =2-€-8In—,

2
. 2:¢ . O
(154) t=—-sing.

Da der Strom ¢ gegen die Netzspannung e, wie
aus der Abb. 92 hervorgeht, um den elektrischen

. @ . . . Abb. 92. Vektordia-
Winkel -5- phasenverschoben ist, berechnet sich die gramm des Synchron-

. . motors.
Leistung je Phase des Synchronmotors zu:

Ny=i-coosd =2 g & L
1= €08 5 =~ —-8in - cos 5.

. . . . 9 . B 9
Da. # ein kleiner Winkel ist, kann man cos 5 = 1 und sin 5 = 12~ setzen,

dann ergibt sich:
(155) N, = L d.

xa

Der Wert #, wird an Hand des sogenannten ,,KurzschluBversuchs*
ermittelt, d. h. der Stator wird je nach der Spannung im Stern oder
im Dreieck kurzgeschlossen. Der Rotor wird bei Motor und Generator
mit der synchronen Drehzahl angetrieben. Seine Erregung (Gleich-
strom) wird so eingestellt, daB in den Wicklungen des Stators ein
Strom entsteht, der etwa gleich dem Normalstrom der Maschine ist.
AuBerdem wird die bei der eingestellten Erregung auftretende Klemmen-
spannung e, gemessen. Sie wird als ,,KurzschluBspannung* bezeichnet.
Aus dem KurzschluBversuch laBt sich der induktive Widerstand z,
berechnen zu:

(156) 2, = <X Ohm.
[3:4
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Hiermit ergibt sich die Leistung je Phase zu:

ez'ix

N =2
1—':?“-'19\: oﬁ.

(74
Die Leistung des Gesamtsystems, das drei Phasen enthilt, ist das
Dreifache dieses Wertes, also:

(157) N,=35"%. 4.
54

Als Ergebnis des KurzschluBversuchs wird in der Regel die so-
genannte ,,KurzschluBleistung V4. angegeben. Man versteht darunter
das Produkt aus der Normalspannung ¢ des Generators oder Motors,
der Anzahl der Phasen und dem KurzschluBstrom i., der eintreten
wiirde, wenn die Erregung des Polrades beim KurzschluBversuch so
gewidhlt wiirde, dall die Spannung e, gleich der Normalspannung
wird. (Dieser ,ideelle KurzschluBstrom ¢  ist natiirlich wesentlich
hoher als der Normalstrom.) Mit Einfithrung dieses Wertes in Gl. (157)
ergibt sich, da jetzt e, = e:

(158) Ny=VAg-9; da: VAg=3e-ix.
Nach Gl (151) ist das Drehmoment:

VAg

(159) M, = 97,5N—;’ =97,5°2% - Y omkg .2

Somit ergibt sich die gesuchte Federkonstante des synchroni-
sierenden Moments, das die magnetische Mittelebene des Polrades
mit der Drehfeldachse in Einklang zu bringen sucht, zu:

(160) Cy = %’ = 97,5 &:5 cmkg.

Diese Formel gilt natiirlich nur fiir zweipolige Maschinen. Besitzt
die Maschine z Polpaare, so entspricht dem mechanischen Winkel &

der elektrische Winkel o = g, so daf3 die Formel fir die Federkonstante
lautet:

| . |
(160a) | ox =975 V452 e |

! Den Maschinenbauer wird die vorliegende, dem Elektriker gelaufige Be-
handlungsweise zunichst etwas befremden. Er moge sich jedoch klarmachen, da8
die KurzschluBleistung eine Konstante ist, die jeder elektrischen Maschine bei-
gegeben ist, genau so wie ihre Leistung und ihre synchrone Drehzahl. Es handelt
sich also um eine Grofe, die sofort greifbar ist. Der Zweck der vorliegenden Aus-
fithrungen war, zu zeigen, wie es an Hand dieser einfachen, stets bekannten GroBe
méglich ist, ohne groBere Berechnungen auf Grund einer einfachen Beziehung die
gesuchte Federkonstante des Synchronmotors zu ermitteln. Allerdings setzt das
Verstiandnis der vorliegenden Ausfithrungen voraus, daB der Leser die Grund-
begriffe der Elektrotechnik beherrscht.
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Zur Berechnung der Eigenschnelle des Polrades brauchen wir jetzt
lediglich noch das Massentragheitsmoment des Polrades zu kennen,
das rechnerisch, oder wenn das Polrad in Ausfithrung vorliegt, nach
einem der auf Seite 108ff. beschriebenen Verfahren versuchsmiBig fest-
gestellt wird. Es sei 6 cmkgsec?, dann berechnet sich die Eigenschnelle zu:

Cy

Yy = 6 "

Zahlenbeispiel: Es ist die Eigenschnelle der Pendelung des Pol-
rades eines 60-poligen Synchronmotors zu berechnen, der eine Leistung
von N, =500kW und eine synchrone Drehzahl von n = 100/min
besitzt. Die KurzschluBleistung der Maschine ist mit V4, = 1560-10°
Volt-Ampére angegeben. Das Polrad besitzt ein Massentrigheitsmoment
von:

6 = 490000 cmkgsec?.

Die Federkonstante des synchronisierenden Moments berechnet sich
nach Gl. (160a) zu:

1560 - 10° _ ,
W* .30 = 4,57 - 10 kag .

Somit findet man eine Eigenschnelle von

]/4,57-107 _
Y= m = 9,65 ]./SGC ,

entsprechend einer minutlichen Eigenschwingungszahl von n* = 92/min
und einer Periodendauer von

Cy = 97,5'

T=2v—n=0,65sec.

45. Die Theorie der Balkenwaage.

Eine wichtige praktische Nutzanwendung findet die Theorie der
Drehschwingungen bei der Balkenwaage. Die wichtigste Bestimmungs-
groBe jeder Waage ist ihre Empfindlichkeit. Sie ist definiert durch
das Verhiltnis des Ausschlagwinkels o des Waagebalkens, der durch
eine bestimmte, auf eine der beiden Waagschalen aufgelegte Masse m,
erzeugt wird, und dem Gewicht von m,-g dieser Masse. Es 1aBt sich
zeigen, daB die Empfindlichkeit einer Waage dem Quadrat der Eigen-
schnelle, mit welcher der Waagebalken schwingt, umgekehrt proportional
gesetzt werden kann. Hierbei wird Reibungslosigkeit des Schwingungs-
systems vorausgesetzt.

In Abb. 93 ist das Schema einer gleicharmigen Balkenwaage dar-
gestellt. Die Schneiden fiir die Pfannen der Waagschalen liegen genau
in einer Geraden mit der Unterstiitzungsschneide. Die beiden Ab-
stinde der Schneiden fiir die Waagschalen von der Unterstiitzungs-
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schneide sind genau gleich gro und = I, cm. Der Schwerpunkt des
Waagebalkens, der die Masse m, und das Tragheitsmoment 0, be-
sitzt, liegt um den sehr kleinen Betrag s cm unterhalb der Unter-
stiitzungsschneide. Die Waagscha-
len besitzen je die Massen m,.
Der Waagebalken stellt ein
physikalisches Pendel, also wie
dieses ein Drehschwingungssystem
dar. Die Riickstellkraft dieses
Systems wird durch die Schwer-
kraft gebildet. IThre Federkon-
stante ist das Produkt aus dem
Gewicht G des Balkens und dem
Abb. 93. Ermittltﬁglkg;‘rv al';gxez.)findlichkeit einer Ahgstand des Schwerpunkts von
der Unterstiitzungsschneide = s.
Denn bei einer Auslenkung aus der Ruhelage um den Winkel o sucht
das Riickstellmoment M,=G-s-sina den Balken in die Ruhelage
zuriickzudrehen; da o stets ein sehr kleiner Winkel ist, kann man
sin ¢« = « setzen, so daB:

und Mp=0G-s-a

_ MUz

(161) o ==L =Gs.

Das Triagheitsmoment des gesamten Wiegesystems berechnet sich zu:
Og = 0y + 2m,-12.

Um bei Berechnung der Empfindlichkeit der Waage alle Ein-
flisse, insbesondere die Wirkung der trigen Masse, bequem iiber-
sehen zu kénnen, ersetzen wir das vorliegende System nach der Ersatz-
punktmethode durch ein KErsatzsystem von 2 Massenpunkten, von
denen der eine mit der (in der Mitte des Waagebebalkens liegenden)
Unterstiitzungsschneide zusammenfillt, also auf das Gleichgewicht ohne
EinfluB bleibt, wahrend der zweite Massenpunkt auf der verlingerten
Verbindungsgeraden von Unterstiitzungsschneide und Schwerpunkt
liegt. Nach Durchfithrung dieses Ersatzes des Balkens durch 2 Massen-
punkte kénnen wir den Balken selbst als masselos ansehen. Die GroBe
der Ersatzmasse m;; und ihr Abstand s;; von der Unterstiitzungsschneide
berechnet sich auf Grund der bei der Theorie der Ersatzpunkte er-
mittelten Formeln [siche GI. (136) und (137)] zu:

i 1 s 1
=mW =mW'

i
—+1
s+

'2
(162) sg = — und mn—m,,,-shﬂl_i2 o
1 Da s gegen sy verschwindend klein ist, also 1 gegen % vernachlassigt
werden kann.
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wobei unter i der Trégheitsradius des Waagebalkens zu verstehen ist:
= V@Viz—@'
my

Andererseits ergibt sich nach der Theorie des mathematischen Pendels
[s. Gl. (30)] die Eigenschnelle des Waagebalkens zu:

(163) y = VE.

Denn nach Durchfithrung der Ersatzpunktmethode ist das ganze
Waagensystem gewissermafBen ersetzt durch ein mathematisches Pendel
von der Lénge s; und der Masse m.

Zur Berechnung der Empfindlichkeit der Waage miissen wir von
der statischen Gleichgewichtsbedingung ausgehen. Diese besagt, daB
das statische Moment einer Zusatzmasse Am gleich dem durch die
Auslenkung des Balkens um den Winkel « entstandenen Riickstell-
moment ist. Es ergibt sich somit die Beziehung:

my-grsea=1-Adm-g
und die Empfindlichkeit:
e 4L
& = ﬂ = m .
Fiir s konnen wir gemifB Gl. (162) setzen:

B 2. p2

8 -
S )

Da gemif Gl. (163) s;; = 792 .

>

Somit ergibt sich fiir die Empfindlichkeit die endgiiltige Beziehung:

(164) e 9 h

my - i - v2’

d.h. die Empfindlichkeit einer Balkenwaage ist dem Qua-
drat ihrer Eigenschnelle umgekehrt proportional, so daB
letztere als MaB der Empfindlichkeit benutzt werden kann. In der
Praxis wird in der Regel die Eigenschnelle bei kleineren Waagen mit:

vy =10,6+0,8 Ifsec (ca.6--8 Schwingungen/min),
bei groBen Waagen mit:

v =10,2-+-0,4 1fsec (ca.2--4 Schwingungen/min).
als praktisch erreichbares Optimum gewiahlt.

46. Schwingungen von Schwimmkorpern in ruhendem Wasser.

Eine sehr interessante Anwendung findet die Theorie der Dreh-
schwingungen bei Berechnung der Eigenschnelle, mit welcher Schwimm-
kérper in ruhendem Wasser pendeln. Bevor die praktische Anwendung



140 Drehschwinger.

bei Schiffen gezeigt wird, sei das Wesen des Vorganges an dem ein-
fachen Beispiel eines schwimmenden Holzklotzes erértert.

Ein Holzklotz aus Kiefernholz (spez. Gewicht y, = 0,6-10-3 kg/cm?)
und den Kantenlingen ! = 80 cm, 4 = 30 cm, b = 40 cm, schwimme
in einem Wasserbehilter mit ruhendem Spiegel. Der Holzklotz werde
durch Drehen um seine Léngsachse aus der Gleichgewichtslage aus-
gelenkt und dann losgelassen. Er fithrt nunmehr Drehschwingungen
um seine Lingsschwimmachse aus, deren Eigenschnelle berechnet
werden soll.

Hierbei miissen zwei Bestimmungsstiicke bekannt sein, ndmlich:

a) Das Massentragheitsmoment, welches der Holzklotz hinsichtlich
seiner Langsschwimmachse besitzt und dessen Berechnung keine Be-

sonderheiten mit sich bringt.

b) Das spezifische Riickstell-
moment ¢, (die Drehfederkon-
stante), welches das Wasser auf
den Holzklotz ausiibt, wenn er
aus seiner Gleichgewichtslage her-
ausgedreht wird. Die Berechnung
dieses Wertes soll nunmehr vorge-
nommen werden.

Zu diesem Zweck wollen wir
zunichst feststellen, welches Riickstellmoment M, den Kdérper in seine
Gleichgewichtslage zuriickzudrehen sucht, wenn seine ,,Schwimm-
ebene (d. h. die im Ruhezustand durch die Ebene des Wasser-
spiegels — die wir in Zukunft mit ,,Spiegelebene” bezeichnen —
herausgeschnittene Querschnittebene des Schwimmkérpers) den Winkel ¢
mit der ,,Spiegelebene’‘ bildet. M, wird, wie Abb. 95 erkennen
1a8t, durch folgende zwei Krifte hervorgerufen:

A. Das Eigengewicht G des Schwimmkérpers, das im Schwer-
punkt G' des Schwimmkérpers angreift und senkrecht zur jeweiligen
Spiegelebene nach abwirts wirkt.

B. Den Auftrieb A4 der verdringten Fliissigkeitsmenge, der stets
gleiche GréBe besitzt wie G und im Schwerpunkt S, des verdringten
Fliissigkeitsvolumens senkrecht zur Spiegelebene nach oben hin
wirkt.

4 und @ sind somit 2 gleich grofle, stets parallel, aber entgegen-
gesetzt wirkende Krifte. Sie bilden, wenn der Schwimmkérper ausgelenkt
ist, ein Kréftepaar, das Riickstellmoment M ,. Der Gleichgewichtszustand
des Schwimmkoérpers ist stabil, wenn M, den Priifkérper in die ur-
spriingliche Gleichgewichtslage zuriickzudrehen sucht, labil, wenn M,
im selben Drehsinn wie die Auslenkung wirkt, also die Auslenkung
zu vergroBern sucht, und indifferent, wenn M, fir jeden Aus-

Abb. 94. Schwimmender Holzklotz in Ruhelage.



Schwingungen von Schwimmkérpern in ruhendem Wasser. 141

lenkungszustand gleich Null bleibt!, d.h. der Korper in jeder Lage
im Gleichgewicht ist.

Von groter praktischer Bedeutung ist die Tatsache, daB das
Gleichgewicht nicht nur dann stabil ist, wenn S unterhalb von S, zu
liegen kommt. Auch bei umgekehrter Lage wird bei geeigneter Form
des Schwimmkorpers eine gute Stabilitit erreicht. Der Schiffbau hat
es fast stets mit dem letzteren Fall zu tun. Er hat ein einfaches, an-
schauliches Kennzeichen fiir die Beurteilung der Stabilitit ausgebildet,
das sogenannte ,,Metazentrum®. Als solches bezeichnet man gemif
Abb. 95 den Schnittpunkt, welchen die Wirkungslinie des im Schwer-
punkt 8}, des Flissigkeitsvolumens bei ausgelenktem Schwimmkérper
angreifenden Auftriebs 4 mit der ,,Mittelebene* (d. h. der durch den
Schwerpunkt gehenden, zur
,,Schwimmebene‘‘ senkrech-
ten Langsschnittebene des
Korpers) bildet. Abb. 95
zeigt, daB das von 4 und
G gebildete Kriftepaar auf-
richtend wirkt, solange das
Metazentrum oberhalb des
Schwerpunktes S liegt. Dies
ist bei geeigneter Form des Abb. 95. Entstehung des Riickstellmoments (Stabilisie-
Schwimmktirpers durchaus rungsmoments) bei A(lﬁégg}lf:engic?;zlaHgg%zklotzes aus der
auch dann der Fall, wenn S
oberhalb von 8, angeordnet ist. Als MaB der Stabilitit dient die

,»,metazentrische Héhe H,,, d.h. die Strecke SM. Im einzelnen ergibt
sich gemaBl Abb. 95 fiir das Riickstellmoment M, die Beziehung:

Mp=G-SM-sing =~G-SM-¢, (da ¢ ein kleiner Winkel)

165) -
( cM=9§pi’=G-SM.

Statt M, und ¢, durch Ermittlung des Metazentrums, die stets auf
zeichnerischem Weg erfolgt (Konstruktion des Schwerpunkts §; der
verdrangten Flissigkeitsmenge bei ausgelenktemnm Schwimmkérper), zu
bestimmen, kann man diese Werte auch nach einer Formel berechnen,
die eine sehr bequeme Handhabung gestattet und zum erstenmal
von dem Physiker Atwood 1796 angegeben wurde. Thre zweckmaBige
und anschauliche Herleitung gelingt an Hand eines Kunstgriffs, dessen

1 Letzteres wird z. B. dann der Fall sein, wenn der Kérperschwerpunkt und
der Fliissigkeitsschwerpunkt bei der Auslenkung beide ihre Lage relativ zur Spiegel-
ebene nicht dndern. Man denke z. B. an eine schwimmende Holzwalze bei Drehung
um ihre Langsachse.
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Einzelheiten man sich an Hand der Abb. 96 u. 97, insbesondere
durch Vergleich mit Abb. 95, klarmachen moge. Abb. 97 zeigt, wie
man M, finden kann, ohne das Metazentrum M und den Schwer-
punkt 8§}, zu konstruieren. Man geht folgendermaBen vor:

Abb. 96. Zerlegung des durch den Auftrieb bedingten Riickstellmoments bei
Schwimmkorpern in zwei Komponenten.

Statt den Schwimmkoérper zu drehen, denken wir ihn festliegend
und drehen die Spiegelebene um die Schwimmachse. Ferner nehmen wir
zunéichst an, daBl der Angriffspunkt von 4 in S, (dem Schwerpunkt
der verdrangten Flissigkeitsmenge im Ruhezustand) verbleibt. Die tat-
sichlich auftretende Verschiebung nach 8} wird auf die nachstehend
erliuterte Weise beriicksichtigt. Dagegen miissen wir die Wirkungs-
linien von ¢ und 4 derart gedreht denken, da sie senkrecht auf der

Abb. 97. Hilfskonstruktion zur Ermittlung der zweiten Komponente des Riickstellmoments
bei Schwimmkorpern.

neuen Spiegelebene stehen, denn G und 4 miissen bei ruhender Spiegel-
ebene stets senkrecht zu ihr wirken, einerlei welche Lage der Schwimm-
kérper einnimmt. Somit bilden G und 4 ein Moment M s» das sich
gemalB Abb. 96 berechnet zu:

(166) Mg= —G-e-sinp = —G-e-¢p (@ ist ein kleiner Winkel).
Mg wirkt, wenn S oberhalb von S liegt, im Sinne der Drehung, also
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als labiles Moment; es ist somit mit negativem Vorzeichen zu ver-
sehen. Es bleibt jetzt noch iibrig, die Tatsache rechnerisch zu erfassen,
daB sich der Angriffspunkt von 4 in Wirklichkeit von 8, nach S}
(Abb. 95) verschiebt, wodurch ein betrachtliches Moment M/, zustande
kommt. Der hierbei in Anwendung kommende Kunstgriff bildet den
Kern der Losung und besteht in folgendem:

Die Verschiebung des Flissigkeitsschwerpunkts von S, nach S
kommt dadurch zustande, dall sich gewisse Teile der verdringten
Flissigkeitsmenge relativ zum Schwimmkorper verschieben. Bei niherem
Zusehen erkennt man, daB auf der eintauchenden Seite ein keilférmiges
Fliissigkeitsvolumen V; hinzugefiigt wird, wihrend auf der auftauchen-
den Seite das gleiche keilformige Volumen V;;in Wegfall kommt. Den
Keilstiicken V; und Vy; sind Auftriebskrifte 4; und 4;; zugeordnet, die
gleiche Grof3e, aber entgegengesetzte Richtung besitzen, in den Schwer-
punkten der Keilstiicke angreifend zu denken sind und senkrecht auf
der Spiegelebene stehen miissen. Die Grofe von A; bzw. A, ist gleich
dem Gewicht eines der iiber die ganze Lange des Schwimmkérpers sich
erstreckenden Flissigkeitskeile, berechnet sich also zu:

2
(167) Ap=Ap =5 g ggly="5l-py.

A; und A bilden ein Kriftepaar, dessen Hebelarm gleich dem Ab-
stand der Schwerpunkte der beiden Keilstiicke gefunden wird, sich
also berechnet zu:

Somit ergibt sich:
b? 2 b
(168) MW:§.1.¢.;;._§bzi§.l.¢.y:JS.(p.y,
bfi
denn der Ausdruck ;5 -1 = J stellt das dquatoriale Flichentrigheits-
moment der Schwimmebene beziiglich der Schwimmachse dar.
Das Gesamtriickstellmoment M, ist die algebraische Summe von
M, und Mg, berechnet sich somit zu:
(169) Mp=Myp+Msg=Js- -7y —G-e-9.

Die spezifische Riickstellkraft (Drehfederkonstante) ergibt sich dem-
gemil zu:

X
(170) cM:%:JS‘;/—G-e.

Zur Berechnung der Eigenschnelle des Schwimmkérpers denken wir
uns gemdB Abb. 98 das von der Fliissigkeit ausgeiibte Riickstell-
moment durch Federn (z. B. eine Spiralfeder) bewirkt und den Schwimm-
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kérper mit einer Drehachse gelagert, welche mit der Schwimmachse
ibereinstimmt. Wir brauchen dann zur Bestimmung der Eigenschnelle
aufler der soeben ermittelten Federkonstanten des Riickstellmoments
lediglich noch das Massentragheitsmoment 0, des Korpers beziiglich

Abb. 98. Mechanisches Modell fiir die Schwingungen des schwimmenden Holzklotzes.

der Schwimmachse zu bestimmen. Dieses berechnet sich nach dem
Steinerschen Satz zu:

GA. = 00+m0.u2y
wobei 0, = Trigheitsmoment um die zur Schwimmachse parallele
Schwerpunktachse und « = t~% (¢t = Eintauchtiefe) der Abstand des

Schwerpunkts S von der Schwimmachse ist.
Die Eigenschnelle der Pendelung des Schwimmkérpers berechnet
sich schlieBlich zu:

(171) y = V%

Anmerkung: Die Stabilititstheorie der Schwimmkorper erscheint nach den
vorstehenden Ausfithrungen als ein schwingungstechnisches Problem. Aus der
Eigenschwingungszahl des Schwimmkérpers 1aBt sich ohne weiteres ein Riick-
schluB auf die GroBe der Stabilitit ziehen. Hierbei muB man allerdings die Masse
bzw. das Massentrigheitsmoment des Schwimmkérpers mit in Betracht ziehen.
Bei Schwimmkérpern von gleichem Massentrigheitsmoment ist jedenfalls die
Stabilitit um so groBer, je hoher ihre Eigenschwingungszahl gefunden wird. Im
tubrigen kann bei gleicher Stabilitit die Eigenschnelle um so kleiner sein, je schwerer
der Schwimmkérper ist.

Im Schiffbau pflegt man das Riickstellmoment des Schwimmkérpers durch
den sogenannten Kréngungsversuch zu ermitteln. Er besteht darin, daB durch
Anhéngen eines einseitigen Zusatzgewichtes, das der GroBe des Schwimmkérpers
angepaBt ist, in ruhendem Wasser eine Auslenkung aus der Mittelebene herbei-
gefithrt wird. Die Grofe des Auslenkungswinkels wird mit Hilfe eines einfachen
Fadenpendels, das auf dem Schwimmkorper aufgehingt wird, gemessen. Tragt
man das Auslenkungsmoment in Abhingigkeit von dem Auslenkungswinkel auf, so
stellt die Steigung der erhaltenen Diagrammgeraden die gesuchte Federkonstante c,,
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dar. Abb. 99 zeigt schematisch die prinzipielle Anordnung beim Kréngungs-
versuch.

Fiir das Zahlenbeispiel unseres Holzklotzes erbalten wir folgende
Werte:

Tragheitsmoment der Schwimmfléche beziiglich der Schwimmachse:
1-v° 80 - 403
Js=T ="
Spezifisches Gewicht der Schwimm-
flussigkeit (Wasser):

yw = 1,0-1073 kg/em?.

= 427000 cm?.

Gewicht des Schwimmkérpers:
G =80-40-30:0,6-10"% = 57,6kg.
Eintauchtiefe des Schwimmkérpers *:

Ya 0,6
t=~rh ‘E = 30 1.0 — 18 cm. Abb. 99. Kriingungsversuch.

Abstand des Korperschwerpunkts S vom Flissigkeitsschwerpunkt S, :

h
e=5 = 6cm.

10| o

Federkonstante des Riickstellmoments der Auftriebskrifte:
ey =Jg VY —e-G = 4270001073 — 6. 57,5 = 82 cmkg .

Massentrigheitsmoment des Schwimmkorpers beziiglich seiner Langs-
schwimmachse:

0A=60+m0-<t—%>2,

— (h2 2y 72 b-lh
Oy = (12 + b9 2. 2
.10-% 40-80-
= (30° -+ 40%). 25207 2080730 _ 199 omkgsec?.

kg sec?
cm

my = b-l.k.’;—” = 0,0587
0, =122 - 0,0587-9 = 12,74 cmkgsec?

1 Es ist:
G=4; G=1bhy,
A=10bty, .
b
Somit t:h.;}’z'
w

Lehr, Schwingungstechnik I. 10
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Eigenschnelle der Schwingung des Holzklotzes um die Lingsschwimm-

achse:
Cu 82
y Vg — Vi'ﬁi — 2,58 1/sec.

Periodendauer der Schwingung:

T =27 — 249 5cc.

Erweiterung der Theorie auf Schiffe (Abb. 100).

Unsere bisherigen Betrachtungen lassen sich durchweg auch fiir den
Fall iibernehmen, daB nicht ein einfacher Holzklotz, sondern ein Schiff
mit seinen komplizierten Formen den Gegenstand der Berechnung

Abb. 100. Schwimmebene eines Schnelldampfers.

bildet. In diesem Fall bediirfen die abgeleiteten Gleichungen insofern
einer Nachprifung, als zu beweisen ist, daBl auch bei Schiffen das
Tragheitsmoment der Schwimmfliche beziiglich der Schwimmachse
fir die Berechnung des Riickstellmoments maBgebend ist.

Der Beweis gelingt an Hand einer einfachen Uberlegung. Um auf
die beim Holzklotz entwickelte Theorie zuriickgreifen zu konnen,
denken wir uns das Schiff durch eine groBe Anzahl von senkrecht
zur Schwimmachse gefithrten Schnitten in einzelne Scheiben zerlegt.
Die Schnittfliche jeder dieser Scheiben mit der Schwimmebene kann
als ein Rechteck betrachtet werden. Demnach sind die am Holzklotz
entwickelten Theorien fiir jede der Teilscheiben streng richtig. Das
Riickstellmoment M, einer beliebigen Teilscheibe berechnet sich so-
mit zu:

b:l
dMy =-dlg-y.

Um das gesamte Riickstellmoment M, des Schiffes zu erhalten, hat
man nur nétig, die Elemente iiber die gesamte Schiffslinge L zu addieren.

Man findet:
L L

3
0 1]

Der Ausdruck unter dem Integral stellt das Flachentragheits-
moment J g der Schwimmebene des Schiffes beziiglich seiner Schwimm-
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achse dar. Da die Uberlegungen hinsichtlich des vom Eigengewicht @
und Auftrieb 4 gebildeten Momentanteils M fiir das Schiff unverdndert
bestehen bleiben, berechnet sich auch hier die Federkonstante der
Riickstellkrafte zu:

ey =Jgy—e-@G.

Die Berechnung des Massentragheitsmoments beziiglich der Schwimm-
achse dirfte beim Schiff auf theoretischem Weg kaum gelingen, oder
doch iiberaus mithsam sein. Man wird den umgekehrten Weg gehen,
indem man durch Versuche an ausgefiihrten Schiffen die Federkonstante
¢y (Krdngungsversuch) einerseits und die Eigenschnelley der Schwingung
andererseits ermittelt. Auf Grund des hieraus berechneten Massen-
trigheitsmoments 6 ,= c,,-v~% berechnet man den Trigheitsradius i , und
setzt ihn in Beziehung zur gréBten Breite B des Schiffes. Im Mittel
diirfte i , = 0,35 bis 0,4 B sein. An Hand dieses Erfahrungswertes kann

man dann leicht niherungsweise den gesuchten Wert fur 6, =i%.—

fur Schiffe, die &hnliche Abmessungen haben, wie das bei den Ver-
suchen benutzte Schiff, errechnen.

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich fiir die Ermittlung der
Schwingungen um die Querschwimmachse durchfithren. Man bezeichnet
bei Schiffen diese Schwingungen als ,,Stampfbewegungen®’, im Gegen-
satz zu den ,,Roll- oder Schlingerbewegungen, die wir als Dreh-
schwingungen um die Léngsschwimmachse kennenlernten.

47. Drehschwingungen von Kurbelwellen.

Die Lehre von den Drehschwingungen findet in der Berechnung
der kritischen Torsionsdrehzahlen (Drehschwingungsresonanzen von
Kurbelwellen) ein Anwendungsgebiet von grofiter praktischer Be-
deutung. Hierbei ist die Aufgabe gestellt, die Eigenschnelle der Ver-
drehungsschwingungen von Kurbelwellensystemen zu berechnen. Bei
den kritischen Torsionsdrehzahlen treten, wahrend die Maschine in
vollem Betrieb arbeitet, Verdrehungsschwingungen innerhalb des
Wellensystems auf, die sich der gleichférmigen Drehung iiberlagern.
Da die Schwingungseigenschaften des Systems wihrend der Drehung
die gleichen sind wie bei Stillstand der Welle, kénnen wir uns darauf
beschrinken, die Eigenschnelle der Verdrehungsschwingungen des
ruhenden Systems zu berechnen. Handelt es sich um eine einfach
gekropfte Welle, z. B. einen Einzylinder-Dieselmotor, so ist die Auf-
gabe mit Hilfe der bisher erworbenen Kenntnisse exakt zu losen. Liegt
dagegen, wie dies in der Regel der Fall ist, ein mehrfach gekrépftes
Wellensystem vor (wie z. B. bei Automobil- und Flugzeugmotoren),
so kénnen wir zunichst nur eine Niaherungslosung durchfiihren, da

10*
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die exakte Losung wesentlich verwickelter ist und die eingehende
Kenntnis der Theorie der Koppelschwingungen voraussetzt. In zahl-
reichen Fillen reicht jedoch die Néherungslosung aus, um die praktisch
in Betracht kommenden Fragen zu beantworten.

Die Ermittlung des Ersatzsystems. Um die Berechnung in iiber-
sichtlicher Weise durchfithren zu koénnen, miissen wir das tatsichlich
zur Berechnung vorliegende Kurbelwellensystem, das recht verwickelt
erscheint, auf ein einfaches mechanisches Bild zuriickfiihren.

Als solches wahlen wir geméf3 Abb. 101 ein Zweimassen-Drehschwin-
gungssystem, das aus zwei Schwungridern und einer dazwischen
liegenden glatten Welle besteht. Das Ersatzsystem mufl so bemessen

werden, daB es dieselben schwingungs-
technischen Eigenschaften, insbesondere
dieselbe Kigenschnelle, besitzt wie das
tatsdchliche System. Den Rechnungs-
gang wollen wir uns an Hand einiger
Beispiele klarmachen.
Beispiel 1: Es ist die Aufgabe ge-
stellt, das Ersatzsystem fir die in
Abb. 102 schematisch dargestellte Kurbel-
Abb. 101. Ersatzschema fiir das Dreh.  Wellenanlage eines Einzylinder-Dieselmo-
sehwingungssystem ciner Kurbelwellen-  tors zu berechnen. Als Unterlagen fiir die
Berechnung dienen folgende Zahlenwerte:

Schwungrad: Durchmesser . . . . . . .. .. . . .. 3l5cm
Gesamtgewicht . . . . . . . . . . 7000 kg
Gewicht des Schwungkranzes .« .« . . . B800kg
Schwerpunktsradius des Schwungkranzes . . 144 cm
Kolben: Gewicht des kompletten Kolbens 4 Kreuz-
kopf . . . .. .G, =320kg

Pleuelstange: Gewicht der kompletten Pleuelstange G, = 210kg
Lange der Pleuelstange von Mitte Kreuz-

kopfbolzen bis Mitte Kurbelzapfen . L = 170 cm
Abstand des Pleuelstangenschwerpunkts

von Mitte Kreuzkopfbolzen . . . . L, = 122cm

Kurbelradius . . . . . . . .. . r= 33cm

Zur Losung unserer Aufgabe sind zunichst d1e Tragheitsmomente
der beiden Schwungrider des Ersatzsystems zu berechnen.

Das Schwungrad I/ der Abb. 101 entspricht dem Schwungrad der
tatsiichlichen Anlage und besitzt das gleiche Trigheitsmoment wie
dieses.

Wir berechnen das Trigheitsmoment des Schwungkranzes zu:

5800

0S = ‘m 1442 = 123000 CII).I\gS(BC2



Drehschwingungen von Kurbelwellen. 149

Es wurde dadurch erhalten, daB wir die Masse des Schwungkranzes
(5@ kgse02> mit dem Quadrat des Schwerpunktsradius (144 cm)

981  cm
multiplizieren. Dieses Trégheitsmoment mufl zur Beriicksichtigung

des Trigheitsmoments von Nabe und Armen um ca.20% vermehrt
werden. Somit besitzt das Schwungrad I des Ersatzsystems ein Massen-
tragheitsmoment von:

f; = 148000 cmkgsec?.

DasTrégheitsmoment des
SchwungradesZIder Abb.101
entspricht dem Trégheits-
moment des Kurbelwellen-
systems ohne Schwungrad.
Dieses wird einerseits durch
die Masse der Kurbelwelle
selbst, insbesondere der
Krépfung, andererseits durch
die Massen des Triebwerks
(Pleuelstange und Kolben)
gebildet.
Die Berechnung gestaltet
sich folgendermafBen:
a) Berechnung des
Triagheitsmoments der
Kropfung: Das Tragheits- ADD- 102. sﬁ?ﬁf;ﬁnﬁii.%i’s‘éfmgiimage eines
moment des glatten Wellen-
stiickes, das zwischen Schwungrad und Krépfung liegt, kénnen wir
gegeniiber dem Trigheitsmoment der Krépfung vernachlissigen. Letz-
teres setzt sich zusammen aus dem Trégheitsmoment des Kurbel-
zapfens und den Tragheitsmomenten der beiden Wangen. Man berech-
net (nach dem Steinerschen Satz S. 100):
Tragheitsmoment des Kurbelzapfens:

2 4 7
/)z:mz~ re + 52‘D:l27
Hierbei bedeuten:
m, = Masse des Kurbelzapfens, der einen Durchmesser von D, = 25cm
und eine Lénge I, = 26 cm besitzt

78 kgsec?
. . 103 = 0.1 = .
981 10 0.1 cm

m, = %Df-lz-%:{}-%zﬂﬁ

r = Kurbelradius = 33 cm.

Der Ausdruck 312 D} é = 7,94 cmkgsec? gibt das Massentrigheits-
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moment des Kurbelzapfens fiir eine parallel zur Drehachse liegende
Schwerpunktsachse an. Wir finden:

6,=0,1-33% 1 7,94 = 116,94 cmkgsec?.
Trigheitsmoment der Kurbelwangen: Die Kurbelwangen

konnen als Parallelflache angesehen werden, die eine Léange vonl = 63 cm,
eine Breite von b = 39 cm und eine Dicke von A = 13 em besitzen.

2
Die Masse jeder Wange betragt demnach m,, = 0,254 k2% Der Ab-

cm

stand des Schwerpunkts von der Achse betrigt r,, = 16,5 cm. Dem-
gemifB berechnet sich das Tragheitsmoment beider Wangen zu:

O = 2-(my - Ay + G5 (B + 7)) = 365 emlkgsec®,
Das Tragheitsmoment der gesamten Kropfung ergibt sich zu:

0, = 481,94 emkgsec.

b) Berechnung des Tragheitsmoments der Triebwerks-
massen (Pleuel und Kolben): Vom Standpunkt der Mechanik aus
lassen sich die Triebwerksmassen in zwei getrennt zu behandelnde
Gruppen zerlegen, nimlich:

1. die schwingenden oder oszillierenden Massen. Diese
werden im vorliegenden Fall durch den Kolben mit Kreuzkopf und
einen bestimmten Anteil der Pleuelstangenmasse gebildet. Thr Haupt-
kennzeichen besteht darin, daB sie sich wihrend der Drehung der
Kurbelwelle in geradliniger Bahn, ndmlich in der Zylinderachse, hin-
und herbewegen.

2. die rotierenden Massen. Diese werden im vorliegenden Fall
durch einen bestimmten Anteil der Pleuelstangenmasse gebildet. Sie
fithren mit dem Kurbelzapfen eine reine Drehbewegung aus.

Die Zerlegung der Pleuelstange in einen rotierenden und einen
schwingenden Anteil kénnten wir nach der auf S.124 angegebenen
Ersatzpunktmethode vornehmen.

Eine zweite Moglichkeit, die sich wesentlich einfacher gestaltet
und sehr brauchbare Ergebnisse liefert, besteht darin, daB man die
Pleuelstange als Pendel betrachtet, das um den Kolbenbolzen schwingt
und die Masse dieses Pendels auf den Kurbelzapfen reduziert. Liegt
die Pleuelstange in Ausfithrung vor, so hat man zwei Versuche durch-
zufithren: Bei dem ersten Versuch wird die Schwerpunktslage der
Pleuelstange bestimmt und insbesondere angegeben, welche Ent-
fernung der Schwerpunkt von Mitte Kreuzkopfbolzen besitzt. Beim
zweiten Versuch ermittelt man die Eigenschnelle »,, welche die Pleuel-
stange besitzt, wenn sie um den Kreuzkopfbolzen pendelt. Ist m, die

-1 Siehe Seite 111.
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Masse der Pleuelstange, L, der Abstand des Schwerpunkts von Mitte
Kreuzkoptfbolzen und L die Entfernung von Mitte Kreuzkopfbolzen bis
Mitte Kurbelzapfen, so berechnet sich die reduzierte Masse nach der
Gleichung

my 'Ls

(173) Mred = 'vg',’zz':

mreq ist als rotierende Masse zu betrachten.

Als schwingende Masse kann man dann die Differenz zwischen
mreq und der Gesamtmasse m, der Pleuelstange ansprechen. Dieses
Verfahren hat sich bei der versuchsméBigen Nachpriifung ausgezeichnet
bewahrt und diirfte den praktisch zu stellenden Anforderungen voll
geniigen.

Bei den normalen Ausfiihrungen der Pleuelstange wird man, wie
die Erfahrung zeigt, den wirklichen Verhéltnissen bereits sehr nahe
kommen, wenn man die Zerlegung der Pleuelstangenmasse in den
rotierenden und schwingenden Anteil nach MaBgabe der Schwerpunkts-
lage vornimmt, d. h. man betrachtet die Pleuelstange als Balken, der
im Kreuzkopfbolzen und im Kurbelzapfenmittelpunkt frei aufgelagert ist.
Dann entspricht der Auflagedruck im Kolbenbolzen mit guter Néherung
dem schwingenden Gewichtsanteil und der Auflagedruck im Kurbel-
zapfen dem rotierenden Gewichtsanteil der Pleuelstange. Zwischen dem
letzteren und dem Gewichtsanteil Greq = Mrea g, Welcher der reduzierten
Masse entspricht, besteht meist ein Unterschied von nur 2 bis 3 % und
weniger.

Im vorliegenden Fall ist das Gewicht und die Schwerpunktslage
der Pleuelstange gegeben. Demnach berechnen wir unter Verteilung
der Pleuelstangenmasse nach der Schwerpunktslage:

Rotierende Masse:

G, L, 210-122 kgsec?
Mxot = gg7" I = og1-170 — 0104 Teeo
Schwingende Masse:
_ G, (L-—-L)__ 210-48 kgsec?
msen =gy L —gg1.170 — 00805 "

Anmerkung: In keinem Fall solite man die auch nur angendhert richtige
Faustformel benutzen, die merkwiirdigerweise noch in den Kopfen vieler Ingenieure
spukt, daB % der Pleuelstangenmasse als schwingender Anteil und % als rotierender
Anteil anzusehen sei. Diese Formel, die im Dampfmaschinenbau vor vielen Jahren
als ungefahrer Anhaltspunkt gegeben wurde, fithrt bei den meist zur Berechnung
vorliegenden Explosionsmotoren zu sehr betrichtlichen Fehlern. s ist stets ein
leichtes, durch Auswiegen oder Berechnen die genaue Schwerpunktslage der
Pleuelstange festzustellen und so die Werte m o und mgen mit praktisch geniigen-
der Genauigkeit zu bestimmen.

1) Siehe z. B. Gutermuth, M. F.: Dampfmaschine. Bd. 1. Berlin: Julius
Springer.
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Das Tragheitsmoment des rotierenden Massenanteils ergibt sich aus
der Uberlegung, daB myot gewissermaBen als mit dem Kurbelzapfen
fest verbundener Massenpunkt betrachtet werden kann, der die Dreh-
bewegung des Kurbelzapfens mitmacht.

Er nimmt also mit seinem vollen Betrag an der Trigheitswirkung
teil. Sein Tragheitsmoment ergibt sich zu:

Grot = Mrot * 7%

Wesentlich schwieriger ist die Ermittlung der Tragheitswirkung
des schwingenden Massenanteils. Er wird durch die Masse des Kolbens
und den soeben ermittelten Anteil mgen der Pleuelstangenmasse ge-

bildet.

Wir wollen untersuchen, in welcher Weise
die schwingende Masse auf den Schwingungs-
vorgang der Kurbelwelle einwirkt. Wie die nach-
stehenden Ausfiihrungen zeigen, ist die Einwir-
kung je nach der Winkellage, welche die Krép-
fungsebene mit der Zylinderachse bildet, ver-
schieden. Betrachten wir zunichst gemil
Abb. 103 den Fall, daB die Kropfungsebene
der Kurbel mit der Zylinderachse zusammen-
fallt, die Kurbel also in der unteren oder obe-
ren Totlage steht. Wir denken uns das Schwung-
rad in dieser Lage festgehalten und die Kur-

Abb. 103. Ermittlung des he] it aufmontierten Triebwerksteilen in

mitsqhwingenden Anteils .der
oszillierenden Massen einer n'gendwelcher Weise zu Drehschwmgungen

Kurbelwelle in der Totlage.
erregt.

Wie die Anschauung zeigt, wird in diesem Fall auch bei verhiltnis-
méBig groler Schwingungsamplitude der Kolben und damit die schwin-
gende Masse keine nennenswerten Bewegungen ausfiihren, denn die
Schwingungsrichtung steht senkrecht zur Bewegungsrichtung. Dieser
Zusammenhang ist ein rein kinematischer. Die Schwingungen werden
demnach im wesentlichen so erfolgen, als ob die Masse mgen iiber-
haupt nicht vorhanden wire. Bei dieser Kurbelstellung nimmt also
von den Triebwerksmassen nur der Massenanteil m.,; an der Schwin-
gung teil.

Ganz andere Verhiltnisse ergeben sich, wenn die Krépfungsebene
senkrecht zur Zylinderachse steht. Dieser Fall ist in Abb. 104 dar-
gestellt. Jetzt nimmt die Masse mgep mit ihrem vollen Betrag an der
Schwingung teil, denn die Schwingungsrichtung fallt mit der Bewe-
gungsrichtung von mscn zusammen.

In analoger Weise 1aBt sich fiir jede Zwischenstellung der Kurbel
der Prozentsatz der schwingenden Masse angeben, der in Betracht zu
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ziehen ist. Man findet, daB dieser Prozentsatz sich mit dem Sinus
des Drehwinkels zwischen 0 und 100 % &ndert.

Die Drehschwingungen der Kurbelwelle finden statt, wahrend die
Welle mit ihrer vollen Drebhzahl umlduft; sie iiberlagern sich also der
gleichméBigen Drehbewegung. Hierbei wird mgen je nach der Winkel-
lage der Kropfung ganz verschieden einwirken. Die ‘Beriicksichtigung
dieses Einflusses ist ein sehr verwickeltes Problem, dessen exakte
Loésung bis heute noch nicht gelungen ist. Sie fiihrt in das schwierige
Gebiet der nichtharmonischen Schwingungen, mit dem wir uns an
dieser Stelle nicht befassen.

Gliicklicherweise 148t sich die mittlere Einwirkung der schwingenden
Masse auf den Drehschwingungsvorgang nach einem sehr einfachen
Schliissel beriicksichtigen.

Wie zahlreiche Versuche ergeben haben,
erzielt man Ergebnisse, die mit dem wirklichen
Verhalten befriedigend iibereinstimmen, wenn
man die Hilfte der schwingenden Masse mgen
als rotierende Masse auf dem Kurbelradius an-
gebracht denkt. Dieser Schliissel entspricht auch
der rein gefithlsméBigen Schitzung, da man
eine Masse, die teils ganz, teils gar nicht ihren
EinfluB auf den Schwingungsvorgang ausiibt,
in erster Naherung zur Hilfte einsetzen wird.

Man darf jedoch bei Anwendung dieser Berech-
nungsart nie vergessen, daBl es sich um eine
praktische Néherungslosung handelt, und daB app. 104, Ermittiung  des
man gelegentlich auf Erscheinungen stoBen wird, Ditschwingenden Anteils der
die mit dieser Naherungslosung nicht zu erfassen Kurbelvelenaniage —in der
sind, sonderneine exaktere Behandlungerfordern.

Nach den vorstehenden Ausfilhrungen 1Bt sich das Tragheits-

moment des gesamten Triebwerks nach folgender Formel berechnen:

1 G
(174) GT = 2. I:mrot + 9 <msch + ‘j)] .
Mit den Zahlenwerten des vorliegenden Beispiels ergibt sich:
6, = 332- (0,154 + 1 (0,0605 + 0,327)) = 379 emkgsee>.

Das Gesamttriagheitsmoment der Kurbelwelle und damit des Schwung-
rads II des Ersatzsystems ergibt sich somit zu:
0;; = 481,94 + 379 = 860,94 cmkgsec?.

Berechnung der Ersatzelastizitit. Die im Ersatzsystem Abb. 101
zwischen den Schwungridern angeordnete Welle versinnbildlicht die
ideelle Drehfederung der Kurbelwelle. Die Verhéltnisse gestalten sich
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am ibersichtlichsten, wenn man den Durchmesser dieser Welle gleich
dem Kurbelzapfendurchmesser, also D = 25 cm, macht. Die Linge der
Ersatzwelle, die auch als ,reduzierte Linge“ der Kurbelwelle be-
zeichnet wird, ist so zu bemessen, daBl die Welle die gleiche Feder-
konstante besitzt wie die Kurbelwelle selbst. Letztere besteht im vor-
liegenden Fall aus einem glatten Wellenstiick und der Krépfung. Zu-
nichst berechnen wir die ,,reduzierte Lénge”, welche dem glatten
Wellenstiick entspricht. Es ist von Mitte Schwungradnabe bis zur
vorderen Wange der Kropfung zu messen und besitzt eine Gesamt-
linge von I; = 112 cm sowie einen Durchmesser von 24 cm. Seine
reduzierte Linge ist die Linge eines Wellenstiickes von 25 cm Durch-
messer, das die gleiche Federkonstante besitzt wie das wirkliche Wellen-

stiick. Da die Federkonstante eines Wellenstiickes c,, =¥ ist, so
gilt die Beziehung:
Tu _ I
Iy lred’
somit:
J 38350
Ired = 52 ly = 5orrs - 112=132 cm .
red = J,. 1T 32572

Weiterhin ist die Kropfung durch ein glattes Wellenstiick vom
Durchmesser des Kurbelzapfens = 25 cm zu ersetzen, dessen Linge
80 bestimmt wird, daB es sich bei Beanspruchung durch das gleiche
Drehmoment um den gleichen Winkel verdreht wie die Kropfung.
Es hat sich als aussichtslos erwiesen, die reduzierte Lange der Krépfung
aus den Abmessungen der Kurbelwelle durch Berechnung zu finden.
Die bei der Rechnung zu machenden Annahmen sind derart unsicher,
daB ein praktisch brauchbares Ergebnis nicht zustande kommdt.

Einen sicheren Anhaltspunkt fiir die Reduktion erhdlt man nur
an Hand des Versuchs. Geiger gibt z. B. folgende Formel an, der die
Auswertung der Verdrehungsversuche an grofien Dieselmotorkurbel-
wellen zugrunde liegt:

(175) hea=1h +l+1h, |
wobei :
l, = Lange der konzentrisch liegenden Laufzapfen + 0,4 A,
Jow

lg =073 (r —z-d)- 5
as

13 = (Kurbelzapfenlinge +- 0,4 k)- JJpw )
ok
r = Kurbelradius,

4 = Durchmesser des Laufzapfens.
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2= Ofﬁr—g- —1,6 = 1,63 und 7’: 1,2 = 0,92

. b r
= 0,4 fir q= 1,49 und = 0,84,

b = Breite des Kurbelschenkels in cm,
h = Dicke eines Kurbelschenkels in cm,
J 5 = polares Trigheitsmoment des Laufzapfenquerschnitts,
3

Jos = 771.7 = aquatoriales Trigheitsmoment des Kurbelschenkelquerschnitts,
J » = polares Trigheitsmoment des Kurbelzapfenquerschnitts,

Diese Formel ist aber nur giiltig fiir Dieselmotorwellen groBer Ab-
messungen. Fiir Automobil- oder Flugzeugkurbelwellen diirfte sie Werte
liefern, die sehr stark von den tatsidchlichen Elastizitaten abweichen.

Um bei den Kurbelwellen von Flugzeug- und Automobilmotoren die
Verdrehungselastizitit zu bestimmen, wird die Welle'an einem Ende fest
eingespannt und am zweiten Ende mit einem bekannten Drehmoment be-
lastet. Wiahrend des Versuchs mufl die Welle in ihrer betriebsméBigen
Lagerung eingelagert sein, wenn ein richtiges Ergebnis herauskommen soll,
denn die Art der Lagerung besitzt einen wesentlichen Einflu auf die Ver-
drehungselastizitat der Kropfung. Gemessen wird die Relativverdrehung
zwischen dem fest eingespannten und dem belasteten Wellenende in
Abhéngigkeit von dem aufgebrachten Drehmoment. Bei der Aus-
wertung der Ergebnisse zieht man von dem gemessenen Drehwinkel
zunéchst die Verdrehung der konzentrisch zur Drehachse liegenden
Wellenstiicke ab. Diese 1a8t sich an Hand der bekannten Formeln
mit geniigender Sicherheit berechnen. Nach Abzug des so ermittelten
Drehwinkels von der Gesamtverdrehung bleibt die Verdrehung der
Kropfungen selbst iibrig. Auf Grund dieses Wertes 148t sich leicht be-
rechnen, welche Lange ein glattes Wellenstiick vom Durchmesser
des Kurbelzapfens haben muB, das bei dem gleichen Drehmoment
die gleiche Verdrehung erleidet. Es ist am iibersichtlichsten, das Er-
gebnis des Versuchs dahin zusammenzufassen, daB man angibt, wieviel-
mal diese ,reduzierte Lange der Kropfung groBer ist als die glatte
Lénge des Kurbelzapfens.

Die ausfithrliche Auswertung eines derartigen Verdrehungsversuchs
wird im nichsten Beispiel fir die Kurbelwelle eines Flugmotors durch-
gefithrt. Fiir Dieselmotorkurbelwellen der im vorliegenden Beispiel ge-
gebenen Konstruktion ist durch Versuche die reduzierte Linge der
Kropfung gleich der 2- bis 2,2fachen Lange des Kurbelzapfens ermittelt
worden. Man erhélt also im vorliegenden Fall:

Lheag=26-2,2=572cm.

Die gesamte reduzierte Linge des Kurbelwellensystems, d. h. also die
Linge der Welle des Ersatzsystems ergibt sich somit zu:

Lrea = lrea + lreax = 132 4- 57,2 = 189,2 em .
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Mit dieser Angabe ist das FErsatzsystem vollstindig. Seine Eigen-
schnelle 148t sich nach der auf S. 117 angegebenen Formel fiir das Zwei-
massen-Drehschwingungssystem berechnen zu:

v = V oz
ored’

_ 6:-6x _ 148000-860,94 .
Orea = Ot O 148861 — 856 cmkgsec

= reduziertes Tragheitsmoment des Zweimassensystems.

_JneG 3836075105 Lo o
=g = 189.2 = 152- 10¢ cmkg

= Federkonstante der reduzierten Welle des Ersatzsystems.

Somit:
152 . 108
py = l/ 56— 423/sec ,

d. h. die minutliche Eigenschwingungszahl unserer Kurbelwellenanlage
betragt:

wobel

Ng = %)z -v = 4030/min .

Kritische Drehschwingungszahlen erreicht die Wellenanlage dann,
wenn ihre Betriebsdrehzahl mit einem Bruchteil dieser Eigenschwin-
gungszahl zusammenfilltl,

Im allgemeinen sind die in der kritischen Drehzahl auftretenden
Schwingungen um so heftiger, je niedriger die Ordnungszahl der Schwin-
gungen ist, je kleiner also der Quotient aus Eigenschwingungszahl
und Betriebsdrehzahl ausfillt. Bei Dieselmotoren werden kritische
Drehzahlen im allgemeinen bis zur 12. Ordnung beobachtet, d. h. es
werden dann noch Schwingungen wahrgenommen, wenn die Betriebs-
drehzahl den 12. Teil der Eigenschwingungszahl ausmacht. Da im vor-
liegenden Fall die Betriebsdrehzahl ca. 200/min betrigt, wiirde erst
eine kritische Drehzahl 20. Ordnung in das Betriebsgebiet fallen. Eine
solche kritische Drehzahl kommt jedoch nicht mehr in Betracht. Das
Ergebnis unserer Rechnung kann also dahin zusammengefat werden,
daB bei der vorliegenden Wellenanlage das Auftreten von kritischen
Torsionsdrehzahlen im Betriebsbereich nicht zu befiirchten ist.

Beispiel 2: Berechnung der kritischen Torsionsdrehzahlen
eines Sechszylinder-Flugmotors. Es ist die Aufgabe gestellt, die
kritischen Drehzahlen eines Sechszylinder-Flugmotors zu berechnen,

! Die eingehende Begriindung fiir diese Tatsache wird im zweiten Band ge-
gegeben werden. Hier soll lediglich darauf hingewiesen werden, welche praktische
Bedeutung die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Kurbelwellensystemen
besitzt.
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dessen Kurbelwelle in Abb.105 dargestellt ist. Aufer der MaBzeichnung
der Kurbelwelle sind folgende Angaben gemacht:

1. Massentrigheitsmoment des Propellers .
2. Gewicht jedes der 6 Kolben .
3. Gewicht jedes der 6 Pleuel

Lange des Pleuels von Mitte Kolbenbolzen bls Mlt;te

Kurbelzapfen .

Entfernung des Schwerpunkts der Pleuelstange

von Mitte Kolbenbolzen .
4. Kurbelradius .

6; = 112 cmkgsec?

. G =292kg
Gp = 2,90 kg
L = 32,5cm

. Ly =221 cm

.r =95cm.

Abb. 105, Kurbelwelle eines Flugzeugmotors.

Die Berechnung des Ersatzsystems der vorliegenden Welle erfolgt
nach den gleichen Gesichtspunkten, wie sie bei der Einzylinderwelle
gegeben waren. Das Ersatzsystem, das in Abb. 106 gezeichnet ist,
besteht wieder aus zwei Schwungradern und einer dazwischen liegenden

glatten Welle. Zu seiner Ermittelung be-
nutzen wir ein Naherungsverfahren, das sich
praktisch gut bewihrt hat. Wir machen
das Triagheitsmoment des Schwungrades /
gleich demjenigen des Propellers, also
0; = 112 cmkgsec?, das Tragheitsmoment
des Schwungrades II gleich dem Trégheits-
moment der gesamten Kurbelwelle ein-
schlieflich der Getriebemassen.

Das Wellenstiick zwischen den beiden
Ersatzschwungridern entspricht der redu-

Abb. 106. Vereinfachtes Ersatz-
system der Kurbelwellenanlage
eines Flugzeugmotors.

zierten Wellenlinge des Kurbelwellenstiickes, das von Mitte Propeller-
nabe bis zum Schwerpunkt der Kurbelwellenmassen, also bis zur
mittelsten Lagerstelle reicht. Bei Berechnung dieses Wellenstiickes ist
also die reduzierte Linge von 3 Kropfungen einschliefilich der zuge-

horigen Lagerstellen einzusetzen.

Die Eigenschwingungszahl des an Hand dieser Naherungsrechnung
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festgelegten Ersatzsystems entspricht lediglich der Eigenschwingungs-
zahl der Grundschwingung des Wellensystems. Fir alle praktischen
Fragen ist diese jedoch bei Automobil- und Flugmotoren allein maB-
gebend. Die exakte Berechnung des Wellensystems, deren Durch-
fiihrung erst nach dem Studium der Koppelschwingungen moglich ist,

8, 6, 6, 6; 6, & &
B R B E

Abb. 107. Vollstindiges Ersatzsystem der Kurbelwellenanlage eines Flugzeugmotors.

zeigt, daBl die Welle in Wirklichkeit 6 Eigenschwingungszahlen besitzt.
Das dieser Tatsache entsprechende Ersatzsystem ist in Abb. 107 an-
gedeutet. Es besteht aus 7 Schwungridern und den dazwischen liegenden
Wellenstiicken. Das erste Schwungrad mit dem Massentragheits-
moment 6, tritt an die Stelle des Propellers, die 6 weiteren Schwung-
rider mit den Massentragheitsmomenten 6, =0, dienen als Ersatz-
massen fir die Tragheitswirkung der 6 Krépfungen.

Die Berechnung sidmtlicher 6 Eigenschwingungszahlen spielt bei
der Dimensionierung von Sechszylinder-Dieselmotoren, wie sie im
Schiffsbetrieb verwendet werden, eine wichtige Rolle. Im vorliegenden
Fall kam es lediglich darauf an, zu zeigen, wie mit Hilfe der bis jetzt
erworbenen Kenntnisse die in vielen Fillen ausreichende Grund-
schwingungszahl mit einfachen Mitteln berechnet werden kann.

Das Trigheitsmoment der Kurbelwelle. Wir berechnen zu-
nichst das Trigheitsmoment einer Krépfung.

Kurbelzapfen: d,= 6,0cm,

d;=28cm,
l="76cm,
G =131kg,

m-r? = 0,12 cmkgsec?,
6y = 0,0073 cmkgsec? = Trigheitsmoment beziig-
lich der durch den Schwerpunkt des Kurbel-
zapfens gehenden Achse,
6,=m- 1% 4 6 = 0,127 cmkgsec? = Gesamttrig-
heitsmoment des Kurbelzapfens.
Kurbelwangen: G = 1,72 kg = Gewicht einer Wange,
rg = 4,7 cm = Schwerpunktsradius der Wange,
m-r2 = 0,039 cmkgsec?,
6; = 0,031 cmkgsec? = Trigheitsmoment um eine
zur Drehachse parallele Schwerpunktsachse
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der Wange. Dieses Trigheitsmoment wurde
graphisch nach dem auf S.106 angegebenen
Verfahren ermittelt.

6, = 0,039 + 0,031 = 0,07 cmkgsec? = Gesamt-
trigheitsmoment einer Wange.

Tragheitsmoment der Getriebemassen:

2
Mrar = 0,00201 *£°,

2
Msen = 0,00302 55,

0, = 12+ (Mrot + 5 Mgen) = 0,358 cmkgsec?.

Gesamttragheitsmoment einer Krépfung einschlieBlich
der Getriebemassen:

O = 2-0,07 + 0,127 + 0,358 = 0,625 emkgsec?.

Das Tragheitsmoment der gesamten Kurbelwelle, das im Ersatz-
system in dem Trigheitsmoment des Schwungrades 7/ zusammen-
gefalit wird, ist 6mal so groB wie dasjenige der einzelnen Krépfung, also:

b = 6-0,625 = 3,75 emkgsec?.

Berechnung der reduzierten Linge der Ersatzwelle. Zur
Ermittlung der reduzierten Linge der Kurbelwelle wurde folgender Ver-
such durchgefiihrt (s. Abb. 108):

Die Welle wurde am Propellerende mit einem Hebel von 1 m Linge
versehen, der mit dem Kraftmesser einer ZerreiBmaschine oder einer
Dezimalwaage in Verbindung stand. Auf dem zweiten Wellenende wurde
ein zum ersten Hebel um 180° versetzter gleich langer Hebel befestigt,
der durch den Belastungsmechanismus der ZerreiBmaschine unter Span-
nung gesetzt wurde. Wahrend des Versuchs war die Welle betriebsmiBig
in ihrem Gehéuse eingelagert und das Gehause selbst auf einer Spann-
platte gut befestigt. Auf diese Weise konnte bei dem Versuch der EinfluB3
der Lagerung mit erfaBt werden. Die Anordnung gestattete, Dreh-
momente von beliebiger GroBe aufzubringen und genau zu messen.
AuBler dem Drehmoment war bei dem Versuch die Relativverdrehung
der beiden Wellenenden festzustellen. Die Messung erfolgte mit Hilfe
von Spiegeln, die in Verlingerung der Wellenachse befestigt waren.
Abb. 108 zeigt schematisch die Anordnung. Ihre Verdrehung wurde
in der iiblichen Weise mit Hilfe von Fernrohr und Skala beobachtet.
Das Ergebnis der Messung war folgendes:

Bei einem Drehmoment von 10000 cmkg besa8 die Relativverdrehung
der Wellenendquerschnitte den Betrag von 0,018, gemessen im Bogen-
maf. Im iibrigen war der Verdrehungswinkel dem Drehmoment genau
proportional.
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Um aus diesem Versuchsergebnis die dquivalente elastische Linge
der einzelnen Kropfungen zu berechnen, muBl man zunichst ermitteln,

g

Ll L )

m

Abb. 108. Schema der MeBanordnung fiir die Ermittlung der
ideellen elastischen Linge einer Flugzeug-Kurbelwelle

wie lang eine Welle vom Durchmesser des Kurbel-
zapfens (d, = 6,0 cm; d;,= 2,8 cm; polares Flichen-
tragheitsmoment J, = 121 em?) sein muB}, um sich bei
dem gleichen Drehmoment von 10000 cmkg um den
gleichen Winkel 4 = 0,018 zu verdrehen.

Wir berechnen:

J,G 121.8.10°
i, 0= (Soo00 -

Beidieser Rechnung wurde der Gleitmodul des Stahls
G=8-10°kg/cm? gesetzt, wie dies fiir vergiiteten
Chromnickelstahl, aus dem die Welle gefertigt ist, zu-
trifft.

Aus diesem Wert berechnet man die ,,reduzierte
Lange einer Kropfung, wenn man die reduzierte
Léange der konzentrisch liegenden Wellenstiicke (Lager-
zapfen usw.) von [; abzieht und die restliche Linge
durch 6 (Anzahl der Kropfungen)
teilt.

Die reduzierten Léngen der
Lagerzapfen werden dadurch be-
rechnet, daB man die natiirliche
Linge mit dem Quotienten aus

I, = ) .0,018 = 174 cm.

E
8
g
%
| Tabelle 5.
g
3 N ‘ natiirliche | reduzierte
‘§’ :".g Jy Lénge Linge
S E lcm l,cm
[
3 1| 93 6,4% 8,3
N 5 2| 93 5,6 7
S 3| 124 8,5 8,3
4] 121 6,1 6,1
51 121 6,1 6,1
6] 121 6,1 6,1
71 121 6,1 6,1
8| 121 6,1 6,1
9| 121 6,1 6,1
RS SN 10 45 3.8% | 10,2
1 I, = 70,6 cm

* Bis Mitte Nabe des Belastungs-
hebels gemessen.

;

Fernirobr

dem Triigheitsmoment des Normaldurchmessers J, = 121 cm* und dem
Triigheitsmoment des zu reduzierenden Wellenzapfens multipliziert, also
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I, =1l §2 berechnet. Die gesuchte Lange ist an Hand der Tabelle 5
o

ermittelt. In Spalte 1 sind die polaren Flichentragheitsmomente der
zu reduzierenden Zapfen, in Spalte 2 die natiirlichen und in Spalte 3
die gesuchten reduzierten Léngen eingetragen. Man findet als Summe
der reduzierten Langen den Wert 70,6 cm. Demnach betrigt die redu-

zierte Lange einer Kropfung:
heax =% = 17,25 om.

Somit ist im vorliegenden Fall die reduzierte Lénge einer Kropfung
gleich dem 2,27fachen Betrag der Kurbelzapfenlinge (= 7,6 cm). Die
reduzierte Linge der zentrisch zur Achse liegenden Wellenstiicke vom
Propellerende bis Mitte Welle ermittelt man zu 39,05 cm.

An Hand dieser Ermittlungen errechnet sich die reduzierte Wellen-
linge des Ersatzsystems zu:

lea = 3-17,25 4 39,05 = 90,8 cm.
Man findet weiterhin als Federkonstante des Ersatzsystems:

J 121.8-10°
ep= P20 =220 — 1,07 100 emkg.
re >
Das reduzierte Triagheitsmoment ergibt sich zu:

06y 112375 o,
Orea = b Oy 11575 3,63 cmkgsec?,

so daf die Eigenschnelle des Ersatzsystems:

- "1,07-108
Y= /»5-’—: = l/—:fe’gfﬁ = 543/sec,
entsprechend einer minutlichen Eigenschwingungszahl von:
60 .
n, = H Y = 5190/mln-

Die Berechnung der kritischen Torsionsdrehzahlen an Hand dieser
Angabe geschieht auf Grund der Erfahrungstatsache, daB beim Sechs-
zylinder-Explosionsmotor kritische Drehzahlen zu erwarten sind, wenn
die Drehzahl mit dem 2., 3., 4., 4,5., 5. und 6. Teil der Eigenschwingungs-
zahl zusammenfillt. Im vorliegenden Fall betrigt die hochste Betriebs-
drehzahl des Flugmotors 1500/min. Es ergibt sich:

die kritische Drehzahl 6. Ordnung bei n, = 865/min
5 » » My = 1040/min
s B » My 5 = 1150/min
ny = 1300/min
» » My = 1730/min
» » My = 2393/min.

Lehr, Schwingungstechnik I. 11

oo

bRl bRl 2
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Es fallen also insgesamt 4 kritische Drehzahlen in das Betriebsgebiet.
Bei jeder dieser Drehzahlen besteht die Gefahr, daBl durch die zusitz-
lichen Verdrehungsschwingungen die Welle, die mit Riicksicht auf
geringes Gewicht ohnehin &uBerst hoch beansprucht ist, durch Er-
mildungsbruch zerstért wird. Der Pilot darf deshalb nicht in der Nahe
dieser kritischen Drehzahlen fahren und mufl beim Anfahren mdoglichst
rasch dariiber hinweggehen. Trotzdem lafit sich eine Bruchgefahr nur
ausschalten, wenn besondere MaBlnahmen getroffen werden. Diese be-
stehen darin, dafl der Motor mit einem besonderen Dampferapparat
ausgeriistet wird, der die Schwingungen in den kritischen Drehzahlen
auf geringen Betrigen héalt, oder dafl zwischen Propeller und Motor
eine sehr elastische Kupplung angeordnet wird, deren Berechnung in
analoger Weise zu erfolgen hat wie die der elastischen Kupplung des
im nachsten Abschnitt durchgerechneten Beispiels.

Auch bei Automobilmotoren, namentlich bei Sechs- und Achtzylinder-
motoren, treten heftige kritische Torsionsdrehzahlen in Erscheinung,
die sehr unliebsame Erschiitterungen bedingen. Bei Konstruktion der
Kurbelwelle derartiger Motoren muB3 man darauf bedacht sein, die
Grundschwingung der Welle von vornherein méglichst hoch zu legen.
Dies geschieht dadurch, daf die Kurbelzapfen kurz und mit sehr groBem
Durchmesser konstruiert werden. Eine derartige Manahme ist im Auto-
mobilbau bereits zur Regel geworden. Im iibrigen erfolgt die Berechnung
der Grundschwingungen von Automobilkurbelwellen nach dem gleichen
Schema, wie es vorstehend fiir Flugzeugkurbelwellen gegeben wurde.
Zu beachten ist lediglich, daBl die reduzierte Léinge der Kropfungen
wesentlich von den bei Flugzeugkurbelwellen gemessenen Werten ab-
weicht.

Nach den zahlreichen vom Verfasser durchgefithrten Versuchen kann
man bei modernen Konstruktionen die reduzierte Léange bei Sechs-
zylinderwellen im Mittel mit der dreifachen Kurbelzapfenlinge,
bei Achtzylinderkurbelwellen im Mittel mit der 3,5fachen Kurbel-
zapfenlinge angeben.

Diese Werte gelten unter der Voraussetzung, da die Kurbelzapfen-
linge gleich oder kleiner ist als der Kurbelzapfendurchmesser und
die Wangen nicht abnormal schwach gehalten sind, Verhiltnisse,
die bei den modernen Automobilkurbelwellen in der Regel zu-
treffen. Wenn man sichere Unterlagen fiir die Berechnung der redu-
zierten Liange der Krépfung in Hinden haben will, so wird sich die
Durchfithrung des geschilderten Verdrehungsversuchs nicht umgehen
lassen. Fir Naherungsrechnungen geniigen auf jeden Fall die vorge-
nannten Werte.



Torsionsschwingungen einer Ventilatorenanlage und ihre Beseitigung. 163

48. Torsionsschwingungen einer Ventilatorenanlage und ihre
Beseitigung durch Einbau einer elastischen Kupplung.

Den Gegenstand der Berechnung bildet die in Abb. 109 dargestellte
Ventilatorenanlage. Sie besteht aus einer Tandemverbunddampfmaschine
von N = 600 PS Leistung und #» = 80 bis 110/min, die iiber ein Zahnrad-
vorgelege mit Ubersetzung 1:2,17 einen Grubenventilator antreibt.
Der Ventilator ist mit der schnellaufenden Ritzelwelle des Getriebes
fest gekuppelt. Zwischen Dampfmaschine und Getriebe war zunichst

a) Das Ersatzsystem der Anlage.

Um eine iibersichtliche Berechnung durchfiithren zu kénnen, fithren
wir auch im vorliegenden Fall die Anlage auf ein aus 2 Schwungridern
mit dazwischen liegender glatter Welle bestehendes Ersatzsystem zu-
riick. Das Trigheitsmoment des Schwungrades I kann mit dem Tragheits-
moment des Dampfmaschinenschwungrades gleichgesetzt werden. Dieses
besitzt ein Kranzgewicht von 13700 kg. Der Schwerpunktsradius be-
sitzt den Betrag R; = 252,25 cm. Demnach ergibt sich das Massen-

11*
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tragheitsmoment des Schwungkranzes zu:
0z = 890000 emkgsec?.

Hierzu muB fir das Massentragheitsmoment von Nabe und Armen ein
Zuschlag von 20% hinzugerechnet werden, so daB sich ergibt:

6; = 1070000 cmkgsec?.

Das Schwungrad II des Ersatzsystems verkorpert die Trigheits-
wirkung des Ventilators. Dieser besitzt ein Gesamtgewicht von 7000 kg
und einen Durchmesser von 525 cm. Die angenaherte Berechnung seines
Massentragheitsmoments gelingt auf Grund der Annahme, dafBl die
Massenverteilung des Rotors etwa die gleiche sein wird wie bei einer
Scheibe, die den AuBendurchmesser des Fliigelrades und das gleiche
Gewicht wie dieses besitzt. Thre Dicke berechnet sich zu: h = 4,18 cm.
Als Massentrigheitsmoment findet man:

<% — .10 kgsecz>

cm?
by = o+ 5254+ 4,18 8-10-5 = 250000 emkgsec?.

Da wir bei Berechnung des Systems alle Werte auf die Schwungrad-
seite beziehen wollen, ist das Trigheitsmoment 6, noch mit dem Quadrat
des Ubersetzungsverhéltnisses des Getriebes ¢ == 2,17 zu multiplizieren
(siehe die Ausfithrungen iiber Massenreduktion auf S. 116ff.). Man er-
hélt demgemaB:

611 = 1180000 cmkgsec?.

Die Tragheitsmomente der Zahnrader des Getriebes konnen gegeniiber
den Trigheitsmomenten von Ventilator und Dampfmaschinenschwung-
rad unberiicksichtigt bleiben.

b) Berechnung der reduzierten Linge der Welle des Er-
satzsystems. Die Berechnung der reduzierten Lange verursacht im
vorliegenden Fall eine erhebliche Rechenarbeit. Am iibersichtlichsten
gestalten sich die Verhaltnisse, wenn die einzelnen Wellenabschnitte

\ auf den Durchmesser des Schwungradlagerzapfens

/TN D = 39 cm reduziert werden. Die einzelnen Werte sind

in Tabelle 6 zusammengestellt. Hierzu ist folgendes zu

di

" bemerken :

K-- i Fir die Berechnung des Flidchentrigheitsmoments
Abb. 110, Ermitt- eines Wellenstiickes, das mit Keilnut versehen ist, hat
Vg dos laeclin man den Durchmesser eines Kreises einzusetzen, der
sers bel genuteten  gemi Abb. 110 die Welle einerseits und die Keilnut

andererseits tangiert.
Die Berechnung des mittleren Flichentrigheitsmoments eines ko-

nischen Wellenstiickes, wie es in dem Ubergangskegel der Schwungrad-
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Tabelle 6. Berechnung der reduzierten Wellenlange einer
Ventilatorenanlage. Bezugsdurchmesser 39 cm; J, = 227120.

Nr. Wellenstiick a | 1 Jom frea

cm cm cm cm
1 [ Schwungradnabe . . . . . . . .. . | 58% 45 |1110000 9,2
2 | Ubergangskegel . . . . . . . . .. . 156/41| 34 500000 15,6
3 |Lagerzapfen. . . . . . . . .. ... 139 79,5 | 227120 79,6
4 | Kupplungszapfen der Schwungradwelle . |29,4* | 16,5 73000 51,5
5 | Kupplungszapfen der Getriebewelle . . | 25,4% | 16,5 41000 91,2
6 | Lagerzapfen . . . . . . . .. .. . ]30 45 79520 129,0

7 | Getriebeausgleichwelle der Ventilator-

seite . . . ... L Lo )22 102 23000 215,0
8 | Kupplungszapfen der Getriebewelle . . | 25% 22,5 38350 28,5
9 | Kupplungszapfen der Ventilatorwelle . . | 26* 19 44864 b | 20,5
10 | Lagerzapfen . . . . .. . . . . .. .13 | 122 79520 7.4
11 | Zapfen der Ventilatornabe . . . . . . |22,8*%| 26,5 26500) | 483
695,8

welle vorkommt, erfolgt nach der Formel:

3di-n

(176) Jy = 32

@ e
Hierbei bedeuten:

d, = groBter Durchmesser des konischen Wellenstiickes,
d; = kleinster Durchmesser des konischen Wellenstiickes.

Die reduzierten Langen der einzelnen Wellenstiicke werden berechnet,
indem man die natiirliche Linge mit dem Quotienten aus dem Trigheits-
moment des Bezugsdurchmessers (d = 39cm) und dem mittleren
Flachentrigheitsmoment des betreffenden Wellenstiickes multipliziert.

Die reduzierte Lange der auf der hochtourigen Seite des Getriebes
liegenden Wellenstiicke ist durch die zweite Potenz des Ubersetzungs-
verhiltnisses = 2,172 zu dividieren, aus den gleichen Griinden, die bei
Zuriickfithrung des Tragheitsmoments des Ventilators auf die langsam
laufende Getriebeseite vorliegen.

GemilB Tabelle 6 findet man, dal die gesamte reduzierte Wellen-
linge des Ersatzsystems den Betrag l;cq = 695,8 cm besitzt. Demgemif3
ergibt sich eine Federkonstante von:

_ J,G 227120-8-10°

— 2V e Y 980 5. 106
Cr Lo 695.8 260,5 - 108 cmkg.

Hierbei wurde der Gleitmodul des Stahls G = 8-10° kg/cm? gesetzt,

* Diese Durchmesser sind der Keilnut einbeschrieben.

** Die reduzierten Wellenlingen der Ventilatorseite sind durch das Quadrat
des Ubersetzungsverhiltnisses (2.172) zu dividieren, um die entsprechenden redu-
zierten Wellenldngen lreq auf der Schwungradscite zu erhalten.
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Das reduzierte Trigheitsmoment der beiden Ersatz-Schwungrider be-
rechnet sich zu:

60 1,07-108-1,18-108
Orea = 611+ 01:[ = 295100 — 0,56 - 10¢ cmkg.

Somit ergibt sich die Eigenschnelle zu:

_1/260,5-108
¥ "0,56-10¢

Dementsprechend betrdgt die minutliche Eigenschwingungszahl:

v = ] 465= 21,564/scc.

n, = 206/min.

Bei der Betriebsdrehzahl von n = 103/min wird die kritische Drehzahl
zweiter Ordnung erreicht. Da diese Tatsache mit der beobachteten
Erscheinung, daB bei n = ~ 100/min das Schlagen des Getriebes am hef-
tigsten ist, iibereinstimmt, ist klar erwiesen, dal die vorliegende Stérung
durch Torsionsschwingen verursacht istl.

¢) Berechnung einer elastischen Kupplung.

Die Stérung wird verschwinden, wenn es gelingt, die Eigenschwin-
gungszahl des Systems so abzudndern, da die Betriebsdrehzahl wesent-
lich hoher ist als die Eigenschwingungszahl. Als wirksamste Maf-
nahme zur Erreichung dieses Ziels wird der Einbau einer elastischen
Kupplung gewshlt. Diese ist geeignet, die Eigenschwingungszahl des
Systems so weit herabzusetzen, daB die kritische Drehzahl erster
Ordnung bereits bei etwa 40/min iiberwunden wird. Hiernach ist aber
keine weitere Stérung zu befiirchten, vielmehr wird in dem dariiber
liegenden Drehzahlgebiet die Anlage bei jeder beliebigen Drehzahl
ruhig laufen miissen.

Die Konstruktion einer derartigen elastischen Kupplung geht aus
Abb. 111 hervor. Sie besteht im wesentlichen aus 4 geschichteten
Blattfedern, wie sie aus dem Fahrzeugbau bekannt sind. Die Kupplung
soll zwischen Schwungrad und Getriebe angeordnet werden. Die Feder-
pakete sind an einem Querarm eingespannt, der mit der Schwungrad-
welle verkeilt ist. Der zweite Arm der Kupplung, an dem 4 zu den
Enden der Blattfedern filhrende Zugstangen angreifen, ist auf dem
Wellenstumpf des Getriebes zu befestigen.

1 Schwingt das System in der kritischen Drehzahl zweiter Ordnung, so ent-
fallen auf jede Umdrehung zwei volle Schwingungen. Das Schlagen im Ge-
triebe kommt dadurch zustande, daB das Drehmoment bei groBen Ausschligen
negativ wird. DemgemaB heben sich die Zahne ab und kommen mit den Zahn-
riicken in Eingriff. Zu jeder vollen Schwingung gehort ein zweimaliges Schlagen,
entsprechend dem Abheben und Wiederaufschlagen der Zihne. Das viermalige
Schlagen je Umdrehung beweist also, daB Schwingungen der zweiten Ordnung
vorliegen.
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Die Berechnung der Kupplung geht folgendermaflen vor sich:

Zunichst wird an Hand der Forderung, dafl die Eigenschwingungs-
zahl des Gesamtsystems 7, = 40/min sein soll, berechnet, welche
Federkonstante die Kupplung besitzen mull, wenn sie als alleinige
Drehfederung in dem System eingebaut wire; denn die Federkonstante
der elastischen Kupplung ist so klein, daBl die ibrige Wellenanlage
dagegen praktisch als starr betrachtet werden kann. Man erhélt:

¢, = 12+ Oroq = 4,182-0,56 - 108 = 9,85 10% cmkg.

Hierauf sind die Abmessungen der Federpakete so zu berechnen, daf$}
ihre Biegebeanspruchung bei dem héchsten in Frage kommenden Dreh-
moment den zuldssigen Wert von 5000 kg/cm? nicht itberschreiten.

Abb.111. Elastische Kupplung.

Den Radius des auf der Getriebewelle aufgekeilten Kupplungs-
armes, an dem die Zugstangen firr die Blattfedern angreifen, wihlen
wir mit L = 60 cm und dementsprechend die freie Linge jeder der
4 Federn mit [ = 50 cm. Zwischen der Konstanten der Drehfederung
c,cmkg der gesamten elastischen Kupplung und der Linearfeder-
konstanten c, kg/em einer einzelnen Kupplungsfeder besteht folgende
Beziehung:

cp =4-co- L2, coz—fzz—,
wobei:
P
Co =— ’f“ N
P = Belastung am freien Ende einer der 4 Kupplungsfedern,

{ = Durchbiegung, die sich unter Wirkung dieser Belastung ein-
stellt.
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Im vorliegenden Fall ergibt sich somit:
_9,85-10°
€0 = 43600

Fiir die Festigkeitsberechnung der Feder und die Ermittlung der
Federabmessungen muf} ferner die gr6Bte in Frage kommende Durch-
biegung des freien Federendes bekannt sein.

Da die Dampfmaschine bei einer Drehzahl von n = 110/min ihre
Hochstleistung mit N = 1200 PS abgeben soll, ist das grofite fiir die
Kupplung in Betracht kommende Drehmoment:

71620-1200
110
entsprechend einer Umfangkraft von U = 13000 kg, bezogen auf den
Radius von 60 cm. DemgemidB kommt pro Feder eine durchbiegende

Kraft am freien Ende von

= 683 kg/em .

Mgmax = 71620 %V = = 781300 cmkg,

in Betracht. Diese bewirkt bei einer Federkonstanten von 683 kg/em
eine Durchbiegung von

fma,x = 4,76 cm.

Der Zusammenhang zwischen der Blattstdrke % der geschichteten
Blattfeder und der bei der hochsten Durchbiegung fmax des Federendes
in der Einspannstelle auftretenden Beanspruchung k, ergibt sich aus
der Formel:

- Bk 2500-5000 _
(177) k= T E T 47689108 = 1,L194cecm = ~ 1,2 cm.
Die Breite der demgemif 12 mm starken Federblatter wurde aus
konstruktiven Griinden mit b, = 15 cm gewéhlt. SchlieBlich berechnet
sich die Anzahl z der pro Feder erforderlichen Federblitter aus der

Beziehung!:
i, P 2E-z-byk?
(178) == iap
oo 6P G0N

T E-bo-h® T 2,2.108.15-1,28 V¢

Beim Anfahren der Kupplung miissen verschiedene Drehschwingungs-
resonanzen des Systems durchfahren werden. Im vorliegenden Fall
liegt z. B. die sehr starke Resonanz zweiter Ordnung bei » = 20/min.
Werden nicht besondere SchutzmalBnahmen getroffen, so wird die
Kupplung beim Anfahren innerhalb weniger Umdrehungen durch diese

Resonanzen zerstort.

1 Niche ,,Hiittes, Band I, S. 660.
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Die wirksamste SchutzmaBnahme, die in den verschiedensten Fillen
sich ausgezeichnet bewahrt hat, besteht darin, dal die Kupplung
durch eine besondere Vorspannvorrichtung so lange blockiert wird, bis
simtliche Resonanzen iiberwunden sind. Um dieses Ziel zu erreichen,
hat man lediglich nétig, die Federn der Kupplung im Drehsinne mit
einem Moment von solcher GroBe vorzuspannen, dall die Federn sich
erst bel einer Drehzahl abheben, die oberhalb der kritischen Drehzahl
erster Ordnung liegt, also im vorliegenden Fall z. B. erst bei einer
Drehzahl von 50 bis 60/min. Beim Anfahren bildet, da infolge der
Vorspannung die Federn fest gegen die Anschlige gedriickt waren,
die Kupplung gewissermalen ein starres System. Die Eigenschwingungs-
zahl des Wellensystems liegt demgemaf3 beim Anfahren so hoch, als
wenn an Stelle der elastischen Kupplung eine starre Kupplung ein-
gesetzt wire. Erst bei einer Drehzahl von » = 50/min heben sich
die Federn der Kupplung von den Anschligen ab. Hierdurch wird
aber die Eigenschwingungszahl des Systems plétzlich auf den Wert
von 40/min herabgesetzt, so dal3 das System auBerhalb jeglicher Reso-
nanzgefahr lduft. Dieser an sich sehr einfache Kniff erméglicht ein
vollkommen stofifreies Anfahren.

Ein Ausfithrungsbeispiel fiir die Blockiervorrichtung ist in Abb. 111
dargestellt. Auf den Armen, in denen die Kupplungsfedern eingespannt
sind, wurden starre Querbalken fest aufgeschraubt, an deren vorderem
Ende Anschldge befestigt waren, mit Hilfe deren die Kupplungsfedern
im vorliegenden Beispiel um einen Betrag von 2 cm aus der Ruhelage
vorgespannt wurden.

Drittes Kapitel.

Der elektrische Schwingungskreis.

A. Grundlegende Betrachtungen.

49. Schwingungsformen und Energiearten.

Wieim 1. Kapitel ausfihrlich erértert wurde, ist das Zustandekommen
einer Schwingung an die Voraussetzung gebunden, daB eine bestimmte
Energiemenge zwischen den Formen der potentiellen und der kineti-
schen Energie hin und her pendelt. Man kann umgekehrt folgern, daf3
iiberall da eine Schwingung moglich ist, wo ein potentieller und ein
kinetischer Energiespeicher derart zusammengefiigt werden, dafl ein
Energieaustausch zwischen beiden stattfinden kann. Welcher Art die
pendelnde Energie ist, wird grundsitzlich fir das Zustandekommen
des Schwingungsvorganges gleichgiiltig sein. MaBgebend ist lediglich
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die Menge der pendelnden Energie einerseits, sowie die Aufnahmeféhig-
keit der Energiespeicher und ihr GroBenverhiltnis zueinander anderer-
seits.

Wir kennen nur drei Formen der Energie, die technisch von Be-
deutung sind, namlich:

1. die mechanische Energie,

2. die elektromagnetische Energie und

3. die Wirmeenergie.

Die erste Energieform lag unseren bisherigen Betrachtungen iiber die
Schwingungen mechanischer Systeme zugrunde. In dem vorliegenden
Kapitel wollen wir uns mit den einfachsten Schwingungen elek-
tromagnetischer Energie befassen und die an Hand der mecha-
nischen Schwingungen gewonnenen Gesetze auf diese Energieform an-
wenden.

Die Technik der elektrischen Schwingungen bildet ein groBes in sich
geschlossenes Sondergebiet, das in der Radiotechnik weitgehende Nutz-
anwendung gefunden hat. Es kann als das heute am weitesten entwickelte
Gebiet der gesamten Schwingungstechnik angesehen werden. Wir
werden im Verlauf unserer Entwicklung zeigen, daB der elektrische
Schwingungskreis insofern die idealste Anordnung eines Schwingungs-
systems bildet, als hier einerseits die bei mechanischen Schwingungen
oft betrichtlich stérenden Nebeneinfliisse fast vollstindig ausgeschaltet
werden koénnen und andererseits die vereinfachenden Annahmen
(z. B.die Annahme einer dem Ausschlag proportionalen Federung,
einer der Geschwindigkeit proportionalen Dampfung (s. 4. Kapitel)
streng erfiillbar sind. Hinzu kommt der bedeutende Vorteil, dal man
mit Hilfe der hoch entwickelten elektrischen MeBgerite alle Vorginge
in bequemster Weise genau erfassen und verfolgen kann.

In der mechanischen Schwingungstechnik sind bis jetzt keine MeB-
gerite geschaffen, die sich den vollkommenen elektrischen MeBgeriten
an die Seite stellen liefen. Die Weiterentwicklung und der Aufschwung
der mechanischen Schwingungstechnik wird wesentlich davon abhiingen,
daBl den elektrischen Wechselstrom-MeBgeriten gleichwertige mecha-
nische SchwingungsmeBgerite entwickelt werden. Erst dann ist eine ge-
naue Erforschung aller Vorgénge méglich.

SchlieBlich darf nicht vergessen werden, daB die elektrische Schwin-
gungstechnik mit einfachen und handlichen Elementen arbeitet und
ihre Versuchsapparaturen mit verhiltnismiBig geringen Mitteln zu-
sammenstellen kann, wahrend Versuche auf dem Gebiet der mechani-
schen Schwingungen meist recht kostspielig sind.

Ganz allgemein kann das Vorbild der elektrischen Schwingungs-
systeme fiir die mechanische Schwingungstechnik in vieler Hinsicht
wegweisend sein.
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Uber Warmeschwingungen liegen bisher noch keinerlei Untersuchun-
gen vor. Es scheinen sich in der technischen Praxis auch noch keine
Schwingungserscheinungen auf diesem Gebiet gezeigt zu haben, die ge-
bieterisch eine Losung fordern. Indessen ist grundsdtzlich auch eine
Warmeschwingung méglich, die nach den gleichen Grundgesetzen ver-
lauft, wie die mechanischen und elektromagnetischen Schwingungen.

50. Die Elemente des elektrischen Schwingungskreises.

Genau so, wie der mechanische Schwingungskreis, entsteht das
elektrische Schwingungssystem durch Verbindung eines potentiellen
mit einem kinetischen Energiespeicher. Die genaue Kenntnis dieser
beiden Elemente und der zu ihrer Berechnung und Dimensionierung
notwendigen Gesetze bildet die Grundlage fiir das Verstédndnis und die
Beherrschung der elektrischen Schwingungen.

Das Wesen des potentiellen Energiespeichers besteht ganz
allgemein darin, daB er in der Lage ist, Energie in Form einer Spannung
aufzunehmen und sie so lange auslgsungsbereit aufzubewahren, bis die
Entladung in geeigneter Weise eingeleitet wird. Dabei verharrt der po-
tentielle Energiespeicher fiir den Augenschein in Ruhe. Keinerlei Be-
wegung, kein &uflerlich ohne weiteres erkennbares Merkmal deutet
darauf hin, da er geladen ist. Diese Eigenheit hat der potentiellen
Energie auch den Namen der latenten, d. h. verborgenen Energie ein-
getragen. Man erkennt, daBl der Kondensator die elektrische Energie
in der angegebenen Weise zu speichern vermag. Er iibernimmt somit
die Rolle des potentiellen Energiespeichers.

Im scharfen Gegensatz hierzu steht das Wesen des kinetischen
Energiespeichers. Er kann die Energie nur in Form von Bewegung
bestimmter Energietrager aufspeichern. Die Trigheit und das Be-
harrungsvermogen der bewegten Energietrager bildet seine wesentlichste
Grundlage. Er ist entladen, wenn diese Bewegung aufhért. Diese Eigen-
schaften besitzt die Induktivitat.

Der Energietriger ist hier das von der stromdurchflossenen Spule
geschaffene magnetische Kraftfeld, das ausgesprochene Trigheits-
wirkungen besitzt. Diese lassen sich in anschaulicher Weise beim Ein-
und Ausschalten des Stromes beobachten. Eine Energieladung besteht
nur, solange der Strom flieBt (die Energietrager des Magnetfeldes in Be-
wegung sind). Die Induktivitat erfullt also alle Voraussetzungen, um die
Rolie des kinetischen Speichers im elektrischen Schwingungskreis iiber-
nehmen zu kénnen.
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B. Der Kondensator®.
51. Die Grundgleichung.

Die einfachste Form des Kondensators ist als Leidener Flasche jedem
aus der Physik bekannt. Er besteht im wesentlichen aus zwei Metall-
belegen, die durch einen Isolator, das sogenannte ,, Dielektrikum*, ge-
trennt sind. Wird an die beiden Belege eine elektrische Spannung gelegt,
so flieBt von der die Spannung aufweisenden Stromquelle, z. B. einem
Gleichstrom-Leitungsnetz, auf den Kondensator eine bestimmte Elek-
trizitdtsmenge tber. Der Kondensator wird mit elektrischer Energie
geladen.

Anmerkung: Nach den Anschauungen der modernen Physik kann man
beim elektrischen Ladevorgang geradezu davon sprechen, daf eine bestimmte
Menge der ,,elektrischen Substanz‘‘, in &hnlicher Weise wie eine grobstoffliche
Substanz, auf den Kondensator iibertragen wird. Nach unseren heutigen An-
schauungen besteht sie aus den ,,Elektronen‘‘ (den ,,Atomen der Elektrizitat®).
Durch zahlreiche Versuche ist die Existenz der Elektronen einwandfrei erwiesen.
Ferner wurde festgestellt, daB3 diese kleinsten Teilchen der Elektrizitit negativ
geladen sind.

Durch das Uberstrémen von Elektronen ist also nur die Ladung des nega-
tiven Belegs erklart. Die experimentelle Erfahrung zeigt, dafl eine negative La-
dung allein niemals existieren kann, vielmehr entspricht ihr irgendwo stets eine
gleich groBe positive Ladung. Bei dem Kondensator hat diese ihren Sitz auf dem
zweiten Beleg. Es hat sich als unmoglich erwiesen, eine negative oder positive
Ladung so zu isolieren, daf3 sie nicht irgendwo einer Ladung von gleicher Grofle,
aber entgegengesetztem Vorzeichen entspricht. Beide Ladungen verhalten sich
gewissermaBlen wie Wirkung und Gegenwirkung. Auf Grund dieser Beobachtung
ist man zu der Vorstellung gelangt, daB ein elektrisch neutral erscheinender Koérper
¢leich groBie positive und negative Ladungen aufweist. Entfernt man einen Teil
der negativen Ladung, so kommt der Kérper aus dem Gleichgewichtszustand
und erscheint positiv geladen, da er eine negative Ladung nétig hat, um wieder
neutral zu erscheinen. Eine Erklarungsmoglichkeit dieses eigenartigen Verhaltens
wurde dadurch gegeben, dal es bei den Versuchen im luftverdiinnten Raum
(z. B. bei der Kathodenrdhre) leicht gelingt, die negativ geladenen Elektronen
abzuspalten und fiir sich zu beobachten. Dagegen ist es bis jetzt niemals mog-
lich gewesen, auf dem gleichen Weg kleinste Triger der positiven Ladung fest-
zustellen. Man ist deshalb zu der Vorstellung gelangt, daB3 es eine positive Ladung
im Sinne der negativen Ladung iiberhaupt nicht gibt, sondern daB ein Korper
dadurch positiv geladen wird, dafl man ihm eine bestimmte Menge von negativen
Elektronen entzieht. Dementsprechend gestaltet sich der Vorgang beim Laden
des Kondensators folgendermafen:

! Obwohl man die nachstehenden Ausfithrungen zum groBten Teil jedem
Lehrbuch der Elektrotechnik entnehmen kann, erscheint die hier gegebene Zu-
sammenstellung der wichtigsten Begriffe und Berechnungsformeln fiir die Ele-
mente des elektrischen Schwingungskreises schon deshalb notwendig, weil sich
die vorliegende Arbeit in erster Linie an die Konstrukteure des Maschinenbaues
wendet, denen die Gesetze der Elektrotechnik nur wenig gelidufig und die erforder-
lichen Lehrbiicher nicht zur Hand sind. Aber auch den Elektrikern und Physikern
durfte eine knappe Zusammenstellung erwiinscht sein.
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Von der Elektrizititsquelle flieBt in Gestalt der negativen Ladung eine be-
stimmte Anzahl von Elektronen auf den negativen Beleg iiber. Gleichzeitig flieit
von dem vorher neutralen Kondensator eine gleich groBe Menge negativer Elek-
tronen vom positiven Beleg auf die Elektrizitatsquelle zuriick.

Als Beweis fiir die Richtigkeit dieser Anschauung gilt die Tatsache, da3 der
Kondensator nicht geladen wird, wenn man nur den negativen Beleg mit dem
negativen Pol der Elektrizititsquelle verbindet. Wenn wir vom Laden eines Kon-
densators sprechen, so ist damit also das Zufiihren einer bestimmten Elektronen-
menge auf den negativen Beleg und das Entfernen der gleichen Elektronenmenge
vom positiven Beleg zu verstehen.

Die entwickelte Theorie ist als Arbeitshypothese zu werten, die ein anschau-
liches und brauchbares Bild bietet, das im Einklang mit dem beobachteten Tat-
sachenmaterial steht.

Sie wird auch dann noch als sehr wertvolles Mittel zum Verstandnis der ge-
schilderten Vorgéinge dienen, wenn die Behauptung der neuesten Atomforschung,
daB die Elektronen nicht als kleinste Partikelchen der Elektrizitit, sondern als
Atherschwingungen zu bewerten seien, sich endgiiltig bewahrheiten sollte, wenn
also die bisherige Auffassung, daB die Elektronen als Korpuskeln (kleinste Kor-
perchen) anzusehen sind, endgiiltig aufgegeben wiirde.

Der Betrag dieser Elektrizitdtsmenge oder Ladung @ ist bedingt:

a) durch die GrifBe der angelegten Klemmenspannung e in Volt, und
zwar ist die Ladung @ der Spannung e in jedem Fall direkt proportional,

b) durch die Abmessungen des Kondensators, insbesondere den
Flacheninhalt der einander gegeniiberstehenden Metallbelege und ihren
gegenseitigen Abstand; weiterhin auch durch die Eigenschaften des als
Dielektrikum verwendeten Isoliermaterials.

Diese konstruktiven Daten werden in einer Konstanten, der so-

genannten ,,Kapazitit C* zusammengefaBt. Es besteht die Grund-
gleichung:

(179) Q=ce-C.

Hierbei ist die Elektrizititsmenge ¢ in Amperesekunden (Coulomb?),
die Spannung e in Volt zu messen. Als Mafl fur die Kapazitdt dient das
Farad, in der praktischen Technik insbesondere sein millionster Teil, das
Mikrofarad (M.F.). Die Definitionsgleichung der Kapazitit lautet:
(sieche Grundgleichung)

(179a) c=9

(4
Demnach besitzt die Einheit der Kapazitit (d. h. 1 Farad) ein Konden-

1 1 Coulomb ist die Elektrizitatsmenge, die auf einen Leiter iibertragen wird,
wenn auf ihn ein Strom von 1 Amp. Stirke 1 Sekunde lang iiberflieBt. Man hat
die Ladung eines Elektrons in sehr sinnreicher Weise gemessen. Sie betrigt
1,59.10-1° Amperesekunden und heiBt ,,elektrisches Elementarquantum®. In
einer Ladung von einer Amperesekunde sind also 6,3.1018 Elektronen enthalten.
Ein Kondensator von 0,1 Mikrofarad nimmt, wenn an ihn die Spannung von
100 Volt gelegt wird, auf seinem negativen Beleg eine Ladung von @ = 100-10-7
=10-° Amp.sec. = 63000-10° = 63000 Milliarden Elektronen auf.
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sator, der eine Ladung von 1 Amperesekunde aufnimmt, wenn an seine
Belege die Spannung von 1 Volt gelegt wird. Das Farad ist eine auller-
ordentlich groBe Einheit. Die praktisch vorkommenden Kapazitdten
besitzen die GroBenordnung von wenigen Mikrofarad.

Zahlenbeispiel: Ein Kondensator von 10 Mikrofarad nimmt bei einer
Spannung von e = 1000 Volt eine Ladung auf von ¢ = 10-10-¢-1000
= 0,01 Amperesekunden auf.

Die Messung der Ladung erfolgt mit Hilfe des
auf Seite 130 beschriebenen ballistischen Galvano-
meters. Gemé&B der Schaltung Abb. 112 wird
der Kondensator durch Einlegen des Schalters
iber das Galvanometer entladen. Dieses besitzt
eine Eigenperiode von 30 bis 40 Sekunden. Die
Entladung erfolgt in Bruchteilen einer Sekunde.
Der StoBausschlag ist ein MaBl fir den Impuls:

J=[i-dt=¢Q,
also fir die Ladung. Der Ausschlag bleibt unge-
andert, wenn man in den Entladungskreis einen
Widerstand R einschaltet und dadurch die Ent-
ladungszeit erhoht, sofern diese kleiner als /s der
Eigenperiode des Galvanometers ist, denn fi-dt
Abb. 112. Schaltschema  bleibt stets dasselbe.
zur Messung der Ladung Die Eichung des Galvanometers erfolgt am ein-
Hilfe  des ballistischen  fachsten dadurch, daB man in geeigneter Weise,
z. B. mittels Stoppuhrschalter, einen genau be-
kannten Strom ¢ (z. B. 0,1 Amp.) eine bestimmte Zeit lang (z. B. 3 Se-
kunden) iiber das Galvanometer flieBen 143t und den entstehenden
Ausschlag « miBt. Auf diese Weise erhilt man eine Eichkurve o = f(i-t)
= ().
52. Das elektrische Kraftfeld.

Um das Wesen der Kapazititserscheinungen zu verstehen und die
Berechnungsgrundlagen fiir die Dimensionierung der Kondensatoren zu
gewinnen, miissen wir die Vorginge ins Auge fassen, die sich bei der
Ladung und Entladung des Kondensators im Dielektrikum abspielen.
Sie werden unter dem Bild des elektrischen Kraftfelds erfaBt. Es
sollen daher zunichst die Begriffe und Mittel zur Beschreibung und
Messung des elektrischen Kraftfeldes angegeben werden.

a) Der Begriff des elektrischen (elektrostatischen)
Kraftfeldes.
Jeder mit Elektrizitat geladene Leiter (etwa eine isoliert aufgestellte
Kugel) iibt auf einen andern, ebenfalls elektrisch geladenen Leiter me-
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chanische Krifte aus, die mit geeigneten Apparaten meBbar sind. Die Ge-
samtheit des Raumes, innerhalb dessen die Kraftwirkungen wahrgenom-
men werden, wird das ,,elektrische Kraftfeld des betreffenden Leiters ge-
nannt.

b) Beschreibung des elektrischen Kraftfeldes.

Zur Erforschung und Kennzeichnung eines jeden Kraftfeldes muf3
man in der Lage sein, in jedem Punkte des Raumes GréBe und Richtung
der Kraftwirkungen anzugeben. Man konnte beim elektrischen Kraft-
feld entsprechende Messungen z. B. dadurch vornehmen, dafl man
an die betreffende Stelle eine
mit bestimmter Ladung @, ver-
sehene Metallkugel bringt, die
nach Art eines Pendels an iso-
lierter Pendelstange aufgehidngt
ist (Abb. 113). Das Pendel er-
fahrt eine Auslenkung in der
Kraftrichtung. Als Mafl fir
die Gr6Be der Kraft kann der
zugehorige Ausschlagwinkel «
des Pendels benutzt werden.

Diese Art der Messungen hat

. . Abb. 113. Messung der elektrischen Feldstirke
praktisch keine Bedeutung und (d.h. der Richtung und GréBe der mechanischen
ist sehr umstidndlich. Sie wird KraftWirku%%exi{'?roilf:ttirsicsﬁggnpgsmsfnittels eines
zur Bestimmung eines elektri-
schen Kraftfelds niemals ausgefithrt. Wir erwihnten sie lediglich, um
klar zu zeigen, dafl im elektrischen Feld auf einen geladenen Leiter
mechanische Kraftwirkungen ausgeiibt werden, die als Grundlage fiir
die Beschreibung anzusehen sind, eine Tatsache, die leicht infolge der
ginzlich anders gearteten, in der Praxis iiblichen MeBmethoden in Ver-
gessenheit gerit.

¢) Das Potential.

Der Begriff des Potentials bietet die Moglichkeit, die Beschreibung
und Ausmessung des elektrischen Kraftfeldes in weit bequemerer Weise
vorzunehmen. Man bezeichnet als Potential eines Punktes in einem
Kraftfeld die mechanische Arbeit, welche notig ist, um die Ladungs-
einheit (eine Amp.sec.) aus dem Unendlichen bis auf den betreffenden
Punkt heranzubringen. Jedem Punkt des Kraftfelds muBl somit ein be-
stimmtes Potential zugeschrieben werden!.

1 Die Tatsache, daB die Definition des Potentials die Heranbringung einer
Elektrizitdtsmenge aus dem Unendlichen vorsieht, wirkt im ersten Augenblick
schwer vorstellbar und stérend. Wenn man sich jedoch vergegenwartigt, dafl bei
allen Messungen des Potentials lediglich der Potentialunterschied (die Potential-

differenz) zwischen zwei Punkten des Kraftfelds in Frage kommt, so entfillt diese
Schwierigkeit (siehe e).
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d) Die Niveauflache.

Unmittelbar aus dem Begriff des Potentials ergibt sich die Notwendig-
keit, das Kraftfeld iibersichtlich in einzelne Zonen zu zergliedern, am
zweckméBigsten derart, daB man alle Punkte gleichen Potentials ver-
bunden denkt. Ihre Gesamtheit ergibt fir jedes Potential eine in sich
geschlossene Raumfliche, die den das Kraftfeld erzeugenden Leiter all-
seitig umschliet und ,,Niveaufliche genannt wird. (Z.B. sind die
Niveauflichen bei einem kugelférmigen Leiter in Luft Kugeln, die zu
diesem konzentrisch liegen.)

Eine gute Ubersicht ergibt sich, wenn man die eingetragenen Niveau-
flichen des Kraftfeldes nach ganzzahligen Werten des Potentials staffelt.
Als zwar selbstverstindliche, aber doch sehr wichtige Tatsache ergibt
sich der Satz: ,,Man kann auf einer Niveaufliche, d. h. auf einer Fliche
konstanten Potentials (Arbeitswertes) eine beliebige Ladungsmenge in be-
liebigen Bahnen bewegen, ohne dafl Arbeit geleistet oder gewonnen wird.*

e) Die Potentialdifferenz.

Wie bereits angedeutet, sind wir praktisch nicht in der Lage, das
Potential eines Kraftfeldpunktes dadurch zu messen, daf3 wir tatsichlich
die mechanische Arbeit feststellen, die geleistet werden muB, um die
Ladungseinheit aus dem Unendlichen an den betreffenden Punkt
heranzubringen. Trotzdem muB dieser Begriff als sehr niitz-

liche RechnungsgréBe bei-
behalten werden. Praktisch
konnen wir nur die Poten-
tialdifferenz zwischen zwei
Punkten eines Kraftfelds
messen. Sie ist durch die
mechanische Arbeit gekenn-
zeichnet, die geleistet wer-
den muB}, um die Ladungs-
einheit von einem Punkt
Abb, 114. Ermittlung der Potentialdifferenz zwischen zwei  auf den andern zu bringen-
Punkten eines elektrischen ]‘(‘}‘ggftfclds auf mechanischem Welcher Weg dabei einge-

Dic Kreise stellen Schnitte der Papierebene mit den

Nheauflimen o schlagen wird, ist vollstén-

dig gleichgiiltig.

Zum Beweis dieser Tatsache zerlege man gemiB Abb. 114 einen be-
liebig gewahlten Weg in einen arbeitslosen, der auf Niveauflichen
zuriickgelegt wird, und einen Arbeitsweg, dessen Abschnitte senkrecht
von Niveaufliche zu Niveaufliche verlaufen.

Auch die Messung dieses Arbeitswertes mit Hilfe mechanischer
MeBgerite wiirde auf wesentliche Schiierigkeiten stoBen. Gliicklicher-
weise hat die Elektrotechnik zur Messung von Potentialdifferenzen ein



Das elektrische Kraftfeld. 177

sehr bequem zu handhabendes Instrument geschaffen, das Voltmeter,
das bei Feldmessungen in der Form des elektrostatischen Voltmeters
(Elektrometers) benutzt wird. Denn im elektri-

schen Kraftfeld ist die Potentialdifferenz

zwischen 2 Punkten gleichbedeutend mit der

zwischen ihnen herrschenden elektrischen
Spannungsdifferenz, gemessen in Volt. Fir die

Messung kleiner Spannungen (30 bis 400 Volt) wird

das Zweifadenvoltmeter, Abb. 115, benutzt. Es be-

steht aus einem Metallgehduse, das mit dem einen

Pol verbunden wird und die beiden Drahtbiigel 4

tragt. Zwischen ihnen ist eine Schleife K aus

feinem Platindraht ausgespannt, die durch den

Quarzbiigel @ in Spannung gehalten wird. Sie wird

iiber den isoliert eingesetzten Metallstift B mit dem

zweiten Pol verbunden. Tritt zwischen 4 und K

eine Spannungsdifferenz auf, so ndhern die mecha- .

. . . . Abb. 115a. Zweifaden-
nischen Krifte, die zwischen den entgegengesetzt  Voltmeter. (Aus Pohl,
sich ladenden Drihten K und Biigeln 4 auftreten,  crtifitsiebre,2.Auf-
die Drahte den Wianden des Gehduses. Die Ent-
fernung der Drahte wird mittels Mikroskop gemessen und bildet ein
MaB fir die Spannung.

Zur Feststellung der Potentialdiffe-

Abb. 115b. Gesichtsfeld

eines Zweifadenvoltmeters. Abb. 116. Messung der Potentialdifferenz
(Aus Pohl, Elektrizitiits- zwischen zwei Punkten eines elektrischen
lehre, 2. Aufl.) Kraftfelds mittels Voltmeter und Sonden.

renz zwischen 2 Feldpunkten hat man gemifB3 Abb. 116 nur nétig, an
die Stelle der betreffenden Feldpunkte zwei besonders praparierte
Metallelektroden (Sonden)! zu bringen, diese mit den Klemmen des

1 Es geniigt nicht, als ,,Sonden‘‘ einfache Metallplatten zu verwenden. Die
diesen Platten anhaftende, zunichst neutralisierte Ladung wird durch die Wir-
kung des elektrischen Feldes in ihren positiven und ihren negativen Teil gespalten
und stért die Messung. Versieht man die Sonde mit einem Uberzug aus radio-
aktivem Metall, so wird die storende Elektronenmenge durch die von der radio-
aktiven Substanz ionisierten Luftmolekiile abgefiihrt, so daB die Messung einwand-
frei gelingt.

Lehr, Schwingungstechnik I. 12
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Voltmeters metallisch leitend zu verbinden und dann die zwischen den
Punkten bestehende Potentialdifferenz in Volt abzulesen. Auf diese
Weise gelingt die Ausmessung des elektrischen Feldes auf experimen-
tellem Weg einfach und bequem.

Das technische Maf3 der Potentialdifferenz ist das Volt, eine Einheit,
die somit in letzter Linie als Arbeitsbetrag zu werten ist.

f) Der elektrische KraftfluB.

Zur vollsténdigen Kennzeichnung des elektrischen Feldes ist es nétig,
dieses auBler durch Niveauflichen noch in einer zweiten Art zu zer-
gliedern. Die Zerlegung erfolgt durch sogenannte Kraftréhren. Sie
sind folgendermafBen definiert:

o) Die Begrenzungslinien der Kraftrohren fallen an jeder Stelle in
die Richtung der Kraftwirkung, stehen also stets senkrecht zu den
Niveaufliachen.

B) Die Gesamtzahl der ,,Einheits-Kraftréhren‘ eines Feldes wird als
MaB fir die Starke der Ladung benutzt. Es ist festgesetzt, dall zwischen
den beiden Leitern, die ein elektrisches Feld hervorrufen, soviel Einheits-
kraftréhren verlaufen, als das Feld Ladungseinheiten (Coulomb)
enthaltl.

Die Gesamtheit der Kraftrohren bildet den elektrischen FluB,
dessen Stidrke durch die Zahl der Einheitskraftréhren gemessen wird,
der also zahlenmiBig gleich der Anzahl der Ladungseinheiten gesetzt
wird. Die elektrischen Kraftr6hren verlaufen vom positiv geladenen
zum negativ geladenen Leiter2. Sie treffen liberall senkrecht zur Leiter-
oberfliche auf. Die Notwendigkeit dieser Tatsache ergibt sich daraus,
daBl die Leiteroberflichen Niveauflichen sind, und zwar diejenigen des
hochsten bzw. tiefsten Potentials. Innerhalb des Leiters kann kein
elektrisches Feld bestehen, da sich jede Potentialdifferenz sofort aus-
gleicht. Der Leiter bildet also einen vom elektrischen KraftfluB freien
Raum im elektrischen Kraftfeld.

g) Die elektrische Kraftliniendichte (Induktion).

Als Kraftliniendichte ®, (oder elektrische Induktion) an irgendeiner
Stelle des Kraftfeldes bezeichnet man die Anzahl der Einheitskraftréhren,
die an der betreffenden Stelle durch eine senkrecht zu den Kraftrohren

! Es sind immer zwei durch einen Isolator getrennte Leiter zur Bildung
cines elektrischen Feldes nétig. Hat man einen z. B. nur negativ geladenen Einzel-
kérper vor sich, so sitzt die Gegenladung eben im Erdboden, den Zimmerwéinden
oder sonstigen Teilen. Die Kraftrohren beginnen dann in dem geladenen Korper
und endigen auf den betreffenden Teilen mit Gegenladung.

2 Wie erwiihnt, besitzen die beiden Belege des Kondensators gleich groBe
Ladungen von entgegengesetztem Vorzeichen. Diese sind durcheinander bedingt
und gehoren zueinander wie Wirkung und Gegenwirkung.
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gelegte Fliche — also die Niveaufliche an der betreffenden Stelle —
pro 1 cm? hindurchtritt. Diese Zahl bildet das MaB fiir die Intensitét
des Kraftfeldes. Zwischen dem elektrischen Kraftflu @, und der Kraft-
liniendichte D, besteht folgende sehr einfache, aber wichtige Beziehung:

F
(180) &, = [D,-dF,
0

wobei die Summe iiber die gesamte vom Kraftfluf durchdrungene
Flache zu erstrecken ist und die Flichenelemente dF stets in der Niveau-
flaiche, also senkrecht zu den Kraftrohren, zu messen sind.
Anmerkung: Der Verlauf der elektrischen Kraftréhren laft sich dem Auge
in anschaulicher Weise dadurch sichtbar machen, da man in das elektrische

Feld eine Glasplatte einbringt und diese leicht mit Gipspulver bestreut. Die Gips-
kristalle ordnen sich dann in den Kraftlinien an, so daf} diese deutlich hervortreten.

h) Die elektrische Feldstirke.

Die elektrische Feldstirke € (auch Gradient des elektrischen Feldes
genannt) ist das MaB fir die Durchschlagskraft des Feldes und bildet
die notwendige Erginzung zur Kraftliniendichte ®,. Sie ist definiert
als die Potentialdifferenz in Volt (Spannungsdifferenz) an den Enden
eines Kraftrohrenstiickes von 1 cm Léange. Wird ein mit der Ladungs-
einheit (1 Coulomb) geladener Leiter in ein Feld von der Feldstiarke
€ = 1 Volt/em gebracht, so erfahrt er eine Kraftwirkung von 107 Dyn
= 9,81 kg.

Die Richtung der Feldstirke steht an jeder Stelle senkrecht zu der
dort hindurchgehenden Niveaufliche, ist also mit der Richtung der
Kraftrohren identisch. Sie wird filschlicherweise zuweilen mit der elek-
trischen Induktion ®, verwechselt. Beide GroBen sind aber grund-
verschiedene MaBangaben, die streng zu unterscheiden sind.

i) Der dielektrische Widerstand und der dielektrische
Leitwert.

Den dielektrischen Widerstand eines bestimmten Raumausschnittes
erhilt man, wenn man feststellt, wieviel elektrische Einheitskraftrohren
den Raum durchdringen, wenn an seinen Enden die Spannungseinheit
e = 1 Volt angelegt wird. Man erhéilt somit die Beziehung:

(2
o,

Die Anzahl der Kraftréhren nimmt proportional mit dem Quer-
schnitt # des Raumausschnittes zu und proportional mit der zu durch-
dringenden Lénge [ ab, so daf} sich die Beziehung ergibt:

(181) R, =

! e e
(182) Rel = F‘ .const = E),A == i;j,.
12*
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Zur Bestimmung der Konstanten setzen wir zunichst fir @,
seinen Wert @, =9,-F. Weiterhin miissen wir einige versuchsmiBig
zu ermittelnde Werte einfiithren.

Erster Grundversuch: Zwei Metallplatten von 1 cm? Querschnitt
stehen sich in 1 cm Abstand in Luft gegeniiber. Der vom elektrischen
Kraftfeld durchdrungene Raumausschnitt bildet somit eine Rohre von
1 em? Querschnitt und 1 em Lénge. Durch Anlegen der Spannung von
1 Volt! an die beiden Metallbelege wird der so entstandene Konden-
sator geladen. Hierauf wird nach Abschalten der Ladespannung mit
Hilfe eines hochempfindlichen ballistischen Galvanometers die auf-
gebrachte Ladung gemessen. Sie besitzt, wie sich experimentell fest-
stellen 1a8t, die Grofe :

@ = 0,884- 10712 Amp.sec.

Die zu ermittelnde Anzahl von Einheitskraftrohren ist also:
@, = 0,884 - 1013 Einheitskraftréhren,
so daB3 der dielektrische Widerstand des Einheitsraumausschnittes sich
ergibt zu:

(183) ' Ruy = 5 = 1,13-102.

el

Somit berechnet sich die gesuchte Konstante zu:
const = 1,13.103,

so daB allgemein:

(184) R, = — = —-const = T 1,13- 1018,

. oy @ 1
Die Kapazitit C = - = =%

elektrischen Widerstandes. Zu ihrer Berechnung wird in komplizierten
Fallen am zweckméiBigsten zunichst R, ermittelt.

Zweiter Grundversuch: In die Strecke zwischen den Platten des
ersten Grundversuchs bringt man der Reihe nach verschiedene Isola-
tionskorper. Man miBt jetzt wieder, wie beim ersten Grundversuch, die
bei e = 1 Volt vom Kondensator aufgenommene Elektrizititsmenge und
vergleicht sie mit der Ladung bei Luftzwischenraum. Den erhaltenen
Verhiltniswert, der angibt, das Wievielfache der Ladung bei Luft-
zwischenraum die erhaltene Ladung bei Einbringen des betreffenden

QL;S'

- ist der reziproke Wert des di-

1 In der Regel wird man den Versuch mit einer Spannung e = 100 Voit
einer Fliche F = 100 cm? und einem Abstand ! = 0,1 em durchzufiihren. Der
erhaltene Wert ist dann mit 10~° zu multiplizieren, um die Einheitskonstante
zu erhalten.
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Isolationskérpers ausmacht, bezeichnet man als Dielektrizitits-
konstante. Tabelle 7 gibt die Zahlenwerte von ¢ fiir die wichtigsten
Isoliermaterialien an.

Der elektrische FluB @, nimmt gegen- 5.1 110 (;‘l‘:‘rb eileelg.tiven Di.
iber Luft proportional mit ¢ zu, der dielek- elektrizitits-Konstantene
trische Widerstand umgekehrt proportio- (bezogen auf Luft als Einheit).

nal mit ¢ ab, so daBl endgiltig bei gleich- . .
> . . Dielektrik
bleibendem FluBquerschnitt F fir den di- —— ¢
elektrischen Widerstand folgende Formel Luft . . . . 1
angegeben werden kann: giiieﬁaﬁ N s 5ib5bls 7
1 Hartgummi . 2,9
(185) R, = e 1,13-1013 . Bernstein . . 2,8
Paraffin. . . 2,3
Somit erhalt man fir die Kapazitat, d.h.  Papier . . .| ca.2
den reziproken Wert des dielektrischen %f;::fel -] 38 ;’lg 4,0
Widerstands, die Formel: Petroleum. . | 1,9 bis 2,3
Foe Wasser . . . 81
e . 10-13 Eis. . . . . 3,1
(186) C 7 0,884 1013 Farad Booit - 3o
F-e - . Glimmer 1 . 6,6
— . . 7 >
== 0,884 - 10-7 Mikrofarad. Glimmer 2 8

Sie gilt unter der Voraussetzung, daB der FluBquerschnitt F gleich
bleibt. Bei sich #nderndem Flu8querschnitt geht man zweckméiBig so
vor, daB man die Widerstinde zwischen je zwei Einheitsniveauflichen
ermittelt und zum Schlufl die so erhaltenen hintereinandergeschalteten
Elementarwiderstinde zusammenzihlt.

In zahlreichen Fallen ersetzt man diese Summation durch eine
Integration. UnerldBliche Vorbedingung fiir ihre Durchfithrung ist es,
da F, d.h. der FluBquerschnitt, als Funktion des Kraftlinienwegs 1
eindeutig dargestellt werden kann, so daf3:

2

!
dl
(18581) Rel :J“E/(l) . 1,13 . 1013 .
Wie diese Integration, die den Schliissel zur Berechnung der Kapa-
zitit in vielen Fillen bildet, durchgefiihrt wird, zeigen die nachfolgen-
den Beispiele:

k) Das Ohmsche Gesetz des elektrischen Flusses.
Zusammenfassend laBt sich sagen, da der elektrische FluB in ana-
loger Weise berechnet werden kann, wie der stationére elektrische Strom
(Gleichstrom). Das Gesetz, welches diese Zusammenhédnge ausspricht,
entspricht dem Ohmschen Gesetz fiir Gleichstréme und lautet:

1
(187) e=Ry D, =4Q.
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An Hand dieser Formel lassen sich unter Beriicksichtigung der Werte
fir R,, alle Zusammenhénge berechnen.

) Die dielektrische Durchschlagsfestigkeit der Isolierstoffe.

Bei der Konstruktion der Kondensatoren kann man mit der Feld-
stirke im Dielektrikum nicht unbegrenzt hoch gehen. Vielmehr ertragen
die einzelnen Isolierstoffe nur eine bestimmte Grenzfeldstirke, nach
deren Uberschreitung sie zerstort werden, indem ein Durchschlag er-
folgt. Eine besondere Zweigwissenschaft, die elektrische Festigkeitslehre,
befallt sich damit, diese Zusammenhénge zu klaren. Tabelle 8 gibt die
mittlere Durchschlagfeldstarke fiir die wichtigsten Isolationsstoffe an.

Tabelle 8.
Tabelle der mittleren Durchschlag-Feldstirken fiir die wichtigsten
Isolierstoffe bei 1cem Schichtstirke und Zimmertemperatur.

Isolierstoff Durchschlag-Feldstirke in kV/em

Hartpapier . . . . . . . . . . ... 150
Papier in Ol . . . . . . ... ... 200
Glimmer . . . . . . . .. ... L. 450
Mikanit. . . . . . .. . ... L L. 220
Mikafolium (Glimmer auf Papier m. Lack) 200
Glas . . . . . . . .. .. 180
Kolophonium . . . . . . . . . ... 180
Hartgummi . . . . . . . . . P 250
Marmor . . . . . . . . . . . ... 100
Porzellan . . . . . . . . .. ... 100 bis 250 (je nach Zusammensetzung)
Buchenholz:

langs zur Faser . . . . . . . . .. 30

quer zur Faser . . . . . . . . .. 60
Steingut . . . . . .. ... ... 17
Mineralol . . . . . . . . ... ... 100 bis 200 (je nach Reinheit)
Luft, trocken . . . . . . . . . . .. 20

Anmerkung: Die Durchschlag-Feldstiarke dndert sich sehr stark mit der
Temperatur einerseits und der Stirke der Isolierschicht andererseits. Sie fallt mit
steigender Temperatur und wird um so geringer, je dicker man die Isolierschicht
withlt. Ferner spielt die Feuchtigkeit der Oberfliche eine groBe Rolle. Die vor-
liegenden Werte gelten nur fiir 1 cm Schichtstirke und sollen lediglich die un-
gefahre GroBenordnung angeben. Ausfiihrliche Angaben findet man in Roth:
Hochspannungstechnik. Berlin: Julius Springer 1926.

Das Zustandekommen des Durchschlags erklirt man sich als mecha-
nische Zerstorung des Materials durch Uberschreiten der Bruchfestigkeit.
Mit Hilfe des polarisierten Lichts 1a8t sich z. B. bei Glas feststellen, daB
beim Einbringen in das elektrische Feld mechanische Spannungen und

Dehnungen auftreten, die der Feldstirke etwa proportional gesetzt
werden konnen!.

! Die Durchschlagsfestigkeit des Dielektrikums besitzt fiir den Kondensator
(die Feder des elektrischen Schwingers) eine dhnlich ausschlaggebende Bedeutung,
fir dessen Abmessungen und Leistungsfahigkeit, wie die Schwingungsfestigkeit
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53. Berechnung der Kapazitit verschiedener Kondensatoren
aus ihren Abmessungen.

a) Plattenkondensator.

Der Plattenkondensator besteht in seiner einfachsten Form aus zwei
Metallbelegen gleicher GréBe (Fliche F cm?), die durch ein Dielektri-
kum von der Stirke ! und der Dielektrizititskonstante & voneinander
getrennt sind. Er bildet die einfachste Anordnung des Kondensators,
die iberhaupt mdéglich ist. Seine Kapazitdt 148t sich nach der auf
Seite 181 abgeleiteten Formel fiir den dielektrischen Widerstand sofort
angeben zu:

(188) 0 =72.0,884-10~" Mikrofarad.

Beispiel: Die technischen Kondensatoren bestehen aus 2 Stanniol-
streifen, die durch eine diinne Schicht von paraffiniertem Papier (¢ = 2)
getrennt sind. Der oberste Streifen
wird nochmals mit einem Papierstrei-
fen isoliert und dann das ganze Band
nach dem Schema der Abb. 117 zu
einem Paket zusammengerollt und ge-
preft. Es soll die Kapazitit eines sol-
chen Kondensators berechnet werden.

Die Stanniolstreifen besitzen eine Breite
von b = 10 cm. Sie werden in z. B.
100 Windungen zu einem Paket auf-

Abb. 117. Schema der Anordnung Abb. 118. Handelsiiblicher Kondensator
eines Papierkondensators. der Hydrawerke.

gewickelt, das geprefit und in einen gestanzten Metallbecher gemill
Abb. 118 untergebracht wird. Die Zwischenrdume werden mit Paraffin
vergossen, die Zufithrungsdrihte zu den Belegen an in dem Deckel
isoliert angebrachte Klemmen gefithrt. Die Dicke der Papierschichten

des Werkstoffes fiir die Federn des mechanischen Schwingers. Demgemi kommt
der elektrischen Festigkeitslehre eine stetig wachsende Bedeutung zu, denn die
Wechselspannungen fiir die Uberlandnetze werden immer héher und somit die
durch sie bedingten elektrischen Felder, welche fiir die Beanspruchung der Isolier-
materialien maBgebend sind, immer stirker.
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betrigt 0,1 mm. Es ist die Aufgabe gestellt, zu berechnen, welche
Lange die Stanniolstreifen aufweisen miissen, fiir den Fall, daBl der
Kondensator die Kapazitat von 1 Mikrofarad besitzen soll.

Zu klarer Anschaulichkeit bei der Berechnung gelangen wir, wenn
wir zunédchst das Paket an beiden Seiten aufgeschnitten denken. Es ent-
steht dann ein Pack, in dem immer ein Stanniolblatt mit einem Papier-
blatt abwechselt, und zwar so, daB alle ungeradzahligen Stanniolblatter
zu dem positiven Beleg und alle geradzahligen Stanniolblatter zu dem
negativen Beleg miteinander verbunden sind; je zwei Belege mit der
dazwischen liegenden Isolationsschicht bilden einen Plattenkonden-
sator. Es sind also ebenso viele Kondensatoren wie Isolationsschichten
vorhanden. Die Gesamtheit aller positiven Belege bildet den einen,
die Gesamtheit aller negativen Belege den zweiten Stanniolstreifen. Da
infolge der Anordnung im Wickelpack jeder Beleg nach oben und nach
unten benutzt wird, so ist die Kapazitit des fertigen Kondensators
doppelt so groB wie die Kapazitiat, welche ein Kondensator besitzt, der
aus den beiden ausgestreckten Stanniolstreifen mit einer Zwischen-
schicht gebildet ist.

Ist L die Gesamtlinge jedes der beiden Stanniolstreifen, so betrigt
die Kapazitit des fertigen Packs:

O=2"’]l3'e

Bei einer Streifenlinge von 10 m ergibt sich beispielsweise eine Ka-
pazitit von 0,35 Mikrofarad, so daB fiir die Bildung von 1 Mikrofarad
eine Streifenlange von insgesamt 30 m erforderlich ist.

- 0,884 -10-7 Mikrofarad.

b) Der Réhren-Kondensator.

Die einfachste Form des Rohren-Kondensators ist allgemein als
Leidener Flasche bekannt. Ein Beispiel von ungleich groBerer tech-
nischer Wichtigkeit ist das elektrische
Kabel gemid Abb. 119, dessen einer
Beleg durch den Leiter gebildet wird,
wiahrend der zweite Beleg durch den
Bleimantel dargestellt ist. Als Dielektri-
kum dient die oft sehr starke Isolier-
schicht.

Die Berechnung der Kapazitit des
Rohren-Kondensators kénnen wir wie-
der durch Ermittlung des dielektrischen
Widerstandes vornehmen. Die Rechnung
ist schwieriger als beim Plattenkonden-
sator, weil sich der Querschnitt des vom elektrischen FluB durchsetzten
Raumes stetig dndert.

Abb. 119, Schnitt durch ein elektri-
sches Kabel (Rohrenkondensator).
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Wir kénnen also die einfache, beim Plattenkondensator benutzte
Formel nicht anwenden, sondern miissen den dielektrischen Widerstand
des gesamten vom Dielektrikum eingenommenen Raumes durch Summa-
tion (Integration) des Widerstandes zahlreicher hintereinandergeschalte-
ter diinner Schichten berechnen. Wir denken uns demgemaf die Iso-
lationsschicht in eine grofle Anzahl von dinnwandigen konzentrischen
Rohren zerlegt. Jede der Rohren besitze die Wandstéirke d z, den Ra-
dius z und die Lénge L (des gesamten Kabels). Der dielektrische Wider-
stand einer solchen Rohre berechnet sich, wenn mit ¢ die Dielektrizitats-
konstante bezeichnet wird, zu:

dz-1,13-1018 dx
(189) dRel:¥2n-x-L‘_‘£d:m18'101l.
__F

Um den Gesamtwiderstand des Dielektrikums zu erhalten, sind die
Widerstande simtlicher Elementarréhren, die zwischen dem inneren
und dulleren Leiter liegen, zu summieren. Die Summation erfolgt am
zweckméafBigsten durch eine Integration.

Ist r, der Radius des Leiters, r, der Innenradius des Bleimantels,
80 berechnet sich:

o)
(190) R, = [dR,,
1
_ 18101 fdx
T L Jx
1
__18.101 7,
=L ng

Die Kapazitit C ist, wie auf Seite 180 dargelegt, der reziproke Wert
des dielektrischen Widerstandes. Somit ergibt sich:

C 1 e-L

1
(191) =R, T is-100 T . Farad.

In.-2
81

Zahlenbeispiel: Es ist die Kapazitit eines Kabels von 10 km Linge,
einem Leitungsdurchmesser von 27, = 1,2 em und einem Innendurch-
messer des Bleimantels 2 7, = 2,8 cm zu berechnen. Die Dielektrizitits-
konstante der Isolation wird mit

£=40
angegeben.
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Man findet:

4.108
=%

ii= 2,63 -10-¢ Farad
8.1011.]n =
18-10%-1 06

= 2,63 Mikrofarad’.

c) Berechnung der Kapazitidt mit Hilfe des Potential-
begriffs.

In vielen praktisch wichtigen Fillen ist der Verlauf des elektrischen
Flusses so verwickelt, daf es nicht gelingt, den dielektrischen Widerstand
auf einfachem Wege zu ermitteln und mit den bisher angewandten Me-
thoden die Kapazitit zu berechnen. In diesem Fall fiihrt eine zunichst
etwas fremdartig anmutende Berechnungsart, die sich den Potential-
begriff zunutze macht, in einfacher Weise zum Ziel. Der Rechnungs-
gang ist folgender:

Wie die Grundgleichung C :—?— zeigt, 1a8t sich C' berechnen, wenn

man ermittelt, welche Potentialdifferenz e zwischen den beiden Belegen
des Kondensators herrscht, wenn eine bestimmte, bekannte Ladung @
auf die Belege gebracht wird. Die Berechnung von e erfolgt mit Hilfe
des Potentialbegriffs. In diesem Zusammenhang bedeutet, wie auf
Seite 176 dargelegt wurde, e nicht eine elektrische Spannung, die mit dem
Voltmeter gemessen wird, sondern eine mechanische Arbeit, die ge-
leistet werden muf}, um die Ladungseinheit (1 Coulomb) auf beliebigem
Weg von dem einen Beleg auf den anderen zu bringen, wahrend der
Kondensator die Ladung @ besitzt. Diese Arbeit ergibt sich als Summe
aller Produkte Kraft mal Weg (genannt Linienintegral der Kraft) auf der
beim Transport der Ladungseinheit zuriickgelegten Bahn. An jeder
Stelle des Raumes ist die vom elektrischen Feld auf die Ladungseinheit
ausgeiibte Kraft P, = @ = der Feldstirke in dem betreffenden Punkt.
Diese berechnet sich nach den auf Seite 179 gemachten Angaben aus der
elektrischen Kraftliniendichte ®, zu:

(192) € =%,-1,13-10" Dyn.

2, ergibt sich aus der geometrischen Bedingung, daB die Summe der
von einem Leiter ausgehenden elektrischen Kraftrohren gleich der
Ladung @ sein muB. Kann man symmetrische Verteilung des Kraft-
feldes annehmen, wie dies bei den nachstehend berechneten Fillen zu-
trifft, so 1laBt sich ®, an einer bestimmten Stelle berechnen, wenn man

! Der Log. nat. (In) findet sich in den Tabellen der Hiitte. Bd. 1. S. 1 bis 21.
Er berechnet sich aus dem dekadischen (Briggsschen) Logarithmus (log) nach der
Beziehung
log

ln.r=O,T429.
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den Flacheninhalt F, der durch die betreffende Stelle gehenden Niveau-
fliche in cm? angibt. Man erhalt:

(193) P, = T(‘? Coulomb/cm?2.

Somit ist in einem bestimmten Raumpunkt z die elektrische Feld-
starke:
@-1,13-108

(194) €= "% Dyn

Auf diese Weise ist man in der Lage, fur jeden beliebigen Raumpunkt
die Feldstdrke (d.h. die auf die Ladungseinheit wirkende Kraft) an-
zugeben, so daB3 die Berechnung des Linienintegrals der Kraft und damit
des Potentials ohne weiteres ausfithrbar wird. Die Berechnung erfolgt
nach der allgemeinen Formel:

(195) = [G-dz em Dyn.

Die Einzelheiten des Rechnungsganges werden an Hand der nach-
stehenden Anwendungsbeispiele klar werden.

a) Berechnung der Kapazitit eines Kugelkondensators im unend-
lichen Raum. Der Kondensator besteht aus einer Metallkugel vom
Radius R, die isoliert aufgestellt ist. Sie sei mit der Ladung @ Coulomb
geladen. Das Kraftfeld sei vollkommen symmetrisch verteilt. Die Ni-
veauflichen sind demgemdf Kugelschalen, deren Mittelpunkt mit dem
des Kugelkondensators iibereinstimmt. Demnach ist die Kraftlinien-
dichte in einem Raumpunkt, der den Abstand x» cm vom Kugelmittel-

punkt besitzt:
(196) D, = % = E@; Coulomb/cm?
und die Feldstirke:

197) E=9,-1,13-108= -2 _.113.108 =% . 9. 101 Dyn.
y

47 x?

Das Potential /7 ist die mechanische Arbeit, die geleistet werden muB,
um die Ladungseinheit aus dem Unendlichen in dem von @ geschaffenen
Kraftfeld auf die Leiteroberfliche, also auf den Radius R heran-
zuschaffen.

Man berechnet mit Hilfe des Linienintegrals der Kraft:

(198) Hzftﬁ-dx:f%-dx-g-l()“*,
R R
. r 1 “‘ r 1 1 _‘Q
Jrg ;--Q-Q-IOIIL—;]R»—Q-Q-IOIIL-;—(—Eﬂ—ﬁ-ﬁ)-lou cm Dyn.
* Denn
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Somit ergibt sich die Kapazitat zu:

(199) c—9__£

77 = mﬁ Farad.

Zahlenbeispiel: Es ist die Kapazitit einer Metallkugel von 50 cm

Durchmesser zu berechnen:
25

9101

) Berechnung der Kapazitit eines aus 2 im Abstande L em sich
gegeniiberstchenden Kugeln gebildeten Kondensators. Im vorliegenden
Fall ermitteln wir das Potential /T als die mechanische Arbeit, die ge-
leistet werden muf}, um die Ladungseinheit von der Oberflache der ersten
Kugel (Radius R,) zur Oberfliche der zweiten Kugel (Radius R,) zu
bringen. Da der Weg beliebig gewahlt werden kann, wihlen wir die
Verbindungsgerade der Kugelmittelpunkte. In einem Punkt, der um
x cm vom Mittelpunkt der Kugel I entfernt ist, wollen wir die resultie-
rende Feldstiarke berechnen.

Wire nur die Kugel / vorhanden, so wire, wie unter d) berechnet,
die gesuchte Feldstirke:

C = = 2,78.10-1 Farad = 2,78 - 10—° Mikrofarad.

G 2%-9-1011 Dyn.

Wire nur die Kugel I/ vorhanden, so wire, da der beobachtete
Punkt von ihrem Mittelpunkt um den Betrag L — x cm entfernt ist,
die Feldstirke:

C = (1;8}7)2 -9-101 Dyn.

Da beide Kugeln gleich, aber entgegengesetzt geladen sind, muf3
die Kraftrichtung der beiden sich tiberlagernden Feldstirken ebenfalls
gleich sein (Kugel I st68t die in den Punkt  gebrachte positive Ladungs-
einheit ab, Kugel 17 zieht sie an). Somit ist die resultierende Feldstirke,
weil auBerdem die Kraftrichtungen, da wir uns in der Verbindungs-
geraden der Kugelmittelpunkte befinden, in die gleiche Wirkungslinie
fallen, einfach gleich der Summe der Teilfeldstirken zu setzen. Somit
erhalten wir:

1 1

(200) € =G + Gy — Q9101 + m) Dyn
und

L—R, L—R,
> —|l&.de=0.9. 1
(201) 1 f(s de=Q-9 1011[(12 + = x)2>.dx

R, R,

1 1 ] 1
=0.9.10" .+ (0 - 4 o
Q 10 <R1 %, + T—FE) ({I- R2)> cm Dyn.
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Somit ergibt sich die Kapazitit zu:

22 |o=2_ 1 | BB (L-R)L-Ry)

T~ 9107 (B, — R,)[L — (B, + Ro)]- L Farad.

Zahlenbeispiel: Es ist die Kapazitiat einer Hochspannungs-Funken-
strecke zu berechnen, die aus zwei Metallkugeln von 2 R, = 40 und
2 R, = 60 cm Durchmesser besteht, deren Mittelpunkte einen Abstand
von L = 150 cm besitzen. Man findet:

1 20.30-130-120
9.10 ° " 10-100 - 150

v) Berechnung der Kapazitiit einer Freileitung im Raum. Die Leitung
besitze den Radius  und die Lange L. Sie sei mit der gleichméafig ver-
teilten Ladung ¢ geladen.

Das Kraftfeld soll als symmetrisch verteilt angenommen werden.
Die Niveauflichen sind demgemi Zylinderflichen, deren Achse mit
der Achse der Leitung tbereinstimmt. DemgemifB betrigt die Kraft-

liniendichte in einem Punkt, der von der Leitungsachse den Abstand z
besitzt :

(203) ?, = I«;Q S a Q Coulomb/cm2

Da der Flicheninhalt der durch den betreffenden Punkt gelegten
Niveaufliche (Hohlzylinder) F, = 2x-%-L ist, ergibt sich die Feld-
stiarke zu:

(204) ©=2,-113-100 =52 .113.10= ¢ .15.101 Dyn.

C:

= 0,695 -10-1° Farad.

27

Das Potential IT ist die mechanische Arbeit, die geleistet werden
muB, um die Ladungseinheit aus dem Unendlichen durch das Kraftfeld
der Freileitung auf die Leiteroberfliche heranzubringen. Man findet:

(205) H:f@i-dx: Q18108

r

-18. 1011f -

o3

!Q h@

-18-101-In7 c¢cm Dyn.
Somit ergibt sich die Kapamtat zZu:

_e_1
(206) C=q= in7 18- 10“ Farad.

Zahlenbeispiel: Es ist die Kapazitit einer Einfachfreileitung von
4,0 cm Durchmesser und 10 km Linge zu berechnen, unter der (nicht
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zutreffenden, spiater berichtigten) Annahme, daBl die Leitung als frei
im Raum angesehen werden kann. Man berechnet::

108

= 0.693.18. 101 — 8.10-7 Farad.

C

d) Berechnung der Kapazitit einer Doppelleitung. Gegeben sei eine
doppelte Freileitung von der Linge L cm, deren beide Leiter die
Radien 7, und 7, cm besitzen und in der Entfernung A4 cm parallel zu-

e A .. einander laufen. Es soll die Kapa-
zitdt berechnet werden, welche die
D 7.= Leiter gegeneinander besitzen.
,'__" ' T Wir ermitteln das Potential I7 als
"o, | 77 mechanische Arbeit, die geleistet wer-
e—— 2z —> den muBl, um die Ladungseinheit von

ADD.120. Beregmung or Kapazitit einer  der Oberfliche der Leitung I zur Ober-
flache der Leitung II zu bringen. Da
der Weg beliebig gewahlt werden kann, wihlen wir fiir die Berech-
nung die Verbindungsgerade zwischen den Leitern. In einem Punkt,
der um z cm von der Mitte der Leitung I entfernt ist, sei die resultie-
rende Feldstirke berechnet.
Wire nur die Leitung I vorhanden, so wire, wie unter p) (Gl. 204)
berechnet :

Q
(SjI == .l:i;E . 18 . 1011 Dyn

Wiére nur die Leitung /I vorhanden, so wire, da der Punkt von ihrer
Achse den Abstand » — x besitzt:

Q

v @II = OLT-’IT[: . ].8 1011 Dyn
Da beide Leitungen gleich, aber entgegengesetzt geladen sind, be-

sitzen die beiden Teilfeldstirken gleiche Richtung. Die resultierende
Feldstarke kann also als Summe der Teilfeldstirken berechnet wer-
den zu:

(207) @=@1+(EH=§-18-10“-<;—i—hlx>Dyn.
Somit ergibt sich das Potential (Linienintegral der Kraft) zu:
h—r, h—r, h—ry
(208) nzf@-dx=%-18~10"U‘i} —fh—d_”-;]

- g—-18-1011-[1n(h——12)—~1nr1—1n(h—h+r2)+ln(h—r1)]

_ % .18 - 101 .]n(ﬁ_—_ﬂh_“i) cm Dyn.

Ty Ty



Der Ladevorgang des Kondensators. 191

Da wir im vorliegenden Fall r, und 7, gegen A vernachlissigen
konnen, ergibt sich die Naherungsformel:

_° .y
(209) Il = 4 1810 In o, om Dyn.
Demgemal berechnet sich die Kapazitit zu:
‘ |, _e_ 1 7
(210) ‘ C = ’]] = KIOTI . l*"*’ hT F&I‘&d. ‘
‘ n TyeTy

Zahlenbeispiel: Esist die Kapazitat einer 20 km langen Doppelleitung
zu berechnen, deren Drihte einen Durchmesser von 7, = r, = 25 mm
und einen Abstand von 2 = 3 m besitzen:

c= L . 2010 1,015. 1077 Farad
18.101 ngO%(_) ’
0,252
=0,1015 Mf.

¢) Berechnung der Kapazitit einer Einfachleitung gegen Erde. Diese
Aufgabe laBt sich in einfacher Weise auf die unter §) geldste Auf-
gabe zurtickfithren. Die Erdoberfliche kann stets als Niveaufliche an
gesehen werden. DemgemaB ist nach Abb. 121 der Kraftlinienverlauf
bei einer Einzelleitung gegen Erde der
gleiche, wie wenn im doppelten Abstand
von der FErdoberfliche eine zweite
gleiche Leitung angebracht wire. Somit
ergibt sich nach der unter g) entwickel-
ten Formel und unter Verwendung der
in Abb. 121 eingetragenen Bezeich-
nungen:

1 1

n .
, r: ' Abb.121. Verlauf der elektrischen Kraft-
réhren bei einer Einzelleitung gegen Erde
(elektrostatische Spiegelung).

Zahlenbeispiel: Es ist die Kapazi-
tit einer Einfachfreileitung von 6,0 km Linge und einem Durchmesser
von 3,0 em gegen Erde zu berechnen. Der Abstand von der Erdober-
fliche betragt A = 820 cm.

1 6-105
) | . —8
C 18- 101 ]n2690000 = 2,38 1078 Farad.
2,25

54. Der Ladevorgang des Kondensators.
Es soll nunmehr im einzelnen untersucht werden, welche Vorginge
sich beim Laden und Entladen des Kondensators abspielen. Vom



192 Der elektrische Schwingungskreis.

schwingungstechnischen Standpunkt aus interessiert vor allem die
Frage, welche Energiemenge der Kondensator in Abhéingigkeit von der
angelegten Klemmenspannung aufnimmt. Um die in dem Kondensator
steckende Energie zu berechnen, ist es notig, zu wissen, welche Elek-
trizititsmenge unter der Einwirkung der angelegten Klemmenspannung
auf den Kondensator iibergeflossen ist. Der Strom ¢ wird wahrend der
Ladung nicht konstant sein, sondern um so kleiner werden, je mehr
sich der Kondensator auflidt und demgem&f an seinen Belegen eine

gegenelektromotorische Kraft V, = g wachgerufen wird.

Aus rein begrifflichen Erwiégungen heraus kénnen wir von vornherein
aussagen, daf der Strom in jedem Augenblick der Differenz aus der an-
gelegten Ladespannung e und der Klemmenspannung V, des Konden-
sators proportional sein wird.

Die Ladung, die wihrend eines bestimmten Zeitabschnittes dt
auf den Kondensator gelangt, ergibt sich ihrer Definition gemiB, wenn
man die Stromstdrke ¢ des Ladestroms (gemessen in Ampere), die
wihrend des kurzen Zeitabschnittes d¢ als konstant angesehen werden
kann, mit d¢ multipliziert. DemgemiB berechnet sich die Ladung, die
vom Zeitpunkt ¢, bis zum Zeitpunkt £, auf den Kondensator iibergeflossen
ist, durch Summation simtlicher wihrend dieser Zeit beobachteten
Produkte 7-dt zu:

iz
Q = [ i-dt Coulomb.
131

Wird die auf dem Kondensator befindliche Ladung um den Betrag

d@) vermehrt, so erhéht sich die Klemmenspannung des Kondensators

d
um den Betrag dV, = -C,Q. Die auf den Kondensator wiahrend des

Zeitelements d¢ libertragene Arbeit kann als Produkt aus Strom,
Spannung und der Zeit, wihrend welcher der Strom geflossen ist, be-
rechnet werden. Man findet somit die Beziehung:

(212) dA =V, i-dt.
Setzen wir an Stelle von ¢-dt den Wert d@Q ein, so ergibt sich:
(213) dA =V, dQ=V,C-dV,.

Es bleibt noch iibrig, an Hand dieser Beziehung die Arbeit zu berechnen,
welche in dem Kondensator aufgespeichert wird, wenn die Klemmen-
spannung ¥, von Null bis auf den Wert der Ladespannung e ansteigt.
Durch Integration findet man:

e e

(214) A=fda=[V,.cav,=c-< Joul.

0 U]
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Tragt man gemafB Abb. 122 die Ladung @ in Abhéngigkeit von der
Ladespannung e auf, so ergibt sich ein Geradliniendiagramm. Aus ihm
kann in anschaulicher Weise die Energie 4 der Ladung entnommen

Abb. 122. Ladung Q eines Kondensators in Abhéingigkeit von der Ladespannung e.
Bestimmung der Ladearbeit.

werden. Der Ausdruck 4 = f V.-dQ ist dargestellt durch die Dreiecks-
0

fliche unter dem Geradliniendiagramm, gerechnet vom Nullpunkt bis
zur Spannung e. Thr Fldcheninhalt ergibt sich zu:

€

(215) A*W Q0~«C Joule da Qy=0C-¢,.

55. Das mechanische Analogon des Kondensators.

Der Ladevorgang des Kondensators liBt sich anschaulich an Hand
eines mechanischen Analogons dem begrifflichen Verstindnis naher-
bringen.

Wir stellen uns gemaB Abb. 123 den Kondensator als einen zu ebener
Erde stehenden Behilter vor, der mit Wasser gefiillt werden soll. Der
Gegendruck des Behilters (EMK ¥V, des Kon-
densators) wird in dem MaBe ansteigen, wie D
seine Wasserfiilllung (Ladung @) und damit seine
Spiegelhshe A steigt. Der Druck P,, mit dem
das Wasser in den Behilter eingepreBt wird,
wird gleich der Differenz zwischen dem hydro-
statischen Druck P, (V,), der vom Behilter aus-
geht und dem in der Zufiih-
rungsleitung  herrschenden () A
Druck P, (e,) sein. Die Fiil- 7
Iung hért ganz auf, wenn  Abb. 123. Das mde:shaKn:ancg:nE;(Qt\ocrl;aullsche) Analogon
beide Driicke gleich gewor-
den sind. Das zugefithrte Wassergewicht @ (Ladung) berechnet sich als
Produkt aus der Fillungshohe & des Wasserbehilters (gemessen in cm),
der Grundfliche F des zylindrisch gedachten Behilters, gemessen in

Lehr, Schwingungstechnik I. 13
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cm? und dem spezifischen Gewicht y kg/cm3. Das Produkt F -y kann
als direktes Analogon zur Kapazitdt C angesehen werden. Die La-
dung d@ ist das Produkt aus dem in der Zeiteinheit zuflieBenden Was-
sergewicht (dem Strom ¢) und der Zeit d¢, wihrend welcher der Wasser-
strom als konstant betrachtet werden konnte.

Die Arbeit, die aufgewendet werden muBl, um den Spiegel des
Wasserbehilters um den Betrag dk zu heben, berechnet sich als Produkt
des zugefiilllten Wassergewichts = F-y-dh und des bei der Fullung zu
leistenden Hubwegs = h. Die Arbeit, die aufgewendet werden muB8,
um den Behilter von Null bis zur Spiegelhohe 4, zu fiillen, ergibt sich
analog wie beim Kondensator durch Summation der einzelnen Teil-
arbeiten d4 = F-y-dh-h (Integration) zu:

hy
216) 4 =OfF-y-dh.h=%Z-hg (Analogie: 5 -¢3).

56. Schaltung von Kondensatoren.

In vielen Fillen wird die verlangte Kapazitit aus einer gréBeren
Anzahl von Teilkapazititen zusammengeschaltet werden miissen, denn
nur selten wird eine der handelsiiblichen Einheiten gerade den benotig-
ten Wert besitzen. Bei der Schaltung gibt es zwei grundsitzliche Mog-
lichkeiten, nidmlich die Parallelschaltung und die Hintereinander-
schaltung.

a) Parallelschaltung.

Durch Parallelschaltung mehrerer Kondensatoren wird die Kapazitit
vergroflert. Diese Tatsache wird am sinnfilligsten, wenn man annimmt,
daB eine Anzahl von Plattenkondensatoren, die gleich dickes Dielektri-
kum besitzen, parallelgeschaltet werden. Es wird hierdurch gewisser-
maflen ein neuer Kondensator geschaffen, dessen Fliche gleich der
Summe der Flichen der Teilkapazititen ist. Demnach ist auch die
gesamte Kapazitit bei Parallelschaltung gleich der Summe
der Teilkapazititen.

Diese Tatsache liBt sich auch auf mathematischem Weg an Hand
der Grundgleichung des Kondensators beweisen. Hierbei geht man von
der Tatsache aus, daB die Gesamtladung der Kondensatoren-Batterie
gleich der Summe der Teilladungen sein muB, daB also:

(217) Q=@+ @+ @+ - =Cre+Cy-e+Cyet---,
denn die Ladespannung e ist fir sémtliche Teilkapazititen die gleiche.
Somit ergibt sich:
Q=Cre=¢e(C;+Co+C3+.-)=1eNC,
(218) Cr=0C,+C,+-Cy+---= N,
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wobei mit C, die resultierende Kapazitit der Kondensatorenbatterie
bezeichnet wird.

b) Hintereinanderschaltung.
Wie aus Abb. 124 hervorgeht, ist bei Hintereinanderschaltung die
Summe der Spannungen in den Teilkapazitdten gleich der Gesamt-
spannung e, also:

(219) e=¢ + e +e 4+
_9 . @ 9
“otote
Die Ladung @ mulB} im vorliegenden Fall bei
allen Teilkapazititen die gleiche sein, denn wéah-
rend des Ladevorgangs flieBt durch alle hinterein-
ander geschalteten Kondensatoren in jedem Augen-
blick der gleiche Strom ¢. Demgem&afl mull auch .
f i-dt = @ fir alle Teilkondensatoren gleich sein. &H&'ﬁﬁﬁigH‘v’Ltﬁ’eﬁ‘;‘,‘fg:,ﬁj
Somit ergibt sich: satoren.

1 1 1
(220) e=£=Q'<a+b—2+C—’3+...>:Q.2%’

also:
1 1 1 1 1
(221) a=otgtet =2
d. h. bei Hintereinanderschaltung ist der reziproke Wert der Gesamt-
kapazitdt gleich der Summe der reziproken Werte der Teilkapazititen.
Zahlenbeispiel 1: Welche Gesamt-

kapazitit entsteht, wenn 6 Kondensa- [ [ ! T
toren mit den Kapazitéiten 2; 3,8; 0,6; 4 F T &
5,3; 1,5 und 4,2 Mikrofarad hinterein- i : =
a5Me n25sMF

andergeschaltet werden ? I J
11,11 111 g ==
Cr 2 Jr§,‘8‘+0,6 53 1,5 +3s

_ 1 Abb. 125. Gruppenschaltung von Xon-

- O,TB.; » densatoren zur Bildung einer Kapazitit

von 2,75 Mf aus Elementen von je 1 Mf.

'y = 0,283 Mikrofarad.

Zahlenbeispiel 2: Man soll die Kapazitat 2,75 Mikrofarad aus einer
entsprechenden Anzahl von Kondensatoren, deren Kapazitat 1,0 Mf
betrdagt, bilden.

Die Losung gelingt durch die in Abb. 125 gegebene Gruppenschaltung.
Man schaltet 2 Zellen zu 1 Mf parallel mit einer Gruppe von 2 hinter-
einandergeschalteten Zellen von 1 Mf=0,5 Mf und einer Gruppe
von 4 hintereinandergeschalteten Zellen von 1 Mf = 0,25 Mf.

13*
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C. Die Induktivitit.
57. Begriff der Induktivitit.

Unter einer Induktivitit versteht man eine Spule aus isoliertem
Draht, die gegebenenfalls einen Eisenkern, der aus diinnen, gegen-
einander isolierten Dynamoblechen aufgebaut ist, enthalt. Wird die
Spule von Strom durchflossen, so induziert sie in dem umgebenden
Luftraum oder in dem Eisenkern einen magnetischen Kraftflu. Der
Strom ¢ in der Spule und der dadurch hervorgerufene magnetische
KraftfluB sind durcheinander bedingt, oder, wie es die Elektrotechnik
nennt, miteinander verkettet. Als MaBzahl fiir die Verkettung wird der
Induktionskoeffizient L angegeben. Die nachstehenden Ausfithrungen
zeigen, auf welche Weise L
aus den Abmessungen der In-
duktionsspule berechnet wer-
den kann.

DieInduktivitiatstellt einen
Speicher fiir kinetische Ener-
gie dar. Der Trager der Energie
ist das durch die Spule ge-
schaffene Magnetfeld. Es be-
sitzt in analoger Weise wie eine
bewegte Masse eine ausgespro-
Abb.126. VerlaufI()l;’[a;sg]:?ﬁhﬁ-ltstroms bei einer chene Trégheitswirkung. Diese

tritt am deutlichsten beim
Ein- und Ausschalten des die Spule durchflieBenden Stroms in Erschei-
nung. Wiithrend ein Kondensator sich beim Anschluf} an eine geniigend
starke Stromquelle unter Verwendung einer geniigend starken AnschluB3-
leitung augenblicklich (jedenfalls in Bruchteilen einer Sekunde) mit der
durch Spannung und Kapazitit bedingten Elektrizititsmenge aufladt,
braucht die Induktivitit eine betrichtliche Zeit, bis sie den vollen
Energiebetrag aufgenommen hat. Diese Zeit ist eindeutig durch den
Induktionskoeffizienten L bedingt. Abb. 126 zeigt den Verlauf des
Einschaltstroms einer starken Drosselspule in Abhéingigkeit von der
Zeit, der unter der Wirkung einer konstanten Gleichspannung e zustande
kommt. In Abb. 127 ist als Analogon hierzu die Anlaufkurve eines
Schwungrades, die unter der Einwirkung eines konstanten Dreh-
moments zustande kommt, aufgetragen, und zwar ist die Winkelge-
schwindigkeit des Schwungrades in Abhingigkeit von der Zeit darge-
stellt. Die Kurven entsprechen den praktisch vorliegenden Verhilt-
nissen. Sie tragen somit beim Schwungrad der Lagerreibung, bei der
Induktionsspule dem elektrischen Widerstand der Wicklung Rechnung.
Gestrichelt eingezeichnet sind die Kurven, die entstehen wiirden, wenn
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keine Reibung bzw. kein elektrischer Widerstand vorhanden wire. Fiir
diese ideellen Kurven, welche die maBgebenden Gesetze klar erkennen
lassen, gelten folgende Gleichungen:

a) Fiir die Drosselspule:
(222) e=L i
wobei L den Induktionskoeffizienten und e die angelegte Spannung
darstellt.

b) Fir das Schwungrad:
dw
dat
wobei 0 das Massentrigheitsmoment des Schwungrades und M; das an-
treibende Drehmoment bedeutet.

Die Gleichungen besagen, dafl 7 bzw.w bei gleichbleibender Span-
nung e bzw. gleichbleibendem Drehmoment M; proportional mit der

(223) My=6-

Abb. 127. Anlaufkurve eines unter der Wirkung eines konstanten Drehmoments stehenden
Schwungrades.

Zeit wachsen, und daB das MaB des Wachstums in der Zeiteinheit
durch die Tragheitsfaktoren L bzw. 6 eindeutig festgelegt ist. Praktisch
wird dem Wachstum durch den elektrischen Widerstand bzw. die
Lagerreibung eine Grenze gesetzt. Die hierdurch bedingten Drehmomente
bzw. Spannungsverluste konnen mit guter Niherung dem Strom ¢
bzw. der Winkelgeschwindigkeit w proportional gesetzt werden. Sie
wachsen also mit steigender Geschwindigkeit bzw. steigendem Strom
stetig an. SchlieBlich wird der Zustand erreicht, daB das gesamte Dreh-
moment durch die Reibungswidersténde (die Spannung durch die elek-
trischen Spannungsverluste in dem Widerstand der Spule) aufgezehrt
wird, womit ein weiteres Wachsen der Winkelgeschwindigkeit (des
Stroms) aufhért. Fiur den Idealfall konnen wir uns vorstellen, daB das
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beschleunigende Moment (die Spannung) weggenommen wird, sobald
die durch die Reibungswiderstinde (die elektrischen Widerstinde) be-
dingte Grenzgeschwindigkeit erreicht ist.

Anmerkung: Die exakte Entwicklung der bei der Beriicksichtigung der Rei-
bung bzw. des elektrischen Widerstandes vorliegenden Gesetze soll im 4. Kapitel
gegeben werden. Hier kam es lediglich darauf an, die Tatsache zu erfassen, dafl
die Trigheitswirkung der Induktivitit in der Trégheitswirkung eines Schwung-
rades ihre vollkommene Analogie findet.

58. Das elektromagnetische Kraftfeld.
a) Beschreibung des elektromagnetischen Kraftfeldes.

In der Umgebung eines vom Strom durchflossenen Leiters entstehen
magnetische Kraftwirkungen. Sie kénnen z. B. in bekannter Weise durch
Eisenfeilspane sichtbar gemacht werden, die man auf einem Karton aus-
streut.

Der gesamte von den elektromagnetischen Kraftwirkungen erfiillte
Raum wird als das ,,elektromagnetische Kraftfeld‘ des Leiters
bezeichnet. In diesem Raum erfihrt ein magnetischer Kérper, z. B. ein
Stahlmagnet, an jeder Stelle eine mechanische Kraftwirkung von be-
stimmter Gréfe und Richtung. Zur Beschreibung des elektromagne-
tischen Kraftfeldes mufl man in der Lage sein, in jedem Punkt GréBe
und Richtung dieser Kraftwirkungen anzugeben.

Als MaB fiir die Stdrke des Kraftfeldes in einem bestimmten
Punkt wird die Kraftwirkung in Dyn! angegeben, die an der
betreffenden Stelle auf den Einheitspol ausgeiibt wird. Sie fithrt die
Bezeichnung ,,magnetische Feldstirke 2.

11 Dyn = g% Gramm.

% Als Einheitspol wird das eine Ende eines méglichst lang gewahiten stab-
formigen Stahlmagneten (Dauermagneten) bezeichnet, das auf den gleichen Pol,
wenn er sich in 1 em Abstand befindet, die abstoBende Kraft von 1 Dyn ausiibt.
Das MaB fiir die so definierte Stiirke des Einheitspols heiBit ,,1 Weber*.

Der Begriff des Einheitspols gehort zu den ungliicklichsten Definitionen der
Physik. Vom wissenschaftlichen Standpunkt aus ware ein punktférmiger, isolierter
Einheitspol zur scharfen Definition des magnetischen Kraftfeldes erwiinscht.
Es ist jedoch physikalisch unméglich, einen einzelnen Magnetpol, sei es mit
positivem oder negativem Vorzeichen, zu isolieren, vielmehr besitzt jeder Magnet
zwei gleich starke Pole von entgegengesetztem Vorzeichen. Man hat sich begriff-
lich aus dieser Schwierigkeit dadurch herauszuhelfen gesucht, daB man den un-
erwiinschten zweiten Magnetpol méglichst weit von der zu untersuchenden Stelle
hinwegverlegte, indem man zur Verwirklichung des Einheitspols einen langen
Stabmagneten benutzte.

Im ibrigen dient der Einheitspol lediglich zur begrifflichen Definition des
magnetischen Kraftfeldes; fiir die Durchfiihrung praktischer Messungen kommt
er nicht in Frage.
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Ordnet man den Einheitspol frei beweglich an, so wandert er in der
Kraftrichtung weiter. Demgemi 148t sich die Richtung der Kraft
an jeder beliebigen Stelle des elektromagnetischen Feldes mit der
Bewegungsrichtung des an die betreffende Stelle gebrachten Ein-
heitspols gleichsetzen.

In weit einfacherer Weise
l1aBt sich die Kraftrichtung prak-
tisch dadurch feststellen, dafB
man eine frei bewegliche Magnet-
nadel (Kompal) an die betref-
fende Stelle bringt. Sie stellt ihre
Achse in die Kraftrichtung ein,
falls das auszumessende Magnet-
feld so stark ist, dafl die Wir-
kung des Erdmagnetismus da-
gegen vernachlissigt werdenkann.

Die von dem Einheitspol bei
der Bewegung beschriebene Bahn
nennen wir eine Kraftlinie. Der
Versuch lehrt, dafl die magneti-
schen Kraftlinien den strom-
durchflossenen Leiter in geschlos-
senen Kurven umgeben' In sehr Abb. 128. Versuchsmodell zur Demonstration der
anschaulicher Weise laBt sich  Tatsache, daB ein freibeweglicher Magnetpol den

. stromdurchflossenen Leiter umkreist.
diese Tatsache an Hand des
in Abb. 128 gezeichneten Versuchsmodells zeigen. Hier wird in dem
magnetischen Feld eines geradlinigen, stromdurchflossenen Leiters nach
Art der Definition des Einheitspols der eine Pol eines stabférmigen
Dauermagneten frei beweglich angeordnet. Der Versuch lehrt, daB der
Pol den Leiter umkreist.

b) Die Kraftréhren.

Nach Faraday unterteilt man, um eine gute Ubersicht zu gewinnen,
das elektromagnetische Feld in eine groBe Anzahl von sogenannten
Einheits-Kraftréhren. Diese umgeben den Leiter als geschlossene Ringe.
Der Querschnitt der Einheitsréhren ist an jeder Stelle durch die Feld-
stirke § festgelegt. Die Definition lautet, daB an jeder Stelle des magne-
tischen Kraftflusses durch eine Fliche von 1 cm?, die senkrecht zu den
Kraftlinien gelegt ist, so viel Einheitskraftréhren hindurchtreten, als
die Feldstirke £, gemessen in Dyn, betrigt. Herrscht an einer Stelle
des Kraftfeldes z. B. die Feldstirke § = 1700 Dyn/Weber, so kenn-
zeichnet man dies dadurch, dal man sagt: ,,An der betreffenden Stelle
treten durch eine Flache von 1 em?2, die senkrecht zu den Kraftlinien



200 Der elektrische Schwingungskreis.

gelegt ist, 1700 Kraftréhren hindurch®. Der Querschnitt einer Kraft-
rohre betrigt also 1/1700 cm?.

Im ubrigen konnen die Kraftrohren ihren Querschnitt wihrend des
Verlaufs beliebig &ndern; wo er sich verringert, gehen mehr Kraftréhren
auf den cm? die Feldstdrke § nimmt also zu. Wird der Querschnitt
der Einheitsrohre grofler, so ist dies ein Zeichen dafiir, daB die Feld-
stirke  abnimmt. Innerhalb jeder Einheitskraftrohre herrscht jedoch,
welchen Querschnitt sie auch besitzen mag, iberall die Feldstirke
1 Dyn/Weber.

¢) Die magnetische Induktion.

AuBer den beschriebenen mechanischen Kraftwirkungen bt das
Magnetfeld, wie Faraday nachgewiesen hat, Induktionswirkungen
aus. Diese dullern sich darin, daB in einer Schleife aus isoliertem Draht,
die man in das Magnetfeld bringt, eine elektrische Spannung wach-
gerufen (induziert) wird, wenn die von der Drahtschleife umfaBte Kraft-
linienzahl (der magnetische KraftfluBl) sich dndert, z. B. dadurch, daf3
der Strom zuerst ein- und dann ausgeschaltet wird. Zur Beschreibung
und Berechnung der Induktionswirkung denkt man sich das Magnet-
feld in sogenannte ,,Induktionsréhren® zerlegt. Dabei erfolgt die Zer-
legung in der gleichen Weise wie bei den Kraftrshren.

Die Induktionsréhrendichte, d. h. die durch eine Fliche von 1 cm?2,
die senkrecht zu den Kraftlinien gelegt ist, hindurchtretende Anzahl
von Induktionsrohren, auch kurz ,,Induktion‘‘ genannt, wird mit B be-
zeichnet und in GauB} als Einheit gemessen.

Bei den Berechnungen der Elektrotechnik handelt es sich fast stets
darum, die Induktionsrohrendichte B anzugeben, die unter der Wirkung
des stromdurchflossenen Leiters in einem bestimmten magnetischen
Kreis zustande kommt. Die Feldstirke  tritt in der Regel bei der Be-
rechnung in den Hintergrund.

d) Der magnetische Flufl &.

Die Gesamtheit der von einem stromdurchflossenen Leiter (z. B. einer
mit isoliertem Kupferdraht bewickelten Spule) hervorgebrachten In-
duktionsréhren nennt man den magnetischen FluB des Leiters. Die
Einheit, mit der er gemessen wird, ist das Maxwell. Herrscht an
einem bestimmten, senkrecht zu den Induktionslinien gelegten FluB-
querschnitt, der F cm? betrigt, iiberall die gleiche Induktion B Gau8,
so berechnet sich der magnetische FluB zu:

(224) @ = B -F Maxwell.

Ist die Induktion 8 an verschiedenen Stellen des Querschnitts verschie-
den, so mufl man die Fliche F in zahlreiche Teilflichen zerlegen, die von
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solcher GroBe sind, daf innerhalb derselben B als konstant angenommen
werden kann. Bildet man fir jede Teilfliche df das Produkt B-df, so
ist der FluB @ als Summe aller Teilprodukte zu errechnen, so daf:

F
(225) &= [B.4df.
0

Liegt die Flache nicht iiberall senkrecht zu den Kraftlinien, so ist fiir
df die senkrecht auf den Kraftlinien stehende Projektion der Fliche
einzusetzen.

Die Gesamtheit des vom Magnetflul durchsetzten, den Leiter ring-
formig umgebenden Raumes wird als FluBrohre (auch magnetischer
Kreis) bezeichnet.

e) Zusammenhang zwischen dem Strom ¢ und dem durch ihn
geschaffenen MagnetfluBl @.

Die Frage, welcher Magnetflul @ in einem bestimmten Kraftfeld
zustande kommt, wenn der z. B. als Spule mit z-Windungen angeordnete
Leiter vom Strom 7 Ampere durchflossen ist, wird durch das sogenannte
,, Ohmsche Gesetz des Elektromagnetismus‘‘ beantwortet. Es lautet:

magnetische Spannung
magnetischen Widerstand ’

Magnetischer Fluf =

eine Gleichung, die in threm Aufbau dem Ohmschen Gesetz der Gleich-
stromtechnik entspricht und deshalb die angegebene Bezeichnung fiihrt.
Sie bildet die Grundlage fiir alle magnetischen Berechnungen der Elektro-
technik.

Als magnetische Spannung 4,,, die zwischen 2 Punkten eines
magnetischen Kraftfeldes herrscht, bezeichnet man die mechanische
Arbeit, die geleistet werden muBl, um den magnetischen Einheitspol
auf beliebiger Bahn von dem ersten Punkt zum zweiten zu bringen.
Diese Arbeit 1a8t sich berechnen, wenn man jedes Weg-Element d! mit
der auf seiner Lange herrschenden Feldstiarke 9 (d. h. der Kraft in Dyn,
welche das Magnetfeld auf den Einheitspol iiber die Strecke d! hin aus-
iibt) multipliziert und sédmtliche Teilprodukte iiber die gesamte Weg-
linge zwischen den beiden MeSpunkten addiert. Diese Summation wird
bei unendlich klein gewihlten Teilstrecken d! zu einer Integration. Man
kann also schreiben:

11
(226) A, = [9-dl.
1

Man bezeichnet diesen Ausdruck als ,,Linienintegral der magnetischen
Feldstarke“. Besonders wichtig ist es, die magnetische Spannung fir
den Fall kennenzulernen, dafl der Einheitspol von einem bestimmten
Punkt ausgehend auf beliebiger Bahn einen vollen Kreislauf um
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den stromdurchflossenen Leiter beschreibt. Man driickt dies bei der

Bildung des Linienintegrals dadurch aus, daB man schreibt:

(227) AV =¢H-dl?

und bezeichnet diesen Wert als ,,magnetische Kreisspannung®. Die

gegebene Definition der magnetischen Spannung ist deshalb von grund-

legender Bedeutung, weil sie klar erkennen 1aBt, daf es sich bei dieser

MefigroBe um einen Arbeitswert handelt. In der Meftechnik wird sie

jedoch niemals als mechanische Arbeit ermittelt, ebensowenig, wie dies

bei der elektrischen Spannung (dem elektrischen Potential) geschah.
Vielmehr ist fiirr diesen Zweck
ein bequem zu handhabendes
elektrisches MeBgerit ausge-
arbeitet worden, das auf der
Induktionswirkung des ma-
gnetischen Feldes beruht
und als ,,magnetischer
Spannungsmesser* be-
zeichnet wird. Das Gerit ist
in Abb. 129 in der MeBanord-
nung dargestellt. Es besteht
im wesentlichen aus einer
langen z. B. auf einen Rie-
men aufgewickelten Induk-
tionsspule. Sie ist in zwei

Lagen mit den Zuleitungen

Abb. 129. Magnetischer Spannungsmesser. (Aus Pohl, . . .
Elektrizitatslehre, 2. Aufl.) in der Mitte der oberen Win-

dungslage gewickelt. Eine
einlagige Spule wiirde auBer der beabsichtigten gestreckten Spule
noch eine Induktionsspule mit einer Windung, gebildet aus dem in
Schraubenlinien aufgewickelten Draht, darstellen. Abb. 130 zeigt, wie die
Messung ausgefiihrt wird. Es soll die magnetische Spannung zwischen
den Punkten 7 und 2 des durch die dargestellte Drahtspule geschaffenen
Magnetfeldes gemessen werden. Dies geschieht dadurch, daB man den
Strom ¢ in der Spule einschaltet, dann den Schalter herauswirft und den
Ausschlag abliest, den der in der Spule des magnetischen Spannungs-
messers durch das Verschwinden des Magnetflusses induzierte Strom-
stoll hervorruft. Dieser bildet ein direktes MaB fiir die magnetische
Spannung. Abb. 130 zeigt die MeBanordnung, fiir den Fall, daB die
magnetische Kreisspannung eines einzelnen Leiters gemessen werden

! Das Zeichen § bedeutet, daB die Integration iiber einen vollen Kreis-
lauf zu erstrecken ist. Als Symbol hierfir ist der Kreis in das Integralzeichen
gesetzt.
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soll. In Abb. 131 ist die MeBanordnung fiir einen Dauermagneten dar-

gestellt. Die Messung wird hier so
ausgefuhrt, dafl zunichst die Enden
des magnetischen Spannungsmessers
an die Magnetpole gelegt und dann
plotzlich weggenommen werden.

Die magnetische Spannung wird
durch den stromdurchflossenen Lei-
ter geschaffen. Besteht dieser aus einer
Spule, die z Windungen aufweist, die
vom Strom 7 Ampere durchflossen
werden, so besteht die Beziehung:

(228) $9-dl=04n-i-z.

Hierbei bezeichnet man das Produkt
t-z als Amperewindungszahl des
Leiters. Sie ist der magnetischen
Spannung proportional und kann als
ihre Ursache angesehen werden!.

An Hand dieser grundlegenden
Beziehung kann die Eichung des

Abb. 130. Messung der magnetischen Kreis-

spannung eines stromdurchflossenen Leiters

mittels eines magnetischen Spannungs-

messers. (Aus Pohl, Elektrizititslehie,
2. Aufl.)

magnetischen Spannungsmessers leicht auf experimentellem Weg vor-

Abb. 131. Messung der magnetischen Spannung eines Dauermagneten.
(Aus Pohl, Elektrizititslehre, 2. Aufl.)

f)Der grundlegende Unterschied zwischen dem magnetischen
und dem elektrischen Kraftfeld.

Vergleicht man die Eigenschaften des magnetischen Kraftfelds mit
denjenigen des elektrischen Kraftfelds, so erkennt man folgende grund-

legenden Unterschiede:

1 Ofters wird die Amperewindungszahl direkt als magnetische Spannung be-
zeichnet. Dies entspricht nicht dem festgelegten MaBsystem und fithrt bei Berech-
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1. Die elektrischen Kraftrohren beginnen auf dem negativen und
endigen auf dem positiven Beleg des Kondensators. Die magnetischen
Induktionsréhren sind geschlossene Ringe, die in sich selbst ohne Anfang
oder Ende zuriicklaufen.

2. Im elektrischen Kraftfeld ist die Spannung auf einem geschlossenen
Weg gleich Null. Diese Tatsache kennzeichnet das elektrische Kraftfeld
als Potentialfeld. Im magnetischen Kraftfeld besitzt die Spannung auf
einer geschlossenen Bahn, sofern diese den stromdurchflossenen Leiter
umschlieBt, den Betrag 0,4 7-i-z. Wird die Bahn 2mal durchlaufen, so
verdoppelt sich dieser Betrag usw. Diese Tatsache kennzeichnet das
magnetische Kraftfeld als Wirbelfeld. (In der Tat stellt man
sich vor, daB die trige Masse des Magnetfelds durch Elektronen-
wirbel gebildet wird.)

3. Die Bildung des elektrischen Kraftfelds ist an das Vorhandensein
von Elektronen (Elektrizititsatomen) gebunden. Es ist ein statisches
Feld. Es besteht, withrend die Elektronen sich in Ruhe auf ihrem Beleg
befinden. Sobald sie wandern, flie3t ein Ausgleichstrom und das Feld
zerfallt. Beim Magnetfeld fehlt die analoge Erscheinung. Es gibt weder
,,Atome des Magnetismus‘‘, noch einen magnetischen Strom, der einen
Zerfall des Magnetfelds bewirkt. Dieses ist ein dynamisches Feld; es
besteht aus ,,Ringwirbeln von Elektronen®, die ,,angedreht’‘ werden,
sobald ein Strom flieBt. Das Magnetfeld ist an das FlieBen des Stroms
gebunden; wird er ausgeschaltet, so laufen die Wirbel rasch aus, womit
das Magnetfeld erlischt.

g) Der magnetische Widerstand.

Der magnetische Widerstand R,, wird durch die Abmessungen des
den Leiter (die Spule) ringférmig umgebenden, den gesamten Magnet-
flul umfassenden Raumes, den wir in Zukunft kurz als ,,Flufiréhre be-
zeichnen wollen, bestimmt. Im einfachsten Fall besitzt die ringféormige
FluBirhre (auch magnetischer Kreis genannt) den iiberall gleichen
Querschnitt von F cm?2. Die Gesamtlinge moge ! cm ausmachen. Bei

Verlauf der Induktionsrohren in Luft besitzt die FluBrohre in diesem

. . . . l
einfachsten Fall einen magnetischen Widerstand von R,, = 7

Verlauft die FluBréhre teilweise in Eisen, so wird der magnetische
Widerstand des von Eisen erfiillten FluBrohren-Abschnittes fast auf
Null erniedrigt. Eisen stellt gewissermaflen, im Bilde des Ohmschen Ge-
setzes gesprochen, einen magnetischen KurzschluB fiir die Induktions-
rohren dar.

nungen leicht zu betrichtlichen Fehlern. Diese Bezeichnungsweise muf3 deshalb
abgelehnt werden. Man erhilt die magnetische Spannung, wenn man die Ampere-
windungszahl mit 0.4 7 == 1.25 multipliziert.
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Die Zahl, welche angibt, um wievielmal der magnetische Widerstand
eines FluBrohrenstiickes bei Anwesenheit von Eisen kleiner ist als bei
Verlauf des Flusses in Luft, heillt ,,Permeabilitdt* u. Demgemas be-
rechnet sich in diesem Fall der magnetische Widerstand zu:

l
me — ﬂ .
Die Permeabilitit ist keine Konstante, sondern édndert sich mit der In-
duktion ¥ erheblich. Die Abhingigkeit wird in der Elektrotechnik durch
die Magnetisierungskurve Abb. 132 zum Ausdruck gebracht, deren
Handhabung sofort erlautert werden soll.

(229) R

Abb. 132. Magnetisierungskurven. (Aus Thomilen, Elektrotechnik, 10. Aufl.)

Setzt sich die FluBrohre aus mehreren hintereinander geschalteten
Strecken von verschiedenem Querschnitt und verschiedener Permea-
bilitét zusammen, so sind bei der Berechnung des magnetischen Flusses
die magnetischen Widerstinde der einzelnen Strecken iiber die ganze
FluBrohre hin zu addieren.

Die in der Elektrotechnik eingebiirgerte praktische Rechnung be-
rechnet nie den magnetischen Widerstand einer FluBrohre, sondern er-
mittelt unmittelbar die Anzahl der Amperewindungen, die nétig ist,
um durch die meist konstruktiv genau festliegende FluBrohre einen be-
stimmten Magnetflul @ von vorgeschriebener GréBe zu treiben. Zu
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&

diesem Zweck wird fiir jeden der hintereinandergeschalteten Abschnitte
der FluBrohre zunichst die erforderliche Induktion B = % ermittelt,

wobei man die in der Regel zutreffende Tatsache voraussetzt, dafl an
jeder Stelle des Querschnitts die gleiche Induktion B herrscht. Fiir den
Verlauf der FluBrohre in Luft ergibt sich dann die Beziehung:

. 1
(230) z-z—:bﬂ-%-l:O,S-‘B-l,

wobei [ die mittlere Lange des betreffenden FluBrohrenstiickes (mittlere
Linge des Induktionslinienwegs genannt) bedeutet.

Man berechnet auf diese Weise einen Wert, welcher der von dem
betreffenden FluBir6hrenstiick verbrauchten magnetischen Spannung
proportional ist. Diese MaBnahme entspricht dem bei der Berechnung

von Gleichstromkreisen iiblichen Verfahren,
daBl man fir jeden der hintereinanderge-
schalteten Spannungsverbraucher (Wider-
stinde) die bei der vorgeschriebenen Strom-
stirke erforderliche Teilspannung ausrech-
net und die Gesamtspannung des betref-
fenden Stromkreises als Summe der Teil-
spannungen ermittelt.

Verlduft der Magnetflu in Eisen, so
wird die firr 1 cm des mittleren Kraftlinien-
wegs erforderliche Amperewindungszahl an

ADb. 133 Berechnung des magne-  Hand der experimentell aufgenommenen

schen Kreises einer zweipoligen .. .

Gleichstrommaschine. ,,Magnetisierungskurven bestimmt. In

Abb. 132 sind die Magnetisierungskurven

der wichtigsten Eisensorten zusammengestellt. Die Magnetisierungs-

kurve kommt dadurch zustande, daB man iiber der Amperewindungs-

zahl in der Abszisse die dadurch bei 1 cm Induktionslinienweg her-
vorgerufene Induktion B als Ordinate auftragt.

Zahlenbeispiel: Es ist die Amperewindungszahl zu berechnen, die
notig ist, um einen magnetischen FluB von @ = 1850000 Maxwell durch
das in Abb. 133 dargestellte, aus DynamostahlguB bestehende Magnet-
gestell zu treiben. Fiir die Berechnung unterteilen wir die FluBrohre in
zwei Luftabschnitte und drei Eisenabschnitte, die in Hintereinander-
schaltung liegen. Fiir jeden dieser Abschnitte berechnen wir den Quer-
schnitt F, die mittlere Kraftlinienlange ! und die Induktion 9B, die bei
dem vorgeschriebenen FluB @ herrschen mufl. Aus 8 und  lassen sich
sofort die erforderlichen Amperewindungen berechnen. Dies geschieht
fiir die Luftabschnitte nach GI. (230), fiir die Eisenabschnitte mit Hilfe
der Magnetisierungskurve Abb. 132. In Tabelle 9 sind die sich ergeben-
den Zahlenwerte zusammengestellt.
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Tabelle 9.
1 2 3 | 4 \ 5 8
| Mittlere i Querschnitt | .
Teil Lénge der | der Material i Induértmn AW-
FluBréhre | FluBréhre GauB Zahl
cm | cm? ‘

Joch . . . 58 2 % 95 \ StahlguB | 9800 | 200
Polschuhe . 20 120 {Dynamoblech; 15500 400
Anker . . . 18 105 l » l 17600 1800
Luftspalt . 0,1 140 | ” | 13200 1060

Summe 3460

Dies entspricht bei einer Stromdichte von 1,5 Amp./mm? auf dem Gesamt-
wickelquerschnitt einem Spulenquerschnitt jeder der beiden Spulen von ~ 125 cm?.

59. Der Induktionskoeffizient L.

Andert sich der von einer Spule mit z Windungen umfaBte Magnet-
fluf @, so wird nach dem von Faraday auf experimentellem Weg ge-
wonnenen Induktionsgesetz in der Spule eine Spannung von e Volt
hervorgerufen, die sich berechnet zu:

(231) e=—z-22.10 Volt.

dd . .
Die FluBénderung I kann auf zweierlei Art erzeugt werden:

a) dadurch, da die Spule ihre Lage in einem fest gegebenen Magnet-
feld dndert, das an verschiedenen Stellen verschieden hohe Induktion
B aufweist. Dieser Fall liegt bei den elektrischen Generatoren vor,
kommt jedoch bei den fiir die Schwingungstechnik mafBgebenden In-
duktivitdten nicht in Frage;

b) dadurch, daB der Strom i eine Anderung erfihrt, wihrend die
Spule ihre raumliche Lage beibehalt und auch die FluBrohre hinsicht-
lich ihrer geometrischen ¥Form und ihres magnetischen Widerstandes
ungedndert bleibt.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung des Falls b). Aus der Be-
ziehung:

04712
D= o

ergibt sich:
d® 047z di

232 o=
so daB:
047 di
¢ = .2, 2T, —
(233) e=—2p 108 Volt ,
= —L-%volt.
0,47

Der Wert L :zz-—R—JO—S heiBt ,,Induktionskoeffizient‘. Er

m
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148t sich aus den Abmessungen der Induktivitat, insbesondere auf Grund
ihres magnetischen Widerstandes R,,, berechnen.

Wie erwihnt, wird bei der iblichen technischen Berechnung einer
Induktivitdt nicht der magnetische Widerstand R,, , sondern die Ampere-
windungszahl ermittelt, die nétig ist, um einen bestimmten Flu} @
durch die FluBiréhre zu treiben. Demgeméfl ist durch die Berechnung

der Verhiltniswert Z@Z gegeben. Um auf Grund hiervon die Berechnung

des Induktionskoeffizienten L vornehmen zu koénnen, muB Gl. (233)
durch Eliminieren von R,, etwas umgestaltet werden. Dies geschieht
auf Grund der aus dem Ohmschen Gesetz des Magnetismus sich er-
gebenden Beziehung:

047 @
‘R, iz
Demgemil ist:
(234) L =22 -2 |.10-% Henry.
1.z

Das MaB des Induktionskoeffizienten L ist das Henry. Eine Induktivi-
tit besitzt dann den Induktionskoeffizienten von 1 Henry, wenn an den
Enden ihrer Wicklung eine Spannung von 1 Volt induziert wird, wihrend
der Strom ¢ sich gleichmiBig um 1 Amp./sec dndert.

Eine andere begriffliche Auslegung des Induktionskoeffizienten
ergibt sich auf Grund der Gl (234). Danach besitzt eine Induktivitiat
dann den Induktionskoeffizienten 1 Henry, wenn der in der FluBrohre

8
erzeugte Flufl @ = &Maxwell ist, sobald durch die Spule der Indukti-

vitit ein Strom von 1 Ampere flieBt.

Bei schwingungstechnischen Berechnungen muf3 man in der Lage
sein, den Induktionskoeffizienten L aus den Abmessungen der Induk-
tivitit zu berechnen. Wie diese Berechnung durchzufiihren ist, sei im
nachfolgenden an Hand einiger typischer Beispiele gezeigt.

60. Berechnung von Induktivitiiten.
a) Induktivititen ohne Eisenkern.

In der Radiotechnik, die als elektrische Schwingungstechnik im
engeren Sinne zu bezeichnen ist, werden ausschlieBlich Induktivititen
benutzt, deren Kraftfeld in Luft verliuft. Die Einbringung von Eisen
in das Magnetfeld wird peinlichst vermieden, da es bei den auftretenden
Hochfrequenzstrémen auf das empfindlichste stéren wiirde.

Es hat sich als aussichtslos erwiesen, die Berechnung derartiger In-
duktivititen mit praktisch geniigender Niherung an Hand von theore-
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tisch abgeleiteten Formeln vorzunehmen, denn der Verlauf der Kraft-
rohren laBt sich bei den vorliegenden Spulen nicht in einfacher Weise
erfassen. Die Radiotechnik benutzt deshalb empirische Berechnungs-
formeln. Am wichtigsten dirften die von Korn-
dorfer angegebenen Gleichungen sein, die auf
Grund von experimentellen Forschungen gebildet
wurden, also im wesentlichen als empirische Glei-
chungen anzusehen sind.

Danach ist fiir die Gr6Be des Induktionskoeffi-
zienten einer eisenfreien Spule das Verhdltnis des
Wicklungsumfanges U = 2 (I + b) (Bedeutung von !
und b s. Abb. 134) zum mittleren Spulendurchmes-

ser D maBgebend. Taduktiviiat  (Radio-
Es ergeben sich die Beziehungen: spule).
4
(235) L=1,05-z2-D-'/%-10—8Henry fir o =01,
(236) L:1,05-z2-1)-]/§-10—81{enry fﬁr§=1+3.

Fur groBere Werte als g = 3 sind die Formeln nicht mehr brauchbar.

Im iibrigen stimmen, wie an Hand zahlreicher Versuche nachgepriift

wurde, die an Hand der Formeln berechneten Werte mit einer Genauig-

keit von -4 5% mit den tatsichlichen Werten iiberein?.
Ausfithrungsformen der Spulen. Besonders beliebt sind in der

Radiotechnik die Flachspulen. Hierbei ist —g in der Regel ~ = 1. Es

fallt auf, daBl diese Spulen eine eigenartig verwickelte Wicklungsart
zeigen. Sie hat den Zweck, die Spule frei von Kapazitidtswirkungen
zu machen. Trifft man diese MaBnahme nicht, so bilden sich innerhalb
der Spule ungewollte in sich geschlossene Schwingungskreise aus, die
empfindliche Stérungen in der Verstindigung herbeifiihren und be-
trichtliche Nebenverluste bedingen. Bei Empfangsgeriten wiirde bei
Verwendung nicht kapazititsfreier Spulen die Reinheit der Abstimmung
vollig verlorengehen, so dafl ein klarer und sauberer Empfang nicht
moglich ware. Deshalb ist die Forderung, nur kapazitiitsfrei gewickelte

1 In der Radiotechnik rechnet man in der Regel nicht mit der hier allein
maBgebenden technischen Einheit des Induktionskoeffizienten, dem Henry, son-
dern mit der in der Physik gebrauchlichen absoluten Einheit (c-g-s-System),
dem cm. Es besteht die Beziehung:

1 Henry = 10° cm.
Dementsprechend muB man dann auch die Kapazitit im absoluten Einheiten (cm)
messen, wobei die Beziehung Anwendung findet:
1 Farad = 9101 cm.
Lehr, Schwingungstechnik I. 14
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Induktionsspulen in der Radiotechnik zu verwenden, seit Jahren zur
Selbstverstandlichkeit geworden. Die gebrduchlichste Form der kapa-
zititsfreien Wicklung ist durch die sogenannte Honigwabenspule
gemal Abb. 135 gekennzeichnet. Ihr Prinzip beruht darauf, daB die
Drihte der einzelnen Windungen fortgesetzt gekreuzt werden; dann ist
némlich die Gesamtladung und damit
die Kapazitdat der Spule gleich Null.
Zwei aufeinanderfolgende Abschnitte
eines Drahtes wiirden bei Benutzung
der Spule als Kapazitit mit gleich gro-
Ber positiver und negativer Ladung ver-
sehen werden, d. h. jeder Drahtabschnitt
wiirde durch den nachfolgenden hin-
sichtlich seiner Ladung kompensiert
werden. Die Gesamtladung der Spule
AbD-135, Honigvabenepule. (AwaNesper.  miifite also unter allen Bedingungen
gleich Null sein, d. h. aber, daB die
Spule iiberhaupt keine Ladung nach Art eines Kondensators aufzu-
nehmen vermag, daf sie also in der Tat kapazititsfrei ist.
Zahlenbeispiel 1: Es ist der Induktionskoeffizient einer Flachspule
zu berechnen, die z = 65 Windungen, einen mittleren Spulendurch-
messer D = 12 cm und einen Spulenumfang von U = 15¢e¢m (b = 6 cm,
! = 1,5 cm) besitzt:

o
R =105-65%-12- /1> -10- = 5,03 10~ Henry.

Als Sonderfall einer Luftspule kann ein zu einer kreisférmigen Win-
dung zusammengebogener Draht angesehen werden. Fir die Berechnung
des Induktionskoeffizienten gilt hier die Formel:

(237) R=47z-R-(In 2E 0,33) - 10-° Henry,

wobei R = Halbmesser der Windung in cm, d = Dicke des Drahtes
in cm ist.

Zahlenbeispiel 2: Es ist der Induktionskoeffizient eines kreisférmig
gebogenen Kupferrohres von d = 1,0 cm AuBendurchmesser zu be-
stimmen, wobei der Windungsradius = 16 cm ist.

L=4n-16- (lnf% +0.33)+10-* = 0,76 10-* Henry.

b) Der Induktionskoeffizient einer Doppelleitung.

In der Telegraphentechnik tritt die Induktivitit in der Regel in
Form von langgestreckten Leitungen auf. Im nachfolgenden soll an Hand
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des einfachsten Falls gezeigt werden, wie der Induktionskoeffizient einer
Doppelleitung berechnet wird.

Die Leitung bestehe aus 2 Drahten, die beide den Halbmesser 7, cm
und die Lange [ cm besitzen und im Abstande 4 cm zueinander parallel
laufen.

Zur Ermittlung des Induktionskoeffizienten L ist der FluBl @ zu be-
rechnen, der entsteht, wenn die beiden Leiter von einem Strom
J == 1 Amp. durchflossen werden, wobei zu beachten ist, daB der Strom
in einem Leiter hin- und im anderen zuriickflieBt. Zu diesem Zweck er-
mitteln wir zunichst die Beziehungen, welche zwischen einem strom-
durchflossenen Einzelleiter und dem vonihm geschaffenen Magnetflull @
bestehen.

Bekanntlich umgeben die Induktionsrohren den Leiter in Form von
konzentrischen Ringen. Wir ermitteln zunichst die Feldstirke §, die im
Abstand r vom Leiter herrscht. Nach der Definitionsgleichung fiir die
magnetische Kreisspannung ist:

§9-dl=04m-i.

Das Linienintegral 148t sich im vorliegenden Fall in einfacher Weise
ausrechnen. Es ist gleich der mechanischen Arbeit zu setzen, die ge-
leistet werden muB}, um den Einheitspol auf einem zum Leiter konzen-
trischen Kreis vom Halbmesser r in einem vollen Kreislauf herum
zufithren. Da § auf diesem Kreis iiberall gleich ist, berechnet sich:

(238) $H Al =9 2rm.
Da aber auBerdem § 9dl = 0,477, so wird

04-7-¢2 0,27
(239) =% =

Zur Berechnung des vom Leiter ausgehenden Flusses @ zerlegen wir
den den Leiter umgebenden Raum in zahlreiche, diinnwandige Réhren,
die konzentrisch zur Leiterachse liegen, die Linge ! des Leiters und
die Wandstiarke dr besitzen. Der in einer solchen Rohre kreisende
MagnetfluB3 berechnet sich zu:

(240) dd?:@-dF:@-l-dr:O,z.i.l.‘f;_

Zur Ermittlung des in der zwischen den Radien r; und 7, liegenden FluB-
réhre erzeugten Gesamtflusses haben wir lediglich die Fliisse 4@ in den
zwischen den beiden Grenzwerten liegenden Elementarrshren zu ad-
dieren. Wir finden:

72 rg
(241) [do=[02.i1.¥ 02i-1-In 2.
n n

r 1

14*
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Zur Berechnung des von einer Doppelleitung erzeugten Magnet-
flusses berechnen wir zunichst den von dem ersten Leiter in dem Raum
bis zum zweiten Leiter erzeugten FluB.

Dieser ergibt sich nach Gl. (241) zu:

(242) @y =0,2i1-In " .
1]

Da die Strome in beiden Leitungen gleich, aber entgegengesetzt gerichtet
sind, addieren sich die von den beiden Leitern ausgehenden Fliisse.
Somit ergibt sich bei J = 1 Ampere der Gesamtflul zu:

(243) 2 _2.02.1.-n2.
i 7o

Da nach GL. (234) L == - % - 10-8 Henry, ergibt sich im vorliegenden

Fall, wo z = 1:

(244) L=04-1'In rl -10-8 Henry .
[}
Zahlenbeispiel: ! = 10 km (10% cm),
h = 280 cm,
7o = 0,75 cm.
Demnach ergibt sich:
L= 0,4-108-In 222 . 10~ = 0,0237 Henry.

¢) Induktivititen mit Eisenkern.

Bei den Schwingungskreisen der Starkstromtechnik (elektrische Ma-
schinen, Transformatoren u. dgl.) wird die Induktivitit in der Regel
durch eine Spule gebildet, deren FluBrohre zum gréBten Teil in Eisen
verlduft. Es soll an Hand eines einfachen
Beispiels gezeigt werden, wie die Berech-
nung des Induktionskoeffizienten bei einer
solchen Anordnung vorgenommen wird.
Abb. 136 zeigt eine hufeisenférmige Dros-
selspule. Die Wicklung besitzt z = 600
Windungen. Der iiberall gleiche Quer-
schnitt ~des  Magnetflusses  betrigt
F = 120 cm? (= halbe Polfliche des Huf-
eisenmagneten). Der Luftspalt (gleichbedeutend mit dem halben Luft-

Abb. 186. Drosselspule mit Eisenkern.

weg [y der FluBrohre) zwischen Anker und Polgestell = % 1,=02cm,

Die Magnetisierungskurve des verwendeten Dynamoblechs kann aus
Abb. 132 entnommen werden. Fiir die Berechnung brauchen wir weiter-
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hin den mittleren in Eisen verlaufenden Kraftlinienweg, der aus der
Abb. 136 mit /; = 92 cm ausgemessen wird.

Bei der Berechnung gehen wir wiederum von der zweiten Definition
des Induktionskoeffizienten

(245) L =22 % -10-% Henry (s. G1.234)

‘aus. Demgemé&8 berechnen wir zunéchst den Wert 7, tur die gegebenen

Verhéltnisse. Die Berechnung gelingt, wenn wir die benétigten Ampere-
windungen (AW) in Abhingigkeit von dem durch sie bedingten FluB
D = B-F angeben.
AW fir Luft wachsen
proportional mit der
Induktion B an. Die
AW fir Eisen sind
zundchst  gegeniiber
den Luft-AW vernach-
lassigbar klein, gewin-
nen aber mit zuneh-
mender Induktion B
einen immer gréBeren
Anteil an den gesam-
ten AW. In Kurve 1
der Abb. 137 (ausgezo-
gen) sind die Ge-
samt-AW in Abhé‘ngig- Induktionskoeffizient L einer Drosselspule mit Eisenkern in
keit von @ (B) aufge- Abhiingigkeit von der Induktion 8.

tragen. Aus dieser

Kurve gewinnen wir leicht die zur Berechnung von L erforderliche
Beziehung:

[/
Abb. 137. Amperewindungszahl ¢-z, verkettungsfaktor iz und

i = (@) =[(9).
Diese Beziehung ist in Kurve 2 der Abb. 137 (strichpunktiert) dargestellt.
Kurve 3 der gleichen Abbildung (gestrichelt) zeigt schlieflich den In-
duktionskoeffizienten L. Er wird aus Kurve 2 erhalten, wenn man die
dort ermittelten Werte mit 22-10-8 multipliziert.

Als wichtigstes Ergebnis stellen wir fest, daBi L nur fiir sehr niedrige
Werte der Induktion B angenihert konstant ist, wihrend es mit wachsen-
dem B betridchtlich abnimmt. Diese Tatsache bewirkt z. B., daB die
Eigenschnelle des Schwingungssystems, in das die Drossel als Induktivi-
tiat eingeschaltet ist, mit steigendem Strom zunimmt, jedenfalls sich aber
mit dem Strom éandert. Schwingungskreise, die diese Eigenschaften
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besitzen, bezeichnet man als pseudoharmonische Systeme!. Nach dem
angegebenen Schema lassen sich die Induktivititen von Transforma-
toren, elektrischen Maschinen u. dgl. in sinngemifBer Weise leicht be-
rechnen.

d) Der Induktionskoeffizient einer in Nuten verteilten
Wicklung.

Ein Sonderfall tritt ein, wenn die Wicklung nicht in einer oder meh-
reren Spulen, welche die gesamte FluBrohre umschlieBen, angeordnet
ist, sondern, wie dies insbesondere bei den Generatoren und Motoren
der Wechselstromtechnik geschieht, in Nuten verteilt wird. In diesem
Fall wird der MagnetfluB nicht mehr, wie im vorhergehenden Beispiel,
gleichmaBig mit simtlichen Windungen verkettet sein, vielmehr sind die
inneren Windungen von weit mehr Induktionslinien umschlossen als
die in den duBeren Nuten liegenden Leiter. In einem derartigen Fall
gelingt die Berechnung des Induktionskoeffizienten L durch Ermittlung
des sogenannten Verkettungsfaktors.

Als Verkettungszahl oder kurz ,,Verkettung‘“ einer Spule bezeichnet
man das Produkt z-@, wobei z die Anzahl der Windungen der Spule
und @ der von sdmtlichen Windungen umfafte MagnetfluBl ist. Bei den
bisherigen Berechnungen der Induktivitdt konnten wir von der Voraus-
setzung ausgehen, dafl der Magnetflul @ von sédmtlichen Windungen
umschlossen, also mit simtlichen Windungen z verkettet ist. Da diese
Tatsache im vorliegenden Fall nicht zutrifft, muB die Gleichung fiir den
Induktionskoeffizienten etwas abgeindert werden. Man findet:

(246) L= 3-2-0,-10-.

Hierbei ist unter @, der MagnetfluB zu verstehen, der zustande kommt,
wenn in den Leitern der Strom ¢ = 1 Ampere flieBt. Demgemi8 hat man
zur Berechnung des Induktionskoeffizienten nur nétig, von jeder Einzel-
spule den Verkettungsfaktor z-@, zu ermitteln und die Summe simt-
licher Verkettungsfaktoren zu bilden.

Die Losung dieser Aufgabe gelingt in anschaulicher Weise, wenn
wir zunichst annehmen, daB in jeder Nut nur eine Windung liegt, die
von einem solchen Strom durchflossen wird, daB von ihr nur eine In-
duktionsréhre erzeugt wird. Unter dieser Voraussetzung ergibt der Ge-
samtverlauf der Induktionsréhren das in Abb. 138 gezeichnete Bild.

! Diese Bezeichnung riihrt daher, dal man auf den ersten Blick dem System
die Eigenschaften eines harmonischen Systems beizulegen geneigt ist. Bei ein-
gehender Untersuchung stellen sich jedoch sehr wesentliche Unterschiede heraus.
Die Untersuchung des pseudoharmonischen Systems gehort nicht hierher, sondern
wird im zweiten Band eine eingehende Erdrterung finden. Wir beschrinken uns
daher auf diesen Hinweis.
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Zur Ermittlung des Verkettungsfaktors hat man nur nétig, fir jede
Windung abzuzéhlen, von wieviel Induktionsrhren sie umschlossen
ist. Um ein anschauliches Bild zu gewinnen, trigt man gemafl Abb. 138
iiber jeder Windung die abgezahlte Anzahl der Verkettungen auf. Die
Anzahl der Quadrate, welche die so erhaltene Fliche enthilt, stellt
ein Ma@ fiir die gesuchte Summe der Verkettungen dar. Diese Berech-
nungsweise soll an Hand eines Zahlenbeispiels noch verdeutlicht werden.
Zahlenbeispiel: Es ist der Induktionskoeffizient der in Abb. 138a dar-
gestellten Wicklung des Stators einer Wechselstrommaschine zu er-
mitteln!. Gemifl unserer Voraussetzung nehmen wir an, dal von jeder
Nut eine Kraftréhre aus- S
geht. Wir erhalten dann ( ' ~N
das in Abb. 138a gezeich-

Tabelle 10.
Anzahl der
Iggflﬁfz verketteten
FluBréhren
1 | 1
2 5 2
3 | 3
4 \ 4
5 <‘ 4
6 ‘ 3
7 2
8 1

Summe der | 20 Abb.138 a und b. Berechnung des Induktions-
Verkettungen | koeffizienten einer in Nuten verteilten Wicklung.

nete schematische Bild. Die in Tabelle 10 zusammengestellte Ver-
kettungsrechnung zeigt, daB insgesamt 20 Verkettungen der 8 Leiter
vorliegen. Wire die Verkettung fiir alle Spulen gleichmifBig ge-
wesen, so wire die Anzahl der Verkettungen = 4-8 = 32 gewesen.

Der Gesamtverkettungsfaktor der vorliegenden Anordnung ist also
20

35 = 0,625.

In Abb. 138b ist ferner in anschaulicher Weise die Anzahl der Ver-
kettungen iiber den einzelnen Leitern aufgetragen. Die Summe der von
der treppenférmigen Kurve umschlossenen Quadrate stellt die Anzahl
der Verkettungen dar, die, wie man sich leicht iiberzeugt, ebenfalls
= 20 ist.

Die weitere Rechnung spielt sich folgendermaflen ab:

Waren samtliche Windungen mit simtlichen Kraftlinien verkettet,

! Der Ubersichtlichkeit halber ist das in Wirklichkeit kreisformig gebogene
Blechpaket geradlinig ausgestreckt gezeichnet.
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so wire der beim Strom ¢ = 1 hervorgebrachte FluB:

FluBquerschnitt:
k
- “.p.
B, F = @, — VAT bl F=gtt
e 29 Induktion:
%1 _ 04n ;zg-ic

Hierbei bedeuten:

b = Breite der zwischen den Nuten stehenden Zihne,

! = Nutlénge,
zo = Anzahl der Leiter je Nut,

k = Anzahl der Nuten,

= dquivalenter Luftweg des gesamten Magnetkreises.

Die entsprechende Verkettung der Wicklung wire demnach:
0,4m-22-b-1-k%
@, -2y = - e

Die Gesamtverkettung erhélt man, wenn man den Wert @, -z, mit der

Verkettungszahl, also im vorliegenden Fall mit gg multipliziert. Dem-
nach ergibt sich:

20 04mx-2%2-b-1-k%-10-8
L= 5@y -2-10% = 0. 247 % iy

32 20
Beim vorliegenden Beispiel liegen folgende Zahlenwerte vor:
b=12cm, ! =23 cm, zy = 40 Leiter je Nut,
k = 8 Nuten, ¢ = 0,25 cm.
Somit ergibt sich als Induktionskoeffizient der vor einem Polschuh
liegenden Wicklungshilfte:

L_20~0,4:z-1600-1,2-23-64
- 32.2-0,25

-10-8 = 0,044 Henry.

e) Die Energie des magnetischen Kraftfeldes.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Energie zu berechnen, die in dem
Magnetfeld einer Induktivitdt aufgespeichert wird. Sie ist der elektri-
schen Arbeit gleichzusetzen, die geleistet werden muB, damit der Strom

unter Uberwindung der induktiven Gegenspannung e, = Lj: von 0

auf seinen Endwert ansteigt.
In der kurzen Zeit dt, wihrend deren wir den Strom 7 als konstant
ansehen konnen, wird demnach die Arbeit:

(247) dd =ei-dt=L-T0.d0 = L.i-di Joule
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geleistet. Ist L konstant (d. h. arbeitet die Induktivitit, falls sie Eisen
enthilt, im Gebiet geringer Sittigung B << 10000 GauB), so kann man
die gesuchte Arbeit, die geleistet wird, wihrend der Strom von 0 bis auf
den Endwert ¢, ansteigt, leicht durch Integration berechnen. Man
findet :

im

: T A
(248) Am~L-6f1,-dz— g-szoule.

Dieser Wert bildet die unmittelbare Analogie zu der Gleichung fiir die
kinetische Energie der bewegten Masse 4, = 1; -2, d. h. also L ist der

Masse m, %, der Geschwindigkeit v,, analog. Diese Beziehung ist grund-
legend fiir die Analogien zwischen dem elektrischen und dem mecha-
nischen Schwingungskreis und kennzeichnet treffend die Energie des
Magnetfelds als kinetische Energie.

Ist L nicht konstant, sondern nach der Beziehung

L= g:—z 10-8 Henry

als Funktion von ¢ verdnderlich, so wird die Energie 4,, durch die Be-
ziehung

im 7:m
(249) Ap=[Lei-di=2-10%f @ di Joule
0 0

im
dargestellt. Man findet den Wert f@ -di durch graphische Integration
0

der Kurve @ = f(i). [Ausplanimetrieren der Flache unter der Kurve

D =f(i)]

D. Der elektrische Schwingungskreis.

61. Der Schwingungsvorgang und seine Abschnitte.

Wir haben aus den vorstehenden Ausfithrungen erkannt, daB der
Kondensator als Speicher von elektrischer Energie in potentieller Form
angesehen werden kann, wihrend die Induktivitit den Speicher fir
elektrische Energie der kinetischen Form bildet. Werden zwei solche
Speicher derart hintereinander geschaltet, dall die Energie zwischen
beiden ungehindert hin und her pendeln kann, so entsteht ein elektrischer
Schwingungskreis. Abb. 139 zeigt das entsprechende Schaltbild. Um die
Schwingung einzuleiten, muBl dem elektrischen Schwingungskreis eine
bestimmte Energiemenge (Ladung) zugefiihrt werden. Es geschieht am
zweckmiBigsten dadurch, da man den Kondensator auflidt. Zu
diesemn Zweck wird er an eine Gleichstromquelle, z. B. eine Akkumula-
torenbatterie, gelegt und diese dann abgeschaltet. Besitzt die Strom-
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quelle die Spannung e Volt, so ist der Kondensator mit der Energie

A, = g—-ez Joule

aufgeladen.

Dem Aufladen des Kondensators entspricht beim mechanischen
Schwingungssystem die Auslenkung der schwingenden Masse um einen
bestimmten Betrag ¢ cm aus der Ruhelage. Bei dieser MaBnahme wird
die dem Kondensator entsprechende Feder (Federkonstante ¢) mit der

Energie % -a® cmkg geladen. Dem Abschalten der Stromquelle von dem

Kondensator entspricht im mechanischen
System die Tatsache, da man die Feder
nach erfolgter Auslenkung der Masse durch
eine Sperrung in der gespannten Lage
sichert und dann die spannende Kraft weg-
nimmt.

Zur Einleitung des Schwingungsvor-
ganges legt man den zwischen Induktivi-
tat und Kondensator befindlichen Schalter
ein. Nunmehr wird sich die in dem Kon-
densator befindende Elektrizitdtsmenge
auf die Induktivitat entladen. Bei diesem

Abb, 139, Schaltschema firr den elek-  Yorgang wird der zur Induktivitdt hin-
trischen = Schwingungskreis. = Der  fljsfende Strom in jedem Augenblick

doppelpolige Umschalter legt in der

ausgezogen gezeichneten Stellungden  glejch dem vom Kondensator wegflieBen-
Kondensator an die Klemmen der . . .
Gleichstromquelle. Wird er in die den Strom sein. Er liBt sich aus der

punktierte Stellung umgelegt, so wird

die Gleichstromquelle abgeschaltet ~ grundlegenden Formel

und der Kondensator unmittelbar
mit der Induktivitit verbunden.

di¢
e=L-g
berechnen. Hierbei ist e die in dem betreffenden Augenblick an den
Klemmen des Kondensators und damit auch an den Klemmen der In-
duktivitat herrschende Spannung. Der Strom ¢ ist bei Beginn der Ent-
ladung = 0. Er steigt mit abnehmender Ladung an. Ein kritischer
Punkt wird erreicht, sobald die Kondensatorspannung — 0 wird. In
diesem Augenblick ist der Kondensator vollsténdig entladen. Alle Energie
befindet sich in Form von kinetischer Energie in der Induktivitit, die
jetzt ihre Hochstladung aufweist. DemgemidB hat der Strom sein
Maximum erreicht.

Der zweite Abschnitt des Schwingungsvorganges ist dadurch
gekennzeichnet, dal Kondensator und Induktivitit in energetischer
Hinsicht ihre Rollen vertauschen. Wihrend im ersten Abschnitt der
Kondensator der gebende und die Induktivitit der nehmende Teil war,
stromt jetzt die Energie von der Spule wieder auf den Kondensator
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zuriick, und zwar so lange, bis in der Induktivitit keine Energie mehr
aufgespeichert, der Strom also gleich Null geworden ist.

Der Strom, der zu Beginn des zweiten Abschnittes sein Maximum
erreicht hatte, kann nicht plstzlich gleich Null werden oder im ent-

1. Abschnitt

2. Abschnitt

3. Abschnitt

£
= 5
/ —- 4. Abschnitt

e —

4 v —

Abb. 140. Die Hauptal{schnitte d.es Schwingungsvorgangs beim mechanischen und elektrischen
Schwingungskreis. (Aus Pohl, Elektrizititslehre, 2. Aufl.)

gegengesetzten Sinn flieBen, vielmehr muB er in stetiger Anderung
zunichst die gleiche Richtung beibehalten, bis er zu Null geworden ist.
Diese Tatsache wirkt sich dahin aus, daB der Kondensator im zweiten
Abschnitt mit entgegengesetzter Polaritit zu seinem urspriinglichen
Zustand aufgeladen wird. Der Ladevorgang ist beendet, sobald alle
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Energie aus der Induktivitit abgeflossen, der Strom also gleich Null
geworden ist.

Der nunmehr sich anschlieBende dritte Abschnitt gleicht in ener-
getischer Hinsicht dem ersten. Der vollstindig aufgeladene Konden-
sator gibt seine Energie wieder an die Induktivitat ab. Ein Unterschied
besteht lediglich darin, daB der Strom in umgekehrter Richtung flie3t,
wie im ersten Abschnitt, weil der Kondensator jetzt mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen aufgeladen ist. Der Strom erreicht wiederum sein
Maximum, sobald der Kondensator vollstandig entladen, die Spannung
an seinen Klemmen also gleich Null geworden ist.

Nunmehrbeginntder vierte Ab-
schnittdes Schwingungsvorganges.
Der Strom nimmt stetig ab, wobei
der Kondensator wieder im urspriing-
lichen Sinne aufgeladen wird, bis
der Strom gleich Null und die Span-
nung an den Klemmen des Kon-
densators ein Maximum geworden
ist. Dann ist der Kondensator mit
gleichem Vorzeichen und gleicher
Ladung wie zu Beginn des Schwin-
gungsvorganges aufgeladen. Das
Spiel beginnt von neuem, um sich
in stetem Wechsel so lange zu wie-
derholen, bis die Energie durch die

Abb. 141. Zeitlicher Verlauf von Strom in der Strombahn wirkenden Wider-
und Spannung bei der elektrischen S 1 1
o Sl stinde, die bei unserer Betrachtung

_zunidchst vernachlissigt wurden, auf-
gezehrt ist. Abb. 140 zeigt die charakteristischen Punktedieser vierHaupt-
abschnitte der elektrischen Schwingung in symbolischer Darstellung,
wobei jeweils die entsprechenden Zustinde des mechanischen Schwin-
gungskreises gegeniibergestellt sind.

Die Eigenschnelle, mit welcher die Pendelung stattfindet, wird nach-
stehend an Hand der Schwingungsgleichung berechnet. Sie ergibt sich zu:

. /1
2 = [/ —
(250) v = l/ ol 1/sec.
Dementsprechend betrigt die Periodendauer:
(251) T =2 = 22Y0 L sec.

Um ein anschauliches Bild von dem soeben beschriebenen Verlauf
zu gewinnen, sind in Abb. 141 Strom und Spannung des Kondensators
in Abhingigkeit von der Zeit aufgetragen.
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Man kann die Werte von Strom und Spannung wiahrend des Schwin-
gungsvorganges mit dem Auge verfolgen, wenn ein Schwingungskreis
mit geniigend groBer Periodendauer (z.B. 2 -- 3 sec) verwendet wird.
Zur Beobachtung wird an die Klemmen der Induktivitit ein Drehspul-
Voltmeter und in den Stromkreis ein Drehspul-Amperemeter eingeschal-
tet. Beide Instrumente miissen den Nullpunkt in der Mitte der Skala
haben, damit Ausschlige in positivem und negativem Sinne méglich
sind. Das Diagramm zeigt, daB die Spannung stets dann durch Null
geht, wenn der Strom seinen Héchstwert erreicht und umgekehrt. Der
zeitliche Verlauf von Strom und Spannung ist demgemiB durch 2 um
%2+ Periode phasenverschobene Sinuskurven gekennzeichnet. Die Be-
grindung dieser Erscheinung ergibt sich auf Grund der Schwingungs-
gleichung.

62. Die Schwingungsgleichung.

Wie beim mechanischen System gehen wir von der Energiegleichung
aus, die lautet:

Potentielle Energie + kinetische Energie = Ladungsenergie

c L,
(252) ¢+ et = A,

Um eine losbare Differentialgleichung zu erhalten, miissen wir e
durch ¢ ausdriicken oder umgekehrt 7 durch die entsprechende Funktion
von e ersetzen.

Im ersteren Fall erhalten wir die sogenannte Stromgleichung. Um
e durch i zu ersetzen, benutzen wir die Beziehung:

ds
e=L-g
und erhalten aus Gl. (252) die Beziehung:

(253) & L2 ()2 + '2“ 42 = A, = const .

Hieraus ergibt sich durch einmaliges Differenzieren folgende Differen-
tialgleichung zweiten Grades:

(254) 0-L2-%§+L-i=0.

In Normalform:

.-
(Iz_L 1

(255) wETere t = 0 = Stromgleichung.

Im zweiten Fall gehen wir aus von der Beziehung:

ez—(lj-fi-dl,
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e o s d
woraus sich durch einmalige Differentiation nach der Zeit ¢ = C -—d—i

ergibt und erhalten nach Einsetzen dieses Wertes
in die Energiegleichung:
c L de\2
(256) G et - O (a) = A, = const.

Hieraus ergibt sich nach einmaligem Differenzieren die Differential-
gleichung zweiten Grades:

d?
(257) Cet+L-C232 =0,

in Normalform:

2
(258) _ 37;3 + "017"1_' - e = 0 = Spannungsgleichung .

Beide Gleichungen besitzen die gleiche Gestalt wie die auf S. 18ff. ge-
léste Gleichung des translatorischen Schwingers. Gemi8 der dort er-
haltenen Lésung kénnen wir die Losungen fiir den vorliegenden Fall
sofort hinschreiben. Sie lauten:

1 =1y-cos(vl+ o),
e=¢y-cos(vt+ B).
Hierbei ist:

v = V -C—,~l_ -z, 1/sec = Eigenschnelle des Systems.

Die Amplituden 7, und ¢, sind aus der Energiegleichung zu berechnen.
Zu diesem Zweck ist diese einmal fir den Grenzfall anzuschreiben, da3
die Gesamtenergie in kinetischer Form vorliegt, also in dem Magnetfeld
der Induktivitit aufgespeichert ist, das zweite Mal fiir den Grenzfall,
daB alle Energie in potentieller Form vorliegt, also in dem Konden-
sator aufgespeichert ist. Man findet im ersten Fall:

(259) Liiz—4, ako io=V Lo,
im zweiten Fall:
(260) C =4, alo = V Lo,

Die Phasenwinkel o« und § sind aus den Anfangsbedingungen der
Schwingung zu bestimmen. Hierfirr setzen wir folgendes fest:
Zur Zeit:

t=0 ist e=¢ und t=0.
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Demgemif3 ergibt sich:

i =1g-co8(0 +a)=0, d.h %-cosa=0, cosa=0; a=90°
(261} und

e=-¢y-cos(0 + f)=1¢y, d.h. e;rcosf=¢,, cosf=1; B=0°.

Diese Rechnung bestétigt die bereits rein begrifflich gefundene Tat-
sache, daBl Strom und Spannung bei der elektrischen Schwingung

m % Periode phasenverschoben sind.

Auch die Energieaufnahmefahigkeit des elektrischen Schwingungs-
kreises ist in ganz dhnlicher Weise wie die des mechanischen Schwingers
begrenzt. In der Regel ist die vom Kondensator ertragbare Hochst-
spannung dafir maBgebend. Diese wird auch als Priifspannung des
Kondensators bezeichnet und betragt bei den handelsiiblichen Konden-
satoren 1000 bzw. 2000 Volt. Die Energieverhéaltnisse sind so zu wihlen,
daB die Priifspannung bei der Schwingung niemals erreicht wird.

In selteneren Fillen ist der Hochststrom, den die Wicklung der
Induktivitét zu ertragen vermag, maBgebend. Er wird auf Grund der
sogenannten ,,Stromdichte’ bestimmt. Als Stromdichte bezeichnet
man die Zahl, die angibt, wieviel Ampere pro 1 mm? des Drahtquer-
schnitts der Wicklung auf die Dauer zugelassen werden kénnen, ohne
daB sich die Spule unzuléssig erwérmt. In der Regel ist eine Stromdichte
von 3 bis 4 Amp./mm? héchstens zulissig.

Zahlenbeispiel: Ein elektrischer Schwingungskreis besteht aus einer
Induktivitdt (eisengeschlossene Drosselspule) von L = 1,25 Henry,
die eine Wicklung von 6 mm? Querschnitt trigt und einer Konden-
satorenbatterie von 40 M.F., deren Zellen mit einer Spannung von
2000 Volt gepriift sind. Eigenschnelle und Arbeitsfihigkeit des Schwin-
gungskreises sind zu berechnen. Man erhilt:

p == l’/Cl—L = l/ﬁ = 14,14 1/880 .

DemgemiB betrigt die Periodendauer der Schwingung:
T =27 — 0445 5ec.

v
Die Arbeitsfahigkeit berechnet sich zu:
Ax = ¢3-S = 2000 - %2 10-5 — 80 Joule! — 816 emkg,
da eymax = 2000 Volt gesetzt werden kann.
Der entsprechende in der Drossel entstehende Héchststrom (Ampli-

1 1 Joule = 1 Wattsekunde, d. h. die Arbeit, die geleistet wird, wenn 1 Watt
1 Sekunde lang aufgebracht wird. Da 1 Watt einer mechanischen Arbeit von
10,2 emkg/sec entspricht, stellt 1 Joule eine Arbeit von 10,2 emkg dar.
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tude des Wechselstroms) berechnet sich aus der Energiegleichung:

-12; .ig—_—%-e§=80 Joule

, 54, /160
iy = VTO — VT,%' = 11,3 Ampere,

entsprechend einer Stromdichte von ~ 2 Amp./mm?

zu:

63. Die Gleichstrommaschine als Kondensator im elektrischen
Schwingungskreis.

Die Pendelvorgiinge, die zuweilen an Gleichstrommaschinen-Anlagen
beobachtet werden, sind auf eine zunichst fremdartig anmutende
Erscheinung zuriickzufithren. Es zeigt sich n#émlich, daB eine Gleich-
strom-NebenschluBmaschine, oder noch besser eine fremderregte, d. h.
bei allen Drehzahlen mit angendhert konstanter Feldstirke arbeitende
Gleichstrommaschine, sich im Betrieb ahnlich verhilt, wie ein Konden-
sator. Das Zustandekommen dieser merkwiirdigen Wirkung wird man
sich am besten an Hand der nachstehenden Betrachtung klarmachen.

Gegeben sei ein Gleichstrom-NebenschluBmotor. Seine Feldwick-
lung werde unmittelbar an die Netzspannung, die z. B. 220 Volt be-
trage, gelegt. Demgemaf bleibt die Feldstirke wihrend des gesamten
Versuchs ungeéindert. Legen wir nunmehr an die Ankerklemmen nach-
einander verschiedene Spannungen, z. B. 50, 100, 150, 200 und 250 Volt,
so stellen wir fest, daf zu jeder Spannung eine bestimmte Drehzahl des
Motors gehort. Tragen wir das Ergebnis zu einer Kurve auf, so erhalten
wir die sogenannte Drehzahl-Kennlinie n = f(e). Beobachtung und
Theorie zeigen, dal die Drehzahl » bzw. die Winkelgeschwindigkeit
des Ankers bei konstantem Feld der Spannung e direkt proportional
ist, so daB die Beziehung gilt:

(262) w=Fk-e,

wobei k als ,,Drehzahlkonstante der Maschine‘‘ bezeichnet werden mége.

Wird nach Erreichung der vollen Drehzahl die Spannung weg-
genommen, so wiirde der Anker, wenn keine Bewegungswiderstinde
(Lagerreibung, Biirstenreibung, Luftwiderstéiinde u. dgl) vorhanden
wiaren, mit konstanter Drehzahl weiterlaufen. Wir wiren in diesem
Idealfall in der Lage, in jedem Augenblick an den Biirsten des Ankers
die zum Anwerfen verwendete Spannung zu messen, da die Maschine
jetzt als Generator arbeitet.

Anmerkung: Die Tatsache, daB der Anker infolge der Bewegungswiderstinde
stetig seine Drehzahl vermindert, miissen wir bei der grundsatzlichen Betrachtung

auBer acht lassen, da wir uns sonst den Blick fiir das Wesentliche triiben. Die
entsprechenden Energieverluste werden an spiiterer Stelle nachtriglich ibre Be-
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riicksichtigung finden. Gegebenenfalls mége man sich vorstellen, da8 die ideali-
sierten Verhiltnisse dadurch erreicht werden, daB3 die entstehenden Verluste durch
eine in geeigneter Weise erfolgende Energiezufuhr (z. B. Antrieb durch einen Hilfs-
motor) laufend gedeckt werden.

Wir treffen den Kern der Erscheinung, wenn wir nunmehr die Energie-
verhédltnisse ins Auge fassen. Beim Anwerfen des Ankers wurde in seiner
trigen Masse eine bestimmte Energiemenge in Form von kinetischer
Energie aufgespeichert. Thr Betrag berechnet sich zu:

(263) 4, = g— cw?= g - k2. e? (0 = Massentrigheitsmoment des Ankers).

Werden die Biirsten der Maschine nach Abschalten des Netzes iiber
einen Widerstand oder einen sonstigen Energieverbraucher geschlossen,
so wird durch den entstehenden Strom dem Anker Energie entzogen und
dementsprechend seine Drehzahl vermindert. Die Entladung ist beendet,
wenn der Anker zum Stillstand gekommen ist.

Das geschilderte Verhalten der Gleichstrommaschine gleicht im
Prinzip demjenigen eines Kondensators. In beiden Fillen wird durch
Anlegen der Spannung die Ladung aufgebracht. Nach Wegnahme der
Spannung zeigt sich die Maschine, ebenso wie der Kondensator mit der
angelegten Spannung geladen. Sie bewahrt diese Figenschaft, falls
keine Energieverluste vorhanden sind, fiir beliebig lange Zeitdauer.
Durch Verbinden der Klemmen wird der Kondensator sowohl wie die
Gleichstrommaschine entladen. Die Gré8e des Widerstandes, iiber
welche die Verbindung der Klemmen erfolgt, bestimmt die Zeitdauer der
Entladung und die GréBe des Entladungsstromes.

Alle diese Eigenschaften haben wir als typische Kennzeichen eines
potentiellen elektrischen Energiespeichers kennengelernt. Wihrend
jedoch beim normalen Kondensator die Energie durch den eigenartigen
Spannungszustand des Dielektrikums aufgespeichert wird, dient im vor-
liegenden Fall die kinetisch-mechanische Energie des Ankers zur Energie-
speicherung. Wir haben also die zunichst paradox anmutenden Ver-
hiltnisse vor uns, daB ein in allen Eigenschaften typischer, potentieller
Energiespeicher fiir elektrische Energie die Speicherung durch Uber-
fiihrung der zugefiihrten potentiellen elektrischen Energie in kinetische
mechanische Energie vornimmt. Bei dem Ladevorgang flieBt genau wie
beim Kondensator eine bestimmte Elektronenmenge, die sich durch
den Wert f t-dt darstellen 1a8t, auf den Anker iiber. Die gleiche Elek-
tronenmenge flieBt bei der Entladung wieder heraus. Von auBen her
ist also davon, daB die eingeschickte Energie sich durch die Wirkungen
des Magnetfeldes in mechanische kinetische Energie umwandelt und
auf dem gleichen Weg in elektrische potentielle Energie beim Entladen
zuriickverwandelt wird, nichts zu merken. Diese Vorgiinge sind vielmehr
rein innere Angelegenheiten der Gleichstrommaschine. Denken wir uns

Lehr, Schwingungstechnik I. 15
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z. B. die Gleichstrommaschine vollstindig eingekapselt, derart, daB nur
zwei Klemmen sichtbar sind, so wird der Beobachter (immer unter der
Voraussetzung, daBB die Reibungsverluste des Ankers in geeigneter Weise
laufend ersetzt werden) nicht in der Lage sein, die Wirkung des Appa-
rates von der eines Kondensators sehr groBler Kapazitat zu unterscheiden.

Wir wollen jetzt berechnen, wie grol die Kapazitit ist, die eine
Gleichstrommaschine bestimmter Leistung vortauscht. Als Berechnungs-
grundlagen sind gegeben:

1. Die Drehzahl-Kennlinie bzw. die Drehzahlkonstante £,

2. das Massentragheitsmoment 0 des Ankers.

An Hand der Energiegleichung finden wir:

g _c 5, 0 6
(264) A—?-ez_m@wg_m-kz-e2Joule
(da 1 Joule = 10,2 c;mmkg).
Somit
1
B Yayed — 2. N
(265) C=0-k 102 Farad .

Zahlenbeispiel : Gegeben sei ein Gleichstrommotor, der beie = 220 Volt
eine minutliche Drehzahl von 1450 (w = 152/sec) besitzt und dessen
Anker ein Massentrigheitsmoment von 3,2 cmkgsec? aufweist. Die schein-

bare Kapazitat ist zu berechnen.

Losung :
15:
k= o = 0,69;
3.2.0,692
0 = 22089 _ 6 15 Farad .

10,2

Wir haben also hier den Fall vor
uns, daf} die riesige Kapazitit von
0,15 Farad miihelos und auf wirtschaft-
lichem Wege mit Hilfe eines verhaltnis-
mifig kleinen Gleichstrommotors von
etwa 3 kW Leistung verwirklicht wer-
den kann, wihrend es auflerordent-
liche Kosten verursachen wiirde, die
gleiche Kapazitit mit normalen Kon-
AL, 142, Die Gleichstrommaschine als  densatoren darzustellen.
Kondensator iin elektrischen . . . -
Schwingungsk vis, Am anschaulichsten wird die Kon-
densatorwirkung, wenn man an die
Biirsten der Maschine gemil Abb. 142 eine Induktivitit schaltet
und die in dem so entstandenen clektrischen Schwingungskreis sich ab-
spielenden Vorgiinge beobachtet. Nehmen wir z. B.an, dall an die
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Maschine unseres Zahlenbeispiels eine Drosselspule mit einem Induk-
tionskoeffizienten von L = 2 Henry angeschlossen wird, dann entsteht
ein Schwingungskreis, dessen Eigenschnelle sich nach der allgemein
giiltigen Gl. (250) berechnet zu:

/71 ]/ 1
Y= TL = m: 1,82/890 .

2

T = Tﬂ = 3,45 Sekunden .

Wir haben es also in unserem Beispiel mit einer sehr langsamen elek-
trischen Schwingung zu tun.

Im einzelnen spielt sich der Vorgang folgendermafBlen ab: Zunichst
wird der Motor durch AnschlieBen an die Netzspannung mit Energie
geladen. Sobald der Anker seine volle Drehzahl n = 1450/min erreicht
hat, wird durch Betétigen des Umschalters das Netz abgeschaltet und
die Drossel an die Biirsten gelegt. Sofort beginnt der Motor seine ,,po-
tentielle Energie” auf die Drossel zu entladen. Der mittels Ampere-
meter beobachtete Strom steigt nach einem Sinusgesetz der Zeit an,
wahrend die Drehzahl des Ankers sinkt. Der Anker steht still, wahrend
der Strom sein Maximum durchschreitet. Die GréBe der Stromamplitude
laBt sich aus der Grofe der Energieladung berechnen. In unserem
Zahlenbeispiel ergibt sich, da die Gesamtenergie

c 0,15

Ay = 5 €2 = _:é,_ - 220% = 3630 Joule ist,
A, /273630
n= =) e =~ 60Amp.

Nunmehr pendelt die Energie von der Drossel auf den Anker zuriick,
wahrend .der Strom im gleichen Sinne weiterflieBt. Mit ¢ = 0 hat der
Motor wieder seine volle Drehzahl im entgegengesetzten Sinne und damit
die gleiche Ladung wie anfangs, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen,
erreicht.

Bei dem nunmehr beginnenden dritten Abschnitt kehrt der Strom
sein Vorzeichen um. Der Anker entlidt sich wieder auf die Drossel, bis
¢ sein negatives Maximum erreicht hat, wihrend gleichzeitig der Anker
stillsteht. Im vierten Abschnitt wird der Anker auf seine urspriingliche
Drehzahl (Ladung) beschleunigt, wihrend der Strom auf 0 abnimmt.
Hierauf beginnt das Spiel von neuem.

Will man die recht erheblichen Verluste (Lager- und Biirstenreibung,
Luftreibung, Ohmsche und Eisenverluste) laufend ausgleichen, derart,
dafl eine fortlaufende Schwingung entsteht, so wird man am besten
nach jeder Halbperiode durch kurzzeitiges Anlegen der Netzspannung
(richtiges Vorzeichen!) den Anker aufladen (d. h. auf volle Drehzahl be-

15%*
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schleunigen). Hierfiir gibt es verschiedene selbsttétig arbeitende An-
ordnungen, deren Beschreibung hier zu weit fithren wiirde.

An Hand der vorstehenden Betrachtungen haben wir die wesent-
lichen physikalischen Tatsachen kennengelernt, welche fiir das Ent-
stehen der Pendelungen in Gleichstrommaschinenanlagen mafBgebend
sind. Dabei dienen in der Regel die Feldwicklungen der Maschinen als In-
duktivititen. Die entstehenden Schwingungserscheinungen sind oft auf3er-
ordentlich komplizierter Natur, da ganze Maschinensitze bei den Schwin-
gungen miteinander verkoppelt erscheinen. Wir werden bei Erérterung
der Koppelschwingungen (3ter Band) noch im einzelnen darauf zuriick-
kommen.

64. Analogien zwischen den Grioflen des elektrischen und
mechanischen Schwingungskreises.

Fiir viele schwingungstechnische Berechnungen ist es von Wert, genau
dariiber im klaren zu sein, welche Griofien des elektrischen und des mecha-
nischen Schwingungssystems einander entsprechen. Um einen guten Uber-
blick zu gewinnen, sind die Analogien in Tabelle 11 gegeniibergestellt.
Zur Begriindung dieser Gegeniiberstellung sei folgendes ausgefiihrt:

Wir gehen zweckméfig von den Gleichungen der kinetischen Energie
im mechanischen und elektrischen System aus. Sie lauten:

Im mechanischen System: Im elektrischen System:

m m  [ds\2 L . L /dQ\e
Ax=“2"712:§'(d7) cmkg . AK=7‘@2=”2"<75> Joule .
Somit entsprechen sich:

2
Masse ........oovnn.n kg;ic Induktions-Koeffizient L Henry
Geschwindigkeit.......... %% Strom ......c00een i Ampere
Weg.......o..... s cm, di = v | Ladung.... @ Coulomb <Lfi—? = z)
Massenkraft: Spannung an der Induktivitat:
d*s dv di
szm-m2=m-mkg VS:L“d_iVOlt'

Aus dieser Beziehung geht hervor, da die Spannung e im elektrischen
System einer Massenkraft, oder ganz allgemein gesprochen, stets einer
mechanischen Kraft analog ist. Eine entsprechende Beziehung ergibt
sich auch aus der Kondensatorengleichung und der ihr entsprechenden
Gleichung fiir die Federspannung.

Federkraft = Federkonstante
mal Auslenkungsweg

P,=c-skg,

Spannung am Kondensator
_ Ladung
" Kapazitat’

I/'c = Z,IT.Q Volt.

also
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Die Kapazitit C entspricht demnach dem reziproken Wert der Feder-
konstanten ¢. Dies geht auch aus der Gleichung fiir die Eigenschnelle
hervor, welche lautet:

Yy = ]/::%‘_l/sec ‘ Y :VCLE 1/sec.

In analoger Weise entspricht die potentielle Energie eines mit der Span-
nung e geladenen Kondensators der potentiellen Energie einer mit der
Kraft P, gespannten Feder:

APZ%-P;":—;—-,@emkg, ‘ Ang-Vf:Q—.lO-QzJoule,
da Pc:C-Skg. ]da Vc:%.QVQlt

Die praktische Auswertung der hier zusammengestellten Analogien
st6Bt insofern etwas auf Schwierigkeiten, als man bei mechanischen
Schwingungen stets den Weg s als Verdnderliche in die Differential-
gleichungen einfithrt und nicht etwa die Geschwindigkeit v oder die
Beschleunigung b.

Im Gegensatz hierzu verwendet man in der Elektrotechnik niemals
die dem Weg s des mechanischen Systems entsprechende Ladung @
als Verinderliche der Schwingungsgleichung, sondern ausschlieBlich den
Strom 7 oder die Spannung e. Dies ist gleichbedeutend damit, als ob
man bei den mechanischen Schwingungssystemen die Gleichungen fir
die Geschwindigkeit oder fir die Beschleunigung anschreiben wiirde.

Solange man es mit mechanischen Schwingungssystemen oder elek-
trischen Schwingungssystemen gesondert zu tun hat, wirkt dieser Unter-
schied nicht weiter storend. Man mull lediglich beim Vergleich der Er-
gebnisse die entsprechenden Analogien beachten. Anders ist es dagegen,
wenn, wie dies bei gekoppelten Schwingungssystemen 6fters vorkommt,
ein mechanischer Schwingungskreis und ein elektrischer Schwingungs-
kreis derart zusammengefiigt werden, dal sie sich gegenseitig beein-
flussen, insbesondere derart, dal die Energie vom einen in den anderen
Kreis iibergehen kann. In diesem Fall mufl man streng auf die Be-
deutung der Analogien achten.

Anmerkung: Zu Tabelle 11 ist folgendes zu bemerken: Die erste Spalte ent-
hilt den fir simtliche Systeme mafBgebenden Oberbegriff, in der zweiten Spalte
sind die Werte fir das mechanische translatorische Schwingungssystem, in der
dritten Spalte die gleichbedeutenden Werte fiir das mechanische Drehschwingungs-
system und in der vierten Spalte die Werte fiir das elektrische Schwingungssystem
eingetragen. Die Analogien zwischen dem mechanischen translatorischen und dem
mechanischen Drehschwingungssystem wurden bereits im zweiten Kapitel ein-
gehend besprochen, so daB auf eine Wiederholung der dort gemachten Angaben
an dieser Stelle verzichtet werden kann.
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Viertes Kapitel.

Reibung und Dampfung.
65. Allgemeine Gesichtspunkte.

Bei unseren bisherigen Betrachtungen hatten wir die vereinfachende
Annahme gemacht, daB sich die Bewegungsvorginge verlustfrei ab-
spielen. In Wirklichkeit gibt es keine verlustlos ablaufenden Schwin-
gungsvorginge, vielmehr wird bei jeder Schwingung ein gewisser Anteil
der zu Anfang vorhandenen Energie durch Bremswiderstinde verbraucht.
Werden diese Verluste nicht (wie es z. B. bei der ,,erzwungenen Schwin-

Abb. 143. Auslaufkurve eines Schwungrades.

gung‘‘ geschieht) laufend durch Zufuhr neuer Energiemengen ersetzt,
so vermindert sich der Energieinhalt stetig, die Schwingungen klingen
ab. Das Gesetz des Abklingens wird durch die GréBe und Eigenart der
Bremswiderstiande bestimmt.

Der ganze Vorgang ist in energetischer Beziehung gleichwertig mit
dem Auslaufvorgang bei einem Schwungrad, das durch Anwerfen auf eine
bestimmte Drehzahl mit (kinetischer) Energie geladen wird und nach
Abschalten des Antriebs auslduft. Dabei wird die aufgespeicherte Energie
durch Bremswiderstinde (Lagerreibung, Luftreibung usw.) langsam auf-
gezehrt. Sie klingt nach dem Gesetz der Auslaufkurve ab. Abb. 143 zeigt
den typischen Verlauf einer derartigen Auslaufkurve.

Die Eigenart der bei den Schwingungsvorgingen auftretenden Be-
wegungswiderstande 146t sich mit geniigender Niherung erfassen, wenn
man folgende 3 Annahmen macht:

1. Die Bremskraft besitzt wéihrend des gesamten Verlaufs der
Schwingung unverinderliche Grée (,,Coulombsche Reibung®).
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2. Die Bremskraft ist der Geschwindigkeit der schwingenden Masse
direkt proportional.

3. Die Bremskraft ist dem Quadrat der Geschwindigkeit der
schwingenden Masse proportional.

Fall 3 spielt lediglich bei hydrodynamischen Problemen eine Rolle,
seine Behandlung bietet erhebliche mathematische und begriffliche
Schwierigkeiten. In der Mechanik der Schwingungen fester Kérper be-
sitzt er eine untergeordnete Bedeutung. Es soll deshalb an dieser Stelle
von einer eingehenden Erérterung Abstand genommen werden.

Fall 2 ist von tiiberragender technischer Bedeutung und soll eine
ausfiihrliche Behandlung erfahren; insbesondere werden bei Betrachtung
der ,erzwungenen Schwingungen® die Bewegungswiderstinde so gut
wie ausschlieBlich auf diesen Fall zuriickgefithrt. Diese Annahme er-
moglicht eine einfache mathematische und begriffliche Behandlung der
Vorginge und fiithrt zu Ergebnissen, die den tatsichlichen Verhiltnissen
mit sehr grofer Niaherung entsprechen. Eine Schwingung, die durch
Bewegungswiderstdnde gebremst ist, welche der Geschwindigkeit der
schwingenden Masse direkt proportional gesetzt werden konnen, heif3t
gedampfte Schwingung.

Fall 1 besitzt bei Betrachtung der freien Schwingungen eine gewisse
Bedeutung, allerdings mehr in negativer Hinsicht, insofern, als man bei
allen zu MeBzwecken dienenden Schwingern Coulombsche Reibung auf
das peinlichste vermeiden mu@.

A. Freie Schwingungen unter dem Einfluf§
der ,,Reibung*.

66. Das Spiel der Krifte und die Berechnung des
Schwingungsverlaufs.

Die Bedingung, daB die Bremskraft wihrend des Verlaufs der
Schwingung konstant bleibt und stets der Bewegung entgegengesetzt
gerichtet ist, entspricht dem von Coulomb aufgestellten Gesetz der
gleitenden Reibung fester Korper mit trockenen (d. h. nicht geschmierten)
Gleitflichen. Dieser Fall wird also z. B. dann eintreten, wenn die Masse
des Schwingers geméaB Abb. 144 in einer Fiihrung gleitet, wobei Reib-
krifte hervorgerufen werden, die dem Eigengewicht proportional sind.
Insbesondere kann man schreiben:

(266) R, =u-@G,
wobei u die Coulombsche Reibungsziffer bedeutet, die abhangig ist

von der Beschaffenheit der gleitenden Flachen und G = m-g das
Gewicht der schwingenden Masse darstellt.
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LBt man einen derartigen Schwinger die Wegzeitkurve einer freien
Schwingung aufzeichnen, so entsteht ein Bild gema Abb. 145. Zur
niheren Kennzeichnung des Diagramms mift man die Amplituden in
den Umkehrpunkten aus. Die )
Tabelle rechts oben in Abb. 145 i $
zeigt die Zusammenstellung der A A A

v \!WJ V

fewe,

gty ¢ E,_

o e
=l

entsprechenden Zahlenwerte un-
seres Beispiels. Man erkennt,
daB jede Amplitude um einen
konstanten Betrag kleiner ist ~ Abb-144. Scwinger, dessen Bewegung durch
als die um eine halbe Schwin-

gung vorangehende Amplitude. Die konstante Differenz Aa kann als
Maf3 fir die Bremswirkung dienen.

Beachtlich ist ferner, daB die reibgebremste Schwingung nicht in der
Nullage endet, sondern dafl die Masse um einen von den zufilligen An-
fangsbedingungen abhingigen Betrag davon entfernt liegen bleibt.
Dieser Betrag wird stets kleiner als da gefunden.

Die Erklirung fiur dieses eigenartige Verhalten laBt sich auf rein
begrifflichem Weg durch Betrachten der Kraftverhéltnisse geben. Die

Abb. 145. Schwingungsbild (Wegzeitkurve) einer reibgebremsten Schwingung.

Masse werde zu Anfang der Bewegung um den Betrag a, aus der Nullage
ausgelenkt und dann fiir die Schwingung freigegeben. Sie steht jetzt
unter der Wirkung zweier Kréfte, namlich:

1. der Federkraft, die den Betrag c-a, besitzt und 2. der ihr ent-
gegenwirkenden Reibkraft R, = u-G. Die Rickstellkraft wird Null,
sobald die Federkraft gleiche GroBe erlangt hat wie die der Bewegung

entgegengesetzte Reibkraft, d. h. bei einer Auslenkung a = %’i Die
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Schwingung verlduft im iibrigen genau so wie eine verlustfreie Schwin-
gung, d. h. nach einem Sinusgesetz der Zeit und mit einer Eigenschnelle,
die gleich derjenigen des verlustfreien Systems ist. Der einzige Unter-
schied gegeniiber der verlustfreien Schwingung besteht darin, da3 die

R .
Nullage um den Betrag —é‘i den wir in Zukunft mit e bezeichnen wollen,

der Bewegungsrichtung entgegen, also im positiven Sinne, verschoben
erscheint. Die Schwingung verlduft somit genau so wie bei einem ver-
lustfreien System, das seine Gleichgewichtslage (Ruhelage) schon bei
dem Ausschlag e erreicht. Demgemifl schwingt die Masse um den Be-
trag a, — e tiber die scheinbare Gleichgewichtslage hinaus. Der neue Um-
kehrpunkt besitzt also den Ausschlag a, = @, — 2e gegeniiber der
wahren Nullage. Mit Durchschreiten dieses Umkehrpunktes wechselt
die Bewegungsrichtung und damit die Reibkraft sprungweise ihr Vor-
zeichen. Der scheinbare Nullpunkt liegt im weiteren Verlauf der Be-
wegung um den Betrag e der Bewegungsrichtung entgegen, also jetzt
im negativen Sinne gegeniiber der wahren Nullage verschoben. Im iibrigen
gelten fiir den Verlauf der nunmehr folgenden Halbschwingungen genau
dieselben Betrachtungen wie bei der ersten Halbschwingung. Demgema03
wird z. B. der Ausschlag a; = a, — 2e = a;— 4e. In der gleichen Weise
kann man beliebig viele weitere Halbschwingungen betrachten. Manfindet
durch die vorstehenden Uberlegungen somit das aus dem Schwingungs-
bild abgelesene Gesetz einwandfrei begriindet, dal die aufeinander-
folgenden Amplituden eine arithmetische Reihe bilden, derart, daB3 jede
Amplitude um den konstanten Betrag Aa = 2e kleiner ist als die um
eine halbe Periode vorhergehende. Ferner findet man die Tatsache be-
statigt, daB die Eigenschnelle der Schwingung gleich derjenigen der ver-
lustfreien Schwingung sein muf, da sich im Grunde genommen in beiden
Fillen derselbe Bewegungsvorgang abspielt. Das Abklingen der Schwin-
gung bei Vorhandensein von Reibung wurde, rein geometrisch betrachtet,
ja lediglich durch das sprungweise Verlagern des scheinbaren Nullpunktes
erzielt.

Die Schwingung ist beendet, sobald die Amplitude kleiner als 2e
geworden ist, da dann ein neuer Umkehrpunkt nicht mehr erreicht wird.
Die Entfernung von der wahren Nullage, in welcher die Masse liegen
bleibt, i3t sich leicht auf Grund der Bedingung berechnen, dafl die
Masse iber den scheinbaren Nullpunkt, der um -+ e von der wahren
Nullage entfernt liegt, um den gleichen Betrag hinausschwingt, um den
der Ausschlag im letzten Umkehrpunkt diesen Wert ibertraf. Das
Ende der Schwingung kann somit an beliebiger Stelle innerhalb der
Grenzwerte + e liegen. Der Wert e gibt also gewissermaBen den Betrag
des iuBerstenfalls zu erwartenden Nullpunktfehlers an.
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67. Energiebilanz der reibgebremsten Schwingungen.

Zur Ergédnzung unserer Betrachtungen wollen wir uns noch einen
Einblick in die energetischen Verhaltnisse bei der vorliegenden Schwin-
gung verschaffen. Zu diesem Zweck soll eine Energiebilanz aufgestellt
werden, an Hand deren man verfolgen kann, wie die zu Anfang der
Schwingung vorhandene Energiemenge verbraucht wird.

Wir gehen wieder von der Voraussetzung aus, dal3 die Masse m zu Be-
ginn der Schwingung um den Betrag @, aus der Gleichgewichtslage aus-
gelenkt und somit durch Spannen der Feder ¢ das System mit einem
e
5
Die stets gleichbleibende Reibkraft besitze die GréBe von R, = -G kg.

Bis zur Erreichung der wahren Nullage hat die Masse den Weg q,
zuriickgelegt und dabei durch Uberwinden des Bremswiderstandes die
Arbeit R, -a; (Kraft X Weg) abgegeben. Verfiighar ist also jetzt noch
die Energiemenge ; c-a? — R ,-a,. Der in dem nunmehr folgenden Um-
kehrpunkt auftretende Ausschlag @, errechnet sich aus der Bedingung,
daf3 die dort vorhandene potentielle Energie gleich der soeben berech-
neten, im Nullpunkt vorhandenen Energie sein muf3, abziiglich der bei
der Bewegung vom Nullpunkt bis zur Erreichung des Ausschlags a,
vernichteten Energiemenge. Es besteht also die Gleichung:

potentiellen Energiebetrag von der Grole 4, = a? geladen wird.

(267) tc-af=4%c-a}— R,a,— R, -a,,
woraus sich berechnet:
2R,
a; —a3 = (a) + @)+ (@) — ay) = o (a; + a,),
somit:
2R,
(268) a,=a, ———=a, —2e.

4

Dieser Wert stimmt also genau mit dem an Hand der vorangehenden
Betrachtung gefundenen tberein. In analoger Weise berechnet man:

(269) a; =a, — 2 e usw.

Anmerkung: Die formal mathematische Behandlung des vorliegenden
Problems soll iibergangen werden, da sie keinerlei neue Gesichtspunkte bringt und
sich im wesentlichen auch an die rein begriffliche Darstellung halten muB. Im
iibrigen sei auf die Literatur verwiesen.

68. Kritik der durch Reibkrifte gebremsten Schwingung.

Freie Schwingungen gewinnen in der Technik nur bei MeBinstru-
menten Bedeutung. Als Beispiele seien erwihnt: Elektrische MeB-
instrumente aller Art, Regulatoren, Tachometer, elastische Kraft-
messer, Waagen aller Art, insbesondere Neigungswaagen, FErschiitte-
rungsmesser und dergleichen. Alle diese Instrumente besitzen als Mef-
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organ ein Schwingungssystem mit ausgesprochener, oft recht niedriger
Eigenschnelle. Bei der Anzeige soll der Zeiger mdéglichst schwingungsfrei
auf die Endlage einspielen. Den Schwingungen, die infolge der bei jeder
Messung unvermeidlichen St68e entstehen, muf folglich durch irgend-
welche Mittel die Energie rasch entzogen werden. Es fragt sich, ob fir
diesen Zweck die Anbringung einer Reibkraft empfehlenswert ist. Diese
Frage ist unbedingt zu verneinen, und zwar aus folgendem Grund:

Wie auf Seite 234 gezeigt wurde, kann beim Ausklingen der reib-
gebremsten Schwingung die schwingende Masse um beliebige Betrige,
die zwischen Null und - e liegen, von der wirklichen Ruhelage entfernt
die Schwingung beenden, je nachdem, welche Zufilligkeiten bei Beginn
der Schwingung geherrscht haben. Es kann also ein Anzeigefehler
von dem Betrag - € eintreten. Da bei den meisten MeBinstrumenten
ein Fehler von weniger als 4 0,1%, d. h. ein entsprechend genaues
Einspielen in die wahre Nullage verlangt werden muB, ist diese Er-
scheinung unertriaglich. Das Vorhandensein von Reibung ist also der
schlimmste Feind der Empfindlichkeit und Genauigkeit bei allen Mef3-
instrumenten. Es ist zu fordern, dafl alle Reibung so vollstindig wie
irgend moglich beseitigt wird. Der Kampf um die Empfindlichkeit der
MeBinstrumente ist in erster Linie ein Kampf um die méglichst voll-
standige Beseitigung aller Reibungen.

Die Reibiing als Bewegungswiderstand bei der Schwingung ist somit
als ein sehr rohes, technisch fast stets unbrauchbares Mittel gekennzeich-
net. Sie findet deshalb nur bei rohen Bremsvorgingen Anwendung, z. B.
erfolgt bei den geschichteten Blattfedern, wie sie zum Abfedern von
Automobilen, Eisenbahnfahrzeugen usw. verwendet werden, die Ab-
bremsung der Schwingungen fast ausschlieBlich durch Reibkrifte. Diese
sind durch die gleitende Reibung, welche die Federblitter bei der Be-
wegung gegeneinander erfahren, bedingt. Der Gang einer derartigen
reibungsgebremsten Federung ist deshalb verhiltnismaBig hart, weil
StoBkrifte von der GroBe der Reibkraft auf das Fahrzeug iibertragen
werden, ohne daB die Feder iiberhaupt anspricht. Die Feder wirkt also
bis zu Kriften von oft betrichtlicher GroBe wie ein starrer AmboB; erst
wenn die StoBkraft die Reibung iiberwunden hat, beginnt die Feder
zu arbeiten.

In scharfem Gegensatz zu der reibgebremsten Schwingung steht die
gedimpfte Schwingung, deren Gesetze nachstehend eine eingehende
Erorterung erfahren. Thr Hauptkennzeichen besteht darin, daB die
Widerstandskraft proportional der Geschwindigkeit ist, da8 also ins-
besondere in der Ruhelage, d. h. bei der Geschwindigkeit Null, iiberhaupt
keine Widerstandskraft wirksam ist. Diese wird vielmehr erst durch das
Auftreten der Bewegung wachgerufen und wichst um so mehr an, je
schneller die Bewegung erfolgt. Infolgedessen spielt der gedampfte
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Schwinger vollkommen fehlerfrei in den Nullpunkt ein, auch wenn eine
sehr starke Energieentziechung vorhanden ist. Deshalb werden simtliche
MeBinstrumente mit einem das ,,Dampfungsgesetz‘‘ moglichst ideal er-
filllenden Bewegungswiderstand ausgeriistet. Auch bei der Fahrzeug-
federung wire die Einfilhrung einer Diampfung sehr von Nutzen. Sie
fihrt zur Vermeidung der harten St6Be und erzielt einen weichen Gang
des Fahrzeugs. In Erkenntnis dieser Tatsache sucht man heute bei den
Fahrzeugfedern die Reibung dadurch herabzusetzen, dal3 man die Feder-
blitter mit Schmiernuten versieht, in die geeignete Schmiermittel ein-
gebracht werden und indem man diinne, gehértete Stahlbander zwischen
die Federlagen einbringt.

B. Freie Schwingungen unter dem EinfluB der
Dampfung.

Abb. 146 zeigt das Schema eines Schwingers, bei dem das Damp-
fungsgesetz moglichst ideal verwirklicht ist. Die Dampfungskraft wird
durch die Widerstande hervorgebracht, die eine mit der schwingenden
Masse fest verbundene, in Ol tauchende Platte bei- der Bewegung er-
fahrt. Lenkt man die Masse um einen bestimmten
Betrag s aus der Ruhelage aus und laft sie dann -
los, so entstehen abklingende Schwingungen. LaBt <
man in der bekannten Weise durch einen an der i .
Masse befestigten Schreibstift das Wegzeitdiagramm ;
aufzeichnen, so ergibt sich ein Bild gemaf3 Abb. 147. <
Das Gesetz, nach dem hier das Abklingen der Schwin-
gungen erfolgt, ist, wie man auf den ersten Blick
erkennt, wesentlich von dem der reibgebremsten
Schwingung verschieden. Zur n#éheren Kennzeich-
nung des Schwingungsbildes messen wir die Ampli-
tuden der einzelnen Schwingungen aus und tragen
sie in eine Tabelle (Abb. 147) ein. Bildet man das
Verhiltnis je zweier aufeinanderfolgenden Ampli-
tuden, so findet man stets den gleichen Wert. Die
Amplituden bilden also bei der gedampften Schwin-
gung eine geometrische Reihe, im Gegensatz zu der
reibgebremsten Schwingung, wo eine arithmetische
Reihe vorlag. Es wire naheliegend, den konstanten Quotienten der
geometrischen Reihe als Maf} fiir die Dimpfung zu benutzen. Einen ge-
eigneteren MafBstab erhilt man jedoch bei Betrachtung der energetischen
Verhiltnisse.

Abb. 146. Schema eines
geddmpfiten Schwingers.
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Abb. 147, Schwingungsbild (Wegzeitkurve) einer gedimpften Schwingung.

69. Die Energiegleichung.

a) Aufstellung der Gleichung.

Wir beginnen unsere Untersuchung damit, daB wir die Energie-
gleichung fiir die geddmpfte Schwingung aufstellen. Im Gegensatz zu
der Energiegleichung der verlustlosen Schwingung ist, wie bereits er-
wihnt, der Energieinhalt des Schwingers nicht fiir beliebige Zeitdauer
konstant, sondern in steter Abnahme begriffen. Wie erwihnt, kann die
Abnahme des Energieinhalts der gedimpften Schwingung in Abhingig-
keit von der Zeit durch eine Kurve dargestellt werden, die wesentliche
Ahnlichkeit mit der Auslaufkurve eines Schwungrades besitzt. Die
Losung der Energiegleichung mull einen analytischen Ausdruck fiir
diese Kurve liefern. Umgekehrt 1aBt sich ein Verfahren angeben, mit
Hilfe dessen aus dem versuchsmifig ermittelten Verlauf der Energie-
zeitkurve oder auch der Wegzeitkurve die GroBe des Dampfungswider-
standes berechnet werden kann.

Zunichst mufB der analytische Ausdruck fiir die Verlustenergie ab-
geleitet werden. Dies gelingt an Hand der folgenden Betrachtung:

Die Diampfungskraft erhalten wir entsprechend der Definition der

. .. ., d .k
Dimpfung als Produkt der Geschwindigkeit :IL: mit einem konstanten

Faktor p, der ein MaB fiir die GréBe des Bewegungswiderstandes der
Dimpfung ist und den wir deshalb als ,,Dimpfungswiderstand*
bezeichnen wollen. Im einzelnen bezeichnet o die Dimpfungskraft
in kg, die auftritt, wenn die Masse m die Geschwindigkeit von 1 cm/sec
kg sec

besitzt. o erhiilt somit die Dimension Es laBt sich also folgende
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Bezichung aufstellen:

ds ds\2

(270) ddp =g -ds=g- <(ﬁ> di,

— ——

Kraft Weg

to Jsn2
o 8
@) Ay =[o- (2 ar.

5%

Dieser Ausdruck 148t erkennen, dafi die Verlustenergie mit der Zeit
stetig anwichst, eine Tatsache, die auf Grund der anschaulichen Be-
trachtung ohne weiteres klar ist.

Die Losung der Aufgabe, 4, in Abhingigkeit von der Zeit zu be-

. . ., ds . .. .
stimmen, gelingt erst, wenn s und damit J; n Abhéangigkeit von der
Zeit, bekannt ist. Die Berechnung dieses Wertes kann durch Losen
der vollstindigen Energiegleichung fiir die gedampfte Schwingung vor-
genommen werden, sie lautet:

potentielle Energie -+ kinetische Energie -+ Verlustenergie = Anfangsenergieladung

@72) le-s 4 %m(%)z +fg(\%>2dt: A,.

Zwecks Losung mufl diese Gleichung zunédchst einmal nach der Zeit
differenziert werden, damit das Integral verschwindet. Man erhilt auf

diese Weise nach Kiirzen mit :jj eine Gleichung, die der Kraftgleichung

identisch ist und auch direkt als solche angeschrieben werden kénnte.
Sie lautet:

d2s ds

27: .4 i m--- - .

(273) €5 T daeg T a1 0
——— — N — -
Federkraft Masgsenkraft Dimpfungskraft.

b) Die Lésung der Schwingungsgleichung.
Die Losung der vorstehenden Gleichung gelingt durch den ganz alige-
mein bei der Losung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung
iiblichen und bewéhrten Ansatz!:

(274) s=K,- e+ K,-e",

wobei K, und K, Integrationskonstanten sind, die spéter aus den An-
fangsbedingungen bestimmt werden sollen und e = 2,7183 die Basis

1 Man zerbreche sich nicht den Kopf daritber, wie dieser Ansatz zustande
kommt, sondern betrachte ihn als ein bewéhrtes Rezept, das durch einen gliick-
lichen Gedanken gefunden wurde. In der Tat kommt die Lésung der Differential-
gleichungen stets darauf hinaus, daB man den erforderlichen Ansatz, der den
Schliissel zur Losung bildet, kennt. Seine Auffindung kann im allgemeinen nicht
nach einfachen Rechnungsregeln erfolgen, sondern erfordert gewissermaBen eine
werfinderische Tatigkeit.
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der natirlichen Logarithmen ist. (Letztere spielen bei Behandlung der
geddmpften Schwingungen eine maBgebende Rolle).

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte fir s und seine Diffe-
rentialquotienten in die Schwingungsgleichung ergibt sich nach Ordnen
der Werte: -

(275) K, €*'(a2-m +a-p+c)4 K,-* (B2-m+ f-0+¢)=0.

Diese Gleichung muf3 fiir alle Werte von ¢ und fiir beliebige Werte
von K, und K, erfiillt sein. Dies ist nur moglich, wenn die beiden Aus-
driicke in den Klammern jeder fir sich gleich Null sind. Somit lauft die
Losung unserer Differentialgleichung auf die Lésung der beiden fol-
genden quadratischen Gleichungen hinaus, die man als charakteri-
stische Gleichungen bezeichnet.

az—f—;&;‘-a: _
(276)

(4
%)
Bt b=—1

Die beiden Losungen dieses Gleichungssystems lauten:

e e
- 2mil4m2 m’

o= —she Vit

Um eine gute Ubersicht zu erhalten, setzen wir:

277)

% = yZ = Eigenschnelle des ungedampften Schwingers,

(278)  s—2— = D = DampfungsmaB oder kurz ssDimpfung*‘.
(1}

2m - v,
Mit diesen Bezeichnungen lauten die beiden Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung:

(279) oy =Pfy=—vD+ 9 yD*—1,
(280) oty = By = —vy D — vy D2 —1.

Die endgiiltige Losung ergibt sich durch Einsetzen der Werte von «,
und o, oder £, und f, in den Lésungsansatz zu:

(281) S = Kl.e'_"n'D‘t .e"o'l']D'—‘l + .K2 . e——vn-D.t .e—"o‘t']D'—I.

c) Bestimmung der Konstanten K; und K,.

Bevor wir in die Diskussion der Losung eintreten, miissen die Inte-
grationskonstanten K, und K, bestimmt werden. Dies geschieht durch
Einsetzen der Anfangsbedingungen, unter denen die Schwingung
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zustande kam. Wir kénnen hierbei zwei grundsitzliche Méglichkeiten
unterscheiden. Im ersten Fall wird die Anfangsenergieladung auf
rein potentiellem Weg zugefiihrt, d. h. die Masse m wird unter Spannen
der Feder ¢ um den Betrag a, cm ausgelenkt und zu Beginn der Be-
obachtung losgelassen. Die Anfangsenergie besitzt dann die GroBe

A, = % -af. Im zweiten Fall wird die Anfangsladung auf kinetischem

Weg aufgebracht, d. h. der Masse m wird zu Beginn der Beobachtung,
z. B. durch einen StoB, die Geschwindigkeit v, cm/sec erteilt. Sie besitzt

dann die Energieladung 4, = —722 02,

Im ersten Fallist:z. Z. ¢t = 0;s = a,; v = 0.

Setzt man in Gl (281) s = @, und ¢ = 0, so ergibt sich:
(2822) ap= K, + K,(da e*=1).

Zur Beriicksichtigung der zweiten Bedingung v = 0 berechnet man
zunichst durch einmalige Differentiation der Gl. (281) nach der Zeit,
die auf Grund der ,Kettenregel“l ohne weiteres durchfiihrbar ist:

—ds

(282b) w dt__Kl(_po.D+,,0.Vbz__1).6—%.D.t,evo.;.lﬁfl,

+ Kz(“ Vo- D— Vo ]/ﬁii) ‘6—V"'D't -e—v"'t']/ﬁz—;l.

Setzt man in dieser Gleichung v =0 und ¢ =0, so ergibt sich
(nach Kiirzen mit »;)

(282¢) 0 =K,(—D+ yD*— 1)+ K,(—D — yD* — 1).
Aus Gl. (282a) und (282¢) berechnet man die Integrationskonstanten

K, und K, zu:
K D
‘ l_>;9 [1 + 2 J,

Kmofim 2],
T

Werden schlieflich die Werte von K; und K, in Gl. (281) ein-
gesetzt, so erhilt man als endgiiltige Losung:

(283)

8:'2*

ao'e—Vn'D't[evn-t~1/bT—;-‘l+e——vu~t-]'5271
(284) D o
+ ei'n~t~m__e—ru~l']D’—l ]

5T 1 |

Im zweiten Fallist: 2. Z. t =0;8 =0, v = (W
dy - e,

dx ~
Lehr, Schwingungstechnik I. 16

1 Beachte, daB bei: y = e=,
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Infolgedessen:
(285a) 0 =K, + K,,
(285b) vy =K, (— v D+ YD*—1) + K,(— 9D —»,yD2—1).

Somit:

[ s

1 P )

2v,yD2—1
(286) ‘ e
2 20, D2 — 1
Die Losung lautet dann:
Yo —v-Det| vt VD' —1 —%+t-VDP—1
= e e — e .

(287) $ 2v0yD2_1 { ]

d) Diskussion der Lésung.

Wir wollen zunichst die Losung des zweiten Falles diskutieren,
da sie die einfacheren Verhiltnisse bietet. Diese Losung schlieBt zwei
grundséitzlich verschiedene GesetzméaBigkeiten in sich:

Die erste GesetzméaBigkeit tritt zutage, wenn D > 1 ist, also
die Exponenten der in der Klammer stehenden Werte von e reell sind.
Dann tritt iberhaupt keine Schwingung auf, sondern die Bewegung
klingt nach Art einer Auslaufkurve ab. Wir nennen diese Lésung den
naperiodischen Fall”“ (aperiodisch = nichtschwingend). Die Glei-
chung erhilt eine iibersichtlichere Form, wenn wir den hyperbolischen
Sinus einfithren!, dessen Definitionsgleichung lautet:

Gina=}(e*—e ).
DemgemiB:

)

=Y gDt & t-7D2—1).
o e Bin (vy-t-yD*—1)

(288) s

Die zweite GesetzmiBigkeit liegt vor, wenn D << 1 ist. Dann
wird der Wert D2 — 1 imaginir. Wir setzen demgemaf:
YD* —1=4.y1—D?, wobei j=1—1
die imaginire Einheit darstellt.
In diesem Fall stellt die Losung eine Schwingung dar. Wir nennen
sie deshalb den periodischen Fall. Er 1aBt sich leicht mit Hilfe der

Moivreschen Formeln? auf die geliufige trigonometrische Form bringen,
denn es ist: '

. 1 jra ~jea
Slnot=2~_7(e — e )

! Siche Hiitte Bd. 1, S. 65. 2 Siehe Hiitte Bd. 1, S. 66, Abschnitt E.
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DemgeméB:

(289) 's —N e P isin(p,- t- Y1 — D2).

:vol’l— D?

Mit diesem Fall werden wir uns im nachfolgenden ausschlieBlich
zu beschiftigen haben.

Wie man aus Gl. (289) erkennt, stellt der Wert »,- )1 — D2 die
Eigenschnelle der gedimpften Schwingung dar. Wir wollen sie in
Zukunft mit v, bezeichnen. Dann erhilt unsere Losung die itbersichtliche
Form:

Vo Dy
(290) S=E°6 oD-t.gin (vp - 1).

Sie unterscheidet sich von der Gleichung der ungeddmpften freien
Schwingung nur durch Hinzutreten des Faktors e~”°"D-!  der das
Gesetz des Abklingens bestimmt. Sehr wesentlich ist, daB die Eigen-
schnelle v;, unabhingig von der Amplitude konstant bleibt, daB die
Schwingungen also genau gleiche Periodendauer besitzen, einerlei welche
Werte die Amplitude annimmt.

Bei Diskussion der Losung des ersten Falls miissen wir bei der
»aperiodischen Losung noch die Definitionsgleichung des hyper-
bolischen Kosinus heranziehen, die lautet:

Cofo = (e*+ e 7).
Dann ergibt sich aus Gl. (284):

s=ay-e P [csof(vo-_t-yﬁz =)

D
+ D1

(291)

Gint (v - 765?1)] .

Fiir die ,,periodische Losung® ist auler der bei Gl. (289) be-
reits erwahnten Moivreschen Formel fiir den sin « noch die ent-
sprechende Formel fiir den cos« zu benutzen, die lautet:

cos d = %(ej-a_}_ e—]'.a)’
dann ergibt sich aus Gl (284):

(292)

s=gay-e "0, [cos (vp+t) + ll_?Ty,-sin (vD-t)]

Die Losung des allgemeinsten Falles, daB zur Zeit ¢ =0,

s =a, und v =1y ist, daB also die Anfangsladung teils als poten-

tielle, teils als kinetische Energie zugefiihrt wird, ergibt sich durch

einfache Addition der Losungen des ersten und des zweiten Falles.
16*
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So erhalt man z. B. fiir die ,,periodische Losung* die Gleichung:

—v-2-D i’ v, D .
(293) (s =e . ;ao-cos(vp-t) + (;1‘)? -+ aol‘—l_—DJ'sm(qu-t)J.

‘ [

An Hand der vorstehend entwickelten Gleichungen sind wir in
der Lage, fiir beliebige Anfangsbedingungen und Dampfungen den Ver-
lauf der Schwingungskurve s = f({) zu berechnen.

Anmerkung: Die Gleichungen fir die Schwinggeschwindigkeit erhilt man
aus den Gl (289), (292) und (293) durch einmaliges Differenzieren! nach der
Zeit. Es ergibt sich:

Fiir den ersten Fall:

(292a) v=— (-1“1'”6’2)-@11 (vp-1)- e~ "Dt
Fiir den zweiten Fall:
(289a) v=o10,-€e" " D-¢ [cos (vpel) — —7[): sin (vp - t)} .
-

Fiir den allgemeinen Fall:

293 — e "D-t|, . 1) — si pn.f % D .
(293a) v=ce vo oS (vp<t) —sin (vp - f) (1_D2)+|“‘1~D2

Diese Gleichungen sind besonders niitzlich, wenn man berechnen will, zu
welchem Zeitpunkt ¢ die vorgelegte Schwingung den GroBtausschlag erreicht.

Man braucht zu diesem Zweck nur v = 0 zu setzen und aus der sich dann er-
gebenden Gleichung fiir tg (v,-t), den Wert ¢ zu berechnen.

e) Die Eigenschnelle der gedimpften Schwingung.
Aus der Beziehung:

(294) o Y1 — D? =

fir die Eigenschnelle der gedimpften Schwingung erkennt man, daB

sie keineswegs, wie bei der reibgebremsten Schwingung, gleich der-

jenigen des verlustfreien Systems = #, ist. Um ein MaB fiir die Ver-

schiedenheit beider Werte zu erhalten, sei das Verhiltnis :—'—’ berechnet.
0

Man findet:

(295) j_'s =1 —-Dz.

Der Verlauf des Wertes 17” = f(D) wird, wenn gemalB Abb. 148 ein
[t]
geeigneter MaBstab Verwendung findet, durch einen Viertelkreisbogen

. . ) " 1
! Bei der Berechnung beachte man die Beziehung )0

T
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dargestellt. Diese GesetzmiBigkeit 148t sich ohne weiteres aus Gleichung
(296) ablesen. Schreibt man Gl. (295) namlich in der Form:
(296) (L”>2 D=1,

Yo
so stellt sie mlt -2 als der einen und D als der zweiten Verinderlichen die

Mlttelpunktsglelchung eines Kreises dar. Aus dem in Abb. 148 auf-
getragenen Diagramm erkennt man:

1. daB fir kleine Dimpfungen, etwa bis
D =0,1, v, nur unmerklich von », verschie-
den ist (weniger als %2%), so daB beide
GrofBen mit befriedigender Naherung gleich-
gesetzt werden konnen.

2. daB fir D = 1; »;, = 0 wird. In die-
sem Grenzfall hat der Schwinger aufgehort,
iitberhaupt schwingungsfihig zu sein, er ist
»»-aperiodisch* geworden.

3. Wird D gréBer als 1, so wird der
Abb. 148.  Prozentualer Un-

Waurzelwert V]_ — D? imagindr, d. h. die terschied zwischen der Eigen-
. .. schnelle d dampft: d
Ausklingkurve verliuft nach der ersten derjeniZen Sder :nn;le)dé%llpfutle]n
= ¢ Schwingung in Abhéingigkeit

Form der Losung [s. Gl (288) und (291)], von der Dimpfung,

d. h. nach dem hyperbolischen Sinus.

f) Abnahme der Energie je Schwingung in Abhingigkeit
von D.

Es ist zweckmiBig, wenn man sich einen Uberblick dariiber ver-
schafft, in welcher Weise sich der Energieinhalt in Abhingigkeit von
der Dampfung von Schwingung zu Schwingung #ndert.

Am iibersichtlichsten gestalten sich die Verhdltnisse, wenn man be-
rechnet, welcher Anteil 44 der zu Beginn der Schwingung vorhandenen
Energiemenge A, wihrend einer vollen Schwingung verbraucht wird.

Messen wir die Energie jedesmal im Umkehrpunkt, also dann, wenn
sie, da die Geschwindigkeit = 0 ist, vollstindig in Form von potentieller
Energie aufgespeichert ist, so 1aBt sich ihre GroBe aus den zu Beginn
und am Ende der Schwingung vorliegenden Amplituden berechnen.
War die Amplitude zu Beginn = a;, nach Ablauf einer vollen Schwin-

gung, d. h. nach der Zeit T',, einer vollen Periode (T p= %Jl> aber =a,,
D

so ist:
44 _ a? — a}

(297) e S e Il

>
A, ai a,

Es muB also vor allem das Verhiltnis i:l berechnet werden.
1
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Die Berechnung der Amplituden gelingt an Hand der GIl. (289a)
auf Grund der Bedingung, daBl im Augenblick des Gréftausschlages die
Geschwindigkeit » = 0 sein muB, da in diesem Augenblick die schwin-
gende Masse zur Ruhe kommt. Die entsprechende Bedingung lautet:

298) ©=0=wp e D{cos (vp - 1) — “DD~2 sin(vD-t)] :

-
Diese Bedingung kann nur erfillt sein, wenn der Ausdruck in der
Klammer zu Null wird, wenn also:

]/1 it IJ2 VYD
(299) tg (vp-ty) = D " -D’
oder, da
(300) sing= 8% 1
J1+tgPe
1—D? v
(301) sin (vp+ §;) = ’Dz+1—D2 — I_Dzzi’

Somit ergibt sich die Amplitude @, nach Gl. (290) zu:

(302) a’.:%ﬂ e“’oD tl.lb =E‘l.e—-v.,D-ll,
17 Yo Y
wobei ¢, sich aus Gl. (301) berechnet zu:
_ 1 . VYp
(303) ty =, arc sin v

Wir haben uns die Aufgabe gestellt, das Verhéltnis zweier Ampli-
tuden zu berechnen, die um eine volle Periode verschieden sind,
Wir erhalten die Amplitude @, demnach, wenn wir ¢, = ¢, 4 T, setzen,
zu:

(304) ay = ? e—"Dt + Tp)
0
Somit ergibt sich:
— 7Dty + Tp)
(305) G ¢ Y g-nD-Tp.

a, e~ »D -t
Dasselbe Ergebnis finden wir, wenn nicht das Verhiltnis der beiden
ersten Amplituden %, sondern das zweier beliebigen um eine volle
1
Periode auseinanderliegenden Amplituden gebildet wird, denn:

—» Dt +(n+1)-Tp
"D ) voets

(306) ELES

a, e—!’.D(th-TD)

1 Sieche Hiitte Bd. I S. 59, Formel 8.
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Wir finden hier also durch die exakte Rechnung das eingangs rein
empirisch festgestellte Ergebnis bestiatigt, daB bei der geddmpften
Schwingung das Verhiltnis zweier um eine volle Periode auseinander-
liegender Amplituden konstant bleibt, einerlei, welche Schwingung
herausgegriffen wird.

Vergleichen wir zwei Amplituden miteinander, die um gine halbe
Periode verschieden sind, so dndert sich das Ergebnis in:

a1 D >
(307) —E=e 7.
Die erhaltene Beziehung gewinnt eine noch tibersichtlichere Form, wenn
wir den natiirlichen Logarithmus bilden. Dann ergibt sich aus Gl. (306):

(308) In%+t — vo-D-Tp.
Mit
(309) Ty =2" und vy=v, J1—D* wird
D
Gnsr _ _q O _ 22D _
(310) 1I1T"—— na"+1—— Yo D TD—— yr_‘-ﬁ—— )

Man bezeichnet diesen Wert als das logarithmische Dekrement
der geddmpften Schwingung. Es wird vielfach an Stelle von D als Maf
der Dampfung benutzt. Teilweise bildet man auch den natiirlichen

Logarithmus zweier um eine halbe Periode verschiedener Amplituden
und bezeichnet ihn als Dekrement b’ = }A%
so grol wie der erstgenannte Wert. Fiir kleine Dimpfungen kann
man D = ~2x D setzen. Fiir grofere Diampfungen ergibt sich eine weit
kompliziertere Beziehung, die an Hand der genauen Formel zu berechnen
ist und der Tabelle auf S. 266 entnommen werden kann.

Das Dekrement eignet sich wenig als technisches Ma8 der Dimpfung.
Besonders fiihlbar wird dies bei Behandlung der erzwungenen Schwin-
gungen. Bei kleinen Dimpfungen ist es listig, den Faktor 2z durch
die Rechnung mitzuschleppen. Bei groflen Dimpfungen verliert man
schlieBlich vollstindig den Uberblick, da das Dekrement hier unverhiilt-
nisméaBig grofe Werte annimmt und bei D = 1 (ein Fall, der gelegent-
lich auch vorkommt) == oo wird. Wir benutzen deshalb in Zukunft als
MafB der Dampfung ausschlieBlich den Wert D. Wenn es wiinschenswert
erscheint, kann der zugehorige Wert des Dekrements jederzeit aus der
Tabelle 13 (S. 266) entnommen werden.

; dieses ist dann halb

Nach Berechnen des Wertes fiir das Ausschlagsverhiltnis ZZ 1aB¢ sich
1
die verhiltnismiBige Energieabnahme je Schwingung sofort angeben.



248 Reibung und Dampfung.

Man erhilt:

4aD
44 @\? |, VIZDE _]__,~2b
(311) i 1_<a1> =1 jA e=2b,
Es ist von Interesse, den Wert -~ in Abhéngigkeit von D zahlen-

4,

Abb. 149a, Prozentuale Encrgieabnahme je Schwingung in Abhiingigkeit von der Déampfung fiir
kleine Dimpfungen.

miBig festzulegen. Diese Abhangigkeit ist in Abb.149aund 149b als Kurve

dargestellt. Es sei auf einige Sonderfille hingewiesen:

1L Fir D=1 wird "

—1—e=—1,d h. die ge-
samte Energie wird wihrend
einer einzigen Schwingung
vernichtet. Den Verlauf einer
nahezu aperiodisch geddmpf-
ten Schwingung zeigt Ab-
bildung 150. Derartig ge-
dampfte Systeme finden z. B.
als Zeigersysteme von MeB-
geriten Anwendung. Der Zei-
ger stellt sich hier schwin-
gungsfrei in die Endlage ein.
In der Regel wird man schon
mit einer wesentlich kleineren
Dampfung auskommen. Ab-
AbLb.140b. Prozentuale Encrgicabnahme je Schwingung bildung 149 b Zeigt, daB be-
in Abhingigkeit von dﬁ{lejﬁripil.lng fiir Dampfungen reits bei D — 0,5 wihrend einer
Schwingung 99°% der Energie
vernichtet werden, so daB hier bereits eine geniigend schwingungsfreie
Einstellung in die Nullage stattfindet.
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2. Bei sehr kleinen Dampfungen kann man die Naherungsformel
benutzen?!
(312) 44— 4n.D=12s.
0
Diese gilt, wie man aus Abb. 149a erkennt, mit guter Ndherung nur bis
D = 0,01. Bei groBeren Dampfungen muB unbedingt die exakte Formel
bzw. Kurve benutzt werden.

Anmerkung: In analoger Weise 148t sich der Energieverlust je Schwingung
auch aus der kinetischen Energie herleiten. In diesem Fall hat man festzustellen,
welche kinetische Energieladung % mv? in der Masse des Schwingers beim Durch-

Abb. 150. Schwingungsbild einer nahezu aperiodisch geddmpften Schwingung. D = 0,9.

schreiten der Nullage am Anfang und am Ende der betrachteten Schwingung
enthalten ist. Ist v, die Geschwindigkeit zu Beginn, v, diejenige am Ende der
Schwingung, so ist:

2 _ o2 2
(313) 44 _ 4 ”*:1—(%).

2
A, v? vy

Unsere Aufgabe liuft also darauf hinaus, das Verhiltnis Z—z zu berechnen.
GemiB Gl. (289a) war: t

(314) v=v0-e—"°D" [cos (vp-t) — —l—-sin (vD-t)} .

H-p?

A‘i ay - 2b
‘0 ] — <T> 1 —e .

Fir kleine Exponenten von € kann man mit geniigender Néaherung setzen
(vgl. Hiitte Bd. I, 8. 30, Tafel 4 (die beiden ersten Glieder der Reihe fiir e®):

“®=1—0a; z.B.: e~%=0905 =~1-—0,1,
e—08% — (0512 =~ 1-—0,05,

4

so daB3
44

—1—e2b - U] — — = ~
4 =l 1— (1 —2d) 2.
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Da wir die Geschwindigkeit beim Durchschreiten der Nullage zu bestimmen haben
und nach den festgelegten Anfangsbedingungen die Schwingung in der Nullage
begann, kann die fiir die Berechnung in Betracht kommende Zeit ¢ nur ein ganzes
Vielfaches der Periode 7'j sein. Dann ist aber stets der Wert vt = 2.7, so daf
cos (p-t) = 1 und sin (vp-t) = 0 wird. Wir erhalten dann fiir die Geschwindigkeit
vp bzw. v, 4 ; 2u Beginn bzw. am Ende der nten vollen Schwingung die Werte:

(315) v”:vo_e—voD.n-TD,
(316) Vnp1 = Uy €~ D-(n+1)-T,.
Demgemil:
2z D
. —7o:D-(n+1). T .2
(317) tar1 e " TP Vi-o
Uy e-—ru-D-n-TD
und
4D
A4 2 T _
(318) = :1—<F?> —l—e VI-D'_]_ ,—20,
A, v

Das ist genau derselbe Wert, wie er fir die potentielle Energie ermittelt wurde.

70. Die Dampfung beim Drehschwinger.

Die in den vorstehenden Abschnitten fiir die freie gedimpfte Schwin-
gung eines Massenpunktes (den ,translatorischen Schwinger) ab-
geleiteten Beziehungen lassen sich ohne weiteres unter Verwendung der
betreffenden Analogien auf den Drehschwinger {ibertragen. Wie in
Tabelle 11 angegeben, tritt hierbei:

1. an die Stelle der Masse m das Massentriigheitsmoment 0,

2. an die Stelle der Léangsfederkonstanten ¢ die Drehfederkon-
stante c,,,

3. an die Stelle des Weges s der Winkelweg v,

4. an die Stelle der Geschwindigkeit Z—; die Winkelgeschwindig-

keit ((iltf

5. an die Stelle des Dampfungswiderstandes p der Drehddampfungs-
widerstand g,,.

Letzterer ist definiert als das von den Diampfungskriften beziiglich
der Schwingungsachse gebildete Moment, das in Erscheinung tritt,
wenn die schwingende Masse (Massentrigheitsmoment 6) die Winkel-

ey o dy . . . . .
geschwindigkeit ((71; = 1 besitzt. In vielen Fillen wird p,, durch einen
translatorischen Dimpfungsapparat hervorgerufen, der am Radius r
angreift und den Dampfungswiderstand p besitzt. In diesem Fall be-
rechnet man g,, auf Grund der folgenden Beziehung:

1y 1y
(319) 0y % =P, r=o % r? = Dampfungsmoment ,
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da die Dampfungskraft

P,=p-v und v= 7.
Demgemil ist:
(320) oy = 0- 7% em kg sec.

In Abb. 151 ist ein mit Dédmpfung versehener Drehschwinger sche-

matisch  dargestellt. Insbesondere
sind die in einem bestimmten Augen-
blick der Bewegung an der Masse
des Schwingers angreifenden Momente
eingetragen. Mit den in Abb. 151 ein-
geschriebenen Bezeichnungen lautet
die Schwingungsgleichung (Summe
aller an der Masse angreifenden Mo-
mente = 0):

d? d
(321) 0+ + oa -y + o Gy = 0.

. C M
Fiihren wir die Werte »2 = 5 = un-

gedampfte Eigenschnelle des Dreh-

schwingers und Abb. 151. Kraftwirkungen am gedimpften

Drehschwinger.
(322) D= 57%@%:(; = Dampfung des Drehschwingers ein,
so ergibt sich fiir die Schwingungsgleichung die Normalform:
(323) Y ey 2D 0.

Die Léosung erfolgt genau in der gleichen Weise wie bei der Schwin-
gungsgleichung des translatorischen Schwingers. Als Ergebnis findet
man fiir den Fall, dal die Masse § des Drehschwingers zu Beginn der

Schwingung die Winkelgeschwindigkeit %‘? = w, besaB.
a) fir den aperiodischen Fall (D > 1):

324 =2 e Dt Cinfy-t-1DE—1].

( ) Yy vOVD2_ 1 \"[1[”0 1 D ]
b) fiir den periodischen Fall (D < 1):

(325) p = :—l’)l':—-e""o'o"-sin[vp-t],

(326) wobei v, =1, ] 1 —- D* (siehe S. 243).

Man erkennt, daB diese Gleichungen bis auf die Bezeichnung der
Anfangsgeschwindigkeit identisch mit denen fiir den translatorischen
Schwinger sind. Alle dort gemachten Ausfilhrungen iiber Abhingigkeit
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der Eigenschnelle von der Dampfung, prozentuale Energieabnahme je
Schwingung usw. lassen sich somit ohne weiteres auf den Drehschwinger
ibertragen.

Auch fiir die durch Reibungskrifte gebremste Schwingung des Dreh-
schwingers kénnen die fiir den translatorischen Schwinger entwickelten
Beziehungen ohne weiteres iibernommen werden. Die scheinbare Ver-
lagerung e des Nullpunkts ist in diesem Fall im Bogenmaf3 zu messen
und betragt:

_ Mu

(327) Yo = o
wobei M, das Moment der Coulombschen Reibung bedeutet.

71. Die Dimpfung beim elektrischen Schwingungskreis.

Im elektrischen Schwingungskreis gibt es keine der Coulombschen
Reibung dhnliche Erscheinung und infolgedessen auch keine Analogie
zur reibgebremsten Schwingung. Die Energieverluste werden durch
Ohmsche Widerstinde einerseits und durch Hysteresis- bzw. Wirbel-
stromverluste, die in dem magnetisierten Eisen der Induktivitdten
entstehen, andererseits bedingt. Beide Arten von Widerstinden ent-
sprechen mit groBer Anndherung einer der Geschwindigkeit propor-
tionalen mechanischen Déampfung.

Besitzt ein Widerstand die GréBe von R Ohm und wird er von einem
Strom durchflossen, der im Augenblick der Beobachtung den Wert : Amp.
besitzt, so verzehrt er nach dem Ohmschen Gesetz eine Spannung
V = R-i Volt. Diese entspricht nach den Analogien zwischen dem me-
chanischen und dem elektrischen Schwinger der Démpfungskraft P, = ¢ -v
im mechanischen System. Wir erkennen also, dal an die Stelle des me-
chanischen Dampfungswiderstandes g der elektrische Widerstand R und
an die Stelle der Geschwindigkeit v der Strom ¢ getreten ist.

Die von dem Widerstand R verbrauchte Démpfungsleistung be-
rechnet sich zu:

Ny=V i=R-1® Watt.
DemgemiB betrigt die von dem Widerstand in der Zeit d¢ verbrauchte
Energie:

(328) dAp = N,-dt = R-4*-dt Joule,
also die Dimpfungsenergie:

2
(329) Ar=R-[4-.dt Joule.

3%
Dieser Ausdruck bildet die unmittelbare Analogie zu dem beim
translatorischen Schwinger fiir die Verlustenergie gefundenen Wert:

ta
(330) Adg=o- [ ("s>2.dz.

o \dt
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Die Energiegleichung des geddmpften elektrischen Schwingungskreises,
dessen Schema Abb. 152 zeigt, lautet also (siehe Seite 221):

4, + 4, + Ap =4,
—_— i T
c Lo, )
(331) 5@ 4+ 5+ R-ilfz?-dt=A0.
Zur Losung muB diese Gleichung zwecks Beseitigung des Integrals zu-
nichst einmal nach der Zeit differenziert werden. Dies /
ergibt:
de . di N
(332) O'Q'a—t—l—L"b'd—i—*—R"L =0. 5
In dieser Gleichung ersetzen wir die Spannung e am
Kondensator C' durch die entsprechende Funktion von 3
gemil der Grundgleichung des Kondensators: 7
o=@ _Lidt . de_ Ater letrischor
C c dt c - Schwingungskreis.

Nach Einsetzen dieser Werte und Kiirzen mit ¢ erhdlt man die Be-
ziehung:
fidt | di g

(333) —O—-{—Ldt—l—R 1=0.

Diese Gleichung hétten wir auch unmittelbar als Spannungsgleichung

des elektrischen Kreises, d. h. als die Bedingung anschreiben kénnen,

daB die Summe der Spannungen in dem geschlossenen elektrischen Kreis

in jedem Augenblick gleich Null sein muB (Kirchhofsches Gesetz).
Die Losung der Gleichung gelingt nach nochmaliger Differentiation

zwecks Wegschaffen des Integrals, wodurch wir erhalten:
di

% d%s
(334) o+ LSE+ R =0.
Unter Einfiihrung der Werte:
v: = ’Ol~L = Eigenschnelle des ungedimpften elektrischen

Schwingungskreises und

(335) D= 2—5;”— = Dampfung des elektrischen Schwingungskreises
]

ergibt sich als Normalform der Schwingungsgleichung:
d*t . 17
(336) gpF 8 i+ 2D w3 =0,
Man erkennt, daB diese Gleichung in ihrem Aufbau véllig identisch
mit der analogen Schwingungsgleichung des translatorischen Schwin-
gers ist.
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Zur einwandfreien Festlegung der Anfangsbedingungen machen wir
folgende leicht zu verwirklichende Annahme:

zur Zeit t =0 sei 1% = 0;

die Schwingung werde dadurch eingeleitet, da der Kondensator C
mit der Spannung V, geladen wird. Da im Augenblick des Einschaltens
noch kein Strom fliet, ist auch der Spannungsverlust am Ohmschen
Widerstand gleich Null; infolgedessen kann V, gleich der Spannung

an der Induktivitit V, = (%)t_o - L gesetzt werden. An die Stelle
des Wertes der Anfangsgeschwindigkeit v, bei der Lésung des transla-
torischen Schwingers tritt im vorliegenden Fall der Wert (g%)t e YI% .
Demnach lautet die Losung, wie sich durch Analogie mit Gl. (288)
und (289) ergibt:

a) fir den aperiodischen Fall (D > 1):

Ve, —vDet o~ e
—=—.e 7 . Cin(y,-t-yD2 —1).
Lewg}D*—1 (VO V )

b) fiir den periodischen Fall (D < 1):

(337) i=

Vc'o _e—r,,D-t
L-vp

(338) i =

wobei:

-sin (vp-1),

vp =7} 11— D2.
Im iibrigen lassen sich alle fiir den translatorischen Schwinger durch-
gefilhrten Uberlegungen sinngemiB iibernehmen.

Die dimpfende Wirkung der Eisenverluste.

Unsere bisherigen Betrachtungen waren auf der Voraussetzung auf-
gebaut, daB der Schwingungskreis lediglich Ohmsche Widerstinde
enthélt. In vielen Fillen wird zu diesen Ohmschen Widerstanden als
Energieverbraucher noch das Eisen der Induktivititen hinzutreten.
Die Eisenverluste entstehen bekanntlich einerseits durch die magne-
tische Hysteresis, d. h. die Molekulararbeit, die im Eisen bei der Um-
magnetisierung durch den Wechselstrom erforderlich wird, und anderer-
seits durch Wirbelstréme. Diese Leistungsverluste wirken sich im Prin-
zip genau so aus wie die Verluste an Ohmschen Widerstinden. Sie sind
in der Regel von sehr bedeutender GroBe, so daB sie gegeniiber den
Ohmschen Widerstinden des Kreises nicht vernachlissigt werden kénnen.

In der Elektrotechnik ist es allgemein iiblich, die Eisenverluste da-
durch in bequemer Weise in den Rechnungsgang einzufiihren, da man
sie durch einen ,iquivalenten Ohmschen Widerstand ersetzt. Die
GroBe dieses Ersatzwiderstandes berechnet sich auf Grund der Bedin-
gung, daB die von ihm verbrauchte Leistung gleich der unter gleichen
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Verhiltnissen durch die Eisenverluste verzehrten Leistung sein muf8.
Bei der Berechnung des Ersatzwiderstandes gehen wir von folgenden
niaherungsweise erfiillten Voraussetzungen aus:

1. Die Eisenverluste sind der Frequenz des magnetisierenden
Wechselstroms direkt proportional.

2. Die Eisenverluste sind in erster Néherung dem Quadrat der
groBten Induktion B proportional.

3. Die Eisenverluste wachsen proportional mit dem magnetisierten
Eisengewicht.

Da der Spitzenwert der Induktion B,, dem Spitzenwert ¢,, des Stroms
proportional gesetzt werden kann, ergibt sich die ndherungsweise rich-
tige Beziehung fiir die Eisenverluste:

(339 Ny= R, -i2, = const - BZ-v,-G
E (]

(wobei G das magnetisierte Eisengewicht bedeutet).

Die Konstante der Gleichung 148t sich auf Grund der Bedingung
errechnen, dafl bei dem normalerweise verwendeten Dynamoblech von
0,5 mm Stérke und Papierisolation zwischen den einzelnen Blechlamellen
fir eine Induktion B,, von 10000 Gaul3, die mit einer Frequenz von
50 Perioden (v, = 314/sec) wechselt, die Eisenverluste etwa 3,5 Watt/kg
betragen.

Aus GIl. (339) ergibt sich somit die Beziehung:

3,5 3,5
Bi - v,-G  108-314-1
Der Zusammenhang zwischen der Induktion B und dem Strom i ist
durch die Dimensionen der Flufiréhre und die Windungszahl z der
Spule bedingt (vgl. S.204ff.). Am tibersichtlichsten ist es, die Verkniipfung
des Stroms 7 mit der Induktion B durch den sogenannten Verkettungs-

const = =1,1-10"19,

faktor &k = %—3— zum Ausdruck zu bringen. Die Einzelheiten dieser Be-

rechnungsart werden an Hand des nachstehenden Zahlenbeispiels klar
werden. Mit Einfithrung des Verkettungsfaktors und der Konstanten
erhalten wir die Gleichung:

(340) R, = const -y G- k2 =1,1-10"0.5,. G- 2.

In der weiteren Rechnung wird der Ersatzwiderstand R, genau so
behandelt, als ob es ein Ohmscher Widerstand wire.

Zahlenbeispiel: Es ist die Dampfung D des in Abb. 153 dargestellten
elektrischen Schwingungskreises zu berechnen. Die Induktivitit be-
steht aus einer Drossel, deren Eisenkern ein Gewicht von 35 kg besitzt
und aus normalen Dynamoblechen, die bei B = 10000 GauB und
50 Perioden fir 1kg Eisen einen Eisenverlust von 3,5 Watt besitzen.

Der Verkettungsfaktor k = —?« berechnet sich aus der Angabe, daB die
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Spule eine Windungszahlvonz = 520 Windungen besitzt und z -7 = 3800 AW

erforderlich sind, um in dem magnetischen Kreis der Drossel eine In-
duktion von B = 10000 GauBl hervorzurufen.
Wir erhalten:

10000 - 520
ko= —ggs o = 1370.

Die Drossel besitzt eine Induktivitit von

L = 1,68 Henry. AuBlerdem enthilt der magne-

tische Kreis eine Kapazitit von C = 1,5-10-8

Farad (1,5 Mf). Der Ohmsche Widerstand der
Abb. 153, Geddmpfter elek-

trischer ~ Schwingungskreis, Spule der Induktivitit betragt:
dessen Induktivitit cinen
Eisenkern enthilt. RS — 0,25 Ohm .

Weiterhin ist in dem Kreis ein besonderer Dimpfungswiderstand von

R, =3,20hm
vorgesehen.
Losung: Zuniichst berechnen wir die Eigenschnelle des ungediampften
Schwingungskreises zu:
1 108
Yy = ] oL ]/1’5 168 = 630/sec .

Weiter finden wir fiir den dquivalenten Widerstand R, der Eisenverluste:
R;=1,1-1071°.630-35- 13702 = 4,55 Ohm
und somit fiir den gesamten Dimpfungswiderstand:
Ry = 0,25 + 3,2 + 4,6 = 8,0 0hm .

Demgemif ergibt sich fir die Dimpfung der Wert:
R 8.0 -
D=y s, =5 i6s-630 = 000378,
Zu Beginn der Schwingung mige der Kondensator mit einer Spannung
von Vg = 4000 Volt geladen sein. Demgemil betrigt die Energie-
ladung des Systems:

C e 15-1075.4000°

Ay = 5 Vg = ——5———=12 Joule.

Da D Kklein ist, kann der prozentuale Energieverlust je Schwingung nach
der Naherungsformel:

A4
= 4=7.D
berechnet werden. Wir finden:
A4 00474, d.h 474%
~10

und 4 4 = 0,568 Joule fiir die erste Schwingung.
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Ferner soll berechnet werden, welcher Hochststrom unter den ge-
gebenen Verhiltnissen bei der ersten Schwingung zustande kommt,
Da die Schwingung nach dem in Gl. (338) gegebenen Gesetz verliuft,
so wird der gesuchte Hochststrom 7; auftreten, sobald nach Ablauf
der Zeit ¢; wahrend der ersten Schwingung sin (v,-f;) =1 geworden
ist, so daB:

. _ v
(341) By= O gD,
0

wobei sich aus der Bedingung sin(v,-{;) =1 errechnet:

¢ . 1 . VYp
(342) 4 = 5, BTC sino-.

Da im vorliegenden Fall bei der kleinen Dampfung v, = v, gesetzt

werden kann und arc sin 1 = 5 ist, so wird

T
tl — %{: .
Demgemil3 berechnet man:
4000  — 3--0,00378
e ) e 2 —
“= 168630 € 3,78 Amp .

Schliefllich ist es von Interesse, zu berechnen, nach wieviel Schwin-
gungen der Anfangsstrom ¢, auf den zehnten bzw. hundertsten Teil ab-
geklungen ist. Aus Gl. (341) geht hervor, daf dies dann der Fall ist, wenn

L gDt =t e L
W ¢ =10 "2% 66

. 2:
An Stelle von v, setzen wir den Wert », = —Tl, so dal vyt = 2717;;
0 0

und erhalten als Antwort auf die Frage, nach wieviel Schwingungen
der Strom ¢ auf den zehnten Teil abgeklungen ist, die Beziehung:

t In 10 2,3026 .
e = T = 96,8 Schwingungen?.

In analoger Weise findet man fiir den Fall, daB 5, auf den hundertsten
Teil abklingt, einen Wert von:

In 100
22D

giv. = = 193,6 Schwingungen ,
0

1 Diese Bezichung ergibt sich, wenn man den Logarithmus naturalis der

1 t
Beziehung.i = e~ 7'D-t = - bildet, wobei man erhilt: — vy,-D-t = —2z-+-D
10 IO To
t In 10
= — In 10, so daB3: . - = n . Das Abklingen des Stromes auf den zehnten
T, 2z2-D i

Teil erfolgt in der Zeit ¢ Sekunden. Die entsprechende Anzahl von vollen
Schwingungen ergibt sich, wenn man ¢ durch die Dauer einer vollen Schwingung
Tp = ~ T, dividiert.

Lehr, Sehwingungstechnik I. 17
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72. Ein- und Ausschaltvorgang bei einer Induktivitit.

In energetischer Beziehung eng verwandt mit den Démpfungs-
erscheinungen sind die Vorgénge, die sich beim Ein- und Ausschalten
einer Induktivitdt (Drossel) abspielen. Sie sollen deshalb in diesem
Zusammenhang behandelt werden.

a) Der Einschaltvorgang.

GemiaB Abb. 154 handelt es sich darum, den zeitlichen Verlauf des

Stroms ¢ zu ermitteln, der entsteht, wenn eine Induktivitit, die einen
Induktionskoeffizienten von L Henry
und einen Ohmschen Widerstand von
R Ohm aufweist, plétzlich an eine
Gleichstromquelle von der Spannung e
Volt angeschaltet wird. Der diesbeziig-
liche Versuch zeigt in sehr anschau-
licher Weise die Tragheitswirkung des
Magnetfeldes. Beobachten wir beim
Einschalten den Zeiger des Ampere-
meters, so stellen wir fest, daB (bei

. geniigend grofler Induktivitdt) der

Abb. 154, Schaltschema zum Einschalt- .

vorgang an einer Induktivitit. Strom langsam ansteigt und erst nach

einer betrachtlichen Zeit, die unter

Umsténden 1 Minute und mehr betragen kann, seinen Endwert er-

reicht. Diese Erscheinung ist folgendermaBen zu erkliren:

Das Magnetfeld der Drossel setzt jeder Anderung des Stromes, die
gleichbedeutend ist mit einer Anderung der in ihm aufgespeicherten
kinetischen Energie, einen Widerstand entgegen, der dem Tragheits-
widerstand einer bewegten Masse analog ist. Er duBert sich in dem

Auftreten der induktiven Spannung L - g% an den Klemmen der Drossel.
Diese entspricht der Tragheitskraft m %g =m (%:
Masse. Die Spannung e wird zum einen Teil zur Uberwindung der in-
duktiven Spannung (Trigheitskraft), zum anderen Teil zur Uberwin-
dung des Ohmschen Spannungsabfalles verbraucht. Der erstere Anteil
der zur VergréBerung des Stroms, also zur Erhéhung der Energie des
Magnetfeldes dient, wird mit wachsendem Strom i stetig verkleinert.
DemgemiB sinkt die Zunahme des Stroms in der Zeiteinheit immer
mehr, bis sie schlieBlich ganz aufhért. Abb. 155 gibt ein anschauliches
Bild von der auftretenden GesetzmiBigkeit. Die zahlenméBige Er-
fassung der Verhaltnisse gelingt auf Grund der nachfolgenden Rech-
nung. Wir gehen aus von der Spannungsgleichung:

bei einer bewegten

. di
(343) e=i-R + L.%
—— ———

Ohmscher induktiver

Spannungsabfall Spannungsabfall
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wobei die angelegte Spannung e voraussetzungsgemif konstant ist.
Zur iibersichtlicheren Darstellung dividieren wir durch R und erhalten:

L di
=it
R di

(344)

ST

ist der Dauerstrom, der sich nach Abklingen des EinschaltstoBes ein-
stellt. Er muf3 diesen Wert erhalten, da eine Spannung an der Induk-
tivitdt nur bei Stromdnderungen auftritt, das zweite Glied der Glei-

Abb. 155. Verlauf des EinschaltstromstoBes an einer Induktivitit

chung also gleich Null wird, wenn sich nach Verlauf einer geniigend
langen Zeit der stationidre Zustand eingestellt hat.
Durch Trennen der Verdnderlichen d¢ und d¢ berechnen wir aus
Gl. (344) die Beziehung:
dt
Die Integration dieses Ausdrucks gelingt an Hand der elementaren In-
tegrationsformel:

R
(346) T dt =

d
J‘—; = In x 4 const.

Die Losung 148t sich sofort hinschreiben, wenn wir die rechte Seite
der Gl. (346) etwas umformen. Da i, eine Konstante ist, ergibt sich:
d (i, — i) = — dt, so daB: ‘

di d(ip—i)

(347) (=D~ (o=
oder:

R ¢, (d(io—i)
o e
(349) e, -0+ K.

L

Die Integrationskonstante K bestimmt sich aus der Anfangsbedin-
17*



260 Reibung und Dampfung.

gung, daB zur Zeit £ =0, ¢ =0, daB also:

0=1Inip + K,
(350) K=—lnip.
Somit lautet das Ergebnis:
R . . . ip— 1
(351) —T-t:*ln(zD—z)—-lnzD=lnzDiDz
oder
B,
ip-e L =qip—1,
—_—
(352) Eizil,-(l—e L )

Abb. 155 zeigt den Verlauf des Stroms fiir ein Zahlenbeispiel, bei
dem L = 2,4 Henry, R = 1,4 Ohm gewihlt wurde. Man erkennt, daB

sich der Wert é asymptotisch dem Werte 1 (100%) nihert. Fiir die
Zeit, innerhalb deren die Anniherung erfolgt, ist der Wert ILE maf-
gebend. Er wird als ,,Zeitkonstante‘ bezeichnet.

Im vorliegenden Fall finden wir z. B., dafl der Wert i = 0,9, d. h.
R

¢
e L' =0,1 wird, wenn — {E-t = 2.3 oder

t=g}§=az5’%3 = 3,95 sec .
T
Der ganze Vorgang trigt, wie man aus dem Verlauf der Stromkurve
erkennt, die typischen Kennzeichen eines Anlaufvorganges. Als mecha-
nische Analogie kann der Anlaufvorgang eines Schwungrades vom
Massentriagheitsmoment 6 (Analogie zu L) gewihlt werden, das unter
der Wirkung eines konstanten Drehmoments M, (Analogie zur kon-
stanten Gleichspannung e) in Drehung versetzt wird, wihrend gleich-
zeitig ein Bremswiderstand g,, (Analogie zum elektrischen Widerstand R)

einwirkt, welcher der Winkelgeschwindigkeit (% = w proportional ge-

setzt werden kann.
Die der Spannungsgleichung analoge Momentengleichung fiir den
Anlaufvorgang des Schwungrades lautet:

(353) Ma= oy + 0%

! Denn e~ 23 — 0,1; siehe Hiitte I, Tafel 4, S. 33.
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Das Schwungrad strebt einem Endwert der Winkelgeschwindigkeit w,,
zu, die sich aus der Bedingung ergibt, dal das antreibende, konstante
Drehmoment M, vollstindig durch die proportional mit der Winkel-
geschwindigkeit anwachsenden Bremswiderstédnde g,,-w;, verzehrt wird,
so dafl o, = J:)% Die Losung der Gleichung:
L Me_ 0 do

gestaltet sich analog wie die des elektrischen Anlaufvorgangs. Man er-
hilt demgemidl das Ergebnis:

4

(355) w:mp~(1—e 6 t).

An die Stelle des Stromes ¢ tritt also die Winkelgeschwindigkeit w.
Als Zeitkonstante mufl beim Schwungrad der Wert %’ angesprochen

Abb. 156. Anlaufkurve eines Schwungrades mit © = 10000 cmkgsec?,

e
03¢ = 4000 cmkgsec?, g= 0,4 1/sec.

werden. Im iibrigen verliuft die Anlaufkurve a—‘?— = f(f) ebenso wie die-
D

jenige des elektrischen EinschaltstromstoBes. Abb. 156 zeigt die An-
laufkurve fiir den Fall, daB3

0 = 10000 cmkgsec? ,
ou = 4000 cmkgsec,
M,; = 56000 cmkg,

also o, = 14/sek,
oM 1
%’ - 0,4 s_e:: .
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b) Der Ausschaltvorgang (Auslaufkurve).

Wir wollen nunmehr den zeitlichen Verlauf des Stromes 7 fiir den
entgegengesetzten Fall ermitteln, daB die Spannung an einem die In-
duktivitdit L und den Widerstand R
enthaltenden Stromkreis nach dem
Schaltschema der Abb. 157 plétzlich
abgeschaltet wird. In diesem Fall lau-

tet die Spannungsgleichung:

. di

Ihre Losung gestaltet sich in analoger
Weise wie beim Einschaltvorgang.

Man erhilt demgema8:
Abb. 157. Schaltschema zum Ausschalt- R di
vorgang an einer Induktivitit. 35 J‘ 7 .
57) — —-t=|- =In¢ .
(357) t=|" +K

Wie unter a) bestimmt man die Konstante K aus den Anfangs-
bedingungen. Diese lauten:

Zur Zeit ¢t = 0 ist ¢ =4, d. h.:
(358) 0=Ini,+ K; K= —Int,.
Somit ergibt sich als endgiiltige Losung die Gleichung:

R . . )
—»L—-twlnz———lnzb —IHE’

R,
L

(359) i=ip-e

Abb. 158 zeigt die Ausklingkurve des Stroms fiir den in Abb. 155
dargestellten Fall, daB L = 24 Henry und R = 1,4 Ohm ist. Man er-

Abb. 158. Verlauf des AusschaltstromstoBes an einer Induktivitit.

kennt, daB die Kurve sich asymptotisch dem Wert Null nihert. Sie
gleicht in ihrem Verlauf einer mechanischen Auslaufkurve. Der Zeit-

konstanten !L? kommt genau die analoge Bedeutung wie im Fall a) zu.

Es eriibrigt sich, niher hierauf einzugehen.
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Die mechanische Analogie des geschilderten Vorganges bildet der
Auslaufvorgang eines Schwungrades. Wenn wir bei einem mit der
Winkelgeschwindigkeit w;, rotierenden Schwungrad vom Massentrig-
heitsmoment 0 plétzlich das antreibende Moment M, wegnehmen, so
lduft das Schwungrad unter
der Wirkung des Brems-
moments g, ‘w aus. Der
Vorgang verlduft nach der
Gleichung:

(360) gy- 6-%‘%’:—.0.

Thre Losung wird in genau
analoger Weise wie die der
Gl. (353) gefunden zu:

(373 Abb. 159. Auslaufkurve eines Schwungrades im me-

——t trischen Koordinatensystem.
(361) | w=wpy-e ©

Abb. 159 zeigt die Auslaufkurve fiir den in Abb. 156 dargestellten Fall,
dafl 0 = 10000 cmkgsec?, pz = 4000 cmkgsec.

¢) Darstellung der Anlauf- und Auslaufkurven im logarith-
mischen Koordinatensystem.

Eine sehr bequeme Darstellung ergibt sich, wenn man die Anlauf-

und Auslaufkurven in einem Koordinatensystem aufzeichnet, dessen

Ordinatenachse, welche das Verhiltnis —;—» bzw. 5 darstellt, eine loga-
D D

Abb. 160. Auslaufkurve eines Schwungrades im logarithmischen Koordinatensystem.

rithmische Teilung erhélt, wihrend fiir die Abszissenachse die metrische
Teilung beibehalten wird. Logarithmiert man z. B. die Gleichung (361)
der Auslaufkurve des Schwungrades, so erhilt man die Beziehung:
(362) & -t=1In o

D
Sie stellt gemaB Abb. 160 die Gleichung einer Geraden dar und be-
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weist, da die Anlauf- und Auslaufkurven sich in dem angegebenen
logarithmischen System zu Geraden strecken. Die Neigung der in dem
Diagramm sich ergebenden Geraden ist durch die Zeitkonstante be-
stimmt, denn man kann gemaf Gl. (361) berechnen:

In -2
(363) o __ @p
0 t
Falls far Ordinaten- und Abszissenteilung der gleiche Maflstab ge-
wiahlt wurde, stellt die trigonometrische Tangente des Winkels o un-
mittelbar den Wert der Zeitkonstanten dar. Werden die Mafstédbe un-
gleich gewihlt, so ist tg « nmoch mit dem MaBstabverhaltnis zu multi-
plizieren. War z. B.:
in der Ordinatenachse: 1cm = A Einheiten des nat. Logarithmus,
in der Abszissenachse: 1 em = v Sekunden,

so besitzt der Reduktionsfaktor den Wert é .

= tga.

73. Die Messung der Dimpfung.

In zahlreichen praktisch wichtigen Féallen ist die Aufgabe gestellt,
die Diampfung eines Schwingers durch Versuch zahlenmiBig genau zu
bestimmen. Als Grundlage fiir die Berechnung dient in der Regel die
Zeitwegkurve der gedampften Schwingung. Ihre Aufzeichnung erfolgt
entweder durch einen von der schwingenden Masse betéitigten Schreib-
stift oder mittels einer optischen Registrierung, etwa mit Hilfe eines
Drehspiegels, von dem ein Lichtstrahl gesteuert wird, der die Zeitweg-
kurve auf einem senkrecht zur Schwingungsrichtung bewegten licht-
empfindlichen Film aufzeichnet.

Beim elektrischen Schwingungskreis tritt an die Stelle der Zeitweg-
kurve die Zeitstromkurve, die mit Hilfe eines Oszillographen oder
Saiten-Galvanometers auf lichtempfindlichem Papier aufgezeichnet
wird.

In gewissen einfachen Fillen kann man die Diampfung auch durch
subjektive Beobachtung feststellen. Dies geschieht, indem man die
Amplitude der Schwingung in Abhingigkeit von der Zeit (Stoppuhr)
beobachtet, etwa derart, da3 man jedesmal im Umkehrpunkt die GréBe
des Ausschlages abgreift. Die Ausschwingkurve wird dadurch erhalten,
daB man die abgelesenen Werte in Abhiingigkeit von der Zeit auftrigt.
Zum Zweck der Auswertung muB man noch genau die Eigenschnelle
des beobachteten Systems, also die Zeitdauer einer Schwingung, be-
stimmen. Man erhédlt dann ein Bild gem#B Abb. 161.

Im nachfolgenden soll gezeigt werden, wie durch Auswertung der
Ausschwingkurve die Dampfung zahlenmiBig bestimmt werden kann.
Hierfiir stehen im wesentlichen drei Verfahren zur Verfiigung:
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a) Berechnung der Dampfung aus dem Verhiltnis zweier
Ausschlage.

Wie auf Seite 247 dargelegt wurde, ist der natiirliche Logarithmus
aus dem Verhiltnis zweier um eine volle Periode auseinanderliegenden

Abb. 161. Durch subjektive Beobachtung der Umkehrpunkte aufgenommene Ausschwingkurve
eines gedimpften Schwingers. Die Zahlen an der Kurve bedeuten die Ordnungsnummer der Schwin-
gung (¥, = 16,1; D = 0,01).

Amplituden @, und @, gleich dem Diampfungsdekrement, oder formel-
maBig ausgedrickt:
(364) 2 =p=~27.D; D=~ 2.
ay 2n
Diese vereinfachte Gleichung gilt nur fir kleine Dimpfungen, wie
sie in der Regel vorliegen (D << 0,1), mit geniigender Genauigkeit. Fiir

groBere Dampfungen muB die genaue Formel benutzt werden, die
lautet:

22D
(365) ]ng: — ﬁ_& = [s. Gl (308) = (310)]
In e
(366) D == "”:;;g?":: .

2
V4 2 + (I 22)
az

Eine besondere Art der Dampfungsbestimmung hat sich in der
Seismik eingebiirgert. Man geht hier so weit, daB man die Dampfung
nicht mit dem von uns gewahlten MaB der natiirlichen Dampfung D
oder durch das Dimpfungsdekrement b miBt, vielmehr pflegt man die
Démpfung durch das Verhaltnis zweier um eine halbe Periode aus-
einanderliegenden Amplituden auszudriicken. Wenn also der Seismiker
von einer Dimpfung 1: 5 spricht, so heiBt das, daB das Verhiltnis a,
zu @y = 1: 5 ist (jede Amplitude ist gleich !’; der um eine halbe Periode
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vorangehenden Amplitude). Tabelle 12 und 13 ermoglichen eine be-
queme Umrechnung der verschiedenen Mafsysteme aufeinander. In
Tabelle 12 sind in Abhingigkeit von D die Verhiltniswerte zweier
um eine halbe Periode auseinanderliegenden Amplituden eingetragen.
Man erkennt z.B., daB einem Ausschlagsverhiltnis von a;:a,=>5
eine Dampfung von D = 0,46 entspricht. Zu einem Ausschlagsverhilt-
nis von &, : a, = 2,0 gehért eine Dampfung von D = 0,216 usw.

Tabelle 12. Uber den Zusammenhang zwischen der Dimpfung D und
dem Verhdltnis zweier um eine halbe Periode auseinanderliegenden
Amplituden der Ausschwingkurve.

Dl 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
0,01 1,030 1,065| 1,100( 1,135| 1.170( 1,210| 1,250 1,290| 1,330| 1,375
0,1} 1,420) 1465| 1,510y 1,565| 1,615 1,670| 1,720| 1,780| 1,840 1,90
0,2] 1,96 2,03 2,10 2,17 2,25 2,32 2,41 2,49 2,568 2,67
0,3| 2,77 2,87 2,98 3,10 3,22 3,35 3,49 3,64 3,80 3,97
04| 414 4,31 4,48 4,65 4,84 5,04 5,26 5,50 5,76 6,04
05| 6,34 6,67 7,03 7,42 7,84 8,29 8,77 9,38 9,93 | 10,53
0,6111,20 | 11,95 | 12,80 | 13,75 | 14,80 | 15,95 | 17,20 | 18,55 | 20,00 | 21,60
0,7] 23,5 25,8 28,5 31,8 35,9 40,3 45,3 51,0 57,5 65,0
0,8] 75,0 89,0 }108,0 |132,0 |[162,0 200 250 330 450 660

Die Tabelle leistet auch bei der Auswertung von Ausschwingkurven
sehr gute Dienste, wie nachstchend an einem Zahlenbeispiel gezeigt
werden soll.

Tabelle 13. Uber den Zusammenhang zwischen der Dimpfung D und
dem logarithmischen Dekrement b:

D 0,01 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 T0,0S 0,09 | 0,10

0 | 0,0638| 0,126 0,189 0,252| 0,314 0,377| 0,44 | 0,502 0,565| 0,628
1 0,691 [ 0,755 0,819| 0,883{ 0,957 | 1,02 | 1,085 1,150| 1,215 1,280
,2 1,345 | 1,410| 1,48 | 1,55 [ 1,62 | 1,69 | 1,76 | 1,83 | 1,90 | 1,97
3 2,04 2,11 {219 | 227 | 235 | 2,43 | 2,51 | 2,59 | 2,67 | 2,75
0,4 2,83 2,91 (3,00 | 3,09 | 3,18 | 3,27 | 3,36 | 3,45 | 3,54 | 3,63
0,5 | 3,72 3,81 | 3,91 | 4,02 | 4,13 | 4,24 | 4,36 | 4,48 | 4,60 | 4,72
0,6 | 4,85 4,98 | 5,12 | 526 | 5,40 | 5,55 | 5,70 | 5,85 | 6,00.| 6,16
0,7 6,33 6,51 | 6,70 | 6,90 | 7,11 | 7,33 | 7,56 | 7,80 | 8,06 | 8,36
0,8 | 8,66 8,98 | 9,34 | 9,74 |10,10 (10,60 (11,15 |11,70 (12,3 (13,0
09 13,8 14,8 [16,0 |17,4 (19,2 |21,4 (25,0 {30,5 [44,0 o«

In Tabelle 13 ist das logarithmische Dekrement d (fiir die volle
Periode) in Abhingigkeit von der Dampfung D eingetragen, so daB
man jederzeit in der Lage ist, beide MaBsysteme aufeinander umzu-
rechnen.

Das von den Seismikern gewihlte MaBsystem ist fir verhiltnis-
mébig groBe Dimpfungen, wie sie bei den Seismographen vorliegen
(D= >0,2), brauchbar. Fiir die bei anderen technischen Problemen
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meist vorliegenden kleinen Didmpfungen (D = << 0,05) wird es recht
unhandlich. Es erscheint deshalb schon mit Riicksicht auf Einheitlich-
keit am zweckmiBigsten, iiberall grundsitzlich nur den Wert D der
natiirlichen Dampfung als MaBzahl zu benutzen. Wir werden uns bei
allen nunmehr folgenden Rechnungen an diesen Grundsatz halten.

Bei sehr kleinen Dampfungen ist es zu ungenau, zwei Ausschlige
miteinander zu vergleichen, die um eine halbe oder eine ganze Periode
auseinanderliegen. Man wird in diesem Fall zur Messung der Dampfung
zwei Ausschlige wihlen, die um 2z (z. B. 10 oder 100) volle Perioden
auseinanderliegen. Dann findet man:

4y
(367) D~ '2'}%"; (Naherungsformel),
oder:
!
(368) D= o (genaue Formel).

e
V4 7222 — <ln d_:)

Zahlenbeispiel 1: Es ist an Hand des in Abb. 162 dargestellten Aus-
schwingdiagramms die Dampfung zu bestimmen.

Abb. 162. Ausschwingdiagramm eines Schwingers mit der Dampfung D = 0,0569. Hierzu Tabelle 14.

Zunichst werden die Amplituden von % zu ’2 Schwingungen ab-
gemessen und gemifB Tabelle 14 eingetragen. Sodann wird der Quotient
je zweier um eine halbe Periode auseinanderliegender Amplituden ge-
bildet (Spalte 3).
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Man erkennt, daB die errechneten Verhiltniswerte befriedigend
iibereinstimmen, daB also die Dimpfung wihrend des ganzen Schwin-
gungsvorganges praktisch unverindert bleibt. Die mittlere Dimpfung
wird gemdB Tabelle 14 aus dem arithmetischen Mittel der Verhéltnis-
werte zu D = 0,0569 (Dekrement: d = 0,357) be-

. Tabelle 14.
stimmt.
Zahlenbeispiel 2: Es ist die in Abb. 163 dar- . | _a;
gestellte Ausschwingkurve eines Seismographen a; 41
1{11,2
1,19
21 9,4
1,205
3| 78
1,20
4] 6,5
1,205
51 54
1,20
61 4,5
1,185
7) 3,8
1,225
8] 3,1
1,19
91 2,6
1,21
10| 2,15
1,195
Abb. 163. Ausschwingkurve eines Seismographenpendels mit der 11 1,8
Diampfung D = 0,4682. 1,20
12 1,5
auszuwerten. Deutlich zutage treten nur die ersten 51 ; o« 120
beiden um eine halbe Periode auseinanderliegen- 1,19
den Amplituden. Es ergibt sich: 141 1,05 17
,17
151 0,9
a, =48, —
t 3716,765
a; = 0,92 cm, d. h. 9;‘* = 5,22, Hieraus Mittelwert
o = 1,1975,
demgemiB (siehe Tabelle 12) D = 0,4682. entsprechende ~ Damp-

fu a Tabelle 12
Zahlenbeispiel 3: In Abb. 161 ist die = ° oowrg
Ausschwingkurve eines schwach geddmpften D=0,05+—b o1 001

Inte:
lati -
! Das Intervall von D = 0,05 bis D — 0,06 = 0,01 Techaung 1.

Dimpfungseinheiten betragt 1,17 bis 1,21 = 0,04. = 0,069 .
Der Verhaltniswert 1,1975 ist um 0,0275 groBer als
der zu D = 0,05 gehoérige Wert von 1,17. DemgemaB ist die gesuchte Damp-

0,0275
-0,01 = 0,0069 Dampfungseinheiten groBer als 0,05, also gleich

fung um
0,0569.
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Schwingers dargestellt. Man soll die Dampfung ermitteln. Bei der Aus-
wertung milt man die Amplitude der 1., 10., 20., 30. usw. vollen
Schwingung ab, wobei man erhélt:

a; =70cm,
o = 3,7 cm,
ase = 2,0 cm,

ase = 1,1 cm.

a
In X
Nach der Néherungsformel D = :: in Gl. (367) berechnet man
demgemil:
In1,89 063
Di-10= 370 = 628 = 001
In3,5 1,254
Di-20= 55756 = 1256 — 901>
In 6,36 1,89
Dygo= oot = =0,01.

2730 1884

b) Bestimmung der Dampfung aus der im logarithmischen
MafBstab aufgetragenen Ausschwingkurve.

Fiir die Auswertung groferer Untersuchungsreihen ist das unter a)
geschilderte Verfahren zu zeitraubend und uniibersichtlich. Insbeson-
dere gewinnt man nur schwer ein Urteil dariiber, ob bei etwaigen Schwan-
kungen des ermittelten Dampfungswertes tatsichlich eine Verinderung
der Dampfung mit der Schwingungsweite vorliegt, oder ob lediglich
Beobachtungs- und Berechnungsfehler die Schwankungen bedingen.
Es empfiehlt sich deshalb in den meisten Fillen, ein graphisch-nume-
risches Verfahren anzuwenden, dessen Handhabung aus dem Zahlen-
beispiel der Abb. 164 hervorgeht. In Kurve I ist die Amplitudenkurve
der abklingenden Schwingung (Hillkurve des Schwingungsbildes) dar-
gestellt. Sie entsteht dadurch, dall die beobachteten Amplitudenwerte
als Ordinaten in Abhingigkeit von den Ordnungszahlen der einzelnen
Schwingungen, die als Abszissen erscheinen, aufgetragen sind. Der
durch die wirkliche Zeitdauer der Schwingung bedingte ,,Zeitfaktor
wird bei der Auswertung beriicksichtigt. (Diese Art der Darstellung ist
insbesondere bei subjektiver Beobachtung von langsamen Schwingungs-
vorgingen zu empfehlen, bei denen jeder Umkehrpunkt genau ab-
gelesen werden kann.)

Kurve I wird erhalten, wenn man iiber der bei Kurve I gewéihlten
Abszissenachse als Ordinate den natiirlichen oder auch den dekadischen
Logarithmus der Amplituden auftrigt. Man erkennt aus Abb. 164, da8
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durch diese MaBnahme die im metrischen System gebogen erscheinende

Amplitudenkurve sich zu einer Geraden streckt, falls die Dimpfung
wiahrend des  Aus-
schwingvorganges kon-
stant bleibt.

Kurve I1#ist schlieB3-
lich die Differential-
kurve der Kurve /1. Sie
gibt an jeder Stelle die
Steigung der Kurve I7
in einem bestimmten
Mafstab an. Letzterer
wird an Hand der fol-
genden Uberlegungen so
gewihlt, daBl die Ordi-
naten der Kurve /77 un-
mittelbar zahlenméafBig
die Dampfung D dar-

, , stellen.
Abb. 164. Auswertung der Ausschwingkurve durch Auftragen . . .

der Amplituden im logarithmischen MaBstab. Der Bewels fur (he

Maflstibe: A: 1 cm = 0,2 Einheiten des In : . - 7
il om o Taar o Richtigkeit des Verfah-
Dol e 02 1 rens 1af3t sich folgender-

T v Luss 384 maflen erbringen:

T ore = 3,84/sec

Wie aus Gl. (293) zu
entnehmen, ist die dem Verfahren zugrunde gelegte Amplitudenkurve
durch die Beziehung:

(369) Y=ay-e—* Dt
gegeben, wobei a, die Amplitude zu Beginn der Schwingung und y die
Amplitude zur Zeit ¢ ist.

Bildet man den natiirlichen Logarithmus dieser Funktion, so er-
gibt sich:

(370) Iny = —[lnay-[r-D-¢.

Dies ist die Gleichung einer Geraden fiir die Koordinaten ¢ und In .
Sie entspricht unserer Kurve /I, bei der In y in Abhiingigkeit von ¢
dargestellt ist. Den gesuchten Wert der Diampfung D berechnet man
demgemiB aus der Beziehung:

- _Ingg—Iny 1
(371) D—t‘-%.

Wie aus Abb. 164 ersichtlich, stellt in dieser Gleichung der Wert
Inag — 1
na, ) ny _ tg 2 die trigonometrische Tangente, d. h. die Steigung der

Kurve II dar. Ist diese gekriimmt, so tritt bekanntlich an Stelle der
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trigonometrischen Tangente der Differentialquotient (d. h. die Steigung
der geometrischen Tangente). Man kann demnach D fiir jede beliebige
Amplitude durch einfaches Ausmessen der Steigung, welche die
Tangente von Kurve I7 in dem betreffenden Punkt besitzt, leicht be-
stimmen.

Um zahlenmiBig richtige Werte zu erhalten, mull man bei dieser
Rechnung darauf achten, dafl das Diagramm nicht im natiirlichen,
sondern in einem willkiirlich verzerrten MaBstab aufgetragen wurde.
Deshalb ist der ausgemessene Wert tg o noch mit einem Berichtigungs-
faktor zu multiplizieren. Die Berechnung des ,,Ma@stabfaktors® gelingt
an Hand folgender Uberlegung:

Die richtige Steigung wiirde erhalten werden, wenn man im Zeit-
mafstab die Zeit unmittelbar in Sekunden darstellt und in der Ordi-
nate den natiirlichen Logarithmus der Amplituden in einem solchen
Mafstab auftrigt, da die Einheit im OrdinatenmaBstab gleich der
Einheit des ZeitmaBstabes ist.

Wihlt man dagegen:

im OrdinatenmafBstab: 1 cm = 4 Einheiten des nat. Log.,
im Zeitma@Bstab: 1 cm = 7 Sekunden,

so ist die gemessene Steigung tg « mit dem Wert ;f - zu multiplizieren,
um den wahren Wert von D zu erhalten.
War z. B.
i =0,
und
T = 2,36,
dann ist der gemessene Wert der Steigung mit 20316 = 0,0423 zu mul-
tiplizieren. SchlieBlich ist dieser Wert noch mit », zu dividieren.
Werden als Ordinaten nicht dienatiirlichen,sonderndie dekadischen
Logarithmen aufgetragen, so werden die Ordinaten um das 2,3026 fache
zu klein. Infolgedessen ist in diesem Fall der aus dem Diagramm ge-

messene Wert tg o mit 2,3026 - j zu multiplizieren, so daf endgiiltig
die Beziehung gilt:

(372) D= Lvlo 123026 2] tga.
Unserem Zahlenbeispiel liegen folgende Werte zugrunde:
A=02,
T = 1,635,
v, = 3,84/sec,

tg o = 0,39,
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so daB, da mit natiirlichen Logarithmen gearbeitet wurde,

— At 02 039 o195,

Alle weiteren Einzelheiten sind aus Abb. 164 zu entnehmen.

¢) Bestimmung der Dimpfung aus einer Halbschwingung.

Die genaue Bestimmung der Dampfung aus dem Verhéltnis zweier
um eine halbe Periode auseinanderliegender Amplituden macht Schwie-
rigkeiten, wenn es sich um sehr grofe Diampfungen handelt, derart,
daB nur eine Halbschwingung einwandfrei ausgeprigt ist. In diesem
Fall kann man die Dimpfung D mit geniigender Genauigkeit aus dem

Zeitwegdiagramm  einer
Halbschwingung ermit-
teln. Es zeigt sich nim-
lich, daB gemiB Abb. 165
der GroBtausschlag nicht
nach einer viertel Periode
erreicht wird, sondern
frither.

Teilt man die Zeit-
dauer der Halbschwin-
gungdurchden Zeitpunkt,

indemder GréBtausschlag

Abb. 165.  Scheitelverschiebung innerhalb einer Halb- 3 : : s
schwingung bei der gedimpften Schwingung. errelcht. erd’ In zwel
Abschnitte ¢ 4 und ¢y,

so kann die Dampfung D aus dem Verhéltnis ¢ = ;Z berechnet werden.

Die betreffende Beziehung 148t sich wie folgt ableiten:
Der GroBtausschlag wird in einem Augenblick erreicht, fiir den die

Geschwindigkeit der schwingenden Masse v :j—:: 0 wird, da hier
die Masse m zum Stillstand kommt.
Gemafl GI. (289a) besitzt die Geschwindigkeit den Wert:

= Z‘: = vo.g_”"D"- {cos (vp-t) — Vll_)‘ly-sin(vp-t)] .
Die Bedingung v = 0 ist dann erfiillt, wenn der Wert in der eckigen
Klammer gleich Null wird, wenn also:

oy = 11D
(374) tg (vp-t) = b ~ D
Aus dieser Beziehung berechnet sich die Zeit ¢, die von Beginn der Be-
wegung (8 = 0) bis zum Durchschreiten des GréBtausschlages zuriick-
gelegt wurde und die in Abb. 165 mit ¢, bezeichnet ist, zu:

(373 v

Yo

= 1 \
(375) ty = S, - are tg <v0. D)
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Wir haben uns zum Ziel gesetzt, eine Beziehung zwischen D einer-

seits und dem Verhiltnis ¢ = ;‘; andererseits aufzustellen. An Hand

der vorstehenden Gleichung ist es mdéglich, den Wert :4; durch D aus-
zudriicken. Zu diesem Zweck mull noch der Wert von #; berechnet
werden. Ist 7', = 2’}3 die Periode der gedimpften Schwingung, so be-
steht die Beziehung:

. _ Ty @ 1 Yp
(376) =5 —ta= .~ e tg (V).
Somit findet man:
Yp
: arc tg TR
(377) p=1t=- <%DZ*,
7 — arc tg <;0 5)
oder:
Yp N _ P,
(378) arctg(vl)D) e
somit:
7 Vo v )
(379) s tg<1+¢ 2,
(380) da: »p =19, }/i—ﬁ
ergibt sich nach Quadrieren der Gleichung:
(381) D2 = S S cos? <1 _Z 7 n) 1

1+tg2<1$¢'n>

SchlieBlich erhalten wir somit die einfache Beziehung:

=)
<7,
+ @ ’

In Abb. 166 ist diese Abhingigkeit kurvenmiBig dargestellt. Man
erkennt, daB3 ¢ in fast linearer Abhingigkeit zwischen 1 und 0 sich
dndert, wihrend D die Werte zwischen 0 und 1 durchliauft. Insbesondere
1Bt sich fir kleine Werte von D die Naherungsformel angeben:

(382) D= cos<1

_l—9
(383) D=1y

die bis D = 0,2 sehr gute Ubereinstimmung mit der genauen Formel

liefert.
Zahlenbeispiel: Aus der in Abb. 165 dargestellten Halbschwingung

1
1+ tg?a
Lehr, Schwingungstechnik I. 18

1 cos?a = (s. Hittte Bd. 1, Abschn. III A. a, Formel 9).
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soll die zugehérige Dampfung ermittelt werden. Man mift aus der Kurve
aus, dafl das Verhiltnis

ot 00235
? =4, = o015 — 0807

ist. Demgemill berechnet
man:
— ?_.
D = cos <1 T n)
=08 0,737 = 0,739 .

74. Das Vektordiagramm
der gedimpften
Schwingung.
Das Sinnbild der verlust-
losen Schwingung ist der mit
einer Winkelgeschwindigkeit
gleich der Eigenschnelle y,
AU 160, Sehelelveehicbunggserhilinis i in &>+ kreisende Vektor @ der Am-

plitude. Wie auf S. 9 ge-
zeigt wurde, ist der Aus-
schlag sin jedem Augenblick gleich der Projektion des Vektors @ auf
die Diagrammachse (Schwingungsrichtung).

Auch fiir die gedimpfte Schwingung lifit sich in analoger Weise
ein Vektordiagramm entwickeln, das in anschaulicher Weise die geo-
metrischen Verhéltnisse des gedimpften Schwingungsvorganges ver-
sinnbildlicht. Es unterscheidet sich von dem Vektordiagramm der
verlustfreien Schwingung prinzipiell nur dadurch, da die Linge des
Vektors nicht konstant bleibt, sondern nach einem bestimmten Gesetz
mit dem Drehwinkel stetig abnimmt. Das entstehende Diagramm zeigt
Abb. 167. Man erkennt, daB der Endpunkt des das Diagramm er-
zeugenden Vektors sich auf einer immer enger werdenden Spirale und
nicht, wie bei der verlustfreien Schwingung, auf einem Kreis bewegt.
Im iibrigen ist die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher der Vektor die
Spirale entlang gleitet, gleich der Eigenschnelle v, der gedimpften
Schwingung. Der Ausschlag s wird in jedem Augenblick durch die Pro-
jektion des Vektors auf die Diagrammachse dargestellt.

Bei nitherer Betrachtung erkennt man, daB die Leitkurve des Dia-
gramms, aus welcher der Vektorendpunkt wandert, eine logarith-
mische Spirale ist. Die Gleichung dieser Kurve lautet ?:

(384) r=ay-et .

1—o . . "
D~ T3 fiir kleine Dampfung.

! Man bezeichnet einen derartigen Vektor als ,,Drehstrecker,
? Niche Hiitte, Bd. 1, S.110.
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Hierbei bedeuten:

r = Lange des Vektors, dessen Endpunkt auf der Spirale wandert,
nach einer Drehung um den Winkel « aus der Anfangslage,

a, = Linge des Vektors in der Ausgangslage (beim Drehwinkel o = 0),

o = Drehwinkel des Vektors, gemessen im Bogenmal,

k = Proportionalitatsfaktor.

Die Gleichung des Vektors, der die gedampfte Schwingung darstellt,
lautet gemaB Gl.(369):

— e ¥t
(385) r=a,-e V1-D* " .

Durch Analogie stellt man fest:

Der Wert r in der Schwingungs-
gleichung entspricht dem Wert r
in Gl. (384).

Der Wert a, in der Schwingungs-
gleichung entspricht dem Wert g,
in Gl. (384).

Der Wert v,-¢ in der Schwin-
gungsgleichung entspricht dem Wert
« in Gl. (384).

Der Wert D+ 22 =
Yp

1—-D?
SchWingungsgleichungy entspricht
dem Wert k in Gl (384) AR 1T Yektorigrann, dor gedimin
Hiermit ist die Richtigkeit un-
seres Diagramms bewiesen. Bei der Konstruktion der Spirale beginnt
man zweckmiBig damit, ihre positiven und negativen Schnittpunkte
mit der Diagrammachse aufzuzeichnen. Man berechnet z. B. fiir die
Schnittpunkte der Spirale mit der positiven Diagrammachse:

D D
(386) S =ag-e V17D 5 —qg e F1-D* ygw,

Fiir die Schnittpunkte mit der negativen Diagrammachse:

2l 737—D——
(387) S(—1) = ay-€ ! I'Dg; $(—2y =0y € 11-D* ygw.

-

Zahlenbeispiel: Es ist das Spiraldiagramm (Polardiagramm) fir
eine Schwingung mit der Dimpfung D = 0,06 aufzuzeichnen, wenn die
Anfangsamplitude @, = 10 cm war. Abb. 167 zeigt die entsprechend be-
rechnete Spirale.

18%*
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75. Apparat zur mechanischen Aufzeichnung einer gedimpften
Schwingung.

Es laBt sich ein einfaches Getriebe angeben, das zur Aufzeichnung
der Wegzeitkurve der gedimpften Schwingung geeignet ist. Es ist in
Abb. 168 schematisch dargestellt. Durch eine Kurbel, deren Zapfen in
einem radialen Schlitz der Kurbelscheibe verstellbar ist, wird mittels
Pleuelstange der Schreibstift angetrieben. Das Diagrammpapier wird
mit gleichbleibender Geschwindigkeit vorbeibewegt.

In dem Gleitstein ist ein Reibrad so eingelagert, daB seine Mittel-
ebene durch die Achse des Kurbelzapfens geht. Es trigt in seiner Boh-
rung ein Gewinde, das auf eine an der Unterseite der Kurbelscheibe
parallel zum Fiihrungsschlitz befestigte Spindel aufgreift. Ein ortsfest
gelagerter Teller wird durch Federdruck gegen die Reibscheibe ange-

Abb. 168. Getriebe zur mechanischen Aufzeichnung der Zeit-Wegkurve der geddmpften Schwingung.

preBt. Wird die Kurbelscheibe in beliebiger Weise, z. B. gema Abb. 168
mittels Zahntrieb in Drehung versetzt, so rollt die Reibscheibe auf dem
Teller ab, ohne zu gleiten. Sie schraubt sich dabei auf der Spindel
weiter und verschiebt so den Gleitstein mit dem Kurbelzapfen in dem
Schlitz der Kurbelscheibe, derart, daB der Kurbelradius mit Drehung
der Kurbelscheibe stetig kleiner wird. Die Reibscheibe ist leicht aus-
wechselbar. IThr Durchmesser wird auf Grund der nachstehend ab-
geleiteten Beziehung nach der GroBe der Déampfung, fir welche die
Kurve aufgezeichnet werden soll, gewihlt. Bei niherem Zusehen er-
kennt man, daf3 der Kurbelzapfen eine logarithmische Spirale beschreibt.
Der Beweis dieser Behauptung gestaltet sich folgendermaBen: Ist

h die Ganghohe der Spindel,

y der Drehwinkel des Reibrades,

r der Radius des Reibrades,

¢ der Drehwinkel der Kurbelscheibe,

dann ist die Radialverschiebung s des Gleitsteins durch folgende Be-
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ziehung gegeben:
h
ds = — 2'7; 'd’l/),
r-dy =gs-d@ (gemiB Abb. 169). Somit

388
(3%9) dy == -dp,
h s
ds = — 4 - -dy
und
ds h
o gk fas.

Durch Ausrechnen dieses Integrals erhilt man schlieflich die Be-
ziehung:
(390) Ins=— 2 .94 K (wobei K=Ina,)

Abb.169. Schema des in Abb. 168 dargestellten Getriebes.
oder

h

(391) s=a,-e 2vr’

wobeil a, den Radius s zu Beginn der Bewegung (p = 0) bedeutet.
Diese Gleichung ist identisch mit der Amplitudengleichung der ge-
ddmpften Schwingung. Sie beweist, daB der beschriebene Apparat tat-
sachlich die Zeitwegkurve der geddmpften Schwingung richtig auf-
zeichnet. Weiterhin geht daraus hervor, daB die Dampfung D in den

Abmessungen des Apparates durch das Verhiltnis ’TL gegeben ist. Man
findet, ahnlich wie bei der Gleichung der logarithmischen Spirale, die
Beziehung [Gl. (385)]:

(392) D h

11—=D? 2a.r°

Bei gegebener Steigung A 1aBt sich also leicht ausrechnen, welcher Reib-
raddurchmesser 2 r bei einer bestimmten Dimpfung D gewithlt werden
muf.
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Zahlenbeispiel: Es ist der Reibraddurchmesser zu berechnen, der
zur Aufzeichnung einer Ausschwingkurve mit der Dampfung D = 0,09
gewiihlt werden mufl, wenn die Steigung der Spindel des Apparates
h = 0,4 cm betragt. Man findet:

_ h-}1-D*  04-0995
- n-D 70,09

27

=1,41cm.

76. Der Dampfungswiderstand und die Berechnung von
Dimpfungsapparaten.

a) Dampfung bei einem elektrischen Schwingungskreis.

Bei elektrischen Schwingungssystemen laft sich die Dampfung in
einfachster Weise durch Einschalten eines rein Ohmschen Widerstandes
bewerkstelligen. Irgendwelche besonderen Schwierigkeiten, die eine ein-
gehende Erorterung erfordern, treten hierbei nicht auf. Man hat ledig-
lich von Fall zu Fall die GroBe (Ohmzahl) des erforderlichen Wider-
standes zu berechnen. Dies geschieht auf Grund der auf S.253 ab-
geleiteten Beziehung:

R

(393) D= m 5

RB=2.D-L-y,.

Auch die Regelung der Dampfung gelingt leicht durch Einbau eines
Schiebewiderstandes geeigneter Konstruktion, mit Hilfe dessen sich
innerhalb der gewiihlten Grenzen der Widerstand R stetig verdndern
1iBt. Ein Zahlenbeispiel war bereits auf S. 256 durchgerechnet worden.

b) Dampfung beim mechanischen Schwingungsystem.

Bei weitem schwieriger gestaltet sich die Berechnung und die kon-
struktive Durchbildung der Dimpfungen bei mechanischen Schwin-
gungssystemen. Hier muBl von Fall zu Fall ein besonderer Dampfungs-
apparat geschaffen werden. Soll bei der Diampfung jede Reibung pein-
lichst vermieden werden, so dal} tatsichlich eine der Geschwindigkeit
proportionale Dampfungskraft entsteht, so kommen nur zwei grund-
siitzlich verschiedene Ausfiihrungsformen des Dampfungsapparates in
Betracht, niamlich:

a) die Wirbelstromdiampfung,

B) die Flissigkeitsdampfung.

@) Die Wirbelstromdimpfung. Das Prinzip der Anordnung fiir den
translatorischen Schwinger ist aus Abb. 170 ersichtlich. Mit der schwin-
genden Masse wird cine Platte aus Aluminium oder Kupfer fest ver-
bunden. die sich in dem Luftspalt eines Magnetsystems bewegt. Dieses
wird entweder durch einen mit Gleichstrom erregten Elektromagneten
oder durch einen Dauermagueten (Stahlmagneten) gebildet. Bewegt
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sich die Dampferplatte im Magnetfeld, so werden in ihr Wirbelstréme
wachgerufen, welche zu ihrer Erzeugung Energie benétigen, die aus
dem Schwingungssystem entnommen und in Form von Wirme ver-
nichtet wird.
Nachstehend soll eine elementare Theorie der Wirbelstromdampfung
gegeben werden, deren Ergebnis mit dem tatsichlichen Verhalten be-
friedigend iibereinstimmt.

Elementare Theorie der Wirbel-
stromdiampfung. Man wird die Vor-
ginge, die sich bei der Wirbelstrom-
ddmpfung abspielen, am anschaulichsten
erfassen, wenn man bei der Betrachtung
unmittelbar von dem Faradayschen In-
duktionsgesetz ausgeht. Zu diesem Zweck
denke man sich die Dampferplatte, etwa
nach dem Schema der Abb. 171, in eine
groBere Anzahl von gegeneinander isolier-

Abb. 171. Gedachte Zerlegung der Dampfer-
Abb. 170. Schema einer Wirbel- plattein einzelne voneinander isolierte Strom-
stromdiampfung. bahnen.

ten, in sich geschlossenen Drahtwindungen zerlegt. Wir betrachten zu-
niachst die Vorginge, die sich in einem einzelnen Draht abspielen,
wenn die Ddmpferplatte in dem . Luftspalt mit der Geschwindigkeit
v cm/sec schwingt.

Die Polfliche des Magneten besitze die Lange ! cm und die Breite
b cm. Die Induktion im Luftspalt sei 8 GauB; besitzt die Dampfer-
platte eine augenblickliche Geschwindigkeit von v cm/sec, so wird nach
dem Induktionsgesetz in jedem Draht eine Spannung vone = 8-b-v-10-8
Volt induziert.

Unter dem Einflul dieser Spannung entsteht in dem Draht, der
eine Linge von [,cm und einen Querschnitt von g cm? besitzen moége,
wenn der Leitwert des Materials den Wert /1 besitzt, ein Strom von:

b-v-10-¢
(394) i = % = %-q-/l Ampere,
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denn R = ,q,l,aA -10-%* Ohm. Die in dem Draht vernichtete Leistung

besitzt demnach den Betrag:
(395) AN =ie=%.q- A ’; 2. 1012 Watt.

Soll die Gesamtleistung N der Dampferplatte berechnet werden, so
miissen die Teilleistungen der einzelnen, gedachten Drahtwindungen
fir den gesamten im Luftspalt des Magneten steckenden Teil der
Diampferplatte summiert werden. Dies gelingt an Hand folgender Uber-
legung:

Die Gesamtheit aller vor der Polfliche liegenden Drihte besitzt,
wenn wir die tatsdchlich nicht vorhandene Isolation wegdenken, den
Gesamtquerschnitt -5, wenn ! die Lidnge der Polfliche und % die
Dicke der Dampferplatte ist. Bei der Summation der in den einzelnen
gedachten Teildrahten vernichteten Teilleistungen wird, wie aus Gl. (395)
hervorgeht, vor allem der Wert - 3 ¢ zu bilden sein. Nach den vor-
stehenden Ausfithrungen entspricht er dem Betrag b-h-I. Dies ist
weiter nichts als das Volumen V des in dem Luftspalt steckenden An-
teils der Dampferplatte.

Bei dem Summenausdruck ist weiterhin noch der Wert 7, zu dis-
kutieren. Er stellte bei dem einzelnen Draht die Linge der gedachten
Drahtschleife dar. Bei der Summation wird eine scharfe Bestimmung
dieses Wertes niemals mdéglich sein, da man auf rein anschauliche Weise
nicht bestimmen kann, welchen Weg die Wirbelstrome nehmen werden.
l, hingt im wesentlichen von den Abmessungen der Diampferplatte
ab und ist durch den elektrischen Widerstand der Strombahn, auf dem
die Wirbelstrome sich schlielen, bedingt. Um eine iibersichtliche
Rechnung erzielen zu konnen, setzen wir den fiir die Summenbildung
in Betracht kommenden Mittelwert l..q gleich einem Vielfachen des
Wertes b, der bei der Betrachtung eines einzelnen Drahtes die Strecke
darstellte, auf der der Draht die Kraftlinien schneidet. Man kann also
schreiben:

Zred =z-b.

Der Faktor z wird um so kleiner, die Dimpfung also um so gréBer
werden, je grofer die den Polschuh iiberragenden Teile der Dampfer-
platte sind. Bei einer guten Konstruktion wird man fordern miissen,
dal die Dampferplatte nach beiden Seiten hin wenigstens um die
halbe Polschuhlinge ibersteht, und daBl die Gesamtlinge der Platte
wenigstens I + 2a (wobei a = Groftamplitude) ist. Dann ist den
Wirbelstrémen stets eine einwandfreie RiickschluBbahn gesichert. Der
Wert z diirfte in diesem Fall, je nach den Ausdehnungen der Platte,
etwa zwischen 3 und 4 liegen.
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Unter Beriicksichtigung der vorstehenden Ausfithrungen berechnet
sich die Gesamtleistung, die von der Dimpferplatte bei der Geschwin-
digkeit v abgedampft wird, zu:

N= YdN = B V-4~ v 1071 Wats,
N = 582-17'/1-—1:-1)2- 101 ecmkg/sec.

Dieser Wert steht in einfacher Beziehung zum Dimpfungswider-
stand ¢. Aus der ganz allgemein geltenden Bedingung, daB die Leistung
erhalten wird, wenn man das Produkt aus
der arbeitenden Kraft und der Geschwin-
digkeit bildet, findet man fiir die Lei-
stung der Dampfungskraft unter Voraus-
setzung der konstanten Geschwindigkeitv:

(396) Np = P,-v = g-v?cmkg/sec

(da Pp,=1p-v).
Durch Gleichsetzen dieses Wertes mit
dem soeben fiirr die elektrische Leistung
in der Dampfungsplatte gefundenen Wert
ergibt sich die Beziehung:

—11
(397) o=%:7.4.0"
:sBz.V.A.KQIEf%e?_

Den Wert }0211 kénnen wir als Konstante
ansehen und mit K, bezeichnen. Er ist
von den Abmessungen der Diimpferplatte Abb.172. Versuchsapparat zur Messung
abhingig, bildet also einen Formfaktor, des Dfe’;‘_l’fl‘[‘]’(‘fi‘ﬁ‘fsi':f:;‘]‘;“igt;‘g;ll. Kup-
der an Hand von Versuchen bestimmt
werden muB und als Erfahrungswert in die Gleichung eingeht. Im Gegen-
satz hierzu ist der Faktor A = Leitwert des Materials der Diampfer-
platte als Materialkonstante zu bewerten.

Versuche. Zur Bestimmung des Formfaktors K o und zur Nach-
prifung der in GI. (397) abgeleiteten Beziehung wurden mit der in
Abb. 172 dargestellten Anordnung Versuche durchgefiihrt, und zwar mit
Dampferplatten aus Kupfer und Aluminium. Der Versuchsapparat be-
stand aus einem Pendel, dessen Achse in Kugellagern lief und an dessen
Pendelstange die Diampfungsplatten festgeschraubt wurden. Der Pendel
besal eine auf den Schwerpunkt der Dimpferplatte reduzierte Masse
von mreq = 0,0075 kgsec?-cm~—1. Der Abstand des Schwerpunkts der
Diampferplatte von der Drehachse war s = 85 cm. Die Dimpferplatten
besaBlen eine Fliche von 25-15 = 375 cm?.
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Der Dampfermagnet war auf einen Luftspalt von 8 mm eingestellt
und besaBl eine Polfliche von b = 15 cm Breite und ! = 8 cm Lénge
(F = 120 cm?). Die Induktion 8 im Luftspalt wurde mit Hilfe einer
Art Unipolarmaschine bestimmt. Auf einer Scheibe aus Isoliermaterial
(Geax) wurden zwei Schleifringe angeordnet, und zwar einer am duBeren
Rand und einer in der Néhe der Achse. Zwischen beiden Schleifringen
wurden in Richtung des Radius isolierte Kupferdridhte gespannt. Die
Scheibe wurde auf der Welle eines kleinen Synchronmotors befestigt,
der mit der genau konstanten Drehzahl von n = 3000/min umlief. Der
Motor wurde derart aufgestellt, dall die Scheibe im Luftspalt des Damp-
fermagneten rotierte, wobei die Drihte die Kraftlinien schneiden
muBten. Die an den Schleifringen gemessene Spannung bildete demnach
ein unmittelbares und sehr genaues MaB fiir die GréBe der Induktion
im Luftspalt.

Das Ergebnis der mit dieser Apparatur durchgefiihrten Messungen
war kurz folgendes:

1. Bis zu einer Induktion B = 7500 Gaul stieg der Dampfungs-
widerstand mit 82 an.

2. Der Dampfungswiderstand war bei gleicher Form der Damp-
fungsplatten der Dicke A und somit dem im Magnetfeld befindlichen
Volumen der Dampfungsplatte direkt proportional.

3. Die Dampfungswiderstinde von Kupfer- und Aluminiumplatten
verhielten sich bei gleicher Plattenform und gleicher Plattendicke an-
gendhert wie die elektrischen Leitwerte beider Materialien.

4. Als Formel zur Berechnung des Dampfungswiderstandes aus den
Versuchen ergab sich:

a) fir Kupfer:

. 1 <
(398)  ox =018 V- 82 Ag- 1071, (2= 1o =536),
wobei A, = 57 = Leitwert fir Kupfer,

b) fiir Aluminium:
: JUR— 1
(399) 0, =0,15-1-82.4,.10-11, <z =05 =6,67>,

wobei A, = 26 = Leitwert fiir Aluminium.

5. Der Geltungsbereich der vorliegenden, empirisch gewonnenen
Formeln erstreckt sich nur auf relativ kleine Frequenzen (bis etwa
n, = 300/min) und Geschwindigkeiten bis etwa 200 cm/sec. Wihlt man
die Geschwindigkeiten oberhalb von diesem Wert, so macht sich die
Stromverdrangung in den Dimpferplatten (Skineffekt) bereits erheb-
lich geltend. Sie bewirkt, daB die Dampfungsverhiltnisse bei relativ
dicken Dimpferplatten im Verhiiltnis zu diinnen Platten sehr unginstig
werden. Man wird, um diesen Ubelstand zu vermeiden, bei groBen



Der Dampfungswiderstand und die Berechnung von Dampfungsapparaten. 283

Schwinggeschwindigkeiten demgema3 die Dampferplatten aus einzelnen
(etwa % mm dicken) Blechen zusammenstellen, die voneinander durch
eine diinne Isolationsschicht (z. B. Glimmer) getrennt sind.

Da die Wirbelstromdampfer meist fiir Schwinger mit geringer Eigen-
schnelle verwendet werden, kann man die angegebenen Formeln in der
Regel mit groBter Naherung benutzen. Dabei ist die Induktion % in
dem Luftspalt des Dampfermagneten moglichst mit B = 5000 bis
6000 GauB}, keinesfalls aber hoéher als etwa 7500 GauBl zu wihlen, da
oberhalb dieses Wertes der Dampfungswiderstand nicht mehr mit 92,
sondern wesentlich weniger schnell anwachst.

Die Wirbelstromdédmpfer lassen sich in sehr feinfithliger Weise re-
gulieren, derart, dal man den Dampfungswiderstand in weiten Grenzen
stetig verdandern und dem gewiinschten Zweck anpassen kann. Die Re-
gelung geschieht am zweckméBigsten dadurch, daf3 man den Gleich-
strom, welcher den Dampfermagneten erregt, mit Hilfe eines Schiebe
widerstandes stetig verandert.

Zahlenbeispiel: Es ist ein Wirbelstromdampfer fiir das Hebelpendel
eines Vertikalseismographen zu berechnen, das folgende Abmessungen
hat:

vy = 4,2/sec,
I, = 52 cm (Hebelarm des Schwerpunkts),
Mreq = 0,008 ligcfrz—ci bezogen auf [,

l;, = 70 cm (Hebelarm des Schwerpunkts der Dampferplatte).

Gefordert ist eine Dampfung von D = 0,6.

Die Induktion im Luftspalt des Diampfermagneten soll nicht hoher
als B 5000 GauBl gewihlt werden.

Wiirde die Dimpfung im Schwerpunkt der Masse des Hebelpendels
angreifen, so wire der Dampfungswiderstand ¢ = 2 migeq+v,-D. Da die

Diampfung aber am Hebelarm I, angreift, so ist g, im Verhaltnis <l£§>2
D

zu verkleinern, so dafB
I\2

0g = 2Mred oD+ <E> = 2.0,008-4.2-0,6-0,55 — 22.10-3

kgsec
em

Demgemial erhalten wir bei 8 = 5000 GauB fiir das im Luftspalt

steckende Volumen der kupfernen Démpferplatte den Wert:

B ox . 22.10-

T 0.18-B Ag -10-11 T 0,18-25-108.57 - 101

|4

= 8,6 cm3.

Wir wihlen eine Kupferplatte von 0,2c¢cm Dicke und erhalten somit
fir die Polfliche des Dampfermagneten den Wert:

F = 43cm?® (5,4-8,0cm).
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Den Luftspalt des Dampfermagneten wihlen wir mit 4 mm und brauchen
somit fiir seine Wicklung eine AW-Zahl von [siehe GIl. (230)]
1-2=0,8-B-1;,=0,8-5000-0,4 = 1600 AW.
(Die firr den Eisenweg erforderlichen AW konnen bei der niedrigen In-
duktion vernachldssigt werden.)
Soll der Magnet durch Dauermagnete gebildet werden, so ergibt
sich mit Riicksicht auf die Herstellung (4 Magnete von 15 mm Stédrke
und 80 mm Breite)
die in Abb. 173 ge-
zeigte Anordnung
von 4 Magneten.
Fir die Schaf-
fung des Magnet-
flusses im Luftspalt
des Dauermagneten
ist die Lénge I,
des im Stahl des
Dauermagneten
verlaufenden
N W ) Kraftlinienwegs
Abb. 173. Dampferapparat fir ein Seismographenpendel, ausgeriistet
mit Dauermagneten. maBgebend, und
zwar berechnet sich
der AW-Wert eines Dauermagneten nach der auf Seite 202 angeschrie-
benen Gleichung des Linienintegrals der magnetischen Feldstirke zu:
(400) 04m-i-2=¢9-dl = 9,1y,
wobei 9, die sogenannte Koerzitivkraft des Dauermagneten bedeutet.
Sie ist fiir normalen Magnetstahl mit §, = 50 bis 55 einzusetzen. Mit
diesem Werf ergibt sich bei i-z = 1600 eine mittlere Linge des Ma-
gneten von:

Iy —04m:- 12— 1251600

2 ) ﬁ—=~37cm.

#) Fliissigkeitsdimpfung. Die Wirbelstromdimpfung verwirklicht
das Gesetz einer Dampfung mit geschwindigkeitsproportionalem
Widerstand, wie der Versuch beweist, in geradezu idealer Weise.
Demgegeniiber bietet es wesentlich groBere Schwierigkeiten, mit
Hilfe der Flissigkeitsdimpfung einen ebenso einwandfreien Damp-
fungsapparat herzustellen. Man kann im wesentlichen die folgenden
drei verschiedenen Ausfithrungsformen der Flissigkeitsdimpfung unter-
scheiden:

Der Kolbendémpfer. Abb. 174 zeigt einen verhiltnismiBig grob
arbeitenden Démpfungsapparat. Er besteht im wesentlichen aus einem
Zylinder, der vollstindig (Vermeidung von Lufteinschliissen) mit der
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Dampfungsfliissigkeit, z. B. Ol oder Glyzerin, gefiillt ist und in dem
der mit Kolbenringen oder durch Einschleifen gegen die Wand abge-
dichtete Kolben hin- und hergleitet. Die beiden Enden des Zylinders
stehen durch einen Kanal, den sogenannten Katarakt, in Verbindung.
In dem Kanal ist ein Ventil angebracht, welches die GréBe des Durch-
gangsquerschnittes zu regeln gestattet. Die Kolbenstange, die mit-
tels Stopfbiichse herausgefiihrt ist, wird mit dem schwingenden Korper
verbunden. Bei der Schwingung wird der Kolben hin

und her bewegt. Er pumpt dabei die Dimpfungs- -
flissigkeit durch den Katarakt hin und her. Dabei

entstehen betrichtliche Wirbelungen im Ol, durch
welche die abzudimpfende Energie in Warme umge-
wandelt und vernichtet wird.

.

Abb. 175. Einfachster
Abb. 174. Xolbendimpfer mit Drosselleitung Fliissigkeits-Wirbel-
(Katarakt). diampfer.

Der beschriebene Dampfungsapparat eignet sich nur firr verhilt-
nisméfBig rohe Zwecke, bei denen es auf Nullpunktfehler nicht an-
kommt, denn auBer der Dimpfung weist er eine erhebliche Reibung
auf. Sein Vorzug besteht darin, daB auf kleinem Raum eine sehr be-
trachtliche Dampfungsleistung untergebracht werden kann.

Brauchbare Berechnungsunterlagen fiir die Vorausberechnung der
GroBe des Kolbenquerschnittes und des Hubvolumens auf Grund des
Dimpfungswiderstandes lassen sich auf Grund des vorliegenden Ma-
terials nicht geben. Als ungefihrer Anhaltspunkt mége die Beobach-
tung dienen, da der Dampfungswiderstand pro 1 cm? Kolbenfliche
im Mittel zwischen g, = 0,1 bis 1 kgsec/em liegt. Im iibrigen ist fiir
die GroBe der Dimpfung die Ausbildung des Katarakts und des in ihm
eingebauten Drosselventils maBgebend. Man muB} vor allem dafiir Sorge
tragen, daB sich bei der Olbewegung kriftige Wirbel ausbilden kénnen.

Bei der Konstruktion ist ferner darauf zu achten, daB der Zylinder und
die sonstigen Gehiuseteile einem Uberdruck von wenigstens 10 kg/cm?
standhalten miissen. Ferner ist zu beachten, daB bei angestrengter Benut-
zung die Temperatur des Ols nicht in unzulissigem MaB ansteigen darf.

Die Flissigkeits-Wirbeldampfung. Abb. 175 zeigt schematisch
die einfachste Ausfihrung dieser zweiten Art des Fliissigkeitsdampfers.
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Sie ist fiir die Durchfithrung einer einwandfreien Dimpfung wesentlich
besser geeignet als der Kolbendampfer. Der Apparat besteht im wesent-
lichen aus einer Platte, die fest mit der schwingenden Masse verbunden
ist und deren Fliache senkrecht zur Schwingungsrichtung steht. Die
Dampfungsfliissigkeit, z. B. Ol, befindet sich in einem GefaB, das so
weit sein muB, daB die Dampfungsplatte in keiner Stellung daran an-
streift, sondern sich stets vollkommen frei bewegt. Demgemifl besitzt
der Diampfer keinerlei Reibung. Das damit verbundene Schwingungs-
system spielt einwandfrei auf die Nullage ein. Die Diampfungswirkung

Abb. 177. Fliissigkeits-Wirbelddmpfer mit ballig ge-

Abb.176. Flussigkeits-Wir- drehtem Kolben, der mit 0,1 bis 0,2 mm Spiel sich in
beldémpfer mit topfférmi- den glattpolierten Winden des Dampfungszylinders be-
ger Dimpferplatte. wegt. Der Kolben ist mit scharfkantigen Rillen versehen,

wodurch eine starke Wirbelbildung zustande kommt.

kommt in erster Linie durch Wirbelungen zustande, welche die Platte
bei der Bewegung in der Flissigkeit hervorruft. Die Stirke der Wirbe-
lung kann durch besondere Ausbildung der Dampferplatte noch wesent-
lich vermehrt werden. Abb.176 zeigt z.B. einen Dimpfer, dessen
Dimpferplatte die Form eines nach unten hin offenen Topfes erhilt.
In der Ausfithrungsform der Abb. 177 hat die Dimpferplatte die Form.
eines topfformigen Kolbens erhalten, der ballig abgedreht ist und scharf-
kantige Eindrehungen erhalten hat, die zu lebhafter Wirbelbildung An-
laB geben. Bei dieser .Ausfithrungsform muB der Kolben mit einem
Spiel von 0,1 bis 0,2 mm gegen die Wand arbeiten. Das Dampfungs-
gefil wird infolgedessen als starkwandiger Zylinder ausgebildet werden
miissen, dessen Innenwand mit Polierschliff bearbeitet ist.

Der Fliissigkeits-Wirbeldimpfer iibt eine starke Dampfungswirkung
aus, derart, dal auf kleinem Raum ein groBer Dampfungswiderstand
untergebracht werden kann. Ein wesentlicher Nachteil besteht darin,
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daB3 die Diampfung nicht genau der Geschwindigkeit proportional ge-
setzt werden kann, sondern infolge der Wirbelbildung angendhert mit
dem Quadrat der Geschwindigkeit anwichst.

Abb. 178 zeigt eine mit einem einfachen Plattendampfer gemiB
Abb. 175 aufgenommene Ausschwingkurve. Die zugehérige logarith-
mische Kurve /7 ist nicht gerade, wie dies bei geschwindigkeitsproportio-
naler Diampfung der Fall sein miiite. Kurve 111 zeigt den Dampfungs-
widerstand g, je cm? Flache. Man erkennt, daBl der Dampfungswider-
stand von einem Kleinstwert
beginnend mit dem Ausschlag
zunimmt.

Es ist schwer, genaue ver-
suchsmafige Unterlagen fiir die
Berechnung der Fliissigkeits-

Wirbeldimpfung zu geben, da
die Ergebnisse mit der Ausbil-
dung von Démpferplatte und
Dampfergefal im Verhiltnis
1: 10 und starker streuen. Ver-
fasser hat eine Reihe von Ver-
suchen mit einer Versuchsanord-
Abb. 178. Ausschwingkurve mit Dampfungsplatte

nung geméﬁ Abb. 175 durchge- von 180 ecm? Fliche. Dampfungsflissigkeit: diinn-

fiihrt Die schWingende Masse flissiges Maschinendl (Zahigkeit ~ 6 Englergrade).
" v = 10,2/sec

hatte ein Gewicht von 50 kg. m = 0,05 kgsectem—"
. . . i:1cm = 0,5 Einheiten des In
Die Eigenschwingungszahl war 2 1em = 1,23 sec
. = 0,041 -t
rund 100/min (v = ~ 10/sec). P— 295 1000ty

Die Platten waren kreisformig

und tauchten in ein GefaD ein, das einen Durchmesser von 300 mm besaB3.
Die Durchmesser der Dampferplatten wurden zwischen 150 und 250 mm
geidndert. Es lie} sich zunéchst feststellen, daB bei den zur Untersuchung
benutzten Fliissigkeiten die Dimpfung angenihert proportional der
Flache der Dampferplatte gesetzt werden konnte.

Die Auswertung der Versuchsergebnisse zeigte, daB der mittlere
Diampfungswiderstand durch den Ausdruck ¢ = w-F mit geniigender
Niherung wiedergegeben werden konnte. Die Konstante w dnderte sich
bei Amplituden von 2 bis 30 mm im Verhiltnis 1: 2 bis 1: 3 im wesent-
lichen in der durch Abb. 178, Kurve II7 gekennzeichneten Art. Die
Versuche ergaben fir die Konstante w folgende Werte:

( Wasser: w=0,5-10-* bis 1,5.10~%,
Petroleum: w=0,6-10-% bis 2.-102,
(401) ! Dynamosl: w==1-10"* bis 2,5.-10%.
(Z ~ 6 Englergrade)
Maschinenol: w=15-10-* bis 3-10,

(Z ~ 15 Englergrade)
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Diese Werte sollen lediglich als ungefihrer Anhaltspunkt fiir die
Dimensionierung von Flissigkeits-Wirbeldimpfern dienen. Bei Aus-
bildung der Dadmpferplatte nach Abb. 176 bzw. 177 kann man eine
wesentliche Erhohung des Dimpfungswiderstandes, etwa bis zum zehn-
fachen Wert, erreichen. Auch wird der Diampfungswiderstand betricht-
lich erhéht, wenn man den Luftspalt zwischen Gefi und Dimpfer-
platte gering (0,1 bis 0,2 mm) macht. In diesem Fall mu8 das Damp-
fungsgefa 3 glatt geschliffen sein und genau zylindrische Wand erhalten,
weiterhin mufl der Diampfungskolben in geeigneter Weise ausge-
bildet sein.

Infolge der Tatsache, daB die Dampfung bei dem Wirbeldimpfer
nicht der Geschwindigkeit proportional ist, wird man ihn nur da ver-
wenden, wo es ganz allgemein auf die schnelle Abddmpfung von Schwin-
gungen, nicht aber auf die genaue Erfillung des genannten Widerstands-
gesetzes ankommt. Z. B. erscheint seine Verwendung unbedenklich bei
allen Schwingungs-MefBgeriten, wie Seismographen und Erschiitterungs-
messern, ferner bei Neigungswaagen, Federwaagen u.dgl. Bei diesen
kommt es lediglich darauf an, daB8 der Zeiger moglichst schwingungs-
frei und ohne Nullpunktsfehler auf seine Endlage einspielt.

An Hand der vorliegend gegebenen Anhaltspunkte ist es moglich,
wenigstens ungefsahr die Gréfe des in einem speziellen Fall erforder-
lichen Dimpfungsapparates vorauszuberechnen.

Zahlenbeispiel: Es ist ein Flissigkeits-Wirbelddmpfer fiir eine Nei-
gungswaage zu entwerfen, die eine Eigenschwingungszahl von 45/min
besitzt und ein Massentrigheitsmoment von 6 = 2,3 cmkgsec? auf-
weist. Die Dampfung soll halbaperiodisch (D = 0,5) sein. Der Hebel-
arm, an dem der Diampfer angreift, betrigt h =25 cm. Als Dampfungs-
fliissigkeit ist Petroleum zu benutzen.

Loésung: Die auf den Angriffspunkt des Dampfers reduzierte Masse
der Neigungswaage betrigt:

Mreq = 7,02‘ = % = 0,00368 kgsec?-cm™L,

Demnach ergibt sich mit
_ 2
Y= %0

fir D = 0,5 der Dimpfungswiderstand zu:
0 = 2Myeq-v- D = 0,00736-4,7-0,5 =0,017 !%%

-45 = 4,%/sec.

sec
]”]‘1“ .
Mit w = 0,6-10-* als Kleinstwert der Dampfungskonstanten fiir Pe-
troleum ergibt sich:
F—0_ 0,017 — ~983cm?.

w ~ 0,6-10-4

Dem entspricht ein Durchmesser der Dampferplatte von 19 cm.
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Wahlt man die Konstruktion des Diémpfungskolbens z. B. gemi
Abb. 177, so diirfte man mit einem Kolbendurchmesser von ca. 60 bis
70 mm auskommen.

Luftdimpfung. Eine Abart des Flissigkeits-Wirbelddmpfers, die
sich bei elektrischen MeBgerdten gut bewihrt hat, ist die Luftdimpfung.
Abb. 179 zeigt ein Kon-
struktionsbeispiel fiir
ein Drehspul-Ampere-
meter. Die Démpfungs-
platte ist an einem mit
dem Drehspulsystem
verbundenen Stiel be-
festigt. Sie schwingt
in einem beiderseits ge-
schlossenen Rohr von
rechteckigem  Quer-
schnitt, dessen Achse
nach dem Kriimmungs-
radius der Bahn, auf
welchem sich die Dimpferplatte bewegt, gekriimmt ist und eine solche
Weite besitzt, daB die Démpferplatte mit einem Spiel von etwa 0,2
bis 0,3 mm gegen die Winde schwingt. Der Stiel, an dem die Dampfer-
platte befestigt ist,
tritt  aus  einem
Schlitz des Rohres
heraus.

Die laminare oder
Viskosititsdimpfung,
Bei der Viskositéts-
dampfung ist die
Ausbildung von Wir-
belungen sorgfaltigst
vermieden. Demge-
maB erfullt sie in
nahezu idealer Weise
das Gesetz der ge-

Abb. 179. Luftddmpfung bei einem Drehspul-Amperemeter.

schwindigkeitspro-
portlonalen Da'mp' Abb. 180. Prinzip der Anordnung bei der Viskositdtsdimpfung.
fung.

Abb. 180 zeigt die einfachste Anordnung fiir ein Pendel. An der
verlingerten Pendelstange ist eine Platte befestigt, die in ein schmales,
mit der Dimpfungsfliissigkeit gefiilites GefiB eintaucht. Im Gegensatz
zu der Wirbeldimpfung liegt die Fliche der Dimpferplatte in der

TLehr, Schwingungstechnik T. 19
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Schwingungsebene und nicht etwa senkrecht dazu. Es findet also beim
Schwingen des Pendels eine Reibung der Platte an den umgebenden
Flisssigkeitsschichten statt, wobei, da die Platte an beiden Seiten gut
zugeschérft ist, eine rein laminare Stromung der Fliissigkeitsteilchen zu-
stande kommt. Wéihrend bei der Flissigkeits-Wirbelddmpfung die
Dampfungsfahigkeit der Flissigkeit keineswegs durch ihre Viskositét
bestimmt war, derart, daB} sehr verschieden viskose Fliissigkeiten, wie
Wasser und Maschinenél, nur wenig voneinander verschieden erscheinen,
kann im vorliegenden Fall der Dampfungswiderstand der Viskositdt
direkt proportional gesetzt werden. Andererseits wichst er mit geniigen-
der Niherung direkt mit der benetzten Fliche der Dampferplatte. Ver-
suche, die vom Verfasser mit Wasser, Petroleum und Maschinensl
durchgefithrt wurden, be-
statigten im wesentlichen
diese Aussage. Der Damp-
fungswiderstand der Vis-

Tabelle 15.

UberdenViskositats-Koeffizientenzyder
wichtigsten Dampfungsflissigkeiten.

R Viskositats- itatsda 4 i
Fliissigkeit Kooffizient 7 kom!;atsdampfung 148t sich
somit nach folgender For-
Wasser 200 . . . . . . . .. 0,010 mel berechnen:
Benzin 20° . . . . . . . .. 0,0045
Glyzerin 43% . . . . . . .. 0,043 (402) o=K:-F-7n.
[»)
St O ¢ Hierbei bedeuten:
» 86% . . . . . . .. 0,97 —
Petroleum . . . . . . .. .. 0,012 K = Konstante. Ver-
schwerfliissiges Maschinenol . . 1,7 = 3,4 fasser fand bei seinen Ver-
normales Maschinensl. . . . . 0,4 = 0,8 suchen im Mittel:
Dynamool . . . . . . . . .. 0,25 - 0,3
Rizinussl . . . . . .. . .. 10,3 (403) K =0,4-10"1.
Terpentinol . . . . . . . .. 0,019 . .
Terpentin 4 30 % Kolophonium 0,15 F = eintauchende Fla-
»w 1+ 60% » 340 che der Dimpferplatte in
cm?.

iy = Viskositatskoeffizient der Dampferfliissigkeit. Aus Tabelle 15
sind die Werte von 7 fiir die wichtigsten Fliissigkeiten zu entnehmen.

Zahlenbeispiel: Es ist eine Viskositiatsdimpfung fiir ein Pendel zu
entwerfen. Dasselbe besitzt ein Pendelgewicht von 10 kg. Der Abstand
des Schwerpunkts von der Drehachse ist s = 65 cm. Der Schwerpunkt
der Didmpferplatte liegt I =90 cm von der Drehachse entfernt. Als
Déampfungsfliissigkeit soll Maschinendl mit 7 = 0,45 verwendet werden.
Die Dampfung soll D = 0,35 betragen. Die Eigenschnelle des Pendels
ist: » = 3,88/sec. Es ist die GroBe der Dampferplatte zu berechnen.
Man erhilt:

5 & 2.0,01-652
0= 2ml-,r- D =—W~3,88-0,35 = 0,014 kg sec ecm .
Somit:
0 0,014

‘: == == 2
F 7K 0’45‘0,4.10_4—7800111 .
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Die Ausfiihrung dieser Dimpfung mit einer Platte ist unmoglich.
Dagegeﬁ ergibt sich eine sehr gliickliche Losung, wenn man gemif
Abb. 181 ein Plattenmagazin von z. B. 8 Platten aus 0,5 mm starkem
Aluminiumblech verwendet, die in 8 getrennten Kammern von je

Abb. 181. Viskositdts-Zellendimpfer mit Plattenmagazin.

z. B. 8 mm Breite schwingen. Jede der Platten erhilt im vorliegenden
Fall eine eintauchende Fliche von 100 cm? (z. B. 8:12,5 cm). Diese
Ausfithrung wird man in der Regel wihlen miissen, um mit der Vis-
kosititsdimpfung iiberhaupt geniigende Dampfungswiderstinde zu
erzielen.

Abb. 182 zeigt schlieBllich ein Ausfiihrungs-
beispiel der Viskositdtsdimpfung fiir Torsions-
schwinger. Hier 148t sich die Aufgabe kon-
struktiv besonders elegant bewiltigen. Der
Déampfer besteht im wesentlichen aus einem
oder mehreren auf gemeinsamer Achse be-
festigten Hohlzylindern, die in einem voll-
stindig mit der Dampfungsfliissigkeit gefiill-
ten, gegebenenfalls mit Zwischenwinden ver-
sehenen Gefal eingelagert sind. Am oberen AbD:182 Vikositits Zellendimp-
Ende des Gefilles tritt die Achse, die mit der
zu déimpfenden Masse zu verbinden ist, durch eine Dichtung aus.

Als Nachteil der Viskosititsdimpfung ist es zu bezeichnen, daB sie
von Temperaturschwankungen wesentlich beeinfluBt wird, weil sich
die Viskositit mit der Temperatur betrichtlich andert.

Zusammenfassung.

Uberall da, wo es auf eine Dimpfung ankommt, die genau einen der
Geschwindigkeit proportionalen Dampfungswiderstand aufweist, die
feinfithlig regelbar sein soll und sich bei Temperaturschwankungen
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292 Reibung und Dampfung.

nicht #ndern darf, kann nur eine elektromagnetische Wirbelstrom-
démpfung vorgesehen werden. Will man lediglich schwingungsfreies
Einspielen des Zeigers erreichen und eine grole Dampfungskraft auf
engem Raum unterbringen, so wird man die Fliissigkeits-Wirbeldamp-
fung vorziehen. Die Viskosititsdampfung kommt nur in Ausnahme-
fallen in Betracht.

Démpfungsapparate zur Dampfung erzwungener Schwingungen
werden im 2. Band ausfiihrlich besprochen.
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Technische Schwingungslehre. Ein Handbuch fir Ingenieure,
Physiker und Mathematiker bei der Untersuchung der in der Technik ange-
wendeten periodischen Vorgénge. Von Professor Dr. Wilhelm Hort, Dipl.-
Ing., Oberingenieur bei der Turbinenfabrik der AEG., Berlin. Z weite, véllig
umgearbeitete Auflage. Mit 423 Textfiguren. VIII, 828 Seiten. 1922,

Gebunden RM 24.—

AuBler den Schwingungen starrer und elastisch-fester Systeme werden die
Schwingungserscheinungen bei Gasen und Fliissigkeiten, ferner elektromagnetische
Schwingungen dargestellt. — Von besonderer Bedeutung ist die Anwendung der
Schwingungslehre auf praktische Fille.

Grundziige der techmnischen Schwingungslehre. von

Professor Dr.-Ing. Otto Foppl, Braunschweig. Mit 106 Abbildungen im Text.
VI, 151 Seiten. 1923. RM 4.—; gebunden RM 4.80

Die Grundlagen der mechanischen Schwingungslehre werden in 4 Kapiteln
zusammengefat. Es folgen Sonderprobleme, wie Dauerbeanspruchung und
Schwingungsfestigkeit, Massenkrifte und Massenausgleich usw. Durch anschau-
liche mechanische Betrachtungen werden zu umfangreiche mathematische Ab-
leitungen vermieden.

Drehschwingungen in Kolbenmaschinenanlagen unddas
Gesetz ihres Ausgleichs. Von Dr.-Ing. Hans Wydler, Kiel. Mit einem
Nachwort: Betrachtungen iiber die Eigenschwingungen reibungsfreier Systeme.
Von Professor Dr.-Ing. Guido Zerkowitz, Miinchen. Mit 46 Textfiguren.
VI, 100 Seiten. 1922. RM 6.—

Die Berechnung der Drehschwingungen und iwe An-
wendung im Maschinenbau. Von Heinrich Holzer, Oberingenieur der Ma-
schinenfabrik Augsburg-Niirnberg. Mit vielen praktischen Beispielen und
48 Textfiguren. IV, 200 Seiten. 1921. RM 8.—; gebunden RM 9.—
Das Buch zeigt in streng wissenschaftlicher Weise die Untersuchung der

Drehschwingungen von Mehrkurbelmaschinen an einfachen Berechnungsverfahren

und an sorgfiltig durchgerechneten praktischen Beispielen.

Mechanische Schwingungen und ihre Messung. von

Dr.-Ing. J. Geiger, Oberingenieur, Augsburg. Mit 290 Textabbildungen und

2 Tafeln. XII, 305 Seiten. 1927. Gebunden RM 24.—

Der nicht nur durch seine wissenschaftlichen Arbeiten, sondern auch durch
seine praktischen Erfolge und die Konstruktion einschligiger MeBvorrichtungen
als Autoritit auf dem behandelten Gebiet geltende Verfasser hat hier ein bahn-
brechendes Werk geschaffen, das nicht nur die wissenschaftliche Seite der
Schwingungsprobleme behandelt, sondern auch die hierfiir notwendigen Bei-
werte bringt und insbesondere die praktische, experimentelle und meBtechnische
Seite eingehend erértert.

Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewshnlichen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges iiber
partielle Differentialgleichungen und Differenzengleichungen. Von Dr. Erich
Schneider. Mit 49 Textabbildungen. VI, 194 Seiten. 1924.

RM 8.40; gebunden RM 10.—
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Lehrbuch der technischen Physik. von Professor Dr.-Ing. Hans
Lorenz, Geh. Reg.-Rat, Danzig. Zweite, neubearbeitete Auflage.

Erster Band: Technische Mechanik starrer Gebilde. Zweite, voll-
sténdig neubearbeitete Auflage der ,,Technischen Mechanik starrer Gebilde*.

Erster Teil: Mechanik ebener Gebilde. Mit 295 Textabbildungen. VIII,

890 Seiten. 1924. Gebunden RM 18—
Zweiter Teil: Mechanik rdumlicher Gebilde. Mit 144 Textabbildungen.
VIII, 294 Seiten. 1926. Gebunden RM 21.—

Eine neuzeitliche wissenschaftliche Darstellung der technischen Mechanik.
Eingehende Behandlung der Schwingungslehre und der Bewegungswiderstinde
mit zahlreichen Beispielen. Stabilitdts- und Regulierprobleme, Auswuchtung
und Massenausgleich; Kreiselbewegung mit technischen und kosmischen An-
wendungen.

Lehrbuch der Technischen Mechanik :tir Ingenieure und
Physiker. Zum Gebrauche fiir Vorlesungen und zum Selbststudium. Von
Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl, Karlsruhe. Zweite, vollstindig um-
gearbeitete Auflage. Mit 249 Textabbildungen. VIII, 318 Seiten. 1930.

RM 17.50; gebunden RM 19.—

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. %in Lehrbuch
der Statik und Dynamik fiir Ingenieure. Neu beatbeitet von Dr.-Ing. Max
Ensslin-ESlingen. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 295 Textabbildungen.
XVI, 564 Seiten. 1922. Gebunden RM 15.—

Ziel: Anwendung der Mechanik auf technische Aufgaben; Weg: einfache
klare Grundlegung, allmihliche Einfiihrung der analytischen, vektoriellen und
graphischen Hilfsmittel, Beriicksichtigung des Versuches in den Abschnitten
uber Reibung und iiber StoB. In der Statik sind einfache Maschinen, seilartige
Korper, Stabverbindungen behandelt, in der Dynamik Kreisel, Schwingungen,
Dynamik des Kurbelgetriebes. )

Einfilhrung in die Mechanik und Akustik. von Dr.-Ing. e h.
R. W. Pohl, Professor der Physik an der Universitit Gottingen. (Band I
der ,Einfilhrung in die Physik“.) Mit 440 Abbildungen, darunter 14 ent-
lehnte. VIII, 250 Seiten. 1930. Gebunden RM 15.80

Graphlsche Dynamlk. Ein Lehrbuch fiir Studierende und Ingenieure.
Mit zahlreichen Anwendungen und Aufgaben. Von Professor Ferdinand
Wittenbauner ¥, Graz. Mit 745 Textfiguren. XVI, 797 Seiten. 1923.

Gebunden RM 30.—

GroBangelegte und systematische Darstellung des gesamten Lehrgebiudes
der graphischen Dynamik, als dessen Begriinder der Verfasser angesehen wer-
den kann. Ausbau der Kinematik auf Probleme der Kinetik verbundener ma-
terieller Systeme. Bestimmung der Gelenks- und Fiihrungskrifte. Rein dyna-
mische Methoden der Systemmechanik, insbesondere fiir einen Freiheitsgrad
(Zwanglauf). Schwungradberechnung.
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Landolt-Bornstein, Physikalisch-chemische Tabellen.
Fiinfte, umgearbeitete und vermehrte Auflage. Unter Mitwirkung von
Fachgelehrten herausgegeben von Dr. Walther A. Roth, Professor an der
Technischen Hochschule in Braunschweig, und Dr. Karl Scheel, Professor
an der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt in Charlottenburg. Mit einem
Bildnis. In zwei Bianden. XIX, 1695 Seiten. 1923. Gebunden RM 106 —

Erster Erginzungsband. X, 919 Seiten. 1927. Gebunden RM 114.—
Zweiter Erginzungsband. In Vorbereitung.

Ein seit fast einem halben Jahrhundert fiir den Physiker, Chemiker und
Ingenieur unentbehrliches Nachschlagewerk, welches iiber alle bekannten Eigen-
schaften der Stoffe zahlenmédBige, durch Literaturstellen belegte Auskunft gibt.
Das Werk wird durch Erginzungsbinde dauernd auf der Héhe gehalten.

Die Dauerpriifung der Werkstoffe ninsichtlich ihrer
Schwingungsfestigkeit und Démpfungsfahigkeit. Von Professor
Dr.-Ing. O. Foppl, Vorstand des Wohler-Institutes, Technische Hochschule
Braunschweig, Dr.-Ing. E. Becker, Ludwigshafen, Dipl-Ing. G. v, Heyde-
kampf, Braunschweig. Mit 103 Abbildungen im Text. V, 124 Seiten. 1929.

RM 9.50; gebunden RM 10.75
Die Grundbegriffe (Schwingungsfestigkeit, Dimpfungsfihigkeit, Randdimpfung,

Grenzfestigkeit, Grenzdehnung, Oberflichenempfindlichkeit usw.) werden einge-

fihrt. Es folgt eine Beschreibung der verschiedenen Dauerversuchsarten (Dauer-

stand-, Dauerschlag-, Zugdruckwechsel-, Biegungsschwingungs-, Drehschwingungs-
und Ausschwingversuche). Die bisher bekannt gewordenen Dauerpriifeinrich-
tungen werden, besonders mit Riicksicht auf die in Deutschland entwickelten

Verfahren eingehend beschrieben. Die wichtigsten Ergebnisse werden mitge-

teilt und kritisch betrachtet.

Die Dauerfestigkeit der Werkstoffe und der Kon-

struktionselemente. Elastizitat und Festigkeit von Stahl, Stahl-
guBl, GuBeisen, Nichteisenmetall, Stein, Beton, Holz und Glas bei oftmaliger
Belastung und Entlastung sowie bei ruhender Belastung. Von Otto Graf.
Mit 166 Abbildungen im Text. VIII, 131 Seiten. 1929.

RM 14.—; gebunden RM 15.50

Die Kenntnis der Eigenschaften der Werkstoffe bildet eine wesentliche
Grundlage fiir das technische Schaffen. Die Bestellung und Abnahme der
Werkstoffe erfolgt zur Zeit vorwiegend nach einfachen Zerreiversuchen. Die
Ergebnisse solcher Versuche geben keinen ausreichenden AufschluB iiber die
Widerstandsfahigkeit des Werkstoffs in den Maschinen und Bauwerken. Des-
halb mufl an Stelle der heute iiblichen Festigkeit die Widerstandsfihigkeit bei
oftmals wiederholter Belastung treten, unter Verhiltnissen, die den wirklichen
nahekommen. Was hierzu bekannt ist, wird in dem vorliegenden Buch zu-
sammenfassend beurteilt.

Festigkeitslehre fiir Ingenieure. von Dipl-Ing H. Winkel+,
Studienrat an der Beuthschule, Berlin. Nach dem Tode des Verfassers be-

arbeitet und erginzt von Dr-Ing. K. Lachmann. Mit 363 Textabbildungen.
VII, 494 Seiten. 1927. Gebunden RM 26.—

FeStlgkeltSlellPe- Von 8. Timoshenko, Professor der Mechanik an der
Unversity of Michigan, Ann Arbor; vorm. an den Technischen Hochschulen
Kiew und Petersbuig, und I. M. Lessells, Masch.-Ingenieur d. Research Dept.
Westinghouse Electric and Mfg. Co. Ins Deutsche iibertragen von Dr. I, Malkin,
Ingenieur. Mit 391 Abbildungen im Text. XVIII, 484 Seiten. 1928.

Gebunden RM 28.—
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Taschenbuch fiir den Masechinenbau. Bearbeitet von zahlreichen
Fachgelehrten. Herausgegeben von Professor H. Dubbel, Ingenieur, Berlin.
Fiinfte, vollig umgearbeitete Auflage. Mit 2800 Textfiguren. In zwei
Binden. 1929.

I. Band: X, 853 Seiten.

II. Band: 903 Seiten. Zusammen gebunden RM 26.—
Bei Bezug von mindestens 25 Exemplaren an je RM 22.—

Das Dubbelsche Taschenbuch gibt kurz, prignant und erschopfend Auskunft
iiber alle Fragen des Maschinenbaues. Es erginzt nicht nur die Kenntnisse
des Praktikers als ein nie versagendes Nachschlagebuch, sondern es dient vor
allem dem Studierenden als unentbehrliches Lehrbuch, Der Stoff ist in so griind-
licher und trefflicher Weise bearbeitet, daB auch der Spezialist jedes einzelnen
Sachgebietes die entsprechenden Abschnitte mit Erfolg zu Rate ziehen kann.

Einfiihrung in die Elektrizititslehre. von Professor R. W.
Pohl, Dr.-Ing. e. h., Gittingen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 393 Ab-
bildungen, darunter 20 entlehnte. VII, 259 Seiten. 1929. Gebunden RM 13.80
Das Buch bringt in méglichst einfacher Form die experimentellen Grundtat-

sachen der Elektrizititslehre und ihre Zusammenfassung im Sinne Maxwells und

der atomistischen Vorstellungen.

Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik. von Professor Dr.

Adolf Thomiilen. Zehnte, stark umgearbeitete Auflage. Mit 581 Text-
bildern. VIII, 359 Seiten. 1929. Gebunden' RM 14.50

Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. barstellung
der fiir Ingenieure und Physiker wichtigsten gewéhnlichen und partiellen
Differentialgleichungen, einschliellich der Niherungsverfabren und mecha-
nischen Hilfsmittel. Mit besonderen Abschnitten iiber Variationsrechnung und
Integralgleichungen. Von Professor Dipl-Ing. Dr. Wilhelm Hort, Oberinge-
nieur der AEG-Turbinenfabrik in Berlin. Zweite, umgearbeitete und ver-
mehrte Auflage unter Mitwirkung von Dr. phil. W, Birnbaum und Dr.-Ing.
K. Lachmann. Mit 308 Abbildungen im Text und auf zwei Tafeln. XII,
700 Seiten. 1925. Gebunden RM 25.50

Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln (Nomo-

graphle) Von Prof. Dr.-Ing. P. Werkmeister, Stuttgart. Mit 164 Text-
abbildungen. VII, 194 Seiten. 1923. RM 9.—; gebunden RM 10.—

Einfiihrung in die mathematische Behandlung natur-

wissenschaftlicher Fragen. von Aiwin Walther, o. Professor
fiir Mathematik an der Technischen Hochschule Darmstadt. Erster Teil:
Funktion und graphische Darstellung. Differential- und Intregalrechnung.
Mit 174 Abbildungen. VTIIL. 220 Seiten. 1928. RM 8.60; gebunden RM 9.60

Technisches Denken und Schaffen. Eine leichtverstindliche
Einfihrung in die Technik. Von Professor Dipl.-Ing. Georg v. Hanffstengel,
Berlin. Vierte, neubearbeitete Auflage. Mit 175 Textabbildungen. XII,
228 Seiten. 1927. Gebunden RM 6.90
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