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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Моделирование - один из самых старых и, пожалуй, наиболее 
распространенных приемов демографического анализа. Более того, 
именно публикацию в 16.Р2 г. первой демографической модели -
таблицы смертности населения Лондона, построенной Дж. Граун
том, - принято считать моментом зарождения демографии как 

науки. С тех пор ее развитие неразрывно связано с моделированием, 
со стремлением найти и выразить закономерность демографическо
го процесса, не затемненную влиянием привходящих обстоятельств. 
Можно с уверенностью сказать, что никакая другая общественная 
~аука не имеет столь развитой и столь давно сложившейся системы 
разнообразных математических моделей, как демография. 

Поиск и моделирование этих закономерностей отражали как из
менение в демографических процессах и характе.ре воспроизводства 
населения в изменявшихся социальных условиях, так и эволюцию 

самой науки. Первые модели основывались на идее стационарности 
демографических процессов, а затем на длительный период цент
ральное место в анализе :цаселения занимает моделирование-смерт

ности. Снижение рождаемости, начавшееся в западноевропейских 
странах во 2-й половине XIX в., привлекло внимание к изучению и 
моделированию эакономер,J1остей плодовитости. В середине ХХ в. 
д~огр.афия, обогащенная полуторавековым опытом исследований, 
·Вновь возвращается к обобщепным моделям воспроизводства насе
ления, однако уже на новой, более глубокой основе. 

В последние годы моделирование демографических процессов 
получило большое развитие в исследованиях воспроизводства насе
ления, его факторов и взаимосвязей с другими социально-экономи
ческими явлениями. Усложнение демографичес.ких процессов, новые 
явления в характере воспроизводства населения, долго счи-,авшем

ся предопределенным «божественным порядком», вызвали углубле
ние демографических исследований. и показали, что движение насе
ления представляет собой многосложное явление, подчиняющееся 
воздействию многих обстоятельств. Открылась демография разви
вающихся стран, воспроизводство населения которых не имело ис

ториче(ЩНХ аналогов. Изуqение закономерностей демоrрафическо
rо движения показало, что необходимо отвлечься от преходящих 
обстоятельств, потребовало абстракции, для которой моделирова
ние явилось наиболее подходящим методом. В- то же время .понима
ние зависимости развития насеJiения от всего процесса обществе.н-
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наго развития вызвало необходимость изучения связей демографи
ческих факторов с другими, лежащими вне населения. 

Стала более ясной и зависимость воспроизводства населения в 
целом от отдельных демографических процессов, взаимосвязь их 
в процессе движения населения. Было понято, накоаец, что воспро
изводство населения зависит не только от сегодняшнего состояния 

демографических процессов, но и от их изменений в прошлом, отра
женных в существующей структуре населения. Необходимость пред
видения будущих демографических изменений и усиление прогно
стической роли демографических исследований побудили анализи" 
ровать эту инерционность и рассматривать перспективы роста насе

ления сквозь призму не только ближайших лет, но н в более широ
ком историческом аспекте. Как следствие этого - шнрокое распро
странение регулярных демографическпх расчетов вообще и прогно
зов в частности, стремление к универсальности методов их проведе

ния, разработка многофакторных и нестационарных демографиче
ских моделей для анализа динамикп и для научно обоснованного 
прогноза демографических процессов. 

Вместе с тем к середине ХХ в. создались благоприятные возмож
ности для развития демографичес1<0го моделирования. Было накоп
лено достаточно много фактических данных об этих процессах, чрез
вычайно расширилась сфера демографических исследований, охва
ти:вшая весьма широкий круг стран с самыми разными демографи
ческими условиями. Это создало предпосылки для обобщения и 
сопоставления демографических фактов и тенденций, для поисков об
щих закономерностей, выделения особенностей, обусловленных спе
цификой исторического развития, для попыток выделения некото
рых типов явлений. Немалую роль в развитии моделирования 
сыграло и развитие демографической теории как в отношении более 
глубокого понимания существа происходящих процессов и их вза
имосвязей, так и. в отношении методологии исследования, в частно" 
сти и математического аппарата демографии. Наконеn., распростра
нение и совершенствование современной вычис~ительной техники 
помогло преодолеть извечную беду демографических исследова
ний - трудоемкость расчетов, связанную с необходимостью ·Обра
ботки и обобщения массы статистических данных, - и привело 
к тому, что сложность модели перестала быть критерием ее прием
лемости. 

В самом общем виде модель - это некоторое условное построе
ние, воспроизводящее характеристики реального объекта и спе
циалыJо создs:~нное для изучения последнего. Модель - всегда уп
рощенная схема, однако она призвана отражать существенные чер

ты моделируемого объекта. Для этого она должна быть теоретиче
ски оGоснована, т. е. логически выражать саму природу моделируе
мого явления. «Схемы сами по себе ничего доказывать не могут; 
они могут только иллюстрировать процесс, если его отдельные эле

менты выясненьJ теоретически»*. Это значит, что построение любой 
модели должно исхоДJiть цз понимания сущности моделируемого 

* Лен ин В И Полн собр соч., т 4, с 51, 52. 
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явления. Поскольку такое понимание опирается на имеющийся 
опыт, модель не может быть чисто умозрительным построением, она 
всегда· создается на основе предварительного изучения моделируе

мого объекта. Чем больше мы знаем о существе процесса, тем бли
же модель к реальности. Модель - это образ действительности, но 
образ упроiценный, результат некоторого обобщения, абстракции. 
Создавая этот образ, мы отвлекаемся от второстепенных черт, вы
деляя глаВJ·IЫе. В этом достоинство моделей как ин.струмента и мо
делирования - как метода ис'Следования. Вместе с тем моделиро
вание не только не заменяет теоретического анализа, но и возмож

но лишь на его основе. 

В демографическом исследовании роль моделей особенно вели
ка: помимо отмеченной уже многосложности воспроизводства насе ... 
ления, в демографии, в отличие от других естественных и даже об
щественных наук, эксперимент невозможен, а исторические анало

гии как средство исследования почти всегда неприменимы. 
Многие демографические показатели, широко используемые 

в практике демографического анализа, рассчитываются исходя из 
демографических моделей и могут быть правильно интерпретиров.а
ны только в рамках демографичес1<их моделей. К их числу отно
сятся такие показатели, как средняя продолжительность предстоя

щей жизни, нетто- и брутто-коэффициенты воспроизводства, коэф· 
фициент прогрессивности режима воспроизводства (в дальней
шем - истинный коэффициент естественного прироста) и многие 
другие. _ -

Демографические модели служат для практических расчетов 
(например, модель передвижки по возрастам, как основа демогра
фического прогноза) и для целей анализа (модель стабильного на
селения). Широкий класс моделей - к ним относятся многочислен
ные демографические таблицы - служит как целям демографиче
ского анализа, так и для практических расчетов. В последнее вре
мя получили шцрокое распространение теоретические модели насе

ления, служащие для заполнения пробелов в текущем учете насе-
ления. . 

Под демографической моделью обычно понимается математ~че
ское описание тех или иных демографических явлений. 

В большинстве случаев демографические явления довольно 
сложны и не могут быть описаны простой функцией. Именно поэто
му исторически моделирование в демографии началось с числовых 
моделей, или так называемых демографических таблиц. 

С точки зрения объекта моделирования демографические мод.е-
. ли делятся на модели отдельных демографических процессов и мо
дели процесса воспроизводства населения в целом. Причем модели 
воспроизводства населения различаются между собой степенью де
тальности учета тех или иных его компонентов*. 

В зависимости от того, учитывают ли модели различия меж·дУ 
вероятностью и частотой демографических событий, демографиче-

* См: статью «Демографяческве модели» в словаре-справочнике «Математи-
ка и кибернетика в экономике». М., «Экономика», 1975, с. 96-99. , · 
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ские модели делятся на стохастические (вероятностные) и детерми
нистские. Модели, в которых пуоцесс моделируется для населения 
в целом, называются макромоделями. Если же моделируется демо
графическое явление, nроисхqдящее с индивидуумом или малой 
группой (семьей), то модель называется микромоделью. 

Наконец, в зависимости от того, входят ли в модель возраст, 
время и другие аналогичные параметры как непрерывные величи

ны или с постоянным шагом, модели делятся на непрерывные и дис

кретные. 

Наиболее распространены детерминистские макромодели (как 
дискретные, так и непрерывные) и стохастические дискретные ми
кромодели (имитационные модели), все большее развитие которых 
связано с прогрессом вычислительной техники. 

Рост объема и повышение качества статистики населения, увели
чение числа стран, охваченных демографической статистикой, при
вели к тому, что изменилась основная функция моделей, которые из 
средства борьбы с неполнотой дем01rрафиt1еской статистики превра
щаются в средство анализа и прогноза; началось бурное развитие 
конкретных демографических моделей, основанных на фактической 
статистической информации. 

Современный этап развития моделирования в демографии ха
рактеризуется возникновением целого ряда экономико-демографи
ческих, Демоэкологических и биологических моделей, связывающих 
демографические явления с их внедемографическими факторами. 
Эти модели нашли отражение в сборнике лишь в той мере, в какой 
они упоминаются в обзqре Н. Кейфица. Это связано, во-первых, 
с тем, что такие модели по степени завершенности и обоснованно
сти существенно уступают «чисто» демографическим моделям; 
во-вторых, что ка•сается экономико-демографических моделей, 
в·большинстве случаев в их основе лежат закономерности капитали
стического способа производства и возможность их применения 
к анализу воспроизводства населения СССР сомнительна. К тому 
же собственно демографическая часть таких моделей, как правило, 
сравнительно мало развита. Поэтому со'Ставители сборника сочли 
целесообразным ограничиться главным образом демографическими 
моделями, имея в виду большие перспективы их применения в со
ветской демографии. 

Вне данного сборника остались также все математико-статисти
ческие модели, изучающие и моделирующие взаимосвязь компонен
тов воспроизводства между собой и с другими процессами средства
ми математической статистики: корреляции, регрессионного анали
за и т. д., включая эмпирическую аппроксимацию сложными функ
·циями (например, кривыми Пирсона и др.). Среди этих моделей хо
телось бы отметить так называемые модельные демографические 
таблицы, которые. практически совсем не освещены в советской ли
тературе, хотя несомненно заслуживают специального рассмотре

ния. 

Руководствуясь соображениями: практической пользы, мы отве
ли центральное место в сборнике классу наиболее развитых моде-
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лей - детерминистским макромоделям воспроизводства населения. 
Модели этого класса лежат в основе большинства имеющихся ку· 
мулятивных измерителей режима воспроизводства. Они применяют
ся для оценки состояния и перспектив развития населения. Пра
вильное понимание особенностей этих моделей должно защитить 
исследователей от неверных выводов (вроде угрозы депопуляции), 
которые нередко делаются на их основе. 

К изложенному следует добавить, что моделирование демогра
фических процессов занимает видное место и в отечественной демо
графии, начиная еще с работ Эйлера. Это направление исследова
ний широко представлено в ней известными работами советских 
демографов: В. В. Паевского, С. А. Новосельск·ого, Ю. А. Корчака
Чепурковского, Б. С. Ястремского, А. Я. Боярского, а в последние 
годы - И. А. Герасимовой, О. В. Староверова, Е. М. Андреева, 
С. И. Пирожкова, В. Ф. Шукайло, А. Г. Вишневского, С. В. Соболе
вой и др. К сожалению, зарубежным авторам эти работы, по-види
мому, практически неизвестны, так как они не отражены в публи
куемых здесь обзорах. 

Сборник открывает_kт_ать5!. Натана Кейфица «Математический 
анализ населения», в которой в очень сжатой форме излаг&ется 
совреr.1ещюе состояние и последние достижения в развитии матема

тического анализа населен:Ия. Статья со:Д-ержит перечень современ
ных математических моделей населения и намечает дальнейшие 
перспективы в этой области. Снабженная обширнейшей библиогра
фией, она может стать путеводителем в мире современных демQrра
фических моделей. Следует отметить, что автор статьи рассматри
вает лишь математически развитые (т. е. обладающие достаточно 
сложным математическим аппаратом) модели, оставляя без внима
ния целый ряд классических демографических моделей, такие, как, 
например, таблиц:QI смертности й т. д. 

р~~ота известного французского демографа Леона Таба пред
ставляет собой о9зор моделей в исследовании одн'оИИз фундамен· 
тaJIЫfbl~~!И! §~~1!..~!!.~РS!~Й--:- соотношения ~99.RtlCD:lOЙ 
С'Ц)у;к:Fуры нас.ед~&_ плодовитости и_см.е.рiнi:iсrи. Центральное ме
сто в развитии этого наПравЛе~имает теория стабильного на
селения Лотки, поскольку она оказала глубокое влияние на все по
следующее изучение этого аспекта воспроизводства населения. Ее 
современные модификации, описанные в работе Таба, связаны с. от· 
казом от моделей лишь для одного пола, отказом от гипотезы 
замкнутого населения, переходом к поперечному анализу. Они отра· 
жают стремление приблизить модельные построения к действитель
ности и учесть в них факторы, оказывающие сегодня заметное влия
ние на характеристики воспроизводства населения, а также обоб
щить модели на населения с меняющейся плодовитостью и смерт

ностью. 

Эти направления слежились в теоретической демографии к сере
дине н~шего века и по существу не изменились с тех пор, как обзор 
Таба был Представлен на Вторую Всемирную конференцию по на
родонаселению в Белграде (1965 г.). С тех пор получило развитие 
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лишь одно направление - построение· так называемых модельных 
таблиц, обобщающих и типизирующих демографические процессы 
Их значение определяется тем, что они пригодны для восстановле
ния демографических характеристик по отрывочным и неточным 
данным и, кроме того, указывают последствия современных наблю

давшихся тенденций на различных этапах демографического пере
лода. Вместе с тем следует отметить слабость этих таблиц, свой
ственную всем корреляционным моделям: невозможность распро

странить установленные ими соотношения на иные условия места и 

времени. Однако, как уже указывалось, они остаются за пределами 
сборника. 

i::!e_pJ:'a_я из двух публикуемых в сборнике работ видного француз
ского демографа Жана Буржуа-Пиша увидела свет в качестве при
.rюжения к подготовленному им для ООН обширному труду «Поня
тие стабильного населения. Применение для изученпя населения в 
странах с неполной демографической статистикоII>> В этой книге, 
как следует из ее названия, детально рассматрпвается возможность 

восстановления данных о численности, составе п росте населения на 

основе· отрывочных п недостоверных данных о населении, т. е. в си

туации, характерной для развпвающихся стран. В основе их приме-
. нения для этой цели лежит гипотеза о том, что фактичес1<0е насе
ление стабильно В публикуемой работе Буржуа-Пиша эта гипотеза 
стабильности подвергается критическому анализу, т. е. рассматри
вается случай, когда население не стабильно, но развивается под 
дейе~твием неизменного режима воспроизводства. Автор исследует, 
насколько отличается данное население от стабильного, как эти от
личия влияют на годовое число рождений и смертей и на числен
ность населения. С другой стороны, рассматривается зависим.ость 
размера и характера различий от режима воспроизводства населе
ния, которому подвержено население от закономерностей смерт· 
ности и уровня плодовитости. 

Автор ус_:г11навливает свя~ь структуры населения в некоторый на
чальный момент с его будущей численностью в рамках данного ре 
Ж'ймаВоёпроИэводства и вводит понятие «потенциала демоrрафиче
ског9 роста», который нашел развитие в другой из публикуемых его 
статей. 

~ ~:га:_р~ Ж. "Бур~ха-f!.!lша «Стабильные, полустабильные насе
лени1r И потенциал роста» развиваются некоторые положения пер
вой работы. Автор обобща~т-- модели стабильного населения на оба 
поЛаt вводит И подробно рас.сматрпвает понятие «полустабильного 
~лен!!~»~.J! iакж.е. nонятдя ине]ции населения и потенциала де-
моr2~ическq_г9 p_oga. · 
~Как уже упоминалось, одно из важных направлений современ

ного демографического моделирования представляет -собой имита
ционное, стохастическое микромоделирование. По мере усложне
ния модели возможность ее аналитического решения уменьшается. 

Выход из этого·тупика открывают статистичес:кие микромодели, 
построенные на принципе имитации процесса. Принцип имита.цион
ного моделирования - моделирования на ЭВМ методом Монте· 
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Карло - состоит в следующем: интересующие исследователя собы
тия жизни индивидуума (или группы) представляются на каждом 
временном шаге в виде конечного набора альтернатив с определен
ными вероятностями осуществления и функциями распределеIJИЯ 
этих вероятностей, после чего на ЭВМ гrрослеживается «жизнь» ин
дивидуума, причем всякое событие принимается наступающим или 
нет в зависимости от некоторого набора случайных чисел. 

Как следует из публикуемого обзора Н. Кейфица, возможности 
таких моделей достаточно широки и освоены далеко не полностью. 

Имитационные модели населения ;- это самостоятельная ветвь 
демографического моделирования. И одна-две статьи на эту тему 
в сборнике вряд ли дали бы о ней полное представление. Поэтому 
составители сочли целесообразным, впредь до того, как появится 
возможнрсть подробно осветить это направление, включить в сбор
ник лишь статью Г. Файхтинrера «Стохастические модели выбытия 
в статистике населения)), которая представляется своеобразным 
«мостом» от макродетерминистских к микростохастическим моде

лям. Автор не ставит перед собой задачу построения имитационной 
модели, но рассматривает возможность описания демографических 
явлений (процессов) как последовательности элементарных случай
ных (в теоретико-вероятностном смысле) событий. Представлен
ные в статье модели могут быть непосредственно положены в осно
ву машинной имитации. Статья особенно интересна тем, tiтo в ней 
содержится вся «аксиоматика» микромоделирования, вводятся стро

гие определения, рассматриваются преимущества имитации перед 

традиционными способами моделирования. 
Разумеется, помещенные в сборнике работы представляют лишь 

некоторые аспекты этой широкой области демографического ана· 
лиза·. Составители надеются, что они тем не менее принесу.т пользу 

советским читателям. 

Е. М. Андреев 

А. Г. Волков 



Натан Кейфиц 

МАТЕМАТИЧЕСl(ИП АНАЛИЗ НАСЕЛЕНИЯ 

N а t h а n К е у f i t i·. Population mathematics. Internatio· 
nal Population conference (London) 1969). Vol I, Liege, 1971. 

В этом докладе делается попытка очертить границы математи
ческой демографии на тот момент, когда он написан, 11 указать не
которые нерешенные проблемы и возможные направлеrшя дальней
шего развития. Решение такой задачи возможно лишь в виде биб
лиографического описания: на нескольких страницах трудно даже 
перечислить осиощ{ые достижения в этой области, а I:ЗОСпроиэвести 
содержание исследований просто немыслимо. Подробно результаты 
исследований изложены в работах, указанных в списке литературы. 
Направления дальнейшего развития, предлагаемые далее, носят 
субъективный характер, как и любое предсказание такого рода: 
то, что кажется пробелом в наших знаниях сегодня, завтра может 
быть решено или же просто обойдено, так как в результате неожи
данных открытий интерес сосредоточится на чем-либо другом. Кро
ме того, демография настолько тесно связана с явлениями реаль
ного мира, что ее дальнейшее развитие вряд ли будет самостоя
тельным: на него, несомненно, окажут влияние новые явления об
щественной жизнй. 

Интегральное уравн~ние Лотки 

Классическая часть формальной демографии исходит из предпо
сылки о неизменности возрастных коэффициентов рождаемости и 
смертности в населении одного пола. Если рассматривается только 
смертность, то м~ получаем таблицу смертности, которую можно 
интерпретировать как описание стационарного населения, в кото

ром число смертей равно числу рождений. Если числа родившихся 
и умерших соответствуют реально существующим данным (иначе 
rоворя, с математической точки зрения, если они произвольны), то 
мы получим более общую и интересную теорию, первоначально раз
:витую Латкой в ряде книг и статей, выходивших с 1907 по 1948 г., 
полное изложение которой можно найти в работах Лотки (Lotka, 
1939) и Родса (Rhodes, 1940). В сущности, интегральное уравне
ние Лотки устанавливает соотношение между числом рождений не
которого поколения и числом рождений предыдущего поколения. 
Для каждой новорожденной из предшествующего поколения суще
ствует некоторая вероятность дожить до каждого последующего 

возраста и в этом возрасте родить. Суммируя по всем возрастам 
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общие вероятности обоих этих событий, получим математическое 
ожидание числа рождений в последующем поколении. Это простое 
и очевидное соотношеuие несколько усложняется допущением о 

произвольном характере начального возрастного распределения. 

Если выразить это соотношение в виде интегрального уравнения, то 
последнее можно решить, причем в его решение входят важные 
константы, в том числе истинный коэффициент естественного при
роста (Sharpe and Lotka, 1911). Коул (Coale, 1957) описал э~оном
ный путь поиска численного значения главно1го корня этого уравне
ния, а позже (Coale, 1968) весьма подробно исследовал комплекс
ные корни. В работе Кейфица и Флигера (Keyfitz and Flieger, 1968). 
приводятся результаты расчета трех основных корней для почти 
600 человеческих популяций. Баджема (Ba]ema, 1963) методом глав
ного корня исследовал дифференциацию умственных способностей. 

Четыре обобщения уравнения Лотка 

В настоящее время работы Лотки развиваются в четырех на
правлениях. Первое, продвинутое в основном Феллером (Feller, 
1941 ) , используется для получещ1я более простого и более точного 
решения интегрального уравнения Лотки преобразованием Лапла
са. Большая точность достигается путем утверждения о достаточ
ных и необходимых условиях, при которых решение Лотки кор
ректно. 

Вторая группа работ, связанная с именем Лесли и впоследствии 
развитая Гудменом, основана на изложении модели Лотки в тер
минах дискретной математики. Лесли подошел к вопросу путем оп
ределения матричного оператора, применение которого приводит 

к тем же результатам, что и передвижка населения по возрастам,---:

метод, в течение долгого времени применявшийся исследователями 
населения (Cannan, 1895; Bowley, 1924; Whelpton, 1936). Разложе- . 
ние этой матрицы на спектральные составляющие (LesПe, 1945) 
дает результаты, аналогичные решению интегрального уравнения 

и удобные для вычислений, особенно если они производятся н~ 
ЭВМ. Коул (Coale, 1954) анализировал пере~движку по возрастам 
с помощью частных производных. Гудмен (Goodшan, 1968) предло
жил отличную от предшествующих дискретную модель, которая не 

требует ни матриц, ни частных производных. 
Вскоре обнаружилось, что модель 4ля одного пола, будучи при

менена к мужскому полу, Дает результаты, несовместимые с резуль
татами, которые получаются при ее применении к женскому полу. 

I(армел (Karmel, 1948) обратил внимание на эту проблему, а так
же показал, что для получения совместимости, которая в действи
тельности, очевидно, существует, необходимо, по-видимому, более 
адекватно представить в модели процесс формирования брачных 
пар. Это наблюдение прйвело к третьему направлению развития 
теории Лот~и, к моделям более удачным, чем однополая модель 
с дифференциацией по возрасту. Вклад в разработку модели для 
двух полов сделали Поллард (PoПard, 1938), Кендел (Kendall, 1939) 
и Гудмен (~o~dma~, 19~3). Соз?-анная ими модель для двух ~олов 
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может быть выражена как в непрерывной, так и в дискретной (Go
odman, 1968) форме. Оба эти пути абсолютно непротиворечивы. 
Однако элемент условности, свойственный модели для одного пола, 
-все же не устранен. Скорее, он перенесен на ~опрос о том, какой 
пол доминирует в рождаемости, т. е. на то, в какой мере рождения 
зависят от числа мужчин, в какой - от числа женщин. Очевидно, 
что если при передвижке в соответствующих (т. е. брачных и пло
довитых) возрастах оказывается меньше мужчин,, то число рожде
ний в большей степени зависит от числа мужчин, и соответственно 
его в большей степени определяют женщины, если в1тех же воэра
·стах меньше женщин. 

Пока для модели с эндогенным (т. ё. определяемым внутри са
мой модели) доминированием одного из полов еще не предвидится 
решения (см. дале~ обсуждение проблемы брачного рынка). 

Четвертое направление развития теории Лотю1 связано с необ
ходимостью установить очередность браков и рождений. Его важ
ность стала очевидной с появлением работ, описывающих сильные 
колебания чисел рождений в 30-х и 40-х годах. Сначала демогра
фы думали, что это указывает на какую-то «ошибку» в модели для 
одного пола, предложенн9й Леткой; теперь мы видим, что предпо
лагаемая ошибка в действительности не что иное, как необходи
мость принять во внимание другие переменные и по-иному разра

ботать данные. Викселль (Wicksell, 1931) и Хеджнел (Hajnal, 1950) 
показали, что функцию плодовитости, которая входит в интеграль~ 
ное уравнение Лотки, можно с успехом разложить на вероятность 
брака и вероятность рождения ребенка в браке (внебрачные рож
дения требуют особого рассмотрения). Уэлптон (Whelpton, 1954) 
щщразделил рождения по очередности, различая женщин согласно 

числу рожденных ими детей. Признание роли брака и очередности 
рождения потребовало расширения аппарата Лотки - Лесли 
(Murphy; 1965). Пресса (Pressat, 1961, 1967) и Анри (Henry, 1964) 
показали удобство для таких целей моделей анализа множествен
ного выбытия. 

Когортный анализ по сравнению с анализом 
данных календарного периода 

Между тем изучение очередности рождений привело Уэлптона 
к новым и даже более вaжllli(м заключениям. Он обнаружил, Ч'ТО 
если распределить рождения по их О't_!ередности и экстраполировать 

рост числа рождений каждой очередности, наблюдавшийся в 
40-х годах, на несколько следующих лет, то в эти годы первых рож
дений окажется больше, чем имеется женщин. Так как ни одна 
женщина не может иметь более одного первого рождения, то было 
бы неверно предполагать, что такие коэффициенты, вычисленные 
JJ.ЛЯ календарного- периода, могут сохраняться длительное время, и, 

значит, прежние толкования были внутренне противоречивы. 
Для получения правильного решения следует рассматривать 

не возрастные показатели рождаемости отдельного года или друго

:rо периода, а когорту женщин, например, всех родившихся в опре-
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деленном году (Whelpton, 1954) или всех вышедших в опредеЛ-ен
ном году замуж (Royal Comission on Population, 1954; Livi-Bace:i1 

1968). Логические основания этого подхода были подробно рассмот
рены Райдером (Ryder, 1956, 1960, 1968). При ретроспективных ис
следованиях, т. е. в тех случ&ях, когда все сведения по соответ~т

вующим когортам собраны и доступны исследователям, такой под
ход особых проблем не вызывает. Однако для тех когорт женщин, 
которые еще не завершили деторождения, экстраполяция их плодо

витости вызывает некоторые затруднения. В конце 60-х, как и в 
40-х годах, нам очень нужно было бы знать тенденции последних 
лет, т. е. что происходит с плодовитостью теперь: Райдер (Ryder, 
1964) показал, как при некоторых предположениях из моментов 
распределения родившихся по возрасту матери для календарных 

периодов вплоть до данного времени можно вывести моменты тако

го распределения для когорты. На основе этих и других предполо
жений вполне возможно разработать ряд новых математических 
методов. Должны быть еще разработаны методы дополнения дан
ных прошлого периода результатами выборочного изучения наме
рений относительно деторождения; особенно трудно будет опреде
лять ошибку в выведенных показателях плодовитости когорт. Сей
час метод когорт распространяется как в демографии, так и за ее 
пределами (Ryder, 1965). 

П римен.ение математических методов 
для получения выводов 

на основе неполных данных 

Одним из побудительных мотивов развития математическо·й 
теории в последние годы была необходимость пользоваться непол
ными и косвенными данными. Буржуа-Пиша (Bourgeois-Pishat, 
1957} применил ставшую классической теорию стабильного насе
ления для получения коэффициента рождаемости населения ,Ко
лумбии на основе его возра~стноrо распределения и таблиц смерт
ности. М. А. Эль-Бадри (М. А. El-Badry, 1955) и Эдуарда Арриага 
(Eduardo Arriaga, 1968) построили таблицы смертности, имея дан
ные о возрастных распределениях и коэффициентах прироста. 
Энсли Дж. Коул и Мелвин Зелник (Ans1ey J. Coale and Melvin Zel
nik, 1963) получили р_асчетным путем данные о числах рождений 
более точные, чем исходные, причем за гораздо бол.ее ранние годы 
(до 1855 r.), чем данные регистрации рождений. Они также обобщи
ли модель стабильного населения на случай неизменной смертно
сти ·И линейно-убывающей плодовитости. Кейфиц, Нагнур и Шар
ма (Keyfitz, Nagnur and Sharma, 1967) раапространили теорию 
·(стабильного населения. - Ред.) на случай, когда плодовитость из
меняется по параболе второго порядка, и проверили результаты, 

применив свою модель к ряду населений. Современный уровень 
знаний в этой области представлен в двух публикациях ООН, из ко
торых одна написана Энсли Дж. Коулом и Полом Демени (Ansle:Y. 
J. Coale and Paul Demeny, 1967), а вторая - Буржуа-П1:1ша (Bour
geois-Pishat, 1966}. · 
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Методологические изыскания,_ которые позволят получать досто
верные результаты по ненадежным и неполным данным, могут да

лее развиваться в нескольких направлениях. Один аспект пробле
мы~ это устранение расхождений между данными последователь
ных переписей населения и расчетами на основе данных текущего 
учета естественного движения населения. Второй аспект - получе
ние результатов таким образом, чтобы можно было хотя бы прибли
зительно оценить их погрешность. Ввиду того, что возникновение 
ошибок в демографических данных обычно не есть следствие слу
чайного отбора, по-видимому, необходимо искать новые способы 
соединения приближенных оценок, сделанных экспертным путем, 
и математической теории (Keyfitz, 1968, р. 88-89). 

Модельные таблицы смертности и стабильные н,аселения 

Важным вспомогательным средством во всякой такого рода ра
боте представляются численные модели населения. Для таких 
функций, как, например, число живущих в таблицах смертности, 
в течение уже более века (Gompertz, 1825; Makeham, 1860) дела
лись попытки найти достаточно простые и хорошо аппроксимирую
щие кривые, и эти поиски до сих пор продолжаются. Спигельман 
(Spiegelman, 1968, р. 163-170) подытожил последние попытки 
в этой области, включая многообещающие исследования Сциларда 
(Szilard, 1959) и Берда (Beard, 1961, 1963). . 

Пока не найдена функция, которая аппроксимировала бы кри
вую смертности, или, еще лучше, непосредственно кривую дожития, 

и параметры которой (хотелось бы надеяться, что их будет немно
го) дали бы возможность классифицировать различные типы 
смертности, нужно применять для этого какие-то другие средства. 

Коул (Notestein et. al., 1944) первым построил и применил для этой 
цели модедьные таблицы смертности. Серия таких таблиц для раз
личных значений ожидаемой продолжительности жизни при рож
дении была опубликована ООН (United Nations, 1955). Разумеется, 
сгруппированные тем или иным образом возрастные коэффициен
ты смертности - это не самый экономичный опособ ее изображе
ния, но применение для.этого лишь одного параметра было бы, 
по-видимому, чрезмерным упрощением. Следуя Ледерману и 
Брюа 1, Буржуа-Пиша (Bourgeois-Pishat, 1966, р. 138) применил 
методы факторного анализа к изучению частоты смертных случаев 
по возрасту и полу и выделил в итоге шесть факторов 2• Коул и Де
мени (Coale and Demeny, 1966) создали наиболее широко приме
няемый сейчас набор модельных таблиц, включающий четыре се
мейс1ва таблиц, названные «Восток», «Запад», «Север» и «Юг»; 
этот набор можно считать двухпараметрическим. Они также полу
чили стабильные населения, соответствующие каждой таблице 
смертности, и показали, как эти стабильные населени~ можно при"'! 

1 Имеется в виду статья Ледермана и Брюа ·«Пространство смертности». Po
pulation, vol. 14, № 4, 1959. -Прим. ред. 

2 Речь идет о формальных статистических факторах. содержательная интер-
претация которых весьма затруЮ1нтельна. - Прим. ред. -



менить для получения коэффициентов рождаемости в развиваю
щихся странах. Брасс (Brass et. al., 1968, р. 128) соединил матема
тическую формулу для кривой смертности с численными моделями, 
причем, по крайней мере в принципе, две константы его формулы 
могут быть получены на основе фактических возрастных распреде
ленпй. 

Коэффициенты естественного движения, 
изменяющиеся во времени 

Изложенные ранее положения демографической теор.ни основы
ваются большей частью на неизменных коэффициентах рождаемо
сти и: смертности, хотя были отмечены и искJJ:ючения. Еще одно 
исключение - модель квазистабильного населения Коула (Coale, 
1956) , в коrерой рождаемость постоянна, а коэффициенты смерт
ности убывают во всех возрастах одинаково, но это не влияет на 
возрастное распределение. Однако сейчас в развивающихся стра
нах (а изучаются возрастные распределения населения именно этих 
стран) в младших возрастах снижение смертности сильнее, чем 
в старших. В этих условиях оценка рождаемости, сделанные на ос
нове полученного при переписи возрастного распределения, будут 
иными. 

Одно из классических понятий формальной демографии (Lotka, 
1922; Haldane, 1927; Leslie, 1945) - свойство эргодичности, заклю
чающееся в том, что в процессе развития при неизменных показа

телях воспроизводства население забывает первоначальное возра
стное распределение и приходит к возрастному распределению, за-

, висящему только от этих неизменных возрастных коэффициентов 
рождаемости и смертности. Это оправедливо для однополой модели, 
когда рождения и смерти происходят на некотором участке возра

стов. Коул Предположил, а Лопес (Lopez, 1961) доказал аналогич
ное свойство (называемое слабой эргодичностью) для случая, ког
да показатели воспроизводства изменяются. Два населения могут 
нметъ сn~чала совершенно разные возрастные распределения, но 
под воздействием одного.и того же (возможно, изменяющегося) ре
жима смертности и плодовитости они будут сходиться к одному и 
тому же возрастному распределению. 

В ероятно.стный подход 

. Работа Лотки и все ее продолжения, рас.смотренные ранее, осно
ваны на том, что мы теперь называем детерминистской моделью. 
В ней предполагается, что случайност-ь действует только на инди" 
видуальном уровне, население же развивается в точном соответст

вии со значениями математического ожидания. Аппарат стохасти-
;ческих процеесов позволяет более реалистично подойти к рещению 
этой проблемы. Еще несколько лет назад (Goodman, 1953) приме
нение дифференЦirальных уравнений к двухполой модели, не учиты
в-ающей возраста, позволило получить как средние значения, так и 
дисперсии (числеnности населения. - Ред.). Чанг (Chiang, 1968, 
chap. 10) uостроил стохастическую таблицу смертности. В труд:ах 
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Бейли (Bailey, 1964), Баруха-Рида (Bharucha-Reid, 1960), Барт лета 
(Bartlett, 1960) и Карлина (Karlin, 1966) можно найти различные 
описания процессов рождаемости и смертности, которые получили 

теперь математическое выражение. Теория развивается от простого 
к более сложному: чистые процессы рождаемости, чистые процессы 
смертности, процессы рождаемости и смертности - все это для од

нородной популяции; затем разработанная Гудменом и упомянутая 
выше модель рождаемости и смертности для двух полов, не учиты

вающая возраста; наконец, изучение возрастных раопределений и 
их обработка при помощи функционалов, т. е. функций, аргументы 
которых сами есть функции (Bartlett and Kendall, 1951), а также 
найденное Гудменом (Goodman, 1968) дискретное решение задачи, 
учитывающее возраст. Хам (Ноет, 1968 а) разрабатрrвает вероя.т
ностную модель воспроизводства населения, брачной плодовитости 
(1968 Ь) и брачности ( 1968 с); Чанг (Chiang, 1968, chap. 8) доба
вил сюда стохастические модели миграции. 

Более старым приемом исследования был анализ ветвящегося 
процесса, который сначала (Galton and Watson, 1874) был разра
ботан для изучения исчезновения родовых имен и с тех пор приме
нялся во многих областях естественных и общественных наук. Лот
ка (Lotka, 1939, р. 123-136) пользовался им для вычисления ве
роятности вымирания пото~ства семьи при коэффициентах рож
даемости и смертяости в США. Харрис (Harris, 1963) дал сrрогое 
изложение имеющихся в этой области достижений. Дж. Х. Поллард 
(J. Н. Pollard, 1966) объединил ветвящиеся процессы разных ти
пов с матрицами Лесли для передвижки населения по возрастам и 
затем применил их к австралийским данным. Приняв постоянные 
возрастные коэффициенты рождаемости, смертности и брачности, 
он нашел математические ожидания численности населения в соот

ветствующих группах, а также их дисперсии и ковариации. В этой 
области работал также Питер Джеджерс (Peter Jagers, 1968). 

Применение стохастических моделей в расчетах, связанных со 
страхованием жизни, обобщено Бикманом (Beekman, 1968), а Дж. 
Х. Поллард проводит анализ случайных колебаний по материалам 
контрактов о ежегодной ренте. К демографии такая работа имеет 
отношение постольку, поскольку она тесно связана с вопросом 

о случайных колебаниях смертности. · 

Имитация 

Если проблема не поддается математическому выражению, то 
иногда прибегают к методу, известному под названием микроими
тации. Первая работа в этой области принадлежит Оркету и др. 
(Otcutt et. al., 1961), которые применили к отдельным лицам месяч
ные коэффициенты рождаемости, смертности, формирования семьи 
и т. д. Хюрениус и его соавторы (Hyrenius et. al., 1964, 1966, 1967) 
провели аналогичные эксперименты на ЭВМ с д.аJiными о населе
нии Швеции. Сейчас проводится (Horvitz, 1967) исследование боль
шего масштаба для США. Все т&кие работы все еще жес,-ко огра
ничены в отношении объема вычислений, и даже применение наибо-
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лее мощных из существующих электронных вычислительных ма

шин позволяет вести расчеты лишь для населения в несколько ты

сяч. Дж. М. Хеммерсли и Д. К. Хендскомб (J. М. Hammersley and 
D. С. Handscomb, 1964) находят, что метод имитации оставался на 
ранней стадии развития в течение двадцати и.Ли более лет. Работа 
Нэйлора и др. (Naylor et. al., 1966) продвигает этот метод в стадию 
зрелости. 

Образование семьи 

, Какие бы методы не применялись, неизменно трудной остается 
проблема моделированпя брачности. При имитации, сталкиваясь 
с тем, что возраст женихов }1 невест при переходе от одного года 
к другому не может считаться постоянньfм,. применяют обычно не
которое произвольное правило (Matras, 1968; Ноет, 1968). Как вид
но из материалов текущего учета естественного движения населе

ния, мужчины данного возраста в течение некоторого года предпо

читают невест, возраст которых подчинен некоторому распределе

нию, но в следующем году мужчины, какими бы ни были их пред
почтения, не могут выбрать невест того же возраста по той причи
не, что в ходе передвижки по возрастам число потенциальных не

вест от года к году изменяется. Аналогично обстоит дело и для жен
щин; и для того, чтобы рассматрпвать возраст вступления в брак 
для обоих полов одновременно, необходимо иметь представленпе
о брачном рынке. 

Сейчас изменения в соотношении численности мужчин и жен
щин в брачных возрастах в США особенно велики, так как дети" 
рожденные в начале бэби-бума, достигли конца второго - начала 
третьего десятилетия своей жизни. Эта проблема, указанная впер
вые Полом Гликом (Glick et. al., 1968; Parke and Glick, 1967), полу
чила название «брачная теснота». Ша и Гиэбрехт ( Sha and Gies
brecht, 1969) пр"обовали решить эту лроблему путем имитации. Не
которые ученые и сейчас работают над ее разрешением, но точной 
математической формулировки и решения пока нет. 

Эта проблема представ·ляет собой часть более широкой пробле
мы образования семей, и вообще прослеживания цикла развития 
семьи от рождения ребенка до его вступления в брак и далее до но
вого рождения. Глик (Glick, 1957) провел в этой области фундамен
тальное исследование, показав, в частности, как на протяжении пер

вой половины ХХ столетия более ранние браки, более благоприят
ная смертJ-Iость и более раннее деторождение совместно в одном 
направлении влияли на формирование семьи. В его работе предJ!а
rаются некоторые новые математические методы изучения населе-

. иия. В частности, мы еще не можем выразить в общем виде вл.ияние 
изменений некоторых переменных (например, возраста вступления 
в брак) на другие (например, на долю в населении родителей, все 
дети которых не живут в их семье). Один из аспектов этой пробле
мы, решение которого было дано· Латкой (Lotka, 1931), это - оп
·ределение доли сирот данного возраста в населении, имеющем оn

редеJiенные возрастные коэффициенты рождаемости и смертности. 
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Применимы ли методы Лотки (Lotka, 1931) в других случаях) еще 
предстоит выяснить; во всяком случае, автор, на основании собст
венного опыта, мог бы сказать, что возможность Их применения не 
очевидна, и требуется тонкий вероятностный анализ. 

П еремеННЫ(!, UНЫе чем ВОЗfйСТ U пол 

Традиционная формальная демография большей частью ограни
чивалась применением переменных «возраст» и «пол». Распростра
нение ее методов на изучение рабочей силы нашло отражение в таб
лицах продолжительности трудовой жизни, при пос.троении кото
рых применялся актуарный (т. е. принятый в страховании. - Ред.) 
метод множественного выбытия. Ричард Стоун (Richard Stone, 1965) 
построил модель системы образования, о~нованную на дифферен
•ци альных ур авпениях. Каждый из этих процессов может бытr) 
обобщен и на другие переменные. Нам не нужно ограничивать ка
тегории, признаваемые математической демографией, лишь возра
стом и полом) илн даже ими плюс брак и очередность рождения, 
о которых шла речь раньше; можно включить в рассмотрение та

кие переменные, как место жительства, обучения, занятие, социаль
ная группа или служебное положение. Роджерс (Rogers, 1968) 
предложил некоторые матричные модели межрайонных передвиже
ний, 1.'аба (Tabah, 1968) - модели рабочей силы и миграции. 

Бламен, Коган и Маккарти (Blumen, Kogan and McCarthy, 
1955), Прейс (Prais, 1955), Гудмен (Goodman, 1961), Метрас (Mat
ras, 1960, 1966) и Хадж (Hodge, 1966) построили и проанализиро
вали матричные модели социальной мобильности, т. е. перехода 
между статистически определенными социально-экономическими 

группами. Весьма общие формальные модели мобильности разрабо
таны Макгиннисом (McGinnis, 1966, 1968). Модель Корнелла со
держит аксиому цакоплений инерции: вероятность для лица 
остаться в некотором состоянии тем больше, чем дольше оно уже 
находится в этом состоянии. Ленд (Land, 1969) на основе ~той мо
дели провел международное сравнение географиЧеской мобильно
сти. Дункан (Dunkan, 1965, 1966) разработал методологические ос
новы анализа социальной мобильности, а Блоу и Дункан (Blau and 
Dunkan, 1967) исследовали с этой точки зрения заняти.5J. Градацию 
занятий по их престижности исследовали Ход1k, Сигель и Росси 
(Hodge, Siegel, Rossi, 1964). Бартоломью (Bartholomew, 1967) раз
работал несколько стохастических моделей для организаций. 

Демоэкономические модели 

Экономисты включили население в формальные модели. Иногда 
они предполагают, что рабочая сила есть неизменная доля всего 
населения, но иногда принимают в расчет различные доли находя

щихся на иждивении детей и стариков. Чаще· всего· эти модели, 
предназначенные главным образом для прогноза .в экономике и ка
сающиеся населения то.тiько между прочим, трактуют его как экзо
генную переменную: считается) что его изменения влияют на эко

номику, но попытки· определить: каким образом экономика влияет 

18 



на население, в частности на коэффициент рождаемости, отсут
ствуют. Исключением служат труды Лейбенстейна (Leibensteint 
1957), Бекера (Becker, 1960), Пикока (Peacock, 1952, 1954), Боул
динга (Boulding, 1955) и Нельсона (Nelson, 1956), а также, конеч
но, Адама Смита и Мальтуса, хотя ни один из них не создал вполне 
убедительной модели (Judith Blake, 1967). Идеальным решением 
было бы введение населения в независимую систему уравнений та
кого ;ипа, какие эко~:ометр:ики применяют для прогноза, но достиг
нутыи уровень знании не позволяет пока составить такие достаточ
но реалистические уравнения. 

Экологические модели 

Открытой для междисциплинарных исследований остается -по
граничная область, где демография соприкасается с экологией жи
вотных. Вольтерра (Volterra, 1926) и Лотка (Lotka, 1925) исследо
вали теоретически состояние замкнутой системы, в которой один 
вид - хищник, а другой - жертва. Они показали, что при весьма 
общих условиях такая система будет развиваться циклически. Гау
зе (Gause, 1935) и Парк (Park, 1948) сопоставили эти результаты 
с данными наблюдений и эксперимента. Эти и другие авторы так
же более или менее детально классифицировали условия стабиль
ности в различных обстоятельствах и нашли, например, что конку
ренция стремится быть нестабильной. Интересное обсуждение этого 
и других случаев проводится в работах Сови (Sauvy, 1951, 1954). 
С тех ~пор Лесли и Гоуэр (Leslie and Gower, 1958), Бартлет (Bart
lett, 1960) и Слободкин (Slobodkin, 1961) продвинули вперед тео
рию Лотки - Вольтерра и разработали несколько стохастических 
моделей. Боулдинг (Bou19ing, 1962, гл. 7), пользуясь графическими 
методами, применил некоторые результаты, полученные экологами, 

к экономической конкуренции. 

Генетика 

Много пробелов еще существует в области между генетиrюй и 
демографией. В попытки заполнить их внесли вклад Левонтин (Le
wontin, 1965), Малеко (Malecot, 1966), Бодмер (Bodmer, 1968), 
Бодмер и Кавали-Сфорца (Bodmer and Cavalli-Sforza, 1968), Жак
кар (Jacquard, 1968) и Жаккар и Рейн (J acquard and Reynes, 1968). 
В работе Керка (Кirk, 1968) рассматривается селективное значе
ние коэффициентов воспроизводства населения в США. Кавали
Сфорца (Cavalli-Sforza, 1962) исследовал частоту мутаций леталь· 
ных генов в населении Италии. 

Модели рождений и зачатий 

Для процесса зачатия и рождения были разработаны модели не
сколько иного вида. Основной парам~тр в этих моделях - вероят
ность зачатия в том или ином месяце для женщины, способной · 
к эачатИю. Если зачатие произошло, то за ним следует период бе
ременности и послеродовой етерильности, и пока этот период не 
кончит~я, новое зачатие произойти не может. С формальней старо-

2* 19 



ны это аналогично действию счетчика, применяемого для обнару
жения радиоактивности, в кот<;>ром каждый полученный импульс 
сопровождается мертвым периодом. Изящную математическую фор
мулировку и решение проблемы счетчика дал Феллер (Feller, 1948), 
применивший для этого преобразова.ние Лапласа. Основные рабо
ты по применению таких моделей к конкретным демографическим 
процессам принадлежат Анри (Henry, 1953, 1957, 1961), Перрину 
и Шепсу ( Perrin and Sheps, 1964). 

Анри (Henry, 1957) показал, что в населении, в котором спо
собность к зачатию с возрастом не меняется, коэффициент зачатия 
-становится асимптотически независимым от продолжитель:нос.ти 

брака. Поттер и Титце (Potter and Тietze, 1967) нашли действенный 
путь исследования эффективности контрацептивов методом построе
ния таблиц смертности со множественным выбытием. Дальнейшие 
исследования в этой области проведены Дандекером (Dandekar, 
1955), Жаккаром (Jacquard, 1967), Бодмером и Жаккаром ·(Bod
mer and Jacquard, 1968), Сингом (Sing, 1963, 1968), Шепсом 
{Sl1eps, 1963), Поттером н Паркером (Potter and Parker, 1964), Ла
хенбрухом (Lachenbruch, 1967), Гляссером и Лахенбрухом (Glasser 
and Lachenbruch, 1968) и Джейном (Jain, 1969). Ме'Годом имита
ции эту проблему пытались решить Хюрениус и Адольфсон (Hyre
nius and Adolfson, 1964), Шепс и Ридли (Sheps and Ridley, 1967), 
а также Поттер, Сокода и Фейнберг (Potter, Sakoda and Feinberg, 
l 968), Нейлор (Naylor et. al., 1966) применяет разработанные им 
же методы имитации к демографическим процессам, включая оцен
ку эффекта различных вариантов контроля рождаемости (N aylor, 
1969). 

Г ран.ицы математической демографии 

Первый вариант нашей попытки очертить границы математиче
ской демографии был улучшен с учетом замечаний, присланных 
нам приблизительно двадцатью различными корреспондентами. Од
нако не все из указанных ими упущений были устранены. На гра
нице с математической социолоrией и антропологией лежит изуче
ние систем родства, в частности анализ демографического эффекта 
брачных обычаев. Методы ретрессионного анализа и в последнее 
время мноrошаrовый анализ - приемы математические и в то же 
время применяемые в демографических исследованиях - сделали 
менее четкой границу со статистикой. В той же граничной области 
находится методика обследований, применяемых для сбора демо
г-рафических данных. Где-то в области, общей для демографии и 
экологии человека, лежат модели пространственного р~аспределе

ния и диффузные модели, а также модели распределения по вели
чине городов и других человеческих скоплений, r лубоко исследуе
мые географией и другими науками. Время покажет, пойдут ли де
мографы дальше в этих направлениях или выберут другие пути, 
сейчас еще неразличимые. 

Перевод А. Ю. Кардаш 
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Леон Таба 

ВЗАИМОСВ.ЯЗИ МЕЖДУ ВОЗРАСТНОЯ CTPYKTYPOR, 
ПЛОДОВИТОСТЬЮ, СМЕРТНОСТЬЮ И МИГРАЦИЕП. 
ВОСПРОИЗВОДСТВ0 И ОБНОВЛЕНИЕ НАСЕЛЕНИЯ* 

L е о n Та Ь а h. Relationships between age structure, f ertility, 
mortality and migration. Population replacement and renewal. 
United Nations World Population Conference, Belgrad, 1965. 
Background paper В. 7/15/E/47lj 

1. Введение 

Цель этого исследования состоит в том, чтобы, обратившись 
к основным понятиям демографии, исследовать -соотношения, кото
рые, как представляется, существуют между возрастной структурой 

населения и главными демографическими компонентами, а именно: 
плодовитостью, смертностью и миграцией. Предметом нашего ис
следования здесь будут не столько демографические переменные 
как таковые, сколько соотношения, которые могут быть установле-
ны между ними. _ 

Такой подход к проблеме вообще побудил демографов разрабо
тать методы для измерения возобновления и роста насмения, под
чиняющихся определенным режимам** плодовитости, смертности 
и миграции .и имеющих структуры, определяеl\Jые этими режимами. 

Поскольку мы следуем такому подходу, есте.ственнь рассмотреть 
эти методы измерения. 

Мы начнем с рассмотрения теорий экспоненциального*** и ста· 
бильного населений, разработанных главным образом в трудах 
Альфреда Лотки более сорока лет назад и ставших предметом столь 
широкого обсуждения среди демографов, что создается впечатле
ние, будто с тех пор не сказано ничего нового. Дело, однако, в том, 
что демография не похожа на философскую систему, которая берет 
несколько строго определенных понятий, вырабатывает на их ос
нове целую теорию и,· коль скоро это сделано, не оставляет места 

* Обзорный доклад на Всемирной конференции по народонаселепию. Белград, 
1965. -Прим. ред. -

** Автор пользуется здесь термином закон (law), имея J3 виду характер изме
нения данного процесса с изменением возраста людей. Предпочтительнее терми
ны порядок или режим (смертности, плодовитости). -Прим. ред. 

*** См. примечание редактора на с. 32. 
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для новых идей или развития. Демография, даже вырабатывая тео
ретические модели, стремится к непрерывному наблюдению фак
тов; она непрерывно продвигается вперед и всегда готова испра

вить или видоизменить свои теории. Подобно физике или химии она 
восприимчива к первым еще неопределенным понятиям и предва

рительным рабочим гипотезам и ожпдает, что более строгие опреде
ления появятся лишь I<ак результат новых исследований. Как мы 

увидим, никоим образом нельзя считать, что в этой области сказано 
последнее слово; еще вполне возможно и несомненно желательно 

расширять ее, вводя в аналнз 11овые переменные II пытаясь тем са

мым еще больше прнблизнть теоре1 ичес1<ие построения к действи
тельности. Как 11 во всех соцпальных науках, модели здесь просты 
только в нашем воображении, а де1kтвительность всегда более 
сложна, чем ее образы, которые мы создаем для собственного упо
требления. 

Другая прпчпна того, что мы 1юдходrrм к нашему предмету че
рез теорин Лотки 11 будем оп11рат1>СЯ на шrх в некоторых построе
ниях, состоит 13 том, что в этпх абстрактных моделях заинтересова
на демографrш 13 разви~а~ощrrхсн странах. В последние годы в этой 
областп опубликовано довольно много работ. Они могут быть раз
делены на две катеrоршr: те, которые касаются чисто теоретическпх 

сторон вопроса, н те, котор ыс посвящены применению теории к изу

чению населенпя тех стран, где плодовптость еще высока. Мы бу
дем иметь дело с первой категорней работ и ограниttим поле зре
ния методологическпмн аспектами нсследований. 

Построен11е экспоненцпалыюго 11л11 стабильного населении 
предполагает, как мы увидим, что порядок дожития, с одной сторо

ны, и коэффициент рождаемости или режвм плодовитости - с дру
гой, остаются постоянными во времени. К этим гипотезам следует 
добавить еще две, обычно принимаемые для многих моделей: 

а) население замкнуто: изменения в общей его численности про
исходят только в результате рождений и смертей и ..всякая мигра
ция отсутствует; индивидуум может выйти из населения только 
в случае смерти, а общая численность населения увеличивается 
только благодаря рождению детей у индивидуумов, составляющих 
население; 

б) формулы относятся только к одному полу (скажем, женско
му), и предполагается, что все, относящееся к другому полу, сра
зу же приспосабливается так, что не возникает никаких противо
речий в распределении между двумя полами по мере роста населе
ния. Предполагается, в частности, что длительное время остаются 
одинаковыми коэффициенты воспроизводства и коэффициенты при
рос.та длц двух nолов. 

Мы начнем с того, что откажемся от гипотезы, согласно которой 
режимы дожития и плодовитости остаются постоянными во време

ни. Это приведет нас к изучению к.вазистабильных населений~ 
т. е. таких, которые х.арактеризуются снижением смертности по 

сравнению со стабильным положением, и затем населений в процес- -
се п~рехода, т. е. ·таких, в которых вслед за снижением смер~н.оств 
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происходит снижение плодовитости так, что две кривые имеют тен

денцию к сближению; или же, в более общем виде, населений, кото
рые, по сравнению с начальным стабильным состоянием, перехо
дят в состояние, когда плодовитость и смертность подвержены того· 
или иного рода изменениям. 

Затем мы увидим, что построение моделей, относящихся только 
к одному полу, связано с серьезными теоретическими трудностями, 
которые демографы традиционно именуют «противоречием между 
мужскими и женскими мерами воспроизводства». Попытки разре
шить это противоречие вызвали целый ряд проектов, заключавших

ся в том, что в модель Лотки вводили переменные иные, чем воз
раст матери, в частности переменные, связанные с брачностью или 

с временнь1ми интервалами между различными событиями в про
цессе образования семьи. В то же время как естественное следст
вие таких попыток возникла тенденция заменить поперечный ана

лиз продольным анализом; вместо измерения воспроизводства 

в определенный момент времени в группе женщин различнь1х воз
растов, т. е. в группе, {демографическое] поведение члена'В которой 
в прошлом могло быть весьма разнообразным, внимание исследова
телей стало все больше концентрироваться на когортах или поколе
ниях, т. е. на группах женщин, переживших некоторое демографи" 
ческое событие (например, рождение ребенка или замуж_ество) 
в определенном году или в периоде, охватывающем несколько лет. 

Наконец, мы откажемся от гипотезы, что население замкнуто, и 
рассмотрим исследования, проведенные с тем, чтобы измерить во
зобновление населений, подверженных внешней миграции или влия
нию, оказываемому внутренней миграцией на распределение насе
ления между различными географическими областями. 

Все эти исследования выполнялись традиционными математиче
скими методами, такими, как дифференциальные уравнения или. 
матричное исчисление. Закончим мы кратким обзором последних. 
попыток применить к традиционной демографической теории ~ето
ды исследования стохастических процессов. 

Принимая во внимание масштабы темы и неизбежную ограни
ченность объема изложения, мы пр~им снисхождения у читателей 
за сжатую форму этого доклада. Мы не можем, конечно, считать. 
исчерпывающим описание и анализ многочисленных ис~едований 
в этой области: мы рассмотрели только те из них, которые были до
ступны нам, и те, которые мы сочли более представительными. 

2. Модели, не включающие функции возраста 

Две хорошо известные мод.ели такого типа - это экспоненциаль

ные населения и лоrИстические населения. 

2.1. Экспоненциальные населения 

Это населения, у которых коэффициент прироста остается по
стоянным во времени. Если через N ( t) обозначить общую числен
ность населения в момент времени t и через r - коэффициент при-
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роста, то N (t) = N (О) ert. Если r > О или r <О, то население увеличи
вается или уменьшается согласно экспоненциальному закону Маль
туса. Если r=O, то общая численность населения остается постоян
ной. 

При населениях такого типа о возрастной структуре, коэффи
циентах рождаемости или коэффициентах смертности ничего не из
вестно; очевидно, они могут варьировать во времени. Но никакой 
зависимости между этими различными факторами установлено 
быть не может. 

2.2. Логистические населения 

Согласно Мальтусу население увеличивается в геометрической 
прогрессии под действием внутренних сил распространения. Если 
N (t) есть население в момент t, и r - некоторый параметр, то при
рост за интервал времени dt составляет rN (t) dt, если только на этот 
процесс не действуют J{акие-либо препятствия. Это население экспо
ненциального типа. Бельгийский статистпк Адольф Кетле 1 в 1835 г. 
и воодушевленный Кетле бельгийский математик Петер Фер
хюльст 2 в 1838 г. попытались выразить аналитически возможную 
интенсивность сил, сдерживающих процесс роста населения, кото

рые предвидел Мальтус.. Так называемая логистическая функция, 
предложенная этими авторами для того, чтобы выразить изменения 
в населении, была вновь рассмотрена около 1920 г. Раймондом 
Пирлом и Ловеллом Ридом 3, применившим ее к биологическим, и в 
1930 г. Саймоном Кузнецом 4, применившим ее. к экономическим 
процессам. 

Согласно Кетле экспоненциальное развитие населения сдержи
:вается силой, интенсивность которой пропорциональна квадрату 
численности населения*. Если k - некоторый параметр, то форму
ла, выражающая увеличение населения во времени, есть 

dN (t) = rN (t) dt- k№ (t) dt. 

1 Q u е t е 1 е t А. Sur l'homme et le developpement de ses f acultes ou Essai de 
pl1ysique sociale. Paris, 1835, t. I, II. 

Есть русский перевод с издания 1869 г. Кэт л э А. Социальная физика, или 
·Опыт исследования о развитпи человеческих способностей. Т. 1, Киев, 1911; т. 2, 
Киев, 1913. 

2 V е r h tt 1 s t Р. F. Notice sur la loi que la population suit dans son accroisse
ment. Correspondance mathematique et phisique риЫlее par А. Quetelet, vol. XVIII, 
Bruxelles, 1838; V е r !1u1 s t Р. F. Deuxieme memoire sur la loi d'accroissement de 
la population. Nouveaux memoires de L'Academie R.oyale de Bruxelles, t. ХХ, 
Bruxelles, 1847. 

3 Р е а r 1 .R. and .R е 1 d L. J. O'n the mathematical theory of population growth. 
Metron, vol. Ш, 1923, р. 6-19. 

~ К u z пе t s S. Secular movemenis in production and prices, 1930. 
* Кетле сформулировал это положение следующим образом: «Население име

·ет тенденцию увеличиваться в геометрической прогрессии. Сопротивление или 
·сумма препятствий его увеличению, при прочих равных условиях, действует как 
К;8адрат скорости, с какой население имеет тенденцию расти». (А. Quetelet. Ор. 
c1t.) -Прим. ред. 
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Интегрируя это дифференциальное уравнение, мы получаем 

Ntt)= К , гдеК=~и 
i+ea.-rt k 

а - постоянная пнтегрирования. 

Кривая, соответствующая этому уравнению, принимает форму 
вытянутого S. Она начинается от - оо на оси абсцисс, которая слу
жит асимптотой, поднимается вверх до точки 1, представляющей 
собой как центр спмметрии, так и точку перегиба, затем продол
жает подниматься, приближаясь асимптотически к ординате К. Она 
выпуклая до точки 1 и вогнутая после нее. В точке 1 коэффи:циенТ" 
прироста максимальный. 

Существуют различные методы приближения эмпирических ря
дов точек логистической иривой. Наиболее известен метод «Ото
бранных точек» Юла (Jule): рассматриваются три равноотстоящие· 
точки, и таким образом мы получаем три уравнения, из которых мо
гут быть определены три параметра кривой. 

Логистическую функцию ввиду ее симметричности нелегко при
менить к эмпирическим данным. Сделать ее более пригодной для 
выравнивания данных наблюдения пытались различными методами; 
предполагая, что логистическую форму кривая приобретает толь1ко· 
после того, как население достигнет определенной общей числен
ности; предполагая, по Пирлу и Риду 5, что показатель степени в 
знаменателе есть многочлен от t; предполагая, что она есть не N (t), 
а log N (t), подчиняющийся логистическому закону; или же подби
рая к эмпирическим данным ряд дуг логистической кривой, как это· 
сделал Кузнец 6, пытаясь систематизировать циклические колебания 
цен. · 

Что касается применения этой функции к демографическим про
цессам, то логистическая кривая час~о применяется для перспек

тивных исчислений населения. Однако следует полагать, что этот 
метод менее удовлетворителен, чем так называемый метод компо
нентов, который заключается в получении численности населениw 
по полу и по возрасту на основании некоторых гипотез об измене
нии во времени плодовитости и смертности, а не в экстраполяции 

общей численности населения, как это делается при логистическом 
методе. Лотка 1 показал теоретически, как uолучить возрастную. 
структуру, число рождений и число смертей в населении, относи-. 
тельно которого были сделаны следующие два предположения: что 
его общая численность изменяется по .логистическому закону и что· 
функция дожития независима от времени. Однако такой расчет
очень сложен, а гипотеза неизменности смертности в значительной 
мере лишает эту модель практической ценносrn. Это приводит нас-
.к изучению населения, подверженного определенному порядку вы-

мирания. 

5 Ре а r 1 R. and R ее d L. J. Ор. cit. 
6 1( и z n е t s•s. Ор. cit. . . . . 
7 L о t k а А. J. Theorie analytique des assoc1at1ons bюlogiques: Part l~. Analy

se demographique avec application particuliere а l'espece hurnaшe. Par1s, 1939. 
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3. Населения, порядок дожития и возрастная структура· 
которых неизменны. Экспоненциальные населения 

Лотка изложил свою теорию полностью в работе, которая появи
лась в 1939 r. 8 и стала классической. В этой работе можно выде
лить три типа населений: те, что Лотка именует экспоненциальны
ми населениями *, логистические населения, только что рассмотрен
ные нами, и, наконец, стабильные насепения. Рассмотрим сейчас 
первый из этих типов. 

3.1. Свойства экспоненциальных н.аселений 

· Свойства экспоненциальных населений рассматриваются на ос
нове двух гипотез: что с (х) dx - доля индивидуумов в возрасте 
между х и x+dx и что р(х) -вероятность дожития в возрасте х -
постоянные. На основаниИ этих гипотез можно вывести два важных 
-свойства: 

1-е свойство: коэффициенты рождаемости Ь, коэффициенты 
смертности d и коэффициенты прироста r - постоянные. Это свой
ство можно легко вывести из принятой гипотезы: Ь есть постояпнан, 
потому что .с (О)= Ь. То же самое относится к d, 1<0торое есть про
сто среднее значение возрастных коэффициентов смертности, взве
шенных долями с (х). Коэффициент прироста ТаJ<Же сеть постоян
ная, потому что r=b-d. Именно потому, что r есть постоянная, та
кие населения называются экспоненциальными; 

2-е свойство. Между возрастной структурой, коэффициентом 
рождаемости, коэффициентом прироста и порядком дожития суще
ствует следующее соотношение: 

с (х) = be-rx р (х). (1) 

Рассмотрим выражение 
c(x)dx= B(t-x)p(x) dx, 

N(t) 

где В (t-'-x) - число рождений за время t-x; N (t) ·- общая 
численность населения в момент t. Применяя это равенство для 
описания того фа,кта, что В (t-x) и N (t) подчиняются экспонен
циальным законам с одинаковым коэффициентом прироста, как мы 
видели в первом свойстве, мы придем к уравнению ( 1). Отсюда лег
Rо устано~ить, что 

Ь=------
00 

(2) 
J e-rx р (х) dx 
о 

8 Lotka А. J. Ор. cit. 
* А Лот к а, а вслед за ним автор, употребляет термин мальтузианские на~ 

селения, имея в виду их свойство (см. 1-е свойство) увеличиватьсft в rеометриче
-ской прогрессии, т. е. расти, сохраняя неизменный коэффициент прироста. Посколь
I<у в нашей литературе этот термин не применяется и имел бы несколько инуrо 
.смысловую -окраску, более уместно называть такие населения Э1":nоненциальн.ыми.. 
Следует, однако, иметь в виду, что в данном сЛучае свойство экспо·ненциальности, 
в отличие от упомянутого автором ранее (с. 29), выводится на основании гипотез 
о неизменности возрастной структуры и возрастной смертности. - Прим. ред. 
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по той простой причине, что сумма с (х) по всем возрастам в фор
муле ( 1) равна единице. 

Таковы два основных свойства экспо}lенциальных · населений. 
Их следует помнить, поскольку мы встретимся с ними во многих 
других моделях, представляющих собой просто обобщение этой мо
дели путем введения новых переменных. 

Частный случай, в котором r=O и, следовательно, b=d, приво
дит к так называемым стационарным населениям. Формулы ( 1) и 
(2) показывают, что в таких населениях численность лиц в каж
дом возрасте пропорциональна числу доживающих в том же возра-

1 
сте, которое дает таблица смертности. Кроме того, b=d= -, где 

ео 

ео есть ожидаемая продолжительность жизни при рождении ( expe-

ctation of Ше at blrtl1), определяемая иак е0 = j p(x)dx. 
о 

Лот1<.а исследовал семейства экопоненциальных населений, име-
ющих одинаковый порядок дожития Ро(х). Если коэффициент при
роста меняете.я, то средний возраст х тоже меняется, но в направле
нии, противоположном изменению r. Достаточно вычислить произ-. 
водную от х по г, чтобы увидеть, что для г >О эта производная 
всегда отрицательна. 

Таким образом, из двух экспоненциальных населений с одина
ковыми режимами смертности, но с разными коэффициентами при
роста население с более высоким коэффициентом прироста, а пото
му, по всей вероятности, ~ с более высоким коэффициентом ро~~ 
даемости будет иметь более !_lизкий средний возраст. Здесь мы м.о
жем видеть, почему считается, что высокие коэффициенты рождае
мости связаны с молодыми возрастными структурами; позже мы 

снова встретим это положение, выраженное в более определенной 
форме. 

Если, далее, мы рассмотрим семейство экспоненциальных насе
лений, имеющих один и тот же порядок дожития, Ро(х), но разные 
коэффициенты прироста r, то увидим, что доля лиц данного возра
ста х0 достигает максимума при некотором конкретном значении 

коэффициента прироста, равном гм. Экспоненциальное население, 
соответствующее этому зцачению rм, обладает примечательным 
свойством: его средний возраст равен хо. 

Этот результат можно получить из следующего соотношения: 

dc (х) -
-- =с {х) (х-х). 

dr 
Подобным же образом в этом семействе экспоненциальных .на

селений, имеющем порядО•К дожития Ро (х), общий коэффициент 
смертности достигает минимума при значении коэффициента при
роста, равном rm. Экспоненциальное население, соответствующее 
rт, обладает следующим свойством: общий коэффициент рождае
мости равен величине, обратной среднему возрасту: 

Ь= ~. 
х 
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3.2. Обобщение модели 

Теоретическая модель экспоненциального населения, которую 
мы только что рассмотрели, была построена Латкой в предположе
нии о неизменности во времени двух функций, с(х) и р(х). Варьи
руя с (х) и р (х), мы получаем семейство всех возможных экспонен-
циальных. населений. , 

Очевидно, могут быть построены другие модели населения на 
иных гипотезах, а именно: 

с (х) и t постоянны; 
с (х) и d постоянны; 
с (х) постоянна, и В (t) - экспоненциальная функция Вf>емени; 
с (х) и d (х) постоянны (причем d (х) - функция распределе

ния смертей по возрасту); 
р (х) и d (х) постоянны. 
Это показывает, что для каждой из перечисленных пар гипотез 

мы получаем семейство экспоненциальных населений. Тем самым 
понятие экспоненциалыюго населения, введенное Латкой, может 
быть обобщено следующим образом: экспоненциальное население 
есть население, к которому применяется одна из приведенных выше 
пар гипотез. Приведенный здесь перечень нельзя считать исчерпы
вающим; несомненно, можно найти другие пары гипотез, согласую
щиеся с этим определением. 

3.3. Стабильные экспоненциальные населения 

Вернемся опять к первому определению: с (х) п р (х) постою-1-
ны. Принимая функцию дожития Ро (х), мы выделяем из множе
ства всех возможных экспоненциальных населений подмножество, 
соответствующее функции Ро(х). Чтобы определить внутри этого 
подмножества конкретное экспоненциальное население, мы должны 

принять какое-либо дополнительное условие, например, относитель
но ro или Ьо, или do. Возьмем конкретный случай: принимая функ
цию плодовитости сро (х) для женщин возраста х, мы определяем 
стабильное население, соответствующее функции Ро (х). 
Мы можем написать: 

00 

Ь = [с (х) ~о (:·.) dx 

и, принимая во внимание соотношение ( 1), 
00 S e-rx Ро (х) qJ0 (х) dx = 1. 
о 

Это равенство для r имеет лишь один корень р. Соответствующее 
экспоненциальное население есть стабильное население, соответст
вующее фуl!'кции Ро (х). Ясно, что есть только одно такое население. 
Оно определяется, если известны две функции: 

Ро (х) и rp 0 (х). 
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3.4. Пост роение экспоненциального населения 

Для того чтобы построить экспоненциальные населения, которые 
соответствуют теоретической модели, рассмотренной Латкой, необ
ходимо знать по крайней мере две функции или два параметра, из 
которых с помощью равенств (1) и (2) могут быть получены другие · 
функции или пар.а.метры. Например, необходимо знать с (х) и р (х) 
пли с(х) и r, или с(х) и d, или р(х) и r, или р(х) и Ь, или р(х) и d. 
С другой стороны, недостаточно знать три коэффициента Ь, d и r 
или два из этих коэффициентов (что то же самое, поскольку 
b-d = r), или с (х) и Ь (что равносильно знанию только возрастной 
структуры, поскольку с(О) =Ь). 
Мы можем построить эти модели населения, применив обычные 

приемы численного интегрирования, посредством формул ( 1) и (2); 
:имея кумулянты функции р (х), можно также воспользоваться, как 
мы сейчас увидим, приближенными формулами. 

Равенство (2) можно записать в виде: 

k1r k'Ar• k3rЗ 

Ь = _1_ е-К (-r) = е U - 2r + 3r (3) 
ео ео 

где J( (-r) - производящая функция кумулянтов Р (х) , которая за
ео 

писывается: 

к ( -r) = log r e-rx р (х) dx - log ео. 
о 

Пользуясь равенством (3), мы можем вычислить коэффициент 
рождаемости на основании порядка дожития и коэфф~циента при· 
роста. 

Подобным же образом мы можем получить коэффициент смерт-
ности на основании р (х) и r, имея равенство (3) и учитывая, что 
r= b-d. Далее, мы можем получить коэффициент прироста на ос,.. 
новании р(х) и Ь, например пренебрегая в выражении для 1((-r) 
степенями r выше второй и решая относительно r уравнение второй 
степени (3). Находим, что 

ki - V k1
2 - 2k2 \og Ъео 

r= . 
k2 

Кумулянты особенно удобно применять, когда мы хотим вычис
лить характеристики экспоненциальных населениf:!, соответствую
щие определенной функции дожития. В этих условиях kt, k'l.J kз и т. д. 
одинаковы для всех населений. Их можно вычис:тrить один· раз и 

для всех моделей. 

3.5. Система 1ttоделей экспоненциальных населений 

Если имеется ряд модельных таблиц смертности, описывающих 
возможные вариации смертности в человеческ~м обществе, то ими 
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Таблица 1 

КУМУЛЯНТЫ ОТ 1-ro ДО 4-ro ПОР.ЯДJ<ОВ ФУНIЩИИ р (х) 
ео 

МОДЕЛЬНЫХ ТАБЛИЦ СМЕРТНОСТИ ООН 

(мужчины) 

ео К1 К2 Кз "~ 

20 23,7704 305,54 3562,7 - 20562 
22 24,6408 320,45 3639,8 - 31610 
24 25,4807 334,75 3697,9 - 42657 
26 26,2907 348,43 3738.2 - 53705 
28 27,0713 361,52 3761, 7 - 64752 
30 27,8230 374, 02 3769,5 - 75800 
32 28,5464 385, 95 3762,8 - 87702 
34 29,2419 397,32 3742,7 - 99604 
35 29,5794 402,79 3727,9 -105555 
36 29,9101 408, 13 3710,2 -111505 
37 30,2342 413,34 3689,8 -117456 
38 30,5516 418,42 3666,6 -123407 
39 30,8625 423,36 3640,9 -129358 
40 31, 1668 428, 18 3~12,8 -135309 
41 31,4648 432,86 3582, 5 -140446 
42 31, 7564 437,42 3550, 1 -145583 
43 32,0416 441,85 3515,7 -150721 
44 32,3207 446,16 3479,4 -155858 
45 32,5936 450,35 3441,5 -160995 
46 32,8604 454,42 3402,0 -166132 
47 33, 1212 458,37 3361, 1 -171269 
48 33,3759 462,20 3318,9 -176407 
49 33,6248 465,91 3275,6 -181544 
50 33,8679 469,51 3231, 3 -186681 
51 34, 1052 473,00 3186, \ . -190220 
52 34,3368 476, 37 3140,2 -193758 
53 34,5627 479,64 3093 6 -197297 
54 34, 7831 482,79 3046,7 -200836 
55 34,9980 485,84 2999,4 -204375 
56 35,2074 488,78 2952,0 -207913 
57 35, 41 lb 491,62 2904,5 -211452 
58 35,6102 494,36 2857, 1 -214991 
59 35,8038 496,99 2810,0 -218529 
60 35,9921 499,53 2763,3 -222068 
62 36,~536 504,31 2671,5 -:253533 
64 36,6961 508,70 2582,9 -284998 
66 37,0173 512,73 2498,6 -316464 
68 37,3206 516,40 2419,7 -347929 
70 з1,бе2в 519,73 2347 ,3 -379394 
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Таблица 2 

КУМУЛЯНТЫ ОТ 1-ro ДО 4-ro ПОРЯДКОВ ФУНКЦИИ ~ 

МОДЕЛЬНЫХ ТАБЛИЦ СМЕРТНОСТИ ООН 
ео 

· (женщины) 

1 
Kt 

1 

20 24,0090 310, 06 4234,0 - 24752 
22 24,8755 324,41 4261,7 - 36581 
24 25,7135 338, 19 4273,6 - 48409 
26 26,5234 351,43 4270,6 - 60238 
28 27,3056 364, 14 4253,6 - 72066 
30 28,0606 376,31 4223,7 - 83895 
32 28,7889 387,98 4181, 7 - 96208 

.:34 29,4909 399,14 4128,7 -108521 
35 29,8322 404,54 4098,3 -114678 
36 30, 1670 409,82 4065,5 -120835 
37 30,4955 414,98 4030,4 -126991 
38 30,8178 420,02 3993, 1 -133148 
39 31, 1338 424,95 3953,8 -139304 
40 31,4436 429,76 3912,5 -145461 
41 31, 7473 434,45 3869,4 -150769 
42 32,0449 439,04 ЗR24,6 - 156077 
43 32,3366 443,52 3778,2 -161385 
44 32,6222 447,88 9730,3 -166693 
45 32,9020 452, 14 3681.1 -172001 
46 33, 1759 456,29 3630,6 -177309 
47 33,4441 460,34 3579,0 -182617 
48 33,7065 464,29 3526,4 -187925 
49 33,9632 468,14 3473,0 -193203 
50 34,2144 471,89 3418,8 -198541 
51 34,4600 475,53 3363,9 -204237 
52 34, 7001 479,08 3308,5 -209933 
53 34,9347 482,q4 3252,7 -215629 
54 35, 1639 485,91 3196,6 -221325 
55 35,3879 489, 18 3140,6 -227021 
56 35,6065 492,36 3084,0 -232716 
57 35,8199 495,45 3027,8 -238412 
58 36,0281 498,45 2917,7 -244108 
59 36,2313 501,37 2916,0 -249804 
60 36,4294 504,20 2860,6 -255500 -62 36,8107 509,62 2751,7 -259026 
64 37.1724 514,71 2645,8 -262551 
66 37 ;5151 519,50 2544,0 -266077 
68 37.8391 523,99 2447,2 -269602 
·10 .38, 1450 528,20 2356,3 -273128 
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можно :аоспользоваться для построения системы моделей экспонен

циальных населений. Было бы полезным для этой цели показывать 
в таблицах смертности, кроме обычных биометрических функций 
(функции дожития, возрастного распределения смертей, ожидае
мой продолжительности жизни в разных возрастах и т. д.), такие 

важные характеристики функции дожития, как кумулянты Р (х) . 
ео 

В качестве иллюстрации читатель найдет в табЛ. 1 и 2 кумулянты 
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Рис. i. Коэффициенты рождаемости (Ь) экспоненциальных насе
лений (женщины), соответствующие разным коэффициентам при· 
роста (r) и разным значениям ожидаемой продолжительности 
жизни при рождении (ео) 1;1з модельных таблиц смертности ООН. 
I(осые линии' соединяют значения Ь, соответствующие значениям 

ео, указанным (в годах) в правом верхнем конце линии 



от 1-ro и до 4-ro порядков для ряда модельных таблиц смертности, 
построенных в ООН 9• Эти величины дают возможность легко вы· 
числить коэффициенты рождаемости, коэффициенты смертности, 
коэффициенты прироста или средние значения возраста для экспо
ненциальных населений, возможных применительно к человеческим 
популяциям. 

На основании приведенной формулы были вычислены коэффи
циенты рождаемости для системы экспоненциальных населений, со
ответствующей модельным таблицам смертности ООН (женский 
пол). На рис. 1 показано, как эти коэффициенты изменяются с из
менением коэффициента nрироста и ожидаемой продолжительности 
жизни при рождении. Как можно видеть, кривые, соответствующие 
одной и той же ожидаемой продолжительности жизни при рожде
нии, представляют собой почти прямые линии; это очень облегчает 
интерполяцию между двумя точками. 

В табл. 3 мы показали возрастные структуры экспоненциальных 
населений, ·отвечающие некоторым значениям коэффициента приро· 
ста и ожидаемой продолжительности жизни при рождении. 

ТаблицаЗ 

СТРУКТУРА ЖЕНСКИХ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ НАСЕЛЕННА 

(ОСНОВНЫЕ ВОЗРАСТНЫЕ ГРУППЫ В % К ОБЩЕR ЧИСЛЕННОСТИ) 
ПРИ РАЗНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ КОЭФФИЦИЕНТА ПРИРОСТА, r, 

И СМЕРТНОСТИ, ВЫРАЖЕННОП ПОКАЗАТЕЛЕМ ОЖИДАЕМОП 
ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ ЖИЗНИ ПРИ РОЖДЕНИИ е0 

~о 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,0() 3,25 3,50 3,75 4,00 

ео=30 годам 

0-14 32, l 3819 40 ,6 42 ,3 44,0 45, 7 47 ,3 49,2 50 ,5 52, l 53,6 55, 7 56,6 58, 1 
15-49 51,549,448,748,О 47,1 46,3 45,4 44,3 43,5 42,5 41,5 39,8 39,9 38,3 
50--64 11 , 5 8 '6 7 '9 7 '2 6' 7 6 ' 1 5 '6 5 'о 4' 7 4 '2 3 '9 3 , 6 3 '5 2, 9 
65+ 4,9 3,1 2,8 2,5 2,2 1,9 1,7 1,5 1,3 1,2 1,0 0,9 0,8 0,7 

ео=34 годам 

0-14 30 237,0 38,7/40,4 42,2 43,8 45,5 47,2 48,8 50,4 52,О 53,6 Ь5,1 56,5 
lб-49 51,149,649,0148,4 47,6 46,9 46,0 45,1 44,2 43,3 42,3 41,3 40,3 39,3 
50-64 12, 7 9,5 8,8 8, 1 7,5 6,9 6 ,3 5,8 5,3 4,8 4,4 4,0 3,6 3,3 
65+ 6,0 3,9 3,5 3,1 2,7 2,4 2,2 1,9 1,7 1,5 1,3 1,1 1,0 0,9 

9 U n i t е d N а t i о n s. Ag_e апd sex patterns of mortality. Model lif e-taЫes f or 
under-developed countries. ST/SOA/Series А/22. (Population .Studfes, No 22), N. У" 
1955. ' 
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П родолжен.ие 

\ о 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00 3,25 3,50 3,75 4,00 

~i~~ 
ео=38 годам 

0-14 28,535,337,0 38,8 40,5 42,2 43,9 45,6 47,3 48,9 50,5 52,1 53,7 55,2 
15--49 50,7 49,7 49,248,6 48,Q 47 ,3 46,5 45,7 44,9 44,О 43,0 42, 1 (1,1 40, l 
50-64 13,710,4 9,6 8,9 8,2 7,5 7,0 6,4 5,8 5,3 4,9 4,4 4,0 3,7 
65+ 7,1 4,6 4,2 3,7 3,3 3,0 2,6 2,3 2,0 1,8 1,6 1,4 1,2 1,0 

ео=42 годам 

0-14 26,933,8·35,5\37,3 39,0 40,7 42,5 44,2 45,9 47,6 49,2 50,8 52,4 54,О 
15-49 50,149,649,2,48,7 48,2 47,6 46,9 46,1 45,3 44,5 43,6 42,7 41,7 40,7 
50-64 14, 6 11 ' 1 1 о' 4 9' 6 8 1 9 8 1 2 7' 5 7 1 о 6' 4 5 '8 5 1 3 4 ' 9 4' 4 4 'о 
6s+ в , 4 s , s 4, 9 4, 4 з , g 3 , s з , 1 2 , 1 2, 4 2 , 1 1 , 9 1 , в i , s 1, 3 

ео=46 годам 

0-14 25,632,534,236,0 37,7 39,5 41,2 43,О 44,7 46,4 48,1 49,7 51,3 52,9 
15-49 49,649,449,248,8 48,3 47,8 47,1 46,4 45,7 44,9 44,0 43,2 42,2 41,3 
50-64 15 '3 11 '8 11 'о 1о'2 9' 5 в, 7 8' 1 7 '4 6' 8 6' 3 5 '7 5, 2 4, 8 4 '3 
65+ 9,5 6,3 5,6 5,0 4,5 4,0 3,6 3,2 2,8 2,4 2,2 1,9 1,7 1,5 

ео=50 годам 

0-14 24,531,333,034,8 36,6J38,3 40,1 41,8 43,6 45,3 47,0 48,7 50,3 51,9 
15-49 48,949,249,048, 7 48,3147,9 47,3 46,7 46,0 45,2 44 ,4 43,5 42,7 41,7 
50-64 15,912,411,610,8 10,019,3 8,6 7,9 7,2 6,7 6, 1 5,6 5,1 4,7' 
65+ 10 1 7 7 ' 1 6 1 4 5 '7 5 ' 1 4 1 5 4 'о 3 '6 . 3 '2 2 1 8 2 '5 2 1 2 1 '9 1 • 7 

ео=54 годам 

0-14 23,530,232,033,8 35,5 37,3 39,140,942,6 44,4 46,147,849,4 51,1 
15-49 48,349,01148,848,6 48,3 47,9 47,4 46,8 46,2 45,5 44,7 43,9 43,0 42,l 
50-64 16,418,912,111,2 10,5 9,7 9,0 8,3 7,6 7,0 6,4 5,9 5,4 4,9 
65+ 11 '8 7. 9 7' 1 6' 4 5, 7 5, 1 4, 5 4, о 3, 6 3' 1 2 , 8 2, 4 2 '2 1 '9 

ео=58 годам 

0-14 22,629,331,132,8 34,6f6,4 38,2 40,0 41,8 43,5 45,3 46,9 48,-6 50,3 
15-49 47,748,748,648,5 48,3 47,9 ·17,5 46,9 46,4 45,7 44,9 44,2 43,3 42,5 
50-64 16,813,312,511,6 10,8 0,1 9,3 8,6 7,9 7,3 6,7 6,2 5,7 5,1 
65+ 12' 9 8 '7 7 1 8 7 1 1 6 • 3 5 '6 5 'о 4. 5 3 1 9 3 '5 3 1 1 2 1 7 2 ' 4 2 ' l 

4. Асимптотически экспоненциальные населения по Лотке 

4.1. Теоретическая модель 

Особещюстъ описанного ранее стабильного экспоненциального 
населения состоит в том, что' его свойства наблюдаются, когда три 
функции с(х), Ро(х) и q>o(x) становятся постоянными. 
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Предположим теперь, что снято условие, сQ.Гласно которому с (х; 
постоянно, и ·С определенного момента времени остаются постоян

ными лишь две функции: Ро(х) и fPo(x). Таким образом, мы получим 
население, относительно процесса развития которого Лотка доказал 
следующую теорему: население, у которого возрастные функции 

плодовитости и смертности с определенного момента времени ста

новятся постоянными, асимптотически приближается к стабильному 
экспоненциальному населению. Лотка сам пользовался термином 
стабильное, чтобы обозначить именно эти населения, поскольку в 
пределе их возрастная структура становится постоянной. 

Доказательство основывается на следующем уравнении: 
00 

В (t) dt = S В (t- х) ср0 (х) Ро (х) dxdt. (4) 
о 

В да.т.rьнейшем ради упрощения мы будем записывать функции: 
р (х) и ер (х) без индекса. 

Уравнение показывает, что ч'исло рождений в интервале време
ни t, t+dt находится путем умножения числа рождений, происшед
ших в интервале f.-:...x, t-x+dt, на порядок дожития р(х) и на ре
жим плодовитости ер (х) и цнтеrрирования произведения по х. 

Лотка предположил, что в этом уравнении В (t) может быть вы-
ражено ка:к сумма показательных функций: · 

В (t) = Q1e'i' + Q2er1
' + ... , (5) 

где Qt, Q2, ... - коэффициенты, смысл к.оторых будет объяснен 
позднее. Подстановка этого выражения для В (t) в уравнение (4~ 
приводит к уравнению: 

.je-rnxcp(x)p(x)dx=I, где n=I,2,... (&) 
о 

Это уравнение имеет лишь один действительный корень р и ·бес
конечное число комплексных корней вида Рп=:=ип+ivп. Поскольку 
практически значеНJ:!,Я величин Un всегда меньше р, то колебания. 
которые комплексные корни вносят в число рождений, концентри
руются вокруг непериодического члена Qpept, и амплитуда этдх :ко
лебаний невелика. Когда колебания полностью затухают~ число 
рождений подчиняется экспоненциальному закону; посколь.ку .со.
гласно принятой гипотезе порядок дожития постоянен, мы имеем н.а
селение с экспоненциально возрастающим коэффициентом рожд.а.е
мости и постоянным порядком дожития, следовательно, как мы ви

дели, - экспоненциальное население. Оба указанных свойства. этих 
населений начинают проявляться с момента, когда колебания чисел ' 
рождений окончательно затухают. Стабильное население фактиче
оки есть частный случай экспоненциального населения. 

Как только достигнуто стабильное состояние, характеристики 
населения становятся зависимыми лишь от режимов nлодовито~'ItИ 

и смертности, преобладавших в течение переходного периода. В ча
стности, население, как только его возрастная структура .начинает 
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соответствовать конечной. стабильной структуре, «забывает» свою 
первоначальную структуру. 

Ключ к проблеме, как мы толь,ко что видели, заключается в том, 
чтобы найти выражение для изменения числа рождений. Предпола
галось, что население замкнуто, и поэтому, объединяя функцию 
рождаемости и функцию' дожития, которые считаются известными, 
мы можем вычислить возрастное распределение и коэффициенты 
рождаемости и· смертности для этого населения для любого данно-
tо времени. -

Феллер 10 и Лопес 11 рассмотрели условия, при которых справед
лива теорема Лотки, в частности, для того, чтобы получить сходи
мость, как коэффициент смертности, так и коэффициент рождаемо
сти должны быть непрерывными функциями возраста. Лопес также 
воопроизвел дОI{азательство Лотки, применив для этого теорию ве
роятностей для дискретных переменных, - подход, предложенный 
Феллером. Какой бы из двух методов - с диСI{ретными или непре
рывными переменными - ни применялся, цель остается той :же: 
определить конечные характеристики населения, предполагая, что 

число рождений изменяется с возрастом в известном порядке, и изу
чая, как влияет это предположение на возрастную структуру, ког

да t стремится к бесконечности. 

4.2. Обобщение модели 

Точно так же как мы обобщили ранее понятие экспоненциаль
ного населения, определенное Лоткой, мы можем обобщить теперь 
и понятие асимптотически стабильного населения. 
Можно показать, что в действительности население может достиг

нуть экспоненциального состояния весьма сходным образом, если 
принять множество предположений иных, чем были приняты Лат
кой. Можно показать, что если порядок дожития р (х) и коэффи
циент рождаемости с определен:ного момента постоянны, то в числе 

рож).{ений, в числе смертей и общей численности населен.ия будут 
наблюдаться колебания; все эти колебания будут постепенно зату~ 
хать и .концентрироваться около экспоненциальной и, следователь
но, непериодической функции. Возрастная структур3: будет сама кор
ректироваться до тех пор, пока она не совпадет со структурой, ука
зываемой формулой ( 1). В течение переходного периода, т. е. в те.
чени;е интервала времени, разделяющего момент, когда Ь и функция 
р (х) стали постоянны, и момент, 1<огда население достигает пре
дельного экспоненциального состояния, коэффициент прироста и 
коэффициент смертности, получаемые из уравнения (2) ~ и возраст
ная структура, укаэываемая равенством ( 1), есть истинные ( «intrin.
si С») * величины для данного населения. Они представляют с обо~ 

1° F ~e·li ~ e.r W. On the integral equation of renewal theory. Arinals of Mathema
fical StqtJ~it;Sv vol. 12, 1941, р. 243 et seq. 

11 L.Q.~.e z А. ProЫems in staЫe population theory. Ptinceton, N. У., 1961. 
* ТqЧнее 'было бы «собственные», но мы сохраняем устонВшнйся терМ'Ин. ~ 

Прим. 'ре'д. L- 1
• 
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предельные величины, к которым стремится население, если Ь и р (х} 
остаются постоянными в течение достаточно долгого времени. 

Экспоненциальное состояние может также асимптотически до" 
стиrаться на основе других гипотез, например, что постоянны р (х) 
и r или что постоянны р (х) и d. В этих случаях мы сталкиваемся 
с теми же процессами асимптотического приближения к состояниюf 
которое обнаруживает описанные нами выше свойства экспонен" 
циальных населений. 

Здесь снова перечень гипотез не исчерпывающий, и, безусловН<:>. 
можно отыскать другие предположения, при которых становится 

возможным асимптотическое приближение к тому же состоянию. 
Прежде чем продолжать, вспомним классификацию, принятую 

нами для разных определений моделей экспоненциального и ста" 
бильного населений: 

а) экспоненциальные населения по Лотке: 
с(х) и р(х) постоянны; . 
б) обобщение предыдущего: непосредственно экспоненциальные 

населения: 

с (х) и р (х) постоянны, 
с (х) и d постоянны, 
с (х) постоянны и В (t) - экспоненциальна.я функция времени; 
с (х) и d (х) постоянны, 
р (х) и d (х) постоянны и т. д.; 
в) непосредственно экспоненциальные стабильные населения. 

Частный случай предыдущего, где неизменны Ро (х) и <ро (х); 
г) асимптотически стабильные населения по Лотке: 
Ро (х) и еро (х) постоянны; 
д) обобщение предыдущих видов: асимптотически экспонен-

циальные населения: 

р (х) и ер (х) постоянны, 
р ( х) и ь постоянны, 
р (х) и d постоянны, 
р (х) и r постоянны и т. д. 

4.3. Свойства uстuн!-юго коэффициента прироста 

Коэффициент р, действительный корень уравнения (5), назы
вается истинным коэффициентом прироста. Он обладает следующи
ми двумя свойствами: 

1. Не зависит от возрастной ·структуры, поскольку для тorot что
бы вычислить его, мы должны найти истинный корень уравнения 
(6), содержащего лишь функции ер (х) и р (х). Способы его вычriс
ления будут рассмотрены далее. 

2. Измеряет прирост населения через число рождений и числэ 
смертей, начиная с того момента, в который достигнуто стабильное 
равновесное состояние. Следовательно, этот показатель есть асимп
тотическая величина, которая не наблюдается до тех пор, пока не 
достигнуто предельное состоянl~. То же относится и к возрастной 
структуре, коэффициенту рождаемости и коэффициенту смертности, 
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которые могут быть получены на основе уравнений ( 1} и (2) и мо
гут быть поэтому названы истuнн.ыми структурой и коэффициен
тами. Все эти характеристики могут быть вычислены для произ
вольного населения как стабильного, так и нестабильного при усло
вии лишь, что известны две функции: <р (х) и р (х) - они могут быть 
теми, которые наблюдаются в данный момент - с целью охаракте
ризовать предельное состояние, которое будет достигнуто, если 
предположить, что эти две функции будут сохраняться постоянными 
неопределенно долго. 

4.4. Другие выражения истинного прироста населения: 
брутто-коэффициент и нетто-коэффициент воспроизводства 

Можно измерять прирост населения пе только за единицу вре
мени dt, как мы только что сделали, но и за промежуток времени, 
который Лотка назвал средним ин.тервалом меж:ду двумя поколе
ниями. 

Два измерителя такого прироста - это брутто-коэффициент 
воспроизводства R' и нетто-коэффициент воспроизводства R., кото
рые были определены Бёком (Boёckh) в 1884 г. и введены в науч
ный обиход Кучинским 12. 

Они определяются следующим образом: 

R'=1cp(x)dx и R=jcp(x)p(x)dx. 

Первый получен путем суммирования повозрастных коэффи
цJrентов плодовитости. Таким образом он представляет собой коэф
фициент плодовитости модели населения, представляющей собой 
некоторое население неизменной численности, содержащее одинако
вое число женщин в каждом возрасте, не подверженных никакому 

риску умереть с момента рождения до конца периода деторожде

ния. Этот показатель можно назвать также средней женской пло
довитостью в группе женщин, отвечающей указанным условиям. 
Нетто-коэффициент представляет собой среднее значение возраст
ного показателя плодовитости для населения, в котором число жен

щин в каждом возрасте соответствует таблице смертности для это
го населения. Этот показатель также можно назвать средней жен
ской плодовитостью в группе женщин, постоянно подверженных рас
сматриваемым режимам плодовитости и смертности. 

Какая взаимосвязь существует м~жду истинным коэффициентом 
прироста и показателями воспроизводства? I(ак мы увидим, эту 
взаимосвязь можно установить при помощи среднего интервала 

· между двумя поколениями. . 
Для этого о~означим t{ерез К' (-р ) производящую функцию ку-

мулянтов !f (х~ (х) , определяемую как 

1z К и с z у n s k i R. Bericht iiber den '1-fv Internationalen I<ongress fiir liygie-. 
nc und Demographie. Berlin, 1907, Band lll, S 1472-1484. 
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К' (-р) = log f e-rx р (х) rp (х) dx - log R. 
о 

Тогда уравнение (6) записывается для действительного корня 
r.n= р как 

R = е-К' <-r) . (7) 
Термином средний интервал между двумя поколениями Лотка 

1 
обозначал выражение Т=--К'(-р). Если это выражение под-

Р 
ставить в предыдущее равенство, то мы найдем, что 

R = еРт. (8) 
Это показывает взаимосвязь между R и р. 
·средний интервал между двумя поколениями имеет следующий 

смысл: это - время, необходимое для того, чтобы число рождений 
-увеличилось в отношении, указываемом нетто-коэффициентом вос
производства, при гипотезе, принятой нами ранее, т. е. при условии, 
что функции смертности и плодовитости остаются постоянными 13• 

4.5. Истинный коэффициент рождаемости. 

Этот показатель получают как отношение равенства (3) к ра
венству (7): 

Ь = _Е_ е-К (-р) +К' (-р), 
ео 

В качестве первого приближения имеем 

Ь=_в_. 

(9) 

(1 О) 

Таким образом, мы видим, как иа нетто-коэффициента воспроиз
водства можно получить истинный показатель рождаемости, и на
оборот. Эта формула весьма удобна, когда желательно приближен
но оценить коэффициент рождаемости, не пользуясь при этом дан
н91ми о числе рождений: достаточно вычислить R при помощи ин
декса Томпсона (Thompson) 1\ для. ч.его нужно знать лишь возраст-

13 Чтобы показать это, достаточно представить R в виде отношения В (t), чис
ла рожд~ний во время t, к числу рождений, которые произошли во время t - 0, а 

в ( t) 
именно в виде: R , где 0 - внтервал времени, который надо определить. 

B(t-0) · 
Так как рождения СJiедуют экспоненциальной кривой, мы имеем 

R = Boept = еР8 • 
ВоеР (t-0) 

в (t) 
Сравнение с (8) дает 0=:=Т и, следовательно, R= ... В (t- Т). 

а Индекс Т.омпсона - это отношение числа девочек в возрасте от а1 до а2 
к ч~rслу жеJ1щин в возрасте от ~ 1 до ~2 в фактичееком населении, деленное на то 
же отношение в стационарном населении. Чаще всего принимаются значения: 
а1=О, az=4; ~1=15; ~z=49 "* 
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ную структуру фактического и стационарного населения, а затем 

разделить R на ео. 

4.6. Вычисление и смысл постоянных Qi 

В вычислении различных истинных показателей постоянные Qi 
из уравнения (5) не участвуют. Однако если желательно знать, как 
будет эволюционировать население, то они необходимы для опре
деления общей численности населения, числа рождений и числа 
смертей. Здесь мы укажем лишь выражение для постоянной <рр, т. е. 
для постоянной, связанной с действительным корнем уравнения (6). 
Предлагаемая методика дает возможность исчислить население 
с того момента, когда две функции <р (xj и р (х) становятся постоян
ными, и до момента, когда достигнуто стабильное ~остояние, не при
нимая во внимание колебании, происходящих во время переходного 
ттериода. 

Основное уравнение ( 4) можно представить в виде суммы двух 
интегралов: 

В (t) = N 0 [с0 (х) Р (t+x) ер (х) dx +~В (t - х) р (х) ер (х) dx. 
р (х) о 

Первый интеграл представляет собой число рождений, продуци
руемое исходным населением, причем со (х) dx - это доля лиц воз
раста х в момент О, а второй интеграл представляет собой число 
рождений, продуцируемое последующими поколениями. 

Если в этом уравнении мы примем, что В (i) = Qpet, т. е. числу 
рождений в момент t, когда уже достигнуто предельное состояние, 
а затем возьмем интеграл по t, то получим: · 

00 с (х) Q Р = N 0 (" -
0

- G (х) dx, d с00 (х) 
где Соо (х) - это стабильная возрастим~ структура и 

О (х) = g (х) 

rg(x) dx 
о 

причем 
00 

g (х) ~ .\' е-0х р (х) ер (х) dx. 
о 

Как мы видим, коэффициент Q зависит от ис~одной возрастной 
структуры со(х) и от двух заданных функций р (х) и ер (х). Если зна
чение коэффициента Qp известно, то можно вычислить не только 
возрастную структуру населения, когда оно достигло стабильного 
состояния, но и общую его численность. Связанные с комплексными 
корнями постоянные Qi, с помощью которых можно было бы оце
нить численность населения в течение переходного периода, вычис-
лить труднее. " 



4.7. П рщvtенение предыдущего: потенциал роста 

Предположим, что с некоторого момента население начинает 
подчиняться режиму смертности, который существует в этот исход
ный момент и далее не меняется, однако режим плодовитости та- · 
ков, что истинный коэффициент прироста с этого момента становит
ся равным нулю. Тогда в общей численности населения, в числе 
рождений и в числе смертей будут наблюдаться колебания до тех 
пор, пока в пределе население не станет стационарным. Соотно
шение между чпсленностью этого предельного стационарного насе

ления и численностью исходного населения, выраженное коэффи
циенtом Q, указывает, насколько увеличится население вследствие 
тоРО, что исходная возрастная структура отличалась от структуры 

этого предельного стационарного населения. Это отношение Поль 
Ве1-гсан назвал потенциалом роста 15. Например, потенциал роста 
для населений латиноамериканского типа равен 1,8. Это значит, что 
возрастная структура этих населений столь «молода>>, что даже 
если предположить, будто условия стационарности соблюдаются 
уже с этого дr-ц1, то чис:11енность этих населений увеличится еще 
на 80% вследствие потенциальных сил в их возрастных структурах, 
накопившихся благодаря высокой плодовитости в прошлом. Тако
го рода расчет интересен потому, что он дает возможность разло

жить данный прирост, в любой :произвольный момент, на часть, об
условленную уровнями: плодовитости и смертности этого момента, и 

часть, обусловленную возрастной структурой, т. е. плодовитостью и 
смертностью в прошлом. 

Следует отметить, что такой расчет может быть выполнен как 
для случая экспоненциального населения, так и для случая ста

бильноrо населения. Очень легко показать,, что в экспоненциальном 
населении, определяемом, например, на основе неизменности функ
ции дож:И:тия и коэффициентов рождаемости, будет соблюдаться 
следующее соотношение: 

где 

и 

ею 

ь i Со (х) d Q = N о J _.;;,--'--'-- О (х) х, 
Р 0 Соо (х) 

G (х) = g(x) 
00 
S g (x)dx 
о 

g (х) =·f e-Px р (х) dx. 
о 

н V i псе п t Р. Poteпtiel d'accroissement d'une population. Journal de la So
ciete de Statistique de Paris" ~ql. ~6, n_. ~-:--~• 1~4~, р. 1~-39. 
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4.8. Определение истинного коэффициента прироста по графику 

Предположим, что имеется некоторый набор коэффициентов пло
довитости ер (х) и набор вероятностей дожития р (х). Посмотрим, 
как, опираясь на эти данные, можно определить графически истин
ный коэффициент прироста. Запишем 

00 
W (r) = S e-rx ~ (х) р (х) dx 

о 

и будем придавать г различные значения. Производная функции 
чr (г) по г: 

dЧ!' r - = - xe-rx qt (х) р (х) dx 
dr 0 

обязательно отрицательна, поскольку все элементы под интегралом 
положительны. Следовательно, Ч' (r) есть убывающая функция r. 
С другой стороны, имеем: 

Ч'(r) =0 при r= + оо; 
Ч'(r) = +оо при r=-oo; 
ЧГ(r) =R при r=O. 

Поэтому кривая, изображающая Ч' (r) как функцию r, начинается 
с + оо, когда r=-oo, затем постепенно снижается, пересекает ось 
ординат в точке ЧГ (r) =R и асимптотически приближается к оси абс
цисс (см. рис. 2). 

" 

.48 

о 7' 

'1'(1') =J,,"°e·1'X 'f(X)P{X} d:r: 
о 

Ри~. 2. График функции Ч' (r} 

r 



Из этого следует, что кривая 'У (r) и горизонтальная линия с ор
динатой 'У (r) = 1 пересекаются в одной и только одной точке, соот
ветствующей искомому истинному коэффициенту прироста. Мы ви
дим, таким образом, что уравнение (6) имеет .(]:ишь один действи
тельный корень. 

4.9. Сравнительное положение нетто-коэффициента 
воспроизводства и истинного коэффициента прироста 

Рассмотрим снова рис. 2. Мы видим, что, когда кривая пересе
кает ось ординат выше точки R = 1, истинный коэффициент приро
ста обязательно положителен. Когда кривая пересекает ось ординат 
в точке R = 1, истинный коэффициент прироста равен нулю. И нако
нец, когда кривая пересекает ось ординат ниже точки R = 1, истин
ный коэффициент прироста отрицателен. Таким образом: 

r >О, если R > 1; 
r = О, если R = 1; 
r <О, если R < 1. 

4.10. Построение модельных стабильных _населений 

Для того чтобы построить теоретические стабильные населения" 
мы должны знать режимы плодовитости и смертности, ер (х) и р (х). 
Зная эти режимы, мы можем с помощью традиционных методов: 
численного интегрирования вычислить истинный коэффициент при
роста р на основании уравнения (6). Мы можем также найти разло
жение для производящей функции кумулянтов К' (-р), участвую
щей в уравнении (7), ограничиваясь членами первой, второй или бо
лее высоких степеней и разрешая получившееся уравнение о-тно
сительно р. Именно это и проделал Лотка, когда он предложил 1s 
следующее решение, полученное для риз уравнения второй степени:-

, v '2 1 

k1 - k1 - 2k2 log R 

k~ 
р= (11} 

В 1931 r. Виl.{селль 17 предположил, однако, что·функция произ
ведения <р (х) р (х) имеет вид кривой Пирсона III типа, и получиJt 
таким образом следующее решение: 

1 

р = r [Rf" - l], 

где т=kt'/k{ и ~=ki'-1. 
Разница между решениями Лотки и Викселля практически не-

велика. 

1в L о t k а А. J. Ор. cit. 
11 W i с k s е 11 S. D. Nuptiality, fertility and reproductivity. Skandlnavlsk Ak-

tuarl~tidskrlft~ vol. 3, 1931, р. 125-157. 
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Когда таким способом определен пстинный коэффициент приро
ста, можно вычислить по формуле (9) коэффициент смертности и 
по формуле ( 1) - возрастную структуру. 

В исследовании, опубликованном ООН ts, приводятся наиболее 
важные характеристики стабильных населен11й для разных значе
ний брутто-коэффициента воспроизводства и для разных значений: 
ожидаемой продолжительности жизни при рождении. 

4.11. Различия во влиянии плодовитости 
и смертности на возрастные структуры 

В табл. 4 показаны возрастные структурьi стабильных населе
ний, вычисленные с помощью только Ч'Го рассмотренных методов 
при различных уровнях плодовитости и смертности. Плодовитость 
представлена в виде значений брутто-коэффициента воспроизвод
ства, причем в качестве кривой, выражающей зависимость коэффи
циентов плодовитости от возраста, принята соответствующая кри

вая для группы южноамериканских стран. Смертность представлена
в виде ожидаемой продолжительности жизни при рождении, прпчем 
вид функцпй дожития принят таким, какой указывают модельные 
таблицы смертности ООН для соответствующих значений ожидае
мой продолжительности жизни при рождении (для девочек). 

Рассматривая эту таблицу, можно сделать два интересных на
блюдения: 

а) сравнение возрастных структур при одном и том же уровне 
смертности, т. е. в столбцах с одним и тем же значением ео, показы
вает, что при разных коэффициентах воспроизводства эти структу
ры значительно различаются. Чем ниже плодовитость, тем более 
резко выражено постарение населения; 

б) напротив, возрастные структуры очень мало зависят от смерт
ности, что можно видеть, сравнивая для одноименных возрастных 

групп числа в той или иной строке, соответствующие разным энач~
ниям ожидаемой продолжительности жизни при рождении. 

Эти два обстоятельства ясно показывают, что различия в степе
ни постарения населения следует приписать скорее влиянию разли

чий в плодовитости, чем различий в смертности. В аналитическом 
виде эти наблюдения были выражены Жаном Буржуа-Пиша 19 и 
Энсли Коулом 20. Последний показал, что е~ли в двух стабильных 

1s U n i t е d N а t i Q п s. Т11е ageing of populatioпs апd its econoin1c and soci· 
al irnplications. ST/SOA/Series А/26. (Population Studies, № 26), N. У" 1956; 
U n i t е d N а t i о n s. The future growth of world population. ST/SOA/Series А/28. 
(Population Studies, № 28), N. У., 1958. 

· 19 В о и r g е о i s - Р i с h а t J. Dans quelle rnesure peut-on lirniter le viellisse
rnent de la population? Trois journees pour l'etude scientlfique de la population, Pa
ris, 22-24 avril, 1948; Paris, Alliance Nationale contre la depopulation, f asc. II, 
р. 67-75 [без года изд.]. В о и r g е о i s - Р i с h а t J. Charges de la population acti
ve. Journal de la Societe de Statistique de Paris, vol. 91, № 3-4, 1950, р. 94-114. 

20 С о а 1 е А. J. Age distributions as affected Ьу changes iп fertilitY. and morta
lliy - а further no.te. Milbank Memorial Fund Quarterly, yol. 35, July." 1957, 
р. 302-307. 
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ео=20 

R' 0-1< 1 "-,\91 60+ 
лет лет лет 

. 

1 14,8 68,3 16,9 

1,5 22,б 66,9 10,5 

2,0 28,9 64,0 7' l 

• 
2,5 34, 1 60,7 5,2 

3,0 38,5 57,6 3,9 

4,0 45,2 52,4 2,4 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПО ОСНОВНЫМ ВОЗРАСТНЫМ ГРУППАМ В СТАБИЛЬНЫХ 

НАСЕЛЕШИ.ЯХ • КАК ФУНКЦИЯ БРУТТО-КОЭФФИЦИЕНТА 
ВОСПРОИЗВОДСТВА R1 И ОЖИДАЕМОЯ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ ЖИЗНИ 

ПРИ РОЖдЕНИИ (ДЛЯ ЖЕНЩИН) ео, % --
ео=ЗО ео=40 ео-50 ео=60,4 

0-14115-591 60+ О-14 , 15-591 60+ 0-14 / Н91 60+ 0-14 , 15-591 
лет лет лет .пет лет лет лет лет лет лет лет 

1 

16,3 65,0 18,7 17,0 62,6 20,4 17,8 60,7 21,5 18,7 59,4 

24,7 63,8 11,5 25,9 61,6 12,5 27,0 60,0 13,О 28,2 58,7 

31 ,4 60,9 7,7 32,9 58,8 8,3 34,2 57,2 8,6 35,6 55,8 

36,9 57,6 5,5 38,5 55,6 5,9 40,0 53,9 6, 1 41,4 52,6 

41,3 54,6 . 4,1 43,1 52,5 4,4 44,6 50,9 4,5 46,О 49,6 

48,2 49,2 2,6 50,0 47,3 2,7 51,5 45,8 2,7 52,9 44,4 

Таблица 4 

ео=70 

60+ О-1411~91 60+ 
лет лет лет лет 

f. 

21,9 19,5 58,6 21,9 

13,1 29,3 57,7 13,О 

·8,6 36,8 54,7 8,5 

6,0 42,7 51,4 5,9 

4,4 47,4 48,З 4,3 

2,7 54, l 43,З 2,6 



населениях функции, выражающие зависимость плодовитости от 
возраста, идентичны, а функции дожития различны и связаны ра
венством вида: 

Р1 (х) = Р2 (х) evx, 
rде индексы 1 и 2 обозначают два этих населения, а v - постоянная, 
то возрастные"' структуры таких населений будут в точности совпа
дать. Следовательно, различия в ст~пени постарения обусловлены 
не различиями в смертности. Более того, большие или меньшие 
доли молодых и старых людей в населении объясняются уровнями 
плодовитости. 

Проблема старения населения была предметом многочисленных 
дпскуссий на Всемирной конференции по народонаселению в 1954 г. 
Исследование этой проблемы, проведенное ООН, результаты кото
рого были опубликованы в 1956 г. 21, показало механизм этого явле
ния и вскрыло его экономическое и социальное значение. 

4.12. Матричное представление стабильного населения 

Лотка показал, как мы уже видели, что население, в котором 
возрастные показатели плодовитости и смертности не меняются, 

приобретает стабильную возрастную структуру; при этом он пред
полагал, что рост числа рождений можно представить в виде суммы 
экспоненциальных функций, и исследовал влияние этой гипотезы на 
возрастную структуру. Более. непосредственный метод доказатель
ства теоремы Лотки состоит в том, чтобы провести перспективное 
исчисление населения с некоторой определенной возрастной струк
турой, исключая на каждом этапе исчисления, скажем, в один год, 
число умерших, соответствующее принятому режиму смертности, и 

добавляя число доживших из родившихся на первом году исчисле-
. ния, также соответствующее принятым режимам плодовитости и 

смертности. Рост такого населения вычисляется поэтапно, как в про
стейшем случае марковских процессов, до тех пор пока структура 
населения не перестанет изменяться, причем ее вид может совер

шенно не соответствовать исходной структуре. 
Можно также описать этот процесс на языке матричной алгеб

ры. Бернарделли 22 в 1941 г. первым пришел к мысли о применении 
матричного исчисления в демографии, однако в силу гипотез, при
нятых в его модели, ему не удалось получить стабильности. Он рас
сматривал популяцию жуков, максимальная длительность жизни 

которых 3 дня, а вероятность држить от перврго до второго - 1/2 и 
от второго дня до третьего - 1 /з. Способность приносить потомство 
появляется на третий день, причем каждый доживший жук произво
дит на свет в среднем шесть новых жуков. Пользуясь методами мат
ричной алгебры, Бернарделли показал, что численный рост этой по
пуляции соответствует циклическому обновлению, ~ри котором вся 

21 U n i t е d N а t i о n s. Ор. cit. 
22 В е r n а r d е 11 i Н. Population waves. Journal of Виrта research society, 

1941, voI. 31, No 1, р. 1-18.. · 
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популяция воспроизводится с неизменной численностью каждые 
три дня: 

Такая популяция не стабильна, несмотря на то что режимы пло
довитости и смертности неизменны; это можно объяснить тем об
стоятельством, что режим плодовитости ооисывается не непрерыв

. ной функцией, поскольку рождения происходят только в некотором 
данном возрасте. 

Лесли 23 (в 1945 г.) вновь обратился к теореме Лотки, также 
представив ее формально в терминах матричного исчисления. Он на
чал с женского населения численностью Fo(o>, F1(o), •.• 1 F~(o), в возра
стах соответственно 0,1, ... , ~' где ~ есть последний из возрастов 
того периода, когда женщина способна к деторождению. Пусть 
fk (k=0,1, .. . ) вероятность того, что женщина возраста k родит ре
бенка в течение данного периода - длительностью, скажем снова, . 
в один год'- и что ребенок (дети), рожденный этой женщиной, до
живет до конца года. Тогда fR. есть цроизведение коэффициекта 
женской плодовитости в возрасте k и вероятности дожития ребенка 
от момента рождения до конца года. НакоI-Jец, пусть Ро, 
Р1, .•• , Р~-1 - вероятности дожития от возраста О до возраста 
1 год, от начала возраста 1 год до возраста два года, ... , от возра
ста ~-1 до возраста ~ *. 

Матричное представление перспективного исчисления на интер
вале между годом О и годом 1 заключается в записи исходного на
селения F0<0>, .. . ·, Fr,<0J в виде вектора-столбца, обозначим его F<0>, 
который связан с населением F(1) года 1 соотношением: 

. P(l) = MF<0>, 

где Месть матрица вида: 

(

f о f 1 •.• f~-1 
Р0 О ..• О 

М = О Р1 ••• О 

О О Pfl--1 

Применяя правила умножения матриц, мы находим: 

FJ1> = f оFЛ0> + f iFf0> + ... + fiэFJ0>; 
f~l) = PoFJO>; 

p~l) = P1F~O); 

М есть квадратная матрица, не содержащая отрицательных 
элементов. Если повторить этот процесс п раз, то получим квад

ратную матрицу мn, приq:ем 

23 L е 5 1 i е Р. Н. On the use of matrices in certain population mathernatics. 
Biometrika, vOI. 33, part Ш, 1946, р. 183-212. 

* Точнее следовало бы сказать «вероятности дожития от нач.ала года до на
чала следующего года для лиц в возрасте 0,1, ... , ~--, 1». -Прим. пер. 
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р(п) = мпр(О). 

Это соотношение показывает возрастную структуру года п, ког
да функции плодовитости и смертности, входящие в матрицу м" 
были применены п раз. Население становится стабильным в мо
мент п, если умножение матрицы М на вектор-столбец F<n> не ме
няет соотношений между элементами вектора F<n>. 

Применив правила матричного исчисления, Феллер 2" показал~ 
qто, когда п стремится к бесконечности, существует положительное 
число k, в.ектор-столбец х и вектор-столбец у, такие, что 

1im Mn = k11xy. 
n-+oo 

Тогда, подставляя соотношение p(n)=M(n)f(0>, получаем 

llm f(n) = k 11xyF<O>. 
n-+oo 

Полагая yP=S, где S - скаляр, пмеем: 

liш F<n> = Sknx. 
n-+oo 

Таким образом, мы видим, что в момент п число лиц в возрасте i 
есть Fi(n>=Sknx. Иными словами, в пределе число лиц в каждом 
возрасте у~еличивается с одной и той же скоростью k-l; это пока
зывает, что возрастная структура в дальнейшем не изменяется. · 

Коэффициент прироста может быть найден как решение следую
щего характеристического уравнения, записанного в виде опреде-

лителя: · 

fo-k f1 f~-2 f ~-1 f ~ 
Ро -k о о о 
о Р1 о о о 

о о Р~-2 -k о 
о о О Р~-1 -k 

Вычисляя этот определитель и приводя подобные члены, мы по-
~ 

луч?ем (fo-k) (-k) ~+~ (-I)mPoP1 ... Pm-1fn (-k) ~-m=O. Для про-
изведений Р0Р1 ... Рт-1 , представляющих собой lт, т. е. вероятности 
дожить до возраста т, получим: 

~ 
~ lmfm = 1 . 
."'-J kт+1 

m=O 

Это уравнение очень походит на уравнение Лотки ( 1), которое, 
напомним, было получено для случая непрерывных переменных. 

,, 

2" F е 1 1 е r \V. Ор. rit. 
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Следует отметить, что, как показал Лопес, предыдуще~ доказа
тельство можеr быть распространено на население, не ограниченное 
сверху возрастом ~ - максимальным репродуктивным мзрастом. 

5. НаселенJtя с изменяющимися во времени режимами 
плодовитости и смертности 

Даже если демографические явления строго не детерминирова
ны, тем не менее можно утверждать, что населения европейских 

стран* развивалнсь в соответствии с определенными закономерно
стями, в которых выделяются четыре фазы и которые, согласно 
Ландри 25 , называются демографической революцией. 

Опишем крапсо, на примере Англии, этот цикл, обозначая четы
ре фазы через 61, 62, 6з, 64. Первая фаза, 61, когда, несмотря на «хо
рошие» и «плохие» годы, в общем существовало равновесие между 
плодовитостью и смертностью, начинается в доисторические време

на и заканчивается около 1750 г. Нетто-коэффициент воспроизвод
ства был велич.ююй порядка единицы, а возрастная структура на
селения оставалась молодой. Вторая фаза, 62, характеризовалась 
снижением смертности, без какого-либо изменения плодовитости. 
Нетто-коэффициент воспроизводства превышал единицу, а струк
тура населения оставалась молодой, будучи мало затронутой сни
жением смертности. Увеличилась лишь доля молодых людей, так 
как снижение детской смертности имело тот же эффект, что и уве
личение плодовитости, несколько увеличилась также доля старых 

людей. Эта втор·ая фаза длилась довольно долго, примерно с 1750 
по 1880 г. В фазе 6з начинается снижение плодовитости. Падает 
также коэффициент прироста, достигший максимума в конце пре
дыдущего периода. Возрастная структура начинает медленно ста
реть; этот процесс старения достиг своей высшей точки примерно 
к 1930 г., в течение четвертой фазы, когда кривые плодовитости и 
смертности вновь соединились. К.ак и в фазе 61, эта точка отмечена 
равновесием между плодовитостью и смертностью, и население 

вновь становится стационарным. 

Ра·зрыв во времени между снижением смертности и снижением 
плодовитости объясняет рост населения Европы на протяжении 
девятнадцатого и первой половины двадцатого веков. Большин
ство развивающихся стран, которые в некоторых отношениях повто

ряют опыт европейских стран, прошли через фазу 61 и сейчас нахо
дятся в фазе б2, с той разницей, что начальный уровень плодови
тости в них был выше, чем он был когда-либо в европейских стра
нах за все время их истории, и что снижение смертности также 

происходит гораздо быстрее, приводя к коэффициентам прироста, 
беспримерным в истории человечества. По причинам) рассмотрен
вым в гл. 4, возрастные структуры населения этих стран создаю-r 

значительные потенциалы роста. 

· * Автор имеет в виду экономичесК!i развитые капиталистические ..страны За-
падной Европы. - Прим. ред. 

2s L а n d r у А. La revolut10n demographique. Р aris, 1934. 



В связи с этим кратким очерком демографической эволюции мы 
рассмотрим теперь тр.и группы проведенных недавно исследований; 

во-первых, общую теорему о населениях, подверженных меняющим
ся во времени режимам плодовитости и смертности; во-вторых, ис-· 

следования, имеющие целью математическое описание процесса де

мографической эв·олюции в целом, и, наконец, исследования, посвя
щенные более конкретному рассмотрению одной из фаз цикла (осо
бенно второй), которые приведут нас к понятию так называемоr0> 
кваэистабильн.ого населения. 

5.1. Теорема слабой эргодичности 

Легко установить, что возрастная структура замкнутого насе
ления может быть получена полностью, если известны возрас;гная. 
структура па некоторый момент в прошлом и изменение плодовито· 
сти и смертности, начиная с этого момента. Коул 26 показал, что. 
влияние прошлой структуры на современную постепенно сходит на 
нет, так что современная структура постепенно становится зав»ся

щей только от предшествующего развития плодовитости и смерт
ности. 

В исследовании nеоднородных марковских процессов Хеджнел 21 

назвал это свойство слабой эргодичяостью. Теорема Лотки есть ча
стный G:лучай этого свойства, поскольку она относится к имеющим 
неизменные режимы плодовитости и смертности населениям, возра

стная струк~ура которых не только «забывает» прошлую возраст
ную структуру, но и стремится к пределу, зависящему только от 

режимов плодовитости и смертности. Это особое свойство известно
как сильная эргодичность. 

На основании только что описанного общего свойства может 
быть сделано следующее заключение: если два населения подчиня
ются одинаковым, но изменяющимся во времени режимам плодови

тости и смертности, то эти два населения в конце концов приобре
тут одинаковые возрастные структуры, хотя, конечно, эти структу

ры не обязательно стремятся к пределу, как в случае стабильного
населения. Лопес 28 дал доказательс:гво этой интересной теоремы, 
основанное на матричном исчислении, и мы вкратце воспроизведем. 

эдесь это доказательство. 

Итак, расс~отрим замкнутое население и представим его возра
стную структуру в виде вектора, каждый элемент которого соответ
ствует общему числу лиц данного возраста. Теорема Лотки осиль
ной эргодичности утверждает, что направление этого вектора в со
ответствующем евклидовом пространстве стремится к пределу, ког

да плодовитость и смертность достаточно долго остаются неизмеn-

26 С о а 1 е А. J. How the age distribution of human population. is determine<t 
Cold Spring Harbour Symposia оп Quantitatiue Biology, vol. XXXII, Cold Spring 
Harbour, New York, ·1957, р. 83-90. · 

27 На j n а 1 J. The ergodic properties of non-hornogeneous finite Marcov cha
ins. Proceedings of Cambridge Philosophical Society, vol . .52, part 1, р. 67 et seq. 

28 L о р е z А. Ор: cit. 
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ными. Теорема Лопеса о слабой эргодичности, в свою о;rередь, ут~ 
верждает, что два вектора населений не обязательно равнонаправ
ленные, но в дальнейшем подчиняющиеся одинаковым режимам пло
довитости и смертности, стремятся стать равнонаправленными, даже 

если они полностью отходят от их начальных направлений. 
Рассмотрим :rеперь вероятности fп<t> того, что женщина в возра

сте k родит в течение года t и что ребенок (или дети), рожденный 
ею, доживет до конца года t. Пусть pkt есть вероятность того, что 
женщина, возраст которой в момент t равен k, доживет до возраста 
k+ 1 *. Пусть, наконец, горизонтальные векторы V(t) и W<t> означают 
возрастные структуры двух населений в момент t: 

Vt = 1v<t> V<t)I· 
о ' •.. ' ~ ' 

Wt _ \W<t> W<t>j ...... о ' ••. ' ~ . 

Каждый элемент этих векторов представляет собой общее число 
женщин в возрасте k, причем ~ есть предельный для деторождения 
возраст. Пусть также в начальный (нулевой) момент все значения 
Vk<0> и Wk<o> положительны; это означает, что в начальный момент 
оба населения включают лиц всех возрастов. 

Изменения, происходящие в течение некоторого года t, пр.ед~ 
ставлены следующей квадратной матрицей: 

f (t) f (t} f {t) f (t) 
о 1 ~-1 ~ 

p~t) о о о 

О Pfi> О О 
м<t> = о о 

о о 

О О PJ~1 О 

Смысл и содержание этой матрицы сходны с тем, что уже рас
сматривалось в гл. 4 применительно к стабильному населению. 

Процесс происходящих изменений описывается следующими 

равенствами: 

V<1} = М(О) V<O) wщ = мсо> W<O> 

t-1 t=1 
v<t> = п м<k> v(0> W(t> = п м (k) w<0> 

k=O k=O 

Лопес доказал, что для любых двух возрастов k и j 

llm _k ___ J_ =0. 
[

y(t) y(t) ] 

t=~ wkt> wjt> 

* Точнее сказать, «до конца года». -Прим. пер. 
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Это равноспльно утверждению, что два вектора в конце концов 
становятся равно:направлен:ными, однако не обязательно сходятся 
к определенному пределу. 

Суть доказательста в то.м, что если одновременно производится 
передвижка по возрастам двух населений, то при этом устанавли
ваются некоторые отношения численностей женщин одного и того 
же возраста. Эти отношения пмеют минимум, который монотонно 
растет, и максимум, который так же монотонно убывает, и две эти 
тенденции дают в конце концов одинаковый результат. 

Это доказательство чрезвычайно важно с теоретической точки 
зрения, поскольку оно представляет в сущности первую за сорок 

лет удачную попытку избавиться от гппотезы о неизменности режи
мов плодовитости и смертности. Эта новая теорема кажется более 
общей, чем теорема об обычных стабильных паселенпях. Одна~ю 
практическое се значение, по-впдимому, не столь велпко. В частно
сти, мы не можем получить на основе этоi'1 теоремы что-нибудь на 
первый взгляд аналогичное истинному 1<0эффнциенту естественного 
прироста, который, равно KaJ{ 11 нетто-коэффициент воспроизвод· 
ства Бёка, продемонстрпровал, ка1ше последствия для населения 
европейскпх стран пм~ло бы длительное сохранение плодовитости 
на уровне 1925-1930 гг., что привлекло внимание демографов к 
пеб~агоприятным условпям, сложившпмся в это время. 

5.2. Математическое описание • 
демографической революции 

Один из нсследователей, Норман Райдер 29, попытался математи
чески описать демографический цикл. Как и в случае стабильных 
населений, предложенная Райдером модель относится к замкнутому 
населению. В ней также рассматривается только женское населе
ние, и для того, чтобы избежать несовместимости коэффициентов 
прироста для двух полов, мужское население должно автоматиче

ски приводиться в соответствие с женским. 

Первоначально вычисления производятся для когорт, и основ
I;Iая трудность заключается в переводе чисел рождений, представ
ленных продольно по когортам женщин, в годовое число рождений. 

Прежде всего предполагается, что женская плодовитость скон
центрирована в определенном возрасте, изменяющемся от А ( 61) 
в течение начальной фазы до А (6~) в конечной фазе. Между эти-
114и двумя фазами возраст матерей принимает среднее значение А1 
в течение первого поколения 30, следующего за фазой 61, значение 
А2 - в течение второго поколения и так далее. 

29 R у d е r N. В. А model of dernographic transition. Paper presented to the 
annual meetings of the American Sociological Association, St. Louis, 2 Sept. 1961. 
R у d е r N. В. The translatioп model!of demographic change. Emerging techni
ques in population гesearch. Conference of the Milbank Memorial Fund, New York, 
1962; New York, 1963, р. 65-81. 

зо Термин поколение применяется эдесь для того, чтобы обозначить средний 
nнтервал между двумя поколениями, как это было определено в гл. 4, а не в 
обычном смысле годового числа ро~дений 
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Рассмотрим последние А (61) лет фазы 61 и обозначим через В 
(61) годовое число рождений в течение этого периода. Тогда общее 
число рождений девочек в течение этого периода будет: 

В (81) • А (81) • 

Это есть в то же время число дочерей, рожденных этой группой 
в течение первого поколения, следующего за периодом ё 1 , посколь
ку нетто-коэффициент воспроизводства в течение 61 был принят 
равным единице. 

Тогда годовое число рождений девочек в течение первых А 1 лет, 
следующих за периодом 61, которое мы обозначим В1, равно: 

В _ В ( 01) А ( а1) 
i - А1 • 

Подобным же образом годовое число рождений, В,2, для А2 лет 
второго поколения, следующего за 61, есть 

l:J
2 

= B1A1R1 = ~(о1 ) А (а1) Ri' 
А2 А~ 

где R1 - нетто-коэффициент воспроизводства в течею1е А 1 лет пер
вого поколения, следующего за 61• 

Если мы продолжпм те же выкладки до конца демографической 
революции, то найдем, что · 

В (0.1) = В (о1) А (о1 ) = ll Ri, 
А (о4 ) t=l 

где п - число поколений между концом периода 61 и началом 6,. 
Пользуясь н~которыми свойствами графика на рис. 3, Райдер 

показал, что можно заnисать: 

п R-= [р (04) ]L 
1=1 1 р (01) , 

у 

где L= - , причем У есть расстояние, разделяющее точки симмет
А 

рии двух логистических кривых, представляющих log R и colog R. 
Величина L, таким образом, есть среднее число поколений, разде

. ляющих центральные точки двух кривых, некоторым образом ха
рактеризующее интервал между ними. 

· Запишем теперь отношение общей численности населения в тече
ние последней фазы N ( б~) к общей его чиС.Jtенности в течение пер
вой фазы N ( 61). Эти общие. численности легко получить, если при
нять во внимание, что в стационарном населении коэффициент рож
даемости есть величина, обратная ожидаемой продолжительности 
жизни при рождении. Пусть ео ( б 1 ) и ео ( б~) есть значени~ ожидаемо~ 
продолжительности жизни при рождении для начальнои и конечнои 

фаз. Тогда 

59 



[р (о4 ) ]L е0 (о4 ) 

Р (а1). ео (~1) 

А (а4 ) 

А ( 81) · 

Подставляя в эту формулу различные численные значения, Рай
дер попытался показать, как росли населения европейских стран по 
мере прохождения через демографический цикл и как, вероятно, бу
дут эволюционировать населения развивающихся стран в свете из-

. менений, произошедших в них в последнее время, если мы предпо
ложим, что они тоже пройдут демографический цикл некоторого 
вида. 

д, ~ 02 БJ ~ 04 

~ ~ 

~ ~-

~ ~ ~ 
~ ~ 
~ ~ " 

~ ~ ~ ~ 
1750 t9JO 

Рис. 3. Схема демографического перехода 
даты для Англии) 

(примерные 

В заключение Райдер рассмотрел влияние на рост населения, 
проходящего цикл, таких факторов, как начальные и конечные 
коэффициенты смертности, снижение среднего возраста матерей, 
средний интервал времени, разделяющий кривые с;мертности и пло
довитости (который мы обозначили L). Фактор, упомянутый послед
ним, по-видимому, особенно важен. 
· В последних своих работах автор стремился усовершенствовать 
анализ, сделав первую модель более сложной в попытке приблизить 
ее к действительности: Одно из наи{>олее интересных улучшений 
состоит в гипотезе, что rождения у женщцн не сконцен!рированы 
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в единственном возрасте, но продолжаются в течение всего репро

дуктивного периода. Основная трудность, как мы говорили, заклю
чается в том, как перейти от продольной записи событий к попереч
ному анализу. 

5.3. Конкреткое изучение i-lекоторых фаз 
демографической революции: 
квазистабильные населения 

Квазистабильными населениями называются населения, находя
щиеся в фазе 62 демографической революции, т. е. населения, в ко
торых после того, как в течение долгого времени плодовитость и 

смертность оставались неизменными (и в которых коэффициент 
рождаемости и коэффициент смертности могли быть равными как 
в населении стационарного типа, что в большей или меньшей степе
ни справедливо для иаселений европейских стран до 1750 г.)' насту- . 
пает снижение смертности без каких-либо изменений плодовитости. 
Этот термин относительно нов, т_ак как он не представлен в Много
.язычном демографическом словаре, изданном в 1958 г. По-видимо
му, впервые он появился в публикации ООН 31 , выпущенной в том же 
году. 

Демографические свойства паселени\r этого типа изучены пока 
мало. Можно сослаться, однако, на недавнюю статью Энсли К.оу
ла 32, в которой делае.тся попытка установить эквивалентность ста
бильного и квазистабильного населений в том, что кас~ется возра
стной структуры, коэффициентов рождаемости и коэффициентов 
смерtности. 

С помощью простой передвижки по возрастам, основанной на 
стабильных моделях, можно легко показать, что населения, харак
теризующиеся не снижающейся плодовитостью, после длительного 
периода стабилизации обладают возрастной структурой, изменяю
ше:йся, как мы уже видели, весьма мало. Более того, можно пока
зать, что две основополагающие формулы экспоненциальных насе

лений: 

с (х) = be-rxp (х); 

Ь= 1 
00 J e-rxp (х) dx 
о 

остаются справедливыми с высокой степенью приближения в лю
бой момент передвижки. 

з1 U n i t е d N а t i о n s. Future Growth of World Population. ST/SOA/Series 
А/28. (Population Studles, № 28), New York, 1958. 

з2 С о а l е А. J. Estimates of various demographic measures through the 
quasi-staЫe age distribution. Emerging techniques in population research. Confe
rence of the Milbank Memorial Fund, New York, 1962; New }'ork, 1963, р. 175-193. 
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Этот факт основан на следующем результате, полученном Бур
жуа-Пиша 33 : если возрастная структура некоторого населения ос
тается неизменной, независимо от причин этого явления, то она 
идентична возрастной структуре экспоненциального населения, вы
численной на основе таблиц смертности и коэффициента .прироста, 
соответствующих данному моменту. Иными словами, в каждый мо
мент времени в квазистабильном населенип существуют те же соот
ношения между возрастной структурой, коэффициентом рождаемо
сти, коэффициентом смертности п коэффициентом прироста, что и 
в некотором эксrюненциальном населении. Это свойство особенно 
интересно потому, что в прошлом коэффициенты смертности и 
коэффициенты прироста квазистабильных паселений могли быть 
весьма разнообразными. 

Модельные таблrщы квазистабильпых населений были вычисле
ны Таба 34 на основе изменений в смертности (с учетом как степени 
снижения смертности, так и начальны:Х уровней смертности и плодо-
1ЗИтостп), зарегистрированных в большинстве развивающихся стран. 
Эти табтщы былн дополнены моделями, описывающими начало 
-следующей фазы 6.1 демографического цикла, какой она могла бы 
быть при различных темпах снижения плодовитости. 

Различное примененпе понятий стабильного и квазистабильно
го населения для изучения. плодовитости и смертности в странах, 

для которых нет статпстических данных или есть лишь неполные 

данные, было предложено Коулом 35, Буржуа-Пиша 36 , Абдель-Ати 37 , 

Зль-Бадри 38, Кротки 39 и Секлани ~0 • 

6. Противоречие между мужскими 
и женскими мерами воспроизводства 

Мы построили теоретические населения на основе функций, отно
сящихся исключительно к женскому полу, однако, в сущности, нет 

никаких причин, по которым не могла бы быть получена тем же пу-

з3 В о u r g е о i s - Р i с h а t J. Utilisation de la notion de population staЬ\e 
'POur mesurer Ia rnortalite et la fecondite de populations des pays sousdeveloppees. 
Bulletin de l'Jnstitut international de la Statistique, t. 36,2-me livr., р. 94-121. 

34 Т а Ь а h L. PoЫaciones rnodelos estaЫes, cuasi estaЫes у еп transieion 
demografica. Santiago, 1964; Та Ь а h L. Algunos modelos te6ricos de poЫaci6n. 
Santiago, 1964. 

35 С о а l е А. J. Ор. cit. 
з5 В о 11 r g е о i s - Р i с h а t J. Ор. cit. 
37 А Ь d е 1 - А t у S. Н. Life taЫes functions for Egypt based on rnodel life

taЬ!es and quasi-staЫe populatioпs theory. Milbank Memorial Fund Quarterly, 
vol. 39, 1961, р. 350-377. 

38 Е 1 - В а d r у М. А. Sorne demographic rneasurernents for Egypt based on 
1he stabllity of census age distributions. Milbank Memorlal Fund Quarterly, v9l, 33, 
1955, р. 268-305. 

39 .К r о t k i К. J. The use of quasi-staЫe population theory with census-collec
ted vital events. Proceedings of the lnternational Population Conference, New 
York, 1961; London, 1963, р. 411-419. 

40 S е k 1 а п i М. La population de Ia Tunisie. Situation actuelle et evolution 
рrоЬаЫе jusqu'en 1986. Population, vol. 16, 1961, р. 473-504. . 
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тем на основе функций, присущих ей, и мужская часть населения. 
Итак, возьмем модель стабильного населения и обозначим функ
ции, относящиеся к мужскому и женскому полу, соответственно ин

дексами М и F. Тогда равенство (4) заменится следующими двумя 
равенствами: 

00 

BF(0 = S Bp(t-x)PF(X)CJ?F(x) dx -
о 

и 
00 

Вм (t) = J Вм (t- х) р;и (х) rрм (х) dx. 
о 

Из этих двух равенств могут быть получены, как мы видели, 
истинные коэффициенты прироста rF и rм. На практике эти два 
коэффициента оказываются разными - ведь нет причин, по кото
рым они не ~огли бы различаться даже по знаку, - так что в пре
дельном стабильном состоянии числа женских и мужских рожде
ний изменяются разными темпами, а иногда даже в разных направ
лениях. По прошествии достаточного времени может сложиться по
ложение, когда число рождений одного пола будет в п раз больше 
числа рождений другого пола. При этих обстоятельствах доля 
мальчиков в рождениях, которая в действительности обладает при
мечательным постоянством, достигнет совершенно ненормальных 

значений. Это указывает на существенный изъян в теории стабиль
ного населения, который получил в литературе название противоре
чия между мужскими и женскими мерами воспроизводства. 

Если мы берем две функции: рм(х) и PF(x), и предполагаем, что 
они неизменны, то мы можем также выбрать одну из функций 
сvм(х) и cpF(x) и предположить, что и эта функция постоянна: вто
рая, однако, обязательно должна колебаться так, чтобы величина 
rм в ~аждый данный момент могла быть равна rF, если только . не 
допускается, конечно, что обе функции, как <рм (х), так и <pF(x), мо
гут одновременно изменяться. И в том и в другом случае, как пока
зал Кармел 41 , гипотеза о том, что· обе функции плодовитости одно~ 
временно не зависят от возрастной структуры, должна быть отверг
нута. 

В связи с этим естественно попытаться ввести в эти модели ста
билы-Jых населений фактор брачности. Поль Венсан писал: «Функ
ции плодовитости для обоих полов связаны через брачность, кото
рая, в свою очередь, зависит, в частности, от возрастной структуры 
бракоспособного населения того и другого пола. Часто, однако, эта 

" 1 :К а r те 1 Р. Н. The relations between male and f emale reproduction rates. 
Population Studies, 1947, vol. 1, part 3, р. 249-274; :К а r m е 1 Р. Н. An analysis 
of the sources and rnagnitudes of inconsistencies between rnale and fe"male net rep
roduction rates in actual populations. Population Studies, 1948, vol. 2. part 2, 
р. 240---273; На j n а 1 J. Sorne comments on Mr. Karmel's paper «Тhе relations 
between male and female net reproduction rates». Population Studies, 1948, vol. 2, 
part 3, р. 354-360, а также К а r m е 1 Р. Н. А rejoinder to Mr. Hajnal's com
ments, ор. cit. р. 361-372. 
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структура в реальном населении совершенно отлична от того, что 

должно быть в стабильном населении» 42• Практическим оправда
нием введения фактора брачности служит представление о некото
рой ситуации, в которой вследствие войны йли эмиграции мужчин 
образуется существенная нехватка взрослых мужчин, так что боль
шинство мужчин состоит в браке, тогда как многие женщины оста-
·ются одинокими. Если вычислить затем коэффициенты воспроизвод
ства, то показатель для мужского пола окажется выше, чем для 

женского, поскольку число мужских рождений обычно превосходит 
число женских рождений. 

Это приводит нас к вычислению коэффициентов rм и ГF, завися
щих не только от функций Рм (х), PF( х), <рм (х) и <JJF (х), но и от 
условий брачности. Поставленная проблема может быть также из
ложена следующим образом: если даны функции брачности для 
каждого пола по возрасту и брачному состоянию, то приведет ли их 
применение, начиная с ситуации, характеризуемой определенным 
возрастно-половым распределением с постоянными режимами пло

довитости и смертности, к предельному стабильному населению и 
если при!Зедет, то каК' мы можем вычислить истинный коэффициент 
прироста, лрименимый к населению в целом? 

Решение этой проблемы связано со значительными трудностями, 
и, в сущности, до сих пор не удалось построить модель населения, 

охватывающую оба пола, и такую, в которой возрастные функцип 
плодовитости, смертности и брачности для н:аждого пола можно бы
ло бы оставить неизменными. 

Предполагается одно из двух: либо показатели брачности жен
щин, например, считают не зависящими от воэрастно-половой и 

брачной структуры населения (а это равносильно пре~положению, 
что брачность определяется только женской частью населения не
завис:имо от числа мужчин) и говорят, что женщины есть «полная 
брачная ДОМИНанта» - В ЭТОМ случае ГF есть ПрЗВИЛЬНЫЙ ИЗМери
ТеЛЬ истинного коэффициента прироста; либо считают ·«полной до
минантой» мужчин, и тогда правильный измеритель коэффициента 
прироста есть rм. Доминантой выступает пол, численность которо
го меньше, так как этот пол ограничивает величину общего коэф
фициента брачности. Таким образом, можно определить на основе 
условий, сложившихся в данный момент, какой нз двух коэффи
циентов прироста следует рассматривать как истинный коэффи
циент д.Ля населения в целом. Это не значит, однако, что таким об
разом можно прийти к теоретическому стабильному населению, по-

. скольку измененйя брачной структуры, которые обязательно проис
ходят, как только новорожденные, в свою ОУ{ередь, достигают брач
ного возраста, могут свести к нулю преобладание другого пола. Та
ким образом, полного, т. е. непрерывного, доминирования мужчин 
или женщин ожидать нельзя. 

Эта проблема, хотя ее удовлетворительное решение и не найде-

42 V i n се n t Р. De la mesure du taux intrinseque d'accroissement naturel 
daпs les popuiations monogames. Population, ·vol. 1, 1946, р. 699-712. 
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но, вызвала ряд интересных исследований (мы рассмотрим их да
лее), в которых в вычисления коэффициентов воспроизводства бы
ли введены переменные, отличные от традиционно применяемого 

возраста матери при рожд-ении, в частности переменные, связанные 

с браком, а _именно возраст вступления в брак и его длительность. 
Однако перед тем, как перейти к их рассмотрению, сделаем одно 

замечание, которое, как мы полагаем, представляет определенный 
интерес: мы видели, что, задавшись режимом смертности и коэффи
циентом прироста, можно построить некоторое экспоненциальное 

население. После периода колебаний, -аналогичных наблюдавшим
ся в модели стабилизации, население придет в состояние, вполне 
сравнимое со стабильным. Теперь мы не встретим в этой модели не
соответствий, с которыми только что столкнулись, поскольку вполне 
допустимо выбрать два режю.~а смертности - свой для каждого по
ла - и единый коэффициент прироста. Несогласованности между 
мужскими и женскими мерами прироста не будет, потому что обе 
они будут получены искусственным путем. 

7. Модели, включающие переменные иные, 
чем возраст матери 

Рассмотрим теперь меры плодовитости lf воспроизводства, кото
рые не обязательно основываются на возрасте матери как модели 
Бёка и Лотки, но включают другие переменные. 

7.1. Плодовитость и продуктивность браков 
по их длительности (Джини, Кармел) 

Еще в 1932 г. Коррадо ДЖ.ини ~предложил показатель для вы
числения среднего числа детей, приходящегося на одну брачную 
пару, основанный на идее, аналогичной той, какая лежит в основе 
расчета обычного показателя воспроизводства, т. е. среднего общего 
числа рождений в расчете на женщину, но на этот раз заменив воз
раст матери, применяемый при традиционном методе, длитель

ностью брака. Формула Джини имеет вид: 

Bt 
Gt=--s 

~ мt, t-t 1 t-1 
l=O 

(12) 

где Gt - число детей в расчете на одну брачную пару в момент t; 
Mt, t-i - число брачных пар в момент t, чей. брак был заключен 

в момент t-i; 
S - максималь·ная длительность брака и 'Yt-i - весовой 

коэффициент следующего вида: 

43 G i n i С. Di un procedirnento per Ia deterrninazione del nurnero medio ~ei 
figli legittimi per matrirrtonio. Proceedlngs of the I nternational Congress for Studies 
оп Population, vol. 10, № 1-2, 1932, р. 41-68. 
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s вt, t-l 
1t-1= ~ --

l=O Ct-1 

Таким образом, вместо того, чтобы просто соотнести число рож
дений с числом браков, как делали раньше при определении числа 
рождений в расчете на один брак, Джини отнес их не к числу бра
ко'В данного года, а к среднему взвешенному из чисел браков дан
ного года и предыдущих лет. 

Если мы подставим значение 'Yt-i в ( 12), то найдем, что 

s в 

о="~ t ~ м ' 
l=J t, t-l 

где Mt, t-i означает число бра~шв, заключенных в году t-i. Мы 
привели коэффициент Джини к такому виду для того, чтобы пока
зать, что его структура очень похожа на структуру нетто-коэффи· 

Bt t-L . 
циента воспроизводства. Отношение ' есть коэффициеыт, из-

Mt, t-l 
меряющий плодовитость браков по их длительности i, фа отношение 
Mt t-l · 

' есть своего рода показа'rеЛ;Ь сохранности брака. 
Mt-l 

Таким образом, сумма произведений этих двух отношений есть 
в сущности нетто-коэфф:Ициент продуктив·ности браков, основанный 
на длительности брака, а не на возрасте матери как обычный нет
то-коэффициент воспроизводства. Подобно последнему этот коэффи
циент есть моментный показатель, но нет· никаких препятствий к 
тому, чтобы приложить его к определенным поколениям, если это 
позволяют данные. · 

Кармел (.4 предложил показатель, который мы обозначим Kt и _ 
который очень похож по структуре на показатель Джини, напом:t~
ная часть последнего, соответствующую брутто-коэффициенту вос
производства: 

(13) 

где k · Lx есть число женщин в возрасте х в стационарном населе
нии и fx - доля женщин, вступающих в брак в возрасте х. Произве
дения kLxtx показывают числа женщин, вступающих в брак в воз
расте х в стационарном населении, в силу чего коэффициент Kt при
обретает следующий смысл: он показывает, сколько дочерей в сред
нем родила бы замужняя женщина, дожившая до конца репродук
тивного периода, если предполож.ить, что останутся неизменны~и 

следующие характеристики: брачная плодовитость по длительности 
брака, возрастные коэффициенты брачности женщин и их коэффи
циенты дожития. Исчисленный применительно к г.ипотетической 

44 :К а r m е 1 Р. Н. Fertility and mзrriages - Austr'alia 1933-42. Economi.c 
Record, vol. 20, No 38, 1944, р. 74-80. 

66 



t<Oropтe женщин, этот коэффициент, как и обычный коэффициент 
или коэффициент Джини, представляет собой мо:Ментный показа· 
тель. 

Основное различие между коэффициентами Джини или Карме
ла и обычными мерами плодовитости состоит в том, что первые два 
основываются лишь на рождениях, происшедших в браке, тогда как 
обычный метод учитывает и внебрачные рожде~ия. 

7.2. Плодовитость и воспроизводство по длительности брака 
и возрасту вступления в брак ( Квенсель, Кларк и Дайн) 

Ко~ффициент Квенселя ~, который мы обозначим через Qt, пред
ставляет собой дальнейшее развитие коэффициента Кармела путем 
введения коэффициентов плодовитости по длительности брака и 
возрасту женщины при вступлении в брак вместо одной лишь вто
рой переменной: 

в 
Q _ ~ L t t, t-1, х 
t-~ ххм ' 

l, х t, t-l, х 
(14) 

где Bt, t-i, х есть число рождений, происшедших в течение года t у 
женщин в возрасте х лет, состоящих в браке i лет: Mt, t-i, х есть 
число браков, длительность которых в течение года t достигла i лет 
и в которых жена имеет возраст х. 

В 1947 г. Квенсель применил эту формулу к населению Швеции 
за 1933 и 1943 rr.; Швеция вела учет рождений по возрасту вступ
.ления в брак с 1911 г., и эти данные были проанализированы Вик
;селлем 46 в его докладе на .Международном конгрессе по изучению 
.народонаселения в 1937 r. 

Точно такой же показатель был предложен примерно в то же 
время Кларком и Дайно:М'-47 и при~енен ими к населению одного f!З 
.штатов Австралии. 

7.3. Плодовитость и воспроизводство по возрасту матери 
и длительности брака (Ж. Буржуа-Пиша) 

Поскольку длительность брака всегда есть разность возраста 
матери при рождении ребенка и возраста вступления в брак, меж
ду переменными, рассматриваемыми здесь, и теми, что применялись 

в предыдущих методах, не существует каких-либо принципиальных 
различий. Пользуясь понятием физиологического времени, которое 
уже было положено в основу нового метода измерения детской 
смертности ы~, Буржуа-Пиша предложил некоторый измеритель пло-

4s Q u е n s е 1 С. Е. Population movements in Sweden in recent years. Popula
tion, Studies, vol. 1, 1947, р. 29-43. 

46 W i с k s е 11 S. D. The fertility of married women in Sweden according to 
age and duration of marriage. Proceedings of the lnternational congress for Sta
dies оп Population, Paris, 1937, vol. V, р. 163-169. 

47 С 1 а r k С. and D у n е R.. Е. Applications and extensions of :К.armel for· 
mula for reproductivity. Economlc R.ecord, vol. 22, 1946, р. 23-39. 
• 4в В о и r g е о i s - Р i с h а t J. De la mesure de la mortalite inf аnШе. Popula-
tlon, vol. 1, 1946, р. 53-68. 
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довитости (.9• Его метод состоит в замене примерно 200 показателей 
таблиц плодовитости по возрасту матери и по длительности брака 
тремя индексами, два из которых измеряют постоянные или мед

ленно .изменяющиеся факторы (вероятности зачатия у новобрачных 
и возраст окончания репродуктивного периода), а третий - пред" 
ставляющий наибо.Льший интерес - переменные факторы, характе
ризующие поведение в данный момен.т. На практике, в приближен
ных исчислениях, этот биометрический метод требует лишь данных 
о рождешrях по возрасту матери и данных о браках по возрасту 
невест. 

7.4. Плодовитость и воспроизводство 
по числу рожденяых детей ( Л. Анри) 

Здесь в наши намерения входи-r вычислить вероятности роста 
(семьи) в следующей пос.тiедователъности: от брака до первого рож~ 
дения, от первого рождения до второго и т. д. 50_ 

Эти вероятности, называемые также вероятностями увеличения 
семьи, вычисляются только для женщин, у которых репродуктив

ный период закончился. Поэтому они - и это новая и интересная 
особенность рассматриваемого метода - представляют собой пока
затели для реальных поколений, а не для момента наблюдения, как 
коэффициенты Бёка, Джинн, Кармела, Квенселя, Кларка и Дайна 
или Буржуа-Пиша, которые относятся к гипотетическим когортам 
женщин, подчиняющимся, вплочъ до возраста пятьдесят лет, коэф
фициентам дожития, брачности и плодовитости, наблюдаемым в те- · 
чение определенного года. Вычисления Анри ведутся в продольном 
разрезе, тогда как расчеты других цитированных авторов есть ком" 

бинацни показателей, наблюдаемых в данный момент, и, таким об
разом, ведутся в поперечном разрезе. Отличаются также и данные, 
привлекаемые для вычислений, поскольку здесь они получаются 
только из переписей: это - число женщин по возрасту (из которых 
выбирают тех, чей возраст пятьдесят лет и старше) и число детей, 
рожденных живыми к моменту переписи. Вычисления, относительно 
'Простые, могут быть детализированы, если выделить брачное со
стояние или возраст вступления в брак, или год вступления в брак 
(брачную когорту). 

7.5. Плодовитость и воспроизводство 
по числу предшествующих рождений 

и интервалу между рождениями (Анри) 

В развитие только что описанного метода Анри вводит времен
ной интер:еал между двумя последовательными событиями: между 

49 В о и r g е о i s - Р i е h а t J. Mesure de la fecondite des populations. Paris. 
1950. ( 1 пstitut national d' etudes demographiques. Travaux et Docutnents, cahier 
n. 12.) 

60 Не п r у L. Fecondite des mariages. Nouvelle rnethode de mesure. Paris. 
1953. (Jnstitut national d'etudes demographiques. Travaux et Documeпts, cahier 
n. 16.) 

68 



вступлением в брак и первым рождением, между первым и вторым 
рожд.ениями и т. д. Такой подход к проблеме весьма полезеn в на
чале пер:иода перехода или в случае серьезных потрясений, тatrnx, 
как война ИJIИ экономический кризис. В населениях, не прибегаю· 
щих к контрацепции, важнейшая из переменных, могуrцих влиять на 
плодовитость, есть возраст матери. С другой стороны, с распростра
нением контроля рождаемости, когда решающим обстоЯтельством 
становится сознательное поведение, основными факторами делают" 
ся число уже рожденных детей и время, прошедшее с момента по
следнего рождения, поскольку естественно ожидать, что взгляды 
семей - причины, побуждающие их регулировать деторождение, ..:...... 
меняются по мере роста семьи. . 

В практическом отношении эти вероятности вычисляются, начи" 
ная с первых рождений, по формуле 

Nн1 
ak= , 

~ak,nNk,n 
(15) 

п 

где Nkн есть число рождений порядка k+ 1, происшедших в течение 
определенного года; Nk, п - число женщин, родивших k-ro ребенка 
п лет назад и ah, п - доля рождений порядка k + 1, происшедших 
через п лет (после k-го рождения). Как видно, эти вычисления ос
новываются просто на данных о рождениях по порядку рождения и 

на весовых коэффициентах ak, п, которые в действительности мало 
меняются во времени и даже от одного населения к другому. Для 
k=O необходимы данные о браках и о первых рождениях по дли
тельности брака. 

На основе сочетания этих вероятностей увеличения семьи можно 
вычислить нетто-коэффициент воспроизводства, показывающий, как 
замещались бы когорты женщин (замужних или незамужних) в бу
дущем, если бы коэффициенты плодовитости по числу уже рожден
ных детей и промежутку времени с момента предыдущего рожде
ния оставались бы неизменными. Этот коэффициент, таким обра
зом, есть моментный показатель. 

7.6. Плодовитость и воспроизводст.во 
по числу уже рожденных детей 

и возрасту матери 

Вероятности увеличения: семьи исчисляются на основе коэффи
циентов плодовитости по числу уже рожденных детей (k) и возра
сту матери (х). Пусть fk, х и ak, х - соответствующие коэффициенты 
и вероятности, которые связаны между собой следующим соотно
шением: 

ak,x= 1- (1-fk, х) (1-fk,x+l) ... (l-fk,49). 

На основе сочетания этих вероятностей также можно вычислить 
нетто-коэффициент воспроизводства. Это - моментный показа" 
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тель. Вычисления основываются как на данных переписи (число 
женщин, уже имеющих k детей, по возрасту), так и на данных 
а движении населения "(числа родившихся по порядку рождения и 
по возрасту матери.) В связи с этим можно рекомендовать работы 
Элизага 51 и,Буржуа-Пиша 52• • 

Паскаль Уэлптон 53 предложил аналогичный метод, основанный 
на тех же самых переменных. Он обратил внимание на то, что нет
то-коэффициент воспроизводства дает иногда парадоксальные ре
зультаты, если применяется к когортам женщин, имевшим разную 

репродуктивную историю .и, в частности, имевшим рождения одно

го и того же порядка в течение определенного года. Следуя этому 
методу, он рассчитал, например, что для первых рождений нетто
коэффициент воспроизводства для белых женщиi1 в США в 1942 г. 
был равен 1084, что бессмысленно, так как невозможно, что.бы 
1 ООО американок, даже в гипотетической когорте, мог ли иметь бо
лее 1000 первых рождений. Для того чтобы устранить это несоот
ветствие, Уэлптон предложил усовершенствовать обычный коэффи
циент, для чего нужно относить рождения порядка п к числу жен

щин, 1шторые могут иметь рождения данного порядка, а именно к 

числу заму:>t<-них способных к деторождению женщин, имевших в 
прошлом рождения порядка п-1. Недавно он усовершенствовал 
свой метод, приложив ero к когортам женщин 5". • · 

7.7. Плодовитость и воспроизводство 
по числу уже рожденных детей 

и длительности брака 

Можно без труда представить себе формулу, аналогичную пре" 
дыдущей, но в которой возраст х матери заменен длительностью 
брака i. 

8. Открытые населения 

Изменения в территориальн0м распределении населения неиз
бежно вызывают целый ряд демографических последствий. Это -
откладывание браков, более частое раздельное проживание супру
гов, уменьшение плодовитости, изменения в возрастном распределе

нии, обусловленные тем, что структура мигрантов всегда отличается 

51 Е 1 i z а g а J. С. Metodos para medir Ia fecundidвd «actual» de uла роЫа
сi6п. Proceedlngs of. the Wo;td Populatlan Conference. Rome, 1954, vol. 4. United 
Nations, New York, 1955, р. 291-302. 

52 В о и r g е о i s - Р i с h а t J. La mesure de la fecondite des populations hu
maines. Proceedings of the World Popufation Conference. Rome, 1954, vol. 4. Uni-. 
ted Nations, New York, 1955, р. 249-259. 

53 W h е 1 р t о n Р. 1(. Reproduction rates adjusted for age, parity, fecundity, 
and rnarriage. Journцl of the American Statistical Association. vol. 41,:№ 236, 1946, 
р. 501. 
· ы W h е 1 р t о n Р. 1(. Cohort fertility, native white women ln the United Sta-
tes. Princeton, ~. У., 1954. 
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от структуры населения (.в местах их выбытия и прибытия). Однако 
эти проблем,~1 изучаются совершенно недостаточно либо потому, 
что само явление сложно и испытывает влияние многих факторов, 

либо потому, что трудно его наблюдение, которое поневоле должн() 
проводиться post f adum. . 

Ввиду таких трудностей рассматривалась идея применения моде
лей, или, иными словами, создания некоторой воображаемой упро
щенной ситуации, когда в расчет принимаются только некоторые 
фактор:{:>!, и определения - на основе этого абстрактного, но извест
ного в деталях построения - того, какое вл11яние одна перемен" 

ная окажет на другие. Таким путем можно определить, например) 
последствия миграции в населении, для которого известны законо

мерности изменения плодовитости и смертности. 

При таком подходе, предполагающем отказ от гипотезы замкну
того населения, были применены следующие методы исследования: 

во-первых, введение миграции в качестве переменной в модели· 
стабильного населения Лотки; 

во-вторых, изучение изменений в территориальном распределе.: 
нии населения, когда происходят перемещения между разными 

районами. Недавно была сделана попытка описания этих измене-
ний на Языке матричного исчисления; . 

n-третьnх, применение числовых моделей. Этот метод допускает 
исследование гораздо более сложных случаев, чем первые два. 

8.1. ~стабильные открытые» населения 

Для того чтобы население было стабильным, оно совершенно не 
обязательн9 должно быть «:Замкнутым». Здесь можно выделить два 
случая: 

(а) В первом случае сальдо миграции отрицательно (число вы
бытий превыщает число прибыти:й) и его относительные значения: 
для каждого возраста остаются постоянными. Потери вследствие 
миграций (или сальдо миграции по возрасту) нельзя отличи;ть от 
потерь вследствие смертности. Поскольку теория стабюrьного на
селения требует только того, чтооы кривая дожития была непре
рывной функцией возраста, нет оснований считать, что такое насе
ление нельзя рассматривать как стабильное. Все построения Лотки 
прюКенимы в их первоначальном виде. Только значения~р(х) заме
няются вероятностями находиться в составе населения в возрасте х, 

. причем эти вероятности оцениваются, начиная с момента рождения. 
(б) Во втором случае сальдо миграции положительно (число 

прибытий превышает число выбытий) и его относительные значе
ния для каждого возраста, как и ранее, остаются неизменными. 

Если относительные сальдо миграции в каждом возрасте меньше, 
чем коэффициенты смертности, то население может рассматривать
ся как стабильное точно так же, как и в первом случае. Если же от
нос.ительные сальдо миграции в некоторых возрастах превышают 

коэффициенты смертности, то прибытия, образующие положителъ-
1 

71 



ные сальдо, можно считать «отрицательными» смертями, а выбы
тия - обычными смертями. Может быть составлена некоторая таб
лица «наличия», в любом случае сравнимая с традиционной табли
цей смертности, и поэтому мы вправе говорить об «открытом ста
бильном населении». 

Хюрениус 55 показал, каким образом можно выразить эту проб-
лему аналитически. 

Пусть µ (х) - моментный коэффициент смертности в возрасте 
х и v (х) -.моментное относительно сальдо миграции в возрасте х. 
Обычный нетто-коэффициент воспроизводства представляется в 

виде: 

• \)О 

S = S k (х) ер (х) dx, 
. о 

где <р (х) - коэффициент плодовитости в возрасте х и k (х) - ве
роятность того, что лицо в возрасте х находится в данном населе

нии, равная: 

х 
_ ~ µ. (Z) + v (.Z) dz 

k (Х) = е о . 
Величина S по смыслу соответствует обычному нетто-коэффи

циенту воспроизводства: она представляет собой ожидаемый при~ 
рост населения в некотором данном периоде при условии, что на

блюдаемые в ~аселении в данный момент плодовитость, смертность 
и характер миграции в будущем останутся неизменными. Однако 
период, о котором идет речь, это уже не «средний интервал меж
ду двумя поколениями», как в стабильном населении, а сходная с 
ним величина, которую можно выразить следуЮщим оf?разом: 

Т =+К" (-s), 

где s - истинный коэффициент прироста и К'' (-s) - производя

щая функция кумулянтов произведений вида k (х) ~ (х) . Заметим, 
s 

что эта формула сходна с формулой, полученной для замкнутого 
стабильного населения в· гл. 4. 

Истинный коэффициент прироста s получен в результате нахож
дения действительного корня следующего уравнения, как и в случае 
стабильного населения в уравнении (6): 

r e-sxk (х) 'f, (х) dx = 1. 
о 

Этот действительный. корень, когда он существует, - единствен
ный, по тем же причинам, что и в случае уравнения (6). Затем мы 

55 Ну r е n i и s Н. Repr'oduction and replacement rates. Proceedings of the 
World Population Conference, Rome, 1954, vpl. 4. United Nations, N. У., 1955, 
р. 347-358. . 
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можем показать, что по абсолютной величине он превышает дейст
вительные части комплексных корней, так что здесь снова, как и в 
случае стабильного населения, существует процесс сходимости. 

8.2. Проблема географического распределения 
населения. Матричный анализ 

Некоторые исследователи, в частности Андерсон 56, Прейс 57, Мет
р ас 5s и Мьюсем 59, попытались в последнее время дать формальное 
,описание мобильности, как географической, так и социальной, на 
языке матричного исчисления. Их выкладки основывались на дан
ных двоякого рода: о распределении населения по различным рай
онам или группам в некоторый данный момент и о числе лиц, пере
местившихся из одного района в другой или из одной группы в дру
гую в течение единицы времени. Первое можно представить в виде 
вектора-строки или вектора-столбца, показывающего число или до
лю лиц, живущих в данном районе, а второе - в виде квадратной 
матрицы, каждый элемент которой показывает число или долю лиц, 
переместившихся из района, обозначенного первым индексом, 
в район, обозначенный вторым индексом. 

Рассмотрим следующий пример. Население распределено по 
трем районам, а структура его в нулевой момент представлена век-

~ 

тором-строкой А(О): 

\А~О> А~О> A~O>I. 

Это обозначает, что в нулевой момент времени население распреде
лено следующим образом: At<0> - человек в районе 1, А2<О> - в рай
оне 2 и Аз<0> - человек в районе 3. Предположим, что перемещения, 
происходящие в течение единицы времени, проис.,ходят в соответст

вии со следующей матрицей М:. 

. Ь11 Ь12 Ь1зl 
М= Ь21 Ь22 Ь23 • 

Ьз1 Ьз2 Ьзз 
_ Эта матрица показывает, что в течение единицы времени доля 
жителей района 1, равная Ьн, остается в этом районе, доля жите
лей ~айона 1, равная Ь12, переезжает в район 2 и т. д. 

56 А п d е r s о л Т. W. Probability models for analyzing time changes in attitu
des. Mathematical thinking in the social sciences, ed. Ьу Р. F. Lazarsfeld. Glencoe, 
1954. . 

57 Р r а i s S J. The formal theory of socia\ mobility. Population Studies, vol. 9, 
1955, р. 72-81; Р r а i s S. J. Measuring social mobllity. Jouгnal of the Royal 
Statistlcal Society, Series А, vol. 118, 1955, р. 56-66. 

58 М а t r а s J. Comparison of intergenerational occupational mobility patterns. 
Population Studies, vol. 14, 1960, р. 163-169. 

69 Ми h s а m Н. V. lnternational migration in орел populations. Entretiens 
de Мопасо еп sciences humanies premiere session 24-29 mai 1962. Les deplace
ments humains. Aspects methodologiques de leur твsиге. Edited Ьу Jean Sutter, 
Paris, 1963, р. 159-166; М u h s а in Н. V. Toward а formal theory of internatio
nal migration. International Population Canference, New York, 1961. London, 196.З, 
vol. 1, р. 333-341. 
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Структура населения в каждый данный момент п по.r.rучается пу
тем умножения вектора-строки А(О) на матрицу М, возведенную в 
степень п, если A(0>Mn. По виду этот процесс сходен с тем, который 
описан в гл. 4, где была сделана попытка представить теорему Лот
ки в матричной форме. В частности, мы воспользовались там хоро
шо известной теоремой матричной алгебры, которая, будучи приме
нена к нашей проблеме, показывает, что если считать матрицу миг
рации неизменной, то структура населения не должна претерпевать 

изменений. 
Можно показать, что если М - квадратная матрица, то суще-

~ ~ 

ствуют положительное число k, вектор-строка х и вектор-столбец у, 
такие, что 

lim М (п) = knyx. 
п~ос. 

Следовательно. 

п~оо 

а так как произведение А(0>у __:это скаляр s, 

lim А <п> = sk<n>x. 
п~оо 

Это говорит о том, что в пределе население каждого района уве
личивается одинаковым темпом (k-1) и что в отношении распреде
ления населения по разным районам достигается состояние равно
весия. 

I(ак и в случае стабильных населений, предельное распределе
ние не зависит от исходного распределения, которое население как 

бы «забыло», а испытывает влияние лишь матрицы миграции М. 
Исходное распределение воздействует лишь на скорость, с какой 
достигается предельное состояние. 

Процесс, посредством которого достигается окончательное рав
новесие, схематически может быть описан следующим образом. 
В некоторых районах потоки вовнутрь превышают потоки вовне. 
Это - районы иммиграции. В районах эмиграции положение об
ратное. В первых районах население растет с большей скоростью, 
чем в последних. Предполагается, что потоки пропорциональны об
щей численности населения районов, откуда они исходят. По мере 
развития процесса приток в районы иммиграции постоянно умень
шается, так как иммиграционные uотоки пропорциональны общей 
численности населения районов эмиграции, которая увеличивается 
не так быстро, как численность населения районов иммиграции. 
С другой стороны, потоки эмигрантов из этих последних районов 
имеют тенденцию увеличиваться, поскольку они составляют по

стоянную часть быстро растущей численности населения. Результа
том этого оказывается то, что в пределе два противоположных по

тока каждого района иммJ-Iграции будут уравновешивать друt дру
га. Тот же самый .прdцесс nроисходйт и в районах эмиграции, но в 
обр!тном направлении. 
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Как и в развитии населения, которое, начиная с данного момента, 
неограниченно подчиняется неизменным режимам плодовитости и 

смертности, равновесие достигается лишь тогда, когда постепенно 

уменьшающиеся колебания вокруг истинной структуры населения 
окончательно исчезают. В пределе остается лишь истинная струк
тур а. 

Необходимо заметить, что мы предполагали не только неизмен
ность матрицы миграции М, но и то, что население замкнуто, что 
перед тем, как начинается пр9цесс миграции, каждый район содер
жит разную долю общего населения и что коэффициент прироста 
не изменяется. 

Интересные усовершенствования в эту схему внес недавно Мъю
сем 60 ; он рассматривает случай, когда населения распределены по 
районам, имеющим разные коэффициенты естественного ттрироста, 
и тем самым раздвигает рамки указанных выше исследований. 

Рассмотрим вновь население, распределенное по трем районам, 
в которых коэффициенты естественного прироста Vt, Vz и Vз пред
полагаются постоянными во времени. Допустим, что миграция про
исходит в начале каждого периода, это означает, что иммигранты 

подвергаются влиянию условий естественного прироста населения 
того района, в который они прибывают. Эта гиrtотеза принимаетсsr 
только для удобства, но она не влечет за собой трудностей, особен
но если за единицу времени принимается небольшой его период. 

Структура населения в начале первого периода представляет со
бой произведение вектора-строки А<0) и матрицы миграции М. К кон
цу этого первого периода структура становится равной: 

А<1> = A<0>MV, 

где V - диагональная матрица: 

б + V1 ~ + V2 ~ . 1· 
1 0 1 + V8 

Замена матрицы М произведением MV эквивалентна замене коэф
фициентов иммиграции Ьi3 произведениями bi3(l+v3). Повторяя 
эту операцию во времени, мы вновь обнаружим, что структура на-' 
селения достигает предела, так как население каждого района рас
тет с одной и той же скоростью Л, где Л - наибольшее характери
стическое число полученной матрицы М V. Следовательно, наступает 
время, когда различные коэффициенты естественного прироста и 
коэффициенты миграции, которые также предполагаются неодина· 
ковыми, не будут далее. влиять на распределение населения по рай
онам. 

б<Т М и h s а m Н. V. Isolation 0f the eff ect of diff erential natural growtb оп 
iпternational migration. Congress pf the 1nternational Union for the Sclentific Stu
dy of Population, Ottawa, 1~63 .. PuЫication pending. 



8.3. Изучен.ие некоторых числовых моделей 

Описанные только что модели были созданы для изучения (лишь 
при простейших допущениях) вариации в распределении населе
ния по разным районам, между которыми имеются миграц~онные 
потоки. Однако <; помощью этой модели невозможно принять в рас
чет другие существенные демографические переменные. В частно
сти, в ней не учитываются различия в коэффициентах рождаемости 
и смертности между районами или влияние этих различий на воз
растные структурЬ1. Это объясняется тем, 11.то коль скоро мы отхо
дим от идеальных условий, принятых Лоткой и Викселлем, трудно 
определить с помощью математической модели различные возмож
ные взаимодействия в комплексе переменных. 

В этом случае может принести пользу метод числовой модели 
в той мере, в какой вообще математические модели допускают схе
матические конструкции, более или менее близкие к действитель
ности. Поскольку этот метод предусматривает чисто арифметиче
ские вычисления, результаты неизбежно определяются принятыми 
гипотезами, и поэтому оказывается возможным воспроизвести дан

ную ситуацию или даже,1 сравнивая две модели, отличающиеся 

только одной переменной, оценить «вес» этой переменной. Гроумеп 61 

и Таба и Каталди 62 провели в этом направлении несколько экспе
риментов. Гроумен сделал попытку исследовать схематически миг
рационный обмен между городом и сельской местностью на основе 
средних демографических условий в современной Латинской Аме
рике. Таба и К.аталди попытал1,'1сь определить влияние иммигра
ционных потоков специфической структуры на стабильные населе~ 
ния, квазистабильные населения и на населения в процессе пере
хода. 

Эти модели имеют по необходимости частный характер. Они пре
следуют цель описать лишь один из аспектов действительности. Не
обходимо разрабатывать и многие другие модели, вводя в анализ 
новые переменные и ~овые гипотезы, такие, как дифференциация 
миграции по полу, различия в плодовитости и смертности между 

мигрантами :t-r принимающим их населением, виды возрастной струк
туры мигрантов, различные возможные тенденции плодовитости и 

смертности и т. д. Более детаю.)ные модели могут описывать совме
стно районы иммиграцИи и эмиграции. Эта область недостаточно 
исследована ввиду ее сложности, но последние достижения в элек

тронной вычислительной технике позволяют продвинуться в ее изу
чении. 

9. Стохастические процессы в демографии 

Теория стохасти~еских процессов, в частности марковских про
цессов, до сих пор применялась главным образом в биологии для 

6 i G r а u та n J. V. Development of а model of rural - nrban populaton chan
ge, with reference to Latin America. Jnternational Congress for Stuaies оп Populati
on, New York, 1951, London, 1952, vol. 1, р. 448-458. 

62 Т а Ь а h L. and С а t а 1 d i А. Eff ects d'une immigration dans quelques po-
pulations rnodeles. Population, voJ. 18, 1963, р. 683-696. ' 
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изучения развишя колоний бактерий. И лишь в самое последнее 
время эти исследования коснулись изучения человеческих популя

ций. Математики, работавшие в этой области, начали с простых мо
делей, включающих относительно небольшое число переменных, а, 
именно коэффициенты рождаемости н смертности, которые они при
няли, как мы увидим, не зависящими от времени и от возраста. На 

основе этих ограниченных гипотез они попытались прийти к тем же 

результатам, которые демографы получали классическими метода
ми. Следует отметить, что применение стохастических процессов в 
демографии до сих пор ограничивалось главным образом пробле
мой измерения роста населения и лишь совсем недавно были ис
следованы другие аспекты, также, как миграционные движения или 

плодовитость. 

Задача классической теории, которую мы вкратче описали в 
предыдущих главах, состоит в определении структуры и других су

щественных демографических характеристик населения, которое, 
начиная с определенного момента, подчиняется некоторым режимам 

плодовитости и смертности. Цель вероятностного метода заклю
чается в ином, не в том, чтобы установить численность населения 
в некоторый произвольный момент времени t, а в том, чтобы опре
делить, приняв некоторый вероятностный закон, случайные вариа
ции, которым следует население, подчиняющееся конкретным ре

жимам плодовитоёти и смертности. Принимается следующая гипо
теза: структуру и другие существенные характеристики населения 

в некоторый произвольный момент времени t можнd определить 
с некоторой вероятностью, если нам известны исходная его струк
тура и закономерности, которым с данного момента . подчиняется 
развитие процессов плодовитости и смертности. 

В этом случае вместо того, чтобы определять состояние, в кото
ром будет находиться население в момент t спустя некоторое врем~ 
после начала отсчета, вычисляются величины, которые представ

ляют собой вероятности различных состояний в эти моменты време
ни t и меры случайных колебаний вокруг средних значений. Как и 
в классической теории, развитие населения начинается ~ заданного 
момента и при точно определенных условиях и испытыв3:ет соответ

ственно воздействие как исходного состояния, так и установленных 
заранее условий роста. 

9.1. Простой процесс: рождения и смерти 

Простейшая модель строится на основе гипотезы ·об изменении 
коэффициентов рождаемости ·и смертности и предположения, что 
оба эти показателя независимы от времени, причем не делается ни
каких допущений о характере изменещ1й коэффициентов плодови
тости и смертности как функций возраста. 

Пусть Ь и d - коэффициенты рождаемости. и смертности, с кото
рыми мы уже встречались в детерминистских моделях, имеющие 

то же значение. В данном случае мы вновь начнем с предположения, 
что население замкнуто и ограничимся рассмотрением лишь его 
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• женской части, так как мужская часть приводится в соответствие 
с женской автоматически. 

Пусть nt = п - случайная переменная, представляющая собой 
число индивидуумов в населении в момент t, а Pn (t+dt) - вероят. 
ность того, что в мuмент t+dt число индивидуумов составпт n=nt. 

Эту вероятность Pn (t+dt) можно выразить через сумму трех 
следующих величин: 

1. Вероятности того, что п индивидуумов, живущих в момент · 
времен:и t+dt, происходят из группы п+ 1 индивидуумов, живших 
в момент времени t, в которой в интервале времени dt произошла 
одна смерть: 

Рп+1 (t) d (п + 1) dt. 

2. Вероятности того, что п индивидуумов, живущих в момент 
времени t+dt, происходят из группы п-1 индивидуумов, живших 
в момент t, в которой в интервале времени dt произошло одно 
рождение: 

Рп-1 (t) Ь (п- 1) dt. 

3. Вероятности того, что среди п индивидуумов, живших в мо
мент t, в интервале времени t, t+dt не было ни одного случая смер~ 
ти нли рождения: 

Р п (t) [ 1 - (Ь + d) dt] п 

и, пренебрегая членами, содержащими dt в ·степени выше второй: 

р п ( t) [ 1 - п ( ь + d) d t] . 

Таким образом, вероятность Pn (t+dt) можно записать в виде сум
мы приведенных выше трех членов. Из этого уравнения мы выво
дим два дифференциальных уравнеюtя: 

dPn (t) = Pn+l (t) d (п + 1) + Рп-1 (t) Ь (n- 1) - Рп (t) n (Ь + d); 
dt 

" dP0 (t) р --=d 1 (t) 
dt 

с начальными условиями: 

Pn(O) = 1, если n=no (т. е. достоверно, что в нулевой момент 
1-!Мелось по индивидуумов); 

Pn(O) =0, если n=l=no (т. е. равна нулю вероятность того" что 
население в нулевой момент состоит -из 
числа индивидуумов, отличного от по). 

Обозначим через <р (z, t) производящую функцию Pn (t), где z
вспомоrательная переменная, которая изменяется от -оо до + оо. 
Для того чтqбы найти Po(t), P1(t), ... , Pn(t), т. е. вероятности того, 
что в момент t население будет состоять из 0,1, ... , п индивиду~ 
умов, разложим эту производящую функцию по степеням z, причем, 
no определенюр производящей функции коэффициент при zn будет 
равен Р п ( t) Общее решение имеет вид: 
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<р (z, t) = [ (bz-d)-(1-z)de't ]п0 
(bz-d)+(l-z) ьeri • 

Полагая z=O в выражении для cp(z, t), находим вероятность вы
мирания: 

о ьert _ d • 
р (t) = [ dert - d ]по 

Рассмотрим теперь три случая: коэффициент прироста отрица
телен, равен нулю или положителен. 

r<O 
При t, стремящемся к бесконечности, мы видим, что Р0 (t) стре

мится к 1. Это означает, что при данной гипотезе наtеление будет 
вымирать. Скорость этого процесса зависит как от исходной числен
ност~1 населения, так и от его коэффициента прироста. 

r=O 
Как и в предыдущем случае, находим, что, по мере того как t 

стремится к бесконечности, вероятность вымирания стремится к 1. 
Это интересное заключение, полученное с помощью вероятностно
го метода, дает новый результат по сравнению с тем, что указывал 
детерминистский метод: население, считающееся «стационарным» 
в классическом смысле слова почти достоверно становится вымира

ющим. Скорость этого процесса зависит от коэффициентов рождае
мости и смертности, которые предполагаются равными, и от исход-

ной численности населения. · 
r>O 
Предел P 0 (t) при t, стремящемся к бесконечности, равен [f J° · 

Следовательно, в этом случае вероятность вымирания населения не 
равна нулю, но чем больше коэффициент прироста населения, тем 
эта вероятность будет меньше. Рассмотрим числовой пример: пред
положим, что коэффициент рождаемости равен 40 промилле, а 
н;оэффициент смертности - 30 промилле, так что коэффициент при
роста сост.авляет 1 % . Эти условия довольно близки к режиму вос
производства населения, кото.рый считается в демографии «естест
венным», т. е. к режиму, существовавшему в европейских странах 
перед началом демографического переход.а, или в развивающихся 
странах 10-20 лет назад. Применяя вышеуказанную формулу, най
дем следующие вероятности вымирания: 

по= 1 по= 10 по= 100 
в момент t= 1 29 · 10-3 40. 10-11 10-1s5; 
в момент i= 10 21·10-2 20 .10-s lQ-68; 

в момент t= 100 60· 10-2 61 · lO-~ 65· 10-22, 

в момент t= 1000 73 · 10-2 44 · 10-3 27 · lQ-15• 

Можно видеть, что если исходная численность населения боль
ше 10, то эти вероятности пренебрежимо малы. Тем не менее со 
временем они увеличиваются до тех пор, пока не достигают асим-

птотически величины, равной[ : ]"
0 

= ( + )п0 • 
Эти вероятности вымирания не принимают, конечно, во внима

ние риск.а исчезновения, обусловленного неуравновешенностью 
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структуры, скажем, ненормальной долей мужчин, препятствующей 
образованию брачных союзов. 

Если вместо вероятности вымирания рассмотреть вероятность 
Pn (t) того, что в момент t будет достигнута некоторая конкретная 
численность населения, то окажется, что при t, стремящемся к бес
конечности, эта вероятность приближается к нулю. Это означает, 
что ч.исленность населения не стремится асJ:Iмптотически к какой

либо величине. Такой результат вряд ли удивителен, так как коэф
фициент прироста населения положителен. Фактически оказывает
ся, как и в традиционной демографии, что математичес!{ое ожида
ние nt или - что то же самое - число индивидуумов в момент t 
при по= 1 изменяется по экспоненциальному закону, как и в случае 
экспоненцпалыюrо населения. 

Более сложны здесь проблемы, связанные с изменением возра
стной структуры. Кендел 63 показал, что возрастная структура ос
тается постоянной, как и в случае экспоненциальных или стабиль
ных населений. Но его доказательство основывалось на предполо~ 
жении, что режим смертности не зависит не только от времени, но 

и от возраста. Вероятность дожить от момента t до момента 
t+dt ·ан принял одинаковой для всех индивидуумов независимо от 
их возраста. Если эта гипотеза приемлема для бактерий, то для че
ловеческих популяций ее следует отвергнуть. Мы видели, что тради
ционная демография не допускает, что возрастная структура насе
ления может быть постоянной, если предполагается лишь, что по
стоянны коэффициенты рождаемости и смертности. Чтобы прийти 
к такому заключению, необходимо дополнительное условие. В слу
чае экспоненциалQдого населения такое условие состояло в том, 

что порядок дожит15я в каждом возрасте не зависит от времени. 

Кендел же, применяя вероятностный метод, предполагает, что по-
_рядок дожития не зависит ни от времени, ни от возраста, но приме

нительно к человеческим популяциям эта гипотеза слишком далека 

от действительности. 
Пользуясь теми же гипотезами, Кендел вычислил распределение 

вероятностей числа потомков у элемента популяции, как это уже 
проделал Лотка с помощью кла1ссического метода, предположив, что 
возрастные характеристики плодовитости и смертности постоянны, 

9.2. Населения, состоящие из индивидов двух типов 

На протяжении всего предшествующего изложения предполага
лось, что население состоит только из женщин и что число мужчин 

63 1( е n d а 11 D. G .. Оп the genera1ized blrth-and-death process. Annals of 
Mathematical 'Statistics, vol. 19, 1948, р. 1-15; К е n d а 11 D. G. Stochastic prO' ... 
cesses and population growth. lournal of the Royal Statistical Socrety, Series Bf 
vol. 11, 1949, р. 230-264; К е n d а 11 D. G. :Random fluctuations iп the age-distri· 
bution of а population whose development is contrelled Ьу the simple «Ь-irth-and
death:. process. lournal of the Royal Statistlcal Society, Series В, vol. 12, 1950, 
р. 278-285; К е п d а 1 1 D. G. Les processus stochastiques de croissance еп Ьiolo· 
gie. Annales de l'Iмtitut de Н. Poin.care, vol. 13, 1952, fasc. l, р. 43-108. ' 
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приводится в соответствие с числом женщин автоматически. Гуд
мен 64. и Джоши 65 исследовали стохастическую модель, включаю
щую индивидов двух типов, которые они обозначили соответствен
но как тип I, и тип II, причем каждый из типов имел свои коэффи
циенты рождаемости и смертности. Они предположили, что тип 1 
(например, женщины) рождают индивидов как типа I, так и ти
па II, в то время как индивиды типа II (мужчины) сами не воспро
изводятся. Как и при простом процессе «рождение - смерть», ис
следованном Кенделом, они предположили, что коэффициенты рож
даемости и смертности не зависят от возраста и времени. Эти д.ва 
автора показали, что в этом случае при t, стремящемся к бесконеч
ности, отношение математического ожидания числа мужчин к мате

матическому ожиданию числа женщин стремится к некоторой по
стоянной; это означает, что в пределе устанавливается постшшная 
доля мужчин. Если предположить, дале~, что коэффициенты смерт
ности мужчин и женщин равны, то отношение числа мужчин к чис

лу женщин во всем населении становится равным значению того 

же отношения для новорожденных. 

Вероятность вымирания зависит только от женщин. Из этого 
сразу же следует, что если коэффициент _рождаемости женщиа. 
меньше их коэффициента смертности или равен ему, то вероятность 
вымирания очень велика, в то время как, если коэффициент рож
даемости женщин больше их коэффициента смертности, то вероят
ность вымирания сводится к отношению коэффициента смертности 
женщин к их коэффициенту рождаемо.сти. Можно заметить, что эти 
результаты довольно близки к тем, которые были получены в более 
простой модели, рассмотренной в прещщущем разделе. 

9.3. Попы'f'Ки сконструировать более сложн.ь~е модели 

Некоторые авторы попробовали пойти дальше того, что мы толь" 
ко что рассмотрели, и попытались применить стохастический метод 
к моделям, основанным на более сложных гипотеоiах. В зависимо
сти от их цели, эти попытки можно подразделить на три группы: 

1. Модели, предполагающие, что коэффициенты плодовитости 
и смертности не зависят от возраста, но зависят от времени. Этот 
путь исследования представлен в основном работами Кендела 66 и 
Конселя 67 • Однако эти модели. не всегда полезны для демографов, 
поскольку, как мы уже вид.ели, трудно согласиться с предположе

нием, что коэффициент плодовитости во всех возрастах одинаков. 
В человеческих популяциях этот коэффициент обычно равен О до 

64 G о о d m а n L. А. Populatioп growth Qf the sexes. Biomefrics, vol. 9, 1953, 
р. 212-225. 

65 J о s h i D. D. Les processus stochastiques еп demographie. PuЫicatins de 
l' J nstitut de Statistique de l' Uniuersites de Parls, vol. 3, 1954, р. 153-177. 

66 К е п d а 11 D. G. Ор. cit. 
61 С о n s а е 1 R.. Sur quelques points de la theorie des processus stochastiques; 

С о n s а е 1 R" L а m е п s А. Processus markoviens d'embranchement en demograp
hie. Bulletin de l' Jnstitut /nt{!rnational de Statistique, vol. 37, 1960. 
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:возраста 15 лет, затем быстро увеличиваетс·я приблизительно до 
возраста 25 лет, а после этого снижается, становясь равным нулю 
в возрасте 50 лет. Точно так же трудно принять, даже в качестве 
первого приближения, что одинаков во всех возрастах коэффициент 
-смертности. Эти гипотезы приемлемы для бактерий, но для челове
·Ческих популяций их следует отвергнуть. • 

2. Модели, в которых коэффициенты плодовитости и смертности 
.зависят от возраста, но пе зависят от времени. Эти гипотезы точно 
·Соответствуют гипотезам, принятым в модели стабильного населе
ния Лотки. К сожалению, эта проблема пока полностью не решена. 

3. Модели, в которых население рассматривается не как замк
нутое, а как открытое для притока иммигрантов (эмигранты трак, 
туются как умершие). В работе Бартлета 68 описана модель пр.оцес
-сов «рождаемость - смертность - иммиграция», которая служит 

·обобщением первой из оиисанных здесь моделей на случай, когда 
коэффициенты рождаемости, смертности и иммиграции постоянны 
во времени. . 

Интересная попытка применить метод стохастических процес
·СОБ для описания некоторых асirектов воспроизводства была сдела
иа недавно Перрином и Шепсом 69 • В отличие от только что рассмот
,ренных исследований, в которых плодовитость была представлена 
как часть всего процесса воспроизводства населения и принимались 

во внимание отношения между разными переменными, в этой рабо
те рассматривается только фактор плодовитости независимо от воз
.Растной структуры или от других демографичес.ких элементов. 

Женщина, выходя замуж в момент to, когда она способна к дето
рождению, но не беременна, может в некоторый произвольный мо
мент t > to находиться в одном из нескольких состояний: она -может 
быть способной к деторождению, но не беременной или быть бере
менной, или находиться в периоде временной стерильности вслед
--ствие произошедшего у нее рождения живого ребенка, выкидыша 
.или мертворождения. Репродуктивная история женщины определе
на заранее, если для нее известна последовательность этих различ

ных состояний и их длительность. В модели предполагается, что 
переход из одного состояния в другое и длительность каждого со

.стояния есть случайные переменные, не зависящие от возраста жен
щины и очередности данного состояния. При этих условиях модель 
дает возможность определить число живорождений, выкидышей и 
мертворождений за интервал времени dt, а также· их дисперсии. На 
Qснове этих данных для каждого цикла (в один месяц) после заму
жества вычисляются коэффициенты, характеризующие частоту за
чатий. 

Луи Анри 70 провел исследования, аналогичные работам Перри
'На и Шепса, но продвинулся несколько дальше; он предположил, 

68 В а r t 1 е t t М. S. An introduction to stochastic processes with special refe
rrence to me.thods and .applications. Cambridge, 1956. 

69 Ре r r i n F. В. авd S h е·р s М. С. Human reproduction: а stochastic pro-
·Cess. Вiometrics, vol. 20, № 1, р. 28-45. · 

70 Не n r у L. Fecondite et ramille. Popu.lation, vol. 12, 1957, n. З, р. 413-444. 



что переход Из одного состояния в другое - случайная переменная" 
зависящая от возраста женщины, в то время как Перрин и Шепс 
полагали их неизменными. 

Читатель найдет прекрасное описание всех этих разнообразных 
мод.елей в работе, опубликованной Джоши 71, или в работе Конселя 
и Ламанса 72• 

10. Заключение 

В пос:~едние годы демографюr, которую часто называли наукой, 
начав"шеися на пустом месте, без учителей и без учебников, значи
тельно обогатилась благодаря связям с другими общественньrми 
науками и, в свою очередь, приступила к упорядочению применяе

мых ею понятий, приемов и методов, обобщая тем самым свои до
стижения. Пожалуй, самое примечательное в этом процессе состоит 
в том, что демографы, по мере того как они углубляются в иссле
дуемую ими область, подвергают сомнению свои методики. Отсюда 
изобилие в последнее время работ, подчеркивающих методологиче
ские аспекты исследования. 

3 авершая свое исследование в этой области, мы должны подыто
жить и обрисQвать заметные здесь тенденции. Напомним, что в этой 
работе мы ограничились исследованиями, посвященными измене
ниям возрастной структуры и тем причинам этих изменений, кота" 
рые связаны с плодовитостью, смертностью и миграцией. Такого 
рода исследования закощ>мерно 1привели демографов к разработке 
показателей прироста населения, не испытывающих осложняющего 
влияния возр.астной структуры, и мы шаг за шагом следовали за 
авторами в избранном ими направлении. 

Эта область исследования принадлежит исключительно демо
графии, ее. не касается никакая другая дисциплина. Поэтому инте"
ресно ~зучить те методы, которыми пользуется демография для ре
шения своих задач и которые, как мы видели, целиком принадле.

жа т ей. 
Если рассматривать опубликованные по этому пред.мету работы, 

то, пожалуй, самое удивительное заключается в том, что основой 
почти всех проводимых сейчас исследоваnий служит почти полу
вековой давности работа Лотки: часто они просто продолжают это 
направление. Важно отметить, что. некоторые наиболее серьезные. 
авторы считают необходимым повторить традиционные доказатель
ства либо в дискретных переменных вместо непрерывных перемен:.. 
ных, которыми пользовался Лотка, либо путем вероятностного под
хода вместо детерминистского подхода. Естественно, что nрИ значи
тельном развитии математических методов к решению этой пробле
мы следовало применить новые средства, которыми стали распола

гать исследователи. Поэтому, стремясь к чистоте доказательства, 

11 J о s h i D. D. Ор. cit. 
12 С о n s а е 1 R., L а m е n s А. Methodes determiпistes et probabШstes de 

l'analyse demographique. Вiometrie - Praximetrie, vol. 3, n. 2-3, 1962, р. 83-112. 
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:что, несомненно, говорит в их пользу, математики попытались, не 

ум.аляя фундаментального значения теоремы Лотки, несколько бо
лее строго и точно сформулировать условия, при которых она спра
ведлива, чему сам ее автор, как они ощущали, не придал должного 
значения." · 

В развитии демографических исследований в рассматриваемой 
области можно выделить, как мы видели, следующие направления: 

1. Новые методы доказательства прежних теорем. 
2. Обобщения применительно к гипотезам о постоянстве во вре-

мени норм плодовитости и смертности. 

3. Создание системы модельных населепий п ее применение. 
4. Введение в анализ переменных, иных, чем возраст матери. 
5. Пере~од от поперечного к продольному анализу. 
6. Исключение гипотезы о том, что население замкнуто. 
Подытожим каждое из них. 
1. Что касается методов доказательства, то доказательства Лот

:ки, как мы уже говорили, были повторены в дискретных перемен
ных или с помощью матричного исчисления, что значительно облег

чило дальнейшее развитие исследований. Последние работы пока
зали, что такой подход к изучению проблемы был интересным не 
только с чисто формальной стороны, но и по существу, поскольку он 
указал если не более изящный, то, во всяком случае, более легкий 
.способ с~ять ограничивающие условия теоремы Лотки, особенно в 
-отношении г~потезы о постоянстве норм плодовитости и смертности. 

О применении стохастических методов судить труднее. Прежде 
всего они дали возможность, при поиске основных результатов, по

лученных традиционным детерминистским методом, вновь исследо

вать простейшую модель (с не зависящими от времени коэффициен
:rами рождаемости и смертности), на этот раз вычисляя вероятно" 
-сти различных состояний населения в разные моменты времени по
сле исходного момен'Га и колебания вокруг средних значен~й, на
~ример вероятность вымирания населения в момент t. На этом пути 
были получены некоторые новые результаты, такие, как оче~ь вы
оокая вероятность вымирания стационарного населения. При детер
~инистском подходе ·экспоненциальное население растет до беско
нечности, если коэффициент прироста положителен, и убывает до 
.нуля, если он отрицателен. Стохастический метод показывает, что 
даже если коэффициенты рождаемости и смертности одинаковы, то 
население почти наверное вымирает. К сожалению, оказалось не.
·возможным провести анализ с учетом возрастной структуры так, 
чтобы он удовлетворил демографов (коэффициенты смертности бы
ли приняты н~зависимыми от возраста). Гипотезы, в точности соот
·Ветствующие гипотезам для. стабильных населений (Rезависимость 
·ОТ времени 13озрастных коэффициентов плодовитости и смертности), 
чреваты, по признанию самих_ авторов, .серьезными трудностями 

аналитического характер? и пока еще не привели к удовлетвори

тельному решению проблемы. Напротив, введение фактора мигра
.ции, привнесевногq в традиционную демографическую схему лишь 
в самое·после-днее время) lfюказало большую плодотворность стоха-
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стического метода. Следует отметить успешное применение этого 
метода в некоторых менее общих моделях, как, например, модели 
плодовитости, рассматриваемой вне связи с другими демографиче
скими переменными. В этом направлении в последней работе Пер
рина и Шепса были получены результаты, к которым Анри пришел 
ран ее другим путем. 

2. Среди попыток обобщить теорему Лотки в отношении гипоте
зы, ·что нормы плодовитости и смер-тности постоянны, наиболее су
щественным было доказательство Лопесом в 1962 г. явления слабой 
эргодичности, важность которог'о в теоретическом отношении несом
ненна. Эта новая теорема, напомним, показывает, что два населе- . 
ния, подверженные одним и тем же режимам плодовитости и смерт

ности, стремятся иметь одинаковые возрастные распределения, 

даже если исходное их состояние различно, а режимы плодовито

сти и .смертности со временем изменяются. Как указали Хеджнел 
и Коул, такие населения в конце концов «забывают» свою прошлую 
структуру и становятся зависимыми только от конечных уровней 

плодовитости и смертности. 

Следует упомянуть также о попытках да11ь математическое вы
ражение прохождению населения через четыре фазы демографиче
ского цикла, сделанных, в частности, Райдером - одним из немно
гих исследователей, взявшихся за разрешение этой сложной пробле
мы. Этот демографический цикл, как известно, сводится к сдвигу 
кривых плодовитости и смертности между двумя стационарными со

стояниями, характеризующимися разной степенью равновесия этих 
двух ·процессов: одно соответствует первоначальному демографи- . 
ческому состоянию, без контроля рождаемости, а в другом - сни
жение смертности уравновешено контролем рождаемости. Хотя этот 
переход довольно хорошо описан по фактическим данным для евро-· 
пейскйх стран, с теоретической точки зрения в нем еще много не
ясного. Основная трудность связана с преобразованием показателей 
рождаемости и смертности для реальных поколений ,в показатели. 
рождаемости и смертности· для ряда последовательных календа р

ных лет . 
. В пос.Леднее время были изучены также конкретные фазы этого 

Цикла, как, например, переход от стабильного состояния к состоя
нию, характеризующемуся снижением смертности и неизменной пло
довитостью. До сих пор очень мало исследованы в теоретическом 
отношении населения, входящие в эту фазу, так называемые квази-

. стабильные населения. Для них еще не найдено функциональных 
соотношений между структурой и компонентами движения, т. е. пло
довитостью и смертностью. Тем не менее было показано, что на 
.практике для таких населений можно применять вполне успешно 
основные формулы экспоненциальных населений. Последнее сооб
ражение вытекает из результатов исследований Буржуа-Пиша, по
казавшего, что населения, возрастное распределение которых не 

изменяется во времени (а это справедливо почти для всех квазиста
бильных населений), можно отождествить с экспоненциальными на
селенщ1ми, соответствwщи?4И нормам дожития и коэффициентам 
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рож.{1.аемости или коэффициентам прироста, наблюдаемым в тот или 
иной момент времени. Таким образом, для квазистабильных насе
лении, какими часто оказываются населения развивающихся стран, 
формула Лотки в основном сохраняет свое значение. 

3. Понятие стабильного населения, предложенное для европей
ских стран в конце прошлого века, легло в основу системы число

вых таблиц, содержащих характеристики стабильных населений, 
отвечающих различным уровням плодовитости и смертности; такие 

таблицы были рассчитаны Отделом населения ООН и Л. Таба в 
Латино-Американском демографическом центре. Для того чтобы 
эти таблицы можно было с большим основанием применить в раз
вивающихся странах, для которых они и предназначались, таблицы 
были естественно обобщены путем передвижки по возрастам на 
случай населений квазистабильного и перехощюго типа. Полностью 
значение таких таблиц показали Буржуа-Ппша II Коул, доказав их 
ценность для разрешения проблем, связанных с оценкой основных 
демографических переменных, разумеется, без каких бы то ни было 
претензий на получение совершенно точных решений. Другое· до
стоинства этих таблиц заключается в том, что они показывают по
следствия некоторых современных тенденций в развитии населения 
и «вес» отдельных переменных в хорошо известных демографиче
ских ситуациях, например влияние сокращения смертности на воз

растные структуры 11ли совместный эффект сокращения смертности 
и уменьшения плодовитости, когда последнее только начинается и 

когда оно набирает скорость, по мере того кю< происходит демогра
фическая революция. 

4. Построения Лотки относились только к одному полу; в то ж~ 
время для того, чтобы избежать несовместимости коэффициентов 
прироста для мужчин и для женщин, предполагалось, что они само-· 

произвольно приспосабливаются один к другому, хотя о механизме 
такого приспособления ничего не было сказано. Коль скоро на ос
новании наблюдений, относящихся к данному моменту, строится 
теоретическое население, состоящее из индивидуумов двух полов,

модель Лотки почти всегда пр,иводит к тому, что показатели вое.про
изводства для мужчин и для женщин расходятся между собой. Ав
торы, пытавшиеся справиться с этой трудной проблемой в 
1946-1948 rr. или около этого времени, не нашли окончательного 
ее решения. Однако их заслуга в том, что они побудили провести 
между 1948 и 1955 гг. ряд исследований, в результате чего в тради
ционную модель были введены факторы, которыми до того, нес.мот
ря на их важность, пренебрегали, очевидно, вследствие связанных 
с ними трудностей. Такими факторами явились, :а частности, брач
ность и промежутки времени между разными событиями в процессе 
формирования семей. Были предложены новые показатели возоб-, 
новления, которые во многих случаях заключались в возрождении· 
построений Лотки: функция дожития оставалась при этом ·прежней,· 
но в функции плодовитости перем~нная возраста матери заменя·• 
лась другими переменными, такими, как продолжительность брака"1 

возраст вступления в брак или даже сочетание этих переменных 
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или одной из них с возрастом матери. Практически речь шла о вы
числении коэффициентов воспроизводства для условных поколений 
жеnщин, неограниченно подверженных условиям данного момента 

в отношении плодовитости, смертности и брачности. В других слу
чаях во внимание принимались браки и календарь рождений, т. е. 
промежутки времени между браком и первым рождением или меж
ду последовательными рождениями, иногда в сочетании с упомяну

тыми ранее переменными. Таким образом, модели постепенно 
усложняются. Они становятся как более строгими, так и охваты
вающими все большее число факторов, чтобы ближе подойти к дей
ствительности, и тем самым значительно приближают демографию 
к другим социальным наукам. В связи с этим следует упомянуть ра
боты Джинн, которые фактически восходят к периоду до второй ми
ровой войны, а также работЬ1 Кармела, Квенселя, Кларка и Дайна, 
Буржуа-Пиша, Уэлптона и Анри. 

5. Описанные только что дополнения и уточнения моделей есть 
в сущности результат их большей конкретизации. В основе тради
ционных методов лежит идея применения моделей с целью р азде
лить, при данном состоянии населения, то, что можно прищ1сать 

влиянию условий данного момента, и то, что обусловлено влиянием 
структуры, т. е. прошлого. Эта задача осталась неизменной, но 
6ыла расширена путем введения новых переменных. 

При изучении сдвигов, вызванных кризисом 1930-х годов, и вооб
ще всякий раз, как демографические процессы сначала тормози
лись, а затем восстанавливались, было замечено, что влияние на 
годовое число рождений условий данного момента и структур, обус
ловленных прошлым, трудно разделить с помощью условного, попе

речного анализа - иначе говоря, наблюдая рождения в разнород
ной группе женщин, которые принадлежат к разным когортам и 
nоэтему в прошлом, особенно в период сдвига, могли вести себя 
в этом отноmении совершенно по-разному. Вычисление на основе 
таких наблюдений некоторого обобщающего показателя - скажем 
коэффициента воспроизводства или, с тем же успехом, истинного 
коэффициента прироста, могло дать противоречивые, а иногда и аб
сурдные результаты - скажем, число первых рождений, превышаю
щее число заключенных браков. Kporvte того, обобщающие показа
тели для данного момента иногда создают ошибочное представле
ние, что происходят колебания числа событий на душу населения, 
в то время как в действительности лишь изменилось распределение 
событий во времени. Так, например, сначала задержка, а затем на
ступление демографических событий, не оказывая влияния на общее 
число этих событий в каждом поколении, в показателях для кален
дарного момента могут вызвать сильные колебания. Бессмысленно 
предполагать, что положение, наблюдавшееся в каждой точке этих 
колебаний, может сохраняться бесконечно. Поэтому после некото-
_рых сомнений стали считать предпочтительными продольные обоб
щающие показатели для когорт и стали вычислять исчерпанную 

плодовитость в когортах женщин, поведение которых изучалось 

применит~льно не к одному календарному году, а ко всему периоду, 
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когда они могут иметь детей. Среди упомянутых в предыдущем 
пункте авторов особенно известны своими исследованиями в этом 
направлении Уэлптон и Анри. Узлптон анализировал такие пере
менные, как очередность рождения и возраст матери, а Анри - пе
ременную очередность рождения, причем ввел новое понятие, полу

чившее с тех пор широкое признание: вероятность увеличения 

семьи, называемое также вероятностью следующего рождения. 

6. Последнее ограничение, налагаемое теоремой Лотки, это ги
потеза, что население замкнуто. В действительности можно без 
большого труда ввести в модель, как предложил Хюрениус, функ
цию относительного сальдо миграции, 1юторая в основном уравне

нии играла бы роль, аналогичную роли функции дожития. Это при
водит к вычислению истинного коэффициента прироста, по смыслу 
почти не отличающегося от традиционного коэффицпента: он пред
ставляет собой предельный l{Оэффициент прироста для населения, 
неопределенно долго подчиняющегося режимам плодовитости, 

смертности и миграции, существующим в данный момент. Как и в 
случае стабильных населений, необходимо, разумеется, еще опре
делить, при каких условиях эта теорема справедлива (условие не
прерывности функций, превосходство по а1бсолютной величине дей
ствительного корня над действительными частями комnJJексных 
корней, чтобы обеспечивалась сходимость и т. д.). 

Последняя очень интересная в теоретическом отношении рабо
та, выполненная в основном Мьюсемом, посвящена изучению рас
пределения населения по нескольким группам (безразлично геогра
фическим или социальным), между которыми существует миграция 
и которые могут различаться коэффициентами прироста. Ранее мы 
уже указали, насколько тесно связан этот процесс с процессом 

стабилизации населения, и не будем к этому возвращаться. Сле
дует, однако, подчеркнуть ценность доказательств, проведенных в 

матричном исчислении. 

В заключение можно сказать, что желательно, по-видимому, раз
рабатывать новые числовые модели для открытых населений с миг
рационными потоками как в них, так и из них, которые основыва

лись бы на данных наблюдения и предусматривали бы целый ряд 
переменных и гипотез. Правда, как показали последние исследова
ния; это спязано с долгими и сложными вычислениями, так что лег

ко представить себе, что успех в этой области может быть достиг
нут с применением электронной вычислительной техники. 

Перевод Е. М. Андреева) А. Г. Волкова, Л. Е. Дарского 
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blrths, annual growth and annual deaths in а staЫe population 
on the basis of а given initial population. The concept of а stab
le population. Application to the Study of populations of count
ries with incomplete demographic statistics. ST/SOA/Series А/39. 
(Population studies, № 39). United Nations. New York, 1968, 
ann. 1, р. 117-137. 

А. Введение 

В гл. 3 настоящего труда 1 было дано понятие стабильного на
селения как предельного состояния некоторого исходного населе

ния в результате процесса демографического развития, характери
зуемого постоянной плодовитостью и постоянной смертностью. От
мечалось также, что, как показал Альфред Дж. Лотка, в ходе по
добного процесса население приближается к стабильному 
экспоненциальному населению, или же, проще rоворя, к стабильно
му населе}fию, соответствующему принятым неизменными режимам 
смертности и плодовитости. Там же были выведены формул·ы, поз-. 
валяющие вычислить для этого стабильного населения истинный 
коэфф:fJ;диепт естественного прирос.та населения, общий коэффи
циент рождаемости, возрастное распределение населения и возраст

ное распределение смертей. 
Были также приведены, но без доказательчв формулы для вы

числения общей численности населения и абсолютного числа рож
дений и смертей в предельном стабильном населении. Далее будет 
при.веден вывод этих формул. 

Б. Общая численность населения 

Пусть в исходном населении - :в нулевой момент времени - чис
ленность женщин в возрасте а равна К1(а, O)da. В момент времени 
у их численность возрас:ет до 

1 The concept of а staЫe population: Application to the study of populations 
of countries wiih incomplete demographic statistics, ST /SOA/Series А/39. United 
Nations. New Yorkt 1968, р. 45-52. 

89 



К1(а, O)PJ(a+y) 
da, 

Pt (а) 

где р1 (а) - функция дожития женщин, которая предполагается 
постоянной во времени. За период dy они родили dB дочерей, так 
что 

К1(а, О) 
dB = р1 (а+ у)~! (а+ у) dady, 

pf (a) 

где (J)t (а+у) - коэффициент плодовитости женщин возраста 
(а+у), вычисляемый для рождений только девочек. Согласно тео
реме Лотки для этой части рождений по прошествии достаточно 
длительfrого времени (t-y) население, получающееся из соответ
ствующей части родившихся, dB, становится стабильным. Общая 
численность этого населения, выраженная через dB, будет тогда 
экспоненциальной функцией времени, прошедшего с момента рож
дения, и будет линейной функцией исходной общей численности dB. 

Иными словами, когда период времени t достаточно велик, ис
ходная совокупность dB дочерей будет составлять женское населе-
ние общей численностью: · 

К1(а, О) 
Q Р1 (а+ у) 'f1 (а+ у) er(t-Y)dady, 

PJ (а) 

где Q - постоянная, остающаяся неизменной вне зависимости or 
возраста а и зависящая только от функций Р1(а) и <р1('а), а,_ 
истинный коэффициент естественного прироста стабильного насе
ления, соответствующего режимам смертности и плодовитости 

Р1(а) и <р1(а). 
В момент времени t общее женское население, потомство сово

купности женщин К1 (а, О) da нулевого момента времени, будет 
равно: 

где v - возраст наступления менопаузы, после которого функция 
плодовитости q)f(Y) становится равной нулю. Полагая а+у=х, это* 
выражение можно записать как 

QK1 (а, О) sv 
dN = da р 1 (х) fP 1 (х) е' <t+a-x) dx 

Р1(а) а 

или же 

QK1 (а, О) sv 
dN = er<t+a> da P.i (х) ср1 (х) e-rzdx, 

PJ (а) а • . 
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Предположим, t.ITO 

v 
g (а) = S р1 (х) lff {х) e-rxdx. 

а 

Тогда мы можем записать: 

d'N = Qe''Kt (а, О) e'ag (а) da. 
Pt (О) 

В момент времени t численность женского населения, представ
ляющего собой потомство всех женщин момента времени нуль, бу
дет: 

v\ Kt (а, О) 
N (t) = Qert e'ag (а) da. 

! 0 PJ(a) 
(1) 

Вычисление постоянной Q 

Теперь обратимся к вычислению Q. Допустим, что в нулевой мо
мейт существует второе женское население, равное единице и име
ющее возрастную структуру стабильного населения, отвечающего 
режимам Pt(a) и q)f (a). В этом населении численность женщин воз-
раста а равна · 

e-raP! (а) 

S e-raPf (а) da 
о 

• 1. 

в момент времени t численность рассматриваемого населения бу
дет равна ert • 1; и здесь можно применить формулу ( 1). Соответ
ственно получаем, что 

v e-rap {а) 1 
ert = Qert f w ! • -- • e'ag (а) da. 

o5e-raP1(a)da Р1(а) 
о 

Это можно записать как 

w v 
S e-rap1 (а) da = Q S g (а) da, 
о о 

Что в конечном итоге дает 

(1) 

fe-raP1(a)da 
Q=-o __ _ 

'i1 J g (а) da 
о 

• 
~ведя это значение Q в формулу ( 1), мы Получим следующую 
формулу для общей численности населения в стабильном состоянии: 
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at v К (а О) 
N (t) = ert Г e-rap (а) da S 1 ' 

/ .J ! PJ(a) 
о о 

или же 

g (а) 
v 
5g(a)da 
о 

S
w sv KJ (а, О) 

N (t) = ert e-rap (а) da G (а) erada. (2) 
f . о f о Pt (а) 

Полагая, что 

G
1 

(а) = v g (а) ' (3) 

r g(a) da 

мы можем та1<же записать: 

N (t) = е'1 ~ Kt (а, О) G (а) da, 
! J с1 (а) 

(4) 

где С1 (а) - возрастное распределение женского стабильного насе-
ления. . 

Если коэффициент прироста r равен нулю, то население стацио
нарно, и формула (2) принимает вид: 

ro v К (а О) 
N 0 (t) = r р 1 (а) da \ 1 

' G (а) da 
.J · Pt (а) 
о о . 

или 

N
0

(t) = eg rKi(a, О) G(a)da. 
~ Pf (а) . 

(5) 

Тогда формулу (4) можно записать как 

N
0 

(t) = Sv Ki (а, О) G (а) da, 
. 

0 0Ct (а) 
(6) 

где оС1 (а) - возрастная структура стационарного населени~. 

Ежегодные рождения, _смерти и прирост 

Годовое число женских рождений nолучаетс·я путем умножения 
общей численности населения на общий коэффициент рождаемости 
стабильного населеН.0Я. 

Ь1= -~-----
i e-raPt (а) da 

или 

v К (а О) ra 
В 1 "(t) = ert S 1 ' е G (а) da. 

о Р1(а) . 
(7) 
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Годовой прироет женского населения равен произведению общей 
численности женского населения на истинный коэффициент есте
ственного прироста r. Мы таким образом получаем: 

щ v К (а О) era 
Aj (t) = ret f e-rap1 (а) da f 1 ' G (а) da. (8)i 

Ь о PJ(a) 

Годовое число женских смертей есть 

Мужское население 

Вышеприведенные формулы относятся к женскому населениЮ'. 
С их помощью легко вывести характеристики мужского населения. 
Подсqитаем снаqала годовое число мужских рождений. Если т. 
есть соотношение числа мальчиков и девочек при рождении, то, оче

видно, что 

откуда 

v К (а О) е'а 
Bт(l)=me'tS 1 ' G(a)da. 

0 
PJ(a) 

Численность мужского населения Nm (i) равна ежегодному числу 
мужских рождений, деленному на мужской коэффициент рождае· 
мости: 

Соответственно 

ь =-----
т (1) 

S e-ra Рт( а) da 
о 

w -1! К ( а, О) е'а 
N (t) = me'1 r e-rap (а) da \ 1 О (а) da. 
т J т ~ PJ(a) 

Годовой прирост мужского населения равен численности населения" 
умноженной на истинный коэффициент естественного прироста 

Ат (t) = rN т (t). 
И наконец, годовое число мужских смертей получается как раз" 
ность годового числа рождений и годового прироста 

D т (t) = Вт (t) - Ат (t). 

П риведен.н.ое исходное население 

Во всех приведенных формулах участвует исходное женское на
селение К1 (а, О) в возрастах от О до v лет. Исходн_!)е население 
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.старше возраста v, как и следовало бы ожидать, в расчет не при
·нимается, поскольку оно не может иметь потомства. Далее, числен
·ность исходного н~селения в каждом возрасте умножается на коэф
.фициент: 

О (а) ra 
--е. 
Pt (а) 

.Ряд величин 
Kt (а, О) О (а) 

Pt (а) 
era 

.станем называть «приведенным исходным нетто населением» 2. 

Средниf~ возраст этого приведенного исходного нетто населения 
·Обозначим через у. 

Все полученные ранее результаты применимы вне зависимости 
·От значений функций Р1(а), Рт(а) и <р1(а). Их можно значительно 
упростить, если предположить, что эти функции представляют функ
ции смертности и плодовитости в человеческой популяции. Рассмот
,рим такую возможность в следующем разделе. 

' 
Функции g(a) и G(a) как функции в человеческой популяциµ 

Мы пользовались следующей формулой: 

'С1 ' 

g (а) = J р1 (х) lf t (х) e-rxdx. 
а 

:Ее подынтегральный элемент есть произведение трех сомаожителей . 
. Pf (х) - это функция дожития женщин. Она равна единице; когда 
.х=О, и нулю, когда х равно предельному возрасту живущих. В про-
межутке - это убывающая функция. ч>t (х) - это функция женской 
плодовитости. Она равна нулIР до возраста половой зрелости и и пос
.ле возраста менопаузы v. В интервале (и, v) функция плодовитости 
"сначала возрастает, а затем убыв·ает, достигая своего максимума 
в возрасте 2Q-25 лет по-разному в каждом конкретном населении. 
e-rx при положительных значен~х r монотонно убывает в интерва
.ле между и и v, а при отрицательных значениях r она монотонно 
возрастает в интервале между и и v. 

График произведения PJ(X)QJ1(x)e-rx представлен на рис. 1, а 
·Функция g(a) на том же графике изображена как площадь за
?Штрихованной области. Функция 

G (а)= _g_(_a_) -
w 

~ g (а) da. 

-.есть функция распределения g(a). Особо заметим, что функция 
G (а) зависит только от характера возрастного распределения коэф
-фициентов q>f (а), а не от их величины. 

2 Определение выражения «приведенное исходное брутто-население» будет 
дано ниже. 
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В табл. 1 и 2 дается пример численного расчета функции G (а) 
при следующих условиях: принимается функция дожития женщин" 
соответствующая модельным таблицам смертности (промежуточ
ный вариант) * с ожидаемой продолжительностью жизни при рож· 
дении для обоих полов 60,4 года. Для возрастного распределению 
\Коэффициентов 1Плодовитости было 
выбрано промежуточное рае:преде- "! 
ле.ние. И на1конец, истинный коэффи- Pfa>-p/aJp-.,.a · 
циент естественного прироста был 

принят равным 2%. В табл. 1 и 2 
приведены детали 1вычисления 1соот-

IВе1"1ственно функций Р1(а)ср1(а)е-та 
и G(a). 

Аналогичные расчеты были вы
полнены для других значений функ
ций дожиmя, возрастных рабпреде
леНJИЙ плодовитости 'И iИ~С'ГИНIНЫХ ко
эффициентов еtтесrвенного прирос
та. Результаты этих ра~счетов пред
ста1влены ~в табл. 3 .и 5. 

В та1бл. 3 показано, как функция 
G (а) изменяется ~по мере измене.ння 
истинного 1коэффицие.нта естес1'вен
.ного прироста. Мы пользуемся здесь 
той же таблицей дожития и тем же 

и Jf 

Рис. 1. Форма кривой 
PI (а) {j)f (а) e-rci 

воэрастным ·расnределени~ коэффициентов •плодовитости, что и· 
для вычислен:ий ~в табл. 1 1И 2. При расчетах мы оnраничиваЛ1Ись та
кими значениями истинного коэффициента остественноrо прироста •. 
которые встречаются на практике, а именно: 

-0,02< r < +0,04. 
С помощью табл. 3 можно сделать вывод, что на практике функция 
G (а) фактически независима от истинного коэффициента естествен
ного прироста. Таким образом, достаточно прос.то исследовать воз
действие на функцию G (а) изменений. функции дожития и возраст
ного распределения коэффициентов плодовитости для отдельно взя
тых величин истинного коэффициента естественного прироста. 
Именно это и делается в табл. 4 и 5, причем истинный коэффициент 
естественного прироста принимается равным нулю. 

* Здесь и далее речь идет о модельных таблицах смертности (таблицах до
жития), а также о модельной кривой возрастного распределения коэффициентов 
плодовитости (см. табл. 1), выработанных группой экспертов ООН - см.: The 
сопсерt of а staЫe population, р. 139-168. Большинство ссылок относится к так 
называемому промежуточному распределеmпо, которое представляет собой_ один 
из тgех вариантов модельной кривой, мажорируемой сверху и снизу краиними 
вариантами. 

Под возрастным распределением коэффициентов плодовитости автор пони
мает ряд возрастных коэффициентов плодовитости, сумма которых равна 100 ( % ) ~ 
всякая иная ~ривая пол)71!ается на базе этой почленным умножением на соответ
ствующий множитель. - П рuм. ред. 
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Возраст-
тая груп-

па, лет 

15-19 
20-24 
25--29 
30-34 
35-39 
40-44 

-га 
ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИИ Pj (а) ~j (а) е 

Произве-

Медиан- Функция дение величии -га 

дожития qJ/(a)2* 
двух пред- е 

НЫЙ ВОЗ· 
Pf(a) 1* 

шествующих для 
раст столбцов r-0,02 

р1 (а) (j)/(a) 

17,5 0,879940 0,100 0,08799400 0,70469 
22,5 0,868080 0,273 0,23698584 0,63763 
27,5 0,854070 0,263 0,22462041 0,57695 
32,5 0,839220 О, 188 О, 15777336 0,52205 
37,5 0,823344 о, 121 0,09962462 0,47237 
42,5 0,805484 0,055 0,04430162 0,42742 

1,000 

Таблнца 1 

Произведение 
величин двух 

предшествующих 

столбцов 

P1(a)<p1(a)e-ra 

0,062008492 
о, 151109281 
о 1 129594746 
0,082365583 
0,047059682 
0,018935398 

1• Функция дожнтия р1 (а) - зто функция дожития жс11щни нз мод~льноА таблицы 

смсртflости (промежуточный вариант) с ожидаемоn продолжитепьностью жизни при рожде
·НИИ для обоих ПOJIOB 60,4 года. 

2• l(озффициенты ср1 (а) - зто такие коэффициенты женской п.nодовитости, которые мож

•но наблюдать при промежуточной модели возра"'стноrо распредепевия, я брутто-коэффициен
те воспроизводства, равном 5,00. Если коэффициент воспроизводства равен R.', то козффици
N1ты ср1 (а) СJiедует умножить на R.1/5. Как числитепь, так я енамеватель функции G(a), DЫ-
,раже1111ый дробью, спедует умножить на R 1 /б. Она, таким образом, независима от R' и зави-
сит тоJ1ько от характера возрастного. распределения коэффициентов плодовитости. 

Таблица2 

ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИRg(а) и О(а) 

- (для величин Pt(a), ср1(а) и r, приведенных в табл. 1) 

Среднее ариф-
G(a) 

Медианный 
метическое двух Накопленные (функция рас-

Р1(а)ср1(а) e-ra 
последовательных итоги возраст, пет чисел в преды- 1/5 g(a) 

пределения 

дущем сто.пбце1• g(a)) 

2,5 
1 

Ь,491073180 0,1847 
7,5 0,491073180 О, 1847 

12,5 0,000000000 0,031004246 0,491073180 о' 1847 
17,5 0,062008492 о' 1 06558886 о' 460068934 0,1729 
22,5 о 1 151109281 . О, 140352013 0,353510048 о' 1329 
27,5 о, 129594746 о' 105980164 0,213158035 0,0802 
32,5 0,082365583 0,064712632 о 1 107177871 0,0403 
37,5 0,047059682 0,032997540 0,042465239 0,0160 
42,5 0,018935398 0,009467699 0,009467699 0,0036 
47,5 0,000000000 

2,659067366 1,0000 

1• Методкка вычисления основывается, 'В сущности, на допущении о ма.лоА величине 
-коэффициентов плодовитостн в возрасте 12,5-15 пет и 45-47,5 года. Воздействие этой низкой 
пло.цов1tтости на величины, nопучаемые д.пя G(a), пренебрежимо мало. 



Возрастная 
группа, .пет 

0-4 

5-9 

10-14 

15-19 

20:-24 

25-29 

30-34 

35-39 

40-44 

-2,0 

17,32 

17,32 

17,32 

16,60 

13,73 

9,35 

5,37 

2,41 

0,60 

-1,5 

17,55 

17,55 

17,55 

16,70 

13,76 

9,24 

5,22 

2,31 

0,60 

ФУНКЦИЯ G(a) ДЛЯ РА3.f\ИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯ ИСТИННОГО 

J<ОЭФФИЦИЕНТА ЕСТЕСТВЕННОГО ПРИРОСТА 1 * 

Истинный коэффициент естественного прироста, % 

-1,0 -0,5 о.о 0,5 1,0 1,5 2,0 

17 ,56 17,74 17 ,89 18,03 18, 18 18,32 18,47 

17,56 17,74 17,89 18,03 18, 18 18,32 18,47 

17,56 17,74 17,89 18,03 18,18 18,32 18,47 

16,74 16,87 16,96 17,05 17, 14 17,22 17,30 

13,67 13,60 13,55 13,49 13,43 13,36 13,29 

9, 11 8,87 8,70 8,Ь3 8,36 8, 19 8,02 

5,06 4,86 4,68 4,52 4,35 4, 19 4,03 

2,21 2,09 1,98 1,88 1, 72 1,69 1,60 

0,53 0,50 0,47 0,44 0,41 0,38 0,36 

Таблица 3 

2,5 3,0 3,5 /· 4,С 
18,90 18,76 18,91 19,05 

18,90 18,76 18,91 19,05 

18,90 18,76 18,91 19,05 

17,65 17,46 17,52 17,60 

13,42 1 13,14 13,04 12,97 

6,42 7,67 7,50 7,32 

3,93 3,72 3,57 3,43 

1,53 1,43 1,35 1,27 

0,34 0,31 0,29 .Q,27 

G-44 / 100,00 / 100,00 / 100,00 / 100,00 / 100,00 / 100,00 J 100,00 / 100,00 / 100.00 J 100,00 j 100,00 j 100,00 j 100,00 

•• Функция дожития женщин - зто функция, взятая иs модельной таблицы смертности (промежуточный вариант) с ожидаемой продолжитель
ностью жизни при рождении для обоих по.лов 60,4 года; а в качестве возрастнпrо j:JаспрРделе11ия коэффициеР.тов жeн<:J<oi'I плодовитости принят 
промежуточный вариант распределения. 



В табл. 4 даются значения функции G (а) для трех возрастных 
распределений коэффициентов плодовитости, наблюдавшихся в 
Испании в 1940 г., на Ямайке в 1951 г., и, наконец, промежуточное 
распределение, уже приводившееся в табл. 3. Исходя из табл. 4, 
можно заметить, что изменения возрастного распределения коэффи

циентов плодовитости не влияют в сколь-либо значительной степени 
на функцию а (а). 
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Таблица4 

ФУНКЦИЯ а (а) в ЖЕНСКОМ СТАЦИОНАРНОМ НАСЕЛЕНИИ, 
СООТВЕТСТВУЮЩАЯ МОДЕЛЬНОЯ ТАБЛИЦЕ СМЕРТНОСТИ С ОЖИДАЕМОН 

ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬЮ ЖИЗНИ ПРИ РОЖДЕНИИ ДЛЯ ОБОИХ ПОЛОВ 

60,4 ГОДА, ПО ТРЕМ ВОЗРАСТНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ЖЕНСКОR ПЛОДОВИТОСТИ 

Возрастное распределение коэффициентов 
жеНСКС>Й плодовитости 

Возрастная группа, 
лет 

. 
Испания, 1940 r. 

0-4 16,43 
5-9 16,43 

10-14 16,43 
15-19 16,28 
20-24 14,49 
25-29 9,55 
30-34 5,88 
35-39 3,68 
40-44 0,88 

0-44 100,00 

"' 

промежуточное 

распределение 

17,89 
17,89 
17,89 
16,96 
13,55 
8,70 
4,68 
1,98 
0,47 

100,00 

Ямайка, l95t r. 

18,82 
18,82 
18,82 
15,29 
13,39 
8,25 
4,37 
1,83 
0,42 

100,00 

Таблица 5 
ФУНКЦИ.Я О(а) В ПЯТИ ЖЕНСКИХ СТАЦИОНАРНЫХ НАСЕЛЕНИ.ЯХ, 

СООТВЕТСТВУЮЩА.Я ПЯТИ МОДЕЛЬНЫМ ТАБЛИЦАМ СМЕРТНОСТИ; 

ДЛ.Я ВОЗРАСТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЖЕНСКОЙ 

ПЛОДОВИТОСТИ ПРИНЯТ ПРОМЕЖУТОЧНЫЯ ВАРИАНТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Ожидаемая продОV1жнтельность жизни при рождении для обоих полов, 
лет 

Возрастная 

1 ' 1 1 1 

группа, лет 

30 40 50 60,4 70,2 

0-4 18,28 18, 10 17,98 17 ,89 17,83 
5-9 18,28 18,10 17,98 17,89 17,83 

10-14 18,28 18' 10 17,98 17,89 17,83 
15-19 17,21 17, 10 17,02 16,96 16,93 
20-24 13,42 13,47 13,52 13,55 13,57 
25-29 8,25 8,45 8,60 8,70 8,77 
30-34 4,22 4,43 4,58 4,68 4,75 
35-39 1,69 1,82 I ,97 1,98 2,02 
40-44 о.зв 0,42 0,45 0,47 0,48 . 

0-44 100,00 \ 100,00 \' 100,00 1 100,00 1 100 ,00 



И наконец, в табл. 5 демонстрируется воздействие изменений 
функции дожития на функцию G(a). Функция О(а) была вычисле
на с использованием промежуточного возрастного распределения 

коэффициентов плодовитости для пяти стационарных населений, со
ответствующих пяти модельным таблицам смертности (промежу
точный вариант) с ожидаемой продолжительностью жизни при 
рождении для обоих полов 30, 40, 50, 60,4 и 70,2 года соответствен
но. Из табл. 5 видно, что по мере изменения уровня смертности 
функция G (а) изменяется незначительно. 

Резюм;ируя, можно сказать, что в человеческой популяции при 
изменениях плодовитости и смертности функция G(a) претерпевает 
незначительные изменения. На практике, таким образом, всегда 
можно пользоваться одной и той же функцией. Для нижеследующих 
расчетов были приняты значения функции G(a), цриводимые в 
табл. 6. 

Таблица 6 

ЗНАЧЕНИ.Я ФУНКЦИИ О(а), 

ПРИНЯТЫЕ ДJI.Я ОБЩИХ РАСЧЕТОВ 

Возрастная группа, 
G(a)' лет 

0-4 18 
5-9 18 

10-14 18 
15-19 17 
20-24 13 
25-29 9 
30-М 5 
35~9 2 

• 40-44 о 

0-44 100 

Ранее мы неоднократно подчеркивали слова «практически» или 

же «на практике». Представляется вес;ьма целесообразным постоян
но иметь их в виду. 

При численных рас.четах значений функции G (а) бьrло, во-пе.р
вы~ сделано допущение, что уровень смертности отвечает представ

ленному в модельных таблицах смертности ·(промежуточный ва
риант) . Но модельные таблицы_ содержат только средние величины. 
Каждый кон:кретный вариант в большей или меньшей степени, отли
чается от среднего, и эти различия видоизменяют функцию G (а). 
Когда мы имеем дело с человеческой популяцией, этими различия
ми в значениях функции G(a) можно пренебречь, но если бы возJ 
никла необходимость применить приведенные ранее результаты к 

каким-либо ицрrм самовозобновляющимся популяциям, отличным 
от человеческих популяций, тq числовые значения функции G(a) 
пришлось бы определять для каждого отдельного случая. 

Во-вторых, было сделано допущение, что возрастное распреде

ление коэффициентов женской плодовитости может меняться толь-

~ ~ 



ко в весьма небольших пределах. Распределения, значительно вы
ходящие за указанные пределы, могут привести к тому, что значе

Н·ИЯ функции G(a) будут существенно отличаться от значений 
функции, выбранной для расчетов. И здесь также, пока речь идет о 
человеческой популяции, не опасно выйти далеко за указанные пре
делы, но все может оказаться не столь просто в случае исследова-

пия иных популяций. . 
Наконец, ранее при выполнении численных расчетов было сде

лано допущение, что истинный коэффициент естественного приро
ста был всегда относительно невелик, что обычно и хара~терно для 
человеческих популяций. Однако в дальнейшем для того, чтобы оп" 
ределить поведение некоторых демографических J(ривых, Иногда 
придется рассматривать очень большие значения истинного коэффи
циента естественного прироста. В таких случаях необходимо иметь 
в виду, что кривые, полученные на основе указанных допущений, 

приемлемы только в определенных пределах. 

Однозначно определить эти пределы сложно; они зависят от то
го, с какой степенью неточности готов. примириться исследователь. 
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Табл11ца 7 

ЗНАЧЕНИЯ ФУНl(ЦИИ О(а): (а) ДЩI БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯ 

ИСТИННОГО КОЭФФИЦИЕНТА ЕСТЕСТВЕННОГО ПРИРОСТА; (б) ДЛЯ: ДВУХ 

ОТНОСИТЕЛЬНО БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯ ИСТИННОГО J(ОЭФФИЦИЕНТА 

ЕСТЕСТВЕННОГО ПРИРОСТА (+10 И -10%) В ЖЕНСl(ОМ СТАБИЛЬНОМ 

НАСЕЛЕНИИ, СООТВЕТСТВУЮЩЕМ МОДЕЛЬНОП ТАБЛИЦЕ СМЕРТНОСТИ 

С ОЖИДАЕМОА ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬЮ ЖИЗНИ ПРИ 

РОЖДЕНИИ ДЛЯ ОБОИХ ПОЛОВ 60,4 ГОДА, С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ПРОМЕЖУТОЧНОГО ВОЗРАСТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛЯ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ЖEHCl<OR ПЛОДОВИТОСТИ; (в) ЗНАЧЕНИЯ, 

П~ИН.ЯТЫЕ ДЛЯ: РАСЧЕТОВ 

Истинный коэффt1цие11т естественного Функция G(a). 
прироста принятая 

для расчетов 
Возрастная (а) {б) (а) (в) 
группа, лет 

+оо +10% 
1 

-10% -00 

0-4 33,33 20,73 15,26 11'11 18 
5-9 33,33 20,73 15,26 11 '11 18 

10-14 33,33 26,73 15,26 11, 11 18 
15-19 00,00 18,24 15,04 1"1, 11 17 
20-24 00,00 11,68 13,86 11, 11 13 
25-29 00,00 5,28 11,37 11, 11 9 
30-34 00,00 1,95 8, 10 I 1, 11 5 
35-39 OG,00 0,57 4,51 11,В 2 
40-44 00,00 о, 10 1,34 11'11 о 

0-44 - 100 ,00 100,00 100,00 100,0 10(),0 



В табл. 7 представлены: 
а) экстремальные значения функции G(a), когда r бесконечно 

велик 3; 

б) зна1:1ения функции G (а), принятые для данных вычислений; 
в) значения функции G (а) для двух относительно больших ве

личин истинного коэффициента естественного прироста ( + 10% и 
-10 % ) , вычисленные на оснQвании промежуточного возрастного 
распределения коэффициентов плодовитости и модельной таблицы 
смертности (промежуточный вариант) с ожидаемой продолжитель
ностью жизни при рождении для обоих полов 60,4 года. 

Можно увидеть, 'что при значениях истинного коэффициента 
естественного" прироста, равных 10%, имеется заметное отклонение 
от функции G (а), принятого для этих расчетов. 

К счастью, коэффициенты естественного прироста в населении, 
встречающиеся на практике, всегда гораздо меньше 10%. Макси
мальное их значение, по-видимому, составляет 4-5%, а в этих пре
делах функция G (а), приня'fая для расчетов, удовлетворитель"На. 

В. Семейства населенцй с постоянной смертностью 

На основе данного исходного населения можно получить беско
нечное число стабильных населений, соответствующих комбинациям 
Pf (а), qц(а), принятым для расчетов. Точнее говоря, имеется неко
торая двумерная бесконечная совокупность стабильных населений, 
поскольку существует бесконечное количество способов выбора ли
бо Pf (а), либо ср1(а). «Семейства населений» в этой двумерной бес
конечной совокупности можно выделять, сохраняя постоянной или 
функцию дожития, или функцию плодовитости. Легче. изучать се
мейства с постоянной функцией доЖитияt нежели с постоянной 
функцией плодовитости, поскольку мы имеем 

, • w 1J К (а) 
N (t) = et S р (а) e-rada S-1

- G (а) erada. 
! f · Pf(a) 

о о 

Если функция дожития постоянна, то единственная переменная -
это истинный коэффициент естественного прироста; потому что, как 
мы уже видели, функция G (а) остается практически неизменной . 

. С другой стороны, если постоянна функция плодовитости, то пере
менными в этом случае будут r и Р1(а). Кроме того, эти две вели" 
чины·связаны соотношением 

1J 

S e-rap1 (а) ~!(а) da = 1. 
о 

Как станет ясно далее, первый случай проще для исследования, 
чем второй, в силу чего в первую очередь будут рассмотрены семей
ства населений с пос.тоянной фующией дожития. 

Начнем с более строгой постановки задачи: 
а) предполагается некоторое исходное женское население 

з Вывод значений функции G(a), когда r бесконечно велик, приводится в 
конце настоящ~й работы. 
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К1 (а, О). Например, женское население численностью 1 млн. человек 
с фактическим возрастным распределением; 

б) выбирается женская смертность Pf (а); 
в) вычисляются все стаби.Льные населения, получаемрiе из это

го исходного населения путем сочетания всех практически возмож

ных уровней плодовитости с выбранщ>й таблицей дожития. «Семей
ство» населений, полученное таким образом, назовем семейством 
стабильных населений с постоянной смертностью. 

Огибающая семейства н_аселений 
с постоянной смертностью 

Населения этого семейства имеют огибающую, поскольку они 
зависят только от одной переменной r. Абсцисса точки касания на
сел-ения с его огибающей получается путем приравнивания произ
водной функции dN/dr к нулю, что записывается в вИде: 

d 00 v К (а О) Ji= tet r е-тар! (а) da r f , еао (а) da--, 
dr d d Р1(а) 

w • 00 К (а О) 
__, ert 5 ае-тар (а) da \ / 1 еаа (а) da + 

о / б PJ(a) 

00 v аК (а О) + et r e-rap (а) da s ! , еао (а) da 
~ ! 

0 
PJ(a) 

или 

d 00 v К (а О) 
Ji = et r е-тар, (а) da s / ' о (а) eada (t- о:+ r) 
dr 0 0 

Pf (а) 

dN 
- = N (t) (t- а+ r) 
dr и 

при условии, что 

и 

r= 

(1) 

.\ ае-та PJ (а) da 
о 

СХ= -------

S
v аК1 (а, О) 
---- eraa (а) da 

0 
PJ (а) 

v Kt (а, О) f ( е'аа (а) da 
0 PJ а) 

а - это просто средний возраст стабильного населения, а v - это 
средний возраст приведенного исходного нетто-населения. В точке 

102 



касания, таким образом, tc-a+v=O, оtкуда tc= а-у. Ордината 
точки касания получается путем введения этого значения (а-у) в 
формулу для численности населения: 

w v К (а О) 
N с = er <a-·r> 5р1 (а) e-rada f 1 ' О (а) eada. 

о о Pf(a) 

Я:сно, что касательная к огибающей в точке касания есть также ка
сательная к кривой населения. Угол ее наклона получается при за
мещении t на a-v в производной функции dN/dt=rN. Таким обра
зом, величина угла наклона в точке касания Pc=rNc. 

Форма огибающей 

Во-первых, мы покажем, что угол наклона Ре равен нулю, когда 
r=O. Огибающая достигает максимума, когда население стацио
нарно. Абсцисса этого максимума ao-vo, где а.о и уо соответственн0 
указывают величины а и v, отвечающие r=O. 
Мы уже говорили, что на практике r может изменяться т0лько _ 

в достаточно уэ1юих 1пределах. 

Однако с тем, чтобы узнать 
больше о форме огибающей, 
по.леано вычисл~ть экстре-

малыные значения, соответ-

ствующие бесконечно боль-
шим ·веJI1ичинам истинного 

коэффициента естественного 
прироста. Вычисления ~пока
зывают\ что, когда r при-
1ближается к + оо, ордината 
точюи касания tc 1пр~иближа
е11ся ·к нулю, а а6сциоса ~при
ближается к -у' -средне
му 1воэрасту мате~ри в исход

rном на1селенки пр~и рожде

•НJии ею ребенка. Ко•гда r 
С'J'fреМИТСЯ 1К -оо, qрдюната 

точки 1ка•сания приближа1ет-

--У о 

Рис. 2. Форма огибщощей кривых чис
ленности населения (метрический масш
таб для горизонтальной оси и верти-

кальной оси) 

ся К нулю, а аrбСЦИССа ПрИбJ11ИЖЗе1'СЯ К rпредеЛЬНОМу 1J30Зрасту ЖJ-IВу
ЩИХ, ro. Более того, в этих двух roчt<ax касательные к огибающей 
горизонтальны. . · 

Форма огибающей показана на рис. 2. 
Поскольку общая численность населения есть экспоненциаль

ная функция времени, при графическом представлении удобно 
прибегнуть к использованию полулогарифмич.еского графика, на ко
тором время откладывается по горизонтальной оси в метрическом 
масштабе, а общая численность населения - на вертикальной оси 

• Доказательство приводится в конце настоящей работы. 



в логарифмическом масштабе. Общая численность населения тогда 
представляется прямой линией с тангенсом угла наклона r. На гра

100 
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.5 

1 
1 , 
1 
1 

1 
1 
1 

i 
1 
1 
1 CJ 

о 1 

~о- ?'о 
1 

Вренн {t) 

Рис. 3. Форма огибающей прямых числен
ности населения (метрический масштаб для 
горизонтальной оси и логарифмический 

масштаб для вертикальной осп) 
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Рис. 4. Огибающая прямых численности женского на
селения, вычисленная для населения. Таиланда 
( 1955 г.) при постоянной смертности, соответствую
щей: модельной таблице смертности (средняя серия) 
с ожидаемой продолжиtельностью жизни при рожде
нии для обоих полов 60,4 года и коэф~ициеитами при-

роста от -10 до + 10 Уо 
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фиках подобного ро
да огибающая все1 -
да досТ1иrает макси

мума для стационар

ного населения, но 

так 1как логарифм 
числ а, приближаю
щегося к нулю, 6ес
копечно возрастает, 

огибающая имеет 
две верТИJкальные 

асимптоты с абсl.IJис
сами -v' и ro. Ее 
форма представлена 
1на р1ис. 3. На рис. 4 
покаэа1на огибаю
щая, полученная на 

основе женского на

селения Таиланда, с 
допущение~м, что 

женская смертность 

такая же, ка1к и 'В мо

дельных табл11щах 
смертности (проме
жугочный 1вар~иант) 
'с ожидаемой продол
жител:ыностъю жизни 

при рождеНJИИ для 

обоих полов 60,4 го
да. ПрИ1веденные ра
нее формулы были 
~применены tдля ~сле

дующ11х ~семи значе

ний ИСТ1ШНОГО КООф-
фициента естест-

ве'Нного прироста, 

~выражелшого в про

центах: + 1 О; + 6, 
+0,87; О; -1,57; -6, 
-10. Результаты 
вычислений ~приво
дятся в табл. 8. 

Здесь ум еС'Т1но 
всnомнить,.чтб имен
но указывалось ра

нее относительно 

пределов воэмож-



Таблиnа 8 

ХАРАI<'ГЕРИСТИКИ ЧИСЛЕННОСТИ НАСЕЛЕНИЯ, РАССЧИТАННЫЕ 

НА ОСНОВЕ НАСЕЛЕНИЯ ТАИЛАНДА В 1955 г. ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ 

ЗНАЧЕНИЯ ИСТИННОГО I<ОЭФФИЦИЕНТА ЕСТЕСТВЕННОГО ПРИРОСТА 

Истинный 'lJ Kj(a, О) 
козффи- w 

s Произведение ·Воз- Разность 
цвент ее.- J е-тар f (а) da х велв11вн двух . раст Возраст V• 
тественно· о 

Pj(a) предшествующих а. годы 
а-у. 

га првро- о ХО(а) e'0 da столбцов год;ы 
годы 

ста r, % 

1 2 3 4 Б 6 7 

+оо о +оо1* о о 26,6785* -26,678 
+10 8,86396 1 493 319 13 236 720 9,863 21,553 -11,690 
+6 14,43263 680 205 9 817 147 15,405 17,767 -2,362 
+о.в1 45,90099 308 380 14 154 947 32,470 1з,2204* -19,250 

о 62,04598 275 634 17 104 339 36,880 12 ,5233* 24,357 
-1 57 118,22975 228 479 27 013 ООО 45,270 11,370 33,900 
-6 1 405,04816 146 963 206 490 100 64,876 8,711 56, 165 
-10 23 389,03381 107 530 2 515 022 826 77,820 7,006 70,814 
-оо +002• о о (J) о (() . 

• v К1(а, О) 
1• Этот интеграл ~тремится к +оо, но произведение e-rro' J---- G(a)erada стремится к нулю. 

О Pj(a) 
ш 

2• Этот интеграл стремится· к +оо, но произведение erw J e-rap 1 (а) da стремится к нулю. 
1 о 

r(a-y) 

8 

+со 
-1,1690 
-0, 1416 
+о,1675 

о 
-0,5323 
-3,3699 
-7,0814 
-оо 

er(o:-1) 

9 

1 

+со 
0,3106 
0,8679 
1, 1820 
1,0000 
0,5872 
0,03554 
0,0008404 
о 

• 34,5146 
8* Цифра взята нз последней строки табл. III.2 (The Concept. of а StaЫe Population, р. 49). Мы имеем: ---=12,523. 

2,75135 

4* Цифра взята нз последней строки табл III 3 (Тhе Concept of а StaЫe Population, р. 50). Мы имеем: 40
•
7325 

=13,220. 
3,0838 

s• Напомним, что это - средний возраст у' матери nplf рождении ею ребенка в исходном населении. 
8* Произведение столбцоn (4) и (9). 

Ордината 
точки 

касания 

огибаю-

щей,6* 
млн. чел. 

10 1 

о 
4' 111 
8,521 

16,732 
17' 104 
15,865 
7,340 
2, 114 
о 



.ных изме.нений r. Было отмечено, что 10 % пр~дставляется 1пр,едель
,но Щ)'Пуст~имой 'величиной. Таким dбразом, следует принимать во 
внимание только ту часть огибающей, К1Оrорая ~изображена сплош
ной линией. 

Если бы пр~мые численности населения, соответст~ующие более 
' высоким значениям r, вычислялись непосредственно ·i, а не просто 
путем применения формулы (2), то полученные подобным образом 
результаты отличались бы от тех, которые получены с помощью 
формулы (2). Даже при истинных коэффициентах естественного 
прироста, равных 10%, с неизбежностью будут наблюдаться замет
ные расхождения. Однако, r<ак мы уже говорили, если ограничиться 
значениями коэффициентов, встречающимися на практике, то фор
мула (2) дает весьма хорошие результаты. • 

Если истинный коэффициент естественного прироста очень неве
лик, то огибающая стягивается и превращается в свою вершину S, 
и пр.ямые численности населения окружают точ1<у S. 

Воздействие изменений уровня смертности на огибающую 

Каждая таблица смертности, конечно, будет иметь свою, отлич
ную от прочих, огибающую. Изменения вершины S, как функция 
смертности, дают нам информацию относительно характера изме
нения огибающей по мере· изменения смертности. 

Координаты точки S были вычислены, исходя., из следующих 
предположений: 

а) было допущено, что смертность соответствует ряду модель
ных таблиц смертности (промежуточный вариант), и были выбра
ны шесть модельных таблиц с ожидаемой продолжительностью 
жизни при рождении для обоих полов от 20 до 70,2 года; 

б) в качестве исходного населения было взято женское населе
ние численностью 1 млн. человек; с тем же возрас:гным распреде
лением, что и в населении Таиланда в 1955 г. 

Результаты этих вычислений сведены в табл. 9 и Пр~дставлены 
на рис. 5. · 

Когда уровень смертности снижается, ( ao-f'o) увеличивается и 
как следствие 'огибающая смещается вправо. К.роме того, орди
ната вершины увеличивается, и огибающая сдвигается вверх. Если, 
начиная с данной возрастной структуры, задаться целью достигнуть 
стационарного состояния, то чем ниже уровень смертности,· тем 
выше будет точка, соответствующая этому стационарному состоя
нию. Такой результат совершенно идентичен результату, получен-. 
ному для нетто-коэффициента воспроизводства. Мы знаем, что для 
каждой кривой при неизменной плодовитости нетто-коэффициент 
.воспроизводства по мере снижения смертности возрастает; следую

щий шаг - определить брутто~коэффициент воспроизводства, со
ответствующий максимальному нетто-коэффициенту воспроизвод
ства, который достигается, если смертность отсутствует вплоть до 

5 Например, посредством метода передвижки по возрастам. 
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Таблица 9 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЕРШИНЫ ОГИБАЮЩЕИ СЕМЕИСТВА НАСЕЛЕНИИ 
С ПОСТО.ЯННОИ СМЕРТНОСТЬЮ ДЛ.Я ШЕСТИ УРОВНЕН СМЕРТНОСТИ, 

ВЫЧИСЛЕННЫЕ НА ОСНОВЕ ЖЕНСКОГО НАСЕЛЕНИЯ ЧИСJJЕННОСТЬЮ 

1 МЛН. ЧЕЛОВЕК С ТЕМ ЖЕ ВОЗРАСТНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ, ЧТО 
И В ЖЕНСКОМ НАСЕЛЕНИИ ТАИЛАНДА В 1955 r. 

Ожидае- Произведе- Средний Разность 
мая про- ние вели- Средний возраст ве.личин 

Ожидаемая продолжи- а:.олжитель- Приведен- чин дв.ух возраст приведен- двух пред· 
тельность жизни при ность жиэ-

ное исход- предшест- стационар- ноrо нс· шествую-
рождении для обоих ни при 

ное населе- вующих ного на- ХОДЕIОГО щих столб-
полов, лет рождении 

ние столбцов селения населения ЦОВ (а,0-для жен- (ордината (ао), .пет (у0), лет щин, лет вершины) -у0>. лет 

20 20' 197 51 741 1 045 013 24, 159 14, 168 9,991 
30 30,402 39 223 1 192 458 28,306 13,469 14,837 
40 40,743 33 100 1 348 593 .31,745 13,044 18, 701 
50 51,308 29 261 1 501 323 34,599 12,736 21,863 
60,4 62,046 26 403 1 638 201 36,880 12,523 24,357 
70,2 71,803 24 375 1 750 198 38,549 12,376 26,173 

Брутто-уровень \ во ,ооо \ 2з s1з \1 881 м01. 40 ,573 \ 12,зоз \ 28.270 

-10 

численность населения (млн. челоdен) 

а 

2 

1 
о 10 

D,9t 
0.8 

0.1 

f ожиiJаеная · 
/лроflолж11тель· 

/ность жцзни при 
_ /{ рожiJении tlnя 00011х ---r..r--- поло~ (200111) ,.... --во . 

JO 

ВО.4 
50 

7J.9 
70,2 

40 .50 
Время (гоflы) 

Рис. 5. Характеристики семейетв населений с 
постоянной смертностью, вычисленные на основе 
населения численностью 1 млн. человек с возраст
ной структурой, характерной дJIЯ женского насе-

. .Q:е'ННЯ Та~ланда в t955 r. 
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nредельноrо возраста плодовитости v. Можно ли определить таким 
ж~ образом брутто-стационарное население, т. е. тот максимум, ко
·тороrо может достигнуть нетто-стационарное население? Как и в 
случае с определением брутто-коэффициента воспроизводства, мы, 
очевидно, можем допустить, что смертность остается нулевой вплоть 

Вероятность 8ажития 
Р (а} 

Воздаст 
и; -юопет 

'h / 
о с 

(/ 10 20 30 40 50 80 70 80 90 fOO 

Воздаст, гооь1 

Рис. 6. Экстраполяция совокупности 
функций дожития. для женщин из мо
дельных таблиц смертности (средняя 

серия) 

до 1воз.ра·ста v, но для того, что
бы определить ·стационарное 
'На·селение, этого 1не достаточно. 

Нам надо еще юделать допуще-
ние относительно ·с.ме.рт.ности 

после достиже.1шя воз~раста v, 
а здесь а1приори возмож~ны лю

бые гипотезы. 
На рис. 6 поJКазаны кривые 

дОЖ!IiГИЯ для женщин, О1'ра

жающие верХFи1й и нижний 
~пределы ·ряда модельных таб
лиц ~смертности_. Промежуточ
ные юр1ивые дожития лежат 

между этими двумя ~пределам.и. 

В качес11ве rпримера дана ~кри
вая дотития, соотве'f\Ствующая 

ож~идаемой ·продолжительности 
жиэни .при ~рождении для же.н

щ1ш, ·Р а·вной 51, 31 года. 
Вели •смертность предпола

гае"гся нулевой ·131плоть до воз
раtста v, то кри~вая д:ожития 'На
чинается ·с 1отрезка п~рямой АВ. 

Затем о.на •СН'Ижается от В к С. Очевидно, существует ,.бесконечное 
ч:исло траектор11й •спу~ака кр'ИiВОЙ из точ~и В ·В точку С. Можно толь
ко замет~ить, 'Что она не должна спуака1ься более !Крут~о, чем кр~и1Вая 
дожи-гия, -сооmетс'!'вующая ~верхнему пред:елу моделыных таблиц 
смертности. Это условие означает лишь то, что она не должна вы
ходить за границы заштрихованной области на рис. 6. Очевидно, 
что для каждой возможной: кривой дожития существует определен
ное стабильное население. На рис. 5 вершины S, соответствующие 
всем этим стабильным населениям, описывают отрезок кривой MN, 
причем точка N · нахадит~я путем допущения, что смертность остает
ся равной нулiо вплоть до возраста ro и что по достижении -этого 
возраста умирают все. 

Всем этим .стабильным населениям, однако, свойственна одна 
характерная особеннос.ть. Поскольку все они имеют один и тот же 
истинный коэффициен.т естественного nplfpocтa, ·они имеют и одно 
и то же абсолютное число рождений: 

'[} 

_в = et S К1 (а, О) О (а) ertzda. 
о . 

. Стабильн~е населения, соответствующие модельным таблицам 
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смертности, не будут обладать подобным свойством. tледовательно, · 
снижение уровня смертности (в результате чего кривая дожития 
пройдет через заштрихованную .область на рис. 6) привносит новые 
факторы, вследствие чего возможно возникновение в теории ста
бильного населения новых положений, отличающихся от наблюдае
мых в том случае, когда учитываются только уровни смертности, 

отмеченные в модельных таблицах с~у~ертности. В частности, появ
ления подобных явлений можно ожидать в семействах населений 
с постоянной плодовитостью, поскольку отмеченная особенность 
связана с рождениями, и, как мы сейчас же покажем, это и в са
мом деле обстои1 подобным образом. Названные явления не ока
жут существенного воздействия только на стабильные населения, 
вычисленные на основе кривых дожития, проходящих через заштри

хованную область на рис. 6 и около кр11вой ВХ С. Соответственно 
из всех возможных допущений относительно смертности после на
ступления возраста v мы ограннчимся теми, кривые дожития кото
рых не отклоняются сколь-либо значительно от кривой ВХС. Ис
следование семейств населений с постоянной плодовитостью пока
жет что ожидаемая продолжительность жизни при рождении для 

женщин равная 80 годам, обеспечивает хорошие результаты при 
экстраполяции совокупности модельных таблиц смертности. Если 
в качестве ожидаемой продолжительности жизни выбирается имен
но эта величина, то кривая дожития для воз~rаста старше v опре
деляется достаточно однозначно. Для вычисления брутто-стацио
нарного населения была применена табл. 10. Средний возраст жи
вущего в этом стационарном населении ао' =40,788 года-:- Вершина 
огибающей, соответствующей этой таблице дожития, есть точка S' 
на рис. 5. 

Таблица 10 

ТАБЛИЦА ДОЖИТИЯ ДЛЯ ЖЕНЩИН, 

ПРИМЕНЯЕМАЯ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

БРУТТО-СТАЦИОНАРНОГО 

НАСЕЛЕНИЯ 

Возраст, лет_ 

\) 

10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 

1 
Число доживших 

(на 1000 рб;цившяхся) 

1 ООО 
1 ООО 
1 ООО 
1 ООО 
1 ООО 
1 ООО 

960 
850 
540 
150 
ООО 

Теперь можно сформулировать следующие определения. 
Ордината точки S' есть численность брутто-стационарного насе

ления: 
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.. 
v 

Ns' = 80 J' К1 (а, О) G (а) da. (11) 
о 

Численность брутто-приведен.н.ого исходного стационарного на
селения есть величина: 

11 

N5 • = J К1 (а, О) G (а) da. 
l о 

(12) 

Численность нетто-стационарного населения есть величина: 

N - о J-v К1 (а, о) G ( ) d 
s - е0 а а. 

PJ (а) 
(13) 

Численность нетто-приведенн.ого исходного стационарн.ого насе
ления есть величина: 

N = v\. К1 (а. О) О (а) da. 
sl О PJ(a) 

(14) 

В дискретной записи мы получим следующие формулы (для пя" 
тилетних возрастных групп): 

(15) 

(16) 

(17) 

v 
N = ~ КаОа (18) 

sl д L • 
О а 

Абсцисса точки S' будет моментом брутто-стационарн.ости насе· 
ления: 

f 5 , = 40, 788-10', 

где у 0 ' есть средний возраст брутто-приведенного исходного стацио
нарного населения. Абсцисса точки S будет моментом нетто-стацuо. 
ftарности населения: 

ts = rxo-10, 

где ао - средний возраст нетто-стационарного населения, а r 0 ........... 

средний возраст нетто-приведенного и~ходного стационарного насе
ления. 

В последней строке табл. 9 приводятся результаты расчетов чис
ленности брутто-стационарного на~еления и момента брутто-ста
ционарности для женского населения Таиланда в 1955 г. 
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Приближенные формулы для перехода 
от брутто- к нетто-характеристикам 

Приведенные ранее формулQI обеспечивают возможность пере
хода без каких-либо трудностей от брутто- к нетто-величинам. Од- • 
нако можно вывести еще более простые приближенные формулы. 

Численность нетто-стационарного населения задается формулой 

Ns = S Р1 (а) da f К1 (а) О (а) da. 
о Ь Р1(а) 

Ее можно записать как 

eg 1: е0 
N s = -(-\ ~ К1 (а) О (а) da = 0 N s' , 

PJ х,, 0 80 Pt (х) 

где х - возрас.т между и и v. Вычисление показывает, что этот воз
раст х изменяется лишь незначительно по мере изменения уровня 

смертности. Если взять конкретный пример, то были получены сле
дующие величины: 

Ожидаемая продолжи-

телыюсть жизни при 
рождении для обоих 20 30 40 50 60,4 70,2 

полов, лет 

Возрастх 110,45110,72110,77111,10110,12 J 12,IЗ 
Это дает нам следующую приближенную формулу: 

о 

N - ео 
- Ns'· 

s BOpf ( 11) 

Численность нетто-стационарного населения. равна численности 
брутто-стационарного населения, умноженной на коэффициент 

eg 
80pt (11) . 

Момент стационарности населения есть ls= ао_:..уо. Изменения уо по 
мере изменения уровня смертности незначительны. Если игнориро
вать эти изменения и допустить, что vo="(o', то приближенная вели
чина момента нетто-стационарности населения вычисляется по 

формуле 

ts = i8 1 - (40, 788- сх0). 

В приближенных формулах численность нетто-стационарного на
селения выступает как произведение трех переменных множителей. 
Первый, е0°, есть ожидаемая продолжительность жизни при рожде
нии. Он зависит только от уровня смертности. Второй, Nв , есть чис
ленность брутто-стационарного населения; он зависит только от ис
ходной возрастной структуры. И наконец, множитель 1/[р1 (х) ], кото-
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рый зависит как от смертности, поскольку оп представляет вероят
ность дожития, так и от исходной возрастной структуры, поскольку 

~ от этой струюуры зависит возраст х. 
Момент нетто-стаци.онарности населения в приближенной фор

муле выступает как разность двух величин. Первая, ts· - момент 
брутто-стационарности населения, зависит только от исход.ной воз
растной структуры. Вторая величина ( 40,788 - ао) зависит только 
от смертности. 

Воздействие исходной возрастной структуры на огибающую 

Для того чтобы узнать, каким изменениям подвергается огибаю
щая в результате изменений исходной возрастной структуры, про
деланные выше вычисления были повторены на основе женского .на
селения численностью 1 млн. человек с тем же возрастным распре
делением, что и в женском населении ГДР. Результаты представ" 
лены в табл. 11, которая аналогична табл. 9. Вершины были нане
сены на рис. 7 6• Они образуют линию, аналогичную полученной на 

~испенносrь населеfiиЯ (.чn1t. челодех) 
з 

2 

на octtode 0,9 

dозрастноii О.В 
стру~r@ь' ГД/J 
О Ш57 г 0.7 

0,8 

0.5 
-20 ·!О О 

Ожцtlаемая прооолжиrельнооrь 
жuзнu прц рожtJениц 

IJnя oooux палоЬ 
(201Jы) ~ 

_..,.s_'--eo 
-~-10,2 _ _., __ 6'0,4 

--;-о-50 
на оснобе 

40 бозрастноЦ 
~~- •n стру1пvрь1 rаuланао 

vv · d 19.55 а 

~о 

JO ОжиfJае11ая 
проflопжцтепьность 

20 ЖUJflЦ при flOЖOl'HUIJ 
"-u11н оооих попо~ (2otJь1) 

10 20 JO 40 
Вреня (20001) 

Рис. 7. Сравнение характеристljК семейств кривых 
женского населения с постоянной смертностью, вы
численных на основе населения численностью 1 млн. 
человек: (А) с. возрастной структурой женского насе
ления Таиланда в 1955 г.; (а) с возрастной структу-

рой женского населения ГДР в 1957 n. 

6 Мы нанеСJIИ на рис. 7 также. кривую с рис. 5, полученную на основе насе~ 
ления Таиланда. _ . 
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Таблица IJ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЕРШИН ОГИБАЮЩЕR CEMEFICTB НАСЕЛЕНИЯ 
С ПОСТОЯННОП СМЕРТНОСТЬЮ ДЛЯ ШЕСТИ УРОВНЕП СМЕРТНОСТИ, 

СООТВЕТСТВУЮЩИХ ВЕЛИЧИНАМ ОЖИДАЕМОП ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ 
ЖИЗНИ ПРИ РОЖДЕНИИ ДЛЯ ОБОИХ ПОЛОВ ОТ 20 ДО 70,2 ГОДА, 

ВЫЧИСЛЕННЫЕ НА ОСНОВЕ ЖЕНСКОГО НАСЕЛЕНИЯ ЧИСЛЕННОСТЬЮ 
1 МЛН. ЧЕЛОВЕК С ТЕМ ЖЕ ВОЗРАСТНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ, 

ЧТО И В ЖЕНСКОМ НАСЕЛЕНИИ ГДР В 1957 r. 

Ожидае- Произве- Средний Разность 
мая про- деняе ве- Средний возраст величин 

Ожидаемая продолжи- должн- Приведен- nичин двух возраст 
приведен- д.вух пред· 

тельность жизни при тельность ное исход- предшест- стационар- нога нс- шествую-рождении для обоих жизни при ное па- вующих нога .насе- ходного щих столб-
полов, лет рождении селение столбцов лени я населения цов, !ао-

для жен- (ордината (а0), лет (v0>. лет 
щин, лет вершины) 

1 
--у0 ), лет 

20 20, 197 29 876 603 406 24, 159 18,188 6,971 
30 30,422 22 039 610 050 28,306 16,521 11, 785 
40 40,743 18 281 744 823 31, 745 16,085 15,660 
50 51,308 15 967 819 235 34,599 15,777 18,822 
60,4 62,046 14 281 886 079 36,880 15,557 121,323 
70,2 71,803 13 104 940 907 38,549 15,404 23,145 

~r&:e:.·~o ;~;с;~,0~'~ l 80 .ооо l 12 ооз l1 oos 240140. 1s15 l 15, з2s l 2s ,4625 

основе возрастной структуры Таиланда, но сдвинутую вниз и влево. 
Была применена приближенная формула, дающая ординату вер
шины, исходя из допущения, что х= 16. Практически для различ
ных уровней смертности были. получены следующие возраста х. 

Ожидаемая 

1 1 
продолжитель- • 20 30 40 50 60,4 70,2 

ность жизни при 

рождении, лет 

Возраст х 1 15 ,94 1 16,20 

Мы, таким образом, имеем: 

16,24 1 16, 17 1 16,22 1 16,87 

о 

N = ео, N, 
s 80pt (16) s ' 

Как и в предыдущем случае, по мере изменения уровня смерт
ности возраст х изменяется лишь незначительно, и приближенная 
формула, дающая абсцисс' вершин.ы, п~прежнему, имеет вид: . 

t3 = ts' - (40,7875 ,__ сх 0). 
Как можно было ожидать, возраст х изменяется по мере изме

нения исходной воарастной структуры. Однако две исходные возра
стные структуры, принятые здесь, значительно отличаются одна от 

другой, и максимальным можно считать расхождение для возра

ста х величиной в пять лет. В возрасте 10-20 лет пятилетнее раз-
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личие не приводит к значительному расхождению вероятностей до
жития. Собственно говоря, при низких коэффициентах смертности 
это различие пренебрежимо мало. Вторую приближенную формулу 
можно вывести таким образом, приняв в качестве возраста х «сред
нюю» величину, независимую от исходной возрастной структуры. 
Если, например, мы допустим, что Х= 12,5 года, то вторую прибли
женную формулу можно будет записать следующим образом: 

N = s 

ео 
0 

Ns'. 
80pt ( 12,5) 

В табл. 12 приводятся результаты, полученные на .основе двух 
приближенных формул, и результаты точных вычислений. Теперь 
можно измерить воздействия различия исходных возрастных струк
тур при неодщrаковых уровнях смертности на н:оординаты стацио

нарных вершин. Это сделано в табл. 13. 
Табл11ца 12 

РЕЗУЛЬТАТЫ, ПОЛУЧЕННЫЕ НА ОСНОВЕ РАЗЛИЧНЫХ ФОРМУЛ, 
ПРЕДЛОЖЕННЫХ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ КООРДИНАТ 

СТАЦИОНАРНОЙ ВЕРШИНЫ 

Ордината вершины N ,, млн. чел. Лбсциссn nсршины t 
1

, годы 

Ожидаемая 
nродолжитель· 

иость жизни при точное перnос второе точное 
рождении, пет nычислсннс приближс111fе прибпижепие nычислспие nрибпнжепие 
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I. Исходная возрастная структура, характерная для Таиланда в 1955 г. 

20 1,045 1,052 1,073 10,0 11,9 
30 1'192 1, 195 1,209 14,8 16,0 
40 1,349 1,350 1,260 18,7 19,4 
50 1,501 1,503 1,510 21,9 22,3 
60,4 1,638 1,639 1,642 24,4 24,6 
70,2 1, 750 1,749 1, 751 26,2 26,2 

80,0* 1,881 1,881 1 , 1,881 28,3 

II. Исходная возрастная структура, характерная для ГДР в 1957 г. 

20 0,603 0,604 0,575 7,0 
30 0,670 0,699 0,648 11,8 
40 О, 745 0,744 0,729 15,7 
50 0,819 0,819 0,809 18,8 
60,4 0,886 0,887 0,880 21,3 
70,2 0,941 0,940 0,938 23, 1 

80,0"' 1 ,001 1,001 1,001 25,5 

• Уровень, принятый n формуле дпя брутто-стационарного насепения . 
• 

8,8 
13,О 
16,4 
19,3 
21,6 
23,2 

25,5 



Таблиц а 13. 

СРАВНЕНИЕ КООРДИНАТ СТАЦИОНАРНЫХ ВЕРШИН, ВЫЧИСЛЕННЫХ 
НА ОСНОВЕ исходная ВОЗРАСТНОП СТРУКТУРЫ ТАИЛАНДА в 1955 г., 
И КООРДИНАТ СТАЦИОНАРНЫХ ВЕРШИН, ВЫЧИСЛЕННЫХ НА ОСНОВЕ 

ИСХОДНОП ВОЗРАСТНОП СТРУКТУРЫ ГДР В 1957 г. 

'-

Ожидаемая про-
Отношение между ординатами Различие между 

абсциссами 
должнтельность. 

жизни при рож-

1 nрибnижеиие денни, лет точное 1 nep'°e 1 второе точное 
вычисление приближение приближение вычисление 

20 173,2 174,2 186,6 3,0 
1 

3,0 
30 177,8 178,6 186,6 2,0 3,0 
40 181, 1 181,5 186,6 3,0 3,0 
50 183,3 183,5 186,6 3,0 3,0 
60,4 184,9 184,8 186,6 3, 1 3,0 
70,2 186,2 186, 1 186,6 3, 1 3,0 

80,0* 186,6 186,6 186,6 3,0 3,0 

• Уровень смертности, принятый для формулы брутто-стационарного населения. 

При уровне смертности, соответствующем ожидаемой продол
жительности жизни при рождении в 50 лет, переход от возрастной 
структуры ГДР к возрастной структуре Таиланда увеличивает ор
динату стационарной вершины на 83,3%, а ее абсциссу на 3 года. 
Из табл. 12 видно, что воздействия, в~1эываемые изменением исход
ной возрастной структуры, примерно одинаковы вне зависимости 
от уровня смертности и что приближенные формулы позволяют до
статочно точно измерить эти воздействия. 

Потенциал роста возрастной структуры 

На полулогарифмическом графике, когда истинные коэффициен
ты естественного прир"оста невелики, прямые численности населе
ния окружают вершину S. Здесь возникает искушение прибегнуть 
к терминологии геометрической оптики и сказать, что вершина оги
бающей семейства стационарных населений есть изображение ис
ходной возрастной структуры посредством модельных таблиц 
смертности. 

Если после выбора исходной возрастной структуры и модельной 
• таблицы смертности мы проведем на полулогарифмическом графи
ке большое количество прямых численности населения для истин
ных коэффициентов естественного прироста, которые будут Л\iШЬ 
незначительно отличны от нуля, то мы увидим, что все эти линии 

нсходят из точки, кqторая есть не что иное, как стационарная вер

шина S, подобnо лучам света, исходящим из изображения светя
щейся точки оптическQй системы.- Аналопия еще более усиливается 
благодаря требованию, чтобы истинный коэффициент естес.твенноrо 
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лрироста был невелик. Известно, что простые оптическпе инстру
менты не дают резкого изображения, если световые лучи не на
клонены под небольшим углом к оси линзы и светосила линзы не 
велика. Так и в данном случае «изображение» исходной возрастной 
-струн:туры через модельную таблицу смертности достаточно «рез
ко» только тогда, когда истинный коэффициент естественного при
роста невелик. В противном случае прямые численности населения 
Qтклоняются от стационарной вершины и имеют огибающую, харак
теристики которой были определены выше. Эта огибающая встре
чается также и в оптических пнструментах. Если условия относи
тельно резкости изображения пе удовлетворены, то лучи света могут 
иметь так называемую «каустическую огибающую»*. Конечно, эта 
аналогия не должна заводить нас слишком далеко, но терминоло

гия пз области опт1ши может облегчить понимание некоторых поло
жений. 

Если мы возьмем ряд исходных возрастных структур К1, К2, Кз 
и т. д., то будет существовать соответствующий ряд «изображе
нпй» S 1, S21 Sз и т. д. через данные модельные таблицы смертностп. 
Если изменится таблпца смертпостп, то изображения сдвигаются 
без искажения. Таким образом, изображение само по себе не зави
сит от смертности. Оно зависит исключптельно от псходных возра
стных структур. Смертность просто фиксирует его место на графике. 
Следовательно, изображение, образуемое контуром S11 S21 Sз п т. д., 
позволяет выделить воздействие каждой из исходных возрастных 
структур на потенциал роста населения с такой возрастной струк~ 
турой. Сказанное можно пояснить на примере. Был выполнен ряд 
последовательных вычислений женского брутто-стационарного на
-селения в расчете на 1 млн. человек исходного населения с теми же 
возрастными структурами, которые наблюдались за последнее вре
мя в 28 странах. Полученное таким образом на основе населений 
28 стран изображение представлено на рис. 8. Два экстремальных 
значения дают ГДР и Таиланд, и это показывает, что, выбрав две 

, названные страны в качестве примеров, мы охватили все варианты, 
которые могут встретиться в действительнос.ти. Изменения абсцис
сы стационарной вершины невелики, и ими можно в первом прибли
жении пренебречь. Изменения ее ординаты значительны, и верхний 
экстремум в два раза больше, чем нижний. [J.ля ГДР мы находим 
численность брутто-стационарного населения равной 1 008 ООО че
ловек. Это означает, что население численностью 1 млн. человек, 
с такой же возрастной структурой, как женское население ГДР в 
1957 г. с нетто-коэффициентом воспроизводства, равным 1,00 (т. е. 
в данном случае брутто-коэффициент воспроизводства равен еди- • 
нице). и подчиняющееся функции дожития, представленной в 
в табл. 10, стремилось бы к стационарному населению числен
ностью 1 008 ООО человек. Для Тайваня в 1959 г. мы на.ходим числен
ность брутто-стационарного населения равной, 1 894 ООО человек. 

* Каустической огибающей (поверхностью, кривой или просто каустикой) в 
оптике называют геометрическое место точек пересечения после отражения в оп-
тической системе пучков параллельных .пучей. -Прим. ред. ' 
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Если бы была принята другая функция дожития, вместо той, что 
представлена в табл. 10, то вычисленные нетто-стационарные насе-

. ления отличались бы от брутто-стационарных населений. Новая ло
маная линия, которая была бы получена на рис. 8 для рассматри
ваемых 28 стран~ стала бы результатом преобразования ломаной 
линии, соответствующей брутто-стационарному населению. В част
ности, соотношение между новыми ординатами для Тайваня и ГДР 

noтettцuaл роста 
TatJtJaнь-19502 

, t вооооо Т11нш:-!958 г 

1700000 

1600000 

1500000 

1400000 

тзааааа 

1200000 Ве1tгдия - t!J59г 

1 !00000 

1000000 
то 

8реня (гоilы) 

Рис. 8. Женское брутто-стационарное население из 
расqета l млн. qеловек исходного населения в 28 стра-

. нах по последним данным (потенциал роста) 

было бы таким же, как соотношение между 1 008 000 и 1 894 ООО. 
Иными сJiовами, Тайвань рассматривается как имеющий почти 
вдвое большую «способность к росту», чем ГДР, исключительно 
в с.илу различия их возрастных структур. Численность брутто-ста
ционарного населения, таким ·образом, представляет собой меру 
<шотенциала роста» возрастной структуры. Выражение «потенциал 
роста» населения - это название статьи, представленной в Стати
стичес;кое общество Парижа Полем Венсаном в 1945 r. 7

• Наша за-
1 Р f\ u 1 V i n с. е n t: Poteпtie.1 d'ac.croissement d'une population. lournal de La 

SосЩе de statistique de Paris (janv.-fevr., 1945), р. 16 et suiv. 
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дача аналогична той, которую Поль Венса1-1 рассматривал в своей 
статье, а предложенное им решение qчень близко к нашему. 

Г. Семейства населений с постоянной плодовитостью 

Как было отмечено ранее, математическое исследование се
мейств населений с постоянной плодовитостью не столь просто, как 
исследование семейств с постоянной смертностью. Две категории 
семейств определяются двумя формулами: 

w v К (а) 
N (t) = et S р1 (а) e-rada Г - 1- G (а) erada 

f J Pt (а) 
о о 

и 
1J J e-rap1 (а) (J(1 (а) da = 1. 

В семействах с постоянной смертностью каждому значению r со
ответствует единственное значение N. В семействах с постоянной 
плодовитостью известное значение r еще не определяет значения N. 
Действительно, существует столько значений N, сколько имеете.Я 
функций Pf (а), удовлетворяющих второму условию. Задача стано
вится определенной после установления второго условия - относи
тельно того, что смертность должна изменяться в соответствии с ря

дом модельных таблиц смертности. Обычно 8, когда дело обстоит 
подобным образом, функция Pf (а) однозначно определяется второй 
формулой для каждой пары значений r и ср1 (а), а условия, налагае
мые в э~ом случае, такие же, как и при исследовании семейств на
селений с постоянной смертностью. Величина N тогда зависит толь
ко от единственного параметра r. Ясно, однако, что анализ, кото
рый мы можем проделать, связан в таком случае с рядом выбран
ных модельных таблиц смертности; иными словами, после того как 
принят ряд модельных таблиц смертности, становится оправдан
ным эмпирическое изучение семейств :Населений с постоянной пло" 
довитостью. Ряд модельных таблиц смертности ( с'редняя серия) по
служил для этого эмпирического ·исследования. Мы уже отмечали, 
что . можно записать 

N (t) = ert sv Kt (а, О) G(a) da 
! о С1 (а) ' 

где Ct (а) есть возрастная структура стабильного населения. Когда 

8 Оговорка «обычно)) необходима, поскоJ~ьку можно представить ряд модель
ных таблиц смертности, в которых несколько значений Pf (а) могут соответство
вать ещrnственной паре r, fPt (а). Уточним, что ~аэанное не относится к модель
НЫ!'уl таблицам, публикуемым Секретариатом ООН. Эти таблицы принадлежат к 
общепринятому типу. Однако таблицы смертности, которыми пользовались для 
определения брутто-стационарнщо населения и которые соответствуют кривым 
дожития, находящимся в пределах заштрихованной области на рис. 6, - эт6, по 
сути дела, таблицы, где уже нет связи между Pt (а), <р1 (а) и r. " 
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смертность изменяется в соответствии с рядом модельных таблиц 

смертности, выбранных для анализа, это не оказывает значитель
ного воздействия на возрастную структуру стабильных населений. 
Такая структура зависит в основном от плодовитости. Это значит, 
что для некоторой заданной функции плодовитости воэр астная 

Чuслеt1ноrль tюселения (млн. чело/}с,1() 

8 Семейс;тОо с ПOCTOЯHffOtl плоОоdu-
7 - тостью (6рутто-1юз(/Jf/Jl1Цllет 

IJocпpouэ~oiJDтlJa ра~ен 2,ОО) 
6 Семейстдо о постоянной смерт

ностью (ожи8аеная пдоilопжц-
5 - - тельнооть хuзни при рож8е-

4 

J 

2 

1 
-/ 

0,9 
о.в 

0,7 

0,6 

0.5 

0/t 

ниu tJля обоих полоб ?On!!U 

ожиilаемая проfJолжи· 
'7{);..-- телмость жuзнu лpll 
L'v.·

4 
рожоенuи Оля аоаих 

и4. полоd {гоilь1) 

50 60 70 80 90 
Вреня (го!Jы) 

Рис. 9. Характеристики семейств женских населений с постоян
ной плодовитостью и постоянной смертностью, вычисленные на 
основе населения численностью 1 млн. человек с возрастной 
структурой, хара1<терной для женского населения Таиланда 

в 1955 г. 

структура существенно не меняется. Соответственно, когда t=O, 
различные значения N1(0) будут достаточно близкими. Для данной 
·функции плодовитости на полулогарифмическом графике мы мо
жем таким образом рассчитывать найти прямые, которые окружают 
некотоffю точку в окрестности .вертикальной оси. Рис. 9 подтверж
дает наше предположение. Будет -видно, что для всех значений 
истинного коэффициента естественного прироста, которые на прак
тике имеют место в человеческих популяциях, каждое семейство 
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населений с постоянной плодовитостью на полулогарифмическом 
графике сводится к пучку прямых линий 9• В табл. 14 приводятся ко
ординаты вершины пучков семейств населений с постоянной плодо
витостью для четырех уровней плодовитости (брутто-коэффициенты 
воспроизводства 4,00; 3,00; 2,00; 1,00), определенные эмпирически 
на основе населения численностью 1 млн. человек с возрастными 

Таблица 14 

КООРДИНАТЫ ВЕРШИНЫ ПУЧКОВ 

ЖЕНСКИХ НАСЕЛЕНИИ 

С ПОСТО.ЯННОЯ СМЕРТНОСТЬЮ 
ДЛЯ 1 МЛН. ЖЕНЩИН В НУЛЕВОА 
МОМЕНТ ВРЕМЕНИ И ДЛ.Я РАЗНЫХ 

УРОВНЕА ПЛОДОВИТОСТИ 

Бррто
коэффициент 
воспроизвод

ства 

Абсциссu 
веrн111111ы, 

пет 

Ордината 
вершины 

Возрастная структура насе
ления Таиланда в 1955 г. 

4,00 
3,00 
2,00 
1,00 

1,7 
2,0 
2,G 
5,5 

990 ООО 
1 040 ООО 
1 200 ООО 
1 880 ООО 

Возрастная структура насе
ления Таиланда в 1955 г. 

4,00 
3,00 
2,00' 
1,00 

1,0 
1,4 
2,0 
4,9 

580 ООО 
600 ООО 
670 ООО 
980 ·ооо 

структурами, характерными для населения Таиланда в. 1955 г. и 
ГДР в 1957 г. На рис. 9 вершины пучков, определенные на основе 
возрастной структуры Таиланда, образуют кривую CD. Каждая 
точка этой кривьй соответствует не~оторому уровню плодовитости, 
и можно сказать, что эта точк.а есть «изображение» возрастной 
структуры Таиланда через этот уровею~ плодовитости. В данном 
случае, однако, «изображение» вполне «резкое», даже если истин
ные коэффициенты естественного прироста высоки. Если, основы
ваясь на возрастной структуре населения Таиланда и на данном 
уровне плодовитости, мы изобразим ряд прямых численности насе
ления на полулогарифмическом графике, то по мере изменения 

. / 

9 На метрическом графике каждое семейство будет представлено совокуп
ностью экспоненциальных кривых. проходящих че.рез фиксированную точку. 
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смертности эти прямые будут отклоняться от точки, расположенной 
на кривой CD. Вспомним, что аналогичный результат был получен 
пр.и исследовании прямых численности населения с постоянной 

смертностью. Полученные прямые будут расходиться из точки, 
расположенной на кривой АВ, при условии, что истинный коэффи
циент естественного прироста будет невелик. Таким образом, эти 
два результата могут быть теперь объединены. Если мы вычислим 
большое количество стабильных населений на основе возрастной 
структуры Таиланда при различных кривых смертности и плодови
тости и если мы нанесем соответствующие прямые численности на

селения на полулогарифмический график, то можно будет заме
тить, что на графике появятся две кривые -АВ и CD. Первая кри
вая, АВ, будет определена очень плохо, так как в ее образовании 
принимают участие только прямые роста численности населения с 

низким истинным коэффициентом естественного прироста. Вторая 
же кривая, CD, определится очень четко, так как огибающая се
мейства населений с постоянной плодовитостью сводится к точке. 
Два отрезка кривых, АВ и CD, суть «изображения» возрастной 
структуры Таиланда, реализованные посредством пространств 
смертности и плодовитости. 

На рис. 9 отражены два примера семейств женских населений 
с уровнем плодовитости, соответствующим брутто-коэффициенту 
воспроизводства, равному 2,00. Прямые численности населения, вы- -
численные на основе возрастной структуры населения Таиланда, на
чинаются из точки М. Они изображены сплошными прямыми ли
ниями. Все прямые численности женского населения, вычисленные 
на основе той же самой возрастной структуры, но с постоянной 
смертностью, соответствующей модельной таблице смертности с 
ожидаемой продолжительностью жизни при рождении для обоих 
полов 20 ·лет, будут касательными к кривой, помеченной числом 
201о. Они изображены пунктиром. 

Воздействие изменений возрастной структуры 
на пучки населений с постоянной плодовитостью 

Каждая возрастная структура имеет соответствуюп.(ую ей кри
вую CD. На рис. 1 О показаны две кривые, полученные на основе 
возрастных структур женского населения Таиланда и ГДР. Видно, 
что переход от населения Таиланда к населению ГДР, как и в слу- · 
чае кривой стационарных вершин, ведет к сдвигу вниз и влево. Ис
ходя из табл. 15, можно заметить, что сдвиг вниз одинаков по по
рядку величин в обоих случаях, тогда как сдвиг влево заметно мень
ше для изображения, соответствующего постоянной плодовитости, 
чем для изображения, соответст.вующего постоянной смертности. 
ECJiи рассматривать ABCD как единое целое, то можно сказать, что 
при переходе от населения Таиланда к населению ГДР изображе
ние ABCD сдвигается вниз и сжимается. 

10 Такое значение ожидаемой продолжительности жизни при рождении было 
выбрано из соображений наглядности рисунка. Это - предельная величина, край-
ие редко встречающаяся на nрак't'ике. • 
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Рис. 10. Сравнение характернстrш: семейств женских населений 
. с постоянной плодовитостью и постоянной смертностью, вычис
ленных на основе населения численностью 1 млн. человек: (А) 
с возрастной структурой женского населения Таиланда в 

· 1955 г.; (а) с возрастной структурой женского населения ГДР 
в 1957 г. 

Та 6 лиц а 15 

СРАВНЕНИЕ сИЗОБРАЖЕНИff» НАСЕЛЕНИ.Я 
С ПОСТО.ЯННОR СМЕРТНОСТЬЮ И С ВОЗРАСТН~Н 
СТРУКТУРОВ ЖЕНСКИХ НАСЕЛЕННА ТАИЛАНДА 
В 1955 г. и ГДР в 1957 г. ДЛ.Я ЧЕТЫРЕХ УРОВНЕН 

Брутто-коэф
фициент вос
производства 

4,00 
3,00 
2,00 
1,00 

плодовитости 

Величина, на ко
торую абсцисса 
точки Таиланда 
превосходит аб-
сциссу точки ГДР, 

лет 

0,6 
0,6 

' 0,6 
0,6 

Ордината точки 
Таиланда, делен
ная на ординату 

точки ГДР 

1, 707 
1, 716 
1,765 
1,837 



Снижение уровня смертности в старческих возрастах 

Мы видели, что в модельной таблице смертности с максималь
ной ожидаемой продолжительностью жизни смертность была низ
кой вплоть до достижения возраста v, т. е. до конца репродуктив
ного периода, и что ряд модельных таблиц смертности можно эк
страполировать, приняв кривую дожития равной единице вплоть до 
достижения возраста v, с последующим уменьшением от единицы 

до нуля вплоть до достижения возраста w, предельного возраста 

живущих. Однако наряду с этим мы виде.тrи, что это единственное 
условие снижения уровня смертности оставляет кривую дожития в 

возрастах старше v в значительной степени неопределенной. Рас
смотрим теперь, каким образом исследование семейств населений 
с постоянной смертностью помогает, по крайней мере частично, 
уменьшить эту неопределенность. 

Для каждого отдельно взятого уровня плодовитости существует 
истинный коэффициент естественного прироста, превысить который 
невозможно. Это - значение r, соответствующее нулевой смертно
.сти вплоть до достижения возраста v, или, иными словами, значе
ние r, полученное путем экстраполяции одной из кривых дожития 
.описанным выше образом 11 • Этот максимально возможный коэффи
циент есть действительный корень уравнения 

'lJ 

S 'PJ (а) e-rada = 1. 
о 

В табл. 16 этот максимальный коэффициент вычислен для раз· 
личных значений брутто-коэффициентQв воспроизводства nри уело· 
вии, что возрастное распределение коэффициентов плодовитости 
.есть промежуточное распределение. 

ТабJiица 16 

МАКСИМАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
ИСТИННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ЕСТЕСТВЕННОГО ПРИРОСТА, 

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ РАЗЛИЧНЫМ 
УРОВНЯМ, ПЛОДОВИТОСТИ 

(промежуточное возрастное распреде
ление коэффициентов плодовитости) 

Брутто
коэффициент 
воспроизво~ства 

1,00 
1,32 
1, 74 
2,00 
2,28 
2,97 
3,00 

т, 9' 

0,00 
1,00 
2,00 
2,53 
3,00 
4,00 
4,04 

11 Неопределенн&я природа кривой дожития в возрастах старше v не воздеА
.с.твует яа значение максимального коэффициента. 
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Если «изображение» возрастной структуры для этих максималь
ных коэффициентов резкое, то прямые численности населения прой
дут через точки на кривых CD, соответствующие значениям брутто. 
коэффициента воспроизводства, приведенным в табл. 16. Их можно· 
изобразить, поскольку известен тангенс угла их наклона r. Это и 
сделано на рис. 11 для пяти истинных коэффициентов естественно-

чuслеlfность населеl'fuя 
(млн. чtлодеl() 

1,0 

8 

б 

2 

-за -20 ·-ю 

о.в г 
Q7L 
0,6 

0% 

4(} 50 80 70 80 90 !00 
ВJJеня (гоt3ы) 

Ожи8аеная проQопжцтелмость 
жи:ша при рожоении tlnл oooux полоО 

Рис. 11. Огибающая прямых численности населения, соответ
ствующих максимальным значениям истинных коэффициентов 
естественного прироста для различных уровней плодовитости 

го прироста: 0,00; 0,01; 0,02; 0,03 и ·о,04. Огибающая этих прямых, 
проведенная от руки, по-видИМОf4У, представляет собой удачную 
экстраполяцию ряда огибающих, соответствующих модельным таб
лицам смертности. На кривой АВ имеется соответствующая верши
на S', ордината которой, как видно на рисунке, равна 1 880 000. Раз
делив эту величину на численность приведенного исходного брутто
населения, получаем }9,86, или округленно 80. Это. - ожидаемая 
продолжительность жизни при рождении для женщин, к0торую 
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должна иметь таблица смертности при отсутствии смертностw 
вплоть до возраста v в том случае, если соответствующая огибаю
щая будет такой же, как огибающая прямых численности населе
ния, имеющих максимальные истинные коэффициенты естественно
го прироста в качестве тангенсов углов наклона. Степень неопре
деленности в такой таблице очень мала, И именно подобным обра
зом была получена таблица смертности для определения брутто
ха рактеристик, нашедшая отражение в табл. 11, резюмируя, можно· 
сказать, что· для ряда модельных таблиц смертности, дополненных. 
таблицей смертности из табл. 11, «изображение» возрастной струк
туры с постоянной плодовитостью сохраняет резкость при всех зна" 
чениях истинного коэффициента естественного прироста, встречаю
щихся на практике. 

Уровни смертности с ожидаемой продолжительностью жизни 
при рождении более 80 лет 

Когда ожидаемая продолжительность жизни при рождении для 
женщин превышает 80 лет, «изображение» перестает быть «рез
ким». Поскольку плодовитость известна, известен также истинный 
коэффициент естественного прироста. Он равен максимальному 
коэффициенту естественного прироста, вычисленному выше. В ре
зультате все прямые численности населения, соответствующие дан

ной плодовитости, имеют один и тот же тангенс угла наклона и, 
_ следовательно, параллельны. Таким образом, они, по-прежнему, 
проходят через одну и ту же точку, но эта точка бесконечно удале
на. Это выглядит так, как если бы тGчка на кривой CD, которую 
окружают прямые численности населения, была бы неожиданно 
устремлена к бесконечности, в тот момент, когда тангенс угла на
клона прямой численности населения достиг величины максималь
ного коэффициента, причем движение осуществлялось бы в направ
лении прямой, тангенс угла наклона которой равен этому макси
мальному истинному коэффициенту естественного прироста. Следо· 
вательно, для ожидаемой продолжительности жизни при рождении 
более 80 лет характер рассматриваемого явления совершенно и~ой. 

Новая интерпретация понятия 
брутто-стационарного населения 

Брутто-стационарное население, понятие которого было опреде
лено выше, предстает теперь перед нами .в новом свете. Его орди
ната не что иное, как ордината точ.ки D, которую о,кружают пря
мые численности населения, когда брутто-коэффициент воспроиз
водства равен единице. Абсцисса точки D изменяется весьма незна
.чительно по мере изменения возрас~_ой структуры (для столь не
сходных между собой возрастных структур Таиланда и ГДР разли
чие между а1бсциссами точки D составляет 0,6 года) и, в сущности~ 
изменяется только ордината точюi D. Можно сказать, что на прак
тике абсцисса точки D всегда равна ·5 годам. Иными словами, все 
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«изображения» ряда возрастных структур через постоянный брутто
коэффициент воспроизводства, равный единице, должны лежать на 
прямой, параллельной вертикальной оси и сдвинутой на 5 лет впра
во от точки начала координат; а ординаты этих изображений долж
ны быть равны численности брутто-стационарных населений. Да
лее, изображения будут «резкими» для всех истинных коэффициен
тов естественного прироста, встречающихся на практике. Таким об
разом, очевидно, что брутто-стационарное население есть средство 
измерения потенциала роста паселений. 

Д. Семейства кривых числа рождений 

Мы уделили много внимания рассмотрению общей численности 
населения, по, естественно, могут быть также исследованы кривые 
числа рождений, прироста населения и числа смертей. Мы ограни
чимся семействами с постоянной смертностью; начнем с рождений. 
Формула для числа рождений в момент времени t имеет следую
щий вид: 

tt KJ (а О) 
в J (t) = ert s . о (а) eada. 

о Pt (а) 

Изменяя истинный коэффициент естественного прироста r, мы по
лучаем ряд кривых с огибающей; абсцисса точки касания полу
чается, если принять величину dB1~t) /dr равной нулю. Мы имеем 

dB (t) ак (а О) 
. f = tert s f ' о (а) erada + 

dr , 
0 

PJ(a) 

и аК (а О) + e'tS ! ' О(а) eada =в (t) [tc + j]. 
0 

PJ (а) ! 

Это выражение равно нулю при fc=-v; как уже отмечалос.ь, v·оз
начает средний возраст: 

S
u аК1 (а, О) 

( 
G(a) e'ada 

о Pt а) 
"( = -----------

uf К1 (а, О) 
( 

а (а) e'ada 
Ь Pt а) 

Было показано, что, когда r изменяется от -оо до + оо, v уве
личивается от ,нуля до r'; r' есть средний возраст матери в исход
ном населении при рождении ею ребенка. 

Ордината точки касания есть 
и К1(а, О) 

Вс =В 1 (tc) = e-r1 5 G (а) erada 
о _Р1(а) 

и тангенс угла наклона касательной к огибающей в точке касания 
есть rBc. Этот тангенс угла наклона равен нулю при r=O. Огибаю-
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щая, таким образом, достигает максимума, когда население стано
вится стационарным. Исходя из ранее приведенных рассуждений" 
Вс и rBc приближаются к нулю, когда r приближается к ±оо. И на• 
конец, форма огибающей показана на рис. 12. На полулогарифми
ческом графике огибающая nрямых числа рождений имеет две вер
тикальные асимптоты с абсциссами О и -у (см. рис. 13). 

1/цспа рожtJеншi 

Вренл (гооь1J 

Лрирост hаселенuя 

Число снертеu 

Рис. 12. Форма огибающей числа рождений, прироста на
селения и числа смертей в семействах населеннй с по· 
стоянной смертностью (метрический масштаб для обеих 

ос~й) 

Огибающая прямых числа рождений, таким образом, аналогич
на по форме огибающей прямых численности населения. Две асимп
тоты огибающей прямых числа рождений ближе друг к другу, чем 
асимптоты огибающей прямых численности населения (расстояние 
между ними есть v' в первом случае и v' + ro во втором). Огибающая 
прямых числа рождений, следовательно, «компактнее», чем огиба
ющая прямых численности населения. Таким образом, «изображе
ние» числа рождений остается «резким» на протяжении более ши
рокого диапазона изменения r, чем изображение общей численно
сти населения. 
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Рис. 13. Форма огибающей числа рождений, прироста 
населения и числа смертей в семействах населений 
с постоянной смертностью (метрический масштаб для 
горизонтальной оси и логарифмический масштаб для 

вертикальной осн) 

Е. Семейства кривых прироста насепения 

Прирост населения в момент времени t выражается в виде 

(1) (l)K(aO) . 
А1 (t) = rN 1 (t) = re'1 \ e-rap1 (а) da J 1 ' О (а) e'ada. 

d о PJ({Z) 

:В тех случаях, когда смертность постоянна, кривые A1(t) при раз
.личн.Ы~ значениях истинного коэффиццента естественного прироста 
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имеют огибающую. Абсцисса точки касания огибающей получается 
путем приравнивания производной А1 ( t) по г к нулю: 

dA1(t) rdNj(t) 
_d_r_ = N 1 (t) +--dr-

Ранее мы видели, что 

dNj (t) 
dr = N 1 ( t) ( t - сх + i) . 

Находим, таким образом, 

dA1 (t) 
__ d_r_ = NI (t) [l + г (t--i (l + 1)), 

. что равно нулю для величины 

l 
lc=a.-1--, 

r 

равной абсциссе точки касания огибающей. Ее ордината есть 

00 
w К (а О) 

А1 (tc) = rertc \ е-тар1 (а) da S 1 ' О (а) erada, 
б о Р1(а) 

или 

А1 (tc) :.:: r N 1 (tc) • 
Тангенс угла наклона касательной есть 

(l [A1 (tc)] / dt = r2N1 <tc) = А1 (tc) = rN 1 (tc) = 

w и К (а О) 
= r2ertc \ e-rap (а) da J 1 ' G (а) e'ada. 

~ 1 о pf (а) 
Когда r приближается к нулю, tc увеличивается до бесконечно

сти и, следовательно, асимптота огибающей есть горизонтальная 
ось. Более того, исходя из предшествующих результатов, легко за
метить, что, когда- r приближается к +оо, tc. стремите.я к --"У', A1(tc) 
стремится к нулю и тангенс. угла наклона касательной в точке каса
ния огибающей также стреЮiтся к нулю. Когда r приближается 
к -оо, tc стремится к ro, A1(tc) стремится к нулю и rA1 (tc) также 
стремится к нулю. 

Следует, однако, заметить, что выражение tc=a-y-1/r имеет 
минимальное и максимальное значения. Это можно увидеть на 
рис. 14, где показаны изменения tc., вычисленные на основе жен
ской таблицы смертности, соответствующей ожидаемой продолжи
тельности жизни при рождении для обоих полов 60,4 года. Огибаю
щая показывает точку отражения для максимального и минималь

ного .значений tc. И након.ец, форма огибающей показана на рис. 12. 
Кщда мы обраща~мся к полулогарифмическому графику, возни

кает новая трудность, так как отрицательные числа не имеют ло-
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гарифмов. Вместо того, чтобы рассматривать прирост населения, 
мы проиллюстрируем преобладание рождений над смертями для 
положительных истинных коэффициентов естественного прироста и 
преобладание смертей над рождениями для отрицательных истин
ных коэффициентов естественного прироста. Это демонстрируется 
на рис. 13. 

(гоаы) 

!OQ_ _________ ... -

MaHCiJHOЛ/JHOe 

Jlfaчeнue 1'= -4.6~ 50 

-100 

Рис. 14. Измекеиие tc-a-v-1/r как функции r 
(средняя с~рня :моцелыщх таблиц смертности с ожи
даемой продолжительностью жизни ·при рождении 

для обоих полов 60,4 года) 

Ж. Семейство кривых числа смертей 

Число смертей в момент времени t определяется формулой 

D1 (t) = В 1 (t) - А1 (t}' 
где мы можем nросто эам~1;1ить B1(t) и A1(t) :выражениями, пред· 
ставленными въппе. l(огда r изменяется, кривые Dt ( t) имеют оr.и· , 
бающую. Абсцисс.а. точки касания uолучается путем приравнивания 
производной. от D1 (t) к ну.то: 
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dD1(t) 

dr 

dBt (f) 

dr 

Основываясь на предшествующих расчетах, мы можем записать 
это выражение как 

dD1 (t) 
dr = (t + 1) В 1 (t) - N 1 (t) [ 1 + r (t - а.+ r)], 

или 

Это выражение равно нулю для 

tc = 1 - rd + "(d = 1 - - га - r 
d d ' 

где d есть общий коэффициент смертности. Следует тут же указать, 
что для стационарного населения tc есть очень простая величина. 
Если r=O, то мы имеем· 

tc = ~ -10 = ео0 
- /о, 

d 

где ео0 есть ожидаемая продолжительно·сть жизни при рождении 
для женщин. Для того чтобы вычислить значения tc при бесконечно 
увеличивающемся r, µужно знать предельные значения для беско
нечного г. Выражение для d имеет следующий вид: 

Q) 

~ e-ra Pt (а) gf(a) da 

d=---.....-----J e-r4 PJ (а) da. 

где g1(a) есть.вероятвос.ть смерти. 
, Если r приближается к + оо, то d стремится к g1(0). 
Если r приближается к -оо, то d стремятся к g1(ro) = 1. Теперь 

~егко заметить, что 

tc стремится к -оо, когда r стремите.я к +оо; 
tc. стремится к + оо, когда r стремится к -оо. 
Тангенс угла наклона касательной к огибающей равея rD (t). 

Он равен нулю для r=O. Максимум оrnбающей приходится на ста
ционарное население. Наконец, мы имеем кривую па рис. 12 с ме
трическими координатами и кривую на рис. 13 с полулогарифмиче
скими координатами. Эта кривая чем-то сходна с огибающей се
мейств населений, но она более шхоская, поскольку вытягиваете.я 
к бесконечности каg по гориэонтаJiи, так и по вертикали, коrда r 
становится бесконечпъm. При постояпной смертности, для данного 
диапазона иsменен;ця .r i ~азобра:жеnие» смертей менее «резко», Чf?М 
иэобр~ие насе..леJ:Ши~ ~.1IЯ рождений картина была обратной. 
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3. Заключение 

Наши рассуждения о числе рождений, приросте населения и чис
ле смер1:ей подходят к концу. "и с следование этих вопросов есть, 
по сути дела, исследование семеиств населений. Предшествующие 
разработки привели нас к понятию «потенциала роста» населения. 
Оно было предложено Полем Венсаном в 1945 г. 12 и до сих пор, 
в сущности, не находило себе применения в демографии. 

В своей работе П. Венсан определил «потенциал роста населе
НИЯ>? следующим образом: 

v 
А= f К1 (а, О) Н(а) da. 

о 

Н (а) - функция, значения котороii приведевы в табJI. 17. Значения 
Н(а) при различных (а) пропорциональны, тан: что пх вполне мож
но вычислять· и пользуясь функцией h (а) и возрастным распреде
лением Н (а). Будет показано, что /i (а) весьма близка к функции 
а (а) в наших расчетах 18, 

Таблица 17 

СРАВНЕНИЕ ФУНl(ЦИR, ПРИМЕНЯЕМЫХ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ ПОТЕНЦИАЛА 

РОСТА НАСЕЛВНИ.Я, ПРИ ДВУХ ОПРЕДЕЛЕНИ.ЯХ ЭТОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Фуякцюr, предложенная П. Венсаном 

Возраttиая группа, 

· 1 

Функция, лрнменяе· 
пет 

Н(а) h(a) 
мая в настоящей 

работе G(a) 

0-4 4,416 15,70 18 
5-9 . 4,498 15,99 18 

10-14 4,538 16, 13 18 
15-19 4,550 16, 17 17 
20-24 4,090 14,54 13 
25-29 3,053 10,85 9 
30-34 1,877 6,67 5 
35-39 0,875 3, I 1 2 
40--44 0,221 0,79 о 
45-49 0,013 0,05 о 

0--49 28, \31 100.00 100 

Таким образом, предлагаемое в настоящей работе определени~ 
потенциала роста населения nра~тичесхи идентичн~ определению 
П. Венсана с точностью до множителя пропорциональности. 
· Преимущество наuхего определения состоит в более широкой 

12 Р а u 1 V i n се n t. Ор. cit. 
1 з ФункцИЯ h.(a) почти идентична фувкции G(a), вычиСJiеиной в табл. 14 на 

основании возр'астпоrо ра.сцределенвя женских коэффициентов плодовитости, на
блюдавшихся в Испаmm в 1940 г. Это объясняется тем, что П. 'Венсан основы
вал свои расчеты на коэффициентах rrло.n.овнтости Швеции в 1-921-'1930 гг., воз
растное раопреде11еяие t<<m!)pвt.X очень бJIИзко к расnределенmо для Испании. 
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возможности его толкования, а также в том, что оно имеет весьма 

общий характер. Можно надеяться, что в этой новой форме «потен
циал роста населения» ожидает лучшее будущее. 

Таблиц а 18 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА РОСТА НАСЕЛЕНИЯ ЕГИПТА В 1948 r. 

Возрастная группа, 
лет 

0-4 
5-9 

10-14 
15-19 
20-24 
25-29 
30-34 
35-39 

Жеаское насеJlение 
по материалам 

переписи 1947 r. 

1 305 235 
1 191 197 
1 071 153 

917 427 
706 152 
786 537 
689 549 
653 645 

Функция G(a) 

о' 18 
о, 18 
о, 18 
о, 17 
о, 13 
0,09 
0,05 
0,02 

Произведение двух 
предшествующих 

стопбцов 

234 942 
214 415 
192 808 
155 963 
91 800 
70 788 
34 477 
1з о;з 

Таблица 19 
ПОТЕНЦ"ИАЛ РОСТА 28 НАСЕЛЕНИЯ ПО ПОСЛЕДНИМ ДАННЫМ* 

Тайвань 
Таиланд 
Тунис 
Мексика 

Страна 

Тринидад и Тобаго 
Чили 
Албания 
Египет 
Ямайка 
Япония 
Канада 
Югославия 
США 
Румыния 
Портуrалия 
Нидерланды 
Австралия 
СССР 
Италия 
Болгария 
Греция 
Чехословакия 
Венгрия 
st>ранщ~я 
Швеция 
ФРГ 
Англия и Уэльс 
ГДР 

(на 1000 человек) 

Год 

1959 
1955 
1956 
1950 
1959 
1952 
1955 
1947 
1956 
1959 
1960 
1958 
1960 
1956 
1959 
1959 
1959 
1959 
1951 
1959 
1959 
1958 
1959 
1959 
1958 
1959 
1959 
1~57 

Потенциал роста 

1 894 
1 881 
1 826 
1 826 
1 790 
1 698 
1 689 
l 685 
1 659 
1 508 
1 486 
1 458 
1 401 
1 387 
1 37l 
1 363 
1 363 
1 351 
1 312 
l 312 
1 302 
1 254 
1 214 
1 174 
1 121 
l 098 
1 079 
1 008 

• В расчете приняты в<>зрастные- структуры женских насеn:ений, опубликованяые в Demo
graphlc. Yearbook, 1960 {Unit.ed Na-tlgns PuЫication, Sales № 61.XIII,l), 
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В заключение приведем пример вычисления потенциала роста на
селен.ил (табл. 18). Согласно нашему определению это не что иное, 
как брутто-приведенное исходное население в расчете на 1 млн. че
ловек исходного населения Брутто-приведенное исходное население 
получается путем умножения итога последнего столбца на 16, т. е. 
1008266· 16= 16 132 256. Согласно материалам переписи Египта 
1947 r. численность женского населения составляла 9 575 039 чело
век. Приведенное исходное население в расчете на 1 млн. человек 
исходного населения, таким образом, равно: 

16 132 256 = 1 684 824. 
9575 039 

Выраженный в расчете на тысячу человек, потенциал роста на
селения Египта в 1947 r. будет 1685. В табл. 19 приводятся резуль
таты аналогичных вычислений для 28 стран. По этим данным был 
построен рис. 8. 

И. Некоторые замечания относительно величин, 
применявшихся в различных формулах 

настоящей работы для бесконечно больших значений 
истинного коэффициента естественного прироста r 

Фун,1щия G( а) 

С целью изучения функции G (а) для бесконечно больших значе
ний r удобно прибегнуть к дискретной записи. Последовательные 
возрастные интервалы можно обозначить через О, 1, 2, ... , и, ... 
. . . , п, ... , v, . .. , ro. Таким образом, и есть начало первого возраст
ного интервала, для которого плодовитость не равна нулю, v есть 
начало последнего интервала, для которого плодовитость не равна 

нулю, и ro есть начало последнего возрастного интервала с нену

левой численностью живущих. Если обозначить через ii медианный 
возраст интервала, начало которого есть п, через l - длину каж
дого интервала и через Fn - интервальную функцию распределе
ния коэффициентов женской плодовитости, которую примем неиз
менной и независимой от r, то можно записать: 

'() -
~ PJ (n') Fne-rn' • l 

Оп= _п _____ _ 
'lJ tl -

~~Pt (n) Fne-rn. l 
о п 

Первый случай: r стремится к + оо. Когда r стремится к + оо, 
тогда член р 1 ( п) Р ne-т-n' · l, стоящий в. числителе суммы, превосхо
дит все другие, вследствие чего в каждом пз первых (и+ 1) интер-
валов эта сумма равна P1(й)Fue-r1i.z. 

Для: следующих (v-a) ринтервалов она равна Pt(ii)Fne-rn,[. 
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Сумма, стоящая в знаменателе, тогда равна 

- - 'V -
(и+ 1) р1 (и') Fe-m' · l + #/! (~') Fne-rn' • l, 

-
и член e-rn превосходит все остальные. 

Таким образом, для первых (и+ 1) интервалов находим, что 

О = Pf (u) Fue-ru • l 1 

п (и+l)P1(U}Fne-rii, =и+~· 
Для следующих (v-и) интервалов имеем: 

Pt (n) Fncrn 
Gп= -

(и+ 1) Pt ( u) Р ue-ru 

Когда r стремится к + оо, Gn стремится к нулю для последних 
(v-и) интервалов. И наконец, Gn есть постоянная вплоть до интер
вала и включптельно, а после него равна нулю. ДоЬ:устив, что пер· 
ВЬ!Й интервал с ненулевой плодовитостью есть интервал с. началь
ным возрастом 15 лет, находим, что U·l=15. Для каждой из трех 
последовательных пятилетних возрастных групп 0-4, 5-9, 10-14 
:находим, что 

и 15 
Go-4 = Gs-9 = 010-14 = = ---

З (и+ 1) 3(15+l)· 

Возвращаясь к непрерывной записи с величиной l, стремящейся 
к нулю, получаем 

Go-4 = GS-9 = G10-14 = -~ = __!_ =О ,333 ... 
3. 15 з 

Второй случай: r стремится к -оо. Вернемся к выражению 

v - -
~PJ (п) Fne-rn 

Оп= _п _____ _ 
v '[} -
~ ~PJ (n) F11e-rn 
о п 

В сумме, стоящей в числителе, когда r стремится к -оо, член 
Pt ( v) F 'Ve-rti превосходит все остальные, вследствие чего эта сумма 
равна 

р1 ('v) F ve-Тv • l. 
Сумма, стоящая в знаменателе, тогда равна 

( V + 1) р f ( V) F ve-rv . [ 

и Gn есть постоянная, равная 

10* 

1 

v+1 ' 
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Допустив, что последний интервал, для которого плодовитость 
не равна ну,пю, есть интервал, непосредственно предшествующий 

возрасту 45 лет, мы находим, что v · l =45. 
Для каждой из пятилетних возрастных групп мы имеем 

{) 45 
00-4 = 05_9 = 010-14 = ... = 040-44 = 

9 
( + -

.._ - {) 1) 9 (4б+l). 
9 групп 

Возвращаясь к непрерывной записи с величиной /, стремящейся 
к нулю, мы находим, что 

45 1 
Go-t = Gs-9 = 010-1• = ... = 040-44 = 

9
• 

45 
= 9 = 0,11111 ... 

Приведенное исходное нетто-население 

Приведенное исходное нетто-население имеет в непрерывной 
записи следующее выражение 

_:_ v)K1(a, О) О() ra 
-тt- ае. 

~ PJ (а) 

Первый случай: r стремится к +оо. Теперь рассмотрим поведе· 
ние произведения G(a)era, когда r стремится к +оо. Для этого при· 
беrнем к дискретной записи. Для первых (и+ 1) интервалов это про· 
изведение будет равно 

и+I · 

Для последующих (v-u) интервалов оно равно 

Р/ (п) Fn 

(а+ 1) Р/ (и) Fue-ru' 

Приведенное исходное нетто-население можно тогда записать 
как 

1 и-1 К e'n ,;; 1J 

1t =·-- ~ _п_ + е ~KnFn. 
и+1 0 Р1(п) (и+l)PJ(U)Fu и 

Когда r стремится к + оо, выражение n стремится к + оо. 
Второй случай: r стремится к -оо. Мы видели, что, когда r стре· 

мится к -оо, Gn. равно 1/ (v+ 1), так что произведение ernOn равно 
erii 

о+ 1 • 

Приведенное исходное нетто-население, таким, образом, равно: 

1t = _1_~Кпе'11 
• 

v+l о PJ(n) 

Когда r стремится -оо, это вырfiжение стремится к нулю . 

.J36 ' 1 
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Средний возраст v приведенного исходного нетто-населения 
Первый случай: r стремится к +оо. В выражении зt первые и 

членов пренебрежимо малы по сравнению с последующими 
(v-и+ 1) членами. Как следствие средний возраст приведенного 
исходного нетто-населения равен: 

'll -
~KnFn •n 
и r= 'l1 

~KnFn 
и 

Это выражение есть не что иное, как средний возраст у' матери 
в исходном населении при рождении ею ребенка. Таким образом, 
когда r стремится к + оо, у стремится к v'. 

Второй случай: r стремится к -оо. Начнем с выражения 

'll -. ~ Кпе: 
о Р1(п) 

В числителе и знаменателе этой формулы слагаемое для перво<i 
го интервала превосходит все остальные, и величина у равна: 

~е'0 •О -r = о =о. 
Кое'Т 

О есть средний возраст первого интервала, и мы, таким образом, на. 
ходим, что 

l 
r=2· 

Когда l стремится к нулю, v стремится к нулю. И наконец, ког
да r стремится к -оо, v стремиТ<:я к нулю. 

Огибающая семейств населений с постоянной смертностью 

Рассмотрим теперь, что происходит с точкой касания огибаю· 
щей и с касательной к ней при бесконечно больших значениях r. 
Ордината-точки касания Nc определяется по формуле 

ш fJ К (а) 
N = е'1с \ e-rap1 (а) da S 1 G (а) e'0da, 

с б о Pf (а) 

где tc= а-у есть абсцисса точки касания. Тангенс угла наклона ка
сательной к огибающей равен rNc. 

Первый случай: r стремится к + оо. Мы видели, что а стремится 
к нулю 1~, а у к у', когда r приближается к + оо. Абсцисса точки ка-

а а есть средний возраст стабильного населения. Он стремится к нулю, коr· 
да r стремится к +оо, и к ro, когда r стремится к - оо 
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сания стремится,. таким образом, к -оо. В дискретной записи Nc 
равна: 

N с = [e-r1' ± e-rnp1 ("ii}] · [ е'и _ ± Кп F п]. 
0 (u+1)P1(u)fll а 

Это можно записать как 
e-n' + rii 1 v 

Nc (a+I)P1(u')F1t.; 6 ~КпFп, 
где Ь есть общий коэффициент рождаемости стабильного населе
ния. Поскольку у' больше, чем и, e-r1'+ra стремится к нулю, ког
да г стремится к + оо. Общий коэффициент рождаемости стабиль
ного населения стремится к + оо, и, таким образом, 1/Ь стремится 
к нулю. И нан:онец, очевидно, что N(' стремится к пулю. 

Тангенс угла наклона касательной к огибающей rNc также стре
мится к нулю, поскольку произведение г · e-n' +ги стремится к нулю. 

Второй случай: г стремится к -оо. Когда r стремится к -оо, 
а стремится: к ro, а у' к нулю. Таким образом, абсцисса точки каса
ния стремится к ro. 

Ордината точки касания равна: 

;;-
- - - __ 1_ v Knerii 

Nc = ewr' ~ е-rп Р1 (п) 2j 
о v + l о Pt (n) • 

w - - -
В сумме ~e-rnp1 (n) член e-roop (ro) превосходит все остальные, 

о 

когда r стремится к -оо, а величина Nc равна: 
- - v - - 'lJ 

e'w Р! ((J)) ~ Кпе'п Pt ((J)) ljКпе'п 

е'~ ro + l о PJ (n) = ro + l о PJ (ii) . 

Эта величина стремится к нулю, когда г стремится к -оо. И на
конец, очевидно, что ордината точки касания стремится к нулю. 

Тангенс угла наклона касательной можно записать как 

rN = rp1 ((!)) ±Кпе'п 
с v+1 oP1(n). 

v - -
кп.еп КоеТО 

В сумме ~ -- член превосходит все остальные, и мы 
0 PJ (n) PJ (О) 

находим, что 

rN с= PJ ( ;) Кое'о = КоР1(7) rerl/2 

v+l Pt(O) (v+l)PJ(O) 
Эта величина стремится к нулю после того, как величина l вы

бирается столь малой, сколь эт.о необходимо. Таким образом, тан
генс угла наклона касательной стремится к нулю. 

Перевод В. Л. Гопмана 
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Жан. Буржуа-Пиша 

СТАБИЛЬНЫЕ, ПОЛУСТАБИЛЬНЫЕ НАСЕЛЕНИЯ 
И ПОТЕНЦИАЛ РОСТА 

J е а п В о u r g е о i s - Р i с h а t. StaЫe, semi-staЫe populations 
and growtl1 potential. Population studies, vol. 25, № 2, 1971, 
р. 235-254. 

В ООН !1едавно опубликовано исследование в области стабиль
ных населений 1• Как автор этого исследования, я пользуюсь слу
чаем прокомментировать здесь некоторые моменты, заслуживаю

щие более детального рассмотрения. 

Экспоненциальное население 

Альфред Лотка ввел в демографию понятие экспоненциальное 
население*. Оно определяется ·как население, в котором смерт:ность 
и распределение по возрасту остаются неизменными во времени. 

В своем исследовании А. Лотка не разделял население по полу, так 
что следует рассматривать три вида населений: 

женские населения; 

мужские населения; 

населения обоих полов. 
Рассмотрим женское эксдрненциальное население. Из определе

ния следует, что это население будет расти с постоянным темпом r. 
Существует бесконечное число таких экспоненциальных населений; 
их можно классифицировать двояким образом: . 

1. Если функция дожития l.(x) известна, то для любого задан
ного значения r существует одно и только одно экспоненциальное 
население. Рассматривая все возможные функции дожития l (х) и 
все возможные значения r, как это представлено в табл. 1, мы ви
дим, что для каждой клетки таблицы существует единственное экс
поненциальное население. 

Обозначим это население через Н (r). 

1 The concept of а staЫe population: application to the study of popul~tions of 
countries with incomplete demographic statistics. ST/SOA/SER. А/39. Uшted Na
tions. New York, 1968. Часть этой ...работы публикуется в этом сборнике (с. 89). 

* Автор ·вслед эа, А. Латкой пользуется термином мальтузианское население. 
Однако в нащей литературе этот термин не принят, и поэтому такую модель мы 
называем экспон.ен.циальныJ.t населением. - Прим. пер. 
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ПЕРВЫЯ МЕТОД l(ЛАССИФИКАЦИИ МНОЖЕСТВА 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ НАСЕЛЕННА 

}\оэффициенты прирост11 

Таблпца 1 

Функции 

, ... J ДОЖНТВJI 
Гt Г2 Гз r. р 

l1 (х) H1(r1) НТ') Н1 (rs) H1(r•j 
l2(X~ H2(r1) Н2 r2) H2~rs) №~r, 
lз(Х Нз(r1) Нз r2) Нз rз) Нз''-

l1(x) H(r) 

Утверждение, что каждой из пар r и l (х) соответствует лишь од
но население, означает, что существуют формулы, выражающие 
зависимость r и l (х) и дающие возможность вычислить характери
стики экспоненциального населения Н (r). Наиболее важные из 
этих формул приводятся далее. 

Если мы обозначим через с (х) dx долю женщин в возрасте от х 
до х + dx, то имеем: 

e-rx1 (х) 
с(х)=--~ 

f e-rkl(x}dx 
6 

Общий коэффициент рождаемости 2: 

1 
Ь=------

UI 

S e-rxl(x)dx 
о 

Если Ф (х, t) - функция плодови'Гости 3 населения, то 

м J e-rx[ (х) Ф (х,' t) dx = 1, 
т • . 

(1) 

где т и М - начальный и конечный возраст детородного периода. 
2. Другой метод классификации множества экспоненциальных 

населений заключается в следующем. 

2 Поскольку мы рассматриваем женское население, рождения мальчиков в 
расчет не принимаются. Следовательно, рассматриваемый эдесь общий коэффи
циент рождаемости есть женский коэффициент р,ождаемости, полученный деле
нием числа рождений девочек на ·общее чис.ло женщин. 

з Плодовитость представлена рядом женских повозрастных коэффициентов 
плодовитости, выч'исленных путем деления для каждого возраста числа женщин, 
родивших девочек в данном календарном годУ, на общее число женщин того же 
возраста. Функция плодовитости обычно не остается неизменной, а ·зависит от 
времени t. 
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Если известно распределение населения по возрасту, то сущест
вует единственное экспоненциальное население, полученное при со

четании этого возрастного распределения с некоторым определенным 

значением r. Рассматривая все возможные возрастные распр~деле
ния и все возможные значения r, как это представлено в табл. 2, мы 
видим, что для каждой клетки таблицы существует единственное 
экспоненциальное население; обозначим его через F (r). 

Возрастной 
состав 

BTOPOR МЕТОД КЛАССИФИКАЦИИ МНОЖЕСТВА 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ НАСЕЛЕНИЯ 

r1 

Коэффпциенты прироста 

Гз 

F1(rs) 
F2(rз) 
Fз(rз) 

Таблица 2 

Как и в предыдущем случае, утверждение, что каждой клетке 
табл. 2 соотв

0

етствует единственное экспоненциальное население 
F (r), означает, что существуют формулы, выражающие зависимость 
r и с (х), дающие возможность вычислить характеристики экспо
ненциального населения F (r). Наиболее важные из них: 

общий коэффициент рождаемости: Ь=с(О); 
функция дожития: l (х) = с (х) erx. 

с (О} 
Если Ф (х, t) - функция плодовитости, то предыдущее ра~ен-

ство ( 1) принимает вид: 
м 

S ~ е-rхехф (х t) dx = 1, 
с (О) ' 

т 

что можно записать как 

м 

S с (х) Ф (х, t) dx = Ь. 
т 

(2} 

Это соотношение очевидно; умножение. возрастного распределе
ния на значения функµии плодовитости дает общий коэффициент-
рождаемости. -

Экспоненциальные ·населения табл. 1 и 2 идентичны. Два рас-
смотренных метода указывают лишь два разных пути классифика
ции одного и того же множества населений. 
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СтабиА17ное население 

Вернемся к табл. 1 и сосредоточим наше внимание на всех экспо
ненциальных населениях Н (r), соответствующих данной функции 
дожития женщин l (х). 

Примем дополнительное условие, а именно, что функция плодо
витости неизменна во времени и известна; тогда Ф (х, t) не будет 
зависеть от t, и равенство ( 1) может быть "записано следующим об
разом: 

м 

S e-rx l (х} Ф (х) dx = 1 . (З) 
т 

Это уравнение относительно r имеет только один действитель
ный корень р •· Иными словами, существует единственное экспопен· 
циальное население, для которого функция дожития постоянна и 
равна l (х), а функция женской плодовитостп постоянна и равна 
Ф (х). Коэффициент роста этого экспоненциального населения есть 
не что иное, как действительный корень р уравнения (3) относи-
тельно r. Такое экспоненциальное население Н (Р) было названо 
Латкой стабильным населением, соответствующим функциям l (х) 
и Ф(х). 

Экспоненциальное население всегда можно рассматривать как 
стабильное население, и для этого есть множество путей. Р ассмот
рим экспоненциальное население Н (r), соответствующее функции 
дожития l (х). Существует бесконечное множество функций плодо
витости, удовлетворяющих уравнению 

м J e-rxz (х) Ф (х) dx = 1. 
т 

Обозначим эти функции через Ф1 (х), Ф2 (х), Фз (х), ... и т. 'д. 
Н (r) соответствует любому из следующих сочетаний: 

l (х), Ф1 (х); l (х), Ф2 (х); l (х), Ф8 (х) и т. д. 

До сих пор мы рассматривали только женское население, но 
подобные рассуждения можно провести и относительно мужского 
населения и относительно населения обоих полов. Однако в послед
нем случае определение функции плодовитости представляет неко
торые трудности, и этот вопрос обычно не затраг11вают. 

Обобщение: население обоих полов 

Определени_е, данное Латкой для случая населения одного пола, 
легко обобщить на население, состоящее из лиц двух полов. Пред
положим, что доля рождений мальчиков, р, {Iостоянна и что жен
ское население экспоненциальное. Что можно -сказать о мужском 
населении? 

Поскольку число женских рождений меняется по экспоненте, чис
ло мужских рождений будет следовать тому же закону. 
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Возрастной состав мужского населения в момент t будет~: 

l~p B1(0)erte-rxlm(X, t) 
Ст (х, t)= ----"----------

что дает: 

е-тх lm (х, t) 
Ст (х, t) = (JJ =Ст (О, t) e-rxzrn (х, t). (4) 

S e-rxzm ( х, t) dx 
о 

EcJiи функция дожития мужчин постоянна, то lт (х, t) не зави
сит от t, а из уравнения (4) видно, что Ст(х, t) также не зависит 
от t. Таким образом, мужское население есть экспоненциальное 
население. Если возрастной состав мужского населения постоянен, 
то Ст (х, t) не зависит от t, а уравнение ( 4) показывает, что lm (х, t) 
также постоянно. Мужское население есть экспоненциальное насе
ление и в этом случае. 

Отсюда следует, что население, состоящее из лиц двух полов, 
также есть экспоненц:щ1льное население. Экспоненциальное насе
.rrение можно определить, следовательно, как население, в котором: 

а) пост.оянна доля рождений мальчиков, р; 
q) постоянны три из слер.ующих четырех функций: 

функция дожития.женщин; 
распределение женщин по возрасту; 

функция дожития мужчин; 
распределение мужчин по возрасту. 

Стабильное население как предел процесса 
демографической эволюции 

Рассмотрим теперь реальное население. Обычно функции дожи
тия мужчин и женщин и мужская и женская функции плодовито
сти изменяются во времени. В любой данный момент времени to 
функции дожития для женщин и )I..ЛЯ мужчин выражаются соответ
ственно как lt (х, t) и lт (х, t); женская функция плодовитости -
как Ф1 (х, t). Вообще, население в момент to не соответствует моде
ли экспоненциального на·селения. Предположим теперь, что обе 
функции дожития и функция женской плодовитости остаются неиз
менными на уровне, существующем в момент to. Эти гипотезы будут 
определять воспроизводство населения в будущем. Можно пока
зать, что при этих предположениях население стремится к стабиль-

" В этой формуле lm (х, t) выражает смертность в· промежутке· времени от 
(t - х) до. t. Следовательно, это выражение не есть функция дожития мужчин в 
момент t. 
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ному населению Н (р) , соответствующему функциям l1 (х, t0 ), 

lт (х, to) и Ф1 (х, to). Иными словами, при достаточно больших зна
чениях Т на·селение в момент t= to+ Т практически совпадает 
с Н(р) 5. 

Вместо женской функции плодовитости можно было бы, конеч
но, рассмотреть мужскую функцию плодовитости Фm (х, t). Если 
предположить, что с момента to неизменны функции l1(x), lm(x) и 
Фт (х), то мы будем иметь дело с другим процессом демографиче
ской эволюции, который. ведет 1< стабильному населению, соответ
ствующему функциям 11 (х, to), lт (х, io), Фт (х, io). Здесь нет основа
ний полагать, что пределом этой эволюции будет то же стабильное 
населени·е, что :i:-i в первом случае, и, вообще говоря, таки~ два ста
бильных населения будут разными . 

.Полустабильное население 

Величина Т зависит от характеристик населения в тот момент, 
когда смертность и плодовитость стано:sятся постоянными. Суще
ствует ли такое население, для которого Т=О? 

Рассмотрим население, которое в момент to совпадает со ста
бильным населением Н ( р), определяемым функциями L1 (х, t0 ), 

lт(х, to) и Ф1 (х, to). Если С1(х, io) - возрастное распределение жен" 
ского населения в момент to, то мы можем записать: 

С ( f ) ~p(lo) 
l (х t - 1 .х, 0 е 
1 ' о) - С/ (О, t

0
) 

(5) 

Если N1 (to) - число женщин в момент fo, то чИсло женщин в 
возрасте от х дох+ dx равно . 

N 1 (t0) С1 (х, t0) dx. 

Определим число женщин, доживающих до момента t+dt. Это 
женщины в возра·сте от (x+dt) до (x+dt+dx), а их число равно 

lt (х+ dt, f0 ) 
Nj (О) С 1 (х, t0) dx, 

l ! (х, to) 

но в соответствии с ( 5) 

следовательно, число доживающих женщин равно: 

~ (t) С (х t) с1 (х +dt, t0 ) ехР (fo) ep(fo)dt _ 

f о 1 ' 0 С 1 ( х, t0 ) еХР (fo) 

= N 1 (t0)С1 (х + dt, t0) eP<to)dt. (6) 
5 Здесь Т точно не определено. Его. можно опред~лить, например, как время, 

требующееся для того, чтобы расхождение между населением и Н ( р) не превы
сило некоторых произвольно выбранных границ. 
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Но число доживающих женщин равно также общей численности 
женского населения в момент t+dt, умноженной на С1 (x+dt, 
io+dt), т. е. 

N1 (t0) er(to)dtC1 (х + dt, t 0 + dt). · (7) 

Приравнивая (6) и (7), получаем: 

C1 (x+dt, t0) =C1 (x+dt, t0 +di). (8) 

Из равенства (8) следует, что в населении, которое в момент to 
совпадает со стабильным населением Н (р), соответствующим функ
циям l1(x, to) и Ф1 (х, fo), возрастное распределение должно оста
ваться постоянным во времени. 

Легко показать, что верно и обратное предложение. Иными сло
вами, если возрастное распределение остается постоянным, то на

селение в каждый момент t совпадает со стабильным населением, 
соответствующим функциям l1 (х, t) и Ф1(х, t). 

Рассмотрим поэтому население с постоянным возрастным рас
пределением с(х). Если N (to) есть численность населения в момент 
t0, то число женщин в возрасте от х до x+dx равно N(to)c(x)dx. 

Определим, сколько из этих женщин доживает до момента 
t0+ dt. Число таких женщин равно 

N (t0 + dt) с (х + dt) dx. 

Но 

N (t0 + dt) = N (t0) e<t0)dt, 

и число доживших женщин равно 

N (t0) с (х + dt) е' (to) dtdx. 
Оно равно также 

N(t0 )c(x)l1(x+dt, fo)d 
х. 

L1 (х, t0 ) 

Приравнив~я эти два результата, получаем равенство: 

lt (х + dt, t0) 

с (х +dt) er(to)dt =с (х) ' 
, l/(X, fo) 

кО'Горое можно записать следующим образом: 

[
c(x)+c'~x)dt] J. _ L1(x, t0)+l/(x, io)dt+ ... 

[l + r (t0) di. + ". }- 1 ( t ) ' 
с (х) / х, о 

или, пренебрегая членами выше первого порядка: 

с' (х) l/ (х, to) 1·+ --dt+r(t0) dt= 1+ " dt, 
с ( .r) l J ( х, t0) 

т. е. 
с'(.х) _ l'1(x, to) _ (t) 
--- r О· 
с (х) 11 (х, t0 ) • 
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Интегрируя, получаем: 

log с (х) log l (х t) + e-xr (t~)' . 
--к= ! ' 

что дает 

С (Х) = Кl f (Х, fo) e-r (to)X 

при ~=О, с(х) =с(О) =К, т. е. есть не что иное, как общий коэффи
циент рождаемости Ь. Так что, окончательно 

с (х) = Ы1 lX, to) e-r(to)X. 

Это - фундаментальное соотношение в стабильном населении, 
связывающее возрастное распределение, функцию дожития, коэф
фициент прироста и общий коэффициент рождаемости. Иными сло
вами, в момент to в этом населении существуют те же соотношенияt 
что и в экспоненциальном населении, соотве.тствующем фушщиям 
l1(x, to) :и r(to). 

Имеем, следовательно, 

м J l1 (х, t0) Ф1 (х, !0 ) e-rUo)xdx = 1. 
т 

Это значит, что r (to) = р, коэффициенту прироста стабильного 
населения, соответствующего двум функциям lt (х, fo) и Ф1 (х, to); 
тем самым :цаши рассуждения завершаются. 

Н аселен.ие с постоянным в4)зрастн.ым распределен.ием совпадает 
в любой момент времен.и со стабильным населением, соответствую.:. 
щим фун.кции дожития l1(x, t) и женской фун.кции плодовитости. 
Ф1 ( х, t) для этого момента. 

"' Мы предлагаем называть населения с постоянным возрастным 
распределением полустабильн.ыми. · 

В случае постоянства возрастного распределения С (х) населе
ние проходит через все экспоненциальные населения F (r) в строке 
табл. 2, соответствующей с (х). Коэффициент прироста и функция 
дожития изменяются при условюr, что выполняется, следующее со

отношение: 

l (х t) = .:J..::l.. exr(t) 
' с (О) ' 

Функция плодовитости изменяется также при условии, что 

м 

S Ф (х, t) с (х) dx = с (О) • 
т 

Экспоненциальное население из табл. 2 можно всегда рассмат
ривать как полустабильное. Мы видели, что любое экспоненциаль" 
ное населен11е nз табл. 1 можно рассматривать как стаби.т~ъное. По
скольку экспон~циальные населения в табл. 1 и 2 одни и те же, 
экспоненциальные населения, стабильные наЕеления и полустабиль
ные населения представляют собой три ·способа рассмотрения одно~ 
ro и того же населения. 
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Все приве;:енные выше соображения можно повторить, поль
зуясь мужскои функцией плодовитости вместо женской. Следова
тельно, то положение, что стабильное население, соответствующее 
женской функции плодовитости, идентично стабильному населению, 
соответствующему мужской функции плодовитости, справедливо и 
применительно к полустабильному населению. 

Конкретные случаи полустабильных населен.ий 

В действительности возрастное распределение населения в дан
ный момент есть результат прошлых тенденций смертности и плодо
витости. Случилось так, чт,о изменения смертности, наблюдавшиеск 
до сих пор в человеческом обществе, оказали лишь незначительное: 
влияние на возрастное распределение. Отсюда следует, что в насе
лении с постоянной плодовитостью, в котором смертность изменяет
ся так, как показывает опыт прощлоrо, возрастное распределение 

будет оставаться более или менее постоянным. Иными словами, 
такое население пмеет характер полустабильноrо. Именно такой 
была до сих пор эволюция населения большинства развивающихс51 
стран. Таким образом, мы приходим к следующему важному выво
ду: населения развивающихся стран эволюционировали до сих пор 

наподобие полустабильных населений 6• Предыдущие рассуждения, 
казавшиеся сугубо теоретическими, имеют, следовательно, большое 
практическое значение. 

Инерция населения 

.Во второй части этой работы я намерен использовать предшест ... 
вующие выводы, чтобы сделать более точным понятие инерции насе
ления. Интуитивно мы чувствуем, что население не может мгновеюю 
изменить направление своей эволюции. В физике закон инерции гла
сит: тело, движущееся в данном направлении с данной скоростью, 
продолжает неограниченно двигаться в том же направлении с той же. 
скоростью при условии, что на него не действует никакая сила. Этот
закон инерции можно выразить иным образом, а именно: при дей
ствии данного ряда сил тело движется по определенной траектории. 
Если в точке Р воздействие этих сил прекращается, то тело продол· 
жает двигаться по касательной к его траектории в точке Р со ско .... 
ростъю, достигнутой к моменту, когда воздействие этого ряд~ сил 
прекратилось. Подобный закон можно найти и в демографии. Тот
или иной коэффициент естественного движения играет роль скоро

сти, с которой изменяется население. Если коэффициенты изменя· 
ются, то это значит, что начинает действовать некоторая сила. Если 
в некотором населении коэффициенты естественного движения по
стоянны, мы можем сделать заключение об отсутствии действия 
каких-либо сил. Мю видели, что, когда коэффициенты постоянны, 

s Поскольку плодовитость в развивающихся странах близка к тому, чтобы 
снизиться, эт-о заключение едва лн окажется справедливым на будущее. 
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население достигает стабильного состояния, т. е. такого состояния, 
когда все характеристики населения, за исключением его численно

сти, остаются постоянными. 

Следовательно, стабильное население, соответствующее некото
рым заданным функциям смертности и плодовитости, играет ту же 
роль, что и касательная к траектории, а численность населения ана

логична пути, проходимому телом по этой касательной. Однако 
в отличие от физического тела население не может немедленно до
стигнуть состояния стабильности. После того как коэффициенты пе
рестают изменяться, должно пройти некоторое время, прежде чем 
будет достигнуто состояние .стабильности. Этот временн6й лаг не 
имеет эквивалента в динамике движущегося тела. В демографии 
.стадия стабильности достигается немедленно и временщ:>й лаг от
сутствует только тогда, когда население изменяется как полуста

билы-юе. 
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Рис 1. Иллюстративный график, показывающий, как можно 
вычислить коэффициент инерции населения 

Чтобы представить это явление, удобно-воспользоваться полуло· 
гарифмическим графиком. Время указывается на оси абсцисс в 
~етрическом измерении, а численность населения - на оси ординат 

в логарифмическом измерении. На таком графике демографическая 
эволюция при постоянных коэффициентах естественного дви~ения 
будет представлена прямой линией. Начиная с точки Р, смертJiость 
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и плодовитость остаются. постоянными. По прошествии некото
рого времени достигается состояние стабильности; NX - прямая 
линия, соответствующая этому состоянию. Если бы не было времен
ного лага, то прямая была бы РУ. Если, например, численность на
селения в начальной точке Р была 1 200 ООО, а в точке N -
1 400 ООО, то мы можем вычислить коэффищ1ент инерции, который 
равен: 

1 400 ООО = l 167 
1 200 ООО ' • 

Этот коэффициент соответствует существующим в точке Р уров
ням коэффициентов смертности и плодовитости, которые, как пред
полагается, будут с этого времени оставаться постоянными. Другое 
сочетание смертности и плодовитос-ги даст, естественно, другой ре
зультат. Результат зависит также от возрастной структуры населе
ния в точке Р. Интересно выделить, с одной стороны, влияние на 
коэффициент инерцци функций смертности и плодовитости, с дру
гой - влияние на него возрастного распределения населения в точ
ке Р. Это и будет сделано далее. 

Тут нам необходимо аналитическое выражение состояния ста
бильности. Этот вопрос подробно рассматривался в приложении 
№ 1 к исСJiедованию, опубликованному ООН*. Здесь мы приведем 
только его результаты. 

Отсчет времени мы начинаем с точки Р. Обозначим через 
Kt (х, О) число женщин в момент Р в возрасте от х до x+dx, через 
l (х) - функцию дожития женщин и через Фt (х) - женскую функ
цию плодовитости; р - это коэффициент прироста стабильного на
селения, соответствующего lt (х) и Ф1 (х); N1(t) - численность жен-
ского населения в :момент t в состоянии стабильности на
селения. Для достаточно больших значений t имеем: 

(1) , м К (х О) 
N 1 (t) - ePt r e-p.iz J (х) dx \ ! ' G (х) ePJ:dx, (9) 

;1 <5 l1 (х) 

где G (х) - функция, которая не изменяется, в то время как l1 (х) 
и Ф1(х) изменяются в пределах, наблюдавшихся в прошлом 7• 

Коэффициент прироста р - действительный корень уравнения от
носительно r. 

м J e-rxL1 (х) Ф1 (х) dx = 1. (3) 
т 

* The concept of а staЫe population Annex J. Публикуется в этом сборнике 
(с. 89). -Прим. ред. 

1 Мужское население эадано в виде. 

ы м К (х О) 
N (t) = _Р_ ert \ е-рх[т (х) dx S f ' G (х) еРх dx, 
т 1-р ~ 

0 
t1 (х, О) 

где р - доля мальчиков ере.дн родившихся, 

м.е.рно 0,51. 
составляющая практически при-
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Мы рассматриваем стабильные населения, соответствующие 
женским функциям плодовитости. Результаты справедливы и для 
стабильных населений, соответствующих мужским функциям лло
довитости. Однако функция G (х) для мужчин и для женщин долж
на различаться. В исследовании, опубликованном ООН, рассматри
валась только женские функции. плодовитости. Поэтому далее мы 
ограничимс·я стабильными населениями, соответствующими жен
ским функциям плодовитости. 

На полулогарифмической шкале уравнение (6) представлено 
прямой линией. Варьируя Ф1(х) и l1(x), мы можем получить беско
нечное число прямых линий. В этом множестве мы будем рассмат
ривать различные семейства таких линий. 

1. Семейства н.аселений с постоянлой смертностью 

Предположим, что l1 (х) и lm(X) неизменны. Когда Ф1 (х) изме
няется, уравнение (3) дает все возможные значения р. Уравнение 
(9) представляет множество прямых линий, зависящих только от 
одного параметра, р. Это множество прямых может быть представ
лено огибающей, которая обладает вершиной, соответствующей 
Р =0, когда население называется стационарным. Если р изменяет
ся, но пока остается небольшим, то- прямые л:ании будут сосредо
точены около вершины огибающей. Существует огибающая для 
каждого значения lt (х). Для того чтобы изучить влияние на огиба
ющую изменений l1(x), необходимо определить совокупность зна
чений, принимаемых величи'ной l1(x), наприме.р по серии модель
ных таблиц смертности. Рис. 2 нарисован, исходя из предположе-
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ния, что lt (х) !\\еняется так же, ка~ в модельных таблицах смерт
ности ООН (средний вариан'Г). Были сделаны два расчета, начи
ная с населения в 1 млн. При первом предполагалось, что в момент 
времени О возрастная структура населения, Kt (х, О), соответствует 
возрастной_ структуре населения Таиланда в 1955 г. Для второго 
расче'Ра был принят возрастной состав населения Германской Де
мократической Республики в 1957 r. Так как ожидаемая продол
жительность жизни при рождении (для обоих полов) изменяется от 
20 лет до 70~ года, вершина огибающей располагается по двум ли
ниям - соответственно по AS и as. Ряды модельных таблиц смерт
ности были экстраполированы 8 до rаких таблиц смертности, по ко
торым от О до М смертность отсутствует и ожидаемая продолжи
тельность жизни при рождении составляет 80 лет. Вершины огиба
ющей, соответствующие этим экстраполированным таблицам сме.рт
ности, - точки S и s. На рис. 2 изображены только небольшие от
резки различных оrибающих возле вершины. 

2. Се.мейства населений с постоянной плодовитостью 

В этом случае неизменна Ф1 (х). Поскольку l1 (х) изменяется, 
уравнение (3) дает все возможные з.начения р. Уравнение (9) пред
ставляет бесконечное ,число прямых линий, зависящих от р и от 
lt(~). Для одного значения р с.уществует бесконечное число N1 (t), 
соответствующих всем функциям l1(x), удовлетворяющим уравне
нению: 

..м J e.-PzL1 (х) Ф / (х) dx = 1. 
rn 

Если мы, кроме того, предположим, что l1(x) изменяется как 
в серии модельных таблиц смертности, то существует вообще толь
ко одна функция lt (х) 1 соответствующая каждому значению р, а 
бесконечное числ'о. N1(t) зависит только. от одного параметра - pL 
Как и в предыдущем случае, это множество может быть предстаt3-
лено огибающей с вершиной в р =0. Практичес.1СИ для всех эначе
ций р, наблюдавшихся до сих пор в человеческих. популяциях, оги
бающая может .быть приведена к этой ве.ршияе 9• Огиба:ющая суще
ствует для каждой функцмв плодовитоста. Для того trтобы исследо
вать влияние изменений плодовитости па вид этой оги:бающей, необ
ходямо определить ряд возможных э.начений Фt(х), воспользовав
шись, например, серией модельных таблиц плодовитости. Рис. 2 по
строен, исходЯ иэ предrюложепия, что возрастное распределение по- ... 
возрастных коэффициентов плодовитости постоянно. Затем уровень 
пл-одовитостя определялся через бруnо-коэффuциепт воспроизвод
с.тва (GRR). Поскольку GR.R изменяется от 4,00 до 1,00, огибающие 

в Подробно~ оmrсание экс.траполяцИ'И приведено в нсследоваmш, опублико
р~:юrом ООН. См. Тhе concept of а staЫe. popuJation ..•. 

g Эт:ии мы обязаны тому факту, что раз.п:вчия в с.мертноатв мало ~tлияют на 
возрастное распредепевие населения ~ 
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располагаютtя вдоль линии CD при первом варианте расчета (воз
растное распределение населения Таиланда) и вдоль линии cd -
при втором варианте расчета (возрастное распределение населения 
ГДР). 

Если прямые линии (9), представляющие большое число ста
бильных населений, нарисовать карандашом, то темное изображе
ние, получающееся в результате их скопления, расположится вдоль 

линий AS, CD, которые будут постепенно возникать из рисунка. 
Для AS это скопление менее значительно, чем для CD 10• Поэтому 
AS должна выглядеть как светлая линия, а CD - как темная. По
ложение двух таких линий, AS и CD, можно рассматривать как 
изображение исходного населения с такими изменениями смертно
сти и плодовитости, какие имеют место в описанном случае. Оче
видно, что ряды кривых (AS, CD) и (as, cd) расположены на раз
ных частях поля, ограниченного двумя осями коордщ1ат. 

Изменения внутри (AS, CD) или (as, cd) обусловлены измене
ниями смертности и плодовитости. Различия в расположении 
(AS, CD) по отношению к ( as, cd) обусловлены различиями в возра
стном распределении населения Таиланда и ГДР. Таким образом, 
мы полуqили искомый результат, выделив влияние на коэффициент 
инерции: 

а) изменений плодовитости и смертности; 
б) изменений в :возрастном распредел~мии населения в мо

мент О. 

П отен.циалы роста 

Для оценки влияния (б) (изменений в возрастном распределе
нии населения в момент времени О) мы делаем следующее. Выби
раем подобные прямые линии в (AS, CD) и (as, cd) и вычисляем 
два коэффициента инерции, как показано на рис. 1. Отношение этих 
двух результатов показывает влияние на коэффициент инерции пе ... 
рехода от одного возрастного распределения населения к другому. 

Резулртат практически не зависит от выбранных прямых при усло
вии, что в (AS, CD) и в (as, cd) они определены аналогично. 

Вое.пользуемся стационарным населением, соответствующим 
вершине S. Для этого стационарного населения р=О, ожидаемая 
nродолжительностъ жиз11и при роЖдевия равна 80 годам и отсут
ствует смертность между О и М. При таких условиях равенство (9) 
принимает вид: 

м 

N s (t) = 80 S К1 (х, О} G (х) dx. 
о 

(10) 

Это выражение очежь легко вычисляется. Можно задать следующие 
конкретные значения N s ( t) . 

Если в то'L\ке Р смертность соответствует экстраполированной 
модельной таблице смертности, а женская плодовитость такова, ч.то 
при этой модельной ~аблице смертности нетто-коэффициент воспро-

w. Для AS огибающая подходит к вершине только в случае, есла р оотае.тс.я 
небольшим. Но для CD величина р может пр~mимать большие значения.. 
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изводства равен 1, 11 если смертность и плодовитость с этого момен
та остаются постоянными на этих уровнях, то население в конечном 

итоге превращается в стационарное население численностью 

Ns (t), указываемое формулой ( 10). 
Отношение~ = Ns (t) представляет собой потенциал роста, за-

0 N(O) 
ключенный в самом возрастном распределении населения в мо
мент Р. Это понятие было введено в демографию еще в 1945 r. По
лем Венсаном 11 . В определении этого понятия он следова,л иной ли
нии рассуждения, но в определенном смысле его результаты совпа
дают с нашими. 

Поскольку в формуле ( 10) смертность между О и М отсутствует, 
я предложил бы назвать результат брутто-потенциалом роста 
(gross growth potential), а это сразу же приводит к определению 
нетто-потенциала роста (net gro\vth potential). Он будет получен, 
если вместо предполагаемого уровня смертности по экстраполиро

ванной модельной таблице смертности ввести уровень смертности 
lt ('х), действительно существующий в момент Р. Плодовитость так
же должна быть иной. Опа должна быть такой, какая при функции 
L1 (х) соответствовала бы нетто-коэффициенту воспроизводства, 
равному 1. Тогда выражение ( 10) принимает вид: 

Ms К1 (х, О) 
N ( t) = е0 G (х) dx, 

о 11 (х} 
(11) 

где е0 есть оЖидаемая продолжительность жизни при рожденnи, со
ответствующая функции дожития l1 (х). 

Нетто-потенциал роста будет: 

Р , N ( t~ 
N= N(O). 

Когда население эволюционирует как полустабильное, форму
w ла ( 11) может быть значительно упрощена. 

В полустабильном населении возрастное распределение 

К1 (х, О) 

N1(0} 

следовательно, ( 11) принимает вид: 
(.11 

..!!.._ ..:_. е0Ь1 S e-rxQ (х) dx. 
N о 

G (х) не изменяется, а это означает, что 
м 

J (r) = ~ e-rxQ (х) dx 

(12) 

11 V i n се п t Р. Potentiel d'accroissement d'une popula~ion. Journal de la 
Societe de statistique de Paris (janv.-fevr., 1945), р. 16 et sшv. 
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зависит только от r, и можно вычислить таблицу, дающую значе
ния / (r) для каждого значения r. Зная ео, Ь и r в момент Р можно 
вычислить PN простым перемножением. В равенстве (12) ожидае
мая продолжительность жизни при рожденю1 - это ожидаемая 

продолжительность жизни женского нас~ления, а общий коэффи
циент рождаемости - женский общий коэффициент рождаемости f2. 

Практические расчеты 

Теперь рассмотрим практические проблемы вычисления. Обыч
но данные о населении в точке Р имеются в годах по пятилетним 
возрастным tруппам: 0-4, 5-9 и т. д. Запишем Ко-4., К5-9 и т. д. для 
этих возрастных групп. Предположим, что в пределах каждой воз
растной группы население распределено равномерно. Кроме того, мы 
предполагаем, что значение функции дожития для каждой возраст
ной группы постоянно и равно ее значению в середнне интервала 
возраста. Тогда ( 10) и ( 11) можно записать: 

N_, (l) = 80 [ + Ко-4 I G (х) dx + + КБ-9 J G (х) dx + ... ] = 

-~ 16 [К о-•~ G (х) dx + КБ--9 j G ( х) dx + ... ] , (1 Оа) 

N (t) = е0 [ Ко-4 1~ G (х) dx.+ К5-9 r О (х) dx + ... J· (1 la) 
5/(2,5) J 51(7,5) ~ 

Интеграл G (х) в пределах пятилетних возрастных rpynп один· и 
тот же для всех населени:й. Значения его даны в табл. 3. 

Таблица 3 
ЗНАЧЕНИЯ J О (х) dx ДЛ.Я 

ПЯТИЛЕТНИХ ВОЗРАСТНЫХ ГРУПП 

Возрастные группы, 1 
JieT • 

0-4 
5-9 

10-14 
15-19 
20-24 
25-29 
30-34 
35-39 
40-44 

0-44 

Интеграл 

О, 18 
О, 18 
о, 18 
о, 17 
О, 13 
0,09 
0,05 
0,02 
0,00 

1,00 

12 Применение обычного общего коэффициента рождаемости и обычной llJЖH· 
даемой продолжительности жизни при рождении для обоих полов вносит лишь 
очень незначительную ошибку. 
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При этих значениях G (х) были вычислены 
м 

1 (r) = S e-rxo (х) d:x. 
о 

Результаты приведены в табл. 4. 

м 

ЗНАЧЕНИ.Я ИНТЕГРАЛА / (r) = S e-rxa (x)dx 
о 

l(еэффициент 
Интеграл 

Коэффициент 
прироста (и.а 

Разности 
прнроста (на Интеграл 

1000 человек) /(r) 1000 человек) /(r) 
(r) (r) 

.-20 1,369 23 16 0,797 
-19 1,346 23 17 0,786 
-18 1,323 22 18 0,776 
-17 1,301 22 19 0,766 
-16 1,279 21 20 0,756 
-15 1,258 20 21 0,746 
-14 1,238 19 22 0,736 
-13 1,219 18 23 0,726 
-12 1,201 18 24 0,717 
-11 1,183 18 25 0,708 
-10 1,165 17 26 0,699 
_g 1, 148 17 27 0,690 
-8 1, 131 17 28 0,682 
-7 1, 114 17 29 0,674 
-6 1,097 17 30 0,666 
-5 1,080 17 31 0,658 
_4 1,063 16 32 0,650 
_3 1,047 16 33 0,642 
-2 1,031 16 34 0,634 
- 1 1,015 15 35 0,626 

о 15 
1 0,985 14 36 0,619 
2 0,971 14 37 0,6]2 
3 0,957 14 38 0,605 
4 0,943 13 39 0,598 
5 0,930 13 40 0,591 
6 0,917 13 41 0,584 
7 0,904 13 42 0,577 
8 0,891 13 43 0,570 
9 0,878 12 44 0,563 

10 0,866 12 45 0,557 
11 0,854 12. 46 0,551 
12 0,842 12 47 0,545 
13 0,830 11 48 0,539 
14 ' 0,819 11 49 0,533 
15 0,808 11 1 50 0,528 

Табл11ца 4 

Разности 

1 J 
10 
10 
10 
10 
10 

·10 
9 
9 
9 
9 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
7 

1 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
6 
6 
6 
6 
6 
5 

Для того чтобы примениtь формулу ( 11 а), необходимо. знать 
ожидаемую продолжительность жизни при рождении. Иноt'да таб
лицы смертности уже вычислены, но так бывает не всегда. К сча
стью, в полустабильных населениях при условии, что коэффициент 
рождаемости велик, существует простое соотношение между общим 
коэффициецтом смертности и ожидаемой продолжительностью жиз-
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ни при рождении. Это соотношение было четко установлено в опуб
ликованном ООН исследовании. Оно представлено в таблице, пока
зывающей значения общего коэффициента смертности, соответст
вующие любому данному значению ожидаемой продолжительности 
жизни при рождении (табл. 5). 

" 

Табл11ца 5 
ПРИБЛИЗИТЕЛЬНОЕ"' СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ О)f(ИДАЕМОR 

ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬЮ ЖИЗНИ ПРИ РОЖДЕНИИ И ОБЩИМ 
КОЭФФИЦИЕНТОМ СМЕРТНОСТИ В СТАБИЛЬНЫХ 

И ПОЛУСТАБИЛЬНЬIХ НАСЕЛЕНИЯХ 

Ожндасма я про-
Общнi! коэффицщшт смертности 

Коэфф1щ11с11т 
(на 1000 человек) 

ДОЛЖllТСJIЫIОСТЬ 

1 
рождаемости вы111<', жн:шн nрн рожденин, 

чем лет коэфф11цне11т разность 

30 30 34,'i 12 
зо 31 33,5 13 
30 32 32,2 13 
30 33 30,9 11 
30 34 29,8 11 
30 35 28,7 11 
30 36 27,6 11 
30 37 26,5 ·9 
30 38 25,G lG 
зо 39 24,6 10 
30 40 23,6 9 
30 41 22,7 8 
зо 42 21,9 8 
30 43 21,1 8 
30 44 20,З 7 
30 45 19,6 7 
30 46 18,9 8 
30 47 18, 1 7 
30 48 17,4 7 
30 49 16,7 8 
30 50 15,9 7 
30 51 15,2 7 
30 52 14,5 6 
30 53 13,9 7 
30 54 13,2 6 
30 55 12,6 6 
30 56 12,0 6 
30 57 11,4 6 
30 58 10,8 5 
30 59 10,3 6 
30 60 9,7 6 
31 61 9' 1 5 
32 62 8,6 6 
33 63 8,0 5 
34 64 7,5 5 
35 65 7,0 6 
36 66 6,4 5 
37 67 5,9- 5 
38 68 5,4 5 
39 69 4,9 4 
40 70· 4,5 4 
41 71 4, 1 4 

• Соотношение имеет силу только в том случае, когда ~щиА коэффнцJlевт рождаемос.тlf 
превышает значение, данное в 1-м ~топбце. 
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Располагая этой таблицей, достаточно знать общий коэффициент 
рождаемости и общий коэффициент смертности, чтобы можно было 
применить формулу ( 12). Коэффициент прироста r получается вы· 
числением их разности, а соответствующие значения 1 (r) берутся 
из табл. 4. Значение ео берется из табл. 5. 

В принципе все применяемые общие коэффициенты - это коэф
фициенты для женского населения. Однако применение общих 
коэффициентов для всего населения (мужчин и женщин вместе) не 
вносит су·щественной ошибки. 

Теперь рассмотрим некоторые конкретные случаи. 
1. Начнем с применения предыдущей формулы к теоретическо

му населению, взятому из серии региональных стабильных населе
ний, вычисленН'Ъrх Коулом и Демени 13: женское насеJ1ение серии 
Запад, соответствующее ео=62,5 rода для женщин (уровень 18) и 
коэффициенту прироста r=ЗО,О на 1000. Тогда женский коэффи· 
циент рождаемости Ь=38,73%о .. Для r=ЗO,O°loo табл. 4 дает 
·/ (г) = 0,666. В табл. 6 показано, как вычисляются Рв и PN. 

Таблицаб 

ВЫЧИСЛЕНИЕ Р В И Р N В СТАБИЛЬНОМ НАСЕЛЕНИИ 

Возрастные Интеграл Населен не (2) х (3) 5l1(x) (4) : (5) 
группы G(:c) (3) (4)1 (5) (6) ( 1) (2) 

0-4 о, 18 1 673 301,1 4,651 64174 
5-9 о, 18 1 410 252,0 4,558 55,28 

10-14 0,18 1 204 216,7 4,522 47,92 
15-19 о, 17 1 027 174,6 4,484 38,94 
20-24 о, 13 873 113,5 4,430 25,62 
25-29 0,09 . 7.11 66,7 4,364 15,28 
30-34 0,05 627 31,3 4,289 7,30 
35-39 0,02 528 10,6 4,203 2,52 

Все ~9зрасты 10 ООО 1 166,5 257,60 

П римеч.ан.ие. Данные столбца 3 берутся из серий мод.ельных стабильных на
селеннй I(оула и Демени: женщцны, Запад, с. 60,~столбец R=ЗО,00. Данные столб· 
ца 5 берутся из серии модельных таблиц смертности Коула и Деменн: женщины. 
Запад, таблица (уровень 18), с. 19, столбец L(X) 

1166, 5. 16 - 1 . • 
Рв = 10 ООО - ,866, 

р = 62,5. 257,60 = 1 610. 
N 10 ООО ' 

Так как население находится в состоянии стабильности, то имеем 
также 

PN = еоЫ (r)= 62,5. 38,73. 0,666 = 1,612. 

~з С о а J е А. J. and D'e те n у Р. Regional rnodel Ше taЫes and staЫe po
pulations. Princeton, New Jersey, 1966. 
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Если же мы примем в расчет вид кривой l1(x) в человеческой по
nуляции, то можно избежать вычисления столбца 6 табл. 6. Итог 
столбца 6 приближенно равен итогу столбца 4, деленному 
на 5!1(10). · 

Здесь l1(10) =0,90762 и 
1166,5 

---- == 257,04, 
о, 90762. 5 

что дает PN= 1,607. 
Это значит, что мы имеем приближенную формулу: 

Р - ео Рв ео Р 
N - 5lJ ( 10) • W = ROL1 ( 10) 8

'· 

и обратно 

(13) 

(14) 

В полустабильном населении ввиду того, что РN=еоЫ (r), имеем: 

8011 (10) 
Рв= e0Ы(r)=80l1 (10)Ьl(r). (15) 

Во 

II. Теперь приведем пример вычислений на реальном населении: 
женское население Мексики по переписи 1960 г. Таблицы смертно
сти были вычислены в Коледжио де Мехико для 1959-1961 rr. 14 

Они дают для женщин ожидаемую продолжительность жизни при 
рождении 60,32 года. 

В табл. 7 показано подробно вычисление Рв и PN. Как и в боль
шинстве развивающихся стран, население Мексики имело возраст
ное распределение, мало изменяющееся во времени (табл. 8). Это 
означает, что оно может рассматриваться как полустабильное насе· 
ление. Поэтому PN можно вычислять по формуле РN=еоЫ (r). 

В табл. 9 приведены данные, позволяющие вычислить общий 
коэффициент рождаемости женского населения Ь и коэффициент 
прироста r. Находим: Ь=45,2%о и r=34,5%o; прИ таком значе· 
нии r величина / (r) =0,630. 

Следовательно, 

:. р = 60. 32 • ~ 5. 2 • о' 630 ::;::: 1 718. 
N 1000 ' 

По сравнению с предыдущим значением { 1,620) различие суще· 
ственнQ и заслуживает некоторых комментариев. 

1. Во-первых, когда вычисляются таблицы смер,Jности, как в 
случае Мексики, данные переписи обычно корректируются, чтобы 
принять в расчет недоучет детей в младших возрастах. Отсюда еле-

14 Z е n t е n о :Raul Benitez and А се v е d о Gustavo Cabrera. ТаЫаs abrevi
das de mortalidad de la poЫacion de Mexico, 1930, 1940, 1950, 1960. El Colegio de 
Mexico. Mexico. · 
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дует, что ожидаемая продолжительность жизни при рождении, со· 

ответствующая таблице смертности, не согласуется с зарегистриро
ванным общим коэффициентом смертности. 

В случае Мексики в табл. 7 исправленная ! 5 численность в пер
вой возрастной группе 0-4 равна 3 271 ООО вместо 2 840 ООО. При 
этом значении мы имеем: 

исправленное Рв= 1,905; 
исправленное Р N = 1,638. 

Таблица 7 

ВЫЧИСЛЕНИЕ РВ И PN ДЛ.Я ЖЕНСКОГО НАСЕЛЕНИЯ 

МЕКСИКИ, 1961 r. 

Возрастные Интеграл · 
Население 
no переписи (2) х (3) 5lJtx) (4) : (5) 

группы G(x) 1960 г" тыс (4) (6) 
( 1) (2) (З) 

(5) 

0--4 С', 18 2 840 1 51 l ,2 4,556 112,2 
5--.-9 О, 18 2 611 470,О 4,397 106,9 

10-14 о' 18 2 123 382, 1 4,350 87,8 
15--19 {)' 17 1 796 305,3 4,320 70,7 
20-24 О, 13 1 542 200,5 4,270 47,7 
25-29 0,09 1 309 117,8 • 4,206 28,О 
ЗО-34 0,05 1 043 52,2 4,123 12,7 
35-39 0,02 о 962 19,2 4,024 4J8 

Все возрасты 17 508 
1 

2058,3 470, 1 

2058,3 • 16 
Р в= 17 sов = 1' gю; 

470, 1 • 60, 32 
PN= l О = 1,620. 

7 5 в 

. Примечания: Столбец (3). Данные взяты из таблиц смертности, опублико· 
ванных Коледжио де Мехико (ор. cit., р. 34). 

Столбец (5). Данные взяты из таблиц смертности, опубликованных Коледжио 
де Мехико (ор. cit., Cuadro 3, р. 60, столбец nL:c). 

" 2. При вычислении табшщ смертности для населения. Мексики 
было принято предположение, что в регистрации смертей недоучет 
отсутст~ует. Мексиканские власти считают регистрацию полной, од
нако известно, что достичь этого очень трудно, и, возможно, неко

торый недоучет остается. Поэтому значение ожидаемой продолжи
тельности жизни при рождении, принятое в предыдущих вычисле

ниях, преувеличено. 

В табл. 7 незначительная ошибка в значении ео не оказала су
щественного влияния на результаты. В этой таблице мы делим воз" 
растной состав реального населения на возрастной состав стацио
нарного населениЯ', соответствующего таблице смертности, при~:я-

15 Исправленные значения взяты из таблиц смертности, опубликованных Ко
леджяо де Мехико (ор. cit., Cuadro 3, р. 14). 
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Таблица 8 

803РАСТНОИ СОСТАВ ЖЕНСКОГО НАСЕЛЕНИЯ ПО ПЕРЕПИСЯМ 

НАСЕЛЕНИЯ МЕ~СИКИ 1930, 1940, 1950 и 1960 rr. 

Возрастные группы 1930 г. 1940 r. 1950 r. 1960 r 

о 29 772 26 278 30 830 162 688 1-4 117 442 115 992 119 929 
5:._9 133 338 139 361 138 465 149 558 

10-14 95 335"' 116 107 105 875 121 646 
15-19 105 7991< 103 136 94 3'20 102 894 
20-24 99 863 81 141-!< 79 433 88 333 
25-29 91 695 84 317* 56 082"' 74 970 
30-34 68 903 68 743 61 097* 59 713 
35-'39 62 710 70 407 47 634 55 074 
40-44 50 661 48 971 41 235 39 350* 
45-49 38 067 39 699 32 359 35 690* 
50--54 34 326 31 818 20 411 30 702 
55-59 19 261 22 054 22 106 22 607 
60-64 23 547 21 571 12 967 21 348 
65-69 10 175 11 583 9 735 12 068 
70-74 8 866 8 446 5 049 9 856 
75-79 4 014 4 500 3 941 5 534 
80-84 3 811 3 363 4 037 
85-89 1 139} 
90+ 734 2 510 2 974 3 924 336 

187 
0-14 375 887 397 738 404 782 433 892 

15-44 479 631 456 715 444 441 420 334 
45 и старше 144 483 145 544 150 777 145 766 
Все возрасты 1 ООО 001 999 997 1 ООО ООО 999 992 

• Снижение рождаемости вследствие гражданской воf\ны с последующим компенсаторным 
nодъемом числа рождений. 

Таблица 9 

МЕКСИКА. ЗАРЕГИСТРИРОВАННОЕ ЧИСЛО РОЖДЕНИИ И CMEPTJ::~ 

1959 г. 
1960 г. 
1961 г. 

Среднегодовое число 
Число рождений девочек * 
Численность женского населения 

Зарегистрированное 1 
число рождений 

(оба пола) 

1 589 606 
1 608 174 
1 647 006 
1 614 929 

791 315 
17. 507 809 

• Общее число рождений, умноженное на 0,49. 

Женский коэффициент рождаемости: 791 315 -о,0452 
17 507 809 

187 201 
Жене.кий коэффициент смертности: 

17 507 809 
-О,0107. ·. 

Коэффициент прироста -О,0345. 
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190 019 
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той для вычислений. Небольшие расхождения в таблице смертности 
не изменят очень существенно возрастной состав стационарного 
населения. 

Однако, когда мы применяем формулу РN=еоЫ (r), ошибка в ео 
полностью отразится на PN. При ожидаемой продолжительности 
жизни при рождении, равной 57,5, вместо 60,32, два вычисления 
дали бы сходные результаты. 

Вычисления в· табл. 7 не должны быть очень сильно затронуты 
этим снижением ео на 2,8 года, и формула РN=еоЫ (r) дала бы 

р - 57,5. 45,2. 0,630 1 638 
N- 1000 = 1 • 

3. Население Мексики не является в точности полуста
бильным, и формула РN=еоЫ (r) дает только приближенный ре
зультат.· 

111. Наконец, мы даем в табл. 10 и 11 брутто-потенциал роста 
Рв и нетто-потенциал роста PN для стабильных населений серии 
Запад, вычисленных Коулом и Демени. Рис. 3 и 4 иллюстрируют 
эти две таблицы. На каждом графике изображена кривая, соответ
ствующая постоянной плодовитости при брутто-коэффициенте вос
произ~одства, равном 3,00. Она представляет примерно путь, кото
рым шла эволюция населения в большинстве развивающихся стран 
в течение последних 30 лет. 

Таблица 10 

НЕТТО-ПОТЕНЦИАЛ РОСТА В СТАБИЛЬНЫХ НАСЕЛЕНИ.ЯХ СЕРИИ ЗАПАД, 

83,SITЫX ИЗ «РЕГИОНАЛЬНЫХ МОДЕЛЬНЫХ ТАБЛИЦ СМЕРТНОСТИ 

И СТАБИЛЬНЫХ НАСЕЛЕНИЯ:. 

I<оэффи· 
Ожндаем11я продолжительность жизпи 

циент при-
при рождении для женщин, J\ет 

роста 

1 1 1 1 

1 

1 

(ка 1000 
30 40 50 60 70 

1 
75 77,5 человек) 

10 1, 134 1,163 1,189 1,211 1,234 1,248 1,257 
20 1,251 J,310 1,364 . 1,411 1,460 1,492 1,519 
30 1,350 1,439 ' 1,520 1,593 1,669 1,718 1,746 
40 1,431 1,547 1,653 1,750 1,852 1;916 1,952 
50 1,493 1,633 1,762 1,881 2,005 2,082 2, 126 

Брутто-
коэффициент 
воспроиз-

водства 1 

(GRR) рав-

1'158 1,326 1,485 1,654 1,797 \· 1,880 1,927 НЪIЙ 3,00 
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Рис. 4. Бругто-потенциал роста в серии модельных 
стабильных населеняй (Коул А. н Демени П. 

Запад) 



Таблица 1t 

БРУТТО-ПОТЕНЦИАЛ РОСТА В СТАБИЛЬНЫХ НАСЕЛВНИ.ЯХ СЕРИИ ЗАПАД, • 
ВЗЯТЫХ ИЗ «РЕГИОНАЛЬНЫХ МОДЕЛЬНЫХ ТАБЛИЦ СМЕРТНОСТИ 

l(оэффи
циент при

роста 

(на 1000 
человек) 

10 
20 
30 
40 
50 

Брутто-
коэффициент 
воспроизвод-

ства населе-

ння (GJЩ) 
равный 3,00 

30 

1, 758 
1,939 
2,093 
2,218 
2,315 

1,795 

И СТАБИЛЬНЫХ НАСЕЛЕНИЯ» 

40 

ц30· 
1,836 
2,017 
2, 168 
2,289 

1,852 

Ожидаемая продолжительность жизни 
при рождении для женщин, лет 

50 60 70 

1,523 1,435 1,352 
1, 747 1,672 1,599 
1,947 1,888 1,828 
2, 117 2,074 2,028 
2,257 2,229 2,196 

1,902 1,960 1,968 

75 77,5 

1,306 1,284 
1,562 1,542 
1,798 1,783 
2,005 1,994 
2,179 2, 171 

1,968 1,968 

Вследствие снижения смертности нетто-потенциал роста PN уве
личился очень значительно. Напротив, брутто-потенциал роста Рв 
увеличился ненамного. _Объясняется это тем, что снижение смерт
ности не изменило существенно возрастной состав населения. Сни
жение смертности несколько увеличило долю молодых людей, что 
привело к некоторому увеличению Рв . 

• 
Перевод Г. А. Бондарской, 



Густав Файхтингер 

СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВЫБЫТИЯ 

В СТАТИСТИКЕ НАСЕЛЕНИЯ 

G. F е i с h t i n g е r. Stocl1astiscl1e Dekrementmodel\e der Beyo\
keшngsstatistik, Biometrische Zeitschrif t, Hef t 2, 1972, S. 
106-125. 

I. ВЕРБАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

1. Введение 

В первой части работы мы рассмотрим вопрос о той роли, кото
рую математические методы играют в статистическом изучении на
селения. В статье характеризуется современное состояние модели
рования и обосновывается необходимость второй, формальной ча
сти работы. Далее будет введено точное определение демографи
ческого явления и на основе общей характеристики схемы стоха
стического процесса выбытия будет показано, как стохастические 
модели выбытия могут применяться для моделирования таких ос
новных демографических явлений, как «смертность», «брачность_», 
«раэводимость» и т. д. 

2. Наука о народонаселении 

2.1. Положение науки о народонаселенuи в ФРГ 

Наилучшее представление о положении науки о народонасел"е
нии в ФРГ и других германоязычных странах дают две статьи-Шуб
нелла 1. Ситуация, оп:Исанная в этих статьях, вряд ли изменилась 
в по{Iьэу демографии за время, прошедшее со дня публикации. 

Не останавливаясь на подробностях, можно сказать, что разви
тие науки о народонаселении в ФРГ в послевоенный период суще
ственно отстает от е'е стремительного развития в США, Франции, 
Скандинавских странах, Англии. Ярким доказательством подобного 
утверждения может стать тот факт,. что во всей Федеративной Рее-" . 

1 S с h и Ь п е 11 Н. Die Entwicklung der Demographie in Deutschland, ihr 
gegenwartiger Stand und ihre Aufgaben. Studium Geneгale, vol. 12, 1959, 
S. 255-273; S с h u Ь n е 11 Н. Demography ,in Germany. The Study of Populatlon, 
Chicago, 1959. 
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публике (как и в Австрии) нет ни одной кафедры демографии ( ака
демическое представительство этой науки обеспечивается экономи
ко-статистическими кафедрами). Демография в ФРГ среди прочих 
социальных наук занимает относительно скромное положение, что 

не соответствует ее значению, которое наверняка еще возрастет в 

будущем (демографический взрыв, планирование семьи, кризис об
разования и т. д.). Учитывая эти обстоятельства, можно понять и 
мотивы написания настоящей статьи: внести небольшой вклад в 
изучение демографии. 
Мы рассмотрим здесь некоторые математико-демографические 

модели с тем, чтобы увеличить по возможности круг лиц, потен
циально заинтересованных в таких моделях. С нашей точки зре
ния, было бы, разумеется, неверно в возможном «демографическом 
ренессансе» опираться на теории, преодоленные развитием матема

тической статистики. Именно поэтому мы и начинаем с математиче
ских методов как части демографического анализа (см. 2.2). По
ложение математического исследования населения в ФРГ остав
ляет желать много лучшего. Немецкое Статистическое общество 
(один цз основных центров демографических исследований) настоя
тельно рекомендует в своем циркулярном письме No 53 от октября 
1969 г. пользоваться математическими методами: с ориентировкой 
на их практическое применение в экономических и социальных 

науках. В то время как современные экономико-математические 
мет.оды (сравнительно) успешно применяются и в ФРГ с помощью 
эконометрии и исследования операций, в демографии иное положе
ние: книга В. Винклера «демометрия», которая среди работ по ма
тематике населения в США выглядит как описательное произведе
ние, в ФРГ оценивается как руководство к расчетам. 

2.2. Место математических методоо в демографии 

Согласно· Пресса 2 различают три этапа демографических иссле-
дований, а именно: 

а) сбор статистических данных; 
б) демографический анализ; 
в) изучение факт9ров демографических явлений. · 
Задача статистики населения состоит в регистрации демографи-

ческих событ:ий (рождений, смертных случаев, браков и т. д.), с од
ной стороны, и в измерении длительности отдельных демографиче
ских состояний (длительности жизни - возраста, продолжительно
сти брака, интервала между двумя последующими родами у жен

щинь1 и т. д.) - с другой. 
После того как демографические явления получают свое коли

чественное опиtание (пункт а), вся собранная количественная ин
формация долже:а быть подвергнута дальнейшей обработке, в ходе 
которой «сырой» материал преобразуется в специальные «тонкие» 

2 р r е s s а 1. R. L. L'Analyse Dernographique. Concepts-Methodes-R.esultats. 
Deuxierne Edition. Paris, 1969. (Есть русский перевод с первого издания: Пр е с
е а Р. Народопаседенне,и его изучение. М., .:Статкстика», 1966) 
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показатели. Как известно, методами такой обработки занимается 
теоретическая статистика. Известный пример дает статистика 
смертности: на основе данны.х о числе смертных случаев в течение 

некоторого интервала времени, подразделенных по полу i1 по возра
сту умерших, строятся таблицы смертности. Этап исследований, по
лучивший название демографический анализ, занимает ключевую 
позицию: он является не только основой для изучения факторов де
мографических явлений, но и определяет характер и технику стати-
стического наблюдения населения. -

Получение данных на основе статистических наблюдений и по
следующая сводка информации не являются самоцелью, хотя пред
ставляют собой неизбежный этап статистического исследования. 
Цель демографическпх исследований состоит в более глубоком про
никновении в механизмы процессов воспроизводства населения для 

получения более точных демографических прогнозов. Наконец, ста
тистика населения должна оказать содействие в разработке поли
тики населения (в смысле оптимального контроля, имея в виду пла
нирование семьи). Анализ факторов демографических явлений 
можно описать следующим образом: выбирается некоторая количе
ственная характеристика определенного демографического явления 
(пункт б) и ряд демографических, социальных и экономических ха
рактеристик, влияние изменения которых на изучаемое явление 

представляется существенным, и исследуется связь изменения этих 

признаков с вариацией выбранной численной характеристики. 
Пример: плодовитость (измеренная с помощью одного из многочис
ленных показателей) в зависимости от места жительства (город или 
село), вероисповедания, образования, дохода и т. д., 

Основой для анализа факторов демографических явлений слу
жит, таким образом, демографический анализ, тесно связанный с 
моделированием. Необходимость применения демографических мо
делей вызвана прежде всего тем, что изучае~ая статистическая 
информация отражает влияние комплекса факторов, что мешает 
выделить реальные факторы, определяющие изменение характера 
движения населения. Формальная модель вынуждает исслеДЬвате
ля·, в противоположность .словесным объяснениям, к точному ука
занию всех положенных в основу модели предпосылок, и_ выводы" 

полученные на основе модели, должны с логической строгостью сле
довать из этих предпосылок. Вследствие этого недостатки формаль
ной модели видны гораздо лучше, чем в случае чисто словесного 

объяснения. Значение демографического моделирования еще более 
возрастает из-за того, что в социальных науках (в отличие от есте
ственных) возможность для экспериментов весьма ограничена. По
строение моделей прин~мает в силу этого на себя ряд функций, за
меняющих эксперимент в естественных науках. Более того, выяс-
.няется,что демографические модели имеют ярковыраженный спе-
цифический характер среди моделей, принятых в других социалъ· 
пых науках (см. Бартоломью 3). 

3 В а r t h о 1 о m е w D. J. Stochastic Models for Social Processes, London, 1967" 

166 



Другим, с нашей точки зрения, решающим преимуществом де
мографического моделирования представляется возможность поль
зоваться для качественно различных демографических процессов 

одним" и тем же (или близким) формальным аппаратом. В каче
стве примера мы напомним теорию замещения (в непрерывной или 
дискретной форме), которая привлекается при моделировании ро
ста населения и в некоторых моделях плодовитости (см. Файхтин
гер 4). Возможность применения однотипных демографических таб
лиц как для описания смертности, так и для измерения брачности 
дает другой пример (см. ниже). 

Математическая теория населения может быть определена как 
теория построения формальных демографических моделей. Тем са
мым она призвана создавать основу для конкретного демографиче

ского анализа. Правда, и теперь ряд исследователей, полагаясь ско
рее на свою особую интуицию, отрицает полезность формальных 
моделей, поскольку существенные черт:Q1 реальности не отражаются 
при моделировании. В споре с ними статистика населения (в рам
ках нашей схемы к ней относятся этапы а и б) сама по себе служит 
убедительным доказательством необходимости моделей: многое в 
ней не однозначно и ее история знала немало ошибок (см., напри
мер, 5.2, где рассматривается вопрос о среднем возрасте вступле
ния в брак). Значение демографических моделей возрастает в свя
зи с тем, что ряд показателей может быть интерпретирован только 
в рамках модели. Внутри моделирования различают три фазы: по
строение модели, анализ и проверка модели (на этом мы еще оста
новимся во второй части). В заключение укажем еще несколько ра
бот, посвященных математике населения. Среди них работы Кей
фица, Хюрениуса, Хоума, Винклера 5• 

2.3. Макро- и микродемография 

Экономиче<;кая теория логически может быть подразделеf{а на 
микро- и макротеорию. Некоторые авторы предложили подобное 
разделение и в статистике населения (см. работы Хюрениуса, Ле-
дермана, Винклера, Файхтингера 6). · 

4 F е i с h t i n g е r G. Stochas-tische Modelle demographi~cher Proze.sse, Un
veгoffentlichte Habllitationsschrift ап der Rechts und Siaatswissenschaftlichen Fa
kulfiit der Universitiit Вопп, 1970. 

5 К е у f i t z N. Introduction ti the Mathe~atics of population, Mas~achu~etts. 
1968, р. 113-128; Ну r е n i u s Н. Demometп .. _D~n forr:n~lla befolkшngslara.ns 
grunder. Gбteborg, 1966; Ное m J. М. Probab1l1st1c fert1llty models of the llfe 
.tаЫе type. Workings papers from the Ce.ntral Bureau of ~tatistics of Nor.way, Oslo, 
1969; W i п k 1 е r W. Demometrie, Berlш, 1969; К е у f 1 t z N. Populatюn Mathe
matics. General Conference of the UJSSPf London, 1969, vol. 1, р. 113-128. Liege, 
1971. (См. руёский перевод в настоящем сборник~.) . . . 

6 Н у r е n i u s Н. New Technique for studyшg demograph1c-econom1c-soc1al 
interrelations. Demographic Institute, Report 3. University of Gбteborg, Sweden, 
1965; L е d е r m ал n S. The use of population models. Proceedings of the World 
Populations Conference (Belgrade, 1965) , vo!. Ш .. New York, 19?7, 234-237; 
W i n k 1 е r W. Demometrie, Berlш, 1969; F е 1сht1 п g е r G. Ор. c1t. 
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Макромодель: различные состояния этих моделей описываются 
через численности совокупностей лиц, распределенных по некото
рому набору демографических признаков, изучаемые в их времен
ном развитии. Поскольку состояния модели описываются через. 
распределения, назовем эти модели моделями распределений. При
мер: теория стабильного населенпя, разработанная Латкой 7 в не
прерывной форме и Лесли 8 и его последователями в дискретной 
форме; при этом рассматривается распределение по полу и возра
сту. 

Микромодель: ecmr моделировать демографические процессы на 
индивидуальном уровне, как бы рассматривая их через увеличи
тельное стекло, то различные состояния модели будут оппсываться 
как те состояния, в которых могут паходпться отдельные лица (на

пример, брачное состояние)~ Каждый :индивид характеризуется на
бором демографических признаков (состояний) в их последователь-
ности во времени (индивидуальные модели). · 

Отдельные параллельно протекающие микропроцессы при объ
единении дают ·9снову демографических таблиц, модель для анали
за и статис.тпческого описания развития когорт (см. работы Швар
ца, Фрейтага п Файхтингера 0). Модели, включающие в себя при
знаки отдельных лпц, и связанные с этим ·проблемы оценки интен
сивности мнкропроцессов могут трактоваться как связующее звено 

между микро- и макротеорией. 
В данной работе мы ограничимся микромоделямп. 

2.4. Стохастические модели в демо"графии 

Классические математические методы в демографии, неразрыв
но связанные с именем Лотки, опираются на детерминистичесю;е 
модели. Согласно Родсу io это означает: 

если известно состояние населения на момент fo (в частности, со
стояние населения может быть описано распределением населения 
по полу и возрасту), то и для каждого будущего момента t > to это 
состояние можно точно предсказать на основе теории. 

Вместе с тем, как подчеркивал Д. Г. Кендел н, адекватная трак
товка процессов движения населения должна учитывать влияние 

случая. Детерминистические модели не принимают в расчет возмож-

7 L о t k а А. J. Tblorie Analytique des Associatons Biologiques. II. Aпalyse 
demographique avec application particuliere а l'espece humaine. Actualifes ScienЩi
ques et lndustrielles, п~ 780, Paris, 1939. 

в L е s 1 i е Р. Н. On the use of matrices in certain population mathematrc.s. 
Biometrika, vol. 33, 1945, р. 183-212. _ 

9 S с h w а r z К. Die Langsschnittbeobachtuпg als neue Aufgabe der Bevolke-i 
rungsstatistik. Allgemeines Statlstis~hes Archiv, ~ol. 52, 1968, S. 44-58; Fr"e)7'
t а g Н. L. Statistische ProЫeme einer systemat1schen Beobachtung der Bevolk&
ruпgsbewegung. - «Das Koпzept der Demographischen Gesamtrechnung:.. Allge
melnes Statistisches Archiv, vol. 53, 1969, S. 329-345; F е i с h t i n g е r G. Ор. Cit 

10 R h о d е s Е. С. Population mathematics I, II, JII. Journal of the Royal St4-_ 
tistical Society, vol. 103, 1940, р. 61-89, р. 218-245, р. 362-387. · " 

11 К е п d а 11 D. G. Stochastic processes and population growth. Journal ~ 
the Royal Statistical Society, Series В, vol. 11, 1949, р. 230-264. 
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ность того, что если бы процесс неоднократно повторялся, то из од
ного и того же начального состояния можно было бы прийти к раз
личным реализациям движения населения. Только стохастические 
модели позволяют выявить случайные отклонения от направления 
развития. 

Правда, здесь следует отметит~, что в макродемографии (на
пример, в прогнозах населения) в связи с тем, что показатели за
мещения групп мало подвержены сЛ'учайным колебаниям, детерми
нистические классические модели вполне достаточны для практиче

ских целей. (Для небольших совокупньстей, в частности при умень
шении численности населения, стохастический анализ может, напро
тив, иметь действительно практическое значение.) И все же стоха
стический анализ моделей распределений, который приводит к мно
гомерным ветвящимся процессам 12, имеет несомненный теоретиче
ский интерес. Итак, если в макромоделях в большинстве случаев 
случайные колебания компенсируются, сглаживаютск ·(точнее, дис
персия мала), то в микромоделях стохастические колебания пре:д
ставляют собой необходимый, обязательный элемент модели. . 

Следует привести еще и другие соображения в пользу стохасти
ческих моделей: 

возможность оценки ошибок прогноза; 
ст-атиётическая оценка границ изменения параметров моделей и 

проверка демографических гипотез (применяется в изучении фак· 
торов демографических явлений); 

выявление расхождений или противоречий между ранее прове
денным анализом и последующими результатами; 

получение адекватных измерителей для демографических явле· 
ний (значение моделирования в практике статистики населения); 

возможность интерпретации некото·рых статистических данны.х 

из числа публикуемых Федеральным статистическим управлением 
с учетом того, что в них сказалось действие определенных случай
ных факrоров (в результате этого повысится точность и улучшится 
соrюставимость данных официальной статистики). 

3. Демографические явления 

Наша тема - демографические микромодели. В течение жизни 
человека или некоторого ее периода происходят различные измене

ния его демографических признаков. На протяжении своей жизни 
человек прохqдит через ряд сdстояний. При прогнозе будущего хода 
подобного индивидуального развития на множестве во~можных со
стояний возникает элемент неопре;1.еленности. Итак можно сказать~ 
что явления, изучаемые демографической микротеорией, суть инди
видуал.ьные.1 динамические и стохастические явления. 

12 F е i с h t i п g е r О. Ор. cit. 
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3.1. Введенные понятия 

Демографические микромодели описывают различные демогра
фические явления. Примером этого могут служить: смертность 
брачность (точнее, первый брак, повторный брак), плодовитость' 
расторжение брака и т. д. Пресса 13 дал точное определение дл~ 
понятия демографического явления. Для анализа демографическпх 
явлений пригоден методический инструментарий элементарной ста
тистики н. .. 

Объекты, изучаемые в рамках статистики населения, назовем 
демографическими единицами. Ими являются индивиды (лица) или 
выделенные небольшие группы индивидов (супружеские пары, до
машние хозяйства). 

Демографическим признаком называется такой перечень поня
тий, характеризующпх демографическую единицу, что каждой еди
шще соответствует одно и только одно понятие из данного перечня. 

При.мер: пол, вероисповедание, место рождения, продолжительность 
состоя1щя в браке. Значения признака (определяющие понятия) мы 
назовем де.мографическими состояния.ми. Пример: женский пол, 
30 лет, евангелистка, Бонн, 4 года и 3 месяца. Те признаки, значе
ния которых, соответствующне данной демографической единице, 
могут меняться, мы назовем делtографиttескими переменнЬtми. 

Введем еще однн термин для обозначения этих изменений: изме
нение демографического состояния назовем демографическим со
бытием. 
Мы изучаем здесь нзменепие определенных демографических 

признаков единиц wли пх сочетаний во времени (последователь-
1юсть демографических состояний). Для этого необходимо четко 
определить период наблюдения. В то время как конец периьда на
блюдения свой в каждом конкретном случае, данное явление, как 
правило, становится возможным только пос.це наступления опреде

ленного, так называемого первоначального события ( evenement-ori
gine согласно Пресса 15). Так, можно говорить о брачной плодови
тости только после заключения брака. 

Итак, демографическим явлением назовем следующую систему 
пз трех понятий: <единица, признак(и), первоначальное собы
тие>. 

3.2. Другие различия 

В зависимости от того, изучаются ли только выбытие из совокуп
ности лиц с данным значением признака или развитие демографи
ческих состояний во времени, МЬJ различаем два вида демоrрафиче
ских явлений. 
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Явления выбытия 

В названной категории моделей мы рассматриваем процесс вы
бытия из совокупности единиц, находящихся в определенном на" 
ступившем в результате некоторого первоначального события 

демографическом состоянии вследствие изменения этого состояния, 
а также причины его изменения. Сразу после изменения значения 
изучаемого признака наблюдение прекращается. 

Явления с несколькими возможными состояниями 

Модели этого типа изучают значения демографического призна
ка и их взаимосвязь во времени (на протяжении длительного пе
риода, а не в определенный момент). Типичные примеры: модель 
занятости, модель формирования семьи (увеличение с возрастом 
женщины числа рожденных ею детей). 

В данной статье мы ограничиваемся процессами чистого выбы
тия. 

3.3. Характеристика демографических явлений 

Динамические явления могут описываться через наступление 
события и интервалы времени, разделяющие эти события. Согласно 
Пресса 16 мы рассматриваем следующие переменные, характерные 
для демографических явлений: . 

а) интенсивность демографического явления - среднее число 
соответствующих событий на демографическую единицу. Пример: 
вероятность рождения ребенка, вероятность вступления в брак; 
коэффициент воспроизводства; 

б) календарь демографического явления - распределение де·· 
мографических событий во времен.и. В частности, математическое 
ожидание и дисперсия длины интервала времени до момента выбы
тия. Пример: средний возраст вступления в брак, средний возраст 
матери при рождении дет.ей. 

II. ФОРМАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

Изучение моделей выбытия начнем со следующего простейшего 
примера. 

4. Процесс старения 

4.1. Описание модели 

Демоrрафичес.кое явление «смертность» можно описать, интер

претируя схему из п. 3 следующим образом: 
демографическая единица = лицо определенного пола; 

1в р r е s s а t R Ор. cit , р. 70. 
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демографическпй прнзнак = возраст х (в виде целого числа ис
лолнившихся лет) ; 

первоначальное событие = рождение. 
Стохастическое движение единицы в виде последоват~льности 

возможных состояний описывается с помощью следующей диаграм
мы состояний (рис. 1). На ней показаны возможные «пути», кото
рые проходит лицо, достигая демографических состояний «Возраст» 
(w - ... максимально возможный возраст как число исполнивших
~я лет). 

Р11с. l. Днаrрамма состояш1fi простого процесса 
nыбытня 

В состоянии «Возраст Х» индивид имеет две возможности пере
хода (х= О, 1, ... , w-1), а именно с вероятностью Рх. перейти в воз
растную группу х+ 1 (в исполнившихся годах) и выбыть в резуль
тате смерти с вероятностью Qx· 

Если принять состояния «возраст х» из набора Т= {О, 1, 2, ... , w} 
за переходные состояния и «смерть» за поглощающее состояние 1, 
то по графу Маркова, изображенному на рис. 1, можно построить 
следующую стохастическую матрицу: 

1 о 1 2 w 
1 о о о о I 

Й= 
Qo о Ро о о о 

Q1 о о Р1 о 1 (1) 

qw-1 о Pw-1 w-1 
1 о о w -

Процесс выбытия (точнее, процесс старения) описан с помощью 
одноступенчатой переходной матрицы { 1), как копечная поглощаю
щая цепь Маркова, что соответствует предположениям Кемени и 
Снелла 17 , в силу чего можно применить матричный аппарат, разра
ботанный этими авторами. Марковская цепь ( 1) безвозвратна 
в том смысле, что однажды уже принятое переходное состояние не 

может возникнуть снова. Здесь уместно ~помянуть и о работе Сайк-

17 К е m е n у J. G. and J. L S пе 11. Finite Markov Chains: Princeton, 1960. 
(Есть русский перевод с первого издания: К ем е н и Дж. Дж. и С н ел л 
дж. Лор н. Конечные цепи Маркова. М" ~Наука», 1970.) 
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са , которын пользуется эргодическими цепями Маркова в иссле-
дованиях населения. · 

Не трудно теперь обобщить эту модель на случай нескольких 
причин смерти. Для этого необходимо ввести вероятн.остu выбытия 
в течение года Qx1· различающихся по причинам смерти re::A = {1 
2, ... , а} п возрасту. При этом получаем: ~qx1·=qx. Соответствую~ 

r 
щая цепь имеет теперь а поглощающих состояний и следующим об-
разом описывается с помощью матрицы, состоящей из четырех под
матриц: 

[J о] И= Q Р. (2) 

При этом подматрица J - это единичная матрица а-го по
рядка и подматрица О - нулевая матрица размерности а. (w+ 1). 
Подматрица Q - матрица размерности (w+ 1) ·а называется мат
рицей поглощения (она описывает вероятность перехода в течение 
года в поглощающее состояние, соответствующее причине смер
ти r), ее элементы вероятности qx.r (в ( 1) подматрица Q состояла 
из вектора-столбца): Подматри-ца Р матрицы перехода порядка 
(w+ 1) · (w+ 1) имеет наддиагональную форму и переводит индиви-
да в следующ~ю (более высокую) возрастную группу. 

4.2. К оценке вероятностей перехода 

Согласно Файхтингеру t9 равенство ( 1) позволяет построить 
микромодель таблиц смертности в следующем смысле. Таблицу 
смертности можно рассматривать как последовате.r:ьно~ть записей, 

регистрирующих смертность некоторой совокупности (когорты) ин
дивидуумов, жизнь каждого из которых, независимо от других, опи
сывается случайным процессом с матрицей Р. (Под когортой _мы 
понимаем здесь произвольную совокупность_ демографических еди
ниц, с которыми в течение некоторого постоянного короткого проме

жутка времени, как правщю, в течение года, произошло одно и 

то же первоначальное демографическое событие.) Таким образом, 
каждый индивид из данной когорты должен, независимо от других 
индивид.ов, подвергаться такому же риску выбытия или иметь оди
наковые шансы дожития. Напомним о следующих трех столбцах, 
содержащихся в каждой таблице смертности: 

х - возраст в виде целого числа исполнившихся лет; 

lx - число лиц, доживающих до возраста х; 
dx - число лиц, умирающ~х в возрастной группе х, т. е. винтер

вале возрастов х= (х, х+ 1). 

1з S у k е s z. М. Population projections and Markov cbains. General Confe-
rence of the JUSSP, London, 1969, vol. 1, Liege 1971, р. 170-1~4. . 

19 F е i с h t i n g е r G. Einige Resultate a?s der Bevolkerungsmathemat1k. 
Operations Research· Verfah.ren V lll. Tagungspa_p1ere der 2. Oberwoliacher Tagurig 
<Мathematische Methoden in den Wirtschaftsw1ssenschaften», Oktober 1969. Hain, 
1970. 
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В этом случае оценку повозраствыJS: вероятностей дожития и 
смерти получаем следующим образом: 

Р.л = lх+1Г;1 ; qx = d);
1

• (З) 
Если подразделить число dx по прпчипе выбытия х, то dx1· - ч1-1с

ло лиц, умирающпх в возрасте х от прпчпны х, н можно в соответ

ствии С qx1• получить: 

qxr = dx/;
1 

• • (4) 
СвойсJ.:ва подобных оценок рассмотрены в работах Файхтинге

ра 20. Трущlости теории ( еслп о теор пи уже можно говорить) со
стоят в том, что в равенствах (3) п (4) п делптель и делимое суть 
случайные велвчнны. Отметим также, что в подобных оценках сово
куппостп важную роль пграет тот факт, что в общем случае пара
метры Рх, qx, qxr для различных лиц когорты могут принимать раз
личные рпаченпя, делая общую сово1<упность неоднородной. В ре
зультате раэделенпя на отдельные. совокупности можно поJ1учить 

более высокую степень однородностн. Пример: таблицы смертности 
для групп населенных пунктов разной nелпчrшы п таблицы смерт-

. ностн в завпснмости от семеiшого положенпя, см. публикации Фе
дералыюго статистического управления 21 • Возможность последова
телыrо повышать однородность совокупности существенно огранп

чена в силу причин, связанных с техникой~ сбора и обработки дан
ных. В этом смысле предложенные модели следует рассматривать 
как усредненные микромодели. 

4.3. П рuмечакие 

Прием мик.ромоделuрован.ия, изложенный в 4.1, можно охарак
теризовать следующим образом: время, прошедшее с момента пер
воначального события, рассматривается, с одной стороны, как ха
рактеристика времени, а с другой стороны, как демографический 
признак. Поскольку индивидуальное и системное время естественно 
протекают синхронно, то получаем однородный случайный процесс. 

Одно из преимуществ описанн.ой модели, основанной на цепях 
Маркова, состоит в близости к реальности, так как (демографиче
ские) данные поступают в дискретной форме. Вместе с удобным 
для анализа методом Кемени - Снелла схема цепей Маркова ста
нови-r:ся основной для расчетов при построении моделей. 

Наряду с последующим развитием дискретн.ого анализа моде
лирование с помоIЦЬю непрерывных марковских процессов приоб
ретает вполне самостоятельное значение, т~м более что соответс:rву-

20 См. сноски: 4'и 19. 
21 Statistisches Bundesamt Wiesbaden (1969) Fachserie А (Bevбlkerung und 

К:ultur), Reihe 2 (Natiirliche BevOlkerungsbewegung). Sonderbeltrag: Heiratsta
feln 1960-1962, Ehedauertafeln 1961 sowie spezielle Sterbetafeln 1960-1962. Stutt
gart, 1969. 
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ющие ему методы оценки точности относительно широко распро
странены. Важная область, в которой применяются непреры·вные 
модели, это повторные обследования (follow-up studies) в социаль
но-rигиенич~ских исследованиях (см. работы Свердрупа, Цаля, 
Фик~а и Неимана н Хоэма 22). 

4.4. К анализу модели выбытия 

Модель, основанная на поглощающих цепях Маркова, имеет ряд 
преимуществ, связанных с применением матричного метода Кемени 

и Снелла 23 и безвозвратностью процессов (точнее, наддиагональ
ной формой матрицы Р). 

Процесс старения описывает явление «смертность», и нас инте
ресует, естественно, календарь и интенсивность (по причинам смер
ти) этого явления. 

КаJ~ендарь смертности 

Пусть х, уЕТ и nxv - число лет, в течение которых демо-
графическая единица находится в одном нз состояний у (5) 
(«возраст»), ес.п:и процесс начинается с возраста х. 

Здесь и дальше случайные величины отмечаются полужирным 
шрифтом. Величина 

nx= ~ nxy (6) 
УЕ.Т 

измеряет продолжительность жизни для лица в возрасте х лет до 

момента выбытия. Если допустить, что эта величина у внутри воз
растного интервала постоянна (в действительности в раннем дет
стве это не так) 2q, то, чтобы получить «действительное» время Zx, 

прошедшее до перехода в поглощающее состояние, следует умень

шить nx на 1/2 года. 
Zx=nx-1/2. (7) 

Пусть nxv=Enxv - математическое ожидание nxy· Можно дока
зать 25, что это математическое ожидание - элемент так назы~ае

мой фундаментальной матрицы N: 

[п.\-у] = N = (l-P)-1• (8) 

22 S v. е r d r и р Е. Estimates and test procedures in connection with · stochastic 
models f or deats, recoveries and transf ers between diff erent states of health. Skan
dinavisk Aktuarietidskrift, уо\. 48, 1965, р. 184-211; Z а h 1 S. А Mark?v prozess 
model for follow-up studies. Нитап Blology, vol. 27, 1955, р. 90-120; F 1 х Е. and 
N е у m а п J. А simple stochastic model of recovery, relapse, death and lo~~ ?[ 
patients. Нитап Biology, vol. 23, 1950, р. 205-241; Ноет J. М. Probab1l1st1c 
f ertility modeJs оПhе Jife tаЫе type. Working papers from the Central Витсеаи of· 
Statlstics of Norway, Oslo, 1969. 

2з I<emeny J. G. and Snell J. L. Ор. cit. . .. 
2• С h i а n g С. L. Introduction to Stochastic Processes in Bюstat1st1cs. New 

York, 1968. 
26 I< е m е n у J. G. and S n е 11 J. L. Ор. cit. 
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Обращая матрицу (1-Р), что не сложно, в сплу наддиагональ
ной формы Р, получаем: 

{
у-1 

П Pz для х<у; 
n.ry = рху---: z=x 1 для ·х =у; 

· О для х>у. 

(9} 

Из равенств (7) и (9) следует, что средняя длительность жизни 
лица в возраст~ х лет составляет: · 

w 

Ez.\. = ~ P.i:y - 1/2. (10) 
у-х 

Таким же образом можно рассчитать дисперсию Var Zx= Var n.:1: 
этой случайной величины с помощью метода Кемепи - Снелла 2в. 

Интенсивность смертности по причинам смерти 

Пусть bxr (t) - вероятность для лица в возрасте х лет ( 11) 
в течение t лет умереть от причины смерти r. 

Эта вероятность поглощения находится с помощью следующего 
рекуррентного уравнения: 

Ь xr (t + 1) = Qхг + ~ P.'(/)yr (l)' - (12) 
УЕТ 

причем Рху означает (х, у) -й элемент матрицы перехода Р. Если 
расположить вероятности ( 11) в матрице ·в (t) размерности 
(w+ 1) -а, то (12) можно записать 26 в матричной форме как 

В (t + 1) = Q + Р В (t). (12а) 

Если решить разностное уравнение ( 12а) с учетом первоначаль
ного условия 

в (1) = Q, (12б) 
то получаем 

В (t) = N (J - Р1) Q 
или 

(13) 
у=х 

Вероятность· bor (t) смерти новорожденного до возраста t от на
бора основных причин смерти r показана Федеральным статистиче
ским управлением 27, опубликовавшим ·число смертных случаев за 
1960-1962 rr. по основным причинам с~ерти. 

Если в равенстве (13) перейти к пределу при t-+oo, то, учиты
вая, ч.то pt ~О (наддиагональная форма Р!), и применяя 

26 Кете n у J. G. and S n е 11 J. L. Ор. cit., рр. 46, 51. " 
21 Statisfisches Bundesamt Wiesbaden: Fachserie А (Bevolkerung und ·Kultur). 

Reihe 2 {Natiirliche Bevolkerungsbewegung) Sonderbeitrag: Allgemeine Sterbefяfel 
fur die BRD 1960-1962, Stuttgart, 1965. · 
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lim В (t) =В= NQ, (14) 

получим повозрастную uнтен.сuвн.ость смерти по причинам смерти: 

lim bxr (t) = Ьхr· Это вероятность того, что лицо в возрасте х лет ког-
t-+О('. • 

да-либо умрет от причины r. 
С помощью равенства ( 14) получаем: 

п естественно, 

w 

bxr = ~ P.\·yqyr' 
у-х 

~bxr = 1. 
' 

(15) 

Примечание. Безусловно соотношение (15), так же как и (10) 
и ( 13а), может быть выведено без помощи матриц и цепей Марко
ва. Мы стремплись лишь предложить методы исчи~ления, которы
ми можно пользоваться и в более сложных случаях, где прямые 
расчеты затруднительны (например, в моделях явлений с несколь
кими возможными состояниями) 2в. 

5. Модели первого брака 

Решающее преимущество модели (2) явлений выбытия состоит 
в том, что ее аппарат пригоден для изучения различных по содер

жанию явлений. 

5.1. Комбинирован.ная модель бр~ка 

Для создания· этой модели (рис. 2) необходимы следуюЩие пра
вила интерпретации: 

I. «Вс'l'уп~ение в брак» (вступление в брак или сме.рть лица, ра-
нее вступившего в брак) . 

. 11. «Смерть лица, не состоящего в браке» (умерший никогда в 
браке не состоял). · 

111. «К возрасту w+.l в браке не состоит» для поглощающих 

состояний и 
х «В возрасте х в браке не состоит» 

для переходных состояний. Для лица, не состоящего в браке в 
возрасте х лет, существуют три возможности, а именно: 

вступить :е брак с вероятностью Qx 1; 
умереть, никогда не состояв в браке. с вероятностью qx~I (16) 
дожить до следующего возраста, не вступив в брак с ве-

роятностью Рх· " 
Ниже приводится соответствующая диаграмма состоянии. 
Если объединить годичные вероятности, упомянутые в (16), в 

стохастическую матрицу (2), то получим равенст~о (17). 

2в F е i с h t i л g е r G. Ор. cit. 
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(17) 

qx 1 характеризует зависимую повозрастную вероятность вступления 

в первый брак (она зависит от интенсивности смертности лиц, ни

когда не состоявших в браке qx п). Подобные вероятности приво
дятся в публикациях Федерального статистического управления 29 • 

Там же можно найти пояснения к таблицам чистого брака и его сто
хастической мнкромодели. 

Рнс. 2. Граф состояюrй процесса выбытия с двумя 
«действнтельнымп» причинами выбытия 

5.2. Интенсивность и календарь явления «Первый брак» 

в·ероятность Ьх 1 (t) для х-летнего, не состоящего в браке лица, 
вступить в брак в течение t лет можно определить с помощью ра
венства ( 13). Эта вероятность показана в опубликованных Феде
ралы~ым статистическим управлением данных 30 за 1960-1962 гг. в 
целом по стране. В частности, на основе этих данных можно полу
чить вероятность 'hx 1 того, что никогда не состоявшее в браке лицо 
в возрасте х когда~либо вступит в брак. Отсюда следует, что Ьх I~ 
представляющая собой интенсивность вступления в первый брак, 
в модели рассчитывается как конечная вероятность поглощения. 
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Иллюстрацию этого, так называемого ожидаемого, числа браков 
для лица, никогда не состоявшего в браке, можно найти в опубли
кованных данных Федерального статистического управления з1, где 
проводятся Ьх r в завпсимости от х. Из этих данных видно, как с уве
личением возраста снижается вероятность вступления в брак для 
лица, никогда не состоявшего в браке. Величина Ьх п есть вероят
ность для лица в возрасте х умереть, не вступив в брак. 

Календарь явления «Первый брак» можно получить также с по
мощью периода поглощения. Пусть, таким образом, zx - длитель
ность существования х-летнего лица вне брака, т. е. время до его 
вступления в брак или до его смерти, без вступления в брак или до 
состояния III. Ezx и Var Zx можно определить с помощью так назы
ваемой фундаментальной матрицы, упомянутой в§ 4.4. От величины 

Zx следует отличать время Zx, прожитое х-летним лицом, не состояв

шим в браке, до его вступления в брак. Эта случайная величина 
имеет смысл только для холостяков (незамужних), которые когда
лпбо в будущем вступят в брак. Фактический же брачный возраст 

,...., 
равен x+zx. Отсюда ясно, что при расчете этой величины следует 
ограничиться лицамп, пе состоящими в браке, которые когда-либо 
nступят в брак. 

,...., 
Чтобы формально получить Zx, мы пользуемся трансформиро

ванными марковскими цепями. Каждому поглощающему состоянию 
" поглощающей цепи можно сопоставить новую марковскую цепь, 
если изменять после начала переходного состояния первоначальные 

вероятности процесса на основе события: 
«Первоначальный процесс когда-либо поглощается: в со

стоянии r». (18) 
Не останавливаясь здесь на теоретических рассуждениях 32

, под
ставим в изучаемую модель первого брака r= 1 и получим тем са
мым оrраничение для лиц, никогда не состоящих в браке, которые 
когда-либо вступят в брак. Новая трансформированная марковская 
цепь имеет те же переходные состояния, что и исходная цепь·, и 
только единственное поглощающее состояние, а именно r. В рамках 

этой трансформированной цепи -;х представляет собой продолжи
тельность жизни х-летнего лица до поглощения. Математическое 
ожидание и дисперсия длительности жизни до вступления в брак 
можно рассчитать, таким образом, с помощью так называемой фун
даментальной матрицы трансформированной цепи. Таким способом 
можно получить календарь вступления в первый брак. Отметим, что 

связь величины в;: и х носит нетривиальный характер и заслужи
вает специального рассмотрения (см. данные Федерального стат
управления, 1969, с. 18 33). 

з1 Statistisches Bundesamt Wiesbaden, 1965. Ор. c1t., р. 16 
32 F е i с h t i n g е r G. Ор. cit. 
з3 Statistisches B1i1ndesamt W1esbaden, 1969 Ор cit 
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«В результате анализа становится очевидным тот факт, 
что Ezx=l=Ezx. Этот факт обычно не учитывается в аписа- ( 19) 
тельной демографии». 

5.3. Чистая модель (брутто) 

Мы упоминали, что для лиц, никогда не состоявших в браке, ве
роятности вступления в брак qx 1 зависят от величины вероятностей 
смерти qx п. Наряду с приведенными вероятностями выбытия, ха
рактерными для лиц, никогда не состоявших в браке, часто интере
суются также независимыми, или «чистыми» характеристиками 

брачности, которые пмели бы место, если бы причина выбытия 
«смерть лица, никогда не состоявшего в браке», элиминировалась; 
следовательно, IЗ данном случае смерть понимается как помеха. 

Проблема определения подобных независимых повозрастных ве
роятностей вступления в брак рассмотрена в публю<ациях Феде
рального статистического управления ( 1969), в работа~ Фласкемпе
ра. а также Чианга 34• Если предположить, что имеем независимые 
вероятности вступJ1ения в брак qx 1, то можно описать чистую мо
дель брака в виде цепи Маркова с поглощающими состояниямп: 

1 .... «вступил в брак (точнее, «когда-либо вступит в брак»). 
II .... «В возрасте w + l еще не вступил в брак» и переходными 

состояниями: . 
х ... ' «Х лет и ХОЛОСТ». ' 
Формальная микромодель чистых таблиц брачности возникает 

в результате аннулирования второй строки. и столбца в-- равенст
ве ( 17). Уже известным способом можно рассчитать чистую интен
сивность вступления в брак. Обозначим время поглощения в чистой 

модели брака как Zx. Если требуется конечное поглощение в со
стоянии. 1, то осуществляют переход к соответствующей трансфор
мированной цепи Маркова и получают математическое ожидание 

zx. Тогда x+zx есть возраст вступления в первый 'брак в чистой мо-
дели. · 

Наконец, легко представить себе, что в общем случае . 

Ezx=l=E°ix, (20) 

т. е. что средний возраст при вступлении в первый браR в чистой и 
комбинированной модели различен. Этот факт, насколько мне изве
стно, нигде не упоминается в демографической литературе (напри
мер, в работах Пресса 35). Он доказывает необходимость при ис
пользовании вероятн·остных ·шжазателей постоянно помнить об ис
ходной модели. 

3" St!=itistisches Bundesamt Wiesbaden, 1969. Ор. cit.; F l а s k а m ре r Р. Be
vбlkerungsstatlstik, Hamburg •. 1962. С h i ал g С. L. Ор. cit. 

35 Р r е s s а t R. Pratique de !а 'Demographie. :Гrente sujets d'analyse, Paris, 
1967, р. 105. , 
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6. Обзор других моделей выбытия 

Укажем некоторые другие демографические явления, которые 
также могут быть описаны в виде процесса выбытия. 

6.1. Модели расторжения брака ' 

При этом переходные состояния: х - «фактическая продолжи
тельность брака составляет х прожитых лет>>-, и поглощающие со
стояния: расторжение брака в результате смерти мужа, смерти же
ны, развода (это состояние может разделяться на несколько в зави
симости от характера судебного решения). 

При конструкции микромодели табл.иц продолжительности со
стояния в браке (см. публикации Федерального стат.истическоrо уп
равления за 1969 r. зв) следует учесть, что в качестве демографиче
ских единиц, с одной стороны, могут выступать брачные пары 
(в общих таблицах продолжительности состояния в браке), а, с дру
гой стороны, также любой из супругов (в специальных таблицах). 
Основной интерес вызывают параметры моделей: 

Ez - ожидаемая предстоящая продолжительность пребывания 
в браке после фактической продолжительности брака х (кален-
дарь); . 

bxr - математическое ожидание доли брачных пар, чей брак пре
кратится в будущем по причине r, из общего числа брачных пар, у 
которых фактическая длительность брака рнвна х. 

В публикациях Федерального статистического управления за 
1969 r. приводится ряд интересных таблиц и графиков по общей мо-
дели брака по его длительности. · 

Такие модели, как модель повторного вступления в брак, модель 
плодовитости по очередности рождений, модель контрацепции, мож
но найти у Файхтингера 37• Там приводится обобщение до моделей 
с несколькими состояниями. . 

В заключение хочется отметить тесную связь описанных здесь 

м<:>делей с марковской моделью экономики и образования Тонстада. 

Перевод Л. А. Гавриловой 

зs Statistisc\1es Bundesant Wiesbaden, 1969. Ор. cit. 
з1 F е i с h t i n g е r G. Ор. cit. 
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