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Vorwort. 
Das im folgenden vorgetragene Verfahren zur raschen Berechnung 

eines Stockwerkrahmens ist, auf praktisch vorkommende Tragwerke 
angewendet, ein Naherungsverfahren. Auf Grund del' allgemeinen 
Elastizitatsgleichungen wird jene gesetzmaBige Veranderlichkeit del' 
GrundmaBe des Tragwerks gesucht, die eine rasche und iibersicht­
liche Auflosung derselben ermoglicht. Die Anwendung del' 'Theorie 
del' Differenzengleichungen wurde angestrebt, weil diese das einfachste 
Verfahren liefert, um zu geschlossenen Ausdriicken fur die statisch 
unbestimmten GroBen bei einem gegebenen Belastungsfalle zu kommen. 
Eine derartige mathematisch festgelegte Veranderliehkeit del' Grund­
maBe liegt naturgemaB praktisch nicht VOl', sondel'll muB zunachst 
bei moglichst gutem Anpassen an die tatsachlich gegebenen Ver­
haltnisse durch kleine Anderungen derselben erreicht werden; die 
empirisch gegebene Veranderlichkeit muB an die gesetzmaBige Ver­
anderliehkeit, die durch die Moglichkeit einer einfachen Auflosung del' 
entstehenden Differenzengleichung gefordert wird, angepaBt werden. 

Beim Stockwerkrahmen mit geneigten Standel'll erreicht man dieses 
Anpassen an eine mathematische Forderung durch kleine Anderungen 
del' Tragheitsmornente del' einzelnen Glieder; ebenso beim gewohn­
lichen Stackwerkrahmen mit gleicher Fachhohe. Dies ist wahl stets 
zulassig, urn so mehr, als fur die Berechnung des Tragwerks die 
Querschnittsbemessung nur auf Grund einer mehr odeI' weniger guten 
Schatzung vorliegt. Das Verfahren ist abel' auch fiir einen Stockwerk­
rahmen mit versehiedener Fachhohe anwendbar; die Veranderlichkeit 
del' Fachhohe ist naturgemaB an enge Grenzen gebunden und wohl 
stets so, daB das nachst hohere Fach eine kleinere odeI' hochstens 
gleiche Fachhohe wie das betrachtete hat. Da die FachhOhe hv bei 
lotrechten Standel'll in den Koeffizienten del' Differenzengleichung nul' 
in Verbindung mit dem zugehorigen Tragheitsmoment J av vorkommt, 

wird es sich nul' darum handeln, die Steifigkeitsverhaltnisse y = Jhv _ 

av 
del' mathematischen Forderung anzupassen; dies wird mit um so 
geringeren Abweichungen moglieh sein, als die groBere FachhOhe mit 
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einer starkeren Quersehnittsausbildung des zugehorigen Gliedes einher­
gehen wird. Was das Belastungsglied bei Einwirkung wagreehter Krafte 
anbelangt, ist man an das Gesetz hv = h aV bei lotrechten Standel'll 
nieht gebunden, sondel'll man kann den funktionellen Zusammenhang 
so wahlen, wie er den gegebenen Fachhohen am besten entspricht; 
kleine, ffir die Dimensionierung belanglose Abweichungen von den 
tatsaehlichen Verhaltnissen. wird man wohl im Interesse einer ein­
fachen und raschen Rechnung zulassen konnen. Dbrigens hat man 
immer die Moglichkeit, mit Hilfe del' im Abschnitte I abgeleiteten 
allgemeinen Formeln, die eine iibersichtliche tabellarische Rechnung 
gestatten, eine ganz einwandfreie Berechnung dUl'ehzufiihren. 

DaB das Verfahren auch fill' Vierendeeltrager symmetrischer Bauart 
anwendbar ist, bedarf wohl keiner besonderen Erorterung. 

Wenn ich zu den vielen Arbeiten, die iiber mehrteilige Steif­
rahmentrager bereits existieren, noeh eine neue hinzufiige, so gesehieht 
dies nur aus dem Grunde, weil dieses Verfahren gegeniiber den 
iiblichen die bedeutende Rechenarbeit, die mit vielfaeh statisch un­
bestimmten Systemen verbunden ist, wesentlich verringert und ver­
einfaeht, bei mogliehst guter Beriicksichtigung del' tatsaehlich ge­
gebenen Verhaltnisse. 

Zum Schlusse obliegt mil' noeh die angenehme Pflieht, derVerlags­
buehhandlung Julius Springer dafilr zu danken, daB sie trotz schwerer 
Zeit durch ihr Entgegenkommen die Herausgabe del' Arbeit in muster­
hafter Weise ermoglichte. 

Prag, im Januar 1923. 

Dr. techno Josef Fritsche. 
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Einleitung. 
Die technische Literatur der letzten Jahre hat sich eingehend mit 

der Statik der steifen Rahmentrager besch1iftigt, so daB die Theorie 
zur Berechnung eines zweistieligen Stoekwerkrahmens mindestens in 
statischer Beziehung als erledigt gel ten darf. Trotzdem gestaltet sich 
bei Verwendung der vorhandenen Formeln die Berechnung des Stock­
werkrahmens noeh immer zeitraubend und miihselig, weil keine ge­
sehlossenen Ausdriieke fUr die statiseh unbestimmten GraBen in einem 
gegebenen Belastungsfalle vorliegen. 

Die Statik der vielfaeh statisch unbestimmten Systeme kommt im 
wesentliehen auf die Auflasung von n linearen Gleichungen mit n 
Unbekannten hinaus; mathematisch ist es zwar sofort maglich, die 
Lasungen des Gleichungsystems in der Form eines Quotienten zweier 
n-reihiger Determinanten darzustellen, doch ist damit fUr die wirk­
liehe Ausrechnung wenig erreicht, da die ziffernmaBige Auswertung 
einer n-reihigen Determinante, abgesehen von der Umstandlichkeit 
und Uniibersichtlichkeit des Verfahrens, viele Maglichkeiten zu Rechen­
fehlern und Irrtiimern bietet. Urn die Ausrechnung der Determinante 
zu umgehen, ist man praktiseh so vorgegangen, daB man den ge­
gebenen Belastungszustand in einzelne Teilbelastungszustande so zer­
legt hat, daB immer nur ein Feld belastet erscheint; dadureh erreieht 
man, daB mindestens eine Gleichung des Systems die Form 

avXv + bvx,,+1 = 0 

hat, die dann eine Lasung durch Substitution ermaglicht; die end­
giiltigen Momente erhalt man dann durch Summation der Momente 
der Teilbelastungen. 

In neuerer Zeit ist zur Auflasung eines Systems von n linearen 
Gleichungen das Integrationsverfahren herangezogen worden. LaBt 
sich ein lineares Gleichungssystem auf die Form 

,u=m 
L: av ," X V +f< = B" (v = 1, 2, .... n) 

,<=0 

bringen, so spricht man aueh von einer linearen Differenzen­
gleichung oder Rekursionsformel fiir die unbekannten GraBen Xv. In 

F r its c h e, Differenzengleichungen. 1 
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entsprechender Weise gebrancht man das Wort "Losung" zur Bezeich­
nung eines Systems von znsammengehorigen Werten von Xv, die die 
Differenzengleichnng erfUllen. Eine geschlossene Losung einer Diffe­
renzengleichnng anzugeben ist aber nul' dann moglich, wenn die 
Koeffizienten del' Unbekannten av und die Belastungsglieder Bv einen 
gesetzmaBigen Bau erkennen lassen. Del' Ban del' Koeffizienten hangt 
vom Verlaufe der GrundmaBe im Tragwerke ab, wobei unter den 
GrundmaBen Tragheitsmoment, Form und GroBe der einzelnen Teile 
des Tragwerks zu verstehen sind. Sind die GrundmaBe kODstant, 
so sind anch die Koeffizienten konstant, und die Differenzengleichung 
entspricht einem Gleichnngsystem Clapeyron scher Bauart, bei dem die 
linke Seite del' Gleichung die Form 

X V - 1 + aXv + X V+1 
odeI' 

hat. 
Solche reziprok gebaute Gleichungsysteme sind in del' technischen 

Literatul' bei durchlaufenden und Vierendeeltragel'll mehrfach be­
handelt worden. In Wirklichkeit liegt bei einem Tragwerk wohl stets 
mindestens ein veranderliches GrundmaB VOl', und man kann eine 
Berechnung unter del' Annahme durchwegs konstanter GrnndmaBe 
nur als eine in manchen E'allen ausreichende Naherung bezeichnen. 

Will man eine Veranderlichkeit del' GrundmaBe berticksichtigen, 
so fUhrt dies nur dann auf eine integrierbare Differenzengleichung, 
wenu ihl' Verlauf einem bestimmten mathematischen Gesetze folgt, 
wenn sie als Fnnktion einer Ortskoordinate angegeben werden konnen. 
Dabei ist zu bemerken, daB ein solcher funktionaler Znsammenhang 
nattirlich von vornherein nicht gegeben erscheint; es kann sich nul' 
darum handeln, einen solchen aus gegebenen Werten so zu konstruieren, 
daB die tatsachliche, empirisch auf Grund einer Vorbemessung ge­
gebene Veranderlichkeit moglichst gut erfUllt ist. 

Erfolgt die Andernng der GrnndmaBe nach einem bestimmten 
Gesetze, so muB sich darans znna~hst eine Differenzengleichung mit 
veranderlichen Koeffizienten ergeben, die im allgemeinen auch wenig 
Anssichten fUr eine rasche Integration bietet. Erst wenn es gelingt, 
dieses Gesetz so zu wilhlen, daB die Koeffizienten der Unbekannten 
konstant, von 'jJ unabhangig werden, ist die Differenzengleichung rasch 
integrierbar geworden. Es ist von VOl'll herein zu erwarten, daB sie 
nicht mehr symmetrisch gebaut sein wird, sondel'll daB dann die linke 
Seite abweichend von 'der Clapeyronschen Gleichnng die Form 

X"- l + aXv + bXV +1 

haben wird. Wenn dies gelingt, wtirde das lntegrationsverfahren fUr 
Tragwerke anwendbar gemacht, deren GrundmaBe nicht mehr konstant, 
sondel'll nach einer bestimmten Funktion veranderlich sind; dies witrde 
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jedenfalls eine Erweiterung des Anwendungsgebietes del' Differenzen­
gleichungen in der Baustatik bedeuten. 

Die vorliegende Arbeit soIl zeigen, wie sich die Anwendung obiger 
Gesichtspunkte bei der Berechnung eines zweistieligen Stockwerk­
rahmens mit veranderlichen GrundmaBen gestaltet, wobei gleich er­
wahnt sein mag, daB sich ein ahnliches Verfahren fur einen Vierendeel­
trager mit gegen die Mitte zunehmendem Tragheitsmoment entwickeln 
mBt. Der Stockwerkrahmen spielt im Hochbau und im Bruckenbau 
eine groBe Rolle, und es erscheint daher gerechtiertigt, fur dieses 
Tragwerk ein Verfahren anzuwenden, das ohne groBe Mtihe und 
Rechenaufwand ermaglicht, die statisch unbestimmten GraBen und 
damit den Momentenverlauf im Tragwerke zu berechnen. Einen 
besonderen Wert erhalten die abzuleitenden :B'ormeln dadul'ch, daB 
es gelingt, ohne Bestimmung vieleI' Zwischenwerte jedes beliebige 
Moment unabhangig von den anderen zu ermitteln. 

Die Arbeit soll so gegliedert werden, daB im el'sten Abschnitte 
allgemein gtiltige Gleichungen zwischen den statisch unbestimmten 
GraBen und del' auBel'en Belastung fur den Stockwerkrahmen mit 
geneigten Standel'll angeschrieben werden; dabei soll· del' EinfluB del' 
Formanderungen durch die Langs- und Querkrafte vel'llachlassigt 
werden. 

1m zweiten Abschnitte sollen die Differenzengleichungen fUr den 
mehrteiligen Rahmenbock (Stockwerkrahmen mit geneigten Standel'll) 
aufgestellt und fur solche Belastungsfalle geli:ist werden, die im An­
wendungsgebiete dieses Tragwerkes pl'aktische Bedeutung haben. 

Del' dritte Abschnitt enthalt die Berticksichtigung eines verander­
lichen Tl'agheitsmomentes beim Stockwerkrahmen mit lotrechten 
Standel'll, wie er im Hochbau haufig vorkommt, bei den verschiedenen 
moglichen Belastungszustanden. 

Del' vierte Abschnitt beschaftigt sich mit dem Stockwerkrahmen 
unter del' Annahme von dnrchwegs konstanten GrundmaBen, weil 
diese vereinfachende Voraussetzung eine hauptsachlich zum Zwecke 
einer Vorbemessung ausreichende Nitherung an die tatsachlichen Ver­
haltnisse bietet. 

1m funften Abschnitte wird bei bestimmten einschrankenden Vor­
aussetzungen del' EinfluB del' Fol'manderungen, die von den Langs­
kraften herriihren, bel'iicksichtigt und gezeigt, daB seine Vel'llach­
lassigung berechtigt erscheint. 

1* 



E r s tel' A b s c h nit t. 

Die allgemeinen Elastizitiitsgleichnngen. 

A. Symmetrische Belastnng. 
Als statisch unbestimmte GroBen werden die StanderfuBmomente 

Xv und die durch die Horizontalschiibe Hv in den Standerkopfen er­
zeugten Momente Yv = Hv . hv gewahlt; dadurch zerfallt das Tragwerk 
in n iibereinander gestellte, rahmenartig geformte, freiaufliegende 
Trager (Abb. 1). 

Ein Moment soll dann als positiv bezeichnet werden, wenn es im 
statisch bestimmten Grundsysteme am linken Tragerteile im Sinne 
des Uhrzeigers dreht, am rechten umgekehrt. 

Das Moment an einer beliebigen Stelle des v-ten Riegels ist 
Mev = ID1ev - Y v + Xv - X V +1 . (1) 

an einer beliebigen Stelle des v-ten Standers 

Mav = ID1av - H" . Y + Xv (2) 

wobei Wcv und Wa" das Moment des statisch bestimmten Grundsystems 
an der betreffenden Stelle bedeuten. Bei V oraussetzung symmetri­
scher Belastung ist das System 2 n -fach statisch unbestimmt; daher 
sind zur Bestimmung der 2n-Unbekannten 2n-Beziehungen zwischen 
den Formanderungen des Tragwerkes notwendig. 

Die Elastizitatsgleichungen sollen mit Bilfe del' Verdrehungswinkel 
abgeleitet werden, solange man auf einfache nnd bekannte Beziehungen 
zwischen denselben znriickgreifen kann. Bezeichnet man die Ver­
drehungswinkel des v-ten Riegels mit .~v am linken, .~v am rechten 
Balkenende, den des linken Standers oben mit .~v, nnten mit .~v, den 
des rechten Standel's oben mit .~'" unten mit .~v, dann gelten wie 
bekannt fUr jedes Fach folgende Beziehungen zwischen den Ver­
drehungswinkeln: 

1. Die Rahmenbedingung (Bedingung fur die Erhaltung del' steifen 
Ecken in den Grundsystemen): 

.~v + .~v + .~v + .~" = 0 (3) 
fur symmetrische Belastung reduziert sie sich auf 

2 .~ v + 2 .~v = 0 ~3 a) 
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2. Die Kontinuitatsbedingungen fUr die Stander (Bedingung, daB 
die Rahmenstander an jeder der n - Schnittstellen eine gemeinsame 
'rangente haben miissen): 

links 

rechts 

!E In-1~ 

(n-1) 

-------J 

-1='--1' 
('1/+1) 

v (" ~HV+1 
/lV+1C 

1fE-----lv ~}"-l 

(V-1) h;,-1 

v C _ 1J:-1 f</"o _26-=,-
"'''-1 ( I-E-----lo,-------;~) 

I 
IX 

(0) 

,,.roC ,--Ho 
w///,~/////, 

~Ic~-----l'-------~~~I 

Abb.1. 

(4) 
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Bei der vorausgesetzten Symmetrie der Belastung ist die Konti­
nuitatsbedingung fUr den linken Stander identisch mit der ftir den 
rechten. 

Setzt man fUr Ji aIle ganzzahligen Werte von 0 bis n - 1 in obigen 
Bedingungsgleichungen ein, erhalt man die notwendigen 2 n-Gleichungen 
fur die statisch unbestimmten GroBen. 

Nach dem erweiterten Mohrschen Satze ergibt sich der Ver­
drehungswinkel am Balkenende gleich dem Auflagerdrucke eines mit 

J 

Abb.2. 

M. 
belasteten freiaufliegenden Tragers gleicher Sttitzweite: 

EJ 

( d Y) = tg 1: '"'-' 1: = 2!(_ ~). 
dx x=o EJ 

Zur leichteren Dbersicht sollen der Berechnung der Verdrehungs­
winkel die Momentbilder fUr P = 1, Y" = - 1, Xv = + 1 und Xv+ 1 = -1 
am Ji-ten statisch bestimmten Grundsysteme vorangestelltwerden(Abb. 2). 

Nun ist 

E· 21:~v = - ;: Q)cv + YvA"-X,,Av + X v+1 A" 

E· 21:~v = seca [- 2 ::2 L:~" + -~- Yvyv-XVyv] (5) 
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I" In dies en Gleichungen bedeutet A1' das Steifigkeitsverhii1tnis 
Je1' 

des v-ten RiegeIs, )Iv = Jhv das des v-ten Standers; we iter ist 
av 

hv 

und .1:'~v = j'imavydy 
o o 

das statische Moment der Wl-FHtche des v-ten Standers, bezogen auf 
den unteren Endpunkt des Iotrecht gedachten Stabes. 

Setzt mau die Gleichungen (5) in der Rahmenbedingung fUr das 
v-te Fach ein, so erhaIt man: 

Y v (A" + {yv sec a) - Xv (Av + Y1' sec a) + X,'+l A1' = 

1 CPe v .1:'~v 
= IIvT+ 2Yv seca hv2 

oder mit den entsprechenden Abkiirzungen: 

daraus ist 

v fJ X + X 1 1 CPe1' .1:'~v 
1." v-.i. va" 1'+1 IIv = IIv' --r,;- + 2 yv sec a hv2 

1 r 1 CPe v, .1:'~v 1 ] 
Y"= fJv Ll'.v'--r,;-+2Yvseca-hv2 +Xv a,,-x,,+l l11' 

(6) 

(6 a) 

Um in der Kontinuitatsbedingung fiir das vote Fach die Verdre­
hungswinkel eliminieren zu konnen, braucht man noch einen Ausdruck 

fUr (-r~v + T~v); dieser ergibt sich auf Grund der Momentbilder mit 

E'2(T~V+T~v)=seca[-2Y1' ~:v +YVY 1'- 2yvX v] (7) 

Damit Iautet die Kontinuitatsbedingung: 

- Y V- 1 AV-1 + Y v CA1' + Yv sec a) + X v- 1 A1'-1 - Xv (Av-1 + A1' + 
+ 2 yv sec a) + Xv+ 1 A." = 

1 CPe 1'-1 + 1 CPev -L 2 sec CPa v (MI a) 
=-11"-1 I IIv~I- I Y1' a-h~ 

v-l v v 

hv 
wobei CPav = j'i1Rav dy, dem InhaIte der 'imav-Flache des Iotl'echt ge­

o 
dachten Stabes. 

Durch Substitution del' Gleichungen (6 a) el'h1i.It man schlieBlich 
als Gleichungssystem del' Xv: 

- X V_ 1 AV-1 ( 1 - ;:=: ) + Xv [ A"-l ( 1 - ::=~) + a" ( 1 - ;:) + 

+Y1' sec a]- x" + 1 . A1'( 1 - ;:) 
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_, (1 A1'-1)$CV-1 '(1 a1')$c.1' 2 $av 
-lI.v -1 --- -lI.v -- --- Yvseca---

(31'-1 11'-1 (31' Iv tv 
9 AV-1 J:~V-1 av J:~v 

- ~ ~rv-1 sec a'-h 2 + 2yyvsecao-h 2 (8) 
pv-l v-l f-Iv v 

Die nnllte Gleichuug dieses Systems ist wegen der unnachgiebigen 
Einspannung der Standerfiil3e abweichend gebaut und lautet 

xo[ao( 1- ;:) + rosec a] - X1AO( 1- ~:) = 

, (ao)$co $ao. ao J:~o =-11.0 1-- ---2Yosecu·--+2-yosecuo--2 (8a) 
(30 10 ho (30 ho 

Dieses so erhaltene Gleichungssystem der Xv ist fiir Symmetrie 
der Belastung der Ausgangspunkt aller spateren Untersuchungen. 

B. Unsymmetrische Belastungo 
Die Momentenliuie verliert nun ihre Symmetrie und das System wird 

3n-fach statisch unbestimmt. Die Rahmenbedingung gilt nun in der 
schon angegebenen aIlgemeinen Fassung, die Kontinuitatsbedingung 
ist in ihrer allgemeinen Form fiir den linken und den rechten Stander 
getrennt anzuschreiben. Damit ergeben sich drei Gleichungsgruppen 
fiir die 3n-Unbekannten, welche diese eindeutig bestimmen. 

Einfacher und rascher gestaltet sich jedoch die Berechnung auf 
folgende Weise: 

Der gegebene unsymmetrische Belastungszustand erzeugt linke 
Standerful3momente Xa,' und rechte Xbv ; addiert man zu diesem 
einen Belastungszustand, der links die StanderfuBmomente X bv und 
rechts Xav liefert, so ergibt sich ein symmetrischer Belastungszustand 
mit den StanderfuBmomenten Sv = (Xav + Xbv); dieser "zugehorige 
symmetriliche" Belastungszustand ermoglicht die Bestimmung der 
Summen Sv der FuBmomente. 

Die Momentenbilder fiir P = 1, Y v = -1, S,. = + 1 und S"+1 =-1 
ergeben sich nun fiir den unsymmetrischen (schraffiert) und fiir den 
"zugehorigen symmetrischen" Belastungszustand wie in Abb. 3. 

Bei der Berechnung der Verdrehungswinkel muB beachtet werden, 
daB sich die einzufiihrenden statisch unbestimmten GroBen Y und die 
BeIastungsgroBen $ und J: aIle auf den urspriinglich gegebenen un­
symmetrischen Belastungszustand beziehen. 

Daher ergeben sich die Verdrehungswinkel fiir den "zugehorigen 
symmetrischen" Belastungszustand 

E· 2'i~v = - 2 l~~ (J:~v+ 27~,.) + 2Yv }'" - 8" A" + 8"-1-1 }'v 

E· 2 'i~v = sec a [- 2· 1;:- (27~v + J:~v) + ! YV {"- Svy,,] (9) 
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Damit liefert die Rahmenbedingung fUr Y" 

Y _ 1 [, 1 WC1J • 1 (~U ~u ) 1 ] 10 
" - 2pv 21\.1' T + 2 /,v sec a . h.,2 ""a" + ""b" + Svav-S"+l I\.v () 

Setzt man den Ausdruck (10) in die Kontinuitatsbedingung 

1~" - .~"-1 + .~v + .~" = 0 ein, erhalt man als Gleichungssystem 
der S" 

(v) 

P=f 

-----------------, 

(v) 

Xay - + 1 

Sy - +1 

Abb.3. 

(v) 

Xay+1 - -1 

8"+1 ~- 1 

1 ( a 1'-l ) [ 1 ( AV-l ) ( a1' ) - S" - 1 1\.1'-1 1 - !3v-l + S1' 111'-,1 1 - p1'-l + a1' 1 - p1' + 
+ Yv sec a] - SV+1 A1' ( 1 - ~) = 

[
1 ( A1'_1) We v-I 1 ( a1') Wev = 2 I\.v-l I- -p 1 - I\.v I--p - l - -Y1'seca' 

'1'-1 v-I v v 
1 m. m. A1'-l 1 ( ~u ~u) 

' -h (wav+ Wb")- -p-- Yv-lseca'-h . 2 ""a,,-1 +""bv-l + 
v -1 _1 

+ ;: yv sec a b~2 (E~v + E~v)] . (11) 

Bezeichnet man die W und E analogen GroBen beim "zugeh5rigen 
symmetrischen" Belastungszustand mit tt und ®, dann ist 

ttcv = 2 We v, ttav = Wav + Wbv, e~ = E~1' + E~ v 
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und das Belastungsglied des Gleichungssystems (11) lautet 

B - ~ (1- lV-1) i'5cV-1 _ ~ (1 _ av) i'5C1J _ 9 i'5av _ 
v - "v-1 fJ 1 "v fJ 1 ~ yv sec a h 

1'-1 1'-1 v' v v 
~ C,u ~u 

2 "v-1 \::)a v-1 9 av ~"v 
- -fJ-Yv-1 seca h 2 + ~. -fJ Yv seca' ~h 2 • (lla) 

v-1 v-1 v v 
also genau entsprechend dem Gleichungssystem del' Xv, nul' mit 
andel'en Bezeichnungen. 

Um Xav und X bv selbst leicht bestimmen zu konnen, ware noch 
die Berechnung del' Differenz Dv = X a1• - Xbv erfol'derlich. Um zu 

Abb.4. 

diesel' Diffel'enz zu kommen, muE man zum urspriinglich gegebenen 
unsymmetl'ischen Belastungszustande den Belastungszustand, del'diesen 
zum "zugehorigen symmetl'ischen" el'ganzt, mit entgegengesetzten 
Vorzeichen superponieren. Del' daraus hervorgehende Belastnngs­
zustand solI del' "zugehorige antisymmetrische" genannt werden. 
Es laEt sich sofort folgern, daE im "zugehorigen antisymmetrischen" 
Belastungszustande Y,. gleich Null sein mnE, weil Yv auch fiir den 
unsymmetrischen ein symmetrisches Momentenbild erzeugt. 

Die Momentenbilder beim "zugehOrigen antisymmetrischen" Be­
lastungszustande (schraffiert) fur P = 1, Dv = + 1, Dv+1 = - 1 stellen 
sich im 'V-ten Fache wie in Abb. 4. 
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Die Rahmenbedingung liefert jetzt die schon oben aus Symmetrie­
griinden erschlossene Beziehung Yv = 0. Die Kontinuitatsbedingung 
wird fUr den linken und fUr den rechten Stander, vom Vorzeichen 
abgesehen, wiederum identisch; nur gilt sie fUr antisymmetrische Be­
lastungszustande nicht mehr in der friiheren einfachen Form. Ihre 
geometrische Interpretation, die fiir symmetrische Belastungszustande 
als bekannt vorausgesetzt werden konnte, wird umstandlich, so daB 
es sich empfiehlt, die allgemeinen Beziehungen zwischen den statisch 
unbestimmten GraBen und der auBeren Belastung mit Hilfe des Satzes 
von Castigliano abzuleiten. Fiir einen unsymmetrischen Belastungs­
zustand mit den StanderfuBmomenten Xav und XbV ist das Moment 
an einer beliebigen Stelle des v-ten Riegels auf Grund der umstehend 
gezeichueten Momentenbildel' 

M~v= W1~v + (Xa,·-Xav+ll (t)av-1v:J + (Xb,,-Xbv+1) 

(t)b V + lv~~) - Y" 

an einel' beliebigen Stelle des linken und l'echten v-ten Standel's 

Y cmY T ytga Y" 
Mav = ;j,/~av + x"v + (- Xav + XbV + Xav+1 - XbV+1)-l~--h-'y 

1'-1 v 

Y cmY r ytga Y v 
Mbv= ;j,/~bv+ Xbv + (+ Xa,,-Xbv-Xav-d + Xbv+1)-1~---h 'y 

v-l v 

. 1V_1- hv tg a d' hvtga . 
wenn man mlt t)av = un mIt t)b1' = -1-- bezelchnet. 

11'-1 1'-1 

Del' pal'tielle Differentia1quotient del' Formanderungsarbeit A nach Xa v, 

del' del' Kontinuitatsbedingung links entspricht, gleich Null gesetzt, 

,,~A = 0, liefert nach einigem Umrechnen 
U av 

Y AV-1 Y 1 1 + 1'-1-2- - 1":2 (Av + Y" sec a) 

X> [ 1 ( 1 11'_12) (1:2) ] 
- a v-1 AV-1 17:tV-117b>V-l+S1v_22 -17bv-1Yv-1 seca 2--St)bv-l 

X [ 1 1 ( 1V-1 2 ]',_12 ) 
- b,'-l -2 Av-1 t)av-1-t)bv-1-1-~-"1~ +t)bV-1Y,'-lseca 

v-2 v v-2 
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[1 ( 1."-1 2 11'_12) 1, ( I" 
+XbO' 2-Av-1 1}av-1-1}bV-1-1--3--1 2 +2"" 1}a v -'Y)bv -1--

'1'-2 1'-2 ' 1'-1 

2 11'2) (2) 2 2 ] 
-311'_12 +1}bvy"seca 1- 3 'Y)bv -3'Y)bv-1 Yv_lseca 

[ ( 1 1,,2). ( 1 2 ) 
- X av+1 A" 1}a v 'Y)b v + 3 -11'_1 2 -1}bv yv sec a 2 - g'Y)b v 

[1 ( Iv 2 1.,2 ) (1 2 )J 
-XbV+1 2Av 1}av-'Y)bvlv_1 -311'_12 +'Y)bvYv seca 2-j3'Y)bv 

AV-l m. },v-l "a AI' m. + A" "a 
=--1}a"-1 w cV-1- 1 1 ~cv-1-I'Y)avwcO' -1-1-~cO'-

11'-1 v-I 0'-2 v v 1'-1 

YV-1 ("U "U) y., ("U "u ) - seca-h 2 1}bv-l ~av-l - ..;Jbv-l + sec a-h 2 'Y)bv ..;Ja,'- ~bv -
_1 v 

yv m. 
- sec a h.,. wav' 
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AV-1 m. A"-l ~a lv m. 
= + -1-rJbv-1 'Vcv-1 + 1 1 ..::Jcv-l -- ~'Y)bv'Vcv-

,,-1 "-1 "-2 .Lv 

lv ~a YV-1 (~U ~u) --l-l--..::Jcv + seca-h 2 'Y)bv-1 ..::J a v-1 -..::Jb"-l -
v ,,-1 "-1 

yv (~U .... u \ yv m. -seca hv2-rJbV ..::Jav-..::Jbvj -secahv'Va v. 

8ummiert man diese beiden Gleichungssysteme, muB man die Kon­
tinuitiltsbedingung fiir den "zugehorigen symmetrischen" Belastungs­
zustand erhaiten; man bekommt analog Gleichung (7 a), wenn man 
fiir (Xav + XbV) = 8v einfUhrt 

YV - 1 A"--l - Y" (A" + yv sec a) - 8V - 1 A";l_ + 8v ' ~ (Av-1 + Av + 2 ')Iv)-

S A" A"-l m. A" m. yv m. m. 
- v+1~2 =+-1-'Vcv-1--1 'Vc,.-seca~h ('Vav+Wbv), 

v-l v v 

Subtrahiert man beide Gleichungsysteme Yoneinander, entspricht 
diese Differenz der Kontinuitatsbedingung fiir den "zugehorigen anti­
symmetrischen" Beiastungszustand fiir das v-te Facb, und man erhalt 
dafiir folgenden Ausdruck, wenn man Xav - XbV = D" bezeichnet und 

beriicksichtigt, daB 'Y)a v - rJb v = -11" ist 
v-1 

D lAv-1 IV_12 1 9] + 1'-1 -6-' IV_22 -S'Y)bV-1 ')Iv_lseca(3-~rJb"-1) 

[ AV-1 1v_ 12 Av Iv2 4 2 
-Dv -6-'1'~+~6 -]--2+--3 'Y)b v-1 YV_1 seca +y"seca-

v-2 v-l 

2 ] - 3 rJb v yv sec a (3-2 rJbV) 

[ }.v 1,,2 1 ] 
+ Dv+1 (3 1"_12 -S'Y)bv')Iv seca(3-2 rJb,,) = l (12) 

A"-l l,.-1 ( .... b .... a) A,. 1" ( .... b ~a ) 
= --1-2-] ~ ..::J c -v-1-..::Jc-v-l + -12 -1 _.- ..::Jcv-..::Jc" + 

v-1 v-2 v '1'-1 

- 2rJbv ~; seca(2~-v-2~v) J 

Bezeicbnet man mit 1: wiederum die VerdrehungswinkeI, die sicb 
aus dem Mohrscben Satze ergeben, wenn man jeden Rabmenteil als 
seibstandigen freiaufliegenden Trager auffaBt, dann erbalt man 
auf Grund der Momentenbilder (Abb. 4) 

a Av Av Av (2b 2a ) E 1:cv = - (3 (rJav - 'Y)bv) Dv + (3 ('Y)",'-'Y)b v) DV+1 - 1,:2 cv - cv 
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a 1."-1 D 1.1'-1 ( D 
Eicv-1 = --6-(1]a v -1 -1]b"-1) 1'-1 + -0-' - 1]a,'-1 -1]b 1'-1) 1'-

;'1'-1 (Lb La) 
- 1,'_12 ev-1- ev-1 

"(0 u) (hvtga) E .tav+iav = +Yvseea -1 +~ D"-17bvy,,seeaDv+1-

- ~: sec a (<Pa v - <Pb v) 

Ei~" = seea [(-}y" + ~ yv 17bV) Dv - ~ yv 1]bv Dv +1 -

- ::2 (L~ v - L~")] 
u [( 1 2 ) Eiav_1=seca -T Y V-1+ 3 Yv-1 17bv-1 D"-1-

2 y'-1 ("'U "'11)] --3 yV-117b"-1Dv-h~_12 ~av-1-~bv-1 

und man erkennt, daB die Kontinuitatsbedingung fiir einen antisym­
metrischen Belastungszustand, in Verdrehungswinke1n angesehrieben, 
die Form 

1" a ]v-1 a 0 11 2hvtga U 

I-ie,' -1- icv-1 + iav + i av - -1-- -iav + 
1'-1 1'-2 "-1 

+ 2 h"-1 t~t.t U _ 0 
] ia1'-1 - . 
1'-2 

(4 a) 

haben muB. Um zu zeigen, daB die beiden Bedingungen (4) und (4a) 
Spezialfalle einer allgemeinen Kontinuitatsbedingung sind, namlieh 
del' fiir einen unsymmetrischen Belastungszustand, soIl diese dureh 
Einfiihrung del' oben def1nierten Verdrehungswinkel in die Gleiehung 

vA ' 
---- = 0 hergeleitet werden; die Verdrehungswinkel ergeben sieh 
oXav 
aus den Momentenbildern del' Abb. 3, und damit erhalt man 

a + b a b + 0 + \l 1]avic" 1]bvie'v-1}a'v-1icv-1-1]bl'-1ic"-1 iav ia,v-

- 1]bv (i~v - i~v) + 1]bv-1 (i~V-1 - i~V-1) = O. 

Fiir Symmetrie del' Be1astung ist i~ v = i ~ l', i~v = i~ v und es er­
gibt sieh die Bedingung (4), da 17a v + 1]bv = 1 ist. Fiir Antisymmetrie 

. dab d U U d d " d' 11 . Wir ic v = - i c " un iav = - ib" un amlt nllnmt 1(' a gemelne 

Kontinuitatsbedingung die Form (4 a) an, da 1}a v -- 1}b v = ~ ist. 
1"-1 

Die eingefiihrten Bezeiehnungen fiir die BelastungsgraBen beziehen 
sieh auf den urspriingliehen unsymmetrisehen Belastungszustand; die 
Ausdriieke in den run den Klammern del' Belastungsglieder stellen 
abel' nichts anderes VOl', als die entspreehenden GraBen beim "zu-
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gehorigen antisymmetrisehen" Belastungszustande. Bezeichnet man 
diese mit 

(1:~v -1:~v) = Ue v 

(/Ja,' - (/Jb" = ~av und (1:~v -1:bV) = U~ 
dann lautet das Belastungsglied del' Kontinuitatsbedingung fUr das 
v-te Fach 

AV-1 1v - 1 A" 1" y" -
--1 li-1- Uev- 1 +-1 2 -1- Uev + -h seea ~av + 

v-l ·v-2 v v-I v 

+2 h,'-l tg a _Yv-l .Un _2hvtgayv ·Un 
, h 2 sec a v-1 1 h 2 sec a v 

1,,-2 v-1 "-1 v 
(12 a) 

und ahnlich fUr das nullte 

Ao 10 U Yo ~ hotga Yo Un yay co +hsecaoao-2-1-'-j}2seca' o' 
o 0 0 

(12 b) 

Damit sind nun die allgemeinen Elastizitatsgleichungen fiir den 
Stockwerkrahmen mit geneigten Standern abgeleitet, die aIle mog­
lichen Belastungsfalle umschlieBen, und man kann darangehen, sie 
fiir die wiehtigsten, praktisch vorkommenden Belastungsfalle auf-
zulOsen. 

Zweiter Abschnitt. 

Del' Stockwerkrahmen mit geneigten Standern. 
(l\1ehrteiliger Rahmenbock.) 

Dieses Tragwerk findet im Eisenbetonbriickenbau ausgedehnte An­
wendung als Stutzenkonstruktion bei kontinuierlichen Hennebique­
Balkenbriicken; del' Rahmenboek kann sich entweder unmittelbar auf 
den Baugrund abstiitzen odeI' er kann bei hohen aus zwei Einzel­
bogen bestehenden Bogenbriicken, welehe gegen die Bogenwiderlager 
verbreitert werden miissen, um groBere Standsicherheit zu erzielen, 
die durchlaufende Plattenbalkenfahrbahn mit den Bogen verbinden. 
Diese Stiitzenkonstruktionen haben die Aufgabe, nicht nul' die lot­
reehten Krafte (Eigengewicht, Verkehrsbelastung) in die Widerlager 
zu leiten, sondern VOl' allem eine sichere Dbertragung del' seitlichen 
Krafte (Windkrafte, Fliehkrafte in Geleiskriimmungen, Seitenschwan­
kungen del' Fahrzeuge) zu ermoglichen. 

Solche Rahmentragwerke sind wohl im allgemeinen auf Bauaus­
fiihrungen in Eisenbeton beschrankt, da man im Eisenbau die schwie­
rige Ausbildung steifer Ecken in allen jenen Fallen durch Einschal­
tung von Wandstaben vermeidet, in denen es nieht auf die Einhaltung 
eines vorgeschriebenen Lichtraumprofiles ankommt. 
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Wie schon in der Einleitung erwahnt worden ist, konnen die 
Gleiehungssysteme der x", Sv, Dv als lineare Differenzengleichungen 
aufgefaBt werden, weil sie dem dureh die Definitionsgleiehung 

f'=m 
1: <Lv f' x,,+.u = Bv (v = 1, 2, 3 . .. n) 

f'=o 

gegebenen Schema entspreehen. Da m = 2 ist, stellen sie lineare 
Differenzengleiehungen 2. Ordnung mit veranderliehen Koeffizienten 
vor. Eine gesehlossene Losung dieser Differenzengleichung ist aber 
iiberhaupt erst dann moglieh, wenn eine gesetzmaBige Veranderlieh­
keit dieser Koeffizienten aVf' vorliegt; dies hangt davon ab, ob man 
At, und yv als Funktion von v darstellen kann. Von vornherein ge­
geben kann eine solche Funktion nieht sein, und es muB zunachst 
die Aufgabe gelOst werden, aus gegebenen Werten von I und y einen 
funktionalen Zusammenhang so zu konstruieren, daB del' empiriseh 
gegebenen Veranderliehkeit mogliehst gut Geniige geleistet wird. 

Wenn es aber darauf ankommt, eine gesehlossene und iibersieht­
liehe Losung del' Differenzengleichung zu finden, wird man sieh die 
Frage vorlegen miissen, ob es nicht eine Funktion gibt, die gleich­
zeitig die veranderliehen Koeffizienten in konstante iiberfUhrt; gelingt 
dies, lliBt sieh die Differenzengleiehung mit konstanten Koeffizienten 
ansehreiben, die in allen Fullen leieht integrierbar ist. 

Zunaehst 11iBt sich aus dem Baue der Koeffizienten vermuten, daB 
man die Erfiillung dieser Forderung erreieht, wenn man fUr A,. und y" 
folgenden Ansatz maeht: 

A,. = A1xv 

y,. = A 2 x v 
(13) 

Da av und f3v line are Kombinationen von Av und yv sind, ist er-

sichtlieh, daB dann die Ausdriicke (1 - ;:) und (1 - ;:) ebenfalls 

konstant werden. Dividiert man die ganze Gleiehung dureh den 
Koeffizienten von X V - i , so sieht man, daB es im wesentlichen darauf 

. f (v) 
ankommt, daB der QuotIent von del' Form -f-C -- konstant wird, 

v-1) 
d. h. 

f (v) - x f (v -1) = 0; 
diese Differenzengleichung erster Ordnung wi I'd erfiillt durch die 
geometrische Reihe f (v) = A xv; damit ist zugleich del' Beweis erbracht, 
daB obiger Ansatz die einzige mogliehe Funktion darstellt, die im 
FaIle des mehrteiligen Rahmentragers die DberfUhrung' del' ver1inder­
lichen Koeffizienten in konstante gestattet. 

Obiger Ansatz fUr Av enth1ilt zwei willkiirliche Konstante Al und x, 
ermoglicht daher nur die Beriieksichtigung zweier gegebener Werte 
von A (10 und An, gegebene Werte von A odeI' y seien stets mit 1 
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odeI' y bezeichnet); sind Ao und J.n die Randwerte einer gegebenen 
Reihe von Av , dann ergibt sich 

x=V~:- . (14 a) 

Will man sich bessel' an den vorgelegten VerI auf del' Av anpassen, 
wird man bei del' Berechnung von Al und x noch einen dritten Wert Am 
zu beriicksichtigen versuchen; die GauBscbe Methode del' kleinsten 
Quadrate ermoglicht dann die Berechnung von Al und x so, daB das 
entstehende Fehlerquadrat ein Minimum wird. Bezeichnet man mit F 
die Summe del' Quadrate del' Fehler, dann ist 

F = (Ao- Al)2 + (Am - Al xm)2 + (An - Al xn)2 = 
= (Yo" + Am' + An') - 2 Al (Ao + Am xrn + An xn) + Al2 (1 + x2rn + x2n) 

und Al und x bestimmen sich aus den beiden Minimumsbedingungen 
of of 
l.lAI =O und ox=O. 

Die erste Bedingung liefert 

aus del' zweiten folgt: 

A _ Ao + Am xm -I- An xn 
I - 1 -I- x2m + x2n 

- Am m - An n xn- m + AonX2n- m + Aom xm + Am (n - m) x2n_ 

(14) 

- Am (n - m)xm+n = O. 

S~tzt man n = m, d. h. beriicksichtigt man keinen mittleren Wert 

von Av, ergibt sich daraus 

Zu einer einfacheren Gleichung zur Bestimmung von x kommt man, 

wenn man fUr }'m jenen Wert herausgreift, del' von den Randwerten 

Ao und An gleich weit absteht, so daB n = 2 m wird; dann erhalt man 

4 ( 1~ An) 3 (An Ao ) x m + 2 -==- - -=- X m - 2 -=- - -=- xm - 1 = 0 
Am Am Am Am 

(15) 

1st n eine ungerade Zahl, dann setze man Am gleich dem arith­
metischen Mittel del' beiden del' Mitte benachbarten Werte del' Reihe 

del' Av und m = ;, womit man die Gleichung zur Bestimmung von x 

in del' folgenden Form anschreiben kann: 

(yx)4n + (2 Ao _ An) (-v~ln _ (2 An _ i~) (-v~l- 1 = 0 (15 a) 
Am Am Am Am 

F r its ch e, Differenzengleichungen. 2 
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Eine exakte Auflosung diesel' Gleichung wird abel' trotzdem auf 
ziemliehe Sehwierigkeiten stoBen; sie ist abel' aueh gar nieht not­
wendig, denn es wird sieh immer nul' darum handeln, jene reelle 
Wurzel zu finden, die in del' Nahe von Uo liegt. Uo kann als erste 
NaherungslOsung aufgefaBt werden; eine verbesserte Losung findet 
man naeh del' Newtonsehen Naherungsmethode mit 

f (uo) 
u1 = Uo - ff (uo) • 

Del' Ansatz Al' = Aluv und yv = A 2 uv enthalt die einsehrankende 
A 

Annahme, daB die Verhaltniszahl 'IjJ = A 2 fiir aUe Rahmenfache die-
1 

selbe sein muB; dann wird auch yv = 'IjJ }"" und es rechnet sich 1fJ naeb 
del' einfaehen Beziebung 

1fJ = Yo 
Ao 

diesel' Bedingung wird bei richtig dimensionierten Rahmenboeken 
immer mit bedeutender Annaherung Geniige geleistet werden. Bei 
den mehrteiligen RahmenbOcken del' Talbriieke bei Langwies del' 
elektrisehen Bahn Chur-Arosa wiirde sieh allerdings im obersten 
Faehe eine betrachtliehe Abweiehung von diesel' Annahme ergeben, 
weil del' oberste Riegel mit unverhaltnismaBig groBer Rohe ausgefiihrt 
worden ist; die groBe Quersehnittshohe dieses Riegels ist abel' sichel' 
statisch nieht bereehtigt und sie diirfte sieh aus dem Grunde ergeben 
haben, weil man bei del' Dbertragung del' Windkrafte auf die Mit­
wirkung del' Zwischenriegel nieht gerechnet zu haben scheint. 

In dem Gleichungssystem del' Dv treten auBerdem noeh die mit 
v veranderlichen GraBen 17av und 1]b.' auf. Aus dem Gleiehgewieht 
am v-ten statiseh bestimmten Grundsystem erhalt man 

Iv- 1 - hv tg a hv tg a 
1]a v = und 1]bv = -1--' 

IV - 1 v-1 

In diesen GroBen kommen Iv und hv ohne Verbindung mit den 
zugehorigen Tragheitsmomenten VOl'; analog wie fiir Av und Yv kann 
man setzen 

(16) 

Die durch diese Festsetzuug in del' Ebene festgelegten Punkte 
miissen auf einer Geraden, del' Standeraebse, liegen; eliminiert man 

h 
den Parameter oV, erhalt man bv = TIl' = elv, eine G1eichung, die 

ohne weiteres erkennen laBt, daB obige Festsetzung mit del' geo­
metrischen Form des Tragwerkes vereinbar ist; nul' hat sie zur 
Voraussetzung, daB im Tragwerke die FaehhOhen in demselben Ver-
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ha.ltnisse abnehmen, wie die Stutzweiten der einzelnen Fache, eine 
Voraussetzung, fUr die aueh asthetische Rucksichten sprechen. 

1st 101 bo und In gegeben, dann wird 1 = 10, b = ho und 

0= -V~: (17) 

h 
Bezeichnet man das konstante Verhiiltnis T = cp, dann wird 

rJa v = 1 - cpa tg a = rJa = konstant 

rJb v = cpa tg a = rJb = " 
Es ist vielleieht nicbt uberflussig, am Schlusse dieser Erorterungen 

uber die notwendige Veranderliehkeit der Gl'undmaBe noeh zusammen­
zustellen, wievie1e GroBen bei den gemachten Voraussetzungen eigent­
lieh noeh willkul'lich gewablt werden konnen. Die geometriscbe Form 
des Tragwerkes ist bestimmt durcb die Stutzweite In des obersten 
Riege1s, die GesamthOhe H, den Neigungswinkel a des Standers gegen 
die Lotrechte und die Zabl n del' }<'acbe; auBerdem konnen in del' 
Recbnung 4 Tl'agbeitsmomente bel'ucksicbtigt werden, so daB die 
Gesamtzahl der freien GroBen 8 betragt. 

Nun sollen auf Grund der besprocbenen Vol'aussetzungen die 
Koeffizienten del' Differenzengleichungen der x", Sv und D" berechnet 
werden. Es wird 

a" = Al ~v + A2 ~v sec a = Al ~v (1 + 'IjJ sec a) 

f3v = Al ~v (1 + : 'IjJ sec a) 
1-~ = _ 'ljJseca 

f3.v 3 + 2 'IjJ sec a 

1 _ ~ = + 2 'IjJ sec a 
f3" ;) + 2 'IjJ sec a 

damit berechnet sich der Koeffizient von Xv 
_ 1'-1 2'IjJseca v • 'ljJseca v _ 

WV-AI~ 3 2 --AI~ (1+'ljJseca) 2 3 +Al~ 'ljJseca_ 
+ 'ljJseca + 'ljJseca 

1IJ sec a 
=A ~1'-1 7' [2 + ~(2 + 'ljJseca)] 

1 3 + 2 'IjJ seca 
und es lautet die linke Seite der Differenzeng1eichung der Xv und 
ebenso der S" 

Al~1'-l" 'IjJ;eca [X1'-1 + {2 + ~(2 + 'IjJ sec a)} x" + ~X1'+1]. (18) 
OJ + ~ 'IjJ sec a 

Berucksichtigt man die gegebene Veranderlichkeit del' Koeffizienten 
in der Differenzeng1eichung der D1" wird 

(' 1" ) 2 hv tg a 
- =02, =cpotga=p 
11'-1 11'-1 

und man erhalt diese1be wie fo1gt: 
2* 
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(19) 

( U~-1 U~) 
+2p'!jJseca hv_12- "h v2 

Analog lautet die nullte Gleichung 

- Do(a2 + 8p2 '!jJ seca + 60ljJ seca) + Dl [a2 - 2 p '!jJ seca(1 + 20)] = 

[ Uco ~ao U~] = 6 0J2 + '!jJ seca 11 - 2p '!jJ seca il2 . . 
000 

. (19 a) 

Nun sind die Gleichungssysteme der Xv, Sv, Dv fiir eine rasche 
Integration brauchbar gemacht, und es kann damit begonnen werden, 
fiir bestimmte, praktisch vorkommende Belastungsfalle geschlossene 
Losungen derselben zu berechnen. 

1. Eigengewicht. 

(v) 

k-------l Y_1------.;.., 

Abb.5. 

In jedem Grundsysteme 
sei das Eigengewicht kon­
stant und gleichmaBig iiber 
die ganze Stiitzweite ver­
teilt angenommen. 1st go 
das Eigengewicht im nuUten 
Fache, gn das im n-ten, 
dann setze man 

11-gv = go' S2V und s = n gn 
go 

eine Annahme, die immer 
naherungsweise erfiillt sein 
wird. Der lUI-VerI auf im 
v-ten Fache unter Belastung 

mit g,. ton/m gestaltet sich nach Abb. 5. 
111 

Wlc~ = sgv 11'_1 2 = sgol2(ea)2V . Q2 

'If _ 1 1 
~v - 2 gvlV-l =2gols2voV-l 

Bis zur Stelle a kann man die lUI-Linie mit ihrer Tangente identi­
fizieren: 



Eigengewicht. 

Damit bekommt man: 
f/Jcv 1 -- = -g 12 m (80)2V 

Iv 12 0 

f/Jav 1 2 _'_ = -g 12 m (8a) v 
hv 4 0 1 

E" 1 
~ = -goPml (80)2V 
hv2 6 

11· 
wenn m = dl (1-6 cp202tg2a) und ml = -;; cptga ist. 

Das Belastungsglied der v-ten Gleichung ergibt sich daher: 
1pseca 1 . 

Bv = A "v- 1 '-g Pm(ea)2V-2(1-6c)(2 + 82 0 2 ,,) 
1 3 + 2 1p sec a 12 0 

und das del' nullten: 
1 1p seca 

B =-g Pm·A --'--'(1-6c) 
o 12 0 1 3 + 2 1p sec a 

m t 1 1-6cp202tg2a 
darin bedeutet c - - - - . ----'----"'--

- m - 0'2.. cpotga 

Die Differenzengleichung del' Xv lautet daher: 
1 

(2+1pseca)Xo +Xl = 12go12m·(1-.6c) 

Xo + [2 + ,,(2 + 1p sec a)] Xl + "X2 
1 

=-g Pm' 12 0 

'(1-6c)(2 + 8 2 0 2 ,,) 

1 2 
X v - 1 + [2 +,,(2 + 1pseca)]Xv + "XV f-1 =12go1 m(1·-6c)· 

. (2 + 8 2 0 2 ,,) • (8 0)2V -2 

21 

(20) 

sie ist inhomogen; man erhl1lt die zugehorige homo gene Differenzen­
gleichung, wenn man das Belastungsglied Bv = 0 setzt. Es soll nun 
die Losung del' Diffel'enzengleichung 

X V - 1 + kXv + "Xv+! = 0 
bel'echnet werden. Analog wie man bei Differentialgleichungen gleicher 
Bauart von dem Ansatz ausgeht: ~ = erx, geht man bei Differenzen­
gleichungen von dem Ansatz: 

~~= rV 
aus. l' bekommt man als Wurzeln del' sogenannten "charakteristischen 
Gleichung" 

1 + kr + "1'2 = O. 

Soilen die beiden Wurzeln reell sein, muE ~ > 1 sein, was stets fiir 
4" 

praktisch vorkommende Stockwerkrahmen erfiillt sein wird. k und " 
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sind beide positiv, daher miissen die reellen Wurzeln beide negativ 
sein; sind r1 und r 2 ihre absoluten Werte, dann sind 

~,,= (-1)"C1 r1" und ~" = (-1)"C2 r 2" 

partikuUire Losungen; man erhiUt schlieBlich die Losung als lineare 
Kombination der partikularen Losungen 

~,,= (-1)" C1 r l " + (-1)"C2rt. 
Die Integrationskonstanten C1 und C2 bestimmen sieh aus gegebenen 
Randbedingungen. 

Zur Berechnung der Losung der inhomogenen Differenzengleichung 
braucht man zunachst ein einfaehes partikulares Integral derselben; 
ein solches erkennt man meistens sofort aus dem Baue des Belastungs­
gliedes B,,; die unbestimmten Koeffizienten, die es noch enthalt, kann 
man durch Einsetzen in die Differenzengleichung und durch Koeffi­
zientenvergleich ermitteln. Hat man ein partikuliires Integral, so 
ergibt sich nach einem bekannten Satze die allgemeine Losung, wenn 
man zu diesem die Losung der zugehorigen homogenen Differenzen­
gleichung addiert. Was die Losung der inhomogenen Differenzen­
gleichung 

X"-l + kXv + "X"+l= a'(eo)2"-2 

anbelangt, sieht man sofort, daB man fiir ein partikulares Integral 
den Ansatz machen muB: 

~,,= a (e 0) 2"-2, 

setzt man dieses ein, so bekommt man 
a (e 0)2 "-4 + k a (e 0)2 v-2 + "a (e 0)2 v = a (e 0)2 ,,:'-'2 

daraus 
a 

a = (e 0)-2 + k + ,,(e 0)2 

und schlieBlich lautet die allgemeine Losung 
Xv = a (e 0)2 ,,-2 + (-1)" C1 rt" + (-1)" C2 r2v. 

In dem Gleichungssysteme der X" entspricht die Gleichung fUr 
v = 0 in den Koeffizienten der Xv nicht dem allgemeinen Schema; 
sie muB daher gestrichen werden. Damr sind zur Berechnung von 
0 1 und C2 als Randwerte Xo und XIl einzufiihren, von denen Xo vor­
laufig unbekannt, aber durch die gestricbene nuUte Gleichung be­
stimmt und XIl = 0 ist. 

Nun lauten die beiden Bestimmungsgleicbungen fUr C1 und C2 : 

Xo = a(eo)-2+ C1 + C2 

0= a (e 0)2 11-2 + (-l)ll C1 rill + (-l)ll C2 r2Il 
daraus ist 

C _ a (eo)2Il-2 + [Xo- a (e 0)-2] (--1)Ilr211 
1-- (-1)Il(rlIl-r211) 

o = --L a(eo)2Il-2+[Xo-a(eo)-2](-1)llrl ll . 
2 I (-1)Il(rlIl-r2Il) 
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Eliminiert man damit 0 1 und Oa in der allgemeinen Losung, er­
gibt sich nach einigem Umrechnen 

r"rn_r'Vrn 
X =a(80)z'V-Z-(-1)V[X -a(eO)-Z], 1 2 2 1 

v 0 ~_~ 

r"- r v -(_1)'V-na(80)2n-2. 1 a. 
r ln - ran 

(21) 

Zur Kontrolle fUr die Riehtigkeit dieser Gleichung soIl nachgesehen 
werden, ob sie den Randwerten Geniige lei stet. Es ist fUr 

v = 0: Xo = a (8 o)-Z + Xo - a (8 0)-2 

V= n: 0= a(80)2n-2-a(80)2n-2 

In der Losung (21) ist nur noch der Randwert Xo unbekannt; um 
diesen zu bestimmen, muB man mit Hilfe der allgemeinen Losung Xl 
anschreiben; setzt man Xl in die nullte Gleichung ein, erhalt man 
eine Gleichung fUr Xo, die dasselbe eindeutig bestimmt. Es wird 
jedoch in den meisten Fallen nicht notwendig sein, mit der doch 
umfangreichen Losung (21) zu rechnen. Wenn der mittlere Koeffizient 
der Differenzengleichung stark iiberwiegt, wird r l gegeniiber r 2 sehr 
klein sein, so daB man sofort r 1n , wo es als Summand auf tritt, 
streichen kann; die Gleichung (21) geht iiber in folgende Form 

Xv = a(80)2 1'-2 + (-1)"[Xo- aCeo)-2](rt- r::~v) + 

( r" 1) + (-1)V-n a(eo)2n-2 _1 ____ • 
. ran r2n- v 

Man wird aber noch immer innerhalb der notwendigen Genauig· 
keit bleiben (an seinem Beispiele wird es spater gezeigt werden), 
wenn man auch die Briiche streicht, die r1n oder 1'1" enthaiten, so 
daB man die Xv nach folgender Gleichung zu rechnen haben wird: 

x., = a (ea)2v-2 + (-I)" [Xo - a (e a)-2] rl"­

- (_I)v-n a (e a)2 n-2. r2Lv . . (21a) 

Sind die Xv bekannt, bereitet die Berechnung des Momentenver­
laufes im Tragwerke keine Schwierigkeiten mehr; nach (6a) ergibt 
sich Y" nach Einsetzen der speziellen, dem Eigengewicht entsprechen­
den Belastungsglieder und Beriicksichtigung del' besprochenen Ver­
anderlichkeit der GrundmaBe mit den friiheren Bezeichnungen 

3 1 [ 1 Yv = .-- A "v o _ g l2 m (80)2"-l-- 2A 1jJseca'''v, 
3 + 2 'IjJ sec a Al "v 1 12 ° . I 

o ~ go 12 m l (e 0)2 v + Xv Al "v (1 + 'IjJ sec a) - Xv+! Al "v ] 
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=32 3 [I12goFm(ca)2"(1+4C1J'SeCa)+ 
+ 1J' sec a 

+ Xv(l + 1J' sec a) - XP+l] (22) 

Das Standerkopfmoment Xv el'gibt sich nach (2) fUr y = h mit 

(23) 

wobei IDI~v das Moment des v-ten Standers am oberen Stabende des 
statisch bestimmten Grundsystems vorstellt. 

Wl~v= ~ goP ~2 .p(1-p)(ca)2V 

und 

M~'v = Wl~~ - Wl~v + M~ v 
Damit ist auch im Riegel der Momentenvel'lauf sofort anzugeben. 

Bei del' Berechnung der Xv wurde nicht darauf geachtet, daB die 
Auflagerreaktion, die durch Belastung des (v + I)-ten Faches entsteht, 
im v-ten statisch bestimmten Grundsysteme einen 9J( -Verlauf erzeugt; 
bei symmetrischer Belastung sind samtliche ~v ebenfalls symmetrisch 
angeordnet, so daB ihre Resultiel'ende in die Symmetrieachse des 
Tragwerks zu liegen kommt. Da man dieselbe in zwei Seitenkrafte 
zerlegen kann, die in die Richtungen del' beiden Standerachsen fallen, 
ist ersichtlich, daB nur Langskrafte in den Stab en entstehen, daB 
also ein symmetrischer Belastungszustand, der nur aus Einzellasten 
in den Rahmenecken angreifend besteht, keine Momente im Trag­
werk erzeugt. 

2. Wind von links. 
Die wagrechte Windkraft W gl'eift an del' obersten Ecke des 

Stockwerkl'ahmtlns an. Dadurch entstehen in jedem statisch be­
stimmten Grundsystem wagrechte und lotrechte Auflagen'eaktionen; 
diese sind in dem unmittelbal' darunter liegenden Fache mit ent­
gegengesetzten V orzeigen aJs auBere Krafte anzubringen. Del' Dber­
sichtlichkeit halber sollen die wagrechten und lotrechten Auflager­
reaktionen fUr die Berechnung del' statisch unbestimmten GraBen 
getrennt betrachtet werden. Als solche treten nun die Dv auf, be­
ziehungsweise die Dv' bei Betrachtung der wagrechten und die Dv" 
bei Betrachtung del' lotrechten Auflagerreaktionen. 

Die wagrechte Auflagerreaktion ist wegen der Bedingung }; H = 0, 
die in jedem Fache erfiillt sein muB, immer gleich W, so daB in 
jedem Fache an del' oberen Ecke die Kraft W als auBere Kraft 
einwirkt; dadurch ergibt sich im v-ten Fache ein 9J(-Verlauf nach Abb. 6. 
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Es ist 
a hv 11'-1 -hv tga m~O 

IDlev = Whv - W·I--hvtga = Whv 1 = »lav 
v-I v-I 

IDl~v = = Whv h" tga = IDl%v. 
11'-1 

Der "zugehorige symmetrische Belastungsfall" liefert ohne Rechnung 
Sv = 0, da sich die angreifenden au13eren Krafte in jedem Fache 

Abb.6. 

fW~ 
(,y..f 

gegenseitig aufheben. Die Berechnung des Momentenverlaufs bei 
diesem Belastungsfalle beschrankt sich daher auf die Losung des 
Gleichungssystems der Dv. 

Es ist 

llvu 1 
h,,2 =3Whov+l. 

Damit berechnet sich das vote Belastungsglied des GIeichungssystems 
der Dv' mit 

[ 1 1 1 
Bv = -6 o·WhoV + 6xaWhav+1 + X '1jJ secU"2 Whav+1 + 

+ 2p1pseca·..!... WhaV - 2p1pseca . ..!... WhOV +1] = 
3 3 

1 ="6 Whov[(--l +xa)(o-4p1pseca) + 3xa1pseca] 
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und analog das nullte 
1 

Eo = 6 W h . 0 (0 - 4 P 'IjJ sec a + 3 'IjJ sec a). 

Das Gleichungssystem der Dv' lautet daher 

D ' (02 + 8 p2 'IjJ sec a) + 6 'IjJ 0 sec aD' - + 1-o 02 - 2p'ljJseca (1 + 20) -

=Wh 0(0-4p'ljJseca+ 3'IjJseca) 
02 - 2 P 'IjJ sec a (1 + 20) 

D '-D ,(02 + 8p21j1seca) (1 + x) + 6x01jlseca D'-
o 1 02 _ 2 P 'IjJ sec a (1 + 2 0) + X 2-

= Who(-1 + xo) (0-4p'ljJseca) + 3xo'IjJseca (24) 
02 - 2 P 'IjJ sec a (1 + 20) 

D' _D,(02+8p21j1seca)(1+xl+6xo'IjJseca D'­
v-I" 2 2 1 2 + X ,,+1-o -' p 'IjJ sec a ( +' 0) 

= Who" (- 1 + x 0) (0 - 4 P 'IjJ sec a) + 3 x a 'IjJ sec a 
a2-2p'ljJseca(1 + 20) 

Die Differenzengleichung D;-l - k m Dv' + x Dv+1 = a 0" unter­
scheidet sich von der fruheren im wesentlichen nul' durch das negative 
Vorzeichen des mittleren Gliedes; die charakteristische Gleichung 
lautet daher 

1 - k m r + x r2 = 0, 

wenn sie reelle Wurzeln r 1 und r 2 hat, mussen beide positiv sein; 
es entfallt folglich in der Losung der Vorzeichenwechsel, so daB 
man die Losung der zugehorigen homogenen Differenzengleichung in 
folgender Form anschreiben kann: 

15" = C1 r1" + C2 rz" 
Fur ein partikulares Integral der inhomogenen Differenzengleichung 
muB man den Ansatz machen 

0,,' = a a". 

Analog wie fruher findet man durch Koeffizientenvergleichung 

_ a 
a= . 

0- 1 - k m + xa 

Damit lautet die allgemeine Losung 

Dv' = a 0" + C1 1'1" + C2 r 2"· 

Die Integrationskonstanten C1 und C2 bestimmen sich aus den Rand­
wert en Do' und Dn'; Do' ist wieder vorlaufig unbekannt, abel' durch 
die abweichende nullte Gleichung bestimmt; Dn' = 0, weil Xan = 0 
und X bn = ° sein mussen. 
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Daraus ergibt sich: 

Setzt man C1 und ClI ein, erhalt man die allgem~ine Losung 
r"rn-r"rn 1'''-1''' 

Dv'=aaV-(D'-a)' 12.21 -aan 1 2 (25) 
o r1n - r211 r I n - r2n 

mit dem zunachst unbekannten Randwerte Do', del' abel' leicht ebenso 
wie frUber mit Hilfe del' Losung (25) fUr y = 1 ermittelt werden kann. 

Da fiir praktisch vorkommende FaIle 1'1 gegeniiber 1'2 sehr klei.n 
sein wird, geniigt es jedoch immel', D,,' nach del' gekiirzten Formel 

D ' (D' -) - 1 ) v =itav + 0 -a rl"-aan --. . (25a 
r2n-" 

zu berechnen. 

Die lotrechten Auflagerreaktionen sind Kraftepaare; ist das 
(n-I)-te Fach das oberste, dann wirkt auf das (n-2)-te Fach das 

Kraftepaar Wn - 1 = W hI n-1 = Pn- 2, das durch die wagrechte Kraft W 
n-2 

am (n-l)·ten Fache erzeugt wi rd. Auf das (n-3)-te Fach wirken 
die Reaktionskrafte des Kraftepaares Wn- 1 (wieder ein Kraftepaar 

Vn- 2 = Wn_llln-2) und das Kraftepaar Wn - 2 , das durch W an del' 
n-3 

oberen Ecke des (n-2)-ten Faches hervorgerufen wird; zusammen 

P _ V A - Wn- 1 In- 2 + W. hn- 2 _ W. hn - 1 + hn- 2 
n-3 - n-2 + n-3 - - • 

In-1 In-3 In-3 

Summiert man die lotrechten Auflagerreaktionen bis zum (y + I)-ten 
Fache, so erhalt man das auf das y-te Fach einwirkende Kraftepaar Pv 

1 an - 1 + an- 2 + : .. a1'+1 
P,,= W· -- (hn - 1 + hn - 2 + .... h"-Ll) = W q?" ---

Jv ' a" 

= Wtpa(I + a+ a2 + .... + an-"-2) 

Fiir y> (n - 2) ist Pv = 0, weil h a- a keine geometrische Bedeu­
tung hat; auf das (n-l)-te Fach wirken aueh keine lotrechten Auf­
lagerreaktionen ein. Fiir y = n- 2 ist die Anzahl del' Glieder obiger 
Summe gleich 1 und P n-2 = W tp a (1); das stimmt mit dem oben 
Gesagten iiberein, da das (n - 2)-te Faeh nul' vom Kraftepaare 

Wn- 1 =W. h
1n - 1 =Wtpa belastet wird. 
n-2 

Del' Ausdruck fiir Pv stellt eine geometrische Reihe mit (n-v-1) 
Gliedern und dem Quotienten a VOl'; daher kann man fiir P v auch 
schreiben: 
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oD-"-1-1 1 
P" =Wcpo = - Wcpo(1-oD-,,-1). 

0-1 2p 

Durch die Belastung des 'V-ten Faches mit dem Kraftepaare P" 
ergibt sich ein IDi-Verlauf nach Abb. 7. 

Das Momentbild ist yon yornherein antisymmetrisch, so daB man 
fo1gern kann, daB durch die lotrechten Auflagerreaktionen keine Bei­
trage zu den Yo erzeugt werden. 

Es ist 

IDla = -P" lh"tga= -~Wh(oV+1- aD) = IDlO 
C" 1"-1 :! a" 

b Iv 
IDle" = + Pv -l - hvtga = 

'1'-1 

Abb.7. 

Infolgedessen ergibt sich 

Uc " 1 1 W 1 - = + - IDla = - - h (0'1'+ - aD) 1,,2 3 cv 6 

~a" = + 
hv 

U u 2 1 _" = + - IDlO =- - Wh(oV-f-1-0D) 
h 2 3 a" 3 . 
" 

= 9JI~". 

Damit rechnet sich das Be1astungsglied der 'V-ten GIeichung des 
Systems der Dv"; 

Bv = 6 [ + a {~ Wh(o"- aD) - ~ WhX(a V+1-aD)}-
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1 f1 
- xl/' secu· '2 Wh Cav +1-all)- 2pl/Jsecu r3 WhCav - Oll)-

- X~ W h (OV+1_ all)}] = 

= ov. Wh [C1-xa) (0'-4pl/Jsecu) - 3xol/Jseca] 

- all. Wh [(1- x) (a- 4 p I/'seca)- 3 x I/' sec a] 

und das Belastungsglied der nullten Gleichung analog 

Bo" = - Wh(0'-all)[C0'-4pl/'seca) + 3l/Jsecu]' 

Daher lautet die Differenzengleichung fur die Dv" aus den lotrechten 
Auflagerreaktionen 

D" (a2 + 8 p2 V' sec a) + 60'11' sec a D" _ 
- 0 + 1-

a2 - 2 P V' sec a (1 + 2 a) 

= _ W h (a-an) (a - 4 P V' sec a) + 3 V' sec a 
a2 - 2 P V' secu (1 + 2 a) 

D" _ D" (a2 + 8 p2 V' sec a) (1 +x) + 6xaV'seca + xD:; = 
o 1 a2 _ 2 P V' sec a (1 + 2 a) " 

= a. W h (a - 4 P V' sec a) (1 - x a) - 3 x ()" V' sec a _ 

a2 - 2 P V' sec a (1 + 2 a) 

__ W h an (a - 4 P V' sec a) (1 - x) - 3 x V' sec a ~ (26) 
a2 - 2 P V' sec a (1 + 2 a) I 

D" _ D" (02 + 8 p2 V' sec a) (1 + x) + 6 x a V' sec a D"­
v-l v + U v+l-0'2 - 2 P V' sec a (1 + 20) 

aVW h (0- 4PV' sec a) (l-uo) - 3 uov' seca_ 
0 2 - 2 P V' sec a (1 + 2 a) 

WI (a-4PV'seca)(1-u)-3uV'seca 
- 1~----~~------------~~--

0" - ~ p V' sec a (1 + 20) 

Diese Differenzengleichung ist abgesehen von del' fUr v gleich Null 
nach folgendem Schema gebaut: 

wobei 
DLl -kmD;: + XD~+l = aoV + b 

a = Wh (a-4p V' sec a) (l-uo) - 3uo~p seca \ 
02 - 2 P V' sec a (1 + 20) 

(27) 
b = _ WhOll (0 - 4PV' seca)(l-x) - 3xV' sec~ 

02 - 2 P V' sec a (1 + 20) , 

Fur ein partikuHires Integral ist folgender Ansatz zu mach en : 

o~ = aoV + b. 
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Durch Substitution und Koeffizientenvergleichung ergiht sich 

und die allgemeine Lasung fUr D~ lautet 

D;: = aa" + b + C1 r1" + C2 r 2". 

Mit Hilfe del' Randwerte DO' und D~ 0 lassen sich wieder die Inte­
grationskonstanten C1 und C2 eliminieren. Es wird 

C __ b + a all + (DO' --b - a) 1'211 

1 - 1'1 11 -1'211 

C b + a all + (DO' - b - a) 1'111 
-+-'-----'---'--"-------'--"-

2 - 1'111 -1'211 

und damit schlieBlich 
~- -- 1'1'1'11 - I' "I' 11 _ 1'1' - r v 

D;,' =f a a" + b - (DO' - a - b) 1 2 2 1 _ (a all + b) 1 2 (28) 
1'111 - 1'211 1'111 - 1'211 

Auch bier hat man nicht nach diesel' umfangreichen ]'ormel zu rechnen, 
sondeI'll kann D;,' bei Einhaltung del' notwendigen Genauigkeit nach 
dem gekiirzten Ausdrucke 

D;,' = it av + b + (U;; - it - b) 1'1" - (it an + b) r2!-" . (28a) 

bestimmen. 

Summiert man die gerechneten D; und D;: und bezeichnet die Summe 
D 

mit Dv , so ergeben sich leicht die StanderffiBmomente mit Xav = + -i: 
und X bv = - -I?i. Urn die Standerkopfmomente zu ermitteln, braucht 

man die statisch unhestimmten GraBen Y v • Nach (10) war 

Y 1 [ 1 ([>cv L~v+L~" S 11 v = 2 flv 2 Av Iv + 2 yv sec a h,,2 + S,. av - v+1 AI' 

Mit den del' angenommenen Veranderlichkeit del' GrundmaBe ent­
sprechenden Koeffizienten a, fl, y, A und del' schon erschlossenen 
Bedingung Sv = 0 ergibt sich Y v mit 

Yv = 3 r ~ c v + sec a L~v + L~ "1. 
3 + 2 '!f1 sec a l Iv '!f1 hI' 2 

Es ist 
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Damit berechnet sich 

3 [ 1 Y v = -2 W hv + 'lfJ sec a· 
3 + 2'lfJ sec a 

1 ] 1 3 Whv =TWhv . (29) 

Da, wie schon erwahnt, durch die 10trechten Auflagereaktionen keine 
Beitrage zu den Yv erzeugt werden, liefert obiger Wert die voll­
standigen GraBen Y v• 

Die Standerkopfmomente Xav und Xbv ergeben sich nun auf 
Grund der Momentenbilder nach fo1gender Beziehung: 

X ano X .1v- 1 - hv tg a X hv tg a 
av = :LI~av + av 1 + bv I + 

v-1 v-1 

X hv tg a X hv tg a Y + av+1 1 - bv+1 1 - v 
v-1 v-1 

= m~v + Xav (l-p) + XbV P + XaV+1 P - X bv+1 P - Y v . (30) 

fiir den gegebenen Belastungsfall ist Xav = - Xbv, Xav+ 1 = - XbV + 1 

daher ist 

XaJ, = M~v + Xav (1-2 p) + Xav+1 . 2 P - Y v (30a) 
und 

Xbv = -Xav 

"0,0 -Wh .1v_l-hVtga_ p ~l ~ la" - v v 1v tg a 
11'-1 1"-1 

=Whav [(I-P)- ~a(l-an-V-l)] . (31) 

Mit den Standerkopfmomenten ist nun der Momentenverlauf im ganzen 
Tragwerk bestimmt. 

3. An dem obersten Rahmenfache greift das Moment Man. 
Dieser Belastungsfall ergibt sich bei exzentrisch angreifender Wind­

kraft; das Angriffsmoment soIl zur Halfte auf die linke, zur HaUte 
auf die rechte Ecke des obersten Rahmenfaches aufgeteilt werden. 

Dann ergibt sich im (n-l)-ten Fache ein \DC- Verlauf nach Abb. 8. 
Am darunterliegenden (n-2)-ten Fache greifen nurmehr die Reaktions-

krafte des (n-l)-ten Faches (mn - 1 = .± -~) und am v-ten Fache 
1n - 2 

daher das Kraftepaar ~v+1 = ~ an, welches die Reaktionskrafte 

\DC mv = .± -1- erzeugt. Ahn1ich wie im zweiten Kapitel dieses Ab­
v-1 

schnittes ergibt sich 

Ue v 1 hv tg a 1 1 
-=--M--=--M<patga= --Mp 
V 3 IV-1 3 3 
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t5'a., 
-=-- MqJatga =-Mp 

2 
=--Mp 

3 

.... ------,l" . z,---------<~ 

Abb.8. 

fur v = 0 bis v = (n - 2); im (n -' l)-ten Fache erhli1t man fur 

Ucn- 1 = + _~_ M .lu-2 - 2 hn- 1 tg a 
1n_ 12 3 21n- 2 

1 
-Mpa 
6 

t5'an-1 = _ M 
hn - 1 

hn- 1 tga 
=-Mp 

u~'--~ = -~M hn - 1 tga 
h~-l 3 1n - 2 

Damit rechnen sich die Be1astungsglieder 

II 1 
B.,= 6 3 aMp-~a·3Mp-,q[JsecaMp--2ptpseca 

(+MP-~: MP)] = 

= 2Mp [(1-~) (a- 4ptp sec a) - 3~ tpsec a] 
und 

Bo = - 2Mp [(a-4ptpseca) + 3tpseca]. 

Abweichend gebaut ist nur das Be1astungsg1ied Bn- it welches 1autet: 

Bu- 1 = 2Mp [a (l + ;;) -3~tpseca-4ptpseea(1-~)]. 
Damit lautet die Differenzengleichung der D., : 
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= _ 2 M (0 - 4 P "p sec a) + 3 "p see a 
p 0 2 - 2 P "p sec a (1 + 2 0) 

~32) 
D1'- 1 ~-D"km +" D1'+1 = 

= + 2 M ~1 -::-") (0 -4 P "p see a) - 3" "p seea 
P 02 - 2 P "p sec a (1 + 20) 

Dn-2-Dn-lkm 

0(1 + "0) - (1 - ,,) 4 P "p see a - 3" "p sec a 
= + 2M 2p 

P a2-2P"Pseca(1+20) 

Die Gleiehungen fUr ')J = 0 und ')J = n -1 folgen in den Belastungs­
gliedern nicht dem Schema del' iibrigen, die durch die Form 

D"_1 -D"km + "D1'+1 = b 
gegeben sind; fUr die Integration del' Differenzengleichung mussen sie 
daher zunachst gestrichen werden, dafUr sind Do und Dn- 1 als vor­
laufig unbekannte Randwerte einzufiihren. Hat das Tragwerk nul' 
wenig Fache, dann empfiehlt sich die Auflosung des Gleichungs­
systems durch Integration nicht; man wird mit Hilfe elementarer 
Methoden fruher zum Ziele kommen. Sind viele Faehe vorhanden, 
wird man folgenden Weg einzuschlagen haben: 

D" = b + CI 1'1" + C2 r 21' , 

wobei wie friiher 
- b 
b = 1 _ kill + " ist. 

C1 und C2 bestimmen sich aus den Randwerten; fiir ')J = 0 ist 
D" = Do und fUr ')J = n - 1 ist D" = Dn- 1; daher ist 

Do = b+ C1 + C2 

Dn - 1 = b + C1 1'1n - 1 + Cz r 2n- 1 

und daraus 

sehieBlich ergibt sich D" mit 
_ - r"rn-1 r-"r n- 1 - 1'''--_1''' 

D" = b ~- (D - b) 1 2 2 1 + (D _ b) 1 2 • (33) 
o r1n-1-1'2n-1 n-1 r1n-1_-r2n-1 

Schreibt man die Losung fUr ')J = 1 und fUr ')J = n - 1 an, so er­
halt man mit den beiden gestrichenen Gleichungen zusammen vier 

F r its c he, Differenzengleichuugen. 3 
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Gleichungen, die nur Do, Dl Do- 1 und DO- 2 enthalten und aus denen 
man diese GraBen zu ermitteln hatte. Wegen der gegenseitigen 
GraBenverhaltnisse von r1 und r 2 wird sich aber die Rechnung da­
durch wesentlich vereinfachen, daB del' Beitrag, den Do- 1 zu D1 
liefert, ohne die notwendige Genauigkeit zu beeinflussen, vernach­
liLssigt werden kann, ebenso der Beitrag, den Do zu DO - 2 liefert, so 
daB aus den vier Gleichungen mit vier Unbekannten zweimal zwei 
Gleichungen mit zwei Unbekannten werden. Da del' betrachtete Be­
lastungsfall von vornherein antisymmetrisch ist, ist Yv = 0; del' "zu­
geharige symmetrische Belastungsfall" laBt erkennen, daB auch Sv = 0 

. d D' 'b' h X Dv d X D" d d S" Wlr. amlt ergl t SIC av = 2 un bv = - -2 un as tan-

derkopfmoment wird gleich 

Xav = WC~v + Xav(1-2p) + Xa v+1' 2p, 

wobei WC~v flir v = 0 bis v = n - 1 gleich 

ist. 

o M 
IDca." = - -- h." tg a = - M ?? a tg a = - M P 

Iv-1 

4. Symmetrische Belastung des obersten Riegels mit 
Nutzlast. 

Dieser Belastungsfall bietet nichts N eues; aIle Belastungsglieder 
mit Ausnahme des (n -I)-ten sind gleich Null und dieses reduziert 
sich auf 

B =_, (1_ao- 1)(/>co-1 
n-1 "'0-1 fl 1 0-1 n-1 

(/>a 0-1 
2Yo-1 seca h + 

0-1 

+ ') ao-1 .E~ 0-1 
~ -fl-YO- 1 sec a h 2 

0-1 0-1 
Auch hier wird sich die Methode del' Integration erst dann lohnen, 

wenn viele Fache vorhanden sind; man wird dabei so vorzugehen 
haben, wie bereits im 3. Kapitel des II. Abschnittes angegeben wurde. 
Bei nur wenig Fachen empfiehlt sich die Losung des Gleichungs­
systems der Xv durch Substitution. 

5. Unsymmetrische Belastung des obersten Riegels mit 
Nutzlast. 

Der "zugeharige symmetrische" Belastungsfall ist im vorangehenden 
Kapitel besprochen worden, nul' der "zugeharige antisymmetrische" 
Belastungsfall braucht noch untersucht zu werden, urn den Momenten­
verI auf im Tragwerk angeben zu kannen. 

Es sei der Fall der halbseitigen Belastung mit q ton/m betrachtet. 
Dann ergibt sich im (n -l)-ten Fache ein WC-Veriauf nach Abb. 9. 
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Es ist 

1" _ q In _ 1 2 
(" + 4 hn - 1 t ) nn-1 - -~- OJ -- ga 

8 In- 2 In-1 

m q In_1'2 (1 4 hn- 1 ) '<.)n-1 =---~- + --tga 
8 In- 2 In-1 

und mit Beriicksichtigung der angenommenen GesetzmaBigkeit wird 
ql ql 

l!fn- 1 = 8 an (3 + 4 P tga) und ISn- 1 =8an (1 + 4 ptga). 

(fL-1) 

;...-------,t1f-2.---------"'""'~..;, 

Abb.9. 

Damit ergibt sich 
12 

[)(~n-l =mn_ 1 hn _ 1 tga= ~ p(1tga(12(n-1)(3+4ptga)=W~n_1 

b qI2 b n-1 
We n-1 = )En-1 hn- 1 tg a = sp otg a 02(n-1) (1 + 4 P tg a) = Wo 

qx 2 
X ',j' (h ) We n-1 = :':'n-1 n-1 tg a + x - 2' 

I' cm O _cmo _ Lp 02 (n-1) 
W1an-1 W1bn-1 - 4 . 

Fiihrt man fur hn - 1 tg a die abkiirzende Bezeichnung a ein, so 
bereehnet sich 

I I 

2:~ 0-1 = J[ ~rn+1 (a + x) - q;2] (I-x) dx + J 58n- 1 (a + x') x' d x' = 
o 0 

1 1 
= 24 ~ln_11n_12(21n_1 + 9a) + 2458n-1 In _ 12 (10 - 1 + 3a)-

5 4-
- 384 q 1n-1 

3* 
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I I 

~ 2] ~ 
~n-1 = J[ 2(n-1 (a + x) - 5l~ x d x + J )Sn-1 (a + X') (I-x') d x' = 

o 0 

- ~ I)' 1 2 . ~ m 2 (21 9 )_ - 24 U n-1 n-1 (In-1 + 3 a) + 24 '<)n-1 1n-1 n-1 + a 

3 1 4 
- 384 q n-1 

UCn- 1 1 at m 1 1 2 
In-1~ = 24 (1n-1 + 6 a) (<<n-1 - '<)n-1) -192 q n-1 = 

qI2 = _02(11-1) r2(0+ 6p)-1] 
192 L 

~ 1 qP Uan-1 = _ (jffio _ IDlo ) = __ p a2(n-1) 
hn- 1 2 a 11-1 bn-1 8 

U~-1 _~(crno _anO )_ q12 2 (n-1). 
h 2 - ., !l.Ita 11-1 ::I.Ilbn-1 - 12 po 

n-1 v 

Am (n-2-ten) Fache sind die Auflagerreaktionen des dariiber­
liegenden mit entgegengesetzten Vorzeichen als liu13ere Krafte anzu­
bringen: bezeichnet man dieses Kraftepaar mit ± Pn-l> dann greift 

F Pn-1 In - 2 d am (n-3)-ten ache das Krliftepaar ± ----- un analog am v-ten 
In-3 

+ Pn - 1 In - 2 
- Iv . 

Der ffi{-Verlauf am v-ten Fache gestaltet sich daher wie fo1gt: 

o Pn - 1 1n - 2 Iv _ P .1 n-2 _ o-na ffi{av=+ --hvtga-+ n-1f{Jotga 0 -::I.Ilcv 
Iv Iv- 1 

anO _ Pn - 1 In - 2 I" h _ ;-mb ::I.Ilbv - - --1----1- "tg a - li.ll Cp, 

Daher ist 

v v-1 

ql 
Pn- 1 = (21n- 1 - ~n-1) = Tan. 

U 1 1 q1 Ian- 2 qI2 
. ~ = + -- IDi a . --an --1tpav tga = _pa2 (n-1) 

Ip2 3 cv 3 4 l ov-l 12 

und zwar gel ten diese 
ergeben sich nUll die 
nach (12) mit 

qJ2 _ pa2 (n-1) 
4 

qJ2 _pa2 (n-l) 
6 

Ausdrucke fur v = 0 bis v = n - 2. Damit 
Belastungsglieder der Differenzengleichung 
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1 
Bo = - q12pa2(n-O [Ca- 4p 1Jl sec a) + 31Jl seca] 

2 

1 
Hv = - 2 q12pa2(n-l) [Cl-x)(a- 4p 1Jlseca) - 3x1Jl seca] 

Bn 1 = 6 {~q12pa2(n-l) [- a + X· ~ (2a + 12p -1)] + x1Jlseca . 
- 12 16 

.L' pa2(n-l) + 2p1Jlseca L p02(n-l)_x_ p02(n-l) 12 ( I2 q12)} 
8 6 12 

und diese selbst lautet schlieBlich 

-km'D + D = ~ 12 02(n-l). (0_-4P1JlsecaJ+ ~1Jls~c~ 
o 1 2 q P 02 - 2p1Jlseca (1 + 20) 

Do - kmDl + xDz= 

__ !_ qJ2p 02(n-l). (1- x)(o -4 P1Jl seca) - 3 xlJ! seca 
2 02-2p1Jlseca(1 + 20) 

D"-1 - kmD" + XDv+l =-

(34) 

__ ~q J2 02(n-l). (I-x) (0- 4 p1Jlseca) - 3x1Jl seca 
2 P 02-2p1Jlseca(I+20) 

Dn- 3 - km Dn- 2 + X Dn- 1 = 
_ ~ J2 02(n-0. (l-x)(0-4P1Jl seca)- 3x1fiseca 

2 q P 02-2plpseca(I+20) 
1 

Dn-2-kmDn-l = 32 qJ2 02(n-l). 

o [--16 + ~(20 + 12 P-l)1 + 24x1Jlseca + 32p1Jlseca(2-x) 

02-2p1Jlseca(1 + 20) 

Streicht man die erste und letzte Gleichung dieses Systems, so erhalt 
man die Differenzengleichung D"_1 - kmD" + XD"+1 = b mit den zu­
nachst unbekannten Randwerten Do und Dn- b die bereits im dritten 
Kapitel des zweiten Abschnittes gelOst wurde. 

Die GraBen S" und Dv kannen nun als bekannt gelten; damit auch 
die StanderfuBmomente. Die GraBen Y" bekommt man aus dem "zu­
geharigen symmetrischen" Belastungszustande mit dem doppelten Be­
trage, weil der "zugeharige antisymmetrische" Belastungszustand 
Y v = 0 liefert; damit macht auch die Berechnung der Standerkopf­
momente nach der Beziehung (30) keine Schwierigkeiten mehr. 

Beispiel. 
Die leichte Anwendbarkeit und die itbersichtliche Berechnungsmoglichkeit 

der abgeleiteten Formeln solI nun an einem Beispiele deutlich gemacht werden. 
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Gegeben sei ein mehrteiliger Rahmenbock von einer GesamthOhe H = 30,00 m, 
einer oberen Breite In_l = 3,50 m; die Zahl der Fache sei n = 5, die Neigung 
der Standerachse gegen die Lotrechte betrage 5°10' daher tga = 0,05. Damit 
ergibt sich eine untere Br~ite des Bockes (an der h:inspannstelle) mit l' = 6,50 m. 

a = nll In-l = V In - 1 = { / 3,50 = 0,8835. 
~ 10 l' V 6,50 

30,00 
H = h (1 + a + aZ + a3 + 04) = h· 3,9633, daraus h = ho = 39633 = 7,570 m , 

ho=h 7,570m, 10=I'-2hotga=5,743m 
h, = ha = 7,570·0,8835 = 6,688 m, 1, = 10 -- 2h, tg a = 5,074 m 
h2 = h a2 = 7,570·0,7807 = 5,909 m, 12 = 1, - 2h2 tg a = 4,483 m 
h3 = h a3 = 7,570 ·0,6897 = 5,221 m, 13 = 12 - 2 h3 tg a = 3,961 m 
h4 = ho4 = 7,570'0,6094 = 4,613 m, I, = 13 - 2h4 tg a = 3,500 m 

h 7,570 
p = T = 5 743 = 1,318. , 

Ferner seien gegeben die Querschnittstarke des Bockes an del' Einspann­
stelle mit 1,40 m, an der oberst en Rahmenecke mit 0,80 m; die Querschnitts­
abnahme urn 60 cm entspricht einer Querschnittverschwachung von 2%' 

Daher ist die Querschnittstarke des Standers in der Mitte des nullten Faches 
do = 1,400 - 0,076 = 1,324 m, ebenso in der Mitte des 2. Faches 
d2 = 1,400 - 0,337 = 1,063 m, "" des 4. Faches 
d. = 0,800 + 0,046 = 0,846 m. 

Die Trligheitsmomente kann man proportional setzen den 3. Potenzen der 
Querschnittstarkenj daher ist 

Ja2 = d23 = 1,203 = ° r.18 050 
J ao d 3 2,326 ,u '" , 

Ja4 = d.3 = 0,604 = 0259 02-
J ao d03 2,326 ' "', OJ. 

Das Verhaltnis del' Tragheitsmomente in Stander und Riegel desselben Faches 
solI gieich 1 gesetzt werden; damit wird 

_ r;; _ ~. J eo _ ~o _ - 1 318 !fJ- -J --p-,. l;, ao 10 10 

Die gegebenen GraBen Aw, die zum Unterschiede mit den fiir die An­
wendung der Formeln erforderlichen mit Av bezeichnet werden solI en , ergeben 
sich nun mit 

ein Nahrerungswert fiiI" 

AO = 0,6405, 
A2 

no folglich 

A4 = 1,5615 
A2 

V A. - V 1,5615 ') 
no = Ao - 0,6405 = I,A95. 

Die Verbesserung ffl((n_o) ist mit Hilfe del' Beziehung (15) zu bestimmen 
nol 

f (nol = n08 + (2 ).0 _ A.) n06 _ (2 A4 - ~~) n02 - 1 = 
Az A2 Az Az 

= n08 - 0,2805 n06 - 2,4825 n02 - 1 = 0,0009. 

Da f (KO) nur 0,0009 betragt, der numerische Wert von f'(no) > 1 ist, kann 
no mit dem genauen'Vert n identifiziert werden; dies riihrt davon her, daB bei 
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.Annahme von JJc2 = 0,50 und JJC4 = 0,25 die Verhltltniszahlen 1, t, t Glieder 
cO r c-O 

einer geometrisehen Reihe sind. Beriicksichtigt man die Werte, die sich tat­
sltchlich ergaben, 

so erhlilt man 
f (nol = nos - 0,230 noG - 2,954, no2 - 1 = 0,226 
f'(no) = no (8 nos - 1,380 no' - 5,908) = 20,161 

die Verbesserung ergibt sich daher mit !,i::~ = 0,0112 und der genaue Wert 

f (no) 
n = no - f'(no) = 1,238 

Fiir diesen Fall sollen die gegebenen Av und die fiir die Rechnung erforder­
lichen Av einander gegeniibergestellt werden, urn die geringen .Abweichungen 
zu zeigen; dabei wird AV = 1 gesetzt: 

V=O 
v=2 
v=4 

gegebene Av 
1,000 
1,501 
2,345 

rechnerisch erforderliche AV 
0,993 
1,522 
2,333 

Fiir die weitere Rechnung soil jedoch n mit dem urspriinglichen Werte 
no = 1,250 benutzt werden; eine solche .Anpassung an rechnerische Forderungen 
wird praktisch immer zulassig sein, da bei der Berechnung eines derartigen 
statisch unbestimmten Tragwerkes die tatsachlichen Tragheitsmomente nicht vor­
liegen und deren .Abschlttzung sich mindestens in ebenso groBen Fehlergrenzen 
bewegen wird. 

Zu 1. Das spezifische Gewicht des Baustoffes betrage 2400 kg/m3 ; dnnn 
wird 

und 

go = 0,80 • 1,324 . 2,400 = 2,52 ton/ill 
g4 = 0,80 • 0,846 ·2,400 = 1,62 " " 

£ = VB g4 = V8 1,~2 = 0,944. 
go 2,D2 -

Ferner ergibt sich 

0,9395 1 3601 0,0659 0 0747 
m = 0,6897 =. , , m1 = 0,8835' = , 

c = m! = 0.~747 = 00548 
m 1,3601 ' 

1- 6c = 0,671, 2 + e2a2n = 2,870. 
Darnit wird 

= 6,332 

2 + I/J sec a = 3,320, k = 2 + " (2 + 'I/J sec a) = 6,150. 



40 Der Stockwerkrahmen mit geneigten Standern. 

Schlie.6lich lautet die Differenzengleichung der Xv fur das vorliegende Beispiel 
3,320 Xo + Xl = 6,332 

Xo + 6,150 Xl + 1,250 X 2 = 18,614 (eu)O 
Xl +. . . . . = 18,614 (eu)2 

Xa + 6,150 X 4 = 18,614 (eu)6 
und daher die zugehorige Dcharakteristische Gleichung" 

1 + 6,150r + 1,250r2 = 0 
daraus ist r l = 0,172, r2 = 4,749 

'V I 1 2 I 3 I 4 5 

'V l?g r l I 0,23045 -1 1 0,46090 - 21 0,69135 - 31 0,92180 - 41 0,15225 - 4 
v log r2 0,67669 1,35338 2,03007 2,70676 3,38345 

_ a _ 18,614 __ ') ')01 
a =., ., - 8,457 - ~,~ 

(euf"+ k + ,,(eur 
Weiter ist 

eu=O,834, a (euf2= 3,168, a (eu)B = 0,518. 

Nun ergibt sieh 
Xl = 2,201 - (Xo - 3,1(8) . 0,172 - 0,518·0,002 

und aus der abweiehend gebauten Gleiehung des Systems der Xv fiir v = 0 
Xl = 6,332 - 3,320 Xo' 

Die beiden Gleichungen fiir Xl liefern eine Gleiehung fiir Xo. am; der sieh 

X 3,fJ93 1 39 'b 
0= 3,150 =,1 tm ergl t. 

Nun ist 
Xl = 6,332 - 3,788 = 2,544 tm 

2 [ -2] 2 8 1 X 2 =a(eu) + Xo-a(eu) r, +a(eu) .-" 
1'2 

= 1,530 - 1,929'0,029 + 0,518·0,0093 = 1,479 tm 
X3 = 1,064 + 1,928 . 0,005 - 0.518 '0,044 = 1,050 tm 
X 4 = 0,743 + 0,518·0,218 = 0,856 tm. 

Zur Kontrolle wird man immer die Bedingung beniitzen, daB die berechneten 
Xv die Differenzengleichung befriedigen mussen i" z. B. fur v = 1 muB sich ergeben 

1,139 + 6,150'2,544 + 1,250· 1,479 
-....;.-----.;.---". = 18,614 

18,615 
Die weitere Berechnung des Momentenverlaufes bietet niehts Interessantes 

mehr; nach den angegebenen Formeln sind die Yv, mc~v' Xv usw. durch Ein­
setzen der besonderen Zahlenwerte zu bestimmen. Die Ergebnisse der dureh­
gefiihrten Rechnung sind in der folgenden Tabelle und dem Momentenbild fiir 
Eigengewicht in Abb. 10 eingetragen: 

v Xv Yv mc~ •. Xv M~v mcm 
cv M~v 

I 

° 1,139 6,524 2,908 i -2,477 - 5,021 13,292 + 5,363 
1 2,544 6,870 2,024 -2,302 - 3,781 9,258 + 3,453 
2 1,479 4,338 1,408 -1,451 -2,501 6,435 + 2,526 
3 1,050 3,021 0,982 -0,989 -1,845 4,478 + 1,651 
4 0,856 2,572 0,685 -1,031 -1,031 3,126 + 1,410 
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Hat man den Momentenverlauf im Tragwerk 'berechnet, wird es sich zum 
Zwecke derErkennung von Rechenfehlern, die sonst bei derartig hochgradig 
statisch unbestimmten System en nicht ins Auge fallen, immer empfehlen, Rechen-

Abb. 10. Abb. 11. 

proben durchzufiihren, die aus dem Satze iiber die reduzierte FOl'mitnderungs­
Rl'beit bei statisch unbestimmtem Systemen hervorgehen. Eine solche Rechen­
probe wird um so wertvoller sein, je groBer der Teil des Tragwerkes ist, iiber 
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den sie sich erstreckt. Der Ansatz fiir die ausgedehnteste Rechenprobe lautet 
folgendermaBen: 

n-l n-l_ 2 
.2 Xv Yv + .2 Xv Yv + Me n-l An_ 1 + -3 (9Jl:,"n-l - 9Jl~n-l) An- 1 = O. 
o 0 

Diese Gleiehung sagt niehts anderes aus, als daB die Verdrehung des unters~en 
Standers an der Einspannstelle gleieh Null sein muB; als statiseh bestimmtes 
Gruudsystem wurde dabei der Umfangsrahmen gewahlt, den man erhalt, wenn 
man alle Zwischenriegel durchschneidet. Fiir das obige Beispiel ist die Rechen­
probe in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

v Yv y" 

0 1/J 1,318 

I 

1,000 -1,338 I -1,766 -5,021 I 
1 1/Ju 1,649 1,250 + 0,242 I + 0,399 -4,728 

I 
2 1/J u2 2,064 I 1,563 + 0,028 

I 

+0,058 - 3,912 
3 1/J u3 2,580 I 1,954 + 0,061 + 0,118 -3,654 I 
4 1/J n4 3,232 I 2,448 -0,175 -0,566 

I 
-2,560 

.2 I I -1,757 
I I I 

Nun ist 

- 1,757 - 2,560 + : (3,126 - 0,685) . 2,448 = - 4,317 + 4,083. 

Der vorhandene Rechenfehler von 3 1/ 2 % riihrt davon her, daB die Xv da­
durch urn einen geringen Betrag zu klein sind, weil fUr den IDl-Verlauf im 
Stander nicht die Parabel sondern die Tangente an die Parabel in die Reehnung 
eingefiihrt wurde. 

Mit Riicksicht auf denselben Satz ist ersichtlich, daB der Momentenausgleieh 
in jedem geschlossenen Fache erfiillt sein muB. Fiir das nuUte Fach muB sich 
daher ergeben: 

(Xo + :Ko) Yo + M~o Ao + ~ (IDl~~ - IDl~o) AD = 0. 

Daher fUr das obige Beispiel 

- 1,766 - 5,021 + ! . 10,384· 1 = - 6,787 + 6,933. 

Ebenso muB fiir das (n-l)te Fach erfiillt sein 

(Xn_ 1 + Xn- 1) Yn-l + M~n_l An-l + : (IDl~'n-l -IDl~n-l) An- 1 -

- M~ n-2 An- 2 - : (IDl:,"n-2 - IDl~ n-2) An- 2 = 0. 

Die Momente des Riegels, der das betraehtete Faeh nach unten abschlieBt, 
miissen natiirlieh mit entgegengesetzten V orzeiehen in die Kontrollrechnung ein­
gesetzt werden. 

Fiir das obige Beispiel ist (n-l) gleich 4 uml nun ist 
- 0,566 - 2,560 + 4,083 + 3,654-4,488 = + 7,737 -7,614. 

Zu 2. An der obersten Ecke desselben Rahmenbockes greife die Kraft 
W = 1 in horizontaler Richtung an. 
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Es st 
a2 + 8 p' '1/J sec a = 0,781 + 8·0,0034 - 1,320 = 0,817 
1 + " = I + 1,250 = 2,250, 6 " a'1/J sec a = 6· 1,320· 1,250·0,884 = 8,762 
a' - 2 P '1/J sec a (I + 2 a) = 0,781- 0,116· 1,320·2,768 = 0,357 
a- 4p '/J sec a = 0,884- 0,334=0,550, -1 + n a= -1 + 1,105 = 0,105 

a = 7,570. 4,38~,t~,058 = 93,982. 

Damit lautGlt die Differenzengleichung der D,,' 
- 21,972 Do' + D/ = 84,514 

Do' - 29,768 D,' + 1,250 D2 ' = 93,982. a 
D,' - _ . . . = 93,982· a' 

Ds' - 29,768 D.' = 93,982· q4 

und die "zugehorige charakteristische" Gleichung 
I - 29,768 r + 1,25 r' = 0, 

daraus ist 
1',,= + 0,034, r2 = 23,790 

1', = 0,034, r,2 = 0,001, r,3 . ° 
I 1 I 

- = 0,042, -2 = 0,002, -3 -:-° 
r2 r 2 1'2 

W siter be1'echnet sich 
_ 93,982 93.982 
a = - _ 1,128 + 29,768 _ 1,105 = - 27,535 = - 3,408 

a an = - 3,408 . 0,538 = - 1,837 
D,' = a a - (Do' + 3,408) . 0,034. 

D,' ergibt sich aus der null ten Gleichung obigen Systems mit 
D,' = 84,514 + 21,972 Do'. 

Aus dies en beiden Beziehungen bestimmt sich 

D '= - 87,642 = _ 3 982 t 
o 22,006 ' m 

D,' = - 3,012 + 0,578·0,034 = - 2,992 tm 
D2' = - 3,408'0,781 + 0,578 . 0,001 = - 2,660 tm 
Ds' = - 3,408 . 0,690 + 1,837 . 0,002 = - 2,349 tm 
D/ = - 3,408 . 0,609 + 1,837 . 0,042 = - 2,002 tm. 

Zur Kontrolle der be1'echneten Dv' ist z. B.: 
- 2,992 + 29,768· 2,660 - 1,25 . 2,349 = 93,982 '0,781 
'- 73;324 ~ '73,3i4 
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Um die Differenzengleichung der Dv" zahlenmaBig anschreiben zu konnen, 
hat man zu berechnen 

a - a5 = 0,884 - 0,538 = 0,346 

= _ 7 570. 0,550·0,150 + 4.381 = _ 94 236 
a, 0,357 ' 

b = +- 7 -70' ° -38. 0,550'0,250 + 4,950 = 58183 
.,0,0 0,357 ' 

Bo = - 7,570 -0,346· 04'35~? = - 32,134 
, :Ji 

und es lautet dieselbe 
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- 21,972 Do" + D," = - 32,134 
Do" - 29,768 D," + 1,25 D2" = - 94,236 (I + 58,183 
D," -. . . . . = - 93,982 (12 + 58,183 

Da" - 29,768 D/' = - 94,236 u4 + 58,183. 

- 58,183 a = 94,236 = 3,418 
b = 1 _ 29,768 + 1,25 = - 2,112, 27,[,35 

D," = 3,418·0,884 - 2,112 + (Do" - 3,418 + 2,112) 0,034. 
Aus der nullten Gleichung des Systems bekommt man 

D," = - 32,134 + 21,972 Do" 
daraus ist 

und 

D " 32,990 1 502 t 
o = + 21,938 = +, m 

D," = 0,900 + 0,196·0,034 = + 0,907 tm 
D2" = + 3,418 '0,781 - 2,112 + 0,196 . 0,001 = + 0,552 tm 
(Do" - a - b) = 1,502 - 3,418 + 2,112 = 0,196 

a (15 + b = 3,418 ·0,538 - 2,112 = - 0,273 
Da" = 13,418 ·0,690 - 2,112 + 0,273 . 0,002 = 0,246 tm 
Di " = 3,418 ·0,609 - 2,112 + 0,273 ·0,042 = - 0,016 tm 

Zur Kontrolle ist z. B. 
0,552 - 29,768 .0..;,246 - 0,016 . 1.25 = :=:4,236 ·0,690 + 58,~ 

6,642 6,780 
Die weitere Berechnung des Momentenverlaufes ist in der folgenden Tabella 

und dem beigefiigten Momentenbild der Abb. 11 zusarnmengestellt: 

v Dv' D·v" Dv Yv I Wl~v I Xav 

° -3,982 + 1,502 -2,480 - 1,240 3.785 5,821 0,796 
1 -2,992 -I- 0,907 - 2,085 -1,043 3,344 5,411 1,024 
2 -2,660 + 0,552 -2,108 -1,054 2.954 4,993 0,985 
3 -2,349 + 0,246 -2,103 -1,054 2,611 4,652 0,987 
4 -2,002 - 0,016 - 2,018 -1,009 2,307 4,346 1,146 

Zu 3. Am obersten Rahmenfache greife das Moment M = 10 till an, das 
zur Hii.lfte auf die linke, zur Halfte auf die rechte Ecke aufgeteilt werden soll. 

Es ist 
Bo = - 2 ·0,058 . 10,0 . 12,612 = - 14,630 

b = 1160. - 0,138 - 4,950 = __ 16542 
, 0,357 ' 

Bn-l = ~:!~~ . (0,884 -10,548 - 0,084 - 4,950) = 13,976. 

Daher lautet die Differenzengleichung der Dv 
- 21,972 Do + Dl = - 14,630 

Do - 29,768 D, + 1,25 De = - 16,542 

D2 - 29,768 D3 + 1,25 D. = - 16,542 
D3 - 29,768 D. = + 13,976 



.Beispiel. 45 

und ihre Losung mit den zunachst unbekannten Randwerten Do und D. 
- - - 1 

Dv = b + (Do- b)r1v + (D.- b) '---1 r.n-v-
folglich ist 

- 16,542 
b = 27,518 = + 0,602 

1 
D1 = 0,602 + (Do - 0,602) r1 + (D. - 0,602) . -. = -14,630 + 21,972 Do. 

r. 
Da der Beitrag von D. auBerhalb der iiblichen Genauigkeit ist, ergibt sich 

darau8 mit Hilfe der null ten Gleichung des Systems der Dv 
15,212 

Do = 21.938 = + 0,694 tm 

D1 = 0,602 + 0,092 ·0,034 = + 0,605 tm 
ebenao ist 

Da = 0,602 + (D. - 0,602) ·0,042 = 13,976 + 29,768 D. 
ohne Riicksichtnahme auf den verschwindend kleinen Beitrag von Do; daraus 
bereehnet sich 

13,399 
D. = - 29,726 = - 0,498 tm 

schlieBlich ist 
Da = 0,602 - 1,100 . 0,042 = + 0,556 tm 

Do = 0,602 tm. 
Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle und 

in dem Momentenbild der Abb. 12 eingetragen: 

v Dv Xav 

° 0,694 0,347 - 0,347 -0,580 -0,233 0,233 -0,536 
1 0,605 0,303 -0,303 -0,580 -0,252 0,252 -0,558 
2 0,602 0,301 -0,301 -0,580 -0,281 0,281 -0,561 
3 0,556 0,278 -0,278 -0,580 -0,359 0,359 -0,093 
4 -0,498 -0,249 + 0,249 - 0,580 -0,815 0,815 + 4,185 

Zn 4. Der oberste Riegel ist mit q = 1 tim total belasiet. Im (n - I)·ten 
Grundsystem berechnet sich 

Wcn-l _ q J2 2 (n-1) (I + 6 t ) In=l-TO' pga 

Wan-l q [2 2(n-l) t 
hn-1 =T(J p ga 

;SU p 
an-l q 2(n-l) t 

hn-l" =T(J p ga 

Damit ergibt sich das Belastungsglied .Bn-1 

B ( an-i) Wcn-T Wan-l 
n-l=-An~l 1--- ----2Yn-1seca·---+ 

~n-l In-l hn-l 

+ 2 an-l ;S~n_l _ A n-l '/J sec a q l' 2 (n-1) (1 6) 
-R--Yn-lseca '-h--' - 1 n 3 + 2 '-12 (J m - C pn-l n-l' '/J sec a 

wenn 

m = (1 + 6 p tg a), m1 = p tg a, 

ist; aIle iihrigen .Belastungsglieder sind gleich Null. 

m1 c=­
'm 
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Flir das gewlthlte Zahlenbeispiel bestimmt sich 
0,066 

m = 1,396, m1 = 0,0659, c = 1 396 = 0,047. , 
Damit 

] 
Bn-l = 12.5,7432.0,8848,1,396.0,718 = ],019 

und es lautet die Differenzengleichung der Xv 

3,320 Xo + Xl = ° 
Xo + 6,150 Xl + 1,250 X 2 = 0 

X 2 + 6,150 Xa + 1,250 X 4 = ° 
Xa + 6,150 X 4 = 1,019 
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die allgemeine Losung derselben mit den zunltchst unbekannten Randwerten 
Xo nnd X 4 

v n-l .. n-l 
X" = _ ( _ 1)" X rl r2 - r 2 fl + (_ l)v-(n-l) Xn-l 

o n-l n-l r l -f2 

die gekiirzte daher 

Xv = (-I)"'Xo rt + (- 1),,-(n-l) Xn-l 1 
r211 - 1'- 1 

Foiglich ist 
Xl = - Xo' 0,172 - X 4 • 0,009 = - 3,320 Xo 
Xa = - Xo' 0,005 - X 4 • 0,211 = 1,019 - 6,150 X. 

Xo=O 

X 1,019 0 72 
4 = + 5,939 = +,1 tm 

Xl = - 0,172·0,009 = - 0,002 tm 
Xa =-0,172·0,211 =-0,036 tm 
X 2 = + 0,172' 0,044 = + 0,008 tm 

Weiter ist nach (6a) 

Y __ ,-:3 ___ [q12 u2(n-l) m + 2'/J seCa ql2 a2 (n-l m + 
n-l = 1) + 2'/Jseca 12 6 1 

+ Xn-l (1 + '/J sec a) + Xn] = 

3 + 2~ sec a [ i~2 m u2 (n-1) (1 + 4c'/J sec a) + Xn-l (1 +'1/1 sec a)l 

fiir das Zahlenbeispiel ist 

Yn-l = 0,532 [112 ·32,982·0,371 ·1,396. 1,248 + 0,172 . 2,320] = 1,151 tm 

die ubrigen y" berechnen sich ebenso aus der allgemeinen Beziehung (6 a), nur 
verschwindet das Belastungsglied. 

q l2 
9.)10 = -- a2(n-l) m tg a = 0404 tm an-l 2 r , 

aIle iibrigen 9.)1~ sind gleich Null. 

AIle erhaltenen Zahlenwerte sind in der folgenden Tabelle und dem 
Momentenbild der Abb. 13 eingetragen: 
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v X" y" [Jl~ .. X .. M: .. M~ .. 

0 0,000 + 0,002 [ 0,000 -0,002 0,000 0,000 
1 -0,002 -0,013 0,000 + 0,011 + 0,003 +0,003 
2 + 0,008 + 0,055

1 

0,000 -0,047 -0,011 -0,011 
3 -0,036 -0,256 0,000 + 0,220 + 0,048 + 0,048 
4 +0,172 + 1,151 0,404 -0,575 -0,575 + 1,019 

Zn 5. Der oberste Riegel ist mit q = 1 ton/m links halbbelastet. Fur den 
"zugehorigen antisymmetrischen" Belastungszustand berechnet sich 

1 ~MO 
Bo = 2 ·32,982.0,058·0,371· 0357 = 4,478 , 
B = 0355 4,950 + 0,138 5068 
", 0,357 = , 

a [ - 16p + u (2a + 12p -1)J = 0,884·0,906 = 0,802 
24pn'I/J sec a = 2,302, 32 p2'I/J sec a(2 - u) = 0,144·0,75 = 0,108 

B - 0 382 0,!:l02 + 2,302 + 0,108 = 3438 
n-l -,' 0,357 ' . 

Daher lautet die Differenzengleichung der Dv 
- 21,972 Do + D1 = 4,478 

Do - 29,768 D1 + 1,25 D2 = 5,068 

D z - 29,768 D3 + 1,25 D4 = 5,068 
D3 - 29,768 D4 = 3,438. 

- 5,068 
Weiter ist b = - 27,518 = - 0,184 

D1 = - 0,184 + (Do + 0,184) 0,034 = 4,478 + 21,972 Do 

d ~M~ 0 
araus Do = - 21,938 = - ,212 tm 

D1 = - 0,184-0,028 ·0,034=-0,184 tm 
D3 = - 0,1!:l4 + (D4 + 0,184) 0,042 = 3,43!:l + 29,768 DJ 

3,614 
D4 = - 29726 = - 0,121 tm , 

Da = - 0,184 + 0,063 ·0,042 = - 0,184 tm 
D2 = - 0,184 tm. 

Zur Kontroll ist z. B. 
- 0,212 + 29,768 ·0,184 - 1,250 . 0,184 = 5,068 

- v" -

5,042 
Der "zugehorige symmetrische" Belastungszustand entspricht dem BelRstungs­

falle unter 4, so daB die S" gleich den dort erhaltenen Xv gesetzt werden konnen. 
Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle vereinigt: 

v D .. Xa'" y" 

0 0,000 -0,212 -0,106 + 0,106 [ 0,001 0,095 -0,094 
1 -0,002 -0,184 -0,093 + 0,091 - 0,007 0,113 -0,096 
2 + 0,008 -0,184 -0,089 + 0,096 0,028 0,085 - 0,129 
3 -0,036 -0,184 -0,110 +0,074 1-0,128 -0,043 - 0,007 
4 + 0,172 - 0,121 + 0,028 + 0,144 + 0,576 - 0,266 -0,320 
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Dritter A bschnitt. 

Der Stockwerkrahmen nnter Beriicksichtignng eines 
veranderlichen Tragheitsmomentes. 

Die Stiitzweite der einzelnen Fache ist nun konstant, die Verander­
lichkeit der Koeffizienten A1' und Y1' beschrankt sich auf die des Trag­
heitsmomentes. Bei ausgefiihrten Stockwerkrahmen nimmt das Trag­
heitsmoment nach oben hin bedeutend ab; dies rtihrt davon her, daB 
in den Standern die Langskriifte nach unten stark anwachsen, die bei 
Einhaltung der zulassigen Spannungen eine immer stark ere Querschnitt­
bemessung erfordern. AuBerdem erzeugt eine horizontale Windbelastung 
nach unten ungefahr linear anwachsende Biegungsmomente, die eben­
falls eine Verstarkung der Stander notig machen. Auch die Abmessungen 
des Riegelquerschnittes werden sich in der Regel nach oben hin ver­
jiingen; bei Hochbaukonstruktionen tritt der letzte Riegel an die Stelle 
des Dachbinders; die leichtere Belastung desselben wird auch eine 
geringere Querschnittsbemessung ermoglichen; auBerdem wird die 
Nutzbelastung so verteilt sein, daB im allgemeinen in den oberen Ge­
schossen eine klein ere, in den unteren Geschossen wegen der Unter­
bringung von GeschMtsraumen oder der Aufstellung von Maschinen 
eine groBere N utzlast zu beriicksichtigen sein wird; damit ist natiir­
lich auch eine groBere Eigengewichtswirkung verbunden. 

Bezeichnet man den reziproken Wert des Tragheitsmomentes mit i, 
so erhalt man bei Beriicksichtigung von nur 2 gegebenen GroBen i 

V-=-
in 

Xo = Yo' 

Will man 3 gegebene Werte von i beriickichtigen, bat man x aus 
del' Gleichung 

~ ~. ~ ~ ( - -) (- -) x4m + 2. ---;-=- X3lU _ 2. -. xlIl-l=O. 
1m 1m 1m 1m 

ZU bestimmen, wenn n eine gerade Zahl ist; ist n ungerade, 
lautet die Bestimmungsgleichung fiir x ahnlich wie Gleichung 

- 4 n io in - 3 n in io - n ( - -) (--) (Vx) + 2--;--. (vx) - 2-. -. (Vx)-l=O 
1m 1m 1m 1m 

A berechnet sich mit 

A = io + im xm + in xn 

1 + x2m + x2n 

und l/J wird unter denselben Voraussetzungen wie friiher 

F r its c he, Differenzengleichnngen. 4 

(35) 

dann 
(15a) 

(35 a) 
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Was die Losung der Gleichung (35) anbetrifft, gilt dasselbe, was dar­
uber im zweiten Abschnitte gesagt wnrde. 

In bezug auf die Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten 
und der Belastungsglieder braucht nur berucksichtigt zu werden, daB 
ffir den Stockwerkrahmen mit lotrechten Standern a = 1, sec a = 1 
und tg a = ° wird. Damit ergeben sich die Differenzengleichungen fUr 
die speziellen Belastungszustande. 

1. Eigengewicht. 
Der mittlere Koeffizient der Differenzengleichung der Xv wird fUr 

seca = 1 
2 + u(2 + '1/') 

das Belastungsglied Bv ergibt sich nun, da m = 1, m l = 0, c = ° ist, 
1 

mit B v =-go12(2+82 U)82 (v-1). 
12 

Infolgedessen lautet die Differenzengleichung der Xv 
1 

(2 + '1/') Xo + Xl = 12 goP 

und die "zugehorige charakteristische" Gleichung daher 
1 + [2 + U (2 + '1/')] r + ur2 = o. 

(36) 

Da die nuUte Gleichung des Systems abweichend gebaut ist, muB die 
Losung mit den zunachst unbekannten Randwerten Xo und Xn be­
rechnet werden, die durch die Stutzenbedingungen des Stockwerk­
rahmens bestimmt sind. 

Die Losung der Differenzengleichung ergi bt sich entsprechend (21) mit 
rVrll-r"rll 

Xv = as2 (v-1) - (- 1YV [Xo- as-2]. _1 __ 2 ____ 2 __ 1 __ 
rIn - r2n 

r "-r v _ (_1)V-nas2(n-l) 1 2 
r i n - r2ll 

(37) 

wenn wie fruher 
_ a 
a= . 

8- 2 + kl + us2 

Es wird jedoch in keinem praktisch vorkommenden Falle mit dieser 
etwas umfangreichen Formel zu rechnen sein, da der mittlere Koeffizient 
in der Differenzengleicbung stets stark uberwiegt; infolgedessen wird 
r1 klein und r i n faUt bei einer groBeren Anzabl Fache aus dem Bereich 
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r1n r1P 

der ublichen Genauigkeit. Aber auch die Quotienten und 
r2n- v ran 

konnen in den meisten Failen gestrichen werden, So daB sich mit Be­
rUcksichtigung der erwahnten GroBenverhaltnisse die gekfuzte Losung 
ahnlich wie (21 a) mit 

1 
Xv = 8.C;2("-1) + (-1}V [X - ac;-2] r " - (_1)v-n ac;2(n-l) -- (37 a) 

o 1 r zn-" 
ergibt. Die Berechnung der Y" gestaltet sich entsprechend Gleichung 
(22). Es ist 

Y" = 3: 21p L12 goP C;2" + Xv (1 + 1p) - XV+l] 

Das Standerkopfmoment bestimmt sich nach (23) mit 

Xv=-Yv+ X " 
da mI~v = 0 gesetzt werden muB. 

Damit kann der Momentenverlauf im. Tragwerk als berechnet 
angenommen werden. 

2. Maximale und minimale Momente. 
Beschrankt man die Berechnung eines extremen Momentes auf 

den Fall, daB die Riegel immer nur total mit Nutzlast p/m belastet 
werden konnen, so lassen sich leieht Regeln angeben, wie zu belasten 
ist, um ein beliebiges StanderfuB- oder Standerkopfmoment zu einem 
Extrem zn machen. Daranf soIl aber erst im IV. Abschnitte einge­
gangen werden; an dieser Stelle soll nur gezeigt werden, wie sich 
die Berechnung des Momentenverlaufs gestaltet, wenn abwechselnd 
jedes 2. Fach mit Nntzlast p/m belastet erscheint, ein Belastungsfall, 
der sich bei der Berechnung extremer Momente, kombiniert mit einem 
solchen, bei dem nnr ein Riegel belastet ist, alle anderen unbelastet 
sind. Dbrigens liefert dieser Belastungsfail extreme Riegeleckmomente. 

1 
Es sei (/Jc 0 = (/Jc 2 = <Pc 4 = ...... = 12 P 12 

(/Jc 1 = (/Jc 3 = (/Jc 5 = ...... = 0 
dann lantet die zugehorige Differenzengleichung 

1 2 
(2 + 1p) Xo+ Xl = + 12Pl 

1 
Xo + [2 + x(2 + 1p)] Xl + xX2 = 6P12 

Xl + [2 + x(2 + 1p)] Xa + xXa = + x'112 p12 

X 2 + [2 + x (2 + 1p)] Xs + x X~ = ~ pI! 

Xs + [2 + x(2 +1p)]X-1, + XX5 = + x· 1
1
2 pF 

(38) 

4* 
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Bezeichnet man ~ pI! = a und 112 xpI! = b, so kann man obige 

Differenzengleichung allgemein anschreiben 

1+(-1)"-1 +b1+C-1)" 
X v- 1 + kl x" + X Xv+ 1 = a 2 2 

dieses Schema laBt sich vereinfachen auf 

X V - 1 + klXv + xXv+! = a' - b' (-1)V 
wobei 

a' =~ p 12 [2 + x] , b' = 21 p!2 [2 - x], 
24 4 

Fur eine partikulare Losung macht man einen dem Belastungs­
glied analogen Ansatz 

~v=a-b(-l)V, 

Durch Koefftzientenvergieichung ergibt sich 

-_!_ 12 2+x b-~ 12- 2-x 
a- 24 P 3+x(3+¥')' -24 P 1+x(3+V') 

Die partikulare Losung lautet infolgedessen 

1 [ 2 +x 2-x ] 
$,,= 24 P12 3+x(3+¥')-(-1)" 1+x(3+¥') 

und daher die allgemeine Losung der Differenzengleichung 

Xv =a--b(-1)v+(-1)VC1 r 1"+(-lYC2 r 2" 

C = _ (a- b)[(-l)n -r2n] + Xo r2ll 
I rill - r2ll 

C =+ (a-b)[(-1)ll-r\ll-+Xo r1u 

2 rln-r2ll 

eingesetzt, bekommt man schlieBlich 
- - r"rn-r"l'll 

X =a-(-lYb-[X -Ca-b)](-l)V I 2 2 I 
v 0 l'1u -r211 

-- l"'-rV 
- (-1)v-u [a - b C-1)u)-\ ~-~-

r1ll -r2ll 
(39) 

Wie fruher geht daraus die gekurzte Losung in folgender Form 
hel'vol': 

x" = a-(-l)" b + [Xo - (a- b)](-l)V 1'\"­

- \"\ 1 
- (_l)Il-V [a- b (- I)"'] r u-v 

2 

, (39 a) 

Die Losung enthiilt den noch unbekannten Randwert Xo, der 
durch die abweichend gebaute nullte Gleichung des Systems del' X I' 
bestimmt ist, 
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3. Unsymmetrische BeJastung samtlicher Riegel. 
AIle Fache seien mit p/m links haibbelastet; dann ist 

x 3 x 2 I 
Wlcv =SPIx-p"2 0<x<2 

x 1 I 
Wlcv = Spiel-x) 2<x<I 

damit wird 
I 1... 
2 2 

We v = J ( : p I x - P ;2) d x + !~ pI x' d x' = 214 P is 
o 0 

I 

",a -J . - 1 2 I . ~ _ p 12 ~. ~ 1 __ 9_ i ""e v - ilRc v (1- x) d x - S P 1"2 3 I 8 6 8 - 384 pI 
o 

I 

b J 1 12 1 1 2: = WI xdx=-pI2 ·---pI3.-1 
CV cv 8 6 48 8 

o 

Zur Kontrolle der Rechnung ruuE 

sein. 

+ (2:~v + 2:~v) = Wev 

9 + 7 P _ 16 13 _ 1 P 
384 P - 384 P - 24 P 

U - (",b ",a ) _ 2 4 _ 1 4 
e1J - ""ev-""c1' - 384 pI - 192 pI . 

Das Gleichungssystem der Summen Sv lautet: 

1 
(2+'Ip) So + Sl=12PP 

7 4 
= 384 pI 

1 
So + [2+ ,,(2+'Ip)]Sl + "S2=12 PP (2+r.:) (40) 

1 
Sn-2 + [2 + ,,(2 + 'Ip)] Sn-1 + "Sn = i2 p 12 (2 + r.:) 
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Urn das Gleichungssystem der Differenzen D., zu bekommen, ist in 
der allgemein giiltigen Gleichung (19) a = 1, P = 0, seca = 1 und 
tYa., = 0 zu setzen; der ~Ji -Veriauf erstreckt sich beim Stockwerk­
rahmen, Iotrechte Belastung vorausgesetzt, ja nicht auf die Stander. 
Die vote Gleichung desselben lautet dann: 

A"-l [AV-1 Av ] A" Uev- 1 Ue " 
~Dv-1- -6-+(f+Yv D"+(fDv +1 = -}'V-1 Iv_ 12 + AvV 
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und die nullte Gleichung ahnlich wie (19 a) 

( }'o ) 10 D I. Ue 0 - 6+ Yo DO+6 1= '01;;2' 

Bei Einfiihrung del' angenommenen Veranderlichkeit von 1v und del' 
dem gegebenen Belastungsfalle entsprechenden Bedingung 

1 
Ucv = const. = 32 pl4 

erhalt man die Differenzengleichung del' Dv wie folgt: 

- (1 + 61fJ) Do 
1 + DI = 32 pl2 

1 + XD2 = ,32 pJ2\X -1) (41) 

1 
DIl- 2 - [1 + x (1 + 61fJ)] Dll- 1 + x Dn = 32 pP (x -1) 

Die Losung beider Differenzengleichungen macht keine 8chwierig­
keiten; 8" laBt sich aus der Gleichung (21) herleiten, wenn man in 
dem Belastungsgliede die veranderliche GroBe (80) = 1 setzt; dann wird 

a = a = ~ 12 (2 + xl 
1 + k) + x 12 P 3 + x (3 + 1fJ) 

r"rll-r"rll 1'''-1''' 
8,,=a-(-1)"(8 -3,) 1 2 2 1 (-1y-lla 1 2. 

o rIll - r 2n r i n - r2ll 

8 0 ist aus del' fUr die Losung gestrichenen Gleichung fiir v = 0 zu 
berechnen. Entsprechend (21 a) ergibt sich die gekiirzte Losung mit 

1 
Sv = a + (-1)"(80 - a)r/,- (_1)V-Da ___ . 

r 2D - V 

Die Losung del' Differenzengleichung der Dv bekommt man aus 
Gleichung (28), wenn man dort a = 0 setzt; dann ergibt sich als 
Schema der v-ten Gleichung 

Dv-1-kl Dv+ XDv+l = b 

ihre Losung lautet ahnlich wie (28) 

D" = b __ (Do _ b)' r1"r2ll - r 2"rl D _ b.rt - r?", 
r1D-r2D rID-rIll 

wenn 

b= b __ ~pI2.1-x 
1 - kl + X - 32 61fJ x 

und die gekiirzte Losung, nach der gew5hnlich zu rechnen sein wird 

1 
D" = b + (Do- b)rt-b'--' r 2D - V 
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Sind die S" und die D" bekaunt, berechnet sich Xa1' = S1' ~ D1' und 

Xb1' __ S"-D,,. Y . h 2 v ergibt SIC aus dem zugehorigen symmetrischen 

Belastungszustande mit dem doppelten Betrage, da der zugehorige 
antisymmetrische Belastungszustand keinen Beitrag zu Y" liefert. 

Y" = 2(3! 21p) [112 pP + S" (1 -+- 1p) - S1'+1] , 

wobei sich Y1' schon auf den tatsachlich gegebenen unsymmetrischen 
Belastungszustand bezieht. Die Standerkopfmomente Xa1' und Xbv 
berechnen sich nach der allgemein giiltigen Formel (30), nur ver­
einfacht sie sich dadurch, daB 9J1a~ = 0 und tga = 0 zu setzen ist: 

Xav = Xav - Y". 
Damit kann der Momentenverlauf iill Tragwerk als berechnet an­
gesehen werden. 

4. Belastung mit einer Einzellast im r-ten Fache. 

Dann ist W _ p. x (l - x) 
cr - 2 

",a X 
~ = p. -·(F-x2) 

c r 6 

wenn x der Abstand der Last P von der link en Sttitze ist. 

Ucr = L~r -L~r = -:- (12 - 3xl + 2 x 2). 

AIle tibrigen BelastungsgroBen We" und Uc" sind gleich NUll. Dann 
lautet das Gleichungssystem der S" 

(2+1p) So + Sl=O 
So + [2+x(2+1p)]Sl + xSg=O 

x@=O 
x (I-x) 

Sr-1 + [2+x(2+1p)]Sr +xSr+1=P'x--}--

x (I-x) 
Sr + [2 +x(2 +1p)] Sr+1 + XSr+2 = 2 p. -1--

~ + [2+x(2+1p)]Sr+2+ XSr+3=0 

Sn-2 + [2 + x (2 + 1p)] Sn-1 + X Sn = 0 

(42) 
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Hat ein Stockwerkrahmen nur wenig Fache, ist die Anzahl der 
Gleichungen eine geringe, so bietet die Losung dieses Systems durch 
Integration keine wesentlichen V orteile, man wird ebenso rasch durch 
gewohnliche Substitution zum Ziele kommen. Sind viele Fache vor­
handen, kann man auf folgende Art vorgehen: 

Streicht man die r- te und (r + 1)-te Gleichung, so zerflUlt das ganze 
System in zwei Gruppen homogener Gleichungen, einmal mit den Rand­
werten So und Sr, zweitens mit den Randwerten Sr+! und Sn; So und 
Sn bestimmen sich aus den Stiitzenbedingungen, Sr und Sr+! aus der 
auBeren Belastung (den gestrichenen beiden Gleichungen). 

Die Losung der homogenen Differenzengleichung mit den Rand­
werteu So und Sr lautet: 

r "r r r "r r r -v r" 
8,,=-(-I)"S I 2 - 2 I (-ly-rSr I - 2 (42 a) 

o rI' - r2r rI' - r 2r 

und gilt fiir 0 < 'jJ < r 
Fiir die zweite Gruppe ist 

S" = (_1)" ClrI " + (-1)1' C2 r 21' 

Aus den gegebenen Randwerten bestimmt sich 
S '1 r n-(r+1) C = _ rT 2 

I (_1),+1 r{+l [rl n- (r+1)-r2n- (r+1)] 

Sr+1 r l n-(r+1) 
C2 = + (-I)r+i-[rl n (r+1)-r2n (r+1)]rl+1 

schlieBlich ergibt sich die Losung in folgender Form: 
r 1'- (r+1) ron -(r+1) _ r v-(r+1)r n- (r+1) 

S =_(_I)1'-(r+1)S '1. I ". 2 I (42b) 
v rT r l n-(r+1)-ran-(r+l) 

giiltig fiir (r + 1) > 'jJ > n. 
Mit Hilfe der er~ltenen beiden Losungen hat man Sr-1 und 8r+2 

durch Sr und Sr+! auszudriicken, in die gestrichenen Gleichungen 
einzusetzen; schlieBlich erh1iJt man zwei Gleichungen, die nur Sr und 
Sr+l als Unbekannte enthalten. 

Das Gleichungssystem der Differenzen D,. lautet wie folgt: 

-(1+6'/f')Do + Dl =0 
Do - [1 +x(1 + 6!p)jDl + XD2 = 0 

x 
Dr- 1 - [1 + x(1 + 6 '/f')] Dr + XDr+1 = x· 12(12 - 3xI + 2x2)·P 

X 
Dr - [1+x(1+6'/f')jDr+1+xDr+2=-12(P-3xl+2x2)P 

Dr+1-[1 +x(l + 6'/f')]Dr+2 +xDr+3 =O 

Dn- 2-[1 +x(1 + 6'/f')] Dn- 1 +xDn = 0 

(43) 

Bei der Auflosung dieses Systems ist ahnIich wie oben vorzugehen. 
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5. Wagrechte symmetrische Belastung. 
(Erddruck von beiden Seiten.) 
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Urn eine Vereinfachung der Berechnung zu erzielen, soll der Erd­
druck innerhalb eines Faches unveranderlich angenommen werden, 
so daB fiir jedes Fach die wagrechte Belastung gleichmaBig verteilt 
wird. Es sei aber ausdriicklich bemerkt, daB die dreieckige oder 
trapezformige Lastverteilung die Anwendung des Integrationsver­
fahrens nicht unmoglich macht, sondern nur eine umstandlichere 
Berecbnung der Belastungsglieder bewirkt. Durch diese verein­
fachende Annahme lOst sich das beiderseitige Erddruckdreieck in 
eine stufenformig begrenzte Belastungsfiache auf. 

Es sei a ton/m der Erddruck an der untersten Stelle des Trag­
werkes, r die Anzahl der mit Erddruck belasteten Fache, n die An­
zahl der Fache iiberhaupt. Die Belastungsverminderung zwischen 

zwei aufeinander folgenden Fachen ist dann ~ und die gleichmaBig 
r 

verteilte Belastung des untersten Faches 

w = a - ~. ~ = a (1 - ~) 
o r 2 2r 

des ersten Faches 

w =w -l.~=a(l-~)-l'~ lOr 2r r 
und schlieBIich ist 

Wv = a(l- :!\.) - v~ oder Wv = kl - k21' 

wenn 

ki = a ( 1 - 2\) und k2 = ~ 
ist. Der Momentenverlauf des v-ten Grundsystems steIIt sich nun 
folgendermaBen dar: 

w v h2 Wv y2 
\Incv = -~' \Ina,' = 'lRbv = -. -2-' 

daher bekommt man 
m. __ wv h21 
Wcv -

2 

L U __ Wv h4 
av - 8 

wv h3 

Wav = - --6-' 

Setzt man diese GroBen in das Belastungsglied (8) ein und beruck­
sichtigt das abnehmende Tragheitsmoment, dann erhalt man das 
Gleichungssystem der Xv wie foIgt: 
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w::2 (3 + tp) 

W h2 + -f2.x (3 + tp) 

Wr-l h 2 wr h 2 (44) Xr- 1 + [2 + x(2 + tp)]Xr + XXr+l = -4-- + ~x(3+ tp) 

W h 2 
Xr + [2 + x (2 + tpl] Xr+1 + X Xr+2 = --t--

.. =0 

Xn- 2 + [2 + x(2 + tp)] Xn+1 + xXn = 0 

Fiihrt man das angegebene Gesetz in den Wv ein, erhtUt man als 
Differenzengleichung der Xv: 

h2 
(2 + tp) Xo + Xl = 12· kl (3 + tp) 

h2 
Xo + [2 + x (2 + tp)] Xl + X X2 = 9 {kl [3 + x (3 + tp)] + 1M 

h 2 
X .. - 1 + [2 + x(2 +tpl]X .. + xXP +1 = 12 {kl [3 + x(3 +tpJ] + 

h2 + 3 k 2} -v· 12 k2 [3 + x(3 + 'fp)] (44a) 

h 2 
Xr- 1 + [2 + x (2 + tp)] Xr + X Xr +1 = 12 {kl [3 + x (3 + tp)] + 

h2 
+ 3k2}-r12 k 2 [3 + x(3 +1pl] 

h2 h2 
Xr + [2 + x (2 + tp)]Xr + 1 + xXr+ 2 =4(k1 +k2)--(r+ 1)·4k2 

Xn- 2 + [2 + x(2 + tp)]Xn- 1 + xXn = 0 

Bis inklusive der r-ten Gleichung resultiert daher ein Gleichungssystem 
von der Form 

X .. - 1 + [2 + x (2 + tp)] Xv + xX"+1 = a - bv 
mit den vorlaufig unbekannten Randwerten Xo und Xr+1; 

h 2 

a = 12 {kl [3 + x (3 + tp)] + 3 k 2} 

h2 

b = 12 k2 [3 + x (3 + tp)]' 



Einzellast W = 1 an der obersten Rahmenecke. 

Eine partikulare Losung dieser Differenzengleichung lautet: 

~,,=a -- bv, 
wobei 

a = --=----c----:-::---
3 + x(3 + '1/1) 

a 
und 

b 
b = -c--c---

3 + x (3 + '1/1) 

und folglich die allgemeine Losung 

Xv = a - bv + (-1)" Cirt + (_1)" C2 r 2"'. 
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Die beiden Integrationskonstanten CI und C2 ergeben sich bei Ein­
fiihrung der Randwerte mit 

Xr+1 - [a - b (r + 1)] - (Xo -- a) (- 1)r+1 r2'+1 C1 = +~~--~~~~~~~~~~------~-
(_1)r+1 (rl+1-r2r+1) 

Xr+1 -- [a-b (r + 1)] -- (Xo - a) (- 1)r+1 r{+1 C2 = ---~~~----~~~---:~-~~----~--
(-1)r+1 (rl+1-r2r+1) 

schlieBlich bekommt man die allgemeine Losung mit 

Diese Losung gilt innerhalb der Grenzen 0 < v < (r + 1). 

Von der (r + 2)-ten Gleichung an ist das System homogen; die 
Losung dieses Teiles ist nach Gleichung (42 b) zu bestimmen, Xn = 0 
und Xr+1 sind die Randwerte. Zur Bestimmung des unbekannten Rand­
wertes Xr+ 1 dient die (r + 1)-te Gleichung des linearen Systems (44 a) ; 
darin driickt man mit Hilfe obiger Losungen Xr und Xr+2 durch Xo 
und Xr+1 aus; der Beitrag von Xo wird in den meisten Fallen ver­
nachHissigt werden konnen. Man erhalt damit eine Gleichung, in der 
nur Xr +1 als Unbekannte vorkommt. 

6. Einzellast W = I an der obersten Rahmenecke. 
Dieser Belastungsfall ist fiir den mehrteiligen Rahmenbock be­

handelt worden und es muB sich die Differenzengleichung der D", 
aus den dort ermittelten Beziehungen herleiten lassen, wenn man wie 
friiher sec a = 1, P = 0, a = 1 setzt. Die GroBen Dv wurden beim 
mehrteiligen Rahmenbock in zwei Teilen berechnet, die D",', her­
riihrend aus den wagrechten Reaktionen der einzelnen Fache auf­
einander, die Dv", die sich aus den lotrechten Zusatzreaktionen 
ergaben. 
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Die Differenzengleichung der D/ lautet nach (24) 

- (1 + 6 'IjJ) Do' + D/ = Wh (1 + 3 'IjJ) I 
Do' - [1+u{1+6'IjJ)]D/ + uD2'=Wh[-1+u(1+3'IjJ)] 

('16) 
D~-l- [1 + u(l + 6'IjJ)]Dv' + UD~+l = Wh[-l + u(l + 3'IjJ)] j 
D~-2 - [1 + u (1 + 6 'IjJ)] D~-l + u Dll' = Wh [- 1 + u (1 + 3 'IjJ)] 

und ihre Losung ahnlich wie (25) 

rVrll-rVrll rV-r" D ' = a _ (D ' _ a) 1 2 2 1 _ a_I __ 2_. 
" 0 r1ll-r2ll r1ll-r2ll 

Die Belastungsglieder der Differenzengleichung del' D,," werden 
aIle gleich Null, so daB alle D/' = 0 werden, d. h. die Dv' sind 
identisch mit den D" selbst. 

Der Horizontalschub ist in allen Fachen gleich ~ W, damit ergibt 

sich das Standerkopfmoment 
- 1 
Xu ." = IDl~v + XU" - Yv = 2 (W' h + D,,) 

7. Belastung mit einel' wagl'echten, Hings des Standel's 
gleichmai3ig vel'teilten J.Jast. 

Wind von links. 

Im (n-l)-ten Fache ist 
wy2 

W?Kll-l = wh y-~ 

wht I-x 
ill?~ll-l = ~'-l-' 

Auf das (n-2)te Fach wirken auBer der gleichmaBig verteilten 
auBeren Belastung die Aktionskrafte des (n -1) ten Faches; Momente 
erzeugt nur der Horizontalschub H = w h, an der oberen Ecke des 
(n - 2) ten Faches angreifend, wahrend die lotrechten Stiitzenkrafte 
nur Langsspannungen in den darunter liegenden Fachen erzeugen. 1m 
'V-ten statisch bestimmten Grundsysteme erzeugen daher Momente die 
dar auf entfallende auBere Belastung und die Einzellast W h· (n - Ji - 1), 
die an der oberen Ecke des betrachteten Faches angreift. 

1m statisch bestimmten Grundsysteme entsteht daher ein Momenten­
bild nach Abb. 14. 

Fiir den 'V-ten Stander ist also 
wy2 

'JJII" = when - 'V-1) Y + wh Y - -2-
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und fiir den nullten Stander 

IDl~o= wh(n-l)y + why- wt . 

I 

I 

flJlI(n-v.; ~,~~~rn~~;:;~lill1ill~ 
I 
I 
I , 

I , , 

!W;~ 
I 

I , 
I 

flJh(n-1) ,~1 "F~I --- , , 
I , 

I , 
I , , 

I 
I 

Abb. 14. 

Daher ist 
wh2 wh2 wb 2 h 

([Ja.· = -2- h(n-v-I) + - 2- b -~'3 = 

II wh3 2h wh3 :2 
}; = - - - (n-v-I) + ----· - h 

av 2 3 2 3 

Fur den v-ten Riegel ergibt sich 

wb 2 

= - 6- [3(n-v-l) + 2] 

wh3 3 
- --·-h = 

6 4 
wh4 

= -- [8 (n-v-I) + 51-
24 

m1 X 21-x wh2 I-x 
:I.Ilcv= wh - 1-' (n-v-l) + ~'-1-
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wh2 1 wh2 1 wh21 
([Jcv= -2-(n-v-1) +-4,- = -4-[2(n-v-1)+1]. 

Damit herechnet sich das Belastnngsglied der v·ten Gleic,hnng des 
Systems der Sv wie folgt: 

'!jJ wh2 

-Allx1' 3 + 2'!jJ ·-4-[2(n-v-1) + 1]-

_ 3(1 +'!jJ) A lx1''!jJ wh2 [8(n-v-1) -+- 5] + 
3 + 2'!jJ I 24 ' 

wh2 2'!jJ wh2 
+ Al lxv VJ--[3(n -'1'--1) + 2]-A11xV-1 3 2 .- [2(n-v) + 1] + 

6 + VJ 4 

3VJ wh2 + A 1x1'- 1 • --[Sen-v) + 5] = 
I 3 + 2VJ 24 

wh2 VJ = Allxv-1_- . [3 + x(3 + VJ)] 
24 3 + 2VJ 

und die Differenzengleichung der Sv lautet 
wh2 ) 

(2 + VJ) So +81 = -1:2 (3 + VJ) I 
wh2 

So + [2 + x(2 + VJ)] 81 + xS2 = -1:2[3 + x(3 +VJ)] I 
wh2 

Sn-2 + [2 + x(2 + VJ)] Sn-l + xSn = -12 [3 + x (3 + VJ)] 

(47) 

b wh2 J2 
Weiter ergiht sich Ecv= 6 [2(n-v-1)+ 1] 

wh2 12 

E~v= 12 [2(n-v-l) +1] 

wh2 P 
llcv = -12[2(n-v-1) + 1]. 

Damit HiBt sich nach (19) das Belastungsglied des Gleichungssystems 
der Dv rechnen und man erhiUt schlie.Blich die Differenzengleichung 
der Dv wie folgt: 

wh2 

- (1 + 6VJ)Do + D1 = ~ [(n-1)(2 + 6VJ) + (1 + 4VJ)] 

Do - [1 + x(l + 6VJ)]D1 + XD2 
wh2 

= ~ {-[2 (n-2) + 3] + "[(n- 2)(2 + 6VJ) + (1 + 4VJ)]} 

D"-l + [1 + ,,(1 + 6 VJ)] Dv + "Dv+1 = I (48) 
wh2 

= -2-{-[2(n-1'-1) + 3] +x[(n -11-1)(2 + 6VJ) + (1 + 4VJ)]} 

Dn- 2 + [1 + ,,(1 + 6VJ)] Dn- 1 + "Dn = wh2 
[- 3 + ,,(1 + 4VJ)] I 

2 J 
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Die Lasung einer Differenzengleichung, die del' del'S" entspricht, 
ist bereits angegeben worden. Das Belastungsglied del' Differenzen­
gleichung del' Dv muB auf die Form a - b v gebracht werden; dann 
wird 

wh2 r 
a = -2-\(n-1) [2u(1 + 31p)-2] + (41p - 2) 

wh2 

b = ~[-2 +u(2 +1p)]. 

Die Lasung del' Differenzengleichung Dv _ 1 -kD" + UD,,+l = a-by 
lautet dann: 

_ - _ rl"r2ll-r2"rlll _ - 1'1"-1'2" 
Dv=a-bv-(Do-a)· -(a- bn)--···- (49) 

rlll-r2ll rlll-r2ll 
wenn 

a - b 
a=---, b=---. 

61pU 61pu 

Doch wird stets nach del' gekiirzten Lasung 
- - 1 

D,,=a-by+(D,,-a)rt-(a-bn)-- . (49 a) 
r 2ll-" 

zu rechnen sein. Nun sind noch die GraBen Y" zu bestimmen. Es war 

1 [Y".EU A" ([> 1 1 ] Y,. = {f: h,,2 a" + -1- cv + 2 av S" - 2 A" SO'+1 . 

Setzt man die berechneten BelastungsgraBen ein, bekommt man 

3 [Wh2 wh2 
Yv = 3 + 21p 241p[8(n-Y-1)+5]+-y-[2(n-v-1) + 1] + 

1 1] + 2 S" (1 + 1p) -2S"+1 

3 {W h 2 

2 (3 + 21p) 12[(n-y-1) 

• 4. (3 + 21p) + (51p + 6)] + S" (1 + 1p) - S"+1} (50) 

Mit Hilfe del' Yv lassen sich die Standerkopfmomente leicht bestimmen; 
es ist 

wobei 

m)O h 2 ( wh2 
:I.Il aO' = W n - v-I) +--

2 

Beispiel. 
FUr einen Stockwerkrahmen witre ermittelt worden: 1/J = 3, Yo = 1,2; damit 

ergibt sich die charakteristische Gleichung 
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daraus 

v 

v log Ir11 
v log I r21 

1 + 8 r + 1,2 r2 = ° 
r l =(-1)·0,127 und r2=(-1)·6,539; n=5 

1 2 3 4 5 

0,10380 - 1 0,20760 - 2 0,31140 - 3 0,41520 - 4 0,51900 - 5 
0,81551 1,63102 2,44653 3,26204 4,07755 

Aus dem gegenseitigen GroBenverbltltnis von rl und r2 siebt man sofort, 
daB man immer mit der gekiirzten Loaung zu rechnen haben wird. 

Zunachst soU gezeigt werden, wie sich ein Moment Xo = + 1 im Stock­
werkrahmen fortpflanzt, wieweit also bei iiblicher Genauigkeit in der Rech­
nung sein EinfluB beriicksichtigt werden muB. 

Fur den angenommenen fiinffachigen Rabmen lautet nun die zugehorige 
Differenzengleichung: 

Xo + 8 X, + 1,2 X, = 0 
X, + 8 X2 + 1,2 Xg = 0 
X. + 8 X3 + 1,2 X. = 0 
Xg + 8 X. + 1,2 Xs = 0. 

An die Stelle der nuUten Gleichung tritt der gegebene Randwert Xo = + : ; 
da X. = 0 ist, ergibt sich X,. 

Av=-(-I)" r,"r2n-r2v r,n 
rl D - r 2ll 

und in der gekurzten Form kann angeschrieben werden 
X" = + (- 1)1' r," = cos (v n) r,", 

d. h. man kann die Xv als Amplituden einer gedltmpften Schwingung auffassen, 
mit dem Dampfungsverhaltnis r l und der VlT ellenll!.nge I, daB r, geg-eniiber r2 
so klein wird, wodurch die Formeln so einfach werden, liegt naturlich nicht in 
der Annabme des speziellen Beispieles; die Verbaltnisse miissen immer so liegen, 
solange 'l/J wesentlieh groBer als 1 ist und mit dem Anwachsen von .1fJ immer 
giinstiger werden; matbematiscb sind sie begrlindet durch das Uberwiegen des 
mittleren Koeffizienten in der Differenzengleichung der Xv. 

Danaeh ist 
Ao ,= + 1,000 tm 100 % von Ao 
XI = - r, = - 0,127 tm 12,7 % von Ao 
X, = + rl' = + 0,016 tm 1,6 % von Ao 
X3 = - r l3 = - 0,0025 tm 0,25 % von Xo 
X. = + rl 4 = + 0,00026 tm 0,0260/0 von Xo. 

Xo nimmt natlirlich keine Sonderstellung ein; eine ebenso rasehe Konvergenz 
wird sich auch durch ein beliebiges Moment Xv = 1 naeh beiden Richtungen 
ergeben; man sieht aus diesem Beispiele, daB es bei iiblicher Genauigkeit immer 
genligen wird, den EinfluB eines Momentes oder eines Belastungsgliedes del' 
Differenzengleichung nach beiden Richtnngen liber hoehstens zwei Fache zn 
verfolgen. 

Zn 1. Ein fiinffaehiger Stoekwerkrahmen sei gegeben dureh 1 = 6 m, 

h=4,5 m, JJco = 4; damit wird·lfJ = 3; die Veranderliehkeit des Tragbeitsmomentes 
ao 

sei so angenommen, daB sieh Yo = 1,2 ergibt. go = 1,5 ton/m und e ergibt sich mit 

e= V ;:. = 0,95. 
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Damit berechnet sich das Belastungsglied mit 

B., = ;2 go 1" (2 + 132 n) 132 (v-1) = 13,874 ,,2 (v-1) 

und die Differenzengleichung der Xv lautet: 

5Xo + Xl = 4,500 
Xo + 8 Xl + 1,2 X2 = 13,874 
Xl + 8 X2 + 1,2 Xa = 13,874 . 0,9025 
X2 + 8 Xa + 1,2 X. = 13,874·0,8145 
X3 + 8 X4 = 13,874·0,7350 

a 13,874 
a = 13 2 + k, + 132 n = 10,191 = 1,361 

X, = 1,361- (Xo - 1,508) 0,127 - 0,903·0,0006 = 4,5 - 5 Xo 

2,947 
Xo = + 4,837 = + 0,605 tm 

X, = 1,361 + 0,903 ·0,127 = 1,475 tm 
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Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle zu­
samrnengestellt: 

v Xv Yv x.' 

0 0,605 1,815 -1,210 -2,685 
1 1,475 2,914 -1,440 -2,657 
2 1,217 2,481 -1,264 -2,353 
3 1,089 2.175 -1,086 - 2,224 
4 1,138 2,512 -1,374 -1,374 

Was die Rechenproben anbelangt, gilt dariiber dasselbe, was im II, Abschnitte 
gesagt wurde. 

Zn 3. AlIe Fache sind mit p = 3 ton/m links balbbelastet; £iir den gegebenen 
Stockwerkrahmen lautet dann die Differenzengleichung del' 8v 

580 + 8 1 = 9,0 
80 + 881 + 1,28, = 28,8 

83 + 88. =28,8. 
Ihre Losung bietet nichtsBernerkenswertes, 
Die Differenzengleichung del' Dv berechnet sich mit 

- 19,0 Do + D, = 3,375 
Do - 23,8 D, + 1,2 D2 = 0,675 

Da-23,8 D, = 0,675 
die zugehOrige cbarakteristische Gleichung ist 

1- 23,8 r + 1,2 r2 = 0 
ihre Wnrzeln sind r, = 0,042, r2 = 19,792 

F r its c he, Differenzengleichungen, 5 
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Weiter bekommt man 

- 1 21-,,-
b = - 32 P I 61' Yo = - 0,031 

und damit 

Dl = - 0,031 + (Do + 0,031) ·0,042 = 3,375 + 19 Do 
daraus ist 

3,412 
Do = - 18950 = - 0,180 tm , 
Dl = - 0,031 - 0,159 ·0,042 = 0,038 tm. 

Schon aus den Belastungsgliedern der Differenzengleichung der D" ist zu 
erkeunen, daB der Momentenverlauf in den Standern nnr wenig von der Sym­
metrie abweichen wird, da die Dv sehr klein werden miissen. Die Asymmetrie 
der Momente macht sich nur in den Riegeln so geltend, daB sich das Maximum 
des positiven Feldmomentes gegen die belastete .stiitze zu schiebt. 

Die Ergebnisse der Berechnung des Momentenverlaufes sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt: 

v Sv Dv Yv 

° 1,194 I - 0,180 0,507 0,687 3,291 I - 2,784 -2,604 
1 3,030 -0,038 1,496 1,534 4,552 -3,056 - 3,018 
2 2,806 .- 0,031 1,388 1,419 4,411 - 3,023 -2,992 
3 2,760 -0,031 1,365 1,396 4,298 -2,933 -2,902 
4 3,254 -0,030 1,612 1,642 ' 5;169 -'3;557 -3,527 

Die Standermomente infolge Ralbbelastung links mit p/m sollen noch den 
Stltndetmomenten infolge totaler Belastung mit t p ton/m gegenubergestellt 
werden: 

v »Xav Xbv Xv Kav XbV Xv 

° 0,507 0,687 0,597 -2,784 -2,604 -1,194 
1,496 1,534 1,515 -3,056 - 3,018 -1,537 

2 ],388 1,419 1,403 - 3,023. - 2,992 -1,508 
3 1,365 1,396 1,380 -2,933 - 2,902 - 1,418 
4 1,612 1,642 1,627 - 3,557 - 3,527 -2,042 

Die beiden verglichenen Belastungszustande entsprechen einer gleichen auf­
gebrachten Lastensumme. Man sieht aus dieser Gegenuberstellung, daB die 
StanderfuBmomente ungefahr dieselbe GroBenlage behalten, daB jedoch die 
Standerkopfmomente fUr linksseitige Lastenhaufung urn mehr als das Doppelte 
groBer werden. 

Zu 7. Der gegebene Stockwerkrahmen ist mit w ton/m belastet; w sei so 
wh2 

gegeben, daB ~ = 1 wird. 
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Dann lautet die Differenzengleichung der 8v: 
580 + 8 1 = - 5,0 

80 + 881 + 1,2 82 = - 10,2 

S3 + 884 = - 10,2 
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Um die Differenzengleichung der DO' anschreiben zu konnen, muB man 
zunllchst die GroBen a und b ausrechnen. 

Es ist 
It = 6 [4 (1,2 . 20 - 2) + 10] = 588 
b = 6 (- 2 + 1,2·20) = 132 

Abb. 15. 

Damit lantet die Differenzengleichung der DO' 
- 19,0 Do + Dl = 558 

Do - 23,8 Dl + 1,2 D2 = 456 
Dl - 23,8 D2 + 1,2 Da = 324 
D2 - 23,8 Da + 1,2 D4 = 192 
Da-23,8D4 =60 

5* 
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Weiter ist 
a 588 a = - -- = - -- = - 27,222 6",,, 21,6 

- b 132 
b=---= - --=-6,114 

6",,, 21,6 

und man bekommt nun die D" durch Einsetzen der besonderen Zahlenwerte in 
die Lasung (49). Die Ergebnisse der Rechnung sind in der folgenden Tabelle 
und dem Momentenbild in Abbildung 15 zllsammengestellt: 

" s" D" Xav I Xbv I yv I Xav I XbV 

0 -1,000 - 30,487 -15,744 14,744 27,000 11,256 -12,256 tm 
1 -1,000 - 21,253 -11,127 10,127 21,001 9,872 -10,874 tm 
2 - 1,004 -15,000 - 8,002 6,998 14,994 7,004 - 7,006 tm 
3 -0,977 - 8,889 - 5,433 4,456 9,041 3,526 - 4,585 tm 
4 - 1,153 - 2,935 - 2,044 0,891 2,731 1.225 - 1,840 tm 

Vierter A bschnitt. 

Del' Stockwerkrahmen mit konstanten Grnndma.6en. 

Zum Zwecke einer Vorbemessung wird es in vielen Fallen aus­
reichend sein, einen gegebenen Stockwerkrahmen unter der Voraus­
setzung zu bereehnen, daB die GrundmaBe A. und y fUr alle Fache 
konstant angenommen werden. Dieses Berechnungsverfahren be­
schrankt sich nicht auf Tragwerke von unveranderlicher FachhOhe, 
sondern erstreckt sich auch auf solche Stockwerkrahmen, bei denen 

h 
die Fachhohe verschieden ist; nur das Verhaltnis J; = y muB kon-

stant sein; wenn also die groBere Rohe eines Faches einhergeht mit einer 
schwereren Ausbildung des Querschnittes des betreffenden Standers, 

h 
wird Ta trotzdem ungefahr konstant bleiben, und man wird die ge-

troffene Voraussetzung auch in solchen, Fallen als zulassig bezeichnen 
konnen. 1m allgemeinen ist es sowohl bei durchlaufenden als auch 
bei Rahmentragern fiberhaupt nicht richtig, von gleicher Stfitzweite 
odeI' gleicher Fachhohe schlechthin zu sprechen, nachdem auch das 
Tragheitsmoment einen bedeutenden EinfiuB auf die GroBe del' Momente 
und Querkrafte hat. Betrachtet man zwei durchlaufende Trager mit 
beliebiger Felderanzahl, so werden sie unter derselben auBeren Be­
lastung dann von gleichen Momenten beansprucht sein, wenn je zwei 
entsprechende Felder nicht gleiche Feldweite, sondern gleiches Steifig­
keitsverhiUtnis haben; mansollte daher nicht sprechen von durch-
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laufenden Tragern gleicher Stutzweite, sondern von solehen gleiehen 
I 

Steifigkeitsverhaltnisses J. 

I 1 d k d . d Y h J c d 1 Um fii·r st 1'0 un y onstant, ann WIT "p = T = T J a un % = . 

die einzelnen Belastungsfalle die nun geltenden Differenzengleichungen 
zu bekommen, wird man nul' die Vereinfachung zu treffen haben, daB man 
% = 1 setzt. Dadureh entstehen in den Koeffizienten del' Unbekannten 
symmetrisch gebaute, sogenannte Clapeyronsehe Gleichungen, die in 
ihrer einfachsten Form vom durchlaufenden Trager gleichen Steifig­
keitsverhaltnisses her bekannt sind. Ein System Clapeyronscher 
Gleichungen kann immer als Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten aufgefaBt und ihre Losung mit Hilfe hyperbolischer 
Funktionen auf eine einfachste Form gebracht werden. 

Fur die homogene Differenzengleichung 

x,,-1 + kXv + X V +1 = 0 
wurde die Losung in del' Form 

Xv = (_1)V CI r l v + (_1)V C2 r{ 

bereits angeschrieben, worin r l und r2 die absoluten Werte der Wurzeln 
del' sogenannten "eharakteristische Gleichung" 

1 +kr+ 1'2 = 0 
sind. Setzt man k = e'P + e-'P = 2 ~of cp, 
dann ist 1'1 = - e'P und r 2 = - e-'P 

und Xv = (- 1)" CI e'PV + (-1)" C2 e-'P" 

odeI' da lineare Kombinationen del' partikularen Losungen (- 1)1' e'f'V 
und (_1)1' e-'PV Losungen del' Differenzengleichungen bleiben, ist aueh 

Xv = (- 1)1' CI ~of v cp + (- 1)v C2 @5tn vcP 
eine Losung. Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differenzen· 
gleichung ergibt sieh, wenn man zur Losung der homogenen ein 
partikuIares Integral der inhomogenen addiert. 

1. Eigengewicht. 
1st g1' in allen Fachen konstant und gleich g, hat man in Gleichung (36) 

B = 1 und % = 1 zu setzen und erhalt a.ls Gleichungssystem del' Xv in­
folge Eigengewichts 

1 . 
(2 + "p) Xo + XI = 12 gP 

1 
Xo + (4 + "p) Xl + X 2 =4- gJ2 (51) 
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Dieses Gleiehungssystem ist eine Differenzengleiehung zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten, wenn man zunachst die nullte Gleiehung 
streieht und damr Xo und Xn als Randwerte einfiihrt. Fiir ein parti­
kulares Integral der Differenzengleiehung 

X"-l + kX" + X"+l = a 
hat man den Ansatz zu machen: 

~" =3. 
und erhliJt dureh Koefflzientenvergleiehung 

a 
a=6+1p 

und damit die allgemeine Lasung 

x" = a + (- 1)1' 01 (£of vrp + (- 1)" O2 Sin vrp 
mit den Randwerten Xo und Xn) die dureh die Stiitzenbedingungen 
des Tragwerks bestimmt sind. Damit ergibt sleh 

0 1 = Xo-a 

o = _ 3. + (Xo - a)( - 1)n (£of n rp 
2 (_ 1)n ®in n rp 

und sehlieBlich als endgiiltige Form der allgemeinen Lasung 

_ " _ ®in (n - v) rp ,,_ @Sin v rp 
x,,=a+(-l) (Xo-a) . -(-1)-n a-.--· (52) 

®mnrp ®mnrp 

Nun haudelt es sieh noeh darum, Xo zu berechnen: 
_ _ ®in (n - 1) rp _ @Sin rp 

Xl = a-(Xo-a) - (-1)1-n a-.---
®mnrp @Smnrp 

. (52 a) 

Eine zweite Gleiehung zwischen Xo und Xl liefert die gestrichene 
Gleiehung des Systems (51); daraus ist 

Xl = ~gP-(2 +1p)Xo' 12 
Dureh Gleiehsetzen der beiden Ausdriieke mr Xl erhalt man eine 
Beziehung, in der nur Xo vorkommt; daraus ist 

1 2 gl2 [ @Sin rp ®iu en - 1) rp] 
X _12 g1 -4(6+1p) 1+(-1)n~+ ®innrp 

-< 0 - (2 + ) _ ®in e~ - 1) rp 
1p ®mnrp 

(53) 

Sind die StanderfuBmomente X" bekannt, so lassen sich mit Hilfe 
der Formel (6a) die Y" berechnen. Fiihrt man die konstanten Grund­
maBe ein, dann wird 

Y" = __ 3~ [WCl' + (1 + 1p) X" -x,,+1] . (54) 
3+21p I 

Das Moment an. einer beliebigen Stelle des v-ten Standers ist Mr" = 
= X" - H" y; die Standerkopfmomente ergeben sieh daraus, wenn 
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man y = h setzt. Bezeichnet man dieselben wieder mit Xv, bekommt 

man Xv = Xv - Yv' 

2. Maximale Standerfu.f3momente. 
Dm zu erkennen, welche Fache mit Nutzlast zu belasten sind, 

um irgendein StanderfuBmoment zu einem Maximum odeI' Minimum 
zu machen, muB man den Vorzeichenverlauf del' Xv flir die Belastung 
jedes einzelnen Faches allein beobachten. 

a) Nul' del' nullte Riegel sei mit Nutzlast p ton/m belastetj dann 
lautet die zugehorige Differenzengleichung 

1 
(2 + lP)Xo + Xl = 12 pl2 

X o +(4+lP)XI +XZ= ~ pl2 

Xl + (4 + lP) X 2 + Xg = O. 

Nimillt man Xl als vorlaufig bekannt an, dann ist 
. @:lin (n - y) cp 

X,,=-(-l)' _" ,XI fUr y>l. 
e>1l1 (n - 1) cp 

Xo und Xl konnen aus den ersten zwei Gleichungen mit Hilfe del' 
Losung Xv fiir y = 2 bestimmt werden. Fur n = 5 sind die ermittelten 
Vorzeichen del' Xv in del' spateI' folgenden Vorzeichentabelle zusammen­
gestellt. 

b) Nul' del' erste Riegel ist mit p ton/m belastet; dann verschieben 

sich die beiden BelastungsgIieder 112 p J2 und ~ P 12 im Gleichungs­

system del' Xv um eine Zeile nach unten und die Losung des homo­
genen Teiles des Systems lautet bei vorlaufiger Annahme von X z 
als bekannt 

.. @lin (n - y) cp .. 
X v =(-l) (S" ( 2) 'X2 fUr y>2. 

tnn- cp 

Wird die Rechnung weitergefiihrt, ergeben sich flir die einzelnen 
Reihen von Xv folgende V orzeichen: 

y I O. Riegel 11. Riegel 12. Riegel /3. Riegel/4. Riegel 
belastet belastet belastet belastet belastet 

0 I + I + I I + 
1 I 

+ + 
I 

I I + 
2 + I + + 
3 + + + 
4 ...L + + I 
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Aus dieser Tabelle erkennt man ohne wei teres , daB man, urn 
zum Beispiel Xo zu einem Maximum zu machen, aIle jene Riegel 
zu belasten hat, die einen positiven Beitrag zu Xo geben: also den 
nuUten und von da ab jeden zweiten; fUr Xo gibt daher abwechselnde 
Belastung in den einzelnen Fachen die extremen Werte. 

Wo = W2 = W4 = .... = 112 P J2, WI = Wa = W5 = .... = 0 

dann ist 

(2+W)XO +X1 = 112P12 

Xo + (4 + W) Xl + X 2 = ~ p}2 

X 1 +(4+W)X2 +Xa = 1~P}2 
1 

X2 + (4+W)Xa + X 4 = (fpJ2 

(55) 

Um zu einfacher gebauten Belastungsgliedern zu gelangen, solI 
von den rechten Seiten der obigen Differenzengleichung ein unver-

1 
anderlicher Belastungswert von der GroBe 12 p12 abgespalten werden; 

er entspricht einem Belastungsfalle, in welchem aIle Fache mit ; 

belastet erscheinen; die zugehorige Differenzengleichung lautet: 
1 

(2 + 1p) Xo + Xl = 36 pl2 

Xo + (4 +W) Xl + X 2 = 112 pJ2 

Xn- 2 + (4 + W) X n- 1 + Xn = 112 P J2. 

Die Losung fiir dieses Gleichungssystem ist bekannt. Um den Be­

lastungszustand "aIle Fache mit ; belastet" in den urspriinglichen 

"nur aIle geraden Fache mit p belastet" zuriickzufiihren, muB man 
zurn ersten Belastungszustand einen dritten iiberlagern, in welchem 

2 1 
jedes gerade Fach mit + 3 p, jedes ungerade Fach mit - 3 p 

belastet erscheint. Dieser Belastungszustand solI als Belastungs­
zustand ill bezeichnet werden. FUr dies en dritten Belastungszustand 
kann die zugehOrige Differenzengleichung folgendermaBen ange­
schrieben werden: 
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1 
(2 +1p) Xo + Xl = 18 p12 

1 
Xo + (4+1p)X1 +X2 = 12 P12 

Xl + (4 + 1p) X 2 + Xa = ° 
X 2 + (4 +1p) Xs + X4 = {2 p12 

=0. 
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Abgesehen von del' ersten Gleichung des Systems, die bei del' 
Auf16sung sonst gestrichen werden muB, wechselt die Belastungs-

1 
groBe 12 p 12 regelmaBig mit Null; um eine Losung fur diese Diffe-

renzengleichung ermitteln zu konnen, braucht man zunachst einen 
analytischen Ausdruck fUr das Gesetz in den Belastungsgliedern. 
Damr kann man anschreiben 

1 + (_1)"-1 
B" = 2a 2 

fur = 1, 3, 5, ..... . wird B" = 2a 
fUr = 0, 2, 4, wird Bv = 0, 

so daB das 'V-te Glied obigel' Differenzengleichung nun lautet: 

X"-l + (4 + 1p) Xv + x,,+1 = a [1 + (_1)"-1] 

fur eine partikulare Losung derselben hat man den Ansatz zu machen 

;v=a+b(-W-1 

und durch Koeffizientenvergleichung el'gibt sich 

a - a a=-- b=--
6 + 1p' 2 + 1p 

so daB sich die allgemeine Losung folgendermaBen dal'stellt: 

Xv = a + (_1)1'-1 b + (- 1)" 0 1 (fof 'Vtp + (-1)1'02 eiin 'Vtp_ 

Die Integrationskonstanten 01 und 02 bestimmen sich aus den 
Stutzenbedingungen mit Hilfe del' Randwerte Xo und Xn' Es ist 

4a 
C = Xo -1- -c:::----c-:-c-:---

1 '(2+1p)(6+1p) 

C2 = - ~ l)n [a + (-1)n-1b + 4a . (_l)n (fOfntp] _ 
®m n rp (2 + 1p)(6 + 1p) 

X (foinrp 
---: 0 - @Sin nrp' 

N ach Einsetzen del' Konstanten erhalt man schlieBlich als endgiiltige 
Form der Losung Xv 
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Xv = a + (_1)"-1 b + (-1)" [X + 4a ] @Sin5n - v)ip_ 
o (2 + VI)(6 + VI) ~tn n ip 

a @Sin v ip 
- (-1) l'-n (2 + VI) (6 + VI) [(2 + VI) + (_I)n-1 (6 + VI)] ®in nip (56) 

ein Ansdrnck, mit dem sich trotz seiner Lange leicht rechnen laBt,· 
wie spater an einem Beispiele gezeigt werden soIl. 

Will man ein beliebiges StanderfuBmoment zu einem Maximum 
machen, so hat man allgemein den (v - I)-ten und den v-ten Riegel 
zu belasten und von da ab nach oben und unten jedes zweite Fach; 
man braucht nur in die Vorzeichentabelle fiir einen bestimmten Wert 
von v in horizontaler Richtung einzngehen und aIle jene Riegel zu 
belasten, die man mit einem positiven Vorzeichen antrifft. 

Es solI z. B. X2 zu einem Maximum gemacht werden; dann sind 
der erste, zweite, vierte und aIle noch folgenden mit geraden Index 
bezeichneten Riegel mit p zu belasten, der nullte, der dritte und aUe 
anderen ungeraden Riegel sind unbelastet zu lassen. Dann lautet 
die zugehorige Differenzengleichung: 

(2 + VI) Xo + Xl = 0 

Xo + (4 + VI) Xl + X 2 = 112 P 12 

Xl + (4 + VI) X 2 + X3 = ~ p12 

1 
X 2 + (4 +VI)X3 + X 4 = 6P12 

1 
X3 + (4 + VI) X 4 + X5 = 12 PP 

1 
= 6 P12. 

Die Belastungsglieder folgen zunachst keinem bestimmten Gesetze; 
doch kann man dieselben so aufspalten, daB sich Teilsysteme er­
geben, die eine rasche Losung durch Integration ermoglichen. Der 
besseren Dbersicht halber sei dasse1be in Form einer Tabelle durch­
gefiihrt: 

v 
Belastungs-

1. System Rest 2. System 
I 

3. System 
glieder 

0 0 0 0 0 0 

1 12 1 12 1 1~ 1 
1 0 --p12 

12P 12 P 12 P 12 

2 
1 

-p}2 
4 

1 12 
12P 

1 12 
6 P 0 1 12 

6 P 
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v I Belastungs-
glieder 

1. System Rest 2. System 3. System 

3 1 12 
sp 

1 12 
12 P 

1 12 
12P 

1 12 
12 P 0 

1 12 1 
4 _p12 0 0 0 

12 P 12 

5 1 12 
sP 

1 12 
12 P 

1 2 
12 pI 

1 12 
12 P 0 

Das erste System ist, wenn man von der ersten Gleichung ab­
sieht, ein solches mit konstanten BelastungsgIiedern, dessen Losung 
die Form hat: 

@)in (n - v) If? @)illVIf? 
Xv = a + (-·1}"(Xo-a) -a(-1?-n~. 

~tttnlf? ~tttnlf? 

Das zweite System hat Belastungsglieder, deren gesetzmaBiger Ver­
anderlichkeit der analytische Ausdruck Bv= a(1 + (-In, wenn alle 
ungeraden By gleich Null sind und Bv = a (1 + (- 1)V-1) , wenn alle 
geraden Bv gleich Null sind, entspricht. Die Integration lieferte fUr 
den zweiten Fall "gerade B" geben Null" den Ausdruck 

- [4a] ~itt(n"-v)1f? X,,=a+b(-1)V-1-+-(-1)V X + _-
. 0 (2 +1p)(6+1p) ~lUnlf? 

a ~~V9? 
- (-_1)V-n [(2 + 1p) + (_1)n-1 (6 + 1p)] _ • 

(2 + 1p) (6 + 1p) ~Uln9? 

Das dritte System ist ebenfalls bekannt und leicht lOsbar dadurch, 
daB es bis auf zwei Gleichungen homogen ist, die die Bestimmung 
der Randwerte des homogenen Teiles ermoglichen. Sind die Xv be­
kannt, bereitet die Berechnung des Momentenverlaufes keine Schwierig­
keiten mehr. 

Um ein beliebiges StanderfuBmoment zu einem Minimum zu 
machen, sind diejenigen Riegel zu belasten, die man bei horizontalem 
Eingehen in die Vorzeichentabelle mit einem negativen Vorzeichen 
antrifft. Es wird immer ein solcher Belastungsfall fur min Xv maE­
gebend sein, der fUr dasselbe v den Belastungszustand max X" zu 
totaler Belastung erganzt. 

3. Minimale Standerkopfmomente. 

Das Standerkopfmoment ergibt sich mit Xv = Xv - Yy , wobei 

3 [We,' r J Yv = 3 + 21p - 1-+ (1 + 1p) Xv- X v_1 ; 
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setzt man ein, so erhlUt man 

- VJ 3 3 CPov 
Xv = - 3 + 2 VJ Xv + 3 + 2 VJ x,,+! - 3 + 2 VJ . -1-' 

Um x" zu einem Minimum zu machen, kommen zwei Maglichkeiten 
in Betracht: entweder man belastet das Tragwerk nach max x" oder 
nach min Xv+!i von diesen beiden Belastungszustanden wird der­
jenige der maBgebende sein, der CPov enthlllt. 
Fur max Xv ist zu belasten der (v-1)-te und der vote Riegel, 

" min X v+1 " " " "(v-1)-te,, " (v + 2)-te " 
Der Belastungszustand fur min X,,+! enthalt CPo" nicht, daher kommt 
er nicht in Frage und man kann sagen, daB der Belastungszustand, 
der X" zu einem Maximum macht, X" zu einem Minimum macht und 
umgekehrt. 

4. Unsymmetrische Belastung aller Riegel. 
Aile Fache seien mit p ton/m links halbelastet; man bekommt 

die Differenzengleichungen der 8" und D", wenn man in den unter 
3. des III. Abschnittes abgeleiteten Gleichungen u = 1 setzt. Daher 
lautet die .Differenzengleichung del' 8" 

(2 +VJ)80 + 81 = 112PJ2! 

80 + (4 + VJ) 81 + 82 = : p J2 } 

8,.-, + (4 + '1') Sn-' + 8,. ~ ~ pI' I 
(57) 

ihre Lasung ist bekannt. J<'ur die Differenzengleichung der Dv be­
kommt man 

- (1 + 6VJ)Do + D1 = 312PJ2 I 
Do - 2 (1 + 3 VJ) D1 + D2 = 0 }. 

(58) 

J 
Dieselbe ist, abgesehen von der nullten Gleichung homogen, mit den 
Randwerten Do und Dn = 0; ihre Lasung kann man folgendermaBen 
anschreiben 

D" = C1 Q:of v cp + C2 ~invcp. 

Da die charakteristische Gleichung 1 - (2 + 6 VJ) r + r2 = 0 wegen 
des negativen Vorzeichens des mittleren Gliedes nur zwei positive 
Wurzeln hat, entfallt in der Lasung fur Dv der Wechsel des Vor­
zeichens. Bei Einfiihrung der gegebenen Randwerte ist 



Wagrechte symmetrische Belastung. 

C1=Do 

C2 = - ~ofnlJ? . D 
6mnlJ? 0 
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und man bekommt schlieBlich die endgilltige Form der Lasung Dv 

D = D . CSin(n-v)1J? (59) 
v 0 ~il1 n IJ? 

In der charakteristischen Gleichung tiberwiegt gewahnlich der mittlere 
Koeffizient bedeutend tiber die auBeren; rur Do = + 1 werden daher 

. """. 1 dIe Dv sehr rasch gegen Null konvergieren, weil ~m n IJ? = 2 en 'P 

einen sehr groBen -Wert erreicht. Die Dv kannen folglich bei tiblicher 
Genauigkeit vom zweiten !<'ache gleich Null gesetzt werden; dies hat 
zur Folge, daB der Momentenverlauf in den Standern trotz halbseitiger 
Belastung bald wieder symmetrisch wird. 

5. Belastung mit einer Einzellast im r-ten Fache. 
Die Last P greift im Abstande x von der linken StUtze an. Dann 

lautet die Differenzengleichung del' Sv und die der D" ahnlich wie 
die im III. Abschnitte unter 4. abgeleiteten Gleichungen, wenn man 
x = 1 setzt. Was die Lasung anbetrifft, gelten dieselben Dberlegungen, 
die dort angegeben wurden; nur hat man S" odeI' Dv fiir v> (1' + 1) 
nach del' Beziehung 

Sv = (_1)V- (r+1) <Sin (n - v) IJ? .8r +1 
<sm[n-(r+ 1)1J?] 

zu bestimmen und fUr 0 < v < r ergibt sich 

S vS <Sin (r-v)1J? \V- S C0il1vlJ? 
v = (- 1) 0 (0;. - + (- 1, r v --0,--'--

~mrlJ? ~mrlJ? 

6. Wagrechte symmetrische Belastung. 
(Erddruck von beiden Seiten.) 

Unter denselben Voraussetzungen, die im Ill. Abschnitte gemacht 
wurden, kann die Differenzengleichung fUr diesen Belastungsfall als 
bekannt gelten und es eriibrigt sich hier, die Lasung derselben fUr 
einen konstanten Verlauf del' GrundmaBe·anzugeben. Die Differenzen­
gleichung ist nach folgendem Schema gebaut: 

X V - 1 + (4 + '!jJ)Xv + X,,+l = a- bv fUr 0 < vSr. 
Fiir die allgemeine Lasung kann man daher anschreiben 

Xv = 11 - b 11 + (- 1)V C1 (£oj v IJ? + (-1)'" C2 <Si11111J? 
wenn 
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Sind Xu und Xr+1 die vorHiufig unbekannten Randwerte, bestimmen 
sich die Integrationskonstanten 0 1 und O2 mit 

a 
0 1 = X o- 6 + 1p 

O
2 

= Xr+1 _(_1)"+lXo~Df (r + 1)<p + a( -1)r+1~Df (r+ 1)<p-[a - b(r+1)] 
(-1)r+1®il1(r + 1)<p 

und die allgemeine Losung hat schlieBlich folgende Form 

X = --b +(X _-)(_1)V ®il1(r+1-v)<p 
va v 0 a ®il1(r+1)<p 

- ®~v<p 
- (_1)v-(r+1) [a- b(r + 1)-Xr+1]· ®il1(r + 1)<p (60) 

Fiir v;;;; (r + 2) ist die Differenzengleichung der Xv homogen, hat die 
Randwerte Xr+1 und Xu = 0 und Xv ist 

__ v-(r+1) ®il1(n-v)<p .X 60 
Xv-( 1) ®il1[n-(r+1)]<p r+1 ( a) 

Die Berechnung der unbekannten Randwerte ist im III. Abschnitte 
angegeben worden. 

7. Unsymmetrische wagrechte Belastung. 
(Einzellast W an der obersten Ecke.) 

}1-'iir dies en Belastungsfall sind aIle Sv gleich Null und die 
Differenzengleichung der Dv 1autet nach (46) 

- (1 + 61p) Do + Dl = W' h (1 + 31p) 

Do - 2 (1 + 31p) Dl + D2 = W . h . 31p 

Du- 2 - 2 (1 + 31p) Du- 1 + Du = W . h 31p. 
Das Be1astungsglied des GIeichungssystems der Dv ist konstant, 

das hei.Bt, die Momente Xa v und X bv bewegen sich aIle in derse1ben 
GroBenlage; ein Ergebnis, das zunachst iiberraseht. Man wiirde eher 
erwarten, daB nach der Analogie beim Kragtrager eine wesentliche 
Zunahme der Momente nach unten eintritt. Einen solchen Rahmen­
trager als Kragtrager im gewohnlichen Sinne aufzufassen, ist aber 
nicht zulassig; schon der Verlauf der IDl zeigt dies. Das Moment 
der auBeren Belastung W v h, das auf den Kragtrager im Abstande 
v h von oben wirkt, wird durch den dariiber befindlichen Rahmen in 

Wvh Wvh 
ein Kraftepaar + -1- und - -1- aufge1ost, das nur Langskrafte 

in den Stand ern erzeugt. Fiir wagrechte Belastung ermoglicht da­
her ein Stockwerkrahmen eine sehr sparsame Bemessung des Quer­
schnittes. 
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8. Belastung mit einer wagrechten Hings des Standers 
gleichmaJ3ig verteilten Last. 

(Wind von links.) 

Die Differenzengleichung der S" lautet fur ,,= 1 nach (47) 

(2 + '!jJ) So + Sl = - ~:2 . (3 + '!jJ) \ 

wh2 

80 + (4 + '!jJ) 81 + 82 = --12 (6 + '!jJ) (61) 

wh2 

8n- 2 + (4 + '!jJ) 8n- 1 + Sn = - 12 (6 + '!jJ) 

und die der Dv 
wh2 

-(1 + 6'!jJ)Do + D1 =~[(n-l)(2+6'!jJ)+(1 +4'!jJ)] 

wh2 
Do - 2 (1 + 3 '!jJ) D1 + D 2 =-2-[(n-2). 6'!jJ + (4'!jJ- 2)] 

(62) 

wh2 

Dn- 2-2 (1 + 3'!jJ)Dn- 1 + Dn =~(4'!jJ- 2) 

Ihre Losung ergibt sich folgendermaBen: 
_ - _ (0in (n - v) <p @5inv <p 

D" = a- bv+ (Do-a) @5' (a-bn)· _ (63) 
tn n <p ~in n <p 

wenn wh2 

i1=---[(6n-2)'!jJ-2] 
12'!jJ 

- wh2 
b = ------. 

2 
Die Berechnung des Momentenverlaufes macht damit keine 

8chwierigkeiten mehr. 

Beispiel. 
Der fiinffachige Stockwerkrahmen von friiher sei wieder gegeben, nur seien 

die Tragheitsmomente aIler Stlinder gleich dem des nullten Faches Jao ; es war 

h = 4,5 m, I = 6,0 m, ~: = 4, dann ist '/J = ::~ ,4 = 3, k = 4 + I/J = 7 = 2 <fof p. 

p ergibt sich nun aus der hyperbolischen Tafel mit p = 1,925. Damit be­
kommt man 

vp 
6invp 

1 

1,925 
3,350 

2 

3,850 
23,486 

3 

5,775 
161,078 

4 

7,700 
1l04,15 

5 

9,625 
7599, 
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Die hyperbolischen Tafeln reichen in dlln gebrituchlichen Formelsammlungen 

bis 5,99; fiir groBllre Argumente kann man @:jin rp = ! e'1' setzen, ohne Beein­

tr1tchtigung der notwendigen Genauigkeit der Rechnung. Es ist z. B. @:jin 5,99 

= 199,706; ! e'1' ergibt logarithmisch gerechnet den Wert 199,705; der FeMer 

ist daher nicht groBer als ein Tausendstel. Dbrigens sind neuerdings fiinfstellige 
Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen eX und e-x von Dr. rug. K. Hayashi 
erschienen (Berlin und Leipzig 1921), die bis 10 reichen. 

Zunachst soLI untersucht werden, wie sich ein Moment Xo = + 1 in diesem 
Stockwerkrahmen fortpflanzt, wie weit der EinfluB desselben bei iiblicher Ge­
nauigkeit beriicksichtigt werden muB. Das GIeichungssystem (51) geht iiber in 
die homogene Differenzengleichung XV-l + kXv + Xv+l = 0 mit den Rand-

.' @:jin(n-v)rp 
werten Xo = + 1 und Xn = O. lhre Lasung 1St Xv = (- I)v @:j' , absolut 

tn n rp 
genommen ist daher Xv dem @:jin [en - v) rp] proportional; das bedeutet eine sehr 
rasehe Konvergenz der Xv, wenn rp groBer als 1 ist, was in allen praktisch 
vorkommenden Fallen erfiillt sein wird. Nun ist 

@:jin 4 rp 
Xl = - @:j' 5 = -0,145 tm 14,5 % von Xo = + 1 

tn T 
~ I @:jin3 rp ~ X2 ~ T ~5 ~ + 0,021 tm 2,1 % von Xo = + I 

-:;tn T 

X = - @:jin 2 rp =._ ° 003 tm 0,3 0/0 von Xo = + 1 
3 @iin 5 T ' 

@:jin (p 
X. = + ~5- = + 0,0004 tm 0,04 % von Xo = + 1. 

-:;tn T 
Daraus ist ersichtlich, daJJ die Konvergenz der Xv derartig rasch geschieht, 

daB man den EinfluB einer auBeren Belastung nach oben und unten iiber 
hochstens zwei Fache zu verfolgen hat, 

Zu 1. AIle Faehe des gegebenen Stockwerkrahmens seien mit g = 1,5 tjm 

total belastf:t. Es ist ! g 12 = 13,5, 112 g 1" = 4,5, 

Damit lautet die Differenzengleichung der Xv 
5Xo + Xl = 4,5 

Xo + 7 Xl + X2 = 13,5 

Xa + 7 X. = 13,5 

W 't h'lt - a 13,5 1 - d hI' BI' h ' el er er it, man a = 6 + 1/1 = 9 = ,D un sc Ie lC 1st 

X _ 4,5 -1,5 (I ~ 0,0004 + 0,145) 2,783 = 0,573 tm 
0- 5 - 0,145 4,855 

Xl = 1,5 - (0,573 - 1,5) 0,145 -- 1,5,0,0004 = 1,634 tm 
X. = 1,5 - 0,927 ,0,021 + 1,5,0,003 = 1,485 tm 
X3 = 1,5 + 0,927 '0,003 - 1,5 ,0,021 = 1,471 tm 
X. = 1,5 - 0,927'0,0004 + 1,5·0,145 = 1,716 tm. 

Man sieht aus den berechneten Werten, daB die Kurve del' Xv zwei Maxima 
hat; dies riihrt davon her, daB sie ais Einhiillende mehrerer iibereinander ge­
Iagerter hyperbolischer Sinusfunktionen zustande kommt. Eine wert volle Kon­
trolle fur die Zahlenwerte ist immer die notwendige Erfiillung der Differenzen-
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gleiehung XV-l + 7 Xv + Xv+l = 13,5. Die weitere Bereehnung des Momenten­
verlaufes bietet niehts mehr von Belang; ihre Ergebnisse sind in del' folgenden 
Tabelle zusammengestellt; zum Vergleiehe sind die Momente eines Stoekwerk­
rahmens mit verllnderliehem Tr1igheitsmoment bei ~ = 1.2 unter derselben Be­
lastung beigefiigt: 

konst. J variabl.J konst. J variabl.J konst. J Variabl.J! konst. J Ivariabl.J 
v 

Xv Xv Yv Yv Xv Xv I M~v I M~v 

0 0,573 0,597 1,719 1,791 -1,146 -1,194 -2,780 -2,709 
1 1,634 1;515 3,184 3,052 -1,550 -1,537 - 3,035 -2,940 
2 1,485 1,403 2,990 2,911 -1,505 - 1,508 -2,976 - 2,888 
3 1,471 

I 
1,380 2,889 

1 

2,798 -1,418 - 1,418 - 3,1341- 3,045 
4 1,716 1,627 3,788 3,669 -2,072 -2,042 - 2.072 - 2,042 

I 

Dureh die Beriicksiehtigung des veranderlichen Tragheitsmomentes ergeben 
sich kleinere Momente in den Rahmenstandern und Rahmenecken, dafiir werden 
die positiven Feldmomente in den Riegelmitten groBer, d. h. daB man bei del' 
Annahme eines konstanten Tragheitsmomentes fUr die Stander zu giinstig und 
fUr die Riegel zu ungunstig reehnet. 

Was die im II. Absehnitt an derselben Stelle angegebenen Rechenproben 
anbetrifft, so gestalten sieh diese bei unveranderlichen GrundmaBen recht einfach; 
die Rechenprobe iiber den Umfangsrahmen lautet: 

n-l 
1fJ 2 (Xv + Xv) + M~n_l + tP cn- 1 = 0; 

o 

fUr das gegebene Beispiel ist 
3· (6,879 - 7,691) - 2,072 + 4,5 = - 4,508 + 4,500. 

Zur Aufsuchung eines etwaigen Fehlers konnen dann die Bedingungen be­
niitzt werden, daB in jedem geschlossAnen Fache des Stockwerkrahmens ein 
Momentenausgleich vorhanden sAin mull, nur sind die Momente des unteren 
Riegels mit entgegengesetzten V orzeichen in die Rechnung einzufiihren. 

Zn 2. Fur aIle Fache sei eine zufallige Last von p = 3 tm vorgeschrieben. 
Xo sei zu einem Maximum zu machen. 

Die Resultate der Rechnung sind in der folgenden Tabelle zusammen­
gestellt worden: 

Belastungs- AIle Fache mit Jedes gerade 
AIle Fache mit 

v zustand III {- belastet 
Fach mit p 

p belastet belastet 

0 + 0,959 
I 

+ 0,382 + 1,341 + 1,146 tm 
1 + 1,205 + 1,089 + 2,294 + 3,268 tm 
2 -0,368 + 0.990 + 0,622 + 2,970 tm 
3 + 1,369 + 0,981 + 2,350 + 2,942 tm 
4 -0,197 + 1,144 + 0,947 + 3,432 tm 

Zum Vergleiche sind in dieser Tabelle jene Werte von Xv beigefUgt worden, 
welche entstehen, wenn aIle Fache mit p = 3 tm belastet sind und man sieht, 
daB bei abwechselnder Belastung fur Xo ein groBerer Wert resultiert als bei 
totaler Belastung des Stockwerkrahmens. 

Fri ts c he, Differenzengleichungen. 6 
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Nun solI X2 zu einem Maximum gemacht werden. Die Xv fur die drei Teil­
systeme wurden nach den angegebenen Formeln bestimmt und sind in der 
folgenden Tabelle zusammengestellt: 

System System System Summe 
Totale 

Yv 
-

Belastung' v 
1 2 3 Xv 

Xv 
Xv 

° -0,236 -0,276 + 0,349 -0,163 -0,489 + 0,326 + 1,146 tm 
1 + 1,180 + 1,380 -1,745 + 0,815 + 2,937 -2,122 + 3,268 tm 
2 + 0,977 -0,394 + 2,866 + 3,459 + 6,954 -3,505 + 2,970 tm 
3 + 0,983 + 1,370 -0,418 + 1,935 + 2,244 -0,309 + 2,942 tm 
4 + ],145 - 0,197 + 0,060 + 1,008 + 4,344 - 3,336 + 3,432 tm 

J,JJ6 

Abb. 16. 

Zur Kontrolle der berechneten Werte wurde nachgesehen, ob die aus 1, 2 
und 3 resultierenden Xv der ursprllnglichen Differenzengleichung geniigen. 
Z. B. Xl + 7 X, + Xa = 27; eingesetzt 0,815 + 24,213 + 1,935 = 26,963. 

Urn den Momentenverlauf fiir den Stltnder zeichnen zu konnen, wurden auf 
bekn.nnte Weise die Yv und die Xv gerechnetj der ganze Momentenverlauf fur 
die Stltnder ist dann in das Momentenbild der Abb. 16 eingetragen worden. 
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Zu 4. Der gegebene Stockwerkrahmen sei halbseitig mit p = 3 tm in allen 
Fachen belastet. Die berechneten Werte sind in der folgenden Tabelle zu­
sammengestellt: 

v Sv Dv Xav 

° 1,146 - 0,178 0,484 0,662 tm 
1 3,268 -0,008 1,630 1,638 tm 
2 2,970 ° 1,485 1,485 tm 
3 2,942 ° 1,471 1,471 tm 
4 3,432 ° 1,716 1,716 tm 

Das Beispiel zeigt trotz der unsymmetrischen Belastung den symmetrischen 
Verlauf der Standermomente vom zweiten Fache ab. 

Zu 8. w sei so gegeben, daB ";.;2 = 1 wird; dann lautet die Differenzen­

gleichung der Sv: 
580 + 8, = - 6 

So + 7 8, + 8. = - 9 

S3 + 7 Si + So = - 9 

3.= -6 a =-1, rp = 1,925. 
+'1' 

Fiir die Differenzengleichung der Dv ergibt sich 
whO w h' 

a = ~(3 ·28-2) =492, b = 2- ·61/1 = 108, 

daher ergibt sich dieselbe mit 
- 19 Do + D, = 558 

Do - 20 D, + D2 = 384 
D, - 20 D2 + D3 = 276 
D2-20Da + Di = 168 
D3-20D. = 60 

a 492 - b 108 
3.=-61/1=-18=-27,333, b=-61/1 =-1"8=-6,000, rp=2,993 

und die Dv selbst ergeben sich durch Einsetzen alIer dieser Werte in die 
L!Jsung (63). Die Ergebnisse der weiteren Berechnung des Momentenverlaufes 
sind in der folgenden Tabelle enthalten. 

Dv I Xav I Xbv I yv I 9Jl~v I Xav I 

0 - 1,000 - 30,50) -15,750 + 14,750 27,000 54,000 11,250 -12,250 tm 
1 -1000 - 21,500 -11,250 + lO,250 21,(01 42,000 9,749 - 10,751 tm 
2 -1,003 -15,341 - 8,172 + 7,169 11,995 30,080 6,833 - 7,826 tm 
3 -0,979 - 9,339 - 5,159 + 4,180 9,038 18,DOO 3,803 - 4,858 tm 
4 -1,146 - 3,455 - 2,300 + 1,154 2,736 6,000 0,944 - 1,582 tm 

Wenn man den Momentenverlauf bei konstanten und veranderlichen Trag­
heitsmoment fiir den entsprechenden Belastungsfall miteinander vergleicht, so 

6* 
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erkennt man, daB in den unteren Fachen die Unterschiede in den StUnder­
momenten nur sehr gering sind j in den oheren Fachen werden bei verUnder­
lichem TrUgheitsmoment die StUnderkopfmomente grtiBer und die StUnderfuB­
momente kleiner. Das pat seine Begriindung darin, daB der (v -l)-te Stltnder 
mit dem v-ten Riegel steifer verhunden ist als der (v + l)-te Stunder, der hereits 

~,n-1 

(n-1) 
~,n-1 

tv+ 1) 

tv) 

(1) 

(0) 

Abb.17. 

ein kleineres Trltgheitsmoment hat, das heiBt 
das Tragwerk nUhert sich dem Grenzfall des 
Stockwerkrahmens mit FuBgelenken. 

Was den Momentenverl auf in den 
Stundern als Ganzes anbelangt, 
kann man die annahernde Giiltig­
keit des folgenden Gesetzes er­
kennen: entsteht infolge der UuBeren 
Belastung beim KragtrUger eine 
Momentenlinie, der eine Kurve 
zweiter Ordnung entspricht, so 
nehmen die StUndermomente des 
Stockwerkrahmens nach unten un­
gefahr linear ZUj entspricht die Mo­
mentenlinie des Kragtragers eiuer 
geneigten Geraden (Einzellast in 
wagrechter Richtung an der obersten 
Rahmenecke angreifend), behalten 
die Standermomente des Stockwerk­
rahmens ungefahr ihre GroBenlage 
bei, oder nehmen wenigstens nach 
unten nicht wesen tlich ZUj ist der 
Momentenverlauf des Kragtragers 
eine Gerade parallel zur Stunder­
achse, dann verschwinden die Mo­
mente des Stockwerkrahmens nach 
zwei Fachen iiberhaupt. 

Man kann sagen, daB der Stockwerk­
rahmen eine Ordnung in der Momentenlinie 
der auBeren Belastung zum Verschwinden 
bringt, sie sozusagen in LUngskr1tfte auflost j 
er wird infolgedessen fiir Tragwerke, die 
groBere Htihen erreichen unci die durch wag­
rechte Krafte beansprucht sind, ein giinstiges 
und sparsames Konstruieren ermoglichen. 

Ftinfter A bschnitt. 

Beriicksichtignng der Langskrafte bei symmetrischer 
Belastung des Riegels nnd konstalltem Verlanf des 

Tragheitsmomentes. 
Die Elastizitatsgleichungen sollen mit Hilfe des Satzes von Casti­

gliano abgeleitet werden; die Wahl des statisch bestimmten Grund­
systems und der Unbekannten wird ebenso wie im 1. Abschnitte ge-



des Riegels und konstantem Verlauf des Tritgheitsmomentes. 85 

troffen, so daB der Stockwerkrahmen in n iibereinandel' gestellte 
freiaufliegende Trager zerfallt (Abb. 17). Fiir das nullte Fach ist 

Meo = WI co - Yo + Xo -- Xl 
Mao = Mbo = - Eo Y + Xo 
NeD = Ho-HI 
Nao = ~o und Nbo = ~\. 

N ist die Langskraft im statisch unbestimmten System. Ahnlich 
gilt fiir das vote Fach 

Me v = Wle ,. - Yv + Xv - Xv+l 

Ma v = -- Hv . Y + Xv 
Nev = H,,--Hv- 1 

N a v = ~ v und N b v = )[lv. 

Die GroBe del' Formanderungsarbeit aus Moment und Langskraft 
berechnet sich mit 

A=~JlVI2 dS+-~J N2 ds 
2 EJ 2 EF 

wobei sich das Integral iiber samtliche Tragwerksteile erstreckt. Die 
statisch unbestimmten GroBen rechnen sich aus den Minimums­
bedingungen fUr die Formanderungsarbeit. A wird dann zum Mi-

. 17 Ado A 0 . d J d d 'd mmum, wenn lJ H = 0 un 17 X = Wir. e e er bel en Be-

dingungen liefert ein System von n linearen Gleichungen. 

Das erstere lautet 

+ Yo (_1_+~~+_1 __ 1_) _Y _l __ ~_X (_l_+~) + 
JeD 3 J ao h 0 2 FeD I h0 2 FeD 0 JeD Jao 

+Xl·_l_=_l_$co 
Jeo Jeo 1 

1 (1 2 h 1 1· ) 1 -Y --+Y -+--+--+ -Y ---
°ho2Feo I J el 3 J al h o2Fco h I 2 :B'el 2hl2Fei 

( 1 h ) 1 1 $e 1 

- Xl J c 1 + J a 1 + X 2 J e 1 = J e 1 . -1-' 

Ftihrt man die frtiheren Bezeichnungen ein und setzt h 2 ~ = Tel" 
v c v 

dann kann man die vote G1eichung des Systems folgendermaBen an­
schreiben: 

- Yv- 1 fev-l + Y v ({3v + fev-l + Te v) - Yv+1 fev - Xv av + X V -H J.v = 
}. $ev 

= ""-1-' 

Das zweite System linearer Gleichungen geht aus del' Bedingung 

: ~ = 0 hervor; diese entspricht der frtiheren Kontinuitatsbedingung 
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fur die n Scbnittstellen des Rabmenstanders; da : ~ = 0 ist, haben 

die Langskrlifte darauf keinen EinfluB und es gilt unverandert die 
Gleichung (7a) des}. Abschnittes in entsprechend vereinfachter Form: 

- YV - 1 }'v-1 + Y,,!Iv + X v - 1 ).,,-1 - Xv i}v + Xv+! }'v = 

__ ' ([>cV-1 ~Q) . 
- 11.1'-1 1 + I C1' 

Beriicksichtigt man in beiden Gleichungssystemen das unverander­
licbe Tragheitsmoment im Stander und ebenso unveranderlicbe Quer­
schnittsflache, dann lauten die beiden v-ten Gleichungen wie folgt: 

( 2 ) r Q)c v 
-Yv- 1 m+Y1' 1 +31.jJ + 2m -Yv +!m-X,,(l+1.jJ)+X1'+1=--I-' 

wobei 
J c 

m= b2Fc 

- YV - 1 + Y,,(l + 1.jJ) + XV - 1 -Xv 2 (1 + 1.jJ) + X V +1 = O. 

Diese beiden Gleichungssysteme eutsprechen einer simultanen, in­
homogenen Differenzengleichung mit zwei Reiben von Unbekannten 
Yv und Xv' Fiir eine partikulare Losung macbt man den Ansatz 

/;,,' = a und 1}/ = b und· bekommt dureh Koeffizientenvergleichung 
3Q) - 6Q)c 

a = 1(6 + c1.jJ) und b = 1 (6 + 1.jJ) 

Bezeichnet man mit /;v uud 1}1' die Losungen der zugehorigen 
Systeme homogener Gleichungen, muB man zur AuflOsung dieser 
simultanen Differenzengleichung den Ansatz machen 

/;" = A rV 
1}1' = B 1'V 

und erhalt nach Kii1'zen durch r" die zwei Gleiehungen zu1' Bestim­
mung von r und des Verbaltnisses A: B: 

B [- m + ( 1 + : 1.jJ + 2 m) l' - m r2] + A [- (1 + 1.jJ) l' + r2)] = 0 

B [-1 + (1 + 1.jJ) 1'] + A [+ 1 - 2 (1 + 1.jJ) r + r2] = O. 

Sollen diese Gleichungen eiu von Null verschiedenes Losungs­
system besitzen, so muB ih1'e "charakte1'istische Gleichung" e1'fiillt 
sein: 

- m + ( 1 + : 1.jJ + 2 m) r - m r2, - (1 + 1p) r + 1'2 =0 
- 1 + (1 + 1.jJ) 1', 1 - 2 (1 + 1.jJ) r + 1'2 

Aus dieser Determinante ergibt sich eine biquadratische Gleichung, 
die nur dann leicht aufgelOst werden kann, wenn sie reziprok ist, 
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indem man fiir (r + ~) = z eine neue Unbekannte einfiihrt; diese 

Reziprozitat ist nur dann vorhanden, wenn auch die Differenzengleichung 
reziprok ist, wenn also das Tragwerk durchwegs konstante Grund­
maBe hat. Bezeichnet man die absoluten Werte der 4 Wurzeln mit 
rl bis r4, dann lauten die allgemeinen L6sungen: 
Xv = a + (-1)1' Air/ + (-1)" Azrz" + (_1)1' Asrsv + (-1)1' A4r4" 

Y 1' = b + (--1? BIr{ + (_1)" Bzrz" + (- 1)1' Ba rav + (- 1)" B4 rl. 
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dienen die Randwerte 

beider Reihen von Unbekannten: 
fUr v = 0 ist Xv = Xo und Y,. = Yo, 

die man vorHiufig als bekannt annehmen muB, 
fiir v = n ist Xu = 0 und Yu = 0; 

infolgedessen lauten die Konstantenbedingungen: 

Xo = a + Al + A2 + Aa + A4 
0= a + (-l)U AIrlu + (-l)nAzrzll + (-l)n Aarsn + (-l)U A4r 4n 

Yo = b + BI + Bz + B3 + B4 
0= b + (-l)llB1r1n + (-l)U B2 r2n + (- l)ll Ba rall + (_l)ll B4 r4ll 

Eine genaue Aufl6sung dieser 4 Gleichungen wird mit ziemlicher 
Miihe verbunden sein, man wird sich abel' durch VernachHissigungen, 
die auBerhalb der zuHissigen Genauigkeit liegen, viel Arbeit ersparen 
k6nnen. Fiir aHe praktisch vorkommenden FaIle werden zwei Wurzeln, 
z. B. r1 und rs so klein sein, daB man die Glieder mit rIll und ran ohne 
weiteres streichen kann. Ferner ist 

B = _ 1 - 2 (1 + 'lJl) l' + 1'2. A = A 
- 1 + (1 + 'lJl) r (2 , 

damit ergeben sich die Konstantenbedingungen in einer einfacheren 
Form wie folgt: 

Xo = a + Al + A2 + Aa + A4 
Yo = b + (21A1 + (2zAz + (2a Aa + (24 A4 

0= (-l)ll a + Azrzll + A4r4ll 
0= (_1)n b + (22 AZr2ll +(24A4r4ll. 

Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich leicht die Konstanten 
Az und A4 bestimmen; es ist 

(-1)Ua(2-(24) 
Az = + '-----'----'---" 

«(22-(24)rZn 
(- 1)ll a (2 - (22) 

A4 = - -'-----'-----""-
«(22 - (24) r4ll 

wenn man beriicksichtigt, daB b = 2 a war. Hat man einmal zwei 
Konstante bestimmt, bereitet die Ermittlung del' iibrigen und damit 
die Berechnung des ganzen Momentenverlaufes keine Schwierigkeiten 
mehr. 



88 Beriicksichtigung der Llingskrltfte bei symmetrischer Belastung nsw. 

Beispiel. 
Fiir den friiheren Stockwerkrahmen war '</' = 3 und m sei mit 0,003 an-

genom men ; dann ist 

I - 0,003 + 3,006 r - 0,003 r2, 

-1+4r 
die Determinante ergibt ansgerechnet 

1 + 323r + 2351r2 + 323r3 + r4 = 0, 

fiihrt man (r + !) = z als neue Unbekannte ein, erhltlt man 

ZZ + 323z + 2349 = ° 
und damns 

Nun ist 
Z, = -7,444 und Zz = - 315,556. 

r, = - 0,0033, rz = - 315,553, r3 = - 0,137, r4 = -7,307. 
Ferner ist 

B = _ 1 - 8 r + r2. A. 
-1 +4r 

Damit bekommt man 
B, = (',A, B2 = ('2A2 Ba = ('aA3 B4 = ('4A4 

('I = 1,013 ('2 = 80,825 ('3 = 1,366 (!4 = 3,733 
3 !li 3 . 4,5 I 5 1 - . d a =~ 1(6 +0/) = ~9~ = , wenn g = ,0 ton/m angenommen wlr . 

A z wird ohne weiteres gleich Null zu setzen sein, da r2 = 315,553 und r25 

sehr groB wird. 

A - - 1,5·78,825. I A 086704 -
4 - 77,092. r45 ' og 4 =, - 0, 

daher liegt auch A4 auBerhalb der iiblichen Genauigkeit. Die Konstanten­
bedingungen lauten jetzt folgendermaBen: 

Xo=a+A, + A3 
Yo = b + (',A, + ('3 A 3' 

Da aber die Randwerte Xo und Yo nicht bekannt sind, miissen die nullten 
Gleichungen der beiden linearen Systeme herangezogen werden. Dieselbenlauten: 

( 2 ) !lieo Yo 1 + "3 '</' + m - Y,m - Xo (1 + ,</,) + X, = -1-

!li eo 
(1 + '</')Yo-Xo(l + 2,</,) + X, =-1-' 

Flir X, und Y, lautet die L()sung der simultanen Differenzengleichung, wenn 
A z nnd A4 gleich Null sind: 

X, = a- A,r,-A3r3 
Y, = 2 a- ("A,r, - ('3A3ra' 

Setzt man in die nullten Gleichungen die Werte fiir XOl X" Yo und Y 1 ein, 
so erhalt man zwei Gleichnngen, die als Unbekannte nur A, und A3 enthalten. 

Fiir das gegebene Beispiel lauten diese Gleichnngen: 
3,003 (3,000 + 1,013 A, + 1,366 A 3) - 0,003 (3,000 - 1,013·0,003 A, - 1,366 . 

. 0,137 A 3) - 4,000 (1,500 + A, + Aa) + 1,5 - 0,003 A, - 0,137 Aa = 4,5 
4 (3,000 -+ 1,013 A, + 1,366 Aa) - 7 (1,5 + A, + A 3 ) + 1,5 - 0,003 A, -

- 0,137 Aa = 4,5 
oder 

0,961 A, + 0,035 Aa = ° 
1,5 + 2,951 A, + 1,673 A3 = ° 

darans ist 
A, = 0,035 und A3 = - 0,961. 
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Nun konnen die St1tnderfu£momente unmittelbar bestimmt werden; es ist 
Xo = 11 + Al + A3 = 1,5 + 0,035 - 0,961 = + 0,574 tm 
Xl = 11 - rIAl - r3A3 = 1,5 + 0,137 . 0,961 = + 1,632 tm 
X2 = 11 + rI2AI + r32 Aa = 1,5 - 0,018 = + 1,484 tm 
X3= 11-rlAI - ra3Aa - r43A4 = 1,5-0,029 = + 1,471 tm 
X4 = 11 + r 14A 1 + ra4Aa + r44A4 = 1,5 + 0,210 = + 1,710 tm 
Yo = 3,000 + 0,035 - 1,313 = + 1,722 tm 
Y I = 3,000 + 0,180 = + 3,180 tm 

Der Vergleich mit den entsprechenden Werten ohne Beriicksichtigung der 
Form1tnderungen, die durch die L1tngskr1tfte hervorgerufen werden, zeigt, daB 
man berechtigt ist, die statisch unbestimmten GroBen nur aus den Form1tnderungen 
der Biegnngsmomente zu berechnen. 

Allhang'. 
(Stockwer krahmen bei Briicken portalen.) 

Die bis jetzt betraehteten Stoekwerkrahmen waren alle mit den 
StanderfiiBen unverdrehbar eingespannt. Rei Briiekenportalen kann 
es haufig vorkommen, daB aueh das unterste Faeh als vierseitiger, 
gesehlossener Rahmen ausgebildet ist und das so entstehende Trag­
werk frei aufliegend gelagert gedacht werden kann. AIle abgeleiteten 
Formeln sind natiirlieh aueh fUr dieses Tragwerk, das ja statiseh 
mit dem friiheren identiseh ist, anwendbar; das nullte statisch be­
stimmte Grundsystem, das friiher ein rahmenartig geformtel', frei 
aufliegender Trager war mit del' Hohe ho, schrumpft jetzt zu einem 
gewohnlichen Balkentl'ager zusammen. Dies driickt sich statiseh so 
aus, daB J ao = 0, daher Yo = 00 wird. Ferner ergibt sieh 

~+ 1 
Ao __ ~ __ 0, ao Yo 3 

--~2-- ebenso 73= Yo A ') = 2' Yo' 
J.o + -3 Yo 00 0 ~ + : 

Yo i) 

Damit lautet das Gleichungssystem (8) fiir den Stoekwerkrahmen: 

r [1 ( al) ] 1 ( al ) 1 <1>co ( al)<1>Cl Xl 11.0 + al 1 - PI + YI - X 2 11.1 1 - PI = /'0 -1-- Al 1 - PI -1-' 

Die friihere nullte Gleiehung dieses Systems ist jetzt bedeutungs­
los geworden, da Xo und ebenso Yo im Tragwerk nicht mehr vor­
kommt. Dureh Beriicksichtigung diesel' Spezialisierung bekommt man 
aus (6 a) aueh YI mit 

1 [ <1>cl ] YI = 7J: Al T + X l a l -X2AI . 

Dieselben EinfUhrungen hat man zu treffen, wenn es sich darum 
handelt, fiir einen unsymmetrisehen Belastungsfall die Gleiehungs­
systeme del'S" und der D" aufzustellen. 
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