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Vorwort.

Das im folgenden vorgetragene Verfahren zur raschen Berechnung
eines Stockwerkrahmens ist, auf praktisch vorkommende Tragwerke
angewendet, ein N#herungsverfahren. Auf Grund der allgemeinen
Elastizitdtsgleichungen wird jene gesetzmiBige Verdnderlichkeit der
GrundmafBle des Tragwerks gesucht, die eine rasche und iibersicht-
liche Auflésung derselben ermoglicht. Die Anwendung der Theorie
der Differenzengleichungen wurde angestrebt, weil diese das einfachste
Verfahren liefert, um zu geschlossenen Ausdriicken fiir die statisch
unbestimmten GroBen bei einem gegebenen Belastungsfalle zu kommen.
Eine derartige mathematisch festgelegte Verinderlichkeit der Grund-
mafle liegt naturgemidB praktisch nicht vor, sondern mufB zunichst
bei moglichst gutem Anpassen an die tatsichlich gegebenen Ver-
hiltnisse durch kleine Anderungen derselben erreicht werden; die
empirisch gegebene Verinderlichkeit muB an die gesetzmifBige Ver-
anderlichkeit, die durch die Moglichkeit einer einfachen Auflosung der
entstehenden Differenzengleichung gefordert wird, angepaBt werden.

Beim Stockwerkrahmen mit geneigten Standern erreicht man dieses
Anpassen an eine mathematische Forderung durch kleine Anderungen
der Tragheitsmomente der einzelnen Glieder; ebenso beim gewohn-
lichen Stockwerkrahmen mit gleicher Fachhohe. Dies ist wohl stets
zuldssig, um so mehr, als fiir die Berechnung des Tragwerks die
Querschnittsbemessung nur auf Grund einer mehr oder weniger guten
Schitzung vorliegt. Das Verfahren ist aber auch fiir einen Stockwerk-
rahmen mit verschiedener Fachhshe anwendbar; die Veranderlichkeit
der Fachhohe ist naturgem#éfl an enge Grenzen gebunden und wohl
stets 50, daBl das nichst hohere Fach eine Kkleinere oder hochstens
gleiche Fachhthe wie das betrachtete hat. Da die Fachhéhe h, bei
lotrechten Stindern in den Koeffizienten der Differenzengleichung nur
in Verbindung mit dem zugehorigen Trigheitsmoment J,, vorkommt,

wird es sich nur darum handeln, die Steifigkeitsverhiltnisse =7

av
der mathematischen Forderung anzupassen; dies wird mit um so
geringeren Abweichungen moglich sein, als die grofere Fachhohe mit
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einer stirkeren Querschnittsausbildung des zugehorigen Gliedes einher-
gehen wird. Was das Belastungsglied bei Einwirkung wagrechter Krifte
anbelangt, ist man an das Gesetz h, =h¢” bei lotrechten Stindern
nicht gebunden, sondern man kann den funktionellen Zusammenhang
so wihlen, wie er den gegebenen Fachhthen am besten entspricht;
kleine, fir die Dimensionierung belanglose Abweichungen von den
tatsdchlichen Verhaltnissen wird man wohl im Interesse einer ein-
fachen und raschen Rechnung zulassen konnen. Ubrigens hat man
immer die Moglichkeit, mit Hilfe der im Abschnitte I abgeleiteten
allgemeinen Formeln, die eine iibersichtliche tabellarische Rechnung
gestatten, eine ganz einwandfreie Berechnung durchzufiihren.

DaB das Verfahren auch fiir Vierendeeltriger symmetrischer Bauart
anwendbar ist, bedarf wohl keiner besonderen Erorterung.

Wenn ich zu den vielen Arbeiten, die iiber mehrteilige Steif-
rahmentrager bereits existieren, noch eine neue hinzufiige, so geschieht
dies nur aus dem Grunde, weil dieses Verfahren gegeniiber den
tiblichen die bedeutende Rechenarbeit, die mit vielfach statisch un-
bestimmten Systemen verbunden ist, wesentlich verringert und ver-
einfacht, bei moglichst guter Beriicksichtigung der tatsdchlich ge-
gebenen Verhéltnisse.

Zum Schlusse obliegt mir noch die angenehme Pflicht, der Verlags-
buchhandlung Julius Springer dafiir zu danken, daB sie trotz schwerer
Zeit durch ihr Entgegenkommen die Herausgabe der Arbeit in muster-
hafter Weise ermoglichte.

Prag, im Januar 1923.
Dr. techn. Josef Fritsche.
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Einleitung.

Die technische Literatur der letzten Jahre hat sich eingehend mit
der Statik der steifen Rahmentriger beschiiftigt, so daB die Theorie
zur Berechnung eines zweistieligen Stockwerkrahmens mindestens in
statischer Beziehung als erledigt gelten darf. Trotzdem gestaltet sich
bei Verwendung der vorhandenen Formeln die Berechnung des Stock-
werkrahmens noch immer zeitraubend und miihselig, weil keine ge-
schlossenen Ausdriicke fiir die statisch unbestimmten GréBen in einem
gegebenen Belastungsfalle vorliegen.

Die Statik der vielfach statisch unbestimmten Systeme kommt im
wesentlichen auf die Auflssung von n linearen Gleichungen mit n
Unbekannten hinaus; mathematisch ist es zwar sofort moglich, die
Losungen des Gleichungsystems in der Form eines Quotienten zweier
n-reihiger Determinanten darzustellen, doch ist damit fiir die wirk-
liche Ausrechnung wenig erreicht, da die ziffernmiBige Auswertung
einer n-reihigen Determinante, abgesehen von der Umstindlichkeit
und Uniibersichtlichkeit des Verfahrens, viele Moglichkeiten zu Rechen-
fehlern und Irrtiimern bietet. Um die Ausrechnung der Determinante
zu umgehen, ist man praktisch so vorgegangen, daBl man den ge-
gebenen Belastungszustand in einzelne Teilbelastungszustinde so zer-
legt hat, daBl immer nur ein Feld belastet erscheint; dadurch erreicht
man, daf mindestens eine Gleichung des Systems die Form

a, X, + va11+1 =0
hat, die dann eine Losung durch Substitution ermdglicht; die end-
giiltigen Momente erh#élt man dann durch Summation der Momente
der Teilbelastungen.

In neuerer Zeit ist zur Auflgsung eines Systems von n linearen
Gleichungen das Integrationsverfahren herangezogen worden. L&Bt
sich ein lineares Gleichungssystem auf die Form

pu=m
Zay”X,,_,_‘u::B,. ('V-‘=1,2,.... n)
u=o0
bringen, so spricht man auch von einer linearen Differenzen-
gleichung oder Rekursionsformel fiir die unbekannten Gré8en X,. In

Fritsche, Differenzengleichungen. 1



2 Einleitung.

entsprechender Weise gebraucht man das Wort ,Losung® zur Bezeich-
nung eines Systems von zusammengehorigen Werten von X,, die die
Differenzengleichung erfiillen. Eine geschlossene Losung einer Diffe-
renzengleichung anzugeben ist aber nur dann moglich, wenn die
Koeffizienten der Unbekannten a, und die Belastungsglieder B, einen
gesetzm#Bigen Bau erkennen lassen. Der Bau der Koeffizienten hingt
vom Verlaufe der Grundmafle im Tragwerke ab, wobei unter den
GrundmafBen Trigheitsmoment, Form und GriBe der einzelnen Teile
des Tragwerks zu verstehen sind. Sind die GrundmafBe konstant,
so sind auch die Koeffizienten konstant, und die Differenzengleichung
entspricht einem Gleichungsystem Clapeyronscher Bauart, bei dem die
linke Seite der Gleichung die Form
Xv—l + aXv + Xv+1
oder
Koo+ bXy 1 +aX, +bXpi1 + Xyyo

hat.

Solche reziprok gebaute Gleichungsysteme sind in der technischen
Literatur bei durchlaufenden und Vierendeeltrigern mehrfach be-
handelt worden. In Wirklichkeit liegt bei einem Tragwerk wohl stets
mindestens ein verdnderliches Grundmall vor, und man kann eine
Berechnung unter der Annahme durchwegs konstanter Grundmafe
nur als eine in manchen Fillen ausreichende Niherung bezeichnen.

Will man eine Verinderlichkeit der GrundmaBe beriicksichtigen,
so fiilhrt dies nur dann auf eine integrierbare Differenzengleichung,
wenn ihr Verlauf einem bestimmten mathematischen Gesetze folgt,
wenn sie als Funktion einer Ortskoordinate angegeben werden kénnen.
Dabei ist zu bemerken, daB ein solcher funktionaler Zusammenhang
natiirlich von vornherein nicht gegeben erscheint; es kann sich nur
darum handeln, einen solchen aus gegebenen Werten so zu konstruieren,
daB die tatsichliche, empirisch auf Grund einer Vorbemessung ge-
gebene Verdnderlichkeit moglichst gut erfiillt ist.

Erfolgt die Anderung der GrundmaBe nach einem bestimmten
Gesetze, so muB sich daraus zun#chst eine Differenzengleichung mit
verdnderlichen Koeffizienten ergeben, die im allgemeinen auch wenig
Aussichten fiir eine rasche Integration bietet. Erst wenn es gelingt,
dieses Gesetz so zu wiihlen, daB3 die Koeffizienten der Unbekannten
konstant, von » unabhiingig werden, ist die Differenzengleichung rasch
integrierbar geworden. Es ist von vornherein zu erwarten, daf sie
nicht mehr symmetrisch gebaut sein wird, sondern dafl dann die linke
Seite abweichend von der Clapeyronschen Gleichung die Form

Xp1+aX, +bX,y
haben wird. Wenn dies gelingt, wiirde das Integrationsverfahren fiir
Tragwerke anwendbar gemacht, deren Grundmafe nicht mehr konstant,
sondern nach einer bestimmten Funktion verdnderlich sind ; dies wiirde
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jedenfalls eine Erweiterung des Anwendungsgebietes der Differenzen-
gleichungen in der Baustatik bedeuten.

Die vorliegende Arbeit soll zeigen, wie sich die Anwendung obiger
Gesichtspunkte bei der Berechnung eines zweistieligen Stockwerk-
rahmens mit verénderlichen GrundmaBen gestaltet, wobei gleich er-
wihnt sein mag, daB sich ein ahnliches Verfahren fiir einen Vierendeel-
triger mit gegen die Mitte zunehmendem Trigheitsmoment entwickeln
1aBt. Der Stockwerkrahmen spielt im Hochbau und im Briickenbau
eine grofle Rolle, und es erscheint daher gerechtfertigt, fir dieses
Tragwerk ein Verfahren anzuwenden, das ohne grofle Miithe und
Rechenaufwand ermoglicht, die statisch unbestimmten Gréfen und
damit den Momentenverlauf im Tragwerke zu berechnen. Einen
besonderen Wert erhalten die abzuleitenden Formeln dadurch, daB
es gelingt, ohne Bestimmung vieler Zwischenwerte jedes beliebige
Moment unabhéingig von den anderen zu ermitteln.

Die Arbeit soll so gegliedert werden, dall im ersten Abschnitte
allgemein giiltige Gleichungen zwischen den statisch unbestimmten
GroBen und der duBeren Belastung fir den Stockwerkrahmen mit
geneigten Stindern angeschrieben werden; dabei soll  der EinfluB} der
Formi#nderungen durch die Léngs- und Querkrifte vernachlissigt
werden.

Im zweiten Abschnitte sollen die Differenzengleichungen fiir den
mehrteiligen Rahmenbock (Stockwerkrahmen mit geneigten Stindern)
aufgestellt und fiir solche Belastungsfille gelost werden, die im An-
wendungsgebiete dieses Tragwerkes praktische Bedeutung haben.

Der dritte Abschnitt enthélt die Beriicksichtigung eines ver#inder-
lichen Tréigheitsmomentes beim Stockwerkrahmen mit lotrechten
Stéandern, wie er im Hochbau hiufig vorkommt, bei den verschiedenen
moglichen Belastungszustiinden.

Der vierte Abschnitt beschiftigt sich mit dem Stockwerkrahmen
unter der Annahme von durchwegs konstanten GrundmaBen, weil
diese vereinfachende Voraussetzung eine hauptsédchlich zum Zwecke
einer Vorbemessung ausreichende Niherung an die tatsichlichen Ver-
haltnisse bietet.

Im finften Abschnitte wird bei bestimmten einschrinkenden Vor-
aussetzungen der EinfluB der Form#nderungen, die von den Lings-
kréaften herrithren, berticksichtigt und gezeigt, daB seine Vernach-
lassigung berechtigt erscheint.

1*



Erster Abschnitt.
Die allgemeinen Elastizititsgleichungen.

A. Symmetrische Belastung.

Als statisch unbestimmte Grofen werden die Stinderfumomente
X, und die durch die Horizontalschiibe H, in den Stinderkopfen er-
zeugten Momente Y, = H, - h, gew#hlt; dadurch zerfillt das Tragwerk
in n iibereinander gestellte, rahmenartig geformte, freiaufliegende
Trager (Abb. 1).

Ein Moment soll dann als positiv bezeichnet werden, wenn es im
statisch bestimmten Grundsysteme am linken Trégerteile im Sinne
des Uhrzeigers dreht, am rechten umgekehrt.

Das Moment an einer beliebigen Stelle des »-ten Riegels ist

Moy =Moo — YV, + X, —Xppr .+ . . . (1)
an einer beliebigen Stelle des »-ten Sténders
M=%, —H,-y+X, . . . (2)

wobei M,, und M,, das Moment des statisch bestimmten Grundsystems
an der betreffenden Stelle bedeuten. Bei Voraussetzung symmetri-
scher Belastung ist das System 2n-fach statisch unbestimmt; daher
sind zur Bestimmung der 2n-Unbekannten 2n-Beziehungen zwischen
den Form#dnderungen des Tragwerkes notwendig.

Die Elastizititsgleichungen sollen mit Hilfe der Verdrehungswinkel
abgeleitet werden, solange man auf einfache und bekannte Beziehungen
zwischen denselben zuriickgreifen kann. Bezeichnet man die Ver-
drehungswinkel des »-ten Riegels mit 75, am linken, rlc’,, am rechten
Balkenende, den des linken Stéinders oben mit 73,, unten mit zj,, den
des rechten Stinders oben mit 7j,, unten mit 7},,, dann gelten wie
bekannt fiir jedes Fach folgende Beziehungen zwischen den Ver-
drehungswinkeln:

1. Die Rahmenbedingung (Bedingung fiir die Erhaltung der steifen
Ecken in den Grundsystemen):

Tgv + T;‘:)v + tar + e =0 e e (3)
fir symmetrische Belastung reduziert sie sich auf

270, +212,=0 . . . . . . . 3a)
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2. Die Kontinuititsbedingungen fiir die Stinder (Bedingung, daf
die Rahmenstinder an jeder der n-Schnittstellen eine gemeinsame
Tangente haben miissen):

I A

f

(n-1) Pn-q

C S, <__<D_/r_rz;z )

Xn-7c

=T

Ay,
o/
D5, |
D 3
(v-1) Ry
Kyes ¢ J—‘Zw oo L
C 2, D,
o o
/Zo
o 0)
.XOC ___)/72 j./_‘:_’.) -
1 Z — 7
Abb. 1.
links
— Ty v—1+ Tow + Tav + Tar =0
rechts

— gt Tt e+ Hy=0. . . . . &



6 Die allgemeinen Elastizititsgleichungen.

Bei der vorausgesetzten Symmetrie der Belastung ist die Konti-
nuitdtsbedingung fiir den linken Sténder identisch mit der fiir den
rechten.

Setzt man fiir » alle ganzzahligen Werte von O bis n — 1 in obigen
Bedingungsgleichungen ein, erhélt man die notwendigen 2 n-Gleichungen
tir die statisch unbestimmten GroBen.

Nach dem erweiterten Mohrschen Satze ergibt sich der Ver-
drehungswinkel am Balkenende gleich dem Auflagerdrucke eines mit

Abb. 2.

M
—E7 belasteten freiaufliegenden Trégers gleicher Stiitzweite:

dy) . .
(63).., = er~e=vxy
Zur leichteren Ubersicht sollen der Berechnung der Verdrehungs-
winkel die Momentbilder firP=1,Y,=—1, X, =+ 1und X, ;=—1
am y-ten statisch bestimmten Grundsysteme vorangestellt werden (Abb. 2).
Nun ist
E-27, = ——i‘i(D” +Y4L—X4h+X 0k

v on 2 o
E-2170, =seca —2%}?;23,,+—§lvyv—va,, )
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ly
In diesen ‘Gleichungen bedeutet 1, das Steifigkeitsverhiltnis 5]
cv
des »-ten Riegels, y, =

by das des »-ten Stinders; weiter ist
Jav
L, hy,
Dy =f‘JJ?c,,dx und 2, =/€D?a,,ydy
o o

das statische Moment der I-Fliche des »-ten Stéinders, bezogen auf
den unteren Endpunkt des lotrecht gedachten Stabes.

Setzt man die Gleichungen (5) in der Rahmenbedingung fir das
y-te Fach ein, so erhilt man:

Y. (l,, —|——z—yv sec a) — Xy (A F+yuseca)+ X1y =

u

=4 @lcv + 2y,seca h“:

oder mit den entsprechenden Abkiirzungen:

d) » llv
Yoo —Xpatw + Xpp1 b = 4y 1‘3 —|—2y,,secozi:a2 . (6)
daraus ist
1 D, Zav

Y, = ﬁ—v {l,,._lf_ +2y,seca hjz + Xya,,,—Xa,Hl,,] . (6a)

Um in der Kontinuititsbedingung fiir das »-te Fach die Verdre-
hungswinkel eliminieren zu kénnen, braucht man noch einen Ausdruck

fiir (tg,, -+ 1;1,,); dieser ergibt sich auf Grund der Momentbilder mit

h,
Damit lautet die Kontinuitatsbedingung:
—Y, lv—l + Y, (4 + 9y seca) + Xy lv—-l —X, (}*u—-1 4+ A+
+ 2y,seca) 4 X, 1 d =
P v-1 + 4 ?‘”’ + 2y,seca (i’“’ .. (Ta)

v

E-2 (Tgv + t}:v) = 8eca [_‘ 2 Vv @av + vaV—2yVXV] (M

= — oy

h,
wobei @,, = f IM,,dy, dem Inhalte der I,,-Fliche des lotrecht ge-
o

L4

dachten Stabes.

Durch Substitution der Gleichungen (6a) erhilt man schlieBlich
als Gleichungssystem der X,:

e e
+ v sec a]—&+1 - ,1”<1 —%‘i> -

v
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= },,,~1(1 — l”_l) Devoy l,,(l ——~—al> Y 2y, seca Pur

,B’V— 1 IV-I Igv lv hy
18 108
;”— Yv_1S€C Q- 2" v=1 y,, seca* Z;’: (8)

Die nullte Gleichung dieses Systems ist wegen der unnachgiebigen
Einspannung der StinderfiiBe abweichend gebaut und lautet

Xo[au(l ———ﬁ'l) + yo8€c a] — Xll(,(l — ﬁ) =
Bo Bo
D, (D 2o
=—1 (1——O—Li> a°—}—2 sec a- (8a)
0 .30 ﬂ Yo h 2
Dieses so erhaltene Glelchungssystem der X, ist fiir Symmetrie
der Belastung der Ausgangspunkt aller spiteren Untersuchungen.

B. Unsymmetrische Belastung.

Die Momentenlinie verliert nun ihre Symmetrie und das System wird
3n-fach statisch unbestimmt. Die Rahmenbedingung gilt nun in der
schon angegebenen allgemeinen Fassung, die Kontinuitidtsbedingung
ist in ihrer allgemeinen Form fiir den linken und den rechten Stéinder
getrennt anzuschreiben. Damit ergeben sich drei Gleichungsgruppen
fiir die 3n-Unbekannten, welche diese eindeutig bestimmen.

Einfacher und rascher gestaltet sich jedoch die Berechnung auf
folgende Weise:

Der gegebene unsymmetrische Belastungszustand erzeugt linke
StanderfuBmomente X,, und rechte X;,; addiert man zu diesem
einen Belastungszustand, der links die Stéinderfumomente X;, und
rechts X,, liefert, so ergibt sich ein symmetrischer Belastungszustand
mit den StinderfuBmomenten S, = (X,,+ Xy»); dieser ,zugehorige
symmetrigche“ Belastungszustand ermoglicht die Bestimmung der
Summen S, der FuBmomente.

Die Momentenbilder fir P=1,Y,=—1,S,=+4+1und S,;;=—1
ergeben sich nun fiir den unsymmetrischen (schraffiert) und fir den
»zugehdrigen symmetrischen“ Belastungszustand wie in Abb. 3.

Bei der Berechnung der Verdrehungswinkel muB beachtet werden,
daB sich die einzufiihrenden statisch unbestimmten GréBen Y und die
Belastungsgrofien @ und X alle auf den urspriinglich gegebenen un-
symmetrischen Belastungszustand beziehen.

Daher ergeben sich die Verdrehungswinkel fiir den ,zugehodrigen
symmetrischen“ Belastungszustand

E-27, = _211—;(2‘3”4-2*;,) +2Y, 0 — Sy A+ S d

E- 2‘521, == secC a[— 2. Ld (Z:y + Zg,,) + ji)Yv}’v
b

h,- vYv| - 9)
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Damit liefert die Rahmenbedingung fir Y,

Y, = 5, [21 * 4+ 2y,seca- b2 (Z’:,, +2b,,)+ Spay—Syi 14| (10)

Setzt man den Ausdruck (10) in die Kontinuititsbedingung

Tow— Tow—1 + Tow + Tapy = O ein, erhdlt man als Gleichungssystem
der S,

Abb. 3.
V— l v
i sl A el )
+ seca]—S,,Hl (1 _ﬂ_>
_ Av_1\ Pev_y ( o\ Dew
__2[1 (1_,Bv— )————-lv_l — 1——[3”> [ —Yrseca

1 Y- 1 u
'Tl"(d)av+ Q)bv)“'—ﬂ 1 }’v—lseca‘*“.‘b‘(zav—ﬂ +2gv—1) +

+%7vseca (Z;’,,+va)]. L. .oan

Bezeichnet man die @ und ¥ analogen GriBen beim ,zugehorigen
symmetrischen“ Belastungszustand mit ¥ und &, dann ist

%cv=2®cv7 8av:¢av+@bv, @E=ng+23v
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und das Belastungsglied des Gleichungssystems (11) lautet
B, = 1,4 <1 — }“’_1> Ber—1 Ay (1 %\) Bor _ 2y, 86C @ Bav —

ﬁv—l 1v—1 o /31): 111 hv

lv—l @zlllv—l Ay ©::zlv
—2——y,_1seca——+2-—9ypseCca-—- . (113

Bo_1 Yv—1 o e + B, Y a h,? (11a)

also genau entsprechend dem Gleichungssystem der X,, nur mit
anderen Bezeichnungen.

Um X,, und Xy, selbst leicht bestimmen zu konnen, wire noch
die Berechnung der Differenz D, = X,, — Xy, erforderlich. Um zu

Abb. 4.

dieser Differenz zu kommen, mufl man zum urspriinglich gegebenen
unsymmetrischen Belastungszustande den Belastungszustand, der diesen
zum ,,zugehorigen symmetrischen* ergénzt, mit entgegengesetzten
Vorzeichen superponieren. Der daraus hervorgehende Belastungs-
zustand soll der ,,zugehérige antisymmetrische’‘ genannt werden.
Es 1aBt sich sofort folgern, daBl im ,,zugehdrigen antisymmetrischen
Belastungszustande Y, gleich Null sein mufl, weil Y, auch fiir den
unsymmetrischen ein symmetrisches Momentenbild erzeugt.

Die Momentenbilder beim ,zugehorigen antisymmetrischen* Be-
lastungszustande (schraffiert) fir P= 1, D, = + 1, D, 11 = — 1 stellen
sich im y-ten Fache wie in Abb. 4.
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Die Rahmenbedingung liefert jetzt die schon oben aus Symmetrie-
grimden erschlossene Beziehung Y, = 0. Die Kontinuitidtsbedingung
wird fiir den linken und fiir den rechten Stander, vom Vorzeichen
abgesehen, wiederum identisch; nur gilt sie fiir antisymmetrische Be-
lastungszustsinde nicht mehr in der friiheren einfachen Form. Ihre
geometrische Interpretation, die fiir syminetrische Belastungszustinde
als bekannt voravsgesetzt werden konnte, wird umsténdlich, so daB
es sich empfiehlt, die allgemeinen Beziehungen zwischen den statisch
unbestimmten GréBen und der AduBleren Belastung mit Hilfe des Satzes
von Castigliano abzuleiten. Fiir einen unsymmetrischen Belastungs-
zustand mit den Standerfuffmomenten X,, und Xy, ist das Moment
an einer beliebigen Stelle des »-ten Riegels auf Grund der umstehend
gezeichneten Momentenbilder

= ) + Xpyr — Xpot1)

b1
X

L,

M}év = s~m§v + Xav— Xav+1) <"7av_

an einer beliebigen Stelle des linken und rechten »-ten Sténders
ytga Y.

N[Xv: Snagv‘l"xav"i'(_‘ Xau+va+ Xa0+1 va+1) . —‘H_y
, a Y,
M = My + Xpo + (+ Xau—va—Xav+1+va+1)y1g T h,

v—1"_ Uy . hvt .
wenn man mit 7,, = }—IT_ug_a und mit 7, = i 8% pezeichnet.
v—1 v—1

Der partielle Differentialquotient der Forménderungsarbeit A nach X, ,,

der der Kontinuititsbedingung links entspricht, gleich Null gesetzt,

;Zé—z 0, liefert nach einigem Umrechnen

0 Xav

Av—y
2

1
+ Y,y -Yv-—_z—(l,,+ yvSeca)

~ o[ ta)— (5= 3m)]
av—1| =1 \Nav—1 Nov—1 §lv_ Mo v—1 Yv—18€C A 5 377bv—1

1 L
—va—1[2 Y- (7711)-1—%1)—1"1‘1“—?1 >+7’]bv 1Yv—18€ca

1 2
(3—5m)]
+ Xaw llv—« (nav—17']bv_1 + — Lo ) + }, <173,,77by+_1_.i) +
31, 3,2

2 2
+ yuseca (1 — Mo + ?nb,ﬁ) + ?nbv_ﬁ Yr—1 S€C a}
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1 L 21, L
+ Xy [é },v—l (773, v—1 " Npbr—1 1-»—; 3 L_o? ) + -4 (7]311 nbv_l: —
2 1,2 2 2
3 L_ > +7]bv'}’vseca(1'—_7]bv) _—"]bv—1 Yv—1 seca]

1 1,2 ) 1 2
— Xavi1 | A\ Narv by + ER Mov Pr $8CQ| 5 — 2 Moy
1 L, 2 1,2 1 2

_va+1[ Y ("7:“' "7bv . 37 > + Mo y,,SSCu(———?]bv)

y - A A Y.
= lv—11 Nav—1 @cv—l —_— L1 11)~ Zav—l 1 7731) v+ L1 sz
— seca 1’; Mot (Zavm1 — Zhuei) + sec a—m—”znbv (T — Zh0) —

— seca%@av.
. 0A . .
Fiir X 0 ergibt sich
Z-v——l 1
Yoy LYy G+ yuseca)

1 L 2 1,42
=S|t (o = o P2 )
1 2
+ Npv—1 Pr—18€CQ ("2‘ Y "]bv—1>]

1,42
— Xpo_1 [}. (na,v_177bv—1+ 12>_

3 L,

1 2
— Mpv—1Yv—18€CQA <? —_— _nbt'—

1 L1 2 1,
+ Xav[~2— Ay (7}a.v-1 — Npv—1 by 3 1, +

1 1, 2 1,2 ’
+?lv ("]av—nbv L, 3 lu >+77bv)/u Seca(l'—_"?bv) —_

2 2
—*3—7][)1;_1 Vv—1 seca
1 1,_ 1 1,2
-+ va[lv—l (773.1—1 Npv—1+- 3 lv_i > + 4 (”]av"?bv + ?m> +
2 ;
+ y» seca (1 — Moy + ?7]va> + ?nb»—f Yv—1 8€C a]

1 ] 2 1,2 1 2
X”“[ 1(’7“ ’7‘”’1; ERMNL )"'”b”””secaki__"b”)]

1 1,2 1 2
— Xpwt1 [lv (7]a,v77bv + ?r_?) — Np» Yv SEC QA <?_?7]bv>] =
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a 11)
= 4 y - Npv—1 @cv—1 -+ ———ch_ —_ —nbvd}cv _
g v—llv— 1,
b5 (zu =)
CLL T secay 2 Nov—1\Lav—1—2pv—1) —

—seca hlv{ Now (ng — 35, —seca L’" D, ,.
v v
Summiert man diese beiden Gleichungssysteme, mul man die Kon-
tinuitéitsbedingung fiir den ,zugehorigen symmetrischen“ Belastungs-
zustand erhalten; man bekommt analog Gleichung (7a), wenn man

fir (X,, + Xyp») =8, einfithrt

Ao 1
Yoot Aoy — Yo (b + pwseca) — S,y = + 8y 5 (hmy + o+ 290)—
—_— Sv+1 AV - + V—-l @cv 1 Aw ¢01 sec aw(@av + djb'v)

'u—1 v
Subtrahiert man beide Gleichungsysteme voneinander, entspricht
diese Differenz der Kontinuitdtsbedingung fiir den ,zugehorigen anti-
symmetrischen“ Belastungszustand fiir das »-te Fach, und man erhalt
dafiir folgenden Ausdruck, wenn man X, , — Xy, = D, bezeichnet und

g

beriicksichtigt, daB 7,, — np» = s ist
T et o seCa 27000
—D, [}ng ;ﬁ + %%ﬁ% —gvnby_fyv_l sec o+ y, seca—
—%nb,, Vv seca (3—2 nb,,)]

+Dyyy [16 1:”21 %nm- vy seca(3—2 mw)] = 12)
— L (B — )+ (B2 +
+ g—:seca@w—@m) + 29— ﬁ;_ seca (Zhy_y—Zpyy) —

— 277b,,%;’i2 seca (22, —2%,)

Bezeichnet man mit v wiederum die Verdrehungswinkel, die sich
aus dem Mohrschen Satze ergeben, wenn man jeden Rahmenteil als
selbstindigen freiaufliegenden Trager auffaBt, dann erhélt man
auf Grund der Momentenbilder (Abb. 4)

Ay A
Etgv:_‘ (nav'_"?bv) Dv+ (7711 7]b1:) Dv+1"—T§‘(22v_ng)
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1 _
Etzv—l == ("]av— — Npv—1) D,y

— b v—1) Dy —

Ao
—1:_:2@1;_1— )

v1ga

E(rg.,,—}—v:;,,) —[—'y,,seca(———l—l— >D,,——17b,,'y,,secaD,,+1——

v 1

—%Seca(Qav—@bv)

. 1 2
Etr,, =seca [(———724'}/.,, -+ —3—;/,, 77b1'> D, — -—y,, Nov Dyp1 —
— 2z, — 53]

2
Eh,_1 =seca{< - Yr—1+ 37 17]brv—~1> Dyt —

2

2 ’}/1,.._1 u u

—_y, w1 Dy —- = ] — Do ]
3 Yv—1 Nov—1 h, 13( av—1 b 1)

und man erkennt, daf die Kontinuititsbedingung fiir einen antisym-
metrischen Belastungszustand, in Verdrehungswinkeln angeschrieben.
die Form

1 1,_ ; 2h,tg a
li‘Tzv_i—lTﬁv—l+T;v+1;v 1 A ;v+
v—1 v—2 v—1

L2t o @a)

|

haben muBl. Um zu zeigen, daBl die beiden Bedingungen (4) und (4a)
Spezialfille einer allgemeinen Kontinuitdtsbedingung sind, nimlich
der fiir einen unsymmetrischen Belastungszustand, soll diese durch
Emfuhrung der oben definierten Verdrehungswinkel in die Gleichung

oA
X
aus den Momentenbildern der Abb. 3, und damit erhilt man

== 0 hergeleitet werden; die Verdrehungswinkel ergeben sich

Nav Tzv + nbvfgv — Nawv—1 T?v—l — Npr—1 T}:)v—l -+ ’Eg,, -+ Tzlmlv
— Nbw» (Tgv - Tg'v) + Nbv—1 (T:v—l - T%v~1) = 0.
Fiir Symmetrie der Belastung ist 75, =7 lc’v, Tap = Tp» Und es er-
gibt sich die Bedingung (4), da 7, + #p» = 1 ist. Fiir Antisymmetrie
wird %, = — 7, und 7, = — 7}, und damit nimmt die allgemeine

1
Kontinuitdtsbedingung die Form (4a) an, da 1,, — Ny» = i Y ist.

v—1
Die eingefiihrten Bezeichnungen fiir die Belastungsgroen beziehen
sich auf den urspriinglichen unsymmetrischen Belastungszustand; die
Ausdriicke in den runden Klammern der Belastungsglieder stellen
aber nichts anderes vor, als die entsprechenden Griéflen beim ,zu-
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gehorigen antisymmetrischen” Belastungszustande. Bezeichnet man
diese mit
(ch:)v - ng) = Ucw
¢au - Q)bv = %av und (ng — ng) = ug
dann lautet das Belastungsglied der Kontinuitétsbedingung fiir das
v-te Fach

}W—l lv—l l
11'_13 Lo oot + 55 ] 2 111 ) cv+ Seca%av

—1—2—”"—1ﬂ =1 qecq- U -—2h”tgal}3secoc-llu (12a)

11;_2 h,;_12 v=1 11;_1 hvz v
und #hnlich fiir das nullte
h t
IA‘; G Hco+y° seca Fpo— 2 l,gaz:o seca-Uy. . (12Db)
(o]

Damit sind nun die allgemeinen Elastizititsgleichungen fiir den
Stockwerkrahmen mit geneigten Stindern abgeleitet, die alle mog-
lichen Belastungsfille umschlieBen, und man kann darangehen, sie
fiur die wichtigsten, praktisch vorkommenden Belastungsféille auf-
zulbsen.

Zweiter Abschnitt.

Der Stockwerkrahmen mit geneigten Stidndern.
(Mehrteiliger Rahmenbock.)

Dieses Tragwerk findet im Eisenbetonbriickenbau ausgedehnte An-
wendung als Stlitzenkonstruktion bei kontinuierlichen Hennebique-
Balkenbriicken; der Rahmenbock kann sich entweder unmittelbar auf
den Baugrund abstiitzen oder er kann bei hohen aus zwei Einzel-
bogen bestehenden Bogenbriicken, welche gegen die Bogenwiderlager
verbreitert werden miissen, um grofere Standsicherheit zu erzielen,
die durchlaufende Plattenbalkenfahrbahn mit den Bogen verbinden.
Diese Stiitzenkonstruktionen haben die Aufgabe, nicht nur die lot-
rechten Krifte (Eigengewicht, Verkehrsbelastung) in die Widerlager
zu leiten, sondern vor allem eine sichere Ubertragung der seitlichen
Krifte (Windkrifte, Fliehkrifte in Geleiskrimmungen, Seitenschwan-
kungen der Fahrzeuge) zu ermdglichen.

Solche Rahmentragwerke sind wohl im allgemeinen auf Bauaus-
fihrungen in Eisenbeton beschrinkt, da man im Eisenbau die schwie-
rige Ausbildung steifer Ecken in allen jenen Fillen durch Einschal-
tung von Wandstdben vermeidet, in denen es nicht auf die Einhaltung
eines vorgeschriebenen Lichtraumprofiles ankommt.
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Wie schon in der Einleitung erwihnt worden ist, kénnen die
Gleichungssysteme der X,, S,, D, als lineare Differenzengleichungen
aufgefalt werden, weil sie dem durch die Definitionsgleichung

=M

FZa,,,MXH_,,:B,, rv=1,2,8... n)

u=0
gegebenen Schema entsprechen. Da m = 2 ist, stellen sie lineare
Differenzengleichungen 2. Ordnung mit veréinderlichen Koeffizienten
vor. Eine geschlossene Losung dieser Differenzengleichung ist aber
liberhaupt erst dann moglich, wenn eine gesetzmiBige Verinderlich-
keit dieser Koeffizienten a,, vorliegt; dies hingt davon ab, ob man
2y und yp, als Funktion von » darstellen kann. Von vornherein ge-
geben kann eine sclche Funkiion nicht sein, und es muBl zunichst
die Aufgabe gelost werden, aus gegebenen Werten von 1 und 7 einen
funktionalen Zusammenhang so zu konstruieren, dal der empirisch
gegebenen Verinderlichkeit moglichst gut Geniige geleistet wird.

Wenn es aber darauf ankommt, eine geschlossene und iibersicht-
liche Losung der Differenzengleichung zu finden, wird man sich die
Frage vorlegen miissen, ob es nicht eine Funktion gibt, die gleich-
zeitig die verdnderlichen Koeffizienten in konstante {iberfiihrt; gelingt
dies, 148t sich die Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten
anschreiben, die in allen Féllen leicht integrierbar ist.

Zunschst 146t sich aus dem Baue der Koeffizienten vermuten, daB
man die Erfiillung dieser Forderung erreicht, wenn man fiir 4, und y,
folgenden Ansatz macht:

p— v
b= Ay } (13)
Yy = Agx
Da a, und B, lineare Kombinationen von 4, und p, sind, ist er-
sichtlich, daf dann die Ausdriicke (1 -—gf) und (1 —%) ebenfalls
V. v

konstant werden. Dividiert man die ganze Gleichung durch den

Koeffizienten von X,_;, so sieht man, da es im wesentlichen darauf
t

ankommt, daBl der Quotient von der Form —f%)—

d. h.

konstant wird,

f) —xf(v—1)=0;

diese Differenzengleichung erster Ordnung wird erfiillt durch die
geometrische Reihe f(y) = A x”; damit ist zugleich der Beweis erbracht,
daB obiger Ansatz die einzige mogliche Funktion darstellt, die im
Falle des mehrteiligen Rahmentriagers die Uberfithrung der verinder-
lichen Koeffizienten in konstante gestattet.

Obiger Ansatz fiir A, enthilt zwei willkiirliche Konstante A; und #,
ermoglicht daher nur die Beriicksichtigung zweier gegebener Werte
von A (l_o und A_n , gegebene Werte von 1 oder y seien stets mit 2
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oder y bezeichnet); sind 7o und A, die Randwerte einer gegebenen
Reibe von A,, dann ergibt sich

A, =], x;Vén. ... . (14a)
A

Will man sich besser an den vorgelegten Verlauf der 4, anpassen,
wird man bei der Berechnung von A, und x noch einen dritten Wert 4,
zu berticksichtigen versuchen; die GauBlsche Methode der kleinsten
Quadrate ermoglicht dann die Berechnung von A, und x» so, daB das
entstehende Fehlerquadrat ein Minimum wird. Bezeichnet man mit F
die Summe der Quadrate der Fehler, dann ist

F= (To— A1)2 + a; — 4 “m)z + (Zl — 4 "")2 =
= (% + Im + ) — 248, (% + A + Tywn) + A2 (L 225 4 221)
und A, und x» bestimmen sich aus den beiden Minimumsbedingungen

oF oF
m:O und ﬂ”=0.

Die erste Bedingung liefert

ot At Ty
A= s b

aus der zweiten folgt:
— Ay m — A1 xp—m + Agnx2n—m | l_omxm + Ap (0 — m) %20 —
— Am (0 — m)xm+0 = 0.
Setzt man n = m, d. h. berticksichtigt man keinen mittleren Wert
von A,, ergibt sich daraus o
Tt
ko

Zu einer einfacheren Gleichung zur Bestimmung von » kommt man,
wenn man fiir i, jenen Wert herausgreift, der von den Randwerten
Ao und 1, gleich weit absteht, so daB n = 2m wird; dann erhilt man

x4m+< é—é>x3m———<2é—é’-)nm—l=0 . (15)

by Ay A Am

Ist n eine ungerade Zahl, dann setze man A, gleich dem arith-
metischen Mittel der beiden der Mitte benachbarten Werte der Reihe

5 n . . . .
der A, und m = 5 womit man die Gleichung zur Bestimmung von x»

in der folgenden Form anschreiben kann:

o (22— ) (e (s 2 ) (yrp—1 =0 asw

Fritsche, Differenzengleichungen. 2
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Eine exakte Auflgsung dieser Gleichung wird aber trotzdem auf
ziemliche Schwierigkeiten stoBen; sie ist aber auch gar nicht not-
wendig, denn es wird sich immer nur darum handeln, jene reelle
Wurzel zu finden, die in der N&he von x, liegt. s, kann als erste
Niaherungslosung aufgefaBlt werden; eine verbesserte Losung findet
man nach der Newtonschen Niherungsmethode mit

J— t(%o) .
o t (%)
Der Ansatz 4, = A;»* und p, = A,»” enthilt die einschrinkende

"y =2

Annahme, daB die Verhiltniszahl v _—:% tir alle Rahmenfache die-
: 1

selbe sein mufl; dann wird auch y, =y 7, und es rechnet sich i nach
der einfachen Beziehung

dieser Bedingung wird bei richtig dimensionierten Rahmenbdcken
immer mit bedeutender Anniherung Geniige geleistet werden. Bei
den mehrteiligen Rahmenbdcken der Talbriicke bei Langwies der
elektrischen Bahn Chur—Arosa wiirde sich allerdings im obersten
Fache eine betrichtliche Abweichung von dieser Annahme ergeben,
weil der oberste Riegel mit unverhéltnismaBig groBer Hohe ausgefiihrt
worden ist; die grofie Querschnittshohe dieses Riegels ist aber sicher
statisch nicht berechtigt und sie diirfte sich aus dem Grunde ergeben
haben, weil man bei der Ubertragung der Windkrifte auf die Mit-
wirkung der Zwischenriegel nicht gerechnet zu haben scheint.

In dem Gleichungssystem der D, treten auflerdem noch die mit
v verénderlichen GroBen #,, und 7,, auf. Aus dem Gleichgewicht

am »-ten statisch bestimmten Grundsystem erhilt man
I,y —h, tga h,tg a

und 7y, = Lo

Nav = L,

In diesen GroBen kommen l, und h, ohne Verbindung mit den
zugehorigen Trigheitsmomenten vor; analog wie fiir 4, und v, kann
man setzen

=1o"
v e e e e e 16
h,=ho } (16)

Die durch diese Festsetzung in der Ebene festgelegten Punkte

miissen auf einer Geraden, der Stéinderachse, liegen; eliminiert man
h .

den Parameter ¢”, erhilt man h, = Tl,,= cl,, eine Gleichung, die

ohne weiteres erkennen 148t, daB obige Festsetzung mit der geo-

metrischen Form des Tragwerkes vereinbar ist; nur hat sie zur

Voraussetzung, daBl im Tragwerke die Fachhthen in demselben Ver-
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haltnisse abnehmen, wie die Stiitzweiten der einzelnen Fache, eine
Voraussetzung, fiir die auch isthetische Riicksichten sprechen.
Ist 1o, hy und 1, gegeben, dann wird 1=1;, h=h, und

2!
. n -
a——]/—10 S ¢ A
h

Bezeichnet man das konstante Verhiltnis T=% dann wird

Nav = 1 — @otg a = 1, = konstant
Ny = Qo tga =1p = ”

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, am Schlusse dieser Erorterungen
iiber die notwendige Verinderlichkeit der GrundmaBe noch zusammen-
zustellen, wieviele GréBen bei den gemachten Voraussetzungen eigent-
lich noch willkiirlich gewihlt werden konnen. Die geometrische Form
des Tragwerkes ist bestimmt durch die Stiitzweite 1, des obersten
Riegels, die Gesamthshe H, den Neigungswinkel a des Stinders gegen
die Lotrechte und die Zahl n der Fache; auBerdem koénnen in der
Rechnung 4 Trigheitsmomente beriicksichtigt werden, so daB die
Gesamtzahl der freien GroBen 8 betrigt.

Nun sollen auf Grund der besprochenen Voraussetzungen die
Koeffizienten der Differenzengleichungen der X,, S, und D, berechnet
werden. Es wird

ay = A x¥ 4+ Ay seca= A, »" (1 + ypseca)

2
By = Ay (1—{——3~wseca>
@ yseca
B 34+ 2yseca
y e 2wseca
By 3 +2yseca
damit berechnet sich der Koeffizient von X,
2yseca pseca
p=Arl — T — A Q) ———————— ¢’ =
w 1l F 2yseca 1727(1 +yseca) 3 +3zpseca+ A% yseca
A1 Wseca .
Wl e seca 2zpseca[2 + % (2 + pseca)]

und es lautet die linke Seite der Differenzengleichung der X, und
ebenso der S,

Ayt 3_% (Koot + {2 + %2 + pseca) X, + # Xppq].  (18)
Beriicksichtigt man die gegebene Verinderlichkeit der Koeffizienten
in der Differenzengleichung der D,, wird
4 2
(lly ) — h,l, tga — potga=p
v—1 v—1
und man erhélt dieselbe wie folgt:

2%
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+D,_[6*— 2pyseca (1+420)]—D,[0((1+x)+8p2yseca(l+x) +
6xoysecal + D,y 1% [0*—2pyseca(l + 20)] =

——‘—6 [_G<ucv——1 . %Ilcv> +%wseca€§%’+ (19)

L,_4% 1,2

Wy W
+ 2pzpseca<hv_12— xh—;z
Analog lautet die nullte Gleichung
— Dy (0% + 8p2yseca+ 6oyseca) + Dy [6*—2p pseca(l + 20)]=

Io2 h, hy?

Nun sind die Gleichungssysteme der X,, S,, D, fiir eine rasche
Integration brauchbar gemacht, und es kann damit begonnen werden,
fiir bestimmte, praktisch vorkommende Belastungsfille geschlossene
Losungen derselben zu berechnen.

< u
:6[ou°°+zpseca%a°—2py;seca&}. . . (19a)

1. Eigengewicht.

In jedem Grundsysteme
sei das Eigengewicht kon-
stant und gleichm&fig iber
die ganze Stiitzweite ver-
teilt angenommen. Ist g,
dasEigengewichtim nullten
Fache, g, das im n-ten,
dann setze man
2n g___n

go

eine Annahme, die immer
naherungsweise erfiillt sein
Abb. 5. wird. Der M-Verlauf im
y-ten Fache unter Belastung

gy =go-€2" und ¢ =

mit g, ton/m gestaltet sich nach Abb. 5.

1 1 1
Men = 3 8 l_4®= ggolz (e0)%” - P
1 1
A, =58 L—y =_2'g(,162”a”"1

Bis zur Stelle a kann man die 9-Linie mit ihrer T'angente identi-
fizieren:

1
Yy, = Ay hy, tga:.é_. g012(ptga(ea)2v._g_
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Damit bekommt man:
D,

2 2v
L 12g01 m (€0)
@av 1 2 2v
h” = Tgol ml (80)
DI 1
h,s = 6 Bol (e

1 .
wenn m = —013— (1—6 @?02tg2a) und m, = - ptga ist.

Das Belastungsglied der »- ten Gleichung ergibt sich daher:
yseca

3 1 2yseca 12 So

und das der nullten :

B, = A »x"—1 12m (e0)2*=2(1—6¢)(2 + £20%%)

yseca

B, =13 12m - (1—
go P13 2yseca (1—6¢)
J— 2 52tp02
darin bedeutet =" _11.1_62'10_“
m o @potga

Die Differenzengleichung der X, lautet daher:

2+ yseca) X, + X, go1?m-(1—6c)

1 b
1

Xo+[2+ %22+ wseca)| X; + 2 X, =~1—§g012m-

*(1—61¢) (2 4 e20%x) (20)

1
Koo+ [24+ %22+ pseca) Xy +xX,py = —l—égol2m(1-—«6 c)-
(2 + g2 0?%) - (e 0)"2

sie ist inhomogen; man erh#lt die zugehérige homogene Differenzen-
gleichung, wenn man das Belastungsglied B, = O setzt. Es soll nun
die Losung der Differenzengleichung
Xy + kX, + %X,y =0
berechnet werden. Analog wie man bei Differentialgleichungen gleicher
Bauart von dem Ansatz ausgeht: & = e’X, geht man bei Differenzen-
gleichungen von dem Ansatz:
=1
aus. r bekommt man als Wurzeln der sogenannten ,,charakteristischen
Gleichung*
14+ kr+4 »r2=0.
2
Sollen die beiden Wurzeln reell sein, muf3 41:{—%> 1 sein, was stets fiir

praktisch vorkommende Stockwerkrahmen erfiillt sein wird. k und x
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sind beide positiv, daher miissen die reellen Wurzeln beide negativ
sein; sind r, und r, ihre absoluten Werte, dann sind

& =(—1Cir,? und & = (—1Cyry”
partikulédre Losungen; man erhilt schlieBlich die Losung als lineare
Kombination der partikuliaren Lgsungen

& = (—1C 1" + (—1)" Cyry".

Die Integrationskonstanten C; und C, bestimmen sich aus gegebenen
Randbedingungen.

Zur Berechnung der Losung der inhomogenen Differenzengleichung
braucht man zun#chst ein einfaches partikuldres Integral derselben;
ein solches erkennt man meistens sofort aus dem Baue des Belastungs-
gliedes B,; die unbestimmten Koeffizienten, die es noch enthilt, kann
man durch Einsetzen in die Differenzengleichung und durch Koeffi-
zientenvergleich ermitteln. Hat man ein partikuldres Integral, so
ergibt sich nach einem bekannten Satze die allgemeine Lisung, wenn
man zu diesem die Losung der zugehorigen homogenen Differenzen-
gleichung addiert. Was die Losung der inhomogenen Differenzen-
gleichung

Xpo1 +kXP+2X, ;=a"(e0)2¥2
anbelangt, sieht man sofort, daB man fiir ein partikuldres Integral
den Ansatz machen muB:

& =a(0)?2""?
setzt man dieses ein, so bekommt man
a(e0)2" 4+ ka(e0)2” 2+ xa(co)2?=a(c0)2?2

daraus

L a

a_(sa)*2+k+ % (¢ 0)2
und schlieBlich lautet die allgemeine Losung

Xy, =12a(e0)2" 24 (—1)YCyry¥ + (—1)? Cyry?.

In dem Gleichungssysteme der X, entspricht die Gleichung fiir
» =0 in den Koeffizienten der X, nicht dem allgemeinen Schema;
sie muBl daher gestrichen werden. Dafiir sind zur Berechnung von
C, und C, als Randwerte X, und X, einzufiihren, von denen X, vor-
laufig unbekannt, aber durch die gestrichene nullte Gleichung be-
stimmt und X, = O ist.

Nun lauten die beiden Bestimmungsgleichungen fir C, und C,:

Xp=2a(e0)24C, + C,
0=a(e0)22 2+ (—1)C,r2 4 (—1)» Cyry®

daraus ist
_8(0)?r 2 4 [Xy—d(e0) 7Y (—Dry
(__1)1‘1 (rln -_— I‘zn)
C, = 1+ a(e02r 24 [X,—da(e0) 2] (—1)" ™
i (—=1n (12 — 150

C,=
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Eliminiert man damit C; und C, in der allgemeinen Ldosung, er-
gibt sich nach einigem Umrechnen

v n v n
X, =& (e0)2?"2 — (— l)v[Xo_a(80)~2].r1_ri*_r2_r_1.__

r,® —r,
_ r,¥Y —ry?
— (—1)» ™34 (¢g)2n2- —rlln — r:n . (21)

Zur Kontrolle fiir die Richtigkeit dieser Gleichung soll nachgesehen
werden, ob sie den Randwerten Geniige leistet. Es ist fiir

y=0: Xo=12a(0)"2+4+ X, —a(eo) 2
y=n: 0=4a(e0)2r2—3(g0)2n2

In der Losung (21) ist nur noch der Randwert X, unbekannt; um
diesen zu bestimmen, muB man mit Hilfe der allgemeinen Losung X,
anschreiben; setzt man X, in die nullte Gleichung ein, erhilt man
eine Gleichung fir X,, die dasselbe eindeutig bestimmt. Es wird
jedoch in den meisten Féallen nicht notwendig sein, mit der doch
umfangreichen Lésung (21) zu rechnen. Wenn der mittlere Koeffizient
der Differenzengleichung stark iiberwiegt, wird r, gegeniiber r, sehr
klein sein, so daB man sofort r,®, wo es als Summand auftritt,
streichen kann; die Gleichung (21) geht iiber in folgende Form

n
X, =4a(0)?" 2 (—1)y[Xy—a(e 6)‘2](1’1”—%) +

rn—

ry’ 1
L (— 1Y¥-ng 2n—2(-1 ___ - ).
-ty earne(TE— )
Man wird aber noch immer innerhalb der notwendigen Genauig-
keit bleiben (an seinem Beispiele wird es spiter gezeigt werden),
wenn man auch die Briiche streicht, die r,® oder r,” enthalten, so
daB man die X, nach folgender Gleichung zu rechnen haben wird:

X, =42 (e0)2" 2+ (—1)*[Xg—a (e0)2ry¥—

= 1
— (—1)» 3 (e0)2n-2. =

(21a)

Sind die X, bekannt, bereitet die Berechnung des Momentenver-
laufes im Tragwerke keine Schwierigkeiten mehr; nach (6a) ergibt
sich Y, nach Einsetzen der speziellen, dem Eigengewicht entsprechen-
den Belastungsglieder und Beriicksichtigung der besprochenen Ver-
inderlichkeit der GrundmaBe mit den fritheren Bezeichnungen

_ 3 1
T 34+2yseca A,x’

Y., Alx”-%g(,l?m(sa)z”—!— 2A pseca-»":

1
'fgopml (02" + X, A " (14 ypseca) — X, 1Ay | =
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- 3 1
T3t 2ysecal12 B0

+ X, 1+ yseca) —X, 44 N 1))

12m (¢ 0)2¥(1 +4cyseca) +

Das Stinderkopfmoment X, ergibt sich nach (2) fiir y =h mit
X, =ML —Y, +X, . . . . . . (23

wobei M7, das Moment des v-ten Standers am oberen Stabende des
statisch bestimmten Grundsystems vorstellt.

1 1
=5 8l P L —D)(e0)”

und
Mg_‘v - m}v::nu_mgv + sz
Damit ist auch im Riegel der Momentenverlauf sofort anzugeben.

Bei der Berechnung der X, wurde nicht darauf geachtet, dafl die
Auflagerreaktion, die durch Belastung des (v + 1)-ten Faches entsteht,
im »-ten statisch bestimmten Grundsysteme einen IN-Verlauf erzeugt;
bei symmetrischer Belastung sind sédmtliche 2, ebenfalls symmetrisch
angeordnet, so dafB ihre Resultierende in die Symmetrieachse des
Tragwerks zu liegen kommt. Da man dieselbe in zwei Seitenkrifte
zerlegen kann, die in die Richtungen der beiden Stinderachsen fallen,
ist ersichtlich, daB nur Lingskrifte in den Stiben entstehen, daB
also ein symmetrischer Belastungszustand, der nur aus Einzellasten
in den Rahmenecken angreifend besteht, keine Momente im Trag-
werk erzeugt.

2. Wind von links.

Die wagrechte Windkraft W greift an der obersten Ecke des
Stockwerkrahmens an. Dadurch entstehen in jedem statisch be-
stimmten Grundsystem wagrechte und lotrechte Auflagerreaktionen;
diese sind in dem unmittelbar darunter liegenden Fache mit ent-
gegengesetzten Vorzeigen als duBere Krafte anzubringen. Der Uber-
sichtlichkeit halber sollen die wagrechten und lotrechten Auflager-
reaktionen fiir die Berechnung der statisch unbestimmten GroéSen
getrennt betrachtet werden. Als solche treten nun die D, auf, be-
ziehungsweise die D,” bei Betrachtung der wagrechten und die D,”
bei Betrachtung der lotrechten Auflagerreaktionen.

Die wagrechte Auflagerreaktion ist wegen der Bedingung 2 H =0,
die in jedem Fache erfiillt sein muBl, immer gleich W, so daf in
jedem Fache an der oberen Ecke die Kraft W als #suBere Kraft
einwirkt; dadurch ergibt sich im »-ten Fache ein I-Verlauf nach Abb. 6.
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Es ist

v —h, t
gﬁzv:Whv—W'h ll—g(‘l:;ﬁegv

b, tga = Wh, 2=

Ly L1

— Wh, 8 —m,.

v—1

m(t:’v =
Der ,zugehorige symmetrische Belastungsfall“ liefert ohne Rechnung
8, =0, da sich die angreifenden #uBeren Krifte in jedem Fache

Abb. 6.

gegenseitig aufheben. Die Berechnung des Momentenverlaufs bei
diesem Belastungsfalle beschrinkt sich daher auf die Losung des

Gleichungssystems der D,.

Es ist
Uep 1 1, 1
_ h,‘, — _Wh v41
L g T vhe
%—av . — i v+1
b =5 Who
U,y 1
== = ’J+1.
b2 3 Who
Damit berechnet sich das »-te Belastungsglied des Gleichungssystems
der D, mit
1 1 1
B, = — % g-Whe + -—6—;\«:(;Who"+1 + %wseca'?Who”“ +
1 1
+ 2p1pseca'?Who”— 2pwseca~?Wha”+1 =
1

Who'[(—1+x0)(c—4pyseca) + 3xaysecal

~ 6
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und analog das nullte
1
B, = ?Wh-o(o—‘ipzpseca—l— 3 psecal

Das Gleichungssystem der D,’ lautet daher
(oz_;_spzwseca)—}—ﬁzposeca+D,_
02— 2pyseca (1 + 20) 1=
o(c—4pyseca+ 3yseca)
o*—2pyseca(l 4 20) -
,(c®+ 8p2yseca) (1 4+ %)+ 6xoyseca
6®—2pyseca (14 20)
(—l14+x0)(c—4pyseca)4 3xoyseca
=Who o*—2pyseca(l+ 20) 4

—_ Do'

=Wh

DOI——DI +%D2’ =

(0® + 8p2yseca) (14 %) 4 6xcyseca
o> —2pyseca(l + 20)
(—1+x0)(c—4pyseca)+ 3xoyseca
= Who
0?—2pyseca(l 4 20)

D,_;—D,’ + %Dy =

Die Differenzengleichung D, ; —k, D,” 4+ % D,y; = a¢” unter-
scheidet sich von der fritheren im wesentlichen nur durch das negative
Vorzeichen des mittleren Gliedes; die charakteristische Gleichung
lautet daher

1—knpr+4x%r?=0,
wenn sie reelle Wurzeln r, und r, hat, miissen beide positiv sein;
es entfillt folglich in der Losung der Vorzeichenwechsel, so daB
man die Losung der zugehérigen homogenen Differenzengleichung in
folgender Form anschreiben kann:

6, =0, 1" + C,r,”
Fiir ein partikuldres Integral der inhomogenen Differenzengleichung
mull man den Ansatz machen
8, =ao".

Analog wie frither findet man durch Koeffizientenvergleichung

a
01l —ky+ %0’
Damit lautet die allgemeine L&sung

D, =a¢" + C;r” + Cyry”.

Die Integrationskonstanten C, und C, bestimmen sich aus den Rand-
werten D, und D,’; D, ist wieder vorlidufig unbekannt, aber durch

die abweichende nullte Gleichung bestimmt; D, =0, weil X,, =0
und X;, = O sein miissen.

ﬁ:
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Daraus ergibt sich:
aot + (D) —a)r,e

C, = —
! ryt — r,0
aon 4 (DO'—-—Q,) r,"
C2=+ rn__rn
1 2

Setzt man C; und C, ein, erhélt man die allgemeine Losung
rYrt—ry Y —r”
: 2!1 : 2n 1_—3,611 1n 2n
r"—r, r,"—r,
mit dem zunichst unbekannten Randwerte D,, der aber leicht ebenso
wie frither mit Hilfe der Losung (25) fiir v=1 ermittelt werden kann.

Da fiir praktisch vorkommende Fille r; gegeniiber r, sehr klein
sein wird, geniigt es jedoch immer, D,” nach der gekiirzten Formel

. (25a)

D)= a0 — (D, —a)- (25)

D, =ic® + (Dy — @)1y’ —aoh

r2n—v *
zu berechnen.

Die lotrechten Auflagerreaktionen sind Kriftepaare; ist das
(n—1)-te Fach das oberste, dann wirkt auf das (n—2)-te Fach das
Kriftepaar Ay 1 =W ?n_l = P,_,, das durch die wagrechte Kraft W

n—2
am (n—1)-ten Fache erzeugt wird. Auf das (n—3)-te Fach wirken
die Reaktionskrifte des Kriftepaares 2, ; (wieder ein Kréftepaar
-
Voo = %[n~1ln—2'> und das Kriftepaar A, _,, das durch W an der
n—3
oberen Ecke des (n—2)-ten Faches hervorgerufen wird; zusammen

QIn—1 ln-—‘z + w _El:—? - W. hn—i -+ hn-—Z.
ln—i 1n—3 ]n—3
Summiert man die lotrechten Auflagerreaktionen bis zum (v 4 1)-ten

Fache, so erhdlt man das auf das »-te Fach einwirkende Kraftepaar P,
1 on—1 oh—2 ..oVttt
Py=We (g Bap o B =W + OV“L -
=Weo(l+o+a2+ ....+0"2)

Fiar > m—2) ist P, = 0, weil ho~2 keine geometrische Bedeu-
tung hat; auf das (n—1)-te Fach wirken auch keine lotrechten Auf-
lagerreaktionen ein. Fir »=n—2 ist die Anzahl der Glieder obiger
Summe gleich 1 und P,y =Wgo(l); das stimmt mit dem oben
Gesagten tiiberein, da das (n—2)-te Fach nur vom Kriftepaare

QI11—-1 = W'I;nﬂl

Ppg=Vo o+ Ay r=

= Woqo belastet wird.

n—2

Der Ausdruck fiir P, stellt eine geometrische Reihe mit (n—v»—1)
Gliedern und dem Quotienten ¢ vor; daher kann man fir P, auch
schreiben:
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ol —1

P,=Wgo p—

W(po (1 —or—7v-1),

Durch die Belastung des »-ten F‘aches mit dem Kraftepaare P,
ergibt sich ein 9t-Verlauf nach Abb. 7.

Das Momentbild ist von vornherein antisymmetrisch, so da man
folgern kann, daB durch die lotrechten Auflagerreaktionen keine Bei-
trige zu den Y, erzeugt werden.

Es ist

m:, =—"P, L;_ ——h, tga-———Wh(o"Tl-«oﬂ) =

= +P, lv_ —* htga= = Mo,

Abb. 7

Infolgedessen ergibt sich

u2 + 3D, =— 5 WhieH —on)
?;‘” =+ M,=— %th”“—on)
u\l

rehe + imo =—%~Wh(o”+1—on).

Damit rechnet sich das Belastungsglied der »-ten Gleichung des
Systems der D,”

B,=6 [+ o{%—Wh(o”— o“)——%th(o”“—on)}—
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1
— mpsecw—;—Wh (0¥*+1 —g2) — 2pYseca L—Wh(o" — ob) —

3
ovt+tl — Gn)}] —
= ¢” - Wh[(l—x0) (c—4pyseca) — 3xoPseca]
— 0" - Wh[(1—2) (6—4pyseca)— 3xysecal
und das Belastungsglied der nullten Gleichung analog
B, = — Wh(c —o®) [(6—4pseca) + 3ysec al.

Daher lautet die Differenzengleichung fiir die D,”” aus den lotrechten
Auflagerreaktionen

,. (02 + 8p2yseca) + 6oyseca .
Do 02— 2pyseca(l + 20) +Di=
(6 —4pywseca) + 3 yseca
—_ g
Wh(e—0a") 2—2p1,¢,vsecoz(1—}—20)
" (02—1—8p wseca) (1 4x%) 4 6xoypseca .
D, —D 4 %Dy =
62— 2pyseca(l4 2o0)
.. (c—4pyseca)(l—x0)—3xoyseca
=g¢-Wh —
¢ 62— 2pyseca(l+20)
(0 —4pwseca) (L — x) —3xyseca
— Who 26
ho 02— 2pyseca(l+420) (26)
(02 +8p2yseca)(l+x) 4 bxayseca | .,
Diy — Dy 02— 2pyseca(l+20) +# Do =
_ Oth(o—4pwseca)(1—xo}—3xoy} seca
- o2 —2pwyseca(l+20)
__Wllon("_“‘LIi’leeca)(l—”)—0’“/’3‘30‘1
gt — 2pyseca(l + 20)

Diese Differenzengleichung ist abgesehen von der fiir » gleich Null
nach folgendem Schema gebaut:
Dy —knDy+xD; y=ac"+Db

wobei
(6—4pyseca)(l —x0)— 3xoyseca

c*—2pyseca(l -+ 20) '
(6 —4pyseca)(l—x)—3xyseca

c*—2pwyseca(l+20) j
Fiir ein partikuldres Integral ist folgender Ansatz zu machen:
8, =4ac" + b.

a=Wh

(27
b=—Who®
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Durch Substitution und Koeffizientenvergleichung ergibt sich

5 a
T o 1l—ky+xo

- b

b= 1—ky+x

und die allgemeine Ldsung fiir Dy lautet

Dy =a¢" + b 4 C,1r,” + C,ry%.
Mit Hilfe der Randwerte Dy und D; = O lassen sich wieder die Inte-
grationskonstanten C, und C, eliminieren. Es wird

b+aoh+ Dy —b—a)yre

Cl:_ 1‘]“——1‘2’1
b-+4ao* 4+ (Dyg—b—ar®
Oy =+ r, —r,0 1

und damit schlieBlich

Tt —ry’ry”
" —r,"

Auch hier hat man nicht nach dieser umfangreichen Formel zu rechnen,

sondern kann D, bei Einhaltung der notwendigen Genauigkeit nach

dem gekiirzten Ausdrucke

Dy = a0 +b— (Df —a—b) — @0+ b L (28)
1 2

P = J— _ — 1
D,=ac¢"+b+(Dy—a—b)r¥—(aoc®+ b e (284a)
bestimmen.
Summiert man die gerechneten D, und D; und bezeichnet die Summe

D
mit D,, so ergeben sich leicht die StanderfuBmomente mit X,, = + ~23
und Xy, = — %

&

man die statisch unbestimmten GroBen Y,. Nach (10) war

1 uv Zu,,
Yy = —— {21@ +‘)y,,sec:oz—a#%§~L

Um die Stinderkopfmomente zu ermitteln, braucht

2[31, +Svav—sv+1lv}

Mit den der angenommenen Verdnderlichkeit der GrundmafBe ent-
sprechenden Koeffizienten @, f, , 2 und der schon erschlossenen
Bedingung S, = O ergibt sich Y, mit

. 3 D, Zav + 2|
R g seca[_lf‘F W see @
Es ist
D, > 1
= (932 me, )= 5 Wh,
Z:v+2bv }

L (qpo
hvz =?(mav+m?gv>— 3 Wh
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Damit berechnet sich

3 1 1 1
=——" | —Wh +—~Wh, |=—Wh, . 29
Y= S gyseca |2 Vo Fyseca g Wh =5 Wh, . (29)
Da, wie schon erw#hnt, durch die lotrechten Auflagereaktionen keine
Beitrage zu den Y, erzeugt werden, liefert obiger Wert die voll-

standigen Grofen Y,,

Die Standerkopfmomente X,, und Xy, ergeben sich nun auf
Grund der Momentenbilder nach folgender Beziehung:

l_1—h,tga h,tga

iav=wgv+xav 1 L +va 1 ) -+
h, tg a h, tg a
+ Xavt1 g — Xpoi1 g%y,
l—q | P
= SIREV + X3p 1—p) + Xy p + Xav+1 p —va+1 p—Yv . (30)
fir den gegebenen Belastungsfall ist X,, = — Xpu, Xppr1 = — Xpwt1
daher ist
Xav=M§v+Xav(l—2p>+Xav+l '2p_Yu s (30&)
und
va = _iav
Mo, = Wh, L’—V___m’_tg:_o_‘_Pu L, h, tga
11:—1 11}—-1
1
= Whe" {(l—p)——?o(l—on"”—l) ... 38D

Mit den Sténderkopfmomenten ist nun der Momentenverlauf im ganzen
Tragwerk bestimmt.

3. An dem obersten Rahmenfache greift das Moment M an.
Dieser Belastungsfall ergibt sich bei exzentrisch angreifender Wind-
kraft; das Angriffsmoment soll zur Hilfte auf die linke, zur Hilfte
auf die rechte Ecke des obersten Rahmenfaches aufgeteilt werden.
Dann ergibt sich im (n—1)-ten Fache ein IM-Verlauf nach Abb. 8.
Am darunterliegenden (n—2)-ten Fache greifen nurmehr die Reaktions-

krafte des (n—1)-ten Faches (9[,,_1 = + ) und am y-ten Fache

ln—- 2

daher das Kriftepaar U,,; = T an, welches die Reaktionskrifte

m ,

A =+ I erzeugt. Ahnlich wie im zweiten Kapitel dieses Ab-
v—1

schnittes ergibt sich
u., 1. h,tga

1 1
lvz =——? —1”—1 =——3—M<p0'tga——?Mp
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v h,t

Bav gy botge Meotga=—Mp

h,, lv—l

u, 2 hytga 2

[ R B W =—gMp
Abb. 8.

fiir »=0 bis v =(Mm—2); im (n— 1)-ten Fache erhilt man fiir

ucn——l 1 111_2—2]1“_.1 tga_ 1
I Y 21, . = g Mpo
gan—-l hy_itga
=M — =—M
hn—l ln—-2 P

1 ____iMhn—ﬁg‘% =——3Mp
h121_1 3 ln—? 3

Damit rechnen sich die Belastungsglieder
1 1

B,=6|+0cMp— xa-—g—Mp —xsecaMp —2pyYseca
(o]}

2 2
(-—Mp ——-xTMpﬂ =
3 3
=2Mp[(1 —x) (6 —4pyseca) —3x Ysecal
und
By,=— 2Mp[(s—4pyseca) + 3ysecal.
Abweichend gebaut ist nur das Belastungsglied B,_;, welches lautet:
B,_i=2Mp [a <1 + ;—;) —3xyseca—4pyseca(l —x)].

Damit lautet die Differenzengleichung der D, :
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(c—4pwyseca) 4 3yseca
o> — 2pyseca(l +20)

—Dyky'+D, =—2pM
Dy—D,ky +xD, =

— L 2Mp (I—x)(c—4pyseca)—3xyseca

6*—2pwyseca(l -+ 20)

Dyt —Doky+ %Dy =

=4 2M (1—x)(c—4pyseca) —3xyseca (32)
a P 0*—2pyseca(l + 20
Dy—s—Dy1ky =
0<1 +32‘£>“‘(1’—H)4p1/1880a—3x1p seca
=+ 2Mp p

o*—2pyseca(l +20)
Die Gleichungen fiir y = 0 und » = n—1 folgen in den Belastungs-
gliedern nicht dem Schema der iibrigen, die durch die Form
Doy —Dokp +%#Dyyy =D
gegeben sind; fiir die Integration der Differenzengleichung miissen sie
daher zun#chst gestrichen werden, dafiir sind D, und D,_; als vor-
laufig unbekannte Randwerte einzufiihren. Hat das Tragwerk nur
wenig Fache, dann empfiehlt sich die Auflosung des Gleichungs-
systems durch Integration nicht; man wird mit Hilfe elementarer
Methoden frither zum Ziele kommen. Sind viele Fache vorhanden,
wird man folgenden Weg einzuschlagen haben:
D,=b+ C, 1, + C, 1y,
b .
I—ky 2 °
C, und C, bestimmen sich aus den Randwerten; fir » =0 ist
D, =D, und fiir y=n—1 ist D, = D,_;; daher ist
Dy =b+C,+GC,
Dy_y=b + C, 1,2~ 4 C,r,n1

wobei wie frither b= t.

und daraus

b + (Dy— b)r2~1 — D, 4
- rp— T — i
b+ (Dp—b)r2—1—D,_,

rlll— 1 __ r2!1— 1

C,=

C, =+
schieBlich ergibt sich D, mit

v

r¥rt~t—ryrn-1 U S U O3
+ Pn1 —b) 55—
Iy

rln— 1__ r2n—1

D, = b— (Dy—b) (33)

n—1
Schreibt man die Losung fiir » =1 und fiir y=n — 1 an, so er-
halt man mit den beiden gestrichenen Gleichungen zusammen vier

Fritsche, Differenzengleichungen. 3
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Gleichungen, die nur Dy, D; D,—; und D,_; enthalten und aus denen
man diese Gréfen zu ermitteln hétte. Wegen der gegenseitigen
GroBenverhiltnisse von r; und r, wird sich aber die Rechnung da-
durch wesentlich vereinfachen, dafl der Beitrag, den D,_; zu D,
liefert, ohne die notwendige Genauigkeit zu beeinflussen, vernach-
lassigt werden kann, ebenso der Beitrag, den D, zu D,_, liefert, so
dafl aus den vier Gleichungen mit vier Unbekannten zweimal zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten werden. Da der betrachtete Be-
lastungsfall von vornherein antisymmetrisch ist, ist Y, = 0; der ,zu-
gehorige symmetrische Belastungsfall* 148t erkennen, daB auch S, =0

v D,

D
wird. Damit ergibt sich Xa,,=7 und Xy, = — 3 und das Stén-

derkopfmoment wird gleich
Xav = mgv + Xaw(1—2D) + Xypy1- 2ps

wobei M3, fiir »=0 bis » =n — 1 gleich

bytga= —Meotga=—Mp

Moy = —

lv——-l
ist.

4. Symmetrische Belastung des obersten Riegels mit
Nutzlast.

Dieser Belastungsfall bietet nichts Neues; alle Belastungsglieder
mit Ausnahme des (n—1)-ten sind gleich Null und dieses reduziert

sich auf

Bn—l FEr— ]'ll—-l (1 —_ M)Eﬁi”—. 2yn_1 seca?ﬂ—_l -+
Bu-1/ a1 hy—y
On—1 2'1:n—1
2 —18€ec .
+ ﬂn—l Yot @ hn—12

Auch hier wird sich die Methode der Integration erst dann lohnen,
wenn viele Fache vorhanden sind; man wird dabei so vorzugehen
haben, wie bereits im 3. Kapitel des II. Abschnittes angegeben wurde.
Bei nur wenig Fachen empfiehlt sich die Ldsung des Gleichungs-
systems der X, durch Substitution.

5. Unsymmetrische Belastung des obersten Riegels mit
Nutzlast.

Der ,zugehorige symmetrische“ Belastungsfall ist im vorangehenden
Kapitel besprochen worden, nur der ,zugehorige antisymmetrische®
Belastungsfall braucht noch untersucht zu werden, um den Momenten-
verlauf im Tragwerk angeben zu koénnen.

Es sei der Fall der halbseitigen Belastung mit ¢ ton/m betrachtet.
Dann ergibt sich im (n —1)-ten Fache ein IM-Verlauf nach Abb. 9.



Unsymmetrische Belastung des obersten Riegels mit Nutzlast. 35

Es ist
q 1n—12 hn—-l
9 = — —
D/ 81 (?>-f-41n_1 g a
ly—y2 h,_
By, =220 (1 4 gnmlegg
8 111—-2 ln——l

und mit Berticksichtigung der angenommenen GesetzmiBigkeit wird

1
‘2[,]‘1:%0!1 (8 + 4¢ptga)und By :%lon (1+4ptgal

Abb. 9.
Damit ergibt sich
12
ety =Up_1hy 1tga= q?(patg ac?®=1) (3 +4 ¢ptga) =M,
12 ban—-1
Mo g =Py g by jtga= %‘P otg a o®®=D (1 4+ 4ptga)= Mo "
x2
M1 = Un—1 (1t a + X) —22*

12
ﬂRgn——l - 93?gn—-l = qT
Fiihrt man fiir hy,_; tg @ die abkiirzende Bezeichnung a ein, so

berechnet sich
1 1

P g2@—-1),

x?
2

3 2,
= /[?IDH (a +x)— g—](l—x) dx -{—/23,,..1 (a+x)x'dx' =

1 1
= 2—4 an—l 1n—12 (2 ln——l + 9 a) '{" ﬁ%n—l 111—12 (ln—1 + 3 a') -

-

9
- 4
384 qln—l
g*
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1
: :
Ezn_l—/[ﬂrn_l @+ x)———] xdx + /i’sn_1<a +¥)(1—x)dx =
= ﬁ?’(n——l ln—-12 (ln—l + 33') + ﬂ%n—-l ]n-12(2 ln—l + 93‘)‘—‘
3 4
384 qlp—y

Uepo 1 1
{—“—i =57 0n-1+ 62) Uy —Bon) — 55 aht? =

n— 12

= L:IEUQ(“"‘” [2(6+ 6p)—1]
192 -

- 1 12
g‘“ :7(’1)2311—1 —Mypy) = 'qS—P g*n—1)
n—l “

.,

hn—lz
Am (n——2-ten) Fache sind die Auflagerreaktionen des dariiber-

liegenden mit entgegengesetzten Vorzeichen als duBere Krifte anzu-

bringen : bezeichnet man dieses Kréftepaar mit + P, 4, dann greift

0 ql? 2 (a—1)
(Wean— — Myn—1) =E'pa a2

P 1
am (n—3)-ten Fache das Kriftepaar + —= 11_n__2 und analog am »-ten
n—3
+ I:'n—l ln—2
—_ l“) .
Der M-Verlauf am »-ten Fache gestaltet sich daher wie folgt:
| N
me, = +—“—T1~“—211 hytga =+ Py jpotga-lo*—2=M;,
P 1 1

o _ _ *n—-1-"n-2 ' __gpb

mtb v lv 11’——1 mcv

ql
n 1——(2[;1_1—53_1)_—1—0 .
Daher ist

Ues 1 .. 1 ql loo—2 qlz_
Zev T ogpa o~ A% v I (n—1)
12 - Ty Moo= g P ge= 3P0
& "
?12 —mo, - _ 34_ po2@—1)
u, 2 12
W=, = = Gpote

und zwar gelten diese Ausdriicke fir » =0 bis ¥ =n—2. Damit
ergeben sich nun die Belastungsglieder der Differenzengleichung
nach (12) mit
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1
B,= 5 ql2po2@—D [(0‘— 4pyseca)+ 3y seca]
1
B, = — - q12p 2™ [(1—x)(6—4p yseca) — 3xysecal

B,y =6 [ arporon | —o 4 x Lot 12p—1) | + wpseca

2 2 12
. % -poa—D 1 2pyseca <ﬂé_p Uz(n—l)_x(}_‘) p02(n-—1)>}

und diese selbst lautet schlieBlich

, 1 (6—4pyseca) + 3yseca
—k..’D = _ql? 2n—1) . Y v OV TP
m Do+ D, 2 al*po 02— 2pyseca(l + 20)
Dy—kyD, +xD,=
1- x)(o—4py;seca)——3x¢sepg_

0>—2pyseca(l + 20)

1
J— _5 qlzp g2(m—1).

Dyt —knDy + 2Dy = —
%) (o-—4py;seca)—3xyzsecl
6> —2pyseca(l 4+ 20)

— ,;_qlzpoz(n——l) N
) (34)

Dn—3—kmDn—-2 +"‘Dn——1 =
(l—x)(o-4py;seca)——3mpseca4
0>—2pyseca(l + 20)

1
— qal2 2(n—1).
5 al*po
1
Dn—2_kmDn—1 = ‘3—2(11202(“_1)'

o [——16 + g(% + 12p—1)] + 24xyseca - 32pyseca (2 —x)

o*—2pyseca(l + 20)
Streicht man die erste und letzte Gleichung dieses Systems, so erhalt
man die Differenzengleichung D,_; — kD, 4 %D, ; = b mit den zu-
nichst unbekannten Randwerten D, und D,_;, die bereits im dritten
Kapitel des zweiten Abschnittes geldst wurde.

Die GroBen S, und D, kénnen nun als bekannt gelten; damit auch
die StinderfuBmomente. Die GréBen Y, bekommt man aus dem ,zu-
gehorigen symmetrischen“ Belastungszustande mit dem doppelten Be-
trage, weil der ,zugehdrige antisymmetrische* Belastungszustand

» = 0 liefert; damit macht auch die Berechnung der Stinderkopi-
momente nach der Beziehung (30) keine Schwierigkeiten mehr.

Beispiel.
Die leichte Anwendbarkeit und die iibersichtliche Berechnungsmoglichkeit
der abgeleiteten Formeln soll nun an einem Beispiele deutlich gemacht werden.
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Gegeben sei ein mehrteiliger Rahmenbock von einer Gesamthhe H = 30,00 m,
einer oberen Breite l,_;=3,50 m; die Zahl der Fache sei n =25, die Neigung
der Stinderachse gegen die Lotrechte betrage 59/, daher tge = 0,05. Damit
ergibt sich eine untere Breite des Bockes (an der Kinspannstelle) mit l’ =6,50 m.

/ dn1 ‘I/ V300_08835

=h(l+4+e+ c®+ 03-|— a“) h - 3,9633, daraus h—-hn—:g—(g;=7,570 m
bg=nh 7,570 m, l, =Y —2hytga=5,743 m
h;=he¢ = 7,570-0,8835 = 6,688 m, l,=1,—-2h,;tg ¢ = 5,014 m
h,=hoe?="1,570-0,7807 = 5,909 m, I,=1, —2h,tg a = 4,483 m
h;=hoe3 = 7,570 - 0,6897 = 5,221 m, l,=1,—2h;tg @ = 3,961 m
h,=h¢*=717,570-0,6094 = 4,613 m, 1, =1;—2h, tg ¢ = 3,500 m

h 7,570
= =7 =1318.
TT 75783
Ferner seien gegeben die Querschnittstiirke des Bockes an der Einspann-
stelle mit 1,40 m, an der obersten Rahmenecke mit 0,80 m; die Querschnitts-

abnahme um 60 cm entspricht einer Querschnittverschwichung von 29/,

Daher ist die Querschnittstirke des Stéinders in der Mitte des nullten Faches
dy = 1,400 — 0,076 = 1,324 m, ebenso in der Mitte des 2. Faches
d, = 1,400 — 0,337 = 1,063 m, ” y  » » des 4. Faches
d, = 0,800 + 0,046 = 0,846 m.

Die Trigheitsmomente kann man proportional setzen den 3, Potenzen der

Querschnittstirken; daher ist

Jaz  dp® 1,203 .
n—— F = m —-0,018& 0,50
Jas 42 _ 0,604
Jao  dg® 2,326
Das Verhiltnis der Tréigheitsmomente in Stidnder und Riegel desselben Faches
soll gleich 1 gesetzt werden; damit wird

. _ by Jeo _bBg
1/;—70——.]&0 L. ———lo-—(p——l,318,
Die gegebenen GroBen A», die zum Unterschiede mit den fiir die An-

wendung der Formeln erforderlichen mit A, bezeichnet werden sollen, ergeben
sich nun mit

= 0,259 ~ 0,25.

— 0,6405, 24 — 15615
% As
ein Nihrerungswert fiir %, folglich

L 4 )T
1/ =]/1,5elg_ 0
%o = ‘/’f '0,*@65 = 1,-4495.

i,g:“: ist mit Hilfe der Beziehung (15) zu bestimmen
0

f<,=o\—408+< io_g)%e_(gg_.ﬁg%z_l:
Ay Ay Ay Ay

= 8 — 0,2805 %,% — 2,4825 2 — 1 = 0,0009.
Da f(x,) nur 0,0009 betrigt, der numerische Wert von f'(%,) >1 ist, kann
#o mit dem genauen Wert » identifiziert werden; dies rithrt davon her, daB bei

o

Die Verbesserung
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Annahme von Jos =0,50 und Jos
Jco Jc‘O

einer geometrischen Reihe sind. Beriicksichtigt man die Werte, die sich tat-
siichlich ergaben,

=025 die Verhiltniszahlen 1, 1, 1 Glieder

Jc?

Jc4
Jco ——0’267

Jco

= 0,52,

so erhilt man
f (%g) = %% — 0,230 %8 — 2,954 %,2 — 1 = 0,226
/(%) = g (8 % — 1,380 %4* — 5,908) = 20,161

die Verbesserung ergibt sich daher mit Fro) _ 0,0112 und der genaue Wert

(o)
— £(xo) _
n=sy— g — 1,238
und schlieBlich
Al-—:——'z“-——— 1 +éu2+ —i’*— %t )= 2,-0,993.
14 %+ #8 Ao Ao

Fiir diesen Fall sollen die gegebenen A, und die fiir die Rechnung erforder-
lichen A» einander gegeniibergestellt werden, um die geringen Abweichungen

zu zeigen; dabei wird 1, = 1 gesetzt:

gegebene A, rechnerisch erforderliche A»
v=20 1,000 0,993
=2 1,501 1,522
v=4 2,345 2,333

Fiir die weitere Rechnung soll jedoch » mit dem urspriinglichen Werte
%o = 1,250 benutzt werden; eine solche Anpassung an rechnerische Forderungen
wird praktisch immer zulissig sein, da bei der Berechnung eines derartigen
statisch unbestimmten Tragwerkes die tatsiichlichen Trigheitsmomente nicht vor-
liegen und deren Abschitzung sich mindestens in ebenso grofien Fehlergrenzen
bewegen wird.

Zu 1. Das spezifische Gewicht des Baustoffes betrage 2400 kg/m3; dann
wird
8o=0,80-1,324 . 2,400 = 2,52 ton/m
g,=0,80-0,846 -2,400 = 1,62 , |,

8 j—— 8 j———oun
_ 1/ 8 _1/182 _
e= ]/ e = Vo= 0,944,

Ferner ergibt sich

0,9395 00659
m = .0_,6@.7— = 1’3601, my = 0—,8535' = 0,074(
und
Com, 00T
CcC= F = miﬁ: = 0,0048
1—6c¢=0,671, 2 + e20%x = 2,870.
Damit wird

a= —117 gol3m (1 —6¢) (2 + e20%x) = 18,614

By, = 11—2 gol2m (1 —6¢) = 6,332
2 + ysec a = 3,320, k=24 % (2 + pseca)= 6,150.
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SchlieBlich lautet die Differenzengleichung der Xy fiir das vorliegende Beispiel
3,320 X, + X,= 6,332
X, + 6,150 X + 1,250 X, = 18,614 (20)°
X+ ... = 18,614 (c0)?
X, + 6,150 X, = 18,614 (20)®
und daher die zugehorige ,charakteristische Gleichung*
1+ 6,150r 41,2502 = 0
daraus ist r, = 0,172, r, = 4,749

v 1 | 2 | 3 4 5
0,46090 — 2| 0,69135— 3| 0,92180 — 4 | 0,15225 — 4
1,35338 2,03007 2,70676 3,38345
a _ 18614
(& o)—2+ k4% (ea)2 8,457
e0=0834, a(co) =3168,  a(e0) = 0,518.
Nun ergibt sich
X, = 2,201 — (X, — 3,168) - 0,172 — 0,518 - 0,002
und aus der abweichend gebauten Gleichung des Systems der X, fiir » =0
X, = 6,332 — 3,320 X,
Die beiden Gleichungen fiir X, liefern eine Gleichung fiir X,, aus der sich
3598 .
°= 3150 — 1,139 tm ergibt.
Nun ist

vlogr, | 028045 —1
vlogr, | 0,67669

=2,201

Weiter ist a=

X, — 6,332 — 3,788 = 2,544 tm
- 1
X,=d(e0) +[Xo—a(e0) J1i +a(e0) —;

T2

= 1,530 — 1,929 - 0,029 + 0,518 0,0093 = 1,479 tm

X; = 1,064 + 1,929 - 0,005 — 0,518 - 0,044 = 1,050 tm

X, =0,748 + 0,518- 0,218 = 0,856 tm.
Zur Kontrolle wird man immer die Bedingung beniitzen, daB die berechneten
Xy die Differenzengleichung befriedigen miissen; z. B. fiir » = 1 muB sich ergeben
1,139 + 6,150 - 2,544 + 1,250 - 1,479

18,615
Die weitere Berechnung des Momentenverlaufes bietet nichts Interessantes
mehr; nach den angegebenen Formeln sind die Y», M2, X, usw. durch Ein-

setzen der besonderen Zahlenwerte zu bestimmen. Die Ergebnisse der durch-
gefiithrten Rechnung sind in der folgenden Tabelle und dem Momentenbild fiir
Eigengewicht in Abb. 10 eingetragen:

= 18,614

v X Y, Mme, X, M2, me, ies

0 | 1,139 | 652 2908 | —2477 | —5,021 | 13,292 | + 5363
1 | 2544 | 6870 2,024 | —2302 | —3781 | 99258 | +3453
2 | 1479 4,338 1,408 | —1451 | —2501 | 6435 | + 2,526
3 | 1,050 3,021 0982 | —0989 | — 1845 | 4,478 | + 1,651
4 | 0856 9,572 0,685 | —1,031 | —1,031 | 312 | + 1410
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Hat man den Momentenverlanf im Tragwerk berechnet, wird es sich zum
Zwecke der ‘Erkennung von Rechenfehlern, die sonst bei derartig hochgradig
statisch unbestimmten Systemen nicht ins Auge fallen, immer empfehlen, Rechen-

Abb. 10. Abb. 11.

proben durchzufiihren, die aus dem Satze iiber die reduzierte Forminderungs-
arbeit bei statisch unbestimmtem Systemen hervorgehen. Eine solche Rechen-
probe wird um so wertvoller sein, je groBer der Teil des Tragwerkes ist, tiber
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den sie sich erstreckt. Der Ansatz fiir die ausgedehnteste Rechenprobe lautet
folgendermaBen:

n—1 n—1__ 2 m o
fxvyv + vayv + Mc n—1 '%n—l + ?( cn—l_man—l) '%n—l =0.

Diese Gleichung sagt nichts anderes aus, als daB die Verdrehung des untersten
Stéinders an der Einspannstelle gleich Null sein muB; als statisch bestimmtes
Grundsystem wurde dabei der Umfangsrahmen gewihlt, den man erhilt, wenn
man alle Zwischenriegel durchschneidet. Fiir das obige Beispiel ist die Rechen-
probe in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

v Vv Vv '%v X_v =+ Xv (Xv + Xv) v M(? v '11}
0 " 1,318 1,000 — 1,338 — 1,766 — 5,021
1 ™ 1,649 1,250 + 0,242 + 0,399 — 4,798
2 W %2 2,064 1,563 + 0,028 + 0,058 — 3,912
3 W %3 2,580 1,954 + 0,061 +0,118 — 3,654
4 P ud 3,232 | 2448 — 0,175 — 0,566 — 2,560
Py — 1,757
Nun ist

— 1,757 — 2,560 + g (3,126 — 0,685) - 2,448 = — 4,317 + 4,083.

Der vorhandene Rechenfehler von 31/,%/, rithrt davon her, daB die X, da-
durch um einen geringen Betrag zu klein sind, weil fiir den IM-Verlauf im
Stiinder nicht die Parabel sondern die Tangente an die Parabel in die Rechnung
eingefithrt wurde.

Mit Riicksicht auf denselben Satz ist ersichtlich, daB der Momentenausgleich
in jedem geschlossenen Fache erfiillt sein muB. Fiir das nullte Fach mu8 sich
daher ergeben:

- 2
(X, + Xo)yo + M2, 2, + 3 (e, — M2 ) 4, — .
Dabher fiir das obige Beispiel

— 1,766 — 5,021 + =

3
Ebenso muB fir das (n—1)te Fach erfiillt sein
o 2
(K1 + Xnct) Znmt 4 Minog Aoy + 5 (M — M) Apy —

2
M ,zn_g__?(gmm MO, _s) Ap_g=0.

.10,384- 1 = — 6,787 + 6,933.

*en—-2 cn—2"_

Die Momente des Riegels, der das betrachtete Fach nach unten abschlieBt,
miissen natiirlich mit entgegengesetzten Vorzeichen in die Kontrollrechnung ein-
gesetzt werden.

Fiir das obige Beispiel ist (n—1) gleich 4 und nun ist

— 0,566 — 2,560 + 4,083 + 3,654 — 4,488 = +- 7,737 — 7,614.

Zu 2. An der obersten Ecke desselben Rahmenbockes greife die Kraft

W =1 in horizontaler Richtung an.
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Es st
¢® + 8 p? e sec a = 0,781 + 8- 0,0034 - 1,320 = 0,817

14+ %=1+ 1250=2,250, 6xocyseca=6-1,320-1,250-0,884 = 8,762

o*—2pyseca(l +20)= 0,781 — 0,116 - 1,320 - 2,768 = 0,357

o—4pypseca=0884—0334=0550, —1-+x0=—1+ 1,106=0,105
- 4,381 40,068
a =T7,570 - 2= g = 93,082

Damit lautet die Differenzengleichung der D»’
—21,972 Dy + D," = 84,514
Dy — 29768D1 + 1,250 D, = 93,982 ¢
Dl—. .o = 93,982 - 0*

Dy — 29768 D, _ 93,982 ot

und die ,zugehorige charakteristische Gleichung

1— 29,7681 + 1,25 r* =0,

daraus ist

r,= + 0,034, 1, =23,790

1, =0,034,  1,2=0,001,
1 1
1002 =000,

Woeiter berechnet sich
- 93,982

=0
1
F;O

2

93.982

= T TII198 129,768 — 1,106
don = — 3,408+ 0,538 = — 1,837
D)’ = a0 — (Dy + 3,408)- 0,034,

T 27,535

= — 3,408

D,’ ergibt sich aus der nullten Gleichung obigen Systems mit
D,” = 84,514 + 21,972 Dy’

Aus diesen beiden Beziehungen bestimmt sich

, 81642
Dy’ = — 55706 = — 3,982 tm
D, = — 38,012 + 0,578-0,084 = — 2,992 tm

D,’ = — 3,408 0,781 -+ 0,578 - 0,001 = — 2,660 tm
Dy’ = — 3,408 - 0,690 + 1,837 - 0,002 — — 2,349 tm
D, = — 3,408 - 0,609 -+ 1,837 - 0,042 — — 2,002 tm.

Zur Kontrolle der berechneten D»’ ist z. B.:

— 2,992 4 29,768 - 2,660 — 1,25 - 2,349 = 93,982 - 0,781

73,324

73,314

43

Um die Differenzengleichung der D" zahlenmiBig anschreiben zu kionnen,

hat man zu berechnen
¢ — ¢° = 0,884 — 0,538 = 0,346
0,550 - 0,150 4 4,381
0,357

a——1570-

= — 94,236
0,550 - 0,250 + 4,950

b = + 7,570- 0,588 - 0,357

4510

= 58,183

B, = —17,570-0,346 - — 32,134

0,357 7T
und es lautet dieselbe
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—21,972D,” + D" =—32,134
D,” — 29,768 D, + 1,25 D,” — — 94,236 ¢ -+ 58,183
.. . . . =--93982¢ 1 58183

D” —. . .
D, — 29,768 D, — — 94,236 o* + 58,188.
Ferner ist
- 58,183 . . 94236
b =l—:m = —-2,112, a= m = 3,418

D,” =3,418- 0,884 — 2,112 + (D,”” — 3,418 + 2,112) 0,034.
Aus der nullten Gleichung des Systems bekommt man
D,” = — 32,134 + 21,972 D,”

bt B s
D,” = 0,900 + 0,196 - 0,034 = + 0,907 tm
D,” = + 3,418 - 0,781 — 2,112 + 0,196 - 0,001 = + 0,552 tm
(D,”” — & —b) = 1,502 — 3,418 + 2,112= 0,196
a0° + b = 3,418-0,538 — 2,112 = — 0,273
D;” = 3,418 - 0,690 — 2,112 + 0,273 -0,002 = 0,246 tm
D,” = 3,418 - 0,609 — 2,112 + 0,273 - 0,042 = — 0,016 tm
Zur Kontrolle ist z. B.
0,552 — 29,768 - 0,246 — 0,016 - 1.25 = — 94,236 - 0,690 + 58,183
6,642 6,780
Die weitere Berechnung des Momentenverlaufes ist in der folgenden Tabelle
und dem beigefiigten Momentenbild der Abb. 11 zusammengestellt:

daraus ist

und

v Dv, Dv” Dv Xa, v Y‘u gﬁg v —ia, v
0 —3982 | + 1,502 | —2,480 | — 1,240 3,185 5,821 0,796
1 —2,992 | 4-0,907 | —2,08 | —1,043 3,344 5,411 1,024
2 — 2,660 | 4+ 0,052 | —2,108 | — 1,054 2,954 4,993 0,985
3 —2349 | + 0,246 | —2,103 | — 1,054 2,611 4,652 0,987
4 | —2002 | —0016 | —2018 | —1,009 | 2307 | 4346 1,146

Zu 3. Am obersten Rahmenfache greife das Moment M = 10 tm an, das
zur Hilfte auf die linke, zur Hilfte auf die rechte Ecke aufgeteilt werden soll.
Es ist
B, =—2-0,058-10,0 - 12,612 = — 14,630

—0,138 —4,950
b= 1,160-————0’357— = — 16,542
1,160 -
Bp—1 = 0357 (0,884 - 10,548 — 0,084 — 4,950) = 13,976.
Daher lautet die Differenzengleichung der Dy
— 21,972 D, + D, = — 14,630

D, —29,768 D, + 1,25 D, = — 16,542

D, — 29,768 Dy + 1,25 D, = — 16,542
D, — 29,768 D, = + 13,976
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und ihre Lisung mit den zunichst unbekannten Randwerten D, und D,
1
Dy=Db + (Dy—b)1,* + (Dy—D) -

Tn—r—1
folglich ist 54
_ 16582
b =57 518 = 10,602
D, = 0,602 + (D, — 0,602) 1, + (D, — 0,602) ;1? — — 14,630 + 21,972 D,.
2

Da der Beitrag von D, auBlerhalb der iiblichen Genaunigkeit ist, ergibt sich
daraus mit Hilfe der nullten Gleichung des Systems der D,
15212
D, = si9as — T 0,694 tm
D, = 0,602 + 0,092 - 0,034 = 4 0,605 tm

D; = 0,602 4 (D, — 0,602) - 0,042 = 18,976 4 29,768 D,
ohne Riicksichtnahme auf den verschwindend kleinen Beitrag von D,; daraus
berechnet sich

ebenso ist

13,399
D, = 29726 = 0,498 tm
D; = 0,602 — 1,100 - 0,042 = 4~ 0,556 tm
schlieBlich ist
D, = 0,602 tm.

Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle und
in dem Momentenbild der Abb. 12 eingetragen:

4 Dv Xav va m}gv Ev ibfu sz

0 0,694 0,347 | — 0,347 | — 0,580 | — 0,233 0,233 — 0,536
1 0,605 0,303 | —0,303 | — 0,580 | — 0,252 0,252 — 0,558
2 0,602 0,301 | —0,301 | —0,580 | —0,281 | 0281 | — 0,561
3 0,556 0,278 | —0,278 | — 0,580 | — 0,359 0,359 — 0,093
4 |—0498 |—0,249 | +0,249 | — 0,580 | —0,815 0,815 + 4,185

Zu 4. Der oberste Riegel ist mit q = 1 t/m total belastet. Im (n — 1)-ten
Grundsystem berechnet sich

Den—1 _ql? $2@—1)
o1 =50 1+6gptga)
Pan-1 _q* o@-n
et &0 78S
Zzl;.ln 1 ql? 2
-1 491 (n—1)
bot® — 6 ptga

Damit ergibt sich das Belastungsglied Bn—1

_ . on— @cn-— _ Qsan—l
Bn—1—-—/ln—1< h—_) [ 2 yn—18ec a* - +

Dol 12
an—1 (Zan—1 _ n—1__¥seca  ql® om—y) _
2o mmiseca gy = A S5t2yseca 12° m(1—6c)
wenn
m=(1-+6¢ptga), m=¢ptga, c=_x:1l

ist; alle iibrigen Belastungsglieder sind gleich Null.



Der Stockwerkrahmen mit geneigten Sténdern.

Abb. 12, Abb. 13.
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Fiir das gewiihlte Zahlenbeispiel bestimmt sich

m==1,39, m;=00659, c= 0.066 _ 0,047.

1,396 —

Damit
Bu_i — 112- -5,743% . 0,8848 - 1,396 - 0,718 — 1,019

und es lautet die Differenzengleichung der X»
3,320 X, + X,=0
X, +6,150X, + 1,250 X, =0

X, + 6,150 X; + 1,250 X, =0

X;+ 6,150 X, =1,019
die allgemeine Losung derselben mit den zunichst unbekannten Randwerten
X, und X,
l'lvrzn—l - Tzvrln_l +(— l)v-—(n—-l) Xp—1 r,” — 1"

. n—1 n—1 n—1 n—1
Ty —7Iy Iy

Xy =—(-1¥X,

die gekiirzte daher

Xp = (— l)vXo l‘lv + (—— 1)1)—(11—1) Xn—l 1
T

2u—"’—l
Folglich ist

X, = —X,- 0,172 — X, - 0,009 = — 3,320 X,

X, = — X, 0,005 — X,- 0211 — 1,019 — 6,150 X,

X, =0
1,019

+ 5,939
X, = — 0,172 - 0,009 — — 0,002 tm
X, — —0,172-0,211 — — 0,036 tm
X, = +0,172- 0,044 = + 0,008 tm

Weiter ist nach (6a)

X4: = 4 0,172 tm

Yn-1= ST Ouseca 23; v {ql—g ?@Dm 4 24 secqu%2 6> 1m, 4
+ Xn—1(1 + ¢seca) + X“J:
3 ql>  o@-1)
=_3—}—T'zpsec_a [»Ema (1+4cqpseca)+Xn_1(1-}—-zpseca)]
fir das Zahlenbeispiel ist
Yn-1=0,532 [% - 32,982 -0,371 - 1,396 . 1,248 + 0,172 - 2,320] = 1,151 tm

die iibrigen Y. berechnen sich ebenso aus der allgemeinen Beziehung (6a), nur
verschwindet das Belastungsglied.

2
M= _qél_ 2®@=D g tg ¢ — 0,404 tm

a

alle iibrigen IR sind gleich Null.

Alle erhaltenen Zahlenwerte sind in der folgenden Tabelle und dem
Momentenbild der Abb. 13 eingetragen:
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v Xv Yv mg v Xu Mg' » Mgl,"

0 0,000 + 0,002 0,000 — 0,002 0,000 0,000
1 — 0,002 — 0,013 0,000 + 0,011 + 0,003 -+ 0,003
2 + 0,008 + 0,055 0,000 — 0,047 — 0,011 —0,011
3 — 0,036 — 0,256 0,000 + 0,220 + 0,048 + 0,048
4 + 0,172 + 1,151 0,404 — 0,575 — 0,575 + 1,019

Zu 5. Der oberste Riegel ist mit q =1 ton/m links halbbelastet. Fiir den
pzugehdrigen antisymmetrischen“ Belastungszustand berechnet sich
B, :— -32,982. 0,058 - 0,371 - 4,510 = 4,478

0,357
_ 4,950 + 0,138 .
By = 0,355 03T = 5,068
o[ —16p + % (20 4+ 12p — 1)] = 0,884 - 0,906 = 0,802
24px sec a = 2,302, 32p2yp sec a (2 — %) = 0,144 - 0,75 = 0,108
0,802 4 2,302 4 0,108

Bp—1=0,382. 0,357 = 3,438.
Daher lautet die Differenzengleichung der Dy
—21,972D, 4 D, =4,418
D, —29768D1+ 1,25 D, = 5,068
D, — 29,768 D, + 1,25 D, = 5,068
D3——29 t68D4 = 3,438.
o 5,068
Weiter ist b =— 58— 0,184
D, =—0,184 + (D, + 0 184) 0,034 = 4,478 + 21,972 D,
4,655
daraus Dy = — 21,038 — 0,212 tm

D, = — 0,184 — 0,028 - 0,034 = — 0,184 tm
D, = —0,184 4 (D, + 0,184) 0,042 = 3,438 +4- 29,768 D,
3,614
D,= —m= — 0,121 tm
D,=— 0,184 + 0,063 - 0,042 = — 0,184 tm
D, = —0,184 tm.
Zur Kontroll ist z. B.
— 0,212 + 29,768 - 0,184 — 1,250 - 0,184 = 5,068
5,042
Der ,zugehtrige symmetrische“ Belastungszustand entspricht dem Belastungs-
falle unter 4, so daB die Sy gleich den dort erhaltenen X, gesetzt werden konnen.
Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle vereinigt:

v Sv Dv Xa v Xb v Y'v X—a, v X'—b v

0 0,000 | — 0,212 | — 0,106 | + 0,106 0,001 0,09 | — 0,094
1 —0,002 | —0,184 | — 0,093 | 40,091 | — 0,007 0,113 | — 0,096
2 +- 0,008 | — 0,184 | — 0,089 | + 0,096 0,028 0,085 | — 0,129
3 —0,036 | —0,184 | —0,110 | + 0,074 | — 0,128 | — 0,043 | — 0,007
4 | +0172 | —0,121 | + 0,028 | + 0,144 | + 0,576 | — 0,266 | — 0,320
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Dritter Abschnitt.

Der Stockwerkrahmen unter Beriicksichtigung eines
veriinderlichen Trigheitsmomentes.

Die Stiitzweite der einzelnen Fache ist nun konstant, die Verinder-
lichkeit der Koeffizienten 4, und y, beschrinkt sich auf die des Trig-
heitsmomentes. Bei ausgefiihrten Stockwerkrahmen nimmt das Trag-
heitsmoment nach oben hin bedeutend ab; dies riihrt davon her, daB
in den Stindern die Lingskrifte nach unten stark anwachsen, die bei
Einhaltung der zuléssigen Spannungen eine immer stirkere Querschnitt-
bemessung erfordern. AuBerdem erzeugt eine horizontaleWindbelastung
nach unten ungefihr linear anwachsende Biegungsmomente, die eben-
falls eine Verstirkung der Stédnder nétig machen. Auch die Abmessungen
des Riegelquerschnittes werden sich in der Regel nach oben hin ver-
jiingen; bei Hochbaukonstruktionen tritt der letzte Riegel an die Stelle
des Dachbinders; die leichtere Belastung desselben wird auch eine
geringere Querschnittsbemessung ermoglichen; auBerdem wird die
Nutzbelastung so verteilt sein, dafl im allgemeinen in den oberen Ge-
schossen eine Kkleinere, in den unteren Geschossen wegen der Unter-
bringung von Geschaftsrdiumen oder der Aufstellung von Maschinen
eine grofere Nutzlast zu beriicksichtigen sein wird; damit ist natiir-
lich auch eine gréBere Eigengewichtswirkung verbunden.

Bezeichnet man den reziproken Wert des Trigheitsmomentes mit i,
so erhilt man bei Beriicksichtigung von nur 2 gegebenen GroBen i

n /-
1]1

=1 =
10

Will man 3 gegebene Werte von i beriickichtigen, hat man x aus
der Gleichung

S B

lm 1111 lm im

zu bestimmen, wenn n eine gerade Zahl ist; ist n ungerade, dann
lautet die Bestimmungsgleichung fiir » #hnlich wie Gleichung (15a)

4 (g (22— grpoi=0 @se

0
m m lm 1 m

A berechnet sich mit
Qo + I ™ 4 iy %0
1 4 %2m - 520
und Y wird unter denselben Voraussetzungen wie friiher

A=

%
=%

Fritsche, Differenzengleichungen. 4
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Was die Losung der Gleichung (35) anbetrifft, gilt dasselbe, was dar-
iber im zweiten Abschnitte gesagt wurde.

In bezug auf die Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten
und der Belastungsglieder braucht nur beriicksichtigt zu werden, daB
fiir den Stockwerkrahmen mit lotrechten Stindern c= 1, seca =1
und tg a =0 wird. Damit ergeben sich die Differenzengleichungen fiir
die speziellen Belastungszusténde.

1. Eigengewicht.

Der mittlere Koeffizient der Differenzengleichung der X, wird fiir
seca =1
2+2%22+y)
das Belastungsglied B, ergibt sich nun, da m =1, m; = 0, ¢ =0 ist,

mit B, = %go 12(2 4 &25) 20— 1),
Infolgedessen lautet die Differenzengleichung der X,

1
(2—*‘?//) X, + X1 =1_2g012

1
Xo+2+x2+9p)X, +x2X, = 1—2g012(2 + &%)
(36)

1
X1 +[2+2C+9)] X+ #Xppy = 138122 + &%) 2¢D

und die ,zugehorige charakteristische“ Gleichung daher
1424+ %22 +y)r +xr2=0.
Da die nullte Gleichung des Systems abweichend gebaut ist, muB die
Losung mit den zunichst unbekannten Randwerten X, und X, be-
rechnet werden, die durch die Stiitzenbedingungen des Stockwerk-
rahmens bestimmt sind.
Die Losung der Differenzengleichung ergibt sich entsprechend (21) mit

TP — 1y 1yt

X, =880 —(—1y[X,—ae?

r111 - rzn
r,Y —r1."
— (—1p-ngg@-n-1___2_ = (37)
rln — 1-211
wenn wie frither
_ a
a=—Tv T3
e 24+ k,+x¢

Es wird jedoch in keinem praktisch vorkommenden Falle mit dieser
etwas umfangreichen Formel zu rechnen sein, da der mittlere Koeffizient
in der Differenzengleichung stets stark iiberwiegt; infolgedessen wird
r, klein und r® fallt bei einer gréBeren Anzahl Fache aus dem Bereich
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o r”
1 gnd —L-

rzn—'l' r,n

der iiblichen Genauigkeit. Aber auch die Quotienten

konnen in den meisten Fillen gestrichen werden, so daf sich mit Be-
riicksichtigung der erwahnten Grofenverhiltnisse die gekiirzte Losung
ahnlich wie (21a) mit

X, = a&20-D 4 (— 1y [X,—ae~2|ry” — (—1)P—nasa—1) (37a)

r2n~'ll
ergibt. Die Berechnung der Y, gestaltet sich entsprechend Gleichung
(22). Es ist

Y, — 3 1

3120 T2y 1—2g01282v+ X (1 +y)—Xoyy

Das Stinderkopfmoment bestimmt sich nach (23) mit
Xv = Yv + Xv
da M,, = 0 gesetzt werden musB.
Damit kann der Momentenverlauf im Tragwerk als berechnet
angenommen werden.

2. Maximale und minimale Momente.

Beschrinkt man die Berechnung eines extremen Momentes auf
den Fall, daBl die Riegel immer nur total mit Nutzlast p/m belastet
werden konnen, so lassen sich leicht Regeln angeben, wie zu belasten
ist, um ein beliebiges StanderfuB- oder Stinderkopfmoment zu einem
Extrem zu machen. Darauf soll aber erst im IV. Abschnitte einge-
gangen werden; an dieser Stelle soll nur gezeigt werden, wie sich
die Berechnung des Momentenverlaufs gestaltet, wenn abwechselnd
jedes 2. Fach mit Nutzlast p/m belastet erscheint, ein Belastungsfall,
der sich bei der Berechnung extremer Momente, kombiniert mit einem
solchen, bei dem nur ein Riegel belastet ist, alle anderen unbelastet
sind. Ubrigens liefert dieser Belastungsfall extreme Riegeleckmomente.

Es sei Dog=Do=Dy= ...... =1—12p12

Doy =Dozg=De5= ...... =0
dann lautet die zugehorige Differenzengleichung

1
2+y X+ X = +i§P12

1
Xo+[2+ %2+ ) Xl‘l‘”Xz:’e—Plz

1
Xi+24+x24+y)] X, +xX; = +%-1~§p12 (38)
1
X, + (24 #(2 + y)] Ky + # X, = pl?

1
X+ [2+#2+9] X +xX;= -{-x'l—éplz

4%
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Bezeichnet man —él;—pl2 =a und 115 »pl? =D, so kann man obige

Differenzengleichung allgemein anschreiben

14+ (—1r1 14+ (—1
2 +b 2
dieses Schema 148t sich vereinfachen auf

X"’—-l '{_ k]Xv + HX,;+1 = a,’__.b' (___ I)v

XV—I + kl sz +%Xv+1 = &

wobei
a'=ip12[2 +x],b’ = ip12[2 — .
24 ’ 24
Fiir eine partikulire Losung macht man einen dem Belastungs-
glied analogen Ansatz '
& =8—Db(—1).
Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich
1 2 4 x = 1 2—x
=—plP—r—"— b=_—pP——o—.
24 3T Gty 21 TG+
Die partikuldre Losung lautet infolgedessen
. 1 2 4% 2—x ]
Yy = — ]2[_._________1»______
Y= uP s s TV T re e
und daher die allgemeine Lgsung der Differenzengleichung
X, =a-—b(—1 4+ (—1)? C, 1,” + (—1)? Cy1p"
@—b[(—1p —r2 ]+ X, 1"

=]

C, =—

rln__rzn

8 — b — 1) —rp, 0 L X n

0, — + @ DI rli_;; FX, T,
1 2

eingesetzt, bekommt man schlieBlich

_ — rvr‘n_rvru
Xp=a—(—1b—[X, — @—b)(— 1) 12— —

rt—r,"
= Y —7r,”
—(=1 a—b— O 39)
1 2

Wie frither geht daraus die gekiirzte Losung in folgender Form
hervor:

Xp=8—(—1"b+[X,— @—Db)](— 1) 1, —
1

r2n—v

—(—1p=" [a—b (— 1)¥ - (392)

Die Losung enthilt den noch unbekannten Randwert X,, der
durch die abweichend gebaute nullte Gleichung des Systems der X,
bestimmt ist.
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3. Unsymmetrische Belastung simtlicher Riegel.
Alle Fache seien mit p/m links halbbelastet; dann ist

x 3 2 1
imcv———gplx-P2 O<X<?
1
§v=§P1(l—X)

damit wird

cv"—/ — Pl

a ._1212__212L1_9 ’
b L e f_ i 3 i _i 4
Zc,,—/émc,,xdx—- pl : 48pl 81 —384p1

Zur Kontrolle der Rechnung mufl

1 ca
T(ch + ng) = @c

sein.
947 . 16 . 1
381 Pl =34 PP =57P!
—_ 2 2 4 ___ 4
Uop = (20 —25)) = o 382 P1' = 193 PI*

Das Gleichungssystem der Summen S, lautet:

1
@+ 8y + 8 =5pP

1
Sy + [24+224+ ]S, + %Sz=i‘§p12(2+%) ' (40)

1
Sp—2 + [2+%(2+ W)]Sn—l +”Sn=Ep12(2+7‘)

Um das Gleichungssystem der Differenzen D, zu bekommen, ist in
der allgemein giiltigen Gleichung (19) 6 =1, p=0, seca=1 und
Fav =0 zu setzen; der M -Verlauf erstreckt sich beim Stockwerk-
rahmen, lotrechte Belastung vorausgesetzt, ja nicht auf die Stinder.
Die »-te Gleichung desselben lautet dann:

. [ }hy_l Zp Z,u u

U,
ot | Dok FDu = — e II—T‘HV ¢

;w_l
3 ]1,-2

Dy_y
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und die nullte Gleichung #hnlich wie (19a)
2 A u
— (FO +70> D, + FOD1 =l 1:20-

Bei Einfiihrung der angenommenen Verinderlichkeit von 4, und der
dem gegebenen Belastungsfalle entsprechenden Bedingung

1
., = const. =§—2—pl4
erhiélt man die Differenzengleichung der D, wie folgt:

1
—(+6y) Dy + D= _pl

1
Dy —[1+2x%(1+ 6y)D, +%D2=73§p]2(x—1) 41)

1
Dpo—[14%(1+46y)]Dp_y + an=3—2p12(x—1)

Die Lsung beider Differenzengleichungen macht keine Schwierig-
keiten; S, 148t sich aus der Gleichung (21) herleiten, wenn man in
dem Belastungsgliede die verinderliche GroBe (e0) =1 setzt; dann wird

a 1 (2+%)

—=-—~—-———~—:— 12——‘—‘—‘_““‘";
AT Tk x 12 30 xB 1y
g (e (S, gy T L T T
Sy =a—(—1)"(S,—a) Y — (—1) arln—— ~
Sy ist aus der fir die Losung gestrichenen Gleichung fir »=0 zu
berechnen. Entsprechend (21a) ergibt sich die gekiirzte Losung mit

n—v*
2

Die Losung der Differenzengleichung der D, bekommt man aus
Gleichung (28), wenn man dort a=0 setzt; dann ergibt sich als
Schema der »-ten Gleichung

Dy_1—k Dy+%Dyyy=b

ihre Losung lautet dhnlich wie (28)

1
=84 (=1 (S — )1 — (1A

D, = b (D, — b)- I I T
It —Tyt r® —r;"
wenn
— b 1 1—»
= = — ___pl2.
i 1—Iky +x 3277 Gy
und die gekiirzte Losung, nach der gewohnlich zu rechnen sein wird
= 1

D,=b 4+ (Dy—Db)r,”—b

n—v *
Ty
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Sy + D,
2

Sind die S, und die D, bekannt, berechnet sich X,, = und

v—Dv . . . .
S g Y. ergibt sich aus dem zugehérigen symmetrischen

va =

Belastungszustande mit dem doppelten Betrage, da der zugehorige
antisymmetrische Belastungszustand keinen Beitrag zu Y, liefert.
3
23+ 2y) 112
wobei sich Y, schon auf den tatsichlich gegebenen unsymmetrischen
Belastungszustand bezieht. Die Stinderkopfmomente X,, und Xy,
berechnen sich nach der allgemein giiltigen Formel (30), nur ver-
einfacht sie sich dadurch, daB 9,2 = O und tga =0 zu setzen ist:
Xav=Xa» —Y,.

Damit kann der Momentenverlauf im Tragwerk als berechnet an-
gesehen werden.

Y, = p]. -{—-k,,,(l—l—’l/))—s,,+1]

4. Belastung mit einer Einzellast im r-ten Fache.

Dann ist D, = P-X—(-l2:'—}9

Zgr= P'%'(lz—xz)

p =P-—§~-(x2— 3x1+4 212);
wenn x der Abstand der Last P von der linken Stiitze ist.
Uy = 3P, — 32, = —: (12— 3x1 - 2 x2).

Alle iibrigen Belastungsgréfen @, und U, sind gleich Null. Dann
lautet das Gleichungssystem der S,
So + [24+x224+9)]8 + S =

o
24 %@ 48 xSy =P T
St r+ 42)

1
St +[24%@+9)]Sr+ %S =2P- 2<_<_l_>

@ +2+%@+y)]Sryo+ %8S 3=0

Sucs + [24 %2+ )] Say + %8y =
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Hat ein Stockwerkrahmen nur wenig Fache, ist die Anzahl der
Gleichungen eine geringe, so bietet die Lisung dieses Systems durch
Integration keine wesentlichen Vorteile, man wird ebenso rasch durch
gewdohnliche Substitution zum Ziele kommen. Sind viele Fache vor-
handen, kann man auf folgende Art vorgehen:

Streicht man die r-te und (r 4 1)-te Gleichung, so zerfillt das ganze
System in zwei Gruppen homogener Gleichungen, einmal mit den Rand-
werten S, und S;, zweitens mit den Randwerten S;,; und S,; S, und
S, bestimmen sich aus den Stiitzenbedingungen, S; und S;,; aus der
suBeren Belastung (den gestrichenen beiden Gleichungen).

Die Losung der homogenen Differenzengleichung mit den Rand-
werten S, und S, lautet:

- ;" r,f — r,0'r," _ r;¥ —ry” .
Sv e (_1)1) So—rlr_—r;r—“—(—’l)y rsrr—lr—Tzr (42&)
und gilt fiir o<v<r

Fiir die zweite Gruppe ist
8y = (—1)" Cyry» 4 (— 1) Cyry”
Aus den gegebenen Randwerten bestimmt sich

C Sy Tt~ D
1= — _ =
(— 1)r+1 rlr+1 [rln (r+1)_r2n (r+1)]
o Sr+1 rln—-(r+1)
2

2=+ (~— 1yr+1[rp—@+D — pn— @+ D] pr+1

schlieflich ergibt sich die Losung in folgender Form:

r,’— @+1) p n—@+1) _ p v—C+Dp n— (r+1)
Sy = — (=1 g, ; ; :

(42b)

r1n~— T+1) — r‘)ll— (r+1)
giiltig fir r4+1)>vr>n.
Mit Hilfe der erbaltenen beiden Losungen hat man S, ; und S,
durch S, und 8,,,; auszudriicken, in die gestrichenen Gleichungen
einzusetzen; schlieBlich erh#lt man zwei Gleichungen, die nur S, und
S;.; als Unbekannte enthalten.

Das Gleichungssystem der Differenzen D, lautet wie folgt:

—@1+6y)D, + D, =0

Dy — [14x1+6y)D; + xD, =0

Droy— [1+%(1 + 69)]D; + xDr+1=n-§(l2—3xl+2x2)~P
(43)
D, — [1+x<1+6w)]Dr+1+xDr+2=—f—2(12—3x1+2x2)P

Dy _[1 +%(1+ GW)]DI+2+KDH_3= 0

Dn—2"’“[1+”(1+6'§u)]Dn—1+an =0
Bei der Auflgsung dieses Systems ist #hnlich wie oben vorzugehen.
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5. Wagrechte symmetrische Belastung.
(Erddruck von beiden Seiten.)

Um eine Vereinfachung der Berechnung zu erzielen, soll der Erd-
druck innerhalb eines Faches unveridnderlich angenommen werden,
so daB fiir jedes Fach die wagrechte Belastung gleichm#Big verteilt
wird. Es sei aber ausdriicklich bemerkt, daf die dreieckige oder
trapezformige Lastverteilung die Anwendung des Integrationsver-
fahrens nicht unmoglich macht, sondern nur eine umstindlichere
Berechnung der Belastungsglieder bewirkt. Durch diese verein-
fachende Annahme 16st sich das beiderseitige Erddruckdreieck in
eine stufenférmig begrenzte Belastungsfliche auf.

Es sei a ton/m der Erddruck an der untersten Stelle des Trag-
werkes, r die Anzahl der mit Erddruck belasteten Fache, n die An-
zahl der Fache {iiberhaupt. Die Belastungsverminderung zwischen

zwei aufeinander folgenden Fachen ist dann % und die gleichmiBig

verteilte Belastung des untersten Faches

Wo=4a a-l—a,l 1
et

des ersten Faches
a 1 a
—Ww.—1.-2 = 1.2
W, =W, L =2 (1 ) ) 1
und schlieBlich ist
) — v% oder w, = k; — k,»
wenn

, 1 a
k1=a<1—§—r> und k2=;

ist. Der Momentenverlauf des »-ten Grundsystems stellt sich nun
folgendermaflen dar:

m,, — — W,;h2’ My, — My, — — W;yz,
daher bekommt man i
®,, — — W,,2h21
P W,éh‘1
@,y — — W’éhs.

Setzt man diese GroBen in das Belastungsglied (8) ein und beriick-
sichtigt das abnehmende Trigheitsmoment, dann erhdlt man das
Gleichungssystem der X, wie folgt:
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h2
E+pX + X, = W;2 (54w
h2
Xo + 24#@ X +aX, = D L Mgy

r— h? T
X1+ [24+ %@+ 9] X; + 2#Xpyy = W41 4 b x(3+w>
w,h2

Xe+[24+2@ +9))Xipg +2Xpyp= 1

Koo+ [2+%#C + )] Xpy1 + 2 Xy
Fiihrt man das angegebene Gesetz in den w, ein, erhdlt man als

(44)

=0

Differenzengleichung der X, :
h2
C+PXp+ X =15k G +y)
h2
X+[2+#C+ )X, +xX,= ﬁ{kl[3 + %23+ )] +
h?
+ 3k2}———k [8+ % (3 + )]

h2
Koot +[2 4 %@+ )] Ko+ #Xoss = 5 [B+ 2B +9)] +
2

h
+ 3k — v g (44a)

K, [3 + %3 4 )]

h? .
Xt 2+ @+ )X + 2 XKy = 5B +%B +9)] +
h2
+3k2} 12 ["‘*"‘(""*“/’)]
h? h2
X + [2 + % (2 +7P)]Xr+1 + % Xrpo =Z(k1+kg)~(r+1)--4—k2

Xp—o+ [2 + % (2 +'!/))]Xn-—1 +xXp=0
Bis inklusive der r-ten Gleichung resultiert daher ein Gleichungssystem
von der Form
v—1+ [2 +%(2 +W)]Xv + xXppy=a—by
mit den vorliufig unbekannten Randwerten X, und X,.;;
8= ol [8 4 (8 + )] + 3Ky)

b =15k [3+ %3+ )
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Eine partikuldre Losung dieser Differenzengleichung lautet:

E‘V =5..-—T)"V,
wobei
a — b
5.'-—:——-—-——— Ilnd b::———————————
8 +%(3 4+ 3+%23+ )

und folglich die allgemeine Lsung
X, =8—bv+4 (—1?Cyr,” 4+ (—1)» Cyr,”.

Die beiden Integrationskonstanten C, und C, ergeben sich bei Ein-
fibrung der Randwerte mit

Xep1—[A—Db(r + 1)] — (X, — &) (— DrHirsH
(— 1)r+1 (r1r+1 .__rar+1)

Cl=+

Xrp1 —[B—b @ + 1] — X, —8) (— ) ir+

Co= — (— 1)L (pyrtl — p,rH)

schlieBlich bekommt man die allgemeine Losung mit

— r.Y rJ+tl —p? prr+l
— g — —_—(— 1) __g)y-1 "2 N 2 71
Xy=a—byr—(— 1" (X, —2) T

+ (- 1)v—(r+ 1) {XH—I . [a_‘“b -+ 1)]} - r,Y —r,” 45)

r+1 ___ pr+l
1t Ty

Diese Losung gilt innerhalb der Grenzen O <T»<(r + 1).

Von der (r + 2)-ten Gleichung an ist das System homogen; die
Losung dieses Teiles ist nach Gleichung (42b) zu bestimmen, X, =0
und X;;; sind die Randwerte. Zur Bestimmung des unbekannten Rand-
wertes X, dient die (r 4+ 1)-te Gleichung des linearen Systems (44 a);
darin driickt man mit Hilfe obiger Lésungen X; und X;,, durch X,
und X,,; aus; der Beitrag von X, wird in den meisten Féllen ver-
nachléissigt werden konnen. Man erhilt damit eine Gleichung, in der
nur X;;; als Unbekannte vorkommt.

6. Einzellast W =1 an der obersten Rahmenecke.

Dieser Belastungsfall ist fiir den mehrteiligen Rahmenbock be-
handelt worden und es muB sich die Differenzengleichung der D,
aus den dort ermittelten Beziehungen herleiten lassen, wenn man wie
friher seca=1, p =0, 6 =1 setzt. Die GroBen D, wurden beim
mehrteiligen Rahmenbock in zwei Teilen berechnet, die D,’, her-
riihrend aus den wagrechten Reaktionen der einzelnen Fache auf-
einander, die D,”, die sich aus den lotrechten Zusatzreaktionen
ergaben.
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Die Differenzengleichung der D,’ lautet nach (24)
—1+6y)D,/ + DS'=Wh(1+3y)
Dy — [1+x#(L+69)]D + %Dy’ =Wh[—1+ %(1 -+ 3y)]

(46)
Dy — [1 4+ % (1 +69)]Dy + %Dy = Wh[—1 + (1 + 3y)]

Dy p—[1+42%(1 +69)|Dyy+ %Dy = Wh[—1+x(1+ 3y)]
und ihre Losung dhnlich wie (25)

D, = a— (D,'— &) r'rpt — V" —35 ry —ry”
v 0 rln — rgn rln - I‘2n

Die Belastungsglieder der Differenzengleichung der D,” werden
alle gleich Null, so daB alle D,” =0 werden, d.h. die D, sind
identisch mit den D, selbst.

1 . .
Der Horizontalschub ist in allen Fachen gleich > W, damit ergibt
sich das Stéinderkopfmoment

= 1
Xa» =ﬂﬁ§,,+Xa,,—Y,,=7(W-h+Dv)

7. Belastung mit einer wagrechten, lings des Stinders
gleichmiBig verteilten Last.
Wind von links.

Im (n—1)-ten Fache ist

2
E))?Xn—l =Why— ng
x wh? l—x
enl =Ty Ty

Auf das (n—2)te Fach wirken auBler der gleichmiBig verteilten
suBeren Belastung die Aktionskrifte des (n—1)ten Faches; Momente
erzeugt nur der Horizontalschub H = wh, an der oberen Ecke des
(n—2)ten Faches angreifend, wihrend die lotrechten Stiitzenkrifte
nur Lingsspannungen in den darunter liegenden Fachen erzeugen. Im
y-ten statisch bestimmten Grundsysteme erzeugen daher Momente die
darauf entfallende duBere Belastung und die Einzellast Wh:(n—v — 1),
die an der oberen Ecke des betrachteten Faches angreift.

Im statisch bestimmten Grundsysteme entsteht daher ein Momenten-
bild nach Abb. 14.

Fir den »-ten Stidnder ist also
wy?

™|, =whn—»—1)y+why— 5
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und fiir den nullten Stinder

M, =whn—1)y + why — Wzy‘ .
Abb. 14.
Daher ist
w h? w h? wh? h
Dy = 5 hn—v—1) + 5 h — 53 =
w h?
=—5 Ba—r—1+2
« _ wh3 2h wh? 2 wh® 3
Doy = 5 3 n—v—1)+ 5 Sh— o Th=
hl»
= [8m—v—1)+ 5]

Fir den v-ten Riegel ergibt sich
1—x wh? 1—x
2

I3, = W he c@—y—1) 4 ——
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hzl = :21 [2@—y—1)41].

Damit berechnet sich das Belastungsglied der »-ten Gleichung des
Systems der S, wie folgt:

2
D,y = wh l(n—"’_l)‘f‘

Al T e,
Al 3“?“211’ 4 —[2@—» —1)+ 1] —
31 h?
?E++2’/’)A1xwv;4 [8(m—»—1) + 5] +
wh? 2y  wh?
v —_—— — v—1 -
+ ALy 5 [Bn—»-—1)+ 2] —A lx 5t2y 1 2@—»+1]+
3y wh?
v—1 —
+ Al 5roy 94 [8(n—») + 5] =
3 v—1 th _.__—w .
Alx 5 3+3p [8 42 (3 4+ ¥)]
und die Differenzengleichung der S, lautet
h2
@+9)8 +8 = —"-6+yp)
h?
Sot (24 %@+ ]S + xS =— B +xG+y)] @1
h?
Sumz+ 2+ 2@+ )] St + 280 = — - [8 4+ %3 +y)]

212

Weiter ergibt sich 3%, = 1;1 Pa—r—1)+1]
212

2oy = XV—%I— [2@m—»—1)+1]
212

U, = W;lzl [2(—p—1)+ 1]

Damit 188t sich nach (19) das Belastungsglied des Gleichungssystems
der D, rechnen und man erhilt schlieBlich die Differenzengleichung
der D, wie folgt:

— (14 69)Dy+ Dy = T [ — (2 + 6y) + (1 + 4p)
D, —[1 +x(1+61p)]D1+xD2 =
h?
=T 2@ —2+ 8]+ 2 [0 — 2@ + 6) + (1 + 4]}

(48)
Dy +[1+#(1 4 69)]Dy + %Dy py =

h2
= T R —r—D + 3]+ —r—1) @+ 6y) + (1 + 4y)]}

wh?

Dn—2+u+“(1+6QP)] n—1+%Dn—- B [

3+ %1+ 4y)|
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Die Losung einer Differenzengleichung, die der der S, entspricht,
ist bereits angegeben worden. Das Belastungsglied der Differenzen-
gleichung der D, muB auf die Form a—b» gebracht werden; dann
wird
wh?
a=T{(n—1)[2x(l+3'q))——2]+(4y)-—2)

wh2

- [—2+xC2+y)

Die Losung der Differenzengleichung D,_; —kD, 4 %D, = a—bvy
lautet dann:

b=

_ — T —T,”

v
D,=a—by— (D, —4a)" R i
r,®—r,"
wenn
- a = b
=% wx T by
Doch wird stets nach der gekiirzten Losung

D, =4—by+4 (D,—a)r,” —(@a—bn) - . (49a)
2
zu rechnen sein. Nun sind noch die GroBen Y, zu bestimmen. Es war
1 |y Ay 1 1
Y,, = ‘Bv h—vzzzv +T@cy+ ?ap Sv—?lv Sy+1]-
Setzt man die berechneten Belastungsgrofen ein, bekommt man
3 w h2 w h?
o= —— | —— —y— 4+ —_y —
Y, 3_}_21/}[24 w[8(n —v—1)+5]+ 1 2@—y—1)+ 1]+
1 1
+ '2‘Sv 1 +1P)—?Su+1 =
3 w h?

= 3@tap l1z @@=

-4(3+2w>+<5zp+6)]+sv(1+w>—s,+1} .. (60)

Mit Hilfe der Y, lassen sich die Stinderkopfmomente leicht bestimmen ;
es ist

i:,1,1’ = ﬂn;v -+ Xav —Y,

va == va - Yv
wobei

2
sD?g,,:Wh2(11—11—1)+v—‘,§—

Beispiel.

Fiir einen Stockwerkrahmen wire ermittelt worden: ¢ = 3, » = 1,2; damit
ergibt sich die charakteristische Gleichung
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14+8r+121r2=0
daraus

r,=(—1)-0,127 und r,=(—1)-6,639; n=>5

» 1 2 3 4 b)

»log|r,| |0,10380 —1| 0,20760 — 2| 0,31140 — 3 | 0,41520 — 4 | 0,51900 — 5
vlog|r,| | 081551 1,63102 2,44653 3,26204 407755

Aus dem gegenseitigen GroBenverhiiltnis von r, und r, sieht man sofort,
daB man immer mit der gekiirzten Lisung zu rechnen haben wird.

Zuntichst soll gezeigt werden, wie sich ein Moment X, = -+ 1 im Stock-
werkrahmen fortpflanzt, wieweit also bei iiblicher Genauigkeit in der Rech-
nung sein EinfluBl beriicksichtigt werden muB8.

Fiir den angenommenen fiinffachigen Rahmen lautet nun die zugehorige
Differenzengleichung:

Xo"r‘SXx + 172X2=0
X, +8X,+12X;=0
X, +8X;+1,2X,=0
X+ 8X, +1,2X;=0.

An die Stelle der nullten Gleichung tritt der gegebene Randwert X, = + :;

da X; =0 ist, ergibt sich X»

Xy — — (= 1 DT =TT

P

und in der gekiirzten Form kann angeschrieben werden

Xy = 4+ (— 1)?1,¥ = cos (v @) 1,7,
d. h. man kann die X» als Amplituden einer gedimpften Schwingung auffassen,
mit dem Dimpfungsverhiiltnis r, und der Wellenliinge 1, daB r; gegeniiber r,
80 klein wird, wodurch die Formeln so einfach werden, liegt natiirlich nicht in
der Annahme des speziellen Beispieles; die Verhiltnisse miissen immer so liegen,
solange v wesentlich grtBer als 1 ist und mit dem Anwachsen von 3 immer
giinstiger werden; mathematisch sind sie begriindet durch das Uberwiegen des
mittleren Koeffizienten in der Differenzengleichung der X,.

Danach ist

Xy = -+ 1,000 tm 100 % von X,
X, =-—r = —0,127 tm 12,7 % von X,
Xy = +1,2= + 0,016 tm 1,6 % von X,
X3 =—r3= —0,0025 tm 0,25 %6 von X,
X, = + rit = + 0,00026 tm 0,026%0 von X,.

X, nimmt natiirlich keine Sonderstellung ein; eine ebenso rasche Konvergenz
wird sich auch durch ein beliebiges Moment Xy =1 nach beiden Richtungen
ergeben; man sieht aus diesem Beispiele, dal es bei iiblicher Genauigkeit immer
geniigen wird, den EinfluB eines Momentes oder eines Belastungsgliedes der
Differenzengleichung nach beiden Richtungen iiber hochstens zwei Fache zu
verfolgen.

Zu 1. Ein fiunffachiger Stockwerkrahmen sei gegeben durch 1=06 m,
h=45m, Jc—° = 4; damit wird ¢ = 8; die Versinderlichkeit des Trigheitsmomentes
ao

sei so angenommen, daB sich » = 1,2 ergibt. g, = 1,5 ton/m und ¢ ergibt sich mit

o= ]/E*-- = 0,95.
8o
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Damit berechnet sich das Belastungsglied mit
By, = —112-g¢~, 12(2 + &2 %) &2 =1 18,874 £2¢—1)

und die Differenzengleichung der X, lautet:

5X,+ X, = 4500

X, +8X, + 1,2X, = 13,874
X, +8X, + 1,2 X; = 13,874 - 0,9025
X, + 8X; + 1,2 X, = 13,874 - 0,8145
X; +8X, = 13,874 - 0,7350
a _ 13,874
e? Lk, +ex 10,191
X, = 1,361 — (X, — 1,508) 0,127 — 0,903 - 0,0006 = 4,5 — 5 X,
2,947
%=+
X, = 1,361 + 0,903 - 0,127 = 1,475 tm

=

= 1,361

= + 0,605 tm

Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengestellt :

v Xv Yv Xv Mz v

0 0,605 1,815 — 1,210 — 2,685
1 1,475 2,914 — 1,440 — 2,657
2 1,217 2,481 — 1,264 — 2,353
3 1,089 2,175 — 1,086 — 2,224
4 1,138 2,512 — 1374 —1,374

Was die Rechenproben anbelangt, gilt dariiber dasselbe, was im II. Abschnitte
gesagt wurde.

Zu 3. Alle Fache sind mit p = 3 ton/m links halbbelastet; fiir den gegebenen
Stockwerkrahmen lautet dann die Differenzengleichung der S»
58,+ S, = 90
So+88; +1,28, =288

S; + 88, = 28,8,
Ihre Liosung bietet nichts Bemerkenswertes.
Die Differenzengleichung der Dy berechnet sich mit
—190D,+ D,;=337
D,—238D, + 1,2 D, = 0,675

D,—23,8D, = 0,675
die zugehorige charakteristische Gleichung ist
1—238r+4+12r2=0
ihre Wurzeln sind r, = 0,042, r, = 19,792

Fritsche, Differenzengleichungen. 5
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Weiter bekommt man

T 1 g 1—2 .
b= ~§§p1 —6’7'1” = — 0,031
und damit
D, = — 0,031 + (D, + 0,031) - 0,042 = 3,375 + 19D,
daraus ist
3,412
D= ——1—8,—95—0-——(),180 tm

D, =—0,031 — 0,159 - 0,042 = 0,038 tm.

Schon aus den Belastungsgliedern der Differenzengleichung der D, ist zu
erkennen, daB der Momentenverlauf in den Stéindern nur wenig von der Sym-
metrie abweichen wird, da die Dy sehr klein werden miissen. Die Asymmetrie
der Momente macht sich nur in den Riegeln so geltend, daB sich das Maximum
des positiven Feldmomentes gegen die belastete -Stiitze zu schiebt.

Die Ergebnisse der Berechnung des Momentenverlaufes sind in der folgenden
Tabelle zusammengestellt:

v Sv Du Xav va Yv Xav va

0 1,194 —0,180 | 0,507 0,687 3,291 — 2,784 | — 2,604
1 3,030 | — 0,038 1,496 1,534 4,552 | —3,006 | — 3,018
2 2,806 -—0,031 1,388 1,419 4,411 — 3,023 | — 2,992
3 2,760 | — 0,031 1,365 1,396 4,298 | —2,933 | —2,902
4 3,254 | — 0,030 1,612 | 1,642 |- 5,169 | —3;557 | — 3,527

Die Stindermomente infolge Halbbelastung links mit p/m sollen noch den
Stinde*momenten infolge totaler Belastung mit } p ton/m gegeniibergestellt
werden:

v "Xav va Xu Xav va Xv

0 0,507 0,687 0,597 —2,784 | —2,604 — 1,194
1 1,496 1,534 1,515 —3,056 | — 3,018 — 1,537
2 1,388 1,419 1,403 —3,023 .| —2992 — 1,508
3 1,365 1,396 1,380 1 —2933 | —2902 — 1,418
4 1,612 1,642 1,627 ’ — 3,557 | — 3,527 — 2,042

Die beiden verglichenen Belastungszustinde entsprechen einer gleichen auf-
gebrachten Lastensumme. Man sieht aus dieser Gegeniiberstellung, daB die
StinderfuBmomente ungefihr dieselbe GroBenlage behalten, daB jedoch die
Stinderkopfmomente fiir linksseitige Lastenhinfung um mehr als das Doppelte
groBer werden.

Zu 7. Der gegebene Stockwerkrahmen ist mit wton/m belastet; w sei so
w h?

o = 1 wird.

gegeben, daf
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Dann lautet die Differenzengleichung der Sy :
58+ S;=— 50
So + 88; + 1,28, = — 10,2

S, + 88, =—10,2
Um die Differenzengleichung der D, anschreiben zu kénnen, muB man
zunéichst die GroBen a und b ausrechnen.

Es ist
a=61[4(1,2-20—2)+ 10] =588
b=6(—2+ 1,2-20) =132
Abb. 15.

Damit lautet die Differenzengleichung der D
— 190D, + D,=>558
D,—238D,; + 1,2D, = 456
D, —238D,+ 12D, =324
D,—238D;+ 1,2D, =192
D,—238D, =60
5*
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Weiter ist
. a 58
S R C
= b 132
= ya o - MM

und man bekommt nun die D, durch Einsetzen der besonderen Zahlenwerte in
die Losung (49). Die Ergebnisse der Rechnung sind in der folgenden Tabelle
und dem Momentenbild in Abbildung 15 zusammengestellt:

4 Sv Dv Xa v Xb v Yv Xav Xb (4

0 — 1,000 | — 30,487 | — 15,744 | 14,744 | 27,000 | 11,256 | — 12,256 | tm
1 — 1,000 | — 21,253 | — 11,127 | 10,127 | 21,001 | 9,872 | — 10,874 | tm
2 — 1,004 | — 15,000 | — 8,002 | 6,998 | 14,994 | 7,004 | — 7,006| tm
3 —0,977 | — 8,889 | — 5433| 4,456 | 9,041 | 3,626 | — 4,585 tm
4 — 1,163 | — 2,935|— 2,044 | 0,891 2,731 | 1.225 | — 1,840| tm

Vierter Abschnitt.

Der Stockwerkrahmen mit konstanten Grundmafen.

Zum Zwecke einer Vorbemessung wird es in vielen Fillen aus-
reichend sein, einen gegebenen Stockwerkrahmen unter der Voraus-
setzung zu berechnen, daBl die GrundmaBe A und ¢ fiir alle Fache
konstant angenommen werden. Dieses Berechnungsverfahren be-
schrankt sich nicht auf Tragwerke von unveriinderlicher Fachhdohe,
sondern erstreckt sich auch auf solche Stockwerkrahmen, bei denen

die Fachhthe verschieden ist; nur das Verhiltnis jh— =y muB kon-
a

stant sein ; wenn also die gréBere Hohe eines Faches einhergeht mit einer
schwereren Ausbildung des Querschnittes des betreffenden Stédnders,

h
wird I trotzdem ungefihr konstant bleiben, und man wird die ge-
a

troffene Voraussetzung auch in solchen Fillen als zuldssig bezeichnen
konnen. Im allgemeinen ist es sowohl bei durchlaufenden als auch
bei Rahmentréigern iiberhaupt nicht richtig, von gleicher Stiitzweite
oder gleicher Fachhthe schlechthin zu sprechen, nachdem auch das
Tragheitsmoment einen bedeutenden EinfluBl auf die Grofe der Momente
und Querkréifte hat. Betrachtet man zwei durchlaufende Triger mit
beliebiger Felderanzahl, so werden sie unter derselben #uBeren Be-
lastung dann von gleichen Momenten beansprucht sein, wenn je zwei
entsprechende Felder nicht gleiche Feldweite, sondern gleiches Steifig-
keitsverhéltnis haben; man sollte daher nicht sprechen von durch-



Der Stockwerkrahmen mit konstanten GrundmafBen. 69

laufenden Trégern gleicher Stiitzweite, sondern von solchen gleichen

Steifigkeitsverhiltnisses l

J
Ist 21 und y konstant, dann wird p = T=1 7. und ¥ = 1. Um fiir
die einzelnen Belastungsfille die nun geltenden Differenzengleichungen
zu bekommen, wird man nur die Vereinfachung zu treffen haben, dal man
» =1 setzt. Dadurch entstehen in den Koeffizienten der Unbekannten
symmetrisch gebaute, sogenannte Clapeyronsche Gleichungen, die in
ibrer einfachsten Form vom durchlaufenden Tréger gleichen Steifig-
keitsverhaltnisses her bekannt sind. Ein System Clapeyronscher
Gleichungen kann immer als Differenzengleichung mit konstanten
Koeffizienten aufgefalt und ihre Losung mit Hilfe hyperbolischer
Funktionen auf eine einfachste Form gebracht werden.
Fiir die homogene Differenzengleichung
Xp1 + kX, + X1, =0
wurde die Losung in der Form
Xy =(—1"Cyry” + (—1)" Cyry”
bereits angeschrieben, worin r; und r, die absoluten Werte der Wurzeln
der sogenannten ,charakteristische Gleichung*
1+kr+r2=0

sind. Setzt man k=e? + e ¥ =200,
dann ist rp=—e¥ und r,=-—e" %
und X, =(—17»C,e? 4 (—1)? C,e~%

oder da lineare Kombinationen der partikuliren Losungen (— 1)” e¥”

und (— 1)” e~%” Losungen der Differenzengleichungen bleiben, ist auch
X, =(—17C,Cofrp+ (—1)»C,Sinve

eine Losung. Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differenzen-

gleichung ergibt sich, wenn man zur Losung der homogenen ein

partikuldres Integral der inhomogenen addiert.

1. Eigengewicht.

Ist g, in allen Fachen konstant und gleich g, hat man in Gleichung (36)
e=1 und » =1 zu setzen und erhalt als Gleichungssystem der X, in-
folge Eigengewichts

1
2 +1/’)X0+X1=T§g12

1
Ko+ U+ X +X= gl 5y

1
Xp—o+@+yp)X —1+Xn=zg12
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Dieses Gleichungssystem ist eine Differenzengleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten, wenn man zunéichst die nullte Gleichung
streicht und dafiir X, und X, als Randwerte einfiihrt. Fiir ein parti-
kuldres Integral der Differenzengleichung
Xy, 1+ kX, + Xv+1 =a

hat man den Ansatz zu machen:

év =a
und erhilt durch Koeffizientenvergleichung

a
6 +y
und damit die allgemeine Losung
X, =24+ (—1CCojvg 4+ (—1)*C,Sinve

mit den Randwerten X, und X,, die durch die Stiitzenbedingungen
des Tragwerks bestimmt sind. Damit ergibt sich

ﬁ,:

Ci=X,—4a
. — a4+ (Xe—a)(—1)nGofng
2 (— 12 Sinng
und schlieBlich als endgiiltige Form der allgemeinen Losung
- _Ginmh—»e _Ginve
X, = (—1) —a) = —(— 1)y a =
At (=1 Xo—2) Sinng =1 Yomng 62)
Nun handelt es sich noch darum, X, zu berechnen:
_ L Ginmh—1)g _ Ging
X, =a— —f) - (=Dl —— . . (52
1=a—X—8)—F ne (—1a Sinng (52a)

. Eine zweite Gleichung zwischen X, und X, liefert die gestrichene
Gleichung des Systems (51); daraus ist

1
X1=Eg12—(2 + ) X,

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fir X; erhilt man eine
Beziehung, in der nur X, vorkommt; daraus ist

1 gl? [ Singp = Gin (n—l)qo]
—ol2—_=2° — 1)
X — 128 46+ ) L+ (=1 Smne Sinn g (53)
’ . Sin(n— 1) ¢
CHY " "Giung

Sind die StinderfuBmomente X, bekannt, so lassen sich mit Hilfe
der Formel (6a) die Y, berechnen. Fiihrt man die konstanten Grund-
mafe ein, dann wird

3 Dy
_g_+_.2_w -1—+ 1 -{—w)X,,—Xa,H] N G ZY)
Das Moment an. einer beliebigen Stelle des »-ten Sténders ist Mj, =
=X, —H,y; die Stinderkopfmomente ergeben sich daraus, wenn

v
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man y = h setzt. Bezeichnet man dieselben wieder mit X,, bekommt
man X, = X, —Y,.

2. Maximale StinderfuSmomente.

Um zu erkennen, welche Fache mit Nutzlast zu belasten sind,
um irgendein StinderfuBmoment zu einem Maximum oder Minimum
zu machen, muB man den Vorzeichenverlauf der X, fiir die Belastung
jedes einzelnen Faches allein beobachten.

a) Nur der nullte Riegel sei mit Nutzlast p ton/m belastet; dann
lautet die zugehdrige Differenzengleichung

1
@+ )Xo+ X, = 15pl°

1
o+ (4 + 9) X, + X,= - pl?
X, 4+ @4+ )X, + X, =0.

Nimmt man X, als vorlaufig bekannt an, dann ist
Sinn—r»e
Sinm — 1)

X, und X, konnen aus den ersten zwei Gleichungen mit Hilfe der
Losung X, fiir » = 2 bestimmt werden. Fiir n = 5 sind die ermittelten

Vorzeichen der X, in der spiter folgenden Vorzeichentabelle zusammen-
gestellt.

b) Nur der erste Riegel ist mit p ton/m belastet; dann verschieben

X, = — (— 1) X, fir »>1.

sich die beiden Belastungsglieder 1—12p12 und %pl2 im Gleichungs-

system der X, um eine Zeile nach unten und die Losung des homo-

genen Teiles des Systems lautet bei vorldufiger Annahme von X,

als bekannt

,Sinm—9» g
Gin(n—2) ¢

Wird die Rechnung weitergefiihrt, ergeben sich fiir die einzelnen

Reihen von X, folgende Vorzeichen:

X, = (—1) X, fiir »>2.

0. Riegel | 1. Riegel | 2. Riegel | 3. Riegel | 4. Riegel
belastet | belastet | belastet | belastet | belastet

2

0 + | =+ = | +
1 + + | = | + | -
2 - |+ |+ | = |+
3 + =+ o+ | -
e B A +
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Aus dieser Tabelle erkennt man ohne weiteres, daB man, um
zum Beispiel X, zu einem Maximum zu machen, alle jene Riegel
zu belasten hat, die einen positiven Beitrag zu X, geben: also den
nullten und von da ab jeden zweiten; fiir X, gibt daher abwechselnde
Belastung in den einzelnen Fachen die extremen Werte.

@0=@2=®4=....=%p12, D, = Dy=Dy— ... =0
dann ist

1
CH+yp) X, +X; = Eplz

1
X0+ (4+1,U)X1+X2=.E_p12
X, + @)X+ X = Tliplz (55)

1
Xy + 4+ 9) X+ X, = pl?

Um zu einfacher gebauten Belastungsgliedern zu gelangen, soll
von den rechten Seiten der obigen Differenzengleichung ein unver-

1
énderlicher Belastungswert von der Griil?)eigpl2 abgespalten werden;

er entspricht einem Belastungsfalle, in welchem alle Fache mit %

belastet erscheinen; die zugehorige Differenzengleichung lautet:

1
(2+W)Xo +X1 ;—_%pp

1
Xo+ U@+ X, + X, =EP12

1
Xn—Z + 44 1/)) Xpot + Xy = Eplz'
Die Lgsung fiir dieses Gleichungssystem ist bekannt. Um den Be-
lastungszustand ,alle Fache mit % belastet* in den urspriinglichen

ynur alle geraden Fache mit p belastet* zurtickzufithren, muB3 man
zum ersten Belastungszustand einen dritten iiberlagern, in welchem
2 . 1
jedes gerade Fach mit —{-?p, jedes ungerade Fach mit — 5P
belastet erscheint. Dieser Belastungszustand soll als Belastungs-
zustand III bezeichnet werden. Fiir diesen dritten Belastungszustand
kann die zugehorige Differenzengleichung folgendermaflen ange-

schrieben werden:
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1

@ +9) X+ X, = 75 PI®

1
Xo+ (4+1,U)X1+X2 zi‘éplz
Xi+Ud+9py)X,+X;=0

1
X, + (4+1P)X3+X4=EP12

e O.
Abgesehen von der ersten Gleichung des Systems, die bei der
Auflssung sonst gestrichen werden mufl, wechselt die Belastungs-
1
grofe ﬁpl2 regelmiBig mit Null; um eine Losung fir diese Diffe-

renzengleichung ermitteln zu konnen, braucht man zunichst einen
analytischen Ausdruck fiir das Gesetz in den Belastungsgliedern.
Dafiir kann man anschreiben

11
B, —2s LT D"
2
fir =1,38,5, ...... wird B, =2a
fir =0, 2, 4, wird B, =0,

so daB das »-te Glied obiger Differenzengleichung nun lautet:
Xoo1 + @+ ) Xy +Xpp1 = a[l + (_‘1)1’_1]
fiir eine partikuldre Losung derselben hat man den Ansatz zu machen
& =a+b(—1y1
und durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich
a : S _ a
6+ 24y
so daB sich die allgemeine Losung folgendermaBen darstellt:
X, =a+4 (—1P1b + (— 1 C, Cof » ¢ 4 (—1)* C, Sin» ¢.
Die Integrationskonstanten C, und C, bestimmen sich aus den
Stiitzenbedingungen mit Hilfe der Randwerte X, und X,. Es ist

8=

. 4a
L=t G T
C =___._(__1)n §+(—1)“*1B+~———4?—'(—1)“@0fn¢ —
2 ©mne 2 +w) (6 +w)
Coing
X0 Giwng

Nach Einsetzen der Konstanten erh#lt man schlieBlich als endgiiltige
Form der Losung X,
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. el 1w 4a ]@in(n—v)tp__
X, =+ Db+ (= 0 Ko+ G| emng

a et Giny g
[CETICERT) (2 + )+ (—1"1(6 +tp)]@mn¢
ein Ausdruck, mit dem sich trotz seiner L#nge leicht rechnen 1a8t,
wie spéter an einem Beispiele gezeigt werden soll.

Will man ein beliebiges StéinderfuBmoment zu einem Maximum
machen, so hat man allgemein den (» — 1)-ten und den »-ten Riegel
zu belasten und von da ab nach oben und unten jedes zweite Fach;
man braucht nur in die Vorzeichentabelle fiir einen bestimmten Wert
von v in horizontaler Richtung einzugehen und alle jene Riegel zu
belasten, die man mit einem positiven Vorzeichen antrifft.

Es soll z. B. X, zu einem Maximum gemacht werden; dann sind
der erste, zweite, vierte und alle noch folgenden mit geraden Index
bezeichneten Riegel mit p zu belasten, der nullte, der dritte und alle
anderen ungeraden Riegel sind unbelastet zu lassen. Dann lautet
die zugehorige Differenzengleichung:

@+ )X, + X, =0
_ 1
XH—(‘i—l—z,z))Xl-H&z=1—2p12

— (=¥ (56)

1
XK+@+pX, + X3=—4‘P12

1
Xz+(4+w)Xs+X4=?P12

Die Belastungsglieder folgen zunichst keinem bestimmten Gesetze ;
doch kann man dieselben so aufspalten, daB sich Teilsysteme er-
geben, die eine rasche Losung durch Integration ermdoglichen. Der
besseren Ubersicht halber sei dasselbe in Form einer Tabelle durch-
gefiihrt:

v Be:i?:gr;gs- 1. System Rest 2. System 3. System
0 0 0] 0 0 0

1 Tlépl2 %pl2 0 Tlépl2 ——11—2p12
2 Ti—pl2 1—12p12 %pl2 0 %pl"‘




Minimale Stinderkopfmomente. 75

v Be;?::g:fs' 1. System Rest 2. System 3. System
1 1 1 1
1 ., ) 2 —pl® 0

3 5Pl 15P! 2Pt 2P

4 —1}§p12 11—21) 12 0 0 0
1 2 1 2 1 2 1

5 g P! 130! iz P! 2P

Das erste System ist, wenn man von der ersten Gleichung ab-
sieht, ein solches mit konstanten Belastungsgliedern, dessen Losung
die Form hat:

Gin(n —») @ Sinv e

X, = 1P (Xy— )BTV g qyp-n 2P

=&+ (=1 &—a) Smn e a=h Sinng
Das zweite System hat Belastungsglieder, deren gesetzmiBiger Ver-
anderlichkeit der analytische Ausdruck B,=a(1 4 (—1)*), wenn alle
ungeraden B, gleich Null sind und B,=a(l 4+ (— 1)*~1), wenn alle
geraden B, gleich Null sind, entspricht. Die Integration lieferte fiir

den zweiten Fall ,gerade B, geben Null“ den Ausdruck

- 4a Sinm—»)gp
Xy=a+b(—1r1 4 (=17 |X S o
A+ b(=1 A+ (=1 | X+ (2+w)(6+w)] Sumneg

. a . Sinvep
T e TV FETE g,

Das dritte System ist ebenfalls bekannt und leicht 16sbar dadurch,
daB es bis auf zwei Gleichungen homogen ist, die die Bestimmung
der Randwerte des homogenen Teiles ermdglichen. Sind die X, be-
kannt, bereitet die Berechnung des Momentenverlaufes keine Schwierig-
keiten mehr.

Um ein beliebiges StinderfuBmoment zu einem Minimum zu
machen, sind diejenigen Riegel zu belasten, die man bei horizontalem
Eingehen in die Vorzeichentabelle mit einem negativen Vorzeichen
antrifft. Es wird immer ein solcher Belastungsfall fiir min X, maB-
gebend sein, der fiir dasselbe » den Belastungszustand max X, zu
totaler Belastung erginzt.

3. Minimale Stinderkopfmomente.

Das Stinderkopfmoment ergibt sich mit X, = X, —Y,, wobei

3 D,
3 + 21’0 - l—+(1 + "/)) Xv—Xu-—l ?

Y, =
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setzt man ein, so erhilt man

X =—_Y¥ 3 x _ 3 Do

% 3+21,)X‘”+3+2w T 2y 1
Um X, zu einem Minimum zu machen, kommen zwei Moglichkeiten
in Betracht: entweder man belastet das Tragwerk nach max X, oder
nach min X,,;; von diesen beiden Belastungszustinden wird der-
jenige der maBgebende sein, der @, enthilt.

Fir max X, ist zu belasten der (v—1)-te und der v-te Riegel,
” min Xl’+1 ” ” ” ” (V‘_l)'te ” ” (1’+2)'te ”
Der Belastungszustand fiir min X,,; enth#lt @, nicht, daher kommt
er nicht in Frage und man kann sagen, daB der Belastungszustand,
der X, zu einem Maximum macht, X, zu einem Minimum macht und

umgekehrt.

4. Unsymmetrische Belastung aller Riegel.

Alle Fache seien mit p ton/m links halbelastet; man bekommt
die Differenzengleichungen der S, und D,, wenn man in den unter
3. des III. Abschnittes abgeleiteten Gleichungen » =1 setzt. Daher
lautet die Differenzengleichung der S,

1
(2+1/))So +S1 =T§p12

1
So+(4+W)S1+82:ZP12 (57

1
Sn~2 + 4+ "/}) Sn—1 + Sy = Zplz

ihre Losung ist bekannt. Fiir die Differenzengleichung der D, be-
kommt man

1
— (14 69)Do+ D, = 5pl®

58
Dy—2(1+ 3y)D; + Dy =0 (58)

Dieselbe ist, abgesehen von der nullten Gleichung homogen, mit den
Randwerten D, und D, = 0; ihre Losung kann man folgendermaBen
anschreiben

D, = C,Cofrp + C, Sinye.

Da die charakteristische Gleichung 1 — (2 4 6y)r 4 r2=0 wegen
des negativen Vorzeichens des mittleren Gliedes nur zwei positive
Wurzeln hat, entfillt in der Losung fiir D, der Wechsel des Vor-
zeichens. Bei Einfithrung der gegebenen Randwerte ist
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C, =D,
Cy= — _(‘%M D,
Omn @
und man bekommt schlieBlich die endgiiltige Form der Losung D,
D, = Do.w (59)

Sinneg
In der charakteristischen Gleichung tiberwiegt gewshnlich der mittlere
Koeffizient bedeutend iiber die #uBeren; fiir Dy = -} 1 werden daher

. 1
die D, sehr rasch gegen Null konvergieren, weil Sinng = 7e’19"

einen sehr groBen-Wert erreicht. Die D, konnen folglich bei fiblicher
Genauigkeit vom zweiten Fache gleich Null gesetzt werden; dies hat
zur Folge, dal der Momentenverlauf in den Stindern trotz halbseitiger
Belastung bald wieder symmetrisch wird.

5. Belastung mit einer Einzellast im r-ten Fache.

Die Last P greift im Abstande x von der linken Stiitze an. Dann
lautet die Differenzengleichung der S, und die der D, dhnlich wie
die im III. Abschnitte unter 4. abgeleiteten Gleichungen, wenn man
» = 1 setzt. Was die Losung anbetrifft, gelten dieselben Uberlegungen,
die dort angegeben wurden; nur hat man S, oder D, fiir v > (r 4 1)
nach der Beziehung

Sinm—»)

— (—1)—@+1) .
Sy = (—1r7® Smn—(+1)¢] Sert
zu bestimmen und fiir 0 <»<r ergibt sich
. Lo Sinr—ne werq BiMve
8y =(—1) Sow-l—(— 18, Smro’

6. Wagrechte symmetrische Belastung.
(Erddruck von beiden Seiten.)

Unter denselben Voraussetzungen, die im III. Abschnitte gemacht
wurden, kann die Differenzengleichung fiir diesen Belastungsfall als
bekannt gelten und es eriibrigt sich hier, die Losung derselben fiir
einen konstanten Verlauf der Grundmafle -anzugeben. Die Differenzen-
gleichung ist nach folgendem Schema gebaut:

X‘V——l +(4: +'§U)Xv+Xv+1 =a — by fir 0<v§r.
Fiir die allgemeine Lgsung kann man daher anschreiben
X, =a—by+ (—17C,Cojrep + (—1)*C,Siny ¢
wenn
a b= b

a=6+w 6+1/)
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Sind X, und X,,; die vorldufig unbekannten Randwerte, bestimmen
sich die Integrationskonstanten C, und C, mit

a
64y
Cf:XHJ—Q—UH4XA&KP+U¢+50—Dﬁ4gﬁ@+IMF{Q—B@+U]
(—1y+t1&in(r + 1)@
und die allgemeine Losung hat schlieBlich folgende Form
Ginr+1—» e
Ginr+lg

— (— 1P D [A—Db(r + 1)— Xy 4]

C, = Xo—

X, = a—bv+ Xy —8)(—1)¥

Giny g
Ginr+ e
Fiir v=(r+ 2) ist die Differenzengleichung der X, homogen, hat die
Randwerte X;;; und X; =0 und X, ist

Ginn—» @
= ‘Xr+1
Sin[n—( + 1)}

Die Berechnung der unbekannten Randwerte ist im III. Abschnitte
angegeben worden.

(60)

X, = (— 1)P—+1)

(60a)

7. Unsymmetrische wagrechte Belastung.
(Einzellast W an der obersten Ecke.)

Fiir diesen Belastungsfall sind alle S, gleich Null und die
Differenzengleichung der D, lautet nach (46)

— 1 +6y)Dy+D;=W-h(1 4+ 3y)
D,—21+3y)D; +D,=W-h-3yp

Dp2—2(1+3y)Dy1+Dp=W-h3y.

Das Belastungsglied des Gleichungssystems der D, ist konstant,
das heifit, die Momente X, , und X;, bewegen sich alle in derselben
GroBenlage; ein Ergebnis, das zun#chst tiberrascht. Man wiirde eher
erwarten, daf nach der Analogie beim Kragtriger eine wesentliche
Zunahme der Momente nach unten eintritt. Einen solchen Rahmen-
trager als Kragtriger im gewohnlichen Sinne aufzufassen, ist aber
nicht zuldssig; schon der Verlauf der IR zeigt dies. Das Moment
der aulleren Belastung Wvh, das auf den Kragtriger im Abstande
»h von oben wirkt, wird durch den dariiber befindlichen Rahmen in

h
ein Kraftepaar - WTV und —

aufgelost, das nur Lingskrifte

in den Stindern erzeugt. Fiir wagrechte Belastung ermdglicht da-
her ein Stockwerkrahmen eine sehr sparsame Bemessung des Quer-
schnittes.
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8. Belastung mit einer wagrechten lings des Stéinders
gleichmiiBig verteilten Last.

(Wind von links.)
~ Die Differenzengleichung der S, lautet fiir » = 1 nach (47)

h2
(2+w)SO+SI=—%'(3+w)

w h?

e
Bacs+ 4+ P)Sui + 8y = — T (6 +)

und die der D,

h2
— (1 + 6y) Dy + Dy = [(— 12+ 6y)+ (1 + 4y)]
h?2
Dy—2(1+ 8D, + D= [@—2) 6y + 4y — 2)]

2 (62)

h
Dyoy— 2L+ 39)Dy + Dy = [(m—v—1)- 6+ (dyp - 2)]

2

w h? .
Dn—2—2(1+3w)Dn—1—f—DnzT(‘iw—Z)

Ihre Losung ergibt sich folgendermaflen:

= . Ginn—9)e _ T Giny ¢ .
» Dy—a—-—'b’l/—}-(Do——a)'—@ﬁ(p—“*—(a——bn)'m‘ (b?))
wenn w h2
i=— g, l6n—2y—2|
- w h2
bz__é_.,_.

Die Berechnung des Momentenverlaufes macht damit keine
Schwierigkeiten mehr.

Beispiel.

Der fiinffachige Stockwerkrahmen von frither sei wieder gegeben, nur seien
die Trigheitsmomente aller Stinder gleich dem des nullten Faches Ja0; es war
h=45m, 1=6,0 m, Jco =4, dann ist w:%-‘i:& k=44 p=T=2C0¢.

ao )
¢ ergibt sich nun aus der hyperbolischen Tafel mit ¢ = 1,925. Damit be-
kommt man

» 1 2 3 4 5

v 1,925 3,850 5,775 7,700 9,625
Ginve 3,350 23,486 | 161,078 | 1104,15 7599,
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Die hyperbolischen Tafeln reichen in den gebriiuchlichen Formelsammlungen

bis 5,99; fiir grofere Argumente kann man Gingp = —;:—e"” setzen, ohne Beein-
trichtigung der notwendigen Genauigkeit der Rechnung. Es ist z. B. &in 5,99
= 199,706 ; %e‘p ergibt logarithmisch gerechnet den Wert 199,705; der Fehler
ist daher nicht groBer als ein Tausendstel. Ubrigens sind neuerdings fiinfstellige
Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen e* und e™* von Dr.Ing. K. Hayashi
erschienen (Berlin und Leipzig 1921), die bis 10 reichen.

Zunichst soll untersucht werden, wie sich ein Moment X, = + 1 in diesem
Stockwerkrahmen fortpflanzt, wie weit der EinfluB desselben bei iiblicher Ge-
nauigkeit beriicksichtigt werden muB. Das Gleichungssystem (51) geht iiber in
die homogene Differenzengleichung Xy—1 + k Xy + Xp41 =0 mit den Rand-
werten X, = + 1 und X; = 0. Ihre Losung ist Xy = (— 1) @%ﬁ)ﬁ
genommen ist daher X, dem &in [(n — ») ¢] proportional; das bedeutet eine sehr
rasche Konvergenz der Xy, wenn ¢ grofler als 1 ist, was in allen praktisch
vorkommenden Fillen erfiillt sein wird. Nun ist

Gind ¢

, absolut

X, =— Bmbo = —0,145 tm 14,590 von X, = + 1
X, = + gﬁ?,g:”’w tm 2,1% von X, = + 1
X, — — g:;‘ ?3; — —0,003 tm 0,3% von X, = + 1
X, = + g:‘f)% = + 0,0004 tm 0,04 % von X, = + 1.

Daraus ist ersichtlich, daf die Konvergenz der X, derartig rasch geschieht,
daf man den Einfluf einer #uBeren Belastung nach oben und unten iiber
hochstens zwei Fache zu verfolgen hat.

Zu 1. Alle Fache des gegebenen Stockwerkrahmens seien mit g=1,5 t/m

total belastet. Es ist % gl2=13, —112— gl?=4p5.

Damit lautet die Differenzengleichung der X,
5X,+ X, = 45
Xo+1X, + X, =135

X, 4+ 1X, =135
. _ a 13,5 . PP
Weiter erhélt man & = ——=-"=1,5 und schlieBlich ist
6+ 9
4,5—1,5 (1 — 0,0004 £
X, = 45 —15( 0004 + 0,145) _ 2,783 _ 0573 tm

5— 0,145 T 4,85
X, =15—(0,578 — 1,5) 0,145 — 1,5 - 0,0004 = 1,634 tm
X, = 1,5 — 0,927 - 0,021 4 1,5 - 0,003 = 1,485 tm
X; = 1,5 4 0,927 - 0,003 — 1,5 - 0,021 = 1,471 tm
X, =1,5— 0,927 -0,0004 + 1,5 0,145 = 1,716 tm.

Man sieht aus den berechneten Werten, dafl die Kurve der X» zwei Maxima
hat; dies rithrt davon her, dal sie als Einhiillende mehrerer iibereinander ge-
lagerter hyperbolischer Sinusfunktionen zustande kommt. Eine wertvolle Kon-
trolle fiir die Zahlenwerte ist immer die notwendige Erfiillung der Differenzen-
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gleichung Xy_—1 + TXy 4+ Xp 1 = 13,5. Die weitere Berechnung des Momenten-
verlaufes bietet nichts mehr von Belang; ihre Ergebnisse sind in der folgenden
Tabelle zusammengestellt; zum Vergleiche sind die Momente eines Stockwerk-
rahmens mit verinderlichem Trigheitsmoment bei % = 1.2 unter derselben Be-
lastung beigefiigt:

konst. J |variabl.J| konst. J |variabl.J konst. J |variabl.J konst. J {variabl.J
v X X Y, Y, | X X M, | MR,
0 0,573 0,597 1,719 1,791 | —1,146 | — 1,194 | — 2,780 | — 2,709
1 1,634 1,615 3,184 3,052 | —1,5650 | —1,5637 | — 3,035 | — 2,940
2 1,485 1,403 2,990 2911 | —1,505| — 1,508 | — 2,976 | — 2,888
3 1,471 1,380 2,889 2,798 | —1,418| —1,418| —3,134 | — 3,045
4 1,716 1,627 3,788 3,669 | —2,072| —2,042| —2.072 | — 2,042

Durch die Beriicksichtigung des veriinderlichen Triigheitsmomentes ergeben
sich kleinere Momente in den Rahmenstindern und Rahmenecken, dafiir werden
die positiven Feldmomente in den Riegelmitten groBer, d.h. daB man bei der
Annabhme eines konstanten Triigheitsmomentes fiir die Stinder zu giinstig und
fiir die Riegel zu ungiinstig rechnet.

Was die im II. Abschnitt an derselben Stelle angegebenen Rechenproben

anbetrifft, so gestalten sich diese bei unverdnderlichen GrundmaBen recht einfach;
die Rechenprobe iiber den Umfangsrahmen lautet:

n—1 —
p 3 (X, +X,)+ M2n~1 + 0,y = 03
o

fiir das gegebene Beispiel ist
3. (6,879 — 7,691) — 2,072 + 4,5 = — 4,508 4 4,500.

Zur Aufsuchung eines etwaigen Fehlers konnen dann die Bedingungen be-
niitzt werden, dafl in jedem geschlossenen Fache des Stockwerkrahmens ein
Momentenausgleich vorhanden sein muB, nur sind die Momente des unteren
Riegels mit entgegengesetzten Vorzeichen in die Rechnung einzufiihren.

Zu 2. Fiir alle Fache sei eine zufiillige Last von p =3 tm vorgeschrieben.
X, sei zu einem Maximum zu machen.

Die Resultate der Rechnung sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt worden:

Belastungs- Alle Fache mit J;de; ger ade Alle Fache mit
4 zustand 11 P belastet ach mit p p belastet
3 belastet
0 + 0,959 -+ 0,382 + 1,341 + 1,146 tm
1 + 1,205 + 1,089 + 2,294 + 3,268 tm
2 — 0,368 + 0.990 + 0,622 + 2,970 tm
3 + 1,369 + 0,981 + 2,350 + 2,942 tm
4 —0,197 + 1,144 40,947 13,432 tm

Zum Vergleiche sind in dieser Tabelle jene Werte von X, beigefiigt worden,
welche entstehen, wenn alle Fache mit p =38 tm belastet sind und man sieht,
daB bei abwechselnder Belastung fiir X, ein groferer Wert resultiert als bei
totaler Belastung des Stockwerkrahmens.

Fritsche, Differenzengleichungen. 6
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Nun soll X, zu einem Maximum gemacht werden. Die X, fiir die drei Teil-

systeme wurden nach den angegebenen Formeln bestimmt und sind in der
folgenden Tabelle zusammengestellt:

Totale
, | System | System | System | Summe Y, X, Belastung:
1 2 3 Xy X
v
0 | —0236 | —0,276 | + 0,349 | — 0,163 |— 0,489 | + 0,326 | 4 1,146 tm
1 + 1,180 | + 1,380 | — 1,745 | 4 0,815 |+ 2,937 | — 2,122 | -4 3,268 tm
2 | 4+0977 | —0,394 | + 2,866 | + 3,459 |+ 6,954 | — 3,505| + 2,970 tm
3 | +0983 | +1370 | — 0,418 | + 1,935 |+ 2,244 | — 0,309 | + 2,942 tm
4 | + 1,145 | — 0,197 | 4 0,060 | + 1,008 |4 4,344 | — 3,336 | + 3,432 tm
Abb. 16.

Zur Kontrolle der berechneten Werte wurde nachgesehen, ob die aus 1, 2
und 3 resultierenden X, der urspriinglichen Differenzengleichung geniigen.
Z.B. X, + 1X, + X; = 27; eingesetzt 0,815 + 24,213 + 1,935 = 26,963.

Um den Momentenverlauf fiir den Stéinder zeichnen zu konnen, wurden auf
bekannte Weise die Y» und die X, gerechnet; der ganze Momentenverlauf fiir
die Stinder ist dann in das Momentenbild der Abb. 16 eingetragen worden.
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Zu 4. Der gegebene Stockwerkrahmen sei halbseitig mit p = 3tm in allen
Fachen belastet. Die berechneten Werte sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengestellt:

v S’v Dv X av Xb v

0 1,146 | — 0,178 | 0,484 0,662 tm
1 3,268 | —0,008 | 1,630 1,638 tm
2 2.970 0 1,485 1,485 tm
3 2,942 0 1,471 1,471 tm
4 3,432 0 1,716 1,716 tm

Das Beispiel zeigt trotz der unsymmetrischen Belastung den symmetrischen
Verlauf der Stindermomente vom zweiten Fache ab.

2
Zu 8. w sei so gegeben, dafl % =1 wird; dann lautet die Differenzen-
gleichung der S,:
58, + S, =—6

Se+ T8 +8,=—9

S; 4+ TS, +S85=—9

- a ;
&= 6+ v =—1, ¢ =1,925.
Fir die Differenzengleichung der Dy ergibt sich
2 ]
a= W2h (3-28—2) =492, b= l;‘_ -6 = 108,

daher ergibt sich dieselbe mit
— 19D, + D, =558

D, —20D, + D, = 384

D, — 20D, + D; = 276

D, —20D; + D, = 168

D; —20D, = 60

2 =
a= —b%=-4~f§= — 21833, b= —g%z—%-;*s,ooo, @ = 2,993

und die Ds» selbst ergeben sich durch Einsetzen aller dieser Werte in die
Losung (63). Die Ergebnisse der weiteren Berechnung des Momentenverlaufes
sind in der folgenden Tabelle enthalten.

v Sv Dv Xa v Xb v Yv Smg,, Ya, v Ew

0 | — 1,000|— 30,500|— 15,750|+ 14,750| 27,000 | 54,000 | 11,250 | — 12,250 tm
1 |—1000|— 21,500|— 11,250+ 10,250( 21,01 | 42,000 | 9,749 | — 10,751 tm
2 | —1,003|— 15,341|— 8,172|+ 7,169/ 14,995 | 30,000 | 6,833 | — 7,826 tm
3 | —0,979— 9,339|— 5,159|+ 4,180| 9,038 | 18,000 | 3,803 | — 4,858 tm
4 | —1,146|— 3455|— 2,300(+ 1,154| 2,736 | 6,000 | 0,944 | — 1,582 tm

Wenn man den Momentenverlauf bei konstanten und verinderlichen Trig-
heitsmoment fiir den entsprechenden Belastungsfall miteinander vergleicht, so

6*
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erkennt man, daB in den unteren Fachen die Unterschiede in den Stinder-
momenten nur sehr gering sind; in den oberen Fachen werden bei verinder-
lichem Trigheitsmoment die Stinderkopfmomente groBer und die SténderfuB-
momente kleiner. Das hat seine Begriindung darin, daB der (v — 1)-te Stinder
mit dem »-ten Riegel steifer verbunden ist als der (» + 1)-te Stéinder, der bereits
ein kleineres Trigheitsmoment hat, das heiBt
das Tragwerk nihert sich dem Grenzfall des
Stockwerkrahmens mit FuBgelenken.

Was den Momentenverlaufinden
Stindern als Ganzes anbelangt,
kann man die ann#hernde Giiltig-
keit des folgenden Gesetzes er-
C kennen: entsteht infolge der 4uBeren
KgS S A, Belastung beim Kragtriger eine

C D Momentenlinie, der eine Kurve
zweiter Ordnung entspricht, so
1) nehmen die Stindermomente des
Stockwerkrahmens nach unten un-
(J 4 D gefihr linear zu; entspricht die Mo-
P L-— Sddl My Koper mentenlinie des Kragtrigers einer

C oy ) geneigten Geraden (Einzellast in
wagrechter Richtunganderobersten
N Rahmenecke angreifend), behalten
a W die Stiindermomente des Stockwerk-
rahmens ungefdhr ihre GroBenlage
bei, oder nehmen wenigstens nach
VC D Y unten nicht wesentlich zu; ist der

Momentenverlauf des Kragtrigers
eine Gerade parallel zur Sténder-

7 achse, dann verschwinden die Mo-
mente des Stockwerkrahmens nach

/rC,__,.Hy Do ‘_—J’DX zwei Fachen iiberhaupt.
’ 7 Man kann sagen, daB der Stockwerk-

rahmen eine Ordnung in der Momentenlinie
der #uBeren Belastung zum Verschwinden

E2 ) bringt, sie sozusagen in Lingskriifte auflost;

er wird infolgedessen fiir Tragwerke, die

/\’C H, < ,D v groBere Hohen erreichen und die durch wag-

° ™ ° e 7o rechte Kriifte beansprucht sind, ein giinstiges
Abb. 17. und sparsames Konstruieren ermoglichen.

Fiinfter Abschnitt.

Beriicksichtigung der Lingskrifte bei symmetrischer
Belastung des Riegels und konstantem Verlauf des
Trigheitsmomentes.

Die Elastizititsgleichungen sollen mit Hilfe des Satzes von Casti-
gliano abgeleitet werden; die Wahl des statisch bestimmten Grund-
systems und der Unbekannten wird ebenso wie im I. Abschnitte ge-
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troffen, so daB der Stockwerkrahmen in n tiibereinander gestellte
freiaufliegende Triger zerfiallt (Abb. 17). TFiir das nullte Fach ist
Meo = M — Yy + X, — X,
Mo = My, =—H,y+ X,
Nco = H,— H,
‘l[o und Ny, = H,.
N ist die Langskraft im statisch unbestimmten System. Ahnlich
gilt fiir das »-te Fach
Mcv= EDecv_Yv + XV—XV+1
Mav=_“Hv'Y'I' Xu
ch = H, — Hv—l
Na»= U, und Ny, = B,.
Die GroBe der Form#inderungsarbeit aus Moment und Lingskraft
berechnet sich mit
M2 N2
A= By + EF
wobei sich das Integral uber samthche Tragwerksteile erstreckt. Die
statisch unbestimmten Groéfen rechnen sich aus den Minimums-
bedingungen fiir die Form#inderungsarbeit. A wird dann zum Mi-
nimum, wenn S_AH =0 und g—;‘; =0 wird. Jede der beiden Be-

dingungen liefert ein System von n linearen Gleichungen.

ds

Das erstere lautet

9 h 11 11 ] h
e
T T T T, T e Ry T hTe T, el t +

1 1 2 h 1 l- 1
vy iy <_ 2 b >__
bt Py, T\ T, T B T, TheE, T apE,,) T e

1
_Xl(_+ J“) LR

Fiihrt man die fritheren Bezeichnungen ein und setzt - LEF.. = fcu,
cv

dann kann man die »-te Gleichung des Systems folgendermaBen an-

schreiben :

- Yv—l fcv—l + Yv (/31' + fc rv—1 + fc v) - Yv+1 fcv - X,, Ay + XV+1 7,,, =

Dy
1

Das zweite System linearer Gleichungen geht aus der Bedingung
?A

X

= },y.

= 0 hervor; diese entspricht der friiheren Kontinuitdtsbedingung
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; 21;1 = 0 ist, haben
die Léngskrifte darauf keinen EinfluB und es gilt unveréndert die
Gleichung (7a) des I. Abschnittes in entsprechend vereinfachter Form :

“‘Yv—l ! -1+ Yv a + Xv—l Lv—l - Xv 191' + X,,+1 ;‘v =

@c v—1 4
1 + 1
Beriicksichtigt man in beiden Gleichungssystemen das unveridnder-

liche Tréagheitsmoment im Stinder und ebenso unveridnderliche Quer-

schnittsfliche, dann lauten die beiden »-ten Gleichungen wie folgt:

D v
l b

fiir die n Schnittstellen des Rahmenstinders; da

v
@cv'

= - ]-v—-l

2
—Y,_ym+Y, <1 + ?'I/I + 2 m) Y,  m—X,(1+ W)+ Xpp =
wobei
Je
h2 F,
— Y, 1+ YA+ +X_ 3 —X204y) + X,y =0.
Diese beiden Gleichungssysteme entsprechen einer simultanen, in-

homogenen Differenzengleichung mit zwei Reihen von Unbekannten
Y, und X,. Fir eine partikulire Losung macht man den Ansatz

&' =a3a und 77,,' =D und bekommt durch Koeffizientenvergleichung
3D, 6D,
' 1(6 + ) 1(6 + y)
Bezeichnet man mit &, und 7, die Losungen der zugehérigen

Systeme homogener Gleichungen, mul man zur Auflosung dieser
simultanen Differenzengleichung den Ansatz machen

Ev =Ar¥

Ny =B1”
und erhdlt nach Kiirzen durch r” die zwei Gleichungen zur Bestim-
mung von r und des Verhéltnisses A:B:

a = und b=

B[—m-l—(l +—§—w+2m)r_mr2]+A[—(l+w>r+1‘2>]=0
B[—1+ Q4+ wr]+Al+1—20 4+ y)r + 1% =0.

Sollen diese Gleichungen ein von Null verschiedenes Losungs-
system besitzen, so mufl ihre ,charakteristische Gleichung® erfiillt
sein:

——m+<1 +§y;+2m>r——mr2, — 14+ yp)r+r?
—14+@A+4yp)r, 1—214yr+r?

Aus dieser Determinante ergibt sich eine biquadratische Gleichung,
die nur dann leicht aufgeldst werden kann, wenn sie reziprok ist,

=0
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indem man fir <r -+ }—> =1z eine neue Unbekannte einfiihrt; diese

Reziprozitit ist nur dann vorhanden, wenn auch die Differenzengleichung
reziprok ist, wenn also das Tragwerk durchwegs konstante Grund-
maBe hat. Bezeichnet man die absoluten Werte der 4 Wurzeln mit
r, bis r;, dann lauten die allgemeinen Lgsungen:
Xy=a+(—1y A"+ (—1"Ayry? + (— 1) Ay, + (— 1) Ay
Y, = b+ (—1)* B,y + (— 1) Byry” + (— 1)” Byry” + (— 1)? By
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dienen die Randwerte
beider Reihen von Unbekannten:
tir y =0 ist X, = X, und Y, =Y,,
d1e man vorlaufig als bekannt annehmen muf,
fir y=mn ist X, =0 und Y, = 0;
infolgedessen lauten die Konstantenbedingungen:
Xo=a+ A, + A, + A, + A,
0=a4 (—1PA T+ (— 1R A,rn + (— 1P Ay + (— 12 A0
Yo=b+B,+B,+4 B; 4 B,
0=Db4 (— 1P B2+ (— 1) Byr,» 4+ (— 1)» Byrg® + (— 1)2 By ry®
Eine genaue Auflosung dieser 4 Gleichungen wird mit ziemlicher
Miihe verbunden sein, man wird sich aber durch Vernachlidssigungen,
die auBlerhalb der zuldssigen Genauigkeit liegen, viel Arbeit ersparen
konnen. Fiir alle praktisch vorkommenden Fille werden zwei Wurzeln,
z.B. r; und r; so klein sein, dafl man die Glieder mit r, und r;® ohne
weiteres streichen kann. Ferner ist
B _l1—20+yr+r
T —1+U+yr
damit ergeben sich die Konstantenbedingungen in einer einfacheren
Form wie folgt:
X0=§+A1+A2+A3+A4
Yo=1+4 014; + 02As + 03 A5 + 0444
0=(—1)2a+ A,r," + Ay
0= (—1"b 4 g, A,r," +ps Ayr,2.
Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich leicht die Konstanten
A, und A, bestimmen; es ist
(—1Ra (2 — o)

A = pA,

A= 4 rRETe
2= (@2— 04 T"

(— 124 (2—py

A, =) alaT )
! (02 — 04 T4"

wenn man beriicksichtigt, daB b = 24 war. Hat man einmal zwei
Konstante bestimmt, bereitet die Ermittlung der tibrigen und damit
die Berechnung des ganzen Momentenverlaufes keine Schwierigkeiten
mehr.
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Beispiel.

Fiir den fritheren Stockwerkrahmen war ¢ =3 und m sei mit 0,003 an-
genommen; dann ist

— 0,003 + 3,006 r — 0,003 r2, —4r + 12

—1+44r 1—8r+1r? =0
die Determinante ergibt ausgerechnet
14+ 323r 4 235112 4 32313 414 = 0,
fithrt man (r + %) = z als neue Unbekannte ein, erhilt man
z2 4+ 323z 4+ 2349 =0
und daraus
z, = — 1,444 und z, = —315,556.
Nun ist
r, = — 0,0083, r, = — 815,553, r; = — 0,137, r, = — 7,307.
Ferner ist
B - 1—8r 412
T T —1+44r
Damit bekommt man
B; =4, B, = g,A, B, = g?iA3 B,= ?4A4
0, = 1,013 0, = 80,825 03 =1,366 04=3,133
a == 30 __3-45 _ 1,5 we = 1,5 ton/m angenommen wird
‘1(6-]—1/))_ 9 — 1 nng_ k) g ‘

A, wird ohne weiteres gleich Null zu setzen sein, da r, = 315,553 und r,®
sehr groB wird.
1,56 - 78,825 . =
— 77092 x5 log A, = 0,86704 — 5,
daher liegt auch A, auBerhalb der iiblichen Genauigkeit. Die Konstanten-
bedingungen lauten jetzt folgendermafen:
X, = a+ A+ A,
Y,="b + gA; + 0;4,.
Da aber die Randwerte X, und Y, nicht bekannt sind, miissen die nullten
Gleichungen der beiden linearen Systeme herangezogen werden. Dieselben lauten:
Deo

2
Vo1 g9+ m)—Vim—Xo(1 +9)+ Xy = °

(1 + )Y, —Xo(1 + 29) + X1=?li‘3.
Fir X, und Y, lautet die Lissung der simultanen Differenzengleichung, wenn
A, und A, gleich Null sind:
X, =a—Ar,—A;r;
Y, =2a— g;A;r; — 034,75
Setzt man in die nullten Gleichungen die Werte fiir X,, X;, Y, und Y, ein,
so erhiilt man zwei Gleichungen, die als Unbekannte nur A, und A, enthalten.
Fiir das gegebene Beispiel lauten diese Gleichungen:
3,003 (3,000 + 1,018 A, + 1,366 A ;) — 0,003 (3,000 — 1,013 - 0,003 A, — 1,366 -
- 0,137 A;) — 4,000 (1,500 + A, + A,) + 1,5 — 0,003 A; — 0,137 A; =45
4(3,000 - 1,013A, + 1,366 A,) — T(1,5 + A; + Ay) + 1,56 — 0,003 A, —
—0,13TA; =45

A=

oder
0,961 A, + 0,035 A; =0
1,54+ 2,951 A, +1,6183A;,=0
daraus ist
A, = 0,035 und A; = —0,961.
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Nun konnen die StiinderfuBmomente unmittelbar bestimmt werden; es ist

X,=a-+A, +A;=15+0035—0961 = +0574 tm
X, —8— 1A —1,A = 1,6+ 0,137-0,961 = + 1,632 tm
X, =&+ 1,%A, + r2A, = 1,5 — 0,018 = + 1,484 tm

X, = a—1A; — 1A, — 1,34, = 1,5 — 0,029 = + 1,471 tm
X, = &+ 1,8A, + 1,8A, + 1A, = 1,5 4 0,210 = + 1,710 tm
Y, = 3,000 + 0,035 — 1,313 = + 1,722 tm
Y, = 3,000 + 0,180 = + 3,180 tm

Der Vergleich mit den entsprechenden Werten ohne Beriicksichtigung der
Forminderungen, die durch die Lingskriifte hervorgerufen werden, zeigt, daB
man berechtigt ist, die statisch unbestimmten GréBen nur aus den Form#énderungen
der Biegungsmomente zu berechnen.

Anhang.
(Stockwerkrahmen bei Briickenportalen.)

Die bis jetzt betrachteten Stockwerkrahmen waren alle mit den
Standerfilen unverdrehbar eingespannt. Bei Briickenportalen kann
es hiufig vorkommen, daB auch das unterste Fach als vierseitiger,
geschlossener Rahmen ausgebildet ist und das so entstehende Trag-
werk frei aufliegend gelagert gedacht werden kann. Alle abgeleiteten
Formeln sind natiirlich auch fiir dieses Tragwerk, das ja statisch
mit dem friitheren identisch ist, anwendbar; das nullte statisch be-
stimmte Grundsystem, das friiher ein rahmenartig geformter, frei
aufliegender Trager war mit der Hohe h,, schrumpft jetzt zu einem
gewohnlichen Balkentriger zusammen. Dies driickt sich statisch so
aus, daB J,, =0, daher y,= co wird. Ferner ergibt sich

z z z hypr
20 = =20 _—0, ebenso &=y0%—=?'70-
60 ;_}_3 o /30 i{l_{__z_ >

“0 370 ‘}/0 3

Damit lautet das Gleichungssystem (8) fiir den Stockwerkrahmen:

- a a @co @c
SR g

Die frilhere nullte Gleichung dieses Systems ist jetzt bedeutungs-
los geworden, da X, und ebenso Y, im Tragwerk nicht mehr vor-

kommt. Durch Berticksichtigung dieser Spezialisierung bekommt man
aus (6a) auch Y, mit

Y, = —1-[,11& + Xy — X, .
AB]. 11

Dieselben Einfilhrungen hat man zu treffen, wenn es sich darum
handelt, fiir einen unsymmetrischen Belastungsfall die Gleichungs-
systeme der S, und der D, aufzustellen.
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Leitner, Ein Beitrag zur Theorie der Stockwerkbinder. (Armierter Beton 1913.)
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Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung

in der Theorie der Baukonstruktionen. Von Privatdozent Dr.
Paul Funk. Mit 24 Textabbildungen. 1920. GZ. 255.

Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der

Methode des Viermomentensatzes. Von Ing. Fr. Bleich in Wien.
Mit 108 Textfiguren. 1918. GZ. 12.

Theorie und Berechnung der statisch unbestimmten Trag-

werke. ‘Elementares Lebrbuch. Von H. Buchholz. Mit 803 Textab-
bildungen. 1921, GZ. 11; gebunden GZ. 12,8.

Theorie des Trigers auf elastischer Unterlage und ihre An-
wendung auf den Tiefbau nebst einer Tafel der Kreis- und Hyperbelfunk-
tionen. Von K. Hayashi, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Universitit
Fukuoka-Hakosaki, Japan. Mit 150 Textfiguren. 1921.

GZ. 15; gebunden GZ. 9,4.

Ban und Berechnung gewdlbter Briicken und ihrer Lehr-
geriiste Drei Beispiele von der Badischen Murgtalbahn. Von Gr. Bau-
inspektor Dr.-Ing. Ernst Gaber. Mit 56 Textabbildungen. 1914.

GZ. 6; gebunden GZ. 8.

Berechnung von Rahmenkonstruktionen und statisch un-

bestimmten Systemen des Eisen- und Eisenbetonbaues.
Von Ing. P. E. Glaser. Mit 112 Textabbildungen. 1919. GZ. 3,6.

Mehrteilige Rahmen. Verfahren zur einfachen Berechnung von mehr-
stieligen, mehrstockigen und mehrteiligen geschlossenen Rahmen (Rahmen-
balkentriigern). Von Ingenieur Gustav Spiegel. Mit 107 Textabbildunzgen.
1920. GZ. 5.

Die Methode der Festpunkte zur Berechnung der statisch
unbestimmten Konstruktionen mit zahlreichen Beispielen aus der
Praxis, inshesondere ausgefiihrten Eisenbetontragwerken. Von Dr.-Ing. Ernst
Suter. Mit 591 Figuren im Text und auf 15 Tafeln. 1923.

GZ. 19; gebunden GZ. 21.

Die Knickfestigkeit. Von Privatdozent Dr.-Ing. Rudolf Mayer in Karls-
ruhe. Mit 280 Textabbildungen und 87 Tabellen. 1921. GZ. 16.

Kostenberechnung im Ingenieurbau. Von Dr.-Ing. Hugo Ritter.
1922. GZ. 3,4; gebunden GZ. 5,3.

Der Bauingenieur. Zeitschrift fir das gesamte Bauwesen. Organ des
Deutschen Eisenbau-Verbandes und des Deutschen Beton-Vereins. Organ
der Deutschen Gesellschaft fiir Bauingenieurwesen mit Beiblatt: Die Bau-
normung, Mitteilungen des NDI. Herausgegeben von Professor Dr.-Ing.
e. h. M. Foerster in Dresden, Professor Dr.-Ing. W. Gehler in Dresden,
Professor Dr.-Ing. E. Probst in Karlsruhe, Dr.-Ing. H. Fischmann in Berlin
und Dr.-Ing. W. Petry in Oberkassel. Erscheint monatlich zweimal.

Preis ab 1. Miirz 1923 fiir M#rz 1923 und alle fritheren Monate je
M. 800.—, zuziiglich Versand- bzw. Postbezugsgebiihren.

Die Grundzahlen (GZ.) enisprechen den ungefihren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem

jeweiligen Entwertungsfaktor (Umrechnungsschliissel) vervielfacht den Verkaufspreis. Uber

den zur-Zeit geltenden Umrechnungsschliissel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlag
bereitwilligst duskunft.
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Kompendium der Statik der Baukonstruktionen. Von Privat-
dozent Dr.-Ing. J. Pirlet, Aachen. In zwei Biinden.
I. Band. Die statisch bestimmten Systeme. Vollwandige Systeme und

Fachwerke. In Vorbereitung.

II. Band. Die statisch unbestimmten Systeme.

1. Teil: Die allgemeinen Grundlagenzur Berechnung statisch
unbestimmter Systeme. Die Untersuchung elastischer
Formanderungen. Die Elastizititsgleichungen und deren Auflsung.
Mit 136 Textfiguren. 1921, GZ. 6,5; gebunden GZ. 85.

2. Teil: Berechnung der einfacheren statisch unbestimmten
Systeme: Grade Balken mit Endeinspannungen und mehr als zwei
Stiitzen. — Einfache Rahmengebilde. — Zweigelenkbogen. — Gewdlbe.
— Armierte Balken. Mit 298 Textfiguren. 1928,

GZ. 1,5; gebunden GZ. 9.

3. Teil: Die hochgradig statisch unbestimmten Systeme.
Durchlaufende Triger auf starren und elastischen Stiitzen. Fach-
werke mit starren Knotenpunktsverbindungen. — Stockwerkrahmen.
— Vierendeeltriiger und verwandte Rahmengebilde. In Vorbereitung.

4. Teil: Das statisch unbestimmte Fachwerk., Aufgaben des
Briicken- und Eisenhochbaues. In Vorbereitung.

Statik der Vierendeeltriger. VonDr.-Ing. Karl Kriso, vorm. Assistent
fiir Mechanik an der Technischen Hochschule in Graz, Ingenieur der hollindi-
schen Regierung. Mit 185 Textfiguren und 11 Tabellen. 1922.

GZ. 10; gebunden GZ. 13.

Statik. Von Dr.-Ing. Walther Kanfmann, o. Professor an der Technischen
Hochschule zu Hannover. Mit 885 Textabbildungen. (Aus Otzen ,Hand-
bibliothek fiir Bauingenieure“, Teil IV, 1. Bd.) 1923. Gebunden GZ. 8,4.

Repetitorium fiir den Hochbau. Fir den Gebrauch an Techuischen
Hochschulen und in der Praxis. Von Geh. Hofrat Professor Dr.-Ing. E. h.
Max Foerster in Dresden.

1. Heft. Graphostatik und Festigkeitslehre. Mit 146 Textfiguren. 1919.

GZ. 8.

2. Heft. AbriB der Statik der Hochbankonstruktionen, Mit 157 Text-
figuren. 1920. GZ. 3.
3. Heft. Grundziige der Eisenkonstruktionen des Hochbaues. Mit
283 Textfiguren. 1920. GZ. 3.

Taschenbuch fiir Bauingenieure. Unter Mitwirkung zahlreicher Fach-
gelehrten herausgegeben von Geh. Hofrat Prof. Dr.-Ing. E. h. M. Foerster
in Dresden. Vierte, verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 3193 Text-
figuren. In zwei Teilen. 1921. Gebunden GZ. 24.

Betriebskosten und Organisation im Baumaschinenwesen.
Ein Beitrag zur Erleichterung der Kostenanschlige fiir Bauingenieure mit
zahlreichen Tabellen der Hauptabmessungen der gangbarsten GroBgerite.
Von Dipl.-Ing. Dr. Georg Garbotz, Privatdozent in I%armstadt. Mit 23 Text-
abbildungen. 1922, GZ. 3,6.

Kalkulation und Zwischenkalkulation im GroBbaubetriebe.
Gedanken iiber die Erfassung des Wertes kalkulativer Arbeit und deren
Zusammenhinge. Von Rudolf Kundigraber. Mit 4 Abbildungen(.} 1920.

Z. 2,4

Die Grundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefdhren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem

jeweiligen Entwertungsfaktor (Umrechnungsschliissel) vervielfacht den Verkaufspreis. er

den zur Zeit geltenden Umrechnungsschliissel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlag
bereitwilligst Auskunft.
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