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ОБОЗНАЧЕНИЯ

N — множество натуральных чисел.
Z — кольцо целых рациональных чисел.
Q — поле рациональных чисел.
С — поле комплексных чисел.
А — поле всех алгебраических чисел над Q.
Z A — кольцо целых алгебраических чисел поля А.
(о, Ь) — общий наибольший делитель целых чисел о и 6.
(оь ..., а„) — общий наибольший делитель чисел Оь ..., а„.
Ь\а — целое число 6 делит целое число а.
Ы а — целое число Ь не делит целое число а.
(Т) — число сочетаний из т элементов по k.
{х} — дробная часть числа х.
[х] — целая часть числа х.
| ее | — максимум модулей сопряженных для алгебраического числа а.
К М — кольцо многочленов от х с коэффициентами из поля или кольца К.
К[*ь ..., хп] — кольцо многочленов от xi хп с коэффициентами нз поля

или кольца К.

— сумма по всем простым числам р, не превосходящим х.

— сумма по всем простым числам р.

1 /(/>) — произведение по всем простым числам р, не превосходящим х.
р<х
Ш(р) — произведение по всем простым числам р.
р

Квадратные скобки употребляются в двух случаях: при обозначении целой
части числа и при обозначении символа кольца многочленов над каким-
либо полем или кольцом. Фигурные скобки употребляются только для
обозначения дробной доли числа.



ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга подготовлена и издается в связи с включением в новый учеб-
ный план механико-математического факультета Московского университета
курса теории чисел и должна служить пособием по этому курсу. Она вклю-
чает в себя материал, соответствующий программе, подготовленной кафедрой
теории чисел. Эта программа составлена с учетом того, что куре будет чи-
таться студентам на 9-м семестре. Ее содержание — применение методов
анализа и теории функций комплексного переменного к некоторым задачам
теории чисел.

Для читателя, владеющего основными понятиями анализа и теории функ-
ций комплексного переменного, книга может служить введением в теорию
чисел, знакомя его сразу с некоторыми задачами теории чисел, решаемыми
аналитическими методами, без детального рассмотрения ее основ.

Книга также может быть использована при чтении специальных курсов
и в работе семинаров по теории чисел в университетах и педагогических ин-
ститутах.

В книге рассматриваются три основных вопроса:
1) асимптотический закон распределения простых чисел;
2) теорема о бесконечности множества простых чисел в арифметических

прогрессиях;
3) приближение действительных и алгебраических чисел рациональными

числами и трансцендентность чисел е и я .
Изложению этих вопросов посвящены соответственно вторая, третья и

четвертая главы. Первая глава содержит простейшие сведения о простых
числах и некоторые теоремы о распределении простых чисел, доказываемые
элементарными методами.

В конце каждой главы приводятся замечания, связанные с ее содержа-
нием, и список задач различной степени трудности.

За основным текстом следует два дополнения.
В первом рассматривается задача об оценке остаточного члена в асимп-

тотическом законе. Цель этого дополнения — показать идеи, иа которых
основывается такая оценка, а также зависимость точности оценки от имею-
щихся сведений о расположении нулей дзета-функции Римана. Для упроще-
ния рассуждений рассматривается случай условной оценки. Ознакомившись
с дополнением, читатель сможет детально изучить вопрос об оценке оста-
точного члена по специальным монографиям о распределении простых чисел.

Во втором дополнении показывается, как качественный факт трансцендент-
ности какого-либо числа может получить количественную характеристику.
С помощью метода Эрмита в теории трансцендентных чисел устанавливается



оценка снизу модуля многочлена с целыми коэффициеитами от числа е зави-
сящая от степени многочлена и величины его коэффициентов.

В список литературы включен ряд книг на русском языке, по которым
читатель может самостоятельно продолжить дальнейшее изучение проблем
теории чисел, рассмотренных в этой книге.

Каждая глава имеет свою нумерацию формул, лемм и теорем.
Авторы выражают благодарлгость Н. И. Фельдману, прочитавшему ру-

копись, А. В. Малышеву и В. И. Нечаеву, взявшим на себя труд по ее рецен-
зированию, а также коллективу кафедры теории чисел Московского государ-
ственного педагогического института им. В. И. Ленина за ее обсуждение.
Их ценные замечания способствовали улучшению книги. Авторы благодарят
П. В. Трупашову за большую помощь при оформлении рукописи.



ВВЕДЕНИЕ

Теория чисел является одним из древнейших разделов ма-
тематики. Она возникла как наука, изучающая свойства нату-
ральных чисел. Понятия натурального числа и арифметических
действий над числами являются одними из первых математи-
ческих абстракций, имеющими важнейшее значение для мате-
матики, других наук и всей практической деятельности чело-
вечества.

В дальнейшем круг рассматриваемых в теории чисел вопро-
сов значительно расширился. В ней изучаются свойства раз-
личных классов чисел: целых, рациональных, алгебраических,
трансцендентных. Но и в настоящее время целые числа явля-
ются важнейшим объектом исследований.

По основной теореме арифметики каждое натуральное чис-
ло, начиная с 2, единственным способом представляется в виде
произведения простых чисел. Таким образом, простые числа —
это те элементы, из которых при помощи умножения строятся
натуральные числа. Поэтому одной из важнейших задач теории
чисел является изучение свойств простых чисел.

Некоторые результаты о простых числах были получены
еще в Древней Греции. В книге Евклида «Начала» (IV—III вв.
до н. э.) содержится доказательство бесконечности множества
простых чисел. Древнегреческий ученый Эратосфен (276—
194 гг. до н. э.) нашел способ составления таблиц простых чи-
сел, названный позднее «решетом Эратосфена». На его идее
разработаны некоторые современные методы решения задач,
связанных с простыми числами (методы решета).

Ряд важных результатов о простых числах получил Л. Эй-
лер (1707—1783). В его рассуждениях впервые использовалось
тождество

s > 1 '
л=1 p

где произведение распространяется на все простые числа.
Проблемы, связанные с распределением простых чисел в

натуральном ряде, обычно являются очень трудными. Многие
выдающиеся математики проявляли к ним большой интерес.
Существенный прогресс в исследовании этих проблем был до-
стигнут только в середине XIX в. русским ученым П. Л. Чебы-



шевым (1821—1894). Изучая поведение функции л(х) — коли-
чества простых чисел, не превосходящих х, он, в частности, с
помощью элементарных методов оценил порядок роста этой
функции, показав, что при некоторых положительных постоян-
ных а и Ь для всех х>-2 выполняются неравенства

- х <л(х)<Ь- х

\пх - w ^ In*

В конце XIX в. Ж. Адамар (1865—1963) и Ш. Ж. де ла
Валле-Пуссен (1866—1962) доказали асимптотический закон
распределения простых чисел, утверждающий, что

В их доказательствах существенное значение имело изуче-
ние свойств дзета-функции Римана — аналитической функции
комплексного переменного s, которая при R e s > l задается
рядом

л = 1

а затем аналитически продолжается в область R e s < l .
Как функцию комплексного переменного эту функцию пер-

вым стал рассматривать Б. Риман (1826—1866), обнаружив-
ший глубокую связь ее аналитических свойств с вопросами
распределения простых чисел.

В 1837 г. Г. П. Лежен-Дирихле (1805—1859) доказал, что в
любой арифметической прогрессии, разность и первый член ко-
торой взаимно простые числа, содержится бесконечное множе-
ство простых чисел. Методы комплексного анализа позволили
позднее найти более простое доказательство этой важной
теоремы.

К настоящему времени получено много глубоких результа-
тов о простых числах. Однако имеется и целый ряд нерешен-
ных проблем.

В трудах Евклида и особенно Диофанта (III в. н. э.) изла-
гаются методы решения в целых числах некоторых уравнений.
Эти труды положили начало большому разделу теории чисел,
носящему название «теория диофантовых уравнений».

В теории диофантовых уравнений исследуются вопросы,
связанные с решением уравнений в целых числах, в частности
вопросы о существовании решений, конечности или бесконечно-
сти множества решений, о числе решений в случае их конечно-
сти, о способах нахождения решений.

В теории диофантовых приближений изучаются задачи о
решении неравенств в целых, рациональных и алгебраических
числах, в частности вопросы о приближении чисел рациональ-
ными и алгебраическими числами.



В глубокой древности возникла проблема квадратуры кру-
га— проблема построения с помощью циркуля и линейки квад-
рата, равновеликого кругу. Первое упоминание о ней содер-
жится в папирусе Ринда, составленном около двух тысяч лет
до н. э. Эта проблема оказалась связанной с арифметическими
свойствами числа я. Она была решена в отрицательном смыс-
ле только в 1882 г. Ф. Линдеманом (1852—1939), который до-
казал трансцендентность числа я. Этот результат был получен
им с помощью аналитического метода, созданного в 1873 г.
Ш. Эрмитом (1822—1901) для доказательства трансцендентно-
сти числа е.

С давних пор в теории чисел сложилось направление, назы-
ваемое аддитивной теорией чисел. В этой теории рассматрива-
ются задачи о представлении целых чисел в виде суммы сла-
гаемых определенного вида, например в виде суммы степеней
целых чисел, суммы нескольких простых чисел.

Замечательным достижением в теории чисел явилось полу-
ченное в 1937 г. И. М. Виноградовым (1891 —1983) доказа-
тельство теоремы, утверждающей, что каждое достаточно боль-
шое нечетное натуральное число представимо в виде суммы
трех простых чисел. Эта задача, известная как проблема
Гольдбаха, не поддавалась решению около двухсот лет. Ее ре-
шение стало возможным в результате создания И. М. Вино-
градовым нового аналитического метода оценки тригонометри-
ческих сумм. Метод тригонометрических сумм оказался очень
эффективным при решении многих проблем теории чисел.

Выше отмечены только некоторые разделы теории чисел, в
основном связанные с содержанием предлагаемой вниманию
читателя книги. Имеются и другие важные направления иссле-
дований со своей тематикой и методами.

В теории чисел много задач, которые просто формулиру-
ются, но решения которых очень трудны. Некоторые из них не
решены до сих пор.

Например, не доказано и не опровергнуто утверждение о
том, что всякое четное число, начиная с 4, представимо в виде
суммы двух простых чисел. Это предположение является уси-
лением упомянутой выше проблемы Гольдбаха.

Рассмотрение таблиц показывает, что имеется много пар
простых чисел, разность между которыми равна 2 (11 и 13, 41
и 43 и т. д.). Такие числа называются простыми числами-близ-
нецами. До сих пор неизвестно, конечно или бесконечно мно-
жество пар близнецов.

Известно, что числа е, я и е71 трансцендентны. Но неизвест-
но даже, являются ли числа е-\-п и ея иррациональными.

В теории чисел широко используются методы теории функ-
ций, алгебры, геометрии, теории вероятностей. Особенно боль-
шое значение имеют аналитические методы, основанные на
применении к задачам теории чисел теории функций комплекс-
ного переменного.



Решение теоретико-числовых задач стимулировало развитие
других разделов математики. Например, развитие методов,
связанных с изучением распределения простых чисел, в значи-
тельной мере способствовало развитию теории целых и меро-
морфных функций. Проблемы теории диофантовых уравнений
привели к развитию теории алгебраических чисел и некоторых
разделов современной алгебры.

Теория чисел в основном является наукой теоретической.
Однако ее результаты и методы успешно применяются в дру-
гих разделах математики, многих других науках, а также при
решении ряда практических задач.

В развитие теории чисел внесли свой вклад такие выдаю-
щиеся математики, как П. Ферма (1601 —1665), Л. Эйлер,
Ж. Лагранж (1736—1813), А. Лежандр (1752—1833), К. Гаусс
(1777—1855), Г. П. Лежен-Дирихле, Б. Риман, Ш. Эрмит,
Д. Гильберт (1862—1943).

Большое значение имели работы русских математиков пе-
тербургской школы теории чисел, основанной П. Л. Чебыше-
вым: А. Н. Коркина (1837—1908), Е. И. Золотарева (1847—
1878), Г. Ф. Вороного (1868—1908), А. А. Маркова (1856—
1922).

Замечательные достижения в теории чисел связаны с име-
нами советских математиков. Среди них в первую очередь сле-
дует отметить И. М. Виноградова, Ю. В. Линника (1915—
1972), А. Я. Хинчина (1894—1959), А. О. Гельфонда (1906—
J 968).



ГЛАВА 1

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТЕОРЕМЫ
О ПРОСТЫХ ЧИСЛАХ

§ 1. Делимость целых чисел

Рассмотрим множество целых чисел. Оно образует кольцо
относительно операций сложения и умножения, обозначаемое
Z. В этом параграфе будут рассматриваться только числа
из Z.

Операция деления, обратная умножению, выполняется не
для всех пар чисел из кольца Z.

Число а делится на число ЬфО, если существует число q
такое, что a = bq. В этом случае говорят также, что число Ь
делит число а.

Если а делится на Ь, то Ь называется делителем числа а, а
число а кратным числа Ъ. Число q называется частным от де-
ления а на Ъ.

Число 0 делится на любое целое ЬфО. Если афО, то очевид-
но, что множество всех делителей а конечно.

Утверждение о том, что Ь делит а, принято обозначать сим-
волом Ь\а (читается «Ь делит а»). Если же Ь не делит а, то
этот факт обозначают символом Ь\а (читается «Ь не делит
а»).

Простейшие свойства делимости целых чисел известны чи-
тателю. Докажем те из них, которые будут использоваться в
дальнейшем.

Л е м м а 1. Если с\Ь и Ь\а, то с\а.
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению из с\Ь и Ь\а имеем,

что Ъ=ц\с и a = q2b, откуда a = q2q\C = qc и снова, по определе-
нию с\а.

Л е м м а 2. Если m = a-\-b, a d\m и d\a, то d\b.
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению m=q\d и a = q2d. По-

этому из равенства m = a-\-b получаем b=(q\—q2)d = qd, от-
куда следует, что d\b.

Аналогично доказывается, что если m = п\-\-... -\-ап^-\-ап и
d делит числа т, аь...,ап-и то d\an.

Общим делителем двух или нескольких чисел называется
число, являющееся делителем каждого из этих чисел.

Пусть ait...,an числа из Z, из которых хотя бы одно отлич-
но от нуля. Тогда множество их общих делителей конечно, и
поэтому среди них существует наибольшее число.

Наибольшим общим делителем чисел аь..., ап называется
наибольший из их общих делителей. Он обозначается (аи ...
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Если (ai ап) = 1, то числа <ц ап называются взаимно
простыми.

П р и м е р ы : (258, 42) =6, (60, 210, 360) =30, (10, 21) = 1.
Л е м м а 3. Если a, b и с — целые числа, (а, Ь)=1 и Ь\ас,

то Ь\с.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что достаточно доказать

утверждение леммы для случая, когда а, Ь и с — натуральные
числа.

Сначала докажем более общее утверждение: если а, Ь, и,
v — натуральные числа и

au=bv, (а, Ь) = 1, (1)

то а | v и Ь | и.
Доказательство проведем, пользуясь индукцией по величине

суммы а-\-Ь. При а-\-Ь = 2 имеем, что a = l , b=\, (a, b) = l, и
утверждение выполняется. Предположим, что оно справедливо
для всех пар а, Ь, (а, Ь) = 1, с суммой a-\-b<k, k>2. Докажем,
что тогда оно имеет место и для пар a, b, (a, b) = l, с суммой

+b k
Из условий (a, b) = \, a-\-b>2 следует, что афЬ. Ввиду

симметрии равенства (1) для определенности можно считать,
что а>Ь. Тогда из равенства (1) имеем, что

(a — b)u = b(v — u),(a — b,b) = l, (2)

и сумма (a — b)-\-b = a<k. Поэтому по предположению индук-
ции из равенства (2) следует, что Ь\и, и по определению дели-
мости и = щЬ. Подставляя это значение в равенство (1) и со-
кращая обе его части на Ь, получим, что

aui = v,
откуда следует, что a\v. Утверждение доказано.

Лемма 3 для натуральных a, b и с следует из доказанного
утверждения. Если (a, b)—\ и Ь\ас, то ac=bd и по доказан-
ному Ь\с.

Л е м м а 4. Если целое число b взаимно просто с каждым
из целых чисел аь...,ап, то b взаимно просто с их произведе-
нием а\- ... -ап.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство с помощью
индукции по п. При п=\ утверждение очевидно. Допустим, что
п>\ и для значения п— 1 утверждение доказано. Если d — об-
щий делитель чисел b и a r ... -а„, то (d, а„) = 1 и из леммы 3
следует, что d |or . . .-a n - i . По индуктивному предположению (Ь,
а\• ... -fln-i) = 1- Значит, d= 1. Лемма доказана.

Если а не делится на Ь, то принято говорить о делении а
на Ь с остатком.

Т е о р е м а о д е л е н и и с о с т а т к о м . Если а и b — це-
лые числа, Ь>0, то существуют единственные целые числа q и
г такие, что

a = bfq+r, 0<r<b. (3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует наибольшее целое q та-
кое, что bq<ca. Тогда bq<.a<b(q-\-\), откуда 0<а— bq<b.
Обозначая а — bq = r, получаем представление (3).

Докажем единственность этого представления. Если кроме
представления (3) имеется другое представление

a = bql + ru 0</-i<&, (4)

то из равенств (3) и (4) находим, что

0=b(q—qx)+r—ru \r—r{\<b. (5)

Из равенства (5) следует, что число b делит разность г —
— ги Но \r — ri\<b и поэтому г = гх, а тогда из равенства (5)
получаем q = q\. Теорема доказана.

Число q в равенстве (3) называется неполным частным при
делении а на Ь, а г — остатком от деления а на Ь. Если в ра-
венстве (3) г = 0, то это означает, что Ь\а.

П р и м е р ы . Пусть Ь=\2. Полагая а=110, —53, 156, на-
-ХОДНМ

110=12-9+2, 0<2<12,
—53=12-(—5)+7, 0<7<12,
156=12-13 + 0, 0<12.

§ 2. Простые числа

Рассмотрим множество натуральных чисел N. Число 1
;имеет единственный натуральный делитель. Каждое натураль-
ное число п, п>\, делится на 1 и п.

Натуральное число п>\ называется простым, если оно не
имеет других натуральных делителей, кроме 1 и п.

Натуральное число п называется составным, если оно имеет
.натуральный делитель, отличный от 1 и п.

Из этого определения следует, что каждое составное число
представляется в виде

n = ab, a, teN, \<а<п, \<b<n.

В этом параграфе будем рассматривать только натураль-
ные делители целых чисел.

Л е м м а 5. Наименьший отличный от единицы делитель на-
турального числа п>\ есть простое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Число л > 1 имеет хотя бы два раз-
личных делителя и, следовательно, имеет делитель, отличный
от 1. Среди всех делителей п, отличных от 1, имеется наимень-
ший. Пусть это будет q. Число q должно быть простым, так
как в противном случае оно было бы составным и по опреде-
лению имело бы делитель qi такой, что 1<<7I<<7. Но q\\q и
•q\n, а тогда по лемме 1 q\\n. Это противоречит тому, что q —
наименьший делитель п. Значит, q — простое число.
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С л е д с т в и е . Каждое натуральное число п>\ имеет хотя
бы один простой делитель.

Л е м м а 6. Наименьший простой делитель составного чис-
ла п не превосходит У п.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р, р>1—наименьший дели-
тель п, являющийся по лемме 5 простым числом. Так как п —
составное число,_ то n = pq, где q^p. Поэтому п^р2. Отсюда,
следует, что р<}1п.

Л е м м а 7. Если р — простое число, то любое целое числа
а либо взаимно просто с р, либо делится на р.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Наибольший общий делитель (а, р)
является делителем р и поэтому может быть равен только 1
или р. В первом случае а взаимно просто с р, а во втором — а
делится на р.

О с н о в н а я т е о р е м а а р и ф м е т и к и . Любое нату-
ральное число п>\ представляется в виде произведения про-
стых чисел, причем единственным образом, если не учитывать
порядок следования сомножителей.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 5 число п имеет наимень-
ший простой делитель р\. Тогда n = pxa\. Если а{>1, то анало-
гично получим а\ = р2а2, где р2— наименьший простой делитель,
числа ai и т. д. Поскольку числа аъ а2,... убывают, то на не-
котором шаге будем иметь, что аг=\ и ат-\ = рт- Перемножая
все полученные равенства, после сокращения на а\а2---ат~\ по-
лучим разложение числа п на простые сомножители

п = р1р2---рГ. (6).

Докажем теперь единственность разложения (6). Предпо-
ложим, что для некоторого п имеются два разложения на про-
стые множители

P\P2---Pk=q\q2---qs- (7)
Правая часть этого равенства делится на qt. Значит, и его-

левая часть делится на qt. Тогда по лемме 4 хотя бы один из
сомножителей левой части делится на qY. Пусть это будет Р\..
Тогда p\ = q\, так как pY делится только на 1 и рх. Сокращая
обе части равенства (7) на p\ = q\, получим, что

р 2 - ..Ph = q2...qs. Щ

Повторяя проведенное рассуждение для равенства (8), по-
лучим p2 = q2 и PvPk = qyqs и т. д., до тех пор пока в од-
ной из частей получающихся равенств, например правой, со-
кратятся все сомножители. Но тогда и в левой части должны,
сократиться все сомножители, так как равенство J0s+i • • • Рь = 1
невозможно, поскольку все числа ps+u...,pk больше единицы.
Следовательно, в равенстве (7) разложения совпадают. Теоре-
ма доказана.

Пусть п>\ и равенство (6) есть разложение п на простые
сомножители. Среди чисел ри р2,...,рг могут быть и одинако-
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шые. Пусть Ри Р2,—,Рк — различные из этих чисел, а си, <Х2> —
...,a.h — кратности, с которыми они входят в разложение (6).
Тогда равенство (6) можно переписать следующим образом:

п = /»«. /»«• • • • / £ * . ( 9 )

Представление (9) называется каноническим разложением
'натурального числа л > 1 на простые сомножители.

П р и м е р . 261360=24-33-5-П2.
С помощью канонического разложения (9) можно предста-

вить все делители п. Они имеют вид

d=p^pf ...р% 0 < p / < a / , i = \,...,k. (10)

Действительно, если d\n, то по лемме 1 каждый простой де-
литель числа d делит п. Поэтому он содержится среди чисел

,P\,...,ph и входит в каноническое разложение числа d в степе-
ни, не большей, чем в разложении (9) числа п. Поэтому d
представляется в виде (10). Очевидно и обратное, что каждое
число вида (10) есть делитель п.

В дальнейшем потребуются две функции, часто рассматри-
ваемые в теории чисел.

Пусть х — любое действительное число. Обозначим [х] —
наибольшее целое число, не превосходящее х. Тогда

Функция \х] называется целой частью числа х.
Функция {х) = х — [х] называется дробной частью числа х.

Всегда

Очевидно, что {х} является периодической функцией с пе-
риодом 1, т. е. при любом o e Z

{х+а} = {х}.

Установим вспомогательное предложение, с помощью кото-
рого находится каноническое разложение числа п\

Л е м м а 8. Показатель <хр = ар(п), с которым простое чис-
ло р входит в каноническое разложение числа nl, определяется
равенством

З а м е ч а н и е . Ясно, что сумма в правой части равенства
(11) будет конечной. Все слагаемые, для которых pk>n, равны
нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Среди чисел 1, 2,..., п имеется — ,
I P J

Г 1Г „
.делящихся на р, среди таких —— , делящихся на р2, а сре-
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ди последних \—~ , делящихся на р3, и т. д. Поэтому среди

чисел 1, 2,...,п ровно -^-1 — —-— делится на ph, но не де-
L Р* J I p k + i 1

лится на ph+1. Каждое из таких чисел вносит как слагаемое в

состав av число k, а все они — число k { -^- — —-— I.
Ц Pk \ [ Pk+i W

Если тр удовлетворяет неравенствам ртр^п < ртр+1, то тогда

к =1 к=\

что доказывает утверждение леммы.
В дальнейшем будем пользоваться следующими обозначе-

ниями. Суммы и произведения

£ /(«), П/(«). £/(/>)- Y\f(p)

будут распространены соответственно на все натуральные чис-
ла и все простые числа, не превосходящие числа х, а

£/(/>). ППР)

— на все простые р.
С л е д с т в и е и з л е м м ы 8. При п> 1

„ ! = П Д [ ^ ] + [ ^ ] + ) . (12)

§ 3. Теоремы Евклида и Эйлера

Рассуждения, с помощью которых для натурального числа
п было установлено существование канонического разложения
(9), не позволяют получить никакого утверждения о количест-
ве различных простых чисел. Естественно возникает вопрос о
том, конечно или бесконечно множество всех простых чисел.
Ответ на этот вопрос содержится в IX книге «Начал» древне-
греческого математика Евклида.

Т е о р е м а Е в к л и д а . Множество простых чисел беско-
нечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что простые чис-
ла образуют конечное множество и р — наибольшее простое
число. Рассмотрим число
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Число ./V не делится ни на одно из простых чисел 2, 3, 5..., р,
так как при делении N на любое из этих чисел остаток равен
1. Но J V > 1 И ПО следствию из леммы 5 ./V должно иметь про-
стой делитель. Полученное противоречие показывает, что сде-
ланное предположение не верно и теорема справедлива.

Занумеруем простые числа pi = 2, р2 = 3, ...,рп,— в порядке
их возрастания. Доказательство теоремы Евклида позволяет
получить грубую оценку для числа рп.

Докажем по индукции, что

/> п + 1 <2* л , п = 1 , 2 , . . . . (13)

При п=\ утверждение (13) верно, р2 = 3<22. Допустим, что
оно выполняется для п—1, и докажем, что тогда оно имеет
место и для п.

Поскольку pn+i не больше наименьшего простого делителя
ч числа pip2- ... -pn-\-l, a Pi = 2, то

• Рп+1 <РгРг • • • • • Рп + 1 < 2 1 + 2 + - + 2 ' 1 " 1 + 1 < 2*

По индукции утверждение справедливо при любом п.
) Для того чтобы составить таблицу простых чисел, не пре-
^ восходящих натурального числа N, имеется простой метод, ко-

торый был известен еще древнегреческому математику Эрато-
сфену. Этот метод называется решетом Эратосфена.

Напишем одно за другим числа

2,3, ...,N. (14)

Число 2, являющееся простым, оставляем и зачеркиваем после
него все четные числа. Первое следующее за 2 незачеркнутое
число есть 3. Оно не делится на 2. Значит, оно не имеет дели-
телей, отличных от 1 и 3, и поэтому является простым. Остав-
ляем 3 и зачеркиваем после него все числа, кратные 3. Про-
должая этот процесс, найдем все простые числа, не превосхо-
дящие некоторого простого числа ph. При этом будут зачеркну-
ты все составные числа, кратные 2, 3, ...,ри- Первое незачерк-
нутое после ph число будет простым числом Ph+u так как оно
не делится на 2, 3,...,ph и поэтому имеет делителями только 1
и Ph+i- Если найдено Pk>-^N, то все оставшиеся незачеркнуты-
ми числа будут простыми, поскольку все кратные чисел 2, 3,...
...,Pk уже вычеркнуты, а по лемме 6 любое составное число п
имеет простой делитель < У п.

Итак, составление таблицы простых чисел, не превосходя-
щих N, указанным процессом закончено, как только зачеркну-
ты все числа, кратные простым числам < ~)/N.

П р и м е р . N=40. В приводимой ниже таблице подчеркну-
ты все числа, которые должны быть вычеркнуты в процессе
применения решета Эратосфена.

ИМ. И. й. HvtiusiTnni I 1 7



2, 3, 4, 5, 6, 7, • 8, 9, 10,

11, 12, 13, 14, П>, 16, 17, 18, 19, 20,

21, 22, 23, 24, .25, J26, 27, 28, 29, 30,

31, 32, 33, 34, 35, _36, 37, 38, 39, 40.

Ч и с л а 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37 с о с т а в л я ю т таб-
лицу простых чисел, не п р е в о с х о д я щ и х 40.

Решето Э р а т о с ф е н а — быстрый и удобный а л г о р и т м д л я на-
х о ж д е н и я всех простых чисел на отрезке от 1 до некоторого
•натурального числа N. В 1668 г. Д . П е л л ь (1610—1685) соста-
вил таблицу простых чисел до 10 е. С тех пор она много р а з рас-
ш и р я л а с ь . В 1914 г. Д . Н . Л е м е р опубликовал т а б л и ц у про-
стых чисел до 107.

Р е а л и з а ц и я р е ш е т а Э р а т о с ф е н а при б о л ь ш и х з н а ч е н и я х N
на Э В М встречается с трудностями, с в я з а н н ы м и с тем, что не-
обходима б о л ь ш а я м а ш и н н а я п а м я т ь для х р а н е н и я всех чисел

•от 1 до N. С у щ е с т в у ю т м о д и ф и к а ц и и этого а л г о р и т м а , рабо-
т а ю щ и е столь ж е быстро, но использующие з н а ч и т е л ь н о мень-
ш у ю м а ш и н н у ю п а м я т ь . О н и в ы д а ю т всю п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь
простых чисел в п р е д е л а х от 1 до N о т д е л ь н ы м и о т р е з к а м и .
П р и существующих м о щ н о с т я х Э В М не с о с т а в л я е т п р о б л е м ы
получить все простые числа до 101 2. О д н а к о в ы п и с а т ь все эти
"числа в т а б л и ц у с л о ж н о , т а к как их количество —
37607912018 — очень в е л и к о .

В то ж е в р е м я с п о м о щ ь ю некоторых а л г о р и т м о в найдены
отдельные очень б о л ь ш и е простые числа. Н а п р и м е р , 2 1 9 9 3 7 — 1
•и 2 4 4 4 9 7 — 1 .

Таблицы простых чисел показывают, что простые числа
встречаются все реже и реже с ростом их величины. Например,
в первой сотне натуральных чисел — 25 простых чисел, во вто-
рой — 21, в третьей — 16 и т. д. В первой тысяче — 168, во вто-
рой — 135, в третьей — 120 и т. д.

Простые числа распределены в натуральном ряде весьма
нерегулярно.

Можно указать сколь угодно длинные отрезки натурально-
го ряда, свободные от простых чисел. Так, при любом п числа

3 ( l ) + k k 2 3 + l
следуют одно за другим и все являются составными, так как
k\Nk, k = 2, ..., п+\.

С другой стороны, существует много пар простых чисел
вида р и р-\-2 с разностью, равной 2. Такие пары называют
простыми числами-близнецами. Среди них имеются очень боль-
шие пары. До сих пор неизвестно, конечно или бесконечно мно-
жество пар близнецов. В этом состоит знаменитая проблема
близнецов. Приведем примеры близнецов: 3 и 5, 11 и 13, 17 и
19, 41 и 43, 10016957 и 10016959, 156-52 0 2±1.

В теории чисел разработаны методы, позволяющие изучать
распределение простых чисел.
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Пусть х>0— действительное число. Рассмотрим функцию»
п(х), выражающую число простых чисел <х. Ее можно за-
писать следующим образом:

П р и м е р ы . я(1)=0, я(2) = 1, я(10)=4, я(40) = 12„
л(101 2) =37607912018, п(рп) =п, если рп есть п-е простое число.

Для функции п(х) неизвестно никакой простой формулы,,
которая позволяла бы изучать ее поведение. Важнейшей проб-
лемой теории чисел является изучение асимптотического пове-
дения функции п(х).

Теорему Евклида можно сформулировать следующим обра-
зом: п(х)-^-\-оо при х->~-\-оо.

Установим вспомогательное предложение, с помощью кото-
рого будут доказаны две теоремы о распределении простых,
чисел.

Обозначим

П ( — 1 - ) ~ 1 > х>2-
Л е м м а 9. Р(х)>\пх и, следовательно, Р(х)-*--\-оо при

Д о к а з а т е л ь с т в о . При любом m e N имеем, что

00 ТП

1

k=0

Полагая в этом неравенстве t=l/p, получаем неравенство

i _ J_
р

Отсюда при любом

После перемножения скобок в правой части этого неравенства,.

Y —
получим сумму вида £j £ ' распространенную на некоторые

k

натуральные значения k.
Если выбрать число т так, чтобы 2т+1>х, то по основной

теореме арифметики в эту сумму войдут все слагаемые, соот-
ветствующие значениям k от 1 до [х], и еще какие-то слагае-
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;мые, соответствующие другим значениям k. Отбрасывая по-
следние слагаемые, будем иметь неравенство

Пользуясь неравенством

при t=\/k, £ e N , находим, что

Yj<~, k = 1,2, . . . .

Складывая почленно последние неравенства при k=l,...,n, по-
лучаем неравенство

4 = 1

Из неравенств (16) и (17) имеем

что доказывает утверждение леммы.
Из того, что Р(х)-*--\-оо при Х-Э-+ОО, следует новое дока-

зательство бесконечности множества простых чисел. Оно было
лолучено Эйлером.

Рассмотрим сумму

Т е о р е м а 1. 5(х)>1п1пл; —1/2, и поэтому ряд 2J —
р

расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь разложением функции

,1п(1+0, 0 < ^ < 1 , в ряд Тейлора, получаем неравенство

( i n ( i o + O f + f + +
12 а

... < — (1 + t + t* + ...) = — : .
2 2 ( 1 — 0

Полагая в этом неравенстве t=\jp и пользуясь равенством
(15), имеем, что

\
2р(р— 1) AJ 2n(n —1
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Отсюда по лемме 9 находим, что S(x)>lnlnA;—1/2. Теорема
доказана.

Неравенство (17) можно получить другим способом с по-
мощью нижеследующей леммы, которая окажется полезной в
главах 2 и 3 для установления ряда других неравенств.

Л е м м а 10. Пусть m и п — натуральные числа, п>пг.
Функция f(x) не возрастает на множестве т^.х<.-\-оо. Тогда
выполняется неравенство

"j f(x)dx<

а если сходится интеграл

Jf(x)dx,
m

то и неравенства

j f(x)dx< £ f{k)<f{m) + j f(x)dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду монотонности функции f(x)
при любом k>-m имеем, что

Так как монотонная функция интегрируема, то, интегрируя по-
членно эти неравенства на отрезке k<.x^k-\-l, получим

!)< j f(x)dx<f(k).

Теперь, складывая левые из последних неравенств для значе-
.ний k = m, m-\-l,...,n—1, а правые из них для значений k = m,
m-\-l,..., п, находим неравенства

п

f(k)< $f(x)dx,
п+1

из которых следует первое утверждение.
Второе утверждение получается из первого переходом к пре-

делу при п^-оо.
Покажем, что плотность распределения простых чисел в на-

туральном ряде равна нулю.
Т е о р е м а Э й л е р а .

я(л;)/л;->-0, при л:->-+оо.

Рассуждения Эйлера не доказывали полностью этот резуль-
тат. Строгое доказательство было дано А. Ле'жандром.
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Докажем теорему Эйлера методом, основанным на идее ре-
шета Эратосфена.

Пусть N(x, r) обозначает количество натуральных чисел nf.
п*£х, не делящихся ни на какое из г первых простых чисел
pi рт и N(x, 0)—количество натуральных чисел, не превос-
ходящих х.

Все числа п, п-<х, не делящиеся на ри...,рт_1 разбиваются
на два класса: не делящиеся на рт и делящиеся на рт. Чисел
первого класса будет N(x, г). Каждое число п из второго клас-
са представляется в виде n = prm, где

m < — , Pi\m, i= I, . . . , г — 1.
Рг

Следовательно, второй класс содержит N (-^—, г—1 ] чисел,.
\ Рг /

и справедливо равенство

Отсюда

N(x, r ) = N(x, г— 1) — N(—, Г — l) (18>
\ Рг I

При г=\ равенство (18) также справедливо.
С помощью индукции и равенства (18) легко доказываем,,

что

N(x, r)=N(x, 0)— ^ N (—, 0\ +
i

PiPjPk

где суммирование ведется по всем возможным сочетаниям и»;
Pi,...,pr по одному, по два, по три и т. д.

Так как N(x, 0)=[x], то последнее равенство принимает вид.

U
(19),

Пусть | удовлетворяет неравенствам 2 < | < х , а г таково,
что pr-<l<pr+i. Тогда

n(x)^r+N(x, г), (20)

поскольку любое простое число либо равно одному из г пер-
вых простых чисел, либо содержится во множестве натураль-
ных чисел, не делящихся ни на одно из этих простых чисел.

Подставим в правую часть неравенства (20) значение
N (х, г) из равенства (19). Затем опустим у всех слагаемых.
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анак целой части, заменяя этим целые части соответствующих
чисел на сами числа. При такой замене каждого слагаемого
.допускается погрешность, меньшая единицы, а при замене
всех слагаемых — погрешность, меньшая, чем 2Г, так как число
всех слагаемых равно

Тогда ввиду неравенства r+2 r <2 r + 1 <26+i и п 0 л е мме 9
;имеем, что

У
Pi *J PiP;

откуда

In

Выбирая в качестве | функцию от х, такую, что £-»- + оо и
i

>-0 при х^ + оо, получаем, что п(х)/х^-0 при х^- + оо.
X

З а м е ч а н и е . Если выбрать ^ - y l n x , 0<у<1/1п2, то из
неравенства (21) получаем более точное утверждение

ln

§ 4. Оценки Чебышева
для функции я(х)

Простые числа являются простейшими объектами, из кото-
рых с помощью умножения строятся все натуральные числа,
•большие единицы. Поэтому проблема распределения простых
чисел всегда представляла большой интерес. Все попытки по-
сле Евклида установить какие-либо новые утверждения о рас-
пределении простых чисел долгое время не приводили к успеху.

А. Лежандр, пользуясь таблицами простых чисел, указал
формулу, которая приближенно выражала функцию п(х) с не-
которой точностью в пределах существовавших таблиц про-
стых чисел. Эта формула имела вид

5=1,08366. (22)
In х — В
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К. Ф. Гаусс утверждал, что более точной является формула

Заметим, что при х-+-\-оо правые части соотношений (22)
и (23) эквивалентны (т. е. предел их отношения равен 1).

Первым существенного успеха в изучении распределения
простых чисел добился П. Л. Чебышев, который в 1850 г. эле-
ментарным методом строго установил истинный порядок роста
функции п(х) при х-у-f-oo.

Т е о р е м а Ч е б ы ш е в а. Существуют положительные по-
стоянные а и Ь такие, что при всех х^2 выполняются неравен-
ства

£ (24>
In х In х

Для доказательства теоремы докажем вспомогательные
предложения. Рассмотрим следующие функции, введенные
впервые Чебышевым:

6(х)= £ \пр, х > 0 , (25>
р<х

1пр, х>0, (26>

где в сумме, определяющей функцию ty(x), суммирование рас-
пространяется на все пары простых р и натуральных гп, удов-
летворяющих неравенству рт<х.

При фиксированном р все значения т такие, что рт*сх

удовлетворяют также неравенству т <; , и поэтому число
In р

их равно [\пх/\пр]. Отсюда следует, что функцию T|)(X) (26)
можно представить следующим образом:

р > х > 0 - ( 2 7 )

Функции 0(x) И'ф(д:) имеют большое значение при решении
задач, связанных с распределением простых чисел. Это объяс-
няется тем, что асимптотическое поведение функций Q(x), ty(x)
и п(х) тесно связано. Если известно асимптотическое поведе-
ние одной из этих функций, то определено и асимптотическое
поведение двух других функций. Это утверждение содержится
в доказываемой ниже лемме.
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Л е м м а 11. Пусть Хи Х2, Хз и щ , цг, Из обозначают соот-
ветственно нижние и верхние пределы при х-+—\-оо функций

Q(x) $(х) я(х)

X ' X ' X

\пх

(28)
X

Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенств (25) и (27), опуская
знак целой части, находим

у Jn£_ln = l n x y i = Л(Х)\ПХ
Р<Х р<Х

ш

In д:

Из последних неравенств следует, что

•ki<k2<ka- (29)

С другой стороны, при .тцобом а, 0 < а < 1 , и любом х>1
имеем

In /7 > In (x«) £ 1 = а 1п х (я (х) — я (*<*)).

Но J t (x a )<x a , поэтому
е(х) >а(^Ю ьгх_\ ( 3 0 )

При а < 1 имеем lim In х/х1~а = 0, а тогда из неравенства (30)
(

получаем, что к\>аХ3. Но ввиду произвольности а, 0 < а < 1 ,
его можно взять сколь угодно близким к 1. Поэтому

Я,1>Хз. (31)

Из неравенств (29) и (31) находим, что /U=A2=^3. Анало-
гично доказываются равенства [лц=Ц2 = №-

В дальнейшем будет показано, что символы Яь Яг, Л3, Ць (яг,
Из являются конечными и положительными.

Из леммы 11 следует, что если при х-у-\-оо одна из трех
функций (28) имеет конечный предел, то и две другие из них
лри х-*—f-oo имеют тот же предел.
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В главе 2 будет доказан асимптотический закон распреде-
ления простых чисел, который утверждает, что

Из леммы 11 следует, что этому результату эквивалентно"
каждое из двух следующих утверждений:

H m _ £ W _ = i , *W

Л е м м а 12. При любом действительном х разность [2х] —
— 2[х] равна либо 0, либо 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как [х] = х — {х}, то

[2х] = 2х — {2х}, 2 [х] = 2х — 2{х}.

Вычитая, получим

[2х] — 2[х] = 2{х} — {2х}. (32>

Поскольку 0<{л;}<1, то выполняются неравенства

-1<2{х}-{2*}<2. (33).

С другой стороны, левая часть равенства (32) есть целое-
число. Поэтому из неравенств (33) следует, что разность
2{х} — {2х} может принимать только одно из двух значений О
или 1, что ввиду равенства (32) доказывает утверждение
леммы.

Перейдем к доказательству теоремы Чебышева.
По лемме 11 три функции (28) имеют общие нижние и.

верхние пределы. Обозначим их 1 и ц.
1) Оценка сверху. Рассмотрим число

) , f l 6 N . (34>

Число ./VeN как биномиальный коэффициент, причем N— наи-
больший из 2л+1 биномиальных коэффициентов ( | " ), k = 0r

1 2л. Поэтому из равенства
2п

2 п ) = (1 + 1)2П = 22П (35>V ) = (1 + 1) = 2
fc=0

следует, что выполняются неравенства

jV<2 2"<(2n+l)jV. (36>-

В числитель дроби (34) входят все простые числа р такие,,
что л<р<2л, и эти числа не входят в знаменатель той же дро-
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«би. Поэтому число N делится на все такие простые числа и,
.значит, делится на их произведение. Отсюда следует, что

N> П Р- (37)
л<р <2л

!Из неравенств (36) и (37) имеем

2'"> П Р-
п < р<2л

•Логарифмируя последнее неравенство, получим

2л1п2> £ 1пр=6(2л) —6(л). (38)

Положим в неравенстве (38) последовательно п = 21~\ 1 =
= \,...,k, и сложим все полученные неравенства. В результате,
замечая, что 0(1) =0, приходим к неравенствам

к
2Чп2 < 2 f e + 1 l n 2 . (39)

Пусть л:>1. Выберем натуральное число k, удовлетворяю-
щим неравенствам 2h~1^.x<2h. Тогда неравенства (39) позво-
ляют получить следующую оценку:

0(*) < 0 (2*) <2*+Чп 2^ :4*^2, х>1,

из которой находим, что
М,<41п2. (40)

2) Оценка снизу. Число N, определенное равенством (34),
можно представить в виде

и поэтому, пользуясь леммой 8, найти его каноническое разло-
жение на простые сомножители

П
Р<2п

где

(42)

Так как [а] = 0 при 0 < а < 1 , то в каждой из двух сумм в скоб-
ках в равенстве (42) все слагаемые после тр-то, где пгр =
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= [In (2л)/In p], будут равны нулю. Поэтому, пользуясь лем-
мой 12, находим

Из равенства (27) имеем, что

Р<2п

откуда ввиду равенства (41) и оценки (43) получаем, что N<
<eW2n>. Логарифмируя неравенство 2 2 п < (2л+1)./У (см. (36)),
находим неравенства

2л1п2 — 1п(2л+1)<1п#<1|;(2л). (44)

Пусть *:>2. Положим в неравенствах (44) л = — х \ .

Тогда х — 2<2л<лг. Получим, что

у (х) >Ц (2л) > ( * — 2)1п2 — In ( * + l ) ,

или

У(*) - ^ 1 ^ 0 2 1 п 2 1п(дг+1)

откуда следует неравенство

Я>1п2. (45)

Объединяя неравенства (40) и (45), приходим к неравен-
ствам

Поскольку X и ц общие нижние и верхние пределы трех функ-
ций (28), то

I n 2 < lim п{х) < ГГТп П{х) < 4 1 п 2 .
х ^

1п дг \пх

Уменьшая и увеличивая постоянные в этих оценках, если это
необходимо, получим неравенства (24), справедливые при всех.

2
Т е о р е м а 2. Существуют положительные постоянные а и

р такие, что при всех л > 2 выполняются неравенства

ал In л<р п <рл In л (46)

где рп —: п-е простое число.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в теореме Чебышева в не-
равенствах (24) х = рп. Тогда

Но я(р„) =п. Поэтому

а-^- < п<Ь-^—. (47)»
\прп \прп

Логарифмируя неравенство (47) и перемножая почленно полу-
чившееся неравенство и неравенство (47), находим

а ^ - ( 1 п а + 1пр л-1п1пр л)<

з„ —1п1пр„).

Из этих неравенств получаем, что при некоторых положитель-
ных а и р выполняются неравенства

-^-рп<п\пп<— рп, п^2,
Р а

из которых следуют неравенства (46).
Из доказанной теоремы легко получается новое доказатель-

ство утверждения о том, что ряд чисел, обратных простым
числам, расходится.

Чебышев установил более точные границы для отношения

'"" { х ) (48),

lnx

чем в приведенном доказательстве неравенства (24). Более
того, в статье, опубликованной в 1848 г., он доказал, что если
Существует предел отношения (48) при л:->-+оо, то этот пре-
дел должен быть равен 1. Но доказать существования предела
он не смог.

В той же работе Чебышев показал, что при условии суще-
ствования предела отношения (48) в формуле Лежандра (22)
лучшим значением для постоянной В должно быть 5 = 1 , а не
указанное Лежандром значение 5=1,08366. Он также устано-
вил, что функция

х

In* '

рассмотренная им независимо от Гаусса, приближает л(х)
лучше, чем функция je/lnje.

Своими работами П. Л. Чебышев внес самый существенный
вклад со времен Евклида в изучение распределения простых
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•чисел. Его работы были очень высоко оценены математиками
во всем мире.

Асимптотический закон распределения простых чисел (су-
ществование предела отношения (48) при дс-»—j-oo) был уста-
шовлен с помощью аналитических методов только почти через
полвека после работ Чебышева.

ЗАМЕЧАНИЯ

С вопросами делимости чисел можно ознакомиться по кни-
там И. М. Виноградова [2], Г. Хассе [13] и К. Чандрасекхара-
:на [16]. С элементарными результатами о распределении про-
стых чисел — по книгам К. Прахара [9], А. Е. Ингама [7],
Э. Троста [10] и К. Чандрасекхарана [16]. Работы П. Л. Чебы-
жиева о простых числах содержатся в т. 1 его собрания сочине-
ний [19].

Метод решета, которым в § 3 была доказана теорема Эйле-
ра, в работах В. Бруна (1885—1981), А. А. Бухштаба (р. 1905),
А. Сельберга (р. 1917), Ю. В. Линника и других математиков
получил существенное развитие и обобщение. С его помощью
установлено много результатов о распределении простых чисел,
часто не окончательных, но пока не получаемых с помощью
аналитических методов. Отметим лишь некоторые из этих ре-
зультатов, связанные с проблемой близнецов.

В. Брун в 1919 г. доказал, что ряд чисел, обратных простым
числам-близнецам, либо конечен, либо сходится. Он также по-
казал, что существует бесконечное множество пар чисел п и
л + 2 , каждое из которых состоит не более чем из 9 простых
множителей. А. А. Бухштаб в 1940 г. заменил число 9 на 4.

А. Реньи (1921 —1970) в 1948 г. доказал, что существуют
постоянная k и бесконечное множество пар р и р + 2 , где р —
простое число, а р + 2 состоит не более чем из k простых мно-
жителей. А. А. Бухштаб в 1965 г. показал, что в результате
Реньи можно положить /г = 3, а Ван-Юань в 1973 г. снизил это
число до 2.

В своей работе о простых числах (1850 г.) П. Л. Чебышев
доказал постулат Бертрана, в котором утверждается, что при
л > 3 между числами п и 2л — 2 имеется простое число. Это
предположение было высказано И. Бертраном (1822—1900),
которому оно потребовалось в связи с его исследованиями по
теории групп.

Чебышев также доказал, что начиная с некоторого х вы-
шолняется неравенство

0,92129 < п(х) < 1,10555.
х/\пх

.Многие авторы уточняли постоянные в этом неравенстве. Но

.доказать методом Чебышева существование предела
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n(x) I—-— ПРИ * - + - + о с о н и не смогли. Эта проблема была
/ lnx

решена другими методами, использующими функции комплекс-
ного переменного.

ЗАДАЧИ

1) Пусть a, b<=Z, (а, Ь) = \. Доказать по индукции, что-
уравнение

ах-\-Ьу= 1

разрешимо в целых числах.
2) С помощью результата задачи 1 дать другое доказатель-

ство леммы 3.
3) Пусть a, 6 e Z , | а | + |й|=у£=О, а d = axo+byo — наименьшее-

положительное число вида ах-\-Ьу, где х, y e Z . Доказать, что
d=(a,b).

4) Общим кратным нескольких целых чисел называется це-
лое число, являющееся кратным каждого из этих чисел. Наи-
меньшим общим кратным нескольких целых чисел называется
наименьшее из их положительных общих кратных.

Доказать, что если натуральные числа а.\,..., ah попарно
взаимно просты, то их общее наименьшее кратное равно их
произведению.

5) Пусть Мп — наименьшее общее кратное чисел 1,..., п. До-
казать, что существует постоянная с>Ь такая, что Мп<сп.

6) Пусть т > 2 , а qn — наименьшее общее кратное чисел

(6 ! ) m

Доказать, что существует постоянная с=с(т)>0 такая, что

qn<cn, n=\, 2,....

7) Доказать, что если 2">(1 + л)*, то среди чисел 1, 2, 3, ....
..., 2" существует по крайней мере k-\-l простое число. Тем са-
мым будет получено новое доказательство бесконечности мно-
жества простых чисел.

8) Доказать, что среди,чисел 1, 2,...,N существует не более-
3 ,,

— W чисел, делящихся на квадрат простого числа, и, значит,.
4

не менее — N чисел, не делящихся на квадрат простого числа.

Получить из этого утверждения еще одно доказательство бес-
конечности множества простых чисел.
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9) Доказать, что

— — = 1пл + 0(1).

10) Установить неравенство

р\п

тде с > 0 — постоянная.
11) Функция Эйлера <р(л) определяется как количество чи-

сел среди 1, 2,...,п, взаимно простых с п.
Пусть d\n и Аа — множество чисел а из совокупности 1,

2,...,п, удовлетворяющих условию (a, n)=d. Доказать, что ко-
личество элементов в Ad равно q>(n/d), и вывести отсюда ра-
венство

din

где суммирование ведется по всем натуральным числам d, де-
лящим л.

12) Функция Мебиуса ц(л) определяется следующим обра-
зом: (х(1) = 1, ц(л) = (—1)г, если л есть произведение г различ-
ных простых чисел, и ц(л)=0, если л делится на квадрат прос-
того числа.

Доказать, что

, м\ = I * - е с л и л = *'
J, если л > 1.

13) С помощью задач 11 и 12 доказать равенство

14) С помощью задачи 13 установить равенство

р\п

15) Пусть а и Ь — взаимно простые натуральные числа.
Каждому числу г из совокупности

1,2,3 аЬ

поставлены в соответствие два остатка « и в от деления его со-
ответственно на а и Ь. Доказать, что

(r,ab) = l
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тогда и только тогда, когда
(и, а) = \ и (v, Ь) = \.

С помощью этого утверждения установить при (а, Ь)=\ ра-
венство

16) Доказать, что для простого числа р и натурального k
выполняется равенство

q>(ph) =ph —pk~x.

17) С помощью задач 15, 16 и основной теоремы арифмети-
ки доказать утверждение задачи 14.

18) Доказать, что

lim _ L1 V^ ф (n) \i |x (d)Y
4ш*

19) Доказать, что существует постоянная с > 0 такая, что
между числами л и ел при любом л > 1 содержится простое
число.



ГЛАВА 2

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

§ 1. Дзета-функция Римана

После работ Чебышева важнейшим стимулом для дальней-
ших исследований, связанных с распределением простых чисел,
послужила работа Б. Римана, опубликованная в 1859 г. Ри-
ман установил связь между распределением простых чисел и
свойствами функции

как функции комплексного переменного s, особенно с располо-
жением ее нулей. Функция £(s) получила название дзета-функ-
ции Римана.

Работа Римана и развитие теории целых функций Ж. Ада-
маром подготовили появление доказательства асимптотическо-
го закона распределения простых чисел.

Т е о р е м а (асимптотический закон распределения простых
чисел).

l i r a _ * < £ > _ = 1 .

Эту теорему одновременно и независимо друг от друга до-
казали в 1896 г. Ж- Адамар и Ш. Ж. де ла Валле-Пуссен.

Для доказательства теоремы изучим некоторые свойства
дзета-функции. Положим

s = o+it,

где cr = Res и t = lms — действительная и мнимая части ком-
плексной переменной s. Определим функцию Xs для * > 0 ра-
венством

x s = eslriX.
Тогда

n s = п° пн = па eitlti-n, | л51 = па.

Л е м м а 1. Ряд (1) абсолютно сходится при а>\, опреде-
ляемая им функция t,(s) является аналитической в области
о > 1 , а равенство (1) можно почленно дифференцировать №
этой области.



Д о к а з а т е л ь с т в о . Абсолютная сходимость ряда (1) при
<т> 1 следует из равенства

1 1

По признаку Вейерштрасса равномерной сходимости рядов при
•6>0 В области « > 1 + 6 ряд (1) сходится равномерно. Поэтому
по теореме Вейерштрасса о равномерно сходящихся рядах ана-
литических функций в этой области сумма ряда (1) является
аналитической, и равенство (1) можно почленно дифференци-
ровать. Ввиду произвольности б последние утверждения спра-
ведливы в области а> 1.

С л е д с т в и е . В области Res = cr>l выполняется равенство

(2)

/1=2

Обозначим

где р — простое число.
Функцию Чебышева

лредставить в виде

In p при п = рк,

О при п ф рк,

х), рассмотренную в гл. 1, можно

= V Л (л). (3)

в областиЛ е м м а 2. Дзета-функция не имеет нулей
~Res>l, и в этой области выполняется равенство

(s) А(п)

/1=2

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как |Л(л)|-<1пл, то ряд (4)
равномерно сходится в области R e s > l + 6 , 6>0, и по теореме
Вейерштрасса представляет в этой области аналитическую
функцию. Отсюда следует ввиду произвольности б, что правая
часть равенства (4) аналитична в области R e s > l . Поскольку

Л (л) 1п п

то ряд (4) абсолютно сходится в области л > 1 . Умножим ряд
(4) на ряд (1). Это допустимо, так как оба ряда абсолютно

сходятся в области о > 1 . Тогда получим, что

<=1 * = 2 л 2 ЫЫ=п
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где в правой части во внутренней сумме суммирование распро-
страняется на все натуральные значения k и /, произведение
которых равно п. Действительно, после перемножения рядов »
левой части равенства будем иметь сумму всевозможных сла-
гаемых вида

1 A(k) __ Л (k)

Is ks ~ ns

Собирая все слагаемые с одинаковым значением lk = n и сум-
мируя по п, получим правую часть рассматриваемого равен-
ства.

Функция A(k) отлична от нуля только в случае, когда к
есть степень простого числа. Поэтому для п = р[' ... р\* имеем,,
что

t 't t

Е Л {k) = Е Е
Следовательно,

A(k)

и равенство (4) имеет место во всех точках области R e s > l ^
где £(s)=?̂ =0. Ввиду единственности аналитического продолже-
ния получаем, что функция £'(s)/£(s) аналитична в области
R e s > l . Отсюда следует, что Z,(s)=^=O в области R e s > l , так
как нулям функции £(s) соответствуют полюсы функции
I'(S)/L,(S). Лемма доказана.

Теперь представим функцию £(s) в области о > 1 в виде
бесконечного произведения по простым числам. Для этого до-
кажем вспомогательное предложение.

Комплекснозначная функция f(n) натурального аргумента
п называется вполне мультипликативной, если 1(п)Ф0 и

f(mn)=f(m)f(n)

при любых натуральных m и п.
Из равенства f(n-1) =f(n)f.(l) следует, что /(1) = 1.
Л е м м а 3. Пусть функция f(n) вполне мультипликативна

и ряд

абсолютно сходится. Тогда выполняется равенство

S= ПО-/(/>))-'• (7)



Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что | / ( я ) | < 1
при любом натуральном л > 1 . В противном случае при каж-
дом fflEN

что противоречит сходимости ряда (6). Поэтому при каждом
простом р ряд

fc=0 k = 0

абсолютно сходится, и его сумма как сумма бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии равна (1—f(p))" 1 . Пере-
множая конечное число таких рядов и используя то, что f(n)
есть вполне мультипликативная функция, получим

sw=п (1 -/(Р))-1 = п £ £ '
k=o

где в сумме в правой части равенства содержатся такие и
только такие слагаемые f{m), что все простые делители т не
превосходят х. Следовательно, в разности

S-S(x) = fi f(m,)

остаются те и только те слагаемые f(nii), для которых у числа
mi имеется хотя бы один простой делитель р>х. Тогда

| S - S ( * ) | < £ \f(n)\,
п>х

и из абсолютной сходимости ряда (6) следует, что

lim 5 О) = 5.
4

Это доказывает, что бесконечное произведение (7) сходится и
выполняется утверждение леммы.

Если в лемме 3 положить / (п) = , то получим тождест-
/Is

во, устанавливающее связь функции l(s) с простыми числами.
Т о ж д е с т в о Э й л е р а . В области R e s > l справедливо

следующее представление функции £(s) в виде бесконечного
произведения по всем простым числам:

s(s)= П о - р - 5 ) - 1 . (8)
р

Отметим, что утверждение леммы 2 можно получить также,
вычисляя логарифмическую производную от обеих частей тож-
дества Эйлера.
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Важное значение в дальнейшем будут иметь некоторые
свойства дзета-функции вблизи прямой R e s = l , в частности,
оценки сверху ее модуля \£,{s) |.

Простейшая из этих оценок получается с помощью ряда
(1). Если o = R e s > l , то, пользуясь леммой 10 гл. 1, находим

. _ . . - 1 ( 9 )

Эта оценка, однако, является очень неточной для s = a-\-it,
удаленных достаточно далеко от точки s = l . Правая часть не-
равенства (9) при s-*-(l+{70), ô#O> неограниченно возрастает,
в то время как левая имеет конечный предел (это будет дока-
зано ниже).

Для того чтобы изучить свойства дзета-функции в окрест-
ности прямой о = 1 , преобразуем ряд (1), определяющий t,(s).
Это преобразование основывается на следующей лемме.

Л е м м а 4 ( п р е о б р а з о в а н и е А б е л я ) . Пусть а„,
п=\, 2 — последовательность комплексных чисел, х>\,

a g(t) —комплекснозначная функция, непрерывно дифферен-
цируемая на множестве 1 < / < + оо. Тогда

£ ang(n) = A(x)g(x) - \A(t)g' (t)dt, (10)
л<х 1

если же

lim A(x) g(x) = 0,
X-f+Ш

ТО

fa^(«)=- + f A(t)g'(t)dt, (11)
/1=1 i

при условии, что ряд в левой части равенства сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Л ( 0 ) = 0 и В(х) равным

левой части равенства (10). Тогда при любом натуральном N
N N

B(N)= £ апё (п)= £(А(п)-А(п — l))g(n) =
л = 1 л = 1

N JV-1

= £A(n)g(n)— £ A(n)g(n +1) =
n =1 л=0
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= A(N)g(N)~ £ A(n)(g(n + l)-g(n)),
n—l

так как А (0) = 0 . Далее,
ЛГ-I п+I

= A(N)g(N)~ £ Л(/г) j

поскольку функция А (х) постоянна на каждом полуинтервале
n<sz.t<n-\-\. Следовательно, равенство (10) доказано при це-
лых значениях х.

Пусть теперь х>1 — произвольное число. Положим N=[x];
значит, N<x<N+l. Тогда A(x)=A(N), B(x)=B(N), a

N

= A(x)g(x)-A(N)g(N).

Следовательно,

В(х)=В (N) = A(N)g (N) - j A (t) g' (t) dt +

= A(x)g(x)-$A(t)g'(t)dt.

Тем самым доказано, что равенство (10) верно и для нецелых
значений х.

Равенство (11) получается из равенства (10) переходом к
пределу при х-*—\-оо. Лемма доказана.

Пусть N — натуральное число. Положим в лемме 4 а „ = 1 ,
я = 1 , 2, ..., g(x) = (x+N)~s. Тогда А(х) = [х] и при <т>1

lim A(x)g(x)= 0.
Х-»оо

Поэтому из равенства (11) следует, что при R e s > l

У -± = s[ lx](x + N)-^dx =
l
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= s \ [x] (x + N)s
0

+ 00

N

Jl*-*].л:- 5 - 1 dx

Д Г 1 - :

s I l • dx.
— 1 J xs+1

Таким образом,
N

n = l

dx.

В частности, при N=l получаем
+00

s— 1
— s

Перепишем равенство (13) следующим образом: ?
оо п+1

• dx.

(12)

(13)

(14)

/I = 1 П

Из неравенства
1 + 1

— / I dx
„a+i

следует, что ряд в правой части равенства (14) сходится рав-
номерно в области ст>6>0. Каждый из интегралов в равенстве
(14) является аналитической функцией от s в той же области.
Поэтому по теореме Вейерштрасса о равномерно сходящихся
рядах аналитических функций правая часть равенства (14)
есть аналитическая функция в области сг>6, s=£l, а ввиду про-
извольности б и в области сг>0, s^fcl. В точке s = l она имеет
простой полюс с вычетом 1.

Напомним, что до сих пор функция £(.s) была определена
только при о > 1 рядом (1). Из доказанного следует, что эту
функцию можно аналитически продолжить в полосу 0<ст<:1,
s=£l, полагая, что £(s) в этой полосе равна правой части ра-
венства (13). Итак, доказано следующее утверждение.

Т е о р е м а 1. Правая часть равенства (13) является ана-
литическим продолжением функции t(s), определенной равен-
ством (1), в область о>0. В этой области £,(s) имеет един-
ственную особую точку s = \, являющуюся полюсом первого
порядка с вычетом 1.

З а м е ч а н и е . Риман в 1859 г. нашел аналитическое про-
должение дзета-функции на всю комплексную плоскость. При
этом значения дзета-функции, расположенные слева и справа
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от прямой Res = '/2, оказались связанными функциональным
уравнением

1 " 5£ (1 - s) = 21"5 я-*cos - ^ - Г (s) S (s).

где F(s) —гамма-функция Эйлера.
Из сказанного выше и единственности аналитического про-

должения следует, что равенство (12) выполняется в области
R e s > 0 для каждого натурального N.

Л е м м а 5. В области комплексной плоскости s=o+t7,

, 1 « т < 2 (15)

выполняются неравенства
\t\,

Заметим, что величины постоянных, стоящих перед лога-
рифмами, для дальнейшего несущественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в равенстве (12) JV=[|f |] .
Тогда по лемме 10 гл. 1 выполняется неравенство

N N N

л=1

Так как все точки области (15) удалены от точки 1 на рас-
стояние, не меньшее, чем 3, то \s — 11 > 3 и

АД-5 1 , 1

„1-а ^ ( 1 у )

S— 1

Далее, так как 7V< |/ | < Л ' + 1 , то
+ 00 +ЭО

S

С помощью оценок (16) — (18) из равенства (12) получаем не-
равенство

Дифференцируя равенство (12), будем иметь

?'< Nl's

s— 1
п=1

(19)
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Функция, стоящая под знаком интеграла в равенстве (12), раз<-
рывна в целых точках, однако возможность дифференцирова-
ния под знаком интеграла легко проверяется. Действительно,

оо оо л + 1
x-ndx,

и, как было доказано ранее, ряд, стоящий в правой части, схо-
дится равномерно в области (15), а его члены — аналитиче-
ские функции. Поэтому ряд можно почленно продифференци-
ровать:

т n-f-1 оо|
X— П

— In xdx = — Г

Из неравенства (17) следуют оценки

( s - 1)« s —1
< — In N < — In

3 3
(20)

Кроме того, выполняются неравенства

+(.J±-dx <+f — = - -
J x^ J *2 N

N' N

'-ТТ. (21)

+ 00

<
lnx

N

+

Далее, функция
Inx

; i n | f | + 1) <C 3(ln | /1 + 1). (22)

монотонно убывает при х > e. Поэто-

му в области (15) по лемме 10 гл. 1 выполняется неравенство
N N N

S in га I V ^ In га In 2 In 3 Г In x , _

f i s | A J f i 2 3 j *
п=2 п—2 3In 2 In 3

3

In23

что

2 - 3 - 2 2 -
1 П 2 | / |

-
 ( 2 3 )

Подставляя в равенство (19) оценки (20) — (23), находим,

Лемма доказана.
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§ 2. Нули дзета-функции

Важнейшую роль в изучении распределения простых чисел
играет информация о расположении нулей дзета-функции в об-
ласти 0 < с г < 1 . Область 0 < а < 1 называется критической
полосой дзета-функции.

В 1859 г. Риман выдвинул предположение, что все нули
дзета-функции, расположенные в критической полосе, лежат на
прямой сг=1/2. Гипотеза Римана к настоящему времени не
доказана и не опровергнута. Ее доказательство привело бы к
существенному прогрессу в задачах, связанных с распределе-
нием простых чисел.

Для доказательства асимптотического закона распределения
простых чисел, которое будет изложено ниже, требуется уста-
новить, что £(s) не обращается в нуль на прямой сг = 1. Для
этого докажем вспомогательное утверждение.

Л е м м а 6. Пусть 0 < г < 1 , а ф — действительное число,
тогда выполняется неравенство

| (1 _ Г)8 (1 _ ге«Ф)4 (i _ resuV) [-1 > 1. (24)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для всех z из круга \z\ < 1 имеет
место разложение

Так как l n | f | = R e l n f , то, обозначая М(г, ф) левую часть не-
равенства (24), получим

1пМ(г, ф) = — 3 In (1 —г) —41п| 1 — ге'ф|— 1п|1 — ге^\-=

= —31п(1 — г ) — 4 Re In (1 — re1*)— Reln(l — re2i<t) =
«О 00

= У — Re (3 + 4е*лч> + e2^) = V — (3 + 4оовпф + сов2«ф) =
^ J п ^—J n
п~\ n—l

Е ^
n—l

Следовательно, М(т, <р)>1. Лемма доказана.
Л е м м а 7. Функция t,{s) не имеет нулей на прямой

Res = 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а > 1. Из тождества Эйлера (8)

следует, что

= П l(i - p - ° ) 3 ( i -р-'-а-"Г(1 -p-°~2Ct)h1. (25)
Р
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Полагая в лемме 6 г = р~° и ei^ = p~it, ввиду неравенст-
ва (24) получим, что каждый сомножитель в произведении (25)
не меньше, чем 1. Поэтому

l. (26)

Предположим, вопреки утверждению леммы, что £(1 + it0) = О,
/0 ¥=0. Ввиду того, что £(s) является аналитической функцией
в точке s = 1 + **о будем иметь

Цо + ito) =О(а— 1), <т->1. (27)

Из неравенства (9) следует, что при 1 < а <: 2 выполняется
неравенство

| ? ( ( Т ) | < _^ Г < _А_. (28)

Из неравенства (27) и неравенства (28) получаем оценку

О(о-1), ст-1. (29)

Но функция £,(о-\-2ito) непрерывна и, следовательно, огра-
ничена на отрезке 1 < а <: 2. Поэтому неравенство (26) и
оценка (29) при сг-М + 0 противоречивы. Полученное противо-
речие доказывает утверждение леммы.

Неравенство (26) было основным в доказательстве леммы 7.
С его помощью, поскольку известны оценки сверху для |£(сг)|
и |£((T + 2t7)|, можно оценить снизу |?(cr + i'O|, а также дока-
зать следующую лемму.

Л е м м а 8. В области комплексной плоскости s = а + it,

выполняется неравенство

где с = 223.
Заметим, что величина постоянной с не существенна для

доказательства асимптотического закона.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для действительных ant, удовле-

творяющих неравенствам

ввиду оценки (28) выполняется неравенство

^ 2 c l n » U | , (30)
а — 1

а по лемме 5 — неравенство

|£(<r + 2tf ) |<:6 l n ( 2 | f | ) < 1 6 ln |f | (31)
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Из неравенств (26), (30) и (31) получаем, что

2? —(2c) 4 l n ~ 7 U | = 16c-4n- 7 | t | . (32)

Для а из области 1 < a < ai, пользуясь леммой 5, находим

о

<8((T1 — a)\n2\t\ < 8 c - 4 n - 7 | f | . (33)

Из неравенства (33) и оценки (32), в которой положено
•о = сгь следует, что

| £ (а + it) | 2s |S К + й) | - |S (Oi + #) - S (o + »Y) I >

> 16c-1 ln~ 7 | / |

Вместе с оценкой (32) это означает, что для всех а и t из
•области

1 < < т < 2 , |/ | > 3

выполняется неравенство

|S(«r + tY)| >8c-4n-i\t\. (34)

Из неравенства (34) и леммы 5 имеем

_ 8 1 n 1 U L _ =

^ 8с-Чп- 7 |/ | ' '

Лемма доказана.

§ 3. Доказательство асимптотического закона
распределения простых чисел

По лемме 11 из гл. 1 для установления асимптотического
соотношения

достаточно доказать, что ty(x) ~x при х-*+ оо. По причинам,
которые выяснятся несколько позднее, удобнее вместо ty(x)
рассматривать функцию

о>(*)= {JtVLdt. (35){JtV
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Для доказательства асимптотического закона достаточно
доказать асимптотическое равенство

а(х) =х-+о(х), х-*- + оо. (36)

Действительно, допустим, что это равенство доказано. Пусть
е произвольное число, такое, что 0 < е < 1. Тогда ввиду моно-
тонности функции i\>(t) находим

0+е)* (1+Е)Х

а>((1+е) *)-«(*) = \ - ^ - Л >!>(*) j" -j- =
X X

= i|?(*)ln(l + e),

откуда, пользуясь равенством (36), получаем

1п(1+е) *-»+«• * In (1 + е)

Так как это неравенство верно при любом положительном F,
то, переходя к пределу при г-*- + 0, будем иметь, что

Аналогично получается оценка и для нижнего предела.
Имеем

(1-е)*

J
(1-е)*

откуда следует, что

Hm ^ > - > ! lim

J -y- = *(x)lnT-L_,
1 )

— In (1 — e) *-•+» дс — In (1 — e) r

а после перехода к пределу при г-*- + О

Из неравенств

следует, что предел отношения ty(x)Jx при л-»- + оо существует
и равен 1.

В следующих двух леммах будет найдено интегральное
представление функции со(л:), связывающее эту функцию с

46



дзета-функцией Римана. Дальнейшее исследование полученного
интеграла приведет к установлению асимптотики для (о(х).

Л е м м а 9. При положительных а и b справедливы ра-
венства

1 f bs , ( \nb при
li J Ss

P
0 при О < Ь < 1,

(37)

г^е интеграл вычисляется по вертикальной прямой Re s = a.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства

•, s = a + it,

следует, что интеграл (37) абсолютно сходится.
Рассмотрим при Ъ з> 1 интеграл

где Fi — замкнутый контур, состоящий из отрезка с концами в
точках а — ш и а + iu, параллельного мнимой оси, и дуги ок-
ружности

с .
1

s | =
R e s < a

*(рис. 1).
Подынтегральная функция имеет полюс порядка 2 в точке

s = 0 с вычетом In b, поскольку

ft» = s In

Отсюда по теореме Коши

Следовательно,
а+1

1 С bs

a—iu

О

Л
вычетах

(и) = In Ь.

1

2я«
с,

6s

s2 ds. (38)

Так как при b > 1 на кривой Ci выполняется неравенство

1

S 2

1 1

Т О

2я« J
с,

a2 + и2
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Поэтому

lim —L_ f ^ i .

и в соответствии с равенством (38)
a+iu

lim Г ds = In Ъ.
ич+ао 2lt( J S2

a—iu

Тем самым равенство (37) в случае Ь > 1 доказано.

а-ни

7

(

-^ и

-и

г
1—^

-

—1?

a+iu

a 6

a-iu

\РйС. Рис. 2

В случае, когда Ъ удовлетворяет неравенствам
рассмотрим интеграл

где контур Г2 также состоит из отрезка с концами в точках
а — iu и а + iu и дуги окружности

с .l\s\ =
2 "

(рис. 2).
Подынтегральная функция bs/s2 является аналитической

внутри контура Гг. Поэтому по теореме Коши

f
2Я( J s

a+iu

- f i l d s = —!_f .
ж" J s2 2яг .)

ds.



Если b таково, что 0 < b < 1, то на контуре Сг выполняется
неравенство

Следовательно, . '
a+iu

Г Jt
J s2

а—Си

и, значит,

lim — ! -
u-И-оо 2яг

Это доказывает равенство (37) во втором случае. Лемма дока-
зана.

Пользуясь леммой 9, получим интегральное представление
функции (о(х), определенной посредством (35).

Л е м м а 10. При а > 1 и х > 2 выполняется равенство

а+'оо

(О (X) =•
J I ?(s) j s2 (39)

интегрирование ведется по прямой Res = а. Интеграл (39)
абсолютно сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 2 получаем, что на прямот
Re s = а выполняется неравенство

n—l

откуда следует, что интеграл (39) абсолютно сходится.
Положим в лемме 4 ап = А(п) и g(t) =ln (x/t). Тогда

A (t) = ty(t), и из равенства (10) находим

(40).

По лемме 9 имеют место равенства

1

2ш" J [ п } s 2 "
при п <

при п >
а из леммы 2 следует, что

(41 >

(42>



Если ряд (42) проинтегрировать почленно по вертикальной
прямой Res = а, то ввиду равенств (40) и (41) и получится
интегральное представление (39) для функции а(х). Обоснуем
только возможность почленного интегрирования.

На прямой Res = a ряд в правой части равенства (42)
сходится равномерно по s по признаку Вейерштрасса равно-
мерной сходимости рядов, что следует из оценки

Л (я) Inn

поскольку по условию а > 1. Отсюда для каждого и > 0, интег-
рируя почленно ряд (42) по отрезку с концами в точках а — iu
и а + iu, имеем, что

a+iu оо a+iu

-L- f (-£<L)J!Lds=y-L- Г AHlL(JLY ds. (43)
2ni J \ £(s) / s2 ^ J W J s2 \ л /

a—iu n = l a—iu

Из оценки
a+iu 4-oo

1 |* Л (л) / _^_\s J ^ In л / x \ a С dt _ I n n I x \ a

2m J s2 \ rt J V 2я 1 л J J a2 + ^2 ~~ 2a \ л j2JII
a—iu

•следует, что ряд в правой части равенства (43) сходится на
множестве и > 0 равномерно по и. Поэтому в равенстве (43)
можно перейти к пределу при и-»-+оо. Тогда пользуясь ра-
венствами (40) и (41), получим

a+ioo so a+ioo

_ Г С—^й_\ !Lds= у _!_ f А(п)(—
Ы J \ 5 (S) / S2 Z j 2Я! » V Л

= V Л(п) In —=ы(х).
4л П

Лемма доказана.
Можно показать, что при а > 1 и нецелом х > 2

f f L^L)J^ds. (44)
2nt

a—ioo

Однако для доказательства асимптотического закона интег-
рал (39) использовать проще ввиду его абсолютной сходимости.
В этом и состоит причина, из-за которой в рассматриваемом
доказательстве асимптотического закона используется функция
<й(х), а не функция $(х).

На контуре Res = а справедливо равенство

яз которого следует, что чем левее расположен контур интегри-
рования в интеграле (39), тем меньшие значения при больших л:



принимает модуль функции Xs. Будем стремиться перенести кон-
тур интегрирования по возможности левее. Препятствием к это-
му будут служить особые точки подынтегральной функции. Пер-
вой из них будет точка s = 1 — полюс функции £(s), а следо-
вательно, и функции — — . Вычет, в этой точке дает главный

S (s)

член асимптотики для а(х). Остальные особые точки лежат в
нулях функции £(s). Имеющаяся в нашем распоряжении инфор-
мация о нулях, а именно то, что они отсутствуют на прямой
Res = 1, позволит получить асимптотическое равенств»
а(х) = х + о{х).

Улучшение остаточного члена о(х) связано с возможностью'
дальнейшего продвижения контура интегрирования влево, а
значит, с получением информации о расположении нулей дзета-
функции Римана левее прямой Res = 1. Известно, что в кри-
тической полосе 0 < R e s < l функция £(s) имеет бесконечное
множество нулей, а из функционального уравнения для £(s)
следует, что нули ее в критической полосе расположены симмет-
рично относительно прямой Res=l/2. Справедливость гипотезы
Римана о том, что все нули дзета-функции в критической поло-
се лежат на прямой Res =1/2, дала бы возможность сдвинуть
контур интегрирования достаточно близко к прямой R e s = l / 2 ,
что привело бы к наилучшей оценке остаточного члена (см. до-
полнение 1).

Обозначим Г (Г, ц), Г > О, 0 < т ] < 1 , ломаную линию (рис. 3),.
состоящую из отрезков прямых, соединяющих последовательно
точки 1—too, G, F, Е, D, 1 + I'OO, т. е. точки 1 — IOO, 1—iT,
ri —iT, r] + iT, 1 + iT, l+ioo.

Л е м м а 11. Пусть функция £(s) не обращается в нуль
в замкнутом прямоугольнике т] < сг < 1, —Г < / < Г (0 < т̂  < 1,.
Т > 0). Тогда выполняется равенство

где

L f (ЛЮ^Л. (45>

Д о к а з а т е л ь с т в о . При U>T обозначим T(U, Т, г\)
контур (рис. 4), являющийся периметром многоугольника Р
с вершинами Л, В, С, D, E, F, G, Я, т. е. вершинами 2 —if/,
2 + Ш, 1 + Ш, 1 + iT, ц + iT, r\ — iT, I — iT, 1 — Ш, 2 — Ш.

Как было доказано в § 1, 2, функция £(s) не обращается в
нуль при а з> 1 и в полуплоскости а > 0 не имеет особых точек,,
кроме простого полюса в точке s = 1 с вычетом 1. Поэтому
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где f(s) — аналитическая функция при а > 0, а

s—1

Следовательно, функция ^_L2—- в многоугольнике Р
£ (s) s

имеет единственную особую точку s = 1 — полюс первого по-
рядка с вычетом х, и по теореме Коши о вычетах

(46)
.) \ C(s) I s2

пи.т.ю

Оценим интеграл (46) по отрезкам ВС и НА. По лемме 8
1+iU

1

2го" J I Us) / s2

2+Ш

(47)

Такая же оценка справедлива для интеграла по отрезку НА.
Правая часть неравенства (47) стремится к нулю при

<£/-»-+ оо. Для завершения доказательства леммы осталось в

-Т

1+i'oo

D

1-1°°

Рис. 3

-Т

-и

Рис. 4

В

2 6

равенстве (46) перейти к пределу при [/->+оо и для интегра-
ла по прямой 2 — loo, 2 + ioo воспользоваться равенством (39).

Перейдем непосредственно к доказательству асимптотиче-
ского закона. В начале параграфа было выяснено, что для до-

, , х

казательства асимптотического соотношения я(х) • до-
1п х

•статочно установить, что а>(х)~х. Для этого же достаточно до-
казать, что в лемме 11 R(x) = o ( l ) . Поэтому оценим сверху
[ # ( * ) | . Путь интегрирования в интеграле (45) изображен на

рис. 3.
S2



Пусть е > 0 — произвольное число. Из оценки

V (1 + й)
I (1 + if) С + 'О2

с In' |

1 4- f1

справедливой при | ^ | > 3 , следует, что можно выбрать число
Т = Т(г), Т > 3, не зависящее от х, так, чтобы выполнялись
неравенства

_J_ С / _ i l
2iti J \ Z,

1 + iT

1—iT

, (s)

J I
1—г'оо

2я .
т

2я ..
т

i ( 4 8 )

5 ' '

_L. (49)
5

По лемме 7 функция £(s) не имеет нулей на отрезке с кон-
цами в точках 1 — iT, I + it. Поэтому можно выбрать число
т) = т1(Г), 0 < т ] < 1 , так, чтобы в замкнутом прямоугольнике

функция £(s) не обращалась в нуль. Функция
V(s) J
C(s)

непрерывна на ломаной DEFG (см. рис. 4). Следовательно,
существует постоянная М = М(Т, г\), такая, что в каждой точке
этой ломаной справедливо неравенство

£,' (s) 1

Поэтому получаем неравенства

— Г
1+iT

ds

= М \ x°~l do < \ х°—1 da =

1—tT

T1+ir/ c (
;(s)

x s- l

Xs " I

ds

lnx

— M I x0"1 da = M

2я J
—г

И з п о л у ч е н н ы х н е р а в е н с т в с л е д у е т , что с у щ е с т в у е т хо =
= хо(М, Т, т)) такое, что для х>х0 выполняются неравенства
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Из неравенств (48) — (50) имеем, что для х > х0

= \R(x)\<J1 + ••• + Л < е ,

1 • В(Х) ,

и поэтому lim — ! - i - = 1,

что завершает доказательство асимптотического закона распре-
деления простых чисел.

Асимптотический закон позволяет получить асимптотическую
формулу n-го простого числа.

Т е о р е м а ! Прил->-со

рп ~ П]ПП,

где рп — п-е простое число.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из асимптотического закона сле-

дует, что при п -* со

п = я (р„) • Рп
1пр„ '

или

где ап->-0 при п—*-оо. Следовательно, при п-*-оо

Теорема доказана.
Этот результат усиливает теорему, доказанную в § 4 гл. 1.
Точнее, чем функцией х/\пх, величина л(х) приближается

функцией

которая при х-*~ + со эквивалентна х/\пх.
Изложенный в этой главе метод позволяет оценить величину

остаточного члена в асимптотическом законе, т. е. я (л;)—\\х.

ЗАМЕЧАНИЯ

Различные варианты доказательства асимптотического зако-
на распределения простых чисел можно найти в книгах Г. Да-
венпорта [6], А. Е. Ингама [7], А. А. Карацубы [8], К. Праха-
ра [9], К. Чандрасекхарана [16] и [17].
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Долгое время не удавалось найти элементарное доказатель-
ство асимптотического закона (не использующее теорию функ-
ций комплексного переменного). В 1949 г. А. Сельберг и
П. Эрдеш (р. 1913) получили такое доказательство. Элемен-
тарное доказательство асимптотического закона можно найти
в книгах К- Прахара [9], Э. Троста [10] и К. Чандрасекхара-
на [17].

В классической работе Римана 1859 г. (единственной его
работе по теории чисел) функция £(s) была аналитически про-
должена на всю комплексную плоскость и было выведено ее
функциональное уравнение. Оказалось при этом, что дзета-
функция имеет единственную особую точку s = 1 — полюс пер-
вого порядка с вычетом 1.

Риман показал, что распределение простых чисел тесно свя-
зано со свойствами дзета-функции как функции комплексного
переменного s, особенно с распределением ее нулей в крити-
ческой полосе 0 < о < 1.

В той же работе Риман выдвинул ряд гипотез о нулях
дзета-функции и среди них знаменитую гипотезу о том, что все
нули £(s), расположенные в критической полосе, лежат на пря-
мой о = 1/2.

К настоящему времени эта гипотеза не доказана. Получены,
•однако, результаты, в некоторой степени подтверждающие ее
справедливость.

Доказано, что по крайней мере одна треть нулей t,(s) лежит
на критической прямой о = 1/2. Кроме того, с использованием
•вычислений на ЭВМ было доказано, что первые два миллиона
нулей дзета-функции расположены в точности на прямой
о = 1/2.

Из асимптотического закона распределения простых чисел
следует, что

n(x) = lix + R(x), R(x) = o
lnx

где функция Их определена равенством (51). Функция R(x)
называется остаточным членом в асимптотическом законе.

Следующей задачей после доказательства асимптотического
закона является получение оценки сверху для [#(х)[. Основ-
ным моментом при решении этой задачи является доказатель-
ство того, что дзета-функция не обращается в нуль на некото-
ром множестве, лежащем левее прямой о = 1.

В 1899 г. Валле-Пуссен доказал, что t,(s) не обращается
в нуль в области

с некоторой постоянной ci > 0 и, исходя из этого, показал, что

*->- + оо. (52)
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Функция вида e<ln*>p при 0 < [ 3 < 1 возрастает быстрее лю-
бой постоянной степени In x и медленнее любой степенной
функции. Поэтому из равенства (52) следует, что для любой
постоянной а > О

(\пх)а оо.

Результат Валле-Пуссена впоследствии неоднократно улуч-
шался. Эти улучшения достигаются за счет нахождения более
широкой области, лежащей левее прямой о = 1, где функция
£(s) не обращается в нуль.

И. М. Виноградов и Н. М. Коробов (р. 1917) доказали, что
при а > 2/3 существует постоянная Ь = Ь (а) > 0, такая, что
£(s) не обращается в нуль в области

, . Ь

ln°(|*| + 2) '

и вывели из этого асимптотическую формулу

л(х) = И х + О(х*Н1п*)р)

при любой постоянной р < 0,6.

Однако если справедлива гипотеза Римана, то

л(х) = И * + О (хЩп х) (53)

(см. дополнение 1).
В пределах имеющихся к настоящему времени таблиц прос-

тых чисел л(х) < П х. Например, при х = 107, х = 108 и х = 109

отношения л(х)1Мх приблизительно равны 0,9994; 0,99986;
0,99996.

Предполагалось, что вообще при всех достаточно больших х
л(х) <\ix. Это предположение оказалось неверным. Д. Литтл-
вуд (1885—1957) в 1914 г. доказал, что разность л(х)—]\х
бесконечное число раз меняет знак. Более того, было доказано,
что при любом Б > 0 эта разность принимает бесконечное число
раз значения как большие х1/2~г, так и меньшие — х1/2~е. Дока-
зательство этой теоремы можно найти в книге [7]. Из этого
утверждения следует, что в асимптотическом равенстве (53)
постоянную 1/2 в показателе в остаточном члене нельзя заме-
нить на меньшую постоянную.

Большое внимание в теории чисел уделяется решению так
называемых аддитивных задач. Постановки этих задач связаны
с возможностью представления натуральных чисел в виде сумм
чисел заданного вида.

Наиболее известная из этих задач — проблема Гольдбаха.
В 1742 г. X. Гольдбах (1690—1764) в письме к Л. Эйлеру вы-
сказал предположение, что всякое нечетное число, большее 6,
можно представить в виде суммы трех простых чисел. Эйлер
высказал более сильную гипотезу о том, что всякое четное
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число, начиная с 4, можно представить в виде суммы двух про-
стых чисел.

Первым результатом, связанным с проблемой Гольдбаха,
была теорема Л. Г. Шнирельмана (1905—1938), утверждаю-
щая, что существует постоянная k такая, что каждое натураль-
ное число, большее 1, есть сумма не более чем k простых чисел.

Большим достижением в теории чисел стала доказанная
И. М. Виноградовым теорема, утверждающая, что всякое до-
•статочно большое нечетное число представимо в виде суммы
трех простых чисел.

Доказательство этой теоремы основывалось на разработан-
ном И. М. Виноградовым новом методе оценок тригонометри-
ческих сумм [3]. О развитии метода тригонометрических сумм,
его приложениях, а также о некоторых других методах в теории
чисел можно прочитать в книге [15].

Утверждение о представлении четных чисел в виде суммы
двух простых к настоящему времени не доказано. Однако при
помощи метода решета установлено, что всякое достаточно
большое четное число можно представить в виде суммы прос-
того числа и числа, имеющего не более двух простых дели-
телей.

О решении аддитивных проблем, связанных с простыми чис-
лами, можно прочитать в книгах А. А. Карацубы [8] и К. Пра-
хара [9].

ЗАДАЧИ

1) Доказать, что

V ^ L , R e s > i ,
п=1

где i(n) — число делителей числа п.
2) Установить тождество

где pi(n) — функция Мёбиуса, которая была определена в за-
даче 12 гл. 1.

3) Доказать равенство

ГПГ ~~s \ ~^г
L, lit *J A

Вывести из него, что если существует lim , то этот пре-

дел равен 1.
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4) Установить равенство
+ 00

П .\н.\ I д

S) L, (S) = I

5) Доказать, что дзета-функцию можно аналитически про-
должить в область О <С о <С 1 посредством равенства

( 1 — 2 1 ~ s ) ? ( s ) = 1 !_ + _ ! _ _
2 s 3 s

Вывести отсюда, что при действительном s, 0 < s < I, £(s) ф О,
6) Доказать, что при любом е > 0 и п> по(г) между чис-

лами л и (1 + г)п содержится простое число.
7) Проверить, что в области

справедливы оценки
l(s)=O(\u\t\), g ' ( s ) =

8) Установить, что существует постоянная с > О, такая, что
в области

а у 1
In» | * Г '

имеет место оценка

£-@- = О(1п9|f1)•

9) Доказать формулу (44).
10) Из тождества (44) вывести, что ty(x) ~ х П Р И х ~* + 0 о

(не вводя функцию w(x)).
11) Доказать, что при а> 1 и нецелом х > 1

а+г'оо

п<х a—too

Указание: использовать задачу 2.
12) Из равенства, полученного в предыдущей задаче, вы-

вести, что



ГЛАВА 3

ТЕОРЕМА ДИРИХЛЕ
О ПРОСТЫХ ЧИСЛАХ
В АРИФМЕТИЧЕСКОЙ ПРОГРЕССИИ

§ 1. Простейшие частные случаи
теоремы Дирихле

Простые числа расположены в натуральном ряде весьма не-
равномерно. Тем не менее в их распределении можно усмот-
реть определенные закономерности. Некоторые из них были
рассмотрены выше. Целью этой главы является доказательство
•следующей теоремы о простых числах в арифметической про-
грессии.

Т е о р е м а Д и р и х л е . Если разность и первый член ариф-
метической прогрессии есть взаимно простые натуральные чис-
ла, то она содержит бесконечное множество простых чисел.

Пусть

пгп + I, л = 1, 2,..., (1)

прогрессия, удовлетворяющая условию теоремы. Условие
( т , /) = 1, наложенное на числа т и / в формулировке теоре-
мы, естественно, поскольку в случае, когда d = (m, /) > 1, все
члены прогрессии (1) делятся на d и поэтому не являются
простыми числами.

Количественный аналог теоремы, который может быть полу-
чен с помощью развития методов, излагаемых в этой и преды-
дущей главах, показывает, что при фиксированном m простые
числа распределяются между различными прогрессиями (1) с
(тп, I) = 1 примерно поровну.

Сформулированная теорема была впервые высказана Л. Эй-
лером в 1783 г. В 1798 г. А. Лежандр опубликовал доказатель-
ство для четных т, использовавшее, как выяснилось позднее,
одну ошибочную лемму.

Полностью доказал теорему в 1837—1839 гг. Г. П. Лежен-
Дирихле. С тех пор она носит его имя.

Следуя доказательству Евклида теоремы о бесконечности
множества простых чисел, нетрудно показать, что существует
бесконечное множество простых чисел вида 4л + 3.

Предположим противное, что множество таких чисел конеч-
но. Перенумеруем их в порядке возрастания:

Pi = 3, р2 = 7, р 3 = П,...,рг (2)

и рассмотрим целое число

Лг = 4р1... р 2 — 1 .
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Это число нечетно, и поэтому все его простые делители не-
четны. Произведение любых двух чисел вида 4л + 1 имеет, как
легко проверить, такой же вид. Отсюда, ввиду того что ЛГ
имеет вид 4л + 3, следует, что у JV есть простой делитель вида
4л + 3. Обозначим его буквой р. Так как N не делится ни на
одно из чисел pi, ..., рт, то р отлично от всех чисел (2). Это при-
водит к противоречию с тем, что в совокупности (2) содержатся
все простые числа вида 4л + 3. Тем самым доказано, что мно-
жество простых чисел вида 4л + 3 бесконечно.

Столь же просто доказывается бесконечность множества
простых чисел вида 6л + 5.

Элементарное доказательство того, что существует беско-
нечное множество простых чисел вида 4 л + 1 , несколько слож-
нее и требует привлечения новой идеи. Предшествующее рас-
суждение основывалось на утверждении:

а) натуральное число вида 4л + 3 имеет простой делитель
того же вида.

Теперь нужно использовать другое утверждение:
б) пусть а и Ь — взаимно простые целые числа. Тогда каж-

дый простой нечетный делитель числа а2 + Ь2 имеет вид
4л + 1.

Этот факт будет доказан ниже. Но пока воспользуемся им
без доказательства.

Предположим, что простые числа вида 4л + 1 образуют
конечное множество. Обозначим их

Pi = 5, р 2 = 13, р 3 = 17, ...,рг (3)

и рассмотрим число

N= (2Pi---pr)
2+l.

Если р — простой делитель N, то очевидно, что р — нечет-
ное число и отлично от pi, ..., рт. В то же время из утверждения
б) следует, что простое число р имеет вид 4л + 1. Это противо-
речит тому, что совокупность (3) содержит все простые числа
вида 4л + 1. Полученное противоречие доказывает бесконеч-
ность множества простых чисел вида 4л + 1.

Утверждения того же типа, что и а) и б), можно использо-
вать совместно и получить еще ряд результатов, аналогичных
уже доказанным.

Предположим, например, что множество простых чисел вида
8л + 5 конечно. Пусть оно состоит из чисел

Р\ = 5 , р 2 = 13, рз = 29, ..., рг. (4)

Рассмотрим число

Квадрат нечетного числа при делении на 8 дает, как легка
проверить, в остатке 1. Поэтому число N при делении на 8 дает
в остатке 5. Так как произведение нескольких чисел вида 8л + 1
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есть снова число того же вида, то существует простой делитель
числа N, не содержащийся в прогрессии 8л + 1. Ввиду утверж-
дения б) число р имеет вид 4л + 1 и, значит, содержится в про-
грессии вида 8л + 5.

Итак, число N имеет простой делитель р вида 8л + 5 и не
делится ни на одно из чисел совокупности (4). Поэтому р от-
лично от всех чисел (4). Но это противоречит тому, что сово-
купность (4) содержит все простые числа вида 8 л + 5. Тем
самым доказано, что в прогрессии 8л + 5 содержится бесконеч-
ное множество простых чисел.

Пользуясь аналогичными рассуждениями, нетрудно дока-
зать, что в каждой из прогрессий 8л ± 1 , 8л ± 3, 12л + 1,
12л ± 5 содержится бесконечное множество простых чисел.
Несколько сложнее доказывается бесконечность множеств прос-
тых чисел вида тп + 1 и тп—1 для любого натурального т.

В настоящее время не известно доказательство теоремы о
бесконечности множества простых чисел в арифметической про-
грессии произвольного вида с помощью элементарных рассуж-
дений, обобщающих идею Евклида.

Метод, с помощью которого Дирихле доказал эту теорему,
существенно использует аналитические средства. Простейший
вариант этого метода будет изложен в § 2, где снова будут рас-
смотрены прогрессии вида An + 1 и An— 1.

Прежде чем приступить к доказательству теоремы Дирихле,
приведем некоторые сведения о сравнениях, необходимые в
дальнейшем, а также докажем утверждение б) о простых дели-
телях чисел вида а2 + Ь2.

Пусть т е N. Целые числа а и Ъ называются сравнимыми-
по модулю т, если разность а — Ь делится на т.

Сравнимость чисел а и Ь по модулю т обозначают сим-
волом

а = fc(modm),

называемым сравнением по модулю т.
Числа а и Ь сравнимы по модулю т тогда и только тогда,

когда

а = Ъ + mt, ( E Z ,

а также тогда и только тогда, когда они имеют одинаковые
остатки при делении на m (см. § 1 гл. 1).

Отсюда следует, что все целые числа по модулю ш разби-
ваются на m непересекающихся классов сравнимых между собой
чисел (т. е. имеющих одинаковые остатки при делении на т).

Каждое число, входящее в какой-либо из классов, назы-
вается вычетом этого класса, а сами классы — классами выче-
тов по модулю т.

Простейшие свойства сравнений напоминают свойства обыч-
ных числовых равенств. Укажем только некоторые из них:

1) Два числа, сравнимые с третьим, сравнимы между собой.
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2) Сравнения по одному и тому же модулю можно почлен-
но складывать.

3) Сравнения по одному и тому же модулю можно почленно
перемножать.

Правила сокращения несколько отличаются от правил со-
кращения равенств.

4) Если

•и {a, m) = 1, то
и = v (mod m).

5) Если
аи = av (mod am),

го
и = v(modm).

Пусть f(x) — многочлен с целыми коэффициентами. Сравне-
ние

f(x) = O(modm)

называют сравнением с неизвестной величиной.
Если число Хо е Z таково, что

f(x0) = O(modm),

то говорят, что Хо удовлетворяет рассматриваемому сравнению.
Задача о решении сравнения с неизвестной величиной состоит
в отыскании всех значений х, которые ему удовлетворяют.

Рассмотрим простейшее линейное сравнение:

ax=b(modm), (а, /л) = 1. (5)

Л е м м а 1. Сравнение (5) разрешимо. Множество удовле-
творяющих ему чисел составляет некоторый класс вычетов по
модулю т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из свойства сравнений 4) следует, что
•числа

а, 2а, За,..., та (6)

яе сравнимы между собой по модулю т. Следовательно, все эти
числа лежат в разных классах вычетов по модулю т. Ввиду
того что имеется ровно т различных классов вычетов по моду-
лю т, получаем, что одно из чисел (6) содержится в классе
вычетов, содержащем Ь. Значит, сравнение разрешимо.

Если аг = b (mod m), то, очевидно, все числа из класса вы-
четов, содержащего г, удовлетворяют сравнению (5) (свойст-
ва 3) и 1)), и любое решение лежит в классе вычетов, содер-
жащем г (свойства 1) и 4)). Лемма доказана.

Для каждого т, т>\, обозначаем через <р(/п) количество
чисел совокупности

О, \,...,т-\, (7)
взаимно простых с т.
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П р и м е р ы : <р(1) = 1, <р(2) = 1, <р(3) = 2, <р(4) = 2 , <р(5) =
= 4, <р(б) = 2; если р — простое, то <р(р) = р— 1.

Существует ровно <р(т) различных арифметических прогрес-
сий (1) с условием (/, т) = 1, 0 < / < т.

Функция <р(т) называется функцией Эйлера.
Т е о р е м а Э й л е р а . Если a e Z , (а, т) = 1, то

а < р ( т ) =

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

г и гъ —, гс,

где с = ф ( т ) — все числа из совокупности (7), взаимно прос-
тые с т . Пусть г —i одно из чисел г,-. Тогда произведение аг
можно представить в виде

аг = qtn + го, 0 <: г0 < т.

Если г0 и ш имеют общий простой делитель р, то р \ аг. Но
это невозможно, так как (а, т) = 1 и (г, т) = 1. Следователь
но, (г0, т ) = 1 и число г0 содержится среди ги ..., гс. Таким обра-
зом для каждого индекса i, I < i < с,

art = ra({)(mod m) (8)

Если а (/) = a (i), то

arj ^ аг;-(mod m)

или т | a(rj — г,). Поскольку (а, т ) = 1, то по лемме 3 гл. 1
т\ (гз — гг), ч т 0 невозможно, так как 1 < [г,- — г,| < т. Итак,,
набор чисел (a( l ) , a(2),..., а(с)) есть некоторая перестановка
чисел (1, 2, ..., с) и

/"1 • /2 • — • Л: = /"ofl) • — • /"о(с)- ( 9 )

Перемножив теперь сравнения (8), получим

ас • /-1 •... • гс = ri • ... • r c (mod m)

и так как (rr . . .-r c ,m) = 1, то по свойству 4) сравнений:
ас = 1 (mod m). Теорема доказана.

С л е д с т в и е 1 ( м а л а я т е о р е м а Ф е р м а ) . Если р —
простое число, и р % а, то

ap-i =

Утверждение очевидно, так как Ф(р) = р— 1.
Докажем теперь утверждение б), которое использовалось

выше.
Пусть р — нечетный простой делитель числа а2 + Ь2. Тогда*

а2=—ЬЦтос1р). (10)

Если.р делит а, то из условия следует, что р делит Ъ. Но это»
противоречит равенству (а, Ь) = 1. Итак, (а, р) = 1 и, анало-
гично, (Ь, р) = 1.
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Возведем обе части сравнения (10) в степень -£ и в<вс-

лользуемся малой теоремой Ферма. Получим

Р - 1

1 = (—1) 2 (modp).

Р - 1 .

Так как р > 3 и | 1 — ( — 1 ) 2 | - < 2 , то из последнего сравне-
ния находим

Р-1

Это равенство означает, что с некоторым целым л имеем

-р~~ = 2л или р = 4л + 1.

Рассмотрим фактор-кольцо Z/mZ кольца целых чисел Z по
идеалу mZ, состоящему из чисел, кратных т, элементами кото-
рого являются классы вычетов по модулю т. Из леммы 1 сле-
дует, что классы вычетов, состоящие из чисел, взаимно прос-
тых с т, являются обратимыми элементами этого кольца.
И каждый класс вычетов, обратимый в кольце Z/mZ, как легко
видеть, состоит из чисел, взаимно простых с т. Таким образом,
в кольце Z/mZ имеется в точности ср(т) обратимых элементов,
и мультипликативная группа (Z/mZ)* обратимых элементов
кольца Z/mZ состоит из ср (т) элементов. Так как по теореме
Лагранжа порядок каждого элемента группы делит порядок
группы, т. е. >ф(/п), то получаем еще одно доказательство тео-
ремы Эйлера.

§ 2. Другое доказательство бесконечности
множества простых чисел в прогрессиях вида 4п±1

В этом параграфе на простейших примерах прогрессий вида
4л ± 1 будет показана основная идея доказательства теоремы
о бесконечности множества простых чисел в арифметической
прогрессии. Соответствующее обобщение этой идеи позволит в
конце главы изложить доказательство теоремы Дирихле в об-
щем случае.

Рассмотрим два ряда, члены которых являются функциями
действительной переменной s:

U ( 2 * + l ) s >
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Они оба сходятся при s > 1, a Li(s) сходится даже при s > 0.
Из признака равномерной сходимости Дирихле следует, что ряд
для Li(s) равномерно сходится в любой области вида s > б,
где б > 0. Поскольку члены этого ряда непрерывны в той же
области, то по теореме о непрерывности суммы функционально-
го ряда функция Li(s) непрерывна в области s > б, а ввиду
произвольности б — и в области s > 0.

Так как абсолютная величина суммы знакочередующегося
ряда, удовлетворяющего признаку сходимости Лейбница, не
превосходит абсолютной величины его первого члена, то

35 V 3 5 / 33

С помощью леммы 10 гл. 1 при s > l находим
DO +ЭО

dx 1Lo(s) =
(2k+\y

k=0 0

2(s—I)

откуда следует, что
lim L0(s) = + oo. (П)

Для функций L0(s) и Li(s) существуют разложения в бес-
конечные произведения по простым числам, аналогичные тож-
деству Эйлера для дзета-функции Римана.

Действительно, определим функции %о(п), %i(n) натурально-
го аргумента п следующим образом:

Хо (п) =

Тогда

0, если п четно,

1, если п нечетно,

0, если п четно,

n—\

(—1) 2 , если п нечетно.

(12)

п=\ п = 1

Функции %о(п), %i(n), как легко видеть, вполне мультипли-
кативны, т. е. для любых целых и и v

X(uv) = X(u)x(v)

и i(\) = 1. Для функции %\(п) это проще всего доказать, за-
метив, что хЛп)^=^ тогда и только тогда, когда п нечетно, и
%i(n) = 1 тогда и только тогда, когда п = 1 (mod 4).

По лемме 3 гл. 2 при s > 1 имеем

ХЛР) \ ~ '

Ps
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откуда получаем, что

ln£ni
Ps

Xi(P)

Пользуясь разложением в ряд Тейлора функции —In (1—t)

находим при s > 1 для i = О, 1

p A = l

Оценим сверху двойную сумму в правой части полученного
равенства. Так как |хг(р) 1 < 1 . т 0 П Р И

fc=2

Тогда, пользуясь неравенством

n = 2 n=2 ]

получаем оценку

p ft=2 f!=2

Таким образом, при s-*-1 + 0 двойная сумма в правой части
равенства (13) остается ограниченной. Поэтому при s-*-l + 0

In ), t = O , l .

Из этих равенств имеем

S - ^ ^ - = l n L , ( s ) + O ( l ) , / = 0 , 1 . (И)

Пользуясь теперь определением х*(р) и абсолютной сходи-
мостью рядов в левой части равенств (14) при s > 1, находим,
что
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р
p=sl(mod 2)

p P

P»l(mod4) p=.3(mod4)

(15)

(16)

Равенство (15) можно представить аналогично равенству (16)
в виде

S ^ + S у = 1пМ«) + 0(1). (17)
Р р

Pi«l(mod4) p = 3(mod4)

Из равенств (16) и (17) следует, что

J 7 = ^( lnL 0 (s) + lnZ.1(s))+O,(l),
psslfmod 4)

p-3(mod 4)

Поскольку функция Li(s) непрерывна в точке s = 1 и, как
доказано в ы ш е ^ ( 1 ) > — > 0, то функция lnLi(s) ограничена

О

в окрестности точки s = 1. Но функция L0(s) стремится к бес-
конечности при s->-l-fO (см. (11)). Поэтому из равенств
(18) находим, что

lim У — — +оо,
p«l(mod 4)

lim

p-;3(mod 4)

Последние равенства означают, что в каждой из прогрессий
4л + 1, 4л + 3, л = 0, 1, 2,..., содержится бесконечное множест-
во простых чисел.

Подобные рассуждения были проведены Дирихле в общем
случае для любой арифметической прогрессии вида (1). Для
этого потребовалось построить ср(т) (это число различных
арифметических прогрессий вида (1) с условием (т , /) = 1,

О < / < т ) различных мультипликативных и периодических с
периодом т функций %(п) (они называются характерами) и
соответствующих им L(s, x) -функций (они носят название
/--функций Дирихле).
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Как ни странно на первый взгляд, но наибольшие труднос-
ти в этом обобщении пришлось преодолеть, доказывая утверж-
дение

М1,Х)=*0 (19)

для характеров %(п), не равных тождественно 1 на всех числах
я, взаимно простых с т (неглавных характеров). В настоящее
время наиболее короткий путь доказательства утверждений (19)
связан с определением L(s, %) рядами, подобными рядам (12),
для комплексного s и исследованием аналитических свойств
функций L(s, у) комплексного переменного s.

§ 3. Характеры

Пусть G — конечная абелева группа. В дальнейшем потре-
буется понятие группового характера.

Характером группы G называется комплекснозначная функ-
ция %, определенная на G, не равная тождественно нулю и
такая, что для любых элементов а, Ъ е G выполняется ра-
венство

Это определение означает, что характер % есть гомоморфизм
группы G в мультипликативную группу поля комплексных
чисел.

Отметим некоторые свойства характеров.
1. Функция хо( а). Равная 1 для каждого элемента a^G,

является характером и называется главным характером.
Остальные характеры называются неглавными.

2. Если е — единица группы, то для каждого характера %

Х(<?) = 1- (20)

Действительно, из равенства

Х(а) =%(ае) = х(а)х(е)>

справедливого для каждого элемента a^G, имеем, что %(е) Ф
ф§. Теперь из равенства

%(е) =х(ее) = %(е)х(е)

следует равенство (20).
3. Из равенства

1 =%(е) =х(аа" 1 ) =Х(а)х(а~Ч

получаем, что для каждого элемента a<=G выполнено нера-
венство %(а) Ф0 и

Х(а-») =
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4. Если h — порядок группы G (количество ее элементов),
то для каждого элемента a^G значение %{а) есть некоторый
корень из 1 степени h. Действительно, по теореме Лагранжа

h

x(ah) = (x(a))h.
Особенно просто построить характеры для циклической

группы.
П р и м е р . Пусть Я — циклическая группа порядка г и

а — ее образующий элемент. Обозначим через t, произвольный
корень степени г из 1 и, воспользовавшись тем, что каждый
элемент группы Я равен некоторой степени а, определим функ-
цию ty на Н, положив

Это определение корректно. Действительно, если ah — а1 —
два представления одного и того же элемента группы Н, то
1 Н 2

Легко видеть, что функция \\> мультипликативна и, следова-
тельно, является характером группы Я. Существует ровно г
корней из 1 степени г: £4,..., | г . Значит, таким способом можно
построить г различных характеров î i, ..., tyr,

% ( а * ) - 1 ? . < = l , . . . . r .

Других характеров группа Н ие имеет. Действительно, по
свойству 4 характеров для каждого характера I|J значение ty(a)
равно одному из чисел £,. Из равенства ф(а) =г|зг(а), ввиду
того, что а — образующий элемент группы Я, н мультиплика-
тивности характеров, следует совпадение ^ и tyt на всей груп-
пе Н.

Для каждой конечной группы G будем обозначать в даль-
нейшем символом \G\ количество элементов в G.

Т е о р е м а 1. Пусть G — конечная абелева группа, Н —
подгруппа G и \р — некоторый характер группы Я. Существует
в точности \G\I\H\ характеров группы G, совпадающих с ty на
подгруппе Н.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что утверждение тео-
ремы неверно. Можно считать, что Н — наибольшая по коли-
честву элементов подгруппа группы G и \|з = \|з(х) — соответ-
ствующий характер, для которых утверждение теоремы не вы-
полняется. Тогда НФС Выберем элемент a^G, не содержа-
щийся в подгруппе Н.

Существуют натуральные числа k такие, что ah^H. На-
пример, ah = e^H, где h — порядок группы G. Обозначим
через т наименьшее натуральное число такое, что ат е Я и
через Hi подгруппу G, состоящую из элементов вида

ahb,
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где b пробегает все элементы подгруппы Я, a k — любое чис-
ло из Z. Так как по теореме о делении с остатком (см. гл. 1)'
существуют целые числа и, v такие, что

k = ur+v, 0<u<r,

и ат е Н, то каждый элемент х группы # i представим в виде

х = avb,0<v <r, b ^Н. -(21)

Это представление единственно. Действительно, из равенства;

a*b1 = a?'ba, 0 < о, <:>!</•, Ь , - Е Я , (22)

следовало бы, что

а°--°* = Ъф~х <= Н.

Целые числа Vi и v2 удовлетворяют неравенствам 0 < v2 < vi <
<г и из определения г следует равенство V\ = v2. Теперь из ра-
венств (22) находим, что bi = b2.

Из единственности представления (21) следует, что под-
группа HidG содержит ровно г \Н\ элементов, т. е.

\Hi\=r\H\.

Поскольку ат е Я , то if (ar) = со — некоторый корень из-
1 (свойство 4). Обозначим через | какой-либо корень степени г
из со и определим функцию g(x) на группе Hi, положив для
элемента х вида (21)

g(x) =|«Ч

Докажем, что функция g (х) является характером группы1

Hi. Пусть

xi = ak' Ъи х2 = ak* b2, 0<&; < г, b{ s H,
и

xix2 = ahb, 0 < К Г , 6 Е Я .

Тогда ki + k2 = k + rj, j s Z, и b = (ar)ibib2.
Имеем

g (*Л) =

| W ^ (Ьх) if (b2) = Zk

Итак, g(x) — характер группы Hi, совпадающий, как легко
проверить, на подгруппе Н с характером г|>(х).

Поскольку существует г различных корней степени г из со,
то таким образом можно построить г различных характеров
gi,...gT группы Hi, совпадающих с ty(x) на подгруппе Н.

Так как а&Н, т о г > 1 и | # i | = r | # | > | # | . Следователь-
но, по первоначальному предположению, для каждого из ха-
рактеров gi группы Н\ существует ройно v = | G | / | # i | харак-
теров хи,—, X*» группы G, совпадающих с gt на подгрупае Я 1



м, значит, с \р(л:) на подгруппе Н. Следовательно, приведенная
^конструкция позволяет построить

\G\ \G\
Г-\— Г — — — = —!——

различных характеров группы G, совпадающих с ty(x) на под-
.группе Н. Других характеров с этим свойством не существует.
Действительно, пусть %(х) характер группы G, совпадающий
с ty(x) на подгруппе Н. Так как а г е # , то

и, значит, i{a) есть некоторый корень степени г из со. Следова-
тельно, найдется индекс /, для которого %(а) =gi(a). Посколь-
ку для подгруппы Нх утверждение теоремы верно, то с некото-
рым индексом k, 1 < £ < V , имеем % = Xik на G.

Итак, утверждение теоремы выполняется для подгруппы Н,
что противоречит ее выбору. Это противоречие означает, что
первоначальное предположение неверно, и поэтому теорема
справедлива.

Доказательство теоремы конструктивно и позволяет факти-
чески строить характеры. Ниже это будет показано на примере
мультипликативной группы (Z/mZ) * классов вычетов по моду-
лю т, взаимно простых с т.

С л е д с т в и е 1. Пусть G — конечная абелева группа. Су-
ществует ровно \G\ характеров группы, G.

Выше этот факт был установлен для циклических групп
прямым построением всех характеров.

Для доказательства достаточно применить теорему 1 с Я =
= (е) подгруппой, состоящей из одного элемента е и единствен-
ным характером ty этой подгруппы, равным 1.

С л е д с т в и е 2. Пусть а — некоторый элемент группы G,
г — наименьшее натуральное число такое, что аг = е. Тогда мно-
жество чисел i(a), где % пробегает характеры группы G, со-
стоит из всех корней степени г из 1. При этом каждый корень
повторяется \G\fr раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Н циклическую
труппу, порожденную элементом а, \Н\=г. Из примера, разо-
•бранного перед теоремой 1, следует, что существует ровно
г характеров ty\ (х),..., v|;r(x) группы Н. При этом числа $i(a),
/ = 1 , . . . , г, составляют множество всех корней степени г из 1.
По теореме 1 для каждого i существует ровно | G | / | # | = | G\/r
характеров %(х) группы G, совпадающих с tyi(x) на Н, т. е.
таких, что %{a)=^i{a). Значит, во множестве чисел %(а), где
X пробегает все характеры группы G, встречается каждый ко-
рень степени г из 1, причем не менее \G\/r раз. Так как по
.следствию 1 это множество состоит из \G\ чисел, то след-
ствие 2 доказано.
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Т е о р е м а 2. Имеют место равенства

\G\, если Х = Хо,f-\a) —
О, если

0, если афе,

где в первой сумме суммирование ведется по всем элементам
а группы G, а во второй — по всем характерам % = %{х) груп-
пы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Докажем сначала первое равен-
ство. Если х=Хо> то первое утверждение очевидно. Пусть у/т̂ Хо-
Тогда найдется элемент b<=G такой, что х(Ь)ф\. Имеем

X (Ь) £ X (а) = £ X фа) = £ X (а). (23)

Последнее равенство выполняется ввиду того, что произведе-
ние Ьа пробегает всю группу G, если а пробегает G. Из ра-
венства (23) получаем, что

откуда, ввиду того что %{Ь)Ф\, следует доказываемое равен-
ство.

2) Теперь докажем второе равенство. Если а = е, то утвер-
ждение имеет место ввиду следствия 1 из теоремы 1 и равен-
ства (20). Пусть теперь афе и г — наименьшее натуральное
число такое, что ат = е. Тогда г>2, и по следствию 2 из теоре-
мы 1

где | ь ..., 1Г — все корни из 1 степени г. Числа | ь ..., | г состав-
ляют полный набор корней уравнения хг—1=0. По теореме
Виета£1+...+5г = 0.

Теорема 2 доказана.
Пусть т > 1 — ц е л о е число. Определим числовые характеры

•по модулю т.
Комплекснозначная функция х ( л ) . определенная для всех

целых чисел п, называется числовым характером по модулю
т . если она удовлетворяет условиям:

а ) х ( л ) = О т о г Д а и только тогда, когда (п, ш)ф\;
б) %{п) периодична с периодом т ;
в) для любых целых чисел о н
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Функция

0, если

1, если ( л , т ) = 1

f

является, как легко проверить, числовым характером и назы-
вается главным характером. Остальные числовые характеры
по модулю m называются неглавными.

Имеет место следующее утверждение о числовых харак-
терах.

Т е о р е м а 3. Существует ровно ф(т) числовых характе-
ров по модулю т. Если х=х(п) —числовой характер по моду-
лю ш, то:

1) Для п, взаимно простых с модулем пг, значение %(п)
есть корень из 1 степени ф ( т ) .

2) Для всех п выполняется неравенство

3) Имеет место равенство
m ф (т), если 1 = х0,

n=i О, если X =£ЭС0.

4) Для каждого целого числа п

Е [ ф (т), если л ^
Х(л)= ' ^ v ;>

0, если п ф 1 (modm),

где суммирование проводится по всем числовым характерам
по модулю т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть %(п)—некоторый числовой ха-
рактер по модулю т. Из пункта б) определения следует, что
% (п) задает некоторую функцию 1|з(й) на мультипликативной
группе Gm= (Z/mZ)* классов вычетов по модулю т, взаимно
простых с т, а именно

здесь и в дальнейшем п обозначает класс вычетов по модулю
т, содержащий п. Так как %{\)фО, то \|з(л) не равняется тож-
дественно нулю, а из пункта в) определения числового харак-
тера следует, что

Таким образом, 1|з(й) есть характер мультипликативной груп-
пы Gm.

Обратно, по каждому характеру 1|з(я) группы Gm можно
построить числовой характер %(п) по модулю т, положив

X (л) = ( - ' е С Л И ( " ' Ш ) Ф 1'
\ г|>(л), е с л и {п,т) = 1.
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Установленное соответствие, очевидно, является взаимно-од-
нозначным. И все утверждения теоремы 3 следуют теперь из-
доказанного выше для групповых характеров применительно к
группе Gm, если учесть, что \Gm\=<p(m), где <p(tn)—функция
Эйлера.

В дальнейшем слово характер будет обозначать числовой
характер по некоторому модулю пг, если не оговорено, что рас-
сматривается групповой характер.

Рассмотрим некоторые примеры.
1. пг = 2. Так как ф(2) = 1, то существует единственный ха-

рактер по модулю 2:

\ О, если п четно,
Хо (л) = 1

I 1, если п нечетно.
2. т = 3. Существуют ф(3) = 2 характера:

О, если 3 I п,

1, если 3f n,

(л)=

0, если rc = 0(mod3),

1, если п = 1 (mod 3),
— 1 , если n = 2(mod3).

3. m = 4. Мультипликативная группа классов вычетов G4 яв-
ляется циклической порядка 2. Она порождается классом вы-
четов по модулю 4, содержащим число 3. Поэтому сущест-
вуют только два характера по модулю 4:

. (О, если п четно,
Хо(л)= ,

[ 1, если п нечетно.

1 0, если п четно,
— 1 , если п = 3 (mod 4),

1, если п = 1 (mod 4).
Эти характеры использовались в доказательстве частных

случаев теоремы Дирихле, рассмотренных в § 2.
4. т = 5. Мультипликативная группа классов вычетов G$.

является циклической порядка 4. Она порождается, как легко
проверить, классом вычетов, содержащим число 2. Поэтому
существуют четыре характера %0, Хь Х2> Хз по модулю 5, кото-
рые можно задать равенством

/ ч ( 0. если n = 0(mod5)
Х 1 ©*, если п == 2k (mod 5), k = 0, 1, 2, 3,

где ю = х(2)—некоторый корень четвертой степени из 1, т. е..
одно из чисел 1, — 1 , i, —i.

5. m = 8. Группа классов вычетов G 8=(Z/8Z)* имеет поря-
док 4. Значит, существуют 4 характера по модулю 8. Исполь-
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Хо
1\
Х2

ъ ]

3
[ 1
[ 1
[ — 1

—1

5
1

— 1
1

— 1

7 = 3-5
1

— 1
— 1

1.

зуем снова обозначение а для класса вычетов по модулю 8, со-
держащего число а. Циклическая подгруппа Н = {\, 3}cG8, по-
рождаемая элементом 3, имеет порядок 2. Значит, она имеет
два групповых характера ф0, т|>ь задаваемые равенствами

По теореме 1 каждый из групповых характеров тр(х) имеет
в точности два продолжения на группу G8. Так как 5 ^ й и в
группе Gs имеет место равенство 5 2 = 1 , то, полагая %(х) = ty(x)
на Я и х(5) равным квадратному корню из 1, получим все
4 групповых характера группы G8:

(24)

Здесь характеры JCO. Xi являются продолжениями фо> а
продолжают ty\. При этом положено %{7) =х(3-5) = j

Числовые характеры по модулю 8 получаются из групповых
характеров (24) с помощью равенств

_ f >̂ е с л и л четно,
\зс (л), если л нечетно.

Например,

1 0, если л = 0 (mod 2),
1, если п = 1,7(mod8),

— 1 , если п = 3,5 (mod 8).

В дальнейшем потребуется еще одно утверждение о число-
вых характерах. Обозначим для каждого х, л;>1,

Х(п),

где суммирование ведется по всем натуральным числам п, не
превосходящим х.

Л е м м а 2. Пусть % (п) — неглавный характер. Тогда для
каждого х, х > 1 , справедливо неравенство

\S(x)\<m.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция %{п) периодична с перио-
дом ш и п о теореме 3

m

£ Х(л) = 0.
п=1
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Поэтому, представив [х]—целую часть числа х — в виде

[x] = mq-{-r, 0<r<m,
будем иметь

т' [х\ [х]

S(x) = S([x])=q£ x(n)+ £ x(n)= £ Х(я)-

Ввиду неравенства | х ( л ) I < 1 отсюда получаем

\S(x)\<r<m.

§ 4. L-функции Дирихле

Пусть %(п)—произвольный характер по модулю т. Рас-
смотрим ряд

2-ЙЙ, (25,
П = 1

члены которого являются функциями комплексного переменно-
го s. В области сходимости он определяет функцию, которая
называется L-функцией Дирихле, соответствующей характеру
'х(п), и обозначается L(s, %).

Функции L0(s), Li(s), встречавшиеся в § 2, являются
L-функциями, соответствующими характерам по модулю 4.
В этом параграфе будут изучены некоторые свойства L-функ-
ций, необходимые для доказательства теоремы Дирихле.

Л е м м а 3. 1°. Если %Ф%о, то ряд (25) сходится в области
R e s > 0 и определяемая им функция L(s, у) является аналити-
ческой в этой области.

2°. Ряд, определяющий L(s, %0), сходится в области R e s > l .
Функция L(s, хо) является аналитической в области R e s > l .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть %(п)—произвольный характер
по модулю т, а б — некоторое положительное число. Так как
| ) | < : 1 , то в области Res>l-(-6 справедливо неравенство

Следовательно, ряд (25) равномерно сходится в области
R e s > l + 6 . Определяемая им функция L(s, %) по теореме
Вейерштрасса о сумме равномерно сходящегося ряда аналити-
ческих функций является аналитической в этой области. Ввиду
произвольности б это доказывает второе утверждение леммы 3.

Для неглавных характеров %(п) потребуется более сложное
исследование ряда (25). Воспользовавшись леммой 4 гл. 2, по-
лучим равенство

^ = - ^ + ф(*)*-.-1«1*, (26)
п=1 1
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где

— функция, введенная в конце § 3. Для s = a-{-it из области
<r=Res>6, где б — некоторое положительное число, пользуясь
леммой 2, находим

Поэтому интеграл

+fs(x)x-*-4x

сходится в области Res>6. Поскольку в этой области выпол-
няется неравенство

S(N)

то из равенства (26) следует, что ряд (25), определяющий
функцию L(s, %) сходится в области Res>6. Эти рассуждения
справедливы для любого положительного числа б. Значит,
ряд (25) сходится в полуплоскости Res>0.

Из равенства (26) следует, что в этой полуплоскости для
L-функции, соответствующей неглавному характеру %{п), спра-
ведливо представление

+»
L(s,X) = s J 5 (х) х-'~ Чх. (27)

Интеграл, стоящий в правой части равенства (27), можно
также представить в виде

+« оо п+1

J 5 (х) х-*'1 dx = £ j S (х) х-*-1 dx. (28)
1 / 1 = 1 Л

Члены ряда (28) являются аналитическими функциями в обла-
сти Res>6, что следует из равенств

n-f 1 п+1

f 5(x)x- s-Mx= S(n) f x-'-i
J . J ("+DS

При этом использовано, что на полуинтервале
функция 5(х) принимает значение S(n). Поскольку

п+1 п+1

J W J (Я+1)6
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то ряд (28) равномерно сходится в области Res>6. Отсюда,
как и выше, получаем, что сумма его, т. е.

+
\ S(x)

1

x-s-1dx

является аналитической функцией в области Res>6.
Из представления (27) следует теперь, что L(s, %) есть ана-

литическая функция в полуплоскости Res>6, а ввиду произ-
вольности б — и в полуплоскости Res>0. Лемма 3 доказана.

С л е д с т в и е . Пусть %(п) — произвольный характер. Тогда
в области R e s > l справедливо равенство

Действительно, ряд (25) по доказанному равномерно схо-
дится в области Re s > 1+6, где 6>0. Значит, по теореме Вей-
ерштрасса о равномерно сходящихся рядах аналитических
функций в этой области ряд (25) можно почленно дифферен-
цировать. Поэтому в полуплоскости R e s > l + 6 выполняется
равенство (29). Так как в этом рассуждении б — любое поло-
жительное число, то равенство (29) справедливо в полуплоско-
сти R e s > l .

Для L-функций имеет место представление в виде бесконеч-
ного произведения по простым числам, аналогичное тождеству
Эйлера для дзета-функции Римана.

Л е м м а 4. Для каждого характера %{п) в области R e s > l
справедливо представление

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта лемма является следствием лем-
мы 3 гл. 2, поскольку функция %{п) вполне мультипликатив-
на и выполняется неравенство | х ( " ) | < 1 -

С л е д с т в и е 1. В области R e s > l для главного характе-
ра /о по модулю m справедливо равенство

р/т

и поэтому функция L(s, xo) может быть аналитически продол-
жена в область Res>0, где она имеет единственный полюс
(первого порядка) в точке s = l.

Действительно, по определению характера Хо(л) имеет
место равенство

0, если р\пг,

1, если (р, ш) = 1,
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Поэтому

L ( s X ) - П ( l Х-

(p.m)=l

Пользуясь теперь тождеством Эйлера для дзета-функции Ри-
мана (§ 1 гл. 2), получаем равенство (30). Остальные утверж-
дения легко следуют из этого равенства, поскольку дзета-функ-
ция является аналитической в области R e s > 0 с единственным
полюсом первого порядка в точке s = l .

С л е д с т в и е 2. Для каждого характера % функция L(s, /)
не обращается в нуль в области R e s > l .

Доказательство. Если cr = R e s > l , то

р р

Пользуясь неравенством (9) из гл. 2, находим:

поэтому

Ближайшей целью дальнейших рассуждений будет доказа-
тельство утверждения, что L-функция, соответствующая неглав-
ному характеру %, в точке s=\ отлична от нуля. Для этого по-
надобятся две леммы, при помощи которых необходимый факт
сбудет установлен в лемме 7.

Рассмотрим в области R e s > 0 функцию

F{s)=Y\L{s,X), (31)

где произведение берется по всем характерам по модулю т.
Все сомножители, соответствующие неглавным характерам %,
по лемме 3 являются аналитическими функциями в рассматри-
ваемой области. По следствию 1 леммы 4 L(s, %0) — также
аналитическая функция в этой области, за исключением един-
ственной точки s = l, где она имеет полюс первого порядка.
Значит, если среди L-функций, соответствующих неглавным
характерам %, найдется функция, имеющая в точке s = l нуль,
то этот нуль погасит полюс L(s, xo), и функция F(s) будет ана-
литической во всей области Res>0. В противном случае F(s)
имеет полюс первого порядка в точке s = l . Ниже будет прове-
дено исследование аналитических свойств функции F(s).
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Л е м м а 5. В области R e s > l функция F(s) (31) представ-
ляется рядом

00

2 j b , (32)
п=1

где ап — целые неотрицательные числа, причем для индексов
п, имеющих вид

, (r, m) = l,

справедливо неравенство а„з>1. В области R e s > l ряд (32)
можно почленно дифференцировать, т. е.

— , / г = 1 , 2 , . . . . [66)

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 4 в области R e s > l спра-
ведливо равенство

tip) \~l \

Здесь используется то, что произведение по % конечно.
Для каждого простого числа р, не делящего пг, обозначим

fp наименьшее из натуральных чисел h, удовлетворяющих ус-
ловию

ph=\ (modm).

По следствию 2 из теоремы 1 для таких р множество чисел
Х(р), где х пробегает все характеры по модулю пг, состоит из
всех корней степени fp из 1, причем каждый корень повторяется
gp=q>{m)/fp раз. Таким образом выполняется равенство

и, значит,

F(s)= П 0 — РЧг*Гёр, (34)
р

(p,m)=l

где произведение берется по всем простым числам р, не деля-
*цим т.

Функция (1—z)~s разлагается в ряд Тейлора следующим
образом:

' ули-/. : (35)
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Этот ряд абсолютно сходится в круге | z | < l . Полагая в ра-
венстве (35) g = gp, z= p~fps, где р — простое число, не де-
лящее т, и s — комплексное число из области R e s > l , по-
лучим

~~ " (36>
pks

где
О,

(gp+r-W-

если k не делится на fp,

, если k= rfp.
(37>

Из абсолютной сходимости рядов (36) и основной теоремы
арифметики (§ 2 гл. 1) следует, что имеет место равенство

П <i-/>- (38>

где
О , если (п, т)ф\,

«Pi. К • • • uPl,kr если (п, т) =- 1, л = р*1 . . . /?f',

а штрих означает, что суммирование ведется только по тем
натуральным числам п, все простые делители которых не пре-
восходят N.

Пусть а — действительное число, ст>1. Тогда из равенства.
(38), ввиду того что а„>0, получаем

Следовательно, ряд

Р

(P,m)=l

(40>
n = l

СХОДИТСЯ.

Пользуясь равенством (38), находим для s = a+it из облас-
ти R e s > l

Y\ (i_p-vr«p-

(P,m)=l
n = l
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Переходя в этом неравенстве к пределу при N->-+oo и поль-
зуясь равенством (34), а также сходимостью ряда (40), полу-
чаем при s из области R e s > l равенство (32), где коэффициен-
ты ап задаются формулами (39), (37). Из этих формул следу-
ет, что flneZ и а„>0.

Пусть теперь

г д е ^ / л ) = i _ (41)

Так как (п, т) = \, то ввиду условия (39) имеем

a n = « P . . * , •••Uplk. .

где

п = р\' . . . p)i

— каноническое представление числа п.
Из равенства (41) теперь получаем, что для каждого ин-

декса i показатель k{ делится на ф(т) и, значит, fP.\k{, что
ввиду (37) дает uPk. > 1 и а„>1. Утверждение о почленной
дифференцируемости ряда (32) в полуплоскости R e s > l + 6,
<6>0, следует по теореме Вейерштрасса из равномерной сходи-
мости ряда (32) в этой области. Ряд же сходится равномерно,
поскольку в этой полуплоскости справедливо неравенство

< •

nl+&

я ряд (40) сходится при ст=1 + 6. Так как число б можно
взять произвольно малым, то равенство (33) имеет место в об-
ласти R e s > l .

Лемма 5 доказана полностью.
Л е м м а 6. Если функция F(s) (31) не имеет особых точек

в области Res>0, то ряд

у ^ (42)
n-

я=1

-сходится к F(s) в области Res>0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства (33), в частности, на-

ходим

Я * ) ( 2 ) = ( - 1 ) * 5 ] а - ^ \ £ = 0,1,2 (43)
я=1

Разложим функцию F(s) в ряд Тейлора в точке s = 2:

— 2)*. (44)
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Предположим, что F(s) — аналитическая функция в области
R e s > 0 . Тогда радиус сходимости ряда (44) не меньше, чем 2.
Пусть с — действительное число из полуинтервала 0<ст-<1.
Так как |ст—2|<2, то, пользуясь разложениями (44) и (43),
находим

n=\ *=0 n=l

Члены последнего двойного ряда неотрицательны, поэтому
он сходится абсолютно, и в нем можно поменять порядок сум-
мирования. Имеем

F(a) = V Лп- V ( 2 - g > * ( ' n n ) * = V -2а. е(2-а)1пл ^ V -^~

n=l k=0 n=l n=l

•Следовательно, функция F(s) представима рядом (42) в каж-
дой точке действительной полупрямой s > 0 .

Для комплексных s из области R e s > 6 > 0 имеем неравен-
ство

'<•$••

из которого ввиду сходимости ряда (40) при ст = б по теореме
Вейерштрасса следует, что сумма ряда (42) есть аналитичес-
кая функция в области Res>6. Ввиду единственности анали-
тического продолжения заключаем, что равенство (32) имеет
место в области Res>6. Это доказывает лемму 6, поскольку
положительное число б может быть взято сколь угодно малым.

Л е м м а 7. Если % — неглавный характер, то

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что существует не-
главный характер % такой, что L{\, %)=0. В этом случае из
замечания, сделанного перед леммой 5, следует, что функция
-F(s) является аналитической в полуплоскости Res>0. Поэто-
му ввиду леммы 6 ряд (42) сходится в области Res>0 и сум-
ма его равна F(s).

Рассмотрим точку so=l/(p(m), лежащую в области R e s > 0 .
Из доказанного выше получаем, что ряд

-^7- (45)

сходится, причем из-за неравенства апЗь0, члены его неотри-
цательны.
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Пусть k — произвольное натуральное число и r=
Тогда (г, т ) = 1 и для п=г^т) по лемме 5 имеем а„>\. Следо-
вательно, для таких п

Отсюда и из сходимости ряда (45) следует, что должен схо-
диться ряд

00

VI 1

i-J mk+l

Но это утверждение неверно. Полученное противоречие завер-
шает доказательство леммы 7.

L'{s у)По следствию 2 из леммы 4 функция — \ J _ L L . является

аналитической в области R e s > l . Для дальнейшего необходи-
мо представление этой функции в виде ряда, аналогичного
ряду (42) (такие ряды называются рядами Дирихле).

Л е м м а 8. Для каждого характера %{п) в области R e s > l
справедливо равенство

00

L'(s, х) _ y i А(и)х(и)
L(s, x) ^ ns

где

Л(л)={ 1п р, если п = pk,

О , если

— функция, использовавшаяся в § 1 гл. 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как для s = a + it имеет место

неравенство

Л(п)х(я) Inn

то ряд, стоящий в правой части равенства (46), абсолютна
сходится в области ст>1. Умножим этот ряд на ряд, определя-
ющий L(s, %). Получим

ею оо ва

Mk)%(k)_

и=\ k—2

k | n n=2

Предпоследнее равенство имеет место ввиду равенства (5) из
гл. 2, а последнее — по следствию из леммы 3. Лемма 8 до-
казана. ;-
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§ 5.Доказательство
теоремы Дирихле

Рассмотрим равенство (46), справедливое по лемме 8 в об-
ласти R e s > l . Поскольку Л ( я ) = 0 для всех п, не являющихся
степенями простых чисел, то все отличные от нуля члены ряда
в правой части (46) имеют вид

где р — простое и k — натуральное числа. Ряд (46) абсолют-
но сходится, следовательно, его можно представить в виде
двойного ряда*, и, значит, в области R e s > l

inp-x(p) _

р р k=2

Второе слагаемое в правой части равенства (47) равномер-
но ограничено по s в области Res>3/4. Действительно, если

т>3/4, то

р k=2 k=2

оо со

n п
 ^ Q \ ^

 l n n<6l
n=2 n=2

следовательно, при s^-1 + 0 для каждого характера х имеет
место равенство

lnp- X (p) = _ L'(s.x) + Q ( 1 ) ( 4 8 )

р

Здесь и в дальнейшем s->-l + O обозначает, что s стремится к 1
по действительной оси справа.

Пусть v — некоторое натуральное число, удовлетворяющее
сравнению

vl=l(modm). (49)

Умножим обе части равенства (48) на %(v) и просуммируем
получившиеся равенства по всем числовым характерам х- Тог-
да получим

[ % ) % ^ (50)

*> См.: П р и в а л о в И. И. Введение в теорию функций комплексного
переменного. М.: Наука, 1977, гл. 1.
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Если простое число р удовлетворяет сравнению р =
= /(mod /л), то pv= I (mod m), и по теореме 3

X X

Если же p ^ / ( m o d m ) , то p u ^ l (mod m), и по той же тео-
реме

г х
Таким образом, равенство (50) можно переписать в виде

V JfLL= L _ V x ( O ) i ^ L - + O(l). (51).

р • х
p=-/(mod m)

По леммам 3 и 7 для неглавного характера х функция
L'{s у)

'-^— является аналитической в точке s = l . Поэтому для,
таких характеров при s->-l + 0 имеем

L > ( s ' x ) = 0 ( 1 ) . (52)

По следствию 1 леммы 4 функция L(s, xo) имеет в точке
s = l полюс первого порядка. Значит, при s->-l + O

77^7= l— + 0(l). (53)
i (s,Xo) s— 1

Ввиду равенств (52) и (53) из равенства (51) получаем,
что

lnp

Ps Ф ( т ) s—1
Р

D^ /(mod m)

Так как число и удовлетворяет сравнению (49), то (v, m ) = t
и хо(и) = 1- Итак, при s-^1 + 0

V ^ f = - i T _ L - + O(l). (54>
A-J p* ф(от) s—1

р
d m)

Правая часть равенства (54) при s^-1 + O имеет бесконеч-
ный предел. Значит, сумма, стоящая в левой части этого ра-
венства, имеет бесконечное множество слагаемых. Поэтому
существует бесконечное множество простых чисел, удовлетво-
ряющих сравнению

p = /(modm).

Теорема Дирихле доказана.
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ЗАМЕЧАНИЯ

В 1775 г. Л. Эйлер опубликовал аналитическое доказатель-
ство бесконечности множества простых чисел в прогрессиях
вида 4л±1 ( E u l e r L. Opera omnia, ser. I, v. 4, 146—162).
Точнее, он доказал расходимость двух рядов

— + — + — + . . . , — + — + — + ..., (55).
5 13 17 3 7 11

члены которых имеют вид 1/р, где в первом случае простые
числа р берутся из прогрессии 4л+1, а во втором — из прог-
рессии An—1. Осознавая справедливость общего утверждения
для прогрессий вида тп+1, он утверждал, что расходится ряд
с членами 1/р, где р пробегает простые числа из прогрессии
ЮОл+1.

Во втором параграфе этой главы по существу излагаются
рассуждения Эйлера. Необходимо только отметить, что Эйлер
оперировал не функциями, а рядами, соответствующими зна-
чениям L-функций в точке s = l . Вместо функции Lo(s) он рас-
сматривал гармонический ряд и, не доказывая, что L\ (l)=^0,.
пользовался точным значением суммы ряда

М 1 ) = 1 — L + -L--L + -!—...,
3 5 7 9

равным я/4. Это равенство установил еще Г. В. Лейбниц
(1646—1716).

Доказательство утверждения о рядах (55) имеет много об-
щего с эйлеровским доказательством бесконечности множест-
ва простых чисел. А доказательство, предложенное Дирихле
в общем случае, является естественным развитием этих рас-
суждений Эйлера. Нужно отметить, что Дирихле, по-видимому,
не знал указанной выше работы Эйлера и в своей статье
ссылался на доказательство бесконечности множества простых
чисел, содержавшееся в знаменитой книге Эйлера «Введение
в анализ бесконечных» (т. 1, гл. XV).

В 1837 г. вышли две работы Дирихле, посвященные теоре-
ме о простых числах в арифметической прогрессии. Они содер-
жали формулировку теоремы в общем виде, однако доказа-
тельство проводилось только для случая, когда разность прог-
рессии есть простое число. В конце второй работы содержится
построение характеров для произвольного модуля и некоторые
замечания о том, как можно доказать утверждение L(\, %)=^0
для неглавных характеров % в общем случае (именно это место
в рассуждениях представило наибольшие трудности для обоб-
щения). В 1839 г. Дирихле опубликовал полное доказательст-
во теоремы о простых числах в арифметической прогрессии.

Изложение содержания работ Дирихле можно найти в кни-
ге Г. П. Лежен-Дирихле «Лекции по теории чисел» (М.:
ОНТИ, 1936) или, на более современном языке, в книгах
Г. Хассе [13] и 3. И. Боревича и И. Р. Шафаревича [1].
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Заметим, что Дирихле проводил все рассуждения с рядами,
определяющими L-функции, считая s действительным пере-
менным. Его доказательство в части, связанной с установле-
нием того, что L(\, %)=7̂ 0, принципиально отличается ют ис-
пользованного в этой главе. Основываясь на классической тео-
рии квадратичных форм, развитой Лагранжем и Гауссом, Ди-
рихле установил в случае действительного неглавного характе-
ра х ( э т о наиболее сложный случай) явные формулы для
L{\, x), выражающие это число в конечном виде через неко-
торые характеристики совокупности всех бинарных квадратич-
ных форм фиксированного дискриминанта, связанного с харак-
тером х- Из этих формул и следовало, что L(\, x)¥=0.

Построение характеров, осуществленное в § 3, отличается
от проведенного Дирихле. Дирихле выписывал характеры
в явном виде, используя доказанные Гауссом результаты о су-
ществовании так называемых первообразных корней.

После знаменитой работы Римана о дзета-функции L-функ-
ции стали изучаться как функции комплексного переменного.
Привлечение новых методов.исследования позволило сделать
намного короче первоначальное доказательство Дирихле и,
более того, получить ряд новых количественных результатов.

Для произвольного характера х функция L(s, x) аналити-
чески продолжается на всю комплексную плоскость. При этом
для так называемых примитивных характеров ее значения
оказываются связанными функциональным уравнением, подоб-
ным функциональному уравнению для дзета-функции. Так же,
как и дзета-функция, L-функции Дирихле имеют в критичес-
кой полосе 0 < R e s < l бесконечное число нулей, и информация
о их расположении оказывается весьма важной при изучении
вопросов распределения простых чисел в прогрессиях.

В 1899 г. Валле-Пуссен установил асимптотическую форму-
лу для п(х, т., I) — количества простых чисел в прогрессии
(1), не превосходящих некоторой величины х. Оказалось, что
независимо от числа /, (т, I) = 1,

л (х, т., I) ~ при х-*- -г оо,
ф ( т ) \пх

т. е. простые числа распределяются примерно поровну между
всеми арифметическими прогрессиями (1).

Валле-Пуссен установил в действительности более сильный
результат. Он, как и в асимптотическом законе распределения
простых чисел, получил оценку остаточного члена в асимпто-
тической формуле для количества простых чисел в прогрессии.

Существует предположение, так называемая расширенная
гипотеза Римана, что не только у дзета-функции, но и у всех
L-функций Дирихле нули в критической полосе лежат на пря-
мой Res=l/2. В настоящее время доказаны намного более
слабые результаты. Важную роль при исследовании теоретико-
числовых задач играют утверждения об отсутствии нулей
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L-функций в некоторых областях, а также верхние оценки чис-
ла нулей одной или многих L-функций в прямоугольных обла-
стях критической полосы — так называемые плотностные тео-
ремы.

Из теоремы Дирихле следует, что в каждой арифметичес-
кой прогрессии (1) существуют простые числа. Сколь большим
может быть наименьшее из них? В 1944 г., используя идею
плотности нулей, Ю. В. Линник доказал, что существует абсо-
лютная постоянная с такая, что в каждой прогрессии вида (1)
есть простое число, не превосходящее тс.

Со свойствами L-функций Дирихле и их применениями при
исследовании различных задач теории чисел можно познако-
миться, например, по книгам А. А. Карацубы [8], К- Прахара
[9], К. Чандрасекхарана [16] и [17] и Н. Г. Чудакова [18].

Существует элементарное доказательство теоремы Дирихле
(см., например, [9]).

В настоящее время мало что известно о распределении про-
стых чисел в последовательностях, растущих быстрее арифме-
тических прогрессий. В частности, ни для одного многочлена
с целыми коэффициентами степени, большей 1, не доказано,
что среди его значений при натуральных значениях аргумента
содержится бесконечное множество простых чисел. Например,
неизвестно, конечно или бесконечно множество простых чисел
в последовательности п2+\, л = 1 , 2, ... .

Неизвестно также, конечное или бесконечное множество
простых чисел содержится в последовательности 2"—1, п =
= 1, 2, .... В то же время самые большие из найденных к нас-
тоящему времени простых чисел имеют как раз такой вид
(см. § 3 гл. 1).

ЗАДАЧИ

1) Пусть р — простое число, р > 3 . Доказать, что если
сравнение

разрешимо, то р имеет вид 6л+1. Вывести отсюда, что множе-
ство простых чисел вида 6«+1 бесконечно.

2) Пусть р — простое число, р > 5 . Доказать, что если
сравнение

разрешимо, то р имеет вид 5л+1. Вывести отсюда, что множе-
ство простых чисел вида 5л+1 бесконечно.

3) Пусть р — простое нечетное число. Доказать, что если
сравнение

4

разрешимо, то р имеет вид 8 л + 1 . Вывести отсюда, что множе-
ство простых, чисел вида 8л+1 бесконечно.

5 Зак. 196 89



Пусть р — простое нечетное число. Определим для каждого

целого числа а так называемый символ Лежандра ( — ), по-

ложив

— I = 0, если р\ а;
Р I

— ) = 1, если сравнение х2 = a (mod p) разрешимо;
Р I

— ) = — 1, если сравнение х2 = a (mod p) неразрешимо.
Р I

4) Доказать, что
Р-1

— )=а2 (mod p).
Р I

5) Доказать, что символ Лежандра ( — ) является харак-
\ р

тером по модулю р, т. е.
а) для любого а

Р ) [ Р
б) для любых а, Ъ

\ р ) ~ [ р ) [ р )

(использовать утверждение задачи 4) ;

в) (-L) - 1.

6) С помощью задачи 4 доказать, что
Р - 1

7) Пусть р — простое нечетное число. Для двух комплекс-
ных чисел а+Ы, c + di из кольца Z[i] будем писать

а + Ы=с + di (mod p),

если сравнимы по модулю р их действительные и мнимые
части.

а) Доказать, что выполняется сравнение

( 1 — i)p=l—ip (mod p).

б) Пользуясь результатом пункта а) и равенством ( 1 —
— 0 2 = —2г, доказать, что

Р - 1 Р - 1

2 2 ^^f~i2 (mod/7).
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в) Вывести из пункта б), пользуясь результатом задачи 4,
что

2 \ ( 1, если р = 1, 7 (mod 8),

Pi \ —• 1, если р =s 3, 5 (mod 8).

г) Проверить, используя пункт в), что

8) Доказать с помощью задачи 7, что простых чисел вида
8л—1 бесконечно много.

9) Доказать, что если сравнение

разрешимо, то либо р имеет вид 8л+1, либо р имеет вид
8п + 3. Вывести с помощью этого утверждения, что простых
чисел вида 8л+ 3 бесконечно много.

10) Целью этого упражнения является доказательство так
называемого квадратичного закона взаимности, позволяющего
вместе с результатами задач 5—7 легко вычислять значение

а \
— для любого целого а.
Р 1

Пусть q — простое нечетное число и ^ — е2я^" — корень
степени q из 1.

а) Пользуясь результатом задачи 3 гл. 4, доказать, что
каждое число из кольца Z[£] единственным способом предста-
вимо в виде

-K.. + a<,-2b*~2> fl/^Z. (56)
Для любых двух чисел | , T]GZ[L] будем писать при про-

стом р

1=ц(тойр),
если в представлениях чисел | , т] в виде (56) попарно сравни-
мы по модулю р соответствующие коэффициенты. Проверить,
что для сравнений по модулю р в кольце Z[L] выполнены свой-
ства 1—3 из § 1.

Обозначим

k—0

б) Доказать, что

тр~' = ( ~ j (mod/?).

в) Доказать, что
q-l
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г) Вывести из утверждений б), в) квадратичный закон вза-
имности:

11) Найти все простые числа р, для которых разрешимо
сравнение

х2 + 2х—2=0 (mod р).

Доказать, что в прогрессии 12л—1 содержится бесконечно
много простых чисел.

12) Пусть хь 7а — числовые характеры по модулю т. До-
казать, что функция хг/2, определенная равенством

является характером. Доказать, что характеры образуют груп-
пу относительно так введенной операции умножения.

13) Пусть х — характер по модулю т, принимающий комп-
лексные значения, и х — характер, значения которого комп-
лексно сопряжены со значениями %, т. е. для любого натураль-
ного п справедливо равенство

Предполагая, что L{\, %) = 0, доказать, что
а) имеет место равенство L(\, x) = 0 ;
б) функция F(s) =UL(s, x) аналитична в точке s = l и об-

i
ращается в этой точке в нуль.

Приведите утверждение пункта б) к противоречию с по-
мощью леммы 5 из § 4 гл. 3.

14) Пусть х — комплексный характер по модулю т.
а) Пользуясь разложениями L-функций в бесконечные про-

изведения по простым числам, доказать, так же как в лемме
8 гл. 2, что функция

F(s)=L*(s,xo)L*(s,x)L(s,X2)
для всех действительных s из области s > 1 удовлетворяет не-
равенству

\F(s)\>l.
б) Доказать, что из предположения

Mi, Х)=о
следует, что функция F(s) имеет в точке s = l нуль. Это будет
противоречить неравенству из пункта а).

15) Пусть х — характер, принимающий только действи-
тельные значения. Обозначим

G(s)=L(s,xo)L(s,x).

92



а) Доказать, что в области R e s > l справедливо представ-
ление

где

б) Доказать, что Ьь. — целые неотрицательные числа и

в) Доказать, что ряд (57) расходится в точке s=l/2.
г) Обозначим

А(х)= £Ьп.
fl<JC

Доказать, что из предположения L(\, %) = 0 следует ра-
венство А{х) = О (Ух).

д) Пользуясь утверждением леммы 4 гл. 2 доказать, что
в предположении пункта г) ряд (57) сходится к функции G (s)
в области Res>l/2.

е) Пользуясь аналитичностью функции G(s) в точке s = 1/2,
привести к противоречию утверждения пунктов в) и д ) .



ГЛАВА 4

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ЧИСЛА.
ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЧИСЕЛ е U л

§ 1. Алгебраические числа

В дальнейшем потребуются некоторые свойства многочле-
нов с коэффициентами из поля рациональных чисел Q. Множе-
ство таких многочленов образует кольцо, которое обозначают
<ВД.

Многочлен f(x)^Q[x] делится на многочлен ф ( л ) е О [ 4
если существует многочлен q(x)^Q[x] такой, что

f(x)=q(x)<p(x).

В случае делимости f(x) на <Q(X) многочлен у(х) называет-
ся делителем многочлена f{x), a f(x) — кратным многочлена
ф(*)-

Если f(x) делится на ц>(х), то говорят также, что ф(я) де-
лит многочлен f(x).

Многочлен положительной степени f(x)^Q[x] называется
приводимым, если существуют два многочлена положительной
степени fi{x) и /г(*) из Q[x] таких, что

В противном случае многочлен f(x) называется неприводимым.
Из определения следует, что любой многочлен первой сте-

пени неприводим.
В кольце многочленов Q[x] имеет место теорема о делении

с остатком:
Если f(x) и хр{х) — любые многочлены из О[х], а у(х) име-

ет положительную степень, то существуют многочлены q(x) и
г(х) из Q[x] такие, что

f(x)=q(x)V(x)+r(x), (1)

а степень г(х) меньше степени ц>(х).
Л е м м а 1. Неприводимый многочлен f(x)^.Q[x] степени п

не может иметь общего корня с не равным тождественно
нулю многочленом ф(л)еО[л] степени, меньшей, чем п.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что f(x) и q>(x)
имеют общий корень а. Среди всех не равных тождественно
нулю многочленов из Q[x], которые имеют своим корнем число
а, найдется многочлен наименьшей степени т, где, по предпо-
ложению, 1 < т < п . Будем считать, что ц>(х) обладает этим
свойством.
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По • теореме о делении с остатком выполняется равенство
(1), где 'q(x) и г(х) — многочлены из О[х], а степень г(х)
меньше степени ф(я). Положим в этом равенстве х = а. Тогда
/ ( а ) = 0 и ф ( а ) = 0 . Поэтому и г(а)=О. Но число т выбрано
так, что а не может быть корнем не равного тождественно
нулю многочлена из Q[x] степени, меньшей, чем т. Поэтому
г(х)=0 и

f{x)=x)(x)(f(x),

что противоречит неприводимости многочлена f{x). Лемма до-
казана.

Л е м м а 2. Если многочлен ф (х) GQ[X] имеет общий корень
с неприводимым многочленом f(x)^Q[x], то f(x) есть делитель
ф(х), а поэтому каждый корень f(x) является корнем <f{x).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть тип — соответственно сте-
пени многочленов ф(д;) и f(x). Если т = 0, то ф ( * ) = 0 , так как
ф ( а ) = 0 , и лемма справедлива. Пусть m>0. Применяя теорему
о делении с остатком, получим

<p(x)=tq(x)f(x)+r(x), q(x), r(x)

где степень г(х) меньше, чем п. Полагая в этом равенстве
х = а, получим г ( а ) = 0 , а тогда по лемме 1 г(х)=О и

<p(x)=q(x)f{x),

что завершает доказательство леммы.
С л е д с т в и е . Если два неприводимых многочлена из

Q[x] имеют общий корень, то они отличаются на постоянный
множитель из Q.

Действительно, по лемме 2 неприводимые многочлены,
имеющие общий корень, делят друг друга и поэтому отлича-
ются только постоянным множителем из Q.

Л е м м а 3. Неприводимый многочлен f(x)^Q[x] не может
иметь кратных корней.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы f(x) имел кратный корень,
то он имел бы общий корень со своей производной f'(x), кото-
рая есть многочлен из Q[x] степени, меньшей, чем степень f(x)
и 1'(х)фО. Но последнее по лемме 1 для неприводимого мно-
гочлена невозможно.

Число а называется алгебраическим, если оно является
корнем многочлена

q>(x)=anx
n-\-...

с рациональными коэффициентами.
П р и м е р ы а л г е б р а и ч е с к и х ч и с е л .

а 2 =УЗ+ 1, ф2(х) =х2—2х—2,

a3 = t, <рз(х)=х2+1.
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Любое рациональное число а является алгебраическим,
как корень многочлена <р(х) — х—а.

Действительное или комплексное число а называется
трансцендентным, если оно не является алгебраическим.

Следовательно, трансцендентное число не может быть кор-
нем никакого многочлена <р(х) с рациональными коэффициен-
тами, ф(*) ^ 0 .

Примеры трансцендентных чисел будут приведены позднее.
Будет доказано также, что числа е и я являются трансцен-
дентными числами.

Если а — алгебраическое число, то по определению оно
является корнем многочлена ф(д;)еОД. Среди делителей <р{х)
найдется неприводимый многочлен f(x)^Q[x] такой, что f{a) =
= 0.

Итак, если а — алгебраическое число, то существует не-
приводимый многочлен f(x)^Q[x], корнем которого является а.

Степенью алгебраического числа а называется степень не-
приводимого многочлена f(x)^Q[x], имеющего а своим
корнем.

Следствие из леммы 2 показывает, что данное определение
степени корректно.

Из леммы 1 следует, что степень алгебраического числа а
есть наименьшая из степеней всех не равных тождественно
нулю многочленов из Щх], имеющих а своим корнем. Это свой-
ство также можно было взять за определение степени алгебра-
ического числа.

Рациональные числа и только они являются алгебраически-
ми числами первой степени.

Действительно, если a e Q , TO а есть корень многочлена
f(x)=x—а. Обратно, корень многочлена f(x)=bx+c, где
b, c e Q , b=^0, является числом из Q.

В приведенных выше примерах число сч имеет степень 3,
а числа ссг и аз — степень 2. Неприводимость соответствую-
щих многочленов легко доказать.

Нетрудно доказать, что при любом n e N существует непри-
водимый многочлен f(x)^Q[x] степени п. Например, f(x) =
= хп—2. Доказательство этого утверждения предоставляется
читателю как упражнение. Построить примеры неприводимых
многочленов любой степени п можно с помощью критериев
неприводимости, имеющихся в алгебре, например критерия
Эйзенштейна (см. задачу 2 к гл. 4).

Из существования неприводимого многочлена степени п
следует, что при любом n e N существуют алгебраические
числа степени п.

Пусть а — алгебраическое число степени п. Существует не-
приводимый многочлен из Q[x] степени п, имеющий а своим
корнем. Разделим все коэффициенты этого многочлена на его
старший коэффициент. Получим неприводимый многочлен
f(x) степени п из 0{х] со старшим коэффициентом, равным 1,
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также имеющий а своим корнем. Многочлен f(x), удовлетво-
ряющий указанным условиям, по следствию из леммы 2 един-
ствен.

Минимальным многочленом алгебраического числа а назы-
вается неприводимый многочлен из Q[x] со старшим коэффици-
ентом 1, имеющий а своим корнем.

Если а — алгебраическое число степени п, то корни си, ...
..., ап его минимального многочлена f(x) называются числами,
сопряженными с а.

Среди чисел, сопряженных с а, содержится и само число а.
Поэтому всегда будем считать, что cci = a.

Числа см, ..., ап — сопряженные с a — обладают следую-
щими свойствами:

1) Все они являются алгебраическими числами степени п
и имеют один и тот же минимальный многочлен f(x).

2) Числа си, ..., ап — сопряженные с любым из этих чисел
(понятие сопряженности является взаимным).

3) Числа аи ..., ап по лемме 3 различны, как корни одного
неприводимого многочлена f(x).

Если а — алгебраическое число степени п и си, ••-, о.п —•
числа, сопряженные с а, то будем обозначать

\а \ = max | ос, |.

Л е м м а 4. Если а — алгебраическое число степени п,
афО, то 1/а также алгебраическое число степени п.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию а является корнем не-
приводимого многочлена из Q[*] степени п:

f{x) =anx
Поэтому

Разделив обе части последнего равенства на а", получим

а в + 0 ^ (-!•) + . . . + а .

Обозначим *

Тогда ф(1/а)=0. Многочлен <p(*) неприводим, так как в про-
тивном случае f(x) был бы приводим. Тем самым утверждение
леммы доказано.

В дальнейшем будет необходима известная теорема о сим-
метрических многочленах.

Пусть К — коммутативное кольцо с единицей, К1аь ..., ап]
обозначает кольцо многочленов с коэффициентами из К от пе-
ременных

си а„. (2)
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Многочлен
Р(аи ..., а я ) е К [ а ь .... а„] (3)

называется симметрическим многочленом от переменных (2),
если он не изменяется при любой перестановке этих пере-
менных.

Обозначим

(4)

Оп = йГ • 'Ctrl

элементарные симметрические многочлены переменных (2).
Они равны с точностью до знака соответствующим коэффици-
ентам многочлена

(х—ai) • • • (х—ап).

Т е о р е м а о с и м м е т р и ч е с к и х м н о г о ч л е н а х . Лю-
бой многочлен (3), симметрический от переменных (2), един-
ственным образом представляется в виде

Р{аи ..., ап)=Н{о\, ..., оп),

где

Н(ви ..., 0 п ) е К [ 0 Ь .», On]

— многочлен от элементарных симметрических многочленов
(4) переменных (2).

Рассмотрим несколько систем переменных

а ь .-, а„; ...; б ь ..., 6*, (5)

и пусть

аь - , оп; .-; т)ь - , i]s . (6)
— соответственно их элементарные симметрические много-
члены.

Многочлен

Р(аи ..., ап; ...; б ь ..., 6 s ) e K [ a b ..., ап; ...; б ь ..., 6S] (7)

называется симметрическим многочленом от нескольких сис-
тем переменных (5), если он не изменяется при любой пере-
становке переменных в каждой из этих систем.

П р и м е р . Многочлен

Р («1. «г, <*з>
 a
i> Pi> Рг> Рз)

 = a
i +

 а
2 +

 а
з +

 а
4 + Р1Р2 + P1P3 + P2P3

является симметрическим многочленом от двух систем вели-
чин а ь а2, а3, а4 и р ь р2, Рз-

Теорема о симметрических многочленах легко обобщается
на случай нескольких систем переменных.
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Т е о р е м а . Любой многочлен (7), симметрический от не-
скольких систем переменных (5), единственным образом пред-
ставляется в виде

Р(аи ..., ап; ...; б ь ..., 8S) = # ( с т ь - , оп; •••; т)ь - . i]s),
где

..., оп; •••; ци - , Ti s )eK[ai, •••, On) ...; тц, ..., i]s]

— многочлен от элементарных симметрических многочленов
(6) систем переменных (5).

Л е м м а 5. Пусть а, ..., б — алгебраические числа, а (5) —
соответственно сопряженные с а, ..., б. Далее,

Р = Р(х; а ь ..., а„; ...; б ь ..., 6 8 ) G Q [ J : ; а ь ..., ап; ...; б ь ..., 6*],
и Р как многочлен от величин (5) с коэффициентами из
Q[x] является симметрическим многочленом от нескольких сис-
тем величин (5).

Тогда

а если Р не зависит от х, то
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим Р как многочлен от

величин (5) с коэффициентами из Q[x]. Поскольку Р является
симметрическим многочленом от нескольких систем величин
(5), а элементарные симметрические многочлены (6) вели-
чин (5) равны с точностью до знака соответствующим коэффи-
циентам минимальных многочленов чисел а, ..., б, являющихся
числами из Q, то по теореме о симметрических многочленах от
нескольких систем переменных Р есть многочлен из Q[x], a
если Р не зависит от х, то P^Q.

Т е о р е м а 1. Если а и р — алгебраические числа, то чис-
ла а + р , а—р, ар, а в случае если р=т̂ О, то и а/р являются
алгебраическими числами, т. е. множество всех алгебраических
чисел образует поле.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а ь ..., ап — числа, сопряжен-
ные с а, а рь ..., р^ — числа, сопряженные с р. Рассмотрим
многочлены

РЛ*) = П П (*-(«* ±Р/)).
.-=1 /=i

Как многочлены от а ь ..., ап, рь •••, Р* с коэффициентами —
многочленами из Z[x] они являются симметрическими много-
членами по двум системам величин. Поэтому по лемме 5

Но многочлены Р\(х) и /М*) имеют своими корнями соответ-
ственно числа а ± р и ар и отличны от нуля. Значит, числа
а ± р и ар являются алгебраическими числами.
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Так как а/р = а-1/р, то соответствующее утверждение для
частного следует из доказанного для произведения и леммы 4.

Из доказательства теоремы 1 следует также, что степень
суммы, разности, произведения и частного двух алгебраичес-
ких чисел не превосходит произведения их степеней.

Обозначим через А поле всех алгебраических чисел.
Поле Q рациональных чисел можно расширить до поля А

всех алгебраических чисел путем присоединения к Q корней
всех многочленов из О[х]. Естественно возникает следующая
проблема. Можно ли расширить подобным образом поле А,
если к нему присоединить корни всех многочленов с коэффици-
ентами из А? Докажем, что образованное таким способом
поле будет совпадать с полем А.

Т е о р е м а 2. Если число | — корень многочлена

${х)=хт+ахгп+1 + ... + 8, (8)

коэффициенты которого а, ..., б — алгебраические числа, то |
также есть алгебраическое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть величины (5) обозначают со-
ответственно сопряженные для а, ..., б. Рассмотрим многочлен

п s

Р(*) = П • •• П (* т + «м™-1 + • • • + б / ) -
1=1 1=1

Как многочлен от величин (5) с коэффициентами из Z[x] он
является симметрическим многочленом от m систем вели-
чин (5). Поэтому по лемме 5 получаем, что P ( X ) G Q [ X ] . НО
Р(х) делится на ty{x). Отсюда следует, что f ( | ) = 0 . Это дока-
зывает, что | — алгебраическое число.

Из этой теоремы следует, что поле А является алгебраи-
чески замкнутым. Напомним, что поле К называется алгебра-
ически замкнутым, если в кольце К[х] любой многочлен раз-
лагается на линейные множители.

Изучая арифметические свойства чисел поля А и его под-
полей, целесообразно обобщить понятие целого числа на ал-
гебраические числа.

Алгебраическое число а называется целым алгебраическим,
если его минимальный многочлен f(x) имеет целые коэффи-
циенты.

Данное определение означает, что целое алгебраическое
число есть корень неприводимого многочлена из Z[x] со стар-
шим коэффициентом, равным единице.

Если m e Z , то m является корнем неприводимого много-
члена f(x)—x—m. Это означает, что все числа из Z — целые
алгебраические числа.

Все сопряженные с целым алгебраическим числом являют-
ся целыми алгебраическими числами, так как они имеют
один и тот же минимальный многочлен.
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П р и м е р 1. Число I+УЗ является целым, как корень не-
приводимого многочлена f(x)=x2—2х—2.

П р и м е р 2. Сопряженные числа — — являются це-

лыми, как корни неприводимого многочлена f(x)=x2—х+1.
Т е о р е м а 3. Если число а есть корень многочлена ty(x)^

•^Z[x] со старшим коэффициентом, равным 1 (не обязательно
неприводимого), то а — целое алгебраическое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

•ф (х) = хт + frm-i*m-> + ... +b0,
а

Ф (х) = апх
п + ап^хп~х + . . . + а0, ап > О,

— неприводимый и примитивный многочлен с коэффициен-
тами из Z, имеющий своим корнем число а. Напомним, что
многочлен из Z[x] называется примитивным, если его коэффи-
циенты взаимно просты.

По лемме 2 многочлен q>(x) является делителем многочле-
на ty(x). Поэтому

где g(x)^Z[x] и является примитивным многочленом. Тогда
лз равенства

d\j?{x)=cq>(x)g(x)

лолучаем, что c = d, так как многочлен q>{x)g(x) как произве-
дение двух примитивных многочленов по известной лемме Га-
усса есть примитивный многочлен, a ty(x) — примитивный
многочлен по условию леммы.

Теперь из равенства

сравнивая в его обеих частях старшие коэффициенты, получа-
ем, что коэффициент ап многочлена ф(*) должен делить стар-
ший коэффициент многочлена ty{x), равный 1. Отсюда следует,
'что а„ = \, а тогда <р(х) — минимальный многочлен числа а,
.и по определению а есть целое алгебраическое число.

Теорема 3 более удобна, чем определение, для проверки
того, является ли а целым алгебраическим числом. Пользуясь
•ею, не надо проверять неприводимость многочлена, корнем ко-
торого является число а, что часто связано с большими труд-
ностями.

Л е м м а 6. Пусть а, ..., б — целые алгебраические числа,
.а числа (5) — соответственно сопряженные с а, ..., б. Далее,

Р = Р(х; а ь .... ап; ••.; б ь ..., б5) eZ[x; си, .... ап; ...; б ь ..., 6S]
м. Р как многочлен от величин (5) с коэффициентами из Z[x]
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является симметрическим многочленом от нескольких систем
величин (5). Тогда

P = P(x)z=Z[x],

а если Р не зависит от х, то P^Z.
Доказательство повторяет доказательство леммы 5 и отли-

чается только тем, что теперь элементарные симметрические
многочлены всех систем величин (5) являются числами из Z.

Т е о р е м а 4. Сумма, разность и произведение двух целых
алгебраических чисел а и р также являются целыми алгебраи-
ческими числами, т. е. множество всех целых алгебраических
чисел образует кольцо.

Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству тео-
ремы 1. Но только в нем вместо леммы 5 используется лемма
6, а в конце рассуждений используется теорема 3.

Кольцо всех целых алгебраических чисел будем обозначать
символом ZA.

П р и м е р 1. Число y 2 e Z A , как корень многочлена /(*) =
= х2—2. Поэтому все числа а + Ь^2 принадлежат Z A при а,

ьг П р и м е р 2. Число i^.Z\, как корень многочлена f{x) =
= х2+1. Поэтому все числа а + Ы принадлежат ZA при а, Ь^.
<=Z.

Т е о р е м а 5. Если число g — корень многочлена гр(л:) (8),
коэффициенты которого а, ..., б — целые алгебраические числа*
то | — также целое алгебраическое число.

Эта теорема доказывается аналогично теореме 2, но с по-
мощью леммы 6 и теоремы 3 вместо леммы 5.

П р и м е р . Если a e Z A ) то все корни k-й степени из а,
k>-2, также принадлежат ZA.

Если a — рациональное число, то существует r e N " такое,,
что га есть целое число. Действительно, пусть

а = — , a e Z , & e N ,
ь

Полагая r=b, получим, что га = а, т. е. raeZ.
Аналогичное утверждение выполняется и для целых алгеб-

раических чисел.
Т е о р е м а 6. Если аеА, то существует число r e N такое,,

что raeZA.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть многочлен

g (.V) = апх
п + an-ix"-1 + ... +а0, ап > 0, g ^ e Z [x]

имеет а своим корнем. Тогда

g (а) = апа
п + a ^ i a " - 1 + . . . + ай = 0.

Обозначим г = ап и умножим обе части последнего равенства?
на г""1. Получим
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rn~lg(a) = (га)" + а„_! (га)"-1 + гап-г (га)"-2 + ...

. . . + г*-'а0 = ф(га) = О, (9)

где

+ гп~хаа.

Из равенства (9) по теореме 3 следует, что га есть целое
алгебраическое число.

Из теоремы 6 следует, что любое алгебраическое число a
можно представить в следующей форме:

a = -£-, pe=ZA , r e N .

В этом параграфе были рассмотрены самые простейшие
сведения об алгебраических числах. Следует заметить, что тео-
рия алгебраических чисел является большим и важным раз-
делом математики, имеющим свои методы и глубокие пробле-
мы. Читатель может ознакомиться с основами этой теории по
книгам [1, 5].

§ 2. Приближение действительных чисел
рациональными числами

Пусть а — действительное число. Как в теоретических, так
•и в практических задачах часто приходится приближенно за-
менять число а рациональной дробью p/q, где р и q — целые
числа, q>0. При этом возникает вопрос об оценке погрешнос-
ти при такой замене. Поэтому в теории чисел изучают поведе-
ние величины

(10)

•и ее оценку при различных значениях р и q.
Поскольку множество рациональных чисел всюду плотно

во множестве действительных чисел, то при соответствующем
выборе чисел р и q величина (10) может быть сделана меньше
любого наперед заданного числа. Поэтому интересно изучать
относительную малость величины (10), т. е. выяснять, сколь
малой может она быть, если q не превосходит некоторого на-
турального числа q0 или, иначе, сколь хорошо действительное
число а может быть приближено (аппроксимировано) рацио-
нальными дробями p/q в зависимости от величины знамена-
теля q.

Поведение величины (10) обычно оценивают следующим
образом. Пусть <p(,q) — некоторая положительная функция

юз



от q, убывающая с ростом q. Исследуется, для каких функций
ф(<7) неравенство

Р_

Я

конечное множество реше-

а

имеет бесконечное, а для каких
ний в целых числах р и q, p/q^a

Будем говорить, что действительное число а допускает при-
ближение рациональными числами pfq порядка <p{q), если
существует постоянная с>0, зависящая только от а и функции
q>(q), такая, что неравенство

Р
а (q)

имеет бесконечное множество решений в числах pfq,
Часто в качестве функции q>{q) выбирают функцию

= -L, v>0.

Придавая v и с различные положительные значения, выясняют,,
когда неравенство

а

имеет бесконечное или конечное множество решений.
Пусть a=a/b, C G Z , / J G N , (a, b) — l. В этом случае вопрос

о поведении разности (10) решается просто.
При любом I / G N существует число p e Z такое, что

Тогда

а — (11)

Придавая q различные значения, не кратные Ь, убеждаемся:
в том, что существует бесконечное множество дробей p/qy

р/щфа, удовлетворяющих неравенству (11). Это означает, что
а допускает приближение рациональными дробями p/q поряд-
ка 1/<7-

С другой стороны, для любой дроби p/q,
р а р _ | aq — Ър

Я b q bq bq

Отсюда следует, что при любой постоянной с,
венство

а—£

не имеет решений в числах pfq,

нера-
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Порядок приближения рациональными числами для раз-
личных действительных чисел различен. В дальнейшем будет
показано, что все действительные иррациональные числа до-
пускают приближение рациональными дробями порядка 1/q2,.
а также что среди них существуют числа, допускающие при-
ближение сколь угодно хорошего порядка lfqv, где v>0 — лю-
бое действительное число.

Т е о р е м а Д и р и х л е . Пусть а — дейстьительное число,,
at — натуральное число. Тогда существуют целые числа р и.
q такие, что выполняются неравенства

: - i - , 0<<7<f. (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим принцип Дирихле, кото-
рый основан на очень простой идее: если m предметов распре-
делить по п ящикам, то при гп>п хотя бы в один ящик по-
падет не менее двух предметов.

Рассмотрим t+ 1 чисел:

| = о а Ч а 4 х = 0, 1, ..., t. (15)

По свойству дробных долей

0<{адс}<1. (16)

Разделим полуинтервал 0<г/<1 на t равных полуинтер-
валов

Каждое из чисел (15) ввиду неравенств (16) будет принадле-
жать только одному из полуинтервалов (17), так как послед-
ние не имеют общих точек. Но чисел (15) ровно t+l, а полу-
интервалов (17) ровно /. Поэтому среди полуинтервалов (17)
найдется такой, который содержит две из точек (15). Пусть
это будут числа

{ахх} = axj — [охг], {ах2} = ах2 — [ах2], х2 > хх.
Тогда

| {axa}-{«*i}l = \a(x2-Xl) - ([ах2] - [ах,]) \ < ±. (18)

Положим

] — [axl]=p.

Очевидно, что ®<q<ct. Вводя эти обозначения в неравенст-
во (18), получим неравенства

\aq-p\< -i-, 0<q<t,

из которых следует утверждение теоремы (14).
Ранее было показано, что для рационального числа а = а/Ь
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•неравенство (12) выполняется при любой дроби p/q,
Поэтому при f^-b неравенство (14) имеет лишь тривиальное
^решение p/q = a/b. При t<b по теореме. Дирихле неравенство
(14) имеет решение со знаменателем q, q<-t<b. Значит, зна-
менатели всех нетривиальных решений неравенств (14) при раз-
личных t ограничены. Следовательно, при рациональном а тео-
рема Дирихле дает некоторую информацию о приближении
рациональных чисел рациональными числами с меньшими зна-
менателями.

Если же а иррационально, то с ростом t знаменатели ре-
шений неравенства (14) также возрастают.

Действительно, обозначим для каждого натурального N

CN = mima —
I Я

где минимум берется по конечному множеству рациональных
чисел p/q, лежащих на отрезке a — 1 < х < а + 1 и имеющих зна-
менатель, не превосходящий N. Тогда если t>-\/CN, то каждое
решение неравенства (14) имеет знаменатель, больший, чем N.

Следовательно, при иррациональном а множество решений
в рациональных числах p/q неравенства (14) при всевозмож-
ных значениях t бесконечно.

Из неравенства (14), поскольку q<t, имеем неравенство

а—р- <-L (19)
Я я

2

Из доказанного выше следует, что неравенство (19) при ирра-
циональном а имеет решения p/q со сколь угодно большими
знаменателями. Тем самым доказано следующее утверждение.

Т е о р е м а 7. Для любого иррационального a e R неравен-
ство (19) имеет бесконечное множество решений в рациональ-
ных числах p/q, q>0.

Эта теорема утверждает, что все действительные иррацио-
нальные числа допускают приближение рациональными дро-
бями p/'q порядка 1/q2.

Из теоремы 7 следует, что любое иррациональное число
a e R представляется в форме

a = -P- + -^_, p e Z , ? G N , 16, |< 1, (20)
я я2

где q может быть выбрано сколь угодно большим.
Представление иррационального числа а в виде (20) широ-

ко используется в теории чисел, других разделах математики
и практических задачах.

Приведем пример иррационального числа, допускающего
сколь угодно хороший степенной порядок приближения рацио-
нальными числами. Положим

eN,fl>2. (21)

п=1
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Обозначим
л

\У 1 _ Pft _ ft, ы J, _ i
7 , ~~^Г — > 4k~ a > Pk ^ n t « — !»

Т о г д а

О < а = rk, k = 1 , 2 , . . . ,

г д е , 1 iS '•

OL

_а 1 _ а 1 ^ 1
п Г ' „<H-i)i ~~ ~„ Г

Поэтому

Из последнего неравенстна следует, что при любом нату-
ральном k неравенство

0 < <*--£• (22>

имеет решение pfq. Но каждое решение неравенства (22) с за-
данным значением k является решением того же неравенства
с любым меньшим значением k. Отсюда следует, что неравен-
ство (22) при любом k имеет бесконечное множество решений
в рациональных числах p/q.

Если положить а=10, то ряд (21) будет десятичным разло-
жением представляемого им числа

а = 0,110001000...,

у которого цифры на местах с номером k\ вправо от запяток
равны единице, а все остальные цифры равны нулю.

В практических задачах часто иррациональное число а
приближенно заменяют рациональным числом, являющимся
отрезком его десятичного разложения. Пусть а имеет десятич-
ное разложение:

0 10 ю2 ю*

0 < а , < 9 , k= 1,2



Обозначим

вк " • 10 ' 10» 10*

Тогда

где

1 0 *+i

л поэтому

0 < а — ^ < — . (23)

Отсюда следует, что если положить приближенно a~AkIBh,
то погрешность при такой замене меньше, чем \\Bk.

Заменяя a—ppq, где p/q есть решение неравенства (19),
получим приближение для а с существенно лучшей погреш-
ностью, меньшей, чем \/<q2.

Итак, теорема Дирихле позволила установить, что для лю-
бого иррационального числа а существует последовательность
рациональных дробей Pk/qk с растущими знаменателями, кото-
рая приближает а с точностью до \lqu2- Но теорема Дирихле
является только теоремой существования и мало пригодна для
нахождения соответствующих приближений на практике. Удоб-
ным средством для нахождения таких приближений являются
цепные дроби. Соответствующие приближения для числа а
•находятся из его разложения в цепную дробь (см. [14, 20]).

§ 3. Приближение алгебраических чисел
рациональными числами.
Существование трансцендентных чисел

В 1844 г. Ж. Лиувилль (1809—1882), изучая приближение
.алгебраических чисел рациональными числами, показал, что
алгебраические числа не могут слишком хорошо приближаться
числами из Q. В доказанной им теореме дается оценка поряд-
ка приближения алгебраического числа рациональными числа-
ми, зависящая от степени приближаемого числа.

Поскольку существуют иррациональные числа, допускаю-
щие сколь угодно хороший порядок приближения рациональ-
ными числами, то теорема Лиувилля позволила впервые по-
строить примеры трансцендентных чисел.

Т е о р е м а Л и у в и л л я . Пусть а — действительное ал-
гебраическое число степени п, л>2. Тогда существует положи-
тельная постоянная с, зависящая только от а, такая, что при
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любых целых рациональных р и q, q>0, выполняется неравен-
ство

>-?•
(24)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а = аь ..., ап — числа, сопря-
женные с а, и

п

(=2

— неприводимый и примитивный многочлен с целыми рацио-
нальными коэффициентами, имеющий а своим корнем, a p и
q, q>0, — любые целые рациональные числа. Возможны два
случая.

1) р и «7 таковы, что
р - 1 .

Тогда тем более, так как <7>1, имеем
1

qn •

< 1.

(26)

2) р и q таковы, что

Следовательно,

а —

(27)

Подставляя в равенство (25) x=pfq, ввиду неравенства
<(27) получим

Ф — = а„ |

«--|П(1«<

|
1=2

а (2 |а | + I)"" 1 .

(28)

Неприводимый многочлен ф(х) степени л > 2 не имеет раци-
ональных корней. Поэтому ф(р/^)^=0 и

/ Р \ 1 __
V 7 / I
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Полагая

с =
ап (2 | а | + I)"'1

из неравенств (28) и (29) получаем неравенство

(30>

Так как с < 1 , то из неравенств (26) и (30) следует, что
последнее неравенство выполняется и в первом, и во втором
случаях. Теорема доказана.

Теорема Лиувилля справедлива и при « = 1 , когда а = а/Ь-
есть рациональное число, но только с ограничением, что p/q=£
Фа. Этот результат был установлен еще в § 3 в неравенст-
ве (12).

Из неравенства (24) следует, что при условиях теоремы
Лиувилля неравенство

_Р_

Я
0 < а — (31 >

не имеет решений в числах р и д, q>0. Это означает, что ал-
гебраическое число степени п не может допускать приближе-
ние рациональными числами p/q порядка l/qv, где v > « .

Если а — действительная квадратичная иррациональность
(т. е. корень квадратного уравнения с рациональными коэффи-
циентами), то по теореме Лиувилля существует постоянная
с>0, такая, что неравенство

(32>

не имеет решений в числах р и q. Но по теореме 7 неравенство

(33>

имеет бесконечное множество решений в числах р и q.
Неравенства (32) и (33) означают, что l/q2 — в некотором^

смысле наилучший порядок приближения рациональными чис-
лами p/q для действительных квадратичных иррациональ-
ностей.

Теорема Лиувилля дает некоторый необходимый признак
алгебраичности числа а и, следовательно, достаточный при-
знак трансцендентности. Из нее легко получаем следующее
утверждение.

Т е о р е м а 8. Если для действительного числа а при любом,
натуральном k неравенство

0 <
1

~qT
(34)
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имеет бесконечное множество решений в целых числах р и q,
•q>0, то а — трансцендентное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о , Допустим противное, что а удовлет-
воряет условиям теоремы 8, но является алгебраическим чис-
лом степени п. Тогда по теореме Лиувилля существует число
£ = с ( а ) > 0 такое, что неравенство (31) не имеет решений
в числах р и q.

Положим в неравенстве (34) k = n+\. Оно имеет бесконеч-
ное множество решений в числах р и q. Будем рассматривать
решения этого неравенства только со знаменателями q такими,
что lfq<c. Тогда неравенство

qn q • qn

имеет бесконечное множество решений. Но это противоречит
предположению о решениях неравенства (31). Противоречие
завершает доказательство теоремы.

В § 3 было показано, что для числа

„п\

неравенство (34) при любом AeN имеет бесконечное множест-
во решений в числах р и q, 'q>0. Поэтому по теореме 8 число
а трансцендентно.

Из теоремы 8 и приведенного примера следует
Т е о р е м а 9. Существуют трансцендентные числа.
Заметим, что еще за 100 лет до опубликования теоремы

Лиувилля Л. Эйлер высказал утверждение о существовании
трансцендентных чисел. Но доказать его он не мог.

В 1874 г. Г. Кантор (1845—1918) другим методом доказал
существование трансцендентных чисел. Развивая начала тео-
рии множеств, он показал, что множество всех алгебраических
чисел счетно, а множество действительных чисел несчетно.
Следовательно, существуют трансцендентные числа. Более
того, почти все числа в смысле меры Лебега трансцендентны.

С помощью теоремы Лиувилля можно строить примеры
трансцендентных чисел только из узкого класса чисел, допус-
кающих очень хорошее приближение рациональными числами.
Доказательства трансцендентности чисел других классов обыч-
но сопряжены с большими трудностями.

Высотой многочлена Р(х) называют наибольший из моду-
лей его коэффициентов.

Перепишем неравенство (24) в теореме Лиувилля при
л > 1 следующим образом:

\qa-p\>-L-,J-^a. (35)
qn-i q
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Если обозначить

Р(х)=ахх + аа, п]

и Я — высота многочлена Р(х), то из неравенства (35) сле-
дует, что если Р(а)фО, то выполняется неравенство

Аналогичное утверждение выполняется и для многочлена Р(х)
любой степени k.

Т е о р е м а 10. Пусть а — алгебраическое число степени п,
л > 1 . Тогда существует постоянная с>0, зависящая только от
числа а, такая, что для любого многочлена Р(х) степени k,
&>1, с целыми рациональными коэффициентами и высоты Н
либо Р ( а ) = 0 , либо выполняется неравенство

\Р(*)\>-£Г. ( 3 6 >
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

P(x)=ahx* + ... + alx+a0, (37)

а а = а ь •••, а„ — числа, сопряженные с а. Предположим, что
Р(а)Ф0. Тогда по лемме 2 Р(щ)ф0, t = l п. По теореме 6
существует число г = ак такое, что р = га есть целое алгебраиче-
ское число. Имеем

где
Q (х) =х* + ah^xk~l + rak-2x

h~2+... + rk~la0

— многочлен с целыми рациональными коэффициентами.
Произведение

Q(Pi)Q(p2)---Q(P«), pi = m b / = l п,

есть симметрический многочлен с целыми рациональными ко-
эффициентами от величин р ь ..., рл, которые, очевидно, явля-
ются сопряженными для числа р. Так как р — целое алгебра-
ическое число, то по лемме 6 это произведение есть целое ра
циональное число. Но Р(<ц)фО, /=1 п. Поэтому Q ( ) ^
i = l , ..., п. Значит,

(=2

ИЛИ

П 1 ^ К ) | ^ 1 . (38)
1=2
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Ввиду равенства (37) получаем оценки:

) | < Я ( 1 + К | + . . . + | а , | * ) <

, | ) * < Я ( 1 + | ¥ | )* , 1 = 2, . . . , « . (39)

Из неравенств (38) и (39) находим, что

Полагая

с =

получаем неравенство (36). Теорема доказана.
Теорема Лиувилля была существенно усилена. Она поло-

-жила начало развитию большого и очень важного раздела тео-
рии чисел — теории приближения алгебраических чисел.

§ 4. Трансцендентность числа е

Покажем сначала, что число е иррационально, т. е. не яв-
ляется алгебраическим числом первой степени. Это доказа-
тельство весьма просто. Оно было приведено еще в опублико-
ванном в 1815 г. курсе анализа Ш. Фурье (1768—1830).

Т е о р е м а 11. Число е иррационально.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из представления числа е в виде

ряда

£т
следует, что для каждого натурального п выполняется равен-
ство

п\ е — Ап + — , (40)

где
п оо

Оценивая величину гп, получим

+
п + 2 (л + 2) (л + 3)
1 + + + : ( 4 2 )

Предположим, что число е рационально. Положим п рав-
ным знаменателю числа е. Тогда п\е — целое число. Но это
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противоречит равенству (40), поскольку из условий (41) и не-
равенства (42) следует, что Ап — целое число, а

0 <
л + 1

Полученное противоречие доказывает теорему 11.
Докажем теперь более общее утверждение, установленное в

1840 г. Ж. Лиувиллем.
Т е о р е м а 12. Число е не является квадратичной иррацио-

нальностью.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное. Тогда имеет

место равенство

ae2 + be + c = 0, a, b, c e Z , (43)

где не все числа а, Ь, и с равны нулю. Ввиду теоремы И долж-
иы выполняться условия а=£0, с=£0. Можно считать, что а > 0 .
Из равенства (43) следует, что

ae + b + ce~l = 0, а>0, сфО. (44)
Так как

оо

(-1)*

то

п\ е - 1 = Вп + ( ~ п

1 1 " ^ Р п . ' ( 4 5 >
где

( _ 1 )*-/•-!

Число рп есть сумма знакочередующего ряда:

п + 2 (п + 2)(п+3)

с монотонно убывающими по абсолютной величине членами.
Следовательно, по признаку сходимости Лейбница имеем, что
р л < 1 и

р = 1 — ( ! ! h ...) > 1 ^—>0.
К л U + 2 (л + 2) (л + 3) ) п + 2

Итак, выполняются неравенства

0<р„<1. (46)

Умножив равенство (44) на п\ и воспользовавшись равен-
ствами (45) и (40), получим

0 = п\ (ае + Ь + сетх) =
(— 1) л + 1 ср„

~^
п

= аАп + Ьп\ + сВп + Й + \ + 1 ~^. (47)
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агп + ( - 1)n + 1 с Рп 2а+\с\ 5

п + 1 /i + l l '

Выберем число п удовлетворяющим условиям

п>2а+\с\, (—1) л + 1с>0. (48)

Тогда из неравенств (41), (42), (46) и (48) находим, что

агп+(— 1)"+1Ср„>0 ~ (49)

Поскольку

«сть целое число, то из неравенств (49) и (50) следует, что
правая часть равенства (47) не является целым числом. Но
это противоречит тому, что она равна нулю.

Таким образом, получено противоречие, доказывающее тео-
рему 12.

З а м е ч а н и е . Доказательство теоремы 11 основано на том,
что число е допускает приближение рациональными числами
p/q более высокого порядка ф(^), чем l/q, т. е. такого, что
-qs(q)q-+Q при q-+oc.

Для доказательства трансцендентности числа е необходимо
показать, что е не может быть корнем многочлена с целыми
коэффициентами любой степени. Попытки доказать это элемен-
тарными рассуждениями, подобными приведенным выше, к ус-
пеху не привели. Проблема была решена в 1873 г. Ш. Эрми-
том с помощью созданного им аналитического метода.

Доказательство трансцендентности числа е основывается на
одном интегральном равенстве, называемом тождеством Эр-
мита.

Пусть I(х) — некоторый многочлен с действительными коэф-
фициентами степени v. Интегрируя по частям, приходим к ра-
венству

J / (t) e-t di=p(t)d (- e-t) = / (0) - / (A) er* + J /' (t) e~* dt.
0 0 0

(51)

Повторяя эту операцию последовательно v + 1 раз, из равенст-
ва (51) получим, что

\f(t)ertdt = F{Q)—F(x)er', (52)

oJ

где многочлен F(x) имеет вид

F(x)=f(x)+f'(x)+...+f™(x). (53)
Равенство (52) называется тождеством Эрмита.
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Из равенства (52) следует, что для каждого целого числа
k>0, выполняется равенство

или равенство
k

F(O)ek — F(k) = ek[f(t)e-'dt. (54)
о

Докажем одно простое вспомогательное предложение.
Лемма 7. Если g(x)eZ[x], то все коэффициенты много-

члена gw(x), &>1, делятся на k\.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду линейности операции дифферен-

цирования утверждение леммы достаточно доказать для много-
членов xs, s>0. В этом случае оно следует из равенств

О, если k > s,
(ysM/г) __

k\(sA -xs-k, если 1 </j<s,

/ о \
так как , —целое число.

\k)

Т е о р е м а 13. Число е трансцендентно.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что- е — алгеб-

раическое число степени т . Тогда выполняется равенство

. (55)

где а0, а\,...,ат — целые рациональные числа.
Положим в тождестве Эрмита

f(x)= \ х»-Ч(х-1)--- (х-т))\ (56)

где п — достаточно большое натуральное число. Сложим ра-
венства (54) для значений & = 0, 1 т, умножив их соответ-
ственно на ak. Так как выполняется равенство (55), то в ре-
зультате получаем, что

£ £ о*е* J/(0^'dt. (57)
k=0 О

Покажем, что при некотором достаточно большом п левая
часть равенства (57) будет отличным от нуля целым числом,
а его правая часть по абсолютной величине меньше 1. Тогда
это равенство будет противоречиво, и теорема будет дока-
зана.

Так как многочлен f(x) (56) имеет число 0 корнем крат-
ности п—1, а числа 1 т — корнями кратности п, то
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= 0 , 1=0, 1 л - 2 , (58)

(59>

=o, /=0, 1 л—1, 6=1 т. (60)

Пс лемме 7 коэффициенты производной порядка / много-
члена .^""'((л:—1) •••(л;—т))п есть целые числа, делящиеся на
/!. Следовательно, все производные f{l)(x) при />л имеют це-
лые коэффициенты, делящиеся на число п.

Поэтому из равенств (53), (58) и (59) находим, что

+ nA,Ae=Z, (61)

а из равенств (60) аналогично имеем, что
(т+1)л— 1

F(k)= £ /йй = « 4 Л , е г , * = 1 /я. (62)-

Пусть теперь число п удовлетворяет условиям

(л, т ! ) = 1, л > | а о | . (63)

Тогда из равенств (61) и (62) имеем, что все слагаемые в ле-
вой части равенства (57) являются целыми числами, причем
ао-̂ (О) не делится на п, а все остальные слагаемые akF(k) де-
лятся на п. Отсюда следует, что левая часть равенства (57)
есть отличное от нуля целое число и, значит,

£ akF(k) > 1 . (64).
k=0

Оценим теперь правую часть равенства (57). На отрезке
0<х<т каждый сомножитель х—k, §<k<m, входящий в про-
изведение (56), не превышает по модулю числа т. Следова-
тельно, справедлива оценка

(т+\)п-\

а тогда
m("i+l)n «-^

k=0 О ft=o о

^ H q , C" . (65>
*' ° ( 1 ) !

где постоянные CQ И С не зависят от числа я.
117



Из равенства (57), условий (63) и неравенств (64') и (65)
получаем, что

т

К

Правая часть неравенства (66) стремится к нулю при л->-оо.
Выберем число п так, чтобы выполнялись условия (63) и не-
равенство

(л-1)! ^

Тогда неравенство (66) будет противоречиво, и теорема дока-
зана.

Существует много доказательств трансцендентности числа е.
Большинство из них основывается на методе Эрмита, а друг
от друга они отличаются лишь в деталях.

З а м е ч а н и е . Рассмотрим равенство (54). Из равенств
(61) и (62) имеем, что F(k), k=0, I,..., m, — являются целы-
ми числами. Оценивая правую часть равенства (54) аналогич-
но тому, как была оценена правая часть равенства (57), полу-
чим, что она стремится к нулю при л->-оо. Отсюда следует,
что дроби

' k = 1, . . . , т,
F(0)

при каждом п являются совместными приближениями к степе-
ням ek, k = \, ..., т. Так называют рациональные приближения к
нескольким числам, имеющие одинаковые знаменатели.

Это показывает, что основой рассматриваемого метода явля-
ется построение с помощью тождества Эрмита последователь-
ности совместных приближений к степеням числа е.

§ 5, Трансцендентность числа я

Попытки решить проблему квадратуры круга привлекали
внимание к исследованию арифметической природы числа я
очень давно. Важным шагом в этом направлении был резуль-
тат И. Ламберта (1728—1777), который в 1766 г. доказал ир-
рациональность числа я с помощью разложения в цепную
дробь функции tgx. Он доказал иррациональность чисел tgx
лри любом рациональном хфО, откуда и следовало, что я есть
иррациональное число.

Ниже приводится доказательство Эрмита иррациональности
числа я, построенное на идее, с помощью которой им была
доказана трансцендентность числа е.



Интегрируя, получаем равенство

Т е о р е м а 14, Число п иррационально.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /(х) — произвольный много-

член с действительными коэффициентами. Положим

F (х) =f(x)-f"(xY+fW(x)-f^(x) + ....
Очевидно, что F(x) — многочлен, так как р>(д:)=0, начиная с
некоторого k. Имеем

^ (F'(x) star— F(x)cosx) = (F" (x) + ^(д;)) stax = / (х) sin x.

аем равенство

| f(x)sinxdx=F(n) + F{0), (67>

6
представляющее собой аналог тождества Эрмита.

Допустим противное, что л — рациональное число, я = а/Ь,-
6>0. Положим в равенстве (67)

/ ( % ) = — хп (я — х)п = — хп (а — Ьх)"

при достаточно большом натуральном п.
Так как многочлен f(x) имеет число 0 корнем кратности;

п, то
/ ( 0 ) = / ' ( 0 ) = . . . = р - 1 > ( 0 ) = 0 .

По лемме 7 все коэффициенты производной многочлена
х" (а—Ьх)" порядка / делятся на /!. Поэтому все производные
многочлена f(x) порядка />л имеют целые коэффициенты. От-
сюда следует, что все числа

являются целыми.
Поскольку f(x) =/(я—х), то

р ( * ) = (_!)«/(О(„_*), /=0, 1, 2,...,

откуда при х = л

/Ш(Я) = (_!)«/(«)(0), /=0, 1,2

Поэтому /<!>(n)eZ, /=0,1,2,.... Значит, F(n)+F(0) есть число
из Z.

Итак, правая часть равенства (67) есть целое рациональное
число.

Покажем, что при достаточно большом п будет выполняться!
неравенство

я
0 < Г / (х) sin х dx < 1.

6
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Тогда равенство (67) будет противоречиво, и теорема будет
доказана.

Действительно, f(x)>0 на интервале 0 < х < я . По непре-
рывности f(x) имеем, что

я
jf(x)sinxdx>0.
о

С другой стороны, существует число % e N такое, что
я я я

[f(x)slnxdx^ff(x)dx< — я2" fdje = я (а*1Ь)П < 1
.1 .1 п! J п\
0 0 0

для каждого n>-nG, так как при любом постоянном с

Трансцендентность числа я доказал в 1882 г. Ф. Линде-
•ман, пользуясь методом Эрмита. Тем самым было получено от-
рицательное решение проблемы квадратуры круга.

Ниже будет приведено другое доказательство трансцен-
дентности я. В основе его лежит построение с помощью ана-
литического метода многочленов P n (x)eZ[x], принимающих в
точке я отличные от нуля малые значения. Получающиеся при
этом оценки сверху для \Pn(n)\ оказываются сильнее, чем
оценки снизу, справедливые по теореме 10 для многочленов от
алгебраических чисел. Отсюда будет следовать, что я не может
быть алгебраическим числом.

Числа Рп(п) получаются с помощью разложения функции
sin яг в интерполяционный ряд Ньютона. Поэтому сначала рас-
смотрим интерполяционную формулу и интерполяционный ряд
Ньютона.

Пусть f{z) — аналитическая функция в области D, а
zu...,zn — фиксированный набор точек из D, среди которых
могут быть и совпадающие.

Положим

/7о(£) = 1, M S ) = (£ -Z i ) - (S -z*) , *=1 я- (68)
Тогда

i ( £ ) . k=l,..,n. (69)
Пусть zeZ). Для каждого k, k=l,...,n, справедливо тож-

дество

Умножая обе его части на Fk-\(,z)IFk-i(Z,) и пользуясь равен-
ствами (69), находим

f f r M f () = l л > ( 7 0 )

*.! © Ft © J Fk ©
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Складывая почленно все тождества (70), ввиду того что
F0(£) = l, получаем тождество

ИЛИ
п

" + F (си?-,)- (71)

Выберем простой замкнутый контур С, лежащий в D, такой,
что ограниченная им область принадлежит D и содержит все
точки zu...,zn и z. Умножим обе части тождества (71) на

/(£) и после этого проинтегрируем по контуру С в поло-

жительном направлении. В результате, пользуясь формулой

Коши, получим равенство

•<*£• ( 7 2 )
2я( J Fk(t,) 2л i J Fn(t,)(t,~ z)

fe=i С С

Обозначим

(73)

(74)
2ш

Заметим, что по теореме Коши интегралы (73) и (74) не за-
висят от выбора контура С, удовлетворяющего указанным ус-
ловиям. Из равенств (72), (73) и (74) имеем

ЛЛФ+ад, геО. (75)

Равенство (75) называется интерполяционной формулой
Ньютона для функции f(z) с узлами интерполяции Z\,...,zn.

Теперь рассмотрим бесконечную последовательность z\,...,
zn,... точек из D. Если предположить, что

для всех z, принадлежащих области DoczD, то

f{z)= £ AnFn(z)= £ An(z-Zl) . . . ( z - z j , z e D , (76)
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Ряд (76) называется интерполяционным рядом Ньютона для:
функции f(z) в области Do с узлами интерполяции z\,...,zn

Если все узлы интерполяции совпадают, то ряд Ньютона
переходит в ряд Тейлора.

Если функция f(z) не является многочленом, то из равен-
ства (76) следует, что АпФ0 для бесконечного множества зна-
чений п.

Разложим теперь в ряд Ньютона функцию f(z)=sinnzr

Выбирая за узлы интерполяции следующую бесконечную перио-
дическую последовательность точек с периодом т:

zu z2 zn (77);
где

zn = n для п=1,...,т,
(78)

Zn+m = zn для всех 1

a m — некоторое фиксированное натуральное число.
Выберем любое R>m и рассмотрим остаточный член (74)

интерполяционной формулы Ньютона для функции sin nz с уз-
лами интерполяции (77) при n>2R:

f 1 ^ ' z ' < * ' <79>
где С — окружность \£\ =п.

Оценим интеграл (79). Из условий (78) следует, что
l , £ = 1 , ..., л, а

(80>

\Z~ Z * | < | Z | -

для всех z таких, что \z\ <R. Поэтому для таких z
п

Далее, на окружности | £ | = л имеем, что

так как n>2R>2m. Аналогично,

Тогда

На той же окружности |£| =п имеем

I sin я 11 = 21
<е«1С1 =

(81)

(82>
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Пользуясь неравенствами (80), (81) и (82) для оценки ин-
теграла (79), получим

IR (z) I сГ ' 2 я

(~)n+l

(83)

П о с к о л ь к у числа Ram ф и к с и р о в а н ы , то из н е р а в е н с т в а (83)
-следует, что

l i m / ? n ( z ) = 0 (84)
л-юо

.для всех z таких, что |z|<:7?.
Число R можно выбрать сколь угодно большим. Поэтому

при любом комплексном z выполняется равенство (84) и имеет
место разложение функции sin яг в интерполяционный ряд
Ньютона (76), где Ап и Fn(Z) определяются формулами (73) и
(68).

Итак,
00

sin я г - £ An{z-zx) ••• ( г - г „ ) , (85)
л=0

где

„ = — - V — - dZ,. (86)
с 1 п+1

Выбирая за контур С окружность | £ | = л , где л > 2 т , и рас-
суждая так же, как в случае оценки интеграла (79), получим
оценку сверху для Ап:

1 gitn ял+(л+1)1п2
I A I <-- 9тт и ^г S рЬп п~п (Я7\

т)
В дальнейшем потребуется оценка Ап снизу. Для этого

•введем некоторые обозначения и докажем одно вспомогатель-
ное предложение.

Из условий (78), определяющих последовательность (77),
следует, что

m

Fn+x (С) = (С - z j • • • (С - г„ + 1 ) = П (С - k)rk+', (88)

где целые числа rk удовлетворяют условиям

гх+ . . . + rm + m = n + 1,

r i — l < r m < r m _ i < . . . < г х < - ^ - . (89)
m

£* 123



Тогда равенство (86) примет вид
д = 1 Г sinng ^ = 1 Г

С

(90)

Обозначим r = r 1 = max rk, а Ж—общее наименьшее кратное

чисел 1 т.

Л е м м а 8. Существует многочлен Рп(х) с целыми рацио-
нальными коэффициентами степени, не большей г, высоты, не
превосходящей г\(2М)п, такой, что

М"-1г!Ап = Рп(л).

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме Кош и из равенства (90)
имеем

! Г ^ ( 9 1 )
2га J fr _ i / . + i . . . / г _ m / m + l

где Г* — окружность с центром в точке k и радиуса 1/2,
| £—k\ = \/2, с обходом в положительном направлении.

Разложим функцию sin я? в ряд Тейлора по степеням
t—k:

sin я? = sin (я k + я (? — £)) = (— 1)* sin я (? — )fe) =

i (2/+1)!

Из этого представления следует, что

sin я? = N —

где ^?*(и) есть целая функция, имеющая в точке t, = k нуль по-
рядка не меньше, чем rk + \. Поэтому выполняется равенство

С

J (S _

1

г
г
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X -L. f «-*>"* dt. (92)

Обозначим при каждом &,

"'' 2Ш rJ а _ , ) ^ . . . ( ? _ т Г т + 1 2

(93)

Докажем, что а*,г — рациональные числа, такие, что все произ-
ведения Mn'lak:i являются целыми числами.

Число ak,i равно вычету в точке £=& подынтегральной
функции в интеграле (93), т. е. коэффициенту при (£—k)~l в
разложении этой функции в ряд Лорана по степеням £—k.
Найдем это разложение.

Пусть s e N , l < s < m , s=£k. Рассмотрим функцию

1 1 I ! _ _ (94)
Z-s (Z-k) + (k-s) k-s l-k •

'"TIT
Положим

l—k = Mt. (95)

Тогда по формуле суммы бесконечно убывающей геометриче-
ской прогрессии получим разложение функции (94) в ряд:

м Yt» = ^ У ( м( Yt У (
k~s ^-1 \ ,s — k ) JU Z J I s — k

v=0 v=0

^Y*^, b ^ ( Y + \ (96)
M ^-J \ k J

v=o

Так как выполняются неравенства 1<?|&—s|<m—1, а М —
общее наименьшее кратное чисел \,...,т, то все M/(k—s) —
целые рациональные числа и, следовательно, все bv^Z.

Ряд в равенстве (96), очевидно, абсолютно сходится в круге
\t\<l/M.

Функция

является произведением п—гк сомножителей вида l / ( ^ s )
Фк, среди которых имеются и равные. Поэтому, перемножая
соответствующие всем таким функциям 1/(£—s) ряды вида
(96), ввиду равенства (95) получим
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п
,., а-•>'•+' < " - ' • „ _

Mn~rk jLi
v=0

-^-{t,-k)\ (97)

где все с, — целые числа. По теореме о перемножении рядов,
ряды в равенстве (97) будут сходиться соответственно в кру-
гах \t\<l/M и \t,—k\<l.

Из равенств (97) и (93) по теореме о вычетах имеем

(98)

Из равенств (98) и следует, что все akti — рациональные чис-
ла, а Мп~х akj — целые рациональные числа.

Из равенств (91), (92) и (93) находим, что

откуда ввиду равенства (98) следует, что

Mn = P n ( r t ) , (100)

где Рп(х) — многочлен с целыми рациональными коэффициен-
тами, степени, не большей, чем г.

Оценим теперь числа ak,i, пользуясь равенством (93). Если
*. то |£—&|=1/2, а при s=£k \t,—s|>l/2. Поэтому

(101)

Из равенства (99) и неравенства (101) находим, что коэф-
фициенты многочлена Рп(х) (100) не превосходят числа

тг\2п-1М "-' < г ! (2М)л.

Лемма доказана.
Т е о р е м а 15. Число я трансцендентно.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что л есть ал-

гебраическое число степени v, v > l . Положим m = v + l и сэтим
значением m рассмотрим разложение (85) функции sin яг в
интерполяционный ряд Ньютона. Тогда, по доказанному выше,
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для коэффициентов Л„ этого разложения выполняется оценка
сверху (87).

С другой стороны, по лемме 8 имеет место равенство (100),
где Рп(х) — многочлен с целыми рациональными коэффициен-
тами степени k и высоты Я, где

k<r, Н<г\{2М)п. (102)

Пусть с, С\ и с2 обозначают положительные постоянные, за-
висящие только от числа v.

По теореме 10 ввиду предположения, что л есть алгебраи-
ческое число степени v, выполняется либо равенство Я„(л)=0,
либо неравенство

£ )lnH- (I03)
Если Рп(л)ф0, то из неравенств (102) и (103) получаем оцен-
ку

\Р ( л ) | ^ е-Чп el/—(v-l)(/-In/-+Л ln(2Af))_ (104)

Но из условий (89) имеем, что

г = max rk •< — ,
m

a m=v+ 1. Поэтому из неравенства (104) следует оценка
т— 2 ,

л In л—сл л с г п

\Pa(n)\>e m . (105)
Из равенства (100) и неравенства (87) находим, что

т— 1
л In л+с,л

| Рп (л) | < е 5"-" l n "+C1-1) ln M+r l n r < е т . (106)

Неравенства (105) и (106) при достаточно большом п про-
тиворечивы. Значит, существует число п0 такое, что Ап = 0 при
всех л > л 0 , а функция sin яг должна быть многочленом. Но
она не является многочленом, например, потому, что имеет бес-
конечное множество нулей. Следовательно, получено противо-
речие, опровергающее предположение об алгебраичности числа
л. Теорема доказана.

Из теоремы 15 следует, что квадратура круга невозможна с
помощью циркуля и линейки.

Действительно, площадь круга равна пЯ2. Полагая R=\,
получим, что задача сводится к построению квадрата со сто-
роной, равной Ул. В 1837 г. П. Ванцель (1814—1848) показал,
что с помощью циркуля и линейки могут быть построены толь-
ко те отрезки, длины которых выражаются числами, являющи-
мися корнями квадратных уравнений с рациональными коэф-
фициентами, корнями квадратных уравнений, коэффициенты
которых являются корнями квадратных уравнений с рациональ-
ными коэффициентами, и т. д., и, следовательно, отрезки, дли-
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ны которых выражаются числами, получающимися после пос-
ледовательного решения ряда квадратных уравнений. Посколь-
ку множество таких чисел есть подмножество множества алгеб-
раических чисел, то из доказательства трансцендентности числа
л следует отрицательное решение проблемы квадратуры кру-
га.

Линдеман, доказывая трансцендентность числа л, установил
более общее утверждение.

Т е о р е м а Л и н д е м а н а. Если а — алгебраическое число,
афО, то число еа трансцендентно.

С л е д с т в и е . Если а — алгебраическое число, афО; 1, то
число In а трансцендентно.

Действительно, elna — a, и поэтому предположение о том,
что а и In а являются одновременно алгебраическими числами,
приводит к противоречию с теоремой Линдемана.

Так как выполняется равенство е п ' = — 1 , то из теоремы
Линдемана следует трансцендентность числа л.

Теорема Линдемана может быть доказана методом, которым
была доказана трансцендентность числа л. Только для этого
необходимо иметь оценку снизу для модуля многочлена с це-
лыми коэффициентами от двух алгебраических чисел.

Линдеман доказал также более общее утверждение.
Т е о р е м а Л и н д е м а н а . Пусть а\,--,ап — различные

алгебраические числа, а С\,...,сп — алгебраические числа, не
все равные нулю. Тогда

с^1 + . . . + с/1" фО.

Очевидными следствиями теоремы Линдемана являются ут-
верждения о трансцендентности чисел е и л и теорема Линде-
мана о трансцендентности чисел еа при а е А , афО.

В течение свыше сорока лет метод Эрмита — Линдемана
был единственным аналитическим методом доказательства
трансцендентности чисел. Но в конце 20-х годов текущего сто-
летия в работах А. О. Гельфонда и К- Зигеля (1896—1981)
были развиты мощные аналитические методы в теории транс-
цендентных чисел. За последние 50 лет эти методы в работах
ряда математиков получили дальнейшее развитие. С их по-
мощью установлена трансцендентность значений многих анали-
тических функций.

ЗАМЕЧАНИЯ

С теорией алгебраических чисел читатель может ознако-
миться по книгам 3. И. Боревича и И. Р. Шафаревича [1] и
Э. Гекке [5]. Вопросы, связанные с приближением действитель-
ных чисел рациональными числами, изложены в книгах
А. Я Хинчина [14] и А. Б. Шидловского [20].

Теорема Лиувилля о приближении алгебраических чисел
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дает оценку снизу для порядка приближения алгебраического
числа а рациональными числами. После ее опубликования ес-
тественно возникла проблема об улучшении такой оценки. Пер-
вый результат в этом направлении был получен А. Туэ (1863—
1922) в 1908 г., а в 1909 г. Туэ опубликовал метод, с помощью
которого доказал следующую теорему.

Т е о р е м а Туэ. Пусть а — действительное алгебраическое
число степени п>2, а е — любое положительное число. Тогда
неравенство

'<—~ < 1 0 7 >

Я2

имеет только конечное число решений в числах p e Z и q&fi.
Эту теорему Туэ применил к решению задачи о существо-

вании целочисленных решений у одного класса диофантовых
уравнений.

Т е о р е м а Т у э о д и о ф а н т о в о м у р а в н е н и и . Пусть

Н (х, у) = апх
п + ап-\хп~1у + . . . + аххуп-1 + аоу

п,

— неприводимый многочлен, am — любое целое число. Тогда
уравнение

Н(х, у) =пг

либо не имеет решений, либо имеет только конечное множество
решений в целых числах х и у.

Теорема Туэ о приближении алгебраических чисел уточня-
лась К- Зигелем, А. Дайсоном, А. О. Гельфондом, К. Ф- Ротом.
Приведем формулировку теоремы Рота (1955 г.).

Т е о р е м а Р о т а . Пусть а — действительное алгебраиче-
ское число степени п^-2, а е — любое положительное число.
Тогда неравенство

а —
I Я

имеет только конечное число решений в числах p e Z и
Теорема Рота была также обобщена на случай приближе-

ния алгебраического числа алгебраическими числами.
В настоящее время теория приближения алгебраических

чисел представляет собой большой и важный раздел теории чи-
сел, имеющий многочисленные приложения. На результатах
теории приближения алгебраических чисел основаны некоторые
методы доказательства трансцендентности чисел.

С проблемами приближения алгебраических чисел можно
ознакомиться по книгам Н. И. Фельдмана [11] и А. Б. Шидлов-
ского [20].
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После работ Эрмита и Линдемана возникли попытки обоб-
щить их метод и распространить полученные ими результаты на
другие функции. Но это не удавалось почти 50 лет. Многие
математики внесли упрощения и улучшения в доказательства
Эрмита и Линдемана, но существенно новых результатов не
получили. Только в 1929 г. были созданы новые методы дока-
зательства трансцендентности чисел.

А. О. Гельфонд в 1929 г. опубликовал аналитический метод,
с помощью которого получил в частном случае решение из-
вестной 7-й проблемы Гильберта о трансцендентности чисел
вида ар, где а — алгебраическое число, афО; 1, а |3 — алгеб-
раическое иррациональное число. Результат Гельфонда отно-
сился к случаю, когда р — мнимая квадратичная иррациональ-
ность. Ввиду равенства 1~2'1 = ел было доказано, что число
ея трансцендентно.

Доказательство трансцендентности числа л в § 5 проведено
методом, основанным на идеях метода Гельфонда 1929 г.

В 1934 г. с помощью нового метода А. О. Гельфонд дал
полное решение 7-й проблемы Гильберта.

В том же году независимо Т. Шнейдер (р. 1911) получил
другое решение проблемы.

В 1929 г. К- Зигель создал аналитический метод доказа-
тельства трансцендентности чисел, являющийся обобщением ме-
тода Эрмита—Линдемана. Этим методом он доказал транс-
цендентность значений в алгебраических точках некоторых ана-
литических функций, в частности трансцендентность функции
Бесселя Jo(z) в любой алгебраической точке гфО.

За последние 50 лет методы Гельфонда и Зигеля получили
существенное развитие и обобщение и являются в настоящее
время основными методами теории трансцендентных чисел.
С их помощью доказана трансцендентность значений очень
многих аналитических функций.

Аналитические методы теории трансцендентных чисел позво-
ляют получать и количественные характеристики трансцендент-
ности чисел в виде оценок линейных форм и многочленов с
целыми коэффициентами от рассматриваемых трансцендентных
чисел (см. Дополнение 2).

С проблемами теории трансцендентных чисел можно озна-
комиться по книгам Н. И. Фельдмана [12] и А. Б. Шидловско-
го [20], а также по работам А. О. Гельфонда, содержащимся
в томе его избранных трудов [4].

ЗАДАЧИ

1) Доказать, что при любом /zeN многочлен f(x)=xn—2
неприводим.

2) Установить критерий Эйзенштейна.
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Пусть
/ ( * ) = * » + a n _ ^ - ' + ... +а1х +a0, f (x) S Z [x],

и существует простое число р, делящее все коэффициенты а0,
аи ..., ап-\, но такое, что р2 f a 0 . Тогда f(x) неприводим.

3) С помощью утверждения задачи 2 доказать, что при лю-
бом простом р многочлен

неприводим.
4) Доказать, что множество А счетно.
5) Доказать, что существует только конечное множество чи-

сел £ S Z A , ограниченной степени, удовлетворяющих условию
S | < С , где постоянная С > 1 .

6) Пусть / ( x ) e Z A [х], а | — корень /(*) . Доказать, что

7) Высотой Я а алгебраического числа а называют наиболь-
ший из модулей коэффициентов неприводимого и примитивного
многочлена q>(x)^Z[x], имеющего а своим корнем.

Пусть а и р — алгебраические числа степеней и высот со-
ответственно па, Пр и На., Яр. Установить оценки сверху для
Я а + Р и Я а Р как функций от

8) Доказать, что множество действительных чисел а, для
которых неравенство

р 1 0,
я

имеет бесконечное множество решений в целых числах р и q,
q>0, является множеством меры нуль.

9) Доказать, что для любой функции натурального аргумен-
та cp(q) > 0 существует число а такое, что неравенство

р

Я
имеет бесконечное множество решений в рациональных числах
plq, q>0.

10) Доказать, что при любых целых р и q, q>2, выполня-
ется неравенство

1

ф(<7)

Я

11) Пусть Р(х, j / ) e Z [ x , у], а и р — целые алгебраические
числа степеней соответственно пит такие, что Р(а, р)=р^О,
си а„ — числа, сопряженные с a, a Pi p m — числа, сопря-
женные с р. Доказать, что произведение всех тех из чисел

P(ai, Р/), i = 1 п; /=1 m,
которые отличны от нуля, есть целое рациональное число.
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12) Пусть а и р — алгебраические числа степеней соответ-
ственно пат. Доказать, что существует постоянная С>0, за-
висящая только от а, такая, что при любом Р(х, y)^Z[x, у]
степени &>1 по переменным х и у и высоты Я > 1 , либо
Я (а, р) =0, либо

13) Обобщить теорему Лиувилля на случай приближения
алгебраического числа а алгебраическими числами 9 в следу-
ющей форме.

Пусть а — фиксированное алгебраическое число степени п,
п^>\. Существует постоянная С>0, зависящая только от а,
такая, что при любом алгебраическом 6, 6=^а, степени k, &>1,
и высоты Я, Я > 1, выполняется неравенство

14) Доказать, что число log2n иррационально.
аз

15) Доказать, что для числа a = S 2~3/I неравенство
fi=0

a — <f
имеет бесконечное число решений в натуральных числах р и q
при любой постоянной С>1 и конечное число решений при
С=\.

16) Доказать иррациональность значений функции Бесселя

(-1)"

в точках x=l/k, где &eN.
17) Пользуясь методом, которым была доказана иррацио-

нальность числа я, доказать, что число л2 иррационально.
19) Пользуясь утверждением задачи 12 и методом, изло-

женным в § 5, доказать теорему Линдемана: Если а е А ,
а-т̂ О, то число еа трансцендентно.

20) С помощью теоремы Линдемана доказать трансцендент-
ность следующих чисел:

а) sin a, cos а, tga, при любом а е А , а=^=0,
б) arc sin a, arc cos а, arc tga, при любом а е А ,
в) решений уравнения e2x+l = x2+x+l.



ДОПОЛНЕНИЕ 1

ОБ ОСТАТОЧНОМ ЧЛЕНЕ
В АСИМПТОТИЧЕСКОМ ЗАКОНЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

В дополнении ставится задача показать, как влияет инфор-
мация о расположении нулей дзета-функции на оценку остаточ-
ного члена в асимптотическом законе, т. е. разности л(х)—Н х,
а также ознакомить читателя с основными идеями получения
таких оценок.

Для простоты изложения ограничимся условной оценкой
остаточного члена. Она будет основываться на недоказанном к .
настоящему времени предположении о том, что функция t(s)
не имеет нулей в полосе 8 < R e s < l , где 8 — некоторое число
из полуинтервала 1/2<9<1. Это предположение при 8=1/2
совпадает с гипотезой Римана.

Однако способ доказательства тесно связан с методами,
при помощи которых получены полностью обоснованные оценки
остаточного члена в асимптотическом законе (см. замечания к
гл. 2).

Сформулируем основной результат.
Т е о р е м а . Допустим, что функция £(s) не имеет нулей в

области R e s > 8 , где 8 — число из полуинтервала 1 / 2 < 8 < 1 .
Тогда при любом е > 0

; (1)
+ Ё ) . (2)

С л е д с т в и е . Если справедлива гипотеза Римана, то при
любом е > 0

•ф(х) = х + О(х 2 ), л ( х ) = 1 и + 0 ( х 2 ).

Сначала докажем несколько вспомогательных утверждений.
Л е м м а 1. Существует постоянная с\ такая, что в области

Res= а > — , | / | > 1, s = a+ it, (3)

•справедливо неравенство

\t,(s)\<CiVWl (4)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ст>2, то |£(s) | <£(2). Если же

<j<2, то, рассуждая так же, как при доказательстве леммы 5
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гл. 2, получим, что в области (3) все три слагаемые в правой:
части равенства (12) гл. 2

j V , SO

1 Nl~5 Г (х) ,
„ , ~ » й | —Г7Г"

n s s — 1 J x s + 1

л = 1 JV

n p n i V = [ | / | ] являются величинами порядка О ( У | / | ) . Отсюда
следует оценка (4).

Л е м м а 2. Пусть f(s) — аналитическая функция в круге'
\s—so| <У?, удовлетворяющая условиям:

1) /(«о) = 0 ; (5).
2) Re/(s)<C при \s—so\<R,

где С — положительная постоянная.
Тогда для каждого г такого, что 0<r<R, справедливо не-

равенство

\f(s)\<— при \s — s o | < r .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию

g (S) = Ш (6),
(5 - S0) (2С - / (5))

Обозначим

u = u(s)=Ref(s), o = o(s)=Im/(s) .

Тогда из неравенства (5) и того, что С>0, следует, что в круге-
Is—so | <Д' выполняется неравенство

12С—и (s) | = 2С—и(s) >max (и(s), — и (s)) = | и (s) |.

Поэтому ввиду равенства (6) на окружности | s — s o | = ^

Из условий /(s o )=O и u(s)<C, C>0, легко следует, что
g(s) — аналитическая функция в круге | s—s o |</?. Поэтому
по принципу максимума модуля

-£- при | s — s o | < # .

Ввиду обозначения (6) отсюда следует, что в круге \s—so|<r

\f(s)\ =
2CrJ 2Cr

Лемма доказана.
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Л е м м а 3. Если функция t,(s) не обращается в нуль при
«ст>9, где 9 — число из полуинтервала 1/2<9<1, то при любом
г > 0 в области

-справедлива оценка

S'fr)
Ш

<c2\n(\t\ = с2(д, е ) > 0 . (7)

С л е д с т в и е . Если выполнены условия аеммы 3 и 9 + г < 1 ,
то на прямой о = д+е выполняется неравенаъо

= c3(6, e)>0. (8)

Действительно, по теореме 1 гл. 2 и
по условиям леммы «а отрезке с кон-
цами 9 + e±3t функция £'(s)/£(s) непре-
рывна и,следовательно, ограничена. По-
этому из неравенства (7) следует, что с
некоторой постоянной с? справедливо
неравенство (8) иа всей прямой ст = 8+е.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.
Ввиду тождества (4) гл. 2 в области
(т>2 функция t,'{s)lt(s) ограничена. По-
этому утверждение леммы достаточно
доказать при а < 2 .

Пусть s\ = a + it принадлежит области

ст<2, \t\>3.

^Обозначим so = 2+it и рассмотрим два круга (рис. 5) с центра-
ми в точке s0 и радиусами

= 2 — 6 — — , г=2 — 6 —, /? > г, 0 < е < 1. (9)

Функция ш. по условию леммы не обращается в нуль

в круге \s—so|<./?. Следовательно, в этом круге можно выб-
рать однозначную ветвь логарифма

' ^ С (so)

•такую, что f(so)=O*K
Из неравенства (26) гл. 2 с о = 2 следует, что

-77ТГ < (С (2))3'4 U (2 + 2*7) 11/* < I (2).
I 6 (so) I

*) Это следует из теоремы о моиодромии, доказательство которой мож-
•жо прочитать, например, в книге А. И. Маркушевича «Теория аналитических
.функций. Т. 2», М.: Наука, 1968, с. 488.
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Так как R<2, a Q>\/2, то по лемме 1 в круге [s—s o |</?
выполняется неравенство

Re/(s)= In

Поэтому ввиду условий (9) по лемме 2 при | s — s o | < r

/001 = ln-

(10)

Из определения чисел Si и г следует, что круг \s—Si|«:e/2
целиком содержится как в области а>9, так и в круге
\s—so|<r (см. рис. 5). Поэтому функция f(s) является анали-

тической в круге \s—Si|<e/2, и ее производная в точке sr:

равна

1 р ж ds.

Отсюда и из оценки (10) следует, что

С
\ 2 j

Лемма доказана.

Л е м м а 4. При а>0, Ь>0, и>0 выполняется равенство

1 С bs

2я( J s

1 + 0
и In b

, если by 1

О ( — \ , если 0 < Ь < 1.

(11)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Интегрируя по частям*' функцию
bs/s, получаем

а + ш а-\-Си
1 г bs , 1 С

\ — ds = I
2ni J s 2ni J

1

stab

a-\-iu

2ni tab s
'" 1 f ^1 ds
(u 2ш"1п b J s2

*' Возможность интегрирования по частям в комплексном интеграле лег-
ко обосновывается с помощью понятия комплексного интеграла с перемен-
ным верхним пределом.
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При доказательстве леммы 9 гл. 2 фактически было уста-
новлено, что при «>0

a-i-iu

- i - ( *.&=*. +о *
2ж" J s2

а—Си

где Я = 1пЬ при Ь>1 и Я, = 0 при 0 < Ь < 1 . Поэтому из равен-
ства (12) следует утверждение леммы.

Л е м м а 5. Для функции Чебышева т|)(х) выполняется соот-
ношение

3+1*°

3-i*>

(13)

где х — N -\ , а N — натуральное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как на отрезке с концами 3—ix3

и З+ix3 выполняется неравенство

А (я) / х у x 3 In л

Зл3

то ряд в правой части равенства (4) гл. 2 сходится на этом
отрезке равномерно по s. Интегрируя почленно этот ряд, по.
лемме 4 получаем

J
3—ix'

n = l

2я( J \ 5(s) ) s
ix'

3+ix'

2Я( J s I /i j
3 i 3

I In Л

n = l X3 In —

(H)

По условию леммы X = JV+1/2, где N — натуральное число.
Поэтому

1 X

In — min In
п +

, In- In

k(2n)b 2л 2 (2л)2 Зл
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Подставляя эту оценку в равенства (14), находим

*(*) + 0 ( 1 ) .
п = 1

Отсюда следует утверждение леммы.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Пусть е — произвольное

число, удовлетворяющее неравенству 0<е<1—6. Рассмотрим
контур Г(х, е), являющийся периметром прямоугольника

ABCD с вершинами в точках бН ix3, 3 — ix3, 3 + ix3, 6 -f

-\ f- ix3 (рис. 6).
2

В

1±

l a

Из условия теоремы следует, что функция
£(s) при любом х>0 не обращается
в нуль в этом прямоугольнике. Поэтому
в нем функция

(15)

имеет единственную особую точку — по-
люс первого порядка при s = l с вычетом
х (см. теорему 1 гл. 2). По теореме Ко-
ши о вычетах

-sr I
Г(х,е)

{Рис. б а тогда

3+1*»

1 Г
2ni J

3—lx:

i d s = (16)

тде L — ломаная BADC (см. рис. 6).
Оценим интеграл по отрезкам ломаной L.
При хэ>3, пользуясь равенством (15) и леммой 3, полу-

чаем, что

(17)
ВА

Аналогичная оценка справедлива для интеграла по отрезку
DC.
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• По следствию из леммы 3 ввиду равенства (15) находим»

2т
AD —*»

е+ —
2 1п2х) О(хе+Е). (18)

Из равенств (16), (17) и (18) получаем, что

3+ix*

3 i

J
3—ix*

Пусть x = N+\/2, где V̂ — натуральное число. Тогда из
оценки (19) и леммы 5 получаем, что

т. е. в этом случае доказано асимптотическое равенство (1).
Для произвольного х > 2 аналогичное равенство тоже верно,

поскольку

Тем самым первое утверждение теоремы доказано.
Будем выводить асимптотическую формулу (2) из равен-

ства (1). Рассмотрим функцию

пс>- 2 ^г- < 2 0 >
Из определения функции Л (л) следует, что

~]Г я ( ^ = л (х) + О (]/"х In JC), (21)
fc=l

поскольку я (у х) = 0 при k > log2 х.

Применим к функции (20) лемму 4 гл. 2, полагая в этой
лемме ап = Л(п), g(x) = l/\nx, A(x) = $(x). Тогда равенство
(10) гл. 2 примет вид

I n *
2
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Подставляя в последнее равенство значение ф(х) из асимп-
тотической формулы (1), получаем, что

W lnx
2

х

^lnx
2

Э ~ 1 + Е Л] = Ux + O(xe+*), (22)

2

так как

lnx In 2 1
Из равенств (21) и (22) следует асимптотическая формула

(2). Теорема полностью доказана.
В заключение заметим, что

х VT х
Г dt _ f- _dt_ Г dt

J In2/ .1 In2/ J lnV ^
2 2 / x

т. е. Их при х->- + оо.
1пх ^

ЗАДАЧИ

1) Доказать, что для функции (35) гл. 2 ю(х) справедлива
асимптотическая формула

Указание. Использовать задачу 8 гл. 2. Контур интегриро-
вания такого же вида, как на рис. 3 гл. 2.

2) Из предыдущей задачи получить, что при х->-оо
|-(1п*)0,1

\р (х) = х + О (х<? ),

- - | - (1п *)°- !

л(х) = И х + О(хе ).
3) С помощью задачи 2 доказать, что при достаточно боль-

ших х

\n(x)—\ix\< л(х) — х

lnx

140



ДОПОЛНЕНИЕ 2

ОЦЕНКИ МНОГОЧЛЕНОВ

С ЦЕЛЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ ОТ ЧИСЛА в

Методы теории трансцендентных чисел позволяют не только
доказывать трансцендентность различных чисел, но и получать
количественные характеристики их трансцендентности. Так,
теорема, доказанная в § 4, гл. 4, утверждает, что никакой от-
личный от нуля многочлен с целыми коэффициентами не обра-
щается в нуль в точке е. Метод доказательства этой теоремы
позволяет установить и более сильный результат, а именно
найти оценку снизу для модуля многочлена с целыми коэффи-
циентами в точке е в зависимости от величины его коэффици-
ентов. В этом дополнении будет доказана следующая теорема.

Т е о р е м а . Пусть Hue — положительные числа, т. — на-
туральное число. Для любого многочлена P(x)^Z[x], Р(х)Ф§,
коэффициенты которого по абсолютной величине не превосхо-
дят Н, а степень не превосходит т, выполняется неравенство

где с > 0 — некоторая постоянная, зависящая только от чисел
m и е.

Подобная теорема с худшей оценкой впервые была установ-
лена в 1899 г. Э. Борелем (1871 — 1956).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать утверждение
теоремы в предположении, что многочлен Р(х) имеет взаимно
простые коэффициенты, а число е удовлетворяет неравенству
0 1

Пусть многочлен Р(х) имеет вид

Р(х) =amxm+ .

ai<=l, i = 0, l,...,m, (a0, au...,am) = \.
В основе доказательства теоремы лежит некоторое видо-

изменение рассуждений, использовавшихся в § 4 гл. 4 для до-
казательства трансцендентности числа е.

Пусть п — натуральное число, удовлетворяющее, как и в
•§ 4 гл. 4 условию

(л, т ! ) = 1 . (1)

В дальнейшем число п будет выбрано существенно меньшим,
чем при доказательстве трансцендентности числа е. Поэтому
необходимо изменить выбор многочлена f{x).

Так как коэффициенты многочлена Р(х) взаимно просты, то
среди них есть коэффициент аГ, не делящийся на п. Выберем
многочлен f(x) в виде

ftr\ - ' (х(х-1)-.(лг-т))"
ПХ>- {л_1),
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Заметим, что при г = 0 этот многочлен совпадает с много-
членом, использовавшимся для доказательства трансцендент-
ности числа е.

Определим, как и в § 4 гл. 4, многочлен F(х) равенством

где сумма в правой части содержит конечное число слагаемых..
Как и в § 4 гл. 4, с помощью тождества Эрмита вместо равен-
ства (57) гл. 4 получаем равенство

т т к

F (0) Р (е) — £ akF (k) = £ ake
k f / (x) e~x dx, (2)

k~0 k=0 0

где F(k) — целые числа, делящиеся на п при кфг.
Так как

/ (г) — (— ч vH"i — r)\)n,

то

F (г) = Ш £ fU) (г) == ( - 1 ) ( т - г ) п (Л! ( т - л ) ! ) » + nD, D e Z.

Из условия (1) и определения числа г следует, что произ-
ведение arF(r) не делится на п. Значит, целое число

£ akF(k)

отлично от нуля, и

т

fc=0

Оценим сверху правую часть равенства (2). На отрезке
т для многочлена f(x), как и в § 4, гл. 4, справедлива

неравенство
m(m+l)n—1

i n / \ 1 III f\

Пользуясь неравенствами

\ak\ < H , k = 0, 1, ..., т,

находим

0

m(m+l)n

< Я
(л-1)1
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где постоянная Су зависит только от т. С ростом п правая
часть последнего неравенства стремится к нулю.

Выберем теперь п так, чтобы выполнялись условие (1) и не-
равенство

Из равенства (2) получаем

| F ( 0 ) P ( e ) | >

k=o

. (3)

'dx

t=o

я

"" 2

-Оценим сверху величину |F(0) | . Переходя в тождестве-Эрмита

^ f{t)e~tdt = Fф) —F{х)е~х

о

к пределу при х-*- +оо и пользуясь тем, что F{x) — многочлен,
находим,что

/40) = ff(t)e-*dt.
о

Поэтому
fJl -f-00

- J \f(t)\er*dt<

. m -f-oo

(n— 1)! J (л—1)1 J

m (+D ((m+l)B)l

(л-1)1 (л-1)!

Последняя оценка получена с помощью известного равенства

xke~xdx = £!, A e Z , й > 0 .
о

Из неравенств (5) легко следует, что

где постоянная Сг зависит только от т.
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Из неравенства (4) теперь находим

— п~

Правая часть последнего неравенства с ростом п убывает. По-
этому оценка снизу для \Р(е)\ будет тем лучше, чем меньшее
удастся найти значение п, удовлетворяющее условию (Г) и
неравенству (3).

Положим

6 = - 5 - .
6т

Если Я достаточно велико по сравнению с т и е"1, то на ин-
тервале

(1 + 4 6 ) - ^ - < г с < ( 1 + 5 6 ) - р р - (7)
1п1пЯ l n l n #

найдется ml последовательных целых чисел. Выберем в качест-
ве п, например, то из них, которое при делении на ml дает в
остатке 1. При таком выборе условие (1) будет выполнено.

Из неравенств (7) следует, что при достаточно большом Я
выполняются неравенства

(1—б) 1п1пЯ<1пгс<1ШпЯ. (8)

Так как

(1+46) (1—б) = 1 + 36—462>1 + 2б,

то из неравенств (7) и (8) получаем, что

(1+2Й) \пН<п\пп<(\+58) 1пЯ. (9)
Поскольку

(1 + 26) ( 1 — б) = 1+6—2б 2 >1,

то из левой части неравенства (9) после умножения на (1—6)
находим

1 п Я < ( 1 — 6)nlnn,
или

//„-(1-в)п<1.
Тогда при достаточно большом Я имеем

Последнее неравенство выполняется ввиду того, что при доста-
точно большом Я значение п тоже будет велико. Таким обра-
зом, неравенство (3) справедливо, и, значит, выполняется нера-
венство (6).

Пользуясь правой частью неравенства (9), находим при
достаточно большом Я
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Теперь из неравенства (6) получаем, что

\Р(е)

если Н больше некоторой границы, зависящей только от т и
г. Отсюда следует утверждение теоремы.

Полученная оценка достаточно точна.
Чтобы убедиться в этом, докажем с помощью принципа

Дирихле следующую лемму.
Л е м м а . Пусть <оо, coi,..., com — действительные числа иН —

натуральное число. Существуют целые числа а0, аи..., ат, не
все равные нулю, такие, что

\щ\<сН, i = 0, I,... m,
и

| 00-0)0 + 010)1+ ... +Om0)m |

где

щ\.
6=0

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть переменные Хо,...,хт независи-
мо друг от друга принимают целые значения из множества

0,1,..„Я.

Всего таким образом получим (H+\)m+l различных наборов
(xo,Xi,...,xm)- Каждому набору поставим в соответствие число

Из неравенств

следует, что все ( # + l ) m + 1 полученных таким образом чисел
лежат на отрезке длиной с0Н.

Разделим отрезок — -^- Н < х < - | - Я иа ( Я + 1 ) т + 1 — 1

равных отрезков. Тогда найдутся две точки, соответствующие
некоторым наборам (х0', Х\,...,хт'), (х0", Xi",..,,xm"), лежа-
щие на одном из полученных отрезков. Это означает, что

< (10)

Положим

Ul Ki Лг , I — U , 1,...,1П.

Так как числа х/ и х" лежат на отрезке 0^.х<Н, то

\сц\ = \Х1'—х,"\<Н.
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Из неравенств (10) теперь следует, что числа а0, аи •••, ат удов-
летворяют всем требованиям леммы.

Применив доказанную лемму в случае

ЮА = е*, k=0, 1, .... m,

получим, что для любых натуральных т и Н существует много-
член P(x)^Z[x], Р(х)Ф0, степень которого не выше т, а
коэффициенты по абсолютной величине не превосходят Н, удов-
летворяющий неравенству

... +ет).
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