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ПРЕДИСЛОВИЕ

Общепринята точка зрения, согласно которой неоднородность
пористой среды оказывает существенное влияние на фильтрацион-
ные процессы. Известно также, что это влияние может не только
в значительной степени определять количественные характеристики
процесса фильтрации, но и менять в какой-то мере его «качество».
Поэтому интерес к задачам о фильтрационных течениях в неодно-
родных средах постоянен на протяжении всей истории развития
теории фильтрации. И хотя давно осознано, что естественные
пористые среды обычно весьма неоднородны и структурно нерегу-
лярны, тем не менее отсутствие адекватного аппарата на первых
стадиях исследования приводило к анализу относительно простых
ситуаций, когда принималось, что среды кусочно-однородные,
областей сравнительно немного и они имеют простую форму.
Такова, например, задача о течении в области с включением, про-
водимость которого отлична от проводимости области.

Появление аналоговых вычислительных устройств, ЭВМ и раз-
витие численных методов решения задач фильтрации позволили
существенно увеличить возможности изучения течений в неодно-
родных средах. Прогресс в этом направлении при современных
темпах роста вычислительных возможностей представляется в
перспективе нелимитированным, однако и здесь имеются принци-
пиальные трудности, если ограничиться непосредственным расче-
том течений в средах достаточно сложной структуры.

Положение начинает существенно изменяться по мере того,
как при исследовании фильтрации в неоднородных средах исполь-
зуются статистический подход и трактовка пористых сред и
фильтрационных процессов как случайных полей [5, 29, 35, 36, 27,
30, 45].

Прежде всего статистическая интерпретация позволяет приме-
нять эффективные методы описания нерегулярных структур при
помощи характеристик, аккумулирующих всю или наиболее важ-
ную информацию о полях, например функции распределения,
моменты, спектры и т. д. Под решением гидродинамической зада-
чи в этом случае понимается установление связи между характе-
ристиками заданных и искомых полей.

Конечно, статистическая интерпретация ставит совсем нетри-
виальные задачи определения статистических характеристик по-
ристых сред, трактуемых как случайные поля. Возникают трудно-
сти интерпретации случайного решения, особенно в прикладных
задачах.

Эти вопросы, а также некоторые относительно простые задачи
фильтрации в средах со случайными неоднородностями рассмот-
рены в работе [35]. Развитие исследований показало, что любые
традиционные задачи гидродинамической теории фильтрации
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можно обобщить и сформулировать как стохастические в средах
со случайными неоднородностями. Естественно, что новые задачи
требуют адекватных методов решения, приводят к новым резуль-
татам и ставят, в свою очередь, новые проблемы, решение которых
традиционными методами невозможно. Это позволяет говорить
о специфическом направлении механики пористых сред — стоха-
стической теории фильтрационных процессов.

Указанное положение в достаточной мере типично. Сравнитель-
но давно сформировалась статистическая гидродинамика жид-
кости и газа [21], изучающая турбулентные течения. Практически
в современный период возникли статистическая радиофизика
[28], статистическая теория упругости [37], статистическая акусти-
ка и т. д. Заметим, что, если стохастический подход в макрофизи-
ке развивается сравнительно недавно, проблемы микрофизики в
статистической и квантовой механиках с самого начала исследуют-
ся со статистических позиций. Возникает проблема установления
того общего, что связывает перечисленные области науки со сто-
хастической теорией фильтрации. Важно установить и в чем
заключено ее своеобразие.

Начальное развитие стохастической теории фильтрации отмече-
но появлением достаточно большого количества работ, позволя-
ющих определить ее место в комплексе наук, в методологии кото-
рых стохастический подход имеет фундаментальное значение.
Цель этой книги — систематически изложить методы решения
задач стохастической теории фильтрации, представить ее основные
результаты, показать пути их практического использования при
решении проблем прикладного характера.



Г Л А В А I

СТАТИСТИКА СЛУЧАЙНЫХ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ
ПОЛЕЙ

НЕКОТОРЫЕ ПРАКТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

Разнообразные примеры анализа фильтрационных процессов дают
основание считать, что статистический подход — содержательное
и плодотворное средство изучения явления переноса жидкостей и
газов в неоднородных средах, позволяющее создать эффективные
методы описания и прогноза фильтрационных процессов.

Остановимся кратко на практических аспектах применения
статистических методов исследования фильтрационных течений
в неоднородных средах, ограничившись при этом задачами, свя-
занными с разработкой нефтяных месторождений.

Практика убедительно свидетельствует, что неоднородность
пластов оказывает сильное влияние на происходящие в них про-
цессы. Естественно, что теория проектирования и анализа разра-
ботки должна со всей возможной полнотой и точностью учиты-
вать это обстоятельство. К сожалению, имеются принципиальные
трудности, из которых отметим две главные.

Во-первых, истинная структура неоднородного пласта недоступ-
на непосредственному изучению с необходимой детальностью. Она
плохо изучена на ранних этапах исследования месторождения, в
период проектирования его разработки. Заметим, что, вопреки
иногда высказываемому мнению, пласт остается в значительной
степени непознанным объектом и на поздней стадии разработки
месторождения.

Во-вторых, современные методы проектирования и анализа
разработки, созданные для расчета технологических показателей,
не приспособлены для непосредственного учета деталей строения
залежи- В частности, не удается учесть влияние отдельных вклю-
чений, а также структуры неоднородности, если она достаточно
сложна.

Указанные трудности целесообразно преодолевать следующим
образом.

Во-первых, грубые детали структуры объекта разработки, до-
ступные непосредственному наблюдению, например крупные зоны,
на которые можно разбить пласт, уверенно выделяемые пласты
или прослои отражаются в модели непосредственно. Во-вторых,
мелкомасштабные детали в распределении проницаемости и пори-
стости следует учитывать в рамках статистического подхода, вводя
так называемые эффективные параметры — эффективную прони-
цаемость, пористость, модифицированные фазовые проницаемости
и т. д. Получение их связано с решением соответствующих фильт-
рационных задач в средах со случайными неодиородностями.
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В практике проектирования такой подход в несколько изменен-
ном виде связан с рассмотрением сравнительно несложных рас-
четных моделей и введением ряда некоторых поправочных коэф-
фициентов типа коэффициента охвата воздействием, коэффициента
охвата заводнением и т. д. [15]. Такой подход практически прием-
лем, и вся проблема сводится к тому, насколько конкретно
используемые коэффициенты адекватны строению залежи и осу-
ществляемому процессу.

Прежде чем перейти к описанию предлагаемого способа учета
неоднородности, целесообразно рассмотреть несколько подробнее
строение реальных неоднородных объектов и возможные пути их
моделирования. Естественно, что многообразие условий формиро-
вания залежей не позволяет описать достаточно просто и универ-
сально неоднородную структуру. Далее под объектом будет пони-
маться однопластовая система, ограниченная уверенно выделяемы-
ми реперами — покрышками, непроницаемыми для жидкости. Бу-
дем считать, что толщина системы мало меняется по площади,
а неоднородность ее определяется изменчивостью коллекторских и
емкостных параметров, т. е. проницаемости и пористости. Очевид-
но, их можно трактовать как функции трех переменных х, у, z.

Значительное влияние на интересующие нас процессы оказы-
вают те области пласта, которые резко отличаются по проводи-
мости или пористости от основной его части. Если исключить из
рассмотрения области очень высокой проводимости, то наибольшее
влияние на процесс оказывают области настолько низкой прово-
димости, что их, конечно, условно можно считать неколлектором.
Будем полагать, что проницаемость таких областей равна нулю.
Чрезвычайно важно знать пространственное расположение зон
неколлектора, поскольку именно оно решающим образом влияет
на процесс разработки. По-видимому, можно без больших погреш-
ностей считать, что в пределах одного пласта, а именно этот слу-
чай мы и рассматриваем, доля неколлектора в объеме сравни-
тельно невелика, во всяком случае меньше доли коллектора.
В противном случае скорее всего этот пласт следовало бы рас-
членить на части, прослои или слои, в которых доля коллектора
была бы больше доли неколлектора. Если к расчленению нет
оснований, а неколлектор распределен хаотически, такой пласт
вряд ли представляет собой объект, разработка которого целесо-
образна.

Таким образом, мы пришли к следующей схеме. Пласт пред-
ставляет собой пространственное тело-коллектор, в котором рас-
пределены включения неколлектора. Говоря о теле-коллекторе,
можно считать его, в свою очередь, неоднородным, например,
можно выделить слои, зоны, которые могут быть неоднородными.
Переходя к распределению в пространстве включений неколлек-
тора, будем считать, что неколлектор представляет собой отложе-
ния глин либо сильно заглинизированных песчаников. Принято
считать, что такие отложения соответствуют относительно спокой-
ным частям бассейна, в котором происходило осадконакопление.
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Естественно полагать, и это подтверждается непосредственными
наблюдениями на обнажениях, а также изучением пластовых си-
стем, что чем больше толщина глинистого слоя, тем в среднем
больше и его другие размеры. Иными словами, существует поло-
жительная корреляция между временем сравнительно постоянного
режима выноса материала и осадконакопления и размером об-
ласти, на которой этот осадок распространен. Поэтому трудно-
ожидать такой ситуации, когда в достаточно мощном пласте
существует зона — область неколлектора, толщина которой равна
толщине всего пласта. С другой стороны, трудно ожидать такой
ситуации, когда сравнительно маломощный слой неколлектора
простирается на всей площади пласта или на значительной его
части. Таким образом, естественно принять следующую схему.
Неколлектор распределен в коллекторе в виде сравнительно тон-
ких линз, как правило изолированных одна от другой. Тело кол-
лектора является связным. Маловероятной представляется систе-
ма, в которой часть пространства — коллектор со всех сторон
окружена неколлектором. Если бы в таком коллекторе была нефть,
было бы непросто объяснить, каким же образом она там оказа-
лась. Для этого пришлось бы привлечь гипотезы, делающие такой
случай не очень вероятным.

Приведенная в работе [48] информация о распределении непро-
ницаемых слоев в кембрийских песчаниках, изученных на уступе
обнажения зоны Хаггара и слагающих месторождение Хасси-Мес-
сауд, представляет собой уникальный материал, характеризующий
неоднородность реальной системы. Как указано в [48], маломощ-
ные глинистые прослои в песчаниках имеют очень небольшое рас-
пространение по площади (в среднем порядка 10 м). Поскольку
эти прослои могут играть роль непроницаемых барьеров и, сле-
довательно, влиять на циркуляцию закачиваемого газа, необходи-
мо было определить их размеры. Отметим, что столь простые све-
дения, легко получаемые при полевой съемке, нельзя получить в
результате бурения. Действительно, количество глинистых гори-
зонтов в двух скважинах, пересекающих толщу, практически оди-
наково. Не располагая информацией о пространстве между сква-
жинами, легко предположить, что эти глинистые горизонты кор-
релируются между собой и, следовательно, тянутся на многие
сотни метров, тогда как изучение обнажений показывает, что
это абсолютно неверно. Пример этот показывает, как опасно
полагаться на корреляцию между скважинами независимо от
того, о чем идет речь: о глинистых слоях или пластах другого
типа.

Это высказывание, сделанное на основе изучения достаточно
типичной и реальной ситуации, в определенной мере объясняет
происхождение таких понятий, как линза, полулинза коллектора
в теле неколлектора, вводимых в результате детальной корреля-
ции тонких слоев или, как иногда говорят, зональных интервалов.
По-видимому, такие конструкции являются в основном следствием
используемого метода корреляции и интерполяции. Если к этому
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добавить, что выделенные слои — зональные интервалы рассмат-
риваются как плоские системы, т. е. игнорируется их гидродина-
мическое взаимодействие, а при расчетах движения внутри
слоя — интервала применяются приближенные схемы, которые,
как правило, усиливают влияние неколлектора, то, очевидно, в
итоге гидродинамическая система становится предельно анизо-
тропной, учет влияния неколлектора ориентирован на усиление
его воздействия на процесс. Такой, как нам представляется, одно-
сторонний подход к построению моделей неоднородного поля и их
анализу не дает возможности объективно оценить технологический
процесс и его важнейшие параметры.

Возвращаясь к схемам, на наш взгляд, более приемлемым,
будем считать пласт п р о с т р а н с т в е н н ы м телом, локальная
проводимость которого является случайным полем, масштабы
корреляции которого достаточно малы по сравнению с характер-
ными масштабами всей системы. Как уже говорилось, если есть
основания выделить крупномасштабные неоднородности, то это
должно быть сделано, и их влияние следует учесть в модели ско-
рее всего детерминистически.

Для учета влияния мелкомасштабных неоднородностей следует
использовать результаты решения соответствующих задач в средах
со случайными неоднородностями. Перечислим основные этапы
такой процедуры, отчетливо сознавая ее некоторую условность,
порожденную расчленением общей задачи на части.

Для примера рассмотрим расчет характеристик разработки
нефтяного пласта, вскрытого системой добывающих и нагнетатель-
ных скважин. Будем полагать, что рассматриваемый процесс до-
статочно хорошо описывается системой уравнений двухфазной
фильтрации, а поскольку процесс достаточно интенсивен, не будем
учитывать влияние капиллярных сил. Очевидно, учет мелкомас-
штабных неоднородностей в рамках развитой далее теории должен
привести к расчетной модели, в которой фигурируют эффективные
проницаемость и пористость, в уравнении переноса должны быть
учтены дисперсионные эффекты. Расчетная модель должна позво-
лять находить не только средние характеристики, но и флуктуа-
ции, по крайней мере, коэффициенты вариации искомых величин.

Таким образом, процедуру расчета можно представить в сле-
дующем виде.

Для оценки средних параметров течений следует определить
эффективные параметры (проводимость или проницаемость)
объекта. При этом необходимо учесть естественную для осадоч-
ных пород анизотропию, и, следовательно, вычислить тензор эф-
фективной проводимости.

При вычислении эффективной пористости учитывается объем
неколлектора, распределенного в пласте. Если доля неколлектора
очень велика, вместе с неколлектором исключается и экранирован-
ный коллектор.

Следует найти эффективные или модифицированные фазовые про-
нпцаемости'И вычислить дисперсионные члены уравнений переноса.
8



Решив полную систему уравнений двухфазной фильтрации с
учетом неоднородностей малого масштаба, найдем средние дебиты
или депрессии, среднюю насыщенность и т. д.

Для определения меры флуктуации находятся коэффициенты
вариации дебитов и депрессий.

Таким образом, в предлагаемой процедуре учитывается мелко-
масштабная неоднородность в рамках традиционных моделей,
дополненных эффективными параметрами. Результат расчетов —
средние характеристики технологического процесса и коэффициен-
ты вариации важнейших показателей — дебитов или депрессий.

СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПОЛЯ

Как правило, при гидродинамическом анализе реальных пластовых
систем мы располагаем сравнительно небольшой информацией об
их свойствах. Существенно то, что объем информации можно уве-
личить в основном при бурении и исследовании новых скважин,
что сопряжено с большими затратами. Поэтому расчетная схема
реального процесса всегда носит некоторый, как правило значи-
тельный, элемент неопределенности, обусловленный неполнотой
информации о пластовой системе, и, следовательно, в этих условиях
«точное» предсказание фильтрационных процессов невозможно.
Заметная хаотичность устройства порового пространства и его
свойств, влияющих на течение жидкости, случайный механизм
образования и эволюции пластовых систем, недостаточность
информации требуют развития специального аппарата, который
при анализе фильтрационных процессов учитывал бы специфич-
ность изучаемых объектов. Совершенно естественно использовать
для этой цели науку о случайных явлениях — теорию вероятностей
и математическую статистику.

Однако следует подчеркнуть, что использование статистиче-
ских методов предполагает построение внутренне непротиворечи-
вой статистической модели фильтрационного процесса. Только
ясность и четкость в построении такой модели дают возможность
правильно оценить результаты, пределы применимости модели, ее
истинное познавательное значение.

Нетривиалькость рассматриваемой ситуации заключена в том,
что сам по себе процесс фильтрации жидкости в фиксированной
реальной системе вполне естественно в первом приближении счи-
тать детерминированным в том смысле, что многократное воспро-
изведение опытов в этой системе при одном и том же комплексе
условий приводит к одним и тем же результатам (в пределах
точности приборов, используемых в опытах). В то же время
существенным представляется элемент случайности, заключенный
в соотношениях имеющейся в нашем распоряжении информации
о пласте с истинным, детерминированным в указанном смысле рас-
пределением его параметров, как правило неоднородным.

Поскольку источниками информации являются скважины, лю-
бые исследования, проводимые на реальной пластовой системе,
можно разделить на локальные и интегральные.
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Локальным считается исследование объекта в данной «точке»,
т. е. в некотором достаточно малом объеме, заключающем доста-
точно много компонентов структуры и тем самым допускающем
устойчивое осреднение по совокупности компонентов. При опреде-
лении пористости и проницаемости таким объемом, как правило,
может служить керн. В некоторых случаях к локальным можно
отнести каротажные исследования типа электрометрии. Обобщая,
можно сказать, что локальными считаются исследования, проводи-
мые с масштабом осреднения, значительно меньшим характерных
размеров изучаемых фильтрационных полей. Опыт показывает,
что локальные характеристики реальных объектов обычно доволь-
но резко изменяются от одной «точки» пласта к другой. Поскольку
локальные исследования проводятся только в скважинах, общий
объем информации, полученной таким образом, чрезвычайно мал
по сравнению с той информацией, которая при локальных иссле-
дованиях характеризует весь объект во всех «точках». Экстра-
интерполяция по пространству локальных значений любого пара-
метра может привести к грубым ошибкам в тех точках, для кото-
рых измерения отсутствуют.

Интегральные параметры пласта получают при помощи иссле-
дований на скважинах, используя при этом реальные крупномас-
штабные процессы движения жидкости или газа в пласте. Хотя
характеристики процесса измеряются только в одной точке —
скважине, протекание процесса в ней зависит от его хода во всей
•пластовой системе. Следовательно, при интерпретации нужно
иметь в виду, что та или иная характеристика, полученная в
результате анализа процесса, является «интегральной», а, точнее
говоря, найденный параметр является функционалом, т. е. числом,
зависящим от функций распределения искомого и других парамет-
ров по пространству. В этом случае масштабы осреднения сравни-
мы с характерными размерами изучаемого поля, и можно ожи-
дать, что интегральные параметры содержательнее в информаци-
онном отношении, чем локальные. По своей сути интегральные
параметры не являются локальными характеристиками, т. е. их
нельзя приписать определенным точкам пространства, а если это
делается, то следует учитывать всю условность такой операции.

Таким образом, методы исследования реальных пластовых си-
стем и получаемые при их помощи параметры систем характери-
зуются существенно различными масштабами усреднения. Им
сопутствуют случайные ошибки измерительных приборов и ошиб-
ки интерпретации. Отсюда вытекает, что результаты гидродина-
мического анализа фильтрационных процессов, использующего
локальные либо интегральные параметры, будут более или менее
грубо отражать свойства реального процесса и в какой-то мере
носят случайный характер. Поэтому несомненный интерес пред-
ставляет изучение случайных результатов расчета в зависимости
от характера и полноты используемой информации и выявление
связей и отношений расчетов такого рода с параметрами реально-
го детерминированного потока. Изучение статистических свойств
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расчетных параметров в зависимости от свойств исходной инфор-
мации позволяет правильно оценивать результаты расчетов w
естественнее принимать те или иные технологические решения,
основанные на расчетах. Кроме того, такое изучение в принципе-
позволяет оценить тот уровень и качество информации, которые
необходимы для получения расчетных параметров с заданной
надежностью.

Следует отметить, что применение статистических методов рас-
чета в данной ситуации, конечно, не является само по себе источ-
ником информации о реальных явлениях. Статистические методы,
как и любой математический метод, служат для переработки ин-
формации, при этом выбранный метод должен как можно больше
соответствовать специфике решаемых задач. В нашем случае ста-
тистические методы дают возможность количественно оценить
информацию, определить меру «знания» одних предметов через
аналогичные характеристики других, объективно связанных с
первыми.

Важно иметь в виду следующую особенность вводимых в рас-
смотрение статистических моделей. Поскольку строится модель
феноменологических характеристик в зависимости от изменчи-
вости и изученности объекта исследования, вероятностные харак-
теристики в определенном смысле отражают внешний по отноше-
нию к изучаемому объекту характер познания. Это иногда дает
повод говорить о субъективности подобных вероятностных оценок
[30], с чем, однако, трудно согласиться, поскольку введение вероят-
ностных оценок детерминированных процессов объективно отра-
жает степень их познания и в этом смысле является объективной
мерой.

Описанная ситуация отнюдь не уникальна. Вероятностные мето-
ды широко применяются в теории обработки результатов измере-
ний неслучайных объектов, если измерения сопровождаются слу-
чайными ошибками. Примером может служить гауссова теория
ошибок.

Перейдем к построению статистической модели фильтрацион-
ного объекта, рассмотрев для простоты случай тонкого пласта
постоянной толщины. Примем следующие допущения.

1. Проницаемость пласта зависит лишь от координат х, у
(плоскость хоу совмещена с кровлей или подошвой плоского
пласта) и не зависит от координаты г.

2. Проницаемость k(x, у) —почти всюду непрерывная функция
координат, принимающая неотрицательные значения.

Как уже говорилось, наиболее достоверная информация о
проницаемости пласта получается в результате испытаний «макро-
точек» — кернов, извлеченных из пробуренных скважин (локальная
информация) и при гидродинамических исследованиях на сква-
жинах (интегральная информация).

Гидродинамические исследования — «прослушивание» и «само-
прослушивание» сводятся к тому, что по известному, вводимому
в пластовую систему возмущению и реакции системы на это
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возмущение определяют некоторые свойства системы. Очевидно,
в случае произвольной неоднородности однозначное определение
этих свойств невозможно, так как возмущения вводятся локально
(через скважины) и, что конечно является решающим, реакция
системы на введенное возмущение также замеряется локально
через те же скважины при «самопрослушивании» и через другие —
при «прослушивании». Важным обстоятельством является также
то, что параметры, характеризующие свойства системы, находятся
по экспериментальным данным с использованием решений соответ-
ствующих .обратных задач, выбранных на основании априорных
оценок вида неоднородности.

Сделаем следующее замечание. В гидродинамических расчетах
с использованием закона Дарси в дифференциальной форме фигу-
рирует локальная проницаемость, т. е. параметр, характеризу-
ющий достаточно малую окрестность фиксированной точки. По-ви-
димому, естественно принимать характерный размер этой окрест-
ности d имеющим порядок сантиметров, поскольку таковы мас-
штабы усреднения при определении проницаемости по керну.
С другой стороны, при определении проницаемости по кривым вос-
становления давления (КВД), гидропрослушивания и т. д. мы
получаем функционал, в котором локальная проницаемость усред-
нена с некоторым весом, зависящим от неизвестного распределе-
ния проницаемости. Можно предполагать, что порядок масштаба
усреднения X в этом случае аналогичен порядку характерных
размеров пластовой системы I и, во всяком случае, он гораздо
больше, чем d:

При оценке Я следует иметь в виду существенную особенность
интегральных параметров пласта, получаемых с использованием
КВД. Хотя, в принципе, на КВД в любой момент времени отра-
жается распределение проницаемости во всей области, практиче-
ски конечные изменения проницаемости можно зафиксировать
лишь в том случае, если область измененной проницаемости попа-
дает в некоторый круг (иногда его называют кругом освещен-
ности), радиус R которого зависит от времени:

R = a |ЛГг-
Здесь а — безразмерный коэффициент порядка единицы; х —

коэффициент пьезопроводности пласта; t — время исследования.
Если положить к примеру х=Ю4 см2-сек~', то исследования,

проведенные в течение нескольких (шесть — восемь) часов, охва-
тят область, радиус которой можно оценить в 200—300 м.

Интегральные параметры являются в некотором смысле эффек-
тивными характеристиками неоднородной системы (области),
естественным образом аккумулировавшими в себе влияние локаль-
ной изменчивости поля проницаемости. Именно этот факт пред-
определяет важность использования интегральных параметров при
гидродинамических расчетах.
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Итак, гидродинамические исследования дают возможность
определить интегральные параметры, характеризующие свойства
некоторых областей. Естественно считать, что эти области следует
как-то относить к точкам, в которых происходит сбор информации,
т. е. скважинам. При этом дискретным значениям проницаемости
условно приписываются адреса соответствующих скважин (х, у).
В результате всех исследований мы получим сетку, покрывающую
пласт, в узлах которой таким образом задана проницаемость.

л
Значение k (х, у) между узловыми точками можно вычислить,
интерполируя и экстраполируя сеточные значения k. Если способ
экстраинтерполяции зафиксирован, то всюду (во всех точках

л
пласта) определена функция k (x, у) — некоторое приближение
истинного поля интегральной проницаемости.

Естественно предполагать, что окажись сетка скважин несколь-
ко иной, например сдвинутой, построенное приближение функции
л
k (x, у) также оказалось бы, вообще говоря, иным. Именно в та-
ком аспекте имеет смысл говорить о проницаемости как о случай-
ной функции координат. В терминах теории случайных полей

л
каждое представление функции k (x, у), единственное, как уже
было условлено, при той или иной сетке скважин и методе экстра-
интерполяции, назовем реализацией случайного поля k (x, у).
Бесконечное множество, или, как говорят, «ансамбль реализаций»
и представляет собой случайное поле. Можно заметить, что усло-
вие статистической однородности генерации реализаций требует
приблизительного постоянства плотности сетки скважин в каждой
реализации.

Конструируя статистическую модель, соответствующую локаль-
ной информации, будем считать, что локальная проницаемость,
измеренная в различных точках пласта, расположенных более или
менее равномерно по области, образует совокупность чисел, кото-
рую удобно представить в виде гистограммы. Если выборка
достаточно представительна, то, используя гистограмму, можно
оценить среднюю проницаемость, меру разброса величин локаль-
ной проницаемости около средней и т. д. Так как локальная про-
ницаемость изменяется чрезвычайно нерегулярно, ее знание в двух
достаточно удаленных точках не дает практически никакой инфор-
мации о проницаемости между ними. Можно полагать, что в точ-
ках, не охваченных экспериментом, проницаемость может оказать-
ся любой из представленных на гистограмме. По-видимому,
естественно считать, что более вероятны те значения, которые
преобладают на гистограмме. Кроме того, значения проницаемости
в близких точках пласта должны как-то зависеть одно от другого,
поскольку гипотеза о непрерывности поля проницаемости почти
всюду укладывается в представления о механизме образования
и эволюции пористых сред. Отсюда следует, что используя локаль-
ную информацию, можно поставить в соответствие реальному
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пласту мыслимую совокупность (ансамбль) пластов с гистограм-
мами, совпадающими с гистограммой реального пласта. При этом
в некоторых точках ансамбля пластов проницаемость может быть
фиксированной (равной замеренной в соответствующей точке
реального пласта). Как уже говорилось ранее, следует предпола-
гать некоторую корреляцию значений проницаемости в различных
точках каждого пласта из ансамбля, соответствующую аналогич-
ному свойству реального пласта быть непрерывным почти всюду.
Поскольку масштаб усреднения при локальных измерениях весьма
мал по сравнению с размерами объекта, а локальные параметры
изменяются чрезвычайно нерегулярно, статистическая локальная
модель зависит от плотности источников информации (скважин)
в той мере, в какой гистограмма, построенная по скважинным
измерениям, отличается от гистограммы, соответствующей значе-
ниям локальной проницаемости всех «точек» пласта.

Считая поле проницаемости по каждому из пластов ансамбля
реализацией случайного поля, мы и в случае локальной модели
приходим к представлению о случайном поле проницаемости.

Как известно из прямых наблюдений, реальные пласты харак-
теризуются существенной анизотропией, обусловленной механиз-
мом осадконакопления. Наблюдаемая практически всегда слоис-
тость существенно влияет на процесс фильтрации, особенно неод-
нородных жидкостей, и, безусловно, должна быть учтена при
конструировании модели неоднородного пласта. Следует отметить,
что слои разделены между собой достаточно тонкими практически
непроницаемыми слоями или может быть простой переход от
одного слоя к другому.

Для построения модели неоднородного слоистого пласта исполь-
зуется информация, полученная в результате изучения керна, гео-
физических, гидродинамических и, наконец, геологических исследо-
ваний. Обычно данные исследований керна или геофизических
исследований представляются в виде гистограммы- Данные гидро-
динамических исследований обычно используют для построения
карт параметров.

Высказанные соображения позволяют сформулировать усло-
вия, определяющие модель. При этом, очевидно, для устранения
многозначности в процедуре построения модели следует принять
некоторые достаточно содержательные гипотезы о ее структуре.

Примем следующие допущения.
1. Пласт состоит из пропластков, достаточно различающихся

своими свойствами (параметрами). Соседние пропластки могут
быть:

а) разделены практически непроницаемыми тонкими прослоя-
ми;

б) стыковаться непрерывно.
2. В пределах пропластка пласт неоднороден как по простира-

нию, так и по толщине. Однако масштаб неоднородности по тол-
щине сравним с толщиной пропластка. Поэтому считаем, что
в пропластке проницаемость является двумерным случайным по-
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лем. Кроме того, считаем, что масштаб корреляции (неоднород-
ности) двумерного поля много меньше внешних характерных раз-
меров пласта. Можно выделить и случай; когда масштаб неодно-
родности по толщине много меньше толщины пропластка. В этом
случае проницаемость в пределах пропластка является трехмер-
ным случайным полем. В обоих случаях пропласток характери-
зуется своей плотностью распределения /;- (k).

3. Для построения модели используются данные керновых или
геофизических исследований, т. е. мелкомасштабная информация,
полученная из точек, достаточно хаотически (и в среднем равно-
мерно) расположенных по объему пласта. Эта информация пред-
ставлена в виде ряда, гистограммы или плотности распределения
/о (*).

Задача заключается в том, чтобы привлекая дополнительные
гипотезы о модели, на базе информации, доставляемой измерения-
ми и fo(k), построить плотности fj(k) и найти те веса, с которыми
они входят в f0) а также, если это возможно, указать положение
границ между пропластками.

Завершая этим изложение обоснования статистических моде-
лей фильтрационных объектов, подчеркнем важность определен-
ности истолкования смысла вводимых в рассмотрение понятий
реализации случайного поля, ансамбля и т. д., их отношения к
реальному объекту и процессу. Следует иметь в виду, что решая
далее фильтрационные задачи в вероятностной постановке, мы
должны будем истолковывать решения, полученные для ансамбля,
и, конечно, от того, каким образом он (ансамбль) введен, будет
зависеть интерпретация результатов.

В связи с этим следует остановиться на других вариантах
обоснования стохастических моделей для анализа фильтраци-
онных процессов в реальных средах. Например, принимая гипоте-
зу о том, что процесс формирования пористых структур может
считаться случайным, полагают, что изучаемая нами конкретная и,
как показывает опыт, уникальная структура является реализацией
некоторого случайного процесса, порождающего аналогичные
структуры. Определив тем или иным способом вероятностные
характеристики ансамбля по одной реализации, далее решают
соответствующие фильтрационные задачи. Хотя в этой трактовке
есть известная логика, она представляется недостаточно эффек-
тивной. При такой интерпретации теряется информационный
аспект проблемы. Так, например, если единственная реализация
известна во всех деталях и необходимость в вероятностной трак-
товке в принципе отпадает, хотя и не исключена совсем, указан-
ный подход полностью правомерен.

Несколько отличен от описанного подход, согласно которому
различными реализациями считаются части единственной реаль-
ной системы. Для эффективности такого подхода необходимо,
чтобы неоднородность была пространственно достаточно мелко-
масштабной по сравнению с размерами подсистем рассматривае-
мой системы. Если это условие не выполнено, то, как и в первом
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случае, затруднительно интерпретировать результаты вероятност-
ных расчетов, выполненных для всего ансамбля, в отношении
рассматриваемого реального и уникального объекта.

Заметим, что в отличие от перечисленных подходов, наш спо-
соб введения ансамбля систем в случае, если единственная систе-
ма известна точно, приведет к тому, что все члены ансамбля
будут тождественными, а стохастическая модель станет детерми-
нированной.

ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
СЛУЧАЙНЫХ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ

Вероятностная трактовка задач описания и исследования
фильтрационных процессов неизбежно связана с использованием
многих понятий и результатов теории вероятностей. Приводимая
далее информация предназначена для того, чтобы напомнить о
необходимых для дальнейшего изложения наиболее важных фак-
тах этой теории.

Введем в рассмотрение понятие случайного эксперимента, т. е.
такого эксперимента А, исход которого зависит от некоторого
случайного механизма, степень влияния которого на результат
эксперимента в принципе непредсказуема. Для дальнейшего важ-
но (в этом заключено условие применимости теории вероятностей),
что эксперимент, хотя бы в принципе, может быть воспроизведен,
конечно со случайным исходом, неограниченное число раз. В этом
случае представляют интерес вероятности некоторых событий,
реализуемых при осуществлении эксперимента А. Исход случай-
ного эксперимента обычно связывают с какими-то количествен-
ными характеристиками. Если эта характеристика — число, то ее
называют случайной величиной. Вероятностное поведение случай-
ной величины £ характеризуют ее функцией распределения

F (*) = /> {С < * } , (1.1)
определяемой как вероятность события, состоящего в том, что в
данном эксперименте значение величины С не превысит числа х.
Значение F (х) позволяет вычислить вероятность того, что значение
случайной величины С принадлежит какому-то определенному под-
множеству множества действительных чисел, и в этом смысле F (х)
определяет вероятностные свойства случайной величины С. С этой же
целью можно использовать и f (х) = dF/dx — плотность вероятности
случайной величины С

Случайный эксперимент может быть связан не с одной, а с не-
сколькими случайными величинами. В этом случае можно рас-
смотреть случайный вектор С = (Си • .-, d ) , где каждое Ct— слу-
чайная величина. Вероятностное поведение случайного вектора
характеризуют совместной функцией распределения

F(xu ..., хп) = P{',i <хи ..... (.п<хп\, (1.2)
т.е. F—вероятность того, что ни одно ',( не превысит соответст-
вующего Xi.
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Конечные семейства случайных величин (случайная величина,
случайный вектор) могут рассматриваться как частный случай про-
извольных семейств случайных величин. Пусть рассматриваете»
семейство случайных величин {(.t), где t принадлежит некоторому
множеству индексов Т. Если Т содержит лишь одну точку, {С<} —
случайная величина, а если множество Т конечно, {С<} — конечно-
мерный случайный вектор. Более сложный случай, когда Т — мно-
жество целых чисел, приводит к понятию бесконечномерного слу-
чайного вектора или, как говорят, случайного процесса с дискрет-
ным параметром—«временем». И, наконец, если Т — интервал дей-
ствительной оси, то семейство случайных величин называют слу-
чайным процессом с непрерывным параметром — «временем». Иными
словами, случайный процесс с непрерывным временем — это слу-
чайная функция, определенная на множестве Т. Результатом экспе-
римента для этой модели является некоторая обычная функция,
заданная на множестве Т. Ее принято называть реализацией, или
выборочной функцией.

Вероятностное поведение случайной функции С (0 определяется
семейством конечномерных распределений

F(xu . . . , * „ ; U, . . . . W = P { C ( / i ) < J t i , . . . . С (/„)<*„} , (1.3)
где t\, . . . , tn — произвольное конечное множество значений /, а
л = 1, 2, . . .

Конечномерные распределения случайной функции должны
удовлетворять условиям согласованности и симметрии [7].

Если случайная функция зависит более чем от одного аргу-
мента, говорят о случайном поле в пространстве аргументов, ка-
ковым обычно в физических задачах являются время / и прост-
ранственные координаты х, у, z.

Случайное поле может описываться не одной, а несколькими
случайными функциями, т. е. являться случайным векторным по-
лем, как например скорость фильтрации. Очевидно, случайное
поле может являться и тензором некоторого ранга.

Пусть М (t, г)—точка в четырехмерном пространстве—времени.
Полное задание скалярного случайного поля С (М) означает, что
известны все его л-мерные ( л = 1 , 2, . . .) плотности вероятностей,
т. е. для любого числа л произвольно выбранных точек М, изве-
стны функции

}, ( v = 1, . . . . л ) , (1.4)
где Р {С. < С(Л1,)<: С»+dC»} — вероятность того, что случайная
величина С (М) лежит в интервале (С, C+dC), а /я подчинены
условиям неотрицательности, симметрии, согласованности и норми-
ровки. Аналогично определяются векторное и тензорное случайные
поля.

Важный класс случайных полей — поля, характеристики кото-
рых инвариантны относительно преобразования сдвига и вращения.
Скалярное поле С называется однородным (в узком смысле), т. е.
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стационарным по времени t и однородным по х, у, г, если все п.
мерные плотности вероятности инвариантны относительно преобра.
зования сдвига М -> М + ДМ

/>{с,<С(м, + д м ) < с , + л „ v = i п) = р {;, < с (Л*,)<
<С, + Л „ v = 1 л}. (1.5)

Очевидно, поля могут быть однородными по части независи-
мых переменных. Например, поле может быть однородным по
времени (стационарные поля), но неоднородным по пространст-
венным переменным. Возможен и обратный случай — поле одно-
родно по пространству, но нестационарно. Наконец, может иметь
место случай однородности по части пространственных пере-
менных.

Следует отметить, что использование плотности вероятности —•
не единственный способ полного описания случайных величин или
функций. В последнее время при исследовании проблем турбу-
лентности [21] и статистической радиофизики [13, 31] применяет-
ся метод описания, основанный на задании случайных объектов
при помощи характеристических функций и характеристических
функционалов, а также аппарата вариационного (функционально-
го) дифференцирования. Примеры применения такого подхода
будут приведены в главе 10.

Моменты случайных полей

Для полного описания случайных полей требуется задать все
многомерные распределения на всевозможных множествах точек
пространства и времени. Нахождение таких распределений в прак-
тических ситуациях сопряжено с большими трудностями, поскольку
требует большого объема экспериментальной информации и вы-
сокой точности при ее обработке. Поэтому при решении конкрет-
ных задач часто ограничиваются изучением более простых вероят-
ностных параметров случайных полей, например моментов. В об-
щем случае моменты — функции координат. Во многих случаях
достаточную информацию доставляют моменты первого и второго
порядков, с которыми оперирует корреляционная теория случай-
ных полей.

Момент первого порядка (математическое ожидание или сред-
нее значение) определяется при помощи одномерной плотности
вероятностей f{ ((.)

JC/i (C)dC (1.6)
Флуктуация поля, т. е. его отклонение от среднего поля, оп-

ределяется так

C'(Af) = C(Af) — < С ( Й ) > . (1.7)

Для вычисления моментов второго порядка необходима двумер-
ная плотность вероятностей /2 (Ci, Сг)- Смешанный момент второго
порядка поля £ вычисляется по формуле
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В:Ши Af2) = <C(Afi) С (M2)> = И Сь C2/2fCî 2)rfCirfC2. (1.8)
Смешанный момент второго порядка поля флуктуации назы-

вается корреляционной (автокорреляционной) функцией

/Сс Ш,, M 2 ) = < ; ' ( i M , ) C ' ( ^ 2 ) > . (1.9)

Функции Вс и /(с связаны соотношением

/Cc(Afi. УИ2) = В;(М Ь Af2)—<C(Afi)> <C<Af2)>, (1.10)

кроме того, они симметричны относительно своих аргументов М\, M2i

В,(М2, Mi), К: (Ми М2) = К,(М2, Мх). (1.11)

Корреляционная функция Кч (М\, Mi) является положительно
определенной, т. е.

liKilMx, M2)v (M0f{M2)dVidV2>0, (1.12)

где f (M)—произвольная функция; dV\, dV2 — элементы объема

в пространствах \Mt и М2; W — произвольная область интегриро-

вания в пространстве М\ х М2-
Дисперсия случайного поля D [С] определяется как

= К,(М, М). (1.13)

Важным показателем изменчивости поля служит коэффициент
вариации

Чс(Л}) = о с(Л!)/<;(Л?)>. (1.14)

Многомерное случайное поле С(" (М) в корреляционной теории

характеризуется средними индивидуальных полей
корреляционной матрицей

/С<-(С, М,, М2) = <С"» (Mi) С'('» (М2)>. (1.15)
В корреляционной матрице диагональные элементы — автокор-

реляционные функции, остальные элементы — функции взаимной
корреляции. Нормируя элементы корреляционной матрицы, полу-
чим матрицу коэффициентов корреляции \i/(Ми М2).

i, Л}2)/о;,(Л?,)ос/(Л12). (1.16)

Все коэффициенты корреляции удовлетворяют условию

1М< 1-
Перейдем к рассмотрению случайных полей, зависящих только

от пространственных координат х, у, г, определяющих радиус-
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вектор г. Если такое случайное поле статистически однородно (в ши-
роком смысле), его моменты первого и второго порядков инвариантны

относительно преобразования сдвига л->г + Дг, т.е.

<С(/Г)> = < С ( Г + Д г ) > , (1.17)

Я с (г,, г2) = К< (г, + Дг, 72 + д7), (1.18)

а это означает, что <С (г) > = const, а корреляционная функция
зависит от г\2 — г\—г2, но не от г\ и г2 в отдельности.

Для однородного случайного поля

Кий = < C ' ( ' i K ' ( n — 0 > (1-19)

Дисперсия однородного случайного поля постоянна D[r] = const.
Статистически однородные случайные поля, у которых Кч зависит

только от модуля (но не направления) вектора г = г\ — г2, назы-
ваются статистически изотропными. Д л я статистически изотропных

л о лей С (г)

/Сс(г) = /Сс(г), г = | Г | . (1.20)

Очевидно, корреляционная функция изотропного поля — четная
функция координат.

В приложениях для характеристики изотропных полей часто
используют корреляционные функции

/Сс ( г ) = о?ехр(—г/а), (1.21)

К, (г) = о?ехр(— г*/а2). (1.22)

Для аппроксимации эмпирических корреляционных функций, по
мере затухания меняющих свой знак, используют выражения

.Кс (Г) = а?ехр (— r/a) cos br, (1.23)

/Сс (/") = ос ехр (— г2la2) cos br. (1.24)

При этом следует проверять, являются ли выбранные аппрокси-
мации корреляционными функциями, т. е. являются ли они поло-
жительно определенными. Некоторые подробности, связанные с
этим, будут приведены далее при изложении основных фактов
спектральной теории случайных полей. Полезной характеристикой
случайного поля является так называемый эффективный масштаб а*

c?*=\lKi(r)dr, (1-25)
°с

совпадающий по порядку величины с расстоянием, на протяжении
которого еще сохраняется заметная корреляционная связь между
значениями поля в двух точках. Для функции (1.21) эффективный
масштаб а* = а, для корреляции (1.22) а* = а]^%/2.
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Корреляционная функция может обладать несколькими харак-
терными масштабами. У статистически однородных, но анизотроп-
ных полей корреляционные функции зависят не только от модуля
вектора г -Г\—г2, но и от его направления. Характерные масшта-
бы, на которых значения анизотропного случайного поля становят-
ся некоррелированными, различны по разным направлениям.
С примерами таких полей мы встретимся при рассмотрении
фильтрационных течений в анизотропных средах.

Теоретически статистические характеристики случайных про-
цессов и полей следует определять, усредняя нужные величины
по всем реализациям процесса или поля. Практически же обычно
при построении характеристик усреднение проводится по времени
или по одной протяженной реализации поля. Для законности та-
кого усреднения необходимо выполнение так называемого условия
эргодичности. Суть его для случайных функций времени состоит
в том, что для надежного определения средних интервал усредне-
ния должен быть много больше, чем «время» корреляции, опре-
деляемое по формуле (1.25), где под К следует понимать корреля-
ционную функцию случайного процесса.

Аналогично обстоит дело и в случае полей. Если ввести поня-
тие объема корреляции, величина которого определяется как

то для замены теоретико-вероятностного усреднения усреднением
по объему необходимы конечность объема корреляции и выбор
объема усреднения, много большего объема корреляции.

Если случайное поле однородно в пространстве трех измерений,
то оно однородно и на любой плоскости или прямой. Поэтому
усреднение по объему можно заменить в этом случае усреднением
по площади или интервалу, принадлежащим соответствующим
плоскостям или прямым при условии, что выполнены соответству-
ющие условия эргодичности.

Спектры однородных случайных полей

Подобно тому как обычные детерминированные функции пред-
ставляются суперпозицией гармоник в виде ряда или интеграла
Фурье, однородные случайные поля представимы в виде интеграла
Фурье — Стильтьеса

С(Г)= Ь ^ г ( х ) . (1.26)

Здесь интеграл распространен по всему пространству волновых

векторов х.

Пусть <С (г) > = 0, где С — скалярное вещественное поле-
такое, что

l\Ki fi\dr <co. (1.27;
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Тогда случайные амплитуды dz (%) волн е'"" обладают свойст-
вами

dz (— x) = rfz(x), (1.28)

7 ) > = 0, (1.29)

<dz (7) dz ОТ,) > = 5 (7— x̂ ) Ф (x] d«/ij. (1.30)
Здесь черта над символом означает комплексную сопряженность:

8 (х) — многомерная дельта-функция Дирака; Ф (х) — многомерная
спектральная плотность или многомерный спектр.

Из (1.26) и (1.30) следует, что однородное случайное поле

и(г) можно аппроксимировать сколь угодно точно суммой некор-
релированных между собой плоских волн различных длин и ориен-
тации со случайными амплитудами и фазами.

Из формул вытекает, что

К: (г) = f еГ» ;Ф (7) d7, (1.31)

и, наоборот,

Ф(х) = «2it)-n \e~7r'Kdr)d7. (1.32)

Здесь п = 1 , 2, 3 соответственно для одномерных, двумерных и

трехмерных пространств, в которых определены векторы г и х.
Таким образом, спектральная плотность является трансформантой
Фурье корреляционной функции, и наоборот.

Для того чтобы К: (г) являлась корреляционной функцией не-
которого случайного поля (однородного), необходима неотрица-
тельность соответствующей спектральной плотности.

В случае многомерного однородного случайного поля

СЙ = {С (г), С2 (г) С (})}, <С> (г)> = 0, у = 1, . . . , п.

Vti=ltr"dzj{7). (1.33)
При этом

dzi(-x)=dzj(*), (1.34)

< & , ( х ) > = 0 , (1.35)

<dz, (x)dz/ (x.) > = 5 (х - х.) Фц (х) d*dxu (1.36)

а Кц {г) = <V (х) С'(х + г) > — взаимные корреляции компонент
поля должны достаточно быстро убывать на бесконечности.

Из (1.33) и (1.36) вытекает, что

К и Й = 1 £"Ф„ (7) d7 (1.37)
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и, следовательно,

Ф„ (*) = (2^)-" J e-~/C,/ (r) dr. (1.38)

Так как Кц(г)—действительные функции и Кп{г) = Кц(—г),

взаимные спектры Фц полей С (г) и С' (г) удовлетворяют условиям

ФЦ ( Х ) = Ф„•(%). (1.39)

Матрица Фц (х) является эрмитовой и неотрицательно опреде-
ленной.

В частном случае однородного изотропного поля /Сс (г) = Кс (г).
Перейдя в (1.32) к сферическим координатам и выполнив инте-
грирование по углам, получим при п — 3

Ф (х) = (2тг2х)-> У sin хл/С; (г) /tfr = Ф (х), (1.40)
о

/С: (г) = {Ulr) Jsinxr0(x)xdx, (1.41)
о

т. е. спектр и корреляционная функция связаны синус-преобразо-
ванием Фурье.

При п — 2 следует перейти к полярным координатам, что после
интегрирования по полярному углу дает

Ф (х) = (2*)- ' J У о (w) tfc (r) rdr, (1.42)
о

К: (г) = 2* У / 0 (хг) Ф (х) xdx, (1.43)
о

где Jo (x) — функция Бесселя нулевого порядка.
Таким образом, для изотропных полей на плоскости связь спект-

ра и корреляционной функции реализуется преобразованием Ханкеля.
В случае произвольного п имеем соотношения

Ф (х) = (2тс)-"/2х-<'-2)/2 У К, (г) У(л_2)/2 (хг) г-'Чг,
о

К (г) = (2ic)«/2/"<»-2>/2 f Ф (х) У (я_2)/2(хг)хл/адх.
о

В трехмерном пространстве функциям (1.21), (1.22) соответст-
вуют, очевидно, неотрицательные спектры

( L 4 4 )

Ф (х) = J g L е<—«'>'«. (1.45)
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Таким образом, функции (1.21), (1.22) действительно являются
корреляционными функциями трехмерных изотропных полей. В то
же время функция (1.23) является корреляционной лишь при
определенном соотношении ее параметров. Так, в случае трехмер-
ного поля для этого необходимо, чтобы У^ЗаЬ < 1. Для полей
на плоскости нужно, чтобы аЬ<\. И лишь для одномерных полей
ограничений на параметры а и b нет [21].

ЭМПИРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
СТАТИСТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД

Вероятностная трактовка неоднородных объектов как случайных
полей естественно приводит к необходимости оценки соответству-
ющих характеристик полей, например моментных функций. Специ-
фика рассматриваемой проблемы состоит в том, что для такого
анализа можно воспользоваться лишь одной реализацией случай-
ного поля, как правило, дискретной. Однако практически реали-
зуя в достаточной степени стандартные процедуры построения
эмпирических характеристик случайных полей, следует учитывать
некоторые особенности моделей (интегральной и локальной),
введенных ранее. Прежде всего следует исходя из количества и
качества информации о реальном объекте разумно ограничить
количество вычисляемых характеристик. Обычно на практике при-
ходится ограничиться определением среднего поля и автокорреля-
ционной функции. Как правило, надежное определение более
высоких разноточечных моментов по эмпирической информации
исключено.

Наибольшие трудности представляет нахождение по экспери-
ментальным данным среднего поля или, как его иногда называют,
тренда. В этом случае при сглаживании единственной реализации,
особенно если есть основания считать тренд непостоянным, опера-
ция сглаживания должна проводиться с учетом особенностей рас-
сматриваемых статистических моделей. Так, в частности, при
построении тренда интегральной модели масштаб скользящего
усреднения должен выбираться с учетом величины радиуса осве-
щенности. Естественно, что при этом области освещенности отдель-
ных скважин могут как-то перекрываться внутри области сгла-
живания.

Определив так или иначе тренд и, следовательно, найдя флук-
туации поля, можно, предположив, что флуктуации являются
однородными полями, найти дисперсию поля. Считая поле изо-
тропным, можно построить эмпирическую корреляционную функ-
цию К* (г) и, если это полезно, аппроксимировать ее удобной для
последующих вычислений функцией. Примеры таких построений
приведены в [35], где обработаны результаты гидродинамических
исследований проницаемости по пластам Д1У Шкаповского неф-
тяного месторождения, Д1 Бавлинского нефтяного месторождения
(рис. 1) и месторождению Жирное. Их анализ показывает, что
интегральным моделям реальных объектов соответствуют сравни-
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Рис. 1. Эмпирическая нормированная
корреляционная функция проницаема-
сти для пласта Д1 Бавлинского неф-
тяного месторождения (сплошная ли-
ния) и ее аппроксимация (пунктир) по
(1.23)

0,1

О

~0Л

1000 г, м

тельно малые по отношению к среднему полю средние квадрати-
ческие отклонения. Так, по Шкаповскому месторождению средний
коэффициент вариации проницаемости составляет примерно 0,2, по
Бавлинскому 0,3. Коэффициент вариации проницаемости Жирнов-
ского месторождения несколько выше и составляет около 0,6. Для
всех примеров характерно, что на расстояниях порядка 500 м кор-
реляция интегральной проницаемости несущественна. Это стано-
вится понятным, если учесть, что таков же порядок радиуса
освещенности при гидродинамических исследованиях с помощью
КВД. По-видимому, интегральным моделям свойственны отмечен-
ные особенности, и можно считать, что качество используемой
информации приводит к относительно малым вариациям призна-
ков и масштабам корреляции, имеющим порядок размеров области
освещенности — области усреднения, реализуемой в конкретном
способе получения интегральной информации.

Коротко остановимся иа способах обработки локальной инфор-
мации. Как уже упоминалось ранее, располагая достаточно пред-
ставительными замерами какой-либо локальной характеристики
(проницаемости, пористости и т. д.), можно построить функцию
ее распределения и вычислить одноточечные моменты (среднее
значение, дисперсию и т. д.). Для использования этой информации
в рамках корреляционной теории случайных полей необходимо
иметь сведения о корреляционных связях локальных характеристик
в различных точках. Поскольку локальные измерения обычно про-
водятся в точках, значительно удаленных одна от другой, то уста-
новить на основании подобной информации, каковы корреляцион-
ные связи, не удается. Выход, по-видимому, заключается в исполь-
зовании всех сведений о характере образования и эволюции дан-
ной пластовой системы, об изменчивости геолого-физических
характеристик данного или подобных пластов. Большое значение
имеют, к сожалению, немногочисленные измерения на обнажениях
или на достаточно больших образцах, дающих представление
о пространственной изменчивости свойств реальной пористой сре-
ды [40, 48]. Вся эта информация позволяет в каждом отдельном
случае принять гипотезу о порядке радиуса корреляции. Так, на-
пример, при анализе проницаемости девонских пластов есть осно-
вания считать, что радиус корреляции лежит в интервале от
десятых долей метра до нескольких метров, что значительно мень-
ше характерных размеров пластовой системы. И в то же время этот
масштаб соизмерим с важнейшим характерным масштабом разра-
батываемого пласта — радиусом скважины, который, особенно
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Рис. 2. Эмпирические функции распределения локальной проницаемости.
Месторождение: а и 6— Т у й м а з и н с к о е , пласты Д 1 и Д П соответственно; в и г — С е р а ф и -
м о в с к о е , пласты Д 1 и Д П соответственно; д— К о н с т а н т и н о в с к о е , пласт Д Н ; е— Л е о н и д о в с к о е ,
пласт Д 1 : ж и з — Ш к а п о в с к о е , пласты Д 1 и Д 1 У соответственно

с учетом несовершенства вскрытия пласта, всегда имеет порядок,
не превышающий сантиметра.

Анализ фактического материала по многим месторождениям
показывает, что распределения локальных параметров, в част-
ности проницаемости, асимметричны, во многих случаях они близ-
ки к логарифмически нормальному распределению, для них
характерен коэффициент вариации, имеющий порядок единицы.
Так, например, по данным БашНИПИнефти, коэффициент вариа-
ции локальной проницаемости по пласту Д1 Туймазинского место-
рождения составляет 1,22, а по пласту ДП — соответственно 0,88.
Для пластов Д1 и Д1У Шкаповского нефтяного месторождения
этот коэффициент имеет значения 1,33 и 1,18. Таков же порядок
коэффициента вариации по девонским пластам Серафимовского,
Константиновского и Леонидовского нефтяных месторождений
(рис. 2).

Таким образом, интегральная и локальная модели реальных
объектов характеризуются следующим образом: интегральной
модели соответствуют относительно малые коэффициенты вариа-
ции и большие масштабы (радиусы) корреляции; локальной
модели соответствуют большие коэффициенты вариации и малые
масштабы корреляции.

Несколько слов о методах построения статистических моделей
слоистых систем по локальной информации. В соответствии с
условиями, определяющими слоистую структуру, примем, что одно-
мерную плотность распределения проницаемости в каждом про-
пластке можно представить функцией f(k, a,] ..., а„). гДе f—•
одна и та же для всех пропластков, параметры си определяют
точку а некоторого множества А в «-мерном пространстве. Иден-
тичность функции для всех пропластков определяет некоторое
подобие их строения, происхождения и т. д. Значения параметра-
вектора а определяет их количественное различие.
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Если пласт состоит из N частей, пропластки которых сущест-
венно различаются по структуре, можно ввести // (k, а) — плот-
ности для частей и р/ — доли частей, а под / понимать

/ = £//(*. *)Р<- О-46)
При этом естественно считать, что а. — вектор, компоненты ко-

корого являются моментами распределений по пропласткам.
Совокупность измерений проницаемости, послужившая для

построения плотности /о (k), есть «смесь», в которой представлены
пропластки, описанные выше. Пусть Ф (а) — плотность распределе-
ния вектора а по пропласткам. Тогда ф (а) удовлетворяет инте-
гральному уравнению Фредгольма первого рода с положительным
и нормированным (стохастическим) ядром

при условии нормировки ф как плотности
J<|t(a)A»« = 1, ф(а) > 0 . (1.48)
А

Здесь dco, —элемент объема пространства А.
Если функции /о и / заданы, решение (1.47) определит искомое

распределение параметров а по пропласткам. Задача эта, как
известно, некорректна в том смысле, что малым погрешностям /0

могут соответствовать большие погрешности в ф. Однако выбор
подходящего способа регуляризации позволяет получить устойчи-
вое решение.

Очевидно, успех в разделении «смеси» на компоненты сущест-
венно зависит от правильного выбора типа распределений f(k, a),
уровня погрешности в определении плотности fo(£). Можно ожи-
дать, что выбор плотности f (k, а) будет достаточно обоснованным
при привлечении геологической инфор 4ации, наличии достаточной
статистики по объектам, строение и происхождение которых близ-
ки к изучаемому. Иными словами, такой выбор должен быть не
формальным, хотя, конечно, некоторый элемент произвола здесь
неизбежен.

Задача о построении пространственных границ, разделяющих
подобласти (пропластки) с различными плотностями распределе-
ния каких-либо локальных параметров, значительно сложнее и
может включать в себя задачу о разделении смеси как частный
этап. Методы решения пространственной задачи в такой постанов-
ке и соответствующая библиография приведены в работе [6].

Итак, недостаток информации о реальной системе привел нас
к рассмотрению статистических моделей. При этом оказалось, что
и статистические модели можно описать на базе эмпирических
данных лишь приближенно, например, приходится принимать
гипотезы о масштабе корреляции в случае локальной модели, о
виде корреляционной функции и т. д. Небезосновательно сомнение
в целесообразности статистического подхода в такой ситуации.
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Однако, как будет видно из дальнейшего, изучение гидродина-
мических процессов в средах со случайными неоднородностями
показывает: существо проблемы заключено в том, что во многих
случаях результаты решения таких задач достаточно слабо зави-
сят от тех деталей моделей, которые трудно достоверно оценить
по эмпирическим данным и, напротив, в более существенной сте-
пени зависят от достоверно определяемых характеристик.

Г Л А В А 2

СТАЦИОНАРНЫЕ ОДНОМЕРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ
В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ
СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Эта глава посвящена исследованию относительно простых и в то
же время достаточно важных для теории и практики задач фильт-
рации однородной жидкости в стохастических средах. Полагая,
что постановка таких задач является естественным обобщением
соответствующих детерминированных задач, обсудим вопрос о
возможных путях их решения.

Безотносительно к методу решения возникает вопрос о трак-
товке и использовании полученных результатов при решении
практических задач. В этом случае в зависимости от используе-
мой информации и конкретной решаемой задачи возможны раз-
личные подходы к интерпретации результатов [35, 30]. Суть проб-
лемы заключена в том, что для оценки единственного и часто
уникального объекта со сложной и нерегулярной внутренней струк-
турой мы рассматриваем множество (ансамбль) подобных объек-
тов. Решив соответствующую задачу, определяем характеристики
всего ансамбля и хотим их использовать для оценки упомянутого
единственного объекта. Конечно, такая задача не может иметь
единственное решение. Как и в [35] полагаем, что вероятности
того или иного исхода порождены недостаточностью исходной
информации. Как будет видно из дальнейшего, такая ситуация не
всегда имеет место. Рассматривая фильтрацию в средах с мелко-
масштабными неоднородностями, мы приходим к результатам,
слабо варьирующим около средних значений. В этом случае оцен-
ки для ансамбля систем можно с высокой точностью отнести к
реальной единственной системе. Так, например, обстоит дело при
вычислении эффективной проводимости сред с мелкомасштабными
неоднородностями.

Рассмотрение задач стационарной фильтрации, естественно,
необходимо начать со случая одномерных течений в конечной
области. Методом возмущений найдены средний дебит и дисперсия
дебита. Оценка точности приближенного решения в специальном
случае, допускающем точное решение, показывает его приемле-
мость.



МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ФИЛЬТРАЦИИ
В СТОХАСТИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Трактовка неоднородной среды как случайного поля приводит при
рассмотрении макроскопических объектов и фильтрационных про-
цессов в них к математическим моделям, отличающимся от тради-
ционных тем, что все или часть задаваемых и искомых функций
(полей) являются случайными.

Рассмотрим для примера фильтрацию однородной несжимаемой
жидкости в среде, проницаемость k которой является случайным
полем. Будем считать, что фильтрация в области течения всюду
описывается законом Дарси. Тогда для области, не содержащей
источников, справедливо уравнение;

0, (2.1)

где искомое поле давления р(г), связанное с k (r) уравнением,
также является случайным. Уравнение (2.1) следует дополнить
условиями на границе области течения или какими-либо другими,
позволяющими из всех решений (2.1) выбрать единственное, соот-
ветствующее рассматриваемой задаче. Условия могут быть как де-
терминированными, так и случайными. Например, можно на границе
задавать фиксированные неслучайные давления, дебиты и т. д.
В этом случае флуктуации искомых величин (соответственные) на
границах должны равняться нулю.

С другой стороны, целесообразно на границах требовать выпол-
нения как бы «смягченных» краевых условий, например задавать
в качестве дополнительного условия среднее давление на некото-
ром контуре. При этом поле давления будет флуктуировать, даже
если среда однородна. С -другой стороны, дебит, как это доказано
М. Маскетом [44], флуктуировать не будет. Таким образом, зада-
ние среднего давления как контурной константы или задание дав-
ления, в среднем равного на контуре заданной константе, приводит
к аналогичным результатам.

Учитывая это обстоятельство, в дальнейшем будем рассматри-
вать такие задачи, в которых на границах задаются фиксирован-
ные неслучайные условия.

И все-таки уместно отметить, что смягченные дополнительные
условия в определенных ситуациях необходимы. Так, например,
при рассмотрении фильтрации в неограниченных средах в качест-
ве дополнительного условия фиксируют средний градиент давле-
ния или среднюю скорость. При фильтрации в квазиизолирован-
ном элементе перетоки существуют, но они как-то ограничены.
В этом случае считаем средний переток равным нулю, а диспер-
сию его — ограниченной сверху.

Цель исследования — определение случайного поля р(г), поля
скорости фильтрации, а также функционалов от них, например
дебитов. Поскольку искомые поля — случайные, следует найти их
важнейшие характеристики — моментные функции, спектральные
представления, корреляции искомых и заданных полей и т. д.
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Очевидно, такая задача более общая, чем соответствующая
задача в детерминированной постановке. Легко видеть, что сто-
хастическая постановка фильтрационной задачи эквивалентна по-
становке множества детерминированных задач, каждая из которых
соответствует какому-либо из членов совокупности реализаций
задаваемого случайного поля. Иными словами, при сохранении
формального сходства с детерминированной задачей (вид уравне-
ний и, возможно, дополнительных условий) стохастическая поста-
новка связана с использованием качественно отличной информации
о заданных и искомых полях.

Аналогично можно сформулировать любые задачи о фильтра-
ционных течениях в неоднородных средах, не только гранулярных,
но и трещиновато-пористых, трактуемых как случайные поля. Для
этих задач характерно сохранение традиционной структуры при
качественно ином способе задания и переработки информации.

Рассмотрим вопрос о том, каким же образом можно решать
задачи в стохастической постановке. Имеющийся опыт показывает,
что для решения подобных задач на практике используются два
подхода.

Первый из них вытекает из уже упомянутой трактовки случай-
ного поля как совокупности реализаций, т. е. совокупности обыч-
ных детерминированных функций, для каждой из которых решается
соответствующая задача, а затем находится нужная информация
о всей совокупности решений. Этот подход, иногда называемый
монте-карловским, в принципе применим при рассмотрении
любых задач, однако чрезвычайно большой объем перерабатывае-
мой информации предъявляет очень жесткие требования к памяти
и быстродействию используемых ЭВМ. Поскольку монте-карлов-
ская процедура позволяет численно рассматривать лишь частные
примеры, это скорее математический эксперимент, и для получе-
ния общих выводов качественного характера необходимо провести
большое количество подобных расчетов, что, конечно, накладывает
дополнительные ограничения.

Второй подход относится к разновидности теории возмуще-
ний — основного аппарата современной теоретической физики
[14, 22]. Как известно, эта теория эффективна в том случае, если
для данного исследуемого сложного объекта существует «идеаль-
ный» объект, в каком-то определенном смысле ему близкий, для
которого рассматриваемая задача имеет точное решение, и исполь-
зуя его, можно получить приближенное решение исходной задачи.
«Идеальный» объект и соответствующая задача называются невоз-
мущенными, а исходный объект и задача — возмущенными. Осо-
бенности исходной задачи, отличающие ее от задачи невозмущен-
ной, называются возмущениями. Это могут быть отдельные члены
в уравнениях, отклонения формы границ, на которых заданы до-
полнительные условия, сами дополнительные условия и т. д. Если
возмущения заданы параметрически, то метод возмущений иногда
называют методом малого параметра. Обычно параметризация
такова, что при нулевых значениях малого параметра получается
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невозмущенная задача, а решение возмущенной задачи ищется
в виде асимптотического ряда по степеням малых параметров.

Первые применения теории возмущений связаны с проблемами
небесной механики. При изучении задачи о движении планет в
солнечной системе, например Земли, в первом приближении, учи-
тывая взаимодействие Земли и Солнца, можно пренебрегать влия-
нием остальных небесных тел. В такой постановке задача, назы-
ваемая задачей двух тел, имеет общее точное решение (так.
называемые орбиты Кеплера).

Попытка учесть влияние других небесных тел, в первую оче-
редь Луны, приводит к знаменитой задаче трех тел, а также мно-
гих тел, для которых точное решение найти не удается. При
рассмотрении подобных задач Лагранж, Лаплас, Пуассон, Гаусс
сформулировали основные представления теории возмущений, раз-
работали эффективные методы расчета орбит планет. Так при
изучении задачи трех тел — системы Солнце — Земля — Луна в
качестве невозмущенной выбрана задача двух тел для системы
Солнце — Земля. В качестве малого параметра в возмущенной
задаче использовалось отношение масс Луны и Земли. Широко
известный в истории науки факт открытия «на кончике пера» пла-
неты Нептун Дж. Адамсом и У. Леверье связан с использованием
в расчетах теории возмущений.

Последующее развитие теории возмущений определялось как
преодолением специфических трудностей, связанных с плохой схо-
димостью рядов, так и распространением ее методов на новые
области применения — это задачи статистической механики, кван-
товой механики, квантовой теории поля и т. д. [14, 22].

В задачах теории фильтрации в средах со случайными неодно-
родностями такой подход приводит к выбору невозмущенной
задачи для однородной среды. Поскольку невозмущенная задача
должна иметь полное и в то же время простое решение, круг
рассматриваемых задач сравнительно узок, преимущественно это
квазиодномерные течения, для которых невозмущенная задача
является одномерной.

Практически все последующее изложение будет представлять
собой результаты применения методов возмущений для задач
фильтрации в средах со случайными неоднородностями.

ЛИНЕЙНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ

Рассмотрим одномерное фильтрационное течение в пласте со слу-
чайной проницаемостью при условии, что на границах пласта —>
галереях — заданы неслучайные давления [36].

Итак, будем искать решение уравнения

£ ] = 0 (2.2)й

dx

при условиях
р(0) = Р,,р(1) = Р2. (2.3)
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Представим случайную функцию k (х) в виде

k (x) = ka + k' (x), k0 = <k> —- const

и решение р(х) будем искать в виде
р(х) = ро(х) + р1(х) + р2(х)+ ..., (2.4)

где ро — решение задачи

d*p0 (x)fdx2 = 0, р0 (0) = Я,, ро (0 = Я2. (2.5)

а функции pt(x) удовлетворяют условиям

Случайный дебит запишется так

Я = до + Я\ + qi + . . . . (2.7)
где

Отсюда легко получить

где /?| (Л:) — решение задачи

и, следовательно, имеет вид

р\ (х) = -у- Г G (х, х')—-j^-dx'. (2.11)

Здесь G(x, x') — функция Грина для задачи (2.10)

с— 1)х'/1, х > хг.

Из (2.9) найдем дисперсию дебита (в первом приближении)
„2 ' (

и во втором приближении средний дебит <я> = Яп-\-

— -±-\\G'x(x,S)Kf[x, x')dx'dx\ (2.13)
fto' о о J
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Преобразуя (2.13), получим
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Рис. 4. График функции <р =

=Ч> (г)

^-ц, (2.14)

откуда видно, что <д> и Dq в рассматриваемом приближении
связаны зависимостью

<д>!до = 1 — С% X = 1 — DqlqlV. (2.15)

Назовем X безразмерным смещением дебита. Как следует из
(2.15), безразмерное смещение зависит от квадрата отношения коэф-
фициентов вариации дебита и проницаемости или, другими словами,
от квадрата отношения неопределенностей дебита и проницаемости.

Если корреляционная функция проницаемости имеет вид К (х,
х') = D ехр [— (х — х')2/а2] или К (х, х') = D ехр [— \х — х'\/а], ин-
теграл в (2.12) и (2.14) легко вычисляется [35] и в первом случае
имеем

(2.16)/(г) = г - 2 (г У-к erf г + е~ г ' — l ) .

Д л я второй корреляционной функции

Dq = 9оС2? (//а), X = 1 — ? (Ца), 9 (г) = 2z~2 (е~ г + г - 1).
(2.17)

Функции / и <j> протабулированы в [35] (рис. 3, 4).
Аналогично рассматривается одномерная радиальная фильтрация

к скважине радиуса р, расположенной в центре кругового пласта
радиуса R, при условии, что случайная проницаемость является
функцией либо радиуса, либо полярного угла в полярной системе
координат, полюс которой совпадает с центром скважины.

Пусть, например, k = k (r). Тогда дисперсию дебита можно за-
писать в виде

я и
{{• К (г, О drdr-

;JJ 7F •
D 9 =

• 1 п 2 Я / Р '

2nk0h [р (R) — р (р)]

(2.18)

(2.19)
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Для математического ожидания дебита имеем

1 Г Г Я (г. . , шш ,, ( 2 ^
1 1

р Р

Если же k = k(b), то имеем точные соотношения
„2 2к 2к

^ J/C(6, 6')d6d6',
о о

= <7о. (2.21)

Рассмотрим частный случай, допускающий получение точного
решения. Несмотря на некоторую искусственность их выбора, изу-
чение таких задач имеет определенный смысл, так как сравнение
точных и приближенных решений позволяет оценить точность
последних.

Итак, пусть
k(x) =ko{\ + acosu)*). (2.22)

Здесь ko = < & > = const; a — нормированная случайная вели-
чина с нулевым математическим ожиданием, кроме того, будем
считать, что о> = 2ил//, где п — произвольное натуральное число, а
/ — длина пласта между галереями.

Для дебита имеем

f dxh_ Pl~p2 I f
~V } * fcjl + a+ cosex

Вычислив интеграл в (2.23), найдем для любого т

q=qo V\—o?, go = koh. (p, — р2)/^1. (2.24)

Независимость дебита от частоты <в или числа п объясняется
периодичностью k (x) и линейной зависимостью сопротивления каж-
дой ячейки периодов от ее длины.

Пусть, например, параметр а равномерно распределен в интер-
вале (—3/4, 3/4). Тогда

< q> = - | ?о fVT^tfda = 0,896790, (2.25)
- 3 / 4

о 3/4

4 I № V l 2 <>f d 023457?
о /

D1 = 4 I № V l — *2— <q>f da = 0,2345<7?.
- 3 / 4

Решая эту задачу методом возмущений, получим в рамках вто-
рого приближения

Я = ?о ( 1 + -,-р JV (x) dx -L у #* (x)dx +

+Mk'(x)dx]\ (2-26)
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Подставив (2.22) в (2.26), найдем

д = до(\~аУ2), (2.27)

откуда для равномерно распределенного а следует

<q> = О,2816<?о, Dq = 0,9060?о. (2.28)

Сопоставляя (2.28) и (2.25), можно убедиться в приемлемой
точности приближенного способа отыскания среднего дебита и
дисперсии дебита.

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА УСРЕДНЕННЫХ РЕШЕНИЙ
ЗАДАЧ ФИЛЬТРАЦИИ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Решение гидродинамической задачи о фильтрационном поле в
среде со случайной неоднородностью связано с построением неко-
торого нелинейного оператора р(х) =A{k(x)} и последующего
вычисления его многомерной функции распределения или стати-
стических моментов (здесь р — давление; k(x)—проницаемость
среды — функция точки х=(хи х2, х3). Очевидно, структура опе-
ратора А над функцией k(x) зависит не только от геометрии об-
ласти течения, но и от краевых условий, заданных на границе
потока. Это приводит, в частности, к тому, что эффективные пара-
метры — проницаемость, толщина и т. д. оказываются, вообще
говоря, различными для одной и той же области и среды, но раз-
ных краевых условий. Поскольку построение А легко осуществить
для одномерных течений, ниже изучаются две задачи: 1 — задание
детерминированных дебита и давления на одной из галерей; 2 —
задание детерминированных давлений на галереях.

1. Рассмотрим стационарное одномерное течение между галерея-
ми, расположенными на концах промежутка 0 < х < /. Искать ре-
шение уравнения

очевидно, следует при условии

Р (0) = />,. (2.30)

Нетрудно убедиться, что задание дебита течения

q = k(x)dpldx (2.31)
дает первый интеграл уравнения (2.29), и, следовательно, интегри-
руя (2.31) при условии (2.30), получим

p(x)-Pi = q \k-i{x)dx. (2.32)
n

Усреднив (2.32) по вероятности, запишем

<р> = Pl — q J <*- ' (х) > dx. (2.33)
о
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Пусть k (x) — стационарная случайная функция с математиче-
ским ожиданием < k (х) > = &о = const и одномерной плотностью
распределения f(k). Тогда k~l\x) также стационарна и ее матема-
тическое ожидание

<k~1 (x)>=lf (k) k-ldk = *Г' = const (2.34)

определяется функцией f{k). Если, например, распределение \nk
является нормальным или его модификацией (4.8) из [35], то легко
показать, что

kx = £„/(1 + С2), С2 = Dk/kl (2.35)

Здесь С — коэффициент вариации проницаемости. Следует отме-
тить, что (2.35) выполняется приближенно при любых f{k), что
вытекает из разложения

1 _ 1 1_

В случае малых флуктуации из (2.34) и (2.36) следует

kx = Ло/(1 + С2).

( 2 l 3 6 )

(2.37)

Интересно отметить, что <р(х)> не зависит от корреляцион-
ных соотношений, а определяется лишь одноточечными моментами,
в частности ko и С2, что является следствием задания условия (2.31).
Заметим также, что распределение <р{х)> является линейным.

2. Перейдем к изучению распределения давления в задаче 2.
Нетрудно проверить, что решение уравнения (2.29) при условиях
р(0) = ри р(1)=р2 будет иметь вид

р (х) = pt — fa —p2) I k~l (х) dx J &-' (х) dx. (2.38)

Разлагая k—' (x) в ряд по степеням флуктуации k' = k — ko,
получим, удержав квадратичные члены и усреднив по вероятности
для безразмерного давления р* (х)\

<р' (х)> = (х/1) [1 + CV (х, 01. Р (х) = (Р (х) — pi)/(p, — Pl), (2.39)

I) = J - j J /С* (Л:, Л:
loo

:' — 1 J j /С* (л:, A:') dxdx'.
* n n

ТАБЛИЦА 1

0,1
1
2
5
10
100

x/t

0

0,0159
0,1037
0,1354
0,1219
0,0800
0,0098

0,1

0,0114
0,0743
0,0958
0,0780
0,0432
0,0008

0,26

0,0061
0,0385
0.0490
0,0373
0,0167
0

0,4 |

0,0019
0,0123
0,0156
0,0113
0,0046
0

0.60 |

—0,0013
—0,0082
—0,0103
—0,0076
—0,0031
—0

0.75

—0,0020
—0,0128
—0,0161
—0,0125
—0,0055
—0,0001

O.S

—0,0088
—0,0082
—0,0106
—0,0089
—0.0048
—0,0001

1

0
0
0
0
0
0
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<р*(х)>

0.5

0,5 x/l

Рис. 5. Распределение среднего безразмер-
ного давления < р* (х) > (пунктиром по-
казано линейное распределение)

Рис. 6. Распределение средкего давления
< р (х) > при движении жидкости слева
направо (а) и справа налево (б)

ч
N

Pi Pt

Рг

У
0,5 1Z/.1 О 0,5 Х/Ъ

Используя корреляционную функцию К = ехр [—\х
после преобразований получим

ц = 9 (На.) —^<f (*/а) — -^ (е-'/" — е-С-"/1 + (2.40)

Результаты подсчетов fi (у»—) по формуле (2.40) представле-

ны в табл. 1.
Нетрудно видеть, что распределение <р'(х)> при любых //а,

отличных от нуля и бесконечности, имеет в*ид кривой (рис. 5).
Любопытно, что средняя безразмерная депрессия при 0 < х/1 <

< 0,5 больше, а при 0.5 < х/1 < 1 меньше, чем х/1, т.е. безраз-
мерной депрессии, соответствующей линейному распределению дав-
ления. При £2 не слишком больших, например порядка единицы,
это отклонение малосущественно.

Рассмотрим изменение размерного среднего давления для двух
случаев: Р\>р2 и Pi<p2. Нетрудно убедиться, что в соответствии
с (2.39) и табл. 1 кривые <р(х)> имеют вид, соответствующий
рис. 6, а, б, где пунктиром нанесено линейное распределение, а
стрелкой указано направление движения. Как видно из рисунка,
на половине течения, примыкающей к входной галерее, среднее
давление меньше, чем в линейном случае. У выходной галереи
давление, наоборот, больше, чем линейное. И этот несколько не-
ожиданный эффект своеобразной анизотропии, связанный с на-
правлением потока,— следствие нелинейности оператора (2.38).
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ГЛАВА 3

СТАЦИОНАРНЫЕ КВАЗИОДНОМЕРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ
В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ
СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

В предыдущей главе рассмотрены задачи, в которых параметры
среды и течения являлись функцией лишь одной переменной. Не-
которая искусственность в постановке таких задач оправдана
сравнительной простотой получения решения и его анализа. Метод
возмущений дает возможность получить удовлетворительные оцен-
ки средних характеристик течений и их дисперсий.

Перейдем к рассмотрению течений, более сложных, чем одно-
мерные, а именно — квазиодномерных. Под квазиодномерными
течениями понимаются потоки, характеристики которых в основ-
ном зависят от одной координаты и слабее от остальных. Напри-
мер, если математическое ожидание проницаемости зависит лишь
от одной координаты, а границы потока ориентированы таким
образом, что поля давления и скорости зависят в основном от той
же координаты или ей ортогональной, течение считают квазиод-
номерным.

Далее рассмотрены квазиодномерные течения, близкие к ли-
нейному (на плоскости и в пространстве) и к радиальному (на
плоскости). Для этих течений методом возмущений находятся
средний дебит и дисперсия дебита. Для случая квазирадиального
течения исследуется вопрос о влиянии информации, характеризу-
ющей призабойную зону скважины, на точность прогноза ее
дебита.

КВАЗИОДНОМЕРНОЕ ПЛОСКОЕ ФИЛЬТРАЦИОННОЕ ТЕЧЕНИЕ

Рассмотрим пример квазиодномерного — квазилинейного плоского
течения в пласте, ограниченном двумя параллельными галереями
и перпендикулярными им прямолинейными линиями тока. При
этом предполагается, что математическое ожидание проницаемости
зависит от х, либо от у (система координат ориентирована парал-
лельно галереям и линиям тока). В отличие от математического
ожидания флуктуации проницаемости зависят в данной задаче
от двух переменных (х и у). В такой постановке задача представ-

ляет определенный интерес, так как аде-
кватна одному из наиболее типичных ре-
альных течений.

Итак, изучим установившееся плоское те-
чение в прямоугольнике 0 < л: < /, 0 < г/ < 6
(рив. 7). Будем искать решение уравнения

Рив. 7. Облавть квазиод- L. (k, р) = ^Ak(x, у) -^ +
номерного (квазилинейно- Q Г •- др-, J

го) течения в прямоуголь- -f — \k (x, у) -J- \ = 0 (3.1)
никв WL ^J
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при условиях:
1) р (О, у) = р\ = const, 2) р (/, г/) = р 2 = const,

3) ар (х, 0)/% = 0, 4) др (х, Ъ)[ду = 0. (3.2)

Галереиные давления р ь р 2 считаются неслучайными, k (х, у) —
случайная функция координат.

Проинтегрировав уравнение (3.1) по у в пределах от 0 до Ъ
с учетом условий 3) и 4) из (3.2), получим закон сохранения
случайного дебита прямоугольного элемента

Я = -^\к(х,у)д£йу. (3.3)
р о

Используя метод возмущений, представим случайное давление
и дебит в виде

Р(х, У) = £ Р'(х' УУ> ? = 2 ЧЬ (3.4)
1=0 i=0

где pi при t > 0 есть решение задачи

L(k0, pi) = —L(k', pi-t),

pi(0, у) = pt(l, У) = 0. dpt (x, 0)/ду = dpi(x, b)/dy = 0, (3.5)

а невозмущенное решение р0 удовлетворяет условиям

L (k0, po) = 0, pa (0, r/) = pi, po (I, y) = p2,

Pov (x, 0) = pO j, (x, b) = 0. (3.6)

Величины qi определяются следующими равенствами:

£ * „ — f lffc^ + i - % ! - ] ^ (3.7>
Пусть для простоты kQ (x, у) = const. Тогда из (3.7)—(3.5)

следует
k0bh(Pl-p2) q0 I »

<?o = s , «7i = ^ i | J *• (x, y) dxdy,

\\ ^ (3-8)

где р\ есть решение задачи

Mo dk'

37. Pi (°. i/) = Pi (l> У) = 0. Pi» (x, 0) = p, , (д;, b) = 0.

(3.9)
Используя G(x, у, х', у') — функцию Грина задачи (3.9), за-

пишем р\ в виде

Pi (х, У) = ^ \ J G (*, 1/, ^ , ^ ) дк'(^уГ) dx'dy', (З.Ю)
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где
СО w

C(x, y, x', 0) = - - — ^s in- j- j s ln — * - ^ 2 J ( 7

Я 2 \ ' . OT7C /in . ffHt , mi , /o 11 \

^ - | sin-y-xcosy г/sin — x'cos-^y. (3.11)

Подставив (ЗЛО) в (3.8) и усреднив, получим

= _ _ g - J J J J Gx(x, у, х',у<) K'x>(x,y,x',y')dxdydx'dy>. (3.12)

Возведя <7i и з (3-8) в квадрат и усреднив, будем иметь в пер-
вом приближении

О<1—Ш{11 if К{х> У» х'' y')dxdydx>dy'- ( з л з >

ИССЛЕДОВАНИЕ ДИСПЕРСИИ ДЕБИТА

Приведем результаты вычисления дисперсии дебита для некоторых
видов корреляционной функции. Так, если

) 1 1

то
Dc?=q2

0Vf(l/a)f(b/a), (3.15)
гле /(г) определяется формулой (2.16). Нетрудно убедиться, что
при Ь/а-*-0 формула (3.15) переходит в соответствующую формулу
для линейного одномерного течения. Еели

[ ] (3.16)
то получим аналогично

k (3.17)

где <р (г) определена формулой (2.17).
И в этом случае при Ь/а-*-0 формула (3.17) переходит в формулу

для одномерного течения.
Заметим, что использование во втором случае «рассгояния» р =

«= \х — * ' | + | # — у ' |, отличного от эвклидового

г =

связано в первую очередь в очевидными упрощениями расчетов, но
приводит к рассмотрению неизотропных полей. С другой стороны,
досгаточно очевидное неравенство

г < Р (3.18)
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позволяет записать двустороннее не-
равенство для корреляционной функ-
ции K D ( /)

— • — -

0,5
(3.19)

и так как в практических случаях
известен лишь порядок а, а значение
<Р (2) с изменением аргумента меняет-
ся довольно плавно, то оценку (3.19) д ^ ~
следует считать вполне удовлетвори- g зависимость безразмерной
тельной. дисперсии дебита квазиодномерного

Рассмотрим некоторые примеры ^ ^ ^ х от параметра l/а для
расчетов по формулам (3.15), (3.17). различных с = //*
Удобно анализировать X = С„/С* — п

отношения коэффициентов вариации дебита и проницаемости, иче-
видно, для случая (3.15)

h=Vf(l/a)f(b/a), (3-20)
а для случая (3.17)

Х2 = Vf (I/a) <f (b/a). (0.J.1)
График зависимости Х2 (а/1) при различных c = l/b представлен

на рис. 8. Кривые для параметра X, совершенно аналогичны и
потому не приводятся.

Используя представления функций f и ч> при больших значениях
аргумента г (/ — V^jz, <p ~ 2/г). нетрудно записать приближенные
выражения для X в том случае, когда масштаб неоднородности мал
по сравнению с / и Ь. _ _

X, = aVV/Vlb, h = 2a(Vlb. (3-22)
Иными словами, безразмерная вариация дебита X пропорцио-

нальна отношению линейного масштаба неоднородности к среднему
геометрическому размеру области течения.

Можно трактовать (3.22) и так: полагая, что N = 1Ь/аг характе-
ризует отношение площади области фильтрации к площади харак-
терной неоднородности, получим

j K
Грубо говоря, в рассматриваемом приближении вклад элемен-

тарной неоднородности в дебит аддитивен и независим (точнее не-
коррелирован).

ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ ДЕБИТА

Формулы (3.8), (3.12) дают возможность представить математи-
ческое ожидание дебита < q > в виде интеграла от функции
Грина и корреляционной функции проницаемости. Однако для



получения количественной информации анализ следует продол-
жить, задав конкретную корреляционную функцию. Но прежде
чем заняться этим, рассмотрим важный асимптотический случай
мелкомасштабных неоднородностей. Будем считать, что случайное
поле проницаемости, в достаточной степени произвольное, облада-
ет тем свойством, что оно однородно и масштаб корреляции его
а мал по сравнению с I и Ь.

Примем, что корреляционная функция имеет вид

К = Df (\х - х'\/а, \у - у'\1а), а « I, Ь, (3.23)

где симметричная функция своих аргументов /(|С|, |ig|) -*• 0 при С-»-
- V СО И TJ -»• ОО.

Обратившись к (3.12), запишем

< 42 > = - • ¥ • И ? (*. y)dxdy, 7 (х, у) = £М И G'XK'X>dx'dy'
10 й 0 0 0

(3.24)
и исследуем ср (х, у) при а/1 и а/b, стремящихся к нулю. Перейдем
в (3.24) к новым переменным С и ig. Тогда

(/—х)/а (ft—y)/a

<?(х,у)=а $ J с ; (х, у,х + <&, у + щ) & (|С|, | ч | ) dU4.
—х/а —и/а

(3.25)
Как известно, функция Грина рассматриваемой задачи предста-

вима в виде
G (х, у, х', у') = (2*)-> In г + т (х, у, *', г/'), (3.26)

где г 2 =(д; — х')2 + (у — у')2; -[ — функция, гармоническая всюду,
включая полюс (х, у).

Оценивая <?(х,у) при а->-0 в точках (х, у), лежащих внутри
прямоугольника течения, из (3.25) получим

ОО=- И £ а
Интегрируя (3.27) по частям с учетом изменения / при С->оо,

найдем

'у) = 1 1 5 ( i l n ^ c T + ^ " 2 ^ ( 1 C | > hl)d^ (3-28)

и, наконец, учитывая равенство

(i1п г)= 4 8 ^ ^ + ̂  W(i1п г)= 4- ( 3 - 2 9 )

получим <р(*. t/) = 1/2, поскольку интеграл (3.28) от симметричной
функции f и второго слагаемого в (3.29) равен нулю. Конечно, тре-
бование изотропии корреляционной функции несколько упростило
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бы рассуждения, но тогда из рассмотрения выпадал бы случай кор-
реляционной функции (3.16).

Итак, подставляя <р = 1/2, получим при достаточно произволь-
ных ограничениях на вид корреляционной функции

(3.30)

Нетрудно заметить, что получив формулу (3.30), мы факти-
чески не использовали того, что область течения — прямоугольник.
Это и не удивительно, поскольку рассматривался случай мелко-
масштабных неоднородностеи.

Вычислим теперь математическое ожидание дебита плоского ква-
зиодномерного течения при произвольных значениях all и а/b в том
случае, когда корреляционная функция проницаемости имеет вид

К = Вехр[- | * - * ' 1 + 1У-У'1 | . (3.31)

Подставив (3.31) и (3.11) в (3.12), получим после интегрирова-
ния и преобразований

— < <72 >/<7оС2 = [1 — <Р (1/а)]у(Ыа) + aipipi — a2p, (p2 — ?3t-"a) —

- aip? (я* — pse-*/") + «ipi (ре — W"" ~ Н*-Ь'а + P9e
(3.32>

где
a = l/аъ, p = Ыак, a, = 2a/ir, p, = 2p/ic, с = l/b

Р4 = 2 J *2 + Р2 • Р5 =

во

m,n=l
oo

(-1)ЯТтп
+ р* ' *"> ~ £4 п2 + р2 '

/п,я=1 т,л=1

р 8 = S
Ряды (3.32) медленно сходятся и потому малопригодны для вы-

числений. Ускорение их сходимости связано с использованием из-
вестных соотношений!

1 1 _*_
„2 + „2 = — 2 а ? + 2а
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'.

2

ь =

t

oo

V

(-1)
Я2 +

m2

(_

m

« 2

1

— a 2

1 "̂*

= — 2а2

= 2a 2

(3.33)

m = l

Дифференцируя (3.33) по а, легко получить конечные выраже-
ния для сумм типа (3.33), где вместо (т2 + а2) будет фигурировать
(/Л2 ± в2)2.

Д л я области течения — квадрата (I = Ь, с = 1, a = (3, ai = Pi)
ряды (3.32) вычисляются в конечном виде

Р,= 2 •«2)(m2+a2)(«2+a2)

1 2
1

Аналогично вычисляются:

Р 6 = 8 ^

m 2 + a 2

р 9

2 '

1

8a* \"ЛГ

1 A'i , 1 dil
Р4= ^-fr, P3+P5 45-лГ»

da

Подставив найденные выражения для р; в (3.32), после довольно
утомительных преобразований получим простую конечную формулу

< ?2 > = - ^ - [ 1 - ? 2 (//а)], (3.34)

где ср(г) определена из соотношения (2.17).
Сравнивая (3.34) с (3.17), легко установить, что при с= 1

X = < <72 >/<7оС2 = - -1 (1 - D 2 ) , (3.35)

где Z?2 = Dq/ql(,2 — безразмерная дисперсия дебита.
При с =̂= 1 получить аналогичным образом формулы для < q2 >

не удается. Поэтому для улучшения сходимости рядов при с > 1
наряду в (3.33) используется очевидное разложение

= fi2
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Например, для pi будем иметь

= 2

Р . - У , . . , , w ?
m.n=l

1
2)(n2-(S2)

Просуммировав по т в соответствии с (3.33), а затем и по п,
там, где это возможно, приняв с большой точностью при О 1, что
cthmzc = 1, получим

Последние два ряда легко вычислить, применяя обычные мето-
ды улучшения сходимости, заключающиеся в выделении относи-
тельно медленно сходящейся части, суммируемой в конечном виде,
и быстро сходящегося остатка. В нашем случае удобно выделить
Sn~3, которую легко подсчитать с нужной точностью. Аналогично
вычисляются остальные р,. В случае с<1 вычисления проводятся
так же, но при этом принимается, что cth лт/с= 1.

Реализация описанной процедуры позволяет вычислить без-
размерное смещение A,= <<72>/<?ot2 Д л я различных с во всем
диапазоне изменения параметра а// (рис. 9, 10). Обращает на
себя внимание немонотонное изменение X при конечных с > 1.
Очевидно, для вытянутых вдоль оси х течений при определенных
соотношениях между определяющими параметрами течение прак-

-х

0,75

0JS

\-too

0,5 1,5 а/г
Рис. 9. Зависимость безразмерного
смещения дебита квазиодномерного
течения от параметра all для раз-
личных с = l/b > 1

а/1

Рис. 10. Зависимость безразмерного
смещения дебита квазиодномерного
течения от параметра а/1 для раз-
личных с = 1/Ь < 1
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тически одномерное. Для этого достаточно, чтобы а/b > 1,
а//<1. Уменьшение а при фиксировании остальных парамет-
ров приводит к увеличению флуктуации поля скоростей, увели-
чению роли двумерности течения. В конечном счете при а-»-0
все кривые, исключая случай с = оо, сходятся в точке Я =—1/2.
Таким образом, при с = 1 точная расчетная формула записыва-
ется в виде простого конечного соотношения, а при с Ф 1 сме-
щение выражено в виде комбинации быстро сходящихся рядов
(см. рис. 9, 10).

Такая ситуация в принципе исчерпывает задачу определения
смещения, однако заманчиво и для случая с Ф\ получить конеч-
ную формулу, пусть даже и приближенную. К сожалению, обыч-
ный путь тождественных преобразований соотношения (3.32),
оказавшийся плодотворным при с = 1, в общем случае реализо-
вать не удалось.

Далее мы попытаемся «сконструировать» формулу для Я,, ис-
пользуя структуру функции Грина и интегралов, некоторую сим-
метрию искомых соотношений, знание асимптотических формул.

Запишем точную формулу (3.34) следующим образом:

-X = [1 - ? (Ца) 1 ср (На) + 1 [1 _ ср (//а)]*. (3.36)

Обратившись к формуле (3.32), представим ее в виде
—\ == [1 _ ? (Ца) ] ср (b/а) + Д, (3.37)

где Д объединяет в (3.32) все остальные члены. Очевидно, что при
l = b формула (3.37) должна перейти в (3.36). Естественно ожидать,
что при / = Ь выражение Д имеет вид

Ь = \\\—ч(Ца)\\\—<!?(Ыа)\. (3.38)

Подставив принятое значение Д в (3.37), получим

( 1 ( / / ) ] [ 1 + (Ь/)\ (3.39)

Рассмотрим некоторые предельные ситуации. Естественно, что
при l = b формула (3.39) переходит в (3.34). При Ь/а-+-0, т. е.
в одномерном случае, из (3.39) следует точная формула (2.17).
При конечных / и 6 и о->0 из (3.39) получаем точный резуль-
тат Я, =—1/2. При а->-оо и конечных / и b имеем X ->- 0 И на-
конец, сравнение расчетов по формуле (3.39) во всем диапазоне
изменения определяющих параметров с результатами расчетов
на ЭВМ по формуле (3.32) не позволило обнаружить разницу
результатов (сравнивались пять значащих цифр). По-видимому,
такое совпадение не может быть случайным, формула (3.39)
«угадана» верно, и в этом смысле может считаться точной. За-
метим, что указания на некоторое расхождение между результа-
тами расчетов по формулам (3.39) и (3.32), имеющиеся в работе
[36], объясняются тем, что первоначально суммирование рядов в
(3.32) проводилось с недостаточной точностью. Более точные рас-
четы с помощью ЭВМ, как уже говорилось, дали одинаковые
результаты.
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КВАЗИОДНОМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЕ ТЕЧЕНИЕ

Рассмотрим квазилинейное пространственное течение в паралле-
лепипеде с размерами I, b я h, грани которого ориентированы
параллельно координатным осям х, у, г. Будем считать, что на
гранях, перпендикулярных оси х, зафиксировано неслучайное дав-
ление, а остальные грани непроницаемы для жидкости. Про-
ницаемость среды внутри области течения будем считать слу-
чайной статистически однородной функцией всех трех коорди-
нат. Поскольку метод решения этой задачи только в деталях
отличается от рассмотренного достаточно подробно двумерного
случая, далее приводятся лишь результаты с небольшим ком-
ментарием. Итак, имеем:

< q > = д0 + < д2 >, qo = kobhy.-4-Ч-1 х (р{ — р2), (3.40)

Для дисперсии дебита аналогом формул (3.14) и (3.15) является
следующее соотношение

Dq = <?оС2ф (Ца) ф (Ь/а) 4- (Л/а), (3.42)

где функция <)) = /, если используется трехмерный аналог корреля-
ционной функции (3.14) и ф = у при корреляции типа (3.16).

Нетрудно видеть, что формулы для плоского течения (3.15)
и (3.17) следуют из (3.42), если положить h/a-»-0.

Исследование асимптотики < q2 > при стремлении масштаба
корреляции к нулю и конечных /, b, h приводит к формуле

< q2 > = -<70С
2/3. (3.43)

Таким образом, для величины X = < qi >/<7oC2 можно написать
единую формулу

\ = - 1 / л , (3.44)

где п — размерность рассматриваемого пространства—течения (при
линейном, плоском и пространственно^ течении п = 1, 2, 3 соответ-
ственно) .

Подставляя в (3.40) функцию Грина соответствующей задачи для
параллелепипеда и корреляционную функцию — пространственный
аналог выражения (3.16), как и в плоском случае получим смеще-
ние дебита в виде комбинации рядов, сходимость которых можно
улучшить методами, изложенными ранее. При 1 = Ь = h, как и в слу-
чае плоского течения, ряды суммируются в конечном виде, что
позволяет записать

1 (3.45)
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или, введя безразмерное смещение и дисперсию, запишем

1 (3.46)

Нетрудно заметить, что формулы (2.17), (3.35) и (3.46) можно
объединить в одну

Х = —(1 —Д,)/я. (3.47)

Как и в случае плоского течения, использование симметрии
функции Грина и структуры формулы для смещения позволяет вы-
писать соотношение для безразмерного смещения пространственного
квазиодномерного течения

Х = —^[1—(р(//а)][2 + <р(6/а) +9(A/fl) + 2«p(fc/a) X <? (A/a)].

(3.48)
Очевидно, что при I = b =h формула (3.48) переходит в точ-

ную формулу (3.45), при ft/a-vO из (3.48) следует формула
(3.39). Если, кроме того, положить и Ь/а-*-0, то получим фор-
мулу (2.17) для одномерного течения. Таким образом, формула
(3.48) — наиболее общая, охватывающая случаи пространствен-
ного, плоского и одномерного течений.

КВАЗИРАДИАЛЬНОЕ ПЛОСКОЕ ТЕЧЕНИЕ К СКВАЖИНЕ

Рассмотрим установившееся течение к совершенной скважине,
расположенной в центре кругового пласта постоянной толщины
(рис. 11). Совместив с центром скважины начало полярной системы
координат, будем искать в области р < г < #, 0 < 6 < 2тс решение
уравнения

1 д Г dp I 1 5 г др 1

I (к, р) = -IF[Ь(г, 8)г-fr\ + -jж[k (г.в)ав"J = 0 (3.49)
при условиях

р(р, 6) =РХ = const, p (R, 6) = Р2 = const. (3.50)

К (3.50) следует присоединить условия периодичности случай-
ных функций k (г, 6) и р (г, 6):

k (г, 6) = к (г, 6 + 2«), /? (л, 8) = р (г, 6 + йи). (3.51)

Проинтегрировав уравнение (3.49) в пределах от 0 до 2тс с уче-
том условий (3.51), получим выражение для случайного дебита

Q=_^p(r,e)-^iLd9. (3.52)

Представим случайные функции k, p и случайный дебит Q в виде

k = ko + k', k0 = < k >, р = /?о + pi + р2, 8 = 80 + 6j + 8,
(3.53)
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и будем считать, что ро является периоди-
ческим по 6 решением задачи

L (ко, ро) = 0, ро (р, 6) = Ри ро (Я, 0) = Р2.
(3.54)

Соответственно
2<с

л\ hr ? и дрп JO /о ес\
Qo = I ко ч", (о.оо)

о

Д л я pi И Qi имеем Рис. 11. Схема области
квазиодномерного (квази-

L = (ко, p i ) = — L (k , ро), р\ (р, 6) = радиального) течения в
= V\ (R 6) = 0 круговом кольце

2it

(3.56)

Аналогично

L (ко, р2) = — L (к', р,), р 2 (Р, 6) = р 2 (/?, 6) = О,

—-?IYv*а/- ' di

Пусть Ао = const. Тогда из (3.55), (3.56) и (3,57) получим

>-/>.) Л Qo

(3.57)

(3.58)
р о

Д л я определения Q2 из (3.58) следует решить задачу (3.56), т. е.
найти pi (r, 8).

2%

, 9) = - ^ - С (л, 0, г', 6') y -
и О

(3.59)

где функция Грина G — периодическое решение следующей задачи:

Vr.e G (г, 0, Л', 0') = —8 (л, 0, г', 6'), (3.60).

G(£, e.r'.e') = G ( p , е , л е') = о.
Теперь запишем первые два момента дебита:

2к « 2п I

' И И <£*',• drdMr'dV .
Р о р и I

X * (P, P)
(3.61)
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где
R 2к Я 2гс

К ( г , е , Л б ' ) „,
„ w , , mi

г 0 и

Определенный интерес представляет изучение флуктуации сред-
него давления

р (г) = -^- [ р (г, 6) d8. (3.62)
о

Его дисперсия имеет вид

>* С.') + ё ^ *̂ (Р. Р) - 4 ^ ^ *• (Р. г) 1. (3.<
Если корреляционная функция задана в форме

К = D ехр {— -1- [г2 + г12 — 2/т' cos (6 — 6') ]], (3.64)

интеграл X* можно представить как

X* (и, v) = i ^ - £ (n!)-2X; (u) x; (v). (3.65)
а п=0

где

z е — и

Ei(—г)= J - d«,

при п > 1

х;(г) = — у Гт (п. Л/а) — т (л, г/а)], (3.66)

л— 1 / п _ ^ 1)1

Т ( я , дс) = е-*1 £ CS-ip!^"-"-1». C g _ 1 = к ; , ! , ^ .

Подробный вывод формул (3.65), (3.66) и рекомендации вычис-
лений по ним приведены в [35].

Рассмотрим еще случай установившейся фильтрации в круговом
пласте при заданном неслучайном дебите и фиксации давления на
одном из контуров, например p(R, 6) = Р2 = const. После неслож-
ных преобразований из (3.56) нетрудно получить

Таким образом, нахождение дисперсий дебитов или давлений
в конечном счете сводится к вычислению функций X*. Рассмотрим
подробнее результаты таких вычислений для оценки дисперсии
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дебита. В табл. 2 приведены вы-
численные значения безразмерной
дисперсии дебита f0

2 О [Q] kj

DWQl

и So в виде дроби £о/5о- При этом
# = 250 м, а величины р и а ме-
няются в довольно широком диа-
пазоне. Как известно, учет несо-
вершенства скважин приводит к
необходимости использовать в рас-
четах приведенные радиусы сква-

-3-2 -1 о 1 2Ца ж и н > о б ы ч н о значительно отлича-
D ,„ „ ющиеся от геометрического ра-
Рис. 12. Зависимость безразмерного диуса.

Нетрудно видеть, что при
больших, сравнимых с R, величи-

1,0

у/1
ошy/w

р R, еличи
нах а уменьшение р слабо отра-

среднего квадратического отклонения
дебита квазирадиального течения от
масштаба а для различных р при R =
= 250 м

жается на So, а тем более на Ч(.
Ьсли же а сравнимо с истинным геометрическим радиусом, учет
несовершенства может оказаться существенным и с точки зрения
вариации дебита. Пусть, например, при R = 250 м и а = 1 м
истинный радиус скважины р0 = 0,1 м. В соответствии с таблицей
в этом случае Со = 0,271. Если при тех же условиях взять
Ро = 10 м, получим Со = 0,535, т. е. уменьшение радиуса сква-
жины в 100 раз увеличило относительный доверительный интер-
вал для дебита почти в 2 раза.

С другой стороны, очевидно, что при а, сравнимых с р, а тем
более значительно меньших р, изменение радиуса контура пита-
ния R слабо отражается на Со-

Зависимости Со от lg а при фиксированных р и R = 250 м при-
ведены на рис. 12. Нетрудно убедиться, что если масштаб не-
однородности а равен или превышает (5—10)р, то величина
Со > 0,2, т. е. вариация безразмерного дебита существенна. По-
скольку в ближайшей окрестности скважины концентрируется
значительная часть общего сопротивления, соизмеримость при-
забойной зоны с масштабом неоднородности определяет вариа-
цию дебита.

Перейдем к определению среднего дебита скважины Как и в
случае квазиодномерного течения, нетрудно показать, что если
Я/а » 1 и Р/а » 1

< Q > = Qo(l — \2h). (3.68)
Если же #/а<1 и р/а<1, вполне очевидно, что <Q> = QQ.

Рассмотрим другие предельные случаи. Если зафиксировать R и а,
уменьшая при этом р, можно получить

lim < Q >/Q0 ~ 1. (3.69)
р-0
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Зафиксировав р и а и увеличивая R, получим

lim < Q >/Q0 = 1 — £2/2. (3.70)

Если равенство (3.69) достаточно очевидно, то для объяснения
(3.70) следует ^честь, что с увеличением R при фиксированных

р и а растет область, для которой неоднородности являются
мелкомасштабными. Поскольку с ростом R влияние этой зоны на
дебит увеличивается, по сушеству этот случай близок, а в преде-
ле совпадает с (3.68). Заметим, что в [45] при анализе этого слу-
чая допущена неточность, приводящая к потере двойки в формуле
(3.70).

К сожалению, вычисление интеграла (3.61) в обшем случае
сопряжено с большими трудностями. Использованные автором в
[35] упрощающие предположения, связанные с применением тео-
ремы о среднем, в определенных ситуациях, в частности при ма-
лых а, приводят к большим погрешностям. Значительные слож-
ности связаны и с численным интегрированием (3.61), поскольку
даже запись функции Грина для кольцевой области p<r<R
сопряжена с трудностями. Далее, как и в случае течения в полосе,
предлагается соотношение, верное во всех рассмотренных
асимптотических случаях. Если в случае квазиодномерного тече-
ния прямые расчеты подтвердили формулу, предложенную в виде
гипотезы, для квазирадиального течения этого пока сделать не
удалось. Поэтому предлагаемую формулу можно использовать
для оценок, не претендующих на высокую точность.

Итак,
Г С2 / ПП \ П

(3.71)

Легко заметить, что формула (3.71) лишь двойкой в знамена-
теле отличается от формулы (2.20) для дебита чисто радиального
течения и совпадает с формулой (3.35) для течения в квадратном
пласте. Нетрудно проверить, что в случае мелко- и крупномас-
штабных неоднородностей формула (3.71) дает точный результат.

Как уже подчеркивалось, главное влияние на поправку к невоз-
мущенному дебиту Qo оказывают два конкурирующих механизма:
последовательного и параллельного течений. В случае двумерного
изотропного поля и течения в круговом пласте к центральной сква-
жине получить в чистом виде механизм последовательного течения
нельзя. Что касается чисто параллельного течения, то к нему близка
следующая схема, практически мало интересная. Это течение в тон-
ком кольце р < г< R при таких условиях

Р/а » 1, R/a » 1, (R — p )/а « 1.

В этом случае малы и безразмерная дисперсия, и смещение де-
бита, т.е. формула (3.71) непригодна.
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ВЛИЯНИЕ ИНФОРМАЦИИ О ПРИЗАБОЙНОй ЗОНЕ
СКВАЖИНЫ НА ТОЧНОСТЬ ПРОГНОЗА ЕЕ ДЕБИТА

В случае притока к скважине малого радиуса при достаточно
больших масштабах неоднородности дисперсия дебита весьма
ощутима, тем самым определяя невысокое качество прогноза
дебита отдельных скважин. Можно полагать, что причиной такого
положения является некоторая специфичность радиальных тече-
ний к скважинам малого радиуса, связанная с локализацией зна-
чительной части фильтрационного сопротивления в призабойной
зоне скважин.

Предполагая случайную функцию — проницаемость стохасти-
чески однородной, мы тем самым считаем ее одинаково известной
(неизвестной) в различных точках пласта как близких, так и
удаленных от скважины. Очевидно, локализация сопротивления
в призабойной зоне повышает информационный вес параметров
призабойной зоны, и знание или незнание параметров этих зон
достаточно существенно отражается на качестве прогноза дебита
скважин.

Далее приводятся результаты оценки использования дополни-
тельной информации о строении призабойной зоны пласта с точки
зрения повышения точности прогноза, тем более, что призабойная
зона пласта обычно доступна для получения информации о ее
структуре [36].

Пусть в результате каких-либо исследований получена инфор-
мация о распределении проницаемости в призабойной зоне скважи-
ны. Например, удалось точно измерить проницаемость призабойной
зоны. Естественно, что проницаемость в этой зоне не следует счи-
тать случайной. Поэтому, если радиус окрестности рь то при вы-
полнении любого из неравенств г < р,, либо г' < pi будет

К (г, 6, г', 8') = 0. (3.72)
Очевидно, точное знание проницаемости в зоне р < г < pi долж-

но повысить качество прогноза дебита скважины. Если считать, что
точное значение проницаемости в кольце p < r < p i равно k\, то
для безразмерной дисперсии дебита получим

7 " М П ' Я/а)-т(я. Pi/a)!2)- (3.73)
п—1

В табл. 3 при использованных ранее R, р н а представлены
значения l] и отношения Qo/Qi, записанные в виде дроби, числитель
которой $i, а знаменатель — отношение дебитов как функции соот-
ношений ko/k\ и радиуса pi, измеренного в метрах. При этом в таб-
лице рассмотрен лишь случай O<&o/&i < 1, т.е. призабойная зона
имеет проницаемость большую, чем средняя по остальной части
пласта. Нетрудно видеть, что чем больше отличается k\ от кй, тем
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ТАБЛИЦА 3

0

0,1

0,5

1

2

5

to

100

Pi

0,1

0,9850
1

0,9850
1

0,9850
1

0,9850
1

0,9850
1

0,9850
1

0,9850
1

0,9850
1

0,2

0,9831
0,9114
0,9737
0,9202

0.0375
0,9557

0,8960
1

0,8231
0,9186
0,6617
0,7385
0,4985
0,5564
0,0917
0,1023

0,5

0,9807
0,7943
0,9561
0,8148
0,8683
0,8971

0,7790
1

0,6461
0,8294
0,4274
0,5487

0,2732
0,3507

0,0364
0,0468

1,0

0,9792
0,7057
0.9400
0,7351
0,8103
0,8528
0,6910

1
0,5339
0,7726

0.3174
0,4594

0,1894
0,2740
0,0229
0,0332

5,0

0,9700
0,5000

0,8820
0,5499

0,6467
0,7499
0,4850

1

0,3233
0,6667

0,1617
0,3334
0,0882
C1818
0,0096
0,0198

10,0

0,9626
0,4114
0,8422
0,4702

0,5612
0.7C56
0,3960

1

0,2493
0,6294

0,1181
0,2982

0,0629
0,1587

0,0067
0,0169

50,0

0,9285
0,2057

0,7473
0.2556
0.3169
0,6027

0,1910
1

0,1064
0,5573

0,0457
0,2394

0,0234
0,1227

0,0024
0.0125

П р и м е ч а н и е . /? = 250 м. р = 0,1 м. а = 500 м.

слабее уменьшается относительная безразмерная дисперсия дебита,
хотя дебит Qi при больших pi может существенно отличаться от
QQ. При небольших р1 ? имеющих порядок метра и менее, и \\ и Qo/Qi
слабо зависят от отношения kolk\. Таким образом, уточнение про-
ницаемости в небольшой призабойной зоне, если уточненное значе-
ние k\ больше математического ожидания k0, дает малую информа-
цию. Доверительный интервал для дебита меняется незначительно.

В табл. 4 представлены значения £| и QuQ0 для тех же значе-
ний р, но &о/&ь больших 1, т.е. в тех случаях, когда уточненная
проницаемость призабойной зоны меньше, чем ко. Теперь коэффи-
циент вариации дебита, так же к ах и сам дебит, существенно за-
висит от &о/&1- Так, например, при р\ = 1 м и ko/k\ = 5 средний
дебит уменьшается по сравнению с первоначальным примерно в 2 ра-
за, а ширина доверительного интервала почти в Зраза. Очевидно, уточ-
нение параметров призабойной зоны в этом случае дает сущест-
венную информацию и значительно улучшает качество прогноза.

В табл. 5, 6, 7 аналогичные подсчеты проведены при том же
R, что и ранее, но при а=10 и 1 м и о =0,1 и 0,001 м, что скорее
соответствует модели сравнительно мелкомасштабной неоднород-
ности. И в этом случае отмечаются те же эффекты, даже в более
явной форме. Сравнение таблиц показывает, что при и = 1 м, даже
в случае ko<ku но при достаточно большом pi, доверительный

интервал для дебита значительно сужается. Еще быстрее £i убы-
вает при ko>k1.
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ТАБЛИЦА 4

n

0,1

0,5

i

о

с

irv

100

0,1

0,557

1

0,557
1

0,557
1

0,557
1

0,557
1

0,557
1

0,557
1

0,557
1

p

0.2 j

0,516
0,911

0,511
0,920

0,492
0,956

0,470
1,000

0,432
0,919

0,347
0,738

0,261
0,556

0,048
0,102

0.5

0,448
0,794

0.436
0.814

0.396
0,897

0,355
1,000

0,295
0,829

0.195
0.549

0,124
0.351

0,017
0,047

1

0,383
0,706

0,368
0,735

0,327
0,853

0,270
1,000

0,204
0,773

0,124
0,459

0,074
0,274

0
0,033

П р и м е ч а н и е . 250 м, 0 , 1 м , а = 1 0 м .
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П р и м е ч а н и е . ft = 250 и , р = 0,1 и, а = I

Т А Б Л И Ц А 5

0

0,1

0,5

1

2

5

10

100

Pi

0,1

0,270
1

0,270
1

0,270
1

0,270

1

0,270

1

0,270

1

0,270

1

0,270

1

0.2

0,208

0,911

0,207

0,920

0,198

0,956

0,189

1,000

0,174

0,919

0,140

0,738

0,105

0,556

0,019

0,102

0,5

0,119

0,794

0.116

0,814

0,105

0,897

0,094

1,000

0,078

0,829

0,052

0,549

0.033

0,351

0,001

0,047

1

0,082

0,706

0,078

0,735

0,067

0,853

0,058

1,000

0,044

0,773

0,026

0,459

0,016
0.274

0

0.033



ТАБЛИЦА 6

0

0,1

0,5

1

2

5

to

100

Pi

0,001

0,719
1

0,719
1

0,719
1

0,719
1

0,719
1

0,719
1

0,719
1

0,719
1

0,1

0,557
0,629

0,526
0,666

0,431
0,814

0,351
1

0,256
0,729

0,141
0,402

0,081

0,230

0,009

0,026

0,2

0,515
0,574

0,480
0,616

0,376
0,786

0,296
1

0,207
0,701

0,109
0,369

0,061
0,204

0
0,023

0,5

0,448
0,500

0,407
0,550

0,298
0,751

0,224
1

0,149
0,666

0,074
0,333

0,040
0,181

0
0,019

1

0,121
0,444

0,108
0,499

0,074
0,722

0,054
1

0,034
0,642

0,017
0,310

0,009
0,166

0
0,017

П р и м е ч а н и е . R •= 250 м. р = 0,001 м, а = 10 м.

ТАБЛИЦА Г

0

0,1

0,5

1

2

5

10

100

Pi

0,001

0,535

1

0,535

1

0,535

1

0,535

1

0,535

1

0,535

1

0,535

1

0,535

1

0,1

0,270
0,629

0,255
0,666

0,209
0,814

0,170
1

0,124
0,729

0,068
0,402

0,039
0,230

0
0,026

0,2

0,208
0,574

0,194
0,616

0,151
0,786

0,119
1

0,083
0,701

0,044
0,369

0,024
0,204

0
0,023

0,5

0,119

0,500

0,109

0,550

0,079

0,751

0,059
1

0,040
0,666

0,020
0,333

0,011
0,181

0
0,019

1

0,082
0,444

0,073
0,499

0,050
0,722

0,036
1

0,023
0,642

0,011
0,310

0,006
0.166

0
0,017

П р и м с ч а н и е, К = 250 м, р = 0,001 ы, а = 1 м.
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В целом анализ таблиц показывает, что эффективность инфор-
мации о призабойной зоне с точки зрения уменьшения довери-
тельного интервала зависит в основном от таких характеристик,
как масштаб неоднородности и ko/ky. При крупномасштабной
неоднородности уточнение параметров призабойной зоны целесо-
образно лишь в том случае, когда ее истинная проницаемость
меньше, чем средняя по пласту, а сама ухудшенная зона имеет
существенные, по сравнению с радиусом скважины, размеры. Так
как на практике именно такой случай является типичным (так
называемый скин-эффект, объясняемый загрязнением призабойной
зоны при бурении скважины), то следует применять методы ис-
следования, дающие возможность уточнения параметров призабой-
ной зоны.

В случае мелкомасштабной неоднородности уточнение парамет-
ров призабойной зоны оказывается эффективным и тогда, когда
проницаемость призабойной зоны (истинная) больше, чем средняя
по пласту. Дополнительная информация тем более эффективна,
чем меньше а и больше отношение ko/kx. В таком случае дополни-
тельные сведения о призабойной зоне являются важным способом
увеличения точности прогноза независимо от того, ухудшенной или
улучшенной является призабойная зона по отношению к осталь-
ному пласту.

При этом следует учитывать, что в случае мелкомасштабной
неоднородности обычно значителен коэффициент вариации прони-
цаемости, величине которого пропорциональна ширина доверитель-
ного интервала. Очевидно, это обстоятельство должно существен-
ным образом стимулировать получение дополнительной информа-
ции о строении призабойной зоны скважин.

Г Л А В А 4

ФУНКЦИЯ ИСТОЧНИКА ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

При исследовании задач фильтрации в средах со случайными
неоднородностями, как и в соответствующих задачах в детермини-
стической постановке, фундаментальную роль играет решение
специальной задачи об источнике в неограниченной среде. Естест-
венно, что это решение, или иначе функция Грина, является слу-
чайной функцией координат или координат и времени (в неста-
ционарных задачах). Представляет интерес найти среднюю функ-
цию Грина и другие ее моменты. Как и обычно, с помощью функ-
ции Грина можно конструировать решения прямых и обратных
задач для сред со случайными неоднородностями, но, что особен-
но важно для задач фильтрации, функция является хорошей мо-
делью течения в окрестности скважин малого радиуса. Особый
интерес представляет функция Грина для стратифицированного
пространства. В этом случае, достаточно типичным для задач
электрического каротажа скважин, знание средней функции

58



Грина, ее дисперсии, корреляции с полем параметра проводимости
дает возможность провести статистический анализ процесса каро-
тирования тонкочередующихся пластов [36].

Уже давно решение типа точечного источника для нестационар-
ной фильтрации в однородной слабосжимаемой среде применяется
для исследования прямых и особенно обратных задач упругого
режима фильтрации. Построение функции Грина подобной задачи
в неоднородной среде, параметры которой случайны, дает возмож-
ность решать соответствующие прямые и обратные задачи для
таких сред.

ФУНКЦИЯ ИСТОЧНИКА В ЗАДАЧЕ О СТАЦИОНАРНОЙ
ФИЛЬТРАЦИИ НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть в начале координат плоскости (х, у) функционирует источник

постоянной единичной интенсивности. Будем искать р (г) — решение
задачи

V = — k V p , d ivV= 8 (г), (4.1)

представив, как обычно, заданную функцию k (r) и используя V (г)

и р (г) в виде

k = k0 + k', ko = < k > = const, p = p0 + px + p2, V =

= Vo + Vx +V 2 . (4.2)
Тогда (4.1) соответствуют в рассматриваемом приближении

системы

Уо = — k0 vpo, d ivV 0 = 8 (г), (4.3)

V] = — k' VPo — k0 V P\, d i v K , = 0 , (4.4)

Vi = —k' V P\ — ka V /?2, div Vi = 0. (4.5)

Если поле k (г) статистически однородно и изотропно, из условий

симметрии вытекает, что <V> = <?(\r\)r, где 9 — функция, под-
лежащая определению. С другой стороны, усреднив (4.1), имеем

уравнение d i v < V > = 8(r), сравнив которое с (4.3), получим

соотношение < V > = Vn.

Поскольку по построению приближений < V > = Уо, из (4.2)

вытекает < У2 > = 0 и, следовательно,

4<P2> = —jr<b'4p\>, (4.6)
«о
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а для вычисления р\ (г) нужно решить уравнение

г д е G(r, г') — ф у н к ц и я Г р и н а з а д а ч и ( 4 . 1 ) п р и k = l , т.е.

1G (г, >) = 11п - 1 . Р = г — /'. (4.8)

Записав решение (4.7) в виде

Р. (Г) = ^ I «Р ( О G (r, rr) dr" (4.9)

и подставив его в (4.6), после усреднения получим

V < р2 > = Ц ^ 4rG (г, 0 ) - - i

х б ( Л 0) VrG(r, P)dr'2 (4.10)

где К (г, г') — корреляционная функция проницаемости.
Вычисление (4.10) в общем случае затруднительно. Пусть для

определенности

К (г, ?) = D ехр (-Р

2/а 2), р == | р |. (4.11)

Тогда для крупномасштабного поля, т.е. при а-»-оо, имеем

V < Р2 > = •§- VrG(r, 0). (4.12)

Сравнительно просто вычисляется градиент среднего давления
и при а -*• 0. В этом случае

Vr'K (г, г') = 2xDp8 (p) (4.13)

Р2>=-Л-С4%-5(Р)^. (4.14)

Вычислим

+ J k'P| P | 2

При х, у Ф 0 второй интеграл равен нулю и
д < р 2 > D
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Аналогично находим

и, следовательно,

V < р > = (1 +С2/2)&Г' VrG(r7 0). (4.15)

Проинтегрировав (4.12) и (4.15), получим соответственно для
крупно- и мелкомасштабных неоднородностей

G(r 0), < / 7 > = ( l - K 2 / 2 ) V G ( r ! 0). (4.16)

Для источника единичной интенсивности, находящегося в на-
чале координат трехмерного пространства, можно провести почти
аналогичный анализ, в результате которого имеем для случаев
крупно- и мелкомасштабных неоднородностей

< р > = (1 + ; W ' G ( r , 0), < р > = (1 + C2/3)^'G(r, 0), (4.17)

где функция Грина G определяется по формулам G(r, 0) = l/4itr,
г» = х2 + у2 + г2.

ТОЧЕЧНЫЙ ИСТОЧНИК ПОЛЯ
В СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ СРЕДЕ
СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ.
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ КАРОТАЖ В СЛУЧАЙНЫХ СРЕДАХ

Рассмотрение задачи о поле точечного источника в среде со слу-
чайными неоднородностями, иначе говоря построение средней
функции Грина, целесообразно распространить на важный класс
неоднородных сред, которые принято называть стратифицирован-
ными. В самом деле, широко распространенный механизм осадко-
накопления в достаточно спокойных условиях приводит к тому,
что реальным пористым средам обычно свойствен характер слои-
стой системы. Наличие большого количества слоев при достаточ-
ной вариации их свойств предопределяет естественность трактовки
такой системы как случайной, параметры которой являются слу-
чайной функцией лишь одной координаты, ось которой обычно
направлена вдоль вертикали [36].

Далее мы рассмотрим задачу о стационарном поле точечного
источника в стратифицированной случайной среде. Зависимость
проводимости такого поля лишь от одной переменной позволяет
изучить поле источника значительно подробнее, чем это удавалось
в случае изотропных систем. Полученные далее результаты вслед-
ствие электрогидродинамической аналогии автоматически перено-
сятся на случай рассмотрения электрического поля в неоднород-
ных по проводимости средах, лежащий в основе теории электри-
ческого каротажа. Учитывая важность прикладного аспекта по-
добной теории, дальнейшее изложение будем вести в ее терминах.
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Как известно, одним из самых информативных методов изуче-
ния неоднородности разреза скважин является электрический
каротаж. Теория электрического каротажа по методу сопротивле-
ний основана на использовании решений уравнений потенциала
для сред с разного вида регулярными неоднородностями, пред-
ставленными обычно в виде так называемых палеток. Сравнение
измеренного поля с палетками позволяет выделить из них наиболее
согласующуюся с измеренным полем и тем самым высказать
правдоподобные суждения о строении каротируемого разреза.
Однако при достаточно большом количестве поверхностей раздела
формулы теории становятся весьма громоздкими, и использование
их для анализа и интерпретации затруднительно. Поэтому обычно
мелкомасштабные аномалии поля не интерпретируются, что, без-
условно, приводит к потере информации о строении каротируемой
среды. По-видимому, выход в этом случае должен быть связан с
использованием статистического подхода и созданием адекватного
метода расчета и интерпретации. Кроме того, статистическая тео-
рия каротажа позволит с некоторой новой точки зрения оценить
и проанализировать известные стандартные методы каротирова-
ния и наметить пути их совершенствования.

Рассматривая задачу о поле в стратифицированной среде, бу-
дем пренебрегать влиянием на него скважины, бурового раствора
и т. д. Хотя эти факторы оказывают значительное влияние на
поле, это влияние регулярно и при статистическом анализе, по-
видимому, его можно исключать.

Итак, пусть в начале координат пространства г(х, у, z) распо-
ложен точечный источник электрического тока интенсивности /.
Будем считать, что проводящая среда стратифицирована таким
образом, что проводимость ее зависит лишь от одной координаты,
например г. Тогда потенциал электрического поля в пространстве
определяется в результате решения уравнения

, . . 1д2и , д2и , д2и\ , dk(z)du ,» / "\ /л ю \

*(2) Ь + J? + а ? ) + - з г ъ = - / 8 <г> <4Л8>
при условии

limu(7) = 0. (4.19)
|7 |-~

Будем считать, что проводимость k(z) является случайной
функцией координаты z, и займемся поисками статистических
характеристик решения и(г) в зависимости от характеристик про-
водимости k(z). Очевидно, выполнение этой программы в общем
случае весьма затруднительно, и потому дальнейшее изложение
будет связано с построением приближенных решений задачи,
основанном на использовании методов теории возмущений.

Будем полагать, что случайная проводимость представлена в виде

k (z) = k0 + k' (z), k0 = < k (z) > = const (4.20)
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и решение и (г) искать в виде ряда

ы=*но + ы, + . . . , (4.21)

где функции Ut определяются следующим образом.
Нулевое приближение ио есть решение невозмущенной задачи,

т.е. задачи (4.18) — (4.19) при условии, что k{z) = k0. Очевидно,
уравнение для невозмущенной задачи можно записать так:

V2«o = — /kVlb(r). (4.22)

Чтобы получить уравнение для щ, следует в (4.18) подставить
и = uo+u\ и, отбросив члены, квадратичные по флуктуациям,
а также учитывая уравнение для ио, написать

(4.23)

Поступая аналогично и далее, нетрудно записать для любого
номера п

V2un = — kjl [k' V2"*-i +^^§r) = —?» (*)• (4.24)

Очевидно, что для всех и„ должно выполняться условие (4.19).
Как известно, решение задачи (4.24), (4.19) можно представить

в виде

ип (г) = J G (г, ?) ср„ (r')dr'\ (4.25)

где интегрирование производится по всему пространству, а функция
Грина G есть вырождающееся на бесконечности решение уравнения

V 2G (г. ?) = - 8 (г — ?), (4.26)

которое, как известно, имеет вид

G(r, r') = 1/4«|г — г ' | . (4.27)

Таким образом, формулы (4.27), (4.25) и (4.21) дают возмож-
ность записать решение исходной задачи и перейти к ее статисти-
ческому анализу. В то же время очевидно, что вычисление ип и
соответствующих статистических моментов при достаточно боль-
ших п связано со значительными трудностями. Поэтому в даль-
нейшем мы ограничимся исследованием так называемого борнов-
ского приближения, т. е. анализом поля, образующегося от рас-
сеяния невозмущенного решения и0 на неоднородностях k'. Легко
заметить, что для вычисления среднего поля <и> этого прибли-
жения недостаточно. Ограничившись в этом случае лишь исследо-
ванием асимптотического случая мелкомасштабных неоднород-
ностей, основные усилия сосредоточим на вычислении вторых
моментов поля или его производных.
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Вычисление среднего поля

Используя (4.22), нетрудно написать

и0 (г) = /kTlG (Я 0). (4.28)

Подставляя (4.28) и (4.23), получим уравнение для щ

V 2 щ = т2 [к' (г) 8 (г) - ^ G; (Я 0)]. (4.29)

Вычислим Ui и подставив его в уравнение для Мг, получим
после усреднения по вероятности

+ 4 К (Я г') G'2. (г', 0) >*;'. г. (г, /) dr'3. (4.30)
ko

Здесь /С (г, г') = < к! (г) /г' (г') > — корреляционная функция про-
водимости; D = /С (0, 0) — ее дисперсия.

Поскольку вычисление интеграла в (4.30) сопряжено с большими
трудностями, рассмотрим лишь случай, когда масштаб корреляции
проводимости весьма мал по сравнению с г. Легко видеть, что
среда в этом случае эквивалентна однородно-анизотропной среде,
проводимость которой в направлении х и у равна ko, а в направле-
нии 7 равна к\ = < l/fe>-'.

Д л я среднего поля в этом случае можно записать уравнение

/а2 < и > . д2 < и - ^ л 2

решение которого имеет вид

(4.32)

На оси z (х = 0, у = 0) решение запишется так

< и > = //4тс&о2, (4.33)

т. е. будет тождественно решению в однородной ереде проводимости
ko. Последнее обстоятельство очень важно, так как позволяет
с достаточным основанием использоват ь на оси z в качестве среднего
поля невозмущенное решение и0. Интересно отметить и связь
коэффициента предельной анизотропии X с характеристиками случай-
ной функции k. В самом деле,

k I ko>
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Ограничиваясь малыми второго порядка, получим

ft, = k0 (I + С2)-1, С2 - D/kl (4.35)

или для коэффициента анизотропии

Х = (1 +С 2 )- 1 / 2 . (4.36)

Интересно, что формулы (4.35) и (4.36), являясь приближен-
ными для любых распределений случайной величины k при доста-
точно малых флуктуациях, являются точными в случае, если k
распределено согласно нормально логарифмическому закону или
некоторым его модификациям. Если масштаб корреляции велик
по сравнению с г, то, очевидно, kx — ku и А.= 1.

Следует помнить, что формулы (4.31) — (4.33) годятся лишь
в случае малых масштабов корреляции. Критерием малости по-
следних может быть малость безразмерной дисперсии решения по
сравнению с единицей. Как будет показано далее, критерий этот
выполняется в довольно широком диапазоне изменения парамет-
ров задачи.

Корреляция флуктуации поля и его дисперсия

Начнем с вычисления корреляции флуктуации поля, а затем най-
дем дисперсию как частный случай корреляции.

Используя равенства (4.23) и (4.25), можно записать

^ ^dr'A (4.37)

Отсюда для корреляционного момента флуктуации поля

Я, (г,, гг) = <Ы|(Г | )и 2 (г 2 )> (4.38)
получим соотношение

0)G(r2, 5)+И<?(г,, r')G(r2> >) х

X G'r ( r \ 0) G\- ( Г " , 0) Кг'-. r-dr'4r"* — G(ru 0 ) J G(r2r")G'7~ (r", 0) X

хКуф, z)dr"*-G(r2, O ) J G ( A , , ?)GZ.(?, O)/CZ-(O, z')dr'% (4.39)

Разыскивая момент на оси z, положим Г) = (0, 0, Zi) и л2 =
= (0, 0, гг) и будем для определенности считать, что гг > z\
Вычисление интегралов в (4.39) проводится следующим образом.
Сначала интегрирование ведется по переменным х', у' и х", у",
а затем, задавая конкретное выражение корреляционной функции
К (г', г"), вычисляем интегралы по г', г". При этом фундаментальное
значение имеет результат вычисления следующего интеграла:

-о

[G(ru ?)G',. (>, 0)dx'dy' = - 1 s l g " ? > . (4.40)



Тогда двойной интеграл по всему пространству преобразуется
следующим образом (интеграл из (4.39))*

j г с si
653" J J |г

sign г' sign г"Кг.х (г*, г') dz'dz"

- с о Г

Остальные интегралы в (4.39) однократны, вычисление их проще.
Для получения момента Н в явном виде вледует задаться кон-

кретной функцией К(г", z").
Пусть структура случайной функции k(z) такова, что ее второй

разноточечный момент можно предвтавить функцией следующего вида;

(4.42)

Нетрудно убедиться, что вторая смешанная производная функции
К (z\ z") в этом случае запишетвя так

^ У ' / * = -?- [28(z' - z " ) — 8 (г1 — г" — е ) - 8 {г' — г" + е)]. (4.43)
дг дг

Подставляя (4.42) и (4.43) в вычисляемые интегралы и проделав
весьма громоздкие выкладки, корреляционный момент флуктуации
можно предетавить в виде

В завиеимовти от величины параметров Ci = Zj/e и Сг = 2г/е
функция 6(Ci, C2) принимает различный вид, например, при Ci > 1,
С2 — Ci < 1 имеем

1 С.-С,
2 ^2 ^ 4 + 4(С2-С,) Ш С,

) С! t C g (2 + a C , — С 8 )

8(2+Сг-С,)

8(2 + C,-t,) С, 8(2-С г+С,) " ' С, *

при Ci < 1, Сз<1 воответственно

^ —2t,

~Е| ? 1 П - 7 Г И Т - Д -
(4.45)
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Очевидно, что для получения формул дисперсии флуктуации
следует в выписанных соотношениях для 6 положить Ci = С2 = С

После выкладок получим для С < 1

При С > 1 имеем

Результаты вычисления безразмерной дисперсии

6 = l6K2kaz4-2D~l < u\ >
представлены ниже.

С 0 0,1 0,2 0,5 0,75 0,85 1
В 1 0,7005 0,5385 0,2911 0,2103 0,1934 0,1760
С 1 2 3 5 10 20 100
в 0,1760 0,1137 0,0844 0,0559 0,0303 0,0159 0,0023 О

Безразмерная дисперсия Э с ростом £ монотонно убывает. При
z/e~10 и более дисперсия несущественна, при этих значениях £
функция и(z) достаточно гладка, среда ведет себя как однородно-
анизотропная, что и может служить критерием применимости
формул (4.33) и (4.36).

Дисперсия производной поля

Исследование дисперсии производной поля можно проводить дву-
мя способами. Во-первых, можно рассмотреть дисперсию разност-
ного отношения, необходимого для теории градиент-зонда, а затем
перейти к пределу. Во-вторых, вычислить непосредственную дис-
персию dui/dz. Оставив первый путь для изучения неидеального
градиент-зонда, обратимся ко второму. Дифференцируя (4.44) по
г, и г2 и перейдя к пределу при z{=z2 = z, получим после преобра-
зований

(4.48)

где при С < 1 функция Л(С), имеет вид

? 2 + С
b 2 — С ( 'IV^> l 3 + 16(4 —С 2 ) b 2 —

При С > 1 имеем другую формулу

Л (П Х л-2 Г С (С* + ? + 2С + 4) , С4 . 2_4-£
Л ( ( - ) = = Т + Т ! : 41Г+2) +Ь]Т1-Т~

Результаты вычислений безразмерной дисперсии производной
поля Л (С) представлены ниже.
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100
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Зависимость Л (£) обладает интересными особенностями. Во-
первых, отношение неопределенностей Л не стремится к нулю,
как это имело место для в при £->-оо. Это означает, что хотя поле
потенциала обладает исчезающе малыми флуктуациями, поле про-
изводной имеет конечные флуктуации при стремлении масштаба
неоднородности к нулю. Существенно также, что при убывании
е (при£>1) величина Л растет. Вторая особенность зависимости
Л (£)—наличие минимума, находящегося в точке £=1. Из этого
следует, что отношение неопределенностей производной поля и
среды не может быть меньше некоторого Лт1пяа0,6. Следует
ожидать, что в случае неидеального градиент-зонда дисперсия раз-
ностного отношения параметров зонда и е также должна иметь
локальный минимум.

Заметим также, что поскольку при е—>-0 производная поля име-
ет конечную дисперсию, вторая производная поля должна иметь
неограниченную дисперсию. Из этого следует, что двойной гради-
ент-зонд должен обладать большой разрешающей способностью.
По-видимому, при определенных условиях каротаж, фиксирующий
вторую разность, позволит получать информацию о тонких чертах
структуры каротируемого разреза.

Корреляция поля и производной поля

Располагая формулами для дисперсии поля и его производной,
нетрудно вычислить их взаимный корреляционный момент и коэф-
фициент корреляции. В самом деле, дифференцируя формулы
(4.46) и (4.47) по г, получим при £<1

При С > 1 имеем

Яз = — ;)-
(4.52)

Вычисленные по формулам (4.51), (4.52), (4.46) и (4.47) коэффи-
циенты корреляции

представлены ниже.

С8

0
1
1

0,6727

0,1
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Ч

0,5364

0,2
0,9465
3

0,4578

0,5
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5

0,3678

0,75
0,7494
10

0,2671

0,85
0,7131
20
0,1915

1
0,6727

10!)
0,1020
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Корреляция поля и поля проводимости

Существенное значение для теории и практики каротажа имеет
установление корреляционных связей между проводимостью поля
и самим полем. Д л я вычисления корреляционного момента

НА(ги га) = < k'(zi) щ (z 2)> (4.53)

используем формулы (4.37) и (4.40). Тогда после преобразований
получим

signz'K2, (* ' , г,) dz
Z 2 ) = - К(0, г,) + ^

(4.54)

Если использовать корреляционную функцию (4.42), то вычисле-
ния по формуле (4.54) нетрудно довести до конца. В итоге для
момента //4 получается серия формул, приводить которые мы
не будем из-за их громоздкости. Приведем лишь результаты расчетов
Н\ — коэффициента корреляции поля и проводимости для достаточно
типичных точек z2

На рис. 13 изображен график зависимости #4 (С, 1/2) т.е. коэф-
фициент корреляции проводимости в произвольной точке С и поля,
измеренного в точке С = 0,5. Отметим некоторые особенности кривой.
Во-первых, при любых значениях С коэффициент корреляции Н*
отрицателен. На кривой заметны два максимума, расположенные
несколько левее точки (. = 0 и несколько правее точки С = 1/2
и равные один другому. Кроме того, можно доказать, что при
любой стационарной случайной функции k' (z) выполняется равенство
#^(0, С) = # 4 (С, С), т.е. корреляция поля, замеряемого в точке С,
с проводимостью в источнике и с проводимостью в той же точке С
идентична. На наш взгляд этот эффект, его естественно назвать
эффектом взаимности, имеет принципиальное значение. Интересно,
что модуль коэффициента корреляции в интервале (0, 1/2) имеет
довольно слабо выраженный минимум в точке С = 1/4. С удалением
точки измерения поля от начала коор- -ц*(с //?;
динат этот минумум становится заметнее.
В этом легко убедиться, обратившись
к рис. 14, где изображена зависимость о,5
— # 4 (С, 3/2). Следует отметить, что в
отличие от предыдущего рисунка мак-
симумы | # J | сильнее смещены вправо
и влево от точки измерения поля и
источника тока, что, по-видимому, ин-
тересно с точки зрения интерпретации

Рис. 13. Зависимость момента

НА (I, 1/2)от расстояния до ис-
точника поля С
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кривых зондирования. Локальный минимум, лежащий в точке С == 3/4,
выражен весьма четко, показывая, что в его окрестности проводи-
мость практически не коррелирует G полем, измеренным в точке
С = 3/2.

Если точка измерения удалена от источника более чем на две
единицы, коэффициент корреляции ведет себя несколько иначе
(рис. 15). Как и ранее, имеет место эффект взаимности, т.е. вы-
полнено равенство Н\ (С, 0) = #4(С, С), максимумы смещены влево
и вправо, но вместо локального минимума между источником и точ-
кой измерения появился интервал, в котором проводимость не
коррелирует G полем в точке измерения. Обращение коэффициента
корреляции в тождественный нуль связано, конечно, в определенной
степени с видом выбранной корреляционной функции. Но дело не
только в этом. Преобразуем формулу (4.37), используя при этом
равенство (4.40). Нетрудно убедиться что щ (z) при г > 0 можно
представить в виде

(z) = -
k' (/) dz

(2z -zY ' ( 2 г ' - 2 ) 2

к' {г) йг
(4.55)

т. е. в формулу не входят значения проводимости из интервала
(0, г ) . Следует отметить, что формула (4.55) имеет место для
любых случайных функций k'(z). Поэтому, если радиус корреля-
ции проводимости равен единице, а г>2, внутри интервала будут
точки, слабо или совсем не коррелирующие с Hi (г). Этот эффект
представляется достаточно интересным и имеет существенное
практическое значение. Заметим, что своеобразная симметрия
формулы (4.55) объясняет, почему наблюдается эффект взаим-
ности. Кстати, эффект взаимности — лишь частное проявление
симметрии более общего характера. Если k'(z)—стационарная
случайная функция, то нетрудно из (4.55) видеть, что точка £/2
является центром симметрии функций Н\ (см. рис. 13, 14, 15).

Наблюдается еще один любопытный эффект. Можно показать,
что дисперсия поля в точке го>О одинакова, если флуктуирует
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Рис. 16. Зависимость момента Нь (С,

1/2) от расстояния до источника поля Ч

Рис. 17. Зависимость момента # 5 (С,

3/2) от расстояния до источника поля С

Рис. 18. Зависимость момента Н'ь (С,

5) от расстояния до источника поля С

полупространство 2<0 либо полупространство z>0. Это утверж-
дение можно усилить. К одинаковой дисперсии поля в точке г0

приводят флуктуации проводимости в полупространстве г<:0 или
г>г0.

Рассмотрим корреляции проводимости и производной поля. Для
получения соответствующих расчетных формул следует продиф-
ференцировать (4.54) по г2, а затем пронормировать полученное
соотношение, разделив его на Д 1 / 2 < (dul/dz)2>l/2. He привод»
довольно громоздких конечных формул, покажем лишь некоторые
графики для коэффициента корреляции Н5. Обращает на себя1

внимание несимметричность кривой (рис. 16). Хотя при больших;
по модулю ^ величина Нь стремится к нулю, но в разных концах
числовой оси она принимает противоположные знаки. Существен-
но, что максимума коэффициент корреляции достигает в точке
£=1/2, т. е. производная поля в точке £=1/2 сильнее всего кор-
релирует с проводимостью в этой же самой точке. Этот вывод
весьма существен для теории идеального градиент-зонда. В то же
время не намного слабее производная поля в точке £=1/2 корре-
лирует с проводимостью во всем интервале (0, 1/2). Для точек,
лежащих правее £=1/2, положение иное. Здесь корреляционный
момент быстро убывает до нуля, а затем даже меняет знак.

Описанные тенденции изменения Н'ь проявляются значитель-
но рельефнее, если точка измерения производной еще больше уда-
лена от источника (рис. 17). Сравнивая рис. 16 и 17, нетрудно
убедиться, что во втором случае пик Нь в точке измерения стал
круче, проявился довольно четкий максимум около источника. Все
же следует считать, что производная поля в точке £==3/2 доста-
точно хорошо выделяет проводимость в окрестности той же точки.

На рис. 18 приведена кривая Н'ь (С, 5). Следует отметить
появление плато в интервале (1,4), где коэффициент корреляции
тождественно равен нулю. Пик в точке £ = 5 весьма четок, корре-
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ляция производной поля и проводимости в точке измерения высокая.
Если еще больше удалить точку измерения производной от источ-
ника, коэффициент корреляции будет еще выше- В этом случае
идеальный градиент-зонд прекрасно выделяет проводимость в точ-
ке замера производной. По-видимому, именно в этом случае его ис-
пользование приносит наибольшую информацию о свойствах среды.

РЕШЕНИЕ ТИПА ИСТОЧНИКА В ЗАДАЧЕ
О НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ
В СРЕДЕ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Выше были сформулированы основные задачи теории фильтрации
в средах со случайными неоднородностями и указаны методы их
решения. При этом основное внимание было уделено стационар-
ным фильтрационным процессам. Далее решается одна из наибо-
лее важных нестационарных задач и указывается связь получен-
ного решения с широко применяемыми методами определения
параметров пласта по кривым изменения давления в остановлен-
ных скважинах [26, 34]. Следует отметить, что интерпретация
результатов таких определений проводится обычно при помощи
решения соответствующей задачи для однородного пласта либо
пласта, неоднородность которого носит регулярный характер, что
определенным образом ограничивает возможности метода. В то
же время очевидно, что решение указанных задач для нерегуляр-
ных сред и тем более нахождение их эффективных характеристик
требуют использования статистических методов расчета.

1. Как извеетно, распределение давления в пласте G переменной

проницаемостью k (r) удовлетворяет уравнению

Здесь р— давление; [*— вязкость жидкости; р — упругоемкость

среды; F(r, t) — плотность источников как функция радиус-вектора

г и времени t. Пусть (3 и \х — детерминированные константы, a k (r) —
случайная, статистически однородная функция координат k = kn 4-

+ k' (r), k0 = < k (r) > (угловые скобки означают усреднение по
вероятности). Будем искать решение при нулевом начальном условии

р(г, 0) = 0 , \71< оо (4.57)
методами теории возмущений, ограничиваясь первыми тремя при-
ближениями. Положим

Р (г, 0 = pofr, t) + р} (7, t) + р2 (г, t). (4.58)
Здесь pi — решения задачи

J ' = а2 V 2 pt + «Ph Pi (Г, 0) = 0, i = 0, 1, 2, (4.59)

<ро = Fft, «р, = ((хр)-' V (А' V л - i ) , а2 = Ао/и-Р, (4.60)
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следовательно,

Pi (r, t) = {[I ь (r\ f) E (r — > , t - f) dfdx'dy'. (4.61)

Обобщенная функция Е является фундаментальным решением
уравнения (4.59) и имеет вид Е = 0 при t < t' и

Рассмотрим случай, когда в момент времени t = 0 в начале
координат начинает действовать точечный источник интенсивности
Q. Тогда

F(7,t) = Ql(r), (4.63)

где 3 — дельта-функция Дирака на плоскости.
Подставив ср0 в (4.61) и проинтегрировав, получим известное

решение

(4.64)

Продифференцировав (4.61) и затем проинтегрировав, получим

v ро = ~ ^ 7 " е х р (~ ^ ) ' у2ро = ~ ? [ 8 (;) ~ £ <;> /)]- (4'65)

Подставив (4.65) в (4.60), запишем

?• f • '> = fcj j - *' Й S Й + Е ?• ' ) к Й - ТГ ^V^')]}- (4.66)
Для вычисления срг^. О аналогичные операции следует проделать

с р< (г, t). Опуская преобразования, приведем выражение для
математического ожидания

\, = (|ip)-' < k'(r) V2Pi >, 2̂ + 1 3 = (u-3)-1 < V^'VP. > (4.67)
Введем корреляционную функцию проницаемости

K(rt7')=<kl(r)kl(r')>. (4.68)

Пусть корреляционная функция К имеет вид

/C = Dexp(—p 2 /a 2 ), Р = |л — 7'\. (4.69)

Вычисление квадратур X, при произвольном а вызывает значитель-
ные трудности. В то же время, сравнительно легко проходят
вычисления для асимптотики а -> оо и а -> 0, что соответствует
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случаям крупно- и мелкомасштабных неоднородностей. Следует
отметить, что масштаб неоднородности в решаемой задаче, как
в этом легко убедиться при помощи анализа размерности и тг-теоремы
теории подобия, входит в искомые соотношения в комплексе со
временем и радиусом

щ = а2/а2/, иг = а/г. (4.70)

Таким образом, критерием крупно- и мелкомасштабности будут
соответственно условия;

П " ~$> 1 i r ' ^ l * 2"> тс" <ST I * <Z I

Однако роль параметров тг|,2 в процессе восстановления давления
неодинакова. Как известно, для нулевого приближения (4.64) при
достаточно больших / скорость изменения давления не зависит от г.
Следует ожидать, что этот эффект должен наблюдаться и в случае
неоднородного пласта, т. е. для больших моментов времени скорость
изменения давления будет определяться параметром ъ\. В этом
смысле можно считать, что любая неоднородность при достаточно
больших t является мелкомасштабной. Д л я малых моментов времени,
если 1Г2>1, критерий крупномасштабности всегда выполняется.

Отмеченное обстоятельство обусловливает практическую зна-
чимость рассмотрения асимптотики а—»-оо и тем более а—>-0.

Итак, пусть а ->-оо. Нетрудно убедиться, вычислив соответству-
ющие интегралы, что

QD

Использовав (4.71) и положив С2 = D[kl, найдем при г2/4а2/<С1

0 > = - V r V T W Ei ( - ^ 7 ) - £ r - (4-72)

Очевидно, что при достаточно больших t можно в (4.72) пре-
небречь и последним членом.

Из полученных соотношений следует, что в случае крупномас-
штабных неоднородностей для подсчета среднего давления можно
пользоваться известной формулой (4.64), но вместо k0 в нее сле-
дует подставить эффективную характеристику

k* = ko(\ + C 2 ) - ' - (4-73)

Рассмотрим случай мелкомасштабных неоднородностей, ограни-
чиваясь изучением \i при больших t. Нетрудно видеть, что при
таких условиях справедливы асимптотические выражения

V2Pi«-^?i(r, t=co). (4.74)
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Подставляя (4.74) в (4.67), после усреднений по вероятности
получим

Xl = W 8 ? r ) > ( 4 J 5 )

Если корреляционная функция имеет вид (4.69), то при а -> О

Vi-/C(p) = — 2icp8(Jj, (4.76)

и, проведя преобразования, получим

Складывая (4.75) и (4.76), найдем асимптотическую плотность

источников, порожденных рассеянием поля po(r, t) мелкомасштабными
флуктуациями

< c p 2 > = ^ w 8 ^ - (4-78)

Подставив (4.78) в (4.61) и сложив < р2 > с ро, получим, что
для достаточно больших t с точностью до конечной аддитивной посто-
янной

Таким образом и в этом случае верна формула (4.64), где
вместо ko фигурирует эффективная характеристика

А;* = Ао(1 + С2/2)-'. (4.80)

Следует отметить, что последние результаты получены в пред-
положении независимости флуктуации проницаемости от координа-
ты г. Если считать проницаемость изотропной функцией переменных
х, у, г, то для крупномасштабных неоднородностей формула (4.73)
остается в силе. Напротив, для мелкомасштабных неоднородностей,
а это в данном случае означает, что кроме щ < 1 выполняется
условие а2/Л2<1, где h — толщина пласта, эффективная характе-
ристика k* имеет вид

Й* = йо(1 + С2/3)-1. (4.81)

Полученные формулы можно использовать при интерпретации
результатов исследования скважин по кривым изменения забой-
ного давления. При этом следует иметь в виду, что средние, най-
денные в задаче, вычислены для ансамбля пластов, а проводя
исследование реальной скважины, мы имеем дело с одним пластом
и, следовательно, сопоставление необходимо проводить в условиях,
когда эффективные характеристики статистической модели (ан-
самбля) имеют непосредственное отношение к аналогичным харак-
теристикам реального объекта. Иными словами, должна сущест-
вовать своеобразная эргодичность. В нашей задаче это имеет место
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для достаточно больших времен и мелкомасштабных неоднород-
ностей, т. е. тогда, когда флуктуации давления по ансамблю
перестают играть существенную роль и распределение его стано-
вится неслучайным, но смещенным относительно Ро(г, t).

Из сказанного вытекает, что для реального процесса восстанов-
ления давления в неоднородном пласте характерны три периода.
В первом периоде восстановление давления в скважине сущест-
венно зависит от распределения проницаемости в непосредствен-
ной ее окрестности. Интерпретируя начальные участки кривой
восстановления давления, можно определить характеристики приза-
бойной зоны скважины. Третий период характерен тем, что вос-
становление давления определяется статистическими характери-
стиками неоднородного пласта, отсутствием влияния призабойной
зоны. В этом периоде характеристики статистической модели долж-
ны совпадать с эффективными параметрами реального процесса.

Второй период является переходным, и при определенных усло-
виях интерпретации его может дать информацию о масштабе
неоднородности а, что весьма ценно, но, очевидно, связано с боль-
шими трудностями.

Задачу о среднем поле в случайной среде с источником можно
рассмотреть и в общем случае, не конкретизируя фильтрацион-
ного механизма, а предполагая лишь, что он описывается при со-
ответствующих дополнительных условиях уравнением

Lp + f = O, (4.82)
где L — линейный оператор, зависящий от случайного поля про-
ницаемости, например в первом разделе данной главы оператор
L был эллиптическим дифференциальным оператором второго
порядка с переменными случайными коэффициентами, а в треть-
е м — параболическим: f — плотность неслучайных источников.

Далее, используя операторный метод и следуя [37], получим
уравнение для среднего поля <р>.

Усредняя (4.82), запишем
< L > < p > + < Up' > + f = 0, (4.83)

и, следовательно, для получения искомого уравнения нужно вычис-
лить момент < Up' >.

Пусть L~] — оператор, обратный L. Тогда
p + L - 7 = 0, (4.84)

и усреднив последнее уравнение, найдем

< р > + < L-1 > / = 0. (4.85)

Вычитая из (4.84) равенство (4.85), определим флуктуацию

р' = | < Z.-1 > - L - M / , (4.86)

или, использовав (4.85), запишем

// = [L-'<L-' >-'-/]< р>, (4.87)

где / — единичный оператор.
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Подставив (4.87) в (4.83), получим уравнение для среднего поля

Z* < / > > + / = О, (4.88)

L* = < L > + < Z/L-1 > < /.-' > - ' . (4.89)

Таким образом, среднее поле удовлетворяет уравнению, опера-
тор которого, иногда его называют эффективным оператором, мож-
но выразить через исходный оператор L. В принципе вычисление
L* можно реализовать при помощи разложения операторов в ря-
ды, суммирования и усреднения. Например, представив оператор
L в виде

L=<L>[/+<L>-1L'],
можно формально представить

L-1 = £ — < L > - ' L')n < L >-' .
л=0

Не обсуждая вопросы сходимости таких рядов запишем первое
нетривиальное приближение L*, содержащее первые два члена
операторного ряда

< L > - ' Z / > . (4.90)

Именно в этом приближении и рассматривались фактически
задачи, приведенные в первом — третьем разделах данной главы,
показавшие, что в отличие от оператора < L > , который в изуча-
емых случаях был дифференциальным оператором с постоянными
коэффициентами, L* таковым не является.

Г Л А В А 5

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ И СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ
ЭЛЕМЕНТОВ ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПОЛЯ
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Известно, что гидродинамическое поле фильтрации определяется
проницаемостью, пористостью, вязкостью жидкости, гидродинами-
ческим давлением и его градиентом, скоростью фильтрации и т. д.,
образующими, в свою очередь, скалярные или векторные поля.
Поскольку предполагается статистическая структура поля прони-
цаемости, остальные поля — элементы, связанные с проницаемо-
стью и между собой зависимостями — законами фильтрации,
будут также определяться статистическими закономерностями.
Корреляционный анализ элементов поля помимо выяснения внут-
ренней структуры фильтрационного процесса дает возможность
решения задач фильтрации в средах со случайными неоднород-
ностями. Так, в частности, изучаемые ниже корреляции необходи-
мы для вычисления эффективной проницаемости изотропной и
анизотропной сред, при исследовании дисперсии примеси в фильт-
рационном потоке, для вычисления коэффициента охвата при
движении неньютоновской жидкости.
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При статистическом анализе элементов поля будем придержи-
ваться следующей схемы: элементы изучаются поочередно, при-
чем рассматривая какой-либо элемент, будем тут же изучать его
корреляции со всеми элементами, рассмотренными ранее (см.
[36]. Конечным результатом такого изучения будет ковариацион-
ная матрица всей совокупности элементов поля.

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ ЭЛЕМЕНТОВ
ТРЕХМЕРНЫХ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ
В ИЗОТРОПНЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

Поле гидродинамического давления

Исследование поля давления в среде со случайными неоднородно-
стями естественно связано с решением соответствующей задачи
о движении жидкости в этой среде.

Рассмотрим движение однородной жидкости постоянной вязкости
[А в неоднородной среде, проницаемость которой будем считать слу-
чайной функцией координат х, у, г. Полагая, что выполняется за-
кон Дарси, жидкость несжимаема, в области фильтрации нет источ-
ников и стоков, запишем систему уравнений для давления р и ско-
рости фильтрации v

к
0= — jVp, diva = 0, (5.1)

или, исключив v, уравнение для р

д I др \ д I др
^ [ ^ } ^ [ ; ) 0 > (5-2)

где x = Xi, у = Х2, z = x3.
Будем считать, что на границе области фильтрации Г задано

неслучайное давление рт—Р.[хи х2, *3)=#=const. Кроме того, поло-
жим, что случайная функция k{r) образует однородное случайное
поле, пространственный масштаб которого значительно меньше
характерных размеров области фильтрации. В этом случае естест-
венно ожидать, что всюду, за исключением области, примыкающей
непосредственно к границе течения, гидродинамические элементы
или их флуктуации образуют статистически однородные случай-
ные поля и, следовательно, их средние значения не зависят от
координат. Например, можно полагать, что почти всюду в об-
ласти фильтрации постоянен градиент среднего давления или
средняя скорость фильтрации. Если к тому же считать, что среднее
значение элемента задано, то задача определения флуктуации
элемента значительно упрощается, тем более, что в случае мало-
сти масштаба неоднородности допустимо считать область фильт-
рации неограниченной.
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Итак, будем искать решение уравнения (5.2) я неограниченной

области 0 < |г| < оо, предполагая, что искомая функция представ-
лена в виде

Р(г) = Ро(г) + р'(г), ро (г) = <р(г) > (5.3)

и выполняются условия

V/P0 = const, p' (г)~ = 0. (5.4)

Для упрощения дальнейших вычислений будем полагать, что
заданный вектор S7 ро и ось я, параллельны. Тогда < др/дх] > =
= дро/дх\ = а = const, дро/дх2 = дро/дх3 = 0. Заметим, что знак
d d может быть любым, так как мы не связываем направления

p и оси х1.

Д л я отыскания р' и его статистических характеристик исполь-

зуется метод возмущений. Представив случайное поле k(r) в виде

k (7) = ko'(r) + k' (r), k0 {r) = <k (r) > = const, (5.5)

будем искать р (г) в виде суммы

р (г) = ро (г) + рх (г) + р2 (7) + ..., (5.6)

где функция ро (0 определена своими частными производными и,
очевидно, удовлетворяет «невозмущенному» уравнению £oV2Po = 0,
а на функции pi при i = 1, 2 , . . . наложено условие < / ? ; > = 0.

Уравнения для р„ легко получить, подставив в (5.2) выражения
(5.5) и (5.6) и приравняв нулю члены одинакового порядка отно-
сительно флуктуации k' (г). При этом следует считать, что р, имеет
по k' порядок i. После преобразований получим уравнение

Ч2рп (г) = Wl [£'v2pn-i + 4k'Vpn-i) = — <?n(r), (5.7)

решение которого вследствие (5.4) должно удовлетворять условию

рп (г) = 0 при \г\ -»- оо.

Как известно, решение (5.4) при этом условии можно записать
следующим образом:

Рп (г) = I G {7, ?) 9„ (/) dr'\ (5.8)
где функция Грина G имеет вид

а интегрирование в (5.8) проводится по объему всего трехмерного
пространства. Символом dr'3 обозначен элемент объема dxxdxidx'z.
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Подставляя в (5.8) значение ср, получим для р\

Pi (г) = - Т~о <* \ G (г, ?) ^-dr'K (5.9)

Аналогично можно вычислить и остальные р„. Считая возмуще-
ния k' достаточно малыми по сравнению с &о, мы в дальнейшем

ограничимся исследованием р\ (г).
Получив соотношение (5.9) для флуктуации давления, определим

корреляции поля р в различных точках пространства. Обозначив
символом

Я, (г,, г2) = < /7, (г,) pi (r2) > (5.10)

корреляционный момент давления в точках ги г2, перемножив pi(ri)

и р\ (л2) и усреднив, можно написать

Н i (Ги г,) = Йо"2 а2 И G 1ги > ) С (72, >) Кх- - (?, ?) dr'4r"\

(5.11)

Вычисление Н\ при произвольном расположении точек Г\ и г2

связано со значительными трудностями. Проще обстоит дело при
совпадении точек, т.е. при вычислении дисперсии поля давления.

При г\ — г2 = г имеем

Hi (г, 7) = k^2 о? И G (г, ?) G {г, ?) К"х- iX- (?, 7")dr'4r"K (5.12)

Проведем в (5.12) следующие преобразования. Перенесем начало

координат систем г' и г' в точку г и дважды проинтегрируем (5.12)
по частям. Тогда, учитывая, что функция G в бесконечности вместе
со своими частными производными обращается в нуль, а поле

k' (г) однородно, запишем

Я, (Г, г) = k^ а2 I [ G'x- (?) GV (?") К (г', 7")dr'4r"\

Если считать случайное поле проницаемости также изотропным,

то корреляционная функция К зависит лишь от \г'—г"\. Тогда, вве-

дя новые переменные pi = г', р2 = г' — г", р,- = |р,-|, получим

Я, (г, 7) = k^2 а21 В " (р2) К (р2) d9\, (5.13)
где

80

В'1 (рj) = I G5; (pi) Gc;.(p*i - p i ) dPl (5.14)



Результат вычислений интеграла (5.14) приведен в работе [19)
и имеет вид

( 5 1 5 )

Д л я того чтобы получить этот результат, целесообразно свертку
производных функций Грина трансформировать при помощи преоб-
разования Фурье.

Пусть k — волновой вектор, а В, G — преобразования Фурье
соответственно свертки В и функции Грина G. Тогда из (5.14) по-
лучим

в«(Й=ё:,(А:7О:,(Л),
а так как

\J \f\-f 1 I t\i > \J" I /VI /Vl//V a

то имеем

В"(k) = kikj/k4. (5.16)

Теперь для получения (5.15) остается применить к 5 " обратное
преобразование Фурье и вычислить интеграл

Возвращаясь к вычислению корреляции Н\, подставим (5.15)

в (5.13). Проведя теперь интегрирование по углам всего простран-

ства р2 = р, получим после преобразований

Hi (/%r") = - W J * (P)pdp.

Следует заметить, что хотя в рассматриваемом случае поле дав-

ления не является однородным (среднее давление ро (г) зависит от

координат), его флуктуация рх (г) однородна. Задавшись конкрет-
ной функцией /C(p)i нетрудно довести вычисления до конца. Пусть,
например,

K(p)=De-f'a', тогда Hi = Da.2a2/6k2

0;

К (р) = De-w«, Я, = Da2a2/3kl;

р > а Щ 2

Итак, во всех случаях дисперсия давления пропорциональна
квадрату величины, которую естественно назвать масштабом корре-
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ляции проницаемости. В общем случае, введя в рассмотрение мас-
штаб L при помощи формулы

запишем Н\ в виде

Я, = DaL2LWkl

Если ввести перепад среднего давления на длине, равной мас-
штабу L и обозначить его через р + , то

Я, = CV/6.

Корреляция давления и проницаемости

Д л я вычисления корреляционного момента < k' (r\) р\ (г2) > умно-

жим (5.9) на k' (r) и усредним

< k'px > = k^a J G (r2, ?) K'x- (7Ь T')dr'3.

Ограничиваясь вычислением одноточечного момента, положим

П = г2 = г и перенесем начало координат системы в точку г. Тогда

< k'Pl > = kfl* I G (?) K'x- (?) dr'\

Поскольку G — четная функция, а К', — нечетная функция, пос-
*\

ледний интеграл равен нулю. Итак, при Г\ — г2 имеем < k'p' > = 0 ,
т. е. давление и проницаемость не коррелируют в одной и той же
точке пространства.

Поле градиента давления

Исследуем вторые моменты векторного поля градиента давления.
Нетрудно показать, что эти моменты образуют некоторый тензор
второго ранга, компоненты которого имеют вид

(5.1

где t, / = 1, 2, 3; верхний индекс у х* обозначает точку простран-
ства, а нижний — компоненту градиента. Используя для Hi выра-
жение (5.11), получим после преобразований

Hi1 Ни г1) = £5~2 « 2 1 I G;, (ri, ?) Gx2 {r2, ?) X
t i

хЙ',;(г',О*'^"3. (5.18)
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Ограничимся вычислением Нг

2

! в том случае, когда г, = г2 — г.
Тогда

Н$ = —ко-2*2 №> (Р2) <2С2(Р2) dpi (5.19)

Используя (5.15), после перехода к сферическим координатам
и интегрирования по р2 и углам, получим

D /3 ° °\
Я2' = - ^ Г «Ч О 1 0 • (5-20)

° \0 0 1/

Дисперсия первой компоненты градиента в 3 раза превышаег
дисперсии других компонент, что объясняется тем, что среднее дви-
жение направлено вдоль первой оси. Для суммы дисперсий, т. е.
главного инварианта тензора, получим

з ,
П2 = >, П 2 =

Корреляция проницаемости и вектора градиента давления

Определим соответствующий корреляционный момент равенством

Очевидно, Я3 является вектором, компоненты которого имеют вид

Hi (г, гг) = к?1 а $ G'A (7и ?) К'х- (72, ?) dr'\ (5.21)

Рассмотрим одноточечный момент Яз (г, г). Перенося начало ко-

ординат системы г' в точку г, заменяя GxX на —Gx- и интегрируя
1 i

по частям, получим

Яз (л, г) = kVla f G (r) K"xi4 (r) dr3. (5.22)

Вводя сферические координаты, выполнив интегрирование по
всему пространству, после преобразований и при условии К (г) -*• О
при г -*• со получим

Яз = - Da/3kQ, Яз2 - Hi = 0. (5.23)

Используя Н12, легко вычислить коэффициенты корреляции oj3' =

= Я у | / Я г!). Подставляя соответствующие значения, найдем

гХ = — £ 1 sign а = — 0,745 sign а; ч | = ч | = 0.
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Корреляция давления и градиента давления

Если ограничиться рассмотрением одноточечного момента, то не-
коррелированность этих полей следует из известного факта [7]
некоррелированности однородного случайного поля и его произ-
водных. Итак, при i = l , 2, 3 имеем

<P\(r)dpi(?)ldxt>=Q.

Поле скорости фильтрации

Поскольку флуктуации компонентов скорости фильтрации

образуют векторное поле, их корреляции являются тензором второ-

го ранга. Обозначив его H'J (гх, г2) = < щ (п) v'j(r2) > , получим

- .

Ограничимся вычислением одноточечных корреляций. Тогда при

г, = г2 = г можно использовать вычисленные ранее моменты. После
преобразований найдем

/8 О ON

о о
Рассмотрим корреляцию компонент вектора скорости с полями,
рассмотренными ранее.

Корреляция скорости с проницаемостью:

При i = 1 < k'v\ > = — а . Соответствующий коэффициент кор-

реляции р = — 1^5/6signa = —0,915 sign a и может считаться до-

статочно высоким. При 1 = 2, 3 имеем < k'v2 > = < k% > = 0.
Корреляция скорости и давления:
так как pi не коррелирует с проницаемостью и др^дх, то

< P\v]> = 0 при i = 1, 2, 3.
Корреляция скорости и градиента давления:
компоненты соответствующего тензора имеют вид

или после вычислений
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Матрица коэффициентов корреляции запишется следующим об-
разом:

/1/Кб 0
S u = [ о — 1 0

\0 0 -

Поле диссипируемой энергии

При движении вязкой жидкости в пористой среде расходуется энер-
гия на преодоление сопротивления, происходит ее рассеяние, или,
как принято говорить, диссипация. Обозначив через Е количество
энергии, диссипируемой в единицу времени в единичном объеме,
можно записать

Е = — vЧр. (5.24)

Если считать среду неоднородной по проницаемости, то для
флуктуации энергии Е\ имеем с точностью до малых второго порядка

Отсюда для дисперсии энергии получим выражение

= [Da

Или, подставив вычисленные ранее моменты, найдем

< £? > = 7Z?

Рассмотрим корреляцию рассеиваемой энергии, далее без огово-
рок называемой энергией, с изученными ранее полями.

Корреляция энергии и проницаемости

<ft t\ > = — аг + 2 — аНз = у — а 2 .

Соответствующий коэффициент корреляции р = У"511^21 =
= 0,488 положителен, но относительно невелик.

Корреляция энергии и давления

>=0.

Корреляция энергии и компонент градиента давления

Пусть t = l. Тогда

При 1 = 2, 3 имеем < Eidpi/dxi > = 0. Таким образом, корре-
ляция энергии и градиента давления довольно слабая.
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ТАБЛИЦА 8

Элемент
поля

*•

dpi/dx2

ЫЪ

v\

V3

£ <

ft'

D

dpJdx,

0

0

ТьаК*

dpJdx,

0

0

0

V

2 2 , 2

0

0

I 5 a 2 * o " 2

t

0

0

0

0

T5 a k0('

V
8

0

0

0

- Т Е » * * '

0

0

1 2k2 2

0

0

0

0

7

ТАБЛИЦА 9

Элемент
ПОЛЯ

k'

dpi/dxi

dpjdx2

dpi/dx3

Щ

v'2

V3

Ei

ft'

1

dpjdx,

1
- ^ s i g n a

1

dpJdx,

0

0

1

dpJdx,

0

0

0

1

X signa

I/Гб

0

0

1

Г 2

0

0

—1

0

0

1

"3

0

0

0

—1

0

0

1

1
• signet
1' 21

0

0

3

'УН л

X signet

0

0

1
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Корреляция энергии и компонент скорости фильтрации.

Пусть 1 = 1 . Тогда

< £,о, > = - 2 - Da?, р = — - ^ = - sign a = —0,802 sign a.
Ъу.* V 14

При i = 2, 3 получим < E\v'i > = 0.
Ковариационная матрица всех элементов поля и матрица коэф-

фициентов взаимной корреляции представлены в табл. 8, 9.

СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ЭЛЕМЕНТОВ
ТРЕХМЕРНЫХ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ

Использование корреляционной теории позволило вычислить одно-
точечные корреляции различных элементов гидродинамического
поля. Далее будет показано, как использование спектральной
теории позволяет несколько иначе решать те же задачи, а в неко-
торых случаях исследовать поведение разноточечных моментов.

Итак, рассмотрим основную систему уравнений для флуктуа-
ции фильтрационного поля в трехмерном пространстве.

Как известно, спектральная теория основана на возможности
представления однородного случайного поля в виде интеграла Фурье—

Стильтьеса. Предполагая, что поля k' (r), vm(r), pi (r) однородны,
представим их в виде

*' (г) = I e'- dzk (x), v'm (г) = I e^dzm(x),
(5.25)

pi(r)=l tixr dzp (%), x = (xi, %2, x 3)-

Случайное поле г* по определению обладает следующим важным
свойством:

< dzk (x,) dzk (х2) > = 8 (х, - х2) Ф (х,) d*U4.

Здесь звездочка над г* означает комплексную сопряженность,

а Ф(х) является спектральной плотностью поля k' (r). Как извест-

но, она связана с корреляционной функцией К (г) следующими фор-

мулами!

К (г) = I е ' Г Г 0 (*) dx3, Ф (х~) = (2ir)-3 ^ е - ' 7 7 К (г) dr3,

т. е. 0 и К взаимно обратны относительно преобразования Фурье.
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Случайные поля zm и zp определяются при помощи уравнений
(5.1). Подставив (5.25) в (5.1) и обозначив дро/дхт = ат, полу-
чим систему

dzm = —(х- 1 (aimflzk + ikoxmdzp), У. *mdzm = 0, (5.26)

решение которой можно записать так

dzp = — -2 У «mctmdzt; dzm—— ^ U m — -рт у хтат\dzk.

(5.27)
Обозначив спектральные плотности

— I J

<РР (*) = . -2 V x m a m ,

Г\ Ч Хт v
V- \ 1*1 т=1

перепишем равенства (5.27) в виде
- • — • *

dzp = ср„ (x)rfzfc, dzm = <pm (x) dz*, от = 1, 2, 3. (5.28)

Располагая спектральными плотностями, можно вычислить
корреляции различных элементов поля. В качестве примера рас-
смотрим корреляцию компонент вектора скорости фильтрации,
которая согласно (5.25) и (5.28) имеет вид

И1*1 (С) = [ e r ^ cp, (i) <р/ (*) Ф Ос)dxK (5.29)

Пусть, как и прежде, среднее течение ориентировано вдоль пер-
вой оси. Тогда имеем <xi = а, а2 = а3 = 0 и

З. (5.30)

Выпишем компоненты корреляционного тензора

^' (С) = - ? f е Г ^ [ 1 - 4т1 ф (*) d * 3

11 J L W l

Я?2 (С) = 4 I е?:Г - ^ т - ф (*) d x 3 -
J

(С) = 4 f е^Г 4 т - Ф (*) d*> и т. д.
J

Наиболее просто вычисляются одноточечные моменты. Положив
С = 0, найдем, например,
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х

Известно, что если поле k' однородно и изотропно, то его спект-
ральная плотность зависит лишь от модуля волнового вектора, т. е. от

= у %\ + х2 + *з- Вводя сферические координаты х, = х cos ЧГ sin 6,
*2 = х sin Ф"sin 6, x3 = xcos0 и проинтегрировав по всему волновому
пространству 0 < х < о о , 0 < Ф < 2я, 0 < 6 < тс, после вычислений
получим # } ' (0) = 8Da2/l5[i2, т. е. результат, точно совпадающий
с корреляционным моментом, найденным в первом разделе данной
главы. Аналогично вычисляются и другие корреляционные моменты.

Как уже говорилось, вычисление корреляции при произвольном

С затруднительно. Однако при достаточно малых |С| можно получить

искомые зависимости, разлагая ехр [/хС] в ряд и вычисляя коэффи-
циенты при первых членах ряда по степеням С.. Рассмотрим, на-
пример, корреляционный момент Н\{ (С). Ограничиваясь в разложе-
нии членами второго порядка, можно написать

„ 2 Г* Г v 2 / - 2 , 2 г 2 , 2 г 2 1 Г , 2 V

*!'га-^Я1-^-^--^!1-?] *<•>*'•
(5.31)

В выражении (5.31) отсутствуют члены, линейные относительно
Ci и пропорциональные С,£, при / Ф /, что связано с обращением
в нуль соответствующих коэффициентов из-за нечетности подынтег-
ральной функции.

Пусть К (С) = £>ехр (— |С|2/а2)- Тогда для спектральной плотности
поля проницаемости имеем

После вычислений (5.31) получим

+ 4 + 4 } (5-321

Аналогично подсчитав другие Н", запишем
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„ 2 3 Гп 2PC3C2 O

Нетрудно заметить, что корреляции Н\' неизотропны, хотя поле
К' (г) считается изотропным. Интересно, что корреляция Н\1 мед-
леннее всего убывает вдоль оси Сь т.е. «своей» оси, в то время, как
Hf медленнее убывает вдоль Сз, а Н™ — вдоль Сг, т. е. «чужих»
осей.

Пусть Ci = Сг = Сз = С Тогда из последних формул следует

П Ра 2 8 , „22 _ „33 Да2 I f / г . . f , . , , Л 2

я 4 = - ^ 5 - * I F ' ( С ) > я « = я < = - ^ 2 - '-ibfMi /(C) = 1 — з ^ ,

и если обратить внимание на то, что /(С) с точностью до малых
четвертого порядка совпадает с разложением нормированной корре-
ляционной функции проницаемости в ряд по степеням С» то стано-
вится правдоподобной гипотеза о примерно одинаковом изменении
безразмерных корреляций компонент скорости и корреляционной
функции проницаемости при С; = С. Д л я уточнения гипотезы вычис-
лены более высокие члены разложения Я 4 в ряд. Так, с учетом
членов четвертого порядка получено

х (с4 + бс4- + бСз1 + ecfci + ecfcf + i2clcl)j. (5.зз>
Если снова положить С; = С, то поправки, отличающие (5.33) от

(5.32), уже не в точности совпадают с членами четвертого поряд-

ка в разложении К (С) в ряд. Однако различие небольшое—коэф-

фициенты при С4 в соответствующих разложениях # ] ' пропорцио-

нальны соответственно 4,5 и 4,4, т.е. отличаются примерно на 2 % .

Таким образом, при С; = С корреляции H4(Q и К (С) довольно близки.
Вычисленные корреляции удовлетворяют некоторым условиям

симметрии. Так, например, в соответствии о (5.32) и (5.33) момент

Я4 ' (С) не меняется при вращении системы координат около оси Си
направленной вдоль среднего течения. Этому же условию, как легко
проверить, удовлетворяет корреляция

Д л я моментов hf и Н\' аналогичными свойствами обладают со-
ответственно оси Сз и Сг- Вращение системы координат около этих
осей не меняет величины корреляционного момента. Четность мо-
ментов для всех переменных определяет инвариантность корреляций

относительно отражений вектора С в плоскостях d = 0.
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АНАЛИЗ КОРРЕЛЯЦИИ ЭЛЕМЕНТОВ
ПЛОСКИХ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Анализ корреляций элементов гидродинамического поля для
пространственной фильтрации дан в первом и втором разделах
данной главы. Ниже приводятся соответствующие корреляции,
вычисленные для плоского квазиодномерного течения, ориентиро-
ванного вдоль оси х.

Поле гидродинамического давления

Для дисперсии давления имеем

Я, л 7) = < ,'* (г) > = • £ Г *£L А . (5.34)
0 i

где Ф — спектральная плотность поля проницаемости — двумерное
преобразование Фурье корреляционной функции проницаемости.

Для того чтобы интеграл в (5.34) сходился, необходимо выпол-
нение условия

] К (г) rdr = О, (5.35)
о

где К — корреляционная функция проницаемости.
Таким образом, лишь выполнение условия (5.35) гарантирует

конечность дисперсии поля давления при фильтрации на неогра-
ниченной плоскости. Уместно напомнить, что в трехмерном прост-
ранстве # ! всегда конечно при ограниченной дисперсии поля про-
ницаемости.

Как и в трехмерном случае, давление не коррелирует с прони-
цаемостью

< р' (г) к' (г) > = 0.
Ковариационная матрица остальных элементов поля приведе-

на в табл. 10, а в табл. 11 представлены коэффициенты взаимной
корреляции элементов поля.

КОРРЕЛЯЦИИ ЭЛЕМЕНТОВ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ
В АНИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ

Результаты, полученные в предыдущих разделах данной главы,

справедливы в том случае, когда поле k(r) статистически одно-
родно и изотропно. Не меньший интерес представляет исследова-
ние фильтрационных полей в анизотропных средах. При этом мож-
но рассмотреть два различных варианта. Во-первых, поле k (г)
может быть локально анизотропно, т. е. проницаемость в точке
может быть в различных направлениях разной, но если анизотроп-
ные элементы достаточно хорошо перемешаны в пространстве,
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ТАБЛИЦА 10

Элемент
поля

* '

дрх1дх,

др\1дх}

v'l

"2

£ '

ь

D 1
— 2 * * i ' '

•»р,/Лг,

0

0

- ^

0

- aJk7*'J
8 * < ? '

°2

0

0

О

0

' 2fc2c2

8 a *o<=

E'

0

1
- т'1г r*4 »,-

0

- ^ « * « : *

0

ТАБЛИЦА 11

Элемент
поля

др^/дх.

и'\

"2

£ '

•

1

dPt/dx,

— \/ |signa

]

др,/дх.

0

0

1

1/3

0

1

0

0

— 1

0

1

£ '

0

1

0

1

0

1

корреляционная функция такого поля будет изотропной. Во-вто-
рых, возможен вариант, когда проницаемость в точке изотропна,
а корреляционная функция поля анизотропна. По-видимому, вто-
рой вариант представляет наибольший интерес хотя бы потому,
что реальные пласты вследствие слоистости обладают анизотро-
пией именно такого рода.

Рассмотрим следующий пример анизотропии. Будем полагать,
что среда состоит из множества однородных и изотропных блоков,
по форме близких к параллелепипеду. Проницаемость блоков

92



случайна. Если блоки размещены в пространстве достаточно
упорядоченно, такая среда будет макроанизотропной. Это отчет-
ливо видно на предельном примере слоистой системы, состоящей
из слоев различной случайной проницаемости.

Итак, будем полагать, что масштабы корреляции проницаемости
по различным осям различны и равны соответственно Сь Сг, Сз-
Пусть, например, нормированная корреляционная функция про-
ницаемости имеет вил

К (г) = U (*,) /2 (Х2)/з(х3), (5-36)

и, следовательно, выражение для спектральной плотности можно
записать в виде

0,(xj) = ( 2 * ) - ' l е- 'ч* ft (z) dz. (5.37)
— 00

Рассмотрим сначала двумерные структуры, задание которых
в рамках рассматриваемой модели возможно, в частности, условиями
/3 (х3) = 1 или Фз (х3) = 8 (д:з). что физически эквивалентно трубча-
тым структурам Сз-»- 0 0, вытянутым вдоль оси х3. Вычислим наибо-
лее важный безразмерный корреляционный момент

* г + V + x T ~ Ф ( х ) d x i d x r f ^ . (5.38)

Подставив в (5.38) равенство (5.37), с учетом условия Ф3==8(х3)
найдем

оо

~Н\ = — -^--2 Ф, (х,) Ф2 (х2) dx,dx2, Hi = H\ = Q. (5.39)
J J x|+*2

Д л я получения достаточно простых зависимостей нужно так по-
добрать Ф„ чтобы интеграл в (5.39) можно было вычислить анали-
тически. Выбрав ft в виде

fi (xt) = sin {KXiHiW-KXtlb) (5.40)
и, следовательно,

ф | ( Я | ) = №> N < «/Ci. (5.41)
10, |х,| > тс/С/,

такие вычисления легко реализовать и получить из (5.39)
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Несколько сложнее случай, когда корреляционная функция вы-
бирается в виде

" (5.43)

и, следовательно,

10,
(5.44)

Подставив (5.44) в интеграл (5.39), после довольно громоздких
преобразований получим

X In (5.45)

Вычисление по формулам (5.42) и (5.45) во всем диапазоне
изменения параметра Ê /Si показывает, что вид корреляционной
функции несущественно влияет на величину корреляционного мо-
мента. Представление о степени различия ^з и # 3 дает
табл. 12.

ТАБЛИЦА 12

' l/«l

0,01
0,1
0,5

1

-н'з

0,008
0,075
0,313
0,500

- н ' з

0,010
0,092
0,332
0,500

-н'з

0,006
0,063
0,295
0,500

2
10
50

100

-н3

0,686
0,925
0,984
0,992

-н'з

0,667
0,908
0,980
0,990

- н ' 3

0,705
0,936
0,987
0,994

При вычислении корреляций иногда употребляется аппроксима-
ция корреляционной функции, получившая название е-корреляции

М >
(5.46)

Очевидно, е-корреляция зависит от вектора г — г^—г2 и в простран-

стве г может быть изображена следующим образом. Она равна
единице в параллелепипеде, ребра которого еь е2, ез и равна нулю
вне его. Легко видеть, что даже в случае равенства всех е*
такая корреляционная функция не будет изотропной, так как па-
раллелепипед перейдет в куб, а не в сферу, что необходимо для
изотропии.

Строго говоря, функцию (5.46) можно использовать для ап-
проксимации корреляционной функции лишь условно, поскольку
ее спектральная плотность

Ф0ч) = sin *;£,•/(*. е.) (5.47)
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при определенных значениях частот *г принимает отрицатель-
ные значения, чего, как известно, не должно быть, если /,• —

«настоящая» корреляционная функция. Поэтому использование
подобных аппроксимаций может приводить к погрешностям, кото-
рые следует оценивать в каждом конкретном случае.

Рассмотрим, например, вычисление Н\ в том случае, если поле
проницаемости изотропно, а корреляционная функция аппроксими-
руется изотропной е-корреляцией

К (г) = l f ^ < £ * (5.48)

10, Й>е.
В трехмерном случае ей соответствует спектральная плотность

являющаяся знакопеременной, убывающей по модулю функцией %,
имеющей максимум при % = 0. При интегрировании, очевидно,

# з = — -±-Ф(*)йх3 = —±. Ф(х)Лс 3 = — Л, (5.50)
Х 2 3 3 К

т.е. получен точный результат, несмотря на то, что использованы
е-корреляция и ее спектральная плотность. Конечно, причина это-
г о — то, что реализуется функционал от спектральной плотности,
в данном случае, интеграл от нее.

Далее, используя s-корреляцию, мы получим простую формулу
для момента Н\, а затем сравним результаты расчета по ней и ра-
нее полученным формулам.

Итак, в случае е-корреляции (5.46), интегрируя (5.21) по час-
тям, имеем

Нз = J у у Gc ,-j| (p) d(.\d(.2d(,3. (5.51)

После несложных преобразований отсюда следует

шг/*\ .-. Ш=13з = 0. (5.52)

__ Интересно, что при si = ег = ез = е, как и в случае изотропии

н\ = -1/з.

Положив в (5.52) параметр е3->оо, получим простую формулу

Щ = — 2те—' aretg (ег/ei). (5.53)

Результаты вычислений Н\ по формуле (5.53) представлены в
третьей строке табл. 12. Нетрудно видеть, что результаты расчетов
по всем формулам довольно близкие. При изображении трех зави-
симостей на графике кривые практически совпадают.
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Вернемся к рассмотрению корреляции Нг3 в трехмерном слу-
чае. Используя корреляции /, в виде (5.43), получим довольно
громоздкие формулы

/ 2 2 ) ,~ (5.54)

где
= е,/е2, 0 = ei/e3, ? * = arctg |3/а,

аЗ

Результаты расчетов по формулам (5.54) и (5.52) представлены

в табл. 13 в виде дроби, числитель которой соответствует формуле

(5.54), а знаменатель подсчитан по простой формуле (5.52). По-

скольку Нц-^-, т) = ^Ч~^~' Г г з н а ч е н и я моментов в незапол-

ненных клетках таблицы идентичны числам, находящимся в клетке,

симметричной относительно главной диагонали.
ТАБЛИЦА 13
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Как и в двумерном случае, результаты расчетов по различным
формулам довольно близки. Исключением является область, где
значения моментов малы и где важен лишь порядок величин.

Таким образом результаты сопоставления расчетов Н\ показы-
вают, что значения момента слабо зависят от выбора корреляцион-
ной функции и, в частности, допустимо использовать модель е-кор-
реляции.

Рассмотрим теперь корреляции полей гидродинамических эле-

ментов, считая, что поле k'(r) однородно и е-коррелировано,

причем ограничимся исследованием моментов Н<1, поскольку через

них и ранее вычисленные Н\ выражаются корреляции остальных

элементов.
Итак, в соответствии с (5.18) имеем

Hi (7, 7) = * А 2 f В " ( р ) К \ ^ (P")rfps. (5.55)

Отличие формулы (5.55) от (5.19) состоит в том, что если

в изотропном случае корреляционная функция зависит от | р | , то
в (5.55) это функция вектора.

Интегрируя в (5.55) дважды по частям и учитывая, что нор-
мированная корреляционная функция равна единице в е-паралле-
лепипеде, формулу перепишем так:

— « i — « I — *

Используя для В1' выражение (5.15), получим после довольно
громоздких вычислений компоненты тензора Н%:

Hf = J> 2 Г ' ' 'Д'^+'Ц л г Ь г ! (5-56)

3 = _ D _ 2

 £lg2e3 (e 1 + е . ) е1Е2еЗ

nkf,х0
L ^ - - ^ - . j

Я 1 2 Н 1 3 W 2 3 Н 2 1 t / 3 I г г 3 2 л 2 2 , 2 . 2

Проанализируем полученные формулы. Пусть, например е{ =
s2 = е3 =
Тогда

oil ^* 2 / ' 1 \ D 9 л 1 ,п

п 2 = - j d 2

 т j ^ = -г а2 . 0,149,

//2

22 = Hf = DJfejf V/*2 ^ 3 " = ОАГ2а20,092
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Для инварианта Я 2 получим ту же формулу, что и в случае
изотропного поля, Hi = Da2/3kl- Хотя инвариант тензора Н2 не
изменился, соотношение между Н\Х и Щ2 уменьшилось примерно
вдвое за счет роста Н\2 и Hi3. Иными словами, даже такая слабая
анизотропия, как в случае е,- = е, приводит к относительному вы-
равниванию дисперсии компонент градиента давления.

Из формул (5.56) легко получить соответствующие формулы
для плоских и одномерных полей. Так, положив в них е з = с о .
легко выписать дисперсии компонент градиента давления плоского
поля, расположенного в плоскости Х\Х2

Предположив и в этом случае ei = е2 = е, найдем

l ^ 2 0,34; Hf = 2

Инвариант Я 2 и в этом случае имеет вид Я2 = Da/2kl- И, на-
конец, из формул (5.57) получим формулу для одномерного течения
вдоль оси х\. Положив б2 = оо, найдем H\l = Da.2/kl,r. e. диспер-
сия градиента давления в отличие от случая пространства и плос-
кости не зависит от масштаба корреляции. Уместно сделать следу-
ющее замечание. При постановке задачи о поле гидродинамического
давления было принято дополнительное условие, фиксирующее зна-
чение среднего градиента давления S7Po, при этом давление разыс-
кивалось в виде ряда (5.6), для членов которого по построению
вытекало условие </?/> = 0 при i= 1, 2, . . . Возможна и другая
постановка задачи. Пусть в качестве дополнительного условия фик-
сируется средняя скорость течения и0- Тогда давление надо искать
в виде ряда (5.6), но при этом под ро понимать функцию, опре-

деленную равенством Vро = — ^

Если поле средней скорости и0 не имеет источников, а именно
этот случай достаточно интересен, р0 удовлетворяет невозмущенному
уравнению, а для рс при t = 1, . . . можно написать уравнения (5.7)
с соответствующими условиями на бесконечности. Существенным от-
личием будет то, что при новой постановке задачи для всех /?,-, за
исключением ри выполняется условие < pi > Ф 0. Поэтому, считая
возмущение достаточно малым, можно ограничиться приближением

Р (г) = Ро (г) + р\ (г). Отсюда следует, что все корреляции, вычис-

ленные ранее, сохраняются и в случае задания vo а тем отличием,

что во всех формулах вместо дро/дх] необходимо подставить вели-

ч и н у — Vo)xlkQ. При этом подразумевается, что вектор w И ОСЬ Х\

параллельны.
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В заключение отметим, что приведенный анализ корреляций
элементов гидродинамического поля был основан на первом при-
ближении метода возмущений, что, конечно, ограничивает рас-
смотрение случаем достаточно слабо флуктуирующих полей. Мож-
но показать, что аналогичный анализ реализуем в рамках теории
самосогласованного поля, излагаемой в следующей главе, и при-
годной для сильных флуктуации.

ВИХРЬ ПОЛЯ СКОРОСТИ ФИЛЬТРАЦИИ В СРЕДЕ
СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

При изучении кинематики и динамики жидкостей и газов в пори-
стой среде в современной теории фильтрации традиционен уровень
рассмотрения, оперирующий с такими статистическими понятия-
ми, как скорость фильтрации, среднее давление и т. д. При этом
остаются вне рассмотрения чрезвычайно нерегулярные характе-
ристики движения жидких частиц в индивидуальных поровых ка-
налах. Под частицей при таком уровне усреднения следует
подразумевать достаточно большую часть порового пространства,
занятого жидкостью. Перемещение таких частиц в пространстве,
вообще говоря, сопровождается и их вращением. Следует ожи-
дать, что механизм вращения жидких частиц в существенной сте-
пени определяет характеристики переноса примеси, транспортируе-
мой потоком, и, следовательно, представляет интерес изучение
вихря поля скорости фильтрации.

Заметим, что в исследованиях по теории фильтрации не при-
нято изучать распределение вихрей, что, вероятно, связано с тем,
что в наиболее изученном случае фильтрации однородной жид-
кости в однородной пористой среде вихрь скорости фильтрации
равен нулю. Кроме того, во многих задачах цель исследования —
определение связи между потоком и давлением, для которой прак-
тически несущественны индивидуальные деформации жидких
частиц.

Далее в корреляционном приближении теории возмущений рас-
сматривается поле вихря скорости фильтрации в среде со случай-
ными неоднородностями. Вычисляется корреляционный тензор
вихря, корреляция вихря с полем проницаемости, циркуляция ско-
рости для пространственных и плоских течений [36].

Введем в рассмотрение вектор Q — вихрь поля скорости филь-

трации v

Q = v X v. (5.58)

Как известно, компоненты Q в среде с постоянной пористостью
определяют угловые скорости собственного вращения жидких
частиц относительно соответствующих осей.

Рассмотрим поле вихря квазиодномерного стохастически одно-
родного фильтрационного течения в среде со случайными неодно-
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родностями. Легко убедиться, что <2>—средний вихрь такого
течения равен нулю. Действительно,

а так как <v> = Vo = const, то имеем < Q > = 0 .

Пусть среднее течение направлено вдоль оси х\. Тогда

V] — vo + vu <fl > = Уо = const,

f2 = t>2, v3 = из, < ^ 2 > = < и з > = 0 , (5.59)

Подставив (5.59) в (5.58), получим

Таким образом, при фильтрации жидкие частицы (конечно,
макрочастицы) не вращаются вокруг оси, направленной вдоль сред-
него течения.

Вычислим корреляционный тензор вектора вихря

9 " (7и г2) = <Qi(ri) Qj(rs) >. (5.61)

Подставив в (5.61) соотношения (5.60), получим

2» = 0, i = 1, 2, 3,

- Я Q33 = tt2
a^(r''r2)t ( 5. б 2 )

Если K(r\, r2) = Dexp i—|ri—Г2 |2/a2], корреляции имеют вид
2 e-^° ' [1 — 2д:.{а-"2],

2е-^/в ' [ 1 — 2хЪг\ (5.63)

Из (5.63) для одноточечных корреляций еледует

/0 0 0\
1 0 ] . (5.64)

\0 0 1/

При рассмотрении фильтрации в ередах яо случайными неодно-
ролностями будем считать внутренним временным масштабом пере-
носа величину Т = am/vo. Как видно из (5.64), внутренний времш-
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ной мацштаб вращения равен т = am/v0 К2С- Отношение временных
масштабов характеризует относительную роль механизмов переноса
и вращения. Имеем

Т/т = С V% (5.65)
и при С порядка единицы отношение характерных времен указы-
вает на значимость механизма вращения.

Рассматривая корреляции вектора вихря с другими элементами
фильтрационного поля, можно показать, что все одноточечные мо-
менты равны нулю, что, конечно, не исключает того, что разно-
точечные моменты отличны от н у л я .

Перейдем к анализу плоского поля. Положив в (5.59) флуктуа-

цию Уз = 0, получим

Отсюда следует

Q, = 2 2 = О, QS = 2 = — ~ . (5.66)
ОХ о ОХ •

< а * ( 0 ) > = 2№о/а*. (5.67)

Анализ формулы (54 67) показывает, что для любой точки на

плоскости x\Xi существует полоса шириной а\^2, ориентированная
вдоль первой оси, т. е. параллельно скорости среднего течения,
внутри которой вихри положительно коррелируют с вихрем в этой
точке, которую мы считаем расположенной на средней линии полосы.
Вне полосы вихри с центральным вихрем коррелируют отрицательно.

Д л я корреляции вихря и проницаемости имеем

< Qk' > = 2ЛоаоС2а-2х2е-'1/а\ (5.68)

т. е. вихрь не коррелирует е проницаемостью в точках, лежащих
на прямой, параллельной среднему течению. Корреляции с прони-
цаемостью в точках, лежащих по разные стороны от этой прямой,
имеют разные знаки.

Важная характеристика вихревого течения — циркуляция ско-
рости по некоторому замкнутому контуру С а ориентированным

элементом da

Г=§Ыо. (5.69)

Согласно теореме Стокса имеем

Г = | (Qn) ds, (5.70)

где S — произвольная поверхность, натянутая на контур С; d s —

элемент этой поверхности; п — единичный вектор нормали к по-

верхности.
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Рассмотрим плоское течение, а в
качестве контура С выберем пря-
моугольник со сторонами 2/ и 26,
ориентированными вдоль первой и
второй осей соответственно. Из (5.62),
(5.69) и (5.70) следует

•• b)dx\ —

Рис. 19. Зависимость безразмерной
циркуляции скорости фильтрации т
от параметра Ни для различных
с=11Ь

(5.71)

Отсюда для дисперсии циркуля-
ции получим

X dxdx' - J

< Г 2 > =» 2а2

х \ ft, —

, х',Ь, Ь)Х

(5.72)

Пусть К = Оехр (— г*/а2). Тогда, вычислив интегралы в (5.72),
найдем

< Г'! > = £>а2/2 (1 — е "')f(lla), (5.73)

где функция f определена формулой (2.16). График функции т =
= <Г'2/а2/2Д при различных ///? приведен на рис. 19. Очевидно,
мелко- и крупномасштабные флуктуации проницаемости слабо влияют
на циркуляцию. Наибольший вклад определяется неоднородностями,
размер которых близок к масштабу контура, по которому вычисля-
ется циркуляция.

Завершая краткий анализ вихря скорости фильтрации в неод-
нородных средах, отметим некоторые его особенности.

Очевидно, в стохастически однородных средах средняя завих-
ренность равна нулю, такие поля в среднем потенциальны. Изуче-
ние лишь средних полей в этом случае приводит к потере важных
качественных особенностей потока, связанных с вихревым характе-
ром флуктуации поля скорости, проявляющимся в механизме
переноса жидкости и всякого рода примесей.

В отличие от гидродинамики жидкой среды, фильтрацион-
ный поток не является носителем вихревого поля. Оно жестко
связано с пористой средой (ее структурой) и при стационарной
фильтрации не зависит от времени. Вращение жидкой «частицы>
определяется точкой пространства, в которой эта частица находит-
ся в данный момент времени.



Г Л Д В А 6

ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ
НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД

МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОЙ ПРОВОДИМОСТИ

Для многих физических процессов в неоднородных средах (тепло-
проводность, электропроводность, фильтрация жидкостей и газов
и т. д.) характерна математически эквивалентная задача опреде-
ления макроскопической или, как часто говорят, эффективной
проводимости системы на основании информации о структуре поля
локальной проводимости. Наиболее интересен и практически ва-
жен стохастический вариант этой задачи, т. е. тот случай, когда
локальное поле проводимости может трактоваться как случайное.

Истолкование проблемы неоднородности с вероятностной точ-
ки зрения определяет пути нахождения эффективной проводимо-
сти. В самом деле, решая соответствующую задачу в среде со
случайными неоднородностями и определяя математическое ожи-
дание решения или некоторых его функционалов, мы тем самым
автоматически находим эффективные характеристики. Следует
иметь в виду, что эффективные характеристики системы, найден-
ные при решении одной задачи, могут оказаться непригодными для
другой задачи, решаемой для той же системы. Дело в том, что
если масштаб неоднородности сравним с размерами системы,
эффективная проводимость зависит не только от свойств среды,
но и от размеров области и типа условий на ее границе. Иными
словами, эффективные характеристики зависят от условий задачи
в целом и, следовательно, должны определяться в каждом отдель-
ном случае.

Иначе обстоит дело в том случае, когда размеры области ве-
лики по сравнению с масштабом неоднородности. Рассматривая
неограниченную среду, мы исключаем влияние типа краевых усло-
вий на эффективные характеристики. Однако и в этом случае
эффективная проводимость должна так или иначе зависеть от всех
параметров, определяющих случайное поле локальной проводи-
мости, например, от всех моментов случайного поля. Поэтому
формулы для эффективной проводимости, если они достаточно
универсальны, должны иметь очень сложную структуру. Отсюда
следует, что реалистическую постановку проблемы определения
эффективной проводимости можно связать с поиском достаточно
простых приближенных зависимостей для широких классов полей
и, как исключение, точных формул для сред относительно простой
структуры.

Перейдем к формулировке задачи об отыскании эффективной

проводимости неоднородной среды. Пусть локальные поток v и поле

h связаны системой соотношений

у = оЛ, div v = 0, roth = 0. (6.1)
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Если трактовать систему (6.1) как фильтрационные соотноше-
ния, то в случае фильтрации однородной жидкости в неоднородной

по проводимости среде под v следует понимать вектор скорости

фильтрации, векторное поле h определяется потенциалом-давлением

pt h =—v/?> локальная проводимость а = й/р. является случайным тен-
зором, зависящим от координат. Вводя в рассмотрение средние по
объему потоки и поля

(6.2)

определим тензор эффективной проводимости а* из равенства

V = а*Н. (6.3)

Если к системе (6.1) в качестве дополнительного условия при-

соединить зафиксированное среднее поле Я либо средний поток V,
то решив соответствующую задачу, следует найти соответственно

V либо Н. Знание V и Н дает возможность в соответствии с ( 6.3)
найти а* —эффективную проводимость.

Локальную о и эффективную — а* проводимости иногда называют
динамическими модулями, поскольку они связывают динамические
характеристики — потоки и поля. При вычислении локальной дис-
сипируемой энергии

используется также локальный динамический модуль о. Возникает
вопрос о вычислении эффективных энергетических модулей, которые
можно определить по формулам, аналогичным (6.4)

Можно показать, что в случае, если поля h и v стохастически
однородны и однородно связаны, динамические и энергетические
модули тождественны. Действительно, записав

£ = <е> = <~vh > = VH + <v'h'>, (6.6)

перейдем к вычислению корреляционного момента <с'Л'>. По-

скольку rot h = 0, поле h имеет потенциал р, представленный в виде

р = —гН + X, (6.7)

где скалярное поле X стохастически однородно и < Х > = 0 .
Итак

< Р ' Л ' > = — <у' у Х > = — <div (y'X)> + <Xdiv v''>, (6.8)
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но, так как <v'\> — const, a divi/ = 0, оба члена в последнем
равенстве равны нулю и, таким образом,

<и'Л'> = 0, (6.9)

т. е. след взаимной корреляционной матрицы поля и потока равен
нулю.

Подставляя (6.9) в (6.6), получим

£ = У Я . (6.10)

Затем, используя формулу (6.3), найдем

Е = Но'Н = V {o')-W. (6.11)
Сравнив (6.11) с (6.5), получим

о' = а;, (6.12)

т. е. динамические и энергетические эффективные проводимости в
однородных неограниченных средах действительно тождественны.

Рассмотрим кратко развитие методов определения эффектив-
ной проводимости. При этом из множества работ, посвященных
эффективным параметрам, выделим лишь некоторые, связанные
либо с новыми подходами к решению задачи, либо с новыми ре-
зультатами. К тому же, поскольку определение эффективных
параметров различных полей — задачи математически полностью
или частично эквивалентные, многие результаты независимо и
многократно были получены и опубликованы различными авто-
рами [43].

Есть основание полагать, что впервые задача вычисления эф-
фективных параметров неоднородных систем приведена в работах
Пуассона, изучавшего магнитные свойства неоднородных систем
с включениями. Позднее Моссоти, а затем и Клаузиус применили
метод Пуассона для исследования неоднородных диэлектриков.
Рассмотрение задач подобного типа в оптике связано с именами
Лоренца и Лорентца, изучавших коэффициенты преломления сред
в зависимости от поляризуемости и концентрации частиц.

В работах Максвелла, Рэлея рассмотрена задача о проводи-
мости систем матричного типа с включениями иной проводимости,
размещенными регулярно либо хаотически, получены формулы для
эффективной проводимости таких систем, верные в приближении
малой концентрации включений, показано фундаментальное зна-
чение для систем с редкими включениями задачи о единственном
включении в неограниченной однородной среде.

Подход, развитый в работах Максвелла и Рэлея, породил ог-
ромное количество публикаций, в которых рассмотрены различные
частные задачи и получены асимптотические формулы для эффек-
тивной проводимости. Некоторое представление об этих работах
можно получить из большого обзора К. Лихтенеккера [43], обзор-
ной части статьи Д. Бруггемана [39].
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Для расчета эффективных характеристик использовались пред-
ставления теории самосогласованного поля, развитые первоначаль-
но в физических работах, связанных с анализом многочастичных
взаимодействий. Принцип самосогласования состоит в том, что при
расчете поля внутри включения считается, что оно окружено
«эффективной» средой, т. е. средой, проводимость которой тож-
дественна искомой эффективной проводимости. Усредняя рассчи-
танное таким образом поле по всем включениям и полагая его
равным заданному макроскопическому полю, получим уравнение
(Для отыскания эффективной проводимости.

Вероятно, первые самосогласованные параметры вычислены в
работе Д. Бруггемана [39]. Позднее аналогичные результаты были
получены В. И. Оделевским [25], Р. Ландауэром [42] и многими
другими авторами.

Следует отметить, что хотя при расчетах методом самосогла-
сования предполагается, что концентрация включений не слишком
велика, результаты сопоставления с экспериментом [25, 42], неза-
висимыми прямыми расчетами методом Монте-Карло [32], сопо-
ставления с известными точными решениями показывают исклю-
чительно высокую точность самосогласованных характеристик
практически во всем диапазоне изменения концентрации вклю-
чений. Метод самосогласования дает правильные оценки критиче-
ских концентраций непроводящей компоненты, т. е. порог, харак-
теризующий фазовый переход «проводник — изолятор».

К описанному методу самосогласования близок метод расчета,
который естественно назвать дифференциальным самосогласова-
нием. Согласно этому методу, впервые развитому Д. Бруггеманом
[39], самосогласование проводится при внесении в среду, наделен-
ную искомыми эффективными свойствами, малых порций вклю-
чений для установления связи между приращениями эффективных
параметров и приращением концентрации. Интегрируя полученное
таким образом обыкновенное дифференциальное уравнение, нахо-
дят искомую зависимость эффективных параметров от концентра-
ции. Следует отметить, что процедура дифференциального самосо-
гласования обладает свойством сильного перемешивания и потому
непригодна даже для качественной оценки явлений типа фазового
перехода «проводник — изолятор».

Известны и другие модификации процедуры самосогласования,
например рассмотренные в [12].

Перечисленные методы не носят регулярного характера в том
смысле, что успех достигается в результате учета конкретных
особенностей задачи и пренебрежения факторами, несуществен-
ными в рассматриваемом частном случае. Как правило, упроща-
ющие гипотезы обосновываются на интуитивном уровне и носят
лишь качественный характер.

Рассмотрение задачи в полной постановке связано с примене-
нием методов теории возмущений, основного аппарата современ-
ной теоретической физики. Выбрав соответствующую «невозмущен-
ную» задачу, в принципе можно записать формальное решение
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в виде ряда по некоторому параметру — возмущению, трактуемо^
му в настоящее время достаточно широко. Основная проблема
заключается в суммировании полученного ряда, осуществить кото-
рое полностью, как правило, не удается. Поэтому приходится
ограничиваться тем или иным приближением.

Вероятно, впервые метод возмущений для определения эффек-
тивных характеристик неоднородной среды применили И. М. Лиф-
шиц и Л. Н. Розенцвейг [19], изучавшие напряженное состояние
случайных упругих поликристаллических структур. Оборвав ряд
возмущений на члене, учитывающем парные корреляции флуктуа-
ции упругих модулей, они вычислили эффективные модули упру-
гости в так называемом корреляционном приближении. Позже в
этом приближении были решены многие задачи по определению
эффективных параметров.

Попытки суммирования всего ряда теории возмущений, или
по крайней мере ускорения его сходимости, связаны с методом
перенормировок, развитым в квантовой теории поля. Здесь уместно
отметить работу [28], где изложены результаты Буре, В. И. Татар-
ского и Герценштейна, рассматривавших процесс распространения
волн в средах со случайными неоднородностями. Эффективность
метода перенормировок возросла с использованием предложенно-
го В. М. Финкельбергом разделения многочастичных взаимодей-
ствий на локальные и нелокальные. Фактически это эквивалентно
выделению в каждом члене ряда возмущений некоторой его части,
ответственной за взаимодействие определенного рода, и последу-
ющему суммированию всех членов такого типа. Этот подход,
получивший в работах Т. Д. Шермергора [37] и Г. А . Фокина [33]
название сингулярного приближения, позволил авторам рассмот-
реть многие задачи теории упругости микронеоднородных сред,
определения эффективной диэлектрической проницаемости неодно-
родных диэлектриков. Б ы л о установлено, что аналогичные резуль-
таты можно получить без выписывания ряда возмущений, если
отделить с и н г у л я р н у ю и формальную производные функции Грина
в основном функциональном уравнении. Это приближение, полу-
чившее название обобщенного сингулярного приближения в ком-
бинации с модификацией метода перенормировок, позволило уста-
новить общность многих приближенных результатов, в частности
метода самосогласования, метода изучения «сильно изотропных»
сред. Была выяснена связь сингулярного приближения с мето-
дами построения вариационных границ для эффективных харак-
теристик.

К описываемым методам близок метод приближенного сумми-
рования ряда возмущений, выписанного для Фурье-амплитуд
флуктуирующих полей. Этот подход, использованный Херрингом,
развит В. А . Кудиновым и Б. Я. Мойжесом [16].

Уместно отметить, что в близких в идейном отношении задачах
распространения волн в средах со случайными неоднородностями
развиваются методы суммирования рядов возмущений с помощью
диаграммной техники Фейнмана [31].
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В некоторых частных случаях известны точные решения задачи
определения эффективных параметров систем. В первую очередь
это одномерные (слоистые) структуры, для которых продольная
эффективная проводимость (вдоль слоев) а'и = < о > , а поперечная
о2ч = <о~ 1 >~ 1 . Замечателен результат, полученный А . М. Дыхне [9].
Им доказано, что если плоская изотропная система, покрытая
подобластями различной проводимости oj и о2 таким образом, что
подобласти в среднем геометрически эквивалентны (отличие только
в проводимостях), то эффективная проводимость системы о* (р), где
р — доля областей проводимости о,, удовлетворяет функциональ-
ному уравнению

а* (р)о'(\ — р) = о,о2. (6.13)

Отсюда следует, что при р= 1/2 эффективная проводимость

„• = Yw. (6.14)
А. М. Дыхне рассмотрел также случай, когда распределение

х = In а — <1по> является четной функцией х. И в этом случае
получено точное значение эффективной проводимости

о' = ехр<1по>. (6.15)
Развитие численных методов и применение современных ЭВМ

сделало возможным определение эффективных параметров с по-
мощью прямого математического эксперимента. В этом случае
рассматриваются поля достаточно простой структуры, моделиру-
ются реализации неоднородного по проводимости поля и для
каждой из них решается численно краевая задача. Полученные
результаты усредняются и вычисляется эффективная проводимость.
Естественно, что такой путь сопряжен с рассмотрением лишь
частных задач, весьма трудоемких, однако при достаточно малом
по сравнению с размерами области масштабе корреляции дает
возможность получить эффективную проводимость сильно неод-
нородных систем. В последнее время в связи с развитием методов
теории протекания в физике твердого тела [38] решен численно
целый ряд задач определения эффективной проводимости неодно-
родных плоских и пространственных решетчатых структур. Эти
результаты, кстати, прекрасно коррелированные с теорией само-
согласованного поля, частично приводятся в обзорах Эллиотта,
Крумхансла, Лиса, Киркпатрика [32].

Специфические интересы теории протекания связаны с изме-
нением свойств неоднородных систем в окрестности точки фазо-
вого перехода «проводник — изолятор», изучением топологии про-
водящих и непроводящих областей — кластеров. Понятия и
методы теории протекания важны для изучения фильтрации не-
смешивающихся жидкостей в окрестности критических насыщен-
ностей, для которых характерно разрушение бесконечного кластера
одной из жидких фаз.

Задача о вычислении эффективных характеристик неоднород-
ных сред допускает и вариационную формулировку. В различных
задачах физическое содержание вариационного принципа может
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быть разным, математические формулировки идентичны. В зада-
чах переноса, в том числе фильтрационного, используется принцип
минимального роста энтропии системы или, что то же самое,
минимальной диссипации энергии. В задачах теории упругости
это принцип минимума потенциальной и дополнительной энергии.
В несколько необычной форме записан вариационный принцип,
предложенный Л. Хашиным и С. Штрикманом [41], однако дока-
зано, что этот принцип эквивалентен фундаментальным энерге-
тическим принципам в том смысле, что эти принципы взаимно
выводимы [37].

Вариационные принципы позволяют поставить задачу об оп-
ределении границ, внутри которых заключены эффективные харак-
теристики систем определенного класса, иными словами, построить
«вилку» для точного значения эффективной характеристики.
Очевидно, вилка будет тем уже, чем больше информации о рас-
сматриваемой системе, а точнее о классе систем, к которому она
принадлежит, будет использовано при построении границ. Так,
если не ограничивать класс рассматриваемых систем, т. е. не ис-
пользовать никакой дополнительной информации, вариационные
границы дают универсальную вилку: эффективная проводимость
любой среды заключена между средней гармонической и средней
арифметической проводимостями. Эта вилка, по-видимому, впер-
вые была установлена Винером [43].

Поскольку существует физическая система (слоистая структу-
ра), для которой универсальные границы реализуются, сузить
такую вилку можно только при помощи дополнительной информа-
ции о конкретной системе. Например, используя трехточечные
корреляционные моменты проводимости, М. Дж. Беран, Миллер
[3] строят границы, лежащие внутри универсальной вилки. Зна-
чительный интерес представляет собой вилка Хашина — Штрик-
мана [41] для эффективных проводимостей макроскопически и
микроскопически изотропных многофазных систем. Эта вилка
привлекательна тем, что в определенных ситуациях она значитель-
но уже универсальной вилки, однако остается открытым вопрос
о возможности ее сужения для случая трех измерений без привле-
чения дополнительной информации, поскольку не выяснено, суще-
ствуют ли изотропные пространственные системы, эффективные
характеристики которых совпадают с границами Хашина —
Штрикмана.

В последнее время интенсивно развиваются исследования, в
которых вопрос об определении эффективных характеристик неод-
нородных сред формулируется в терминах теории усреднения
дифференциальных операторов [11]. Приведем пример подобного
подхода.

Рассмотрим в ограниченной области D с границей S задачу Дирихле
А (и) =3 v[e(x) v"l = /. x£D, (6.16)

где функция а(х) в зависимости от вида микроструктуры может
быть периодической, квазипериодической или случайной, стохасти-
чески однородной функцией координат.
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Введем малый параметр е и рассмотрим семейство задач

Л'(ы') = v |о (Е-'Х) V u £ ] = / , x£D, uE|s = 0 . (6.17)
Усреднение семейства операторов (6.17) трактуется как задача

построения оператора А*(и*).

Л*(ы') = V|o*(*)Vu*] = f, x£D, u*|s = 0, (6.18)

такого, что и* -*• и* в норме L2 (D) при е ->• 0 для любой функции

Аналогично ставится задзча усреднения для параболических и
гиперболических уравнений.

Приведем результаты построения усредненного оператора для
случая, когда а (х) по переменным хи . . . , х„ — периодический тен-
зор с периодом 1 [11J.

В этом случае

(6.19)

где символ усреднения < > означает интегрирование по объему
единичного куба периодов; Ns (у) — периодические с периодом 1
функции в этом же кубе, удовлетворяющие уравнениям

Таким образом, определение эффективных проводимостей све-
дено к решению эллиптических уравнений (6.20) и последующему
усреднению по формуле (6.19). Реализация такой процедуры
весьма трудоемка, поскольку решить уравнение (6.20), как пра-
вило, можно лишь численно, что, в свою очередь, связано с боль-
шими трудностями. Отсюда ясно, что действуя таким образом,
установить зависимость эффективной проводимости от параметров
периодической структуры, неоднородности поля проводимости вряд
ли практически возможно. Аналогично и даже еще сложнее обсто-
ит дело при рассмотрении стохастического варианта задачи. При
этом следует учесть, что анализ процессов в неоднородных средах
далеко не исчерпывается задачей определения эффективных ха-
рактеристик. Не менее важны всякого рода корреляции полей.
Уместно добавить, что точные решения задачи определения эффек-
тивных параметров, строго обоснованные теорией усреднения
операторов,— все те же случаи одномерных (слоистых) структур
и результаты А. М. Дыхне [9], полученные иным путем.

ЭФФЕКТИВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
НЕКОТОРЫХ ДВУМЕРНЫХ ПОЛЕЙ.
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

Как уже отмечалось, известные приближенные решения не всегда
удовлетворительны при сильных флуктуациях поля проводимости.
Следует отметить также отсутствие эффективных оценок погреш-
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ностей результатов, так же как и практически полное отсутствие
точных решений задачи определения эффективной проводимости.
Исключением в данном случае, помимо уже упомянутых слоистых
структур, является работа А . М. Дыхне [9], в которой для опреде-
ленных двумерных систем получено точное значение эффективной
проводимости, что стало возможным благодаря найденному авто-
ром линейному преобразованию системы дифференциальных урав-
нений, известным образом преобразующему макроскопические
характеристики среды. Далее излагаются метод и некоторые
результаты [9], примеры возможных обобщений, делается попытка
получения приближенных зависимостей для эффективных харак-
теристик [36].

Итак, пусть «поток»-вектор v и поле h связаны системой соот-
ношений

v = ah, divu = 0, rotu = 0. (6.21)

Локальная проводимость является случайным тензором, завися-
щим от координат х, у. Введем средние по пространству поток
и поле

У = Q-i J Idw, Н = Q- 1 \ Ыш (6.22)
я ^

и определим тензор эффективной проводимости системы а* из со-
отношения

V = о'Н. (6.23)

При этом характерный линейный масштаб области усреднения 2,
например ее диаметр, должен быть значительно больше масштабов

корреляции полей v и h.

Введем в рассмотрение поля у' и Л' в качестве общих для всего

двумерного пространства линейных преобразований полей v и h

v'= aM{h -f iM2v, h' = (Ш3и + Ш 4 А . (6.24)

Здесь а, (3, f, 8 — произвольные постоянные; Mi — матрицы по-
ворота на постоянный угол ?,-.

М , = ( c o s t p < s i n 4 (6.25)
\ — S i n <fi COS<f>(/

Используя уравнения (6.21), получим

div v' = a cos ?i div h -\- -[ sin <p2 rot3u,

rot h' = p cos ?3 rotj v + 5 sin ?< div h. (6.26)
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Для того чтобы поле к' не имело источников, достаточно по-
ложить

<Pi = ± я / 2 , <Р2 = 0.

Аналогично для потенциальности поля Ы достаточно принять

?з = ± t/2, <р4 = 0.
Поскольку постоянные а, |3, 7>

 8 произвольны, положим для
определенности

I ° ^^М, М2 = М4 = (1 °) = Е. (6.27)
—\ 0) \0 \)

Поскольку штрихованные поля являются линейными преобразо-

ваниями полей и и Л, они также связаны линейно

v' = о'Л\ (6.28)
где, как легко проверить, тензор о' определяется зависимостью

о' = [лМ + То] [рМа + ЬЕ]-К (6.29)

Вводя средние штрихованные поля У и Я' в соответствии
с (6.22) и учитывая, что они также связаны линейно

V' = а,Я', (6.30)
найдем для неслучайного тензора эффективной проводимости а,
штрихованной системы

0 < = [аЛ1 + Та*][|Ша* + 8£ ] - 1 . «6.31)
Таким образом, (6.24) определяет преобразования локальных и

эффективных проводимостей исходной и штрихованной систем. Если
известен один из тензоров (а* либо о,), из (6.31) легко определить
другой. В некоторых случаях основная и штрихованная системы
макроскопически эквивалентны, т. е. а* = о, = а. Тогда (6.31) можно
рассматривать как матричное уравнение относительно о. Именно в
таких случаях А . М. Дыхне [9] получил точное решение задачи
определения эффективной проводимости.

В соответствии с принципом Онзагера тензор а симметричен.
Пусть а1 и а2 — его компоненты после приведения к главным осям.
Тогда из (6.29; имеем

Поскольку естественно выбрать преобразование таким образом,
чтобы а' также был симметричным тензором, следует положить при
переменных по пространству о1 и а2

8 = 7 = 0, (6.33)

т.е. (6.32) так же, как и (6.31), принимает вид

' а а I (о } 0 \ /С ОЛ\

с = —г—=- а = -r-l ̂  ' ) . (О.о4)

^2 р \ о и - 7
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Если поле а изотропно, а' = а2 = о и преобразование переходит в
о' = а/р<з, т.е. является инверсией точек прямой 0 < а < оо отно-
сительно центра инверсии Val$ — свободного параметра преобразо-
вания. Уместно подчеркнуть, что изотропия полей о и о' не озна-
чает, вообще говоря, изотропии соответствующих им полей о* и а..
Поэтому в общем случае

„ • ( ( • " > - ' 0 \ (6.35)

Пусть среда состоит из двух компонентов с проводимостями а}

и 02 и пусть а/р = а,. Тогда локальное преобразование исходной
системы в штрихованную запишется так: а' = о*/о. Легко видеть,
что при таком преобразовании подобласти, содержащие в исходной среде
компоненту oi, сохранятся и в среде штрихованной. Подобласти прово-
димости а2 переходят в подобласти проводимости о?/о2. Таким образом,
при полном сохранении геометрии исходная и штрихованная среды
будут различаться лишь тем, что в среде штрихованной вторая
компонента будет иной, чем в среде исходной. Если о* — тензор эф-
фективной проводимости исходной среды при фиксированной р-кон-
центрации первой компоненты следует считать, что

о* = о* (Я, о ь о 2).

Тогда oi—тензор эффективной проводимости штрихованной среды
запишется так

о* = о* (Я, о,, о2/о2).

Отсюда из формулы (6.35) следуют соотношения для компонентов

«11 (Л <»1, О2)о22(Л °1, OlM) = "I ,

б22(Л О], 02) 011 (Я, О], Oi/02) = 01. (6.36>

Проверим соотношения (6.36) на простом примере слоистой среды.
Считая оц продольной, а 022 поперечной компонентами тензора про-
водимости, запишем

а'ц (Р, 01, 02) = < 0 > = РО, + (1 — Р) 02,

022 (Р, 0 Ь 02) = < 0 - ' > - ' = 0,02 [Р02 + (1 — Р) О, J.

Подсчитав ой (Р, oi, о?/о?) = <о>~'о? и oj, (P, о,, о?/о2) =
— <о~1> а2, убеждаемся, что равенства (6.36) обращаются в тож-
дества.

Интересен случай о2 ->- О, т. е. исходной области с непроводящими
подобластями. Легко видеть, что в штрихованной системе эти под-
области превратятся в идеальный проводник с бесконечной прово-
димостью. Соотношения (6.36) примут вид

oil (Р, о ь О о 2 2 (Р, о,, со) = аи (6.37)
* О

, °\, 0 ) о ц ( Р , О,, СО) = О,.
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Если рассматриваемая система изотропна, оба равенства в (6.37)
совпадают, и можно записать а* = о*1а{.

а'(Р, 1, 0 ) ? ( Л 1, оо) = 1. (6.38)

Таким образом, считая проводимость а] единичной, приходим
к выводу, что проводимость дополнительной системы, т. е. системы,
в которой изолятор заменен идеальным проводником или, наоборот,
идеальный проводник заменен изолятором, эквивалентна сопротив-
лению исходной среды.

А. М. Дыхне рассмотрел случай, когда плотность распределения
величины х = 1па—<1па> является четной функцией х. Тогда
при <х/|3 = ехр(2 <1по>) логарифм штрихованного поля распреде-
лен аналогично и, следовательно, макроскопические характеристики
исходного и штрихованного поля идентичны. Поэтому

о* = |Лх/р = ехр<1па>. (6.39)

Формулу (6.39) можно преобразовать и придать ей вид, под-
сказывающий возможные пути обобщения. Итак, поскольку

1па = х + < 1 п а > , (6.40)

имеем
о = ехр[х + <1па>]. (6.41)

Отсюда

< 0 >=е< 1 п °> f ex/(x)dx, (6.42)

< a - 1 > = e-<ln°> J е-"/(х)Л. (6.43)
—оо

Но, поскольку/(х)— четная функция, последнюю формулу можно
переписать в виде

< о - ' > = е - < | п а > ] е г/(*)Л. (6.44)
— со

Сравнив (6.42) с (6.44), получим
ехр<1па> =[<а><а-'>-'] 1 /2 (6.45)

>и, следовательно,

0 * = [ < 0 > < 0 - 1 > - 1 ] 1 / 2 . (6.46)

Если распределение х — гауссово, то

о*= <а>ехр(—Д 2/2), Д2 = < х 2 > . (6.47)

Для гауссового распределения In а можно получить иное выра-
жение для <1па>
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и, следовательно, из (6.39) вытекает

о ' = < 0 > ( ] +С2)~1 / 2. (6.48)
Это точные соотношения для двумерного поля, логарифм про-

водимости которого нормален.
Разложив V\ + С2 в ряд, ограничиваясь первыми двумя члена-

ми, получим

а*= < « > ( ! +С 2 /2)~'. (6.49)

При малых С последней формуле эквивалентна зависимость

, = < 0 > ( 1 — С?/2). (6.50>

Если поле логнормально, то в случае одномерного поля имеем

а* = < а-1 > - ' = ехр|а — Д2/2], (6.51)
где

а = < 1 п о > = 1|п < > , Д2 = 1п(1 + С2).
6 I + С

Отсюда
а* = ехр|1п < о > — 1п(1+С 2 ) | (6.52)-

или
а =<о>(1+С 2 )- ' .

Применение метода возмущений к исходной задаче (см. четвер-
тый раздел, гл. 6) дает

а = <а>(1 + С 2 / п ) - ; , (6.53).
где п — произвольная размерность пространства. При этом логнор-
мальность поля проводимости явно не предполагается. Сопоставле-
ние формул (6.48), (6.52), (6.53) позволяет предполагать, что эф-
фективная проводимость для произвольного п, включая п = 3,
имеет вид

с = <o>/V\ +C2, (6.54).
или в иной форме

а = < о > ехр(— Д2/я). (6.55)

Если In а распределен по нормальному закону, последние фор-
мулы преобразуются к виду

а* = < о > 2 / 3 < а - | > - ' / 3 . (6.56)

Таким образом, формулы (6.46), (6.51), (6.56) можно объединить
в одну

о* = !<<*> I " [ < о - ' > - 1 1 п . (6.57)
При п = 1 эта формула является точной при любом распределе-

нии, при /г = 2 она точна, если распределение х четное и, наконец,
при п = 3 можно ожидать, что формула довтаточно точна при лог-
нормальном распределении а.
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Таким образом, с ростом размерности пространства растет вклад
средней проводимости и убывает вклад гармоничества проводимости
в эффективную проводимость.

Вернемся к рассмотрению двумерных полей. Пусть поле о изо-
тропно и двухкомпонентно, т. е. о в различных точках пространства
принимает значения в\ или а2 соответственно с вероятностями Р и
I — Р . Если положить а/р = о\о2, то штрихованное поле будет от-
личаться от исходного тем, что в.подобластях постоянства пара-
метров произойдет замена ai5=t02. При этом, очевидно, P ^ l — Р,
т. е. концентрация первой компоненты станет равной 1 — Р. Если
исходная среда макроскопически изотропна, то и штрихованная
также будет изотропный. Легко понять, однако, что зависимость
эффективной проводимости от концентрации одной из компонент для
основной и штриховгнгюй систем могут быть различными. Напри-
мер, если основная система матричного типа, то справедливость
такого утверждения очевидна. Учитывая это обстоятельство, для
изотропных систем матричное равенство (6.38) перепишем в виде
Функционального уравнения

в, (P)oJ( l — Р) =<з,а2, (6.58)

при этом под <з\ понимается эффективная проводимость исходной
системы, под аг — эффективная проводимость штрихованной си-
стемы.

Если исходная система такова, что указанная транспозиция не
меняет эффективной проводимости системы, и, следовательно,

«з (6.58) имеем
а'(Р)а'(1—Р) =0,02. (6.59)

Пусть теперь Р = 1/2. Тогда из последнего уравнения имеем
точный результат

о' (1/2) = Vw2. (6.60)

Таким образом, существенная симметрия случайного поля дает
возможность получить точное соотношение (6.60). Доказано, что
это равенство имеет место и для регулярных систем типа «шахматной
доски», белые и черные поля которой имеют проводимости а\ и аг.

Несложные рассуждения показывают, что при oi = 0 и Р > 1/2
эффективная проводимость а* = 0, т. е. концентрация Р = 1/2 яв-
ляется критической.

Легко проверить, что оба случая, для которых удается получить
решение задачи об эффективной проводимости, фактически разли-
чаются только значением постоянной 6 = Т^а/р, для которой рас-
пределения а/6 и 6/а идентичны. Ими исчерпываются известные точ-
ные решения задачи об эффективных параметрах. Кажется заман-
чивым использовать соотношение (6.59) для получения приближен-
ных решений, рассматривая его как функциональное уравнение
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Далее получены довольно простые соотношения и дается сравнение
расчетных показателей с результатами математического эксперимента
по прямому определению эффективных параметров численными
методами.

Итак, рассмотрим двухкомпонентную гетерогенную среду и пусть
для определенности о2 > о, Ф 0. Введем новую переменную и = Р —
— 1/2. Поскольку Я = 1 / 2 и « = 0 —критическая концентрация,
можно без ограничения общности считать, что а*(и) = а\ при и<0 и

о' {щ = 02 (и) при и > 0, где а, — различные, вообще говоря, функ-
ции. Будем предполагать, что они аналитичны, т. е.

о] (и) = а0 + а^и + а2и
г-\- . . . , и < 0, (6.61)

ад (и) = bo + Ь\и + b2u
2 + . .-, и > 0.

Естественно, при и = 0 функции oi (0) = о2 (0) = У а\а2 и, следо-
вательно, ао = bo = j/oic?. Из соотношения (6.59) вытекает, при

0

О| ( «) О2 (U) = OiO2 (6.62)
или

(а0 — ахи-\-аги2 — . ..)(bo +bm +Ь2и* + . . . ) = ою2, (6.63)

что е учетом значений ао и Ь* даст

« (ао&1 — aifeo) + «2 (До&э — а\Ь\ + а2Ь0) + ... = 0. (6.64)

Приравнивая нулю коэффициенты при ип, получим бесконечную
систему уравнений

—a\bn — 0, афч — a\b\ + a2bo = O, ... (6.65)

Очевидно, число неизвестных превышает число уравнений, как
и должно быть, поскольку соотношение (6.62) содержит две не-
известные функции. Однако, если в разложениях ограничиться не-
большим количеством членов и, кроме того, привлечь независимо
полученную информацию об этих функциях, задачу определения oj
можно сделать разрешимой единственным образом. В качестве такой
информации можно использовать соотношения oj ( l/2)=o 2 , а\ (1/2) = аи

а также X, — значения производных da)/du в точках u = ± 1/2, ко -

торые можно вычислить независимо, например методом возмущений
в приближении малой концентрации и т. д. Стоит подчеркнуть, что
задание о( (и) сразу в двух точках не является излишним, по-
скольку соотношение (6.59) при урезании бесконечной системы (6.65)
будет выполнено лишь приближенно.

Пусть о, аппроксимируется кубическими параболами. При и > 0

о! (и) = ао — а\и + а2и
2 — а3и

3, (6.66)

а\ (и) = bo + b\u + b2u
2 + fau3.
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Используя найденные ранее значения аа, Ьп и условия при и =
= ± 1/2, получим уравнения

(6.67)

— Q-2 -тг Из ^ О) — у C\G2f

О

— а, + О2 — у а з = h,
з

6, + ft? + J Ь3 = Х2.
Система состоит из четырех уравнений с шестью неизвестными.

Для замыкания системы используем два соотношения из (6.65)

l— щ) = 0 , (6.68)

(Ь? + а.2) — й\Ь\ = 0.

Поскольку мы предположили аналитичность о* (и), использова-
ние двух уравнений из (6.65) обеспечивает выполнение равенства
(6 62) с погрешностью О (и3). Отметим, что из первого уравнения
(6.68) при ai Ф 0 следует а.\ =Ь\, т. е. в точке « = 0 функции о*
не только равны, но и гладко «склеены».

Решив уравнения (6.67) и (6.68), найдем ait biy а с ними и
искомые зависимости.

Для простоты рассмотрим случай, когда о, аппроксимируется
линейной зависимостью. Тогда а2 = а3 = 0 и из первого уравнения
(6.67) следует а\ = 2 | A j | a 2 — a j . Третье уравнение из (6.67) следует
исключить из рассмотрения, а из системы (6.68) исключить второе.
Решив оставшиеся уравнения, получим

а, = й, = 2 ( К ^ — а,); &2= \2{V^l— V^d - 21 +

+ 4(Vr^72 —о,); Ь3 = 4Х- \6(V^-V^}2~ 8{V^2 — a.).
Д л я вычислений необходимо задать М<з,, 02)- Д л я этого исполь-

зуем решение задачи об эффективной проводимости среды прово-
димости о2, в которой имеются включения проводимости о ь причем
концентрация включений мала. Д л я включений круговой формы,
следуя [17], из (6.10) можно получить

°* = °2 + Р V i a <6-69>

и, следовательно,
2о„ (а, — а»)

X = -H-i-j- - . (6.70)

Результаты расчетов эффективной проводимости приведеня в
табл. 14, где представлены функции a* = o,7a2 в зависимости от и
и параметра о = о^зг. Там же для каждого ы приводится величина
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0[ • 02, отклонение которой от а характеризует погрешность основного

функционального уравнения. Анализ таблицы показывает, что при

достаточно больших а эта погрешность незначительна.

Функ-
ция

0 0 ,05 о. 10 0, 15 0, 20

и

0,25 0, 30 0 .35 0,40

ТАБЛИЦА

0,45 0

14

,50

о = 0,01

— •

0,1000

0,1000

0,0100

0,0910

0,1237

0,01!3

0,0820

0,1738

0,0142

0,0730

0,2459

0,0640 0,0550

0,3357

0,0179 '0,0215

0,4387

0,0241

0,0460

0,5507

0,0253

0,0370

0,6672

0,0247

0,0280

0,7838

0,0219

0,0190

0,8962

0,0170

0,0100

1,0000

0,0100

а = 0,1

0,3162

0,3162

0,1000

0,2946

0,3455

0,1018

0,2730

0,3888

0,1062

0,2514

0,4442

0,1116

0,2297

0,5095

0,1170

0,2081

0,5829

0.1213

0,1865

0,6622

0,1235

0,1649

0,7456

0,1229

0,1432

0,8311

0,1190

0,1216

0,9165

0,1115

0,1000

1,0000

0,1000

= 0,3

о,а2

0,5477

0,5477

0,3000

0,5230

0,5756

0,3010

0,4982

0,6092

0,3035

0,4734

0,6479

0,3067

0,4486

0,6909

0,3100

0,4239 10,3991

0,7375

0,3126

0,7870

0,3141

0,3743

0,8383

0,3140

0,3495

0,8920

0,3118

0,3248

0,9460

0,3072

0,3000

1,0000

0,3000

Результаты расчетов эффективной проводимости сравнивались
с результатами численного моделирования неоднородной среды.
С этой целью в квадрате, покрытом разностной сеткой 40X40,
случайным образом генерировались реализации неоднородного
поля, проводимость которого равна единице, с элементарными
включениями проводимости а, концентрация которых равна Р.
Значения проводимости в соседних ячейках независимы. Решая
соответствующую краевую разностную задачу для генерированно-
го поля, вычисляли эффективную проводимость. Этот процесс
повторялся несколько раз. Результаты расчетов отмечены на рис.
20, 21 крестиками. Кривая 2 получена при расчете по формулам
(6.66). Учитывая некоторое различие в постановке задач (диск-
ретное и непрерывное поле, конечная и бесконечная области,
различие в форме включений и т. д.), результаты сопоставления
следует считать удовлетворительными, тем более для случая а=
= 0,25. Здесь же на рисунках приведены < а > , <сг 1>~ 1_и их
полусумма в зависимости от (1—Р). При этом в случае а=0,25
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o,s

0,5 1-Р

V \

Рис. 20. Зависимость эффективной про-
водимости о* от концентрации низко-
проводящей компоненты (1 — Р) при

Г = 0,25.
; < о > ; 2 — расчет по (6.66); 3 —

О 0,25 1-Р

Рис. 21. Зависимость эффективной про-
водимости "о* от концентрации низко-
проводящей компоненты (1 — Р) при

о = 0,001.
/ < о > ; 2 — расчет по (6.66); 3 —

f < а > + < о"1 >~']/2

не нанесена кривая [<а> + <о-1>-1]/2, поскольку она практи-
чески совпала с кривой 2, полученной в настоящей работе, а при
^=0,001 не нанесена кривая <с- 1 >- 1 , поскольку она почти во
всем интервале близка к оси абсцисс.

Можно видеть, что оценки эффективной проводимости с по-
мощью средних арифметических, гармонических или их полусуммы
приемлемы лишь для достаточно слабой неоднородности.

Переходя к анализу анизотропных полей, запишем соотношения
(6.34) и (6.35) в виде

(6.71)

(6.72)

а а

°*~ У det а*'

где det о и det о* означает определитель тензоров о и а*.
Если существует положительная константа а/р, для которой

локально-анизотропные поля о и а' эквивалентны по статистическим
распределениям, то эффективные проводимости исходной и штри-
хованной систем тождественны, из (6.72) имеем точное равенство

deto, = a/p. (6-73)

Если же эффективные проводимости изотропны, то точно опре-
деляется

с. = УЩ. (6-74)

Перейдем к рассмотрению конкретных систем.
1. Пусть плоская система содержит однородные включения двух

типов, тензоры проводимости которых 01 и 62 = пои где п произ-
вольное положительное число.
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Выбрав a/j3 = « d e t a b найдем, что в исходной и штрихованной
системах проводимости во включениях поменялись местами. Соот-
ветственно изменились и концентрации включений. Если концен-
трации одинаковы (Р = 1 / 2 ) и система такова, что эффективные
проводимости исходной и штрихованной систем совпадают, то из
(6.73) следует

d e t o , = n d e t o i , (6.75)

или иначе

det a* = (detо, det o2)V2. (6.76)

Если Р ф 1/2, в штрихованной системе доля проводимости о\
будет равна (1—Р), и для систем с геометрией включений, неза-
висимой от их проводимости, из (6.72) получим

а* (1 — Р) det о, (Р) = о# (Р) (det a, det а2) '/г. (6.77)

Если включения изотропны, то aXl = aUl = о ь па{ — а2, и для
макроизотропных систем из (6.76) и (6.77) следуют формулы
(6.58), (6.60).

К рассмотренным примерам близок следующий случай. Пусть
в однородной анизотропной плоской системе с главными проводи-
мостями ох и ау имеются включения двух типов. Главные проводи-
мости первого ах и ау, второго ахау/ау и ахау/ах. Объемные доли вклю-
чений одинаковы, а их расположение статистически эквивалентно.
Приняв а/$ = охаи, получим из (6.71), что в штрихованной системе
по сравнению с исходной проводимости во включениях поменялись
местами, матрица осталась неизменной. Очевидно, эффективные
проводимости исходной и штрихованной систем одинаковы и из
(6.72) вытекает

det о„ = ах1у. (6.78)

Если матрица изотропна ах = оу — а, включения изотропны и
система в целом изотропна, из (6.78) имеем

о+ = о. (6.79)

Таким образом, внесение в однородную плоскую систему произ-
вольных и равных долей геометрически эквивалентных включений
указанной структуры не меняет ее эффективной проводимости о,
в случае макроизотропной системы и не меняет deta,,, в общем
случае. В частности, при ах = ау = 0 из (6.78) и (6.79) следует,
что непроводящие и идеально проводящие включения вносят в
dets^ и в о,,, взаимно компенсирующиеся вклады.

Если РчфРг, то из (6.71) и (6.72) при сделанных предполо-
жениях о геометрии включений следует

°* (Яз. Я2) det о* (Р2, Р3) = в , (Ръ Р») о Я (6-80)

и если матрица, включения и система в целом изотропны

°* (Pi, Яз)о„(/>3, Я2) = о2. (6 81)
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2. Пусть плоскость заполнена включениями, для тензоров ло-
кальных проводимостей которых о,- выполнено условие

det о,- = с = const. (6.82)

Тогда при задании а/(3 = с из (6.71) следует а' = а, т. е. штри-
хованная система тождественна исходной. Поэтому из (6.73) имеем

det з„, = с (6.83)

и, если эффективная проводимость изотропна, из (6.83) вытекает

а* = V'c (6.84)

В частности, из (6.84) следует формула А . И. Дыхне [9] для
эффективной проводимости двумерного поликристалла, состоящего
из хаотически ориентированных анизотропных кристаллитов.

Очевидно, соотношения (6.83) и (6.84) сохраняют свой смысл
и для непрерывных сред, удовлетворяющих условию det a = с. Такие

среды легко «сконструировать». В самом деле, положив ах (г) =

= Ycf(r), где / (г) — произвольное неотрицательное стохастически

однородное случайное поле, a ay(r) = \^cf~x (r), получим среду
с искомыми свойствами.

3. Рассмотрим плоское случайное поле, локальный тензор про-
водимости которого является непрерывной функцией координат.
Пусть главные оси локального тензора проводимости не зависят от
координат и совпадают с осями х н у . Пусть также компоненты

тензора проводимости а (г)—скалярные случайные поля ах(г) и

a v(r) имеют одинаковые многоточечные функции распределения.
Выбрав a/р = ехр2 < \пах> = ехр 2 <1па^>, найдем из (6.71), что
средние значения логарифмов компонент тензоров а и а' одинаковы,
а вектору

, > ) (6.85)

в случае штрихованного поля соответствует вектор

х' = « l n a i / > — lno v > <1па,> — \пах). (6.86)

Если предположить, что случайная структура такова, что много-
точечная функция распределения поля ч является четной функцией
ч, то из тождественности распределений ах и ау следует, что век-
торные поля х и •*.' распределены одинаковой, следовательно, штри-
хованное поле имеет ту же эффективную проводимость, что исход-
ное. Поэтому

det a* = ехр 2 < 1па,> = ехр 2 <1па„>. (6.87)

Если поля ох и а„ некоррелированы, эффективный тензор а̂
изотропен и

а+ = ехр < l n a J C > = ехр < l n a j , > . (6.88)
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Точно так же будет и при полной корреляции полей ах — ау — о,
т. е. изотропии локального поля. Из (6.88) следует формула (6.39).

Заканчивая рассмотрение задач, для которых удается получить
точное решение, остановимся на системе, распределенной по закону
Коши

/(o) = 2 a / i r ( a 2 + a 2 ) , а > 0, а > 0. (6.89)

Очевидно, такая система обладает весьма сильной неоднород-
ностью-— все моменты с неограничены, коэффициент вариации про-
водимости бесконечен и потому любые приближенные методы, осно-
ванные на разложениях по моментам поля проводимости, непри-
менимы.

Легко проверить, что случайная величина х = 1 п а — < 1 п а >
распределена по закону

g(x) = (icchx)-1 (6.90)

и, следовательно, g (у) — четная функция %. Поэтому точное значе-
ние эффективной проьодимости составит

а* = е х р < 1 п а > = а. (6.91)

ПРИБЛИЖЕНИЕ МАЛОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ.
ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ ДЛЯ СРЕД С ВКЛЮЧЕНИЯМИ

Рассмотрим двухфазную среду, структуру которой можно описать
так: в неограниченной однородной среде проводимости о2 имеются
включения проводимости о,. Полагая, что включения распределены
в пространстве случайно и в среднем равномерно, займемся задачей
о вычислении эффективной проводимости среды в целом. Итак, вы-
берем в пространстве некоторый объем W, содержащий достаточно
много включений и, вводя средние по объему поток и поле

^ (6.92)

определим эффективную проводимость из соотношения

V = о*Я. (6.93)

Рассмотрим выражение

V = - 1 1 rtW = -£- 1 hdW + ^r I hdW, (6.94)

где W — о б ъ е м , занятый t-й фазой.
Следуя Л. Д. Ландау и Е. М. Лифши цу 117], будем считать, что

включения в среде распределены таким образом, что можно пре-
небречь их взаимным влиянием при вычислении поля h внутри
включений. Иными словами, для определения поля внутри вклю-
чения можно рассмотреть задачу о единственном изолированном
включении проводимости о\, расположенном в неаграниченной среде
проводимости аи. Если предположить дополнительно, что это вклю-
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чение имеет форму эллипсоида, то, как известно [17J, поле внутри
включения однородно и выражается через поле на бесконечности

Н следующим образом:

А = С//, (6.95)

где тензор С зависит от а\, а2 и параметров эллипсоида. Так, если
ait Q-z, аг — полуоси эллипсоида — включения, а координатные оси
Х\, хз, х3 — главные оси тензоров о, и о2, то

= О, 1Ф т, (6.96)

=

 Q i a 2 a 3 Г as n =

2 J ( s + t t } > \ R * K s ~

Q l g 2 a

где ao — произвольный параметр, величина которого не влияет на
коэффициенты /г;.

Как известно, коэффициенты щ можно выразить через эллипти-
ческие интегралы, а в том случае, если исходные включения —
эллипсоиды вращения или бесконечные эллиптические цилиндры —
через элементарные функции. Кроме того, при любых параметрах

Пусть, например, а\ = а% < аг, т. е. в преобразованной (штри-
хованной) системе координат включение — вытянутый эллипсоид
вращения. Тогда

—dhdL (6.97)
Если а\ = а.2 > аз» т. е. преобразованное включение — сплюсну-

тый эллипсоид вращения,

, /г, = л 2 = 4 ( 1 - л з ) , / = ] / ^ j - 1 . (6.98)3 6 (
аз

Графики зависимости щ = п3 (а\/аз) для вытянутого и сплюсну-
того эллипсоидов вращения представлены на рис. 22, 23. Если же
а3 = оо, т.е. преобразованное включение — неограниченный эллип-
тический цилиндр, то в соответствии с (6.96)

п\ = а2/ (а,1+ а 2), «2 = a i/ (a ' i+аг) , п3 = 0. (6.99)
Возвращаясь в рассматриваемом приближении к вычислению

эффективных параметров, учтем постоянство h в области W\. Тогда,
считая область W достаточно большой и полагая, что W[/W ->- Р,
получим из (6.94)
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О 0,5 a',/a's

Рис. 22. Зависимость коэффициента де-
поляризации Ид вытянутого эллипсои-
да вращения от соотношения осей

0.8

0,6

Oft

0,33

Рис. 23. Зависимость коэффициента де-
поляризации п3 сплюснутого эллипсом*
да вращения от соотношения осей
а]1а3 >. 1

V = РкцСЯ + /W/ 2 ,

где Hi — среднее поле области вне включений

(6.100)

Определив #2 из очевидного равенства

# = P l C # + ^2#2 (6.101)

и подставив в (6.100), найдем

V = [02 + Я, (а, — о2) С] Н, (6.102)

и, следовательно, тензор эффективной проводимости имеет вид

а * = 0 2 + Я , (о, — ог)С. (6.103)

Пусть среда и включения изотропны, включения имеют форму
сферы. Тогда «/=1/3, С = За2 (2о2 + oi)~' и эффективная проводи-
мость макроизотропной системы

= о2 +
З а 2 (О| —. (

Эта формула впервые была получена Максвеллом. Если вклю-
чения, одинаково ориентированные в направлении третьей оси, —
бесконечные круговые цилиндры, из (6.99) следует п3 = 0, п.] —
= «2=1/2. Кроме того, Си = С22 = 2o2(oi + о 2 ) - ' , Сзз = 1 и, сле-
довательно, тензор эффективной проводимости макроскопической
анизотропной системы имеет вид

oil = O22 = 02 + Я, " 2

а ^ ' ~ " 2* , О33 = />2O2 + Р ^ . (6.105)

Отметим, что формула (6.103), как и ее следствия (6.104) и
(6.105), применима при сильно различающихся о, и о2, но при этом
должна быть достаточно малой концентрация включений Р. Линей-
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«ая зависимость эффективной проводимости от Р, точная асимпто-
тически при малых Р, при достаточно больших Р и О| Ф 0 приводит
к физически неприемлемым результатам. Исключение — предельный
случай слоистой структуры, для которой формула (6.103) является
точной.

Рассмотрим подробнее случай, когда проводимость включений ях

существенно отличается от проводимости о2. В предельной ситуации
si <̂  02 имеем для пространственной и плоской изотропных струк-
тур соответственно

а* = а2(] — 2Р|) . (6.106)
Естественно, что первую формулу можно использовать при

Р\ < 2/3, а вторую — при Р < 1/2. Легко видеть, что в соответст-
вии с этими формулами Р\ = 2/3 и Р\ = 1/2 являются критическими
концентрациями, при которых соответствующие системы перестают
быть проводящими. Заметим, что Р = 1/2—точное значение кри-
тической концентрации для изотропных двумерных систем. Как
показывают сопоставления формул <з расчетами модельных систем
|32], указанные приближения практически удовлетворительны в ши-
роком диапазоне изменения Р\. Линейность обычно нарушается лишь
в узкой области вблизи критической концентрации.

В случае ai > o2 формулы (6.104), (6.105) соответственно прини-
мают вид

а* = а,(\+2Рх). (6.107)

Легко понять, что такие приближения годятся лишь в узкой
области вблизи Рх = 0, поскольку не описывают быстрого возра-
стания проводимости системы с ростом Р, вплоть до ее «пробоя»,
т. е. реализации бесконечной проводимости всей системы при от-
личной от единицы концентрации высокопроводящих включений.

Вывод формул (6.104) и (6.105) близок к методу Максвелла.
Приведем вывод формул Максвелла и попутно отметим, что по-
местив в обзоре [32] формулу Максвелла, авторы приводят
процедуру ее получения. Легко убедиться, что реализация их ре-
комендации приводит не к формуле Максвелла, а к формуле
(6.105), которая, как будет видно из дальнейшего, является лишь
частным случаем формулы Максвелла.

Итак, рассмотрим случай размещения в неограниченной среде
проводимости а2 включений — шаров проводимости <з\ и радиуса а.
Рассмотрим шар радиуса b > а, и пусть в нем содержится п малых
шаров. Тогда при достаточно большом п имеем

(6.108)

Воспользуемся решением задачи о рассеянии однородного на
бесконечности поля единичным шаровым включением. Как известно
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[17], если центр сферической системы координат совместить с цент-
ром включения, то П — потенциал рассеянного поля вне шара

а3 (а, — а.) cost)

Пусть теперь г > Ъ- Тогда, считая вклад каждого из малых
шаров в рассеянное поле П (г) аддитивным и независимым, получим
вклад включений шара радиуса b в виде

а3 (а а ) СО9 в >па3

С другой стороны, при оценке этого вклада будем считать, что
шар радиуса b рассеивает поле как единичный шар — «включение»*
проводимость которого равна а*. Тогда

Ь3 ( a , — a * ) COS 6 -
П= ^ 2 , , + . ' ) ' " ' • < 6 Л П >

Приравнивая (6.110) и (6.111), с учетом (6.108) получим фор-
мулу Максвелла

О * = : 0 2 о

2 ^ ' / ' Г- (6.112)
2а2 + а,-Р, (а,-а2) V '

Нетрудно убедиться, что при малых Р формула (6.112) экви-
валентна формуле (6.104). И хотя при выводе (6.112) также
принято, что концентрация включений мала (малы эффекты взаи-
мовлияния включений), результаты расчетов даже при Р\^\ каче-
ственно приемлемы. Легко проверить, что в этом случае о*-+О\,
чего нет при использовании формулы (6.104). Являясь прибли-
женной, формула (6.112) в соответствии с допущением о слабом
взаимодействии включений не описывает возможного эффекта
запирания системы при ai = 0 и достаточно больших Р\. Аналогич-
но обстоит дело и при ai->-oo. Формула (6.112) не описывает
«пробоя» системы при Р\, отличных от единицы.

Задача о сферических включениях, центры которых образуют
в пространстве правильную периодическую решетку, и вычислении
эффективной проводимости такой системы подвергается изучению,
начиная с работы Рэлея, в которой получены первые два члена
разложения а* по степеням концентрации включений Р. Замеча-
тельно то, что первый — главный член этого разложения — совпа-
дает с решением Максвелла (6.112). Следует отметить, что в
работе [4] получены следующие два члена разложения. Там же
показано, что если oi<CcT2, Т. е. проводимость включений меньше
проводимости среды, то точное значение эффективной проводимо-
сти периодической структуры со сферическими включениями мень-
ше или равно первому члену формулы Рэлея или, что то же самое,
решению Максвелла (6.112), которое обозначим символом а м-
Если же Oi>a2, то о ' > ам.

127



Иными словами, в зависимости от того, лучше или хуже прово-
димость включений по сравнению с проводимостью матрицы, реше-
ние Максвелла является для точного значения о* оценкой ^ сверху
или снизу. Естественность этого факта становится очевидной, если
-учесть то обстоятельство, что решение Максвелла (6.112) является
границей Хашина — Штрикмана для эффективной проводимости.
В работе [4] получен также следующий результат. Если форма
включений, образующих периодическую структуру, произвольна
и з 2 > а 1 ( то и в этом случае решение Максвелла (6.112), т.е. аы,
является оценкой сверху для одной трети следа тензора эффектив-
ной проводимости системы

(оц + 022 + О3

Таким образом, хотя последние результаты относились к пе-
риодическим, а не стохастическим системам, они показывают
фундаментальность решения Максвелла. По-видимому, в этом нет
ничего удивительного, поскольку предположения, принятые при
выводе формулы Максвелла или ее предельного случая (6.104)
естественны для периодических структур, для которых, в отличие
от структур случайных, взаимодействие между включениями (они
всегда изолированы) сравнительно слабое.

Завершая изложение метода Максвелла, приведем без вывода
формулы для эффективной проводимости плоской системы проводи-
мости а2, содержащей включения круговой формы проводимостью
ар Поступая аналогично случаю поля с шаровыми включениями,
для плоской задачи получим

, а, -+- а„ -|- Р, (а, —

Из (6.113) при малых Pi имеем

у. е. формулу (6.105).

КОРРЕЛЯЦИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
ЭФФЕКТИВНОЙ ПРОВОДИМОСТИ ИЗОТРОПНОГО ПОЛЯ

Гидродинамическое давление р в неоднородной по проницаемости,
но изотропной в малой среде в случае стационарной фильтрации
удовлетворяет уравнению

O, (6.П4)

где проницаемость о(х, у, г) является скалярной случайной функ-
цией координат. Будем считать область фильтрации неограничен-
ной и в качестве дополнительного условия для уравнения (6.114)
примем, что задан средний градиент давления, постоянный во всей

128



области течения. В этом случае, решив уравнение (6.114) с указан-
ным дополнительным условием, можно вычислить среднюю скорость
фильтрации, тем самым определив эффективную проницаемость.

Возможен другой подход [36]. Задав в качестве дополнитель-
ного условия среднюю скорость фильтрации, можно отыскать
средний градиент давления, что также дает возможность опреде-
лить эффективную проводимость. Как будет далее показано,
эффективные характеристики, найденные таким образом и при
точном решении идентичные, строго говоря, в корреляционном
приближении различны. Рассмотрим последовательно оба подхода.

Пусть задан вектор v <p>, компоненты которого в случае
среднего течения, ориентированного вдоль оси х, имеют вид

дро/дх = const, дро/ду = дро/дг — 0. (6.115)

Используя метод возмущений, представим проницаемость и ДЭЕ-
ление в виде

о = о0 + с', а 0 = < о > , р = рь + Р\ + pi + . . . (6.116)

Подставив (6.116) в закон Дарси и ограничиваясь малыми вто-
рого порядка, т. е. корреляционным приближением, можно напи
сать для v,

<^> = _1/ а о^+< а '^>+ао а-^£>). (6.117,
М \, дх дх дх I

Однако поскольку при выбранном нами дополнительном условии

д<р>/дх = дро/дх, д<р2>/дх = 0,
уравнение (6.117) упрощается и имеет вид

^ Л (6.118)
дх дх-

Вынеся дро/дх за скобки, перепишем его в виде

< U v > = = _ ! l ^ t (6.119:

где

0* = а„ + < а ' ^ > ( ^ ° ) ~ \ (6.120)

Очевидно а* и является искомой эффективной проницаемостью.

Пусть теперь поле k' (r) однородно и изотропно. Как показано
в главе 5 (см. формулу (5.23), если корреляционная функция про-
ницаемости на бесконечности стремится к нулю вместе со евоей
производной, то независимо от ее вида момент равен

,др\ и дР[

дх Зоц дх '

где D — дисперсия проницаемости и, следовательно,

о* = О0 (1 — D/3oo), (6.121)
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Рассматривая аналогичную задачу в пространстве двух измере-
ний, можно получить

о" = о 0 ( 1 — £>/2оо). (6.122)

Формулы (6.121), (6.192) известны [17, 36, 45] и приводя их,
мы хотим указать на их некоторые недостатки и возможности уточ-
нения. Совершенно очевидно, что полученные для эффективной
проницаемости выражения являются приближенными, поскольку
использовано лишь второе приближение теории возмущений. Су-
щественно, что при достаточно больших отношениях D/al эффектив-
ная проницаемость а* согласно формулам (6.121) и (6.122) стано-
вится отрицательной, что неверно качественно. Это обстоятельство
ограничивает применимость приведенных формул. Далее мы пока-
жем, что задание в качестве дополнительного условия средней ско-
рости фильтрации приводит к формулам для а*, свободным от этого
недостатка.

Итак, будем искать решение уравнения (6.114) при условии

< у > = const. Считая, что вектор < и > направлен вдоль оси х,
обозначим его компоненту вдоль этой оси через v. Используя метод
возмущений и представив а и р в виде (6.116), невозмущенное
решение ро определим следующим образом. Оно удовлетворяет урав-
нению ooV?Po = 0 при условии

дро/дх = —vp/ao = const. (6.123)

Очевидно, что р\ удовлетворяет уравнению

«*% = *% (6-124)

при условии обращения решения на бесконечности в нуль.
Аналогично записываются уравнения и для других рс. Подстав-

ляя (6.116) в закон Дарси для компоненты vx и усредняя, получим,
ограничиваясь малыми второго порядка

д Р о 1 / , д ? 1 ^ , д<Р2>

+ < >+а

Если учесть условие (6.123), то из (6.125) найдем
аод<р2>/дх = —<о'др1/дх>. (6.126)

Приступая теперь к вычислению среднего градиента давления,
продифференцируем р = р0 + р\ + Р2 и усредним. Тогда, учитывая,
что <d/?i/dx> = 0, а для ро и р\ справедливы равенства (6.125),
(6.126), можно записать

a = _ ^ _ l < a , a P i ( 6 Л 2 7 )

и а дх

(6-128)

дх и 0 а„ дх
или в другой форме

где

0* = Г1 + - 2 _ < а ф > Г 1 (6.129)
[»о ^Оо дх J
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и является, очевидно, эффектив-
ной проницаемостью. Подставив

значение <<з' -^-> при условии

(6.123), получим
* f i t 7~WO ^ 1 — /С 1 Of\\

С === OQ \ I —\~ J-y/OOQj ' y\J.LO\Jj

Аналогично в случае плоской
и одномерной задачи соответ-
ственно

о* = o i l +D/2O?]-1. (6.131)

(6.132)

Рис. 24. Зависимость безразмерной эф-
фективной проводимости а*/а0 от ко-
эффициента вариации проводимости

Системы: 1 — одномерная: 2 — плоская;
3 — трехмерная

Следует отметить, что хотя последние три формулы также явля-
ются приближенными, качественно они приемлемы во всем диапа-
зоне изменения параметра D/OQ. Нетрудно убедиться, ЧТО при малых
значениях D/oo формулы (6.130) и (6.131) эквивалентны (6.121),
(6.122). Для этого достаточно разложить только что полученные
соотношения в ряд по степеням D/al и ограничиваться двумя пер-
выми членами.

Нелишне отметить, что в предположении о логнормальном
распределении проницаемости о формула (6.132) является точной.

Степень влияния величины С2= Diao на относительную эффек-
тивную проницаемость о*/о0 отражена на рис. 24, где кривые /,
2, 3 соответствуют зависимостям для одномерного, плоского, про-
странственного полей соответственно. Сильнее всего неоднород-
ность среды влияет на эффективную проницаемость в случае
одномерного течения. С повышением размерности пространства
влияние неоднородности ослабевает, что связано с увеличением
количества обходных путей для обтекания слабопроницаемых
включений. В одномерном случае возможности обхода не сущест-
вует, что и объясняет наибольшее отклонение а* от ао.

КОРРЕЛЯЦИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
ЭФФЕКТИВНОЙ ПРОВОДИМОСТИ АНИЗОТРОПНОГО ПОЛЯ

Существует точка зрения, подтверждаемая лабораторными и на-
турными наблюдениями, что реальные пористые среды анизо-
тропны. С одной стороны, среда может быть анизотропна в «малом»,
но если анизотропные элементы перемешаны достаточно равно-
мерно, то в «большом» такая среда будет изотропной. В практи-
чески интересных случаях, по-видимому, имеет место иная карти-
на. Среда состоит из изотропных элементов, характерные размеры
которых по разным осям различны. Если проницаемость элемен-
тов флуктуирует, а сами элементы расположены в пространстве
достаточно упорядоченно, то в «большом» такая среда будет
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однородно-анизотропной. Предельным случаем такой модели
являются слоистые среды.

Итак, рассмотрим неограниченный фильтрационный поток в
среде с локально-изотропной проницаемостью, корреляционная
функция которой, однако, анизотропна. Будем считать заданным

вектор средней скорости фильтрации <v> и разыскивать V</?>.
Связь между ними позволит найти эффективную проницаемость
среды, которая, очевидно, будет в этом случае не скаляром, а тен-
зором второго ранга.

Рассмотрим случай, когда вектор средней скорости фильтрации

< у > направлен вдоль оси х, т. е. <их> = и, <vy> = О, <иг> =
= 0. Представив случайное поле в виде а = оо + а', а о = < а > =
= const, будем искать решение в виде ряда р = ро + Р\ +• • •, где
ро удовлетворяет уравнению ооЧ2ро = 0 при условии [Ш = —o0vpo,
что сразу дает

дрп

дро/ду = дро/dz = 0. (6.133)

Подставив выражение для о и р в усредненный закон Дарси

<V> = —p,-1 < а у р > (6.134)
и ограничиваясь малыми второго порядка, запишем

др0 f др\ др2

_ y [ , = a o _ + < a _ _ > + О 0 < _ > ,

^ 5 ^
дра др, др0

0 = а01£ +<*'-£> +о0<1;>-
Если учесть найденные ранее компоненты V/?o, то из (6.135)

следует

или несколько иначе
< ^ _ 1 Я ( 1 ) др, _1_
^дх^ °о ' ду «о дг ао

(6.137)
Теперь можно представить компоненты среднего градиента дав-

ления в виде

(6.138)

Остается вычислить моменты Н{{), для чего следует задать кон-

кретную корреляционную функцию случайного поля о'(л). Приме-
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ром может служить е-корреляционная функция, определенная так:
коэффициент корреляции проводимости в двух точках пространства

г\ и т-2 равен единице, если одновременно выполнены неравенства
| * i — * 2 | < е ь \ух — у 2 \ < е 2 , \z\— z 2 | < £ 3 ,

и равен нулю, если хотя бы одно из них не выполняется.
Обратившись к четвертому разделу из главы 5, где эта корре-

ляция подробно рассмотрена и отмечена ее условность как аппрок-
симации истинных корреляционных функций, запишем

-££ I f f ^
—"i — Si —

что дает после вычислений

^ '2'а

<др/ду> = 0, <dp/dz> = 0. (6.140)
Из последних формул следует, что вектор < Чр > коллинеа-

рен вектору < и > , а это означает, что оси х, у, z являются глав-
ными осями тензора эффективной проводимости и тензора, обратного
ему. Из (6.140) получим для первой компоненты тензора о*

eL = a 0 f l + ^ a r c t g — 7 = ^ 5 = = Г Г ' . (6.141)

Направляя вектор < у > по другим двум осям, получим анало-
гично

от = оо [ 1 + -§-arctg „ У3 „ Г , (6.142)

(6,143)

Уместно заметить, что если при постановке задачи считать задан-
ным градиент среднего давления, то вместо формул (6.141), (6.142),
(6.143) для главных значений тензора эффективной проводимости
получаются выражения, вытекающие из только что полученных
разложением в ряд по степеням D/al с удержанием в ряду двух
первых членов. В этом случае при достаточно больших значениях
параметра D/al мы получили бы качественно неверные результаты,
Формулы (6.141), (6.142), (6.143) свободны от этого недостатка.

Итак, приведенный к главным осям тензор эффективной прово-
димости имеет вид

' 0 0
(6.144)
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Р и с 25. Зависимость первой компонен-
ты тензора эффективной проводимости
ахх/°0 0 T n a P a M e T P a Г e l / e 2 П Р И Р Э З '

личных значениях квадрата коэффици-

ента вариации проводимости Dh2

0

Рис. 26. Зависимость второй компонен-

ты тензора эффективной проводимости

a*v/a0 от параметра l^ei/ej при раз-

личных значениях квадрата коэффици-

ента вариации проводимости Dh\

Евли интересует тензор эффективной проводимости в произволь-
ной прямоугольной системе координат х', у', г', то его нетрудно
получить из (6.144) по известным формулам.

Рассмотрим некоторые свойства тензора о*. Пусть ei = е2 = Е3 =
= е, т. е. масштабы корреляции по разным осям одинаковы. Хотя
такой случай не соответствует полностью изотропному полю, анизо-
тропия его настолько незначительна, что поле эффективных пара-
метров изотропно. В самом деле, из (6.141), (6.142), (6.143) следует

— 1

(6.145)

т е. тензор а* является шаровым. Нетрудно заметить, что (6.145)
совпадает в (6.130), полученным для полностью изотропного поля.

Д л я рассмотрения плоской задачи, например, в плоскости х, у
еледует в формулах для о* положить е3 -»• °°. что дает

(6.146)

i » . £ . 1 ^ i j ;

= oo H -2 arctg — , о„ =
I ТГ.П,, е < Э I

Зависимости air/a0 и a"yyfa0 от si/e2 приведены на рис. 25, 26.
Положив в первых двух формулах (6.146) ei = е2 = е, получим
= яуу = оо (1 -f D/2co)~'- В этом случае тензор о* имеет вид

т. е. проводимость в плоскости х, у изотропна, во всем пространстве
она анизотропна.
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Д л я рассмотрения одномерного поля следует в формулах (6.146)
положить е2 ->- оо. Получим

В этом случае тензор а* примет вид

/-« О ON

о* = О о0 О I.

\0 0 aj
Рассмотрим теперь коэффициенты анизотропии, определив их

следующим образом:

9 • * 2 * * -\2 * •

Xj = <3XXl<3yy, Х2 = Охх/Сгг, Хз = Gyyl<3zz- (6.147)

Нетрудно видеть, что коэффициент Х3 записывается в виде Х§ ==

= Х|/Хз. Подставив а« в (6.147), получим

1 + —Г arctg

= 2 Д ^ ^ ' (

2D
1 + —Г arctg

* "
(6.149)

в? + 4 +
Выражения для коэффициентов анизотропии содержат три неза-

висимых параметра: квадрат коэффициента вариации проводимости
и отношения масштабов D/al, si/e3» £2/̂ 3- Отсюда следует, что знание
Xj и Х2 и одного из этих параметров дает возможность определить
остальные два. Процедура эта может быть следующей. Коэффициенты
Xi и Х2 можно получить при помощи натурных исследований на
пластовой системе в целом. Коэффициент вариации проводимости
можно определить, располагая достаточно представительной сово-
купностью локальных измерений проводимости. Эта информация
достаточна для определения е\/е3 и е2/в3 по формулам (6.148), (6.149).

Если неоднородность среды носит линзовидныи характер, причем,
как это обычно бывает, размер линз по вертикали значительно
меньше их размеров в плоскости х, у, из формул для X следует

, 2 , -,2 -.2 , , i-w 2

Xi = 1, Х2 = Х3 = 1 + D/oo-

Очевидно, знание коэффициентов анизотропии в этом случае
дает возможность найти D/al, т. е. локальную статистическую ха-
рактеристику с помощью макроскопических параметров X,-.
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Рио. 27. Зависимость коэффициента
анизотропии X, от параметра ^.e,/«g
для различных значений квадрата ко-
эффициента вариации проводимости

Рис. 28. Зависимость безразмерного ин-
варианта тензора эффективной прово-
димости Ля„ от параметра V^6,/E 2 ДЛЯ
различных значений квадрата коэффи-
циента вариации проводимости D/a^

В том случае, когда вертикальный размер линзовидных включе-
ний сравним е толщиной пласта, следует воспользоваться форму-
лами для пловкой задачи. В этом случае

2£>

2D
(6.150)

На рие. 27 представлены завивимоети Х| (si/e3). Как и в случае
трех измерений, на плосковти по известным Xj и D/al можно опре-
делить отношение масштабов корреляции s2/S|. Существенно отме-
тить, что знание главных значений тензора проводимости дает боль-
шую информацию, чем коэффициенты анизотропии X,. Очевидно,
если извевтны о,*, то, зная, например, оо, можно определить D/a2

0

и ei/e3, 62/63. На плоскости, зная ахх, ауи и а0, можно найти Dfa2

0

и ei/e2.
Отметим и такое обстоятельство. Не всегда известны направле-

ния главных осей тензора эффективной проводимости и главные его
значения. Но поскольку еумма диагональных компонент этого тен-
зора инвариантна по отношению к повороту осей координат, зна
ние инварианта позволяет получить некоторую информацию о
структуре поля. В плоском случае инвариантом является сумма

J = Чх'х' + о'у'р', (6.151)

или, подставив значения з с, и аци, получим

2 + DI4
J = а ,

1 + "3 + ~П a r c t i — а г с ; ё Г"

(6.152)
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Зная инвариант J, а также а0, D/a2

0, из (6.152) можно найти
ei/s2- Очевидно, инвариант можно определить, замерив проводимость
в двух произвольных взаимно перпендикулярных направлениях.

Зависимость инварианта J от D/al и ei/e2 приведена на рис. 28.
Нетрудно видеть, что при относительно небольших значениях D/al
инвариант слабо зависит от отношения £\/в2 и, следовательно, мало
пригоден для отыскания масштабов неоднородности. При больших
коэффициентах вариации проводимости зависимость J от ei/e2 стано-
вится весьма ощутимой, но уравнение J (ei/e2) = J( имеет два корня,
и требуется дополнительная информация для выбора нужного.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ САМОСОГЛАСОВАННЫХ
ЭФФЕКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ

В последнее время для оценки точности приближенных решений
задачи определения эффективных параметров используются чис-
ленные решения задач переноса для достаточно протяженных
неоднородных систем. Как показано в [32], приближенные соотно-
шения, даваемые так называемой теорией эффективной среды,
весьма удовлетворительно согласуются с результатами численных
экспериментов во всей области изменения параметров, за исклю-
чением, быть может, небольшой критической области вблизи по-
рога перколяции (протекания), т. е. той концентрации непрово-
дящего компонента, вблизи которой происходит запирание двух-
компонентной системы проводник — изолятор. В [32] на примере
сеток со случайными сопротивлениями выявлены причины высокой
эффективности самосогласованного решения теории эффективной
среды, имеющего второй порядок точности по концентрации, в то
время, как, например, метод возмущений (первое приближение)
или приближения малой концентрации имеет только первый поря-
док точности. К этому следует добавить, что самосогласованные
решения дают асимптотически точные результаты при больших
и малых концентрациях. Указания на удовлетворительное совпа-
дение результатов теории эффективной среды с физическим экспе-
риментом имеются в [3, 25, 32, 42]. Далее методами теории само-
согласования рассмотрены задачи определения эффективных па-
раметров ряда систем и указана связь этих решений в двумерном
случае с результатами А. М. Дыхне.

Пусть поток v и поле h связаны системой уравнений

v = ah, diva = О, rot/i = 0. (6.153)

Локальная проводимость а является случайным тензором, зави-
сящим от координат (х\, Х2, х3). Введя в рассмотрение средние
потоки и поля

V= <v>, H= <h> (6.154)
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(угловые скобки символизируют усреднение по ансамблю, а в слу-
чае эргодичных полей — усреднение по объему), определим тензор
эффективной проводимости а* из соотношения

(6.155)

Рассмотрим задачу об эффективной проводимости гетерогенной
^-компонентной композитной системы, т. е. предположим, что
пространство делится на подобласти, внутри которых a = ok =
= const(&= 1,2, ..., R). Выделим одну из подобластей — элемент
неоднородности и рассмотрим поле внутри ее. Очевидно, это поле
в основном зависит от таких факторов, как величина а в под-
области, формы ее границы, значений а для ближайших индиви-
дуальных подобластей — элементов, лежащих в «пограничном
слое», среднего поля для всей системы, принимаемого постоянным,
и эффективной проводимости всей системы а*. Приближение ме-
тода самосогласования заключается в пренебрежении «погранич-
ным слоем» и рассмотрении поля в подобласти, окруженной эф-
фективной средой, параметры которой пока неизвестны. Для их
определения используется условие равенства среднего поля в
подобластях заданному среднему полю для всей системы.

Пусть рассматриваемая подобласть — эллипсоид с полуосями
яь Й2, я 3, а координатные оси хи хч, х3 — главные оси тензоров <з
и о*. Тогда, как следует из [17], поле внутри эллипсоида #<*> по-
стоянно и имеет вид

= 0, 1Фт, (6.156)

где коэффициенты щ определены по формулам (6.97) и (6.98).

Усредняя Нк по всем варьируемым параметрам и приравнивая

результат Н, получаем матричное уравнение для определения а*:

< С > — £ = 0. (6.157)

Здесь Е — единичный диагональный тензор.
Рассмотрим двухкомпонентную систему и пусть включения одно-

родны и изотропны, т. е. а = а*Е. Вероятность (концентрация)
включений первого сорта составляет Р, второго — (1—Р).

Тогда (6.157) переходит в систему
• * о

J О о.- О
р— -г-. г г + (1 — Р)— -г-. 2 Т - = ° . t = 1 , 2 , 3 ,

(6.158)

в которой уравнения «завязаны» через параметры «,, зависящие
от а]

Уравнения (6.158) можно предвтавить также в виде

of (1 — ГЦ) + о? [о1 (щ — P) + a2 (P + rit — 1)J - a V n , = 0,

i= 1, 2, 3. (6.159)
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Легко проверить, что уравнения (6.159) обладают свойством
инвариантности при заменах о'г^а2 и P?=t(l — Р). По-видимому,
для тех сред, преобразование которых порождает объекты, макро-
скопически существенно отличающиеся от исходных, самосогласо-
ванные эффективные параметры могут оказаться неудовлетворитель-
ными.

Решение системы (6.159) для получения зависимости о* (Р) во
всем диапазоне изменения Р при остальных фиксированных пара-
метрах целесообразно осуществить следующим образом. Дифферен-
цируя систему (6.159) по Р, получим систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, интегрируя которую численно при на-
чальных условиях а;(1) = а1 либо а] (0) = о , можно построить всю
кривую о*(Р). Численный метод интегрирования должен быть доста-
точно точным, так как при существенно различных а1 и о2 для
зависимостей о,- (Р) характерна особенность — существование порога
протекания. Как показали расчеты при а'/о2 = 1 — Юб, достаточную
точность обеспечивает метод Рунге — Кутта четвертого порядка.

В простейших случаях уравнения (6.159) решаются без привле-
чения численных методов. Прежде всего рассмотрим систему, со-
стоящую из плоских слоев различной проводимости. В этом случае
для определения;oj,2— эффективной проводимости вдоль слоев в (6,159)
положим tii -*• 0, а для вычисления а'3 — поперечной эффективной
проводимости подставим /г3^»1. Легко убедиться, что из (6.139)
следуют известные точные решения а\,2= <о>, а'3 = <о~ 1 >~ 1 .

Пусть, например, среда составлена из включений сферической
формы. В этом случае система в целом изотропна — я1 = /г2 = п 3 =
= 1/3 и выражение для эффективной проводимости имеет вид [25]

°* (Р) = т {@Р- 1) + v (2-ЗР) +

+ V[(3P—l) + v(2 — 3 ^ ) 1 4 ^ ) , v = a2/0'. (6.160)

Нетрудно убедиться, что при о2/о1.-»- О эффективная проводи-
мость зависит от Р следующим образом:

о* (Р) = 3Lp2 „1 П р И р > 1/3,

о*(/?) = 0.при Я < 1/3, (6.161)

т. е. Р = 1/3 — оценка критической концентрации или по термино-
логии [38] — порога протекания — перколяции.

Если a2/a'-»-оо, из (6.160) следует

°* = 1 F 3 2 ' р > 2 / 3 ' (6-162>
а* = оо,. Р < 2/3,

т. е. «пробой» осуществляется при критической концентрации
Р = 2/3, что соответствует Р=1/3.— концентрации идеального про-
водника. Этот результат кажется несколько парадоксальным, если
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учесть, что для запирания изотропной пространственной системы
критическая концентрация изолятора должна быть не менее 2/з,
однако противоречия здесь нет. В самом деле, для «пробоя» систе-
мы достаточно, чтобы в ней существовал хотя бы один бесконеч-
ный кластер идеального проводника. Для запирания же системы
существования бесконечного кластера изолятора недостаточно,
нужно, чтобы отсутствовали бесконечные кластеры проводника.
Для этого, конечно, концентрация изолятора должна быть выше,
чем концентрация проводника при «пробое». Можно сказать, что
«пробой» аналогичен порогу протекания системы из чистого изо-
лятора, в которую постепенно добавляют проводящий компонент.

В случае плоской задачи (трубчатая, или, как иногда говорят,
волокнистая структура, ориентированная нормально к некоторой
плоскости) имеем при п\ = Пч = 1/2, гс3 = 0:

с* (Р) = ^ [(1 — 2Р) ( v - 1) + K d - 2 P ) 2 ( v — 1)2 + 4v]. (6.163)

Если v = 0, из (6.163) получим

°*(/Н 0, Я < 1/2, <6

т.е. Р =1/2—критическая концентрация — порог протекания.
При v = o2/a' -v со из (6.163) имеем

°* <Я> = 2 / r i ' Р > 1/2,о*(Р) = со, Р< 1/2, (6.165)

Легко видеть, что в этом случае порог протекания и критическая
концентрация при «пробое» совпадают, так как на плоскости и для
«пробоя» и для запирания достаточно существования одного бесконеч-
ного кластера.

Из (6.163) следуют точные результаты А. М. Дыхне (9|

о*(Р)а*(\ — P) = ah\ о* ai2)=V°W-
Кроме того, при Р—Ч2 точными оказываются средние потоки

и поля в фазах, средние величины диссипируемой в фазах энер-
гии. При P>lh решения (6.164) и (6.165) для включений — изо-
лятора и идеального проводника удовлетворяют точному соотно-
шению (6.37), т. е. их произведение равно (а 1)2. Можно показать,
что и в общем случае произвольных ст1 и о2 решения системы
уравнений (6.159) удовлетворяют точным соотношениям (6.36),
связывающим эффективные проводимости исходной и дополнитель-
ной плоских систем. Для этого, не решая системы, следует в нее
подставить соотношения (6.36) и перейти к новой системе урав-
нений для эффективных проводимостей дополнительной среды.
Нетрудно убедиться, что эта среда содержит, в отличие от исход-
ной, вместо второй компоненты а2 включения проводимости
(ах)2/а2, что и доказывает высказанное утверждение.

Легко понять, что соотношения теории самосогласованного
поля можно применять не только для стохастических сред. Так,
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например, если включения размещена регулярно и образуют
периодическую структуру, можно оценить ее эффективную прово-
димость, заменив включения подходящим образом подобранными
эллипсоидами. А так как для некоторых периодических структур
известны точные значения эффективной проводимости, можно
оценить с их помощью качество приближенных зависимостей.

В работе [18] приведены точные значения эффективной про-
водимости плоской периодической структуры, ячейкой которой
является квадрат единичной проводимости, внутри которого в свою
очередь находится квадрат проводимости v. Внутренний квадрат
ориентирован параллельно внешнему, центры их совпадают, а
отношение сторон составляет 1:3. В табл. 15 для различных v
приводятся точные значения эффективной проводимости периоди-
ческой структуры о*, приближенные значения a i подсчитанные
по формуле (6.163), а также о п , полученные при помощи
приближений малой концентрации (6.105).

ТАБЛИЦА 15

Ч

0,0001
0,001
0,01
0,1
0,2
0.5

С*

0,798
0,798
0.80!
ОЛЗЗ
0.863
0.929

0.778
0.778
0.783
0.822
0,856
П.928

"'и

0.778
0,778
0,783
0,818
0.852
0.926

1
2
5

10
100

1000

1
1,079
1.173
1,224
1.288
1.296

*

1
1,078
1,168
1,217
1,278
1.285

' I I

1
1,074
1.148
1,182
1,217
1.222

Легко убедиться, что оба приближения близки к точным зна-
чениям, что, конечно, в первую очередь связано с малой концент-
рацией и изолированностью включений.

Рассмотрим случай, когда эллипсоиды — включения произволь-
но ориентированы в пространстве. Свяжем индивидуальный эллип-
соид с лабораторной системой координат *,, положение кото-
рой относительно основной системы х , определим тремя углами
Эйлера а, р\ 7- Пусть поле на бесконечности в основной системе

имеет вид //'., Это же поле в лабораторной системе координат

имеет вид Н'* = АН1, где А=А(а, р\ ? )—матрица перехода от
основного базиса к лабораторному

cos 7 sin 3

sin 7 sin 3

I — cos 7 cos 3 sin a —

— sin 7 cos a]

I— sin 7 cos 3 sin a +

+ cos 7 cos a]

sin a sin 8
В лабораторной системе координат поле внутри эллипсоида

Я" = (.АН1. Переходя к основному базису, получим Я' = A~^AHL
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или, усреднив это поле и приравняв Я', получим матричное урав-
нение, обобщающее (6.157)

<А~КА> — Е = 0. (6.166)

Если углы Эйлера распределены равномерно, эффективная среда
будет изотропной, и для определения о* из (6.166) имеем уравнение

£ <Сн > = 3 . (6.167)

Пусть система неоднородностей двухкомпонентна. Тогда (6.167)
примет вид

РФ (а*, о1) + (1 — Р) Ф (а*, а2) = 0, (6.168)

где
3

Д л я соответствующей плоской задачи, т. е. трубчатой структуры
из параллельных третьей оси эллиптических цилиндров, имеем

аз = < о > , а, = а9 = о*,

где о* — решение уравнения (6.168), в котором л(- определены из со-
отношений (6.99).

Для иллюстрации метода приведем результаты расчетов не-
которых частных случаев. На рис. 29, 30, 31 показаны зависимости
компонентов тензора эффективной проводимости двухфазной си-
стемы от концентрации высокопроводящей фазы, проводимость
которой принята равной единице. Проводимость другой фазы в
этом и других, рассмотренных далее случаях составляет v=10~4.
Система представлена совокупностью одинаково ориентированных
бесконечных эллиптических цилиндров, отношение осей эллип-
сов— поперечных сечений цилиндров равно а2/а\ = \, 10-', 10~2, где
ai — длина t-й оси эллипса. Хотя \ф0>, на графиках достаточно
четко отмечаются особенности — пороги протекания. Так, напри-
мер, в случае а2/а\ = 10~1 для проводимости вдоль первой оси по-
рог Pi близок к 0,4, для второй оси Р2~0,6. На рис. 32, 33, 34
аналогичные зависимости даны для систем, включения в которых
представляют собой вытянутые вдоль первой оси эллипсоиды вра-
щения с отношением осей а2/ау = аг/а.\ = 0,5; 10~'; 10~2. Очевидно,
такие системы в плоскости (2.3) изотропны. Пороги протекания
при а2/п\ = 10-' в этом случае составляют Р\ ~0,2, Р2 = Р3»0,4.
Если включения — сплюснутые вдоль первой оси эллипсоиды
вращения, отношения осей a2/a1 = a3/ai = 1, 2, 10, 100, то зави-
симости компонентов тензора эффективной проводимости от Р
выглядят следующим образом (рис. 35—38).

Пороги протекания, например для а2/а1 = [0, можно оценить
так: Р, «0,4, Р2 = Р3 = 0,2.
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О 0,5 P

Рис. 29. Зависимость компонента тен-
зора эффективной проводимости о,- от
концентрации высокопроводящей фазы
Р при v = 10~4 (включения — эллип-
тические цилиндры, а2 = alt as = оо)

/У

0,5

О 0,5 Р

Рис. 31. Зависимость компонент тен-
зора эффективной проводимости от
концентрации высокопроводящей фазы
Р при v = 10~4 (включения—эллип-
тические цилиндры, a2/aj — 10~2, а3 =
= оо)

0,5

О 0,5

Рис. 33. Зависимость компонент тен-
зора эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р
при v = 10~4 (включения —вытяну-
тые эллипсоиды вращения, (h!a\=

= КГ"1)

0.5

О 0,5 Р

Рис. 30. Зависимость компонент тен-
зора эффективной проводимости от
концентрации высокопроводящей фа-
зы Р при v = 10~4 (включения — эл-
липтические цилиндры, a2la1== 10 1»

)

0,5 //к,
О 0,5 Р

Рис. 32. Зависимость компонент тен-
зора эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р

v = 10~4 (включения —вытяну-
эллипсоиды вращения, /
a-i — 0,5)

при
тые

0,5

Аз
О 0,5 Р

Рис. 34. Зависимость компонент тензо-
ра эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р
при v = 10~4 (включения — вытяну
тые эллипсоиды вращения, 0,/а, =

= Ю~2)
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Рта. 35. Зависимость компонент тензо-
ра эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р
при v = \0~* (включения — сферы)

0,5
by А,

о 0,5

Рис 36. Зависимость компонент тензо-
ра эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р
при N = 1 0 " * (включения — сплюсну-
тые эллипсоиды вращения, a2/<2i =
= ая/а, = 2)

/

<>гу <Wи0,5

0 0,5 Р

Рис. 37. Зависимость компонент тензо-
ра эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р
при v = 10~ 4 (включения — сплюсну-
тые эллипсоиды вращения, аг1ах =

= 10)

у /
J

0.5

0 0,5 Р

Рис. 38. Зависимость компонент тензо-
ра эффективной проводимости от кон-
центрации высокопроводящей фазы Р
при v = 10~ 4 ( в к л ю ч е н и я — с п л ю с н у -
тые эллипсоиды вращения, а^^ =
= о я / о , = 102)

Если включения — вытянутые эллипсоиды вращения — ориен-
тированы в пространстве так, что углы Эйлера а, р\ 7 распреде-
лены равномерно в интервалах их возможного изменения, то эф-
фективная среда изотропна и зависимости б* (Я) представлены на
рис. 39. Порог протекания зависит от соотношения осей эллипсо-
ида вращения и лежит в сравнительно узком интервале 0,33 <
</><0,45. На рис. 40 представлены аналогичные зависимости для
равномерно ориентированных в пространстве сплюснутых эллипсо-
идов вращения. В этом случае порог протекания сильно зависит
от сплюснутости эллипсоидов и изменяется в широком интервале:
0,33<Р<1.

Более полная информация о зависимости самосогласованных
эффективных параметров от определяющих представлена в при-
ложении. Расчеты для составления таблиц выполнены на ЭВМ,
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Рис. 39. Зависимость эффективной про-
водимости от концентрации высокопро-
водящей фазы Р при (v = 10~4) (вклю-
чения— равномерно ориентированная
в пространстве система вытянутых эл-
липсоидов вращения, т/ = /
= вз/Cj — степень вытянутости)

О 0,5

Рис. 40. Зависимость эффективной
проводимости от концентрации вы-
сокопроводящей фазы Р при v =
= 10-4 (включения — равномерно
ориентированные в пространстве
сплюснутые эллипсоиды вращения,
т) =a2ai=fl3 a i— степень сплюснуто-
сти).

результаты получены с точностью до Ю'8, в таблицах они округ-
лены до четвертого знака.

При выводе уравнений для эффективной проводимости (6.157)
или (6.156) предполагалось, что поля в подобластях — элементах
неоднородности в рассматриваемом приближении эквивалентны
полям тех же элементов, погруженных в неограниченную среду,
наделенную эффективными свойствами. При этом как бы игнори-
руется возможное различие в топологии пространств, занятых
различными фазами, а элементы неоднородности различаются
лишь значением проводимости в них. Представляется правдо-
подобным, что используя симметрию фаз такого рода, затрудни-
тельно описать среды, которым она не присуща, например мат-
ричные структуры с различной связностью включений и мат-
рицы.

Однако более детальный анализ показывает, что можно по-
лучить самосогласованные эффективные проводимости при более
слабых ограничениях, не предполагая явно указанную симмет-
рию, и, тем не менее, они окажутся теми же, что и ранее. Отсюда
следует вывод, что причиной инвариантности эффективных про-
водимостей при заменах а'ч с̂т2 и P ^ l — Р является единствен-
ное предположение об однородности поля внутри включения,
погруженного в эффективную среду. Покажем это на примере
матричной структуры проводимости о2 с включениями проводи-
мости о1.

Запишем точные уравнения баланса потока и поля

= о Д РХНХ + Р3Н2 = Я, (6.169)
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где Н,• = < h > i — среднее значение поля в соответствующей фазе.
Используя основную гипотезу теории эффективной среды, будем

при подсчете Н\ исходить из того, что включения проводимости
о1 погружены в эффективную среду. Если лабораторные системы
координат, связанные с включениями, произвольно ориентированы
в пространстве, то, как уже было показано выше,

Я, = < Л - ' С Л > Я , (6.170)

где усреднение проводится по углам Эйлера, а неслучайный тен-
зор С определен равенствами

Подставив Н\ в систему (6.169) и исключив Н2, получим

о„ = о2£ + Р,(а1 — а2)< А~КА > . (6.171)

Пусть для простоты все включения ориентированы одинаково.
Тогда можно считать А = Е и, следовательно,

Преобразовав (6.172), получим уравнение

(о|') (1 — Л,) + c'J fa' (Щ — Р,) + о2 (щ — Ра)} — ala2«( = 0,

в точности совпадающее с (6.159).
Таким образом, предположение о возможности погружения

различных элементов неоднородности в эффективную среду экви-
валентно по конечному результату гипотезе о погружении толь-
ко одного вида элементов — включений.

Изложенная теория эффективных самосогласованных харак-
теристик построена на базе в достаточной степени интуитивных
физических соображений о поле во включениях. Остается неяс-
ным, как перенести идеи самосогласования на случай непрерыв-
ного поля проводимости. Далее мы вновь, в связи с рассмотре-
нием метода перенормировок и сингулярного приближения, вер-
немся к изучению самосогласованных параметров и оценке их
качества. Там же будет рассмотрен еще один вариант метода
самосогласования, называемый иногда теорией эффективного по-
ля [12].

МЕТОД ВОЗМУЩЕНИИ

Система дифференциальных уравнений для локальных характе-

ристик — потока v и поля h

0, (6.173)
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равенства, определяющие эффективную проводимость,

V= <v>, H = <h>, V = о*Я Ю. 174)

вместе с дополнительным условием, фиксирующим Н либо V, пред-
ставляет собой замкнутую систему для вычисления эффективной
проводимости а*. Здесь уместно подчеркнуть, что поскольку цель —
не получение единственного решения системы (6.173), а определение
связи между любыми средними потоком и полем, удовлетворяющим

системе, фиксация Н либо V носит условный характер, так как
эффективная проводимость не зависит от них. Как будет видно далее,
дополнительное условие вводится для реализации способа опре-
деления эффективной проводимости.

Используя представления

о = ао + а', h = H + ~h', a o = < о > (6.175)

и усреднив первое уравнение из (6.173), получим

У = о 0 Я + < о ' Л ' > . (6.176)

Поскольку система (6.173) линейна, флуктуация поля Л'должна

быть линейно связана со средним полем Н, т. е.

h' = S'H, (6.177)

где случайный тензор 5 ' подлежит определению из исходной системы
(6.173).

Подставив (6.177) в (6.176) и сравнив с (6.174), получим

а* = а о + < а ' 5 ' > . (6.178)

Таким образом, вычисление о* сведено к определению тензора
S' и вычислению его корреляции с о'. В самом деле, подставим

(6.175) в (6.173) и учтем постоянство Н. Тогда

div[(o0 + a')/i'] = — у а ' Я . (6.179)

Поскольку Н = const, поле Л', как и h, является безвихревым
и, следовательно, существует функция и (г) — его потенциал

h' = Vu. (6.180)

Подставив (6.180) в (6.179), запишем

div (оо V и) = — V а'Ъ — div (a' V и). (6.181)

Введем в рассмотрение два дифференциальных оператора;
Lo = d i v ( o o V ) и Ц = —div ( о ' V ) ,
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а также интегральный оператор Мо, обратный оператору Lo, т. е. Мо=»

= LiT1. Тогда, обозначив ср = — V о'Н, получим

Lou = y+L\u, (6.182)

или равносильное ему равенство

и = Мщ-\-М0Ци. (6.183)

Переписав его в виде

(Е — МоЦ) ы = Afocp, (6.184)

можно формально записать и решение

и = (Е — М0Ц)-Ч\ф. (6.185)

Разложив его в ряд по степеням MQLU получим

и = Ц (AfoLi)" Моср. (6.186)

Теперь легко записать выражение для тензора S'

S' = — S V (AloLi)" MoV с', (6.187)

и, следовательно, эффективная проводимость имеет вид

о* == ао — X < о' V (MnLi)" Мо V а' >• (6.188)
<7=0

Изложенная процедура в принципе предполагает сходимость
ряда возмущений, которая, как показывают исследования, не всег-
да имеет место. В этом факте заключена причина возможных су-
щественных погрешностей при использовании только первых чле-
нов ряда, если возмущения достаточно велики. К этому следует
добавить, что с ростом п аналитические трудности при вычисле-
нии членов ряда стремительно возрастают, так что на практике
приходится ограничиваться вычислением квадратических по флук-
туациям а1 членов (л = 0). В некоторых случаях вычисления уда-
ется осуществить и для л = 1 и т. д.

Рассмотрим подробнее структуру ряда (6.188). Нетрудно ви-
деть, что первый член ряда (п = 0) учитывает парные корреля-
ции случайного поля о, последующие члены зависят от корреля-
ций более высокого порядка. Из этого следует, что учет конечно-
го числа членов соответствует игнорированию всей совокупности
многоточечных взаимодействий, исключая парные, тройные и
т. д., в зависимости от числа удержанных членов ряда.

В последнее время получили развитие методы частичного сум-
мирования ряда возмущений, основанные на идее выделения в
каждом члене ряда такого слагаемого, которое учитывает спе-
цифическое взаимодействие определенного вида, и последующего
суммирования ряда, составленного из таких членов. Таким обра-
зом осуществляется учет всего многообразия взаимодействий, но
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не универсального, а определенного типа, выбор которого связан
с анализом структуры оператора M0L} и его степеней.

Действительно, обратившись к операторам Мо и Lu отметим,
что Мо — интегральный оператор с ядром — функцией Грина для
оператора Lo. a Lt — дифференциальный оператор второго поряд-
ка. Отсюда следует, что перемножение этих операторов приводит
к необходимости вычисления вторых производных функции Гри-
на, которые, как известно, имеют формальную, т. е. полученную
формальным дифференцированием и сингулярную составляющие.
Отбрасывание формальной составляющей — один из возможных
путей получения суммируемого ряда, учитывающего многоточеч-
ные взаимодействия определенного типа. Такой подход получил
название сингулярного приближения [37]. Как отмечено Т. Д. Шер-
мергором [37], принятие предположений о допустимости отбрасы-
вания формальной производной в конечном счете равносильно
гипотезе об однородности поля внутри «зерна неоднородности»,
т. е. фактически сводится к «размазыванию» поля внутри вклю-
чений. Очевидно, это обстоятельство сближает метод сингулярного
приближения с методом самосогласованного поля, в основе кото-
рого лежат сходные предположения.

Прежде чем перейти к изложению сингулярного приближения,
вернемся к процедуре получения эффективной проводимости в ви-
де ряда (6.188). Очевидно, при этом определенное значение играет
разделение оператора L на сумму неслучайного и случайного
эллиптических операторов. Хотя выделение оператора L0 = Vo0V,
где Оо=<о>, выглядит естественно, оно не единственно возмож-
ное. Напротив, можно ожидать, что при больших флуктуациях
о именно такое расщепление — причина плохой сходимости ряда
возмущений. Представляется естественным процедуру расщепле-
ния оператора L сделать более гибкой за счет введения в опера-
тор Lo свободного параметра. Такой метод получил название ме-
тода перенормировок [33]. Отметим, что первоначально идеи
метода перенормировок развиты в квантовой теории поля, в теории
рассеяния волн в средах со случайными неоднородностями [31].

Метод предполагает такую перенормировку разлагаемого в ряд
оператора, которая заведомо приводит к более быстрой его схо-
димости. Так, уже первый член нового разложения является
суммой бесконечного числа членов обычного ряда теории возму-
щений. Как будет показано, аналогичными свойствами обладают
и разложения, приводимые далее для задачи об эффективных
параметрах. Некоторое отличие методов связано с введением в
нашей задаче свободного параметра, разумным выбором которого
можно улучшить приближенное решение.

МЕТОД ПЕРЕНОРМИРОВОК И СИНГУЛЯРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Следуя изложению метода перенормировок в работе |33], введем
наряду с неограниченной и неоднородной средой случайной проводи-
мости о аналогичную среду, называемую телом сравнения, для
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которой, однако, тензор проводимости ос постоянен. Выпишем системы
уравнений для обеих сред

v = oh, divu = 0, rot Л = О, (6.189)

vc = achc, divyc = 0, rotuc = 0, (6.190)

и введем потенциалы при помощи равенств

Л = Vu, Л е = V«c (6.191)

Очевидно, потенциалы удовлетворяют уравнениям

Lu = 0, L =

Lc«c = 0, L c = Va cV. (6.192)
Вводя в рассмотрение отклонения функций поля и операторов от

их значений в теле сравнения

a" = a — ac, h" = h— hc, и" = U — Uc, L" = L — La = Va"V,

запишем первое уравнение из (6.192) с учетом второго

Lzu" = —L"u. (6.193)

Ему эквивалентно интегродифференциальное уравнение

ul = G*L"u, (6.194)

где * — символ свертки, а тензор Грина G — решение уравнения

LCG = £3 (г — Го).
Дифференцируя (6.194), получим

h" (г) = I VG (г — О V V (О v ' u (P)dr'3. (6.I95)

Интегрируя (6.195) по частям, с учетом свойства функции Грина

GXi = —Gx', перепишем (6.195) в виде

h\ (г) = S I G ; , X / (7 - Р) а" (г1) % (г') rfr'3. (6.196)

Как известно, вторую производную тензора Грина можно пред-
ставить как сумму формальной второй производной и сингулярной
части

G"X{Xj = G"x

s

iXj + G"JiXI; J G"x%,<?dr'* = T ( 0 ) № / ,

gtj = I G'Xldrj; j G"XiX/<?dr* = ^ G ^ , [ c p - f ( 0 ) ] d r 3 +j^ G"x.x.

(6.197)
где <р (/•) — произвольная финитная и дважды дифференцируемая
функция, а объем Wo, ограниченный поверхностью So, включает на-
чало координат. Так как GX( — однородная обобщенная функция
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степени —2, то интеграл gn зависит лишь от формы элемента объема
Wo с F , а не от его величины. Далее в качестве Wo выбирается
эффективный элемент неоднородности, т. е. усредненный по ансамблю
реализаций элемент неоднородности. Как правило, эффективный
элемент неоднородности аппроксимируется эллипсоидом. В этом случае
g = —па~\ где значение тензора п определено по формулам (6.97),
(6.98). Если поле проводимости не содержит включений, а является
непрерывным, форму IF о целесообразно отождествлять с формой
корреляционных поверхностей К(г[, r2) = const.

Выделив в (6.196) сингулярную часть в соответствии с (6.197),
запишем

/ ? = (g+ p)a"h. (6.198)

Здесь g — тензор, а р — интегральный оператор с ядром —
второй формальной производной тензора Грина. Выделение сингу-
лярной составляющей в ядре оператора (6.196) эквивалентно раз-
делению взаимодействия на локальную и нелокальную составля-
ющие, что отчетливо видно в записи формулы (6.198). Целесооб-
разность такого расчленения взаимодействий в подобных задачах
впервые отмечена В. М. Финкельбергом [37].

Для компактности дальнейших выкладок введем в рассмотрение
тензор X

X = </(£ — go")-' (6.199)

и перепишем основное уравнение (6.198) в виде

(£ — go") А = (Е — pl)~4ic. (6.200)

Теперь, определив из (6.200) поле h и усреднив его, найдем

. (6.201)

Исключив из (6.200) и (6.201) поле hc, получим

А = <£—£**)-' ( £ — / Л ) ~ < ( £ — go')-' (£ — р Х ) - ' > - '
(6.202)

Формула (6.202) дает точную связь полей h и <h> через па-
раметры основной среды и тела сравнения. При этом очевидно, что
зависимость от параметров тела сравнения кажущаяся.

Подставив (6.202) в уравнение v = ah и усреднив его, получим
искомое точное выражение эффективной проводимости о„

о*= < o(E—go')- (£ — р Х ) - 1 > < (£ — г о * ) - ' (£ — рХ)-1 > - ' ,
(6.203)

которое, естественно, также не должно зависеть от о„.
Конечно, внешняя простота формулы (6.203) обманчива. Для

реализации вычислений а^. выражения типа (£ — /Д)—1 следует
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разложить в ряды, провести усреднения, т. е. в конечном счете получить
ряд, содержащий свертки многоточечных корреляций. Для компактной
записи этого ряда вводятся операторы

рк)г1>-х=ПтЯп. Rn= V Цр —</>
«-- *=о

(6.204)
Тогда

А„== An<h>, о ' п ) =<аЛ„>,

АЛ = (Е- go') Rn<(E- go")-1 Rn > - ' (6.205)

и формулы (6.202) и (6.203) приобретают вид

h = lim hn, о* = lim в1"'. (6.206)

Очевидно, точное суммирование такого ряда практически неосу-
ществимо, и потому приходится ограничиваться приближенными
вычислениями.

Рассмотрим так называемое сингулярное приближение, сводя-
щееся к игнорированию нелокальных взаимодействий, учитыва-
емых оператором р. Положив в (6.203) формально р = 0, получим
тензор эффективной проводимости в сингулярном приближении

о* = <о(Е— go")-' ><(E— go")-' >-'. (6.207)

Формула (6.207) имеет особенности. Во-первых, в отличие от
формулы (6.203) в сингулярном приближении эффективная прово-
димость зависит от параметра — проводимости тела сравнения
Ос, во-вторых, определенный произвол в выборе объема интегри-
рования Wo в формуле (6.197), несущественный в принципе для
точного решения (6.203), в случае сингулярного приближения
эквивалентен достаточно произвольной фиксации тензора g.

Для более детального исследования зависимости (6.207) введем
в рассмотрение постоянный тензор

ёф + ас) = -Е. (6.208)

Тогда уравнение (6.207) можно записать в виде
а* = < о (Ъ + а)"1 > < (Ь + а)-1 > - ' , (6.209)

(о, + Ь)-1 = < (а + *?)-! >. (6.210)

В обоих случаях зависимость о„, от Ъ достаточно наглядна.
Положив в (6.210) тензор Ъ — 0, получим

oi=o = < а"1 > - ' .
Аналогично

Таким образом, при произвольном b или сс значения о,,, давае-
мые сингулярным приближением, удовлетворяют неравенствам

<а-1 >-1 < а, < < а > . (6.211)

152



Поскольку точное значение о# лежит в «вилке» (6.211), сущест-
вует b или ос, для которого формула сингулярного приближения
даст точное значение эффективной проводимости.

Рассмотрим в сингулярном приближении формулу (6.202) для
поля

ft = (£ — ga)-l< (E — go")-' > - ' < A > . (6.212)

Очевидно, что если ос никак не связано с основным полем, при-
нятое приближение равносильно предположению, что поле в дан-
ной точке зависит лишь от проводимости а в той же точке (локаль-
ность). Связав же ос с каким-либо функционалом над основным
полем о, мы превращаем зависимость (6.212), вообще говоря, в
нелокальную, тем сильнее, чем нелокальнее упомянутый функ-
ционал. Так, заменив ас функционалом — эффективной проводи-
мостью о#, мы в рамках сингулярного приближения существенно
учитываем нелокальные взаимодействия. При этом, если поле

о кусочно-постоянно, поле h и, следовательно, v в пределах эле-
мента неоднородности также постоянны.

Рассмотрим пример изотропной системы, состоящей из элементов,
по форме близких к шару, проводимости которых с вероятностями
Р] и Р-2 принимают значения а\ и о2. В этом случае эффективный
элемент неоднородности — шар и, следовательно, тензоры g и Ь—
шаровые. Легко видеть, что

g = — ГГ« Ь — 2о<=-
° с

Подставив Ь в (6.210), получим

Как уже утверждалось, выбирая ос, можно получить различные
решения. Пусть, например, ос = о#. Нетрудно убедиться, что в этом
случае формула (6.213) эквивалентна (6.160), дающей эффективную
самосогласованную проводимость рассматриваемой системы. Совер-
шенно аналогично рассматривается и соответствующая плоская за-
дача. В этом случае g —• — 1/2ос, Ь — ос, и формула (6.210) имеет вид

°1 + а с
Ч -г—- (6.2Ю

Положив в формуле (6.214) ас = о*, приходим к соотношению
(6.163), полученному ранее в рамках теории самосогласованного
поля.

Пусть теперь oc = ai. Из (6.213) нетрудно найти
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Аналогично при ос = о2

°>=«+п(^тпъ (6-216)

Легко убедиться, что такой выбор ас определил границы Хашина—
Штрикмана [41] для пространственных изотропных композитов.
Подробно эти границы рассмотрены далее.

Подставив в (6.214) ас = о\ и ас = а2, получим границы Хашина—
Штрикмана для плоского изотропного поля. Они отличаются от
границ (6.215) и (6.216) лишь тем, что вместо троек во втором
слагаемом знаменателя плоской задаче соответствуют двойки.

Как показано А . Г. Фокиным, выбор ос = < а~1 >—' и ос =
= < а > также приводит к некоторой «вилке», заключенной внутри
границ Хашина—Штрикмана, но не гарантирующей, что точное значе-
ние а* любой изотропной системы лежит внутри нее.

Случай ас — <а> интересен и тем, что при таком выборе тела
сравнения, решая интегродифференциальное уравнение (6.195)
методом итераций без выделения сингулярной части, мы полу-
чим ряд теории возмущений (6.188).

Вариант теории самосогласованного поля развит в работе [12].
Д л я пояснения рассмотрим задачи об эффективной проводимости
среды с включениями. Проводимость среды и включений состав-
ляет соответственно а2 и о\. Форма включений, как обычно, счи-
тается эллипсоидальной.

В отличие от стандартного варианта теории самосогласованного
поля, в котором индивидуальное включение считается погруженным
в среду с эффективными свойствами, в данном случае индивидуальное
включение принимается погруженным в неограниченную среду,
имеющую проводимость матрицы, т.е. о2. В этой среде существует

некоторое, подлежащее определению, эффективное поле Я., вообще

говоря, отличное от заданного среднего поля Я. При этом, очевидно,
поле внутри включения постоянно

Д л я определения эффективного поля Я. используется условие,
требующее равенства среднего поля по всей среде с включениями

заданному полю Я. Если Р — доля включений, это условие имеет
вид

РН1 + (1 — Р) Я. = Я (6.218)

и, следовательно,

Я. = [PC + (1 — Р) £ ] - ' Я. (6.219)
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Для определения эффективной проводимости используем соотно-
шение

О ф Я = < о Л > , (6.220)

что после подстановки в него равенств (6.217) и (6.219) дает

а* = [PeiC + (1 — Р) с2Е] [PC + (1 — P)£]-'. (6.221)

Пусть, например, включения можно смоделировать шарами
и, следовательно, пц = 1/3. Если в двумерном случае включения
круговые (пи = 1/2). Тогда из (6.221) следует формула

а = о2 Н , (6.222)

совпадающая с формулами Максвелла (6.112) и (6.113) и с
формулой (6.216). Как уже было отмечено, этот результат явля-
ется одной из вариационных границ Хашина — Штрикмана, кото-
рый, с другой стороны, можно трактовать как эффективную прово-
димость в сингулярном приближении при отождествлении прово-
димости среды сравнения ас с проводимостью матрицы 02.

Покажем, что и в общем случае сингулярное приближение при
ос = 02 совпадает с (6.222). Для этого обратившись к формуле (6.207)
и выразив тензор g через С

g = - i n = (Ol-o2)-
1(£-C-1), (6.223)

2

найдем значение тензора z = E—go" в подобластях — элементах
неоднородности. Легко убедиться, что при а = а{ имеем z\ = С~\
а при а = а2 получим z2 = Е. Подставив эти результаты в (6.207),
получим соотношение (6.222).

При выводе формулы (6.221) мы полагали, что включения про-
водимости а\ погружены в неограниченную среду проводимости
(72, в которой существует некоторое эффективное поле. Если счи-
тать, что включения проводимости а2 погружены в среду проводи-
мости о\ и провести аналогичные выкладки, для эффективной про-
водимости можно получить формулу (6.221), в которой следует
заменить ai^^a2 и Р*±(1—Р), не забыв при этом преобразовать
и тензор £. Можно показать, что полученная таким образом фор-
мула для а* эквивалентна формуле сингулярного приближения
(6.207), в которой положено oc = Oi. В изотропном случае такой
подход даст вторую границу Хашина — Штрикмана.

Таким образом, физически достаточно наглядные предположе-
ния, лежащие в основе рассматриваемого варианта теории само-
согласованного поля, приводят к тем же результатам, что и син-
гулярное приближение с фиксированным выбором свойств среды
сравнения. Отмечаемая эквивалентность и ее следствие — связь
с вариационными границами Хашина — Штрикмана, позволяет
дать физя-ческую интерпретацию этих границ и, с другой стороны,
показать, что приближение эффективного поля дает границы.
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Рассмотрим теперь сингулярное приближение в том случае,
когда поле проводимости не содержит отдельных включений, а явля-
ется непрерывным. Если такое л-мерное поле макроскопически
изотропно, для определения а. имеем уравнения (6.210) и (6.208),
в которых шаровой тензор g — —l//iac. Поэтому b = (п — 1)о
и уравнение (6.210) имеет вид

[а, + (п — 1) ас]"1 = < [о + (я — 1) ас]-' > . (6.224)

Пусть проводимость тела сравнения ас = а*. В этом случае из
(6.224) имеем уравнение для самосогласованной эффективной про-
водимости

Л = < ' —• >• (6-225)
пз а + (п — 1) а

Если рассматривается плоская система, п = 2 и из (6.225) следует

< С ^ > = 0. (6.226)
а -\- а

Во втором разделе данной главы было приведено точное значение
эффективной проводимости двумерной изотропной непрерывной систе-
мы, для которой плотность распределения величины х = 1па —
— < 1 п о > является четной функцией %. В этом случае точное
значение эффективной проводимости имеет вид

а' = ехр < lno > .

Покажем, что это точное решение, подставленное в уравнение
(6.226) обращает его в тождество.

Используя тождественное выражение

о = ехр (х + < In о > ]

и точное значение а*, из (6.226) получим равенство

< у-^р[ > = 0, (6.227)

которое, как нетрудно видеть, является тождеством, поскольку
осредняемая функция нечетна по к, а плотность распределения
у. — четна.

Таким образом, доказано, что точное решение уравнения
(6.226) для самосогласованной эффективной проводимости явля-
ется точным значением эффективной проводимости в случае, рас-
смотренном в [9]. Полученный результат позволяет сделать вывод,
что известные в настоящее время точные решения задачи опреде-
ления эффективной проводимости неоднородных сред удовлетво-
ряют уравнениям самосогласованного поля. Перечислим их:

1. Слоистые среды. Продольные проводимости равны oi = а2 =
= < з > , поперечная—аз = < а-' > - ' . В шестом разделе данной
главы показано, что метод самосогласования дает те же результаты.

2. Плоские изотропные двухкомпонентные системы. Обе ком-
поненты oi и а2 занимают в среднем геометрически эквивалентные
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подобласти, доля первой компоненты равна Р. Эффективная про-
водимость системы а* (Р). Если рассмотреть систему, в которой доля
первой компоненты 1—Р, а эффективная проводимость о* ( 1 — Р),
то справедливо уравнение

а' (Р) о' ( Г - Р) = о,а2.

При Я = 1/2 имеем а* = Уо\о2. Такие же результаты получены
методом самосогласования в шестом разделе данной главы.

3. Плоские непрерывные изотропные системы. Плотность распреде-
ления величины х = 1по — < In о > четная функция х. Эффективная
проводимость о* = ехр < 1 п о > . Этот результат методом самосогла-
сования получен в настоящем разделе.

4. Плоская двухкомпонентная система с тензором эффективной
проводимости а'и (Р, ой с2) порождает дополнительную к себе систему,
в которой подобласти проводимости о2 в исходной системе заменены
точно такими же подобластями, проводимость которых о?/а2. Тензор
эффективной проводимости дополнительной системы о'ц(Р, аи oi/o2}
связан с a,*, (P, oi, о2) точными соотношениями

°\\(Р, Oil O2)a22 (Р, 0 Ь Oi/<J2). = б!,

О92(Р, 0 Ь O 2 ) o U ( P , 01, O1/O2) = 0 i .

В шестом разделе данной главы указан способ доказательства
того, что решения метода самосогласованного поля удовлетворя-
ют этим точным соотношениям.

5. Во втором разделе данной главы при рассмотрении точных
соотношений для анизотропных двумерных сред было получено
равенство (6.77). Нетрудно показать, что в случае, когда изотроп-
ные включения с проводимостями а\ и о2 образуют макроскопиче-
ски анизотропную среду, системы уравнений для самосогласован-
ных компонент тензоров эффективных проводимостей исходного
поля с концентрацией Р и штрихованного с концентрацией (1—Р)
совместны с точным уравнением (6.77). Например, подстановка
(6.77) в одно из двух уравнений для исходной среды переводит
его во второе уравнение системы для штрихованного поля и на-
оборот.

6. Наконец, рассматривая уравнение для самосогласованной
эффективной проводимости изотропной плоскости с изотропными
включениями круговой формы

3

S o — a,-

°. + °i
1 = 1

о, = о, о2 = о, о3 = о2/о, Р3 = Р2 = Р, Р\ = 1 — 2Р,
легко проверить, что точное решение (6.79) обращает его в тождество.

Таким образом, и в этом случае точный результат удовлетво-
ряет уравнению для самосогласованной эффективной проводи-
мости.
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ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ СЕТОК

Как известно, систему дифференциальных уравнений переноса при
помощи конечно-разностной аппроксимации можно модифициро-
вать в систему алгебраических уравнений, которая, в свою оче-
редь, может интерпретироваться как модель переноса в дискрет-
но-континуальной сеточной системе [27]. Если исходная система
имеет переменные коэффициенты, то и проводимость сетки также
будет переменной, и, следовательно, можно поставить задачу опре-
деления эффективной проводимости сетки.

По принятой традиции дальнейшее изложение будет прово-
диться в терминах электрического поля и следовать с небольшими
отклонениями обзору Киркпатрика [32].

Итак, пусть в пространстве размерности п размещена система
узлов, в каждом из которых сходятся т звеньев — связей, проводи-
мость звена, соединяющего узлы i и / суть Ьц. Если иц — разность
потенциалов поля между i и / узлами, то для каждого узла \ можно
написать уравнение сохранения тока

га

£</,/ = 0, яц = Ъцщ. (6.228)
i

Введя средние силы тока и поля (разность потенциалов между
соседними узлами)

Qa = < Я и >, Ut,= < ut, >, (6.229)

определим эффективную проводимость сетки Ьц по следующим
уравнениям

Qi, = b'tfUt,, | ]Q</ = 0. (6.230)
i

Как и для континуальных задач, фундаментальное значение
для нахождения приближенных значений Ь* имеет задача о поле
внутри звена — связи, помещенного в однородную по проводимо-
сти бесконечную сетку, при условии, что поле вдали от связи-
включения равно и.

Пусть звено — включение АВ имеет проводимость Ьо, осталь-
ные звенья сетки — Ь, поле и направлено вдоль звена-включения
(рис. 41). Если бы все проводимости в сетке были одинаковы, т. е.
b = b0, то поле «о на АВ равнялось бы и. Неравенство проводимо-
стей изменяет поле. Для сохранения силы тока в узлах А и В
следует задать силу некоторого фиктивного тока q0, втекающего
в сетку и вытекающего из нее,

qo=U(b-bo). (6.231)

Этот ток, входя в систему в точке Л, частично идет по звену АВ,
частично проходит по сетке, из которой звено АВ исключено
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Рис. 41. Фрагмент бесконечной сетки
сопротивлений, содержащий включение
АВ

Рис. 42. Схема сопротивлений, экви-
валентная бесконечной сетке с включе-
нием

В точке В ток силой qo выводится из системы. Очевидно, ток силой q0

создает на АВ дополнительное поле и'

и' = до {bo + (6.232)

где ЬАв — проводимость всей сетки с исключенным звеном АВ.
Подставив (6.231) в (6.232), получим

и' = и ф — bo) (bo + Ь'Ав)~1. (6.233)

Следовательно, для определения напряженности дополнитель-
ного поля и' остается выразить ЬАВ через известные параметры
задачи.

Киркпатрик [32] приводит остроумный способ определения дан-
ной проводимости. Для этого вновь рассматривается та же сетка,
но на этот раз все звенья ее одинаковы и имеют проводимость Ь.
В узел А вводится некоторый ток силой q, а в точке В он выво-
дится (рис. 42). Принцип суперпозиции позволяет рассматривае-
мое поле считать суммой следующих двух полей: 1) ток силой q
вводится в точке А, а выводится на бесконечности; 2) ток силой q
выводится в точке В, а вводится на бесконечности. И в том и дру-
гом случае вследствие симметрии сила тока, протекающего в каж-
дом из т звеньев, сходящихся в А или В, равна q/tn, и потому
суммарная сила тока через звено АВ равна 2q/m. Отсюда легко
подсчитать иАВ — разность потенциалов между узлами А и В

иАВ = 2q/mb. (6.234)

С другой стороны

иАв = q/Ьлв, (6.235)

где ЬАв — проводимость всей однородной системы.
Очевидно, что ЬАв=Ъ' + ЬАв и, следовательно, исключив q

и иАв из (6.234) и (6.235), получим

(6.236)
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Подставив (6.236) в (6.233), найдем искомое соотношение, свя-
зывающее дополнительное поле и' и поле на бесконечности и

•„+»(£-,)
Поскольку в случае пространственной кубической сетки т = 6

для плоской квадратной решетки m = 4, для одномерной цепи т = 2,

число х = — — 1 в этих случаях равно соответственно 2, 1 и 0. Под-

считав поле на включении илв = и + и', получим

U 6 + 6 y . (6.238)

Отметим, что формула (6.238) совпадает с формулой (6.95),
если считать, что х = л~'—1. Отсюда следует вывод, что поле
в звене сетки совпадает с полем во включении, помещенном в не-
ограниченную среду, если в трехмерном пространстве включе-
ние — шар, в двумерном — круг, в одномерном — плоский слой,
перпендикулярный полю. Располагая (6.238) •— решением задачи
о поле в единичном включении — звене сетки, можно перейти
к задаче вычисления эффективной проводимости сетки. Так, в при-
ближении малой концентрации звеньев-включений Р, проводя
рассуждения и выкладки целиком аналогичные проделанным
в третьем разделе данной главы, получим формулу для эффектив-
ной проводимости сетки

Очевидно, что при к = 2 (трехмерная кубическая сетка) ре-
зультат совпадает с формулой (6.104) для сферических включе-
ний, при х=1 наблюдается совпадение с формулой (6.105), со-
ответствующей круговым включениям на плоскости. При х = 0
получается формула, соответствующая линейному по концентра-
ции р разложению в ряд точного решения для одномерного
случая.

Совершенно аналогично, как и в шестом разделе данной гла-
вы, находятся самосогласованные значения эффективной проводи-
мости сетки. По вполне очевидным причинам при х = 2 получим
формулу (6.160), а при х=1 — формулу (6.163). При х = 0 метод
самосогласования даст точный результат.

Вычисление эффективных параметров анизотропных сеток свя-
зано с затруднениями, поскольку неизвестно решение фундамен-
тальной задачи о поле в одиночном включении, расположенном
в неограниченной анизотропной и однородной сетке.



ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОЙ ПРОВОДИМОСТИ

Достаточно общая процедура вычисления эффективной проводи-
мости связана с применением метода возмущений или перенорми-
ровок и приводит к бесконечному ряду, суммирование которого
в общем случае представляет собой трудно разрешимую задачу.
В большинстве случаев остается открытым вопрос о сходимости
ряда теории возмущений, если флуктуации проводимости доста-
точно велики. Сложность и громоздкость выражений для членов
ряда возмущений затрудняют анализ его структуры и выбор мето-
дов суммирования ряда. В этом смысле определенные перспекти-
вы могут быть связаны с методом Херринга, в соответствии с
которым все флуктуирующие функции представляются рядами
Фурье и исходные уравнения содержат искомые амплитуды этих
разложений. Редукция к нелинейной системе уравнений также
приводит к ряду, но, как показано В. А. Кудиновым и Б. Я. Мой-
жесом [16], структура ряда относительно проста. Ее анализ позво-
лил авторам предложить приемы приближенного суммирования
итерационного ряда, приводящие к довольно простым форму-
лам для эффективной проводимости. Этот анализ оказался полез-
ным и для выбора пробных функций при построении вариацион-
ных оценок для эффективных характеристик. Далее излагается
метод Херринга и результаты его развития в работе [16].

Пусть локальные поля и потоки связаны соотношениями

v = ch, А = ру, (6.239)

divt) = 0, rotA = 0. (6.240)

Выделим в пространстве некоторую область W, характерные
размеры которой значительно больше масштаба неоднородности
поля з и введем средние по объему полей о, v и А, соответственно

оо, V, И. Эффективная проводимость а* и эффективное сопротивле-
ние р* определяются из соотношений

V = a*H, H=p*V. (6.241)

Представим внутри области W поля а, и и А их разложениями
в ряд Фурье

а (г) = с0 + £ ' о*е'* Г ,

v (г) » V + £ J*e'* Г • (6.242)

Штрих у знака суммирования означает, что опущен член k — 0.
Подставив (6.242) в первое уравнение из (6,239; и осреднив его
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по объему с учетом того, что среднее значение e r t r при k Ф О равно
нулю, получим

V = о0Я + £ ' o-khk. (6.243)

Следовательно, для вычисления при помощи (6.243) эффективной

проводимости нужно найти hk. Для этого вновь подставим (6.242)
в (6.239) и сравнив коэффициенты при одинаковых гармониках,
получим

ok_kJikt. (6.244)

Уравнениям (6.240) соответствуют равенства

•ft.w» = 0, £xft* = 0. (6.245)

Система (6.244), (6.245) решается методом итераций, для чего
в сумме (6.244) в качестве начального приближения принимается

hk = Q, а для вычисления последующего приближения в сумму под-
ставляется предыдущее. Таким образом

hk = -j(f . Н) - £ + £ ' / (J. /,) (/, . Н) °±=!f± - .... (6.246)

где ft = kit\ki\.
Подставив (6.246) в (6.243) и полагая, что флуктуации изотропны,

для трехмерной среды получим

(Л • Й) °-̂ -̂*-̂ -̂ а*. + . . 1. (б.247)

В двумерном случае перед суммами будет множитель '/г-
Сравнивая выражение (6.247) с рядом теории возмущений для

а* (см. (6.188), можно отметить его относительную простоту.
Вместо ряда, содержащего степени интегродифференциальных
операторов, свертки функций Грина и т. д., здесь каждый член
ряда — сумма произведений двух сомножителей: скалярных про-
изведений базисных векторов и сверток компонент поля а. Инди-
видуальность каждого конкретного поля определяется связью
этих сверток и взаимным направлением векторов. Если такая
связь несущественна, то сумму произведений можно представить
как произведение сумм, и ряд (6.247) суммируется в конечном
виде. Для этого используется конечное точное решение для одно-
мерного поля и егс разложение в ряд, имеющее ту же структуру,
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что и ряд (6.247) в предположении о несущественности корреля-
ции между упомянутыми сомножителями. В итоге

а* = а0 (1 — 3 Г1 — '

>

(6.248)

(6.249)

Если предположить, что все ft параллельны, то из (6.247) следует

а * = _ а о + _ р о ,

р* = 4 а̂ "1 + 4 ро. (6.250)

Для двумерной среды аналогами формул (6.250) будут

Р* = | ^ ' + р°)- (6'251)

Как указывают авторы [16], случай параллельных fi соответ-
ствует стохастической мозаике, сложенной из слоистых элементов.
Конечно, такая интерпретация достаточно условна. Очевидно, что
если слоистые элементы имеют поперечную проводимость, равную
нулю, плоская мозаика в целом будет непроводящей, в то время
как формула (6.251) приводит к конечной проводимости. Таким
образом, хотя в некоторых случаях удается получить конечные
формулы, интерпретация этих случаев недостаточно определенна.

Остановимся на сравнении формулы (6.251) с точным результатом
А . М. Дыхне (6.60). В работе [16| указано, что в случае двумерной
статистически эквивалентной смеси расхождение между (6.251) и точ-
ным решением а* = ]Лма2 обнаруживается в коэффициентах раз-
ложения по моментам, начиная с момента 6-го порядка. И хотя
формально это так, тем не менее, формулы (6.251) в случае доста
точно сильных неоднородностей малопригодны. Так, если <j| = О,
проводимость смеси а* = 0, в то время как согласно формуле (6.251)
она равна а2/4. Можно сравнить формулу (6.251) и G другим точным
результатом А . М. Дыхне. Так, если распределение а логнормально,
то согласно [9] имеем

с* = 3 0 (1 + с 2 )- 1 ' 2 , С2 = < ( g ~ 2 ° o ) 2 > . (6.252)
°о

При этих же условиях формула (6.251) имеет вид
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Разложив теперь оба выражения в ряд по степеням С2, легко
обнаружить, что расхождение начинается с коэффициентов при С4-

ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ
ЭФФЕКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ

Вычисление эффективных проводимостей на основании информа-
ции о структуре случайного поля представляет собой сложную
задачу. Как было показано, получить ее точное решение удается
в исключительных случаях. Затем будет рассмотрена возможность
использования вариационных принципов для получения двусто-
ронних оценок эффективных характеристик. Дальнейшее изложе-
ние в основном близко к [8, 37, 41].

Определяя скорость возрастания энтропии системы из соот-
ношения

d§ ± (6.253)

где S — энтропия; Т — температура; dW — элемент объема, примем,
что для истинного распределения поля и потока выражение (6.253) мини-
мально. Если процесс изотермический, то принцип минимального
роста энтропии примет вид

$ 0, (6.254)
w

или

8 J hahdW = 0. (6.255)
w

Здесь 8 — символ вариации функционала.
Варьирование в (6.255) нужно осуществлять при дополнительном

условии rot Л = 0, при использовании потенциала р = rti + X варьи-
рованию подлежит X, при условии <Х> = 0. Поскольку минимальное
значение интеграла (6.255) есть энергия, диссипируемая в макро-
скопическом объеме W, равенству (6.255) соответствует неравенство

Но*Н < <tiah> (6.256)

или подставляя в (6.256) h = /-/ — V^» получим

Я о * Я < < (Н— VX)a(^ — VX)>. (6.257)

Выбором пробной функции X можно получить различные оценки.
Пусть X == 0, т.е. поле полагается равным среднему. Тогда из (6.257)
следует

На*Н к < НоН>, (6.258)
ИЛИ

/ / ( а * _ <а>) Н < 0 . (6.259)
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Поскольку поле Н произвольно, тензор (а*—<о>) является
неположительно определенным, и в этом смысле следует понимать
неравенство

(6.260)

Если зафиксирована какая-либо система координат, то выбрав Н
направленным поочередно вдоль осей, можно получить неравенства

я'и <<°н>- (6.261)

Отметим, что в принципе тензоры а* и <а> могут иметь разные
главные оси и, следовательно, замечание в |8] о неравенствах (6.261)
для главных значений, вообще говоря, неточно. Если система макрот
и ыикроизотропна, т.е. а* и <о> — шаровые тензоры, из (6.259)

следует (6.262)

а*<<а>.

Запишем вариационный принцип (6.255) в эквивалентной форме

8 $ v (о-1 )vd\V = 0, (6.263)
w

а варьируемый поток, поскольку divu = 0, представим в виде

(6.264)

где <»F> = 0 .
Аналогично (6.257) имеем

W << (V + v T ) o - ' ( V + W ) > . (6.265)

В простейшем варианте пробная функция — вектор v выбирается

в виде v = V. Тогда из (6.265) следует

V[(o*)- '— « o - ' > ) ] V < 0 . (6.266)

Поскольку поток V произволен, тензор (а*)-1 —<о—•> является
неположительно определенным и в этом смысле следует трактовать
неравенство

о * > < а - ' > - ' . .6 267)

В сочетании с (6.260) имеем для с* двухстороннюю оценку

< « - ' > - ' <а* < <а>. (6.268)

Этот широко известный результат, интерпретируемый обычно
как предельная ситуация слоистой системы при продольном и
поперечном движениях, устанавливает для а* довольно широкие
границы. Очевидно причиной этого является универсальность со-
отношения, использование только одноточечной информации при
игнорировании сведений о геометрии среды. Поскольку оценки
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(6.268) физически реализуемы, их улучшение для конкретных
систем может быть связано с использованием информации об
этих системах. Очевидно, что выбор подходящих пробных функ-
ций связан с такой информацией и сопряжен с сужением класса
рассматриваемых полей. В работе [3] с этой целью используется
приближение метода возмущений и приводятся примеры улучше-
ния границ для эффективных параметров. Однако вычисления в
этом случае связаны с информацией о трехточечных корреляциях.
Для реальных сред измерения этих корреляций практически
отсутствуют.

Идея использовать в качестве пробных функций приближен-
ные решения, удовлетворяющие необходимым ограничениям, реа-
лизована во многих работах. В первую очередь, это работа [41].
Обосновав специальный вариационный принцип, ее авторы во
многих случаях получили для эффективных параметров границы
более узкие, чем (6.268). Позднее Р. Хиллом [37] было доказано,
что вариационный принцип Хашина-Штрикмана для задач теории
упругости эквивалентен принципам минимума потенциальной и
дополнительной энергии. Эквивалентность следует понимать как
взаимную выводимость принципов. Для задач переноса принцип
Хашина-Штрикмана [41] эквивалентен принципу минимума дис-
сипации энергии. Точное решение соответствующих задач одно-
временно минимизирует как функционал Хашина-Штрикмана, так
и энергетический функционал.

Если в качестве пробной функции использовать приближен-
ное решение, вариационный подход позволяет указать границы
для эффективных параметров тем более узкие, чем выше качест-
во приближенного решения. Поэтому естественной выглядит про-
цедура использования приближенных решений метода перенорми-
ровок [37], в частности сингулярного приближения. В этих рабо-
тах показано, что именно сингулярное приближение вектора поля-
ризации фактически использовано Хашиным и Штрикманом при
получении границ для эффективных характеристик. Заметим, что
использование более высоких приближений, хотя в принципе и
должно приводить к сужению «вилки», образованной границами,
сопряжено с заданием многоточечных корреляций, информация
о которых обычно отсутствует. По-видимому, уместно сделать сле-
дующее замечание. Использование в качестве пробных функций
некоторых приближенных решений в значительной степени неявно
предполагает, что они представляют собой определенный класс
функций, так или иначе связанный с основным полем а. Факти-
чески решается задача оптимизации функционала, когда варьи-
руемые функции принадлежат некоторому классу, который обыч-
но нечетко определен. Естественно, что решение, т. е. границы,
найденные в результате оптимизации функционала, зависят от
выбора класса пробных функций. Именно поэтому несколько
затруднительна трактовка результатов при использовании вариа-
ционных методов. Абсолютное значение имеет только «вилка»
(6.268), но она, как известно, обычно довольно широка. Как пра-
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еило, непросто определить, входит ли поле, соответствующее точ-
ному решению той или иной задачи, в класс пробных функций.
Обычно ответ на этот вопрос отрицателен, поскольку пробные
функции выбираются как можно более простыми, да и к тому же
для отыскания функций, близких к точному полю, нужно решить
гу трудную задачу, решения которой мы хотим избежать, привле-
кая вариационные методы.

Приведем основные результаты Хашина — Штрикмана. Рассмот-

рим некоторые векторные поля: и — бездивергентное, А — безвихревое

div У = О, rotA = 0, (6.269)

определенные в области, занятой неоднородной средой. Наряду с этими

полями рассмотрим поля vc и А с , определенные в той же области
пространства, также соответственно бездивергентное и безвихревое,
связанные соотношением

vc = осАе. (6.270)

где ос — проводимость тела сравнения, считающегося однородным.

Поскольку поля А и Ас безвихревые, они имеют потенциалы <$»

(6-271)

Положим эти потенциалы на границе тел одинаковыми

? |s = Тс |s (6.272)

и рассмотрим поле т, определенное как

х = и — о,А. (6.273)

Вводя также поле А" и потенциал ор"

Л" = А — Ас. <р" = 9-<р с, (6.274)

выпишем функционал Хашина — Штрикмана

^ ~ = г I М с - (о - о с )- 'г* + 2хХ + *h"\dW (6.275)
on w

и очевидные условия, накладываемые на т и

ос div h" + div z = 0, (6.276)

т'/й = 0. (6.277)
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В работе [411 показано, что функционал U^ стационарен, если

т = (a — ac)h, (6.278)

и достигает при этом минимума, если а < а0 и максимума при а >

> ос. Очевидно, условие (6.278) эквивалентно уравнению v = oh,
которое вместе с (6.269) дает полную систему уравнений, определя-
ющих истинные поток и поле в неоднородной среде. Как уже гово-
рилось ранее, U — стационарное значение функционала (6.275),
представляет собой истинное значение энергии, диссипируемой в объ-
еме, которое, в соответствии с вариационным принципом и выбранным
ос больше или меньше, чем значение функционала, определенного на

произвольных пробных полях т и h, связанных соотношениями
(6.269), (6.271)— (6.273)

U з= £/~, U = a*hlW. (6.279)
т

Уместно подчеркнуть, что эти условия требуют, чтобы пробное поле

h имело непрерывный и по крайней мере кусочно-дифференцируемый

потенциал ср. Идея метода Хашина — Штрикмана состоит в том, что-
бы выбором пробных полей в некотором классе найти экстремум
функционала 0~ и тем самым получить границу для энергии, дис-

сипируемой полями данного класса. Имея границу для энергии,
нетрудно установить границу для эффективной проводимости. Рас-
смотрим, как эта идея реализуется в случае системы, состоящей из
п однородных компонентов, объемные доли которых Pt. Хашин

и Штрикман полагают, что класс пробных полей т можно принять
кусочно-постоянным, т.е. считать постоянным внутри каждой ком-
поненты неоднородной среды Формально это предположение можно
записать следующим образом:

х=й о£т,-х (, (6.280)

где ti—постоянные, а индикаторные функции определены как

1, hw,
*i — х, > = Pt. (6.281)

0, r£W,

При этом в соответствии с (6.276) поле h может иметь непре-

рывный и кусочно-дифференцируемый потенциал, так как divt

порождает на границах разделов компонент интегрируемые сингу-

лярности и, следовательно, такой выбор пробных полей х и h до-
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пустим. Уместно подчеркнуть, что хотя поле х при таком выделении

класса является конечномерным, поле h, вообще говоря, бесконечно-
мерно.

Учитывая кусочную однородность х, перепишем (6.275)

1
** , f - « c + 2г,- Л?] Р, + ± р ? d W . (6.282)

Для того чтобы в (6.282) провести варьирование по х,-, поле

1С следует выразить через х и вычислить интеграл в правой части.

Для этого используем уравнение (6.276) и разложим поле х и по-
тенциал <р" в ряд Фурье

x = < x > + £'xV*7, (6.283)
к

<р" = £ > ^ Г . (6.284)

Здесь штрих у знака суммы означает, что суммирование осу-

ществляется по всем значениям волнового вектора, исключая k =

= 0. К роме того, поскольку поле х действительно, комплексные

амплитуды х* связаны соотношением

т* = x_ f t , (6.285)

где черта над х означает комплексную сопряженность.
Подставив разложения (6.283), (6.284) в уравнение (6.276), най-

дем

(kib)

а подставив разложения в интеграл из (6.282) и использовав (6.285),
получим

J = Wl (хЛ") dW = - - ~ S ( £ " * ) (kxk) -p. (6.287)

Заменим в (6.287) суммирование интегрированием в трехмерном
пространстве и введем сферическую систему координат.

Тогда 1 °° * 2 ! t — ~ -»~
J = — — И J (Ы (kzk) sin VdVdyik. (6.288)

с о о о
Предполагая распределение областей неоднородности изотропным,

интеграл (6.288) вычислим следующим образом. Представим поле
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в виде т* = ik + ixl и подставим в (6.288) Тогда интеграл при-
мет вид

J = — -Г 1 И {(^*) 2 + ( Ь * ) 2 } sin WdWdfdk, (6.289)
с и и о

и поскольку векторы хк и т* коллинеарны вектору йс, выражение
в фигурных скобках можно переписать в виде

\(k~x'ky + (kxl)2} = Ь (~x'k
2 + ~xl2) cos2^ (6.290)

при условии, что полярная ось сферической системы координат сов-

мещена с вектором hc. Подставив (6.290) в (6.289) и учитывая, что

( t / + xk) в изотропной среде не зависит от углов, получим

J = - -£- ] (х^ь) k4k. (6.291)

С другой стороны, аналогичные преобразования приводят к со-
отношению

< 2 > J p \HW = <х > 2 + 4« ] (хы) k4k. (6.292)
W О

^ " W
W О

Сравнив (6.291) и (6.292), найдем

У = — - ^ 7 К х» > - < т > 2 ] . (6.293)

"Используя условие кусочного постоянства т, из (6.280) и (6.281)
получим

<т > =AcSx,-Pf, (6.294)

< х2 > = h2

c £ xfPi. (6.295)

Подставив (6.293), (6.294) и (6.295) в функционал (6.282), запи-
шем

2

(6.296)
Таким образом, в рамках сделанных предположений о кусочной

однородности поля х и изотропии неоднородной среды функционал
Хашина — Штрикмана является квадратичной формой параметров
xt. Для оптимизации продифференцируем (6.296) по т, и приравняем
производные нулю. Тогда

1+ < х >/Зас

* = ( з , _ 3 с Г . + ( - ^ - . < - > = * ' А (6-297)
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Из (6.297) следует

< т > = ] ^ L _ > А = £ Р, f (в, - о е ) - ' 4- (Зас)~Ч-'. а = (За с)-Г.

(6.298)

Подставив (6.297) и (6.298) в функционал (6.296) и учитывая
(6.279), получим для а* границы:

верхнюю

а* < °с Ч 1 -„Л ' е с л и °с < а ' : (6.299)

нижнюю

°* > а= + | ^ а А . если ас > а,-. (6.300)

Пусть множество о,- упорядочено таким образом, что

а, = m i n a b ап = max а,-. (6.301)

Тогда верхняя граница будет оптимальной, если в (6.299) поло-
жить зс = О|. Соответственно для получения оптимальной нижней
границы следует в (6.300) положить ос = <з„. Полученные таким об-
разом границы и образуют вилку Хашина — Штрикмана.

Выпишем выражения границ Хашина — Штрикмана для изотроя-
ной двухфазной системы о = о\, о2, где О| < о2

oi Ч ; р < о* < о2 Ч ; — в — . (6.302)

Границы для двухфазных изотропных систем на плоскости
можно получить аналогично, их вид совпадает с формулой
(6.302), лишь следует тройки в знаменателях заменить двойка-
ми. Вилку Хашина — Штрикмана будем называть вилкой II.

Согласно [20] вилка II для двумерных (плоских) изотропных
систем является точной. Более того, точной является в случае
двух измерений следующая вилка для произвольной анизотроп-
ной системы:

_ < „-1 ^~1\ (S _ / ,-1 ^-П "^ / ,-1 ^-2

(6.303)

где а\, 02 — компоненты тензора эффективной проводимости, приве-
денного к главным осям.

Для доказательства точности вилки достаточно показать, что
существуют конкретные плоские двухфазные системы, для эф-
фективных проводимостей которых последние неравенства обра-
щаются в равенства.

В самом деле, образуем слоистую структуру А, слои которой
имеют проводимости oi и о2. Если q — концентрация слоев
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с проводимостью О2, то продольная и поперечная эффективные
проводимости слоистой структуры будут следующими:

о ] = (1 — q) a, -f qc2; (6.304)

~* г/1 \ —1 I —1 -, |

°2 = к* — q) °i + <?°2 I •
Если теперь из только что созданной слоистой системы обра-

зовать новые слои — полосы, ортогональные к первоначальным,
а их, в свою очередь, с концентрацией v перемешать со слоями
проводимости а], то эффективная продольная и поперечная про-
водимости системы В при условии, что в полосах из системы А
элементарные неоднородности образуют бесконечно тонкие полос-
ки, составят соответственно

О] = v [ ( 1 — q ) <3| + <7<32~ ] ~ ' + ( 1 — v ) a i ,

o j = | v | ( l — <7)о, + <7a2]-' + (1 — v) оГ 1 }"" 1 - (6.305)

Исключив из о, и ог параметры q и v, связанные очевидным соот-
ношением <7V = Р< получим выражение, обращающее левое нерэвен-
ство (6.303) в равенство. Аналогично доказывается точность правого
неравенства (6.303). Легко убедиться, что для макроскопически
изотропных систем (о, = a2) эта процедура док азывает точность гра-
ниц Хашина— Штрикмана.

Обратившись к формулам (6.215) и (6.216), нетрудно убедиться,
что границы (6.302) получаются, если в формулу для сингулярного
приближения эффективной проводимости подставить вместо ос поо-
чередно а, на. Напомним, что границы Хашина — Штрикмана ре-
ализуются и в приближении эффективного поля.

Рассмотрим подробнее связь метода Хашина — Штрикмана с ме-
тодом и результатами сингулярного приближения. Нетрудно убедить-
ся, что соотношение (6.297) для оптимального поля -с можно пере-
писать в виде

х = (о — ос) А„ А, = (о + 2о е )- ' < (а + 2ос) -> >-'Лс. (6.306)

Сравнив (6.306) с (6.212), можно увидеть, что hs—в точности
совпадает с полем в сингулярном приближении, если принять

в (6.212) g = —1/Зос. Поле hs, как и т, является кусочно-постоян-
ным и зависит в пределах фиксированного включения лишь от про-
водимости этого же включения. Существенно и то, что во всех

включениях поле hs коллинеарно полю К. Естественно, что такое
поле не может иметь непрерывного потенциала и, следовательно, не
может входить в класс пробных полей. Очевидно, допустимое проб-
ное поле h, порождаемое кусочно-постоянным полем х, в соответствии
с (6.306) и (6.274), (6.276), (6.277) не будет кусочно-постоянным,

а потому пространство пробных полей h будет бесконечномерным.
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Таким образом, если в сингулярном приближении поля и, *» и, как

следствие, т являются кусочно-постоянными, вариационный метод

построения границ, развитый Хашиным и Штрикманом, предпола-

гает кусочное постоянство только поля т. К сожалению, остается

неясным, насколько широк класс полей, для которых такая ап-

проксимация пробных полей х допустима. Можно лишь утверждать,

что не существует реальных изотропных полей, для которых поле

т внутри включения постоянно. Исключением в данном случае яв-
ляется единственное изолированное включение в виде эллипсоида,
находящееся в неограниченной однородной среде. Как известно, поля

v, h и, следовательно, т внутри такого включения постоянны. Од-
нако вне включения они переменны. Лишь специальный выбор ац

позволяет получить кусочно-постоянное поле х в случае одного
включения. Очевидно, если включение не единственно, истинное

поле х внутри включений не постоянно. Отсюда следует вывод, что
среди систем со многими включениями отсутствуют системы, для
которых реализуется точно предположение о кусочном постоянстве

поля т. Поэтому нельзя быть уверенным, что границы Хашина —
Штрикмана физически реализуемы, как это имеет место, напри-
мер, в случае вилки I или вилки II для двумерных сред. Это
обстоятельство делает в принципе возможным сужение вилки
Хашина — Штрикмана для трехмерных неоднородных систем.

Хотя метод Хашина — Штрикмана не дает ответа на вопрос:
каковы точные границы для эффективной проводимости любых
изотропных сред, вилку, даваемую методом, можно считать при-
ближенной и использовать для оценок, не требующих большой
точности. Располагая вилкой (а~, о+), можно, если это необхо-
димо, конструировать приближенные решения. В работе [37] да-
ются такие рекомендации.

Если связность компонентов одинакова, то в качестве прибли-
*

Д л я изотропных матричных смесей рекомендуется принять о* =
= о+ (Р), если проводимость матрицы больше проводимости вклю-
чений, и а* = а- (Р) в противном случае. Если ни один из компо-
нентов не является односвязным, но связности их различны, для
оценки а* можно принять а* = [а+ (Р) а- (Р)]{/2

На рис. 43—50 представлены вилки I и II для двухфазных
двумерных и трехмерных систем проводимости о\ = о и о 2 =1
в зависимости от Р2 = Р, изменяющемся в интервале 0 < Р < 1.
На этих же рисунках штрих-пунктиром нанесены результаты
расчета самосогласованной эффективной проводимости. Нетруд-
но проследить следующую тенденцию. Если неоднородность не
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Рис. 43. Вариационные границы эффек-
тивной проводимости (з = 0,2).

/ — границы I; 2 — границы II; 3
самосогласованная эффективная проводи-
мость

РИС. 45. Вариационные границы эф-
фективной проводимости изотропной
двухфазной плоской системы (з = 10-г).

/ — 3 — см. обозначения рис. 43
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Рис. 47. Вариационные границы эф-
фективной проводимости изотропной
двухфазной трехмерной системы (з=
=0,2).
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Рис. 44. Вариационные границы эф-
фективной проводимости изотропной
двухфазной плоской системы (з = 10-1).
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Рис. 46. Вариационные границы эф-
фективной проводимости изотропной
двухфазной плоскости системы (з=
= 10~3).
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Рис. 48. Вариационные границы эф-
фективной проводимости изотропной
двухфазной трехмерной системы (а=

=ю-').
1—3— см. обозначения рис. 43
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Рис. 49. Вариационные границы эф-
фективной проводимости изотропной
двухфазной трехмерной системы (с=
= 10- 2).
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Рис. 50. Вариационная граница (верх-
няя) эффективной проводимости изо-
тропной двухфазной трехмерной сис-
темы (а=10~3).

1—3— см. обозначения рис. 43

очень сильна (а>0,1), вилка II оказывается существенно уже
вилки I. При сильной неоднородности границы, даваемые обеи-
ми вилками, очень широки. Очевидно, как и должно быть в со-
ответствии с теорией, самосогласованная эффективная проводи-
мость лежит внутри вилок I и II. В самом деле, для получения
самосогласованной эффективной проводимости в формулах син-
гулярного приближения метода перенормировок следует поло-
жить ас = а*. Но так как ai<(j*<a 2 , то выбранное таким спо-
собом тело сравнения заключено между двумя телами сравне-
ния проводимостей oi и ог, определяющими вилку II, лежащую
внутри вилки I.

Интересный способ установления верхней границы для эф-
фективной проводимости развит С. Прагером [46], изучившим
макроскопически изотропные системы с включениями нулевой
проводимости. Приведем основные этапы рассуждений Прагера
и окончательные результаты его анализа.

Пусть г (г) — индикаторное случайное поле, равное нулю внутри
включений и единице вне их. Очевидно, < z > = Р (доле проводя-
щей области), а для момента

5 ( Р ) = < z (r) z ( r + P ) >

имеют место предельные соотношения

S(0) = P, 5 (со) = Р2.

Будем искать минимум энергетического функционала

Е = <hah >,
где

a =

(6.307)

(6.308)

(6.309)

(6.310)
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а пробные поля h имеют непрерывный потенциал и удовлетворяют

условию < h > == Н.

Представив h в виде

h = H + h, < / г > = 0, (6.311)

запишем энергетический функционал (6.309) в форме

E = o0[PH3+2H<zh> + <hzh>\. (6.312)

Если h — некоторое пробное поле, а X = const, то поле ХЛ также
может быть пробным, и, следовательно, параметр X можно выбрать

оптимально. Для этого в (6.312) вместо h подставим ХЛ и продиф-
ференцируем функционал по X. Приравняв результат нулю, найдем
оптимальное X

X = — Н <zh>/<zh2>. (6.313)

Подставив найденное X в функционал, получим оптимальное зна-
чение энергетического функционала для данного класса пробных

полей h

(6.314)

Согласно вариационному принципу минимума диссипируемой энер-
гии истинная средняя энергия не превосходит пробной, следовательно

( 6 . 3 1 5 )

Из (6.315) вытекает сразу, что при любом пробном поле h имеем
с* < а0Р = < о > и для уточнения неравенства нужно класс пробных

полей связать с полем-индикатором z ( r ) . С. Прагер [46] выбирает

поле h в классе линейных функционалов над полем z

Л Й = V Ь (Р) [2 (г) ~ Р) dp3, (6.316)

где р. (р) — неслучайная весовая функция, варьируя которую, будем
искать оптимум энергетического функционала (5.314). Нетрудно ви-

деть, что хотя поле-индикатор разрывно, поле ,•/ имеет непрерыв-
ный потенциал и, кроме того, </г(л)> = 0. Таким образом, поле
(6.316) является допустимым.
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Проводя стандартную процедуру варьирования функционала
(6.314) на полях (6.316), можно установить связь оптимальной ве-
совой функции ц от двух-и трехточечных корреляционных моментов
поля г. Эта связь имеет вид интегрального уравнения Фредгольма
первого рода и в принципе позволяет при известных корреляциях
найти оптимум энергии, а с ним и оценку для а*. К сожалению,
отсутствие информации о трехточечных корреляциях не позволяет
реализовать этот путь до конца. Выход заключается в дополнитель-
ном приближении, состоящем в том, что неравенство (6.315) усили-
вается, если провести замену <z/z2> = </i 2 >. Тогда

(6.317)

Для минимизации энергетического функционала решается соот-
ветствующее уравнение Эйлера — Лагранжа, находятся оптимальная

весовая функция ц (р) = #р/4ир3, оптимальная энергия и, в конеч-
ном счете, оценка для эффективной проводимости

о* < о0Р(2 + Р)/3. (6.318)

Нетрудно убедиться, что эта оценка несколько выше верхней
границы Хашина — Штрикмана.

Завершая изложения вариационных методов, остановимся на
применении метода Херринга (см. десятый раздел данной гла-
вы) для непосредственного получения вариационных оценок эф-
фективных характеристик [16].

Определим эффективную проводимость о* из соотношения

с* = £т1п/Я2, (6.319)

где в соответствии с (6.243), (6.244) и (6.245)

р . _ но I о V ' и и I V 1,2 | V1 и и ict опт

С — О()Л • -J- Z ̂ j a_^/Ij/7 -г Oojj Л* -(- 2^°k—kfik * к- (O.oZU)
k к к.к, ' '

Если вместо hk подставить в (6.320) ряд (6.246), то в соответ-
ствии с вариационным принципом получим £min.

Подстановка любого другого допустимого разложения даст £ >
> £min и, следовательно, согласно (6.319) мы получим для а* оцен-
ку сверху а+ > а*. Так, выбрав в качестве пробной функции выра-
жение, пропорциональное первому члену разложения (6.246)

hk = af(JH)ok, (6.321)

и варьируя а для минимизации £, авторы [16] получают

(6.322)
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Задав средний поток и использовав ту же процедуру, получим
оценку снизу

6 P O + - / I / < ( P - P O ) > J -3

(6.323)

Итак, а*_ < a* < o+ и, как доказано в [16], эта двусторонняя
оценка полностью совпадает с оценкой М. Дж. Берана [3], полу-
ченной, как известно, при использовании в качестве пробных функ-
ций членов ряда возмущений. Как показано в [16], вариационные
оценки о + и о_ в случае двухкомпонентной смеси точно совпадают
с результатами, даваемыми формулами (6.248) и (6.249), т. е.
приближенное суммирование ряда (6.247) дает оценку сверху,
а соответствующего ряда при вычислении р* дает для а* оценку
снизу.

Ограничиваясь на этом рассмотрением вариационных прин-
ципов, отметим в заключение их достоинства и недостатки. Ва-
риационные оценки основаны на универсальных принципах и
относительно просты при использовании минимальной информа-
ции о рассматриваемых системах, т. е. фактически при рассмот-
рении широкого класса объектов. Но в этом же и причина огра-
ниченной эффективности вариационных оценок, поскольку ши-
рота класса приводит к широким «вилкам» для эффективной
проводимости. Включение в анализ более детальной информации
о специфических особенностях рассматриваемых конкретных си-
стем резко увеличивает трудности, делая метод недостаточно
конструктивным.

Г Л А В А 7

ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ
ПРИ ФИЛЬТРАЦИОННОМ ПЕРЕНОСЕ МНОГОФАЗНЫХ
СИСТЕМ В НЕОДНОРОДНЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

Различные и наиболее важные приложения теории фильтрации
связаны с проблемой описания и гидродинамического анализа
совместного движения нескольких жидкостей и газов в пористой
среде. По установившейся традиции, не совсем точно с точки
зрения термодинамики, различные жидкости или газы принято
называть фазами, а их фильтрацию — многофазной. Принято
также, конечно условно, подразделять фазы на смешивающиеся
и несмешивающиеся. Например, обычно считают, что водонеф-
тяные системы состоят из несмешивающихся фаз — нефти и
воды.

Описание процесса многофазной фильтрации методами ме-
ханики сплошных сред — весьма сложная задача, поскольку
многообразие форм сосуществования жидких фаз, их сильное
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взаимодействие между собой и с твердой поверхностью породы
требует учета множества физических, физико-химических и гео-
метрических факторов. Упоминая о сложности учета геометри-
ческого фактора, мы имеем в виду трудности описания и аде-
кватного отражения в математической модели чрезвычайно слож-
ного распределения жидких фаз в поровом пространстве, описа-
ние которого, в свою очередь, также является трудной задачей.
Определенные перспективы построения эффективного аппарата
для решения этих проблем можно связывать с методами стоха-
стической интегральной геометрии.

Общепринятые уравнения фильтрации несмешивающихся жид-
костей Маскета — Леверетта [44] выписываются как некоторое
обобщение закона Дарси для каждой из фаз, причем обобщение
достигается за счет введения в уравнение Дарси эмпирических
функций, называемых фазовыми проницаемостями. Обработка
Многочисленных экспериментов, в которых совместное течение
реализовано в образцах масштаба керна, показывает, что фазо-
вые проницаемости зависят в основном от насыщенности фазами.
В то же время не исключено влияние на фазовые проницае-
мости и других факторов, например соотношения вязкостей, сте-
пени неравновесности процесса фильтрации, характеристик неод-
нородности пористой среды и т. д. Очевидно, ситуация сущест-
венно усложняется, если при построении обобщенных уравнений
Дарси используются элементы среды, имеющие достаточно боль-
шой пространственный масштаб. В этом случае распределение
жидкостей в элементе может быть самым различным, что приве-
дет к существенным различиям в поправочных коэффициентах —
фазовых проницаемостях. Очевидно, объемного содержания фаз,
т. е. насыщенностей, недостаточно, чтобы охарактеризовать рас-
пределение фаз в таком элементе, и, следовательно, фазовые
проницаемости должны зависеть и от других характеристик.
В подобных случаях естественнее говорить не о фазовых, а о «мо-
дифицированных» или «псевдофазовых» проницаемостях, подчер-
кивая этим, что «малым» элементом среды является по сути
достаточно большой элемент, имеющий внутреннюю структуру,
характеристики которой определяют макроскопические свойства
элемента.

Охарактеризовав, таким образом, сложность проблемы опи-
сания многофазных течений, отметим, что помимо непосредствен-
ного определения фазовых проницаемостей по результатам физи-
ческого эксперимента известны работы по их вычислению при
помощи математических моделей капиллярных пучков и капил-
лярных сетей. Так, в работах Е. М. Минского [27] показано, что
использование в качестве микромасштаба среды ее гидравличе-
ского радиуса, распределенного по некоторому закону, позволяет
установить связь между проницаемостью среды и начальными
статистическими моментами микромасштаба. Вводя аналогичные
соотношения для насыщенности и фазовых проницаемостей,
Е. М. Минский получил зависимости между ними, подобные
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известным экспериментальным кривым Викофа и Ботсета. Анало-
гичная попытка построения фильтрационных характеристик двух-
фазных потоков при помощи статистических методов предприня-
та в работах М. И. Вайнера [27]. В предположении логнормаль-
ности распределения гидравлического радиуса им получены за-
висимости «капиллярное давление — насыщенность», «фазовая
проницаемость — насыщенность», проанализирована связь полной
и несвязной газонасыщенности при фильтрации газированной
жидкости.

Пересеченность реальной пористой среды, игнорируемая моде-
лями капиллярных пучков, в какой-то степени моделируется капил-
лярными сетями. Начиная с работы Фатта, анализ подобных мо-
делей основан на гипотезах о случайном распределении радиусов
капилляров, определенном механизме их заполнения несмачива-
ющей жидкостью. Расчетные кривые фазовых проницаемостей и
капиллярного давления качественно согласуются с результатами
физического эксперимента на реальных средах. Дальнейшее раз-
витие моделей капиллярных сетей связано с усложнением сеточ-
ных конфигураций, механизма вытеснения и использованием для
расчетов ЭВМ [10].

Далее излагается процедура построения системы уравнений
двухфазной фильтрации и вычисления фазовых проницаемостей
для некоторых моделей течения двух несмешивающихся жидко-
стей, основанных на представлении о движении взаимопроникаю-
щих жидких однородных фаз и некоторых гипотезах о их структуре.

ГЛОБУЛЬНАЯ МОДЕЛЬ И ОСРЕДНЕНИЕ
УРАВНЕНИЙ ФИЛЬТРАЦИИ

Будем считать, что в каждый момент времени жидкие несмеши-
вающиеся фазы распределены в пространстве таким образом, что
фазы в отдельности занимают достаточно большие подобласти,
чтобы в них выполнялся закон Дарси для соответствующей одно-
родной фазы. Несколько точнее, это требование означает, что око-
ло почти любой точки пространства можно описать сферу, в по-
ристом пространстве которой содержится лишь одна жидкая фаза,
а объем сферы достаточно велик для того, чтобы для него имел
смысл локальный закон Дарси. Естественно, что такое предполо-
жение исключает из рассмотрения случай фильтрации эмульсион-
ных структур. Что же касается важных для практики случаев
распределения в нефтяном пласте остаточной (погребенной или
реликтовой) воды, а в зоне за фронтом вытеснения остаточной
нефти, то обычно остаточная фаза не обладает подвижностью и
ее с определенным допущением можно объединить с твердой фа-
зой (скелетом пористой структуры). Примем также, что прила-
гаемые к системе перепады давлений таковы, что какая-то часть
каждой из жидких фаз может быть неподвижной. Например, это
могут быть достаточно малые «островки» фазы, окруженные со
всех сторон «чужой» фазой.
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Следует отметить, что анализ физических представлений и экс-
периментов по вытеснению [27] в определенной степени согда-
суется с приведенными гипотезами, положенными в основу при-
нятой модели. Сделанные предположения позволяют записать
уравнения движения и, усреднив их, получить уравнения фильт-
рации многофазных систем.

Начнем с рассмотрения двухфазных систем. Пусть М — трехмер-
ное пространство, занятое пористой средой, насыщенной жидкими
фазами, г Mi н М2 — его части, такие что Mt — пространство, за-
нятое пористой средой, насыщенной только j'-й фазой. Для описания
в фиксированный момент времени распределения фаз в пространстве

введем в рассмотрение функцию — индикатор фазы z (x)

г(х) = ' Х^ ' М\ U М2 = М. (7.1)

О, х£М2

Считая распределение фаз случайным, найдем моменты г. Очевид-
но, что

< z > = 5,, z' = z — 5,, < г ' 2 > = 5,5 2 . (7.2)

Здесь Si—макроскопическая характеристика пористой среды,
содержащей две фазы, численно равная средней доле объема пор,
занятых i-й фазой, т. е. 5,-—макроскопическая насыщенность. При
этом следует помнить, что локальная насыщенность в принятой мо-
дели может быть равна либо нулю, либо единице. Далее 5,- будем
называть насыщенностью. Очевидно, что 5i + S2 = 1.

Введем также в рассмотрение функцию-индикатор подвижности,
разбив для этого пространства М,- на подпространства Мf и М7~>
занятые соответственно подвижной и неподвижной фазами

( 7 3 )

U МТ.

Для моментов функций и (х) имеем

<и> = S+, и' = и — S+, <и'2> = 5+5-. (7.4)
Здесь 5+ и 5 " — соответственно макроскопические насыщен-

ности подвижными и неподвижными фазами. Очевидно, S + + S~ = l.
Введение функции-индикатора подвижности осуществлено фор-
мально, без указания конкретного механизма, регулирующего
разделение системы на подвижную и неподвижную части. Следует
ожидать, что для несмешивающихся жидкостей таким механизмом
является капиллярность. Благодаря ей малые подобласти фазы
при умеренных перепадах давления лишены подвижности и яв-
ляются включениями в бесконечном кластере чуждой фазы. Функ-
ция и(х), таким образом, характеризует меру связности объеди-
нения двух бесконечных кластеров.
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Используя функции z и ы, запишем уравнения фильтрации не-
сжимаемой жидкости во всем пространстве М

O. (7.5)

Здесь v—вектор скорости фильтрации жидкости; k = k(x) —

проницаемость; р — давление; функция Ь (х) определяется из соотно-
шения

8 = 82 + (6, - 82) г, в, = ц Г \ (7.6)

где (А,- — вязкость t-й фазы
Очевидно, локальные фазовые скорости определяются по формулам

V\ = VZ, V2 = V (1 — Z).

Используя (7.5), будем искать средние скорости фаз

Vi = <vi> = <vz>, V2 = <щ> = < o ( l — z)>, (7.7)

или

div(i/, + V2) = 0 ,

V, = — 9, <kzu\7p>, V2=:—b2<k(l—z)uX7p>, (7.8)
и, следовательно, для макроскопического описания необходимо
вычислить корреляции полей k, г, и, Vp. Легко понять, что такая
задача в общем случае вряд ли разрешима, и потому далее будут
использованы приближения метода возмущений.

Представим рассматриваемые случайные поля в виде

V = Vo + V', Vo = <V>, p = po + p', P0 = < P > ,

k = k0 + k', k0 = <k>, u = uo + и, «о = < « > - = S+, (7.9)

e = eo + e', 8 r = < e > = o? + (6, — o 2 ) 5 ,
и будем считать флуктуации k', 6', и' достаточно малыми в том
смысле, что достаточно малы их коэффициенты вариации. Флук-
туации поля z' малыми не предполагаются. Тогда в разложении,
квадратичном по флуктуациям, но линейном по указанным малым
параметрам, будем иметь

Vi = —6, |Ao«oZoVpo + *o"o < z ' V p ' > + ko<z'u> Vpo+

(1 — Zo) Vpo—*o"o<z'Vp'>—Ao<zV> Vpo —
— <k'z'>u04pol (7.10)

Здесь уместно отметить, что степень влияния отброшенных
членов в случае немалых флуктуации неясна.
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Для вычисления корреляции < z ' V p ' > используем систему, свя-
зывающую флуктуации в рассматриваемом приближении

v' = -koUob0[[-j^ + 17 + "У Vpo + V/>'], divo' = 0. (7.11)

Будем полагать, что ko = const, 60 = const, Uo = const, а система
координат ориентирована так, что V/?o= (a, 0, 0), а = cons*. Тогда

д i W и' Ь' \

Считая рассматриваемую область достаточно большой, можно за-
писать

р'(х) = а $ G (х, x')f(x')dx'3,

G(x, x') = \1Щх—х'\.

Теперь нетрудно получить

(7.13)

где М — взаимный корреляционный момент соответствующих полей.
Предположим, что поля 2 и и однородны и изотропны, а взаим-

ные корреляции их, так же как и с полем k, однородны и изо-
тропны и стремятся к нулю на бесконечности. Принятие таких
предположений позволяет вычислить в конечном виде корреляцию
(7.13), однако следует отметить, что если постулирование одно-
родностей полей г и и выглядит достаточно естественным, то
предположение об их изотропии представляется в достаточной
мере спорным. Можно ожидать, что в процессе вытеснения, тем
более, если состояние фаз существенно неравновесно, распределе-
ние фаз неизотропно. Имея в виду это обстоятельство и принимая,
тем не менее, гипотезу изотропии, в последующем изложении мы
вернемся к этой проблеме и рассмотрим случай неизотропного
распределения фаз.

Итак, вычислив (7.13) при указанных предположениях и под-
ставив результат в (7.10), для средних фазовых скоростей получим

(7.14)

зе 0

f2 = S2S+ + (°' ~ "2> s ' S g S + - 4 C5+
3 8 0

Здесь С = <k'2>1/2/ko — коэффициент вариации поля проницае-
мости, а коэффициенты корреляции соответствующих полей X вво-
дятся равенствами

Мг,и = VSiStS+S-K.u, MkiZ = ад V^SlK,- (7-15)
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Отметим, что рассмотрение соответствующей плоской задачи
также приводит к формулам (7.14) с той разницей, что тройки
в знаменателях соответствующих членов должны быть заменены
двойками, а двойки в числителях — единицами.

Коэффициенты корреляции X и параметр S+ вообще говоря
зависят от насыщенности, отношения вязкостей, меры неравновес-
ности системы и т. д. Естественно ожидать, что в равновесном
состоянии, если фаза 1 смачивающая, а фаза 2 несмачивающая,
коэффициент Xhz<Q, так как смачивающая фаза в состоянии ка-
пиллярного равновесия стремится в первую очередь заполнить
подобласти пониженной проницаемости. Естественно, что при этом
фазовая проницаемость для смачивающей жидкости будет сни-
жаться, а для несмачивающей — повышаться.

Если первая фаза — смачивающая, можно ожидать, что при дос-
таточно больших значениях S\ коэффициент корреляции Хг,„ > 0.
Наоборот, при малых S| менее связной будет, по-видимому, первая
фаза, и, следовательно, Хг,и < 0. Поэтому, как следует из (7.14), при
больших Si будет иметь место увеличение Д при снижении /2- При
малых 5 ь наоборот, снижается / ь а увеличивается /2.

Зависимость S~ от Si почти очевидна. Можно полагать, что
S~(0)==S—(1) = 0. В интервале (0,1) параметр S~ отличен от нуля
и достигает в некоторой точке максимального значения. Пусть экспе-
риментально найдены функции фазовых проницаемостей /* и f2. Тог-
да, предполагая, что эти функции удовлетворяют равенствам (7.14),
получим

S+ = f\ + /2, 5 - = 1 - (/; + /2) (7.16)

Определение остальных параметров при помощи {] в общем слу-
чае невозможно. Однако, если p.i = p.2 и среда однородна по прони-
цаемости (С = 0), можно определить \г,и

3 2* 1 1'2

2 VsiS2 (/i + f2) (' -П-fa)
Поскольку \г,и — коэффициент корреляции, \кг,и\ < 1, что налагает

ограничения на функции f\, которые нельзя задать произвольно.
Например, если функции /*• представлены параболами f] = S? легко
получить условие а,- > 9/4. Это обстоятельство определяется зависи-
мостью фазовых проницаемостей от механизма течения, определяе-
мого в свою очередь моделью и структурой среды. Любопытно, что
для двумерных фазовых проницаемостей ограничение на а,- еще жестче.
Уменьшение размерности пространства приводит к усилению роли
«чужой» фазы и условию а,- > 4. На рис. 51 приведены зависимости
5~ (Si) и лг,„ (Si) для степенных фазовых проницаемостей при а =
= 9/4, помещенных там же. Обращает на себя внимание высокое со-
держание неподвижных фаз при Si % 0,5. Взаимное диспергирование
наиболее сильно в случае примерного равенства содержания фаз
в системе. Не случайно и проводимость системы в целом в атой
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Рис. 52. Зависимости фазовых проии-
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ции

ными фазами 5
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области обычно минимальна. Изменение коэффициента корреля-
ции ki,u (см. рис. 52)' соответствует приведенному качественному
анализу.

На рис. 52 аналогичные зависимости построены по кривым
фазовых проницаемостей Леверотта, полученным из эксперимента
по фильтрации водонефтяных систем с различным отношением
вязкостен. Качественно эти кривые аналогичны кривым на рис. 51.
Можно лишь отметить некоторую их асимметрию, связанную
с различной смачивающей способностью фаз, использованных
Левереттом в эксперименте.

Приводя результаты обработки опытов Леверетта, отметим их
определенную условность, поскольку неясно, может ли стационар-
ное течение на образцах малого масштаба, реализованное в экс
перименте, иметь глобульную структуру с непрерывным полем
давления. И хотя капиллярные эффекты при этом частично учте-
ны посредством введения в рассмотрение несвязной части каждой
из фаз, неподвижность которых постулируется, более полный учет
капиллярности сьязан с некоторой модификацией модели.

Пусть, как и ранее, жидкие фазы сосуществуют в виде глобул.
Будем считать, что в данный момент времени давления в областях
Ait и М+ являются непрерывными функциями, соответственно р\ х

х (х) и />2 (х). Рассматривая движение первой фазы в пространстве
/И, будем считать, что оно происходит в подпространстве Mt, а ос-
тальная часть пространства М, ее обозначим символом M/Mf, не-
проницаема для первой фазы. Аналогично рассматривается движе-
ние второй фазы: оно происходит в пространстве Mf, а подпрост-
ранство M/Mf непроницаемо для второй фазы. При таких предпо-
ложениях о распределении фаз и их взаимодействии уравнение те-
чения первой фазы з любой точке пространства М имеет вид

v 1 = —kb tuz\7pi, div U| = 0. (7.18)
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Аналогично для второй фазы имеем во всем пространстве М

v2 = — k%2u (1 — z) yp2, d ; w 2 = 0 . (7.19)

Обозначим V\ = < и > , Р = <р\ > и введем эффективную про-
ницаемость всей системы пористая среда — две жидкости для пер-
вой фазы. Обращаясь к (7.18) и обозначив вводимую эффективную
проницаемость символом А,ь запишем определяющую ее систему
уравнений

Vi = —blhS7Pi,divVi = 0. (7.20)
Таким образом, Х\—эффективная проницаемость пространства

М, локальная проницаемость которого есть k и z. Очевидно, такое
распределение проницаемости в соответствии с принятой моделью
соответствует исходному полю, в котором непроницаемые включе-
ния размещены в тех местах, где имеется вторая фаза или непод-
вижна первая.

Для получения из (7.20) относительных фазовых проницаемое -
тей необходимо ввести &,— эффективную проницаемость всего про-
странства, заполненного однородной жидкостью. У множив и разде-
лив правую часть первой формулы из (7.20) на &,, получим

Vt = —8,Л«/, ЧРи d\wVt = 0, /, = k~%. (7.21)

Обозначив V2= <t>2>, Po=<P2> и введя Х2 — эффективную
проницаемость пространства М, локальная проницаемость которого
k(\—г) и, запишем систему уравнений для второй фазы

Vt = — b2k.h V/>2, d\\V2 = 0, U = К^ h. (7.22)

Таким образом, для определения относительных фазовых про-
ницаемостей необходимо найти эффективные проницаемости трех
систем:

1) всего пространства М;
2) пространства М, в котором подпространство Mf насыщено

однородной жидкостью, а его дополнение M/Mt имеет нулевую про-
ницаемость;

3) пространства М, в котором подпространство Mt насыщено
однородной жидкостью, а его дополнение M/Mf имеет нулевую
проницаемость.

Очевидно, для определения эффективных проницаемостей по-
мимо задания распределения локальной проницаемости всего про-
странства М необходимо задать подпространства M~t. С этой
целью введем в рассмотрение функции-индикаторы Wi

р *£м?* (7.23)
[0, x

Легко видеть, что для моментов Wi имеем

180



где S+, — насыщенность среды подвижной г-й фазой.
Задача определения эффективной проницаемости неоднородной

среды в данном случае связана с дополнительными трудностями,
обусловленными разрывностью поля Oi = kWi и значительными
флуктуациями. Использование приближенных решений, получен-
ных методом возмущений, сопряжено в этом случае с трудно оце-
ниваемой погрешностью. Поэтому приводя результаты, полученные
методом возмущений и учитывая их определенную условность,
позднее для этой же задачи мы используем теорию самосогласо-
ванного поля.

Итак, предполагая, что поле а( изотропно, в приближении,
линейном по флуктуациям k' и W\, для течения в трехмерном
пространстве получим эффективную проводимость

«,/ = 3k<Wi> (1 + 2 <Wi»~' \<Wi> + (1 —
(7.24)

Относительные фазовые проницаемости в рассматриваемом при-
ближении имеют вид

U = SSf (I + 2S+)- 1 [St + (1 + St) CA*. V(). (7.25)

Пусть для простоты С* = 0. Тогда

/, = 3(S+)2/(l +2S+)- (7-26)

Из (7.26) следует, что при изотропном распределении фаз, а
именно при этом условии получено соотношение (7.25), фазовые
проницаемости ограничены сверху

/,<3S?(1 + 2 5 , ) - ' . (7.27)

Вообще же говоря, предположение об изотропии в распределе-
нии фаз в достаточной мере сомнительно. Следует ожидать, что
в процессе вытеснения, тем более, если состояние существенно
неравновесно, распределение фаз, а следовательно, и фазовые
проницаемости неизотропны. Позднее, при вычислении эффектив-
ных проницаемостей методом самосогласования, будет рассмотрен
и случай анизотропного распределения фаз.

Возвращаясь к (7.26), можно отметить, что, например, модель
ные фазовые проницаемости f, = 5, удовлетворяют условию (7.27).
Для таких фазовых проницаемостей имеем

Графики зависимостей fit S7 и S~ от S приведены на рис. 53.
На рис 54 приведены зависимости S7 и S " от S, для Д — экспе-
риментальных кривых Леверетта (см. рис. 53).
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САМОСОГЛАСОВАННЫЕ ЭФФЕКТИВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПЕРЕНОСА МНОГОФАЗНЫХ СИСТЕМ
ФАЗОВЫЕ ПРОНИЦАЕМОСТИ

Используемые для описания фильтрации нескольких жидкостей
обобщения закона Дарси основаны на гипотезе существования
своей эффективной проводимости для каждой из жидкостей. Такая
трактовка фазовых проницаемостей и гипотезы о распределении
фаз позволяет, усреднив локальный закон Дарси, вычислить фазо-
вые проницаемости. Однако использованный для этого метод воз-
мущений при сильных возмущениях вряд ли удовлетворителен,
скорее он позволяет проиллюстрировать предлагаемый подход,
приводя к соотношениям, которые можно считать качественно
правдоподобными. Представляется, что определение эффективных
фазовых проводимостей методами .теории самосогласования целе-
сообразно для рассматриваемой неоднородной среды, поскольку
для нее характерны скачкообразные изменения проводимости [36].

Будем считать, что жидкие фазы образуют связные подобласти
в пространстве и хотя бы некоторые масштабы этих подобластей
соизмеримы с масштабами, определяющими область фильтрации
в целом. В этом случае среди масштабов будут существенно раз-
личающиеся по величине и трудно ожидать, что распределение
фаз будет изотропным. Отсюда следует, что эффективные харак-
теристики — фазовые проницаемости таких течений должны быть
тензорными функциями. Более того, если характерные масштабы
фазовых подобластей достаточно велики и процесс движения
нестационарен, фазовые проницаемости могут оказаться нелокаль-
ными характеристиками в том смысле, что перестройка жидких
подобластей в окрестности какой-либо точки связана с перестрой-
кой системы в целом и может определяться внешними краевыми
условиями. Своеобразная неравновесность в этом случае имеет
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внешний характер, поэтому ее можно учесть лишь при решении
глобальной задачи.

По-видимому, целесообразно рассмотреть два варианта вычи-
сления фазовых проницаемостей. В первом случае, рассматривая
фильтрацию смешивающихся жидкостей, но пренебрегая молеку-
лярным перемешиванием, естественно считать, что гидродинами-
ческое поле давления в различных фазах непрерывно. Очевидно,
в этом случае относительные фазовые проницаемости зависят от
отношения вязкостей жидких фаз. В случае равновесной фильтра-
ции несмешивающихся жидкостей (второй случай), рассматривая
фильтрацию данной фазы, естественно считать, что остальная
часть пространства, занятая другими фазами, непроницаема для
данной фазы. Иными словами, задача сводится к вычислению эф-
фективной проводимости для однородной жидкости в области,
определенная часть которой имеет нулевую проницаемость. В этом
случае относительные фазовые проницаемости не зависят от со-
отношения вязкостей жидкостей.

Пусть неоднородная пористая среда насыщена некоторой сово-
купностью жидкостей, различающихся по подвижности X = р-\ где
[А — вязкость. Будем называть эти жидкости фазами. Пусть неодно-
родная пористая среда такова, что ее можно считать объединением
ВКЛЮЧРНИЙ нескольких типов, различающихся формой и проницае-
мостью. Будем называть такую среду полиморфной и многокомпо-
нентной. Пусть среда в целом содержит N фаз, имеет М типов
включений и R компонентов. ВЕедем в рассмотрение индикатор-
функцию

1, х£ицк,
Ziik (х)= ^ (7.28)

О, х £ u°,k.
Здесь множество щь — объединение подмножеств, точки которых

одновременно принадлежат /-й фазе, содержатся во включении /-го
типа и проницаемости в которых составляют о*; множество ицк —
дополнение множества иць до всего пространства.

Усреднив функцию-индикатор по ансамблю, получим рць — ма-
трицу третьей валентности, имеющую размерность NxMxR, ком-
поненты которой рцъ—вероятности попадания точки в множество
ицк. В дальнейшем будут использоваться матрицы более низких
валентностей, получающиеся из рщ, суммированием ее компонент
по индексам. В этом случае индекс, по которому проведено сум-
мирование, заменяется нулем. Например,

Рао = Ирак, рт = 2J/>'/*. Pono = 1-

Будем считать, что жидкие фазы распределены таким образом,
что индивидуальное включение, а оно как и раньше имитируется
эллипсоидом, содержит только одну фазу. В этом случае проводи-
мость внутри включения из иц/, равна о*)м-. Если все фазы одина-
ковы, т. е. фильтруется однородная жидкость, вязкость которой
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примем за единицу, проводимость включений равна а*. В этом слу-
чае тензор эффективной проводимости определяется системой урав-
нений

E/>o/*V* — £ = 0. (7.29)
i.k

Здесь тензор С* определяется из соотношения

СИ = ту-. -к., :L = 0, / Ф т: (7.30)

/ у п\ показывает принадлежность точки к включению типа /.
Решив систему (7.29) и вычислив тензор эффективной проницае-

мости для однородной жидкости а*, можно перейти к вычислению
тензора относительной проницаемости для каждой из фаз.

По определению фазовая скорость равна

vi= ^гц^ик. (7.31)
i.k

Ее среднее значение, если учесть постоянство скоростей внутри
включений, составляет

Vt = < i i > = S P i H S
i.k i.k

Отсюда

V, = Х(а7'Я. (7.32)

где тензор относительной фазовой проницаемости имеет вид

S«*. (7.33)
г . *

При вычислении тензора С* следует найти эффективную про-
водимость системы в целом о0, решив уравнение

Ц рц^Ч" - £ = 0, (7.34)
i.i.k

где

Для иллюстрации рассмотрим систему, для которой N — 2,
М—1, / ? = 1 . Иными словами, среда состоит из однородных и
одинаковых по проницаемости включений, заполненных двумя фа-
зами. Распределение всех параметров задается вероятностями Рщ
и Р211, причем Р щ + Я 2 п = 1. Очевидно, Р т — это насыщенность
первой фазовой, обозначим ее Р, а (1 — Р) — насыщенность второй
фазой. На рис. 55, 56 представлены зависимости тензоров /' и f2
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к/
0,5

0,5 Р

Рис. 55. Зависимости фазовых прони-
иаемостей /,-; от насыщенности Р при

Х2/Л| = 10~2, в/а = 1 и шаровых фа-
зовых включениях

\

/

V

Д
0,5

О 0.S Р

Рис. 56. Зависимости фазовых прони-
цаемостей 1ц от насыщенности Р при

Х2/Х( = 0~*, Ыа = 1 и шаровых фа-
зовых включениях

от Р для Хг/Xi = 10~2, Ю-4 и включений — сфер. На рис. 57, 58
приведены результаты расчета, когда включения — ориентированные
вдоль первой оси вытянутые эллипсоиды вращения с a2/fli —a3la\ =
== 10—'. Поскольку в первом варианте включения — сферы, тензоры
/' шаровые, во втором случае наблюдается заметная анизотропия.
Д л я рассматриваемых случаев характерно соотношение £/ ' = Е, что
является следствием равенства R = 1. В общем случае, как это
видно из (7.33) и (7.34), имеет место ^f'ф Е. Более того, воз-

можны случаи, когда /)/ > 1. Для иллюстрации этого положения
рассмотрим вариант, когда например, N = 2, М = 1, R = 2. Пусть
распределение неоднородностей таково, что они образуют слоистую
структуру, слои которой параллельны плоскости (1,2). Тогда «1 =
= п\ = 0, /4 = 1. ИЬ (7.34) следует Сп* = СИ* = 1, Сзз* = o'03/\ia>*.

у/
0,5

О 0.S Р

Рис. 57. Зависимости компонент тен-
зора относительных фазовых проница-
емостей от насыщенности ° при Х2/Х, =

= 1,0Г? и фазовых включениях — вы"
тянутых эллипсоидах вращения с
a2lay = U3/O1 = 0,1

о 0,5

Рис. 58. Зависимости компонент тен-
зора относительных фазовых прони-
цаемостей от насыщенности Р при
taAi = 10~4 и фазовых включениях —
вытянутых эллипсоидах вращения

/ 0 l
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Рассмотрим простейший случай Я ш = / ), Яц2 = 0, /32ii = 0. Рг\2 =
= 1 — Р, т. е. объемное содержание одноименных фаз и компонен-
тов неоднородностей одинаково и они совмещены в пространстве.
Подставив вероятности и С в (7.33), получим

fu=f,2 = P, /?1 =/22= l-P,

Результаты расчета /зз по данным формулам приведены ниже.

о 1 /о«= 10, Xj/X, = К Г 1 ,

0
0
1

Уо»

0

0
1

0,05

0,48
0,90

= XiA2

0,05

0,005
0,99

0,1

0,9!
0,81

= 10,

0,1

0,01
0,99

0,2

1,64
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0,2

0,02
0,82

0,3
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0,50

0,3
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0,72

0,5

2,75
0,28

0,5

0,05
0,50

0,7

2,59
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0,7

0,09
0,36

0,9

1,71
0,02

0,9

0,16
0,17

0,95

1,38
0,01

0,95

0,23
0,12

1

1
0

1

1
0

/33

Легко видеть, что приведенные данные для a'/a2 = 10, ХД 2 = 10~'
соответствуют случаю, когда высоковязкая фаза совмещена с высоко-
проницаемой компонентой среды, а менее вязкая — с низкопроницае-
мой. Такая комбинация «благоприятна» для высоковязкой фазы,
поскольку при этом максимально увеличивается поле в этой фазе
по сравнению с распределением поля при движении однородной жид-
кости, определяемом только соотношением проницаемостей. Эгот
эффект и является причиной того, что при достаточно больших Р
относительная фазовая проницаемость / 3 3 > 1.

Случай, если a'/a2 = Х2/Х, = 10, в определенном смысле обратен
рассмотренному. Здесь высоковязкая фаза совмещена с низкопро-
ницаемой компонентой и /3'3 < 1- Нетрудно видеть, что если Xt = Х2,

то /зз = Р, /зз = 1 — р- Если же а1 = о2, то / 3 3 < 1, f S 3 + /зз = 1.
Таким образом, если давление в фазах представляет собой единое
поле, относительные фазовые проницаемости существенно зави-
сят от отношения вязкостей и проницаемостей и матрицы Pj j f t >

описывающей распределение фаз по элементам неоднородности.
Из примера видно, что относительные фазовые проницаемости
могут изменяться в широких пределах и быть немонотонными.
Возникает проблема описания подобных систем, поскольку, вооб-
ще говоря, матрица P,jh входит в число искомых функций и
нужны соотношения для замыкания системы, состоящей из законоа
сохранения фаз и обобщенных законов Дарси для каждой фазы.
Обычный вариант теории равновесной фильтрации несмешива-
ющихся жидкостей является в этом смысле предельной ситуацией,
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поскольку в равновесном состоянии поля фазовых давлений рас-
щеплены, фазовые проницаемости не зависят от вязкостей жид-
костей и зависят лишь от насыщенностей. Критические предель-
ные насыщенности, а в данном случае это пороги протекания,
определя-ются геометрией фаз. Предельным является и вариант
теории, использующий для макроописания так называемые моди-
фицированные фазовые проницаемости, при вычислении которых
распределение фаз по компонентам неоднородности задается на
основании гипотез капиллярного, гравитационного или капилляр-
но-гравитационного равновесия, а в некоторых случаях в соот-
ветствии с их подвижностями.

Г Л А В А 8

ОЦЕНКА ЗАСТОЙНЫХ ЗОН ПРИ ФИЛЬТРАЦИИ
В СЛУЧАЙНЫХ СРЕДАХ

Важный фактор, существенно влияющий на разработку нефтяных
пластов,— распространение в нем участков малой проницаемости,
условно считающихся неколлектором. Эти зоны, размер которых
варьирует в очень широких пределах (от микроскопических —
порядка миллиметров до сотен метров) естественно слабо или
вообще не охватываются процессом вытеснения. Но, кроме того,
они в определенной степени экранируют какую-то часть коллекто-
ра, ухудшая показатели вытеснения. Поскольку имеющиеся в на-
стоящее время математические модели не в состоянии адекватно
отобразить весь реальный спектр зон неколлектора, особенно его
мелкомасштабную часть, приходится вводить в модельные уравне-
ния некоторые поправки типа так называемого коэффициента
охвата, чтобы исключить из рассмотрения объем экранируемой
части коллектора.

Очевидно, рассмотрение вопроса об охвате в достаточно общем
случае приводит к практически непреодолимым трудностям. Поми-
мо уже упомянутого широкого диапазона изменения зон некол-
лектора и коллектора, эффект экранирования зависит от физиче-
ских особенностей реализуемого в пласте фильтрационного про-
цесса, геометрии сетки скважин и их дебитов, а также от некото-
рых других факторов. Определение меры экранирования коллек-
тора, т. е. разумное определение коэффициента охвата,— также
трудная задача.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ОХВАТА
ПРИ ФИЛЬТРАЦИИ НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ
В СРЕДАХ С НЕПРОНИЦАЕМЫМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

Рассмотрим относительно простую фильтрацию однородной нью-
тоновской жидкости в пласте достаточно больших размеров, содер-
жащем зоны неколлектора. Поскольку какая-то часть коллектора
может оказаться изолированной неколлектором, естественно опре-
делить коэффициент охвата К как долю коллектора, в котором
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вектор скорости фильтрации отличен от нуля. Такое определение
не является единственно возможным. Естественны и такие опреде-
ления, в которых мерой охвата является вероятность выброса
диссипируемой в пласте энергии за некоторый уровень или веро-
ятность выброса модуля скорости [36]. Принятое нами определе-
ние коэффициента охвата соответствует так называемой вероят-
ности перколяции, используемой в теории легированных полупро-
водников [32, 37]. Очевидно, задача определения К эквивалентна
задаче нахождения доли связной части коллектора, т. е. проблеме
чисто геометрической. Для ее решения в [32] при заданной доле
коллектора в системе методом Монте-Карло генерируется множе-
ство реализаций случайных полей достаточно большого объема
и определяется оценка вероятности попадания блуждающей толь-
ко по коллектору точки на внешнюю границу области. Помимо
большой трудоемкости такой способ требует задания достаточно
тонких характеристик внутренней структуры случайного поля, в
реальных условиях обычно неизвестных.

Покажем возможность оценки параметра К по глобальным
фильтрационным характеристикам системы, допускающим, в част-
ности, экспериментальное ее определение. Рассмотрим вначале
случай, когда в однородном коллекторе проводимости а случайно
размещены зоны неколлектора нулевой проводимости. Пусть во
всей области локально выполнены уравнения переноса

v = ah, divi; = 0, roth = 0. (8.1)

Здесь v — скорость фильтрации поля; а(х)—тензор изотропной

случайной проводимости с вероятностью Р, принимающей значение
о = const, и с вероятностью 1 — Р — значение а = 0. Пусть задано

также постоянное среднее поле Я = <Л>, а тензор эффективной
проводимости неограниченной среды о. определен из соотношения

< о > = У = о,Я, divV = 0, rottf = 0. (8.2)

Здесь и далее угловые скобки — символ усреднения по объему,
в данном случае по объему всей области

Поскольку в изоляторе и в экранированной части проводника

v = 0, можно записать

КР <о>а = о.Я. (8.3)

Здесь индекс нуль у значка усреднения означает, что усредне-
ние проводится только по связной части объема проводника.

Поскольку энергия диссипируется только в связной части объема
проводника, уравнение ее баланса имеет вид

= o(H, «.Я). (8.4)
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Уравнениям (8.3) и (8.4) эквивалентны условия

> 2 ( о < я > а,Н), (8.5)

Учитывая, что <а> = аР, а дисперсия потока в связной части
неотрицательна

(Dv)0= <V2>U — <V>1>0, (8.6)

из (8.5) и (8.6) получаем оценку для К

К>К,= (°.Н, atH)/«a> Н, о.Я). (8.7)

Если среда макроскопически изотропна, из (8.7) имеем

К>о./<о>. (8.8)
Отметим, что выражение для К* универсально в том смысле,

что не зависит от размерности рассматриваемого поля да и от
самого поля, а определяется лишь функционалами — эффективной
и средней проводимостями, а в случае анизотропных систем и
направлением заданного среднего поля. Поскольку оценка (8.7)
реализуется точно и как равенство в предельной ситуации слои-
стой системы, она неулучшаема без привлечения дополнительной
информации о структуре среды.

Уместно подчеркнуть, что оценку К. для реальных систем
можно найти экспериментальным путем, определяя эффективную
проводимость о.

Если проводящая часть системы — коллектор в свою очередь
неоднороден, способ получения оценки /С оказывается более
грубым, но при не слишком широком диапазоне изменения прово-
димости коллектора может оказаться полезным. Пусть о+=таха.
Тогда нетрудно получить для К неравенства (8.7), (8.8) с той
разницей, что вместо < а > в них следует подставить а+Р.

Представляет интерес сравнить К и К, полученные в резуль-
тате математического эксперимента на простых кубических и
квадратных сетках [32] (рис. 59). В первом случае из правильной
кубической сетки 15x15x15, составленной из проводящих звень-
ев, случайным образом удаляется некоторое их количество. Под-
считываются вероятность перколяции К и эффективная проводи-
мость как функция доли звеньев проводника. Оценка /(# полу-
чена пересчетом по формуле (8.8) и на рис. 59 показана сплошной
линией. Аналогичная информация для случая плоской квадратной
решетки 50x50 узлов приведена на рис. 60.

Сопоставление кривых вероятности перколяции и ее оценки
показывает, что оценка сильно занижена, особенно для трехмер-
ного поля.

Рассмотрим случай, когда в системе имеется малое количество
непроводящих включений. Если они распределены случайно, то,
очевидно, образование достаточно больших конгломератов из
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проводника в двумерной сеточной
структуре

неколлектора маловероятно. Скорее всего неколлектор будет обра-
зовывать изолированные островки, окруженные коллектором.
В этом случае застойных зон практически не будет, что и видно
на кривых вероятности перколяции, которые очень близки к еди-
нице при доле коллектора, большей 0,5 — в трехмерном случае
и 0,75 — в двумерном. С другой стороны, изолированные включе-
ния неколлектора влияют на эффективную проводимость системы,
снижая ее тем заметнее, чем больше доля неколлектора. Как
известно, при малых концентрациях неколлектора это снижение
происходит по линейному закону, что легко проследить и на фигу-
рах, где нижняя оценка вероятности перколяции — отношение
эффективной проводимости системы к средней проводимости при
Р, близких к единице, почти линейна.

При высоких содержаниях неколлектора вероятность перколя-
ции и ее оценка сближаются и, совпадая в точке — пороге перко-
ляции, обе равны нулю. Однако относительная погрешность при
этом может быть очень большой, по крайней мере так обстоит
дело в рассматриваемом примере.

Таким образом, использование нижней оценки вероятности
перколяции для определения доли коллектора, не охваченного
процессом движения, связано с большой погрешностью. Пусть, на-
пример, доля неколлектора в системе составляет 30°/о- В трех-
мерном случае вероятность перколяции практически равна едини-
це, в двумерном она составляет 0,98—0,99. Нижняя оценка в этом
случае равна соответственно 0,75 и 0,55. Иными словами, в соот-
ветствии с нижней оценкой примерно V* и '/г объема коллектора
попадают в застойные зоны, в то время как точный анализ пока-
зывает, что практически весь коллектор охвачен движением.
Естественно, что использование нижней оценки в этом случае
может привести к серьезным количественным погрешностям. Ее
использование сопряжено с сильным завышением объема экрани-
рованного коллектора и, как следствие, с сильным занижением
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нефтеотдачи. О порядке погрешностей в этом случае можно судить
по приведенным примерам. На наш взгляд, допускаемая при этом
погрешность весьма велика.

С другой стороны, кривые вероятности перколяции показывают,
что при умеренном содержании неколлектора, не превышающем
0,3, вероятность перколяции с высокой степенью точности можно
принять равной единице. Это означает, что пренебрежимо мал
объем коллектора, экранируемого неколлектором. Последнее, ко-
нечно, не означает, что неколлектор не влияет на фильтрационный
процесс. Напротив, как уже говорилось, эффективная проводи-
мость системы существенно зависит от относительного объема
неколлектора и геометрии его расположения. Наличие неколлекто-
ра в значительной степени определяет структуру спектра скоро-
стей фильтрации, предопределяя дисперсию технологических пока-
зателей. Однако учет этого механизма существенно иной и, как
легко понять, его нельзя охарактеризовать коэффициентом охвата.

Как следует из результатов проведенного анализа, универсаль-
ность оценки коэффициента охвата (перколяции) — причина его
малой эффективности при определении доли застойных зон. Оче-
видно, для получения более эффективных оценок следует исполь-
зовать конкретные особенности рассматриваемых систем. Пока-
жем, что учет того факта, что анализируемая система изотропна,
позволяет улучшить ее. Для этого будет использован прием, суть
которого мы поясним, вновь получив эту оценку.

Итак, рассмотрим некоторую систему, состоящую из провод-
ника проводимости a = ao = const и изолятора нулевой проводи-
мости, объемные доли которых Р и 1—Р соответственно. Пусть
какая-то часть проводника экранируется изолятором и, следова-
тельно, не участвует в процессе переноса. Рассмотрим новую си-
стему, отличающуюся от исходной лишь тем, что экранированный
проводник исходной системы заменен изолятором. Очевидно, в но-
вой системе отсутствует экранированный проводник — доля про-
водника составляет Р=РК, эффективные проводимости обеих
систем одинаковы.

Пусть модифицированная система принадлежит к некоторому
классу, для эффективных проводимостей всех систем которого
известны границы, и, следовательно,

о_ (Р) < 0 , < а+ (Я), (8.9)

где тензорное неравенство следует понимать в смысле знаковой полу-
определенности соответствующих квадратичных форм. Так, в част-
ности, если границы а± получены из вариационных принципов для
энергетического функционала, соотношениям (8.9) соответствуют не-
равенства

(Н, (о_(Я)— о.) Я) < 0 , (8.10)

{Й, (о+(Я)—oj//)>0.
197



Подставив теперь Р = РК в (8.10) и решив эти неравенства от-
носительно К, получим двустороннюю оценку

К7<К<К?, (8.11)

тем более эффективную, чем ближе к точному значению а% граница о ± .
Выберем в качестве с ± (Р) универсальные границы, пригодные

для любых систем

а+ = <а> м / , о_ = < а - ' > - ' Л (8.12)

г д е / — единичный тензор, а индекс м означает, что осреднение про-
водится для модифицированной системы. В рассматриваемом случае
< о > „ = ооР, < а - 1 > ^ ' = 0 , следовательно,

о <ооЯ/С/, (8.13)

что дает в общем случае анизотропной системы и произвольного

среднего поля Н оценку

Л' > (Н, afi)/(H, <o> H). (8.14)

Легко проверить, что для анизотропных систем и Н, неколли-
неарных главным осям тензора о,,

а Н, а Н Н, а Я
* ' > *

< а > Н, а Н Н, < о > Н

и, еледовательно, оценка (8.7) лучше оценки (8.14). Очевидно, для

изотропных систем, как и в случае задания Н, коллинеарных глав-
ным осям тензора <̂  анизотропной системы, обе оценки совпадают.

Если рассматриваемая система макроскопически изотропна, моди-
фицированная система также изотропна и в качестве верхних границ
эффективной проводимости можно выбрать границы (вариационные)
Хашина — Штрикмана [41], которые для двумерных и трехмерных
континуальных полей имеют вид

3-P)-1. (8.15)

Подставив эти границы в неравенство (8.9) и решив его относи-
тельно Л', получим для двумерных и трехмерных изотропных полей
соответственно

(8.16)

Легко видеть, что новые оценки (8.16) и (8.17) дают более
высокую нижнюю границу вероятности перколяции, чем (8.8).
Например, в окрестности порога перколяции, к е. при о. ->-0,
учет изотропии системы позволяет улучшить нижнюю оценку для
плоского и пространственного полей соответственно в 2 и 1,5 раза.
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Рис. 61. Зависимость вероятности пер-
коляции и ее нижних оценок от доли
проводника в трехмерной изотропной
сеточной структуре
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Рис. 62. Зависимость вероятности
коляции и ее нижних оценок от дол»
проводника в двумерной изотропией
сеточной структуре

Есть основание полагать, что верхние границы Хашина —
Штрикмана (8.15) пригодны и для произвольных плоских и про-
странственных макроизотропных сеток. В самом деле, при заданной
доле непроводящих звеньев сетки ее макроскопическая изотропная
проводимость будет тем больше, чем компактнее организова-
ны непроводящие кластеры и чем меньше приходится непро-
водящих кластеров на единицу объема сеточной области. Поэто-
му для получения верхней оценки эффективной проводимости при
фиксированной доле изолятора естественно рассмотреть систему,
в которой непроводящие звенья образуют связные сеточные под-
области, объединяющие большое количество узлов. В этом случае
новую систему можно считать эквивалентной некоторой контину-
альной системе, для которой, в свою очередь, верны границы Ха-
шина-Штрикмана. Под эквивалентностью здесь подразумевается
аппроксимация дифференциальных уравнений для тока и напря-
женности в континуальной среде системой уравнений Ома и Кирх-
гофа, выписанных для сетки. Отсюда следует, что неравенства
(8.16) и (8.17) можно использовать для оценки вероятности пер-
коляции произвольных двумерных и трехмерных изотропных сеток.

Приведем результаты сравнения оценок (8.8), (8.16), (8.17) с
вероятностью перколяции, найденной в результате прямого мате-
матического эксперимента на кубических и квадратных сетках
[32J. На рис. 61, 62 изображены зависимости вероятности перколя-
ции К, оценок К, и К~ от доли проводящих звеньев кубической
сетки 15X15X15 и квадратной решетки 50x50. Легко видеть, что
учет информации об изотропии системы заметно, особенно в дву-
мерном случае, улучшает нижнюю оценку.

В одиннадцатом разделе главы 6 были приведены неравенства
(6.303) для компонент тензора эффективной проводимости анизот-
ропной двумерной системы. Положив в левом неравенстве а\ -*• 0,
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о2 = о, получим из него не равенство для вероятности перколяции
анизотропной среды

1 с (а. -f- ал) — 2з.а9 /о 1 Q\
is ^ _̂ _ \ ' */ ' ^ (о. !о)

Если система координат повернута относительно главных осей,
в (8.18) следует ai + о2 заменить на SPa', а а{а2 — Hadeto*, т. е . по-
лученная оценка зависит лишь от инвариантов тензора эффективной
проводимости. Зависимость оценки от а является кажущейся, так
как о* пропорциональны о. В случае изотропии системы неравен-
ство (8.18) переходит в (8.16).

ФИЛЬТРАЦИЯ С ПРЕДЕЛЬНЫМ ГРАДИЕНТОМ
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Фильтрация с предельным градиентом в нерегулярных по про-
ницаемости средах приводит к образованию застойных зон, хао-
тично вкрапленных в область течения.

Рассмотрим движение неньютоновской жидкости в пористой среде,
пользуясь следующим приближенным представлением закона фильт-
рации [1J:

I V / M < 9 ,

, ^ _ , ^ 0 (8-19)

Здесь v — вектор скорости фильтрации в точке г; р — давление жид-
кости; k—проницаемость среды; (х—вязкость жидкости. Величина
в называется обычно градиентом и, как показывает анализ размер-
ностей и экспериментальные исследования [27], ее можно предста-
вить в виде

8 = \iV~k, (8.20)

где X — коэффициент, пропорциональный напряжению сдвига не-
ньютоновской жидкости.

Если гидродинамическое поле фильтрации имеет особенности
типа источников и стоков или среда достаточно неоднородна, в
области фильтрации должны существовать застойные зоны, т. е.
подобласти, где скорость фильтрации равна нулю. Естественно,
что отыскание границ застойных зон — одна из основных задач
теории фильтрации неньютоновской жидкости [27]. Если условия
задачи достаточно нерегулярны, например среда является неод-
нородной в малом, но однородной в большом, а сама неоднород-
ность скорее может трактоваться как случайная, отыскание гра-
ниц множества застойных зон, вкрапленных в течение, не имеет
смысла. В этом случае естественно найти вероятность появления
застойной области в данной точке или, если случайное поле эрго-
дично, определить площадь или объем застойных зон, приходя-
щихся на единицу площади или объема среды в среднем. Вели-
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чину эту естественно назвать коэффициентом охвата. Представляет
интерес оценить связь коэффициента охвата с параметрами, харак-
теризующими свойства пористой среды и жидкости и внешними
условиями, определяющими течение в целом.

Совершенно очевидно, что решение подобной задачи в точной
постановке в общем случае вряд ли осуществимо. Исключением
является одномерная («слоистая») модель течения, которая бу-
дет подробно рассмотрена позднее. Далее для оценки коэффици-
ента охвата используем некоторые соображения, позволяющие
приближенно оценить его величину. В самом деле, известно [1],
что в некоторых случаях (например, течение внутри угла) пло-
щадь застойной зоны можно найти приближенно, если считать
жидкость ньютоновской и вычислить площадь подобласти, внутри
которой | V p | < 9 . При этом, правда, конфигурация «застойной»
области оказывается мало похожей на истинную, но коэффициент
охвата оценивается достаточно удовлетворительно. Так как при
фильтрации неньютоновской жидкости в среде со случайными
неоднородностями конфигурация застойных зон несущественна,
описанный эффект, по-видимому, позволяет построить приближен-
ную схему расчета коэффициента охвата. При этом, очевидно,
охваченными фильтрацией следует считать подобласти, где поле
модуля градиента давления совершает «выбросы» за уровень 0.
Математическое ожидание отношения площади или объема таких
подобластей ко всей площади или объему области фильтрации
и есть коэффициент охвата. Следует отметить, что условие охва-
та | V p | > 0 неудобно для анализа. Если его возвести в квадрат
и использовать (8.20), то легко записать эквивалентное неравен-
ство

Е > X*/|i, (8.21)

где Е — энергия, отдаваемая потоком в единичном объеме за еди-
ницу времени.

Как известно, энергия определяется из соотношения

Е = — vS7p (8.22)

и всегда неотрицательна.
Так, проницаемость среды случайна, энергия потока также рас-

пределена случайно и если / (£, г) — плотность распределения этой
энергии, то вероятность неравенства (8.21) или коэффициент охвата
имеет вид

с= Jf(E. r) dE. (8.23)

Поскольку установить связь плотности / с параметрами потока
удается лишь в слоистой модели, определим непосредственно
среднюю диссипируемую энергию и ее дисперсию, а затем примем
некоторую гипотезу о виде функции f.
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Для определенности рассмотрим фильтрационное течение в
неограниченной среде трех измерений, проницаемость которой
является однородной и изотропной случайной функцией координат.
Будем считать, что задан постоянный средний градиент давления
Vp0. Для упрощения анализа совместим ось х декартовой системы
координат с вектором среднего градиента. При этих условиях
дисперсия диссипируемой энергии имеет вид (см. главу 5)

£ g) (8.24)
Для средней энергии имеем

где k*—эффективная проницаемость неоднородной среды.
Как показано в главе 6, ее можно записать следующим образом:

(8.26)

Далее примем, что энергия распределена логнормально, т. е.

где а = < 1 п £ > , с2 = < ( l n £ — af>.

Так для распределения (8.27) выполняется равенство

<Еп > = ехр [па + /гV/2], (8.28)

удается выразить параметры а и с2 через выписанные < £ > и Е'2

а [ п . (8.29)

Располагая параметрами а и о, легко вычислить коэффициент
охвата. Проинтегрировав (8.23), после преобразований получим

с = -i-(l—erfa),

, (8.30)

где символом erf a обозначен интеграл вероятностей

erf а = 2тс-'/2уе-гУг.

На рие. 63 представлены кривые с—с (у, С). Уместно отметить,
что при С = 0 функция б(<г) — \ при <р < 1 и с(«р) = О при у > 1.
Следует добавить, что если при ч> < 1 увеличение С снижает коэф-
фициент охвата с, то при <р > 1 картина иная. Для любого <р суще-
ствует 5oi разделяющее области роста и убывания коэффициента е.
2С2
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Рис. 63. Зависимость коэффициента охвата с от параметра
<р при различных коэффициентах вариации проницаемости С

В интервале (0, Со) охват растет, в (Со, °°) убывает. Иными сло-
вами, умеренная неоднородность (С •< Со) при фиксированном k «раз-
балтывает» энергию и создает условия для ее выброса за критиче-
ский уровень, т. е. увеличивает охват. Однако при С > Со убывание
средней энергии компенсирует увеличение разброса, интенсивность
выбросов за уровень снижается.

Располагая коэффициентом охвата с, можно оценить поправку
к эффективной проницаемости k*, вызываемую наличием застой-
ных зон. Будем считать, что в матрицу проницаемости k* вкрап-
лены с вероятностью 1 — с включения нулевой проницаемости. При
этом предполагается, что застойные зоны распределены более или
менее равномерно по областям повышенной и пониженной прони-
цаемости. Основанием для этого является невысокое значение
коэффициента корреляции проницаемости и энергии, оказавшееся
равным 0,49.

Очевидно, что средняя проницаемость системы матрица — вклю-
чения составляет k'o = k'c, а дисперсия проницаемости D\ = k*2c (I —
— с). Используя формулу (8.26), получим эффективную проводимость
среды для неньютоновской жидкости k"

2с)- 1 . (8.31)

Таким образом, в неоднородной среде фильтрацию можно описать

законом Дарси v — — (£*7|л) Чр, но коэффициент эффективной про-
ницаемости зависит от кй, С, <?• На рис. 64 приведены кривые
k"/k' = v (<р, С). Легко видеть, что при С = 0 функция v (<f, Q имеет
вид

v ( 9 ) = ( 1 > 9 < 1 '
10, * > 1 .

По-видимому, расчет эффективной проводимости среды с за-
стойными зонами можно уточнить, применяя результаты метода
самосогласованного поля. Однако поскольку вся схема расчета,
особенно учет нелинейности, предполагает малость возмущений,
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Рис. 64. Зависимость безразмерной эффективной проницае-
мости области с застойными зонами v от параметра <р при
различных коэффициентах вариации проницаемости Z

т. е. неоднородности, вносимой дополнительно застойными зонами,
такое уточнение вряд ли целесообразно.

Аналогично можно рассмотреть плоскую задачу фильтрации
неньютоновской жидкости в среде со случайной неоднородностью.
Опуская выкладки, вполне аналогичные приведенным, запишем
конечные соотношения для коэффициента охвата

с = 1 ( 1 —erf P), (8.32)

о = J _

Для функции

Р = (* —

получим

v = 2с2 (1 + с ) - ' . (8.33)

Следует учесть, что эффективная проницаемость при плоской
фильтрации отлична от (8.26) и имеет вид

Как показывают расчеты по формулам (8.32) и (8.33), кривые
с(?) и v(<p) в случае плоской задачи имеют тот же вид, что и
аналогичные зависимости, изображенные на рис. 63, 64 и соответ-
ствующие трехмерной фильтрации. Однако в плоском случае функ-
ции о и v убывают несколько быстрее, что объясняется повышением
роли застойных зон, связанных с понижением размерности про-
странства.

Рассмотрим одномерную фильтрацию в слоистой системе, в кото-
рой каждый слой имеет постоянную проницаемость и единичную
толщину. Пусть / (к) — плотность распределения проницаемости
слоев. Зададим в каждом из них один и тот же постоянный гра-
диент давления дро/дх. Тогда энергия, отдаваемая в слое, равна
Е = k (дро/дх)21[>., и условие охвата слоя фильтрацией имеет вид

k>V/(dpo/dx)2 = ko<t. (8.34)
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Очевидно, коэффициент охвата всей слоистой системы можно
записать следующим образом:

с= °lf(k)dk. (8.35)

Предполагая, что энергия, а следовательно и проницаемость,
распределены логнормально, легко получить

(8.36)

Эффективная проницаемость слоистой системы для неньютонов-
ской жидкости

V' = Jkf(k)dk (8.37)

и представима после вычислений в виде

k" = k\,

• ( , _ e r f 5 ) , » - . L ' " т ~ 1" К Г + g (8.38)
2 /2 1Лп(1 + С8)

Остается добавить, что в одномерном случае k* = k0. Зависи-
мости с(ф) и v(ф) изображены на рис. 65, 66. Если кривая с(ф)
имеет тот же вид, что и в случае плоского и пространственного
течения, то у(ф) при |¥=0 значительно отличается от аналогичных
кривых (см. рис. 64). Интересным обстоятельством является рост
v с возрастанием £ в области ф>1. Иными словами, даже сильная
неоднородность (большие £) приводит к росту эффективной про-
ницаемости, в то время как коэффициент охвата убывает. Причи-
на такого эффекта — возрастание количества жидкости, фильтру-
ющейся через высокопроницаемые слои, общее количество кото-
рых с ростом £ при фиксированном k0 убывает. Следует отметить,
что метод замены течения с предельным градиентом, описываемым
соотношением (8.19), ньютоновским течением, реализует в прост-
ранственном и плоском случаях приближенную теорию. В одно-
мерном случае такой подход приводит к точному решению.

Аналогично можно изучить одномерную задачу при более слож-
ном законе фильтрации [27]

О, | V p | < 6 ,

В одномерном случае из (8.39) при \дро/дх \ > 0 имеем

и дР , кУ"к . «fro / Q л г и

v = з- Л—-— sign -г-. (8.40
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Рис. 65. Зависимость коэффициента охвата слоистой систе-
мы с от параметра у при различных коэффициентах вариа-
ции проницаемости £

V
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Рис. 66. Зависимость безразмерной эффективной проницае-
мости слоистой системы ч от параметра <( при различных
коэффициентах вариации проницаемости С

Считая, что In k распределен нормально, осредним (8.40) в ин-
тервале ko<? < & < с о , т.е. по охваченной фильтрацией части слои-
стой системы. После преобразований получим

дРо (8.41)

где

e r f - —
I n «р

Нетрудно убедиться, что vi является поправкой к эффективной
проницаемости (8.38), обусловленной введением закона фильтрации
в форме (8.39). График функции v — v, представлен на рис. 67.
Сопоставление рис. 66, 67 показывает, что дополнительный по
сравнению с (8.19) член в уравнении (8.39) приводит к существен-
ному снижению эффективной проницаемости, особенно при малых С.
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Рис. 67. Зависимость безразмерной эффективной проницае-
мости слоистой системы ч—vj от параметра <р при различ-
ных коэффициентах вариации проницаемости С и законе фи-
льтрации (8.39)

Следует отметить, что поскольку в одномерной задаче охват
однозначно определяется условием \дро/дх\>Ъ и не зависит от вида
закона фильтрации, вычисленный ранее коэффициент с, определяе-
мый формулой (8.36) и рис. 65, применим и в рассматриваемом
случае.

ГЛАВА 9

ДИСПЕРСИЯ ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПОТОКА
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Известно, что нерегулярность реальных пористых структур и ее
следствие — нерегулярность поля скоростей являются причиной
дисперсии жидких масс в процессе фильтрационного переноса.
Явление это имеет важное прикладное значение. Достаточно
упомянуть проблемы использования различных добавок к воде
при заводнении нефтяных месторождений, захоронении радиоак-
тивных отходов атомной промышленности, переноса теплоты
фильтрационным потоком, хроматографии, чтобы стала очевидной
важность изучения закономерностей переноса примеси фильтра-
ционным потоком. Следует добавить, что знание процесса пере-
носа способствует решению обратных задач, дает возможность
исследовать структуру потока и среды. _

Выделим мысленно в фильтрационном потоке некоторый объем,
пусть для простоты это будет шар, и проследим за жидкими
частицами находящимися в первоначальный момент времени в
этом объеме. Говоря о частицах жидкости, очевидно следует
уточнить их характерную величину. В данном случае естественно
ввести в рассмотрение жидкие частицы двух масштабов. Первый
из масштабов должен быть связан с микроструктурой пористой
среды и иметь величину порядка характерного размера пор. Ьто-
рой масштаб должен быть связан с объединением большого числа
частиц микромасштаба и скорее иметь порядок масштаба неодно-
родности проницаемости пористой среды. В нашем мысленном



эксперименте мы пока рассмотрим частицы первого масштаба —
микромасштаба, заключенные первоначально в шар, имеющий
размеры второго масштаба — макромасштаба.

Нерегулярность поля скоростей в межпоровом пространстве
приведет к тому, что микрочастицы через некоторое время займут
новые положения в пространстве, взаимные расстояния между
ними изменятся. Следовательно, первоначальная макрочастица —
шар будет деформирована и, хотя объем ее останется неизменным,
форма может существенно измениться. Скорее всего это будет
чрезвычайно нерегулярная по форме область, ее характерные
размеры могут существенно отличаться от диаметра первоначаль-
ного шара и тем не менее имеет смысл считать, что это прежняя
макрочастица, правда деформированная.

Если сменить уровень рассмотрения и следить за многими
макрочастицами, также первоначально заполняющими некоторый
шар, то их индивидуальная «судьба» будет скорее определяться
полем истинной скорости фильтрации, т. е. осредненным полем
скорости жидких микрочастиц. Очевидно, диспергирующие свойст-
ва осредненного поля скорости главным образом зависят от измен-
чивости макроскопических свойств пористого пространства, в пер-
вую очередь от нерегулярности полей проницаемости и пористости.

Очевидно, проследить за жидкой частицей можно лишь каким-
то образом выделив ее, «пометив» каким-то признаком, отлича-
ющим частицу от других подобных частиц. На практике для этого
используются красители, меченые атомы и т. п. Очевидно, внесе-
ние «меток» не должно никаким образом влиять на гидродинами-
ческие свойства частиц. Именно в этом смысле говорят о динами-
чески нейтральной примеси, переносимой потоком. При этом сле-
дует учитывать, что внесение в движущуюся жидкость примеси
порождает еще один механизм ее распространения — молекуляр-
ную диффузию, осложняемую адсорбцией и десорбцией примеси.

Таким образом, перенос жидких частиц определяется довольно
сложным механизмом, и для его рационального описания в силу
нерегулярности условий естественно привлечь статистические ме-
тоды. При этом объектом исследования становятся регулярные
характеристики многочастичных систем — концентрации, а целью
исследования — получение уравнений, связывающих концентрации
с макроскопическими параметрами фильтрационных потоков,
неоднородностью их структуры.

Отметим, что исследования дисперсионных эффектов в фильт-
рационных течениях методологически естественно разделяются в
соответствии с уровнем рассмотрения. Так, поскольку кинематика
жидких потоков в межпоровом пространстве вследствие нерегу-
лярности внутренних границ не имеет в настоящее время рацио-
нального описания, уравнения дисперсионного переноса на микро-
уровне неизбежно носят эмпирический характер. Не являются
исключением и попытки описания дисперсии при помощи различ-
ного рода распределений «струек» в межпоровом пространстве,
сопровождающиеся принятием немотивированных гипотез.
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Иначе обстоит дело при рассмотрении макроуровня. В этом1

случае можно в принципе найти все характеристики поля скоро-
стей в средах со случайными неоднородностями, можно рассмот-
реть дисперсию в поле случайных скоростей и получить усреднен-
ные уравнения макропроцесса [36]. Именно этому аспекту процес-
са фильтрационной дисперсии и будет посвящено дальнейшее
изложение. Что же касается дисперсии на микроуровне, теорети-
ческие основы ее анализа, начинавшиеся работами А. Шейдег-
гера, В. Николаевского, П. Сафмана, в достаточной степни отра-
жены в работах [23, 24, 27, 47, 49], где приведены основные урав-
нения, дан анализ экспериментов и некоторых задач.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ ДИСПЕРСИИ

Перейдем к рассмотрению рассеяния примеси потоком, поле ско-
ростей которого в достаточной мере нерегулярно. Естественно, что
количественное описание этого явления по вполне понятным при-
чинам не может дать траекторию движения каждой индивидуаль-
ной частицы примеси, в лучшем случае можно надеяться описать
усредненное «поведение» многих частиц, т. е. поля средней кон-
центрации. Таким образом, далее под задачей описания процесса
фильтрационной дисперсии будет пониматься нахождение зависи-
мостей между полем средней концентрации и статистическими
характеристиками поля скоростей. Эти связи могут иметь вид диф-
ференциальных или интегродифференциальных уравнений, коэф-
фициенты или ядра которых определяются моментными функция-
ми поля скорости.

Подобный подход получил широкое развитие при изучении дис-
персионных явлений в самых различных областях, например тур-
булентной диффузии, распространения электромагнитных волн я
флуктуирующих средах и т. д. Состояние этих исследований подробно-
освещено в работах [13, 21, 31].

Пусть в некоторый момент времени /0 в пространстве зафикси-

ровано распределение примеси и с0 (х, t0) — плотность этого рас-

пределения (концентрация). Будем считать функцию с0 (х, /"„) задан-

ной и неслучайной.
Перенос жидких частиц полем скорости v приведет к измене-

нию начального распределения, и в момент времени t оно перейдет

в с(х, t). Специфика рассматриваемых фильтрационных процессов^
связана с тем, что нерегулярность поля скорости порождена неод-
нородностью среды и, следовательно, не зависит от времени. Таким-

образом, v = v (х), и в рамках принятой модели поле скорости
является векторной случайной функцией координат. Поэтому поле

с(х, t) можно представить в виде

с(х, t,) = 0[v(x), t\cAx, /О). ( 9 Л )
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где 0\v(x), t] — некоторый оператор, очевидно случайный, так как

определен над случайным полем v(x).
Поскольку примесь динамически нейтральна и ее перенос не

влияет на поле v, оператор Ф{и(х), t] линеен.
Осреднив (9.1) по ансамблю реализаций, получим

и (х, 0 = < с (х, 0 > = < Ф [v(x), t) > с0 (х, t), (9-2)

и, следовательно, осредненная концентрация и(х, t) удовлетворяет
некоторому линейному уравнению, для конкретизации которого

следует построить линейный оператор < Ф [v(x), t]>.
Пусть в момент времени t0 вся примесь, а ее общее количество

примем за единицу, сосредоточена в точке X = х, т. е. со(Х, tb) =

= 8(Х — х). Поскольку молекулярная диффузия игнорируется, при-
месь будет в любой момент времени сосредоточена в одной точке,

которая в момент t0 находилась в х, а далее транспортировалась
полем скоростей. Следовательно

с(Х, i) = b[X — X(x, t0, /)]. (9.3)

Усреднив обе части (9.3), получим

и(Х,0=<ЦХ — Х (х, /о, t)] >. (9.4)

Нетрудно понять, что правая часть (9.4) есть плотность веро-
ятности события, заключающегося в том, что «жидкая» частица,

находившаяся в момент времени t0 в точке пространства х, в момент

времени / окажется в точке X. Обозначив эту плотность

f(X, t, x, to) = <t[X- X(x, U П > (9-5>
и сравнив (9.2), (9.4) и (9.5), получим

< Ф [v (х), t)>b(X — x) = f (X, t, х, g , (9.6)

т. е. < Ф > — интегральный оператор с ядром /

<0> = tf(X,t,x,tJdx. (9-7)

Поэтому при произвольном начальном распределении

и (X, 0 = J / {X, t, х, t0) с0 (ж, t0) dx (9-8)

и, следовательно, для определения осредненной концентрации и (х, f)
нужно решить фундаментальную задачу — найти плотность /, кото-
рую можно истолковать как среднее поле концентрации мгновенного
точечного источника единичной продуктивности, рассеянного полем
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случайной скорости v(x). Такая трактовка плотности f позволяет запи-
сать формальное выражение для среднего поля концентрации примеси,
продуцируемой распределенными в пространстве источниками. Если
ц> (х, t) — заданная плотность неслучайного распределения поступле-
ния примеси, то поле средней концентрации при произвольном
начальном распределении со(х, t0) имеет вид

и (х, f) = lf ( Д /, х, /0) с0 (х

+ И / (X, t, х, т) ? (х, т) dxdx. (9.9)
f

Таким образом, для полного решения общей задачи — определе-
ния поля средней концентрации и (х, t) следует определить функцию
/, которую естественно назвать функцией Грина задачи переноса
в поле случайной скорости.

ХАРАКТЕРИСТИКИ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ ДИСПЕРСИИ

Рассмотрим движение индивидуальных частиц, переносимых
фильтрационным потоком. Пусть положение частицы в пространст-
ве определяется некоторым вектором X, который по мере переме-
щения частицы изменяется и, следовательно, является вектор-
функцией времени. Чтобы отличить данную частицу от ей подоб-
ных, введем дополнительную независимую переменную — вектор

х, который в дальнейшем отождествим с X в момент времени tQ.

Таким образом, векторное поле Х—Х(х, t) определяет семейство
траекторий частиц, положение которых в момент времени /0 зада-
валось векторным полем х — Х(х, t0). Подобное задание потока
жидкости носит название лагранжевого описания. В отличие от
эйлерового описания, для которого независимыми переменными
являются координаты фиксированных точек пространства и вре-
мя и, следовательно, течение изучается с точки зрения неподвиж-
ного наблюдателя, лагранжево описание естественно трактовать
как изучение потока наблюдателем, движущимся вместе с жид-
костью. Независимыми переменными в этом случае являются лаг-

ранжева переменная х и время t. Полное лагранжево описание
заключается в том, что характеристики потока (динамические,
кинематические) выражены через новые переменные. В новых
переменных формулируются основные законы сохранения и дина-
мические соотношения.

Формально процедура перехода от эйлерова к лагранжевому
описанию сводится к замене независимых переменных в основных
уравнениях. Определим лагранжеву скорость перемещения частицы
из очевидного соотношения

V(x, t)=dX{x, t)ldt (9-10)
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я зафиксируем связь лагранжевый и эйлеровой скоростей

V(x, t) = v[xCx, t), t\. (9-11)

Последняя формула означает, что транспортируемая потоком,
плывущая по течению жидкая частица в каждый момент времени
имеет скорость той точки потока, в которой она в этот момент
находится. Отсюда очевидно, что если поле эйлеровой скорости
стационарно и однородно, то среднее значение лагранжевой ско-
рости постоянно.

Введем в рассмотрение корреляционный тензор лагранжевой
скорости

U, (х, tu tt) = < V, (х, tx) V, (х, и) > . (9-12)

Здесь индексом (L) отмечена «лагранжевость» корреляционного
тензора Вц\ моменты времени t? и t\ удовлетворяют неравенству
h > t\ > to, а флуктуация V', определяется так

V'i (х, t) = Vt (x, t) — <Vt(x, t) >. (9.13)

Иными словами, тензор B\j является корреляцией компонент ско-
рости одной и той же частицы в разные моменты времени U и t\
при условии, что в момент времени to частица находилась в точке х.
Uput2 = ti=t формула (9.12) определяет корреляции компонент
в один и тот же момент времени

В\? (х, О = <V't (х, t) V, (x, t)>. (9.14)

При i = / компоненты BiL) являются дисперсиями компонент
лагранжевой скорости, при гф\ — их взаимными корреляциями.
Сравнив (9.14) с (9.11) и (9.13), легко убедиться, что тензор (9.14)
совпадает с аналогичной характеристикой эйлерового поля ско-
ростей

В$\х. to)=Btl(x",tn).

Отметим еще одно важное свойство тензора B(L>. Если поле эйле-
ровой скорости не зависит от времени и статистически однородно по

пространству, тензор B{L) не зависит от х, а поскольку V (х, t)
будет стационарной функцией времени, тензор В ( О можно предста-
вить в виде

BjP-Bi/-'('» — '!)• (9.15)

Поскольку BW (0) = ВЦ (0), тензор корреляций лагранжевой ско-
рости можно пронормировать и записать в виде

В\У = [Ви (0) В„ (0)] т Rti' (ta-ti). (9.16)
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Удобной характеристикой быстроты затухания корреляций явля-
ются лагранжевы времена корреляции

Tt=j R\'r>(s)ds. (9.17)

Так как эти времена для i = 1, 2, 3 могут быть различными,
говоря далее о лагранжевом временном масштабе Т, будем иметь
в виду наибольшее из Т,.

Описав в рамках корреляционной теории лагранжево поле ско-
ростей, перейдем к аналогичному описанию перемещений жидкой
частицы, переносимой потоком. Пусть в момент Ai положение частицы

определяется вектором х. Тогда в момент tn -f т она окажется в точке

X (А, /о + t ) , а ее смешение за время % — вектор Y(х) = X (х, to 4-

+ х) — х в соответствии с (9.10) имеет вид

К(т)= J V(x, t)dt. (9.18)

и,
ДЛЯ среднего смещения из (9.18) имеем

•* ' » + х - -.

<У(т)>=»{ <V(x,t)>dt (9.19)

и, следовательно, для однородных полей эйлеровой скорости при

)>=--iTox. (9.20)

Из (9.18) и (9.19) следует формула для флуктуации смещения

Г(т) = Г ( т ) _ < К ( х ) > , Г ' ( х ) = " 1 V'(x,t)dt. (9.21)

Введем в рассмотрение корреляционный тензор вектора смещений

£>«(х ) = < Г , ( т ) К , ( х ) > . (9.22)

Этот тензор, называемый обычно тензором дисперсии смещений
жидкой частицы [21], при помощи (9.21) представим в виде

Di, (х) = ) ) <V'i (x, ti)V, (x, h) >dUdt, (9.23)

или, используя (9.12) и (9.16), запишем

Dtt (x) = \Ви (0) В„ (О)]1'2 ) ) Rft> (t2 - ti) dt\dt*. (9.24)
и <„

Вводя новые переменные s = t2 — /i, t = (ti-\-t2)l2, выполнив
интегрирование по t, получим формулу Бэтчелора [211

1

A/(t> == [Ви (0) Вh (Ъ)У12 U* — s) [Rii (s) + R{u> (s))ds. (9.25)
о

213



При i — j из 69.25) имеем

Dtt (x) = 2BU (0) I (x — s) Л« (s)ds. (9.26)
n

Для малых т, для которых допустимо считать R№ (х)~1, и з

(9.26) следует

Da (х) = Я« (0) т*. (9.27)

Предполагая, что /?<L) (т) ->- 0 при х -> со настолько быстро, что
помимо конечности лагранжевых времен корреляции 7\ конечен ин-
теграл

во

6, = J sR^(s)ds- (Э-.28)
о

При х >̂ Tf из (9.26) получим асимптотическое представление

Da (х) = 2Ди (0) (7\х — 6,). (9.29)

При х > 6j/T"i формулу (9.29) запишем в виде

D « ( T ) = 2 B « ( 0 ) 7 \ T . (9.30)
Таким образом, зависимость дисперсии смещения от х при малых

х квадратична, а при больших х линейна. Как указано в [21], если
функция R{a} неотрицательна при любых значениях s, форма этой
функции слабо влияет на зависимость Du от х. Асимптотические
формулы (9.27) и (9.30) достаточно хорошо выполняются при сле-
дующих условиях: х < Tt — для случая малых х и, соответственно
х > 5Ti — для больших х.

Итак, дисперсия смещений жидкой частицы за достаточно
большое время пропорциональна дисперсии эйлеровой скорости
В и (0), лагранжевому времени корреляции Tt и времени блуж-
дания. Среднее смещение частицы пропорционально средней эйле-
ровой скорости и времени блуждания. Таковы результаты анализа
первых двух моментов вектора случайных смещений жидкой час-
тицы. Для того чтобы использовать эти моменты для количествен-
ных оценок, необходимо указать способ определения лагранжевых
времен корреляции Г,- по информации об эйлеровом поле скоро-
стей. К сожалению, этот вопрос практически не изучен, нет надеж-
ных экспериментальных данных, не имеется адекватной теории.
Аналогичная ситуация в теории турбулентности описана в работе
[21]. Констатируя отсутствие эффективных методов измерения-
лагранжевых статистических характеристик турбулентности, авто-
ры приводят метод Ламли, дающий в принципе возможность най-
ти моменты лагранжевых характеристик в виде бесконечного ряда
по степеням (t — / 0), коэффициентами в котором являются гро-
моздкие комбинации эйлеровых одноточечных характеристик.
Однако сложность метода Ламли не позволила построить разло-
жение высокого порядка, вычисленные же члены до порядка
(* — ^о)2 дают представление о лагранжевых характеристиках
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лишь для малых времен. В [21] анализируются также многочислен-
ные попытки определения лагранжевых корреляций при помощи
различных эмпирических и полуэмпирических гипотез. Анализ
приводит авторов к выводу об отсутствии конструктивной и на-
дежной теории.

Учитывая сказанное, попытаемся оценить порядок лагранжевого
временного масштаба, исходя из соображений теории размерности.
Приведенный в главе 5 анализ поля скорости показал, что масштаб
корреляции эйлеровой скорости по порядку совпадает с а — мас-
штабом корреляции проницаемости. Поскольку поле эйлеровых ско-
ростей мы условились считать установившимся, эйлерово время
корреляции естественно считать неограниченным, так как все жидкие
частицы, проходящие в разное время данную точку пространства,
имеют одну и ту же скорость. С другой стороны, Т = am/uo — един-
ственный параметр задачи, имеющий размерность времени, естест-
венно считать лагранжеЕым масштабом дисперсии примеси на мак-
роскопических неоднородностях. Аналогично, параметр микрострук-
туры T\—m Vko/uo с этой же точки зрения естественно считать
лагранжевым масштабом дисперсии примеси на микронеоднородно-
стях масштаба пор.

Таким образом, принятие гипотезы о порядке величины лагран-
жевого временного масштаба полностью замыкает корреляционное
описание поля вектора смещений и позволяет перейти к построению

уравнений для плотности вероятностей f(X, t, x, to). При этом,
очевидно, не обойтись без принятия дополнительных предположений
о структуре векторного поля смещений, поскольку первых двух
моментов, относительно которых мы имеем определенную информа-
цию, достаточно для исчерпывающего описания только некоторых
специальных полей, например гауссовых.

МАРКОВСКАЯ МОДЕЛЬ
ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПЕРЕНОСА ЧАСТИЦ

Далее мы будем предполагать, что процесс перемещений или, как
часто говорят, блужданий жидкой частицы, является марковским
случайным процессом. Теория марковских процессов — один из
наиболее изученных разделов теории вероятностей, обстоятельное
ее изложение можно найти, например, в работе [7]. Тем не ме-
нее мы приведем здесь некоторую информацию об этих процессах,
достаточную для первоначального знакомства с предметом и по-
нимания «происхождения» основных уравнений, получаемых далее
при изучении дисперсии примеси.

Итак, пусть X (t) — случайный векторный процесс, компоненты
которого Xi(t), X2 (t), . . ., Xn(t) являются случайными функциями
времени. Рассмотрим момент времени to < t и введем условную
плотность вероятности того, что процесс, имевший в момент времени
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to значение х (to), примет в момент t значение х (t). Обозначим эту
плотность символом

f(X, t\ x, to), (9.31)

в котором состояние процесса х, реализованное в настоящий момент

to, отделено от состояния X, вероятность осуществления которого
в будущий момент времени t требуется оценить при помощи плот-
ности /.

По определению процесс X (t) является марковским, если плот-
ность (9.31) не зависит от того, какие значения процесс принимал
в моменты времени, предшествующие моменту /0. Иными словами,
вероятность состояния в будущем (t > to) не зависит от прошлого,
а целиком определяется тем, что в настоящий момент to процесс

имеет значение х (to). Очевидно, плотность (9.31) исчерпывающим
образом характеризует процесс. Ниже приведены ее некоторые
свойства.

1. Неотрицательность

/ (X, t; х, to). (9.32)

2. При t > to вероятность того, что процесс примет какое-либо
значение равна единице

UCx,t;x, to)dX=\. (9.33)

3. При t — t0 и X ф х очевидно, что / (X, t0; x, t0) = 0, так как
процесс может принимать в данный момент одно значение. Но так
как выполняется и условие (9.33), то

/ (X, t; x7to)\t=t. = S (X - х). (9.34)

4. Пусть to, s и / — моменты времени такие, что to< s<t, a

X (t), z (s) и x (t0) — значения марковского процесса в эти моменты
времени. Плотность вероятности процесса удовлетворяет функцио-
нальному уравнению — обобщенному уравнению Маркова

f(X, t; x, h) = \f(z, s; x, to)f(X, t; z, s)dz. (9.35)

Вывод (9.35) состоит в оценке вероятности перехода процесса

из состояния х (to) в область X (t) -\-dx двояким путем:
непосредственно

/ (X, t; х, to) dx (9.36)

и минуя промежуточное произвольное состояние.
Так как процесс марковский, вероятность двойного шага равна

произведению вероятностей шагов

dxU(z, s; x, to)f(X, t, z, s)dz. (9.37)
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Приравнивая (9.36) и (9.37), получим (9.35). Это уравнение
иногда называют формулой Смолуховского, Чепмена или Колмо-
горова.

УРАВНЕНИЯ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ ДИСПЕРСИИ

Для непрерывных марковских процессов из функционального
уравнения Маркова можно получить два дифференциальных урав-
нения для плотности /, названные первым и вторым уравне-
ниями Колмогорова. В первом уравнении независимыми пере-
менными являются о̂ и х, т. е. параметры, характеризующие на-
чальное состояние, во втором уравнении независимыми — пара-
метры финального состояния 1 и / .

Опуская вывод уравнений, имеющийся, например, в [7], при-
ведем сами уравнения.

Первое уравнение Колмогорова

Плотность вероятности f(X, t, х, to), рассматриваемая как функция

характеристик начального состояния t0 и х, удовлетворяет урав-

§f + £ at (x, t0) g- + i- £ bt, (x, to) g ^ - = 0. (9.38)
нению

Коэффициенты уравнения (9.38), т. е. вектор а и тензор Ъц,
определяются равенствами

а(х, to) = Иm <Х(Х' 1)~х>, (9.39)

ЬцСх, t a ) e „ ш <\w*n*,*',\> . (9.40)
<-<„ ' ~ 'о

Уравнение (9.38) иногда называют обратным уравнением Кол-
могорова.

Второе уравнение Колмогорова

Плотность вероятности f(X, t\ x, to) как функция характеристик

финального состояния X и t удовлетворяет уравнению

^ ' ОЛ-о. (9.41)

В этом уравнении коэффициенты а и Ь, как и в случае первого
уравнения Колмогорова, определяются равенствами (9.39) и (9.40)
с той только разницей, что в последнем случае они зависят от t,
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х. Уравнение (9.41), которое иногда называют прямым уравнением
Колмогорова, впервые получено при исследовании броуновского
движения и часто в физической литературе связано с именами Эйн-
штейна, Фоккера, Планка [13].

Рассмотрим подробнее коэффициенты уравнений Колмогорова.
Сравнив (9.39) и (9.40) с формулами (9.19)"и (9.22), определяющими
соответственно среднее смещение частицы и тензор дисперсии сме-
щений, найдем, что

(9.42)
(9.43)

Легко видеть, что как прямое, так и обратное уравнения Кол-
могорова относятся к параболическому типу. При рассмотрении
стохастических задач такие уравнения принято называть диффу-
зионными.

Физический смысл коэффициента уравнения — вектора а оче-
виден. Он идентичен средней скорости смещения частиц в фильт-
рационном потоке. Тензор Ьц равен скорости изменения тензора
дисперсии смещения частиц, далее Ъц будем называть тензором
фильтрационной дисперсии. Естественно и уравнения Колмогорова
при изучении фильтрационного переноса называть уравнениями
фильтрационной дисперсии.

Выбор марковской модели блуждания частиц приводит к необхо-
димости отказа от понятия мгновенной скорости частиц. В самом
деле, если Ьц конечно и отлично от нуля, то за малое время х

в соответствии с (9.43) имеем < F 2 ( x ) > — Ьц* и, следовательно,
средний квадрат мгновенной скорости <YJ (x)>/z2 = buh прих->0

неограничен. Это означает, что случайный процесс /Y (x, t) для мар-
ковской частицы недифференцируем по времени t. Как подчерки-
вается в [21], в случае турбулентного потока вектор х для частиц
дифференцируем по времени для всех t по крайней мере дважды,
поскольку удовлетворяет лагранжевым уравнениям гидродинамики,
содержащим первые и вторые производные. По-видимому, так же
обстоит дело и в случае фильтрационного переноса, если при пере-
ходе к лагранжевым уравнениям фильтрации включить в рассмот-
рение инерционные силы, обычно игнорируемые. Тем не менее фильт-
рационная проблема имеет и свою специфику.

Рассмотрим установившееся фильтрационное течение в неод-
нородной среде с включениями различной проводимости. Как из-
вестно, линии тока на границах включений претерпевают излом и,
следовательно, жидкая частица, двигаясь вдоль такой линии тока,
в момент пересечения границы включения скачком меняет ско-
рость. Очевидно, функции Х(х, t) этой частицы в такие момен-
ты времени не имеет непрерывной производной первого, а тем
более второго порядка. Если среда существенно неоднородна, а
именно этот случай и является предметом исследования, наличие
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многих границ включений и достаточно большая дисперсия про-
водимости могут достаточно сильно повлиять на дифференциаль-
ные свойства траекторий жидких частиц, сделав их нерегулярны-
ми. Учет инерционных сил, по-видимому, позволяет сгладить угло-
вые точки на траекториях, но поскольку эти силы, как правило,
малы, нерегулярность траекторий, порожденная нерегулярностью
поля проводимости, неустранима.

Таким образом, хотя фильтрационный перенос частиц имеет
свои особенности, но, так же как и в турбулентном потоке, локаль-
ное поведение жидких частиц существенно отличается от поведе-
ния частиц, управляемых марковским процессом. Поэтому мар-
ковская частица как модель жидкой частицы реального потока
непригодна для детального локального описания ее эволюции в
потоке.

Однако совсем иначе обстоит дело с использованием марков-
ских частиц, если несколько модифицировать цель исследования,
отказавшись от детального локального моделирования. В самом
деле, несуществование мгновенной скорости марковской частицы
вытекало из условия (9.43), равносильного пропорциональности
ее смещения первой степени т. Но с другой стороны в соответствии
с (9.30) дисперсия смещений реальной жидкой частицы также
пропорциональна первой степени т, но при условии, что т>Г —
лагранжевого временного масштаба реальной частицы. Таким об-
разом, марковскую частицу можно использовать в качестве модели
реальной для оценки дисперсии смещений последней, но, естест-
венно, при ограничении т>7\

Перейдем от рассмотрения процесса Х(х, t) к его изучению
лишь в дискретные моменты времени t = tn = t0 + nr и пусть шаг
квантования т>7\ Тогда приращения процесса на непересека-
ющихся интервалах длины т будут слабо коррелированными и
скорее всего практически независимыми. Из этого вытекает, что

процесс Х(х, tn) может приближенно считаться последовательно-
стью с независимыми приращениями, которые, как известно [7],
являются марковскими. Для переходных вероятностей марковских
последовательностей можно получить разностные по времени урав-
нения с шагом т. Можно показать, что уравнения Колмогорова
(9.38), (9.41) являются дифференциальными приближениями этих

разностных уравнений. Отсюда следует возможность использования
уравнений Колмогорова для оценки плотности вероятности состоя-
ния реальной частицы в любой момент времени /, для которого
t— *0>7\

Таким образом, использование марковских частиц в качестве
моделей реальных дает возможность построить аналитический аппа-
рат иселедования, применение которого ограничено условием

« — /о» Т. (9.44)

Для решения уравнений Колмогорова их еледует дополнить на
чальными и краевыми условиями. Начнем со второго уравнения
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Колмогорова. Естественно t = U считать начальным моментом, для

которого вектор X = х. Поэтому

/ (X, Г. х , /о) |,_,, = Ъ(Х — х). (9.45)

Для первого уравнения начальное условие имеет тот же вид, но

чтобы выделить независимые переменные /0 и х, мы его запишем
несколько иначе

f(X, t\ x, t0) |,_,„ = 8 (х- X). (9.46)
Процесс блуждания частиц будем считать стационарным и ста-

тистически однородным, что возможно только в неограниченной
области. Потребуем выполнения естественного для такой области
условия: плотность / должна стремиться на бесконечности к нулю.
Наконец, поскольку / — плотность, должно выполняться условие
нормировки (9.33) как при интегрировании плотности в простран-
стве X, так и х.

Таким образом, для второго уравнения Колмогорова, помимо
(9.45), имеем дополнительные условия

limf(X, С, х, /0) = 0, (9.47)

If (Я, t; х, l)dX = l.

Для первого уравнения Колмогорова, кроме (9.46), дополнитель-
ные условия следующие;

Iim/(X, t; x, (a) = 0 , (9.48)

Sf(X, t; x, to)dx= 1.
Поскольку мы рассматриваем стационарный и статистически одно-

родный процесс блужданий частицы, то, следовательно, вектор а
и тензор Ьц являются постоянными. В соответствии о [7], такой
марковский многомерный процесс является гауссовским процессом
и потому, найдя плотность /, мы получим его исчерпывающее опи-
сание. Примем для простоты, что тензор &,-, приведен к главным
осям, совпадающим с выбранной системой координат. В этом случае
решение уравнений Колмогорова можно записать в виде

f(X, t; x, tQ) =

X e x J ,x e x p | ^ ( < -
Для получения (9.49) целесообразно ввести систему координат,

движущуюся относительно первоначально выбранной системы со
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скоростью а, что позволяет устранить в уравнениях конвективные
члены. Затем линейным преобразованием координат достигается
изотропность членов со второй производной и выписывается стан-
дартное решение уравнения типа теплопроводности. Поскольку
уравнения Колмогорова являются сопряженными уравнениями
с разнонаправленными временными осями, их решения эквива-
лентны.

Теперь можно вычислить и поле средней концентрации и(х, t).
Для этого достаточно подставить выражение для плотности / (9.49)
в равенства (9.8) или (9.9). Пользоваться полученным решением
нужно с известной осторожностью. Так, если в поле отсутствуют
источники и изучается эволюция начального распределения

Со(*, t0), решение (9.8) с плотностью (9.49) можно использовать
при условии (9.44). При наличии источников, продуктивность ко-
торых зависит от времени, ограничения должны быть более слож-
ными. Помимо (9.44) следует учесть то обстоятельство, что эффект
действия источников на интервале времени, предшествующем
моменту / и имеющем длину нескольких лагранжевых масштабов
Т, марковская модель передает искаженно. Если источники диск-
ретны, определенные ограничения должны быть связаны не только
с временами, но и расстояниями от точек, где определяются реше-
ния, до источников. Хотя общие критерии в этом случае дать за-
труднительно, можно полагать, что погрешность определения
и(Х, t) будет мала, если t—to^>T и при интегрировании по време-
ни в формуле (9.9) вклад в интеграл интервала t—t\^>T будет
мал по сравнению со всем интегралом.

Вернемся, однако, к рассмотрению плотности f, представленной
в виде (9.49). Нетрудно узнать в ней функцию Грина уравнения

(9.41), в котором коэффициент — вектор а и тензор Ьц постоянны.
Другими словами, это поле средней концентрации мгновенного
точечного источника единичной продуктивности, рассеянного полем
случайной скорости.

Обратившись к формуле (9.9), легко проверить, что средняя
концентрация и (X, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

t). (9.50)

При этом функция и (X, t) удовлетворяет дополнительному
условию

и (X, 0|,=,. = е„(Х) (9.51)

Поскольку функции Со (К) и <р(Х, t) произвольные, уравнение
(9.50> — это дифференциальное уравнение для средней концентрации
примеси, переносимой потоком, которому могут быть поставлены

в соответствие вектор а и тензор Ьц. Естественно, область приме-
нимости уравнения (9.50) связана с приведенными ограничениями.
Для завершения описания марковской модели переноса укажем связь
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вектора at и тензора Ьц с характеристиками случайного поля ско-

рости v(r), вытекающими из формул (9.39), (9.40), (9.20), (9.30)

a=<v>, (9.52)

bu = 2Blt (0) Т/т2. (9.53)

Здесь Вц — компоненты корреляционного тензора поля скорости;
Т — лагранжев масштаб времени.

Тензор Вц вычислен в главе 5, а для оценки Т принимается
зависимость

" > | . (9.54)

Пусть средняя скорость < и > направлена вдоль оси х\. Тогда,
подставив (9.54) в (9.53) и использовав результаты вычисления
Вц (0) (см. главу 5), найдем тензор Ьц для трехмерной фильтрации

Аналогично для двумерной фильтрации

4т \П 1/ (9.56)

Завершая на этом изложение марковской модели фильтраци-
онной дисперсии, уместно проследить, в чем заключена ее бли-
зость и соответственно отличие от более ранней модели фильтра-
ционной дисперсии на микроуровне, получившей в литературе
наименование «конвективной диффузии» [23, 24].

Как уже подчеркивалось, в этой теории рассматривается дис-
персионный механизм, порожденный нерегулярностью поля ско-
ростей внутри пор, описать которое можно лишь привлекая урав-
нения Навье —Стокса и учитывая чрезвычайно сложную геомет-
рию межпорового пространства, что практически немыслимо.
Поэтому, рассматривая такие поля считают их случайными и
являющимися результатом преобразования регулярного поля
средней скорости при помощи некоторого случайного локального
тензора. Принятие гипотезы об аналогии дисперсии в порах с бро-
уновским движением, что эквивалентно предположению о том, что
процесс переноса частиц — марковский, позволяет выписать соот-
ветствующее диффузионное уравнение с конвективным членом
и связать его коэффициенты с моментными функциями блуждаю-
щих частиц, которые в свою очередь выражаются через компонен-
ты локального тензора. Результатом такого рассмотрения явля-
ются уравнения конвективной диффузии, установление тензорного
характера коэффициентов диффузии, зависящих от средней ско-
рости и дисперсии компонент локального тензора. Поскольку
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вторые моменты локального тензора можно вычислить лишь на
основании информации о пульсациях скорости внутри пор, а она
отсутствует, для определения коэффициентов диффузии использу-
ются результаты экспериментов по дисперсии. Таким образом, для
замкнутого описания дисперсии на микроуровне необходима эмпи-
рическая информация о протекании самого процесса дисперсии —
«конвективной диффузии». Как видно из предыдущего изложения,
теория марковской дисперсии на макроуровне использует вычис-
ляемые при помощи статистического анализа фильтрационные-
характеристики поля скоростей однородной жидкости в неодно-
родной пористой среде.

ГЛАВА 10

СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ УРАВНЕНИЙ
ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПЕРЕНОСА
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

Предшествующий анализ фильтрационной дисперсии до некоторой
степени не учитывал того важного обстоятельства, что дисперсии
подвержены макроскопические поля истинной концентрации приме-
си, флуктуирующие из-за нерегулярности поля скорости переноса.
Это означает, что можно выписать динамические уравнения отно-
сительно истинной концентрации и фильтрационных характери-
стик — скорости фильтрации, давления и поставить задачу об
осреднении всей замкнутой системы уравнений. Результатом этого
будет установление связи между эффективными характеристиками
фильтрационного переноса и полем средней концентрации. При
этом становятся излишними предположения о возможности исполь-
зования марковских моделей и т. п. Основная трудность такого
способа анализа дисперсии связана с реализацией усреднения
полной системы уравнений фильтрационного переноса.

Рассматривая перенос нейтральной примеси, процесс осредне-
ния полной системы удается расщепить и собственно перенос
можно изучать, считая поле случайных скоростей известным. Ана-
лиз одномерных задач в средах с постоянной неслучайной пори-
стостью приводит в рамках второго порядка теории возмущений
к интегро-дифференциальному уравнению для средней концент-
рации.

Учет флуктуации пористости при изучении переноса полем
случайной скорости фильтрации приводит к несколько более слож-
ным моделям и вносит некоторые качественные отличия в меха-
низм переноса.

Следует отметить, что усреднение уравнений переноса при
определенных предположениях можно осуществить в рамках функ-
ционального описания. Последние результаты в этой области
приведены в работе [13]. Частично они отражены в данной главе.
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УСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИИ
ОДНОМЕРНОГО ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПЕРЕНОСА

Рассмотрим перенос динамически нейтральной примеси фильт-
рационным потоком в среде со случайными неоднородностями.
Будем считать фильтрацию установившейся, жидкость несжимае-
мой и однородной по вязкости и плотности. В отсутствие источни-
ков жидкости, пренебрегая молекулярной диффузией и дисперсией
в масштабе пор, систему уравнений можно представить в виде

m ^ + y v c = 0, (10.1)

и = — — vp, div J*= 0. (10.2)

Здесь v — вектор локальной скорости фильтрации; р — давле-
ние; k — проницаемость пористой среды; т — ее пористость; \х, —
вязкость жидкости; с — локальная концентрация примеси.

Поскольку примесь принята динамически нейтральной, задачу
осреднения можно расщепить. Можно усреднить систему (10.2)
и найти необходимые соотношения, не рассматривая динамики
примеси,— примеры такого осреднения изложены в главах 5 и 6,
где вычисляются эффективные проводимости, корреляции различ-
ных элементов поля и т. д. Независимо, в предположении, что

поле v известно, можно поставить задачу осреднения уравнения
))

Реализацию процедуры осреднения уравнения переноса (10.1)
начнем с рассмотрения одномерной фильтрации. Случай одномер-
ной фильтрации несколько специфичен, поскольку при постоянной
пористости и отсутствии источников жидкости скорость фильтра-
ции, однородная по пространственной координате, может рассмат-
риваться только как случайная функция времени. Однако уже
в этом простейшем варианте можно выявить основные трудности
и особенности процесса осреднения уравнений. Методы, развитые
при изучении одномерных течений, оказываются эффективными
и для анализа многомерных полей в средах со случайными про-
ницаемостью и пористостью.

Итак, рассмотрим уравнение одномерного переноса в области
(>0, \х\< со

mFt + v% = 0' ( 1 0 3 )

и пусть при ( = 0 зафиксировано начальное неслучайное распреде-
ление концентрации

с (х, 0) = с„ (х). (10.4)

Поскольку divu = dv/dx = 0, имеем v = v(t) и, следовательно,
общее решение задачи (10.3), (10.4) имеет вид

с(х, t) = J х--ij v(x)dx . (10.5)
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Располагая решением (10.5), естественно, можно вычислить и =
= < с > и любые статистические моменты решения. Однако устано-
вить какому уравнению удовлетворяет средняя концентрация, таким
образом, не удается. Действительно, пусть <? — <? (v) — известная
плотность распределения случайной скорости v(t). Усреднив (10.5),
запишем

«= <с> = JcoU — ~\ v(z)dxL(v)dv (10.6)

и тогда, выполнив в (10.6) интегрирование, найдем, что и (х, t) есть
некоторая неслучайная функция, зависящая от того, какова функция
Со(лг). Естественно, что такая функция может удовлетворять любому
уравнению, если только оно неоднородно.

Итак, вернемся к уравнению (10.3) и, подставив в него следу-
ющие разложения:

С (X, t) = U (X, t) + С' (X, t), U (X, t) = <С (X, / ) > ,

v (t) = W + v' (t), W = <v (t)> = const, (10.7)

усредним. Для и (х, t) и с' (х, t) получим систему

"ж+ < — <"'%>• О»-8»

- г+
и (*, 0) = со (*), с'(х, 0) = 0. (10.10)

Естественный путь получения уравнения для и заключается
в следующем. Рассмотрим уравнение (10.9) при однородном началь-
ном условии с' (х, 0) = 0 и, считая ди/дх в правой части параметром
задачи, найдем с' (x,t), зависящее, конечно, от параметра. Подставив
найденное с в правую часть уравнения (10.8) и усреднив ее, получим
искомое соотношение для и (х, t).

Введем функцию Грина G как удовлетворяющее однородному
начальному условию решение уравнения

^ ^ xl)o(t~-tl). (10.11)

Нетрудно проверить, что

G(x, t, xu /i) = 8[x — xt — 07m-1 (t — t\)]h(t — /,). (10.12)

Здесь h(t —1\) — символ единичной функции Хевисайда

Используя найденную функцию Грина, из (10.9) легко получить
интегро-дифференциальное уравнение

i

с'(х, t) = -m\ [v'(
о

ди {г, t.) дс' (г, t.)

y i i <v' (Л) %*
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дс'(г, M l
( U\d (10.14)

Д л я решения (10.14) используем метод итераций, в соответствии
с которым, вычисляя Сл+1, под знаком интеграла будем полагать
с = с„- Д л я начального приближения естественно принять со = 0.
Подставив со в правую часть (10.14), найдем

с\ (х, /) = -пГх I v' (h) dl£Jl!dtu (lo.l5)
о огI
о

о г

Аналогично вычисляются а, с3, . . . , а затем и правая часть
(10.8), которая таким образом превращается в бесконечный ряд
интегро-дифференциальных операторов, действующих на среднюю
концентрацию и (х, t). Коэффициентами этих операторов являются
разноточечные моменты случайной функции v (t).

Оставляя в стороне вопрос о сходимости метода итераций, тем
более, что практически обычно реализуется лишь первое прибли-
жение, подчеркнем важную особенность уравнения для средней
концентрации, а именно его нелокальность. В самом деле, рас-
смотрим снова уравнение (10.3) для истинной концентрации
с(х, t). Поскольку оно связывает dc/dt и дс/дх, определенные
в одной и той же точке пространства — времени, это соотношение
локально. Процесс усреднения уравнений по ансамблю реализаций
позволяет частицам примеси перемещаться не только в простран-
стве (я, t), но и как бы в пространстве реализаций. В этом за-
ключена причина нарушения локальности и, как следствие, появ-
ление в уравнении для и(х, t) интегро-дифференциальных опера-
торов.

Рассмотрим подробно уравнение для и {х, t), ограничившись пер-
вым приближением с' (х, t), подставив которое в уравнение (10.8)
и усреднив, получим

-F + ̂ W 5 ^ - ^ ^ ' ( Ш 6 >
B(t, tx) = <v'(t)v' {U)>.

Итак, уже в первом приближении уравнение для средней кон-
центрации нелокально, оно связывает производные, определенные
в разных точках пространства — времени.

Рассмотрим внимательно правую часть уравнения (10.16). Нетруд-
но видеть, что интеграл в этом уравнении — это просуммированные
с весом B(t, t\) значения д2и/дх2 для некоторой точки, «плывущей»
по оси х ео скоростью W/m и оказавшейся в момент времени t
в точке х. По сути это своеобразная лагранжева характеристика
«плывущей» точки, проинтегрированная в весом В по траектории.
Отсюда ясно, что степень нелокальное™ зависит от «памяти» про-
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цесса v' (t), характеристикой которой служит весовая функция В (t,
t\) — автокорреляционная функция процесса

Очевидно, в случае произвольной функции В (t, t\) локализовать
уравнение не удается. Если процесс v(t) стационарен, B — B(\t—
— /i|) и уравнение (10.16), дополненное начальными условиями,
можно решить при помощи двойного преобразования Фурье по обеим
координатам.

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи, когда уравнение
для и (х, t) можно локализовать. Интуитивно ясно, что это в первую
очередь случай «короткой памяти» процесса v(t). Пусть е — мас-
штаб корреляции процесса, определяемый равенством

e = B - ' ( 0 ) I B(x)dx, (10.17)
о

и пусть е С t. Тогда уравнение (10.16) естественным образом лока-
лизуется и является уравнением параболического типа

-н + 'к-т^з- < 1 ( ) - | 8 >
В самом деле, при условии, что е<^(, а д2и (z, t\)]dx2 ограни-

чена, основной вклад в интеграл (10.16) вносит интервал (/ — to-, t),
где число k зависит от скорости убывания корреляционной функции
В (t — ^i). Например, е с л и В ~ е х р [ — \ t — 1 \ |/s], то для k приемлема
оценка k < 10. При этом интеграл по промежутку (0, t — /es) соста-
вит не более 10" 3 от интеграла по всему промежутку (0, t). Если
же В — ехр[—(t — ti)2/B2], то для этого достаточно взять k — 2.

t t

Таким образом, для интеграла (10.16) имеем оценку f s^ f ,
о t—«в

и если в промежутке (/ — ke, t) вторая производная меняется незна-
чительно, то

t-ks длг дх* t—tk

что по существу эквивалентно равенству

т. е. замене В в рассматриваемом приближении с конечным, но ма-
лым временем корреляции е некоторой дельта-коррелированной функ-
цией. Локализацию, достигаемую в результате такой замены, назо-
вем грубой локализацией.

Рассмотрим теперь случай t^e. Тогда в (10.16) следует поло-
жить В(х) = В (0) и
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Продифференцируем уравнение (10.19) по х

Дифференцируя то же уравнение (10.19) по t, учтем что подын-
тегральная функция зависит от t, поскольку от t зависит г. Поэто-
му ее дифференцирование по t в точностью до множителя совпадает
с результатом дифференцирования по х

dxdt т дхр т7 J дх3

Исключая из (10.20) и (10.21) интеграл, получим уравнение

(10.22)

Нетрудно убедиться, что при Б>0 (10.22) будет уравнением
гиперболического типа. При постановке для него задачи Коши
следует задать помимо и(х, 0) также ди(х, O)/dt. Пусть, напри-
мер, задано начальное распределение концентрации с(х, 0 ) =
= f(x). Отнесем это условие и к средней концентрации, а для
второго дополнительного условия используем усредненное урав-
нение переноса (10.16) при t = 0. Естественно полагать, что ре-
шение возмущенного уравнения (10.22) при малых временах t
должно быть близким к решению невозмущенного уравнения, т. е.
уравнения (10.3), в котором v=W. Естественно также считать, что
должны быть близки и их производные, в частности производные
по времени. Для невозмущенного уравнения начальное значение
du/dt не задается, его можно найти из уравнения невозмущен-
ного переноса (10.16) при ^ = 0

ди{х, 0)/dt=-Wm-ldu{x, 0)/дх.
Таким образом, в качестве начальных условий в дальнейшем

будут использоваться еледующие «оотношения!

'/ (х, 0) = / (*), ди (х, O)/dt = —Wm-lf (x). (10.23)

Решение уравнения (10.22) при условиях (10.23) имеет вид

Щ П 0 . 2 4 ,

Рассмотрим задачу об эволюции начального раепределения —
лочки» и(х, 0) = 1—h (x). Тогда решение уравнения (10.22)
ет вид

«полочки»
имеет вид

(I0.25,

т. е. ивходная шолочка» раепадается на две «полочки» половинной
выаоты, движущиеся со скоростями на }^В/т больше и соответст-
венно меньше, чем средняя вкорость Wjm. Два скачка вместо одного,
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порождаемого невозмущенным потоком, конечно, относительно грубо
аппроксимируют профиль концентрации для произвольной плотности
распределения случайной скорости v, которая при больших е
является случайным параметром, не зависящим от времени t < е,
т. е. является случайной величиной. Д л я передачи специфических
особенностей волны и (х, t) следует учесть более высокие члены
ряда возмущений. Правда, получить локальное уравнение в этом
случае не удается.

Рассмотрение дисперсии от мгновенного точечного источника,,
выделившего в начальный момент в поток некоторое количество
примеси д, приводит к начальному условию / (х) = дЬ (х). Эволюция
этого распределения в соответствии с общим решением сводится к
разделению порции q на две равные части, «плывущие» со скоро-
стями (W + УЪ)1т и (W — У~В)/т.

Если В = 0, то уравнение (10.22) параболического типа. Оно не
содержит первых производных и поэтому заменой переменных его
можно привести к обыкновенному дифференциальному уравнению
dx/dt = W/m, эквивалентному исходному невозмущенному уравнению
в частных производных.

Отметим, что случай е < / можно истолковать так же, как рас-
пространение примеси в слоистой системе, скорости в которой
распределены случайно и не зависят от времени. Случай этот
достаточно интересен в прикладном отношении, поскольку соот-
ветствует широко распространенным на практике неоднородным
системам.

Рассмотрим еще один случай, когда уравнение (10.16) можно
локализовать. Пусть корреляционная функция процесса имеет вид

• - * , ) = Я е х р ' ' ' - * ' 1

Продифференцировав уравнение (10.16) по х, получим

Дифференцируя (10.16) по / с учетом принятого в (10.25) B(t
— 1 \ ) , запишем

Исключив из (10.26) и (10.27) при помощи (10.16) интегралы,
получим локализованное уравнение второго порядка.

^ ] = 0. (10.28)
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Очевидно, при е>Т из (10.28) сразу следует уравнение (10.22).
Случай малых е</ сложнее, и мы рассмотрим его после приведе-
ния уравнения (10.28) к каноническому виду. Дифференциальная
форма в квадратных скобках из (10.28) уже рассматривалась и
было установлено, что она гиперболическая. Поэтому уравнение
(10.28) относится к гиперболическому типу. Введем новые неза-
висимые переменные

C«=f, -q^x—Wtlm (10.29)

И, преобразовав к ним уравнение (10.28), запишем

ди tB д2и д2и / 1 Г 1 ОА\

т^ = s—zm—z. (10.30)

Уравнение (10.30) целесообразно представить в иной форме, за-
менив попутно С на /

где

х = Ве/т, с2 = В/т2.

Уравнение (10.31) называется телеграфным, параметр с = У^В/пг
определяет скорость распространения возмущений относительно под-
вижной системы координат, параметр х2 характеризует диссипацию,
дисперсию возмущений. Естественно назвать х2 коэффициентом дис-
лерсии, а с—скоростью дисперсии.

Отметим важную особенность локализованного уравнения дис-
персии. В отличие от уравнения дисперсии (9.50), полученного
на базе марковской гипотезы о блуждании частиц, это уравнение
содержит волновой член c2d2u/dt2, предопределяющий конечную
скорость распространения возмущений. Эта скорость не что иное,
как средняя квадратическая скорость жидких частиц.

Следует отметить, что аналогичные уравнения известны в тео-
рии молекулярной диффузии (броуновского движения), учитыва-
ющей инерцию частиц, в теории турбулентной диффузии с конеч-
ной скоростью [21]. Телеграфное уравнение для диспергируемой
фильтрационным потоком примеси получено в работе [50] в пред-
положении конечности времени корреляции скорости блуждания
жидкой частицы. Для получения таких уравнений принимается

гипотеза, что марковской является вектор-функция {X(х, t), v(x, t)}
и для вводимых в рассмотрение плотностей вероятности выписы-
вается система уравнений Колмогорова, которая при некоторых
упрощениях сводится к телеграфному уравнению. В работе [21]
приведено подробное обоснование этой процедуры и дан анализ
некоторых частных случаев турбулентной диффузии с конечной
скоростью. Уместно отметить, что если при таком подходе для
получения физически естественного эффекта конечности скорости
возмущений необходимо специальное конструирование марковско-
го процесса, непосредственное усреднение уравнения переноса
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автоматически приводит к телеграфному уравнению. Кроме того,
как будет ясно из дальнейшего, на этом пути нет трудностей
с определением коэффициентов усредненных уравнений переноса.
В то же время при использовании марковских процессов, отсут-
ствие лагранжевых корреляционных функций скорости вынуждает
при определении коэффициентов уравнений принимать гипотезы
о величинах лагранжевого временного масштаба.

Вернемся вновь к задаче Коши для уравнения (10.31), рас-
смотренной раньше для случая s>/. Начальные условия в подвиж-
ной системе координат имеют тот же вид

ди (-Q

При таких условиях решение уравнения (10.31) можно пред-
ставить следующим образом:

,, t) = -Iexp(-

—ct

jh (g K ^ ^ ) ] / (X + *)tfx), (Ю.32)

где /о (у), h (у) — функции Бесселя мнимого аргумента.
Рассмотрим эволюцию примеси, введенной в точке х = 0 при

помощи мгновенного точечного источника. В этом случае f(x) =
= qb(x) и из (10.32) следует, что при | i g | < t f

«(т), t)= | e x p ( -

Ъ
Если же \-q\>ct, концентрация и (т), f) = 0 .
Эта задача в терминах теории турбулентной диффузии с конеч-

ной скоростью рассмотрена и проанализирована в работе [21].
Приведем некоторые результаты этого анализа.

Решение (10.33) показывает, что порция примеси, поступившая
в начальный момент / = 0 в точке х—0, далее диспергируется

г / w \ i w \ п '
оставаясь всегда в зоне ( —- — c\t, j 1- с) Л. На границах зоны—
подвижных фронтах сосредоточено конечное количество примеси. Как
видно из (10.33), на каждом фронте это количество равно (<7/2) х
х ехр (—mc2t/2x2). Подстановка значений х и с из (10.31) дает для
фронтовых порций примеси значение (д/2) ехр (—t/2s) и, следова-
тельно, при / > е концентрация на фронтах мала.

Для оценки концентрации между фронтами, но вдали от них,
положим в (10.33) \-Q\<£ct и разложим аргументы функций Бесселя
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Рис. 68. График непрерывной части
функции распределения концентрации
от мгновенного точечного источника
примеси при t — 4t
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Рис. 69. График непрерывной части
функции распределения концентрации
от мгновенного точечного источника
примеси при t = Юг

в р я д п о т}. С ч и т а я , к а к и р а н е е , / » е и и с п о л ь з у я а с и м п т о т и ч е -
с к и е п р е д с т а в л е н и я ф у н к ц и й Б е с с е л я , п о л у ч и м д л я | -ц | < ct и / > е

(10.34)

т. е. решение уравнения (10.31) при условии с->-оо, что означает
слабое влияние конечности скорости дисперсии на изменение кон-
центрации вдали от фронтов при условии, что время корреляции
мало по сравнению с t. Наглядное представление о влиянии ко-
нечности скорости дисперсии на распределение концентрации
можно получить по рис. 68, 69, заимствованным из работы [21].
На этих рисунках пунктиром нанесены кривые, соответствующие
(10.34), т. е. решению параболического уравнения переноса.

Это сопоставление показывает, что гиперболическое уравнение
для средней концентрации целесообразно использовать для иссле-
дования процесса либо для малых времен t, либо в тех случаях,
когда важно знать концентрацию в окрестности фронта. В осталь-
ных случаях приемлемо параболическое уравнение переноса.

Теперь становится понятным, почему при непосредственной
локализации интегро-дифференциального уравнения (10.16) было
получено уравнение (10.18)—параболическое, а не гиперболиче-
ское. Действительно, условие е<£, при котором была осуществле-
на локализация, как раз и определяет несущественность волново-
го члена в уравнении переноса, достаточную точность параболи-
ческого уравнения для средней концентрации.

Полученные результаты позволяют с несколько иной точки
зрения оценить метод моделирования переноса при помощи мар-
ковских процессов, приводящий к параболическому уравнению
переноса. Если для обоснования такого моделирования приходи-
лось привлекать в достаточной мере интуитивные соображения
о допустимости замены непрерывного процесса специальной цепью
Маркова, то при непосредственном усреднении уравнений перено-
са мы получили параболическое уравнение и условия его приме-
нимости, а также более общее уравнение гиперболического типа.
Следует учитывать, что гиперболическое уравнение позволяет
изучать такие процессы, для которых параболическое уравнение
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может оказаться недостаточно точным. Для примера можно ука-
зать случай, когда поле концентрации порождено источником,
интенсивность которого переменна, или когда рассматривается
задача Коши с достаточно нерегулярным начальным распреде-
лением.

УСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МНОГОМЕРНОГО ПЕРЕНОСА

Рассмотрим перенос примеси потоком в пространстве произвольного
числа измерений. Будем считать поток квазиодномерным, полагая
среднюю скорость зависящей от одной координаты, а флуктуации
зависящими от всех координат. Будем также считать движение
жидкости установившимся. Это обстоятельство, отсутствующее,
например, в процессе турбулентной диффузии, придает неодномер-
ной фильтрационной дисперсии специфические черты и требует спе-
циального анализа.

Пусть для примеси справедливо локальное уравнение сохранения

т ~ + div (vc) = 0. (10.35)

Будем считать пористость т постоянной и усредним уравнение
(10.35)

т~+ W4u = — d i v < y ' c ' > . (10.36)

Вычитая из (10.35) уравнение (10.36) и сохраняя главные чле-
ны, получим уравнение для с'{х, г)

тд^-+ Wvc' = — div (u'u). (10.37)

Дополнительные детерминированные условия, наложенные на
с, отнесем к и и тогда соответствующие условия для с' будут одно-
родными. Если, например, задано условие с(х, 0) ~f(x), то для с'
имеем с'(х, 0) = 0 . При этом условии решение (10.37) имеет вид

с'(х, /) = — т-11 divz(v'u)dtly z = x- Wtn-* {t—tj. (10.38)

Здесь символ div2 указывает на то, что дифференцирование про-
водится по z. При этом вследствие (10,38) можно записать

=. — mWJxdldt. (10.39)

Подставив (10-38) в (10.37), получим уравнение для средней

концентрации и (х, t)

m?£- + Ws7u = — l6\\xNdtl (10.40)
oi т 0

JV = <v'divz{t>'u) > .
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Рассмотрим компоненту вектора N

М i = <( v, 2 ц Witt) y = <^' ( 2

Здесь Bll(x, z) — корреляционный тензор поля скоростей в среде
со случайными неоднородностями

(ж, г) = <v'i (x) v'ifz) > • ( 1 0 - 4 2 )

Подставив (10.41) в (10.40) с учетом (10.39), получим

j £&,№ dtx (10.43)
о t. i

Уравнение (10.43) можно переписать в виде

j
0 1,1

ди дВ>1 . ди дВ" . д*В>1\,, /1Пллх
-3 5 \-^ 5 \- U -. д rf/i . (10.44)

Если поле скоростей несжимаемой жидкости не содержит источ-
ников

divu = ^dvj/dxj = 0 ,
i

то усреднив последнее равенство, легко убедиться, что и флуктуации
скорости удовлетворяют уравнению

div v' = 2 J dv'i/дх/ = 0 ,

умножив которое на v'i(z) и усреднив результат, получим

j
i

Совершенно аналогично имеем

S dB11

dxt ~

и, следовательно, уравнение (10.44) упрощается

j ^ * , . 00.45)
он
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Если учесть, что для однородных полей корреляционный тензор

В1'1 зависит от х — г = — (t — fx), то нетрудно заметить, что урав-
нение (10.44) для средней концентрации примеси, переносимой
и диспергируемой установившимся потоком в многомерной неодно-
родной среде, имеет тот же вид, что уравнение (10.16) для одно-
мерного течения, скорость которого является случайной функцией
времени.

Не ограничивая общности, проведем дополнительные упрощения

уравнения (10.45). Пусть ось х1 параллельна вектору W, тогда при
любой ориентировке осей х^ и х3 тензор 5 " приведен к главным
осям, и можно (10.45) переписать в виде

l > < < - < , > ^ 4 . (Ю.46)
о '

Введем в рассмотрение /,•—пространственные масштабы кор-

реляции компонент скорости д л я точек х и г, лежащих на прямых,

параллельных вектору W

(10.47)
6

Как показывает анализ, приведенный в главе 5, эти масштабы
различны, причем

Д л я примера, рассмотренного в главе 5 можно считать, что
/2 = /3 = Vv^3- Очевидно, поскольку Ви в рассматриваемом случае
зависит от (t — tj), можно ввести и временные масштабы

ei = mli/W. (10.48>

Эти масштабы имеют такой смысл: точка, плывущая со средней
скоростью W/т, га время е,- покрывает расстояние, для которого
разноточечная корреляция компоненты и,- несущественна.

Рассмотрим некоторые случаи, когда уравнение (10.46) можно
локализовать непосредственно. Пусть s,- < <t. Тогда, как и в случае
одномерного течения, из (10.46) следует

Случай s ^> t также локализуется подобно одномерному и приводит
к уравнению, обобщающему соотношение (10.22)

^ + 21$ + ̂ 5 > ( ° ) ^ - < 1 0 - 5 0 >
dt2 ^ dxidt ^ т 0*2 т if v ; 0*2 '
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Рассмотрим теперь случай, когда корреляционный тензор В'1

можно представить в виде

В» (t — tx) = Bli (0) exp 1— (t — h) /e,j,

Вц = 0 при %Ф\, (10.51)

где, как подчеркивалось, Е2 = Е3 Ф ЕЬ Заметим, что неравенство
масштабов EI порождает определенные трудности при локализации
и в конечном счете повышает порядок локализованного уравнения.

Как и ранее продифференцируем уравнение (10.46) по времени t
и учтем завивимость (10.51). Тогда можно записать

j
о

+ й 3 3 1х2

 Х) dt, = U (и), (10.52)
где дифференциальная форма /-г(ы), имеет вид

^ ^ ^ - ^ Щ . (10.53)

Исходное уравнение (10.46) запишем в форме

= L | (

(10.55)

Равенства (10.52) и (10.54) рассмотрим как уравнения относи-
тельно интегралов, стоящих в левой части. Решив эту систему,
найдем интеграл

i

1В

 d^lLbl dU = ^ ! _ {B2L2._ L l ) . (Ю.56)

Г)

Нетрудно убедиться, что соотношение (10.56) отличается от
нелокального уравнения одномерного течения (10.16) лишь порядком
дифференциальной формы, стоящей в правой части. Попутно отметим,
что уравнение (10.16) следует из (10.56) в предельном случае Е2 <
< s , , s-><^t. Если принять ei = е2 = Е, то из (10.56) вытекает
локализованное уравнение второго порядка

E L 2 — U = 0, (10.57)
или

т "Ft
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Для локализации (10.56) в общем случае, как и для одномер-
ного течения, следует уравнение (10.56) продифференцировать
по t, его же продифференцировать по хх, и из полученных двух
равенств исключить интеграл. В итоге получим

- , ^ - » , <.ам>

Ц(и) = L^ (и) — s2Z.2(").

Как легко видеть, это уравнение третьего порядка и по времени
и по пространственной переменной Х\. Значительные трудности
при постановке и решении задач для подобных уравнений требуют
определенной осторожности при окончательной формулировке
проблемы. Нам кажется, что различие в параметрах е<, по край-
ней мере для изотропных сред, не настолько велико, чтобы оправ-
дать существенное усложнение уравнения для средней концентра-
ции. Не следует забывать, что и нелокализованное уравнение
(10.46), следствием которого является уравнение (10.58), также
приближенное, поскольку получено методом возмущений. Поэтому
далее при рассмотрении многомерной дисперсии мы будем исполь-
зовать локализованное уравнение второго порядка (10.57). Как
легко убедиться, это уравнение гиперболического типа, от уравне-
ния для одномерного течения (10.28) оно отличается лишь
членом 5] В"(0)d2u/dxi, и выводы относительно решения (10.28)

практически полностью переносятся и на уравнение (10.57). Как
и в случае одномерного течения, возмущение распространяется
с конечной скоростью. Действительно, введем новые независимые
пространственные переменные

%l = (Xi — Wit/m) (В/В")1/2. (10.59)

где В — некоторая норма тензора В", например В = -т S Ви (0)-

Тогда уравнение (10.57) примет вид

J g + ^ = V 2 U . (10.60)

Здесь

х2 = Вг/т, с2 = В/т2.

Очевидно, в системе координат т), начало которой «плывет»
со скоростью W вдоль оси Х\, а масштабы по осям деформированы
в соответствии с (10.59), возмущение распространяется со скоро-
стью с—\/~В1т. В плывущей, но недеформированной системе
скорость распространения возмущений вдоль осей различна, фрон-
товая поверхность — вытянутый вдоль первой оси эллипсоид вра-
щения. Можно показать, что внутри эллипсоида вдали от его
границы решение уравнения (10.60) стремится к решению парабо-
лического уравнения, которое получится из (10.60), если отбросить
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вторую производную по времени. Как и в случае одномерного
течения, решение на фронте — скачок экспоненциально убывает
со временем. Таким образом, ситуация качественно подобна рас-
смотренному ранее одномерному случаю и, следовательно, при не
слишком разнящихся е,«С^ приведенный анализ обосновывает
допустимость параболического приближения, т. е. уравнения
(10.40).

Если масштабы неоднородности макроанизотропной среды су-
щественно различаются, временные масштабы ег также будут
существенно разными. Можно, однако, высказать правдоподобную
гипотезу, что при ег<С̂  и в этом случае параболическое уравнение
(10.49) остается достаточно хорошим приближением. Пусть, на-
пример, ei>e2 = E3, т. е. по существу рассматривается одномерное
распространение примеси. Легко видеть, что в случае, если ei<t,
из (10.49) следует одномерное параболическое уравнение (10.18),
обоснование которого дано ранее. Таким образом, и в этом пре-
дельном случае крайне различающихся временных масштабов е
параболическое приближение вполне допустимо.

Приведенный анализ возможностей локализации касался слу-
чая, когда поле скоростей не имело источников и было однородно.
Рассмотрим теперь общее уравнение переноса (10.43). Если, как

и раньше, считать, что вектор скорости W направлен вдоль оси

хи а оси х для любого х — главные оси тензора В" | (х, х) и,

кроме того, времена корреляции Ei—Si (x)<t, из (10.43) получим
уравнение

тЧ+*&г £? в 'й5 1 В" (*' ; ) и ]- (ШИ)

Нетрудно видеть, что при е,- (х) = const и 5 " (х, х) = const
уравнение (10.61) переходит в уравнение (10.49), полученное ранее
для однородного поля скоростей без источников. В общем же случае,
продифференцировав дважды [В"и] в (10.61) с учетом того, что

дх2 дхз

получим

+ ^ S *<£"!^i- (J0-62)

Таким образом, в локализованном варианте уравнения пере-
носа помимо обычных диффузионных членов получены конвектив-
ные и истокообразные члены, т. е. имеют место эффекты, анало-
гичные явлению направленного переноса при неоднородной
турбулентности [21].
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ФИЛЬТРАЦИОННЫЙ ПЕРЕНОС И ДИСПЕРСИЯ ПОТОКА
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНОЙ ПОРИСТОСТЬЮ

Нерегулярность строения пористых структур порождает флуктуа-
ции любых статических и динамических характеристик системы
пористая среда — жидкость. Принято считать, что главное зна-
чение при переносе имеют флуктуации параметров, характеризу-
ющих проводимость системы, поскольку обычно эти флуктуации
достаточно велики. Флуктуациями емкостных характеристик —
пористости, просветности обычно пренебрегают, тем более, что эти
параметры непосредственно не входят в уравнения фильтрации
однородной несжимаемой жидкости. Однако, такой подход, есте-
ственно, не универсален. Например, при изучении фильтрационной
дисперсии пористость входит в уравнения переноса и, следователь-
но, если ее флуктуации значимы, необходим их учет, который
в рамках уравнений для средней концентрации должен привести
к появлению некоторых новых эффективных характеристик.

Рассмотрим простейшую модельную задачу, проясняющую спе-
цифику фильтрации в средах со случайной пористостью. Пусть
в одномерной системе, ориентированной вдоль оси х, пористость
т = т(х) является случайной функцией координаты х. Через гра-
ницу системы JC=O в начальный момент £ = 0 начинает поступать
жидкость с постоянной и неслучайной скоростью фильтрации v.
Будем считать вытеснение поршневым и интересоваться положе-
нием границы раздела в зависимости от времени. Очевидно, для
этого следует решить задачу

dx/dt = v/m (x), x (0) = 0. (10.63)
Поскольку функция т(х) случайная, различным реализациям

нашей системы будут соответствовать различные положения гра-
ницы x = x(t). Введем y(t)=<x(t)> и получим для него уравне-
ние, осреднив по ансамблю (10.63). Тогда

dyldt = v < m - ] (x)>, у (0) = 0. (10.64)
При этом следует учесть, что непосредственное усреднение

в (10.63) затруднительно, поскольку в общем случае правая часть
не является обычной случайной функцией, так как в различных
реализациях определена в разных точках пространства — коор-
динатах фронтов.

Запишем для любой реализации нашей системы очевидный интег-
рал уравнения (10.63)

X

J т (и) du = vt
о

и введем случайную характеристику т — эквивалентную пористость
области, где прошел фронт

— 1 *

т— — f т. (и) du.

Тогда _
х =5 vt/m.
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Теперь введем т* — эффективную пористость системы при помощи
естественных соотношений

у = <х> = <vt/m> = vt/m*.
Отсюда имеем

\±]у>-\ (10.65)

т. е. эффективная пористость является функционалом от случай-
ной пористости по области, где прошел фронт. Поскольку в (10.64)
параметр х случаен и неизвестен, выразить т* через у, t не уда-
ется. Как и в других подобных задачах, возникает проблема за-
мыкания, решить которую можно либо приближенно, либо рас-
сматривая специальные частные случаи.

Нетрудно установить, что эффективная пористость заключена
в «вилке»

<т~х >- ' < т*
границы которой реально достижимы.

Так, например, для х, малых по сравнению с масштабом кор-
реляции пористости или, что тоже самое, для достаточно малого
времени /, из (10.65) имеем

т* = <т~1>-1.

Очевидно, ЭТОТ же результат следует и в случае, когда пори-
стость т — случайная величина или, что тоже самое, рассматри-
вается слоистая система, составленная из однородных слоев, вдоль
которых происходит движение.

Если пористость — эргодическая случайная функция и, следо-
вательно, усреднение по ансамблю и пространству эквивалентны,
для достаточно больших х или больших значений времени имеем

т* = <т>.

В любых других случаях эффективная пористость находится
внутри «вилки» и характеризует конкретное состояние системы
пористая среда — распределение фронтов.

Рассмотрим подробнее случай, когда пористость не зависит от
координаты х. Тогда

j t => vim*, у (0) = 0, т* = <т-' > - ' . (10.66)

Таким образом, уравнение для средней координаты фронта
вытеснения имеет тот же вид, что и (10.63), но вместо локальной
характеристики т здесь фигурирует эффективная пористость т*.
Очевидно, m * < m o = < m > и, следовательно, использование сред-
ней пористости для подсчета средней скорости перемещения гра-
ницы раздела даст заведомо заниженный результат.

Интегрируя (10.66), получим y=vt/m*, т. е. средний фронт
движется «ускоренно», но в эффективной среде сниженной пористо-
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сти. При этом для среднего фронта условие материального балан-
са ym* = vt выполнено точно.

Рассмотрим теперь задачу (10.63) при условии, что скорость
фильтрации v = v(t)—случайная функция времени, некоррелиро-
ванная с пористостью т(х). Легко видеть, что все выводы, сделан-
ные ранее, сохраняются при условии, что в формуле (10.66) необ-
ходимо заменить v на <v>.

Перейдем к изучению одномерного переноса динамически ней-
тральной примеси в среде со случайной пористостью. Очевидно,
рассмотрение этой задачи позволит с несколько иной, более общей
точки зрения проанализировать и только что рассмотренную зада-
чу о движения границы раздела — поршня. Для этого достаточно
положение границы — поршня определить при помощи функции
у(х, t), которая равна единице в тех точках оси х, которые лежат
левее границы, и нулю — в точках, которые лежат правее поршня.
Трактуя эту функцию у (х, t) как концентрацию некоторой примеси
и изучая ее перенос в среде со случайной пористостью, среднее
значение <у(х, t)> можно интерпретировать как функцию рас-
пределения вероятности того, что поршень в момент времени t
находится правее точки х. Располагая функцией распределения
<у>, можно дать полное описание движения поршня.

Итак, рассмотрим одномерный перенос примеси в среде со
случайной пористостью т(х), считая для простоты скорость фильт-
рации неслучайной и постоянной. Для концентрации примеси
имеем уравнение сохранения

«£ + 4 = 0. (10,67)
Представив случайные функции т (х) и с (х, t) в виде

т = то + т'', /По = </л>, с — и + с', и = < с > (10.68)

и усреднив (10.67), получим

ди , ди , , дс _ ,.п с г > ,
m°ai + vTx = — < m -dj>- (10.69)

Вычитая из (10.67) уравнение (10.69) и сохраняя главные члены,
запишем уравнение для с' (х, t)

дс . дс ,ди ..-. _ п .
"">« + w e 7 = - m Jf < l a 7 0 >

Дополнительные детерминированные условия, наложенные на
с(х, t) отнесем к и(х, t). Тогда соответствующие условия для
с'(х, t) будут однородными и, использовав функцию Грина (10.12),
можно записать решение уравнения (10. 70)

x~vmo (t — x). (10.71)
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Для избежания недоразумений следует далее иметь в виду,
что несмотря на то, что z зависит от т, символ du(z, х)/дх озна-
чает частную производную только по второму аргументу т. Под-
ставив (10.71) в (10.69) и усреднив правую часть, получим нело-
кальное уравнение для средней концентрации

ди , ди 1 д '. .. , .ди(г,т),m + v lM<x z ) f c d T

М(х, z) =
Если случайная функция т (х) статистически однородна, кор-

реляционный момент М зависит от vnio1 (t — t) . Пусть эта зависимость
имеет вид

М (х, 2) = Мо ехр [(т — t)/t]. (10.73)

В этом случае уравнение локализуется. Процедура локализа-
ции несколько отличается от применявшейся ранее и потому есть
смысл привести ее.

Дифференцируя интеграл в правой части (10.72) по параметру
t, запишем

ди . ди мо ди , 1 С дМ ди {г, т) , ,
dt ' ox mQ dt m0 \ dt dt

'o

Продифференцировав последнее уравнение по t и учитывая, что

дМ 1 „ ди (г, т) v ди (г, т)
dt Е ' dt m0 дх '

получим

/nn

Первый член в правой части (10.75) исключается при помощи
исходного уравнения (10.72), для исключения второго следует
(10.72) продифференцировать по х. В итоге имеем локализован-
ное дифференциальное уравнение второго порядка

ди ди , Г Л М0\д?и дЧ , v2 д2и]

Легко подсчитать его дискриминант
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Следовательно, уравнение (10.76)—гиперболического типа.
Нетрудно заметить, что оно отличается от уравнения (10.28) —
локализованного уравнения переноса в поле случайной скорости
и постоянной пористости. Если в (10.76) возмущенным оказывает-
ся коэффициент при d2u/dt2, то в (10.28) возмущению подвергает-
ся коэффициент при д2и/дх2. Это казалось бы малосущественное
отличие приводит к качественно важным следствиям. В самом
деле, семейства характеристик для (10.76) имеют вид

i

= const,

= const (10.77)

и, следовательно, скорости распространения возмущений

+ LJS \ (10.78)

зависят от возмущающего параметра УМо/то мультипликативно,
в то время как скорости фронтов для уравнения (10.28) зависят от
фактора B/ml аддитивно. Поэтому при фильтрации в поле случайной
скорости фильтрации средняя скорость движения границы — поршня
равнялась невозмущенной скорости. В случае, если случайна пори-
стость, из (10.78) имеем для vcp = (v\ + Иг)/2

" ' . (10.79)

Очевидно, vcp > v/mo, т. е. граница в среднем движется
быстрее, чем в невозмущенной среде. Из (10.79) для эффективной
пористости имеем

т* = т0 ( 1 — Mo/ml). (10.80)

Сравнив (10.80) с (10.65) —точным значением т*, легко заме-
тить их естественную связь. Формула (10.80)—квадратическое
приближение (10.65).

Перейдем к анализу задачи Коши для полного локализован-
ного уравнения (10.76), выбрав в качестве дополнительных усло-
вий начальное распределение концентрации и начальную произ-
водную по времени, найденную из усредненного интегро-дифферен-
циального уравнения (10.72) при /=0,

и (х, 0) = f(x), д±£;Л = JL— р (Х). (Ю.81)

Для уяснения физического смысла членов уравнения (10.76)
целесообразно перейти к новой, подвижной системе координат,
«плывущей» со скоростью vcp. Итак, при новой пространственной
переменной

У = х — (v\ + v2) t/2
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уравнение (10.76) принимает вид

где

,ди ...од" , . _ /1 ,о\чд'ги ei>*t?d2u

Отсюда видно, что перенос в «плывущей» системе координат
осуществляется с конечной скоростью возмущений

с = уф/т0 П — ф2) (10.83)

Эффективный коэффициент дисперсии имеет вид

* 2 =Лф 2 /т*, (10.84)

а эффективная пористость —

m* = mo(l — ф2). (10.85)

В системе реализуется регулярный конвективный снос против
основного течения со скоростью

и = — иф2, (10.86)

поэтому распределение концентрации будет иметь тенденцию
постепенного обеднения передней части возмущенной зоны при
относительном накоплении, а точнее, более медленном обеднении
вещества в области заднего фронта.

Относительное влияние дисперсионного и волнового переноса
целесообразно оценить как отношение длины зоны дисперсионного
обмена —х Vt /mo и параметра ct, характеризующего длину возму-
щенной зоны. Очевидно

X = Y-VT/moct = (1 — ф2) VW.

Отсюда следует, что при достаточно больших временах t вдали
от фронтов влияние волнового переноса мало по сравнению с дис-
персионным.

Перейдем к решению уравнения (10.76) при дополнительных
условиях (10.81). Для этого введем переменные Z, и т]

С=а(ЛГ— V\t), -q = а (х — V2t),

а = то(1—ф2)1/2/(2еуф) (10.87)

и новую функцию

Г i l (10.88)

\ = — то(\—ф)/2еогоф, р. = то (1 + ф)/2Саоф), для которой из (10.76)
и (10.81) получим уравнение

d2W/dtf-q + «7/4 = 0 (10.89)

с условиями на прямой С = w

W (С, , ) с , = / (С/а) e x p | - 7 J 3 ^ T 7 2 ] . < 1 0- 9 0>
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Задача (10.89)—(10.91) решается методом Римана и в перемен-
ных к, t решение имеет вид

{Г .

О V 1*

' (10.92)

т = [с—(* —»if)][C — ( * —о*/)]. (Ю.93)

Рассматривая предельный случай / « Е Й ограниченные началь-
ные распределения f (х), из (10.92) получим

(10.94)
т. е. произвольное начальное распределение / (х) распадается на две
подобных ему волны, движущиеся со скоростями V\ и иг- При этом
более быстрая волна имеет меньшую высоту. Уместно отметить, что
в аналогичной задаче при постоянной пористости и случайной ско-
рости высоты волн были одинаковыми, а их средняя скорость рав-
нялась невозмущенной скорости. В только что рассмотренном слу-
чае средняя скорость волн больше невозмущенной.

Вернемся к общему случаю произвольного / (х) и рассмотрим
начальное распределение f (х) = <?8 (А) Легко видеть, что при любом /
на фронтах возмущенной зоны о2/ < х < V\t сосредоточено конечное
количество вещества примеси. На переднем фронте

2s (1 — .

соответственно на заднем фронте

(10.96)
2

Фронтовые порции быстро (экспоненциально) убывают со време-
нем, но скорости убывания несколько различаются. На переднем
фронте скорость убывания выше и, следовательно, сама порция
меньше. Между фронтами концентрация распределена в соответствии
с равенством

1 ЛГТ=Р\ , ,/ТЗф5 / г r—-t V
х е х Р | % ^ | , (10.97)

д = ilJV. (Ю.98)
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Очевидно, параметр р — половина расстояния между фронтами,
а Д — отклонение точки х от середины возмущенной зоны, положи-
тельное для точек х, лежащих справа от середины и отрицательное,
для находящихся еле ва.

Для точек х значительно удаленных от фронтов, Д < р, Д С 1
и потому для времени, значительно большего времени корреляции е
допустимо использовать асимптотические представления бесселевых
функций мнимого аргумента. После упрощений получим в окрест-
ности точки Л =

U (X, t) =
Го . о ( vt

т. е. в окрестности точки, движущейся со скоростью vrn^1 (1 + ф2)Х
X (1 — ф2)"1 распределение концентрации близко к нормальному с
коэффициентом дисперсии х2 (1 — ф2) (1 -f- Ф2)~"'• В отличие от нор-
мального, оно обладает некоторой асимметрией — правая ветвь убы-
вает несколько медленней левой, что можно объяснить видом зави-
симости характеристических скоростей v\ и v2 от ф и ее следст-
вием — более быстрым переходом вещества примеси с переднего
фронта в возмущенную зону.

При изучении дисперсии примеси в поле случайной скорости
фильтрации было показано, что вдали от фронтов решение локали-
зованного гиперболического уравнения переноса близко к решению
параболического уравнения (10.18), полученного при помощи гру-
бой локализации при малых временах корреляции е. Рассмотрим
возможность грубой локализации уравнения переноса примеси в
среде со случайной пористостью. Вернувшись к нелокальному
уравнению (10.72) и проведя рассуждения, вполне аналогичные
изложенным в первом разделе данной главы, получим уравнение

/По— + » д - = 5 (10.100)

и будем искать его решение при условиях (10.81)

и (х, 0) = / ( * ) , ди (х, O)/dt = —vm^ (I — f)-'/' (х).

Легко убедиться, что уравнение (10.100) параболическое, его
характеристики — прямые, параллельные оси х, на которой опре-
делены начальные условия, следовательно задача поставлена не-
корректно. Рассмотрим иной вариант задания дополнительных
условий. Пусть изучается смешанная задача для уравнения
(10.100) в области х>0, />0 и в качестве дополнительных условий
зафиксируем и(х, 0) и «(0, t). Такая задача имеет единственное
и устойчивое решение, но и она поставлена некорректно. Причина
этого заключена в том, что область зависимости значений и(х, t),
заданных на оси t, т. е. при х=0 — весь квадрант (*>0, t>0)
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и, следовательно, на решение и(х, t) оказывает влияние и(0, т)
при x>t, т. е. «будущее» влияет на «прошлое», что конечно непри-
емлемо. Таким образом, задание в определенной степени естест-
венных дополнительных условий для уравнения (10.100) приводит
к некорректным постановкам задач и, следовательно, к невозмож-
ности их решения. Отсюда следует необходимость переформули-
ровки задачи за счет регуляризации уравнения (10.100). Вернем-
ся вновь к уравнению (10.100) и запишем его в виде

m0
d£+vpx = O(Me). (10.101)

С точностью до малых более высокого порядка

ди __ v ди д2и _ v2 д2и

д1~~щдх' dt!~ml дх2' {ШшШ)

подставив и» из (10.102) в правую часть (10.100), получим при-
ближенное регуляризованное уравнение

ди , ди Е М Ч 2 д2и , 1

Очевидно, уравнение (10.103) параболическое, для него кор-
ректны как задача Коши, так и смешанная задача. При этом оно
первого порядка по времени и в качестве начального условия до-
статочно задать и(х, 0). Задачи такого рода и методы их решения
хорошо изучены, известно решение регуляризованного уравнения
(10.103). Ясно, что регуляризованное уравнение описывает дис-
персию с коэффициентом дисперсии, даваемым формулой (10.84).
При этом утрачены эффекты распространения возмущений с ко-
нечной скоростью и регулярного сноса вещества против течения.

Заметим, что рассмотрение многомерных течений в среде со
случайной пористостью и неслучайной скоростью фильтрации,
если ось х совмещена с направлением скорости фильтрации, при-
водит к полученным одномерным уравнениям. Этот результат
обусловлен тем, что пористость не входит в уравнения фильтра-
ции, а содержится лишь в уравнении переноса примеси.

И еще одно замечание. Проследив за всеми этапами грубой
локализации уравнения (10.72), в итоге которых получено урав-
нение (10.100), можно предполагать, что причиной возникших
затруднений послужила перемена порядка дифференцирования по
времени и локализации интеграла в (10.72). Вернемся вновь к
уравнению (10.72) и проведем его локализацию, не меняя указан-
ного порядка. Продифференцировав интеграл в (10.79) по пара-
метру t и локализовав полученные интегралы, получим уравнение

vzM0 э 2

н д ди „ / l n 1 f v n

Ш + т°т + иъ-х =
 0- ( 1 0 Л 0 4 )

Очевидно, оно гиперболического типа, семейства его характе-
ристик х=const, t=const. Если например, рассмотреть область

0 ^ 0 , то для уравнения (10.104) можно поставить начально-
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краевую задачу, фиксирующую начальное распределение искомой
функции и(х, O)=f(x) и распределение ее на другой границе
ы(0, /)=ф(/). Такая задача с дополнительными условиями на ха-
рактеристиках называется обычно задачей Гурса и поставлена
корректно, если начальное и краевое условия согласованы, т. е.
f(O)=<p(O). Задачи такого типа нередко встречаются в теории
сорбционных явлений.

Пусть, например, заданы условия

и (х, 0) = 0, и (0, t) = и0 (1 —е-'-'), ^ > 0 (10.105)

очевидно согласованные, и при достаточно больших \ приводящие
в невозмущенной задаче к решению — «полочке», движущейся со

скоростью у/то. Решение задачи (10.104), (10.105), полученное
операционным методом, имеет вид

и (х, I) - и, мр ( - ^ - ) { (1 - е-») +

- Н М , * | , (ШОв)

где /i (г) — функция Бесселя первого рода первого порядка от
мнимого аргумента.

Анализ соотношения (10.106) показывает, что профиль и(х, t)
является пологой волной, крутизна которой со временем убывает.
Для любых л;>0 и />0 решение и(х, t)>0. Это означает, что хотя
уравнение (10.104) гиперболического типа, малые возмущения, как
и для линейных уравнений параболического типа, распространя-
ются с бесконечной скоростью.

Так как уравнение (10.104) имеет первый порядок по времени,
для него может быть поставлена начальная задача Коши, в кото-
рой фиксируется и(х, O)=f(x). Можно показать, что при f{x) =
= q8(x) и ^>е решение такой задачи стремится к решению урав-
нения (10.103). Таким образом, грубая локализация, заключа-
ющаяся в замене корреляционной функции ее дельтаобразным
приближением, и в уточненном варианте, сохраняя дисперсионный
механизм переноса, сопряжена с потерей эффекта конечности ско-
рости распространения возмущений и регулярного сноса примеси
против течения.

ПЕРЕНОС ПРИМЕСИ ПОЛЕМ СЛУЧАЙНОЙ СКОРОСТИ
ФИЛЬТРАЦИИ В СРЕДЕ СО СЛУЧАЙНОЙ ПОРИСТОСТЬЮ

Ранее был изучен перенос примеси полем случайной скорости
фильтрации в предположении постоянства коэффициента пори-
стости. Затем был рассмотрен вариант процесса переноса в среде
со случайной пористостью, но при этом скорость фильтрации счи-
талась неслучайной. Рассмотрим теперь интересующий нас про-
цесс переноса при совместном действии двух возмущающих фак-
торов — случайного коэффициента пористости и скорости. Сначала

248



будет проанализировано одномерное модельное, а затем и много-
мерное течения. В случае многомерного течения случайность поля
скорости фильтрации будет связана со случайностью поля прони-
цаемости и, следовательно, фильтрационный перенос будет
изучаться в средах со случайной пористостью и проницаемостью.
При этом будет учтена возможная коррелированность этих полей.

Вернемся к одномерной модельной задаче

dx/dt = v/m, * (0)= 0 (10.107)

и будем считать v и т случайными величинами.
Усреднив (10.107) и положив v = W + v', т = то + т', W =

= < у > , ограничимся учетом квадратичных по флуктуациям чле-
нов. Тогда

1= <v'm'>/VBM0.

Нетрудно видеть, что при равенстве коэффициента корреляции
нулю в рамках принятого приближения формула (10.108) совпа-
дает с (10.66), т. е., если v и т некоррелированы, увеличение
средней скорости по сравнению с невозмущенной W/m0 целиком
определяется флуктуациями пористости. Если же и и /га коррели-
рованы, то эффект увеличения скорости зависит от знака у. Отри-
цательная корреляция усиливает эффект, положительная ослаб-
ляет. Физическая интерпретация достаточно очевидна: при отри-
цательной корреляции реализациям с пониженной пористостью
соответствуют в среднем повышенные скорости фильтрации и,
следовательно, существенно повышенные скорости фронтов. При
положительной корреляции действует нивелирующий механизм.
При определенных соотношениях (v/m = const) фронты во всех
реализациях двигаются синхронно — нет дисперсии. Таким обра-
зом, при описании дисперсии примеси целесообразно учесть кор-
реляцию скорости фильтрации и пористости.

Рассмотрим перенос примеси квазиодномерным потоком, сред-
няя скорость которого постоянна, а флуктуации скорости являют-
ся статистически однородным случайным полем. Будем полагать,
что для локальных концентрации и фильтрационных переменных
справедлива система уравнений

m~ + vVc = 0, v = — avp, divu = 0. (10.109)

Здесь т(х), а (х) — случайные поля пористости и проводимости,

функции вектора х=(хи ..., хп)\ р — давление; v— вектор ско-
рости фильтрации.

Представив поля т, о, и, с в виде

т — то + т', т0 = <т>, а = а0 + о', =о = < ° > , (10.110)
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v = W + v', W = <v>, с = « + с', и =
усредним первое уравнение из (10.109)

m jt = — <m'^f> — <vs7c'>. (10.111)

Вычтя из первого уравнения (10.109) уравнение (10.111) и со-
хранив главные члены, получим

m o ^ + ^ V c ' = — m'jt— v'vu. (10.112)

Дополнительные детерминированные условия, наложенные на с,
отнесем к и, тогда соответствующие условия для с' являются одно-
родными и, следовательно,

д j (Ш. 113)

z = x— Wm^i (t — x).
Подставив (10.113) в правую часть (10.111), после усреднения

и преобразований получим нелокальное уравнение многомерного
переноса

' (*• О = ~ ^ {[т' (г) дЛ^Л + v' (z) Чги (г, x)j

+ ^{N (х, г) Чги (г, х) dx + f div.JV (x, z) duf ^ dx +

< » - - av r u (г, T) ' - - d*u (7, T) I

+ f N(X, Z) x

dl dx + J S 5 " (X, Z) —L-L dx , (10.114)
о о !./ c*,-cẑ  j

W (x, z) = <tri (x) o' (z) > .

Предполагая, что поля с (х) и т (х) однородны и изотропны,
что их взаимная корреляция также однородна, изотропна и стре-
мится к нулю в бесконечности, легко при помощи найденных в

главе 5 корреляционных моментов подсчитать вектор N (х, х) для
трехмерных и двумерных течений;

для трехмерного поля

N(x, ^ ) = | р ^ К м 7 а , ^=<а' 2 >'/ 2 , (10.115)

р =

для двумерного поля

N Ос, х) = j PW VM^. (10.116)
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Корреляции М и В " определены из соотношений (10.72) и
(10.42), а тензор В'' для трехмерных и двумерных течений вычислен
в главе 5.

Изучим возможности локализации уравнений (10.114), рассмот-
рев, как обычно, сначала одномерное течение. Наличие двух слу-
чайных функций v и т, а также учет их корреляций значительно
сужает возможности способа локализации, примененного для задач,
в которых фигурировало одно случайное поле — v или т. Опреде-
ленные осложнения связаны и с тем, что корреляции М (х, z) и

Вц (х, z) могут иметь различные временные масштабы; соответст-
венно ет И е0.

Далее мы приведем локализованные уравнения для некоторых

частных случаев, для которых удалось провести стандартную опе-

рацию локализации. Так, если поля v и т некоррелированы, то

N = 0, а корреляции М и В имеют вид

М (х, z) = Мо ехр [(т — t)/em],

В»(х, г) = 5 е х р [ ( т —/)/ £„)] , t > т,

то для и (х, t) можно записать уравнение третьего порядка

+ mo[tv + e m ( l - ф2)] ^ + 2 о ( е т + е0) ^

т0 (1 — ф2) ^ - 1 = 0, г 2 = В/Ц72. (10.117)

Можно показать, что при sm = е0 = е средняя концентрация
удовлетворяет уравнению второго порядка

ди , ,тди

( 1 0 Л 1 8 )

являющемуся естественным обобщением уравнения (10.28) — пе-
реноса полем случайной скорости и уравнения (10.76)—переноса
в среде со случайной пористостью. Кажущаяся несводимость урав-
нения (10.117) к уравнению (10.118) при е т = е„=е в действитель-
ности не является противоречием. Можно доказать, что все реше-
ния уравнения (10.118) являются одновременно решениями урав-
нения третьего порядка (10.117). Обратное, строго говоря,
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неверно. Однако задание непротиворечивых дополнительных ус-
ловий делает уравнения (10.118) и (10.117) при em=ev = e экви-
валентными.

Легко видеть, что решение уравнения (10.118) при дополни-
тельных условиях (10.81) качественно близко решению задачи
о переносе в среде со случайной пористостью. Возмущения рас-
пространяются с характеристическими скоростями

W I — « 2

(10.119)

Средняя характеристическая скорость

(Ui + ^г)/2 = — {Wnio~>) (l — ф )~

не зависит от флуктуации скорости фильтрации. Можно показать,
что возмущая скорость фильтрации, мы увеличиваем скорость пе-
реднего фронта и на столько же уменьшаем скорость заднего. Как
и в ранее разобранных случаях, решение вдали от фронтов явля-
ется несколько деформированным решением параболического
уравнения. Грубая локализация уравнения (10.114) в одномерном
случае приводит к дифференциальному уравнению

ди , „„ди I , . , д\ , „д2«\ (ю.12О)

При этом поля v(t) и пг(х) считаются некоррелированными.
Такое ограничение связано с тем, что в одномерном случае есте-
ственно считать корреляцию N постоянной и, следовательно, име-
ющей неограниченное время корреляции. Поскольку грубая лока-
лизация допустима лишь при условии малости времени корреля-
ции, получить локализованное уравнение можно лишь при условии
N = 0.

Поставить для уравнения (10.120) корректную задачу можно
лишь проведя регуляризацию. Действительно, уравнение (10.120)
принадлежит к эллиптическому типу. Задание при / = 0 функций
и(х, 0), ди(х, O)/dt приводит к некорректной задаче Коши, как
известно, неустойчивой по начальным данным. Если поставить
смешанную задачу в области х>0, t>0, то, как это уже было
с уравнением (10.100), нарушается принцип причинности.

Для регуляризации, как и ранее, положив в (10.120)

dt' ~ m2

0 дх2'

получим параболическое уравнение переноса

ди mdu MW2 2
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для которого корректны как задача Коши, так и смешанная за-
дача.

Перейдем теперь к iрубой локализации уравнения многомерного
переноса (10.114). Полагая, что система координат приведена к
главным осям тензора В1', el— времена корреляции компонентов

скорости vit Si—время корреляции компонент вектора N, получим

( 1 0 - 1 2 2 )

Хотя, вообще говоря, времена корреляции ет, е,-, е„ могут быть
различными, далее мы будем, безусловно упрощая ситуацию, считать
их одинаковыми. Некоторым основанием для этого является то, что
мы полагаем неоднородность поля скоростей порождаемой флуктуа-
циями поля проводимости о, которые, в свою очередь, как и флук-
туации пористости т, в определенных условиях связаны с нерегу-
лярностью процесса осадконакопления и других факторов, форми-
рующих емкостные и массопроводящие свойства естественных пори-
стых материалов. Это предположение тем более приемлемо, чем
выше модуль коэффициента корреляции пористости и проницаемости.

Итак, далее вт = е,- = е̂  = е. Совместив ось Х] с вектором W, полу-
чим уравнение для трехмерного переноса

ди , ,„, ди Е / , , д2и

(10.123)

в =
Д л я двумерного поля имеем аналогично

ди , xvrdu £ / , . д и

в ~ «^ lo I/

(1О..24>

Регуляризуя, как обычно, уравнения (10.123) и (10.124), полу-
чим параболические уравнения трехмерного и двумерного переноса
«оот ветствен но
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X

iи
J

1
(8Х2 —

(10.126)

о 0,5 I X

где С=а/а0, X— \/М0/т0(., а пространствен-
ный масштаб неоднородности а связан с вре-
менем корреляции формулой а = е| W \/т0.

Нетрудно убедиться, что при любых зна-
чениях коэффициента корреляции р, коэф-
фициента вариации проницаемости % и
параметра К — отношения коэффициентов
вариации пористости и проницаемости коэф-
фициенты продольной и поперечной диспер-

Рис. 70. Зависимость от- с и и Д л я трехмерных и двумерных полей
ношения 0 продольной и положительны. Поэтому корректно задание
поперечной компонент для уравнений (10.125) и (10.126) началь-
тензора дисперсии от па- -
раметров Хи р для плос- ных распределений и = и(х, 0) и соответст-
кого течения вующих условий на границах при t = 0.
Можно видеть, что флуктуации пористости влияют только на коэф-
фициент продольной дисперсии, а флуктуации проницаемости —
на коэффициенты продольной и поперечной дисперсии. Отрица-
тельная корреляция пористости и проницаемости усиливает про-
дольную дисперсию, а положительная ослабляет тем сильнее, чем
больше | р | .

Если считать £ фиксированным, то для каждого р>0 сущест-
вует К*, для которого коэффициент продольной дисперсии мини-
мален. Так, в случае плоского течения Х* = р/2, для пространствен-
ного течения ^* = 2р/3. На рис. 70 приведена зависимость отноше-
ния продольной и поперечной компонент тензора дисперсии от
параметров К и р для плоского течения. Можно видеть, что «вне-
сение» в пористую среду достаточно малых возмущений пористо-
сти приводит при р>0 к уменьшению 9, т. е. продольной компо-
ненты, которая в интервале 0<к<Х* может существенно отли-
чаться от невозмущенной по X продольной компоненты. Так, при
р=1 и к — Чг величина 8 = 1 , т. е. тензор дисперсии изотропен, в то
время как при Я,=0 дисперсия существенно анизотропна, так как
0 = 3. В определенной степени парадоксально, но взаимодействие
потока с полями пористости и проницаемости в случае р=1,
Я,= Уг приводит к изотропному рассеянию примеси. Например,
круглое пятно «меченой» жидкости, помещенное в такой поток,
будет двигаться по потоку, расширяясь, но не меняя формы.

В случае пространственной фильтрации минимальное значение
6, реализуемое при р=1, Я.=2/з, составляет 4/з- Это означает, что
дисперсия при фильтрации в трехмерном пространстве анизотроп-
на при любых соотношениях определяющих параметров. Шар
меченой жидкости, двигаясь по потоку, деформируется в эллип-
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соид вращения. Однако при минимальном 0 степень его вытяну-
тости невелика—S/J^3 «1,15. Для сравнения уместно подчеркнуть,
что при невозмущенном по пористости течения (Л, = 0) величина

0 = 8, вытянутость упомянутого эллипсоида составляет ]^8 ^2,8,
т. е. анизотропия весьма существенна.

При рассмотрении одномерных течений отмечалась возмож-
ность ситуации, при которой выбор функций v(t) и т(х) таков,
что хотя обе они флуктуируют, дисперсия отсутствует. Легко ви-
деть, что в многомерном случае дисперсию можно аннулировать
только при отсутствии флуктуации пористости и проницаемости.
Однако из рассмотренных примеров видно, что при определенных
комбинациях этих полей дисперсионные эффекты можно сущест-
венно снизить.

Отмеченные эффекты имеют следующее качественное объясне-
ние. Так, например, независимость поперечных компонент тензора
дисперсии от флуктуации пористости объясняется независимостью
поля скоростей фильтрации от пористости и некоррелированностью
поперечных пульсаций скорости с проницаемостью, а следователь-
но и с пористостью. Напротив, корреляция продольных пульсаций
скорости фильтрации с проницаемостью определяет зависимость
продольной компоненты тензора дисперсии от флуктуации порис-
тости при р = 0. При этом существенно, что интенсивность переноса
и дисперсии примеси положительно коррелирует с модулем ско-
рости фильтрации и отрицательно — с пористостью. Поэтому при
положительной корреляции пористости и проницаемости наблю-
дается эффект уменьшения анизотропии дисперсии. Возможность
в плоском течении полной изотропии дисперсии определяется
относительно меньшей по сравнению с пространственным течением
анизотропией невозмущенного по пористости тензора дисперсии
(при Х=0, 6 = 3), в то время как в трехмерном пространстве
9 = 8 при Х=0. Кроме того, коэффициент корреляции модуля ско-
рости и проницаемости на плоскости меньше, чем в пространстве.

Заметим в заключение, что как и в случае течения в среде
флуктуирующей пористостью, процедуру локализации исходного
уравнения (10.114) можно провести аккуратнее, т. е. лишь после
дифференцирования интегралов по параметру у . Можно показать,
что при таком порядке локализации из (10.114) получается диф-
ференциальное уравнение гиперболического типа

ди . .„, ди Г *

§j + 522 § + В** Щ
Как и в случае уравнения (10.104), для него можно поставить

корректно задачу с данными на характеристиках — задачу Гурса.
Легко убедиться, что регуляризация последнего уравнения при

помощи невозмущенного уравнения приводит к параболическому
уравнению, тождественному (10.125) или (10.126), в зависимости
от того, какова размерность рассматриваемого течения.
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Перенос примеси в неоднородных средах
с учетом адсорбционных явлений

Как известно, фильтрационный перенос примеси в той или иной
степени сопровождается взаимодействием частиц примеси с твер-
дой поверхностью пористой среды. Это взаимодействие может
иметь различную физическую и химическую природу в зависимости
от свойств примеси и характера поверхности и жидкости. При
определенных условиях адсорбция, т. е. поглощение или выделе-
ние частиц примеси твердой фазой, может считаться равновесной
и линейной. В этом случае уравнения фильтрационного переноса
с учетом адсорбционного обмена имеют вид

m% + vVc+d?=0, (10.127)

а = Г(х)с. (10.128)

Здесь а (х, t) — адсорбция примеси, т. е. ее количество в твер-
дой фазе, заключенной в единице объема; Г (х) — коэффициент Ген-
ри, связывающий адсорбцию с равновесной ей концентрацией. Далее
мы будем полагать, что коэффициент Генри, зависящий от структуры
поверхности твердой фазы, также является случайным полем, зави-
сящим от координат и коррелирующим с полями пористости и про-
ницаемости. Подставив (10.128) в (10.127), получим

ms ^ + VS7C = 0 , ms = m + r, (10.129)

т. е. формально учет равновесной линейной сорбции не меняет
вида уравнения переноса, а только трансформирует коэффициент
при производной по времени. Поэтому остаются в силе усреднен-
ные уравнения многомерного переноса (10.125) и (10.126), в кото-
рых необходимо сделать следующие замены параметров:

то->т°, Мо-+ <т?>, р-> р., (10.130)
где

тЧ = то + Г0, Г0=<Г>, ^=<Г2>,

<m' s

2> = Мо + v2 + 2v УЩ? (т, Г),

Р. = <т?>-^ [УЩ (а, т) + vp (о, Г)]. (10.131)

ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ ДИСПЕРСИИ
ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПОТОКА В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

Ранее мы рассмотрели ряд задач, в которых стохастическое урав-
нение переноса являлось объектом усреднения с целью получения
уравнения для средней концентрации или насыщенности. Возни-
кающую при этом проблему замыкания и локализации удается
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решить приближенно лишь при наличии в задаче малых парамет-
ров, например, малости времени корреляции и т. п. Естественно
ожидать, что используя стохастическое уравнение с соответству-
ющими дополнительными условиями, в принципе можно построить
не только уравнение для средней концентрации, но и получить
исчерпывающую характеристику концентрации — плотность рас-
пределения вероятности. Далее, следуя работе [13], мы приведем
методы получения замкнутых уравнений для плотности вероятно-
сти концентрации, переносимой случайным полем скорости. Эти
методы основаны на способах функционального описания случай-
ных полей, и потому их изложение необходимо предварить рядом
сведений из этой области. Более подробное описание можно най-
ти в работах [13,21,28].

Подобно тому, как случайная величина С полностью описана,
если задана ее характеристическая функция

х (X) = < exp (iK) > , (10.132)

случайная функция z(t) полностью определена, если задан ее харак-
теристический функционал

Ф[Х]= < e x p | ' J X ( x ) z ( x ) d x | > . (10.133)

Например, характеристический функционал для гауссова процесса
с нулевым средним имеет вид

Ф[Х] = ехр{ - 1 JJ В (x l t т2) X К ) X (xjdx.dx,} . (10.134)

Аналогично записывается характеристический функционал для
многомерной случайной функции — поля.

Решение многих рассмотренных ранее задач так или иначе сво-
дилось к вычислению корреляций двух функционалов F и R, опре-
деленных на случайном поле

A = <F[z(z)]R[z(v)]>. (10.135)

В некоторых случаях эту корреляцию можно представить в виде
произведения средних функционалов. В этом случае говорят о рас-
щеплении корреляций. Пусть функционал/7 [z (т)] = z (f), т. е. А
является корреляцией случайной функции в момент времени /'
с функционалом R [г]. В этом случае справедлива формула

z (О R [г (х)] = £ - 1 j \ . . . , j Kn+i(f', *!..., tn) x

( ю л з б )

Здесь под знаком интеграла функционал R [г] подвергнут п раз
операции вариационного дифференцирования, a /Cn+i (f, t l t . . ., tn) —
кумулянты (семиинварианты) процесса

" Г ' ! и ( д • (10Л37)
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Здесь 0 [X] = In Ф [X], а операция вариационного дифференциро-
вания определяется соотношением

= H m \
","of»2(x)dtt (10.138)

где bF — вариация функционала F (z).
Если процесс гауссов, все кумулянты, кроме второй, равны

нулю, K2{tlt tj = < z (tt) z (t2) > и формула (10.136) при t'<t
имеет вид ,

< z(t')R[z(x)] > = J <z(t')z(z) > < 5 - ^ ^ > d t . (10.139)
о

Формулу (10.139) называют соотношением Фурутцу — Новикова.
Если процесс z(x) гауссов и, кроме того, дельта-коррелирован,

m<z(t1)z(t2) > = B(tl)b(tt-t2) и

00.140)

Для многомерных гауссовых процессов формула Фурутцу — Но-
викова имеет вид

< zifo R[z]> = t< zi (г) г, (г) > <^l>dr'. (Ю.141)
ЬгЦг')

Здесь г — вектор непрерывных аргументов; i и / — индексные
аргументы; по повторяющимся индексным аргументам в правой
части проводится суммирование.

Располагая способом расщепления корреляций, вернемся теперь
к стохастическому уравнению переноса, начав рассмотрение с линей-
ного одномерного случая. Итак,

01 ох (10.142)
с(х, 0) = с„ (х),

где т — неслучайная и постоянная пористость; с (х, t)—случайная
концентрация; v (t)—случайная скороеть фильтрации; с0 (х) — не-
случайная функция.

Введем функцую ср(, г (с), параметричевки зависящую от t и х

<?t,Ao) = b[G(x,t)—c]. (10.143)
Искомая плотность вероятности Pt, x (с) имеет вид

Pt , (с) = < <р(. г (с) > = < S [о (х, t) — с] > . (10.144)
Чтобы получить уравнение для Pt,x{e), найдем сначала уравнение

для <р,, х(с), которое обычно называется уравнением Лиувилля,
а затем усредним его. Дифференцируя (10.143) по х, запишем

* ^ —• — — — Й Iг* IY f\ —^— /?1 — л \f. {Y Т\ •̂•̂  /?1 . —~
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Дифференцируя (10.143) по t, найдем

|f = 4-8H*' i)-c]^L. (10.146)
Подставив в (10.146) выражение dc/dt, определенное из исход-

ного уравнения (10.142), получим

Сравнив (10.147) с (10.145), получим уравнение Лиувилля

т ^ И + v ( t )

 дЪ,Ас) = 0 > ( Ю 1 4 8 )

dt дх

которое, как легко убедиться, имеет тот же вид, что и исходное
стохастическое уравнение. Начальное условие для уравнения Лиу-
вилля, очевидно, запишется так

<Р<и(с) = 8 [со (ж) — с]. (10.149)

Представив v(t) в виде v (t) = VQ-\-V' (/), vn = <v> и осреднив
уравнения (10.148) и (10.149), получим

дР (с) . дР (с)

\C) | ( = 0 = 0 1 0 0 (X) — C \ . (1\J.IO\J)

Теперь остается вычислить в правой части (10.150) корреляцию
флуктуации скорости v'(t) с функционалом ду/дх, также завися-
щим через решение с(х, t) от v' (t). Предполагая, что процесс
v' (t) является гауссовым и воспользовавшись формулой Фурут-
цу — Новикова, найдем

дР (с) дР(с) _

д . ' , , „ , , 8 » . ч . , ,

о

(10.151)

Пусть процесс v'(t) является дельта-коррелированным. Тогда
< « ' (0 и' (t) = ДБ (/) 2 (/— т), и следовательно, (10.151) переходит
в уравнение

дР (с) дР (с) 3 С Ь
m -.. + Vo — т ~ = — В (t) Д —з— \ < •-. , ... Ь[в (х t) — с\>ах .

01 ох ОХ •> он (I)

(10.152)
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Учитывая теперь, что согласно (10.148)

^ L = _ _ L а ( * _ * ' ) -jL.9l.r(c), (10.153)

имеем окончательно

& ^ в (0 Д <W,., (с)

-1п а ? - -

Рих (с)|/_о = о [со (лс) — с]. (10.154)

Таким образом, если процесс v(t) является гауссовым и дель-
та-коррелированным, плотность вероятности концентрации, пара-
метрически зависящая от х и t, удовлетворяет уравнению тепло-
проводности с конвективным членом. Из (10.154) следует, что
средняя концентрация

u=$cP(c)dc (10.155)

удовлетворяет такому же уравнению

ди ди B(t)A д?и .,_ , _ с .

с дополнительным условием и (х, 0) = Со {х).
Имеет смысл заметить, что уравнения для плотности вероят-

ности (10.154) и средней концентрации (10.156) являются пара-
болическими и, следовательно, возмущения плотности и средней
концентрации распространяются с бесконечной скоростью. Это
становится понятным, если учесть, что при выводе данных урав-
нений мы предполагали, что процесс v(t) является гауссовым и
дельта-коррелированным и, следовательно, скорости переноса мо-
гут быть неограниченными по величине.

Легко убедиться, что точное уравнение (10.156) и уравнение
(10.18), полученные методом возмущений при условии дельта-
коррелированности скорости, полностью совпадают, что конечно
является важным доводом, свидетельствующим об эффективности
метода возмущений.

Как показано в [13J, рассмотрение дисперсии нейтральной при-
меси в случае нескольких пространственных переменных также
позволяет получить уравнение для плотности вероятности, подоб-
ное (10.156). При этом расщепление корреляций и локализация
уравнения достижимы при условии, что поле скорости является
гауссовым в пространстве всех переменных и дельта-коррелиро-
ванным по времени. Очевидно, последнее требование, естественное
для задач дисперсии в турбулентных потоках, в нашем случае
неприемлемо, поскольку в фильтрационных задачах стохастич-
ность порождена независимой от времени гетерогенностью пори-
стой среды.

При выводе уравнения (10.156) для средней концентрации было
использовано уравнение (10.154) для плотности вероятности кон-
центрации, полученное при достаточно ограничительных условиях
гауссовости и дельта-коррелированности случайной скорости v{t),
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Следуя [13], покажем, что уравнение для средней концентрации
можно получить, используя только гауссовость u(t), если под-
вергнуть усреднению непосредственно стохастическое уравнение
переноса (10.142) или несколько более общее уравнение переноса
с диффузией

дс , ... дс (те п

т + ^ (1

где х — неслучайный постоянный коэффициент диффузии.
Усреднив (10.157), получим уравнение

* ^ + * £ = «1г-< ' ' ' ( ' )-£>- (10Л58)

Теперь, считая, что v' (t) — гауссов процесс с корреляционной
функцией В (х) и использовав формулу Фурутцу — Новикова (10.139),
запишем

' (t)c (x, t)> = $ В (t-x)< Щ^->й*. (10.159)

Учитывая, что решение исходного стохастического уравнения
(10.157) можно представить в виде

с (х, t) = ф L - - j- \ v (х) dx, Д (10.160)

вариационную производную из (10.159) запишем так

Ч№ ~2f—=•{' •"*•= { ]
(10.161)

1, t>x.

Подставив (10.161) и (10.159) в (10.158), получим

т^~ + ао-^- = U + — I B(x) dx -̂ Ц-. (10.162)

Таким образом, в эффективный коэффициент дисперсии

x!|! = x + ^ r ^ 5 ( x ) d x (10.163).

аддитивно входят коэффициент «молекулярной» диффузии х и зави-
сящий от времени коэффициент фильтрационной дисперсии

Очевидно, что если v' (t)—дельта-коррелированный процесс,
а « = 0, формула (10.163) переходит в (10.156). Определим время
корреляции процесса v' (t) по формуле

A = fiWlBWdx- ( 1 0 - 1 6 4 )
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Тогда при t *$> Д уравнение для средней концентрации имеет вид

ди . . ди Г , В(0)ДТ^и ( Ш 1 6 5 )

Естественно, что при t <C Д фильтрационная дисперсия несущест-
венна, доминирует «молекулярная диффузия». Напротив, в другом
предельном случае бесконечного времени корреляции, например при

В(х)=В(0), из (10.163) имеем

х = Х + ^ Ж (Ю.166)

и, следовательно, при достаточно больших t фильтрационная дис-
персия будет определяющей в механизме рассеяния примеси.

Последний результат, кстати, точный при предположении гаус-
совости скорости, имеет смысл сравнить с локализованным урав-
нением (10.18), полученным методом возмущений. Положив для
этого в (10.166) и (10.162) параметр и = 0, приходим к выводу,
что локализованное уравнение является достаточно грубым при-
ближением в случае больших времен корреляции.

Интересно отметить, что в одномерной задаче механизмы
фильтрационной дисперсии и молекулярной диффузии «действуют»,
т. е. входят в уравнения аддитивно, что не исключает их взаим-
ного влияния, поскольку формально решение задачи нелинейно
зависит от эффективного коэффициента дисперсии х. . В случае
неодномерного течения взаимодействие упомянутых механизмов
представляется более сложным. Рассмотрим достаточно нерегу-
лярную по проницаемости среду. Поле скоростей фильтрации
в такой среде «разбалтывает» поле концентрации примеси или на-
сыщенности, делая его нерегулярным. С другой стороны, диффу-
зионный процесс или капиллярные силы (во втором случае) стре-
мятся сгладить, размазать «языки». Очевидно, чем более нерегу-
лярна среда и, следовательно, поле скоростей, тем больше возмож-
ностей для проявления диссипативных процессов (диффузии или
капиллярности). Можно считать, что фильтрационная дисперсия
усиливает проявления диссипативного процесса. С другой стороны,
диффузионный или капиллярный механизм ослабляет процесс
фильтрационной дисперсии, «стаскивая» примесь или соответству-
ющую жидкую фазу с наиболее быстрых траекторий, т. е. в опре-
деленной степени препятствуя росту языков.

Метод функционалов дает возможность рассмотреть и случай
дисперсии активной примеси, приводящий к квазилинейному и
даже нелинейному стохастическому уравнению переноса. Для это-
го, например, в случае квазилинейного уравнения переноса запи-
сывается уравнение Лиувилля для совместной плотности концент-
рации и градиента концентрации. Это уравнение хотя и является
линейным относительно плотности, но в отличие от случая диспер-
сии нейтральной примеси отличается по виду от исходного стохас-
тического уравнения, поскольку содержит не только производные
плотности, но также и саму плотность. Однако и в этом случае
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усреднение уравнения Лиувилля приводит к дифференциальному
уравнению относительно плотности вероятности, если флуктуиру-
ющие поля гауссовы по всем переменным и дельта-коррелирован-
ны по времени. В некоторых случаях, используя особенности рас-
сматриваемого квазилинейного уравнения переноса, удается полу-
чить замкнутое уравнение для средней концентрации активной
примеси, усредняя непосредственно уравнение переноса. Примером
такой задачи является усреднение уравнения Бюргерса [13]

дс дс ... дс дгс / 1 / ч , # > — ,

-дТ+С-дх-+и^-дх-=^> ( 1 0 Л б 7 >

где х, v, t — безразмерные величины.
В предположении, что v (t) является гауссовым процессом с ну-

левым средним и корреляционной функцией В (t), получено замк-
нутое уравнение для и {х, t) = < c (х, /)>

ди ди 1 д
~дГ + и ~ЫГ + ~2~~дх~

(10.168)

Замечательным обстоятельством является то, что помимо пере-
нормировки диссипативного члена за счет появления дисперсион-
ной вязкости заметно изменились по сравнению с уравнением
Бюргерса (10.167) нелинейные члены. Они содержат квадраты
производных всех порядков, начиная с первого, помноженных на
степени свертки корреляционной функции и времени. Если эти
свертки достаточно малы, рядом в (10.168) можно пренебречь и
рассматривать приближение усредненного уравнения Бюргерса,
которое получится, если усреднение провести при помощи метода
возмущений, а затем полученное уравнение локализовать

+ * + *<№ ?' < 1 0 Л 6 9 >
Здесь е — безразмерное малое время корреляции.
Таким образом, метод функционального описания и аппарат

вариационного дифференцирования позволяют в определенных мо-
дельных ситуациях построить точное дифференциальное уравнение
для плотности вероятности концентрации примеси, а также точное
уравнение для средней концентрации. К сожалению, условия при-
менимости этих уравнений (гауссовость и дельта-коррелирован-
ность соответствующих полей) существенно ограничивают значи-
мость этих результатов для непосредственного рассмотрения филь-
трационной дисперсии. В то же время целесообразно использовать
эти решения в качестве эталонов при оценке приближенных мето-
дов построения усредненных уравнений, например метода возму-
щений.
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ДИСПЕРСИЯ НЕОДНОРОДНОЙ ЖИДКОСТИ.
УСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ФИЛЬТРАЦИОННОГО ПЕРЕНОСА
МНОГОФАЗНЫХ СИСТЕМ

До сих пор, рассматривая дисперсионные эффекты в фильтраци-
онном потоке, мы предполагали, что примесь, переносимая течени-
ем, является динамически нейтральной. Это предположение позво-
лило расщепить проблему, рассматривая отдельно стохастические
свойства поля случайных скоростей фильтрации, а затем и диспер-
сию примеси, переносимой этим полем. Немаловажным обстоятель-
ством, облегчающим исследование, в этом случае является линей-
ность рассматриваемых уравнений фильтрации и переноса.

Далее, отказавшись от предположения о динамической нейт-
ральности примеси, мы рассмотрим дисперсию неоднородных жид-
ких систем в неоднородной пористой среде, используя для этого
полную систему уравнений для скорости фильтрации суммарного
потока, давления и насыщенности (концентрации). Поскольку
свойства жидкости в общем случае зависят от реализуемого тече-
ния, а оно, в свою очередь, определяется характеристиками жид-
кости, полная система оказывается нелинейной. Для ее исследова-
ния и последующего усреднения применим метод возмущений
в форме, несколько отличной от использовавшейся ранее.

Рассмотрим фильтрацию двух жидких несжимаемых фаз в сре-
де с постоянной неслучайной пористостью и случайной проница-
емостью. Для ее описания используем систему уравнений

[v = — k (г) К (о) Vp, div v = О,

где т — пористость; а — насыщенность порового объема одной из

жидкостей; v — суммарная скорость фильтрации; f (а) и /С (з) — функ-
ции, вид которых определяется способностью жидких фаз смеши-
ваться в пористой среде; эти функции выражаются через функции
относительных фазовых проницаемостей и вязкости жидкостей

к (г) — абсолютная проницаемость; р — гидродинамическое давление;
/ — время.

Будем считать, что на границах области фильтрации заданы
условия для р, обеспечивающие однозначную разрешимость задачи,
аналогично задана на границах и в начальный момент времени
насыщенность а.

Положим, что проницаемость k является случайным полем
и представлена в виде k = ko+zk', где е — неслучайный малый па-
раметр, a ko=<k>, где угловые скобки символизируют операцию
усреднения по ансамблю.

Предполагая правомерность представлений

р = Р + s.p', v = W + sv', с = и + ео',

Р= <р>, W = <v>, ы = <а>, (10.171)
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где Р, W, и также зависят от в. разложим / (а) и К (о) в ряд в ок-
рестности и

f W = £ / («) *' (а')' 1Г. К (') = 2,* 1 " («) £ '(а ')' 7Г

(10.172)
Подставляя (10.171) и (10.172) в первое уравнение из (10.170),

получим

div , ?/"-'> (g')f - ' = 0. (10.173)

Усреднив (10.173), найдем уравнения для и и о'

:«)] + s e d i v .,

(/-1)1

т
да

'dt

= 0, (10.174)

'- + J e'-' div | - ^ (о''— <о' '» + (f~\)r (v'(a')1-1 —

Э. (10.175)

Уравнение (10.174) с точностью до О (е2) имеет вид

т -g- + div [07/ (Ы)] + е2 div [-i Г/" (и) <о'2> +

' > ] = 0. (10.176)
В уравнении (10.175) для квадратичного приближения и следует

удержать главные члены

т ~ + div ") о'] + div [» '/(")]= 0. (10.177)

Дополнительные детерминированные условия, наложенные на
о, отнесем к и, тогда соответствующие условия для а' будут одно-
родными.

Будем предполагать, что характерные временной и простран-
ственные масштабы изменения и значительно больше аналогич-
ных характеристик а', что позволяет записать решение (10.177)
в виде

о' (Л, /) = _ J - f ехр [— W V/' (и) (/ - xj div, {»'/ («)} Л,

(10.178)
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где индекс z означает, что в фигурных скобках аргументами явля-

ю т с я х и z = x — Wm~l (t — x ) f (и).

Подставив (10.178) в (10.176) и предположив локальную статис-

тическую однородность полей W и у, получим

6)-̂ -̂ dTd6, (Ю.179)

где В" — корреляционный тензор поля v; n — размерность прост-
ранства;

C = x—lFm- 1 / ' (u)(t- 8);

<p(x, /, r) =f"u[u(x, O]exp[—Ws/f (и) (t — х)].

Для вычисления тензора В'7 используем (10.171) и (10.170). Для

главной части v', p' получим систему

v' = —К (и) [k'S7 Р + k0S7 р' +К' (и) К~1 (и) haS7 Р], d i v u ' = 0 ,
(10.180)

в которую следует включить также уравнение (10.178).
Введем в рассмотрение не возмущенные по о поля давления /?•

и скоростей и., определяемые уравнением

о' = —К (и) (k'vP + koVp'), div u'.= 0. (10.181)

Тогда

V 2 ( p ' — P') = —К'(и) K~l (u)div(a'vP), (10.182)

р' — р. = К' («)/(-' (и) [Gdivi(a'vP)du>i, (10.183)

где G — функция Грина уравнения Лапласа в неограниченном про-
странстве; йш\ — элемент объема пространства.

Подставляя (10.183) в (10.180) и вводя эффективную проницае-
мость невозмущенного по о' течения k* при помощи соотношения

W = —k*K(u)yP, получим для v' интегро-дифференциальное урав-
нение

-• - ' Ь п К ' ( и ) ( , - , ' * "%г , . , J •

if = о. + _Ji L_ J it/ f exp [—WS7f (") (' — x)J div [D / (u)\a% +
mk*K (u) [ J

o
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— t

+ J vG div, [W [ exp [—07 v f (u) V — *)] div? \v'f (u)] X

x dx\dmi\. (10.184)

Его решение в виде ряда по параметру X = koK' (u)/mk*K(u)
в линейном приближении записывается следующим образом!

v'=v'. +^ IW I exp \—W'vf (и) (t — х)] div[ify
I о

•+I VG div, [lF f exp[—W4f (u) (I — x)] div«[^'/
L P

(10.185)
Отсюда для линейного по X приближения корреляционного

тензора Bli получим

ВЧ = В1] + X{\S7t J e x p [ - B 7 V / ' (и) (t - х)] 5'.
о

exp [ -

^г-divi

+ F-div,
1 ' дх, '

W Гехр[—У V/' dec, .

(10.186)

Таким образом, в рамках нетривиального приближения метода
возмущений по параметрам е и X средняя насыщенность удовлетво-
ряет нелокальному функциональному уравнению (10.179), параметры
которого можно выразить через параметры невозмущенной задачи
и моменты заданного случайного поля к. Вычисление компонент
тензора BlJ при -с = 6 и п = 2,3 для неограниченной области про-
ведено в главе 5. Для уравнения (10.179) можно поставить задачу
Коши с условиями, определенными для функции а.

Очевидно, учет поправки порядка К в корреляционном тензоре
(10.186) имеет смысл лишь в том случае, когда Х>е. В противном
случае вклад этой поправки сопоставим с членами более высокого
порядка по е, игнорируемыми в рассматриваемом приближении.

Естественно ожидать, что в случае мелкомасштабной по про-
странству неоднородности пористой среды уравнение для средней
насыщенности можно локализовать. Пусть, например, временнбй

масштаб Д = 8m[| W |/ ' {u)]~l < t (здесь 8 — пространственный мас-
штаб неоднородности) и тензор В* локализован следующим образом

BlJ = 5"Д8 (х — 6), В , = 5 * (х = 0).
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Тогда из (10.186) следует, что в общем случае с точностью
до малых порядка Д тензор В остается нелокальным, не локали-
зуется и уравнение (10.179). Однако в некоторых частных, но до-
статочно интересных случаях уравнение (10.179) можно локали-
зовать. Рассмотрим эти случаи.

1. Фильтрация взаиморастворимых жидкостей. В этом случае
f(u) = u, /С («> = р.—' («), где [А — вязкость смеси. Очевидно, если
у. (и) = const, поле скоростей не зависит от насыщенности (одно-
стороннее взаимодействие) и из (10.179) и (10.186) следует

S ^ ^ ^ (10.187)

т. е. флуктуации поля скоростей на неоднородностях пористой сре-
ды приводят к дисперсии насыщенности.

При n(«)=^const имеет место двустороннее взаимодействие и
из (10.179) вытекает уравнение

^ ^ i B t i i k d x - оол88)

Если при рассмотрении интегралов по пространству в (10.186)

пренебречь вкладом неизотропной части div (!/./(«)], входящих
в них, то из (10.186) следует

ВЧ = В* + Х ( " ~ 1 ) Г {WtBll + W,Bi')dT-dx. (10.189)
Q

Если тензор В*' локализован на масштабе Д

е2Д пц д?и ,
u = — В- 3—5—\-m дхдх

ди ,
-г. + W\7u = — В- 3 5dl m дх(дх,

(10.190)

Однако взаимодействие полей в этом случае не настолько
сильно, чтобы не допустить локализации. Последняя достигается
при помощи повышения порядка дифференциального уравнения.
Действительно, подынтегральная функция в (10.190) зависит от

t, поскольку от / зависит вектор г. Поэтому дифференцирование
по t с точностью до множителя совпадает с дифференцированием
по xh. Это позволяет исключить из (10.179) интеграл и получить
уравнение

1 + W v - £ В '.'4У « - "с'"ат, &
С? _ Д ' ' ' Т " * ° In 5IV,Ш1 + W&'•'). (10.191)

При этом относительная простота уравнения (10.191) объяс-
няется тем, что для вязкости использована формула Кендалла
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In |x = U In \l\ + (1 — tl) In Ц.2,

где (i[, ц2 — вязкости компонентов смеси.
Уравнение (10.191) имеет второй порядок по / и третий по х.

Для постановки задачи Коши для него следует из (10.190) найти
ди/dt, положив / = 0.

2. Фильтрация несмешивающихся жидкостей. В этом случае

k. (и) k0 (и) k. (и)

где ku It? — относительные фазовые проницаемости.
Локализация в общем случае невозможна. Однако при (Д-1/м-г — 1

функция К {и) мало зависит от и (почти одностороннее взаимодей-
ствие). Если, кроме того, в некотором интервале насыщенностей
можно пренебречь кривизной f{u), то из (10.179) следует

^ ^ ^ . (Ю.192,

Нетрудно убедиться, что основное уравнение (10.179), как и исход-
ная система (10.170), инвариантно к обращению поля скоростей

и времени (W, t)^(—W, — t). Варианты этого уравнения, локали-
зованные полностью или частично, такими свойствами не обладают.

УСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПЕРЕНОСА
НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ.
УЧЕТ КАПИЛЛЯРНЫХ СИЛ

Как известно, традиционная теория фильтрации несмешивающихся
жидкостей Маскета — Леверетта [44] содержит в своей основе
гипотезу о том, что в процессе движения распределение жидких
фаз в малом элементе пористой среды, считающемся с позиций
механики сплошной среды «точкой», равновесно. Точнее говоря,
предполагается, что время установления локального равновесия
значительно меньше характерного времени, определяемого суще-
ственными изменениями параметров описываемого макропроцесса.
При этом задание насыщенности и некоторых достаточно устой-
чивых распределений линейных размеров пустотного пространства
позволяет описать распределение фаз в элементе. Очевидно, для
того чтобы гипотеза была приемлемой, необходимо некоторое со-
четание условий: малость элемента, достаточная интенсивность
процесса установления равновесия, обычно лимитируемого капил-
лярными и гравитационными силами, малая скорость внешнего
макроскопического процесса, например малая скорость вытеснения.
Естественно, что любое существенное отклонение от этих условий
приводит к тем или иным противоречиям и требует специального
рассмотрения. В этой связи уместно отметить появление в послед-
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нее время работ, содержащих попытки построения теории филь-
трации, учитывающей эффекты неравновесности, например [2].

Наш дальнейший анализ будет основан на гипотезе о равно-
весном распределении фаз в достаточно малом объеме и поисках
следствий, вытекающих из рассмотрения усредненных уравнений.
В этом случае «малый» элемент для усредненных уравнений будет
содержать много разных элементов первого уровня, иметь свою
внутреннюю макроскопическую структуру и описывающие ее пара-
метры. Естественно, что для элемента второго порядка, много
большего, чем первый, гипотеза о равновесном распределении фаз
может быть неприемлемой. В какой степени это существенно, дол-
жен дать ответ анализ усредненных уравнений.

Итак, рассмотрим фильтрацию двух несжимаемых и несмешива-
ющихся жидкостей в неоднородной пористой среде. Пусть а-— насы-
щенность одной из фаз, для определенности первой и,-, /?,-, р.*—ско-
рость фильтрации, давление и вязкость г-й фазы соответственно,
fi(o)—функции относительных фазовых проницаемостей. /(ст) —
функция Леверетта, а — межфазное натяжение. Полная система
уравнений Маскета-Леверетта без учета гравитации имеет вид

т -^ + vui = 0, —m-^i + VU2 = О,

*M°) if m j, . . , „ 1Г1О,

0 / = 4pi, P2 — p\ — a. I/ -r- J(a). (10.193)

Введя в рассмотрение суммарную скорость фильтрации

о = о , + и 2 , (10.194)

систему (10.193) представим в форме
{ F ^ ^ / F [ ] / ^ ] ) = 0,

Здесь
F (a) = /, (a)IK (a), К (a) = /, (о) + tfs (a),

(10.195)

Выбрав масштабы суммарной скорости VQ, длины L, проницае-
мости ka и пористости /по, введя новые независимые переменные

С( = xt/L, т = tVo/Lmo (10.196)

и новые искомые и заданные функции

р = PikolLVори V = v/V0,

k = k/k0, in =m/m0, (10.197)
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обезразмерив систему (10.195), получим

divf=0 (10.198)

где параметр Pi имеет вид

Р, = о V7w?To/(tn W - (10.199)

Как показывают подсчеты, для довольно широкого диапазона
реальных условий параметр Pi может считаться малым. Будем счи-
тать поля k (г) и т (г) стохастически однородными и их средние
значения выберем_ в качестве масштабов то = </п>, k0 = <k>.
Представим поля k и т в виде

Ъ = 1 + р2й', т = 1 + р2т', (10.200)

где параметр |32 считается малым, а для функций k' и т' выпол-
няется условие <k'> = <т'> = 0, и будем искать решение систе-
мы (10.198) в виде ряда по степеням параметров Pi и р2.

о = и + IV + ( V + . . .; р = Р + рхр' + р2р" + . . .

7 = F*4- p]V̂  + Э?^"+... (10.201)
Аналогично представляются и функции F (о) и К (o)i

F(o) = F (и) + F' (и) ( | V + р2с") + . . .

/( (а) = К (и) + К' (и) ( | V + р2а") + . . . (10.202)
Здесь

, Р=<р>, V =

<р'> = <р"> = . . . = 0, < У ' > = < > > = . . . = 0.
Подставим (10.201) и (10.202) в сиетему (10.198) и усредним

полученные уравнения, сохранив в них наряду с главными членами
поправки, имеющие порядок (3, и (3<>. Такой выбор формы возму-
щенной задачи объясняется тем, что параметр pi присутствует в
невозмущенной задаче, а р?—характеристика неоднородности полей
пористости и проницаемости. Итак, имеем

%j-+ V \F(u)~V+ рЫз (и) vF(u)J(a)} = — Pi V <[F' (u)c"V)>

div^ = 0 (10.203)

? = — k*K ( « ) v P - | i p i / 2 ( « ) V / ( " ) .

Здесь k" — эффективная проницаемость среды при фильтрации
однородной жидкости и, кроме того, принято условие К' (и) < 1,
обычно выполняющееся при ц — 1 .
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Для замыкания системы (10.203) необходимо выписать систему
уравнений для а" и V", а также вычислить k*. Нетрудно заметить,
что в рассматриваемом приближении искомая система соответ-
ствует системе для флуктуации насыщенности и скорости исходной
модели (10.198) при Pi = 0, т. е. случаю, уже рассмотренному ра-
нее. Использовав это, первое уравнение из (10.203) запишем
в форме

~+ V[F (u)V\=

— tfif2(u)F(u)s7J{u)), (10.204)

где тензор Ъц определен равенствами (10.125) и (10.126), а А —
обезразмеренный по L пространственный масштаб корреляции
поля проницаемости. Кроме того, кривизна F = F(u) считается ма-
лой. Таким образом, в рассматриваемом приближении в усреднен-
ных уравнениях сохранен капиллярный механизм, учтена фильт-
рационная дисперсия на неоднородностях поля проницаемости, как
обычно приводящая к дополнительной диссипации, зависящей от
модуля скорости фильтрации, коэффициента вариации проницае-
мости, пространственного масштаба корреляции проницаемости.
Напомним, что в пятом разделе данной главы была рассмотрена
одномерная задача о дисперсии и диффузии и приведено ее точное
решение, также давшее аддитивность диссипативных членов
в уравнениях переноса.

Наличие в правой части (10.204) двух малых параметров пред-
определяет структуру решений и метод анализа — сращивание
внешнего и внутреннего асимптотического разложений по пара-
метру а, который естественно выбрать в виде

а = С2Д|У|6,, + ! ^ - (10.205)

Применительно к подобной задаче этот метод подробно изло-
жен в работе [2], где рассмотрен вопрос о стабилизированной зоне
для процесса вытеснения при равновесной и неравновесной фильт-
рации. Опуская промежуточные выкладки, связанные с введением
«быстрого» времени и соответствующей системы координат, свя-
занной с поступательно движущейся стабилизированной зоной,
приведем окончательное выражение для безразмерного расстояния
между двумя насыщенностями м + 6 и и—б в стабилизированной
зоне

Л = С2ДЬцф1 + р.3, V—!ф2, (10.206)
и г. и — я

С F' (и) du ц. _ Г F (и) U (и) Г (и) du

I (и) = [F («,) — F (и2)] " 2 ~ " +F[u) — F Ш.

Легко видеть, что при игнорировании капиллярного давления
или при достаточно больших скоростях длина стабилизированной
зоны не зависит от скорости и стремится к некоторой величине
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Ло = C2A6ii4>"i, тем большей, чем сильнее и крупномасштабнее не-
однородность пористой среды по проницаемости. Существенно, что
порядки длины стабилизированной зоны и масштаба корреляции
одинаковы.

Таким образом, учет фильтрационной дисперсии при макро-
описании снимает одно из противоречий теории равновесной фильт-
рации — неограниченное возрастание градиента насыщенности при
возрастании скорости вытеснения. В рассмотренном варианте этот
градиент ограничен, поскольку длина стабилизированной зоны при.
больших скоростях остается конечной.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

ТАБЛИЦЫ ЭФФЕКТИВНОЙ ПРОВОДИМОСТИ
Здесь приведены результаты расчетов эффективной проводимости, выполненные
при помощи ЭВМ в соответствии с алгоритмом, описанном в шестом разделе
главы 6. Все вычисления проведены с точностью до Ю-8, в таблицах результа-
ты округлены до четвертого знака после запятой.

Напомним, что при расчетах самосогласованной эффективной пповодимости
гетерогенной системы, содержащей включения, последние имитируются эллип-
соидами (nf —длина полуосей эллипсоидов).

В табл. 1—6 представлены результаты расчетов для случая, когда моде-
лями включений служат бесконечные эллиптические цилиндры ( а 3 = °о), ори-
ентиропанные вдоль третьей оси При этом, очевидно, -ц — компонента тензора
эффективной проводимости в системе координат, совмещенной с осями эллип-
соидов — включений, имеет вид

а, = < о >
и в таблицах не приводится. Компоненты а, и о"2 даны в зависимости от v —
отношения проводимости включений и Р — концентрации более проводящих
включений, а также от а2/а,—отношения полуосей эллиптического цилиндра
в плоскости, перпендикулярной третьей оси.

В табл. 2, 4, 6 рассматривается случай, когда оси 1 и 2 эллиптических
цилиндров ориентированы случайным образом и так, что распределения углов
Эйлера этих осей равномерны. Для таких систем з 3 = < а >, а а,=з2=о*, т. е.
в плоскости (1, 2) эффективная проводимость изотропна. Это обстоятельство
подчеркивается в соответствующих таблицах указанием об усреднении по углам.

В таблицах, начиная с седьмой, включения иммитируются эллипсоидами
вращения, вытянутыми или сплюснутыми вдоль первой оси. Поэтому, естествен-
но, (72 = ад. Если эллипсоиды — включения хаотически ориентированы в простран-
стве, то в табл. 8, 9, 12, 13, 15, 16, 19, 20 указано, что проведено дополни-
тельное усреднение по углам Эйлера и приведено значение а* — эффективной
проводимости такой изотропной системы.

ТАБЛИЦА 1

р

1.00
0,95
0,90
085
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

о,/о, = 1

о, = о,

1,0000
0,9188
0,8392
0,7614
0,6858
0,6131
0,5439
0 4788
0,4188
0,3644
0,3162
0,2744
0,2388
0,2088
0,1839
0,1631
0,1458
0,1314
0,1192
0,1088
0,1000

а,

1,0000
0.9466
0,8924
0,8375
0,7820
0,7262
0,6704
0,6149
0,5603
0,5068
0,4550
0,4052
0,3579
0 3134
0,2721
0,2342
0.2000
0,1695
0,1472
0,1196
0,1000

= 0,2

i t

1,0000
0,8358
0,7006
0,5900
0,5000
0,4270
0,3675
0,3191
0,2794
0,2468
0,2198
0,1973
0,1785
0,1626
0,1492
0,1377
0,1279
0,1194
0,1121
0,1056
0,1000

а./а,

(Т,

1,0000
0,9506
0,9006
0 8500
0,7991
0,7479
0,6967
0,6457
0,5)50
0,5448
0,4954
0,4470
0,3999
0,3541
0,3101
0,2681
0,2284
0,1913
0,1573
0,1268
0,1000

= 0,1

«1

1,0000
0,7889
0,6356
0,5226
0,4379
0,3730
0,3225
0,2824
0,2501
0,2237
0,2018
0,1835
0,1681
0,1549
0,1435
0,1337
0,1251
0,1176
0,1110
0,1052
0.1000

а,/а

1,0000
0,9550
0,9100
0,8650
0,8200
0.7750
0,7300
0,6850
0,6400
0,5950
0,5500
0,5050
0,4600
0,4150
0,3700
0,3250
0,2800
0,2350
0,1900
0,1450
0.1000

= , 0

> t

1,0000
0,6895
0,5261
0,4253
0,3569
0,3075
0,2701
0,2408
0,2172
0,1979
0,1817
0,1679
0,1561
0,1459
0,1369
0,1289
0,1218
0,1155
0,1098
0,1046
0,1000

П р и м е ч а н и е . 10—'.
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ТАБЛИЦА 2

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

с*

а,/а, = 1

1,0000
0,9188
0,8392
0,7614
0,6858
0,613!
0,5439
0,4788
0,4188
0,3644
0,3162
0,2744
0,2388
0,2088
0,1839
0,1631
0,1458
0,1314
0,1192
0,1088
0,1000

а,/а, — 0.2

1,0000
0,8513
0,7233
0,6156
0,5267
0,4537
0,3941
0,3450
0,3045
0,2706
0,2421
0,2178
0,1969
0,1789
0,1631
0,1493
0,1370
0,1262
0,1165
0,1078
0,1000

atia, = 10—'

1,0000
0,7986
0,6473
0,5352
0,4514
0,3876
0,3380
0,2984
0,2662
0,2395
0,2170
0,1978
0.1812
0,1667
0,1539
0,1425
0.1322
0.1230
0,1146
0,1070
0,1000

1,0000
0,7044
0.5406
0,4377
0,3675
0,3166
0,2780
0,2478
0 2234
0,2033
0,1865
0,1721
0,1598
0,1490
0,1396
0.13U
0,1236
0,1168
0,1107
0,1051
0,1000

а,/а, = 10—3 2

1,0000
С6912
0,5278
0,4268
0,3582
0,3086
0,2711
0,2417
0,2! 80
0,1986
0,1823
0,1685
0,1566
0,1463
0,1373
0,1293
0,1221
0,1157
0,1100
0,1048
0,1000

П р и м е ч а н и е , я = ?, v = 1 0 — ' , усреднение по углам
ТАБЛИЦА 3

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

а2/а, = 1

с, = а,

1,0000
0,9021
0,8044
0,7071
0,6104
0,5144
0.4198
0,3275
0,2397
0,1611
0,1000
0,0621
0,0417
0,0305
0,0238
0,0194
0,0164
0,0141
0,0124
0,0111
0,0109

а,/а,

"\

1,0000
0,9395
0,8762
0,8094
0,7384
0,6630
0,5833
0,5005
0,4168
0,3357
0,2612
0,1967
0,1440
0,1033
0,0731
0,0514
0,0362
0,0256
0,0184
0,0134
0,0100

^ 0,2

« I

1,0000
0,7453
0,5440
0,3902
0,2764
0,1945
0,1368
0,0968
0,0694
0,0508
0,0383
0,0298
0,0240
0,0200
0,0171
0,0151
0,0135
0,0124
0,0114
0,0» 06
0,0100

аг/а, =

1,0000
0-9444
0,8859
0,8240
0,7588
0,6908
0,6205
0,5492
0,4782
0,4087
0,3422
0,2800
0.2233
0,1729
0.1296
0,0935
0,0646
0,0427
0,0270
0,0165
0.0100

= 10—'

1,0000
0,6060
0,3706
0,2342
0,1547
0,1070
0,0772
0,0578
0,0448
0,0357
0,0292
0,0245
0,0209
0,0182
0,0161
0,0145
0,0132
0.0121
0,0113
0,0106
0,0100

1,0000
С9504
0,9007
0,8510
0,8012
0,7514
0,7016
0,6519
0,6021
0,5523
0,5026
0,4528
0,4032
0,3535
0,3039
0,2544
0,2050
0,1556
0,1065
0,0577
0,0100

ю - 3

« 1

1,0000
0И734
0,0939
0,0643
0,0488
0,0393
0,0329
0,0283
0,0248
0,0221
0,0199
0.0181
0,0166
0,0153
0,0142
0,0133
0,0125
0,0118
0,0111
0,0105
0,0100

П р и м е ч а н и е . л = 2, » = 10—2.
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ТАБЛИЦ А 4

р

1,00
0,95
0,90
0.85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

о*

а,1а, = 1

1,0000
0,9021
0,8044
0,7071
0,6104
0,5144
0,4198
0,3275
0,2397
0,1611
0,1000
0,0621
0,0417
С, 0305
0,0238
0,0194
0,0164
0,0141
0,0124
0,0111
0,0100

at/a, = 0,2

1,0000
0,8793
0,7608
0,6452
0,5332
0,4262
0,3260
0,2357
0,1600
0,1040
0,0685
0,0478
0,0354
0,0277
0,0225
0,0188
0,0161
0,0140
0,0124
0,0111
0,0100

at/a, = 1 0 - '

1,0000
0,5892
0,3158
0,1821
0,1196
0,0864
0,0664
0,0532
0,0438
0,0368
0,0315
0,0273
0,0239
0,0210
0,0187
0,0167
0,0149
0,0134
0,0121
0,0110
0,0100

а,/а, = 10—2

1,0000
0,2005
0,1064
0,0730
0,0558
0,0453
0,0381
0,0328
0,0288
0,0256
0,0230
0,0208
0,0189
0,0173
0,0159
0,0146
0,0135
0,0125
0,0116
0,0108
0,0100

а,/а, = 10—3

1,0000
0,1711
0,0932
0,0642
0,0490
0,0396
0,0333
0,0287
0,0252
0,0225
0,0203
0,0184
0,0169
0,0156
0,0145
0,0135
0,0126
0,0119
0,0112
0,0106
0,0100

П р и м е ч а н и е . л = 2, » = 10—2 усреднение по углам.

ТАБЛИЦА 5

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

at!at = 1

а, = а,

1,0000
0,9000
0,8000
0,7001
0,6001
0,5002
0,4002
0,3003
0,2005
0,1010
0,0100
0,0010
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

1,0000
0,9387
0,8740
0,8048
0,7295
0,6462
0,5527
0,4462
0,3235
0,1824
0,0456
0,0092
0,0037
0,0019
0,0011
0,0007
0,0004
0,0003
0,0002
0,0001
0,0001

= 0,2

" I

1,0000
0,7298
0,5162
0,3536
0,2343
0,1497
0,0916
0,0526
0,0270
0,0109
0,0022
0,0006
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

а,/а, =

а,

1,0000
0,9435
0,8831
0,8171
0,7437
0,6611
0,5675
0,4605
0,3385
0,2038
0,0835
0,0291
0,0126
0,0064
0,0034
0,0019
0,0011
0,0006
0,0003
0,0002
0,0001

= Ю—•

1,0000
0,5640
0,3094
0,1694
0,0937
0,0523
0,0290
0,0157
0,0079
0,0034
0,0012
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

а,/а, =

°1

1,0000
0,9474
0,8900
0,8280
0,7619
0,6923
0,6202
0,5469
0,4737
0,4020
0,3334
0.2692
0,2106
0,1587
0,1141
0,0771
0,0478
0,0260
0,0112
0,0028
0,0001

= Ю-2

<*«

1,0000
0,0355
0,0089
0,0038
0,0021
0,0013
0,0009
0,0006
0,0005
0,0004
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

П р и ы е ч а н и е . /1=2, 1 0 — 4
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ТАБЛИЦА 6

р

1.00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

о*

а,/а, = 1

1,0000
0,9000
0,8000
0,7001
0,6001
0,5002
0,4002
0,3003
0,2005
0,1010
О.ОЮО
0,0010
0,0005
0,0003
0,0002
0.0002
0.0002
0,000!
0,0001
0,0001
0,0001

а,/а, = 0.2

1,0000
0,7471
0,5138
0,3122
0,1552
0,0477
0,0045
0,00! 5
0,0009
0,0006
0,0004
0,0004
С.0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

а,/а, = 10—'

1,0000
0,5225
0,1733
0,0293
0,0038
0,0016
0,0010
0,0007
0,0006
0,0004
0.0004
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

а,/а, = 10— 2

1,0000
0,0048
0,0021
0,0013
0,0009
0,0007
0,0006
0,0005
0,0004
0,0004
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,000!
0,0001
0,0001
0,0001

а,/а, = 10-3

1,0000
0,0026
0,0014
0,0010
0,0007
0,0006
0,0005
0,0004
0,0004
0.0003
0,0003
0,0002
С0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

П р и м е ч а н и е . • 2 , v = усреднение по углам.

ТАБЛИЦА 7

1-

1,00
0,95
0,90
0,85
0.80
0,75
0.70
0,65
0.60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0.20
0.15
0.10
0,05
0

о, <= о ,

1,0000
0,9457
0,8921
0,8392
0,7871
0,7359
0,6858
0,6370
0,5896
0.5439
0,5000
0,4582
0,4188
0,3819
0,3476
0,3162
0,2876
0,2619
0,2388
0,2182
0,2000

а, а

».

1,0000
0,9581
0,9162
0,8743
0,8324
0,7905
0,7486
0,7068
0,6650
0,6234
0,5820
0.5408
0,4999
0,4595
0,4196
0,3805
0.3421
0,3047
0,2685
0,2335
0,2000

' = 0.2

о, => о,

1,0000
0,9364
0,8743
0.8140
0,7555
0,6991
0,6451
0,5938
0,5452
0,4997
0,4574
0,4183
0,3826
0,3500
0,3207
0,2944
0,2709
0,2499
0,2313
0,2147
0,2000

а, = а,

1,0000
0,9600
0,9200
0,8800
0,8400
0,8000
0,7600
0,7200
0,6800
0.6400
0,6000
0,5600
0,5200
0,4800
0,4400
0,4000
0,3600
0,3200
0,2800
0,2400
0,2000

= ю-з

о, = а,

1,0000
0.9341
0,8699
0,8076
0,7475
0,6899
0,6350
0,5830
0,5343
0,4890
0,4472
0,4090
0,3743
0,3430
0,3150
0,2899
0,2675
0,2476
0,2299
0,2141
0,2000

П р и м е ч а н и е , п = 3, .0,2.
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ТАБЛИЦА 10

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

а, _ а, _ j

а, а,
O j = <J f

1,0000
0,9359
0,8723
0,8093
0,7469
0,6854
0,6250
0,5659
0,5084
0,4529
0,4000
0,3502
0,3043
0,2628
0,2261
0,1945
0,1679
0,1457
0,1274
0,1124
0,1000

а, _ а,

о, а,"
= ю - 1

О, | О , = О ,

1.0000
0,9541
0,9082
0,8623
0,8163
0,7702'
0,7241
0,6778
0,6315
0,5852
0,5388
0,4925
0,4463
0,4003
0,3548
0,3098
0,2655
0,2222
0,1799
0,1391
0,1000

1,0000
0,9202
0,8418
0,7652
0,6908
0,6192
0,5508
0,4863
0,4265
0,3720
0,3233
0,2806
а 2440
0,2130
0,1870
0,1654
0,1473
0,1323
0,1197
0,1090
0,1000

а, _ а,_

а, а\

.,

1,0000
0,9550
0,9100
0,8649
0,8199
0,7749
0,7299
0,6848
0,6398
0,5948
0,5497
0,5047
0,4597
0,4146
0.3696
0,3246
0,2796
0,2347
0,1898
0,1448
0,1000

= Ю-2

°2 = а 4

1,0000
0,9189
0,8392
0,7614
0,6859
0,6132
0,5440
0,4790
0,4190
0,3646
0,3164
0.2746
0,2389
0,2089
0.1839
0,1632
0,1458
0,1314
0,1192
0,1088
0,1000

П р и м е ч а н и е . л = 3, 10,—1

ТАБЛИЦА 11

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

"г — Ч± — 1
а, а,

о, *= o f

1,0000
0,9359
0,8723
0,8093
0,7469
0,6854
0,6250
0,5659
0,5084
0,4529
0 4000
0,3502
0,3043
0,2628
0,2261
0,1945
0,1679
0,1457
0,1274
0,1124
0,1000

пг а

. .

1,0000
0,9157
0,8344
0,7561
0,6814
0.6104
0,5436
0,4812
0,4235
0,3709
0,3236
0,2816
0,2449
0,2135
0,1869
0,1647
0,1464
0,1313
0,1188
0,1086
0,1000

5 = 2
1

1,0000
0,9428
0,8856
0,8284
0,7712
0,7142
0,6575
0 6012
0,5457
0,4912
0,4382
0,3874
0,3392
0,2943
0,2535
0,2170
0,1852
0,1580
0,1350
0,1158
0,1000

аг _ а,
а, ~а,

= 10

О , | О , = <Т,

1,0000
0,8216
0,6802
0,5686
0,4802
0,4098
0,3534
0,3079
0,2708
0,2402
0,2149
0,1938
0,1759
0,1608
0,1479
0,1368
0,1273
0,1190
0,1118
0,1055
0,1000

1,0000
0,9518
0,9032
0,8543
0,8051
0,7558
0,7063
0,6569
0,6077
0,5587
0,5102
0,4624
0,4153
0,3692
0,3244
0,2810
0,2394
0,2001
0,1633
0,1298
0,1000

"г _а,
а, а,

. ,

1,0000
0,6920
0,5285
0,4273
0,3586
0,3088
0,2711
0,2416
0,2179
0,1984
0,1822
0,1683
0,1564
0,1461
0,1371
0,1291
0,1220
0,1156
0,1099
0,1047
0,1000

= 10»

а, = о.

1,0000
0,9550
0,9099
0,8649
0,8198
0,7748
0,7297
0,6846
0,6396
0,5945
0,5495
0,5045
0,4594
0,4144
0,3694
0,3244
0,2794
0,2345
0,1896
0,1448
0,1000

П р и м е ч а й и е. л = 3. v
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ТАБЛИЦА 12

р

1,00
0.95
0,90
0,85
0.80
0,75
0.70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0.25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

а*

а, а, )

а, а,

1,0000
0,9359
0.8723
0,8093
0,7469
0.6854
0,6250
0,5659
0,5084
0,4529
0,4000
0,3502
0,3043
0,2628
0,2261
0.1945
0.1679
0,1457
0,1274
0,1124
0,1000

а. «» 0 2
а, а,

1,0000
0.9240
0,8493
0.7761
0,7048
0,6357
0.5693
0,5063
0.4472
0,3926
0,3430
0,2989
0,2603
0.2270
0.1986
0.1746
0,1544
0.1373
0,1228
0,1105
0,1000

at а. .
о, о, = 1 0

1,0000
0,9208
0,8431
0,7671
0.6932
0.6219
0,5538
0,4896
0,4300
0,3755
0.3268
0,2842
0,2474
0,2162
0,1900
0,1679
0,1495
0,1340
0,1208
0,1096
0.1000

"' "'-10 2а, а, — | и

1,0000
0,9189
0,8392
0,7615
0,6860
0.6133
0,5441
0,4791
0,4190
0,3647
0,3165
0,2746
0,2390
0.2090
0,1840
0,1632
0,1459
0,1314
0,1192
0,1088
0,1000

а, а,— 1 и

1.0000
0.9188
0.8392
0.7614
0,6858
0,6131
0.5439
0,4788
0,4188
0,3644
0,3162
0,2744
0,2388
0,2088
0,1839
0,1631
0,1458
0,1314
0,1192
0,1088
0,1000

П р и м е ч а н и е . я = 3, v = 0,1, усреднение по углам.

ТАБЛИЦА 13

р

1,00
0.95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0.35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

о*

Ог _ а, _ j

и, а.

1,0000
0,9359
0,8723
0,8093
0.7469
0,6854
0,6250
0,5659
0,5084
0,4529
0.4000
0,3502
0,3043
0,2628
0,2261
0,1945
0,1679
0,1457
0,1274
0,1124
0,1000

а, а,

1,0000
0,9284
0,8580
0,7891
0,7218
0,6565
0,5934
0,5329
0,4754
0,4214
0,3711
0,3251
0,2835
0,2467
0,2144
0,1866
0,1630
0,1429
0,1261
0,1119
0 1000

а, а,

1,0000
0,8875
0,7840.
0,6901
0,6061
0,5321
0,4675
0,4115
0,3632
0,3215
0,2856
0,2544
0,2274
0,2038
0,1831
0,1649
0,1487
0,1344
0,1216
0,1102
0 1000

Й - * - 10
а, а,

1,0000
0,8359
0,7004
0,5913
0,5043
0,4351
0,3796
0,3349
0,2973
0,2663
0,2400
0,2174
0,1977
0,!805
0,1652
0,1516
0,1393
0,1281
0,1180
0,1086
0,1000

^ = 25=10*
а, а,

1,0000
0,7125
0,5486
0,4447
0,3735
0,3217
0,2825
0,2516
0,2268
0,2063
0,1891
0,1745
0,1618
0,1508
0,14!0
0,1324
0,1246
0,1176
0,1112
0,1054
0,1000

^ = ? 5 = 1 0 з
а, о,

1,0000
0,6920
0,5286
0,4275
0,3588
0,3091
0,2715
0,2421
0,2184
0,1989
0,1826
0,1687
0,1568
0,1465
0,1374
0,1294
0,1222
0,1158
0,1100
0,1048
0,1000

П р и м е ч а н и е , v a O , l , усреднение по углам.
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ТАБЛИЦА 14

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0.75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

а%_ а, _ (

а, а,

о, =• аг

1,0000
0,9262
0,8524
0,7787
0,7051
0,6317
0,5584
0,4856
0.4131
0,3414
0,2710
0,2029
0,1398
0,0871
0,0519
0,0330
0,0231
0,0176
0,0141
0,0117
0,0100

о, _а

а,~ а

1,0000
0,8978
0,7985
0,7024
0,6099
0,5216
0,4380
0,3597
0,2875
0,2221
0,1645
0,1157
0,0770
0,0492
0,0321
0,0227
0,0175
0,0145
0,0125
0,0111
0,0100

! = 2

at s= о,

1,0000
0,9352
0,8698
0,8039
0,7373
0,6699
0,6016
0,5324
0,4619
0,3904
0,3181
0,2459
0,1768
0,1164
0,0722
0,0453
0,0301
0,0213
0,0159
0,0124
0,0100

а, _ с

а, с

а,

1,0000
0,7087
0,4954
0,3448
0,2410
0,1704
0,1224
0,0896
0,0669
0,0511
0,0398
0,0317
0,0258
0,0214
0,0182
0,0157
0,0139
0,0125
0,0114
0,0106
0,0100

h

»! •= "г

1,0000
0,9463
0,8914
0,8349
0,7768
0,7170
0,6556
0,5929
0,5294
0,4655
0,4022
0,3401
0,2804
0,2241
0,1725
0,1266
0,0878
0,0567
0,0338
0,0188
0,0100

а, _а

а,~ а

1.0000
0,1764
0,0952
0,0649
0,0492
0,0396
0,0331
0,0284
0,0249
0,0222
0,0200
0,0182
0,0166
0,0154
0,0143
0,0! 33
0,0125
0,0118
0,0111
0.0105
0,0100

= 10'

о, = а,

1,0000
0,9504
0,9008
0,8511
0,8014
0,7517
0,7019
0,6522
0,6025
0,5528
0,5031
0,4534
0,4038
0,3542
0,3046
0,2551
0,2056
0,1562
0,1070
0,0581
0,0100

П р и м е ч а н и е . . 3. » = 0,01.

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

ТАБЛИЦА 15
в*

" " = "' — i
а, = а ,

1,0000
0,9262
0,8524
0,7787
0,7051
0,6317
0,5584
0,4856
0,4131
0,3414
0,2710
0,2029
0,1398
0,0871
0,0519
0,0330
0,0231
0,0176
0,0141
0,0117
0,0100

£г -, £L = о.2
а, а,

1,0000
0,9095
0,8194
0,7298
0,6409
0,5531
0,4667
0,3826
0,3020
0,2272
0,1615
0,1092
0,0724
0,0490
0,0349
0,0261
0,0204
0,0164
0,0137
0,0116
0,0100

1,0000
0,0050
0,8102
0,7160
0,6224
0,5298
0,4388
0,3502
0,2660
0,1898
0,1271
0,0829
0,0557
0,0396
0,0297
0,0233
0,0189
0,0157
0,0133
0,0115
0,0100

т- = — = ю—^
а, а,

1,0000
0,9022
0,8046
0,7073
0,6106
0,5148
0,4202
0,3280
0,2403
0,1618
0,1007
0,0626
0,0421
0,0308
0,0240
0,0196
0,0165
0,0142
0,0125
0,0111
0,1000

37-^=10-3

1,0000
0,9021
0,8044
0,7071
0,6104
0,5144
0,4198
0,3275
0,2397
0,1611
0,1000
0,0621
0,0417
0,0305
0,0238
0,0194
0,0164
0,0141
0,0124
0,0111
0,0100

П р и м е ч а н и е , л = 3, » = 0,01, усреднение по углам.
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ТАБЛИЦА 16

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

о*

"г о , j

а, а,

1,0000
0,9262
0,8524
0,7787
0,7050
0,6317
0,5584
0,4856
0,4131
0.3414
0,2710
0,2029
0,1398
0,0871
0,0519
0,0330
0,0231
0.0176
0,0141
0,0117
0,0100

"г о, 2

а, а,

1,0000
0,9152
0,8311
0,7478
0,6655
0,5845
0,5051
0,4275
0,3524
0,2806
0,2134
0,1527
0,1021
0,0652
0,0425
0,0295
0,0219
0,0171
0,0139
0,0117
0,0100

°« "г ц
а, а,

1,0000
0,8449
0,6984
0,5633
0,4425
0,3389
0,2541
0,1877
0,1378
0,1015
0,0756
0,0573
0,0443
0,0349
0,0281
0,0229
0,0190
0,0159
0,0135
0,0116
0,0100

"• "• ю
а, а,

1,0000
0,7201
0,4862
0,3172
0,2113
0,1483
0,1096
0,0844
0,0670
0,0544
0,0450
0,0377
0,0319
0,0272
0,0234
0,0202
0,0175
0,0152
0,0132
0,0115
0,0100

"' "' ю»
а, о,

1,0000
0.2222
0,1157
0,0790
0.0604
0,0490
0,0413
0,0356
0,0312
0,0277
0,0249
0,0225
0,0204
0,0186
0,0170
0,0156
0,0143
0,0'31
0,0120
0,0110
0,0100

а, а, •

а, а,

1,0000
0,1728
0,0941
0,0648
0,0495
0,0401
0.0337
0,0291
0,0255
0,0228
0,0205
0,0187
С0171
0,0158
0,0147
0,0136
0,0128
0,0120
0,0112
0,0106
0.0100

П р и м е ч а н и е , rt = 3, •* = 0,01, усреднение по углам

ТАБЛИЦА 17

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

£• = ->= i
а, а,

а. = аг

1,0000
0,9250
0,8500
0,7750
0,7001
0,6251
0,5501
0,4751
0,4001
0,3252
0,2502
0,1753
0,1005
0,0269
0,0010
0,0004
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

а, а,
а, а,

"х

1,0000
0,9470
0,8937
0,8401
0,7860
0,7314
0,6759
0,6191
0,5599
0,4968
0,4259
0,3400
0,2273
0,0841
0,0122
0,0040
0,0018
0,0009
0,0005
0,0002
0,0001

= 0,2

• l = "г

1,0000
0,9055
0,8113
0,7176
0,6246
0,5325
0,4417
0,3529
0,2672
0,1866
0,1151
0,0585
0,0222
0,0047
0,0007
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

а, _а,
а, а,

°i

1,0000
0,9489
0,8978
0,8464
0,7949
0,7431
0,6909
0,6378
0,5832
0,5253
0,4588
0,3738
0,2512
0,1157
0,0364
0,0140
0,0064
0,0031
0,0014
0,0005
0,0001

= ю- 1

о, = о,

1,0000
0,9021
0,8044
0,7069
0,6098
0,5132
0,4176
0,3231
0,2314
0,1452
0,0721
0,0261
0,0078
0,0020
0,0006
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

а г _ а,
а, а,

" i

1,0000
0,9500
0,9000
0,8500
0,8000
0,7500
0,7000
0,6500
0,6000
0,5500
0,4999
0,4492
0,3^85
0,3480
0,2975
0,2472
0,1972
0,1473
0,0976
0,0486
0,0001

= ю~3

« ! = " I

1,0000
0,9000
0,8001
0,7001
0,6001
0,5002
0,4002
0,3003
0,2005
0,1010
0,0101
0,0010
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

П р и м е ч а н и е . л - = 3 , » = 10"
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ТАБЛИЦА 18

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

а, а,

»i = °t

1,0000
0,9250
0,8500
0,7750
0,7001
0,6251
0,5501
0,4751
0,4001
0,3252
0,2502
0,1753
0,1005
0 0269
0,0010
0,0004
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0.0001

а, _ а

а, а

а.

1,0000
0,8956
0,7940
0,6956
0,6007
0,5100
0,4238
0,3428
0,2678
0,1994
0,1386
0,0861
0,0429
0,0100
0,0006
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

" г = "г

1,0000
0,9343
0,8680
0,8010
0,7332
0,6645
0,5945
0,5231
0,4499
0,3743
0,2959
0,2138
0,1271
0,0362
0,0017
0,0006
0,0004
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

°г _ "• г
а, о,

°i

!,0000
0,8111
0,6454
0,5029
0,3830
0,2844
0,2054
0,1438
0,0970
0,0625
0,0377
0,0205
0,0092
0,0024
0,0004
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

1,0000
0,9424
0,8836
0,8234
0,7614
0,6972
0,6303
0,5603
0,4865
0,4084
0,3253
0,2367
0,1425
0,0478
0,0062
0,0019
0,0008
0,0004
0,0002
0,0002
0,0001

а, _ а

а,~ а

a i

1,0000
0,0766
0,0197
0,0082
0,0042
0,0025
0,0016
0,0011
0,0008
0,0006
0,0004
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,000!
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

- = Ю2

г, = а,

1,0000
0,9486
0,8949
0,8387
0,7801
0,71ЭЗ
0,6566
0,5923
0,5270
0,4614
0,3962
0,3323
0,2707
0,2126
0,1593
0,1120
0,0720
0,0403
0,0177
0,0044
0,0001

П р и м е ч а н и е . л = 3.

ТАБЛИЦА 19

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

о*

?« = £» - i
а, = а ,

1,0000
0,9250
0,8500
0,7750
0,7000
0,6251
0.5501
0,4751
0,4001
0,3252
0,2502
0,1753
0,1005
0,0269
0,0137
0,0004
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

о, а,

1,0000
0,9077
0,8157
0,7239
0,6326
0,5418
0,4520
0,3634
0,2771
0,1947
0,1195
0,0573
0,0142
0,0013
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

1,0000
0,9030
0,8061
0,7094
0,6130
0,5168
0,4213
0,3268
0,2344
0,1467
0,0716
0,0242
0,0047
0,0010
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

— — — —щ—?
а, в, ~ 1 и

1,0000
0.9001
0,8002
0,7003
0,6004
0,5005
0,4007
0,3010
0,2013
0,1024
0,0145
0,0018
0,0008
0,0005
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

г; = - = ю - з

1,0000
0,9000
0,8000
0,7001
0,6001
0,5002
0,4002
0,3003
0,2005
0,1010
0,0101
0,0010
0,0005
0,0003
0.0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001

П р и м е ч а н и е . л = 3, » = 1 0 - 4 , усреднение по углам.
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ТАБЛИЦА 20

р

1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0

О*

1,0000
0,9250
0,8500
0,7750
0,7000
0.6251
0.5501
0,4751
0,4001
0,3252
0,2502
0,1753
0,1005
0,0269
0,0010
0,0004
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

1,0000
0,9136
0,8277
0,7426
0,6583
0,5750
0,4929
0,4122
0,3333
0,2564
0,1822
0.1112
0,0444
0,0023
0,0006
0,0003
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

а, а,

1,0000
0,8385
0,6846
0,5409
0,4106
0,2968
0,2019
0,1258
0,0669
0,0231
0,0033
0,0012
0,0007
0,0004
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

— =—= If!
а, а,

1,0000
0,6954
0,4296
0,232!
0,1137
0,0499
0,0161
0,0040
0,0017
0,0010
0,0007
0,0005
0,0004
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0.0002
0,0001
0,0001
0,0001

а, а,

1,0000
0,0088
0,0034
0,0020
0,0014
0,0011
0,0008
0,0007
0,0006
0,0005
0,0004
0,0004
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

0, 0,

1,0000
0,0029
0,0016
0,0011
0,0009
0,0007
0,0006
0,0005
0,0004
0,0004
0,0003
0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001
0,0001
0,0001

П р и м е ч а н и е , л = 3, v— 10— 4 , усреднение по углам.
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